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I. 	OVNE TEOHIJSKE YOSTAVKE 

Li. Uvod 

Z nei3to vie od pola veka svoga razvoja teorija 

grani6nog sloja se izgradila u krupnu samostalnu granu sa-

vremene hidroaerodinamike. Ovakvom brzom temi)u.ratvitka ove, 

relativno Made oblastimehanike te5nosti i. gasova, dopripe-

la je njena tesna %)ovezanost sa problemima brodske, avionske 

i raketne tehnike, kojima se u na6em yeku Dollanja izuzetna 

patnja i ;pie je u poslednje vreme zabeleten buran napredak. 

Teorija granienog sloja, oije je osnovne jednaane 

za iaminaran re Um strujanja, dao L.Prandt1 1904. 6. 1  uskoro 

je bila sa uspehOm koriLidena od strane Blazijusa 1907. Bodine. 

Iodine 1921. T.Karman je predlotio prostu metodu n0ribli ,tnog 

proraOuna laminarnog i turbulentnog grani6nog sloja i time 

otvorio vrata Sirokoj primeni teorije grani6nus sloja u teh- 

pri raznovrsnim prakti6nim proaauanjima. 

Ratradjivanje poluempirijskih zakona turbulentnog 

kretanja oa strane Yrandtla (1926.. g.) i Karmana (1930. g.), 

Omoguoili su prodor ideja teorije grani61,og sloja -pa s1u6aj 

turbulentnog rezima strujanja 

Uskoro posIe pojave osnovnih jedna6ina teorije gra-

nionog sloja, uporedo sa ravanskim stacionarnim zadacima re-

gavani su i najprostiji prostorni stacionarni i nestacionarni 

problemi. Ipak, zamanija remvanja neatacionarnih sluaajeva 

obayljena su samo u poslednje.vreme. 

Procvat teorije grani6nog sloja vezan jeoza period 

zadnjih petnaest godina, u yeti sa prelaskom na nadzvu6ne br-

zine leta. Ta sayremena etapa razvitka avijacione i raketne 

tehnite postavila je pred konstruktore i naudnike.mnogo novih 

kompleksnih problema, koji obuhvataju i probleme grani6nog sloja. 
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matematilike ta6ke glediata zadaci teorije gra-

ni6nog sloja od samog >wog paetka t zahtevali su primenu pri-
blinih metoda ra6unshe integracije sistema nellnearnih dife-

rencijalnih jednaana t  kaho obicnih , tako i parcijainih. Kat-
hada je LoGu6o koristiti metode razlaganja reiionja u red, pri- 

monjivati proces sukcesivnih aproksiniacija, iii drugih na6ina 
linearizacije, ali kada problemi graniftog sloja postanu aloe-

niji dolazi se do toga da se mora prea na maanski integraciju 

na raunskim elektronskim maanama. U tom i)oglodu ni teorija Gra- 
ni6noE sloja nije mogla mimoi6i zajednioki t  neminovni put za sve 
fizieke nauke. 

Hao gto je ve6 re6eno l  rezultati ziostignuti pri re-

gavanju nestacionarnih grani6nih slojeva lzasne za dostignuama 

ostvaronim kod prou6avanja stacionarnih grani6nih slojeva. Prva 

ispitivanja u oblasti nestacionarnog graniilinog aloja izvrgona 

su odmah posle stvaranja Prandtiove teorije 2  od strane njegovog 
saradnika Blazijusa [3.] 	koji je proubio granilini sloj na ci- 

lindri6nom telu, koje jo trzajem pokrenuto kroz rain nu viskoznu 

te6nost. On je, takodje t  re: A° i pitanje razvitka rxrani6nog 
sloja na cilindrienom telu dovedenom u kretanje stalnim ubrza-
njem iz stanja mirovanja. Goldgtajn i Rozenhod 123 su 
reLenja Diazijusova i.zra6unavanjem nekoliko sledeah aproksima-

cija. Gertler L 3J je duo re .. enje nestacionarnog graniCnog olo-

ja na cilindri6nom tolu pri stopenora zakonu porasta brzine kre-
tanja sa vremenoM. 'Matson 1:43 je uopgtio rei4enje Gertlerovo na 

olu6aj T)roizvoljnog eksponenta stepeno ubrzanog kretanja ci-
lindra i eksponencijalnog zakona porasta brzine sa vremenom. 

OprJta karakteristika svih postojeah rauova iz bola-

sti nestacionarnog granionog sloja je mirovanje pre poCetka 

kretanja oilindri6nog Lela. Tblo i teenoct, do odredjenog tre-

nutka vremena t  nalaze se u miru l  a onda iii Colo Procne da se 

kre6e kroz mirnu viskoznu te6nost l  ill, pak, tanost po6ne da 

obstrujava mirno telo. Grani6ni sloj se re mot obratovati 
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trenutno, ve6 za svoj razvoj zahteva hona6no vreme. Dovoljno je 

paajivo razgledati ,00znate fotografije Titjensa [5] 	koje 

2rikazuju po6etak kretanja kruLnog cilindra kroz vodu, pa se 

uveriti u gornje tvrdjenje. :::vi citirani radovi andliziraju 

grani6ni sloj na cilindri6nom telu formiranom pod takvira ckol-

nostima: cam° so men jaju naani hretanja tela, ali uvek kreta-

nje nasledjuje stanje mirovanja. 

Osobito s1oi eui zadatak o kretanju iz stanja airova-

nja ravne plo6e u svojoj ravni regili su V.V. Struminski [6] 

i L.A. Rozin 1:7] . Rozin je, kori56enjem jedna6ina Stoksa — us-

peo da proud strujanje u coloj oblasti oko plo6e, uklju6uju6i 

prostor ispred plo6e. 

Vige nau6nika 	Tars [8] Dobrigman [9]) koristi- 

li cu za regavanje zadataka nestacionarnog grani6nog sloja 

-ostupke, analogic 1)riblignim metodama za regavanje sta-

cionarnog grani6nog sloja. 

Drugi pravac, pogodniji sa prakti6nog stanoviLita, ve-

zan je za primenu jednoparaiuetarskih metoda u teoriji nestaci,. 

onarnog grani6nog sloja, gto sre6emo u radovima V.V.Struminskoga 

110] i L.A. Rozina [14 

Iz ovog kratkog pregleda postoje6ih radova o nestaci-

onarnom grani6nom sloju, odmah pada u'o6i jedinstveni zajedni-

6ki 6inilac svih terra: kretanje iz stanja mirovanja. Problemi 

grani6nog sloja na telu pokrenutom ne iz stanja mirovanja, ve6 

iz stanja izvesnog predhodnog kretanja,. nisu prema tome, raga-

vani, i u literature, o bilokakvim pokugajima regavanja takvih 

prblema, nema nigta zabelaeno. Predmet °yoga rada je bag gra-

ni6ni sloj na cilindriOnom telu dovedenom u kretanje iz stanja 

izvesnog nestacionarnog (u daljem celom tekstu govori6e se: pre-

dhodnog) kretanja. Uglavnom,radi se o ovome: telo je pokrenuto 

iz wirovanja trzajem, stain° ubrzano, iii stepeno—ubrzano i ima 

na sebi odredjeno polje brzina u granionom sloju, koji se formi-

ra. A onda ce saopgtava novi impuls telu (dal je u tekstu: dopun- 
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skim) trzajem, stalnim ubrzanjem t  iii stepeno ubrzano 1, ra-
zume se, 2bog toga, se stvara nova, strujna slika na telu, druk-

6iji nestacionarni grani6ni sloj. Cilj ovoga rada je da se raz-

vijo metoda za proraun takvih nestacionarnih crani6nig slojeva. 

L2. Izvodjenjo jodna6ina dopunskog grani6nog sloja 

Za prora6un graniOnog sloja na telu pokrenutom iz 

stanja izvesnoc prethodnoc nestacionarnog krotanja slue poz- 

nate Prandtlove jednaine: 

,p4  4)e4 7,- 4,4 -'1"--- 	-21- a 
be..4 
D at: 0 

-- a"  

air 	z 

sa Erani6nim uslovima: 

-= 0, 	
- 

	 .2) 
i Daetnim uslovom: 

(1.3) 

Ov(e je x,y koordinatni sistem vezan za telo, prema 

s1. 1, "t" vreme t  mereno od momenta kada je paelo prethodno 

kretanje Lela "T" trenutak kada nastaje dopunsko kretanje t  

 

(2 1 v) - rezultuju6e brzine u grani-

6nom sloju u intervalu t>T 9  "LT" - 

.rezultuju6a brzina opoljanjeg -„;.o-

tencijalnog strujanja u istom into-

rvalu, koja, ustvari, sadra osim 

 

31, 

 

dopunske potencijalne brzine i onu zatedenu, predhodnu potenci-
* 

jalnu brzinu t ,y - gustina fluida i "y" kinematsha viskoznost 

fluida. Oslin ovih uobi sciajenih veliana t  u Daetnom uslovu (1. 3 ) 
javlja se 'unkcija u s (x t y t T); koja predstavlja brzinu u grani6nom 

sloju neposredno uo6i pojave dopunshog kretanja, a koja je pos-

tala zbog, predhodnog kretanja iz stanja mirovanja t  to je kao ta-
lcvu -7,oznajemo. 

Problem je t  znaa t  u tome as treba reLiti sistem 7)ar-

cijalnih jodna6ina (1.1) i istovremeno zadovoijiti grani6ne (1.2) 

poCetni (1.3) uslov. 
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Odmah se, medjutim, naziru krupne tegko6e. 

Prvo, za reL=avanje jednanna (1.1) ne mcAe se prime-

niti uobibajeni postupak uzastopnih priblizenja, koji vai sa-

mo u periodu formiranja E;rani6nog sloja, a mi ovom prilikom 

weimenjujemo jednanne (1.1) za doba Dada jedan, grani6ni sloj 

u stanju formiranja, trpi svoju izmenu i doGradnju. 

I drug°, 6ak i ako bismo uspegno prebrodili tegko6e 

oko reiavanja jednanna (1.1) dobijeno reigenje je talc° 

-ooCietnom uslovu (1.3) i pripremiti ca za prakti6nu upo-

trebu, zboL; komplikovanosti funholje u s (x,y,t) [123 , koja sa-

dra kombinacije polinoma, funkcije greMce i eksponencijalnih 

±unkcija 1-)o nromenljivoj 1.=.2 	 kao i nnioce, zavisne od 

promen%Tive "x". 

Ostaje jedino da se Udine poku6aji kako bi se po6et-

ni (i grani6ni) uslovi definisali u univerzalnom obliku. 

Ideja kojom se to -oostV-2e, a na kojoj bazira ceo ovaj 

rad, sastoji se u sledeoem: na telu je, u trcnutku pojave dopun-

skoc krotanja t = T, zate6en prethodni Grani6ni sloj, dakle, 

jedno polje brzina odredjeno -orojekcijama "u s " i "vs ". lopun-

sko kretanje tela, istoumerno sa Drethodnim, sva kako je unelo 

promene u Grani6ni sloj i sada su u njemu projekcije brzina 

"u" i "v". 	 mote se smatrati da su prethodne projek- 

cije brzina "u " i "v s
" sadri';ane i u ovim rezultujunm brzinama 

"u" i "v" iza nastanha do -ounskoc kretanja, same su one dopu-

njene dopunckim koraponentama brzine "u d " i "vd ", koje odredju-

ju dopunski nestacionarni Grani6ni sloj, kako ee se unuduoe 

u ovom radu Cesto nazivati. Prema tome, ostavimo li predhodnom 

rani6nom sloju da se i dalje prividno razvija, u okviru re-

zultujuacc Graninog sloja, i , posle trenutka t = T, dakle, 

pri t1 
 > 0: 

u = u + ud 	
v = vs + Vd 

problem smo nvoli na pitanje odredjivanja samo dopunskih proje-

kcija "ud ", °ve ", 	_oje su paetni uslovi definisani univer- 

zalno: 	za 	t1 = 0, 
	ud 	

v,a 
 = 0. 
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ne samo to. Ictovremeno, mi 	problem sveli na 701- 
tanjo odredjivanja doiAinshog 	- 	1j:). 

Lactaje i razvija se, pa se u 	njegovog 
proraOuna moLe formirati i postupak sukcecivnih aproksimacija. 

Izyeditio,najpre, jednaane nestacionarnog Copunskoz; 

rani6lioc ::aoja na na in koji je cli6an Hizeoovom poctupku C13] 

imrodjonja jednaana Prandtla. Iosmatraoemo najoptiji cluiSaj 
opticanja :.7rivolinijohe lamture. 

:odjimo od osnovnih ravie-:3toksovih jedna6ina hidro- 

=, 42 
bpC. 

L;tfe su izoctavljene ortj7 iznad slova za fizi6ke veliane 
hoord±nate. 

Oevidno, 

zy  
51.A. 

0 
a.1 

i rovodimo ih na bezaimenzijski °bi 1.. 	
lk horistca hal.ahteristinu 

du'2'inu "1" i karakteristi6nu brz4v "V": 
= 	 = 

/ 
■ -- 	 11.5) 

Zamenom vrednosti (1.5) u (1.4) i Si aavanjem obeju 
strana prvih dveju jednaana toga sistema sa -7- , a treeca 

dobiee se: 
a4.4 

-277 1-  44  

 

far 1. W  

	

C 	
4;pe 

 

	

atoe- 	 /e4& 	R.^,z1  

	

----- 	tfr . 2 

A4e. .aar21-  1075)  

mol_anike za ravanski clu6aj: 
et.e. 	&Gt. 
at 
alb . 	a LA- 

ZaLl 	 atir .>) 4 44. 

(1.4) 

jednaane hidromehanike, 

obliku (1.6), auvale su svoj 
samo eta se umesto gustine "j>" nalazi 
matske Vishoznosti "y " iaan , gde 

A2e 

napisane u bozdime- 

n csov 020j. 

Ako sada jednaane (1.6) izrazimo u izrivolinijskom 
ortogonainom koordinatnom sistemu(q1 , q2 ) dobidomo: 

predjanji osnovni oblik, 

jedinica, a umesto kine- 
ve je 	 ._L!ej- 
-11)  
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4-t 	.atje: 	Z ti 	212.2.  

gde su 1:1  I 1712  odgovarjua Iameovi koeficijenti. Izaberimo sa-

da sistom krivolinijskih hoordinata i prema Si. 2. Uzi:Arno u tagka-

ma konture C normale,na tu konturu i neka normala kroz proizvo- 

w ljnu tagku 1. 1  koja leEi blizu kontu- , 

Odredimo rastojanjo susednih tagaka M i 	Des:conagno bliske 

normalc ME i seku so u contra krivine K Drive C, koji od-

L;ovara tagki Y. Obelegimo radijus krivino krive C u tagki i sa 

r(s) i --) -ced2)ostavimo da je r(s) neprekidna funkcija promenljive 

H&J zajedno sa svojim -)rvin izvodom. .J 

tagnog6u do boskonagno malih veligina vigega 

imamo da je: 

(1.7 ) 

n 	 re C, sae tu konturu u tagki U. Ako 
N 	N' 

/ 	 izaberemo na konturi jednu fiksnu ta- _- 

‘ ja. 	nu 0, pologaj proivoljne take H 

A 2 	

odredjen je, u odnosu na nju, kordi- 

natama ql  = s i 42  = n, gde je "s" du-

bg 	
Eina luka OL, a "n" dugina normale NH. 
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L' 	• Z ••■•■•• 	 ••• ■=.0 

de =fru_ 	, Lml.e&L, m7 ---.---Et(4)144ild6L, 

4//vi 	A (4) dAA, AIL = '44(11 	, 
/t(4) 	/ 

to je: 
jgdAt- d4-42  

• 

pa su.Iemovi koeficijenti: 

41. 
= 

1:onadno, uvedimo uledeee relacije (pri demu imamo u 

vide red veiidine popredne brzine u granidnom sloju, kao i samu 

17)opl.ednu dimenziju eranidngg sleja): 
= 4 

fr.e. -z,t6 	 -074 

Ubacivanjem vrednouti (1.9) 

.u- be
Dy Arze  )41 	 -2,-  L 

43 le.  3.1it.  
/.,?e  4/ a z 	ar 	a-zu 	4tt  

74. •■■•■ ••■••••• 

2   &Rev,  Al" 	it4ge 	 /0Yee 	lif.3 	 (1.10 

Aze ze 	 Z$ 	Z.  7 	viz ithif 

a .7 ReVal. 	 274 r-  

,z/ • ■■■.m. •.■ 	
••■••■••••■•■•• 1P/". 	 44} #41 21, 	A #fr .2:Z. 	A 4V/et 	 #t1 

010 strujanje pre o jav^ dopunsko hretanja bile bi 
prikazano ovim jednadinama l  samo bi se mogle sve fizi6ke veil- 

. 

dine obele'Ziti indeksima "s", da bi se tako naznadilo da se ra-

di o Ty...edhodnomstrujanju. Ali, isto takojednadine (1.10) mogu 

ue tumaditi i kao jednadine rezultuju6eg strujanja rosle Doja-

ve dopunskoc kretanja. A da bismo dobili jednadine samo donun-

sko strujanja u zasebndm obliku, treba u relaciju (1.10) sta-
viti: 

(1.41) 

iskoristiti dinjonicu 0 nc-orekidutom 

jednadine 

9) 

(1.7)dobi6e se: 

z a tim 

,44. 	4Le4 	•44.:14 

71" ..°41ket 
tes7 == 	 1V-z4 

raznaniti sve izraze, 
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razvijanju starog strujenja (u s  i v s ) i posle trenutka t = T 

kada je stvoreno dopunsko strujanje, to tako dobiti jedna6ine 

nestacionarnog C,opunskoc strujanja oko cilindri6nog tela pri 

proizvoljnom Re  - broju: 

--r  t- 
 a i-/ 	Ait 	z 14; 	23 
—(41:t.---- 4- 4.4z/.------  

	

A.: 	 'o AT: 
ll 	12. vy 

— 1  (444 totte 06 ad. tA3 i. 44,1 tlupm -. -.0"..fi4- 	l 1 47 'it°19.  

1- 
2 

- - Adef a lc. ReA4, c e ,rofel,47 

7' ermIzehi; zw: iegeuzaiox.- /etc 164 	eRe. YZ "44? 1i-4  
1.  btik.j. 4L454 21.2 4464.,Lez4. ) 74. 	ir  

Rc; 25 4 f ' Aat 41  l' ax 	b.  lc 	62: / 	la ‘  
/ 

2 --y" 	
a  .. 	y i 2_ Yom.4 

—"-.A:  -IL 21.2!" / 	 74-. 0 	( ilr( 2 4 	a 

	

-(Ali.-514. 	,-Ar i 

	

124Z. iec Aef  711c1- 29r 	Jc 	11,71  21 A- 

	

lit 4  07573 	
4 ___ 

s 
Prelazeei na strujanje. u grani6nom sloju oko tela, dakle Da- 

( 1 .12 ) 

taju6i da e
-4.41a* 

dopunshoc grani6noc sloja: 

iz jednaZjina (1.12) dobi6e se jednaoine 

a44.41.. 444  .21,- ,L4,..,4  4  ''' #. 4:40x  lEt!"- .0:- Vii  ' ''' lf-
1 k/ 	.a -..le. 	a *.: 	,,,, 	a 

	

i'- -&-04- - 2°.--=---41  'f.- -r.i.-.4 -.1. 4-4- 	y, 4,f;41.H2441  1.1 a 7 	a 7 	f ..,..1 	 (3) 

C. == 
2'4:  

Rasmotrimo jo:"; i jednannu kontinuiteta: 
s,

. 
	_, , a v-.,  ,  

PI 2. 	-7-• s-f - - - - - 7— -/ — 74- Vtz, ----- = 0 
Z/ f 	1  '422.:- 	ZZ i 	Z1E4  

6menjivanjem ov.de vrednosti (1.9) dobioe se: 
?ix. 	 I 	22.1?-  .i... 1,-.____I__ .....0 

."4-44a, 

a 1)omo6u izraza (1.11) nastaje gtedna6ina tontinuiteta za dopun-

sho strujanje pri proizvoljnom R - broju: 
aft.2.24. 	 bcht 	e 

.••••••■••• 	.74.. • 	  
A V724, 

Odavde sleduje za R;0,00 kona6ni izgled jednanne kon-

tinuiteta za dopunski nestacionarni grafi sdni sloj: 

11.14) art,4 4 	0  btAtc  
blar by 

Kao to je Doznato, pritisak u predeku upravnom na 

erani6ni sloj moge se smatrati konstantnim, ilto ostaje u vagnosti . 	I 
za dopunski craniOni sloj, kako pokazuje druga od jedna6ina 

(1.13). iloge se usvojiti da je taj pritisak jednak sa onim 
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pritiskom hoji vlada na spoljnoj granici graninog sloj a, a koji 
je odredjen spoljnim bezviskoznim strujanjem. Prom tome, moue se 

smatrati da jo pritisak u graniiinom sloju koji je odredjen spo-

ljanjim potencijalnim strujanjem, poznata funkcija koordinate 
"x"i vremena. 

Usvajajuoi jo 	Blazijusov na6in prikazivanja naaina 
kretanja cilindri6nog Lela rroz viskomni fluid preko snoljanje 
potencijalne brzine 	,o ;e se do6i do zna6enja gradijenta pritis- 
ka potrebnog za jednaaine (1.13). 

Naime, za slu6aj kretanja iz stanja mirovanja, dahle, 

za na6u 7,rvu etapu krotanja, imamo u to svrhu Doznatu Ojlerovu 
jedna sainu: 

ZU 
z 	Ib =C 	J) ax 	 (1.15) 

U periodu t1 	0 gde je t1  = t 
t = T t

1 ( 1 .16) 

sl)oljeJnje Tlotencijalno strujanje je, razume se, ponovo odre-

djeno Ojlerovom jedna6inom. ilodjutim, predhodna iotencijalna 
brzina dobila je priraLitaj U

d zbog pojave novog dopunskog kre- 
tanja, a to se moralo odraziti i na promenu pritiska, to se 
tako jav -qo tl-at'eno "p": au 	(.140 

	

,. 	s 	ei 	 z ,oc 	 (1.17) .1 	Z). 
Tao so, naj'zad, koriste6i jedna6ine (1.15) i (1.17) mole do6i 
do cilja: 

.......e.  atz4z  = aus4..(.../ 21.(4 7(.../:Z4.14/ • a t' el 2) 

Zamenom ove veze u (1.13) i pridruircivanjem jedna6ine 

kontinuiteta (1.14) dobi6e se sistem jedna6ina kozli definiiie 
dopunc;ki nestacionarni granioni sloj: 

.— 7.-- 

(1.18) 

. 	) 	 ! 
ti.4 	leie 	___ aleU * "zU 7 _' 	i- Cid  -___ _A  6/ za.f ej .tgive...3„,-.44.„ 
7 	a t 1 	a ac 

	,,,,
' 1.„ 

 
ay 2- 

2°1-11'c ----- 14- 7--  = C.) 
Gran i 6 n i i po6etni uslovi sl: 
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„Lia ti-et  = 0/.  za y = ; 

.C.444 = CZ/ (v<, 41) -z 42.  
• ,. 

as 	 .= 	r of-4 at. 

Do ovih jednaana moge se do6i i druGim putem. 

1:oristc6i anjenicu da je grani6ni sloj veoma tanak 

mogu6e je krivolinijsku mrau koordinata, pram sl. 1, srnatra-

ti uunutral6njosti Grani6nog sloja, mream £)ekartovih koordi- 

natnih linija (x,y). U tom sistemu, ako zamemarimo zapreminske 

silo, jedna6ine Eavie-Stchksa za xavansko strujanje viskozne ne-

stinjive te6nosti, imaju 
eycc 	htt 

by 	
, 	

4..%)/z3e2 	azc  ate  - ( ?act- Zt.z 	' 	 f) 
azdt- 	ha- . 	 • a2".c/- 

	ay 
1-44, 	14- 	= 	 iz-)y---2xx4.A-Ty 

1 • 
Ako a ovim jedna6inama pritisak ifbrzine ozna6imo 

indeksima "s” ima6cmo jedna6ine strujanja za prethOdne struja-

nje, u vreme kretanja nastalog direktno iz stanja mirovanja, 

o 6emu je ve6 jednora bilo re6i. 

Za drugu etapu kretanja, kada se telo prevodi iz ovog 

u novo kretanje preko veza (1.11) i ovih jedna6ina, za dopunske 

brzine "ud " i "v d " dobi6e se parcijalne jedna6ine: 

4)44-4 ,. .44:c 	.444 Alez-4.1 uee-t54`4 1E- 	4 	11-114  1112 •i 	 d 

z 3,) •-  
a 4r: 

4.444.) 

41Z4k 	a V-4 	a1/24 	a t/rgd - l•-• 444 ......;=,... 'f" "4 '"'"" I- 	# ZI-d.--I'e: .i• Ila 3414  i - 1•442 :4L ' 21 ,6, 	z .mr. 	Zt A.: 	23 a2 
2. 150, I  7 

74 3)  ( —71X7:2  IL.  -.72.) 
..._ .?4.1.,et 4_ ..1"Li24. .= 0 

Po:jto gelimo da procenimo relafivne veli6ine pojedi-

nih 61anova ovih jedna6ina u grani6nom sloju, predjimo na bez-

dimenzijaki oblik till jedna6ina. Pri.tome 6e mo ae osleinjati 

na Donato svojstvo grani6nog sloja - vrlo mala debljina gra-- 

ni6nog sloja u Dotedjenju sa uzdugnim dimenzijama ove oblasti 

strujanja a'., u veza. -  sa tim7  vrlo male popreene brzine, prema 

podugnim. 
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0Dredeli6emo se za isti red veli6ina brzina i pret- 

hodnoc i doDunskoc kretanja na cornjoj granici grani6noc sloja 

(zajeni6ka karakteristi6na brzina u - odugnom 17,ruveu je U), a i• 

za onrodne komponente Drethodnog i dopun koc kretanja uze6emo 
D1-ib1igno istu karakteristi6nu brzinu V. 

Za razmere vremena i Dritiska usvoji6emo konstante 9 1  

i P. Ako oa "prim" ozna6imo bezdimenzijske vrednosti, bite: 
7- 	 Ar vc / , 

4.4e. ==11 	/ 	 444=.644, -ma=21,4,t44.4.  --, 

preko kojih jedna6ine (1.20) postaju: 

114/41#44 	2 44/.E 	V 12:4 xi/ d.• 77t  bi-41  7-ez, ' 414  377' "'LIT: 3/77 1'147—  77-7 4'4— 7.- .114, 

	

Ye,/ 	Air 
_izci-i , AV ', red 

4., 7 ate/ 	-1('  	2 ..--Ti .A. 4.444  2 
A v 	W l 	

oci/-*—&—it . / f 3777 1..' 774  

-/ - 	
, i 	e _4/444  ____ 	Px 	i,/..zle 	azi. 0  .0( ii-i _ .._ ._ 41,...w■,... 

3)4i V ti/ 2  Y / A& ".• 1 4  Ylei -atx 
24..c/ „ v A V b Z-' = 6 

7 = 41/ 7/ / 

74_ 	 vtu4  2 <4A 	 P a/440/  
di/ 
44. 

z- 	
‘ 	• )',1°  yr- su 	 a.v.4 

(1.21) 

4/ 	a 

Prel:o konstanata X U obrazujemo R
e- broj 	= ---

UX  
- e 	)0 

dimenzije konstanata T P : 

'U 

izrazimo 

Cstaje jo6 6.a se poblige odrede razmere popre6ne dua- 

ne 1 i brzine V. Odredi6emo ih iz uslova da u tre6oj jednanni 

oisteaa (1.21) bode ostvarena homogenost u poeledu reda veliane 

sabiraka, odnosno tako da u sistemu (1.21) ostane samo jedan os-

novni Darametar: 	- broj; dakle, u torsi smislu, moeu se ustanovi- 

veze: 

odakle cleduju podaci za red veli6ina pobranih 
U. 	. 

v • ------ 	I/ -- X
da 	

-. VA3e, /  
6a 	jednaiiine (1.21) 7.)ostaju: 	

Oa 

duUna i brzina: 

,....,./ 3-44q'  
/ 

/ 3 (4ei ' 	.. / ze.e4 v / 
. 

•,4 .46.1611 ....... 	'1^  fewedte ... ■•■■■ le- sh..,,e  _ 	v 	.....0 A  

. 	
b /- 2.

2.4  / 
	 2_ 1 	x. .1 ,, / telt -74- ,,.... .4 	— 	1 	-74. L a. 44.4= 3 yi 	 '74. It"  

a -6 
, / 	A••4 

•••••-• 
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kve 	 a -lt.' a yi 	7  
• / 	 z 

„ yt4 
i 	

a 14e4 	, a lAt

/  

' 
/  

ae.4.,t, 	: 	2) ef-.4 ---- 16,- 	 .-.---- 0 
z x--/ 	'ay/ 

Sittem (1.22) zadra param.etar :1 e1 
 i to najzgodnije 

smatrati ga u obliku -1- 
1 
 kakav ulazi i U izraze za popre6- 

 

14-fe   
nu koordinatu i Donre6nu brzinu u bezdimenzijskom obliku.  

I'osmatrajuei formalno reenje jednaana (1.22) razvi-

jena 1)o stepenima toga malog parametra: 
i 	 / 	i 	/ . --i-- / 	 14kyl-.../ 4.4.4  mm .44.4 10-. 144  44-€.41, y- ,.. / ZA-sic ,== 1:0 4, 4. 

ft' L 	/2-/;t41 94.  1/7?-e  pd, - • 

== -4400 	- 	44-4 7 	/ 	IT= 1_,-,40 	 1.74L e / 
Pt4e 	 tAee 

gde su eve veli(;ine obelcene simbolom "prim" •unkcije od bez- 

dimenzijekih koordinata i vremena l  tada prva jedna6ina Nis terra 

(1.22) dobija oblik: 

844 	.31.  --•tt y■• lasici 	 "‘"444K, 

4. -.e. '&44/4 ).0-4e.-f 44 414eL‘ 2- v‘de/1 4../11-i,i--L 1/-d). 

(wA, . 	 /1)4/44,  1 	( / 

k, 1)y/ 14-ee. Byy " t 	Re y( 471 	Re 91/ , 
(444 

2./ 

aa a Xi  Re a a.-. 1z 
 , 

.4 ./..e.-ce., 

a *yr  

Ako e•avnimo koeficijente uz nulti stepen malog parametra 

na levoj 	desnoj strani t  tada iz druge od jedna6ina (1.22) 

dobijamo: • 2)144°  r' = 0 

( 1.22) 

, = , 

) I L 	 1,44 tz  
— 
ari 

444., / 	-4414 
••,/ 

/i..it 
	72,

, 

a iz relacije (1.23) sleduje: 
a‘dc.c 

ic,(4.a.,41&44.14, 	 •/-44146/ 21-4444  

am:/ 

Tz treCe jedn&.ine sistema (1.22) je: 

e) c-cee4 	3L!!!‘ 47 
za:• 	

7/ 

	

a coca,` 	auk'  
 71-* Var.4 	 1-  

	

Zyi 	 'ay/ 

4",_/ 
74- --v1e4 —9-14 

sp. 	a .y/  

Zr Z- 
(1.24 ) 
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Vi(A so odmah da se dobilo into kao da, je u vezama (1.22) sta-

vljeno 	. Aka sadanje tri relacije vratimo na dimenaijski 

oblik dobi6emo kona6no, jedna6ine dopunskog grani6nag sloja: 

	

-•4 	a 444 	712 227---4t4  Dye 	yr. z  y 	b  
.2144,41e 	 5 

	

-- 	 1,7 	(1.25) 

==4) 

	

ae4.4. 	atht. == (2 1,-sc 

Z odrodjivanje vrednosti china ( —df  
woc 	

) moLo se ko- 
I 

 ranije izlo eni postupa4. Prams tome, jodnaine (1.25) 

i (1.1U) su istovetne. Razume se, craniOni i poproOni uslovi 

(1.19) au odnostavni. 

&3. Lotoda regavanja jedna6ina dopunskog 

granienog sloja 

a)Lavanjem jednaana dopunskog grani6nog sloja(1.18) 

odnosno(1.25), sa grani6nim 1 po6etnim uelovima (1.19), i do-

davanjom toga roLienja izrazima za brzine, u ovom cadu nazvanog 

"prothodnogh granionog sloja, koji je poOeo svoje :012v4i:cE.Lje u 

r„clo.tu t = e l  e neatv.\ie 	1 ,ciac trenutka t = T, kada se 

za6eo dopunski granifti sloj do6i 6e se do traenih raenja 

grani6nog sloja na telu pokrenutom iz stanja izvesnog prod:clod-

noL nestacionarnog kretanja. 

•ripremimo proces postuDnih pribli'2enja kao metodu za 

reavanje jedna6ina (1.25). Obrazujmo parcijalne jedna6ine za 

-oojedina sukcesivna nriblienja brzine u vrani6nom sloju. Pod-

se timo se, naj -ere, principa kojim.Blazijus [14.] odredjuje na6in 

krotanja tela kroz viskozan fluid. Ako se telo pokrene iz mirova-, 

nja trzajem.Blazijus uzima da je U = U(x), za, t 	0, kada 

60 stainim ubrzanjem onda je U = tW(x), za t .3.?: 0, itd. 

u koordinatnom sister u 6vrsto vezanom za samo 

telo ;  Nto je uvek s1u6aj u teoriji grani6nog sloja, 701Ezijus 

uzima kao da se spolja5nja Dotencijalna struja 2  relativno pre- 
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ma tclu, 1:rc6e oovallaju6im naoinom. Ovakav naan.primenjiva-

6c o 1 u ovom radu. 

Dakle, u trenutku t = 0, na telu 

postoji izvestan GraniOni c1oj 

(u, v ). '2ada se telu saop?3tava s s 
dopunsko kretanje, odnosno, analo- 

Gno B1.zijusu , tada kako da naila- 
-; 	zi struja tenosti U (v.sl. 3). U 

prvim trenucima dopunskoz krotanja 

8 mo6e se primeniti isti princip za 5(. . 
formiranje jednaane DrvoG nriblii3enja, kao i pri hretanju iz 

ctanja mirovanja: potencijalna brzina spolja'inje struje U a  se 

u neizmenjenoj vrednosti prostire Gotovo do same konture 

tcla. UotTuxi l  pri tom cc u GraniOnom slo)u odiGrava proces koji 

cirri da je cela pojava specifiOna 1 razliata neGo u slucaju 

kretanja -bola iz ftanja mirovanja. raime, dopuncko Lretanje 

Ud  6e, u LV1hi renucima, priGuavati postojeOe poprebne br-

zine prethodnoL GraniOnoG sloja (vd  áe imati 2unrotan smer od v 

Znaa, u31avnom 6e U., poja6avati Doduiinu komponentu brzine u 

,:raniUnom sloju, ali, ipak, ne moGu se prenebrea.ni popreOne 

dopunske brzine v d ,  pre sveGa, zato igto su one zastupljene u 

z)(44 
0 / 	

, 0 
 

Cvih neholiko anjenica koje su koriii6ene nri for-. 

Liranju jedna6ine -drvo priblicnja postaae jasnije Elko se posu- 

•_',,
■ - • 

bely 	btece. 
prvoj od jednaana (1.25) sa dva 61ana (q/4,19 71' 71.44737 ), a 

ne z.rio ca jednim, 	je to bio slu -daj nri hretanju iz sta- 
b44 

Lja mil'ovanja ( ifr 	). Upravo, ova Anjenica nd,jv:Oe doprinosi 

c10j).6nosti, da se, za prvo pribliL;enje dopunsl:oG graniOnoG sloja4  

moo.1 zancmariti nanovi ( Z404.4 -2Akr ,4-1,14 	), 1:oricte6i, 
ciy 

pri tome, i podatak, od umeh keri56on, da je popreOno hretanje 

daleho manje od podui:,noG. Pri proceni recta veliOine ova tri O1a-

na imalo se u vidu da su, u dornenu vailnosti jednaana GraniOnog 

cloja l  cvakako: 
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444e  me a 	>e, 	CI 4-4 11,-)6:  . 	 / 

Edo je Yrolativno mali uEao, ta-

i:o 	je moEucie ustanoviti 

1i nouti: 

L c./  

Tako je i formal no opravdano uzi-

manje da je ud  Tz■-•_ tic  u prvim tre-

nucima, ali je into tako dobijona 

d voli6ina vd 
 04, U 

, 

koja ma- 

l. 4. 	 da je mala, ipak, uzota dvaput 

znatno umanjuje vr:dnost sledeah triju 61anova 

sp —ed. "-= Pr-- V-ct. •t"44. ajy  
;0Y 

jer je, skoro do same taeke odvajanja frani6nog sloja, a u po-

6etnom stadijumu §opunskog kretanja, kako to 7ookazuje i sl. 4. 

"v
d
" su'.)rotnoE smera od ny s ". Ako se ovo doda 6injenici o nezna-

tnosti Do -oro6nih brzina u irani6nom sloju t  staa 6e se razlozi 

za zanemarivanje ova tri olana u jednaini (1.25). 

1:c-:1jutim t 	slu6aju da dopunsko krotanje nastaje pre 

r,ojave tan:a .c)rvog odvadanja Eraniiinog sloja zbog prethodnog 

kretanja, Elavni razloG za zanemarivanje . wmenuta tri Plana u 

celoj okolini tela t je zanemarijivo mala vrednost popre6nih br-

zina, :o je su teh'u s:;mom zaiictku razvoja, a s obzirom na krat-

kotrajnost kretanja. 

Ako izrazimo brzinu Erani6nog sloja u vidu pribMe- 

nja 	
..-14.“ := 44.0 (...7X-• ye  .1  i) ,L •44. of ( '''C # 7• t f) 	

(1.26) 

Ede su 4.e / 464d 1  odnosno v, 4‘ /.;', , dobi6e oe za prvo T i-

blienje brzine"u o " 9 na opisani na6in: 

7, 
±-1 : :::4: 

4 	 P 4,GA-J 	 (1.27) 
Z -*C- 	Z;y 

luEimo 	 ol. 4. je o6iEledno da je l  u 	trenu- 

ciun 	 kretanja: 
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— 

sa granignim uslovima: 

	

7.4t. 0; 44. Cide(-f-4:), 	 (1.26) 

;;nee 	vrednosti (1.26) u jednaane (1.25) i kori- 

:`36enjem jednagina za prvo pribligenje-(1.27) nastaje: 

bad, 	0,u0 	acts 	aL44 . 
	as

iGa 417 4.4(4 27X-744-441/6„ 	ay  

	

a„ 	241 	 (1.29 ) 
444 	 (...,7‘.4' • 	 r 

gde je: 	 v.vc y  

—!-0-40 	 44144.---44  441.Lbx, 74- 4" 	'"/ IDAL 	 a: 
14. 4:1.,  T 441 14 v.. 	0

r 	

44.4_ 	a 44 	_ 	4-1-1 (130) 

Pre procenjivanjareda veliane izraza (1.30), podsetimo se gta 

je zanemareno pri formiranju jednaane za drugo pribligenje u 

slugaju kretanja iz otanja mirovanja, koja je noZnata i'moge se 

naa u literaturi [141 . Kaime l .tam se smenom u = uo  + u1  u 

jednaginu granignog sloja i uz pomo6 jednagine za prvo Dribli-

genje, doijlo do jednaana drugog pribligenja, a pri to ge zane- 

ct mareno: 44 =,4.44 2_ 94_ .,..41  2,44a 7i_ 4.,„t t. #4,,c i  a-Lie 4_ “ au,.1,144  

a ..IC 	ay 	27 	I a-az 1  / 

Pri analizi ovog izraza korigOene su slede6e anjenice: a) .4.4 1 44 

4 ‹,4,c1 	 b) 	 (popreOna kretanja su dosta sla- 

bija od Dodugnih), c) osim ovih podataka, kOji vase i za analizu 

izraza (1.30), bloc od koristi okolriost to je za formiranje 

prvog pribligenja "u o " korig6ena priblignost ud r.. Ud ; a s ob-

zirom na nag inbor da Ud 
bude istog reda veliane kao i Us, koje 

na isti nagin, u principu, ugestvuje u formiranju pribligenja 

za "its ", sleduje oinjenica da se moge smatrati,da su "uo " i "us " 

pribligno istog reda veligine (radi se samo o prvim Driblige-

njima Dredhodnog i dopunskog granignog sloja). 

Propene pojedinih pribligenja brzine u granignom slo-

ju su mnogo ve6e po "y", nego po "x". Ova anjenica je korig6ena 

i pri analizi izraza za 4 . Ovo, uz pomoC prvog podatka pod a 

omoguouje da se odstrane i glanovi 

Dodo. li se evemu tome jog i ginjenica zabelegena pod 0 2  mogu se 

zanemariti i glanovi; 844,  
acs / 	bvc 	'441  arc: 
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1t5 

nog itih razioga bbog kojih su u izrazu za 11 4 mo-. 

gli biti odbaCeni 61anovi 1):# 1/ 	 mogu se i u izra- 

zu (1.30) oanemariti 61anovi: 

"77 	7  By 
Of.taje jog da se raj pitanje 7.0slednja dva Uana u 

izrazu (1.30): 
14  

z 	 z.y 

ainjenica simboli6no navedena pod b) na paetku ana-

lize reda veliane izraza (1.30), udruena sa pojavom da je 

"vd " za vreme razvoja dopunskog grani6nog sloja, suprotnog 
4,144 	 , 

smera od "v", dakle, usvari, mole se Disati:V4-7:--- -- 14-aui  

daje osnova zaklju6ku o zamemarljivom redu veliane ove rat-

like u odnosu,na, recimo, red veliane 61anad jednanna 

(1.29) koji iznosi 	Ovde je "V" karakter=na brzina, 10/  

f.4i 	 <1.71 
a 4004.  debljina dorunskog grani6nog sloja, koja se mote definisa 
* 

ti kao rastojanje od konture tela do mesta u struji gde se br- 

zitia dopunskog graniiinog sloja i spoljagnja dopunska brzina Ud 

 razlikuju za l o, analogno na6inu definisanja debljine graniftog 

sloja pri kretanju 	stanja mirovanja. hble se uzeti da, su ove 

debljine grani6nih s1ojeva pribliZno iste. Zapravo, to gto 

novo dopuncko kretanje nailazi na teren gde ve6 traje jedno 

njemu istosmerno kretanje, mole samo da uani da jog bliZe 

konturi dodje do izjedna6enja spoljagnje i brzine u anionom 
a4.441C 

sloju, a to daje /jog ve6u prednost opstanku 	 u od- 
a. 2-  

nosu na druge o hojima se raspravljalo. Jer, oznato e da je de-

bljina graniscinog sloja reda velianew- 	. Alto uzmemo 

da su 1 = 1 m, V = 1 m/s, j) = 0,01 cm /s (voila pri 20 °C), ta-

da se dobije = 0,1 cm = 1 mm. Oagledno je debljina gra-. 
• 1/ 

ni6nog sloja veoma mala praktiCno. 

Tako se, uglaynom, kroz poredjenje sa sli6nim poslom 

oko ±ormiranja jednaCine drugog pribliZenja pri kretanju iz sta-

nja mirovanja, i ovih nekoliko drugih elemenata, doglo do no- 

If  
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gu6no2ti da se A zanemari t  tako da, jednanne drugog 

brzine u dopunshom 3rani6nom sloju, onda t  ;lase: 

e 
/ / 1414 

.i6t 	—4dsi 	 oe. 	t.44 ̀r (Jt1f -44) 

)-1qg 	444  -- 	a Ax4 

f = 0 
a-ae 

--per.. 

Grani6ni uslovi su: 

=0, 7  

(1.31) 

(1.32) 

Uzivanjou u=u
o
+u

1 
 +u

2
i v=v

o +v1 
+v

2'
. pa smenjivanjem 

u jednanme (1.25) i Oclanjanjem na relacije (1.27) i (1.31) 
moglo bi se t  posle 	analize, don do treed priblitenja 
(u,

e' v 2 ) brzine, i td. 

&4. Diskusija pokaaja u traenju nanna 

reavanja jednanna (1.27) i (1.31) 

Dotunsho kretanje tela, dakle, ne nastaje iz stanja 

mirovanja. Telo se prethodno ve6 krotalo, a u momentu t i  = 0 
izazvano v  e dopunsko kretanje. =opunski eranioni sloj na telu, 

odredjo• jednaanama (1.25), odnosno jednannama (1.27) i (1.31), 

mora so, Drema tome, za ravanski slu6aj, obradjivati sa tri -,ro-
mcnijive (- - .t1  ). Prethodni rangy oni cloj, koji noprekidno  uce- 

tvu u formiranju dopunshog crani6nog sloja, to se vi di 

ouotvom funkcija "u," i "v" u desnim stranama jednanna (1.25) 
 ob:eadz!on je r)romen1z;ivim (x 2 ;,-, 	), 1221/ jc bitna Oinjenica da no- 

stacionarna promenljiva   sadria yr:me "t" a da 6e ima- 7 
.04 

ti uticaja na dopunshi cranioni sloj koji poctoji iskljuoivo 
pri t1 	0, 

Eve pokugaje prilaZ'enja 1;robl;:;Lx. 

je t 	trzajem. Zaustavi6emo se na prvom priblienju 

dopunskog ,zrani6nog sloja. 

`'2ada je, prema 

•■■• C/71  
1 
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poznata funkcija koja sadr i Gausovu funkciju gregke. 

A. Ubacujua ovu vrednost za "u s " u jedna6inu (1.27) 

dobiCe se: 

(1.33) 
16 f 

paetnoL uslova: u o 
= 0, za t1 

= 0, rcenje jedna6ine (1.33) 

uora se traiti u 

E -1-cl (2) 7 t> 24/4:141(2) 	 (1.34) 
Za koeficijente funkcije od tromenljive 2r  dobi6e se 

obieno difcrencijalne jednaine sa odEovaraju6im uslovima: 

j;4A..ez to" 0 	 Jab( 	 •"‘"1-= .(11 

4 4  rA ,riL 	e= WI( / d.r /(0)... 0 .Y-i(6  Y 	 / 	42 	

(1.35) 

Ali, bag usled toga Lto promenljivaf iz desne strane veze (1.33) 

sadri vrer,e "t", a regenje (1.34) morap zbog pomenutog po6et-

no:; uslova, sadrLati vrome "t 1 " u ulozi Z5inilaca, osim svih na-

vedenih diferencijalnih jednanna (1.35), koje cu, ustv' ri, do-

biuene uporedjivanjeu koeficijenata uz iste kombinacije funkci-

ja U(7;) i njenih izvodal sa leve i dsene strane jedna6ine (1.33) 

zamenou izraza (1.34)p ostaju jog dva 61ana jedna6ine (1.33): 

- 	7— ..2t iS;1(.2 	.20‘111-  - 1,1  (?).1 
koji se na ava nacina LOUg ponigtiti: 

Sli(111 f /f/(f) 

41/ "=1.  0 
P2va mqgu6nost otpada, jer veza (1.36) ne ispurjava 

grani'ae uslove za funkciju j1;11(1E1, koje diktira predpostavka 

regenja (1.34). Ostaje prema tome, kao jedina druga moguanost: 

U' = 0. ::edjutim, ona ograni6ava domen primene Dosta,pka traenja 

regenja u vidu (1.34). Eaime, predDostavljanje regenja u vidu 

funkcije zavisne od promenljive 	(iste one sa kojom su sag- 

radjena i reL;enja Drethodnog graniOnog sloja) i svoajenje par-. 

cijalne na obi6nu diferencijalnu jednannu, mogu6e je samo ako 

je U = const, a to je za ravnu plo6u. 

Zakljueak: do ovakvog ograni6enja Drocesa regavanja 

doUo jc zbog nepodobnosti promenljive 	u novice okolnostima 

dopunskog kretanja. '2reba traLiti novu promenljivu, koja neee 

a) ili, ako bude: 

b) iii, ako je samo: 

(1.36) 
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efraniOavati put reavanja 

redjene L'onture tela. 

D. Analizom love 

adekvatno ..!o6etnom uslovu, 

njem "u
o
" trebalo traiti, 

sa ravom 1;romeLljivom 

1 	P16., 
Umesto oblika (1.34), treba i)okugati sa: 

	

==:= U:t./(2-) 	261a/J- /(-2-1 
amcnom (1.38) u (1.27) dobide se veze: 

Jc 
, C 

	

41 i- 2g-r,-t-4 	464Vi-7 
esnovni problem pri inteGraciji ovih diferoncijalnih jednaOina 

	

je u tome, :to su leve 	strane njihove zavisne od 	dok su 

desne strane :poznate funkcije od ranije promenljive 2!  izmedju 
kojih - ostoji odnos: 

( 1. 4c 

'2retije 1)artiku1arnih inter gals. homogenih delova jedna6ina 

(1.39) moGucie je; all, nastojanja da se dodje do partijularnih 

re .genja 

Zova, $ 

nehomoGenih jednaoina sistema (1.39), dovela su do us- 

obzirom na vezu (1.40), da je odredjivanje partikular- 

nih inteGrala nehomoGenih jednaOina u zatvorenom obliku, iou- 
cio sa 	 i w) ako je sllunjen 	 . Ovaj slua moue linati 
teorijsku vrednost kao prvi korak u postupnom prilaL'enju prob-

lemu dominskog graniOnog sloja, koji kao prva nriblinost rioe 

da opige uticaj kratkotrajnih predc,odnih kretanja na razvitak 

dopunskog GraniOnog sloja. 

nedajuOi relacije (1.16) i (1.40) 

bi se, za svako odrodjono, brojno "t
1 ", postigla jedinstvenost 

promenljivih u jednaanama (1.39), kada bi se one mogle raOun-

ski inteGrisati. Pri tom, owgtost regenja u PoOledu promenlji-

vih "x" i "y" ne bi bila nimalo oGrani6ena. 

z!ednadina I vezati Ga za sario od- 

s -- ne polazne jednaOine (1.27) i 

dolazi se do zakljaka, Ca bi 

ne 1,..6 raniom proLenljivom2 nog° 

iria so utisak, da 
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Zak1ju6ak: ne treba dozvoliti pojavu dveju promenlji-

vih u jednaanama (1.39). Drugim reama, poiito 	doni do za- 
k1ju6ka da je promenljiva (1.37) najpovoljnija i jedina u sta-

nju da, shodno ostalim uslovima, transformi6e pareijalnu jed-

nannu u sistom obi6nih diferoncijalnih jednaina l  treba izra- 
ziti 	na po6etku rei5avanja desne strane jednanna (1.27) I 

(1.31), pro novih promenljivih (x, tl , IT ). Valja 1Dosebno 

istadi da su za forme predpostavljanja reijenja od presudnog 

znaCaja upravo desne strane tih jednaana (1.27) i (1.31). LAre 
u svemu, oblik leve strane ovkh jeduaana, oblik promenljive 

(1.37) i .:)ooetni uslovi kretanja, uslovljavaju da desna strana 

bud e, u isvesnom cii slu, ,00linom po "ti*, sa koeficijentima za-
visnim od "x" i 1!". 2o treba Dostidi u jedneinama (1.27) i 

(1.31), pa ih tek tada po6eti reavati. Ustvari, tome cilju 

treba prilagoditi jednu jedinu funkciju iz desnih strana tih 

jednaana funkciju "us ". Dakle, treba poznatu funkciju "u s " 

preraditi i dovesti na najkorisniji oblik, upotrebljiv za nag 

problem. 
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II. DaPUEEKI GRAEICEI UOJ P1I KRATKOTRAJTTLI 

PRETECENIrl KRILAI4JIMA 

&1. Uvod 

Prou6imo, najpre, Er ni6ni zloj na cilindri6nom telu 

pokrenutom iL; stanja izvesnog predhodnog kratkotrajnog kretanja. 
Uze6emo neke osnovne tipove 'orethodnih nestacionarnih kretanja 

trzajeu, stalnim ubrzanjem i stopeno-ubrzano, '6ija su raenja 
paznata 17. 12j. U prilog prouoavanju erani6nog sioja iza kratho- 

trajnog prethodnog kretanja idu izvesne pojedinosti u vezi sa 

fenomenom odvajanja eraniLinoe sloja, tom nopo6eljnom, ali ne-

minovnom :ojavom. Razjasnimo ovu ideju na primeru predhodnog 

trzaja. Kao gto je poznato, grani6ni sloj bi se na kruZnom ci-

lindru, pokrenutoin trzajem iz stanja mirovanja, prvi 	odvo- 

jio u zadnjoj zaustavn$ta6ki 1)osle vremena 

35" 
" Clow 

Lako se uveriti odavde, da je za uobiiiajene, prakti6no najOeUe 

.Jrojne vrednosti radijusa 	brzine U 	ovo vreme manje od 

jedne sekunde, dakle, zaista minimalno. Eedjutim, Dromene po 
11,0 i "y" su bile taliko znatne i zna6ajne, da se, evo, ve6 u 

tako ranee: trenutku odigrava dogadjaj od prvorazredne vemo-

Sti u teoriji granignog sloja, 	odvajanjo Lranicnog sloja. 

Ioctavlja se pitanje mole li se trenutah odvajanja 

jrc..ni'jnoz; cloja odloati, gto je od osnovnos interesa za prak- 
su, ako se u medjuvremenu saopgtiti telu isvesno dopunsko kretanjo. 

ovo 7,itanje treba da daju odgovor regenja jednaina (1.25) 

odnosno ojedinin priblHenja (1.27) i (1.31). oini so, da 6e 

se dobiti dovoljno dobri rezultati, i also se o ovom kratkom 

vremenu trajanja prothodnoe ktetOnftijkoje mote biti, svakako, 

manje od vremena prethodnog odvajanja) ne bude vodilo ra6una. 

Treba naglasiti da se ovda ne zanemaruje ono gto se stvorilo za 
tako kratko vreme. Stavicle se, dakle, puna vrednost "u " brzine 

T)rethodnog graniOnog sloja, koja se dobrim delom oformila 

u to 1_u. tog tanemarljivo kratkog vremena, u jednaane (1.27) i 
(1.31). 
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a2. Iopunski trzaj iza kratkotrajnog 
prethodnoE trzaja 

	

onunskim trzajem 	U(x) '] pokrenuto je cilindribno 
telo, koje se pre toga hretalo trzajem iz stanja mirovanjaps  = 
u(::), za koji ostoji Llazijusoyo reLenje graniOnog sloja: 

Criet  (7/ UZZ4c7e, 

(2.1) 
1/  . nacivanjom ovih vrednosti u prvu od oodnaoina prvoga pribli- 
L4 enja (1.27)obicie se: 

zo ,d  
—.L=12  •—• z,-y.z 	.24/67./( 	 (2.2) 

2raenjem re:,:enja ove jednaane u vidu: 

U■tieVi PeAljr(T./ (2.3) 
dobi6e se za nepoznato fu:iccije diferenoijalno jednaane: 

1:17.4or 0 
4 111 ,  17-  r/----4(//-f) 

sa graninim uslovima, prem. (1.28), u obliku: 
(0) o 	= 3 (0) 	 voL,0) 	 (2.5) 

liegenje prve od, jednaana (2.4) sa odgovarajuam gra-
ni6nim uslovom Blasi: 	

t- 
EA-/ef 	e „, 

Ako partikularno reLenje druge od jednaana (2.4): 
.5-f /1--- 4Z/  -= 	- 4 

potraEimo u oblihu: 	6V-=;1YjEdY7/2-71-S) 
za Izoeficijente X i i dobi6emo diferenoijalne jodnaane: 

4 	
dt 

*- 
x/e.  

aja su oc'1c;ovarajuda re;l'ienja: 
A((r)e ' 21? 4 	

AE 

2 74- 	'474  
take.  as je partikularni integral polazne nehomogene jednaane: 

(71-7---  .21E/t74 & fe.  #2,7 z,z_p 
rve: 

Poiito Cu partikularna re:sjonja homogednog dela joc:naane: 

2 
f EA7/11— 4. 2  

oij6ti integral druge od jodnaana sistema (2.4) glesi: 

( 2.4 ) 

• 0 

1 	 1, 
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,z . 	 r i  W(V).-= C4 ,(1k 2.e.j y= CIL Z-( x 2V i i I -zEirligi----1-- Z i 11# 2re: 2 + .22W2 -14- -47-- '2_ 6._.7 .0- 22 ."- 2 ..7r 
Lori2teCi LT4:ni6ne usiovc (2.5) dobiCe sc vrecino2ti konstanata: 

'1 
	 .;) 2  = 0 

Da 
	

I:onaho, reiienje: 

222E4IIT.  44. 2 	2 	(2.7) 

:olao6u LLraza (2.3) i rue jedna6ine sistema (1.27) mo t e se c.:o-

-.4741-Ci‘ro W2.4 1tUlAy (17 
1.  :c&na6ina za C.ruGo 	 brzine u !_:rani6nom oloju 

(1.31) :::obija oblik: 
ati 	=-- qa 	 AWZ.: aR4 61* a r 

i'2Z-4 CA./3-1 4 Cit/2 14773.(7) 
su - orznate Ainhoije: A 

4aCq2) m -3.7 C.411 14  ("Freld--0/ 24.:P 
4 2 - 

171j7/T 	-411(41 -2 ;Vie  42 fre ZIE/V-Z .  

gG (7/F 2 	'AZ 67-r 	2)1-2;74 41.7 Et/2 *Pt"...  

(-22z--1M-11  

Jric 

4 -3--  2.14--t-if,_ 	 " ( 

	

z7e7 2.- 	- 	2 
. 2ra:c]o6i roL;enje jecinacinc (2.9), u vidu: , 	• / 
0?-4/ IULAcit'r2)71- *21724/C - ' 2 2171.24/ "U"17/6 0/74  

-b5(44/4/ 14 	feA,'''</.  ' 1915'W 
"q 1-2.cooL-nLte koeficijento 	2unkcije ad prorienljive "2" dobi6e 

se ,:.ifel-e ncijalne jednadine: 
F,;, 111 0- 	A—ct— 4 4;1 e= — 4 770 cyj 
/4-;:/#-.21  /74 erfa/ 	4 

4 - #C- 	'4Pfd(1) ft, 

r7Z 	1,Z 	142#-z. 	a (2 j 
3 -.1uo eve ef.na6ino: ,; 

cao : • MMIIII•• (2.3) 

.10) 

(2.11 

i 

0 
.1. ?1-tilc.ularni into,72cli homoEenog dela plwe ed iiistema jecina -s I. 

:ina (222) su: 	 .. 	 G
r , 	.., —i 1 	 4, 	 i . -;,----E. 	1! (F,,,,,-- e ,e--,17-19L-4,4A. ,---;.4-75.(0-.R. m- 	_,,, c.. 

.   
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Ako -oartikularno ro;:cnje nehoo ,,sene jednaine Dred*oostavimo u 
T;f21 	4. 4"--4# J/k742. 	S 	 (2.13) 

za fukcije 	dobice se dierncijalne jcdna6ine: e-P4- 2f 	4 X 	 z 
22 	 %4 4 //  V. Y / 	 X e 	Z e  2 6  

ada difercncijalna jednaiiina za funkciju Dostle: 

-1/1—  41.11 .-= 	̀?" X 9 	zi 	tig 
• 	/. 

	

4 	1:7(.7 	--- — 
a njeno -ootrobno rogenje: 

=== 	(4 k'r  3 e-  2 
1 2  konaano, tra ,2ie6i reLenje.treCe jedtacine sistema. (2.14): 

.4- 

to reiienae moguae na6i sanio ako je: 

— 

71.7 
do partikularnog integrala (2.13) 

nehomogene jedna6ine: 	 :Z 
.2  

4 := Pie. —  lik-A4 .i- (79,71g .  1-2 1/12 46.  7-46-f -/-ai 
kao i do opiiteg reenja polazne jednaoine.. 

	

k4r k . 	 z  (2.14) 

	

52 	z 
4e-z4 

re:Jo/4e diferencijalne Jednabine za funhciju, je: 

A1=/(i fri:.2g,lii<y#1,4-zz"(f--E/9tzi--z--ki- le 7-3 
ali t  zbog svog.r,oloi"iaja u partikularnom intogralu (2.13), oblik 

dolaoimo do zak1ju6ka da 

Qv° reiJenje ima 

,s(v  
to tako, najzad, dolazimo 

(re/47z- 4-01i.(i/ 

gde konstante, zbog grani6nih uslova, imaju vrednosti: 

Cif -- 
-k 

NaY)omena: 

••■■•■•• 

( 2.15) 

viLe 

czr  = 
za re,:;avanje sledc6ih jednaoina sistema (2.12) nije 

otrebLo pisati nove propratne komentare y  jer su oni isti kao 

7,:,„ to 6e se samo navoditi rezultati istim redo-• 
sledom kao i u prethodnom tekstu, tako da óe se mai uporedjiva- 

7z- 

funkcije Xt koji odgovara prob1cmu, glasi: 

t I 
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njeu lair() doca do ou ovora jt. cep komentara. 
20 A -I:1 r 	 = — at(y) 

(1 14 •22= ,--6-0"2z14  4 2110- EILZ --2.471:t'4 
22 

/ 

irfa_r ( 	/1". 	'4.J/E't-h 

A'74. .efA/L-8  /6? 

TY/-83/--= -.6- .14-191-   
121 

22 &.5 -.=8  

	

-2 	• 

P;Z- 	11/43R" 

4,1•gio:J2 4.1 7/6 	44 	4,1-51-ff 
pt, 

Ae 	(174  4 e:-/ ,4 z  y- 4 

=f6172?/÷isid2 .  (4 Jeiig.f)* 2 4i 	/-.1  

= 

01) co re;1onje je: 

(icez4 
f (4.2./Z12  7Z" 	(2) (2.16) 
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a kontante, ZIJOC Grani s6nih tmlova, ciobijaju vrednosti: 

CfXi -- 	 17J76 
-1.577C 

C 	1774 (e-oi C 

(riWr' 	4:  2 z  4 f' 
J12 " 4  27L.  2')(1- E'r1f)- 

S 

32 ,3 /6  
— (3rt z 

s /i7L22,s-f- 	— .7ce  

X (z/ 	24-  -14 )L.2 74-  -SYT) 

re , enje ove jednaHne, prema tome, je; 
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6C10i c2 6Lid412  74/  rep  2.17) 
uclovz.1 	 vredriorti 11:onotanata: 

4
0 

41/1--  l2 )42 	4 72  ( j 

	

r-i • 	 r- 

	

( 	.=.-. 	 0 

)11L 62 474 4 .-2 4  4. 	6.  

(iCz. 	 61-4-4  24  74  4-1/(1-  EA2€21 

72e—fFi- (2‘74. 723*  23.-42-7) 

= 
24 
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9C4' 4 43-7C 

4 -j)e lz- 

Gpgte reiAnje, 	glasi: 

- 2 g 4.4 	
.7&  S  t 

z _13"  

/(2)==cwk*,,c1(r..a, .e/242) (2.10) 

a vrcdnosti integracionih konstanata su: 

	

et 
	 = 304,- 

 war-4,- 
45-616 

ilelienima (2.15), (2.16), (2.17) i (2.18) u potpunosti je odredje-

no i drugo nriblienje brzine u dopunskorn graniOnom sloju (2.11). 

ledjutim, Do6to bi odredjivanje drub ih aproksimacija 

u cvim varijantama predhodnog i dopunskog 1:retanja predstavljft-

10 oicto formalno vcomL dug i teak posao zadri:;a6emo se svug-

de samo na -orvim aprokciMacijama pri proraOunima puta I vreraena 

odvajanja LrniOnog sloja. L. ovo stoga, da bismo na kraju mogli 

uspciina med,tasobna poredjenja rezultata i doneti mero-

davne zakijake. 

Taho je, u ovom oluOdju, ukupna brzina u graniOnom slo- 

	

ju .■< 	UTA (21 7Z-  4/(2 " 	U/J.,/(Til 	(2.19) 

LA;() se dobilo sabiranjem izraza (2.1) i (2.3). aka odvajanja 

t:ran _i:nC Floja definisana je uslovom 

ale4==0=  
0davde se melerdoZi do vrednocti vretnena odvajanja granienog 

cloja, cracnom izraza (2.19): 
WM/ 24  (6) 	 (2. 20 ) 

'241.1ftr/69 

	

gde su: 	 7 	.2  jr4,, 	

41 • 

/ 1  
Primer: kruMi cilindar radijusa II = 50 cm, trzajem 

ja6ine U = 10 cm/s, ookrenut je iz stanja -orethodnog trzaja 

istog intenziteta. 

Poznato je da je l  u clu6aju krunog cilindra, brzina 

pot(meijainoG strujanja: 

= •42C".ft. 
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lz obrasca (2.20) se vied da u to cluaju, prvo oa-
vanjanje 	 sloja nastaje u zadnjoj zausavnoj ta61:i 

lzrotL1.4u iz ctzuja Lirovanja, poslo vromena 
7.? 

4.1ca, z=  -- C 25+t 

ic 	

/ 

toLa trenutka runi cilindar je ;roi.;ao 

2 	= 1,0 odv 

Thpun.21:o jcdnako-ubrzano kretanjo iza 

1)reiflodnoL; trzaja 

1:a dretholn :fo krotanje Ostvareno trzajem iz stanja Ei- 
rovanja U, = (z) J, nadovezuje se dopunsko la-etanje cilindri6- [ 

ola ctalnim ubrzanjcmUd  = t W(x) 	.. ::: . elluu6i olio i v: -..o- . 
C:nocti (2.1) u prvu cd j1na6ina (1.27) dobi6o se, za prvo pri-

bli6onje brzine u 	niSnoEa zloju, veza: 

'be 	a;r  
t.4.c, 	 hii 

reenje ove jednaine u obliku 

= 	41/14//4 	fij 

= 14/rA4jI 74  (41W 174. 41/104/021 
	

(2.24) 
.00i6OL-0 za nepoznate koel'icijente 	funkcije obi6ne &4.ferenci- 
jalno 

4Q-,;.--= -4 
(2.25) 

r--  
1.1.:10v± cu: 

(oi =,(a). 	 ( c,,o) 	

/ 	 (2.26) 

 -.cry° oC 6CnaUna (2.25), lzoje icpunjava oc -ovslrajuoi 

uzlov (2.26) jet 

(z) = 	 z 	— 242 
	

(2.27) 

Ako 	 ro:enje drucse od jednanua (2.25) 

/1/ A 	4fi.-- eY/- 4 7 	 1 -- (4- 7E7 --/// 
SY171 

za :zooficijonte X(2!) i L;() dobi6o so ciforoncijalno jodna- 

2 
,s . zi• v4 .2z  S/---- 6S  

(22 ) 

1.otra_im u vidu:
* 	

94.2  

ine 

. 	. 

.. 

1 .. i 

*11 
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Cija su oCIL;ovaraju6a 

X 	4/ 
/ 

reJenja: 

tako 	je -,)artikularni intez;ral polazne nehomogene diferenci- 

jalne fednaane: 

if E#4.1ez 
i;V4 "Zi X 

Fogto su Dartikularna reenja homoeenoG dela eve diferencijal-

ne jednaanc: 

4  

3-4 	(f744-g.',4 42 irf-E-ettw---2-f--, 
0-Ate reLenje druge od jednanna (2.25) glasi: 

A CVIA .2 474  129 Cz 	 4  [34 (f .04  

-E-c/f,-..z4i,(TrAi)ef7_ .C./c, 4- 
K oriste61 granicnc uslove (2.2b ,looa se izraunati vrednorti 

:(:stanata: " 	
C2 -16 

pa je, ::onauno, reLenje nape jednanale: 
It 

,3;/(TJ 	fr E/C7a4.g A241./.....-2 	*Wier (2.20) 

	

/ JAKi7 2 	4/ 

:Pankcijama (2.2'7) i (2.23) pot puno je odredjeno roge-

njo za Dry() -oribliLenje brzine dopuns1:0g gran16nog sloja (2.24) 

a uz of o6 vrednosti (2.1) i uizupna brzina u Gran16nom sleju 

ono cth1indr ~ Ana ; -vela: 

prei:o vozo (2.29)i rclacija: 

Iz uslova ua odvajanje grani6noe slejd na telu 	4=0 sleduje,' 
-= UkT14.  WI:/CV/4  64(l: /W' 	(2.29) 

	

_ 	Cet.t 

.74=‘, 

U Ai* ZW,e0) 4(cm/4A 4/14/A'1(010wC (2.30) 

gde su'Deznate vrednooti heeficijenata: 

1y"  14z--- a i.ge •  3;(01=22S-6; Jr  (al= 	e 
Iz 'jednaane (2.30) se ilIO'2e izraunati vreme koje protekne do po-

juve cdvajanja graniOnog sloja.u. odredjenoj ta6ki na konturi- 

cilindri6nog Lela. 

kru',3nom cilindru radijusa = 50 em pokrenu.-  

iz mirevanja trzajem (U . = 10 cm/c), ubrzo je saop6teno 

i 1,:onstarAm.0' ubrzanje V o  = 10 cm/s
2 . Koriste6i poznate vred- 

nosti 	2L' 	 cif = 21/ 442:At 	• 
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iz jonaine (2.30) se dobije da vreme othrajanja .;rani6nog 

sloja u .:,[tanjoj zaustavnoj taZiki kruko cilindra nredstav-

lja re:enje jednailine: 

g.917; 4' 4—  

II.voodvajanje grani6noL; sloja, nastaje 12os1e vremena: 

todv = 314.cec 	 (231)  

a riut otIvajanja iznosi: 
1 0 , 	t + 	t2 . 91,8 cm 	 (2.32) occv 	ago 	2 	o 

64. r2rzaj iza kratkotrajnoe jednalco-ubrzanog 

poredhodnog kretanja 

Jilindri6no telo je bokrenuto stalnim ubrzanjem 
[us 	vi(z)] a :oto;.. dodatnim .:,rzajem [U ct  = U(x)] dovedeno u 1:0- 

na6no stanje kretanja. 

Poto je c;rani6ni oloj na telu, .z .bog prethodnog kre-

tanja stalnim ubrzanjeM, opredeljen BlazIjusovin raenjem [121; 

-g.is , .2 14.7  7 WV, (r) 	• - . 	 ( 2.33) ,F 

.:=41.1/411-vimaitf/foi:219britr  

prva od fedna6ina za -Dry° priblionje brine u graniCnom sloju 

(1.27) postaje: 

- -V * 4-42 := 1(1/14"A U/IVAi 4') (2.34) er 
Pred .costavljanjem :eenja u obliku: 

444. =roi(T)• .6 2(4114/14.4.fiwiI;(7/ 
nastaju i;odnascline 

r>"*A22 rf°— egr=-- 4 ( —,) 

(2.35) 

(2, 36 ) 

sa 	us1ovima: 
j-  (0) 	(°1O, Zvi( to)r--.. 

.); (°1 	4/(0).c, .j-/ 	 (2.37) 
ReZ,enje prvo od jednaina (2.36) koje ispunjava odgovarajuai 

ocani6ni usiov (2.37) je: 
oC. 

So/  (1/ zz= tie2 	 (2.30) 
• 

uartikularni inteGral druce oC. jodriaina (2,36): 
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•1/44,c 	17-  er".= (er4,4 4)E•c/f /LA e z— 	4 
potranmo U vidu: 

(21 = 	STT 

za koe -Acijente 	funkcije ::(2) 

jalne jednabine: 

Xa-/-,2T 	 eg4.7441 z  

i's 	
z- es 

rX" 
bija su od,:ovaraju6a regenja 

.., z 
z.2 	.... 

Dukle, Dartikularni integral nehomogene jednaane je: 

Lako cu -riartikularna reLenja homogenog dela ove diferencijalne 

4 
,je(-. aane: 	0. ,

- 

...4_ 4 
(-3,:t 	l 4- dy 7-  j  2' 

) I 	 I: 

(4 1;  ; 4 =321 ( IA  4  f gl- 73' ?XI- E'r/f) 24 ( if .'' 2 e 
crogte regenje druge od jednanna (2.36) je: 

	

7L 	(.1;) 4- -5(i) 

Lori66enjem granibnLa uslova (2.37) moe se doca do vrednosti 

konstanata: 
0
2 	

—32. 

dobi6e so diferenci- 

pa je kona•no, regenje polazne jednanne: 

'Z 	4,34 (11 73) e-e  
Sada je brzina dopunskog grani6nog sloja 9 sa te.no56u do prvog 

pribliZenja (2.35) oUredjena l  a uz pomo6 izraza (2.33) moiie se 

loci do ukupne brzine u granionom sloju oko cilindri6nog tela: 

--= Uroiw (UW/41, kV) J'tv (2.40) 

iz uslova za ta6ku odvajanja granibnog sloja na telu (t it/ 40=4) 

2 e-1-04-.219E4/1-(14-41 

4-44M -E rli ( 2 039) 

dolazi se do izraza: 

A4`( 
Ede su roznate konstante: 

( 2 . 41) 
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.1-160)=. 

	

Zna6i, 	veze (2.41) se aloe na61 vreme koje prodje do pojave 

odvajanja graninog sloja u odredjenoj taoki na konturi 

't31 a. 

PL.imer: kru,3nom cilindru radijUsa 	= 50 cm, pokro- 
nuto stalnim ubrzanjem 

V c = 10 cm/s, uskoro jc dcdat dopunskim 
'6rzaj U = 10 cm/s. PoiJto su 14/=.21/ 

47,  
iz jedna6ine (2.41) sleduje da vreme odvajanja graninog sloja 

u zadnjoj zaustavnoj ta6Li kru&log cilindra, treba C.obiti re-
gavc.njem jedna6ine 

	

8 	 76-  -- 0 
2ozitivno rcenje ove kvaciratne jednadine kazuje da prva od-

vajanje grani6nog sloja nastaje u trenutku: 

t ov= 4,197 sec 

Put odvajanja je: 

= 	t 	
Vot2  odv . 130,17 cm 00.v 	00  odv 

( 2 •42) 

(2.43) 

&5. Jednako-ubrzano kretanje iza, kratkotrajnog 

kretanja stalnira ubrzanjem 

Cilindri6no telo je fokrenuto stalnim ubrzanjem 
[U

s = t4(xj, a ubrzo mu imo t, caoprJteno novo ionstantno ubrzanje 

0) [U_ = td(x) . Ubacujuoi ove vrednosti, zajedno sa izrazima 
(2.33) u Drvu jedpaanu sistema (1.27), dobiee ce 1:arcijalna je- 

dopunskog grani;nog sioj( :: 44)  
tInaUina za 	priblienje brzine 

11/ 	W --Dr. 
PotaHmo resenje ove jedna6ine u obliku: 

kv,ro'cv i3  214,4// / ( 	 (2.45) 
`22ada 6e se za nepoznate koeficijente funkcije dobiti diferenci-

jalne jednaiiine: 

r4 122 .te/..4x1 =-4 

(2.46) 
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sa Grani6nim uslovima: 

(d/ == 	0,/ == 	Z1 (0") 0 • 	 (2.47) 

_enje pave od jednaana sistema (2.46) l:oje ispunjava odgo- 

var.:-.juoi 	uslov je: At 
311 (7)-1= (-0,-ENVI! 4-77_, 24 —21Z 

	
( 2 .40 ) 

parti:fularno regenje ziruge jednaane sistema (2.46) 

vei.A.2z.rft.w.e=o2A4)4-4/1 47 i4T -1-8e--.4 
13 otraa mo u obliku: Jr/ fts, = E#491Z S 
za kocficijente funkcije dobiee se diferencijalne jednanne: 

er# 4 241XL—'12X 4Y4-4  
S "1 7 2 ig 	42 S 	jt,r 	.0- -arse 
gija su odgovarEpea reEenja: 

S(T) 	z-1-1 	67  
Prep: tome, partikularni integral nehomogene jednaane je: 

Xr-/  = 24"f- EV/J-- 	e-f 
Pogto su partikularna raenja hociogenog dela ove diferencijal- 

ne jcdnaane 

6T44 	 4s4 
S 3 i3 —24  ( 	34-47 (-14 40.2tz .1.71:#2,--PcieghViff4:724-Vie 

njeno 0 -3gte regenje Blasi: 

S 1(2/ — (4) •74.  (-rZeit 74-  X/(71 f 	 iv 
Uz 730m06 grani sonih uslova (2.47) mogu se izra6unati vrednosti 

konstanata: 

C1 = C, 	
= -192 

Tako se dolazi do kona6nokregenja polazne jedna6ine: 

e- 	e; (7.  [3:4717.,_EY1 -16,(4-2  z 74 (tL2.49) AL- c/(1.-- hi" 4s-a 	r  
iegenjima (2.4U) i (2.49),ofiredjeno je prvo pribli2,enje 

brzine dopunskog crani6nog sloja (2.45). Pomoeu izraza (2.45) i 

druge jedna6ine sistema (1.27) mote se izraCunatt: 

11"42 == --.2671-ikVIX(71742.  3  04/12V-WW /AtIg 	(2.50) 
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onC.a 	 za 	 br,,;ine u ,:raninou sioju 

(1.31) Ipostaje: 

( 

U 0 L t 0 funkcije: 
• 

z 	it 	r7_ 

.1.i4s-a L-72  /2 	 ' 6-4 
foss- 1,6z- yr 	14r  Z 	j j 7-Z for 

X334;4  z/..  -3.2 LT -2P 	36608 4,7i_ 
7-(i9cci-zr z- ' 	2 7  .14c-7: 	.21 747/4- 	/41cos-frT- 4" 

74. 
■rbea 	45041 	'92 2_ .4.. 	 /2.-34&e  7  , 3.s-vz; Z 	2 	:7Z- 	iartfir 	19oarzEP"' 

64 „4 	4. 	=-7 ,..4.  
/vs- 	 frire z- 3 2 	 ' fojw. 

• ei. 2444 6 :ftEi 	 / /, (r)'‘ :4 2 • 	r 'r/E-9e 
z 

/
r 6 7 

7iTt'  
772  41,3 	302  )40-  2 -2:74_ ig2 	6,65/6  

Ics-a- 	 3S-  2 	/c. f.  4  
4'84 47 4- 976 / 	 26/.. ies_rt Z_ 

7G j A.,---x17 	706' 	424  
• 41-. 	3ca. 	21i6 'Z 

34'4,  4  

r 
96 	i /2 	6 .,_  60 	4, 	__76 	,r, _ ,_____ 7 , .1 	 AS 	 3 	2 	

/CAS-irt-  '- 
64 	..ss-6 /0 X72 6 64 6 	4z 	IC6  fi  S - , ,,_,. /74' ( f) sz= 1 .-4.5-7,5- 2 — 4- -----275 ' Z - - 'V - -----47 •-- /6 41 frif_id,,,

I #
I 7c S-  - Ar 4 	.3 z-j re 	c 7.eSZ ' 

j-3396,6,  9. 99S-4 ,04  474.  ..3S-792  1:4_ 944,   41 3  17E ,,if  -- 2' „) ,_ 

	

s- 7cis-1 /- “-c.2.5-  C- ' ?7,5-  2 " 3,5- z 	icj-  Liirt - 1771 7-  
( 976 	3.-5-2 J - i .1-2  ,r 12 t /6 6 .s-44 8 J7 A 

1- --i 4-- 	1/--- 7 •/- ,5-2,5-pi2 14  7-7 1-  -4—?."---2 -7i-  

126?  2 i sf)- 	1  Cat/  4 07  186 ge, 6416' 	%.5e2 7N1?  62 *ic7,5- 6-7ois- 
S872  ,7 2- 66  

/ 747 

T - 	21  4" — 
a 	y 	i"ww/I7,(Ti A el-frix//172(T1+frviV41-13(V11- 

÷ i
6 

WW/(14// z4 14/ WY 14(ry/ 

:0 
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74 a 72 4 .1.  ICS'a 	ge3 	0/76 	'44 3 os.792 4- 

7-  9.5-02S-4: 	36 74.  7  74-,/7.5-T 1- ,os1/74-2  3S~lit 	17J 2 
9944/44  7: .33888 ..9  /6'64,  	"k-lz--  64   4, 3°. 
94-626iit 	570/SY%t: 	 4,/ 	457S-  c — 

zra „, 	'272  .16  64 6  /6 + 	.5-2 	3.12 3 if 76 

S-25' 	/dr — 	.3 r 	?Ara r eekt-7.1.! 

2val'e6i regerljc jednaAne (2.51) u obliku: 

Atti=zej wW/A-otrh4  4 	- Az-(gl 14  4( 	id (71/4" 
4 eivivirwig-Awigyk-z(v ( 2. 53 ) 

za nepoznate kocficijente funkcije od promenljive "2" dobioe 

se di2orcncijalne jednaine: 

c: mat  64 --goar‘-= —074 (7) 
i; 4-2 )4;4-- 110,74: == 4;75  (7) 
4;41  .A•227 —28k7-1'2""r-414(l) 

2eamo ove jednaane: 

10 
	 integrali homoj:enog dela prve jednaane sistema 

6 

11-E*1-710N(ri r  Tel  
r
f  

3, 33 

Ako partikularno re6enje 

postavimo u vidu: 

Fayis. (12) 	X E°`91 2 	/9  &-191Z S 
za funkcije X, l'i/ 2 dobioc se a2erencijalne jednaane: 

A71-,g - 	mar  ,L /2 

( 2 .56 ) 

Opte :.7e6enje diferencijalne jednaane za funkciju X(2) koja 

od2ovara ovom problemu je: 

Xetlz=v/et(i/-6.e..4  44/4A 	_ 4 	2 
ada diferencijalna jednaina za funkciju -Y(2) postaje: 

(2.54) 

(2.54) su: 

4,_ 
fi 

hehomogene jednaane pred- 

2  
(2.55) 

 e7j/ - g-efgsi_:ie_i 	 S At. -6,  

ezZ744  
7z. 	71" 

3.2 J.0.  A le je  
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iZe 6-kt 1(12 	 17-4- 24- -- 

a njeno roAnje, .otrebno ovom prilikom je: 
5r 

MV-=--- 	4'1'• sz  L 	r #.374 r(-4-4. LA 

7.43k1/ I, i:oriaonc, traeei roLienjo tre6e jedna6ine sistema (2.56) 

S 	
.zt 

74.c 	 --d,re -' 7 	7.2  .!-6  7z. 	•"" 	 4- ( 7i-  .7 .E .f  

2-9e  -z-z,.(‘ 3.2 • j /6 	3 	2  6.1 	4 
Z 	Z 	e 474 16)2 4-ict- 

dolazimo do zaklu6ka da je to reiiienje mogu6e na6i samo ako je: 

lit  = 5/4 
3vo reL;enje 

ev8.4.2.41z.f..4-Fe 	9 .... Zg) 	4  4 
3-717 	 Z 47".a .3st• 8  - A)„Ar 

te tako, najzad, -oostaje potpuno o.ftredjen partikularni lute-

Gral (2.55), a sa time i op to reilenje polazno C.i:Zerencijalne 

jedna6ine: 
.r4,1(7/= cf (i-,4cr  4 ,y 44- 7s.-6'  f,74.  Cirk, 	4.2 4244 

24;  1, 
F 	7-1-frot (IC  72-3.  -.3 zA i_774g;-(..21  

Gb° grani61-Lih uslova: A-4 1(W=  0/  4:/(40..,) 0 
konstantemor a ju imati vre(a nos ti: 

Cr 	A-*:/ 	 ec-fL 7166,  
art- 

2° Ft:: -4 22 'CZ 	= 4/7% 021 

z 1,2 4 .fe 	_12 4  
(4-#.04),:=  "for j 74  -Tr .177 	94.5" 

' o 	c 6' 	sge slevi (1,0o27-72,1-7--E oarilea 

(2 . 57 ) 
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A' 	4' 2o,r 2tr6  te? 	4 

.22 y /20.1/ 	es) 4,/e 7   

2r6 ,07,5-  6Y 4, 	3776  
7:7( 	.7T2 	7  farifit ( 	

e 

9.7/937X6'  s 439066 3 	ge".74 .41  )-g --  

- 	r 	.3,5-j/Z- 	'iLacriC 

.20,S" 	 r_ 4 	(  let.1096'  6', 
:747 e 	Y 8 	 --/- 

14- 	19ockrz- 

„ 
/3166846,  ,_ 933 7G  ,of 	 '2114i6 43  

i9C=CS-Z 7- ic4 	r 217C/ 	1904f kt .  

.e. 	

/". 

zra  6 4"-,5-6 s:74:  128  4 zr6 3 3776 
iss-  7 is-rt 	3  I ""5".*:  

• 	(i4 1°7 747  75-  -7L a3 	 .147 

. 64' e 448 6 iff2 	28 z- 14 

.R6264los3  8s2974  
2S.34,0 	gar re 

/7..716  4,13  768  d2.4  ,r776 _L_49 9,r.2  1-2
z 

faryic 	 f rfr ar 	igoar7e- 
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je hona6no, o(iraljen 	intezral Er11[70 c:liforericijal- 
r2b -into51.acijo cisteraa (2.54) 

•  e-i 	 4.12 	ie 
2n • 9 

6:2. .y iqlze  ct (j 	(1,4 '01 	2 7  -IL 	4  73- 	 i-s-  

	

4d0, 2.4.g.4747L /6 .r6:/- 16  4784- 	 - 
z f . 	47 47,4. 	499,3 )72/ ,/ (2.50) 

af4/400a4.2 I . liG1  .Z 	"ej 	-75:ef..  VC 47faIL 

• / C2_ •='•̀ i2288ofk, SW) 
0 

A/  Z=}c--il .frEfrie 	S 

384  e ,949-C__41_6' 4 32 
3S-  7 	 7 

3/'/-24&2‘1./j-- toy g 164  *17,4  86 cei  4.7s-a_ 3 ee 
ferrir ‘ .6 • 

-.4.!2°8 ) - 2 76-46'tf?  t::72644,‘ z36 4 	t 764 e   74- les- 	 - for 	-3-2 

r/c 
/37 41  46o 4.11  704 	21-/ 64 47•7. 	i6.96 
;355' 	.2j7'' z 	cs**7-1:/' 	( Zfrtz- 

704 )67Z 354 d a 48 6  Izo 4 7°4 
iactrie 	 7C. 	

--

g 

r -=-1<"1( 1-7 1074/- 74 /---0:7 7L 0:  fd7  Z-7/774  
74-  9Sc 	4 64  6- .7L  800 	-,s4o6 Z . _103  

2 	7 	 3 Z 	1.5.- 
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:14  = 6i + 	4.2—  sor,42 /i96 44 4 /84,6,16 19.e 
73-.  

4_[(471.0 	176617927.74(6/4306;zit.,./.  4127.3tylL(4i4,5?6:rA/fi_ 

14'66 , 	7 

1044-• 	 7- 7 12 + 9,,4 
7*237687  )74  ( -964 If  IL  . 141117  ) 2 

 

$44-47 f fg7_9-ge780227/ (.345-47, f  -374c) z/2 

Olvf-t1 f *fi,--)/ (.9z? 2,8r 7L  47)  

( 224 	41S -4i  • 
g4s-Yii-  6301f; 2 

.‘ 4i 4 	191 
z 	-941 

c9VS-I622  
4/.1 = 

191 
30 

intec;ral -,)olazne C.iferencijalne jecina6ine je: 

(3_2 	-eol 
'4-J‘T 	.27 	7L 	/74  

(2/e--- (/.-"6  ;74  Y-24-74 4 g€74-  
z .,, 

Rw4/0.0iql.-2t 7974dig77z 	/6-r734- 14-942)e -g-AA,e/ (( 2 .59) 

a zboC crLiii6nih uslova 	 01  
'constant° postiu vredroriti: 

—/<?, c22. /2288e) fief  mr(0).7 

/zsw ./z /e.g4, 	/ie96)  . Arr  
4 1:i -IL 22 	26  ' 17i 	(7I-77-7 Z 7Z2?--• -74.  iar %-.fr.  is- 2 4-  

64 ,M5nfz- 	4. 1L 	9_ 39e/6 S -76  _41  7._ 
/ 7 2 ( 	J-70/s— 	, c_S--os—" 4 
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„s; /ed.; 472 	206 m e!i_ to449,,, 	Sit i2) E4/7  t  
J2,5-15-1 	3 	WS” ' 	 .37.45" 6  

713 .e6,C 4210-Z 2.  2. 9 „le x3,5/o?76,4 6 	6'41.22464  4 

Leezz 	Moor 	C7ols- 	 .9.ragS- 
z 	- 

,t_faL9 2-*0 	 / 2. 9 7088 	f.e...€L.  

-17s-47 forif; 	33W t 	17‘ Yr ./L  graes-fii 

1l3: t, 2 	3 	66,, -C 	 4, 45. 
,770/..1-7t 7 4e 72.riT / 	 26- 

I OM 	 64 4 408  tr 

Ce  3 	7i) 	 
2 	--ie)(1- .7- 

Partil:,J1211'ni 	 :loueEenoG 	eve je:1'.ne:Ano su• 
.C.6 	- 	 -,rte 6 4   /41  

141 74. E  2 .14 
. 

 73 ' i ' 74  0 i 44.1 •g-gr 7 	./3,c/3,s-  Z 
/ 	/ 	if . 	4 	 ■a" 4  /6 el ,3,2 	 6 ri 	0 

rrx, ---=,2,1-15" 3 0:0 ( f‘f  1  g 	 Z 71-  ..T.i 4-3- 1 4-  ,7--  i 4  14  ar-  I 74  
I-0-g 	'OW — 17,1 Zri ) 	1 	(i. l'•5,./..  4.7 ,4 .1/4_. 

4- 	'" it ,  - -7- zi 	-•45..regi4szooKt t,...? z ' 7r;z ' 

et 	. 
.::0 :a2.--b .:;ada -.1.no l'eLenzi e n ehomo zone eananne -oo -Lri.-Lu;imo u oblii,:u: 

--/ , . 	 ,.e  
(27 ----= X .EA-ir- ,•-,  -74  EA-/2 

za funcije X, Y, dobi6e se (Aferencijalne zoCi.no.ine: 

/9, 	/ 	-e,s-C a i0_24 io ick6,8 8 ,, -e4--C 6 . e  5 ‘. 	4 
A' -7.-.f.fX • 28X'=- itc- --Tis-1 4-  62,5- -2 74  „few- 2 7- --TS:7-7 4-- ....Y j 

 y .1_ 

_ 	7c4  
2 

_ .7 7:; 7'2  & 23310 W6  6  6/42.464  f L 
 234,  6 e  

,J /26-'6476/- 

dc.rti-  ,-- 	, s 7 2 6LT 2 	'7 4 	 45- 4" 

.1,./66) 	3776  ,,,,-3,,_  7c 4 _,,,, )..1._ €72 — 
, 42:- 	3.5 	C ' /1c S-  z /

740 34 ''‘'e 	ss– 	/-2   41 4  -/- j7 2  1 67i- 

)(6 --22-  - -?rt. --k ie•  -- .1- (- „g,St5-763-1,k--  Z ic—  2  

.4-1i76 	.2C4e 	ici. ic,,557/A_ z ly 
ic 5-   2 	.5-..e5--  f:i 

-9 4- 	2 

	
2 

rcieCC 7i L z 	C 	 CAST 
74. 	 e 	74. 

	

( -egx-Ee 	422.. , 	S-2 
s 2S-7e 	 74.- 	.34-74- 	1 7..)-747 

774  3  14 3 1/ 	578 1 76  7  -213  S-C 
S7c 
ice-6; 	ej 

C S- 

-74  

2 
.14 jibe s 3776  5  704 11- 

Z 	
;.-4 (10 	°8  

1- 71-f.j 7 it 	1 f0S1,7c-Z 74-  ',Ora- f 74-  

7 
Jsz 	.!5._zzc 	 J 96 /6476  7  

/7  7,77:- 	 )77 
.i7  //) 6   	/-e 	z  sec 71._ 

Se 7.2,C17i-  / 	' 	7 74 4-26-  ..v. J- 6 	67-  	-/4c6f  s-  /4476  

71-  

'AC S-7 4.7: 

Icy  

74- 
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OUcleano jo (f.a co, istim postuptora kao u prethodnim 

sluOajevima, raci3e doa do odgovarajuah re:,enja ovog rehurziv-

nog sistema difereneijalnih jednanna, a time i do partikular-

nog intela - olazne neltomocene jedna6ine0 Poo su ve6 odre-

djeni pa_ttkularni integrali homogenoc dela ove jedna6ine, lal:o 

je doa i do tonaOno- reenja l  koristea graniUni uslov: 

4-21 (ci 	4z i( 
(lime bi 1:ompletne bile odredjeno i druco priblienje brzine u 

graniLinou cloju (2.53). Kao Ito je ve6 nacla5eno. ovde 6e se 

zadrati cacao Drva a -)rolcsimacija brzine u graniCnom sloju, da 

bi se izbegle ogromne raOuncho tegkoCe, Rezultati odredjivanja 

druge brzinske aproksimacije su naveciene da bi se polcazalo da 

se to u -orincipu mote postia t  no da je to shopLiano sa veoma 

teLitim Oesto raOunckim 1, oslovima. 

'Jabirajua izraz (2.45) sa 	izrazom veze (2.33) 

moe 20 doa do utuDne brzine u graniOnom sloju oko cilindri6- 

nog tela: 

.=; h pc/ (2/ 7,-2e V✓IV 	 (2.60  

a / c dolazi se do yr 
J'41 1/(8/  

W/I:x;/.1:;*(e) 

Iz uslova odvajanja grani6noc sloja

gde su 2,oznate vrednosti: 
t A, 

PT: 	 Sgt. 
Primer: :r:. nor 	radijusa R 2 50 cm. 1)okrenutom. stalnim 

ubrzanjem Vo = 10 cm/s
2 ubrzo potom saopItono je dopunsto stal- 

no ubrzanje Vo 10 em/s
2

. 
• 

'onto je za kruni cilindar poznata funhOija 

W6x1 2Ya.  

is relacije (2.61) rezultuje da prvo odvajanje granionog sloja 

nastaje u zadnjoj zaustavnoji l  posle yremena: 
R 

 7L°4' ra.  "----1/ 
k2- 

= -2 886 (2.62) 

Cilindar je do tada pregao -out: 

(-2 VW0,.,44., 
2 	

1 6 C,ct R (2.63) 

izraza za vreme odvajanja: 
(2.61) 
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tf). ,te -oeno-ubrzano hretanje iza kret7,:otrajnog 

stepeno-ubrzanog hretanja eilindri6nog Lela 

CEraniCimo se t  zbo matematiaih ton:o6a pri regava- 

njui na sluOaj istovetnih prethodnih i dopunskih hretanja: 
....l< 

U4. -= dzii'' .144c), 4..// -= 4 	IV( , 'x' ,-?-:- C . 
Pog:to je EraniOni sloj na telu t zbeg prethodno hretanja stepe-

no-ubrzr;o, odredjen 1T7;tsonovim regenjem 	
] 

[12 : 
4 _z v< 1,(/(:) z i _ / .- 

AV = 2 2°(
1

-"T#X 71-  1) 'ix. ('2) 
Ede jo: 	

.:%2 	 20.‹ ..... A 

(-21.  vi-.r(2,e.H) v  (or- f) e'v .z. ,r 
smenom svih ovih izraza u prvu Stdnaanu Sistema (1.27) dobi6e 

ce za - rvo pribMenje brzine u grani6nom cloju jedna6ina pogo-

dna za r(*vanje 

z  1=-4.,d' W 71-24i'24)44/(///(y) a-t. . 4/ Ala) Dotrazimo regenje ove jednaane u obliku: 
4 21,6,4-/ 

..e- ,==i4E 4/N 3:((,4 24 1 Pv1,04/(2/ 
dobi6om za ne-ooznato funkeije difeeneijalne jednaine: 

I; fict..22,1-/— 4 (A.(' * A /..-z-  - 4 / tr/ 
sa ;1-ani6n -im urilovirna: 

J (el = ,„7;,/ (e/ C, re/ 6›..e)....-.-_L 

,1; 6e,/ = ,r/(e) :-- C, ,r(cs4 '':---- 0 • (2.60) 

r.deenje rye od j'ednaana (267), koje ispunjava odovarajuoi 

g7nni6ni uslov (2.68), je: 

(v/ 	(2.69) 

P..rtikularna reienja hoinogenog dela druEe jednaane oistema 

(2.67) zu: ''r>t (T1 = P(1/ 

Lde jo P(2) 1)olinom 	-og reda, a 	('2J integral Gauso- 
.21,(11-> 

ve funkcije Erogke oblika .e5.3  
i• 

Partihularno rogenje nehomotene jednaeine :otranrao u vidu: 

'‘")1/7" t'72-1-= /( 	("47) 

(2 0 60 

(2065) 

(2.66) 

( 2 67 
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PoLito se ..7ruga 

■jt, 	 4.we 44- 4 („e  
. 	• 

-- 4 roe t /ik56, (‘..-/--= 	Troc 

c>c' 
Prerna tome, partikulanro reJenje nehomogene jddnaa- 

ne ;;;lasi: 
-2-221 31 0i7L-11-  (1/  

---- 2 	, (2.70) 

_c (1)74424'K.  70(  

of 	 cliC 4- I 
nog uslova ..171/(0.(v.==0 	mora biti CI  = 0, a kori e6i dru- 

i grani6ni uslov 4/k1 ==47 dobije se vrednost: 

2  'suet jgala) 

J-/  

tako da je kona6no raenje: 

/)4642/1- 	
r(cx  

oe 

	 (ed 
	

(2.71) 

Re enjima (2.69) i (2.71) prvo pribliAenje brzine dopunskog 

grani6nog sloja (2.66) je notpuno odredjeno. Do8aju6i joj br-

zinu prethodnog grani6nog sloja (2.64) dobicie se ukupna brzi- 

na u goani6nim sloju oko cilindri6nog tela: 
PC

2 AcVi 	 i 	(2.72) 
,r0(2.   

jednaana cistema (2.67) mo2e nanis-ti u obliku 

bite: 

odakle 

OpL,te reenje polazne diferencijalne jedna6ine je: 

(21 

U ta6ki odv4anja grani6nog sloja je: 
zr./.7 ,== 

(OP— ,i.. 41  -1:-°  dobija jednaana ✓ pei_, 	644 	
..../i, 

2 A i cce4- •= frV( ,777-1 .7("oi 
Put odvajanja graniilinog sloja iznosi: 

..1. 
J..7=4, 	I ..Z.:',4 6 ....h----- /.... ---e _,__ 

c'''.1  °°4' ‘7(74/) I v 

C odakle se 

(2.73) 

(2.74) 

gde su pAnate konstante: 
rk) 	;.. /1 	 r  
-ry.t /Jo 	"ce #11 r 	( 2.751 

2'1(  r(6# ritod  J- 11,01,=d.w.e/7236Ag/
-2:561L  1 4,x e a-TrAe) 

lzraz (2.74), zajedno sa vrednostima (2.75), P rtAa mocu6nost da 

se notraA odovor na jedno interesantno pitanje. Iaime, kod 

hrunog cilindra t  kada je kratkotrajno prethodno jednako-ubrza-

no kretanje bilo °I-Joja6ano" dopun skim jednako-ubrzanim kretanjem 
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(Pc: 1), put odvajanja rani nob sloja je bio ve61 , 
(Eiodv=1, 66 R)  

no u slu6aju dopunshog lrzaja iza Ixatkotrajnoc, prothodnoe trzaja 

(0e= C, 	= 1,0 	tim u vezi 9  postavlja ce :j.tanjc mcAe li ocv 
2e put odvajanja Imoizvodljno pove6avati, pove6anjem izloHoca 

vremena "oe, ;to bi za Draksu vrlo zna6ddno bib°. La to pot raZi-

mo L;rani6nu vrednost izraza (2.74), smenjujuoi u njeGa vrednosti 

(2.75), pri ()°'' 

Ubacuju6i izraze (2.75) u vezu (2.74) i horistea pri 

tom Le2endre-ov obrazac za "ca 	funkcije 

	

r(•2,  e 	n -e) r 	-/2)  — ZiT 
PT 2 

2 r(0(4-i) Iy2;<. ,74-3,k 

U za(,-Aa,-;,0j zaustavnoj ta6ki krunog cilindra radijusa R2 ovaj 

izrc,L; DI-ciazi u novi oblik 

;;-:'  	./L  r(oe./: feg)  r(.ec<'12-2) 
4084, 	 r6X. 14 i) /—(20( .4 

Tskoris -tir:o sada Binnet-ovu formulu o ponaSanju holiLinika " 	a" - 

funkcije pri veliko j vrednosti promenljive 
r-- (-C 4- e-Z.) Gt.--- -4  

U nacia slaaju imaeemo: 

	  ^../ ose ,,,,a_ ce-,....,, 	  
/--- (c.<  . 74 ii 	 fr...o..674- ,31)  

liako, nrcko Binnet-ove formule o asimptotskom ponaLia-

nju, iz obrasca (2.76), pri .0<-1,..4a dobijemo vrednost: 

../(1. _.,. 

	

.,-,.,... __  	., R 	-2  't5?.sP 	 (2.77) fir,-- , _ 	. 	__ 
Odavde zahlju6ujemo da so ne moe put odvajanja prthi- 

Lvoljno Dove6ati l  ra66enjem eksponenta "oe, to je i prirodno: 

(47. knaliza rezultata prora6una ,:;rani6nog sloja 

u sluOaju kratkotrajnih prethodnih kretanja 

Uslu6aju da se cilindriono telo Dokrcoe iz stanja 

mirovanja, radovi Blazijusa ± Vat Iona, Dokazuju T)orast vromena 

C,obi6e Le: 

(2.76) 
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(i puta) odvajanja graninoG sloja sa pove6anjom brzine izmene 

ubrzanja hretanja Lela u toku vremena. Pri saenjivanju pred-

hodnih. Icetanja dopunskim kretanjima, okolnosti pri kojima 2e 

obavljaju dopunska kretanja su bitno izmenjeni, pa ipak ispi-

tivanja osnovnih slaajova hretanja za stanoviiita uestacionar-

noc; graninoc sloja loekazuju sliOnost sa rezultatima Blazijusal 

IspitivanjaniOno cs.  sloja na telu pri kratkotrajnim 

prethodnim kretanjima, mada baziraju na znatnim pojedinostavlje-

Ljima, ipak omoc;u6uju izvosne realne EzakljuOke u po3aledu vre-

raena odvajanja ,•raniOno cloja. 

Osnovni zakijuOak je da je vreme prvoG odvajanja gra-

niCnoG sloja na etlindricnori tclu veee pri jeanako—ubrzanim kre-

tanjima, neGo pri kretanjima trzajern (uzimajuoi oba kretanja 

zajedno). Ovo je z ,, ljuOak "isto3a smera" sa zakijuCcima Bla- 

LA.jusa. Lakle: 
, 

10  'irome odvajanja je voce pri U = U, Ud 
= tW, no pri U d 

20 Vreme odvajanja je voce pri U. t1 U = 4 
no pri U =U=U d 6 	" d  

30  ';retie odvajanja je veee pri U = 	U = tW, no pri U =U=Ud 
Ali za raziku od uslova pod kojima su vrLena kreta-

nja is,oitivana od strane Blazijusa, ode su okolnosti takve da 

postaje aktuelno i Ditanje hlasifieiranja (jednako) ubrzanih 

kretanja tola. 	Ewa tri slaaja (U = U2  Ud  = tV; U,  = tW 2  

Ut1=U;U=1;12U-=tW) prikazuju u suctini jedOu katooriju 

kretanja tela: jedipako ubrzano kretanje. 	ipak, razlike po- 

stoje, Ovde inn dva b -Itna i contralna faktora. 

Pry°, i pored 'coca Lto se dopunhko kretanje odvija u 

novira prilikama, ipak se no sme podcentiti ono zatoLieno stanje na 

telu u trenutku radjanja dopunsko6 kretanja, pa makoliko kra- 

the trajalo ono predhodno kretanje (lako se uveriti da je l  za 

prirodne razmero eilindara, vreme prvog odvajanja L;ranionog slo-

ja :coda veliine jedne sehunde, 	manje). Znai l  nepovoljnije je 

je zateoeno kretanje bilo trzajem, no,:p kada se obavljalo 

ubrzanjem, 	podatak da je vroue odvajanja voce pri 

U 	ta U =.U, tier.° pri 	= U, U, = tVi prihvatljiv je 	oprav- c. 
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clan . PTema tome, same 313voljnosti onog "zatodeno stanje u 

samom Daietnom stadijumu kretanja su preimu6stva prvog u odno-

su n Lrugo kretanje. 

Kratketrajnost prethodnih kretanja razlog je 

tome 	je vreme odvajanja zxani6nog sloja mane pri U = 

= U„ = t,i , no Dri U = t1l , U
d = U. Lala, zaneMarljlva vremenska 

defazovc.nost, 61ni da telo ne Hoseea", takoreoi, nikakvu kvali-

tatiVnu promenU u naOinu uvoGa kretanja (.o tada tW, ed tada 
2tw), pa 1. "zate6eni procec" u grani6nom sioju na ielu, trpi 

manju promenu (u pogledu odvajanja) nego u sluOaju kada kreta- 

nje iz slanja U/ ili tq, prelazi u stanje U + tw. 2osie svoga 

to je reoeno sleduje zakijudak da su, pri kratkotrajnim prat-

hodnim kretanjima, najpovoljnija kretanja oblika U + 	a PLZ- 

preciznije posmatrato najkasnije Ce se odvitijiti i;rani6ni sloj 

na ci1in&u, Oro se on pohrene trzajem iz stanja prethodnog je-

dnako-ubrzanog kretanja. Put odvajanja eranillnog sloja dui je 
pri Us = Ud = tW, nego pri Us = lid = U. Ispitivanja su pokazala 

da je Logue:0 dati odeovor na pitanje proueno puta odvajanja pri 

pove6avanju brzine izmene ubrzanja kretanja tela u toku vremena 

u slu6aju istoroanih prethodnih 1 dopunshih kretanja. U tom sill-

63.0, but odvajanja pri Us  = At 4'4 W(x), Ud  = Bt ` W(x), ima konaLinu 
vrecinost (5 = 2,439 4 Ziak 1 za beskrajnu vrectnort eksponenta "<x. , 

La2ominje so da je u ovaj podatak u svojoj suL;tini saglasan sa re-- 

zultatima Vatsona u claaju kretanja eilindri6nog tela iz stanja 

airovanja. Veoma Liske su I Droporeije izmeaju vrednosti jojeCi- 

nih IJateva odvajanja pri krotanjima:trzajem, stainin ubrzanjem 
stepeno-ubrzano, 	u oba siucaja. U OVOL slaaju eve to 
vrednosti su ne: to -0ovoljnije, zato Zito 212 ve6e, Ova pojavL je 
oackivana o obzirom na okolnost da ovde dopunsho kretanje poCanje 
svoj razvej u sredini gde ou ve6 pokrenute fluidne mase i to isto 
smexno sot domInshim kretanjem. lledjutim, Vatson Droubava Lretanje 
iz stanja mirovanja. 2azlika #e, dakle, u toj inerciji fluidne 
muse zate6enog stanja koja ide u prilog 6injenici da su vrednosti 
Vatsonove za -.)0jedine karakteristike nestacionarnog granionog 
sioja manje od ovih. 
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7) 

Gl'uliTICEI $LOJ EA CILIERRICX011. TELU POKILMTUT_CII 

IZ :R.AITJA IZVESLIH PRIODIDEIN. 1 32ACIOVAENIH 

=AIWA 

Uvoe 

LI&Jenad nestacionarneg craniemoz; oloja na telu pokre-

nutom iz stanja mirovanja [12] funkcije su promenljivih 

2 
	 ), (de se vierie "t" meri cd trenutka kada je kretanje 
0t 

7)06e10. Ako 2e u inouentu t = T saolAti telu dopunsko kretanje, 

to ae se odrazi.ti na crani6ni slej u vidu Tojave dolounskih pro-

jekcija brzina u granidnom clejuo Porto novo kretanje nije au-

tomodelno (a to se nije moLao ni oZiekivati, pOL to ni stare — 

direktno iz mirovanja stvoreno nije bile autoinodelno) traU-

aemo r&Jenja jedna6ina u oblilcu reda po jednoj promenljivoj. 

obzirom na )ooetni uslov da u trenuthu t = T brzine dopunskog 

rani6noc sloja Dora da budu jednake nu14. -nokazuje se neopho-

dnim traenje te::;enja za dppunski nestacionarni ksraniCni sboj 

preho novili promenljivih: 
›, ( -- 7) 

Poto za svc vreme dopunskoa kre - ;anja, u ovom radu 

usvojeni na6in tretiranja problema, dozvoljava neprekidni raz 

voj prodhodno3.  nestacionarnoe 6rani6noc sloja vrednosti dopu-

nskih Drojekcija brzina pootaju zavisne od predhodnoG kretanja, 

obeleenoc komponentom brzine u granianom oloju "u "), sa otarim 

promenljivim ( 2 ). Ctuda je potrebno prilaGodjavanje ovih 

funkcija novim promenljivim. Razumljivo, poto funkcija "u s " od- 
 

ra'i.';ava prirodu prethodno ts 1:retanja, proces prilacsodjavanja no—

vim promenljivim, treba obaviti posebno za pojedina predhodna 

kretanja: trzajem, stalnim ubrzanjem, itd. 

&2. ausdaj prethodno ts kretanja — trzajem, iz 

stanja mirovanja 

U ovom slaaju grani6ni olej na cilindri6nom telu 

odredjen je jlazijusevim reiienjem [12] : 

(3.1) 	. 
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ranijc navcdrine veze (1.40) funkcija koju treba Drerau-

nati ha ocovarajuca oblik zavistan od novih -oromenljivih gla- 

si: 	-//•- 	f 4ze-e2.,44- 	 (3.2) 

Da bi ciao 	oblih definican u zahljahu ietvrtog para- 

Grafa, prve„lave, posluZioemo se, najpre, nehia stavovima iz 

analize recva. 

raime, ako se -i odinteGralna funkcija f(1-) moe •orcd- 

staviti, u intervalu intoGracije 	, ravnomorno honver- 

onthim reaoa funkcija: 

7eNci= 	(-ccild- (aq-b 	t.•=b4 

tack; ima smisla jedna6ina: 

Ly3 	e6r.: „Ain (1 	24_„, 	ekc -A/ • 

prema tome, odredjeni integral moe biti predstavljen konver-

4ntnim redo= g 

j kvs, 	54w...i.e.*, j X ("Xicdor.: 	 (--Xleneerz e 

er_ 

sluaju lako integrabilnih funkcija 66q(na _.rimer, pri 
relaganju f(x) u stepeni uniformno honvergentni red) integral 

i de 	moEe biti izra6unat sa ma hojim stepenom ta6nosti. 

iJ naem slu sciaju (3.2) podintegralna funhcija se, pre—

ma toow ram iAbela, co2c predstaviti upiformno 7  honvorgentnim re- 
.te-z 	tr- 	or 4  

dom: —e = — ii 	2/ 	,7/ 	
e 

u ma hojcm hona6nom intervalu, pa i u naiJom 
	y4, 

-7=  
InteGriLu6i, dakle, clan 	clan, rbi6emo yorovo honvergentni 

rod: 	 ,=  .2/,5--  
jor 60, u naLem slu6aju (3.2), biti ispunjeni uslovi za konver-

• 	. 
-;cnciju naizmeniCnih redova, shodno teorcmi Lajbnicao  Dosebno u 

naL;cm slu6aju, pTiroa ovih konvergentnih redova je takva, da se 

i sa samo nc:zoliko prvih Clanova rao'2';e raditi sa izvanrednom tad— 
P.2 x  

no cu. Ilustracije radi, navedimo podatak da se je,e-ece.4,-, se. 
0 

ta6ncou do 0,0001 moue reLliti samo sa, prva tri 61ana recta. 

Tako fun:ccija (3.2) postaje: 

(3.3) 
—ITS T .6  

,.., sto ;,e nadr:2„ali na Tyrva dva 61ana recta. Po lito je, arena 

(1.10/  tilt -< 1, moo se, pod uslovora da sredni hvadrat grche 

Ebut na:;manji, uzeti prdibliZ"nost 	15  
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t/.2; 	, 	Ai v 6 	 ,s- 
:misc.° eve priblinosti vied 2e sa graii6kog prikaza 

na •1. 5. 06igleano, u intervalu 	 0,9 ova pela- 

cija (3.4) m(Ae dobro 1;osluati. Eajve6e odstupanje je pri 

t
1 

= 0,4 i tada relativna gregka u odnosu na ta.Onu vrednost 

iznoci 5;o, Porito cu 

kratkot:ajna protho-

dna kretanja prou6e-

na, koja se mogu obu-

hvatiti oko201m od- 

•nosa t
1
/t 	1, (dakie, 

sa dovoljno ta6nosti 

bi to mogao do6i inter-1 

val 0,9(t1/t<1,0),iz 

lazi da 6e se izrazom 

(3.4) obuhvatiti, ugla-. 

vnom, cela vagina ob- 
St.5 

last vreanosti holi6nika t 1
/t. Za nultu okolinu odnosa t 1/t 

(04t1/t<:0,1), zaista minimalnu u odnosu na ostali daleko 

nrostraniji interval koji dobro obuhvata relacija (3.4), nema 

praktiLineg interesa, a ukoliko nam treba vrednost "u s " pri 

t
1 
 = - 0

2 
 to 6emo traati direktno iz (3.1) stavljaju6i cia je t=T. 

Eacmenimo jog da su relaeijom (3.4) naraito dobro 

obuhva6ene okoline prese6nih ta6aka Ii i N: 

-r). 	q1(445— / .ef 	0 74-40 

Ubacivanjem izraza (3.4) u vezu (3.3) dobi6e se: 

I3  A--2.3v2 
Da bi se dovrgilo prilagodjavanje, treba iz izraza (3.5) oinio- 

ce (t1
/t) i (t1  /

t
)
2 izraziti preko "t1 " u obliku polinoma t  gto 

je razjaijnjeno u Zietvrtom paragrafu prve clay°. 

Taho je: 
eZ- 

6 	 (3.6) 

gde je iskorig6ena voza (1.16) i uvodena oznaka 7—  • 

(3.4 ) 
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Zat <1 	to obuhvata onu drugu interesantnu i vaam ()blast, 
nastuprot varijanti h.-ratkotrajnih prethodnih kretanja, izraz 

(3.6) coiLo so tranzforraisati na odcsovaraju6i oblik 	Z'elzienira 
sto:oencln 	 Analiza je tekla ovako: 

	

= 27.2  (2-1 	 (3.7) 

'S'" q /0  4? -t)  430  44,0 ,  

4X47 9o9ci 4, /66 q230 eges- i 4. c 

. P2071 4047 409e) 4/60 4,2/o 4240 1 
Tabela 1. 

Iz tabele 1. 	vidi da aproksimacija (3.(2 daje rclativno do- 
bre roL;u -itate u domenu Of<-6<04 

, 
ovo odcovara intervalu 

,  

b) /f 	 -  v, 	— 	2  Z:11- '2Z-  Ez)------077j. (7/ 	(3.3) 

	ql 42  4.3  oy 4r 
T 

6,4', 9c "d,  4236,  4.e&s-  4333 - i,,=..e 

27(27 409/ qme cx,s7 coc+ 937,5-  

c)  
t 

'2abela 2, 
-- 3 - 

1- Z — 4) 7-74 (z•1 30.) C  ) 

' el q2 
, 
C3 °/.4' 4r 

Z. 
7t-  9090 4/66 423o )2e( 6,,33 

. 274 (9 6;6'909  4/664 '4228742799 93423 

Tabela 36 

arijantora uproUenja pod a) (3.7) (obro je obuhvadon 

(]:orIen. 	C 9 	razurne so, voclorn ta6noii6u, 	je ovaj 
orios 	manji. 

7zrijantom pod b) ta6nost rozultata u domenu t i/T 4:01 4 

jo oboljana, a i sama ,.;ornja granica domena so 	1)omeriti 

60?<.—ti 	 koji je kao u a okolina 1)reseCne taae i. 
t/ t. = 0,165 (v. 	5) dobro sasvim obuhvaten venom (3.4). 
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ne??60 izbad Vreaosti t
1 
 /T = 0,4. 

Jog dublje nroarenje granite domena tin bi se uoGlo 

:octi6i v%.rijantou c). djutiu, Lora se i na broj uni-

vo=alnih funhcija u budu6em r&3enju dopunshoc; grani6nge sloja 

hoji je bay u vezi sa radon veliHne stepena vreuena "t 1 " apro-

hsimativnoG nolinoma. zaustevimo se, za sada, na ovoj va-

rijanti, hoja :.ohrive i dovoljno prostrano i interesantno 10olje 

vrednosti t /T. 1 

2-  4,10 0,2 go cp,e 0,c 

(.. 1  0,voe1 qd2,515 gas -29 qcee 41/04,  

774.(6)qczei 462;86 4c6co 3l4.95 Oen" 

Tabela 4. 

Analiziranjem tabele 4. konstatujemo da.su odstupanja dosta 

velika i da uoramo i6i na prvu od eitiraniL-14..61 -.0:1: 

6P5/'% 4.- 	-=-41.  -.U. A' ,34"... 	43Z -,4.1-1 ,=-17,84 ( 3 .11 ) 
z .....z 	......4.

-4i 4 
„4 	 —a-  --6 e 

- —7  

9 ' -1;  qa 43 q4 q,5--  06 

(4. .r 40081 4024-6 oios:29 408/2 0,Hof 006 

5,0 40082 40476 40674 4077S-  40976 0/4.5-6 

ildr) 400e.a 0,0e77 40478 qoard 4/094% 4/*sb 

Ostaje jcZ is se r&A idtanje hako uzeti faktor (t 1/)
2 

Da li, Loda, uzeti coo hvadrat izraza (3.9), 	pak samo 

deo toG hvadrata zahljano sa 6etvrtim stenenom nromen;jive? Is-

pitajmo, nrvo cventualnu primenljivost ove rue moGu6nosti: 

	  27 2_ 2z-  -IL 3 A=074;(27 (3 ,1o) 
,-* 

H-4-1  

Tabela 5. 
U tabeli 5. se nalaze repul -pati ispitivanja relacije (3.11). 

rubrici nazna6enoj 	/74rerIsu vrednosti proraunate di- 

rektno Do formuli (3.11) i slaganje Na ta6nim vrodnostima(t i/t)
2 

je dobro. Ali, zaustavljaju6i se na gestou stepenu nolinoma 

(3.11) sla3anje nostaje jog bolje, i;to se vidi iz uporedjonja 
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vrenosti 	4 (4', i ( A) 2  u 	5.: 

/76 (17 	2—  Z 31 3E +. 4 .C 4--; 3 r6 	(:.13) 
-j>uklo, :olinom (3.12) zadovoljavaju6e aprolmimira funkciju 

(ti/t)
2 
 7-,ri ti/T.‹ 0,6. 	polinon (3.9) dopOnimo sa jcu 

dva ana ocovaraju6ec geonetrijskoe rada: 

Dosti6i6emo is 	7146(0  uspesno zamenjuje funIzciju 

u ison jomenu° 1 	
Ito o je oaGledno iz tabele 5': i ~_ 449 4A9 430 w q.so 060 

I 	27  44290  4/66  42340 q ac 43.33 WO 

a (c)  40905,  01666 e.2306 qte4s 43300 436a7  

bola 5' 

:o3e se dahle, zakfjunti da u intervalu t /T 	0 1 
sa 	taL4losti vine uprori6enja: 

	

- 	C 1&,127-1- 	 - 

S 

6 	3' I r/ 	VT/ t 	/ 
• 	 4r 

	

. 	Y .4 

(714 —M1171-3  4-11-- 4(T 744) 	
(3.14) 

2.ezultati ovih analiza raoru se Drikazati slikovito 

aprokoL.acija lahL;c yroce- 

/ 

 

tier) 

, 

4115. 

	

i 	 ii 

_L-.15:  
: 	o 	:.f 	q2 	4 . 1 ...'; 	4. 	0: -> 

b1.7. 

-monjuju6i ±zraze (3.141 u (3.5), a -ootom U (3.1) 

dobiclmo l  kona6no, .prilaGodjenu funkciju Hu „" raavanje 
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do -tnoko ran±cno sloja: 
;3 

	

T 	TI 
/TI  

e su '_o el ici j en ui ~{,/~ ~~ ;.oznate iunkci j e: 

-dry z *l *r2 	"t~~~ 9 ~1 
z orain je Sc ~ a se izraz ne rlo ~ e =Y'.t Z.  

ra zviti u_:<^klorenov red go proraenljivo j 	~; 	, jer clano- 

vi rep a i;os to ju beskona ni .pri Z  o. Zbo toGa ue pribeglo i 

? uloenor:i :O:itupku. 	 . 

Posto j i jodna ;nte resantna . :o java I~o d' r_estacionarnih 

ni nix Slo jeva, :o jw u ovir. kolnostirna., kada se nerio ~5e iZbe- 

C± razvi jan j e a red i zaGr :av4 n j e 1:onaCnoG bro ja Llanova, n?o Ze 

i rnati v znu ul o ,1t . Ic irle, y;ozna to je do sedan od GraniC nih uslova 

oznacav<'. ci e na bera jnor; ra ,to jan ju od konture tela iz j edna-

cuje •rzina a 1Tani :.:oci slo ju i spolja: nja otencijalna br•~ ina. 

Ovo je, i`u slucaju t.z'etanja cilindricn_o tela iz stanja i±Lro-

Van ja, i u r 1ucaju :_re tun ja ravanske ;won Lure iz stan ja i zvesno ~; 

i r' thodno ; nerita ci onainou 1:ro t; n ja - uslovilo z o javu beskonacne 

yr ednosti neti:t4 c"! c na mey~ror_ienl jive 2 	
odno na .~ , u jednom 

od LT fi nih uslova. ` o je, preko c.ere, r8siri10 polje vrednosti 

ne.i a„ionw-rne prorner_ljive. ••r_a, se da ovakav us_ov irna ce.~to te—  

or i j s :i 1:aral:t er, a da je DraktiCno d ebl j ina Ê ,1 anicno v slo ja a- 

la, reda ve__i ine, nekolii:o cil imetara, o (;euu je vec bib r eCi. 	i 

«OC, no`si;acionarn h ç,rai;icnih slojcva je deol ~ ina ;"ranienog sb -- 

ja u "r}o(Setku kretanja ra iniralna, a kc sni je sa vreraenora raste. 

i.~pi to juci ovu  o javu kod Plazi jusovih rei en ja ne-

Nta cion_a rnoG Gr anicnoG slo ja pri kretan ju iz titan ja riirovanja 

[141 , dolo se do konkretnih L~ odataka. Porto se to za univcr-

zalne unkcije uvek dobiju linearne nehorloUene diierencijalne 

j ednacine d ^u oga redo,, op to r: Nen je sadr ~i dye konstante, ko-• 

je treba odrediti iz c;Tanienih uslova, za dye vrecinosti proraen- 

	

jive: 2 = C i 	= 	, bez obzira da Ii se radi o prvom, iii 

o drue;oci priblizen ju brz ine. 

(3.15) 
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;31u6au hretanja trzajem [14, otr, 191] za Drvo Driblienje 

brzine u .0TaniCinom sloju, pri odredjivanju odL;ovaraju6e unive-

rzalnc Zunkcije: 

St,"</- 	.7.4,/l= 0 
e  c{..7 • Ca. 

To/  (0) 	 Xel  
cobijenc su vrednosti konstanata: U = 1,128, 	02 

= C
' 

a za 0.ruo) Driblii3enje: 
:// 	 4 	( 4  41;7- 1) 

1-7.1(rj= fr,4 	7t- c2/ 
-VY.74  4 

-7410721,4 AligC.2.91274 	8  -V2 -;-(1-  

,3; /(01 0 	V( 6.0 0 

'11 
- -1 212 	 02 = 0,804 

Iri krct::.nju stalnim ubrzanjem f14, str. 1.9839 za 	vo Drib- 

brzine: 

(174--00-  E42) 2 

dobiju so, -orema navedenim Eranilinim iuslovima, vrednosti honsta-

nata: 	 Cl = 0 	02 = -4,0 

-1;ostupimo u duhu ideje o kona6nosti grani-

oliog sloja, i:oja jo . ;raktii5ki opravdana. Zna6i, zaCrUmo za 

jecian 	uslov nultu vrednost nestacionarne promenljive 

7=0 9 ali uzmimo pri drugom Erani6nom uslovu kona6nu vrcd-
nost -2oLLonljive, tj. neku konstantu, Ovom prilikom '!prone en je 

s1u'„;- 1  kada na gornjoj ranici Lrani6noG s1oja nestacionarna 

ima vrednost 	= 2. 

;:;ada integracione konstante imaju Vrodnosti: 

pri trzaju iz stanja mirovanja, za prvo priblienje: 01  = 1,133, , 

C 2  = 0; a za drug) priblienje: C l  = -1,212, C 2  = 0 1 802; 

pri jodnako-ubrzanom kretanju iz mirovanja, integracione konstan-

t:J saca imaju vredno:.ti: Ci  = 0,0004, 0 2  = -4 1 0016. 

Iorcdjenjom zakljuLiujemo da su razlike u vrodnostima 
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konstanata pri Twse.,0, i pri 1! = 2 minimalne. 'Lod svih nave-

denih slaajeva raativna oCIstupanja vrednosti i:onstanata ne 

premaalju 0,44';;. 

Yapominje se da je ista osobina u Drincipu ispitana 

i dol:azana i za raenja dopunskog granitnog sloja pri svim va-

rijantama krathotrajnih Drenhodnih nestaoionarnih kretanja. 

is conovu ove analize mogu6e je zakljaiti da je in-

terval vrednosti promenljive 	za koji se razvija nestacio- 

narni grani6ni sloj upravno.na konturu tela u toku vremena ogra-

nieen. Uobodnijc reOeno, sve 6to treba da se uenja u graniOnom 

sloju,..obavi6e se u konatnom intervalu promenljivef . Sa do- 

voljno.ta6nosti to 6e 'oiti obuhva6eno razmakom0 	.4 2 

(pa Oak i interyalou 0 4:141 25, sa odstuDanjem od ; tatne 

vrednosti za svega 7%). To je, •dakle, Dolje vrednosti na koje 

se ELO:Ca obratiti sva panja i pri razlaganju u rod funkcije 

"u ". tri Drilagodjavanju okolnostima dopunskOgkretanja Za ovaj 
.s 

interval je i stepen taOnosti zadravanja na,drugom Olanu na- 

ismeniOnog konvergentnog reda (3.3) dobar.. 

Principijclno istovwtina honfiguracija nestacionarnih 

promen1;fivih prethodnog i dopunskog granitnog sloja: 

y.— hoordinata 
--In- 

(kinematska viskoznost x vreme) 

i citirana ogranitenost -orethodne nestacionarne Dromenljive l  upu-

6uju nam uogu6nost r&javanja i dopunskog graniOnog sloja pri sli-

Onoj ogranitendsti dopunske nestacionarne promenIjive. 

Da.kleizraz (3,.15) predstavlja traLieni neophodni oblik 

funkcije s
" radi•re6avanja jednatina d'opunbkOg granitnog - sloja 

i4tinas dvoa pOstUpka je , u slede6em: u nekom trenutku 

pri :t 2›,T• namatreba brzina predhodnog grani6nogsloja "u s ", 

jer je ona.deo ulcupne brzine u graniOnom sloju. Razume se,; to 

trzinu u(AemO'direktno i ta6no izratunati iz veze 	All da . 

bi smo odrodilii onaj . dogradjeni deolorzine u granitnom sloju 

usled izvesnog dopunskog kretanja cilindritnog tela, mi smo mo-

rail Dronadi odgovarajuoi oblik (3.15), inane poznate 
funkcije 
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(3.1), 1:oji jo Pi.b1ian .  Io1iko 0E0 usueli u ovome, zavisi od 
mai izraza (3.15) da -orikae isto ono sto 1 izraz (3.1). • 

Ake so sa (u./V )l? obeleEe tane vrednos -6i nadjene s s 
formule (3.1), a.za (u /V )--

Z  vrednosti brzina prema iz- 
razu 

 
 (3.15) mcAe se obaviti provera oCstupnja ovih Cveju w:e- 

dnosti u z.ojedinim tronucima is vaeOeg rasmaka vrerilena t if2. 
Pri pripromanju podataka za sledo6e tabele korii36ena je i \laza 

1
o 

t,/.2 = 2,449 
 

itz 72 (..)0 CO f 4 4.492 (As -• 0.31e Ws 

1  

_., 

 5 c/D 

4  qiiego oi1469 41502 446:C6 4500e co366 0720 0,S366 0,2200 40.2.7 0 

0,41  497% q2939 0,71597 1,0724 1133S6 -1,6I 0243 1,63E4 0,4476 4428 4 2.,E 

016 •,46,34 014if08 0004 11901 2.91S 8 t0744 11,8300 3,8744 GAS212  4160i As 
01 6 f195920,277 (1 012.91;272f 554507,8013 140734 74013 0 17a00 6,7424 5,0 

4) 0  '11,11,0  0, 1347 *V35141647 9,se44 140090 (m33710096 oxso Gis14e7140, 
41 2. 2193836,861G 011045 7,7460 156895 	97cts-30/695~G221g7rog64.0 cam 6i0. 

	

o , 	, 

	

2 -G 	= 0 1 3 72-  = 2,08 

2 

1g
1   c$1  '41  i  

41,12 016o 4a52. 43632 9898 cm is 0,331 4548 61031. oiNtiti Gg27 Si& 

03.20 vsziti okocao 0,8663 109 4,2128 4386-1 4 12428 61403 004 Co 

0A5 1,248043756  opal 1,5q8 Q,1O53 2,69/72802 2,6927 k5861 6,664B SI  6 

-46646 lova 4,029 2,419v4i795 \  0,8  9 117‘3073 sp436,70s6 vizi 6,0 

4a 0  216106 6,62&1 0157473,6816 6,38: 9094 41, 	• gi69514  6178'1 1101 616  
1,2 Q1496 ot7g2o ogo25.4,07. 0610 16;7240 94,74( 41234 ti 6li 16t 4 910-t 

- 
Xio 
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= 1,732 3°  t 	= 0,5 
1 

- 60 - 

ios ( 	it-1) 	E 
01310

14
35* 0;347 (Q7 5 o 

,661616,677€ 0,66166/W6  c4 	4,0  

4835 2 12,1786 1013S2 cSicia  6, 988 5,o  

gos 

17  
40p 

0,8.. 

0,6 - 

44. 

c3,2 

Zed 

Q4 

2 

4,54764 0643 4,3108S 

{A)
3 

433-35 

(0 46928 6,20156 

6,4 1,0392 43128 

1,..38s1 

1,0 1,732( 1, 2  

.21C184 

016204 4e. -.3O 4649S 

(),820 1.1602 45025 
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t  /2 	I 5 	 f-f72. 	1,732 

C12 6,3i64 r 0,1'643 

I 	
.5.  i 	

, 
..)  

i i
 *

 

	

! 	
.4••  , 

	

4 	
i 

1 —,......,............ 

4520d 0315e,3167 435k3  (134c7 oi2GcN(4 12.7 5,0 

ori 

CIA 

oi  6 

4,0 

1 .2  

GA 928 

1,6392 

1,3tW.[e. /i1p 

1173aiCis2s

2F1 -141 ;463167  

6 120 (3

43t2,6 

is 

1 
4.62C4 

6,8250 

O, i!© 

404'36 

1. 2"A‘64; 

96330 

1.1602 

UV 6 

1,6ot.2. 

0720  

4.511V5 

2,51.--7t!:31 34 

43587 

7,4820  

464g301 6616 

4 5352 

616778 

21786 

&If:616614116 442K 4,6 

t1352 6,S766 cis988 6 "to 

.../...... 

94 

57009 

9,024o 

41489 3,3494 

7,2736s,700 G7442 , 

CAI 1 r i,74....21 915 

(cilia %8 

11,2340 9,2714 4912o 45* ND 4 op 
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b.L — 

1;ohazuju da 60 1,1 razacacu 04141,25 

izraz (3.15) u!-31coilino zamenjivati ta6flu vrednost (3.1) sa mak-

simalnim ddstuDanjou od 10. " 	!›. 1 1 25 	drugo aroksi- 

mativno r&ienje. Ame, moe r e dokazati da se za cornju 

Cu 	--,uomeL.1z,ive 	mcA'e use ti 	. 1,25, uses, to 1! . 2 
,f;ovolno taz.oxti. 	je, t2ada, =a C.ol:cn 0 ti 2 
	

CtC- 

pen ta6nosti zadravanja na drucom Zilanu nai=oninoc konvcren-

-Gnog reda (3.3) joy :> bolji. 

_,odatak 1. ..",1-0 se uzme I tre3i 61an naizmeni6no; :en-

vercentnoc rc- da (3.3) ta:r.iost 12rora6una 6e cc mo6i poboljiiati 

u odnosu 	Dret1lodni olu .6aj. Pripremimo odcpvaraju6i nivi pri- 

lar:odjcni oblik funl:cije (u /U 
s 

je: 

Eirle2 2-9=  

, claalogno ranijem (3.15). 

sto 7,ostedstvom analixiranoc isnooa (3.4) postaje: 

("IL Z-3-- 3 E414  6 c--: /6z...6.7L /3 4 >si- 	 . ( 2; 

Po to Iri L 	C ,6 dobru tab'nost daje izraz 

-7  — Z /6 -f- ll j  

Ltc1Dotvrdjuje slede6a tabela: 

I ,e) 

41 

uiric,o15 

42 

4uo460 

0,3 

4,o•1230 

0,4 

4(f233u 

G,S 

0,038“) 

 1 (r) 1D 1 400015 oloo466 go4220 otox,35 -S 40:3e6U 

ovo, uz -c. o6 ranije dol:azanih formula (1.14), daje kona6an 1)ri 

laLodjeni oblik funkcije u 

r

/Us: 

.40(f174,4CDP ;"-%4  V2744 (D693  

(f) —sue 	4/() 	 -- 3), Aret / 
—4.

" 
f3, 	

1 1  Z - - ji "19/7-  24-01  As14 ( 7-  Jr  
1)::ov=imo Oaii ovaj 	daje bolju ta6nost od r=ijeg (3.15): 
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0 	 ..; „ 
2 

at 4-2 Ao A 1 -Az ,A3 ( -udi  (Vj i  Ech 

0,2 Wie8 011469 (343c'17 0,03io4 Icie:231.1 G,2477 0;12 /.7 ato 

to o ti 7% 42939 47897c, 4251.1 (4;8.05 6,4166 6,4284 2,6 

oz ( f,4694 0,4408 4,6014o 47471 '61789 otrqu8 4038 2,6 

o,8 1,45Q2 6,5877 4,Gi290 4,3914 216037.347560 6/7424  Au 

1,0 2,4it 90 47.547 Gi7351 1,7643 7,9466‘ 0,8450(0 4427 43 

12 2,938 	148616 4101 ili 4,(6,37 010767960,96-oc) 49100 Si b 
= 	3 • 

1 Az 

0,2 GA 166 

,A .r? 4    '1 2 

010.'2121 

..1  3 

;wail 

I 

44W 0,2/27 

9 S) ' 2 

5 t o 0,1252 43662 

e 	cifit 0,632c, C,25C4 4643C 416095 0,0390 6/4026 44284 600 ,._ii  

(46 4,2460 0,3756 0,930 Ai 4,0438 GA7410,5664 0,6c/38 6,0 

°18 4,6640 6,50. 0 4 1 0429 4,491/2A 415168 (i7c/23 47424 SI G 

.11 G 2,0 tice Glum 4•774 7 1333,49910 oiet 21 48427 4, Ci 

•1,3 2:70Ito 0,8412 0/i66S 4,600.264414u 00916 0,9480 51 0 

/r2 = C5 

eez 1 44 Ai --Ag .,......e4 , 	)..... ( ,,....,1  

0,2 0,$4 611 6,1c.3 Gi it.16,:c opiaz colo44 4210u 6 1 0  

0 

0,6 

C i e 

6,6928 

1,6?)q2 

1,38z 

0,1686 

0,3428 

Giiii7f 

cii6cciLl os7 4(4247 0, 11.11q 44284 4,G; 

0,82Z 

(ii,78 7c) 

qui I u 

(463a. 

ciloil 0,5 680 '6638 6 1 6 

0,ifs-043161 -70u8 6711124 CiC) 

•1 :  6 41 7320 6,524Li 043e 4,(68.0 4,394 7 (48G20 (4842 "Si  Gt 

,f, 3 1,2S-44 4615 CieesST:4,66-74 S'ife931 Wig lu 49iiih, S, 0 

1 
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• 

t; 

1. 49 
ga  

7 
r4 

'47 

t o,4 

o 4 	 0,e 	48 4 2 

r2ai::nost je o6i{s1odno, sada, poboljgana, jer maksimalno 

odstujanje ri1D1i o  u odnosu na taCni izraz iznoi 6, u ra-

zraacima 0 t 15-.. 1,3, 0 44-r  < 0,6. laporainjo. se  da vrednost 

#2.  = 1, 3 u ulozi -.!orn;je 	 oraninog sloja 

daje odctupanjo o.ta6no:.; rozultata 	1=cio ) tai 	od 6%. 

opi:;to :20, Lion;je odi3ovarajuae diferencijeane 
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jeaaanc -)I'voc lreiblii'Anja predhoCInog graninog cloja ,.i.,4.A.: 

'i 
 
=• C1 ./ e.—j ive- * CZ 

6 	 t 
Z:. -s; a 6r. c.,  5ro.ni6ne uclove A.  60,_-= 01  x (oev=if 7  cu vrednosti ::on-
r:t- 11 '..- t a (..2 4=-• ..". ---' 4 ifc7.  6'i C2 ----7 0 	i odav(fle nastajc 1.oznato re?c- f a 

nje (3.2). A :a pobliline Granilinc uclove Aie9/==0 /7(47)../ 
u 121 0n c 	.Luj 	C

2 = O. 	odctuDanje iznoci cveca: 

1,109 - 1,123 
100;, 0 

 

1 , 1 2 .)5  

 

Zn..11, " 	> 1, 3 TiLli5e pouzdano druco aprokcimativno reonje. 

Dr:ema tome, novi prilagodjeni oblik c1aci: 

	

(3159 .1-4J-#5/42/7-0401/12.304 (Ici-4 	r -(111-f24(Ail2  (Alp40 A Q r 	r 7  r °  " 

	

. 	 1 	c 

'42i=  44 (t.'  .' $ f 3). 474 (---27 - f? 

fl-ii 
.a..5-1 	I ..._ 	i6 . _ 	. ,9 _ r , 

/ ' C  — 4-1/3-L ( 2f 	f 1.  r / • 	F 	S" - i 
-0 	ç, r-'5.  l - - 12  4-  	.-- 

7 
 'S-
- -2SM 4- J – — 4-re I. - ---rer2 7  * 

&3. Prothodno kreanje trzajem, dopuncko 

ki-cnje trzajem 

linc:rino tclO j• pokrenuto trzajem:t U = U(x)'
, 

normalno nr,, 'avac ovojih izvodnica4 Tjednom trenutku t . T 

iston tclu jesaoL]ten dOpunski trzaj istoga s1:'. 	
[

era li . U(x) 

L.1:0 ;=2LiEC eve v:'ednosti i izraz (3.15) u•jednaoinu (1027),cbi-

6emo 2a -crvo pri'clienje brzine dopuenog granicngog sloja 

cijalnu jeCna6inu: 

=/ 
.24/4/ad  

. 	- 	/ 	4441  
.7 24/f 4 241(/' 41  • 	PIAP  - 	• 	„ 
7.7 	 4'7 , 	7_47, C4), 	• .n ••-•r • 47.4. 

7.6  
Ukoliho predrotavimo roonje . ove jednanne u obliku 

dd.& .=1.1.4/01- 4P4/6/4ifbi ..g-t-Wrifkie:Lt-*/0--Ai 

	

 • ... 	 j 	 c 

4 72(--d<ri(f) • rY 4 	 .'77- 	 • 	7-4 	, 

za nopoznate koeficijcnte, funkcije od 15romenlive 	dobi6e- 

r:Lo obinc difeencijaInc jedna6ine: 

Par- 

§3'.17) V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



(3,19) 

 

declaim 2tranarna jednanna (3.19) su poznate funk- 

(3.16), 

r&3enjc.,, lmcuTnih cliferencijalnih nehomogenth 

	

zjednaim.-_,  c r u 	a rerto. (3.19) CJI1 

Ic 	111 ' cf 	 oce 

243  r/'..1 C>(174./ L cI4("2e,Z-47ef 

	

(?4, 4 	'74  CZZilfr'i  4 '12.11 f4"ef 7-  

(1.3Affie-472-/ 4A 3  4js" 

4  °J;1= C1 (" etz:A4f 314-16174 4-144  

Ft/6'5AP 72trzOst 	 k3:37---ft  _4ga z 
J"*-1-41 4°' Cs  fr 	eei- 	 (I'74  

4 ff8 E/91- I 	cyC- Lk-re f-- 

>6 I ke 	 -//t, 4" • 	•ieririe 
6 ° strei'C t/ .1.- /Oe.A 	 4-,- -ffy -4- 

L f 22 d'efe t 

	

1°) E le • -•  ;-Trek4575 	"/ .5' 77" 

- ■ 7 
-477-7.7 

.2 	 7- 	•J '7 	7— 	 4••••-  
"t". 

14  12 49 	• .AISL4. 

ear  
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r'Sci:=e-', (14 zeei.eq-44- yeiA 	.AL to 

3/s- 
.  64  -ste 	r 	 
"0,FcAr 2  / 1- 	2949/20l' 4.‘`' .1.22" :20 -?14  

le=,÷45:Y4 	 7T4")W-00(i 
.7L 	f9,, *2  7 74. 	fre 	41' 36e8r  71. 3 

,-IS-6:S" 4212e-t-'2:1 4e1 s_7446, 	3 t4:s.c6427  

8°  c>fr 4 •Y -  ze14# 1̀626:  3 ifellterT1  A3.r/.2itt-r) 

4-(22/i4th -f5left 	12)54 4.4.ff116; 
4. 	 ,2760 9  
e7/7.92.9zeco 2 	2 et 	 77-  - 3.e 	2  
.b4 66,r 	6-09 9thr 	„0-3-41j.  ,28 ;0-3.  6S-6  --- 

74' 	
"Xe 	gig' 1' 4G's- rre t 2/44s- e .2- 

Lval:o od ovih reCJenja je tako na .Aoano t.. ou uz kn-

otante partikularni integrali homogeno dela uCcovaraju6e di-

forencijalno jednaiine (3.19) kao Cinioci, a Ca ootatak Ired-

otavlja partikularno regenje doti6no nehomogone jedna6ine. 

ITeminovnost da se 2a ta6nog oblika (3.1) predaje na 

riblii3an (3.15), ma koliko on dobar bid, ima za -,osiedicu to 

da se za odgedjivanje dveju integracionih konotanata ne LtoLe 

uslov 2= 400 	kao ito se to clolo u6initi 

predhodnim kretanjima.. tam su bili oal-

vani oblici koji su sadrikai hombinacije eks -oonencijalnih fu-

nkcija I 2unkcije crake, dahle, takvi, koji 'c vol "7,riz.1ajull 

vrednest 2.4.0c• 	pa su se svuda dobijale kona6ne realne 

vrodnostio ::edjutim, ovde su ti oblici delirai6no esDlicitno 

izL;ubljeni, razbijeni. Uglavno, vrednosti 1)artikularnih inte-

crala nehomogenih jednaUna dine da opgta reenja nopovoljno 

vrednost 	. 
interesantno je da jecino regenje prve jednaane ols-

term (3.19) moe biti odredjeno i sa uobi6ajonim granidnim us- 

Za ova druga regenja aora se koriptiti grani6ni 

uslov Dri y==Are . Ra6un se aoe uspe'Jno dovrati pri ma kojoj 
4 

realnoj i kona5noj vrednosti honstante*k. Pogto prva univerzal- 
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na funkcija stoji uz U(x) u re:ienju (3.18), to jei; bay sadr- 

%ano u obi6ajenom grani6nom uslovu za 	 pomenuta oko- 

lnost daje formalno Dovoljniji ton 6itavoj Dojavi. tier, onda 

se Licd3e smatrati da u najvai'mijem intervalu 0 < 	k: 
(u oI:clini cilindri6nog tela) sve univerzelne funkcije udrae-

ne w,rikazu ju stanje brzina u grani6nom sloju, a da, nadalje y 

 pri 	 ceo "teret" pada na prvu univerzalnu fu- 

nkciju, dok se sve drupe ease. Tako bi se, formalnp l odii3ao i 

ovde hlasi6ni grani6ni uslov: u = U(x), za y==d1O . Bojazan 

da 6o ova dvozna6nost 	saislu: Eve vrednosti) proraenljive 1? 

kao vegta6ke tvorevine -orirodnih veli6ina: koordinate, viskoz-

nosti i vreaena, u istom regenju - uneti nelogi6nosti i neta6- 

nosti u problem, nije opravdana. Jer, ova dvozna6nost promen- 

ljive 	ima6e.samo formalni karakter. 1:ao to je dokazano u 

prethodnom paragrafu, ako se umesto 	1  u grani6nom 

uslovu uzme IF = 2, u6ini .  se  minimalna grena u vrednosti inte- 

konstanata, za prvu univerzalnu funkciju, od svega 

(0,44). Logto interval 0 4 1! 4 2 odgovara i najboljoj dob-
roti izraza (3.15), oDredeli6emo se za brojnu vrednost k = 2 

Tada su i grani6ni uslovi za pojedine univerzalne funkcije 

vrednosti integracionih konstanata u opgtim re6enjIma slede6e: 

,f° 	 Zi(043.  )= 

C-- 0=0 

	

•n 	• J- 
. ,,:r/(01=0, 	)w-01  

30  ,r1l(0)=.. o, Ili( 
C, 4: 40, CZ V= C3 6 70, 

	

Cr 01 	 6; 090, 

‘re-ri;(0/ O,, -r+I(21 e°, 

ei  CZ = 49,87f. 
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6° ,.'(off 	j:r/  (2) ."1-:  0, 

-C2 -J,C6,119. 

(2). 0, 376zi= 0, 

= C2  z=3O46; 40 

6° 	 r7(2)_=0, 

C, =0, cs2 =- -J/36407 , 

U -baton 6. 211 prora6uuate univerzalne funkcije u najvaZnijem. 

— 

7)odruCju vrcOnosti nromenijive 49 ilto jo prikazano Grafi- 
kom na sl. 9. 

rr )(1) 	SA41) 	Aip V(11) 	S4() TAD --.3*(1) IM0 
.._...__ 

(OS o,2765 6,3454 4406 46962 0108,14 0,0692 0,0S9Is 0101148 

GA 0,5205'44470 GAAS 6,232,1 61843 0,155-1 	0,138,5". 01.1afq 

ps cii7114  446V, 4288S 0,2c111 0 42762 42109 Oi2s26 4, 188.0 

4/0 48427 4,4674 4330c 08254382,1 014182. 44168 42925 

4,50 k9661 421GG 6i271S 4457G 011437C: 46896 473eS- 413.̀:° 

.117S 49867 GiGQ96 41666 cOqq8 cogee 0,6024 O16S83 4r5O43 

4,9 	cig948 olo25c. 6,64(PiG cioirec 1410S 0,0140 4WD. 40130 

Tabola 6. 

L;abirajuai izraze (31) i (3.18) dobioe se ukupna brzina u 

ni6"1-2  C5j7();ju: 	 /1t57261.6PYA 

4 ./ 4  •26/1://.--1i PrAPIriewil74,41ri-c1(v 7L 4W:r/rfti, 
:J:!.onora ova vrcnosti u cdna%,iinu za taCku odvatanja grani6nog 

L 1° ja (ft.4  ' saw' C  dr r=0 
sc jcdna6ina: 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



— 6 9 — 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



1%17  / 4120i_c___I/169 	477,4 I 7.0.,fi -z-j1))--- 0 

• 11--*1 17:2/1/%2I-lei-- --,-----4 11°174 le& 3.4"  1-- 	- 7-2 	 7-3 	7I*1 ' Ty 

4 'J14 i 4 .tant'Pesg,/ 	 4.1T4- (cH • hi T- 7-  A)  72  

(3.21) 

1z eve jedna6ine moge se izraunati trenutak odvajanja 

rani6noG sloja u svakcj ta6ki na konturi cilindridnoe tela pri 

oclrejenoj vrednosti konstante T. 

Pricer: kruki cilindar radijnsa E 50 cm, porenut 

je tr2;ajaa v 	 = 10 cm/s, a zatim u trenutlm L2 = 3/2 sec jemued 

je saopLton dopunsli. trzaj U 	= 10 cm/S. Xada 6e 2o odvojitiQ„o 

u Zadnjoj saustavnoj taCki? 

Proverimo, nije 1i se moMa Grani;,Sni sloj u zadnoj 

saustavn 	ta6ki ve6 odvojio zbo prothodno'e trzaja. "oristo6i 
Tilijucovo reLenje: t

s = 0,351 .R/U doznajemo da bi se odvaja- 000 
tu 	u Lomentu t

s 
= 1,755 sec, a to je vo6e od uzete 

vrcosti = 3/2 sec. Kako 	za kruL"ni cilindar potencijalna 

brsina U = 2U sin x/, p ^i x = 	nice U' = —2/5. 

luate vroc.nbcti druzih izvoda univ6rzalnili funkcija 

Lool 0:7; zra6unati: 
4/(cp--,Z1(40-1.= eaei. *60/=.! 7.17, 	0/4#6.r0, 	arke19/  

Ti/oi 	.V(0/=4,.e. 	3-4(9 	J7 	/7o 

u jeif:nannu (3.21) dobi6e se: 
4044 i1.74  0/.2C8 	Cr290 	 0940 t, 

41. 2, 66/ — 	 (3.22) 

jedna6inu (3.22) u obliku 

A (4)=/re,j 

reavaju6i je crafiliki dobi6e. se da t  oil moMenta kada se saopLiti 
trzaj, (10 trenutka odvajanja grani6no r3loja u zaC.njoj 

zaustavnoj 	prod je vrene od 
ti  = 1,35 sec. 	 (3.23) 

urs.lor.;to da 	;rani6ni sloj odvoji posle 3,255 sec. Doja- 

vom C:o7lunskOL trzaja to se desilo kasnije l  1:roz 1,35 sec. 
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Izraz (3.20) preC, stavlja brzinu u crani6nom sloju na 

konturi cilindriCnoc tc1a. Pouo6u njesa =Lc se -orora6unati br-

zina Lrani.:11oc cloja na odredjenom nos to konturc, 	uraznin 
trenucina; kao i u jednon t''onutku, a na raoli6itim mestima na 

lonturi L;c1a. IsDitivanja ove vrsto bioc -paveL:cna sada• 
o . 

1 2rcr2ili brzina u istou trenutku t
1 

= 1 sec, 	na raznim me- 

stima I:onture krunoz cilindra it = 50 cm, ako 2u U 	= 10 cm/s 
i T = 2 sec. 

a.) xta = 90 ° , 	 (.E Al '71" E-4(-41) 

1 ['AK')  1 42, Eli E  4 	I V 

f405 01 2S 0,1i/LIO 0,2763 0'4600 44363 81726o_ 

4(',7400 odo 0150 0,2890 01,520,7 0/316-0 4.83s-5 

01 45 0,7S 4030 0,744 4 Ol it6-0 iii G6-1 23,3220 

420 li  0 45760 0pi27 08 5800 414227 2.81454 o 

'34,9220
,  

37,9060 

0,30 si, S-0 016670 49 Gcyl %woo 4174cri 

440 zo 41.560 0199.5.3 09000  1. 8953 

Tabela 7. . 

1.1 70(,-4/1 E'Vel., 	73J 	721- 

-- 417 J -- oeu-&-- 43443.1; 

j
1  f9,7{ t 

2,374 -4,ra i ) 6,6613  t -0,344 / 0173; 0,O4st 40934 

11.0  
L

J
 

405 425 OW 617347 ca1567 0,(1653 005 4147 vion 4409 8,0376  

0,10 0,50 163510 4,6665 9877 

43973 

WWI' 

41972 

6,0625 

40915 

0265 0,0147 40644 OM 

0,15 o,7S 22,a20 4,0902 /1101161 40215  0079  12/45  ' 
. 

0/ '4  40 27,9740 49717 0521 012584 6,1322 40'711 
.
40354 '4o-riS  '27,4 

tiY 

Ob 4 503144 nu 45244 0,3699 43060 010466 44171 0,15(a27 0,02% 34 

100 2,0 37,2330 0 0 0 0 0 0 o 37,,233 

Tabela 3. 
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Thezultati Drora6una m.,vconih 

u tab elama 7. i U., 

31. 7 0. 

Oblici 7:rofi1a brzina u cra- 

za cl. 1C zu 

Focteco lacit;anjc 

ul:o1i1;:o 

glizi zoni 7) ,./oE; oCArajanja 

Granino!:. 	tu ;Je 

>^'1e n0. 

20  Profili brzina 

:Jloja na ictoE mectu, a u 

raznim tronucima vreLena 

nol:a je: 

X 	
1000 
	

= 5L 

T = 2 1 5 coo, 

t, = 1 !Joe, 

„4-4.= 44T,(E-tliz 0 RA/V..4 7,51-11 .— c ;T/ e>6.4. 

f 	— C 0 7 ,7;-/  ote28 ,Y;.1  4c 

MU760 
I. E4ig73191 

. 	i  , 
to9s2.  0144; 0714  0074. 40240,01q 

-,..., 1  
4--A 

otos 42z 6,434 1,3922t,s545 of  Ing 0423 40138 0,0048 40016 466649 76293 

00 ois-0 6126716,0653 102203 032 41094 0043 40108 01003e 616 6-112 14,3593 

4iS-  0,-7.; 446122/2847 1,2s58 43132 41280 0,04690489 4007110024320M 

420 f,0 W3- 27/.1436 4• 1111 41307 01 1684 0,06eil 40293  40447 GA32120694 

347996 

030 L.00 sq 3,7o67 45197 

0 

43 12414 

0  

41486 

0  

0,0743 

0 

4483 
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40206 
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6,00833,2W 

C, o/au 2s o 013  07 AV% 

racla' 9. 
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432 

0, 

7  

1 . l•  I 'A 

- 73 - 

b) 	= 1 2  5 :.3e..0 r....,;  04/ 

!pm] 

I1
 g

 Q i.E4,,y) Liiio1: -2,454 oat -441'4  60s3,/s  -001 611801 

coos-6 

i 
462-7s.1 

6,4e3 ckos IS /1 6.5-26 4,66“ 02:20S Gess 

 

4133G 40602 ;034S 0,0160 

410 4410 6126-013488sS I 722o 440.7 0,2524 01247 oloata oiosSZ (910141 leitQA 

G,15 lig 4375 197ex/049270 016002 05,3666 6,148:5" 4fo6-0 44)606402A NM 

6,20 4826 0,Soo lytt2460 4j&SS 47350 0,4752 0,251 oggo 010944 610-39s• 2.31701  

(0o .036 , 0,750 321327 4,33/CO3 1452 016682 ts,5744 0374 011856 Opeo 34015 

( glit• 4,640 .to ...is,sisikosin oe52G70,594e 4271C 4306 42.324 ic25 35,8860 

IL 

11 
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brsina na ol. 11. proma tabolacla 9. i 10., 

b:-;at 7)oi:azuju normalan razvoj brsine Lranio cloja u ,;o1zu. 

vromena. 

Ili, neka jo 	= 11C
o

, 	= 50 C2 1  2,5 cec; 

,) t i  = 1 „c 
74e4y7 A i&e.)-c,/ 	 cs74/ - cc2s 

c,33C 	 .); C; CY-3 	c27 ,1Y 

7.1 40), 2 .1 c5,11 [4z IS  A, 5-/tAq -210511z1oi233-01 a4 01 1524-404A 01 021:17/  Atr--7j 

cos 01 2 03412 1 i2oos4Sst 
----i  	

0,266515 1160 91 776.G 

i ls946 

2,31,48 

4226301090 

o) iolq (1/03 

O02k4  

40&7 

ei co92 D iot11 
, 

0,0acleA7i 

0,0coci 

0/ 0021  

613-810 

11, 27Y3  &,/c 1,S 

OS PS WI 706-G 43,3666 2,s6i;2 0 S124 0,2357 ologio 0,O3s61 11/0 1 32 0)(3 03 41 I 3 I-S1)  
426  1 , 0 03E,  lopik .13;7q20 tosm 016788 00 3127 412S3 0,01,3I 101 0242 c;006-1 24/13Lis 

6,30 t SO oistriifi ooerts iii 16o8 li  ? 31b SISSY4 8 3703 01  442 0,0911 	O,O392 pil 2 Mrii) 16 

440 .!40 ii 07 	ii/ii64 445i7o6-0, 0 0 0 0 1 0 	, 	0  0 	1:55; 1224  

2alicia 

itt 44/ E -07 II al  d'a/-  7/6j1"-* eiC J72  - 

- 4 777,73 /  674 — 44 	c;6 J' c,36.  

t.3  2  ,2  to 4/48,8S, Z71411 
1 

4031. r2;1773,‘ L41674 x,96771--O, 	., 4/3611 Le- Td 
Est  1 .2cs 02.) 21,53io 41 14211 . 1 00+51 014167 0,2499 gig 6q 01 0..Cci2 0,030 o,0106 0660 

410 0100256 Z-I 1in 61) 0S40 3i2407 0,83311 0147 21 o,2336 ,o11184 	01 0660 OP252;i1O1il496 

olis 466 4313-  17,ii 26-o 14 eS0-0 3,62C .411112 0,666:. 01367i 01 1974 	0( 1140 ooso4 il57618 

420 apo 01 S-0 9,7760 i412SY0 3,4722 41 3290 OigSS6 0/5-010 01 2961 	0 1 174 0  407S-6 1 24,39V 
ollo 4123o 0)S 

1,22 

1;3666 17/ 2q60 2/1691 1,3-71s2 4,.2496 47348 015724 14348c 011476 2,81 ,cg.11 

44B8  2, 0  17,2960 447060 o 0 0 ( ) 	0 	!() o H:36,00iol  
_..abaLa 12. 

-b ) 

Grafik na cl. 12., ibto -a.,. °, oeira;;iava ';':rirodar 

brsf.no :.aniOnos sioja u to ix vremena na0Dve\Lzjuei cdou6. 
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- 75 - 

not treriutka odvajanja eraniOnog sloja na to me2tu I:outu -re 

rapomena; ako se sastavi parcijalna jednaiana prvoga pribli- 

enja brLne dopunskoc.:; crani6nog sloja (1.2() on izrazom (1.15a 
navodenom U :odati:u 1., umesto sa ranijim izrazom (1.15), - za 

21116aj C.opLInskoL; 1.zaja U c  . U(x), iza prethodnoG kretanja tr- 
t 	1 

zajemly . U(x)1 , 4:lobi6e se: 

= .24471(1----0)-e de44*2 -P44 %)..2 -AW42 1 4  A.Wfl - 

	

b t 4  7.74 	 I 	-7 	.3 - / "-------.1, 

... ifraa1.10.4.--44-24/6"a ..... i 7  2a/!4? _ 24 82614/i4p  _ Z, i'Jx.t./.22.7  

	

74, 	.-7.7 	. -77  7 /7--sr•-' 	/  

i njeno reL:enje potraiamo u obliku: 
,ezcp 4./1-1(vet2te:470/4/1-Wpt .--hcijaiv*--)14e 4,-0*(771  i --2-qtvi / 7-4, 

*I;VVkii-474-1-6/1").A77441610171-4 fIrtfirfi"7,1);(f) 77  
dooi6c 2e, =est() sistema (3.19), slede6e diferoncijalne jedna6ino 

Ttt f /1=--- 

Xi= 4(Z20-1) 
e.) 4J2,  

tz.ef 	4-Q2  

4/1/  .2f4- /64/- 4./23  

4:117L2-p- - .2o st-1,-- 44, 

.2441= 41/2c 

4/44.02741- 	4..426  

--rd" 	.32:r; ----  

-36J'= 4126, 

Ove jena6ine su istoL,a tipa kao i ve6 reiiene jednaine (3.19). 

146unski1.iosao ()Ix) njiLovoc reLiavanja je ogroman, a tanost re-• 

enja, U oCmGou na re;:oni siu6aj, nebi e znatnijo 

Sato oc ± no navode rei3enja ovih jedna6ina, 
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— I 

Zate6ono krctanje 	trzajeta, ifol -)unsko 

stainiu ubrzanjem. 

I20Ma ranije uvccioniri oznakama, Driroda Lretanja 

obeleLona je ovOm 	izrazima: Us  = UM, Ud  = 
0,:nauJ.na za 1)2:7o 	 brzine 	 sloja (1.27), 

2:;:onivanja ovili izraza i veze (3.15) pos•aje: 

6u4, , au4' 

	

)' 	W74  i/rfr-- 	 4.3.4 tez 
4 .E.: 6;143 	c04,_ 	(ea  

	

7-3 	/ ,y . 	/ 	J- 	/ 	_ 

	

cu e je 	F = UV!' + U • ► . 

Ako Do•:;raauo renmje'ove jedna6ine u obliku 

(3.24) 

(3 . 2) 

444, tol',V)Aer.17(v 	rybiz 4E- fiAt rE 
-0- Z ‘F ././(V .X4 .f- 	Ts 6 7 	,7;(71 

1 .:cDoznate ?unkoije oci promenijiver, dobiclouo: 

-4 
r",11  A .22-3-,"-er= 

cez 

4cec  

(3.26) 

jd0 Era na desnim stranama 1,oznate funkcije (3.16). 

Op: ta rei,ienja linearnih nehomoisenih dife2enciz,ainih 

jodna6ina 2.ruoca reda (3,26) sui 

‘fro/(0 fr74  .e23 74- 	 Fo 714- 
2 Ylef/----:C/  (14-442- 1-pyyl 	442-2,4  1-0 E 9e7 7L  

1 4 	/  02-5t Efrii i e)7 	  ÷ .241a 	.2 	 4s-rt 2 
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iff9E-ig 747o (f-S--  72 I-  TM .74  
c,(if ir,4 44,4 gf-c,i- fff-f 61/4 Cz./6--*4  (t7,- de7Le- -t-474  

74 *164- fe/EtAlf- 74-  al--10 	77  cYCL  
.74 	 7_7L 	 74. 	A°- .2  72  

1/  / 	 226-  - 	 r-2 1  

-ry/M=c,(11ic-f/AW442-4711- -Z wi- 

%32 	 S Tr-  . 	2 ,J626670e 
44,7 	t,3 26,51 --  g 	16.  7r-5  	1V6   
2 	?" 1 t''`)  rc 	2//i 	 3 	 '4  

6 e 	1.= Ci7 74,  /2f-277,- .2C?vz--  Ft-474- ,fp-164-,5-4i14;4- 	 "74- 

C:11: 	

• 	

.4-409-67L 	 64 f°,/- 
7 6 	 'S gcre 

_ ZA  es 79 _S-4_ 4-1 68."--  J. .5 74._ 
1-  4 79C C-7' 	 T -2 	z 	y' 

74- 
 .3S"  6E 	) 	-Y -71- 	126j  -17.3 	..117 47;7  641  

7°  ■Je rfi 	f f 	 r"4  -3 	74  7-4,7---2 74- 	 74- 

oe 	17L C 	 (w 4 ,7-4 284 _ 4-6 ,..474  
• 133

- 	

- /3S-  	 L8267.536:0 	/ 1- 4- 	' 	4s- e 

64'  7 	Elle_ 7, 9 	4e,1_ 
-z 
4s--fit7L.2s/Sw-9/1,0171-0: 

i77-17iggirg80 -4- 	 4  
.e78019 	3641  6 6,r 	tiv9ierd267--f7 6  4  

3.e 2 	 <8 / 

S` 	 fct--z74 	 /(7,4_  -gig 471-  

_7L  i6).24 	 cz 	 

-Z-Ot 7a-er 	 L -eG42:4-1-?‘re 	' 
v2/.2-4 444 e 64. 32 	.e/6 J  xrc 	6,2 4 

-7-3 -7 • 	 ."484- 4- 	../3..rfar- 

4!ekt 70 R. .1" l / 	"ne404,%e27-68(5ccio t LiTY   
s343 ---// 	

• 

- 9 . 	 7 , 6TV  6 

8 - -74  1 	 .32 	I 	‘4 	1 t- 
/  6-73&6".r 	6'.Z 4.6 	 1.g8 —3,74  737,2  

.2940 it 
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Lompletna analiza sa istim objanjor4ima bi so EloL,:la 
Donoviti 	ovcle, Rao i:u:s1u6aju prothodnoG ± dopuncLo trzaja• 

toa, I)2.'imenjuju6i rozult,4te onih ispitivanja LoEemo do6i do 

vredyiosti ThteGracioulh ::onstanata u opL3tim reenjima: 

s°  .4/oi 0/  4/  (2,1 .= 
e, 	tr--- -244, 776, 

3:-/N f='-' 	(2) = 

= , 

3/()) 	I-Z(2) 
Cz, 41-/2S; 0, 

riN Cr -r1(2) 
0, cz  4/6.2.97, 26 

ice_ 	 (3.1) i (3.25) dobi6e se rezultuju6a ba:zina u 

TZ  
1-447T3 7t-C.J.  .1; 9 4- 4 `,.c Xr:(2i'z- 4 7-S -r6 /(fhi- 	37-(v) ("V 

vi-odnet (3.27) u uslov odvajanjo cjrani6noL; oloja 

0 dobi6e se jedna6ina: 

31-aninom cloju: 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Iz relacije (3.26) Loo op izra6unati tranutak odvajanja gra-

flL(JO Licja u svakc, j.ta6ki 11 	onturieilindri6noe tela. 

Primer: 	cilindar, radijusa = 50 . cm. pokrenut je trza- 

jem U = 10 cu/s, a zatim u tronutku ¶2 = 3/12 sec njemu jesao- 

 iAteno dopunSko konstantno ubrzanjo Vo = 10 cm/s 2  

2oL;to se jo uvok ;.;ranini sioj nije odvojio u zadnjoj 

zaustavnoj•ta6hi zbo,c . redhodnoc - krotanja trzajem, interesantno 

je islAtati kada 6e so posle - ,ojave dopunhhoc la'otanjL stalnim 

ubrzanjem odvojiti Lrani6ni sloj u za4njoj zaustavnoj taCki. 

Kako jo za krun• cilindar Dotencijalna. brzina U = 2Uftosin x/2 

= 27o sin 	pri x = 	bloc: 	= -5/4, W/.? =-5/4, 

1)a ;:e ,ana6ina (3.28) .)ostaje: 
,7 

40/264le—  o.24 	- 6; z20 .4434 
At 

0.574 	3 	 3,704 V:-.437 	(3.29) 

jedna6inu (3.29) erafj6ki: 

OW 

de je: 	i1 6.07 2-74  337-70 	q 3 76' 
doblee se do4-od momenta kada se saopti dopunsico jednako-ubr-

zano k.etanje, do - ojave ta6ke odvajanja u zadnjod zaustavnoj 
• 

aiSi:i -2rodjo vreme 0E: 

i 1 = 1 2 00 see 	 '(3.3(4 

Koristea izraz (3.27) moo se i ovde obaviti proza6un brzine u 

Lr:ni6nom sioju. Izcsled Ta-ofila brzine moe poc1uItI kao poka-

za -4elj kvaliteta postupka koji je primenjen. 

Proraunajm brzine na nekoliko mosta na konturi 

krugno( cilindra u trenutku t 1 
= 1 sec, ako su: 

2 
= 2 sec, a = 50 cm, U = 10 cm/s, 	Vo = 10 cm/s 

a) x/R = 90
o 

Z-4/(7) 
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1 EC.44A ; 
'01) (S2 ) il 	vo 44-1- i 

010 - 	0 1 26' 01 1 4  i Lt 01 16-0 0,450 C 6-1G 4Q 1 Qoo 

q IQ 0 1 :70 0,288 01 34S G 171c) 4,034 20,680_ 

26/160 01 1, 0,76-  0,433 01 4155 0 i8 68 •1,323 

cl'IO 4 / 0  G/S-78 AS-80 0/9411 4 0 324 30 146c .  

35,11Q0 0,30 1,53 0,667 0,780 0,991 41774 

0l40 AO if Ise: olgoo 0 1 998 1,6(39 37,998 

13. 

b) = 100 0  

7Eic 4y 1-15: 741D--... 734 ;367 4/  c 676331— 
—c 3 4 .2 fl — c 177 	 (-; 6 	 ,1/.  

I T--r4i  74,17E* 49,7 0 2,7344 ..0 46813_4:34 01 171, -6,0 
4 

G,0041 

quii 
- 	- 

4016 

kitfl 
11 14724 (PS-  Og.,311520 g i6S-0 46178 o•o66 0l o476 0,o2.0 0,0092 

olio 44-41 2acr 14,1643  0344  0)41-0 010972 0,04S4 0,620v 0,0097 Glo637 1e3,6770 
a, + og 8,9;3s 471 056 01 83g3 0,2802 o5s7 o to7s70 1 o672 010181 010Q6a 2Ci39e-f 
oio ito 40260 ars-qos 6 17846 61 33oLl o r7o67 6, 1122 otoilot 4c24I3 0,6110 2.4i,i513 
O, irco 636'66 $15227 tircifiro .0,3o07 ot089s 611732 00024 61G.T6e 0 1 024 a-$4,665e 
440 21 0 17, 73n4q,6863' a o 0 0 a 0 C 37,44U3 

.1T.abela 14 

c) z/fi. = 110 0  

— 	 63,4 (932 	g 	.-  
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Us =U6 , 	/W(A) 

T-26, tf-fs 

0. 11  

43 

' 

0 2 

2 c rn. 

tled72( •ci 

2 

( 

—81— 

I  4
.-:..73.71 
F

  An .841. 6iiiiials-2,5q.4•2813-0164S41102;1. L41 ac 0,084571  46÷1 
!,/kaiIs ;Nap 6i4600 4,1626' 0,2oos-  010896 11103911 8,01711 0,0076 

010 4 62- 

0,0030 

010070 

40,4432- 

01107 o l io og ;9220 4/5360 1,5-638 0,3815'0712 010654 0103911 

agog ii5S4o ,16;356o 4157924.C268 404 11 OA% Well 04340 010i26 24572 

0,24 1,0 40,91A0 177472 4476 4605 43894 42.442 010761 0104-6-0 40201127,56io 

43o IA 14,6646 4i,12o 1,02360AS-4 614,5-36 4326.4 41q2z 0(1070 C10390 34/664 

S6fielf. Oa zo 92n 191 781 A 0 0 0 0 0 0 0 

Tabela 15. 

P 

nrora6una navodeni 

u tabelau,.. 13. 1  14. i 15. 

prihazani ;:;11 ±eijaEramora na 

01. 13. Oblici hrivih za brzi-

ne U 	 r.;loju na ova 

tri Leta , okazuju oahlvani 

toh rLzvoja :ranienoG sloja 

na 1:onturi eilindra. calisledno 

je G. 	octoji na,srizanje pro- 

fila br3ine ripribliktvanju 

zoni -orvoz of.vajanja eraniUngg 

sloja, Lto oprirodno. 

La. 13. 
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&5. auOaj DrethoC:noL kretanja - stalniu ubrzanjera 

is stanja nirovanja 

U slaaju .)retilodno6 hretanja stalni.a ubrzanjeu. L;ra-

n:Lni sloj na 	 telu oaredjen je --)lausovin reenjeu. 

....014,4 = 67,/ /' (li 	 (3031) 

Lde jc 	 .., .,- .2 

	

(' '4  -2V,E4 	- 1-2 74  46—sr—  Se  .21? r4.7 	
(3.32) 

ZboL ranije uvedene veze (1.40), funkcija (3.32), hou treba 1)re-

raunal.d na odopvarajuOi 0 -011h zavistan od novih -2romenljivih, 

-4,- # 
/ im Jo -1/gL4t. PI 1/91 / 2, 1; 1 	....ge. 
f .'=L-i-t- f e 7"-7 4' Lic'r 2—  7-.  I F 	---.2 .---f e 	(3.33) 

Lko uvedemo oznaku 271=4:1 taaa faktor /t hoji se u mi'a 

	

r 	, 	 • 	1 ' 
6etiri sabirha veze (3.3) pojavljuje, )ostaje 

2:-  

IsDitivanja u eilju prilagoajavanja funhcije (3.33) 

novin oklnostima, obavijena su taho to je ovahi od ietiri sa-

birha izraza (3.33) nonaosob izraaman u vidu lolinona -Qo 

sa hoeficijentima zavisnir.i od "", baLi kao 1.Ao je ilinjeno 

i u Crum Dara6rafu treoe Llave, i potom za svahi sabirah Dose-

bno, Droveravano pearu6je promenijiVe 12-71 u hone D-,- -1 1,,s,godjeni, 

)riblini oblih Ilaje, isto, .ito i ta6ni oblici nojedinlh -a -ofha, 

Yirena T'LLrLzu (3.33)0 acsultat analise je takav, C„.a u .Elavnom 

polju vreC.nosti nestacionarne promenljive 041.4 2, a za 

4:‘, C,4 1  zaacvo1javaju6e slacanje ca ta6nin izrazom (3033), 

daje 	 2 	3 

-1-14.(21Mdfifr i_Aze(9t-.43(o)-vwfo-) 4  
Ie ou poulati koeficijenti 	funkeije: 

4 	-  
(f) 	 s-ri--• 	2

•  1 	d 6 	/-7— 2- - As 	 9 a'  
ef 	 /se 	.1 6 

	

z .4.7,rw- i 	z 

A ow=6- ri mft--- -jz--1 Of f — -ef - 1 

(3. ) 4) 

(Q  -19.))/ 
Dr.•'; 

1rena tome, izraz (3.34) o&redjuje traeni ncophodan oblik funk-- 

cije (3.31), da bi se noLle reSavati jednaZane dopunshog ,srani6- 
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• nos sloja (1.27) i (1.31). 

&6. Prothodno kretanje - stalnim ubrzanjom, 

dopunsko 	trzajem .  

Cilindri6no tolo je 7okrenuto stalnin ubrzanjem 

S 
= tW(x)] normalno na Drava° cvojih izvodnica. U trenutku 

t = 	istom telu je saopijten dopunski trzaj istoEa smera 

[Ua  = U(x)1 Ago smenimo ove vrednosti i zzraze (3.31), odncsno 

(3.34)u joana6inu (1.27), aobi6emo za prvo -oribligenje brzine 
acpunskoG L-raninog sloja j:edna6inu: 

434-  (.,L 	 if74-  
PotraHmo njeno raenje u vidu: 

Cfrojefi'?",  -1-14-V4174 4'AL-4** 

ef.z )-#* eff- Yite) 44.7-c4 arti(f) 

7 
(3.3) 

(3.37) 
Za 1:coficijonte, unkcije od promonljive 	dobi- 

oemo obi6ne aiferencijalno jodna6ine:' 
S 

 

   

( 3. 38 ) 

    

    

OiZta reenja ovih linearnih nehomccenih diferenci-

jalnih jeananna druzpea recta su: 

aPV'cy(i.A.afzi 	 4-1 
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U I - 

?"ri‘f).:=C/(4. Mi, 	 It41EiVF 
*jare410 -42-7, -45 7-74.-- 
.40 	 (1746e74 

--r /6 
'1762 ,2e  kt(T   	Ti 7.73,STI -et" 

6-0-t*,)=C; (0:24.0. 	f ptviii• (14 6? fti_ 
ler -3 

-7-  777 -far / 171f-- 	 -7?7 1-  
.74  z.79 ;,7  ) eiz7i.  64 	44 	3 71_  fa  

1 61-Caz 67,g 

6"  'tr/T1•= 4.1" fae-74  • ff474 	f414  *t-e74. 	fl.)+-  

	

— 9 . 	147,e • 	3 2 d 	) - -4727 
W00. k .-T1 	 * " 	 ff/We 

.4,-4  in; 	3 	i 76'  
4tSitt . ‘" 	i5e 	944' 	2  

	

(-Lk 	.4/-  0-4  it 	16' 	.  6  	vci 74  . 1 	—7 	r 4 
ia 20 — 41  32 . tec 

1. 	 4" 	74* 73- 2 
. 	....... 	

- 	 74.  
74-  39 4--  4 79001 6-0-0 '2 2  • 

	

7/1 - 	62.'79 	6er -7. 34-6 
4 	.77 	4- 	8 	74. 	 717.4.71.e 

,/ 6 	 £2 72 .  —3 	2.. 	3 776  
-/ej-o-c 7- 	2 5,5,1- Z 	4 	4,e 3bv-1.5e 	- 

U svia °vim izrazima t  anioci uz I:onstante 212 

horoenih jedna6ina 9  a ostaci 21; 7,Lrtiku-

1:2na l'oenja odgovarajualh nehomoE;enih jednaana. 

BaLirajua so nc, istoj 7ojavi u vczisa 	 us- 

lovima l  objanjenoj ra.nije, racerao doa C.o brojnih vrednosti 

in:Jeracionih konstanata: 

1. J;1 (e).-- 

C; 
/q- / 

..);/(0)  

4.1--/62s, Ca. - 4, 6,r0 , 
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/*(01= -4-6 r s'/(0j.=,  let2e 'W. ly = 14i 	46,/= 4893 
/ 	 / • / 	. 	/ 

0 /162 .fii(oprosu .)iNw-q07.2 Xf; 410/ = 0,0573 

Primer: hrui'mi cilindar radijusa = 50 cm Dokrenut je stalnim 

ubrzanjem tiro 	10 
cm/ s

2
1  a onda u trenutku T = 2 sec njemu je 

odakle se moi3e izra6unati -Gronutak odvalianja arani6nog sloja 

u svakoj t& k1 na konturi cilindri6nog tela, pri odredjanoj 

vrednocti konstante T, b. dual da su nulte vrednosti drugih iz-

voda univerzalnih funkcija Doznate: 

v./ 

3 0 r"2 (o) = soo, 3;1 (2).= 

C1 ;= -4 041.3., C2. -30i 726. 

3/  (a) = 0, 1-3/(2) =01  

-q,0212, CA- —6Q/ 146-7 
.5-`) ,r(el 	4 1(2)=4 

c,, - 98,80. 

e r - (0) = 	16-(2/ 
Q 	ges; 

	

r J / Cc/ 	-4((g) 

(3033:3.i  Cj  = -616896/82r 

'2aLo je dolmnska brzina Lrani6noG sloja sa ta6no66u 

do Drve aDrolsimacije (3.37), ootpuno odredjena. '3abirajua iz- 

raze (3.31) i (3.37), dobicle se ukupna brzina u 6ranionom sioju: 

= (7-,LN Ke/efi(v) U-Yeirf/ 74  .4 riji( ."0- .44tT-Tieffr- 

	

,r-/(17 0-46.1c  .r/C-f) 	(3.39) 
-3  7 	-ar  • 4 	/ 713 4 	Fr  6  * 

1z uslova odv,:janja GraniLlnog sloja dolazi se do veze: 

reV •ST ,tr*eci )44140y4  z  4 4(0/*  r(eLL  

	

- 7=47 * 47 / 	 / 7.1 	/ 7, 7-  

	

+41 	k4V1 p)3 / 1/611= 49  (3.40) 
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Sa073i,Iton doDUnski trzaj Co = 10 cm/s. Proverimo da li se Gra- 
mi iii 	vo6 odvojio 4 u zadnjoj zaustavnoj tali zbog 1,ret- 

hodnog kretanja stalnim ubrzanjem. Koristedi Dlzijusovo reenje 

Id == 
dosnajeao C.a se, u monentu pojave dopunskog trzaja (T = 2 sec) 

grani6ni sloj jos nije odvojio u zadnjoj zaustavnoj tab-1cl. Inte-
resantno je, s toga, pitanje pojave taoke odwIjanja tu, iza nas- 

tanka doI5unskog kretanja. 

.Kaho su za kruni cilindar poznate funkcije: 

Uri;/ ren.irem.-$4:44. • 	weoxpar- vc.• 
/ 

iz ;-; cc•Ina6ine (3.40) 1  za x 	dobiCe se: 

atak; it* 20 6s i- a34,ify orree414= -483 42,1(7047.4/# 

::,eLavajua jodnannu (3.41) grafinci: 

f
1  (t1  ) = f2(t1 ) '  

c:0 jo: o (ti ) = —8 1 83 tI +1 1 yo t1 	29,14, dab:L(5e se da, od 

momenta LaCa se caorZti dopunski trzaj, do pojavc take odvaja-

nja u zadn;]oj zaustavnoj ta6ki, grotekne vreme: 

t
1 = 1 ' 533 sec 	 (3.42) 

Zna6i, umesto da se Erani6ni sloj oe,voji loole 0,345 s. 

u oCnosu na rr = 2 sec, od predhodnog jednaho ubrzanoc5 hrotanja 

e,)0javom CoDunso trzaja ovaj trenutak nastao je kasnije (Do-

slo (1,533 coo.). 11;ta7m hrotanja bez, odvajanja crani6nor nloja 

Droduena 	je za 71rahsu zna6ajno. 

L7. 77c5tilodno ia-otanje stalnir. ubrzanjon, 

dopun2ho stalnim ubrzanjem 

raze U, = (2 + t1 W(x) i Lrcl =  t
1: (x) I— 	odran,— 

vaju priroCu caraili hretanja, kao i vrednosti (3.31), of:nosno 

(3.34), ubacimc u ;. odna6inu (1.27) i dobleemo: 
340(//  Sligo 	41260 

zoff  E-72.4„. •°E 1,04  4 27wkr,/l1- 	4470(//(44-46-4-- cc7- Orvi2)--- 
(3.43) z 	iw'piL 4. 4- zz. 4;givv/(.4  4..4 I  

7.1 	4/-  / 	+ .7-4  

Potraaao reL;onje ave jodn ,:,.ane u vidu: 
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.-. L57 

jr*-) 
1:epomiate funcije oc prome:ajive 

o 	liferenciaine jeana6ine: 

-17 - 
41PT: 

2 0  .1-fi C/(1,z4f41. f.9 Cz[j (O.  4 el4E,E'Cjilf 

cf(1,'67-e-,44e-74.5._?-j cz citt*(i4.6f2-71_4:. ff _A 

:Tfie—fzi Tfrcrf- 	7 3 33 q —4 

-3 	 416 — 
.ft 

.14147Z 4f.‘4  fr 49)E'tle_ef IL  4 :30 ( -14i 7 74 IV Yr7i- 
74_ far ._ 3  22114" 	 t5 	3  .2cV 

tCt)  = Q (174  1°,2.4 	 2-e4- Afr 
C2-1-ai-e-Ofro-io-e/ 	ft:7442-6-1- 	-Y 174-94-7-  -11- 

÷ 	(•_!L f  , /_iff f.77'4 	 165-1-3 .36.z&fro -z 

6obi6e se 
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.aegS" 41 )2 e.117.4 	 ing  ;0-3 _L  

.1:1=Cf  (144"  f2t414  Lie., -247, e A  7z- l6  4745'_ 	140 74.. 
7 4- 	?its 

e74.  64i I 71...  e4 	/2),_...„/„. 
7 z- ,vsl 	AV S-  	7-4  7  4740/611-0( z 

6s- 	- , 6279' ' Y • -416ctr- 3 34-667ssr ,w12  
74.  -T-72 74  8 	74- 	74.  3z 	(-4 

2 	
1072 	 4)72  

-gra b .26usw 4 to. ,9s" 01-- 
6 	- 2 	• 	7"7 ,3 	rrf r  i"-TNj? 

4  •7372 	SW 	kJ 74 	3  —2 1  • 	• 	• .36.0 3 
, /28 ." 	 /, 	4s-_ 

74337 437----f-74 	 871782.7a-0D irg 
--/- 

.2vs- 	 — 9 iorzs-  - 7 2767C-I -S 	 SV9961741-12  e-71 ji 2 74  32 	-77-11- z 
446,  

ms-x4 	ce 	z 

uolovi i vr:adnocti inteGracionih konf3tanata ou: 

—4 
-2  ° (0, = 	1'2) "-= o / 

c0.0106., -C - 16/ .3 6312. 

-7.-3/(42)=. 	-;:11.W.-= 
CO 	= 4;3733 

-= 4/ (2) 
,= 	cz = -.487 7313 

e-•° -1:57/601 .= 0, V(gi g 
6,JT,Tro, 

r ,v (e/ 36/(21..= 

is 	2o650 
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Ako saberemo izraze (3.31) i (3.44) ima6mo rezlatu- 

juou 1)0dui.!Cnu projekcilu brzine u .ranienom sloju: 
.44 := (r04 1.11V Ak2)t kir (P*4121704/4  trfifflICiAgNit it (p4 	J.3 ffill‘ 

. ,4" 21,444/.... . 16 .044(//-/ r-I A,  . 7  Xte,44/iss.=1 
* gi 7-2 %J4 Iv 7-  '7 -TT 'As-  ilj ,-- 4., 	7.4, ,j6 17 	 (3.46) 

Loriste6i uslov oC.v4anla -rani:.inoG sloja (- 4L4  =0 dobi6e ce 

o j G., dia 	e 
 

731-7//(6174 	 (y 4.7 	y —4 ,r,aj 
j,r69I 	7  .4.11N  0  

/ 	14  7'4  - rt./ • 7 7  73 	/ 
(3047) 

saoptcno (o-funsk o ubrzanje 0le cm/s
2 

Poto se u zadnjoj zaustavnoj taki crani6ni  •sloj 

n? J o odvojio zboc.; .1)rotliodnoc; I:retanja stalnim ubrzanjem, po- 

L-:ledajmo kada 6e se to odicrti, ako cc doda 	doDunsko lzreta- 

njo ::onstantniul ubrzanjea. Ako so pronadju nulto vrodnoHti drucih 

izvoaa univerzalnih funkcija: 4  
44tei 2A74-‘,/  ,11114y,.vr.4 -6247/  (cj.= 4 /37,5/  ..)240/.=0/ 73s72/  

orey, 	4as-84 	 +71 Nilop 0,07(3 

ickoristiti :::oznat:1 funi:cija 	= 2V0  sin x/ 1, jodna6ina (3.47) 

Drimenlona za zadnju zaus)6avnu tacku x = IZ4e, postaje: 

	

400 4;74790ar? -pt oters-s- 	$30:1474 	nr.2 4/3 = 6 

	

74;6 4- 5,6;2 80 	/,.4-0#0 

strana jednanne: 

fl (t1 )  = f2 (t 1 )  
e su: Aced. 4.0.047,,v 	42, Arrs-zi- a3.po i14-0,7,54-2 43  

2 .a71  &,z  S; 8280-ef  6,510/  

dobi6euo da realno i 1ozitivno ro -jenje jedna6ine (3.48), koje 

."ovary 	ota problemu,

1 -" 

vrednost: 

1  61:5 coo 

2eriod ::rotanja cilindra u 1:(2m.e nena odvajanja rani 

sloja, ()wird 	 duZe traje, noco u 1:,rothednom 

ju.  

Primer: kruZni cilindar raaijusa 2 50 cm, lokrenut je stalnim 
 

ubrzanjem Vo 10 cuAs
2 
 , 4 za tin u momentu 2 = 2 sec, njemu je 

(3.40) 
/, -Wn-cinu (") 	 crtaju6i 	obeju ,• vv 	- 

(3.49) 
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- 1 : 

- 9 0 — 

Dof:12tnh 2. Izraz (3.34) jo aproksimirao funkciju (3.32) sa • 

jednam ta -6nog6u. llazume se, ova taCnost moge se popraviti uzi-
manjem novih 61anova aCeovarajuah radova, iame so prora6un era-
ninoe sloja raunski komplikuje. 

Iripromimo, ipak, jog jodan tani I aproksimativni 

funkcije (3.32). 

2unkcija (3.32) u obliku op .iAeg re:.;enja oovaraju6e 

diferencijalne jednailine Blazijusavih reenja, 

yLIP/(7/ 	#.2v,5 	 et,th 21fr.  
.:co 20 irjkaritJte ta6ni grani6ni uslovi: 

e; 
 ,/ 
(CY '''=" 

dobi6e se vrednasti konstanata: 

C
1 

 

- 0 	Co_  - 4,0 

odnsno, 	vrodnost (3.32). 

se . fostupi u duhu ideje 0 kona6n03ti izaniroe 

sioja± isi:oriste uslovi 

Affr2Cli'd  
dobi6e se:01 	 `12 

= C1005, 	
" = -4 02 	6ime se odstupilo ad ta -6- 

rL vrednosti konstanata samo za 0,5%. Oak I ako so.uzmu uslovi: 

f'(0) 1 	..0 2 	fi(1,0) = 1, dobi6e se: C
1 . C,019, 0 2 = -4,077 i, 

iroma tome, 12 .6initi odstupanje od ta6nih vrednosti za cvega 

Znai, razmak 0 	1 , 0 nage se uzeti hao merodavni razmah proF 

mene univerzalne funkcije (3.32) sa dovoljno ta6nosti. Pri42>1 1 

 vrocnoL;t univerpalne funkcije (3.32) se vigc no menja 1 u pas-

tae )rimeljivo druGo aproksimativno rogenje. 

2.azvijaju61 funkciju erake 'Lit/.., 	eksponencijal- 
" u redove I zadrgavaju6i se. na petor: so-

pcnu promonljivih dobi6e se umesto (3.32) pribligan izraz: 

'-'.. 	7---  77--  
-2 (.2T  ..2 -g  
rit- 	 4S-  Z 

-.cci l  u akW.elnom domenu 04z 4.f. 4.menjujc ta6nu funhciju 

nu funkciju " 

C,71965, ,:rogha sveea 0,09; pa 6ak 	za 

0,9432, a 	 c l s)33, 
0N... 

r.32) sa JobroL ta6noij6u: za 1 = C 1 5 su: f;(.,5) 

odstuanje jo minimalno:1,08%. 
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- 91- 

  

LmonjujuOi u 2;a6:n;ji iLraz 

ispitanu vezu (3.4) C,obide 

korioto61 vea 

/24*27#  P-1(27  Il l-  /12  WO A," (11(75  su: 
z 70-14, (27 4ret 	fitry:=.44.0  

/ 2(D 'sue 27— 	c r;  /L3(V=  

ako to umecto tl/t, (t1/) 2 
i (ti/t)' uzmu 	oblici 

(u Dodatku 1. i formula 3.14), koji van za 274406: 
r- 

(49 2-. 	7-3-71.- szk- 	,327 6  

(ft1:fi 4=4  Z'3-Or i-  Grr--  r‘' 43277 f s-2- ;L/ti" 
dobi60 so, dakle, ko -:.,a6an 1 odGovarajuca u-ora:Aeni oblik funk-. 

cije (3.32), 6e ;Jo moei reliti jedlnanne (1.27) i (1.31). 

tanorJ ovo,2; novo6 oblika u nokoliko kon- 

kr:) .;mih o1 u3ajeva: 

1
o 

•
1
/T = 0,2 

.2,449 

MI) 11-1(f) iLa k) 
:.4  

r'b( Ni') 	/ jkLis/1 U.) 

012, 448 98 0046 084.2 74 0407016 Ofoo46 9 43076 0,37734 

Oil; 089796 0trit9:5 otobss 444603 0,0,54m 0,G1344 03coi 

ol6 •0694 01 884-0 -1,0343 !,77397 om3o3 476274 47q068 

0,8 4,9S$ 1,1786 6447 3,433 44 o VA oisS' 1 480-00 086449 

4,0 2,4490 4,4733 -4,6416 7,08375  5,34449 492 too 0894400 

o 
2 	T.„/..L: = 

= 2,06 z 
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0') 

. 	1 	. P-tCV Nor) 1'4.('1) frAcz) 	I( 44,).1  
f ..-- 	--- 

ujo  
--------4-- 

C4210,11 I loo Q254324[44190 40‘43os- oiccom!c,36e0 4377,34_ 

OA ' 4832o 0150053 42.394 1/ 43382 OA 37o ' ci6c 00  016-300rj 

O/ 	.1,2480 47S-Oto -0148074 1,4094 oli8352 0i7126-  0,7eio88 

0,8 . 	4,ói0 •tooloG-4,59748 2,g00IS 47S6S-Lt ot seQ4 0,891 4/8 

1,0 ' 21060o 1,2S133 -3,097804616E0 2,33902 0,8S-1S' 0,911400 

5 

• ■■•■ 

2 = 1,732 

1 : 	1 itaCI)  .t4(t) It(li 141h)  
0,2 i  4,6/.. 0,2400 oA 400 01°248 010co3d; 0,36-T0 , 013715ii 

oA 	0o 6'/26 0/42.00 0, 	f.53 0102.96 400140 i 46-700 ose3009 

46 . 403qi2 016'740 -0,o178 01652S-  '010734o0,7080 '0,79066 

48  	4,  S8S-G  0183111 7 017474 114824 . 43 0.11Qofeoco 0,89498  

0,94400 1,73Zo diO40 -118204 218igii 0,132-s-oci826-0  

U ovim tabelama (u /U ): orzna6av v.L'oC.not s±abunatu 
s s 4/ 

ovor: 	 izraz, a (u,/IT ) 4 	ta6nu vreJnost s 2 
odstuDanja nisu 	 1,o1:azujo 

dijar.Jc, na s1ec:e6oj 	nacrtan :prema ovir. tabciama. 

A17.o b se, umesto oa ranijim (3.34), :;c, ovim izrzom 

potraHlo rc!cnje jeanaana (1.27), dobila bi L:c roto bolja 

ta6no, a.:Jo bi se ra6un .:)rcl:o mere iskoLlpiii:ovo. 
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oreivanja 	z;:kljuci 

•NOCi riiLOi rasuatrane su dye vrste .ixethodnog kre-

tanja formirano iz stanja mirovanja: trzajemi. stalnim ubrza-

njem, 	avo \Trot° do -.)v;nolcog kretanja, ixja su se u jednom tre- 

nutku vremena suDerc;onirala nu 1,osoje6a prethodna kretanja. 

1:opunska kretanja su, takodje, r;Ana trzajem 1 stalnim ubrza- 

njem. 

.Lnaliza na 1.,ricleru 	eilindra, a kroz rezultate 

(3.23), (3.30 )7 (3.42) i (3.49), -1?okazuje da je yrene odvajanja 
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GrandOnoG sloja: 

ve6e Dri U 	U, U 	no pri U .U
d .0 

veo e -)riu = v,i 9 u„-nit " ljrills.„.tj,u „,LI.  

:Lod ovakvih kretanja sa ImmOntra vremenskou defazovr , — 
no:J6u 	do ..ourDE izraaja (.olazi znaOaj ):::Lrode l'odhodno rz hre- 

tanja i stanja u grzl'aliOnom sloju koje vlada u momentu stvaranja 

dopunskoG tretanja. r2a1:o 2u, u nacolu, vreuena odvajanja Grani-

Onog dojo., voCa kada n  prothodno kretanje stalniu ubrzanjem, 

neo 1:aCza je ono trzajem, be obzira na to da ii se clopunsko 

kre.aujo ivodi trzajem, 11± talnim ubrzanjem. 

IL; svega ovoGa rezultuje Oinjonica, da 6e se trajanje 

krotan a cil -inc.ira bez 7)ojave odvajanja Lrani6noG sloja najvii;e 

produiti kada se, uoia trenutka 	bi se na konturi cilin- 

dra Grani6ni sioj prvi put odvojio zboL prodhodnoG kretrnja sa-

lnii ubrzanjem, cilindru sao -oLlti Copunsko kretanje stalnim uir- 

aLijoi. 

-2rime6uje se da je zaje•nioka pojava kod svih. varijan-

ti -,;r3dLodnoG 2. doDunskoz; kretanja 	zadravanjo na prvoj a7;ro- 

kcir2acii brine dolmnbl:oc crani6nog oloja (1.27). PoLto 3u se 

icTitivanja, uGlavnom, odnosila na relativno kratak vremen-

8Li oci do trenutha LoOetka odvajanja L:rani6noG sloja, i prva 

Llproksivaaija JO da:L. dovoijno 1jOUZL.flO rezultate. Ina6c, n 

1.JoGu6e Jo 	1 jednannu drn.:og ,:eiLl:ELonja (1.31). 

rdciunahi poso oko to 	je i3vanrono 

u 	il.opunskoG trzaja iota Drot:ic)dneG kretanja tra- 

jeta l  valja r&Ati preko -oeteset diferencijainih ;;cdnaC:ina ca bi 

e odreilo dru!:.o priclienjc trine scanionoc; sloja. Ctuda l  U 

ovom radu, nije bilo rebi o :(ruGim proksimacijama brine. 

Lto se tii5e konverGencije r6jenja za nine U 

Lol: slou, Lou6e je dedino, na osnovu prirodnosti proraOunatih 

vrednosti vromena ± puta odvajanja, kao 1 profila brzina u 

jedinL sluOajevima, utvrditi - ostojanje "fizi6ke konverencije". 
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C .1;aduie vl'ednosti zu .J4oanih - )o 7Dojedinim kolonama tabela 
	

9, 
10, 11, 12, 13, 14 i 15, u smeru: s leva na desno t  odnosno t  

uinimalno vrednosti u pi.odzadnjim holonama ovih tabela, koje 

Predstavijaju :,oslednje 61anove izraza a biino u cl'aniOnom 

sloju — znak su ca je "fizinca konverGencija", a?ri navedenim 

oL:raniOenjima DroLlenljivih, obezbedjena. 

•1 
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IV. Y'lLIZA aDOADA1 ,,111. 

uLirajai dosadaL;nje rezultate 'rott6avanja nostaci-

onarno i:;raniuok; sloja na telima pokronutim 12 s'anja izves-

noL; rethoj:LioL; nestacionarnoc; kretanja, moe so -E2iosti jodin-

stvoni zaki .ju6a1z o tome, da se ovahvim koabinovanjom 1)redlicanih 

i. Loldunshili kretanja, jostic dui vek trajanja :ce.noL 

rijo stanja u cr,:.nienom slojn na telu, stanja U kcue jo2'; nije 

doif310 o oi,vajanja ani6no cs oloja. ilazume se, ovo tvrd'icrHe ima 

smisla za siaajeve kada se dopunsko kretanje osq;vari preoja— ‘ 

 ve prvor.. odvajanja L:raniOnoe sloja uslod ihrodlionoc nostaciona-

rnoc; 17.rotanja. 

Ako bi se ppunbko hretanje formirulo u Iperiodu posle 

prvor odvajanja 4:;raninog 210ja na cilindri6nom tolu l  izvedene 

jothlaZlino za dounsko hrotanje 	 sloja, davalo bi z'ou- 

zdano roLmitete cam 	poloaja take odvajanja u tom trenutku. 

Ovaj al1jn6al .  je U duhal poznate 6injenico da jednaine rriio- 

cloja Laju najbolje rozultate u prostoru do tai;ho oCvajanja. 

grani6noc; sioja. 

oloaj ta6ko oC:vajanja na cilinLru UOU1 :ojavo wur- 

nioL,e se laL.o odx.editi proko ))oznate teorije 111a-

zijusa ± Vcna za p2oz.a6un nestacionarnoL r -a-anioc faej ,1 na 

telu ')o:u.ellutom iz stanja mirovanja. Kao i:3to je I;oznato, ona se 

12 zndnjo zaustavne take •.ue SC J.Looa l  u toku vremena 1:10mora 

konturi uzvoano, tecai onaj fiksnoj poziciji 	stacionar- 

nom ,y.n.J,ni .6nom sloju, 

.asarptrimo detaljnije efekat maksioalnoc produenja 

perio(a kretanja cilindra be pojave odvajanja anirioc sloja. 

is itivanja osnevnog 1.) datka nestacionarnoe 5oaninoe sloja 

— vremena prvoc odvajanja na konturi cilindra, 	kratkotraj- 

nim pretLodnim kretaujima i pri prodhodnim i 

r.a k,:)naone vi'eano2ti e&Zuzovanosti 2 — omoE;u6ujo izvosne zak1ju-

6ke :  i to: 
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- pri istorodnim DrethoCalim i dOpunskim kr2',ianjitla (U
s= U ,= U , 

Us = Ud = 	vrome odvajanja je due kada so dopunsko kreta- 

nje 	u 13oznoj etapi prodhodnog kretanja, u061 prvo od- 

vajanja grani6nog sloja zbog predhdnog kretanja. 

pri raznorodnim prododnim i dopunskim kretanjima (U = U, 

U
d 

= tW; U = tW, U , = U), medjutim, vreme odvajanja je dae l 

 ako se dopunsko kretanjo izazove u'ranoj etapi predhodnog 

kretanja (sa kratkotrajnim predhodnim kretanjima). 

Pr i konaonim defazovanostima vremenskitnprodhodnih 

Lopanshih kretanja predhodnom 1rni6nom sloju se ostavija do-

voljno vremena da so obrazuje, da bi u momentu stvaranja doli)u-

nskog krotanja delovao kao jodno oforaljeno stanje l  uti6u6i na 

dopunska kretanja ravnoDravno i ostavljajuei dopunstim kretanji-

ma da ona li6nim preimuostvima, jednih qodnosu na druga, formi-

raju i rezultujuoa ,.7reirra6stva 2  stvaraju6i take olptimalnu kombi-

naciju predhodnog dopunskog kretanja. 

Tako, roodimo, ako 1)redhodnom kretanju trzajem, na iz-

raaku vremena predhodnog odvajanja (t s  = 1,775s), tj. u trenutku 

T = 1,5 sec, supErponiramo dopunska kretanja trzajem, u prvom-

slu6aju, ili stalnim ubrzanjem u drugom, dobitiemo - prema ode-

kivanju duke ukupno vremo odvajanja grani6nog sloja u drugom 

(tr 
= 3,30 sec), nego u prvon slaaju (tr. = 2,85 sec). Ali, tre-

nutak Drvog odvajanja prethodnog grani6nog sloja je i. suvi5e 

blizu (t s 
= 1,775 sec), da bi se, makar i.pogdidnijim jednako-

/ 
ubrzanid dopunskim kretanjem znatnije prodaila otapa kretanja 

cilindra-bez pojave odvajanja grani6nog sloja. patio, jednako-

ubrzano kretanje je i pod ovako "teiacim n  okoinostitha pokazalo 

svoju premo6 nad trzajem. Ako bi mu se pri7oremio bolji toren, 

ako bi ono lizateklo" bolju situaciju u graniOnom sloju u trenu-

tku hada nailazi, ono bi i isa sebe ostavilo boije rezultate. 

Upravo 2  podatak da je t, = 3,4 s pri hrathotrajnom prethodnom 

trzaju, a da je tr  = T + ti  = 3,30 sec, pri T = 1,5 sec, to i 

TJotvrdjuje. 
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je c.:0 se, uoci moLenta 0Ccvajania 

Aga j„ (t, 	2,345 see) z -o03 1:.)edhodnie krotanja stalniM ubr- 
zanjem, tj. u tr!Jnut"..:u 	= 2 	- cilindru oaon:";ti c:oy,Inoko 
jedn:Lko-ubrzano 1:;:reanje (t . 3,645 sec), umosto truaja 
(t
r  = 3,533 sec), jer kako reia)s: a, Cada 7)::()dhodno krctanje 

iniE ubrzanjom dejstvuje iza0 jean° v-' ?1 	st=je (analocjno 

OLOL stanju Lizovanja 	Diazijus), oa 	0C: 211:1;aj a  la,a- 

t:c0trane- Dredhednoc otalneg ubrzanja, 0 60mu je ranije bilo 
ro6f. 

Aim so nakna(ini .,;rzaj oao:01.1ti telu u 	fuzi 
dhodno s:, -=ctanja stainin ubrzanjem, rozultat 6o biti bolji, ne- 

alco neoprodno uoi• odvajanja .:ranucnoc sloja zog Dredllodnoa 

kret2nja stLinim ubrzanjem dodje do do -ounokotrzaja, tim pre 
to traaj uvoh zaostajo za stalnim ubraanjen u ,)ociodu 

ofehata nostacionarnoe Graniengg sloja (aisli se 	vbli- 
Lane 	i vremena oCvajanja). roredjenjc Vr06.1100i t = 	533 

to  = 4,197 cce, iz ove tabele, L;ovori pozitivno o ornjim pro- 

dvidianjiria. 

No 12 L:41. k rEtwxj a 
(..ji  Uncle.. 	tE 6,:k  

Vkille pivog ociv, q."-an. 
s iraict pri- krabtotecti - 
iii-Pri pretk.kecteviiZma 

T 
[ . 1 

(+ 
L zi-f..(..,,, 

E.,_ 	oav 
ifs. Ua rii=U 2,50 AA.< 4,5 4 ,

:5S Q,  E1SO 

tis =tf, Utimiw 3,40 	al 4,5 1,80 3,3 00 

1.14-=:+W, Litt-Li 4,07 4  20 415.33  3,533 

lir=tw, U4=-ENV 2,866 " 2,0 4,61/S 461'15 

Porodjenjem ovih rezultata po "horizontali", moue  se 

real da se, za vremenoke defazovanosti 2, manjo ad vremena 1)re-

d1 odno,; odvajanja grani6nog slaja, sa izvesnom ta6nog6u mae 

kori:;titi i teorija hrat::otrajnih prethodnih kretanja (midi se 

na 	 sloja ari ovim kretanjima). U 	ovo- 

me Ida, ianjonieu da je razlika izmedju vre•ena odvajanja, za 1)0- 

;;edino ::Ombinacije kretanja ;  p0 horizontali y  u najGorom olu6aju, 
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sveja3,645-2,88G=0,759cec(priti.I72*J„vd, `dak 
0. 

0,1 sec), a i Droraaini brzina u Grani6nom sloju na istim raesti-

ma i u istim trenucima, na oba naana l  Dotvrdili su Einimalna 

odstupanja. 

Iosebno se moe istaa jedna sli6nost koja postoji 

izmedju ava -oostupka primenjena u ovom raau i u Blazijusovom 

redu, a koji su, i to i tam°, od centralnos znaOaja. 

Kao ; -to je poznato, G.Blazijus [123 razlae brzinu 

potencijalnoc strujanja u stepeni red po koordinati "x", koja se 

du konture cilinarja:noG,tela meri od predjnje zaustavne ta6ke. 

.Liaspored brzina u graniol:om sloju, on isto tako tra'a u vidu ate-

penoo reda DO koordinati "x", a sa koefiajentima koji su funk-

cije °a koordinate fly", koje je II.Heuart uspeo a initi univerzal-

nim. Izvestan broj ovih uLiverzalnih funkcija tabulisali su 

K.Himenc, L.Houart, 1:0'J:recline i A.Urlih. 

li no se taoralo postuDiti i u ovom radu. Umesto IDo-

tencijalne brzine, ovde je razlaeana brzina prodhodno6 graninols 

sloja "u" u red po promenljivoj "/ ", a sa hoeficijentima zavi-
s 

sniu od proraenljivih 	"z". Kasnije je reiienje parciijalnih 

jednaana trai3eno u vidu reda po promenljivoj "T", dok su keefi-

cijenti sadr .gali i univerzaine funkcije zavisne od Dromenljive "g" 
4 

Pri primeni Dlazijusovos reda, potencijalna brzina se I 

razlao u stepeni red ;  pa se Dostopenim uzimanjem nanova redcap 

ic- Atuju i crtajlil 	oacovarajuah polinoma dok se ne nadje 

najbolja "zamena" za taijan izraz potencijalne brzine. se 

postuDilo i u ovom radu u oanosu na brzinu .orethodnoc cranii5nog 

cloja "u ". 

Ova sli'c:nost sa priznatim Blazijusovim redom, dopri-

nosi 	 utisku o postupku koji je primenjen ovde. 
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V. ' -.)1 ,17C-0 

T.1.1:riT:OG LCJA 

Eatere je nadjeno prvo aproksimativno re6enje dopu-

nskoc craninog sloja, koje odovara 21u6aju "krathotrajnih" 

'orethodnih nestacionarnih hrctanja. 

Potom se preno.na analizu ciOpUnDhdli craninih slo-

jeva nastc.lih iza prethodnih nestacionarn±h kretanja 1:1-1anoc). 

 trajanja. '.2ada je :71avnu uloGu u atavoj analizi imala •rzina 

,2;ruli6no sleja "u s ". Analiza je pol:azala da je ne; 

olphodno izvrati yAlacodjavanje funhcije "u s " novim 1..romen-

ljivim dopunshoc-crani:3no3.  nloja (x, l! , 1;1 ). 	por,cnutom 

prilaLo:2javanju znaajna je anjenica da prera6unavanja na ne-

ve promenljive mora da so obave cam.° u jef_nom Z.inf_ocu iz oasta- 

va 	 us
(1flh1D. 0 je univerzaln- 

roc nestacionrnoc; cran -nloc sloja, zavisna jedine od pro2en-

ljive " 19". 
L. 

IslAtivanja univerzalnih funkcija Dredhodnoc xni- 

sioja othrila ou da. so svo univerzalne fun!:cije menjaju 

samo u kratkom razmahu nromenljive "An", doh cu u ostalom oL;- 

romnom Ironton: definisanosti„ te nromene zaista minimalne, te 

Sc sa (7.ovoljno ta6nosti, mo'f;e uzeti da.su tu univerzalne funk-

cije .-1.'efa1eanoc, granii3no 	bo ja, . tonstantne. 

U ralu je uzeto da taj razmak iznosi: 0:N1:2,0 1  mada 

2e (aohazuje da dovoljnu taenost za praktinu umotrobu, ebcobe-

djuje i interval 0 444: 
2 
 .1; 1,25. 

Ova anjenica je doprinela da se i sa same (:va ELana 

uniform° - konvercentnoc reda, kojim se mocla ioraunati uni-

verzalna i'unkcija - dobije zadovoljavajuea ta6nost tiunsformisa-

noc,-, "IirilaGodjenog" oblika funkcije "it. 

12ako je reZen I ovaj s1uaj. Jobijeni su, mada ra6un-

shi hom'Aid:ovani, 	 prirodni rezultati. Profili brzina 

u 	 cloju, prora6unati na ovaj na6in, imaju, kako i,o- 

kazuju dijacrami navedeni u radu, oCekivani 
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Jain° je gornje aelove, u odnosu na kontrtrU Lela, 

ovih profila brzina, bilo ten:a potpuno dovrgiti da asimptotski 

tee brani spoljaiinjog otrujanja u posmatranoj .  taOki konture 

cilindra. Pogto popreOna promenljiva "y" deluje na regenje ne-

stacicnarnog grani6nog oloja jedino implicitno kroz promonlji-

ve "I?" i "1!", njihovo ograniOavanje neminovno je moral° do-

vesti do ovog utisha o nedovrgenosti dopunskog graniOnog sloja 

u gornaoj zoni popreOnog pravca. 

DoVrOavanje reenja nestacionarnog dopunokog graniOnog 

sloja u "Y" — praveu trcba obaviti oledeam potozom, zastupijua 

ono "u ", koje je van razmaka 0 	2  4 1,25. Isdtuju6i Blazi- 

jusova reenja za "u " [12] u intcrvalu 1 1 254t:02400 , doka-

zuje so is so drugo aT) .oksimativno regenje dopunskog grant nog 

sloja moie traati uzimajuca pribliaost u,..0%;U . Tada se iz 
1,7 

jednaana prvoga i dru g  oga priblVLenja dopunshog graniOnog slo-

ja (1,27) i (1.31), dobijaju cledecie jedna6ine sa odgovarajuaim 

grani(;nim uslovima: 
y  0 AX.0 7E7- 

(.4(ce,i,), 7 00 

ai, 	 a 

a VC 
= 7 . ®; 4.4y = , p 43•0  • 

Ove jednaOine Oe ram poslaiti za oaredjivanje prvog 

i drugog priblienja brzine dopunskog grani6nog sloja kod 

.yo n; aproksimativnog regenja". 

I:ae se napomonuti da ovaj postupak i nema, u punom 

smislu roOi, aproksimativan karakter. Naime, raOunskim puteri 

je utvrdjeno, da "u a " posle kratkog podruOja promenljive "2" 

(0 14 1,25) postaje, zaista, veoma malo razliIito od "U,", 

t.t.s• 

13 7  

0 

' Ai.er 
/ 

= 	r TIT yr, (dee) (4../04 .1.4414.• 

)14" •••• 4.4.0 ?..■CalL 

	

f 	, 	1  ,1=  0 

	

044 	ar.A. 
0C; 

(5.1 ) 

(5.2) 
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zboL: navedene osobine univerzalnih funkcija. A DoL'to "u " r.oe 
s 

-Dostati jednako sa mi. 11 ,, 	jedino na odzovarajuOoj udaljenosti s 
od tela - ceo -(:ostupak dobijc, onisao dovr6avnja re; en 	u 
"y" 	pravou l  Came 1 dopunshi nestacioni jrani .,.;ni 810j -ti- 
6e osobinu :IcimptotskoL. hestacionarno„ grani6noG sloja. 

Proraounavanjem profila brA.na u :;rani6noL cloju óe 

se kasnije sve to i konkrotno ;)otvrditi. 

U. .T)opunslzi trzaj iza Dretliodno hrotanja 

trzajem 

:.;ilindri6no tclo se kretalo trzajem iz stanja Liro-

vanjaL;c, = U(x) .  . U jednora t:.enutku njenu jc sao.:)Lten doyom-  

L s,, ,c, u_ . U(x) . Jednaeina (5.1) za -fry° 7;ribliEenjo 1-2c.da a  

postaje: 
); ,z4..t.0 

sL. 	 srani6nim uslovima: 

rc:enje ove jednaane u obliku: 

_44.0 	 31/(fi 

za ne)oznatu funkciju ,3*,/dobijamo jednaeinu: 

+,/.."/ 	 0•11-  

sa L;rani6nim uslovima: 

(oJ -r:(0) =0/  ,ra'Czt.."=d 

( ).3 ) 

3:: j no -..201:;enje l  : 1-.ojc zadovoljava navedene sraniL4le uslovo je: 

iz jg.dnaane kontinuiteta za prvo pribiaLenje brzine 

 

lam' .4 -- ez4e6== (A/ 7  

.2-fla =0 
ZkAX 	 7 

moe se izra6unati i drucsa koinponenta ti ti. vo . 

1/1. 	2637;(1<t(f/ 
	

(5. 5) 
e L e - oznata funkcija: 

( 5. 6) -1-0(71-= 
1-aenjulu6i vrodnosti (5.3) i (5.5) u jednaanu (5.2) Cobi6e 

-.0Lreijalna jednaana koja odredjuje drugo priblionjo brzine: 
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-2  • -11-14/ - 	uo/63 241- ..ro' 71- Y. .1?) art 	 (5.7) 
Ako ;otranmo reLenje jednaane (5.7) u vidu 

'e-tY = "1/3;1(f 	 (5.8) 
za noDoznatu unkciju J,i(f) nasta6e jednanne: 

4ir 4 6.4 - -z 4- .1:4'9 	(509) 
ea grani6nim uslovima: 

J;(04= ir/k/ 4= 0; 	 (5.10) 

Ubacujua izraze (5.4) i (5.6) u jednannu (5.9) dobi6e se: 

rci..ef.17- 4r=-4(Th EA-4 rizEtArIV 
de ou 

/7f _ 	fiz 	fe -'t —2, 

= 

(.5.11.1 

Potraiamo partikularni integr, 1 ove nehomogene di±'erencijalne 

jednaane u obliku: 

37/1,/ (fi=  X(VE C/if J/62' ) Ertilf S6f 	 (5.12) 

Odavdo su X Y. , ✓ ne -fioznate funkoije koje de se odrediti raa-

vanjou oledeah jednanna: 
X *It A"- 4 	4 • 

-2. 
.Y4  .2-f 	4 sr = 	 -- 4/72 tT 

..eh- s-/-4 S =- -re—! --t-Y'e-41-4 
- 

Ileonje 	joc:nanno rekurzivnog sistema (5.13) je 

(f) 	k1, 

(5.13) 

gc:e je 1 	)roizvolAjna honotanta 

3avienjujua ovu vrednost u desnu stranu druge jednaane 

ma (5.13) aobi6emo: 

y& defy/ y. 	- 

hjeno jednoret'Anje, koje odgovarl ovome problemu t  glasi: 

Mi) (-4- ei 	e---  — 2 • 

1a kraju l  reavajuel tre6u jednannu sistema (5.13): 
• 6' 11 * 1?-g 	4 S 	/r, 	 Z--  

71" 	Z 
. 	— e 	 6 - 42 . 
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6.0kaalje se, da se reenje ove jedna6ine, u zatvorenoL obliku, 
nloLo na6i ;Jauo ako konstantaIt. , ima vredno2t: 

= 1/2 

rako se, ::o1a6no, doCio do odcovaraju6ih reLienja jedna6ina (5.13): 
(11 = 	— -2  

— WV= 	
--Z 

- T 71- 
(5.14-) 

Lirc partikularni integral (5.12) T)ostajo potpuno od- 
l'odjon. PoLito 21.1 partikularna reenja homoacnoL dela difel..cnci-
jalne joCnaZA.ne (5.11): 

cf') 	71' 	 • 

07,1 ***11 (174-1 )Eittlf .)4   21/ 
op?..1to relienje polazno jednailine 

C21-754, (A' ff,EV— 	f67/74  
• 

(5.15) 

oristioi cni6ne uslove (5.10) dolazi se do vrednosti kon-
stanzta: 

2 	 8 - 	 - 3, 
02 = 	.÷ 1° 

01   

izraze (5.3) i (5.8) dola74 se do brine donunsl:oc; 
sioja: 

(5.1C) 
ioiito je brzina prethodno Granicnoc sloja Doznta 

-.444 (1-4  
tC:upna ba'zina u 3rani6nou sloju iznosi 

= U/tfv (7J 1(fj ZIori:fricv (5 . 17) 

Univerzaine funkcije (5.4) ± (5.15) su i prora6unate 

vrednosti cu date u tabeli 16 • . Iste funkcije 
se 	 6ra2i6ki na cl. 14 

U(f) 4-  4 VC/' 
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0,10 0;  11c4 0,32 7' 

0,2s 0,2%3 ()lb.; 4 6 

0150 OI S 206 0,77 74 

_ 1,0 00 8/4 27 0,4 ezi 8 

1,50 0,q661 0,144 9 

2,0 ol9e53 of  oo 31 
Tci 	1.,=v 1( 

Interesantno je r irneniti jedna6inu (5.17) u ictim 

trenuoima vl'cuena i na istim mestiva na konturd. Izrunoa eilin-

dra l  ]:ao 	paragrafu tre6cu l  trace alave, ovoaa rada. 	bi 

o uoalo proveriti slai:anje, odnosno odstupanje vrednostido-

bivcnih ovim naifinou. i ranijim naanom, i praviti asimntotski 

tok -2rofila oizine sa udaljavanjem od konture tela v  Uze6e se 

..ruff_ cilindar radijusa = 5C en., trOajeu cu/s) 

lokronut iza liredileCnoa trzaja CU,. . 10 cm/S) i izvrLi6e se 

:1-dra.2uni -orzina U 	 cloju obrasceu (5.17) u 1,01.oliko 

nz IL:u:Lnon, cj.linf:ru 	u raznim trenucima: 
0 10L ° , T = 2,5 scc, ti  . 1 sec: 

c.) 	(-2) 	 ( 

E 1 1 t--J 

11"I AZ I970; 1-0 0,683S: u[ *4-'-r-3 

0,4 2,0 f 0696 347464 0,00240 3617443 

0,S 2,5 1,3.370 38,2672 0,00123 5012660 

0,6 3,0 ,1,6044 36,96,63 400041 38,98SB 

0/7 3,5 1,8748 361 996S 400034 set,( 4981 
co & 4,0 2,1342 36,99tet 040303 36,g995.  

01 9 LIIS 2,4066 3€44SS4 co.0130 39Ag4 

4,0 5,0 2,6740 39,364,4 0o00070 39,36C 	' 

Tc.1 6 1-c1 17 
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0,S 2,50 43370 46,5190  0,00S1 36,5139 

cA 3,0 4,6040 37,2052 4001S 47,2037 

2,t.340 37,5173 0,00i0 371 5163  

so 2,6740 3715624 0,0003 ,_37r5gg1  
Tc L-* 48 

7 , prikazani su 

tati ranijeG rauna 

:ma izrazu (5.17) I 
- ;al 

2 " 

V 141.4-'4.1 

IC 
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("I 

y al' U( .4 

/2"-'..  • 10' 

0,6 

43 

I o• 

no 	tab : 

e ranij±h vcd-

± ovib 

ih oviLl 

0, 3 

02 

 

10 	 
to' cen 

, 
441.'1P 

36 

-1 0 	= 110 I 	= 4 9 ; SC,G = 	 0 

	

dge iit.8 	(71 4- 	e: 48s-6' .)3'(T) 

E 1  4S184:+t) 48581-: Pfq 

aii 1,0 1,0 34,2668 0,3472 33191 96 

0,S .2,05 .1,2i" 	'36,0640 i 40116 36,0S24 

0,6 2146. 	115-0 349157 010096 36,9061 

47 7 	1,7,5 37,)2J 0,0069 37,0149 
3v;  o,6 

 

3 7,4 Rlo 010038 37,472 

it  0 .4,10 	• 216'0 	i 37,556o 0,0019 71554 9 
TcAlos i ct 19 
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C..?„ 

j) 	I,V 

7 	• 
- 	 til„ 7 	 , 

Potraamo njeno reenje u ob -111m: 1 

19 
• 

• 

.e- 

"k =1119°  

4C 

Lt, 

od 

rz 

Lavanje Drof 

nje 1:otencij 

DI-ema foruul 

nloja. 

Iii 

mentu ti  = 0, 

&x, pribli-

NR sToljag-

ra6unatim 

Grani6nog 

crr1/4 

2em 

iednom mo- . 
rJaopi>tono je dopunsko kretanje stalnim ubrzanjera, 

'mac 

JoEliaina 	 7;rililienje, sada, zjiasi: 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



(5.22) 

I 1(j 

:;Lanorl izI-J.za (5.18) U ocniu jednaanu, dobioo se za odre=je 

rIl:cijojrjovobi6na Cdfci'enoijalna jedna6ina: 

ssz..4: 10; Jh 4 41 	4 
sa 	uslovima: 

3: (0/ = •tieof 	 = 
irjono 1-eLenje koje islmnjava navoC.eno uclove G1aoi: 

;;aLaiana, ::on )6inu1teta za rvo 

:oi...)cona "v o n: 

-z/.6= -- 	kr;c7  kC//%,N, 

e je 

	

A-z. 	 —3  

d?'4 VE'Ylr 14-----( lr'g'Vdf  ,17-  
P0:1t0 jej,na6ina za drw0 pribliEenje brzino iva oblik: 

/ - 	 i144,VV.4 Zz4, 	41(yd  

,potraallo 	ono reenjo u 

"Lei 4.= CI 14/1V'r(f) 14  4
2WW1* /WA'  (1,.23) 

A 

ZaLolloL f..1.aza (5.23) u jeemannu (5.22), 1)a. prol-e,f.jivan;;0111 0- 

beju stana jena6ino, C.obioemo: 

4- 	 irL.T 	- 4/4  
0, 

Jr'- 	= 4(1— X; 
.y 1(0.0) := 

ijio ovo 

0 
1 Posto.je: 

oLlon -jujuai ovu I vi.cdnoti (5.19) i (5.21) u C.osnu L:trriu z!cd-

na 6 ine (5.24) C,0ioi6 e  se: 

. 	4...* r. .4/7 	/.4 -= 	E't,4 

o SU : 

4.2 (4Y 74 43  
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obzirou na oblik donne strane jednanne (5.26) 1  Dotraamo par-

til:ularni integral to jednaine u vidu: 

•-1/ ()"=" X.  EtIt9 -  ' 74  .1/.  E'tfir S  (5.27) 

Radi IxEraetnoc odr::djivanja 2unheije (5.27) troba reSiti dife-

jedna6ine: 

	

X ".f Pt 	/2:1' _ 

	

2•2' 	/-QY 	Xie#7-4 2t7 

.74r

(5.28)  
(17 -# 22' 	f2S 	 2 	yie-r 

Zamenjujuei reenje prve ::ednaoine sisterla 
Y. ,...4 

is 	.1 

u drucu tiodnaoinu ovoga sistema dobice se: 

,Y*.A 2f-j" 1---- /..C.V=1--- 	' -4--L /  '6a  4  14...IT -, ( ,.4i0 

71—eer- 
iLe:,enjo ove jednanne je: y=a 44, - 

SW 	-3 a 	iss-frt 
49--F 4- 	— 4,s-f  

3.Q - 

8 	/6  
7471  4  iSW t" 

cira)n,m vreLnosti za X i I u treou jednannu sistema (5.28) do- 

bi6e se jecIna6ina: 

sa142-02-v-,2s 	 *1e* 
-2 

	

"343 	jcze,FZ741--- 'el6  *--4165- 4 .46-6-'4.7 473--- s":71 	Zdi 	.3 4 c 

	

224 )e-f;  /4. 	32 _ 4  

Predstavlajuoi Dartikularno regenje ove jedna6ine u vidu zbira: 

	

Sfr 	,= .5;r14, lf f  4,22 elr/ Spl,  
pri traiienju Drvog sabirlm 

(f) (ezt, ae 4- (22 ,f 74  tai ?"4-ezy f le 

dolazi so do uslova da honstanta 1 
 nor a imati vrednot 

Y= 5/12 
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da bi 	-vaj deo Dal'ti1:ularno6 reenja Loco naca u 

ob1 4.1m: 	dobije: 

\)/1 (t = 	(.2;;2-  # 	eve 
o 	dva d ela ..L.1.°Gil:ularnc inteGrala jodnaane 

ije 	 „6. 
+ 	• As-vr . J 

St3 (IT) - 	 -0T-z4 frq: 
OViL c , :o1- 6110,partihularno reLicinje (5.20 joala6ine (5.26) 

oa:peO.jono. 

211 dvr .7c,:otikularna intoc:ezla hc.moccrler:: 0e10. je-

dnaine (5.26): 	. 
z 	eY ..;.; 6 (r;)/ 	j ei'42 -CI 4 	 e 

:T.A.( 	7(1—  Et/W - 

	

..._..A.L c 	fprs.24- 7- 5  74  -- 7;4(44E- 
ol)Lite ieje o1azno Lifel-encijalne jedna6ine fLasi: 

_ 
.3, (1,) ay,i cz(rti'e2 J , (f) B.29) 

noL: 	io uslova (5.24), ixnstante 2oraju inati v2c!cno:sti: 

=-5/12Z 
	

0 2 = 1024/151 	+ 2U8 

2 (c!calacina (5.25) us -:,cLo6 isl-aza (5.19) 1:ostaje 

81-1:=4.e of' `7747 -  
At 

(5.31) 

i 	C.ifel'onajaine jednaane za nepoznate funkaje X i L: 

.1"1 7i ,f Xi-  8 4" 4 .14 2?-2, 
Sr tr = _tee- ye_4 ('12?J C7,32) 

0-02L6:) ;Jo vorti: 	• 

- 	 le 2•;e1) 
- 

= (14z-  ..V-y 177- 	e 

- 7 

) 

Ak0 	0IiOSUV1 partiLmiarno reSenje jedna6ine (5.3(j) u 

NiTy  (2P4m.  (E/r + S 
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sa 	je 1altillalarn0 l'aenje (5.31) oaredjeno. 

reenjo jcanaijine (5.30) je: 

rx/(fi.= Cr& 4.e.4.1'f4;//4  Cz/14( 11-4-izA444" (4/0—  
—3 --e7 

cfrt--74 	 2*--2/Evf -a- ye '74  04'217 
(5.33) 

	

uz kcnstante 	i C2  su DartiLularna reEienja hemoonoG 

Cela edna',ine (5.30 	Iz 	 uslova, .7;rcraa vezi (5.25), 

dobicio se: 

flaza (!3. 1 8) i (5.23) -2rctstavija brzinu aopunskoL Grani-

61:c,z olcja: 

44e1 -= > kV:41e °- 6"61#/%0f1"/ WWW/11V14/(f/ 	(5.34) 

a 0.odaju6i 	brzinu prethodno Granidnocs sloja: 

= " 	 24%44'4  = U-Mr 
0 

ima6emo Tzurnu brsilau u craniboms sloju: 

	

== U/41(71 74  if 	 42(UW/14.-  
4/1Wir2/(f14 i/`?  cir -7;/(1/ 	(5.35) 

Univerzaine funkcije (5.19), (5.29) 1  (5.33) konotru7 

ione su i dte crafibki l  a nekoliko njihovih vrednosti naveaene 

21,1 	sledeaoj tabeli. 

Primera radi -ja'oraCunat je 	sloj na kru'2,nom 

ci.:Lndru raaijusa 	Ilohronutom trzajem ( U = aro.. sin x/11) a 

	

otom otainiu ubrzanjem (w = 2V sin .u1:4 	u ta6ki 
::/11 = 1000 , i u ti-ouutku: 	. 2 sec, 	= 1 sec. ()stall brojni 

2 
su: Upo  = 10 cm/s, Vo = 10 cm/s 
	= 50 cm. Za °ye po..+ 

datke, is izraza (5.35) ciobije se, kona6no: 

,•C. 41g; 	 ) ,L 41(f .7-.2 73.0 .1; fify — 1,36 71:1 rg 

Dalji prora6un prilcazau jo 	 a .J2otou je na s1.19na- 

ortan profil brzina gde su koriSeeni i rezultati ranijeg raouna, 

prema tabeli 14. Odstupnja vrednosti brzina prema izrazu (5.35) 

ranijou naanu, proms. 	je sraunatL. tabela b., 	y = 0 9 4cL 

iznosi oko 	.;.:;dovo.ljavajude spajanje OVi.i2 roi]enja u okolini 

mesta y = 0 4 	O; sI. 49 je 
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406 	T = 2_ 4.1-c , 	4 44-k. • I  Is
'  1 '02) 	l:, (+2) 	T;021 	Is.erz1 	, ‘,167. , ,11 i2,134s2 44 'is 

.,-/ 	1g 7(i,./- 	,. 	,..., 	.......2  

CO3 1W vo 0,780 qicus 0.0218 400454 34,891colozleAodi 14 3411S63 

0,40 1,1% 2,0 	4900 0,9960 0,00128 0100060143s- 120,001150,00164 37131(78 

scro = 

 

0,5"0 1,41/5 2,So 0;457 oiciceo otoOt 6 00000(C 38/513S 0,00151 0,004 346'116 

0,60 1,734i3,0 	0/gee 0,99ed 400110 0,00003 9099 400150 4000,391436, 

486 12,3121140 	0,997 49990 0,00100 40000 39,3242 0,00137 010004%—.39,31913 

4,0 12,690A 0 oig4/8 0,494S opooso 0100001 3955010,00M 0,00003 39,:x5t0 

tc4 21 

(0 

C. 

2 cin 
1,5cm 

V.)= a) / Oa = /,W(c.r.) 

7 2 	 Jec 

/1  

St. 19 
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I "' 

j3Cmal:o—ub:manoL kretanja 

kretalo stalnim ubrzanjem lz L;',;za-

1: 	Ld2OW.n3af = 	U ::effmera tL..enuthu njomu je saopten . 	_ 

. 	. 	 _ 

274  

zu: 

..44. ma 

 

0, 7 41g 40; W-Cca :=4" urex4= ago • 

-2enj ovo 	 u obiLm: 

-YO/(f) 

fanlcoija XjWiLla6e wrouno2it (5.4) 

= 
— Fa I  

1:ribli6enje 

kompenentatrzine 

ima v2cdnott 	7.)a jcf.:.na6ina za ctetw:p 

(5.2) ',)ostuje: 

=4:itzp/7,(-v-1, r(uliv eiwYllizoi-P4odevw/oflildo (5 . 37)  tr,  
.2oznt fun1:oije: 

et—P— 	 /7.A — /73 = 
iiij :;e:na::;ino (5.3Y) u obligu: 

-44f .g=4/4v=?;f1),47(iiiv-o-tPkvAlfgit etwkifiAeivj:ifi (5 . 33) 

iz jeLli.a6ina (5.37) :: 01r160  -jet 

r •4  Lq r/— 4 .1; ' --= -4 177(f/ 

Z 	11/1- 4 = 	172( ) 
742;" 	8 	17.3  

j 	a. lovima: 

(0/ c...= j' (0) 

31 (0) 1=r  4/  (0) 	III ( CHO) = 0 

•rj (Di = 	•0) = 	 0  

3Leenje Drye jeanacin2 cistema (5.30): 

14
. 	

"..... 4 

f_spunjava gdov.-x_juoi ran1on1 maev (5.40 je: 

(17 	-:),c) 

( . 4 
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f.z.V 

7713  fell/47 
2 

.37 Ce ( . 0- .21 

(f 
2 

•■•■••1•Nftb Cf 

j&:,naijine r„istema (5.35): 

■r.9414-  .0f ,re' - .);/ 4 ff/c21;•7 -4 
3-.!= Q 	7g- niko4.zejE471f.7424-- 

(> -Tar- 	- 4, 
6: 	0: 

‘)73"/ . r:/  " 	4E/c/ f -4 

cf(o 4e-2,4 44.4/4 czz-h of 4 / 1.4 efr- 

-2frz: (if 74  e)e f7-  Ek"-f 

- 

fibi:2 .212 1: 1;:eije (5.36)•± (5.30) oLl- C;uj 	bi.ziliu 	i.1K- 

, _.-tililIC: 	loja. Ke,lo je t  pre:q Blaziz:uou [12 	:12LinL .__.“:— ] b  
;,.:. 	L.,._tLi..:no 	j. C.:- :iiii2lana izrazw:_ 

„.44,4 = ( T -,4 Li) 14/(-.) 'Cy) 
u 	 U ovo_ 	 fLuall6e 

∎Lt = 7-7- ( .ze1kV/11-r) U-ru'efii - le2AP-r.r?fh4 
 now/74-u,w).7;?-F/JA Zfalk/ 14 4/q4/fr(f) 

L1.0 Jedno-ubamano iotranje t  iza 3:oothoaoc 

1 -2etanja orlf.Aantnim ubrzanjem 

U ovakvom claaju funkoije U ,  u L 	raau 
2 • 	CL 

4 poe-.) 	- 	wit-x1,
za 	 postao: 

:0  z 
2r 

• 

ty 

1.cenje LoeyKaGi u vidu: 
--) 

•14., 	
/ (v/ (5 ") 

n va.-ecl.;t (1;019), 	C,:ruea kom:oononta Vo vrenozri; 
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7ziblienje bnine u -J-.2ani6nom CLoju 
inicl 

_ atzr-), ...= 1, 2rwviizdtv. ,1 -AfPfru/fize(19 
d e 	(f/ 	j31, 17.2 (-127 =3 -24/-  r 5- Ye, 47 

-ootraaLc reLenjc: °ye jene.Oine u 

Zr-.2 14/14/ I 	. '14/ (5.43) 
nel:cznate funL:cije f) 

i4"*"..2'37- e 1.->" - 4 17,  re) 
zh-../2.ri#.=.- 4 /72 (f/ 

Luilova: 

(a/ 	3.'6N 0 1= 
. '_ C, x: 	 jo6.naL,'ine si-ctema (5.44): 

-1,4 37--45z1==(-44-e-;2---x-4,,ei 	1-e -f-- 4 
loje i2punjava odLovaraju6 u2lov 1-)rema (5.45) jo: 

1;14)4.-_.— (1•74 4 24 4 	cv-j_i_ (i74 4f2.4eip_Ed9e0._ 
• _4...fir-it # 	/ 

c 	C -- 
2.el.Dnja C 	joC,Laine oicten_-; (5.44) je: 

Ar C, !fit 6f-244414v- /41. I •7i- 	 A4 	f 

-14-174t1(1-  Eielf 	74: 

741/(1(1 ,4 	 -VEsi:;-  

-,1- 
47. 	Y aiwz t aW I 4i0.1r/lc ' WAT / 2  

--z 	. 	• 	,- 
I 49-- 	/6  l - 2 	 49---44 ---ZL° -.1-  .7- I • --sia7-4 • „or  . -- 	3 	4TP5E • 

	

,.. 	Ae0-
2. .128. , AM

. 

 1?4,  __ 224. 
= - itelf = - -272 / 1/4-  

l'remL toae ;  ovalzo odredjenim univoy.zalnim funluAjama, 

bimina u c:L.'aniL,sora .37L0ju -zApaje potpuno C:efinisana: 
i 

( - 	
3 

44/-7----7)4414(//1071"i ldf/re. lieb4-6/ '7WWil; (f7 - WWte  ef) (5.46.r 2 a 

z.7:ovol;juvaju jeC:naane: 

(1,.1-4) 

(5.45) 
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5.tc.,Dono—ubrzano hctanje, lza '.J:.2zja 

1uju (:10. co ciii 	±iLo telo 	 krotalo 

U = UW, a :atim nu caopEteno dopunol7o :retanio Do 

	

zako -'ip 	 W(x), iz jenaano (5.1) za 

	

brzine 	 oleja l  dobija 20:  

—4 c>e 	11,V 
uolovin; 

	

...“0 	= U yoo 

A '7\ 

Kko otro 22eenje eve jednaane 

4 4 1,f/fci (750/.(f/ 
-Zunizaje  

U 

(5.4) 

omenjujua izraza (5.43) t 

,r0C.C.0 

(5.!,7), dobi6e oe 	 jednaana: 

4;25c17t 	9Peo — oc 05: --- 40c 
oa uolovima: 

960 OP= tA, (0)",= 0, 

'Jleenjo jedna6ina (5.49) kojo i:JDunjava uslove 

— 2 "r-(Q.e 	- 
Ecie 

(5.5u) 
( 5 .5 0 ) j o: 

(5.51) 

 	—fie r vi 	4--/—  
• 	 e6C.  jednaane I:ontinuit tea: 	t 7  

brzine: 

4 .4°` w,.267; <73. (f1 

0 oi.reC.i 

moLie oo obrazovati jodnaana za druL;o ]>ribliEonjo brzine u 
Lloju: 

lounaulne (5.53) 

- 	r. • 	'1 

ye' 	 414  dear 
)2".41 	

. 
(vww."r1-czchi4e, wwv t I  

q 13,,V (5.53) 

kou 	reUti 	 uolovina: 

	

.44=' 7 ;O 	d, 	m= gown 

rooetuf t.ov e biti ioDunjen ako regenje 

IL16,1-t 
4 iy"1(iwwri4/A4 lw 4 if  wid-VicVep- 
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caa 	Juairie (5.53) nastaju obio'ne diferencijalne je(ana .6iner.. 
40, 	„I 	If c151  .402. 	— (vc bol c6; 	4 (c2S: 

217 44.— 	 4 (GC- 

Imje teba ronti Dri uff,lovima 

c4 (of = 	to) 	vo; (00/ 0 

(cy 	02' 	.1== 154/ 	'Ing  0  

(5.55) 

(5.56) 

.LeLenja jednanna (5.5), lzoja zadovoljavaju uslove (5.56),L;le.— 

2e: 	. 	 0164.2 	 .04( 

0
f
, 
 ( .-- 2 r6 e ,4.21.9 (f) -,z 2 /-6,6,411... (42) 

;74.4-Af 

	

.6606# 	z. 	 ..foe--1 .e. 
r (.e. Ai) 

I 
(1774 

r( 5) 

l' Z 
14..--c–'—.11// ( 1 ) A . 2 r fo e ,L,)z.4 	(I) '- y ? (1)  

e,e 14.2 oe-• 1 	 beAl 	oc 	ue,0 if ' 
40'2 •,  

014 	....Z .L.,......LC le-  , 	/ 

	

2 r0,,(44-11-7-4 7‘ 	 .1- ... 
2 A.e,,c ; 77A r - /le  , c iffc s 1 .4 

	

.7 	 . F 
ame je brzina u !Yraniliom zioju za vreme ircOanja doDunskoi;; 

zte,.::enct — ubzano,s kretanja.. odre(4ona: 

.tc...67,41(iitiie;wouifiA,41,6rwiww).4cify .14e-e4%14/ 1 f) 15.57) 

• • .:teDeno—ubrzano kretanje, iza yoethodnog 

la.etanja ctalnim ubrzanjem 

• zo 	 telo hretalo stalnim ubrzanjem 

= tW, a potomi= saoteno copunsho kretanje o zakonu 

= At1 	
iz jednanne (5.1) za jjrVO rio1enc brzi"7- 4 

T 

U 

ne .aoDunskoc; 	 sloja, dobi6e se: 

bif 
sa ,:;ranLinita Tc1ovima: At.c,J=0,7==p; 440a= 

211:0 potrano reenje ove jednanne u formi: 

VOci 00 1(f/ 
g.e 

..e.tszt 

 .2) 	Zi ZO 44% 	4  , 

= A > 

(5.58) 

( 5.59 ) 

. e.oeve 

za odl.cC.jfvanjo funkeije cON ongledno, dobi6e 2e jednanna . 

 istovena sa jednannol-.1 (5.491, 	njeno reienje ima vrednotg;50. 
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6.2A.1 ;:;0 ibMenje 131-Eine Copun2lco ff 
Hioja, 	r,ostaje: 

Zs 	-Litt = 471 `1 1  vr w1/21/ 91),) 	(we,/ 7L  if 

	

/- WV* — 0# 4 z1i2'.  VV ( 40: 2 	els.19 

uslcvi su: 4.4 :=4 7 	44. 4 
no .; 72o6e',;no is uslova njeno 	treba 	u 

t.(14.1 	 — -4 / 	( 	Ivo) (zhz 04 	( //V 7i  
.2ce 

W TV (I/ .4 if  " W 1163* 

2anencia izraza (5.61) u jeemaanu ( .60) aobi6e cc obii:::0 52)  

- erenC. 4 jallie jodna6ine: 
c7- 17-- 4 (oe 0: 	 0,/,/ 

56,"1  2t- 0.;/.-- 4 (vci.2MC-1 — 4 ( 0:1 

	

fr— cki 	cbc, 46.41 
Loje La-ebc. 	 uclovima: 

	

(0) 	(o) -7= Cl 0.01  •. 

0.2 ( = <Pei  .) 	(or = 0 

( 4r/ = <63/  (C) .:•=• 44: () .=". 

Rei3enja ;;ednaOina (5.62) koja zadovoljavju u;Jlovo (5.63) cu: 

fte vg- 

-/ 	..2ese 1,-.=  ryb".ii.A 6-,,,-2 

	

(f.). 	12f  ••• —4 	. r 

.4.16A? 
e,-6i-1/-1(0C14 4i 74 	------------.4 1L 2 	toe  Cf,11-2 r-(0641:011r (V--  (t7 

	

"4.14 	 ,,- 
..  4,.., 	1 - 3 _yam 	.2c< 	r(4),e4 1 /I 	j  r— oc 

— 2 	
/- 	(42) 

D(4.2 'Ai.) '‘' r2(0(.4-3 	il ,,,  
rOt,e ) d  - -1 2 4-  —:- ,Z; ie . 4  oe' 4'1' r( ' -94c  $.1‘.  A  

- 	3F 
._..7..bira c i . )2L .::L'ia 	:.o,thodiJ)G z'22Lni6n.o Uoja sa j=.2azima (559) 

i ( ,..61), Jo -  .. 6e do uupna brzina u Grtzninom ;:Jloz;u: 
oc , 	 ocv 

#44,.= Cr e,1/,4 (7/ If  i'&154, (fht- A Tif  W/V/4  
est .1-2 	 A 

7414/1 1•Af/*  ef 21- 44 Oeviv,- wyptifi -74  4of  wileiy7  

(5,.62) 

(:l.6 3 

(-7,1 74- 

I 
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ZAKIEJUCAK.' Granifti sloj na telu se teorijaki prostire do bes-

konaEne udaljenosti od teltv. Praktiftoli medjutim!", zna se da je 

debljina granionog sloja ograni6ena i da iznosi svega nekoliko 

milimetara, o Eemu je u radu bilo ren. i konkretnih podataka: 

Pa ipak, reEenje asimptotskog graniEnog sloja (koji se prosti-

re do beskonenosti) ima znadaja, jer obuhvata ceo strujni pro-

storis Drugo aproksimativno reEenje 	je da se i dopunski 

granifti sloj, popreono na konturu cilindriOnog tela, ne og-

rani6ava-. Slaganje vrednosti brzina u granianom sloju prora*u-

natih ovim i ranijim putem u svim ispitivanim primerima u 'band. 

y = 0,4 cm, ea odstupanjem koje za eve primere ne premaguje 

govori da je spajanje i medjusobno nastavljanje ovih 

regenja zadovoljavajude7 

Ovo ppravdava formiranje drugog aproksimativnog re-

Eenja, koje upokriva" Eiroki prostor oko teld, praktiEno od 

y = 0,4 cm do y 	sa dovoljnom ta6no66u, kao su to po- 

menuti prora6uni pokazali: 

A nije nerealno smatrati da drugo aproksimativno re-

6enje predstavlja, u prvom pribliEenju stvarnostii reEenje ne-

stacionarnog dopunskog graniftog sloja iza predhodnog stacio- 

narnog kretanja. 
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