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B poj: 

tilarYm: 

REDGOVOR 

Teorija kretanja mehaniakih sistema promenljive 

vase i stabilnosti kretanja mehaniakih sistema nije 

izgubila ni danas na aktuelnosti. 

Jednaaine MeAaersokog [19] objavijene 1897. C10-  

dine i Ljapunovljeva teorija objavljena 1892. godine 

nailaze i sada na teorijski interes i Alroku praktianu 

primenu u raketnoj dinamici, u teoriji automatske regu-

lacije i optimalnog upravljanja, u biologiji, hemiji, 

fizici i drugim nauanim oblastima i praksi. 

Kao Ato je poznato, Metterski je, prvo, reAavao 

problem kretanja slobodne materijalne taake gde se 

masa menja usled odvajanja aestica od osnovne taake, 

a posle i kretanje materijalne taake kojoj se masa me-

nja usled istovremenog pripajanja i odvajanja aestica 

od osnovne materijalne taake. 

Radovima I.V. MeAaerskog i drugih nauanika Oblast 

istrafivanja je proirena na kretanje neslobodne mate-

rijalne take mehaniakog sistema i tela, za sluaaj ho-

lonomnih i neholonomnih veza i na druge oblasti. Poseb-

no su interesantna s obzirom na konkretnu primenu, is-

trativanja, kretanje tela za Aupljinama i njihova sta-

bilnost. 

Problemi stabilnosti pojavili su se prvo u meha- 

e.•••■■•■■•••••■•1110111• 
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2. 

nici u izudavanju ravnotegnog pologaja sistema na ko-

jeg deluje sila Zemljine tege. E. Terrideli je 1644. 

godine formulisao princip o stabilnosti ravnote1e tela, 

koje se nalazi pod dejstvom site zemljine tege. 1788 

godine I. Lograng je dao dosta tame uslove stabilno-

sti ravnotege proizvoljnih konzervativni .h sistema. 

Prva tehnologka revolucija i sa njom sve gira 

primena parnih magina podsticala je naudna istragiva-

nja u oblasti stabilnosti kretanja. 

Istragivanja Di.K. Marksvela (1868 godine i I.A. 

Vigegradskoga (1876-1877 godine) i drugih nokazala su 

potrebu pronalagenja opgteg principa stabilnosti kre-

tanja sistema, da bi se daije mogla razvijati teorija 

regulacije rada parnih magina, odnosno regio problem 

stabilnog regima rada parnih manna. 

U 1892. godini objavijena je A. M. Ljapunova 

disertacija "Oplti zadaci o stabilnosti kretanja" 

koja je dala odgovor na tadagnje zahteve tehnidke prak-

se. 

A. M. Ljapunov je objavio dve osnovne metode 

ispitivanja stabilnosti kretanja, od kojih je drugi 

metod (direktni metod) giroko prihvaden. 

Posle I. V. Magedskog i A. M. Ljapunova teorija 

sistema promenljive mase, odnosno stabilnosti kretanja 

sistema razvijala se novim putevima, razvijena istra-

ftvanjlma i ostvarenim rezultatima velikog broja naud-

nika. 

Smatrali smo da pitanja stabilnosti ravnotege 

i kretanje holonomnih i neholonomnih mehanidkih si-

sterna promenljive mase gto je predmet ovog rada nisu 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



dovoijno istraiena. Osnovne ideje istra'iene u radu 

temelje se na radovima V. Vuji6ida [36.1.-Paj, A. Bake 

5  :1 	i V. V. Rumnjanceva 	Z 303 . 

U radu smo : 

izvrnli pokugaj gire interpretacije diferen-

71jalnih jednaftna datih u tenzorskom obliku za ma-

te, rijalnu taftu i mehanifti sistem promenljive mase 

u konfiguracionom i 2n - dimenzionom faznom prostoru 

izveli smo transformisane oblike nekih diferencijal- 

jedna6ina holonomnog i neholonomnog mehaniftog 

sistema ta6aka promenljive mase i diferencijalne jed-

naeine poremedenog kretanja holonomnog i neholonomnog 

sistema ta6aka promenljive mese; 

Drugo, odredili smo dovoljne uslove da ravnote-

tno stanje, odnosno kretanje meheniakog holonomnog 

i. neholonomnog sistema promenljive mase buds stabilno, 

odnosno nestabilno; 

Trede, uslovi stabilnosti stanja ravnoteleikre-

tanja sistema su dati u smislu direktnog Ljapunovljevog 

metoda. Pomodp/ovih uslova olakgava se regavanje zada-

taka jer se smanjuje broj promenljivih u funkciji u 

poredjenju sa odgovarajudom Ljapunovom funkcijom iii ti-

me gto se iskljuftje potreba odredjivanja funkcije 

Ljapunova pri ispitivanju stabilnosti kretanja, odnosno 

stanja ravnotete mehaniakog sistema. 

IICHMINA OPrAMISAIT-IA iraPYmnior PA4A 
3A MATEMATNNY, flaAliNKY Yd ACIP0110MHJY 
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1.1. JEDNA6INE KRETANJA SLOBODNE 

TAoKE PROMENLJIVE VASE  

Hipoteza kontaktnog medjudejstva odbaeenih 

6estica omoguala je I.V. Me66erskom [21] da izvede 

u vektorskom obliku diferencijalnu jedna6inu kreta-

nja take promenljive mase: 

2/` A:74. i112:m t U 	i )  

tit d 
( ) 

m — masa osnovne take, 

F — rezultanta aktivnih spoljagnjih sila, 

✓ brzina osnovne take, 

u apsolutna brzina odbe6ene 

MeMerski je ovu jedna6inu izveo smatrajuft s  

da postoji uzajamno delovanje izmedju materijalne 

take i 6estice koja se odvaja od take i da ovo de-

lovanje ima karakter udara. Izvedena jedna6ina (1) 

van samo kada se 6estica odvaja od osnovne take iii 

se pripaja materijalnoj ta6ki. 

Kada je apsolutna brzina odba6enih aestica 

jednaka null s  tj. u O s  tads se jedna6ina svodi na 

oblik: 

(7? 	) = F 	 (2) 
dE 
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Skalarni oblik jednaCina (1) kretanja take 

promenljive mase je: 

	

/77 Cf.x 	X + d— a2  ( lie 	) 

	

d  t2 	d 
n)  day y 422 u2  -Y 

	

t 2  - 	a t 

	

5.124..z 	
d t (le 

d t  
gde su x, y, z projekcije brzine take u Dekarto- 

, 2 3 
vim artogonalnim kordinatama, a 4cii,Lt,projekcije 

apsolutne brzine odbaCenih 6estica. 

Kao gto je ve6 re6eno diferencijalna jedna-

Una (1) primenljiva je za kretanje take u slu- 
e /07 

6aju odbacivanja Cestica 	iii, pripajanja 

CM, 
6estica 4727 > 0 , 

materijalnoj taeki, 

I,V. Meg6erski je u raduNiodredio jedna6i-

ne kretanja take promenljive mase kada se masa 

take u toku kretanja menja usled istovremenog 

pripajanja i odvajanja 6estica od osnovne take. 

Reaktivna sila koja je stvorena odvajanjem 

Cestica masa dm, od osnovne take jednaka je 

CI" vet  
r  = 

 

	

dt 	 d t 
gde je, 

g - apsolutna brzina odvojene Cestice l 

 e - brzina take promenljive masa, 

relativna brzina odvojene Cestice. 

Analogono prethodnom za slu6aj pripajanja 

6estice masa dm, osnovnoj ta6ki sila je: 
--- 

cLin  

(3 ) 
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jednaka je: 

rn 	m 
tion 

ta MI -I 
= Me 	1 •■•=0 Ore 

dt f 5-4-T4  
ti t 

Us - apsolutna brzina pripojene 6estice, 

V2  - relativna brzina pripojene Cestice. 

Sada diferencijalnu jednannu kretanja take promen- 

ijive mase, 6ija se masa menja usled istovremenog 

pripajanja i odvajanja aestica od osnovne take mo- 

'iemo kako je pokazano u [22] dati u obliku: 

d17 rt." 	•"" 	dins (1,‘-.- 	) 
m 	= 	(a, 	--"" 

ct e 	Oft 	
d t 

gde je, m masa posmatrane take u datom momentu vre- 
(Pp dm 

mena. Kada je 	
/ 	, 	tada se jedna- 

dt di 
Gina (4) svodi na oblik: 

gde je 

- masa odvojenih 6estica za vreme (t-to) 

- 
masa pripojenih Cestica za vreme (t-to) 

n4 - masa take u trenutku t = to. 

JednaCina 

Al x 4  X 

y 

(4) u skalarnom vidu je: 

71-!77'til( 14- ) ) 4914  044') 	)( 
di 	 d t 

di 

(4 ) 

d = A7 
♦ 

eMdIMU■ ( 	ys  ) 
sit 

Masa take u ma kojem momentu vremena t 

in; :-.Z*-4-n( 14: -- i)t 1174  ( 4430- i ) 
f. 	 at 
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667 .- 	 yt,;:.' 1 	Z1„13  y 	;c tl  
a't 

-24pc zamenom ovih vrednosti u (7) i komponovanjem sa ay L 
dobieemo 

M if a‘: 	acep 	‘; 	= yr xl` 

14; .3; xe`- 01,11ka 
de 

- komponente vektora spoljagnjih sila 
u Dekartovom sistemu, 

it; 	komponente vektora apsolutne brzine 
otpadajunh 6estica 

Jednanne CI ) iz Dekartovog sistema kordi-

nata moemo transformisati u krivolinijski sistem 

kordinata xl . Prvi izvod vektora je brzine 	=ai y„, 
$ a. kordinate vektora ubrzanja su 

Kada se ta6ka promenl jive masa nalazi u miru, 21.0 1  

de o 	tada se jednanne (5) transformigu u 

jednanne relativne ravnoteze 	(223 

122.2 
A  di 	•I) 	a' t 	° 

	

Y 4- dint 112 	c fif?, 	
Z -7`42-1-87411; 1- —4  ea22 ieJ (6) 

ei 	g/ 	= 0 

di 	6' 	de (-`°) = 	 ( 6  ) 

0p5te jednanne MeHerskog u Dekartovom kor-

dinantnom sistemu 	Y it y",y3j molemo napisati i u ovo- 

me obliku: 

dyl 	ei in 
( 

t 
(7) 

drn brzina dinamiCke promene 
di 	mase usled. otpadanja 6e- 

stica 
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5.- 

odnosno, 
• „ 	

r, 
- 	• P 	 din 

m ( X ÷ 	X jc 	X 44  + 	( - 

gde je 	- kontravarijanta kordinata spoljagnjih si- 

la tj. 	 1 4  3i 3C .t • 

Jedna6inu (8) mcAemo pisati u obliku: 

D t 	 (8) 

D 
D 

u faznom prostoru op6te jednaaine su prema 

(491 jednake: 

.±* = QKn  p,-. 
tp 

= a r p4 lot Oft 74  Pat ap 
Oil IL 2, ) 

Ovde su generalisane reaktivne sile 

7 

•■.. 

( 	 ) 	 a 

su kontravarijante kordinate veki ra brzine otpadaju-

aih Cestica. 

Generalisane kordinate sila izazvanih otpadanjem Ce - 
am  14. ay , 
cte 	ak% 

generalisane aktivne spaljagne sile su rn 

UCHOOFIA 07FAErISAWIJI Y ► PTIKEHOT PAM 
3A MATEMATHXY, MaAHNKY H ACTPOHOMHJY 

b IribJ1 ss OTEIKA 

6 poj: 

AaTym: 	  

Qr. pi  X 13  4-  Fri  acp ,C4)( = Q4, 4- Y.:1, 

(9) 

• r- 	• 	r- 
id 	a 

c,4 
 X 

stica su jednake 
	

1")• 
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1.2. JEDNA6INE KRETANJA NESLOBODNE 

TALKE PROMENLJIVE VASE 

TaCka promenljive mase m = m (t) gde se masa 

menja usled pripajanja Cestica osnovnoj tanci na ko-

ju doluje aktivna sila F, je vezana i kreee se po 

povrgini 

= 0, 	'10 
	,y,z) =O. 	(10) 

PolcAaj take odredjen je vektorom poloaja 

Ako kretanje neslobodne take po povrgini 

(10) posmatramo u Dekartovim kordinatama tads su 

jednanne kretanja take jednake [22 ) 

a >c dm  (a = 	 h 1?-1°  y 	 ax  

m  d 2-Y y el!...n  (a2  -j) A 
d ze 2 	 e 

# A 2-1°  di' 	ail 	 az 
Ako posmatramo kretanje take po datoj kri- 

voj 

(x) 	t ) 

(x, y, 	0 

jednanne su 

	

Ire  -`.-2L-2x 	x 	(U, - x1. A v  
ax 	ax 

	

LYZ2 	 J ay ° 

	

m eal.. ..1z 	4:6172 (a3 	# -3 1/4P # 
)

y/ 

	

de 	6a/e- 	 az 	az 

6.- 
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7.- 

Radijus vektor r take koja je painjena veza-

ma (10) mote se napisati i u parametarskom obliku: 

(z ' = % 2 ) 

Brzina posmatrane take sada se maze izraziti u obli-

ku: 

Zr Dr is  
a.2 4 	2 a2  

1 . 2 ) 

Izvod brzine po vremenu sada je 

-(5 2 ;:$1.. 	i Ji/I s l a . 1,2) 

obliku 

tijcp,...Y,' 

dt 

jer je 

..6 5 4. 	4. 	• to, 4. ,4 

&rap 
(i 

(s 

= 

= 

1, 

1, 

(11) 

2) 

2) 

civr = AWISINFI•wg• 

dt 
ad 

 

ili u skalarnom 

(f ,,21). 
Diferencijalna vektorska jednaoina kretanja 

neslobodne taCke promenljive mase za posmatrano kre-

tanje je 
4fin m 	= F t2'' (  '_ i -t. A gra a (19  , 

dt 
ili u sklarnom obliku 

m ..:LY6*-- 9-1.1  2 (a 	i"°  
i• 

de 	ac 
odnosno 	 ', 2 

- arc' 	ag.s 
ZS°  
z),  

(14 = I) 
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Komponovanjem prethodnog izraza sa 	 , diferen- 

cijalna jedna6ina dobija oblik: 

D 4: ay: 	a 2  V.Jo. 	 ‘.•  • 

	

. 	1? 
• 

	i31!; f. 
&° .1 	 aysagi 	 .3,e # 	ay, 

Generalisane site u konfiguracionom prostoru kao 

gto je ooznato mogu se napisati 

6? 74" Yi 
IA 

Sila uslovljena otpadanjem 6estica Ye i 	pos- 

le kompozicije sa 16- svodi se na oblik: 
af/3  

Yr ic 
ay, 	corn aYg: Z.Y4: 

afP de ar 
4e ay. ay` 

are api 
j 444 a44P ( 

a . 

gde je 
cp vIt  "aa 

 of 

Kona6no diferencijalna jednaana kretanja neslo-

bodne take promenljive mass u konfiguracionom prostoru 

dobija ovaj oblik: 

?I" C .ft Q~ 

Koja zajedno sa jedna6inama veza (10) odredjuju kreta- 

nje sistema M. 

OMBRA OPrAHMAIDIJA YAPYMENOr PAAA 
MATEMATHKY, MEXAMY N ACTPOHOMHJY 

H JIHOTEKA 

tpoj: 	 

40.TY14: 	  

K
2 	2i+ 9 2 1  t 
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2,1. DIFERENCIJALNE JEDNA6INE KRETANJA 

STACIONARNOG SISTEMA  

Posmatramo kretanje sistema M kojeg Cini N di-

nami6kih taCaka promenljive mase m,, = m,(t) (y = 1, 

N). Poloaj take Mi odredjen je vektorom  polo- 

	

'aja 	 . Kretanje sistema ograni- 

e'en° je sa k holonomnih veza: 

	

( 	 o 	 (13) ( = „ 	<3w) 

kao i relacijom promene mass 

CIM  

	

My  = 	- dt 
Sistem se kreee pod dejstvom aktivnih sila 

= /cm ( 	- - - - • , EA( 	 — v.; 14)  I 

a zatim sila izazvanih promenom mase 
d/22 

= 
11  

i sila reakcija veza 

R,, EA c e ra. 	. 
Kr4:t6je stacionarnog sistema tacaka promenijive 

mase moguee je opisati vektorskim diferencijalnim 

jednannama 

F47 4127°tt # Z A 6- 1r‘2.4„ 
di 	zr-/ 
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10.- 

2'; 

dt 
koje zajedno 

dam, 

4t/ 
sa jednaCinama 

- 24t Ad 71^4141,4(15) 

veza definigu kretanja 

sistema. 

mnoHoci veza koji podle't'u odredjivanju, 

apsolutna brzina odbaCenih 6estica, 

id; 	brzina ta6aka sistema. 

Ukoliko se kretanje posmatra u odnosu na neki 

pravolinijski kordinatni Dekartov sistem y', yi L l y; 

sa vektorskom bazom ef , 
,, 	( 

, I  e;1)=. 0 jedna- 

Una (15) su ovoga oblika: 

q: (MY )'0i,)-= 	1-q(-17'14, 4 	6101/4 
di 	

114 d e=r 	a 31, 	
(16) 

= 1, ...., 	= 1,2,3) 

may =0723„_J -073 ,_2 tada se jedna6ine svode na oblik: 

' €12-71  a' 1-  A( 34.d  
I 	di- 6.4 	aye-  

37, 3y-1, 3y-2 ) (y = 

(17 ) 

°I  or/ = 	(14;  
C v.ww.■ 

ay; 
s'to zajedno sa (!3) 

cirri 3N k skalarnih jedna6ina. Integraleel ovaj si-

stem jednaCina dobijamo•kona6ne jedna6ine kretanja sta 

cionarnog sistema dinamiaih taaka promenljive mass. 

Jedna6inu (15) moemo dalje izraziti u obliku: 
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Baza sistema x,= I X, I X *  ; I je 

gde su 
••••••• 

Kada Dekartovom sistemu kordinata korespondira-

mo neki sistem krivolinijskih kordinata x1 x2 

x tada su Dekartova kordinate y i  povezane sa gene-

ralisanim krivolinijskim kordinatama uz uslov 

J 

aXi I = o
w  

--a a 	-- an, 3 r; 
gio axe ' 	awl / gi a x 

Kada se skalarno pomnoii jednaCina (15) vektorom sle-

di 
an, 

d 	-a 6, F  at 	etzn ,, 	4- 	(18) 

dt  
are 

	

+A(  ra.., tf y, 	y = 1 , 4, • • 9  N) 

6-1 

Izraz na levoj strani jednaZine (18) transformisa6e-

mo na sledea naCin: 
, 	• 

d 	a r- 	-3 2 r; 	a'x' 

	

two uy axi I - 	V" 	 _ 

Kako je : n
acidaxo 	 ak 3cd a  

a 	dalje , 

dt  

a 
( my 	

x e _ 	an,  an. 	d.xf ctx 

	

ax‘ ax' 	
07, 

 
to dobijamo, 	 ax'spdt 

a); a tr>„ 

	

a  r;  a ■•••• 
i 	a/At 

— • n7  A,  • -- 
4E 

At/ aX j.  a Xi X  — Af 	X' de dt 
Metrinci tenzor posmatranog

Il 
 prostora mote se defini-

sati izrazom 

_6411 	Zfri-rar7 rm, — • -- ax' a xi 
odnosno t  

(12) 
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pa se prethodni izraz svodi na oblik 

(19) 

Generalisani impulsi mogu se izraziti relacijama 

(20) 

Iz(20)se dobija kontravarijanta koordinata brzina u 

obliku 

6-2 4 /p, 
gde sual kontravarijante kordinate tenzora6v, to 

je: 

k 	1 za i = k 

za i 	k. 

Masa V-Let414csistema i brzine dinami6ke promene us-

led otpadanja 6estica ostaju invarijantne u odnosu 

na sve ovde posmatrane transformacije kordinata l  s 

obzirom da zavise samo od vremena t. Skup koordina-

ta fdefini5e n-dimenzionu mnogostrukost koja je 

snabdevena metrikom 

s 2 	ti d.x- dx , 

Kada u jednaanu (19) unesemo relacije (20) dobija-

mo diferencijalne jednaane kretanja sistema u obli-

ku 
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13.-

Na desnoj strani jedna6ine (18) imamo, prim, kordina-

te spoljagnjih sila 
-Ow 

)( 	i; ax, xi Y; , 

zatim, kordinate sila reakcija, 
Dr 

= 
d.r.4 

na kraju kordinate sila izazvanih odvajanjem Cesti- 

ca 
4 	, 

= 	ct42„ei-•- 
v  a xi* 

Kona6no t  dobijamo jednaane koje odredjuju kretanje 

sistema taCaka promenljive mase u E314  prostoru 

D 	. 	/2  . 
d 1 

k jednaana veza (13). 

 

_ 	( 21) 

W741"010 ViAlinAPIJA YOYEIEHOr PAM, 
MAT:W.T;;;Y, ME ,H 	ACIP011ati# 

5li1JIHOTEriA 

 

B poj: 

Aatym: 
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2.2. TRANSFORMISANI OBLIK DIFERENCIJALNIH 

jEDNAoINA KRETANJA SISTEMA  TAaAKA 

U radu se nalaze diferencijaine jednaCine kre-

tanja sistema taCaka promenljive mase u ovome obli-

ku[349] : 

	

d  2 	1,27  

2 

in 

 
glavni vektor svih spoljnih sila koje deluju 

na sistem M 

P - glavni vektor svih reaktivnih sila 

re, - vektor polaaja centra inercije sistema 

	

27 	znak sume odnosi se samo na one take koje 

menjaju masu 

Polazea od jednaCine Me6Cerskog izveeemo ovaj 

oblik diferencijalnih jednaCina kretanja sistema ta- 

6aka promenljive mase u konfiguracionom promenljivom 

prostoru i pokazati da se ove jedna6ine sa De-

kartovim sistemom kordinata svode opet na jednanne 

(22) 

Da bi ovo dokazali napigemo diferencijalne jed-

naine kretanja holonomnog skleronomnog sistema mate-

rijalnih ta6aka promenljive mase u Dekartovom siste-

mu koordinata: 

- - -; 
4 2, 3 

(45' 	) 

• . • 
=F O P  2 n') -7- 	r /- 

(22) 

CI 3.4« 
-= 	m; 411.e 	 -* 	E  

di 
gde su Ad Langranevi mnaitelji veza, 
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Ove jednaCine se mogu napisati i u ovome obli- 

ku: 

(23) d 	y 	= YL:ee 	rn ' 	 1  2-  A  '3314:4 
Ako mesto Dekartovih kordinata uvedemo gene-

ralisane kordinate, tada se brzine mogu izraziti u 

obliku: 

• 	"aY,.: *.c 	 a-°` 
ar<  

Posle zamene ovih kordinata u jednannu (23) jedna-

Cana se svodi na oblik 
k 	r 

-; 1. i;  a 3/4: 	1, y'.; E( ( 24 ) 
/ 
.1 

 
ai" 	 e crt 

Sada maemo Levu stranu diferencijalnih j dnanna 

transformisati na izraz 
- 	 a tY; 	'so 	V 	. 

d I  (In !' 1?" ) AV; —f  - In; ----- 
az'ea F/3  

odnosno ay, qrd . 	•a ly 
- 

	

e 	art;')JEA  
Posle izvrgenog diferenciranja lave strane jedna- 

nne l  i sredjivanja desne strane, jednanna se svo- 

di na oblik: 

-C4It [iv  7ft 
	 f Z 74' mi 

ati3 	 ,e 

of 	 7,e,y,' 

-07; 	17; 

a 	oe • 
m; 	 177; —i 	ip".# mi. --- 	tr/341. 

afaiA 

aY 	.74 	A4  a-ie 
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.a7c ay' 
f I 10-2'1As-- 

ari as 	J.-GI ay; ay 

16. 

Drugi i poslednji clan sa lave strane u jednanni su 

istih velinna a razlintog znaka to se potiru pa je 

jedna6ina jednaka 

a 	d 	. -DYt - 	 aYt' —a te  
t rn 	 f 1=y 

Dr- 	di 	a re 	 dfee 

	

-Dyt• 
f 	41 / a 	

-  ax . 	1 _Acr  'D 
+ /77  ; 	 —0,49—fp  E E 	 oz.  

Da bismo izraz dalje uprostili diferencirali smo Cla-

ncve sa lave strane jednanne 
-DY: 	e,4 	• -a ly,. 	a4 .73 	 • ‘Dyz . 2 -t- 	 f 2 + /72,• 	in, . 	41(4.  

- DE P4  af 	 ago( 

ey)  a  Y: 	
P 

. 	
• ---a)/4 -  (2.5) a 

of,  

ay 4. 	a-fcc4  a.f"alY3 	 zy; 

	

Ako komponujemo jednaCinu (25) sa 	dobijamo 
a, 

aye  -- ay; 	 t . 	• 'DY; ) /1  a 
 DPI ;  

agei 	 atiar 	a r" 	d.r r 

5 m 	2,  4.  41  • 'Or D//; -" 	a Yi 	v..,  „9:,07, m,  ay; ail 

.74

' Vic . 

ar € 	ar' 

= 7 
 m 
y 	-ay; la i ilK 	m" ;  ay- ,3i,. A 

ti• 	,r4i  /ti 	l'a°  'D4r 	 ae De 

4 ' aY; ay; • 01 

4  1.-  ni : --- 	2 
. 	• at  14 a  r 

Kako je --- .--4 upravo na grad. 4-- --I to ar ) --"a%.* 
'Dr 	' a r 1)  p!. 	 all.-  

je proizvod gradf‘. kr 
 ---ozbog toga poslednji zbir u 

jednacini sa desne strane otpada. 

Drugi clan sa lave strane i poslednji sa desne strane 

d 

r! 	 .74 /91; •-•-•-•-• 	f .17/-  + 	; 	 gC 

oduzimanja se medjusobno 

desnoj strani 

di na oblik 

potiru, to posle dodavanja i 
• -ay; a-x- 

nana /77;  jednanna se svo;... 
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4-1AI  ar af19  
z:r1 

-ay,. 

ac d.fY 
I 

a et 

a, 

4 aixs, *9°‘) 
df z 

1 • 	
11 	 • 

G2.0,e 4. 2 apemjp 
et 

S obzirom da je drugi 

#C2.0/1.#/a:/;,40:141ft=r00444*,•( 
. 	a* 

4-2 Ciasip e* Q.,#. 

i zvod od axe yet 	jednak 
. 	 . 	 • ..., 

= C2 .g r fi- 2 c2.t.ks f ai i- 421 .,), 9 

to se konaCno dobija traieni oblik jednacine 

17.- 

N• 	• 

	

v.-- • ay, a ■ Yi 	 • ay; -ay . 	ay" ay, 
2_ /72 ; 	g 1-  m    

	

ef'1 	af` arl 	- 	are  9.14/ l=f 

N t
ax .  0/ • ce  

2itv; I 
.z 

 

af 	 are of,  

Imajuoi u vidu da je 
34 	zY; aye. 

nz. 
ar 

• 2.10/ 4=, 
4"/ 	-as 2y/ 	"ay; 

are ?!P yr — .4/3  

- metri6ki tenzor 

- generalisane sile 

- koeficijent povezanosti 

generalisana promena 

moiemo sada izraziti muse, diferencijalne jednaCine 

ovome oboliku: 

4.12  (c2..( 2414) 4 r.:6 a,  feat P = 620 	(4114 .4)#242all 
gie 

d 2  (C2ocp  g ft) tr. a 4- 4.2  ocko 

. 14  of 
• j_ 	

ig 

(28) 
Posle razvijanja leve strane jednaeine 

vra6anja pojedinaCnih Clanova sa desne strane jedna,. 

dine na. levu, dobija se 
8 K 

424- f‘ di, ,j aceAP-2 4,4"-iti•teetz,,of 	Q014%, 

de 
adnosno 	

4- Caddy! V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



18.— 

to posle sredjivanja ovoga izraza, jedngnna se svo-

di na poznati oblik diferencijalnih jednaCina kreta-

nja sistema materijalnih taCaka promenljive masa 

• . 

a°0 	r4;j3 ED4 	di) 	/1,  . 

a/ Za sluCaj da se masa materijalnih taCaka sistema 

ne menja, tj. mi  = const, jednanne (2e)su jednake 

ue 2 	 • 
S obzirom da su tada izvodi Cj4V i acCp jednaki 

nuli, pa se sistem diferencijalnih jednanna (26) 

svodi na poznati oblik diferencijalnih jednanna kre-

tanja sistema ta6aka nepromenljive mase: 

.e.1%edoA • 
6/(40 	 z 

b/ Ako je masa materijalnih ta6aka linearna funkci- 

	

rni-  a m 	34)4) 

ja vrementiTSWPaiTaCine (26) se svode na oblik 

CI-L't (a 	= 	d 12-6e 	t 

	

— 	 .0( 	
A 

4. C2'4Y g 	/Si  g 

U prethodnoj jedna6ini nije sadrEan Kan u kojem fi 
drays: 

guriCeMzvod mase sistema 	jer je jednak nuli, 

tj. 
-ay; "aYi a  

‘24e 	
d 2  r 	6  ) 

44.4- 

Promena mase u jednanni (27) zamenjena je izrazom: 

ron ( -0- k't-ll .217 0 4.  rr 
art 	— a"

' 

( 2 ) 
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m 

19.-

c/ za pravolinijske sisteme koordinata jednaCine (26) 

svode se na oblik 

(62.,), ft) = a,.,a,,,(,-c_f-y#2 ,2.yeer., (28) 

det 
jer su Kristofelovi simboli jednaki nuli 	 , 

pogto metriCki tenzor zavisi same od vremena 

U sluCaju ovog sistema koordinata ako je masa siste-

ma linearna funkcija od vremena tj. 

dine (26) su: 

ei 0,,, 	62..x.,  (a 	.74 .2 c2,„ 2 

a ti  

• i• • 

Diferencijalnim jednaCinama 

de 
	-9 =a0 #42« y 

o do, 
v-e7 r a-144 ciectip-2 

Ali 
41 1 

eit 2-  
.17  s- 

• X 	••# rn,• (6e: -  oc,_ 2m 

• 

e.2".  (z12.- - yi ) .2' y 

c 	- 

trre:la-e) .r ) -74 247, 4.• 

ili u vektorskom obliku 
air 	e 

dt

"••7110 

v  Ow 	F p 2 2 /71  -• dz 

gto nalazimo u radu [3 43 

m: /7• 
L., 
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2c. 

2.3. DTTERENCIJAINE JEDNAoINE KRETALJA  

SISTEMA DINAMIoKIH PROMENLJIVIH TAOA A  

U KONFIGURACICNCM PROMENIJIVOM PROS'IOPU 

Posmatramo sistem N od N taCaka promenl jive 

mase, gde su mase my = 	my (t). roloaj ta6aka sistema 

odredjen je vektorima polo'Zaja ry ^ y-,, cE
4 	

try 

(n 	3 N - k). 

Sistem je vezan nestacionarnim vezama 

fc 	, 	rt.. , 	° • 1,014.1114.1 	 k) 

dr 
Kordinatefi njihovi izvodi po vremenu 	di ' erm 
9 - su nezavisni od m x  = f (t). Kretanje se 

'4" de 
posmatra a pro6irenom bonfiguracionom prostoru 

	

=12', 	n",i ,de /e 	 1; 14  f 

R,„  
tada kordinate vektor a polaaja reprezentativne take 

sistema zavise 	kordinata 	Tako se dimenZida 

potprostora proiruje na 	to kretanje posmatramo na 

podprostoriMa Rn+I. 

:Gaza prostora je 
1. an,  

(y) 	(0) 	 Jr 7/ 
.3.5r 

:Da bi odredili diferencijalne jednanne kretanja siste- 

ma u posmatranom prostoru pomnonmo skalarno diferenci- 

; s a-4 er cmo 

nog,. k nestacionarnih veza 

sistem ima 3 N - k nezavisnih kordinatajr 

jalnu jednannu vektorima 

jr; . 	.••■■••■• 	I. I A, 	 - 

11;1  1 
 ) • 

1, = cee 	aft 

4, I A6 :rad, di 

Transformigemo sada levu stranu jednanne (3C,) teagDa 

oblik: 

(30 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



21. 

2't 
7 	an,  an: 

Ito - 	- 	=-• -Tre 	 f, • • • , 

Prethodni izraz dalje molemo napisati: 

2"; 	 " 
10..; 

12 	a.FP af" 

1'; 44 -a rai 	
--,... 

...- 1---  	1-  h., (2,1 . ? c.ov 

aft agp "/ al i* 
MetriCki tenzor posmatranog prostora je 

de-/ 	 a g a /7, == 
ay alp ' 

cz / /77/a 441-5  

/bgc 

42 ft/3 

--b.  Z 	• /3 
rizv 24, gri9L) — 	

dm

°  71;'  a, ay 2  r:  

e se izraz 	(Mk, 	) • y(by 	svodi na oblik: 
Ole 

4eca„ 
1b4  

.T42.4 	,Ia Ie 

'a 
	 " 	

a. 

•a .2' 	 ay' 
Kona6no dobijamo jedna6ine kretanja sistema M u obliku: 

422, 
de gde je P°1 	

C2.cp • (.31 ) 

(04 = 	-.'?) 

koje zajedno sa jednaCinama veza omogueuju odredjivanje 

kretanja posmatranog sistema M. 

(31) 

Za siu6aj da su veze skleronomne tj. 

( 32) 

diferencijalne jedna6ine kretanja stacionarnog sistema ima- 
in carin nirRi nhlik: 
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22. 

a' 
	

(ce f  
Ako je masa sistema konstantna a veze skleronomne 

4( (0 	 su jednanne jednake 
/ 

(34) 

. p  
gde su p.,/ impulsi 	61.( 1/3/. 

Ako je cistern pored holonomnih nestacionarnih veka (433 

Moo, odnosno 	( r r 	r 	0 , 	--- 0,4,- • ki) ,,--••,* 

vezan i sa neholonomnim reonomnim linearnim 

vezama 
• 
, 	 0 4: 14, ) 	 C16,4, ) 	/ de 

i relacijom promene rase 

44,n2 0/./ 

14,9  = 

(yo 4 g, 	..,w) 

(35) 

(Jo ) 

tada su diferencijaine jednanne kretanja posmatranog 

= 
(it 

sistema jednake: 

Dry  = Xtoji. fyl 

dt s  
Ovde je reaktivna sila 

t 	-Zri/e* I Ai% 	L. -re  c [r/ 6a 
a ra: 	6 /d4=f 

Vete ta6ke. Ako usvojimo indek- 

se, tj. i 	 3 1.0  - 	.30 ,. v.v e Ain 	 onda 

ove diferencijaTne jednanne svodimo na tra .Zeni oblik: 

D ar t 	 4 	'4/4 	
k& 

624.8 ---- = X4  1,- Y' -,, X Aim -- 	-0- I a' e 6 Cr( 4 . 
de 	 r-, 	ark 	6..../ 

gdesuAiti 434.( mnontelji veza. 

Ove jednanne zajedno sa vezama odredjuju kretanje poje-

dinaCnih taeaka sistema M. 
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23, - 

2.4. U radupp. monografiji[Wizvedene su dife-

rencijalne jednanne kretanja skleronomnog i reonomnog 

sistema mehani6kih taaka Cije se mase menjaju u toku 

vremena u smislu Me5Cerskog [191 	Medjutim, izmedju 

diferencijalnih jednaCina izvedenih u radovima Pfli 

j43jpostoji odredjena nejednakost, pa ovaj rad poka-

zuje otkuda to razlika. S obzirom da je monografski rad 

[43 pisan veoma koncizno nije moguee izvrati prosto  po- 

redjenje ovih jednaCina kretanja bez detaljnije anali-

ze, 6 -to se ovde i 6ini. Na prvi pogled veoma je uo6lji-

va razlika. Za kretanja jednog to istog sistema difere-

ncijalne jedneZine kretanja prema radu[33 3su oblika, 

za gkleronomni siatem: 

‘4.41 	
n

f 

gde je 

_ 	
7e 

aake 1 .:am; ax az& ,fre 

•-• aZ 	 0-2 a—Tet #""atitat dildt (11.0) 

a za reonomni sistem: 

(39) 

(k,1 = 1,2,...$) (41) 

.or 418.. 

gde su kovarijantne kordinate Kk vektora K, date iz-

razom: 
dL 	/ Z)4C 	'd.17,c. - k 

4 = - AK -"*.a72--  (6 ,t it 	I i aft   49.17/c .2  

pri emu su: 	 so 	31  
ax  OX   C A k  = 

 at 
---,  

U monografiji 1 43.1 diferencijalne jedna6ine po formi 

imaju prostiji oblik i to: 
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U monografiiip]diferencijalne jednaCine po formi ima-

ju prodtiji oblik i to: 

a JD  13 	4.9ve 

" Di 

gd.e je dp,  a .6 at
. 9'

i, kao 5to se vidi, 
postoji jedna relacija vise, i to: 

( 43) 

(44) 

Langraneove jednaCine kretanja sistema taCaka 

promenijive mase su: 

d DT 	_ 62  
2.fk 

- 	s
) 

(45 ) 

Autori radaD.9 J  uzimajuel kao usnov ove jed-

na6ine, posmatrajua, prvo skleronomni sistem, izvode 

jedna6ine u obliku (39) polazea od kinetiCke energije 

oblika 77.1 47.4ie  nalaze da je 

-- 	•Da.ee d 	d cy e a 44e 2'4 	2 # z. ap a/it 

7 	
a  

DT 	7 	are dv-i9;e 	(j,1 ' k 	1,2,.... s) 

arc 
Posle smene izvoda kineti6ke energije u (45),,jedna6ine 

se svode na oblik: 
3a4-€ -e 	 *°6 	-Date -1_/ oakeireil:-.:42,4-14)- ake2 1-  —a vi  f 

odnosno 

Dy_ 
e 

a # p 4  p — A k ake   De 
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25. -  

pri emu je 

at 
Isti sistem jednaCina za skleronomni sistem u radu 

[43J napisan je u obliku: 

Di e  /) 
a di 

gde je 

--a art • e 
(74-ic 	 z 

(k, 1 = 1,2, 	s) 	(46) 

(47)  

iz Cega se mote zakljueiti da postoji odredjena ne-

jednakost izmedju (46) i (39) jedino u interpretaci 

ji izraza (40). U radu f 5] to je 

ag 	eia ag2,- ax. ax‘: (48) 
at 	 aPA 
u radu 	je, kao 5to se vidi iz (41) 

A  = a 4. E 	 e 	 a2.-2c`449) A 
	,a e. a a ,ft  ag e 	t a~kattafeat z- 

06igledno da je ova relacija neodrEiva za sistem sa 

skleronomnim vezama, jer je u tom slaaju 
21 2'oc i  _t_ eD aeoc 4  .= C 

a fic 	araz- 
s obzirom da su svi izvodi 	t  = 0. 

Kada je kretanje ograniCeno pomo6u s < 3n holonom-

nih reonomnih belateralnih idealno glatkih veza 

u radu 1.33 3 uzima se ponovno kao polazna osnova 

jedna6ina (45), pri emu je tada kinetiCka energi-

ja: 

(50 ) 
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26.- 

a odgovarajuei su tada izvodi• 

424-e J? 
- -e -a Air 1 	• 1 

-67 
- SA 2 
Zamenom 

a ,te e 

-a aii e *1 

ask 
u (45) sledi 

a!,  
a46€ e 
af*  

co//6 ,f±F 
;Parr 	(51) 

io.t „0,7 e 
7 	.i7e 

Kada se zamene aetiri poslednja nano. sa Kk jedna6i- 

na se konaono svodi na oblik (3), ali za koordinate 

vektora Kk se dobija 

.641c 	 e 
= 	A 	 --•••••  

de 	a f* awe 
a ne kao u (42). 

Da bi doUi do kona6ne ocene da li postoje su5tin-

ske ratlike potrebno je pooi od iste osnove i istim 

postupkom dda do formalnih iii kvalitetnih razlika. 

U tom cilju ne gubeoi nigta od op5tosti l  dovoljno je 

posmatrati mehani6ki sistem od n ta5aka My ( 1 = 1,2, 

n) promenljive mase My - m, (t) a smislu 

Megeerskog Hje je kretanje kao 5to je ve6 re6eno og-

raniCeno sa s holonomnih reonomnih veza 

al*e 0 /2; 

Tfi 
-342,ce .e 

4 
e 9 -e  

eabk 

a c 
— 	Pki Pk2_ 

.2 ?rt. 

( 52) 

- - • , 	
aei (53) 

gde su r; vektori polaaja ta6aka 
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Kretanje posmatranog sistema taCaka odredjuju diferen-

cijalne jednanne Megoerskog 

ei 24, 	dffiZ".  
rn, 	k; -77 (al"' - 245)4' 	r 

de 	4142" 
zajedno sa jednannama veza (53). 

Za transformisanje vektorskih diferencijalnih jedna-

nna kretanja (53) u koordinatni oblik nekog konfigu 

racionog prostora treba veze (53) napisati u ekvivalen - 

tnom obliku: 

ry r„, t -, 2 i - - — 2 s) s = 3/2 A-e) 

gde su f= if', • - 	Langrangeove nezavisne kooi.dina- 
te, 

Veze (53) zadovoljavaju uslov brzine 

01,120 a /-; 	no 

odakle se vidi da se vektor brzine ti;razlaie na s + 1 ) 	r,, -3 /cf., 
koordinatni vektor gi(f/t/:= — A 10.j. 

	

..14: 	 t 

665'" Vektor ubrzanja — taaka My ti, 
4,21  

, ....... 	 -0. ...41.. 	 .....aw 

a ii- 	a 1-470 	• • • ; 	
A 

.a2 - 	
,- 4.-  -a2

r - 
------ = ---,--- . d 

a 6 

r 2 - 4 - .4- 	 - 2  -0- — 1-  -0- 	(5k) 
de ai,  4  Op 	 ti4  dt 	i 2 

- 4.  
. —,. f 	 (i4 = 1,2, ...,S) 

treba takodje razlaiti u s + 1 komponentu s + 1 dimen-

zionog vektorskog prostora R S-04 koga generigu vektori 

i jedan vektor n, upravan na R . Da bi 

dalje izvodjenje bilo preglednije i kraoe mo'ie se vre-

me t uzeti kao s+1 kordinata i to q°  = t, gto simbo- 
O a:t 

li6no zadovoljava izraz za generalisanu brzinu 	o 

pa uslovi brzine kraee se pigu u obliku 

24-=24'4g,),,c  , a vektori ubrzanja 

4/t _ 
( 5 34) 
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komponentu u s+1 dimenzionoj tangentnoj 

R 3  4-1 
R i vektor 

hiper ravni 

a to zna6i da se i vektori 

	

de 	 141"i 

Pomno'Z'e li se sve ove diferencijalne vektorske jedna- 

sine skalarno odgovarajuam kordinatnim vektorima 

4g,9 	1, 2, 	s) i sabere po indeksup, dobi- 

ja se S diferencijalnih jednaana oblika 

1-44.  (5-) otrs 	p 
koeficijenti povezanosti, a betfrdrugi metriCki tenzor 

prostora Rsti  u nju geometrijsku strukturu sada nema 

potrebe da se zalazi. 

Ako se zameni (54) u jednaanu (53) I uzmu u ob-

zir relacije povezanosti (55) sledeee 

..4Alt-  1-'44  i7ji /c) Ci;44' 	'270' ateP kii317  cep 
7-,  al 	/14, . 	/, 	(56) 

-t- 	 j-0- 2-# frodf-7:77" 

afA 	p gvy- r 'e0 13 a0.9 

gde su 

msv 

2  ry 	e (55) 

28.- --11•

•e; -Dlry 67) 	-Dr; 
2)° .z 

(32/3 	 a.?.e f 

gde sad indeksice)  J3  uzimaju vrednosti od nule, do 

n tj.(ctii3 . 0, 1, 2, 

Kao to je reSeno u svakoj taCki na s+1 konfigu- 
n#1 

racionoj kordinatnoj mnogostrukosti R moze se 

vektor ubrzanja y -te take razloZiti na sumarnu 

azir razlaiu na taj nann, tj. 
-a/ ap 

cepde 	oe 	(0.1 
(57 ) 

kao 

jer je 
p 

op 2 	- 0 • = 
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a: 

-.2 or oki 

29.- 

ac;  
su 	to kovarijantne kordinate generalisane aktiv- 

ne site, i 

12. 
/27„ 	de- j 

7-4. =2_ — " --x / 470,),t. f cs')  ale 
2  odgovarajuee 

kovarijantne kordinate vektora reaktivne site. Jedna-

Cine (57) odgovaraju jednaCinama (43). 
-a 

Skalarnim mnoienjem relacija (56) vektorom= 
dePi'  a 

sumiranjem Po dobiCe se jo6 relacija 

ave c/1.14 * roc131  ,i'‘,:i3J--rao 
( 58) 

6to je indenti6no jednaoinama (44).- 

Relacija (58) nije za poredjivanje sa diferen-

cijalnim jednaCinama kretanja (45) jer u njima to re-

lacija ne postoji. 0 smislu relacije (58) mote se op-

giruije videti u radu g 

Prvo treba primetiti da u jednaCinama (39) svi 

indeksi uzimaju vrednosti od 1 do s a u jednaCinama 

(57) latinski/ indeksi j, k, 1 	od 1 do s, a grCki 

2 /3 	, 	&I 0 do s. 

Ako se i jednaine (57) svedu na istu vrednost 

indeksa, sledeee 
/ 	/3 	

s/  Ciipu? ce s 	g  

ZAvy reid 	Aq'o 
do') 6 	/ 

)lr f 

---Qc -IL y--is 

 a 	
.14 

's7-3 	14.4/  2 2 
odnosno: 

Dil ,e)  a -• 
kJ de  — 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



30. 

tj.: 

kako je 

roc; 4•1•11110 
•••■■•■•• 

ae2„ 	"aa.0 aQo 	aa.,0 
Ft 

7 
 ,)e- 1  az- — 2241 =  at 	2 a)..c.2; 

1 / a Qk 

( di- 

mole se papisti zbog
06 	

= apc: 	("2 ,0
/ 

r;o
ci
, 

O.F4  
1  A7? 

Zamenom u (59) obijamo jednannu koja se svodi na 

formu jedvanne (46) u obliku: 

cab; 	 Ar 	k4:ab, .2,•A 

I de, 	 --- t .2 a 	 aft 

02 = 
de 

az, 	.aat.•rF  	 a 
7-   

-P4. 	 - 	• 
ae ail 	at 	- -D.gc 

(60) 

Dakle, bilo da se podje od Lagraieovih jednanna 

druge vrste (45) iii od jednanna (43) dolazimo do re 

lacije (60), koje se razlikuju od jednanna (41), s 

obzirom na (42), za skalar
de .2 	

. Ova omagka on- 

gledno se potkrala autorima rada 133 	u izrazu (51), 

jer u radu 	nalazimo da je 

d 3 T 	'ae:Zee • e 	ate -4,/ e 	aizt- 
aft, 	 g -74 aice 	— 

doo 
c 

	

b..e 	 `DC 	a ep i 
Q e 	1- 2 a.f. 	1 

2.1 

a to je nemoguoe s obzirom da 	
•1 

jk 	z A-  
ne zavisi 

Prema tome kovarijantni oblik diferencijalnih jed- 

od C. 
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31. 

naCina kretanja sistema taCaka promenljive mase u 

n — dimenzionom konfiguracionom prostoru su 

e2ic— 
x  die 	`` 

(k = 1 	n 
( oc = 0,1... E  n 

iti njima ekvivalentne jednanne 

eke 	QK 	 (").--. 1 1 2, 	• ) 
-72, ek 

gde je 

'?/2ic e -e aft-Zco 	̀De2e0 ,-ej ;62 — 

U progirenom n+1 dimenzionom konfiguracionom 

prostoru kovarijante diferencijalne jednanne kre-

tanja posmatranog sistema su oblika (43). 

anfrig41 S3 "f 	porixttior PANA 
3A _MATEMATCY, MEXAHNNY A UTONOMY 

B146JIRTE IKA  

Spo I: 
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32. - 

2.5. JEDAN NOV OBLIK DIFERENCIJALNIH JEDNAOINA 

KRETANJA  SISTEMA TAeAKA PROMENLJIVE MASE 

TJ svome radu I:4S] V. Vuj616 je izveo sistem od 

- 1 diferencijalnih jednaCina kretanja sistema 

taeaka konstantne mase u obliku 

-() .2.r' , 
 a Z ,_ -c 	' L., 6.  	. 0 	

(61) 
, 

oPc 	 .E" / 	 (ck '.  

	

) 	 , • - -- -, 
dt 	( e = 60e, . _ ._, , / 

gde je Z Gausova prinuda. Gaus naziva E4 ] prinu-

dom zbir proizvoda mase svake ta6ke sistema i kva-
4*  

grata odstupanja stvarnog poloaja take od polaa-

ja koji bi ona zauzela kao slobodna za beskonaCno 

malo vreme 1st. Usvaja se za prinudu Gausov izraz 

n2; ( 	2= 	( 

/77; 
- 	1.0"&)

2  

odnosno, u Dekartovim pravouglim tordinatama 

2  

A: .7'1 

Kako se Gausov princip, ustvari, zasniva na varija-

ciji ubrzanja W, a kako "generalisano ubrzanje"ftne 
4■ 

izraIava prirodu ubrzanja W to invarijantnost siste-

ma kordinata u nekom konfiguracijskom prostoru 14ost-

varujemo izrazom 

. 	4i2  d vv, 
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33. 

4fi-T 
	

an" 40.i`k 
	

I 

	 -Or  are  
aft' 	Or de 
pa je sada Gausova prinuda u konfiguracionom n-dimen-

zionom prostoru jednaka: (ovde je n broj stepeni slo-

bode kretanja holonomnog sistema taCaka promenljive 

mase): 

/=l 
1724 •  VC■47: 	 1221 ac Pip> 

177; 	 Cele 
Lc~ s '  

/77; 

ft 
^-4••• 	 -•••171■ 	 ;11 454. 	 .11P. DR 441Pli 

I^7 ta. tn; 0.4 TP 4a/707i 
at  de 

Ako sile izrazimo pomoeu njihove projekcije na kordi-

natal& ose i ako upotrebimo Hercov izraz za mase ta6a-

ka sistema 0244-2 . 

4-1

.m/Z7t2 tad.a se mole pisati: 

34 	 24 	44. 
\ I Xx.Xx 	rn-4  

Mx  
Ka/ 

Sada prinuda dpbija invarijantni izraz u konfiguracio-

nom n-dimenzionom prostoru u obliku 

• 

 , 	Dia(  DiP 

e dzi 	ct dt  

une uzima se u obzir normalna komponenta ubrzanja na 
konfiguracionom prostoru, 
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.2(120,#Y4)-4 	
(62) 

	

(att 4' We) ( 	11- Y1ct
) /  

7,7 
4V36ii a't 

34.- 

Sledeai ideju rada 1,51 mogude je diferencijalne jed-

nanne kretanja (61) uopgtiti i za sistem ta6aka pro-

menljive mase. Zaista, posmatramo li u tom cilju N ta-

6aka mase = •720(i) , razlika u izrazu za prinudu 

Z sa sistem konstantne mase, je sada u strukturi sila 

zavisnosti kordinate tenzora Care(p . Kao gto je ra-

nije istaknuto u tensor 0 ulaze maseglp=r44Wte je 
INA 

ovaj tensor zavisan od vremena bez obzira da 1i su ve-

ze skieronomne 11i reonomne. Takodje je pokazano da u 

D-° diferencijalnim jednainama oblika 	
P 	

P /)
ce 4.4 

 at 

kao gto se vidi, pored generalisanih sila O ct  figuri§u 

reaktivne generalisane silo 	 NP- P )• a t 
Otuda Gausovu prinudu treba pisati sada u ovom obliku 

gde indeksi sabiranja 	usima0 vrednost od 1 do n 

broja stepena slobode kretanja holonomnog sistema. 

Aka prinuda u taaki .e, ima najmanju vrednost(4.53 

u toj tal6ki je jednako nuli, tj. 

stP±)=0 &Z = DPI tdi a(-- 
(63) 

gto predswtavlja Gausov princip u konfiguracionom pro- 

storu Vn. 
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35.- 

Odavde sledi kao i za sistem ta6aka konstantne mase 

da su diferencijalne jedna6ine kretanja holonomnog 

sistema ta6aka promenljive mase oblika 

-a z = 0 	 (64) 

/ 
	ct- 

koji daje jednaCine kretanja sistema ta6aka promen-

ljive mase u ovome obliku: 

231.2A 
a., — 42-4t,aj i74 	271i4s 	—; Y:=K . 

Dakle, ako je moguae sastaviti Gausovu printdu u kon-

figuracionom prostoru za neki holonomni sistem taCaka 

promenljive mase tada su diferencijalne jednanne kre-

tanja oblika (64). 

Ako, medjutim, na sistem taCaka promenljive mase dej-

stvuju i neholonomne veze oblika 

(64a) 

ili 
	

`Pr 
koje zadovoljavaju uslove 

E grczei_. (P/1/4. 
v,- 

61. 21-  
421i. 	( ) 

prirodiko je o6ekivati da relacije (63) i (65) dovedu 

do broja diferencijalnih jednaCina kretanja koji je 
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06' az 
74- c, 	 

7 DEvii 
7 cs 	a  

ez7i 	• 

D.e 
“Yie- Odavde siobzirom da su varijacije 

38.- 

jednak broju stepeni slobode neholonomnog sistema. 

Zaista l  akot ide od 1 do 	1 	iz jedna6ina, za us- 

lov 

lo/,, a,' I z-# ° 	( 4 

moguoe je 1 zavisnih varijacija 
 / s  dDif Pc) D 2 

CG   S ( (66) 

izraziti pomoou n 1 nezavisnih (6 = 4-•// 	- 

. Relacija (63) deli se u tom slaaju 

odnosno, zamenom izraza (66) u predhodnu relaciju do-

bijamo: 

. e  

( Pl. 
na dve sume i to: 

f Di 
° ------ 

zit 

nezavisne, sledi n 	diferencijalnih jednaCina kreta- 

nja neholonomnog sistema taoaka promenljive mase 

az 
4- CG 

= a (67) 

 

(a=-11 .-- 

8-#4, 

koje zajedno sa jednaCinama veza (64a) obrazuju potpun 
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• . , 	(67 a  ) 
ccl df ft 	 Df it  I 

a 	= a e -4  Y°‘ ± C  d ( 6 1  oc i  Yd i  oe 	 de / 
-P a? 

.(e...-1,/,_....) 
Ove jednaeine zajedno sa 1 jedna6ina veza (65) ocfre - 

djuju kretanj• neholonomnog sistema ta6aka promenlji-

ve mase. 

Sao i u slu6aju Gausove prinude, energija Apelovog 

ubrzanja je invarijantna. Znamo da je energija ubrza-

nja sistema taCaka promenijive mase u nekom konfigu-

racionom promenljivom prostoru Vn je 

N 	• I 
2 S 	/22," kada je 

vi. -  = 

44, a . 

Ar- 

- odnosno, 

n49 	
n4/ n41 	a;;;17 

s 	 r-/ 

	■ zroag s 

Sada 6emo dobiti koordinantni invarijantan oblik ener-

gije ubrzanja u Vn prostoru 

2S-=-2.  MA. 	a 0./1  de gele" 	(68) 

I 

Ako izraz (68) zamenimo u (62) dobijamo: 

39.- 

sistem od n diferencijalnih jednaCina kretanja za re-

genje mehani6kog sistema. 

Posle zamene vrednosti Z u sistem jednaCina (67) 

i parcijalnog diferenciranja sistema se svodi na ob-

lik: 
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4o.- 

2  S 2  [(a. 	IP& 	4. 9..cii(r Y71  

pa se sada jednaCine wa holonomne sisteme 

a (5r) 

svode na oblik: 

) 

■■•■• 
■■•••• 

Za neholonomni sistem koristimo sada jedna6inu (67) 

0. 

posle zamene Gausove prinude oblika 

Dia(  / 
= 2 s_ 2 (a. 	a, 4 90 (zr# 4,) 

09/t 

jednaine se dobijaju ovaj oblik 

S .4 

-- 2 (a, irso 7, 2 Cc  
1 S 

(4,,„..6) 	 )(i" 
k tit 

odnosno t  

et` D S 
+ 9,‘  C 

c) / 
cil 

Diferencijalne jednaaine (67) i (68 a) prestavljaju 

nov oblik diferencijalnih jednaaina kretanja sistema 

promenliive mase. 
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42. 

3.1. DIFERENCIJALNE JEDNAoINE KRETANJA 
HOLONOMNOG SISTEMA PROMENLJIVE  
MASE U FAZNOM PROSTORU  

Kretanje holonomnog sistema ta6aka promenlji-

ve mase mozemo posmatrati u faznom•prostoru faznih pro-

menljivih umesto u konfiguracionom Vn - prostoru u 

kojem kretanje odredjujemo regavanjem diferencijalnih 

jednaana (8) i (9) kojih ima ukupno n i sve su drugog 

reda. 

Diferencijalne jednanne MegCerskog za sistem od N ma-

terijalnih ta6aka promenljive mase jednak je 

„ 

abo 
- 	- 	 (1-17>v— 	) (69) 

ili 	 4 2 i 
a /VI ,---, ai GP)  • ci  t 	

1 .141 e-v.s. 

A za sistem vezan skleronomnim holonomnim ideeino glet-

kim vezama jednanne se mogu pisati 

k Ar) 
drl/i titioy  4I 69 Sys 	70) d  OM Y.: ) Yi  -# E 3-2 i 

de 	 ,9. 	 do/ 

-4))V 
Posle mnoienja jednanna (70) sa ----- i sabiranje 

a2A 
po indeksima 1 jednaane (70) se svode net oblik: 

	

(ix 'aY; 	— 	
// 2-. 	 k ale  .ayt .  y 

	

afAt 	 ayA 	ait 	 aY; 324  

Ako se izvrgi transformacija koordinata u jednanna- 
• 

maM t aprebace6lenovi 
m-Yne levu stranu t  

prethodni izraz se tada svodi na oblik: 
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30( 

odnosno 

3N
J11  

( rn 1) 1Y I.  
t i=1 

311 1) 2-  j  ay! ' 	 C7 dm; II 4. 	mroy*,(71) 
din

;:1 O 1 de 

43. 

. ay; --,,c  

Kako je y age i  = 	a,.,)  = — a 
naeina mote dalje predstaviti u obliku: 

	

311 	 3# aiy d 	, ./aYi • 4# 7  ax. 	„ aY; 

f?-a 

	

izt4 	9afia 	_f6 	eft 	f  4.1 

d"v" ay; 41 .  
dt at de 

to se jed- 

a 2  

, 	.°P3 	• 1=1 	er I /3  aPtt .Z° 

ydm,. 	ay,- alf 

Z=t9 I  a2P 	chi sr az, 

Imajua u vidu da je 

31 ay; ay,  • 

ale arl 
cza, - metri6ki tenzor 

:Pt a y; ay; 
= r 

ap a g- aye P.4,44- - koeficijenti povezano-
sti 

3sidm, ax ay; deA ati cp 

dt are- a fif2 	at - generalisana sekundna promena mase 

diferencijalne jedna6ine moemo tads napisati u 

obliku: 
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42 4  ) la: (14/  r 	el= 4 A 	II 
erP 	 r 	t 

tat

a ktp 

S obzirom da je m; 

ay' 
`1 

71:744.2 
e 	K; to se 

posle kompozicije sa 	izraz svodi na oblik: 
affi 

20/,' a Y / • 1p 
a.244  

5to je pc) definiciji jednako generalisanom impulsu: 

g 
(72 ) 

Posle anoienja jednaane (72) sa d2:1 

 tenzorom, jednaana (72) se svodi na oblik: 

42,p CV° 2  =Aft a"  

Pi° (24/3  
Kako je kontravarijantni metrifti tenzor jednak: 

Jit 	a se' •ars .4s 	cts /  , 

( 2, - 	mi. 2)0,- ay; 
Sada se diferencijalna jednaana (71a) i (72a) mogu 

na kraju napisati 

• 

pp Tx. aft 	Pe  + 1;112 2. 	̀11 

ili posle zamene 1 .1 &Q IPS 

dobijamo: 

. 0(  
1) 	--= ( 73 ) 

v  y; 
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materijalnih taCaka promenijive mase u 2n dimenzionom 

faznom prostoru. 

Na sistem mehani6lAh taCaka promenljive mace de- 
r,v 	/7 

luje n generalnih sila, gde su 4i = - 	 potencijalne
aQn  

site sa potencijalom /I a 4 	su disipativne site i sile 

izazvane promenom mase P*, tada se diferencijalne jed-

na6ine (73) svode na oblik 

45. 

sistem od 2n diferencijalnih jednacHna prvog recta. 

JednaCina (73) predstavljaju diferencijaine jed- 

naCine kretanja sistema mehani6kih taCaka promenljive 

mase u 2n dimenzionom faznom prostoru. 

Odavde se vidi da su dovoljni uslovi da sistem (73) 

ima ravnoteZno stanje da bude ((I ts + 	0). Ova cistern 

algebarskih nezavisnih jednaCina imaju reSenja za koja Fez 

umnjivanja oOtosti molemo smatrati da su odredjena vied.- 

nostima 	. 0 , 	= 0 , za svako 

JednaCine ( 73 ) su ujedno i diferencijalne jed- 

na6ine poreme6aja ravnoteZnog stanja 2=0,A, = O sistema 

3,a3 =c2.44 /1 /av 
a 

= 	
pip, 

e:2 I--  f ,b4 l• OpY  74" 1.4p t rp 
6  I 

OCHWIA orrATIWV4311 YAPYINEWIr PIRA 

3A MAT:MATHNY, MEXATIKY N AtTPONOWIJY 

6 po j: 

Awry 
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46.- 

Kao 5to se vidi pomoeu diferencijalnih jedna6ina (73a) 

molemo da odredimo kretanje sistema taCaka promenljive 

ease u 2n- dimenzionom faznom prostoru kada na sistem 

deluju potencijalne disipativne i reaktivne 

sile lac . 

OCHOBRII OPrAIMAPJA MYMERV MP 
3A MATEMATIIKY, ME/CAMAY H ACTPOHOMHJY 

B 14B./1110TEN.A 

	

Epoj: 	  

	

Tykt: 	  
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3.2. DIFEREN CI JALNE JEDNA6INE POREMEOENOG 

RAVNOTE2NOG STANJA SISTEMA TA6AKA 

PROMENLJIVE MASE  

U prethodnoj glavi izvedene su diferencijal-

ne jedna6ine kretanja sistema ta6aka promenijive ma-

se za sluCaj delovanja generalisanih potencijalnih, 

disipativnih i reaktivnih sila. 

Ako na materijalni sistem deluje n general-

nih potencijalnih sila 

v 	
2I7 

gde je 17 = /7 (Q i 	) 2'0 potencijalna energi- 

ja sistema mehaniakih taCaka promenljive mase i reak-

tivnih sila 

tada se diferencijalne jednaCine kretanja . sistema me-

haniCkih ta6aka promenljive mase u faznom prostoru 

mogu 	 kao gto je pokazano u (73) u obliku: 

Q'( 0/3/3 

s Clv, zz 	( 74 
62. 	 ‘P(i") 1.73  I s  fl*‘  

08 

U okolini ravnoteliYstanjag..0 PD= 0  metri6ki ten- / 
zor je jednak 
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48. 

Kada je konfiguracioni prostor odgovarajueeg di- 
, 

nami5kog sistema s konstantnom masom takav da'metri- 

ka promenljivog konfiguracionog prostora zavisi samo 

od vremena t, tada je Kristofelov simbol druge vrste 

jednak 

1 P 

Prema tome diferencijalne jednaane poremeee-

nog stanja ravnote'ie (74) sada se svode u takvom pro-

storu na oblik 

/1 

190 	 # P 	 (75) 

Razvijajuel potencijale /7 u red po koordina-

tima u okolini poloaja ravnote'ie l  tada generalisane 

potencijalne sile maemo svesti na oblik 

-a2/7 	2p= 
cap 611 2P 

a: 
y'" air I .2-. 0  

(76) 

kako su reaktivne sile u okolini istog poloaja rav-

noteie jednake 

	

(012' 
	

(77 ) 

to se jednaane poremeeenog stanja ravnoteie svode u 

faznom prostoru na 2n linearnih diferencijalnih jed- 
°Vz.„ naa 	 C2 na sa promenljivim koeficijentima 	( 47 

C i f) al; C. 	 i to 

42''')(oPft 	
(78 ) 

10 	- 	 (Of c 2  (t) 
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49, 

— I = ,2" atp 	12 

2=0 

JednaCine izvedene u obliku (78) predstavlja-

ju diferencijalne jednaCine poremeCaja stanja rav-

notee sistema taCaka promenijive mase u 2n dimen- 
- « 

zionom faznom prostoru u okolini 	j? 	 0. 

JednaCine smo izveli u ovome obliku da bismo 

:ih mogli kashije koristiti za izvodjenje uslova sta-

bilnosti stanja ravnotee u 	 ravnote'ie 

= 0 sistema ta6aka promenljive mase za 

s1u6aj kada na sistem deluju generalisane potencijal-

ne i reaktivne site. Kada na sistem ne dejstvuju sa-

me potencijalne site, zavisne od polcAaja i vremena l 

 nego i sile koje zavise od brzine, vremena i impulsa 

nekih drugih fiziCkih parametara t  tada je genera-

lisana sila jednaka 

Nju moemo razviti u stepeni red po koordinatima 

brzinama u okolini polaaja ravnotae, i dobiti pos-

le odbacivanja Clanova vigeg od prvog reda da je si-

la jednaka 

p 	c-,13 2 /3 

(79) 

Posle zamene (79) i (71) jednaZine poremeeenog rav-

notenog stanja za ovaj sluCaj se tada svode na 2n 

linearnih diferencijalnih jednaaina 

gde je 
a.,,3 (0 = 
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5o. 

(80) 

(t1) 2/3 — 4/3  (7`) C:2 P4A,J t  7,  a,(z1) 

Jedna6ine (80) imaju svoj smisao ako se kreta-

nje sistema posmatra u okolini stanja ravnotee 

r 	/0.,= 0, a na sistem materijalnih taCaka 

promenijive mase deluju generalisane potencijalne, 

reaktivne i disipativne sile a stanje sistema pos-

matramo u 2 n — dimenzionom faznom prostoru. 

0C11914,1 	 yg?y-nalnr PVIA 

3A MATEMAMY, 	ACTPNOWAY 
J'it C T 	A 

p o j: 
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51.- 

3.3. USLOVI STABILNOSTI RAVNOTEtNOG STANJA 

Stabilnost neporemeoenog ravnotenog stanja si-

sterna promenljive mase ispitujemo u sluCaju delovanja 

reaktivnih i generalisanih potencijalnih sila s1ueei 

se kao osnovom radom Ljnpunova i radom V. VujCiea. 

Da bismo do6li do uslova za stabilnost stanja 

ravnotee sistema promenljive mase uzimamo za funkci-

ju V zbir dve pozitivne definitivne funkcije 

V = T 	1- 
	 (81) 

pri emu je T 	fp 
	kineti6ka energija 

sistema promenljive mase, a \A/ ..w(t/ ff;..En) neka po-

zitivno definitna funkcija zavisna od generalisanih 

koordinata2i vremena. 

Kako je obiCni izvod kinetiCke energije po vre-

menu sistema promenljive mase jednak apsolutnorn izvo-

du po istom parametru, t, tj. 
DT T 	D 	/3 A 	) 

t 	'777 = a/Z 

sledi da je 

/7-  DT 	 D ip  

/b/3  # a  cz--7; /7°' 
a/LI clz' 	2  at (82) 

Izvod funkcije V mote se sada izraziti u obliku 

1-5,-. 	a Pv 

	

&V 	Dp„. 	--acfP 

	

(83)
— 	 toi7 	.49/3 -7`  .2 0 	 a2/3 	e CAI  

konfiguracionom promenljivom prostoru apsolutni iz-

vod impulsa je 
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• 	

P?'d 
	 52 .- 

de` 

B obzirom da je Kristofelov simbol druge vrste za 

posmatrani slu6aj (75) jednak 	S  ( S.  0 	to se 

izraz (83) svodi na oblik 

d 	 -aa qp a 	a 
(84) 

/3  /19/31b' 2 a  z /:)-(/°,0 ara 27j at 
Posle zameneiPsa 	Q°`/'f, / /0,0  - 

u jedna6inu (84), dobija se 

6?; 	 67 /b-/b .,0 

	

71" ------ 	 Ce  

	

ae 	at (85 ) 
i1Li 2RO j e 14/ 

/ -a a 
of:' 4 P  +a-52,3 2 f2 	/:;V2/3 < 	 (86) 

Uslov (85) i (86) predstavlja analogan Liapuno-

vu i Vuj6iou kriterij stabilnosti stanja ravnoteie za 

slu6aj delovanja na sistem reaktivnih i potencijalnih 

sila. 

a) Ako generalisanu potencijalnu silu izrazi
.mo 

u obliku 

?/7 
64( - ,:r  

a funkciju W molemo izjedna6iti sa potencijalom 17 

za taj slu6aj uslov stabilnosti (86) postoje jednak: 

ri 	a/7 • 	adc 

02/' 	 2 at ( 87) 
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Ako potencijalnu energiju posmatramo u okolini polo-

zaja 	a prethodno smo je izrazili u najni- 

'io0 aproksimaciji /TV cp _egA to je generalisana 

potencijalna sila jednaka 

v 

a reaktivna sila u istom poloaju bila.bi 

3/f 
,v-fi 	 z7/3 (88) 

/72,. 	(..„( 	Pty3 

a2g ag rre_a - 

to se uslov (86) svodi na oblik: 

d°4 x p 	 1)°(  a k) 	W2 c(  
g 

.3:A 	
p az 

.7,-
az 

 —.62 (89) 

a( 
6to posle zamene /0/3  sa it) =,(2,932 i ■)(/' s 	 y'QP cxp  

postaje: 

0 " p 
/ a cf 	/ C _____ fi 

2  a 	f-P 	a zt 22 (90) 

i:Li kako je prema 139] 	Cic2, 	 .-*62,44,4 

to se izraz svodi na oblik V
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b) Uvodjenjem proporcionalnosti izmedju br- 

zina 

Uslove (90) i (91) dalje moemo izraziti tako gto 

ako vrednost za/Puvrstimo u (90) dobijamo 

7) 1 as -s aap 
'2,,(P.2 	 "s/32 	 • 

iii poste izvrgene transformacije, s obzirom da je 

prema Lg 	 ciz s uslov (86) je jednak 

-..< 	 (93) 
2 — 1-  ayls2 8:2Pilc:tp.f2/6 $'0. 

Uslovi stabilnosti (90), (91) i (92) omo-

guouju da se utvrdi stabilnost stanja ravnotee si-

stema taC aka promenijive mase u okolini ravnote'i- 

nog poloi',aja j?-co, pct. ---(7  

Ispitivanje stabilnosti ravnote'inog stanja 

pomoeu ovih uslova stabilnosti olak5avamo problem ti-

me gto ceo postupak ispitivanja svodimo na odredji-

vanje funkcija koje figuriraju u uslovima, a koje mo-

Zemo ne sa tako velikim tegkooama i odrediti. 

c) U sluCaju da posmatramo sistem sa jed-

nim stepenom siobodne metriCki tenzor jednak je: 

a.„' _ 	a ,, 

odnosno 

42" = Q i  

to se (90) svodi na oblik 

• - I 	/ 	2 	/ • 
	2  

	

a, a 	74  cap, 
• - • 	/ 	-.2 

a I.C
,Q - C2 .12f C2 

(94) 
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3.4. STABILNOST DISIPATIVNIH SISTEMA 

Na sistem mehaniCkih taCaka promenljive mase 

pored reaktivnih sila, deluju generalisane potenci-

jalne i generalisane disipativne site. 

Za ovaj sluCaj stanje ravnotee bilo bi sta- 

bilno ako je izraz: 
a 62" a w 

are 	 (96) 

manji ili jednak null. 

Za sluoaj da je pozitivno definitivna funk-

cija W jednaka 

VC/ =-1 Cae/3 

a da je generalisana disipativna sila 	izraIena 

pomoou Relejeve funkcije, gde je)q-pgenera-

lisana disipativna sila tada je generalisanadisipa-

tivna sila jednaka 

1.4c 	- 
p 

pa se uslov (96) svodi na oblik: 

1  <6 • .11,i6 	 *" , czar 	. "1  fc 	F‘o (97) - — ,ya 	42.,A  	cz.v, 	 . 2 

Ovaj uslov moemo koristiti za ispitivanje stabil-

nosti ravnotenog stanja sistema taCaka promenljive 

mase, ako na sistem deluju reaktivne, potencijalne 

disipativne site. 

Ako je sistem sa jednim stepenom slobodan, uslov (97) 

se svodi na oblik 

- 	2 a 2 	 60 jf (98 ) 
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Obi6no matemati6ko klatno je sistem.sa  jednim 

stepenom slobode kretanja, to eemo s toga na njemu 

izvriti primenu uslova stabilnosti ravnotenog sta- 

nza (95)  1  (98). 
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3,5. STABILNOST STANJA RAVNOTE2E  MATEMATIoKOG 

KI1ATNA PROMENLJIVE  MASE 

a) Ispitati stabilnost stanja ravno- 

tee matematiCkog klatna kojemu 

se usled zamrzavanja Cestica vode 

ravnomerno po povrgini kugle ma- 

sa kugle ravnomerno menja. Kugla 

je polupreCnika r, i prvobitne mase m Na kuglu 

deluje sila zemljine tee Kako je matematiCko kla-

tno sistem sa jednim stepenom slobode, to da bi sta-

nje ravnotee matematiCkog klatna bilo stabilno l 

 treba da je zadovoljen uslov; 

- • / " 	2 
ea 	

2 	.2 G. 
(99)  

Apsolutna brzina Cestica vodene pare, koje se 

zamrzavaju ravnomerno po povrini kuglice jednaka 

je nuTi tj. 12 =0 i time prvi Clan u uslovu (99) 

otpada i on se svodi na oblik 

-2 c,,e .<0 1 	• -:2- C2,2 (100)  

, 
inercioni koeficijent a1 je

Z 	
odnosno 

/71 
42,..../771

2 
 a izvod inercionog koeficijenta po vreme-

nu je 	
2 

a,= /271. 

Koeficijenti restitucije c (t) i njihov izvod bill 

bi 

Ci = rn Ye .  

Akc uvrstimo vrednosti izvoda u usiov (100) on se 

cvnrii na nhlik 
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711 	C' ", 

59•- 

(1 2,74;i_ g ite d?) 

akakc je izvod mase fn , kordinataP , i  duHne klatna 

veeaod nule, to je izraz (1o1) uvek manji od nule, akb 
2 2 	2 

je )4' e 	'IP pa je ravnote'Zno stanje =n V=0 posmatra- 

nog klatna stabilno. 

b) Kugla prvobitne mase m, i poluprenika r e  pave-

eava maasu pripajanjem novih Cestica usled zamrzavarja 

revnomerno po-njenoj povrgini 6estica vole i pri tome na 

nju deluje pored zemijine tee, sila izrelena promenom 

mase i disipativne sile Cija je funkcija rasipanja 

if  /0  ti7 2 	
gde je 	›o . 

Stabilnost stanja ravnote .Ze ovoga sistema is-
pitaeemo na osnovu uslova (98) 

(c, -fr hi) 111 4 C', g s  o 

Apsolutna brzina Cestica vodene pare je u = 0, 

take da se uslov uprogauje na oblik 

- 	
7, 	c, 2 2  o. 	 (1o2) 

Generalisana koordinata je ugaoni otklon tj. 

inercioni koeficijent je 

=ff7L 2" 

a njegov izvod 
• /? 

= Th6 
za male oscilacije potencijalna sila je 

v 

("1(1 
- mg/ = c t 
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a izvod po vreenu koeficijenta rastitucije matematiC-

kog klatna bio bi 

Zamenom gornjih vrednosti u uslove (1o2), dobi- 

j amo 

1;9/(ZY2-p4'.2)] C O . 

Kako je u posmatranom slueaju izvod mase pa vremenu uvek 

veCi ad nule tj./72>0,a isti je slu6aj i sa b, 1 i g, 

o6ig1edno da je tada izraz sa leve strane za svako t 
	

to 

manji od nule ako je ( 6  tr; 2  "i" /2.;z 2 ; 21.) 	2z pa je ray- 

noteno stanje matematiL'..kog klatna u Polo s aju 	4"= o 

stabilno. 

Ovde jasno proizilazi i poznati sluCaj ponaS'anja 

matematiCkog klatna konstantne mase u okolini poloaja 

ravnotee pri dejstvu otpornih sila. U tom slucsiaju je 

izvod mase ni,= 0 	 pa se uslov (/02) svodi na ne- 

gativnu funkciju 

to prema kriterijumu (96' ) dobijamo da je ravnoteEno 

stanje 	 /. o stabilno. 

OCWIBIA ePIATISATLIA 1.12721a7:10r PAAA 
3A MATEIAT11:(Y, NEXA',4Yd.(Y dJ ACTP01 -10NMY 

j 11 	 El T 	A 

E p o j: 

AaTym: 
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4.1. DIYERENCIJALNE JEDNAOINE POREMEOENOG 

KRETANJA MEHANIOKOG HOLONOMNO-SITT5:- 

RONOMNOG SISTEMA PROMENLJIVE MASE  

Poloaj holonomno-skleronomnog sistema pro-

menljive mase u faznom prostoru kojeg posmatramo od-

redjen je sa jp;. nezavisnih kor-

dinata. 

Kretanje sistema u faznom prostoru kordina- 

t a 024  4, 	 p4 odredjeno je sa 2n difererencijalnih 
jednaCina prvog reda. 

Re5enjima tih jednaCina 2., = (e) 7  t.t ../fIr 

odgovsra neko odredjeno kretanje posmatranog siste-

ma. 

Uporedjujuoi ovo kretanje sa drugim mogueim 

kretanjem za posmatrani sistem ono Ce biti neporeme-

6eno, a sve ostalo sa kojima se ono uporedjuje prestav-

ljaoe poremeoena kretanja, odredjena relacijama: 

Yzv r e 

= 	( 	/2„ 	
(1o3) 

VeliCine 	 ( C"-(1 -.../ 72. ) predstav- 

ljaju poremeoaje kretanja. 

Diferencijalne jedna6ine neporemeoenog kre-

tanja holonomno-skleronomnog sistema promenijive maze 

u faznom prostoru mogu se napisati u obliku: 
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k ate 
7-7  a/oac,  

( 1o3) 

H 

gde je 

hamiltonova funkcija 

nepotencijalne i disipativne generalisane 

sile 

i) 	generalisane kordinate sila izazvanih pro - 
menom mase posmatranog sistema 

Medjutim, analizU stabilnosti kretanja moemo 

izvrgiti pomo6u varijacije Hamiltonovih kanonskih di - 

ferencijalnih jedna6ina: 

s (dr 	( H 

le* j 	ap. 

gle) 
= S 	 (1-04) 

Vrednost kordinataf i ,p za poremeeeno 

kretanje bila bi 

p.t 	 )20,r 

pa se jedna6ine (1o3) mogu izraziti u obliku 

42/(2-i'V__  a 11 (t, ./(74/0.41.) 
(1o5) 

Ctif 	 -ape< 

/--?( 

Razlaganjem desnih strana jednaZina (1o5) u Tajlorov 

red pc, 	
. 	

dobijamo 

a 	aac 	r  

gde I 	oznaCava male veli6ine recta ve6eg od prvog 

zavisne od veliCina 
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Za reaktivnu silu dobijamo: 
1:2, 

Et — 5 # a ?4 I- 
dyp 	bA  

Sada se jednanne (1o5) mogu napisati u obliku: 

c2/(244-) 	
,a N

aka arap FP 
a2 11 F3 

ate 0/0, 6 /3  

	

a/647‘' 	 2/L/  

	

di 	'(),r 	DI(  af/j 519  

a a W)  
g  ap3 

,t, 

Posle 	

462g 
q.ft — 9p -1-  k; 	.74 

a tip 	
af/J al"dtp 	c. 

Posle oduzimanja jednanna (1o5) od (1a6) do-

bijaju se jednanne poremeeenog kretanja u obliku: 

dr = fa-2H  ./5 

aft dr' 	arapp 

(1o7) 

13 2A/ 	t  
at 
	924:3r) 

gde je 

2 ,4-/ 

32`" arp  
-Dar ,3 a 

„"p  4 
6 	a2/3 	apis 

„et .1,1„ 	 .04)#2, 67,-• F 

A ko su kako je pokazanor523apsolutne brzine Cestica 

taCaka sistema jednake nuli, iii su brzine otpadanja 

i pripajanja 6estica kolinearne i medjusobno jednake 
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kao i brzine dinamince promene usled otpadanja i pri-

pajanja Cestica, onda jednaCine (1o7) poremeoenog kre-

tanja su: 

D 2H 	 'a H  

di a l'afte 	yre alto,,, 21' (1o8) 

2  Al 	a 2 	a_r 	3a 
- 

	

7/3 	?/) +0 9P ). 

	

ae..? a 	0150,70 	app 

Ako je za posmatrani sistem 1752 J Hamiltonova funkci-

ja jednaka: 

a 	a‘e/) 130e pp + ( 	_ . 1? 

to jednaCine (1o8) moemo da svedemo posle izvrene 

zarnene izvoda Hamiltonove fuhkcije 

92/3 ap.1 	 afi3  

H 	C2 .e/3 

a -Ofp 

a  z 	 z H 	212 .rs 
= 	 -a '21/.  

a 	.2P(af /3 	2  a2 'ft'a,r/ 3  PJ'l 4  al, -5.2,v,  

na oblik: 

= 

	

'D2 	21 	rS 	 ea z1/ 
art,59,2 	, 

'Da: , -Da: 
fide je + --- ,-14 ----- on ,t 

	

D ,, 	 agP 	a IP 61'  
Kako je generalisana potencijalna sila jed- 
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naka 	 65. 

"DV 

to e 

2 	. 
a2 c a213 	•D'YP 
	 1  pa se (1o9) mo'ie 

izraziti u obliku 

tX 
 

) Q 	
r 	 i( 11` 

—,1 2  r/c1' 	r  r_,, es 	'a Qo  

- - 	- 	/ i  ' ' 	br  jos y 
a -' Pt' .  gir -i-  ofF 

Lip, 	‘a Q't p .-aQiii. 
 /2,0  

ay 's> 	aft* 	afri L  

ili poste zamene 

= 

dobija se izraz: 
e-aef'e  
af 	

-7L 	 'ict4  

.PS 	 p 	lir 
cz 24' s 	P 'a a 

pa.ps 	— a 	3-27r, 	-74 
-g Dv,  Of' 

Prema [s 
	

kovarijantni izvod metriCkog tenzora 

sistema promenijive mase jednak je: 
<a a.,p 	 ,.... s 	 s 

c2 ,,, 0  ,, ,_ 	_ ,...2 ,,,,p icc.a, _ c207, c i, =0 
I i° 	aRt 

odakle je 
a" = — cz.4‘1*- r 	_ ez ./` r . 

1114- 	P ? 'DV 
to se jedna6ine (1o9) mogu konaCno napisati u obli-
ku 

w  ' — (ce?' r- ):  + a el' r-//:' ) Pe r  I- 624(12 r 

,--- 4 	3./4 4.  

1)2113s  aiv) 

k )(in) 

I"(  ibeie' -f  

ea ale 	'D 

4 	§ 
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odnosno 
aA ,  . 	 (re '-a a 

-a262' 	a 	
At, 

• eTf 	f")r/P'6. 	 /1°,14 	 7—  Pfi  
a 5'se 	aps ap4 

Za sluCaj kada je osnovni tenzor a = 

tada su jedna6ine: 

,ct 	
(112) 

aft2t, 	 120  - 

Diferencijalne jedna6ine kretanja sistema promen-

ijive mase, moemo sem u kanonskom obliku, faznog 
IP) 

prostora l  izraziti i u 	- prostoru. 

Diferencijalne jednaoine neporemeoenog kretanja u 

kovarijantnom obliku su 

• • 

2 iL rep 
za.e5p z = 	 (113) 

Ako se prilikom kretanja sistema javljaju poreme-

6aji, tada su generalisane kordinate jednake: 

r 
gde su 	poremeeaji. 

:Diferencijalne jednaeine kretanja posle zamene 

generalisanih kordinata 	sa f-irsvode se na 

oblikE523: 

e 

tr- 	ge+ 	2P 	P) 	
(114) 

.YA t 

66. 
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67. 

kristofelov simbol posle izvrgene vari-

jacije uzimajuei u obzir sand) prve stepene jeF421 : 

	

— 	 Fa; 	
(115) 

Reaktivna sila '7:" kako je pokazano kod i ] je slo-

"iena ±unkcija koja uglavnom zavisi od brzine kreta- 

nja taCaka sistema i apsolutnih brzina . Cestica l  ko-

je se 3)ripajaju iii odvajaju od taCaka sistema. 

Prema I. MegCerskom reaktivna sila je 
,2 

= 	f:/zern;c#(41
,Ji 

	

gto se u 	 prostoru maze napisati kao 

cza,a ("2 (117) 

(116) 

Kako je drugi deo izraza (117) zavisan od 

brzine ta6aka sistema Y; to je on posle nasta-

log Doreme6aja jednak 

, odnosno 

Siagis, / -0( 

(g 	/ 
i- 

Prvi deo obzirom da zavisi od apsolutnih br-

zina Cestica, koje su funkcije 

- ) 

ili posle izvrgenog poremeaaja 

447 ,- 	 - - • ) 
razvijaju apsolutne brzine u Tajlorev red [423: 

A( 

= 4107/ 	 (-2tr6'17,-,‘2.  0.19) 
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(12o) 

id =s ie 
(Lc/3 

Y/̀ <• - of (  

a fi99  ezep (ap i  
a-6 	ar.i‘ 

p 	r 	P 
afn  

Ofi)  

mase, diferencijalne jednanne Za sistem konstantne 

-I-  

gde Z predstavlja Clanove vieg od prvog reda , svodi 

se na oblik: 

[a 07.  i i 4  _ZAj  ( 7--2 6/41/..  o-  * 	(119) 
4, I- _.1 
N--- um;(4,--  /7 

(P) - = i  IA' 	A  
1 07) (2/ 

-i-  ,2.7 ( - —314. . . . , :1. 4:  )2 - I 0 
a----t 	vY` 

Ako od jedna6ine (114) oduzmemo jednaCinu (113) pred- 
oc 

hodno generalisane sile 64.i reaktivne sile lyVL  se ra= 

zv:ijaju u Tajlorev red po poremeoejaima 

	

— 	--.-- 

OfV7 	OZP 

68. 

to posle odbacivanja Clanova vigeg od prvog reda dobi-

ja se diferencijalna jednaCina poremeeenog kretanja u 

W . konfiguracionom prostoru ft:, . 
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(122) se svode na prostiji oblik 

,p4 

+ ay; 	a 2/3 

OCIIOBRA OPrAIIN3A1151JA YAPYME1101* PAM 

3A MATEMATHXY, MEXAHAHY H ACTPOHOMHJY 
fi 14 El J1 0'I EK A 

Bpop 	  

Aarym: 	  
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4.2. USLOV STABILNOSTI KRETANJA SISTEMA TACAKA 
PROMENLJIVE MASE  

U ovome delu rada, oslanjajuoi se na rad ;-18] 

re'S'avamo opS"ti problem stabilnosti kretanja holonom-

nog skleronomnog sistema taCaka promenljive mase, ka-

da je konfiguracioni prostor takav da njegov metriCki 

tenzor zavisi posredstvom mase samo od vremena t. 

a) Varijacione jednaCine (111) poreme6enog 

kretanja posmatranog sistema za koji traZ'imo uslov 

stabilnosti za-uvedeno ograni6enje konfiguracije si-

stema upraouje se na oblik 

,a 620,1. a d + 	 "-a acv  n 	(123) 

2°4  --aps 	/z is 2P  a-ft ) 

gde je (..,teoe  t;ie  •ci 	1.1 	# ir:?(  r 

a jednaCine (122) se svode na izraz: 
.dam

` 

2f- a°` A 	la 6r /34  ra (74' °e  r' 1  
, 

jer kordinate tenzora acep zavise same od vremena, 
"c) or.(1. t 	1e 	 0 , 
a7a1--  

Akio uzmemo da je 

a, eD ac,v  
6 °d p = 

a2A 	°IP/3  
tada se jednaCine (123) upro'Souju i svode se na oblik 

(124-) 
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Da bi postavili uslov stabilnicesti za posmatrani slu-

6aj kretanja sistema polazimo od :.^adar.32j, uzimajuei 

funkciju V kao zbir dve funkcije od kojih je sva-

ka pozitivno definitna za svoje kordinate, a njihov 

zbir za sve kordinate 

I ncT 
tako da je 	V 2r 

p_, 
 

(125 ) 

Izvod funkcije V po vremenu t jednak je 

04/0. - 	i _aceP 	°D kr/ • 	2 kr,- 
V = a /ex fp -7'.2 ? .t. 2 - ,=!, ÷ 5F., re f

at_ 
ili u smislu jedna6ine poreme6enog kretanja 
• - oei) 	/ 	 -a 6?', 	i 1 42,t , -a kr./-  ,3  ca kr,  
V = a 7/' ( c./3 V* — N+ff i-0 ?it PP -2/-  — t- / - *.  ali)/0 	 ?P 
to moemo dalje napisati u obliku / 

• 2W i ea an 	iC rA 9 a« 	'.4) 	"0 kr/ , c• 	 ,c 

ili posle zamene poreme6ajne brzine sa 
• et' 

Q. ?„3 

izvod funkcije V se svodi na oblik 

	

it, ic 	p 
/ 	r''' ,W . 

\ i 	r,  4  _ 4 25V317,t /1 	e 	'a a oc /1 4. 	] 0 "r  

V 

,? 	
.e.  C t Is  	.9)  ) 1  afict  (/) a r 4  / 	

h 

ai 2 D 	 :' -(1  

Aka je moguee na6i takvu pozitivno definitnu 

funkciju 

w u kojoj 'e izraz 

(126) 

213 	cep 	 In 4 	 1(2.43/4 
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rnanji ill jednak null, neporemeoeno kretanje skle-

ronomnog holonomnog sistema taCaka promenljive ma-

se je stabilno. 

U sluCaju kada su apsolutne brzine Cestica jednake 

null, iii su brzine Cestica pri opadanju i pripaja-

nju kolinearne i medjusobno jednake kao i brzine 

dinamiCke promene usled otpadanja i pripajanja Ca- 

stica, tada se izraz (126) svodi na oblik: 

prf I ic  
VC/ 4 3  (2- 	 aaf 	Doe 	,Da'-  

a 	Pa 12P -7'1  

po'gto svi Clanovi koji su sadr'iava1i reaktivnu silu 

otpadaju. 

Posle zarnene 

P 	gi) 	 capfi 

sa
ga 

, dobija se 

7; 	
r 	

7,0 	
.40(127) Of°141-4

. 
  

.dp 

Na osnovu uslova (127) poznavajuoi vtednosti metri6- 

kog tenzora, generalisanih sila i proizvoljno odabra-

ne pozitivno definitivne funkcije w mo'iemo da utvrdi-

mo da li je kretanje sistema stabilno ill nije. 

sluCaju da generalisane sile zavise samo od vremena 

t, tada bi njihov izvod po koordinatama poloaja i po 

brzinama bio jednak null, pa se uslov (127) svodi na 

oblik: 
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62- ' 	ws 

2 2t `2°(. 

(128) 

< 0_ 

b) Uslov (126) izveden je posmatrajuoi kreta-

nje sistema u 2n- dimenzionom faznom prostoru. Do 

s1i6nog uslova za stabilnost kretanja sistema ta-

6aka promenljive mase more se doei ako se kreta-

nje posmatra u n-dimenzicnom Euklidovom prostoru. 
r— gat.  Za posmatrane uslove za koje je 	jed- 

na6ine neporemeoenog kretanja mogu biti upro56ene 

na: 

cti 
	 ak* (7 	

( 129 ) 

Analogono ovome, za poremeeeno kretanje je 

(130) 

Kada se desna strana jednaCine (13o) razvije u red, 

a od jednaCine (13o) oduzmemo jedna6inu (129), tads 

se dobija apsolutni izvod brzine poremeeenog kreta-

nja 

DrP 	113 	 oy, 	
(131) 

funkciju biramo u vidu zbira dve 

pozitivno definitne funkcije 
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je: 

k .gat  rt 
(132) 

Izvod prve ove funkcije  

d 
]-• 	t ao'is r 	cz-c 

Posle zamene 

4",r)  

L` 	̀̀DV-°`n 
PI` Din 	2P 

a druge 

i-rz 	-„ 

dt - ? 

	

s ae 

Posle zamene vrednosti (132) i (133) 

(1 33) 

(-1  62'0(.p 	? it)) 

,,Z 
dobija se uslov stabilnosti kretanja tako uprogeenog 

sistema ta6aka promenijive mase 

	

ce 	K 

	

`D W - _L:a 14'.  L  i '2■ ,t2e,'P -, c  : p 	a 	p 

	

? t 2 2 e 	ay? 	i? 
•-•Dtt` 	p 	e" - 	- 	1„ 	( 34) 

4- — 	+— r)a..,p r- .‹.-0 
32."9 	dif4 

f. p 

uslov se svodi na oblik 

51/)11 2 	F 
	14. .7 ay>  /1) 

odnosno 

w  
4.  (ear,  2 at 

or 

(138) 

Prema tome, ako molemo naed takvu pozitivno 

definitnu funkciju 	, da je uslov (138) zadovoljen, 
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neporemeeeno kretanje posmatranog holonomnog skleronom-

nog sistema taCaka promenljive mace Ciji su inercioni 

koeficijenti Clap = ap 	je stabilno. 

OMBRA OPrAIIIMAIINJA YPPYINEHOr PAAA 3A NATENATUY, NEXANNU H ACIPONOMNJY 
BI4 E1JIHOTEK A 

Bpol: 

AaTym: 
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5,1® 1 :riINItNA KRETANJA NEHOLONOMNIH 

SISTEMA MEHANItKIN TAtAKA 

Posmatrademo mehanifti sistem M kojeg 6ini skup 

od N dinamiftih ta6aka promenijive mane mi . 

Polo"iaj take mehaniftoy sistema odredjen je vek-

torom poloiaja 

1;:e7  = 	. 
Kretanje ta6aka mehaniftog sistema promenljive ma-

se je ograni6eno sa k holonomnih veza. 

0, 

= 	- • 

(137) 

i L neholonomnih skleronomnih veza oblika 

- 

/Ai .11; 	I; 	a. 	(138) 

(I= 

Neholonomne veze u 	generalisanim kordinata- 

ma su oblika: 

an, • 
• ay, 24. 4 4/1  = 

odnosno, ako je 

cede su 	956.0 ir  (2,, 	
1 
	 f 	fUnkCije 
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neprekidne i diferencijalabilne do reda koji je pot-

reban, veze se mogu izraziti i na ovaj nadin: 

0. 
(139) 

Sistem je pod dejstvom aktivnih sila 

4.411. 

= 	 ( r; 	 V r/:/ • 17  ; " • • / 

reaktivnih sila 
•••• 

/ 

F 	uz 
i 	

Ai 

sila reakcija veza 

Kretanje 

= E Ap r a  di  fp  r a-174  5g.  
.=, p=f 	 4  

sistema na koji deluju ove sale posmatra 

se u nekom promenljivom konfiguracionom prostoru R ft, t = 

2 1/ - • • '2'3/- 

Bozo prostora je 
-- a 4- 

-" a.9"` 
Kretanje se mode opisati Lagrangeovim diferencijalnim 

jednadinama 

Wi 

prve vrste 

Al Bra- cei  -63 	gs, /Ai 
=-1  

(14o) 
...411•10 

gde su,Irfp mnogioci veza koji podlegu odredjivanju,ai je 
•••■••■ 

apsolutna brzina odbadenih i pripojenih destica, Zt je 

apsolutha brzina tadaka sistema, a/k;brzina dinamidke pro-

mene mase. 

Jednadinu (14o) mogemo napisati i u ovom obliku: 
-.. 

i - 

di
(fiz . 24. ),_. F: 	us. e- lAp  eretze6,a#1-af‘  4 ;  (141) ce 

In 	 Gr/ 
Da bi se ii jednadine oslobodili (141) mnogioca veza 

smanjili broj deferencijalnih jednadina, pomnogimo Jed- 

na6ine (141) skalarno vektorima 	i sabiramo tako dobi- 
af 

jene jednakosti: 
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/4" 	Z r; .  
?ret" 	aL,2 K 

78. 

(142 ) 

Izraz na levoj strani jednakosti (142) tran-

sformisademo na ovaj 

d ( ..27:   --rj. 	-51/.  ( 117  
a c'e 

Porto je 

jednakost svodi na oblik 

aka

art 	24_7  a 2r,  

arapi 
ar.

.2" 	- , n1 t° 
 se 

ay- 
774:* 

rn ar7 a11:7  oie) 02; rr 
de' 	02,  aft z  

r t a 
°V3  apt 

ili da1je 

ei 7N  in; 	22.7.  
a' 	ay- ay 

l'grf 

in; 	P S 	24  a 

Metrini tenzor i generalisani impuls posma-

tranog prostora definitemo °vim jednakostima 

a == .1 4A- 
ar ai?. 

n7, aka aye 
(143) 

= — ov,z. 

Pogto je mi = icz (i) 

kcija i vremena 

..9 = a pd4 

ie  ct 
/3  

fun- 

Zato se levi deo jednanna (142) konafto moEe ovako pisa- 

ti : 

e4,1 -- 42 	rn  jp 	 _Dpw di  
df 
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Masa sistema m: 	i brzina dinamift@ promen9 

usled pripajanja i otpadanja aestica ostaju invarijan-

tne u odnosu na sve ovde posrnatrane transformacije koor-

dinata, s obzirom da zavise samo od vremena t. 

Kada u jednaftne (142) unesemo jednakosti (143) 

dobijamo kona6no izraz leve strane jednaftne (142) kre-

tanja posmatranog sistema: 

el"t 	1:4 P)732dr=la' 

	
(145) 

Na desnoj strani jednanne (142) imamo, prvo, genera-

lisanu silo 

(146) 

Zatim, kardinate reaktivne sile 

-4•• 

z ti; wit 

i sile holonomnih veza, 

Al 

Ap 	 = 0 are 
4.r/ 

i sile neholonomnih veza 

— - 7  a-fir 4)o 
izrf 6 
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(1, 	f  • ' "2) 
v( c 

Sada jednannu (148) pomnomo sa 

80. 

Kona6no, dobijamo jednanne kretanja neholonom-

nog sisterna taOaka promenljive rnase u linearno pave-

zanom prostoru: 

D Pot 	4 a 	re7x 
.Q7 	 0•7, 	 (ce.=/, 

koje zajedno sa jednainama 

4P‘ 	+ 564 =
°OP 

2 	/:)., 
obrazuju /7-. jednaftne, pomo6u kojih mo'2'emo odre- 

diti kretanje.sistema M. 

Da bi iz jednanne (147) odstranili mno'zioce neholonorn-

nih veza, napi6emo prethodnu jednannu u ovome obliku: 

fl 	r, r- • 
" 

#1- -e6 ske (148) 

(147) 

.ac 
CID 	 ace I  -0- lemes ' -1` 	ae4 (250 
J 

g 	 (149) 

Obzirom da je 

434De f(i) 	a6 I ar c f  
moEemo sada mnoiloce nehoIonomnih veza da dobijemo iz 

jednaftne (148) u obliku: 

cy 	

(150) 
ace 011.‘' 

( Q,f 	
ase, ›. 	?) 

Ako Wiz (15o) zamenimo u jedna6ine (147) tada 

se one svode na oblik: 

bee 	49")..c 	, 

	

L-1( ci 	/ J. 

it= I 
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Konafto, kretanje posmatranog sistema M se odre-

djuje jedna6inama: 

aJioc 2 
	

(151) 

= ov 	si3y 	 6?*e Re) 
GC~ 	 1J = •rt 

• . 	.z 
_456,0c 	56,6_ 	• 

Ovaj sistem sadrii 2n jedna6ina prvoga reda sa isto 

toliko nepoznatih kordinata. 

OCROBRA MUMMA YAPYIKEHOr PAAA 
3A MATEMATHXY, MENAI-MY 11 ACRIMONY 

BlIBAEIOTEKA 

po j: 

(LiaTym: 
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P 

82, 

5.2, JEDNAtINE KRETANJA NEHOLOLOMNOG CISTEMA 

PROMENLJIVE rIASE SA KVAZICIKLINIM KORDINATAMA 

cr i  
Kvazicik1i6ne kordinate 	su kordinate od kojih 

eksplicitno ne zavisi kineti6ka energija T, generali-

sane site i koeficijenti neholonomnih veza. Ako je ge-

neralisana sila Q koja odgovara kvazicikliCnoj kor-

dinati f jednaka nuli, kordinate su 

Da bi dobili jedneaine kretanja neholonomnih si-

sterna promenljive mase sa kvazicikliftim kordinatama 
, ‘r  . 13  

podjimo od kinetifte energije 7.442,tp y j? 	jed- 

na6ina veza 

167 	" ita = 

` ). rf  

550./.2.4‘14- 95i1 	0. 

gde su ( oec. 	_  	) indeksi kvazicikliftih 

kordinata, a (.11 .,--1n•-•, 12) indeksi pozicionih kordina-

ta. 

Ako jedna6inu (152) komoonujemo sal/doblja se 
673 1  

( I52) 

odnosno- 

fi 
r 

Da bi se eliminisale generalisane brzine iz kineti6ke 

energije, sledide postupno: 
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P 
I. 7" 2  od/..) 

id. may/, 

83. 

T 9
. 

c • a 	 .1/ • 
°<13 	2 	a  2 /i  

T / 
#i as 41  9' 	7411 42•14/i •ff. /V 474  1 4:i141  

=1/ 04 

-,... 

I r` 

gde je 
ft 	 K 

-( 42-4//, ' 	s5/4  * ems'55•# 	1.•  .91°7,1* 	A2•.%) • 
" = 	

/ft •• ,fl• 

U rnesto generalisanih impulsa 	ovde demo posma- 

P.6 
- de/ 

‘°e:  

-DT 

a_es'c 
Pogto je 

menata 

koja je po definiciji jednaka: 

''' ?7' .4' ... , . 
.----- ai- 

vati da je 

/" *2 

gde je 8tkofaktor ele- 

trati veli6ine 

cf 	o 
1?-/- 	S 

I , 

dobijamo lbr 
Uzimajudi u obzir rad[5]da su kordinate 	kvazicikii- 

6ne, jedna6ine kretanja posmatranog neholonomnog sistema 

promenljive mase su: 
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84. 

( 153 ) 

ovde je: 

1;) 	= (g. 74- a< 

(To 

AZ 	generalisane kordinate sila nastalih promenom ma- 

se posmatranog sistema. 

Kordinatelmogu bit1 odredjene relacijama 

,-,..17 / 	4/ 
i 1)  = is 4)  ( 2 

.2' _ '7° cx. 2 	y = re 
I 

To omoguduje uvodjenje linijskog elernenta 

aim 	7 Ca 2  = 6-0c1J a',2Q 	. 

U ovom metriftom Vm prostoru, jedna6ine kretanja 

eapljiginavih sistema mogu se ovako napisati 

vP " 

e /3 45A  

ZiF 	fiJi 

(154) 

gde su 
zt- 

o- (cz " ,p 
to, 41F iit.'="4/ 

 rfiia  XY 

Sistem (154) sastoji se od 2 m jedna6ina sa isto 

toliko nepoznatih funkcij a gv.= .
17t1

/  fia,  =73441. Kada 

se regi i regenje zameni u jedna6ine neholonomnih 

veza (152), ostale kordinate f se iz ovih mogu dobiti 
kvadraturama. 
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85. 

5,3, JEDNACINE POREMEtENOG KRETANJA NEHOLONOMNOG 

SISTEMA TAAKA PROMENUIVE MASE 

Kako je pokazano u radu (S ] jednaaine kreta-

nja posmatranog mehaniekog sistera M imaju regenja 

2" =2c4.(Z,6,24 	 
,,ft ; 

, pfa r - - - - „pie) 

= ,4).‘ (6, 	yot 
_ • 

koja za 11 =6*zadovoljavaju po6etke uslove 

(155) 

2t) 	
oe ,2.,•_. 	2 IF  '''„■ /b"/ 

(156) 

	

 dm' 	 .1 4 

Sem skalarnih funkcija (155) koje odredjuju kretanje 

sistema saglasno sa poaetnim uslovima (156), kreta-

nje sistema moIemo dati i u vektorskom obliku 

	

= 	2/(b), 	, 2"(e/). 	(157) 

Kretanje sistema M, dato u skalarnom obliku (155) 

ili vektorskom (157) uzimamo da je neporemedeno, za 

razliku od poremedenog kretanja opisanog jednaainama 

fr 

ff 	«,4••• 

ri  = 	(e/ =ri (2 1(e), - - - • ' 2  (15 a) 

Za poaetne uslove poreme6enog kretanja uzimamo: 

r io  r (z0) , 	yip  =W(.). 
R azlika vektorskih funkcija kretanja sistema 

(158) i (157) odredjuju vektore poremedaja fikoji-su 

jednaki 

-,- 

= r 	,r2 
4 
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?rt . 

N 
■41••• 	 ""a 

Po6etni poremedaji su jednaki 
-311.0 

z = r — 

odnosno, brzine 
•■•41•1• 

0  = \'4:0 	Vc4 	 -.11= 
Kako su vektori poremedaja 
	neorekidne funkci- 

e vremena 6ija je zavisnost ad podetnih vrednosti 

takodje neprekidna to sledi da se vektori poremeda- 

ja mogu dati u obliku: 

4s)i = 	. 	 (157) 

Sada su vektori poloaja poremedenog kretanja si-

sterna ta6aka jednaki 

= r# S = 1L 4 y -1. 

a.e • 
rt: 
	 (16o) 

Oni zadovoljavaju jednaaine holonomnih veza u li-

nearnoj aproksimaclji, pa se poreme6eno kretanje vr- 

51 	saglasno jednaftnama ho1onomnih veza 

(161) 
•■••■• 

) = 0 
.4v 

.■mm. 

koje se mogu razviti u red u okolini tafte(c ,_//e)pa 

dobijamo 

86. 
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87. 

Brzina poremedenog kretanja je 

(162)  

n 	 DY 9 r. =— v  
a37.< 

• 

Ove brzine dopatene holonomnim vezama u pore-

me6enom kretanju zadovoljavaju uslove 	
(B-reg 1 .  

Y = 

ari I 

odnosno 

'ca ° 1:‹ 	.........- 	7 
elt‘ ar aif 

pa jedna6ine poremedenog kretanja ako je vektor pore-

me6aja (159) imaju smisla samo ako se zadr/imo na pr-

voj linearnoj aproksinaciji. 

Kako je dalje pokazano u radu mogu6e je odredi-

ti uslove koje na vektor poreme6aja stavljaju neholo-

nomne veze, koje ogranidavaju vektore poreme6aja i iz-

vode vektora poremedaja po vremenu tj. 

Iv 

E14 2J.# t;= 0, 
= 1 

(163)  

gde su 

r * 1 4 . 6  =1‘ . 6, 

(ix =it( 	_ . 
, 	- - • /IN/ 

(164)' 

Ako sada ove funkcije (163) razvijemo u red u 

okolini.neporemedenog kretanja, dobijamo 
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-e, /, 	D f /  I are 	f. A,  pi /c2.__Z , ' 4 3 /2. 
7, --- 	...x 	"'l- 

ap-  di 	D.27P- 	de ay' ate" 

OF 
Uvedimo radi kradeg pisanja oznake 

odnosno r, • 31  

(166) 

b t 

ter  

(rc • 	riv) +1(c.  

ate f•• 114_ 
, 	-  

Zamenom 162, (165) i (163) dobijamo 

-"D 	f.v 
44 .74   

(165) 

t
ic • 

(e. 
2— 	le --- ar 

Dr ai } 4 
Uf 0,10`e 

Uslove koje neholonomne veze namedu vektoru pore-

medaja dobijamo iz razlike ove dve jednaaine: 

prve, 
' V. -Fie-=Q 8. 	, 

r 

druge, 
-adea  a r, 

/- 	 - • - / • ( 	•,‘ — — )4- 7" 

4A 	a.e) 	 a2/44. 

tj. razlike ove dve jednaaine 
-"" 

E (I 	
2127A , 4. 	Of' . 	j? 	 • — — 	/ '""" 	4  a 

. 	a a:10... 	222' 5 D.fi' 	de ay!" 
i r / 

R also  a 	 II: ,• 4..0, Dr11-  r, 	e. . t  L ef — 	- 41-,  
a9v 	aft 

eit af .- ar) 

5k2k, 
 

a-FP  af/' 

4- 
pa se sada jednaaina  

w 
;,7  

(4:1,* 	 0.277 	
(167) 

svodi na oblik 
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89. 

(168) 

Ovaj sistem od L jednaZina (166) predstavlja uslove 

koje neholonomne veze name& na promenljive 

Ubrzanje u poremedenom kretanju moemo pisati u 

obliku: 

(169) 

d v,. 
 

. 
di 

 (de oft diz af  

Odakle dobijamo drugi izvod vektora poremedaja 

a/ 2  3,  
W `  _ 

Neka je jedna6ina poremedenog kretanja posmatra-

nog sistema : 
i 	 2 

...MP ...•.• 
■Alim. 	 -. 
	 . 

4 	 "lr (170) 

in; ∎Kri  = I:-  '.' 't- Lt..: 10 - TA . e jp r 	74:c  4 -1 - Tre: 4,. 
A 

* 

Ako jednaeinu (17o) izrazimo preko vektora pore- 

mecaja 	dobijamo: 

.4 

yr/ j 	- -74 	-54-7 4-2-  (2: fradz.47 
=/ 

.ffroz.474c) 	(ae: e a'e4i9; 
	

(171) 

41 	414 	
4. 

gde su sile Ft y# 1: oblika koordinata 	rw 

X 	
) 

-4` 
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Reaktivna sila zavisi od brzine tance, apsolutnih 

brzina Ustica, vremena, pololaja, pritiska i dr. 

(71i 111 4'  

Sistem jedna6ina (171) poremedenog kretanja za 

P • z: ima trivijalno retenje. 
) 

Kada jedna6inu (171) pomnoImo skalarno sa 

021-  

i izvrAimo sabiranje po i, dobijamo jednedine u ob-

liku: 

(vvi 	)•"' 1 17 2 ) 

(aze; 4, —24 	?!."s .  
aft- 

Levu stranu ovih jedna6ina znajudi da je 

e r,* 
= 

ate a 

mcAemo svesti na izraz 	 A/ 

of L  
eive 	m; (vi 	— 

aq arc 
471 9/7 

147 44 — art 
4=, 

 

6- 	2 	• p 
— a r,• 	 Df a!)- I 07-e afts- 
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it/ 

9 1 . 

Ako su u poreme6enom kretanju generalisani impul- 

s i P2-  
• •-ar,• 

AZ/,' V(4.  

tada su poremedaji impulsap, jednaki 

iii poste smeneptipAiy/u (174) dobijamo poremedaje 

impulsa u konaftom obliku. 

-■ 

m; 
-a■ 	rT. .0a  
v 	 14. • 

i4 	 ar" 

42/i arft 	 aft 

• (175) 
p 

de 
Sada mo"iemo konaano levu stranu jednaftne (172) 

Dr 
posle zamena 	pisati u obliku 

I 

., (176) --- r,- „do. 	r 
In; ( 	 — 	 - fe .4-' 2  ' a_gr- tit 

Na desnoj strani jedna6ine (172) imamo prvo, raz-

liku generalisanih impulsa u poreme6enom i neporemede-

nom kretanju 

(173) 

(174 ) 
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qre su funkcije od 

A 

(177) 

nredstavljaju poremedaje generalisanih sila. 

aazvijanjem ovih funkcija u red u okolini nepore- 

me6enog krotanjarINdobijamo 

7 247 g,$) i.  74; 

( alv / albs)  

odnosno 

t4 	i i:: ?..v  Y.  / D 4-' 	' ) _ 

i: 

	

' :1 ' ?z"a .ty4 ' 	,..-:" ' ' at, ar41  
-a at  = ri. ( gt, _ [ (? f aly 	Y  14  

Z ait 

a 10,., 	• 
=. 4- 9 (178) 

Drugi than na desnoj strani jedna6ine (172) je ra- 

lika aeneralisanih impulsa reaktivnih sila u poremede-

nom i neporemedenom kretanju i predstavlja poremedaje 

reaktivnih sila tj.: 

( (10!4 	 *( f4) 	 ( ) 	

( 1

4697; 

7 9 ) ...•••• 	-a r,• 

istim postupkom kao od (177) do (178) dobija 

se da je 

cpr,r(e-i:7), 
(18o) 

cal 00: 
— a vr 
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93. 

911i 	7v  4) +7, 

a/bp 

(181) 

Tredi Man na desnoj strani jednaaine (172) pred-

stavlja razliku reakcija holonomnih veza u poremedenom 

i neporemedenom kretanju. Ako se zadriimo na prvoj 

aproksimaciji ovaj Man je jednak nuli, t.j.: 

ari• 	(183) 
pada: --Ace grad,h). 0.--2,fr -  8. 

irt 

etvrti Alan predstavlja razliku reakcija neho- 
"aa lonomnih veza pomnolena sa 	u poremedenom 	i nepo- 
ar 

reme6enom kretanju. 

Razvijajudi u red td, g: kako je pokazano f4r] 

u okolini neporemedenog kretanja, dobijamo 

A 
4 

r' 
e2re4; 

b=f (184) 

# er ow'. 4  
epos 
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Stavljajuft u jeana6ine (172) da je 	 ?At= 0 
dobijamo da su relacije identV3ki zadovoljene, jer 

je 

pa je u tom- sluaajuarC=4 . Sada koeficijentne 

moIero izraziti u obliku 

a 

 

e= 	are 
	 (185) 

Ovde su kako je pokazanorSj 	 mnoIloci ve- 

za u neporemedenom kretanju, koji su kao i ostali 

elementi neporemedenog kretanja poznati, za razliku 

od funk.cij a 'et._ t.j. 

) 

	

-et„ s 4411' ir 5 	 ' 

koje su nepoznate funkcije i za 
	 su 

jednake null tj. 

Zamenjujuci koeficijente 	u jednakost(484) i 

zanemarujuai nelinearne lanove, jednakost (185) se 

svodi na oblik 

E 	lc; ) (a' 43
"

e 
Z. 	 0 II' 

	

-v. 	A.  

/" 	(186) 

Sada konaano, posle odgovarajudih zamena jednaai-

na 070 se mote izraziti u ovoj forri. 

67 	E 	gs 	314  ee: 	 i )  (187)  

Dodajudi jedna6inama (187). 1 izraze (175) J. (168) 

dobilamo cistern od. 2n 4- L linearnlh jedna6ina sa isto 
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95. 

toliko nepoznatih funkcija i  Pro, 	= 

Sistem ima oblik: 

Cie 	r 	ttri 
/ 	

; 

dt 
C2. 94  p # 	!I(.. a . 

1-  

(188) 

Ovaj sistem linearnih jednaaina (188) odredjuje 

poremedeno kretanje posmatranog sistema taaaka pro-

menljive rnase. 

Da bi iz prve jednaaine (188) odstranili funkci- 
/ 

je;e4, izrazimo ovu jednaainu u vidu dve jednaaine 

prve, 

sbotir- 
A-.7.1 

Pie  

pomnon.mo sa 

a-eo./  

i druge jednaaine 

4& 	 A=4 

Sada prvu jednaainu 

/z/4'1/"--.1 

4 
&gz 	cciA. 45!c -06:aet 55°71;  

(7, 	•  55 	95 C4_  ' 
*aka /e teiz 	

1 S e 	I 

	

/ 	, 4-0.c 

to konaano dobijamo 
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koeficijente u obliku: 

vz. r 
le 

Pko dobijenJ vrednost za 	uvrstimo u prvu jedna6i- 

nu (188) taa se ona svodi na oblik 

1  ei. ,- 
 

r 	4.:7 • 

odnosno, 

cliz 7.  
DP/c-  at, 9P" 	4)47.- ait 

Sada Eistem jedna6ina (188) 'mole= napisati u obli-

ku: 

Dr 
— 	(Jd 

( e 	
9,A7 ) — :41-7 .2.0% or, 	WA/is- al 

4:2
/*fr.. ,T 

	

.1‘..  11PC4)/' 	a  • 

Cvaj siEt.em sadrIi 2n jedna61na sa isto toliko nepoz- 

gi" 
natih fvnkcija 7 , 	• 

7,73,771[7.311T PA 

3A 	ViErollEXY ACIPOliONIHJY 

	

16 1,1 	JI El 0 -I' E ki A 

5 po j: 

AaTYm: 	  

9E. 

) 

2A 

( 
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97. 

6.1, STABILNOST KRETANJA NEHOLONOMNIN SISTEMA 

PROMENLJIVE MASE 

Ovde regavamo zadatak o stabilnosti kretanja ne-

holomnih sistema mehani6kih taaka promenljive mase 

korigdenjem direktnog Ljapunovdjevog metoda, a prema 

rad457. 

Stabilnost posmatranog kretanja svodi se na ispi- 

tivanje stabilnosti trivijalnog regenjayto, 2,p. = o 
jednanna poremedenog kretanja: 

r 
dt 
i)2:0 .= 

Peaetno stanje sistenia u poremedenom kretanja mora 

pripadati2n -L dimenzionoj mnogostrukosti S. 

Ako postoji u konfiguracionom prostoru VaL pozi-- 

tivno definitivna skalarna funkcija 

(10o) 

v ^ a 	?jam , 

11V (191) 

diji izvod sastavljen u smislu jedna6ina poreme6enog 

kretanja (19o) je negativan iii indentiaki jednak 

nuli tada je neporemedeno kretanje stabilno. 
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• 	4) je pozitivao Funkcija \x1'r--1 	. 

difinitna, 	su koeficijenti pozitivno definitne kvad- 

ratne forme, koji zavise od kordinata. i vremeria t. 

Diferenciranjem po vremenu funkcije V, lw)ju smo 

uzeli za funkciju Ljapunova, dobijamo 

	

diV 	 ) 
da/tv 

Ze7 	71* dZ 

odnosno 

	

;‘ 	
di 	r the 

Stay: 

rko je izvod funkcije V dat u smislu diferenci- 

jalnih jedna6ina poremedenog kretanja (19o), negativan 

iii identi ki jednak nuli, tads je trivijalno retenje 

ftedna6ine poremedenog kretanja stabilno, t.j. 

	

de 	 a pi. 

cdnosno 

(191) 

a r ) 
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99. 

Ako u konfiguracionom prostoru Vn postoji pozi-

tivno definitna skalarna funkcija 

w 	(t, 	-- • ,r) E c 

takva za koju je izraz 

it'V#  
k r ay? ' 

negativno definitan, tada je trivijalno re5enje 

jednaaine poremedenog kretanja asimtotski 

stabilno. 

ent1191.1 PPFAIIIIMPIJA YAPY1KEN0r PAAA 

3A MATEMATHKY, MEXAHHKY H ACTPOHOMHJY 
14 Li J1 II 0 ir IS 1i A 

p (:#  I: ■•■•■•■■•••••■•••■•■•■••••■•■•••■•■■••■■••■■•■•■•■•• 
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100. 

STABILNOST RAVNOTE2NOG STANJA HLONOMNOG 

NEHOLONOMNOG SISTEMA TAtAKA PROMENUIVE MASE 

Torideli je formulisao teoremu o stabilnosti polo-

aja ravnotete kada deluje sila tete. r,angrant je ovu 

teoremu uopgtio za proizvoljne potencijalne sile. Teo-

rema Langranta odredjuje samo dovoljne uslove stabil-

nosti ravnotete konzervativnog sistema: ako pOtencijal-

na energija inia u polotaju ravnotete konzervativnog si-

sterna sa holonomnim I stacionarnim vezama minimum, tada 

je stanje ravnotete stabilno. 

Ljapunov je postavio pitanje, da ii vali I supro-

tan zakljudak? Ako potencijalna energija ALma minimum 

da ii je tada stanje ravnotete sistema nestabilno I zak-

Ijuduje: 

Prvo, aka u polotaju ravnotete potencijalna energi-

ja f7(f'-'24!)konzervativnog sistema nema minimum i njego- 

vo odsustvo se vidi iz dlanova drugog redai -alfieebez 2antr 

potrebe razmatranja dlanova vigeg reda, tada je polotaj 

ramnotete nestabilan. 

Drugo, ako potencijalna energija /7 konzervativnog 

sistema za 	, 	=c 	ima strogi maksi- 

mum i ako se ta dinjenica mote odrediti polazedi od 61a- 

nova najniteg stepena [7,111 / 	 u okolini kor- 

dinatnog podetka iskljudujudi sam podetak uvek je a w  '- 

I to pri 	parnom n tada le polotaj 

ff 	- - -. 	 nestabilni poloaj 

ravnotete sistema. 

ditajev je dalje uopgtio ovu teoremu L5punova i 

dokazao siedeau teoremu: 
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lol. 

Ako je potencijaina energija f7 kozervativnog si-

sterna bib kakva homogena funkcija odstupanja 

u poloiaju ravnoteie - 	 ••• 	- fo, nema minimum 

tada je taj poloEaj ravnoteie nestabilan. 

Medjutim, na ovome se nije zaustavio daiji inte-

res za istraEivanjima u oblasti stabilnosti stanja rav-

notege. Radovima mnogih nau6nika daije je razvijeina te-

orija stabilnosti. 

OMPINA OTTAtinaMjA YJAPTA1101" PAM 

3A Mt:UMW:Mc MEXAHHKY E AR 
1,11 15J1110TEK A 

p o j: 

Awry m: 
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1o2. 

6,3. STABILNOST STANJA RAVNOTE2E NEHOLONOMNOG 

STACIONARNOG SISTEMA 

Neka je sada poloIaj sistema materijalnih 

ta6aka odredjen sa n nezavisnih generalisanih 

Sisters je vezan za m idealnih neintegralnih 

stacionarnih veza 

(/94) 

=E b r c (f, , ) 

Na sistem deluju potencijalne aktivne sale potencija- 

la Li (19, 1 -- 

Ravnoteini poloiaj posmatramo u konfiguracionom pro-_ 

storu r-dimenzione mnogostrukosti Or u taaki 

..s.• 

Potencijal U motemo u tafti ravnoteie mnogostrukovati 

Or izraziti u obliku 

Ovde su (-2 0. 	C 
	

konstante, a u (P,--/eft) 

predstavlja eve nanove reda vedeg od drugog. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



lo3. 

Da bi odredili stabilnost ravnoteinog stanja neholonom-

nog sistema koristimo teorernu Langrania i Apelove Jed-

naaines 

Ako je u taaki: 

- 	° 
ispunjen uslov 

, 4O, 

agi 

tada ravnoteEni poloIaj predstavlja stacionarnu taaku 

funkcijea(e...,e). 

Energija ubrzanja sistema taaaka promenljive mase, u 

nekom konfiguracionom prostoru Vn jednaka je - 

/1 	
• 

ovde je m o f t). 

Brzinu mogemo izraziti u ovone obliku: 
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1 0 4. 

rtt t 	
c' 

Vs 
 Sic/ af s 

Sada je ubrzanje sistema jednako: 

4w  
V . 	

4-,t, net 
'-a 2P, 	• 

1)(,. ,_ 14' = di 2-rg.  is -14 1-  .E.  • 	2 A  2'.3  
leal ..„." a:tea-5  s,., ?fs 

Sada je energija ubrzanja u Vn prostoru jednaka 

a 	 Di`` DiA 
2 	=2  caVI  dt dt 

S 
	i) 	z 	jt. g 	* 	/ 	/e.,, g 

r• „f" . 4) • Jc 

Apelove jednaZine za holonomni sistem su jednake: 

p 	e • oc. 
5 -1-  ea. a 

odnosno, 

s 	 6? _ e2 
4g 12  

Z 	 dZI 

-74  
(195) 

14- k 
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ag; A'41 

6ri 
r hri Qr 

1o5. 

gde su 	generalisane sile, a 1/ generalisane reaktiv- 

ne sile. 

Ako posmatramo neholonomni sistem na kojeg ne 

deluju reaktivne sale, Apelove jednaftne mo2emo tada 

pisati i u obliku [263 : 

(4) 	 12. 

r 	 :41.  

r4.- 44/ 	 r 
= 	k 

k n -P1 

(i96) 

S 	je energija ubrzanja, 

64,i Qt - generalisane sile. 

S obzirom na predpostivku da-taaka 	) pripada 

mnogostrukosti Or  posmatranog ravnotenog poloiaja 

to da bi bio ispunjen uslov ravnotele treba da je 

`4)4/ 

ayi 
, odnosno, 0 

au 
 4-y (44  I 	air 

f../.aht )boi 

r. k.0.1 

06evidno, da ako je 

noviai= O. 

dri ‘9/ 19, 	C2) 

1/ 

tada su i svi 61a- 

(/9?) 

Ako su ovi uslovi (/97 ) ispunjeni tada se neholo-

nomni sistem mote nalaziti u ravnoteEi pod delovanjem 
•■•••••■••■■■•■■=10... 

(11.  Funkclja.-S je funkcija vremena t, ge:neralisanih kordlnata / generalisanih brzina i ubrzanja 
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1o6. 

potencijalnih sila koje su jednake izvodima funkcija 

koje sadr i linearne nanove zavisne od kordinata 

6,4. STANJE RAVNOTE2E NEHOLONOMNOG SISTE71A TeAKA 

PROMENLJIVE MASE 

Na sistem koji je vezan homogenim neholonom -

nim vezama deluju generalisane aktivro?. Q i reaktivne 

1), Bile. 

Neporemedeno kretanje odredjeno je sa 

4Pfrie-) .T.r0 	 JP4 4(i-/ 	0 	odnosno 
4- 

u 14,, prostoru ez.0, / ,,...f.0 

a poreme6eno sa jednaainama 

aft 

Trivijaluo renenje .gV$=.0  ili 5/4 1-: 0 	7..  

ovih jednaaina predstavlja ravnoteEno stanje posmatra-

nog sistema tataka promenljive mase. 

Dovoljne uslove u smislu teoreme Ljapunova da 

ravnotelno stanje bude stabilno moEemo odrediti tako gto 

demo u prostoru Vn izabrati pozitivno definitivnu funk- 

ciju 

1,rt = Ptr 	 .94) 

takvu da funkcija Ljapunova V bude pozitivno definitivna 

tj. jednaka 

V = T Ix" 2 c2  /-)01,
fr Pr, 
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1o7. 

ovda je T kinetifta energija, ry 

Diferencirajudi funkciju V u smislu jednadina poremedeT 

nog kretanja, dobijamo 

4/ki 

di/ 	( J al` 'b 17 ic Pv) = 	( Ibr rv) 44271- 

CW de 

ili posle zamene jednaftna poremedenog kretanja 

dt 

Pr de =  
u izvod funkcije Ljapunova V: 

10' 

di/ de   
Kada stanje posmatramo u poloIajui:va..,Pza sluaaj da 

na sistem deluju neholonomne homogene veze oblika 

/ dobijamo da je izvod funkcije V 

jednak: 

= a -41 (G74. a 4. 2-1*.rr  ) 
	

(198) 

• 
Ako je izvod V negativan iii identiaki jed-

nak null, ravnotegno stanje je stabilno, ako je izvod 

\o/ negativno definitan, ravnoteEno stanje sistema 

ta6aka promenljive vase je asirntotski stabilno. 

pp. Opt 

616 / 
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,a7  
H 	9; 

oblast C odredjena je na ovaj na6in: 

r 	ow w = 

■■•••••• 
•■••••• 

U 

a 

6 r k s  -a (r 	v-2 (r - ez 
— 

medenog kretanja oblika Voronca psi (2O0) 

"1  
frr1:4 ,g,i 

r-z.-ico-1 A 

gde je 

TT 
vv.  s. — 	5;; 4 '41  

/or (ft, 
ima oblik 

lo8. 

6,5. NESTABILNOST STANJA R1-WNOTE2E HOLONOMNOG I 

NEHOLONOMNOG SISTEMA 

Predjimo sada na razmatranje pitanja nestabilnosti 

ravnoteie neholonomnog sistema na kojeg deluju potenci-

jalne aktivne site. Sistem je vezan sa m stacionarnih 

neholonomnih veza a stabilnost ispitujemo u smiSiu teo- 

reme atajeva. 

Neka potencijalna funkcija U Ima pozitivnu vrednost 

u raakako maloj oblasti C, a u pololaju ravnoteie je 

U = O. 

Izaberimo funkciju W u obliku 

1) 7- 
H <,o,  

Izvod funkcije W po vremenu t u smislu jednaftna pore- 

Kako je 
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109. 

al 	
-777 oi. g. 	rr  

,r-k# ,  

i 

2T = C2(.7 	2.;J- • 	2 
/ fd  

to mcAemo posle smene ovih izraza izvod funkcije i4/ 

svesti na ovaj oblik 

vv. y [ 2 T 2-  

n ov 
1.1 'DT 1  

°": " I I Dili Pri, 2i# 
41/ . , r. kil 

14.  1-4 ( 	#rj:#1 :gtir 
Kada na sistem deluju neholonomne stacionarne veze 

koje ne zavise od vremene, kinetiaka energija si- 
. 

stema T je pozitivno definitna funkcija od 

Za male vrednosti po apsolutnoj veli6ini kor-

di ata Ai, funkcija 

k 	 4 	 k ra 6PV 

r t -ar  bp) #r I A /or 24. 2-r 21,1re  
kie 

je takodje pozitivno definitivna u odnosu na brzine 

fi . Tada, ako je u oblasti C i izraz .  

a • • 2J , 

k 

2 - 
 
( a g; 

definitivno pozitivna funkcija gi tada u oblasti C 

funkcija 4 je definitivno pozitivna funkcija kordima- 
ta 	. 

000 

Polazeei od 6itajevljeve teoreme zakljuaujemo: 
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llo. 

Ako u proizvoljno maloj oblasti polotaja ravno-

tee neholonomnog sistema potencijalna funkcija GL ima 

pozitivno vrednost, .i pri tome u oblasti C ,  izraz 

(201 ) je pozitivno definitna funkcija od q; tada 

je poloiaj ravnotete posmatranog sistema nestabilan u 

odnosu na i;i 24 • 

Posmatrajmo sada isti ovaj sistem ako na nje- 

ga deluju i reaktivne sile. 

Uslove stabilnosti stanja ravnotee sistema ta-

aaka promenljive mase na koji deluju homogene neholonom-

ne veze da bi odredili izaberimo takvu skalarnu u 

funkcija koja zadovoljava uslove f51 

V(/ J= 	- -- 4") E 	(e) 

gt4  ; 	 h = coKsi 

t.j. koja je neprekidna i ima negativne vrednosti u 

okolini posmatrane take mnogostrukosti Or . 

Funkcija Ljapunova je 

? iv) elf.  

V _ _(7 # 	epr - 	 c2/4 ' ,f),. 1Av 
1,- 14/1117bj.. 

T je pozitivno definitivna kvadratna forma gemerali-

sanih impulsa, W je neprekidna i u okolini posmatrane 

take ima nelptivnu vrednost to postoji oblast u ko-

joj je zadovoijen uslov gde je T + W 4: 0 / 1/711/11.>00 

Izraeunajmo sada izvod funkcija V u smislu jednaftna (151): 

LI"  T t,v) g‘peri - 5/  (aPfr`Apipp 4-K411°1 
dt 

7-1kp 	(f‘p6-) 
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ili dalje 

de 	der 
e I' (74-  "Wit)dx7E d 

d.er ofzi 
4- It. 
	 IF i006;711:,  

Ako sada ovaj izraz sastavirno u smislu jednaaina (151) 

i ako dobijene vrednosti izvoda funkcija V u okolini 

posmatrane taake su vedi od nule t.j.: 

zakljuaujemo da je trivijalno regenje jednaaina pore-

medenog kretanja u okolini ravnoteinog polofaja ne-

stabilno. 

Razmotrimo sada stabilnost ravnotefe sistema 

vezanog stacionarnim neholonomnim vezama 

gr w 	Lri 	--• •.-2").426 

koji se nalazi pod dejstvom potencijalnih aktivn h 

i disipativnih sila. 

Neporemedeno stanje ravnotefe sistema neka se 

nalazi u taaki 

0 	=0  
mnogostrukosti Oi . 

Jednaaine poreme6enog kretanje date su u obliku 

OCHORPIA °Pr/MI.1,11%3A YAPY)3719r PAN 
3A MATEMAIRKY, MUMMY W ACTPROMMY 

614b AROTE/L.: A 

6 p o j: 	• 

Arrym: 

Zit 	(ezi /b.v 4'2/4  
( 02) 
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d 	0- 1,a) 
de aid: D .9 4. 	rLii  7, i a2r  

n p 
- disiparativna sila 

• 8, I A i 
r=ktr 1" 

112. 

/l o 
Cii = 

i 	. 
• 

funkcija R= dui/ yiyi  

Stabilnost stanja ravnotee ispitujemo u duhu teoreme 

Ljapunova. Neka je funkcija Ljapunova jednaka 

= - 
Izra6unajmo sada izvod funkcije: 

dz Idf ai" 	a9;  

Izvod funkcije u smislu jedneina ( 203 ) poremedenog 

kretanja je: 

k 	 ' • 

•

, 	 L 	 raNy 
P := 0 akr. 

Ako 263 u ravnoteEnom poloiaju i  0— =0 0 = c) neholonom-
A- I 

nog sistema potencijalna funkcija CI zadovoljava uslov 

( 
air 	

(r=koq, 

su koeficijenti jednaftne veza jednakl 

6ri  ) o 
agi 	' 

r. k4f, 

a varijacija 	potencijalne funkcija je negativno 

definitna, tada je ravnote/ni polo/aj stabilan u odnosu 

na promenljlve , _1;  ) 	i ne n rug va se usled delo- 
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113. 

vanja disipativnih sila. 

Ukoliko u razvijenoj potencijalnoj funkciji 

nema linearnih 61anova u makako maloj oblasti ravno-

te2nog poloLaja neholonomnog sistema i funkcije a 
izraz 

9 a a 	 r  

	

I 	 r 
i) (y-9 	,,. 

,k4f 

su negativno definitni u odnosu na promenljive .QS 

	

1,-- 
	A ), tat& je ravnoteino stanje asimtotski 

stabilno za promenljive 	za slu6aj delovanja 

disipativnih sila. 

Ukoliko na posmatrani sistem deluju i reaktivne 

site, a jednadine poreme6enog kretanja su date u obli- 

ku: 
. 4 	ma 2 = a 151, 

a41   9'-0124e1 aoe' 	t) 444= 	- 2 R'), # Pe, 4' 990 ( de 
0 

stanje ravnoteie sistema taaaka promenljive mase de 

biti stabilno ako je zadovoijen uslov: 

z(T-frU) k n _ R P 	 [ 	 4091^ 	 < 0 	(205 ) 

4=1 	AV, 	aYr  
ill kada izvod izra6unamo u smislu jednaaina poreme-

6enog kretanja (151), dobijamo 
a IA. act") ( 0.4 # P _. 2 A?„. 	pzi., 0 a (206 ) 
all?” 

Ako je 	izraz 	(206) manji ill jednak nuli, stanje 

ravnotee je stabilno, za s1u6aj da je negativno defini-

tan, stanje ravnotee je asimtotski stabilno. 
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