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PREDGOVOR 

Neka su X i Y topolaki prostori i F neka familija funkcija iz 

X u Y. Ako je 	neka topologija na F, koju l  na odrQdjem na6in, gene- 

rigu topOlogije od X i Y (obe 	samo jedna od 	tada se par 

(F,T) naziva funkcionalni topologki prostor. Raztane se, od najveCeg 
interesa je slu6aj kada je F skup YX  svih neprekidnih funkcija iz X 

u Y. Istorijski gledano, mogli bi smo raft da je koneno-otvo;sena 

topologija Tihonova "najstarija" topologija na skupu 7 X . Od rtznih 

drugih topologija, na ovom skupu, mnogi radovi su pokazali da je "naj-

adekvatnija" takozvana kompaktno-otvorena top Ciogija koju je, 1945 

godine, u jednoj noti uveo R. H. Fox. Tipi6an otvoren sub-bazni skup 

ove topologije je oblika [f E YX  f(K) C UJ, gde je K kompaktan skup 

u X i U otvoren skup u Y. Od tada, pa sve do danas (dbkle negto ma-

nje od 30 godina), traje neprekidno, vise iii manje intezivno, ispi-

tivanje prostora (YX,k)(u daljem tekstu kratkn: prostor Y X). Od i-

mena matematiCara koji su radili ill jog; uvek rade na ovoj problema-

tici, pomenimo, ovde, samo na1zna6ajnija: R. Arens, 47 t, Dugundji 9  R. 

H. Fox, D. Gale, J. R. Jackson, J. L. Kelley, K. Kuratowski 9  Morse, 

S. Mrowka, S. B. Myers, A. H. Stone. Interesantno je primetiti da je 

broj radova sovjetskih matemati6ara izneradjujuoe mali, kao i da oni 

u ovoj oblasti, do sada, nemaju znaCajnijih rezultata. Iako je, da-

kle, Citava plejada uglednih matematiCara (uglavnom sa zapada) radi-

la na ovom poslu, mnoga pitanja vezana za prostor YX  ostala su, me-

djutim, i do danas neregena. Na primer, job' uvek, u opgtem slu6aju, 

nisu poznati potrebni i dovoljni uslovi koje moraju4zadovoljavati 

prostori X i Y da bi prostor Y X  bio kompaktan iii povezan. Koliko je 

regavanje ovih problems tegko i u kojoj meri zahteva aparaturu koja 

izlazi van domena opiite topologije, najbolje u svojoj knjizi govori 

. Engelking ([14], str. 245). 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



III 
U ovom radu naga painja je prvenstveno usmerena na probleme ka-

rakterizacije kompaktnih skupova u YX , odredjene opgte i konkretne 

inverzne sisteme funkcionalnih prostora i njihove inverzne granice 

(iz ove oblasti, koliko mi je poznato v  do 	portoji same jedan 

rad K. Kuratowskog), a takodje, jednin delom l  i na hiperprostore, 

topologizirane tako, da se na njili m«sae Elodati kao na odredjene 

funkcionalne prostore. 

TehniSki podaci su, inaCe, sledeft. Celokupan tekst podeljen je 

u tri dela: I, II i III. Delovi as sastoje od glava kcje su numeri- 
\ 

sane arapskim ciframa. Na posetku -byake,gla*ei -x;adikvee pregledno- 

sti, dat je, kratko, njen sadrgaj. Glave imaju paragrafe (oznaSene, 

takodje, arapskim ciframa), u kojima se, redom, izlaiu definicije, 

teoreme i td. Pri pozivanju na odredjenu Sinjenicu iz rada 9  ukazuje 

se na deo, glavu i paragraf u kome se ista nalazi, kao i na njen via-

stiti redni broj u okviru paragrafa. Tako 9  na primer, Propozicija 

11.3 .4.6 oznaSava gestu po redu propoziciju 	Setvrtog paragrafa 

tre6e glave drugog dela. Kao oto je uobiSajeno, oznake dela i glave 

se izostavljaju ukoliko je re6 o Sinjenici iz istog dela odnosno iz 

iste glave. 

Brojevi u uglatim zagradama oznaCavaju redne brojeve jedinica 

iz popisa literature. 

Kraj dokaza svakog tvrdjenja oznaSen je simbolom 1/. Koriste se 

i slede6e skraSenice: Def. (Definicija), L. (Lema), P. (Posledica), 

Pr. (Primer), Prop. (Propozicija), T. tTeorema), Z. (Zadatak). 

hatematiSka simbolika u radu je standardna. 

Od ukupno 68 kucanih strana teksta, na razna uvodna izlaganja 

(glave 1.1, 11.1, 11.2 i III.1) otpada zajedno 25 strana. Ovaj uvo-

dni materijal sadrii sve potrebne 6injenice na koje se pozivamo u 

us:aim dokazima. Preostali deo teksta (glave 1.2, 11.3, 11.4, 111.2 

i 111.3), ukupno A3 strane, predstavljaju, dakle, nab samostalan do- 
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71V 
prinos teoriji funkcionalnih prostora, odnosno tematiei usko vezanoj 

za nju (glave 1.2 i 11.4). Primetimo da se svaka od gore pomenutih 

pet glava, koristea odgovarajua uvodni tekst, moge 6itati nezavi-

sno od ostale 6etiri. Najvainiji rezult9ti svakako su sadriani u gla-

vama 11.3,q1.4 i III. 3. Opiamo ih ukratko. 

U glavi 11.3 posmatramo kategoriju 	(0,M) aji su objekti 0 

svi Hausdorff-ovi topolaki prostori, a morfizmi M sva neprekidna 

preslikavanja ovih prostora. Neka je X fiksirani objext kategorije 

Ako je YE:0, neka je Mapx(Y) YX, a ako je fEM f:Y 	- Z9 

neka je Mapx (f):Mapx(Y)---..-Mapx(Z) preslikavanje defidsan.o sa 

[Mapx(0](g) = fog za svako g E Mapx(Y). Sada se mote dokazati da je 

kovarijantni funktor. U 11.3.1 dokazujemo (T. 1.1 i 

T. 1.2) da Mapx  funktor komutira sa inverznom granicom. 

Za Y E 0, neka jeY.Y(o) . (n) Mapx(Y(n-1)) za n = 1,2, 

Za fiksirano a E X, neka je pa  : Y(1)(o) preslikavanje defini- 
( sano sa pa(f) 	f(a). Stavimo pa  . pao)  i neka je pe(121)  

za n = 1,2,.... Tako dolazimo do inverznog 	prostora i preslikava- 

nja 	(n) nja (Y , pa  }6iju Oemo inverznu granicu oznaiti 	Y(w) . NazOvimo 

prostor Y funkcionalno kompletnim u odnosu na X ako je Yr:2.11§tpx(Y). U 

II. 3.2 dokazujemo (T. 2.4) da je Y (4j) funkcionalno kompletan u odnosu 

na X. U 11.3.3 dokazujemo (T. 303) da se svaki Hausdorff-ov prostor 

mote utopiti u Y (")) . U 11.3.4 ispitujemo osobine prostora 	i formu- 

jedan otvoren problem. Kao inspiracija za ovu glavu poslugili 

su mi radovi ([37], [38]) prof. M. Marjanovi6a. 

U glavi 11.4 dajemo dva razli6ita dokaza teoreme (T. 1.3) koja, 

um pretpostavku dasje X k-prostor, konstatuje interesantnu 6injenicu 

da je prostor 2X(svih zatvorenih podskupova u X) sa kompaktno-otvo-

renom topologijom (u smislu definicije L. J. Billera-e) homeomorfan 

inverznoj granici inverznog sistema £20 , 	9 prostora 20  sa kom- C1  
paktno-otvorenom topologijom, gde je 3 ►  familija svih kompaktnih sku- 

mapx(pin-I) )  
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V 
usmerena u odnosu na inkluziju i, za svaki par ClIC2 EX 
je C1  C C2, funkcija ICA-2C2 
	2C1  1 definisana sa 

svako F E 2Ci je neprekidna (T. 1.2). 

Ci 
 : 	. „,.....„. 	

cca(  F 

3 data familija funkcija u 1)2')Eita Y K, tada svaki pod-
skup c skupa 	indukuje funkciju: X 	(21  ima topologiju 1 4. 

Vietoris-a) definisanu sa 34(x) w {f(x) ftiicIpj za svako x € X. Na 

sugestiju prof. M. Marjanoviea (u 111.3) ispitivao sal vezu izmedju 

topolake uniformne neprekidnosti (Def. 1.1.3.3) familije 	za jedne 
i poluneprekidnosti odozgo (Def. 111.1.1.4) funkcije f 4p  sa 

strane i dogao do niza interesantnih rezultata (Prop. 2.3, T. 2.5, 

L. 2.6, T. 2.7, L. 3.1) na osnovu kojih sam dobio osn)vni rezultat 

(T. 3.3) ove glave: jednu novu karakterizaciju kompaktnih skupova u 

YX. Jedna od posledica osnovne teoreme je poznata tecwema D. Gale-a 

Recimo,ipak, sasvim kratko, negto i o sadraju g:.ava 1.2 i 111.2. 

U 1.2 variramo jednu teoremu K. Kuratowskog. Dokazujemo tri no-

ve teoreme koje zajedno sa pomenutom Cine skup od 6etiri srodna 

tvrdjenja. 

U 111.2.2 dajemo jednu originalnu verziju dokaza Ascoli-jeve 

teoreme za prostore jednoznaCnih funkcija. U [34] Y. Lin i D. Rose 
generalisali su Ascoli-jevu teoremu za prostore vi6ezna6nih funkcija 

sa kompaktno-otvorenom topologijom. U 111.2.3 mi, medjutim, dokazuje-

mo da jednoznaana verzija Ascoli-jeve teoreme implicira onu za vi5e-

zna6ne funkcije. Ovo umanjuje zna6aj teoreme Lin-a i Rose-a. 
Na kraju, zahvalio bih se prof. M. Marjanovieu, koji the je kao 

rukovodilac pri izradi ove teze pravilno usmeravao, Eiji su me rado-

vi jednim delom inspirisali i koji mi je mnogo pomogao brojnim save-

tima i korisnim sugestijama. 

=F11 C1  za 

Ako je 

pova u X 

takav da 
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GLAVA 1 

OSNOVNI POJMOVI 

Pogto su rezultati ove teze, skoro iskljunvo l  vezani zu pro-

stor X (neprekidnih funkcija iz X u 	sa kompaktno-otvorenom topo- 

logijom, u prva tri paragrafa ove glave, koja je uvodnog karaktera, 

izlaiemo osnovne pojmove i 6injenice koje se odnose na ovaj proctor. 

Pri tome izostavljamo neke (uglavnom duie iii trivijalne) dokaze 

ograni6avamo se samo na one rezultate, na koje demo se kasnije pozi-

vati. U kratkom 6etvrtom paragrafa, koji nije sadriajno vezan za pr-

va tri 2  podse6amo na neke druge (manje iii vise poznate) definicije 

i 6injenice opgte topologije, koje su nam potrebne u daljem radu. 

1. NEKE TOPOLOGIJE NA SKUPU YX I NJIHOV ODNOS 

Neka su X i Y ma koja dva topologka prostora i neka YX  ozna6a-

va skup svih neprekidnih funkcija iz X i Y. Ovaj skup se mote topo-

logizirati na razne nadine. Ovde 6emo navesti samo tri najstandar-

dnija nadina. Ako je YX  snabdeven topologijom 95 2  odgovarajuoi topo-

logki prostor ozna6avamo sa 	Primetimo 2  pre svega, da je YX  pod- 

skup topologkog proizvoda 

P .n[Yx  .I1xEXJ 

od X kopija prostora Y. 

DEFINICIJA 1.1. Konaano-otvorena topologija  skupa YX  je ona to-

pologija, koja na ovom skupu indukuje topologija Tihonova prostora P. 

Za ma koja dva skupa A C X i B C Y 9  neka (A,B) oznebava pOdskup 

od YX  definisan sa 

(A,B) a  tf EIYX 1f(A) CB' s, 

a [A,B] podskup od P definisan sa 

1 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



[A9B] = (!(:Plf(A)(:)31, 
	 2 

U daljem tekstu umesto, na pr., ((al,B), pigemo, kratko, samc 

Slede6e tvrdjenje opravdava naziv "kona6no-otvorena top-logija". 

PROPOZICIJA 1.2. Kolekcija svih skupova (F,U), ede je F kona6an 

skup 11 X i U otvorenatatt Y,  sub-bazu konano-otvorene  tmolo-

WAR  t. 
DOKAZ. Prema definiciji topologije Tihonova ([22], str. 37), ko-

lekcija svih skupova [x,U], gde jextaakauXiUotvoren skupu Y 9  
Mini otvoreau sub-bazu ove topologije. Porto je 

(x,U) = [x 9 U]n P o  

kolekcija svih skupova (x,U) Mini sub bazu topologije t (koja se, sto-

ga, 6esto naziva i "point-open" topologija). Za svaki kona6an skup F 

u X i svaki otvoren skup U u 19 posmatrajmo skup 

(F,U) = {f (1 YX  I f (F) c: 10} =r) (cx 001 xe 

Porto je F konaCan, (F,U)et. Dakle, i kolekcija svih ovih skupova 

(F,U) je jedna (Um) sub-baza topologije t. // 

Zapaiamo da se, u definiciji konaCno-otvorene topologije t, ne 

koristi topologija prostora X. Zbog ovoga, kao i 6injenice da je ova 

topologija veoma "mala" ([59], str. 279, Pr. 42.4), ona je u mnogim 

slu6ajevima nezadovoljavaju6a. Verovatno "najprirodniju" topologiju 

u skupu YX ,  uveo je, 1945. Bodine, R. H. Fox ([16]). 

DEFINICIJA 1.3. (R. H. Fox) Kompaktno-otvorena topologiaa (u 

oznaci k) skupa YX  je topologija 6iju otvorenu sub-bazu Mini kole- 

kcija svih skupova (K,U), gde je K kompaktan skup u X i U otvoren 

skup u Y. 

PROPOZICIJA 1.4. Kona6no-otvorena topologija t jleslablaapd 

2E1E211PD-  otvortnelop2921012 k. 

DOKAZ. Svaki kona6an skup je kompaktan. // 
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3 
PRIMEDBA 1.5. Ako je X diskretan prostor„ tada, o6igledno l  sem 

konanih, nema drugih kompaktnih skupova u X, pa je k = t. 

DEFINICIJA 1.6. Za topologiju 	u YX  kaie se da je Aszr•va 

ako je funkcija co s YX  x X 	Y 

definisana sa oo(f,x) = f(x) za svako (f,x)E.Y X  X X, neprekidaa. Ova 
95 

funkcijawnaziva se evaluacija.  

PROPOZICIJA 1.?. (R. Arens [1]) Kompaktno-otvorena topolvas  k 

412!12111122mhojedopustive  topologijer5.  

DOKAZ. Neka je dat otvoren sub-bazni skup (K,U) u YI i taa 

f EI(K,U). Porto je topologija % dopustiva, evaluacija 

17X 
G.) 	 i\ A, 	Y 

je prema definiciji neprekidna. Dakle, za svako x4E. K, postoji otvo 

rena okolina Wx  od x u X i otvorena okolina Vx  od f u YX  tako da je 

(Vx  X Wx) CU. 

Po5to je K kompaktan, postoje ta6ke 	 E K tako da je 

K CI W 	co. VW 
Xi 	xn  

Neka je V okolina od .f u Y3ru, definisana sa 

	

= V e-N 	V, x1 

Pokaza6emo da je V C (K,U). Neka je g E V. Tada imamo 

g(K) =w([g}XK) CU.  

Ovo povlaai da g e(K„U) i, dakle, V C (K,U). Prema tome, KM) je 

otvoren u YX 	zna6i, k Crt // 

Neka je X proizvoljan, a Y metrizabilan topolaki prostor i d 

jedna od ograni6enih metrika koje indukuju topologiju prostora T. 

Postoji prirodna topologija u skupu YX  koju (posredno) indukuje uoae-

na funkcija rastojanja d. Neka je, naime„ 
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.Y‹  d :YX  XYX 	R 
4. 

realna funkcija definisana sa 

d (f 9 g) = sup[d[i(x), g(x)J I x El Xj 

za svaki par taakafiguYX . 

Tada, vaii slede6a (mi izostavljamo rutinski dokaz) 

PROPOZICIJA 1.8. .114919111 d a YX x YX --0-R 	metrikau  YX . 
DEFINICIJA 1.9. Topologija u YX1indtkovana metrikom d"nag .A.va 

se e-topolmiaa indukovana sa d iii topologija uniformne konvemE7 
 cije  u odnosu na d. Mi 6emo sa YXd  oznaavati skup YX  sa d41.-topologi- 

jom. 

Ova topologija, medjutim, na nesreft, zavisi od izbora metrike 

u prostoru Y9 kao 6to pokazuje slede6i primer. 

PRIMER 1.10. Neka je Y podskup realne prave koji se sastoji od 

taaaka 1/n i -1/n za n 1,2 9 000 06igledno, Y je diskretan prostor. 

Konstrui6imo dve ekvivalentne metrike u Y. Neka je d i  uobi6ajena me-
trika realne prave, a d2  trivijalna metrika koja svakom paru razli6i-

tih to aka u Y prideljuje rastojanje 1. Oznaimo sa X podprostor re-

alne prave koji se sastoji od prirodnih brojeva. Tada je skup Y X  

isti kao skup svih funkcija iz X u Y. 

Dve gore navedene metrike di  i d2  definisu dve metrike d i
*  
 i d2  

u skupu Y. Pokaza6emo da metrike di  i d2
*  
 nisu ekvivalentne. 

Neka je 	 (i = 1,2,...) funkcija definisana formulama 

fi(i) . -1/i i fi (n) = 1/n za n i, a f:X----1-Y funkcija definisana 

na osnovu formula f(n) 1/n za n = 1 1 2,... Lako se proverava da je 

di (f,fi ) = 2/i, dok je d2(f,fi) = 1. Prema poznatoj teoremi ([14j1, 

str. 171, T.2), ovo povla i da metrike di  i d2  nisu ekviva1entne // 

Dakle, sa topolake take gledifta, nema razloga da se posma-

tra topologija u YX indukovana metrikom d# Sa druge strane, prcpstor 
X 
d ima mnoga interesantna svojstva i 9  iSta vibe, kao kito 6emo videti, 
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5 
Yc 

u vanom slu6aju kada je X kompaktan, d -topologija je identi6ua sa 

kompaktno-otvorenom topologijom. 

PROPOZICIJA 1.11. d -topologija skupa  YX 1  indukovana datum. 
=11We 

ograni6enom metrikom  d na Y, je dopustiva. 

DOKAZ. Treba pokazati da je evaluacija 

u): Yx X X —•-Y 

neprekidna. Neka je data taaka (fox() ) E I3c1 X X i pozitivan broj C i 
neka je fo (x0) = yo . Porto je fo  neprekidna, postoji u X okolina V 

take x tako da je 

[yo ,fo (x)] ( (1/2)E 

za svako x V. Neka je U okolina od fo  u Y1 definisana sa 

U [f E Y3clid*(fol f) < (1/2)ej0 

Sada se lako proverava da je c (U,V)C(y E Yld(yo ,y) < e 3 , 5to do-

kazuje neprekidnost evaluaciJe co . // 

PRIMEDBA 1.12. Zapazimo da je, aigledno, svaka neprekidna 

funkcija 	 iz kompaktnog prostora X u metrizabilan prostor 

Y, ograniCena u odnosu na ma koju metriku d u Y. 

TEOREMA 1.13. Neka je  X kompaktan prostor,  Y metrizabilan topo-

logki prostor i  d proizvoljna metrika u  Y. Tada je, u  /X , e-topolo7 

gija istovetna sa kompaktno-otvorenom topologijom. Dakle, u ovom slu-

8aju, P-topologija ne zavisi od izbora'metrike  d u Y. 

DOKAZ. Prema Propozicijama 1.7 i 1.11, svaki skup otvoren u YI 

je otvoren u Y. Da bi dokazali obrnuto, dovoljno je, aigledno, po-

kazati da za svako f E.YX  i 8.> 0, postoji u 	otvoren skup G tako 

da je 

(1) 	 fEGCH. fg EYX  c14*(f9g) < E 3. 
Za svako x EX, neka 143c  oznaava otvoren skup u Y definisan sa 
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6 
Wx  = (y-  EIY I d [(x) y] 4■ 4 3 e  

Pogto je f neprekidna i f(x)E:WX, Vx  = f-1  (Wx) je otvorena okolina 

od x u X. Porto je X kompaktan, postoje take 19 ... 1 xn  E X tako da 

je 

(2) X CI 	 Vim. 

Stavimo (za i 	941.!- 001n) 

(3) K1  . si Vxi  = f-1(wxi ) ' Ui = 1'17 YI d [f(xj. ) Ori < 6/33' 

Skupovi 119 ... 1Kn  su kompaktni u X, a skupovi 1111 ... 9Un  su otvoreni 

u Y. Dakle s  skup 

G = (1C1 ,U1 ) /1 	(Knv un) 

je otvoren u YkX  . Pokazaeemo da, za ovaj skup G, formula (1) vagi. 

Iz (3) sledi da je f(Ki )C:Ui za i = 1 9 ... 9 n 9  pa je f EIG. Neka 

je g E:G proizvoljno izabrana taka. Ako je x El X9 postoji 9  prema (2) 

i (3), indeks 	tako da je x E:K j . Imamo 9  dakle 9  da je g(x)E IIi 

 i f(x) EIU pa je d[i(x) 9 g(x)] < (2/3)e. Porto je x proizvoljno, 

odavde je d
*
(f 9 g)4( e I, dakle 9  g cr: H. // 

2. OSNOVNE OSOBINE KOMPAKTNO-OTVORENE TOPOLOGIJE 

Po6ev od ovog paragrafa pa nadaije, u Citavom tekstu, ukoliko 

nije drugaUje reCeno l  predpostavljamo da je skup YX  snabdeven ko-

mpaktno-otvorenom topologijom k. Stoga 9  umesto oznake Yf 9  ubuduee 

koristimo kraou: YX. 

PROPOZICIJA 2.1. Ako je A C X proizvoljan a F C Y zatvoren 

skup, tada je (A,F) zatvoren skup u Y. 

DMZ. Lako se proverava da vaie formule 

(A,F) = n((x9F)Ix E A3 

YX - (x 9 F) = (x,Y F). 
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Dakle 9 	
YX- (A,F) = VI'Sx9Y - F) I x El Al. 

Sada je o6igledno da je YX  (A,F) otvoren skup. // 

Slede6a 9  negto modifikovana, teorema R. Arens-a [11 2  kon3tatuje 

da se, u pogledu separacionih svojstava, Y i YX  uponagajun (uglavnom) 

isto. 

TEOREMA 2.2. YX 12 To , T19  T29  regularan iii kompletno  ruularan 

'ostoral oz akj2 Y, respektivno, takav prostor. 

Dakle 9  /X  .112.  Trpsostor  ako i samo ako Ye Ti  proctor za 

DOKAZ. R. Arens ([1], str. 481, T. 1). // 

PRIMEDBA 2.3. Ako je I normalan, YX  ne mora biti normalan. Zaista 

alto je X diskretan proctor, tada je prostor Y X  sa kompaktno-otvorenom 

topologijom 9  na osnovu Definicije 1.1. i Primedbe 1.5, homeomorfan sa 

topolakim proizvodom P 11[Yx  llx El Xj. Poznato je, medjutim 9  da 

proizvod normalnih prostora ne mora biti normalan. 

U mnogim dokazima koristi se slede6a propozicija: 

PROPOZICIJA 2.4. (J. Jackson [2* Ako je  X Hausdorff-ov prostor 

i esub-baza topologije od  Y, tada kolekcija svih skupova  (K,U), gde 

412K,kompaktan skupulciUEd 9  6ini sub-bazu kompaktno-otvorene to-

pologi4e prostora  YX. 

DOKAZ. Vidi S. T. Hu ([4 9  str. 153, Prop. 1.3.). // 

Naredna propozicija je direktna posledica jedne opftije teorema 

R. Arens-a ([1], str. 484, T.5). 

PROPOZICIJA 2.5. Neka je  X lokalno kompaktan Rausdorff.ov pro-

store Ako  X i Y imaju prebrojive baze, tada i  YX  ima prebojivu bazu. 

DOKAZ. ([221 9  str. 152, Prop. 1.2). // 

Posmatrajmo sada neke znaajne funkcije vezane za prostor Y X. 

DEFINICIJA 2.6. Neka 9  za svaku taku y E.Y9 j(y):X--v-Y pzna-

6ava konstantnu funkciju u Y X  koja preslikava X u taCku 7. Tada T  ko-

respondencija defini6e funkciju 
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j e Y 	X 
	 8 

koju nazivamo injekcija od Y u Y X . 

PROPOZICIJA 2,7. Injekcija j Y 	YX je utapanje. 

DOKAZe Dokaiimo prvo da je j 1-1. Neka su yi i y2  ma koje dire 
take u Y neka je gyi) gy2). Tada, imamo 

Y1 = [4(571 ) ] (X)  = [4 (72 )I (X)  = Y2 

1, dak1e 9  j je 1-1 funkcija. 

Neka je (K 9 U) prolzvoljan otvoren sub-bazni skup u YX 0 Toda je, 
prema prethoduoj definiciji 9  j [(K 9U)] = U. Ovo dokazuje neprekidnost 
injekcija j. 

Ostaje da se pokaie da j preslikava svaki otvoren skup V u Y na 
neki otvoren skup u j(Y). U tom cilju9  izaberimo neku taku x X i 

posmatrajmo otvoren sub-bazni skup (x,V) u YX. OCigledno 9  imamo 

j(V) 	i(Y)n(x1V). 

Dakle 9  j(V) je otvoren skup u j(Y). // 

DEFINICIJA 2.8. Ako je aE:X data taka 9  neka 

Pa : J. 

ozna6ava funkciju definisanu sa 

Pa ( f ) = f ( a ) 
za svako f EYX. Ova funkcija je na poto preslikava podskup j(1) pro-

stora YX na prostor Y. Kagemo da je pa  projekcijja (od YX na Y) indu-

kovana datom ta6kom a E X. 

PROPOZICIJA 2.9. Projekeija pa YX 	je neprekidna. 

DOKAZO Neka je U otvoren skup u Y. Prema definiciji projekcije 

pa9  inverzna slika p:1 (U) je 9  oCigledno 9  otvoren sub-bazni skup (a 9 U) 
u Yx .  Dakle 9  pa  je neprekidna. /1 

Podseeamo na poznati pojam retrakta. 
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9 
DEFINICIJA 2.10. Podskup A prostora X je retrakt  od X akv po- 

stoji neprekidna funkcija 	 tako da je r(a) . a za svAo 

a EA. Kaiemo da je r retrakcija od X na A. 

PROPOZICIJA 2.11. j(Y) je rAvRktod . YX . 

DOKAZ. Izaberimo ta6ku a E:X i definigimo funkciju 

r YX ----P-j(Y) 

sa r = j o pa. Pato su projekcija p a  i injekcija j neprekidne )ankci-

je, takva je kompozicija r. Ako je f Elj(Y), postoji y EY takc ,  da je 

f = j(y). U tom slu6aju imamo 

r(f) 
	

j[pa(f)] = j[f(a)] = j(y) = f. 

Dakie, r je retrakcija od YX  na j(Y). // 

Neka su X, Y i Z topolaki prostori i neka je f:Y 

dna funkcija. Tada, par X,f indukuje preslikavanje 

 

Z nepreki- 

 

Mapx(f) 

definisano sa 	[Mapx(4](g) = f o g 

za svako g El YX . 

PROPOZICIJA 2.12. Mapx(f) : 	 je neprekidna funksia.  

DOKAZ. Neka je (KJ) otvoren sub-bazni skup u Z X. Tada dokaz 

sledi iz jednakosti 

[mapx(f)] -1 [(K9v)] 	(glrog E:(1c,v),1 	(glf[g(K)] C V3 

= [gig(K) C r1(V)3a (1C,r1 (V)) 

jer je, zbog neprekidnosti f, (K,f-1 (V)) otvoren sub-bazni skup u YX. // 

PROPOZICIJA 2.13. Dijagram  

Pa 	 X 

f I I MaPX(f)  
	 X 
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10 
komutira, tj, pa  o Mapx(f) = f o pa . 

DOKAZ. Zaista, za g ELYX  je 

[paoMapx(f)] (g) = pa(fog) = (fog)(a) = f[i(a)] 

f[Pa ( g )] = (fops) ( g) 

Ovo dokazuje komutativnost dijagrama. // 

DEFINICIJA 2014. Ako je C C:X dati skup, neka 

s c : YX  

oznaCava funkciju definisanu sa 

9C(f) = f I C 

za svako f E:YX. Ova funkcija naziva se funkcija restrikcije  induko-
vana datim skupom C. 

PROPOZIONA 2.15. Ako je C kompaktan skup u  X, funkcija restri-

kci4e s c  : 	 je neprekidna. 

DOKAZ. Neka jel. (g 1E, YC Ig(C1 )(:113 otvoren sub-bazni skup 

u YC(C1  C:C kompaktan, U C Y otvoren). Tada tvrdjenje sledi iz jedna®  

kosti: 	
9-610?) 	ff (f. 	e. 	tf. I (f I C) (Ci) 	U3- 

	

= [f I f(01 ) C: 	= (019U). // 

3. KOMPAKTNI SKUPOVI FUNKCIJA 

Klasi6na teorema Ascoli-a (dokazana 1883 god.) tvrdi da unifor-

mno ograni6ena, ekvineprekidna familija funkcija ima kompaktno zatvo-

renje u prostoru neprekidnih funkcija sa topologijom uniformne kon-

vergencije. Ova teorema je zna6ajna u analizi, teoriji integralnih 

jednaCina, konformnom preslikavanju, raCunu varijacija i td. Ona je 

dugo vremena bila u centru painje mnogih matemati6ara (Arzela, ioute1, 

Vitali i drugi). Tridesetak godina unazad (1946 god.), S. B. MyeLic [42] 

generalisao je ovu teoremu. Jedan deo njegovih rezultata mote se for- 
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11 

mulisati kao gto sledi: Ako je topologki prostor X lokalno kompaktan, 

zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti, a Y je metriCki prostor, 

tada je familija% neprekidnih funkcija iz X u Y kompaktna (u topo- 
ce 

logiji uniformne konvergencije) ako i samo ako (1)a je zatvoret, 

(2) [f (x) I fe c2r) je kompaktan za svako x E X, (3)Tie ekvinepre-

kidna familija funkcija. 

Ako se iele okarakterisati kompaktni skupovi funkcija kada se 

umesto metriftog posmatra topologki prostor Y, nastaje problem da se 

uslov ekvineprekidnosti, koji gubi smisao, zameni nekim drugim ade-

kvatnim uslovom. ZnaCajne rezultate u tom pravou dobili su, 1950 god., 

D. Gale [18] sa jedne i, 1955 god., Kelley i Morse [28] sa druge 

strane. U treeem delu ove teze, mi 6emo se, takodje, baviti pitanjima 

kompaktnosti skupova funkcija u prostoru YX  sa kompaktno-otvorenom 

topologijom i neposredno operisati sa osnovnim rezultatima ove trojice 

eminentnih ameriakih matemati6ara. Pre nego gto navedemo njihove re-

zultate, napomenimo da su se, u skorije vreme, ovom problematikom jog 

bavili: J. Weston [58], R. Bagley i J. Yang [3], R. Smithson [54], 

V. Mancuso [35] (respektivno 1959, 1966, 1971, 1972 god.). U poslednja 

dva gore navedena rada daju se generalizacije za vigeznane funkcije 

modernizovanih varijanti teoreme Ascoli-a. 

DEFINICIJA 3.1. Topologki prostor X je k-prostor  ako ispunjava 

sledeei uslov: Podskup A od X je otvoren u X ako i samo ako je An K 

otvoren u K za svaki kompaktan skup K u X. 

Jasno je da se u ovoj definiciji re6 "otvoren" mote zameniti 

re6ju "zatvoren". Poznato je, takodje, ([59], str. 285, T. 43.9) da 

su svi lokalno kompaktni i svi prostori koji zadovoijavaju prvi aksi-

om prebrojivosti (i, dakle, svi metri6ki prostori) k-prostori. 

U formulaciji naredne teoreme p x  ozna6ava projekciju. 

MORENA 3.2. (D. Gale) Nelian.1.9.  X Hausdorff-ov k-prostor,  Y regu- 
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12 
laran Hausdorff-ov prostor iTpodskup od  YX. Tada,Tje kompaktan 
ako i samo ako su ispunjeni sledeft uslovi: 

(G1) je zatvoren  u YX 

(G2)Px(T) je kompaktan skup u  Y za svaku taaku  x E: X 
(G3)ako e B zatvoren u Y9 tada je  k4f -1(B)  I fECDJ zatvoren 

u X, aaahlRkm2 zatvoren uT. 

Primetimo da se uslov (G3) mole zameniti sa sledeeim, aigledno t  ekvi - 
valentnim uslovom: 

(G4)ako 19.  B otvoren u  Y, tada je  nf 	(f E cp). otvoren u X, 
za 	 zatvoren u  T. 

DOKAZ. ([18], str. 3049  P01). // 

DEFINICIJA 3.3. Za familiju funkcija drC: YX kale se da je topo-
lo5ki uniformno ne rekidna  ("evenly continuous") ako za svaku tadku 

x E X, svaku ta6ku yEY i svaki otvoren skup V 3  y postoji otvoren 
skup U 3 x i otvoren skup W Dy tako da 

re T 
f(u)(= V. 

f(x) €. w 

Primetimo da se ova implikacija mote pisati u dbliku 

n ocoo c (u 9 v). 
Za dokaz sledeee dve teoreme vidi ([281 9  str. 311, T. 21). 
TEOREMA 3.4. (Kelley i Morse) Neka je  X lokalno kompaktan regu-

laran prostor,  Y regularan Hausdorff-ov prostor itTpodskup od  YX. pa-
da, a'je kompaktan ako i samo ako su ispunjeni sledeft uslovi: 

(K1)T je zatvoren u  YX 9  

(K2)px(T) je kompaktan skup u  Y za svaku taaku  x EX, 
(K3) cy e to ologki uniformno ne rekidna famili a 

TEOREMA 305. (Kelley i Morse) Neka 4e  X Hausdorff-ov k-prostor, 

	

Yrezularan Hausdorff-ov rostor 	 podskup 	Y. Tada, 	 je kom- 
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13 
paktan ako i samo ako su is un'eni sledeft uslovi: 

(111) r-ije zatvoren u YX , 

(M2)px(W) je kompaktan skup u Y za svaku tadku z: E: X, 

(M3)TIC = {fICIfE=TJ je topolofti uniformno neprekidna fa-

YC  za svaki kompaktan skup C u X. 

4. NEKE MANJE POZNATE DEFINICIJE I 6INJENICE 

OPtTE TOPOLOGIJE 

Na kraju ove glave izlaiemo neke 9  uglavnom manje poznate, defi-

nicije i 6injenice op6te topologije, koje 6emo koristiti u narednim 

paragrafima 11.3.2 i 11.3.4. 

Prvo navodimo dva separaciona aksioma. 

DEFINICIJA 4.1. Prostor X je kompletno Hausdorff-ov prostor ako 

za svake dve razli6ite tafteaibuXpostoje otvoreni skupovi U i 

V tako da je 	a E:17 9 	bey, 	Vn V = 
DEFINICIJA 4.2. Prostor X je prostor Stone-a ako za svake dve 

razli6ite tafteaibuXpostoji neprekidna funkcija f,izXujedi-

niani interval I = [0 9 1] tako da je f(a) = 0 i f(b) = 1. 

Navodimo sada definiciju, propoziciju i teoremu na koje se osla-

njamo u dokazu Propozicije 11.3.2.3. 

DEFINICIJA 4.3. Peano-ov prostor je kompaktan9  povezan, lokalno 

povezan metrizabilan topologki prostor. 

PROPOZICIJA 4.4. Ako je 	neprekidna funkcija,  X Peano- 

ov i Y Hausdorff-ov Oostor 9  tada je  f(X) Peano-ov prostor. 

DOKAZ. Vidi jednu implikaciju u dokazu teoreme Hahn4a i Mazur-

kiewicz-ai S. Willard ([59], str. 221, T. 31.5). // 

TEOREMA 4.5. Svaki Peano-ov prostorJe lufto povezan  ("arcwise 

connected"). 
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DOKAZ. S. Willard ([59], str. 219, T. 31.2). // 
	 14 

DEFINICIJA 4.6.. Prostor X je potpuno separiran ako za :wake dve 

razli6ite tafteaibuXpostoje otvoreni skupovi U i V tako da je 

a eu, 	b€ .7, 	unv = 0, 	u V V • X. 

DEFINICIJA 4.7. Prostor X je potpuno nepovezan  ako eu komponen, 

te u X jednalani podskupovi. 

DEFINICIJA 4.8. Prostor X je 0-dimenzionalan  ako svaka tante. u 

X ima lokalnu bazu 6iji su elementi otvoreno=nzatvoreni skupovi u X. 
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GLAVA 2 

NEKE VARIJANTE JEDNE TEOREME K. KU ,ATOWSKOG 

U ovoj glavi dokaza6emo tri teoreme 9  koje zajedno sa jednom te-

oremom K. Kuratowskog 6ine skup od 6etir orodna tvrdjenlm &  

1. TEOREMA K. KURATOWSKOG 

K. Kuratowski (BO], str. 89, T. 3) dokazao je eledeou tnremu: 

TEOREMA. Neka je X kompaktan Hausdorff-mprostcr i Y21.9iz7o-

ljan Hausdorff-ov prostor. Tada je skup  

4P = [(f, ,y) I y = f(x)j 

zatvoren u prostoru YX X, X XY. 

Zamenjuju6i 9  u direktnom proizvodu YX x X X Y 9  prostore X i Y 

(jedan iii oba) njihovim hiperprostorima 2X  i 2Y  i defini5u6i 9  na 

prirodan na6in 9  odgovarajuoi skup(1) 9  mi 	u narednom paragrafu, 

dokazati da vale job' tri tvrdjenja sli6na gore citiranoj teoremi. 

2. VARIJANTE TEOREME K. KURATOWSKOG 

U sve tri nine navedene teoreme predpostavlja se da su posmatra-

ni hiperprostori snabdeveni topologijom Vietoris-a (Def. III.1.1. 1). 

TEOREMA 2.1. Neka je X lokalno kompaktan regularan prostor i Y 

regularan prostor. Tada je skup  

((f0c 9 B) I f(x) E: 

zatvoren u prostoru YX  XX >4:2Y . 

DOKAZ. Pokaza6emo da je komplement skupa () otvoren skup. Neka 

je (f09x000) taka koja pripada tom komplementu 9  tj. f0(x0) it Bo . 

Pato je Y regularan prostor, postoje u Y otvoreni skupovi U i V takvi 

da je 	
15 
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,1) 	fo (X0 ) e U9 	Bo  C IT9 	 U1' v 
	 16 

POto ? f neprekidna funkcija (dakle je otvorena okn 9 f
-1 (U) 	 na 

take x0 ) 9  a X je lokalno kompaktan regularan prostor, postoz, u X 
skup K ([22], str. 66, Prop. 2.14) tako da je 

xo  int(K), 	 K C f-1 (U) 

06igledno, tada fo  (:(K,U), dok je, prema (1), Bo  E= (V). Dakla 

W T (K,U) X int(K) X (V) 

je otvorena okolina ta6ke (f09 x09 B0 ). Ostaje da se pokaie da 

N n .4) - 

Nelm je (f 9 x 9 B) 	N. Tada je f(K) C 119 x E: int(K) i B C V. Dakie, 

U, pa, prema (1) 9  f(x) 	V, odakle, tim pre, f(x) Et B. // 

TEOREM 2,2e, Neka °e X kompaktan  Hausdorff-ov prostor i Y T. 
sirmtor. Tale. j.LAIEER 

= f(f,A,y) ly Ef(A),1 

AlAY21112MRTSq2ER YX X  2X X I. 

DOKAZ, Neka je (fo ,A0 ,y0 ) tafta koja pripada komplementu skupa 

ti. yo  lr0 (A0 ). Pato je I regularan prostor, postoje u Y otvo- 

reni skilpovi U i V takvi da je 

(2) 	fo(A0)CITy 	 YO € V9 	unv = 0, 

06igledno, tada je A0 C:f;1(U) 9  pri 6emu je, zbog neprekidnosti fun-

keije fo , f;1 (U) otvorena okolina zatvorenog skupa Ao . Pato je (pre-

ma poznatom stavu) X normalan prostor, odavde sledi (opet na osnovu 

poznate Cinjenice), da u X postoji otvoren skup G tako da je 

Ao  C G9 	 6 C f-1 (U). 

Iz ovih inkluzija zaklju6ujemo da je A0  C(G,), i fo E(G,U). Primetimo 
jp G kompatan skup u X. Dakle, 

MENU, 
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N = (G s"U) X (G) XV 

otvorena okolina take (f o9 Ao9y0 ). Treba job pokazati da 

N n = O. 

N=.ka je (rota) € Ne Tada je f(G) C U s  A CG i y E Ve Prema (2) 1, y 

K (G)m Po6t 0 je C G9 06igledno 9  y f(A). // 

TEOYEMA 2.3. Neiss.ja  X Imipaktan Hausdorff-ov prostor i T4- 

2P2SI2EzItltALJA22 

cip = t(f,A,B) I f(A)n B pi 03- 

zatvoren u prostoru YX  X 2X  X 2! . 

DOKAZ. Neka je (fo9 Ao9 B0 ) tafta komplementa skupa 9 tj. 

f . (A0 ) fl Bo = 0. Pogto je Y normalan s  postoje u Y otvoren skupovi 

U:L Vtakvi da je 

(3) 	 fo (A0)CU y 	Bo  C V9 	Ur)V to 0. 

- 06igledno s  fo1  (U) je otvorena okolina zatvorenog skupa A o. Pato je 

X normalan s  postoji u X otvoren skup G tako da je 

Ao CG, 	 G C 11;1 (U)e 

Odavde je A0 (2 <G) i fo e (1. sU). Prema (3),  Bo  E (V). Dakle s  

N (a- sU) x <G) Or) 

je otvorena okolina taake (fo9Ao9B0 ). Lako se proverava da je 

N n cti co. /1 V
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GLAVA 1 

NEKI ELEMENTI TEORIJE KATEGORIJA 

II ovoj glavi posmatramo same neke od osnovnih pojmova i stavova 

teorije kategorija koje eemo kastiije koristiti u G1avi 3. 

1. POJAM KATEGORIJE 

DEFINICIJA 1.1. Za kategorijju '31Ckaiemo da je data, ako je data 

klasa elemenata 0(3C) (elemente klase 0(3C) zovemo objektima katego-

rije 5C) tako da je: 

1. Za svaki par (A,B) objekata iz 3t dat je skup M (A,B). 

(M(A,B) nazivamo skup morfizama iz A u B. Pri tome 6esto pigemo u:A 

----B 	 umesto u Mul(A,B)). 

2. Za svaku trojku (A,B,C) objekata iz 3C  dato je preslikavanje 

/A. : M1c(A,B) x M (BIC) 7,(A,C) 

koje zovemo kompozicija morfizama. (Pri tome ako je uem (A,B),v 
M (B,C) sliku p.(u,v) para (u,v) oznaCavamo i sa vu ili you). 

3. Skupovi M (A,B) i kompozicije morfizama zadovoijavaju slede-

ee aksiome: 

(a)Kompozicija morfizama je asocijatiyna: ako 	v 	w  

tada 

w(vu) .411v)u. 

(b) Za svaki objekt A iz Wpostoji 1AEIM,c(A,A) (tzv. jedinieni 

morfizam od A) tako da ako 	i 	tada 

u u lA 	, 	vlA  = v. 

(c) Ako su parovi (A,B) i (A',B') razli6iti, tada je 

M (A,B) n(A'03') 	0. 
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PRIMER 1.2. Kategorij4 skupova i preslikavanja. Objekte ove 

kategorije aini klasa svib skupova. Ako su A i B dva proizvoljna aku, 

pa tada VA,B) ozna6ava skup svih preslikevarlja iz A u B. Kompozici-

ja morfizama je definisana kao slaganje preslikavanja. 

PRIMER 1.3. Kategorija W topoloekih prostora i neprekidnih pre-

slikavanja. Objekte ove kategorije i,.ne topologki prostori a morfiz-

me neprekidna preslikavanja. Kompozicija morfizama je slaganje pres- 

likavanja. 

DEFINICIJA 1.4. Podkategorija rkategorijeX je kategorija 

tako da 

(1) 0($e) C 0(3C). 

(2)M3e (A 1B)C M m(A,B). 

(3)Kompozicija morfizama u gje indukovana kompozicijom 

(4) JediniCni morfizmi u ZSC i  su jediniani morfizmi u IC . 

2. VRSTE MORFIZAMA 

Jedno od vainih pitanja u svakoj kategoriji je pitanje klasifi-

kacije njenih morfizama. 

Neka su kategoriji 3C dati morfizam 	 i objekt X. Posma- 

trajmo preslikavanje 

[u sX] : Mx(X,A) (X,B) 

dato sa 	 [u,X](v) = uv. 

DEFINICIJA 2.1. Za morfizam u kaie se da je monomorfizam ako je 

preslikavanje [u lt] 1-1 za svako X € 00C) tj. vi  i v2 	uv2# uvi  

PROPOZICIJA 2.2. Kompozicija dva monomorfizma je monomorfizam. 

DOKAZ. Neka su 	 i u":B-----C monomorfizmi i 

Tada 	(u"ut)vi  = (u"u 9 )v2 u"(u 2 v3. ) = u"(u 9v2) 

=g>ulvi  u9v2  == vl  = v2. // 
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i dakle 	 je monomorfizam. 

PROPOZICIJA 2.3. Ako je  u:A----- v:B 	C i ako_le vu monomor- 

fizam tada je i  u monomorfizam. 

DOKAZ. Ako u nije monomorfizam postoje vl , 	 v1  =p v2  

tako da je uv1  = uv2 . Dakle v(uv1 )= v(uv2 ) i prema tome (vu)v, = 

(vu)v2 Sto je nemogude jer je vu monomorfizam. 

Ongledno van i slededa 

PROPOZICIJA 2.4. Za svaki  objekt  A u ma koloj kategoria 

1A :A----p-A le monomorfizam. 

Neka su u kategoriji X dati morfizam 	 j objekt X. 

Posmatrajmo preslikavanje 

[X,u] : M (B,X)---4-M, 	X) ,(A, 

data sa 	 [X,u] (v) = vu. 

DEFINICIJA 2.5. Za morfizam u katie se da je epimorfizam ako je 

preslikavanje[X,u] 1-1 za svako X E: OM tj. vi  v2 viu* v2u. 

Lako se dokazuju saede6e propozicije: 

PROPOZICIJA 2.6. Kompozicila_dateplaulizma  je epimorfizam. 

PROPOZICIJA 2.7. Ahaa 	 v:B----C i ako je  vu epimor- 

fizam, tada ;ie  i v epimorfizam.  

PROPOZICIJA 2.8. Za svaki objekt  A u  ma ko,joikatearla 

1A 	je epimorfizam. 

DEFINICIJA 2.9. Morfizam u:A----B je bijekcia (monoepimorfizam) 

ako je i monomorfizam i epimorfizam. 

DEFINICIJA 2.10. Morfizam u:A----B je izomorfizam ekvivalenci-

ako postoji morfizam v:B----A takav da je 

vu = 1A ' 
	uv = 1B° 

PROPOZICIJA 2.11. Svaki izomorfizam je bijekc4a. 

DOKAZ. Iz vu = 1A prema Propozicijama 2.3 i 2.4 sledi da je u 

monomorfizam, a iz uv =1B  prema Propozicijama 2.7 i 2.8 sledi da je 

u epimorfizam. /1 
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PRIMEDBA 2.12. Bijekcija ne mora biti izomorfizam. ([91 str.6) 

PROPOZICIJA 2.13. Kompozici"a  dva izomorfj.zma  je izomorfizam. 

DOKAZ. Neka su u:A----B 	 izomorfi,zmi. Tada postoje 

morfizmi u':B----A 	 takvi da je 

u'u =1A' 	
uu' = 1B9 	v'v = 1B" 	vv' = 1C. 

Sada se lako proverava da je vu:A.----C izomo7:fizam jer postoji mor-

fizam u'v':C----A i vaft 

	

(u'v') (vu) = 1A9 	(vu) (u'v') = 10 . // 

3. FUNKTORI 

DEFINICIJA 3.1. Neka su 	a)dve kategorije i neka je F funk- 

cija koja svakom objektu A kategorije Co korespondira objekt F(A) 

kategorije 5)i svakom morfizmu u iz 	morfizam F u iz 5) 

Kagemo da je F kovari"antni funktor iz C.  u Zak° su zadovoljeni 

slede6i uslovi: 

(a)Ako u:A---B, tada F(u) o F(A)----4-F(B). 

(b) F(1A )=1F(A)• 

(c) F(va)=F(v)F(u). 

SliOno t  kaiemo da je F kontravariAantni funktor  iz eu 
gb 

ako su ispunjeni uslovi: 

(x) Ako 	 tada F(u) o F(B)----,-F(A). 

( r ) F(1A )  = 1F(A) . 

 (6) F(va)= F(u)F(v). 

PRIMER 3.2. Neka je I fiksirani oblik date kategorije 

Ako je Y objekt u C° neka je FY(Y) = Me(Y 0 X). Ako je u:Y 	morfi- 

zam u e neka je Fx (u): Fx(Z)--.-Fx(Y) dato sa [FY(u)](v) = vu za 

svako v E.Fx(Z). Lako se proverava da je F1
: e---i kontravari-

jantni funktor iz e u kategorije S skupova i preslikavanja. 
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GLAVA 2 

GRANICE I PRESLIKAVANJA INVERZNIH SISTEMA 

Ova glava sadrii definicije pojmova i iskaze stavova (b2 doka- 

za), vezanih za inverzne sisteme topolakih prostora, na koje se po-

zivamo u Glavama 3 i 4 ovog dela. 

1. POJAM INVERZNE GRANICE 

DEFINICIJA 1.1. Neka je binarna relacija u skupu A. Kaie se 

da je A usmeren relacijom 4 ako su ispunjeni slede6i uslovi: 

(1) Ako c< E:A, tada o< 	. 

(2) Ako o< 9  p 9 15 E: A talc() da c< < pi p 4 zc  g tada 
(3) Ako 6; p (2 A, postoji 6 C A tako da o4 	i 	. 
Podskup S skupa A je kofinalan podskup  od A, ako za svako of C A 

postoji J EE S, tako da je c< 4 

Neka su A i B skupovi usmereni relacijama 	i 2  redom. Za 
funkciju f:A 	kaZe se da je monotones ako o< ;1f5 =74f(0() 2 f(f5). 

DEFINICIJA 1.2. Neka je A skup usmeren relacijom 	Koc  topolo- 
5ki prostor za svako E: A, i Tr! 	 neprekidna funkcija za 
svaki par o<, p (7... A takav da je coK 	p 

Za kolekciju prostora X 0(  i preslikavanja Tr a<P 
 kaie se da Cini 

inverzni sistem  prostora i preslikavanja nad usmerenim skupom A, u oz-
naci (X.(  ,1T 1  ,A3, ako su ispunjeni slede6i uslovi: 

(1) Ako 	E: A, tada Tla 	x 
2C - Tr Zr - (2) Ako 0<,(5, € A i 	4 p 4 z(  9 tads. 0 P a(  71" p 	. 

Umesto -{X 04.  , 	,A3 bl est° se kria6e pie -{X„ 1T 9 A3. iii same (X,71:1- 
ako je jasno o kojem je usmerenom skupu re6. 

PRIMEDBA 1.3. Usmeren skup A postage kategorija ako elements iz 
22 
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A posmatramo kao objekte, a skup morfizama iz of u je ill prAzan, 

ako c( 	13 9  iii sadrii samo jedan element, relaciju .<;„ ako .‘1)3. 
Tada, inverzni sistem nad A .je, jednostavno, kontravarijantni 

funktor iz A u kategoriju lj topologkih prostora i neprekidnih pre-

slikavanja. 

DEFINICIJA 1.4. Inverzna granica  (kratko granica) inverznog si-

stema tX,TT„Al„ u oznaci limfX„Tf,Al„ je podprostor topolofikog 

proizvoda prostora X1100 koji sadrii one funkcije x = (x,(1, •kod kojih je 
0( 	

) ffi x00  za svaki par 00:,p C A takav da o( 

PROPOZICIJA 1.5. Granica inverznog sistema T i-nrostora je  Ti- 
1 

.prostor  za ‘32. Ako svaki  X04  le T2 , tada X0  je zatvoren u  FIX . cc 
1 DOKAZ. Separacione osobine su produktivne nasledne za 	37. 

Za drugi deo tvrdjenja vidi na pr. S. Eilenberg ([13],str.216,L.3.5)• / 

Neka je„ za svako c< E: A, TT- X
00 	restrikcija na X00  priro • oe 

dne projekeije 

TEOREMA 1.6. Ako 	(XXIA) inverzni sistem g  tada je familija 

svih skupova dblikalc/(11,09 ode o(  prolazi neki skup  S kofinalan 

u A, a II0  su otvoreni podskupovi prostora  X 00  baza prostora  % co . 

DOKAZ. Vidi R. Engelking ([14], str, 88 9  T. 3). // 

PROPOZICIJA 1.7. Ako 4e  x EX00  i Z ( X00 „ tada 1e  

xE.7 =* -11"0c)(EIQZ) za svako  (*EA. 

DOKAZ. Vidi K. Kuratowski ([29], str. 167, T. 3). // 

PRIMEDBA 1.8. Postoje primeri inverznih sistema takvih da je X a<  

A 0 za svako 	E: A, ali je X000 = 0 (S. Willard [59], str.211, Pr. 29.1o, 

Medjutim„ vaii slede6a teorema ([13], str. 217, T. 3.6). 

TEOREMA 1.9. Granica inverznog_sistena(nerazni . 

T272"22=62_a_imptatalaLltaamistaa T2-2IPst°r° 
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2. PRESLIKAVANJA INVERZEIH SISTEMA 
	 24 

DEFINICIJA 2.1. Preslikavanje tt• = 	inverznog sistema 

,A) u inverzni sistem 1. 1,9033, u oznact 

: £X, T(' 

je familija koja se sastoji od monotone funkcije 'f:B 	i nepre- 

kidnih funkcija 

• X 	 Y P • %NI) 	P 

definisanih za svako 	E B, tako da za svaki par o< , I E B 1  gdeck4r5 

sleddoi dijagram 

Y • 	 Y
P  

komutira, tj. 

100 11(4 = 3‹s ° 111 
DEFINICIJA 2.2. Neka je CI) 	1), 11.) { X III, A} --4-(Y,3 1 B1pre- 

slikavanje inverznih sistema. Ako je x = [x od E X00 , za svako p E B 

stavimo 

Y rs 	‘f) iN (xf(15 ) ). 

Na osnovu prethodne definicije, za tae'ku y = ty /51 E n 
ki par o< IN E. B takav da je of 4, 	imamo 

'3 1:( (yp) = Sf0sc [Ip(x 	(p))1 10 130([11- 4M(X1( 11))] = 
= 1)0(0C1(0()) = 90(  

i sva- 

dakle, y E Y00 . 

	

Granie'no preslikavanje preslikavanja 	u oznaei Too  ili limq, 

je funkcija 

1302 X00 	I00  

definisano sa 1(x) = y. 

qt(p) Tr,p(„) 
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TEOREMA 2.3. Graniano pre slikavanje 	---*-Y 	ne- 

prekidna funkcija. 

DOICAZ. Vidi na pr. ([13], str. 218, T. 3.13). /1 

Navedimo, na kraju, sledeou vanu teoremu (:"iji se dokaz maze 

izvesti iz ([13], str. 218-219 L.3.11; T.3.133 T.3.15) i ([14], str. 

88, T.3). 

TEOREMA 2.4. Neka je 	={/,`Fts} 	: 

Ako je  

(1) N kofinalan podskup od B, 

(2) I (N) kofinalan podskup od A, 

(3) f: X ..f(p) 	Yp homomorfizam za svako p E N, 

tads je oo--v-T00 homomorfizam. oe  
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GLAVA 3 

0 INVERZNOJ GRANICI FUNKCIONAMIE PROSTORA 

Neka je kategorija 6iji su objekti koxpektni Hausdorff-ovi 

prostori, a morfizmi neprekidna preslikavanja ovih prostora. Ako je 

X objekt u 	neka exp(X) ozna6ava proctor svih nepraznih zatvore- 

nih podskupova od X sa topologijom Vietoris-a. Ako je f morfizam u 

i 	--Y 1  neka je exp(f):exp(X)t----4-exp(Y) definisan6 5a 

exp(f) = f(F) za svako F E exp(X). Tada je exp: 	kovari;jantni 
funktor. Neka je tX,R,A1 inverzni sistem u:% nad usmeranim skupom A. 

U [51] S. Sirota dokazao je da je exp(lim(X 91q) 1:;;; limfexp(X)9exp(10.). 
Ako je (Y 9  S) 9 131 drugi inverzni sistem u IC i 4g a fx,71-p-ty,s1 pre-
slikavanje ovih sistema, tada ono indukuje preslikavanje exp(p): 

{exp(X), exp(r)].--,,(exp(Y) 9  exp(9)). U [38] M. Marjanovi6 dokazuje 
da su tada preslikavanja exp(lim.1)) i lim exp(4,P) jednaka do na  kom- 

poziciju sa homeomorfizmima. Ovo kompletira poMenuti rezultat iz [51]. 

Za x u 	neka je X = X (°)  i x(n) 	exp(x(n-1)) za n = 1 9 2, 
Neka je u:X (2) ----X (1)  unija shva6ena kao preslikavanje. Stavimo 

(1) . u u(1) 	je u(n)  = exp(u(n-1) ) za n m 2 9 3 9 .. 	Tako dolazimo 
1 do inverznog niza prostora i preslikavanja: X(1) u 	X

(
'
„

' 
i,(2)

• • . 
6iju 6emo granicu oznaiti sa X (-4)) Nazovimo prostor X eksponencija-
lno kompletnim ako je X '..;:•exp(X). U [31 M. Marjanovi6 dokazuje da 
je X (43) 

eksponencijalno kompletan i da se X mote utopiti u X (,) 

U ovoj glavi mi posmatramo kovarijantni funktor Map x  u katego-
riji Hausdorff-ovih topoloekih prostora i neprekidnih preslikavanja. 

U prva tri paragrafa dokazujemo da svi gore pomenuti rezultati imaju 9 
 u ovom slu6aju, svoje analoge. Navodimo i dva primera. U 6etvrtoj ta- 

	

aki ispitujemo neke osobine funkcionalno kompletnog prostora 	i 
formuli6emo jedan otvoren problem. 
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1. KOMUTIRANJE Mapx  FUNKTORA SA 

INVERZNOM GRANICOM 

Neka je 	= (0 9M) kategorija 6iji su objekti 0 svi Hau0orff- 

ovi topoloiki prostori, morfizmi M sva neprekidna preslikavanja ovih 

prostora i neka X ozna6ava fiksirani objekt kategorije 	Mi wetpo- 

stavljamo da, ukoliko nije drugaije reCeno 9  svi prostori i sva pre- 

slikavanja koja posmatramo u ovoj glavi pripadaju 	Za svako Y(10 9 

 neka Mapx (Y) oznaava skup svih neprekidnih funkcija iz X u Y gna-

bdeven kompaktno-otvorenom topologijom. Umesto Mapx(Y) koristi6eMo, 

takodje, ponekad i uobi6ajenu oznaku YX. Porto je Y E:0 9  prema T. 

1.1.2.2, sledi da je Mapx(Y) 	O. Ako je f E: M 	 neka je 

mapx(f):Mapx(Y)---..-Mapx(Z) preslikavanje definisano sa [Map x(f)](g) 

= fog za svako g E Mapx(Y). Tada, preslikavanje.Mapx(f) je nepreki-

dnO (PrOpi 1.1.242). Ako je i M identiteta, tads je Mapx(i) tako-

dje identiteta i, lako je videti da, ako su fi  i f2  u M i flof2  je 

definisano, tads Mapx(flof2) = Mapx(fi )oMapx (f2). Dakle Mapx: '-4.' 

je kovarijantni funktor (Def. 1.3.1) i slika od 	sa Mapx, u ozna- 

ci Mapx(X), je podkategorija od 

Ekvivalencijeu% su homeomorfizmi i za dva prostora Y i Z u 

It Yr..1Z oznaava da su Y i Z homeomorfni. 

Neka je Cyor9 A3 inverzni sistem u 	nad usmerenim skupom A. 
Poito je Mapx  kovarijantni funktor9  [Mapx(Y) 9Mapx(10 9A1 je, takodje, 

jedan inverzni sistem u 

Mi sada dokazujemo sledeou 6injenicu (uporedi sa Bucur i Dele-

anu ([9], str. 57,  Prop. 3.6)): 

TEOREMA 101. Mapx(lim(Y 9 111,c,.;.-; lim[Mapx(Y),Mapx(103.. 

DOKAZ. Stavimo Yo0 = lim[Y 9 111 i posmatrajmo preslikavanje 

H:Mapx(limtY 9 111) --0" 1 ila[ki aPx 	91/aPx Or* 

definisano sa 
H(f) 	{pc(ofi 
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28 za avako f E Mapx (Y00) gde pot  ozna6ava restrikeiju prirodne projekci- 

	

je 11{Y0(  E Al 	na skup 00. 

Ovo preslikavanje je dobro definisano. Zaista, ako cc,?E i 0(< p 

[Plapx(1)] (p of)= p of 

jer, za svako x E X, i dakle f(x) E Y00, imamo 

([11apx (11)] (pib of))(x) = (1Toilopcf)(x) 

	

= 	(p [f(x)] 	pc<  [f(x)] = (pc<of)(x) . 

Posmatrajmo takodje preslikavanje 

G: limUlapx (Y) ,Mapx (7)} --,--Mapx (lim[Y,111) 

tada 

gde, za proizvoljnu taaku f = tf0( 1 E lim[Mapx (Y),Mapx(IT)} (dakle f 
Mapx (Yo ) ) preslikavanje G(f) :X 	je definisano sa 

EG(f)1(x) = [Qs)). 

za svako x E X. Da bi opravdali ovu definicu, mi zapaEamo, pre eve- 

ga, da je [G(f)] (x) zaista taka u Y oo  za svako xEX, jer, za of < p, 
imamo Irtt[fp(x)] = (ITOff1 )(X) = (DielPx(rj3( )] (fp))(10 = fix (X). 

eta vise, G(f) je neprekidna funkcija tj. G(f) E , YooX  po5to je, za 
svako x E X9 Epo(oG(f)] (x) = pogf0( (x)j) = f0( (x) 

dakle, p oG(f) = foc 

Pokaza6emo sada da su G i H bijekcije inverzne jedna drugoj. 

(a) (MOM = f za svako f 	jer ako je x E X, tada 

PG0/1)(f)](x) = (G[H(f)1)(x) = [(p0( of)(x)) = tpoj.f(x)D= f(x). 
(b) (HoG)(f) = f za svako f = frojElimplapx (Y),Mapx(7)) jer 

(HoG)(f) = H[G(f)] bleG(1)1= (10.= f. 

Ostaje da se pokaZe da su preslikavanja G i H neprekidna. 

(c) neprekidnost funkcileE.  Neka je (C 1,U0( ) otvoren sub-bazni 
skup prostora Yom,  gde je C kompaktan skup u X i U 0(  otvoren skup u 
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neka qc<  oznaaava restrikciju prirodne projekcije n(y.,x1 	--0-70(1" 

na podskup lim(Mapx(1),Mapx(IT)3. Dovoljno je dokazati neprekidnost 

kompozicije 

f E (cicitoH) -1 [(C,U0 )1=>ci oc ili(f)1 E (C,U0()<=> 

qc4((p of}) E (C,U0 ) 4 po(of E (C,Uo ) <==> 'pelf( C)] C tic( 

 <==:)f(C) C p-041 (Uo ) <;==4. f E (C,p(U)) 

i dakle 	 (q, °H) -1 [0 Uod] = (C,1);(V). 

-1 Ovo kompletira dokaz jer je p oc  (II0() otvoren bazni skup u Yto 

 prema T. 2.1.6. 

(d) Neprekidnost funkcile  G. Pogto je X T 2-prostor, 8=(C,p:(Uo )) 

je otvoren sub-bazni skup u Y X  (Prop. 1.1.2.4). Ako je f = tf oa€ 

lim[Mapx(Y),Mapx(11)3 imamo 

f EG-1 (S)<==)[G(f)] (C)CP:41 (Uo( ).4#1G(f)] (x) E Pa (U 4 ), Vx EC 

<={1•04(x)} E p-0(1 (110() NxEC<=4,f0((x) E U00 	E C 4==> f«(C) C U 

fix  E (C,Uo )f E Ce41  [cc,u 4 )]. 
-1r Dakle, G-1  (8) = cio<  [(C, «)] je otvoren skup u liniMap x(Y),Mapx(Tr)) 

pa je G neprekidna funkcija. 

Prema (a) , (b), (c,), (d) dokaz teoreme je potpun. 1/ 

Neka je [Z,9,BJ drugi inverzni sistem u 	nad usmerenim skupom 

B. Ako je 	[Y 9 111 	 preslikavanje ova dva sistema, ono odigled- 

sno definige preslikavanje Mapx(4))tapx(Y),Mapx(11').}—{. Mapx(Z).Mapx(3)} 

Tako imamo dva indukovana preslikavanja Mapx(lim 	i lim Mapx(t, ) za 

koja eemo pokazati da su ista do na kompoziciju sa homeomorfizmina. 

Preciznije imamo sledeou teoremu: 

TEOREMA 1.2. Neka je dato preslikavanje inverznih sistema  

= 1.1),Ny 
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30 Tads, posto&e dva homeomorfizma H i K 

	

mapx(limty971) 	limfrapx(r) 9mapx(703 

mapx(lim t■) 	 ilim Mapx(4i) 

Mapx(1lim[Z991) K 1im[Mapx(Z)9MaPx(9)1 

komutira. 

DOKAZ. Neka su H i K homeomorfizmi iz T. 1.1 u odnosu na [7 1 71.1 
i IZ,Sirespektivno, i neka Pp i Qp ozna6avaju restrikcije prirodnih 

projekcijantypeBJ—•-Zpi ri [4 fE Bj 	na podskupove 

lim[Z,9} limtMapK (Z),Mapx (9)'.1 redom. Sada, za f E: Y, i Ea, imamo 

NpoKoMapx(1im<D1(f) = (SoK)(14aA5of) 

Q (CP olimcborp p olimIof. is P 	 P — 
Sa druge strane, prema definiciji grani6nog preslikavanja je 

	

[Qpollp MapxMoH](f) 	 Mapx4)D{pixof}) 

'EMaPX(TP )1(Pf(p)°f) pop 1, (N or. 

Ali, za x(E X9 je 

(Ppollm4of)(x) = Pp(14m<DR(20:1) 
ki) (p) f(x)i) 

cfr, op (p) of)(x) • 

pa je komutativnost dijagrama dokazana, // 

Dakle, prema T. 101 i T. 102, funktor Ma/a /c  komutira sa inver-
znom granicom. 

2, FUNKCIONALNO KOMPLETNI PROSTORI 

Uvedimo sledeou definiciju: 

DEFINICIJA 2.1. Prostor Y je funkcionalno kom  letan u odnosu na 
JORIMM•10.• 

ako je Y ,̀;-!,11apx (71). 

PRIMER 2.2. Trivijalan primer funkcionalno kompletnog prostora 
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3 1 
je svaki prostor Y koji sadrii samo jednu taCku. 

Jedan drugi primer daje slede6a propozicija (vidi Def. 1.1. 4.3): 

PROPOZICIJA 2.3. Svaki Hausdorff-ov prostor Y koji ne sadrii 

jukafunk ksicT21122ompletan u odnosu na Peano-ov prostor  X. 

DOKAZ. Prema Prop. 1.1.2.7 9  Y je homeomorfan sa podprostorom 

j(Y) (svih konstantnih funkcija) prostora YX. Dakle 9  dovoljno je do-

kazati da je svaka neprekidna funkcija 	konstanta. Zaista, 

pato je X Peano-ov a Y Hausdorff-.ov prostor, i f(X) je Peano-ov pro-

stor (Prop. 1.1.4.4). Ako f(X) nije ta6ka 9  tada f(X) sadrii la h (T. 

1.1.4.5), 6to je suprotno pretpostavci za Y. // 

Za Y E 09 stavimo Y = Y (°) 9  i za n 1,2,... neka je 

Y (n)  Mapx (Y (n-1) ). 

Neka je a (E.X fiksirana ta6ka. Posmatrajmo preslikavanje 

Pa 	 L 
,(1) 	,(o) 

definisano sa 	
Pa(f) 	f(a)  

za svako f C Y(1) koje je neprekidno i na (Prop. 1.1.2.9). 

Ozna6imo pa:Y(1) --•Y
(o) sa pa(o)  9 i za n = 1,2,... neka je 

plan) = rapx(pin-1) ) y(n+1) 	y(n) .  

( Tada sva preslikavanja pan)  9 n = 0 9 1 9 ... 9  su neprekidna i na. Dakle, 

dolazimo do inverznog sistema prostora i preslikavanja 

,(o) 	,(1) 	 .,( 11) 
Ya 	„(2) 	 v.(n) Ya 	y(n+1) Y

( 

o) Ya 1)J. -4- J. 	 • • e 

Neka je 	 y(o) = limty ( n) ,p1n)]..  

Tads., Y °5" )  je objekt ua(Prop. 2.1.5) 9  i primenjujuki T. 1.1 na 

lim[Y(n) 9p (an).} neposredno dolazimo do 

TEOREMA 2.4. Proctor  Y(6))  je pEakcionallaohmktpausgmtlut  X 
DOKAZ. 	Mapx(Y (c`" ) )::..1 1im(mapx (Y (n) )9mapx(pa(71) )} 
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0 • 

32 .lim(ya(n+1 ) 1pa( 11+1))4, 14(0) 9 

 gde poslednja relacija sledi iz T. 2.2.4. // 

Posmatrajmo sada preslikavanje 	 lo4e pripada7ig: Stavimo f 	
f(o) i za n = 1,2,... neka je 

f (n) 
= Mapx(f(n-1) ) 

DEFINICUA 2.5. Dijagram 

(o) 	 (n) 1,(0) Pa 	(1) „. 	.....------ 	 (n) y 	-.--- ... -..-- y 	_  Pa  

Z 1 (o) Z (1) ... 	z(n)...._________ 

f(o) 	f(1) 	f (n) 	f(n+1) 

Pao) 	 (n) 
Pa 

nazivamo indukovani dijagram. 

PROPOZICIJA 2.6. Svi 6etvorougli indukovanog dijagrama komutiraju. 

DOKAZ. Prvi 6etvorougao komutira prema Prop. 1.1.2.13. Porto je 
Mapx  kovarijantan funktor, komutativnost svih ostalih 6etvorouglova• 
neposredno sledi. // 

DEFINICIJA 2.7. Za preslikavanje 	u 	kaiiemo da je 
funkcionalno kompletno u odnosu na X ako je f jednako Mapx(f) do na 
kompoziciju sa homeomorfizmima. 

ty(n) ,pa(n)1_44 z(n) tpa j(n) Neka je ff(n)]. 	
preslikavanje inver- 

	

znih sistema i neka je f (co) 	f(21) = lm 	 44 
t 	.1 

 Ta da je f (  ) neprekidno (T. i  

2.2.3) 1, dakle, preslikavanje u C. 

TEOREMA 2.8. Za ma koje fa----Z u 9 preslikavanat f (45j) : 
Y (4.1)---- Z (43)  je funkcionalno kompletno u odnosu na X. 

DOKAZ. Primenjuju6i T. 1.2 na preslikavanje inverznih sistema 

	

(f(n)) 	fy(n),p1n).)„..fz(n)spin).} 

imam° 
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MaP(1)) 	
$ 	lim[y(n+1) 21) (11+1) 	y(ca) 

( 

	

MaPX(f(6))) 	
1im[f(n+1)1 	

c‘)) 

 

Napx(e4))Th..7--.-iinitz(n+1) 9 p(n+1)}_____7_,..c . z (c0 f 

gde su h I, k o6igledni homeomorfizmi. Pogto su 6etvorougli kowatati-

vni nalazimo da je 

Mapx(f (t' ) ) 	(koK)-1  o f (6))  o (hoH). // 

3. TEOREMA 0 UTAPANJU 

Pokaza6emo sada da postoji podkategorija od Z6iji su svi obje-

kti funkcionalno kompletni u odnosu na X i da za svako Y E: 0 postoji 

Z € 0 koje sadrii Y i funkcionalno je kompletno u odnosu na X. 

Posmatrajmo preslikavanje 

jo  y (o)____,_ y(1) 

gde, za svaku ta6ku y EEY (o) 
9 	 ozna6ava konstantnu fun- 

kciju u Y (1) koja preslikava X u ta6ku y. Preslikavanje j o  je utapa-

nje (Prop. 1.1.2.7). Za svako n = 1 9 2 	neka je 

( 
jn  = Mapx(jn_l) Y(n)_-Yn+1) 

Preslikavanja jn, n = 0 9 1 9 ... 9  su neprekidna pa imamo slede6i 

niz prostora i preslikavanja: 

	

(o) jo 	 ___,_ y(n) in y(n+1) . 

PROPOZICIJA 3.1. Za svako  n 0,1 9 	$ jn(r (n)  ) 	 retrakt  od 

( 
Y (n+1) sa retrakcijom  jnopan) Y(n+1) ---jn

(Y(n) ). 

DOKAZ. Ovo tvrdjenje je ta6no za n = 0 (Prop. 1.1.2.11). Ecka 

je n> 0. Ako je f E jn(Y(n) ) 9 tada postoji g e: Y ( n  ) talc() da je 

in( g )  = [maPx ( in_i ) i ( g )  - in-log- 

f)6igledno p (
a
n) ojn je identiteta na Y

(n)
9 za svako n = 0,1„..., pa 
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(4.°P111))(f)  2 [MaPX(in°1°P(an4))](t) 	i 	
(n-1) o , of  

„,(n-1) Oon..10g = ;1..101 ( n..1)Og = 	= f. 

Dakle, jnop (an)  je tetrakcija od Y (72+1)  na Jn(Y (n) ). // 
Za svako n = 0 9 1 9 . 5, stavimo 

y(o)____„ y(n+1) ju  o jn_i  o 	o Jo  Jo„n = 

i posmatrajmo preslikavanje 

jol co 
	 pin+1),} 	y 00 

definisano sa 

jo,co ( y) 	fjo,n( Y )) 
za svako y € Y. Ovo preslikavanje je dobro definisano. Zaista, za 
n a ..,2,..., imamo 

P() [iool (Y)] 4; P (an) [( 40JoI  

= EllaPX(P(an-1)°4-1 ) ] [i 0,; 

. 1 	oi (n-1) 1(Y) 	jo,n-1(Y). 

PROPOZICIJA 3.2. Ako je  f Proizvoljna tacka u  jolco (y) iIr : 
 riti(n)  In = 	 oznaava rirodnu ro'ekci u tada 

r -n-n+i(f)] (x) E jn_i(Y (n-1) ) 

za svako x E X i n= 1 1 2,... 

dakle $ jo,n-1(7) 	Ir(r)za svako n 	1,2,... . Nekaje n 	1 i 

DOKAZ. Pato je f E:j 0 , 0,(Y), postoji yeY tako da je j olup) f 

xE X proizvoljno dato. Treba pokazati da jenT 2(01(x) E: Jo (y), tj. 
da je[lT2(0](x):X---.-Y konstantna funkcija u Y (1) . Ali, ovo je ta- 

jer 	
[ IT2(4] ( x ) = [4,1 (Y )] (x) 	E( il °j0 )( Y)i(x) 

poojo (y)ii(x) = jo(Do (Y)j(x)) = J o (y). 

Pretpostavimo da je [
11-124-1 (1*)] (x) 	jn-1

(Y(n-1) 
). Tada je 

n  _1)(y ) ] - (Pln) 04)[40_1( y)] 
-1 141 .1 

(-.1 	Pan-1) 
- 

0in 
 _co o,n-l'("

...‘ u 1 u  
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Irn+2(f) 	io,n+1 (7) 	( jn+14) jo 9 n)(7)  

= [MaPx(in)] [io,n(Y)] = in 1il+1(f), 

pa imamo 
[7.21+2(4 (x)  = jn ( [11-n+1 (1)] (x))  E in(t(n))  

6to kompletira induktivni dokaz. // 

TEOREMA 3.3. Svaki Hausdorff-ov prostor Y mole se utopiti u 

IMEIE121111 811 .1E2a9E0251EMELae 

DOKAZ. Pokaza6emo da se Y mote utopiti u funkcionalno koloptetan 
Do 	( 

prostor Y )  Porto je 	 w) homeomorfizam (T. 2.2.8), ftvo- 

ljno je dokazati da je j o9co utapanje od Y u Y00 

Lako se proverava da je j 09w  1-1. 6ta vise, pato su sva pre-

slikavanja j oln  neprekidna, takvo je i j o9c0 ([221, str. 40, P. 5.8). 

Prema tome, ostaje da se pokaie da je jo9o otvoreno preslikavanje. 

U tom cilju, neka V oznaava otvoren skup u Y. Tada je (a,V) otvoren 

sub-bazni skup u (1) . 

ir na podskup Y
00 
 Tada 

Neka je 
„

restrikcija prirodne projekcije 
ly.* -1r 	 oo 

je k pfl
1 

) L(a sv)jotvoren bazni skup u 

dakle p = Jo dY)n Orlri t(a,v)] = J o op) n YTh -rril [(a l V)] 

je otvoren skup u j090(Y). Dakle, da pokaiemo da je j otw otvoren pre-

slikavanje, dovoljno je dokazati jednakost j o9c0(V) = P. 

Neka je, prvo, fejotcp). Tada, postoji y E V, tako da je 

jota(y) = f 1, dakle, jo (y) = 111.1 (f). Prema ovoj jednakosti je 

E .T1-1 (f)1(a) 	[3o (Y)] (a) = y E V  

dakle, TIME (a,V). Ovo implicira da feiTi ll(a,V)1 i, dakle, 

oaigledno, fEIP. 

Obrnuto, ako je fEP, posmatrajmo ta6ku 57 .0  = Pri(f),](a)(E V. 

Dovoljno je pokazati da je j 09(040) = f ili., ekvivalentno, 

J0 1 11-1 ( Y0 ) = Irn( f) 
	

n 

tvrdimo indukcijom ove jednakosti. 
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Neka je n 	1. Pato je 	). 0tAiY) 9  posto:it y Y tako dt4. 

7;, 	Ovo povia6i j o (y) - 7 1 (f) 	dEacle s  Trim je kon,3„., ,qtno 
preslikavanje. Prema tome 

...Eri (f)1(a) 
	

Li 0 (5r0 )] (x) 

i 7  dakie t ) '9 Pretpostavimo sada da je i 0 	(y0 ) 	(f). 
Na osnovu ove induktivne hipoteze imam° 

(jejo1)(7 0 )  
(n)rir  

L un4-1‘ fi-1))  
fl 

4- .1 
, 	 44k fl ja--0Pa(n-1) Trn+1 o 	(f) 

ko x E, X 9 prema 	 3°2 9 je 

1.0 	(t) t• Err 	( 	(X) 1_ -( 
n+1 

i t  i.., . -42ma tom: t 	(y ) =7"2041 (1). Ovo kompletira induktivni dokaz. -o tn o 

Prema avoj teoremi Y (o) 
je nepraztui alco je Y neprazan i t  dakle 9 

 posto je I drug! Rcimeri funkcionalno 1s:ompletnih prostora. 

PROPOZICIJA 3 	u(Y)   od 

DOKAZ. Da dokaiemo ovo 9  pokaaec,emo da je j oto(Y) retrakt od Y Q°  
sa retrakcijoz r 1 %,otco()Pa oil 

Neka 	j090(Y). `Pada postoji ye7( tako da je j 	(y) ,74 
,, 9G41 

i 2 d.81.ra i, j(y) 	f ) 0 Prema tome 9 imamo 

i(f) 	io l jP1°) [r1 (fth m 4 9 c0(13(°) Do 01,1 )  = J o I JY) f°  " 
() Oznae'imo sa Nap' 	koji korespondira svakom Y E 0 pro- 

stor Y (6"))  svakom preslikavanju 	u7preslikavanje f (cA4 v. 

Tada 9  imamo 

PROPOZICIJA 3 5 Nap 	funk-tor iz u 
DOKAZe Ako je 	 identi6io pre1.kavaije 9  tada su 

..(n)__ 	(11.) 

	

identie'na preslikaioanja 9  pa 	tISAVO 1 OA)) . Ako avt f 

	

,(9a) 	(n) 2.; 	Z --W .0 7) 9  tada je (golf) 	 of 	9 odakie jedno- 

Delaet OvG; je vtap&nj ad Y U Y
)
e // 
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stavno sledi (gof) -4)) = g .43) of ((.A3) // 

Dakle, Map s`')  (It) je podkategorija kategorijeMkoja ima ielje-

nu osobinu. 

4. NEKE OSOBINE PROSTOPA Y (  

Posmatramo prvo neka separruiona svrijstva prostora Y 5)) 

PROPOZICIJA 4.1. Y ) 	T3(T3i) prostor ako i samo ak Y 

T3  (T3 
 1) prostor respektivno. 

DOKAZ. Implikacija =#. sledi neposredno prema T. 3.3. 

Obrnuto, ako je Y T 3(T31) prostor, na osnovu T. 1.1.2.2, jndu-

kcijom je lako zakljun.ti da su takvi i svi prostori Y (n) (n = 0,1, 	) 

pa, dakle, i prostor Y (c"))  prema Prop. 2.1.5. // 

Narednim dvema propozicijama dopunjujemo T. 1.1.2.2 (vidi Def. 

1.1.4.1 i Def. I. 1.4.2). 

PROPOZICIJA 4.2. YX  je kompletno Hausdorff-ov prostor ako i samo  

ako je I takay. 

DOKAZ. Ako je YX  kompletno Hausdorff-ov prostor, takav je i Y, 

prema Prop. 1.1.2.7. 

Obrnuto, neka je Y kompletno Hausdorff-ov prostor i neka su f 

i g dve razli6ite take u Y.  Tada, postoji a(i: X tako da je ,  f(a) 

g(a), a takodje i otvoreni skupovi U iV u Y takvi da je 

f(a)E U, 	g(a) E V9 	 = 0. 

Dakle, 	
f E:(a,U), 	g E. (a,V). 

Iz relacija (a,U) C (a 111) , (a,V) C (a,V) i Prop. 1.1.2.1 imamo 

(a,U) 1 1 ( V) C (7) n (a,V) = (a,11) 	(a,V). 

Odavde sledi da je 

   

(a,U)r) (a,V) ... 0 

(inae Ur) V p( 0), pa je, dakle, 	kompletno Hausdorff-ov prostor. 1/. 
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POSLEDICA 4.3. Y (CA))  je kompletno Hausdorff-ov rostor ako 

A 
:Po ako_je Y takay. 

DOKAZ. Sli6an dokazu Prop. 4.1. // 

PROPOZICIJA 4.4. YXje prostor Stone®a ako i samo ako je  

Akoje YX  prostor Stone-a 9  takav je i Y (Prop. 1.2, 2 , 7). 
Ohrnuto 9  neka je Y Stone-ov prostor i neka su f i g dve 

t; ,16ke u "YX . Tada l  postoji a EX tako da je f(a) 	g(a), a teodje i 
Zeprekidnz fvnkcjja 	takva da je 

Frf(a)] =. 0 9  

o ae sew. toga 

[PeMaPx(F)](!) = pa(F0f) 	(Fof)(a) = F[f(a)] = 09 

[Pa°MaPX (F)Pg) = Pa(Fog) m(Fog) (a) 	 = 1 9  

je prostor Stone-a. // 

POSLED1CA 4.5. Y 	je prostor Stone-a ako i samo ako je Y takay. 

DOKAZ. SliCan dokazu Prop, 4.1, // 

Za prahenje sledeee tri propozicije podse6amo na Def. 1.1.4.6-8. 

PROPOZICIJA 4.6. YX  je potpuno smariran ako i samo ako je Y 
takay. 

DOKAZ. Ako je YX  potpuno separiran 9  takav je i Y9 prema Prop. 
T. 1,2.7 9  zbog naslednosti osobine potpune separiranosti. 

Obrnuto, neka je Y potpuno separiran i neka su f i g dye razii-
6ite take u YX. Tads, postoji a E X tako da je f(a) g(a), a tako-

djeiotvoreni skupovi U i V u Y takvi da je 

f(a) G U9 	g(a) E V 9 	U C 1 v = 09 	U U V 2; Y. 

Sada se lako proverava da za skupove (a 9 U) i (a 9 V) 9  otvorene u Y h 9 vaii 

I E: (a 9 U) 9 	g C (a 9 V) 9 (a9U)r) (a 9 V) m 09 (a9U) U (a9V) 	Y. 

nkazuje potpunu separiranost prostora Y 7/ 
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POSLEDICA 4.7. Y ( je potpuno separiran ako i samo ako  le 

takay. 

DOKAZ, Ako je Y potpuno separiran 9  prema prethodnoj propvziciji l 

 indukcijom je lako zakljuaiti da su takvi i svi prostori Y (n) . Odavde, 

zbog produktivnosti ± naslednosti posmatrane osobine, zakljuCuj mo 

potpunu separiranost prostora Y ) 

Drugi deo tvrdjenja sledi iz T. 303. // 

PROPOZICIJA 4.8. YX 	potpuno  

takay. 

DOKAZ. Ako je YX  potpuno nepovezan 9  takav je i Y, prema Prop. 

I. 12,7 9  zbog ra8lednosti posmatrane osobine. 

Neka je 9  obrnuto 9  Y ilotpuno nepovezan prostor i pretpostavimo 

df_ e  C povezan ekup  u TX  koji ima bar dve raz1i6ite take f i g. 

	

Tada 9  postoji a GX tako da je f(a) 	g(a). Neka je pa:YX ---4.-Y pro- 

jekcija indukovana elementom a. Pato je C povezan i p a  neprekidna 9  

pa(C) je povezan skup u Y koji, oUgledno 9  sadrii bar dve razliaite 

tafte f(a) i g(a). Ovo je 9  medjutim 9  nemoguee. Iz dobijene protivre-

6nosti sledi da je YX  potpuno nepovezan. // 

POSLEDICA 4.9. Y
(co)

eottap2Lnoneovez Lanakoisamoakoe Y 

takay. 

DOKAZ. Sli6an dokazu P. 4.7. // 

PROPOZICIJA 4.10. YX 	0-dimenzionalan ako i samo ako je I 

takay. 

DOKAZ. Ako je YX  0-dimenzionalan 9  takav je i Y 9  prema Prop. 

I. 1.2.7 9  zbog naslednosti posmatrane osobine. 

Obrnuto, ako je Y 0-dimenzionalan 9  neka je f E:YX  proizvoljno 

izabrana taaka i G ma koji otvoren skup koji je sadrii. Treba pokaza-

ti da postoji otvoreno-zatvoren skup H u Y X  takav da je f € H C: G. 

r)ig2edno 9  mole se pretpostaviti da je G otv3ren bazni skup. 6ta 
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use 9  po5to je konaCan presek otvoreno-zatvorenih skupova opet ta- 

0.17 skup A dovoljno je posmatrati samo slu6aj kada je G otvoren ',3ub- 

bazni skup u Y Neka je 9  dakle 9  G = (K 9U) 9  gde je K kompaktrio X i 

4)tvoren u Y. Ako je sada x El K 9  tada je f(x)(E. U, pa kako j Y 0- 

nzionalan 9  postoji u Y otvoreno-zatvoren skup Vx  takav da - 

f(x) E:Vx c: U. 

Dakle, f(K) C: L).[Vx  I x€ 

pogt je 	kompaktaa 9  postoje take x19 o o a 9Xn  E K tako da 

( K) C V‘,..) 	V . 

Stav .ime 
x
1 	

0  0 \.„,/ V 	9 
xn 

H m (K 9 V). 

Tad1 o5igiedno 9  f E H 9  H C G (jer je V C 	i H je otvoreno- 

latiroren (jer je V otvoreno-zatvoren). /1 

POSLEDICA 4.11. Y (4)) 	0-dimenzionalan ako i samo ako 

takay. 
C.^Ta4=1¢77.S7 

DOKAZO Sli6an dokazu P. 4,7, // 

PROPOZICIJA 4.12. Neka je X lokalno  kompaktan prostor. Tada 

Y" ina llsebro'ivu bazu ako samo ako Y ima prebrojivu bazu. 

► OKAZ. Ako Y ima prebrojivu bazu, prema Prop. 1.1.2.5 9  indu-

kcijom zakljuCujemo da svi prostori Y (n)  imaju to svojstvo. Poito 

je prebrojiv proizvod prostora sa prebrojivom bazom opet takav pro-

st r ([4], str. 40 9  Z. 5J) i posmatrana osobina je nasledna 9  sledi 
y (co) da 	 prebrojivu bazu. 

Drugi deo tvrdjenja sledi iz T. 3.3. // 

PROPOZICIJA 4.13. Neka je  _X kompaktanzrostort_Tada 9  Y (413)  

metrizabilan ako i samo ako at  Y metrizabilan. 
DOKAZ. Sli6an dokazu prethodne propozicije 9  prema T. 1.1.1,13 

da je metrizabilnost nas3ed1 a .Ewodnktivna ako je ko- 
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ordinatnih prostora prebrojivo mnogo ([2 2], str. 98, Prop.8.3. 

Navedimo, na kraju, jedno otvoreno pitanje. 
ic (i 

PROBLEM 4014. Dali je Y ( retrakt od r 	n) ig 	in = 

Napomenimo da se, ukoliko je odgovor potvrdan, mote, takode 

dokazati sledeea 

PROPOZICIJA 4.15. Ethale X kompaktan metrizabilan prostor. Tada, 

T 	e a  solutni retrakt  ako i samoikoste Y apsolutni retrakt. 

T.8.5), 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



GLAVA 

JEDNA TEOREMA 0 PROSTORIMA 2X  

SA KOMPAKTVO-OTVORENOM TOPOLOGIJOM 

Dobro je poznato da ako je X kompaktan T2-prostor, tada F:X -,-X 
je neprekidna funkcija ako i samo ako graf od f je zatvoren skup u 

X N Y. U [51 L. J. Billera posmatrao je problem topologiziranja sku-
pa 2X 2  svih zatvorenih podskupova prostora X, tako da neprekidr fun-
kcije iz Y u 21  budu tano one funkcije koje imaju zatvoren g:,  hove. 

On je definisao kompaktno-otvorenu topologiju f. dokazao da je ona je-

dinstvena topologija na 2X  sa ieljenom osobinom ako je X lokalno kom- 
paktan T2-prostor. 

U ovoj glavi ma Oemo dati dva razliCita dokaza teoreme koja kon-

etatuje interesantnu 6injenicu da je prostor 2X  sa kompaktno-otvore-

nom topologijom homeomorfan inverznoj granici odredjenog inverznog si- 
stems. 

1. FORMULACIJA TEOREME 

IIeka 2X  ozna6ava skup svih zatvorenih podskupova topolakog pro-

stora X (ukljue.ujuoi i prazan skup 0) i neka je X familija svih kom- 
paktnih podskupova od X. 

DEFINICIJA 101. (D.], str. 141) Baza kompaktno-otvorene topolo-
gije na 2X  je kolekcija 	C> 1 CC '303 gde je, za ma koje C 

(X - C> . (FE 2X  1 F I: X - Ci. 

LEMA 1.2. Neka je X topolaki prostor, Y podprostor od  X, i ne-
ka 2X  i ir topolog ije,Tada, funkcija  fy : 

2X ---2Y, definisana sa f£(F) = Fny za svako FE12X , :ej222zier.dna. 
DOKAZ. Neka je <Y - C> = LA E 2Y  1 A C Y m  Cl otvoren bazni pod 

42 
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Jkup u ir, gde je C kompaktan podskup prostora Y (i, dakle, CE:% ). 

Tvrdjenje leme dobija se sada iz jednakostif„ 

fil((y  0) = [11 /E 2x I fy (p)(E 	- 01 . [1? (E 2x  I Frl Yr: Y - cl 

tFE2X 1F(\C=0)=D1 E2X 1FCX-C1= <X- C).// 

U skupu C uvedimo binarnu relaciju ( kao 6to sledi. Ako su 

i C2 ma koja dva elementa u 	definisdimo C1  4 02  4 C1  C C2. Odi- 

gledno 9 	je usmeren ovom relacijom (ako C 1 ,C2  E 	tada CiU C2  C 

C2  C Cl u 02). 

Prema Lemi 1.2, za svaki par C1 ,C2 EX takav da je C1  < C2  fun- 

:kcija 
11-CC21 202 

 1 

definisana sa „9(F) = F n Cl  za svako F C 2c je neprekidna. 

Sem toga, lako je videti da je IrS identiteta na 2C  za svako CC 

i da, za svaka tri elementa C 1 ,C2 ,C3  iz skupa JG takva da je C1 4 

C2  < C3 , imamo CI C It n  oIT A 5  .1r,3, C4 	v 2. 	v 

Dakle, prema Def. 2.1.2, [2C, 	 9 Tr CC42  Ort3 je inverzni sistem pro- 

stora i preslikavanja nad usmerenim skupom C. 

Sada smo u moguenosti da formuliemo sledeou teoremus 

TEOREMA 1.3. Ako je X k-prostor, tada je prostor 2.1  sa kompaktno  

-otvorenom top.ologijom homeomorfan inverznoj granici inverznog siste-

ma f2C 1 11. 2 2- 1 1C3 prostora 2C  sa kompaktno-otvorenom topologijom tj. 

2. PRVI DOKAZ TEOREME 

Prvo izlaiemo neke rezultate koje Cemo koristiti u dokazu. 

Neka S oznaCava prostor koji ima dve tafte, 0 i 1, i Ciji su o-

tvoreni skupovi 0,S i [01. Posmatrajmo skup SX  svih neprekidnih fur 
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xcija iz X u S sa kompaktno-otvorenom topologijom kak je definisana 
za prostore neprekidnih funkcija (Def. 11.1.3). L. J. Billera ([5], 
str. 142, L. 3.2) dokazao je sledeou ainjenicu (kola opravdava naziv 
kompaktno-otvoren u Def. 1.1): 

(1)Ako Sx  i ix  imaju resmkaloojcomuktno-otvore to 1 ' • 
tada je funkcij a 	 X d H : sX___.-- 9  e 	ef3.nisana. es  H(f) = f-1

(1) ,za_svako fe 
SX , homeomorfizam tj. 	 sX 2X 0  

Sa druge strane, poznata je slede6a teorema ([1.4]str.123, T-5): 

(2)Ako je  X k-proctor, tada za svaki topolaki 11:.ostor Y, x_p-
stor YX 

sa kompaktno-otvorenom topologijom je homeomori:an inverznaa 
r granici inverznog sistema tY C  r,  C 

2  9 (j prostore YC  plL".11..smpaktno.-otv:o- `di 
renom topologijom tj. 

YX  iim  yC 9  9  giz,  
gde za svaki par 0 1 , 02  E (3C tako da C1‘ 02 , funkcija 

9 g2. yct,:yci  

CAtwk definisana sa S cvi) !ICJ.  za svako f E Y02 , je neprekidna. 

Dakle, prema (1) i (2), da bi dokazali tvrdjenje teoreme dovolj-

no je dokazati da je 

lim 	9g 2- ,1,3;,,11.11f 2c , Trail- , 1,1 
1 

U tom cilju, posmatrajmo preslikavanje 

(f) = CI, Hc3 (8C , 3 ai , x),...{2c, 78 41 9  30 
ovih inverznih sistema gde je, prema (1) za svako C E rjC 9 

homeomorfizam (Hc (f) = r 1 (1) za f E SC), a I je identiteta na X. o   
Dakle, na osnovu T. 2.2.4, dovoljno je dokazati da sledeei dija- 

gram 

8 i 	• 
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komutira„ tj. da je 

H 	seta Trcx 0 II C 

	

C4 	 C 	z e  

za f E SC2  imamo 

(H
ct)(f) 	HC  1 (f 	= (f1C1 ) -1 (1) 	f-1 (1) (1 C1  Cl 	C4 	1 

= Tr el (f-1 (1)) = (ITC' oriC2 )(f)  Cl 	 C4  

6to kompletira dokaz. // 

3. DRUGI DOKAZ TEOREME 

sada oemo navesti i drugi dokaz teoreme koji je "direktan" u smi-

slu 5to efektivno konstruigemo homeomofizam o kome je rec. 

LEMA 3.1. Ako je  Fo  E 2X  i 	c 2X 9  tada 

Fo iE <j§ < 	> f0(F0 )(= fc (cP) za svako  C 

DOKAZ. Prema L. 1.2 9  implikacija =74 sledi neposredno iz nepre-

kidnosti funkcija 

Obrnuto 9  pretpostavimo da Fo “P <=> Fo 4E int(2X  - 	Dakle 

postoji kompaktan skup Co  u X tako da je 

FO E <X - co > 	i 	<x - co> c 2x _ID 

Porto je skup A e 2 C° 1 AC Co  - CO3 . [01 otvorena bazna okoli- 

na od fc0 (F0) . 0 u 2Cokoja, zbog <X - co)m§.. 0 9  ne sea() f„ 4) 9  
vo 

sledi da f (F° 
	o ) 	fc (40) i tvrdjenje lame je dokazano. // 

Co  
Pokazaeemo sada da je funkcija 

h 	 (2 -rr  c, 
9  r

.11 1. 
el 	s-"v„) 

definisana sa h(F) (fc(F)) za svako F E 2X 9  homeomorfizam. 

Pre svega h je dobro definisana funkcija jar, za C1  C C2, imamo 

Tr cc.„9--(f c2 (F)) = -fr82-(F(1 C2) = (F (1 C2) n C1 	FC1 ft, (F). 

(a) Lako se proverava da je h 1-1 funkcija, jer ako 
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46 
h(F1 ) = 11.(F2)fc(Fi. ) = fc (F2), VC E  DC ==p1 () C = 

F2  n C, -v-CE 3 	Fl  n [x} = F2  n [x],iv-x C X 	Fl  = F2 , 

	

(b) Pokatiimo da je h funkcija na lim {2 C , Ti g 9-, 	Neka je tAcie 
Lim2C 9 1112.„ 	proizvoljno data tadka. Treba dokazati da postoji 
ta6ka F C 2X , takva da je 

h(F) = [ AO < 	> fc (P) = AT) VCE 3C < 	> F r) C at AC, 491-  C C 3{: • 

Stavimo 
F CxE X I Afxj  = {x}} 

dokaiimo da je 	C = A za svako C E DC e Zaista, 

ac C Ac 	x E C.pcj C C 	11?-xi (Ac ) = 

	

AC [x} = A{x} = (3c) = AfIcix€F 	3c€2`f1C 

i, &ale 9  A CFn C. Obrnuto, ako 

	

x € 1111 CAfacre{x}i{x}CCAtx3 	xj i 

Ac  fl tx) = Afxj Ac  n {x} = (30{xl C Ac 	x E Ac  

1, dakle 	C C Ac . 

Po6to je X k-prostor i F rIC = AC E 2C za svako C 	je za- 
-cvoren skup u X. 

Prema tome, dokaz je potpun prema (a), (b), L. 3.1 i Prop.2.1.7.// 
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GLAVA 1 

HIPERPROSTORI 

U poslednje dve glave ovog rada, vigezna6ne funkcije i hiper-

prostori zauzimaju vaino mesto. U ovoj glavi navodimo potrebne defi-

nicije i stavove. 

1. TOPOLOGIJA VIETORIS-A 

Neka P(Y) ozna6ava partitivni skup datog skupa Y. Za ma koji 

podskup A C Y, neka su (A> i >A< podskupovi od P(Y) definisani sa 

<A> = tsep(Y)IsCA3 9 	>A< . (sENY)IsnAi01. 

Aka je Y topologki prostor 9  P(Y) se mote topologizirati na 

nadine koristeei topologiju prostora Y. Kaiemo tada da je P(Y) 

Morpmstaprostora Y. Jednu od najprirodnijih i 9  bez sumnje l  naj= 

vise ispitivanih topelogija na P(Y) uveo je Vietoris. 

DEFINICIJA 1.1. Konaona9  eksponencijalna iii topologiaa Vieto- 

ris-a na skupu P(Y) je ona topologija, 6iju otvorenu sub-bazu Cini 

kolekcija svih skupova (U> i >U< 9  gde je U otvoren skup u Y. 

06igledno 9  iz prethodne definicije neposredno sledi 

PROPOZICIJA 1.2. Baza konafte topologiae na P(Y) je kolekcija  

svih skupova oblika  

uo > A >111( 	 . r) >Tin< 

gde su U0 , 	 otvoreni skupovi u Y. 

Kao 5to je poznato ([40]) 9  hiperprostor P(Y) sa topologijom Vi-

etoris-a ima slaba separaciona svojstva l  pa je, stoga $  u mnogim slu-

6ajevima nepodesan. To, medjutim, nije slu6aj sa njegovim podprosto-

a 6rem 9  u oznaci 2Y 9  Ciji su elementi svi zatvoreni podskupovi od Y. 

Nato je prostoru 2Y  u literaturi posve6ena znatno veCa paEnja. Uolyi 
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48 
6ajeno je, takodje 9  da se i on naziva hiperp:zostor prostora Y. Na o- 

snovu gore izlcanog 9  otvoreni sub-bazni !kup.o-vi u 21  su oblika 

(FE iY I F C U) 	i (F€2; . U 

gde je U otvoren skup u Y. 

PRIMEDBA 1.3. Da bi pojednoetaqlli 	mboLE11 9  mi cemo 9  kada je 
re6 o prostoru 2Y 9  oznaku <U> odnosno )U< upotrebljavat.L da nazna6i-

mo i samo eve zatvorene podskupove od Y koji imaju odsovaraju6e svo-

jstvo. Iz teksta 6e 9  naime uvek biti jasno dali na . ?rimer 9  

<U> ozna6ava eve iii samo sve zatvorene podskupove F ad I za 

je F c U. 

Prelazimo sada na pitanja neprekidnosti funkci&t 6ije je podru-

6je vrednosti proctor P(Y) odnosno proctor 2Y . 

DEFINICIJA 1.4. Neka je F o X ---P(Y) data funkcdja. Tada 

(a) F je poluneprekidna odozgo  ako je 9  za svaki otvoren skup 
VC Y9 F-1 (<V>) otvoren podskup od X9 iii9 ekvivalentr.o 9  ako je 9  za 
svaki zatvoren skup BC Y9 F-1 (>B<) zatvon,:n podskup od X. 

(h) F je poluneprekidna odozdo  ako je 9  za svaki otvoren skup 
V C 1. 9 F-1 (>W) otvoren podskup od X 9  ili 9 	 ako je 9  za 
svaki zatvoren skup B C Y9 F-1 (<B>) zetvn pc,cIFkup od X. 

(c) F je neprekidna  ako je istovremeno poluneprekidna odozgo 

poluneprekidna odozdo. 

Razume se, imajuft samo u vidu i prethodnu primedbu t  na potpu-

no isti na6in se defini6e poluneprekidnost odozgo (odozdo) kao i ne-

prekidnost neke funkcije F o X-----2Y. 

Na sledeou propoziciju (u kojoj se P(Y) mo'ie zamaniti sa 2Y) 9 
 6esto 6emo se pozivati u daljem radu. 

PROPOZICIJA 1.5. Neka je  F a X -----P(Y) data funissila. Tada 
(a) F je poluneprekidna odoz:o  ako i samo ako kallod je  x E X9 

V C Y otvoren  i F(x) C V9 postoji  u X otvoren skup U k(2 111RalEti x 
takav da  a C U,povla6i F(a) C V. 
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(b) F je poluneprekidna odozdo ako i samo ako kad god je 

y iF F(x) i V je otvoren skup koji sadrii y, in?toji u X otvorriAma 

U ko i sadrzi x i takav da je  F(a) n V , 0 za sve a E U. 

DOKAZ. Uporedi sa: R. E. Smithson ([53], str. 33, L. 2.1) 1/ 

2. VI6EZNANE FUNKCIJE 

Neka su X i Y dva topolaka prostora. Ako je F(x) naprazan pod-

skup od Y za svako x E X, kaiemo da je F viiiezna6na funkcija is X u 

I i 9  koristeei uobi6ajenu funkcionalnu notaciju, pisemo F 

Neka je F 	 vigezna6na funkcija. Ako je A C X9 neka je 

F(A) = U[F(x) I x C A), 

a ako je B C. Y9 neka je 

F-1 (B) = (x E. IcIF(x) rIB 	03. 

Najprirodniji na6in da se definige neprekidnost viiieznane fun-

kcije jeste da se prairi neka od mnogih karakterizacija neprekidno-

sti za jednoznafte funkcije. I dok u nekim slaajevima izvesne alter-

nacije daju ekvivalentne definicije, u opftem slaaju ovo nije ta6no. 

Tako, na primer, viiieznaCna funkcija mote zadovoljavati uslov da je 

inverzna slika svakog,otvorenog skupa otvoren skup 9  ali ovo ne impli-

cira da je i inverzna slika svakog zatvorenog skupa zatvoren skup. 

Uobi6ajena je sledeea 

DEFINICIJA 2.1. Neka je F 	 vi6eznafta funkcija. Tada 

(a) F je poluneprekidna odozgo ako je, za svaki zatvoren skup 

B C:Y 9  F-1 (B) zatvoren podskup od X. 

(b) F je poluneprekidna odozdo ako je, za svaki otvoren skup 

✓ C Y9 F-1 (V) otvoren podskuptod X. 

(c) F je neprekidna ako je istovremeno poluneprekidna odozgo i 

poluneprekidna odozdo. 
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GLAVA 2 

ASCOLI-JEVA TEOREMA ZA PROSTORE VI,§FZNANIH 

FUNKCIJA 

U [34], Y. F. Lin i D. A. Rose generalisali su jeInu implikaci- 

ju Ascoli-jeve teoreme (varijanta Kelley i Morse) za prostore vige-

znaCnih funkcija sa kompaktno-otvorenom topologijom, oiredjujuoi do-

voljne uslove koje mora zadovoljavati neki skup or neprekidnih viie- 

.zna6nih funkcija iz X u Y da bi bio kompaktan. U sluCeju kada 3 sa-

drii samo jednozna6ns funkcije l  ova teorema se redukuj3 na uobi6aje-

nu formu Ascoli-jeve teoreme za jednozna6ne funkcije. ilj na6eg i-

zlaganja je da pokaiemo kako jednoznaCna verzija Ascoli-jeve teore-

me implicira nine navedenu verziju 1.5 za vigeznaCne f'inkcije. Re- 

zultate ove glave dobio sam u saradnji sa prof. M. Marjanovioem ([39]). 

1. TEOREMA LIN-A I ROSE-A 

Neka su X i Y topolaki prostori i neka. M(X $Y) oznaCava skup 

svih vi6eznaenih funkcija iz X u Y. Za ma koja dva skupa A, C, X i B 

C Y, neka (A,B) i )A,B( oznaCavaju podskupove od M(X $Y) definisane 

sa 
(A,B) = [F E M(X,Y) I F(A) C B3 1 

 )A,B( = {F E M(X 9Y) I A C F-1 (B)). 

PRIMEDBA 1.1. Ako S(X,Y) oznaCava skup svih jednosnanih funkci-

ja iz X u Y, tada l  ongledno $  sub-baza kompaktno-otvorene topologije 

na S(X $Y) je kolekcija svih skupova (K,U) (1 S(X $Y), gde je K kompa-

ktan skupuXiUotvoren skup u Y. Idok su skupovi (K,U) r S(X $ Y) 
i )K,U( n S(X $Y) uvek isti, skupovi (K,U) i )K,U( u opgtem sluCaju 

50 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



51 

se u M(X,Y) razlikuju. Ovo opravdava definiciju koja sledi ([34], 

str. 742, Def. 1.3). 

DEFINICIJA 1.2. Kompaktno-otvorena topslalja (u oznaci c) na 

skupu M(X,Y) je topologija 6iju otvorenu sib-bazu 6ini kolekcija 

svih skupova (KM i )L,V(, gde su X i L kompaktni skupovi u X, a U 

i V su otvoreni skupovi Y. 

Neka M(X,Y0) oznaava prostor svih vigeznanih funkcija iz X 

u Y sa kompaktno-otvorenom topologijom. 

PRIMEDBA 1.3. Pojam topolake uniformne neprekidrosti (De_ : . I. 

1.3.3), definisan za familije jednoznaCnih funkcija, raredna defini-

eija ([34], str. 742, Def. 1.4) generali6e za proizvoljne podskupo-

ve od M(X,Y). Primetimo, ovde, da se u Definiciji 1.1.3.3 moiemo o-

grani6iti na posmatranje samo baznih okolina V i W. 

DEFINICIJA 1.4. Familija C M(X,Y) je topolaki uniformno ne-

prekidna  ("evenly continuous") ako za svaku ta6ku x u X, svaku taCku 

y u Y i svaku otvorenu okolinuVodyposto;li otvorena okolina U od 

x i otvorena okolina W od y tako da 

(a) ako je 	i F(x..) r‘ WA 0, tada je U C F-1 (V); 

(b)ako je F € 	, F(x) rl W 1  0 i F(x) C V9 tada je F(U) C V. 

Primeoujemo da se, koristeei gore uvedene oznake, uslovi (a) i 

(b) mogu predstaviti ekvivalentno kao, respektivno t  (A) i (B): 

(A)W.  (1)x:0i( C )uog, 

(B)2F r) )x,Ilq 	(x,V) C (U,V). 

06igledno, ako 2F sadrii samo jednoznaane funkcije, tads Tza-

dovoljava Definiciju 1.4 ako i samo akoTje topolaki uniformno 

neprekidna u smislu Definicije 1.1 3 3 • 

Sada teorema Lin-a i Rose-a ([34], str. 746, T. 3.2) glasi: 

TEOREMA 1.5. Neka su  X i I kroizvoljni topolaki prostori i  3r 

ptAskup od  M(X,Y;c) koji zadovoljava sledeee uslove: 
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52 
(Li) 	je zatvoren u  M(X 9Y ; c). 

(L2)1J(F(x)1 F EfFJ je kompaktan skuul  I za svako x E 7= 
(L3)a' je topolaki uniformno neprekidna familija. 

22,9212"AtRn  skuR0 

Da bi celokupno izlaganje unnili povezanim i kompletnim, 
oemo 9  prvo 9  u narednom paragrafu 9  navesti jednu originainu verzA,yu 
dokaza Ascoli-jeve teoreme za prostore jednoznaCnih funkcija. 

2. JEDNA ORIGINALNA VERZIJA DOKAZA ASCOLI-JEVE 

TEOREME ZA PROSTORE JEDNOZNANIH FUNKCIJA 

Neka 97 ozna6ava familiju svih otvorenih, a 3CI familiju svih 
kompoktnlh podskupova topoloekog prostora X. 

PROPOZICIJA 2.1. Ako su (x970 ) i (x 9 5- 1 ) dva topologka prosto-
rajada To  C T i kelicira 	c 5C 0 . 

DOKAZ. Identi3no preslikavanje i 	 je nepre- 
kidno i ako K E 3C 19  tada i (K) = KE7,0 0 // 

Neka su T o  i 	dve topologije na X. Uvedimo sledeei pojam: 

DEFINICIJA 2.2. Podskup A od X je (3 0 95- 1 )-ravnomeran ako ove 
dve topologije indukuju istu relativnu topologiju na A. 

PROPOZICIJA 2.3. Neka su 5- 0  i 5- 1  dve ma koje topologije na X. 
Ako 	A ( 7 0 95- 1 )-ravnomeran i A E r3t i  tada jeA€C11 (i = 0 1 1). 

DOKAZ. Ako je A (T 0 95- 1)-ravnomeran 9  tada za 	postoji 
V 	tako da je A n U = A n V. Neka je (V s l s E:S) pokriva 6 od 
A skupovima iz 5' 1_1 . Tada„ pato je A (T 0 ,5-1)-ravnomeran 9  za sva-
ko Vs  postoji. Us 4E 0- i  tako da je An Us  = An Vs y pa (U 8 

pokriva A. Pogto je A Ti-kompaktan„ postoji kona6an podpokriva6 

I = 1 9 ... 9 n). Tada tVsi i = 1 9 ... 9 n) takodje pokriva A 1, da- n. 
kle„ A je Ti_i-kompaktan. // 

Kombinujun 2.1 i 2.3 dobija se siedeea 

PObLEDICA 2.4. Neka su 5- 0  i 1- 1  dve  Hausdorff-ove topologiL 
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57  
na X takve da je  T 0  C T 1 . Tada, A E 	.1=> AEM iA 	( T 0I T 1) 
-ravnomeran. 

LEMA 205. Neka je topologki uniformno neprekidna famil4a u 
X -- Y 	konano-otvoreno zatvorenje od  Tifo  E2r. Alto je K kovaa- 

 ytan u xs, V otvoren u Y i fo (K) C. V9 tada postoje take 	 u 

otvorene okoline Wi C V od.  fo (xi ) tako da alto (za svako  

f E:5-  

f(xi ) 	WiJ  

DOKAZ. Porto je T topolaki uniformno neprekidna familj4a za 

svako xe K, fo (x) u Y i otvorenu okolinu V od f o (x), postoje otvo-

rene okoline x ad x i Wx od fo (x) tako da 

f EE 	j =4f(Ux) C V. 
f(x) E Wx  

Porto je K kompaktan, postoji konaan podpokriva6 (U xi  i = 1 9  
pokriva6a tUx  I x E K} skupa K. Stavimo Wi  = 	V. 6 n V. 0igledno 9  tada 

fo  (xi )EW Wi  CVi 

f € 	}
(1) 	 i'(u ) c V. 

f(xi ) E iii 	xi 

Pogto je f0  E T 9  skup fivraccija f E YX  koje zadovoljavaju (1) nije 

prazan. Dakie, za neko takvo f s, imamo 

f(K) Cf(V{Uxi l i = 1 9 ... 9 n)) C V. // 

Iz 2.5 dobija se 

LENA 2.6. Alto je  f  topologki uniformno neprekidna famili4a  u 
YX ,  tada je skup ravnomeran u odnosu na konaCno-otvorenu i kom-

paktno-otvorenu topologiju na YX . 

LENA 2.7. Neka je 	topologki uniformno neprekidna familia!it u 

YX . Tada 9 	e zatvoren u kom aktno-otvoreno t222/910AgalAltil 
akoje  zatvoren u konano-otvoreno to olo 

f(K) ( T.  
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54 
DOKAZ.=*:Neka je zatovren u kompaktno-otvorenoj 	 i 

f 	(kona6no-otvoreno zatvorenje). Pretpostavimo da imamo okoli- 

nu od fo : 

tilf(Kj ) C Vj , j 

Tad a je 9  prema 2,5 9  

[f I f(4) E 14 9  j = l 9 ..0 9 n(j)) 

sadxiano u ff fad C Vi l 9  i %la  n 	11 14,m c 	, pa postoji ;CET 
tako da f E 	// 

TE01?Ellik 2.8. (Ascoll) 	c Yx ekomal comaktno_oli:sfore- 

(A1) 7kompaktno-otvorenoj YX $ 
(A2)[f(x) I f€51- je kompaktan skup u I za svako  x E X, 
(A3) W je to )ologki uniformno ne rekidna 	 

DOKAZ. Prema 2.7 9  iz (A1) I (A3) sledi da je zatvoren u ko-

naCno-otvorenoj topologiji 9  gto zajedno sa (A2) implicira da je 

kompaktan u kona6no-otvorenoj topologiji. Prema 2.6 9 	je ravnome- 
ran i 9  prema 2.3 9 	je takodje kompaktan u kompaktno-otvorenoj topo- 

logiji. // 

3. DOKAZ TEOREME LIN-A I ROSE-A 

Primetimo l  prvo 9  da se svaka vigezna6na funkcija 	 mole 

posmatrati kao jednoznaCna funkcija iz X u P(Y). Ako je partitivni 

skup od I uzet sa topologijom Vietoris-a 9  F je neprekidna u smislu 

Definicije 1.2.1 ako i samo ako je F 	 neprekidna u smislu 
Definicije 1.1.4, 

LEMA 3.1. Vage sledeee formula: 

(K,U) = (IP E M(X9Y) F(K) c < 1.019 
)1i 9 11( = {F E PI(X9Y) I F(K) C >u<}. 

DOKAZ, Prva formula je aigledna, Za drugu, imamo 
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F E )K,U( 4==> K C F-1 (U)1=)F(x) n U 0, 	E K 
	 55 

(F*F(x) E >U< 9  VxEK 4=> F(K) C 	1/ 
Dakle, kolekcija skupova 

CF I F(K) C <U0> (1 >U1< n 0.. n >un<1 
(gde skupovi <U0) n >113. < A ... n >Un< sine standardni bazni sistem 

za topologiju Vietoris-a na P(Y)) je druga sub-baza za M(XtY;41). 

LEMA 3.2. Tapot..-a urekidnost familia  7 C PI(X,Y) 
u smislu  Definicia  1.4 1.mplislyitopolo5kuuniformnu  neprekidnost 

 iste familia W. c (P(Y))X u smislu  Definicia  1.1.3.3. 

DOKAZ. Neka su dati x C X, A E P(Y) i okolina <V0> n >vi< n 
n >Vn< od A. Neka je ai € A flifi9  i 1,.,n.  C 	Tada, prema (a) u 

1.4, za par x l  si  postoje otvorene okolo ine Wi  od ai  i Ui  od x tako da 

F E 

F(x) € >1011 < 
	F(ui ) C >vi<9 

Posmatrajmo <V0 > n >143.< n c e e n >Wn< i neka je U= ("{Vi' i= 	,n3. 
Jko je FEW i F(x) E <V0> n >wi< 	n 	tada, na osnovu u- 

slova (b) u 1.4 9  F(U) C <V0) n >vi< 	>Vn<. 

Dakle za x E X, A€13 (Y) i ma koju okolinu oro> n >vi< n 	n 
>irn <, od A, U je okolina od x i <V0 > n >141 < n e.. n >wn < od A tako da 

F(x) E <V0 > n >143.< n 0.. 	>Wn < 

F 	
.}F(u) C <v o > n >VI < 	 >vn<. 

Ovo dokazuje da je 7 C (P(Y)) X  topologki uniformno neprekidna. 1/ 

DOKAZ Teoreme 1.5. Sva tri uslova Teoreme 2.8 su zadovoljena 

(Al) sledi iz 3.1 9  (A2) sledi iz Cinjenice da je P(B) kompaktan za 

B = U [F(x) I F ET) 	(vidi [30] ili [40], podskupovi ne moraju biti 

zatvorenil), (A3) sledi iz 3.2. Dakle, 2.8 implicira tvrdjenje Teore-

me 1.5. // 

21.1  lge.otne 
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GLAVA 3 

JEDNA NOVA KARAKTERIZACIJA KOMPAKITIH 

SKUPOVA U YX  
O 

Kao gto smo ve6 rani je pomenuli (vidi Paragraf I.1.3), osnov-

ni problem koji nastaje pri generalizaciji teoreme S. B. Miers-a s  tj. 

pri ielji da se okarakterik kompaktan skup YX 9  khda se umesto 

metrincog posmatra topologki prostor Y9 a umesto topo..ogije unifor-

mne konvergencije kompaktno-otvorena s  jeste, da se us;,ov ekvinepre-

kidnosti familije funkcija 5' s  koji gubi smisao, zameni nekim dru-

gim adekvatnim uslovom. U tom cilju, D. Gale uveo je itslov (G3) (ili 

njemu ekvivalentan (G4), dok su Kelley i Morse posmatrali uslove 

(K3) i (M3). U ovoj glavi mi uvodimo u razmatranje jec,an nov priro-

dan uslov, u oznaci (U3), koji, 6ini se (vidi komentar na kraju glo-

ve), ima odredjene prednosti u odnosu na gore pomenute uslove D. Ga-

le-a i Kelley-a i Morse-a. Za razliku od p:s . etliodne s  u ovoj glavi eve 

posmatrane funkcije su jednozna6ne s  svi funkcionalni prostori imaju 

kompaktno-otvorenu, a svi hiperprostori topol)gijL Vietoris-a. 

1. NAPOMENE 0 ODNOSU NEKIH TEOREMA 0 KOMPAKTNOSTI 

SKUPOVA FUNKCIJA 

Na poCetku ove glove dokazujemo tri propozicije o topolofti 

uniformnoj neprekidnosti date familije funkcija i na osnovu njih 

komentarikmo odnos nekih poznatih teorema o kompaktnosti skupova 

funkcija. Prvu od ovih propozicija koristieemo i kasnije u dokazu 

osnovnog rezultata (T. 3.3) ove glove. 

PROPOZICIJA 1.1. Neka je Ttopologki uniformno neprekidna  fa-

mllija u  YX i C proizvoljan od X. Tada je  TIC = (fICI fE'S, 

topolaki uniformno neprekidna familija u  YC . 

56 
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57 
DOKAZ. Neka su date take x E C , yEY i otvoren skup V 25 y. 

Polito je I topolaki uniformno neprekidna familija , postoje u X i Y, 

respektivno, otvoreni skupovi G 3 x i H :3 y tako da 

f E 

(1) f(G) C V. 
f(x) E H 

Stavimo 	 U = G n C9 	 W = He 

Tada je U otvoren okolina od x u C. Neka je 

gc 	IC 	i 	g(x) (: W. 

Tada, postoji f (E 	tako da je fIC = g. Iz x E C i fiC = g sledi 

1(x) = g(x) 9  pa, dakle, f(x) E: H. Prema tome, na osnovu (1), f(G) C V, 

pa je, tim pre, f(U)(: V. Polito je U C C i fIC = g, imamo, kona6no, 

g(U) C V. 

Dakle 9 TIC je topologki uniformno neprekidna familija u Y e. // 

PRIMEDBA 1.2. R. We Bagley i J.S. Yang dokazali su ([31 9  str. 

705, T. 4) da Teorema 1.1.3.5 ostaje ta6na ako se *u njoj uslov (M3) 

zameni odgovaraju6im uslovom (83) Teoreme 1.1.3.4. Propozicija 1.1 

konstatuje implikaciju (83) 71.7* (M3), pa je, dakle, rezultat Bagley-a 

i Yang-a samo jedan specijalan slaaj Teoreme 1.1.3.5. 

PROPOZICIJA 1.3. Neka je X lokalno kompaktan prostor 1.7c  YX . 

Ako je, za svaki kompaktan skup C u X, TIC topoloeki uniformno ne-

prekidna familija u Y C , tada je iTtopoloiSki neprekidna familija u 

DOKAZ. Neka su date take x E X, y E Y i otvoren skupV3) y. 

Porto je X lokalno kompaktan prostor, postoji kompaktan skup C tako 

da x Elint(C). Po pretpostavci je IC topoloAki uniformno neprekidna 

familija, pa, dakle, postoje u C i Y, redom, otvoreni skupovi N = Gil 

C 3 (G otvoren u, X) i H 2> y tako da 

(2)  
g 4= eir 10 .1 

g(N) C V. 
ki(x) E H 
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Stavimo 	 U = Grl int(C), 	 W = H. 

Ongledno, UCGr1C = N. Neka je 

f e 	 f(x) E W. 

Stavimo g = fiC. Tada, gETIC i f(x) = g(x), pa, dakle, g(x) E H. 

Prema tome, na osnovu (2) 9  g(N) C V, pa je, tim pre, g(U) C V. Pato 

je U C C i g= fIC, imamo, kona6n,::, f(U) C V. 

Dakie, 2F je topolofti uniformno neprekidna familija. // 

Slede6a propozicija je neposredna posledica prethodnih dveju. 

PROPOZICIJA 1.4. Neka je  X 11Mlisjamasja4L222plaj„ 

Tada, 2F 'a to olaki uniformno ne rekidna familija u 	ako i samo 

ako jeT1C I21222aluniformno ne rekidna famillau Ye  za svaki kom-

paktan skull C u X. 

PRIMEDBA 1.5. Kao 6to smo ranije pomenuli (1.1.3), svaki lokalno 

kompaktan prostor jeste k-prostor. Ali, ongledno, lokalno kompaktan 

regularan prostor ne mora biti Hausdorff-ov prostor. Dakle, u opftem 

slu6aju, teoreme 1.1.3.4 i 1.1.3.5 su neuporedive. Aka je, medjutim, 

X lokalno kompaktan Hausdorff-ov proctor, tada je prema Propoziciji 

1.4, teorema 1.1.3.5 generalizacija Teoreme 1.1.3.4. 

2. USLOV POLUNEPREKIDNOSTI ODOZGO FUNKCIJE 

Neka su X i Y topolofti prostori i neka je W data familija funk-

cija u prostoru YX. Tada svaki podskup 	skupa 	indukuje funkciju 

— 2 

definisanu sa 	 P (x) = Px (4§) 

za svako x € X (ovde px Y ----Y ozna6ava projekciju indukovanu 

taekom x E X i, dakie, px(40 ) =[f (x) I fe cl))). 

Ova prirodno definisana funkcija lefi u osnovi svih na6ih daljih 

razmatranja. Kao 6to 6emo odmah pokazati, pod razlintim pre- 
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tpostavkama o prostorima X i Y, postoji tesna uzajamna veza izmedju 

topolaki uniformne neprek:;dnosti familije sa jedne i polunepreki-

dnosti odozgo funkcije F sa druge strane. tokazujemo, prethodno, je- 
dnu 6isto tehnie'ku propoziciju vezant,  Na funkcip

cl), a koju oemo ko-
ristiti tek u narednom paragrafu. 

PROPOZICIJA 2.1. Neka je C zroizvoi jaza podskup prostora X i a 
ma koja taka u C. Tada: 

(a) Trougao 	 yx 	9C 	C 

P\ /la 

(pa  i qa  projekcile, 5•0  funkcija restrikcije) komutira_ttl. pa  = qao 
(b) Funkci e i'svc  i 74)  IC (12 C u 2Y ) su jednake. 

DOKAZ. (a) Za fEEYX , imamo 

(qa  o s c )(f) = qa(f(C) 	(f1C)(a) = t(a) 	pa(f) 9  

pa je Pa a 	° 9 C° 
(b) Neka je x E C proizvoljno izabrana tanca. Tada s  prema (a), 

C (x) 

	

clx( 4N 0  = qx [90 (4P)] = Px(4) ) 
(x) 	C) (x). 

LEMA 2.2. Neka je X .proizvoljan 9  a Y re lfra topoloski prostor 

i neka je 	c YX. Ako je, za svaki skup zatvoren u  , funkcija  

: —=-2Y poluneprekidna odozgo, tada je topolalci uniformno 

neprekidna familija. 

DOKAZ. Neka su date take x E. X, y E Y i otvoren skup V 3 y. 

Porto je Y regularan prostor, postoji skup G otvoren u Y tako da je 

y 	G9 	 e."G: c v. 
Dakle, skup 	

it• = (x,G)/1 

jE zatvoren u (Prop. 1.1.2.1). 06igledno, p x( ) C as  pa ja y  zatva- 
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60 ranjem, F 13 (x)CG, odakie je, tim pre, F (D(x, C V. Prema tome, pogto 
je funkcija 	poluneprekidna odozgo, postoji (Prop. 1.1.5) u X otvo- 

ren skup U x tako da 

a € U 	 C.: 

	

 je f E 	n(x,w) J. a E U. 

je pa(f) E pa(cD) i„ prema tome, 1(a) 

IF (a) C V, imamo 1(a) E V i, dakle, 

Ovo dokazuje da je topoloiiki uniformno neprekidna famili ja. // 

Neposredna posledica ove lame i Leine 2 m 2, 6 je 31edeoe interesan-
tno tvrdjenje (za koje ovde dajemo i direktan dokaz): 

PROPOZICIJA 2.3. Neka je X proizvoljan, a Y mixlaran topolaki  

prostor i neka je  5-  C YX . Ako je, za svaki skup (1) zatvoren  

funkci 'a F : X-2 poluneprekidna odoao tada se na kompaktno-‘k 
-otvorena to olo l'a reduku'e na konae'no-otvorenu to •olo i° 

DOKAZ. Neka je K kompaktan skup u X 1. U otvoreiJ skup u Y. Dovolj-

no je dokazati da je (K,U) (1 	otvoren skup u konaa'no-otvorenoj topolo- 
giji na 	Neka je 

(1) fo  E (K,U) n 
Tada je fo (K) C U, pa, dakle, pob'to je Y regularan prostor i 10 (K) 
kompaktan skup, postoji u Y (prema poznatom stavu) otvoren skup V ta-

ka,v da je 

(2) fo (K) C V, 	V C U. 

Neka je xEK proizvoljno izabrana tafta. Tada je 

Stavimo W = G i pokaiimo da je 

(x,W) C (U,V) 

N  e ak Tada je, o6igleono, f E 	pa 

E pa (cI))=F I) (a), Po6to je 

1(U) C V tj. f E (U,V). 

.rta. 	(x,V) 

zatvoren skup u . Lako proveravamo da je p x(Cpx  C V, odakle, zatva- 
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ranjem i na osnovu (2), imamo 
	 61 

TrA  (x) c U. 

Dakle, pato je funkcija F .. 	odozgo, postoji u X otvo- 
x 

mn skup Nx  3 x tako da 

(3) 	 a E Nx 	1 a) 

Prema tome, familija (I .I x E Kj je otvoren pokriva6 kompaktnog sku- 

pa K i, zna6i, postoje take 	...,xn  E K tako da je 

K C xi  

Pokaiimo da za skup 

G = (xi ,V)C\ 	iN(xx0V)r\ 

otvoren u konano-otvorenoj topologiji na , val. 

fo E G 9 
	G C (K,U) n T 

Zaista, na osnovu (1) i (2), fo  E G. Neka je g Ea i ae H. Tada, a E 

Ex  za neko j n, pa je, prema (3), IF, O.) C U. Iz g c G, sledi g 
j 	 "k'xi  

, pa, dakle, imamo xj  

g(a) = Pa(g) E pet(4 1c  )C pa(4? xj ) 	(a) C U. 
xj  

Ovo, o6igledno, kompletira dokaz. // 

Slede6a lema je, u izvesnom smislu, obrat Leme 2.2. Ovu lemu, u 

neto izmenjenoj formi, ali sa osnovnom pretpostavkom da je Y kompa-

ktan prostor, sugerirao mi je prof. M. Marjanovi6. 

LEMA 2.4. Neka je  X proizvoljan, a Y kompaktan Hausdorff-ov pro-

stor. Ako je 3 C IX  topolaki uniformno neprekidna familija, tada je  

# 4p  : X-27  poluneprekidna odozgo za svaki podskup (I) c car. . 

DOKAZ. Neka je dat podskup 	c 	ta6ka x E X i skup V otvoren 

u Y tako da je F 	C V. Pato je 7 regularan (kao kompaktan Haus- 

dorff-ov prostor) i 17 1 (x) kompaktan (kao zatvoren skup u kompaktnom 
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prostoru), postoji u Y otvoren skup G tako da je 
	 62 

(4) F„_(x) C G9 G7  C. V • 

Neka je yei4(x) C G proizvoljno izabrana tanvl. Fo5to je Ttopolo-

Ski uniformno neprekidna familija, tvkva je, o5igiedno, 

pa, dakle, postoje u X i Y, respektivno, otvoreni skupovi u y  x i 
w a y tako da 

f E cp 
(5) }= f(uy) C G. 

f(x) E W 
Y 

Dakle, (W
Y  I YE 	11) (x)). je otvoren pokriva6 kompaktncg skupa 

i, zna6i, postoje take yil ...an  E14(x) tako da je 
111111•• 

F..T.(x) C W 	0 	k.) W 

Y1 	Yn 

Neka je 	
U 	

Y1 	Yn 

06igledno„ U je otvoren i sadrii x 9  pa je dovoljno dokazati da 

a E:U ==.*F (a) C V. 

Zaista, ako je 	tada je f(x) E 7 40 (x), pa je f(x) E: Wy,  za 
Yi 

neko 	Dakle, prema (5), f(Uy )C 	odakle zaklju6ujemo da je i   
f(U) C G, odnosno f(a) E G. Prams tome, 

[f(a) I  f E .1:1) C G. 

Odavde sledi da je 778757) C G, pa je, prema (4), Tiva)C V. // 

Direktna posledica Leme 2.2 i Leme 2.4 je slede6a teorema: 

TEOREMA 2.5. Neka je Y kompaktan Hausdorff-ov Jrostor i TCYX. 
Tada, slede6a tvrdjenja su ekvivalentna: 

(a)Tje topolaki uniformno neprekidna familija, 

(b) funkcija F : X -2eolunereii mu. 
 skup  cDzatvoren ulF.  

LEMA 2.6. Neka je X lokalno kompaktan re ularan prostor, Y Haus- 

(x) 
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63 
dorff-ov prostor i kompaktan skup u  YX . T 	.412112ltei:ie.  Yi 

skin zatvoren u  T. 

DOKAZ. Neka je dat skup zatvoren 	take. s E. X i skup V 

otvoren u Y takav da je F ci) (x) C V. Trebe. oth:editi ot;',Jorenu okolinu 

U take x tako da 

VIRME. 

(6) a E U 	 C V. 

Primetimo prvo da je pa(1:) zatvoren skup u Y (za sval.o a E X). Zai-

eta, pato je CI) zatvoren u TO' kompaktan, sledi da e kompakan 

skup, pa dakle, zbog neprekidnosti projekcije p a „ tak,.v je i p a(4)). 

Kako je, medjutim, Y Hausdorff-ov proctor, imamo da jf p a ( , ) w pa(cD) 

gto je isto, T cl,(a) 	[f(a) I f E CID}. Dakie, preme (6), trebe. 

pokazati da 

a E U 
(7) f(a) E V. 

f E 

Neka je g E C proizvoljno izabrana tae-ka. Tada je g(x) E 7,1) (x) 

dakle, g(x) E V. Pogto je g neprekidna funkcija, postoji u X otvo-

ren skup Ug  3 x tako da je 

g(Ug ) C V. 

Pogto je X lokalno kompaktan regularan proctor, postoji kompaktan 

skup Kg  ([22], str. 66, Prop. 2.14) tako da 

	

E int (K ) 9 	 Kg C Lig e 

Dakle, g(Kg) C V tj. g E (Kg ,V). Prema tome, familija t(K g ,V) I  g €44 

je otvoren pokrivae" kompaktnog skupa $4) 1, zna61, 2  postoje take g i , 

l gn  E cl) tako da je 

C (K
gl 

 ,V) 	u (K
gn 

 ,V). 

Neka je 

U int(K 
gl 

n Kg  ) 1. int (K ) n e.. n int (Kgn)  . 
gl 
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06igledno l  U je otvoren i sadrii x 9  pa ostaje (1,1 se proveri implika-

cija (7). Neka je f E 11›, i a E U. Tada je 2(Z,
L 
 ) C V za neko i \{n i 

a e int(K
s 
 ), 5to povla6i f(a) E V. // 
i 

Dokazujemo sada prvu teorein 	karverl:b ompaktne skupove 

u YX . 

TEOREMA 2.7. Neka je X 10Y61nol2aLktall reekronprostor, Y 

regularan Hausdorff-ov prostor i podskup_21 YX. Tadk,  fie kyG 

paktan ako i samo ako su ispunjeni sledeei uslovi2 

(U1) je zatvoren u YX , 

(U2)px(T) je kompaktan skup u Y za svaku ta6k,u x E X 

(U3)funkcija  17 1,a X ----2Y  je polunepr2kidna (1o1521_ayaki 

skup zatvoren u 

DOKAZ. Pokaza6emo da je, pod gore navedenim pr(tpostavkama o 

prostorima X i Y, skup uslova (U1)-(U3) ekvivalentan rkupu uslova 

(K1)-(K3) Teoreme 1.1.3.4 Kelley-a i Morse-a. 

(U1)-(U3) ==-. (K1)-(K3) 	Prema Lead 2,2. 

(K1)-(K3) ==> (U1)-(U3) a Y je kompaktan (T. 1.1.3.4), pa impli-

kacija sledi na osnovu Lame 2.6. // 

Navodimo posledicu dokazane i Teoreme T.I.3.4 (uporedi sa T.2.5) 

POSLEDICA 2.8. Neka je  X lokalnokktaLrelar- ostor, 

Y regularan Hausdorff-ov prostor i podskupod YX  soilisuisio-

ve (U1) i (U2). Tada su uslovi (K3) i (U3) ekvivalentni. 

3. OSNOVNA TEOREMA 

Prirodno se postavlja pitanje, mote li se u Teoremi 2.7, pretpo-

stavka da je X 1okalno kompaktan regularan prostor, zameniti sa pretpo-

stavkom da je X Hausdorff-ov k-prostor. Kao 5to 6emo kasnije videti, 

odgovor na ovo pitanje je potvrdan. 

LEMA 3.1. Neka su X i Y Hausdorff-ovi prostoril7 kompaktan 

skup u YX. Ako je C kompaktan skup u X icy zatvoren skup u 	tada 
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65 
je funkcija F q), I C : C 	poluneprekidna  

DOKAZ. Ooigledno, C je kompaktan Hausdorff-ov prostor 1, dakle, 

lokalno kompaktan regularan prostor. 

4  Pato je funkcija 9c :Y 	; r neprekidna (Prop. 1.1.2.15) i 

kompaktan skup, R c(() . TIC je kolnp.,ktm skup u prostoru Y C . 

Pokaiimo sada da je cbIC zetvcrea skup u TIC. 7aista, pato 

je 4o zatvoren u 	kompaktan, 	je kompaktan u Y i , zna6i, S'c ( 0§) 

= (PIC je kompaktan u Y C . Pato je Y Hausdorff-ov proEtor, Y C  je Ha-

usdorff-ov prostor (T. 1.1.2.2) i, dakle, 45Ic je zat7oren u Ye , kao 

kompaktan skup u Hausdorff-ovom prostoru. Ovo, zajednc sa aiglednom 

inkluzijom 151c C I C, implicira da je 41 lc zatvorea skup u 	IC. 
Dakle, prema prethodno dokazanom, na osnovu Lem: 2.6 (gde je X 

zamenjeno sa C, YX  sa YC , 	sa 71c i 45 sa 45 IC) 9  funkcija F 	• IkIC* 
C ----2X  je poluneprekidna odozgo. Ali, prema Propoziciji 2.1, F 9 	(1,1 C 
= F.=  IC, pa je, dakle, funkcija F IC poluneprekidna odozgo. // 

LEMA 3.2. Neka je X k-prostor i F 	----2X . 	je, za evaki  

kompaktan skup C u X, funkcija FIC C 	2 poluneprekidna odozgo, 

tada je i funkcija F poluneprekidna odozgo. 

DOKAZ. Neka je U otvoren skup u Y. Pokaiimo da je F -1 ((U)) otvo-

ren skup u X. Vela,. je C proizvoljan kompaktan skup u X. Odigledno, na- 

zi  

F-1 (1(0) !I C = (FIC) -1((0). 

Porto je funkcija FIC poluneprekidna odozgo„(FIC) -1 ((U>) je otvoren 

skup u C. Dakle, pato je F-1((U))(ICotvorenuCiKk-prostor, 

F 1 ((U>) je otvoren skup u X. // 

Izlaiemo sada osnovni rezultat ove glave. 

TEOREMA 3.3. Neka je X Hausdorff-ov k-prostor, / regularan Haus-

dorff-ov prostor iTpodskup od Y X. Tada, jje kompaktan ako i samo ako  

sn ispunjeni sledea uslovi: 
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(a) 2F je zatvoren u  YX . 

(U2)px(57 ) je kompaktan skin  Y za svaku ta6ku  x E X, 

(U3)funkcija F : X 	2Y  it2211tp r) r*14Rpl Auea  s v ak  
skup (13 zatvoren. u  

DOKAZ. 06igledno 9  dovoljnc je pokazati da je, pod gore navede-
nim pretpostavkama o prostorima 	ekPp ualova ( J1 ) - (U3) ekvivalen- 

tan skupu uslova (M1)-(M3) Teoreme 1.1.3.5 Morse-a i 

(U1)-(U3) =7-* (M1)-(M3) a Prema Lemi 2.2 9 2r je topoloft) 4rifor-

mno neprekidna familija, a prema Propoziciji 1.1, Tic je, takodo, to-
neprekidna familija za svaki kompaktan skup C i X. 

(M1)-(M3) 	(U1)-(U3) 	Na osnovu Teoreme 1.1.3.5 9 	j kompa- 

ktan, pa je, prema Lemi 3.1 9  funkcija F
410 	 roluneprexidna 

odozgo za svaki kompaktan skup C u X i svaki skup zatvorenu5. Oda- 

vde zaklju6ujemo (Lema 3.2) da je i funkcija 	 polunepreki- 

dna odozgo za svaki skup l) zatvoren u eS /1 
Iz dokazane i Teoreme 1.1.3.5 sledi 

POSLEDICA 3.4. Neka je  X Hausdorff-ov k-prostor-  Y regularan Ha-

usdorff-ov prostor i podskup od  YX koji zadovo1 4ava uslove (111) i 

(U2). Tada su uslovi  (M3) i (U3) ekvivalentra., 
==.11•11MMINMMOW,M•,it T7 I... 4,,ia ■• 

PRIMEDBA 3.5. Primetimo da se uslov (U3), prema 2.1 I 3.2, mole 
zameniti sa sledeeim uslovom: 

(U4) funkcija C 
4PC 	

2 je poluneprekidna odozgo  za svaki 
kompaktan skup  C u X i svaki skup  cli zatvorenuT.  

4. JEDNA POSLEDICA OSNOVNE TEOREME 

Pokazaeemo 9  na kraju, da se Teoremi 1.1.3.2 D. Gale-a moie do- . 
biti kao posledica Teoreme 3.3. 

Neka su X i Y topolaki prostori i neka ic 2 data familija fun-
kcija u prostoru YX. Tada svaki podskup 4iskupa indukuje funkciju 
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F 	X --4-P(Y) 
	 67 

definisanu sa 	 F g) (x) = px(eb) 

za svako x E X. 

Iako tehnifte prirode, naredna propozicija je veoma vaina skao 

osnova veze izmedju gore pomenutih teorema, 

PROPOZICIJA 4.1. Neka je B zoizvol.janmdskal. Y. Tada je  

F1(>B0 = UCrl (B) I f ecPj. 
cAV 

DOKAZ. Sledi iz 

x E F (>B<) t=* F 4) (x)e >B< 	[f(x) I f ecbj f B 

=3fE 41 i f(x)E. Bt=>3r€4) i x E f-1 (1. ). // 

LEMA 4.2. Slede6a tvrdjenja su ekvivalentna: 

(G3) ako je B zatvoren u Y, tada je U (f-1  (B) I fEcli)  zatvoren 

u X, za svaki skup chi zatvoren u 	C yx 9  

(H3) funkcija F e X --e-P(Y) je poluneprekidna odoz o za svaki 

skup 4, zatvoren u T. 

DOKAZ. Ekvivalentnost tvrdjenja (G3) i (H3) je neposredna posle-

dica Definicije 1.1.4 i Propozicije 401. // 

Na osnovu Leme 4.2 9  Gale-ova teorema dobija forma veoma sli6nu 

formi Teoreme 3.3. Ovo, medjutim, omogu6ava 9  da preko neredne dve je-

dnostavne leme, lako dodjemo do geljenog cilja. 

LEMA 4.3. Neka je Y Hausdorff-ov prostor, 3 kompaktan skup u T X 

 zatvoren skup u 	Tada su funkcije 	i 14)  jednake, 

DOKAZ. Prema definiciji funkcija dovoljno je pokaza-

ti da je px(1a) = px(4a) za svako x E X. Dokaz ove jednakosti 9  medjutim i 

 sadrian je u delu dokaza Leme 2060 // 

LEMA 4.4. Neka je Y regularan prostor i Tpodskup od Yx. Tada 

uslovi (G2) i (G3) Teoreme 1.1.3.2 D. Gale-a impliciraju uslove (U2) 

i (U3) Teoreme 303. 
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68 DOKAZ. (U2) sledi iz (G2) i regularnosti prostora Y. Daaiimo 

(U3). 

Neka je dat skupcD zatvoren 2 taCka x E: X i skup V otParen 
u I takav da je Fp(x) = Px4) C V. Kao zatvoren skup kompallog 
prostora px(7), px(4§) je kompaktan skup. Dakle, po5to je Y rgtzla- 

ran prostor, postoji u Y otvoren skup G tako da je 

Px4 C  G' 	E c V. 

Dakle $  F p (x) = px(C C G, pa, pato je (Lama 4.2) yoluneprtkidna 

odozgo, postoji u X otvoren skup U 3 x tako da 

a E U =7*Fea) = pa(q) C G, 

1FAk(a) = pa4) C c: V. // 
46) 

Prema 4.3. i 4.4, neposredna posledica Teoreme 3.3 je sledeea 

TEOREMA 4.5. Neka je X Hausdorff-ov k-prostor„ Y regularan Ha-

usdorff-ov prostor i podskup od YX. Tada, 5: je kompaktan ako i samo  
ako su ispunjeni uslovi (G1)-(G3). 

Iz Teorem, 3.3 i 4.5 dobija se 

POSLEDICA 4.6. Neka 	X Hausdorff-ov k-prostor„ Y regularan 

Hausdorff-ovxmat2LIT podskup od Y X  koji ispunjava uslov (U1). Ta-

da su uslovi (U2) i (U3) ekvivalentni uslovima 	i (G3), odnosno 
uslovima (G2) i (H3). 

Ako poredimo usiove (G3), (K3), (M3) i (U3), pada odmah u o6i 

da je, prema definicji funkcijel' op, uslov (U3) prirodnije vezan za u-

slov (U2) nego 5to je to alu6aj sa uslovima (G3) i (G2), (K3) i (K2), 

odnosno (M3) i (M2). Pored toga, po formi, (U3) je, svakako, standar-

dniji od (G3), (K3) i (M3). tto je najvainije, u praksi, (U3) je la-

kge proveriti nego (K3) ili (M3). Isto tako, dok (G3) (tj, (Ho)) ope-
ri5e sa svim podskupovima prostora Y, (U3) se ograni6ava samo na kla- 
su zatvorenih skupova. 

odakle 
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