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PREDGOVOR

Neka su X i Y topoloZki prostori i F neks familija funkecija iz
X uY. Ako Je T neka topologija na ¥, koju, na odredjen nac¢in, gene-
ri%u topblogije od X i Y (obe ili samo Jedna od njihj, tada se par
(F, J) naziva funkcionalni topoloski prostor. Razuwe se, od najvedeg
interesa je sludaj kada je F skup X svih neprekidnih funkecija iz X
u Y. Istorijski gledano, mogli bi smo reéi da je kona’no-otvorena ili
topologija Tihonova "nsjstarija" topologija na skupu TXO 0d rezpih
drugih topologijs, na 6vom skupu, mnogi radovi su pokazzali da Jj& "naje-
adekvatnija" takozvana kompaktno~otvorena top%ﬁogija ¥ koju je, 1945
godine, u jednoj noti uveo R. H. Fox. Tipidan otvoren sub-bazni skup
ove topologije je oblika {f € YXI f(K) C U}, gde je K kompaktan skup
u X i U otvoren skup u Y. Od tada, pa sve do danas (dakle nes3to ma-
nje od 30 godina), traje neprekidno, viSe ili manje intezivno, ispi-
tivanje prostora (Yx,k)(u daljem tekstu kratkos prostor Yx)e 0d i-
mena matematifara koji su radili ili jo3 uvek rade na ovoj préblema-
tiei, pomenimo, ovde, samo najznadajnija: R. Arens, J. Dugund ji, R.
H. Fox, D. Gale, J. R. Jackson, J. L. Kelley, K. Euratowski, Morse,
S. Mrowka, S. B. Myers, A. H. Stone. Interesantno je primetiti da je
broj radova sovjetskiﬁ matematidara iznehadjujuée mali, kao i da oni
u ovoj oblasti, do sada, nemaju znalajnijih rezultata. Iako je, da-
kle, ¢itava plejada uglednih matematidara (uglavnom sa zapada) radi-

la na ovom poslu, mnoga pitanja vezana za prostor o

ostala su, me-
djutim, i do danas neresena. Na primer, jo3 uvek, u opStem sludaju,
nisu poznati potrebni i dovoljni uslovi koje morajuvzadovoljavati
prostori X i Y da bi prostor Y% bio kompaktan ili povezan. Koliko je
reSavanje ovih problema tefko i u kojoj meri zahteva aparaturuy koja
izlazi van domena opSte topologije, najbolje u svojoj knjizi govori

i Engelking ([14], str. 245).



ITI
U ovom radu naSa paZnja je prvenstveno usmerens na probleme ka-

rakterizacije kompaktnih skupova u YX, odredjene opSte i konkretne
inverzne sisteme funkcionalnih prostora i njihove inverzne granice
(iz ove oblasti, koliko mi je pozuatce, do seia postoji samo jedan
rad K. Kuratowskog), a takodje, jednin delom, i na hiperprostore,

topologizirane tako, da se na njih moZe glodati kao na odred jene
N\,

N\

funkcionalne prostore. ™
Tehniéki podaci su, inale, sledeéi. Celokupan tekst podeljen je

u tri dela: I, IT i III. Delovi 3o sastoje od glava kcje su numeri-
sane arapskim ciframa. Na poéetku\b#ake&g&aﬁ%gfiﬁﬁi%yeéé'pregla&ﬂo-
sti, dat je, kratko, njen sadrfaj. Glave imaju paragrafe (oznafene,
takod je, arapskim ciframa), u kojima se, redom, izla¥u definicije,
teoreme i td. Pri pozivanju na odredjenu &injenicu iz rada, ukazuje
se na deo, glavu i paragraf u kome se ista nalazi, kao i na njen vla-
stiti redni broj u okviru paragrafa. Tako, na primer, Propozicigja
IT.3.4.6 oznadava Sestu po redu propoziciju iz detvrtog paragrafa
treée glave drugog dela. Kao 8to je uobidajeno, oznake dela i glave
se izostavljaju ukoiiko Je re¢ o Einjenici iz istog dela odnosno iz
iste glave.

Brojevi u uglatim zasgradama oznadavaju redne brojeﬁé Jedinica
iz popisa literature.

Kraj dokaza svakog tvrdjenja oznaden je simbolom //. Koriste se
i sledete skralenice: Def. (Definicija), L. (Lema), P. (Posledica),
Pr. (Primer), Prop. (Propozicija), T. {Teorema), Z. (Zadatak).

Matematidka simbolika u radu je standardna.

Od ukupno 68 kucanih strana teksta, na razna uvodna izlaganjsa
(glave I.1, II.1l, IT.2 i III.1l) otpada zajedno 25 strana. Ovaj uvo-
dni materijal sadr¥i sve potrebne dinjenice na koje se pozivamo u
nasim dokazima. Preostali deo teksta (glave I.2, II.3, IT.4, III.2

i III.3), ukupno #3 strane, predstavljaju, dakle, nas samostalan do-
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prinos teoriji fumkcionalnih prostora, odnosto tematiei usko vezano]

za nju (glave I.2 i II.4). Primetimo da se svaka od gore pomenutih
pet glava, koristeci odgovarajuéi uvodni tekst, mofe Sitati nezavi-
sno od ostale detiri. NajvaZniji rezuliati svakako su sadriani u gla-
vema IT.3,%II.4 i III.3. OpiSimo ik ukratke.

U glavi II.3 posmatramo kategoriju & = (0,M) ¢iji su objekti 0O
svi Hausdorff-ovi topolofki prostori, a morfizmi M sva neprekidna
preslikavanja ovih prostora. Neka je X fiksirani objext kategorije
¥. ko je YEO, neka je Mapg(Y) = YX, a ako je £€M i £3¥ —— 32,
neka je Mapx(f):Mapx(Y)——a-MapX(Z) preslikavanje defiisano s=
[Mapx(f)] (g) = fog za svako g € Mapy(Y). Sada se moZe dokazati da je
Magxgiﬁf——~%& kovari jantni funktor. U II.3.1 dokazujemo (T. 1.1 i
T, 1l.2) da MapX funktor komutira sa inverznom granicom.

Za Y € 0, neka je Y = Y(°> i Y(n> = Mapx(Y(n°1)) Za D= 1,250000
(1) y(0)

sano sa‘pa(f) = f(a). Stavimo P, = pg °) i neka je p( n) Matpx(p(n l))

Za fiksirano a € X, neka Je Pg ¢ Y preslikavanje defini-

za n = 1,2ys.0.. Tako dolazimo do inverznog niza prostora i preslikava-

(n)

nja {Y (n)}éidu éemo inverznu granicu oznaditi sa Y( ) Nazévimo
 prostor Y funkcionalno kompletnim u odnosu na X zko Je Y‘x,Mapx(Y). U

II. 3.2 dokazujemo (T. 2.4) da je Y(OJ}funkcionalno kompletan u odnosu
na X. U II.3.3 dokazujemo (T. 3.3) da se svaki Hausdorff-ov prostor Y

mo%e utopiti u‘YG»). U II.3.4 ispitujemo osobine prostora Y(Q» i formu~-
liSemo jedan ot¥voren problem. Kao inspiracija za ovu glavu posluZili
su mi radovi ([37], [38]) prof. M. Marjanoviéa.

U glavi II.4 dajemo dva razlidita dokaza teoreme (T, 1.3) koJja,
uz pretpostavku d&;je X k-prostor, konstatuje interesantnu &éinjenicu
da Jje prostor 2x(svih zatvorenih podskupova u X) sa kompaktno-otvo-
renom topologijom (u smislu definicije L. J. Billera-e) homeomorfan

inverznoj granici inverznog sistema {20 TTC* , X} prostora 2% ga xom-

paktno-otvorenom topologijom, gde je JG famllija svih kompaktnih sku-



v
pova u X usmerena u odnosu na inkluziju i, 2a svaki par C1:C,€ K
takav da je Cy C Cp, funkeija Tng : ECl-ww-meci, definisana sa TTg(F)
1 4
=FN C za svako F € 2C§ Je neprekidna {r. 1.2),

Ako je F data famili ja funkecija u prostorn ng tada svaki pod-

skup P skupa F indukuje funkei ju ’i;'@ R Qs (2‘! ima topologigju

. Vietoris-a) definisanu sa -f@(x) = {(x) | fe P} za svako ¥ € X. Na

sugestiju prof. M. Marjanoviéa (u ITI.3) ispitivao ssm vezu izmedju
topoloske uniformne neprekidnosti (Def. Tele3.3) familije F sa Jedne
i poluneprekidnosti odozgo (Def. IIT.1.1.4) funkeije :"':cp sa dige
strane i doSao do niza interesantnih rezultata (Prop. 2,3, T. 2.5,

L. 2.6, T 2,7, L. 3.1) na osnovu kojih sam dobio osnovni rezultat
(T. 3.3) ove glave: jednu novu karakterizaciju kompaktnih skupova u
Yx. Jedna od posledica osnovne teoreme Je poznata teorema D. Gale-a

Recimo, ipak, sasvim kratko, nesto i o sadrZaju glava T.2 i IITI.2.

U I.2 variramo jednu teoremu K. Kuratowskog. Dokazujemo tri no-
ve teoreme koje zajedno sa pomenutom ¢ine skup od Setiri srodna
tvrd jenja.

U ITT.2.2 dajemo jednu originalnu verziju dokaza Ascoli-jeve
‘teoreme za prostore jednoznadnih funkcijam. U [34] Y. Lin i D, Rose
generalisali su Ascoli-jevu teoremu za prostore viseznadnih funkci ja
sa kompaktno-otvorenom topologijom. U IIT.2.3 ni, medjutim, dokazuje-
mo da jednoznaéna verzija Ascoli-jeve teoreme implicira onu za viSe-
znaéne funkcije. Ovo umanjuje znadaj teoreme Tin-a i Rose-a,

Na kraju, zahvalio bih se prof. M. Marjanoviéu, koji me Je kao
rukovodilac pri izradi ove teze pravilno usmeravao, ¢iji su me rado-
vi jednim delom inspirisali i koji mi Je mnogo pomogao brojnim save-

tima i korisnim sugesti jama.
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GLAVA 1
OSNOVNI POJMOVI

Posto su rezultati ove teze, skoro iskljuivo, vezani zs pro-
stor YX (neprekidnih funkcija iz X u Y) sa kompaktno-otvorenom topo-
logijom, u prva tri paragrafa ove glave, koja je uvodnog karsktera,
izlaZemo osnovne pojmove i dinjenice koje se odnose na ovaj proztor.
Pri tome izostavljamo neke (uglavnom duZe ili trivijalne) dokaze i
ogranidavamo se samo na one rezultate, na koje ¢éemo se kasnije pozi-
vati. U kratkom detvrtom paragrafu, koji nije sadrZajno vezan za pr-
va tri, podseéamo na neke druge (manje ili viZe poznate) definicije

i ¢injenice opste topologije, koje su nam potrebne u daljem radu.

1., NEKE TOPOLOGIJE NA SKUPU YX I NJIHOV ODNOS
Neka su X i Y ma koja dva topoloska prostora i neka X oznada-
va skup svih neprekidnih funkcija iz X i Y. Ovaj skup se moZe topo-
logizirati na razne nadine. Ovde ¢éemo navesti samo tri najstandar-
dnija nadina. Ako Je YX spabdeven topologijom T , odgovarajuéi topo-
loski prostor oznadavamo sa Yio Primetimo, pre svega, da je Yx pod-

skup topoloskog proizvoda

P =[1{¥, = ¥|xex}
od X kopija prostora Y.
DEFINICIJA‘l.i. Konadno-otvorensa tOpologidg skupa Yx Jje ona to-

pologija, koju na ovom skupu indukuje topologija Tihonova prostcra P.
Za ma kd,ja dva skupa A C X i B< Y, neka (A,B) oznalava pédidskup

od YX definisan sa
(4,B) = {£ €¥¥|£(4) C B},

a [A,B] podskup od P definisan sa
' 1



[4,B] = {terlz)ca).

U daljem tekstu umesto, na pr., ({a},B), pisemo, kratko, samc !s,B).
Sledete tvrdjenje opravdava naziv "konaéno-otvorena topzlogija”.

PROPOZICIJA 1.2, Kolekcija svih skupova (F,U), gde je F ¥ onadan

Skup u X i U otvoren skup u Y, dini sub-bazu konadno-otvorene topolo-

gije t.
DOKAZ. Prema definiciji topologije Tihonova ([22], str. 37), ko-

lekcija svih skupova Ex,U], gde je x taka u X i U otvoren skun u Y,
¢ini otveorenu sub=bazu ove topologije. Podto je

(x,U0) = [x,U]nP,

kolekeija svih skupova (x,U) éini sub bazu topologije t (koja se, sto-
ga, ¢esto naziva i "point-open" topologija). Za svaki konadan skup F
u X i sveki otvoren skup U u Y, posmatrajmo skup

(F,U) = {fexxlf(F)CU} =N {(x,0)| x€ ¥}.

Posto je F konalan, (F,U)&t. Dakle, i kolekcija svih ovih skupova
(F,U) Jje jedna (8ira) sub-baza topologije t. //

ZapaZzamo da se, u definiciji konadno-otvorene topologije t, ne
koristi topologija prostora X. Zbog ovoga, kao i ¢injenice da je ova
topologija veoma "malg" ([59], str. 279, Pr. 42.4), ona je u mnogim
sluéajevima nezadovoljavajuéa. Verovatno "najprirodniju" topologiju
u skupu YXQ uveo je, 1945. godine, R. H. Fox ([16]).

DEFINICIJA 1.3. (R. H. Fox) Kompaktno-otvorena topologija (u

oznaci k) skupa ¥ Je topologija ¢iju otvoremu sub-bazu &ini kole-
keija svih skupova (K,U), gde Jje K kompaktan skup u X i U otvoren
skup u Y,

PROPOZICIJA l.4, Konadno-otvorena topologija t je slabija od

kompsktno-otvorene topologije k.

DOKAZ. Svaki konadan skup je kompaktan. //



p)
PRIMEDBA 1l.5. Ako je X diskretan prostor, tada, otigledns, sem

konadnih, nema drugih kompaktnih skupova u X, pa je k = t,
DEFINICIJA 1.6. Za topologiju T u YX kafe se da je dopusiiva

ako je funkcija e 3 Y%X X Y,

definisena sa o (f,x) = £f(x) za svako (£f,x) E’Ié X X, neprekidas. Ova

funkcija co naziva se evaluacija.

PROPOZICIJA 1.7. (R. Arens [1]) Kompaktno-otvorena topologija k

Jje slabija od ma koje dopustive topologigje T.

DOKAZ. Neka Jje dat otvoren sub-bazni skup (K,U) u Iixc i tafke
f € (K,U). PoSto je topologija T dopustiva, evaluacija

c.o.exfgxx——-t

Jje prema definiciji neprekidna. Dakle, za svako x € K, postoji otvo=-

repa okolina W, od x u X i otvorena okolina Veod fu X tako da Je
w (Vx X wx) C U.
Posto Jje K kompaktan, postoje tacke Xyye+09X, €K tako da je

KCW \Jooouw °
‘ xl %

Neka Jje V okolina od.f u Y‘}é definisana sa

V= vxlf’\ooof\v °

Xn
Pokazaéemo da je V C (K,U). Neka je g € V. Tada imamo

g(K) =w({g} X K) C U.

Ovo povladi da g € (K,U) i, dakle, V C (K,U). Prema tome, (K,U) je
otvoren u Y% i, znadi, kC T . //

Neka Jje X proizvoljan, a Y metrizabilan topoloski prostor i d
jedna od ogranidenih metrika koje indukuju topologiju prostora Y.
Postoji prirodna topologija u skupu Yx koju (posredno) indﬁ.kuje noée-

na funkecija rastoa’énja d. Neka je, naime,



& x¥¥—.p

realna funkcija definisana sa
¥
d (£,g) = sup{d[£(x), g(x)] | x € X}

z8 svaki par tafaka f i g u X,
Tada, vaZi sledeta (mi izostavljamo rutinski dokaz)
PROPOZICIJA 1.8. Funkcija ¢ : YX X Y*—=R je metrika u 1%,
DEFINICIJA 1.9. Topologija u YX$irdukovena metrikom % maziva

% . - < .
se 4 ~-topologija indukovana sa d ili topologija uniformne konvergen-

- *
cije wu odnosu na d. Mi éemo sa Yg oznadavati skup ¥ sa q ~topaiogi-

Jom,
Ova topologija, medjutim, na nesreéu, zavisi od izbora metrike

u prostoru Y, kao 3to pokazuje sledeéi primer.

PRIMER 1.10. Neka je Y podskup realne prave koji se sastoji od
taaka 1/n i =1/n zan = 1,2,... Ocigledno, Y Jje diskretan prostor,
Konstruisimo dve ekvivalentne metrike u Y. Neia Je d, uobidajena .me-
trika realne prave, a d2 trivijalna metrika koja svakom paru razliéi-
tih tadaka u Y prideljuje rastojanje l. Oznadimo sa X podprostor re-
alne prave koji se sastoji od prirodnih brojeva. Tada je skup YX
isti kao skup svih funkcija iz X u Y.

Dve gore navedene metrike d; i d, definifu dve metrike dr:i d;:
u skupu X, Pokazaéemo da metrike d?ti d;rnisu ekvivalentne,

Neka je fi:X—Y (i = 1,2,...) funkcija definisana formulama
fi(i) = =1/i i fi(n) =1/nzangfi, a £:Xx—Y funkecija definisana
na osnovu formule f(n) = 1/n zan = 1,2,... Lako se proverava da je
d,(£,£;) = 2/i, dok je d,(f,£;) = 1. Prema poznatoj teoremi ([14]:,
str. 171, T.2), ovo povladi da metrike dy i d, nisu ekvivalentxs, //

Dakle, sa topoloske talke gledista, nema razloga da se posma-
tra topologija u X indukovaha metrikom d*; Sa druge strane, prostor

fg ima mnoga interesantna svojstva i, 8ta vige, kao 3to éemo videti,
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*
u vaZnom sluéaju kada je X kompaktan, d -topologija je identidna sa

kompaktno~otvorenom topologijom.
d*

PROPOZICIJA 1.11. d -topologija skupa YX, indukovana dajom

ogranid¢enom metrikom d na Y, je dopustiva.

DOKAZ. Treba pokazati da je evaluacija
. vX
neprekidna. Neka je data tadka (fo,xo) < Ig X X 1 pozitivan broj £ i

neka je fo(xo) = Yoo Posto Je f, neprekidna, postoji u X okolipa V
tadke X, tako da Je '

d[y,sto(x)] < (1/2)8
za svako x € V. Neka je U okolina od fo u Yg definisana sa
) %
U= {f ex51d (£,,8) < (1/2)E}

Sada se lako proverava da je @ (U,V)C{y € Yld(y,,¥) < 8}9 ito do-
kazuje neprekidnost evaluacijew . //

PRIMEDBA 1l.12. Zapazimo da je, odigledno, svaka neprekidna
funkcija £:X —Y iz kompaktnog prostora X u metrizabilan prostor
Y, ogranidena u odnosu na ma koju metriku d u Y.

TEOREMA l.13. Neka je X kompaktan prostor, Y metrizabilan topo-

lodki prostor i d proizvoljna metrika u Y. Tada Jes u Yx, d*-tOEOlo-

gija istovetna sa kompaktno-otvorenom topologijom. Dakle, u ovom slu-

o
Eaju; 4 -topologija ne zavisi od izbora metrike 4 u Y.

DOKAZ. Prema Propozicijama 1.7 i 1.11, svaki skup otvoren u Yﬁ
X

Je otvoren u 3. Da bi dokazali obrnuto, dovoljno je, odigledno, po-
kazati da za svako f €YF i £€> 0, postoji u Yi otvoren skup G tako
da Je ‘

*
(1) fe€6CH={ger a(f,8) < e}

Za svako x € X, neka W, oznalava otvoren skup u Y definisan sa



Wy = {y c Yld[f(x),y] <3/4},

Posto je f neprekidna i f(x) € Wey Vo = f"l(wx) Je otvorena okzlina
od x u X. PoSto je X kompaktan, postoje tadke X1seeesXy € X tako da

Je

(2) X C v L 2N X 3 U v L]
x, Y x
Stavimo (za i = 1l,73..,n)
(3) K= Vx‘ = f‘l(wx.), U; = {yeﬂd‘[f(xi),y]'( &3,
i i

gkupovi Ky,...,K, su kompaktni u X, a skupovi U3se00,U, su otvoreni
u Y. Dakle, skup
G = (Kloul)r\ see M (Knsun)

je otvoren u Iﬁ. Pokazalemo da, za ovaj skup G, formula (1) vaZi.

Iz (3) sledi da je f(Ki)CUi za i = 1,:...,n, pa je £ € G. Neka
Je § € G proizvoljno izabrana talka. Ako je x € X, postoji, prema (2)
i (3), indeks J £ n teko da je x EKJ. Imamo, dakle, da je g(x) € U'j
i f£f(x) €-U;j? pa Je d[f(x),g(x)] < (2/3)€& . Podto je x proizvoljno,
odavde Je d*(f,g) <€ i, dekle, g€ H. //

2. OSNOVNE OSOBINE KOMPAKTNO-OTVORENE TOPOLCGIJE
Polev od ovog pafégrafa pa nadalje, u éitavom tekstu, ukoliko
nije drugacije redeno, predpostavljamo da je skup X snabdeven ko-
mpaktno-otvorenom topologijom k. Stoga, umesto oznake Yﬁ, ubududée
koristimo kradéu: YX.

PROPOZICIJA 2.1. Ako je A CX proizvoljan a F C Y zatvoren

skup, tada je (A,F) zatvoren skup u YX.

DOKAZ. Lako se proverava da vaze formule

(4,F) = N {(x,F)|x € A}
i Y L (x,F) = (x,Y - F).



Dakle, - (4,F) =VU{x,Y-F)Ixe€ Al.

Sada je oligledno da Je X . (A,F) otvoren skup. //

Sledeta, neSto modifikovana, teorema R. Arens-a [1], korstatuje
da se, u pogledu separacionih svojstava, Y i £ "ponasSaju" (uglavnom)
isto.

TEOREMA 2.2, X Je Tys Tl, Tos regularan ili kompletno regularan

" prostor ako i samo ako je Y, respektivno, takav prostor.

Dakle, Ve Je Ty-prostor ako i samo ako Y je T;-prostor za i{}%.

DOKAZ. R. Arens ([1], str. 481, T. 1). //

PRIMEDBA 2.3. Ako Jje Y normalan, ¥X ne mora biti normalan, Zaista
ako Jje X diskretan prostor, tada Jje prostor ¥ sa kompaktno-otvorenom
topologijom, na osmovu Definicije l.l. i Primedbe 1.5, homeomorfan sa
topoloskim proizvodom P =[]{Y, = Y | x € X}. Poznato je, medjutim, da
nroizvod normalnih prostora ne mora biti normalan.

U mnogim dokazima koristi se sledela propozicija:

'PROPOZICIJA 2.4. (J. Jackson [27]) ako je X Hausdorff-ov prostor

i o’ sub-baza topologije od Y, tada kolekcija svih skupova (K,U), gde

Je K kompaktan skup u X i U€ o, ini sub-bazu kompaktno-otvorene to-

pologije prostora Yxa

DOKAZ. Vidi S. T. Hu ([22], str. 153, Prop. 1.3.). //

Naredna propozicija Jje direktna posledica jedne opstije teorem@
ﬁ, Arens-a ([1], str. 484, T.5). _ -

- PROPOZICIJA 2.5. Neka je X lokalno kompaktan Hausdoi'ff-gov pro-

stor. Ako X i Y imaju prebrojive baze, tada i Yx ima prebojivu bazu.
'DpoKAZ. ([22], str. 152, Prop. 1.2). //

Posmatrajmo sada neke znadajne funkcije vezane za prostor YX.

DEFINICIJA 2.6. Neka, za svaku tadku y € Y, j(y):X—Y ozna~
dava konstantnu funkciju u X koja preslikava X u tadku y. Tada, ko-

respondencija y — j(y) definiBe funkciju
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Y

koju nazivamo injekcija od Y u X,
PROPOZICIJA 2.7. Injekcija j : ¥ —YX je utapanje.
DOKAZ. DokaZimo prvo da je j 1-1l. Neka su ¥ i Yo ma koje dve

tacke u Y i neka Je ,;i(;}’l) = j(yz)o Tada, imamo
71 = [Bep]l = [ip]@ =5,

i, dakle, j je 1-1 funmkeija.

Neka je (K,U) proizvoljan otvoren sub-bazni skup u YXo Tada Jje,
prema pré¢thodnnj definieiji, g"’l [(K,U)] = U, Ovo dokazuje neprzkidnost
injekcije Jo

Ostaje da se pokaZe da J preslikava svaki otvoren skup V u Y na
neki otvoren skup u j(Y). U tom cilju, izaberimo neku taCku x € X i

posmatrajmo otveren sub-bazni skup (x,V) u Y%, O¢igledno, imameo
J(V) = 3O N (x,V).

Dakle, j(V) je otvoren skup u j(Y). //
DEFINICIJA 2.8. Ako je a€X data tadka, neka

pa:YX

—Y
oznadava funkciju definisanu sa

P (f) = £(a)

za svako f €YX, Ova funkcija je na posto preslikava podskup j(Y) pro-

stora YX na prostor Y. KaZemo da je Pg projekcija (od YX na Y) indu-

kovana datom tadkom a € X.

PROPOZICIJA 2.9. Projekcija p, : YX—»Y je neprekidna.

DOKAZ. Neka je U otvoren skup u Y. Prema definiciji projekcije
Pgs inverzna slika p;l(U) Je, oligledno, otvoren sub-bazni skup (a,l)
u Y%, Dakle, p, je neprekidna. //

Podseéamo na poznati pojam retrakta.
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DEFINICIJA 2.10. Podskup A prostora X Je retrakt od X ake po-

stoji neprekidna funkcija r:X——A tako da Jje r(a) = a za svako

a € A, KaZzemo da Je r retrakcija od X na A.

PROPOZICTJA 2.11. J(Y) Je xismiaktiod’ ¥v.,

DOKAZ. Izaberimo tadku a € X i definiSimo funkeiju

X

r s Y —=j(Y)

sar=Jo Pge Posto su projekeija Pg i injekcija j neprekidnfe funkci~
Je, takva je kompozicija r. Ako je f € j(Y), postoji y € Y takec da je

£ = j(y). U tom sludaju imamo
r(£) = 3[p(D)] = 3[£(a)] = 3 = £.
Daekle, r je retrakcija od YX na (). //

Neka su X, Y i 2 topoloSki prostori i neka je f:Y — 2 nepreki-

dna funkcija. Tada, par X,f indukuje preslikavanje

Mapx(f) s YX—gX

definisano sa [Mapx(f)](g) =fog

za svako g € Y.

e

PROPOZICITA 2.12. Mapy(f) : YX —=2% je neprekidma funkeija.

DOKAZ. Neka je (K,V) otvoren sub-bazni skup u Zx. Tada dokaz
sledi iz Jjednakosti

[Mapx(f)] -1 [(Kav)]‘ = {slfos € (K,V)} = {g[f[g(x)] C v}
- {sle®) C 1] = &, 271 (W) N

jer je, zbog neprekidnosti f, (K,f"l(V)) otvoren sub-bazni skup u X, //
PROPOZICIJA 2.13. Dijagram |

P
t— a Yx

]
D e o
|
By =
)
b
~
H
v

O o
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komutira, tj. p, o Mapx(f) =fop,.

DOKAZ. Zaista, za g € YX je

[paoMapy (£)](8) = p,(fog) = (fog)(a) = £[g(a)]
£[p,(8)] = (fop,)(g).

Ovo dokazuje komutativnost dijagrama. //

DEFINICIJA 2.14. Ako je C C X dati skup, neka

gg : Tr—u1C -
oznadava funkciju definisanu sa

za svako f GZYX, Ova funkcija naziva se funkcija restrikcije induko-

vana datim skupom C.

PROPOZICIJA 2.15. Ako je C kompsktan skup u X, funkcija restri-

Ecije gq @ %
DOKAZ. Neka Je @ = {g € YC | g(Cl) C U} otvoren sub-bazni skup
" u Y%(¢; € ¢ kompaktan, U C Y otvoren). Tada tvrdjenje sledi iz jedna-

Kostls - geM@) - frl (1o e P} - {£] (z10)(cy) cv}
={f]2cp) cv} = (e, 0. 1/

-~*~Yc Jje neprekidna.

3. KOMPAKTNI SKUPOVI FUNKCIJA

Klasiéna teorema Ascoli-a (dokazana 1883 god.) tvrdi da unifor-
mno ograniéena, ekvineprekidna familija funkcija ima kompaktno zatvo=
renje u prostoru neprekidnih funkcija sa topologijom uniformne kon-
vergencije. Ova teorema je znadajna u analizi, teoriji integraluih
Jjednadina, konformnom preslikavanju, radunu varijacija i td. Ona Je
dugo vremena %ila u centru paZnje mnogih matematidara (Arzela, riontel,
Vitali i drugi). Tridesetak godina unazad (1946 g0d.), S. B. Mvers [42]

generalisao je ovu teoremu. Jedan deo njegovih rezultata mo¥e se for-
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mulisati kao Sto sledi: Ako je topoloski prostor X lokalno kompaktan,
ili zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti, a Y je metricki prostor,
tada Jje familijaﬁ? neprekidnih funkcija iz X u Y kompaktna (u L opo-
logiji uniformne konvergencije) ako i samo ako (l)ﬁglje zatvorern,

(2) {f(x) | fe:‘?) Je kompaktan za svako x € X, (3)? Je ekvinepre-
kidna familija funkei ja.

Ako se Zele okarakterisati kompaktni skupovi funkcija kada se
ume sto metrickog posmatra topoloSki prostor Y, nastaje problem ¢a se
uslov ekvineprekidnosti, koji gubi smisao, zameni nekim druginm ade-
kvatnim uslovom. Znadajne rezultate u tom praveu dobili su, 1950 god.,
D. Gale [18] sa Jjedne i, 1955 god., Kelley i Morse [28] sa druge
strane. U treéem delu ove teze, mi éemo se, takodje, baviti pitanjima
kompaktnosti skupova funkcija u prostoru YX sa kompaktno~otvorenom
topologijom i neposredno operisati sa osnovnim rezultatima ove trojice
eminentnih americkih matematilara. Pre nego Sto navedemo njihove re-
zultate, napomenimo da su se, u skorije vreme, ovom problematikom Jjos
bavili: J. Weston [58], R. Bagley i J. Yang [3], R. Smithson [54],

V. Mancuso [35] (respektivmo 1959, 1966, 1971, 1972 god.). U poslednja
dva gore navedena rada daju se generalizacije za viSeznadne funkcije
modernizovanih varijanti teoreme Ascoli-a.

DEFINICIJA 3.1l. TopoloSki prostor X je k-prostor ako ispunjava
sledecéi uslov: Podskup A od X je otvoren u X ako i samo ako je AN K
otvoren u K za svaki kompaktan skup K u X.

Jasno je da se u ovoj definiciji re¢ "otvoren" moZe zameniti
re¢ju "zatvoren". Poznato je, takodje, ([59], str. 285, T. 43.9) da
su svi lokalno kompaktni i svi prostori koji zadovoljavaju prvi aksi-
om prebrojivosti (i, dakle, svi metricki prostori) k-prostori.

U formulaciji naredne teoreme Py oznadava proJjekeiju.

TEOREMA 3.2. (D. Gale) Neka je X Hausdorff-ov k-prostor, Y regu-
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laran Hausdorff-ov prostor i ‘3: podskup od Yx, Tada, '3'/,1e komgaktan

ako i samo sko su ispunjeni sledeéi uslovi:

(G1) "}J Jje zatvoren u Yx,

(G2) p, (F) je kompaktan skup u Y za svaku tadku x € X,
(63) ako je B zatvoren u Y, tada je U{f—l(B) | f€®} zatvoren

u X, za svaki skup @ zatvoren ug::

Primetimo da se uslov (G3) mo¥e zameniti sa slede¢im, oigledno, ekvi-
valentnim uslovoms
(G4) sko je B otvoren u Y, tada je n{f”l(B) | fecp} otvoren u X,
za svaki gkup P zatvoren u ¥.
DOKAZ. ([18], str. 304, T.1), //
DEFINICIJA 3.3. Za familiju funkcija & C YX kaZe se da Je topo-

loski uniformno neprekidna ("evenly continuous ") ako za svaku tadku

X €X, svaku tadku y € Y i svaki otvoren skup V3 y postoji otvoren
skup U D x i otvoren skup W DY tako da

re ¥

} = £(U) C V.
f(x) e w

Primetimo da se ova implikacija moZe pisati u obliku

¥ N (x,W) C (U,V).

Za dokaz sledele dve teoreme vidi ([28], str. 311, T. 21),
TEOREMA 3.4. (Kelley i Morse) Neka Je X lokalno kompaktan regu-
laran prostor, Y regularan Hausdorff-ov prostor i?podskup od Yx. Ta-

da, F Je kompaktan ako 1 samo ako su ispunjeni sledeéi uslovi:
(K1) F je zatvoren u Yx,
(K2) px(Bf) Je kompektan skup u Y za svaku tadku x € X,
(K3) F Je topoloski uniformno neprekidna familija,
TEOREMA 3.5. (Kelley i Morse) Neka je X Hausdorff—owi"'--lg:grostor,

Y regularan Hausdorff-ov prostor i g5:;106.31{1.119 od YX, Tada, ('.-:F je‘kom-
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paktan ako i samo ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

(M1) ‘5:’ Je zatvoren u Yx,
(M2) p (F) je kompaktan skup u Y za svaku tadku x € X,

(M3) F |C = {f|c | f e‘.f}'} Je _topoloski uniformno neprekidna fa-
milija u YO za svaki kompaktan skup C u X.

4, NEKE MANJE POZNATE DEFINICIJE I CINJENICE
OPSTE TOPOLOGIJE
Na kraju ove glave izlafemo neke, uglavnom manje poznate, defi-
nicije i ¢injenice opsSte topologije, koje éemo koristiti u narednim
paragrafima II.3.2 i II.3.4. |
Prvo navodimo dva separaciona aksioma.

DEFINICIJA 4.1. Prostor X je kompletno Hausdorff-ov prostor ako
za svake dve razlidite talke a i b u X postoje otvoreni skupovi U i

Y tB.kO da Je a €y, bEV, ﬁﬂVaﬁ.
. DEFINICIJA 4.2. Prostor X Jje prostor Stone:+a ako za svake dve

razliite tafke a i b u X postoji neprekidna funmkcija £ iz X u jedi-
‘niéni interval I = [0,1] tako da je f(a) =01 £(b) = 1.

Ngvodimo sada definiciju, propoziciju i teoremu na koje se osla-
njamo u dokazu Propozicije II.3.2.3.

DEFINICIJA 4.3. Peano-ov prostor je kompaktan, povezan, lokalno

povezan metrizabilan topoloski prostor.

PROPOZICIJA 4.4. Ako je f:X—Y neprekidna funkeija, X Peano-

ov_i Y Hausdorff-ov prostor, tada je f(X) Peano-ov prostor.
DOKAZ. Vidi jednu implikaciju u dokazu teoreme Hahnig i flazur-
kiewicz-a; S. Willard ([59], str. 221, T. 31.5). //

TEOREMA 4.5. Svaki Peano-ov prostor je luéno povezan ("arewise

connected"),



14
DOKAZ. 8. Willard ([59], str. 219, T. 31.2). //

DEFINICIJA 4.6. Prostor X je potpuno separiran ako za svake dve

razlidite tadke a i b u X postoje otvoreni skupovi U i V tako da je
acbU, beEV, UNYV =g, UUV = X,

DEFINICIJA 4.7. Prostor X je potpuno nepovezan ako su komponen-

te u X jednodlani podskupovi.

DEFINICIJA 4.8. Prostor X je O-dimenzionalan sko svaka tadka u

X ima lokalnu bazu ¢iji su elementi otvoreno-zatvoreni skupovi u X.



GLAVA 2
NEKE VARIJANTE JEDNE TEOREME K. KUBATOVWSKOG

U ovoj glavi dokazademo tri teoreme, koje zajedno sa jednom te-

oremom K. Kuratowskog ¢ine skup od ¢etir! srodna tvrd jen;ia,

1. TEOREMA K. KURATOWSKOG
K. Kuratowski ([30], str. 89, T. 3) dokazao je sledeéu tzcremu:

TEOREMA. Neka Jje X kompaktan Hausdorff-ov prostcr i Y proizvo-

ljan Hausdorff-ov prostor. Tada je skup

P - {ﬂf,x,y)l y = f(xi}

zatvoren u prostoru Yx XX XY.

Zgmenjujuéi, u direktnom proizvodu Yxx X XY, prostore X i Y
(jedan ili oba) njihovim hiperprostorima 2X¥ i 2T i definiuéi, na
prirodan naéin, odgovarajuéi skup cb, mi ée:10, u narednom paragrafu,

dokazati da vafe jos tri tvrdjenja slidna gore citiransj teoremi.

2. VARIJANTE TEOREME K. KURATOWSKOG
U sve tri niZe navedene teoreme predpostavlja se da su posmatra-

ni hiperprostori snabdeveni topologijom Vietoris-a (Def. IIT.l.l. 1 ).

TEOREMA 2.1. Neka je X lokalno kompaktan regularen prostor i Y
regularan prostor. Tada Je skup

$ = {(1.x,B) | £(x) € 5]

zatvoren u prostoru YX XX X 2¥.

DOKAZ. Pokazacemo da Jje komplement Skupa’ Cb otvoren skup. Neka
Je (£,,x,,B,) talka koja pripada tom komplementu, tj. £,(x,) & B,.
Posto je Y regularan prostor, postoje u Y otvoreni skupovi U i V takvi

da Je 15
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1) £,(x,) € U, B, CV, UNV =g,

i
3¢

ofto je f, neprekidna funkcija (dakle, fgl(U) Je otvorena ok»lina

.zi.

fe X

s acke :x,@)gJ a X je lokalno kompaktan regularan prostor, postoji u X

hoxppektan skup K ([22]9 str. 66, Prop. 2.14) tako da Je
x, € int(K), x Cr;tw,

Ofigledno, tada f € (K,U), dok je, prema (1), B, € <v). Dakle,

']

N = (K,U) X int(K) x (V)
je otvorena okolina tadke (£,5%,,B,). Ostaje da se pokae da Je
N n q) = ¢e

Neke e (f,x,B) € N, Tada je £(K) C U; x€ int(K) i BC vV, Dakie,
£{x) € U, pa, prema (1), f(x)¢, V, odakle, tim pre, f(x)¢ B. //
TEOREMA 2.7. Neka je X kompaktan Hausdorff-ov prostor i Y T

3~
prostor. Tada je skup

@ = {(f*aAey} l y éf(A)}

zatvoren u prostoru ¥ x X X Y.

DOKAZ. Neka je (fo,Ao,yo) tadka koja pripada komplementu skupa
P, ti Y, & f,(A,). Podto je Y regularan prostor, postoje u Y otvo-

reni skupovi U i V takvi da je
(2) fO(Ao) C U9 : yo €.V9 Un V= ¢e

O¢igledno, tada je A, C fgl(U), pri demu je, zbog neprekidnosti fun-~
ked je fos .f;l(U) otvorena okolina zatvorenog skupa A,- PoSto Je (pre-
ma poznatom stavu) X normalan prostor, odavie sledi (opet na oznovu

poznate ¢injenice), da u X postoji otvoren skup G tako da Je
| = ~ o=l
A, C Gy G Cr_~(u).

Iz ovih inkluzija zakljuSujemo da Je Ay € (G} i f, € (-@,U)a Primetimo :
o je G kompaktan skup u X. Dakle, |
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N = (G,0) x (&) xV
je otvorena okolina tacke (fo,Ao,yo). Treba joS pokazati da je
NN D = g
fieka je (£,A4,y) € N. Tada je £f(G) CU, ACG i yE V. Prema (2}, y¢

£(5). PoSto je A 'C G, O%igledno, y ¢ £(A). //
TEOREMA 2.3. Neka je X kompaktan Hausdorff-ov prostor i ¥ Ty~

prostor. Tada Jje skup

& = {(£,4,8) 1 £(0) N B # g}

zatyoren w prostoru X x X x 2Y, ,
DOKAZ. Neka Jje (f_,A ,B,) tadka komplementa skupa P, tj.
,fﬁ(,%) M B, = §. Podto je Y normalan, postoje u Y otvoreni skupovi

T 1V tekvi da je
(3) fo(Ao) cu, Bo C v, UNV = g.

O¢igledno, ;f;l(U) Je otvorena okolina zatvorenog skupa A . Posto :]é

X normalan, postoji u X otvoren skup G tako da Jje
- -1
A, CG6, G C£,7(u).
odavde je A € (G6) i £, € (G,U). Prema (3), B, € (V). Dakle,
N = (G,U) X {6)x(V)
Jje otvorena okolina tadke (fo9Ao9Bo)° Lako se proverava da Je

Nn¢=¢o //
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GLAVA 1

NEKI ELEMENTI TEORIJE KATEGORIJA

U ovoj glavi posmatramo sam¢ neke od osnovnih pojmove i stavova

teorije kategorija koje Cemo kasnije koristiti u Glavi 3.

l. POJAM KATEGORIJE

DEFINICIJA 1.1l. Za kategoriju  kafemo da je data, ako js data
klasa elemenata O(J ) (elemente klase O(Y,) zovemo ob jektima katego-
rije X ) tako da je:

l. Za svaki par (A,B) objekata iz J} dat je skup MaéA’B>'
(MméA’B) nazivamo skup morfizama iz A u B. Pri tome esto piSemo usi

—B ili A—%—+B umesto u M.(4,B)).

2. Za svaku trojku (A,B,C) objekata iz J{ dato je preslikavanje

e M:’éA,B) 3 mm(a,c) -_"'M:-*a{A’C)
koje zovemo kompozicija morfizama. (Pri tome ako je uéM,x(A,B),v
M3éB,C) sliku m(u,v) para (u,v) oznadavemo i sa vu ili vou).

3. Skupovi MméA’B) i kompozicije morfizama zadovoljavaju slede-

ée aksiome:

(a) Kompozicija morfizama je asocijativna: ako A-2.B LAY D,

tada
w(vu) = ¥wv)u.
(b) Za svaki objekt A iz ¥ postoji IAQM,R(A,A) (tzv. jedinidni
morfizam od A) tako da sko B—2+A i A—Y ., tada

lAu = u, V;A s Ve
(¢c) Ako su parovi (A4,B) i (A?,B?) razliditi, tada je

| Mm(A,B) N M (A,B%) = g.
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PRIMER 1l.2. Kategori,ja§ skupova i presliikavanja. Objekte ove

kategorije &ini klasa svih skupova. Ako su A i B dva proizvoljna sku-
pa tada M§(A’B) oznadava skup svih preslikevenja iz A u B. Kompozici-
ja morfizeama je definisana kao slaganje presiikavanja,

PRIMER l.3. Kategorija J topolodkih prestora i neprekidnih pre-
slikavanja. Objekte ove kategorije dine %opcloski prostori a morfiz-
me neprekidna preslikavanja. Kompozicija morfizama je slaganje pres-

likavanja.

DEFINICIJA 1.4. Podkategorija X' kategorije ¥ je kategorija
tako da '

(1) o(X') c o(X).

(2) Mx,(A,B) C M:m(A,B). |

(3) Kompozicija morfizama u X je indukovana kompozicijom u X .

L * W L3 * . ‘ . > . -
(4) Jediniéni morfizmi u X su jediniéni morfizmi u X .

2. VRSTE MORFIZAMA
Jedno od va¥nih pitanja u svakoj kategoriji je pitanje klasifi-
kacije njenih morfizama.
Neka su kategoriji X dati morfizam u:i ———B i objekt X. Posma-

trajmo preslikavanje

dato sa [u,X](v) = uv.

DEFINICIJA 2.1. Za morfizam u kaZe se da je monomorfizam ako je

preslikavanje [u,X] 1-1 za svako X € 0(X) tj. vy # v, E= uv2# uv,

PROPOZICIJA 2.2. Kompozicija dva monomorfizma je monomorfizam.

DOKAZ. Neka su u’:A—>B i u":B——C monomorfizmi i v,,vy:X—A.

Tada (ullu’)vl = (u'lu’)vzz_-—;u"(u’vl) = u"(u’vz)

ﬁu,vl = u’V2 ﬁ vl = V2o //
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i dakle u™u’:A——C je monomorfizam,

PROPOZICIJA 2.3. Ako_je u:A

B, viB——C i_ako_je vu monomor-

fizam tada je i u monomorfizam.

DOKAZ. Ako u nije monomorfizam postoje Vis VoiXe—mA4, Vi V,
tako da je uvy = uv,. Dakle v(uvl) == 'v(mrz) i prema tome (vu)v:L ==
(vu)v, 8to je nemoguée jer je vu monoworfizam. //

Ogigledno vaZi i slededa

PROPOZICIJA 2.4. Za svaki objekt A u ma kojoj kategoriii X

lA:A-——a—A je monomorfizam.
¥eka su u kategoriji X dati morfizam usA—B i objekt X,
Posmatrajmo preslikavanje _
[Xu]: Mm(B,X)-—-—-—M,J-C(A,X)
dato sa [X,u] (v) = vu.

DEFINICIJA 2.5. Za morfizam u kaZe se da je epimorfizam ako je

preslikavanje [ X,u] 1-1 za svako X € O(%) tj. Vi F V= ViU F v,u.
Lako se dokazuju sledeée propozicije:

PROPOZICIJA 2.6. Kompozicija dva epimorfizma je epimorfizam.

PROPOZICIJA 2.7. Ako_je usA—-+B, v:B—=C i ako je vu epimor-

fizam, tada je 1 v epimorfizam,

PROPOZICIJA 2.8. Za_svaki objekt A u ma kojoj kategoriji

lA:A-—~—A je epimorfizam.

DEFIRICIJA 2.9. Morfizam u:A B je bijekcija (monoepimorfizam)

ako je 1 monomorfizam i epimorfizam.

DEFINICIJA 2,10, Morfizam u:A——B je izomorfizam (ekvivalenci-

ja) ako postoji morfizam v:B——A takav da je
vu.=1A ’ uv==1B.

PROPOZICIJA 2,11. Syaki izomorfizam je bijekcija.

DOKAZ. Iz vu = 1, prema Propozicijama 2.3 i 2.4 sledi da je u
monomorfizam, a iz uv = 1B prema Propozicijama 2.7 i 2.8 sledi da je

u epimorfizam., //
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PRIMEDBA 2.12. Bijekcija ne mora biti izomorfizam, ([9] str.6)

PROPOZICIJA 2.13. Kompozicija dva izomorfizma je izomorfizam.

DOKAZ. Neka su utA—B i viB—C izomorfizmi. Tada postoje
morfizmi w?sB——4 i v?:C—B takvi da Je

uu = 1A’ uu’ = 1]3’ viv o= 1]3’ vv? o= 10.
5ada se lako proverava da je vuih ——C izomorfizam jer postoji mor-
fizam w'v?:C—A i vaZi

(wv?) (vu) = 1, (vu) (w'v*) =15 //
3. FUNKTORI

DEFINICIJA 3.1. Neka su C i D adve kategorije i neka je F funk-

cija koja svakom objektu A kategorije C Xorespondira objekt F(A)

kategorije © i svakom morfizmu u iz C morfizam F u iz D .

Ka¥emo da je F kovarijanini funktor iz Cu @ako su zadovoljeni
glededi uslovis

(a) Ako usA —B, tada F(u) ¢ F(A) —F(B).

(b) F(13)=1p(a)e

(¢) F(vu)=F(v)F(u).

S1idno, ka¥emo da je F kontravarijantni funktor iz Cu &b
ako su ispunjeni uslovis

() Ako u:A —=B, tada F(u) : F(B) —F(A).

(P) F(1,) = 1p(a)*

(¥) Flvu)= F(w)F(V).

PRIMER 3.2. Neka je X fiksirani oblik date kategorije Cc .
Ako je Y objekt u C neka je FX(Y) = MG(Y,X); Ako je usY ——2 morfi-
zam u C neka je Fx(u): FX(Z)—f-FX(Y) dato sa [Fx(u)](v) = vu za
svako v e:FX(Z). Lako se proverava da je Fy: G ——-§‘ kontravari-

jantni funktor iz C u kategoriju $ skupova 1 preslikavanja.



GLAVA 2
GRANICE I PRESLIKAVANJA INVERZNIH SISTEMA

Ova glava sadrzi definicije pojmova i iskaze stavova (b22 dokae
z8), vezanih za inverzne sisteme topologkih prostora, na koje se po-

zivamo u Glavama 3 i 4 ovog dela,

1, POJAM INVERZNE GRANICE

DEFINICIJA 1.1. Neka Je ( binarna relacija u skupu A. Kafe se
da je A usmeren relacijom £ @ko su ispunjeni s]edec:L uslovi:

(1) Ako X €A, tada o LoAko

(2) ko ot , P 5€Atakoda0( F) p <2§,tada .

(3) Ako o, P€ A, postoji x € A tako da o < Xip L ¥-

Podskup S skupa A je kofinalan podskup od A, ako za svako €A
postoji p € S, tako da je & £P-

Neka su A i B skupovi usmereni relacijama < 1 i (2 redom. Za

funkciju f:4

B kaZe se da je monotona ako o( <1[5 :f(°<) < 2 f(P).
DEFINICIJA 1.2. Neka je A skup usmeren relacijonm £ X topolo-
£ki prostor za svako o{€ A, i 'TT'[Zs : ch—-—vXo( neprekidna funkcija za
svaki par o(,ls € A takav da je .g P .
Za kolekciju prostora X i i preslikavanja TI’Q( kaZe se da &ini

inverzni sistem prostora i preslikavanja nad usmerenim skupom A, u 0z-

naci {Xo( ,’ITE< ,A}, ako su ispunjeni sledeéi uslovi:

(1) Mko o € 4, teda T = 1, Xo "

(2) ako o, b, zg €aicp Ly, tada ‘ﬂ“pO'ﬂ'g-W

Umesto {ch ,'ﬂ' yA} esto se krade piZe {x, T, A} ili samo {zx,m}
ako je Jasno o kojem je usmerenom skupu red.

PRIMEDBA 1.3. Usmeren skup A postaje kategorija ako elemente iz
22 '
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A posmatramo kao objekte, a skup morfizame iz o{ u F» je ili pragzan,

ako $ p, ili sadrii samo jedan element, relaciju £, ako o 4‘5.

Taeda, inverzni sistem nad A je, jednostavno, kontravari jentni
funktor iz A u kategoriju T topoloskih prostora i neprekidnih pre-
slikavanja.

DEFINICIJA l.4. Inverzna granica (kratko granica) inverznog si-

stema {X,TT;A}; u oznaci X, ili Lim{X,TT sA}; Je podprostor topoloskog
proizvoda prostora X , koji sadr?i one funkcije x = {x “}, ‘kod koJjih Je
TTc[:(xp) = X 5 28 sveki par K, € A takav da X ( [3.

PROPOZICIJA 1.5. Granica inverznog sistema Ty-prostora je T;-

prostor za i 3%0 Ako svaki X " Je To, tada X, se_zatvoren u |"|X°‘.

DOKAZ. Separacione osobine su produktivine i nasledne za i 5%.

Za drugi deo tvrdjenja vidi na pr. S. Eilenberg ([l}],str.ZlG,L.}.E»). /
Neka ;jegv" za svako € A, T(I;(s X=X restrikcija na Xoopriro-
dne projekcije HX‘X————-—X“ o
TEOREMA 1.6. Ako je {X,TTsA} inverzni sistem, tada je familija

svih skupova oblika,'!T; 1(U o(), gde o prolazi neki skup § kofinalan

u A, a U, suotvoreni podskupovi prostora X o baza prostora X e
DOKAZ. Vidi R. Engelking ([14], str. 88, T. 3). //
PROPOZICIJA 1.7, Akq Je x€X izC X o tada je

x€72 ST (%) € T (2) 2za svako &E A.

DOKAZ. Vidi K. Kuratowski ([29], str. 167, T. 3). //

PRIMEDBA 1.8. Postoje primeri inverznih s.’L{,stema takvih da je Xx
# @ za svako X € A, ali je X_= @ (8. Willard f59], str.211, Pr. 29.1l0,

Medjutim, vaZi sledeéa teorema ([13]9 str. 217, Te 3.6).

TEOREMA 1.9. Granica inverznog sistema (nepraznih). kompaktnih

T, -prostora je (neprazan) kompakian T,=prostor.
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2. PRESLIKAVANJA INVERZNTH SISTEMA

DEFINICIJA 2.1. Preslikavanje & = {¥f, *?P} inverznog sistema
{X,T,A} u inverzni sistem {Y,9,B}, u oznaci
@ : {X,TT ’A} """"""’{.Y%S’ 13}1
Je familija koja se sastoji od monotone funkcije Y:B —— A i nepre-
kidnih funkcija
T Ty

definisanih za svako [ € B, tako da za svaki par o<,[5 € B, gdexX4p

sledééi dijagram Tr"?([b)
X P(x) x
P) ™ Yp)
\fotl \PP
T 3{5 1 P
komutira, tJe. *
Pp) - of
YyoT \‘,(ﬁ) 3y © ‘fP

DEFINICIJA 2.2. Neka je @ = {¥, ¥} : {x,m, 4} —{¥,9,B} pre-
slikavanje inverznih sistema. Ako je x = {x,} € X s 28 svako > € B
stavimo

Tn = Fplxgpy)-

Na osnovu prethodne definicije, za tadku y = {yp} e (1 YP i sva-

ki par X, € B takav da Je « ¢ P » imamo

3L @p) = SEL[ax ¢ (p))] R ALMGCITRN) I
=‘f°((x‘e(°()) = Ty

i, dakle, yE€ Y__.

Granidno preslikavanje preslikavanja @ , u oznaci “?00 ili 1im 3,
Lim

Je funkcija

Y : X, b U

definisano sa ‘f;(x) = Yo
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TEOREMA 2.3. Graniéno preslikavangje ‘fooz X —T7T_ Je ne-

prekidna funkcijae.
DOKAZ. Vidi na pr. ([13], str. 218, 7. %.13). //

Navedimo, na kraju, sledeéu vaZnu teoremu ¢iji se dokaz moZe
izvesti iz ([13], str. 218-219 L.3.11; T.3.13; T.3.15) i ([14], str.
88, T.3).

TEOREMA 2.4, Neka jJe & ={¥,¥p}  : {X.T,A} —{T,3,5}.
Ako_je

(1) N kofinalan podskup od B,

(2) Y(N) kofinalan podskup od A,

(3) ‘sz X?(P)——-—o—YP homomorfizam za svako Pe N,
tada Jje ‘fwz X ,—+ Y, homomorfizam.




GLAVA 3
O INVERZNOJ GRANICI FUNKCIONAINTH PROSTORA

Neka je X kategorija $iji su objekti koupektni Hausdorff-ovi
prostori, a morfizmi neprekidna preslikavania ovih prostora, ko je
X objekt u X, neka exp(X) oznadava prostor svih neprsznih zatvore-
nih podskupova od X sa topologijom Vietoris-a. Ako Je £ morfizam u
X i f:X——Y, neka Jje exp(f):exp(x)r——a»exp(Y) definisand sa
exp(f) = £(F) za svako F € exp(X). Tada je exp: J,— K kovarijantni
funktor. Neka je {X,M,A} inverzni sistem u X nad usmerznim skupom A,
U [51] s. Sirota dokazao je da je exp(lim{x,m}) =~ Z_L‘i_m{exp(x),exp(v)}.
Ako je {Y,Q,B} drugi inverzni sistem u K i D {X, M} ~{¥,9} pre-
slikavanje ovih sistema, tada ono indukuje preslikavanje exp(®P):
{exp(X), exp(Tl')}—-—»{eXP(Y), exp(Q )}., U [38] M. Marjanovié dokazuje
da su tada preslikavanja exp(lim @) i lim exp(P) jednaka do na kom-
poziciju sa homeomorfizmima. Ovo kompletira pomenuti rezultat iz [51]. '
za X u X, neka je X = X(°) i X}‘(n> = exp(X(n°'1)) z2a N = 1,2,0.. ,
Neka Jje u:X(a)——-—X(l) unija shvadéena kao preslikavanje. Stavimo
u=ul® i neka je u(® exp(u(n'l)) 2a 0 = 2,3,.... Tako dolazimo
do inverznog niza prosfora i preslikavanja: X(l) *ﬁ_. X(E)-l(——e—)
giju éemo granicu oznaditi sa X(w). Nazovimo prostor X eksponenci ja-
1no kompletnim ako Je X exp(X). U [37] M. Marjanovié dokazuje da
Je X(m) eksponencijalno kompletan i da se X moZe utopiti u x(“).

U ovoj glavi mi posmatramo kovarijantni funktor MapX u katégo«-
riji Hausdorff-ovih topoloskih prostora i neprekidnih preslikavanja.
U prva tri paragrafa dokazujemo da svi gore pomenuti rezultati imaju,
u ovom sluéaju, svoje analoge, Navo.dimo i1 dva primera. U detvrtoj ta-
éki ispitujemo neke bsobine funkcionalno kompletnog prostora Y(w) i
formulifemo jedan otvoren problem,

26
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1, KOMUTIRANJE Mapy FUNKTORA SA
INVERZNOM GRANICOM

Neka je H = (0,M) kategorija &iji su objekti O svi Hausdorff-
ovi topoloski prostori, morfizmi M sva neprekidna preslikavanja ovih
prostora i neka X oznalava fiksirani objekt kategorije . Mi pretpo-
stavljamo da, ukoliko nije drugaCije receno, svi prostori i sva pre-
slikavanja koja posmatramo u ovoj glavi pripadaju ?&8 » Za svako YEO,
neka Mapx(Y) oznadava s]a;.up svih neprekidnih funkcija iz X u Y spna-
bdeven kompaktno-otvorenom topologijom. Umesto Mapx(Y) koristiéemo,
takodje, ponekad i uobiéajenu oznaku YX, Posto je Y € 0, prema T,
I.1.2.2, sledi da Je Mapy(Y) € 0. Ako je f €M i £:Y—-3, neka je
Mapx(f):napx(Y)——v-Mapx(Z) preslikavanje definisano sa [l"lapx(f)] (g)
= fog za svako g € Mapx(Y)u Tada, preslikavanje Mapy(£) Je nepreki-
dno (Prop: I.1.2.12). Ako je i M identiteta, tada je Mapy (i) tako-
dje identiteta i, lako je videti da, ako su fl i f2 uMi flof2 Je
definisano, tada Mapy(f of,) = Mapy(f,)oMapy(f,). Dakle Mapy: Py
je kovarijantni funktor (Def. 1.3.1) i slika od ¥ sa Mepy, u ozna-
ci Mapy (%), Je podkategorija od .

Ekvivalencije u H, su homeomorfizmi i za dva prostora Y i Z u |
W s Y= 2 oznadava da su Y i Z homeomorfni.

Neka je {Y,T,A} inverzni sistem u ‘& nad usmerenim skupon A.
Podto Je Mapy kovariijantni funktor, {Mapx(Y),Hapx(Tl‘) ,A} Je, takodje,
jedan inverzni sistem u P, A |

Mi sada do_kazﬁ,jemo slede¢u &éinjenicu (uporedi sa Bucur i Dele-
anu ([9], str. 57, Prop: 3.6)):

TEOREMA 1.1. Mapy(1im{Y,T} s lim{Mapy(Y),Mapy(m)].

DOKAZ. Stavimo Y_ = lim{Y,T} i posmatrajmo preslikavanje

H:Mapy (1im{Y, T}) —1lin{Mapy (Y) ;Mapy (M)}

definisano sa
H(f) = {pdof}
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za svako f € Mapx,(Yw), gde p x 0znalava restrikciju prirodne Projekci-

;je"ﬂ{xd|o<€A}——Yo( na skup Y .
- Ovo preslikavanje je dobro definisano, Zaista, ako o(,[zé:ﬁ;,\. i o(\<P

tada B, -
[Mapx(ﬁo‘)] (ppof) = po(of

Jer, za svako x € X, i dakle f(x) € Y , imamo

(Do D ] (rpo0)) ) = (Mopor)(o)
=TS (2 [£]) = 2, [£0)] = (08)(x)
Posmatrajmo takodje “i preslikavanje

Gs}wi_._@{Mapx(Y) J’Iapx('n')} ——»Hapx(]ﬂ{Y,TT})

gde, za proizvoljnu tadku f = {1;(} € }'_i_m{ﬂapx(Y),Mapx(TT)} (dakle £

€ Mapy(Y)), preslikavanje G(f):X —Y_f:Jje definisano sa
[e(£)] (x) = {£_(x)}

za svako x € X. Da bi opravdali ovu definicu, mi zapaZamo, pre sve-

ga, da Jje [G(f)] (x) zaista tadka u Y., za svako x€X, jer, za « £ ‘3,
imamo vﬁ[fp(x)] = (TI'JZ ofF)(x) = ([_Mapx(Tl‘g)] (fP))(x)_ = £ (x).

Sta vide, G(f) Je neprekidna funkcija tj. G(f) Eonpoéto Je, za

svako x € X, ['po(pG(f)] (x) = po(({fx(x)}) = fo((x)
i, dekle, po(OG(f) = fo(°

Pokazademo sada da su G i H bijekcije inverzne jedna drugoje.
(a) (GoH)(f) = £ za svako f €on, jer ako je x € X, tada
[(Gom)(£)] (x) = (¢[H(£)])(x) = {(po(of)(x?} = {p,[£(x)]}= £(x).
(b) (HoG)(£f) = £ za svako f = {£JeLin{Mapy (Y),Mapy (T)] jer
(HoG) (£} = H[G(£)] = {pO(oG(f)} ={£}= 1.
Ostaje da se pokaZe da su preslikavanja G i H neprekidna.

(c) Neprekidnost funkcije H. Neka je (C,U () otvoren sub-bazni

skup prostora Yf, gde je C kompaktan skup u X i U, otvoren skup u Y 2
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A,
o

i hekg Q. oznadava restrikciju prirodne projekcije [‘]{Y‘fﬁx €A}«-—.—Y

R

na podskup ;I_.}_m{l‘lapx(Y),Mapx(T\')}. Dovoljno je dokazati neprekidmost
kompozicije g oH.

£ € (g ol (c,0)] e q, [BN] € (T )=
a ({p of}) € (U= pot € (GU)=p[t(0)]cT,

= 1£(C) C p;l(Uo() = f € (cgp::‘(m)

i dekle (qo(oH)—ll[(C,Uo()] = (C,p’;(l(Ux)).

Ovo kompletira dokaz Jjer Jje p;l(U <><) otvoren bazni skup u Y,
prema T. 2.1.6.
(d) Neprekidnost funkcije G. PosSto je X T -prostor, S-_-(C,p::‘(“(Uo())

Jje otvoren sub-bazni skup u on(Prop. Tole2.4)s AkO Je £ = {fo‘}e
:.i‘;_:'L__m{_Mapx(Y) ,Mapx('lT)} imamo
¢ e N(8) = [a(n)] (C)Cpi(uo()@[c(ﬂ] (x) € p:(l(Ud), ¥x €C

{0} € p (L), ¥xECSL (x) €T, ¥x € =g (0) C T,

-1
&1, € (0,U )=f € a7, [(c,U)].

Dekle, G™1(8) = q;l[(c,l&)] je otvoren skup u E_m{napx(Y) ,Mapx(ﬂ')}
pa je G neprekidna funkcija.

Prema (a), (b), (c), (d) dokaz teoreme Jje potpun. //

Neka Je {Z,g,B} drugi inverzni sistem u 3& nad usmerénim skupom
B. Ako je & :{Y,T}—{2,3} preslikavanje ova dva sistema,-ono oligled-
..no definife preslikavanje Mapx(q>) apy (Y) ,Hapx(‘l\')}——-{_napx(z) fnapx(g)}
Teko imamo dva indukovana preslikavanja Mepy(limP) i lim napx(@ za
koja éemo pokazati da su ista do na kompoziciju sa homeomorfizmima.
Preciznije imamo sledeéu teoremu: |

TEOREMA 1.2. Neka Jje dato preslikavanje inverznih sistema

B - {F%p}: (TmA}— (2.8}

Iw



Tada, postoje dva homeomorfizma H 1K tako da dijagram

Mapy (1im{y,T}) — B Lim{Mapy (Y) ,Map, (M)}

Mapy(lim $) l lim Map, ()
Mapy(1lin{z,q}) Tx  lim{Map.(2) Mapy ()}
komﬁf,irae
DOKAZ. Neka su H i X homeomorfizmi iz T. 1.1 u odnosu na {¥,m}
i {Z,g}respektivno, i neka PP i QP oznadavaju restrikcije prirodnih
projekci ja H{Zp l PE B} — Zp i n{z}fs lpe B} -—-'—ZX na podskupove
}_.iin{z, } i Jﬁg{ﬂapx(Z) ,Ma’px(g)} redom. Sada, za f € oni Pe:@{, imamo
[QPoKoMapx(}iguCP)](f) - (_onx)(uﬁ_i'}@“)
Qp({qu}.::u_nc@of}) = ppoLingor.
Sa druge strane, prema definiciji granicnog preslikavanja je
[on;_,;m Mapy (P)oH] (£) = [Qpolin Mapy (P)] ({p 0t}
s[r\'l‘\apx(\FP )](p‘P(P)Of) = \FPOPY(P)OL
Alij, za x € X, Je
(Faolingof) (x) = By(1inP[t(x)]) - T2y (D
= (\PPOP?EP)Qf)(X) |
Pa je komutativnost dijagrama dokazana, //

Dekle, prema T. 1.1 i T. 1.2, funktor Mapx komutira sa inver-

znom granicom,

2, FUNKCIONAINO KOMPLETNT PROSTORI

Uvedimo sledeéu definiciju:

>

DEFINICIJA 2.1, Prostor Y Je funkcionalno kompletan u odnosu na
X ako je Y Mapx(Y).

PRIMER 2.2. Trivijalan primer funkcionalno kompletnog prostora
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je svaki prostor Y koji sadrii samo jednu tadku.

Jedan drugi primer daje sledea propozicija (vidi Def. I.1l.4.3):

PROPOZICIJA 2.3. Svaki Hausdorff-ov prostor Y koji ne sadrii

luk je funkcionalmno kompletan u odnosu na Peano-ov prostor X.

DOKAZ. Prema Prop. I.1.2.7, Y je homeomorfan sa podprostorom
j(Y) (svih konstantnih funkcija) prostora X, Dakle, dovoljno Jje do-
kazati da je svaka neprekidna funkcija f:X-—Y konstanta. Zaista,
posto je X Peano-ov a Y Hausdorff-ov prostor, i f(X) je Peano~ov pro-
stor (Prop. I.l.4.4). Ako f(X) nije tadka, tada f£(X) sadrzi 1luk (T.
I.l.4.5), Sto Je suprotno pretpostaveil za Y. //

Za Y € 0, stavimo Y = Y(O)g izan=1,2;,... neka Jje
@ . Mapx(y(n"l))e
Neka Jje a € ¥ fiksirana tadka. Posmatrajmo preslikavanje

Pg 3 Y(l)"‘—"x(o)
definisano sa Pg(f) = £(a)

za svako f € Y(l), koje Jje neprekidno i na (Prop. I.l.2.9).
Oznadimo pa:Y(l)-—~Y(°) sa P;o)9 izan=1,2,... neka je

p;n) = Man(P(n 1)) (n“"l) Y(n)°

Tada sva presllkavanja p(n), n=0,1,..., su neprekidna i na., Dakle,

dolazimo do inverznog sistema prostora i preslikavanja

(o)

Y(°).£_a_.__ Y(l)_..fé_ ¥(2) (n) Pa y(0+1)

Y & B ~4—-Y L eap—— g oe @

Neka je @) @, (n)}

= 1lim
B

Tada, Y@”) Je objekt u Jf (Prop. 2,1,5), i primenjujuéi T. 1.1 na
Lim{y(®), (n)} neposredno dolazimo- do
TEOREMA 2.4. Prostor Y( ) Je funkclonalno kompletan u odnosu na X

DOKAZ. Mapx(Y ))'” 11m£MapX(Y(n)),Mapx(p(n) }
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= Linfy(®1) p(mel} 4 (@)

gde poslednja relacija sledi iz T. 2.2.4, //
Posmatrajmo sada preslikavanje f:Y — 7 koje pripada . Stavimo

£=10° 4 zan-1,2,... neka je |
£(0) Mapy (£05-1)) ; y(m) ____ (n)

DEFINICIJA 2.5. Dijagram

(o) (n)
y€o)_Pa Y(l)_‘_._.__Y(n) Pa y(o+ly .,
£(0) #(1) I +(n) I (n41) I
20 e —.
P, p.”

nazivamo indukovani dijagram.

PROPOZICIJA 2.6, Svi Eetvorougli indukovanog dijazrama komutiragju,

DOKAZ. Prvi &etvorougao komutira prema Prop. I.1.2.,13. Poito Je
E‘.’IapX kovarijantan funktor, komutativnost svih ostalih detvorouglova-
neposredno sledi. //

DEFINICIJA 2.7. Za preslikavanje f:Y—~72 u o kaiemo da je
funkcionalno kompletno u odnosu na X ako je f Jednako Mapx(f) do na
kompoziciju sa homeomorfizmima, o

Neka je {f(n>} 3 {'i(n)’P;n)}_*{z(n)’P;n)} preslikavanje inver-
znih sistema i neka je £(«@) = ;@{f(n)}. Tada je £() neprekidno (7,
2.2.3) i, dakle, preslikavanje u .

TEOREMA 2.8. Za ma koje f:Y—73 _1_1_'3‘8, _'Qreslikavan;jg f(w):

Y(“)ﬁ—-z(c” Je funkcionalno kompletno u odnosu na X,

DOKAZ. Primenjujuéi T. 1.2 na preslikavanje inverznih sistema

{£()} , {x(®) ’pgn)}_..{z(n) ,pgn)}

imamo
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I‘IapX(Y(C")) — B 1 Y(n+l) (n+1)} b ()
Mapx(f(m)) ];J:.:l_l{f(n*'l)} E(Q))
Mapx(z(w)) ]ﬂ{z(n+l)9p§n+l)}__i___hz(§9@ }

gde su h i k odigledni homeomorfizmi. Posto su Cetvorougli komutati-

vni nalazimo da je

napx(f(‘*’)) = (kok)~L 0 £ o (hoH). //

3. TEOREMA O UTAPANJU
Pokazacemo sada da postoji podkategorija od .386131 su svi obje-
kti funkcionalno kompletni u odnosu na X i da za svako Y € O postoji
2€0 koje sadrzi Y i funkcionalno je kompletno u odnosu na X.

Posmatrajmo preslikavangje

3o ¢ y(@) (1)

gde, za svaku tadku y € Y(o), Jo(y)sX———Y oznadava konstantnu fun-
kciju u Y(l) koja preslikava X u tatku y. Preslikavanje 'jo je utapa-
nje (PI‘OP. 1010207)0 Za SVakO n = l 29090 neka je

3y = Mapy(dy 1) @ YR —x(241),

Preslikavanja j,, 0 = Osls..., 85U neprekidna pa imamo sledeci
niz prostora i preslikavanja:

£(0) L0, ~x(@)

(n) dn Y(n-:-l)

————a
oeo —-——.-Y —— & @ Py

PROPOZICIJA 3.1l. 28 svako n = O3l,..., ;jn(Y(n)) je retrakt od
v(2+1) oo retrakeijom ;)nopgn) Y(n"l)——-;iﬁ(Y(n))e

DOKAZ. Ovo tvrdjenje je tano za n = O (Prop. I.l.2.11). Kcka

je n> 0. Ako Jje f € ;jn(Y(n)), tada postoji g eY(n) tako da Jje '
£ = 3p(8) = [Mapg(dy 1] (&) = dp_p08-

gigledno, p(n)oj je identiteta na 1{®) 24 svako n = 0,1,..., pa

imamo .
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(.J’nOPQn))(f) = [Mapx(jn_lopgn'l))](f) = jn_lop;n"l)of

=] . ”
«Jnn.lop(n )ojn_log = Jn—1°1Y(n-1)°g = Jp.198 = f.

Dakle, ;jnopgn) je retrakcija od y(B+l) pg ,jn(Y(n)). //
Za svako n = 0,1;..., stavimo

- . v(0) (n+l
30911 = Jn (o] jn-l 0O cco 0 jo 4 Y ‘_"—P—Y )
i posmatrajmo preslikavanje

Jooc Y-——-——llm{Y(n"'l) p‘ml)} =Y

definisano sa

Jo,e (7) = {jogn(y)}

28 svako y € Y. Ovo preslikavanje je dobro definisano, Zaista, za

N = 1,2,000, ilmamo
‘“’[ao 2] = 2P [0, 1 VD] = 6oy [36,0.23]
= [Mapy (™ Mog, )] [Jo.,:aml(y)] - 2" wl)°3n-1°jo,n-1(y)
Y(n““(ﬁ na1(T) = 30 n-1{7).

PROPOZICIJA 3.2. Ako je f proizvoljna tadka u j () i Trn;

{Y(n)ln = 1 29300} -—~Y( n) oznacava prirodnu proaekcl,ju, tada
[ Taa (0] (0 € 4y, (x(B-D))
za svako x€Xin=1 2,... v
DOKAZe PosSto Je f € Jor o (Y), DPOStoji y € Y tako da Je Jga(Y) = £

i, dakle, Jo.n1(¥) = T, (7)za svako n = 1,2,... . Neka Jen=14%
xc X pro:szola'no dato. Treba pokazati da ,Je[Trg(f)] (x) € ,j (¥), tj.
da je[ (f)] (x):X —Y konstantna funkeija u Y(l). Ali, ovo je im-
&no jer [To()] (x) = (36,1 @] =) = [(31034) (3)] (x)

= [3603, (] ®) = 3o ([3,(3] =) = 3o(7)e

Pretpostavimo da je [Trn+1(f)] (x) € jn_nlé'l(n“l))» Tada Je
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Trn+2(f) = 'jo,n-l»l(y) = (jm»lojo,n) (¥)
= [Mapg(3p)] [Jo, n(3)] = 30T, (D),
pa imamo T ()] x) = 3, ([T (5] (x) € 3™

gto kompletira induktivni dokaz. //
TEOREMA 3.%. Svaki Hausdorff-ov prostor Y moZe se utopiti u

funkcionalno kompletan prostor.

DOKAZ. Pokazaéemo da se Y moZe utopiti u funkcionalno kompietan
{w) 2 y(@) ; .
prostor ¥ ‘. Posto Jje h:Y Y homeomorfizam (T. 2.2.8), dovo-
ljno je dokazati da Jje 'jo o Utapanje od Y u ™
9

Leko se proverava da Je jo,m 1-1. Sta viZe, posto su sva pre-
slikavenja j, , meprekidna, tekvo je i 3096‘,([22], str. 40, P. 5.8).
Prema tome, ostaje da se pokaZe da je ;.jo motvoreno preslikavanje.

. 9
J tom cilju, neka V oznalava otvoren skup u Y. Tada je (a,V) otvoren
%

sub~bazni skup u (1), geka je T~ restrikcija prirodne projekecije
= , %, - : . .
'Tn pa podskup Y™, Tada je (W 1 ) 1[(a,v)] otvoren bazni skup u Y°°1,

dekle * -1 , g |
P gy DN TDH@M] = g5 MmN YT NTTH (0]
Je otvoren skup u j, (¥). Dakle, da pokaZemo da je Jo. ¢ OtVOTen pre-
. 9 9
slikavanje, dovoljno je dokazati jednakost jc, V) = P,
Neka je, prvo, féjo,w(V)o Tada, postoji y € V, tako da je
Jo. (7)) = £ 1, dakle, j () =T, (£). Prema ovoj jednakosti je
?
[T (0)](a) = [§,(3](a) =7 €V
i, dakle, T, (£) € (a,V). Ovo implicira da f€T 11 [(a,V)] i, dakle,
oligledno, fEP,
Obrnuto, ako Jje f€ P, posmatrajmo tacku Jo = [Tl(f-)](a) € v.
Dovoljno Jje pokazati da Je Jo,w(yo) = £ ili, ekvivalentno,
jogn_l(yo) = —“_n(f) ns= 1,2,;@9..

vvvrdimo indukecijom ove Jjednakosti.
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Neka je n = 1, Podto je f & 5 wi',*x’).a postedi y €Y tako da -
; ,
Jo. Jwh = %, Ovo povladi j () = W,(£) i, dakis, . (f) Jje komnstantno
Ufb(,..l 0 1 lu

preslikavanje. Prema tome
L je = [Te]() = v, = [5,(r,0] ()
i, askle, j,(7.) %Tflif}o Pretpostavimo sada da je jo,nal(yo) ﬁ%‘-%ﬂ;}(f)@
Na osnovu ove induktivne hipoteze, imamo
Jo,niT) # (3g0dy 0 1)@) = Gu[T ] - an(p(n)[ L (0]

o {Mang iy omg [T, 0080 ] = g op Do T ().

N1

Dakle, #& svako x € ¥, prema Prop. 3.1 i 50;_’5*.9 Je
- RS B : “wa(nm_l} \ ¢ '~r - i“.;?! ; [: ] -
g_ﬁ’x}{;#(‘)‘;‘li& o '{,; ﬁ]‘j "‘h"i"‘) = {jngzq"’i!a & (( “"i‘n“}'l(d ;:g {fﬁ) ) = Trn+l(f) (x})
i, vrema tome, 3y n(:y@) e 1 %1(3‘.‘ }o Ovo komplatira induktivni dokaz.
: . . /) I , (3
Dakile, u » hoj c'?;m-—v‘!( *oJde wlapsnis 0d Y u Y( )o //

) 9G2°

. () . .
Prema ovojd teoremi Y( ) Je neprazen ako je Y neprazan i, dakle,
postode 1 drugi primeri funkcionalno komplstnih prostora,

PROPOZICIJA 3.4, u(Y) je retrekt od ¥ ™),

DOXAZ. Da dckaZemo ovo, poka;g‘emo da je jm@("!) retrakt od Y
sa retrakcijum ¥ = J, op_(o:’oTT s Yo m-—ms-;;@ o ().
Neka je f & j «(Y), Teda postoji ye€¥ tako da je Jo (y)

i, dekie, J_(y) ss’ﬂ' (f)o Prema tome, imamo

28 = 3, G @D = 5, @[] - Jo,u @) = 2. //

Oznadimo sa Map}(( ) funktor koji korespondira svakom Y € 0O Pro=~
stor Y( ) i svakom presllkavanju £:Y—2 ud}ﬁpresllkavange f( )
Y(w)‘-m-—wz( ), Tada, imamo

PROPOZICIJA 3.5, Map( ) Je kovarijantni furktor iz ‘aﬁu 5.

DOEKAZ. Ako je i:Y——Y identidno pres lik¥avsnje, tada su i 3 (n) g

Y(n) m_...,%"z(n) identic¢na preslikavanjs, pa ;y tekvo 4 i( )., Ako sn

o

Vo I 0 g2 B =W q}ﬂg tada je (p:r}“} “m)g odakle jedno-



37
stavno sledi (gor)(w) = g(w)of(w). //

Dakle, Hap]({w)(%) Je podkategorija kategorije %ko;ja ima Zelje~-

nu osobinu.

4, NEKE OSOBINZ PHOSTORA Y\
Posmatramo prvo neka separsciona svijstva prostora Y(o)“

PROPOZICIJA 4.1. Y(m) Je T3(T3%) prowtor ako i samo ako Y je

TB(T3‘]§) prostor respektivno.

DOKAZ. Implikacija =} sledi neposredno prema T. 3.3,

Obrnuto, ako Jje YV '1‘3(.‘1?3%) prostor, na osnovu T. I1.,1.2.2, indu-
kcijom je lako zakljuditi da su takvi i svi prostori X(n)(n = 0,1,0..),

(@) prema Prop. 2.1.5. //

pa, dakle, i prostor Y
Narednim dvema propozicijama dopunjujemo T. Iole.2.2 (vidi Def.
T.lo4.1 i Def. I. 1l.4.2).

PROPOZICIJA 4.2. YX Je kompletno Hausdorff-ov prostor ako i samo

ako je Y takave

DOKAZ., Ako je YX kompletno Hausdorff-ov prostor, takav je i Y,
prema Prop. I.l.2.7. | '

Obrnuto, neka je Y kompletno Hausdorff-ov prostor i neka su f
i g dve razli¥ite talke u YX. Tada, postoji a € X tako da je f£(a) #
g(a), a takodje i otvoreni skupovi U iV u Y takvi da je

f(a) € U, - gla) eV, TNV = g.

Dakle
? f € (a,U), g < (aQV)e

Iz relacija (a,U0) C (a,0) , (&,V) C (a,V) i Prop. I.1.2.1 imamo

GEH N GEHC @GN @ = (a,T)N (a,T).

Odavde sledi da je (a,U) N (a,V) = @

(inade UNV # @), pa je, dakle, X kompletno Hausdorff-ov prostor. //.
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POSILEDICA 4.3, Y«b) Je_kompletno Hausdorff-ov prostor ako i gg..

m0 ako je Y takav.,

DOEKAZ. Slidan dokazu Prop. 4.1. //
PROPOZICIJA 4.4, Y je prostor Stone-a ako i samo ako je i‘ggkav.

quAZW Ako je YX prostor Stone-a, takav je 1 Y (Prop. I.1.2.7),

Ubrmuto, neke je Y Stone-ov prostor i neka su f i g dve razlidi-
te tadke u Yr. Tada, postoji a € X tako da Je f(a) # g(a), a takodje i
neprekidna funkeija F:Y——1 takva ds Je

Kzko je sam toga

(Fof)(a)

]
#
B

[2,0tap (F)] (£) = p_(Fof) Flt(a)] = o,

(Fog)(a) = P[g(a)] = 1,

il
i
L]

[pa@MapX(F)](s) P, (Fog)

y& Je prostor Stone-a. //

POSIEDICA 4.5. Y(&» Je _prostor Stone-a sko i samo ako je Y takav,

DOKAZ. Slidan dokazu Prgpa 4.1. //

’Za pratenje sledeée trfﬁpropozicije podseéamo na Def. I.1.4.6-8.

PROPOZICTJA 4.6. YX je potpuno separiran ako i samo ako je Y
takav,

PR

DOKAZ. Ako Je Yx potpuno separiran, takav Je i Y, prema Prop.
Yo 142.7, 2zbog naslednosti osobine potpune separiranosti.

Obrnuto, neka je Y pPotpuno separiran i neka su f i 8 dve razli-
dite tadke u YX. Tada, postoji a € X tako da Je f(a) # g(a), a tako-

dje i otvoreni skupovi U i V u Y takvi da je
f(a) € U, gla) € v, UNYV =g, TUV =Y.
Sada se lako proverava da za skupove (a,U) i (a,V), otvorene u XKQ vazi
felan, ge(an, a,0N (a,7) « 8, (a,0) U (a,7) = ¥k

gt dokazuje potpunu separiranost prostora Y. 4
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POSLEDICA 4.7. Y(Q» Je potpuno separiran ako i samo ako je

DOKAZ. Ako je Y potpuno separiran, prema prethodnoj propssziciji,
indukeijom je lako zakljuditi da su taekvi i svi prostori T(®. odavde,
zbog produktivnosti i naslednosti posmatrane osobine, zakljudujemo
potpunu separiranost prostoraY(w)°
Drugi deo tvrdjenja sledi iz T. 3.3, //

PROPOZTCIJA 4.8. Y je potpuno nepovezan ako i samo ako e ¥

DOKAZ. Ako Je ¥ potpuno nepovezan, takav Je i Y, prema Prop.
I. 1.2.7, zbog naslednosti posmatrane osobine.
Neka je, obrouto, Y potpuno nepovezan prostor i pretpostavimo

X koji ima bar dve razlicite tadke f i g.

Az je ¢ povezeu sghup u ¥
Tada, postoji a € X tako da je f(a) # g(a). Neka je pasYx-—an pro-
jekecija indukovana elementom &. PoSto je C povezan i Pg neprekidna,
pa(C) je povezan skup u Y koJji, oligledno, sadrZi bar dve razlidite
tatke f(a) i g(a). Ovo Je, medjutim, nemoguée. Iz dobijene protivre-
énosti sledi da Jje X potpuno nepovezan. //

POSLEDICA 4.9, YGM)4je potpuno nepovezan ako i samo ako je Y

kakay.
DOKAZ. Slidan dokazu P. 4.7. //
PROPOZICIJA 4.10. YX Je O-dimenzionalan ako i samo ako je Y

takav.
DOKAZ., Ako Jje X O-dimenzionalan, takav je i Y, prema Prop.
I. 1.2.7, 2zbog naslednosti posmatrane osobine. )
Obrnuto, ako je Y O-dimenzionalan, neka je f G:Ix proizvol jno
izabrana tadka i G ma koji otvorem skup koji je sadrii. Treba pckaza-
ti da postoji otvoreno-zatvoren skup H u YX tekav da Jje £ € H < Go

Nfigledno, mo¥e se pretpostaviti da Jje G otvoren bazni skup. Sta
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-18e, poSto je konadan presek otvoreno-zatwvorenih skupova opei ta-
xav skup, dovoljno je posmatrati samo sluda;j kads Jje G otvoren sub-
bazni skup u Yxa Neka je, dakle; G = (K,U), gde je K kompaktay w X i
v obvoren u Y. Ako je sada x € K, tada je f(x)¢& U, pa kako ju ¥ Q-

winenzionalan, postoji u Y otvoreno-zatvoren skup Vx takav da jo
f(z) v, C U
Dakle
’ fR) © UV I x€ K}
Peste je T(K) kompsktan, postoje tadke Xy50003%, € K tako da je

FRKY C Vo \J oo\ T ;
*1 *n

Stavine r ST
bavimg Ve Vs onans Vo B = (K,V).
1

*n
Tade, ofigledno, f € H, HC G (Jer je VC U) i H je otvoreno-
natvoren (Jjer je V otvoreno-zatvoren). //

POSLEDICA 4.11, Y(w) Je O-dimenzionalan ako i samo ako je Y

takav.,
DOKAZ. Sliéan dokazu P. 4.7. //
FROPOZICIJA 4,12, Neka je X lokalno kompaktan prostor. Tada

‘fw'h o . T3 °- 2 s 0
Y.("“""’ ima prebrojivu bazu ako i samo ako Y ima prebrojivu bazu.

DOKAZ. Ako Y ima prebrojivu bazu, prema Prop. I.1.2.5, indu-
keijom zskljuéujemo da svi prostori Y(n) imaju to svojstvo. PoSto
Je prebrojiv proizvod prostora sa prebrojivoh bazom opet takav pro-
stor ([22], str. 40, Z. 5J) i posmatrana osobina je nasledna, sledi
~da X(w) ima prebrojivu bazu.

Drugi deo tvrdjenja sledi iz T. 3.3. //

PROPOlZICIJA 4.13. Neka je X kompaktan prostor. Tada, Y(G’) Jde

metrizabilan ako i samo ako je Y metrizabilan.

DOKAZ. Sli¢an dokazu prethodne proposzicije, prema T. I.1.1.13

- denici da je metrizebilnost nasledrme i produktivna ako Je ko-
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srdinatnih prostora prebrojivo mnogo ([22], str. 98, Prop.8.3. i T.8.5).
Navedimo, na kraju, jedno otvoreno pitanje.
PROBLEM 4.14. Dali je Y(*) retraxt od [1{¥™®|n = 1,2,...1%
Napomenimo da se, ukoliko je odgovor potvrdan, moZe, takod;e
dokezati sledela

PROPOZICIJA 4.15. Neka je X kompaktan metrizabilan prostor. Tada,

‘X«b) je apsolutni retraskt ako i samo ako je Y apsolutni retrakt.



GLAVA 4

JEDNA TEOREMA O PROSTORIMA 2X
$h KOMPAKTNO-~OTVORENOM TOPOLOGI.JOM

Dobro je poznato da ako je X kompaktan To~prostor, tada F:¥ .—»X
Je meprekidna funkcija ako i samo ako graf od f Je zatvoren skup u
X XY U [5] L. J. Billera posmatrao je problem topologiziranja sku-
pa 2X9 svih zatvorenih podskupova prostora X, tako da neprekidne fun-
kcije iz Y wu QX budv tadno one funkcije ko je imaju zatvorene giafove.
Un je definisac kompaktno-otvoremnu topologiju i dokazao da je onw Je-~
dinstvena tepelogija na 2 sa Zeljenom osobinom ako Je X lokalno kom-
pektan T2=prostore

U ovoj glavi mi éemo dati dva razlidita dokaza teoreme koja kon-
statuje interesantnu &injenicu da je prostor X sa kompaktno-otvore-
nom tepologijom homeomorfan inverznoj granici odred jenog inverznog si-

gtema.

1. FORMULACIJA TEOREME
Neka 2% oznadava §kup svibh zatvorenih podskupova topoloskog pro-
stora X (ukljudujuéi ivprazan skup @) i neka je:X;familija svih kom-
paktnih podskupova od X. |
DEFINICIJA 1.1. ([5], str. 141) Baza kompaktno-otvorene topolo-
gije na 2X Jje kolekcija {(X - C) | C<& '.}C} gde je, za ma koje C ’

(x-cy={reX| rcx-c}

LEMA 1.2. Neka je X topoloékl prostor, Y podprostor od X, i ne-

ka 2x i QY imaju kompaktnoaotvorene topologije. Tada, funkcija fI

2X---—----2Y9 definisana sa f (F) FNY za svako F 612X9 Jje neprekidna.

DOKAZ. Neka je (Y - C) ={A€2' | AC Y - ¢} otvoren bazni pod
42
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skup u 2Y, gde je C kompaktan podskup prostora Y (i, dskle, c& X ).

Tvrdjenje leme dobija se sada iz jednakosti:,
£7H (Y - o)) = Fed lsme@-0y-{reX|l Fnycy-q)
-{FeX|rnc=g}-{FEX|FCx-C}= (X-0C). //

U skupu J{ uvedimo binarnu relaciju { kao $to sledi. Ako su Cy
i C, ma koja dva elementa u 3, definiZimo ¢y g Cr & Cy C Cpe 0¢i-
gledno, J je usmeren ovom relacijom (ako Cl,cee'JC tada c, U i;‘a €
X 16, 0 CUC. |

Prema Lemi 1.2, za svaki par 0130263{: takav da Jje Cl £ c:_, fun-
keija

vge-g 202 .01
3

definisana sa 'ﬂ'g:-(F) = PN C) za svako F C 2%, je neprekidna.

Sem toga, lako je videti da Je ‘n'g identiteta na 2C za svako CE
X, i da, za sveka tri elementa C;,C,,C3 iz skupa X tekva da je C;

G2 & O30 2namo méomls =T,
04 Cg_ Ca

Dakle, prema Def. 2.1.2, {20, Tl‘g:, X} Je inverzni sistem pro-
stora i preslikavanja nad usmerenim skupom . |

Sada smo u moguénosti da formulidemo sledeéu teoremus

TEOREMA 1.3. Ako je X k-prostor, tada Je prostor X sa kompaktno

-otvorenom topologijom homeomorfan inverzmnoj granici inverznog siste-

ma {20,1\'342,3{:} prostora 2C sa kompaktno-otvorenom topologijom tj.

2% 1m (20,2, X} -

2. PRVI DOKAZ TEOREME
Prvo izlaZemo neke rezultate koje emo koristiti u dokazu.
Neka S oznadava prostor koji ima dve tafke, O i 1, i &iji su o~

tvoreni skupovi ¢ s i {o}. Posmatrajmo skup g% svih neprekidnih fun-
?
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keija iz X u S sa kompaktno-otvorenom topologijom kaks je definisana
za prostore neprekidnih funkcija (Def. Teleloa3). Lo J. Billera ([5],
str. 142, L. 3.2) dokazao je sledeéu injenicn (koja opravdava naziv
kompaktno-otvoren u Def. 1.1):

(1) Ako SX i X imaju respek:iwan kompakino-otvorene topologi je,

tada je funkcigja H:SX~"2X, definisena sa H{f) = .(‘"'l(l) za_svako f€
Sx, homeomorfizam tj. X~ X,

Sa druge strane, poznata Je sledeéa teorema ([14] ,8tr.123%, 1.5);
(2) Ako je X k-prostor, tada za svaki topoloski prostor Y, PIO=

stor YX sa kompaktno-otvorenom topologl;jo g homeomor;an invex mo;_

granici inverznog sistema {_YC, Qa2 cts ']{,} prostora YC sa kompaktnan-@tvo-
Z]

renom topologijom tj.

X 15 fvC ~Cop «
R in Y7, 962, %}
gde za svaki par C;, C, € K tako da ;< Cps funkeija

@

C, C C
¢ Y2 Y™
S¢, !

definisana sa gg:-(f)‘ = flcl za svako f € Ygﬂ-, Je neprekidna,

Dekle, prema (1) i (2), da bi dokazali tvrdjenje teoreme dovolj- . -

no je dokazati da je
Lin {s% g g% W} um {26, WE, ()
U tom cilju, posmatrajmo preslikavanje

S =11, 56} « (8% g X} —{2% W, %)

ovih 1ﬂverzn1h sistema gde Je, prema (1), za svako C < JC HC:SC-"*-EC

homeomorfizam (H (£) = £7 (1) za f € SC), a I je identiteta na 3C

Dakle, na osnovu T. 2.2.4, dovolano Je dokazati da sledecl dlga-

gram g2 ;
8%~ g0
: HC1 l t ch
204 209_
Tla

C,
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komutira, tj. da je
C C
H (¢] 2 = Tl' 2 0 H L
c,® 3¢, ¢, ° "¢,

Zaista, 2za f € g% imamo

(B 09520 = Hg (£ly) = (21T = 27N o

= wg:(f’l(l)) - ('ﬂ'g:oﬂca)(f)

8to kompletira dokaz. //

3. DRUGI DOKAZ TEOREME
Sada éemo navesti i drugi dokaz teoreme koji Je "direktan' u smi-
slu 3to efektivno konstruisemo homeomofizam o kome Jje red.

LEMA 3.1. Ako jJe F € 22 i § c 2%, tada

Foe?{; & £,(F)) € £,(P) za svako C € X.

DOKAZ. Prema L. 1.2, implikacija == sledi neposredno iz nepre-
kidnosti funkeija fc‘,ZX—--2C

Obrnuto, pretpostavimo da F ¢ @ < F € int(2X - ® ). Dakle
postoji kompaktan skup Cj, u X tako da Je

F,€ (X - C,> i (x-cycX-P.

Posto je skup {A € 2% | A C Co ~ Co} = {¢} otvorena bazna okoli-
C . _ %
na od fco(Fo) = @ u 2°koja, zbog (X - co)_ni-- @, ne sede fco(@),
sledi da fco(Fo) ¢ fco(@) i tvrdjenje leme Jje dokazano. //

Pokazaéemo sada da Jje funkcija
h 2x‘—'-‘lim{2c,'ﬂ'g’~, 3{.},
-— Uy
definisana sa h(F) = {fC(F)} za svako F € 21, homeomorfizam.
Pre svega h je dobro definisana funkcija jer, za Cy C Cp, imamo
Cl Cl = = =
Tor(£o,(F)) = -Tl"c" (FN Cy) = (FNC)NCy =FNCy fcl(F).

{a) Lako se proverava da je h 1l-1 funkcija, jer ako
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h(Fl) = h(Fa) =>£C(Fl) = fC(F2)’ Y €3{' :)Fln C =

FoNe,¥ecel = 1N {x} =P, N {x},Vxex = F, = F,.

(b) PokaZimo da je h funkeija na lm{ ,,'I'l’c9~ 3{.} Neka *a {Ac}e
tm{2c Tf'ci,f}{,} proizvoljno data tadka. Treba dokazatl da posteji
talka F € EX takva da je

BE) = {Ac} &= £5(F) = A, ¥Ce X & FNC . ay,voe K.

Stavimo
F={xex | A{x} = {x}}

i dokaZimo da Jje PN C = Ag za svako C € X . Zaista,

XE€ Ay = x €C3[x} C ¢ =>'|T{x}(AC) = A{x}

=4 N {x} = A{x}=>{x} = A{x} = XEF = x€FNC
i, dekle, A, CFN C. Obrnuto, ako
xeF(\C::?A (x}= {x}1{x}CC==>A s{x}i
Ao N {x} = A{x}=>Acf\ {x} = {x}={x} C AC =X €4,
i, dakle, F N CCAco
Podto je X k-prostor i FNC = Ac € 2 za svako ce 3{, F je za-

tvoren skup u X,

Prema tome, dokaz Je potpun prema (a), (b), L. 3.1 i Prop.2.1.7.//
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GLAVA 1

HIPERPROSTORI

U poslednje dve glave ovog rada, viSeznacne funkcije i hiper-
prostori zauzimaju vaZno mesto. U ovoj glavi navodimo potrebne defi-

nicije i stavove.

1. TOPOLOGIJA VIETORIS-A
Neka P{(Y) oznadava partitivni skup datog skupa Y. Za ma koji

podskup A C Y, neka su (A} i >A{ podskupovi od P(Y) definisani sa
(8 = {seP¥)|Iscar} A= {8€P(X)ISN A £8].

Ako je Y topoloZki prostor, P(Y) se moZe topologizirati na ra-
zne nadine koristeéi topologiju prostora Y. KaZemo tada da je P(Y)

hiperprostor prostora Y. Jednu od najprirodnijih i, bez sumnje, naj-

vife ispitivanih topdlogija na P(Y) uveo je Vietoris.

DEFINICIJA l.l. Konadna, eksponencijalna ili topologija Vieto-

ris-a na skupu P(Y) Jje ona topologija, éiju otvorenu sub-bazu éini
kolekcija svih skupova (U) i YU{, gde je U otvoren skup u Y.
O%igledno, iz prethodne definicije neposredno sledi

PROPOZICIJA 1.2. Baza konadne topologije na P(Y) Jje kolekcija

svih skupova oblika

(U )N DTN oo NHUK

gde su U _, Uyy0.e,Uy otvoreni skupovi u Y.

Kao 3to je pozpato ([40]), hiperprostor P(Y) sa topologijom Vi-
etoris-a ima slaba separaciona svojstva, pa Je, stoga, u mnogim slu-
dajevima nepodesan. To, medjutim, nije sludaj sa njegovim podprosto-
romg U oznaci EY, 8iji su elementi svi zatvoreni podskupovi od Y.

Zato Jje prostoru oY u literaturi posveéena znatno veda paZfnja. Uobi-
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¢ajeno je, takodje, da se i on naziva hiperprostor prostora Y. Na o-

snovu gore izloZenog, otvoreni sub-bazni gkupavi u ot su oblika
{F € 2Y| FcC U} i {F € 2Y5 & U ;J}

gde je U otvoren skup u Y.

PRIMEDBA l.3. Da bi pojednostasili simboliku, mi {emo, kada Je
re¢ o prostoru 2Y9 oznaku (U) odnosno HU¢ upotrebljavaii da naznadi-
mo i samo sve zatvorene podskupove od Y koji imaju odsovarajuse svo-
Jstvo. Iz teksta ée, naim"e9 uvek biti jasno dali, na orimer, simnol
{U)> oznadava sve ili samo sve zatvorene podskupove F 24 Y za ks
Je FC U.

Prelazimo sada né pitanja neprekidnosti funkeija ¢ije je podru-
¢Je vrednosti prostor P(Y) odnosno prostor 210

DEFINICIJA 1l.4. Neka je F : X——eP(Y) data funkcija. Tada

(a) F je poluneprekidna odozgo ako Je, za svaki otvoren skup

vCey, F"l((V>) otvoren podskup od X, ili, ekvivalentro, ako je, za
svaki zatvoren skup BC Y, F°1(>B() zatvorzu podskup c¢d X.

(h) F je poluneprekidna odozdo ako Je, za svaki otvoren skup

vy, F°1(>V<) otvoren podskup od X, ili, ek.ivsientuo, ako Je, za
svaki zatvoren skup B C Y, F“l(<B>) zatvoren podskup od Y.

(c) P je neprekidna ako je istovremeno roluneprekidna odozgo i

poluneprekidna odozdo.
Razume se, imajuéi samo u vidu i prethednu primedbu, na potpu-~
Do isti nalin se definiSe poluneprekidnost odozgo (odozdo) kao i ne-

prekidnost neke funkcije F : X 2t

Na sledeéu propoziciju (u kojoj se P(Y) mo¥e zameniti sa éY)9
¢esto éemo se pozivati u daljem radu,
PROPOZICIJA 1.5. Neka je F : X——=P(Y) data funkcija. Tada

(a) F je poluneprekidna odozgo ako i samo sko kad god je x € X,

V C Y otvoren i F(x) C V, postoji u X otvoren skup U koJji sadrii x

i takavdaa € U povlaéi F(a) C V.
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(b) F Jje poluneprekidna odozdo ako i samo ako kad god je x € 7,

¥y € F(x) i V je otvoren skup koji sadr¥i y, postoji u X otvoren skup

U koji sadr¥i x i takav da je F(a)N V # @ za sve a € U,

DOKAZ. Uporedi sa: R. E. Smithson ([53], str. 33, L. 2.1}. //

2. VISEZNACNE FUNKCIJE
Neka su X i Y dva topolosSka prostora. Ako je F(x) neprazan pod-

skup od Y za svako x € X, kaZemo da je F viSeznadna funkcija iz X u

Y i, koristeéi uobidajenu funkcionalnu notaciju, piSemo F s X~-—=7Y,

Neka je F : X—Y viSeznac¢na funkcija. Ako Je A C X, neka Je
F(a) = U{F(x) | x € A},
g ako je B C Y, neka Je
Fl(B) = {x € X | F(x) N B # g).

Najprirodniji nadin da se defini%e neprekidnost viZezna¥ne fun-
kcije jeste da se profiri neka od mnogih karakterizacija neprekidno-
sti za jednoznadne funkcije. I dok u nekim sludajevima izvesne alter~
nacije daju ekvivalentne definicije, u opstem sludaju ovo nije tacno.
Tako, na primer, viSeznadna funkcija moZe zadovoljavati uslov da je
inverzna slika svakog otvorenog skupa otvoren skup, ali ovo ne impli-
cira da je i inverzna slika svakog zatvorenog skupa zatvoren skup.

Uobidajena Je sledeca

DEFINICIJA 2.l. Neka je F : X —Y viSeznatna funkcija. Tada

(a) F je poluneprekidna odozgo ako je, za svaki zatvoren skup

BCY, F'l(B) zatvoren podskup od X.
(b) F je poluneprekidna odozdo sko je, za svaki otvoren skup

VCy, F“l(V) otvoren podskup*od X.

(c) F Je neprekidna ako je istovremeno poluneprekidna odozgo i

polureprekidna odozdo.



GIAVA 2

ASCOLI-JEVA TEOREMA ZA PROSTORE VISEZ9ASNTH
FUNKCIJA

U [34], Y. F. Lin i D. A. Rose generalisali su Jednu implikaci-

Ju Ascoli-jeve teoreme (varijanta Kelley i Morse) za prostore vide-

znaénih funkcija sa kompaktno-otvorenom topologijom, oiredjujuéi do-
voljne uslove koJje mora zadovoljavati neki skup F neprekidnih vige-
.znagnih funkcija iz X u Y da bi bio kompaktan. U sludsju kada F sa-
drZzi samo jednoznadne funkcije, ova teorema se redukuj> na uobidaje-
nu formu Ascoli-jeve teoreme za jednoznadne funkcije. Jilj naSeg i-
zlaganja je da pokaZemo kako jednoznadna verzija Ascoli-jeve teore-
me implicira niZ%e navedenu verziju 1.5 za viSeznadne funkcije. Re=~

zultate ove glave dobio sam u saradnji sa prof. M. Marjanoviéem ([39]).

l. TEOREMA LIN-A I ROSE-A
Neka su X i Y topoloski prostori i neke M(X,Y) oznadava skup
gvih viSeznadénih funkcija iz X u Y. Za ma koja dva skupa AC X i B
C Y, neka (A,B) i )A,B( oznalavaju podskupove od M(X,Y) definisane

8
) (4,B) = {F € M(X,Y) | F(a) C B},

)4,B( = {F€ M(X,Y) | A C FL(B)}.

PRIMEDBA 1.1, Ako S(X,Y) oznadava skup svih jednoznadnih fuunkci-
Ja iz X u Y, tada, ofigledno, sub-baza kompaktno-otvorene topologi je
na S(X;Y) je kolekcija svih skupova (K,U) N 58(X,Y), gde je K kompa-
ktan skup u X 1 U otvoren skup u Y. I dok su skupovi (K,U) N 8(X,Y)
i )&,u( N s(x,Y) uvek isti, skupovi (K,U) i )K,U( u opitem sludaju
50
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se u M(X,Y) razlikuju. Ovo opravdava definiciju koja sledi ([34],

str. 742, Def. 1.3).
DEFINICIJA 1.2. Kompaktno-otvorena topeclogija (u oznaci c) na

skupu M(X,Y) Jje topologija 5iju otvorenu sub-bazu ¢ini kolekeija
svih skupova (K,U) i )L,V(, gdé su X i I, kompektni skupovi u X, a U
i V su otvoreni skupovi Y.

Neka M(X,Y;c) oznadava prostor svih vifeznadnih funkcija iz X
u Y sa kompaktno-otvorenom topologijom.

PRIMEDBA 1.3. Pojam topoloske uniformne neprekidrosti (Der?. I.
1.3.3), definisan za familije jednoznadnih funkeija, naredna defini-
cija ([34], str. 742, Def. 1.4) generaliZe za proizvoljne podskupo-
ve od M(X,Y). Primetimo, ovde, da se u Definiciji I.le3.3 moZemo o=~
graniditi na posmatranje samo baznih okolina V i W.

DEFINICIJA 1.4. Familija ¥ C M(X,Y) je topolodki uniformno ne-

prekidna ("evenly continuous") ako za svaku tadku x u X, svaku tacku
yuyYyi svaku otvorenu okolinu V od y postoji otvorena okolina U od
x i otvorena okolina W od y tako da

_(a) ako je FeF iF(X)NWF,D, tada je UC F’l{V);

(b) ako je Fe F , F(X)IN W # @ i F(x) C V, tada je F(U) C V.

Primeéujemo da se, koristeéi gore uvedene oznske, uslovi (a) i

(b) mogu predstaviti ekvivalentno kao, respektivmo, (A4) i (B):

(A) ‘5: N )X,W( C )U,V(’

(B) F n x,w( N (x,V) C (U,V).

O%igledno, ako F sadrZi samo jednoznadne funkeije, tada ¥ za-
dovoljava Definiciju l.4 sko i samo ako F je topoloski uniformno

neprekidna u smislu Definicije I.1l.3.3.

Sada teorema Lin-a i Rose-a ([34], str. 746, T. 3.2) glasi:

TEOREMA 1.5, Neka su X i Y proizvoljni topoloski prostori i ¥

pudskup od M(X,Y;é) koji zadovoljava sledeée uslove:
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(11) ¥ Je zatvoren u M(X,Y;c).

(L2) U{F(z)| Fe€F} Jje kompaktan skup u Y za svako x € ¥,

(L3) § Je topoloZki uniformno neprekidna familija,

iada, T Jje kompaktan skup.,

Da bi celokupno izlaganje udinili povezanim i kompletnim, i
¢emo, prvo, u narednom paragrafu, navesti jednu originalnu verg. ju

dokaza Ascoli=-jeve teoreme zs prostore jednoznadnih funkei ja,

2. JEDNA ORIGINALNA VERZIJA DOKAZA ASCOLI-JEVE
TEOREME ZA PROSTORE JEDNOZNASNIH FUNKCIJA

Neka ¥ oznadava familiju svih otvorenih, a X familiju svih
kompaktnib podskupova topoloskog prostora X.

PROPOZICIJA 2.1l. Ako Ako su (X, T ) i(x, T 1) dva_topoloska prosto-.
ra, tada ¥, ¢ T, implicira X, K, .

DOKAZ. TdentiZno preslikavanje i : x, T 1) — (X, T o) Je nepre-
kidne i ako K € ’J{.ﬁ tada i (K) = Kc-:?IC //

Neka su ’J’O i ‘Il dve topologije na X. Uvedimo sledeéi pojams

DEFINICIJA 2.2. Podskup A od X je (T 039 1)-ravnomeran ako ove
dve topologije indukuju istu relativnu topologiju na A, _

PROPOZICIJA 2.3, Neka su ‘,T i 'I' dve ma koje t0polog13e na X.
Ako je A (TO,Tl)aravnomeran i A€'3’Ci tada je A€,'3Cl -i (i = 0,1),

DOKAZ. Ako je A (T oo T 1)-ravnomeran, tada za U € J, j Postoji

Ve :‘Tl .j tako da je AN U = AN V. Neka Je {V | s €8} pokrivac od
A skupovima iz Tlui° Tada, posto je A (To, Tl)-ravnomeran, Za sva-
ko Vg postoji U, € ‘J'i tako da Jje AN Us = AN Vgs DA {Usl s€ 8}
pokriva A. Podto je A T . j-kompaktan, postoji konadan Podpokrivad
{ug l 1 =1,...,n}. Tada v, l i = 1;..0,n) takodje pokriva A i, da-
kle, A je T 1.i-kompaktan. //

Kombinujuéi 2,1 i 2.3 dobija se sledeéa

POSLEDICA 2.4, Neka su T o i7T 1 dve Housdorff-ove topologi je
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na X tekve da je T, C T;. Tada, € K; & 2 € K iAge (T,7T,)

~TAVROMeran,

LEMA 2.5. Neka je F topoloZki uniformno meprekidna famil: ja u

Xg {}: konaéno—otvoreno zatvorenje od J i f € F . Ako je K kompa-

ktan u X, V otvoren u Y i f (K) C V, tada postoje talke Xyseecyiky U

TRCo T s e

¥ 1 _otvoreme okoline W; C V od f (x;) tako da sko (za svako i=l,...,n)

fe?¥

} = f£(K)C V.

DOKAZ. Podto je T topolodki uniformmo neprekidna familija, za
svako x € K, foh{) n Y i otvorenu okolinu ¥V od f,(x), postoje otvo-

rene okoline U od x i W, od i‘o(x) tako da

fe F

= £(U.) C V.
£(x) € wx} x

Posto je K kompaktan, postoji konadan podpokrivad {u, | i= l,o..,n]
pokrivada {U_| x € K} skupa K. Stavimo W =W if\ V. Oélgledno, tada
fo(xi) € Wi9 Wi cCvVvi

fe F

1 =£(U_)C V.
(1) £(x;) € wi} x5 ¢

Poste jJe f, € ? s skup funkcija f € X koje zadovoljavaju (1) nije
prazan. Dakle, za neko takvo £, imamo
f(K) C f(u{Ux.' i = lgooogn}) C v. //
i

Iz 2.5 dobija se
LEMA 2.6. Ako je F topoloski uniformno neprekidna familija u

Yx, tada je skup T ravnomeran u odnosu na konadno-otvorenu i Ko~

paktno-otvorenu topologiju na Yxo

LEMA 2.7. Neka je ¥ topoloSki uniformno neprekidna familija u

X, Tada, ¥ Je zatvoren u kompaktno-otvorenoj topologiji ako i samo

2ko je zatvoren u konadno-otvorenog topologi i,
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DOKAZ. =: Neka Je J zatovren u kompaktnoa-ctvorenoj topologiji i
3.‘:0@: ¢ (konadno-otvoreno zatvorenje). Pretpostavimo da imamo okoli-
nu od foz *
VB {f I f(Kd) C qu9 a. = lgooogm}o
Tada Jje, prema 2.5,

Uy = {£12(x)) € Wy = 1y000,0(3))

sadr¥ano u {f If(KJ.) C V,j}9 iUn..n U, C V', pa postojt re ¥

tako da £ € W . //
TECREMA 2.8. (Ascoli) F ¢ YX Je kompaktan (u kompaktno-oi:'rf’gmg_e.—

noj topologiji) ako su zadovoljeni sledeéi usloviz

(A1) F Je zatvoren u kompaktno-otvorenoj topologiji na YX,

(82) {f(x) 1 f€ T} je kompaktan skup u Y za svako x € X,

(A2) ¥ je topoloZki uniformno neprekidna famili ja,

DOKAZ. Prema 2.7, iz (Al) i (A3) sledi da je F zatvoren u ko
nac¢no-otvorenoj topologiji, Zto zajedno sa (A2) implicira da je F
kompaktan u kona¢no-otvorenoj topologiji. Prema 2.6, ¥ je ravnome-

ran i, prema 2.3, ¥ je takod je kompaktan u kompaktno-otvorenoj topo-

logiji. //

§,° DOKAZ TEOREME LIN-A I ROSE-A
Primetimo, prvo, da se svaka viSeznadna funkcija FsX —-Y moZe
posmatrati kao jednoznaéna funkcija iz X u P(Y). Ako Jje partitivni
skup od Y uzet sa topologijom Vietoris-a, F je neprekidna u smislu
Definicije 1.2.1 ako i samo ako Je F : X—=P(Y) neprekidna u smislu
Definicije 1l.1.4,
LEMA 3.1. VaZe sledeée formule:

(X,U0) = {F € M(X,Y) | F(X) C <U)},
K,U( = {F € M(X,Y) | F(K) C >U<].

DOKAZ. Prva formula je odigledna, Za drugu, imemo



FEK,USECFH SN NT £ 8, ¥xeK
& F(x) € YU, V¥XEK & F(X) C Y. //

Dakle, kolekcija skupova
{FIFE) U N UK N .oonHUK)

(gde skupovi (UO) n )Ul( N ...N YU« ¢ine standardni bazni sistem

za topologiju Vietoris-a na P(Y)) je druga sub-baza za M(X,Y3¢).

LEMA 3.2. TopoloSka uniformna neprekidnost familije ¥ ¢ M(X,Y)

u smislu Definicije 1.4 implicira topolosku un'iformnu neprekidnost

iste familije F ¢ (ZP(Y))X u smislu Definicije Tele3.3,

DOKAZ. Neka su dati x € X, A € P(Y) i okolina (Vo) N >Vi<N...
o >Vp< od A. Neka je 8; € A I\Vi9 i= ljoceyna Tada, prema (a) u

1.4, za par x, a; postoje otvorenme okoline Wy od a4 i Ui od x tako da

Fe¥F

}:F(Ui) C )Vi<, i = l,oﬁogno
F(x) € »W;¢

Posmatrajmo {V 3 N >W;< N cco N YW i neka Je U =Nn{U;1i = 1,...,n}.
B0 Je FETF 1 F(x) € (V) N HWdN ... n)wn(, tada, na osnovu u-
slova (b) u 1.4, F(U) C (VY N H7,{N ..o n RS
Dakle za x € X, A€P(Y) i ma koju okolinu V>N SRR N
>V,4 od A, U je okolina od x i <V°>n >N ..o N YW« od A tako da
Fe¥F

PO CLT D> NIV LN eee N VL
F(x) € (VO n Wi N eea N >wn<} ° >7y n

Ovo dokazuje da je & C (P(Y'))X topoloski uniformno neprekidna. //

DOKAZ Teoreme 1.,5. Sva tri uslova Teoreme 2.8 su zadovoljena :
(A1) sledi iz %.1, (A2) sledi iz &injenice da je P(B) kompaktan za
B=VU{Fx)IFe¥F} (vidi [30] ili [40], podskupovi ne moraju biti

zatvorenil), (A3) sledi iz 3.2. Dakle, 2.8 implicira tvrdjenje Teore-
me 1.5. // |



GLAVA 3

JEDNA NOVA KARAKTERIZACIJA KOMPAKTNIH
SKUPOVA U YX

Kao $to smo ve¢ ranije pomemuli {(vidi Paragraf I.1.3), osnov-
ni problem koji nastaje pri generalizaciji teoreme S. B. Myers-a, e
pri Zelji da se okarakteriSe kompasktan skup T u YX, kada se umesto
metrifkog posmatra topolofki prostor Y, a umesto topo..ogije unifor-
mne konvergencigje kompaktno-otvorena, jeste, da se usiov ekvinepre-
kidnosti familije funkcija gF, koji gubi smisao, zameui nekim dru-
gim adekvatnim uslovom. U tom cilju, D. Gale uveo je uslov (G%) {(ili
njemu ekvivalentan (G4), dok su Kelley i Morse posmatrali uslove
(Kk3) i (M3). U ovoj glavi mi uvodimo u razmatranje jeuan nov priro-
dan uslov, u oznaci (U3), koji, &ini se (vidi komentar na kraju gla=
ve), ima odredjene prednosti u odnosu na gore pomenute uslove D. Ga-
le~a i Kelley-a i Morse-a. Za razliku od prethodne, u ovoJj glavi sve
posmatrane funkcije su jednoznadne, svi funkcionalni prostori imaju

kompaktno-otvorenu, a svi hiperprostori topol:gijuv Vietoris-a.

1. NAPOMENE O ODNOSU NEKIH TEOREMA O KOMPAKTNOSTI
SKUPOVA FUNKCIJA
Na poCetku ove glave dokazujemo tri propozicije o topolodki
uniformnoj neprekidnosti date familije funkcija i na esnovu njih
komentarisemo odnos nekih poznatih teorema o kompaktncsti skupova
funkcija. Prvu od ovih propozicija koristiéemo i kasnije u dokazu
osnovnog rezultata (T. 3.3) ove glave.

PROPOZICIJA 1l.1l. Neka je F topolodki uniformno neprekidna fa-

miligja u YX‘i C proizvoljan podprostor od X. Tada je F|C = {ftCI f€3{

topolodki uniformno neprekidna familija u YC.

56
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DOKAZ. Neka su date tatke x €C, y€ Y i otvoren skup V > 7.

Posto Je T topoloski uniformno neprekidna familija, postoje u X i Y,

respektivno, otvoreni skupovi G2 x i H D y tako da

re ¥
(1) }z)i‘(G) C Ve
f(x) € H
Stavimo U=G6N0ec, W = H.

Tada je U otvorena okolina od x u C. Neka je

ge ¥FIC i g(x) € W.

Tada, postoji f€"3: tako da Jje f|C = g. Iz x € C i fIC = g sledi
£(x) = g(x), pa, dakle, f(x) € H. Prema tome, na osnovu (1), £(¢) C V,
va je, tim pre, £f(U) C V. Posto je UCC i fIC = g, imamo, konadno,
s(U) C V.

Dakle, T |C je topoloski uniformno neprekidna familija u Yc. //

PRIMEDBA l.2. R. W. Bagley i J.S. Yang dokazali su ([3], str.
705, T. 4) da Teorema I.l.3.5 ostaje tadna ako se'u njoj. uslov (M3)
gameni odgovarajuéim uslovom (K3) Teoreme I.l.3.4. Propozicija l..l
konstatuje implikaciju (K3) = (M3), pa je, dakle, rezultat Bagley-a
i Yang-a samo jedan specijalan sludaj Teoreme I.lo3.5.

PROPOZICIJA l.3. Neka je X lokalno kompaktan prostor i F C Yx.
Ako je, za svaki kompaktan skup C u X, F |C topoloski uniformno ne-

prekidna famili:ja u YC, tada je i F topolosSki neprekidna familija u X,

DOKAZ. Neka su date talke x € X, Y€ Y i otvoren skup V D y.
Podto je X lokalno kompaktan prostor, postoji kompaktan skup C tako
da x € int(C). Po pretpostavei je ¥ |C topoloski imifomno neprekidna
familija, pa, dakle, postoje u ¢ i Y, redom, otvoreni skupovi N = G N
¢ ® x (G otvoren u X) i H Dy tako da

geTFTlc

(2) :
g(x)€ H

}-———)g(N) cv.
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 Stavimo U = 6N int(C), W = H.

Ogigledno, UC G N C = N, Neka je
te ¥ i - £(x) € W,
Stavimo g = £I1C. Tada, g€ FIC i £{x) = g(x), pa, dakle, g(x) € H.
Prema tome, na osnovu (2), g(N) C ¥, pa je, tim pre, g(U) C V. Po3to
jeUCCig=ZrIC, imamo, konatne, £{U)C V.
Dakle, ¥ je topolofki uniformno neprekidna familija. //
Sledeéa propozicija je neposredna posledica prethodnih dveju.

PROPOZICIJA 1.4. Keka je X lokalno kompaktan prostor i F ¢ Y.

Tada, F je topoloSki uniformno neprekidna familija u Yx ako i samo

ako je FI1C topoloski upniformno neprekidna familija u YC za svaki kom-

paktan skup C u X,

PRIMEDBA 1.5. Kao §to smo ranije pomenuli (I.1l.3), svaki lokalno
kompaktan prostor jeste k-prostor. Ali, ofigledno, lokalno kompaktan
regularan prostor ne mora biti Hausdorff-ov prostor, Dakle, u opStem
sludaju, teoreme I.1.3.4 1 I.1l.3.5 su neuporedive; Ako je, medjutim,
X lokalno kompaktan Hausdorff-ov prostor, tada Jje prema Propoziciji

1.4, teorema I,1.3.5 generalizacija Teoreme I.l.3.4.

2., USLOV POLUNEPREKIDNOSTI ODOZGO FUNKCIJE §¢,

Neka su X i Y topoloski prostori i neka je ¥ data familija funk-

cija u prostoru ¥X., Tada svaki podskup & skupa T indukuje funkciju
— . Y
E@ : X 2

definisanu sa f@ (x) = PX(Q)

za svako x € X (ovde Py ¢ Yx-m—~Y oznatava projekciju indukovanu

tatkom x € X i, dakle, px(q:») ={f(x) | T€dP.
Ova prirodno definisana funkcija leZi u osnovi svih nasih daljih

razmatranja. Kao §to éemo odmah pokazati, pod razliditim pre-



9

tpostavkama o prostorima X i Y, postoji tesne uzajamna veza izmedju
topoloski uniformne. neprekidnosti familije ¥ sa Jedne i polunepreki-
dnosti odozgo funkcije 'fq> sa druge strane. Lokazujemo, prethodno, je-
dnu ¢isto tehnidku propoziciju vezanu za funkeijo ¥ 5 8 koju ¢emo ko-
ristiti tek u narednom paragrafu. |

PROPOZICIJA 2.l1. Neka je I proizvoljan podskup prostors X i a

ma koja tadka u C. Tada:

(a) Trougao X 3¢ ¥C

Y
(pg 1 q, projekcije, Q¢ funkeija restrikcije) komutira,tj. Pg = 9° Sg°

= . Y .
(b) Funkcije F@C i Fq)IC (iz C u 2*) su jednake,
DOKAZ. (a) Za £€Y%, imamo

(ag 0 §0)(£) = q (£]0) = (£lC)(a) = £(a) = p (£),

pa Je p, = q, 0 Q.
(b) Neka Jje x € C proizvoljno izabrana taka. Tada, prema (a),

F@c(x) = 4 (P10) = ¢ [85(P)] = 2 (D)
- Eé(x) = (Fcplcb(x), //

IEMA 2.2, Neka je X proizvoljan, a Y regularan topoloski prostor

i neka je F C Yx. Ako je, za svaki skup & zatvoren u T, funkciga
F & * X —=2¥ poluneprekidna odozgo, tada je F topoloski uniformno

neprekidna familija.

DOKAZ. Neka su date talke x € X, y € Y i otvoren skup V 3 y.
PosSto je Y regularan prostor, postoji skup G otvoren u ¥ tako da je

y € G9 » .6 C Vo
Dakle, skup , P = (x,E)n F

J¢ zatvoren u ¥ (Prop. I.1.2.1). O&igledno, px(@) C G, pa Je, zatva-
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ranjem, F@(x)cG, odekle je, tim pre, F@(x} C V. Prema tome, poSto
Je funkcija f@ poluneprekidna odozgo, postoji (Prop. 1.1.5) u X otvo-

ren skup U 3> x tako da

aecl -—-P}i‘?,é(a,} Y.
Stavimo W = G i pokaZimo da Je

¥ N (xw ¢ (U,

Neka je £€ F N(x,W) i a € U. Tada Je, odiglecno, £ € &, pa
Je p (f) € p,(®) i, prema tome, f(a) € m).—.;@(a), Podto Je
fq)(a) CV, imamo f(a) € V i, dekle, £(U)C V tj. £ € (u,v).
Ovo dokazuje da je ¥ topoloski uniformno neprekidna familija. //
Neposredna posledica ove leme i Leme 2 ,2.6 Je sledeée interesan.
tno tvrdjenje (za koje ovde dajemo i direktan dokaz):

PROPOZICIJA 2.3, Neka je X proizvoljan, a Y regilaran topoloski

prostor i neka je TF C YX. Ako Je, za svaki skup d zatvoren u F,

_;‘.‘unkcija -F-@ : X

~otvorena topologija redukuje na konaéno-otvorenu topologigju.

of poluneprekidna odozgo, tada se na F kompaktno-

DOKAZ. Neka je K kompaktan skup u X i U otvores gkup u Y. Dovolj-
no je dokazati da je (K,U)N F otvoren skup u konadno-otvoreno; topolo~

giji na F . Neka Je
(1) f, € (K,U)N F.

Tada je fo(K) C U, pa, dakle, poSto je Y regularan prostor i £,(K)

kompaktan skup, postoji u Y (prema poznatom stavu) otvoren skup V ta-

kav da je
(2) £,(K) C V, vVcu.

Neka je x€K proizvoljno izabrana tadka. Tada Jje
& - (x,HNTF

zatvoren skup u T . Lako proveravamo da je px( @x) C v, odakle, zatva-
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ranjem i na osnovu (2), imamo

F@x(x) C U

Dakle, posto je funkcija 'F'@, poluneprekidna odozgo, postoji u X otvo-
X
ren skup N, D x tako da

(3) a€ N, = Fy (a) < U,

X
Prema tome, familija {N | x € K} je otvoren pokrival hompaktnog sku-

pa K i, znadi, postoje tacke Xy9+e09X, € K tako da je

KCN \Jooo\JN ®
1 *n

PokaZimo da za skup
G = (X, VNN, NT,

otvoren u kona¥no-otvorenoj topologiji na ¥ , va¥i
£, € G, G C(K,U)NTF.

Zaista, na osnovu (1) i (2), f, € Go Neka je g € G 1 a € K. Tada, 8 €

Nxd za neko j ( n, pa je, prema (3), F‘bx
€ @xj, pa, dakle, imamo

() C U, Iz g € G, sledi g
J -

8(a) = po(8) € p (P, IC p (8, ) ~ Fy (a) C T,
J J X
Ovo, oéigledno,/kompletira dokaz. //
Sledela lema je, u izvesnom smislu, obrat Leme 2.2. Ovu lemu, u
nedto izmenjenoj formi, ali sa osnovnom pretpostavkom da je Y kompa-

ktan prostor, sugerirao mi je prof. M. Marjanovié.

LEMA 2.4. Neka je X proizvoljan, a Y kompaktan Hausdorff-ov pro-

stor. Ako je T C YX topoloski uniformno neprekidna familija, tada Je

F & H X~-—-—-—»~2Y poluneprekidna odozgo za svaki podskup dc T .

DOKAZ. Neka je dat podskup P < F, tadka x € X i skup V otvoren
u Y tako da Je F@(x) C V. PoSto Je Y regularan (kao kompaktan Haus-
dorff-ov prostor) i F Q(x) kompaktan (kao zatvoren skup u kompaktnom
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prostoru), postoji u Y otvoren skup G tako da Je

(4) Ecp(x) C G, T Cv.

Neka je y e fé(x) C G proizvoljno izabrana tafks. Poito je ¥ topolo-
8ki uniformno neprekidna familija, takve J€y ofigledno, i femilijad,
pa, dakle, postoje u X i Y, respektivio, otvoreni skupovi Uy 3x i

Wy 3 y tako da

fed
(5) | }:; £(U,) C G.
| f(x) € wy |
Dakle, {_wyl Te€ fcb(x)} Je otvoren pokrivaed kompaktncg skupa fgq)(x)

i, znadi, postoje tadke J1se+2sTy € qu(x) tako da je

F¢(X) C Wylu oso \U Wyn.

ylf\ ©0o0 f\Uyno

Ne.ka Jje U=1U
O¢igledno, U je otvoren i sadrii X, pa je dovoljno dokazati da

a €U =>Fcp(a) C V.
Zaista, ako je f€ P , tada je f(x) € -l-i"@(x)ﬁ ra Jje fi{x) e Wy za

~N

£(U) C G, odnosno f(a) € G. Prema tome,

i
neko i ¢ n. Dakle, prema (5), I‘(Uy') C G; odskle zskljudujemo da je
i

{f(a) lt€ &} C e,

Odavde sledi da Je palé) c G, pa Je, prema (4), Fé(u) CVv. //
Direktna posledica Leme 2.2 i Leme 2.4 Jje sledela teoremas:

TEOREMA 2.5. Neka Je Y kompaktan Hausdorff-ov prostor i ?CYX.

Tada, sledeta tvrdjenja su ekvivalentna:

(a) ¥ je topoloski uniformno neprekidna familijsa,

(b) funkcija F¢, : X —=2f Je_poluneprekidna odozgo za svaki

skup § zatvoren u T.

LEMA 2.6. Neka je X lokalno kompaktan regularan prostor, Y Haus~
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dorff-ov prostor i TJ kompaktan skup u Yx. Tade js funkeija ¥

¢'=

X —2f poluneprekidna odozgo za svaki skup ¢ zatvorea uJ.

DOKAZ. Neka je dat skup P zatvoren n ¥, tadke x € X i skup V
otvoren u Y takav da Je F <ID(Jn:) C V. Trebz odrediti ctworenu okolinu

U tadke x tako da

(6) a€uy = F@m c V.

Primetimo prvo da Je pa(é) zatvoren skup u Y (za svalo a € X). Zai-
sta, podto je P zatvoren u ¥ i ¥ kompaktan, sledi da . e ® kompsktan
skup, pa dakle, zbog neprekidnosti projekecije Dy takiv je i pa(CIJ).
Keko je, medjutim, Y Hausdorff-ov prostor, imamo da je 5:(75) = p (&)
ili, 8to je isto, Fcp(a) = {f(a) | £ € $}. Dakle, prems (6), treba
pokazati da

ae€vu CE
(7) } — f(a) € V.
red
Neka je g € @ proizvoljno izabrana tadka. Tada je g(x) € fq)(x)
i, dakle, g(x) € V. PoSto je g neprekidna funkcija, postoji u X otvo-
ren skup US D x tako da Je
s(Ug) C V.

PoSto je X lokalno kompaktan regularan prostor, postoji kompaktan
skup X, ([22], str. 66, Prop. 2.14) tako da

X € 1n1:(Ks)9 KS C Uso
Dekle, s(Ks) CVtj. g € (Kg,V). Prema tome, familija {(Kg,V) | € € B}

Je otvoren pokrivad kompaktnog skupa @ i, znadi, postoje tadke 81

eessB8, € O tako da Je

P C (Kgl,V) U cee U (Kgn,V).

Neka Jje

U = lnt(Ksln oo o0 n Kg

) = im:(Ks YN oo N int(K_ ).
n 1

€n
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Ofigledno, U je otvoren i sadr?i x, pa ostaje dn se proveri implika-

cija (7). Neka je £€ O i a € U. Tada je ME, ) CVgzanekoi(n i
€
ac¢ int(Kg_), §to povladi f(a) € V. //
i

Dokazujemo sada prvu teorewy wije ksrexteriie Rompaktne skupove

u Yx.

TEOREMA 2.7. Neka je X lokelrno kospsktan regularan prostor, ¥

regularan Hausdorff-ov prostor i F podskup od YX., Tad: , T je kci-

paktan ako i samo gko su ispunjeni sledeéi uslovi:

(v1) F je zatvoren u YX,

(v2) png) Jje kompaktan skup u Y za svaku tadku x € X,
(U3) funkeija f@ : X—"2Y Jje poluneprekidna cdozgo ze_svaki

skup @ zatvoren u 7.

DOKAZ. Pokazatemo da je, pod gore navedenim pr¢tpostavkama o
prostorima X i Y, skup uslova (Ul)-(U3) ekvivalentan ckupu uslova
(K1)~-(K3) Teoreme I.l.3.4 Kelley-a i Morse-a.

(U1)-(U3) = (K1)=(K3) : Prema Lemi 2.2,

(K1)-(E3) = (U1)-(U3) : T je kompaktan (T. I.l.3.4), pa impli-
kacija sledi na osnovu Leme 2.6. //

Navodimo posledicu dokazane i Teoreme T.i.3,4 (uporedi sa T.2.5)

POSLEDICA 2.8. Neka Jje X lokalno kumpaktan regularen prostor,

Y regularan Hausdorff-ov prostor i F podskup od XX ko/i ispunjava uslo-

ve (U1) i (U2). Tada su uslovi (K3) i (U3) ekvivalentni,

5. OSNOVNA TEOREMA
Prirodno se postavlja pitanje, moZe 1li se u Teorenmi 2.7, pretpo-~
stavka da je X lokalno kompaktan regularan prostor, zameniti su pretpo-
stavkom da je X Hausdorff-ov k-prostor. Kao 3to éemo kasnije videti,
odgovor na ovo pitanje je potvrdan.

LEMA 3.1. Neka su X i Y Hausdorff-ovi prostori i F kompaktan

skup u X. Ako je C kompaktan skup u X _:i:_@ zatvoren skup u JF s tada
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Je funkeija -F. P |C ¢ C —~2Y poluneprekidna 040zg0,
DOKAZ. Ocigledno, C je kompaktan Hausdorff-ov prostor i, dakle,

lokalno kompaktan regularan prostor.
Posto je funkcija SG.YX——~*§; neprekidna (Prop. T.1.2.15) i F
kompaktan skup, 90(3') =F1c je kospskten skwp u prostoru Y°,
PokaZimo sada da je P |C zetvcren skup u ¥ |C. Zeista, podto
je d zatvoren u F i F kompaktan, P je kompaktan u Y i, znadi, 3,(P)
= P|C je kompaktan u YC. Posto Je Y Hausdorff-ov prostor, Y Je Ha-
usdorff-ov prostor (T._I.l.2.2) i, dakle, P IC jJe zatvoren u KCS kao
kompaktan skup u Hausdorff-ovom prostoru. Ovo,vzajednc sa oéiglednom
inkluzijom & |C € FIC, implicira da je & |IC zatvorea skup u -F | C.
Dekle, prema prethodno dokazanom, na osnovu Lem: 2.6 (gde Je X
zamenjeno sa C, X sa Yc F sa Flci & sa & |C), funkcija FQlG‘
C '——"2Y Je poluneprekidna odozgo. Ali, prema Propoziciji 2. 1, F PIC
= @ IC, pa je, dakle, funkcija F ® | C poluneprekidna odozgo. //
LEMA 3.2. Neka je X k-prostor i F : X - —2%, %o je, za svaki
kompaktan skup C u X, funkcija FIC : C
tada je i funkcija F poluneprekidna odozgo.

2Y poluneprekidna odozgo,

DOKAZ. Neka je U otvoren skup u Y. PokaZimo da Je F"l((U}) otvo-
ren skup u X. Neka je C proizvoljan kompaktan skup u X‘. Oéigledno, va-

Zzi jednakost
Flonc = (Flc)“l((U))

Posto je funkc:.;]a F|IC poluneprekidna odozgo,(Flc)"l«U)) Je otvoren
skup u C. Dakle, posto Jje F 1((U))(\ C otvoren u ¢ i X k-prostor,
'1((U)) Je otvoren skup u X. // '

IzlaZzemo sada osnovni rezultat ove glave.

TEOREMA 3.5. Neka je X Hausdorff-ov k-prostor, Y regularan Haus-

doxff-ov prostor i ‘F podskup od X, Tada, J Jje kompaktan ako i samo ako

&1 _ispunjeni sledeéi uslovi:




(V1) ¥ je zatvoren u YX,

(u2) px(‘&_) Je_kompaktan skup u ¥ za svaku tadku x € X,

(U3) funkcija F @: X———--EY Je polunenrekidna odozgo za svaki

skup & zatvoren u ¥ .

DOKAZ. OCigledno, dovoljnc je pokazati da je, pod gore navede-
nim pretpostavkama o prostofima T 1%, ekvp uslova (U1)=(U3) ekvivalén-
tan skupu uslova (M1)-(M3) Teoreme I.l.3.5 Morse-a i Kelley-a. J

(U1)-(U3) — (M1)=-(M3) : Prema Lemi 2.2, ¥ Je topolosk.! unifor-
mno neprekidna familija, a prema Propoziciji 1.1, F |c Je, takoiia, to-
polodki neprekidna famili;ja za svaki kompaktan skup C 1 X.

(M1)-(M3) = (U1)-(U3) : Na osnovu Teoreme I.1.3.5, ¥ jo kompa-
ktan, pa je, prema Lemi 3.1, funkcija -FT‘I)IC:C—-—‘-ZY polunepreiidna
odozgo za svaki kompaktan skup C u X i sva];i skup § zatvoren u ¥ . oda-
vde zakljudujemo (Lema 3.2) da je i funkeija §®3X —2f polunepreki-
dna odozgo za svaki skup d zatvoren u ¥ . //

Iz dokazane i Teoreme I.1l.3.5 sledi

" POSLEDICA 3.4. Neka je X Hausdorff-ov k-prostor,- Y regularan Ha-
usdorff-ov prostor i F podskup od YX koji zadovoljava uslove (Ul) i

(U2). Tada su uslovi (M3) i (U3) ekvivalentni.

PRIMEDBA 3.5. Primetimo da se uslov (U3), prema 2.1 1 3.2, moZe

zameniti sa sledeéim uslovom:

(U4) funkeija Fg ) o+ C—=2" Je poluneprekidma odozgo za svski

kompaktan skup C u X i svaki skup & zatvoren u T .

4, JEDNA POSLEDICA OSNOVNE TEOREME
Pokazaemo, na kraju, da se Teoremd I.l.3.2 D. Gale-a mo¥e do-~ .
biti kao posledica Teoreme 3.3.
Neka su X i Y topoloski prostori i neka je¢ T data familija fun-

kcija u prostoru YX. Tada svaki podskup & skupa F indukuje funkeiju
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definisanu sa F@(x) = px(ﬁ'@)

za svako x € X.
Tako tehnidke prirode, naredns propozicija je veoma vaZna,kao

osnova veze izmedju gore pomenutih teorema.

PROPOZICIJA 4.1'. Neka je B proizvalj&z‘; podskup od Y. Tada je
Fp0BO = Ui | £ @)
DOKAZ. Sledi iz

xeF'&];

(>BC) & Fg(x) € >B & {£(x) | fed}n Bsg
e=3fed if(x)c Be>1ted ixe £HE). //

LEMA 4.2. Sledeéa tvrdjenja su ekvivalentnas

(G3) ako je B zatvoren u Y, tada je U{f’l(B) | £e P} zatvoren

u X, za svaki skup @ zatvoren u T c Yx,

(H3) funkcija F $° X —+=P(Y) Je poluneprekidna odozgo za svaki

skup & zatvoren u F.

DOKAZ. Ekvivalentnost tvrdjenja (G3) i (H3) je neposredna posle-
dica Definicije 1l.1.¢ 1 Propozicije 4.1l. //

Na osnovu Léjn'e. 1-‘1-\1.2, Gale-ova teorema dobija formu veoma slidnu
formi Teoreme 3.3. OVoO, med jutim, omoguéagva, da preko naredne dve je-
dnostavne leme, lako dédjeno do Zeljenog cilja.

LEMA 4.3. Neka je Y Hausdorff-ov prostor, F kompaktan skup u Yx

i & zatvoren skup u T. Tada su funkeije F@ i 'f@ jednake .

DOKAZ. Premiiiffinici.ji funkcija Fs i F@ , dovoljno je pokaza-
ti da Je px(c}) = px(cb) za svako x € X. Dokaz ove Jjednakosti, medjutim,
sadr¥an je u delu dokaza Leme 2.6. //

LEMA 4.4. Neka je Y regularan prostor i F podskup od Yx. Tada

uslovi (G2) i (G3) Teoreme I.l.3.2 D. Gale-a impliciraju uslove (u2)
i (U3) Teoreme 3.3.
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DOKAZ. (U2) sledi iz (G2) i regularnosti prostora Y. DokaZimo
(u3).
Neka je dat skup b zatvoren F y tadka x €% i skup V otvoeren

u Y takav da je .ﬁ@(x) = px(@) € V. Kao zatvoren skup kompakimog

prostora Py (F), px(QT) Je kompaktan skup. Dakle, posto Je Y regula-

ran prostor, postoji u Y otvoren skup G tako da je

r,(®) Ca, G CV.
Dakle, Fi(x) = px(CP) C G, pa, posto je (Lema 4.2) F@polunepr@?s@:i_dna
odozgo, postoji u X otvoren skup U 3 x tako da_
8 €U =Fg(a) = p (D) C g,
odakle i‘@(a) =p (P)CGcV. //

Prema 4.3. i 4.4, neposredna posledica Teoreme 3,3 Jje sledeéa

TEOREMA 4.5. Neka je X Hausdorff-ov k-prostor, Y regularan Ha-

usdorff-ov prostor i ¥F podskup od YX. Tada, F Je kompaktan ako i samo‘

ako su ispunjeni uslovi (G1)~(G3).
Iz Teorems 3.3 i 4.5 dobija se ‘
POSLEDICA 4.6. Neka je X Hausdorff-ov k-Rrostor, Y regularan

Hausdorff-ov prostor i F podskup od YX koJji: 1Spunaava uslov (Ul). Ta-

da su uslovi (U2) i (U5) ekvivalentni uslovima (G2) i (GB)9 odnosno.

uslov:.ma (G2) 1 (H3). |

Ako poredimo uslove (G3), (K3), (M3) i (UB-), pada odmah u odi
da je, prema definicji funkeije F@, uslov (U3) prirodnije vezan za u-
slov (U2) nego 5to je to sluéaj sa uslovima (G3) i (G2), (K3) i (x2),
odnosno (M3) i (M2). Pored toga, po formi, (U3) je, svakako, staundar-
dniji od (63), (K3) i (M3). to je najvainije, u praksi, (U3) je la-
k3e proveriti nego (K3) ili (M3). Isto tako, dok (G3) (tj. (H3)) ope-
riSe sa svim podskupovima prostora Y, (U3) se ogranifava samo ng kla-

su zatvorenih skupova, ’
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