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Relativistidke hidromehanika je polela da se razvija 1914.

zodine; kada je Ajnéta?n [1] formulisao izraz za tenzor energije
relativistidkog idealnog fluida i 1zveo njegove diferencijalne ge-
dnadéine kretanga, ogranidivii se pri +tome na adijabatska struga—
nja, kaaa za fluid vaZi karakterlstlcna Jedna01na koja vezuge-prl—_
tisak i gustinu. ' |
] Jednadine kretanja takvog fluida ispitivao Je 1924, godlne |
Ajzenhart (Eisenhart) [2]. On je pokazao da Je,_kada se radi- ouadl--l‘
jabatskom otruaanau idealnog fluida, moguée pronaéifmetriku kojal
je konformna metrici prOJtor—vrnmena, u odnosu na koju strujngfiiﬂi,
nlJe fluida nredstavlaaau geodezl jske lznlge. Pri tome Je utvrdio
i oblik skalarne funkcije pomodu koje se pomenuta konformna metrl- .
ka uvodil. |

7o su, medjutim, bili samo pojédinaéni, iako veoma znacaj-
ni rezulta?i iz oblasti relativistiéke mehanike fluida.

Tek 1937. godine pojavljuje se prvi rad.koji sistematski iz-
lade relativistidku teoriju idealnog fluida po uzoru na odgovaraau-»
éu klasiénu teoriju. To je opSirni Singov. (de L. Sgnge) rad nRela-
tivistidka nidrodinamika" [3]e. 0 niewﬁ autor pre svega 1zlaze ono
$to je do tada O relativistidkom 1d¢a1nom fluidu bilo noznato, pret-

pOSuaJljaqul kao i njegovi prethodrﬂ01 da zZa fluld va21 karakterl—



Sti¢na jednucina koja vezuje S0pu stveni pritisak 1 sopstvenu gusti-
nu. On prihvata od Ajzenharta skalarnu funkqiju pomoéu koje se

. strujne linije idealnoglfluida preslikavaju na geodezijske 1inijel
jednog prbstora ¢ija je metriké.kqnformna metrici prostor-vremena,
i pomodu nje uvodi svoju funkeiju, tzv. funkciju-—.ilndeksl), koja u
relativisticko] hidrodinamici igra veoma vainu ulogu.

Pored toga, Sing je u svome radu uveo i Gitav niz novih
pojmova: definisao je kinematiSku i dinamidku cirkulaciju, uveo
pojam kinematickog i dinamitkog tenzora vrtloZenja, kinematickog 1
diﬁamiﬁkog vektor—vrtiogé, i definisao jé i ispitivao bezvrtloZno
strujanje. Izvestan broj definicija iz 6voga'rada Je docnije pre-
trpeo izmene, pa se Cak neki pojmovi definisani u njemu i ne pomi-
nju u docnljlm radovima, kako Singovim tako i Outallh autora, jer
se pokazanlo dua ne predstavljaju uspola relativistidka uopﬁtgnju '
odgovarajué¢ih klasidénih pojmova. Tako, recimo, u danasnjim rado-
vima ne moZemo naiéi na Singovu kinemati¢ku cirkulaciju; kao iz-
raz koji predstavlja relativistidko uopsStenje klasitnog pojma cir-
kulacije vektora brzine prihvaéena Je samo njegova dinamicka cir- $
kulacija, pod imenom cirkulacije vektora toka. Ipak, ovaj Singov
rad predstavlja znadajan doprinoa razvoju relativisticke teorije
fluida, buduéi da je posluZio kao osnovica na kojoj su docniji au-

tori, ukljuujuéi i samoga Singa, gradili dalje tu teoriju.

1) Funkcija-indeks koju Sing uvodi, i koju tako naziva zbog njene
analogije sa klasilnim indeksom prelamanja.daté'transparentne
sredine, ne razlikuje se bitno od pomenute Ajzenhartove funkci;
Je: samo iz forﬂalnih razloga, umesto da koristi'Ajzenhartovﬁ
ruqu1Jh ¢”ﬁj~/.ﬂw+ﬁ-bde JQ fv sops tvenl pritisak fluida, a‘f
njegova Fopstvena gustina), Sing kao funkc;au—lndeks definise
ﬁqq:;exp ¢VﬁP U svojim radovima Lihnerovid prihvata Singovu

funkciju i naziva je indeks fluida.'
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Pdsle izvesne praznine u literaturi koju je doneo drugi sve--:
tskl rat, kraaem Eetrdesetlh, a zatlm pedesetih i Sezdesetih gadl-‘
na, pojavljuje se Citav nlz veoma zna&ajnih radova iz ove oblasti.
Pomenucemo, pre svega, Taubove (A. H. Taub) radove [4], (5] i [6]
Koristedi Ekartove (C. Eckart) [7] ideje o relativistickoj termo-
dinamici koje prenosi iz specijalne u opstu teoriju relatlvnostl,
Taub se ne ogranicdava na adijabatska i izotermilka strujanja, pri
kojima za fluid-vaﬁi karakteristiéna jednaﬁina koja vezujelsopstve-
ni nrltlsak a sopstvenu gustlnu, veé posmatra opsSti sludaj, kada
_su dve termodlnamléke vellclne nezav1sno promenl;lve. U svojim ra-
dovima on, 1zmed3u ostalog, formullse i Jedan nov Obllk tenzora
energije relatlv1stlckog idealnog flulda. To je obllk u kome se
unutrasnaa energlaa poJavlguae eksplicitno, a- koji je veoma pogo-
dan za rad kada uz dlferenclaalne jednaline kretanja fluida 1 uz
jedn301nu kontlnulteta treba, poredJkagakterlatlcne ;ednaélne, ko= -
ristiti i druge termodinamilke veze. = |

| Uporedo sa Taubovim radovima, u literaturi iz toga perioda
nailazimo na niz radova A. Lihnerovida (A. L;chnerow1§pz) (8],(9]
i njegovih uéeniké. U njima autori.uzimaju u obzir pojave provo-
djenja toplote i elektriciteta kroz idealnu fluldnu sredinu, a ta-
kodje posmatraau naelektrlsanl 111 namagnetisani idealnl fluid.
Tenzor energije koji nalazimo u naihov1m radovima dopun;en Je ¢la—
novima koji se odnose na po;ave koje smo pomenull. Veoma znaéagno
mesto u tim radovima zauzima i KoZijev problem koji se postavlja i
ispituje u razlicditim sluca;ev1ma materlaalnlh sredina. K

Najzad, A. Lihnerovié Je prvi k031 JB u relat1v1st15koa te-
oriji uzeo u obzir unutrasSnje trenje, koje postoji izmedju cestlca.
fluida pri njihovom relativnom pomeranju. Poéto'je postavio'izraz
za tenzor energije relativistickog viskoznog flulda, on je, pola=- |
zedi od, uslova konzervatlvnostl toga tenzora, izveo i dlferenc;-

jalne gedna01ne kretanaa takve materlaalne sredlne 1 1sp1t1vao nje-

o s : _ vl o S e T e e
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no bezvrtloZno strujanje.

Relativisticki viskozni fluld koji je uz to 1 naelektrisan
proudavao je u svojoj stud131 [10] PiSon (G. Pichon). Tenzor vis-
koznosti!koji nalazimo u njegovom radu‘ne poklapa se sa izrazom
koji za taj tenzor daje Lihnerovié.'U odeljku 1.1 ovoga rada go-
voridemo detaljnije o tome zbog éega ise izrazi za tenzor viskoz-
nosti kod dvojice pomenutih autora razlikuju.

Primena varijacionih principa u relativistikoj mehanici
fluida takodje je razmatrana od nekoliko autora o kojima smo ovde
govorili. Koliko nam je poznato, veé pomenuti Ajzenhartov rad f2]

|

(1]

prvi rad u kome su diferencijalne jednaline kretanja relativi-
stidkog idealnog fluida za koji vaZi adijabatska jednaCina prome-
ne stedja izvedene primenom jednog varijacionog principa. Potpunu.
formzlnu analogiju toga pfincipa sa Fa?maovim principom geometrij=
cke optike istakao je u svome radu [3] Sing.

Godine 1954. je Taub [11] formulisao varijacioni princip
koji dovodi do je&naéina poljé opSte relativnosti i do jednacCina
kretanja relativistidkog idealnog fluida. Najzad, jedan interesan-
tan prilaz tome pitanju razmatrao je'1970, godine Bernard Suc (Be-
rnard G. Schutz, Jr.) (12] , drzeéi se i dalje granica idealnog
fluida. | |

| Iz ovog kratkog is torijskdg pfikaza razvoja relativisticke
hidromehanike moze se zap321t1 da je u literaturi uglavnom prou-
baﬁan relativisticki. 1dealn1 fluid, dok upadljivo mali broj rado-
va uzima u obzir pogavu v1skoznost1. Osim dva rada, kOJe SMmo ovde
oitirali, u 01tavog relat1v1stlckoa ‘literaturi koja nam je bila
" dostupna nismo naisli ni na jedan drugl rad u kome se razmatra unu-
ie trenje 1zned3u Sestica fluida pri nglhovom relativanom po-

‘U

meranju. Pri tome se, kao Sto smo veé istakli, izrazi za tenzor vi-

Lo

slcoznosti u dva pomenuta rada razlikuju, a-pri izvodjenju jednaCi-

na kretanja posmatrane sredine autori polaze od uslova konzervativ-



nosti tenzora energije, Sto znadi da koriste put koji je u rela-
tivistidkoj teoriji fluida uobicajen. |

U ovome radu demo posmatrati rélat1v1st1ck1 v1skozn1 flu-
id, sa ciljem da pri izvodjenju diferencijalnih jednaéina kre,&-'
nja takve materijalne sredine primenimo tzv. Pfafovu nmetodu. |

Primeni Pfafove metode u mehanici i teorlgskoa f12101 po-—:
gveden je veliki broj radova objavljenih u Beogradu kraaem Setr-
desetih i pedesetih. godlna. |

Ovde cemo pomenuti pre svega radove A. Bilimovicéa [13] i

™M

147. Bavec1 se pitanjem utvrd31Van3a fenomenoloske osnove za
Pfafovu metodu, on je u svogog monografiji [14] formulisao Jjedan
opsti fenomenoloskil diferencijalni princip. Taj princip analizi-
ra stanje posmatranog sistema 1 uzroke koji izazivaju promenu to=
ga stanja, 1 na osnovu te analize sastavlja jedan matematiéki iz-
raz u obliku Pfafove forme, iz koga se dobivaju diferencijalne je-
dnatine kretanja sistema kao Pfafove jednaline. On’ je zatim prl-'
menio Pfafovu metodu na niz problema teorijske mehanike, nebeske
mehanike i geometrijske optike C14]. |

Pri izvodjenju diferencijalnih jednaéina kretanja'krutog
tela, zatim osnovnih dlferenc13aln1h JednaCLna hidrodinamike 1 me—
hanike elastlcnlh tela, ovu metodu je koristio T. Andjelié (151,
[16], [17]. Time je on ukazao na opdtu primenljivost Pfafove me-
tode u dlnam¢01 - kako krutih tela, tako i deformabilnih sredina.

Kajzad, u svome radu [18] Dj« Musicki Je pokazao da se Pfa- .
fovae metoda moZe koristiti i u teorlaskoa lelCl. On je izvrsio |
generalizaciju Pfafovog izraza i Pfafovih jednalina, dokazao da 1
»a takav Pfafov izraz i jednacine vaze sline osobine kao i za Obl—
Can PT daOV izraz i Jednac1ne, a zatim tako generallsanu Pfafovu me—_
todu primenio u razlicitim oblaqtlma teorlggke fizike - termodina- -

mici, elek? romagnetizmu 1 kvantnoa mehanlcl.-



Ovaj rad smo podelili na dve glave,

U prvoj glavi nam je bio cilj da dodjemo do oblika za ten-
zer energije relativistickog viskoznog fluida. Po3to .smo u:prvcm
odeljku objasnili Sta nas je navelo da se na tome pitanju, koje
je u literaturi ved resSavano, i?ak zadrZimo, u drugom odeljku ras-
pravljamo koji oblik tenzora brzine deformacije i tenzora vrtloZe-
nja treba usvojiti u relativisti®koj teoriji. Pri tome smo kao os-
novicu u nasim razmatranjima uzeli zahtev da rezultati do kojih

dolezimo moreju biti u skladu sa postojedom Bornovom definicijom
krutosti u opsStoj teoriji relativnosti, a takodje i u skladu sa
rezultatima rada [19] o vrstama krefanja Bornovog'relativiétiéki
krutog tela. ! _

.U poslednjem, tredem odeljku prve glave, dolazimo do rela-—
tivistickog tenzora viskoznosti polazeéi od zahteva da se njegove
vrostorne komponente u odnosu na sopstvehi koordinatni sistem svo-
de na lkomponente odgovarajuleg klasiénog'tenzora, dok mu.ostale
komponente u odnosu na taj sistem morajﬁibiti-jednake nuli.

Osnovnom pitanju koje u ovom radu razmatramo - pitanju pri-
mene Pfafove metode u relativistidkoj mehanici fluida - pos?eéena
je druga glave rada. |

Posle kratkog izlaganja o tome kako je nastala tzv. Pfafo-
va metoda w mehanici, i Sta predstavlja njenu sadrZinu, u &rugom,
centralnom odeljku toga dela radalpostavlja se izraz za Pfafovu

Tormu koja odgovara posmatranom materijalnom sistemu. Iz toga iz-

raza se zatiwm, postupkom koji Pfafova metoda nalaZe, izvode dife-
rencil jalne dnacine kretanja relativistilkog viskoznog fluida.

je
ednactine, oje pfédstavljaju relativistidko uopstenje
Navije-Stoksovih jednaéina'klasiéné hidrodinamike, razlikuju se od
uwéih jednadina do kojih je dosao Lihnerovié [8]; +to je
razunljive 2ko se ima u vidu da se tenzor viskoznosti koji je on

Tormulisac ne pcklapa sa izrazom koji 'smo u ovom radu za taj ten-



zor dobiliv
U treéem, poslednjem odeljku druge glave, ogranicili smo se
na sludaj relativistilkog idealnog fluida za koji vazi adijabatska -
jednalina promene stanja. Pokazali smo da se u tome sluéaju Pfafov
izraz za delié fluidne sredine moZe obrazovatl na veoma jednosta-
van nalin, Dbez potrebe da se trazi relat1v1stlcko uopstenae za kla=
sidni izraz koji predstavlga rad rezultuguce 81le prltlska kojom -
kolinz na uofeni delié deluge, prlllkom ngegovog pomeranJa-od po-
cetnog do kragnaeg polozaja. Pri tome fluidnu sredinu moramo po- |
smatrati u prostoru ¢ija 3e ‘metrika konformna metrici prostor—vre—
menz, a koja se uvodi pomocu 1ndeksa fluida tako da strujne llnlge
fluida predstavlJaJu geouez1aske linije toga prostora.-
| ‘ﬁajzad, zakljuéujemo da bi se taj. rezuliat pod izvesnim us-
1ovima mogaé primeniti iu slucaju relativistiékog-viskoznog flu-

ida.




GLAVA I

l.1. Uvodna razmatranja

Relativisticki fluid posmatramolu Egtyorddimenzionom riman-—
siiom prostoru indefinitne metrike - prostor-vremenu V . Obelezicde-
mo sa :c“ 2) proizvoljni koordlnatn:. sistem kogl prostor VQ' dopus-
tz, sa g, koordinate osnovnog metrlckog tenzora u odnosu na sis-—
tem % ; uzedemo ‘da se u odnosu na lokjalne'pseudoeuklldske koor-

dinate gap svodi na dijagonalni oblik

0o 0 - | -
o o ’ ; . (il.lol)
1 0

0

oo =~ 0

4
y P b
o 0
'k = 4
o«
tako da je signatura osnovne metridke forme 3 dx dx’ 3) pozi- *©
tivna. '

Ako fluid (ili uopSte materijalni kontinuum) posmatramo kao

sistem Gestica C,; (gde smo sa ﬁ" oznadili prostorne parametre, ve-

§

Al

2) Slova grdke azbuke déemo koristiti za 1ndekse koji uzimaju vred- -
s ti 1,2,3,4; indekse koji idu od 1 do 3 éemo obeleaavatl la-
nskim slow ma. : '

3) Koristimo AjnsStajnovu konvenciju o sabiranju.



zene za odredjenu Sesticu sistema), onda istoriju posmatrane sre-

dine u prostor-vremenu predstavlja kongruénoija svetskih 1linija

C, . Ove svetske linije — ili jednadine kretanja Cestica ng- w
S ' : '

odnosu na sistem X* mo¥emo napisati kao
. L | | _
X =2 (fb} d) 2 . g (1‘\102)

gde smo kao parametar vremenskog tipa odabrali sopstveno vreme duZ
svetske 1linije Cestice ?f;, koje smo oznadili sa .5 .« Taj parémee
tar, za razliku od prostornih parametara\fé , menja se duz svake
linije Cui « Jednadine (1.1.2) moZemo protumaditi i kao transforma-—
ciju kojom se prelazi od koordinata éfyé , koje po analogiji sa .
odgovarajuéim klasiénim nazivom moZemo zvati LagranZeve koordina--
te, na koordinate ;Ld' , koje éemo nazvati Ojlerovim koordinétama.
Pritom pretpostaﬁljamo-da je jakobijan te transformacije razliéit
od nule, Sto znali da ona dopusta inverznu transformaci ju. -
Kako su (1.1.2) linije vremenskog tipa, jer brzina &estica
ne moze dostiéi brzinu svetlosti, niti moZe biti veda od nje, s ob-

zirom na odabranu signaturu ée ofigledno biti
)

.0&52 =ﬂc§°5/3 d&:“afx/s )0)

tako da ‘fetvorobrzina, vektor

« ax™ e e
zadovoljava uslov
wiu,=-1 . O (1.1.4)
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rvi korak koji treba uéiniti u relativistickoj mehanici
fluide bastoji se u tome da se obrazuje izrazlia_tenzor energije
posmatrane sredine. To je simetriéni tenzor koji sadrzi Clanove
koji ocdgovaraju razli¢itim vrstama energije sredine. |

Odavno je poznato da se tenzor energije za p?oizvbi;nn flu-“
idnu sredinu koja nije naelektrisana, i u kojoj se pojave'provoé
dienja toplote i elektriciteta zanemaruju, moZe napisati u obli-

p . <
,—.‘,ir) :

Lo A

T =swu=9, , (1.1.5)
gde ¢  predstavlja sopstvenu gustinu fluida, a :iﬁe je tenzor

sopstvenih pritisaka, kroz koji dolazi do izraZaja naponsko sta-

nje koje vlada u fluidu, i koji zadovoljavaluslov |
5%“* =0 . )
Za idealni fluid tenzor pritisaka ima oblik?)

“Sccp =-h(Y,u, +C§[‘%) ;o am

gde je fb sopstveni pritisak fluida.

o

loramo naglasiti da smo se ovde opredelili za takve fizidke: .

44

jedinice pri kojima je brzina svetlosti 4 - jednaka jedinici. Da

to nije slufaj, u jednalini (1l.1.7) bi se; umesto /v , nalazio

e A
kolicnik “— 3
,(,2,

ideti, recimo, [20], str. 154, jednalina (4.78).

P
L
-t
I_J
&

5) Videti opet [20], str. 155, jednalina (4.84).
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Ako.se radi o viskoznom fluidu, dakle ako se pretpostavlja
ca postoji trenje izmedju Cestica fluida pri nji ihovom relativnomn
‘pomeran;u, onda se, bas kao u klasicnoj teoriji, tenzoru pritisa-
ka za ideazlni fluid, tj. izrazu na desnoj strani jednaline P
7), superponira jos jedan tenzor, kojl i u relativistickoj teori-

6) b

ji zovemo tenzor viskoznosti ’.

Koliko je nama poznato, u literaturi postoje dva razlicita
izreze za relativistidki tenzor viskoznosti. Jedan izraz je, jos
1955 godine, predloZio A. Lihnerovi&.u svojoj monografiji [8],
na drugi nailazimo u radu PiSona [10], objavljenom deset godlna
dOCﬂlJ&- | _

Izrazi za tenzor viskoznosti kod ova dva autora se razliku-—:
Ju voo” toga Sto oni pol ze od razWiEitih oblika tenzora brzine
deformacije kontlnualne sredine, Dreko koga se, kao 1 u h1381cn03
tcoriji, izraZava tenzor viskoznosti. .

U zelgl da dodje do  tenzora koji bi u relativistickoj teo—'
riji odgovarao klasicnom poamu tenzora brzine deformacije nepre-
vidne sredine, A. Lihnerovi& koristi onaj isti put kojim je, sle=
deéi Ajzenharta [2] i Singa [3], isao proucava3u61 idealni fluld'
pomodéu funkcije koju na21va indeks 11u1da7) on na odredgenl na01n -
uvodi metriku koja’ ie konformna metrlcl prostor—vramena 1 deflnl—_"
Se vcktor toka (ili pseudobr21nu) kao vektor C f gde ﬁ 0Z—-
nacaVa indeks flu;da. Zatim povezuae taj vektor sa jednim vento—'

rom ae;;nlsanlm u odnosu na uvedenu metriku, gedlnlcnog 1ntenz1—

6) videti [ 8], str. 95, jédnaéina (51-6)%

7) Kac indeks viskoznog. relau1v1stlckov fluida A. Llhnerov1c zadr—
zava onu istu funkeciju koga kod njega predstavlja 1ndeks 1deal—

ne Tluidne sredine: ¥_ expj f+ﬁa’ gde je f=f(f). Prema tome,_on

o]
o
2}
"3
M
d'
¥
o
m

: ‘onu fluidnu sredlnu kogu ‘karakteriSe jednaline
stanja,kpja ezuje sonstvenl prltlsak p & sopstvenu ﬁusulnu.
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Seta u voj metrieci, i posmatra neprekidnu sredinu ( kod njegz je
to prvo idealni, a zaﬁim i viskozni fluid), u odnosu na uvedenu:
metriku. Ne moZemo se ovde detaljnijelzadriavati na teoriji koju
Lihnerovid razvija, ali demo naglasiti da u toj teoriji vektor
cra veoma vaznu ulogu: u izrazu -koji predstavlja relativi-
sticko udpétenje klasidne cirkulecije.vektora brzine po zatvore-
noj '_'»:rivoj u strujnom prostoru, zatim u izrazu za relativistidki
tenzor vritloZnosti, umesto Eetvdrbbrzine, koju bismo mogli ocCe-
kivail na mestu na kome se u odgovarajucin klasiénim izrazima na-
lazi brzina, nailazimo na véktor toka.'Najzad,li u tenzoru brzi-
ne deformacije koji definiSe A. Lihnerovié (a koji se i po obli-
ku razlikuje od odgovarajudeg k1asidnog tenzora), takedje umesto
¢etvorobrzine nalazimo vektor toka. | |

U svome radu [10] G. PiSon, ne navodeéi pri tome nikakvu
literaturu, prihvata kao relativiétiéki tenzor brzine deformaci-
je tenzor koji se po obliku ne razlikuje od klasi®nog oblika to-
Za tenzora, sa éetvorbbrzinom na mestu na kome se u klasicnoj te-
oriji nalazi vektor brzine. U slededem odel jku ovogé rada, u ko-
2e demo opSirnije govoriti o tenzoru brzing deformacije nepre-
kidne sredine, izloZidemo i razloge zbog kojih smatramo da je ta-
kav oblik toga  tenzora tesSko prihwvatiti.

Najzad, navedimo joS da kod Singa [20] nailazimo na izraz

_—

tenzor brzine deformacije Xoji se razlikuje od dva prethodno

Za
pomenuta izraza. Nacin izvodjenja koji je Sing koristio da bi do-

32,0 40 Loge tenzoraa) je onaj isti koji nalazimo kod Lihnerovica;
razlika Je samo u tome Sto Sing neprekidnu sredinu posmatra u od=-
nosu na metriku prostor-vremena, a Lihnerovié, kao Sto smo ved

istaekli, u odnosu na metriku uvedenu pomodéu indeksa fluida, kon-

g odeljka ovoga rada ukratko demo objasniti ko=
Jim putenm je Sing doSaoc do svoga izraza za tenzor brzine defor-—
relcidne sredine. . : o
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ormnu metrici prostora V, . Njihovi su izrazi 1stog oblila (ko=
i se razlikuje od klasidrog oblika toga tenzora), ‘samo 3to je
izod Singa Cetvorobrzina zauzela mesto .vektoras toka iz izraza ko-
ii daje A. Lihnerovil. | |

Nedemo ovde op51rnlge ;zlagatl ono 3to DOStOJl u radovima
autora koje smo 01t1ra11. Zeleli smo samo da 1staknemo da se da=-
nas jos uvek raspravlja o tome kojl oblik tenzora brzine deforna=-
cije treba usvojiti u relativisticko] teoriji, i da se u radovi-
ma raviopravno mogﬁ sresti Singov - kinematidki, i Lihnerovidev
- dﬂnanlcxl tenzor brzine deformacije neprekidne sredine, kao dva .
osnovna oblika toga tenzorag). Tenzor brzine deformacije iz PiSo-.
wovog rada [10], o kome smo ovde govorili, predstavlja samo jed-
ru manje uspelu varijantu odgovarajuéeg Sing0vog tenzora. |

U sledelem odeljku déemo izloZiti svoja razmatranja koja su
nas, nezavisno od autora koje smo pomenuli i od onoga Sto smo u
Titeraturi o tome mogli da nadjemo, dovela 1zmed3u ostalog do je=-
dnog dvostruko kovarijaninog tenzora za koji smatremo da predsua—
vlja najpogodnije relativistidko uopStenje klasifnog pojma tenzo-

ra brzine deformacije neprekidne sredine. Taj tenzor se, kako ée~-

g) ‘Ovée smo uveli nazive mlkinematicki", cdnosno wdinamilki" ten-
zor brzine deformacijée ugledajuéi se nz Singovu terminologiju
u radu (31: kada govori o relativistickom uopstenju klasiénog -
pojma cirkulacije vektora brzine, Sing razlikuje kinematicku
cirkulaciju, koju definisSe pomodéu Cetvorobrzine kao L_%g - i |
dinemiditu cirkulaeiju = izraz u kome je vektor tcka zamenio
Setvorcbrzinu u prethodnom integralu: J’C dz*, U istom radu on

akodje govori o klpbﬂab1 Som i Ginamidkom tenzoru vrtloZenja
- pri demu se prvi izraZava preko detvorobrzine, a drugi po-
roéu velktora toka. Kod ostalih. autora, pa i kod samog Singa w
njegovim QuC iijim radovima, ne nailazimo viSe na ovo dvojstvo
ori definisanju pojedinih pojmova. U tim radovima, kada se go-
vori o re Tat1v&stlékog cirkula 0131, ili o relativistiékom ten
zoru vrtloZenja, obifno se nmisli na one izraze za te pogmovu

u ”o*zﬁ“ llgu”486 vektor toka. - - ; '
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mo videti, ne razlikuje od Singovog tenzora brzine deformacije,
ali razmi&ljanje i racun koji su nas doveli do takvog izraza za
traZeni tenzor potpuno se razlikﬁju od onoga Sto postoji u nje-
‘govim radovima. - '

Skrenucéemo pazn;u, medgutlm, da postoji slicnost u nasim

razmatranjima sa 1zlagangem u radu Elersa (Ehlers) [21]. Zvog
onoga u temu se ta razmatran;a razlikuju, a Sto je najvise 1 uti-
calo da u svome radu usvoglmo upravo Singov oblik tenzora brzine

deformacije, izlosidemo ih detaljno u slededem odeljku.

Najzad, dodajmo da nas je-usvajanje takvog oblika tenzora
brzine deformacije dovelo do tenzora viskoznosti koji se razliku-
je od‘Lihneroviéevog oblika toga teﬁzora! a poklapa se sa tenzo-
rom iz PiSonovog rada.[10]. MoZe da ;zgleda'éudno na prvi pogled
Sto se tenzor viskoznosti do koga demo do¢i ne razlikuje od PiZo-
novog oblika toga tenzora, kada znamo da tenzor brzine deformeci-
je u njerovom radu nije onaj koal mi korlstlmo. Obgasngenge za to
i€y medjutim, gednostavno. svo; tenzor viskoznosti PiSon ne izra-
zava preko .samog tenzora brzine deforma01ae - kao 5to to Lihnero=-
vicé nalaze, i kao Sto mi ginimo - nego preko tenzora koji on na-
ziva sprostorna xomponenta tenzora deformacije", a koji, ustvari,'
nlae nista arugo nego tenzor br51ne deformacije Singovog oblika,

koji smo i mi u svome radu usvojili.

1.2, Tenzor brzine deformacije 1 tenzor vrtloZenja neprekidne sre—
dine u relativistickoj teoriji

Posmatracemo 81stem cestlca C§ oji predstavlja materﬂja -
ni kontinuum i éiju istoriju u odnosu na uvedeni koordinatni sis-

tem ¥ predstavljaju jednaline (1.162), tj. jednaline

x= 2t 8)
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Uodidemo svetske linije dveju bliskih destica, ICEL iCg, '}t,
{ vektor d,x° , upravan u dogadjaju x£* na Cei 5 4 takav da je
dogadgag x,+cix na svetsko] 11n131 C§g+d£; , kao étq-je ng slici
predstavl;eno. '

Vektor d,,x*‘ oéigledn'o zado-

voljava jednaCinu
] " -
gdﬁa’ax uf =0, . (1.2.1)
gde jes podsétimo ovde na to, Lrﬁ;= 

A
_ dx” getvorobrzina.

U cilju da 13p1tamo relatlvno

someranje Cestice Cf 4§ u odnosu na &esticu Cft " potr321mo prvo

ktako se prenosi vektor d.x“ du? svetske llnlge (}‘E , pri kreta-

nju posmatrane neprekidne sredine. .
VeZimo zato za krivu CEt Fermijev prostorni. trlgedar.hfqlo),
¢ija tri jediniéna, uzajamno upravna vektora zadovoljavaju jedna-

Einell)

Sﬁiw‘

g ] | |
g . NPT 4 . e p
gde - oznacava Bjankijev izvod, QEM} je prva krivina, & 71{@

&6

prva normala krive C§¢ .
RazloZimo sada vektor d:t na tri pravea JL(Q Ferm13e-

vog trijedra (8to jJe mogude jer je to prostorni trijedar, a £i~ﬁ

10) Indeks u zanradl nema tenzorski karakuer, veé oznaleva redni
broj objekta uz koji se nalazi. '

11) Videti [20], str. 22, jednafina (1.84).



L

je upravan na U* )1

L’

r ~* - =
J"‘“’ —-—Z ??1 -?L( L) J : .J-'«'-;v_).l;
1:-4

ol
gde su M=, (3) projekeije dox,"" na A e
Iz (1e2i3) |

5(G{x) ‘g“;f:f"-) o Qmﬁ,} dl
84 %mm 34 J';, EZ: Ay

odakle, s obzirom na (1l.2.2), imamo

J(a*&:) 9772(«.))1_ (lo2.4)
af'd = C(” (ﬂ u Z m(&) "71‘(")/3 + ie1 9‘6 fL)
Ako sada obelezimo

2 9/7?({.) Id‘ 4 -

Z (‘-J J (102e5)

1=1
i iskoristimo (1.2.3), dobidemo iz (1.2.4).

'-d‘(dax“) B &, Toa% &

=, nGd g+ A (1.2.6)

&

A

Iz jedna¥ine (1.2.5) nije teko proveriti da je vektor

nz svetsku liniju C.. , %j. da zadovolgava jecnalinu

o =@ s L c (1.2.7)

ol
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Iskoristidemo sada jednadinu (1.2.6) da dodjemo do jos je-
dnog oblika u kome se moZe izraziti.vektor (1.2.5), oblika koji
de nam biti od koristi za dalji rad sa tim vektorom. PomnoZimo

zatc (1.,2.,6) tenzorom

2 J L ; ; Yo _— - .
(gde J'O,_ predstavlja Kronekerov 51mb01), i izvrsSimo sabiranje po

indeksu <& @

#EAEY pr s e %o PTA% (1.20)
Poc T = Pec. ‘%’H)n(ﬁdo‘x{:zu + P& A ., (3.--2'9.)'
: . dlel,2™) o e e
Kako se apsolutni izvod —jig--.moze napisati kao
Sld 2% . -
9 @S _ il p
e = v da
ds, Usis S
gde simbol Vj oznafava kova_rij_antni izvod, i kako je, s obzi-

rom na usiov (1l.1.4),

i

oo * > « - ' , ' : :
Pi u -_ (JGC + u aaﬂ)u a — u — O b (lo2.-'-0) .
z zbog (1e2.7)

CPIA (8 A=A



L) Bee

¥
A =P, uly da” .

Zamenimo u dobivenoj jednalini vektor G%JC

don _ oc a{g .Lua_l.%‘ndf ”.':'9

tie
= . . t { 2
= a- VC' Ja d\g J‘ \lo-’.’a—l)
. &
pa ceno za /Q dalje imati
= ( 31 \g ) 3
tie
A PQ (7 d")+ 35 0{5&( B, . (1e2.22)
Izradunajmo. sada, pre svega, izraz U’y p¢A o“ﬁ) koji se
jevlja u prvom d&lanu na desnoj strani jedna01ne (laBelB)
12) 221, str. 27, jednz8ina (16). U [22] se rzdi o relati-
krutom telu, pa je za vektor &,&% u tome radu uve-
deno cgranilenje koje zahteve Bornova definicija kruﬁosti -
I Lo b %4._covat; medjutim, to ogranilenje niis uzeto u chzir
ori izvedjenju jednadine (lo) na koju se pozivamo, te je mo-
foju posma-

i u sluéaju kdd renrei¢ana sredin

Koristiti
o0 nije Aruuﬁ pelo.

iyt Rrnal
1388 ¢ h Rpe
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Imacdemo

u'@vpm d.“’):——-(%”“ d,j)w

s DL A ¢ , A L 1'.. Cé:{}"
“%hxwiah{@ﬁxiéEEZ)

gde smo sa {J?W} oznalili Kristofelov simbol druge vrste.

lledjutim, kako je

i{x 5’_”{a§) § = c% dx)ég“‘ = ds*,

aii {px} u' o de

2 ub ol a§ .‘

)
w vp(oc*i d\g) v

Yada 4o unesemo u (1.2.12) dobidemo

AT DE Dt ok L detufo P “‘,2;1"
A =P&.PA%1¢ ijédg*wrpcc cl_u 7*-'. (1.2.13)
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-
18

ni jedanaline (1l.2.14), bide

A8
&

~20~

Nejzed, kako je

Ve
P )

1

. Py =4, 'uu)(ff +u uh_) 5 ruwlu s dlu, -y,

N o « o,
\,;573,L =.V/3((57L+?.{ Up) = U, YU

(Fe2al3)
A 7 Un..\j‘f) d;‘{. o f) Cfg_tvu/v(u L{ o Z,-‘I
AT TS Tl LV e p

3

e

- v ﬂa" .
= 1 h sl et e w6 4, e —
-—Pl%u. X, O£+ H)‘_VC”;_%E wu,zu

Il

FoL, “’(J Fat 4 uu 7, u") =

&A 1.t ] Y gy P
AT AL
se iskoristi (l.2.11),

A o IR A

A =B datqut=(4] +

L.{ ) 'J

pocdesne razmene nemih indeksa u drugom ¢lanu na desnoj
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medjutim, keko je zbog (1.1.4)

Gopidemo najzad
A =02 qu . (1.2415)

Jednadina (1l.2.15) isl azuge alro se izrazimo jezi?om Echetn
wr I‘J
zorskog rafuna, da vektor /4 predstavlja nwomenu vektora W
' &
(cecvoroorzlne) u pravcu vektora ci&: . Drugim recime, vektor f%

r

‘ . i =S i i | et
ima smisao relativne brzine cestice C,L+o§‘ (u dogadjaju X +-&0il)

i : . . ) &
11 odnosu na ces tlcu'Cé; (u dogedjaju «% ). Uostalom, da vekior A
imaz taj smisao, moglo je bitl jasno i 1z jednacine (1.2, 5) ako

imamo na umw éa je PETEIJEV trijedar ﬁ’ua pokretni ur_gedar, ko-

[

i se pri kretanju materijalne sredine pcmera po krlvoa Cét zajed=-
no sa uodenom desticom, nreastav¢333u01 prl tome, da ClﬁWPamo uln—
ga [20], uprav1lno relatlv1sblcho uopsStenje klasidnog poama koor-.
linaino

51stema koji se ne obrée".

F
o
7a kovarijantne koordinate vektora (1.2.15) demo imati

| P | ' ; - . ~
AQ{ = 0,4 VU - | I(laz’_lol_o).

U Zelji ‘da relativnu brzinu Cestice C§i+ad u odncsu na C
. i A ‘s 4

.
2
-

G

Qe

(J

raolo¥imc na dve komponente onalo kako se to Cini klasicénoj t¢

7141 « nz komponente od kojih- jedna predstavlja brzinu pri poémera-—
nju usled giste Geformaeciie neprekidne sredine, a2 druge brzinu ko=
ja potide od krutog rotacionog pomer an;a okoline oko €, (kao npo-

&
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roi o i :x . > = a4 ) o
1la"), podé¢i demo putem na kojl nas navodi klasidna beor;;alJ).
raslonideno dvostruko kovarijantni tenzor koji se pojavijuje u

(1.2.15), tj. tenzor,

s 3 BT
Vp Uy | S

na zbir simetridnog i antisimetridnog tenzora:

» *
= A ' _ _ _ 1.2.18
vpud zfvﬁud-i-%uﬁ)a— 5 (U, = QUp) = 6@‘(5 9_{% ) ( )

I

gde smo uveli oznake

x ; | | ;
‘ = A E |
6d{3 —_ z(%udf Vduﬁ) 5 / (102«:.— )

S T e
_Qdﬁ_.- 3 (,u, Y Ua) . (142420)
Tada je iz (l.2.16)
3 i ’ P .
A, = olo:r:_""Gdﬁ - do:cﬂﬂdﬁ . (1.2421)

Seda trebz ispitati da’ 1i razlaganje (1.2.21), koje smo izvrsili
drzedéi se formalne analogije sa klasilnom teorijom, imz smisla,
$5. da 1i tenzori (1.2.19) i (1.2.20) mogu da se prihvate kao ten-

zor brzine deformacije, odnosno tenzor vrtloZenja u relativistic-

13) Videti [23], str. 271, jednaline (6), (7),+.(20), itd; skreni-
ma peiniu da se u jednadinama koje ovde citiramo nalazl pome-
renjie na mestu gde je kod nas brzina. (upor., recimo, jedi. (9)
iz [23] i nadu jednaSinu (1.2.16). To, medjubim, ni malo ne re-~
meti analogiju na koju ukazujemo, jer se u [23] radi o inzZini~
tezinaln ' S

1nim pomeranjima. ;
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oy 1u0r1jilq). .
08igledno je da ako tenzor (1.2.,19) treba da definisSe re-
lativistiéki tenzor brzine deformacije ﬁeprekidne sredine, onda on
treba da bude jednak nuli u siuéaju'da posmetrana sredina predsta-
vlja relativisti€ki kruto telo. )
. Kao posledica Bornove definicije prema kojoj materijalni
kontinuum predstavlja relativistiéki kruto telol5),'dobija-se da

getvorobrzina zadovoljava jednalinu

: N . a&. 5 br %
; L= 192.22
Ttk + YUy ¥ Uy U VU, WUVl T )

loZe da se pokaZe [19] da se uslov (1.2.22) za Eetvorobrzi-
nu pri'kratanju Bornovog tela uvek svodi na jednu od dveju tenzor-

zkih jednacina

Ty Uy + Ry =0 (2.2.222)

ild
. . - _
VU, t U, U VU =0. (1.2.220)

14) Interesantno je primetiti da je Sing [3], ne ulazedi uopSie u
ovakva razmatranja, jod 1937. godine formulisao, po ugledu na
klasidni tenzor vriloZenjz, svoj wkinematiclki tenzor vrtloZe-
mja" u relativistikoj teoriji, kao tenzor (1.2,20), U 'istonm
radu, medjutim, on konstatuje da takav tenzor vriloZenja . po.
svojim osobinama ne predstavlja najbolje rel. uopsienje klasiC-
nog pojma tenzora vrtloZenja, pa uvodl i wdinamidki tenzor Vri-
lozenja", koji je po obliku isti kao (1.2.20), samo 5to wu nje—-
u umesto Getvorobrzine 1L, stoji tzv. vektor toka C.=fU«, gde
je ¢ indeks fluida. U docnijim radovima 12 oblasti releiivi-
ccidle mehanike fluida, kako Singovim tako i ostalin autora,
tenzor (1.2.20) se vie i ne pominje kao tenzor vrtloZenja.

15) videti [24], str. 36, jednadina (107).
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Dakle, moZe se govoriti o dve vrste kretanja Borunovog T

la: jedno je kretanje (1.2.222) - rotacija oko nepokreine tacke
{porema [ ]) a drugo je reta Ige (1424 220) —~ translzcija kxrutoz
tela u relativisticko] teorlg; {v. opet [19]).

0y e & "C'“._

Lako je proveriti da tenzor (l.2.19), za koji szo oCe

1i da bi mogao da predstavlja relativisti¢ko uopStenje tenzcra

Lrzine deformacije neprekidne sredine, nije jednak nuli za

Dz bismo ipak ostvarili Zeljeno razlaﬁange relasvivn
pe na-dve komponente - _razla zanje Loge ne bi dosSlo u suk
Yornovom definicijom krutosti - 'nastavili smo da razmidlja

o: alko se radi o sredini koja predstvavlja relativistidki

W

felo, onda je sigurno ispunjen uslov (1.2.22) (bilo da s

. : g

Kretanju (1 24228 i1li (1a24228) )0 Dalge, nije tesko PLeTe

(@4

it
leva strana jednadina (1.2. 22) predstavlja, do na feltor %. y B

metriéni deo tenzora

) . :

Prema tome, ako bismo nasli opravdan] e da unestio

{1.2,17) sads razlafemo na simetricni i antisimetricéni de

(1.2.23), vilo bi sigurno cbezbedjeno bar jedno - tako uved
tenzor brzine deformacije (simetricéni deo tenzora koji raz
bi, u slufaju da materijalni kontinuum predstavlja xruto

retanja (1.2.22b). Prema tome, veé zbog toga (da ovde 1 ne

e
~imo o nepodesnosti izraza (1.2,20) za tenzor vrtloﬁenjai@)p I

B
ramo zakljuciti da razlaganje (1.2.21) pema smisla 4 relativis=-
o

=

oD S=
moe o

kruio

(1.2.23)
SIEGDE
A et on ek i

elo,

16) Ovde se ne radi o ornoj nepo
vrtloZenja o kojoj je u svome radu [3] govorio Sing.

desnosti izraza (1.2.20) za tenzor
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Takvo opravdanje, videdemo, nije teSko pronadi; naime, od-
mah pada u odi da u vektoru (1.2.16), zbog uslova (1.2.1), moZe
umesto tenzora (1.2.17) da stoji i tenzor (1.2.23), tj. moZe 'se -

napisati
= A~ ia <) ¥ = 3 & ! |
Aq’. dox \-;;/suac - do‘x' (%u¢+uﬂu Vrucc) - do‘x Pﬁ Va"‘u“- : (1.52.24)

2 : - .
Razlaganjem tenzora }%,V%Zid iz (1.2.24). na simetriéni i

antisimetriéni. deo demo imati

P, =4 u+ P vu) + (P, gﬁud- P g u,)
5,
P, V.u, - GE, = &,
gde smo oznacili N
Gdﬁ=f;_(P§vfu¢+P:vruﬁ) %{%u FYU, U, wWou rur’u,) , _ (1.2.25)

. | LA
s ,J - _ .y _ *
Q =L(P vu-Pvu U)=4 (QU =Y + LURU - U R L), (1.2.26)

Tako se sada vektor (1.2,16) moZe napisati kao

43

&

o= of e ' . : .. 2 .
A, = drte, —datl . (1.2 7‘).
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Tenzor .(1.2.25) koji je, kao Sto smo veé naveli, u slula-

o

ju kretanja Bornovog tela zbog (1.2.22) jednak nuli, moZe de se

C ]

ka0 tenzor brazine daformac;l_ materijalnog kontinuuna u
relativistidkoj teoriji. |

U prilog razlaganju (1.2.2?) relativne brzine Ad: na dve
komponente koje imaju znalenje koje smo ranije naveli, ide jos
ovo: izbor izraza (1.2;26) za' tenzor vrtloZenja neprekidne sre-
dine (tj. za tenzor trenutnelugabne-brziné, ako se radi o rela-
tivisticki krutomntelg),_a ta] izbor je vezan sa izborom tenzora
25) za tenzor brzine deformacijé; takodje je u potpunom skla-
¢u se rezultvatima rada [19]:-éko:se'radilo kretanju (1.2.22z),
xoje predstavlja generalizaviju Obrtanja'krutog tela u relativi-
stickoj teoriji, tenzor (1.2.26) je razllclt od nule; u slucaju
(1.2.22b), tj. u slutaju translac13e~Bornovog tela - tenzor
se jednak nuli.

To Sto smo ovde izloZzili nas je navelo da prihvatimo raz-

laganje (l .97 relativne brzine Sestice Cg u odnosu na CEL

+ dgv
kzo relativisticko uopStenje onog razlaganja reiatlvne brzine ce-
stice neprekidne materijalne sredine u okolini neke uolene talke,
koje se vrsi u klasicnoj teoriji. Dalje , to razlaganje nas Je
opredelilo da (1.2.25) prlhvatlmo kao relativisticdki tenvor brzi-
ne deformacije neprekidne sredine, '

Na kraju, skrenimo paZnju na jos neke osobine tenzora

(1.2.25). NnoZeéi izraz (1l.2.25) vektorom Cetvorobrzine ™ , do—

bicemo da je

G wW=0. (1.2.28)

U to tu dalgeg rada Cesto éemo koristiti jedan specijalni

lokalni xooralnatnl sistem - obeleZimo ga sa K ~ tzv. sopstveni



-

koordinatni sistem (wcomoving coordinates" u radovima ameridkih
;LuOfa) -1 odnosu na koji posmatrana Cestica kontinuuma miruje.
To je ortonormirani sistem Cija su prva tri osnovna vektora pro-
tornog tipa, a detvrti, koji se poklapa sa Cetvorobrzinom Ces-
tice, vremenskog tipal7). Da bismo istakli'kada je réé o koordi-
natama posmatranih tenzorskih veli&ina u odnosu na sopstveni ko-
ordinatni sistem, pri obeleZavanju tih koordinata dodavademo in-
deksu oznalku o/ " (naprimer, koordinate Cetvorobrzine, koje smo

ol o : ) .
obelezavali sa 4u* , u odnosu na sistem

u cdnosu na sistem %
K ée biti u* , koordinate tenzora (1.2.25) de biti G, , itd.).

Oc¢igledno je da ¢e u odnosu na K biti

t"! - z‘!f

wu=u,=0 ; We-t,=4 | (1.2.29)
< - = A s ;

Imajuci u vidu (1.2.29), nije tesko izradunati da ée pros-
torne komponente relat1v15010kog tenzora brzine deformaclae u od=

nosu na uvedeni lokalnl kooralnatnl sistem biti

LA : .
6‘{,:3'; = :?-" (V{?ué, -+ v;',ui;). . ; ) (102.30)

Za komponente (5&%,'éemo, s obzirom na (1.2.28)-1 (1.2.29),
dobitis | S | '
G, =Gy = 0 . - (1e2431)

oL

Nelki autori (naprimer Sing [20], str. 151), da bi'doéii do

17) Primetimo da se kao prva tri-osnovna vektora sistema K mogu
vzeti tri vektora ATy Fermijevog trijedra; u tonme, sTudaju si-.
stem X nazivamo ¥

Fermijev sistem.
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ne (

.-28_|

za tenzor brzine deforn3013e,.uvode po de11p1c1]1 jednaci-

142:30) & (2+2.31) [b¥. zahtevaju da se u odnosu na sopstveni

Loordinatni sistem prostorne komponente tenzora brzine deformaci-

= a
g%

s}

"i
-~ L

ora

L

Lge

&)

f‘J

UI

=

g0 ]

njima

218 8 R

nart

lina

vode na komponente odgovarajuéeg klasiéncg tenzora, dodajudéi
tome uslov (1.2.31)); onda, znajuéi komponente traZenog ten-
w oGnosu na sistem X, na osnovu pqznatih zakona transforma-
dolaze do njegovih komﬁonehata u odnosu na proizvoljni koor—
tni sistem w V, , tj. do izraza (l.2.25). |

4
Iskoristicdemo ovu priliku da podvucemo da je to nacin koji

e rado i veomg Cesto koristi u relativistidkoj teoriji, kako pri-

ikom dokazivanja, razlifitih stavove (jer jednaBine dobivaju mno-

ednostavniji oblik u odnosu na sistem K), tako i pri razmatra-
koja treba da dovedu do izrazs koji predstavljaju “elut1v1—
ko uopdtenje ongV1ru3uélh klasitnih izraza.

Taj put éemo i mi koristiti w slededem odeljku, u kome de

bivi cilj da formulisSemo izraz za relativisticki tenzor vis-

3

koznosti, Xako bismo, na kraju, doSli do tenzora energije relati-

vistidkog viskoznog fluida. 3
1,3, RelativistiCki tenzor viskoznosti., Tenzor energije relativis=
tickog viskoznog fluida
Na poletku izlaganja, u prvome odeljku ovoga rada, naveli
smo da je relativisticki tenzor viskoznosti - tenzor koji treba do-
aati

tenzoru pritisaka za idealni fluid, tj. tenzoru —fzcudu%v-q%e)-

P, da bi se dobio tenzor pritisaka za viskozni fiuial8) ,

Lo

Podsetimo se da smo jednalinom (1 24 8) definisall meSoviti ten-
vor PPt + 5  mopmor ]
zor P, =U Uy, EAR Tenzor Eﬁy‘aaup‘ ydﬁ koji se pojavijuje

u tenzoru pritisaka za idezlni T"ZLU:'.d 001 1edﬂ predstavlja ko-
varijantni oblik tenzora (1. 2+8)3 ?ﬂh | '

= G
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Dakle, .ako sa /5*5 oznalimo relativisticki tenzor vis-
toznosti, imademo za tenzor pritisaka fluidne sred1ne u kojoj s

-

mutre ;ge trenje izmed] ju- cout“ ca pri njihovon relaulvnom pomera~

B

ju ne Zanemaruje:

i o el : -I .

,Sxp = -1 E/i * Py - T {3e3i1)
PormoZimo jednadinu (l.3.1) vektorom u* ;s obzirom na -

(1.1.6) i (1.2.10) bide tada | B

[+ 4

P‘:{ﬁu = O ’ (.10.332)

v;mﬂle se cdmah Gobiva da 38 u odnosu na sistem. K koji Smo uvelm'

u vretnodnom odel jku,

[‘2’413*-.:'0"- | I, e .(1..3..3)

a prostorne koordinate relativistidkog tenzora v1skouno sti

u QdLDuu na sopstveni koordinatni sisten, koordinate /3 J 9 uaeu

emo da se svode na koordinate klasilnog tenzora viskoznosti; dak=-

‘kada je veza izmedju kcordlnaua tenzora

0\

I_l

e, za izotropni fluid,

"@'0”%0“*1‘1 tenzora brzine aeformac;ae 11nearna, moZemo naplsatl.

-— L
T

i f-?.' ’ . ags
Bii = Lo G (1.3.4)
¢ _ _
=k
zde su prostorne koordina & odredjene Jedra01ﬁama (1.2 30),



=

). A1.365)

L 5 (8.0 5.
/ f;a 6 ‘A' b R';E; (4& [ 51.:{\-?‘} 53151 + 51.’,&: ,3’ ?;3’1

sba da obaealnl jednadine (1.3.4)

..\.—-

Tenzorsku Jean301nu koja tr

1.3.3) ¢éemo potraZiti u obllku

I,.J.

e e, 134
(ba.c{_z,. -/cccﬁ;;f'SG ' - ( )

kentravarijantne koordinate tenzora brzine deforma-

dije (1L.2.25), a tenzor Cetvriog reda Ly, .o 7 koji tek trebe
. . . (2]
s sistem K mora imeatl

' ¥
gde su G)
2

carediti, za prostorne koordinate u odnosu n
.0 ostalim koordinatama toga tenzora U 0Gno
ke koji de

velidine (1.3.5). su na

sopstveni koordinatni sistem izveséemo sada neke zaklju

nam pomodi da utvrdimo njegov oblik.

Kapidimo zato jednadinu (1.3.6) u odnosu na 1ok”ln1 sistem

%tj., S obzirom na (l 2:31),

o e |
Py = Cupge® - (B3T

—

Tz jednadine (1.3,7) demo za (3 = 4 dobiti

gt | | .
,cd,q,&,f,(%’ =0 A (1._;”@)
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ori Semu smo iskoristili (1.3.3).
. ; T .
Kako su Sest od devet velidina G5ﬁe 19) 1linearno neza-
visne, i kako je sistem iy pp/ simetridan po indeksima R, 0,

iz jednalina (1.3.8) zakljudujemo da mora biti
,Cdf‘!Ié’E' - O . . . ) ( ; )

DalJE,'S pﬁzirom na tﬁ'da jé sigtem velicina (1.3,5)'sime- |
trigan u Odnosh na prva dva;inﬁgksa, kao i u odnosu na pbslednja
dva-indeksa, zakljudujemo da tu osobinu treba da ima i 'tehzor
Lopsg. » Gije su to prostorne koordinate u sistemu X.

Prema tome, © tenzoru Cetvrtog reda 43¢ﬁ$1‘ zZnamo ovo:

1. Njegove prostorne koordinate u odnosu na ‘gistem K su od-
redjene jednatinama (1 3.5), tj. svode se na izotropni tenzor ée-
tvrtog reda za trodlmenz1on1 Euklidov prostor.‘ _

2. Koordinate Lprpt. = Lyt ﬁu, prema (1.3.9), Jjed-
nake nuli. :

4 zakljgéujemo'

Na osnovu ovih osoblna tenzora I’cxﬂfﬁ'.

da se on mo¥e napisati kao linearna kombinacija dva tenzora Cetvr-

R S
¥ gl

tog reda: E

pri &emu mora biti |

=0 Yo -_I(__1".3'.11') ;i

= ) ; u’i’g" k‘z’- i 5{_‘3/ Skre'._ ¥) _.u?‘;q;k;ﬁf.
19) Sistem O je s1metrican (v1d1 jednaéine (1.2:30)), Pa su .

samo Sest od devet velilina G;k' medgusobno nezavlsne--




il

‘

_ : = (1.3.12)
%ng'”%w%T*f%r%W , %@%T d &, |
Znajuéi da tenzor
o | . (1:3:23%
Ilp qk&% + Qgﬂ \ |
ima u odnosu na sistem K koordlnata
P!"JJ'; — A;j/ - i | E,{/, =. O J (lc 3.14)

S50 nije teSko proveriti ako se imaju u vidu jednaline (l.2.29),

odmah uvidjamo da se moZe napisatil

ali takodje i
Upps =B Py (1.3.16)

I R

jer oba izraza,ﬂi {1315}, 3 tl.3.16), zadovoljavaju uslov (1.3.
il 8 | . -

Tenzor: z); "koji treba da ispuni’ uslove (1.3'.1.2_), Moo=

o b R :
Zemo preastav1t1 na vide nacina pomocu tenzora }aﬂ i Cgﬁa . Ne-—
vedimo, kao prlmer, ova dva obllka. _ '

Z_)‘otﬂé"cf = go.:‘r- gﬂ; + 9‘16‘3/33" . R (.1‘3.17)
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i

oc/_»,a"d‘ = ch-p # /jd;-p/jr . (1-3-18)'

Koje ¢emo od navedenih izraza za tenzore u i U .
. : | “pyd “ras
iskoristiti da bismo predstavili tenzor (1.3.10), sasvim je sve-
jedno. i demo se opredeliti za izraze (1.3.16) i (1.3.18), koji
omogucuau da se tenzor Lopys predstavi samo kao kombinacija
tenzora E%e slléno kao Sto se 1zotropn1 tenzor éetvrtog reda -
u klasiénoj teoriji (u odnosu na Dekartove pravougle koordlnate)

predstavlja kao linearna kombinacija Kronekerov1h tenzorazo).

Tako ¢emo, najzad, 1mat121)

PP %r) (1 3. 19)

Ako tenzor (1.3.19)-unesemp u izraz (1.3.6), dobiéemo

o

Pup = E Sy (M.(pa,. Do+ By aa..)G’” (1.3.20)

Potr321mo sada cemu Je gednak izraz f? y kKoji se jav-
lja u prvom glanu na desn03 stranl Jedna01ne (1 3.20). Ako imamo

u vidu uslov (1.2.28),,1ako demo dobiti -

PG = (4, +%~u)6 -g,67=67

" 20) Videti [23], str. 290 jednadina 25,

21) Interesantno -je da Slng u svome rauu[Zﬂ, u kome, izmedju ‘osta-
log, daje relativistilku formulaciju Hukovog zakona, 2za tenzor -
_f»amﬁ-" po definiciji usvaja oblik Lupps=t%,9¢s +M(BupIps T s Q)
oikle oblik koji se ne razlikuje od kla51cnog oblika toga ten—
zora (vidi [25], Jedn. (s 12) na str. 83).




tj., S obzirom na;(l.2.25),

a"é‘__ P '
&6 = .U . | (1.3.21)
_ . rf VR - :
Najzad, kako je E;%%JGS = q;;p ,Iagdna01na (1.3.20) postaje
R R )

Kada (1.3.22) unesemo u izraz (1.3.1) za tenzor .pritisaka

relativistickog v1squnog fluida, dobléemozz)

IR % : “{243.23)
S0 == (p-2UIB, + 21G,, . |
Jasno je da je i ovde mogude, kao i u klasidnoj teoriji,

rastaviti tenzor O na dve komponente: izotropnu, koja se u

o

prostor-vremenu izraZava pomodu tenzora ;%é y 1 devijator - ten-

zor drugog reda iz koga se kontrakcijom dobija nula. U tome slu—

aju moZemo pisati, ako uvedemo oznake Q§5%5 za devijator ten-
; a8 '

zora de i G._._Vz._u., _

ngﬁ EEGS - .<£;%6 "

Tada je iz (1.3.23)

e o 8 %
s =-[1 “*sﬂ‘JG]?ﬁ/& 2 S

22) Lako je uoCiti analogiju izmedju izraza (1.3.23) i izraza za
tenzor napona viskoznog fluida u kKlasicénoj teorlJl (vidi, re-
cimo, [26], str. 233, jednalina (7.2. 18))
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Ako se radi o hgstiéljivom flgidu;:kadg je
S = va,‘.u 8 . LR

tenzor pritisaka ée biti

Najzad, ako u (1l.1l. 5) une semo izraz (1.3. 23) za tenzor pri-

tisaka, dobidemo tenzor energije. relat1v1stlékog viskoznog flulda

T, = gttty + (;m— u .Pﬁ - 2 Gy
£3.
T U u +Rg -4 1434260
Ty= g+ Il g, ~ 4Gy s (13280
gde smo iskoristili (1.3.,13), i uveli oznaku
7a pestisljiv viskozni fluid, kada je fb ;'7L ; ﬁenzor‘
energije de biti. ‘ _
.(1.3.28)

Zﬂ = (pr prU U, + 1., ~ 21 G,




GLAVA II

2.1, Pfafova métoda_

U ovoj, drugoj glavinsvoga rada, painju déemo posvetiti pi— ;
tanju primene_Pféfove metode ﬁ'relativistiékoj mehanici viskoznog
fiuida. | |

Proudavajuéi skalarnu invarijantu u obliku linearne dife-

rencijalne forme | . | |
gb /\’ afx , (e I'f 2,..,n) (2.1.1)
gde su | . : -
/ﬁ L X:: ol &5 oy -il'%)

% ) ey sl 1 .2 n
funkcije nezavisno promenljivih velidina X, Z,...,%, J. F. Pfaf

(J. F. Pfaff) je uveo sistem diferencijalnih jednalina

X |
( 5;{' Jxé‘)dz'é O [‘107: 74,2, ,) . (2:3..2)
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Po naemu sé forma (2.1. 1) nazlva ‘Pfafova forma (ili Pfa-
fov izraz), a sistem dlferen013aln1h jednadina (2.1.2), pridru-
sen formi (2.1.1) - prvi 31etem;Pfafov1h jednadina, ili, kratko, .
Pfafeve jednadine. _ : | : |

~ MoZe da se pokeﬁe Ida forma (2.1.1) i jednadine (2.142)
imaju Sitav niz vaZnih osobina [14].-Na tim osobinama se zasni-
va tazv. Pfafova metoda u mehanlcl. - '

Prvi koji JE, prema [14], formulisao Pfafovu metodu u di-
namici, bio je Viteker (E. T. Whittaker). On je pokazao da aife-
ren013alne jednadine kretanaa materijalnog sistema u kanonskom

obliku mogu da se dobiju kao Pfafove aednaélne prldruzene,forml

b = pudy’ - Hde, a‘=a:.z,...,ln) (2.203)

Zde su ;2?, ?2, ..Q;,%ﬂ generalisane koordinate posmatranog'di—
namilkog sistema, fy sy vy 4., njegovi generalisani impulsi,
f¥ }{(ﬁm,q.) - Hamiltonova funkeija, i t - vreme.

Na osnovu osoblne da transformleanl Pfafov izraz dovodi do
Pfafovin gedna01na koje su ekv1va1entne sa gedna01name koae odgo—
varaju polaznom Pfafovom 1zrazu, on je zatim ukazao na moguénost -
da se problem integraeije'kanonekih jednalina svede na problem
transformacije odgovarajuéeg Pfafovog 1zraza,-§to c¢esto, Znafne=pe—l
Jednostavlguae postupak pri resSavanju raz11c1t1h zadataka mehanlke.

. Primenu Pfafove metode u mehanici dalje je detalano prou— .
cavao A. BlllmOVlC [13] [14] On je pokazao da se Pfafov izraz -

(2.1.3) svodi na izraz za element akelge u Hamlltonovom smlelu.,f

Wdt = (T+U)d,é (27' H)dt _'.(2,1.4)‘

gde je H=7T-U , pri éemu 7  oznaSava kinetifku energiju
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posmatranog materijalnog :sistema, a U rad svih spoljadnjih
sila koje na sistem deluj_u,.pri pomeranju od nekog uwolenog po-—
cetnog noloéaja sistema, do njegovog kraljnjeg poloZaja.

| Pored toga A, B111m0v1c ge pokazao da se Jednaune (2,1.2)

mogu na ‘usatl u obliku

dX aji =0 ’ (- 12,000, m) (2.1.5)

pogodnom zbog toga éfo se iz njega mbgu ﬁeposredno dobiti Pfafo-
ve jednaCine za svaku nezavisno promenljivu velidinu -.Z""I -

Ako se Pfafov izraz u opstem slucaju predstava. pomodéu ‘fe,
vektora N-dimenzionog prostora Z@(a.- 1 2,...,;& si=1,2,.,N)
i ?02,4 skalara Q(g) (b=1 2,..,.32 ). ov1k023) o

. 1 . ' .
¢ Z t(a.) r:"-) +£é; Q{g)di(é)' ¥, s (2.146)

onda na osnovu (2, l 5) svakom vektoru -%( odgovara vektorska ;jé—

a)
dnatina :

GZZ 9@ _'( =4,..)}ér;/—¢',:¢,..,n/) o {2.1.7)

lla)
é?zm)
, 9@

gde 3% ¢inacava delimicéni gradijent Pfafovog ‘izraza (2'.1_.6)
u odnosu na vektor ,g‘ (a) * a svakom skalaru ?(g) - skalarna jed-
nalina | | '

dQ(@) ='§"_' ) {éz'f)..'.}}éq) .. = (2‘:100.)

| 9(& o o

23) Videti [231, str. 202 .



3 Gom

U uvodu smo naveli da je u Beogradu objavljen Eitév niz
radova posvedéenih primeni Pfafove metode u mehanici 1 teorijskoj;
fiziei. U njima su razliditi prob]emi'mdhmniké, kluviéne i kvan— .
tne, zatim astronomije i flzlke, reseni pomoéu te metode.

U ovome radu nas 0113 ¢e dalje biti da izvedemo dlferen—
cijalne jednaline kretanja rélativistickog viskoznog fluida po-
moéu Pfafove metode, i tako prosSirimo njenu oblast primenljivé—

sti i na opStu teoriju reiativnosti.

2,2, Pfafova forma za relativistilki viskozni fluid i njegove dim-
ferencijalne jednacCine kretanja '

Da blsmo ostvarili 0113 koal smo pred sebe’ postav1ll, po—
;matracemo opet v1skozn1 fluld u prostor-vremenu V, s & odnosu na
koordinatni sistem .x koji smo uveli na poletku ovoga rada. =

Podsetimo se da 1stor13u fluida, koji posmatramo kao 315-

tem Sestica CE;

Vﬁ predstavlaagu Jedna01ne
< o L . _

gde su _é prostornl paranmetri, konstantnl duz svetsklh llnlga
Cja ’ a' 4 je sopstveno vreme koje se menga duz svake strusne
linije.

' Prema postupku koji nalaZe Pfafova metoda, prvi korak ka
05uvarengu cilja koji je sada pred nama sastoji se u tome da se
obrazuge element akcije u Hamiltonovom smislu za delié fluidne
sredine, odredaen na jedinicu n;egove mase, u obllku Pfafove for-
me. Postavljajuéi zatim Pfafove jednaline za dobivenu formu, do—_
éi demo do traZenih diferencijalnih jednalina kretanja.

Prl formlranau pomenutog elementa akclae, kao putokaz ée -
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neam posluiiti oblik toga elementa u odgovarajuco] klagiénoj teo-—
rigie | |
Ne ulazeél ovde u pltange kako JE obraZOVan element akeije .

u klasicnoj teorlal, navedimo samo da on ima ob11k24)
! N i :
Q) .':U'_ d&:t _H aﬂt (202:02)
koo k. |

gde su L koordinate neke 8estice u uoCenom delidu fluidne sre-
Lol : :
dine na koji se forma (2.2.2) odnosi, Zf” - kovarijantne koordina-
te brzine te Cestice, ;{E& - Hamiltonova funkecija obrazovana za
posmatrani fluidni delié i izraCunata na jedinicu njegove mase, 1
‘Z‘; - Vreme., .
Po analogiji sa formom (2.2.2), uzminoe za elementlakcije

fluidnog delida u.relativistiBkoj teoriji slededi invarijantni iz-—

'-Qb_:_: u_ dx® - Hds , (2@53)

u kome je &etvorobrzina zauzela mesto vektore brzine iz izraza
(2.2.2), a sopstveno vreme 4 - mesto vremena Z; sa H suo obe-
leZili invarijantni izraz koji odgovara'funkciji -H&ﬁ: iz forme
(2.2.2). | | o

Da dodjemo do oblika za funkciju H , 1 dalje demo kao

putokez koristiti klasidnu teoriju. Po toj je teoriji

H, =7, -U, = f(;. v - L/
?

x2. 2. 22,

24) [16} str. 219, jednadina {38);



wlf] =

. 1 | :
sde je 7;5 =5 Jbrdﬂ* klnetlcka energija posmatranog delida, iz-
ratunata na jedinicu ndegove mase, a L/ - rad svih spolaajnalh

nila koje deluju na uodeni delié — zapremlnsklh i povrsinskih, od-
redjenih na jédinicu mase delica. "

Uzmimo, dakle, zé +{ :

HZdg wufoy , - (22

gde .U oznadava invarijantni -iz.raz-koji odgovara funkciji U,d;. :
W klasidnoj teoriji. | ' |
.'Pri traZenju izraza za ‘UJ vodidemo raduna da u opStoj
teoriji relativnosti nema &ravitacidnih sila. Zbog toga demo po-
xudati da - obrazugemo 1nvar13antne izraze koji bi u prostor-vreme-
au odgovarali samo onlm izrazima koji u k1331cn03 teoriji pred—
stavljaju radove rezultuguce sile mrltlska i rezultante v1skozn1h
sila kojime okolina deluje na uocenl elementarni delié, odredje-
nih na jedinicu mase delida, na pomeranau od nekog uolenog poceu—
nog poloZaja sistema do ngegovog krajnjeg polozaja, ne trazeli-
nikekav izraz ﬁome ‘bi u k1a31cn03 teorlgl odgovarac rad gravita—
cionin sila. .
Da bisme dosli do tih 1nvar11antn1h izraza, koristidemo
onaj isti put koalm smo u nrvom delu rada 1311 kada smo traéili
071k za relativistidki. tenzor v1skoznost1. prvoe éemo ohraZOVatl
trafene izraze u odnosu na sopstveni koordlnatnl sxstem, zanteve—
juéi da .se oni svode na'odgovarajuée kla51cne jzraze u odnosu na |
taj sistém, a zatim ¢ema na osmovu njih potraZiti i op3te izraze,
koji ¢e predstavljati traZene velifine u odnosu na bilo koji ko-
ordinatni sistem u Vg | _
Uvedimo, dakle, u nekom dogadjaju na svetsko] liniji ées-

tice C§ (pri cemu uzimamo da ta Gestica ﬁfipada delidéu ‘fluidne .
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iredine za koji obrazujemo formu (2.2.3)) lokalni ortonormirani
;istem K u odnosu na koji je, kako smo to veé ranije naveli u je-

lnaéinama (1-2.29)’
u‘;'-'-"-uéf-—:o u’?:-u led . <2.235)

ObeleZimo sa &V +trodimenzioni element zapremine posma;
iranog delida, a sa > povriinu koja ga ogranicava. Dalje,; =a
ﬁsg*éemo oznaliti prostorne komponente vektora upravljenog ele-
nenta povrsSine 55 u odnosu na lokalni sistem K.

Onda ¢emo za prostorne komponente ukupne Cetvorosile pri-
tiska kbgom okolina preko :5 - deluje na uoleni elementarnl de-

Lid¢ imati
@ - =,
/V f 716£5 - ¢ {2.2.8)

gde fb , da podsetimo, oznalava sopstveni pritisak fluida; Ce-
tvrta, vremenska komponenta detvorosile pritiska é¢e u odnosu na

sistem X biti jednaka nuli: - 1

W -
Afé,'== O-". o (2.2.7)

Ako se radi o idealnom fluidu;“daklé~o.fluidu ¢iji tenszor

energije prema jednadinama (1.1. 5) i (l.l 7) ima oblik
7;ﬂ = (ffﬁfb)titx * é&ys )

onda se ukupno dejstvo okoline preko povriine S =ne delid koji



will Joe

smo uolili svodi na rezultujuéu Zetvorosilu €ije su prostorne
Yomponente u odnosu na sistem K ﬁate'izrazima (2.2.6). Ako, me=-’
djutim, Uosmatrano viskozni fluid, moramo uzetl u obz1r i ono .
dejstvo_okollne na posmatranl-dellc, koje se javlja usled vigko-
znostl sredine. Uzmimo. odmah da smo silu viskoznosti kojom oko-—
lina deluje preko povr51ne CZS ra2102111 na dve komponente- Je-
dnu u pravcu normale na o ., tj. kolinearnu sa silom nrltls—
ka "ﬁAiE&t’ i drugu koja je upravna. na nju, tangentnu v1squnu
silu. | - | |
Razmatfajmofprvb_samo dejstvo komponente sile yiskoznosti
u ﬁvavcu’novmalel 6£5: 5 kompbnenﬁe koja se "javlja samo onda ka-
da se raal o stisljivom fluidu, kada jJe br21na kubne dilatécije
o (v1a1 Jedn301na (1.3.24)) razllc1ta od nule. Prostorne kom-—
ponente one rezultu;uce cetvor051le v1skoznost1 kOJa se javlja sa=
20 usled stlslglvostl fluida, koja Je dakle posledlca one defor-
maplge Iluldnog delléa pri koaog on ne menja oblik veé samo zapre=:
minu, biéé u odnosu na sistem K ~ | |
() ‘ "
N. / vt dS, fﬂ ‘*dS /3,6015 , (2.2.8)
5 L

a njéna vremenska komponenta ¢e u odnosu na lokalni sistem biti
jednaka nuli: I
(2)

N = 0 . _' : | '(2.2\.?.9)

g!

Prema Jeana01nama (2.2.6), (2.2.T); (2 2.8) 1 (2. 2 9),
ukupna Cetvorosila kojom okolina deluje preko povr51ne ‘5 - na.

uoéeni-delié upravno na povrdinu, imade u odnésu na 51stem K kom=

porniente

=]
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(2) =
NLI:A/&H)_!_ /Vt:‘.a:-:/(jb‘“.a-g‘)::.’,{\sd; =-:/7'L C}_,Siz 3 (2.2.10}

(pri Semu smo iskoristili oznaku (1.3.27), ti. f~ = f '"JLG;):

), | S
Ng, = /Vq,f'v" /\/,2} sl - - (242432)

Iz jednaSina (2.2.10) na osnovu Gausovog stava imamo

—

Jrss s =5

Trema tome, za komponente Setvorosile kojom okolina preko :5 na
wodeni delié dejstvuje u praveu normale na povrsinu. , pritom iz-
radunate na jedinicu mase delida, razume se i dalje u odnosu na

sistem K, imademo

“) _ G4 A o :
Py ‘.:"f:ﬁ Foe P_.U =2 . Bty

Skrenimo paZnju da, prema [12]25), ulozu inercione mase DG
jedinici sopstvene zapremine u rélativistiékoj mehanici idealnog
fluida igra veliCina ¢+ v . U relativistifkoj mehanicl stis] ji-
vog viskoznog fluida, u c¢ijem se teﬁzdru'enErgijezﬁ) svugde umns-—

)

sto pojavljuje #« , tu ulogu de, ofigledno, igrati zbir

i /

25) Videti [12], fusnota 7) na strani 2763, i dalje jednalina
(2.19) na strani 2764. ' :

26) Videti jednalinu (1.3.26) OVOga'rada;



-45-"

gf-ﬁ, . Zbog toga smo upravo tu velidinu, g+—f- , uneli u.ime—_;
nilac izraza (2.2.12). | ' _
Nije tesko pokazati da se (2.2,12) moZe u tenzorskom ob- .

liku napisati na slededéi nalin

fﬁ y A - | i
pa_zzfy Fi:ﬁyp . (2.2.13)

-i..
g

: ;]ﬂ
gde Jje tenzor a definisan Jedna01nom (124 8)

Zaista, iz jednaline (2._.13) imamo da Je u odnosu na sis-

tem K

li

pff 3 4#' P f‘ | -(2..2_.1{;)

odakle odmah dobivamo (2.2,12), ako imamo u vidu da je, s obzirom

na (1.2.8) i (2.2.5),

) ’ | 4(.
I‘D{' =_JC:{, .; po("z o . : (2'2.-1-5)

QCbrazujmo sada, po ugledu na -izraz za rad u klasiénbj'ﬁeo-

riji, slededi invarijantni izraz
ﬁ“’d A 4. pﬁ“ a’x . (2.2.16) .
f+fL y' _ : .

D

Izraz (2.,2.16) moﬁeﬁé uzeti kao relativistifko uopstenje

kil smcnoo poama rada rezultujuce 5118 kojom okollna deluge na po=-

matrani delié upravno na povrsinu koaa &2 ogranilava, sracunate

U)

na jed 1n;cu ‘mase dellca, pri pomeranju sistema i; pocetnog  u
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krajnji -poloZaj.

U vezi sa izrazom (2.2,16) moramo skrenuti paZnju na to da
;e on samo formalan, Naime, nije tesko proveriti racunom da je iz—
rez pod knakom iﬁtégréla,u (2.2;16)'jedﬁak nuli. Zaista, kako je

1.1.3)

~

zbog

2

u.‘@dx&: uddxﬁ (2021117)

P foop i’ = (uPuy 4520 o el =
i . = . 2 /3_
= U, u_?a/:c‘r * fop dal=

_ _fi_;ﬁ-d‘xﬁ P 'f".'_a/a d:c”’: 0 y
pri Cemu smo iskoristili i uslov . (1.1.4) koji zadovoljava Eetvoro-
brzina, .tj. uslov uFLk;z;-i . | |

Medjutim, nede nam smetati to Sto je izraz (2.2.16) jednak
nali, jer je, da bismo postavili Pfafove jednaéine za problenm koji
razmatramo, prema'(2.l.T) potrebﬁd da nadjemo gradijent wdetvoro-
rada™ (2.2.16) u odnosu na vektor X ° , a to je mogude. Dodajmo
jo3 to da je prirodno Hto smo za (2.2,16) dbbili izraz koji je je-
dnalk nuli. Naime, u odnosu na lokalni sistem koji Smo uveli, iz-
raz za wéetvororad" svakako treba da bude jednaX nuli, jer je %o
sokretni koordinatni sistem, koji se pri kretanju fluidne sredine

u V, pomera zajedno sa uolenim delidem. Kako je izraz (2,2.16),
.t

4
(5]

A
-~
me

o

Jutim, skalarni invarijantni izraz, on mora imati istu vrednost
u odnosu na sve dopustive koordinatne sisteme u V, » pa de, dak-

i A ; : o~ S R —— .
le, 1 u odnosu na sistem X biti jednak nuli.
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Nzjzad, ostalo nam je jos da dodjemo do izraza koji bi u
relativistidkoj teoriji trebalo da odgovara klasicnom radu tan-
gentnih viskoznih sila kojima okolina deluje preko povréinelws
na uoceni lelc, tg. sila koje se usled viskoznosti sredine po-
javijuju prilikom one deforma01ge delida pri kojoj on menja sa-—
o oblik, dok mu zapremina ostaje nepromenjana.

Uzmimo i ovog puta da sé-prostdrne komponente u odnosu na
sistem K rezultujuée viskozne Eetvorosilez7?kojom‘ okolina delu-
je ne uodeni delié svode na odgovarajude klasiéne izraze = t]. na

vomponente klasilne rezultujude tangentne viskozne sile:
J 155
5 . v !

a njena Getvrta, vremenska xomponenta, u odnosu na sisten X de

biti jednaka nuli:
L, =8 . - . (2.2.19)
Iz (2.2,18) je na osnovu Gausovog stava

R } J e 'V: %Jci
T, -[apuoids, - [ap5ei
. 5 .

JV . | . T

ema tome, za komPOﬂane re&u]tuguée tanrentne ¢etvorosi—

le viskoznosti, sracunate na gedlnlcv mase uocenog dellca, u od—_

57) Sada se radi samo o onoj viskoznoj Setvorosili koja se pojav—
1juje usled deformhc1we pri kojoj ‘delié menje oblik, bez pro-
mene zaprem;ne. e
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D
IS
|
Do
B
<
A
Y
T
%]
L]
no
o
"o
2
m

{.J.

= 7 | -
P =0 | ._ (2.2420D)

Ucéinilo nam se,verovatno da bi tenzorski izrasz

aﬂ, pﬁ o (2,2:21)

7
g+ T /3
. r G F —
W kome je GSﬂ meSoviti oblik tenzora brzine deformascije (1.2.
25), mogao da objedini izraze koje imamc na'dasnim stranama jed-
rmbina (2.2.20a) i (2.2.200), i da ih preds avlje u odnosu na Hi-

1o koji koordinaitni sistem u Vh .
Da bismo to proverili, napisimo prvo_izraz (2.2.21) u od-

nosu na sistem X

F 7 . '
2t pey o (2.2:22)
T e WA '
! / }/j} I : '
Zu 4 = 4, w obuirom da je [y =0, (2.2,22) se moista wvodi

na nulu, tj. na desnu stranu jednadine (2.2.20b).
t

za L' =& iz (2.2.22) bemo imati

Z,i. ! ot ‘ “f.
2 D e et o 2wty +~’° 7,65
g+p T @ P+ | AR

4

cdakle je, s obzirom nz (2.2.5),



t],

20 /3/5 -’a;‘= ,zfv_ VG:"" i 2M .V{Gfr: . (2.2.23)
£+ - s Sk

" Sada je pcfrebno da nadjemo ne Sia se svodi veli&ina ko-
ja se pojavila u drugom sabirku na desnoj strgni_jednaéiﬂe'
(2.2.23) . | N o B

| o Nupisaéemo zato prvo tenzor brzine deformaci. je (1.2,2511

u mesSovitom obliku

« .1 P uu, +pl v  (2.2.24)
S, = 7 (P %4, ‘ Pﬁ J | ( i
| -
1 notra?iti kovarijantni '1zvod.IV'}LG‘:':",5 -
L 1y 4o p’ o %, 4D <
%G, =2 AATE S L P ACAES R AR AY +4 P o (gu)

ko jednalinu koju smo dobili napisemo u odnosu na. sistem K

) i

??"'&J 3.,.;{;." - ) // e 4 PB" _ <
‘?‘ i — ] 1‘"‘" )v’(viu)-
VJJP-' Qa”uﬂ”tzlp Vo (VprUg) 7 Vﬁpﬁ \—'}’ £ grf® ‘o

1

7.6

of
x o p

N

: /e / . g
o zatim u njoj stavimo da'je A =< =4 , = 4 , imacemo,

s obzirom na (2.2.15),

= Erw.f J /{ 41
G P Gt 2 9 (% 1)
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Zzlje, polazedi od (l.1.4) lako se dobiva da je

vonu"; o. 3 I@(@z@a"}: v, w’”‘fg,ug; PR (?=_2=953
pa ¢e biti
60 4 PR Ul (2
Nejzad, ako kovarijantno diferenciramo po_ Jti ;tenzor
pmﬁ _ u}"u«:+ ga*-xl.
dobidemo
v, P™ = wtg u” + Wgus
U odnosu na sistem K de biti
_%’ Pa“éz" _ uq'c':/{ ua*"_f_ uz""l_‘/r uc&'_ )
/ /

odakle, kada se stavi da je A = o =4 , i uzme u obzir =

# !
Ut =4 (viai (2.2.5)) & v, u¥< 0  (vidi (2.2.25)), sle-

3 (?J;QJ a‘-"
%P =



" e
S

4 T

Sadd se jednalina (2.2.26) mo%e napisati u obliku

7

P 1o ufvou
Gy =g U Gty 3 GG Yy
' z{f : 1
ili, kako je V,U' = Q0 , u obliku
40 4 1 ; of"
VG5 =5 W U, 7 Ty AL
odakle je
4‘ J N ’ . . & 3
v, G = V.U G'J y S (2.2.27)
pri Zemu smo iskoristili (1.2.30).
Iz (2.2.23) i (2.2.27) demo sada imati
20 of o ' _AM o = 28 o © (2.2.28)
e S 2 = - — G 4 + = V;L{ G'!'f i - anhl /
?*F' PL‘ Vr’Gﬂ‘ _?'i'fl- J'G.'.'f 5;_;_7,“ 4‘ t] .

Iz jednaline (2. 2.28), koja pokazuje da se (2.2.,22) za oL'=
=.4' ne svodi na izraz kogl se nalazi na desnoa stranl 3edna01ne
(2.2 20ﬂ), Zaﬁlaucugemo da- VellClﬂu (2.,2.,21) ne mo%emno usvojiti
ka0 tenzorski izraz koji predﬂtavlaa desne strane Jednaulna (2 2.

90z) i (2.2.20b).

Zbog tova sSmo dalae razmisljali ovaxo: nama, U sustlnl, ni-

je neophodno potrebno da jednadine (2.2.20a) i (2.2. 20b) izrazimo
u tenzorskom obliku; dovoljno je da obrazujemo skalarni invari-

oY

511
;

] i '1nraz - uceuvororad" - kome bpi u k1351cmo' teoriji odgova-—
J :

o4}

o rad mangenmnlh ‘viskoznih sila ko;e preko povrs 1nu_.5  ‘deluju
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na ucéeni delié, na njegovom pomeranju od poletnog do krajnjeg

Yaja. Taj izraz bi, na,.osnovu onog S5to sSmo izloZili nsa sira-

SEmo formalan i morao bi da bude jednak nuli; dal

T&
~J )

2

A 9,64 dxt (2.2.29)
f+1« |
: ‘ : : ’ : 2 Gor i .
<1, morzo bi se svesti na izraz koji, do na cinilac ?::E. j W

klasicnoj teoriji nreds+avlga elementarni rad tengentnih viskoz-
nih sila kojima okolina preko 5 na delié deluje.
quazaéemo_sada da skalarni invarijantni izraz

\zﬂ

) e S _
/'D T Pf r ﬁ 0& ) (242.30)

Lo

| ) . ” |
gde smo sa ;jf obeleZili cetvorovektor (2.2.21), zadovoljava

uslove koje.smo naveli. .
Pre svega, kako je zbog (1.1.4)
2

Fi} nf- ﬁ ; ﬁ.i : __
= L -
P°u = (uPu + 80 ) U = -u +uU”=0

. : G o
bide i Px (%

(Q.r.JO) jednaka nuli.

= 0,, &to znadi da je podintegralna funkcija u

Potrazimo sada kako ée 1Agledat1 izraz nod int 910ﬂ u
(2230 u odnosu na sisten x28),
28) O%igledno je da de i taj izraz biti samo formalan, tj. i od de
piti jednek nuli kao %to to ved ranije istakli (jer je di¥ =
= 0). Mi demo ovde, medjutim, traZiti taj izraz koristedi sve

ono 3to smo ranije izveli - jednaline (2.2, 15) (2.2.28);
- 2 nzaborav13a1ucl" pri tome ‘da je 1 dat = g,
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Irhaéemo '

- 20« pe' r: Az - 2(% 5 *
S+ R P:’ Va"‘gﬁ RN P /3 x f+;1 ’D G OIVC
tj.,'kakoajé prema (2.2;15) ;zi =0 .
B | : .
c PJ- f,g dz’ - 2 P \Z.GX: dz* K

£Hp

Ako iskoristimo jednaéinu'(2.2.28),moﬁémo dalje napisati

2 ;oAs g ﬂ;d'<221>
prg,a.e‘ﬁ dx. 5)+sz6 czx. & 777 veG,, zt.

ko je, medjutim, zbog (1.2.28) -

Ou,C = O
o ! 4
bide i u odnosu na sistem K
i.
i | o&’
G, dx* =0

tj. . . .

6‘.',{3, dz¥ + 6'4_,/,- da*'= o0 . (242632Y.
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Prema (1.2.25) je

A (DF o . Do
Gup =5 (P v+ Prou,),

pa je u odnosu na lokalni sistem:

y . a": - ,,'f_
6",; :-/-12::=(P, Zﬂu ,«-'f'_POT \g“u )}

L

s G / B e s e , .
odakle, dajuéi indeksu <l vrednost 4 , i uzimajuci opet u 0D~ .

zir (2.2.15) i (2.2.25), lako dobivamo

Tako je sada iz (2.2.32) -

G, dx‘-o0 .

e

| :
Na osnovu gornje jednaline bide iz (2.2,.31)

/i ’ / / 2 s "y s
2{*_ ﬁ{ v GJ‘, afo = ——/Q.:.— V,Gc} dx* 3
g+ 3 rrTpe S+pn

a to smo i Zeleli da pokaZemo.
Prema tome, invarijantni izraz (2,2,30) zaista moZemo pri=

hvatiti kao izraz koji u relativistickoj teoriji formalno odgova-

s izrazu za rad tangentnih viskoznih sila, srafunatih na jedini-

]

)
[ B}

jega deluje.
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Nejzad, koristeéi izraze (2.2,16) i (2.2.30), obrazovaée-

mo funkci;ju U zco,ja se pojavijuje u (2.2.4) ovako
=4
i

/ P i L) AR Ao x
LJ /fﬂﬂ-PJ _/y+fzp d&‘:

x({

(2424330

o
Postavimo sada Pfafove jednadine koje odgovaraju formi Q

2.3). Prema (2,1.7) demo imati

» e = dx” (2.2.34)
ufvu, g =3¢ =d (u,dx Hels)
zde leva strana predstavlja apsolutn1 dlferenc13a1 vektora U,

i gde smo sa %Qf) oznacili gradlgent Pfafovog izraza @ u od—

nosu na vektor i .
Iz (2.2.34) je dalje

tj., s obzirom na (2.2.4),

p . (2.2.35)
& ‘;Zﬁx _-chi ; B
Ako, najzad, unesemo (2.2;33) W 022635 )y dobidemo
(2.2.36)

Boigy ol B © o BEnB o m
u% o f,l-jq. poafl/’gjL‘?.;.f_ch Z"'G

Jednadine (2.2.36), do kojih smo dosli pri“enJLguCL Pfafo=-
jednacdine strugn;h

vu metodu, predstavlijaju traZene diferencijalne

linija relativistickog stifljivog viskoznog fluida.
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4]

.3. Pfafova forma za idealni relativisticki fluid

ZadrZimo se, na kraju,-na sluéaju idealnog fluida, kada
se zuanemaruje trenje izmedju Cestica fluida pri njihovom relo-
tivnom pomeranju, a tenzor energije, prema (1.1,5) i (1.1.7) ima

oblik

' e VU U I : Lo
RN ST (2.3.1)

Nije tesko zakljuliti da de -funkeija U , koje j
caju viskoznog relativistifkog fluida imala dva clana (vidi
dinu (2.2,33)), sada izgledati ovako

v

» 1 pp « g
U <=l 5% P by da* | (2.3.2)

el

o+

tj. u njoj ¢e ostati samo.onaj izraz koji predsiavlja relativice
ti¢ko ucpStenje klasicnog rada rezultujuée.sile pritiska ko
ckolina deluje na uoCeni delié, izracunaite na jedinicu mase deli-
éa, na pomeranju sistema od poldeinog do krajnjeg poloZaja, dok
ée izraz koji odgovara radu viskoznih siia, razwne se, izostati.
Pfafove jednaline koje odgovaraju formi (2.2.3), oj. jed-

naline

dovede onda do diferencijalnih jednalina strujnih linija relavi-

vistickog idealnog fluida



_ e pl (2.343)
R -

Uzmimo sada da fluidnu sredinu koju posmatramo karakieri-
tisak i sopstvenu

U

L34

e je

jednalina stanja koja vezuje sopstveni pri
tinu, tj. jednalina '

us

[¥ja]

g =2(r) (243.4)

Odavno je poznato (vidi [2],[8]) da je tada mogude odrﬂdl—
%1 metrlku koja je konformna metrici prosnor—vremenw, u odnosu na
“oju ce strujne linije fluida nrcddtmvlwwul QGOdLZlJuke llnlae.'
U tome cilju uvodi se funk013a sopstvenog pritiska
#o
WL ' C
e i
' = (2030-:3)

fip) =emo

koju A. Lihnerovi& nazive indeks fluidaj pomodéu te funkcije jedna-

gine (2.3.3), u kojima Je

liku

mogu da se napisu u ob=.

sada f= P(pr)

| ?
u Hp«.

Y f'

pokazati (8] ga |edna01ne (2 36 6) pfedatawl aju
' metrlcka

(2.3.6)

Nije tesko
dednaé're gecdezijskih linija rimanske metrike 0133 je

forma F odx edaena jednacinonm
:. r'z!r;__ : | N
=%, = - (2.3.7)



~58-

de smo . sa [ oznadili metricku formu prostor-vremenas [ =4, “"

Uvedimo sada, onako kako to &ini A. Lihunerovid {8], pomoin

funkeije (2.3.9%), vektor

poznat pod imenom vektora tol (iliﬂpseudobrzine), i definisimo

u odnosu na metriku F _ve}c‘zor ( ovako

C ‘=5 T " (2.3.9)
< - - %y

[4
loZe se pokazati da vektior C predstavlje jedinicni vel-

P

tor u pro ostoru uvedenon. jednadinom ~ (2.3.7) , i da se pomodu togza

“\
(48]
=
ct
(@]
=
o

1
[}

énadina (243.3) moie_napis t1 u obliku

e
- LV Qa =0 (2.3.10
; = \7 Voo B R S s e -
isde smo oo ) oznadili operator kovarijantnog diferencilranja
oA — N

U odnosu na metrilu | o, LTI C SZ:QA , koji stoji na levej

strani dobivene jednaline, predstavlja apsolutni izvod jedinilnog

véktora C , tangentnog na Suruafn linije, u odnosu na uvedenu
=4 .
metriku., To znaci da su (2.3,10) jednaéine geodezijekih linijs

orostora &ija je metrifka forma odre djena izrazom (2,3.7).
0

avel

o
<
@]
0
ct
o
[4)]
i3
(o]
i..l -
]
}_._J
Q
i
=
e
I_l
8]

3.4) mogao i jednostavnije obrazovati, ako tekav fluid posmatra-

mo u prostoruw ¢ija: je metrika f; u kome niegove stru
¥ J . » J .

1

&
nije predstavijaju geodezijske *1n1ﬂe. Naime, bas kao 3to, kada



s . ;

posmatrali u odnosu ra metrilu

funkeije (2.3.2) nismo

i odgovarao rad gravitaclonih

il
posmatramo u odnesu na metriku uvedenu 36&3001n01

o)
(%]
(@]

osmatramo kao kretanje

[N
n‘

fea: TIH

Y

) ‘= u kojoj kretanje Cest a

-

ciji - ne treba da traZimo izraz

).J
o
(8]
H

koji predstavlja relativi~

rad rezultujuée sile pritiska, jer je nova me

{ =

nrlsugtvom sila pritiske i tako odredjena da

fluida u odnosu na nju moZemo poumatratl ka

kxretanje Sestica rasprasSene sredinezg)
Razume se, pri posmatranju fluidne sredine u OQanu na me-—.

’_n
I~ ?

Obrazujmo, dakle,. za posmatranu 1aealnu fluidnu sredinu

triku ulogu vektora ceuVQrobr21ne preuzece vektor (2 369)

-

Pfaftov izraz ovako

‘.' /" dﬁ&{ £ - X
! = Nt . o (gajgll}
1 ok
Prema (2.1.2) Pfafove jednaline koje odgovaraju Tormi
(2.3.11) ée biti
{gx“ k) X2 0 (243012)

29) Termin wraspraSena. srelina" koristimo za-onu materijalnu sre-

dinu koju A. Lihnerovié naziva armatidre .pure", a k ojoj odgo-

vars tenzor energiie T.,= fU U,
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3

{5

o

simbola druge vrste u odnosu na donje indekse

Jx%  dxh % 7o 22

‘ednaline (2.3,12) se mogu napisati u obliku

oo R
%G, %@)4

odakle, posle deljenja sa . ds , dobivamo

o -
(¢~ ZC)u"=0 .
Najzad, unoSenjem izraza (2.3.8) za vektor Cd

gine (2.3.13), lako dolazimo do jednalina

E 0
wloiy DA e
e

#
IS

-

koje su identilne sa jednadinama (2.3.6), te prems tome

ljaju diferencijalne jednadine strujnih 1in i3 3a

o

alnog
koji vaZi jednalina stanja \?=’f€ﬂ)'

Ova

€.

rezultau, koji smo dobili za 1acalnu fluidnu

koju karakterile jednadina stanja (2.3,4), mo¥e se nrofiriti. N

= ; Y
Za Sval d

w onu materijalnu sredinu za. koju je moguce

PN O |

‘ako je, medjutim, s obzirom ns 51metr11u Kristofelovih

rimansku metriku u odnosu ns koju svetske ‘linije Cestica materi-

A

e predstavljaju ‘geodezi jske linijeﬁo),'moguée je, pomodu

30) :anvu materijalnu sredinu Lihnerovié nazivsa nolonomna

vekio—

0
=

,_
i
2]



B

ra uvedenog slitno vektoru toka (2.3.8), Pfafov izraz postaviil

o pomodéu toga vektora, ne traZedi nikakav izraz kome bi u kla-

&)
i

Yo

.
il

45}
|4
¢
heh
O
1

w

oriji odgovarala funkecija Lj“ .

Ne bi bilo teZko, sada, potraZiti uslove koje treba da is-

w

punjava tenzor viskoznosti (1.3,22); da bi se ‘i za relativisticki:
vigkozni fiuid, koji smo u ovome raéu posmatrali, Pfafova forma
mogle obrazovati na takav nalin. '

Medjutim, ovde to pitanje nedemo reSavati; ono se svodi na
sraZenjeée uslova pod kojima viskozni fluid predstavlja holonomnu |
materijalnu sredinu, te zahteva posebnu paZanju, koja bi nas isu-
viSe udaljila od onbga to je u ovome radu bio nas osnovni c¢ilj.

s
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