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UVOD 

Relativisti6ka hidromehanika je po6ela da se razvija 1914. 

godine; kada je Ajatajn [1] formulisao izraz za tenzor energije 

relativisti6kog idealnog fluida i izveo njegove diferencijalne 

dna6ine kretanja,•ograni6iv6i se pri tome na adijabatska struja-

nja, kada za fluid vazi karakteristi6na jedna6ina koja vezuje pri- 

tisak i gustinu. 
Jednaine kretanja takvog fluida ispitivao je 1924. godine 

Ajzenhart (Eisenhart) [2]. On je pokaZao da je, .kada se radio adj.• 

jabatskom strujanju idealnog fluida, mogu6e prona6i. metriku kola 

je konformna metrici'prostor-vremena, u odnosu na koju strujne:ii-

nije fluida predstavljaju geodezijske linije. Pri tome je utvrdio 

i oblik skalarne funkcije pomo6u koje se pomenuta konformna metri- 

ka uvodi 

To su, medjutim, bili samo pojedina6ni, iako veoma zna6aj-. 

ni rezultati iz oblasti relativisti6ke mehanike fluida. 

Tek 1937. godine pojavljuje se•prvi rad.koji sistematski.iz-

laZe relativisti6ku teoriju-idealnog•fluidapo uzoru na odgovaraju, 

 6u klasi6nu teoriju. To je ops6irni Singov.( . L. Synge) rad nRela-r 

tivisti6ka hidrodinamika" [3]. U njemu actor pre svega izlaze ono 

to je do tada o relativisti6kom idealnom fluidu bilo poznato, Tret7 

postavljajuoi kao i njegovi prethodnici da za fluid van.. karakteri- 
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stiena jodnacina koja vezuje sopotveni pritioak i sopstvenu'guSti-

nu. on prihvata od Ajzenharta skalarnu funkciju pomo6u koje se 

. strujne linije idealnogfluida preslikavaju na geodezijske linije 

jednog prostora oija je metrika konformna metrici prostor-vremena, 

i pomoCu nje uvodi svoju funkciju; tzv. funkciju-indeksl ) , koja u 

relativistiCkoj hidrodinamici igra veoma vaInu ulogu. 

Pored toga, Sing je u• svome radu uveo i 6itav niz novih 

pojmova: definisao je kinemati6ku i'dinami6ku cirkulaciju, uveo 

pojam.kinemati6kog i dinamiekog tenzora vrtlolenja, kinemati6kog 

dinamiCkog vektor-vrtloga, i definisao je i ispitivao bezvrtloZno 

strujanje. Izvestan broj definicija iz ()yoga' rada je docnije pre-

trpeo izmene, pa se 6ak neki pojmovi definisani u njemu i ne pomi- 
. 

nju u docnijim radovima, kako Singovim tako i ostalih autora, jer 
uu pokazalo da 110 predutavijaju 	relativiutiaa uop6tonja 

odgovarajuaih klasi6nih pojmova: Tako, recimo, udanaSnjiM rado-

vima ne molemo najoi . na Singovu kinemati6ku'cirkulaciju; kao iz-

raz koji predstavlja relativistieko uopftenje klasi6nog pojma cir-

kulacije vektora brzine prihvadena je samo njegova dinami6ka cir-

kulacija, pod imenom cirkulacije vektora toka. Ipak, ovaj Singov 

rad predstavlja zna6ajan doprinos razvoju relativisti6ke teorije 

fluida, buduai da je posluZio kao osnovica na kojoj su docniji au- 

tori, ukljusoujuOi i samoga Singa4 gradili dalje to teoriju. 

1) Funkcija-indeks koju Sing uvodi, i koju tako naziva zbog njene 

analogije sa klasi6nim indeksom prelamanja.date transparentne 

sredine, ne razlikuje se bitno od pomenute AjzenhartoVe funkci
- • 

je: samo iz formalnih razloga, umesto da koristi . Ajzenhartovu 
funkciju qq= 
	 

f t.   41i1.. 
(gde je ft/ sopstveni pritisak:fluida, a S leNtil- 

njegova sopstvena gustina), Sing kao funkciju-indeks defini..6e 

(f,)=exp(A(p4). U svojim radovima Lihnerovi6 prihvata Singovu 

funkciju i naziva je indeks fluida. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



-3_ 

Posle izvesne praznine u literaturi koju je doneo drugi sve-. 

tski rat, krajem 6etrdesetih, a zatim.pedesetih i 6ezdesetih godi-

na, pojavljuje se atav niz.veoma zna6ajnih radova iz ove oblasti. 

PomenuCemo; pre svega, Taubove. (A. H. Taub) radove [4],[5] i [6] 

Koristeei Ekartove (C. Eckart) [7] ideje.o relativisti6koj -termo-

dinamici koje prenosi iz specijalne u .op6tu teoriju relativnosti, 

Taub se ne ogranieava na adijabatska i izotermi6ka strujanja, pri 

kojima za fluid vaZi karakteristi6na jednaina kCja vezuje sopstve- 

ni 

 

 pritisak i sopstvenu gustinu, veo posmatra opgiti slu6aj, kada 

su dve termodinamifte Veli6ine nezavisno 'promenllive. U svojim ra- ___ 	. _ 
doVima on, izmedju ostalog, fotmulibe i jedan nov oblik tenzora 

energije relativisti6kog idealnog fluida. To je oblik u kome se 

unutra-6nja energija pojaVljuje eksplicitno, aokoji je.veoma pogo-

dan za rad kada uz diferencijalne jedna6ine kretanja• fluida . i uz 

jedna_inu kohtinuiteta treba, pored .karakteristione jednaane, ko-

ristiti i druge termodinami6ke veze. 

Uporedo sa Taubovim radovima, u literaturi iz toga perioda 

nailazimo na niz radova A. LihneroviOa. (A. Lichnerowilpz) [8],[93 

i njegovih u6enika. U njima autori uzimaju u obzir pojave provo-

djenja toplote i elektriciteta kroz idealnu fluidnu sredinu, a ta-

kodje posmatraju naelektrisani iii namagnetisani idealni fluid.. 

Tenzor energije koji nalazimo u.njihovim radovima dopunjen je 61a-

novima koji se odnose na pojave koje smo pomenuli. Veoma znaajno 

mesto u tim radovima zauzima i Kogijey problem_koji,se postavlja i 

ispituje u razli6itim slu6ajevima_materijalnih.sredina. 

Najzad, A. Lihnerovic je prvi koji . je u relativisti6koj te-

oriji uzeo u obzir unutra6nje trenje, koje postoji izmedju 6estica 

fluida pri njihovom relativnom pomeranju. Po6to je postavio izraz 

za tenzor energije relativistiekog viskoznog,fluida, on je, pola7 

zea oduslova konzervativnosti toga tenzora, izveo i'diferenci-

jalne jednaane kretanja takve .  materijalne sredine i.ispitivao nje- 
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no bezvrtloZno strujanje. 

Relativistieki viskozni fluid koji je uz to i naelektrisan . 

 Prou6avao je u svojoj studiji [10] Pion (G. Pichon). Tenzor vis-

koznosti koji nalazimo u njegovom radu ne poklapa se sa izrazom 

koji za taj tenzor daje Lihnerovie. U odeljku 1.1 ovoga rada go-

vorieemo detaljnije o tome zbog 6ega te izrazi za tenzor viskoz- 

nosti kod dvojice pomenutih autora razlikuju. 

Primena varijacionih principa u relativistiekoj mehanici 

fluida takodje je razmatrana od nekoliko autora o ko.jima smo ovde 

govorili. Koliko nam je poznato, ve6 pomenuti Ajzenhartov rad [2] 

je prvi rad u kome su diferencijalne jedna6ine kretanja relativi-

stiekog idealnog fluida za koji vaIi adijabatska jednanna prope-

ne staftja izvedene primenom jednog varijacionog principa. Potpunu. 

formalnu analogiju toga principa sa Fermaovim principom geometrij-

ske optike istakao je u svome radu [3] Sing. 

Godine 1954. je Taub [11] formulisao varijacioni princip 

koji dovodi do jedna6ina polja opfte relativnosti i do jednanna 

kretanja relativistincog idealnog fluida. Najzad, jedan interesan7 

tan prilaz tome pitanju razmatrao je 1970. godine Bernard Suc (Be-

rnard G. Schutz, Jr.) [12] v drle6i se i dalje granica idealnog 

fluida. 

Iz ovog kratkog istorijskOg prikaza razvoja relativistieke 

hidromehanike mote se zapaziti da.je u literaturi uglavnom prow:- 

eavan relativistieki.idealni fluid; dok upadljivo mali broj rado-

va uzima u - obzir pojavu viskozhosti. Osim dva rada, koje smo ovde 

citirali, u 6itavoj relativisti6koj:literaturi koja nam je bila • 

'dostupna nismo naigli ni na jedan drugi rad u kome se razmatra unu-

tragnje trenje izmedju 6estica . fluida pri njihovom relativnom po-

meranju. Pri tome se, kao gto smo Ve64stakli, izrazi za tenzor vi-

skoznosti u dva pomenuta rada razlikuju, 	izvodjenju jedna6i- 

,•a kretanja posmatrane sredine autori polaze od uslova konzervativ- 
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nosti tenzora energije, to zna6i da koriste put kojiAe u rela- .  

tivisti6koj teoriji fluida uobi6ajen.. 

U ovome radu eemo posmatrati relativistieki viskozni flu- . 

 id, sa ciljem da pri izvodjenju diferencijalnih jednaeina kreta-

nja takve materijalne sredine primenimo tzv. Pfafovu metodu. 

Primeni Pfafove metode u mehanici i teorijskoj fizici po-. 

ove6en je veliki broj radova objavljenih u Beogradu krajem•eetr-

desetih i pedesetih.godina. 

Ovde 6emo pomenuti pre svega radove A. Bilimovi6a [133 i 

[143. Baveoi se pitanjem utvrdjivanja fenomenolOgke osnove za 

Pfafovu metodu, on je u svojoj monografiji [14] f.ormulisao jedan 

op'Sti fenomenolaki diferencijalni'princip: Taj princip analizi- 
. ra stanje posmatranog sistema i uzroke koji izazivaju promenu to- 

ga stanja, i na osnovu to analize sastavija jedan matemati6ki iz-

raz u obliku Pfafove forme, iz koga se dobivaju diferencijalne je7 

dna6ine kretanja sistema kao Pfafove jedna6ine. On'je zatim pri-

menio Pfafovu metodu na niz problema teorijske mehanike, nebeske 
• 

mehanike i geometrijske optike . C14]. 

Pri izvodjenju diferencijalnih jedna6ina kretanja krutog 

Lela, zatim osnovnih diferencijalnih jednaeina hidrodinamike i me-

hanike elasti6nih tela, ovu metodu je koristio T..Andjelie [153, 

[16], [173. Time je on ukazao na op6tu primenljivost Pfafove me- . 

 tole u dinamici kako krutih tela, tako i deformabilnih sredina.. 

Najzad, u svome radu [18] Dj.. Niu6icki je pokazao da se Pfa-

fova metoda mote koristiti i u teorijskoj fizici. On je izvr6io . 

generalizaciju Pfafovog izraza i Pfafovih jedna6ina, dokazao Aa i 

za takav Pfafov izraz i jedna6ine vane sli6ne osobirie kao i za 

.6an 'Pfafov izraz 	jednaCine, a.zatim tako generalisana Pfafovu 

todu primenio u razli6itimoblastima teorijske fizike - termodina- .  

mici, elektromagnetizmu i'kvantnoj mehanici. . 
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Ovaj rad smo podelili na dve glave. 

U prvoj glavi nam je bio cilj da dodjemo do oblika za ten-

zor energije relativistiOkog viskoznog fluida. Po!ho .smo u prvom 

odeljku objasnili 6ta•nas je navelo da se na tome pitanju, kojc 

je u literaturi ve6 re6avano, ipak zadrZimo, u drugom odeljku ras-

pravljamo koji oblik tenzora brzine deformacije i tenzora vrtlole-

nja treba usvojiti u relativistiftoj teoriji. Pri tome smo kao os- 

novicu u na s6im razmatranjima uzeli Zahtev da rezultati do kojih 

dolazimo moraju biti u skiadu sa postojedom Bornovom definicijom 

krutosti u opkoj teoriji relativnosti, a takodje i u skiadu sa 

rezultatima rada [193 o vrstama kretanja Bornovog relativisti6ki 

krutog tela. 

U posiednjem, tre6em odeljku prve glave, dolazimo do rela-

tivistiOkog tenzora.viskoznosti polaze6i od zahteva da se njegove 

prostorne komponente u odnosu na sopstveni koordinatni sistem svo- . 

 de na komponente odgovaraju6eg klasiOnog tenzora, dok mu ostale 

komponente u odnOsu na taj sistem moraju biti .jednake null. 

Osnovnom pitanju koje u ovom radu razmatramo pitanju pri-

mene Pfafove metode u relativistiOkoj mehanici fluida - posve6ena . 

 je druga glava rada. 

Posle kratkog izlaganja o tome kako je nastala tzv. Pfafo-

va metoda u mehanici, i 6ta predstavlja njenu sadrZinu, u drugom, 

centralnom odeljku toga dela rada postavlja se izraz za Pfafovu 

formu koja odgovara posmatranom materijalnom sistemu. Iz toga iz-

raza 	zatim, pOstupkbm koji Pfafova metoda nalaZe, izvode dife- 

rencijalne jednaOine kretanja relativi.stiOkog viskoznog fluida. 

Dobivene jednaOine, c,je predstavljaju relativistiOko uop6tenje 

Navije-Stoksovih jedna6ina . klasjOne hidrodinamike, razlikuju se od. 

odgovaraju6ih jednaina do . kojih jedo6ao Lihnerovi6 [83; to je 

razumljivo ako se ima u vidu da se tenzor viskoznosti koji je 

formulisac ne poklapa sa izrazom koji 'sm.() u ovom radu za taj ten- 
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zor 

U tre6em, poslednjem odeljku druge glave, ogranioili smo se 

na slaaj relativistiftog idealnog fluida za koji van adijabatska • 

jedna6ina promene stanja. Pokazali smo da se u tome slu6aju Pfafov 

izraz za deli6 fluidne sredine mote obrazovati na veoma jednosta-

van naCin, bez potreba da se trai relativisti6ko uop6tenje za.kla-

si6ni izraz koji predstavlja rad rezultuju6e sile pritiska kojom. 

okolina na uoceni delic deluje, prilikom njegovog pomeranja. od po-

6etnog do krajnjeg polo2aja. Pri tome fluidnu sredinu moramo po-

smatrati u prottoru 6ija je.metrika konformna metrici prostor-vre-

mena, a koja se uvodi pomo6u indeksa fluida tako. da strujne linije'. 

fluida predstavljaju geodezijske linije toga prostora. 

Najzad, zakljusaujemo da bi sa taj.rezultat pod izvesnim us-

lovima mogao primeniti i u slu6aju ralativisti6kog . viskoznog flu- 

ida. 
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GLAVA 

1.1. Uvodna razmatranja 

Relativisti6ki fluid posmatramo u 6etvorddimenzionom riman-

skom prostoru indefinitne metrike - prostor-Vremenu V, . ObeleH6e-

mo sa .x' 2)  proizvoljni koordinatni sistem koji prostor Vy  dopu6-; 

ta, sa qar,  koordinate osnovnog metri6kog tenzora u odnosu na sis-o 
tem .,c, °` 	uze6emo da se u odnosu na lokalne . pseudoeuklidske koor- 

dinate glal3  svodi.na dijagonalni oblik 

4 0 o 
o 1  0  .0 
O o 4 0 
O o 0 -1 

'4,/ f3  3) tako da je signatura osnovne metri seke forme Q (A A  z ,Az 	pozi7  
OW3 

tivna. 	 .. 

Ako fluid (ili uopfte materijalni kontinuurn) posmatramo kao 

sistem 6estica C,i,(gde smo sa 	ozna6ili prostorne parametre, ve- 

2) Slova gr6ke azbuke eemo koristiti za indekse koji uzimaju Vre&- 
nosti 1,2,3,4; indekse koji idu od 1 do 3 eemo Obele'2avati la-
tinskim slovima. 

3) Koristimo Ajn6tajnovu konvenciju o sabiranju. 
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zane za odredjenu 6estiou sisteina), onda istoriju posmatrane sre7  

dine u prostor-vremenu predstavlja kongruencija svetskih linija 

C AL. Ove svetske linije - ili jedna6ine kretanja 6estica C 	u • 

odnosu na sistem X. 	molemo napisati kao 

(1.1.2 ) 

gde smo kao parametar vremenskog tipa odabrali sopstveno vreme duZ' 

svetske linije 6estice Csz,, koje smo ozna6ili sa 44,( . Taj paraMe7 

tar, za razliku od prostornih parametara ,0 menja se duZ svake 

linije . 'cledna6ine (1.1.2) molemo protuma6iti i kao transforma-

ciju kojom se prelazi od koordinata P1 6 ,.koje po analogiji sa . 

odgovarajuoim klasi6nim nazivom molemo zvati LagranZeve koordina- . 

 te, na koordinate koje 6emo nazvati Ojlerovim koordinatama. 

Pritom pretpostavljamo da je jakobijan to transformacije razli6it 

od nule, sto zna6i da ona dopugta inverznu transformaciju. 
Kako su (1.1.2) linije vremenskog .  tipa, jer brzina6estica 

ne mole dosti6i brzinu svetlosti, niti mote biti ve6a od nje . s ob-

zirom na odabranu signaturu 6e o6igiedno biti • 

-gcv, cZz''cIx'3 

tako da . 6etvorobrzina l  vektor 

c, de".  
=  

afr) 
(1.1.3) .  

zadovoljava uslov 

(1.1.4) 
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1?rvi korak koji treba uciniti u relativistiCkoj mehanici • 

 fluida 13astoji se U tome da se obrazuje izraz za tenzor energije 

posmatrane sredine. To je simetrieni tenzor koji sadr2i elanove 

koji odgbvaraju razli6itim vrstama energije sredine. 

Odavno je poznato da se tenzor energije za proizvb24nu -flu-- 

 idnu sredinu koja nije naelektrisana, i u kojoj se pojave provo-

djenja toplote i elektriciteta zanemaruju, mote napisati u ob1i- 

ku ) 

T 	f t4/3 — 6
04,3 9 (1.1.5) 

gde J  o 	predstavlja sopstvenu gustinu fluida, a 6c0  je tenzor. 
. 

sopstvenih pritisaka, kroz koji dolazi do izra4ja naponsko sta-

nje koje vlada u fluidu, i koji zadovoljava.uslov 

(1.1.6) 

Za idealni fluid tenzor pritisaka ima oblik 5)  

Sd~ = tz, uo,u./3  f. 04,3 
	 (1.1.7) 

gde je ft/ 	sopstveni pritisak fluida. 

Moramo naglasiti da smo se'ovde opredelili za takve fiziekeH. 

jedinice pri kojima je brzina svetlosti• 4 .Sednaka jedinici. Da 

to nije slu6aj u jednaftni (1.1.7) bi se, umesto 	, Aalazio 

koli6nik . 
/C 2' 

4) Videti, recimo, [20], str. 154, jednaina (4.78). 

5) Videti opet £20], str. 155, jednaeina (4.84). 
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Ako.se radi o viskoznomfluidu, dakle ako se pretljostavlja 

La postoji trenje izmedju 6estica fluida pri njihovorn relativnom 

pomeranju, onda se, bag kao u klasiZnoj teoriji, tenzoru pritisa-

41. C.. 
za idealni fluid, tj. izrazu na desnoj strani jedna seine (1.1. 

7) •  superponira jog jedan tenzor, koji 	u -relativisti6koj teori- 

ji zovemo tenzor viskoznoSti
6)

. 

Koliko je nama poznato, u literaturi postoje dva razliftta 

izraza za relativisti6ki tenzor viskoznosti. Jedan izraz je, jog 

1955 godine, predloZio A. Lihnerovi6.0 svojoj monografiji 118], a 

na drugi nailazimo u radu Pigona [10], objavljenom deset godina 

docnije. 
Izrazi za tenzor viskoznosti kod ova dva autora se razliku-. 

ju zbog toga 'gto oni polaze od razli6itih oblika tenzora brzine • 

deformacije kontinualne sredine, preko koga se, kao i u klasi6noj 

toriji, izraZava tenzor .  viskoznosti. 

U Zeljida dodje do:tenzora koji bi u relativisti6koS teo-

riji odgovarao klasi6nom pojmu tenzora'brzine deformacije nepre-

kidne sredine, A. Lihnerovi6 koristi onaj isti put kojim je, sle-! 

deei Ajzenharta [2] i Singa [3], igao proU6avajua idealni fluid: 

po1o6u funkcije koju naziva'indeks fluidal ) on na odredjeni nacin 

uvodi rnetriku koja:je :konformna metrici prostor-vremena% i defini 

1;e vektor toka (ili pseudobrzinu) kao vektor Ca= fU04 , gde f oz-

na6ava indeks fluida. Zatim povezuje-taj vektor'sa jednirn vekto., 

rom definisanim u odnosu na uvedenu metriku,-jediti6nog intenzi- 

6) Videti [8], str. 95, jednaeina 

7) Kao indeks viskoznog.relativisti6kog fluida A. Lihnerovi6. zadr-
Zava onu istu funkciju koja kod njega predstavlja indeks ideal- 

- 
nefluidnesreclineq=exq'tgde je f-,11 (11.). Prema tonne, on 

• 

	 of 

Dosmatra samo . onu fluidnu sredinu koju karakterige jedna6ina. 
stanja koja vezuje sopstveni pritiSak . i•sopstvenu gustinu. 
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teta u toj 	 i posmatra neprekidnu sredinu ( kod njega je 

to prvo idealni, a zatim . i viskozni 	u odnosu na uvedenu. 

metriku. Ne moemo se 'ovde detaljnije zadravati na teoriji koju 

Lihnerovi6 razvija, ali 6emo naglasiti da u toj .  teoriji vektor 

toka igra veoma va'2nu ulogu: iz izrazu . koji predstavlja relativi-

stieko uopstenje klasicne cirkulacijevektora brzine po zatvore- 

noj krivoj u strujnom prostoru, zatim u izrazu za relativisti6ki 

tenzor vrtlonosti, umesto 6etvorobrzine., koju bismo mogli °see-

kivati na mestu na kome se u odgovarajuaim klasi6nim izrazima na-

lazi brzina, nailazimo na vektor toka..Najzad i u tenzoru brzi-- 

ne defOrmaeije koji definige A. Lihnerovi6 (a koji se i po obli-

ku razlikuje od odgovaraju6eg klasiOnog tenzora), takodje umesto 

Oetvorobrzine nalazimo vektor toka. 

U svome radu [10] G. Pi6on, ne navode6i pri tome nikakvu 

literature, prihvata kao relativistiOki tenzor brzine deformao::.- 

je tenzor koji se po obliku ne razlikuje od klasiCnog oblika to-

ga tenzOra, sa Oetvorobrzinom na mestu na kome se u klasienoj te-

oriji nalazi vektor brzine. U slede6em odeljku ovoga rada, u ko-

me 6emo opgirnije govoriti o tenzoru brzine deformacije nepre-

kidne sredine, izlai6emo i razloge zbog kojih smatramo da je.ta-

kav oblik toga tenzora te§ko prihvatiti.. 

Najzad, navedimo jo6 da kod Singa [20] nailazimo na izraz 

za tenzor brzine deformacije koji se razlikuje od dva prethodno 

pomenuta izraza. Naoin izvodjenja koji je Sing koristio da bi do-

gao uo toga tenzora 8)  je onaj isti koji nalazimo kod Lihneroviea; 

razlika je samo u tome gto Sing neprekidnu sredinu posmatra u od-

nosu na metriku prostor-vremena, a Lihnerovi6, kao gto smo ve6 

istal:li, u odnosu .na metriku uvedenu pomau indeksa fluff da , ken-7  

8) Na kraju slede6eg odeljka ovoga rada ukratko 6emo objasniti-ko-
jim p11:;cm je Sing do6ao do svoga izraza za tenzor brzine defer-
:nacijc noprekidne sredine.. 
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`'or :nu metrici prostora 	Njihovi izrazi istog oblika (ko- 

ii se razlikuje od klasiOnog oblika toga tenzora), samo gto je 

kod Singa 6etvorobrzina zauzela mesto .vektora toka iz izraza 

J -  
daje A. LihneroviO. 

1e6emo ovde opnrnije izlagati ono gto postoji u radovima 

autora koje smo citirali. Zeleli smo samo da istaknemo da se da-

nas jog uvek raspravija 0 tome koji oblik tenzora brzine deforma-

cije treba usvojiti u relativistiOkoj teoriji, i da se u radovi-

ma ravnOpravno mogu sresti Singov - kinemati6ki, i Lihnerovi6ev 

dinami6ki tenzor brzine deformacije neprekidne sredine, kao dva. 

osnovna oblika toga tenzora 9) . Tenzor brzine deformacije iz Pigo-• 

novog rada [10], o kome smo ovde govorili, predstavlja samo jed-

nu manje uspelu varijantu odgovaraju6eg Singovog tenzora 

U slede6em odeljku .6emo izlonti svoja razmatranja koja su 

nas, nezavisnood autora•koje smo pomenuli i od onoga gto smo u . 

literaturi o tome mogli da nadjemo, dovela izmedju ostalog do je-

dnog dvostruko kovarijantnog tenzora . za koji smatramo da predsta-

vlja najpogodnije relativisti6ko uopgtenje klasi6nog pojma .tenzo- - 

 ra brzine deformacije neprekidne sredine. Taj tenzor sep .kako  ce- 

• 
Qvde smo uveli naziVe itkinematiOki", odnosno ndinamiOki" ten-
zor brzine deformacije ugledaju6i se na Singovu terminologiju 

u radu 	kada .govori o relativistiOkom uopgtenju klasi6nog: 
 pojma cirkulacije vektora brzine,•Sing razlikuje kinematiOku 

cirkulaciju,. koju defini.ge pomo6u Oetvorobrzine kao 	i 

dinaminu cirkulaciju izraz u kome je vektor toka zamenio 
Oetvorobrzinu iz prethodnom integralu : f C~tZ . U istom radu on 

takodje govori o kinematiOkom i dinami6kom tenzoru vrtloIenja 
- pri Oomu se pr vi izraIava Dreko 6etvorobrzine, a drugi'po7 • 
mo6u vektoratoka. Kod ostalih.autOra, pa i kod samog Singa u . 

 njegovim docnijim radovima,.ne nailazimo vide na ovo dVojstvo 
pri definisanju pojedinih pojmoVa. U tim radovima, kada se go- 

vori 	relativisti6koj 	
. 	

o relativisti6kom•ten- 
zoru Vrtio'2enja,. obiOno se misli na one izraze za to pojmove 
u kojima figurige ve'ktor toka. 

a ) 
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mo videti, ne razlikuje od Singovog tenzora brzine deformacije, 

ali razmigljanje i raOun koji su . nas doveli do takvog izraza za 

traZeni tenzor potpuno se razlikuju.od onoga gto postoji u nje-

gOvim radovima. 

Skrenudemo paZnjupmedjutim, da postoji sliOnost u nagim 

tazmatranjima sa izlaganjem u radu Elersa (Ehlers) t21]. Zbog 

onoga u 6emu se to razmatranja.razlikuju, a §to je najvi6e i uti-

calo de: u svome radu usvojimoupravo Singov oblik tenzora brzine 

deformacije, izloHeemo ih detaljno u slede6em odeljku. 

Najzad v dodajmo.da nas je usvajanje takvog oblika tenzora 

brzine deformacije dovelo do tenzora viskoznosti koji se razliku- 

je od LihneroviOevog oblika toga terizora, a poklapa se sa tenzo-
. 	• 

rom iz Pigonovog rada[ 10]. Moe da j..zgleda Zudno na prvi pogled 

gto se tenzor Viskoznotti do koga demo dodi ne razlikuje od Pi So= 
novog oblika toga: tenzora, kada . Znamo da tenzor brzine deformaci-

je u njegovom radu nije onaj koji mi koristimo. Objagnjenje za to 

je, medjutim, jednostavno: svoj tenzor viskoznosti.ngon ne izra-

Zava preko zamog tenzora brzine deformacije - kao gto to Lihnero-

vi6 nalaZe, i kao gto mi einimo - negO preko tenzora koji on na-

ziva nprostorna komponenta tenzora.deformacije", a koji, ustvari, 

nije nigta drugo nego tenzor brzine deformacije Singovog oblika, 

koji smo i mi u svome radu usvojili. 

1.2. Tenzor brzine deformacije i.tenzor vrtloalnja hebrekidne sre-
dine u relativistiekoj teoriji  

Posmatra6emo sistem Oestica C G S koji predstavlja  mater 1- 

ni kontinuum i Oiju istoriju u odnosu na uvedeni koordinatni sis-

tem 	predstavljaju jednaane 	 tj. jedna6ine 

ce 	' 
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Uon6emo svetske linije dveju bliskih 6estica, 	i 

i vektor do:e4 	upravan u dogadjaju x a  na Cs ;, 	i takaV da je 

dogadjaj 3C:44-de na svetskoj liniji C si +oq i, 	kao 6to.je na slici 

predstavljeno. 

Vektor 6Z' oeigledno zado- 

voljava jednaeinu 

4  = 0 ; 	(1.2.1) 

a7  a c.. 	 . 	 . 
gde je, podsetimo ovde na to, Le= 

. 

	

	. 	 • 

ole3  

	

= - 	oetvorObrzina. 

C z 	. 	ct4 

	

s-kdt 	U cilju da ispitamo relativno 

pomeranje 6estice ps.,; .i.ds ;, u odnosu na 6esticu CI;,, potraIimo prvo 

kako se prenosi vektor doe' duZ svetske linije Cs;, , pri kreta- 

	

nju posmatrane neprekidne sredine. 	 . 

VeIimo zato za krivu C c . Fermijev prostorni.trijedar:/Ccc; 4
10) 

' 

oija tri jedini6na, uzajamno upravna vektora zadovoljavaju Sedna- 

Eta. (cis 	ae 1/13 a • 11, 
(4) 44413  

(1.2.2) 

gde  g 	oznaava Bjankijev izvod,
je prva kriviria, a raci ) 

go 	
(4)  

prva normala krive C I ,i . 	 . 
..,c4 

Razlaimo sada vektor OV.74  na tri pravca .A.. (,0 Fermije-

vog trijedra (6to je moguce jer je to prostorni trijedar, a dva: 

10) Indeks u zagradi nema tenzorski karakter, ve6 ozna6ava redni 
broj objekta uz koji se nalazi. 

11) Videti [20], str. 22, jednanna 	 . 

(z) 
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je upravan na 

	

OC. 	 ( 

Lad 

• a) 444 

c4. 	,t4  
e su n1 0:, ) =771a) (6) projekcije MC, 	na 

Iz (1.2.3) je 

E(0(,0e4) 	3 	er.A(z)  
E m So 

.1=4 ,96 	
(L) ) 

odakle, s obzirom na (1.2.2), imamo 

/ 	 3 A ,{7 	) 0  _ 
 c■S 	 .1 
x

(4) 71 0)  

=1 	
a) • 

Ako sada obeleamo 

E Sr/Zci)  
.96  • .2,--a) 

i=i 

iskoristimo (1.2.3), dobidemo iz (1.2.4 

dY do  X cC,) 
/3  ,9 	0/ 	u 

d'/3 	,-(,) 	(4) 0 /3 	* 

(1.2.4) 

(1 . 2.5) 

(1. 2 .6) 

Act 
Iz jedna6ine (1.2.5) nije tegko proveriti da je vektor A 

upravan na svetsku 1iniju 	, j da zadovoljava jeclna6inu 

Ac` uc, 	 (1,2.7) 
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. .10) 

Iskoristi6emo sada jednannii (1.2.6) da dodjemo do jo5 je-

dnog oblika u kome se mote izrazitiivektor (1.2.5), oblika koji 

6e nara biti od koristi za dalji rad sa tim vektorom. PomnoZimo 

zato (1.2.6) tenzorom 

de f y- 
r 	S

oG 
Ue 

0C 

(1.2.8) .  

(gde Ji predstavlja Kronekerov simbol), i izvr6imo sabiranje po 

indeksu oC : 

De" S (---tioxe4) 	a4",?„,) nA(4) 	c,_ 	ro4  A 	• 
oc 	6-6 	 0 (1.2.9) 

ci(ctoe) 	. 	• 
Kako se apsolutni izvod 	.mote napisati kao 

SZ 

. s(qox°5 

ode simbol 94 3 	oznaava kovarijantni izvod, i kako je, s obzi- 

rom na uslov (1.1:4), 

a zbog 1.2.7) 

dobi6emo iz lednanne (1.2.9) 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



or Zamenimo u dobivenoj jedna6ini vektor d z izrazom12)  

a= x, 	eigt 	2,1,c`u 
0 	 ) (:.Z A.'  • = 0 

t  

5 . 

tj. 

(1. 2 ,11) 

pa eemo za /1 	dalje imati 

t j . 

A 
 (sew dct.  A 	)1. 

)9t.50 d 1;7/3 1)`<  . (1.2.12) 

Izraeunajmo, sada, pre svega, iZraz A  x (z .o!".: ;) koji se 
J 

javlja u prvon 61anu na desnoj strani Sedna6ine (1.2.12) . 

12) Vide ti 	str. 27,. jednaina .(16). U [22] se radi o relati- 
visti6ki krutom  telu, pa je za vektor 	u tome rad1.-.. uve- 
deno c,,:-;rani6enje koje- zahteva Bornova definicija krutosti 
c.,.,ct0 - 6f``cLz I3=const3 medjutim, to ograniCenje niie uzsto u cbzir  • 

pri izvcdjenju jedna6ine (16) na koju se• pozivamo, to je 
koristiti i u siu6aju kad neprekidna sredina koju Doema 

tramo nije kruto telo. 
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Ima6emo 

 

( x x. 01,c 	4_ f 
UPS 

) 4, 	) 	,rj  

gde smo sa ozna6ili Kristofelov simbol druge vrste. 

Eedjutim, kako je 

. 	 Ci.§ 
IJJJ 

d, ax,4 1 	_ 	ci.xk 
01/5( - 11 	— k 6t4  

= 	a,c4 af t s 

ima6emo dalje 

ti.Av l 	ar,,, 	ate-  _i• • 

as )4, 	= 

a ZtA. 
OC . _

awe 
A 	f C L tc.t  x 	=. 

e 

C azr> { p 	u a, 

ets 

Hada to unesemo u (1.2.12) dobi6emo 

= 	r 712' "/"' df 	ss. 
	(1.2.13) 
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Najzad, 	je 

	

riot. I. X = d oL 	 X ÷ 	U A. ) 	Ut-U. 	). 	 P2t. A. 	 4.. 

a 

cg. 
`' = 7 ( 	U 2 ) 	t(. 2y73 t1 	 ) 

	

i"  	/3 	X 

bide iz 1.2.13) 

A u = pr u x. d 
• x. 	 ts JV 

) 1 `2  t.d )v( 	\ 	2.4° 	u ) • 
) 

odaklz je, kada se iskoristi ("1 .9. 1 0), 

A = -)y 773 U. 	• Cti 	 ‘, S  ;G 
/3 (1.2. 1 4) 

Posle podesne razmene nemih indeksa u drugom 61anu na desnoj stra- 

ni jednanne (1.2.14), 1,4,4 
U1ve 

r,  1-7•X• . /3  I  
it. • 	 oc  

= P 0•/- t/  ( 6r°' 7 U. A.  

	

. A. 	4,  

; ; = p 	 v , Lk. 

	

, 	 it 	c,•,  

tj., kada se iskoristi (1.2.11), 

t 	 dA
o 
 = 	7 4, 	cc. 
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medjutim, kal:o je zbog (1.1.4) 

dobi6emo najzad 

(1.2.15) 

JednaCina (1.2.15) iskazuje, ako se izrazimo jezikom ten-

zorshog ra6una, da Naktor 	predstavlja promenu vektora 

(6etvorobrzine) u praveu vektora 	Drugim recima, vektor g 

ima smisao relativne brzina 6estice C ' a  • (u. dogadjaju 	ao  ) 
s t  

u odnosunasaestiell'(1 .dogadjaju 	). Uostalom, da vektor At  

ima taj smisao, moglo je biti jasno i iz jednaine (1.2.5) , ako 

imam° na umu da je Fermijev trijedar 	pokretni trijedar, ko- 

ji se pri kretanju materijalne sredine pomera . po krivoj 

_-„ sa uo5enom:6esticom, predstavljaju6i pri tome, da oitiramo Sin-

ge, 11203, Hpravilno relativisti6ko uopftenja klasi6nog pojma koOr- . 

dinatnog sistema koji se ne Obr6e". 

Za kovarijantne koordinate vektora (1.2.15) memo imati 

(1.2.16) 	. 

U gel j des relativnU brzinu 6estice C cc acz u odnosu na -f; -  

-r.az 7 oImo na dye komponente .  onako. .kako se to 6ini.0 klasi6noj too-

hompOnente od kOjih.jodna Dredstavlja brzinu.Dri IlOmora-

u n 	6ste  deformacija  neprekidne.sredine, a druga brzinu ke-  
• 

Dotio3 od krutog rotaoiono.c: poraeranja okoline oko C t (kao 17p0- 
. 	 I 
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-22-, 

la"), poCi demo putem na koji nas navodi klasi6na teorija13) : 

raloemo dvostruko kovarijantni tenzor koji se pojavluja u 

(1.2.16), tj. tenzor, 

( 1. 2 .17) 

na zbir simetriklog i antisimetri6nog - tenzora: 

A 	 4 Vii  "a -(v u +V U )+ - (V u 	)= 
 a 2 (3 cC 	Z 	 GC (3 

( 1.2.1 8 ) 

gde smo uveli oznake 

= (vt 
.2. 

(1.2.20) 

Tada je iz (1.2.16) 

= °to 	6, t3 

 — 

	 . 

	 (1.2.21) 

Sada treba ispitati•razlaganje 	 koje smo izvrsi1 i 

drZe6i se formalne analogije sa klasi6nom teo•ijom, ima smisla, 

 tj. da li tenzori 	 i • (1.2.20) moguda se prihvate kao 

zor brzine deformacije, odnosno tenzor vrtlolenja u relativistic- 

13) Videti [23], str. 271,• jednaane (6), (7),..(10), itd; skreni-
mo paZnju da se u jednaanama koje ovde citiramo nalazi 7)ome-
raniena mestu gde 	kod nas brzina.(upor.,recimo, 	(9) 

Lz [23] i na611 jednaanu (1.2.16). To medjutim, ni malo ne re-
meti analogiju na koju ukazujemo, jer se. u 1231 radi o infi 
tezimalnim  Domeranjima. 
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koj teoriji 14) . 

06igledno je da ako tenzor (1.2.19) treba da defini6e re- 

lativisti6ki tenzor brzine deformacije neprekidne sredine, onda on 

treba da bude jednak nuli u slu6aju . da posmatrana sredina predsta- 

vlja relativisti6ki kruto telo. 

. Kao posledica Bornove definicije prema kojoj inaterijalni 

kontinuum predstavlja relativisti6ki kruto telo15)4  dobija•se da 

6etvorobrzina zadovoljaVa-jedna6inu 

v 	S7U U
e
V tt 	 a =0  

p 04 	c4 	A 	zr. 	 e 
(1.2.22) 

.1doZe da se pokaU [19] da se uslov (1.2.22) za 6etvorobrzi-

nu pri kretanju BornoVog tela uvek svodi na jednu .  od dveju tenzor- 

skih jedna6ina 

7 U. + 7 U cc 	a. /3 (1.2.22a) 

iii 

V + 	U 
a (3 	a 	r A 

( 1 . 2.2 2 b ) 

14) interesantno je primetiti da je Sing [3],'ne Ulaze6i uop:6,te u 

ovakva razmatranja; jo6 1937. godine formulisao, po ugledu na 
klasi6ni tenzor vrtlolenja, svoj. nkinemati6ki tenzor vrtleZe-
`n.je u relativisti6koj teoriji, kao tenzor (1.2.20). U•istom 
radu, medjutim, on konstatuje da takav tenzoryrtlolenja4o. 
•vojim osobinama ne predstavlja najbolje rel. uopgtenje kIasi6- 
nog pojma tenzora vrtlolenja, pa uvodi i o dinami6ki tenzor:vrt-
IoZenja", koji je po obliku isti kao (1.2.20), sarao 6to 
mu .umesto 6etvorobrzine 	StOji tzv. vektor toka Ca 41.1a., gdo 

je 	indeks flVida. U docnijim radbvima iz oblasti relativi- 
sti6ke mehanike fluids, kako Singovim tako i ostalih autora,. • 
tenzor (1.2.20) se vie i ne.Dominje kao tenzor vrtlolenja.' 

15) Vide ti [24], str. 36, jedna6ina (107). 
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Dakle, mote se goVoriti o dve vrste kretanja Bornovoz te-

la: jedno je kretanje (1.2.22a) - rotacija oko nepokretne take- . 

 (Drema C193), a drugo je kretanje (1.2.22b) - translacija krutog 

tela u relativistiaoj teoriji (v. c -.et 

Lako je proveri.ti da tenzor (1.2.19), za koji 	oeekiva- 

li da. bi mogao da predstavlja relativistleko uop6tenje tenzora 

brzine deformacije neprekidne . sredine, nije jednak null za slu6aj 

kretanja (1.2.22b). Prema tome,- ve6 zbog toga (da ovde i ne.govo-

rimo o nepodesnosti izraza (1.2.20) za tenzor vrtlolenja717 6) ), mo- 
. 

ramo zakljueitl da-razlaganje (1.2.21) nema.smisla  u relatiVis . 

 ti6koj teoriji. 

Da bisMo ipak ostvariIi Zeljeno razlaganje relativne brzi-
. 

ne na,dve komponente - razlaganje koje ne bi dale u sukob sa 

Bornovom definicijom krutosti nastavili smo da razminjamo ova- -  

ko: ako se radi o sredini koja predstavlja relativisti6ki kruto 

telo, onda je sigurno ispunjen uslov (1.2.22) (bile da se :radi o 

kretanju (1.2.22a), ill -(1.2.22b)). Dalje, nije tegko ualti da 

leva strana jednaftna (1.2.22) predstaVlja,:do na faktor 4 
,  si- 

metri 	deo tenzora 

v),LL- 	
a- u.  

P., 0 ,4 	Pa 	p (1.2.23) 

Prema tome, ako bismo na6li opravdanje da u: 	.tenzora 

(1.2.17) sada razlaZemo na simetri6ni i antisimetriCni deo tenzor 

(1.2.23) 2  bile bi sigurno obezbedjeno bar jedno 	tako uvedeni • 

tenzor brzine deformacije (simetri6ni deo tenzora koji razlaemo) 

bi, u slu6aju da materijalni kontinuum predstaVlja kruto telo, bio 

jednak null (bog (1.2.22)). 

16) Ovde se ne 	o onoj nepodesnosti izraza (1.2.20) za tenzor• 
yrtloZenja o kojoj je u svome radu [3] govorio Sing., 
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Takvo ppravdanje, vide6emo, nije tegko prona6i, naime, od-

mah pada.0 o6i da u vektoru (1.2.16), zbog uslova.(1.2.1), mole 

umesto tenzora (1.2.17) da stoji i tenzor (1.2.23), tj. mae•se 

napisati 

A = d oc. 	Lt. = da.(v u 71 LID 2,/. ) = X /3  Pf3t  C7r  Z-4,4  • 	(1. ? .24) 
o 	A  	oc• 	o 

Razlaganjem tenzora 	Lt 	iz (1.2 .24). na simetri6ni i 

antisimetri6ni. deo demo imati 

Pu. 	(P 	u + iv* 
- 

v 	= z 	r 4.4 	vrup 

,zu 
u, = G P 	. .4 	04/3 — 

tj. 

gde smo ozna6ili 

a- 	 4 
4  ( PtV 	Pe4.  Fr:22/3  -  + G U 421 Lteg /1,4- U th

r
g U. 

cr a a 
1.2.25) 	• 

SRofp= 2. (P:Vitil-PI:7a,.21,4 )=1:(7.1UA - 73 11,4 4-.2lalZGer U - 11 

Tako se sada vektor (1.2.16) mole napisati kao 

A = o x' 	cbe .C2 • 
4 	4i/3 	 cV3  

1 

.2.26) 

(1.2.27) 
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Tenzor 	 koji je, kao gto smo yea naveli, u slu6a- 

ju kretanja BornovOg tela . zbog (1.2,22) jednak nuli, mote da se 

kao tenzor brzine deformacije  materijalnog kontinuuma u 

relativisti6koj ..teoriji. • 

LT prilog razlaganju (1.2.27) relativne brzine Ad  na dve 
komponente koje imaju.zna6enje koje smo ranije naveli, ide jog .i 

ovo: izbor izraza (1.2.26) za:tenzor vrtlolenja neprekidne sre-

dine (tj. za tenzor trenutne u.gaonelorzine, ako se radi o rela-

tivisti6ki krutom_telu) l . a taj izbor je vezan sa izborom tenzora 

• (1.2.25) sza tenzor brzine deformacije, takodje je u potpunom skla-

du sa rezultatima rada [19]:- akose . radj. o kretanju (1.2.22a), 

koje predstavlja generalizaviju Obrianja krutog tela u relativi-

stiOkoj 	tenzor . (1.2.26) je razlicit od nule; u slaaju 

(1.2.22b), tj. u slaaju translacijeBornovog .  tela - tenzor 

je jednak nuli. 

To gto smo ovde izloZili nas je navelo da prihvatimo raz-

lagatje (1.2.27) relativne brzine 6estice 	u odnosu na C A L 

kao relativisti6ko uopgtenje onog.razlaganja.relativne brzine ee-

stice neprekidne materijalne sredine u okolini neke uo6ene tasoke, 

koje se.vrgi u klasi6noj teoriji. Dalje 9 -to razlaganje nas je 

opredelilo da (1.2.25) prihvatimo kao relativisti6ki tenzor .  brzi-

ne deformacije neprekidne.sredine. 

• Na kraju, skrenimo paZnju na jo6 neke osobine tenzora 

(1.2.25). Mnole6i izraz (1.2.25) vektorom 6etvorobrzine t 1:4 , do-

biCemo da je 

06/1 1-C4 — 
(1.2.28) 

U toku daljeg rada 6esto eemo koristiti jedan specijalni 

lokalni koordinatni sistem - Obeleamo ga sa . k tzv. sopstveni 
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koordinatni sistem (ncomoving coordinates". u radovima ameri6kih . 

 aurora),. u odnosu na koji posmatrana 6estica kontinuuma miruje. 

To je ortonormirani sistem Oija su prva tri . osnovna vektora proms 

stornog tipa, a 6etvrti, koji se poklapa sa.6etvorobrzinom oes-

tics, vremenskog tipal 7) . Da bismo istakli kada je re6 o koordi-

natama posmatranih tenzorskih veli6ina u odnosu.nasopstveni ko-

ordinatni sistem, pri obele'Z'avanju tih koordinata dodava6emo in-

deksu oznaku ”, " (naprimer, koordinate 6etvorobrzine• koje srno 

u odnosu na sistem 0,:;4* obelezavali sa UO  u odnosu na cistern. 

K 6e biti 2,e4' 	koordinate tenzora (1.2.25) 6e biti , Eics, 

06igledno je da 6e u odnosu na K biti 

= tj., = 0 ; 	- U. 	 .(1.2.29) 

Imaju6i u vidu (1.2.29), nijp te6ko izra6unati da 6e pros•,L 

torn komponente relativistikog tenzora brzine deformacije.0 od- - 

 nosu na uvedeni lokalni koordinatni sistem biti' 

(1. 2 . 30 ) 

Za komponente E5cit , 	6emo„ s obzirom 
na (1.2.28). 

e 

dobiti: 

•0, = 	= 0 . oz41 	40c (1.2.31) 

Neki autori (naprimer Sing [20j, str. 151), da bi'dogii do 

17) Primetimo da se kao pi4Va tri%osnovna vektora sisterna K mogu 
tri vektora 7ea,) FermijavoL 	 u tome,.2s1u6aiu Si-. 

stem K nazivamo FPrmijev sistem 
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izraza za tenzor brzine deformacije,uvode po definiciji  jedna6i-

ne (1. 30) i (1.2.31) (tj. zahtevaju da se u odnosu na sopstveni 

koordinatni . sistem . prostorne komponente tenzora brzine deformaCi-!.. 

je svode na komponente odgovaraju6eg klasi6noz tenzora, dodaju6i 

pri tome uslov (1.2.31)); onda, znaju6i komponente traZ"enog ten-

zora 1 odnosu na sistem K, na osnovu poznatih zakona transforma-

cije -dolaze do njegovih komponenata u odnosu na proizvoljni koor-

dinatni sistem u V
' 
 t•j .. do izraza (1.2.25). 

Iskoristioemo ovu priliku da podvu6emo da je to na6in koji 

se rad() i  veomg. Oesto koristi u relativisti6koj.teoriji, kako pri-

likom dokazivanja, razli6itih stavova (jer jedna6ine dobivaju mno-. 

go jednostavniji oblik u odnosu na sistem K), tako i pri razmatra-

njima kOja treba da dovedu do izraza koji 'predstavljaju relativi-

sti6ko uopi73tenje odgovarajaih klasiOnih izraza. 

Taj put 6emo i mi koristiti u slede6em odeljku, u kome 6e 

nar biti.cilj da formuli6emo izraz za relativistiOki tenzor vis-

koznosti, kako bismo,.na kraju, 'dogli do tenzora energije relati-

visti6kog viskoznog fluida. 

1.3. RelativistiOki tenzor viskoznosti. Tenzor energije relativis-
ti6kog viskoznog fluida 

Na patetku izlaganja, u prvome odeljku ovoga rada, naveli 

smo ,da je relativisti6ki tenzor viskoznosti - tenzor koji treba do7 

dati tenzoru pritisaka za idealni fluid,.tj. tenzoru 

da bi se dobio tenzor pritisaka za viskozni fluid 18 ).. 

18) Podsetimo ss da s'mo jedr_a6inom (1.2..8) definisali me:6oviti ten-
sor trUf, 	Tenzor Pap -- Ita tc /3 -:- 0.0ow 	koji. se  pojavljuje 
u tenzoru pritisaka za idealni fluid, •ocigledno -predstav1j2.1 ko-
varijantni oblik tenzora (1. 2. 8) : 

c‘f 0 
.pr 

o erxt (2 • 
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.Dakle,.ako sa k.45  ozna6imo relativistiCki tenzor vis-

koznosti, ima6emo Za tenzor pritisak:a fluidne sredine u kojojse 

unutranje trenje izmedju-Cestica pri njihovom relativnom pomera- 

nju ne .zanemaruje: • 

(1.:3.1) • 

06 
Pomnaimd jednainu (1.3.1) Vektorom 	s obzirom na. 

(1.1.6) i (1.2.10) bide tada 

(1.3.2) • 

se odmah dobiva da je u odnosu na sistem K, koji smo uveli 

u prethodnom odeljku, 

Ay , = 	. 	 ( 1.3.3) 

.Za prostorne koordinate relativistiekog tenzora viskoznosti 

u odnosu na sopstveni koordihatni sister, koordinate 
	uze- 

Comoda se svode na koordinate .  klasi6nog tenzora viskoznosti; dak-

le, za .j..zotropni fluid, kada je -Neza izmedju koordinata -tenzora. 

visk-oznosti- i tenzora brzine deformaeije linearna, maemo nad4.sati: 

fee' 
ec4r. 	ei 

( .3. 4) 

c7a. su prostorne.koordinate 	odredjene jedna6inama (1.2.30), 
- 

a koeficijenti mogu izraziti, kao 6to je poznato iz 

la  s; 	linearne teorije, pomo6u 	koefieljenia.viskoznosti, fL 
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9  jednaCinama 

(1..3.5) 

Tenzorsku jednaCinu koja treba da objedini jedna6ine 1. .4) 

(1.3.3) -6emo potraHti u obliku 

(1.3.6) 

Ede su 	kontravarijantne koordinate tenzora brzine deforma- 

cije (1^.2.25), a tenzor 6etvrtog reda 1 koji tek - treba 
.c4/3z- -  

cdrediti, za prostorne koordinate u odnosu na sistem Xmora imati 

vali6ine (1.3.5)..0 ostalim koordizatama toga te.nzora u odnosu na 

sopstveni koordinatni sister izve56emb sada neke zaklju6ke kOji .  Ce 

narn pcmooi da utvrdimo njegov oblik. 

NaDigimo zato jednaCinu (1,3.6) u odnosu na lokalni sister: 

imaOemO 

= 

tj., s cbzirom na . (1.2.31), 

113. /3, 

 

'1 

(1.3.7) 

iz Jed:no:eine (1.3.7) 6emo za . 
	

= 4' dobiti 

(1.3,,C) 
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—317 

pri 6emu smo iskoristili 

Kako su Aest od devet veli6ina el' 19 ) linearnomeza-. 

visne, i kako je sistem Acwiee: simetriean pa indeksima ki t e, 

iz jedna6ina (1.3.8) zakljOujemo . da mora biti 
• 

, 	= 0 . Ii/er 
(.1.69) 	. 

Dalje, s obzirom na to da je sistem veliftna (1.3.5) . sime-

tri6an u odnosu na prva dva4ndeksa, kao i u odnosu.na poslednja. 

dva•indeksa, •akljueujemo da tu osobinu treba da ima i tenzor 

, 6ije su to prostorne koordinate u sistemu K. 	. 

Prema tome, o tenzoru 6etvrtog'reda z atars. znamo ovo: 

1. Njegove prostorne koordinate u odnosUnassistem K su od-

redjene jedna6ine:Ma (1.3.5), tj. Svode se na izotropni tenzor 6e- 

tvrtog reda za trodimenzioni Euklidov prostor. 

2. Koordinate 	 = t,4„ek.,e ,  su, prema (1.3.9), jed- 

nake- null. 

Na . osnovu ovih osobina tenzora 	,c, a733,. s. • , zaklju6ujemo 

da se on . moU napisati kao linearna kombinacija dva tenzora 6etvr= 

tog reda: 
	

' 1 ;s 

'COCA r 	1-41cti 3 ea' ÷ (' 17a/6  re 
	

( 1.3.10) 

pri 6emu mora biti 

C. 
, 	, 	• S 	, k e 	fee -u,= o .• cje,4 ,ko, e  r• (1.3.11). 

19) Sistem 	• 	 je simetri6an (vidi jedna6ine(1.2:30))t pa su 

samo Best od devet veli6ina 6"' medjusobno nezavisne.::: 
• 
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a 

.tr 	= 0 cell  1k /e l 

Znajuoi da tenzor 

Pc413 	ace  Lt, f 964/3  

(1.3.12) 

(1.3.13) 

ima u odnosu na.sistem K Ioordinate 

(1.3.14) 

'6 -to nije te§ko proveriti ako se imaju u vidu jednaoine (1.2.29), 

odmah uvidjamo da se 'Inas napisati 

(1.3.15) 
• 

ali takodje i 

u. 	= p p 	• cors , tcr . 1.3.16) 

jer oba izraza, i (1.3.15), i (1.3.16), zadovoljavaju uslov. (1.3. 

11). 

Tenzor. 	 . 04/3r 	
trebada.ispuni'.uslove (1.3.1), MO- 

g 	 . 	. 
2",emo predstaviti na vi66 naCina pomo6u . tenzora 7a, .i 	. Na- aa4  

. 	 . 

vedimo, kao primer; ova dva oblika: 

V GeA 3 	dam .9/  ÷ gm/ gAr 
	(1.3.17) 
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Itocibri = 1:2(6Y-1,L.f  Pia  Per • 
	(1.3.18) 

Koje demo od navedenih izraza za tenzore LL 	i 
a/1P a"cr .  

iskoristiti da bismo predstavili tenzor (1.3.10), sasvim je sve-

jedno. Mi demo se o.predeliti za izraze (1.3.16) i (1.3.18), k6ji • 

omoguduju da se tenzor A4isrs  predstavi samo kao kombinacija ' 

tenzora P • P 
sli6no ka6 6to se izotropni tenzor 6etvrtogreda.. . • 	ecp  

u klasi6noj teoriji (u odnosu.na Dekattove pravougle koordinate) . 

predstavlja kao linearna kombinacija Kronekerovih . tenzora20) . 

Tako demo, najzad, imati21)  

	

= 	 ÷ (c.(P P, a, 	. . 
Gots 

Ako tenzor (1.3.19).unesemo u izraz . (1.3.6), dobi6emb 

	

‘,-e4Pri Ge'j 	L Poca` )% 	e 
	

(1.3.20) 

,-a 
PotraZimo sada cemu.je jednak izraz 7;7 (..) 	koji se jav- 

lja u prvom . 61anu na desno.j . strani. jedna6ine (1.3.20). Ako:imamo 

u vidu uslov (1.2.28),.lako demo'dobiti • 

P sts  ns. 	(Qf u2s, 	G = ge  G." 

20) Videti 1231, str. 290, iedna6ina 25. 

21) Interesantno .je da Sing u svOme'radu125.1, u kome, izmedju osta-
log, daje.relativisti6ku formUlaCijuliukovog zakona, za tenzor. 

,coo r po definiciji  usvaja..oblik 
oblik koji se ne razlikute  od klasi6nog. oblika toga ten- 

zora (vidi 125b .jedn. (1.12) na str. 83). • 
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tj., s obzirom na 	.2.25), 

rcr 
(1.3.21) 

rd 
Najzad•, kako je 74),;;J D = 	, jedna6ina 	postaje 

Pce/3 
/3  rut  .2.rt GaA  1. 3 . 2 2 ) 

Kada (1.3.22) unesemo u izraz 	za . tenzor.pritisaka 

relatiVisti6kog viskoznog fluida, dobiaemo 22)  

11- — 170- z-tt) Pce 	2,4, Goe 	, 	(1.3. 23 ) 

Jasno je da je i ovde moguee, kao . i u klasi6noj teoriji, 

rastaviti tenzor E5cep na dve.-komponente: izotropnu, koja se u 

prostor—vremenu izraava pomo6u tenzora • . 1 	I devijator — ten- 

zor drugog reda iz koga se kontrakcij.om dobija . nula. U tome slu-

6aju mo'2emo pisati, ako uvede mo oznake '4 c(4 za devijator ten- 
}  

zora C5 	, i C3 	g 
' 

3 
5? G 

	

cel3 	 (09 

Tada je iz (1.3.23) 

• 

22) Lako je uo6iti analogiju izmedju izraza (1.3.23) i izraza za 
tenzor napona'viskoznog fluida u klasienoS teoriji '(vidi r  re-
oimo, [26], str. 233, jedna6ina (7.2.18)). 
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tj. 

	

Ako se radi o nestiUjivom 	 kada je 

	

C= ge, 	0 J. 

	
(1.3.24 . ) 

tenzor pritisaka 6e biti 

$ =— 7 , + 2/4  ace73 
	 (1.3.25). 

Najzad, ako u (1.1.5) unesemo izraz (1.3.23) za tenzor pri— . 

tisaka, dobi6emo tenzor energije relativistincog viskoznog.fluida 

= S uoe  U4 	I, - 

	

L ) 77)era — 214 ea/3  

(1.3.26  

gde smo iskoristili (1.3.13), i uveli oznaku.  

• (1.3.27) 

Za nestinjiv viskozni fluid, kada je 

energije 6e biti 

tenzor 

*it/ G 	(1.3.28) 
(.5) + p• ) tt u/  4— 	 c3.3 
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GLAVA II 

2.1. Pfafova metoda .  

U ovoj, drugoj glavisvoga rada, paZnju 6emo posvetiti pi-

tanju primerie Pfafove metode u relativisti6koj mehanici viskoznog 

fluida. 

Prou6avajuei skalarnu invarijantu u obliku linearne dife-

rencijalne forme 

(2.1.1) 

gde su 

 

funkcije nezavisno promenljlvih veli6ina . X X
2

1  . 	
a 

y  I 
• 

(J. r. Pfaff) je uveo siStem diferencijalnih jedna6ina 

J. F. Pfaf 

(86iOX.t: 	, • 

dz<: 	
) az` 0 (i ) 	-42,-.)n-) • (2.1.2) 
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Po njemu- Se forma (2.1.1) naziva Pfafova forma (ili Pfa-

fov izraz), a sistem diferencijalnih jedna6ina (2.1.2), pridru-

en forMi (2.1.1) - prvi sistem.Pfafovih jedna6ina, - ili, kratko,, 

Pfafove jednaZine. 

Moe da se pokaU da forma (2.1.1) i jednaZine (2.1.2) 

imaju eitavniz vanih osobina [143.. Na tim osobinama se zasni- 

va tzv. Pfafolia metoda u mehanici. 

Prvi koji je, prema [143, formulisao Pfafovu metodu. u di- 

namici, bio je Viteker (E. T. Whittaker). On je .  pokazao da dife- 

rencijalne jedna6ine kretanja materijalnog sistema u kanonskom . 

obliku mogu da se dobiju kao PfafOve jednaine pridru siene. fbrmi 

tz.i; 	_ 1-1 	 ( 2.1.3) 

gde su 	de, 	generalisane kOordinate posmatranog di- 

nami6kog sistema, 	 njegovi generalisani impulsi, 

1-1=-- 	sf'. ) 	Hamiltonova funkcija, i 	t - vreme. 
Na osnovu osobine da transformisani Pfafov izraz dovodi do 

Pfafovih jednaeina, koje su ekvivalentne sa jednaanama koje odgo-

varaju polaznom Pfafovom izrazu, on je zatim ukaZaona moguenost • 

da se problem integracije'kanonskih jednaina svede na problem 

transformacije odgovarajuedg Pfafovog izraza, 5to eesto.znatno po-

jednostavljuje postupak pri regavanju razli6itih zadataka mehanike. 

•Primenu Pfafove metode u mehanici•dalje je detaljno prou-

6avao A. BilimoviC.D..3], [143. On je pokazao da se Pfafov izraz • 

(2.1.3) svodi na izraz za element akcije u Hamiltonovom . smislu:. -  

Wdt 	(TI- U) C = (2T-H)ctt 	.( 2.1.4) • 

gde je H 	Li 	pri eepu 1. 	ozna6ava kinetieku energiju 
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(2.1.5) = 2 	) 

1"•1 / 

posmatranog materijalnog sistema, a %(.) 	rad vih spoljakijih 

sila kojs na sistem deluju, pri pomeranju od . nekog uo6enog po-

6etnog pololaja sistema4  do njegovog krajnjeg polaaia. 

Pored .toga, A. Bilimovi6.je pokazaa da se jednaine (2.1.2) 

mogu napisati.0 obliku 

pogodnom zbog toga to se iz njega mogu neposredno dobiti Pfafo-

ve jednaine za svaku nezavisno promenljivu velicinu s. 

Ako se Pfafov izraz.0 op5tem slu6aju predstavi pomodu 

vektora N-dimenzionog.prostora 271 ) (4/....= 1,2,...,k 	1,2,.,N) 

skalara 	(t) = 1,24..,ki ).ovako23) : 

95 = 	z 	da' 4- 	doy 
	

(2.1.6) 

onda na osnovu (2.1.5) svakom vektoru (a)  odgovara vektorska je-

dnaina 

(2.1.7) 
409;E ,(;-.49  

(90 
gde 	cma6ava delimi6ni gradijent Pfafovog . izraza (2'.1.6) 

• (4) 

u odnosu na vektor 	, a svakom skalaru 	(4) 0 	-% - skalarna jed-.  
I-  

na6ina 

dQ = 
(9 c(g)  

• (2.1.8.) 

2 3) V i de o,  [2U s t r. 202 . 
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U uvodu smo naveli da je u Beogradu objavljen 6itav niz 

radova posve6enih primeni Pfafove metode u mehanici i teorijskoj .  

U njiina ou razlinti problemi mehanike , klaui6ne i kvan-.: 

tne, zatim astronomije i fizike, regeni pomoeu to metode. 

U ovome' radu nas cilj 6e dalje biti da izvedemo diferen-

cijalne jedna6ine kretanja relativisti6kog.viskoznog fluida po-

mo6u Pfafove metode, i tako prairimo njenu oblast primenljivo-

sti i na op6tu teoriju relativnosti. 

.<- . 	 . . 	 . 
2.2. Pfafova forma . za:relativisti6ki viskozni fluid i njegove di-• 

ferencijalne jedna6ine kretanja 

Da bismo ostvarili cilj.koji smo pred sebe* posiaVili, po-

smatraCem6 opet.viskozni fluid u prostor-vremenu 1/ 4 	odnosu na 

koordinatni sistem a koji smo Uveli na po6etku ovoga.rada. 

PodsetimO se'da istoriju fluida l  koji posmatramo kao sis-

tem eestica C,Z' u V4 predstavljaju jednanne 
. 

(2.2.1) 

gde su st prostorni parametri l - konstantni duI .  svetskih linija 

, a 4 je sopstveno vreme koje se menja duz svake strujne 

linije. 

Preme. postupku koji. nalaZe Pfafova metoda, prvi korak ka 

ostvarenju cilja koji je sada pred nama sastoji se u tome .da se 

.0brazuje element akcije u Hamiltonovom smislu za delie'fluidne 

sredine, odredjen na jedinicu njegove mase, -u obliku Pfafove for-

me. Postavljajua zatim Pfafove jedna6ine za dobivenu'formu l. do-. 

ái oemo do traZenih diferencijalnih jedna4na kretanja. 

Pri formiranju pomenutog elementa akcije, kaoputokaz ee' 
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nam po1;luHti oblik toga elementa u •dgovaraju6oj klaci6noj teo-

riji. 	• 

Ne uIaze6i ovde u pitanje kako je obrazovan element akcije, 

u klasi6noj teoriji, navedimo sam.o da on ima'oblik 24) : 

(2.2.2) 

gde su 	koordinate neke 6estice u uo6enom delieu fluidne sre- 
i 

dine na koji se forma (2.2.2) odnosi, V - kovarijantne koordina-

te brzine to 6bstice 	 Hamiltonova funkcija obrazovana za &x. 

posmatrani fluidni delis i izra6unata na jedinicu . njegove mase, i 

vreme. 

Po analogiji sa formom (2.2.2), uzmirno za element 	 j e 

fluidnog deli6a u.relativisti6koj teoriji slede6i invarijantni iz-

raz: 

(2.2.3) 

u kome je 6etvorobrzina zauzela mesto vektora brzine•iz izraza 

(2.2.2), a sostveno vreme 6 — mesto vremena 	sa r1 smo obe 7  

lenli invarijantni izraz koji odgovara funkbiji 	iz forme 

(2.2.2). 

Da dodjemo do oblika za funkciju /-1 	idalje 6emic) kao 
putOkaz koristiti klasi6nu teoriju. Po toj je teoriji 

= 7-  - 	= I Ae. • 	 2 

24) Videti [163, str. 219, jedna6ina (38). 
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. 	. 

gde je T,a. ,-4,9•474ed kineti6ka energija posmatranog deli6a, 

raeunata na jedinicu njegove mase, a L/. - rad svih spoljakijih 

L;ila koje deluju na uo6cni dcli6 - zapreminskih i povriAnokih, 

redjenih na jedinicu mase deli6a. 

Uzmimo,' dakle za H 

clef 4 	ot A _ 
• 	°I13  

U (2.2.4) 

Ede LI ozna6ava invarijantni . izraz . koji odgovara funkciji 

u klasi6hoj teoriji. 
Pri traZ'enju izraza za U .vodi6emo ra6una da .0 opgtoj .  

teoriji relativnosti nema gravitaciOnih sila. nog toga 6emo po-

kugati da.obraZujemo invarijantne izraze koji bi u prostor7vreme-• 

nu odgoVaralisamo onim izrazima koji u klasi6noj teoriji pred-. 

stavljaju.radove rezultuju6e sile pritiska i rezultante viskoznih 

sila kojima okolina deluje na uO c6eni elementarni deli6, odredje- 

nih na jedinicu mase deli6a, na pomeranju od nekog uo6enog.poet-

nog poloZ'aja sistema do njegovog krajnjeg poloZaja, ne traZe6i . 

 nikakav izraz kome. bi u klasi6noj teoriji odgovarao rad gravita- 

cionih sila. 
Da bismo'dogli do tih invarijantnih izraza, koristi6emo 

onaj isti pUt kojim smo u prvom delu rada isli. kada smo traZili 

oblik.za relativisti6ki tenzor viskoznosti: prvo 6emo obrazovati 

traZene izraze u odnosu na sopstveni koordinatni.sistem, zahteva-

ju6i.dase oni svode na odgovaraju 6e klasiene izra ze u odnosu na 

taj sistem, a zatim 6emo na osnovu njih potraZiti i opgte izraze, 

koji 6e predstavljati trasZene velieine u odnosuna'bilo koji ko- 

ordinatni sistem u V4  
Uvedimo, dakle, u nekom dogadjaju na svetskoj liniji 6es- 

tice 	(pri emu uzimamo da to 6estica pripada deli6u
. fluidne . 
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:redine za koji obrazujemo formu (2.2.3)) lokalni ortonormirani 

dstem K u odnosu na koji je, kako smo to ve6 ranije naveli u je-

Liaainama (1.2.29), 

-L = 0 	= - U 
• 

(2.2.5) 

ObeleHmo sa 	trodimenzioni element.zapremine posma- 

;ranog deli6a, a se. 5 povrnnu koja ga ograniCava. Dalje, sa 

6emo oznaCiti prostorne komponente vektora upravljenog ele-

aenta povrnne .  5 .0 odnosu na lokalni sistem K. 

Onda 6emo za prostorne komponente.ukupne eetvorosile pri-

tiska kOjom okolina' preko S . deluje na uo6eni elementarni de-

Lie imati 

ow. 

J (2.2 . 6 ) 

gde ft 
	a podsetimo, oznaeava•sopstveni pritisak fluida; 

6e- 

tvrta, vremenska komponenta 6etvorostle pritiska 6e u odnosu na 

sistem K biti jednaka nuli: 

A/ 4T = 0 
	

(2.2.7) 

Ako se radi o idealnom 	 6iji tenzor 

	

energije prema jedna6inama 	 .(1.1.7) ima oblik 

	

7— 	I- 	t2c4t-,, 	t- Yov3 

onda se ukupno dejstvo okoline preko povrnne 5 na delia koji 
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smo uocili svodi na rezultujuu 6etvorosilu 6ije su prostorne 

komponente u odnosu'na sistem K date 'izrazima (2.2.6). Ako, me-.' 

djutim, posmatramo viskozni fluid, moramo uzeti u obzir i ono 

dcjstvo .okoline na posmatrani-deli6, koje se javlja usled visko-

znosti sredine. Uzmim.odmah da smo silu.viskoznosti kojom oko-

lina deluje preko povr6ine ct5 razloZili na dve komponente: je- 

dnu u pravcu normalena (L5 	tj. kolinearnu sa silom •pritiS-. 
ka 	, i drugu koja je upravnana nju, tangentnu viskoznu 

silu. 
Razmatrajmo.prvo. samo dejstvo komponente sile viskoznosti 

u pravcu normale 45 	komponente koja se javlja samo onda ka- 

da se radi o stigljivom fluidu, kada• je brzina kubne dilatacije 

ES .(vidi jedna6inu (1.3.24)) razli6ita od nule. Prostorne kom-

ponente one rezultujuee 6etVorosile viskoznosti koja se javlja 

mo usled stiajivosti fluida, koja je .dakle posledica one defor-

macije fluidnog deli6a pri kojoj on ne menja oblik ve6 samozapre-

minu,. bi6e u odnosu na cistern - 

N = 	X6* 	( 2.2.8) 
t, 

5 

a njena vtemenska komponenta ae u odnosu na lokalni cistern biti 

jednaka nuli: 

N 	= 0 	 (2.2..9) 

Prerna jedna6inama (2.2.6), (2.2.7), (2.2. 8 ) 

ukupna 6etvorosila kojom okolina -  deluje• preko povr6ine S 	na. 

uo6eni.deli4 uprayno na povr6inu, ima6e u odnOsu fie. sister K kom- • 

ponente 
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(1) A/ (2) 

4' 

-44- 

, (2.2.10) 

(pri emu smo iskoriStili oznaku (1.3.27), tj. 	 - 	

), 

(2.2.11) 

Iz jednanna (2.2.10) na osnovu Gausovog stava imamo 

-1/Ed51, 
5 	 sv 

— e 

• 
 Prema tome,,za komponente 6etvorosile kojom okolina preko 
C na • 

uo6eni delio dejstvuje u pravcu normale na povr6intt, pri toy iz-• 

ra6unate na jedinicu mase delioa, razume se i dalje u odnosu na 

sistem K, ima6emo 

0 	 (2.2.12) 

Skrenimo paLlju da, prema [12] 2 5 ) , ulogu inercione mace pc 

jedinici sopstvene zapremine u relativisti6koj mehanici idealnog . 

 fluida igra velinna 	. U relativisti6koj mehanici 

vog viskoznog fluida, u njem se tenzoru energije 26)  svugde um F,- 

sto 	pojavljuje /72 	, to ulogu 6e,,aigledno, igrati zbir 

25) Videti [12], fusnota 7) .na strani 2763, i dalje jednanna 
(2.19) na strani 2764. 

26) Videti jednannu (1.3.26) ovoga rada. 
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( .2.16) 

X
4 

p dz  

au 0 

-45-, 

,f) 

 

g 	Zbog toga smo upravo to veli6inu l  g t r- 	uneli u.ime- 

nilac izraza (2.2.12). 

Nije te6ko pokazati da se (2.2.12) mote u tenzorskom ob-

liku napisati na slede6i nann 

D  (I) 	 pfa 
I c4 	.1_ 	04 it  )p .2.13) 

Tde je tenzor T1 
	definisan jednaanom (1.2.8). 

Zaista, iz jednaine (2.2.13)' imamo da je u odnosu na . sis- 

tem K 

n  (1) 	• 

I—  °e l  

 

( 2 .2.14? 
4- I 

odakle odmah dobivamo (2.2.12), ako:imamo u vidu da je, s obzirom 

na (1.2.8) i (2.2.5), 
• 

(2.2.15) 

Obrazujmo sada, po ugledu na.izraz za rad u kiasi6noj 

riji, Slede6iinvarijantni izraz 

Izraz (2.2.16) maemo uzeti kao relativisti6ko uop6tenje 

klasi6nog pojma rada re,zultuju6e sile..kojom okolina deluje na pa-

smatrana. delis upravno na povrginu koja ga ograni6ava, srae"unate 

na jedinicu'mase deli6a, pri Pomeranju sistema iz po6etnog. u 
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krajnji-poloaj. 

U vezi sa izrazom (2..2.16)moramo skrenuti par2nju na to da. 

ije on samo formalan. Naime, nije tegko proveriti ra6unom da je iz, 

raz pod znakom integrala.0 (2.216) jednak nuli. Zaista, kako je 

zbog (1.1.3) 

e Let olx 	 (2.2.17) 

bide . 

olx t = 	J1;-: 

ft.,/ 3  uA .  de + clz A = 

t, dz dx 0 , 

pri 6emu smo iskoristili . i uslovfl.1.4) koji zadovoljava 6etvoro-
• brzina, 	uslov 	e4 U 

Medjutim, ne6e . nam smetati to•gto'je izraz (2.2.16) jednak 

nuli, jer je, da bismo postavili Pfafove jedria6ine za problem koji 

razmatramo, prema (2.1.7) P  otrebno da nadjemo gradijent n6etvoro-
rada" (2.2.16) u odnosu na vektor J: *4  , a to je mogude. Dodajmo 

jo6 to da je prirodno Ito smo z (2.2.16) dobili izraz koji jo 	— 

dnak.nuli, Naime, u odnosu na lokalni cistern koji smo uveli, 

raz za ,, Cetvororad" svakakO treba  da bude jednak nuli, jer je to 

7,0kretni  koordinatni sistem, koji se pri kretanju'fluidne sredine• 

u \ 	zaledno sa -uo6enim deIidem. kako je izraz (2.2.16), 

medjutim, pkalarni. invarilantni izraz,  on mora imati istu vrednost 

u odnosu na sve dopustive koordinatne sisteme u Vy  , pa 6e, dak- 

le, i u odnosu na cistern 	biti jednak nuli. 
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Najzad, ostalo nam je jo'6 da dodjemo do izraza koji bi 

relativisti6koj teoriji trebalo da odgovara klasi6nom radu tan-

f-entnih viskoznih'sila kojima okolina deluje preko povr'Sine 

na uo6eni deli6, tj. sila koje se usled viskoznosti sredinc T)o-

javljuju Drilikom one deformacije deli6a pri kojoj on menja sa-

mo oblik, dok mu zapremina ostaje nepromenjena. 

tzmimo i ovog puta da se. prostorne komp.onente u odnosu na 

sister X rezu1tujuee viskozne 6etvorosile 27) kojom okolina delu-

je na uo6eni della svode na odgovaraguee klasi6ne izraze. - tj. na 

komponente klasi6ne rezultujuee tangentne viskozne si1e: 

(2..2.18) .  

a njena 6etvrta, vremenska komponenta, u odnosu na sistera K 6e 

biti jednaka nuli: 

* 

T = 
	 (2.2.19) 

Iz (2.2.18) je na osnovu Gausovog stava 

2p, a  j: d5 =f 	V - 
-Jr . 	 sV 

Prema tome, za kompOnente rezultuju6e tanGentne 6etvorosi-

le viskoznOsti l  sra6unate na jedinicu mase uo6enog deli6a, u 

nosu na uvedeni• lokalni koordinatni sistem 6emo imati 

27) Sada se radi samo o onoj viskoznoj 6etvorosili koja se pojav-
ljuje usled deformacije pri kojoj'deli6 raenja oblik, bez pro- 
mane zapremine. 
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	 7 _ 	,/ 	-/ 
+ 	d  

) 

( 2.2.20a) 

(2.2:20b) 

U6inilo nam se.verovatno da bi tenzorski izraz 

z(r-- 	6-- „:- 	 (2.2.21) 

ct 	
e 

32 + f- 

u kome je C5
/3
r me6oviti oblik tenzora brzine deformacije (1.2. 

25), mo.2:ao da objedini izraze koje imam° nca desnim stranama jad-

na6ina (2.2.20a) i (2.2.20b), i da in predstavlja u odnosu na bi-

lo koji koordinatni sistern u VA  . 

Da bismo to proverili, napigimo prvo izraz (2.2.21) u od-

nosu na cistern K 

(2..2.22) 

1) /3  e4 = 4 	, 	obzirom dn. 	r,;( / 	0 , (2.2,22) !..,o zaista *:;vodi 

na nulu, tj. na desnu stranu jedna6ine (2.2.20b). 

Za d i = LI 	.
-,, (2.2.22) demo imati 

.,./ 
71- 6 ° 

 

Ft. 

odhle je, s cbzirom na (2.2.5), 
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• 

(2.2.23) 

Sada je pOtrebno da nadjemo na gta se svodi sveliftna ko-

ja se pojavila u drugom sabirku na desnoj strani . jednaine 

(2,2.23) 

.-Napisa6emo zato prvo tenzor brzine deformaeije (1.2.25)i 

u meovitom obliku 

( p 	 P
e 
7  4 	T1 afr-c( 

2, 	 P 	
a 

(2.2.24)' 

°1.  

	

notraAiti kovarijantni izvod 	G • 

toc v 
	 P 	Le(  4-  P/ 7A, 

	

P 7 ( 	
— 	

/3 e 	"I 3  
4 9 1)114v u 	7 	

afr 
u) 	7 2 V.x6./1 	.1,- 	dr A .4  

Ako jedtaanu koju smo dobili napigemo u.odnosu na.sistem.K 

a zatim u njoj stavimo da'je 

s obzirorn na (2.2.15), 

	

/ 	• 

	

= A 	11 	 r  • , 	, ima6emo  
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2alje, polaze6i od (1.1.4) lako se dc'oiva da je 

ti  
c.4- = 0 ;v  

0 
7 ( 7 	= 	u 41 	 2:, 	• • 4 1 cr (2.225) 

pa 6e biti 

2 4' 	t , 	 .6, 	4 , j. • (2.2.26) 

Najzad, ako kovarijantno diferenciramo po X 	tenzor 

p a‘cC 	t 	 ed = 

dobi6eMo 

U odnosu na sistem K 6e biti 

P 	=Ll Cis,Z! b tt e  zi-41  

odakle, kada se stavi da je 	0C m 4 ,.i uzMe u obzir 

je 	I • (vi di (2.2.5)) i 	0 	(vi di (2.2..25)), sle- 

di 
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Sada se jednanna (2.2.26) mae napisati u obliku 

kako je u obliku 

di U., 	— 7t,u• G,Zef  
2 	ji 

odakle je 

&  = 7 U cG 4' 	' 	•f 
( .2.27) 

pri 6emu smo iskoristili (1.2.30). 

Iz (2.2.23) i (2.2.27) 6emo sada imati 

2, (t - 	D/ 1  \--/ 	r` 	Z(f-4 	4. 	 (2.2.28) 
. Ai 	s f. 	1, 	57 4.  176 	'1 	I.  CI  

Iz jedna6ine (2.2.28), koja pokazuje da se (2.2.22) za c4 = 

ne svodi na izraz koji.se. nalazi na desnoj strani jednanrie 

(2.2.20a); zak1ju saujemo da•veli6inu (2.2.21) ne moemo usvojiti 

kao tenz.orski izraz koji predstavlja desne strane jednanna (.2.2. . 

20a) i ( 2.2.20b). 

nog toga smo daije razmigljali Ovako: nama,•u su6tini, 

je neophodno potrebno da jedna6ine (2.2.20a) i (2.2.20b) .  izrazimo 

u tenzorskom obliku; dovoljno .  je da obrazujemo skalarni invari- 

jantni 4zraz-.ficetvororad" 	korne bi u klasi6noj teoriji odEova- 

. rao rad tangentnih . viskoznih sila koje preko povrs6ine. 5 'delUju 
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na uoceni della, na njegovom pomeranju od paetnog do krajnjeg 

poloaja. Taj izraz bi, na_osnovu onog 6to . smo izlozili na .stra- 

bo 2=0 formalan i morao bi da bude jednak null; dal je, 

u odnosu' na sistem K bi se izraz koji se. nalazi pod intezralom u 

tom3 6etveroradu morao svesti na 

2 .2. 2 9) 

morao bi 
	svesti na izraz koji,. do na Cinilac 

klasi6noj teori• i predStavija.elementarni rad tangentnih viskoz-

nih sila kojirna okolina preko 5 	na deli6 deluje. 
Pokaza6emo sada da skalarni invarijantni izraz 

(2.2.30) 

C2).  gde smo sa obelelili 6etvorovektor (2.2.21), zadovoljava 

uslove koje.smo naveli. 

Pre svega, kako je zbog (1.1.4) 

1°' 
	

ul'uc, 	) U = —U f u 	0 , 

big: i P otx = c4. 	• 	9 5to znaCi da je podintegralna funkcija u 

(2.2.30) jednaka null. 

PotraZimo sada kako 6e izgledati izraz pod integralom u 

(2.2,30) u odnosu na sistem X28 ). 

28) 06igledno je da 6e i taj izraz bi ti samo formalan, tj. i on 6e 
jednak null kao gto to ve6 ranije istakli (jer je 

= 0). Mi 6emo ovde, medjutim, traZiti taj izraz koriste6i sve 
ono 6to smo ranije izveli 	jednanne (2.2.15), (2.2.28), itd. 
- a nzabOravljaju0." pri tome .da je i dzt." = 0. 
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2.1Q 	c/.i/ j.  2/14  r7  _  
(2.2.'31) 

. y+ p, „1 

Ima6emo 

	(t'• P A:7 Gr,aixe .- 

s4. F, 	r 

61  
tj., kako je prema (2.2.15) 	= 

Z 	
p13" 

7 	ezz <F1  = e 	pA l 	d 
f -t• 	 r 73 1  

Ako iskoristimo jednaeinu (2.2,28) ,mei;emo dalje . napisati 

1 11. si r Is' 

Kako je, medjutim, zbog (1.2.28) 

0 

biCe u odnosu na sistem K 

0 

tj. 

dx:v ÷ 
4 /73 1  

( 2.2032 ) 
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Prema (1.2.25) je 

= CP v 
2.• 	d' A 

pa je u odnosu na lokalni sister:. 

_4_
ce 

7,U  c? 
g.' 

odakle, dajuoi indeksu cC 	vrednost 4 /  , 1 -  uzimaju6i opet u ob- . 

zir (2.2.15) i (2.2.25), lako dobivamo 

Tako je sada iz (2.2.32) - 

0 

1 
Na osnovu gornje jedna seine bide iz . (2.2.31) 

2.(1-t 	p f31 

a to smo 	 da pokaZemo. 

Prema tome, invarijantni izraz (2.2.30) zaista molemo pri- . 

 hvatiti kao izraz koji u relativisti6koj teoriji formaino odgova-. 

ra izrazu za rad tangentnih viskoznih sila, Sra6unatih na jedini-

cu mase uo6enog de1i6a, kojima okolina preko Dovrgine . deliCa na 

njega deluje. 
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Najzad, koriste6i izraze (2.2,16) i (2.2.30), obrazova6e-

mo funkciju CI 	koja se pojavljuje u (2.2.4) ovako . 

x
a 

xa 

G" d z . 	( 2.2.33) 

d- • /3 
a 

Postavimo sada Pfafove jedna6ine koje odgovaraju formi'(2, 

2.3). Prema (2.1.7) demo imati 

	

tevu0,. d-d 	 e( u,36 r 	H 	; 	( 2 . 2 . 34)  

gde levy strana predstavlja apsolutni diferenCijai vektora U 

gde smo sa « 	oznaftli gradijent Pfafovog izraza 	
u od- .  

nosuna.vektor e • 

Iz (2.2.34) je dalje 

	

-07 u
.4 	0: 

= a•tu 	H) 

tj., s obzirom na (2.2.4), 

09'U GU 
A o = « 

Ako, najzad, unesemo (2.2.33) u (2.2.35), dobi6emo 

4 	/3 	• 	.2. (14  0 7  G if- • 
A oc. 	 ch 	 g 

( 2.2.35 ) 

2 . 2,36) 

Jedna6ine .(2.2.36), do kojih smo don .): primenjuju6i,Pfafo - 

vu metodu, predstavljaju traZene diferencijalne jednanne strujnih 

linija relativisti6kog stinjivog viskoznog fluida. 
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2.3. Pffova forma za idealni relativisti6ki fluid 

ZadrZimd se, nakraju,.na slu6aju idealnog fluida; kada 

1;e zanemaruje trenje izmedju 6estica fluida pri njihovora rela 

tivnom pomerandu, a tenzor energije, prema (1.1.5, i (1.1.7) ima  

oblik 

( 03.1) 

Nije te6ko zaklju6iti da, oe•fui*cija 	 kOja je u slu- 

6aju'-viSkoznog relativisti6kog fluida imala dva 61ana (vidi•jedna-

6inu-(2.2.33)), sada izgledati ovako 

X
oc 

/3 
1-1 11-• 

c‹. 	173 
(2.1, 2) 

tj. u njoj 6e ostati samo.onaj'izraz koji predstavlja relativis-

ti6ko uopftenje klasi6nog rada rezultuju6e sile pritiska . kcjom 

okolina deluje na.uo6eni deli6, izraunate na jedinicu rase deli- . 
áa, na pomeranju sistema od .po6etnog do-  krajnjeg pololaja, do' 

6e.i.zraz koji odgOvara radu viskoznih sila, razume se, izostati. 

Pfafove jedna6ine koje odgovaraju formi .  (2.2.3), tj. jed- 

na6ine 

C 

dovdde onda do diferencijalnih jedna6ina strujnih linija relat7j, • 

visti6kog idealnog fluida 
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( 2.3.3 ) 

UZmimosada da fluidnu sredinu koju posmatramo karakteri-

e jedna6ina stanja koja vezuje sopstveni pritisak i sopstvenu 

gustinu, tj. jedna6ina 

- 	(1-1-) . . 	 (2,304) 

Odavno je poznato (vi di [23,[8]) da je tada mogu6e odredi-

ti metriku koja je konformna metrici prostor-vremena, u odnosu na 

koju 6e strujne linije fluida predstavljati geodezijske linije. 

U tome cilju uvodi se funkcija sopstvenog pritiska 

(2.3..5 ) 

koju A. Lihnerovi6 naziva indeks fluida; pomo6u to funkcije jedna- • 

6ine 	 kojima je sada f = f (11,) , mogu. da se napi6u u ob-. 

liku 

n 
rx 

( 2. 3 .6 ) 

Nije,te6ko pokazati [8] da jednaftne (2.3..6) predstaVljaju 

jedna6ine geodezijskih linija . rimanske metrike 6ija.je metri:6ka 

forma F 	odredjena jedna6inom 

(2.3.7) 
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gde smo.sa F .oznanai Metrisoku formu prostor-vremena 

Uvedimo sada, onako'kako to 6ini A. LihneroviC 1:8], pomp6U 

funkeije (2.3.5), vektor 

( .3.8) 

poznat pod imenom vektora toka .(ili „pseudobrzine 	definiimo 

u odnosu na metriku 	vektor C 	ovako 

( 2.3.9) 

Mote se pokazati da vektOr C 	predstavlja jedinieni vek- 

tor u prostoru uvedenom.jednainom (2.3.7) , i da se pomo6u toga 

vektora jednanna (2.3.3) mote napisati u obliku 

C 	J 
	 (2,3.10) 

gde smo sa d ozna6ili ojc.rator kovarijantnoz diferenciranj;L 

u odnOsu na metriku F , Izraz C 	CA 	koii stoji na levoj cc  
strani dobivene jedna6ine, predstavlja apsolutni izvod jedini6nog, 

vektora Ca , tangentnog na strujne linije, u odnosu na uvedenu 

metriku. To znaci da su (2,3.10).jednan.ne geodezijskih linila 

prostora 6ija je metri6ka forma odredjena izrazom (2.3.7). 

Ovo 6to smo izloZili navelo nas je na misao da bi se Pfa-

fov izraz za idealni fluid.koji karakteri6e jednaina stanja (2. 

3.4) mogao z jednostavnije obrazovati p .ako takav fluid posmatra-

mo u prostOru.6ijaje metrika F. , u'lcome.njegove strujne 

nije predstavljaju geodezijske linije. Naive, bas kao Lto, kada • 
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smo fluid Posmatrali u odnosu na metriku ?pro toga V )) 	pri ob- 

.razovanju funkoije .(2.3.2) nismo tranli izraz kome bi u klasi6- 

noj teoriji odgovarao rad gravitaoionih sila, tako isto sada ,  

da fluid posmatramo u odnosu na metriku uvedenu jedna6inom (2.3. 

7) 	u kojoj kretanje 6estica fluida posmatraMo kao kretanje.
-oo 

inerciji - ne treba da traHmo izraz koji predstavlja relativi-

sti6ko uop6tenje rad rezultuju6e site pritiska, jer je nova.me-

trika uslovijena  priSustvom sila pritiska i tako odredjena 
 da 

kretanje 6estica fluida u odnosu na nju mo'2emo posmatrati kao 

kretanje 6estica rasDra6ene sredine 29) . 

Razume se, pri posmatranju fluidne sredine u odnosu na me-. 

triku F9 ulogu vektora 6etvorobrzine' preuze6e vektor (2.309). 

Obrazujmo, dakie l .za posmatranu idealnu fluidnu sredinu 

Pfafov izraz ovako 

tj.„ s obzirom na (2.3.9), 

(2.3,11) 

Prema (2.1.2) Pfafove jedna6ine koje odzpvaraju fOrmi 

(2.3.11) de biti 

6-1„ 

k a--e; oz.,) 	
0 

29) Terrain 7:raspraena. :iref.ina" koristimp za.oriu materijalnu ore-

dinu koSu A. Lihnerovi6 . naziva nrdatire.pure", a kojoj'.odgo- 

vara tenzor energije 7;5 = :MZ-<v2,  

• 	 0 
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Kako je, medjutim, s obzirOm na simetriju KristOfeloVih . 

 simbola druge vrste u odnosu na donj,e indekse 

d Coe 

e, 	v — C z . 	72, 

jednanns (24,12) se mogu napisati u obliku 

( 7 	C ) 
ce /6 	 - • 

odakie, poste de1jenja sa 
	dobivamo 

(2 .3 .1 3) 

Najzad, uno6enjem izraza (.2.3.8) za.vektor 	C 0. 	u jedna- .  

dine (2.3.13), lako dolazimo do- jednaCina 
• 

7 LI 
	T,,/3 
	

(2.'344). 

r 
koje su 'idehti6ne sa jedna6inaMa.3.6), to prerna tome predstav-

ljaju diferencijalne jednaine'strujnih linija idealnog fluida za 

koji van jedna'6ina stanja S = .N1.) . 

Ovaj rezultat, koji smo dobili za idealnu•fluidnu srednu 

koju karakteriejedna6ina stanja .(2;3..4), mo%e se proiAriti. 14a-

ime, za.svaku. onu materijalnu sredinu.za.koju je mogu6e Pronaa• 

rimansku.metrikU u odnobu na 'koju svetske.linije 6estica . materi-

je predstavljajuzeodezijske linije 39),-mogu6e je, pomoCu vekto- 

30) Takvu materijalnu sredinu Lihnerovi6 naziva, holOnomna sredina. 
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ra uvedenog sli6no vektoru toka (2.1;8), Pfafov izraz postaviti 

samo pomo6u toga vektora, ne tra'Le6i nikakav izraz kome bi u kla-

si6noj -peoriji odgovarala funkcija 14, . 
Ne bi bilo te'gko, sada, potraZiti uslove koje treba da . is-

punjava tenzor viskoznosti (l.3.22), da bi se i za relativisti6ki .  

viskozni fluid, koji smo u ovome radu posmatrali, Pfaf ova forma 

mogla obrazovati na takav nann, 

iZedjutim, ovde to pitanje ne6emo re6avati; ono se svodi na 

tra',3enje uslova pod kojima viskozni fluid predstavlja holonomnu 

materijalnu sredinu,.te zahteva posebnu paZnju koja bi nas isu-

vi6e udaljila od onoga 6to je u ovome radu bio na6 osnovni cilj, 
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