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UVOD 

Teorija semigrupa razvija se kao samostalna °blast 

savremene algebre, 

Predmet izu6avanja teorije semigrupa su razne kiase 

semigrupa tj. semigrupe koje zadovoljavaju dati uslov. 

U ovom radu razmatramo semigrupe iz nekih podklasa 

kiase regularnih semigrupa. Pojam regularnosti, koji je uveo 

J. von Neumann [31] za prstene, su Thierrin i BarHep preneli u 

teoriju semigrupa 6to se pokazalo zna6ajnim za razvoj teorije 

semigrupa umAte. 

Ovde se posebno ispituje jedna podklasa kiase komp-

letno regularnih semigrupa tzv. klasa (m,n)*-anti-inverznih 

semigrupa. Ova klasa obuhvata klasu anti-inverznih semigrupa 

ill 

Pojam bazisne kiase, neke klase semigrupa, uveo je 

E.C. JThnHH [25]. U radu odredjujemo bazisne kiase za razne kia-

se semigrupa. 

Zna6ajnu klasu semigrupa 6ine polumr0e. P.M. Cohn 

[9] i C. Pe6aHe su 1965. godine pokazali da je svaka algebra 

podalgebra neke semigrupe. U Glavi IV opisujemo klasu algebri 

koje su podalgebre polumrea. 

U Glavi I su navedeni elementarni pojmovi o semigru-

pama, grupama, algebrama, idealima, kongruencijama, itd. Dati 
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ii 

su dokazi nekih teorema koje se koriste u radu. Ovaj materijal 

uzet je iz [7] i [22]. Takodje, dat je dokaz G. upone za te-

oremu Cohn-Pe6aHe. 

U Glavi II ispituju se (m,n)*-anti-inverzne semi-

grupe. Materijal ove glave preuzet je iz [ 61, [11] i [12]. 

U ta6ki 2. date su neke dekompozicije (m,n)*-anti-inverznih 

semigrupa. Teorema 2.3. glavni je rezultat ove glave. Green-ove 

relacije razmatraju se u ta6ki 3. Dobija se niz karakterizaci -

ja semigrupa iz klase m,n
. Na kraju Glave II navedena su tvr-

djenja Eiji dokazi su izostavljeni jer su sli6ni dokazima teo-

rema u [ 21. 

U Glavi III ispituju se bazisne klase raznih klasa 

semigrupa. Dat je algoritam kojim odredjujemo bazisnu klasu bi-

lo koje klase (m,n)*-anti-inverznih semigrupa. Primeri bazis-

nih klasa za razne semigrupe dati su u ta6ki 2. Materi- 
m,n 

jal za take 1. i 2. uzet je iz [121. U ta6ki 3. razmatraju se 

QS *  (OS 	
) semigrupe tj. semigrupe nje sve prave podsemi - 

m,n 	m,n 

grupe pripadaju klasi m,n (Sm,n
). Teoremom 3.1. data je karak-

terizacija semigrupa klase QS*m,n 
(QS m,n

). Problem egzistencije 

bazisne klase semigrupa ije sve prave podsemigrupe zadovolja-

vaju uslov oblika (Vx)(By)4)(x,y) re§en je u ta6ki 4. Na kra-

ju 4. data je nekoliko primera. Materijal iz ta6aka 3. i 4. ov- 

de je prvi put izloen. 

U Glavi IV opisane su podalgebre polumr0a. Potreban 

i dovoljan uslov da neka algebra bude podalgebra polumree dat 

je u taCki 1. Lema 1.3. je kljufta lema u dokazu teoreme 1.1. 
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iii 

Dokaz ove leme izvodi se koristedi pojam transformacije 

U tadki 2. navedeni su neki specijalni sludajevi koji su nepos- 

redna posledica teoreme 1.1. Materijal za ovu glavu uzet je 

iz [18]. 

Literatura koja je korigdena u ovom radu navedena 

je na kraju i 6ine je 44 bibliografske jedinice. 

Dr Stojan Bogdanovid svojim idejama i savetima porno-

gao mi je pri izradi ovog rada zbog 6eqa mu dugujem trajnu zah-

valnost. 

Akademik profesor (op(- 11 HynoHa velikodugno je pris-

tao na saradnju sa autorom ovog rada. Zahvaljujem se profesoru 

6to je prihvatio moju saradnju i omogudio mi da rezulta-

to zajedni6kocr rada izlo2im u Glavi IV. 

Profesor Svetozar Milid prihvatio se da bude mentor 

pri izradi ove disertacije. Imam prijatnu du2nost da se zahva- 

lim profesoru Milidu za nesebi6nu pa2nju koju posvedije mom 

radu. 
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GLAVA I 

ELEMENTARNI POJMOVI I KARAKTERIZACIJE 
SEMIGRUPA IZ NEKIH KLASA SEMIGRUPA 
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1.1. Binarna operacija  na skupu S je svako pres-

likavanje skupa SxS u S, gde je SxS skup svih uredjenih 

parova elemenata iz S. Sliku elemenata (a,b) iz SxS u sku-

pu S ozna6avademo sa ab. 

1.2. Grupoid  je uredjena dvojka (S i •) nepraznog 

skupa S i binarne operacije "." definisane na S. Pigemo S 

umesto (S .). 

1.3. Binarna operacija "." na grupoidu S je 

asocijativna  ako je ispunjeno 

(V a,b,c ES)(a(bc) = (ab)c). 

1.4. Semigrupa  je grupoid (S,•) pri emu je ope-

racija "." asociajtivna. Dalje demo krade pisati "S je semigru-

pa". Podgrupoid semigrupe S je podsemigrupa.  

1.5. Ako postoji element e u semigrupi S takav 

da J e 

(.\71 x 	s) xe =ex = x, 

onda e zovemo jedinica  semigrupe S i ka2emo da je S semi-

grupa sa jedinicom. Ako semigrupa S nema jedinicu onda moIemo 

dodati element 1 skupu S. Definigimo 

s E S) i s= sl = s 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



i 	11 = 1. Stj {1) postaje semigrupa sa jedinicom. Ozna6ava- 

demo S 1  semigrupu definisanu na slededi na6in 

S ako je S semigrupa sa jedinicom 
SI = 

S Li (1) ako S nema jedinicu. 

1.6. Ako semigrupa S, sa najmanje dva elements, 

sadrft element 0 takav da je 

(NixC S)x0 	= 0, 

onda element 0 nazivamo nula semigrupe S. Analogno prethod-____ 

nom defini6emo 

S ako S ima nulu 
S o = 

sU {0} ako S nema nulu. 

1.7. Semigrupa S je komutativna ako 

x,ye S)xy = yx 

1.8. Grupa je semigrupa S sa osobinom 

( xE S) (xS = SA Sx = 5) . 

Podgrupa semigrupe S .  je podsemigrupa od S koja je grupa. 

1.9. Element x semigrupe S je idempotent ako 

je x 2  = x. 

1.10. Semigrupa S je generisana svojim podskupom 

A ako je svaki element iz S jednak proizvodu nekih elemenata 

iz A. Semigrupa generisana jedno-elementnim podskupom naziva 

se monogena semigrupa. Monogenu semigrupu generisanu skupom 

(a) ozna6avademo sa <a>. Ako je u semigrupi <a>: a m  = am+r  

onda m nazivamo indeks a r period semigrupe <a>. Neka je 
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m indeks i r period semigrupe <a> tada je 

<a> = (a,a 2 ,...,am+r-1 ) 

i 1<a>I = m+r-1. Kaemo da je element a konaanog  reda. 
1114-1--1

) od 	je podgrupa od <a> 
Podskup K

a 
= {ampam+1 	 <a> 1660,“ 

Monogena semigrupa koja je grupa naziva se cikli6ka  grupa pa 
ja K

a cikli6ka grupa reda r. Lako se pokazuje (Howie [22]) 
da je K = <am+g> gde je gE N takav da a 

Ako izaberemo 

0 < g 4 r-1 	i 	m+g E 1(modr). 

takvo da je 

0 	z < r-1 	 E 0 (modr) 

onda imamo da je am+z idempotent odnosno jedinica grupe K. 

1.11. Semigrupa S je periodiaka  ako su svi njeni 
elementi konaanog reda. 

1.12. Element a semigrupe S je regularan  ako je 

a = axa 

za neko x S. Semigrupa S je regularna  ako je svaki element 
iz S regularan. 

Pojam regularnosti prvi je uveo J. von Neumann (On 

regular rings, Proc.Nat.Acad. USA, 22(1936), 707-713) za elemen-

te prstena. U teorjji semigrupa regularne semigrupa, pod nazivom 

demi-groups inversif, su prvi put razmatrane od strane 

G. Thierrin-a (Sur une condition n4cessaire et suffisante pour 

qu'un semigroupe soit un groupe, C.R.Acad.Sci., Paris, 232 

(1951), 376-378. 
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4 ••• 

1.13. Semigrupa S je kompletno regularna ako 

(-194a 	s) (3 x G S) (a = axa A ax = xa) 

1.14. Oznaaimo sa E skup idempotenata semigrupe 

S. Regularna semigrupa S je ortodoksna  ako je E podsemigru- 

pa od S. Ortogrupa  je kompletno regularna ortodoksna semigrupa. 

1.15. Neka je a element semigrupe S. Element x 

iz S je inverzan  za a ako je 

a = axa i 	x = xax. 

Inverzna  semigrupa je regularna semigrupa u kojoj svaki element 

ima jedinstven inverzni element. 

Pojam inverzne semigrupe prvi put se javlja u rado-

vima B.B. BarHepa (06p6weHbe rpynnb, AAH, CCCP, 84(1952), 

1119-1122) i G. Thierrin-a (Sur les dldments inversif et les 

elements unitaires d' un demi-groupe inversif, C.R.Acad.Sci., 

Paris, 234(1952), 33-34). 

1.16. Semigrupa S je intra-regularna  ako 

(Vx E s) (3a,b, E S) (x = ax 2b). 

Semigrupa S je levo regularna  ako 

(Iva E s) (3 x G s) (a = xa 2 ) . 

Semigrupa S je desno regularna  ako 

(VaS)(3xe S)(a = a 2x). 

Ove pojmove uveo je R. Croisot (Demi-grouper inversif et demi-

-groupes rdunion de demi-groupes simples, Ann.Sci. Ecole Nor. 

Sup.(3), 70(1953), 361-379). 
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1.17. Semigrupa S je anti-inverzna ako 

(Vx es) (a y E s) (xyx = yA yxy = x). 

Pojam anti-inverzne semigrupe uveli su S. Milid, 

S. Bogdanovid i V. Pavlovid u radu: Anti
- inverse semigroups, 

Publ.Inst.Math. Belgrade, 24(38) 1978. Izmedju ostalog dokazana je 

slededa teorema 

Teorema.  Neka je S semigrupa. Tada 

se A •-0. (vx 	s) (3 y G s)  (x 2 	y2 A  yx = x 3 y  A  x 5 = x ) • 

gde je sa A ozna6ena klasa anti-inverznih semigrupa. 

1.18. Semigrupa S je (m0)-anti-inverzna ako 

( -V x E s) (3 y E s) (xi'? = ym  = (xY) in  A xn  = 	. 

(m,n)-anti-inverzne semigrupe uveli su S. Milid i 

S. Bogdanovid u radu: On a class of anti-inverse semigroups, 

Publ.Inst.Math., Beograd, 25(39), 1979, 95-100. (m,n)-anti-in-

verzne semigrupe ozna6avamo sa S
m,n U istom radu dat je al- 

goritam kojim se utvrdjuje da li semigrupe iz klase S
, gde m,n  

su m i n proizvoljni brojevi, pripadaju klasi A-anti-in-

verznih semigrupa. 

1.19. Semigrupa S je (m,n) *-anti-inverzna ako 

(Vx CS) (3 y E S) (xm  = yrn A yx = xm+IyA xn  = x). 

(m,n) *-anti-inverzne semigrupe uvedene su u radu [61. U ovom 
radu, izmedju ostalog, razmatramo i (m,n) *-anti-inverzne semi- 
grupe. 
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6 

1.20. Semigrupa u kojoj su svi elementi idempotent-

ni naziva se bend. Komutativni bend je polumre sZa.  Semigrupa S 

je Y polumre'Z'a semigrupa  Sa  ako postoji preslikavanje (1) 

semigrupe S na polumre/u Y takvo da je 

q(ab) = 4)(a)flb) 	i 	Sa  = 41-1 (a) , 

za svako a,b E  S i svako a G Y. Ozna6imo sa E
s 

skup svih 

idempotenata semigrupe S u kome je definisana relacija 

e 	f 	e = of = fe. 

va/i slededa teorema 

Teorema.  Neka je S regularna semigrupa. Tada su 

slededi uslovi ekvivalentni 

(i) E
s 

je podsemigrupa od S. 

(ii) Za bilo koje a,b E  S i njihove inverzne elemente 

a',b' va/i da je b'a' inverzan element elementu ab. 

(iii) Za svako a,b,x,yG,S, a = axa i b = byb implicira 

ab = abyxab. 

(iv) Inverzan element svakog idempotenta je idempotent. 

1.21. E.S. Ljapin je u [25] dao slededu definiciju. 

Definicija.  Neka su M, N, P 	tri klase semigrupa, 

pri demu je MC NC P. Klasa M je bazisna klasa za klasu 	N 

u odnosu na P ako je ispunjeno 

a) Svaka semigrupa iz N se mo/e pretstaviti kao unija 

Svojih podsemigrupa koje su iz klase M. 

b) Svaka semigrupa iz P koja se mo/e pretstaviti kao unija 

svojih podsemigrupa koje su iz klase M je iz klase N. 

c) Nijedna podklasa M' klase M ne zadovoljava uslov a). 
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2. 

2.1. Podsemigrupa I semigrupe S je njen levi 

(desni) ideal ako je SI C I(ISC I). 

Podsemigrupa I semigrupe S je dvostrani  ideal ako je iSt0- 

vremeno levi i desni ideal od S. 

Ako je A neprazan podskup semigrupe S,tada presek 

svih levih ideala od S, koji sadr2e A, je levi ideal koji 

sadr2i A. Za taj ideal kalemo da je levi ideal  generisan sku-

pom  A. s1i6no imamo za desni, odnosnO dvostrani ideal. Levi 

(desni, dvostrani) ideal semigrupe S generisan skupom A 

je oblika 

AU SA (AU AS, AU SAU ASU SAS). 

Ako je A jednolan skup, tada levi glavni ideal,  u oznaci 

L(a), je oblika 

L(a) = atj Sa. 

Analogno, desni glavni ideal  je oblika 

R(a) = a U aS. 

Dvostrani glavni ideal  je 

J(a) = aU saU asU SaS. 

Zna6ajnu karakterizaciju regularnih semigrupa porno-

du ideala dao je K. Igeki [23]. 

Ozna6imo sa U skup svih levih ideala semigrupe S 
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i sa V skup svih desnih ideala semigrupe S. 

Teorerna.  Neka je S semigrupa. Tada je S regular-

na semigrupa ako i samo ako 

(VRG V) (VLG U)(R ( L = RL), 

gde smo sa R i L oznaaili proizvoljan desni ideal iz V 

odnosno proizvoljan levi ideal iz U. 

Dokaz.  Neka je S regularna semigrupa. Tada za 

proizvoljan RC V je RS C R, pa je 

(1) RLCRSC R. 

Sli6no, za proizvoljan LG U je 

(2) RL CSLC L. 

Iz (1) i (2) imamo 

RLCRil L. 

Neka je sada aGRn L, tada aGR i a = a (xa) za neko 

x E  S, jer je S regularna semigrupa. Kako xa E L, to je 

a G RL. Sledi da je 

Rn LC RL 

t j. 

R L = RL. 

Obratno, za proizvoljno ae S imamo 

a G R(a) 	L(a) = R(a)L(a) = (a U aS)(aU So) = 

a 2  U aSa U aS 2a = a 2  U aSa, 

pa je a = a 2  ili a G aSa. Dakle, S je regularna semigrupa. 
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Posledica.  U regularnoj semigrupi S je 

(V L E U) (L = SL) 

(V RE V)(R = RS), 

S 2  = S. 

U regularnoj semigrupi S je 

L(a) = Sa 	R(a) = aS 	J(a) = SaS. 

Zaista, 

L(a) = SL(a) = S(alj Sa) = Sa (j SSa = Sa. 

S1i6no se dokazuje da je R(a) = aS i J(a) = SaS. 

Primedba.  Jedno uopgtenje teoreme K. Igeki-a dao 

je S. Bogdanovid u [ 3 ]. 

Dvostrani ideal I semigrupe S nazivademo 

ideal semigrupe S. 

Podsemigrupa B semigrupe S jeste biideal 

ako je 

BSB C B. 

Podsemigrupa A 0 semigrupe S jests 

kvaziideal ako je 

ASI1 SAC A. 

Preslikavanje f semigrupe S u semigrupu 

T je homomorfizam ako je (af)(bf) = (ab)f, za svako a
rbG S. 

Ako je f preslikavanje 	onda T nazivamo homomorfnom 

slikom od S. Ako je f 1-1 i "ma" onda f nazivamo 

izomorfizmom.  
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2.2. Neka je S semigrupa. Relacija R skupa S 

je levo saglasna sa operacijom semigrupe S ako 

(-V s,t,a E S) (s,t) G R > (as,at)G- R), 

i desno saglasna ako 

S)((s,t)(E R -> 	 R). 

Relacija R skupa S je saglasna sa operacijom semigrupe S 

ako 

(Vs,t,s",t"(: S)(((s,s - )C. R A (t,t")(E R) -> (st,s't')GR). 

Levo (desno) saglasna relacija ekvivalencije naziva se leva 

(desna) kongruencija. Saglasna relacija ekvivalencije zove se 

kongruencija. 

Propozicija 2.2.  Relacija p semigrupe S je 

kongruencija ako i samo ako je leva i desna kongruencija. 

Dokaz.  (A--) Ako je p leva i desna kongruencija on-

da iz 	(s,s - ),(t,t")C7. 0 sledi 	(st,s -t)E7 p i 	(s't,s -t - )(E P 

zbog leve i desne saglasnosti. Iz tranzitivnosti p sledi da 

je (st,s't')(E p pa je p kongruencija. 

( 4 ). Neka je 0 kongruencija. Ako (s,t)(= p i 

aCT:  S onda (a,a)(E p zbog refleksivnosti pa je (as,at)E77  p 

i (sa,ta)C p tj. p je leva i desna kongruencija. 

Neka je p kongruencija semigrupe S. Skup 

klasa ekvivalencije relacije p, u oznaci S / , nazivamo skup  

koli6nik. Preslikavanje a 4.ap, gde je tap klasa ekvivalenci- 

S 
je elementa a, je prirodni homomorfizam od S na 	/ , pri 
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demu je u S / p  operacija definisana na slededi nadin 

(ap) (bp) = (ab)p , za ao,bp E / 

Neka je I ideal semigrupe S. Relacija 0 

na S definisana na slededi nein 

ap b-.-4.a=bV a tbEI 

je Rees-ova kongruencija  [ 39]. Kolidnik semigrupu S/ 	ozna- 

6avamo sa 	/I . Klase ekvivalencije su ideal I i jednodlani 

skupovi {a}, u sludaju kada a G SCI. 

2.3. J. A. Green je 1951. svojim radom "On the struc-

ture of semigroups", Ann. of Math., 54, 163-172., dao studiju 

fundamentalnu za razvoj teorije semigrupa. U ovom radu Green 

je definisao izvesne relacije ekvivalencije na semigrupi koris-

tedi pojam glavnog ideala semigrupe. 

Relacije L, R, 1, K, D definisane na semigrupi S 

na slededi na6in 

(1) aLb <-> L(a) = L(b) 

(2) aRb <.> R(a) = R(b) 

(3) aJb <-> J(a) = J(b) 

(4) H=RnL 
(5) D = R.L - najmanja ekvivalencija koja sadrn. R i L, 

su relacije ekvivalencije  i nazivaju se Green-ovim ekvivalen- 

cijama. 

Na osnovu 2.1. imamo da u regularnoj semigrupi S 

va i 

(i) 	aLb <-> Sa = Sb 
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(ii) aRb <-0 aS = bS 

(iii) aJb <—> SaS = SbS 

Neka je S semigrupa. Tada je 

aLb <—> Sia = Sib, 

aRb < —> aSi = bSi, 

aJb <=> S 1 aS 1  = 

SlaSi = SibSl .ako i samo ako postoje x,y,u,v E Si takvi 

da je xay =b i ubv = a. Neposredno imamo da je LCJi 

R C J pa sledi da je DC J. U komutativnim semigrupama imamo 

L =R=H=3= D. 

Propozicija.  Ako je S periodika semigrupa 

onda je II = J. 

Dokaz.  Neka je a l b G s i aJb. Tada postoje 

x,y,u,v Gs' takvi da je 

(*) 	 xay = b i 	ubv = a. 

Pokalimo da postoji c G S takvo da je aLc i cRb. 

Iz (*) imamo 

a = (ux)a(yv) = (ux) 2a(Yv) 2  = (ux) 3a(yv) 3  = 

b = (xu)b(vy) = (xu) 2b(vy) 2  = (xu) 3b(vy) 3  = 

Kako je S periodi6ka semigrupa na osnovu 1.10 

moiemo nadi m takvo da je (ux) m  idempotent. 

Ako stavimo c = xa imamo 

a = (ux) ma(yv) m  = (ux) m (ux) ma(yv) m  = (ux) ma = (ux)m-luc, 
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pa je aLc. Takodje, cy = xay = b i moiemo nadi n takvo 

da je (ly) fl  idempotent. Imamo 

c = xa = x(ux)a(yv) n+1 = (xu) 12+1 xay(vy) n v =  

= 	 `n v  = (xu) n+1 b(vy) nt1 (vy) n-1 V = 

= b( try) n-i v 

pa je cRn. 

Za svako a 	S definiAimo preslikavanje 

S 1 	S 	na slededi na6inr.p : a  

xp = xa , x G Si 
a 

Preslikavanje p a  nazivamo desna translaclia. Analogno defini-

tem° preslikavanje. A a  : 	SI kao 

= ax, xe si 
a 

i nazivamo ga leva translacija. 

Svaka V klasa neke semigrupe je unija L 

R klasa. Presek L-klase i R-klase je ili prazan skup 111 je 

H--klasa. Po definiciji imamo 

	

aDb <=> R
a  ri Lb  # 0 	Lan  Rb  # 0. 

Prema tome, pogodno je svaku D-klasu posmatrati kao kvadrat po-

deljen na vrste i kolone tako da svaka vrsta pretstavlja 

R-klasu, svaka kolona L-klasu i svaki prese6ni kvadrat H-klasu. 

Ako je D proizvoljna D-klasa semigrupe S i a,b E:D su 

takvi da je aRb, onda po definiciji postoje s,s - EE S I  takvi 

da je 

as = b 	i 	bs' = a. 
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Desna translacija p s 	S preslikava a u b. p s  presli- 

kava La u Lb  jer ako xEEL a onda xsLas po definiciji 

relacije L (L je desna kongruencija) pa je xo E; L
as  = Lb . 

Lako se pokazuje da 
s' 

preslikava Lb uLa.p
s p

s
,  presli- 

kava L
a 

u L
a 
 na imamo za bib koje x = uae L

a  • 

xo p s  , = uass' = ubs' = ua = x. s  

Sledi da je o s o s , identieno preslikavanje na L. Slidno po-

kazujemo da je p e p s  identi6no preslikavanje na Lb  pa vidi-

mo da su 	po s IL 	i p e ,IL 	uzajamno inverzne bijekcije La  

na Lb  i Lb  na L . Ako x La onda element y = xp
s 

iz 

Lb  ima svojstvo da je y = xs i ys' = x. Prema tome yRx 

pa preslikavanje p
s 

oduvava R-klase. p preslikava svaku 

H-klasu u La 1-1 na odgovarajudu (tj. R-ekvivalentnu) 

H-klasu u Lb . Sliano vafi i za s' Na taj na6in dokazali 

smo sledede: 

Lama 2.3.(Green-ova lema) . Neka su a,b R-ekviva-

lentni elementi semigrupe S i neka su s t s - EE SI takvi da 

je as = b, bs' = a. Tada su p a lLa , p s,iLb  uzajamno inver-

zne bijekcije L a na Lb odnosno Lb na L
a 
 koje o6uvavaju 

R-klase. 

Lema 2.4.(Green-ova lema).  Neka su a,b L-ekviva-

lentni elementi semigrupe S i neka su t,t'E S I  takvi da je 

to = b i t'b = a. Tada su leve translacijet IR , t' I R  
uzajamno inverzna preslikavanja (bijekcije) R na R odnos- 

a 

no Rb  na R
a 	

o6uvavaju L-klase. 
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Kombinacijom ovih lema dobijamo: 

Lema_2,5.  Ako su a,b D-ekvivalentni elementi u 

semigrupi S, onda IH a l = IH b l. 

Dokaz.  Ako je c takav da je aRc, cLb i 

spt e s' e t"EE S 1  takvi da je as =c, cs'= a, tc = b, t'b = c, 

onda na osnovu Green-ovih Tema 0 s 1H a  je bijekcija na H e 

X t
1H c 

je bijekcija na H . Prema tome 

	

o s X t 	
je bijek- 

cija H
a 

na Hb  Isa inverznim preslikavanjem X t 
	 eys ) 

pa sledi a 1  ' 

Kao specijalan slu6aj dobijamo 

Lema 2.6.  Ako xpye S i xy eH x  onda  	je 

bijekcija Hx  na H . Ako xyell y  onda je X x IH bijekcija 

H 	na H . 

Sada imamo 

Teorema 2.7.1Green-ova teorema).  Ako je H H-klasa 

semigrupe S onda je ili H 2  roi. 0 in. H 2  = H i H je 

podgrupa od S. 

Dokaz.  Neka je H 2 
	

H 0 tako da postoje 

a,beti takvi da je ab E H. Prema prethodnoj lemi a b  i a 

su bijekcije H na H. Sledi da hb E  H i ah E H za svako 

	

hen. Prema prethodnoj lemi sledi da su 0 	i X bijekcije 

H na H pa je Rh = hH = H za svako hER tj. H 2  = H 

pa je H grupa. 

Poe ledica.  Ako je e idempotent semigrupe S, onda 

je H e 
podgrupa od S. Svaka H-klasa nema vise od jednog 

idempotenta. 
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Propozicija 2,8.  Ako je a regularan element se-

migrupe S onda je svaki element klase D
a regularan. 

Dokaz.  Ako b D
a  onda aLc, cRb za neko c G S, 

pa postoje u,v,z,t GS 1 
 takvi da je 

ua = c , 	vc = a , 	cz = b , 	bt = c . 

Ako je x takvo da je axa = a, onda je 

b(txv)b = cxvcz = uaxaz = uaz = cz = b, 

pa je b regularan element. 

Prorozicija 2.9.  U regularnoj D-klasi svaka L-klasa 

svaka R-klasa sadre bar jedan idempotent. 

Dokaz. Ako je a element regularne D-klase D u 

semigrupi S, i ako x€ S tako da je axa = a, onda je xa 

idempotent i aLxa. Sliano, ax je idempotent u aRax. 

Propozicija 2.10.  Svaki idempotent e u semigrupi 

S je leva jedinica za R e  i desna jedinica za L
e . 

Dokaz.  Ako a e R
e onda a = ex za neko x S 1 

 pa je ea = e(ex) = e 2x = ex = a. Sliano be = b za svako 

b 	Le. 
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3. 

3.1. Neka je A proizvoljan skup, tada sa An 

 ozneavamo skup svih uredjenih n-torki. (al ,a 2 ,...,a n ), gde je 

aG A. Svako preslikavanje w skupa A n u A nazivamo 

n-arna operacija (ili operacija dutine n) u A. Ako se n-torka 

)(1: An  sa w preslika u bG A, pi6emo 

b = w(a l ,a 2 ,...,an ), odnosno b = wala 2 ...an  . 

Svaki fiksan element iz A nazivamo nularna operacija.0 A. 

Svaku n-arnu operaciju w nazivamo: unarna, binarna, ternarna  

ako je n: 1,2,3 respektivno. Svaka unarna operacija u A je 

transformacija na A, tj. preslikavanje A u A. Neka je n 

neki skup operacija u skupu A. Par (A,a) nazivamo algebra.  

Skup A nazivamo nosa6 algebre a za n katemo da je tip alge-

bre. Skup n-arnih operacija koje pripadaju a ozna6avamo sa 

a(n). Neka je A dati skup i neka svakom operatoru wEE a(n) 

odgovara n-arna operacija w A  na A, tada na skupu A imamo 

algebru (A,nA ) tipa a. 

Neka su (A,a
A  ) i (B,a ) algebre istog tipa a. 

Za preslikavanje 0 : 	B kalemo da je homomorfizam algebre 

(A,cA ) u algebru (B,n B ) ako va/i 

(-V wG a(n)(= 	 A)0(wAal...an )=w 13 0(a 1 )...0(an ). 

Podskup B skupa A nazivamo podalgebra od (A,a) 

ako va/i 
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EE B 

(40)(E fl(n),1,1,...,b n (E B)031...b n e B. 

Neka je T kiasa algebri tipa f2 , (A,Q)EE T 
generatorni skup za (A,R). Za (A,n) kafemo da je slobodno 
generisana  sa B u klasi T, ako vali slededi uslov: 

(i) 	Za svaku algebru (A;0) EE I i svako preslikavanje 

A : B4-4- A' postoji homomorfizam 	: 	A' 	koji je progire- 
nje preslikavanja A. 

3.2. Neka je A = (A 1 0) algebra, S semigrupa i 

preslikavanje 0 u S takvo da je AC S i 

W ( a l 41 4, p an ) = W a lwan  

za svaki n-arni operator wG R i al,...,a n G A. A = (A, f2) 
nazivamo podalgebra semigrupe  S. 

Teorema  (Cohn-Ps6ame) Svaka algebra jeste podalgeb-

ra neke semigrupe. 

Dokaz.  (G. Npona) Neka je 0' = 0\0
0 i svakom 

elementu we 	pridrufimo simbol w na slededi nadin 

W 	T_>; " 	, 	{ilw€ 0'}I1 A= m r • 

Formirajmo semigrupu F koja je slobodno generisana 

sa B = A tj D, gde je D = alwe R\P o l. Pored toga F se sas-

toji od svih konadnih nizova u = b1b 2 ...bk  gde je b .G B. 
Za uG r kafemo da je reducibilan  element u F ako ima oblik: 

( 1 ) 

	

u = bi...b i _ l wa ...anbi*n#1...bk, 
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gde w 	cz(n) i a 	 A. U protivnom, za u katemo da 

je reduciran  element iz F. Ozna6imo sa S skup zvih reduci-

ranih elemenata iz F. JasnOje da 

Dc F• 

Definiimo preslikavanje ¢ : F w F na slededi na6in 

u 	S 	0(u) = u. 

Ako ue F\S tada a pretstavljamo u obliku (1) pri 6emu za 

i = 1 u ima oblik 

a = wa ...a n bn+2 
...b k  , 

ili 	 b
I
...b

i 	
reduciran, Tada je =  

0(u) = 

gde je a = w(a l ,...,a n ) u (A,2). Iz definicije 4 jasno je 

da 0(u) = 	S i da ako 	uC F\S, onda 0(u) y u i 

4, (u) 	ima manju duiinu od u (dufina od u je k, ako je 

u = b l ,„bk , gdeb 11 ...,b k B). Pored toga, za svako (LC F 

postoji pCN, takav da 0 1'(u)C S i tada imamo 

• fi (u) = 	U tom slu6aju stavljamo 0(u) = O P (u). Pored 

toga, 0(u)C 5, za svako uGF, tj. 0 je preslikavanje 

F u s. Pokatimo da je 

(2) 	(V u,vCF)0(av) = 4(4(u)v) = 0(0(u)v). 

Imajudi u vidu da je (2) o6igledno ta6no za aG S, 

pretpostavidemo da je u reducibilan. Tada, po definiciji 40 

sledi da je 0(0(u)v) = 0 2 (uv). Pretpostavimo da je 

ouv) = e(uv), Ou) = 0g(u). 
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Tada imamo 

;Huy) = 0(0(uv)) 	•1".1 (uv) = re(Oliv)) = 0 11 (000v), 

tj. *(uv) = 0(1)(00. Sledi da je 

Ouv) = tP(Ou)v) = *(0 2 (u)v) = 	= 4/(0(u)v) = t ► (*(u)v), 

dime zavrAavamo dokaz za (2). 

Pokazademo da je 

(3) 
	 u t  v G P) (uv) = qi(u0(0)). 

U ovom sludaju, takodje, pretpostavimo da vGP\S, 

bududi da za v C S tvrdjenje sledi neposredno. Dokaz dajemo 

indukcijom u odnosu na dulinu od v. 

Ako je v = ma l ...an , gde je a = w(a l ,...,an ) u 

(A,Q), onda i(v) = 4,(u) = a pa imamo 

*WO = 4101, i0v) = *(0(*(u)v)) = *(*(u),(v)) = 

= *(*(u)a) = Otia) = *(u*(v)). 

Pretpostavimo da je v = v i v 2  gde je v l  ill v 2  reducibilan 

niz. Tada, ako se ima u vidu induktivna pretpostavka, dobijamo 

0(1v) = *(uviv2) = *(*(uv )v2) = 0(*(Uvi)4)(v2)) = 

= 0(*(u4)(v1))4$(v2)) = Oulp(v1)*(v2)) = 

= 4)(utP(*(v1)4)(v2)) = 0(u*(viv2)) 

6ime zavrAavamo dokaz za (3). 

DefiniAimo operaciju * u S sa: 

u*v = 0(uv). 
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Ako imamo u vidu (2) i (3) dobijamo 

(u*v)*w = Otli(uv)w) = *(uvw) = Oulp(vw)) = 

= u*(v*w), 

tj. (5,*) je semigrupa. Ako ;GD, a l ,...,a n G A 

w(a ,...,a n ) = a u (A,a) onda imamo 

w 	
- 

*a * 	*an = 
0(wai..an ) = a = w(a l ,...,a ), 

tj. dobijamo da je (5,*) polugrupa sa traienim osobinarna. 

Pet5aHe je u radu: 0 npeAcTasneHmm yHmespcanHbx 

anre6p e RommyraTosH6x nonyrpynnax, CH6.MaT.Myp., Tom VII, 

N
o 4, 1966, dokazao slededu teoremu 

Teorema.  (0. PabaHe) Potreban i dovoljan uslov da 

algebra (A l a) bude podalqebra komutativne semigrupe jeste da 

u (A, s2) vati identitet: 

S1)(1( pileafx
i-1

,W(X.1,00411X
i+n-1"xii-n,""xn+m-1) 1 	 1 

= W( _.X 	,...,X. 	10(X 	10001x 	 )0C 	111..fx 

1 	jk-1 	jk 	
3k+m-1 	3 k +m 	3 n+m - 1 

	

gde su w e 52 (n) , 	E n (m) , 1 .5 I. .5 rn, 1 4 k 4 n, a 

n = 002."intm-1) proizvoljna permutacija skupa 

U Glavi IV ispitujemo podalgebre polumreia. 
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GLAVA II 

(m,n)* - ANTI-INVERZNE SEMIGRUPE 
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1. DEFINIC1JA 1 NEKE ()SHINE (m,n) k -ANTI-

-INVERZNIH SEMIGRUPA 

U ovoj ta6ki dajemo definiciju i nuke karakterizaci-

je semigrupa iz klase S 0m,n 
S Klasa 3 	nastala je kao jedno od mogudih uop6- 
mpn 

tenja klase A, anti-inverznih semigrupa. U radu [1] dokazana 

je slededa 

Teorema 1.2.  Neka je S semigrupa. Tada 

SE A 	x€ S) (3 y E S) (x 2 =y2 A Yx=x 3 yA x 5=x) . 

* Ako sa c J 	ozna6imo klasu semigrupa koja zadovo- 
m,n 

ljava uslov 

(1) 	 x) 	y) (x/4  = yi" A yx = xni+iy A xn = x) 

ti. 

s 	5 	x€ S)( .9YC S)(xrn= y
m A yx = xm+l y A xn  = 

m,n 

onda neposredno sledi da je 

A= S2,$ 
 

Semigrupa 

a b 

a b 

b b 

pripada svim klasama m,n 
za proizvoljne m,n. 

a 

b 
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Neka je SE S* 	i xE S. Tada za y, 6ija egzis- m,n 

tencija sledi iz definicije klase S m,n, kaemo da je (m,n) * - 

* 
- 	 S anti-inverzan za x. Za semigrupe iz klase 	kalemo da 

m,n 

su (m e n)*-anti-inverzne. 

Lema 1.1.  Neka je B klasa svih bendova. Tada je 

.S 	B. 1,n 

Dokaz.  Uslov (1) za m = 1 glasi 

(V- x) (3 y) (x = yA yx = x 2 yA x n  = x) 

pa imamo 

X 2 = x 3 	x = x 

tj. 

x 2  = x. 

Svaki bend je anti-inverzna semigrupa pa imamo da je 

S* (2 A, 1,n 

U daljim razmatranjima klase S 	pretpostavljamo m,n 

da je n > 1. 

Lema 1,2.  Neka je S(E Sm,n*  . Tada 

(V X 	S) ( 41kGN) (3 t 	N) (X k  = X t A n 3 t). 

Dokaz.  Sledi neposredno. 

Lema 1.3.  

S * 	. B. m,2 

Dokaz. Za n = 2 uslov (1) glasi 
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(Vx) (3 y) (xm  = Y in  A yx = xm+i yA x 2  = x) • 

x 2  = x, 

S*  = B 
m I 2 

Lema 1.4. AkoAe n > 1 onda je S*  = B. 
n,n 

Dokaz. 
Neka je n = m > 1, tada uslov (1) glasi 

(V-  x) (3 y)(3en  = Yin  A yx = 	1  y A xm  = x) 

odakle imamo 

x = y A 	= x 2 y A xm  x 

= X 2 — X. 

Na osnovu leme 1.2. sledi da se ispitivanje semigru-

pa iz kiase S 	
m > n > 1 svodi na ispitivanje semigru - 

m,n 

pa iz klase S* 	gde je n > m l . 
m i' n  

U daljim razmatranjima pretpostavljamo da je 
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2. NEKE DEKOMPOZICIJE SEMIGRUPA IZ KLASE S*  
m,n 

Ovde dokazujemo osnovne teoreme kojima se karakteri-

gu semigrupe iz klase S
:,n . 

Lema 2.1.  Neka je xEE S i s(E S*m,n  . Tada je xn-1  

idempotent u S. 

Dokaz.  Neposredno imamo 

(xn-1 ) 2  = x 2n-2 = xnx
n-2 

= X
n-1  

Lema 2.2.  (m o n)*-anti-inverzni elementi semigrupe 

S imaju istu jedinicu. 

Dokaz.  Neka je y (m o n)*-anti-inverzan za x. Ozna-

6imo sa e 	sopstvenu jedinicu elementa x. Tada, koristedi 

lemu 2.1. imamo da je 

e = xn-1 = (x  n-1 ) m = (xm ) n-I = (ym ) n-I = (yn-1 ) m = yn-1 	e  
x 	 y 

Ozna6imo sa M*a  skup svih elemenata semigrupe S koji su 

(m o n)*-anti-inverzni sa a(E S. Dalje, neka je P neprazan 

podskup od S. Oznaftmo sa [P] podsemigrupu semigrupe S ge-

nerisanu skupom P. 

Teorema 2.1.  Neka je SE m,n• Tada je za svako 

a(E S i svaki B *  (= M*  
a 	a 

GB *a 
 = [a U B*a] 

grupa. 
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Dokaz.  Dovoljno je da svaka od jednaina cx = b 

i yc = b ima re6enje po x, odnosno y, u GB:. Zaista, e-

lementi c i b su oblika 

	

c = c i c 2 ...c k  , 	b = b 1b 2 ...b s  (c i ,b i E a U B:). 

Koristedi lemu 2.2. neposredno imamo da je re§enje jednanne 

cx = b 

x = c
n-2cn-2 ...c

n-2b b ...b . s 

Slidno za drugu jednannu. 

Posledica 2.1.  Neka je S semigrupa. Tada 

	

S * 	=> s = Li GB * . 

	

m,n 	 a 
aEiS 

* Teorema 2.2.  Neka je SE S m,n Tada 

GB*  (E S0  a 	m i n 

ako i samo ako 

(V a E N) (V b G [B:])(36(77. F1) (3 c E [13:1)(a f3 c (m,n)'-anti-

-inverzan za aab) 	= NU (0)). 

Dokaz.  (4)GB * E: S *  . Tada aaiDEE GB * , gde je a 
a 	m,n  

proizvoljan element skupa N i b proizvoljan element semi- 

* , 
grupe 	. Na osnovu definicije klase S [B *] . 	sledi da posto- 

m,n 

ji y eGs*a  (m,a) * -anti-inverzno za a ab. 1z y 	a GB *  sledi 

da je 

Y 
a 	

cti 	Yk 
y = a lb la 2b 2 ...a (y a E N, j=1,...,k). 

ij 
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Iz uslova (1) sledi 

q 
Pbq = aP(m+1)  bq  a 	 (j=1,...,k) i

i 	
i j  

t *1 
pa postoje BEN i c E [13 a i takvi da je a

8c (m,n)
* 
 -anti-

-inverzno za a ab. 

(4-) Neka je x(E GB *a . Na osnovu predhodnog sledi da je x = a ub 

za neko a(E N i neko b E [B *a 1. Kako za svako aub postoji 

(m,n) *-anti-inverzan element a l3c sledi da GBa*E: S:,n . 

Lema 2. 3.  Neka je SE SI: , n  . Tada 

2 
(VxeS)(xm  = ex ). 

Dokaz.  Neka je sE Sm,n  i neka je yE S (m,n) - 

-anti-inverzno za xE S. Tada iz (1) i teoreme 2.1. imamo 

m+1 

	

YXY 1  = X 	• 

Stepenovanjem ove jednakosti sa m dobijamo 

yxmy 1 = x ( m + i ) m 

ti. 
2 

Xm = Xm #m 

odnosno 
2 

X
m 

= 0
x

. 

Lema 2.4.  Neka je y (m e n) *-anti-inverzno za x 

u semigrupi SE S
m,n 
 . Tada je proizvoljan element grupe 

[(x,y)] oblika 
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x sy t ,  
t , 

gde je s,tE; N, n > s 	0, m > t ?„ 0 (x 0 dg f  e x
). 

Dokaz. Na osnovu (1) sledi da je 

(2.1) 
	 yx = xy

m+/  • 

Iz (2.1) imamo 

(2.2) 	yi x 	y 1 - 1 xym+1 	y1 - 2xy2(m+1) 	xyl(m+i) 

Iz (2.2) imamo 

y 1x = yl xx = xy 2 	 1(m+1) X = X 	 = x2y1(m+1)(m+1) 	
2 
y
1(m+1)

2 

Analogno dobijamo 

y1 x k  =x ky  1(m+1)
k 

Na osnovu leme 1.2. imamo da se k redukuje po n, a broj 

1(m+1) k po m i n. 

PosZedica 2.2.  Grupa [{x,y}J je konena. 

Teorema 2.3.  Neka je S semigrupa. Tada 

S(E S *  r,n 
<Ns> xE S) (3Y E S) ([{X,Y}1 E Sm ~ n ) 

Dokaz.  ( -+). Na osnovu teoreme 2.1. imamo da je 

[(x,y}1 grupa. Neka je x
s y t proizvoljan element ove grupe. 

Dokan.mo da je tada 

m( m(m+1) 
 st+s+t) 

(x sy t ) = x 	2 
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Zaista, 

(xsyt)m s t 	tstst =xy 	yxyxy 

pa je 

y t x 2sy t(m+1) t (x s yt ) m 	xsy t 

ti . 

t(m+1) 2s 	
m+1)

s 
t (x sy t ) m = x sy t 	x 3s  y 	 t( 	

Y • 

Nastavljajudi dolazimo do 

(xsyt)m
- X ms 

t(m+1)(m-1)s..,t(m+1) 
(m-2)s 

y t(m+1)
s 

Y Y.
t

. 

Na osnovu leme 2.3. imamo 

nit ( 
(xsyt)m = xmsy 	

2 	s+1) 

Kako je 

xm 	yin  

imamo 

m(m -1) 
m(------st+s+t) s t rn 	2 (x y ) = x 

Kako s E S
• 
	grupa [(x,y11(E S 	ako i samo ako jednaftne 
m,n 	 m,n 

(X sy  t ) = m 	am 

(2.3) 

axsy t  = (x sy t ) 171+1  a, 

xsy t je proizvoljan element [{x,y}J, imaju re§enja po a u 

grupi Px,y)]. 

Ako postoji takvo a, onda je 

a = x
k 
y1 
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za neke k,1 (E Nu (0). Sistem jedna6ina (2.3) postaje 

(xsy t) m = ( xky 1 ) 171  

(2.4) 	
x
ky 

l
x
s
y = (x t 	syy+i xk yl ,  

pa je regenje (2.3) re5enje (2.4) i obratno. 

Sistem (2.4) ekvivalentan je sa sistemom 

m/ m-----(111 -1)(. su -xl)+s+t -k -1) 
2 

X 	
= e 

(2.5) 

m(m-1)  
m( 	st+s+t-ls+kt) 

x 
2 = e 

Reenie po k i 1 sistema (2.5) nalazimo koristedi lemu 2.3. 

tj. 
2 

X
m  = 

za svako x(E S. 

Ako je m neparan broj, za k i 1 mo/emo uzeti 

k = s 	1. 

odno sno 

1 = t + 1 

pa je 
s-1 y t+1 a = x  

regenje sistema (2.5), tj. sistema (2.4). 

Neka je m paran broj. Razlikujemo tri sludaja: 
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0 

a) m = 44 

s-parno(ukljOujudi s = 0) 

t-parno(ukljOujudi t = 0) 

Tada je 

5-14— 
a = x 	2tiL1 

retenje sistema (2.4) tto se neposredno proverava. 

b) m = 44 	2 

s-parnolukljuaujudi s = 0) 

t-parno(ukljOujudi t = 0). 

U tom sluaaju 

2 t+1+— 2 a = x 	Y 

je retenje sistema (2.4). 

2 °  

s-neparno 

t-neparno 

Za a motemo uzeti 

t#2- — 
3-1 	2 a = x y 

3 0 

a = Xs-1 yt+1 

je retenje sistema (2.4) u ostalim slOajevima. 

Kako je 

n a = a r  

sledi da su a i xsy t  (m,n)*-anti-inverzni. 
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Na osnovu dokazanog sledi da je 

{{x110}(E S *  . m,n 

Obratno, neposredno sledi. 

Postedica 2.3.  Neka je S semigrupa. Tada S(7z7. S m,n 

ako i samo ako S je unija grupa iz S *  
m,n .  

Posledica 2.4.  Neka je G grupa. Tada 

GGS 	<—> (V xE G) (3 y€ G) (t{x/Y}IG S *  • m,n 	 m,n 

leorema 2.4.  Ozna6imo sa IGI red grupe G. Tada 

(Vk(E N)(IGj = k => GE S: ,k+1 ). 

Dokaz. Neka je G grupa reda k E N. Tada, na osnovu 

poznate teoreme iz teorije grupa, sledi 

( 2. 6) 
	 xk = e 

za svako x(E G. Na osnovu (2.6) imamo da je 

(2.7) 	 xkt1 = x. 

Iz (2.6) i (2.7) sledi da je 

k 	k x = e =e, 

ex = Xk+1 e = X 

xk+1 = x 
pa je 

S*  k,k+1. 
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Posledica 2.5.  Neka je G kona6na grupa. Tada pos-

toji bar jedna kiasa semigrupa S * 	takva da je G E Sm* ,n m,n 

Oznaftmo sa I
m skup ostataka po modulu m, gde je 

m prost broj. Neka je 

1[x]=(p(x)Ip(x)=a0+axmari, 	
2 	m 

n(E N) 

Za proizvoljne p(x),q(x)(E l in [x] je 

p(x) 	q(x) = (a
o + a x + 	+ an

xn ) G (b
o 
+ b x + 	+ b xm ) 

= (a o + b o ) + (a + b )x + 	+ an
xn 	za n > m. 

[x] je grupa u odnosu na operaciju "0". Kako je mp(x) = 0 

za svako p(x) E.,7  I m [x], sledi 

I m [ 	S* x]E Sin, m+1 

Ovaj primer pokazuje da ne va2i obrat teoreme 4. 

Propozicija 2.2.  Neka je S semigrupa 

SE S*  
m,mq+r (m,q,r(: N). 

Tada 

x fr - 1)
2 

e  

gde e ozna6ava sopstvenu jedinicu elementa x. 

Dokaa. Neka je S semigrupa iz S 	i neka je m,mq+r 

u S. Prema teoremi 2.1. sledi da Y (m,n) *-anti-inverzan za x 
2 je [fx,y)] grupa. Lema 2.3. daje (V x(E S)xm  = e . Iz xmq" = x 

x 
stepenovanjem sa m dobijamo 

XMr = XM 
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odakle sledi da je 

Xmq+r 	 = 
x mra+r 

x = xmrq-kr+r
2
-r 2 = x (wq+r)r - r 4*.t. 	2r-r

2 
=  	= x 

x
fr -1) 2 = e

x . 

Propozicija 2.2.  Neka je S semigrupa. Tada 

S 	s(E A. 
m,mq+3 

Dokaz.  Na osnovu propozicije 2.1. i lerne 2.3. sledi da 

X
m
2 
= x (3-11 2 = e 

x 

10 	
Za m neparno imamo da je (4,m 2

) = 1 pa je 
2 

x (4,m ) = x = e 	tj. S je bend. 

2 ° 	Za m = 4k(kE N), koristedi x4  = ex , imamo 

Xmq+3 = X4kq+3 = X 3 = X 

pa s E A. 
3 0 

za m = 4k+2(kE N) imamo x m  = x 2 
= y2 tj. 

yx = x 3
y pa prema teoremi 1.1. sledi da sE A. 

PosZedica 2.6.  Za m 	2(mod4) i 7 neparno imamo 

S* 	= A. m,mq+3 

Dokaz.  Na osnovu propozicije 2.2. sledi da je 

S* 	C: A. m,mq+3 

Neka je SE A. Tada je x 2  = y 2  pa imamo 
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(x 2 ) 2k4-1 = (y2 ) 2k+1 

t i. 

Xm = y
m 

gde je m = 4k+2. Kako je x 4 = e 	sledi da je x 

Xm = X 4k+2 = x 2 

t j. 

m..L1 	3 X 	= X . 

Neka je q = 2t+I. Tada je 

xn  X (4k+2)(2t+1)+3 = X = X =  

pa vali uslov (1) tj. SEE S I'  m,mq+3 

S* 	A. m,mq+3 

odnosno 

3. IDEAL! (m,n) * -ANTI-INVERZNIH SEMIGRUPA 

Dajemo neke karakterizacije semigrupa iz klase S * 

 pomodu ideala semigrupe. 
	 m,n 

Lema 3.1.  Neka je S semigrupa i I ideal od S 

(levi, desni), tada 

SE S *  + IE S *  . m,n 	m,n 

Dokaz.  Neka je se S: ,n  i I ideal od S. Ako 
xe I, onda xmE I. Kako za x(-= I postoji y(E S da je 
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x = ym , sledi ymEE I pa, obzirom da je n > m, 

YnEE I, 	tj. 	ye I. 

Lema 3.2.  Neka je S semigrupa. Tada Se S *  m,n 

	

ako i samo ako svaki ideal IG S 	i za svako x(2:. S\I pos- 
m,n 

toji yEl S\I da va2i uslov (1). 

Dokax. Sledi neposredno. 

Lema 3.3.  Neka je y (m l n) * -anti-inverzno za 

u semigrupi SE. S* ,n .  Tada 

L(x) = L(y) 

R(x) = R(y) 

H(x) = H(y) 

i 

3 (x ) = 3(y). 

Dokaa.  Kako je S E Sm,n * 	levo regularna semigrupa, 

onda na osnovu poznate teoreme iz [7] sledi 

L(x) = L(x 2 ) 	xE S, 

pa imamo 

L(x) = L(x m ). 

Iz xm  = ym  sledi L(x) = L(y). 

Sliono dokazujemo da je R(x) = R(y), H(x) = H(y), 

J(x) = J(y). 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



-37- 

Lema 3.4.  Neka je S semigrupa. Tada 

SE S 
m,n 

sE S*  
m,n 

**4' (Va(E S)(La (E S: n ) 

4- ►  (Vac,: s)(Ra E S: ,n ) 

Dokaz. Neka je se S 	i L
a proizvoljna L-kla- m,n 

sa. Kako je S levo regularna to je, na osnovu poznate teoreme 

iz [ 7], L
a podsemigrupa semigrupe S. Za x E L a  postoji 

(m,n) -anti-inverzan y(E S pa je, na osnovu leme 3.3., 

(3.1) 
	

L(x) = L(y). 

Kako je 

(3.2) 
	

L(x) = L(a) 

iz (3.1) i (3.2) sledi 

L(y) = L(a) 

tj. y G La. 

Obrat sledi neposredno. 

Lema 3.5.  Neka je S semigrupa. Tada 

sCS* 	a€ s) (H a  G S*m,n ). m,n 

Dokaz.  H =0 L n R pa na osnovu leme 3.4. tvrdjenje 

neposredno sledi. 

Teorema 3.1.  Neka je S semigrupa. Tada SG S *  
m,n 

ako i samo ako S jeste levo regularna i svaki njen levi ideal 

je iz S*  
m,n. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 38- 

Dokaz. Neka je SE S* 	tada je S levo regular- 
m,n 

na i svaki njen levi ideal je iz nm,n (lema  3.1.). 

Obratno, neka je S levo regularna semigrupa. Tada 

proizvoljna L-klasa L a  semigrupe S je podsemigrupa od S 

(lema 3.4.). Kako je 

La  (7_ I, (a) 	S: , n  

za x E  L a  postoji (m,n) l-anti-inverzan y 	L(a). 

Teorema 3.2.  Neka je S semigrupa i I njen dvost-

rani ideal. Tada 

sE Sm,n  * 	(VI)(IEE S *  A s//I  (E Sm,n* ). m,n  

S* 
Dokaz.  Neka SE:

/72,n Tada na osnovu leme 3.1. i 

6injenice da je homomorfna slika semigrupe iz S * 	semigrupa m,n 
n* 

iz 	sledi tvrdjenje. 

Obratno, neka je proizvoljan ideal I semigrupe S 

S iz 	
m,n 	neka Si/ I EE 3 n . Tada razlikujemo dva slu6aja: 

1 ° 

	

	Ako xG I, onda x ima (m,n) *-anti-inverzan ele- 

ment y(= I. 

2 ° 	Ako xEs\r, tada xm E S\I. Za xG S\I postoji 
xfE S/1  gde je f prirodni homomorfizam. Za xf 

postoji (m,n) *-anti-inverzan element yf iz S1 1 , 

pa je 

(a) 
	

(xf) m  = (yf) m , (yf)(xf) = (xf) m+1 (yE), 	(xf) n  = (xf). 

y 0 I pa iz (a) imamo 
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(b) xmf = ymf, (yx)f = (xm#1 y)f, xn f = xf. 

Kako je f izomorfizam na $\I, to iz (b) dobijamo 

xm = ym , yx = x
m+1 y, xn = x. Sledi SEE S *  . m,n 

Na osnovu Ieme 3.3. neposredno se dokazuje 

Lema 3.6.  Neka je S semigrupa. Tada 

S 	Sm* ,n  4-4. (V a E s) (J a  C S: ,n ). 

Na osnove propozicije 2.3., Glava I, imamo 

S(E S* 	= D. 
m,n 

Ozna6imo sa Da 
D-klasu elementa a iz S. Na osnovu leme 3.6. 

imamo 

(*) sEE S: ,n 	(V a € s) (D.E S: ,n ). 

Lema 3.7. Neka je S semigrupa sa dva idempotenta. 

Tada 

s G S*  S je ortodoksna semigrupa. 
m,n 

S Dokaz.  Ako SE= 3 	onda je S unija disjunktnih m,n 
 

grupa. Kako S ima dva idempotentersledi da postoje grupe G I 

 i G 2  takve da je S= G I L) G 2  1. G/f1 G 2  = 0. Neka su 

e I G: G 1  i e 2  (E G 2  jedinOni elementi grupe G I  i G2 . Ako 

je e l e 2  = x, xE G I  onda 

el ( e1e2 )  = ele2 = x = ( ele2 )e 2 = xe2 

tj. 

xe 2 = X. 

x(e 1 e 2 ) = xx = x 2  = (xe l )e 2  = xe 2  = x 

pa je x = e l . Analogno za ele2 = YI YE G2. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 40 - 

Lema 3.8.  ([341) Ako je S polumr0a regularnih 

semigrupa S a  takvih da je E s  podsemigrupa od S a , onda je 
a 

E podsemigrupa od S. 
S 

Dokaz.  Ako a(E S a 
i x(2 S 	je inverzan za a, 

onda a = axa implicira a 4 8 i x = xax implicira g 4 a 

pa je a = 6. Prema tome, ako a E s 	i x je inverzan za e, 
a 

onda xe S a 
pa na osnovu teoreme 1.20, Glava I, sledi da je 

x idempotent. Ista teorema implicira da je onda E s  podsemi-

grupa od S. 

Lema 3.9.  Neka je S semigrupa sa tri idempotenta. 

Tada 

sEE S * 	S je ortodoksna semigrupa. 
m,n 

Dokaz.  Ako je D=SxS onda je D=1. ili 1, ==.  R 

pa je svaki idempotent desna, odnosno leva, jedinica semigrupe 

S. Ako je D = H onda na osnovu lame 3.8. sledi tvrjdenje. 

Neka su e l , e 2 , e 3  idempotenti semigrupe S i neka je, na 

primer, D = D ¢ D . Na osnovu leme 3.7. D e je ortodoksna 
e1 	e 2 	e3 	 1 

semigrupa pa iz ove dinjenice i leme 3.8. sledi tvrdjenje. 

S* 
Teorema 3.3.  Neka je S semigrupa iz 	m,n . Tada 

S je ortogrupa 	a.E. S)Da  je ortogrupa. 

* Dokaz.  (4-) Neka je S ortogrupa. S 	S 	pa je m,n 

svaka podsemigrupa od S ortodoksna. Prema (*) sledi da je 

D
a 

ortogrupa za svako a(-1:, S. 

(-4-) Sledi na osnovu lame 3.8. i teoreme 4.6. 

str. 170 u [ 73. 
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nih semigrupa. 

je iz klase 

Zasvako 

Na 

m,nN 	klasa 	S* 	nije klasa ortodoks- m,n 

primer, semigrupa data tablicom 

1 	2 	3 	4 	5 	6 	7 	8 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

. S
2 5 

1 	2 

2 	1 

3 	4 

4 	3 

1 	2 

2 	1 

4 	3 

3 	4 

tj. 

1 	2 	5 	6 	6 	5 

2 	1 	6 	5 	5 	6 

3 	4 	8 	7 	7 	8 

4 	3 	7 	8 	8 	7 

2 	1 	5 	6 	5 	6 

1 	2 	6 	5 	6 	5 

3 	4 	7 	8 	7 	8 

4 	3 	8 	7 	8 	7 

anti-inverzna ali nije ortodoksna. 

Teorema 3.4.  Neka je S semigrupa iz S *  S . Tada 
m,n 

 

su slede6i uslovi ekvivalentni 

(i) S je unija disjunktnih grupa iz rot 
	

generisanih m,n  

sa dva (m,n) *-anti-inverzna elementa. 

(ii) Svaka K-klasa je grupa generisana sa dva (m,n) *-anti-

inverzna elementa. 

Dokaz. (i) 4 (ii). Prema lemi 3.5. i 6injenici da 

je S kompletno regularna semigrupa sledi da je svaka 14-klasa 

grupa iz S
:,n. 

 S je unija grupa pa sledi da svaka grupa ove 

unije pripada jednoj i samo jednoj H-klasi. Ove grupe su dis-

junktne, pa sledi da je svaka grupa jednaka svojoj H-klasi. 

(ii) 4- (i). Sledi neposredno. 
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Teorema 3.5.  Neka je B skup svih bi-ideala semi-

grupe S. Tada 

S(E S' 4-►  NBC B)BG. S*  
m 	 m,n ,n  

Dakota. (4) Neka je SEE S 	i neka je B proiz- m,n 

voljan bi-ideal od S. Tada 

SBS C B. 

Ako xe B onda postoji y takvo da je x m  = ym C B. Za 

n = m + 1 imamo 

tj. 

pa sledi 

Y
m+1 = Y = Y

2m+1 

YmYmY = Y 

YE B tj. 	BE S*  
m,n

.  

Za n > m + 1 imamo 

= y 

pa 

YE B tj. B E S *  m,n .  

(+) Sledi iz ainjenice da je SSS(= S. 

Posledica. Neka je B skup svih bi-ideala semigru- 

Pe S. Tada 

s e A 4-+ , ( 194  B E 10B G A. 

Teorema 3.6. Neka je Q skup svih kvazi-ideala 

semigrupe S. Tada 

se_ S* 	4-* (YQ(E 2)Q(E S 	- m,n 	 m,n 
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Dokaz. (-►  Neka je SCE S
m,n  i Q proizvoljan 

kvazi-ideal od S. Tada 

QS n SO C Q. 

Ako xe Q onda 

xm  = ym E Q. 

n 	m n-m 	n-m m 
Y =Y =YY 	=Y Y 

Y E yn's n Sym  

y E Q 	odnosno Q G S *  . 
m,n 

(4-) Sledi iz SS n ssc S. 

Posledica.  Neka je Q skup svih kvazi-ideala semi-

grupe S. Tada 

SC- A + ►  (IviQG ZOE S:,n . 

Navodimo neke karakterizacije semigrupa iz klase 

S 	bez dokaza. Dokazi su analogni dokazima slidnih tvrdje- ,77, n 
nja u [2], 	[7] 

Teorema 3.7.  Neka je S semigrupa. Tada su slede-

di uslovi ekvivalentni: 

(i) s E S*  m,n 

(ii) Svaka L-klasa semigrupe S je levo prosta podsemi-

* grupa iz klase S m,n 

(iii) S je unija disjunktnih levo prostih podsemigrupa 

iz klase S*  
m,n 

pa 

t j. 
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Teorema 3.8.  Neka je S semigrupa. Tada 

S 	S je levo regularna i svaki levi ideal m,n 

je iz S*  
mon 

Teorema 3.9. Neka je S invezna semigrupa. Tada 

s E S *  m,n 

 

je polumre/a (disjunktnih) podgrupa iz S *  
m,n 

Teorema 3.10.  Neka je S semigrupa. Tada su slede-

di uslovi ekvivalentni 

• 
 (i) 	SE S m,n 

(ii) S je regularna, levo regularna i svaki desni ideal 

od S je u klasi S*  m,n 

(iii) S je regularna, desno regularna i svaki levi ideal 

od S je u S*  
m,n 

	

Ako s 	E S* 	onda je S intr-regularna semigrupa pa je J 
m,n 

kongruencija semigrupe S. Na osnovu lame 3. [7 I sledi da su 

J-klase ekvivalencije proste podsemigrupe. 

Teorema 3.11.  Neka je S semigrupa. Tada 

s E S* 	S je intra-regularna semigrupa i svaki 
m,n 

ideal od S je iz S*  m,n 

Teorema 3.12. Neka je S semigrupa. Tada su slede- 

61 uslovi ekvivalentni 

(i) s E S* 
m,n 

(ii) Svaka J-klasa 3 a 
semigrupe S je iz S*  m,n 

(iii) S je unija (disjunktnih) prostih podsemigrupa iz S *  m,n 

* (iv) S je unija kompletno prostih podsemigrupa iz S m,n 
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Teorema 3.13.  Neka je S semigrupa. Tada 

* S E Sm,n  . S je polumrea kompletno prostih pod- 
semigrupa iz S *  

m,n. 
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GLAVA III 

BAZISNE KLASE NEKIH KLASA SEMIGRUPA 
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1. 	ALGORItAM ZA ODREDJIVANJE BAZISNE KLASE 
(m,n) t -ANTI-INVERZNIH SEMIGRUPA 

Neposredna posledica teoreme 2.3. dokazane u Glavi II 

jeste postojanje bazisne klase za klasu S * 	u odnosu na kla- 
m,n 

su svih semigrupa. 

Neka je P klasa svih semigrupa i N = S * 	Prema 
,n 

 

lemi 2.4. i teoremi 2.3. u Glavi II sledi da je svaka semigru-

pa S E S * ,n  unija konenih grupa generisanih sa dva elementa m 

koji su (m,n) *-anti-inverzni. 

Ako za klasu M uzmemo sve grupe generisane sa dva 

(m,n) * -anti-inverzna elementa, koje se ne mogu predstaviti kao 

unija svojih pravih podgrupa iz S*  , onda je M bazisna kla- 
m,n 

sa za S * 	u odnosu na klasu svih semigrupa. 
m,n 

Neka je S semigrupa iz S *  . Ako je xESi 
m,n 

m 	n-1 X = x  = e  

onda x generi6e cikli6nku grupu reda m u kojoj je svaki 

element (m,n) * +anti-inverzan sam sebi. Ako je 

onda postoji najmanje jedan element y E S takav da je 

m#1 x =y, yx=x 	y. 

y 3  xk 
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za svako ke N jer iz 

X
k
X = X

m+1 Xk 

sledi 

xm = e
x

. 

Grupa [(x,y)] je kona6na i pripada S *  . Neka su 
m,n 

[(x,y}] 	(m,n) *-anti-inverzni elementi. 

a= x
s
y
t 

(s r te N U(0) 1 0 4 s< n, 0 4 t< m) 

x
k
y (k,1€ N U (0),0 i k < n, 0 .4 1 < in) . 

Neka je Z skup celih brojeva. Sa 'al ozna6avade-

mo apsolutnu vrednost elementa ae Z. 

(xsy t ) A (x k y / ) s=x/ 
	

syt ) c (xky/ ) D=y.  
Pat a}i= Px,Y)1 4-,- (3 A,B,C,0€ 	 0x 

Neka je rIEZ i r < 0. Tada 

xq = x (n-2)181  = x c , EEL: N. 

xyc  = xm+l yx c-1  = xm+1 x
m+1 yx c-2  = 	= xc(m+n y 

ti. 

YXEC MC 	C MC x yx = x yy 

pa imamo 

xyq  = xqyxmq  = xqyymq • 

Neka je p E Z i p< 0. Tada 

yp = y( 11...2 )1P1 = 	
( F E  m)• 

y2x E = yyxC  = yxC mE 	C 	C C yr = x yyym  Ym  = x
e
Y
2
Y
2mc 
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Analogno dobijamo 

pa je 

YCx = x elryme mcc  -xyx 

yPxq = xqyPxmPg = xqyPymPq 

Neka je AE Z i 
A< 0. Tada 

(x sy t ) A = (xsyyn
- 2)1A1 	( x sy t ) M 

gde su s,t,MEE N U {0}. Kako je 

xA  = X (n-2)1111 
= XM 

sledi 

((n-2) (A! = M) 

(xsyt
)
A 
= (x s

y t
) M 44 

 x
A 
= xm 

(x sy t
) A _ (xsyt)m 	A = 111. 

	

(x sy t ) m s t 	st = X y ...x y xs y t = 
= 

xsyt...xsxsytymstyt = xsyt...xsytx2s.,2t_mst = 
Y Y 

	

s t 	s 2s 	mst 	mst s 	s_ 3ty2mst+mst
= 

= x y ...x x y t y 2 y2t y 	=x y t 
...x 3 

 y 
........ 

= xMsylitymst(I+2...+(M-1)) 

= xMsYmt
YmstY2mst

...Ymst(M-1) 

=xAsy At y  mst y  2mst 	mst(A-I) ...y 

A(A-1) 
st = xAsyAt y  2 

Cikli6ke grupe 

A(A-1) 
= XAsyAt X

.st 

H = {e,x,x ,...,x4-2} 
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su podgrupe grupe Dx,y)1. Presek 

P= 1111 K = ,x 2T 1 ..., rt = 
E0={YtY

2A
t•••tY

rA
=e),T,XEN U“)) / 

odredjuje broj elemenata grupe {{x,y}]. 

(x sy t ) A (xkyl ) B  = x 

ako i samo ako je 

( 1) 

A(A-1) 	 B(B-1) 
As At 	2 	Bk B1 	2 x y y

m 	st 
x y y

m  
	 = x 

Jednakost (*) je ekvivalentna sa 

A(A-1)
st+

B(B-1) 
k1 =. 

As At Bk B1 
m
( 2 	 2 

	

xyxyy 	 = x. 

Jednakost (**) ekvivalentna je sa 

A(A-1) 	B(B-1) 
----- 

As Bk At mABkt B1 	2 	 2 
kl 

xxyy 	y 	
st+ 

 	 = 

A (A-1)
st+m 1211:1) kl At+B1+ABmkt+m 

As+Bk 	 2 	 2 = X. 

Iz (***) dobijamo ekvivalentnu jednakost 

A(A -1) 	
B(B -1) kl+ABmkt) -(At+B1+m--- st+m As+Bk -1 	 2 	2 (a) 	 = y 

Jednakost (a) veal, ako i samo ako postoje r/ T ,(0= Z. takvi 

da je 

As + Bk - 1 = ci TT  

-(At + Bl + mA(A
2 
 - 1) st 	mB(B 

2
- 1) kl 

 
+ ABmkt) = X A 

* * ) 

• 
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Pretpostavimo da je 

(1.1) 	 X
T 
= YqA , <-1€ {1,2,...,r}. 

Neka su PI , P2E Z. Tada 

PI A 	P2 1  
Pi E  p2(modr). 

Iz (1.1) imamo 
q T

T qA X 	= y 

pa sledi da je 

(1.2) 

Iz (1.2) imamo 

q qA 	.7 X A 
= y 

q q 
X 	y 

ako i samo ako je 

(I T(' ! q(mo4r). 

Oznadimo sa 

C. = (aka E i(modp),a(E Z,P€N,i 

k lasu kongruencije po modulu p elementa i. Za ceo broj 

va/i jedna i samo jedna kongruencija 

qT E 0(MOdr),(1 1.  E 1(modr),...,q t  = r-1(modr). 

q EEC. ako i samo ako je 

q t  = i + Jr 

za neko JE Z. Na taj nadir' nala/enje A,B,q T , u Diofantovoj 

jednadini 

As + Bk - 1 = qT T, 
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svodimo na nalaenje regenja Diofantove jednaoine 

(i) 	 As + Bk + Jrx = .1; + it 

po A,B i J. 

Jednanna (i) ima reenje po A,B i J ako i samo ako je 

(s,k,rt) I (1 + it) 

za dato 

Prema poznatoj teoremi, iz teorije brojeva, regenje jednaftne 

(i) zavisi od dva parametra koji prolaze skupom celih brojeva 

A = A(c,n) 

B = B(c o n) 

J = J(c,n) 

Uzimajudi za E,n razliaite vrednosti iz skupa Z 

imamo da A,B prolaze raznim klasama kongruencije po modulu 

2rx. Broj A(c,n) pripada C. klasi kongruencije po modulu 

2rx ako i samo ako Diofantova jednaaina 

(ii) 	 A(c,n) + 2rAw = j 

ima regenje po c,row E Z. Ako jednaftna (ii) ima regenje po 

c,n,w, onda regenje zavisi od najvite dva parametra e l ,n l , E Z 

= c(c 1 ,n 1 ) 

n = n(clini) 

w z w(c l Ind • 

U tom slu6aju B(e(clIndfn(citnI))  pripada Cy  klasi kongru-

encije pc) modulu 2rx ako i samo ako Diofantova jednanna 
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(iii) 	 B(E(c i ,n 1 ),n(e 1 ,n 1 )) + 2rAd = g 

ima re5enje po E 1 ,71 1 ,6,(: Z. 

1z 

- (At + B1 + m  2  A(-1)
St + MB(121-1)k1 + ABmkt) =  qua 

imamo 

- (2At + 2B1 + mA(A-1)st + mB(B-1)kl + 2ABmkt) = ci 1 21 . 

A 
pripada klasi Ch  ostataka po modulu r ako i samo ako 

je 

-(2At + 2B1 + mA(A-1)st + mB(B-1)kl + 2ABmkt) = (h + rz)2A 

gde zC Z tj. ako i samo ako 

(2At + 2B1 + mA(A-1)st + mB(B-1)kl + 2ABmkt)C C20  

gde je 
C 2ht klasa ostataka po modulu 2rX. 

Na osnovu prethodnog sledi da postoje A,BGZ tak- 

vi da je 

( x sy t)A( x k y l)S 	x  

ako i samo ako za svako nadjeno q z  iz ri tg G Ch  

(hC (0,1,...,r-1)) sledi da 

(2At + 2B1 + mA(a-1)st + mB(B-1)kl + 2ABmkt) (7-.. C20  

(2h A E (0,1,...,2rX-1)) 

tj. 

q 
 r 

E q 
A
(modr). 

Analogno proveravamo da li postoje C,DC Z takvi 

da je 

(xsy t ) c (xk y 1 ) D = 
Y • 
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Neka je data linearna Diofantova jednadina oblika 

(D) 	a ixi + a2x2 + a3x3 = c, a i ,a 2 ,a3,cC Z i ala2a3 ¢ 0. 

Jednaftna (0), kao gto je poznato, ima re5enje ako i samo ako 

je 

( 	) 
	 (a 1 ,a 2 ,a3) Ic. 

Regenje jednadine ( 	) nalazimo na slede6L naftn: 

X 2 = cal + On 

X3 = Yu + an 

gde su a,a,y r 6(11: Z takv1 da je 

a 

y  6  
= 1 

Ako uzmemo 

a 3  
B = 	, 6 

-a 2  

(a 2 ,a 3 ) 

onda je (8 1 d) = 1 pa mofemo uvek nadi a i y takve da je 

da 	By = 1 . 

Jednadina 	) svodi se na jednaftau 

a i x i  + (a 2 a + a 3 y)u = c 

sa dve nepoznate xi i u. 

Kako je 

a2a + a3y = 	(a2,a3)60 + (a2,e3)BY 
	

(a2,a) 

jednadina ( CJ ) svodi se na jedflaftnu 

( A ) 

	

a i x i 	(a2,a3)u =-c . 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 54- 

Kako re6enje linearne Diofantove jednadine sa dve 

nepoznate zavisi od jednog parametra, koji prolazi skupom Z, 

imamo da je 

xi = xl(c) 

u = u(c) 

tj. 

XI = XI (c) 

X2 = au(c) + 

x 3  = yu(c) + 6(c) 

Na primer,jednadina 

5x - 2y - 4z = 1 

ima re§enje 

x = 1 - 2c 

y = - 2 + 5c - 2n 

z = 2 - 5c + 2n . 

Iz prethodnog vidimo da, u jednadini (i), A zavisi 

samo od jednog parametra c. 

Algoritam za nalaienje celih brojeva A i B tak- 

vih da je 

(xsyt ) A (  ki/ ) s = x 

 mote se podeliti na tri dela. 

PRY! KORAX.  Ako Diofantova jednadina (i) nema re-

tenje po A,B i J onda je grupa ((x sy t ,xkyi n prava podgru-

pa grupa ((x,y}]. Ako jednadina 	ima regenje, odredjujemo, 

za dato 1, klasu ostatka po modulu r broja gig. 
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DRUG1 KORAK.  Jednadina (ii) ima re6enje za bar jed-

no j(:-; 	 jer A(c,n) = A(c) mora pripadati za 

razne c bar jednoj od klasa ostatka po modulu 2rA. Za svako 

reAenje jednaftne (ii) (kada menjamo j) utvrdjujemo kojoj kla-

si ostatka po modulu 2rA pripada B = 13(e(c1)0(c1)) tj. kada 

g prolazi skupom ispitujemo da li (iii) ima 

re6enje. Kao 5to je redeno za ovo je dovoljno ispitati da 11 

vati uslov (Q ) • 

TREel KORAK.  Porto smo na§li sve klase ostatka po 

modulu 2rX, kojima istovremeno mogu pripadati A i B, pod 

uslovom da jednadina (i) ima re§enje, odredjujemo klasu ostatka 

po modulu 2/9, za izraz 

( V ) 	(2At + 2B1 + mA(A-1)st + mB(B-1)kl + 2ABmkt). 

Umesto brojeva koji figuri§u u izrazu (N7 ) unosimo njihove 

klase ostataka po modulu 2rX i na taj nadin ispitujemo kojoj 

klasi pripada izraz 	). Prema prethodnom, izraz 	) pri- 

pada klasi C 211a ostataka po modulu 	2rA ako i samo ako (1 ), 

pripada klasi Ch  ostataka po modulu r. Ako brojevi ci tcl 

q x  nemaju istu klasu ostataka po modulu r tj. ako nije 

ci t cl = ch(modr), onda je grupa pxsytocky/ }j prava podgrupa 

grupa 

d a je 

[(x/Y ) ]. 

Analogno proveravamo da li postoje C,D( Z takvi 

(xsy t ) c (xky l ) D = 
Y • 
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2. PRIMERI 

Poka2imo na nekoliko primera primenu gornjeg algorit- 

ma. Kod efektivnog nalagenja grupa koje pripadaju bazisnoj  kla- 

si date klase S * 	polazimo od elementa x, odnosno y. Za ge- m,n 

nerator x nalazimo sve (mon) *-anti-inverzne elemente u grupi 

[{x,y}). Ako x sa svim svojim (m0) *-anti-inverznim elementi-

ma generile celu grupu [(x,y)], onda [ { x.Y1] pripada bazis-

noj noj klasi kiase . Analogno radimo sa y. m,n 

2.1. Posmatrajmo klasu 
34,9.  Tada je 

H = {efx,x 2 ,x 3 ,20,x 5 ,x 6 ,x 7 } 

K = {e.Y,Y 2 ,Y 3 ,Y4 ,Y 5 tY6 ,Y 7 }. 

Neka je Hfl K = (e,x 4 ) tj. T = A = 4. Grupa (fx,y)] ima 

32 elementa. x 4 y 3  je (4,9) *-anti-inverzan za x. 

4 3 = y 7 X y - y 

pa je 

(x4y3)4 = (y7)4 = y28 = y24y4 = 
Y4 = X4 

y7x = xy7y4 7 = xy 7y4 = xy7x 4 = x 5y 7 

xC(x 4 y 3)D = y 

za C = 4 i D = 3 jer 

x 4( x 4 y 3)3 = x 4( y7)3 = y4 y21 = y25 = y24 y 	1' • 

x-4 E[tx,x 4 y 3 dpa x-4 x 4 y 3C[(x,x 4 y 3 }] ti. 	y3  (E  ((xix410)]. 
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(y 3 ) 3  = y9  = y E [{x,x 4 y 3 }] pa je jasno (i bez nalaenja C 

i D) da je 

[fx,y1] = [fx,y 7 )] . 

Ako je (4,9) *-anti-inverzan element za x oblika x sy 2  (s > 0), 

onda je 

x
sy

2
X = X

44-1
X
s
y
2 

=
4-Fs4-1y2 

. 

Kako je 

xsy2x = x
s
XY

2
Y
4.2•s = Xs+1 y 2 

sledi 

X 4+s+I y2 = Xs+1 y2 

pa je posle skradivanja 

X
4 = e 

bto je suprotno pretpostavci. Na osnovu ovoga zaklju6ujemo da 

element x sa svakim svojim (4,9) *-anti-inverznim elementom 

generi6e celu grupu [{x,y}]. Sledi da grupa G32 od 32 e-

lementa generisana sa x i y, pripada bazisnoj kiasi klase 

s*  
4,9' 

Neka je, dalje, P = Hil K = {e,x 2 ,X 4 ,X 6 } = 

f e , y 2 ty4, y61. Tada grupa [{x,y}) ima 16 elemenata. Sli6no 

prethodnom pokazuje se da x sa svakim svojim (4,9) *-anti-in-

verznim elementom generi§e celu grupu [{x,y}] pa grupa G I6  

(postoji samo jedna) pripada bazisnoj kiasi. 

Ako je P=HnK=H=K sledi da je 

x = yk (k(: (1,2,...,7)) pa imamo da je x 4  = e tj. cikli6ka 

grupa C4 pripada bazisnoj kiasi. Kako je (4,8) = 4 sledi 

da je i cikli ka grupa C2 element bazisne klase. 
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Prema tome, grupe G3 2 ,G16,C 4 ,C 2 ,{e} dine bazisnu 

S klasu klase a
4,9 

tj. 

M = {( e},C2,C4 PG 16,G 3 2 } 

2.2. Posmatrajmo sada klasu ,
6,13 

H = (e,x,x2,... dol} 

i 

K = te,Y,Y2 ,...,Y 11 ) 

Ako je P = Hfl K = {e,x 6 } = {e,y 6 }, onda lmamo grupu G 72  od 

72 elementa. Pokazademo da G72 = [{x,y)] ne pripada bazisnoj 

•klasi klase S*  . Elementi 
6,13 

x2y2,x45,2,x6y2,x8y2,x10y2,x2y4, x 4y4 fx 6 y4 tx 8 y 4 ,x 10 y4 

su reda 6 i sami sebi (6,13) *-anti-inverzni pa pripadaju gru- 

41  pi C 6 (= 56,13  koja je u bazisnoj klasi klase S: ,23 . Za ele-

ment xsy (6,13) *-anti-inverzni element j e  x10y5 zbog 

6.5 1 
6 5 6 (x y) = x 5 6y6x 2 x 6 (x 6 ) ) 	= x 18 = X 6 , 

6.5 
--- 10 5 6 (x y ) = x 10 6y5 6x 6 2 

10.5  = y6 = x 6 , 

x 10y  5x  5y =x 10x  5y  5x  6.5.5y = x 21 y6 = x27 = X, 

(x5y )7x10y 5 = x 6x 5yx  10y = x 11 5 	11 10yx 6.10.1 y 5 = X21 y6  = X27  = X 3 

Kako je 

(x5y) Jo = ( x loy5 ) 2  = x 2 y4 Y 

(x 5y) 6  = (x 10Y5 ) 6  = x 6  , 
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sledi da je 

(x
5
Y)

2 
= (X

10 
Y
5 
 ) 
10 

 

(x 5 y) 4 = (x 10y5 ) 8 

(x 5 y) 8 = (x 10y5 ) 4 

pa je grupa px 5 17,x 10 1,5 }1 izomorfna sa grupom G 
24 E: S:,13 

generisanom sa 2 (6 1 13) *-anti-inverzna elementa ti, 

[(x 5y,x 1011 5 )] # G 72 . 

Elementi ove grupe su 

JO x 5 
y,x  y5  ,xy 5  ,x 4 y5  ,x 11  ylx 7 y 5  ,x 2  y l xy2 f X 7y2 I x 8y t x 11 y4 ,x 3

,E1 

5 4 6 3 9 3 8 4 3 3 6 3 9 4 2 2 4 10 2 x y ,x ,y ,x y ,x y ,x y ,x y ,x ,x y ,x y ,x y . 

y 3  je (6,13) *-anti-inverzno za x pa [{xiY 3 }1(77_ S: ,13 . 

[{x,y 3 }] 31  G 72  i elementi ove grupe su 

,2 	, 11 	 ,11,3 
0, 1 	,40.1 ,4441,41 	1 	• 

Za x 3  (6,13) *-anti-inverzan element je y i Px 3 ,y}] 	G 72  

2 3 4 5 3 	3 2 3 4 3 5 6 	6 5 9 	9 2 9 4 	5 eiYiY eY PY tY PX Yix Y gx Y ix Y ix Yix Y ix Yix Y ix Y ixY 

su elementi grupe [(x 3 ,y)]. 

Za xy (6,13) *-anti-inverzan element je y 3 . Poka-

nmo, koristedi prethodna razmatranja, da je 

Pxy,y3 )J # G72. 

( xy ).74.( y3)B = x  

ako i samo ako 

A -- 1 = 6g T  , 
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- (A + 38 + 6 A(2A-1)  ) = 6q 

i 
6q T 	6qx  

= y 

gde je s = 1, t = 1, k = 0, 1 = 3, r = 2, T = 6, 

A = 6, q = 1. 

Sistem je ekvivalentan sa 

A + 12J = 1 

(I) -(2A + 6B + 6A(A-1))(: C o  (0 G (0,1,...,231) 

6q T 	6qx  

	

X 	= y 

odnosno 

A+ 12J = 7 

(II) -(2A + 68 + 6A(A-1))(E C12 (12 E (0,1,...,23)) 
6q T 	6qx  

	

X 	= y 

Iz sistema (I) imamo 

A = 13 + 12c 

pa kao jedna6inu (ii) dobijamo 

	

(13 + 12E) + 24w = 	 . 

Kako je (12,24) = 12 jedine mogudnosti su da A pripada kla-

sama CI i C13 po modulu 24. Ako AG C 1  izraz 

-(2A + 6B + 6A(A-1)) se transformige u 

-(2 + 6B) = -2 - 12B. 

Kako je 

22 E. -2(mod24) 

12 E -12(mod24) 
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imamo da je 

22 + 12B E - (2 + 643)(mod24). 

22 + 12B (E C o 
za B iz proizvoljne kiase ostataka po modulu 

24, ako i samo ako jednadina 

22 + 12B = 24J 

ima regenje po B i J. Kako je (12,24) = 12 1 12 /22 

sledi da za A e CI 
- (2A + 6B + 6A(A-1))0 C o  

ni za jedno B. 

Neka je A 	C13. Tada izraz -(2A + 6B + 6A(A-1)) 

postaje kongruentan izrazu -(26 + 6B + 0). 

- (26 + 6B) E -(2 + 6B) E 22 + 12B(mod24). 

Kao i u prethodnom sludaju imamo da 

-(2A + 6B + 6A(A-1)) 

Iz sistema (II) imamo 

A = 91 + 12c 

pa jednadina (ii) postaje 

(91 + 12c) + 24w = j, 	j(E {0,1,...,23} . 

Na osnovu ovoga imamo da A mole pripadati klasama C7 J. C19. 

Ako AC C 7  izraz -(2A + 6B + 6A(A-1)) je kongruentan sa 

22 + 12B pa imamo Diofantovu jednadinu 

22 + 12B = 12 + 24J 

koja zbog 12 11( - 10 nema regenja. Ako A€ C19 izraz 
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- (2A + 6B + 6A(A-1)) je kongruentan sa izrazom 22 + 12B 

pa ne pripada klasi C12 ni za jedno B. Na osnovu prethodnog 

zakljuaujemo da je [{xy,y}] 	prava podgrupa grupe G72. 

Neka je P = Hrl K = {e,x 3 ,x 6 ,x 9 }={e,y 3 ,y6 ,y 9 }. 

Tada imamo x 6  = e Ato sledi iz yx = x 7y tj. x = y- lx 7 y. 
{ ef o,x 4 ,  , x60,x 10) Ako je P = 	K = 	 dobija se, 

kao Ato je reasno, grupa G2 4  = [fx,y3] od 24 elementa. 

G24 = {e,x,x 2 ,...,x 11 ,y,xy,...,xlly} 

pa je jasno da x ne pripada ni jednoj pravoj podgrupi 

grupe G24. 

Ako je P = FinK = {e,x 2 } = ferY 2 1 imamo grupu od 

osam elemenata G8 = [(x,y)]. Lako se pokazuje da je G8 

Kvaternionska grupa. Na osnovu gornjeg razmatranja zakljuauje- 

	

mo da bazisnu klasu M klase $* 	dine grupe 6,13 

(e),C 2C6,G 8 ,G 24  tj. 

M = {{e}, C 2 , C6, G9, G24} 

2.3. Posmatrajmo sada klasu 	
6,9' 

H = {e,x,...,x 7 } 

K = {e,y,...,y 7 } 

Ako je P = H nK = {e,x 6 } = {e,y6 } onda je 

x 12 	e  

tj. 

= a 

pa imamo 

Hn K = {e,x 2 } = {e,y2}. 
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U tom sludaju, grupa ({x,y)] je Kvaternionska grupa. 

Naka je Hil K = { e,x 2, 10, x 6) = t e,y 2 ,y 4 fy6}. Na os-

novu leme 2.3. u Glavi II imamo da je x 36  = e. Sledi da je 

X 4  = 

pa je H (1 K = { e00} = {e,y2} pa ponovo imamo Kvaternionsku 

grupu. 

Ako je Hn K = {e} tj. x 2  = e, onda dobijarno da 

je [{x,y}] Klajnova grupa koja je unija cikluWih grupa reda 

S6,9,  2 i C 2  E= S 6,9 . Prema tome, bazisnu kiasu M, klase .)
6,9 

 eine grupe 	e , C2, G 8  tj. 

M = {(e}, C 2 , G 8 ). 

Na osnovu prethodnog imamo slededu posledicu 

Posledica.  (S. BocIdanovid [2]) Klasa M je Bazis-

na klasa, u smislu Ljapina, za kiasu A u odnosu na klasu svih 

semigrupa. 

Dokaz.  Prema posledici 2.6. u II imamo S: ,9  = A. 

* n 
Kod nalatenja grupa iz bazisne klase 3

m,n 
motemo 

postupiti na slededi nadin 

Neka je a 	[(x,y}i i 8 njemu (m,n) * -anti-inverzan element, 

[{a,$)] je podgrupa grupe [{x,y}] i [{a,a}]€1: S: ,n . Ako je 

H = {e,x,x 2  111401x n - 2 
} 

K = fe,Y,17
2
,...,y

n-2 

onda 

P = Hfl K = {x 7 ,x 27 ,...,x rT  = el = (y l ,y2A ,...,yrA  = e) 
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odredjuje broj elemenata grupa [{x,y}]. Neka je 

2 	n - 2, FF = fe,a,a 

= 	 0
n-2

} 

Ako je H' izomorfno sa H tj. ako su svi stepeni od a raz-

liftti i K' izomorfno sa K, onda je 

[{a 8}] = [{x,y}] . 

Ako H' nije izomorfno sa H iii K' nije izomorfno sa K, 

onda je grupa [{a,0}1 prava podgrupa grupe [(x,y)]. Pretpos-

tavija se, naravno, da P ima definitivan oblik tj. da smo 

vrgili sva moguda uproAdavanja. Poka/imo ovo na primeru klase 

S *  
6,13' 

Imali smo da je [(xy,y3)](= 
S 6, 13 . 

 

(xy)2 = x8y2 

(xy) 3  = x9y3 

(xy) 4  = X 4y 4  

(xy) 5  = x 5y 6 

 (xy)6  = x 6  

(xy) 7  = x 7y 

(xy) 6  = x 2 y 2 

 (Xy)9  = x 3 y 3  

(xy)  10 = x 10 1,4 

(xy) 11  = Xily5 
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pa je H' izomorfno sa H. K" = (e,y 3 ,1,6 ,y 9 ) pa je jasno da 

je grupa [(xy,y 3 )] prava podgrupa grupe G72. Na taj na6in 

mogude je ispitati da li proizvoljna grupa [(x,y)](= S: ,n  

pripada bazisnoj klasi M klase S: ,n . 

Ako je u proizvoljnoj klasi S * 	H' = H i K' = K 
m,n 

pokalimo da je tada [(x,y)] 2 [(a 1 0)1. 

Neka je 

T 	2t 	rt 	 X 	2), 	rX P = {x ,x 	 = e} = {y ,y 	= e}. 

Preslikavanje f: [(x,y)] -4- [{a,8}] dato sa 

f(xsy t ) = u s e 	(0 e s < n, 0 4 t < m) 

je traeni izomorfizam. 

f((x sy t )(x kyl )) = f(xsxkxmkty ty l ) = 

f(xs+k+mktyt+1) = as+k+mkt a t+/ 	(a s s t )(ak a l )  

pa je f homomorfizam. Ako je aP eEE [(a.6)], onda je 

f(xPYq ) = aP el  

pa je f presliaavanje "na". Pokaimo da je f 1-1. Neka je 

f(xsy t ) = a s e t  

f (xkyl )  = a s o t 

tj. 

(a)
st 	kl 
(10 =a8 

Iz (a) sledi 

(t) 	 = a 
	1-t 
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A 
Neka je a s  najmanji ceo broj takav da je a O(E P'. Sledi 
da je 1 < x o  i t < x o . Ako je 1-t > 0 onda je 

1-t < a s-t < X
o pa, poAto iz (t) sledi da 

1-t 
C P - 1 

sledi da je 

tj. 

Iz (s) neposredno imamo 

0 1-t  = e 

1 
0 = 0 . 

s 	k a --a a 

pa je s=k i 1 =t odnosno f je izomorfizam. 

Koristedi prethodna razmatranja moiemo zaklju6iti da 

ako postoji grupa [(x,y1](= S
m,n  

reds k onda postoji samo 

jedna takva grupa. 

3. ()S771,n  I QSm,n  SEMIGRUPE 

U ovoj ta6k1 dajemo jednu karakterizaciju semigrupa 

n iz klase Q3
* 
m,n 

odnosno QS 
 

Definicija.  Neka je S semigrupa. 

SE-1 	(QS ) 	Svaka prava podsemigrupa semigrupa m,n 	m,n 
^* 

S pripada Jin,n(Sm,n)• 
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Teorema. Neka je 	S 	semigrupa. 

Vani jedan i samo jedan od uslova: 
QS 

 

S(E QJ
m,n

(QSm,n 

1 0  (VaE S) 	a = a (m ' n-1)+1 	((m,n-1) 	je NZD) 

2 °  S 	je 

pa-1 

cikli6ka grupa 	IS1 = pa/(a E: N,p-prost), 

(m,n-1) 	i 	petX (m,n-1) 

3 °  S 	je monogena semigrupa indeksa 	2 	i 

r (m,n- 1) 	(r 	je period semigrupe 	S). 

Dokaz.  Neka se Qsm,n  (Qs m,n) i neka je xe S. 
Ako S nije monogena <x>G S *  (S 	), gde <x> ozna6ava m,n m,n 

monogenu semigrupu generisanu sa x. 

Sledi 

xn = x i (x C ) M  = Xm  i x cx = xm+i x c  

( xn  = x i (x c ) m  = xm  = (x cx) m  ) 

tj. [(x,x c )] Line grupu pa je 

Xm = e = X n - 1 

Sledi 

x (m,n -1) e  
x 

ti. 

(m n-1)+1 x 	 = x. 

Ako je S monogena tj. S = <x> onda van 

(1) S je ciklidka grupa 

iii 

(2) S je monogena semigrupa. 

(EC.  N) 
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Razmotrimo (1). 
a 1 a 2 	a 	

Pi.  
Neka je ISI = p, p. ...p. . Tada je <a J> podgrupa od 

p
i
1 (m,n-1) 

a 

n - 1)(m, Ozna6imo sa 	a 

Sledi 

p 	(m,n-1) 
i 2 

= a 

= b. Tada je 

bp
2

1  = b 

p
ik

(m,n-1) 

= 	= a 	 = e. 

= e. 

(p• 
2 

.p. 
1 

) 

1 b 1 2 = e. 

Kako je 

(P. 	, P. ) = 1 
1 1 1 2 

Sledi da je 

a (111,11-1)  = e 

odnosno IS' I (m,n-1) tj. vaii 1 ° . 

Ako je ISI = pa (a(E N, p-prost) onda je <a 1'> podgrupa od 

S pa je 

<dP>(: S:,n (Sm,n ). 

Sledi da je 

(aP) (m i n-1)  = (aP)P 	= e. 

Za a = 1 i p% (m,n-1) 2 °  neposredno sledi. 

Za a > 1 imamo 

((m,n-1),p
a-1

) 
aP 	 = e. 

(m,n-1) > p a-1  (u protivnom 1S1 < p a ). 

1 .1 1 2 k 
S 

P 

Sledi <a J>C- S*  (S 	) pa je 
m,n m,n 
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Neka je ((m,n-1),P (1-1 ) = p 8  i B < a-1. Sledi da je 

(a 17 ) Pe  = e 

pa je 	'SI < p a . 

Na osnovu prethodnog sledi 

(m,n-1). 

Ako je S = <a> monogena semigrupa tj. vaii (2), onda je S 

konadna (u protivnom S QS*  (QS 	)). m,n 	m,n 

S = {apai
2 
 lowelU 
	

tj. 

am = am +r (m 	indeks 	i 	r 	period, m > 1) 

K = {a0 ;4-1 	1214-1. -1} 	• 3e grupa. 
a 

K
a
, = K

a
u (am-1 } je podsemigrupa od S i nije regularna 

a-1 

a2 = a 2+r 

K je cikli6ka grupa reda r generisana elementom a m#5  gde 
a 

je 0 4 q< r-1 1 m+ g 	1(modr) (Howie (22] str. 9). 

Sledi 

K = <a24-g> . 
a 

 

2 + g E 1(modr) pa je g 	1 = kr (k EE N) tj. 

g = kr - 1 

kr- 1 	r-1 pa je k = 1 tj. g = r-1. 

Sledi 

K = <a r+I  
a 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 70 - 

Dalje je 

pa je 

Sledi da je 

<ar+ 2 >€ S* (S 	) 
m,n m,n 

(e r4-1 ) (m,n-1) = (ar+y = e.  

((m,n-1),r) = r 

tj. 

r 1 (m,n-1). 

(+) 	Ako vagi 1 ° , sledi da je a (m i n-1)  jedinica za a. 

Neka je m = k 1 (m,n-1) i n-1 = k 2 (m,n-1)(k 1l k2(E N). 

Tada imamo 

am = e = an-1 
a 

pa je 

am  = am  , 	as = am +1 	
a
n 
 = a a , 

(am  = am  = e
x 
= amam  = (aa) m , an  = a) 

Iz prethodnog sledi da je svaki element semigrupe S sam sebi 

(m,n) *-anti-inverzan ((m,n)) pa SE S .  (S 	) i svaka 
m,n m,n 

S podsemigrupa od S pripada
m,n

(S
m,n

). 

Neka vaii uslov 2 ° . Tada je 

	

<aP 8 >(E S *  (S 	) 
m,n m,n 

jer je 

( ape)(m,n-1) = ( aP)m = e 	(1 4 B 4 ci) 

pa svaka podgrupa od S pripada a
m,nm,n ) tj. 

	

G QS* (QS 	). 
m,n 	m,n 
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3 °  Podsemigrupe od S su K a 	
podgrupe od K a . 

Kako je r I (m,n-1) sledi da je 

(a r+1 )
(m,n-1) = e 

pa imarno da je svaki element sam sebi (m,n) *-anti-inverzan I 

* o 	n 
svaka podgrupa pripada 3 min (3m,n ). Sledi 

G OSm  n (OSm  ). , ,n 

POSLEDICA 1. 	QS* 	= QS 	. 
m,n 	m,n 

POSLED1CA 2.  (S. Bogdanovid [5]). Semigrupa S 

QA semigrupa ako 1 samo ako vafi jedan od uslova 

1 0 	(4gt aE S) 	a 3  = a 

2 ° 	S je cikli ka grupa prostog reda 

3 ° 	S je cikli6ka grupa reda 4 

4 0 	S je monogena semigrupa indeksa 2 i perioda 1 

5 ° 
	

S je monogena semigrupa indeksa 2 i perioda 2. 

4. BAZISNE KLASE SEMIGRUPA CIJE SVE PRAVE POD-

SEMIGRUPE ZADOVOLJAVAJU NEKI ZAKON 

Neka je 0(x,y) formula u jeziku L = {-}. 

Definicija 4.1.  Neka je S semigrupa. 

s E 	xG s) (3y€ s)4,(x,y). 

Teorema 4.1.  Neka je S semigrupa. Tada su slededa 

dva tvrdjenja ekvivalentna: 
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(i) QS 	ima bazisnu kiasu u odnosu na kiasu svih 

semigrupa, 

(ii) QS o C: S o . 

Dokaz.  (-0. QS , ima bazisnu kiasu u odnosu na 

kiasu svih semigrupa. Ako nije QS +  C S o  onda postoji semigru-
pa sE QS

0  i SgS0 
 . Semigrupa 

s° = s U {o} 

jeste unija semigrupa iz OS o  ali S 
	

OS pa sledi da QS , 

nema bazisnu kiasu, obzirom da ne vafi taaka b) definicije 

bazisne klase. 

	

(4) 	QS C: S 0 	o , 

Neka skup M 6ine sve monogene semigrupe koje su iz QS,. 

Svaka cikli6ka grupa prostog reda pripada QS, pa M nije 

prazan skup. 

Ako S E QS, onda je S =x 
(E 

 Li s <x>. Svaka prava pod-

semigrupa od <x> jeste podsemigrupa od S pa je <x>(; QS,. 

Neka je S = LJ <x> 	oc> (.1- M. Ako je S 1  pra- aEr a 	a  
va podsemigrupa od S tada iz a(E S I  sledi a e <x>

a 
(a

o
(E I). 

o 
 

Ako je 

<a> = <x>
a 	QS CS 
0 

onda <a>(2 S o  tj. postoji b takvo da vafi 0(a,b). Ako je 

<a> prava podsemigrupa od <x> a  onda <a> G.S 0  pa postoji 
0 

b El<a> takvo da vafi q(a,b). Na osnovu prethodnog sledi da 

Si 	So  pa sG QS,. 

Nijedna semigrupa iz M ne mole se predstaviti kao 

unija pravih podsemigrupa iz QS, pa je M najmanja klasa. 
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Definicija 4.2.  SC S 	S je regularna (komplet- 

no, levo, desno, intra) 

Propozicija 4.1.  se Qs 	Vaft jedan i samo jedan 

od uslova 

1 0  S je monogena indeksa 2 

2 ° 	2) xn  = x. 

Dokaz.  Sledi neposredno. 

Definicija 4.3.  s E S +. (Vx)(E3y) xy = y 

(yx = y , xy = yx = y) 

Propozicija 4.2. 	s E QS 4-+ Vagi jedan i samo jedan 

od uslova 

1 ° 	S je cikli6ka grupa prostog reda 

2 °  xm+1  = xm  za neko Me N. 

Dokaz.  (4.) Sledi neposredno. 

(•-) Ako je S monogena semigrupa tada 

S je grupa 	S je prostog reda 

	

Ako je S semigrupa sledi da je 	Ka  = {am }, trivijalna grupa, 

pa sledi 2 ° . 

Ako S nije monogena i xES sledi da je <x> podsemiarupa 

od S i x ima nulu u <x>. Kako van. sledede 

<x> ima nulu (levu, desnu) 	xm+1  = xm  

sledi tvrdjenje. 

PRIMERI: 

1 0 	Neka je S C S 4-- (NI x E s) (3 y G S) (xy = y 2 ) . Tada je 

S klasa svih semigrupa pa je S = QS. Iz teoreme 4.1. 

sledi da klasa svih semigrupa ima bazisnu klasu (klasa 
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svih monogen1h semigrupa) 

2 ° 	Neka je kiasa S kiasa svih regularnih (kompletno, 

levo, desno, intra). Monogena semigrupa 

<a> = {a,a 2 ,...,a r#1 } tj. semigrupa u kojoj Vagi 

a 2  = a 2+2.  pripada kiasi QS ali <a> S Pa QS 

nema bazisnu klasu. 

3 ° 	Neka je kiasa S kiasa inverznih semigrupa. Iz prethod- 

nog sledi da kiasa QS = QI nema bazisnu klasu. 

4 ° 	Neka je kiasa S kiasa S *  . Iz definicije klase S*  m,n 	 m,n 
sledi x n-1 

= e x, Neka je p prost broj takav da je 

p > n-1. Tada C og S i C C QS. Sledi da QS *  m,n 
,nema bazisnu klasu. 

5 °  Klasa QS
m,n takodje nema bazisnu klasu (sliano pret7 

hodnom) 

6 ° 	S C S 4-■ (9 x 	s) (3 yE s) (xy = Y A (3 z 	s) (xz = y) ) . 

QS nema bazisnu klasu (sledi iz primera 2 ° ). S je 

klasa grupa. 

7 ° 	S(E S 	(Agitx(E S) (E] y(E S)(x 2  = xyx). QS ima bazisnu 

klasu. Neka se Q$. Ako je S monogena onda je S iii 
cikli6ka grupa iii je S monogena indeksa 2 i perioda 3. 

Ako S nije monogena onda je S= cl <x> i 
xs 	<x> <1 S 

pa je <x> iii ciklidka grupa iii je x 2  = x 3 . Sledi da 

je SE QS ►  ses. Na osnovu teoreme 4.1. sledi da QS ima 
bazisnu klasu. 

PR1MEDBA.  Neka je S proizvoljna kiasa semigrupa 

i neka je semigrupa A = Li s , S (E S. Tada aE I a 	a 
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A 0S S nema bazisnu klasu. 

Neka je G klasa svih grupa i neka je C n 
proizvoljna cik11.6- 

ka grupa. Tada je C °  = C U  {0} HO}, C n (E G) C n
%G. 

n 	n 
Siedi da kiasa svih grupa nerna bazisnu klasu u odnosu na klasu 

svih semigrupa. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



GLAVA 	IV 

PODALGEBRE POLUMREZA 
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1. JEDNA KARAKTERIZACIJA PODALGEBRI 

POLUMRE2A 

U ovoj ta6ki dajemo opis klase podalgebri polumreZa. 

Teorema 1.1.  Algebra A = (A,c) je podalgebra neke 

polumrete ako i samo ako zadovoljava slededi uslov: 

(*) Za svaki par terma t 1  i t 2 , sa jednakim skupovima sim-

bola, t 1  = t 2  je identitet u A. 

Dokaz.  (-0 Jasno je da svaka podalgebra polumrete 

zadovoljava uslov (*). 

(4-) Pretpostavimo da algebra A = (A,n) zadovoljava uslov 

(*). Dokazademo da se ova algebra mote potopiti u polumretu. 

Uonmo da se opttost razmatranja ne smanjuje ako pretpostavimo 

sledede: 

(i) A i a su disjunktni skupovi; 

(ii) Razlinti operatori iz Q definitu razlinte 

operacije u A; 

(iii) n ne sadrti 0-acne operatore, tako da su operatori 

tj. element/ c, operacije u A. 

Neka je K = A U R, neka je M familija konaftih 

podskupova skupa K (uklju6ujudi i prazan skup) M je polumre-

ta u odnosu na obiftu operaciju unije skupova. Ako je x E K 

onda demo smatrati da je x = {x} tako da dobijamo KC M, pa 

motemo smatrati da je M slobodna polumreta sa jedinicom 

bazom K. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 77- 

U M uvodimo relaciju "susedstva" na slededi nan.n. 

Ako su S,T E M takvi da je 

S = S U a, 	T = S" tj (w,a1,...,a n ), 

gde je a = w(a l ,...,a
n

) u algebri A, onda ka/emo da su (S,T) 

(T,S) parovi susednih elemenata iz M generisani operacijom w. 

Ako postoji niz S o , S 	Sp  takav da je S = S
o

, 

T = S , p 3  0 i (S,S) par susednih elemenata iz M za 

svako i 	 onda ka2emo da su S,T ekvivalentni 

to oznaeavamo sa S 1, T. 

Jasno je da je ti kongruencija polumre/e M, kao 

i da je 

(1.1) 	a = w(al,...,an )(u A) 	a 1, 

Dokazademo da va/i implikacija 

(1.2) 	 a,bC A 	(a 1. b —> a = b), 

iz eega, zbog (1.1), dolazimo do zaklju6ka da je algebra 

podalgebra polumre/e P = M/ 

Izvr5idemo odgovarajudu pripremu, sa ciljem da doka-

/emo tvrdjenje (1.2). 

Prvo, svakom elementu SC M pridraimo njegovu 

"vrednost" [S] na slededi nadin. Ako je jedan od skupova 

S q  = S fl Q, S
A 
 = Sfl A prazan, onda stavljamo 

[s] = s. 

Neka su skupovi 

S, = 	 S A  = {a l ,...,a } 

neprazni. Ako su sve operacije iz S a  unarne onda stavljamo 

[S] = {b1,...,bs), 
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gde je 

b = w i ...w (a ) , 	za 	v = 1,...,s . 
v 	 r 

I na kraju, pretpostavimo da je bar jedna operacija iz Sn' na 

primer (4
r
,neunarna. Tada postoje prirodni brojevi i i j 

takvi da je 

wi...w n ) 
r 

osminjen "proizvod" u algebri A. Ako je a vrednost tog 

proizvoda onda stavljamo 

[S] = a . 

Iz uslova (*) sledi da [S] ne zavisi od izbora 6etvorke 

w 
r 
	a , i, j. 

Radi jednostavnosti, umesto [s i ti s 2 tj ...LJ s k 
demo pisati 	[S 1 , S 2 ,..., S

k
1. 

Iz definicije transformacije [ ] , kao i iz uslova 

(*), lako se dobija da su tafte sledede leme. 

Lema 1.1. 	[ [s]] = [S], za svako SC M. 

Dokaz.  Ako je S prazna re6 onda je [S] = 0 pa 

tvrdjenje neposredno sledi. Ako je jedan od skupova S o , S A 

prazan, [S] = S pa sledi tvrdjenje. Neka su skuoovi 

S = {wi,...,w r } 	SA = (a l ,...,a s } 

neprazni. Ako su sve operacije iz S unarne onda je 

[[S]] = Eb i ,...,b s = (b i ,...,b ) = [S], 

gde je b y  = wi...w r 
(a 

v
), za v = 1,...,s. Ako je bar jedna 

operacija iz S o , na primer w r , neunarna onda je 

[S] = a, 

gde je a = 	 (a w i ...w 	..., n ) r 1 	a ' 	za neke i,j € N. 
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Kako je [a] = a sledi tvrdjenje. 

Lema 1.2.  Ako je S
A 

= T
A = 0 onda je 

[S,T,U] = [S,[T,U]] 

za svako U E M. 

Dokaz. Za S = 0, ovo je posledica leme 1.1., a za 

U
A 
= 0 tvrdjenje sledi iz definicije transformacije [ ]. Ako 

su sve operacije iz s U  TIJ U unarne tvrdjenje sledi neposredno. 

Ako U
A  # 0, ako Stj TU U sadrgi bar jednu neunarnu operaci- 

ju onda tadnost tvrdjenja sledi iz uslova (*),i definicije 

transformacije [ ]. Neka je, na primer 

S= {f11 ,110Off k }, T= (g1,004,g i } if U= {h1 ,. .40,hm falf*011 f a s ) 

i neka su operacije f l , g l  neunarne. Tada je 

[T,U] = gf...g i  h i ...h. (al,..,a s ) =c , cG A, 

[S,[T,U]] = 

[S,T,U] =
s ) = 

/ 

= f
k ((g 1 ...g /  h 1  ...h m i (a t ...,a )) 3  ) = 

= f l 	i  fk  (cj) = [S,[T,U]1. 

Lema 1.3.  Neka je u A ta6na jednakost 

a = w(a l ,...,an ) i neka je [S t a]e- A. Tada je ta6na jednakost 

[S,a] = [S, 

Dokaz.  Uaimo prvo da je 

w(an ) = w((w(a l ,...,an )) n ) = w(a l ,...,a ) = a. 
n 

Moguda su slededa dva sluaaja 

( I) 
	

aE S 

S . 
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Posmatrademo prvo sludaj (I). 

	

Neka je S = r  b 1 	
I a) gde je 

r 3 0, s 3 0 i a 1  b x , A= 1,...,s. 

Ako je r 3 1 i ako neka operacija, na primer w
r

, 

nije unarna, onda za podesno izabrane pozitivne brojeve 

i,j (j a 2) imamo 

	

[s,a] = [s] = w ...w 	 r ai ) = 
r 	1 1 	s 

1/1, 	 a j -1 ) 

	

w ...w 	 b 
1 	r 1" s' 

w(a l ,...,a ), 

	

[s , (w,a 	...,a n }]. 

Pretpostavimo da je r 3 1 i da su sve operacije w 1 ,.. 

unarne. Tada imamo 

[S t a.] = , w1•• .w r (b 1 ),...,w 1 ...w r (b s ),...,w1...w r ( a )} . 

Iz pretpostavke da je [S,a](E A dobijamo 

w i ...w(b 1 ) = 	= w i ...w r (b s ) = w l ...wr (a) = c, c E A. 
r   

Neka je i w unarna operacija, tj n = 1. U ovom 

sludaju imamo 

[S,twrad] = {4a(c), ww l ...w r (a 1 )}. 

Treba pokazati da je c = w(c) = ww l ...w r (a ). 

GAO
1 
 • • .w

r
(a 1 ) = w 1  ...w r (w(a 1  )) = ta ...w r

(a) 
	

C , 

pa sledi 

w(c) = ww 1 ...w r
(a) = w 1  ...w r 

 (w(a)) = w 1  ... w 
 r
(a) = c 

Pretpostavimo da je n > 1. U ovom sludaju imamo 

[S,{ W falfaeofa n } ] = W I lie0W r W i (b 1 ,0•46 , b s fa i p a l p oe lp ,a n ) = 
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= 'A .... 1 ...w rw l (b i ,...,b s ,aj" -1 ,w(a l ,.. .,a
n
)) = 

i'L 	 j+n, 

	

. w ...w w ‘0 1 p000pb l a 	) 

	

1 	r 	 s 

wi(w
1
...w

r
(b

1
) ,...,(0 

1
...0) 

r
(b

s
),(w

1
...wr(a))j") . 

= w i ( c"j" ) = w (c n ) = 

= w((4 1 ... w
r
(a)) n ) = w ...w 

	

1 	r (w(a n )) = 

= w i ...w r (a) = c = [S,a]. 

Preostaje slu6aj kada je r = 0, tj. S = {b i ,...,b l a}. s 
Iz- [S,a] = [S] = c, c€ A, sledi da je S = a. 

Sada imamo 

[S,(w,a 1 ,...,a n )) = [{a,w,a 1 ,...,an }] = w(an -1  ,w(a l , • • • ,an )) = 

= w(an ) = a = [S e a] 

za n > 1 i 

[S,(43,a 1 )] = [{44,a l a 1 }] = {w(s),w(a 1 )) = (a,a} = a = 

= [S,a] 

za n = 1. 

Time smo ispitali sluaaj (I). Preostaje nam slu6aj 

(II). Neka je 

S = { (4 1 ,• ** ,W r ipb i l w t b s ) 

gde je r ). 0, s > 0, b
A 
V a 	(), = 1,...,8). 

Neka je r 	1. 

Ako je na primer w , neunarna operacija onda, za 
r 

podesno izabrane prirodne brojeve i,j imamo 

= 
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[s,a] Wi...W (b 1 	
,aj) = 

r  

,(w(a 1 
 f. ..,a

n
)) j ) = 

r  

[S I N,43 1 , ...pan )]. 

Ako su sve operacije Wire04,W r  unarne onda je 

[S t a] = { wi ...wr (b 1 ),...tw i ...w r (b s ) , w 1 ...wr (a)}  

pri emu je 

C = 1,0 1 . .. w r(b1) = 06 0 = Wpto . W r(b s ) = W lee de u r (a )a 

Ako je n = 1 'onda 

[s,(w i a l }] = (w(c),w 1 
 ...w 

r 
 (a

1 
 )1 = {w(c),c}. 

Iz c = w ...w (a) 	sledi w(c) = w i ...w r
w(a) = w 1  ...w r (a) 
	

C. 

Prema tome, imamo 

[S,a1 = c = [S,{w,a 1 }]. 

Za n > 1 imamo 

p ,{w,a 1 ,...,a }1 = w 1  ...w w  (. 1 ,...,b s ,a 1 ,...,an ) = 

i t  
%w 1  ...w r (b l 	P  ),...► w I •

w 
r
(b 

s
)a
,  1"" 

,a
n
) = 

w i lCsi  i f! •, n 

= w(c
s
,(w(a 1 1 • .. , a n

)) k ) = 

= w (c s lak ) = w . . .w r (w ( a n )) = 

= w i ...w r
(a) = c = [S,a], 

za s > 1. Ako je s = 0 tj. S = 	 ), onda je 

[S,{wpa l ,...an
)1 = w i ...w r 	

= w i ...w (a) = c = 

= [S,a] . 
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Preostaje slu6aj r = 0. Sada je [S,a](E A mogude 

ako je S 	0, tj. 	[S,a] = [a] = a. 

Imamo 

= 	 = w(a l ,...,an ) = a = 

Time je zavr6en dokaz leme 1.3. 

Dokazademo slededu lemu iz koje de neposredno sledi-

ti da je tvrdjenje (1.2) ta6no 

Lema 1.4.  Neka je a = S o ,S1,...,S p  niz elemenata 

iz M takav da je p 3 0 i za svako i(E {1,2,...,p} par 

(S i-1 ,S.) jeste par susednih elemenata generisan operacijom w.. 

Tada je 

a = [w ,a] = 	 ,S ] 
p V 

za svako 	v(E(1,2 1 ...,p). 

Dokaz.  Za p = 0 tvrdjenje neposredno sledi. Pret-

postavimo da je 

a = [(13 ,a1 = [(0 	,S v ] 
V 	1 	q v 

za svako ve {1,2,...,q}, gde je 0 4 g< p. Oznaftmo wq+1 

sa w. Tada je 

(I) S q  = S'Ij b , 	Sq+1 = 
Slj {w,b 	) 

iii 

(II) S q  = s'IJ 	 sq#1  = s'LJ b , 

gde je b = w(b i ,...,b ) u algebri A. 

U prvom sluaaju imamo 

(w,al = [63,[631,...,weSq]] 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 84 - 

= [W, W 1,0001Wq 1 Sl b = 

b ] = 
q 	 n 

= [1y...1w q 
	

to IS-trbil...lbnI = 

= [w il ...,weS' I b] = (w il ... t we s ql = a 

= 	 = 

= 	
q 

= [(4,a] = a , 

za-svako vE: {1,...,q}. Isto tako 

[W1t...1W ,WtS q+1 ]= [11.1 1 ,...,W pW'S,W,b 1 ,...ph 
	

= 

= [w l ,...ew ,S,w,b 1 ,... 1 10 	= 

= 	 ,5',b] = 

= [w l ,...,w ,S J = a • 
q q 

Preostaje nam slu6aj (IX). 

Uo6imo da u ovom slu6aju imamo w EE{w 1 ,...,w }, pa 

prema tome potrebno je dokazati samo jednakost 

[wi,...,w 
q 
,S

q+1 
I = a, 

koja se dobija kao posledica leme 1.3. i transformacije 	] . 
Ako f .(1) 1 ••••,w q }U 	sadrEi bar jednu neunarnu operaciju 

onda je
g 
 ,S 

(7+1
](E  A pa je 

[W i t...,W ,S 	= ba l t...tW ,S ,b = [ W i t..•tW tS ' Lo
q

ppb 1 t...110 ] = 
q q+1 

= (w i ,••.,w ,S I = a • 
q q 

Neka su sve operacije iz {w i ,...,w }Li S q  unarne 
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neka JIB !3-.1=((o,
21 	

1
,...,Wi 

1z
q 
 ,S

q 
 = a sledi da je 

w l ...w_w i  ...w i  {a 1 )=...=w 1 ...w w. ...w 	(a )=wq 2 1 	
..w w 	...w 	(13 1 )=a i k  S 	1 	q 	

i 
 Tada je 

q 	 ...wi  (as ),  

1 ...wq
w

ik
(b)). 

Kako je w ...w w. ...w i  (b)=w 1 ...w w 	...w. (w(h 1 ))= 
1 	 q 1 1  

1 k 
=w / ...w w ...w i  (b 1 )=a 	 }) sledi da je

kq i1 

,S 	= a. 
q q 

Time je kompletiran dokaz leme 1.4. 

Sada se implikacija (1.2) jednostavno dokazuje 

Naime, ako je a,b(E A i a q, b, onda postoji niz 

a = S 
0 ,S1,...,S = b 

takav da je par (S i...1 ,S i ) par susednih elemenata iz M za 

svako 1.(: {1,2,...,0. Ako je p = 0, onda a = S = b. Neka 
0 

je p 3 1 i neka je par (S
i-/ ,S) generisan operacijom w i . 

Na osnovu leme 1.4. imamo da je 

[
w i ,a ) = [w 2 0] = 
	

= [w ,a] = [W 1 1....W ,b] = a. 

Ako posmatramo niz b = S „„S I , S
o = a imamo da je 

Time je dokaz kompletiran. 
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2. NEKI SPECIJALNI SLUCAJEVI 

Ovde dajemo neke specijalne sluajeve koji neposred-

no slede iz teoreme 1.1. 

2.1. 	Ako I2 ne sadr/i unarne operatore i svakom n-arnom 

operatoru wEE o opredelimo binarni operator w na slededi 

na6in 

w"(ca) = w(xn-l a) 

onda imamo algebru (A,o') sa binarnim operacijama, koja zado-

voljava uslov (*) ako i samo ako algebra (Apo) zadovoljava 

isti uslov. Takodje, imamo da je 

w(x 1  1...X n ) = w 
	(X 1  0...IXn

)4. 

2.2. 	Algebru (A,Q) nazivamo o-polumrea ako postoji 

polumreIa P takva da je AC P 

w(a l ,...,an ) = a ...a n 

za svaki n-arni operator w E= o i al,...,a n  Ell A. Lako se do-

kazuje da je (A r o) o-Polumre/a ako i samo ako je zadovoljen 

slededi uslov: 

(*) 	Za svaki par terma t l ,t 2 , sa istim skupom promenlji- 

vih, t i  = t 2  je identitet u (A,o). 

06igledno, uslov (*) je potreban. 

Ako (*) vaIi u (A,o) onda svi operatori, iste 

arnosti n, defini6u jednake n-arne operacije, tako da moIemo 

uzeti da za svako n postoji najvi§e jedna operacija u Si. Ako 
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postoji unarna operacija w G r2 imamo da je w(x) = x za 
svako x A. Neka je w n-arna operacija u a (n 3 2), i neka 
je 	• VI 

binarna operacija definisana sa 

x.y = w(xn-l r y). 

Tada dobijamo polumre/u (A,.) takvu da je 

= x l ...x 

za svaku m-arnu operaciju p(E n. 
2.3. 	Algebra A zadovoljava uslov (*) ako i samo ako 

vage slededi identiteti u algebri A :  

WX 1 ...X = WX. ...X. 	; 1
n 

WP x 1 ...xm = pwx,...x 

WPX 1 ...X0  
; 

r r  a 	a 	s
1 	s B 	B 3.4. 	 '_.71 = w 

1 
...w px l

i 
 ...x 	— 	 P 	1 	q w 	...w x 	...x 1 	p 	q 	1 	P 1 	4 

A zadovoljava (*') ako zadovoljava sve identitete 3.1, 3.2, 

3.3 i 3.4' gde je 

3.4' 

Oarprw u rp v  

a 	a 	• 
w ...w x ...x 	= r 1 	q  

B 1 ...p sX 1  ...xq  

su proizvoljni elementi n ; i l ,...,i n  je proizvolj- 

n,m,r 
v  ,s  v ra  v ,B v  su pozitivni bro- 

jevi takvi da su obe strane odgovarajudih identiteta V
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