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uvop

Teorija semigrupa razvija se kao samostalna oblast

savremene algebre,

Predmet izuCavanja teorije semigrupa su razne klase
semigrupa tj. semigrupe koje zadovoljavaju dati uslov.

U ovom radu razmatramo semigrupe iz nekih podklasa
klase regularnih semigrupa., Pojam reqularnosti, koji je uveo
J. von Neumann [31] za prstene, su Thierrin i Barwep preneli u
teoriju semigrupa Sto se pokazalo znaajnim za razvoj teorije
semigrupa uopste.

Ovde se posebno ispituje jedna podklasa klase komp-
letno regqularnih semigrupa tzv. klasa (m,n)*-anti-inverznih
semigrupa. Ova klasa obuhvata klasu anti-inverznih semigrupa
[1]

Pojam bazisne klase, neke klase semigrupa, uveo je
E.C. Jlanun [25]. U radu odredjujemo bazisne klase za razne kla-
se semigrupa,

Zznatajnu klasu semigrupa &ine polumreZe. P.M. Cohn
[9] 1 10. Petane su 1965. godine pokazali da je svaka algebra
podalgebra neke semigrupe. U Glavi IV opisujemo klasu algebri
koje su podalgebre polumreZa.

U Glavi I su navedeni elementarni pojmovi o semigru-

pama, grupama, algebrama, idealima, kongruencijama, itd. Dati
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su dokazi nekih teorema koje se koriste u radu, Ovaj materijal
uzet je iz [ 7] i [22]. Takodje, dat je dokaz G. Cupone za te-

oremu Cohn~PabaHs.

U Glavi II ispituju se (m,n)*-anti-inverzne semi-
grupe. Materijal ove glave preuzet je iz [ 6], [11] 1 [212].
U tadki 2. date su neke dekompozicije (m,n)*-anti-inverznih
semigrupa. Teorema 2.3. glavnl je rezultat ove glave. Green-ove
relacije razmatraju se u tatki 3. Dobija se niz karakterizaci-
ja semigrupa 1z klase S; 0" Na kraju Glave II navedena su tvr-

3

djenja &iji dokazi su jzostavlijeni jer su sli&ni dokazima teo-
rema u [ 2].

U Glavi IIT ispituju se bazisne klase raznih klasa
semigrupa. Dat je algoritam kojim odredjujemo bazisnu klasu bi-
lo koje klase (m,n)*—anti-inverznih semigrupa. Primeri bazis-
nih klasa za razne S;’n semigrupe dati su u tafki 2. Materi-
jal za tatke 1. i 2. uzet je iz [12]. U tagki 3. razmatraju se
QS;,n(QSm,n) semigrupe tj. semigrupe ¢ije sve prave podsemi-
grupe pripadaju klasi S;'n(Sm’n). Teoremom 3.1. data je karak-
terizacija semigrupa klase QS;'H(QSm’n). Problem egzistencije
pazisne klase semigrupa &ije sve prave podsemigrupe zadovolja-
vaju uslov oblika Mx)(Fy)e(x,y) relen jeu ta¥ki 4. Na kra-
ju 4. dato je nekoliko primera. Materijal iz tataka 3. i 4. ov-
de je prvi put izloZen.

U Glavi IV opisane su podalgebre polumreZa, Potreban

i dovoljan uslov da neka algebra bude podalgebra polumreZe dat

je u tacki 1. Lema 1.3. je kljuZna lema u dokazu teoreme 1+l
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Dokaz ove leme izvodi se koristeéi pojam transformacije { ].
U tacki 2. navedeni su neki specijalni sludajevi koji su nepos-
redna posledica teoreme 1.1, Materijal za ovu glavu uzet je
iz [18].
Literatura koja je koriScdena u ovom radu navedena

je na kraju i &ine je 44 bibliografske jedinice.

Dr Stojan Bogdanovié svojim idejama i savetima pomo-
gao mi je pri izradl ovog rada zbog &ega mu dugujem trajnu zah-
valnost.,

Akademik profesor fopFH Hynona velikodudno je pris-
tac na saradnju sa autorom ovog rada. Zahvaljujem se profesoru

Cuponi 3to je prihvatio moju saradnju i omoguéio mi da rezulta-

te zajednikog rada izlo%im u Glavi IV.

Profesor Svetozar Milid¢ prihvatio se da bude mentor
pri izradi ove disertacije. Imam prijatnu dufnost da se zahva-

lim profesoru Milidu za nesebidnu paZnju koju rosvedije mom

radu,



GLAVA I

ELEMENTARNI POJMOYI I KARAKTERIZACIJE
SEMIGRUPA 1Z NEKIH KLASA SEMIGRUPA




1.1. Binarna operacija na skupu S je svako pres-

likavanje skupa SxS u S, gde je SxS skup svih uredjenih

parova elemenata iz S. Sliku elemenata (a,b) iz SxS u sku-
pu S oznaCavademo sa ab,

1.2. Grupoid je uredjena dvojka (§,+) nepraznog
skupa S 1 binarne operaclije ":" definisane na S. Pi3emo S
umesto (S; ).

1.3. Binarna operacija "+" na grupoidu S je

asocijativna ako je ispunjeno

(¥ a,b,c &5S)(albe) = (ab)c).

1.4, Semigrupa je grupoid (5,:) pri Zemu je ope-
racija "." asociajtivna. Dalje Eemo krade pisati "5 je semigru-

pa". Podgrupoid semigrupe s je podsemigrupa.

1.5. Ako postoji element e u semigrupl S takav
da je _
(¥ x € S)xe =ex = x,
onda e zovemo jedinica semigrupe S 1 ka¥emo da je S semi-
grupa sa jedinicom. Ako semigrupa S nema jedinicu onda moZemo

dodatl element 1 skupu S. Defini3imo

(¥ sEs)ls = 51 = s



i 11 =1. si (1)

postaje semigrupa sa jedinicom. Oznalava-
1
demo S

semigrupu definisanu na slededi naéin

S ako je S

semigrupa sa jedinicom
sl =

5|J (1) ako S nema jedinicu.

1.6. Ako semigrupa S, sa najmanje dva elementa,

sadrZi element O takav da je

(Mx€E 5)x0 =70x = 0,

onda element O nazivamo nula semigrupe S. Analogno prethod-
nom definiSemo

o S ako S ima nulu

s|J {0} ako S nema nulu.

1.7. Semigrupa S je komutativna ako

(¥ x,vyE S)xy = yx

1.8. Grupa je semigrupa S sa osobinom

(¥xE S)(xs = SA Sx = 8).

Podgrupa semigrupe S je podsemigrupa od S koja je grupa.

1.9. Element x semigrupe S je idempotent ako

je x?2 = x,

1.10. Semigrupa S 3je generisana svojim podskupom

A ako je svaki element iz §

jednak proizvodu nekih elemenata
iz

A. Semigrupa generisana jedno—elementnim podskupom naziva

se monogena semigrupa. Monogenu semigrupu generisanu skupom

{a} oznalavademo sa <a>. Ako je u semigrupi

nazivamo indeks a r

cas * a® = af*~
onda m period semigrupe <a>. Neka je



m indeks 1 r period semigrupe <a> tada je

m+r—-1
<a> = {a,a?,...,a }

1 |<a>| = m+r-1. Ka¥emo da je element a kona&nog reda.

m _m+l m+r-1) od

Pod skup Ka = {a",a"" % ,i00pa <a> je podgrupa od <a>.

Monogena semigrupa koja je grupa naziva se cikligka grupa pa

ja K_~ciklicka grupa reda r. Lako se pokazuje (Howie [22])

da je K = <a""9 gde je g€ N takav da

a
0 £« g ¢ r-1 i m+g = 1({modr).
Ako izaberemo gz takvo da je
0 £ 2 ¢ r-1 i m+z = 0 (modr)
m+z

onda imamo da je a idempotent odnosno jedinica grupe Ka.

1.11. sSemigrupa & Jje periodi&ka ako su svi njeni

elementi kona®nog reda.

1.12, Element a semigrupe S je reqularan ako je
a = axa

za neko x & S. Semigrupa S je regularna ako je svaki elamenﬁ
iz S regularan.

Pojam reqularnosti prvi je uveo J. von Neumann (On
regular rings, Proc.Nat.Acad. USA, 22(1936), 707-713) za elemen-
te prstena. U teoriji semigrupa regularna semigrupa, pod nazivom
demi-groups inversif, su prvi put razmatrane od strane
G. Thierrin~a (Sur une condition nécessaire et suffisante pour

qu “un semigroupe soit un groupe, C.R.Acad.Sci., Paris, 232

(1951), 376-378,



1.13. Semigrupa S Jje kompletno regularna ako
(Fa€ s)(dxE s)(a = axa A ax = xa)

1.14, o0zna&imo sa E skup idempotenata semigrupe

S. Regularna semigrupa S je ortodoksna ako je E podsemigru-

pa od S. Ortogrupa je kompletno regularna ortodoksna semigrupa.

1.15., Neka je a element semigrupe §S. Element x

iz S je inverzan za a ako je
a = axa i X = xax.

Inverzna semigrupa je regularna semigrupa u kojoj svaki element
ima jedinstven inverzni element.

Pojam inverzne semigrupe prvi put se javlja u rado-
vima B.B. Barnepa (0OG6oGueHwe rpynnw, JAH, CCCP, 84(1952),
1119-1122) i G. Thierrin-a (Sur les é&léments inversif et les
elements unitaires d° un demi-groupe inversif, C.R.Acad.Sci.,

Paris, 234(1952), 33-34).

1.16., Semigrupa S Jje intra-reqularna ako

(x &€ 5s)(Ja,b, € 5)(x = ax?b).

Semigrupa S Jje levo regularna ako

(MaEs)(Jx €S)(a = xa?).

Semigrupa S Jje desno regularna ako

(Va€ s)(FJxE s)(a = a?x).

Ove pojmove uveo je R. Croisot (Demi-groupes inversif et demi-
-groupes rdunion de demi-groupes simples, Ann.Sci. Ecole Nor.

Sup.(3), 70(1953), 361-379}.



1.17. Semigrupa S je anti-inverzna ako

(Fx ES)(JyES)xyx = YA yxy = x).
Pojam anti-inverzne semigrupe uveli su S. Milig,
S. Bogdanovi¢ i V. Pavlovié u radu: Anti-inverse semigroups,

Publ.Inst.Math, Belgrade, 24(38) 1978. Izmedju ostalog dokazana je

slededa teorema

Teorema. Neka je S semigrupa. Tada
SCA — (WxES)(FyEs)(x2 = y2 A yx = x3y A x5 = x),
gde je sa A oznafena klasa anti-inverznih semigrupa.
1.18. Semigrupa S je (m,n)-anti-inverzna ako
WxES)(Ty&Es)(x" = y" = (xy)" A x" = x).

(m,n)-anti-inverzne semigrupe uveli su 3. Mili¢ 4
S. Bogdanovid u radu: On a class of anti-inverse semigroups,
Publ.Inst.Math., Beograd, 25(39), 1979, 95-100. (m,n)-anti-in-
verzne semigrupe ozna&avamo sa Sm'n. U istom radu dat je al-
goritam kojim se utvrdjuje da 11 semigrupe iz klase Sm'n, gde
su m i n proizvoljni brojevi, pripadaju klasi A-anti-in-

verznih semigrupa.
1.19. Semigrupa S je (m,n)*-anti~inverzna ako
W x&s)(Jy € s)(x" = Y"A yx = xm”Y/\ x" = x).

(m,n)*-anti-inverzne semigrupe uvedene su u raduy [6]. U ovom
radu, izmedju ostalog, razmatramo i (m,n)*-anti-inverzne semi~

grupe.



1.20. Semigrupa u kojoj su svi elementi idempotent-

ni naziva se bend. Komutativni bend je polumreZa. Semigrupa §

je Y polumreZa semigrupa Sa ako postoji preslikavanje ¢

semigrupe S na polumreZu Y takvo da je

¢ (ab) = ¢(a)s(b) i s = ¢"1a) ,

[+
za svako a,b& S 1 svako a& Y. Oznalimo sa E. skup svih

idempotenata semigrupe S u kome je definisana relacija
g g f «—+ a = ef = fea.
vVazi slededa teorema

Teorema. Neka je S regularna semigrupa. Tada su

sleded¢i uslovi ekvivalentni
(z) ES je podsemigrupa od S.
(11) za bilo koje a,b& S8 1 njihove inverzne elemente
a“,b” wvaZ%i da je b“a” inverzan element elementu ab.

(111) Za svako a,b,x,y& S, a=axa 1 b = byb implicira

ab = abyxab.

(iv) Inverzan element svakog idempotenta je idempotent.
1.21. E.S. Ljapin je u [25] dao slededu definiciju.

Defintictja. Neka su M, N, P tri klase semigrupa,

pri Cemu je MC NC P, Klasa M je bazisna klasa za klasu N

u odnosu na P ako je ispunijeno
a) Svaka semigrupa iz N se moZe pretstaviti kao unija
Svojih podsemigrupa koje su iz klase M.
b) Svaka semigrupa iz P koja se moZe pretstaviti kao unija
svojih podsemigrupa koje su iz klase M je iz klase N.

c) Nijedna podklasa M~ klase M ne zadovoljava uslov a).



2.1. pPodsemigrupa I semigrupe § je njen levi

(desni) ideal ako je SIC 1(1sC I1).

Podsemigrupa I semigrupe S je dvostrani ideal ako je isto-

vremeno levi i desni ideal od &,
Ako je A neprazan podskup semiqrupe &,tada presek
svih levih ideala od S, koji sadr¥e A, je levi ideal koji

sadrzi A, Za taj ideal ka¥emo da je levi ideal generisan sku-

pem A. Slic¢no imamo za desni, odnosno dvostrani ideal. Levi
(desni, dvostrani) ideal seamigrupe S generisan skupom A

je oblika
AUSA(AUAS,AUSAUASUSM).

Ako je A jedno®lan skup, tada levi glavni ideal, u oznaci

L(a), je oblika
L(a) = a|] sa.

Analogno, desni glavni ideal je oblika

R(a) = a L}as.

Dvostrani glavni ideal je

J(a) = al) sal] as|] sas.

Znaajnu karakterizaciju regularnih semigrupa pomo-
Cu ideala dao je K. Ifeki [ 23],

OznaZimo sa U skup svih levih ideala semigrupe s



i sa V skup svih desnih ideala semigrupe S.

Teorema. Neka je S semigrupa. Tada je S reqular-

na semigrupa ako 1 samo ako

(VRE WM MLE (R[] L = RL),

gde smo sa R 1 L ozna¢ili prolzvoljan desni ideal 1z V,
odnosno proizvoljan levi ideal iz U.

Dokaz., Neka je S regularna semigrupa. Tada za
proizvoljan R& V je RSC R, pa je
(1) RL C RSC R.
Sli&no, za proizvoljan L& U je
(2) RL C sLC L.

Iz (1) 1 (2) imamo

RLC R[] L.

Neka je sada aC R[]L, tada a&R 1 a = a(xa) za neko
x¢& S, jer je S regqularna semigrupa. Kako xa & L, to je

a € RL, Sledi da je

R{]LCRL
€1

R[] L = RL.
Obratno, za proizvoljno a& S  imamo
aC RrR(a)[] L(a) = R(a)L(a) = (a|] as)(a|] sa) =
= a?|J asal) as?a = a2/ asa,

pa je a = a? 1ili a¢& asa., Dakle, S je regularna semigrupa.



Posledica. U regularnoj semigrupi S Je

(VL €Uy = s,
(¥ RE V) (R = RS),

s? = g,
U regularnoj semigrupi s je

Sas,

L{a) = Sa , R(a) = a§ 4 J{a)

Zalsta,

i

L(a) = SL(a) = S(a(J 5a) = sa|] ssa = sa.

Sli¢no se dokazuje da je R(a) = as i J(a) = Sas,
Primedba. Jedno uopStenje teoreme K. I$eki-a dao

je S. Bogdanovié u [ 3]s

Dvostrani ideal I semigrupe S nazivademo

ideal semigrupe s.
Podsemigrupa B semigrupe S jeste biideal
ako je
BSB C B.

Podsemigrupa A # ¢ semigrupe S Jjeste

kvaziideal ako je

as [] saC a.

Preslikavanje f semigrupe S y semigrupu
T Jje homomorfizam ako je (af) (bf) = (ab)f, za svako a,b& s,
Ako je f Preslikavanje "na", onda T nazivamo homomorfnom
slikom od S. Ako je £ 1-1 1  wpan onda f nazivamo

izomorfizmom.,
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2.2. Neka je S semigrupa. Relacija R skupa S

je levo saglasna sa operacijom seﬁigrupe S ako

(Ms,t,a& S)((s,t) & R (as,at) & R),

i desnc saglasna ako

(V¥ s,t,a& S)((s,t)& R = (sa,ta) C R).

Ralacija R skupa S Jje saglasna sa operacijom semigrupe §
ako

(M s,t,s,t"€ S)(({s,s )& RA (£,t7) & R) => (st,s"t")E&R).
Levo (desno) saglasna relacija ekvivalencije naziva se leva

(desna) kongruencija. Saglasna relacija ekvivalencije zove se

kongruencija,

Propoaicija 2.2. Relacija p semigrupe S Je

kongruencija ako i samo ako je leva 1 desna kongruencija.

Dokaz. («) Ako je p 1leva i desna kongruencija on-
da 1z (s,s87),(t,t)E o sledi (st,s"t)& p 1 (s87t,s’t )& p
zbog leve i desne saglasnosti. Iz tranzitivnosti p sledi da
je (st,s"t")& s pa je p kongruencija.

(+). Neka je p kongruencija. Ako (s,t)& p 1
ac S onda (a,a)& p zbog refleksivnosti pa je (as,at)& o

i (sa,ta)& p tj. p Je leva 1 desna kongruencija.

Neka je p kongruencija semigrupe S. Skup
klasa ekvivalencije relacije ,, u oznaci S/p, nazivamo skup
koli&nik, Preslikavanje a + ap, gde je ap klasa ekvivalenci-

je elementa a, je prirodni homomorfizam od S na S/p, pri




- 1] =

¢emu je wu S/0 operacija definisana na sledeéi nadin
S
(ap}(bp) = (ab)p , za ao,bp & L

Neka je I ideal semigrupe S. Relacija 0,

na S definisana na sledeéi nadéin
agIb-——-a= bV a,b&cI

je Rees-ova kongruencija [ 39]. Koli¥nik semigrupu S/rJ ozna-
g
tavamo sa S/I. Klase ekvivalencije su ideal I 1 jedno&lani

skupovi {a}, u sludaju kada a & S\I.

2.3. J. A. Green je 1951. svojim radom "On the struc-

ture of semigroups", Ann., of Math., 54, 163-172., dao studiiju

fundamentalnu za razvoj teorije semigrupa., U ovom radu Green
je definisao izvesne relacije ekvivalencije na semigrupi koris-
teci pojam glavnog ideala semigrupe.

Relacije L, R, J, H, D definisane na semiqrupi S

na slededi nalin

(1) alb <=> L(a) = L(b)

(2) akRbk <=> R(a) = R(b)

(3) alb <=> J(a) = J(b)

(4) H=1R[)L

(5) 0 = R.l - najmanja ekvivalenciija koja sadr?i R 1 L,

su relacije ekvivalencije 1 nazivaju se Green-ovim ekvivalen-

clijama.

Na osnovu 2.1. imamo da u regularnoj semigrupi S

vaZi

(z) alb <=> Sa = &b
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(i1) aRb <==> aS = bS§

(111) aJb <=> SaS = ShS
Neka je S semigrupa. Tada je

alb <=> Sla = glp,
aRb < ==y asl == bsl,

alJb <=> 8lasl! = glps!,

slas! = slps! .ako i samo ako postoja x,y,u,v & S! takvi
da je xay = b i ubv = a, Neposredno imamo da je LCJ i
RCJ pa sledi da je 0 J. U komutativnim semigrupama imamo

L=R=H=17J=17D.

Propozicija. Ako je S periodidka semigrupa

onda je U = J.

Dokaz. Neka je a,b& S8 i aJb. Tada postoje

:pc,.y..u,uesl takvi da je
(*) xay = b 1 ubv = a,

Poka¥imo da postoji c& S takvo da je alc i cRb.

Iz (*) imamo

a = (ux)a(yv) = (ux)2a(y032 = (ux)3da(yv)d = ...,

b = (xu)b(vy) = (xu)2b(vy)2 = (xu)3b(vy)? =

Xako je S perioditka semigrupa na osnovu 1.10
mofemo naéi m takvo da je (ux)” idempotent.
Ako stavimo ¢ = xa imamo

m-lu

a = (ux)a(yv)® = (ux)(ux)Pa(yv)” = (ux)"a = (ux) C



pa je alc. Takodje, cy = xay = b 1 moZemo naéi n takvo
da je (vy)" idempotent. Imamo

n+l n+l

c = xa = x{ux) af{vv) = (xu)”+lxay{vy}nu =

n+l n+l

(xu) b(vy]znu = (xu) b(vy)n+1(uy)n-lu -

b(uy)? ™y

pa je cRb.
7a svako a¢ 8 definisimo preslikavanie

p : Sl» 8l na sledeéi nadin
Xp = xa , x sl

Preslikavanie °, nazivamo desna translacija. Analogno defini-

¥emo preslikavanije A, sl s! kao
X\ = ax, x &€ s!

i nazivamo ga leva translacija.

Svaka P klasa neke semigrupe je unija L i
R klasa. Presek L-klase i R-klase je ili prazan skup ili e

H-klasa. Po definiciji imamo

apb <=> R [] L # @ <= Laﬂ R, # @

Prema tome, pogodno je svaku p-klasu posmatrati kao kvadrat po-
deljen na vrste i kolone tako da svaka vrsta pretstavlija
R-klasu, svaka kolona L-klasu 1 svaki prese®ni kvadrat H-klasu.
Ako je D prolzvoljna D-klasa semigrupe S i a,b& D su
takvi da je apb, onda po definiciji postoje g,s5°& §! tak?i

da je



Desna translacija Py S~ § preslikava a u b. Py presli-

kava L u L, jer ako J{GE'La onda xslas po definiciji

relacije L (L Jje desna kongruencija) pa ije xpséz Las = Lb.

Lako se pokazuie da op preslikava L u L . pop

b & P praesli-

Sl

kava L u L, ©a imamo za bilo koje x = uaé& L
d
X0 p , = uass” = ubs” = ua = X.

Sledi da je 0.0 identi&no preslikavanije na La. S1liéno po-
kazujemo da ie B Py identiéno preslikavanje na Lb pa vidi-
mo da su 55|L i QSLIL uzajamno inverzne bijekcije La
na L. i L, mna L. hko x & L, onda element y = X0 iz

b

Lb ima svojstvo da je y = xs 1 vys8” = x., Prema tome yRx

pa preslikavanie Pg oCuvava R-klase. P preslikava svaku
H-klasu u La 1-1 na odgovarajudu (tj. R-ekvivalentnu)
H-klasu u Lb‘ Sli¢no vaZi 1 za PP Na taj nadin dokazali
smo sledede?

Lema 2,3. (Green~ova lema). Neka su a,b R-ekviva-

lentni elementi semigrupe S 1 neka su s,s8”°¢& s? takvi da
je as = b, bs” = a, Tada su °sILa' °s:|Lb uzajamno inver-
zne bijekciije La na Lb odnosno Lb na La koje oluvavaiju
R-klase.

Lema 2,4.(Green~ova lema). Neka su a,b L-ekviva-

lentni elementi semigrupe S 1 neka su t,t & s! takvi da je

ta=Db 1 tb = a, Tada su leve translacije Atln ’ kt' R

uzajamno inverzna preslikavanja (bijekecije) R na Rb odnos-
a

no Rb na R i o&uvavaju [~klase,
a



Kombinacijom ovih lema dobijamo:

Lema g, 5. Ako su a,b D-ekvivalentni elementi u
semigrupi S, onda 1Hal = le\.

Dokas. Ako je ¢ takav da je alc, ¢lb: §
s,t,s ,t°& 5! takvi da je as =cC, cs™= a, tc = b, tb = ¢
onda na osnovu Green-ovih lema pS|Ha je bijekcija na HC i
At|HC je bijekcija na Hb. Prema tome Dslt :y—txs je bijek-

cija H_ na H (sa inverznim preslikavanjem i ,o_, : ¥*™ t'y

d o= .
pa sledi 1Ha, |Hb1

Kao specijalan slutaj dobijamo

Lema 5.6. Ako X,yE S 1 xy& H onda e i, je
bijek . ' ' i
ijekcija H_ na H_. Ako xy &H ~onda je lxlﬂy bijekciia
H na H .

y Y
sada imamo

Peorema 2.7.{Green-ova teorema). Ako je H H-klasa

semigrupe & onda je ili H? (lh=¢ 114 HZ=H 1 H Je
podgrupa od S.

Dokaz. Neka je H? r]H # 0 tako da postoje
a,b & H takvi da je ab& H. Prema prethodnoj lemi o) i X,
su bijekcije H na H. Sledi da hh&E H 1 ah & H  za svako
h € H. Prema prethodnoj lemi sledi da su o, iy bijekcije
H na 4 paje Hh=hi=H za svako h&H tj. H2 = H

pa je H grupa.

Posledica. MAko je e idempotent semigrupe 3, onda

je He podgrupa od §S. Svaka H-klasa nema viSe od jednog

idempotenta.



Propozicija 2,8. Ako je a regularan element se-

migrupe S onda je svaki element klase Da regularan.
Dokaz. Ako bGDa onda alc, ¢Rb za neko c& S,

pa postoje u,v,z,t EESI takvi da je

ua = ¢ , ve = a , cz =h , bt = ¢ .

I

Ako je x takvo da je axa a, onda je
b(txv)b = cxvez = uaxaz = uaz = cz = b,

pa je b regularan element.

Prorozicija 2.9. U regularnoj D-klasi svaka L-klasa

1 svaka R-klasa sadr¥e bar jedan idempotent.

Dokaz. Ako je a element regularne D-klase D u
semigrupi S, i ako x €& S tako da je axa = a, onda je xa

idempotent 1 alxa. Sliéno, ax ije idempotent u aRax.

Propoateija 2.10. Svaki idempotent e u semigrupi

S Jje leva jedinica za Re 1 desna jedinica za Le.

Dokaz. Ako aERe onda a = ex =za neko x& s
pa je ea = e(ex) = e’x = ex = a, Sli¢no be = b za svako

bELe.



3,1. Neka je A proizvoljan skup, tada sa A"

oznacavamo skup svih uredjenih n-torki (al,az,...,an), gde je

a. & A. Svako preslikavanje « skupa A" u A nazivamo
1

n-arna operacija (ili operacija duZine n) u A. Ako se n-torka

@,a;,...,a JE A" sa « preslika u b& A, piemo
b = u{al,az,...,an), odnosno b = waiaz...a .

Svaki fiksan element iz A nazivamo nularna operacija.u A.

Svaku n-arnu operaciju  nazivamo: unarna, binarna, ternarna

ako je n: 1,2,3 respektivno. Svaka unarna operacija u A Je

transformacija na A, tj. preslikavanje A u A. Neka je @

neki skup operacija u skupu A. Par (A,Q) nazivamo algebra.
Skup A nazivamo nosa& algebre a za f kaZemo da je tip alge-
bre. Skup n-arnih operacija koje pripadaju o oznalavamo sa
2(n). Neka je A dati skup i neka svakom operatoru & 2(n)
odgovara n-arna operacija w, na A, tada na skupu A imamo
algebru (A,QA) tipa q. |

Neka su tA,QA} i (B,QB) algebre istog tipa q.

Za preslikavanje ¢ : A~ B ka%emo da je homomorfizam algebre

(A,QA) u algebru (B,nB) ako vaZi
Mou& an)C n)(val,...ane A)¢(wAa1...an)=mB¢(a1)...¢(an).

Podskup B skupa A nazivamo podalgebra od (A,Q)

ako vaZzi
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a & B,
(vwenunm“.“mnesnmp.mxgs.

Neka je T klasa algebri tipa q, A,)e T i B
generatorni skup za (A,Q). Za (A,2) kaZemo da je slobodno

generisana sa B u klasi T, ako va¥i sledeéi uslov:

(i) za svaku algebru (A72) & T 1 svako preslikavanje
A : B~ A° postoji homomorfizam $ :+ A A" koji je prodire-

nje preslikavanja .

3.2. Neka je A = (a,q) algebra, S semigrupa i

W w preslikavanje o u S takvo da je AC s 1
w(al'occpan) =.{:’a1.a.an

za svaki n-arni operator wé& o i al,...,anég A. A= (a,n)

nazivamo podalgebra semigrupe S,

Teorema (Cohn-Pe6Gaxe) Svaka algebra jeste podalgeb-

ra neke semigrupe.

Dokaz. (G. Cupona) Neka je g~ = Q\QO i svakom

elementu w& 9° pridru¥imo simbol & na slede¢i nadin
W T =g o= o7, {GINEQ'}HA=9.

Formirajmo semigrupu F koja je slobodno generisana
sa B = AlJ D, gde je D = {EIwGE d\no}. Pored toga F se sas-
toji od svih konaZnih nizova y = b1b2-°'bk gde je b & B.

1

Za u& F kaZemo da je reducibilan element u F ako ima oblik:

(1) u = bl...bi—lwa .--anbi+n+1.-.
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gde w 2(n) i a ,...,aHEE Z. U protivnom, za u« kaZemo da
je reduciran element iz F. Ozna®imo sa S skup svih reduci-

ranih elemenata iz F, Jasno 'jeida

AlJDC F.
DefiniSimo preslikavanje ¢ : F— F na slededi nafin
uE& s = $lu) = u.

Ako uC F\$ tada u pretstavljamo u obliku (1) pri Cemu za

i =1 u ima oblik

{1 } w = wpad cananbn+20a.bk'

111 e v = b;“'bi i reduciran, Tada je

¢{u') o bl...bi—Iabi+n+1...bk'

gde je a = m(al,...,an) u (A,2). Iz definicije ¢ Jjasno Je
da #{u) = u<=>.u€& 8 1 da ako u& F\S, onda ¢$(u) # u 1
p{u) ima manju duZinu od u (du?ina od u Je k, ako je

u = by,,,b _, gde bl,...,bkEE B). Pored toga, za svako ué& F

k
postojl p & N, takav da $P(u) € s 1 tada imamo

¢p+1{u) = ¥ (u)., U tom sludaju stavljamo ¢(u) = o (u) ., Pored
toga, w{u)€& §, za svako u& F, tj. ¢ Je preslikavanje

F u S. PokaZimo da je

(2) M u,v € Flpluv) = ple(a)v) = p(plulv).

Imajuéi u vidu da je (2) ofigledno tafno za u& S,
pretpostavidemo da je o reducibilan. Tada, po definiciii ¢
sledi da je ${¢{uwv) = ¢2(uv). Pretpostavimo da je

puv) = ¢Prav), pluy = ¢9qu).
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Tada imamo

p+l

glav)y = ¢ (pluv)) = ¢ (uv) = ¢Ple(uv)) = ¢P (s (w)v),

ti. ¢luv) = ¢(4(uw)v). Sledl da je
vluv) = ple(ulv) = p(e2(wu) = ... = p(HT(uIv) = y(p(u)v),

¢ime zavrSavamo dokaz za (2).

Pokazademo da je
(3) (Mu,v €E F)vluv) = bluv(vy).

U ovom slufaju, takodje, pretpostavimo da v & F\S,
bududéi da za v& 5 tvrdjenje sledi neposredno. Dokaz dajemo
indukcijom u odnosu na duZinu od wv.

Ako je v = Eai...an, gde je a = m(al,...,an) u

(A,Q)}, onda y(v) = ¢(u) = a pa imamo
pluv) = yplwiv) = ple(v(uwv)) = w(p(u)elv)) =
= y(p(u)a) = y(ua) = pluyp(v)).

Pretpostavimo da je v = v, v, gde je v; 1ili v, reducibilan

niz. Tada, ako se ima u vidu induktivna pretpostavka, dobijamo

¥ (uv) pluvivy) = y(pluvy)vy) = glypluvy)yp(vy)) =

vl lup(vi))plvy)) = yluplvy)elvy)) =

ylup(p(v)plva)) = plup(vyvy)) ,

&ime zavrSavamo dokaz za (3).

Defini%¥imo operaciju * u S sa:

u*v = §(uv),



Ako imamo u vidu {2) i (3) dobijamo

(u*u)*w = P (pluviw) = y(uvw) = pluy(vw)) =

4

&*(U*w)!

tj. (S,*) je semigrupa. Ako E}QQI), a;,...,angg A1
m{aj,...,an) =a u {A,2) onda imamo

-

yka, v, .. %a = Wiy . = a = 7 O
u 1 n ¢(m 1 . n) wl 1 t n):

tj. dobijamc da je (S,*) polugrupa sa traZenim osobinama.
{,H, PeBawe je u radu: 0 npagcTasneHuyd yHWBEBPCANHLX
anrebp 2 HOMMyTaTHBHbBX NOAYrpynnax, Cu6.Mat.Myp., Tom VII,

N® 4, 1966, dokazao sledecdu teoremu

reorema. (i, PaBane) Potreban i dovoljan uslov da
algebra (A,7) bude podalgebra xomutativne semigrupe jeste da

u (A,n) vaZi identitet:

:.b(xj,..-,Xi_jyu(xi,...,xi+n_j),xi+n,...,ﬁ.n+m“1} =
=b}(}{, ,...,X, ’¢(x. ,...,x. ),x. ,...,X' )
F Tx-1 7k Tpsm=t  Tkm Tnem-1

gde su w¢ afn), ¢& @(m), 1 s ism 1<« k < n, a
n = {jljz--~jn+m_,) proizvoljna permutacija skupa

{1,2;;».'n+m"'l}-

U Glavi IV ispitujemo podalgebre polumreZa.



GLAVA II

(m,n)* - ANTI-INVERINE SEMIGRUPE
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. DEFINICIJA I NEKE OSOBINE (m,n)"~ANTI-
-INVERZNIH SEMIGRUPA

U ovoj ta¥ki dajemo definiciju i neke karakterizaci-

*
je semigrupa iz klase S

&,

L]
Klasa 9 nastala je kao jedno od mogudéih uops-
m,n

tenja klase ﬂ, anti-inverznih semigrupa. U radu [ 1j dokazana

je slededa

Teorema 1.1. Neka je S semigrupa. Tada

Se ‘B’ 4 (V X€ S) (3}’ e S) (x2=y2/\ YX=X3yA x5=x) .

»
Ako sa 0 oznalimo klasu semigrupa koja zadovo-
m,n

ljava uslov

(1) W) (T (x® = v7 A yx = x"Hy A x7 = x)
ti.
SES; o ¥xE s (dyes)x" = yTA yx = x"*ly A %" = x)

Fi

onda neposredno sledi da je

A=S"
2,5
Semigrupa
a b
a a b
b b b

*
pripada svim klasama Sm - proizvoline m,n.

]
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+ * . w L]
Neka je SGE:S e x& S. Tada za Yy, Cija egzis-

»
tencija sledl iz definicije klase S .t kaZemo da je (m,n)*-

’

*
~anti-inverzan za x. Za semigrupe iz klase S e kaZemo da

r

su {m,n)*-anti-inverzne.

Lema 1.1. Neka je B kxlasa svih bendova. Tada je

S* = Bl
1,n
Dokaz. Uslov (1) za m =1 glasi
(Mx) (Fy)(x = yAYx = x2yA X" = x)
pa imamo
x2 = x3 x" = x
tj-
x2 = X

Svaki bend je anti-inverzna semigrupa pa imamo da je

St C A,

*
U daljim razmatranjima klase gm & pretpostavlijamo

r

da je n > 1.
*
Lema 1,2. Neka je SEE_SM n' Tada
WxEs)MkEM(TtEm(x¥ = x*An > t).
Dokaz. Sledi neposredno.

Lema 1.3.

Sy

m,2

Dokaz. Za n =2 uslov (1) glasi
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() (A "=y A YRS k" IyAx? = %)

Sledi

pa je
m,; 2
; +*
Lema 1.4. Ako:je n > 1 onda Jje S = D.

n,n

Dokas. Neka je n =nm > 1, tada uslov (1) glasi

Mx) (G "=y A yx = "y A %" = x)

odakle imamo

x=y/\yx=x2y/\xm=x
tj.
x? = X.
Na osnovu leme 1.2. sledl da se ispitivanje semigru-
#
pa 1z klase Sm . 2a m>n > 1 svodl na ispitivanje semigru-
s ;
pa iz klase e ade je n > m,.

l.’

U daljim razmatranjima pretpostavljamo da Jje

n »7 M,
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2. NEKE DEKOMPOZICIJE SEMIGRUPA IZ KLASE S

r

Ovde dokazujemo osnovne teoreme kojima se karakteri-

Su semigrupe iz klase S: &

» . -
Lema 2.1. Neka je x& 5 1 s& Sm ,+ Tada je x

idempotent u S,
Dokaz. Neposredno imamo

n-1)2 = 2n-2 n_n-2 n-1

{x X = XX = X "

Lema 2.2. (m,n)*-anti-inverzni elementi semigrupe

S imaju istu jedinicu.

Dokaz. Neka je y ({m,n)*-anti-inverzan za x. Ozna-
¢imo sa 8. sopstvenu jedinicu elamenta x. Tada, koristedi

lemu 2.1. imamo da je

ex = x = (xﬂ-.l)m = (xm )H-I = (YM)H-I = (Yn'—l)m = yn"l = ey.

Ozna¢imo sa M; skup svih elemenata semigrupe S koji su
(m,n)*-anti-inverzni sa a& S. Dalje, neka je P neprazan
podskup od S. Ozna%imo sa [P] podsemigrupu semigrupe S ge-

nerisanu skupom P,

*
Teorema 2.1. Neka je S& Sm’n. Tada je za svako

aC s 1 svaki B*C M*
a a

L *

e’ = [alU B!]

gruva,
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Dokaz. Dovoljno je da svaka od jednaina cx = D

"
i yve =b 1ima re3enje po x, odnosno Yy, U GBa. Zaista, e-

lementi ¢ 1 b su oblika

] l“c
C Cl(:2 k r

b =bDb,...b, (ci,bjE alJ B:).
Koristedi lemu 2.2. neposredno imamo da je redenje jednacine
cx =Db

x = c;"2c2:§...c?-2b1b2...bs.

Sli&no za drugu jednalinu,

Posledica 2.1. Neka je S semigrupa. Tada

#*
s€S = 8- U GB;.
o a& s

%
Teorema 2.2. Neka je S& Sm .y Tada

L ]
Ge*E S
a m,n

ako 1 samo ako

(Ve EMI(Y¥DEC [B:] (Je € N (Je {B:] y (afc (m,n)*-anti-

-inverzan za a°b) (N =n|J (O],

Dokaz. (+)GB:€£ S;'n."Tada a’b & GB;, gde je «a
proizvoljan element skupa N i b proizvoljan element semi-
grupe [B;]. Na osnovu definicije klase S;'n sledi da posto-
ji yéiGB; (m,n)*-anti-inverzno za a%h. 1z y & GB: sledi
da je

y %1y * k o
y=alb la?p 2...a (v e, € N, 3=1,...,k).
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Iz uslova (1) sledi

g
apbg = afterd) b? (j=1,...,k)
J bj

pa postoje BE&E N i <:EE[B:] takvi da je ac (m,n)*-anti-

-inverzno za a%b.
(+) Neka je x& GB:. Na osnovu predhodnog sledi da je x = ab
za neko o& N 1 neko b&E [B:]. Kako za svako a’b postoji

#*
(m,n)*-anti—inverzan element ch sledi da GB;GE Sm n®

#*

Lema 2.3, Neka je SESm n' Tada
m2

(VxE8) (x" =e ).

Dokaz. Neka je S& S; # i neka je y& S (m,n}*-—

-anti-inverzno za x& S, Tada iz (1) i teoreme 2.l1. imamo

ny—; - xm+1-

Stepenovanjem ove jednakosti sa m dobijamo

Yxmy—l = x(m+1)m
ti.
xm = xm +m
odnosno
2
x? = e .
X

Lemag 2.4. Neka je y (m,n)*—anti-inverzno za X
*
u semigrupli S& Sm n Tada je proizvoljan element grupe
4

[(x,y}] oblika



gde je s,t&N, n>s > 0, m> £t >0 (x "= e).

Dokas. Na osnovu (1) sledi da je

(2.1) yx = xy"*l.

Iz (2,1) imamo

(2'2) le - yl-nym+1 = Yl-2xy2(m+1) = L., = xyl(ID‘*JJ.
Iz (2.2) i1lmamo
2
Yixz - ylxx - xyl(m+1)x = x2y1(m+1}(m+!) - x2y1(m+f} .

Analogno dobijamo

1k o ok

k
ylix l1({m+1) .

Y

Na osnovu leme 1.2. imamo da se k redukuje po n, a broj

1(m+1)k po m 1 n.

Posledica 2.2. Grupa [{x,y}] Jje konalna.

Teorema 2.3. Neka je S semigrupa. Tada

s€ S, > (WxEFyeE s [un]E S

m,n

Dokaz. (+). Na osnovu teoreme 2.1. imamo da Je
[{x,y}] grupa. Neka je xsyt proizvoljan element ove grupe.

DokaZimo da je tada

m(m+1)

m( 3

st+s+t)
(xyf) = x
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Zaista,
(xsyt)m = xsyt . thsytxsyt
pa je
s
(xsyt)m = xsyt " ytx2syt(m+1} Yt
tjl
25 s
(xsyt)m = xsyt . Xsztrm+1J Yt{m+1) yt.
Nastavljajuéil dolazimo do
{m=1}s (m=-2)s s
(xsyt)m - xmsyt(m+1) yt(m+1} ...Yt(m+1jyys.
Na osnovu leme 2.3, imamo
mi{m=1}
mt ( ———s4+])
(xsyt’m = xmsy 2
Kako je
<™ = ym
imamo
i el m{ﬁigzilst+s+t)

(x"y")" = x

* L
Kako S& Sm L+ grupa [(x,y}]E Sm ., ako i samo ako jednaZine
(xsyt)m ='um
(2.3)

uxsyt . (xsyt)m+1u'

xsyt je proizvoljan element [{x,y}], imaju reZenja po « u
grupi [{x,y}].

Ako postoji takvo a, onda je
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2a neke k,1E n|J {0}. Sistem jednalina (2.3) postaje

(xsyt)m = (xkyl)m
(2.4)

t I k. 1
xkylxsyt = (x%y5H)" Xy,

pa je relenje (2.3) refenije (2.4) 1 obratno.

Sistem (2.4) ekvivalentan je sa sistemom

m(w.rst_kl)+s+t-k_l)
2 -
X = @

(2.5)

m(Ei%:iiet+s+t-ls+ktJ

X = e

ReSenje po k 1 1 sistema (2.5) nalazimo koristeci lemu 2o ds

tj-

za svako x€& S.

Ako je m neparan broj, za k 1 1 moZemo uzeti

k=8s=-1
odnosno
1=t +1
pa je
—— xSwlyt+1

reSenje sistema (2.5), tj. sistema (2.4).

Neka je m paran broj. Razlikujemo tri slucdaja:
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a) m = 4qg
s-parno{ukljudujudi s = 0)
t-parno(ukljudujuéi t = 0)
Tada je

5~1

K]
. 2yt+1

reSenje sistema (2.4) $to se neposredno proverava.

b) m= 4q + 2
s~parno{ukljudujuéi s = 0)
t~-parno{uklijudujuéi t = 0).

U tom sluaiju

m

5-1+2
Y

t*1+%
a = X

je re3enje sistema (2.4).

L¢]
2
s-neparno
t-neparno

Zza a moZemo uzeti

-] te+l
aw x5 Jy

je redenje sistema (2.4) u ostalim sluZajevima,

Kako je

sledi da su o 1 xsy {m,n)*-anti-inverzni.




- 17 -

Na osnovu dokazanog sledi da je

[x, )] E S L.

Obratno, neposredno sledi.

*
Poaledica 2.3. Neka je S semigrupa. Tada S& Sm

R

ako 1 samo ako S Jje unija grupa iz S; e
’

Posledica 2.4. Neka je G grupa. Tada

GGS;’H > (Y¥x€6)(FJYE 6 ([{x,y}]E S::,n°

Teorema 2,4, Oznadimo sa |G| red grupe G. Tada

%
k,k+1)'

(WRkE M (|G| =k => cES

Dokaz. Neka je G grupa reda k € N, Tada, na osnovu

poznate teoreme iz teorije grupa, sledi
(2.6) x¥ = ¢

za svakoc x& G. Na osnovu (2.6) imamo da je
(2.7) x5t = o,

Iz (2.6) 1 (2.7) sledi da je

X e e '—'E,
ex = x**lg = X
i
xk+x 5 3%
pa je
»
G &



Pogledica 2.5. Neka je G kona&na grupa. Tada pos-

+* »*
toji bar jedna klasa semigrupa Sm . takva da je G & Sm 0

Oznadimo sa I~ skup ostataka po modulu m, gde je

m prost broj. Neka je

I {x] = {p(x) |p(x) = a +ax .. anx", a, €I, n€ N

Za proizvoljne p(x),q(x)&E Im[x] je

(a, +ax+ ,..+ax")e (b +bx+ ... +bx™ =
(4] n 0 1 m

pix) & q(x) 1

It

(a +b )+ {a, +b )x + ...'+ a x" Za n > m.
0 0 1 d n

Im[x] je grupa u odnosu na operaciju "8"., Kako je mp(x) = 0

za svako p(x)& Im[x], sledi

Imfx]GE S

»
m,m+1"

Ovaj primer pokazuje da ne vaZi obrat teoreme 4.

Propozictja 2.1. Neka je S semigrupa i

]
sE Sm’mQ+r(m,q,ré§ N).

Tada

2
x(r—J} - e,
x

gde e oznatava sopstvenu jedinicu elementa x.
X

S*
Dokaz. Neka je S semigrupa iz S i neka je

' (m,n)*ﬂanti-inverzan zZa x u S5, Prema teoremi 2,1, gledi da

mg+r

2
je  [{x,v}] grupa. Lema 2.3, daje (W xE€ §)x" = e . Iz x = x

stepenovanjem sa m dobijamo

mr m

»
]
"



« Bg

odakle sledi da je

2 2 pp—p?
xMYHT o (ATgtr _  mrgir+r o-ro x{mq+r}r—r LRSS .
tjl
2
{71 o e
X
Propozicija 2,2, Neka je S semigrupa. Tada
#
s Sm,mq+3 + 8S& A,
Dokaa, Na osnovu propozicije 2.1. i leme 2.3, sledi da
2 2
X7 = x(31) L
X
1° Za m neparno imamo da je (4,m2) =1 pa je
x{4:m ) 2 x = e, tj. S je bend.
2% Za m = 4k(k& N), koristedi ot e s imamo
xPg+3 xqu+3 - x3 = x
pa S & A,
3° Za m = 4k+2(kE N) imamo x" = x? = y? 3.

yx = x3y pa prema teoremi 1.l1. sledi da s & 4.

Posledica 2.6. Za m = 2(modd) 41 q mneparno imamo

* A
m,mg+3 "

Dokaz. Na osnovu prepozicije 2.2. sledi da je

g C .

m,mg+3

Neka je S & A, Tada je x2 = y?2 pa imamo
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(x2)2k+1 - (y2)2k+1

tj.

gde je m = 4k+2, Kako je x" = e sledi da de
m o x4k+2 - xz

tjl

Neka je q = 2t+1., Tada je

n _ x(4k+2)(2t+1)+3 - .5

X = X = X
%1 uslov (1) t s §" a
pa va uslov } . e odnosno
i A
m,mg+3 il

3. IDEALI (m,n)"-ANTI-INVERZNIH SEMIGRUPA

»
Dajemo neke karakterizacije semigrupa iz klase Sm N

pomodu ideala semigrupe.

Lemag 3.1, Neka je S semigrupa i I ideal od S

(levi, desni), tada
# L ]
s& Sm’n + I& Sm’n.

»
Dokaz. Neka je SE& Sm , L I ideal od s. Ako

x€ I, onda x"€ I. Kako za x& I postoji yE& s da je
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X" = y", sledi y"& I pa, obzirom da je n » m,

yv'E I, o vye 1.

S*
Lema 3.2. Neka je S semigrupa. Tada s& -
\ *
ako i samo ako svaki ideal 1E& 5m , 1 oza gvako x& S\I pos-
r

toji yé& S\1 da va%i uslov (1).

Dokaz. Sledl neposredno.

Lema 3.3. Neka je y (m,n)"-anti-inverzno za x

u semigrupi SE&E S; n" Tada

L(x) = L(y)

R(x) = R(y)

H(x) = H(y)
i

J{x) = J(y).

*
Dokaz. Kako je s& Sm a levo regularna semigrupa,

onda na osnovu poznate teoreme 1z [7] sledi

L(x) = L(x?) xE s,

pPa imamo
L(x) = L{(x").

m m

Iz x =¥ sledi L(x) = L(y).
Sli%no dokazujemo da je R(x) = R(y), H(x) = H(y),

J(x) = J(y).
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Lema 3.4. Neka je S semigrupa. Tada

seS* — (M aE S)(LaE 5; 0

m,n

%
SES, L= HagEs) R ES ).

*
Dokaz., Neka je S & Sm & i La proizvoljna L-kla-
sa. Kako je S levo regularna to je, na osnovu poznate teoreme
iz [ 7], L, podsemigrupa semigrupe S. Za x& L, postoji

*
(m,n) -anti-inverzan Y& S pa je, na osnovu leme o

(3.1) L(x) = L(y).
Kako je i
(3.2) L{x) = L{a) ,

iz (3.1) 1 (3.2) Bledi
L{y) = L(a)
tj. vy %
I ¥YEL
Obrat sledi neposredno.
Lema 3.5. Neka je S semigrupa. Tada
cs &gF
S g (Ya& S)(H_ mon)
Dokaz., H =L [] R pa na osnovu leme 3.4. tvrdjenije
neposredno sledi.

L
Teorema 3.1. Neka je S semigrupa. Tada S& S

m,n

ako i samo ako S jeste levo regularna i svaki njen levi ideal

#*
je iz S

-
m,n
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= 4%
Dokaz. Neka je S & 5 ' tada je S levo reqular-
Bl el -

+*
na i1 svaki njen levi ideal je iz Sm n(lema Il eln

Obratno, neka je S5 levo reqularna semigrupa. Tada
proizvoljna [~klasa La semigrupe S Jje podsemigrupa od S

(lema 3.4.). Kako je

*
L,CL@ES, |
za x & La postoiji (m,n)*«anti~inverzan yé& Lia).

Teorema 3.2, Neka jea 8§ semigrupa i I njen dvost-

rani ideal., Tada
* L 3 *
sE€ Sm’n — (M) (IE Sm‘n/\ S/IE Sy )

P - *
Dokaz., Neka S& Sm ,+ Tada na osnovu leme 3.1. i
Fl

Cinjenice da je homomorfna slika semigrupe iz S* oy semigrupa

i 4

#*
iz S ;, sledi tvrdijenje.

m,n

Obratno, neka je proizvoljan ideal I semigrupe §

Pk g *
L& - bm,n 1 neka %/IEE Sm’n. Tada razlikujemo dva sluaja:
1° Ako x¢ 1, onda x ima (m,n}*—anti—inverzan ele-
ment y& I,
g*° Ako x €& S\I, tada x"& S\I. za x¢ S\I postoiji

xf& %/I gde je f prirodni homomorfizam. Za xf

postoji (m,n)*-anti-inverzan element yf iz S/I'
pa je

(a) (xE)™ = (yE)™, (yE)(x£) = (x£)™*(yf), (x£)" = (xf).

3???1 pa iz {(a) imamo
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(b) x"E = y7E, (yx)f = (xX"Tlyyf, x"f = xf.

Kako je f izomorfizam na S\I, to iz (b) dobijamo

m m+ 1 n *

x" = y", yx=x"""y, x" = x, sledi sS& ST .
m,n
Na osnovu leme 3.3. neposredno se dokazuje

Lema 3.6. Neka je S semigrupa. Tada

* *
S MaEs)a, €5, ).

Na osnove propozicije 2.3., Glava I, imamo
L ]
s&€ S + 1 =0,
m,n

Oznatimo sa Da D-klasu elementa a 1z S. Na osnovu leme 3,6.
imamo

» *
(*) SGSMID -~ (Jv‘aES)(DaESm'n).

Lema 3.7. Neka je S semigrupa sa dva idempotenta.

Tada

*
s & Sm . S Jje ortodoksna semigrupa.

Dokaz. Ako S& S; " onda je S unija disjunktnih
’
grupa. Kako S ima dva idempotenta:sledi da postoje grupe G,
i G, takve da je S = GILJ G, 1 Glfj G, = @. Neka su
e, &G, i e,& G, jedini®ni elementi grupe G; 1 G,. Ako

je e,e, = x, x& G; onda

31(9192) = e,e, X = (elez)e2 = xe,
tj-
Xe, = X.

x(eje,) = xx = x? = (xe,)e, = xe; = X

pa je x = e,. Analogno za e;e; = Y, YGE G,.
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Lema 3.8. ([34]) Ako je S polumreZa regularnih
semigrupa S = takvih da je E_ podsemigrupa od S , onda je

ES podsemigrupa od S.

Dokaz, BAko aC s, 1 % & Sg je inverzan za a,

onda a = axa implicira o ¢ 8 1 x = xax 1implicira B8 ¢ a

pa je a = B. Prema tome, ako e& E. 1 ox je inverzan za e,
a
onda x& S, Pa na osnovu teoreme 1.20, Glava I, sledi da je

x 1idempotent. Ista teorema implicira da je onda Es pod semi-

grupa od 8.

Lema 3.9. Neka je S semigrupa sa tri idempotenta.
Tada

%
s& Sm , * S je ortodoksna semigrupa.

Dokaz. BAko je D =S x S onda je D=L il1 D =R
pa je svaki idempotent desna, odnosno leva, jedinica.semigrupe
S. Ako je D = H onda na osnovu leme 3.8. sledi tvrijdenie.

Neka su e;, e,, e; Ildempotentl semigrupe S 1 neka je, na
primer, D = D # De . Na osnovu leme 3.7, D je ortodoksna

€l “2 3 P4
semigrupa pa iz ove &injenice i leme 3.8. sledi tvrdjenje.

*
Teorema 3.3. Neka je S semigrupa iz S n' Tada

m,

S je ortogrupa ++ (¥ a& S)D, je ortogrupa.

= *
Dokaz. (+) Neka je S ortogrupa. SG%.Sm , Pa je

svaka podsemigrupa od S ortodoksna. Prema (*) sledi da je

Da ortogrupa za svako ag& s.

{«) Sledi na osnovu leme 3.8. 1 teoreme 4.6.

str. 170 u | 7].
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*
Za:svako m,n& N klasa Sm n nije klasa ortodoks-

*

nih semigrupa. Na primer, semigrupa data tablicom

2 2 1 2 1 6 5 5 6
3 3 4 3 4 8 7 7 8
4 4 3 4 3 7 8 8 7
5 1 2 2 1 5 6 5 6

=
je iz klase 32 £ tj. anti-inverzna ali nije ortodoksna.
’

*
Teorema 3.4. Neka je S semigrupa iz Sm . Tada

,n

su slededi uslovi ekvivalentni

*
(i) S je unija disjunktnih grupa iz Sm i generisanih

’

sa dva (m,n)*—anti-inverzna elementa.

(ti) Svaka H-klasa je grupa generisana sa dva (m,n)*-anti—

inverzna elementa.

Dokaz. (i) + (Z7). Prema lemi 3.5, 1 &injenici da
je S kompletno regularna semigrupa sledi da je svaka H-klasa
grupa iz S;’n. S Jje unija grupa pa sledi da svaka grupa ove
unije pripada jednoj 1 samo jednoj H-klasi. Ove grupe su dis-

junktne, pa sledi da je svaka grupa jednaka svojoj H-klasi.

(t1) » (7). Sledi neposredno.
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reorema 3.5. Neka je B skup svih bi-ideala semi-

grupe S. Tada

* #*
s € Sm'n — (VBE B)BE Sm'n.

®
Dokaz. (~) Neka je s & Sm N i neka je B proiz-

voljan bi-ideal od S. Tada

sBs C B.

Ako x& B onda postoji y takvo da Je x" = y" & B. Za

n=m+ 1 imamo
tjo

pa sledi

&
YGB tj' BE Sm'n.
Za n > m + 1 imamo

n-m=1_m

2 4 Y'Y= ¥
pa

»
v& B ot]. BGSm’n.
(«) Sledi iz &injenice da je 8ssC s.

Posledica. Neka je B skup svih bi-ideala semigru-

pe S. Tada

SE A« (VBE BBEC A,

Teorema 3.6. Neka je @ skup svih kvazi-ideala

semigrupe S. Tada

s€ S’ o€ peE€ S .

m,
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*
Dokaz., (+) Neka je S & Sm ., 1 Q proizvoljan

kvazi-ideal od S. Tada

os ) sa C q.
Ako x& O onda
xm - Yme Q-
Y = yn i men-—m = Yn-mym
pa
y& y"s ) sy”
ty.

vE Q odnosno o€ §* .

m,n

(+) Sledi iz ss{) ssC s.

Pogledica. Neka je ¢ skup svih kvazi-ideala semi-

grupe S. Tada

SE A~ (Yo€ VoES B

Navodimo neke karakterizacije semigrupa 1z klase
'. .
S bez dokaza. Dokazi su analogni dokazima sli&nih tvrdje-

m,n

nja u [2], [7]

Teorema 3.7. Neka je S semigrupa. Tada su slede-

¢1 uslovi ekvivalentni:

»
() s& Sm,n

rfeel Svaka L-klasa semigrupe S je levo prosta podsemi-
*
grupa iz klase Sm n
(i11) S Jje unija disjunktnih levo prostih podsemigrupa

iz klase S*

.
m;ﬂ
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rTeorema 3.8. Neka je S semigrupa. Tada

s & & s je levo regularna i svaki levi ideal
m,n

je iz S'

m,

Teorema 3.9, Neka je S 1invezna semicrupa. Tada

*
sE S* ~— S je polumreZa (disjunktnih) podgrupa iz Sm

m,n FRL

Teorema 3.10. Neka je S semigrupa. Tada su slede-

¢1 uslovl ekvivalentnl
L ]
(1) s& §
m,n

(11) S je regularna, levo regularna i svaki desnl ideal

*
od S Jje u klasi S

o,

(i11) S je regularna, desno regularna i svaki levi ideal

L
od S Jeu S .

*
Ako s € Sm i onda je S intr-regularna semigrupa pa je J
kongruencija semigrupe S. Na osnovu leme 3. [7] sledi da su

J-klase ekvivalencije proste podsemigrupe.

Teorema 3.11. Neka je S semigrupa. Tada

»
s&E Sm LS je intra-regularna semigrupa i svaki
'

*
ideal od S je 1z S

m,n

Teorema 3.12. Neka je S semigrupa. Tada su slede-

i uslovi ekvivalentni

() s s”
m,n

*
(i1) Svaka J-klasa Ja semigrupe S Je iz Sm
(111) S je unija (disjunktnih) prostih podsemigrupa iz S; n
(tv) S je unija kompletno prostih podsemigrupa iz S‘

m,n
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Teorema 3.13., Neka je S semigrupa. Tada

»
g & Sm g S je polumrefa kompletno prostih pod-
#*
semigrupa iz S

m,n

-



GLAVA ITI

BAZISNE KLASE NEKIH KLASA SEMIGRUPA
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'. ALGORITAM ZA ODREDJIVANJE BAZISNE KLASE
(m,n)*-ANTI-INVERZNIH SEMIGRUPA

Neposredna posledica teoreme 2.3. dokazane u Glavi II
jeste postojanje bazisne klase za klasu S;’n u odnosu na kla-
su svih semigrupa.

Neka je P klasa svih semigrupa i N = S*'n. Prema
lemi 2.4. i teoremi 2.3, u Glavi II sledi da je svaka semigru-
pa S€& S;’n unija kona&nih grupa generisanih sa dva elementa
koji su (m,n)*—anti-inverzni.

Ako za klasu M wuzmemo sve grupe generisane sa dva

(m,n)*-anti-inverzna elementa, koje se ne mogu predstaviti kao
unija svojih pravih podgrupa iz S; 0 onda je M bazisna kla-

”

*
sa za S u odnosu na klasu svih semigrupa.

r

#*
Neka je S semigrupa iz Sm .+ Bko je x&Es 1

r

X =X = e,
onda x generiSe ciklidnku grupu reda m u kojoj je svaki
element (m,n)*fanti—inverzan sam sebil. Ako je

x" # ai,
onda postoji najmanje jedan element y& S takav da je

m m - Il
X =Y, Yx=X Y.
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za svako k& N jer iz

k m+l_k
XX =
sledl
x" = e ,
x
#*
Grupa [[x,y}} je kona¢na i pripada Sm,n' Neka su
a,8 & [{x,y}] (m,n)*-anti-inverzni elementi.
@ = xsyt (s,tEEDJLJ{O},O g s<n, 04t <m
i

8= x'y! k,1ENU (0},04k <n, 01l <m,.

Neka je Z skup celih brojeva. Sa [a| oznalavade-

mo apsolutnu vrednost elementa a& Z.

((a,8}]=[{x,¥}] =T a,8,c,0€ 2), (xZyH) (x¥yh) B=x A (x®y") S (x"y") Pmy,

Neka je q& 2 1 q < 0. Tada

x? = xrn-ZJiql = x%, ¢& N.
xye s xm+1yxe-1 s xm+1xm+lyxs—2 s xs(m+1)y
tj.
yxE = xCyxPE = xEyyME
pa imamo

Neka je p& zZ 1 p < 0. Tada

yP = yin=2)1pl = S €y,

y2x® = yyx® = yxSyy"® = xFyyy"Sy"C = xCy?y?TE,
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Analogno dobi jamo

yExE xeygymﬁe & xeygxmﬁe

It

Pa je
yPx9 = x9yPympq _ x9yPympg

Neka je A& 7 ¢ A < 0. Tada

st A &y(n-2)|a| _

(x"y")% = x5y (xSy&y™ ((n=2) |A| = M)

gde su S,t,M& N | {0}, Kako je

gy g lm=2y4 | e
sledi
(xsyc)A = {xsyt)H i RA = xM
A
(xsyt) s (xsyt)M — yA - YH-
(xsyt)H = xsyt...xsytxsyt i

st s,.s t mst ¢ st S,t,25 2t mst
XY .o X%y y Y = x"y"...x Y X7y y

st s 25 t m2st 2t _mst__ s t 3s_ 3t 2mst+mst
X ¥V .eoXx"x Yy Y Y XY « X Y bd =

L T

= xS Mtomst (142, 4(n-y),

- xﬂsyutymsty2mst..'ymst(M-I)

A t 2 -]
- sya ymsty mst...ymst{A )

',A(A—I)st mA(A-Iét

m
- xAsyAty 2 e xAsYAtx 2 .
Cik1lidke grupe

-2
H = {e,x,x r-o-fxn }

K = {e.y;y ao--:yn-2}
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su podgrupe grupe [{x,y}]. Presek

21 T

P = H.m K = {XT,X ,...,Xr = 8}={Y)‘,y2}\,-..,yrk=e},r';\€N U {0]‘.

odredjuje broj elemenata grupe [{x,y}].

(xsyt)a(xkyljﬂ —_

ako 1 samo ako je

AfA-1) B(B~-1)
WY B3 Stxsk g1 Mg Kl

(*) ey vy = x

Jednakost (*) je ekvivalentna sa

A(A—J)St+B(B-I)kq

._ ol
(*%) xAsyAthkyBly 2 2 _—

Jednakost (**) ekvivalentna je sa

A(A-1) B(B~1)
m st+ k1
As_Bk At mABkt Bl -, 2
x"Tx"yt ty Yoy = X
tj.
As+Bk At+BI+ABmkt+mA A-J)st+m3(g"1)kl
(***) x Y = X.
Iz (***) dobijamo ekvivalentnu jednakost
neenkey  -(ates1en® 2L g nBOBTL) 4 g a g
(a) X =y .

Jednakost (a) vaZi ako i samo ako postoje q 'q;€5 z, takvi
T

da je
As + Bk = 1 = 17 ¢
T
~(At + Bl + mﬁiéil—llst + mgigfl—ilkl + ABmkt) = T,
i
q.T g, A
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Pretpostavimo da je
(1-1) xTz yq)\' qE{lfz""'r}'

Neka su p,;,p,E Z. Tada

pA Py
¥ = ¥ - P] = py(modr).
Iz (1.1) imamo
g._t -
x =Y
pa sledi da je
g_agl g,
A
(1.2) Yy =y
Iz (1.2) imamo
q_t g, A
g Y = y A

ako 1 samo ako je

Ozpna&imo sa

Ci = {a|a 1(modp) ,aC Z,p& N, 1 & (0,1,2,...,p-1}}

k lasu kongruencije po modulu p elementa i. Za ceo broj q,
vaZzi jedna i samo jedna kongruencija

q, ® O(moer.qT s l(modr),...,qT : r-1(modr).
qTEE C, ako i samo ako je

qt = 1 + Jr

za neko J& 2. Na taj na%in nalaenje 2,B,q_, u Diofantovoj

jednadini

As + Bk - 1 = qTT,
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svodimo na nalafenje redenja Diofantove jednaline

(1) As + Bk + Jrt = & + i«
po A,B 1 J.

Jednadina (i) ima reSenje po A,B 1 J ako i samo ako je

(s,k,rv) (1 + it)

za dato 1€ {0,1,...,r=1},
Prema poznatoj teoremi, iz teorije brojeva, refenje jednaline
(1) zavisi od dva parametra kojl prolaze skupom celih brojeva
=4

A = A{e,n)

B = B{e,n)

J = J{e,n)

Uzimajuél za ¢,n razlidite vrednosti iz skupa 2
imamo da A,B prolaze raznim klasama kongruencije po modulu
2rx. Broj Af{e,n) pripada Cj klasi kongruencije po modulu

2r2 ako 1 samo ako Diofantova jednadina
(i) Ale,n) + 2riw = j

ima redenje po e,n,w & 2Z. Ako jednalina (ii{) ima reS3enje po
e,n,w, onda reSenje zavisi od najviée dva parametra el,nl,éz zZ
ti.

e = ele,,n,)

= nle;,ny)

=
|

w = m(sl,nll .

U tom sludaiju B(E(Ez'"1)'”(€1'“1)) pripada Cg klasi kongru-

encije po modulu 2rx ako i samo ako Diofantova jednalina
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(i17) Ble(e on )onle,,n;)) + 2rag = g

ima reSenje po Eyony .8, & 2.

Iz
- (At + Bl + mﬁi%:llst + mglglilkl + ABmkt) = qlk
imamo

= (2At + 2Bl + mA(A-1)st + mB(B-1)kl + 2ABmkt) = q,2% .

q, pripada klasi C, ostataka po modulu r ako i samo ako

je
~{2At + 2Bl + mA(A~1)st + mB(B-1)kl + 2ABmkt) = (h + rz)2)

gde z & Z tj. ako 1 samo ako

- (2At + 2Bl + mA(A-1)st + mB(B-1)kl + 2ABmkt)<C Czhx

gde je Czhz klasa ostataka po modulu 2r).

Na osnovu prethodnog sledi da postoje A,B& 2 tak-
vi da je
(xSyt) A (xkyl)B =
ako i samo ako za svako nadjeno g, iz qtqé c,

(he {0,1;-..,1"‘1}) SlEdi da.

- (2At + 2Bl + mA(a-l)st + mB(B-1)kl + 2Asﬁkt)e§ czhl
(2h) € {0,1,...,2r2-1})
4 I
9.9 = qx(modr).
Analogno proveravamo da li postoje C,DE zZ takvi
da je

(xsyt)c(xkyl)n = i
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Neka je data linearna Diofantova jednadina oblika
() ayx, + aXxp; + azxz = C, a;,az,a3,c& 72 1 ajaza; # 0.
Jednadina ([J), kao $to je poznato, ima reSenje ako i samo ako
je
(O) (ay,az,a3) e,
Redenje jednad&ine ( [J ) nalazimo na slededi na&in:

X, = au + Bn

X3 = yu + dn

gde su a,B,Y,8& z takvi da je

AkO uzmemo
as —aj

S Crrrr LA C e
onda je (8,8) = 1 pa mo¥emo uvek naéi a« 1 y takve da je
Sa - By = 1
Jedna&ina ([ ) svodi se na jednalinu

a;x; + (azn +'a3y)u = C
sa dve nepoznate x; 1 u.

Kako je

ase + a3y = - (az,a3)da + (az,a3)By = - (az,a})
jednadina ( [J ) svodi se na jedna&inu

(N ) a|x; - (az,a3)u-=~C .
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Kako refenje linearne Diofantove jednaine sa dve
nepoznate zavisi od jednog pagametra, koji prolazi skupom Z,
imamo da je
X, = x)(¢)
u = ufe)
ti.
X; = x;(€)

aul{e) + 8{(¢e)

X2

= yu(e) + &(e)

FS
(1]
I

Na primer, jedna&ina
5x - 2y =~ 4z = ]
ima re3enije

1 - 2¢

»
]

y=-2+ 5¢ = 2n

Z'—'2“53+2n.

1z prethodnog vidimo da, u jednadini (i) A zavisi

samo od jednog parametra ¢.

Algoritam za nalaZenje celih brojeva A i B tak-
vih da je |
(xsyt)atgkél)a _pe
moie se podeliti na tri dela.

PRVI KORAX. Ako Diofantova jedna&ina (7) nema re-

Senje po A,B 1 J onda je grupa [{xsyt,xkyl}] prava podgru-
pa grupe [{x,y}]. Ako jedna&ina (7) ima reSenje, odredjujemo,

za dato i, klasu ostatka po modulu r broja q,9-
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DRUGI KORAK. Jednadina (7<) ima reSenje za bar jed-

no j€ {0,1,...,2r2-1} jer A(e,n) = A(e) mora pripadati za

razne ¢ bar jednoj od klasa ostatka po modulu 2rl. Za svako

redenje jednaline (¢7) (kada menjamo j) utvrdjujemo kojoj kla-
si ostatka po modulu 2r) pripada B = B(e(ey),n(ey)) ti. kada
g prolazi skupom {0,1,000,2rA~1} ispitujemo da 1i (1117) 1ima

re3enje. Kac to je reZeno za ovo je dovoljno ispitati da 1li

va%i uslov ().

TREC1 KORAK. Po3to smo na3li sve klase ostatka po

modulu 2r), kojima istovremeno mogu pripadati A 1 B, pod

uslovom da jednadina (i) ima re3enje, odredjujemo klasu ostatka

po modulu 2rx za izraz
() - (2At + 2Bl + mA(A-1)st + mB(B-1)kl + 2ABmkt).

Umesto brojeva koji figuri3u u izrazu (Y ) unosimo njihove

klase ostataka po modulu 2rX 1 na taj nadin ispitujemo kojoj
klasi pripada izraz ( Y/ ). Prema prethodnom, izraz ( V) pri-
pada klasi C,, ., ostataka po modulu 2r2 ako i samo ako q,
pripada klasi C, ostataka po modulu r. Ako brojevi q.q i

q, nemaju istu klasu ostataka po modulu r tj. ako nije

9.9 qltmodr], onda je grupa [{xsyt,xkyl}] prava podgrupa
grupa [{x,y}].
Analogno proveravamo da li postoje ¢,D& z takvi

da je

(x5y5) C(xkyH? = vy .
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2, PRIMERI

PokaZimo na nekoliko primera primenu gornjeg algorit-
ma. Kod efektivnog nalaZenija grupa koje pripadaju bazisnoj kla-

L ]
sl date klase Sm " polazimo od elementa x, odnosno Y. Za ge-

nerator x nalazimo sve (m,n)*-anti—inverzna elemente u grupi
[{x,y}]. Ako x sa svim svojim (m,n)*-anti-inverznim elementi-
ma generile celu grupu [{x,y}], onda [{x,y}] pripada bazis-

noj klasi klase S; 0 Analogno radimo sa vy.

’

*
2.1. Posmatrajmo klasu 34 4" Tada je
’

H {e,x,x2,x3,x"%,x5,x6,x7}

K {a.yfyz:yarY“:YS:YG;Y7}-

Neka je H[] K = {e,x“} tj. 1= a = 4, Grupa [{x,y}] 4ima

32 elementa. x%y?® je (4,9)*-anti-inverzan za x.

pa je

(xHp3)% = (pl)4 = 28 = y2hyh = ghm g4
y7x = xy7y* 7 = xy7y* = xy7x* = xSy7
xC(x4yH? =y
za C=4 4 D=3 ijer
x"(x*y?) 3 = xM(y7) ¥ = yhy2l = y25 o 24y oy

x7h [{x,xy3}]pa x7Ux4yIC [{x,x%y3}] tj. vie [{xx4y3)].
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(yH3=y? =y& [{x,x“y3}] pa je jasno (i bez nalaZenja C

[(x,v}] = [{(x,¥y7}] .

aAko je (4,9)*—anti-inverzan element za x oblika xsyz (s » 0),

onda je

xsyzx - x4+1xsy2 = x4+s+1y2 )
Kako je

xsyzx - xsxy2y4-2-s ” xs+1y2
sledl

x9+SHI2 o yst12

pa je posle skradivania

x'dﬂa

§to je suprotno pretpostavci. Na osnovu ovoga zakljuCujemo da
element x sa svakim svoijim (4,9)*-anti-inverznim elementom
generife celu grupu [[x,y}]. Sledi da grupa G;, od 32 e-

lementa generisana sa x 1 vy, pripada bazisnoj klasi klase
-

4,9"°
Neka je, dalje, P = H[)] K = {e,x2,x",x6} =

= {e,y%,y4,y®}. Tada grupa [{x,y}] ima 16 elemenata. Sliéno
prethodnom pokazuje se da x sa svakim svojim (4,9)**anti*in—
verznim elementom generife celu grupu [{x,y}] pa grupa G,
(postojli samo jedna) pripada bazisnoj klasi.

Ako je P = H[] K = H =K sledi da je
X = yk(kéi {1,2,...,7}) pa imamo da je x" = e tj. ciklika
grupa C, pripada bazisnoj klasi. Kako je (4,8) = 4 sledl

da je 1 ciklidka grupa C, element bazisne klase.
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Prema tome, grupe Gj3,,G;¢,Cy,Cs,{e} d&ine bazisnu

*
klasu klase 9 tj.
4,9

M= {{a},Cy,CysG16+G32} .

#*
2.2. Posmatrajmo sada klasu 56 3

H

{e,x,x%2,..,,x!1}

K

[erYrYZJ---:Yll}

Ako je P = H[] K = {e,x®} = {e,y®}, onda imamo grupu G,, od
72 elementa. Pokazademo da Gy, = [{x,y}] ne pripada bazisnoj

*
‘klasi klase S . Elementi
6,13

su reda 6 1 sami sebi (6,13)*—anti—inverzni pa pripadaju gru-

pi C6€E S' koja je u bazisnoj klasi klase S Za ele-

=
6,13 6,13°
ment x5y (6,13)"-anti-inverzni element Je x10y3  zbog

5£;35.1
(x5y)6 = x5 6yby 2 = x5%6 (x5)95 = x18 = 46,
65 '
6=———10+5
5

(x10y5)6 = 410 6,5 6, 2 - b o gl

x!0ySx5y = x10x5y546°5:5y L (2106 _ 27 _ .3
(xsy )7x10y5 - XGXSYKIOYS - xilxlayx6'10'1Y5 = x21Y6 - x27 = x3
Kako je

(59110 = (x10y5)2 = y2u4

(x5y) 6 = (x10y5)6 = 46
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sledi da je

x5y)2 = (x10y5)10

’
thY)d & (XIOYS)S ,

¥ = (x1%5 ¢

*

6,13

pa je grupa [{xsy,xloys}] izomorfna sa grupom 62465 S

generisanom sa 2 (6,13)*—anti-invarzna alementa tij.

[(x°y,x'%°%1] # ¢

72
Elementi ove grupe su
5 10 5 5 4.5 11 L8 2 2 7.2 _8 11 4 3
X ¥ X ¥ 4XY XY X YiX ¥V X YXY X Y X YX Y X 48
5 4 6 3 9 3 a8 4 3 3 6 3 9 4 2 2.4 10 2
XV X Y 23X Y XY XY XY X, Y,y XY .
*
6,13°

y3 je (6,13)*—anti—inverzno za X Ppa [{x,y3}}€E

[{x,y3}} # 672 i elementi ove grupe su

e'x’x2ra L .,XII;Y'B‘,XY'?.'.- L] ,XIIY'?-

3

Za x (6,13)*-anti-inverzan element je y 1 [{x3,y}] Z G

72
Qs ¥ i ¥ i ¥ i 179 7y 17y ik Bk Oy i e x Oy i O Yty ?
su elementi grupe [{x%,y}].

Za xy (6,13)*-anti~inverzan element je y3. Poka-

Zimo, koristedéi prethodna razmatranja, da je

3
[{xy,y?}] # G

(xy)? (v B = x

ako 1 samo ako
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- (A + 3B+ 6 A(g'l) ) = 6q
A
i
6g 6q
% ¥ u y A
gde je =1, t=1, k=0,1=3, r=2, t=6,
A= 6, q=1.
Sistem je ekvivalentan sa
A+ 127 =1
(1) -(2A + 6B + 6A(A-1)) E c, (0 & {0,1,...,23})
6q 6q
x L. y A
odnosno
A+ 12T = 7
(I1) -(2A + 6B + 6A(A-1)) €& C), (12 & {0,1,...,23))
6q 6q
ot o
Iz sistema (I) imamo
A =13 + 12¢
pa kao jednainu (i) dobijamo

(13 + 125) + 24m= j ’ j€(0fl'-oo’23}

Kako je (12,24) = 12 jedine moguénosti su da A pripada kla-

sama C; 1 C;3 po modulu 24. Ako AEC C,

-(2A + 6B + 6A(A-1)) se transformiZe u

-{2 + 6B) = -2 - 12B.
Kako je
22 = -2(mod24)
12 = -12(mod24)

izraz
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imamo da je

22 + 12B = - (2 + 6B) (mod24).

22 + 12BC c,za B iz proizvolijne klase ostataka po modulu

24, ako i samo ako jednalina

22 + 12B = 24J
ima refenje po B i J. Kako Ja (12,24) =12 1 12 ) 22
sledi da za A& C,
- (28 + 6B + 6A(A-1))&Z C_

ni za jedno B.
Neka je A& C;;. Tada izraz -(2A + 6B + 6A(A-1))

postaje kongruentan izrazu =-(26 + 6B + 0).
- (26 + 6B) = —-(2 + 6B) = 22 + 12B(mod24).
Kao i u prethodnom slu&aju imamo da
-(2n + 6B + 6A(A-1))(Z C_.
Iz sistema (II) imamo

A= 091 + 12¢

pa jednadina (i7) postaje

(91 # 12¢) # 24 %= 4, & (0,1, 0,23}

Na osnovu ovoga imamo da A moZe pripadati klasama C; 1 Cq-

Ako A€ C, izraz -(2A + 6B + 6A(A-1)) Je kongruentan sa

22 + 12B pa imamo Diofantovu jednadinu
22 + 12B = 12 + 247

koja zbog 12 ,r- 10 nema re3enja. Ako A& C;g izraz
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~(2A + 6B + 6A(A-1)) je kongruentan sa izrazom 22 + 12B
Pa ne pripada klasi C;, ni za jedno B. Na osnovu prethodnog
zakljuCujemo da je [{xy,y}] prava podgrupa grupe Gysy.
Neka je P =H[] K = {e,x3,x8,x%=(a,y3,ys,y%)}.
Tada imamo x® = e Zto sledi iz yx = x’y tj., x = vy~ ix7y,
Ako je P =H[] K = {e,x2,x",x%,%x8,x10} dobija se,

kao $to je refemo, grupa G,, = [{x,v}] od 24 elementa.
Gay = {arxrxzr---rxlererr---rxlly}

pa je jasno da x ne pripada ni jednoj pravoj podgrupi
grupe Gj,.

Ako je P = H{] K = {e,x?} = {e,y?} imamo grupu od
osam elemenata Gy = [{x,y}]. Lako se pokazuje da je Gg
Kvaternionska grupa. Na osnovu gornjeg razmatranja zakljuluje~
mo da bazisnu klasu M klase S ¢ine grupe

6,13
(},C3Cg,Gg,Gyy  t].

M= {{e}, Car Cgr Ggy Goy}

2.3, Posmatrajmo sada klasu S;'g.
H = {e,x,...,x7}-
K= {ey,ee0,y7}

Ako je P = H r] K = {e,x%)} = {e,v®} onda je

£y

pa imamo

H{] X = {e,x2} = {e,y?}.
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U tom sludaju, grupa [{x,y}] Je Kvaternionska grupa.
Naka je H[] K = {e,x?,x",x8} = {e,y2,y",y®}. Na os-

novu leme 2.3. u Glavi II imamo da je x3® = e, Sledi da je

H
©

'

pa je H{W K = {e,x?}) = {e,v?}) pa ponovo imamo Kvaternionsku
grupu.

Ako je H[] K= {e} tj. x? = e, onda dobijamo da
je [{x,y}] Klajnova grupa koja je unija cikliZnih qrupa reda
2 1 C,& S; g* Prema tome, bazisnu klasu M, klase S; o
¢ine grupe e , Czy, Gy tJ.

M= (e}, C,, Ggl.

Na osnovu prethodnog imamo slededu posledicu

Posledica. (S. Bogdanovié [2]) Klasa M Jje Bazis-

na klasa, u smislu Ljapina, za klasu A u odnosu na klasu svih
semigrupa.

Dokaz, Prema posledici 2.6. u II imamo S = A,

*
6,9
*
Kod nalaZenja grupa iz bazisne klase S moZemo
postupiti na slededi nadin
Neka je a& [{x,y}] 1 8 njemu (m,n)*-anti-inverzan element,
B E
[{a,8)}] Jje podgrupa grupe [{x,y}] 1 [{a,B}]E Sm .+ Ako jJe
H= {e,x,x%,...,x""%}
K= (€YY reeery

onda
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odredjuje broj elemenata grupa [{x,y}]. Neka je

Hf

2 n~-2
{e'a’a Fowas pQ }

B 5 08,8 BY pesnph 0 )

Ako je H” izomorfno sa H tj. ako su svi stepeni od « raz-

1i¢iti 1 X~ 4{izomorfno sa K, onda je

[{a 8}] = [{x,y}] .

Ako H” nije izomorfno sa H 1l1li K~ nije izomorfno sa K,
onda je grupa [{q,g}] prava podgrupa grupe {{x,y}]. Pretpos-
tavlija se, naravno, da P ima definitivan oblik tj. da smo iz~

vr5ili sva moguda upro3cavanja. PokaZimo ovo na primeru klase
»*

6,13°

Imali smo da je [{xy,y3}]& s*

6,13°

{xy)z xgy2
(xy)3 = xgy3
(xy)H = xﬁyk

(xy)s s x5y5

(XY) 6 o xG
(xy) 8 - x2y2

(xy)lﬂ 10,4

(xy)11 =
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pa je H® izomorfno sa H. K~ = {e,y?,v®,y’} pa je jasno da
je grupa [{xy,y3}] prava podgrupa grupe Gj,. Na taj nalin

*
mogudée je ispitati da li proizveoljna grupa [{x,y}]Q; Sm n

*
pripada bazisnoj klasi M klase S

r

»
Ako je u proizvoljnoj klasi Sm H™  =H 1K =X

]

pokaiimo da je tada [{X;Y}] = [{“rﬂ}]'

Neka je

2T rt ri

E’ﬂ [XT,}{ ,tol;x =e}= [Yxly;?k!""y =e}'

Preslikavanje f: [{x,y}] + [{a,8}] dato sa

f(xsyt) = uth (0 £« s <n, 0g t <m

je traZenl izomorfizam.

f({xsyt)(xkyl)) - f(xsxkxmktytyl) -

f(xs+k+mktyt+1] - as+k+mkt8t+l - (uSBt)(akBl}

pa je f homomorfizam. Ako je aEBqég [{u.s}], onda ije
£(xPy?) = oPp?
pa je f presliaavanje "na", PokaZimo da je f 1-1. Neka je

f(xsyt} - uth

i
tjl
(3) Cl'.sﬂt - akﬂl

Iz (g) sledi

(t) o = B
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A
Neka je A najmanji ceo broj takav da je 8 °C p-, sledi

da je 1 < X, 1 t « Ao' Ako je 1-t > 0 onda je

1-t < Ao—t < AO pa, po3to iz (t) sledi da

i = T
sledi da je
gl"t = o
ti.
gl = gt
Iz (s) neposredno imamo
Gs = Gk

pa je s=%k 1 1=+t odnosno f je izomorfizam.
Koristedi prethodna razmatranja moZemo zakljuditi da
: -
ako postoji grupa [{x,y}]E Sm . reda k onda postoji samo

jedna takva grupa.

*

3. QSm'n 1 QSm’n SEMIGRUPE

U ovoj tacki dajemo jednu karakterizaciju semigrupa

1z klase QS* , odnosno QS .
m,n m,n

Definteija. Neka je S semigrupa.

Se QS; H(QS' ,) * Svaka prava podsemigrupa semigrupe

m,

S pripada S;,H(Sm'n).



Teorema. Neka je S semigrupa.
sE& QS;,n(QSm,n) ++ VaZl jedan i1 samo jedan od uslova:
1° MaE s) a-= g (sEan=ligd ({m,n=1) je NZD)
2° S je ciklilka grupa [S]| = p“/*%aez N,p-prost),

(m,n-1) 1 p“/r (m,n-1)

3° s je monogena semigrupa indeksa 2 {

pa-l

r | (m,n-1) (r je period semigrupe S).

Dokaz. Neka S& QS; n(QS ) i neka je =x¢& S.

m,n

n)’ gde <«x> oznalava
’

Ako S nije monogena «<x>& §* (S
m,n m
monogenu semigrupu generisanu sa X.

Sledi

tj. [{x,x"}] &ine grupu pa je

Sledi

g
x(mon=1)+1 _ o
Ako je S monogena tj. S = <x> onda va¥i
(1) S Jje cikli&ka grupa
114

(2) S Jje monogena semigrupa.
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Razmotrimo (1l).

a, o« a P
. B y %2 k , 3
Neka je |S|{ =p, p. ...p.". Tada je <a 7> podgrupa od
1 1 1 .
g k
S QO=Yiesisik)e
P;.
ledi J #
Sle <a J>¢€& Sm’n{Sm’n) pa je
pilfm:n-li pigm,n-ll p; (m,n-1)
a % & e = Q.
Ozna&imo sa a'™ ") = v, rada je
r, p.
h & XL
b '=b ?=e.
Sledi (
b = e,
Kako je

(p. » P. ) =1
1, 1,

Sledi da je
alm.n=1) o o
odnosno |S| | (m,n-1) tj. vaZi 1°,
Ako je |S| = p*(a& N, p-prost) onda je & 5
S pa je
<aP> & S;’H(S ).

m,n

Sledi da je

a
(aP) (M7=l = aP)P - = e,

Za a 1 1 p/*f(m,n—l) 2° neposredno sledi,

v

Za «a 1 imamo

prrm,n-IJ.p“"J

a = e,

a-1

(m,n~1) > p (u protivnom |S| < p?)

podgrupa od
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1 B

Neka je ((m,n-1),p" %) = p" 1 B < a-l. Sledi da je

B
(@’ )P =e
pa je |s]| < p°.
Na osnovu prethodnog sledi

a=-]

P (m,n-1).

Ako je S = <a> monogena semigrupa tj. vazi (2), pnda je S

konana {(u protivnom SjZ/QS; n(QSm n)).

’

s = {a,a?,...,a™ T} 4.
a” = am+r (ﬁ - indeks i r - periced, m > 1)
K = {a%,a®™!,...,a"""" !} je grupa.

a
¥ , =%k [J (&™) je podsemigrupa od S i nije regularna
a a
2 * -
(8 # S) pa Ka,ﬁg’sm'n m » 3.
Sledi m= 2 tj.

a2 e a2+r.

m+qg

K je ciklic¢ka grupa reda r generisana elementom a gde
a

je 0¢qg¢<r-1 1 m+ g = 1(modr) (Howie [22] str. 9).

Sledi
e <a2+g>
a
2 +g = l{modr) pa je g + 1 = kr (k& N) ti.
g =kr - 1
kr-1 ¢ r~1 pa je k=1 tj. g=r-1.
Sledil
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Dalje je

r+1 #

@ >€E Sm,ntsm,n)
pa je
(ar+1)(m,n—1J = (ar+1)r = B

Sledi da je

({m,n-1) ,r) = r
tj.

r | (m,n-1).
(«) Ako va%i 1°, sledi da je a‘™ " !} Jjedinica za a.
Neka je m = k, (m,n-1) i n-l = kz(m,nﬂl)(kz,kzéz N).

Tada imamo

a® = ea iy dn-!
pa je
m+ 1 n
a” =a® , aa=a"""a, a" =a
(a™ = a”" = e = a"a"™ = (aa)®, a" = a)

Iz prethodnog sledi da je svaki element semigrupe S sam sebi

®*
(m,n)*-anti-inverzan ((m,n)) pa SE& Sm n(Sm ) 1 svaka

i n

»
podsemigrupa od S pripada Sm n(S de

o}

Neka vaZi uslov 2°., Tada je

]
<aPf >€ S* (S )
m,n

m,n

jer je

(aPBy(m,n=1) _ (qPym = o (1 €« B < a)

&
pa svaka podgrupa od S pripada S (S ) ti.

m,n m,n

L ]
sC Qsm'n(QS ).

m,n
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o]

3 Podsemigrupe od § su Ka i podgrupe od Ka'
Kako je r | (m,n-1) sledl da je

ar+1)(m,n~1) - e

(
pa imamo da je svaki element sam sebl (m,n) -anti-inverzan 1

. *
svaka podgrupa pripada Sm’n(Sm'n). Sledi

s& QS: @S ).

rosteprca 1. oSt =S .

m,n m,n

POSLEDICA 2. (S. Bogdanovié [5]). Semigrupa S je

QA semigrupa ako 1 samo ako vaZi jedan od uslova

1° (VaESﬂ al = a

2° S je ciklitka grupa prostog reda

3° S je cikli®ka grupa reda 4

4° S je monogena semigrupa indeksa 2 1 perioda 1
59 S je monogena semigrupa indeksa 2 1 perioda 2.

4, BAZISNE KLASE SEMIGRUPA CIJE SVE PRAVE POD-
SEMIGRUPE ZADOVOLJAVAJU NEKI ZAKON

Neka je ¢(x,y) formula u jeziku L = {-},

Definieija 4.1. Neka je S semigrupa.

5 € S¢ ~— Mx€ s)(FyE s)ex,y).

Teorema 4.1, Neka je S semigrupa. Tada su slededa

dva tvrdjenja ekvivalentna:
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() QS¢ ima bazisnu klasu u odnosu na klasu svih
semigrupa,
(i7) QS¢§; S¢.
Dokaz. (+). QS¢ ima bazisnu klasu u odnosu na
klasu svih semigrupa. Ako nije QS¢§; S¢ onda postojl semigru-
pa SEQS¢ i s/@’SqJ. Semigrupa

s® = sl (0}

jeste unija semigrupa iz QS¢ ali SoﬁE’QS¢ pa sledi da QS¢
nema bazisnu klasu, obzirom da ne vaZi tafka b) definiciije

bazisne klase,

- C ¢
(=) o5, & S,
Neka skup M <¢ine sve monogene semigrupe koje su iz QS¢.
Svaka ciklidka grupa prostog reda pripada QS¢ pa M nije
prazan skup.
Ako S EQS¢ onda je S = s Svaka prava pod-
semigrupa od <x> jeste podsemigrupa od S pa je <x>& QS¢.
Neka je S = LJ <X> i <x>u€E M. Ako je §8; pra-

o I

va podsemigrupa od S tada iz a& S, sledi ag& x> (aDG I).
_ )
Ako je

<ar» = <x>u 4 QS¢QS¢ :

o
onda <a>& S¢ tj. postoji b takvo da vaZi ¢(a,b). Ako je

<a> prava podsemigrupa od «<x> ~ onda <a> EES¢ pa postoiji
b € <a> takvo da va%i ¢(a,b). ga osnovu prethodnog sledi da
s, &€ S¢ pa S& QS¢.

Nijedna semigrupa 1z M ne moZe se predstaviti kao

unija pravih podsemigrupa iz QS¢ pa je M najmanja klasa.
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Defintetja 4.2, s & § «+ 5 je regularna (komplet-

no, levo, desno, intra)

Propoztetija 4.1. s & oS «» Va%i jedan i samo jedan

od uslova

1® s je monogena indeksa 2

2° (An » 2) x" = x.

Dokaz. Sledl neposredno.

pefinicija 4.3. SES «— (¥x)(Jy) xy =y

(yx =y, xy=yx=1y)
Propozicija 4.2. SE& 0S5 +«+ Va%i jedan i samo jedan

od uslova
1° s je cikli¥ka grupa prostog reda

20 Ml o yM 53 neko mé& N.

Dokaz. (») Sledi neposredno.
(«) Ako je S monogena semigrupa tada
S Jje grupa + 8 je prostog reda.
Ako je S semigrupa sledi da je Ka = {a™}, trivijalna grupa,
pa sledi 20.

Ako S nije monogena i x & S sledi da je <x> podsemigrupa

od S 1 x ima nulu u <x>. Kako va?i sledede

<x> ima nulu (levu, desnu) « x"*! = x7
sledi tvrdjenje.
PRIMERI:
1° Neka je SE€ S « MxEs)(JyE& s)ixy = y?). Tada je

S klasa svih semigrupa pa je S = QS. Iz teoreme 4.1.

sledi da klasa svih semigrupa ima bazisnu klasu (klasa
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svih monogenih semigrupa)
2® Neka je klasa § klasa svih reqularnih (kompletno,
levo, desno, intra). Monogena semigrupa
<a> = {a,a?,...,a’t! tj. semigrupa u kojoj va¥i
a? = a?*r pripada klasi QS ali <a>&€ S pa qf
nema bazisnu klasu.
3° Neka je klasa § klasa inverznih semigrupa. Iz prethod -

nog sledi da klasa QS = QI nema bazisnu klasu.

4° Neka je klasa S klasa S; . Iz definicije klase S¥

.0 m,n

sledi x"7! = @ . Neka je p prost broj takav da je

p > n-1. Tada cpg’ S i ¢, € 0. sledi da oS}
rnema bazisnu klasu.
5° Klasa QSm'n takodje nema bazisnu klasu (sli&no pret-
hodnom)
6° sSES o WxES(TyEs)xy=yA (JzE ) (xz = y)).
QS nema bazisnu klasu (sledi iz primera 2°). S je

klasa grupa.

7° s€ S +— MxE s) (Y€ 8)(x? = xyx). 05 ima bazisnu
klasu. Neka S& 0S. Ako je S monogena onda je S ili
cikligka grupa ili je S ﬁonogena indeksa 2 1 perioda 3.
Ako S nije monogena onda je S = U <x> 1 <«x> s

x&s
P2 Je «<«x> 1ili ciklidka grupa ili je x2 = x3. Sledi da

jJe s&€ QS » S& 5. Na osnovu teoreme 4.1. sledi da QS ima
bazisnu klasu,
PRIMEDBA. Neka je S proizvoljna klasa semigrupa

i neka je semigrupa A = aGEISa' SQGE S. Tada
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AQ’S - S nema bazisnu klasu.
Neka je G klasa svih grupa L neka je Cn proizvelina cikliz-
ka grupa. Tada je c°=c [J {0} ({0}, c €6 i O 6.

Gledi da klasa svih grupa nema bazisnu klasu u odnosu na klasu

svih semigrupa.



GLAVA Iv

PODALGEBRE POLUMREZA
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{, JEDNA KARAKTERIZACIJA PODALGEBRI

POLUMREZA

U ovoj tatki dajemo opis klase podalgebri polumreza,

Teorema 1.1. Algebra A = (A,n) je podalgebra neke

polumreZe ako i samo ako zadovoljava slededi uslov:
(*) Za svaki par terma t; 1 t,, sa jednakim skupovima sim-
bola, t; = t, je identitet u A.
Dokaz. (») Jasno je da svaka podalgebra polumreZe
zadovoljava uslov (*).
(«) Pretpostavimo da algebra A= (A,n) zadovoljava uslov
(*). Dokazademo da se ova algebra moZe potopiti u polumreZu,

Uo¥imo da se opStost razmatranja ne smanjuje ako pretpostavimo

sledede:
(t) A 1 @q su disjunktni skupovi;
(1) Razli¥itl operatori iz g defini3u razlilite
operacije u Aj;
{i21) Q@ ne sadrZi O-arne operatore, tako da su operatori
tj. elementi 0, operacije u A,
Neka je K = AlJ 9, neka je M familija kona&nih
podskupova skupa K (ukljudujuéi i prazan skup) M Je polumre-

%Ya u odnosu na obi&nu operaciju unije skupova. Ako je x & K
onda demo smatrati da je x = {x} tako da dobijamo Kg;#h pa
mofemo smatrati da je M slobodna polumreZa sa jedinicom i

bazom K,
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U M uvodimo relaciju "susedstva" na slededi na&in,
Ako su S, T& M takvi da je
s=s5"UJa, r=s" {wrar,e..,a ),
gde je a = m(al,...,an) u algebri A, onda kaZ¥emo da su (s,T)
i (T,8) parovi susednih elemenata iz M generisanl operacijom w.
Ako postoji niz So, Syreesn Sp takav da je s = So'
T = Sp, p >0 1 {si—J'SiJ par susednih elemenata iz M =za
svako 1& {1,...,p}, onda kaZemo da su S,T ekvivalentni i
to oznadavamo sa S A T.

Jasno je da je ~ kongruencija polumrefe M, kao

i da je

(1.1) a= w(al,...,an)(u A) =>.. a {m,al,...,an}.
Dokazacemo da vaZi implikaciija
(1.2) a,b& A= (avb=>a=h),
iz Cega, zbog (1.1), dolazimo do zakljuXka da je algebra
podalgebra polumre?e P = M/m.

IzvrS§icemo odgovarajudu pripremu, sa ciljem da doka-
Zemo tvrdjenije (1.2).

Prvo, svakom elementu S& M pridru¥imo njegovu
"vrednost" [S] na sledeéi na&in. Ako je jedan od skupova
Sﬂ = S[j 2y SA = 5[1 A prazan, onda stavljamo

(s] = s.

Neka su skupovi

Sﬂ = {wl"..’wr} ’ SA = {al,..-,as}

neprazni. Ako su sve operacije iz Sn unarne onda stavljamo

[s] = byyeeesb ),
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gde je
b =m1...wr{a) r Za \J=1,...,S.

v

I na kraju, pretpostavimo da je bar jedna operacija iz Sgr na

primer mr,neunarna. Tada postoje prirodni brojevi {1 i j

takvi da je
wi...mi(a{,...,an)
osmiiljen "proizvod" u algebri A. Ako ja a vrednost tog
proizvoda onda stavljamo
(s] = a .

Iz uslova (*) sledi da [S] ne zavisi od izbora detvorke
w ¢ 8 ¢ by s

Radi jednostavnosti, umesto [, U sl ... U s, ]
demo pisati [S;, Spseesy Sk]'

Iz definicije transformacije [ ] , kao i iz uslova
(*), lako se dobija da su tacne sledede leme,

Lema 1.1. [[s]] = [s], za svako s& M.

Dokaz. Ako je S prazna re¥ onda je [S] = ¢ pa

tvrdjenje neposredno sledi. Ako je jedan od skupova S S

Q' Ta
prazan, [S] = § pa sledi tvrdjenje., Neka su skupovi

SQ = {wla---rmr} . SA = {alr"-ras}
neprazni. Ako su sve operacije iz Sﬂ unarne onda je

([s]] = [byseeesb ] = {byrevesb } = [s],
gde je b\J = wl"'wr(av)' za v = 1,...,8. AkO je bar Jjedna
operacija iz SQ, na primer w o neunarna onda e
(s] = a,

gde je a = “1"'“i(ai""’an) za neke 1,j & N.



_79..

Kako je [a] = a sledi tvrdjenje.
Lema 1.2, Ako je SA = TA = @ , onda je
[s,7,0] = [s,[7,0]]
za svako U & M,
Dokaz. Za S = @, ovo je posledica leme 1.1 @ 2&
UA = @ tvrdjenje sledi iz definicije transformacije [ ]. Ako
su sve operaclije iz SlJ TlJ U unarne tvrdjenje sledi neposredno.
Ako UA.# @, ako sl|J T|J U sadr?i bar jednu neunarnu operaci-
ju onda ta&nost tvrdjenja sledi iz uslova (*). i definicije
transformacije [ ]. Neka je, na primer
S={f severf s T={g;,.0009,}, U={hs.../h ,a ,.00,a_]}
i neka su operacije f,, g, neunarne. Tada je
[T,u] = g‘f...gl hl...hm(a{,..,as) =a , cCA;

s, [r,0]] = £1...£ (7).,

L

, ¥ o
4 J —
[s,1,U] = fl...fkgl...glhl...hm(al,...as) =

. 7 . : A
= f...f,((g]...9;h,.0h (2,08 1)) -

= fi...fk(cj ) = [Sl[TrU]]-

Lema 1,3. Neka je u A tana jednakost
a= m(al,...,an) i neka je ([S,a]& A. Tada je ta®na jednakost
[S'a] = [S' {u,al,...;an}].
Dokaz., Uo&imo prvo da ja
m(an) = m((m(alr'--ra ))n) = w(alr--Ora ) = a.
n n

Moguda su slededa dva slulaja
(1) a& s

(I1) alZ s .
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Posmatrademo prvo sludaj (I).

Neka jG S = {ml'.ll'wr' bl'-..’bs' a} qde je

r >0, 820 1 a¥b,, A= 1is a9

Ako je r » 1 1 ako neka operacija, na primer w ,

nije unarna, onda za podesno izabrane pozitivne brojeve
i,j (j » 2) imamo

i 3y
[S:a] e [S] Nlo.cmr(bll--‘!bsl a )

i j-1
= ml...mr(bl,-..,bs; m(ai,...,an), a )

= [Sr {w,a t-anaan}]'

1

Pretpostavimo da je r » 1 1 da su sve operacije Wypeoere

unarne, Tada imamo
[Spa] = {mx...mr(bl)p.-.,mlacswr(bs);...,ml...mr(a}}-
Iz pretpostavke da je ([S,a]& A dobijamo

wla.umr(bl) = ses = wlnoomr(bs) = mlotlmr(a) = C, CEA.
Neka je L  unarna operacija, tj n = 1. U ovom
sluZaju imamo

[Sr{wral}] = {wlc), wwl...ur(al)}-

Treba pokazati da je ¢ = w(c) = wwl...mr(al).

ww

1...wr(al) = ml-.-wr(w(al)) = mlﬁ"wr(aj = C,

pa sledi

wl{C) = wu eeew (a) = Wyeoow (w(a)) = W oW (a) = ¢
r r r

Pretpostavimo da je n > 1, U ovom sluaju imamo

[S;{w;a pa..pa ]’] =uj - w sy ml(b 'll.’b ’a‘)"a ,...,a ) =
1 n 1 r 1 5 1 n
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,aJ+n-1

i
= wl..-wrm (bl’...’bs 'w(al,-o-ran)) =

_ i jeny .
w10|cmrw (bl’-oo'bs'a )

= wi(mla..wr{b:),...,wl...mr(bs),{wl...wr(a))jﬂ:l) =

e wl(cs+j+n) = m(cn) -

= m((ul...w (@))? = w.oeeew (w(a™)) =
r 1 r

= ”1"'”r(a) = Cc = [Sra]-

Preostaje slucaj kada je r = 0, tj. S = {bl,...,bs,a}.
Iz- [S,a] = [S] = ¢, cE€ A, sledi da je S = a.

Sada imamo
[S,{m,al,...,an}] = [{a,w,al,..-,an}] o= N(an-lplﬁ(alfaacfan)) S~

= w(a”) = a = [s5,a]

e
w0
-
———
E
-
2
N
—d
I

[tusa,a;}] = {w(a),ula))} = {a,a} = a =

[s,a]

Time smo ispitali slufaj (I). Preostaje nam sluiaj

(II). Neka je
S= {wl;-..'mr’blp.-o'bs}

gde je r » 0, s » 0, bA Fa (A=1,.0.,8).
Neka je r » 1,
Ako je na primer w o neunarna operacija onda, za

podesno izabrane prirodne brojeve i,j imamo
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i iy =
wl..-wr(bl,...,bs,a )

EILY

wl...mi(bi,...,bs,(w(alfo--pan))J) =

1}

[S,{m,al,...,an}].

Ako su sve operaclije Wyrsserw unarne onda je

[S,a] = {ml...wr(bl),...,ml-..wr(bs),wl...mr(a)}
pri Cemu je
c = wl'.'mr(bl) = oL = Nloa-mr(bs) = ml...wr(a).
Ako je n = 1 ‘onda

[S,[m,al}] = {wlc),v "‘”r(al)} = {w{c),c}.

1

Iz € = w +..0 (@) sledi w(c) = wy-eew w(a) = w,...w_(a) = c.
1 r 1 r 1 )

Prema tome, imamo

[s,a] = ¢ = [S.{m,al}].

Za n > 1 imamo

b

5
mlnlcwrm (bl'.'-rbsral'...'an} =

[S;{m,al,.-.,an}]

—_—

i J
= w (ml-.-mr(bl)pg--;mlc.-mr(bslal,...,an) =
1
= m ,(Cs,a'z,._-.,an) T‘:
= wltc® (wlaysene,a NF) =
n
= ml(cspak) = wl---mr(m(an:}) =
= ml---wr(a) = Cc = [Sra]f
2a s > 1. Ako je s =0 tj. S = {“1""’wr}’ onda je

[S,{u,a ,...an}] = wl...mr(w(al,...,an)) = ml...mr(a) = ¢ =

= [s,a] .
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Preostaje sludaj r = 0, Sada je [S,a]EE A mogude
ako je s # f, tj. [s,a] = [a] = a.
Imamo

(S¢lwsa;seeera 3] = [{w,a),.0008 3] = wla ,..o0a ) = a = [5,a].

Time je zavr3en dokaz leme 1.3.

Dokazademo slededu lemu 1z koje ¢e neposredno sledi-
ti da je tvrdjenje (1.2) talno

Lema 1.4. Neka ja a = So,Sl,...,Sp niz elemenata
iz M takav da je p » 0 1 za svako i€ {1,2,...,p} par
(5;-1'Si) jeste par susednih elemenata generisan operacijom o, .
Tada je

a= [o,a] = [0,500000 8]

za svako ve{l,2,...,P}.

Dokaz., Za p = 0 tvrdjenje neposredno sledi. Pret-
Postavimo da je

a = [mv'a] = [wl,.-o;mqfsv]

za svako v& {1,2,...,q9)}, gde je O g g< p. Ozna¢imo L

sa w. Tada je

(1) S, = S Ub , Sy = S U {wsbyseensb )
113
(I1) S, = 5] {wibysenasb by S = s*l ] ® ,

gde je b = N(bl'.-.'bn) u algebri A-
U prvom slucaju imamo

[w,a] = [w;[wl....,mq,sq]] =
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= {m,wl,...,mq,S',b] o=
= [wpwl,ttoqu;S"m’bl’...,bn] =

[Nlr---:Ngrsirwrblr'°'!bn] -

]

[ml,...;mq;w,S“] = {M,wlf.o-;Mquv} =

I
o]

[wi,...,mq,s',b] = [NI,...,wq,Sq

= [m, [.ml,...,wg,sv]] =

H

[w,a] = a ,
za. svako v& {l,...,9}. Isto tako
[“l""'wq’“'sq+1]= [ml,...,mq,m,S',w,bl,.,,,bn] -
= [1seeru 1 STubypunib, ] =
= [oyseeeiuw s87,b] =
(ml,...,mq,sq] = a .

Preostaje nam slucaj (IX).

UoCimo da u ovom'sluéaju imamo o & {w],...,mq}, pa

prema tome potrebno je dokazati samo jednakost

[wla---:qusq+1] = a,

koja se dobija kao posledica leme 1.3. i transformacije [ ]-
Ako {wyreseruw }LJ 5 03 sadrZi bar jednu neunarnu operaciju
q q

onda je [wl,...,mq,SQ+1]EE A pa je

{-mlr...'mq'sq-}-j] = [ml'...'mqrso'b] — [[ﬂlpc--'wqrs’,m,blpoa-'bn] =

= [ml'...'mq'sq] = a .

Neka su sve operaclje 1z {w,,eee,u }LJ S unarne
1 q g
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iHEka jB S’={mi ,...,u.li rajp.o-'as}'mi ;-c-,NiE{u}J,.-.,wq}.
1 k 1 k

Iz [ml,;..,mg,sq] = a sledi da je

W, iostld 0, ool (a1}=...=m1...wqwi ceew; (as)=w

1 ¥ 1y 1 k 4 1 X

Tada je

[wI,...,wq,sq+1]={w1...wqwi ...mi (af),.-.,mx...wqwi ...mi (as),
1 k 1 k
Byecow w. veeu, (b)}.
T By X

Kako je ul...mqmi ceew (b)ﬂwj...wqmi ...wik(m(bj))=

k 1
=u1...wqmi veew, (b1)=a huGE[mI,...,wq}) sledi da je
1 k
[mlf"'lmqfsq*'f] = [ml;...,mq,sq] = a.

Time je kompletiran dokaz leme 1.4,

Sada se implikacija (1.2) jednostavno dokazuje

Naime, ako je a,b& a2 i a b, onda postoji niz
a = SO,SI’.-.;SP = b

takav da je par (Si-l'si) par susednih elemenata iz M za
svako 1€ (1,2,...,p}. Ako je p =10, onda a = § = b. Neka
je p > 1 i neka je par (Si—I'Si) generisan operacijom w;e

Na osnovu leme 1.4, imamo da je

[mlfa] = [wzpa] = L., = [wp;a] = [mlr..-,wp,b] = a,

Ako posmatramo niz b = Spr°'-r51f So = a 1imamo da je

bﬁ [ml Feaa 'Mp,a‘]ﬂ[mi:'... '[mp'a]]=[wl F e fh.lp‘- 'a]=...=¢[wl ,a]-.-:a

]

Time je dokaz kompletiran.

ocowaﬂi -.omi (bl).:a
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2. NEKI SPECIJALNI SLUCAJEVI

ovde dajemo neke specijalne sluCajeve kojl neposred-

no slede iz teoreme 1l.l.

2.1. Ako 0 ne sadrfi unarne operatore i1 svakom n-arnom

operatoru w ¢ o opredelimo binarni operator w’ na slededi
nalin

0 (x,y) = w7y,
onda imamo algebru (A,q0°) sa binarnim operacijama, koja zado-
voljava uslov (*) ako 1 samo ako algebra (A,Q) =zadovoljava

N(x yre .x ) = w (x] FE A 'x ) [

242 Algebru (A,9) nazivamo Q-polumreZa ako postoji

polumrefa P takva da je AC P 1
(1‘) w{al;...,an) =5 al...an

za svaki n—-arni operator w& o i A re00,2 & A. Lako se do-
n
kazuje da je (A,qQ) Q—ﬁolumreia ako 1 samo ako je zadovoljen

slededil uslov:

(*) za svaki par terma ¢t;,t,, sa istim skupom promenlji-
vih, £, = t, Je identitet u (A,RQ).

Otigledno, uslov (*) je potreban,

Ako (*) vaZi u (A,n) onda svi operatori, iste
arnosti n, defini%u jednake n-arne operacije, tako da moZemo

uzeti da za svake n postoji najviSe jedna operacija u 9. Ako
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postoji unarna operacija w € 9 imamo da je w(x) = x za
svako X & A, Neka je w n-arna operacija u 9 (n 3 2), i neka

je "." binarna operacija definisana sa

xey = w(x"7,y).
Tada dobijamo polumre3u (A,+) takvu da je
p(xl,...,xm) = xl...xm
za svaku m-arnu operaciju pE N
2.3. Algebra A zadovoljava uslov (*) ako i samo ako
vaZe sledeéi identiteti u algebri A;

-3.1. WX oo eX = WX, o.X, 3
n .11 .In

3.2. ELEE SETRE PUX)eueX 3}

3.30 wpxloaoxm= mxl...xi_foxi+1...xm H
r r a a s s B B
1 1 oq 1 p. 1 q
304- e px veaX"” = «s sl X s s s X
f-lJJ lilp 1 . q mj p 1 q

A zadovoljava (*") ako zadovolijava sve identitete 3;1, 3.2,

3.3 1 3.4° gde je
GI uq . 31 "
3.4 MI...NIXI oonxq o p_l...psxl ...xq
(m,n;wv,p“ su proizvoljnil elementi 0 ; il,...,in je proizvolj-
na permutacija 1,...,n 1 n,m,r“,sv,av,sv Ssu pozitivni bro-

jevi takvi da su obe strane odgovar&juéih identiteta o-termi).
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