
Prirodno-matemati6ki fakultet 

Univerzitet u Beogradu 

Ljubomir ouki6 

0 LINEARNIM PRESLIKAVANJIMA VEKTORSKIH 

PROSTORA SNABDEVENIH TOPOLOGIJOM 
GENERALISANE INDUKTIVi'E GRANICE 

- doktorski rad - 

CPM13:?4,11f.14 YPPIMEHOr PAAA 
,.iATENAINKY, MEXAHHKY H ACTPOHOMHJY 

6116J1110TEKA 

	

6 poj: 
	 P-4  

	

Tym: 	2Gs 1/11 A.;.P  

Beograd 
1981. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



UVOD 

U ovorn radu su dati rezultati na6ih istraZivanja osobi-

na linearnih preslikavanja lokalno konveksnog prostora E u 

lokalno konveksan prostor F, pri oemu je bar jedan od ova 
dva prostora snabdeven topologijom generalisane induktivne 
granice.Topologija generalisane induktivne granice predstavlja 

prirodnu generalizaciju topologije (obi6ne) induktivne grani-
ce: Neka je E vektorski prostor, E a (ta ) lokalno konvekFni 

prostori, Sacli apsolutno knnveksni skupovi i f a : Ea 	li- 
nearna preslikavanja, onda je topologija generalisane induk-
tivne granice g(ta ,Sa ,aeA) na E najja6a lokalno konveksna 
topologija na E za koju su restrikcije f alSa  ta- neprekidne. 
I pored toga 6to topologija generalisane induktivne granice 

predstavlja generalizaciju (obi6ne) topologije induktivne gra-

nice, one niti je nastala kao generalizacija poslednje, niti 
je bitna zbog toga.Njena vaZnost se ogleda u tome 6to ona 
predstavlja prirodnu topologiju nekih klasa funkcionalnih 
prostora, koji, prakti6no, nemaju nikakve veze s topologijom 
(obi6ne) induktivne granice.Da bismo preciznije rekli o 6emu 
je red, napraviaemo jedan kratak istorijski pregled. 

Godine 195o. Orlicz je u radu (58) definisao Saksove 
prostore (videti (1.2.1)), vodjen potrebama matriCne teorije 
sumiranja.Kako Saksovi prostori nisu vektorski prostori, ve6 
samo podskupovi vektorskih prostora, to je 1954. godineAlex-
iewicz u radu (2) uveo pojam e-konvergencije (videti (1.2.2)) 
u prostoru sa dve norme i na taj na6in linearizovao Saksove 
prostore.Osnovni nedostatak e-konvergencije je bio tej 5to 

one nije bila topolo5ka.Taj nedostatak ispravlja Wiweger go-
dine 1957., topologizuju6i Saksove i dvo-normirane prostore. 
S takvom topologijom su ovi prostori postali topolo6ki vek- 
tordti prostori. 

Modifikujuai Wiwegerovu (megovitu) topologiju, da bi iz-
begao neka njena ograni6enja, Garling 1964. godine defini6e 
u radu (3o) topologiju generalisane induktivne granice, koja 
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II 

je u sebi sadriala i maloCas razmatrane prostore i obiCne 

induktivne granice.Istine radi, primetomo 	je jedan speci- 

jalan sluCaj ovakvih topologija ispitivao Persson 1963. godi- 

ne u radu (63). 
Garling je u pomenutom radu, ispitujuai oOte osobine 

topologije generalisane induktivne granice, bio previ'6e pod 

uticajem teorije obl6nih induktivnih grenica (videti str.11 

ovog rada), tako da topologije generalisane induktivne grani 

ce jedno vreme (do po6etka sedamdesetih godina) nije izazva-

la praktiCno nikakvo interesovanje.PoCetkom sedamdesetih go-

dina situacija se menja. Tada je prime6eno da se jedan speci-

jalan tip topologije generalisane induktivne granice mote 
primeniti na ispitivanje problema kada neka familijaograni-

Cenih skupova ima fundamentalan niz i, 6to je mnogo valnije, 

dokazano je da su striktne topologije funkcionalnih prostora 
- topologije generalisane induktivne granice (u suS"tini, to 

je dikazao jo5 Wiweger 1961. godine u radu (82)). 
Striktne topologije (pod tim nazivom) je definisao Buck 

1958. godine u (11) na prostoru C b (X) neprekidnih i ograni-

6enih funkcija na lokalno kompaktnom prostoru X, kao i na 

prostoru e° (U) ograni6enih i holomorfnih funkcija na otvo-

renom jediniCnom krugu kompleksne ravni (na prvom od ova dva 

prostora su 1957. godine Le Cam i MaLk takodje ispitivali 

ovakve topologije, s tim 6to je Le Cam "svoju" topologiju 

definisao u su5tini kao topologiju generalisane induktivne 

granice, dok su Buck i Monk koristili prednorme, tako da se 

u to vreme nije videlo da su u pitanju iste topologije).Raz-

logo za uvodjenje striktnih topolbgija je bilo vise, a skoro 

svi su posleclice Cinjenice da u mnogo slueajeva sup-normato-

pologija na C b (X) i H °* (U) nije adekvatna generalizacija sun-

-norma topologije na ovim prostorima u sluCaju kada je X kom-
paktan prostor, a 11 zatvoren jedini6ni krug.Na primer, ako su 

Cb (X) i C b (Y) izomorfni prostori sa sup-norma topologijom (X 
i Y su lokalno kompaktni), onda X i Y ne rnoraju biti homeo-

morfni- dovoljno je uzeti da je Y Stone-Cechova kompaktifi-. 

kacija prostora X. 
Jo:6 jedan razlog je veoma vaan: dual prostora 
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III 

snabdevenog striktnorn topologijom, je proctor svih Radonovih 

(ograni6enih) mera na X. 

Sve ovo je uticalo da se stvori interes za generalisane 

induktivne granice i pojavljuje se vise radova o generalisa-

nim induktivnim granicama tipa g(t,S a ,a(54)(u ve6ini tih ra-

dova je A= :V, a u nekima od njih se koristi termin "me5ovita 

topologija"), dakle o topologijama generalizovainih induktivz. 

nih granica dovoljno specijalnog tipa. 

Na5interesovanje zs topologije generalisane induktivne 

granice op6tijeg tipa od maloCas pomenutog je bilo izazvano 

dvema stvarima. Prva od njih je moguanost flekFibilnijeg prie-
tupa problemu utvrdjivanja da 1i neka familija ograniCenih 
skupova ima fundamentalan niz.Druga od njih je Cinjenica da 

neki tipovi striktnih topologija nisu 	drugo do topolo- 

gije generalisane induktivne granice veoma op6teg tipa (vide-

ti str. 18), a duali prostora.0 b (X), snabdevemg tim tim topo-

logijama su prostori odredjenih klasa mera na prostoru X(vide-

ti (56),(75) i (79)). 

Zbog ovoga je ad interesa ispitivanje ocobina linearnih 

preslikavanja prostora s topologijama generalisane induktiv-

ne granice.Jedini radovi u vezi sa ovorn problematikom su (16), 
(39) i (7o) (ako ne uzmemo u obzir radove o Saksovim i dvo-
-normiranim prostorima) i u svim ovirn radovima su posmatrane 
topologije tipa g(t,S a ,aEILA). 

Sada 6emo izloiiti kratak pregled rezultata ovog rada.Do-
punske informacije o sadrZaju pojedinih glava se mogu na6i u 
uvodnorn tekstu svake glave. 

U glavi'0 je dat pregled osnovnih definicija i rezultata 
teorije lokalno konveksnih prostora. 

Glava 1 se sastoji iz dva paragrafa.0 prvom su dokazane 

neke osobine topologija generalisane induktivne granice koje 

su nam potrebne za dalji rad, a u drugom su dati neki primeri 
prostora koji imaju topologiju generalisane induktivne granice. 
Skoro svi rezultati prvog paragrafa se mogu nacii u Garlingovom 
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IV 

radu (3o), s tim 6to ih je on dokazao uz jaCe pretpostavke, 

koje, kao Ito smo veC naveli, proistiCu iz teorije obiCnih 
induktivnih granica.a6i dokazi su jednostavniji od Garling-

ovih. 

U t1. glave 2 je definisana specijalna kiasa prostora 

s topologijom generalisane induktivne granice- kiasa (GLF)- 

-prostora.Ova kiasa sadrZi sve Saksove prostore u smislu 

(1.2.1), najvaZnije dvo-normirane prostore u smislu (1.2.2), 

prostore C b
(X) sa striktnom topologijom (gde je X lokalno kom-

paktan 6-kompaktan prostor), kao i (LF)-prostore.Ovde je od 

posebnog zna6aja teorema (2.1.5), koja opisuje vezu izmedju 
(GLF)-prostora i (LF)-prostora. 

• 152. su dokazane neke nasledne osobine (GLF)-prostora 

u slabijem smislu od uobiCajenih, ali u smislu koji je dovo-
ljan za ono 6to je na6 cilj u ovoj glavi- za dokaz teorema o 

zatvorenom grafiku i otvorenom preslikavanju (videti str.23). 
Paragraf 3. je centralni deo ove glave.0 njemu su doka-

zane teoreme o zatvorenom grafiku i otvorenom preslikavanju 

za (GLF)-prostore, koje predstavljaju uop6tenja poznatih Gro-

thendieckovih teorema za (LP)-prostore.0 dokazu ovih teorema 

giavnu ulogu ima teorema (2.1.5), jer se pomo6u nje dokazsvo- 
di na kori56enje poznatih teorema o zatvorenom grafiku i otvo-
renom preslikavanju. 

LT f4. su rezultati 	§3. iskori66eni za dobijanje niza 
rezultata o prostorima s fundamentalnim nizom neke familije 

ograniCenih Skupova.NajvaZniji rezultat ovog paragrafa je teo-

rema (2.4.8).0 ovom paragrafu je kontraprimerom dat odgovor 
na jednu dilemu iz Mirkovi6evog rada (54). 

U §1. glave 3 je dokazana Banach-Steinhausova teorema 
za prostore s topologijom generalisane induktivne granice i 

primerom je pokazano da bolji rezultat ne mole biti dobijen. 
Drugi po vaZnosti rezultat ovog paragrafa je teorema (3.1.11), 

dovoljan uslov (da je on i potreban, oCigledno je) za jaku 

ograniCenost skupa linearnih preslikavanja. 

Kori;i6enjem rezultata §1., u f2. se dokazuju potrebni 

i (iii) aovoljni uslovi za neprekidnost slabo neprekidnog 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



preslikavanja, za jednakost topologije generalisane induktiv-

ne granice i njene Mackeyeve topologije, kao i nekih topolo-

gija bliskih Mackeyevoj.Ove jednakosti su od zna6aja za strik-

tne topologije (videti (13)). 

U P. dokazujemo da poznata Kaltonova teorema vai iza 
6iru klasu prostora od one iz Kalton (41), a zatim ovaj re-

zultat (kao i rezultate ii.) koristimo za dokaz teoreme o 

zatvorenom preslikavanju u slu saaju kada je domen preslikava- 

nja proctor s topologijom generalisane induktivne granice. 

Najzad, u §4. dokazujemo jednu Collinsovu hipotezu iz 
1968. godine u vezi s dualom prostora snabdevenog striktnom 
topologijom, koja do sada nije bila dokazana i pored napora 

Collinsa i njegovih uCenika. 

Glava 4 se sastoji iz dva paragrafa. U prvom paragrafu 

su dokazana neka tvrdjenja u vezi sa dobrom sme5teno66u pot-

prostora prostora s topologijom generalisane induktivne gra-

nice, a koja su bolja od niza rezultata, ranije dokazanih za 

obi6nu induktivnu granicu.Ovde su data pobolj5anja i (ili) 

pro5irenja nekih tvrdjenja koja nisu u vezi sa induktivnim 

granicama.Osnovna teorema ovog paragrafa, iz koje su izvede-
ni pomenuti rezultati, je teorema (4.1.2). 

U paragrafu 2. su jedno uop5tenje teoreme (4.1.2)i jedno 

tvrdjenje iz op5te topologije (lema (4.2.5)) iskori66eni za 

dobijenje nekoliko teorema o zatvorenom grafiku za s1u6aj ka-

da su oba prostora snabdevena topologijama generalisane induk-

tivne granice.Iz ovih teorema se dobijaju pobolj5anja nekoli-

ko McIntoshevih, Iyahenovih i Ruessovih teorema o zatvorenom 

grafiku (kod prvog od njih se ne radi o prostorima s topolo-
gijom generalisane induktivne granice!). 

U glavi 0 aijedan rezultat nije originalan. U ostelim 

glavama smatramo da su potpuno originalna ona tvrdjenja kod 

koji nije naveden autor.Kod rezultata koji predstavljaju pro-

6irenja, uop6tenja iii analogone poznatih rezultata je navede-
no u 6emu se sastoji razlika izmedju na5ih i poznatih 
ta. 
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VI 

U radu smo koriEtili standardne oznake i termine (jedi- 

no 6to umesto Bourbakijevog termina "prostor prebrojiv u bes-
konaCnostin koristimo termin "e-kompaktan prostor"). 

Na kraju se zahvaljujemo dr Branislavu Mirkovi6u na ko-

risnim sugestijama, kao i mr Draganu JankoviCu na korisnim 

informacijama iz op5te topologije (skrenuo nam je paZnju na 

(4.2.5) i na 6injenicu da se (3.4.4) u formalno slabijem ob-

liku mote naCi u (32)). 
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GLAVAO 

OSNOVNI POJMOVI I REZULTATI TEORIJE 

TOPOLOSKIH VEKTORSKIH PROSTORA 

jil v  Definicije topolo5kog vektorskog prostora, 

projektivne i induktivne granice 

(0.1.1)DEFINICIJA  Uredjen par (E,t), gde je E vektorski pros-

tor nad poljem 7K realnih iii kompleksnih brojeva, a t topo - 

logija na E, je topolo6ki vektorski prostor ako i samo ako su 

preslikavanja 
o 1 (x,y) 1-40x+y prostora E 2 u E 

2°  (k,x) 	prostora IKxE u E, 

neprekidna, ako je 1K snabdeven uobiCajenom topologijom. 

Ako je uslov 2 °  zamenjen uslovom: za svako k iz IK je pre-

slikavanje x 	kx, prostora E u E, neprekidno, onda je (E,t) 

topolo5ka vektorska grupa. 

oesto demo umesto (E,t) pisati E(t) ili E t  i govoridemo da 

je prostor E snabdeven topologijom t. 

( o .1. 2)DEFINICIJA Neka je E vektorski prostor nad 1 i A c: E. 

(a)Skup A je uravnoteZen ako i samo ako iz xeA i 

sledi kx4:A. 

(b)Skup A guta skup Bc E ako i samo ako postoji r 7 o 

tako da je kBc: A za svako k takvo da je 04 tichs r. 
(c)Skup A je gutaludi u E ako i samo ako on guta svako 

x 4; E. 
(d)Skup A je konveksan ako i samo ako iz r,so,r+s= 1, 

x,yE A sledi rx+s3rF.A. 
(e)Skup A je apsolutno konveksan ako i samo ako je on 
konveksan i uravnoteen. 

(f)Apsolutno konveksan omotaC skupa A je najmanji apso-

lutno konveksan skup koji sadr sii A; oznaka je 
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(0.1.3)TEOREMA Vektorski prostor E nad poljem ]K, s topologi - 

jom t je topolo5ki vektorski prostor ako i samo ako on ima ba- 
zu (filtra) okolina nule 2/ takvu da: 

(a) svaki element iz 	je uravnoteZen, 

(b) svaki element iz 'U je gutaju6i u E, 
(c) za svako Ue21 postoji VE21 takvo da je V+VC.U. 

(o.1.4)DEFINICIJA Topolo5ki vektorski prostor (E,t) je lokalno  
konveksAn ako i samo ako on ima bazu okolina nule Ciji su svi 

elementi apsolutno konveksni skupovi. 

Ako je data familija lokalno konveksnih prostora, od nje 

se mogu konstruisati novi lokalno konveksni prostori: 

(0.1.5)DEFINICIJA Neka su E i Ea
(ac A) vektorski prostori nad 

poljem 1K, T4:EEa linearna preslikavanja i t a-lokalnolon-

veksna topologija na E a .Najslabija lokalno konveksna topolo - 

gija na E, za koju su neprekidna sva preslikavanja T a  je to-

pologija projektivne granice.OznaCava6emo je sa Pr(Ea ,t a ,Ta ). 

Ako je F vektorski potprostor prostora E(t) i i:F 
identiCko utapanje, onda je Pr(E,t,i) topologija na F, indu-

kovana topologijom t;ako su pa :rlEa--0.Ea (ta) projekcije, onda 

je Pr(Ea ,t a ,pa) topologija proizvoda na ri Ea . aeA 

(o.1.6)DEFINICIJA Neka su E i E a
(aE A) vektorski prostori nad 

poljem E linearna preslikavanja i ta-lokalnokon-

veksna topologija na E a .NajjaCa lokalno konveksna topologija 

na E za koju su sva preslikavanja Ta  neprekidna, je topologi-

ja induktivne granice.OznaCava6emo je sa Ind(E a ,t a ,T a ). 

Ako je F vektorski potprostor prostora n(t),q:E -4. E/F 

faktor-preslikavanje, onda je Ind(E,t,q) faktor-topologijana 

E/F ; ako je 	C) E algebarska suma i 	 injekcije , 

onda je E s topo
a
lo

A  
gijom Ind(Ea ,ta' ia

) topolo6ka suma famili-

je {Ea (t a ): a.E A). 

(0.1.7)TEOREMA Sa oznakama iz (o.1.6), uz uslovT (E ), c3A  a a 
familija skupova tipa 

r [U Ts. (Up )1 
aeA 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



gde je Ua  okolina nule u Ea (t a ), je baza okolina nule topolo-

logije Ind(Ea ,t a ,Ta ). 

Linearna preslikavanja; dualnost 

U celom radu demo, bez posebnog nagla5avanja, smatrati da 

su vektorski prostori E i F nad istim poljem skalara, kad god 

je reC o linearnom preslikavanju E-41 F. 

Neka je L(E,F) vektorski prostor svih neprekidnih linear- 
nih preslikavanja E 	gde su E i F lokalno konveksni pro- 

stori i neka je.76 familija apsolutno konveksnih skupova iz 

E s osobinom: za svako A, BE. 	postoji 	, AvEcC.Onda 

je familija svih skupova tipa L(A,U)=( TEL(E,F): T(A)c 

gde je AE. :4 i U apsolutno konveksna okolina nule u F, baza 

okolina nule topologije t, na L(E,F), s kojom je L(E,F) lo-

kalno konveksna grupa. 

(oo2.1)DEFINICIJA Topologija t 	je topologija of-konvergen- 

cije (ili topologija uniformne konvergencije na elementimaiz 

Topologija t 	je lokalno konveksna ako i samo ako je skup 

T(A) ograniCen za svako A E.7f i svako TEL(E,F), pri emu se 

ograni6en skup - definige na slede6i na6in: 

(0.2.2)DEFINICIJA Skup A iz E(t) je ograni6en  alco i samo ako 

ga guta svaka t--okolina nule. 

(o.2.3)DEFLNICIJA Skup Hc:L(E,F) je ekvineprekidan ako i sa-
mo ako za svaku okolinu nule V iz F postoji okolina nule 

iz E, takva da je T(U)c V za svako TE H. 

(0.2.4)DEPINICIJA  Neka su E,F vektorski prostori i b biline-

aran funkcional na ExF koji ima slede6e osobine: 

(a) ako je b(x,y)=o za svako yEF, onda je x=o, 

(b) ako je b(x,y)=o za svako xE E, onda je y=o. 
Trojka (E,F,b) je dualni sistem ( ili dualnost).Funkciona1 b 
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4 

6emo ozna6avati sa < , >, a trojku (E,F,b)- sa <E,F>. 

(o.2.5)0zNAKE Neka je E(t) lokalno konveksan prostor. 

(a) ER  je vektorski prostor svih linearnih funkcionala 

na E; 

(b) (E,t) 4  je vektorski prostor svih sekvencijalno ne-

prekidnih linearnih funkcionala na E; 

(c) (E,t)' je vektorski prostor svih neprekidnih line-

arnih funkcionala na E. 

Ako je 	 f(x), gde je fEE31  (resp. f E (E,t) -1-  fe 

E (E, t r ) , onda je <E ,ER  ( re sp . < E ,E 4-> ,E,E0>) dualnost 

(ako je t Hausdorffova-. topologija, 6to 6emo uvek pretpostavlja-

ti kada je reC o poslednje dve dualnosti). 

(o.2.6)DEFINICIJA Slaba topologija 6(E,F) za dualnost<E,F> 

je najslabija lokalno konveksna topologija na E za koju su 

sva preslikavanja x 1---"<x,y> neprekidna. 

(0.2.7)TEOREMA Ako je <E,F> dualnost, onda je (E,6(E,F))'.F. 

Iz (o.2.7) sledi da je 6(E,F) topologija uniformne kon-

vergencije na apsolutno konveksnim omotaCima kona6nih podsku- 

pova prostora F. 

(o.2.8)DEFINICIJA Neka je <;E,F> dualnost. 

(a) Mackeyeva topologija nE,F) je toplogija uniform-

ne konvergencije na svim apsolutno konveksnim 

61(E,F)-kompaktnim skupovima iz F. 

(b) Topologija 2,;(E;E) je topologija uniformne kon - 

vergencije na svim kompaktnim skupovima iz E(t). 

(c) Jaka topologija /3(E,F) je topologija uniformne 
konvergencije na svim 61F,E)-ograni6enim skupo - 

vima iz F. 

(d) Topologija /YE (E,F) je topologija uniformne kon-

vergencije na svim ((F,E)-ograni6enim skupovima 

iz F. 

	  Neka je 	dualnost. 
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(a) Polara skupa ACE je skup A ° :=4fE F: 1<x,f>141,xeAl. 

(b) Bipolara  skupa AGE je skup A °° :.{xE E: 

fA°1. 

(0.2.1o)TEOREMA Neka je <E,F> dualnost i neka su Ai ,A,B pod-

skupovi iz E. Tada: 

(a) A° 13 ° , ako Ac, B 
o -lA,  

(b) (rA)°= 
r 	ako 1.‘]K i rho 

(c) cuA.)0.ne 
(d) (rAA, 	A )° . ( 	1' ) ako su A. 6'(E,F)- zatvoreni i 

apsolutno konveksni 

(e) A°°.F(A) 6.6" 

(f) U°  je 61F,E)- kompaktan skup za svaku okolinu nu-

le U iz E. 

(o.2.11)TEOREMA Neka je <E,F> dualnost. Bazu okolina nile 

topologije t 	F, uniformne konvergencije na elementima AE 
E.76 1 ACE, tine skupovi rA ° , r> o. 

(0.2.12)TEOREMA Neka je <E,F> dualnost i neka je t lokalno 

konveksna topologija na E. 
(a) (E,t)'=F ako i samo ako je 6(E,F)$ t < Z.7 .(E,F). 
(b) Ako je A konveksan skup iz E, onda je -An4 =-A-6"( 'r)  
(c) Svaki 6'(E,F)- ograniCen skup je 25(E,F)-ograniCen. 

(o.2.13)DEPINICIJA Neka su E i F vektordd prostori i T:E--;•11 

 linearno preslikavanje. Preslikavanje T31 :FNm , definisano 
sa <T(x), 	x,TI(y)› , gde je xe E, yQ FN  je a1gebarski  

konjugovano  preslikavanje preslikavanju T, a ako je T * (FN )C:E7 

onda je TN  (topolo6ki) konjugovano;  konjugovano preslikavanje 

6emo oznaCavati sa T: 

(o.2.14)DEFINICIJA Linearno preslikavanje T:E 	je slabo  

neprekidno  ako i slmo ako je ono neprekidno  kad su prostori E 

i F snabdeveni slabim topologijama. 

(o.2.15)TEOREMA  

(a) Linearno preslikavanje je slabo neprekidno ako 
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samo ako je njemu konjugovano preslikavanje slabo 

neprekidno. 

(b)Neka je linearno preslikavanje T:E 	AC E i BC 

F. Tada: 

1) (T(A)) ° .(T') -1  (A° ) 

2) Iz T(A)C: B sledi T • (Bo) c Ao 

3) U 2) vaZi i obrat ako su A i B slabo zatvoreni 

apsolutno konveksni skupovi. 

/3. Neke klase lokalno konveksnih prostora 

( .3.1)DEFINICIJA Neka je (E,t) lokalno konveksan prostor 

(a) E je ba6vast (resp. kvazi-ba6vast)ako i samo akoje 
svaki CE;E)-ograniCen (resp. ((E;E)-ograniCen) 

skup iz E' ekvineprekidan. 

(b) E je prebrojivo ba6vast (resp. prebrojivo kvazi-
-ba6vast ) ako i samo ako je svaki 6%E;E)-ograni-

Cen (resp. (3(E;E)-ograni6en) skup iz E; koji je 
prebrojiva unija ekvineprekidnih skupova, ekvine - 

prekidan. 

(c) E je 6-baCvast (resp. 6'-kvazi-baCvast) ako i sa-

mo ako je svaki 6(E;E)-ograniCen (resp. /(E;E)- 

ograniCen) niz iz E' ekvineprekidan. 

(d) E je sekvencijalno ba6vast ako i samo ako je svaki 

6(E;E)-nula-niz iz E' ekvineprekidan. 

(o.3.2)DEFINICIJA Neka je (E,t) lokalno konveksan prostor. 

(a) E je (F)-prostor ako i samo ako je on metrizabilan 

kompletan. 

(b) E je Baireov ako i samo ako je svaki neprazan otvo-

ren skup iz E druge kategorije u E. 

(c) E je (LF)-prostor ako i samo ako je on induktivna 

granica niza (F)-prostora. 

(d) E je strog (LF)-prostor ako i samo ako je on induk-

tivna granica niza {(En ,tn ) : 	(F)-prostora 

takvih da je EnC En+1'
E. UEn 

 i tn+1 tEn=tn neN  
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(e) E je ultrabornolo6ki  ako i samo ako je on induk-

tivna granica familije Banachovih prostora. 

(f) E je (DF)-prostor  ako i samo ako je on prebrojivo 

ba6vast i ima niz ograniCenih skupova, takav da 

je svaki ograni6en skup sadran u nekom Clanu ni-

za. 

(0.3.3)DEFINICIJA  Neka je (E,t) lokalno konveksan prostor. 

(a) E je B-kompletan ako i samo ako je svaki vektorski 

potprostor Qc:E' 6'(E E)-zatvoren, Cim su preseci 

Qn A 6(E;E)-zatvoreni za svaki ekvineprekidan 
skup A. 

(b) E je Br-kompletan  ako i samo ako uslov iz (a) va-

i uz dopunsku pretpostavku: Q je 54(E,'E)-gustuE: 

(c) E je Cr-prostor  ako i samo ako uslov iz (a) vaH 

za potprostore Q kao u (b), uz dopunsku pretpostav- 

ku: skupovi A su 6'(E;E)-ograni6eni. 

(0,3.4)DEFINICIJA  Neka je (E,t) lokalno konveksan prostor.On 

je prostor  s mreom  ako i samo ako postoje skupovi e, 	C: 

CE (k,ni,G7N), takvi da je: 

(a) E. U en  
111 ,1 	1 act 

(b) e n .• •n. =Li en ...n 1 	k 	1 	ki-1 
(c) za svakinstuai niz prirodnih brojeva (k i ) pos - 

toji niz (rn ) nenegativnih realnih brojeva, od 

kojih samo kona6no mnogo njih moe biti jednako 

null, tako da red 3S s.x;  konvergira u E za sve 

	

1,4 	u. 

	

S E CO , 	i sve x1 E en ..n, 	• xi  

j4. Teoreme o zatvorenom grafiku 

(o.4.1)TEOREMA Neka su E i F lokalno konveksni prostori i 

	

neka linearno preslikavanje T:E 	ima zatvoren grafik. 
(a) (Banach) Ako su E i F (F)-prostori, onda je T ne- 

prekidno. 
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(b) (Dieudonne, Schwartz) Ako su E i F strogi (LF)- 

-prostori, onda je T neprekidno. 

(c) (K3the) Ako su E i F (LF)-prostori, onda je T ne-

prekidno. 

(d) (Grothendieck) Ako je E ultrabornolo5ki, a F (LF)- 

-prostor, onda je T neprekidno. 

(e) (Ptak) Ako je E ba6vastp a F Br-kompletan, onda 

je T neprekidno. 

(f) (Robertson, Robertson) Ako je E induktivna grani-
ca Baireovih prostora, a F induktivna granica B- 

-kompletnih prostora Ind(Fn ,tnI Tn )takvih da je 6.0 
F. L.) T (F ), onda je T neprekidno. 

n n ' 

(0.4.2)TEOREYA (Mahowald) Ako je svako linearno preslikavanje 

s zatvorenim grafikom lokalno konveksnog prostora E u svaki 

Banachov prostor neprekidno, onda je prostor E ba6vast. 

(0.4.3)TEOREMA (De Wilde) Ako je E induktivna granica Baireo-

vih prostora, F prostor s mreZom i T:E 	linearno preslika- 

vanje s zatvorenim grafikom, onda je T neprekidno. 

(o.4.4)TEOREMt (Kalton) Za lokalno konveksan prostor E su sle-

de6a tvrdjenja ekvivalentna (ako je E Mackeyev): 

(a) Dual E' je 6(E;E)-sekvencijalno kompletan. 

(b) Za svaki separabilan Br-kompletan prostor F, svako 

linearno preslikavanje iz E u F s zatvorenim gra-

fikom je 	neprekidno. 

(c) Svako linearno preslikavanje iz E u c o s zatvorenim 

grafikom je 	neprekidno. 

(0.4.5)TEOREMA (McIntosh) Neka su E i F lokalno konveksni pre-

stori,Tlinearno preslikavanje iz E u F s zatvorenim grafikom. 

Tada je T neprekidno ako je E Mackeyev i ako je ispunjen je-

dan od slede6ih uslova: 

(i) E je ba6vast, a F je C r-prostor. 

(ii) E'je 6(E;E)-kompletan. 

(iii)E' je Z:(E;E)-sekvencijalno kompletan, a F'je 

C- (F;F)-metrizabilan. 
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(iv)E je ultrabornoloSki, a F zadovoljava jedan od 

slede6jh uslova: 1) F je C r-prostor; 2) F je Su-

slinov prostor; 3) F je induktivna granica niza 
B-kompletnih prostora, Ind(Fn ,tn ,Tn ), takvih da 
je F= LJ T (F )• 

1,=-1 	n 	n 
(v) E je sekvencijalno kompletan, E' je /(E;E)-kom-

pletan, a F je semirefleksivan prostor i zadovo-

ijava jedan od uslova iz (iv). 

(vi)E je sekvencijalno kompletan, (E;t) je kvazi-kom-

pletan za neku lokalno konveksnu topologiju t za 

koju je 	t,(3(E,'E), a F je semirefleksi - 
van Cr-prostor. 

(vii)E je sekvencijalno kompletan, (E;t) je sekven - 
cijalno kompletan u nekoj topologiji t koja je 

kao u (vi), a F je semirefleksivan prostor Ciji 
je dual F'/5(F:F)-metrizabilan. 

(viii)F je 6(F,F')-kompletan. 

Sve ove teoreme se mogu na6i u K6theovoj knjizi (44),II. 
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GLAVA 1 

TOPOLOGIJA GENERALISANE INDUKTIVNE 

GRANICE 

U ovoj glavi su dati: definicija, osnovne osobine (potreb-

ne za dalji rad) i primeri prostora s topologijom generalisa- 

ne induktivne granice. 
Sva tvrdjenja koja su data bez dokaza su poznata.Tvrdje-

nja koja su data s dokazom su ili nova, ili su uop5tenja po-

znatih (ako se radi o uop5tenju, to je napomenuto). 

/1. Definicija i osnovne osobine 

Topologiju generalisane induktivne granice je definisao 

i ispitivao Garling u radu (3o), imajuCi (oCigledno) kao ins-

piraciju radove Wi*egera (81),(82),Istine radi, treba re6i 
da je specijalan, ali veoma vaIan, tip generalisanih induk - 

tivnih granica istovremeno prou6avao i Persson u radu (63) 
(takodje pod uticajem pomenutih Wiwegerovih radova). 

(1.1.1)DEFINICIJA  Neka su E i Ea (a EA) vektorski prostorinad 

poljem skalara IK, neka su S aC Ea  apsolutno konveksni skupo-

vi, ta
-lokalno konveksne topologije na E a i j a :Ea--irE linear-

na preslikavanja. Topologija generalisane induktivne granice  

na E (definisana familijom {(E a ,S a ,t a ,j a ): a6 je najja6a 

lokalno konveksna topologija na E za koju su sve restrikci-

je j aS a  neprekidne. 

Iz definicije neposredno sledi(Oarling (3o),str. 1): 

(1.1.2)TEOREMA Neka je vektorski prostor E snabdeven topolo-
gijom generalisane induktivne granice,dpfinisane familijom 

{ (E a' S a' t a' j a ) 	i neka je F lokalno konveksan prostor. 
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11 

Linearno preslikavanje T iz E u F je neprekidno ako i sarno 

ako su restrikcije Tj aISa t a-neprekidne za svako 

(1.1.3)PRIMEDBA Topologija generalisane induktivne granice se 

uvek mote realizovati tako da je S ac E , da su t o  lokalno kon-

veksne topologije na span S a  i da su j a  identi6ka utapanja 

span S a--,E.DokaHmo prvo da se umesto Ea  mote u definiciji 

uzeti span S a
: neka je Fespan S a , sa  =t a  IFa 	a i j"=j a  IF a .Kako 

su 	i sa ,t a  jednaki na s a , to su topologije generalisa- 
ne induktivne granice,definisane familijama i(E a ,S at t a ,j a ):aE 

	

i {(Fa ,Sa ,s a ,*: a 	, jednake, a to je i trebalo do- 
kazati.Neka je sada G a=Fa/j;,  -1 (o) i neka je j;.=ka g p  kanon - 

sko razlaganje preslikavanja j' 
q a 	k a 	

a  
F---+ G 	a 	E E. a 

Ako sa a  ozna6imo faktor-topologiju na G a , a s a  a s" njenu 
sliku na ka(Ga)' onda iz (1.1.2) i injektivnosti preslikava-
nja ka  sledi da su topologije generalisane induktivne grani-
ce, definisane familijama f(F a ,S a,s a a ,j") : a6 A3 i f(ka (Ga ) ' 
j a (Sa ),q ,ia ) : e.e A 	gde je i s  identi6ko utapanje 
identi6ne. 

U daljem 6emo uvek pretpostavljati da su S a  G E, da su 
t o lokalno konveksne topologije na E a=span Sa' kao i da su 
la  identi6ka utapanja  Ea  —s E, a topologiju generalisaneinduk-
tivne granice, definisanu familijom  {(Ea ,Sa ,t a ,j a ) : 	A/ 
ozna6ava6emo sa  g(t a ,Sa ,a4e A), iii kra6e- sa g, ako ne posto-
ji mogu6nost konfuzije. 

Kao 6to smo videli, u6injena pretpostavka ne smanjuje 
op6tost.Garling u pomenutom radu nije uveo ovu pretpostavku; 
on je, pored pretpostavke da su j a  injekcije, imao u vidu 
slede6e tri pretpostavke: UacA  j a  (S a ) je gutaju6i skup u E; za 
svako a,1:),  E A postoji c E A, takvo da je j a (S a )+4(S t )C. j c (S c ); 
ako je j a (Sa )cj b (S ia ), onda je preslikavanje 

(j
b
ISb)-1(j

a
IS a ) : S a--P S

b 

neprekidno.Prva od ove tri pretpostavke, kao 6to 6e se vide- 
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I2 

ti, je u veeem broju tvrdjenja bitna, dok ostale dire nisu. 

Veza izmedju "obiOne" induktivne granice i generalisane 

induktivne granice data je u teoremi koja sledi, a koja je uz 

jade pretpostavke (maloe'as navedene) dokazana u (3o).Pre nego 

6to formuli:iemo teoremu, primetimo da se ze svako fiksirano 

a E-A na Ea  mote definisati topologija generalisane induktiv-

ne granice ga= g(t a ,kS 	) . 

(1.1.4)TEOREMA Topologija g jednaka je topologiji t "obi6ne" 

induktivne granice prostora (E a ,ga ). 

DOKAZ Neka je i:E(t) --?E(g) identiCko preslikavanje. 

Ono je neprekidno ako i samo ako su restrikcijei(E a ga-nep-

rekidne za svako aE A, odnosno ako i samo ako su restrikcije 

iikSa t a
-neprekidne za svako kG 3N ,aE A, zbog (1.1.2).Ako je 

P g-okolina nule, onda iz definicije topologije g sledi da 

postoje t a-okoline nule Ua , takve da je Ua rl S ac k 1 

Onda je i(kqi1 kS a ).kUkan kS ac P, tj. restrikcije ilkS a  su t a. 
-neprekidne za svako kEIN ,e.E A.Dakle, i je neprekidno pres-

likavanje, pa je t g. 
Neka je sada j:E(g) --;PE(t) identi6ko preslikavanje.Zbog 

(1.1.2), ono je neprekidno ako i samo ako su restrikcije 	S a 

 ta -neprekidne za svako ac A.Ako je Q t-okolina nule, onda po-

stoje ga-okoline nule Va  , takve da je Vac, Q za svako  aG• A. 

Kako su Va ga-okoline nule, to postoje t a-okoline nule W a ,za 

koje je War\a  Va, aE  A.Onda je J' riS a 	a )=Vi rIS 	ac.Q, pa 
a 	a  

su restrikcije j(S a  t a-neprekidne.Zbog toga je g.> t. 

Primetimo da je na5 dokaz jednostavniji i kraCi od doka-

ze. u (3o). 

Sada nam je cilj da opi5emo g -okoline nule.Za to Ce nam 

trebati Lemma 1. i Lemma 2. iz (67), koje dajemo u objedinje-

Lom obliku: 

(1.1.5)LEMA Neka je (A n ) rastuCi niz apsolutno konveksnih 

podskupova lokalno konveksnog prostora X(s) Cija je unija gu-

taju6a u X i koji ima osobinu: za svako p,gETiv postoji rElid 

takvo da je A +A ‹:A r .Tada svaka od familija skupova tipa 
P q 

( u, 
hat " 
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r1.4 

coo 
n 	(Ti +A ) n n ) , 

1 3 

gde je (r,) niz realnih brojeva, cp3 
takav da ie :5--;Irn'  = 00 t-  

Un fl(un  +T n ), 
0  

Cini bazu okolina nule topologije g(s,An ,nIN) (Un  su s-oko-

line nule). 

(1.1.6)TEOREMA Ako je U S a  gutajudi skup u E, onda 
svaka od 

a ,s4  
familija skupova tipa 

- co 
7-  r (UK  n kS 

a 
)1 a a680- 

,gde su (r i) ) nizovi realnih 

	

L 	Czf 	 ) 
brojeva: 	(ra 	= UO za aE A 

F- Vnil(Uki-kS '51 , 

	

ar:A 	K,. 1  a 	a 

:,:A U?,i)? k  (U+kil ) 	gde je sa 7 ozna6eno t a-za- 

	

[ 	
a 

1 a 	- Kal a 
tvorenje skupa B, 

Cini bazu g-okolina nule (U k  su t a-okoline nule, k=o,1,...). a 
DOKAZ  s obzirom na (1.1.4), svaka g-okolina nule je 

tipa 1:646y.a , gde su Va  ga-okoline nule, a kako za svako fik-

sirano a€ A, niz Ar =nSa  zadovoljava uslove leme (1.1.5), to 
je dokaz zavr6en. 

(1.1.7)POSLEDICA ( (3o),Prop.4) Ako je US
a 
 gutaju6a u E,on- 

a6t, 
da je 	 a 

g(t a ,S a' aEA)=g(t a' 8 a' aEA), a 
gde je sa S a ozna5eno t a-zatvorenje skupa S a . 

(1.1.8)POSLEDICA Neka je LIS gutajuCa u E.Apsolutno konvek-

san skup P je g-okolina nule ako i samo ako je za svako aE A 

i svako 1c3/1 skup PilkS a  t a-okolina nule u kS a . 

(1.1.9)PRIMEDBA Ako se u (1.1.8) uslov da je aU S a  gutaju6i 

skup zameni uslovom:P je gutaju6i skup, onda tvrdjenje iz 

(1.1.8) ostaje ta6no, 6to siedi iz (1.1.4) i (1.1.5). 

U (1.1.7) smo videli da se topologija g ne menja ako se 
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skupovi Sa  zamene svojim zatvorenjirna.Sada demo videti da se 

ona ne menja ni kada se skupovi S a  zamene skupovima r aS a : 

(1.1.10 )TEOREMA  Neka su raE 	, 	za svako a E A. Tada je 

g(t a ,Sa ,aE A)=g(t a ,raS a ,aE A). 

DOKAZ  Cy'znaeimo topologiju g( ta'raSa'aE  A) sa g'.Neka 

je P apsolutno konveksna g-okolina nule.Onda je i r -63: 1 P g-oko-
lina nule, pa iz (1.1.9) sledi da postoje ta 

	 a -okoline nule Uk  
- 

takve da je Ukra ikSa  C ra
1  Pr\ kS a za svako aE A i svako kE.1C.0- 

datle dobijarno: 

P n kra  S a  =ra  (r
-IP( kS a )'D r a  (U

kn kS a  )=ra  U
kr% kraS a• 

Iz (1.1.9) sledi da je P g'-okolina nule, pa je g 4. g: 

Neka je sada Q apsolutno konveksna g'-okolina nule.Iz 

(1.1.9) sledi da za svako a EA i svako kEIT postoje t
a 
 -okoli-

ne nule Va  takve da je Vak  n kraSa  C Q n kraS a . Onda je 

1 ra  Vak  n kS a  C ra1 Q n kS ac Q n kS a  (zbog 

pa je Q g-okolina nule, tj. g 	g: 

Pre nego eto predjemo na osobine generalisanih induktiv-

nih granica tipa g(t,S a ,a E A), navedimo tvrdjenje koje nepo-

sredno sledi iz definicije: 

(1.1.11) TEOREMA  Za svako 8.EA i svako ke2I je g(kS a  t ai kS a . 

Ako je E(t) lokalno konveksan prostor i S aC E apsolut -

no konveksni skupovi, onda se na E mo te definisati topologi-

ja generalisane induktivne granice g(t,S a ,s.E A), koja je in-

teresantna zbog (1.1.4).Njene najva'inije osobine su date u 

ledeCoj teoremi, koja je za slu'eaj A= 	dokazana u (67): 

(1.1.12)TEOREMA Neka je E(t) lokalno konveksan prostor i g t = 

=g(t,S a ,a.A). Tada: 

(a) t 	gt  
(b) ti kS a=gt t kS a  za svako a E. A i svako kE7N 

(c) gt  je najja.Ca lokalno konveksna topologija na 

E koja ima osobinu (b). 
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DOKAZ (a) Ako je U apsolutno konveksna okolina nule u 

topol.ogij i t, onda je za svako aE A, kEAN skup U r\ kSa  t-oko-

lina nule u kS a , pa iz (1.1.9) sledi da je U -okolina nule. 

(b) Sledi iz (a) i (1.1.11). 

(c)ieka je g'lokalno konveksna topologijanaE sa osobi-

nom (b) i neka je P g'-okolina nule.Zbog (b) je skup P/1 kS a  

t-okolina nule u kSa' - pa iz (1.1.9) sledi da je P -okolina 

nule, tj. 	gt. 

U slu6aju kada je {S a :E3.6 Al familija svih t-ograniCenih 

skupova, topologiju g t  Collins u radu (13) naziva striktnom 
(mi Cemo ovaj naziv koristiti u drugom smislu), ako je pome- 
nuta familija podfamilija familije svih ograni6enih skupova, 

onda je gt  Perssonova meSovita topologija. Ako je {S n :nG1) 

fundamentalan niz familije svih ograni6enih skupova, ako su 

Sn  zatvoreni_ i Sn+8nC:Sn+1 , onda je g Cooperova me6ovita 

topologija. 

Bi6e nam potreban i jedan rezultat u vezi s dualom pro-

stora snabdevenog topologijom g.Uvedimo prvo pojam dopustive 

familije: 

(1.1.13)DEFINICIJA Familija ‘.7a apsolutno konveksnih podsku-

pova vektorskog prostora E je dopustiva  ako i sarno ako ima 

slede6e osobine: 

1) (AB: BEs3 
2) za svako A I BEZ postoji CE 	takvo da jeAuBc.C. 

Lako se vidi da familija -CS a :aE 	apsolutno konveksnih 
konveksnih skupova s osobinama: US 	je gutaju6a, za svako a6A a 
a,be A postoji c GA takvo da je S aUSb C Sc  , generi6e fami-
liju 	{kS a'A , kE3N ) , koja je dopustiva.Ako je E(t) lokal- 

no konveksan prostor, onda je njegov dual E; snabdeven topo-
logijom uniformne konvergencije na elementima dopustive fami-
lije, lokalno konveksna grupa ; ona je Hausdorffova, ako je 

E Hausdorffov prostor. 
Uop6tavaju6i poznatu Grothendieckovu kompletizacionu 

teoremu, Roelcke je dokazao da 
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(1.1.14)TEOREMA ( (68),Thm.5) Neka je E(t) lokalno konveksan 

prostori (Sa :aE AJ familija apsolutno konveksnih podskupova 

iz E, takva da je a z_,J4 Sa  gutajuaa u E i takva da za svako a,be 

CA postoji c A za koje je S a LiSbC S c .Ako je g t.g(t,S al aE A), 

onda je dual (E,g t )', s topologijom uniformne konvergencije 

na elementima familije {kSa :aEA,kcali -t, kompletna lokalno 

konveksna grupa i dual (E,t)' je gust u (E,g t )'.Ako je, jog, 

A=IN, onda je (E,g t )' metrizabilan u pomenutoj topologiji. 

012. Primeri 

Ovde demo dati najvaInije primere prostora snabdevenih 

topologijom generalisane induktivne granice. 

(1.2.1)SAKSOVI PROSTORI  Zbog potreba teorije matri6ne zbir - 

ljivosti, Orlicz je u radu (58) definisao Saksove prostore : 

neka je X vektorski prostor s dve norme u U,!! §N .JediniCna 

kugla Xeix: n x114 	s metrikom koju indukuje norma 	e 
je Saksov prostor  ako i samo ako je ona kompletna u pomenu - 

toj metrici.Saksovi prostori su ispitivani u nizu radova:(46), 

(47),(48),(58)-(62). 
Osnovni nedostatak definicije Saksovog prostora je taj 

gto Saksov prostor nije vektorski.Taj nedostatak je ispravio 

Wiweger u radovima (81),(82) definigu6i na X tzv. megovitu 

topologiju, koja je u opgtem slu6aju vektorska, tako da su 
neprekidni operatori i konvergentni nizovi isti i u megovitoj 

topologiji i u topologiji Saksovog prostora.nwegerova mego-
vita topologija (u ovom sluCaju) nije nigta drugo, ve6 topo-
logija g(t,nX s ,nCiN), gde je t lokalno konveksna topologija 

indukovana normom 11 Q. 
hi demo pod Saksovim prostorom podrazumevati ceo prostor 

X, snabdeven Wiwegerovom megovitom topologijoM. 

(1.2.2)DVO-1cORMIRANI PROSTORI  Dvo-normirane prostore je de - 

finisao Alexiewicz u radu (2) linearizujuai Saksove  prostore 
i generaliguai Lebesgueovu teoremu o dominantnoj konvergen 

ciji:neka je X vektorski prostor s dve normell 11,11 	takve 
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da je g x11 5E4 g x U  za svako xE X; uredjena troika (X,I( (W( A N ) 
je dvo-normiran prostor.0 njemu se definige konvergencija ni-

zova na sledea na6in: niz (xn ) r-konvergira ka x ako i samo 

ako je sup Hxnn<co i gxn-xPi --so.Dvo-normirani prostori, s 

opisanom konvergencijom, su prouCavani u ( 2 ) - ( 6 ),(73),(74),(8 7 ). 
U skoro svim navedenim radovima su posmatrani kvazi-normalni 

dvo-normirani prostori, tj. oni kod kojih je jediniCna kugla 

11.4x: 11)(041/ t-zatvorena, gde je t topologija generisana nor-

mom 11 4R .0 tom slu6aju su konvergentni nizovi i neprekidna 

linearna preslikavanja isti i u smislu e-konvergencije i u 

smislu Wiwegerove me5ovite topologije ((82),Thm.2.6.1.), koja 

nije ni_5ta drugo do g(t,nB,n]N)-..- 

(1.2.3)STRIKTNE TOPOLOGIJE Neka je X kompletno regularan Haus-

dorffov topolosaki prostor i & saturirana familija zatvorenih 
podskupova prostora X (6to anaa da je U{S:Sey• =X i da je 
familija Se zatvorena u odnosu na kona6ne unije).Ozna5imo sa 
C b (X) prostor svih ograniaenih neprekidnih preslikavanja X u 

IK, sa B zatvorenu jedini6nu kuglu u normi11±1 .suplf(x)I i 
xex 

sa ps  prednorme na C b (X), definisane sa : p s (f).,salf(xl.Stri- 
ktna topologija /65, na C b (X) je , po definiciji, topologija 
g(t 5,,nB,nE]N), gde je typ lokalno konveksna topologija gene-
risana familijom prednormi .{p s :SE 	((16),str. 78). 

Striktnu topologiju su skoro istovremeno definisali i 

prouCavali Buck u (11), Malik u (52) i Le Cam u (49) za slu-
Caj kada je X lokalno kompaktan prostor, a 5° =-X familija 

svih kompaktnih podskupova.Prva dvojica su striktnu topologi-
ju definisali familijom prednormi, dok ju je Le Cam definisao 
kao najjaCu lokalno konveksnu topologiju na C b (X) koja se po-

klapa sa kompaktno-otvorenom topologijom na kugli B. Sam ter-
min (striktna topologija) je uveo Buck, dok je identiCnost 
Buckove i Le Camove topologije (tj. topologije /x) dokaza-
na u (15),(22),(29).(u su6tini, to je jo5 dokazano u (82)). 

Pomenuta familija prednormi je ph(f)== If(x)h(x)I , gde jeh 
neprekidna funkcija koja teii nuli u beskOna6nosti, tj. za 
svako r) o je skup .fx:h(x) r) kompaktan. 

Jedan od najvanijih razloga za prouCavanje striktnih 
topologija je Cinjenica da je prostor svih ograni6enih Rado- 
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novih mera na X jednak dualu prostora (C
b (X),/; Dc ), 6to je za 

lokalno kompaktan prostor X dokazao Buck u (11), a za op5ti 

sluCaj- Fremlin,Garling,haydon u (29),Hofmann-Jr6rgensen u (35), 
Sentilles u (75).Ovo omoguauje da se teoriji mere na komplet-

no regularnim prostorima pridje na na6in razli6it od onog ko-

ji je dat u Bourbaki (lo). 
S take gledi6ta teorije mere je interesantna i genera-

lisana striktna topologija, koju je uveo Mosiman u radu (56) 

u op5tem obliku, dok su ranije Sentilles u (75) i Wheeler u 

(79) posmatrali neke specijalne, ali va'zine, slu6ajeve. 

Neka je flbX Stone-Cechova kompaktifikacija kompletno 

regularnog Hausdorffovog prostora X i neka je 5fc:XfiSXN.X), 

gde je W(76X`.X) familija svih kompaktnih podskupova pros-

tora AX\X.Generalisana striktna topologija 	na Cb (X) 

je, po definiciji, (obiCna) induktivna granica prostora 

C b (AX\ K) 	, snabdevenih Buckovom striktnom topologijom, 
b 

pri emu je izvr6ena identifikacija prostora , (/5X ■ K),KELe , 

i C b (X) (tu identifikaciju ostvaruje preslikavanje definisa-

no sa TK (f).f1X,fEC
b (5X', K) ).Ako sa BK oznaCimo zatvorenu 

jediniCnu kuglu prostora C b (IISX\K) u sup-normi, a sa t K  kom- 

paktno-otvorenu topologiju na C
b (AX\K), onda je g(tK ,nBK ,n6X) 

Buckova striktna topologija na C b (73X\K), pa iz (1.1.4) sle-

di da je (6c, =g(t K ,By ,K G. 	), tj. /sge  je topologija gene- 
ralisane induktivne granice. 

Na prostorima 	 i H°° (U) se, takodje, mogu defi- 

nisati striktne topologije ( (16),(11)).Striktna topologija 

na H°1° (U) ima dobre osobine u vezi sa seoarabilno56u, glavnim 

i maksimalnim idealima ((11),(16)). 
Idteratura u vezi sa striktnim topologijama je veoma bo-

gata- videti ekspozitorni Clanak Collinsa (13) i Cooperovu 

knjigu (16). 

(1.2.4)TOP0L0GIJA E-c (E'E) Ako je E kompletan lokalno konvek-

san prostor, onda je najja6a lokalno konveksna topologija na 
E' koja se poklapa sa er(E;E) na ekvineprekidnim skupovima 
jednaka topologiji c(E;E) , pa iz (1.1.12) sled! da je 

( E ; E ) g( 6. (E;E),U a° ,A), gde je {1.1 a :e.EA baza okolina 

rule 	E ( (3o),Example B). 
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(1.2.5) (DF)-PROSTORI  Ako je Fr  (Dl)-prostor i (Bn ) fundamen-

talari niz familije ograni6enih skupova, onda je t=g(t,Bn ,n04). 

Op6tije, ako je Et  b-prostor (ili b - baCvast, k - baCvast) u 

smislu (57), onda je t=g(t,B,13 - c-S ), gde je 	odgovaraju- 

Ca familija cgrani6enih skupova (ovo sledi iz (1.1.12)). 

(1.2.6)GROMENDIECKOVA KOMPLETIZACIJA  Ako je E t  lokalno kon-

veksan prostor 	dopustiva familija ograniCenih skupova 

iz E, onda je dual (E,g(t,B,BG,'?>))'kompletizacija prostora 

E' u topologiji uniformne konvergencije na elementima iz 	. 
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G . L A V A 	2 

TEOREYE 0 ZATVORENOM GRAFIKU I OTVORENOM 

PRESLIKAVANJU ZA (GLF)-PROSTORE 

Kao 6to je u naslovu reCeno, glavna terra ove glave su teo-

reme o zatvorenom grafiku i otvorenom preslikavanju za (GLF)- 

prostore, koji predstavljaju specijalan tip prostora snabde 

venih topologijom generalisane induktivne granice.Klasa (GLF)- 

-prostora sadri sve (LF)-prostore (i predstavlja prirodnuge-

neralizaciju poslednjih-otuda i naziv), all sadri4A i prostore 

koji nisu 6ak ni prebrojivo ba6vasti (dok su (LF)-prostori ne 

samo prebrojivo ba6vasti, ve6 i baCvasti), tako da dobijene 

teoreme o zatvorenom grafiku i otvorenom preslikavanju imaju 

veCu moguCnost primene od odgovaraju6ih teorema za (LF)-pros-

tore.Jedna takva primena je data u f4.Tu su dokazana neka tvr-

djenja u vezi s prostorima koji imaju fundamentalan niz neke 

familije ograniCenin skupova.Pored ostalog, to je dat primer 

metrizabilnog prostora s fundamentalnim nizom familije Bana - 

chovih diskova koji nije  normabilan, kao i kriterijum za egzi-

stenciju fundamentalnog niza familije svih ograniCenih skupova. 

01. Definicija i neke osobine (GLF)-prostora 

Kao 6to je ve6 pomenuto, (GLF)-prostor je prirodna gene-

ralizacija ( F)-prostora: 

(2.1.1)DEFIkICIJA  Lokalno konveksan prostor E(t) je (GLF)-pros-

tor ako i samo ako postoje apsolutno konveksni skupovi S ncE 

i lokalno konveksne topologije s n  na En=span Sn ,takve da su 

ispunjeni slede6i uslovi: 

1) skup US je gutajuai u E; n 
2) za svako n61N je sku pseudometrizabilan i komple- 

tan u topologiji siS • n' 
3) t---,;(s n ,'.-3 r1 ,n MT). 
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kdz {(Sntsn):nei,j je definicioni  niz topologije t, a topolo-

gija t je (GLF)-topologija.  

Vani primeri (GLF)-prostora su: 

(2.1.2)PRIMERI 

(a) Svaki (LP)-prostor (a samim tim i svaki strog (LF)- 

prostor i svaki (P)-prostor) je (GLF)-prostor.Obr-

nuto ne mora biti taCno-videti (2.1.3). 

(b) Svaki Saksov prostor je (GLF)-prostor. 

(c) Svaki r-kompletan kvazi-normalan dvo-normiran pro-

star je (GLF)-prostor. 

Sada Cemo dati primer (GLF)-prostora koji nije (LF)-pro-

stor.Primetimo da je svaki (LF)-prostor ba6vast, kao induktiv-

na granica ba6vastih prostora.Primer (GLF)-prostora koji da-

jemo je primer prostora koji nije 6ak ni prebrojivo kvazi-ba6- 

vast: 

(2.1.3)PRIMER Ako skup 1!I snabdemo diskretnom topologijom, on- 
. da je eCN)=1 	je lokalno kompaktan Hausdorffov prostor, 

pa se na 	mote definisati Buckova striktna topologija A5. 
=g(s,nB,ne14), gde je s topologija konvergencije taCka po ta6- 
ka(=kompaktno-otvorena topologija), a B zatvorena jediniCna 

kugla u sup-norrni na 1oO  .Prostor (1-°,ps) je separabilan (vi-
deti (16),str.156-157).Ako bi on bio prebrojivo kvazi-baCvast, 

cnda bi, zbog separabilnosti, bio i kvazi-ba6vast ((21),Cor.4a). 

Kugla B je p5-zatvorena i guta sve 13-ograni6ene skupove (5to 
sledi iz (67),Thm.4), pa bi ona bila 	 nule, 5to je 
nemogu6e.Zaista, iz 	 (videti (1.1.12)) i (67),Thm. 18 

bi onda sledilo da je topologija s jednaka sup-norma topolo-
giji. 

Jog jedna razlika izmedju (GLIO-prostora i (LF)-prosto-

ra sastoji se u slede6em: ako su {(S n ,sn ):n,1:1 i i(S 1,;,s t'l ):nE 
e2i). dva definiciona niza (GAF)-pr. ostora E(t),.onda ne mora-
12 za svako m61N da postoje takvi da je ccVS; (kod 
(LP)-prostora oni postoje). 
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(2.1.4 )PRIME Neka je {U n :n€ 	baza okolina nule metriza - 

bilnog lokalno konvek$nog prostora E i neka je 

da je E'(S )-Ind(Eijo ,u,), gde je E4o =span Un  i un  je Bana-

chova 
	 'n 

 topologija 6ija je jediniCna kugla U n° . dakle E '( q.:D) " 
je (GLF)-prostor s definicionim vizor: -{(E:o ,un  ) 	.5 ob- 

- un  

zirom na (1.1.12) je un iUrl=g(un ,ki.rn° ,k1,1)1Ur3.°  , pa je un=g(un , 

kUr°1 ,kEJt) (Sto sledi iz (67),Lemma 8),Iz toga i iz (1.1.4) 

sledi da je 	=g(un ,Un ,nE 1), pa je i 	 defini- 

cioni niz topologije /5, a uvek jeEdo 	U. n  

Izmedju (GLF)-prostora i (LF)-prostora postoji slede6a. 

veza: 

(2.1.5)TEOHEMA Ako je E(t) (GL's')-prostor, onda na E postoji 

lokalno konveksna topologija s, koja je topologija (obi6ne) 
induktivne granice niza pseudometrizabilnih kompletnih lokal-

no konveksnih prostora, takva da je t4 s.Ako je, jo5, E(t) 

Hausdorffov prostor, onda je E(s) (LP )-prostor. 

DOKAZ  Neka je {(5n ,sn ) :nE 141 definicioni niz topologi-

je t.Kako je topologija s.,,IS, pseudometrizabilna, to postoje Li 	:, 	 .k 
apsolutno konveksne s n-zatvorene sn-okoline nule Ij n , takve 

da je ./U knSn  :kEli} baza okolina nule topologije s n I S n . Neka n  ,k .k je 1,/ n=Un n 2 -1" :Sn• Skupovi V'k  su apsolutno konveksni , s n-zatvo- n 
reni, sn-kompletni i gutaju6i u E n=span Sn, 

pa su oni baza 

okolina nule neke lokalno konveksne topologije t o  na En  koja 

je pseudometrizabilna.Kako je s n  4 to  i kako su skupovi Vn
k   sn - 

-zatvoreni i s n-ko..npletni, to je topologija t ry kompletna ((34), 

Chap.2,Prop.36).Skup Sn  je tn-okolina nule, pa je t n=g(t n ,k5 n , 

kEli) ((67),Lemma 8).iz s n  4. t o  sledi g(s n ,k5 r ,k3I)., g(t 

kSn' k El)=t b .Stavimo s=Ind(E t ) Tada je, zbog (1.1.4) i i.,, 	n 	. 	. 	, 

prethodnog: 

s '?.,. Ind(En ,g(sn ,k5 1 ,k61i),n)=g(s n ,2n ,nel,1)=t 

i dokaz prvog dela je zavr6en. 

Ako je E(t) job i Hausdorffov, onda iz t 1Sn e-. s n l Sn  sle-

di da je topologija s 1 S takodje Hausdorffova, pa je i to  ta-n n 
kva, 5to je i trebalo dokazati. 

Koiiibinuju6i (2.1.5) sa (2o),IV.5.1 i IV.4.6, dobijamo: 
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(2.1.6)TEOREMA Ako je E(t) hausdorffov (GLF)-prostor, ondaje 
on prostor s mreiom. 

12. Nasledne osobine (GLF)-prostora 

Nasledne osobine (GLF)-prostora nas jedino interesuju s 

gledi6ta teorema o zatvorenom grafiku .1 otvorenom preslika.- 

vanju.Zbog toga nas ne6e interesovati da li je, recimo, pot-

prostor (GLF)-prostora takodje (GLF)-prostor, ve6 6e nas in- 

teresovati da li na potprostoru (GLF)-prostora postoji (GLF)- 

-topologija koja je ja6a od originalne.Veza izmedju ovakvih 

naslednih osobina i teoreme o zatvorenom grafiku (analognoje 
za teoremu o otvorenom preslikavanju) vidi se iz sledeCeg: 

ako preslikavanje T:F(s) --).E(t) ima zatvoren grafik i akoje 
t' topologija na E, ja6a od t, onda je grafik preslikavanja 

T zatvoren i u F(s)XE(t').Ako je preslikavanje T:P(s) --)E(V) 
neprekidno, onda je i T:F(s) --1•E(t) neprekidno. 

Ovde je dokazano da na potprostoru, faktor-prostoru,pre-

brojivoj sumi i prebrojivoj (obi6noj) induktivnoj granici 
(GLF)-prostora postoje (GLF)-topologije koje su jade od ori-
ginalne i dokazano je da to nije sluCaj sa prebrojivim proiz- 
vodom. 

(2.2.1)TVRWENJE ieka je F vektorski potprostor prostora E, 
snabdevenog topologijom g=g(s a ,S a ,a4:A).Tadg je 

gIF 	g(ta ,Sa n F,aiA), 
gde je tesa lF /1 span S a . 

DOKAZ Na jednostavan naCin sledi iz (1.1.8). 

U (2.2.1) mote da stoji stroga nejednakost Cak i kada je 
g stroga (LF)-topologija (videti (33)), ili kada je g Wiwege- 

rova me6ovita topologija e-kompletnog kvazi-normalnog dvo-
-normiranog prostora (videti (3) 111 (74)).0 pomenutim sluCa-
jevima je A.M. 

( 2 .2.2)POSLEDICA Ako je E(t) (GLF) -prostor i F njegov sekven-
cijalno zatvoren vektorski potprostor, onda na F postoji (GLF)- 
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takva da je tiF 	s. -topology ija s, 

DOKAZ Dovoljno je u (2.2.1) staviti s=g( t n  , S r  rl }1 ,nETN) 

Dokaimo jo6 jedan zanimljiv rezultat u vezi s potpros-

torima (GLF)-prostora: 

( 2. 2 . 3 )TVRDJENJE  Neka je F vektorski potprostor, najviSe pre-
broj ive kodimenzije , lokalno konveksnog prostora E ( t ) .Ako je 

F ( t ) (GLF)-prostor, onda na E postoji ( GLF)-topologij a s 7e; t 

za koju je 
DOKAZ Neka je sn ) 	]N} definicioni niz topolo- 

gije tl F i neka je {x k  :kE 1•; i G 1N1 kobaza potprostora F.Stavi-

mo da je Snk=Sn+ r*.( , 	 Tri i 	.DokaZimo da je ,  
unija skupova Sn,k gutajua u E.Iz x 477 E sledi da postoje f 

EF , p E I I 1 i skalari r i  takvi da je x=f+r, xi  +...+r 
P 
 x 
P
.Iz fEkSm 

( za neko 	i iz 	 E ( Irll +. 	+ irD ) ) 	, 

x 	sledi de. je 	 +17rA Sm,p , '6 -to je i trebalo 

dokazati. 

Na spanfxl , 	postoji jedinstvena Hausdorffova to- 

pologija- neka je to ek  .Na span S nC) span {xi  , 	posmatra- .2 
mo lokalno konveksnu topologijusn,k=s rldek.Kako je topolo-

gija sn 1Sn seudometrizabilna, a e k 
metrizabilna, to je i to-

pologija s 	1Sseudometrizabilna ( jer je prostor spanS,C) n, k n , k - p  
Q  spanAxl , . ,xk  i zomorf an pro s t oru span ,S 1 K span 	, 	, 

Skup Sn  je sn-kompletan, skup r{x, , 	,xkl je e k-kompletan, 

pa je skup Sn k sn, k
komple t an . Prema tome, (S n , k ' s n ,k ) n 	

, 

k el; 33 je definicioni niz za neku ( GLF)-topologiju s na E. 

DokaZimo da je s> t.Neka je V proizvoljna apsolutno kon-

veksna t-okolina nule Tada je V F t1F-okolina nule , pa je 

Un n mS n c: 2 -1 V n mS za neke s -okoline nule U m  (m ET) i pos-
toje %I E. IN takvi da jeBk

i m , , xklc. 2 -1  WI m(-{x1,..,.m(-{x1,..,. 
 

x k l , gde je Bk  zatvorena jedini6na kugla normabilne topologi-

j e e k .Onda je (U+q -1 B. ) msn k CI V n n mS_ 	tj . V je s-oko- 
n m k  

lira nule, pa je s 't. 

Joy treba dokazati da je s IF= t± F . I z S n k r) F=S n,) 
L., A 1 

Sn OF=s n i S n  i ( 2. 2.1) sledi : 

s-n k' 	k,n61Nr,k6,D')IF4g(sn' S n' nED1)=t1F. 
1 	"  
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Iz ovoga i iz s;pt sledi da je sIF=tIF. 

Primenom Otheove teoreme o zatvorenom grafiku za (LP)- 

-prostore, iz prethodnog tvrdjenja se mote dobiti elede6e : 

ako je F sekvencijalno zatvoren vektorski potprostor (LF)- 

-prostora E i ako je F najvise prebrojive 	 onda 

je F (LF)-prostor. 

(2.2.4)TVRDJENJE Ako je E(t) (GLF)-prostor, a F njegcv vek-
torski potprostor, onda na E/F postoji (GLF)-topologija ja-

Ca od originalne faktor-topologije. 
DOKAZ  Topologija s iz (2.1.5) je (GLP)-topologija, pa 

njena faktor-topologija ima osobine koje su navedene u formu-

laciji, eta sledi iz (2.1.5), karakterizacije faktor-topolo-
gije (obiCne) induktivne granice (videti (23),Exc.6.2o) i Ci-

njenice da je slika pseudometrizabilnog i kompletnog prosto- 

ra prostor istog tipa, ako je preslikavanje neprekidno i ot-
voreno. 

U prethodnom tvrdjenju mo t e da stoji stroga nejednakost 
oak i kada je E strog (LF)-prostor (Grothendieck (33)). 

Paktor -topologija je induktivna topologija s definicio-
nim preslikavanjem koje nije injektivno; za induktivne topo- 

logije sa injektivnim definicionim preslikavanjima vai: 

(2.2.5)TVRDJENJE Neka su En (tn ) (GLF)-prostori, E vektorski 
prostor i E.

n 'Tada je Ind(En ,tn' nIN) (GLF) -topologija 
na E, tj. induktivna granica (GLF)-prostora koji pokrivaju E 
je (GLF)-prostor. 

Ovo tvrdjenje je direktna posledica op6tijeg: 

(2.2.6)TEOREMA Neka Ea (ae A) vektorski potprostori vektorskog 
prostora E i neka je svaki Ea  snabdeven topologijom ga.g(4, 
St,bBa ).Tada je 

ind(Ea ,ga ,a A)=g(sab ,sZ,a € A, b e_Ba ) • 
DOKAZ Zbog (1.1.4) je 

g(s,S a  a E A, b EBa )=Ind(spanS 40 ,E(sF0',kS ab ,k-e11),a4A, be-3k ' 
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KoriiiCenjem osobine tranzitivnosti (obi6ne) induktivne gra-

nice((34),str.137) i (1.1.4), dobijamo: 

Ind(span S ab ,g(s ba ,kS ab ,keli) 

Ind(E a ,Ind(span.S ab ,g(sab ,kS ab ,kE-IN),bEBa ),aE-  A) 

a a 
=Ind(Ea ,g(s b' 5 0' b‹.n:- Ba ),aE;_J?) 

.Ind(Ea' ga'
aEl. ) 

6to je i trebalo dokazati. 

Sada 6emo dokazati neka tvrdjenja u vezi s proizvodom 

(GLY)-prostora.Dokaimo prvo jedan negativan rezultat: 

(2.2.7)TIIRDJENJE  Na prebrojivom proizvodu (OLF)-prostora ne 

mora da postoji (GLF)-topologija koja je jaCa od topologije 

proizvoda. 

DOKAZ  U (65) je dckazano da je prostor distribucija D" 

zatvoren potprostor prebrojivog proizvoda (LF)-prostora, a 

samim tim i (GLF)-prostora.Ako bi na tom proizvodu postojala 

(GLF)-topologija koja je jaCa od topologije proizvoda, onda 

[ bi, zbog (2.2.2), na D" postojala (GLF)-topologija, ja6a od 

indukovane, pa bi iz (2.1.5) siedilo da se D' mole prekriti 

prebrojivom unijom (F)-prostora, 6to nije taCno- videti (65). 

Za dokaz nekih nozitivnih rezultata o proizvodu (GLF)- 

-nrostora potrebna nam je slede6a lema: 

(2.2.8)LEMA e,'/,.a su E 6 
 (a.E A) vektorski prostori, X ac_E a i X=-  

=Ea  za a A If EL. , ... , a 
P 

 "4. Ako o E X ^  za a E {a l , ... , a pb onda 

fl r x, c ( p+1 ) c.  ( nX ) . 
aEA - 	 AEA a 

DOKAZ  Ako je xE n rx
2 / 

onda je x= (xa ' ) gde je xa E ..'..a 
1 1 	na  na 	 1 	1  na  

za a9Qa1 ,...,a 01 i x a=rp xa+...-1-re  xa  ,xa 	Xa ,lra l+...4-ira  k 

1 za aE{al ,...,ap i.Neka je y=(y), gde je y a=xa  za a (4 

1 	
41- 14. ..,api ; neka je z i.(u1), , o 

za alt{al ,...,a 1 i ul.x . 	za a.E.8_,1 ,...,a .;,i=1,...,na .Ta- 
l') 	Pi 	 P 

da je 	 nas 
(p+1) -- x=(p+1  	- ;pia )-' r - 	EF (n Ya ) 

a; i 
Er./ 
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4 '24 

jer je yE n )(a , z iE n xa  i (p+1) -1+Z (p+1) -11r • 1(p+1) -1 + 
d 1t 
 aj,- 

+p(p+1)-1=1 i dokaz je zavr6en. 

(2.2.9)TVRDJENJE KonaCan proizvod (GLF)-prostora je (GLF) - 

prostor. 

Kako je proizvod konaCno mnogo kompletnih pseudometriza-

bilnih ravnornernih prostora prostor istog tipa, to (2.2.9) 

sledi iz: 

(2.2.1o)TEOREMA Deka je E.F1E 4 	neka je svaki E i  snabdeven 
l4  

topologijom gi=g(sa ,Sai  ,aE k), pri emu je skup aeA 
a 

U S i guta- 

jai u E i ,i=1,...,n.Tada je 
41. 

 sal ,

• 	tu 	
) e]Nn ,(a.)Ei An ). 11‘"1 gi=g( 11 	k i S1 , (k4  

i41 	- 	c.i 1.11 	 j' 

DOKAZ Neka je P apsolutno konveksna 

le.Tada postoje apsolutno konveksne gi1-okoline nule P., tak-

ve da je n Pi 	zbog (1.1.9), postoje si  -okoline nu- 
oi 1 	 ai 

le Ua
i,k4 
 - sa osobinom: 	 * Ui ' kir) k .S C: P.3.  Onda je ai 	a  

rt • 
P n-D 

	

P•n (u
i 

 9
kir\  k.Sa 	- 	a 'k in kk.S , a. . a 

pa je, zbog (1.1.9), P okolina nule u topologiji g (koja se 
nalazi na desnoj strani jednakosti koju dokazujemo).Samimtim 

m 
je Q gi  4 g. 

Neka je Q apsolutno konveksna g-okolina nule.Zbog (1.1.9) 
postoje sa 	nule Vi l ki '  takve da je ai 	 ai   

Q p  r-tv , i .---, 1 	1 	_ ntt i k 	. 
a 	(1 l' . ■ , :c i ,, a.  - 11 (v— k -1 	; 	i 

., 	i 	
a
i 	i  -r* k S`). 

,. i a 1 	--, 1 

Odatle sledi da je 

n r U Uc° 
kJ., i 	 ) C Q. (vilkin k.Si  )1 	

T% 	• 1 	
i 

U M via' ' 'cir)  kis . 4,1 a z  L. o, 	a 	i 	. j ai 	 ai Cai) 	(ki) 	i ,-..1 	i 

Iz ove inkluzije i leme (2.2.8) dobijamo da je: 

(n+1) F 	urp(vi,ki(,k.si)]  a,. 	ai 	Ei 	 Z=1 a,:eA 	ai 	Ei 

C(n+1 ) 	
" (x7 	k 

 • k• Si  511C (n+l)r{ (n+111[1: ( 11 ' 	1- a.- 1  `z" 	.aeA lei=t 

n 1 ca 4S aikc *U7 )(1 Vi alC 71.  n 
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c:(n+l)r- [(n+1) r(Q)] =(n+1) 2Q. 

Prema tome, postoji 	 nule (videti i (1.1.6)) 

koja je sadrana u (n+1)2 Q, pa je
1 	

je dokaz za- 
z31 

vr6en. 

oo 
Topolo6ka suma a+ En  je induktivna granica prostora (iE4, Ni 

pa iz (2.2.5) i (2.2.9) sledi: 

(2.2.11)TVRDJENJE Prebrojiva topolo6ka suma (GLF)-prostora 

je (GLF)-prostor. 

U vezi s (2.2.7) primetimo da se mote dokazati da na pre-

brojivom proizvodu (GLF)-prostora postoji (GLF)-topologija 

slabija od originalne.Dokaz je sli6an dokazu tvrdjenja (2.2.1o). 

jf3. Teoreme o zatvorenom grafiku i otvorenom 

preslikavanju 

Od fundamentalnog zna6aja za ovaj paragraf je teorema 

(2.1.5), jer ona omogu6uje da se teoreme o zatvorenom grafiku 

i otvorenom preslikavanju izvedu iz odgovarajuaih poznatih 

teorema. 

Svuda  Cemo sa G(T) ozna6avati grafik preslikavanja T. 

(2.3.1)TEOREMA Neka je vektorski prostor E anabdeven topolo-
gijom g=g(s a ,Sa ,aE A) , takvom da je za neko be A skup S b 

 pseudometrizabilan i kompletan u topologiji sb lSb ; neka je 

F(s) lokalno konveksan prostor i T:F 	--3>F linearna 

preslikavanja, pri emuje R sirjekcija.Tada: 
(a) Ako je g Hausdorffova topologija, G(T)(l (F)<S 10 ) 

zatvoren skup u F(s)›cS b (s b ) i ako za svaku apsolutno konveks-
nu s b-okolinu nule U postoji apsolutno konveksna okolina nule 

F V.0 F takva da je Vc T -1 (UnS b ), onda je preslikavanje T: 
F(s) --->E(g) neprekidno i F= T -1 (span Sb ). 

(b)- Ako je s Hausdorffova topologija, G(R) 	(s x11) 
zatvoren skup u S b (s b )>cP(s) i ako za svaku apsolutno kon- 
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veksnu s b-okolinu nule U postoji apsolutno konveksna okolina 

nule V u F takva da je Vc7R(UnS b ), onda je preslikavanje 

R:E(g) -÷111(s) otvoreno i F=R(span S b ). 

DOKAZ (a) Skup UnS b  je gutajuai u E b.span S b , pa je 
----- 

.Un(UnS b ).Onda je 

T
-1(= 	(Un S b ) U nT-1  (Un S b ) 

rl= I 	 h= 

pa je F=T-i (E b ) .Ako je 	Ulan S b :nE IN baza okolina nule to- 

pologije s b lS b , kao u dokazu (2.1.5), familija •Nn t"1 2 -nS b : 

nc]N} je baza okolina nule (F)-topologije t b  na Eb , koja je 

ja6a od s b , a samim tim i od giE b .Dokanmo sada da je G(T) 

zatvoren u F(s)X Eb (t b ).Neka je 	I) generalisan niz i 

(xi ,Txi ) 	(x,y) u topologiji s x t b .Iz definicije topolo - 

gije t b  sledi da za svako neTri postoji i nEI takvo da je Tx i - 

-yeUnr1 2 -nS b  za 	in.Takodje, postoji pETI; za koje je yE 

EPSb.Onda je Tx j.  y+Ui r\ 2 Sb  pSb+2 Sb ( (p+1)Sb  za. 

tj. (p+1) -1 Txi E Sb  za 

(p+1)-1Txi-(p+1)-ly E (p+1)-1(Unn 
2-nsb) (p _Fi) -iunc un  

za 	 siedi da je 

(p+1) -1Tx.E ((p+1) -1 y+1.1n )(1S b  za i> 	i ' -1' n* 
Kako i (p+1) -i xi—÷(124-1) -lx, to ((p+1) lxi ,(p+1) -1Txi ) 
--> ((p+1) -1x,(p+1)y) u prostoru F(i)x S b (s b ).Kako je skuo 
G(T)A(F)(S b ) zatvoren, to je (p+1) -1y.T((p+1) - x), tj. y. 
.T(x), 5to je i trebalo dokazati. 

Dalje, iz 

T -1 (Un t) 	 n  2-nS b ).2 -nT-1 ( -n- 2 U n s b )2-r1 V n , 

(kori6Cen je uslov VcT 1 (lir\S b )) sledi da je restrikcija 
preslikavanja T na T-1 (E

b ) skoro neprekidna, pa iz poznate 
teoreme o zatvorenom grafiku (videti (23),Thm. 6.4.2.1)) sle-
di da je T-1 (Eb )=F i da je preslikavanje T:F(s) --, E b (t b ) 
neprekidno.Kako je glE1, 4 t 6 , to je T i s-g-neprekidno. 

(b) Neka je Eb  kao u dokazu (a) i neka je Ri .RIEb .Skup 
G(R1 ) je zatvoren u E bXR,(E b ) (dokaz je analogan dokazu 
da je G(T) zatvoren- umesto Tx i  piS'emo x i ), pa je Ril (o)zat-
voren potprostor prostora Eb((44),S534.5.(7)), tj. E b/R1 1 (o) 
je (F)-prostor 	je pseudometrizabilan i kompletan).Presli- 

1131 OC) 
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kavanje R1  razlaZemo na slede6i na6in: 
R2 f 

E t--4° E b/R
11 (0)R1 (Eb ) ' 

gde je 
f faktor-preslikavanje.Grafik G(R 2 ) je zatvoren u 

1 
Eb

/R1 
(o)›(R1 (Eb) ((44), P 	 pa i preslikavanje F 4.5.(7)),

R2 1 

 ima zatvoren grafik u R1 (E.0 )x E b/R, 1  (o).Lako se dokazuje da 

je preslikavanje R -2-1  skoroneprekidn-c(dokaz kao za T u (a), uz 

kori5Cenje 6injenice da je R 2f.R1 ).Sem toga, prostor R l (E b )= 

.11(E10 ) je gust u F, zbog uslova Vcr.R(Uf1S 10 ) .Iz (23),Thm. 

6.4.2.b onda sledi da je R 2  neprekidno i da je R).F.Iz T b 
ovoga sledi da je R 2  otvoreno preslikavanje Eb/Ri  (o) na F , 

pa je R1  otvoreno preslikavanje E b  na F.dos treba dokazati 

da iz ovoga sledi da je R otvoreno preslikavanje.Akc je P 

ansolutno konveksna g-okolina nule, onda iz (1.1.9) sledi da 

postoji s b-okolina nule U, takva da je unsb . P.Onda je R(P)-) 

S b )=Ri  (Ur\ S b ), pa je R(P) okolina nule u F (R, je o-

tvoreno preslikavanje E b (t b ) na F).Time je teorema u potpu - Li 	U 

nosti dokazara. 

Iz prethodne teoreme mo1emo dobiti teoreme o zatvorenom 

grafiku i otvorenom preslikavanju za (GLF)-prostore (one su 

se mogle dobiti iz De Wildove teoreme o zatvorenom grafiku, 

uzimajuai u obzir (2.1.6)): 

(2.3.2)TEOREMA Neka je E(g) (GLF)-prostor s definicionim ni-

zom , F(s) induktivna granica Baireovih (resp. 

pseudometrizabilnih i kompletnih) lokalno konveksnih prosto-

ra i neka su T:F , R:E lincarna preslikavanja, pri 

emu je R sirjekcija.Tada vane slede6a tvrdjenja: 

(a) Ako je g Hausdorffcva topologija i G(T) zatvoren 

(resp. sekvencijalno zatvoren), onda je T neprekidno. 

(b) Ako je s Hausdorffova topologija i G(R) zatvoren 

(resp. sekvencijalno zatvoren), onda je R otvoreno. 

DOKAZ Dokaz 6emo dati za sluCaj kada je y, induktivna 
granica Baireovih prostora; dokaz za drugi slu6aj je, prakti-
Cno, isti. 

(a) Neka je 	induktivna granica prostora F i (t i ),iE I, 
s definicionim preslikavanjima f.: 3_F. --oF.Preslikavanje T je 
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neprekidno ako i sarno ako su preslikavanja Ti i  neprekidna zR 

svako it I. 
Lako se dokazuje da je G(Tf i ) zatvoren u F ix E.Iz 

onda sledi da je skup G(Tf i )(1(Fi) Sn ) zatvoren u 

F (t)xS(s) za svako /1 :Ei, pa je ispunjen prvi uslov iz 
n n 

 

(2.3.1)(a).Sada 6emo dokazati da je ispunjen i drugi uslov. 

ileka je 	 baza okolina nule topologije s n pn .Skup 

Us je gutajuai u E, pa je 
nut 

. 

F .(Tfi ) -1 (E) . U p(Tfi 	n  ) -1 (U1 11 S n ) 

Prostor i 
je Baireov, pa je skup p11 	m (Tf.) -1 (Ul rISJ druge ka-

teg orije u Fi  za neke p1 ,ni IV. Iz 

p l (Tfi ) -11  (Um n S

m 

 ) C V  p(Tfi ) -1  (U1211 1)Em ) 

21  
sledi da je skup p 2 (Tfi ) -1  (Ur (1Sm ) druge kategorije u F i  za 

neko p 2 611.NastaIljVu6i induktivno ovaj proces, dobijamo 

skupove p k (Tfi ) (UW1Sm ) koji su druge kategorije u F i , pa 

postoje xk E pk (Tfi ) 1 (11(1Sm ) -  i apsolutno konveksne okoline 

nu•e Vk  iz F, takve da je 

C p k (Tf i ,) -1 (ck  r■ S) , k=1, 2 , 

Onda je 

2 11k= Xk+Vk 	Xk+Vk 	2Pk 	if 
Wm I

" 
 LJni  ) 

pa iz (2.3.1)(a) sledi da je Tf i  neprekidno i da je F i .(Tc) 1 

(span Sm ).Time je dokaz ovog dela teoreme zavrgen. 
(b) Neka je H.E/R -1 (o),f:E -,PH faktor-preslikavanje i 

R.Rl f kanonsko razlaganje.Kako je G(R) zatvoren u ExF, to je 
G(R1 ) zatvoren u H>01 , pa je i G(R 1 1 ) zatvoren u 	H.Prostor 

 H je Hausdorffov, jer je potprostor R -1  (o) zatvoren u E ((44), 
'34.5.(7)), p a  iz (2.2.4) sledi da postoji Hausdorffova (Gi)- 

-topologija g' na H, ja6a od originalne, a samim tim je 

zatvoren u F>cii(g'),Iz (a) sledi" je R 1 1  :F 	 nepre- 
kidno, pa je takvo i 	 tj. R1  je otvoreno.Samimtim 
je i R otvoreno preslikavanje. 

Primetimo da iz neprekidnosti preslikavanja R 11,  -.), H( r;) 
i iz kraja dokaza tvrdjenja (a) sledi da za svako iE I pos-
toji mETiv , takvo da je Fi.fIl (R(span Sm )) .Na taj nasein, us-
put je dokazano i sledeCe: 
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(2.3.3)TVRN ENJE  

(a) Neka su E,F i T kao u (2.3.2)(a) i neka su 

definiciona preslikavanja.:ada za svako E I postoji 
1 

takvo da je 	 (span Sm ). 

(b) Neka su E,F i R kao u (2,3.2)(b) i. neka je f i  kao 

pod (a).Tada 
za svako ic I postoji mE TJ, takvo da je Fi . 

=f71 (R(span Sm ))• 

Prethodno tvrdjenje irna zanimljivu posledicu (uporediti 

sa (2.1.4)): 

(2.3.4)POSLEDICA Neka su E(t) i F(s) (GLF)-prostori s defi-

nicionlm nizovima {(S n ,sn):neil i 	 redom, i 

neka su T:F 	i 	linearna preslikavanja, pri cemu 

je R sirjekcija.Tada vale slede6a tvrdjenja: 

(a) Ako je t Hausdorffova topologija i G(T) sekvenci-

jalno zatvoren, onda za svako pON postoji 	takvo da je 

T(span yc:span S q . 

(b) Ako je s Hausdorffova topologija i G(R) sekvenci-

jalno zatvoren, onda za svako p 14 postoji a 1', takvo da je 

span S'c:R(span S ). 

(c) Ako je t Hausdorffova topologija i E(t)=F(s), on-

da za svako 	postoje p,(141N, takvi da je span S nc span SP 

c span S . 

DOKAZ  (a) Neka je Fn=span Sn snabdeven topologijom t n , 

opisanom u dokazu teoreme (2.1.5) i neka je F(s') induktivna 

granica prostora Fn (tn ) sa identi6kim utapanjima 

Prostori n (tn ) su pseudometrizabilni i kompletni i 

iz (2.3.3)(a) sledi da za svako p4,I1 postoji (14B, takvo da 

je span S' =(Tf ) -1 (span S ).Kako je f (span S')=span S' to P' 
iz prethodnog sledi da je T(span S')c span S q . 

(b) AnalOgno dokazu pod (a). 

(c) Dobija se primenom tvrdjenja (a) i (b) na identi6- 

ko preslikavanje E(t)--*E(t). 

(2.3.5)PRTMEDBA Preslikavanje T (resp, R) iz (2.3.4) ne mora 
biti neprekidno (resp. otvoreno).Zaista, ako bi svako svako 

linearno preslikavanje s zatvorenim grafikom iz nekog (GLP)- 
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-prostora F u svaki (GLF)-prostor bilo neprekidno, onda bi, s 

obzirom na Cinjenicu da je svaki Banachov prostor istovreme-

no i (GLF)-prostor, iz Mahowaldove teoreme sledilo da je F 

baCvast prostor, 5to ne mora biti taCno (primer (2.1.3)).(Ana-

logno za R, prelaskom na faktor-prostor, ako se uzme u obzir 

da se u Mahowaldovoj teoremi mote pretpostaviti da su presli-

kavanja injektivna, 9to sledi iz dokaza Mahowaldove teoreme, 

datog u (80).) 

S obzirom na to da su Saksovi i dvo-noimirani prostori 

vaZni primeri (GLF)-prostora, od interesa je i slede6a teore- 
ma o zatvorenorn grafiku i otvorenom preslikavanju: 

(2.3.6)TEOREMA Neka (GLF)-prostor E(g) ima definicioni niz 
takav da je za neko 	skup Sp  gutajuai u 

E, neka je F(s) baCvast prostor i T:F 	 linearna 
preslikavanja, pri emu je R sirjekcija.Tada vane slede6a tvr-
djenja: 

(a) Ako je g Hausdorffova topologija i G(T) zatvoren, 
onda je T neprekidno. 

(b) Ako je s Hausdorffova topologija i G(R) zatvoren, 
onda je R otvoreno. 

DOKAZ (a) Za svaku apsolutno konveksnu okolinu nule U 
topologije s je skup U(1S

p gutaju,6i u E, pa je skup 

T-1 (Uns ) baCva, tj. okolina nule u F.Tvrdjenje onda sledi 
iz (2.3.1)(a), jer je G(T)R (F? S p ) zatvoren u F(s)X S 

P 
 (s 

P
). 

(b) Dokaz je analogan dokazu pod (a). 

Kod prethodnih teorema o otvorenom preslikavanju figuri-
ge pretpostavka da je preslikavanje R sirjekcija.Ta pretpos-
tavka se mote donekle oslabiti: 

(a.3.7)TEOREMA Neka je E(g) (GLF)-prostor, F(s) Hausdorffova 
induktivna granica Baireovih lokalno konveksnih prostora(resp. 
(F) -prostora) i neka je R:E 	F linearno preslikavanje.Ako 
je G(R) zatvoren (resp. sekvencijalno zatvoren) i ako R(E) 
ima algeberski komplement H na kome postoji (CLF)-topologija 
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sjsCa - oa sfH, onda je R otvoreno preslikavanje, R(E) i H 
Si ,  , 
su zStvoreni i topoloki komplementarni u F i pri tome je 

Dokaz ove teoreme je isti kao dokaz op6tije De Wildeove 

teoreme (videti (44), Sf35.5.(1)), pa ga ne dajemo. 

Ako je H(s i ) prostor najvi6e prebrojive dimenzije, snab-

deven najja6om lokalno konveksnom topologijom, onda je on izo-

morfan topolo5koj sumi 	Y (card I.dim H), pa je on (GLF)- 

-prostor(zbog (2.2.9), Odnosno (2.2.11)).Uzimaju6i ovo u ob-

zir, iz prethodne teoreme dobijamo: 

(2.3.8)POSLEDICA Neka su E(g) i F(s) kao u (2.3.7),R:E 

linearno preslikavanje s zatvorenim (resp.sekvencijalno zat-
vorenim) grafikom.Ako je R(E) najvi5e prebrojive kodimenzije 
u F, onda je R otvoreno preslikavanje, R(E) je zatvoren, sva-

ki algebarski komplement H za R(E) je topoloki komplement i 
stH je najja6a lokalno konveksna topologija na H. 

(2.3.9)PRIMEDBA Ako su E i F kao u (2.3.6), onda tvrdjenja 

(2.3.7) i (2.3.8) ostaju taCna (i isto se dokazuju). 

(2.3.1o)PRIMEDBA Iz dokaza tvrdjenja (2.3.2)-(2.3.4),(2.3.7) 
i (2.3.8) se vidi da se umesto zatvorenosti G(T) (resp. G(R)) 

mo'ie uzeti bitno slabija pretpostavka: za svako nEIN je skup 
G(T)!1 (Fx Sn ) (resp. G(R)n(S nX F)) zatvoren u F(s)X Sn (sn ) 
(resp. u Sn (sn )XF(s)). 

Vratimo se sada tvrdjenju (2.3.3)(a) i dokaimo da vaii 
jaCe tvrdjenje: 

(2.3.11)TEOREMA Neka je E(g) Hausdorffov (GLF)-prostor s defi- 
nicionim nizom 	 F(s) Baireov lokalno konveksan 
prostor (resp. pseudometrizabilan i kompletan) i T:F 	li- 
nearno preslikavanje s zatvorenim grafikom (resp. sekvencijal-
no zatvorenim grafikom).Tada postoji pEIN takav da za svaku 
sp-okolinu nule U postoji s-okolina nule V za koju je T(V)C 
CU n .Specijalno, Dostoji s-okolina nule V za koju jeVcS . 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



35 

DOKAZ U dokazu (2.3.2)(a) je dokazano da postoji 0€ 
takvo da za svaku sp-okolinu nule U postoji s-okolina nu-

W za koju je W T-1 (Uns ) 9  a iz dokaza (2.3.1)(a) sledi 

a onda postoji s-okolina nule V za koju je VC T-1 (U n Sp ). 

Da bismo dokazali analogon prethodne teoreme, trebaCe 

nam pojam c-regularnosti: 

(2.3.12)DEFINICIJA Lokalno konveksan prostor E(g),g=g(s a ,Sa ,aEA), 
je c-re ularan ako i samo ako za svaki g-konvergentan niz 

(xn ) postoji b 4A i pc1 tako da je niz (xn ) s b-konvergentan 

ixn :nEJN)CpS b . 

(2.3.13)TEOREMA Neka je vektorski prostor E snabdeven top.olo-

gijom g=g(sn ,Sn ,nElN), neka je F(s) metrizabilan lokalno kon-

veksan prostor i T:F 	neprekidno linearno preslikavanje. 

Ako je E c-regularan, onda postoji pEIN, takvo da za svaku 

s -okolinu nule U postoji s-okolina nule V za koju je T(V)C 

cUrlS .Specijalno, postoji s-okolina nule V za koju je T(V)cS . 

DOKAZ  Za dokaz nam je potrebna slede6a Grothendieck- 
,7" 

ova lema ((33),Lemme 7): neka je X filter s prebrojivom bazom 
na skupu X i neka je (g n ) niz filtera na X; ako svaki niz 
iz X koji konvergira po 	konvergira i po nekom g-n , onda 

filter kg majorira bar jedan od filtera Fn . 
Neka je {Vk :kEIN} baza okolina nule u F(s);Onda je 

T(Vk ):1(6211 prebrojiva baza filtera- oznaCimo ga sa 
neka je

m,n filter Cija je baza sastavljena od sku-
pova tipa 	, mSn   gde U prolazi bazom sn-okolina nule.Ako 
niz (yn ) konvergira po filteru „1-c"--- ,onda je on slika nula-ni-
za iz F, pa iz neprekidnosti preslikavanja T sledi da (yn ) 
g-konvergira nuli.Prostor F je c-regularan, pa postoje j,kE 
EJN takvi da je kyn :n€1NCjSk  i niz (yn ) sk-konvergira nuli, 
ti. (y n ) konvergira po filteru g=": k  .Iz citirane Grothendi- 

p, 
j, 

eckove lame onda sledi da postoje 	ciE]N, takvi da filter g- 
majorira filter

P,c1' tj, za svaku s D  -okolinu nule U posto-ji sokolina nule Vk, takva da je T(V )c:ungs .0datle je 
T(qlVk)cq-lUnS 	UrIS i dokaz je zavr6en.' 
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Prethodnu teoremu je, za slaaj obi6ne induktivne gra 

-nice, dokazao Floret u (26) (Satz 4.2), a dati dokaz je po - 

boljganje Floretovog dokaza. 

Primena na prostore s fundamentalnim nizom 

ograni6enih skupova 

Ovde demo dati primene nekih rezultata prethodnog para-

grafa.Precizirajmo prvo 5ta demo podrazumevati pod fundamen-

talnim nizom neke familije ograni6enih skupova: 

(2.4.1)DEFINICIJA  Neka je 	neka familija ogranidenih sku- 
pova lokalno konveksnog prostora E.Ako postoje B nekS 

takvi da za svako BE,JS postoje p,qEDI za koje je Bc:c1B p ,on-

da je familija 4Bn :nelij fundamentalan  niz familije 

Ako je B apsolutno konveksan ograni6en podskup iz E(t), 

onda na EB=span B postoji normabilna topologija t B ; norma je 

funkcional Minkowskiog skupa B.0 slu6aju kada je EB  Banachov 
prostor (u topologiji t B ), skup B zovemo Banachov  disk.Oznake 
EBi tB demo koristiti u preostalom delu paragrafa. 

(2.4.2)TVRDJENJE Neka je E(s) Baireov lokalno konveksan Haus-

dorffov prostor na kome postoji (GLF)-topologija g(s n ,Sn ,nal"). 
=g, takva da je s iSn 4 sn I Sn (nE21) i da su skupovi S n  s-ogra-

ni6eni (resp. s-kompaktni).Tada je E(s) normiran (rasp. kona6- 

nodimenzionalan) prostor. 

DOKAZ Iz pretpostavki sledi da je s g(s,S n ,nQIN)4.:: 
g(sn ,Sn ,n4N), pa identidko preslikavanje T:E(s)--wE(g) 

ima zatvoren grafik.Iz (2.3.11) sledi da za neko 1)-31T postoji 
s-okolina nule V, takva da je V=T(V)CS

P 
 .Onda je V s-ograni- 

6ena (resp. s-kompaktna) okolina nule, pa je E normiran (resp. 
kona6nodimenzionalan) prostor po teoremi Kolmogorova (resp. 
Banacha). 

(2 .4.3)POSLEDICA Ako Baireov lokalno konveksan Hausdorffov 
prostor E(s) ima fundamentalan niz familije svih Banachovih 
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diskova, onda je on Banachov prostor. 

DOKAZ i;eka je 	 fundamentalan niz.Skupovi 

(=zatvorenje skupa Bn  u topologiji t n  ) su s-ograniCeni, 
'n 

[Br; i . 	 je (GLF)-tcpologija, pa iz 
'n 	 'n 

(2.4.2) siedi da je E normiran prostor.tavie, neko B' je 

s-okolina nule, pa je s=t B 	tj. E je Banachov prostor. 
p 

(2.4.4)POSLEDICA Beskona6nodimenzionalan Baireov lokalno kon- 

veksan Hausdorffov prostor ne mole imati niz kompaktnih apso-

lutno konveksnih skupova Cija je unija gutajuCa u F. 

DOKAZ  Analogno prethodnom. 

Posledica (2.4.3) je paralelna sa Statement 2. iz (54) i 

Cor. 2 iz (55). 
Ako u (2.4.4) kompaktnost zamenimo slabom kompaktno6Cu, 

onda dobijamo: 

(2.4.5)POSLEDICA Ako je E(s) Baireov lokalno konveksan Haus-

dorffov prostor koji ima niz slabo kompaktnih apsolutno kon-

veksnih skupova 6ija je unija gutajuda u E, onda je E reflek-
sivan Banachov prostor. 

DOKAZ  Kao u (2.4.3) se dokazuje da prostor E ima sla-
bo kompaktnu apsolutno konveksnu okolinu nule, pa je E ref - 
leksivan Banachov prostor. 

Iz definicije fundamentalnog niza familije 	sledi da 
je unija Clanova fundamentalnog niza gutajuCa u E ako i samo 
ako je unija Clanova familijek-Z gutajuCa u E.Stoga je slede-
6i rezultat najbolji mogu6i: 

( 2 .4.6)TE0REMA Neka je E(s) Hausdorffov lokalno konveksan pro-

stor.On ima fumdamentalan niz familije svih Banachovih disko- 
va ako i samo ako on ima niz Banachovih diskova Cija je uni-
ja gutaju6a u E. 

DOKAZ ==>:Jasno. 
:Neka je (Bn ) niz Banachovih diskova Cija je unija gutaju- 

de. u E i neka je B proizvoljan Banachov disk.Ako je B r; t B-za- 
n 
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tVorenje skupa Bn , onda je B
1; Banachov disk, topologija g= 

,Bn",nEN) je HausdOrff0Va (jer 	g ) (GLF)-topologija 

'n 
i identi6kO utapanje T:EB  --3)E(g) ima zatvoren grafik, jer 

je sxsIEBXE.tBXOEBXE.Iz (2.3.11) onda sledi da postoji 

pE14, takvo da je T(V)c:B; za neku t B-okolinu nule V.Kako je 

Bc:c1V za neko gEIIJ, to je Bc qV=ciT(V)G o. B;.Prema tome, fami-

lija .{13;:n611 je fundamentalan niz familije svih Banachovih 

diskova. 

Svaki slabo kompaktan apsolutno konveksan skup je Bana-

chov disk, pa iz prethodne teoreme dobijamo: 

(2.4.7)POSLEDICA Ako je (K r ) niz slabo kompaktnih apsolutno 

konveksnih podskupova Hausdorffovog lokalno konveksnog pros-

tora E 6ija je unija gutajuda u E, onda je on fundamentalan 

niz familije svih Banachovih diskova (i samim tim, svaki Ba-

nachov disk je relativno slabo kompaktan). 

Garling je u (31) dokazao slabiji rezultat od prethodnog: 

Kn
) je fundamentalan niz familije slabo kompaktnih skupova. 

Sada demo, koristedi (2.3.13), dokazati jedno veoma op5- 
te tvrdjenje u vezi s fundamentalnim nizom familije svih ogre.-

, ni6enih skupova: 
9 

(2.4.8)TEOREMA Neka je E(s) Hausdorffov lokalno konveksan 

prostor i (Bn ) niz ogranidenih skupova iz E dija je unija gu-

tajuda u E.Ako postoji k<3N takav da je polara Bk sekvenci-
jalno kompletna u topologiji uniformne konvergencije na ele- 

mentima neke dopustive familije 	6iji je svaki element 

progutan nekim Bn , onda je 	 fundamentalan niz fami- 

lije svih ogranidenih skupova. 
DOKAZ Bez smanjenja op5tosti moemo pretpostaviti da 

je (Bn ) rastudi niz apsolutno konveksnih i zatvorenih skupo-
va. 

DokaZimo da je E(g) c -regularan, gde je g=g(s,Bn ,neIN). 
Neka niz (xn ) g-konvergira ka x i neka je y n.xn-x.Pretposta- 

vimo da za svako nE IIi postoji zn=xm  4nBm.Skupovi nB su zat- 
n 

voreni, pa postoje s-okoline nule Un  takve de zijUni -nBn.Onda 
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se nijedan clan niza (z n ) ne nalazi u skupu (Un+nBn ) ' 6to 
je nemogude, jer je ovaj skup g-okolina nule (videti ( 1 .1.5)), 

a z 14o.Dakle, postoji 	takvo da je 	 c: pB .Niz 

(Bn ) je rastudi i gutajudi, pa postoji (1614, qy p, za koje je 

xE qBcl .Onda je xn.yni-xG pBp+qBqG 2qB2q , za svako nED1.S obzi-

rom da je s$ g, to je niz (xn ) s-konvergentan.Prema tome, 
prostor E(g) je c-regularan. 

DokaHmo sada da su svi s-ograni6eni skupovi istovreme-

no i g-ogranideni.Kako je neka polara Bic'c  sekvencijalno komp-
letna, to iz (4.1.2) sledi da je (E,$)".(E,g)", a odavde sle- 

di da je svaki s-ograniaen skup i g-ograni6en. 

Neka je B proizvoljan apsolutno konveksan s-ograniden 
skup.Identidko utapanje T:E B  --->E(g) je neprekidno, jer je B 
i g-ograniCen skup, pa iz (2.3.13) sledi da je n -1B.T(n-lB)c 
c:Bm  za neke m,neINT, 6to je i trebalo dokazati. 

Mirkovid je u (54), str. 173, naveo da mu nije poznato 
da li metrizabilan lokalno konveksan prostor s fundamentalnim 
nizom familije svih Banachovih diskova obavezno mora biti nor-

miran.0 (55) je dokazano da je prethodno tvrdjenje taCno ako 
je prostor.jo5 i badvast.Mi demo primerom pokazati da pomenu-
to tvrdjenje ne vazi u op5tem slu6aju i da6emo potreban i do-

voljan uslov za normabilnost prostora s gornjim osobinama. 

( 2 .4.9)PRIMER Neka je E. ED Rsnabdeven topologijom s, defi- 
00 

hzi 
nisanom prednormama pn (x).1xniza x.(xk ).Pr ostor E je metriza-
bilan, ali nije normabilan.Zaista,u suprotnorn bi on imao ogra-
nidenu apsolutno konveksnu okolinu nule B, pa bi za neke 
ni,...,n1pIN i neke e 	 K l ,...,e k >o bilo P..--n:pni (x)ee i ljc 

t 

c:B, 5to je nemogude, jer je skup P neograniden-on sadrZineo-
graniCen skup rt../ 	 vo 

n {01 X IR . n ,,) i ,., 	
(21141 

gde je n ni za i=1,...,k. / 
Dalje, neka je 

A - Bn  . I . I L-1,1 x {o} x (DI >e ... 
Skupov

i Bn su apsolutno konveksni, ograniCeni i njihova uni-ja je gutajuCa u E.Prostor EB  je n-dimenzionalan Hausdorffov 
n 
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prostor, pa je on Banachov, tj. Bn  je Banachov disk.Iz (2.4.6) 

sledi da je {Bn :nE-14} fundamentalan niz familije svih Bana-

chovih diskova.Prema tome, E(s) je metrizabilan lokalno kon-

veksan prostor s fundamentalnim nizom familije svih Banacho- 

vih diskova, a nije normabilan. 

(2.4.1o)TE0REYA iveka je E(s) metrizabilan lokalno konveksan 

prostor s fundamentalnim nizom On :nEIN1 familije svih Bana-

chovih diskova.Prostor E je Banachov ako i samo ako je za 

neko p1,1 polara B
o
P 
 sekvencijalno kompletna u nekoj topolo-

giji uniformne konvergencije na elementima dopustive famili-

je 	Ciji je svaki Clan progutan nekim B n . 

DOKAZ 	Prostor E je Banachov, pa je svaki ogra- 

niCen skup progutan nekim B n  i polare -2 (1.)1  su /3(E;E)-sekven-

cijalno kompletne, jer je (E;(6(E;E)) Banachov prostor. 

<== : Iz (2.4.8) sledi da. je .pn ;nCJN1 fundamentalan niz 

familije svih ograniCenih skupova.Kako je E metrizabilan, to 

iz (44), fr29.1.(2) sledi da je neko B okolina nule, pa je 

E Banachov prostor. 

Moe se dokazati i delimiCno uop6tenje prethodnog rezul- 

tata: 

 

(2.4.11)TEOREMA Neka je E(s) sekvencijalno baCvast prostor 

Cija kompletiZacija E(s) je Baireov prostor.Ako postoji niz 

ograniCenih skupova (Bn) Cija je unija gutajuCa u E, onda je 

E normabilan prostor. 

DOKAZ  Neka su B' zatvorenja skupova Bn  u E.Tada je 

U B'n  gutajuCi skup u E. Da bismo to dokazali, pretpostavimo 11.1  
suprotno; neka je xE E i xOnBn'.Iz Hahn-Banachove teoreme 

sledi da postoje fn  C Bn' °  takvi da je lfn (x 	> n.Iz t.B I°1  
sledi da je fn E Bn° , pa 	u topologiji uniformne konver- 

gencije na skupovima Bn .Ova topologija je jaca od 60r(E;E), 
jer je gi Bn 	gutaju6i skup u E, pa fn  >o u topologiji 6'(EE). 
Iz sekvencijalne ba6vastosti sledi de postoji s-okolina nule 
U za koju je 	 u0.0o .Skup U je g-okolina nule, pa 
je xGke za neko kEli.Onda 

je(fn  (x )1 	k za svako ne1C.Kon- 
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tradikcija. 
Skupovi Bn su kompletni, pa su oni Banachovi diskovi.Iz 

(2.4.6) sledi da je ./13 1;:nE]Ni fundamentalan niz familije svih 

Banachovih diskova u B, a iz (2.4.3) sledi da je P Banachov 
prostor.Prema tome, E je normiran. 

Primetimo da Corollary 2. iz (55) sledi i iz (2.4.1o) i 

iz (2.4.11).Posledica teoreme (2.4.8) je i Thm. 6. iz (55): 

(2.4.12)TEOREMA ((55),Thm.6.) Ako je E(s) 	-kvazi-ba6vast 

prostor i ako familija 	ima fundamentalan niz, onda je E 

(DF)-prostor. 

DOKAZ  Dovoljno je dokazati da familija svih ograni-
Cenih skupova ima fundamentalan niz.Mi demo dokazati da je 

dual E' sekvencijalno kompletan u topologiji t, uniformne 

konvergencije na elementima familije ✓4(, pa de tvrdjenje sle-
diti iz (2.4.8).Neka je (f n ) tat -Cauchyjev niz u E. On je 
tjt-ograniCen, pa polara If n :nEJNY guta sve elemente 
Iz J6-kvazi-baCvastosti sledi da je pomenuta polara okolina 
nule u E, pa je skup 	 ekvineprekidan.Odatle sledi da 
je niz (fn ) tj-konvergentan u E: 

Ako je E(s) Hausdorffov lokalno konveksan prostor i (2 n ) 
niz ograniCenih apsolutno konveksnih skupova iz E 6ija je 

unija gutaju6a u E, onda je za primenu teoreme (2.4.8) dovolj-
no da E' bude er(E;E)-sekvencijalno kompletan, ill da bude 
s=g(s,Bn ,nEli).Zaista, u prvom sluCaju je E' sekvencijalno 

kompletan i u topologiji uniformne konvergencije na elemen-

tima dopustive familije (5to sledi iz (44)4f18.5.(4)), a u 

drugom slu6aju je E' sekvencijalno kompletan u topologiji 
uniformne konvergencije na.{Bn 	(videti (1.1.14)).Pros- 
tor E' je 5(E;E)-sekvencijalno kompletan za sve tipove baC-
vastih prostora (6-baCvaste, b-ba6vaste itd.), tako da je 
teorema (2.4.8) 5iroko primenljiva. 
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GL AVA 3 

BANACH-STEINHAUSOVA TEOREMA ZA 

GENERALISANE INDUKTIVNE GRANICE 

I NJENE PRIMENE 

Kao 5to je naslovorn re6eno, od fundamentalnog znaCaja 
za ovu glavu je teorema Banach-Steinhausa, dokazana u 

kori5denjem se u f2. dokazuju neke csobine slabo nenre-
kidnih preslikavanja, a u /3- neke teoreme o zatvorenom gra-

fiku za slu sdaj kada je domen preslikavanja-prostor snabdeven 

topologijom generalisane induktivne granice. 

U poslednjem paragrafu se dokazuje, primenom Banach-Stein- 
hausove teoreme, jedna Collinsova hipoteza iz 1968. godine, 
postavljena u radu (12), u vezi 

nog striktnom topologijom. 
U ovoj glavi demo pretpostavljati da je US gutajuda u 

kad god je red o E(g), g.g(sa,Sa,a 	
aEA a 

1. Banach-Steinhausova teorema 

Razni tipovi badvastih orostora se defini6u tako 6to se 
pretpostavi da su odredjeni ) 	slabo iii jako ograniCe- 
ni skupovi linearnih funkcionala, ekvineprekidni (videti 

(0.3.1)), odnosno, definiSu se tako 6to se pretpostavi da za 

te prostore vaZ-i Banach-Steinhausova teorema odredjenog tipa. 
,Kako prostori s topologijom generalisane induktivne granice 
ne moraju biti 6ak ni 6'-kvazi-ba6vasti, to se u teoremi Ba-
nach-

Steinhausa za generalisane induktivne granice mora uze-

ti ja6a pretpostavka od pretpostavke da je neki skup funkcio- 
nala jako ograni6en (videti primer (3.1.2)). 

Bide nam notrebna slededa definicija, koju je za Saksove 
prostore uveo Orlicz.0 (58) (videti i (16),I.4.9): 

s dualom prostora snabdeve- 
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(3.1.1)DEFINICIJA  Ako je S apsolutno konveksan podskup lokal-

no konveksnog prostora E(t), onda par (S,t) ima osobinu  (T.1 ) 

ako i samo ako za svako xo
ES i svaku apsolutno konveksnu oko-

linu nule U postoji okolina nule V, takva da j.e 

VnSc= (xo+U)11 S - (x0 -1-U)r\S . 

Prostor E s topologijom generalisane induktivne granice g= 

=g(sa' S a' aE.A) iMa osobinu  (7) 1  ) ako i samo ako za svako aE A 
par (Sa ,sa ) ima osobinu (Z1 ) . 

Jasno je da osobina (2, 1 ) zavisi od geometrije skupa 8, 

odnosno skupova S a .Tako, na primer, svaki vektorski potpros- 

tor ima osobinu 	(58) i (48) je dat niz konkretnih Sak- 

sovih prostora sa ovom osobinom. 

Primetimo da ako par (S,t) ima osobinu (Z 1 ), onda i par 
(rS,t) ima osobinu (2;1 ) za svako rEIK, 

Sada 6emo pokazati da prostor yearns specijalnog tips, s 

topologijom generalisane induktivne granice, ne mora biti 
-kvazi-baCvast: 

(3.1.2)PRIMER Neka je X lokalno kompaktan 6-kompaktan Haus-
dorffov topolo5ki prostor, m pozitivna Radonova mera na X,1! V 
uobiCajena norma na L °° =.1, c° (X,m) i neka je t lokalno konveks-
na topologija na L °° , definisana prednormama p 1 (f)..C1f1dm , 
gde su KCX kompaktni skupovi.Dalje, neka je 	uncl 
g=g(t,nB,nEIN).Prostor (L °° ,g) ima slede6e osobine (videti 
(16), str. 161-165): B je t-metrizabilan i t-kompletan skup, 
par (B,t) ima osobinu (10, (1, °° ,g)'.1, 1  i g.f.:(L °° ,L 1 ); bili-
nearan funkcional za dualnost <L a2 ,L1.› je dat sa <f,f;›. iff'dm.Dokaza6emo sledeCe: ako je mera m ograniCena, onda X 
prostor 	nije 6#-kvazi-ba6vast. 

Zbog navedenih osobina prostora X, posoje otvoreni rela-
tivno kompaktni skupovi U n , takvi da je X= ry4  Un i

nn+1 (( 8 ),I f9.9,Prop.15).Skupovi U n  su integrabilni ((9),IV §4.6, 
Prop.lo,Cor.1), kao i X (jer je m(X)<00 ), pa su takvi i sku- 
povi X`■ Un  (ibid. IV f4.5,Prop.7),Iz 1R m(U n )=m(X) sledi 

je lim m(X\Un )...o (ibid. Prop.8).Neka je r
n=m(X\Un ) 
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-1kgde je k
n 
 karakteristiCna funkcija skupa X\U n°

Jae-
ri n  

e da fn s I , 1 . 4iz(r) je 5(1, 1
,L G.° )-Ograni6eri: 

I if fl'I dm I =1 ./ ffn'dmi < f flf;dm 	za svako f L°°  
A 	 X\QI% 

g-ekvineprekidan, jer nije 1-ekviintegrabilan ((16), 

1.8): ako je d a, onda postoji peT, takvo da je r„<cl, 

e 
V 

[ dr fri'dmi 	fn'dm f f'dm=1 za n>, p. 
x\Or 	xvir 	A\Op

n 
 

Prema tome, prostor (L 4° ,g) nije 6-baCvast.Kako je prostor L
1 

6'(L4 ,L°° ) - sekvencijalno kompletan ((34),5.4.1,Cor.3), to pro-

stor (L ce' I g) 

Iz navedenog primers se vidi da je za Banach-Steinhauso-

vu teoremu za generalisane induktivne granice potreban jai 
uslov od uslova da je niz neprekidnih linearnih funkcionala 

ako ograni6en.Sada Cemo videti da je dovoljan uslov : pome-

nuti niz je Cauchyjev.DokazaCemo prvo jednu "lokalnu" Banach-

Steinhausovu teoremu: 

(3.1.3)TEOREMA Neka je E(t) lokalno konveksan prostor, Sc.E 

apsolutno konveksan podskup i neka par (S,t) ima osobinu 

Dalje, neka je F topolo6ki vektorski prostor i Tn :E 	niz 

linearnih preslikavanja, takvih da su restrikcije TJS nepre-

kidne i takvih da je niz (Tn (x)) Cauchyjev za svako xeS.Ako 

je S druge kategorije u sebi, onda za svaku okolinu nule V u 
F postoje okolina nule U u E i prirodan broj p c)  , takvi da je 

(T 
P 
 -T 

q
)(uns)cv, za svako 

DOKAZ Neka je V' uravnote'Z'ena zatvorena okolina nule u 

F za koju je V'+V'c,V i neka je 

S 	(T -T 	 . Sn  ={x 
	q 

Onda je S= p  Sn , jer je niz (Tn (x)) Cauchyjev za svako xeS. 

Dalje, skupbvi S n  su zatvoreni u S.Zaista, restrikcije Tp-T cp 

su neprekidne, skup V' je zatvoren, pa je u S zatvoren i skup 
(T

P
-T

q
) -1 (v')n S; samim tim, u skupu S je zatvoren i skup 

co n (T -T ) -1 (V')n =Sn 10,2=n 	P 	q 
. Skup S je druge kategorije u sebi, pa postoje x 0ES, okolina 

nule U'u E i p o E DT, takvi da je 

nije ni 64-kvazi-baCvast ((37),str.163,Cor.1). 
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(xo
i-tr)nSCS 

Po 

Kako par ($,t) ima osobinu (2■1), to postoji okolina nule U 
osobinom: 

un s c (x +u') ns - ( x 1-u ')n sc s -s . 0 	 0 	Po p o  

Iz ove "lokalne" Banach-Steinhausove teoreme dobijamo 

nglobalnu" Banach-Steinhausovu teoremu: 

(3.1.4)TEOREMA Neka lokalno konveksan prostor E(g), g=g(1 1 4a ), 
ima osobinu (:D) 1 i neka su skupovi S a  sa  -druge kategorije u 
sebi.Dalje, neka je F lokalno konveksan prostor i Tn :E -4.11 

niz g-neprekidnih linearnih preslikavanja, takvih da je niz 

(Tn (x)) Cauchyjev u F za svako xE.Onda je niz (T n ) ekvine-
prekidan.Ako jo5 Tn (x) T(x) za svako x eE, onda je T g-ne- 
prekidno preslikavanje i 	uniformno na svakom pretkom- 
paktnom skupu iz E. 

DOKAZ Neka je V proizvoljna zatvorena okolina nule u 

F i V' apsolutno konveksna zatvorena okolina nule u F, takva 
da je V'+V'c:V.Neka su a QA i k ETi proizvoljni.Iz g-neprekid-
nosti preslikavanja T n  sledi s a-neprekidnost restrikcija 
Tn IkSa, pa su ispunjeni uslovi iz (3.1.3).Zbog toga postoje 
sa-okoline nule Uk  i pk 314 takvi da je a 	a 	' 

(T
p -Tq ) (U

k
a /1 kS a ) c: V ', za p , 	pk  a' . pa je 

(T p 	a -T k)(Uk (lkS a 	za ppa Restrikcije Tn )kSa" su s..-neprekidne, pa postoji sa -okolina 
 nule Vk , takva da je T

p (Va
k  (IkSa 	za p=1,...,pak .KonaCno, 

.k neka je W
a.k 
	k presek skupova U a i 'Va 	.Onda je 

(T -T k)(Wa nkS )c: V', za Pa 	a 	 P Pa 

Tp (Wa n kS a ) cif 	za p=1, 	Pa  • 
toga je 

)c V'+V T (Wk n kS )c:(T -T k)(Wk nkS ) + T 	rlik_-; a /c._ V p a 	a 	 pk (W
k 

 P Pa 	a 	a 	a  

	

za 	p .?... pa  1 

Zbog 
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Tp (Wa
/ikS

a
)(:V2:V 	 k  za p=1,...,p. a 

c''`' 	 ao 

Odatle sledi da je 	Wan kS aC C..).1 Tp  (V) .Ako je P=1U64)(0.1 (Vi
k
n kSa  ), 8 	a  

onda je Pc r,1:111 1)-1 (V), pa je niz (Tn
) ekvineprekidan, jer je 

p g-okolina nule (videti (1.1.6)). 

Ako Tn
(x) -->T(x) za svako xEE, onda je T neprekidno, 

zbog ekvineprekidnosti niza (Tn ), a zbog istog razloga se na 

skupu {T/UlTn :nlj pokiapaju topologija konvergencije taCka 

po taCka i topologija uniformne konvergencije na pretkompakt-

nim skupovima ((44),539.4.(2)), pa odatle sledi poslednji 

deo tvrdjenja. 

(3.1.5)POSLEDICA Ako je E kao u (3.1.4), a F kompletan lokal-
no konveksan prostor, onda je proctor L(E,F) sekvencijalno 

kompletan u topologiji konvergencije taCka po ta6ka. 
Specijalno, E' je .C(E;E)-sekvencijalno kompletan, 6ta-

vi5e, svaki 6-(E;E)-Cauchyjev . niz iz E' je ekvineprekidan. 

Prvi deo teoreme (3.1.4) je za Saksove prostore (kako ih 

je definisao Orlicz) dokazan u (59),(46) i (48), a za jedan 
specijalan tip generalisane induktivne granice- u (16),I.4.11. 

Teorema (3.1.4) ne mora biti taCna ako se ne pretpostavi 

osobina (7; 1 )..Stavi5e, u tom sluCaju dual E' ne mora biti 

6-(E;E)-sekvencijalno kompletan.Naime, Orlicz i Ptak su u (62) 
konstruisali primer ((62),str.65-66) Saksovog prostora, koji 

je Cak kompaktan, Eiji dual nije slabo kompletan, 5to znaCi 

da ako se iz (3.1.4) izostavi osobina (Z' -), a pretpostavi da 
je ses, S a=S za svako aE A i da je S s-metrizabilan s-kom-

paktan skup, onda tvrdjenje iz (3.1.4) ne mora da 

(3.1.6)TEOREMA Neka su ispunjeni svi uslovi iz (3.1.4), osim - 
osobine (2

1 )Tada za svaku okolinu nule V u F postoje x
kEkSa a 

i s a-okoline nule U '  takvi da je a 
k Tn ((xa -1-Ua

k  ) n kS a )G V , za svako 

Dokaz ove teoreme je sadran u dokazu teoreme (3.1.4),ta-
ko da ga ne6emo navoditi.Ovu teoremu je dokazao Alexiewicz u r. 
(1) za slu6aj kada je k=1,S a.S i sa.s. 
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VeC smo videli da slabo ograni6en niz iz E'ne mora biti 
ekvineprekidan, pa demo sada videti u kom, slaaju su slabo 

ograniCeni skupovi iz E' jako ograniCeni.Kori56enje osobine 

( 1
) u ovom sluCaju molemo izbe6i zahvaljujudi slede6oj le- 

mi: 

(3.1.7)LEMA Neka je S apsolutno konveksan skup, B uravnoteZen 

skup, U okolina nule i x0E StIB.Ako postoji skalar r takav 

da je 	(x0+U)(1ScrB, onda postoje eeto,1[ i  okolina nule 

V, takvi da je 
VAScr(1-e) -1 B 	e(1-e) -1 B. 

DOKAZ. Neka je U' uravnoteZena okolina nule, U 1 -1-U'c U. 

Ona je gutajuCi skup, pa postoji e 6 ro,lr za koji je (1-e )3:0E-

E1J', tj 	exo  xo+U Cnda je exo+U G  xo+U '+U 'C: x o+U, pa je 

(exo+U')A Sc rB.Odatle je 
U' rl (S-exo )crB-ex6C:rB+eB. 

Ako stavimo da je V.(1-e) -1U' i dokaemo da je (1-e)SCS-ex o , 
lema 6e biti dokazana.Iz x(-(1-e)S sledi da je, za neko yES, 
x.(1-e)y.((1-e)y+ex 0 )-exo , pa je xS-ex o , jer je S konveksan 
skup i y,x oe S. 

U dokazu ove leme kori6Cena je ideja dokaza drugog dela 
teoreme 2.b) iz (18) (str.553-554). 

(3.1.8)TVRDJENJE Neka je 	familija linearnih preslikava- 
nja iz E u F (E,F su topolo5ki vektorski prostori ), takva 
da su restrikcije 	 neprekidne, gde je S apsolut- 
no konveksan skup druge kategorije u sebi.Ako su skupovi 
{Tx:Te,5} ograni6eni.0 F za svako x 6S, onda za svaku oko-
linu nule V u F postoje okolina nuleUuEikelK, takvi da je 

-DOKAZ Neka je V' uravnoteZena i zatvorena okolina nule 
u F, V -+V'<z V i neka je w. n {T-1 (V'): TE 	.Skup W guta 
svaku taCku iz S, pa je S. C) (nWr1S).Skupovi T -1 (V')fIS su 

zatvorena u S, jer su restrikcije TIS neprekidne, pa su i sku- povi rivin 
S zatvorena u S.Kako je S druge kategorije u sebi, 

to postoje. xo e S i okolina nule U' u E, takvi de je, za neko 
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p oi • 	 SS. 	skup W guta svaku te.Cku iz S, 

to je x0 E qW za neko qEI, q 	je )cc) . qWn 

(:: 0 4-U') 1  Sc qWr1 S qW , 

pa iz 
(3.1.7) sledi ( za r=q i B=W) da postoje eE Co,lt i o-

kolina nule U, tako da je un s cq(1-e) -1W + e(1-e) -1W.Onda 

(UrIS)C:61-e)-1V'+e(1-e)-1V"( q(1-e) 1  V , 

5to je i trebalo dokazati. 

(3.1.9)TVRDJENJE Neka je E(g), g.g(s a ,Sa ,a EA), takav da su 

skupovi S a  sa-druge kategorije u sebi i neka je g' famili-

ja neprekidnih linearnih preslikavanja iz E u F, gde je F to-

polo5ki vektorski prostor.Skup (Tx:Tegi je ograniCen u F 

za svako xE E ako i samo akc za svaku okolinu nule V u F pos-

toje sa-okoline nule Ua  i skalari r a o, takvi da je 

r-1 (Ua  n S a 
	 9 

za svako aEA_. 
 

DOKAZ = : Iz (3.1.8) sledi da postoje s a-okoline nu-

le Ua i skalari ra, 
takvi da je (77(--  (11 	Sa )c7 raV , tj. 

takvi da je ra1  (Ua (l S a )C n{ril
-1  (V)  

: Neka je xEE i V okolina nule u F.Unija skupova S a 

 je gutajuCa u E, pa postoje b EA i rEY, tako da je 

Iz pretpostavke sledi da je r -bl (Ubrl S 10 )C: () .{T-1 (V):T 	j. 
FA° je x€ rS b , to je xE r1.1 10  za neko rEIK, Ir i l .11. 1.0nda je 

x Gr'(Ub  (lS b )c rbr '( 	kT -1 (V):T ja- 3), tj. 	EFicrbr 'V, 
pa je skup 	 ograniCen u F. 

Sada cemo uvesti pojam regularne generalipane induktivne 

granice.Za "obiCnen induktivne granite taj pojam je uveo Ma-
karov u (51). 

(3.1.1o)DEPINICIJA Prostor E(g), g=g(sa ,Sa ,a4EA), je regula-

ran ako i samo ako za svaki g-ograniCen skup B postoji aE A, 
takvo da Sa  guta skup B i da je skup B s a-ograni6en. 

(3.1.11)TEOREMA Neka su E,F i g-  kao u (3.1.9) i neka je E 
regularan prostor.Ako je skup 	e g=- 3 	ograni6en u F za 
svako xCE, onda je skup L42(B)in 	 ograni6en u F za sva- 
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ki ograni6en skup B iz E. 

DOKAZ Neka jeVproizvoljna okolina nuleuFiBogra-

niCen skup u E.Zbog (3.1.9) postoje s a-okoline nule Ua  i ska- 

lari r takvi da je U n S Cra  (n t r2-1 (V):T 	) .Prostor 
a 	 a a  

E je regularan, pa je B cr(U b n S b ), za neko b EA, rEIK.Tada 

je 	
Bcr(Ubn Sb )C rrb ( n{T -1 (v):Tegi) 

i dokaz je zavr'Sen. 

(3.1.12)POSLEDICA Neka je E kao u (3.1.11).Tada je svaki 

er(E;E)-ograniCen skup i  (5(E;E)-ograniCen; a samim tim je i 

svaki 6(E,E')-ograni6en skup/3(E,E')-ograniCen. 

Ako se u (3.1.11) jog' pretpostavi da su S a  vektorski pot-
prostori, tj. ako se pretpostavi da je E nobiCna" induktivna 

granica, onda vaZi mnogo jaCe tvrdjenje: familija Of-  je ek-
vineprekidna, 5to sledi iz Cinjenice da su tada S a  ba6vasti 
prostori (videti (72)411.4.2). 

2. 0 slabo neprekidnim preslikavanjima 

U ovom paragrafu narn  je cilj da dokaZ'emo neke dovoljne 
uslove za neprekidnost slabo neprekidnog preslikavanja. 

Uvedimo oznake: 
Ni  je klasa svih normiranih prostora; 
N2  je klasa separabilnih normiranih prostora; 
N3  je klasa Ciji je jedini element polje ]K. 

(3. 2 .1)DEFINICIJA 
(a) Prostor E(t) ima osobinu 	(1=1,2) ako i sa- 

mo ako za svako FEN svako slabo neprekidno linearno pres-
likavanje.iz E u F je neprekidno. 

. (b) Prostor E(t) ima osobinu  (B Ni ) (1=1,2,3) ako i 
samo ako za svako FENi , svaki niz (Tn ) neprekidnih linear-
nih preslikavanja iz E u F, takvih da je niz (T n (x)) konver-
gentan za svako x EE, jeste ekvineprekidan. 
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MaloCas definisane osobine su za Saksove prostore prou-

6avali Orlicz u (6o) i Orlicz,Ptak u (62), 

A 

Ako je P kompletizacija prostora p, onda je F'=F' i ako 
je FEN2, onda je F separabilan prostor U44)414.3(3)), pa 

su osobine (A,N i ) ekvivalentne osobinama koje se dobijaju iz 

osobina (A,N i ) kada se klase N i  zamene odgovarajualm klasa- 

ma Banachovih prostora.Analogna primedba vaZi i za osobine 
(3„ .).Primetimo, takodje, da su osobine (A,N i ) (resp. (B,N 1 )) 

N a. 
ekvivalentne osobinama koje se dobijaju iz (A,N i ) ( resp. 

(B,N.)) kada se IdelSe Ni  zamene klasama projektivnih granica 

prostora iz N i .Iz ovoga sledi da je osobina (A,N1 ) ekvivalen-

tna sa t= V(E,E') (a za striktne topologije je od zna6aja da 

se utvrdi kada su one Mackeyeve- videti (13)). 

U prethodnom paragrafu smo dobili dovoljan uslov za va-

Zenje osobina (B,Ni ).0vde demo, kao prvo,na6i potrebne i (ili) 

dovoljne uslove za vaZenje osobina (A,N i ).Slede6a dva tvrdje- . 

 nja su op5tija nego eto nam je potrebno: 

(3.2.2)TVRDJENJE Neka lokalno konveksan prostor E(t) ima oso-

binu (A,N2 ) i neka je E'=E+ .Ako je svaki 6.(E;E)-ograni6en 

niz iz E' A(E;E)-ograniCen, onda je svaki 6(E;E)-Cauchyjev 
niz iz E' ekvineprekidan.Specijalno, E' je 5(E;E)-sekvenci-

jalno kompletan. 
DOKAZ  Neka je (fn ) slabo Cauchyjev niz iz E' i neka 

je linearno preslikavanje T:E 	definisano sa Tx.(fn (x)) 

( c je separabilan Banachov prostor svih konvergentnih nizo-

va iz 3K).Kako E ima osobinu (A,N 2 ), to je, da bi se dokaza-

la neprekidnost preslikavanja T, dovoljno dokazati da je T 

6(E,E')- 6(c,1)-neprekidno.S obzirom da je E'=E + , za slabu 

neprekidnost preslikavanja T je dovoljno dokazati da je za 

svaki nula-niz (x
n ) iz E i svako fE 1 ta6na jednakost 

lam f(Txn )=0.Niz (xn ) je E(E,E')-ograniCen, niz (f
n ) je 

ilb(E;E)-ograniCen, jer je 6"(E;E)-ograniCen, pa je 

s
np su If

n
(x

k
)1 .e .00 tj. sup TXk  < CO . 

k'
,-) 
 k' 
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Dakle, niz (Tx k ) je ograni6en u c i on pokoordinatno teli nu-

li, pa je 6'(o,1)-1im Txeo (videti na pr. (40), 27.11 i 19.1o). 

Odatle je 11.m f(Tx k )....of. a to smo i hteli da dokaemo.Zna6i, 

preslikavanje T je neprekidno, pa postoji okolina nule U u E 

takva da je 	1 za svako x€:.U.Onda je {fn :nc, 101c:U° . 

(3.2.3)TVRDJE1'JE Neka je E(t) lokalno konveksan prostor 6iji 

je dual slabo sekvencijalno kompletan.Prostor E ima osobinu 

(A,Ng) ako i samo ako je svaki apsolutno konveksan slabo kom-

paktan i slabo metrizabilan skup iz E' ekvineprekidan. 

DOKAZ 	Neka je Kc:E' apsolutno konveksan slabo 

kompaktan i slabo metrizabilan skup i neka je linearno pres-

likavanje T:E 	definisano sa T(x)(k)=k(x), k(1.K.Pres- 

likavanje T ima zatvoren grafik (videti na pr.(8o)), 0(K) je 
separabilan Banachov prostor, pa iz Kaltonove teoreme o zat-

vorenom grafiku (videti (41),Thm.4.2 ili (0.4.4)) sledi daje 

T slabo neprekidno.Zbog osobine (A,N 2 ) je T neprekidno pres-
likavanje, pa je T -1 (B) okolina nule u E, ako je B zatvorena 

jediniCnakugla u C(K).Kako je T -1 (B)=K° , to je K ekvinepre-
kidan skup. 

: Neka je F EN 2 , T:E 	slabo neprekidno preslika- 
vanje.Onda je i slabo neprekidno.Ako je V zatvore-
na jedini6na kugla u F, onda je V °  slabo kompaktan, slabo me-
trizabilan (zbog separabilnosti) skup u F; pa je T'(V ° ) sla-
bo kompaktan i slabo metrizabilan apsolutno konveksan skup u 
E'((41),Lemma 1.2).Onda je on ekvineprekidan skup u E':T"(V ° )C 
CP°  za neku okolinu nule P iz E, koja je apsolutno konveksna 
i zatvorena.Iz (0.4.1) sledi da je T(P)CV, tj. preslikavanje 
T je neprekidno. 

(3. 2 .4)PRIMEDBA Slaba sekvencijalna kompletnost prostora E' 
je kori56ena samo u prvom delu dokaza teoreme (3.2.3). 

( 3. 2 .5)TVRDJE!JJE Neka je E(t) lokalno konveksan prostor 6iji 
je dual slabo sekvencijalno kompletan.Ako je svaki apsolutno 
konveksan slabo kompaktan i slabo metrizabilan skup iz E' ek-
vineprekidan, onda prostor E ima osobinu (B 3 ). 

DOKAZ Neka su Tn EE"i neka Tnx -->Tx za svako xEE.On- 
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da je niz (Tn ) slabo Cauchyjev, pa je skup 
	 sla- 

bo metrizabilan ((41), str.4o2) i slabo pretkompaktan.Zbog 

slabe sekvencijalne kompletnosti je ovaj skup slabo kompaktan, 

pa je on, po pretpostavci, ekvineprekidan.Samim tim i skup 

Tn :nE3141 je ekvineprekidan. 

Sada moemo dokazati glavni rezultat ovog paragrafa: 

(3.2.6)TEOREMA Neka je prostor E snabdeven topologijom g= 

.g(sa ,S a ,a E A) . Tada : 

(a) Ako su parovi (Sa ,s a ) druge kategorije u sebi i 

ako prostor E ima osobinu (2.'; 1 ), onda prostor E ima osobinu (8,). 

(b) Ako su parovi (S a ,sa ) metrizabilni i ako prostor 

E ima osobinu (B,N3 ), onda je svaki apsolutno konveksan sla-

bo kompaktan i slabo metrizabilan skup iz E' ekvineprekidan 
(6tavi5e, svaki slabo sekvencijalno kompaktan skup iz E' je 

ekvineprekidan). 

(c) Ako su parovi (S a ,s a ) druge kategorije u sebi iako 

prostor E ima osobinu 1  )' onda vazi obrat u (b). 

(d) Ako su parovi (S a ,sa ) metrizabilni i ako prostor 

E ima osobinu (B,N 3 ), onda onima i osobinu (A,N 2 ). 

(e) Ako su parovi (S a ,sa ) metrizabilni, druge katego-

rije u sebi, ako je E regularan i ima osobinu (A,N 2 ), onda je 

evaki slabo Cauchyjev niz iz E' ekvineprekidan (pa E ima oso-

binu (B,N3 )). 

(e') Ako su ispunjeni uslovi iz (e), onda E ima osobi-
nu (B,N 2 ). 

(e") Ako su ispunjeni uslovi iz (e), pri emu je oso- 
bina (A,N 2 ) zamenjena osobinom (A,N 1 ), onda E ima osobinu (B,N1 ). 

(f) Ako su parovi (S a ,s a ) metrizabilni, druge kategori-
je u sebi i ako prostor E ima osobinu (2 1'  ) onda on ima i 
osobinu (A,N 2 ). 

(g) Ako je prostor E separabilan, onda on ima osobinu 
(A,N1 ) ako i samo ako ima osobinu (A) 

' 2 ' 
DOKAZ  (a) Ovo je specijalan sluCaj (3.1.4). 

(b) lieka je K.< E' apsolutno konveksan slabo kompaktan i slabo 
metrizabilan skup iz E' koji nije Pkvineprekidan.TipiCna 
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lina nuleje 	[ u Y(uknksa ' )1 pa iz toga 6to K nije ekvi- 
neprekidan sledi da postoje b EA ,keIN i. e>,  o takvi da K <4. 
4;t e(Ub rl kS b ) °  za svaku s b-okolinu nule U b .Neka je kSb : 
n €13 baza okolina nule topologije s b lkS b .Onda postoje fn (. 
FK e(Vrib tl kS b ) ° , tj, postoje fn s K i xn E Vnb nkS b , takvi 
da je Ifn (xn )¢ ).e za svako n6I.Skup K je slabo sekvencijal-
no kompaktan, pa postoji podniz (f n ) niza (fn ) koji slabo 

konvergira.Zbog (B,N 3 ) je taj podniz ekvineprekidan, pa je 

za neku g-okolinu nule P.S obzirom da su x re 

4;litrIkS b , to je g-lim xn=o, pa je i g-lim xn =o.Onda posto-

ji jE3N, takvo da je xa  6 P za 	a to je nemoguCe zbog 
\f in 	C eP°  i l fn  (xn  )1> e.Prema tome, skup K je ekvine- 

prekidan. 

(c) S obzirom na (3.2.5), dovoljno je dokazati da je E' 
slabo sekvencijalno kompletan, a ovo je sadrano u (3.1.5). 

(d) Sledi iz (b), (3.2.3) i (3.2.4). 
(e) Doka.7:imo da su ispunjeni uslovi iz ( 3.2. 2).Neka je 

f E E+ .Treba dokazati da je fE. E', tj. da su restrikcije f i S a 
 sa -neprekidne.Prostori (S

a' s a ) su metrizabilni, pa je dovolj-
no dokazati da su pomenute restrikcije s a-sekvencijalno ne-
prekidne.heka xn E S b , lim xn=x eS b .Kako je giS b .‘ s b lS b , to 
je 	g-1im xn=x, pa je lim f(xn )=f(x) zbog fEE + , a to je 
trebalo dokazati.Dalje, zbog (3.1.12) je svaki slabo ograni-
6en niz iz E' jako ograniCen.Prema tome, ispunjeni su uslovi 

iz (3.2.2), pa je svaki slabo Cauchyjev niz iz E' ekvinepre- 
kidan. 

(e ') Neka su Tn :E 	F neprekidna linearna preslikavanja, 
E iv 2 , i neka je niz (Tax) konvergentan za svako x E E.Ako je 

f 	onda je niz (fT
nx) konvergentan, fTnx --> f Tx, pa je 

cn ekvineprekidan, zbog (e).Onda je fT E E 	tj. T je slabo 
neprekidno preslikavanje, pa je ono neprekidno, zbog (A ,N 2 ). 

Preslikavanja Rn  =Tn  -T su neprekidna, pa su preslikava-
nja La ,L:E -->c

o (F), definisana sa 

La (x).(Rix,...,Rnx,o,o,...) 
L (x).(Rax), 
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dobro definisana (ovde je c o (F) separabilan- jer je F sepa- 

bilan- Banachov prostor nula-nizova iz F, snabdeven normom 
11(yn )11=sup nyn(1).Kako Rnx 	to I 	Lx za svako xe:E. 

Preslikavanja Rn  su neprekidna, pa su takva i preslikavanja 

Ln° Onda je neprekidno i preslikavanje L (dokaz isti kao za 

preslikavanje T).Zato postoji g-okolina nule P, takva da je 

((L(0111, tj. Rn (P)C:B za svako 	gde je B zatvorena je- 

diniCna kugla u F.Neka je Q apsolutno konveksna g-okolina 

nule sa osobinama: 2QCP i T(Q)B.Skup T. n :nE.1■11 je ekvine- 

prekidan, jer je T n (Q)C 2B za svako 	 ako je y= 

=Tnq, qEQ , onda je 

y=(Tnci-Tq) + Tq =Rnq + TqEB+B=2B. 
(e") Dokaz je isti kao za (e'), s tim 6to se ne pominje 

separabilnost. 

(f) Sledi iz (a), (d) i trivijalne implikacije:iz (B,N1 ) 

sledi (B,N3 ). 

(g) lieka je skup .4n :neDic svuda gust u E, FeNi .Onda 

je F1=span /xn :nEN3 normiran i separabilan prostor.Kako je 

6(F1 ,F1). 6(F,F')1F1 , to je preslikavanje T G1E,E')- 
- 6-( F1 ,Fi)-neprekidno, pa iz (A,N 2 ) sledi (A,N 1 ).0brnuta im-

plikacija je trivijalna. 

(Ideja za dokaz tvrdjenja (e') je uzeta iz Orlicz,Ptak 

(62), str. 6o-61) 

Dakle, ako je prostor E(g) regularan, ako ima osobinu 

(2;1 ) i ako su parovi (S a'  s a 
 ) metrizabilni i druge kategori- 

je u sebi, onda su taCne implikacije: 

(A N ) 	(A,N2 ) 

(B,N 3 ) 

(B,N1 ) 	(B,14 2 )  

Ako je prostor E(g) jo5 i separabilan, onda se sve im-

plikacije u prethodnoj shemi mogu zameniti ekvivalencijama i 

g je Mackeyeva topologija. 

Svaki Saksov prostor s Wiwegerovom me5ovitom topologi-

jom (opg -tije, svaki Hausdorffov (GLF)-prostor) zadovoljava 
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maloCas navedene uslove (izuzev (s,) i separabilnosti), pa 
iz (3.2.6) dobijamo kao specijalne sluCajeve slede6e rezul-
tate: 	(58),Thm.1'; (59),Thm.12(r i ),(r2 ); (62), str. 59 i 
1.32; (Go), (d) - (81 ), kao i (16),I.4.11-12. Iz (3.2.6) sledi 

(48),3.2.(i), ako se zna slede6e: 

(3.2.7)TVHDJENJE Ako su parovi (S a ,s a ) metrizabilni i F metri-
zabilan lokalno konveksan prostor, onda je niz neprekidnih 
linearnih preslikavanja T n :E(g) 	ekvineprekidan ako i 
samo ako je on sekvencijalno ekvineprekidan ( niz (T n )je 
sekvencijalno ekvineprekidan ako i samo ako iz Tnx 	za 
svako 	sledi da Tnxn 	za svaki nula-niz (xn ) iz E). 

Dokaz ovog tvrdjenja ne dajemo.Napomenimo da se u jed-

nom delu dokaza koristi 6injenica da je niz konvergentan ako 

i samo ako svaki podniz tog niza ima konvergentan podniz, a 

drugi deo dokaza je analogan dokazu (3.2.6)(b). 

Prethodne prirnedbe se odnose na take (a),(d),(e),(e'), 

(f) i (g), dok take (b),(c) i (e") nisu bile poznate za Sak-
sove prostore. 

Ostatak ovog paragrafa je posve6en dokazu rezultata bo-
ijeg od (3.2.6)(f). 

(3.2.8)DEFINICIJA  Topolo6ki vektorski prostor E pripada kla- 

	

si (Sep) ako i samo also 	svaku okolinu nule VcE postoje 
yn €E takvi da je E= LJ(y,4-V). n=1 - 

Jasno je da svaki separabilan topolo5ki vektorski prostor 

pripada klasi (Sep), kao i da svaki metrizabilan prostor iz 

klase (Sep) jeste separabilan.SledeCe tvrdjenje daje karek-

terizaciju klase (Sep) (videti i (3.3.2)).Dokaz ne dajemo, 
zbog njegove jednostavnosti. 

(3.2.9)TVRDJEIJE Slede6a tvrdjenja su ekvivalentna: 
(a) E E (Sep) 

(b) 'La sva,cu okolinu nule 	postoji potprostor 
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najvi6e prebrojive dimenzije, takav da je E=F+V. 

(c) Za svaku okolinu nule Vc:E postoji separabilan 
potprostor F, takav da je E.F+V. 

Klasa (Sep) ima mnogo bolje nasledne osobine od klase 

separabilnih prostora: 

(3.2.1o)TVRDJEJJE 

(a) Ako je E E (Sep) i ako je Fc:E vektorski potpros-

tor, onda je FE.(Sep). 

(b) Ako je EE(Sep) i ako je Fc:E vektorski potpros-

tor, onda je E/F (E(Sep). 

(c) Neka E ima topologiju induktivne granice, defini-

sanu preslikavanjima fn :En  > E i neka je E.Ofn (En ).Ako 

su EnE(Sep), onda je EE(Sep). 

(d) Ako su E i e(Sep),iELI, onda je 1-;;EiE (Sep). 

(e) Ako su En Cm (Sep), onda je O E E (Sep). 
(f) Ako su E i fE(Sep), onda je projektivna granica 

prostora E i  u klasi (Sep). 
(g) Ako je EEE (Sep), onda je kompletizacija EE(Sep). 

DOKAZ (a) Neka je V okolina nule u F, W okolina nule 
u E, takva da je W CIF<:V i neka je W'uravnoteena okolina nu- 

le u E za koju je W'+W'CW.Postoje yne E tako da jet  (yrii-W') 

=E.Neka je 	 (yn+W')/IF $244.Skup M je neprazan, jer 

je FCE= U(yn
+W').Nekaje,zasvako 	xn proizvoljan 

'n  
element iz (yn+W')11F.Tada je F. Cr (x +V).Zaista, jasno je 0.0 	 vvr., 	n 
da je L)(xn  +V)c.F.Neka je x EF.Onda je x 	+W ' za neko pe 

e IN, pa je x.(x-y 
P 
 )+(y 

 P 
 -x 

 P 
 )-1-±

P 
 4:.. 1r+W'+x

P 
 c: x 

P
+W, tj. x-xpE W 

i x-x 	P.Odatle sledi da je x-x 	V, 5t0 je i trebalo doka- 

zati. 

(b) Cvo je specijalan sluCaj tvrdjenja (c). 

(c) Ako je Vc:E okolina nule, onda je f;1 (V) okolina nu-

le u En  zasvako n ETiT, pa postoje 	 takvida 

je En  pL)(yP+f-n1 (V)).0datle je n  o..c) 	 c.c) oo 

	

E.n., fn  (En 71=4  (.) p=  )= 	() 1  (fn n (yP)+fn  fn-1 (V))C2U 	(fn n 
 (y13)+V)c:E. 

p=1  

(d) Ako je V okolina nule u proizvodu, onda postoje oko- 

line nule Vi clE (n=1,...,k) takve da je V 	n V. x I-1 E. 1%., 	- n 	n 	 n 	•  
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oa 
i postoje y , n in in 	i E = U(Y1?ni  +V. ).14eka je M skup svih zE 

	

n 	 skup 
Eneikod kojih su prvih k koordinata razne kombinacije eleme-

nata y lpin  , a ostalo su nule.Skup M je najvige prebrojiv i 
(z 	Li aem(zi-V). .1  i  

(e) Sledi iz (c) i (d), jer je 

prostora 	(1E 1,, 
K:1 A 

(f) Projektivna granica je potprostor proizvoda, pa ovo 
tvrdjenje sledi iz (a) i (d). 

(g) Dokaz je analogan dokazu ovakvog tvrdjenja za separa-
bilne prostore. 

Vratimo se sada osnovnoj temi: 

(3.2.11)TEOREMA Neka prostor E(g), g=g(s a ,Sa ,ae A) , ima oso-
binu (2; 1 ), neka su parovi (S a ,s a ) druge kategorije u sebi i 

neka je lokalno konveksan prostor F(t)-(Sep).Ako je s lokal-

no konveksna topologija na F,'takva da je set, da t ima ba-

zu okolina nule od s-zatvorenih skupova, onda je svako s-nen-

rekidno linearno preslikavanje T:E i t-neprekidno. 

DOKAZ Ako je V t-okolina nule, onda postoji s-zatvo-

rena uravnoteena t-okolina nuleWtakva da je W+Wc:V.Kako je 
F. C(y

n 
 +W) za neke °° y

92 
to je, za svako a 	: vt=1  

	

 kS 	U [(T-1 (yn4..w)n kSa a 11., 
Preslikavanje T je s-neprekidno, pa su skupovi T -1 (yn+W)(1 kS a 

 zatvoreni u kSa' Zbog ovoga i zbog Cinjenice da su (kSa' sa )  
druge kategorije u sebi postoje xa 6.kS ai sa-okoline nule Ua

k  

tako da je 

(xa
k  +Ua )() kS acT

-1 (yn+W) kSa cT
-1 (yn+W) 

Iz ovoga, kori6enjem osobine (2;1 ), sledi da postoje s a-oko- 
line nule Va

k  
' takve da je Va n kSa CT

-1
(V), pa je T t-nepre- 

kidno. 

Specijalan slu6aj prethodne teoreme je 1.1 iz (46) i 

Thrn.1 iz (58), a dokaz koji smo dali je modifikacija dokaza 
iz (46). 

induktivna granica 

(3.2.12)POSLEDICA 	je E(g) kao u (3.2.11) i neka F ima 
topologiju t.g(s,S ia",nE10, gde je (SI') rastuci niz.Ako je pre- 
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slikavanje T iz E u F s-neprekidno i ako je F(t)4.(Sep), on- 

da je T t-neprekidno. 
DOKAZ  Zbog (1.1.5) topologija t ima bazu okolina nu-

le sastavljenu od s-zatvorenih skupova. 

j3. Teorema o zatvorenom grafiku- domen je 

prostor s topologijom generalisane 

induktivne granice 

Ovde demo dokazati neke teoreme o zatvorenom grafiku za 

slu6aj kada je domen preslikavanja snabdeven topologijom ge-
neralisane induktivne granice.Zbog Mahowaldove teoreme (vide-

ti (o.4.2)), kao i zbog 6injenice da prostor,veoma specijal-

nog tipa, s topologijom generalisane induktivne granice ne 

mora biti 6ak ni 6=kvazi-baCvast (videti (3.1.2)), to klasa 

prostora-slika mora biti ula od klase svih Banachovih prosto-

ra.Osnovnu pomod nam pru'Za Kaltonova teorema o zatvorenom 
grafiku, koju demo sada formulisati u obliku koji je razliCit 

od originalnog (uporediti sa (o.4.4)): 

(3.3.1)TEOREMA ((41),Thm.2.4.) Neka je E lokalno konveksan 

prostor.Tada su sledeCa tvrdjenja ekvivalentna: 

(a) Za svaki separabilan Br-kompletan prostor F, svako 

linearno preslikavanje iz E u F s zatvorenim grafikom je sla-

bo neprekidno. 

(b) Svako linearno preslikavanje iz E u c o  s zatvore-

nim grafikom je slabo neprekidno. 
(c) Dual E' je slabo sekvencijalno kompletan. 

Mi demo malo progiriti Kaltonovu teoremu: dokaza6emo da 

u ta6ki (a) prostor F mote pripadati klasi (Sep). 

(3.3.2)LEMA Ako je F lokalno konveksan prostor, onda su slede-

Ca tvrdjenja ekvivalentna: 

(a) Foe(Sep). 
(b) Svaki ekvineprekidan skup iz rje 6(F;F)-metriza-

bilP,a. 
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DOKAZ (a) ==> (b): Neka je U proizvoljna okolina nule. 
Postoje xn eF takvi da je F. 2(xn+U).Ako je cf~  familija o 

 svih konaCnih podskupova skupa onda skupovi k-l-txn :ne (P1 
kEN, 5°4=1. 7 , obrazuju bazu okolina nule za neku lokalno kon-

veksnu topologiju s na F', koja je pseudometrizabilna.Doka- 

imo da je topolo6ki prostor (U ° ,s10) Hausdorffov.Neka nije. 

Tada postoji c4f€U°  tako da je 0 E (f+k -1 1xn :neV3.° )(1 e za 
svako kElid, S'24EF, pa je f 	x 11°=k -34xn ' odnosno 
If(x )1 k-1  za svako k,nElT, pa je f(x n )=o za svako nET. 
Neka je 	proizvoljno.Tada je x=xp+u, za neko pEI i neko 
u EU.Iz ovoga i prethodnog sledi da je 

If(x)1‘ If(x)j idf(u)I= If(u)j< 1. 
Dakle, za svako x Ei 1  je )f(x)l.. 1, tj. f.o, 6to je u kontra-
dikciji sa f/o.Znaai, topologija 	je Hausdorffova.Kako 
je 	 s i kako je U°  6.(F;F) -kompaktan skup, to iz (42), 
5.8 sledi da je 6(F;F)IU°.s1U° , pa je U°  6(F;F) -metrizabi-
lan. 

(b) 	(a) : Neka je U zatvorena apsolutno konveksna 
okolina nule.Polara U 0  je slabo metrizabilan skup, pa posto-
je yn E F, takvi da je familija skupova k -1 .1yn :nE 9)3°n U° 

 kETid, 	 baza okolina nule topologije 6(F;F))U ° .Neka 
je Fi=span 	 Tada je F.Fi+Lf.Zaista, neka je x F. 
Tada je skup kxrri U°  okolina nule u topologiji 6'(F,'F)1U ° ,pa 
postoje Ic.]1■1 	 takvi da je 4x1 °() U°k-l@rn:n€cpion uo. 

Uzimaju6i polare obeju strana, dobijamo 

r--- (1-4,xiQu)c r(kr{ yn :ne(P}U 1.1). 
Skup 5° je konaCan, pa je 	yn  n E (Pi = r yn  : n E 	i ovaj 
skup je kompaktan.Iz ovoga i iz 

r (k r-.brn :n c.; 	u)c- k rbrn :n 903 1-U=k F.? yn  :ne--403 +U 
(zbir kompaktnog i zatvorenog skupa je zatvoren skup) sledi: 

r( r{x 	u)c. k 	yn :ne-cp3 +U, 
pa je xE 	+(I, gto smo i hteli da dokaemo.Onda iz (3.2.9) 
sledi da je FE. (Sep). 

Sada moemo dokazati pomenuto pro6irenje Kaltonove teo- 
reme: 
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(3.3.3)TEOREfi.A Ako je E lokalno konveksan prostor, onda je 

svako od tvrdjenja (a),(b),(c) iz (3.3.1) ekvivalentno sa: 
(a')Za svaki Br-kompletan prostor F iz klase (Sep), 

svako linearno preslikavanje iz E u F s zatvorenim grafikom 

je slabo neprekidno. 

DOKAZ Implikacija (a') 	je trivijalna, dok se 

implikacija (c) 	 dokazuje na isti na5in kao implika- 

cija (c) 	u (41),Thm.2.4. , s tim 5to mi koristimo le- 
mu (3.3.2), umesto 1.1 iz (41). 

Da bismo dokazali da je prethodna teorema pro6irenje Kal-

tonove teoreme, potrebno je jo6 dokazati da postoji B r-komple-

tan prostor iz klase (Sep) koji nije separabilan.BiCe nam po-

trebna slede6a lema: 

(3.3.4)LEMA Ako je F lokalno konveksan prostor, onda je pros-

tor (F,Ei(F,F')) u klasi (Sep). 

DOKAZ Neka je U slabs okolina nule u F.Onda postoje 

fiE: F' (i=1,...,n), takvi da je 	 po- 

lare obeju strana, dobijamo da je 	 .Skup 

je n-dimenzionalan, pa je on metrizabilan u to-

pologiji C(F;F).Samim tim i skup U °  je takav, pa tvrdjenje 

sledi iz (3.3.2). 

(3.3.5)PRIMER Neka je F.7KI , gde je I skup sa osobinom da je 

Card(I),, 2 °  i neka je F snabdeven topologijom proizvoda.Ta 

topologija nije nigta drugo do slaba topologija, pa iz pret-

hodne leme sledi da je F u klasi (Sep).Prostor F nije separa-

bilan: ako bi bio, onda bi bilo da je Card(F) 224, to nije 

taCno, jer je 
Card(F).(Card (K)) Card(I)

> 2 2 c 

(videti (7),II,zadatak 122).Prostor F je Br-kompletan (Cakje 

B-kompletan), 5to sledi iz poznate karakterizacije Br-komplet-

nih prostora ((44), §34.2. (2) ) i iz slede6e Cinjenice: svako 

neprekidno linearno preslikavanje iz F u lokalno konveksan 

prostor G je topolo6ki homomorfizam ((34),4.1.6,Exc. 1.b) 

Vratimo se sada teoremi o zatvorenom grafiku.Iz (3.1.5), 
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(3,3.3) i (3.2.11) sledi; 

(3.3.6)TEOREMA lieka prostor E(g), g=g(sa ,Sa ,a(t=A), ima oso-
binu (2) 1 ), neka su parovi (Sa ,sa ) druge kategorije u sebi i 
neka je lokalno konveksan prostor FE(Sep) Br-kompletan.Ako 
linearno preslikavanje iz E u F ima zatvoren grafik, onda je 
ono neprekidno. 

sr4. Dokaz jedne Collinsove hipoteze 

Godine 1968. je H.S. Collins u radu (12),str. 371, pos-
tavio slededu hipotezu (uziiramo u obzir i 5.2 iz navedenog 
rada): ako je E=C b (T) prostor neprekidnih i ograniCenih funk-

cija (realnih iii kompleksnih) nad ekstremalno diskoneksnim 

lokalno kompaktnim Hausdorffovim topolo6kim prostorom T i ako 
je on snabdeven.striktnom topologijom f, onda je svaki 
G(E',E)-Cauchyjev niz iz E' ekvineprekidan. 

Iii demo dokazati da je ova hipoteza taCna. 

Poznato je da vai jednakost /3.g(t,nB,nQM), gde je t 
kompaktno-otvorena topologija na E ( prednorme su p K (x). 
=s

e
uplx(t1 , K su kompaktni skupovi) i 	 s up lx(t)j41 

(videti primer (1.2.3)). 

S obzirom na (3.1.5), hipoteza de biti dokazana ako do-

kaIemo da prostor (E,j) ima osobinu (2>)1  ) i da je skup B t-
-druge kategorije u sebi(ovo poslednje je ekvivalentno sa: 
nB je t-druge kategorije u sebi za svako 

U daljem demo sa T uvek oznadavati ekstremalno diskonek-
san lokalno kompaktan Hausdorffov prostor, a sa 0 	unifor- 
mnu normu na E ( (1xU.supfx(t)! ). 

tE'r 

Dokaimo prvo tri lame koje su, po svoj prilici, dobro 
poznate: 

(3.4.1)LFMA Ako je Kc:T kompaktan skup, onda postoji otvore- 
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no-zatvoren kompaktan skup LDK. 

DOKAZ Svaka tacks x4, K ima otvorenu okolinu U x'  takvu 
K 

x da je U kompaktan skup.Iz KC U 	 p sledi da postoje 
xtrK  _A. _ 	 x1 

(1.1 1 ...,n), takvi da je KC UU COU =L.Skup L je otvore- zz 	E 	x. 

no-zatvoren i kompaktan, jer su takvi i skupovi U x , zbog eks-

tremalne diskoneksnosti prostora T. 

(3.4.2)POSLEDICA Familija skupova tipa 	1) K (x) 	> o, 

KC T otvoreno-zatvoren kompaktan skup, cini fundamentalan sis-

tern okolina nule topologije t. 

(3.4.3)LEMA Ako su K,L c T otvoreno-zatvoreni kompaktni sku-

povi i a> b > o, onda iz 	pL (x)< 133 	x: pK (x)4 a sledi 

da je KG L. 

DOKAZ Neka postoji tE K\ L.Skupovi 	L su kompakt- 

ni, pa postoji x E Cb (T) takvo. da je x(t)=a+1 i x(L)={oOnda 

je x 	pi, (x) < bi i x 	pic (x)< a7 .Kontradikcija. 

Dok su prethodne dve leme trivijalne, s tre6om to nije 

slu6aj ( ona je formalno ja6a od jednog zadatka iz (32)) : 

(3.4.4)LEMA Neka je GC.T otvoren skup i x neprekidna i 

ograni6ena funkcija na G.Tada postoji yE.C
b (T), tako da je 

ylG=x, y(T G)=01 i sup tx(t)t .03r[t . 
-Es.G 

DOKAZ Funkcija x je neprekidna ako i samo ako su 

funkcije Re(x) i Im(x) neprekidne, pa se bez smanjenja 

op5tosti mote pretpostaviti da je x realna funkcija. 

Neka je G(r)=4t G: x(t)< r -i.Jasno je da vazi jednakost 

x(t).inf/rEIR: t eG(r)1.0zna6imo sa H(r) zatvorenja skupova 

G(r) u G i sa z funkciju definisanu jednako66u 	z(t)= 

tE- H(r)3 .Oblast definisanosti funkcije z je G: iz 

G(r)=G za r luatx(t)1 sledi H(r)=G za iste r. 

Sada 6emo dokazati da je z1G.x.Iz G(r)C. H(r) sledi da 

je (rEAR:tE G(r)lc 	EH(r)3, a odavde- da je x(t) ,  

za svako tE G.Neka postoji t oeG sa osobinom da je x(t o ) > 

z(t 0 ) i neka su a,bER takvi da je x(t o )> a y‘b> z(t o ) . 

Tada je t 0 E- H(b)(1G i t o 0 G(a),Iz b< a dobijamo de. je 
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G(b) C: G(a), pa iz H(b)f1G=G(b) rl G=G(b) C: G(a) sledi t (f. 
E G(a).Kontradikcija. 

Slede6i korak dokaza je dokaz neprekidnosti funkcije z. 
Za to je dovoljno dokazati sledeCe: 1 °  skupovi H(r) su otvo- 

G 
reni u G; 2' H(r) C: H(s) za r s; 3 0  U h(r)=C1; 4° n H(r)= rGrR 	YGIR. 
=.0(videti, na pr. (4o),12.1). Skupovi G(r) su otvoreni u G 
(x je neprekidna funkcija), pa su oni otvoreni i u G, jer je 

G otvoren u T.Skup G je otvoren u T (ekstremalna diskoneks-

nost), pa je on ekstremalno diskoneksan u indukovanoj topolo-
giji ((24), 6. sf2, owiczenie G.(b)).Zbog toga su skupovi H(r) 
otvoreno-zatvoreni u G, pa su ispunjeni uslovi 1 °  i 2 °  (pos-
lednji i zbog G(r)4C G(s) za r<s).lislov 3 °  je, kao '6 -to smo 
yea videli, takodje ispunjen (H(r)=5 za dovoljno veliko r). 
Kona6no i uslov 4 °  je ispunjen, jer iz G(r)=ci ze. r< 
4:-sup ix(t)1 sledi H(r)= 	za'iste r. 4** 

Prema tome, funkcija z je neprekidna, ograniCena i z1G=x. 
Punkciju y defini5emo na slede6i naCin: y(t)=z(t) za 

te:d i y(t)=o za tf G.Posto je skup G otvoreno-zatvoren skup, 
to funkcija y ima sve nabrojane osobine. 

Sada mo'iemo da dokaZ'emo ono gto smo eleli: 

(3.4.5)TVRDJENJE Prostor (E,5) Lam osobinu (El ). 
DOKAZ Neka je x0 EB i U proizvoljna t-okolina nule. 

Bez smanjenja op5tosti moemo pretpostaviti da je x ok.Sa 
CU oznaCimo onu apsolutno konveksnu t-okolinu nule za koju 

/  je xosE2
-1  U: Postoji rEio,1[, takvo da je (1-r)xo

-1U', tj. 
da je rx o  Ex o +2

-1U'.0datle je rx o +2-1 U'c: x° 	
xo+U. 

Daije, neka je 	p7 (x)< e5C 2 -1 U ' , gde je e ,o i K 
kompaktan skup.Iz (3.4.1) sledi da postoji otvoreno-zatvoren 
kompaktan skup L:)K.Neka je W=.(x: pL (x)< d], gde je d= 
=min 2-1 ,e,1 ,-;r1.Tada je 

w r% 	(rx0+V)r1 B 	(rx0 +V) r‘ BC (xo+U) B - (x0 +11) r) B. 
Zbog prethodnog je dovoljno dokazati samo prvu inkluziju. 

Neka je x eV/ n B.Defini6emo xl  i x2  na slede6i naCin: 

	

x1 =x+rxo-(dx+(1-d)rxo 	x2=rxo -(dx-1-(1-d)rx )440  , gde je 
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54P karakteristiCna funkcija skupa T\L.Ona je neprekidna, 

jer je L otvoreno-zatvoren skup, pa su x i ,x2 € C b (T).Jasno je 

da je x=x1 -x2 .Sada Cern° dokazati da xl ,x 2  (rxo+V)/1B.Slede-

de nejednakosti su jasne: 

pK (xl -rx) ...5p L (xi-rx0 )=pL (x) 	e 

pic (x2 -rx0 )4. pL (x 2 -rx0 )=o < e 

pa x1, x2 E rxo +V. 

Dalje je: 

za t E L: ki (t)t= tx(t)+rx 0 (t/ < tx(t)I +rIxo (t)1<d+r$ 1 

tx2 (t)1=rrx o (t)14r41 ; 

za tfe L: Ix i (t)1= 1(1-d)x(t)+drx o  ( -014 1-d+dr.< 1 

lx2 (t)I = t-dx(t)4-drx 0 (t)14d+dr< 2d$ 1 , 

(koristili smo da je 11xkl41, (tx 0111), pa je x 1 ,x2 E B, gto je 

trebalo dokazati. 

(3.4.6 )PRIMEDBA  S obzirom da se xl  i x2  iz prethodnog dokaza 

mogu napisati i u obliku x1 =(1-d)x+drx 0+(dx-f-(1-d)rx 0 ) .S1 , 

x2 =-dx+drx0+(dx+(1-d)rxd , K , gde je f karakteristie- na funk-

cija skupa L, to prethodno tvrdjenje vaZi i za prostore C o (T) 

i Coo 
 (T) funkcija koje tee null u beskonaCnosti, odnosno 

funkcija s kompaktnim nosa6em, ako su oni snabdeveni Buckovom 

striktnom topologijom. 

Jo .6 je preostalo da se doka'2".e: 

(3.4.7) TVRDJENJE  Skup B= (x E C b  T :tlx114 	je t-druge katego- 

rije u sebi. 
DOKAZ Neka su Bn (n.1, 	t'(B-otvoreni i tIB-gusti u 

B i AG B tEB-otvoren skup.Treba dokazati de. je A e+ 	Bri/si>. 

Skup AfN B1  je t1B-otvoren i neprazan, pa postoje 

E AA; i L11.--{x:pici(x)< e 1
, takvi da je (xi +Ui )nBcA /1131, 

gde je K1  otvoreno-zatvoren kompaktan skup ( zbog (3.4.2)) 

o 4el < 1.Skup (x1 +U1 )r1B1 je tp-otvoren i neprazan, pa pos-

toje x2  6- (x1 +111 )(\ B 2 i U2 -,--0c:pK2 (x)< e 2 3, takvi da je (x 2 + 

- 
41 	

1 
2 ) B C(xi+Ui ) (1 B2 , gde je e 2  4 2 	U 2C U1 , K2  otvoreno- 
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-zatvoren kompaktan skup i K 1c:K2  ( zbog lame (3.4.3)).Nas-
tavljajuCi induktivno ovaj postupak, uz kori66enje (3.4.2) i 
(3.4.3), dobijamo xn ,Knlen ,Un  sa slede6im osobinams: xnE 

(x
n-1 +U

n-1 )  /1BI:0 (xn+Un )(\ BC(xn-1 +lin-1 )n Bn' Unc 11
n-1' en<  

4:2 -1 en_,,Ue+:p, (x)<en i, Kn  otvoreno-zatvoren kompaktan An 
skup, Kn  

Iz prethodnog, za m>n, dobijamo: 

xm  E (x
m  +Um  )t-1 B c: ( xm-1 +1.1m-1 )(1 Bm c:((xm-1 +17 n-1 )n B) r) Brr Z 

c(xm_2+Um...2 )/1 	n Bm  ...c  

( xn+u n) 	 Bm' 
pa je xm-xn G LTn .Ako je joe /24 q, onda iz U

nC Ug sledi da je 
xm-xn E. UQ , tj. 

(H) 	picci (xm-xn ) < e q  za m> 

	

Neka je G= hU Kn  i xn =xn  G.Ako je t 	i e > o, onda 
postoje i,j6114 za koje je 	e i tQl(i , pa je e

k < e i tE- 
41 Kk  za k=max?i , j .Iz (H) onda sledi 

- 

	

lx°(t)-x"n(t)1 pKk (xm  -xn  ) < e k  <*e 	za in> n,k, 1 .   

tj. niz (xn( t) ) je Cauchyjev u !K, a samim tim i konvergen-
tan.Dakle, za svako t E G, xn- (t) —>x(t). Sada demo dokazati 
da je ova konvergencija uniformna na svakom kompaktnom sku- 
pu K iz G.Skupovi Kn  su otvoreni u T, pa su otvoreni i u G, 
jer je G otvoren u T, pa iz KC G= 	i KrC Kn+i  sledi da 
je KC Ka  za neko aC.T.Neka je f > o 	 takvo da j e e b< 
4: f.Onda je KC K c  i e c < f za c=max{a , b 3, pa iz (H) sledi: 

„ 	, (xm-xn )< pKc (xm-xn )< e c  < 	za m> n 	, 
tj • niz (xn'(K) je ravnomerno Cauchyjev, a samim tim i ravno-
merno konvergentan na K.Prema tome, niz (xn) ravnomerno kon-
vergira funkciji x na svakom kompaktu K, pa su restrikcije 
xi K neprekidne.Kako je G, kao otvoren pcdskup, lokalno kom-
paktan ( (24 ) , 3. fl3.Twierdzenie 5. ), to iz, prethodnog sledi 
da je x neprekidna funkcija. 

Kako je sup
EG n 

lx 	
Ilxn - 114 1 za svako n ED, to je E  

sup (x(t)I .4_ 1, pa iz leme (3.4.4) sledi da postoji neprekid- 

:>Kn_1 (za n=2,3,...). 
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na i cgrani6ena funkcija y na T, takva da je yIG.x i Oyll‘ 1. 
Doka2imo sada da je tyC A n 	(3E) sledi(za m 

n=q i uzimajuai u obzir p_Kg nha  (x m  -x n ) ): p, (x-x 1,0. )..c en  M  

tj. xexnn' pa je (zbog ylG=x) n +17n za svako 
inkluzije 

(xn+Un )/1 B C (xn-1 +lin-1 ) (1 Br 
je y EBn  za n=2,3, 	, a zbog inkluzije (x 1 +131 )(1 B C A I.\ Bi  
je YeAnk i dokaz je zavr6en. 

Prema tome, Collinsova hipoteza je ta6na: 

(3.4.8)TEOREMA Ako je E.(C b (T),1.5), onda je svaki 6 '(E',E)- 
-Cauchyjev niz iz E' ekvineprekidan. 

Za neke klase topolo5kih . prostora T (razli6ite od naAih) 

su dokazana tvrdjenja tipa (3.4.8) (videti na pr. (14),Thm. 
5.1).Kod tih dokaza je su5tinski kori6Cena Cinjenica da je 

dual prostora E jednak prostoru svih RadonoviltograniCenih 

mera na T.Prema tome, nag dokaz je potpuno razli6it od pome-
nutih. 

Primetimo da smo ovde dokazali vise nego 5to je navede-
no u (3.4.8).Naime, iz prethodnih rezultata i (3.1.4) nepos-
redno sledi: 

(3.4.9)TEOREMA i4eka je E kao u (3.4.8) i F lokalno konveksan 
prostor.Ako su Rn :E --)■ P neprekidna linearna preslikavanja i 
niz (Rn (x)) je Cauchyjev za svako xeE, onda je niz (R n ) ek-
vineprekidan.Ako jo5 Rn (x) 	 onda je R neprekidno 
preslikavanje i Rn  > R uniformno na svakom pretkompaktnom 
skupu iz E. 

Druga hipoteza u (12), str. 371, je slede6a: ako je S 
prostor T snabdeven diskretnom topologijom, onda postoji ne-
prekidna projekcija C ° (S) 	 (oba prostora su snab- 
devena odgovaraju6im striktnim topologijama), tj. C b (T) ima 

m b topolo6ki komplement u prostoru 	(0).Cvu hipotezu nismo us- 
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pelf ni da dokaemo ni da opovrgnemo, afi smo dobili neke 
rezultate u vezi s tim: 

(3.4.1o)TEOREMA Ako je G T otvoreno-zatvoren skup, onda je 

C b (T)=C b (G) (DC (T'NG) 1  

pri emu su svi prostori snabdeveni odgovarajuam striktnim 
topologijame13,13 3A; i vaa'e jednakosti/3 1=MO(G) = 
=g(tIC (G),n13 3. ,n610, gde je B, zatvorena jedini6na kugla 
prostora C (G); analogno za /3 2 . 

DOKAZ Karakteristiena funkcija ' skupa G je nepre- 

kidna, pa je dobro definisano linearno preslikavanje P iz 

C b (T) u C b (G), P(x)(t).x(t)• .P(t).0no je sirjekcija: ako je 
y ECb (T), onda je P(x)=y za x4;Cb (G), definisano sa x(t). 

=y(t) za tEG i x(t)=o za t G. 

Doka2imo prvo da je ,preslikavanje P:(C b (T),) 	db,r600) 
neprekidno.Ako je U. 0 	iB proizvoljna A-okolina nu- 

A., CS 	a. 

le (U.i  su t-okoline nule), onda je P(U)c: U
b (G) (5to sle-

di iz definicije preslikavanja P), pa je P neprekidno.Samim 
tim, ta6na je jednakost 

(C b (T),120).-(Cb (G),p1Cb (G)) 0 (Cb (T \G),(3)C b (sING)) . 
Preostalo je jo5 da se dokau jednakosti P i=g4b (G). 

.g(tiC b (G),/aB1 ,n€11) (i analogue jednakosti za /5 2 ).Neka je 
OpT41.1 j/3 pro i zvo lj na  3_01colina 'rul e  
'la/ 	Ai  

p.„(x).<e.?, e.> o i K j  su otvoreno-zatvoreni kompaktni sku-
i povi iz T.Ako 	K.(1 G=16, onda je w.njBlc:P(v.(liEcn v.n 

jEnCb (G) , gde je Wj qx GCb (G): pLi (x)‹ e j  j i Lj  je proiz-
voljan otvoreno-zatvoren kompaktan skup iz G (ovde i dalje 

smatramo da je izvr5ena identifikacija prostora C b (G) i 
.(3[P:x.C b (T)3 ).Ako je oak, K j r1G96 , onda je ot- 

J 	J 
ot-

voreno-zatvoren kOmpaktan skup, pa ako W j  definiemo kao ma-
lo6as, dobi6emo iste inkluzije.Zbog toga je 

(Tic;  n 	C  Wm% 

iB i 	v 	iBn c b (G)c (,) 	iB)r■ cb (G), rva  

tj.rpg(tiC b (G),j/31 ,jeltiW61Cb (G). 

Na sliCan nac.-An se dokazuju obrnute nejednakosti ( za 
je dozanalogan). 
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(3.4.11)TVRDJFJJE Neka je F metrizabilan lokalno konveksan 

prostor s bazom (Un ) okolina nule, Un+UnC_Un_1 (n=2,3,...) i 
neka je R: (C b (T), (t It) F neprekidno linearno preslikavanje. 
Ono je f; -neprekidno ako i samo ako za svako nCai postoji ot-
voreno-zatvoren skup K nc: T, Kn c: Kn+, (n=1 ,2, ) sa osobina-, 
ma: Kn je kornpaktan i iz 114 	x (Kn“oi sledi R(x)E Un . 

DOKAZ 	: Restrikcija RIB je t-neprekidna, pa posto- 
je t-okoline nule Vn.ix:picn (x)‹ en i, takve da je R(VnnB)(= Un  
za svako 	pri emu su Kn  otvoreno-zatvoreni kornpaktni 
skupovi ( zbog (3.4.2)) i oni obrazuju rastu6i niz.Neka je 
yxg‘ 1 i x 	o?.Tada je x 4g:Vn  11B, pa je R(x)E Un . 

: Preslikavanje R je norms-neprekidno, pa postoje r. a> 
takvi da je R(B)c rnUn+1 .Neka je Via  =-1 x: pKn (x) < rn..4 1.Ta-

da je R(Wn (1 B)CUn .Zaista, iz xEWn ()B sledi x=x9+x4 ( 
je karakteristiCna funkcija skupa K n+1 , a 91 -njegovog komp-
lementa) , //xVkilx1Le1 it  x91 I K,"4a .o, pa 

-1 
 je R(x Yf 	Un+1*Da- - lje je /ix 9p.pKni.1 (x)<frn  , pa je x ci 4; rn  B. Kona6no je 

R(x7=R(x 51 ) + R(Ic 	R(r2B) + R(x e )c, un+1+un+1c, Un . 

(3.4.12)POSLEDICA Ako je R /-neprekidno, onda postoji rastu- 
di niz otvoreno-zatvorenih kompaktnih skupova Kn c:T sa osobi- o 
nom: iz x ecb ( T) i x I u K 	sledi R(x)=o. n 

Kombinovanjem (3.4.10) i (3.4.12) dobijarno: 

(3.4.13)TEOREMA Neka je F metrizabilan lokalno konveksan 
prostor i R: (C b (T) , ) >F neprekidno linearno preslikavanje. 
Tada postoji rastuCi niz otvoreno-zatvorenih kompaktnih sku-
pova Km  c: T, takav da je : 

(a) (C b (T), )=(0(,,(7117:),131 ) + (Ob(T 7n ), 2 ) 
(b) R(Cb (T \ -57))=&o 3 rtz. 

gde su 1  i P2  odgovaraju6e striktne topologije. 
DOKAZ Tvrdjenje pod (a) je specijalan sluCaj (3.4.1o) ar----  

(za 	Kn ), a (b) sledi iz (3.4.12), jer je C b (T \77 ) 
nui n 	 n 

izomorfan sa {x 	\ 	Cb (T).1, a ovaj (zbog (3.4.4)) 
n 

sa {x  PT C K :xEC (T) . , n  
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GLAVA4 

PRODUZENJE LINEARNIH FUNKCIONALA I 

TEORENE 0 ZATVORENOM GRAFIKU 

U §1. su dati uslovi pri kojima je linearan funkcional 

f neprekidan na lokalno konveksnom prostoru E, ako su nepre-
kidne restrikcije fiSn (n=1,2,...), gde su S n  apsolutno kon-
veksni podskupovi prostora E.Dobijeni rezultati su op6tiji i 

(ili) bolji od niza rezultata u vezi s neprekidnim produe-

njem linearnog funkcionala, neprekidnog na potprostoru pros-
tora s topologijom (obiCne) induktivne granice, koji su do-
kazani u ( 1 7),( 18 ),( 27),(28),(43),(51),(64), (66),(76).0 svim 
ovim radovima (izuzev (18) i (27)) rezultati o kojima je re6 
se odnose na induktivne granice Banachovih prostora, dok na6i 
rezultati vane i za neke prostore 6iji duali nisu 6ak ni sla-
bo sekvencijalno kompletni.Iz nasih rezultata se dobijaju i 
pobolj5anja nekih rezultata (koji su raznih tipova) iz (19), 
(25),(71) 1 (77). 

U j2. su neki rezultati iz 	pro5ireni na linearna 
preslikavanja.Dobijeni rezultati su iskori66eni za dokaz ne-

kih teorema o zatvorenom grafiku, kod kojih su oba prostora 

snabdevena topologijama generalisane induktivne granice,a iz 
ovih teorema su dobijena proilirenja i (ili) pobolj6anja nekih 

Lcintoshevih (53) i Iyahenovih (38),(39) teorema o zatvorenom 

grafiku i dobijena su teoreme o zatvorenom grafiku iz (7o). 

§1. ProdusZenje 1inearnih funkcionala neprekidnih 

na 61anovima niza apsolutno konveksnih 
skupova 

Cycle 6emo uvek pretpostavljati da je (S r ) niz apsolutno 
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fn  g(E t)' to je fm  -fn  4S °p  za 	n> j .0datle je n : n41\3c " 	 ' 

c{f1"'" fj  f+S°.Skup Jf1"" ,fj; 3e t 3  -sekvencijalno kom - 
paktan, pa iz (4.1.1) sledi da je skup 	 ts- 

-sekvencijalno kompletan.Kako je tect y l(E,t)' (jer jesva-

ki element iz t9-3 progutan nekim S n ), to je niz (fn ) tjs -Ca-

uchyjev.Zbog ovog i prethodnog, postoji 

C(E,t)' takvo da je 	fn.C.Dokai:imo da je f.f: Iz 

(...).(B:Bj51=E i
it 	

sledi da je 6(Ei,E)4 ts  i 6(E',E)5 
, 

41tse  , pa iz tos-lim fn.f' i 	 fef sledi lim fn (10. 

.C(x) i lim fn (x)=f(x) za svako xEE.Odatle je f(x)=f'(x) 

za svako xE E i dokaz je zavr5en. 

Eeka je, sada, E' nE',E)-sekvencijalno kompletan i ne-

ka je 	familija svih apsolutno konveksnih slabo kompaktnih 

skupova iz E.Ako je KE;Ji?›, onda je K drupe kategorije u se-

bi u topologiji 67(E,E'), pa iz K C tytmitcSn  sledi da postoje 

j ETA i xe KC1iS j, kao i slaba apsolutno konveksna okolina nu-

le U, takvi da je (x+U)rIKA:AS .Kako U guts K, to iz (3.1.7) 

onda sledi da S guta K.Tvrdjenje onda sledi iz prvog dela 

teoreme, iz (1.1.7) i 

Malo6as dokazana teorema je uop5tenje teoreme 2.a,b iz 

(18).Ta teorema je dokazana za slu6aj kada je (S n ) rastu6i 

niz potprostora, t2 familija ograniCenih skupova i E' 
t-sekvencijalno kompletan.Prva i tre6a pretpostavka su od 

suatinskog znaCaja za dokaz u (18).Specijalan sluCaj je u (18) 

dokazan uz (kao iito se malo6as videlo) suvi6nu pretpostavku 

da su Sn zatvoreni potprostori. 

(4.1.3)PRIMEDBA Ako se u specijalnom slu6aju teoreme (4.1.2) 

pretpostavi jo6 da ja niz (S n ) rastu6i, onda je dovoljna pret-

postavka da je E' (,b(E',E)-sekvencijalno kompletan.Za to je 

dovoljno dokazati da je svaki jako ograni6en skup iz E pro - 

gutan nekim Sn , a ovo sledi iz (21),Thm.l. 

Uz ja6e uslove od uslova iz (4.1.2) se dobija potreban 

i dovoljan uslov za neprekidnost linearnog funkcionala f 61- 

je su restrikcije fiSn  neprekidne.Koristi6emo oznaku En.spanSn. 
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(4.1.4)TVRDJENJE Neka je niz (Sn ) rastu6i, 65n  dopustiva fa-
milija u En  Ciji je svaki Clan progutan sa Sn , J6 familija 
svih konaCnih unija OB B.EZni i neka je svaki dual E' 
t,zn-sekvencijalno kompletan.Prostor E' je ts-sekvencijalno 
kompletan ako i samo ako je linearan funkcional f na E nepre-
kidan Cim su neprekidne restrikcije fiSn . 

DOKAZ 	Zbog 6(E,'E).$ t 	polare Sn ta-zatvore- 
ne, pa su tz-sekvencijalno kompletne.Tvrdjenje onda sledi iz 
teoreme (4.1.2). 

: Neka je (fn ) t 	niz iz 	i neka je 
(fri'la ) je t,2 -Cauchyjev u E'.Zaista, jasno je da 

wm 
ft EEm.Ako je B E j m , onda postoji jCBT, takvo da je f -f e 

P EB° za p 	pa je f;-1EBmiza p q>, j (Om  je pola- 
ra u 	), tj. niz (fT) je tam-Cauchyjev u Ell'1 .Zato postoje 

gin e Em takvi da je t vTm-lim flinl=gm .Kako je niz (Sn ) rastu6i, 

zo je preslikavanje f iz E u 3K, definisano sa flEn=gn , line-
aran funkcional, koji je neprekidan, jer su restrikcije f1Sn= 
=gnISn neprekidne.Dokaza6emo da je fn=f.Ako je B E- 03, 
onda je B 	k  (jer je niz (Sn ) rastu6i) za neko kQN.Kako 

je t j3 k-lim fill=gk , to postoji 	takvo da je 	icc„Bok 

za nzi.Iz toga i iz 	 flEk=gk  sledi: za xE.Bc:E k  je 

Ifn (x)-f(x)1=IfIrci (x)-gk (x)1‘1 za 	tj. fn-feB° , gto je 
je i trebalo dokazati. 

Ovaj rezultat je uop5tenje teoreme 3.a,b iz (18), koje 
se sastoji u tome 6to su u (18) Sn  vektorski potprostori.Pret-
hodno tvrdjenje nije taCno ako se umesto sekvencijalne komple-
tnosti duala E' pretpostavi da su polare Son (polare su u 
odnosu na dualnost <E rL ,E1:1 >) sekvencijalno kompletne.Naime, 
u tom slu6aju iz sekvencijalne kompletnosti prostora E' sle-
di da je flnIcional f neprekidan Cim su restrikcije flS n  nepre-
kidne (zbog (4.1.2)), ali obrat ne vazi.Zaista, neka je E lo-
kalno konveksan prostor Ciji slab dual nije sekvencijalnokom-
pletan ( na primer, E=1 s topologijom 2:"11,c 0 )) i neka je U 
apsolutno konveksna okolina nule u E.Ako je S n.nU, onda je 

n 	' n So  su 6-(E;E)-kompaktni skupovi, pa su i Er(E;E)-sek- 
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vencijalno kompletni.Iz neprekidnosti restrikcija fiSn  sledi 

neprekidnost f, a E' nije slabo sekvencijalno kompletan. 

Teorema (4.1.2) je veoma jaka.Dokaz za to su, sem (4.1.4), 

slede6a tvrdjenja (sva su posledice na5e teoreme), koja su 

uop5tenja i pro5irenja poznatih rezultata (o tome 6e biti re-

Ci kasnije): 

(4.1.5)TVRDJENJE Neka je F zatvoren vektorski potprostor pro-

stora E koji je najvi5e prebrojive kodimenzije i neka je skup 

{x tt :n3N1 kobaza od F.Ako je F °C:E' t46-sekvencijalno kom-

pletna, gde je c 	dopustiva familija u E, takva da je sva- 

ki element iz JB sadr'ian u nekom F+sDanix i ,...,xn i, onda 

je svako linearno proddAenje funkcionala fEiF' neprekidno. 

(4.1.6)TVRDJENJE Neka je (Sn )rastu6i niz apsolutno konveks-

nih skupova iz E (6ija unija ne mora biti gutaju6a u E),F= 

=span ( CTSn  ) i neka je S
o cF' tjiy -sekvencijalno kompletna, 

)1,-1  
gde je 	dopustiva familija u F Eiji je svaki element pro- 

gutan nekim Sn .Ako je svaki ∎(F',F)-konvergentan niz isto-
vremeno i 6(F',F)-konvergentan, onda je zatvorenje skupa 

co 	 Pol - 

VI Sn  jednako algebarskom zatvorenju skupa 	sn , tj. 
- OS =(11-e ) LJ n 	esz> 	 11.4 

(4.1.7)TVRDJENJE Neka su ispunjeni uslovi iz (4.1.6) za niz 

(Sn
) i F=span (0tn  ) i neka je F najvi5e prebrojive kodimen-

zije u E.Tada je F zatvoren potprostor. 

Tvrdjenje (4.1.5) ima slabije pretpostavke nego 1.2.1. 

iz (77), a samim tim i slabije pretpostavke nego Lemma 2. iz 
(71) (pretpostavka u (77) je da je prostor (E',U(E',E)) lo-

kalno kompletan).0vo tvrdjenje se dokazuje na isti na6in kao 

Lemma 2. iz (71), s tim :alto se neprekidnost funkcionala doka-

zuje primenom (4.1.2). 

Tvrdjenje (4.1.6) je uop5tenje Thm.2 iz (21).Dokaz na-

5eg tvrdjenja je, uz neke izmene i kori56enje (4.1.2), kao u 
pomenutom radu.Primetimo da su u (19),Thm.2.1 i (69),Cor.2.2 
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dokazana navodna uopgtenja Thm. 2 iz (21).Naime, iz uinje- 
nih pretpostavki u pomenutim radovima i iz (37),VI,Thm.l. sle-

di da su to pretpostavke ekvivalentne sa pretpostavkom iz 
(21): E je 61-badvast. 

Konadno, tvrdjenje (4.1.7) je uoptenje (71), Lemma 3. 

( tu•je pretpostavka da je E' slabo sekvencijalno komDletan), 

a dokaz je analogan dokazu iz pomenutog rada, s tim gto se 
koristi (4.1.2). 

Teorema (4.1.2) ima jog jednu posledicu koja je progire-
nje niza poznatih rezultata.Za dokaz de nam biti potrebne ale-
deee tri leme: 

(4.1.8)LEMA Neka su s i t lokalno konveksne topologije na E 
i neka je S apsolutno konveksan skup iz E.Ako je sjS< t1S, 
onda je e(E,E;)Is < 6a(E,Ei)1 S. 

DOKAZ Neka je U.x‘E: 411m,  Ifi (x)i<e3 proizvoljna 
C5(E,E;)-okolina nule.Zbog nejednakosti s1S4 ttS su restrik-
cije fi lS t-neprekidne.Iz (68),Thm.4 sledi da postoje g 16 E. 
takvi da je If1 (x)-g1 (x)ke/2, za svako xES.Neka je V= 

Igi (x)1< e/2.Skup V je 6(E,E.p-okolina nule i 
vazi inkluzija VfS C U11S , koja se lako proverava. 

(4.1.9)OZNAKA Sa 	demo oznadavati topologiju 61E,Ei). 

(4.1.1o)LEMA Neka je (S n ) rastudi niz apsolutno konveksnih 
podskupova vektorskog prostora E, neka su to  lokalno konveks-
ne topologije na En.span Sn , takve da su skupovi S n  6t11-kom-
paktni i  da je etn iSn  .E5tn_l_ 1 1Sn 	i neka je g.g(t h ,S ro nelril). 
Tada: 

(a) Prostor (E,g) je Hausdorffov. 
(b) Prostor (E,g) je regularan. 
(c) Pamilija svih g-ogranidenih skupova ima funda-

mentalan niz od 6g-kompaktnih skupova. 

DOKAZ (a) Neka je xo.Kako je unija dlanova niza (S n ) 
gutajuda u E i kako je taj niz rastudi, to je xepS D  za ne-
ko pg1N.Topologija t je Hausdorffova, pa postoji et -zat- 
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vorena 	-oko1ina nule V takva da x#V rIpS .Skup V rIpS 
P 	 PP 

je 6't -kompaktan, pa je on i Ertp+1-kompaktan, pa postoji 
(tp+1 je Hausdorffova topologija) apsolutno konveksna p+1 
-zatvorena 6tp+1 -okolina nule Vp+1' takva da je (x+Vp+1 
ivy

p (1pSpp+1 ).54.0nda je x0Vp 	P A pS_ +Vp+1 r)(p+1)S p+1 .Zais- 

ta, ako to ne bi bilo, onda bi postojali veViOpSp  i we 
EVp+1 n(p+1)Sp+1 takvi da je x=v+w.Odatle je x-w/2=v+w/2, pa 

je x-w/2e(x+Vp+1 )rI(Vp npSp+Vp+1 ), 6to je nemoguCe.Skupovi 

Vp rIpSp i Vp+1rl(p+1)S
p+1 

su 6tp+1-kompaktni, pa su oni i 

eit p+2-kompaktni.Takav je onda i njihov zbir ((44),"15.6.M, 
pa iz x0Vp ripSp+Vp+1 ()(p+1)Sp+1 sledi da postoji apsolut- 

no konveksna p+2 -zatvorena p+2-oko1ina nule Vp+2 takva 

da je (x+Vp+2 )r1 (Vp rIpSp+Vp+1 11(p+1)S4Vp4.2 )=95.0nda 

Vp npSp+Vpi1 l)(p+1)S pi1+Vp+211(p+2)Sp+2  (dokaz kao malaas). 

Natavljaju6i induktivno ovaj postupak, dobijamo niz (V n ) nxp 

 apsolutno konveksnih Ertn-zatvorenih 4Ft-okolina nule, tak-

vih da xl,rp ripSp+...+Vn nnSn  za svako na,p.Neka je V= 
00 

= t=p (VP  n pSP  +...+V
n fl nSn ).Onda je V g-okolina nule i vazi 

 
oltx+V, tj. (E,g) je Hausdorffov prostor. 

(b) Iz giSn4 tn ISn  i (4.1.1o).sledi 	 rtniSn .Skup 

Sn  je 8tn-kompaktan, 6-g je Hausdorffova topologija, pa je 
E5g1Sn=5til lSn  (videti na pr. (42),5.8).Zbog toga je svaki 

skup Sn  g-zatvoren i ta6na je jednakost g(6'tn ,Sn ,n6.10 = 

=g(c5g,Sn ,nE7N) (=g').Ako je B g-ograni6en skup, onda je on 

i g'-ograniCen, jer je 	g.Iz (67),Thm.4 onda sledi da je 

Bc pS za neko n EIN , kao i da je (zbog 4.gipS = .et Ips ) B 
P 	P ,  P 

et -ograniCen.Prema tome, (E,g) je regularan. 
(c) U dokazu tvrdjenja pod (b) je dokazano da niz ( S ) 

ima potrebne osobine. 

Prethodna lema pokazuje da poznate teoreme o regu-
larnosti induktivne granice lokalno konveksnih prostora kod 
kojih su povezuju6apreslikavanja kompaktna ili slabo kompakt-

na (teoreme iz (43),(64),(76))  vane za m2logo 5iru klazu lokal- 
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no konveksnih prostora, koji ne samo da ne moraju biti baC- 
vasti, ve6 im ni dual ne mora biti slabo sekvencijalno kom-
pletan (videti primer u (62)). 

(4.1.11)LEMA Neka su S
n 
	t

o kao u (4.1.1o) i neka je C kon- 

veksan skup iz E.Tada je C g-zatvoren ako i samo ako su pre-

seci Cn nSn t
n-zatvoreni. 

DOKAZ 	Skup C je 	 je 66-zatvoren.Iz 
6g1Sn. 6t ri lSn  (videti dokaz prethodne leme) sledi 5g)CrinSrf 
.6tnICA nSn' pa je C nnSnn-zatvoren.On je onda t n-zatvo-
ren, jer je konveksan. 

: Zbog (4.l.lo)(c) je (E,/(E;,E)).(E,27(E,E)) i 
ovaj prostor je (F)-prostor, a njegov dual je E.Ako je B 

zatvoren 6g-ograni6en skup iz E, onda je presek B(•C Eg-zat-

voren.Zaista, zbog (4.l.lo)(b) je Bc:pS p  za neko P4.1T, pa je 
BrIC.BrIC/IpS p  6-zatvoren skup.Onda iz 6gipS p=6tp (pS p 

 sledi 6g1BnC. 6%
P 
 prIc, pa je skup BrIc 6*g-zatvoren.Dak-

le, za svaki 6g-zatvoren 6k-ograniCen skup B je presek BAC 
6g-zatvoren, pa iz jedne posledice Banach-Dieudonneove teo-
reme ((44), f21.1o.(5)) sledi da je C 61-zatvoren, a semim 
tim i g-zatvoren skup. 

I za (4.1.11) vane sliCne primedbe kao za (4.1.1o). 

(4.1.12)TEOREMA Neka su S  i to  kao u (4.1.1o) i neka je F pot-
prostor prostora E takav da su preseci Fnsn tn-zatvoreni. 
Ako je fE F i ako su restrikcije fiFf\S n tn-neprekidne, on-
se f mole produZiti do g=g(t n ,Sn ,nelN)-neprekidnog funkcio-
nala na E. 

DOKAZ  Zbog (4.1.11) je F g-zatvoren, pa je r(F;,F) 
faktor-topologija topologije E(E,E) mod F° .Kako je, zbog 
(4.1.1o)(c), 2.7(E;,E) Frechetova topologija, to je i Z7F;,F) 
Frechetova, pa su polare (F/1S n ) °  r(F'

g  
,F)-sekvencijalnokom- 

pletne.Tvrdjenje onda sledi iz (4.1.2). 

Iz prethodne teoreme se dobijaju poznati rezultati iz 
(51),(28),(17),(18) ( s tim 5to je u ovim radovima umesto 
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usiova n  isn etn+1 isn  uzet jai uslov: t n  ISn  > tn+1n)• 

(4.1.13)POSLEDICA Neka je E( t ) stroga induktivna granica ni-

za refleksivnih Banachovih prostora E n (tn) i neka je F pot-

prostor prostora E, takav da su preseci FA En  tn-zatvoreni. 

Ako je f E F i ako su restrikcije f IFn En t-neprekidne, on-

da se f mote produZiti do t-neprekidnog funkcionala na E. 

DOKAZ  Ako su Bn  zatvorene jedini6ne kugle u En , onda 

su one 6tn-kompaktne, pa su i 6t n+1 -kompaktne Zbog 
toga pos-

toje knE1N, takvi da je Bnc knBni.i .Neka je S1 =B1  i Sn= 

=k,...kn_ i Bn  za n>1.Zbog (4.1.12) postoji g(tn ,Sn ,ne]N)-ne-

prekidno produZenje f' funkcionala f.S obzirom da su S n  tn

--okoline nule, to je tn=g(tn ,kSn ,ke11), pa je g(tn ,Sn ,nEr31)= 

=Ind (En ,g(tn ,kS n ,k0:71q))=Ind (En ,tn )=(E,t).0datle sledi da je 

funkcional f' t-neprekidan. 

Moe se dobiti i precizniji i bolji rezultat od prethod-

nog.Za to Ce nam biti potrebna slede6a lema, koja je pobolj-

5anje i pro5irenje Thm.2.5.1 iz (82) (u (82) ona je dokazana 

za jedan specijalan tip prostora s me5ovitom topologijom). 

(4.1.14)LEMA Neka je F potprostor prostora E t i (Sn ) rastuCi 

niz apsolutno konveksnih skupova iz E, takav da za svako 

i svaki zatvoren skup BnC Sn takav da je Bnr1F= 
yd postoji oko-

lina nule Um  sa osobinom: (Bn+Un ) F1 .51 1.Tada se na F pokla-

paju topologije g(t,S n ,nG.21) i g(t1F,S nn F,ne7N). 

DOKAZ  Lako se vidi da iz (Bn+Un )n F. yd sledi da je 

rN (Bn+1/2Un )(1 f=5 .Neka je P=V_ (C  (Vn  n F-EnSn r) 	proizvoljna 

g(t1T,7nn f,n*20-okolina nule.Postoje t-otvorene t-okoline 

nule Wn'  Wn  +Wn  C: Vn * Skup Bn  =nsn  N, (ns n
ri T.+rin ) je teatvoren  

iz x Bnn F sledi x nSn r17 n-Sn nF+Wn' 5to 

je nemogu6e,Onda je n -1  Bn c: Sn' 
n-1 Bn r1 F=S, pa postoje t-oko- 

_ 
line nule Un  se osobinom (1/nBn+Iiii)n F= 	tj . (Bn+n/2Un )n F= 

=54.Neka je Un'=-117n n n/2Un .Onda je : 

n (Bni-uni) U (nT.n n Fi-vin+un-)c 

F n ( (B n n +U') (nS 	F+Vn)). 
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n (B n +11n )) U (1P (nT 	174-li
n

)) 

.7n (nTrin T+vrjc 
C Trl ri+Vn 1-  , za n=1,2 

ps je 

17  n Vo n cli (Unq-nsn )c Vo n 	 F) , 
tj. g(t,Sn ,nGli)l F>,g(tIFI,S tin F,n 10.0brnuta nejednakost je 
uvek ta6na, pa je dokaz zavreen. 

Navedeni dokaz je pobolj6anje dokaza iz (82). 

(4.1.15)TEORE1iA Neka su S n ,tn  i F kao u (4.1.12) i neka je 
g=g(tn ,Sn ,nE2f).Tada je 

g( 6tn ,Sn r1 F. ,nED0=g( 6g,sn ,neT)IF . 
DOKAZ Iz gtSn  tn iSn  i (4.1.8) sledi 	Sn  .4 Etn i3n , 

a kako je Eg Hausdorffova topologija (zbog (4.1.1o)), to je 
6g 1Sn. 6tn iSn .Onda je egiSn rt F= 6tn iSn rIF.Kako su skupovi 

Sn 6g-kompaktni i F Eg-zatvoren (zbog (4.1.11) ) , to su is-
punjeni uslovi iz (4.1.14), pa je g( 61g,Sn ,nem)IF. 
=g( gg,Snr■ P,nelF)=g( 6 -tn ,sn n F,nelV). 

Lako se vidi da iz prethodne teoreme sledi (4.1.12), ako 
se uzme u obzir da je g( 	 g(tn,Sn,nE1,1). 

Navedimo jo6 jednu posledicu leme (4.1.14): 

(4.1.16)TEOREMA Neka su S n ,tn  i F kao u (4.1.12) i neka su, 
jo6, Sn tn-kompaktni skupovi.Tada je 

g(tn,Snil ro ,neln=g(g,Sn ,nEII)IF , 
gde je g=g(tn,Sn,nE-IN). 

Dokaz ove teoreme je analogan dokazu teoreme (4.1.15). 

(4.1.17).NAPOMENA Tvrdjenja (4.1.1o)-(4.1.13) ostaju ta6na 
ako se uslovi:S

n su 6.tn-kompaktni, 6•t n tSn  6tn+l iSn , zame-
ne uslovima: Sn  su 6tn÷i -kompaktni, tnISn.?,tn+11Sn.Zaista, 
neka je sn 	tEn=span S n .Kako je 6-(En ,En'(sn ))= =tn+1 	 61En+l' 
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P'  ' 1 )IE
n' to su skupovi S n 6sn-kompaktni.Za prostor (E,g'), n+  

e=g(sn ,Sn ,nCII), su ispunjeni uslovi iz (4.1.1o), pa zbog 

g=g(tn ,Sn ,nell) (4.1.1o) vaM. i za (E,g).Da ostala tvr-

djenja va ne, vidi se iz sledeaih razmatranja.Ako su preseci 

C n nSn  tn-zatvoreni (n > 1 ) , onda su oni 6-sn_ 1  -zatvoreni , 

Sn-1 je esn_ 1 -kompaktan, pa je cn (n-1)s n _1 .(c finsn )n (n-1)sn_ 1  

6sn-1 -zatvoren, a samim tim i s n-1 -zatvoren,U tom slu6aju 

je C g'-zatvoren, pa iz 	g sledi da je on g-zatvoren.Ako 

je C g-zatvoren, onda iz 6a 
--' 12n= g  snI Sn= tn+1 1 S n=  gl Sn 

(uzeto je u obzir da je g Hausdorffova topologija) sledi da 

je skup nSn n C 6g '-zatvoren, odnosno g'-zatvoren, pa iz 

(4.1.11) sledi da je on sn-zatvoren.Kako je sniSn. tn-1-11Sn'l 
to je skup Cn nS n  tn-zatvoren. 

Iz prethodnog sledi da je konveksan skup C g-zatvoren 

ako i samo ako je on g'-zatvoren, pa je 	 ( jer za f 

EF3E  je f-1 (o) g'-zatvoren scup ako i samo ako je on g-zat- 

voren). 

Zbog prethodne napomene, specijalni sluCajevi na5i.h re-

zultata se mogu na6i u (17),(27),(51),( 64),( 66 ),(7 6 ),( 4 3). 

Uzimaju6i u obzir (4.1.17), iz (4.1.15) i (4.1.16) dobi- 

jamo: 

(4.1.18)TEOREIvLA Neka su S n ,tn  kao u (4.1.17) i neka je F pot-

prostor prostora E, takav da su preseci FrInS n  tn-zatvoreni 

skupovi.Tada: 

(a) g( 6tn+i ,Sn A F,n*]N)=g( Eg,S n ,n6IN)riF 

(b) g(tSn/1 F ' nE11)=g(g,Sn' nli)F, ako su Sn 
tni-l -kompaktni skupovi, 

gde je g=g(t n ,Sn' nE2i). 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



So 

Linearna preslikavanja neprekidna na 61anovima 

familije apsolutno konveksnih skupova 

teoreme o zatvorenom grafiku 

Kao prvo, uop'6ti6emo teoremu (4.1.2).Radi kra6eg izraZa-

vanja uve66emo slede6i pojam: 

(4.2.1)DEFINICIJA  Generalisan niz 	:i EI) je ddine  
je kardinalan 'oroj, 	Card( IN)) ako i samo ako je Car01 

(4.2.2)TEOREMA Neka su 9, (Sa :aEA1 i ■13 dopustive familije 
apsolutno konveksnih podskupova lokalno konveksnog prostora 

E(t), takve da je svaki element familije c2 progutan nekim 
sa  i neka postoji b EA takvo da je svaki t,s-Cauchyjev genera-
lisani niz, duZine Card(A), elemenata polare 4,C(E,t)' tts-
-konvergentan.Ako je f linearan funkcional na E i ako su res-
trikcije ftS a  neprekidne za svako a EA, onda je f neprekidan 
funkcional. 

Dokaz ove teoreme je uop6tenje dokaza teoreme (4.1.2), 
pa ga ne6emo navoditi. 

(4.2.3)TEOREMA Neka su E(t), 5 i J3 kao u (4.2.2) i neka 
je T linearno preslikavanje iz E u lokalno konveksan prostor 
F.Ako su restrikcije TIS a  slabo neprekidne, onda je presli-
kavanje T slabo neprekidno. 

DCKAZ  Neka je fEF".Tada su restrikcije fTJS a  slabo 
neprekidne, a kako je S a  apsolutno konveksan skup, to iz (34), 
2.14.Exc.l.b) sledi da su one neprekidne, pa iz (4.2.2) sle-
di da je fT neprekidan funkcional.Prema tome, T je slabo ne- 
prekidno preslikavanje. 

Preslikavanje T iz prethodne teoreme ne mora biti ne-
prekidno 6ak ni kada je A.1N, a restrikcije T1S t-E5s-nep-
rekidne, gde je s topologija prostora F.Da bi se to videlo 
dovoljno je uzeti da je T identi6ko preslikavanje iz E(t) na 
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E(g), g=g(t,Sn ,n1).Restrikcije TISn  su neprekidne, a ako bi 

T bilo neprekidno, onda bi bila ta6na nejednakost t3 g, 6to 

sa t 4g (ovo je uvek ta6no) daje t=g.Sada 6emo dati primer 

prostora koji zadovoljava uslove teoreme, a kod koga je 

(4.2.4)PRIMER Neka je E=X' beskona6nodimenzionalan refleksi-

van Banachov prostor, t=6(X',X), B zatvorena jediniCna kug-

la u X i Sn.1-1Bo .Topologija g nije ni6ta drugo do topologija 

Z7 (X',X) uniformne konvergencije na pretkompaktnim skupovi-
ma iz X (po Banach-Dieudonneovoj teoremi).Ako bi bilo t=g, 
onda bi svaki pretkompaktan skup iz X bio kona6nodimenziona-

lan, a to nije sluCaj: neka je xnE:B niz linearno nezavisnih 

elemenata.Skup B je ogranilien, pa n
-1xn 	i skup/n-1  xn . 

neaq je pretkompaktan, a nije konaCne dimenzije.S druge stra-

ne, zbog refleksivnosti, je Sn g(X,V)-kompaktan skup, a sa-

mim tim i 6(E',E)= 6'(X,X')-sekvencijalno kompletan skup, tj. 

ispunjeni su uslovi teoreme za tz =t5(E',E). 

Jasno je da Ce preslikavanje T iz (4.2.3) biti neprekid-

no ako je t Mackeyeva topologija, iii u slu6aju da je t=g 

(pod uslovom da su restrikcije T(S a  neprekidne).0 daljem 6e-

mo pokazati da je u tim slu6ajevima dovoljno pretpostaviti 

da T ima zatvoren grafik. 
Po6e6emo s jednim tvrdjenjem iz op6te topologije (vide-

ti , na pr.(45)441.IV.Thm.2.): 
(4.2.5)LEMA Neka su X i Y topologki prostori, Y kompaktan i 

Hausdorffov.Preslikavanje f iz X u Y je neprekidno ako i sa-

mo ako ono ima zatvoren grafik. 

U dokazu svih teorema o zatvorenom grafiku (teorema ko-

je slede) koristi6emo ovu lemu. 

(4.2.6)TEOREYA Neka su E(t) i F(s) lokalno konveksni prosto-

ri, {Ka :ae-A3 familija slabo kompaktnih apsolutno konveks-

nih (resp. kompaktnih aPsolutno konveksnih) podskupova pros-
tora F iT:E(t) F(s) linearno preslikavanje sa zatvorenom 

6rafikom.Tada je preslikavanje T neprekidno ako se prostori 
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E i F snabdeju topologijama g( 6 t,T 1%),aE A) i g( es,Ka ,aEA) 
redom (resp. topologijama g(t,1(K a ),aGA) i g(s,Ka ,ae A)). 

DOKAZ  Dokaz 6emo dati za slu6aj slabih topologija; do-
kaz za drugi slu6aj je analogan.Neka je V apsolutno konveks-

na g(6 s ,Ka ,ae A)-okolina nule.Gnda postoje 6's-okoline nule 

Va , takve da je Va  Ka C V n Ha .Ako je Ta.TIT-1 (Ka ), onda je 

grafik preslikavanja Ta  zatvoren u (T -1 (Ka ), 45t)>C(K a ,6's) 
jer je grafik preslikavanja T zatvoren u E(t)>CF(s), a samim 
tim i u E(eit)XF(fis),Iz (4.2.5) sledi da je Ta  neprekidno, 
pa postoje 6t-okoline nule U8 , takve da je Ta (Ua t1T-1 (Ka ))c. 

c: Va  rl Ka  , tj . T(Ua n T-1 (Ka  )) c: Var■ Ka c:V.Prema tome, restrik-

cije TIT -1 (Ka ) su 6t-g(6s,Ka ,ae A)-neprekidne, pa tvrdjenje 
siedd. iz (1.1.2). 

Na isti na6in se dokszuje i slede6a varijanta prethodne 
teoreme: 

(4.2.7)TEOREMA Neka je E(t) lokalno konveksan prostor, F vek-
torski prostor, Ka  (ae:A) apsolutno konveksni skupovi iz F i 
sa  lokalno konveksne topologije na Fespan K a , takve da su 
skupovi Ka  drsa-kompaktni (resp. s a-kompaktni).Ako linearno 
preslikavanje T:E --;$F ima zatvoren grafik u E(t)XF(g(el l,Ka )) 
onda je T neprekidno ako su Drostori E i F snabdeveni topolo-
gijama g(t5 t,T-1 (Ka ),aeA) i g( 5s a ,Ka ,a4E.A) redom (resp. to- 

pologijama g(t,T-1 (Ka ) ' ae.A) i g(sa ,Ka' aelrA)). 

(4.2.8)PRIMEDBA (a) Teorema (4.2.6) je ta6na i kada se topo-
logije g( es,Ka ,aA) i g(s,Ka ,ae7A) zamene topologijama 
i s, redom (jer su one slabije od prvih). 

(b) Teoreme (4.2.6) i (4.2.7) 
-1 	 -1 T (Ka ) zamene skupovima T (K ) uz pretDostavku da je uni- a ' uni- 

ja skupova T -1 (Ka ) gutaju6a u E (ovo sledi iz (1.1.7)). 

(4.2.9)POSLEDICA Neka su E(t) i F(s) lokalno konveksni pros-

tori, E'ig(E',E)-sekvencijalno kompletan i neka F ima niz 

su ta6ne i ako se skupovi 
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(yin ) slabo kompaktnih skupova Cija je unija gutaju6a u F.Ako 

linearno preslikavanje T iz E u F ima zatvoren grafik, onda 

je ono slabo neprekidno. 

DOKAZ Mo sZemo pretpostaviti da je niz (Kn ) rastu6i (ako 

nije, onda je (r- (UK1 )) radudi niz slabo kompaktnih skupo-
va-(44), § 2o.7. (5)) .Zbog (4.2.6) i (4.2.8)(a),(b) je presli-

kavanje T g(6t,T-1 (Kn ) '
n ]N)- 6's-neprekidno, tj. restrik - 

cije T1T-1 (Kn ) su 5t-Es-neprekidne, pa su i t-6rs-neprekid- 

ne.Niz (T-1 (Kn
)) je ratudi niz zatvorenih apsolutno konveks-

nih skupova dija je unija gutaju6a u E, pa iz (21),Thm.l. sle-

di da je svaki jako ograniden skup iz E progutan nekim 61a-
nom tog niza.Iz ovoga sledi da su ispunjeni uslovi iz (4.2.3), 

pa je T slabo neprekidno preslikavanje. 

Primetimo da prostor F iz (4.2.9) ima fundamentalanniz 

familije svih slabo kompaktnih apsolutno konveksnih skupova 

( sledi iz (2.4.7)), pa je dual F' C(F',F)-metrizabilan 
ako je F' 17(F;P)-metrizabilan, onda F ima fundamenta-

lan niz familije svih slabo kompaktnih apsolutno konveksnih 

skupova).Zbog toga je Thm.1.(iii) iz (53) (videti (0.4.5)) 

posledica tvrdjenja (4.2.9) (primetimo da je u McIntoshevoj 
teoremi jadi uslov:E' je V(E',E)-sekvencijalno kompletan). 

I Thm.1.(vii) iz (53) (videti (o.4.5)) je, takodje, posledi-

ca tvrdjenja (4.2.9).Zaista, ako je E sekvencijalno komple-
tan i E' t-sekvencijalno kompletan za neku topologiju t, 

6(E;E) ,4t NE;E), onda iz Banach-Mackeyeve teoreme sledi 
(3(E;E).(b(E;E), pa je E'e(E;E)-sekvencijalno kompletan. 

Ako je F semirefleksivan prostor s P.J(F,'F)-metrizabilnim du-

alom, onda i F zadovoljava uslove iz (4.2.9).Jasno je, s ob-

zirom na (4.2.9), da je ovde dovoljno pretpostaviti samo da 

je F' r(F;F)-metrizabilan, to je mnogo slabije od pretpos-

tavki u Thm.1.(vii) iz (53)! 

Sada demo dokazati da vaZi jade tvrdjenje od (2o),Prop. 

IV.6.12. (tj. od (44), f35.1o. (1) ).li pomenutom radu je samo 

dokazano da je preslikavanje T iz slededeg tvrdjenja slabo 

neprekidno. 
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(4.2 ..1o)TVRDJENJE Neka je E(t) lokalno konveksan prostor Ciji 

je dual E' tl-kompletan, gde je t.8 familija svih Banacho-

vih diskova; F(s) lokalno konveksan prostor koji ima reflek-

sivnu mreu , ili je semirefleksivan (GLF)-prostor.Ako line-

arno preslikavanje T:E(t) 	ima zatvoren grafik, onda 
je T g( 61t,B,B) -g(6's,T(B),BQt.)-neprekidno preslika, 
vanje.Specijalno, T je slabo neprekidno preslikavanje. 

DOKAZ  Iz teoreme o zatvorenom grafiku za prostore s 
mreZom (odnosno, za (GLF)-prostore) sledi da je skup T(B) 
(is-relativno kompaktan za svako Bet2:3 (za to je dovoljno 
posmatrati restrikciju preslikavanja T na FB  i Drimeniti teo-
remu o zatvorenom grafiku na to restrikciju),Iz (4.2.6) onda 
sledi da je T g(6-t,T-1(TB),B(5)-g(E5's,TB,BEF:L23)-neprekid-
no preslikavanje.Iz Bc:T -1 (TB) dobijamo da je g(E5t,B,BE;43)1  
:g( 45 t,T -1 (n),BE77-%28), pa je T g(Et,B,BELZ )-g(6s,TB,BEA- 

-neprekidno. 

Iz ovoga i iz (4.2.8)(a), (4.2.3) sledi da je T slabo ne-
prekidno. 

Sada 6emo dokazati mnogo op6tije tvrdjenje od prethod-

nog.Iz njega se mote dobiti niz teorema o zatvorenom grafiku, 
dokazanih u (39) i (7o). 

(4.2.11)TEOREMA Neka je {S a :a4:7A 	familija apsolutno konveks- 
nih podskupova vektorskog prostora E, t o  lokalno konveksne to-
pologije na span Sa ,F vektorski prostor i T:E 	linearno 
preslikavanje, takvo da na span T(S a ) postoje lokalno kon 
veksne topologije sa u kojima su skupovi T(S a ) E's a-kompakt-ni (resp. sa-kompaktni).Ako preslikavanje T ima zatvoren gra-
fik u topologiji g( 45 t a ,S a ,aeA)Xg(Esa ,T(Sa ),aEA) i ako 
je g( 5s a ,T(Sa ),aeA) Hausdorffova topologija, onda je pres-
likavanje T g(6"ta,Sa,aEA)-g(6'sa,T(Sa),aeA)-neprekidno 
(resp. g(ta,Sa,aEEA) -g(ea,T(Sa),aE7A) -neprekidno). 

DOKAZ  Dokaza6emo samo prvi sluCaj (sa slabim topolo-
gijama), dokaz drugog slu6aja je analogan. 

Neka je t=g( 6dt a ,Sa ,aeA),Iz (4.2.7) sledi da je presli-
kavanje T g(Eit,T-1(TSa),A)-g(5-sa,TSa,aeA)-neprekidno, 
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pa je i g(6t,S al aErA)-g(Gsa ,1'S a ,a6:A)-neprekidno (kao u do- 

kazu (4.2.10).Kako je 05tIS a  4 5ta lS a  (videti (4.1.8)), to 
je g( AY't,S a ,a(-.1.A).51g( A-St a ,S a' ae1A)=t i dokaz je zavr'S'en. 

(4.2.12)POSLEDICA 

(a) ((39),(7o),Prop.3.4) Neka su E(t),F(s) lokalno 

konveksni prostori, 5e familija apsolutno konveksnih skupo-

va iz E, takvih da je topologija g=g(t,S,S: 5 ) saglasna s 
dualno56u <E,E'> (resp. t=g).Onda je svako linearno presli= 

kavanje T iz E u F, koje skupove iz 	preslikava u es-re- 

lativno kompaktne (resp. s-relativno kompaktne) skupove i ko-

je ima zatvoren grafik, slabo neprekidno (resp. neprekidno). 

(b) ((7o),Thm.3.5) Neka je E(t) lokalno konveksan pro-

stor, 	familija svih ograniCenih apsolutno konveksnih sku- 

nova iz E i neka je topologija g=g(t,B,BEI) saglasna s du-

alno66u 	(reap. t=g).Onda je svako linearno preslika- 

vanje T iz E u F sa zatvorenim grafikom, koje preslikava 

ograni6ene skupove u ograniCene skupove, slabo neprekidno 

(resp. neprekidno), ako je F semirefleksivan (reap. semi-Mon-

telov) prostor. 

Primetimo da su i tvrdjenja 3.6-3.10 iz (7o) takodje pos-

ledice teoreme (4.2.11), ali ih ne6emo navoditi. 

(4.2.13)TEOREMA Neka je E(t) Hausdorffov lokalno konveksan 

prostor, (Kn) rastuoi niz apsolutno konveksnih komnaktnih sku-

pova 6ija je unija gutajuCa u E.Ako linearno preslikavanje T 

iz E u E ima zatvoren grafik, onda je ono g(t,Kn ,n)- 

-g(t,Kn ,neli)-neprekidno. 
DOKAZ Kako je t4g=g(t,Kn ,n1\1), to je grafik presli-

kavanja T zatvoren i u topologiji tx g, pa iz (4.2.7) sledi 
da je T g'-g-neprekidno, gde je g'=g(t,T -1 (Kn ),n4.1.).Ako do-
kaZemo da je g'4 g, dokaz 6e biti zavrgen.Zbog t‘Km=g1Km  (vi-

eeti (1.1.12)) su skupovi Km  g-kompaktni, pa su i g-zatvore-

ni.Onda su skupovi T-1 (Km ) g'-zatvoreni, pa iz g'IT-1 (Km )= 

=t172-1  (Km ) sledi da su oni t-zatvoreni.Dakle, niz (T
-1 (Km )) 

je rastuai niz zatvorenih apsolutno konveksnih skupova 6ija 
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je unija gutaju6a u E, pa iz kompaktnosti skupova Km  i (.1.7) 
sled! da postoje prirodni brojevi p n , takvi da je KnC pnT-1 Kp . 
Odatle sledi da je 	g(t,pn T-1 Kpn ,nE-10, pa iz (1.1.1o) 	1.1  

g(t,T-1 K
Pn 

 ,n4]N)=g(t ' T-1 Kn' nG.1) sledi g 	5to je 	trebar 
lo dokazati. 

Ova teorema je proirenje Thm.3.1. iz (38).0 (38) je E. 
=X', gde je X (F)-prostor, t=6(X;X) i Kn=q, gde je 4Un :n6 Ei/ 
baza okolina nule u X.0 tom sluCaju je g= rc (X;X) ( u (38) 
je formulacija teoreme 3.1. data bez pominjanja topologije e. 

Prethodna teorema se mote uop5titi: 

(4.2.14) TEOREMA  Neka je E(t) lokalno konvekaan prostot, F yak-
torski prostor u kome postoje: niz (K n ) apsolutno konveksnih 
skupova 6ija je unija gutaju6a . 0 F i lokalno konveksne topo-
logije sn  na span Kn , takve da su Kn  desn-kompaktni (rasp. sn

-kompaktni) skupovi i da je topologija g=g(sn ,Kn ,ne1N) Haus-
dorffova.Neka je {B a :aE 	familija apsolutno konveksnih . 

ograni6enih skupova iz E koji su druge kategorije u sebi u 

topologiji 6t (resp. u topologiji t).Ako linearno preslika-

vanje T iz E u F ima zatvoren grafik u topologiji txg(Gs n ,Kn ), 
onda je ono g( Eit,Ba ,aeA)-g( Ersn ,Kn ,n JN)-neprekidno (reap. 
g( t ,B ,ae: A ) -g-neprekidno ) 

DOKAZ  Dokaza6emo samo drugi sluCaj, dokaz prvog je 
analogan. 

Iz (4.2,7) sledi da je Tg(t,T -lan ,nEln-g-neprekidno. 
Ako doka'Z'emo da je g(t,Ba ,a6A),;: g(t,111Kn ,n63N) (=g'), dokaz 
6e biti zavr6en.Kao u dokazu (4.2.13) dobijamo da postoje p aE 

- takvi da je Ba c: pa T-1  Kpa  za svako a4a-A.Cdatle sledi da 

je g(t,Ba ,aEA) g(t,pa T-1 Kp  ,aGA7.Kako je g(t,p a T-1Kp  

=g( t , T-1K ,a4A) (videti (1!1.1o)) i g(t,T-1K ,a46A): 
-1 	 Pa 	 Pa 

.g(t,T Kn ,ne-T) (jer smo mogli, zbog Knc:Kn+i , da pretpos-
tavimo da je Card((pa :ac-AI)=Card(V), to je dokaz zavr6en. 
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