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U ovom radu su dati rezultati naSih istrazivanja osobi-
na linearnih preslikavanja lokalno konveksnog prostora E u

lokalno konveksan prostor F, pri cemu je bar jedan od ova
dva prostora snabdeven topologijom generalisane induktivne

ce: leka je E vektorski prostor, Ea(ta) lokalno konvekeni
prostori, S,c E apsolutno konveksni skupovi i f,: E; >E 1li-
nearna preslikavanja, onda je topologija generalisane induk-

tivne granice g(ta,s y&8€A) na E najjaca lokalno konveksna

a
topologija na E za koju su restrikcije falSa ta— neprekidne.
I pored toga Sto topologija generalisane induktivne granice
predstavlja generalizaciju (obicne) topologije induktivne gra-
nice, ona niti je nastala kao generalizacija poslednje, niti
je bitna zbog toga.Njena vaznost se ogleda u tome 3to ona
predstavlje prirodnu topologiju nekih klasa funkcionalnih
prostora, koji, prakticno, nemaju nikakve veze s topologijom
(obicéne) induktivne granice.Da bismo preciznije rekli o Semu
je re¢, napravidemo jedan kratak istorijeki pregled.

Godine 1950. Orlicz je u radu (58) definisao Saksove
prostore (videti (1.2.1)), vodjen potrebeme matfi&ne teorije
suniranja.Kako Saksovi prostori nisu vektorski prostori, ved
gemo podskupovi vektorskih prostora, to je 1954. godine Alex-
lewicz u radu (2) uveo pojam g-konvergencije (videti (1.2.2))
u prostoru sa dve norme i na taj nedin linearizovao Sakeove
prostore,Osnovni nedostatak &*-konvergencije je bio t=j Sto
onz nije bila topoloska.Taj nedostatak igpravlja Wiweger go-
c¢ine 1957., topologizujuéi Saksove i dvo-normirane progstore.

S takvom topologijom su ovi prostori postali topolo8ki vek-
tordi prostori.

Hodifikujuéi Wiwegerovu (meSovitu) topologiju, da bi iz-
begao neka njena ogranicenja, Garling 1964. godine definige

u radu (30) topologiju generalisane indukiivne granice, koia
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je u sebi sadrfala i malodas razmatrane prostore i abidne

induktivne granice.Istine radi, primetomo -a je jeden epeci-
jalan slucaj ovakvih topologijea ispitivao Persson 1963. godi-
ne u radu (63).

Garling je u pomenutom radu, ispitujuéi opSte osobine
topologije generalisane induktivne granice, bio previ3e pod
uticajem teorije obiénih induktivnih granica (videti str.ll
ovog rada), tako da topologije generalisane induktivne greni-
ce jedno vreme (do poletka secamdesetih godina) nije izazva-
la prakticéno nikakvo interesovanje.PoCetkom sedamdesetih go-
dine situacija se menja. Tada je primeéeno da se jedan speci-
jalan tip topologije generslisane induktivne granice moze
primeniti na ispitivanje problema kada neka familije ograni-
Senih skupove ima fundamentslan niz i, Sto je mnogo vaznije,
dokazano je da su striktne topologije funkcionzlnih prostora
- topologije generalisane induktivne granice (u sustini, to
je dikazao joS Wiweger 1961. godine u redu (82)).

Striktne topologije (pod tim nazivom) je definisao Buck
1958. godine u (11) na prostoru Cb(X) neprekidnih i ograni-
geninh funkcija na lokalno kompaktnom prostoru X, kao i na
prostoru H®®(U) ogranidenih i holomorfnih funkcija na otvo-
renom jediniénom krugu kompleksne ravni (na prvom od ova dva
prostora su 1957. godine Le Cam i Marik takodje ispitivali
ovakve topologije, s tim Sto je Le Cam "svoju" topologiju
definisao u sudtini kao topologiju generalisane induktivne
granice, dok su Buck i Marik koristili prednorme, tako da se
u to vreme nije videlo da su u pitanju iste topologije).Raz-
loga za uvodjenje striktnih topologija je bilo vise, a skoro
svi su posledice &dinjenice da u mnogo slucajeva sup-norma to-
pologija na Cb(X) i H®(U) nije adekvatna generalizacija sup-
-norma topologije na ovim prostorima u slucaju kada je X kom-
paktan prostor, a U zatvoren jedinicni krug.Na primer, ako su
cP(x) i c®(¥) izomorfni prostori sa sup-norma topologijom (X
i Y su lokalno kompaktni), onda X i ¥ ne moraju biti homeo-
morfni- dovoljno je uzeti da je ¥ Stone-Cechova kompaktifi-.
kacija prostora X. . '

Jos jedan razlog je veoma vazan: dual prostora ¢®(x),
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snabdevenog striktnom topologijom, je prostor gvih Radonovih
(ogranienih) mera na X.

Sve ovo je uticalo da se stvori interes za generalisane
induktivne granice i pojavljuje se vise radova o generalisa-
nim induktivnim granicama tipa g(t,8;,8 A)(u veéini tih ra-
dova je A= N, & u nekima od njih se koristi termin "mesovita
topologija"), dakle o topologijema generalizovanih induktiv=
nih grenica dovoljno specijalnog tipa,

Na® interesovanje za topologije generalisane induktivne
granice op3tijeg tipa od maloCas pomenutog je bllo izazvano
dvema stvarima, Prva od njih je moguénost fleksibilnijeg prie
tupa problemu utvrdjivanja da 1i neka familija ogranicenih
ckupova ima fundamentalan niz.Druga od njih je ¢injenica da
neki tipovi strikinih topologija nisu nista drugo do topolo-
gije generalisane induktivne granice veoma opSteg tipa (vide-
ti str. 18), a duali prostora.cb(X), snabdevermg tim tim topo-
logijama su prostori odredjenih klasa mera na prostoru X(vide-
ti (56),(75) 1 (79)).

Zbog ovoge Jje od interesa ispitivanje osobina linearnih
preslikavanja prostora s topologijama generalissne induktiv-
ne granice.Jedini radovi u vezi sa ovom problematikom su (16),
(39) i (70) (ako ne uzmemo u obzir radove o Sakscvim i dvo-
-normiranim prostorima) i u svim ovim radovima su posmatrene
topologije tipa g(t,Sa,aeA).

Sada cemo izloZziti kratak pregled rezultata ovog rada.Do-
punske informacije o sadrZaju pojedinih glava se mogu nadi u
uvodnom tekstu svake glave.

U glavi O Je dat pregled osnovnih definicija i rezultata
teorije lokalno konveksnih prostora.

Glave 1 =se sastoji iz dva paragrafa.U prvom su dokazane
neke osobine topologija generalisane induktivne granice koje
Su nam potrebne za dslji rad, a u drugom su dati neki primeri
prostora koji imaju topologiju generalisane induktivne granice

Skoro svi rezultati orvog parsgrafa se mogu naéi u Garlingovom
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radu (30), s tim sto ih je on dokazao uz jade pretpostavke,
koje, kao 3to smo veé naveli, proistidu iz teorije obidnih
induktivnih granica.liasi dokazi su jednostavniji od Garling-

ovih.

U §61. glave 2 je definisana specijalna klasa prostora
s topologijom generalisane induktivne granice- klasa (GLF)-
-prostora.Ova klasa sadrzi sve Saksove prostore u smislu
(1.2.1), najvaznije dvo-normirane prostore u smislu (1.2.2),
prostore Cb(X) sa striktnom topologijom (gds je X lokalno kom-
paktan &-kompaktan prostor), kao i (LF)-prostore.Ovde je od
vosebnog znaCaja teorema (2.1.5), koja opisuje vezu izmedju
(GLF)-prostora i (LF)-prostora.

U §2. su dokazane neke nasledne osobine (GLF)-prostora
u slabijem smislu od uobicéajenih, ali u smislu koji je dovo-
ljan za ono Sto je nas cilj u ovoj glavi- za dokaz teorema o
zatvorenom grafiku i otvorenom preslikavanju (videti str.23).

Paragral 3. je centralni deo ove glave.U njemu su doka-
zane teoreme o zatvorenom grafiku i otvorenom preslikavanju
za (GLF)-prostore, koje predstavljaju uopStenja poznatih Gro-
thendieckovih teorema za (L¥)-prostore.U dokazu ovih teorema
glavnu ulogu ima teorema (2.1.5), jer se pomodu nje dokaz svo-
di na koriscenje poznatih teorema o zatvorenom grafiku i otvo-
renom preslikavanju.

U §4. su rezultati  43. iskori3deni za dobijanje niza
rezultata o prostorima s fundamentalnim nizom neke familije
ogranicenih skupova.Najvazniji rezultat ovog paragrafa je teo-
rema (2.4.8).U ovom paragrafu je kontraprimerom dat odgovor
na jednu dilemu iz Mirkovidevog rada (54).

U 81. glave 3 je dokazana Banach-Steinhausova teorema
Zza prostore s topologijom generalisane induktivne granice i
primerom je pokazano da bolji rezultat ne moZe biti dobijen.
Drugi po vaznosti rezultat ovog paragrafa je teorema (3.1.11),
dovoljan uslov (da je on i potreban, oligledno je) za jaku
ogranicenost skupa linearnih preslikavanja.

Koriséenjem rezultata §1l., u §2. se dokazuju potrebni

i (ili) dovoljni uslovi za neprekidnost slabo neprekidnog



preglikavanja, ze jednakost topologije generalisane induktiv-
he granice 1 njene Mackeyeve topolegije, kao i nexih topolo-
gija bliskih Vvackeyevoj.Ove jednakosti su cd znadaja za strik-
tne topologije (videti (13)).

U §3. dokazujemo da poznata Kaltonova teorema vazi i za
giru klasu prostora od one iz Kalton (41), a zatim ovaj re-
zultat (kao i rezultate §1.) koristimo za dokaz teoreme o
zatvorenom preslikavanju u sluéaju kada je domen preslikava-
nja prostor s topologijom generalisane induktivne granice.

Najzed, u &4. dokazujemo jednu Collinsovu hipotezu iz
1968. godine u vezi s dualom prostora snabdevenog striktnom

topologijom, koja do sada nije bila dokazana i pored napors

Collinsa i njegovih uclenika,

Glava 4 se sastoji iz dva paragrafa. U prvom paragrafu
su dokazana neka tvrdjenja u vezi ga dobrom smedteno3du pot-
prostora prostora s topologijom generalisane induktivne gra-
nice, a koja su bolja od niza rezultata, ranije dokazanih za
obiénu induktivnu granicu.Ovde su data pobolj$anja i (ili)
prosirenja nekih tvrdjenja koja nisu u vezi sa induktivnim
granicama,Osnovna teorema ovog paragrafa, iz koje su izvede-
ni pomenuti rezultati, je teorema (4.1.2).

U paragrafu 2. sa jedno uopStenje teoreme (¢.1.2)i jedno
tvrdjenje iz opsSte topologije (lema (4.2.,5)) iskoriSdeni za
dobijenje nekoliko teorema o zatvorenom grafiku za sludaj ka-
ca su oba prostora snabdevena topologijama gereralisane induk-
tivne granice.Iz ovih teorema se dobijaju pobolj3anja nekoli-
ko McIntoshevih, Iyshenovih i Ruessovih teorema o zatvorenom
grafiku (kod prvog od njih se ne radi o prostorima s topolo-
gijom generalisane induktivne granice!).

U glavi O qaljedan rezultat nije originalan. U oste=lim
glavama smatramo da su potpuno originalna oxna tvrdjenja kod
koji nije naveden autor.Kod rezultata koji predstavljaju pro-
§irenja, uopStenja ili analogone poznatih rezultata je navede-
no u cemu se sastoji razlika izmedju nadih i poznatih rezulta-
ta.



VI

U radu smo koristili standardne oznake i termine (jedi-

no §to umesto Bourbakijevog termina "prostor prebrojiv u bes-
konadnosti" koristimo termin " &-kompaktan prostor").

Na kraju se zahvaljujemo dr Branislavu Mirkovidéu na ko-
risnim sugestijama, kao i mr Draganu Jankovidu na korisnim
informacijama iz opsSte topologije (skrenuo nam je pafnju na
(4.2.5) 1 na ¢injenicu da se (3.4.4) u formalno slabijem ob-
liku moZe nadi u (32)).




GLAVA O

OSNOVNI POJMOVI I REZULTATI TEORIJE
TOPOLOSKIH VEKTORSKIH PROSTORA

ffl, Definicije topoloskog vektorskog prostora,

projektivne 1 induktivne granice

(0.1.1)DEFINICIJA Uredjen par (E,t), gde je E vektorski pros-
tor nad poljem X realnih ili kompleksnih brojeva, a t topo -
logija ne E, je topolodki vektorski prostor ako i samo ako su

preslikavanja
1° (x,y) +> x+y prostora E° u E
2° (x,x) = kx prostora XKxE u E,
neprekidna, ako je X snabdeven uobifajenom topologijom.

Ako je uslov 29 zemenjen uslovom: za svako k iz I je pre-
slikevenje =x »wkx, prostora E u B, neprekidno, onde je (Et)
topolodka vektorska grupa.

Cesto demo umesto (E,t) pisati E(t) ili E; i govoridemo da

je prostor E gsnabdeven topologijom t.

2

(0.1.2)DEFINICIJA Neka je E vektorski prostor nad X i ACE,
(a)Skup A je uravnoteZen ako i samo ako iz xe€A i |[k[g
<1 sledi kxeA. |
(b)Skup A guta skup B< E ako i samo ako postoji r»o
tako da je kBC A za svako k takvo da je o<lk|gr.
(c)Skup A je gutajuéi u E ako i samo ako on guta svako
1e kB,

(d)Skup A je konveksan ako i samo ako iz r,sz o,r+s= 1,
X,y A sledi rx+sy<€A.
(e)Skup A je apsolutno konveksan ako i samo ako je on

konveksan i uravnotezen.

(f)Apsolutno konveksan omotad skupa A je najmenji apso-

lutno konveksan skup koji sadrZi A; oznaka je ['(4).



(0.1.3)TEQOREMA Vektorski prostor E nad poljem XK, s topologi -
jom t Je topolodki vektorski prostor ako i samo ako on ima ba-
zu (filtra) okolina nule % takvu da:

(a) svaki element iz 2( je uravnoteZen,

(b) svaki element iz 7/ je gutajuéi u E,

(c) za svako UeZ/ postoji Ve 7/ tekvo da je V+V< U,
(0.1.4)DEFINICIJA Topolodki vektorski prostor (E,t) je lokalno
konveksan ako i samo ako on ima bazu okolina nule 8iji su svi

elementi apsolutno konveksni skupovi.

Ako je date familija lokalno konveksnih prostora, od nje
se mogu konstruisati novi lokalno konveksni prostori:

(0.1.5)DEFINICIJA Neka su E 1 Ea(ae.A) vektorski prostori nad
poljem K, Ti:E — B linearna preslikavenja i ta-lokamnolnn—
veksna topologija na Ea.Najslabija lokalno konveksna topolo -
gija na E, za koju su neprekidna sva preslikavanja Ta , jeto
pologija projektivme granice.Oznalavademo je sa Pr(Ea,ta,Ta).

Ako je P vektorski potprostor prostora E(t) 1 1:F —E
fdentidko utepanje, onda je Pr(E,t,i) topologija na F, indu -
%ovana topologijom t;ako su pa:glﬁa—a-Ea(ta) projekcije, onda
je Pr(E_,t,,p,) topologija proizvoda na ilan°

(0.,1.6)DEFINICIJA Neka su E 1 Ea(ae.h) vektorski prostori nal
poljem XK, T :E —> E linearna preslikavanja 1 ta.—lokalno kon-
veksna topologija na Ea.NajjaEa lokalno konveksna topologija
na E za koju su sva preslikavanja Ta neprekidna, je topologi-

ja induktivne granice.Oznalavacdemo je sa Ind(Ea’ta’Ta)'

Ako je F vektorski potprostor prostora Ht),q:E —» E/F
faktor-preslikavanje, onda je Ind(E,t,q) faktor-topologijana
E/F ; ako je E= @ E, algebarska suma ii :E,—>E injekcije ,
onds je E s topgfggijom Ind{Ea,ta, ia) topoloska sume famili-
je {Ey(tn): a€A}.

(0.1.7)TEOREMA Sa oznakama iz (0.1.6), uz uslov E:lvlTa(Ea),

familija skupova tipa IeA

[ lyn, )]

deA &



gde je U, okolina nule u E (t_), Je baza okolina nule topolo-
logije Iﬂd(Ea,ta’Ta)'

sz. Linearna preslikavanja; dualnost

U celom radu ¢emo, bez posebnog naglaSavanja, smatrati da
su vektorski prostori E i F nad istim poljem skalara, kad god
je re¢ o linearnom preslikavanju E — F,

Neke je L(E,F) vektorski prostor svih neprekidnih linear-
nih preslikavanja E —» F, gde su E i F lokalno konveksni pro-
stori i neka je & familija apsolutno konveksnih skupova iz
E g osobinom: za svako A,Bes postoji C€£ , AuBcC.Onda
je femilija svih skupove tipa L(A,U)={ T€ L(E,F): T(A)c U} :
gde je A€A 1 U apsolutno konveksna okolina nule u F, baza
okolina nule topologije Eﬁ na L(E,F), s kojom je L(E,F) lo-
kalno konveksna grupa.

(0.2.1)DEFINICIJA Topologije qﬁ je topologija thkonverggn—
cije (i1i topologijae uniformne konvergencije na elementima iz

A

Topologija t, Jje lokalno konveksna ako i samo ako je skup
T(A) ogreniSen za svako A€ i svako Te L(E,F), pri demu se
ograeniden skup definife na sledeéi nadin:

(0.2.2)DEFINICIJA Skup A iz E(t) je ogranilen ako i samo ako
ga guta svaka t-okolina nule.

(0.2.3)DEFINICIJA Skup HC L(E,F) je ekvineprekidan ako i sa-
mo ako za svaku okolinu nule V iz F postoji okolina nule U
iz B, takva da je T(U)c V za svako T¢€ H.

(0.2.4)DEFINICIJA Neka su E,F vektorski prostori i b biline-
aran funkcional na EXF koji ima sledede osobine:

(a) ako je b(x,y)=o za svako y€ F, onda je x=o,
(b) ako je b(x,y)=o za svako x€ E, onda Jje y=o.
Trojka (E,F,b) je dualni sistem ( ili dualnost).Funkcional b




demo oznadavati sa< , O, & trojku (E,F,b)- sa {E,F).

(0.2.5)0ZNAKE Neka je E(t) lokalno konveksan prostor.
(a) EX je vektorski prostor svih linearnih funkcionala
na E;
(b) (E,t)* je vektorski prostor svih sekvencijalno ne-
prekidnih linearnih funkcionala na Ej;
(c) (E,t) je vektorski prostor svih neprekidnih line-
arnih funkcionala na E.

Ako je <x,fp:= f(x), gde je f&€E* (resp. f€(E,t)* f€
€(E,ty ), onda je <E,EX> (resp. <E,E'>,<E,E">) dualnost
(ako je t Hausdorffova: topologija, Sto demo uvek pretpostavlja-
ti kada je red o poslednje dve dualnosti).

(0.2.6)DEFINICIJA Slaba topologije 6(E,F) za dualnost <E,F>
je najslabije lokalno konveksna topologija na E za koju su

sva preslikavenja x +—>»<X,y> neprekidna.

(0.2.7)TEOREMA Ako je <E,F> dualnost, onda je (E, 6 (E,F))=F.

Iz (0.2.7) sledi da je 6 (E,F) topologija uniformne kon-
vergencije na apsolutno konveksnim omotadima konaénih podsku-
pova prostora F.

(0.2.8)DEFINICIJA Neka je ZE,F> dualnost.
(a) Mackeyeva topologija Z(E,F) je toplogija uniform-

ne konvergencije na svim apsolutno konveksnim
6'(E,F)-kompaktnim skupovima iz F.
(b) Topologije ﬁ;cSE'E) je topologija uniformne kon -
vergencije na svim kompaktnim skupovima iz E(t).
(¢) Jaka topologija /3(E,F) je topologija uniformne

konvergencije na svim 6(F,E)-ogranidenim skupo -
vima iz F.

(d) Topologije /BR(E,F) je topologije uniformne kon-
vergencije na svim (3(F,E)-ograniéenim skupovima
iz F.

(0.2.9)BEFINICIIn Keka Je £ E,F> dualnost.




(a) Polara skupa ACE je skup Ao:z{fé s [<x,f>[$l,x€ﬂ’].
(b) Bipolara skupa AC E je skup A°°:={xe E:]<{x,f>le,

fg AO}.

(0.2.10)TEOREMA Neka je <E,F> dualnost i neka su Ai,A,B pod-

ekupovi iz E. Tada:

(a
(b
(c
(d)

)
)
)

(e)
(f)

A%B°, ako Ac B

(rA)°= r"lﬁo. ako reXK i r#o\

0 0
(N Ai) =,("(UAi), ako su Ai 6(E,F)- zatvoreni i

apsolutnoeyonveksni
A0 (H) ° B

u° je 6?F,E)— kompaktan skup za svaku okolinu nu-
le U iz E.

(0.2,11)TEQREMA Neka je £ E,F duaslnost. Bazu okolina nule
topologije tﬁ- na ¥, uniformne konvergencije na elementima A&
¢Af,AcE, ine skupovi rA°, r>o.

(0.2.12)TEQOREMA Neka je < E,F> dualnost i neka je t lokalno
konveksna topologija na E.
(&) (E,t) =F ako i samo ako je O6(E,F)gt < T(E,F).
(b) Ako je A konveksan skup iz E, onds je'ItQIGYE@ﬂ
(c) Svaki 6(E,F)- ograniden skup je T(E,F)-ograniden.

(0.2.13)DEFINICIJA Neka su E i P vektorsi prostori i T:E—»F

lineerno preslikavanje. Preslikavanje *: 7 —a-EK, definisano
sa {T(x), y» = <x,Tx(y)> , gle je x€E, yg F' je algebarski
konjugovano preslikavanje preslikavanju T, a ako je * (7)) BT

onda je T (topoloZki) konjugovano; konjugovano preslikevanje

demo oznalavati sa T/7

(0.2.14)DEFINICIJA Linearno preslikavanje T:E _, F je slabo

neprekidno ako i samo ako je ono neprekidno kad su prostori E

o

1 F snabdeveni slabim topologijama.

(0.2.15)TEQREMA
(2) Linearno preslikavanje je slabo neprekidno ako 1



samo ako je njemu konjugovano preslikavanje slabo
neprekidno.

(b)lieka je linearno preslikavanje T:E — F, A E 1 BC
< P, Tada:
1) (T(4))°=(17)7H(a%)
2) Iz T(A)E B sledi T°(B%)c A°
3) U 2) vazi i obrat ako su A i B slabo zatvoreni

apsolutno konveksni skupovi.

#3. Neke klase lokalno konveksnih prostora

(0.3.1)DEFINICIJA Neka je (E,t) lokalno konveksan prostor
(a) E je badvast (resp. kvazi-badvast)ako i samo akoje

svaki 6(E/E)-ogranilen (resp. (?(E,E)-ograniden)
skup iz E’ ekvineprekidan.

(b) E je prebrojivo badvast (resp. prebrojivo kvazi-
—badvast ) ako i samo ako je svaki 6 (E/E)-ogreni-
gen (resp. /3(E/E)-ogranilen) skup iz E; koji je
prebrojiva unija ekvineprekidnih skupova, ekvine -

prekidan. _

(¢) E je 6-badvast (resp. 6-kvazi-balvast) eko i sa-
mo ako je svaki 6(E;E)-ogranien (resp. [B(E;E)-
ograniden) niz iz E’ ekvineprekidan.

(d) E je sekvencijalno badvast ako i samo ako je svaki
€ (E/E)-nula-niz iz E° ekvineprekidan.

(0.3.2)DEFINICIJA Neka je (E,t) lokalno konveksan prostor.
(a) E je (F)-prostor ako i samo ako je on metrizabilan
i kompletan.
(b) E je Baireov ako i samo ako je svaki neprazan otvo-
ren skup iz E druge kategorije u E.
(¢c) E je (LF)-prostor ako i samo ako je on induktivna

granica niza (F)-prostora.
(d) E je strog (LF)-prostor ako i samo ako je on induk-
tivna granica niza {(En,tn) : neim} (F)-prostora

takvih da je En;:En+l,E=§Z#En .S tn+1{En=tn‘




(e) E je ultrabornoloski asko i samo asko je on induk-

tivna granica familije Banachovih prostora.

(f) E je (DF)-prostor ako i samo ako je on prebrojivo

badvast i ima niz ogranicenih skupova, takav da
je svaki ogranicden skup sadrZan u nekom clanu ni-

za.

(0.3.3)DEFINICIJA Neka je (E,t) lokalno konveksan prostor.
(a) E je B-kompletan ako i samo ako je svaki vektorski

potprostor QE” &'(E,E)-zatvoren, &¢im su preseci
QN A 6S(E/E)-zatvoreni za svaki ekvineprekidan
skup A.
(b) E je B -kompletan ako i samo ako uslov iz (a) va-
zi uz dOpunsku pretpostavku: Q je O(E;E)-gustul!
(c) E je gr-orostor ako i samo ako uslov iz (&) vazi
za podprostore Q kao u (b), uz dopungku pretpostav-
ku: skupovi A su 6(EJ/E)-ogrenifeni.

(0,3.4)DEFINICIJA Neka je (E,t) lokalno konveksan prostor.On

je prostor s mreZom ako i samo ako postoje skupovi n PC:
1...1}{

B (k,n. e'Z[N) takvi da je:

(&) E_l_Je

Ry=1 O'O
(B) e e s nk 4e e
(c) za svakl Yastuéi niz prirodnih brojeva (k ) pos -
toji niz (rn) nenegativnih realnih brogexa, od
kojih samo konadno mnogo njih moZe biti jednako
nuli, tako da red s; %5 konvergira u E za sve

=11
s;& [o,7] 1 sve x;€ ¢,

..ln1
l Ky

éﬁ. Teoreme o zatvorenom grafiku

(0.4.1)TEOREMA Neka su E i F lokalno konveksni prostori i
neka linearno preslikavanje T:E —= F ima zatvoren grafik,
(a) (Banach) Ako su E i F (F)-prostori, onda je T ne-
prekidno.



(b) (Dieudonne, Schwartz) Ako su E i F strogi (LF)-
' -prostori, onda je T neprekidno. '
(¢) (K8the) Ako su E i F (LF)-prostori, onda je T ne-
prekidno.
(d) (Grothendieck) Ako je E ultrabornoloski, a F (LF)-
-prostor, onda je T neprekidno. |
(e) (Ptak) Ako je E badvast, a F Br—kompletan, onda
je T neprekidno.
(f) (Robertson, Robertson) Ako je E induktivna grani-
ca Beireovih prostora, a F induktivna granica B-
—kq&yletnih prostora Ind(Fn,tn,Tn)takvih da Je
F=&£ T (F ), onde je T neprekidno.
(0.4.2)TEOREMA (Mahowald) Ako je svako linearno preslikavanje
s zatvorenim grafikom lokalno konveksnog prostora E u svaki
Banachov prostor neprekidno, onda je prostor E balvast.

(0.4.3)TEOREMA (De Wilde) Ako je E induktivna granica Baireo-
vih prostora, F prostor s mrezom i T:E —» F linearno preslika-
vanje s zatvorenim grafikom, onda je T neprekidno.

(0.4.4)TEOREMA (Kelton) Za lokalno konveksan prostor E su sle-
deda tvrdjenja ekvivalentna (ako je E Mackeyev):
(a) Dusl E° je O(E{E)-sekvencijalno kompletan,

(b) Za svaki gseparabilan Br-kompletan prostor F, sveko
linearno preslikavenje iz E u F s zatvorenim gra-

fikom je neprekidno.
(¢) Svako linearno preslikavanje iz E u ce s zatvorenim
grafikom je neprekidno.

(0.4.5)TEOREMA (McIntosh) Neka su E 1 F lokalno konveksni pre-
stori, T linearno preslikavanje iz E u F & zatvorenim grafikom.
Tada je T neprekidno ako je E Mackeyev i ako je ispunjen je-
dan od sledecih uslova:

(i) E je bacdvast, a F je Cr—prostor.

(ii) E’je O&(EJE)-kompletan.

(iii) B’ je T(E/E)-sekvencijalno kompletan, a F je

T (F!F)-metrizabilan.



(iv) E je ultrabornoloski, a F zadovoljava jedan od
sledeé¢ih uslova: 1) F je C.-prostor; 2) F je Su-
slinov prostor; 3) F je induktivna granica niza
B—komgigtnih prostora, Ind(Fn,tn,Tn), takvih da
je F=£¥ T (E,).

(v) E je sekvencijalno kompletan, E” je /5(E,E)-kom-
pletan, & F je semirefleksiven prostor i zadovo-
ljave jedan od uslova iz (iv).

(vi) E je sekvencijalno kompletan, (E,;t) je kvazi-kom-
pletan za neku lokalno konveksnu topologiju t za
koju je G(E/E)g t $/A(EJE), a F je semirefleksi -
van Cr-prostor.

(vii) E je sekvencijalno kompletan, (E,/t) je sekven -
cijalno kompletan u nekoj topologiji t koja je
kao u (vi), a F je gemirefleksivan prostor ¢iji
je dual F’ /A (F/F)-metrizabilan.

(viii) P je 6(F,F’)-kompletan.

Sve ove teoreme se mogu nadi u Kdtheovoj knjizi (44),II.



GLAVA L

TOPOLOGIJA GENERALISANE INDUKTIVNE
GRANICE

U ovoj glavi su dati: definicija, osnovne osobine (potreb-
ne za dalji rad) i primeri proétora s topologijom generalisa-
ne induktivne granice.

Sva tvrdjenja koja su date bez dokaza su poznata.Tvrdje-
nje koja su data s dokazom su ili nova, ilil su uopStenja po-
znatih (ako se radi o uopStenju, to je napomenuto).

ﬁl. Definicija i osnovne osobine

Topologiju generalisane induktivne granice je definisao
i ispitivao Garling u radu (30), imajuéi (oligledno) kao ins-
piraciju radove Wiwegera (81),(82).Istine radi, treba redi
da je specijslan, ali veoma vazan, tip generalisanih induk -
tivnih grenica istovremeno proudavao i Persson u radu (63)
(takodje pod uticajem pomenutih Wiwegerovih radova).

(1.1.1)DEFINICIJA leka su E i Ea(alaA) vektorski prostori nad
poljem skalara XK, neka su Sac Ea apsolutno konveksni skupo-

vi, ta—lokalno konveksne topologije na Ea i ja:Ea—+ZE linear-
na preslikavanja. Topologija generaligane induktivne granice
na E (definisana familijom {(Ea,Sa,ta,ja): ae A}) je najjaca
lokalno konveksna topologija na E za koju su sve restrikci-

Je jaSa neprekidne.
Iz definicije neposredno sledi{Garling (30),str. 1):
(1.1.2)TEORENMA Neka je vektorski prostor E snabdeven topolo-

gijom generalisane induktivne granice,definisane familijom
{ (Ea’sa’ta‘ja) :at&A} i neka je F lokalno konveksan prostor.
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Linearno preslikavanje T iz E u F je neprekidno eko i samo
ako su restrikcije Tja Sa tauneprekidne za svako ag&A.

(1.1.3)PRIMEDBA Topologija generslisane induktiivne granice se
uvek moze realizovati tako da je Sd:E’ da su ta lokalno kon-
veksne topologije na span S, i de su j, identiCka utapanja
span S -a-E DokaZimo prvo da se umesto E moze u definiciji
qr Sg=t [F i ja-aaIFa Kako
su ja’jé i sa’ta jednaki ns Sa’ to su topologlge generalisa-
' a,ta,ga):&e
gA‘I i {(Fa,sa,sa,ja): aeA} ,l,jednake, a to je i trebalo do-
kazati.Neka je sada Ga=Fa/Ja (o) i neka je Ja:kaq& kanon -

uzeti span Sa: neka je Fa—span S

ne induktivne granice,definisane familijema {(Ea S

sko razlaganje preslikavanja j;
Qg a

FE——+ GE~—+ B .
Ako sa s; oznacimo fektor-topologiju na G, » & sa s} njenu
gliku na ka(Ga), onda iz (1.1.2) i injektivnosti preslikava-
nja kg gledi da su topologije generalisane induktivne grani-
ce, definisane familijama {(Fa’sa’sa’jé) : ae A} i {(ke(Ga),
Ja(Sg)ssy »1,) : a€ A}, gde je i, identifko utapanje k (G )»E,
identicéne.

U deljem cemo uvek pretpostavljati da su S_€ E, da su

Ea lokalno konveksne topologije na E =span S_, kao i da su
ia identicka utapanja ga —» E, a topologiju generalisane induk-
tivne granice, definisenu femilijom {(E_,S_,t.,3,) : a€ A},

oznacavademo sa g(ta,sa,ae‘A), ili krade- sa g, ako ne posto-

41 moguénost konfuzije.

Kao 5to smo videli, uéinjena pretpostavka ne smaniuje
opStost.Garling u pomenutom radu nije uveo ovu pretpostavku;
on je, pored pretpostavke da su Jg injekcije, imao u vidu i
sledeée tri pretpostavke: LJ J (S ) je gutajuéi skup u E; za
svako a,b€ A postoji ce€A, takvo da je J (8 )+ (8 ) § (s,
ako je ja(S&)c;jb(Sb), onda je presllkavange

.18 F+j t8 : S —» S
(Jblbrkaa[ a) a b
neprekidno.Prva od ove tri pretpostavke, kao Sto de se vide-



ti, je u vecem broju tvrdjenja bitna, dok ostale dve nisu,

Veza izmedju "obicéne" induktivne granice i generalisane
induktivne granice data je u teoremi koja sledi, & koja je uz
jade pretpostavke (maloas navedene) dokazana u (30).Pre nego
Sto formulisemo teoremu, primetimo da se za svako fiksirano
a €A na Eg moze definisati topologija generalisane induktiv-
ne granice gg= g(ta,ksa,kem) ;

(1.1.4)TEQREMA Topologijae g jednaka je topologiji t "obicne"
induktivne granice prostora (E_,g,).

DOKAZ lieka je 1:E(t) —» E(g) identidko preslikavanje.
Ono je neprekidno ako i samo ako su restrikcije i[Ea 8, -nEp=
rekidne za svako aé€& A, odnosno ako i samo ako su restrikcije
i[ksa t -neprekidne za svako kel ,a€ A, zbog (1.1.2).Ako je
P g-okolina nule, onda iz definicije topologije g sledi da
postoje % -okoline nule Ug, takve da je Uzn S & k_lP,kelN.
Cnda je i(kU;n kSa}=kU§f\kSac P, tj. restrikcije i\kSa suta
-neprekidne za gveko keIl ,a€&€ A.Dakle, 1 je neprekidno pres-
likavanje, pa je t% g. ‘

Neka je sada j:E(g) —» E(t) identicko preslikavanje.Zbog
(1.1.2), ono je neprekidno sko i samo ako su restrikcije j‘Sa
ta—neprekidne za sveko a€ A.Ako je Q t-okolina nule, onda po-
stoje ga—okoline nule Va , takve da je Vac,Q za svako e€ A,
Fako su Va ga—okoline nule, to postoje ta—okoline nule Wa,za
koje je W,NS <V, ,e€A.0nda je j(W NS )=N _NScV,cQ, pa
gu restrikcije j[Sa ta—neprekidne.Zbog toga je g2 t.

Primetimo da je na3 dokaz jednostavniji i kradéi od doka-
za u (30).

Sada nam je cilj da opiemo g-okoline nule.Za to ¢e nam
trebati Lemma 1. i Lemma 2. iz (67), koje dajemo u objedinje-

nom obliku:

(L.1.5)LEMA leka je (An) rastuéi niz apsolutno konveksnih

podskupova lokalno konveksnog prostora X(s) ¢ija je unija gu-
tajuda u X i koji ime osobinu: za svako p,q&IlN postoji réeW
takvo da je A +A < A . Tada svaka od femilije skupova tipa

: oo

?I;(bnn Ap)
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L
\U 2 Ujnrihg, gde je (r ) niz realnin brojeva,
e takav da je Z!rnkzoo

nxq

.

8

Uof\ Q(UH+AH) y

— O ——
U5q£:}(un+1n)’
&ini bazu okolina nule topologije g(s,An,ne:m')(Un gu s-oko-

line nule).

(1.1.6)TEOREMA Ako je aké/ksa gutajuéi skup u E, onds svaka od

familijs skupova tipa

\ a

aeAl kat . .
Cﬁ KUinir(l)s ,gde su (r(l)) nizovi realnih
K3{ e a a a a

brojeva: flréi)l=oo za a€ A
=1

[;\[Ugn ﬁ(ug+ksa)] ,

a

a
r[ (0] = k _al . ‘-'a w
aeA Uan£l(Ua+kSa) , gde je sa B oznaleno i -za-
tvorenje skupa B,
k
a
DOKAZ s obzirom na (1.1.4), svaka g-okolina nule Je
tipa E;ya’ gde su V_ g -okoline nule, a kako za svako fik-

sirano a€ A, niz A _=nS_ zadovoljavae uslove leme (1.1.5), to

¢ini bazu g-okolina nule (U, su t_ -okoline nule, - S S

je dokez zavrsSen.

(1.1.7)POSLEDICA ( (30),Prop.4) Ako je a%sa gutajuda u E,on-

da je 22
. g(ta,Sa,aEA)zg(ta,Sa,aé L),
gde je =a Sa oznaceno ta—zatvorenje skupa Sa'

(1.1.8)POSLEDICA Neka je ;kisa gutajudéa u E.Apsolutno konvek-
san skup P je g-okolina nule ako i samo sko je za svako ae€ A
1 sveko k&N skup PNk3  t -okoline nule u kS _.

(1.1.9)PRIMEDBA Ako se u (1.1.8) uslov da je ézisa gutajudi
skup zsmeni uslovom:P je gutajuéi skup, onda tvrdjenje iz

(1.1.8) ostaje tadno, 3to sledi iz (1.1.4) i (1.1.5).

U (1.1.7) smo videli da se topologija g ne menja ako se



14

skupovi Sa zemene svojim zatvorenjima.Sada demo videti de se

ona ne menja ni kada se skupovi Sa zamene skupovima raSa

(1.1.10)TEOREMA Neka su r &ZK " (r[;l za svako a¢ A,Tada je

g(t,,5,,8€ A)=g(t_,r S _,acl).

a a
DOKAZ Oznacimo tOpologlau g(*a,r Sa,ae‘A) ca g’.Neks
je P apsolutno konveksna g-okolina nule.Onda je i T, lP g-oko-

lina nule, pe 1z (1.1.9) sledi da postoje t -okollne nule Uk

takve da je U nﬁa cr le\kS za svako ae,A i svako keIv. O-

datle dobijamo:
P n kr S =r, (_ lpn ks );‘)r(UﬁkS)rUhkrS

Iz (1.1.9) sledi da je P g’-okoline nule, pa je g < &/
Neka je sada Q apsolutno konveksna g’-ockolina nule.Ilz
(1.1.9) sledi da za svako aeA i svako kel postoje t_-okoli-

k . . 'k - v @ ;
ne nule Va takve da je &ar\krauac; Qn Xr Sg. Onda je

r;vEnks, © ritan kScQ ks, (zbog Ir

pa je Q g- okollna nule, tj. g5 &

alz1),

Pre nego s8to predjemo na osobine generalisanih induktiv-
nih granica tipa g(t,Sa,ae.A), navedimo tvrdjenje koje nepo-
sredno sledi iz definicije:

(1.1.11)TEORENMA Za sveko a€ A i svako kelN je glkSag‘: ta kSa

Ako je E(t) lokalno konveksan prostor i S C E apsolut -
no konveksni skupovi, onda se na E moZe definisati topologi-
Ja generalisene induktivne granice g(t,Sa,a¢5A), koja je in-
teresantna zbog (1.1.4).Njene najvaznije osobine su date u
slededoj teoremi, koja je za sludaj A= IN dokazana u (67):

(1.1.12)TEOREMA Neka je E(t) lokalno konveksan prostor i g;=
=g(t,Sa,aéA) . Tada:

(a) t ¢ g,
(b) t|ks =g,| kS, za svako a<A i svako k€N

(c) g, je najjeca lokalno konveksna topologija ne

E koja ima osobinu (b).
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DOKAZ (&) Ako je U apsolutno konveksna okolina nule u
topologiji %, onda je za svako a€ A,keIN skup UN ksa t-oko-

lina nule u kS, , pa iz (1.1.9) sledi da je U g-okolina nule.
(b) Sledi iz (a) 1 (L:1.31)%
(¢)lieka je g lokalno konveksna topologijanaE sa osobi-
nom (b) i nmeka je P g’-okolina nule.Zbog (b) je skup PN kS,
t-okolina nule u kS , pa iz (1.1.9) sledi da je P g-okolina

nule, tj. 8°¢ &

U sludaju kada je {S&:ae A} familija svih t-ogrenicenih
skupova, topologiju g, Collins u radu (13) naziva striktnom
(mi demo ovaj naziv koristiti u drugom smislu), ako je pome-
nuta familija podfaemilija familije svih ograniéenih skupove,
onda je 8+ Perssonova mesSovita topologija. Ako Je {Sn:neiN}
fundamentalen niz familije svih ogranidenih skupova, ako su

S, zatvoreni. i S, +5,< 8

nel o onda je g Cooperova mesovita

topologija.

Bicde nem potreban i jedan rezultat u vezi s dualom pro-
stora snabdevenog topologijom g.Uvedimo prvo pojam dopustive

familije:

(1.1.13)DEFINICIJA Familija'Jg apsolutno konveksnih podsku-
pova vektorskog prostora E je dopustiva ako i samo ako ima

sledece osobine:

1) U{B: 3B} -E

2) za svako A,B€ postoji C&P tekvo da je AuBcC

Leko se vidi da familija {Sa:aEEA} apsolutno konveksnih
konveksnih skupova s osobinama:izisa je gutajuéa, za svako
a,b& A postoji ceA takvo da je S,US, < S, , generide fami-
liju {kS :aeA,kelN} , koja je dopustiva.Ako je E(t) lokal-
no konveksan prostor, onda je njegov dusl E; snabdeven topo-
logijom uniformne konvergencije na elementima dopustive fami-
lije, lokalno konveksna grupa ; ona je Hausdorffova, ako jJe
E Hausdorffov prostor.

Uopstavajuédi poznatu Grothendieckovu kompletizacionu
teoremu, Roelcke je dokazao de vazi:
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(1.1.14)TEOREMA ( (68), Thm.5) Neka je E(t) lokalno konveksan
prostory {Sa:ae.A} femilija apsolutno konveksnih podskupova
iz E, takva da je ;zisa gutajucda u E i tekva da za svako a,be
€ A postoji ce 4 za’koje je Sau Sbc SC.Ako je gt=g(t,Sa,a€= A),
onda je dual (E,gt) , 8 topologijom uniformne konvergencije
na elementime familije {kS_:a€ A,k€IV], kompletna lokalno
konveksna grupa i dual (E,t)” je gust u (E,gt)'.Ako je, jos,
A= NN, onda je (E,g.)” metrizabilan u pomenutoj topologiji.

¢2. Primeri

Ovde demo dati najvazZnije primere prostora snabdevenih
topologijom generalisane induktivne granice.

(1.2.1)SAKSOVI PROSTORI Zbog potreba teorije matriéne zbir -
1jivosti, Orlicz je u radu (58) definisao Saksove prostore
neka je X vektorski prostor s dve norme I f,/ f%.Jedinidna
kugla XS={x:[IxH$-1}, s metrikom koju indukuje norma l Ir*

je Saksov prostor ako i samo ako je ona kompletna u pomenu -
toj metrici.Saksovi prostori su ispitivani u nizu radova:(46),
(47),(48),(58)-(62).

Osnovni nedostatak definicije Saksovog prostora je taj
§to Saksov prostor nije vektorski.Taj nedostatak je ispravio
Wiweger u radovima (81),(82) definisuéi na X tzv. meSovitu
topologiju, koja je u opStem sludaju vektorska, tako da su

neprekidni operatori i konvergentni nizovi isti i u meSovito]
topologiji i u topologiji Saksovog prostora.Wiwegerova meso-
vita topologije (u ovom sluéaju) nije nista drugo, veé topo-
logija g(t,nX_,nel), gde je t lokalno konveksna topologija
indukovana normom Il IF.

Mi demo pod Saksovim prostorom podrazumevati ceo prostor

X, snabdeven Viwegerovom meSovitom topologijom.

(1.2.2)DVO-NORMIRANI PROSTORI Dvo-normirane prostore je de -
finisao Alexiewicz u radu (2) linearizujuéi Saksove prostore
1 generalisudi Lebesgueovu teoremu o dominantnoj konvergen -

ciji:neka je X vektorski prostor s dve norme [l [,I 1%, takve
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da je Ixll ™) x| za svako x€X; uredjena trojka (X, 0,1 1)

je dvo-normiran prostor.U njemu se definige konvergencija ni-

zova na sledec¢i nadéin: niz (xn) {-konvergira ka x ako 1 samo
ako je sup JIX ll<co 1 MXn~XV*-—+ 0o.Dvo-normirani prostori, s
opisanom konvergencijom, su prouavani u (2)-(6),(73),(74),(82).
U skoro svim navedenim radovima su posmatrani kvazi-normalni
dvo-normirani prostori, tj. oni kod kojih je jediniéna kugzla
B={x: 1x] ¢ 1] t-zatvorena, gde je t topologija generisana nor-
mom | ﬂi.U tom sluCaju su konvergentni nizovi i neprekidna
linearna preslikavanje isti i u smislu g -konvergencije i u
smislu Wiwegerove meSovite topologije ((82),Thm.2.6.1.), koja

nije nidta drugo do g(t,nB,ne ).

(1.2.3)STRIKTNE TOPOLOGIJE Neka je X kompletno regularan Haus-
orffov topoloski prostor i & saturirenas femilija zatvorenih
podskupova prostora X (Sto znali da je U{S:Se<% y =X 1 da jJe

famillga & czatvorena u odnosu na konadne unije).Oznadimo sa

cP(x) prostor svih ogranidenih neprekidnih preslikavanja X u
K, sa B zatvorenu jedinidnu kuglu u normi [If} =su I£(x)] 1

sa pg prednorme na Cb(i), definisane sa : pS‘f) sqglf(x] Stri-
ktna topologija /5? na C (X) Je , po definiciji, topologija

g(t? ,NB,ne ), gde je tss lokalno konveksna topologije gene-
risana familijom prednormi {pS:SG Y (@6),str. 73).

Striktnu topologiju su skoro istovremeno definisali i
proucavali Buck u (11), Ma¥ik u (52) i Le Cam u (49) za slu-
Caj kada je X lokalno kompaktan prostor, a & =24 familija
svih kompaktnih podskupova.Prva dvojica su striktnu topologi-
Ju definisali familijom prednormi, dok ju je Le Cam definiseo
kao najjacu lokalno konveksnu topologiju na Cb(X) koja se po-
klape sa kompaktno-otvorenom topologijom na kugli B. Sam ter-
min (striktna topologija) je uveo Buck, dok je identidnost
Buckove i Le Cemove topologije (tj. topologije /33() dokaza-
na u (15),(22),(29) (u sudtini, to je jos dokazano u (82)).
Pomenute femilija prednormi je p,(f)= sup |£(x)n(x)] , ede jeh
neprekidna funkcija koja teZi nuli u beskonaénosti, tj. za
SVako r> o je skup {x:h(x)z r} kompaktan.

Jeden od najvaznijih razloga za proudavanje striktnih
topologija je ¢injenica da je prostor svih ogranifenih Rado-
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novih mera na X jednak dualu prostora (Cb(X), ﬂBat), Sto je za
1okalno kompakten prostor X dokezao Buck u (11), & za opSti
gludaj- Fremlin,Gerling,Haydon u (29) ,Hofmann-Jdrgensen u (35),
Sentilles u (75).0vo omoguduje da se teoriji mere na komplet-
no regularnim prostorime pridje na nalin razlicéit od onog ko-
ji je dat u Bourbaki (lo).

S talke gledista teorije mere je interesantna i1 genera-
1isana striktna topologija, koju je uveo Mosimen u radu (56)
u opStem obliku, dok su ranije Sentilles u (75) i Wheeler u
(79) posmatrali neke specijalne, ali vazne, slucajeve,

Neka je /A5X Stone- Cechova kompesktifikacija kompletno
regularnog Hausdorffovog prostora X i neka je L %(@X\X)
gde je K (AINX) familija svih kompaktnih podskupova prOQ-
tora ,AX\ X.Generalisana striktns topologlga.‘ﬁ%e na C (X)

je, po definiciji, (obiéna) induktivna granica prostora

¢ (/5Xﬁ\h) Ke& , snabdevenih Buckovom strlktnom topologijom,
pri Gemu je izvr3ena identifikacija prostora C (/SXﬁxK) KeZ ,

i Cb (X) (tu 1dent1¢1kac1ju ostvaruje preslikavanje definisa-
no sa T, (f)= =f|X,feC (/5Xﬁxh) ).Ako sa By oznalimo zatvorenu
gedlnlcnu kuglu prostora C (ﬂ:X\\K) u sup-normi, a sa tK kom-
paktno-otvorenu topologiju na C (/BX\~K) onda je g(tK,nBK,néN)

Buckova striktna topologija na ¢! °(/AX\K), pa iz (1.1.4) sle-
di da je /by =g(ty,B,Ke &), tj. /s Je topologija gene-
ralisane induktivne granice.

Na prostorima L% (X, M) 1 H®(U) se, takodje, mogu defi-
nisati striktne topologije ( (16),(11)).Striktna topologije
na H™ (U) ima dobre osobine u vezi sa separabilnoséu, glavnim
i maksimalnim idealima ((11),(16)).

Literatura u vezi sa striktnim topologijama je veoma bo-
gata- videti ekspozitorni &lanak Collinse (13) i Cooperovu
knjigu (16).

(1.2.4)20POLOGIJA T (EJE) Ako je E kompletan lokalno konvek-
san prostor, onda je najjaca lokalno konveksna topologija na
E’ koja se poklapa sa 6(E/E) na ekvineprekidnim skupovima
jednaka topologiji ZT( ‘E) , pa iz (1.1.12) sledi da je
(d,u) g( 8( i A Ua,aeA), gde je {Ua.aéﬁ} baza okolina

nule u 2 ((30),Example B).
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(1.2.5) (DF)-PROSTORI Ako je E (DF)-prostor i (Bn) fundamen-
telan niz familije ogranifenih skupova, onda je tzg(t,Bn,nem).
Opstije, ako je E; b-prostor (ili b-badvast, k-bacdvast) u
smislu (57), onda je t=g(t,B,£3e»25 ), gde je LES odgovaraju-
éa familija ogranidenih skupova (ovo sledi iz (1.1.12)).

(1.2.6)GROTHENDIECKOVA KOMPLETIZACIJA Ako je E, lokalno kon-
veksan prostor i B dopustiva femilija ogranidenih skupova

iz B, onda je dual (E,g(t,B,Bed )) kompletizacija prostora
E’ u topologiji uniformne konvergencije na elementima iz J% .




GLAVA 2

TEQREME O ZATVORENCM GRAFIKU I OTVORENOM
PRESLIKAVANJU ZA (GLF)-PROSTORE

Kao Sto je u naslovu releno, glavna tema ove glave suteo-
reme o zatvorenom grafiku i1 otvorenom preslikavanju za (GLF)-
prostore, koji predstavljaju specijalan tip prostora snabde -
venih topologijom generalisene induktivne granice.Xlasa (GLF)-
-prostora sadrzi sve (LF)-prostore (i predstavlja prirodnu ge-
neralizaciju poslednjih-otuda i naziv), ali sadrii i prostore
koji nisu dak ni prebrojivo badvasti (dok su (LF)-prostori ne
samo prebrojivo baclvasti, ved i badvasti), tako da dobijene
teoreme o zatvorenom grafiku i otvorenom preslikavanju imaju
vedéu moguénost primene od odgovarajuéih teorema za (LF)-pros-
tore.Jedna tekva primena je data u'Fﬁ.Tu su dokazana neka tvr-
djenja u vezi s prostorima koji imaju fundamentalan niz neke
familije ogrenidenih skupova.Pored ostelog, tu je dat primer
metrizabilnog prostora s fundamentalnim nizom familije Bana -
chovih diskove koji nije normabilan, kaso i kriterijum za egzi-

stenciju fundamentalnog niza familije svih ogranicenih skupova.
¢1. Definicije i neke osobine (GLF)-prostora

Kao 8to je veé pomenuto, (GLF)-prostor je prirodna gene-

ralizacija (LF)-prostora:

(2.1.1)DEFINICIJA Lokalno konveksan prostor E(t) je (GLF)-pros-
tor sko i samo ako postoje epsolutno konveksni skupovi S C E

i lokalno konveksne topologije s,  na En=span Sn,takve da su
ispunjeni slededi uslovi:

1) skup -gzsn je gutajuéi u E;

2) za svako neN je skup@Pseudometrizabilan i komple-

tan u topologiji %an;

L)
~

t:g{sn,ﬁu,nélﬂ).
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Niz {(gn’sn);nelﬁ je definicioni niz topologije %, a tonolo-

gija t je (GLF)-topologija.

vaini primeri (GLI)-prostora su:

(2.1.2)PRIMERI
(e) Svaki (LF)-prostor (a samim tim i svaki strog (L¥)-
prostor i svaki (F)-prostor) je (GLF)-prostor.Obr-
nuto ne mora biti talno-videti (2.1.3).
(b) Svaki Saksov prostor je (GLF)-prostor.
(c) Svaki f-kompleten kvazi-normalan dvo-normiran pro-

stor je (GLF)-prostor.

Sada demo dati primer (GLF)-prostora koji nije (LF)-pro-
stor.Primetimo da je svaki (LF)-prostor bacvast, kao induktiv-
na granice balvastih prostora.Primer (GLF)-prostora koji da-
jemo je primer prostora koji nije &ak ni prebrojivo kvazi-bad-

vagt:

(2.1.3)PRINER Ako skup 1IN snabdemo diskretnom topologijom, on-
da je C°(M)=1" i I je lokelno kompaktan Hausdorffov prostor,
ra se na 1¥ moZe definisati Buckova striktna topologija A =
=g(s,nB,neli), gde je s topologije konvergencije tacka po ta3-
ka(=kompaktno-otvorena topolcgija), a B zatvorena jedinicna
kugla u sup-normi na 1* .Prostor (l“a,ﬂg) je separabilan (vi-
deti (16),str.156-157).Ako bi on bilo prebrojivo kvezi-badvast,
cnda bi, zbog separabilnosti, bio i kvazi-bacévast (21),Cor.4a).
Kugle B je Mp-zatvorens i guta sve [-ogranidene skupove (3to
eledi iz (67),Thm.4), pa bi ona bila B -okolina nule, 3to je
nemoguce.zZaista, iz s[B:ﬂ;]B (videti (1.1.12)) 1 (67),Thm. 18
bl onda sledilo da je topologija s jednaka sup-norma topclo-
giji.

Jos jedne razlika izmedju (GLY)-prostora i (LF)-prosto-
Tra sastoji se u slededem: ako su {(Sn,sn):nejﬂ} i {(Sﬁ,sf):né

GH} dva deiiniciona niza (GLF)-prostora E(t), onda ne mora-

Jdu za svako me Ii da postoje n,pel takvi da je & CLH:R (kod

(L¥)-prostore oni postoje).
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(2.1.4)PRIMER Neka je {Un:ne:m} baza okolina nule metriza -
pilnog lokalno konveksnog prostora E i neka je fg:ﬂ(E,’E).On-

da je E’((5)=Ind(Ejo ,u;), gde je Ejo =span Up i u, je Bana-
Un
chova topologija 0133 je jedinidna kugla UO dakle, B'(f>)

je (GLF)-prostor s definicionim nizom {(E 0 ,un):néJN?[.S ob-

z4rom na (1.1.12) je u [U g(u kUO ke]N)]U , pa je unzg(un,
kU ,keIN) (3to sledi iz (67),Lemma 8) Iz toga i de (1.1.4)
sledl da je A =gluy, Un,nelﬂ), pa je i { n,u ) : ne;N} defini-
cioni niz topologije (5, & uvek je E 2<¢;Um

Izmedju (GLF)-prostora i (LF)-prostora postoji sledeéa

veza:

(2.1.5)TECREMA Ako je E(t) (GLF¥)-prostor, onda ne E postoji
lokalno konveksna topologija s, koja je topologija (obicne)
induktivne granice niza pseudometrizabilnih kompletnih lokal-
no konveksnih prostora, takva da je t< s.Ako je, jos, E(t)
Hausdorffov prostor, onda je E(s) (LF)-prostor.

DOKAZ Leka je {(sn,sn):nem} definicioni niz topologi-
je t.Kako je topologija s \S pseudometrizabilna, to postoje
apsolutno konveksne sn—zatvorene sq—okollnﬂ nule U takve
da Je {U ns ke]ﬂ} baza okolina nule topologije sn[an. Neka
je V = Unr12‘ Sn.Skupovi VE su apsolutno konveksni, sn-zatvo—
reni, sn—kompletni i gutajudéi u Enzspan Sn’ pa su oni bazsa
okolina nule neke lokalno konveksne topologije t  na E koja
je pseudometrizabilna.Kako je %15'H11 kako su unpovm Vk 8.
-zatvoreni i s_-kompletni, to je topologija t, Pomplﬁtﬂa (BG4,
Chap.2,Prop.36).5kup 5 je t -okolina nule, pP je t —g(tn,ks
keW) ((67),Lemma 8).Iz s 4 t, sledi gle ,kS ,kel)< g(t ,
kS, ,keli)=t,.Stavimo s=Ind(E_,t ).Tada je, zb05 (1.1.4) 1
prethodnog:

s B Ind(En,g(sn,kSn,keN),neﬂﬁ):g(sn,sn,nem):

i dokaz prvog dela je zavrsen.

n'

Ako je E(t) jod i Heusdorffov, onda iz t[Sne.sn(Sn sle-
ci da Je topologija Snlsn takodje Heusdorffova, pa je i tnta—
kKva, 8to je i trebalo dokazati,

Hombinujudi (2.1.5} sa (20),IV.3.1 1 IV.4.6, dobijamo:
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(2.1.6)TEORENA Ako je E(t) Hausdorffov (GLF)-prostor, onds je

on prostor § mrezom.

§ﬁh liasledne osobine (GLF)-prostora

Nesledne osobine (GLF)-prostora nas jedino interesuju s
gledféta teorema o zatvorenom grafiku i otvorenom preslika -
vanju.Zbog toga nas nece interesovati da 1i je, recimo, pot-

| prostor (GLF)-prostora takodje (GLF)-prostor, vedé ée nas in-
teresovati da 11 na potprostoru (GLF)-prostora postoji (GLF)-
~topologija koja je jaca od originalne.Veza izmedju ovakvih
naslednih osobina i teoreme o zatvorenom grafiku (analogno je
za teoremu o otvorenom preslikavenju) vidi se iz slededeg:
ako preslikavanje T:F(s) — E(t) ima zatvoren grafik i ako je

. t° topologije na E, jaca od t, onda je grafik preslikavanja

i T zatvoren i u F(s)xX E(t").Ako je preslikavanje T:F(s) —E({)

i neprekidno, onda je i T:F(s) —» E(t) neprekidno.

Ovde Jje dokazano da na potprostoru, faktor-prostoru,pre-
brojivoj sumi i prebrojivoj (obicnoj) induktivnoj granici
(GLF)-prostora postoje (GLF)-topologije koje su jade od ori-
ginalne i dokazano je da to nije sluaj sa prebrojivim proiz-
vodom.

(2.2,.1)TVRDJENJE heke je F vektorski potprostor prostora E,
snabdevenog topologijom g=g(s,,8,,8€ A).Tada je
g|F g g(t .S, N F,ael),
gde je ta=sa[FzW spen S_.
DOKAZ Na jednostaven naéin sledi iz (1.1.8).

U (2.2.1) moZe da stoji stroga nejednakost Zak i kada je
& stroga (LF)-topologija (videti (33)), ili kada je g Wiwege-
rova meSovita topologija g-kompletnog kvazi-normalnog dvo-
—normiranog prostora (viceti (3) 11i (74)).U pomenutim sluda-
Jevima je A= TN,

(2.2.2)POSLEDICA Ako je E(t) (GLF)-prostor i F njegov sekven-

Cljelno zutvoren vektorski potprostor, onda ne F postoji (GLF)-
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-topologije s, takve da je t|F & s.
DOKAZ Dovoljno je u (2.2.1) staviti 5=€(tn.5nrlF,ném).

Dokazimo jo§ jedan zanimljiv rezultat u vezi s potpros-

torima (GLF)-prostora:

(2.2.3)TVRDJENJE Neka je F vektorski potprostor, najvise pre-
brojive kodimenzije, lokalno konveksnog prostora E(t).Ako je
F(t) (GLF)-prostor, onda na E postoji (GLF)-topologija s t
za koju je s|F=t|F.

DOKAZ Neka je {(Sn,sn):ne]N} definicioni niz topolo-
gije t|F i neka je {xk:keJNf:]N} kobaza potprostora F.Stavi-
mo da je Sn,k=5n+{"{xl,...,Xk},nGJN A ké]ﬂl.DokaEimo da je
unija skupova Sn,k gutajuda u E.Iz x€E sledi da postoje €
€F,pelN, 1 skalari r, takvi da je X=f4r X +.. .47 X Iz fekS
5 € Clrg) +oees )i"p] ) r{xl,... ,
xp} sledi da je x € max{k,[rﬂ+...+[rpﬁ Sm’p,éto je i trebalo
dokazati.

Na span{xj,...,X | postoji jedinstvena Hausdorffova to-

(za neko k,melN) 1 iz rlxl+.,.+rpx

pologija- neka je to ek.Na span Séj span{xl,...,xk}posmatra-
mo lokalno konveksnu topologiju sn’k=sﬁgek .Kako je topolo-
gija s |S, pseudometrizabilna, a e, metrizabilna, to je i to-
pologija Sn,klsn,k pseudometrizabilna (jer je prostor spanSéj
@ span{xl,...,xk} izomorfan prostoru span S xspan{xy,...,%}).

Skup 8, je s -kompletan, skup r{xl,...,xgt je e, -kompletan,
pe je skup SL,k sn’k—kompletan.Prema tome, {(Sn,k,sn’k):nell,
keIﬁ} je definicioni niz za neku (GLF)-topologiju s na E.

DokaZimo da je s t.Neka je V proizvoljna apsolutno kon-
veksna t-okolina nule.Tada je VN F t]|F-okolina nule, pa je
Uﬁf\msnc:2"1v N mS_ za neke s -okoline nule U? (meli) i pos-
toje g €W takvi da je qngkr\mI"{xl,...,xkk:2_lvn:nr{xruv
xk}a gde je B, zatvorena jedinina kugla normabilne topologi-
je e .0nda je (U+q BN ns, L&V A mS, , t3. V je s-oko-
lina nule, pa je s 2t.

Jod treba dokazati da je s|F=t[F.Iz 5
5, NF=s, |5, 1 (2.2.1) sleai:

s !F:g(Sn,k,Sn,k,néI\I,ké )F<e(s, 5, neli)=t 7.
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k12 ovoga i iz s»t sledi da je s|[F=t|F.

: Primenom K@theove teoreme o zatvorenom grafiku za (LIF)-
i -prostore, iz prethodnog tvrdjenja se moze dobiti gledede
ako je F sekvencijalno zatvoren vektorski potprostor (LK)-
-prostora E i ako je F najviSe prebrojive kodimenzije, onda

je F (LF)-prostor.

(2.2.4)TVRDJENJE Ako je E(t) (GLF)-prostor, a F njegov vek-

" torski potprostor, onde na E/F postoji (GLF)-topologije ja-

| &a od originalne faktor-topologije.

: DOKAZ Topologije s iz (2.1.5) je (GLF)-topolcgija, pa

njena fg;g;;"t09010gija ima osobine koje su navedene u formu-

. laciji, Sto sledi iz (2.1.5), karakterizacije faktor-topolo-

b gije (obidne) induktivne granice (videti (23),Exc.6.20) i &i-
njenice da je slika pseudometrizabilnog i kompletnog prosto-

ra prostor istog tipa, ako je preslikavanje neprekidno i ot-

voreno.

; U prethodnom tvrdjenju moZe da stoji stroga nejednakost

. &ak i kada je E strog (LF)-prostor (Grothendieck (33)).
Faktor-topologija je induktivna topologija s definicio-

nim preslikavanjem koje nije injektivno; za induktivne topo-

logije sa injektivnim definicionim preslikavanjima vazi:

(2.2,5)TVRDJENJE Neka su E a{t,) (GLF)-prostori, E vektorski

prostor i E= (JE .Tada js Ind(En,tn,né]N} (GLF)-topologija
‘ na E, tj. 1ndukt1vna granica (GLF)-prostora koji pokrivaju E
! je (GLF)-prostor.

Ovo tvrdjenje je direktna posledica opStijeg:

(2.2.6)TEOREMA Neka E (aegA) vektorski potprostori vektorskog
prostora E i neka je svakl Ea snabdeven topologijom ga=g(
b’b €B_).Tade je
Ind(Ea,ga,ae A):g(s%,&l%,ae yD€B, )
DOXAZ Zbog (1.1.4) je

g(so,ub,QGJﬁ,OE”p )=Ind(span5 i E(si,ksi,kam),a@,beB).

a
=]
»..J'h,

=)
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Koridenjem osobine tranzitivnosti (obicne) induktivne gra-

nice((34),str.137) 1 (1.1.4), dobijamo:
Ind(span S5,8(sp,kSp,keNN),ac4,bEB, )=

:Ind(Ea,Ind(span_S%,g(s%,ksi,}:em),be‘:Ba) ,ac A)
a a
=Ind(Ea,g(sb,Sb,beBa),aé.A)

=Ind(Ea,ga,a€—_A),

§to je i1 trebalo dokazati.

Sada demo dokazati neke tvrdjenja u vezi s proizvodom
(GLF)-prostora.Dokazimo prvo jedan negativen rezultat:

(2.2.7)TVRDJENJE Na prebrojivom proizvodu (CLF)-prostora ne
mora da postoji (GLF)-topologija koja je jaca od topologije
proizvoda.

DOKAZ U (65) je dckazano da je prostor distribucijalf
zatvoren potprostor prebrojivog proizvoda (LF)-prostora, a
semim tim i (GLF)-prostora.Ako bi na tom proizvodu postojala
(GLF)-topologija koja je jada od topologije proizvoda, onda
bi, zbog (2.2.2), na D’ postojaela (GLF)-topologija, jaca od
indukovane, pa bi iz (2.1.5) sledilo da se D" moZe prekriti
prebrojivom unijom (F)-prostora, Sto nije tadno- videti (65).

Za dokaz nekih pozitivnih rezultata o proizvodu (GLF)-
-prostora potrebna nam je slededa lema:

(2.2.8)LENA Heka su Ea(aQJA) vektorski prostori, X, < E 1 Xz
=E_ za aﬁ{al,...,ap'{‘.ﬁ.ko oeX, za 8@.{81,---&;}}, onda

M rx, <) (MX).
AEA

aeh
DOKAZ Ako je xefTX,, onda je x=(x_), gde je x € 5,
; 1.1 Ng Ng i, . 1 Dg
za aé{al,...,ap} 1 X =T X 4. 4T, Xg Xy & Aa’lra“'”‘"lra lg

£1 za 815{31,...,ap}.ﬂeka je y:(ya), gde je Yg=%y 28 & ¢

. . $y A
¢{Eﬁg«--,a511 Y4=0 28 8 € {al,...,ap}; neka je zi=(ua),ua=o

Zafié{al:---,&pi i ug=xé 28 ae{Eﬁ)...,ap},i:l,...,nap.Ta—

da je i nag ;
(p+l)"lx=(p+l)“-!-lr + (p+1)-ll"1_2 Gr (HX )’
41 (=1 By 4 N
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n
o Q‘
-1 i
: . . X 7 € X i (p+l) 4 > (p+l) r
jer Jje Y€ M g 44 M 5:fti H aJI

p+l)” +

+p(p+l)'l:1 i dokaz je zavrsen

(2.2.9)TVRDJENJIE Konefan proizvod (GLF)-prostora je (GLF)-

prostor.

Kako je proizvod konadno mnogo kompletnih pseudometriza-
bilnih revnomernih prostora prostor istog tipa, to (2.2.,9)

sledi 1z:

(2.2.10)IEOREMA lieka je E-[IE i neka je svaki E, snabdeven

topologijom g4 =g(s ,u;,aé A), pri demu je skup U S guta-

J€EA
jucéi u Ei,l =1 ey I o DRAR: @
“' L i LS i n n
gy=e([1 55 » [ 145, »(k;)eN (&g )e a™),
\'-‘-\1 l 1

n _
DOKAZ Neka je P apsolutno konveksna Itlgi—okolinanu—
le.Tada postoje apsolutno konveksne gi-okoline nule Pi’ tak-

ve da Je fiiPic;P.Dalje, zbog (1.1.9), postoje s; ~okoline nu-
; s . . i
i, kg 4 . Ak sy 1 :
le Uy’ sa osobinom: Ua. f\kisa_C:Pi.Onda je
i i i
i,kg i,ki
P:aﬁP :)F'\(Ul /\ksa) ﬂU; ngklsa,
pa je, zbog (1.1.9), P okolina nule u topologiji g (koja se
nalagi na desnoj strani jednakosti koju dokazujemo).Semim tim
Je [1g; < 8.
Neka je Q apsolutno konveksna g-okolina nule.Zbog (1.1.9)
postoje s;_—okollne nule V kl, takve da je
1 83

eofiviski ﬂklsa -1 (vEokin s

"1 i |."." l 181
Odatle ﬁledi da je
1z ove ‘nﬂlu213e i leme (2.2.8) dobijamo da je:

ﬁr{al‘ij.mr[cj(vjﬂkink-si)} C (n+1) C “:l Mrl U( viaK L ol ki?’;’}]
(n+1\r{ I—l B "deA U (Vl kl("} kiS a_)]}C (n+l)r{ (n+l)”‘[:'|:at\j U“U; ’:QL/\
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c (n+l) F[ n+l r(Q)] =(n+1)2Q-
Prema tome, postoji ﬂ ;-okolina nule (videti i (1.1.6))
koja je sadrZana u (n+l)d Q, pa je rlg > &.Time je dokaz za-
vrsen,

oo
TopoloSka suma (:) E_ Je induktivna granica prostora F]E

neA Cul
pa iz (2.2.5) 1 (2.2 9) sledi:

(2.2.11)TVRDJENJE Prebrojive topolodka suma (GLF)-prostora
je (GLF)-prostor.

U vezi s (2.2.7) primetimoc dz se moZze dokazati da na pre-
brojivom proizvodu (GLF)-prostora postoji (GLF)-topologija
slabija od originalne.Dokaz je slifan dokazu tvrdjenja (2.2.1o).

93. Teoreme o zaitvorenom grafiku i otvorenom
preslikavanju

0d fundamentalnog znalaja za ovaj paragraf je teorema
(2.1.5), jer ona omogudéuje da ge teoreme o zatvorenom grafiku
i otvorenom preslikavanju izvedu iz odgovarajuéih poznatih
teorema.

Svuda édemo sa G(T) oznalavati grafik preslikavanja T.

(2.3.1)TEOREMA Neka je vektorski prostor E snabdeven topolo-
gijom g=g(s_,5_ ,8€ A) , takvom da je za neko b€ A skup S,
pseudometrlzabllan i kompletan u topologiji s,|[Sy; neka je
F(s) lokalno konveksan prostor i T:F —> E,R:E — F linearna
preslikavanja, pri ¢emu je R sirjekcija.Tada:

(a) Ako je g Hausdorffova topologija, G(T) N (FxS,)
zatvoren skup u F(s))<8b(sb) i ako za svaku apsolutno konveks-
nu sp-okolinu nule U postoji apsolutno konveksna okolina nule
V.u F takva da je Vanp-1(UnsS,), onda je preslikavanje T:
F(s) —E(g) neprekidno i F#= D” l(qpan S )

(b) Ako je s Hausdorffovsa topo;oglja, G(R) N (S R ¥)

zatvoren skup u S8 ) x¥(s) i ako za sveku apsolutno kon—
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1
|

i veksnu sb—okolinu nule U postoji apsolutno konveksna okolina

" qule V u F takva da je V& REUnSbf, onda je preslikavanje
R :E(g) —> F(s) otvoreno 1 #=R(span Sy, Y

DOKAZ (a) Skup UnSb je gutaguc:. u Eb-span S, s be je
Un(Ur\S ) .Onda ;]e

b Na=d

' o oo
§ 1_1’ 0 nT T.m Sb) D&:‘ﬁnT"l(Un Sb) Dgznsz :

_._...—-—-——

pa je F=1"" (Eb) JAko je {Unrl S,:n€ N} baza okolina nule to-

B -ng
. pologije Sblsb’ kao u dokazu (2.1.5), femilija {Uﬂn 2 T8y
:flleﬁﬂ je baza okolina nule (F)-topologije t, na E, koje je
~ jada od s,, & samim tim 1 od g]Eb.Dokaiimo sada da je G(T)

setizi

zatvoren u F(s)x E (t,).Neka je (x;:1&I) generalisan niz i
(x y Tx4 ) — (x,y) u topologiji s>t .Iz definicije topolo -

gi;je t sledi da za svako neli postoji inEI takvo da Je Txi-

—yeU r'\2 Sb za i:;,in.Tako%je, postoj% p€N za koje jJe ye
@psb.Ondfn_lje Tx;e y+U;N 2 78, € pSy+2 Sbc(p+l)8 za 1214,
f tjci(psl) Txie S, za izi, i vaZi

e
'
L
B
E
o
&
L
»
£
g
e
o
Tmes
D"
) i3

e L e

(p+1) 7M1~ (p+1) "ty € (p+1) TH(U A 2705, ) € (p+1) TTU, C U
za i}in.Odatle sledi da je

il

(p+l)‘lTx.€ ((p+l)-1y+U )OS za i?.fl,i ;

i Kako i (p#l)~ X—-i’(p+1) x, to  ((p+1)~ x , (p+1)~ Tx)—)
.; — ((p+1)~ lx (p+l) y) u prostoru F(s)><Sb b) Kako je skup

b G(TIN (Fx Sy) zatvoren, to je (p+l)~ y—T((p+1) ti. y=
=T(x), Sto je i trebalo dokazati.
Dalje, iz

17 (U,n 2%, )=2Pr (2N s ey,

: (korlscen je uslov Ve T l(uns p)) sledi da je restrikeija

; prealikavanaa T na T l(E ) skoro neprekidna, pa iz poznsate
E teoreme 0 zatvcrenom rraflku (videti (23),Thm. 6.4.2.b) sle-
: - di da 39 (E )=F 1 da je preslikavanje T:F(g) —> b(tb)

”ePr.‘?kidno Kako je g|E ¢ t,, to je T i s-g-neprekidno.

S
(b) Neka je Ey kao u dokazu (a) i neka je R1=R1Eb‘5kup
e zatvoren u Byx Ry (Ey) (dokaz je analogan dokazu
(?) zatvoren- umesto .LXl piSemo xi}. pa Jje Ri_-] (o) zat—
. prostor prostora E 5((44), £34.5.(7)), tj. E /q o)

rostor (E, je PSEEdometrlzab17an i komplﬂtan) Presli-
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‘.Rl razlazemo na glededi nacin:
£ g, B

E,—E s/ By (0)———-—>R(E),
faktor presllkavanje Graflk G(R ) je zatvoren u
0) X Ry (Ey) ((44), §34.5. (7)). pa i preslikavanje R,
voren grafik u R (Ebkx Eb/pl (a) Leko s dokawuie ds
likavanje Rzl skoroneyrekidnddnkaz keo za T u (a), uz
nje ¢injenice da je R,f=R,).Sem toga, prostor Ry (Ey)=
je gust u ¥, zbog uslova Vc:“Tﬁ?Tg“j .Iz (23),Thm.
onde sledi da je Rzlneprekldno i da je R}(Eb)=F.Iz

(o) na F ,

otvoreno preslikavanje E, na F.Jos treba dokazati

-1

a sledi da je R, otvoreno preslikavanje E /R
e Rl
z ovoge sledi da je R otvoreno preslikavanje.Ako je P
utno konveksne g-okolina nule, onda iz (1.1.9) sledi da
ji sy -okolina nule U, takve da je UNS,c P.Onda je R(P)>
r!Sb)=Rl(Uf\Sb), pa je R(P) okolina nule u F (Rl je o-
no preslikavanje Eb(tb) na ¥).Time je teorema u potpu -
dokazana.

Iz prethodne teoreme moZemo dobiti teoreme o zatvorenom
ku i otvorenom preslikavanju za (GLF)-prostore (one su

;bgle dobiti iz De Wildove teoreme o zatvorenom grafiku,

261 u obzir (2.1.6)):

ECREMA lNeka je E(g) (GLF)-prostor s definicionim ni-
Sn,sn):ne]f} , F(s) induktivna granica Baireovih (resp.

eka su T:F — E R:E —* P linearna preslikavanja, pri

1
e R sirjekcija.Tada vaZe sledeca tvrdjenja:

A(a) Ao je g Hausdorffova topologija i G(T) zatvoren
ekvencijalno zatvoren), onda je T neprekidno.

(b) Ako je = Hausdorffova topologija i G(R) zatvoren
sekvencijalno zatvoren), onda je R otvoreno.

DOKAZ Dokaz éemo dati za slulaj kada je F induktivna
Baireovih prostora; dokaz za drugi sluéaj je, prakti-
ti,

(8) Neke je I induktivna grenica prostors F,(%;),ieI,
nicionim preslikavanjima fi:ij—PEhPreslikavanje T je
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_,ggﬁfekidno ako i samo ako su preslikavenja Tfi neprekidna ze

svako i¢ I.

3=iﬁ‘ Lako se dokazuje da je G(Tfy ) zatvoren u F;x E.Iz g[sﬁs
?EIS onda sledi da je skup G(Tf n (P, 1% 5y ) zatvoren u

: ft )x S_(s,) za evako neTi, pa je 1qpun3en prvi uslov iz

1(2 3 1)(3) Sada demo dokazati da je ispunjen i drugi uslov.

_; Neka je {Ukns :k€ I} baza okolina nule topologije s l . Skup

: \an je outaJuc1 u E, pa Je .
ki Fo=(1f,) L®)= G A T

lynat

_fprostor F. je Balreov pa je skup pltTf ) 1 Ulr\sm) druge ka-
tegorije u bi za neke pl,melw 1z
py (T£,) '1(U NS )c:kvip(mf )'l(U NnE_)
P=1
sledi da je skup pz(lf ¥ (U ns_ ) druge kategorije u P; za
neko p2éﬂm Nastavlaaguc1 1ndukt1vno ovaj proces, dobijamo

W

- skupove Py (Tf;)7 (U NS ) koji su druge katego¢1ge u Py, pe

..m i Sk WB A (s

postoge X, € Py (TE. ) 1(Uk118 )- i apsolutno konveksne okoline
nile V, iz ¥, takve da je

&- I

:Q xk+VkC pk(ifi) (Umnsm) y K=1,2,...

& Onda je ' -

2V, = (2,47, )~ (X, 47, )< 2py (T7,) 1 (UENS )

fpa iz (2.3.1)(a) sledi da je Tf; neprekidno i de je F =(TfJ "

= CSpan Sp ).Time je dokaz ovog dela teoreme zavrien,

4 (b) Neka je H=E/R™ (0) f:E —»H faktor-preslikavanje 1
;jR-le kanonsko razlaganje.Kakc je G(R) zatvoren u ExF, to je
E'G(R ) zatvoren u Hx P, pa je i G(R 1y zatvoren u FPX H.Prostor
%-H Je Hausdorffov, jer je potprostor R™ (o) zatvoren u E ((44),
F932.5.(7)), pa iz (2.2.4) sledi da postoji Hausdorffova (GL:)-
i fﬁdPOIOgija g” na H, jata od originslne, a samim tim je & 353
L 2atvoren u FXH(g’).Iz (a) sledi da je R] :F —»i(g’) nepre-
f kidno, pa je takvo i R]
p Je 1 R otvoreno preslikavanje.

7
“:F —»H, tj. Rl je otvorenc.Samim tim
}._ Primetimo da iz neprekidnosti preslikavanja Rl :F - H(g")

3] 2 kraja dokaza tvrdjenja (a) sledi de za svako i€ I pos-
tojl me I, takvo da je B =f7 *( !(span Sm)) .Na taj nadin, us-
PUt Je dokazano i sledege



\FYRDJENJE

.
) Neka su E, ' 1 T keo u (2.3.2)(a) 1 nekas su £y By
finlcloﬂa presl 1«'&«'&113'3 Tada ze svako 1€ I nostoal me
kvo da je Fj -(.Lf ) span Sm).
(b) Neka su E,F i R kao u (2 2 2)(b) i neka Je £, kao

:._-_}_'?re.thodno tvrdjenje ima zanimljivu posledicu (uporediti

(2.3.4)POSLEDICA Neka su E(t) i F(s) (GLF)-prostori s defi-
_jjnlcionlm nizovima {(g y 8 ¥ rlqu- i {(S 'S ‘3 nejm} redom, 1
-_ka'au T7:F — E 1 R: eriE linearna presllkavanaa, pri &emu
5 slr;ek01ja Teda vaZze slededa tvrdjenja:
' (a) Ako je t Hausdorffova topologija i G(T) sekvenci-
ﬁﬁdlno zatvoren, onda za svako pe¢l postoji qeli, takvo da je
e%:‘pan Sp)c. span Sq
. (b) Ako je s Hausdorffova topologija i G(R) sekvenci-
_i 3alno zatvoren, onda za sveko p NN postoji q TN, takvo da jJe
"_Bpan Sde(span Sq)

i IR (c) Ako ae t Hausdorffova topologlaa i E(t)=F(e), on-

g DOKAZ (a) Neka je F =span S, snabdeven topologijom t,,
T'bﬁiéanom u dokazu teoreme (2 1.5 l neka je F(s’) induktivna
granica prostora F (t ) sa identilkim utapanjima T : nﬂ—*-F
PrOBtorl F, (%)) su pseuaometrlzabllnl i kompletni i s¢s”pa
E iz (2 3% 3)(&) sledi da za svako pgll postoji aeNN, takvo da
;-39 span 357 —(Tfp) 1(span uq) .Kako je f (span S “)=gpan S to
- iz brethOdHOg sledi da je T(span S )c;Span S
i (b) Analogno dokazu pod ( a)p

(¢) Dobija se primenom tvrdjenja (a) i (b) na identil-
eslikavanje E(t)— E(t).

q-

5)PRIMEDBA Preslikavanje T (resp, R) iz (2.3.4) ne mora
:FGPTEK1QHO (resp. otvoreno).Zeista, ako bi svako svako

nearn £ -— . o i ,
0 preslikavanje s zatvorenim grefikom iz nekog (GLF)-
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—prostora F u sveki (GLF)-prostor bilo neprekidno, onda bi, s
obzirom nea dinjenicu da je svaki Banachov prostor istovreme-
no i (GLF)-prostor, iz llahowaldove teoreme sledilo de je F
badvast prostor, 3to ne mora biti tadno (primer (2.1.3)).(Ana-
iogno za R, prelaskom na faktor-prostor, ako se uzme u obzir
da se u Mahowaldovoj teoremi moZe pretpostaviti da su presli-

kavanja injektivna, §to sledi iz dokaza Mehowaldove teoreme,

datog u (80).)

S obzirom na to da su Saksovi 1 dvo-normirani prostori
vazni primeri (GLF)-prostora, od interesa je i sledeca teore-

ma o zatvorenom grafiku i otvorenom preslikavanju:

(2.3.6)TEOREMA Neka (GLF)-prostor E(g) ima definicioni niz
{(Sn,sn):ne]N}, takav da je za neko pelV skup S, gutajudéi u

‘E, neka je F(s) balvast prostor i T:F —E,R:E—> F linearna

preslikavanja, pri demu je R sirjekcija.Tada veZe slededa tvr-
djenja:

(a) Ako je g Hausdorffova topologija i G(T) zatvoren,
onda je T neprekidno. )

(b) Ako je s Hausdorffova topologija i G(R) zatvoren,
onda je R otvoreno.

DOKAZ (a) Za svaku apsolutno konveksnu okolinu nule U
topologije s, Jje skup Ur\S gutajuéi u E, pa je skup

m—L
(Uf\Sp) bacva, tj. okollna nule u F.Tvrdjenje onda sledi
iz (2.3.1)(a), jer je G(T)f\(F><Sp) zatvoren u F(s )><S (s ).
(b) Dokaz je analogan dokazu pod (a).

Kod prethodnin teorema o otvorenom preslikavanju figuri-

. Be pretpostavka da Je preslikavanje R sirjekcija.Ta pretpos-
- tavka se moZe donekle oslabiti:

; (2 3.7)IEOREMA Neka je E(g) (GLF)-prostor, F(s) Hausdorffova
a.indukt1Vna granica Baireovih lokalno konveksnih prostora(resp.

(F)'PTOStOT&) 1 neka je R:E —y F linearno preslikavanje.Ako

?ije G(R) zatvoren (resp. sekvencijalno zatvoren) i ako R(E)
4 1ma algeber851 komplement H na kome postoji (GLF)-topologija




34

oyt

j’aca:'od s|H, onda je R otvoreno preslikavanje, R(E) i H
u" a{;vorenl i topolo3ki komplementarni u F i1 pri tome je ﬁ“S!H

4 okaz ove teoreme je isti kao dokaz opsStije De Wildeove
E.teoremé (videti (44), ¢35.5.(1)), pa ga ne dajemo.

. Ako je H(sq) prostor najvise prebrojive dimenzije, snab-
. deven najjalom lokalno konveksnom topologijom, onda je on izo-
E morfan topolo3koj sumi & K (card I=dim H), pa je on (GLF)-
| _prostor(zbog (2.2.9), odnosno (2.2.11)).Uzimajucéi ovo u ob-
| zir, iz prethodne teoreme dobijamo:

(2.3.8)POSLEDICA Neka su E(g) i F(s) kao u (2.3.7),R:E — F
. linearno preslikavenje s zatvorenim (resp.sekvencijalno zat-

f vorenim) grafikom.Ako je R(E) najvisSe prebrojive kodimenzije

. u P, onda je R otvoreno preslikavanje, R(E) je zatvoren, sva-
ki algebarski komplement H za R(E) je topoloski komplement i

s{H je najjada lokalno konveksna topologija na H,

. (2.3.9)PRIMEDBA Ako su E i F kao u (2.3.6), onda tvrdjenja
- (2.3.7) 1 (2.3.8) ostaju tadna (i isto se dokazuju).

~ (2.3.10)PRIMEDBA Iz dokaza tvrdjenja (2.3.2)-(2.3.4),(2.3.7)

; i (2.3.8) se vidi da se umesto zatvorenosti G(T) (resp. G(R))

t'moée uzeti bitno slabija pretpostavka: za svako neIN je skup
G(T)N (FxS, ) (resp. G(R)N (S X F)) zatvoren u F(s)X 5 (s )
(resp. u S (s )X F(s)).

Vratimo se sada tvrdjenju (2.3.3)(a). i dokaZimo da vaZi
jace tvrdjenje:

(2.3.11)TEOREMA Neka je E(g) Hausdorffov (GLF)-prostor s defi-
nicionim nizom f(Sn,sn):nejw}, F(s) Baireov lokalno konveksan
; prostor (resp. pseudometrizabilen i kompletan) i T:F —» E 1i-
- nearno preslikavanje s zatvorenim grafikom (resp. sekvencijal-
_ no zatvorenim grafikom).Tada postoji pell takav da za svaku
s Sp—okolinu nule U postoji s-okolina nule V za koju je T(V)C

<UNS;.Specijalno, postoji s-okolina nule V za koju jefmﬁcsp.
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postojl s—okolina nule V za koju je Vg T (Uns ).

12)DEFINICIJA Lokalno konveksan prostor E(g),g=g(s,,S,,&€h),
éularan ako i samo ako za svaki g-konvergentan niz
ostoji b¢A 1 pell tako da jJe niz (xn) sb—konvergentan

- DOKAZ Za dokaez nam je potrebna sledeéa Grothendieck-
]
lema (33, Lemme 7) neka je F filter s prebrojivom bazom

o_,ji konvergira po oF konvergira i po nekom ?—n, onda
F majorira bar jedan od filtera .;F
eka je {V :k€ I} baza okolina nule u F(s) Onda je
__:__:keJII} prebroalva baza filtera- oznalimo ga sa 3“ Da-
_ j filter ¢ija je baza sastavljens od sku-
va "ipa un mun , gde U prolazi bazom sn—okolina nule.Ako
-_-') konvergira po filteru \9? yonda je on slika nula-ni-
3 7’ Pa i1z neprekidnosti preslikavanja T sledi da (j )
. /érgira nuli.Prostor E je c-regularan, pa postoje j,ke
akvi da je vy ine ]N}CJSK i niz (y,) s -konvergira nuli,
konvergira po filteru . k.Iz citirane Grothendi-
eme onda sledi da postoje p’qelN takvi da filter &
filter 9‘—“ yti. za svaku 8, -okolinu nule U posto-
P,q
inalnule Vis takva da je T(V )< UNgS .Odatle je
Cq U-"\S < UﬂS i dokaz je zavrsen.
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thodnu teoremu je, za slucaj obicne induktivne gra -
okazao Floret u (26) (Satz 4.2), a dati dokez je po -

anje Floretovog dokaza.

"?h} Primensa na prostore s fundamentalnim nizom
ogranicenih skupova

: _ Ovde demo dati primene nekih rezultata prethodnog para-
é?grafa.Precizirajmo prvo 8ta cemo podrazumevati pod fundamen-
. talnim nizom neke familije ogranicenih skupova:

(2.4.1)DEFINICIJA Neka je B neka familija ogranidenih sku-
pova lokalno konveksnog prostora E.Ako postoje B 6625 (n =1 Bees )
:“7; takvi da za svako Bé\-@ postoje p,qeli za koje je Bc:qB ,on-
da je familija {B_:ne ] fundamentalan niz familije J5 .

: Ako je B apsolutno konveksan ograniden podskup iz E(t),
Egonda na Estpan B postoji normabilna topologija tB; norma je
- funkcional Minkowskiog skupa B.U slucaju kada je Ey Banachov
- prostor (u topologiji tB), skup B zovemo Banachov disk.Oznake

f-EB; t3 ¢emo koristiti u preostalom delu paragrafa.

%I(2.4.2)TVRDJENJE Neka je E(s) Baireov lokalno konveksan Haus-

| dorffov prostor na kome postoji (GLF)-topologija g(s, ;S ,nell)=
=g, takva da je c*[S <& |S (n€N) i da su skupovi S, s-ogra-

| nideni (resp. s- kompaktnl) Tada je E(s) normiran (resp konad-
E;nodimen;ionalan) prostor.

; DOKAZ Iz pretpostavki sledi da je s g(s, Sp ,nell) <

. < 8(s,,S ,neN), pa identidko preslikavanje T:E(s )—va(g)

- ima zatvoren grafik.Iz (2.3.11) sledi da za neko peIN postoji
. £-okolina nule V, takva da je V=T(V)c S_.Onda je V s-ograni-

| Cena (resp. s-kompaktna) okolina nule, ga je E normiran (resp.
iikonaénodimenzionalan) prostor po teoremi Kolmogorova (resp.

| Banacha).

%(2f4‘3)29§£2219& Ako Baireov lokalno konveksan Heusdorffov
;;939?¢0r_ﬁ(s) ima fundamentalan niz familije svih Banachovih
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e on Banachov prostor.
7 leka je {Bn:ne IN} fundamentalan niz,.Skupovi -E;lp
‘skupa'B ‘u topologiji tB ) su s-ogranileni,

14 g(tB sB/ ,neé IV) je (GLF) -topologija, pa iz

; di de je v normiran prostor. Stav1qe, neko Bp je

e nule, pa je sztB s tj. E je Banachov prostor.

B 1 P

)SLEDICA Beskonadnodimenzionalan Baireov lokalno kon-

'R

Hausdorffov prostor ne moze imati niz kompaktnih apeo-
snveksnih skupova &ija je unija gutaiuda u E.
KAZ Analogno prethodnom.

ﬁéledica (2.4.3) je paralelna sa Statement 2, iz (54) i

12 (551
0 u (2.4.4) kompaktnost zamenimo slabom kompaktnoddu,

}POSLEDIGA Ako je E(g) Baireov lokalno konvekgsan Haus-
‘prostor koji ima niz slabo kompaktnih apsolutno kon-
nlh skupova ¢ija je unija gutajudéa u E, onda je E reflek-
anachov prostor.

'KAZ Kao u (2.4.3) se dokazuje da prostor E ima sla-

TEQRERA Neka je E(s) Hausdorffov lokalno konveksan.prc—

_JnBEmO ako on ima niz Banachovih diskova c¢ija je uni-
1ijuéa u E,

OKAZ => :Jasno.

je (B ) niz Banachovih diskova ¢ija je unija gutaju-

_ihneka Je B proizvoljan Banachov disk.iko je B ty-za-
%, 7

=B’

n
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pa B, onda je B_ Banachov disk, topologija g=
¢IN) je Hausdorffove (jer sse) (GLF)-topologije

ko utapanje T:Eg —> E(g) ima zatvoren grafik, jer

'[EBxE‘thglE XE Iz (2.3.11) onda sledi da postoji
vo da je T(V)c B’ za neku tg-okolinu nule V. Kako je

za’neko qeli, to je BeqV=qT(V)c qB’.Prema tome, fami-
JSp Izem} je fundamentalan niz familije svih Banachovih

”nachov disk je relativno slabo kompaktan).

Garling je u (31) dokezao slabiji rezultat od prethodnog:
1 (K ) je fundamentalan niz familije slabo kompaktnih skupova.

S -r_-v,

[ .
\.'.

i Sada demo, koristedéi (2.3.13), dokazati jedno veoms2 op3-
* te tvrdjenje u vezi s fundamentalnim nizom familije svih ogra-

hgniéenih skupova:

(2 4.8)TEOREMA Neka je E(s) Hausdorffov lokalno konveksan

prostor i (B ) niz ogranilenih skupova iz E 013a je unija gu-
H tajuca u E. Ako postoji k¢IN tekav da je polara Bg sekvenci-
“faalno kompletna u topologiji uniformne konvergencije na ele-
mentima neke dopustive familije <D, &iji je svaki element
progutan nekim B,, onda je {B -ne]N} fundamentalan niz fami-

1ije svih ogranlcenlh skupova.

' DOKAZ Bez smanjenja op3tosti moZemo pretpostaviti da

_39 (B } rastuéi niz apsolutno konveksnih 1 zatvorenih skupo-
va,

i DokaZzimo da je E(g) c-regularsn, gde je g=g(s,B) ,neli),
”_heka niz (X ) g-konvergira ka x i neka je V=%, % Dretpoata-
V1m0 da za svako ne Il postoji Zn=¥n_ g nB,.Skupovi n3  su zat-

vorenl pa post
3 = hs SL0]e 3 -
: je s-okoline nule U  takve de zn¢Un+an.Onda
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e rastuéi i gutajuéi, pa postoji qeI, q» p, za koje je
0 onda je X =y +Xg po+quC'2q32q’ za gsvako nelN.S obzi-
g, to je niz (x ) s-konvergentan.Prema tome,

Dokazimo seda da su svi s-ograniceni skupovi istovreme-
&5 Lg_ogranlcenl Kako je neka polars Bk sekvencijalno komp-
Q@fina, to iz (4.1.2) sledi da je (E,s) =(E,g)”’
_fdarje sveki s-ogranifen skup i g-ograniden.

y & odavde sle-

Neka je B proizvoljan apsolutno konveksan s-ograniden
. Identidko utapanje T:E; —> E(g) je neprekidno, jer je B
-ogranicen skup, pa iz (2.3.13) sledi da je n_1B=T(n‘1B)C
~, 2za neke m,nelN, 5to je i trebalo dokazati.

Hirkovié je u (54), str. 173, naveo da mu nije poznato

ljenje ne vazi u opStem gludaju i dademo potreban i do-
uslov za normabilnost prostora s gornjim osobinama,

PRIMER Neka je E= @ R snabdeven topologijom s, defi-
i =4

prednormama o (x)_{x Iza X= (x ).Prostor E je metriza-
ali nije normabllan Zaista,u suprotnom bi on imaoc ogra-

apsolutno konveksnu okolinu nule B, pa bi za neke

Ilkéill\i i neke €15...,8, >0 bilo P-Q{x Py (Fjde ‘&C
fiie nemogude, jer je skup P neogranlcen-on sadrzi neo-
cen skup n-1

]

() {o} xR x ﬂ AP CY
=¥ni za i=1, ,k,

Je, neks je
- Bp= L1, x foyx o
SU apsolutne konveksnls

ograniceni i njihova uni-
juda y E. Prostor E

B je n-dimenzionalan Hausdorffov
n
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:pa je on Banachov, tj. B, je Banachov disk.Iz (2.4.6)
je {B né&W} fundamentalan niz familije svih Bana-
igkova.Prema tome, E(s) je metrizabilan lokalno kon-
rostor s fundamentalnim nizom familije svih Banacho-

ova, & nije normebilan.

0 fEOR?MA Neka je E(s) metrizabilan lokalno konveksan
s fundamentalnim nizom {B necmﬁ familije svih Bana-
iskova. Prostor E je Banachov ako i samo ako je za

polara B sekven013alno kompletna u nekog topolo—

DOKAZ :=$: Prostor E je RBanachov, pa je svaki ogra—
khp proguten nekim B 1 polare Eg su /3(E/E)-sekven-

£ 1z (2.4.8) sledi dH je {Bn:néim} fundamentalan niz
je svih ogranicenih skupova.Kako je E metrizabilan, to
Fff29.1.(2) sledi da je neko B, okolina nule, pa je

.

hov prostor.

e se dokezati i delimidno uop3tenje prethodnog rezul-

TEOREMA lieka je E(s) sekvencijalno balvast prostor
letizacija £(8) je Baireov prostor.Ako postoji niz
nih skupova (B,) &ija je unija gutajuéa u E, onda je
lan prostor.

OKAZ Neka su B/ zatvorenja skupova B u E.Tada je
1tajuéi skup u £. Da bismo to dokazali, pretpostavimo
neka je xg % i x¢ nB’.Tz Haehn-Banachove teoreme
postoje £ e'B’O takvi da Je ]f X H > n.lz B° B
je £ éiB , pa f —>o0 u topologiji uniformne konver—
3 SkuPOVimq B, Ova topologija je jaca od eRE JE),

B, gutajudi skup u E, pa f,—>ou topologiji 6(EE).
lJalne badvastosti sledi da vostoji s-okolina nule
e ffn:nelﬁt: U°=0°.skup U je 8-okolina nule, pa
a neko ke IV.Cnda je [fn(x)| 4 k za svako nelV.Kon-
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. {radikcija.

Skupovi 35 su kompletni, pa su oni Banachovi diskovi.Iz
(2.4.6) sledi da je {Bﬁ:né]N} fundamentalan niz familije svih

”sgahachovih diskova u B, a iz (2.4.3) sledi da je E Banachov

| prostor.Prema tome, E je normiran.

¥ T e v -

Primetimo da Corollary 2. iz (55) sledi 1 iz (2.4.10) i
iz (2.4.11).Posledica teoreme (2.4.8) je 1 Thm, 6. iz (55):

(2.4.12)TEOREMA ((55),Thm.6.) Ako je E(s) Jﬁtkvazi-baévast
prostor i ako familija M ima fundamentelan niz, onda je E

(DF)-prostor.
DOKAZ Dovoljno je dokazati de familija svih ograni-

enih skupovae ima fundamentalan niz.Mi demo dokazati da je
dual E° sekvencijalno kompletan u topologiji t&f uniformne
konvergencije na elementima familije V@{, pa ¢e tvrdjenje sle-
diti iz (2.4.8).Neka je (f,) % g -Cauchyjev niz u E] On je

t 4 -ogranicen, pa polara {fn:nGJN]O guta sve elemente ig A .
1z .AZ—kvazi—baévastosti sledi da je pomenuta polara okolina
nule u E, pa je skup {f e} ekvineprekidan.Odatle sledi da
je niz (f ) t g -konvergentan u E!

Ako je E(g) Hausdorffov lokalno konveksan prostor i Bn)
niz ogranicenih apsolutno konveksnih skupova iz E &ija je
Qnija gutajuca u E, onda je za primenu teoreme (2.4.8) dovolj-
no de E” bude O(E;E)-sekvencijalno kompletan, ili da bude
s=g(S.Bn,ﬂ€1N).Zaista, u prvom sluéaju je E° sekvencijalno
kompletan i u topologiji uniformne konvergencije na elemen-

. tima dopustive familije ($to sledi iz (44),¢718.5.(4)), a u

drugom slutaju je E’ sekvencijalno kompletan u topologiji

~uniformne konvergencije na{Bn:neim} (videti (1.1.14)).Pros-

tor E° je GtE:E)—Sekvencijalno kompletan za sve tipove bal-

g eoih prostora ( €'-balvaste, b-badvaste itd.), tako da je

teorema (2,4.8) §iroko primenljiva.




GLAVA 3

BANACH-STEINHAUSOVA TEOREMA ZA
GENERALISANE INDUKTIVNE GRANICE
I NJENE PRIMENE

) Sto je naslovom receno, od fundamentalnog znacaja
lavu je teorema Banach- -Steinhausa, dokazana u #1.Nje-
cengem se u f2. dokazuju neke osobine slabo nepre-
slikavanja, & u ﬁB neke teoreme o zatvorenom gra-
aj kada je domen preslikavanja-prostor snabdeven
genefalis&ne induktivne granice.

dnjem paragrafu se dokazuje, primenom Banach-Stein-
eme, jedna Collinsova hipoteza iz 1968, godine,

u redu (12), u vezi s duslom prostora snabdeve-
1om topologijom.

lavi demo pretpostavljati da je LJS gutajuca u

e rec o E(g), g—g(s a,asA)

_gnach—Steinhausova teorema

vi bacvastih prostoras se definidu tako 3to se
sSu odredjeni, ' glabo ili jako ogranide-
nearnih funkeionala, ekvineprekidni (videti
osno, defini3u se tako Sto ge pretpostavi da za
1z1i Banach- Steinhausova teorema odredjenog tipa.
topologijom generalisane induktivne granice
dak ni 6-kvazi- -balvasti, to se u teoremi Ba-

iden (videti primer (3.1.2)).

bna sledeéa definicija, koju je za Saksove
g (58) (videti i (16),T.4.9):
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(3 14 l)DEFIHICIJA Ako je S apsolutno konveksan podskup lokal-
kon#eksnog prostora E(t), onda par (S,t) ima osobinu (Z} )
kﬁai samo eko za svako X € S i svaku apsolutno konveksnu oko-

-iin %Lg?%ﬁﬁ“postOJl okollna nule V, takva da je
1 u.-._t§:;WnSc (x +#U)N S - (x +UINS .
Prostdr Es topologlgom generallsane induktivne granice g=
1
=g(5,,8, ﬁaeAJ ima osobinu (2311 ako i semo ako za svako a€ A

par (Sa,s ) ima osobinu (231) "

b v

.4.‘4Jasno Je da osobina (231) zavisi od geometrije skupa S,
odnosno;skupova S .Lako, na prlmer, sveki vektorski potpros-

tor ima osobinu <§3l) U (58) 1 (48) je dat niz konkretnih Sak-
sovih prostora sa ovom osobinom.

Pr ptlmo da ako par (S,t) ima osobinu CED ), onda i par
(rS t) 1ma osoblnu (:a ) za svako reXK, r#o.

"ﬁkﬁw el <o
i < Sada cemo pokazati da prostor veoma specijalnog tipa, s
topologlgom generalisane induktivne granice, ne mora biti 6 -

-kvazi—bacvast

(3 1.2)PRIMER Neka je X lokalno kompaktan 6-kompakten Haus-
zdorffovAtopoloski prostor, m pozitlvna Radonova mera na X,[ |

glja na L°°, deflnlsana prednormama D}(f) _flfldm
X‘kompaktnl skupovi.Dalje, neka je B= {f Hfﬂsl} i
g-g(t'nﬁ,nem) Prostor (L% ,g) ima sledede osobine (videti
(16), str 161 165): B je t-metrizabilan i t- kompletan skup,
Par (B,8) ima osobinu (), (L°,g)’=1) i g=T(1%°,11); bili-
qaranj?nnk ional za dualnost <I%° , LI ge d&t sa {f,f7)=

d qugzacemo sledece: ako je mera m ogranifena, onda

) nije 6-kvazi-badvast.

idgnlh osobina prostora X, postoje otvoreni rela-
k%niwskunov1 U,, takvi da je X=Ju 1T q S U5

.15) Skupov1 U, su 1ntegrab11n1 ((9),1Iv §4 B s
'of; X (jer ge m(X)<oo ), pa su takvi i sku-
;{¥5§4 55 Prop.T).12 lim m(U_ )=m(X) sledi

(1b1d Prop.8). Aeka je rj-m(X‘\Un) i
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ly , gde je kj karakterlstlcna funkeija skupa X\U, .Jas-

da fneLl.Mz (frl) je G(L ,L%° )-ograniden:
lfffédm{:[/ ffﬁdm[éf [£}£ dm & I£[IR, za svako f€L®,
A X\Un ¥\Un
ije g-ekvineprekidan, jer nije l-ekviintegrabilan ((16),
8): ako je dvo, onda postoji p€&lN, takvo da je rP<d,
{ fdm,ffdm?, fdm za n2 P,
X\Up X\Wp

{éﬁa tome, prostor (L‘”,g) nlJe 6 -badvast.Kako je prostor 1t
'BTL Loo)-qekvenclJalno kompletan ((34),5.4.1,Cor.3), to pro-
| ctor (L%,g) nije ni 6’ -xvazi-badvast ((37),str.163,Cor.1).

:,i; Iz navedenog primera se vidi da je za Banach-Steinhauso-
vu teoremu za& generalisane induktivne grenice potreban jaci
uslov od uslova da je niz neprekidnih linearnih funkcionala
Jako ogranicden.Sada céemo videti da je dovoljan uslov : pome-

" nuti niz je Cauchyjev.Dokazacdemo prvo jednu "lokalnu" Banach-
-gestelnhausovu teoremu:

(3 1.3)TEOREMA Neka je E(t) lokalno konveksan prostor, Sc.E
apsolutno konveksan podskup i neka par (S,t) ima osobinu (2;9.
Lalje, neka je F topoloski vektorski prostor i T :E —> F niz
~ linearnih preslikavanja, takvih da su restrlkclae iy \S nepre-
_kidne i takvih da je niz (Tn(x)) Cauchyjev za svako x €8S.Ako
' je S druge kategorije u sebi, onda za svaku okolinu nule V u
F postoje okolina nule U u E i prirodan broj p,
(Tp-Tq)(U(\ §)cV, za svako D,q 2P .

, takvi da Je

DOKAZ lieka je V' uravnoteZena zatvorena okolina nule u
F za koju je V'+V’'€ V 1 neka je

S -{xeS: (Tp—Tq)reV' By n}

0 da je S= (J . Jer je miz (T, (x)) Cauchyjev za svako x& S.
' Dalje, skuvov1 b su zatvoreni u S.Zaista, restrikcije T -7 lS
- 8u neprekidne, qkup VvV’ je zatvoren, pa je u S zatvoren i skup
(T 1 ) l(V )flS samim tim, u skupu S je zatvoren i skup

A (=" Lvns =s,

kg=n :

Skup S je druge kategorlge u sebi, pa poqt01e X ES okolina
Mule U'u E 1 »p JET, takvi da je

wwammmww&ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬂmﬁmﬁmaﬁ%ﬁmﬁﬁmwgU&af%»
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’ c .
(x,+U )NS Spo

(s t) ima osobinu (2},), to postoji okolina nule U

OPO

E élo”he;lnu" Banach-Steinhausovu teoremu:
’(3 1.4)TEOREMA Neka lokalno konveksan prostor E(g), g:g(sa,s ¥
ima osobinu (2,) 1 neka su skupovi S, s -druge kategorije u

._ ‘sebi.Dalje, neka je F lokalno konveksan prostor i T :E —=F

%niz g-neprekidnih linearnih preslikevanja, tekvih da Je niz
;{(T (x)) Cauchyjev u F za sveko x€E.Onda je niz (T ) ekvine-
. rékldan Ako jos T (x) — T(x) za svako x €E, onda je T g-ne-
1;9rekidno presllkavanae i T,—> T uniformno na svakom pretkom-
& paktnom skupu iz E,

_” DOKAZ Neka je V proizvoljna zatvorena okolina nule u
fzﬁ'i V’ apsolutno konveksna zatvorena okolina nule u P, takva
da Je V ‘+V’C V.Neka su a €A i kel proizvoljni.Iz g-neprekid-
nostl preslikavanja T sledi sg-neprekidnost restrikcija

IRSE, pa su 1spungen1 uslovi iz (3.1.3).2bog toga postoje
8 —okollne nule Uk pgé]I\I, takvi da je

B (ip—Tq)(UinkSa)cV’, za p,qapg,
& pa je
(Tp—Tpk)(U N kS )c':.V za p;pk

¢ Restrikcije T |kS su sa—neprekldne, pa postogl s «okollna
£ nule V}c takva da je T {V (‘tl{S )&V’ za p= 1,...,p§ Konaéno,

L

'r‘ Btk je w}; presek Skupova Ulé i 'Vg .Onda je
B - ; K
k -(Tp—l‘pz{)(waﬂ kSa)C V' za pxp,

a
TD(WgﬂkSa)CV', za p:l,...,pz.
|j’- Zbog toga je .
i T, (g N kS, )C (0 -1 (Y (WEAKS.) + T (WENkS Je Travie ¥
P a a8 p pla{ a a pg a ua k

za p2p_ ,
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:-‘Tp(w flkS )CVcV za p=1,...,pk

edi da jJe W Nnks_c f\ T l(V) Ako je P= rL)\J(W NkS, ),

j_ topologlaa uniformne konvergenc:.ge na pretkompakt-
vima ((44), £39.4.(2)), pa odatle sledi poslednji

e"cijalno, E’ je 6(E/E)-sekvencijalno kompletan, Sta-
6(E/E)-Cauchyjev' niz iz E” je ekvineprekidan.

: (21) btavise, u tom sludaju dual E” ne mora biti
W—sekvenciaalno kompletan.Naime, Orlicz i Ptak su u (62)

Sg=5 za svako a€ A 1 da je S s-metrizabilan s-kom-
tan skup, onda tvrdjenje iz (3.1.4) ne mora da vaZi.

. 6)TEORENA ileka su ispunjeni svi uslovi iz (3.1.4), osim.

k

sobine (2Z).Tada za svaku okolinu nule V u F postoje x_ & kS,

—okoline nule Ug, takvi da je

T ((xk+U )NkS_ )V , za svako neIN.
T»Dokaz ove teoreme je sadrZan u dokazu teoreme (3.1.4),ta-

88 necemo navoditi.Ovu teoremu je dokazao Alexiewicz u
as}-uéa.] kada je k=l'SH=S i Sazs,
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videli da slabo ogrenicen niz iz E" ne mora biti
_\eki&é.n, pa éemo sade videti u kom sluaju su slabo
eni skupovi iz E” jako ograniceni.Kori3denje osobine

kolina nule i X & SN B.Ako postoji skalar r takav
,+U)NScrB, onda postoje eé€ [0,1[ i okolina nule
a je

VASer(l-e) 1B + e(l-e) B,

E U'n (5-ex, )< rB-ex ¢ rB+eB.

imo da je V=(1-e)—lU’ i dokazemo da je (l—e)Sc:S~exo,

*3;DJENJE Neka je F familija linearnih preslikava-
u F (E,F su topolo3ki vektorski prostori ), takva
_VtrikCije TIS,T?G.EZJ, neprekidne, gde je S apsolut-
ksan skup druge kategorije u sebi.Ako su skupovi

_} ogranicCeni u F za svako x &S, onda za svaku oko-
'V uF postoje okolina nule U u E i kéXK, takvi da je
F(un s)ckv.

Jer su restrikcije T|S neprekidne, pa su i sku-
zatvoreni u 3.Ksako je S druge kategorije u sebi,

- %€ 5 1 okolina nule U’ u E, takvi da je, za neko
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= Sc pWN S.Kako skup W guta svaku tacku iz S,
_,néko q¢ N, q»p.Onda je X, & gvn S 1

o +U )N SC ghnScaw ,

Hgledi ( za r=q 1 B=W) da postoje ee€ fo,lr io-
tako da je UN Sc:q(l—e)"lw + e(1-e)" W.0nda

NJE Neka je E(g), g=2(s,,S5,,8€4), tagsv de su
's,-druge kategorije u sebi i neka je I famili-
nih linearnih preslikavanja iz E u F, gde je F to-
ctorski prostor.Skup {1x:7€F§ je ogrenien u F
ako i samo ako za svaku ckolinu nule V u F pos-
ine nule U, i skalari r #o, takvi da je

- runs)e N0 re F Y, zs svako aed.
 =$»: Iz (3.1.8) sledi da postoje s -okoline nu-
ari r_, takvi da je F(u nsdcrV, tj.

e‘*"f. 1_-;1(Uan Sa)c r\{T*l(V):TG’a’P} .

N ka je x€E i V okolina nule u F.Unija skupova Sa
E, pa postoje b€A i reX, tako da je xe:er.

vke sledi da je rp (UyNSy)cN {r7tv)ir e &L
Sy, to je x€ rlU, za neko rekK, [r‘] 2|r|[ .Onda je
err (N {7V :Te FI), t1. {Ix:T €FJerr Y,
-‘Ti=T€-3:} ograniden u F.

mo uvesti pojam regularne generalisane induktivne
bi¢ne™ induktivne granice taj pojam je uveo Ma-

-Aﬂ,\_I_ICIJA Prostor E(g), g=g(sg,5,,8 €A), je regula-
mo ako za sveki g-ogranidéen skup B postoji a€ A,
?ta skup B i da je skup B sa-ogrsniéen.

I\_T_eka. su E,F i \9:-‘ kao u (3.1.9) i neka je E
Tr.Ako je skup {TX:TGEé;?} ogrenicen u F za
Je skup LJ{T(B)£?€~5;TB ograniden u F za sva-
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“B iz E.

E.Zbog (3.1.9) postoje sa—ikoline nule Uy i ska-
ia vida je U,nS.cC rg(f\ {T (V):TeFJ) .Prostor
n, pa je Bcr(UyNSy), za neko beA, rekK.Tada

e u (3.1.11) jo$ pretpostavi da su S, vektorski pot-
tj. ako se pretpostavi da je E "obic¢na" induktivna
nda vazi mnogo jade tvrdjenje: familija ézv je ek~
dna, sto sledi iz Eiﬁjenice da su tada Sa badvasti
{videtd (72)IIT.4.2),

uJSE. 0 slabo neprekidnim preslikavanjima

paragrafu nam je cilj da dokaZemo neke dovoljne
2 neprekidnost slabo neprekidnog preslikevanja.
edimo oznake: -

1 Je klasa svih normiranih prostora;
- N, Je klasa separabilnih normiranih prostora;
*NB Je klasa ¢iji je jedini element polje XK.

i Svako slabo neprekidno linearno pres-
iz E u F je neprekidno.

- Prostor E(t) ima osobinu (B,N;) (i=1,2,3) ako i
za svako FeNi
avanja iz E y p
ko x eE,

svakl niz (T,) neprekidnih linear-
, takvih da je niz (Tn(x)) konver-
Jeste ekvineprekidan.
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‘g.definisane osobine su za Saksove prostore prou-
z u (6o) i Orlicz,Ptak u (62),

e 13 kompletlzauga prostora F, onda je F’ F i ako

; :onda je F separabilan prostor ((44), .ﬁ14 3(3)), pa
bine (A, H ) ekvivalentne osobinama koje se dobijaju iz

na (A, N ) kada se klase N zamene odgovarajuéim klasa-
Bar chov1h prostora. Analogna primedba vazi i za osobine
Primetimo, takodje, da su osobine (A,Ni) (resp. (B,Ni))
valentne osobinama koje se dobijeju iz (4,Ny) ( resp.

) kada se klase N, zamene klasama projektivnih granica
ra iz N;.Iz ovoge sledi da je osobina (A,Nl) ekvivalen-
t= T(E,E’) (a za striktne topologije je od znacaja da

+di kada su one Mackeyeve- videti (13)).

_prethodnom paragrafu smo dobili dovoljen uslov za va-
osobina (B,Ni).Ovde demo, kao prvo,naéi potrebne i (ili)
 jne uslove zas vazenje osobina (A,Ni).Sledeéa dva tvrdje-

iu.Opétija nego 8to nam je potrebno:

)IPVRDJENJE Neka lokalno konveksan prostor E(t) ima oso-
4,N,) i neka je E ‘_E¥.Ako je svaki ©O(E;E)-ogranilen
1o /5(E ‘E)-ograniden, onda je svaki 6(E,E)-Cauchyjev
, E° ekvineprekidan.Specijalno, E” je 6(E;E)-sekvenci-
”ompletan.
- DOKAZ deka je (fn) slabo Cauchyjev niz iz E” i neka
learno preslikavanje T:E —>c definisano sa Tx=(f (x))
> separabilan Banachov prostor svih konvergentnih nizo-
K).Kako E ima osobinu (A,N ) to je, da bi se dokaza-
-rekidnost preslikavanja T, dovoljno dokazati da je T
) - 6(c ,1)-neprekidno.S obzirom da je B ‘-E*, za slabu
dnost preslikavanja T je dovoljno dokazati da je za
wla-niz (xn) iz E i svako f€ 1 tacna jednakost
)=o.Niz (x_) je 6(E,E")-ograniden, niz (f ) je
raniden, jer je ©'(E,/E)-ogranicen, pa je

Spp spp [fn(xk)f <25 tj. sup lrx, [ <oco.
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(Txk) je ogrsnien u ¢ 1 on pokoordinatno tezi nu-
a.je G(c,1)-lim Txy=0 (videti na pr. (40), 27.11 i 1Rlo).
: é je lim f£(Ix )=0; a to smo i hteli da dokaZemo.Znali,

[

: kavgnje T je neprekidno, pa pOStOJl okolina nu1e UukE

ii slabo metrizabilan skup iz E° ekvineprekidan,
‘SDOKAZ => : leka je KC:E' aPSOIutno konveksan slabo

: Neka je Fe-liz, T:E —» F slabo neprekidno preslika-
' " ;nda je 1 I":F’—>E” slabo neprekidno.Ako je V zatvore-
dlnlcna kugla u F, onda je v slabo kompaktan, slabo me-

aktan i slabo metrizabilan apsolutno konveksan skup u
sLemme. 1.2).0nda je on ekvineprekidan skup u E”:T (V°)¢

'OreHS-IZ (0.4.1) sledi da je T(P)c V, tj. preslikavanje
’-jé neprekldno

abo sekvencijalno kompletan.Ako je svaki apsolutno
3 slabo kompaktan i slabo metrizabilan skup iz E” ek-
idan onda prostor E ima osobinu (B,uj).

OKAZ Neka sy T,,€ E'i neka T x —>Tx za svako X € E.On-



1?;'str-4°2) i slabo pretkompaktan.Zbog

a kompletnosti je ovaj skup slabo kompaktan,
& -

upﬁéis dokazati glavni rezultat ovog paragrafa:
'OREMA Neka je prostor E snabdeven topologijom g=

a) Ako su parovi (Sa,sa) druge kategorije u sebi i

itor E ima osobinu (531), onda prostor E ima osobinu(BﬂP.
(b) Ako su parovi (Sg,sg) metrizabilni i ako prostor
osobinu (B’NB)’ onda je svaki apsolutno konveksan sla-
kten i slabo metrizabilan skup iz E’ ekvineprekidan
svaki slabo sekvencijalno kompaktan skup iz E” je

“Ako su parovi (Sa,sa) metrizabilni i ako prostor
nu (B,N3), onda on ima i osobinu (A,Nz).

- zemenjena osobinom (A,Nl), onda E ima osobinu (B,Nl).
- Ako su parovi (Sa,sa) metrizabilni, druge kategori-

' Jje prostor E separabilan, onda on ima osobinu
amo ako ima osobinu (A,Nz).

) Ovo je specijalan sludaj (3.1.4).

" apsolutno konveksan slabo kompaktan i slabo

iz E” koji nije ekvineprekidan.Tipidna g-oko-
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L2
line nule je r'[iu}k%(UgrwkSa)], pe iz toga Sto K nije ekvi-
eA K=
neprekidan sledi da postoje b€A,kelN i e> o takvi da K&
ol e(Ubrlka)O za svaku sb—okolinu nule Ub.Neka je {ng)ksb:
nel) baza okolina nule topologije sb]ka.Onda postoje f &

: Boona w0 s ) , n .
€KX\ e(Vbn kob) y tj. postoje fneK i xe Vbﬂksb, takvi
da je [f (x.)) >e za svako neNV.Skup K je slabo sekvencijal-
no kompaktan, pa postoji podniz (fn ) niza (f

i
konvergira,Zbog (B,N3) Je taj podniz ekvineprekidan, pa je

{fn :ieJN}C eP’ za neku g-okolinu nule P.S obzirom da su X €
N ~
évgfﬂksb, to je g-lim x =0, pa je i g-lim X, =0.0nda posto-
i
Ji jel, takvo da je X, € Pzai>j, a to je nemoguée zbog

n) koji slabo

i
{f uiéﬂﬂc:ePO i |If. (x )I)-e.Prema tome, skup K je ekvine-

prekidan. :

(¢c) 8 obzirom na (3.2.5), dovoljno je dokazati da je E°
slabo sekvencijalno kompletan, a ovo je sadriasno u (3.1.5).

(d) Sledi iz (b), (3.2.3) i (3.2.4).

(e) DokaZimo da su ispunjeni uslovi iz (3.2.2).Neks Je
f € EY.Treba dokazati da je fT€E", tj. da su restrikcije f] S,
Sg-neprekidne.Prostori (Sa,sa) su metrizabilni, pa je dovolj-
no dokazati da su pomenute restrikecije Sp-sekvencijalno ne-
prekidne.lieka xne Sb’ lim xnzxe-sb.Kako je g[Sb5 sb[Sb, to
je g-lim x =X, pa je lim f(xn)=f(x) zbog f€EY, a to je 1
trebalo dokazati.Dalje, zbog (3.1.12) Je svaki slabo ograni-
¢en niz iz E’° jako ogranicen.Prema tome, ispunjeni su uslovi
iz (3.2.2), pa je svaki slabo Cauchyjev niz iz E” ekvinepre-
kidan,

¥

(e”) Neka su T,:E — F neprekidna linearna preslikavanja
Fe€l,, 1 neka je niz (Tnx) konvergentan za svako x € E.Ako je
I €F’, onda je nig (anx) konvergentan, anx —» f'Tx, pa je
on ekvineprekidan, zbog (e).Onda je fT€E", tj. T je slabo
neprekidno preslikavanje, pa je ono neprekidno, zbog (A,Ngj.

Preslikavanja anTn—T su neprekidna, pa su preslikava-
nja L_,L:E —maco(F), definisana sa
Ln(X)=(RlX, “row ,RnX,Q,O,-a .)
L (x)=(R x),
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dobro definisana (ovde je cO(F) separabilan- jer je F sepa-

bilan- Banachov prostor nula-nizova iz ¥, anabdeven normom
ﬂ(ynﬂl=sgp][ynu).Kako R,x — o0, to L x> Lx za sveko x€E.
Preslikavanja R, su neprekidna, pa su takva i preslikavanja
Ln.Onda je neprekidno i preslikavenje L (dokaz isti kao za
preslikavanje T).Zato postoji g-okolina nule P, takva da jJe
lupilg1, tj. E (P)C B za svako nell, gde je B zatvorena je-
dinicna kugla u F.Neka je Q apsolutno konveksna g-okolina
nule sa osobinama: 2Q<P i T(Q) € B.Skup {Tn:ne]Nf je ekvine-
prekidan, jer je Tn(Q)C 2B za svako nell.Zaista, ako je y=
=an,<qecg, onda je

y:(an-Tq) + Tq =R q + Tq & B+B=2B.

(e") Dokez je isti kao za (e”), s tim Sto se ne pominje
separabilnost. '

(f) Sledi iz (a), (d) i trivijalne implikacije:iz (B,Nl)
sledi (B’NB)' _

(g) Heka je skup {xn:neﬂﬁ svuda gust u E, F&N,.Onda
je F,{=span {xn:neJN} normiran i separabilan prostor.Kako je
& (F,,F{)= 6(F,F")|F, to je preslikavanje T 6(E,E")-

- GTFl,Fi)—neprekidno, pa iz (A,NE) sledi (A,Nl).Obrnuta im-
plikacija je trivijalnsa.

(Ideja za dokaz tvrdjenja (e”) je uzeta iz Orlicz,Ptak
(62), str. 60-61)

Dakle, ako je prostor E(g) regularan, ako ima osobinu
(2}1) i ako su parovi (Sa,sa) metrizabilni i druge kategori-
je u sebi, onda su tadne implikacije:

(8,07) = (A,55) =

V’ 4 (B,55)
(B,5)) => (B,N,) =7
Ao je prostor E(g) jos i separabilan, onda se sve im-
plikacije u prethodnoj shemi mogu zameniti ekvivalencijama i

g je Mackeyeva topologija.

Svaki Saksov prostor s Wiwegerovom meSovitom topologi-

jom (op&tije, svaki Hausdorffov (GLF)-prostor) zadovoljava



malofas navedene uslove (izuzev (3.) i separabilnosti), oa
iz (3.2.6) dobijamo kao specijalne gluéajeve sledece rezul-
tate: (58),Thm.1°; (59),Thm.12(r1),(r2); (62), str. 59 i
1.32; (6o), (@)=(d), kao i (16),I.4.11-12. Iz (3.2.6) sledi
i (48),3.2.(1i), akc se zna sledede:

(3.2.7)IVRDJENJE Ako su parovi (Sa'sa) metrizebilni i F metri-
zabllan lokalno konveksan prostor, onda je niz neprekidnih
linearnih preslikavanja Tn:E(g) —> I ekvineprekiden ako i
semo ako je on sekvencijalno ekvineprekidan ( niz (Tn) je
sekvencijalno ekvineprekidan ako i samo ako iz Tnx —> 0 za

sveko X &E sledi da Tn}cT1 —> 0 za svaki nule-niz (xn) iz R).

Dokaz ovog tvrdjenja ne dajemo.Napomenimo da se u jed-
nom delu dokaza koristi &injenice da je niz konvergentan ako
1 samo ako svaki podniz tog niza ima konvergentan podniz, a
drugl deo dokaza je analogan dokazu (3.2.6)(b).

Prethodne primedbe se odnose na talke (a),(d),(e),(e”),
(f) 1 (g), dok tadke (b),(c) i (e") nisu bile poznate za Sak-
sove prosgtore.

Ustatak ovog paragrafa je posveden dokazu rezultata bo-
ljeg od (3.2.6)(f).

(3.2.8)DEFINICIJA Topolodki vektorski prostor E pripada kla-
si (Sep) ako i samo akgﬂza svaku okolinu nule V& E postoje
y,€E takvi da je E= \U(y_+V).

n n=1 O

Jasno je da svaki separabilan topoloSki vektorski proestor
pripada klasi (Sep), kao i da svaki metrizabilen prostor iz
klase (Sep) jeste separabilan.Sledede tvrdjenje daje karsk-
terizaciju klase (Sep) (videti i (3.3.2)).Dokaz ne dajemo,
zbog njegove jednostavnosti.

(3.2.9)CVRDJENJE Slededa tvrdjenja su ekvivalentna:
(a) E €(Sep)’

(b) Za svasu okolinu nule Ve E postoji potprostor F
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najvise prebrojive dimenzije, takav da je E=F+7,

(¢) Za svaku okolinu nule V< E postoji separabilan
potprostor F, takev da je E=F+V.

Klasa (Sep) ima mnogo bolje nasledne osobine od klase
separabilnih prostora:

(3.2.10)TVRDJENJE ‘

(a) Ako je E€(Sep) i ako je FcE vektorski potpros-
tor, onda je F & (Sep).

(b) Ako je E€ (Sep) i ako je F< E vektorski potpros-
tor, onda je E/F &€(Sep).

(c) Neka E ima topologiju induktivne granice, defini-
senu preslikavanjima f :E -—E i neka je Ehﬂngn‘En)'Ako
suE & (Sep), onda je E € (Sep).

(d) Ako su E; & (Sep),i€I, onda ge ru: € (Sep).

(e) Ako su E_ e(Sep), onda je @E e(Sep)

(f) Ako su Eiei(Sep), onda jJe prDJEKthHB granica
prostora E u klasi (Sep).

(g) Ako je E & (Sep), onda je kompletizacija Ee(Sep)

DOKAZ (a) Neka je V okolina nule u F, W okolina nule
u E, tekva da je WNFc V i neka je W uravnoteZena okolina nu-
le u E za koju je W'+W’'c W.Postoje y,€E tako da je gz(ng')
=E.Neka jiaM:{né N: (y,#WINTF £ #Z}.Skup M je neprazan, jer
je FCE= ?L\_g‘(yn+w').lieka je, za svako néM, x proizvoljan
element D%z (yn+W')ﬂF.Tada je F= ‘_l\_l‘(xn-PV).Zaista, jasno je
da je U (x +V)<F.Neka je x €F.Onda je xe—yp+W’ za neko pe
€N, pa {je x:(x—yp)+(yp-xp)+xpéw'+W'fxpr_:xp+w, 13 x—xpew
3 x—xpé:F.Odatle sledi da je X-xpe-v, 3to je i trebalo doka-
zati.

(b) Ovo je specijalan sludaj tvrdjenja (c).
(c) Ako je V< E okolina nule, onda jJe f"l(V) okolina nu-

le u E. za svako n €N, pa postoje yné-E (p=l, 2,...), takvi da

7 .
je E L)(yn+f (V)) Odatle je

=3 09
= J £ (5) “L_) U (£, (yp)+1y sroel U R +n<E.

(d) Ako je V okollna nule u proizvodu, onda postoge oko-

line nule V; cE; (n=1,...,k) takve da je VDO V’ xl l E.
n n ™ 1, tel\{q h%
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i postoje é L L)(y ) Jieka je M skup svih ze
p=! -

€llk; kod kOth su prv1h k koordlnata rezne kombinacije eleme-

nata yi y 8 ostalo su nule.Skup I je najvise prebrojiv i

[—1 E.= nU(Z+V).

ey 1 26N e
(e) Sledi iz (c) 1 (d), jer je @E

nzy 1
prostora iﬁE
--1

(f) Projektivna granica je potprostor proizvoda, pa ovo

induktivne granica

tvrdjenje sledi iz (a) i (4).
(g) Dokaz je analogan dokazu ovakvog tvrdjenja za separa-
bilne prostore.

Vratimo se sade osnovnoj temi:

(3.2.11)IEOREMA Neka prostor E(g), g=g(sa,88,ae‘A) , ima oso-
binu (231), neka su parovi (Sa,sa) druge kategorije u sebi i
neka je lokalno konveksan prostor F(t)& (Sep).Ako je s lokal-
no konveksna topologija na F, takva da je s<t, da t ima ba-
zu okolina nule od s-zatvorenih skupova, onda je svako s-nen-
rekidno linearno presiikavanje T:E — F 1 t-neprekidno.
DOKAZ Ako je V t-okolina nule, onda postoji s-zatvo-

rena uravnoteZena t-okoline nule W takva da je W+W< V.Kako Jje

(yn+W) za neke T to je, za svako a €A,kelV :

ks,= U RT Ly, #00 ks

Preslikavanje T Je s-neprekldno, pa su skupovi T"l(yn+W)ﬂ kS,
zatvoreni u kS_.Zbog ovoga i zbog Einjenice da su (kS_,s,) .
druge kategorije u sebi postoje xaé-ksai sa—okoline nule Ué
tako da je

(xS+U5) ks c Ty, #9)0 ks, <17 (y_ew)
Iz ovoga, korlucenJem osoblne (E}l), sled1 da postoje s —oko-
line nule Vg takve da je Vgrxksac. fV) pa je T t-nepre-
kidno. '

Specijalan slucCaj prethodne teoreme je 1.1 iz (46) i
Thm.1l iz (58), a dokaz koji smo dali je modifikacija dokaza
iz (46).

(3 12)POSLEDICA lieka je E(g) kao u (3.2. 11) i neka F ima
topologiju t=g(s,S ,nel), gde je (S.) rastuéi niz.Ako je pre-
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slikavenje T iz E u F s-neprekidno i eko je F(t)& (Sep), on-
de je T t-neprekidno.

DOKAZ Zbog (1.1.5) topologija t ima bazu okolina nu-
le sastavljenu od s-zatvorenih skupova.

§f3. Teorema o zatvorenom grafiku- domen je
prostor s topologijom generalisane
induktivne granice

Ovde cemo dokazati neke teoreme o zatvorenom grafiku za
slucaj kada je domen preslikevanja snabdeven topologijom ge-
neralisane induktivne granice.Zbog Mahowaldove teoreme (vide-
ti (0.4.2)), keo i zbog &injenice da prostor,veoma specijal-
nog tipa, s topologijom generalisane induktivne granice ne
mora biti daek ni 6-kvazi-badvast (videti (3.1.2)), to klasa
prostora-slikas mora biti uza od klase svih Banachovih prosto-
ra.0Osnovanu pomoé nam pruZza Kaltonova teorema o zatvorenom
grafiku, koju demo sada formulisati u obliku koji je razlidit
od originalnog (uporediti sa (0.4.4)):

(3.3.1)TEOREMA ((41),Thm.2.4.) Neka je E lokalno konveksan
prostor.Tada su slededa tvrdjenja ekvivalentna:

(a) Za svaki separabilan Br—kompletan prostor ¥, svako
linearno preslikavenje iz E u F s zatvorenim grafikom je sla-
bo neprekidno.

(b) Sveko linearno preslikavanje iz E u c s zatvore-
nim grafikom je slabo neprekidno.

(¢) Dual E° je slabo sekvencijalno kompletan.

Mi demo malo prodiriti Kaltonovu teoremu: dokazademo da
u tadki (a) prostor F mo3e pripadati klasi (Sep).

(3.3.2)LEMA Ako je F lokalno konveksan prostor, onda su sled2-
¢a tvrdjenja ekvivalentna:
(a) ¥ &(Sep).
(b) Sveki ekvineprekidan skup iz F'je 6 (F[F)-metriza-
bilan,
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DOKAZ (a) =y (b): Neka je U proizvoljna okolina nule.
Postoje x, €F takvi da je F= k)(x +U).Ako je F familija
svih konaénih podskupova skupa I, onda skupovi k- {y n&‘a"}
keN, $€F , obrazuju bazu okolina nule za neku lokalno kon-
veksnu topologiju s na ¥F’, koja je pseudometrizabilna,Doka-
zimo da je topoloski prostor {Uo,son) Hausdorffov.lieka nije,
Tada postoji offe€ U° tako da je o 6(f+k'1{xn:ne90}°m yo
sveko kell, ¥eF , pa je fé€ -k"l-{ xnfzk"l{xrg, odnosno
[f(xn)[ ¢x ' 23 svako k,nell, pa je f(xn)=o za svako nell,
Neka je x €l proizvoljno.Tada je x=xp+u, za neko pell i neko
w€lU.Ilz ovoga i prethodnog sledi da je

[t(x) & [£(x )] +]2(u)| = |£(u) < 1.
Dakle, za svako x€F je |f(x)]< 1, tj. f=o, 3to je u kontra-
dikciji sa f#o0.Znaéi, topologija s]UO Je Hausdorffova.Kako
je GTF;F)g.s i kako je U° &(F;P)-kompaktan skup, to iz (42),
5.8 gledi da je BO(F;F)|U%=s|U°, pa je U° 6(F;F)-metrizabi-
lan,

(b) =>(a) : Neka je U zatvorena apsolutne konveksna
okolina nule.Polara U° je slabo metrlzabllan skup, pa posto-
je y,€F, takvi da je familija skupova k_ {y ine Pi°n u°
k €IV, ?’é\j; baza okolina nule topologije 6(F,;F)]U°.leka
je Fl_span{y nell‘v.f Tada je F= Fl+U Zaista, neka je xeF.
Tada je skup {x}1°nU° okolina nule u topologiji O(F/%)]u° , D&
postoje kel i PeF, takvi da je 1N Uojk_l{yn:nécfﬁoﬂ u°
Uzimajuéi polare obeju strana, dobijamo

((Tixjuu)e Mk r{yn:ne‘f’j U u).
Skup ¥ Jje konadan, pa je M Yoin€ ¥ =r{yn:necF§ i ovaj
skup je kompakten.Iz ovoga i iz

[ (k [_{yn:ne qﬂ} U U)ck r{yn:n& ¥ +U=k r{yn:neﬁﬂ} +U
(zbir kompaktnog i zatvorenog skupa je zatvoren skup) sledi:

T(lMixyv U)C‘kr{ yn:n&-@.} +U,
pa je Xeﬁi +J, 8to smo i hteli da dokaZemo.Onda iz (3.2.9)
sledi da je F& (Sep).

Sada mozemo dokazati pomenuto prosSirenje Kaltonove teo-

reme ;



(3.3.3)TEOREMA Ako je E lokalno konveksan prostor, onda je

sveko od tvrdjenja (a),(b),(c) iz (3.3.1) ekvivalentno sa:

(a”)Za svaki B,.-kompleten prostor F iz klase (Sep),
svako linearno preslikavanje iz E u F s zatvorenim grafikom
je slabo neprekidno.

DOKAZ Implikacija (a”) =» (a) je trivijalna, dok se
implikacija (c) => (&”) dokazuje na isti nalin kao implika-
cija (¢) = (a) u (41),Thm.2.4. , s tim $to mi koristimo le-
nua (3.3.2), umesto 1.1 iz (41).

Da bismo dokazali da je prethodna teorema prosirenje Kal-
tonove teoreme, potrebno je jos dokazati da postoji Br—komple-
ten prostor iz klase (Sep) koji nije separabilan.Bice nam po-
trebna slededa lema:

(3.3.4)LEMA Ako je F lokalno konveksan prostor, onda je pros-
tor (F, 6(F,F)) u klasi (Sep).

DOKAZ lNeka je U slaba okolina nule u F.Onda postoje
fiEEF' (i=1,...,n), takvi da je {f ...,i‘ﬁ U.Uzimajuéi po-
lare obeju strana, dobijemo da je Uocz{%f..., n}oo .Skup
{fl,... nioo je n-dimenzionalan, pa je on metrizabilan u to-
pologiji €(F,F).Samim tim 1 skup U° je takav, pa tvrdjenje
gledi iz (3.3.2).

(3.3.5)PRIMER Neka je F=:KI, gde je I skup sa oscbinom da je
Card(I)> 2% i neka je F snabdeven topologijom proizvoda.Ta
topologija nije niSta drugo do slaba topologija, pa iz pret-
hodne leme sledi da je F u klasi (Sep).Prostor F nije separa-
bilan: sko bi bio, onda bi bilo da je Card(F)<£ 223E §to nije
tacéno, jer je

Card(F)=(Card(k))Card(1)y 52
(videti (7),II,zadatak 122).Prostor F je Br—kompletan (éak je
B-kompletan), 8to sledi iz poznate karakterizacije Br—komplet-
nih prostora ((44), §34.2.(2)) i iz sledede Cinjenice: svako
neprekidno linearno preslikavanje iz F u lokalno konveksan
prostor G je topoloSki homomorfizam ((34),4:1:6,Ex6s 1)

Cc

Vratimo se sada teoremi o zatvorenom grafiku.Iz (3.1.5),
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(3.3:3) 1 (3.21) sledi:

(3.3.6)TEQOREMA Leka prostor E(g), g=g(sa,sa,a<aA), ima oso-
binu (Z;), neka su parovi (Sa,sa) druge kategorije u sebi i
neka je lokalno konveksan prostor F &(Sep) B-kompletan, Ako
linearno preslikavanje iz E u F ima zatvoren grafik, onds je
ono neprekidno.

.ﬁ4u Dokaz jedne Collinsove hipoteze

Godine 1968. je H.S. Collins u radu (12),str. 371, pos-
tavio slededu hipotezu (uzimamo u obzir i 5.2 iz navedenog
rada): eko je E:Cb(T) prostor neprekidnih i ogranicdenih funk-
cija (realnih ili kompleksnih) nad ekstremalno diskoneksnim
lokalno kompaktnim Hausdorffovim topoloSkim prostorom T i ako
je on snabdeven striktnom topologijom (3, onda je svaki
© (E’,E)-Cauchyjev niz iz B’ ekvineprekidan.

Mi cemo dokazati da je ova hipoteza tadna,

Poznato je da vazi jednakost B =g(t,nB,nelN), gde je t
kompaktno-otvorena topologija na E ( prednorme su pK(x)=
=sup|x(t)l , K su kompaktni skupovi i B=¢xe€eE: sup|x(t)€l

Fap | x(v) P povi) { oup |x(4)]¢ 1

(videti primer (1.2.3)).

S obzirom na (3.1.5), hipoteza de biti dokazana sko do-
kazemo da prostor (E, ) ima osobinu (Z}l) i da je skup B t-
-druge kategorije u sebi(ovo poslednje je ekvivalentno sa:
nB je t-druge kategorije u sebi za svako neli).

U daljem demo sa T uvek oznalavati ekstremalno diskonek-
san lokalno kompaktan Hausdorffov prostor, a sa Il | unifor-
mn T B X[l =sup(x(1t .

u normu na E ( || x] *egf ()] )

Dokazimo prvo tri leme koje su, po svoj prilici, dobro
poznate: '

(3.4.1)LEML Ako Je K<T kompaktan skup, onda postoji otvore-
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no-zatvoren kompaktan skup L DK.
DOKAZ Sveka tacka xe K ima otvorenu okolinu U takvu

da je U kompaktan skup.lz KC U U  sledi da posto,}e x; €K

(i_l,...,n‘), tekvi da je K< U U (_;Lj U, =L.Skup L je o‘svore—
%y % -
no-zatvoren i kompaktan, jer su takvi i skupovi Uys zbog eks-

tremalne diskoneksnosti prostora T.

(3.4.2)POSLEDICA Familija skupova tipa {x: pK(x)c‘ e},e}o,
K¢ T otvoreno-zatvoren kompakten skup, ¢ini fundamentalan sis-
tem okolina nule topologije t.

(3.4.3)LEMA Ako su K,L&T otvoreno-zatvoreni kompaktni sku-
povi i a>b>o, onda iz {x: pp(x)< bjc{x: pp(x)< a} sledi
da je K< L.

DOKAZ Neka postoji t€ K\ L.Skupovi {t§ i L su kompakt-
ni, pa postoji xiECb(T) takvo da je x(t)=a+l i x(L)={ofOnda
je xedx: pL(x)cbf i xd§x: pr(x)< a} .Kontradikcija.

Dok su prethodne dve leme trivijalne, s tredom to nije
sludaj ( ona je formalno jada od jednog zadatka iz (32)):

(3.4.4)LEMA Neka je GCT otvoren skup i x neprekidna i
ogranidena funkcija na G.Tada postoji ye&Cb(T), tako da je
y1G=x, y(T\E)={o} 1 sup{x(t)l =}yl

DOKAZ Funkcija x Jje neprekidna ako i samo ako su
funkcije Re(x) i Im(x) neprekidne, pa se bez smanjenja
opdtosti moZe pretpostaviti de je x realna funkcija.

Neka je G(r):{té:G: x(t)« r}.Jasno je da vazi jednakost
x(t):inf{reﬂ%:‘tGCHIO}.Oznaéimo sa H(r) zatvorenja skupova
G(r) u Cise z funkeciju definisenu jednakoddéu  z(t)=
—inf{re R: t€ H(r)}.Oblast definisanosti funkcije z je G: iz
G(r)=G za rz.iiglx(tﬂ sledi H(r)=G za iste r.

Sada demo dokazati da je z|G=x.Iz C(r)c H(r) sledi da
je {reIR Té(}(r)}c {reR:t eH(r)} a odavde- da je x(t)> 4dt)
za svako te€ G.Neka postoji ¢t eG sa osobinom da je x(t ) >
)z(to) i neka su .a,belR takv:L da je x(t0)>a?b? z(to)
Tada je toe—ﬁ(b)ﬂ(} it,¢G(e).Iz b<a dobijamo de je
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G G G

et g ——

6(b) < 6(a), pa iz H(B)NG=C(D) N G=G(b) < Gla) sledi te
€G(a).Kontradikeija, :

Slededi korak dokaza je dokaz neprekidnosti funkcije z.
Za to je dovoljno dokazati sledede: 1° skupovi H(r) su otvo-

- G -
reni u G; 2° H(r) C H(g) za res; 3°\U H(r)=CG; 4° N\ H(r)=
reR YR
= 5 (videti, na pr. (40),12.1). Skupovi G(r) su otvoreni u G

(x je neprekidna funkecija), pa su oni otvoreni i u E, jer je
G otvoren u TI.Skup G je otvoren u T (ekstremalns diskoneks—

nost), pa je on ekstremalno diskoneksan u indukovanoj topolo-
giji ((24), 6. §f2. Cwiczenie G.(b)).Zbog toga su skupovi H(r)

otvoreno-zatvoreni u G, pa su ispunjeni uslovi 1° i 2° (pos-
lednji i zbog G(r)< G(s) za r<e).Uslov 3° je, kao Sto smo
ve¢ videli, takodje ispunjen (H(r)=G za dovoljno veliko r).
Konalno i uslov 4° je ispunjen, jer iz G(r):gﬁ zea I
<-EE£ k(%) sledi H(r)=<b za'iste r.

Prema tome, funkcija z je neprekidna, ogranidena i z]G:x.
Funkeiju y definiSemo na slededi nadin: y(t)=z(t) za
teG 1 y(t)=o za té_G-.Poéto je skup G otvoreno-zatvoren skup,

to funkecija y ima sve nabrojane osobine.

Sada mozemo da dokaZemo ono Sto smo Zeleli:

(3.4.5)IVRDJENJE Prostor (E,) ima osobinu (227).
DOKAZ Neka je xoél3i U proizvoljna t-ckolina nule.

Bez smanjenja opStosti moZemo pretpostaviti de je X #0.58a Ug
€ U oznacimo onu apsolutno konveksnu t-okolinu nule za koju
je Xdé o™iy? Pos%oji relo,1[, takvo d? je {l-r)xoe-E'lU’, s 2
da je rx € x_+2 ~U’.0datle je rxo+2" e x +U'c x_+U.

Dalje, neka je V={x: pK(x)<.eSCZ2"lU', gde je e>o i XK
kompaktan skup.Iz (3.4.1) sledi da postoji otvoreno-zatvoren
kompaktan skup LDK.lWeka je W={x: p;(x)< df, gde je d=
=min {E_I,e,lér}.Tada je

WABC(rx +V)N 3B - (er+V)ﬁ B< (xO+U)r‘\ B -'(xO+U)ﬂ B,
Zbog prethodnog je dovoljno dokazati samo prvu inkluziju.

leka je xe;W(\B.Definiéemo'xl 5 ¥, na slededi nadin:
Xy =x+rx -(dx+(1-d)rx ). ¥ , 12=rxo—(dx+(1—d)rx0}}9 , gde je
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¢ kerekteristidna funkcije skupa TN\L.Ona je neprekidna,
jer je L otvoreno-zatvoren skup, pa su X ,X,€ c2(1).Jasno je
da je x=x;-X,.Sada demo dokazati da xl,xgee(rxo+V)K\B.Slede-
¢e nejednakosti su jasne:

pK(xl—rxo) 5pL(Xl-er)=pL(x) <dge

pr(xp-rx ) & pp (X5-Tx )=0< e

pa XXy & r:{O+U.
Dalje je:

za telL: lil(t){= t}:(t)+rxo(t)[ < \x(t)| +r[xo(t)l< d+rg 1
lxz(t)l=rfxo(t)!5r<l ;
ze t@L: |xy (8)] = |(1-a)x(t)+drx (t)|4 1-d+drg 1

[z, (t)] = |-ax(t)+drx, (t)| ¢d+dr< 2dg 1 ,
(koristili smo da je |lx\\¢1, llxou,s.l), pa je X,,X,€& B, Sto je
i trebalo dokazati,

(3.4.6)PRIMEDBA S obzirom da se X, 5 i X5 iz prethodnog dokaza
mogu napisati i u obliku xlz(l—d)x+drxo+(dx+(1-d)rxo%9€ ,
x2=~dx+drxo+(dx+(l—d)rx0)9§ , gde je ¢ karakteristicna funk-
cija skupa L, to prethodno tvrdjenje vazi i za prostore CO(T)
i Coo(T) funkcija koje teZe nuli u beskonalnosti, odnosno
funkcije s kompaktnim nosadem, ako su oni snabdeveni Buckovom
striktnom topoclogijom. ‘

Jos je preostalo da se dokaze:

(3.4.7)TVRDJENJE Skup B={x €C°(T):0xll4 1] je t-druge katego-
rije u sebi.
DOKAZ Neka su Bn(n=l;...) t|B-otvoreni 1 tlB—gusti u

B i Ac B t|B-otvoren skup.Treba dokazati da je A~ Ci Bn¥g6.

Skup An By Je t|B-otvoren i neprazan, pa postoje X, €
€ ANB, i U1={X:pK1(K)< eﬁ, takvi da je (x;+U;)NB<ANB,
gde je Ky otvoreno-zatvoren kompaktan skup (zbog (3.4.2)) i
o <ey < 1.Skup (x1+Ul)r\Bl je t|B-otvoren i neprazan, pa pos-
toje xze_:(xl+Ul)r'\B2 i U2={x:pK2(x)< eEi, takvi da je (12+

_ =1 )
+U2)nBc(x1+U1)nB2, gde je e,<2 g, UpUj, K, otvoreno-
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-zatvoren kompaktan skup i K,c K, ( zbog leme (3.4.3)).Nas-
tavljajuci induktivno ovaj postupak, uz koriscenje (3.4.2) i
(3.4.3), dobijamo Xn’Kn,’_en'Un sa slededim osobinama: X, €
é(xn—l"'Un—l)'an’ (Xn+Un)nBC(Xn—1+Un-l)nBn’UnC‘Un—l’ o0

-

-1 _ . . _ :
<2 en—l’Un"‘(x'pKn(x)“ e, }» K, otvoreno-zatvoren kompaktan

skup, KE:DKn_l(za N=2,3 cons
1z prethodnog, za m>n, dobijamo:

X € (xm«:-ﬁ'm)n Bc(xm_l-:-Um_l)n Bmc((xm-l"'Um—l)n B)n BC
c:(xm_2+Um_2)n Bi.1nBC.vic
C(Xn+Un)an+ln'”an’

pa je n™*p € Uy.Ako je joS nypq, onda iz U< UQ sledi da je
X -X € Ug_’ tj.
(=) qu(xm-xn_) < eq za m> ny q.

Neka je G=thn i X =x|G.Ako je t€G i e>o0, onda
postoje i,jeIN za koje Jje e;<e i teKj, pa je e e 1te
€K, za k:max{i,j} Iz (%) onda sledi

fxﬂ;(t)—xé(t)f’,s pKk(xm-xn)_dekc:e za m» n> k,

tj. niz (xﬁ(t)) Je Cauchyjev u XK, o samim tim i konvergen-
tan.Dakle, za svako teG, XI;(‘t) —>x(t). Sade demo dokazati
da je ova konvergencija uniformna na svakom kompaktnom sku-
pu K iz G.Skupovi Kn su otvoreni u EJ pa su otvoreni i u G,
Jer je G otvoren u T, pa iz K@= Q,Kn 1KoK ., sledi da
Je K& Ka za nelo a€lN.leka je f»o i be N, takvo da je e.<
< f.0nda je KCK, 1 e, &f za c=max{a,b}, pa iz (%) sledi:
pr(x -x ") ch(xm—-xn)-fecdf, za m>npc,

tj. niz (xé[K) je ravnomerno Cauchyjev, a samim tim i ravno-
merno konvergentan na K.Preme tome, niz (xﬁ) ravnomerno kon-
vergira funkciji x na svakom kompaktu K, pa su restrikeije
X]K neprekidne.Kako je G, kao otvoren podskup, lokalno kom-
paktan ((24),3._ﬁ3.Twierdzenie 5.), to iz prethodnog sledi
da je x neprekidna funkcija,

Keko je igglxﬁ(t)]g Hxn”é 1 za svako ne€li, to je i

sup [x(t)] £ 1, pa iz leme (3.4.4) sledi da ostoji neprekid-
Cir. b T
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na i ograniCena funkcija y na 7, tekva da je ylG:x illyle 1.
o S
DokazZimo sade da je yeAhQ‘Bn.Iz (%) sledi(za m =eo,
n=g i uzimajudéi u obzir qu(xm"xn)szq(Xm‘Xn) ): pKn(x-xn)s e,
ti. xexn+Un, pa je (zbog ylG=x) i yg.xn+fn za svako nelN.
4bog inkluzije
(xn+Un)f\B c:(xn_1+Unﬂl)rXBn

Jje y€B, za n=2,3,... , a zbog inkluzije (x1+ﬁl)f\ BC ANB

1
je YEANB 1 dokaz je zavrSen.

Prema tome, Collinsova hipoteza je tadna:

(3.4.8)TEOREMA Ako je E=(C°(T),/>), onda je svaki S(E’,E)-

™

-Cauchyjev niz iz ®° ekvineprekidan.

Za neke klase topolosSkih prostora T (rszlidite od nasZinh)
su dokezana tvrdjenja tipa (3.4.8) (videti na pr. (14),Thm.
5.1).Kod tih dokaza je suStinski koriZdena &injenica da je
dual prostora E jednak prostoru svih Radonovih ogranidenih
mera na T.Prema tome, nad dokaz Jje potpuno razliéit od pome-
nutih,

Primetimo da smo ovde dokazali vi3e nego Sto je navede-
no u (3.4.8).Naime, iz prethodnih rezultata i (3.1.4) nepos-
redno sledi:

(3.4.9)TEORENA Neka je E kao u (3.4.8) i F lokalno konveksan
prostor.Ako su R :E —> F neprekidna linearna preslikavanja i
niz (R, (x)) Je Cauchyjev za svako x€E, onda je niz (Rn) ek-
vineprekidan.Ako jo$3 Rn(x) —>R(x), onda je R neprekidno

preslikavanje i R -—>R uniformno na svekom pretkompaktnom

skupu iz E.

Druge hipoteza u (12), str. 371, je sledeéa: ako je S

prostor T snabdeven di%kretnom topologijom, onda postoji ne-
prekidna projekcija C (S)-—e-cb(T) (oba prostora su snab-
devena odgoverajuéim striktnim topologijema), tj. CP(T) ima

topoloski komplement u prostoru Cb(S}.Gvu hipotezu nismo us-
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peli ni da dokaZemo ni da opovrgnemo, ali smo dobili neke

rezultate u vezi s tim:

(3.4.10)TE0REMA Ako je G T otvoreno-zatvoren skup, onda je

®(2)=cP(6) @ cP(2N\G)
pri Cemu su svi prostorl snabdeveni odgovarajucim striktnim
tonologl,]anaﬁ Py /?»2; i vazé jednakosti [31=ﬁ[0b((}) .
=g EIC nBl,qelh), gde je B, zatvorena jedinitna kugls
prostora Cb(G), analogno za ﬁ32.
DOKAZ Karskteristic¢na funkcija % skupa G je nepre-
kldna, pa Je dobro definisano linearno preslikavanje P iz

c¢P(r) uc® (G)y P(x)(t)=x(t)P(t).0no je sirjekcija: ako je
vy eC®(1), onda je P(x)=y za x&CP(G), definisano sa x(t)=

=y(t) za t€G i x(t)=0 za tl{éG.

Dokazimo prvo da je presllkavange P: (C (T),B) =» @H@/ﬂdﬁﬁ)
neprekidno.Ako je U= o~ ?U N 1B proizvoljna B okolina nu-
le (Ui su t-okoline nule), onda je P(U)e< UNC (G) (8to sle-
di iz definicije preslikavanja P), pa je P neprekidno.Samim
tim, taéna je Jednakoqt

(c®(T) ofH)= (cP (G),ﬁ:IC (6)) @ (c°(T\q) (alc (T\G))

Preostalo je jo3 da se dokaZu jednakosti (31 B\C (G)=
_g(tIC (G),nBy,nel) (i enalogne jednakosti za j,). Neka je
V= ﬂ(g ;an jB proizvoljna [-okolina nule; VJ {xec @iy
pK.(x)<:eJS, e.> o i K. su otvoreno-zatvoreni kompaktni sku-

po¥i iz ThAko P K40 G="¢, onda je Win jB;c P(V;N3B)< VN

N jBﬂCb(G) , gde je wj=(x GCb(G): py,.(x)< eji 1: Lj je proiz-
voljen otvoreno-zatvoren kompaktan skau iz G (ovde i dalje
smatremo da je izvr3ena identifikacija prostora C beg ) i

{xﬁ’ xe&C T)§ ) .Ako je pak, K. f\Gégﬁ onda je LJ—K NG ot-
voreno-zatvoren kompaktan ckup, pa ako W, deflnlsemo kao ma-
lOLas, aoblcemo 1ete 1nk1u213e Zbog toga

?WHJBJ_CUZVHJEHC(G)C U S v.n 38N cP(a),

na g=l b n= =1 J
t3 [h,g'(t]C (6),3B,,J€M) 23| (6).

Na sli¢an naiin ge dokazuju obrnute nejednakosti ( za
ﬂ,g je dokmz analogan).
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(3.4.11)TVRDJENJE Neka je F metrizabilan lokalno konveksan
prostor s bazom (U ) okolina nule, UptU el (0=2,3,...) 1
neka je R: (Cb\T) i) —r neprekldno llnearno preslikavanje.
Cno je /3 -neprekidno ako i samo ako za svako neIy postoji ot-
voreno-zatvoren skup K ol Ta: K CKm-l(n =1,2,...) sa osobina-
me: K Je kompaktan i iz ||x| <1, x [K ={0} sledi R(x)e Uy

DOKAZ =>: Restrikcija R|B je t-neprekidna, pa posto-
je t-okoline nule Vnz{x:pKn(x)c: enf, takve da je R(V NB)< Uy
za& svako neli, pri Cemu su Kn ctvoreno-zatvoreni kompaktni
skupovi (zbog (3.4.2)) i oni obrazuju rastuéi niz.Neka je
Ixl&l i len={of.Tada je x€V_NB, pa je R(x)e U, -

& : Preslikavanje R je norma-neprekidno, pa postoje T,>
>0, takvi da je R(B)c r Up,-Neka je VET{X PXn (x)<r "%} Ta-
da je R(W, NB)CU, Zalsta, iz x€W, OB sledi x= x§’+x9’ (%
je xarakterlstlcna funkcija skupa Kn-rl’ a 9‘4 -njegovog komp-
lementa), [x%/<lix|l<1 il xS‘;IKn_'_i—o, pa 1‘!8 R(XV)GUIH]_.D
lje je [[x %)= =P, 1 (X)L, pa je x¥ €r ~B. Konadno je

R(x)=R(x¥) + R(xgg)en(rn B) + R(xZ)C U, +0, < U_.

(3 4. 12)POSLEDICA Ako je R 2 -neprekidno, onda postoji rastu-
¢i niz otvoreno zatvorenlh kompaktnih skupova Knc: sa osobi-
nom: iz x€cP(T) i xlU K ={0} sledi R(x)=o.

Kombinovanjem (3.4.10) i (3.4.12) dobijamo:

(3.4.13)TEOREVA Neka je F metrizabilan lokalno konveksan
prostor i R:(C(T),8 ) —> F neprekidno linearno preslikavanje.
Tada postoji rastuéi niz otvoreno-zatvorenih kompaktnih sku-
pova Khe T, takav da je, :

() (cP(m),B)(®(T k) py) + (P2NT K.,

(v) R(CP(TNTK D)= j
gde su ﬁl 1 ﬁz odgovaraauce striktne topologlge.

DOKAZ Tvrdjenje pod (&) je specijalan slucag (3.4.10)
(za G= UK ), a (b) sledi iz (3 4.12), jer je C Dem \B_K )

n
izomorfan sa {x V’I'\ 3—1'{ :xe cP(r )j, a ovaj (zbog (3. 4 1))

LT

s (x0p, @ x xe® (D] .



GLAVA 4

PRODUZENJE LINEARNIH FUNKCIONALA I
TEOREME O ZATVORENOM GRAFIKU

U ﬁl. su dati uslovi pri kojime je linearan funkcionsal

f neprekidan na lokalno konveksnom prostoru E, ako su nepre-
kidne restrikeije f]Sn(n=l,2,...), gde su S apsolutno kon-
vekeni podskupovi prostora E.Dobijeni rezultati su opdtiji i
(i1i) bolji od niza rezultata u vezi s neprekidnim produZe-
njem linearnog funkcionala, neprekidnog na potprostoru pros-
tora s topologijom (obicne) induktivne granice, koji su do-
kazani u (17),(18),(27),(28),(43),(51),(64),(66),(76).U svim
ovim radovime (izuzev (18) i (27)) rezultati o kojima je red
se odnose na induktivne granice Banachovih prostora, dok nasi
rezultati vaZe i za neke prostore &iji duali nisu dak ni sla-
bo sekvencijalno kompletni.Iz naSih rezultata se dobijaju i
poboljSanja nekih rezultata (koji su raznih tipova) iz (19),
(25),(71) 4. {77}~

U §2. su neki rezultati iz §1. prosireni na linearnsa
preslikavanja.Dobijeni rezulteti su iskorisdeni za dokaz ne-
kih teorema o zatvorenom grafiku, kod kojih su oba prostora
snabdevena topologijama generalisane induktivne granice,a iz
ovih teorema su dobijena proSirenja i (ili) poboljSanja nekih
licIntoshevih (53) 1 Iyahenovih (38),(39) teorema o zatvorenom
grafiku i dobijens su teoreme o zatvorenom grafiku iz (7o0).

$1. Produenje linearnih funkcionala neprekidnih
na ¢lanovima niza apsolutno konveksnih
skupova

Cvde éemo uvek pretpostavljati da je (s,) niz apsolutno
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f &(E,t)°, to je £ -f & sg ze m>n23j.0datle je {f : neljec
C{fl,...,fjf+sg.8kup {fl,...,fj'jje t& -gcekvencijalno kom -
paktan, pa iz (4.1.1) sledi da je skup {fl""’fj§+%g ta-
-gekvencijalno kompletan.Ksko je t\ggtyl (E,t)” (jer je sva-
ki element iz /2 proguten nekim Sn), to je niz (fn) ta -Ca-
uchyjev.Zbog ovog i prethodnog, postoji f’e{fl,...,fj§+SSC:
C(E,t)’ takvo da je tp -lim f =f’.DokaZimo da je f=f. Iz
U{B:B&B}-E 1 Q‘ksnd sledi da je G(E{,B)$ tg 1 B(E[EX
Stcp , pa iz tg -1lim £, 1 tg -lim £ =f sledi lim f @)=
=f(x) 1 1im fn(x)=f(x) za svako X € E.Odatle je f(x)=f"(x)
za svako x€ E i dokaz je zavrsen.

Neka je, sada, E° T(E’,E)-sekvencijalno kompletan i ne-
ka je CZ% familija svih apsolutnc konveksnih slabo kompaktnih
skupova iz E.Ako je K€ B, onda je K druge kategorije use-
bi u topologiji 6(Z,E’), pa iz ch‘%csn sledi da postoje i,
jel i xeKNis., kao i slaba apsolutno konveksna okolina nu-
le U, takvi da je (x+U)r\K;ci§j.Kako U guta K, to iz (3.1.7)
onda sledi da Sj guta K.Tvrdjenje onda sledi iz prvog dela
teoreme, iz (1.1.7) i S3=82.

3

Malodaes dokazana teorema je uopStenje teoreme 2.a,b iz
(18).Ta teorema je dokazana za slulaj kada je (Sn) rastudi
niz potprostora, CZB familije ogranidenih skupova i E
th—sekvencijalno kompletan.Prva i treéa pretpostavka su od
sudtinskog znadaja za dokaz u (18).Specijslan sludaj je u (18)
dokazan uz (kao 8to ge malodas videlo) suvisnu pretpostavku
da su S zatvoreni potprostori.

(4.1.3)PRIMEDBA Ako se u specijalnom sludaju teoreme (4.1.2)
pretpostavi jos da je niz (Sn) rastuéi, onda je dovoljna pret-
postavka da je E’ (%f(E’,E)ﬂsekvencijalno kompletan.Za to je
dovoljno dokazati da je svaki jako ogranicen skup iz E pro -
gutan nekim S,, & ovo sledi iz (21),Thm.l. |

Uz jade uslove od uslova iz (4.1.2) se dobija potreban
i dovoljan uslov za neprekidnost linearnog funkcionala f éi-

je su restrikcije f[Sn neprekidne.Xoristidemo oznaku En=span8n.
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(4.1.4)IVRDJENJE Neka je niz (S)) restuéi, JB dopustiva fa-
milija u E, ¢iji je gveki &len progutan sa Sy \?D familija
svih konadnih unija {szi’Bie“gni i neka je sveki dual E;
tdgn—sekvencijalno kompletan,Prostor E” je tg -sekvencijalno
kompletan ako i samo ako je linearan funkcional f na E nepre-
¥idan ¢im su neprekidne restrikcije fISn.

DOKAZ =>: Zbog O(E[E) < tg  su polare Sg tg -zatvore-
ne, pa su tm -sekvencijelno kompletne.Ivrdjenje onda sledi iz
teoreme (4.1.2).

<= : Neka je {fn) tp -Cauchyjev niz iz E” i neka je
f,=T, | B, Niz (£,) Je t‘zm-Cauchyjev u E’.Zaista, jasno je da

fﬁéEn:.Ako je B éug qo onda postoji jEW, takvo da je fp-fqe
€B° za p>qzj, pa je f’;—-fr;e B%"za p»qz j (B" je pola-
ra u EH; Yu B Big (fi) je t\gm-—Cauchyjev u En’l.Zato postoje

g, € Ey takvi da je tg -lim f§=gm.Kako je niz (S ) rastuéi,

zo je preslikavanje f iz E u X, definisano sa flEnzgn, line-
aran funkecionel, koji je neprekidan, jer su restrikcije f]Sn:
=g, | S, neprekidne.Dokazademo da je tg -lim £ =f.Ako je B €73,
onda je Bé_‘-ﬂk (jer je niz (S,) rastuéi) za neko k €N.Kako

je tB)-1lim fﬁ:gk, to postoji ielN, takvo da je fg-gkeBOk
za nz2i.lz toga i iz fg=fn1Ek’ f,Ek'_‘gk sledi: za XGBC.EK Je.

[fn(x)-f(x)[=]fg(x)ugk(x)[5.‘1 za n>1i, tj. fn—féBo, gto jJe
je i trebalo dokazati.

Ovaj rezultat je uopStenje teoreme 3.a,b iz (18), koje
se sastoji u tome 3to su u (18) S, vektorski potprostori.Pret-
hodno tvrdjenje nije tadno ako se umesto sekvencijalne komple-
tnosti duala E’ pretpostavi da su polare Sgn (polare su u
odnosu na dualnost <En,E£‘>) sekvencijalno kompletne.Naime,
u tom slucaju iz sekvencijalne kompletnosti prostora E” sle-
di da je fuleional f neprekidan &im su restrikcije flsn nepre-
kidne (zbog (4.1.2)), ali obrat ne vaZi.Zaista, neka je E lo-
kalno konveksan prostor ¢iji slab dual nije sekvencijalno kom-
pletan ( na primer, E=1 s topologijom Ef(l,co)) i neka je U
apsolutno konveksna okolina nule u E.Ako je Sn=nU, onda je

E£=E" S; su O(E/E)-kompaktni skupovi, pa su i 6(E/E)-sek-
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vencijalno kompletni.Iz neprekidnosti restrikcija fISn sledi
neprekidnost £, a E” nije slabo sekvencijalno kompletan.

Teorema (4.1.2) je veoma jaka.Dokaz za to su, sem (4.1.4),
slededa tvrdjenja (sva su posledice naSe teoreme), koja su
vopStenja i pro3irenja poznatih rezultata (o tome c¢e biti re-
¢i kasnije):

(4.1.5)TVRDJENJE Neka je F zatvoren vektorski potprostor pro-
stora E koji je najvisSe prebrojive kodimenzije i neka je skup
{x“:ném} kobaza od F.Ako je FPCE’ tp -sekvencijalno kom-
pletna, gde je V) dopustiva familija u E, takva da je sva-
ki element iz <A sadrzan u nekom F+span{x1,...,xn}, onda
je svako linearno produzenje funkcionala fe F’ neprekidno.

(4.1.6)TVRDJENJE Neka je (S ) rastuéi niz apsolutno konveks-

nih skupova iz E (&ija unija ne mora biti gutajuéa u E),F=

=span (nzfsn) i neka je S;C:F' tp -sekvencijalno kompletna,

gde je B dopustiva familija u F &iji je svaki element pro-

gutan nekim Sn.Akg je avaki G(F',F)-konvergentan niz isto-

vremeno i ©(F’,F)-konvergentan, onda je zatvo;inje skupa
&gﬁsn jednako algebarskom zatvorenju skupa J S , tJ.

,Q,Sn =Q}(1+e) @ S .

=4 n

(4.1.7)TVRDJENJE Neka su ispunjeni uslovi iz (4.1.6) za niz
(Sn) i F=span (Szigﬁ) i neka je F najvise prebrojive kodimen-
zije u E.Tadae je F zatvoren potprostor.

Tvrdjenje (4.1.5) ima slabije pretpostavke nego I.Z2.l.
iz (77), a samim tim i slabije pretpostavke nego Lemma 2. iz
(71) (pretpostavka u (77) je da je prostor (E”, T(E',E)) lo-
kalno kompletan).Ovo tvrdjenje se dokazuje na isti nalin kao
Lemma 2. iz (71), s tim 3to se neprekidnost funkcionala doka-
zuje primenom (4.1.2).

Tvrdjenje (4.1.6) je uopStenje Thm.2 iz (21).Dokaz na-
Seg tvrdjenja je uz neke izmene i koriSdenje (4.1.2), kao u
pomenutom radu.Primetimo da su u (19),Thm.2.1 i (69),Cor.2.2
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dokazana navodna uopstenja Thm. 2 iz (21).Naime, iz ufinje-
nih pretpostavki u pomenutim radovima i iz (37),VI,Thm.l. sle-
di da su te pretpostavke ekvivalentne sa pretpostavkom iz
(21): E je 6 -badvast.

Konacno, tvrdjenje (4.1.7) je uopstenje (71), Lemma 3.
( tu-je pretpostavka da je E” slabo sekvencijalno kompletan),

& dokaz Je analogan dokazu iz pomenutog rada, s tim Sto se
koristi (4.1.2).

Teorema (4.1.2) ima jo$ jednu posledicu koja je prodire-
nje niza poznatih rezultata.Za dokaz ¢e nam biti potrebne sle-
dece tri leme:

(4.1.8)LEMA Neka su s i t lokalno konveksne topologije na E
i neka je S apsolutno konveksan skup iz E.Ako je s|S¢:t[S
onde je 6(E,E.)|S< 6(E,E])|S.

DOKAZ Neka je U= {er- max ff (x)]ce} proizvoljna
©(E,EJ)-okolina nule.Zbog nejednakoqtl s|Sg t|S su restrik-
cije £, ]s t-neprekidne.Iz (68),Thm.4 sledi da postoje g5
takvi da je lf (x)- -85 (x)l( e/2, za svako x € S.Neka je '.’_
ﬂ{xeaE jpax ,g (x)|< e/2§ Skup V je O(E, E{)-okolina nule i
vazi 1nklu213a VN ScUNnS, koja se lako proveravsa.

(4.1.9)0ZNAKA Sa @t Cemo oznadaveti topologiju 6(E,E;).

(4.1.10)LEMA Neka je (Sn) ragstuéi niz apsolutno konveksnih
podskupova vektorskog prostora E, neka su 1, lokalno konveks-
ne topologije na E =spen Sp» tekve da su skupovi 5 ﬁ%n—komu
paktni i da je 6tn]sn ;,»,61:m1|s]:1 i neka je g=g(ty,Sp,nell).
Tada:

(a) Prostor (E,g) je Hausdorffov.

(b) Prostor (E,g) je regularan.

(¢) Familija svih g-ogranidenih skupova ima funda-

mentelan niz od &g-kompaktnih skupova.

DOKAZ (a) Neka je xf£o.Keko je unija 3lanova niza (Sn)
gutajuca u E 1 keko je taj niz rastuéi, to je xepS  za ne-
ko pelN.Topologija tp Jje Hausdorffova, pa postoji Gﬁp—zat—
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vorena ﬁ’tp-okolina nule Vp takve da xg£ VpnpSP.Skup Vpnpsp
je th-lcompaktan, pa je on i th+1—kompaktan, pa postoji
(tp+l je Hausdorffova topologija) apsolutno konveksna 6%p+I
_za’cvorena‘ &'t 41-0kolina nule Vp+1' takva da je (x+V__ )N
N (Vpn pSp+Vp+1)= ¢.0nda je xqﬁ-Vpn P Vo, N (p+1)Sp+1.Zais—

ta, ako to ne bi bilo, onda bi postojali vel,nps 1 we
eVp+1q (p+l)8p+1takvi da je x=v+w.Odatle je x-w/2=v+w/2, pa
je x-w/2e (x+Vp+1)ﬂ (Vpnpsp“"qu-l)’ Sto je nemogude.Skupovi
vpnpsp i Vp+1ﬂ (p+1)sp+1 su 5tp+l—kompaktni, pa su oni i
6'tp+2—kompaktni .Tekav je onda i njihov zbir ((44),}"15.6.(8)),

pa iz xﬁV npSp+Vp+ln(p+1)Sp+l sledi da postoji apsolut-

no konveksna 6t ~-zatvorena £t -okolina nule V D42 takva

p+2 p+2

da je (x+V, o)N (VN pS #V 0 (p+1)S #V ), o)= & .0nda xg

¢ VoN DS+, 5 N(p+l)S 47 p+2
Natavljajuéi induktivno ovaj postupak, dobijamo niz (Vn)

N (p+2)S - (dokaz kac malodas).

ne p
apsolutno konveksnih G'tn—zatvorenih ©%-okolina nule, tak-

vih da xXgV npSp+...+V nAnsS, za sveko n3p.Neka je V=

00
= U (Vpn PSp*e .. +V_NnS ).Onda je V g-okolina nule i vaZi
h=pP

ogx+V, tj. (E,g) je Hausdorffov prostor. :

(b) Iz g|S ¢ t,|S, i (4.1.10).sledi 6&[S & €t [S .Skup
S, Je 86t -kompaktan, 6% je Hausdorffova topologija, pa je
6g|5,=61t, |5, (videti na pr. (42),5.8).Zbog toga je svaki
skup S, g-zatvoren 1 talna je jednakost g(G’tn,Sn,ne]N) =
=g( ©g,5,,n€ W) (=g’).Ako je B g-ogranicen skup, onda je on
i g’-ograniden, jer je g’¢ g.Iz (67),Thm.4 onda sledi da Je
BcpS, za neko n€l, kao i de je (zbog ﬁ’g)psp- pSp) B
6&'t_-ograniden,Prema tome, (E,g) je regularan.

(¢c) U dokazu tvrdjenja pod (b) je dokazano da niz (nS )

ima potrebne osobine.

bol

Prethodna lema pokazuje da poznate teoreme o regu-
larnosti induktivne granice lokalno konveksnih prostora kod
kojih su povezujuéa preslikavanja kompaktna ili slabo kompakt-
na (teoreme iz (43),(64),(76)) vaZe za muogo 3iru klasu lokal-
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no konveksnih prostora, koji ne samo da ne moraju biti bad-
vasti, veé im ni dual ne mora biti slabo sekvencijalno kom-
pletan (videti primer u (62)).

(4.1,11)LEMA Neka su Sn i tn kao u (4.1.10) i neka je C kon-
veksan skup iz E.Tada je C g-zatvoren ako i samo ako su vre-
seci Cn'nSn tn—zatvoreni.

DOKAZ => : Skup C. je konveksan,pa je &g-zatvoren.Iz
65|S, = 6t,|S, (videti dokaz prethodne leme) sledi 6g|C nnsSz
=51 |cn ns_,
ren, Jer je konveksan,

& : Lbog (4.1.10)(c) je (Eg,/é(E E))=(E,, (Eg’,E)\ i

ovaj prostor je (F)-prostor, a njegov qual je E Ako je B 6g-

pa je CAnS th—zatvoren.On je onds tn-zatvo-

zatvoren &g-ogranilen skup iz E, onda je presek BNC €zzat-
voren.Zaista, zbog (4.1.1lo)(b) je Bc:pSp za neko pell, pa je
BrﬁC~Bf1"f1pSp Gt -zatvoren skup.Cnda iz GE]DS =86% (pS
sledi 6g|BncC= SWP\B(\C pa je skup BNC &g- zatvoren Dak-
le, za svaki 6g-zatvoren 6g-ogranien skup B je presek BaC

G g-zatvoren, pa iz jedne poslediece Banach-Dieudonneove teo-
reme ((44), §21.10.(5)) sledi da je C &g-zatvoren, a samim
tim i g-zatvoren skup.

I za (4.1.11) va%e slidne primedbe kao za (4.1.10).

(4.1.12)TEQREMA Neka su §1 t, keou (4.1.10) i neka je Fpot-
prostor Drostora E tekav da su presecli FNS 1t -zatvoreni.
Ako je fE;F i ako su restrikcije f[Fr\S tn-neprekidne, on-
se f moZe produZiti do g= g(tn n,nE]N) -neprekidnog funkcio-
nala na E.

DOKAZ Zbog (4.1.11) je F g-zatvoren, pa je ‘C‘(Fé,}?)
faktor-topologija topologije L(E ,E) mod F°.Kako je, zbog
(4.1.10)(e), f:(E ,E) Frechetova topologlga, to je i ”TF’ F)
Frechetova, pa su polare (F/\S 32 ZTF ,F)- sekven013alnokom—
pletne.Tvrdjenje onda sledi iz (4 1. 2)

Iz prethodne teoreme se dobijaju poznati rezultati iz
(51),(28),(17),(18) ( s tim Zto je u ovim radovima umesto
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uslova 6tnlsn?’6 |5, uzet ja&i uslov: t |S/ >

|50+

n+l bl

(4.1.13)POSLEDICA lleka je E(t) stroga induktivna granica ni-
za refleksivnih Banachovih prostora En(tn) i neka je F pot-
prostor prostora E, takav da su preseci Fr\En tn—zatvoreni.
Ako je i‘eiﬁ:i ako su restrikcije f[Fr\En tn-neprekidne, on-
da se f moZe produziti do t-neprekidnog funkcionala na E,
DOKAZ Ako su Bn zatvorene jedinicéne kugle u En, onda

su one 6t -kompaktne, pa su i 6t_ . .-kompaktne.Zbog toga pos-

n+l

toje kne]N, tekvi da je Bﬂ: k B, 1.u8£& je Sl B1 i Snz

=k, ...k, B, za n>»1.Zbog (4.1 12) postoji g(t,, 5, sn€NN)-ne-
prekidno produZenje £’ funkcionala f.S obzirom da su Sn tn-

-okoline nule, to je tn=g(tn,ksn,ke]N), pa je g(tn,Sn,néJN):
=Ind (En,g(tn,ksn,kémﬂ))=lnd (En,tn)=(E,t).Odatle sledi da je

funkcional f° t-neprekiden.

MoZe se dobiti i precizniji i bolji rezultat od prethod-
nog.Zza to ¢e nam biti potrebna slededa lema, koja Jje pobolj-
Sanje i prodirenje Thm.2.5.1 iz (82) (u (82) ona je dokazana
za jedan specijalan tip prostora s meSovitom topologijom).

(4.1.14)LEMA lieka je F potprostor prostora E;i (s,) rastudéi
niz apsolutno konveksnih skupova iz E, tekav da za svako nell
i svaki zatvoren skup Bﬂzlg takav da je B r\ﬁ»Qﬁ postoji oko-
lina nule U, sa osobinom: (B +U )N F= 96 Tada ge na F pokla-
paju topologije g(t, Sn,ne]N) i g(t|F s NnTF,nelN).

DOKAZ Lako se vidi da iz (B +U, )n F= & sledi da je
(B +1/2U )N F=¢b .Neka je P=V N ﬁ(v f'\ F+nS NF) proizvoljna

=g

tlF S nF neli)-okolina nule.Postoje t-otvorene t-okoline

nule Wn, W +W &V .Skup B =nS. \\(nS N F+V ) je tzatvoren i
Bnﬂ—f‘:t;s.éalsta, iz xeBnr'\.F sledi xc—'na nrc.nS ﬁr+w ,5to
je nemoguce,Onda je n_anczgﬁ, lB nﬁF &, pa postoge t-oko-
line nule Up sa osobinom (l/an+ql)ﬂ f_96 tj. (B +n/20,)N F=
=¢.lieka je U =W _nn/2U .Onda je:

e ey ’ o ’ E -

FN(nS +U )c FN((B +U ) U(nS N Pl _+U))E

< Fn( (Bn+Un) U (nSnr'\ F+Vn) )=
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:(Fﬂ(Bn+Ur;))U(Fn (nsnn F+vn))
=FNn (né'nn iuvn )

< FrinSn+VnF1F s 28 n=l,2,..,

nV 9 O(U +nS wa v m (\(V N F+ns LNVF)
g(t, 5. eI F 3 g( t]F S 20 F,n IN) Obrnuta nejednakost je
uvek tacna, pa je dokaz zavrsen.

Navedeni dokaz je poboljSanje dokaza iz (82).

(4.1.15)TEORENMA Neka su Spaty 1 F kao u (4.1.12) 1 neka je
g:g(tn,sn,ném).i‘ada je
g(ﬁ‘tn,s N F nE]N):g(ﬁ'g,Sn,nem)[F .

DOKAZ Iz g|s, &t ls i (4.1.8) sledi Eg[s < 61 alS s
a kako je 6g HauOdorffova topologlga (zbog (4.1. 10)) to je
OglS,= 6t |S,.0nda je €g|s_nF= 6t n18,NF.Kako su skupovi
Sy 6@—-owpaktn* i B Gg—zatvoren (zbog (4.1.11)), to su is-
punjeni uslovi iz (4.1.14), pa je g(6'g,S S, ,n€)| F=

=g( 65,5, N F,nell)=g( 6t ,S NF,nel).

Lako se vidi da iz prethodne teoreme sledi (4.1.12), ako
se uzme u obzir da je g( &g,S qoneli) g g(t S,neli).

Navedimo jo§ jednu posledicu leme (4.1.14):

(4.1.16)TEOREVMA Neka su Sps1t, 1 F kao u (4.1.12) i neka su,
jos, Sn t —kompaktnl skupov1 Tada je

g(tn,S N F,nel)=g(g,S ,nell)|F ,
gde je g= g(t . ,né-]N)

Dokaz ove teoreme je anzlogan dokazu teoreme (Zeds 15 ;

(4.1.17)NAPOMENA Tvrdjenja (4.1. lo)-(4.1.13) ostaju tadna i
ako se uslovi:S_ su 6t n-kompaktni, 6t lS 36tn+l(sn’ zame-

ne uslovima: S su 51: l-—l{omoaktnl,gt a 18,2 n+lls .Zaista,
neka je 8,= n+llE =span S_.Keko je (P_ n(sn))— GTFH+1,
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Er;+1)IEn’ to su skupovi S GSn-kompaktni.Za prostor (E,g’),

g’:g(sn,sn,ne]ll), su ispunjeni uslovi iz (4.1.10), pa zbog

g < g:g(tn,sn,nelﬂ) (4,1.10) vazi i za (E,g).Da ostala tvr-
djenja vaZe, vidi se iz slededéih razmatranja.Ako su preseci
CnnsS tn—zatvoreni (n»1), onda su oni GEnﬂl-zatvoreni,

S, Je Gén_l—kompaktan, pa je Cf\(n-l)Sn_1=(C/1nSn)f\(n—l)qyl

6s,_,-zatvoren, a semim tim i s _,-zatvoren,U tom slucaju
je C g’-zatvoren, pa iz g'¢ g sledi da je on g-zatvoren.Ako
. o . e - _ _
je C g-zatvoren, onda iz 6g lun-Sunlsn_ 6tn+1l S,= Gglsn
(uzeto je u obzir da je g Hausdorffove topologija) sledi da
je skup nS NC 6g’-zatvoren, odnosno g’-zatvoren, pa iz
(4.1.11) sledi da je on s -zatvoren.Keko je s 18,=t 0,1 15,
Iz prethodnog sledi da je konveksan skup C g-zatvoren

to je skup Cl‘lnSn tn—zatvoren.

ako i samo ako je on g’-zatvoren, pa je Sg=6g’ ( jer za f
eF*  je f-l(o) g’-zatvoren skup ako i samo sko je on g-zat-

voren).

Zbog prethodne napomene, specijealni sludajevi nasih re-
zultata se mogu nadi u (17),(27),(51),(64),(66),(76),(43).

Uzimajuéi u obzir (4.1.17), iz (4.1.15) i (4.1.16) dobi-

jamo:

(4.1.18)TEOREMA Neka su S_,t  kao u (4.1.17) i neka je F pot-
prostor prostora E, takav da su preseci FAnS, tn—zatvoreni
ckupovi.Tada:

(a) g( 6% S, N F,nel)=g( 6g,5, ,nel)nF

n+l?
S F,neﬁ‘-I)=g(g,Sn,né]\T)\F, ako su S,
n+1—kompaktni skupovi,
gde je g:g(tn,sn,nelﬂ).
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ﬂé. Linearna preslikavanja neprekidna na &lanovima
familije apsolutno konveksnih skupova i
teoréme o zatvorenom grafiku

Kao prvo, uopstidemo teoremu (4.1.2).Radi kradeg izraZa-
vanja uveséemo slededi pojam:

(4.2.1)DEFINICIJA Generalisan niz (xy:ieI) je dufine £

(¥ je kardinalan broj, ?3 Card{ IN)) ako i samo ako je Cardl
fS?-

(4.2.2)IECREMA Neka su <P={S_:ae4} i J3 dopustive familije
apsolutno konveksnih podskupova lokalno konveksnog prostora
E(t), tekve da je svaki element femilije & progutan nekim
S5 1 neka postoji beA takvo da je svaki ta -Cauchyjev genera-
lisani niz, duZine Card(A), elemenata polare SE::(E,t)’ ta -
-konvergentan.Ako je f linearan funkcional na E i ako su res-

trikcije flsa neprekidne za svako ae€A, onda je f neprekidan
funkcional.

£

-

Dokaz ove teoreme je uopStenje dokaza teoreme (4.1.2),
pa ga necemo navoditi.

(4.2.3)TEOREMA Neka su E(t), SZ i B kao u (4.2.2) i neka
Je T linearno preslikavanje iz E u lokalno konveksan prosfor
F.Ako su restrikeije T[Sa slabo neprekidne, onda je presli-
kavanje T slabo neprekidno.

DCKAZ Neka je fe€F’.Tada su restrikeije fT[Sa slabo
neprekidne, a kako je Sy epsolutno konveksan skup, to iz (34),
2.14.Exc.1l.b) sledi da su one neprekidne, pa iz (4.2.2) sle-
di da je fT neprekidan funkcional.Prema tome, T je slabo ne-
prekidno preslikavanje.

Preslikavanje T iz prethodne teoreme ne mora biti ne-
prekidno cak ni kada je A=IN, a restrikeije T(S t- 6s-nep-
rekidne, gde je s topologija prostora F.Da bi se to videlo

dovoljno je uzeti da je T identidko preslixavanie iz E(t) na
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E(g), g=8(t,5 ,n€lN).Restrikeije TS, su neprekidne, a ako bi
T bilo neprekidno, onda bi bila taéna nejednakost t2 g, Sto
sa t£g (ovo je uvek tadno) daje t=g.Sada demo dati primer
prostora koji zadovoljava uslove teoreme, a kod koga je t#g.

(4.2.4)PRIMER Neka je E=X’ beskonadnodimenzionalan refleksi-
van Banachov prostor, t= 5YX',X), B zatvorena jediniéna kug-
la u X 1 SnanO.Topologija g nije nista drugo do topologija
Z;(X',X) uniformne konvergencije na pretkompaktnim skupovi-
ma iz X (vo Banach-Dieudonneovoj teoremi).Ako bi bilo t=g,
onde bi svaki pretkompaktan skup iz X bio konalnodimenziona-
lan, a to nije sludaj: neka je X, & B niz linearno nezav1snih
elemenata.Skup B je ogranicen, pa n lxn —>» o0 i skup{n Xy,
neﬂN} je pretkompaktan, a nlge konaéne dimenzije.S druge stra-
ne, zbog refleksivnosti, je S 6(X,X")-kompaktan skup, & sa-
mim tim i 6(E’,E)= 6(X,X")- sekven01galno kompletan skup, tj.
ispunjeni su uslovi teoreme za ip = 6(E’,E).

Jasno je da ée preslikavanje T iz (4.2.3) biti neprekid-
no ako je t Mackeyeva topologija, ili u slucaju da je t=g
(pod uslovom da su restrikecije TlSa neprekidne).U daljem ce-
mo pokazati da je u tim slulajevima dovoljno pretpostaviti
da T ima zatvoren grafik.

Podedemo s jednim tvrdjenjem iz opSte topologije (vide-
ti, na pr.(45), f41.IV.Thm.2.):

(4.2.5)LEMA Neka su X i Y topoloski prostori, Y kompaktan 1
Hausdorffov.Preslikavanje f iz X u Y je neprekidno ako i sa-
mo ako ono ime zatvoren grafik.

U dokazu svih teorema o zatvorenom grafiku (teorema ko-
je slede) koristicemo ovu lemu.

(4.2.6)TEOREKA Neka su E(t) i ¥(s) lokalno konveksni prosto-
ri, {Ka:aEEA} familija slabo kompaktnih apsolutno konveks-
nih (resp. kompasktnih apsolutno konveksnih) podskupova pros-
tora F i T:E(t) — F(s) linearno preslikavanje sa zatvorenim
grafikom.Tada je preslikavanje T neprekidnc sko se prostori



82

E i F snabdeju topologijema g(G't '10\ ),a€h) i g( €3,k g18€4)
redom (resp. topologijema g(t,T" (K }; ae;A) ieg(s, K, ,ae.A))

DOKAZ Dokaz demo dati za qlucag slabih topologlga, do-
kaz za drugi slucdaj je analogan.Neka je V apsolutno konveks-
na g( & s,k ,ae A)-okolina nule.Cnda postoje 6% okoline nule
Vg, takve da je VgNK, <V NK .Ako je T, TIT a)’ onda je

grafik preslikavanja T, zatvoren u (T~ l(Ka,, St)X(E{a, 6¢s),
jer je grafik preslikavanja T zatvoren u E(t)XF(s), a samim
tim 1 uw E(6t)XF(6s).1z (4.2,5) sledi da je Ty neprekldno,
pa postoje 6t-okoline nule U,, takve da je Ta(UanT (K e

/ K jo T(U -1 e atpil~
Cvan.«a, £ T(Uar\T (Ka))cvaf\ KacV.Pr\.ma tome, restrik
cije T‘T_lfﬁa) su 6t-g(&s,K ,a€ A)-neprekidne, pa tvrdjenje
sledi iz (1.1.2).

Na isti nacin se dokazuje i slededa varijenta prethodne

teoreme:
(4 7)TEOREMA Neka je E(t) lokalno konveksan prostor, F vek-
torski prostor, Ko (ae A) apsolutno konveksni skupovi iz F i

s, lokalno konveksne topologije na Fa=span Ka’ takve da su
skupovi K, 65,-kompaktni (resp. sg—kompaktni).Ako linearno

preslikavanje T:E — F ima zatvoren grafik u E(t)X F( v(GE,F ))
onda je T neprekldno ako su prostori E i F snabdeveni topo1o-

gijama g( 6t,7" (K ),a€h) i gl 65 q+8€4A) redom (resp. to-

pologijama g(t,T" (Ka),aeﬁ.) i g(sa,Ka,aeA)).

(4.2.8)PRIMEDBA (a) Teorema (4.2.6) je tacna i kada se topo-
logije g( 6s,K_ ,a€4) i g(s,K,,a€4) zamene topoologijama 6
1 s, redom (jer su one slabije od prvih),

(b) Teoreme (4.2,6) i (4.2.7) su tadne i ako se skupovi

e 1(n ) zamene skupovima T (K ), uz pretpostavku da je uni-
ja skumova 7 (h ) gutejudéa u E (ovo sledi iz (1.1.7)).

(42, 9)PO°LWDICA Neka su E(t) i F(s) lokalno konveksni pros-
tori, E /b(E},u)-sekven01Jalno kompletan i neka F ima niz
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(K,) slabo kompaktnih skupova &ije je unija gutajuéa u F.Ako
linearno preslikavanje T iz E u F ima zatvoren grafik, onda
je ono slabo neprekidno.

DOKAZ MoZemo pretpostaviti da je niz (Kn) ragstuédi (@ko
nije, onda je {F’(E; Ki)) raguédi niz slabo kompaktnih skupo-
va-(44), §2o.7.(5)).2bog (4.2.6) i (4.2.8)(a),(b) je presli-
kavanje T g( Et,E:ITEZT,n Ti)- 6s-neprekidno, tj. restrik -

cije T‘T_I(Kn) su 6t- 6's-neprekidne, pa su i t-6 s-neprekid-

ne.Niz (T"l(Kn)) je ratuéi niz zatvorenih apsolutno konveks-
nih skupova &ija je unija gutajudéa u E, pa iz (21),Thm.1l. sle-
di da je svaki jako ogranilen skup iz E progutan nekim ¢la-

nom tog niza.Iz ovoga sledi da su ispunjeni uslovi iz (4.2.3),

pa je T slabo neprekidno preslikavanje.

Primetimo da prostor F iz (4.2.9) ima fundementalanniz
familije svih slabo kompaktnih apsolutno konveksnih skupova
( sledi iz (2.4.7)), pa je dual F* T(F’,F)-metrizabilan (va-
3i i: ako je P’ T(F/P)-metrizabilen, onda F ima fundamenta-
lan niz familije svih slabo kompaktnih apsolutno konveksnih
skupova) .Zbog toga je Thm.1.(iii) iz (53) (videti (0.4.5))
posledica tvrdjenja (4.2.9) (primetimo da je u McIntoshevo]
teoremi jadi uslov:E’ je T(E’,E)-sekvencijalno kompletan).
I Thm.l.(vii) iz (53) (videti (0.4.5)) je, takodje, posledi-
ca tvrdjenja (4.2.9).Zaista, ako je E sekvencijalno komple-
tan i B’ t-sekvencijalno kompletan za neku topologiju t,
G6(EE)<t < 3(E/E), onda iz Banach-Mackeyeve teoreme sledi
fB(E;E)=[5?(E;E), pa je E'/5£(E;E)—sekvencijalno kompletan.
Lko je F semirefleksivan prostor s A F,F)-metrizabilnim du-
alom, onda i I zadovoljava uslove 1z (4.2.9).Jasno jé, g ob-
zirom na'(4.2.9), da je ovde dovoljno pretpostaviti samo de
ie F° T(F/F)-metrizabilan, 3to je mnogo slabije od pretpos-
tavki u Thm.1l.(vii) iz (53)!

sada demo dokazati da vazi jade tvrdjenje od (20),Prop.
IV.6.12. (tj. od (44), §35.lo.(l)).U pomenutom redu je samo
dokazano da je preslikavenje T iz slededleg tvrdjenja slabo
neprekidno.
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(4.2.10)TVRDJENJE Keka je E(t) lokalno konveksan prostor ¢iji
je dual E” tg -kompletan, gde je Vo) familija svih Banacho-
vih diskova; F(s) lokalno konveksan prostor koji ima reflek-
givnu mrezu , ili je semirefleksivan (GLF)-prostor.Ako line-
arno preslikavanje T:E(t) —»F(s) ima zatvoren grafik, onds
je I g(4%,B,Be)-g(6's,1(B),Be B )-neprekidno preslika-
vanje.Specijalno, T je slabo neprekidno preslikavanje.

DOKAZ Iz teoreme o zatvorenom grafiku za prostore s

mrezom (odnosno, za (GLF)-prostore) sledi da je skup T(B)
©'s-relativno kompaktan za svako BE B (za to je dovoljno
posmatrati restrikciju preslikavanja T na E 1 primeniti teo-
remu o zatvorenom grafiku na tu restrikeiju).Iz (4.2.6) onda
sledi da je T g( &%,T (TB) Be&J3)-g(6s,TB,Be J2 )-neprekid-
no preslikavanje.Iz B<T 1 (TB) dobijamo da je g( €t,B,BeR)>

28(6t, 17 (TB),BeB), ve je T g( €t,8,Be B )-g(6s,TBREB) -
-neprekidno.

Iz ovoga i iz (4.2. 8)(5), (4.2.3) sledi da je T slabo ne-
prekidno.

Sada demo dokazati mnogo op3tije tvrdjenje od prethod-
nog.lz njega se moZe dobiti niz teorema o zatvorenom grafiku,
dokazanih u (39) i (70).

(4.2.11)TEOREMA Neka je -{Sa:a&A} familija apsolutno konveks—
nih podskupova vektorskog prostora E, ta lokalno konveksne to-
pologije na span Sa,F vektorski prostor i T:E —» F linearno
preslikavanje, takvo da na span T(Sa) postoje lokalno kon -
veksne topologije Sy U kojima su skupovi T(S ) 65 —kommakt—
ni (resp. s g ~kompaktni).Ako preslikavanje T ima zatvoren gra-
fik u touologlgl g( 5ta,8 y2a€A)x gl 6‘5 T(S ),8€ 4A) i ako
je gl S ,;(S ),a& A) Hausdorffova tonologija onda je pres-
llkavange T g( &t,,8,,2€4)-g( 6 a2 T(8,),8€ A)-neprekidno
(resp. g(ta, gr8€A)- g(sa,T(S Vs aé&A)—neprekldno)
DOKAZ Dokazacdemo samo prvi sludaj (sa slabim topolo-

gijama), dokaz drugog sludaja je analogen.

Neka je t=g( 6ta, Sgra€h).Iz (4.2.7) sledi da je presli-
kavanje T g( 6t,T l(TS ),aesA)-g( G'Sa,ASa,aeA} -neprekidno,
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pa je i g(ﬁ't,Sa,aéA)-g( Ssa,TSa,aéA)-neprekidno (kao u do-
kazu (4.2.10)).Kako je ‘5’5|Sa Z Stafsa (videti (4.1.8)), to
je g(ﬁ"c,sa,a eh) < gl Gta,sa,aeA).:t i dokaz je zavr3en.

(4.2.12)POSLEDICA

(a) ((39),(70),Prop.3.4) Neka su E(t),F(s) lokalno
konveksni prostori, & femilija apsolutno konveksnih skupo-
va iz E, takvih da je topologija g=g(t,S,5e S ) saglasna s
dualnodéu <E,E"> (resp. t=g).0Onda je svako linearno presli-
kavanje T iz E u F, koje skupove iz & preslikava u &s-re-
lativno kompaktne (resp. s-reletivno kompaktne) skupove i ko-
je ima zatvoren grefik, slabo neprekidno (resp. neprekidno).

(b) ((70),Thm.3.5) Neka je E(t) lokalno konveksan pro-
stor, B familija svih ogranidenih apsolutno konveksnih sku-
pova iz E i neka je topologije g=g(t,B,Be? ) saglasna s du-
alnodéu <E,E’> (resp. t=g).Cnda je svako linearno preslika-
venje T iz E u P sa zatvorenim grafikom, koje preslikava
ogranicene skupove u ogranidene skupove, slabo neprekidno
(resp. neprekidno), ako je F semirefleksivan (resp. semi-Mon-
telov) prostor.

Primetimo da su i tvrdjenja 3.6-3.1lo iz (7o) takodje pos-
ledice teoreme (4.2.11), ali ih necdemo navoditi.

(4.2.13)TEOREMA Neka je E(t) Hausdorffov lokalno konveksan
prostor, (Kn) rastudi niz apsolutno konveksnih kompektnih sku-
pova 8ija je unija gutajucéa u E.Ako linearno preslikavanje T
iz E u E ima zatvoren grafik, onda Je ono g(t,Kn,ne]N)—
—g(t,Kn,neI\I)-—neprekidno.

DOKAZ Kako je t_é_g:g(t,l{n,né-_lN), to je grafik presli-
kavanja T zatvoren i u topologiji tx g, pa iz (4.2.7) sledi
da je T g’'-g-neprekidno, gde je g':g(t,T_l(Kn),nedN).Ako do-
kaZemo da je g'< g, dokaz de biti zavrden.Zbog t|K =g|K  (vi-
deti (1.1.12)) su skupovi K g-kompaktni, pa su i g-zatvore-
ni. Onda su skupovi T l(K ) g’-zatvoreni, pa iz g’|T” l(K }=
HtlT (K ) sledi da su oni t-zatvoreni.Dakle, niz (17 (K ))

je rastuﬁl niz zatvorenih apsolutno konveksnih skupova ¢ija
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je unija gutajuéae u E, pa iz kompaktnosti skupova K i (1.7
=L,

K .

P

n

sledi da postoje prirodni brojevi Py takvi da je Knc:pnT
Odatle sledi da je g3 g(t,p ”_1Kpn,nedm), pa iz (1.1.10) i

g(t, ﬂ'l'*n ynelN)=g(t,T" h ,nelV) sledi g2g’, 8to je i treba-
1l

lo du&a?atl

Ova teorema je preosirenje Thm.3.1l. iz (38).U (38) je E=
=X’, gde je X (F)-prostor, t=&(X;X) i K =U°, gde je {U, :ne I
baza okolina nule u X.U tom slucaju je g= !%(X{X) (u (38)
je formulacija teoreme 3.1. data bez pominjanja topologije g.

Prethodna teorema se moZe uopStiti:

(4.2.14)TEOREMA Neka je E(t) lokalno konveksan prostor, F velk-
torski prostor u kome postoje: niz (K ) apsolutno konveksnih
skupova &ija je unija gutajuéa u F i lokalno konveksne topo-

logije s_ na span K., takve da su K, 6s p-kompaktini (resp. s -

n n

kompaktni) skupovi 1 da je topologiaa g= g(s n,neﬂN) Haus-
dorffova.Neka je {B ra€ A} familija apsolutno konveksnih
ogranicenih skupova iz E koji su druge kategorije u sebi u
topologiji 6t (resp. u topologiji t).Ako linearno preslika-
vanje T iz E u F ima zatvoren grafik u topologiji tﬂg(GB n)’
onda je ono g( Bt »By,8€ A)-g( Gs ,0 II)-neprekidno (rec'p
g(t,B ,a& A)-g-neprekidno).
DOKAZ Dokazademo samo drugi sludaj, dokagz prvog je

analogan.

Iz (4.2,7) sledi da je T g(t, T_lKn,ne]N) -g-neprekidno.
Ako dokaZemo da je g(t, B,,a€A)z g(t,T 1K y,nel) (=g’), dokaz
¢e biti zavr$en.Kao u dokazu (4.2.13) doblgamo da postojep &

€li, takvi da je B A f - W T 1Kp za svako ae A.Cdatle sledi da
je g(t,B,,a€n)y g(t,p, 1~ 1Kp ,a€A).Kako je g(t,p T K_ ,aet)-
a a
g(t,T7'K_ ,aeA) (videti (1.1.10)) i g(t,T“lxp & &l)s
Pg a
1

=g(t,T" K. ,nell) (jer smo mogli, zbog K eK .15 da pretpos-
tavimo da je Card({p,:ae A})=Card(lY)), to je dokez zavrien.
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