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GEOMETRIJA GEODEZIJSKIH 

SFERA I CEVI 

Apstrakt 

Izueavanje geometrije Rimanovih mnogostrukosti ispitivanjem osobina ge-
ometrijskih objekata na njima predstavlja veoma interesantan problem. Ova 
izueavanja pokazuju da osobine geometrije familije objekata na Rimanovim 
mnogostrukostima imaju jak uticaj na geometriju ambijentnog prostora. 

U ovom radu u centru pa2nje je ista vrsta problema, pri eemu se ovom 
prilikom izueava spoljanja i unutra:s-nja geometrija cevi du2 geodezijskih linija 
u Kelerovim i Sasakijevim mnogostrukostima. Osnovna tehnika u ovom radu 
koristi Jakobijeva vektorska, polja, s obzirom da je to jedan od najboljih naeina 
za analizu geometrije normalnih i cevastih okolina. 

U drugoj glavi ovog rada izraeunata je matrica operatora cevi du2 w-
geodezijskih linija na Sasakijevim prostornim formama, koristeei tehniku Jako-
bijcvih vektorskili polja. 

Dalje, u treeoj glavi, date su karakterizacije lokalno hermitski simetrienih 
prostora i kompleksnih prostornih formi, izueavanjem operatora oblika i Rieijevog 
operatora cevi du2 geodezijskih linija na Kelerovim mnogostrukostima. 	• 

Na kraju, u eetvrtom poglavlju, okarakterisane su Sasakijeve prostorne 
forme i lokalno co-simetrieni prostori, analiziranjem dejstva operatora oblika i 
likijevog operatora na cevima du cp -geodezijskih linija na Sasakijevim mno-
gostrukostima. 

Klitfene ma: 

povezanost, krivina, metrika, Kelerova mnogostrukost, Sasakijeva mnogostrukost, 
kompleksna prostorna forma, Sasakijeva prostorna forma, lokalno hermitski 
simetriean prostor, lokalno v-simetriean prostor, geodezijska sfera, geodezijska 
cev, operator oblika, Rieijev operator, Jakobijevo vektorsko polje. 
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GEOMETRY OF GEODESIC 

SPHERES AND TUBES 

Abstract 

It is an interesting problem to study the geometry of Riemannian manifolds 
by investigating the propetries of geometric objects on them. It turns out that 
the features of the geometry of a family of geometric objects on a Riemannian 
manifold strongly influence the geometry of the ambient space. 

In this paper we focus on the same kind of problems considering the ex-
trinsic and intrinsic geometry of tubes about geodesics on Kahler and Sasakian 
manifolds. In order to obtain our results we mainly work with Jacobi vec- 
tor fields because this falls among the best ways of analysing the geometry of 
normal and tubular neighborhoods. 

In Chapter II we compute the explicit formulas for the shape operator of 
tubes about co-geodesics on Sasakian space forms, using the technique of Jacobi 
vector fields. 

Further, in Chapter III we characterize locally Hermitian symmetric spaces 
and complex space forms considering the shape operator and the Ricci operator 
of tubes about geodesics on Kahler manifolds. 

Finally, in Chapter IV we characterize Sasakian space forms and locally 
co-symmetric spaces by analysing the action of the shape operator and the Ricci 
operator on tubes about cp-geodesics on Sasakian manifolds. 

Key words: 

connection, curvature, metric, Kaliler manifold, Sasakian manifold, complex 
space form, Sasakian space form, locally Hermitian symmetric space, locally 
co-symmetric space, geodesic sphere, geodesic tube, shape operator, Ricci op-
erator, Jacobi vector field. 
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PREDGOVOR 

Sadr'Za,j ovog rada je izue..avanje uticaja osobina geodezijskih cevi na R.i-
manovim mnogostrukostima na geometriju ambijentnog prostora. Ispitivan-
jem niza osobina spoljaAnje i unutra§nje geometrije geodezijskih cevi, jog jed-
nom se pokazuje koliko je jak njihov uticaj. Ovom prilikom autor posmatra 
geodezijske cevi na Kelerovim i Sasakijevim mnogostrukostima i analizirajuei 
dejstvo operatora oblika i Rieijevog operatora na ovim cevima, daje karakter-
izacije lokalno hermitski simetrienih Kelerovih mnogostrukosti, kompleksnih 
prostornih formi, lokalno cp-simetrienih Sasakijevih mnogostrukosti i Sasakije-
vih prostornih formi. 

Inge, jaka, veza izmedu osobina krivine Rimanove mnogostrukosti (M; g) 
i spoljagnje i unutra,§nje geometrije malih geodezijskih sfera i cevi na ovim 
mnogostrukostima je utvrdena odavno i bila je predmet mnogih istraivanja. 
Izbor poznatih i novih rezultata u ovoj problematici moguee je nab u radu [79] 
i knjizi [42], gde se takode mote na6i i opgrna, detaljna bibliografija objavljenih 
radova o ovoj temi. 

Specijalno, pogodna situacija se pojavljuje u kompleksnoj geometriji, kada 
je Rimanova mnogostrukost skoro hermitski prostor (M, g, J). Neka Gm (r) 
oznaeava geodezijsku sferu (jasno, neparne dimenzije) sa centrom u m i do- 

voljno 
	

—ar 
voljno malim polupreenikom r. Tada je 

	
jedinieno normalno vektorsko 

polje, a J —
a 

je tangentno vektorsko polje na hiperpovrg Gm (r). U radu [22] 
ar 
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su izucavane neke osobine ovog vektorskog polja: na primer, posmatrane su 
integralne krive i ispitivaiio jc ponasaiije ovog polja izucavanjcm dcjstva oper-
atora oblika i Ricijevog operatora sfere Gm (r) na ovom polju. To je dovelo do 
novih karakterizacija lokalno hermitski simetricnih prostora, skoro Kelerovih 
mnogostrukosti lonstantne holomorfne sekcione krivine i kompleksnih pros-
tornih formi. Takode, dokazano je i nekoliko teorema o odredenosti lokalno 
3-siiiietriciiili i .5 - regulariiih unogostrukosti uz poiiiu osoI)iva siuic+l;rija rc.cla 3 
i tenzorskog polja simetrija. 

Slicna istrazivanja izvrsena su i u slucaju kada je ambijentni prostor Sasak-
ijeva mnogostrukost ([24]). U ovom slucaju, mala geodezijska sfera Grn (r) 
je parno-dimenziona i du z cp—geodezijske linije kroz m, dvodimenziona ravan 

odredena sai 8 ~ ~ ar je paralelna i tangentna na geodezijsku sferu. Izucavanjem 

dejstva operatora oblika i Rici'evo g operatora sfere G 	 u  J 	g p 	 ,,.,, ( ►•) na vektore ~  

iii na dvo-dimenzionu ravan odredenu njima, dobijen je niz karakterizacija nekih 
specijalnih klasa Sasakijevih mnogostrukosti, tj., Sasakijevih prostornih formi 
i lokalno co-simetricnih Sasakijevih mnogostrukosti. 

Kako su geodezijske sfere specijalni slucajevi cevi (tj., one nastaju kada 
se podmnogostrukost du z koje je cev definisana zameni tackom), to se sasvim 
prirodno narrnece pitanje a kojoj men osobiiie oiler-ttora olilika i licijevog up-
eratora cevi odreduju krivinu ambijentnog prostora. 

Prva istrazivanja sa ovom idejom navedena su u radu [25], gde su posma-
trane cevi du z karakteristicnih linija na Sasakijevim mnogostrukostima. Naime, 
poznato je da je Sasakijeva mnogostrukost Rimanova mnogostrukost snab,de-
vena jedinicnim Kilingovim vektorskim poljem e ciji Rimanov tenzor krivine 
R zadovoljava relaciju Rxy e = r~ (X)Y —1(Y)X (za sva vektorska polja X, Y 
na M), pri cemu 17 oznacava dualnu 1-formu polja . Integralne krive vek-
torskog polja e su na ovim mnogostrukostima geodezijske linije koje zovemo 
~-geodezijske linije, iii karakteristicne linije. Takode, linije toka polja e su 
(geodezijski) listovi Rimanove folijacije .7:. Lokalno, .T je Rimanova submersija 
nad Kelerovom mnogostrukoscu. Koristcci ove osobine, u navedenom radu su 
izucavana svojstva operatora oblika i Ricijevog operatora malih cevi du z linija 
toka. Na ovaj nacin su dobijene karakteristicne osobine Sasakijevih prostornih 
formi i lokalno cp-simetricnih prostora. 

Pored karakteristicnih linija, istaknutu ulogu u Sasakijevoj geometriji imaju 
i cp- geodezijske linije. Naime, poznato je da na Sasakijevim mnogostrukostima 
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geodezijska linija koja je normalna na e u jednoj taeki, ostaje normalna na e u 
svakoj svojoj taeki. Ove specijalne geodezijske linije nose naziv w-geodezijske 
linije i njihovo istrafiVanje je deo izueavanja "transverzalne" geometrije Ri-
manove folijacije sa jedno-dimenzionim listovima generisanim jedinienim Kilin-
govim vektorskim poljem ([34], [75], [76]). U eetvrtom poglavlju ovog rada se 
izueavaju osobine operatora oblika, i Rkijevog operatora cevi du2 ovih linija. 

Glavni rezultati u ovom radu (ka,o i u gore istaknutim radovima), dobijeni 
su uz pomoe Jakobijevih vektorskih polja. Uloga ovih polja u izueavanju Ri-
manove geometrije zapaena je odavno i ona imaju centralno mesto u proueava-
nju unutrakje i spoljakje geometrije geodezijskih sfera i cevi ([22]-[29]), sime-
trija u odnosu na taeku, krivu i podmnogostrukost ([13]4181), rotacija oko krive 
i podninogostrukosti ([55] - [58]), u izrahmavanju zapremina malih geodezijskih 
sfera i cevi ([20], [23], [39]-[41]) i analizi slienih problema ([23], [80]). Izueavanje 
ovih problema uvek vodi detaljnoj analizi nekih aspekata teorije krivine i os-
vetljava odgovor na mnogo puta postavljano opke pitanje (koje je tema i ovog 
rada, takode): 

Do kog stepena geometrijske osobine familije geometrijskih objekata na Ri-
manovoj mnogostrukosti (M, g) utidu, iii &Lk, odreduju geometriju ambijentnog 
prostora (M,g)? Specijalno, koja je veza sa krivinom mnogostrukosti (M,g)? 

Ovaj rad je jo§ jedan prilog odgovoru na ovo pitanje, pri eemu su za ge-
ometrijske objekte, ovog puta, izabrane cevi dtd geodezijskih linija, dok je 
ambijentni prostor Kelerova iii Sasakijeva mnogostrukost. Izueavanjem de-
jstva operatora oblika. i Rieijevog operatora na ovim cevima, dobijene su nove 
karakterizacije nekih specijalnih klasa ovih mnogostrukosti, tj., lokalno her-
mitski simetrienih prostora, Kelerovih mnogostrukosti konstantne holomorfne 
sekcione krivine, lokalno (p-simetrienih Sasakijevih mnogostrukosti i Sasakije-
vih mnogostrukosti konstantne cp-sekcione krivine. Ovi rezultati izlozeni su 
u treeoj i eetvrtoj glavi, pri eemu i druga glava sadr2i originalne rezultate, 
tj., uz pomoe Jakobijevih polja to je izraeunata matrica operatora oblika cevi 
dtd geodezijskih linija, smekenih u Sasakijevim mnogostrukostima konstantne 
v-sekcione krivine. 

Preciznije, rad je podeljen u 6etiri glave: 

I Uvod 

II Jakobijeva vektorska polja 

 iii 
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III Neke karakterizacije lokalno hermitski simetriCnih Kelerovih mnogostrukosti 
i kompleksnih prostornih formi 

IV 
Neke karakterizacije lokalno co-simetrienih Sasakijevih mnogostrukosti i 
Sasakijevih prostornih formi 

Prva glava se sastoji od tri poglavlja: 

1. Osnovni pojmovi iz teorije o rnnogostrukostima 

2. Kompleksna geometrija 

3. Kontaktna geometrija 

U prvoiu poglavlju su uvedeni osnovin pojinovi iz teorije o ninogostrukos-
tima, 

npr., Rimanova mnogostrukost, Rimanova metrika, afina koneksija, Ri-
manov tenzor krivine, Rioijev tenzor, sekciona krivina, raslojenje, eksponen-
cijalno preslikavanje, Fermijeve koordinate, cevi i dr., koji se javljaju u ovom 
radu. Sem toga, navedene su i poznate teoreme koje se koriste u radu. 

Drugo poglavlje sadr2i osnovni materijal o kompleksnoj geometriji (speci-
jalno, o Kelerovim mnogostrukostima), koji 6e biti koriMen u narednim glavama. 
Uvedeni su pojmovi (skoro) kompleksnih i (skoro) kompleksnih metri6kih mno-
gostrukosti i definisane su neke specijalne klase ovih mnogostrukosti: skoro 
Kelerove i Kelerove mnogostrukosti. Dalje, uz pomoe izvesnih krivinskih uslova, 
definisane su neke specijalne klase Kelerovih mnogostrukosti: kompleksne pros-
tome forme i lokalno hermitski simetrRni prostori. Takode, navedene su i neke 
dobro poznate teoreme o karakterizaciji ovih prostora. 

U treaern poglavlju uvedeni su 
osnovni pojmovi iz kontaktne geometrije. 

Posle definisanja (skoro) kontaktnih i (skoro) kontaktnih metriekih mnogostru-
kosti, kao i njihovih specijalnih klasa (K-kontaktnih i Sasakijevih mnogostruko-
sti), uvedene su specijalne klase Sasakijevih mnogostrukosti (Sasakijeve pros-
tome forme i lokalno co-simetria*ni prostori), uz pomo6 izvesnih krivinskih uslova. 
Pored nekoliko teorema o karakterizaciji ovih prostora, u ovom poglavlju je • 
ukazano na jaku vezu izmedu skoro kontaktnih i skoro kompleksnih mno-
gostrukosti, tj., pokazano je da je mnogostrukost sa invarijantnom strogo reg- 
ularnom skoro kontaktnom strukturom glavno raslojenje nad mnogostrukoku 
sa skoro kompleksnom strukturom. 

Druga, treaa i cetvrta glava sadr2e originalne rezultate. 

iv 
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Druga glava se sastoji od tri poglavlja: 

1. Osnovni pojmovi o Jakobijevim vektorskim poljima 

2. Geometrija cevi i razvoj u red operatora oblika i Rieijevog operatora 

3. Jakobijeva vektorska polja i operator oblika cevi du2" co-geodezijskih linija 
na Sasakijevim prostornim formama 

U prvom poglavlju su definisana Jakobijeva vektorska polja, koja eine os- 
novu nekih tehnika koriMenih u ovom radu. Poznato je da je Jakobijevo vek-
torsko polje regenje Jakobijeve jednaeine: 

Y" R(Y, ;y)'5,  = 0 

did geodezijske linije -y na Rimanovoj mnogostrukosti (M, g), pri aemu je R oznaka za Rimanov tenzor krivine na M, uz dogovor R(X, Y) = V[xxi 
. Simetrieno tenzorsko polje 

R7  •= R(.,;y)-Y 

nosi naziv Jakobijev operator du2 -y. U opgtem sluaaju, eksplicitno odredivanje 
Jakobijevih polja je vrlo teak problem, osim u slueaju Rimanovih mnogostrukosti 
sa jednostavnim tenzorom krivine. 

U drugom poglavlju je objagnjeno kako se raeunaju komponente ( u odnosu 
na Fermijeve koordinate) fundamentalnih geometrijskih velieina (kao S -to su 
metrieki tenzor, operator oblika, Rieijev operator), uz pomoe Jakobijevih vek- 
torskih polja. Takode, navedena su dva poznata primera, koriMenjem tehnike 
razvoja u red. 

Dobro je poznato da, kada je Rimanova mnogostrukost specijalnog tipa 
(npr., ima specijalnu krivinu), Jakobijeva vektorska polja imaju specijalan ob-
fik i geometrijske velieine na toj mnogostrukosti su potpuno odredene. Time su 
nametnuta velika ogranieenja na unutra§nju i spoljagnju geometriju objekata 
(npr., geodezijskih sfera i cevi) na ovim Rimanovim mnogostrukostima. U 
treeem poglavlju autor je izraeunao matricu operatora oblika (a time i Rieijevog 
operatora) u svim taekama cevi P 0. du2 co-geodezijskih linija, pri emu je am-
bijentni prostor Sasakijeva prostorna forma. Ovim je opisana tzv. spoljagnja 
geometrija cevi. Naime, podsetimo se definicije operatora oblika povr§i u eu-
klidskom prostoru E 3 . "Matematieka" mera oblika povrgi u E 3  izraena je 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



operatorom oblika, definisanim na slede6i naein ([63]): Neka je p taeka povrgi 
S C E 3 . Tada se, za svaki tangentni vektor v na S u p, definge: 

Sp (v) = wU , 

pri eemu je U jedinieno normalno vektorsko polje u okolini taeke p E S. Sp  je 
operator oblika povrgi S u taeki p i u pravcu v. Zaista, tangentna ravan povr§i S 
u bilo kojoj taeki q E S se sastoji od svih euklidskih vektora normalnih na U (q). 
Tada nam promena V,U vektorskog polja U u v-pravcu pokazuje kako se tan-
gentne ravni povr§i S menjaju u v-pravcu i ovo nam daje infinitezimalan opis 
naeina kako se povr§ S zakrivljuje u E3 . Lako se pokazuje da je, za svaku taeku 
p E S, operator oblika simetriean linearan operator i kako je definisan na dvo-
dimenzionom vektorskom prostoru, to je on vrlo "prost" objekat, elk karakter-
istiene vrednosti, karakteristieni Nekton, trag i determinanta imaju vrlo veliko 
geometrijsko znaeenje. Naime, koriste se u definicijama normalne krivine povrgi 
S, glavnih krivina i vektora i Gausove i srednje krivine. U literaturi je odavno 
primeoena uloga ovog operatora i u n-dimenzionoj Rimanovoj geometriji ([4 
[5], [22], [24]), pa je sasvim  prirodno interesovanje za osobine niegoyog  dejstva. 
Zaista, u treeoj i eetvrtoj glavi autor dobija nove karakterizacije nekih specijal-
nih vista Kelerovih i Sasakijevih mnogostrukosti, ispitivanjem dejstva opera-
tora blika na nekim istaknutim vektorskim p_otkna. Naime, neka je (M, g, J) 
n-dimenziona Kelerova mnogostrukost i neka je Pa  (r) cev polupreenika r du2 
geodezijske linije u na M , tangejLtna  na jedinieni vektor u  . Posmatrajuei 
specijalne take p = exp, (1) (7-0, 71 E o- (t) ±  , v(o-(t)) = ,Itt(o- (t)) na Pa  i 
geodezijske linije jedini6ne brzinc. y : s 1-0 exp, (t) (sv) , koje povezuju cr (t) i 
p, autor je ispitivao dejstvo operatora oblika ovakvih cevi na vektorima Jas  . 
Pri tome je jasno da je du2 -y v = (s) = as i da je u p = expm (rv) ovaj 
vektor jedinieni vektor normalan na Pa  . Autor je takode je proueavab i 
krivinu r(p) ovih cevi, definisanu relacijom 

e(p) = g (s° (.I-8  , 	(P) • as 	as 

U slueaju Sasakijevih mnogostrukosti, autor je izueavao cevi Pa  O du/2 co-
geodezijskih linija o , eiji je tangentni vektor jedinieni vektor u, ortogonalan na 
e. Posmatrajuoi specijalne take p = expa(t)  (rv) ovih cevi, autor je razlikovao 
dva slueaja: kada je v(cr(t)) = (pu(a(t)) i kada je v(o- (t)) 1 cou(c)- (0) , v(u(t) 1 

	

e. U oba slueaja je ravan razapeta vektorima 	i wv paralelna du .2  cp- 
geodezijske linije tangentne na horizontalnom vektoru v i u taeki p je ova ravan 
tangentna na cev Pa  (r). Ispitujua dejstvo operatora oblika na ovoj ravni, kao i 
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osobine krivine e(p), autor je dobio nekoliko gore spomenutih karakterizacija 
Sasakijevih mnogostrukosti  specijalne krivine. 

Dok operator oblika odreduje spoljaS'nju geometriju objekata na Rimanovim 
mnogostrukostima, to Rieijev operator Q, koji je definisan relacijom 

g(QX,Y)= p(X,Y)= E RXE « YE a  
a=1 

odreduje unutraAnju geometriju ovih objekata. U treeoj i eetvrtoj glavi autor je 
dokazao da je moguee dobiti nove karakterizacije Kelerovih i Sasakijevih mno-
gostrukosti specijalnih krivina, izueavajuei dejstva ovog operatora na prethodno 
opisanim vektorima, uz napomenu, da dokazi ovih teorema zahtevaju mnogo 
slo2eniju tehniku nego u slueaju operatora oblika. 

Prijatna mi je du2nost da se ovom prilikom zahvalim prof. dr. Lieven-u 
Vanhecke-u sa Katoliekog univerziteta u Luvenu, u Belgiji, koji me je upoznao 
sa teorijom Jakobijevih polja i njihovom primenom u izueavanju Rimanove ge-
ometrije. Cesti dogovori sa njim prilikom mojih poseta Univerzitetu u Luvenu, 
kao i brojne primedbe i sugestije, imale su veliki uticaj na kvalitet ove teze. 

Takode izraavam veliku zahvalnost prof. dr. Nedi Bokan, na eiju inicija-
tivu sam poeela proueavanje geometrije geodezijskih sfera i eiju sam podfSku 
imala tokom izrade ove teze. Njene sugestije i komentari doprineli su kvalitetu 
ovog rukopisa. 

Beograd 1994. 	 Done D. Mirjana 
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I UVOD 

1. Osnovni pojmovi iz teorije o mnogostrukostima 

Ovo poglavlje poeeeemo sa uvodenjem nekih oznaka i ponavljanjem nekih 
op§te poznatih einjenica. Sa M eemo ozna6avati glatku (tj. Cc° ) diferenci-
jabilnu mnogostrukost, a sa T(M) njeno tangentno raslojenje. Ponekad eemo 
pisati MT' da bismo naglasili da M ima dimenziju n. Kao i obitno, neka je 
.T(M) prsten funkcija na M, a X(M) linearan prostor glatkih vek-
torskih polja na M . Obien.o eemo tangentni vektor u taeki oznaeavati sa 
malim slovom, a njegovu ekstenziju u vektorsko polje, sa odgovarajueim ve-
likim slovom. Osnovne ideje u vezi sa pojmovima podmnogostrukosti, imersije, 
submersije, difeomorfizma itd., mogu se potraiti u [47]. 

Rimanov metricki tenzor na M je simetriena pozitivno-definitna .F(M)- 
bilinearna forma g na X(M) sa vrednostima u F(M). On indukuje unutra,§nji 
proizvod (koji aemo takode oznaeavati sa g) na svakom tangentnom pros-
toru mnogostrukosti M u taeki m (koji eemo oznaeavati sa Rimanova 
mnogostrukost je diferencijabilna mnogostrukost M snabdevena metrfakim ten-
zorom g i ukoliko ne naglasimo drugaeije, sve mnogostrukosti óe ubuduee biti 
klase C°° i parakompaktne. 

Afina koneksija (povezanost) je bilinearno preslikavanje 

(1) 	 V : X(M) x X(M) X(M), 
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sa slededim osobinama: 

(2) 
VivW = fVvW 

(3) VvfW = (Vf)W + fVvW 

za sve f E .F(M) , V, W, E X(M) . VvW je kovarijantni izvod od W u pravcu 
V. Za svaku Rimanovu metriku postoji jedinstvena afina koneksija (po funda-
mentalnoj teoremi Rimanove geometrije), zvana Rimanova koneksija (ili Levi Civita koncksija), koja zadovoljava slcdcde uslovc: 

(4) Xg(V, W) = g(VxV,W)+ g(V, V xW) 
(5) VvW — VwV — [V, WI = 0 , 

pri demu [, oznadava Liove zagrade, tj., [X,Y]f = (XY — Y X)f 

Iz (1) i (2) je lako videti da je (VvW)(p) odredeno sa W i V (p) i nije te§ko dokazati da je odredeno sa V(p) i restrikcijom W na bilo koju krivu kroz p u pravcu V(p). Ako je a neka 1-forma, tada Vva definikmo formulom. 

(6) (Vva)(W)-1-a(VvW) = V(a(W)). 

Prosgirujudi V kao izvod, defingemo Vvo -  za bilo koje tenzorsko polje a. 
Rimanov tenzor krivine R na mnogostrukosti M definisan je sa 

(7) RxyZ=- -- V[xxIZ — [Vx, Vy] Z, 

za sve X, Y, Z E X(M). 6esto demo koristiti oznaku 

Rxyzw = R(X, Y, Z, W) = g(Rxy Z ,  W) 

za (0, 4)-tenzorsko polje pridru2eno R. Rimanov tenzor krivine zadovoljava sledede identitete, koje demo desto koristiti: 

(8) RxyZ = —RyxZ, 
(9) Rxyzw = — Rxywz 
(10) Rxyzw = RZW XY 
(11) 

RXY Z RZXY + RyzX = , 
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za X, Y, Z, W E X(M). Identitet (11) je poznat kao Jakobijev iii prvi Bjankijev 
identitet. Dalje, kovarijantni izvod VR Rimanovog tenzora krivine na mno-
gostrukosti M definisan je sa 

(12) (V v R)w xY z = V (Rw xY z) — RVvWXYZ 

— RWVvXYZ RWXVvYZ RWXYVvZ 

za V, W, X, Y, Z E X(M) i zadovoljava drugi Bjankijev identitet: 

(13) (VvR)wxYz + (VxR)vwYz + (VwR)xvyz = 0. 

Algebarski, tenzor krivine je komplikovan objekat, pa je eesto vrlo va2no 
izueavati njegove kontrakcije. Da bismo ih definisali, uoeimo polje ortonormi-
ranih baza {E 1 , , En } definisano na otvorenom podskupu mnogostrukosti 
M . Tada je RiJijev tenzor p (ili Rii-qjeva, krivirta) definisan relaeijoin 

n 

(14) P(X, Y) = ERX.E.,YE. 
a=1 

za sve X, Y, E X(M), pri &mu je n dimenzija mnogostrukosti M. Zbog osobine 
(10), Rieijeva krivina p je simetriena pc,  X i Y. Dalje, odavde sledi da postoji 
jedinstveni endomorfizam Q : T(M) T(M), takav da vazi : 

(15) p(X, Y) = g(QX,Y) = g(X, QY) 

Q se naziva Ricijevim operatorom (iii Rieijevim endomorfizmom) mnogostru-
kosti M . Ukoliko je Rieijev tenzor p oblika p = a g , pri aemu je a konstanta, 
tada se M naziva Ajnitajnova mnogostrukost. 

SlienO, skalarna krivina T definisana je sa 

(16) T = 	P(Eal Ea) = E RE„,E,E,,Ep • 

a=1 	 cx,13=1 

Lako je proveriti da ove definicije ne zavise od izbora polja lokalnih ortonormi-
ranih baza {E1, •. • , En} . 

Dalje, neka je H ravan u tangentnom prostoru MM  , tj., 2-dimenzioni 
potprostor od MM  i neka X i Y eine ortonormiranu bazu za 	Tada je, 
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za svaku ravau H u tangentnom prostoru M p , sekciona krivina (II) za 
definisana sa: 

(17) K(H) = R(X,Y,X,Y). 

K (II) ne zavisi od izbora ortonormirane baze X , Y i mo2e se poka,zati da 
vrednosti K(H) za sve ravni H u Mp  odreduju Rimanov tenzor krivine u ta6ki 
p E M . Specijalno, kada je M dvodimenziona mnogostrukost, H p  = Mp , tako 
da postoji samo jedna sekciona krivina, koja se obiOno naziva Gausova krivina. 
Ukoliko je K(H) konstantno za sve sve ravni II u Mp  i za sve taeke p iz M, 
tada je M prostor konstantne krivine. Rhnanovu mnogostrukost konstantne 
krivine zovemo i prostorna forma. Navedimo i dobro poznatu Surovu teoremu. 

Teorema 1.1. Neka je M povezana Rimanova mnogostrukost dimenzije 
> 2. Ako sekciona krivina K(11 p) zavisi samo od take p, tada je M prostor 
konstantne krivine. 

Dalje, za prostor konstantne krivine k takode va2i i sledeea relacija: 

(18) RxyZ = k (g(Y, Z)X — g(X, Z)Y) 

Za svaki realan broj k mo2e se konstruisati prosto povezana, kompletna 
Rimanova mnogostrukost konstantne krivine k. Za Rimanovu mnogostrukost 
konstantne krivine kaem.o da je. eliptieka, hiperboli6ka ill ravna (ill lokalno 
euklidska) u zavisnosti od toga da li je sekciona krivina pozitivna, negativna 
ill nula. Takode, svaka prosto povezana kompletna mnogostrukost konstantne 
krivine k je izometriena gore pomenutom konstruisanom modelu. Za detalje 
o ovim konstrukcijama i dokazima, pogledati [47] i [86]. 

Va2nu klasu Rimanovih mnogostrukosti eine mnogostrukosti 6iji je tenzor 
krivine paralelan, tj., 

VR = 0 

i koje nazivamo lokalno simetriene mnogostrukosti. Kompletan lokalnosimetri- 
ean prostor je simetriean prostor. Jasno je da je svaka Rimanova mnogostrukost 
konstantne krivine lokalno shnetriean prostor([47], 86]). Uprkos shenosti  izine- 
du drugog Bjankijevog identiteta i uslova VR = 0, ovaj drugi je mnogo ,jaei. 
S. druge strane, klasifikacija svih Rirnanovih rnnogostrukosti nerna srnisla

, dole 
se klasifikacija kompletnih prosto povezanih lokalno simetrienih prostora svodi 
na klasifikaciju globalno simetrienih prostora, koju je izvr§io E. Kartan. 
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Na kraju, za bilo koje vektorsko polje X E X(M), tzv. Liov izvod Lx je 
izvod definisan sa 

(19) Lx .f = X(f) i .CxY = [X, Y] 

za sve diferencijabilne funkcije f i sva vektorska polja X i Y. Za datu jedan-
formu a, njen diferencijal da definigemo na sledeei naein: ako se u odnosu na 
ueki koordinatui sistem (x 1 , , xn), jedan-forma a mo2e napisati kao 

a = E aidx i  , 

tada je diferencijal da dva-forma data sa 

1 
	axe 

ai • 
(20) da = 

2 
— E —,dx3 A de . 

Ova definicija je u skladu sa onom datom u [3] i lako se proverava da tada vazi 

(21) da(X,Y) = ((V xa)Y — (V y a) X) 

za sva vektorska polja X, Y tangentna na M. 

Navedimo sada, kratko, definiciju glavnog raslojenja, koje ee imati vanu 
ulogu u narednim poglavljima. Detaljnije informacije o raslojenjima mogu se 
nab u [10], [46], [47], [56], [68]. 

Raslojenje je (geometrijski) objekat koji se sastoji od 

1. mnogostrukosti M (dimenzije n+p), koju zovemo totalni prostor (ili Raslo-
jeni prostor); 

2. mnogostrukosti S (dimenzije n), koju zovemo bazni prostor, 

3. projekcije 	M 5, tj., (glatkog) preslikavanja maksimalnog ranga n; 

4. mnogostrukosti F dimenzije p, koju zovemo fiber, 

5. grupe G difeomorfizama fibers F, koju zovemo strukturna grupa. 

Ovi objekti dopugtaju tzv. fiber strukturu, tj., mora postojati otvoreni 
pokrivae U = {(1,„},,EI bazne mnogostrukosti 5, zajedno sa kolekcijom difeo-
morfizama 

: Uo, x F r-1 (Ua ) 
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takva da, za svako a va2i, 

0  = P2 

pri emu je p2  : Ua  x F —4 F prirodna projekcija na drugi faktor proizvoda. 
Dalje, ako je U„, n tip = U,„0 0, mogu se definisati funkcije, za svako x E Ual3, 

Tap (x) : F 	f p2  o /6 1  o Oa (x, f). 

Ove funkcije nose naziv funkcije prelaska i one moraju biti elementi strukturne 
grupe G. 

U specijalnom slueaju kada je fiber F Liova grupa G, a elementi struk-
turne grupe G G su leva dejstva L 9  elemenata iz G na G definisana levim 
translacijama L g (p) = gp, raslojenje nazivamo glavno raslojenje. 

Koneksija (povezanost) F na glavnom raslojenju (M, 13, G, 7r) pridru2uje 
svakoj taeki p E M potprostor Q p  C Mr , koji zovemo horizontalan tangentni 
prostor, tako da 

1. Mp  = Qp  Tp G za svako p E 	pri eemu je Tp G potprostor tangentan 
na fiber G, koji nazivamo vertikalan tangentni prostor, 

2. IQ gp = L g.Qp  za sve gEGi sve p E M; 

3. Qp  zavisi diferencijabilno od p. Dalje, neka je X vektorsko polje na baznoj 
mnogostrukosti B. Tada se mote pokazati da postoji jedinstveno vektorsko 
polje X* na M koje je horizontalno i takvo da je ir.(X*) = X. Ovo vek-
torsko polje X* nazivamo (horizontalan) lift od X (u odnosu na koneksiju 
F). 

Dalje, pre definicija cevi i Fermijevih koordinata, navedimo oznake za 
geodezijske linije i esponencijalno preslikavanje. Naime, neka je c : [0, 1] M 
glatka kriva i neka c'(t) oznaeava njen tangentni vektor. Za bilo koje v E Mc (0)  
postoji jedinstveni vektor V(t) E Mc(t), takav da je V(0) = v i Ve( t )V(t) E 0. 
V(t) zovemo paralelnim poljem, a V(1) paralelnim prenosom od v du2 c(t). 
U stvari, lako se mogu naei glatka vektorska polja du2 c(t), (t), . , En (t) 
takva da je {Ei(t)} ortonormirana baza za Mc ( t) . Ovaj uslov se mote zapisati 
kao sistem diferencijalnih jednaeina prvog reda: 

(22) 	7-itd  g(V, Ei) = g(V, Ei) = g(Vc/V,Ei)+ g(V, V c, Ei ) = g(V ciEi, V) , 

i teorema o egzistenciji re§enja diferencijalnih jednakina prvog reda nam obez- 
beduje re§enje V(t). Kako je gornja jednatina linearna, dobijamo linearno 
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preslikavanje Pc Mc(0) -4  Mc(1), definisano sa v H V(1). Koristedi (3) dobi-
jamo da je 	izometrija. 

Glatka kriva c je geodezijska linija ako je 

(23) Vcic' = 0. 

Kako je uslov (6) deferencijalna jednaeina drugog reda, to za datu taeku p E M 
i vektor v E Mp , pbstoji jedinstvena geodezijska linija -yi, kroz p eiji je tangentni 
vektor u p bas v. Ako je -yi, : (-6, e) --+ M geodezijska linija parametrizovana 

sa t, tada je kriva c : (- -6 , -6 ) 	 M definisana sa c(t) = -y,(st) (s fiksirano) 
s 

takode geodezijska linija, jer je V cic' = s 2 \77,,N, = 0. Takode je c'(0) = sv, pa 
je c= -y„. 

	

Eksponencijalno preslikavanje exp p  : Mp 	M je definisano sa exp p (v) = 

7v( 1 ) za v E Mp  tako da je 1 u domenu -yv . Gore smo istakli da za bilo koje 

fiksirano v postoji broj s > 0 takav da je -y„(1) definisano. Dakle, expp  je 
definisano u okolini poeetka u Mp , to je glatko preslikavanje i lokaloni difeo-
morfizam (po teoremi o imlicitnoj funkciji). Kako je exp p  : Mp  M, za svako 

p E M, to mo2emo definisati uniju ovih preslikavanja exp : T(M) M. Tako 

demo definisati exp na uniji nad p domena od expp , §to je okolina nula sekcije 

u T(M). 

Ako izaberemo ortonormiranu bazu {ei} za Mp , tada mo2emo definisati ko-

ordinatni sistem u okolini p dodeljujuei taeki exp p  (E xiei) koordinate (xi, . , 

x is ). Ovako definisane koordinate . zovemo normalise koordinate u p. Za ove ko-

ordinate vai da je 

(24) (v= aXi p 

i zato se vrlo eesto koriste, naroeito u izueavanju geometrije geodezijskih lopti, 
koje su specijalni slueajevi cevi. 

Definisgimo sada i Fermijeve koordinate, koje su uop§tenje normalnih ko-
ordinata i slu2e za bolje razumevanje geometrije Rimanovih mnogostrukosti u 
okolini podmnogostrukosti P. Defini§imo ove koordinate u okolini podmno-
gostrukosti, iako nas u drugoj, treaoj i eetvrtoj glavi interesuje samo slueaj 

kada je P geodezijska linija. 

Neka je P topolo§ki smegtena podmnogostrukost u M i neka v oznaeava 
normalno raslojenje za P u M, tj., 

(25) v= {(p, v)Ip EPivE 	, 
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pri eemu Pp oznaeava ortogonalni komplement od Pp  u Mp . Tada je v 
vektorsko raslojenje nad P i dakle, diferencijabilna mnogostrukost. (U stvari, v 
je podraslojenje restrikcije P na tangentno raslojenje od M.) Eksponencijalno 
preslikavanje normalnog raslojenja v je preslikavanje exp, definisano sa 

(26) 	 exp„(p, v) = expp (v) 

za (p, v) E v . (Ovde expp  oznaeava eksponencijalno preslikavanje za M u p.) 
Dakle, 

exp, : v M 

iako, strogo govore6i, exp, mote biti definisano samo u okolini nula sekcije 
v . Mo2emo identifikovati P sa nula sekcijom od v , tako da P mote biti 
posivatraiio kao podmnogostrukost od v, ali i kao podmnogostrukost od M. 
Odavde sledi da za svako p E P imamo inkluziju Pp c v( „, o)  , gde v(p , o ) 
oznaeava tangentni prostor za v u (p, 0). Stavise, iz definicije za v takode 
imamo da je Pp C v( p , o) ; sa ovim identifikacijama je jasno da je 

11(p,o) = Pp 	D 
p • 

Moguee je definisati na prirodan nein Rimanovu metriku na v i to je specijalan 
shkaj konstrukcije metrike na totalnom prostoru Rimanove submersije ([42]). 

	

Sada se lako mote dokazati da preslikavanje exp, v 	M preslikava 
okolinu od P C v difeomorfno na okolinu od P C M, pri cemu je P topoloAki 
sme§tena podmnogostrukost Rimanove mnogostrukosti M ([42,str.17]). 

Dalje, neka je CAP podskup od v definisan sa 
Op = najveea okolina nula sekcije v za koju je exp, :Cep 1-4 exp, (0 p) 

difeomorfizam 

Da bismo definisali sistem Fermijevih koordinata potreban nam je proizvoljan 
sistem koordinata (y i , , yq ) definisan u okolini V C P taeke p E P, kao 
ortonormirane sekcije 41_1, 	, Er, restrikcije v na V. 

Fermijeve koordinate (x1,...,x n ) za P C M sa centrom u p (u odnosu 
na dati koordinatni sistem (y i , 	, yq ) na P i date ortonormirane sekcije 
Eq+i, 	, En  iz v) definisane su relacijom 

xa  (exp, E ti  E (pi ))) = ya(p') (a = 1, , q), 
j=q+1 

xi (exp// 	t Ea (p'))) = ti (i = q + 1 , . . . , 	, 
=q 

(27) 
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za 	E V, pri eemu zahtevamo da su brojevi t q+i, , to  dovoljno mali da 
rn 

j=q-Fl ti Ei (p') E Op . 

Kako je exp, difeomorfizam na Op , jednaeine (13) zaista defini§u koor-
dinatni sistem u okolini taeke p . 

Kako Fermijeve koordinate "mere" geometriju Rimanove mnogostrukosti 
M u okolini podmnogostrukosti P , to smo najvi§e zainteresovani kako se x a 

 i xi menjaju du2 geodezijskih linija normalnih na P. 

Slede6e due eleineutarue teoreine, eiji dokazi se niogu naei u [42,str.18], 
bite potrebne u narednom poglavlju. 

Teorema 1.2. Ako je (xi, .. , x n ) sistem Fermijevih koordinata sa centrom 
u pEP, tada je restrikcija na P koordinatnih vektorskih polja 

a 	a 
axg+i' • • • ax.,„ 

ortonormiran sistem vektora. 

Teorema 1.3. Neka je e geodezijska linija jedinicne brzine normalna na P 
pri eemu je e(0) = p E P i neka je u = C(0). Tada postoji sistem Fermijevih 
koordinata (x1, . , x n ) takav da za malo t (tj., za (p, tu) E CAP) vazi 

(t)
= 

 e'(t)  , 

a 	a 
E P 

axa 	P 	axi  

za1<a<g ig+1<i<ni 

 

E PP
P 

t , = q + 1, 
o e)(t) 

0 , a 0 4+ 1  

za 1 < a < n. 

Na kraju, navedimo i definiciju cevi-geometrijskih objekata koji su glavna 
tema ovog rada. Neka je P topolo§ki sme6tena podmnogostrukost (po mogues-
tvu sa granicom) u Rimanovoj mnogostrukosti M . Tada je cev T(P, r) polu-
preenika, r > 0 du2 P skup 

T(P, r) = {m E MI postoji geodezijska linija duEne L(0 < r 

iz M koja seee P pod pravim uglom} . 

a 

(28) 
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Navedimo prvo neke vane primedbe: 

1. Ukoliko P ima granicu, tada je 

(29) 	 T(P, r) {m E MI rastojanje (m, P) 5 r} , 

jer krajevi skupa na desnoj strani moraju biti iskljueeni da bi se dobila leva 
strana. 

2. Iako relacija (28) ima smisla i u opgtem slueaju, nadalje oemo pretpostavljati 
da je ambijentna mnogostrukost M kompletna (pri eemu mislimo kompletna 
kao metrieki prostor). 

3. Takode eemo pretpostavljati da nema samopresecanja cevi. 

4. Dalje, pretpostavljaaemo da je 

(30) 	exp, : {(p, v) E villvil < r} 	T(P,r) C exp,(0p) 

difeomorfizam. 

Ukoliko je M kompletna i zatvorenje od P kompaktno, tada se uslov 4. 
mote uvek dostiei za dovoljno malo r > 0 . 

5. Kada je uslov (30) ispunjen, relaciju (28) mo2emo zapisati kao 

T(P,r) = U {expp (v)Iv E PT; i 	< r} . 
pEP 

Kako ee u ovom radu biti reel samo o cevima du2 geodezijskih linija, 
napigimo kako u ovom, specijalnom, sluaaju izgledaju definicije cevi i Fermije-
vih koordinata. 

Neka je a : [a, b] M glatka kriva sme§tena u povezanu n-dimenzionu Ri-
manovu mnogostrukost (M, g) klasc C" . Cevasta okolina 16(r) polupramika 
r olio (du.) a definisana je relaeijoin 

(31) Lia (r) = lexp, (t)  VIVE T;.1-(t) a , v II< , a 	t 	b} , 

pri eemu je akt) ,o-  fiber normalnog raslojenja v nad o- (t), tj., ortogonalni kom-
plement tangentnog prostora Ta ma krive a u M,(t). Za malo s > 0 skup 

(32) P0.(s) = {p E U0.(r) d(u,P) = s} 
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je glatka hiperpovr§ u M koju zovemo cevasta hiperpovrs iii samo cev polu-
preenika s duz a . Cevi PQ (s) odreduju folijaciju okoline 140. = 16(r) hiper-

povr§ima P, . Primetimo da je radijalno vektorsko polje 88  jedini6no vek-
torsko polje koje je ortogonalno na listove folijacije. Ukoliko je a geodezijska 
linija na M , tada cevi P, nazivamo geodezijske cevi na M du2 v . 

Neka je, sada, a : [a, 1)] 	M kriva jediniene brzine i neka je lei = 
6- (a), e2, 	, en } ortonormirana baza tangentnog prostora M,( a) . Dalje, neka 
je F1  jedinieno tangentno polje Q i neka su F2, , F,,, normalna vektorska 
polja du2 a, koja su paralelna u odnosu na normalnu koneksiju V' normalnog 
raslojenja v, takva da je Fi(a) = ei , i = 2, . , n . (Primetimo da je u ovom 
slueaju, kada je a geodezijska linija, ova translacija bas paralelna translacija u 
odnosu na Levi Civita koneksiju V.) Tada su Fermijeve koordinate (x1, . • • , 
u odnosu na a(a) i polje baza {F1, 	, 	definisane sa 

(33) 

xi  (expo. (t)  (E tj Fi)) t — a, 
j=2 

Xi (exp, (t)  (E tjFi)) = ti  , i = 2, . . . , n. 
j=2 
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2. Kompleksna geometrij a 

2.1. Skoro kompleksne i kompleksne mnogostrukosti 

Skoro kompleksna struktura na (povezanoj) realnoj diferencijabilnoj mno-
gostrukosti je (glatko) polje automorfizama J tangentnog raslojenja TM koje 
zadovoljava relaciju 

(34) = 	x  E m  

pri C"emu I oznaeava identienu transformaciju. 

Ekvivalentno, skoro kompleksna struktura na M je dejstvo polja C kom-
pleksnih brojeva na tangentnom raslojenju TM, koje mu daje strukturu kom-
pleksnog vektorskog raslojenja nad M. 

Mnogostrukost M sa definisanom skoro kompleksnom strukturom J je 
skoro kompleksna mnogostrukost. Svaka skoro kompleksna mnogostrukost je 
parne dimenzije. 

Skoro kompleksna struktura J indukuje razdvajanje kompleksificiranog 
tangentnog raslojenja TcM 'ze. TM OR C na dva komplementarna kompleksna 
podraslojenja, konjugovana jedno drugom: 

(35) TcM 	M ®T"M , 

pri come su u svakoj taki x E M, fiberi Tx'M (respektivno Tx"M) sopstveni 
prostori za Ja, u odnosu na sopstvenu vrednost +i (respektivno —i). Obrnuto, 
svako kompleksno podraslojenje T'M od Tc M sa komplementarnim konju-
gatom odreduje skoro kompleksnu strukturu J na M. Elementi T 1  M (respek-
tivno su (kompleksni) vektori tipa (1, 0) (respektivno tipa (0,1)). 

Svaki realni tangentni vektor X mote se (na jedinstven naein) predstaviti 
kao suma 

(36) X = U 	, 

gde je U (respektivno U) njegov deo tipa (1, 0) (respektivno tipa (0, 1)). Kom-
pleksne komponente U i U su redom odredene sa 

1 	 1 
(37) U = —

2
(X — X) 	U = —

2
(X + iJX) . 
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Razlaganje (35) kompleksificiranog tangentnog raslojenja TAM indukuje 
razlaganje celog kompleksnog tenzorskog raslojenja. Specijalno, imamo 

r 	 p 	 q 

(38) 
	

A M = E Avimr NT"mr 
p-1-q=r 

pri demu je Arc  M = AT ®C raslojenje C-vrednosnih r-formi, a AP(T / M)* (re-
spektivno Aq(T"M)*)) oznadava raslojenje C-linearnih alternativnih p-formi 
(respektivno q-formi) na T'M (respektivno T"M). Raslojenje AP (T'Af)* 
Aq(T".m)* demo oznadavati sa 	M i njegove elemente demo zvati (kom- 
pleksnim) formama tipa (p, q). 

Skoro kompleksna struktura J je integrabilna ako je ispunjen jedan od 
ekvivalentnih uslova: 

i) Spolja§nji diferencijal dO proizvoljne 1-forme 0 tipa (1,0) pripada idealu 
generisanom 1-formama tipa (1,0) (ekvivalentno, dO nema komponentu tipa 
(0,2)); 

ii) Kompleksni tenzor torzije iii Nijenhuisov tenzor N definisan sa 

4N (X ,Y) = [X ,Y] + J[J X,Y]+ [X, JY[—[J X, JY] , V X ,Y E Mx  , Vx E M , 

jednak je nuli; 

iii) Za bilo koja dva vektorska polja X, Y tipa (1,0) i [X, Y] je vektorsko polje 
tipa (1,0). 

Ekvivalentnost gornja tri uslova je lako utvrditi ([54]) i svi oni impliciraju 
da je skoro kompleksna struktura J indukovana (jedinstvenom) kompleksnom 
strukturom. 

Podsetimo se da je kompleksna mnogostrukost (kompleksne) dimenzije 
771 (parakompaktan, Hausdorfov) topolaki prostor koji dopu§ta pokrivanjc 
otvorenim podskupovima, homeomorfnim sa otvorenim podskupovima od Crn 
i sa holomorfnim funkcijama prelaska. Kompleksna mnogostrukost je tada 
(glatka) mnogostrukost eije je tangentno raslojenje prirodno snabdeveno kom-
pleksnom strukturom J, za koju se lako utvrduje da je integrabilna u gornjem 
smislu (tj., svaka kompleksna mnogostrukost M nosi prirodnu skoro komplek-
snu strukturu). 
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S druge stranc, skoro komplcksna struktura J ne mo2c biti indukovana sa 
dye no-ekvivalent,ne kompleksne strukture ([47J, 11 (deo, sty. 123), tj., vaA 

Teorema 2.1. 	Neka je M skoro kompleksna mnogostrukost sa skoro k0111- 
pleksnom strukturom J. Tada je J kompleksna struktura ako i samo ako J 
nem a torzije. 

2.2. Hermitske mnogostrukosti 

Neka je Al skoro kompleksna mnogostrukost sa skoro kompleksnom  strnk- 
turom J. Hermitska metrika na M je Rimanova metrika g takva da va2i 

(39) g(JX, JY) = g(X, Y) 

za sva vektorska polja X, Y na M. 

Skoro kompleksnu mnogostrukost sa hermitskom metrikom zovemo skoro 
hermitskom mnogostrukoaeu, a kompleksnu mnogostrukost sa hermitskom me-
trikom zovemo hermitskom mnogostrukaou. 

Moe se dokazati ([86]) da je svaka skoro kompleksna mnogostrukost koja 
dopu§ta hermitsku metriku parakompaktna, pa eemo nadalje pretpostavljati 
da je M takva. 

Fundamentalna 2-for 	ma na skoro hermitskoj mnogostrukosti sa skoro 
kompleksnom strukturom J i hermitskom metrikom g definisana je sa 

(40) 4)(X,Y) g(X,JY), 

za sva vektorska polja X, Y na M. Tada je 

(41) 1.(JX,JY) = 4)(X, Y), 

'IP 0 0 u svakoj taki i M je orijentabilna. 

Dalje, navedimo joA jednu teorernu koja daje neophodan uslov za skoro 
kompleksnu mnogostrukost da bude kornplcksna. 

Teorema 2.2. Neka je M skoro kompleksna mnogostrukost sa skoro ko•- 
pleksnom strukturom J. Tada je M kompleksna mnogostrukost ako i samo ako 
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M dopuata linearnu koneksiju V, takvu da je VJ = 0 i T = 0, pri eemu je T 
oznaka za torziju koneksije V. 

Hermitska metrika g na skoro kompleksnoj mnogostrukosti M je Kelerova 
metrika ako je fundamentalna 2-forma zatvorena. Skoro kompleksnu mno-
gostrukost M sa Kelerovom metrikom nazivamo skoro Kelerova mnogostrukost, 
a kompleksnu mnogostrukost M sa Kelerovom metrikom nazivamo Kelerova 
mnogostrukost. Kako vazi 

Teorema 2.3. ([86]) Neka je M skoro kompleksna mnogostrukost sa kom-
pleksnom strukturom J i herrnitskom metrikom g. Neka je V kovarijantno 
diferenciranje u odnosu na Rimanovu koneksiju, odredenu metrikom g. Tada 
su slede6i uslovi ekvivalentni: 

i) VJ =0; 

= 0; 

iii) skoro kompleksna struktura nema torziju i fundamentalna 2-forma je zatvo-
rena, tj., N = 0 i 	= 0; 

Dakle, hermitska mnogostrukost M je Kelerova mnogostrukost ako i samo ako 
je VJ = 0. 

Skoro hermitska mnogostrukost M sa skoro kompleksnom strukurom J je 
skoro Kelerova mnogostrukost (K:prostor) ako va2i 

(42) (VxJ)Y + (VyJ)X = 0 

za proizvoljna vektorska polja X ,Y na M, iii , ekvivalentno 

(43) x J)X = 0 

za svako vektorsko polje X na M. 

2.3. Kelerove mnogostrukosti 

Neka je M realna 2n-dimenziona Kelerova mnogostrukost sa skoro kom-
pleksnom strukturom J i Kelerovom metrikom g. Oznatimo sa R i p Ftimanov 
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tenzor krivine i Ri'aijev tenzor od M, redom. Tada 

(44) i) R(X,Y)J = JR(X, Y) 

(45) i) p(J X, JY) = p(X, Y) 

ii) R(J X, JY) = R(X, Y) , 
1 

ii) 	p(X,Y) = —
2

(Tr J R(X, JY)) , 

za proizvoljna vektorska polja X, Y E X(M). Relacija (44) i) poznata je pod 
nazivom Kelerov identitet. 

Interesantno je primetiti da za Kelerove mnogostrukosti vazi sledeea 

Teorema 2.4. 	Neka je M realna 2n-dimenziona Kelerova mnogostrukost. 
Ako je M konstantne krivine, tada je M ravna, za n > 1. 

Odavde sledi da pojam konstantne sekcione krivine nije esencijalan za 
Kelerove mnogostrukosti, pa se zato uvodi pojam konstantne holomorfne sek-
cione krivine. 

Pretpostavimo da je ravan II u tangentnom prostoru Mx  J-invarijantna, 
tj., 	H. Tada je X , JX ortonormirana baza za II, za proizvoljan jedini .ani 
vektor X u II. Pri ovim uslovima holomorfna sekciona krivina K(II) data je 
formulom: 

(46) K(II) = R(X, JX, X, JX) = g(R(X, JX)JX, X) , 

pri 'emu je X jedinkni vektor u 

Lako se vidi da holomorfna sekciona krivina K(II) za sve J-invarijantne 
ravni II u odreduje Rimanov tenzor krivine R u x E M. Ako je K(1I) 
konstantno za sve J-invarijantne ravni II u Mx  i za sve take x E M, tada 
M zovemo prostor konstantne holomorfne sekcione krivine iii kompleksna pros-
torna forma. 

Na Kelerovoj mnogostrukosti va2i slede6a teorema, analogna Surovoj teo-
remi: 

Teorema 2.5. 	Neka je M povezana Kelerova mnogostrukost kompleksne 
dimenzije n > 1. Ako holomorfna sekciona krivina K(II), pri oemu je H J- 
invarijantna ravan u Mx , zavisi samo od x, tada je M kompleksna prostorna 
forma. 

Doka,zujuOi ovu teoremu, nailazirn.o i na sledeou korisnu formulu: ako je 
M Kelerova mnogostrukost konstantne holomorfne sekcione krivine c, tada je 
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njen Rieijev tenzor p odreden formulom: 

1 
p=— 

2
(n+1)cg, 

pri eemu je n kompleksna dimenzija mnogostrukosti M. 

Takode, vale i sledeoe teoreme; 

Teorema 2.6. 	Kelerova mnogostrukost M je konstantne holomorfne sek- 
cione krivine c ako i samo ako za njen Rimanov tenzor krivine 

(48) 
RxyZ = 1(g(X,Z)Y — g(Y, Z)X + g(JX, Z)JY 

—g(JY, Z)JX +2g(JX,Y)JZ), 

za proizvoljna vektorska polja X, Y, Z na M. 

Teorema 2.7. 	Elko je Kelerova mnogostrukost M konstantne holomorfne 
sekcione krivine, tads je M Ajnatajnova mnogostrukost. 

Teorema 2.8. ([73]) Neka je M, dim M > 4, skoro Kelerova mnogostrukost. 
Tada je M konstantne holomorfne sekcione krivine ako i samo ako je za proi-
zvoljno vektorsko polje X na M, Rx jxX proporcionalno sa JX . 

U zavisnosti od toga da li je holomorfna sekciona krivina pozitivna, nega-
tivna iii nula, razlikujemo tri tipa kompleksne prostorne forme: efiptieki, hiper-
bolieki i ravan: 

I slulaj. 

Neka je CPn n-dimenzioni kompleksni projektivni prostor sa homogenim ko-
ordinatnim sistemom {z ° , z 1 , , z"}. Za svaki indeks j, neka je Uj otvoren 
podskup u CPn definisan sa zi 0 0. Defingimo 

k 
k t • = 	j k = 0,17 ... 7 n . 
3 	Z-7  

Na svakoin Uj 7 Unni1110 tg 	ii• 	, 3 (pri emu.' E znaei da t3  nedostaje) za 

10kahli koOrdilla,L111 SW AIM i potonntrajtito tnukciju fj  = EL0 	MOIL Jo 

fj = fkt i; 

(47) 
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na 	fl Uk. Stavljajuoi 

= — 4ice du  log fa na Ua  , 

dobijamo globalno definisanu zatvorenu (1, 1)-formu na CPn. Pridru2ena me-
trika (Cesto zvana Fubini-Study metrika) je data sa 

(49) 	ds
2  — 4 (1 + E tail(E dfa) — (E dta)(E dia)  

Definicije za d, d', d" i detaljnija objanjenja mogu se naai u [47] i [86]. 

Takode, mote se pokazati da vazi sledeea teorema o egzistenciji prostora 
konstantne pozitivne holomorfne sekcione krivine: 

Teorema 2.9. Za proizvoljan pozitivan broj c, kornpleksan projektivan pros-
tor CP' nosi Kelerovu metriku konstantne holomorfne sekcione krivine c. U 
odnosu na nehomogeni koordinatni sistem z 1 ,... , z" metrika je data sa 

ds2  = 
4 (1 + E zar)(E dzadr) — (E Pdza)(E edr)  
C (1 + E za2a)2 

II slu'eaj. 

Neka je D'" otvorena jediniena lopta u C" definisana sa 

Dn  = {(Z 1 , , Z n ) : E z a  r < 1} . 

Stavijajua 

4:1) = 4icecr(1. — E z-r), 

dobijamo da je pridru2ena metrika (Bergmanova metrika) data sa 

(50) 	ds 2  = 4 (1 — E er )( dzadr) + (E rdza)( zadr)  
( 1 - - 	za2.c)2 

i da je Dn  Kelerova mnogostrukost. 

I ovde va2i teorema o egzistenciji prostora konstantne negativne holo-
morfne sekcione krivine: 

(1 E  -o) 2 
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Teorema 2.10. Za proizvoljan negativan broj c, otvorena jediniena lopta Dn  
u en nosi kompletnu Kelerovu metriku konstantne holomorfne sekcione krivine 
c. U odnosu na koordinatni sistem z 1 , . , zn u en, metrika je data sa: 

ds2  = 
4 (1 — E z-r)(E dz-dr) + (E dz-)(E  z-dr) 
c 	 (1 — E z-2-)2 

III sluZaj. 

Posmatrajmo kompleksni n-prostor en sa metrikom 

(51) 
	

ds 2  = Edzid2i 
i=i 

Fundamentalna 2-forma je u ovom sltg:aju data sa 

= Edzj A ctij 
j=i 

Jasno je da je 4 je zatvorena, pa metrika defini§e Kelerovu strukturu na en i, 
dakle, en je kompletna, ravna Kelerova mnogostrukost. 

Na kraju, kako se lako mote dokazati da su svake dve prosto povezane 
kompletne Kelerove mnogostrukosti konstantne holomorfne sekcione krivine c 
holomorfno izometriene jedna drugoj, to se koristeei teoreme 2.9. i 2.10., mote 
dokazati sledeea teorema, (koja ujedno daje osnovu za razlikovanje tri gore 
navedena slueaja): 

Teorema 2.11. 	Prosto povezana kompletna Kelerova mnogostrukost kon- 
stantne holomorfne sekcione krivine c holomorfno je izometricna kompleksnom 
projektivnom prostoru CPm , otvorenoj jedini6noj lopti Dm ili em , u zavisnosti 
od toga da je c > 0, c < 0 i/i c = 0. 

Kona6no, primeinno da je za Kelerove i skuro Kelerove inuogusLrukusti, 
holomorfna ravan {7', paralelna duZ geodezijske linije 7. Uzimajuei re-

strikciju funkcije holomorfne sekcione krivine na polje ovih ravni, direktno do-
bijamo da je ova restrikcija konstantna funkcija ako i samo 

( 17.71R) 7 1 	 = 0 
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a ovo vazi za svaku geodezijsku liniju ako i samo ako je 

xR)X JX X ✓ X = 0  

za sva vektorska polja X na M. Ovo je vrlo koristan uslov za karakterizaciju 
nekih specijalnih klasa skoro hermitskih mnogostrukosti. Zaista, va2i sledeea 

Teorema 2.12. ([36],[67]) Kelerova mnogostrukost je lokalno hermitski sime-
triena ako i samo je 

(C7  XR)X JX X Jx =0 

za sva vektorska polja X na M. 
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3. Kontaktna geometrija )(x)-- rz(x) 

3.1. Skoro kontaktne i kontaktne mnogostrukosti 

Za diferencijabilnu mnogostrukost M 2n+ 1  ka2emo da ima skoro kontaktnu 
strukturu ako dopu§ta (nesingularno) vektorsko poije e (tzv. karakteristi6no 
vektorsko poije), 1-formu rJ i (1, 1)-tenzorsko poije co (koje eesto posmatramo kao 
poije endomorfizama tangentnih prostora u svim taekama), koji zadovoljavaju 

(52) 77W = 1  , 	V2  = —/ n e 
gde I oznaeava poije identi6nih transformacija tangentnog prostora u svim 
taaama. Iz ovih uslova sledi da vazi 

(53) coe = 0 , 	rJ o cp = 0 , 	rankcp = 2n . 

Skoro kontaktna mnogostrukost je mnogostrukost M snabdevena sa skoro kon-
taktnom strukturom (co, e, n) i oznaeavamo je sa ( M, 	. 

Po definiciji, svaka skoro kontaktna mnogostrukost mora imati nesingu-

larno vektorsko poije e na M. Medutim, Ojlerova karakteristika bilo koje kom-
paktne mnogostrukosti jednaka je nuli i tada postoji najmanje jedno nesingu-
larno vektorsko poije na mnogostrukosti. Zato se mo .ie smatrati da uslovi za 
skoro kontaktnu i skoro kompleksnu strukturu nameOu skoro isti stepen restrik-
cije za neparno i parno dimenzione mnogostrukosti. 

Takode, svaka skoro kontaktna mnogostrukost dopuSla Rimanovo me- trieko 
tenzorsko poije koje ima analognii ulogu kao skoro hermitsko metri6ko tenzorsko 
poije. Preciznije, za Rimanovu metriku g na skoro kontaktnoj mnogostrukosti 
( M, cp, , n) ko j a zadovoljava 

(54) g(cpX,(pY) = g(X, Y) — n(X)77(Y), 

za svako X, Y E X, ka;temo da je kompatibilna sa (iii pridruiena) skoro kon-
taktnom strukturom. Za (co, e,77,g) ka,2emo da je skoro kontaktna metrieka 
struktura na M i M nazivamo skoro kontaktnom metriekom mnogostrukogu. 
Primetimo da stavljajuei Y = e u (54) dobijamo 

(55) n(X) = 

za sve X E X(M) , §to znaei da je metrieki dual za vektorsko poije e. Dalje, 
zamenjujuei X = u (55) i koristeei (52) dobijamo da je vektorsko poije 
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jediniene du2ine. Uobieajeno je da vektorska polja X ortogonalna na e nose 
naziv horizontalna vektorska polja. 

Neka je h neka Rimanova metrika na skoro kontaktnoj mnogostrukosti 
g). Stavljajuoi 

(56) (X, Y) = h(c0 2  X, yo 2Y) 71(X)77(Y), 

mote se pokazati da je Rimanova metrika g, definisana sa 

(57) g(X, Y) = 
1 
i(h'(X,Y)+ ((pX,coY) 77(X)77(Y)) , 

kompatibilna sa datom skoro kontaktnom strukturorn (co, e,77) , tj., skoro kon- 
taktna mnogostrukost uvek dopu§ta najmanje jednu kompatibilnu metriku. 
Dab°, iz (52),(54) i (55) sledi 

(58) g(coX, Y) + g(X,coY) = 0 , 

tj., cp je koso-simetrieno tenzorsko polje u odnosu na g. 

Neka je M 2n+ 1  skoro kontaktna mnogostrukost sa skoro kontaktnom struk-
turom (co, e, 'q ) i pretpostavimo da je g kompatibilna metrika. Neka je U 
koordinatna okolina na M i izaberimo jedinieno vektorsko polje X 1  koje je 
ortogonalno na e svuda na U. Tada sledi iz (52) i (54) da je Xi = (PX1 
ponovo jedinieno vektorsko polje na U, svuda ortogonalno na X 1  e. Dalje, 
izaberimo jedinieno vektorsko polje X2 ortogonalno na X 1  i i neka je 
X2 = 4,0X2. Nastavljajuei na sliean naein, konaeno dobijamo ortogonalno polje 
baza {e, X1, Xi., 	, X n , X n } na . U, koje nazivamo adaptirano polje baza. U 
bilo kojoj taeki m E M, adaptirano polje baza {e, X1, Xi, • • • , Xn, Xn } ini- 
cira ortonormiranu bazu tangentnog prostora 	{e, Xi, coXi, • • • , Xn, CoXn} • 
Ovakve specijalne baze nazivamo co- baze. 

Koristeei einjenicu da mo2emo (lokalno) konstruisati adaptirano polje baza, 
mote se pokazati (videti na primer [3],[66]) da su uslovi (52) ekvivalentni 
einjenici da se strukturna grupa tangentnog raslojenja TM mnogostrukosti 
M mo*Ze redukovati na U(n) x 1, tj., da se mo'e konstruisati otvoren pokriva. 
{/4,} cvE l mnogostrukosti Mtn-1-1, zajedno sa ortonormiranim poljem baza koje 
se transformi§u na presecima 	n 	dejstvom 1 i(n) x 1. Odavde se lako moe 
zakljueiti da je svaka skoro kontaktna mnogostrukost orijentabilna. 

Za svaku skoro kontaktnu metrieku mnogostrukost (M,ca,C g) mo2emo 
definisati dva-formu ¢ na M sa 

(59) q5(X, Y) == g(X,cpY) 
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za sve X, Y E X(M)• Ovu dva-formu q  nazivamo fundamentalna dva-forma iii 
Sasakijeva forma mnogostrukosti (M,(p,e, g). Sasakijeva dva-forma proiz-
voljne skoro kontaktne mnogostrukosti zadovoljava 

(60) IJ AOn 00. 

Moe se pokazati da je uslov (60) karakteristiean za skoro kontaktne mno-
gostrukosti. Ovo daje treau definiciju skoro kontaktne mnogostrukosti: mno-
gostrukost M dimenzije 2n + 1 nosi skoro kontaktnu strukturu ako i samo ako 
dopugta globalnu jedan-formu i7  i globalnu dva-formu koje zadovoljavaju (60) 
svuda na M. (U [3] se mogu naei dokazi ekvivalentnosti ovih definicija.) 

3.2. Kontaktne mnogostrukosti 

Za mnogostrukost M 21.14-1  ka2emo da je kontaktna mnogostrukost ako ima 
globalnu jedan-formu i  takvu da vazi 

(61) 71 A (dri)n  0 0 

svuda na M. Jedan-formu i  nazivamo kontakt forma. Jasno je (koristeOi tre6u 
definiciju) da se kontaktna mnogostrukost uvek mote snabdeti skoro kontakt-
nom strukturom ri ) ([3]). 

Neka je g Rimanova metrika na M kompatibilna sa skoro kontaktnom 
strukturom i neka, je Sasakijeva forma definisana relacijom (59). Ako 
zadovoljava relaciju 

(62) = dry , 

tada se (ya, e g, q5) naziva kontaktnom metrickom strukturom, a (M, cc, , n, 
g, q5) kontaktnom metrickom mnogostrukogu. Napomenimo da uvek postoji 
ovakva kompatibilna metrika. (Za dokaz pogledati [3].) 

Interesantno je primetiti da su integralne krive karakteristienog vektorskog 
polja na kontaktnoj mnogostrukosti g) geodezijske linije. Zaista, 
kako vektorsko polje ima konstantnu duEnu, imamo 

g(Vte,) = 0 . 

S druge strane 
1 
—
2
g(Vg,X) = c/r/(, 	= ck(, 	= 0 
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za sva vektorska polja X ortogonalna na 6, tj., Vg = 0. Nadalje eemo to 
(specijalne) geodezijske linije zvati e-geodezijske linije. 

3.3. K-kontaktne mnogostrukos ti 

Neka je A4.2n-F1 kontaktna metrkka mnogostrukost sa kontaktnom metri6- 
kom strukturom (cc), 6, mg). Ako je karaktoristi'eno vektorsko polje e Kilingovo 
vektorsko polje u odnosu na g, tj, ako 

Go = 0 

ekvivalentno, ako 

(63) g(Vxe,Y)+g(X,N7ye). 0 

za sve X, Y E X(M), tada za M kaemo da je K-kontaktna (metrieka) mno-
gostrukost. Geometrijski, ovo znaei da, su sva stanja O t  (lokalnih) "tokova" 
od 6 (lokalne) izometrije na (M, g). 

Koriste6i. (62) i (63), sledi da je 

(64) Vxe — (PX 

za sve X E X(M), Ohrnnto, aka strukturni tenzori (co, 	g) na, skoro Icon- 
taktnoj metriaoj mnogostrukosti M zadovoljavaju (64) za sve X E X(M), 
mnogostrukost M je automatski K-kontaktna mnogostrukost. Zaista, koriste6i 
(21) i (64), dobijamo da je 

1 
c/77(X, Y) = —

2 
(g(Vx6, Y) — g(X, Vye)) = cb(X, Y) 

za sve X, Y E X(M), gto znaei da je (M, v, 6, mg) kontaktna mnogostrukost. 
Dalje, iz (64) odmah sledi (63), tj., e je Kilingovo vektorsko polje. 

Dalje, uaimo neke geometrijskc karakterizacije K-kontaktnih mnogostru-
kosti: naime uslov da je M K-kontaktna mnogostrukost implicira vrlo intere-
santne restrikcije na krivinu od M, tj. vale sledeee teoreme: 

Teorema 3.1. Da bi (2n+1)-dimenziona Rimanova mnogostrukost M bila 
K-kontaktna mnogostrukost, neophodno je i dovoljno da sledeoa dva uslova budu 
zadovoljena: 
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(1) M dopuata jedinieno Kilingovo vektorsko polje e; 

(2) sekciona krivina snake sekcione ravni koja sadrii jednaka je 1, tj. Ravc 
= g(X, X), za sva horizontalna vektorska polja X . 

Teorema 3.2. 	Kontaktna metrieka mnogostrukost M 2n+1  je K-kontaktna 
mnogostrukost ako i samo ako je RiC'ijeva krivina p(e,e) u pravcu karakter-
istienog vektorskog polja jednaka 2n. 

Jasno je da su u slueaju K-kontaktnih mnogostrukosti integralne krive za 
geodezijske linije, ali nazi i vise. Naime, mo2emo pokazati da geodezijska, 

linija y koja je ortogonalna na u jednoj taeki (tj., n('y(to)) = 0 za neko to), 
ostaje ortogonalna na du2 7. Zaista, neka je -y geodezijska linija na M. Tada 
iz (64) sledi 

Vi(g(Y,e)) = g(V.0, ,e) 	 = 0. 

Dakle, n('y) = gey, je konstantno du2 proizvoljne geodezijske linije -y ortog-
onalne na u jednoj taeki. Ove specijalne geodezijske linije ortogonalne na 
nazivamo cp-geodezijske linije. 

3.4. Sasakijeve mnogostrukosti 

Neka je M 2n+ 1  skoro kontaktna mnogostrukost sa skoro kontaktnom struk-
turom (co,e,n). Tada mo2emo definisati skoro kompleksnu strukturu J na 
M x R sa 

(65) f —dt ) = (VX — fe,n(x)—dt ) 

pri cemu je f (diferencijabilna) funkcija na M x R, t je koordinata na R i 
X E X(M). Za skoro kontaktnu strukturu C, 77) katemo da je normalna ako 
je skoro kompleksna struktura J integrabilna. Koriste6i dobro poznatu teoremu 
Newlander-Nirenherg-a [54], mote se pokazati ([3],[66]) da je ovo ekvivalentno 
anuliranju tenzorskih polja N1, N2 , N3 , N4 definisanih sa 

(66) Ni (X, Y) = [40 , (PI (X, Y) + 2dn(X, 

(67) N2(X, Y) = (Apxn)(Y) (rwYn)(X), 
(68) N3(X, Y) (Cep)X, 
(69) N4(X, Y) = (Co)(X). 
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Ovde smo sa [cp,(p] oznaeili Nijenhuis-ov tenzor torzije od ep , definisan sa 

(70) ko, 	Y) = (P 2 [X, Y] + [cox, (PY] — [X, (pY] — cp[vx, Y] • 

Moguee je pokazati ([3],[65],[66]) da anuliranje N 1  implicira anuliranje i pre-
ostala tri tenzorska polja. Naime vane sledeee teoreme: 

Teorema 3.3. Skoro kontaktna mnogostrukost (M,co,e,n) je normalna ako 
i samo ako je [cp,c,o]+ 2d77 e = 0 . 

Teorema 3.4. 	Neka je (M,cp,e,71,g) kontaktna metricka mnogostrukost. 
Tada se tenzori N2 i N4 identicki anuliraju. Dalje, tenzor N3 se anulira ako i 
samo ako je karakteristicno vektorsko polje Kilingovo u odnosu na g. 

Kontaktna metriaa mnogostrukost (M, (p, e, r), g) 6ija je kontaktna me-
trieka struktura normalna, naziva se' Sasakijeva mnoostrukost. Sledeea, teo- 
rema pokazuje kako je moguee ova dva uslova (da je M normalna i kontaktna 
metrieka mnogostrukost) izraziti preko jedne tenzorske jednaeine. 

Teorema 3.5. 	Skoro kontaktna metriaka mnogostrukost (M,(p,e,n,g) je 
Sasakijeva ako i samo ako je 

(71) x(P)Y = 9(X,Y)e — n(Y)X 
za sva vektorska polja X i Y. 

(Dokazi ovih teorema mogu se ngi u 

Iz Teoreme 3.4. sledi da je svaka Sasakijeva mnogostrukost i K-kontaktna. 
Interesantno je da u 3-dimenzionom sluaaju va2i i obrnuto. 

Dalje, einjenica da M ima Sasakijevu strukturu ima uticaja na Rimanov 
tenzor krivine. Naime, va2i 

(72) Rxy = n(Y)X — n(X)Y 
Rxcif = g(X,Y)e — 77(Y)X 

Interesantno je da Sasakijeve mnogostrukosti mogu biti karakterisane i na 
sledeei naain: 

Teorema 3.6. ([3]) Neka je M 2n+1  Rimanova mnogostrukost sa jedinienim 
Kilingovim vektorskim poljem e takvim, da vaii 

Rxye = g(e, X)Y — g(e,Y)X 

3].) 

• 26 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



za sve X,Y E X(M). Tada je M Sasakijeva mnogostrukost. Sasakijeva 
struktura na M odredena je vektorskim poljem jedan-formom rl datom sa 
n(X) = g(e, X) i (1,1)-tenzorskim poljem cp definisanim sa (pX = x- 

Na kraju, navedimo jo§ neke korisne osobine tenzora krivine Sasakijevih 
mnogostrukosti: 

(73) Rcox ,pz cow = RXYZW 

za sve X, Y, Z, W ortogonalne na e; 

RxyZsoW RXYcoZW = g(X,(pZ)g(Y,W)— g(X,wW)g(Y,Z) 

(74) —g(Y,yoZ)g(X,W) g(Y, pW)g(X, Z) 

za sve X,Y, Z, W E X(M). 

3.5. Raslojavanje na skoro kontaktim mnogostrukostima 

U ovom odeljku eemo ukazati na (bar lokalno) jaku vezu izmedu skoro kon-
taktnih i skoro kompleksnih mnogostrukosti. Ponovimo prvo neke pojmove iz 
op§te lokalne teorije. Naime, neka je Mn (glatka) n-dimenziona mnogostrukost 
i pretpostavimo da je X E X(M) (glatko) vektorsko polje na M. Ako je p E M 

taeka takva da je X(p) 0 0 , tada uvek mo2emo naei koordinatnu okolinu 
oko p snabdevenu sa koordinatnim sistemom 

Rn : q H 0(q) (x l (q), 	,x„(q)) 

takvim da je 

X = 
axi 

svuda na U i takvim da je presek U sa integralnim krivim od X dat sa 

x 2  = const., • . • , xn, = const. 

(Dokaz ovoga se mote nth u [62].) Koordinatna okolina (U, ovog tipa je 

regularna okolina (u odnosu na taeku p i vektorsko polje X). Nadalje oemo 

posmatrati regularnu okolinu U kao glatku n-dimenzionu mnogostrukost (sa 
diferencijabilnom strukturom indukovanom diferencijabilnom strukturom na 
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M) i restrikciju vektorskog polja X na U. Dalje, pretpostavi6emo da taeka p 
ima koordinate 1/)(p) 	(1)19P23 • • • 9pn) • Tada je rez if C Lf , definisan sa 

= {q E ii1X1(q) = Pi} 

jedna (n— 1)-dimenziona (glatka) podmnogostrukost od Lf zvana bazna mno-
gostrukost i preslikavanje 

7r 	-412  q(qi,q2, • • • qn) 1-4  q(731, (72, • • • qn) 

je submersija sa Lf na U . Fiberi 71-1 (4) submersije ir su (restrikcije) integralnih 
krivih X na U. 

Primenimo ovo na skoro kontaktni slueaj. Pretpostavimo da je M 271+ 1 
 skoro kontaktna mnogostrukost sa skoro kontaktnom strukturom (co, e, rl , g) i 

neka je p proizvoljna taeka na M. Kako je karakteristi6no vektorsko polje ne-
nula u p, mo2emo naci regularnu okolinu Lf oko p, baznu okolinu Lf i submersiju 

://1---*/1 koja preslikava svaku integralnu krivu od e u taeku. Nadalje eemo 
se ograniaiti na (otvorenu) podmnogostrukost U. Jasno je da restrikcija skoro 
kontaktnih strukturnih tenzora na regularnu okolinu Lf 6ini (U, cp, e, 'q, g) skoro 
kontaktnom mnogostrukogeu, koju aemo nazivati regularnom skoro kontaktnom 
mnogostrukoku ([56]). 

Neka je if regularna skoro kontaktna mnogostrukost sa skoro kontaktnim 
strukturnim tenzorima (cp, e, 77). Skoro kontaktna struktura (c,o, e, 77) je invari-
jantna ([56]) ako vazi 

(75) Len  o i Goo = 0 

svuda na U. Geometrijski, ovo znaei da su 	invarijantni u odnosu na sva 
stanja 7/4(t dovoljno blizu 0) (lokalnih) tokova e, tj. za sve ( dovoljno male) 
t e R i sve q E u takve da Ot (q) E Ll, imaino On g liq  = 77,0t(q)  onq  0 (pq  
(10,0 i  (q) 0 fit* 1 q • Ako pretpostavimo da .je (co, e, i) invarijantna skoro kontaktna 
struktura na U, mo2emo definisati (1, 1)-tenzorsko polje J na Lf sa 

(76) (±(p)) = ir*Ip(pp (±*(p)) 

gde je 7r(p) = 73, a X* (p)' je lift of X u odnosu na rl (u taeki p), tj., (jedinstveni) 
vektor tangentan na u p takav da 0 i I p (iC*) = X . Primetimo 
da je invarijantnost (75) za i  i cp ekvivalentna cinjenicama 

n(f(*(p)) n(±*(P')) 
(77) 

7,kco(±*(P)) = r*(10(±* (pi)) 
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kadgod je r(p) = 74'). (Videti npr. [47].) Dakle, iz invarijantnosti skoro 
kontaktne strukture sledi da je tenzorsko polje J dobro definisano. Dalje, lako 
je pokazati da je J 2  = —I , gde je I identiena transformacija na tangentnom 
raslojenju TU bazne mnogostrukosti U, pa U dopuSla (prirodnu) skoro kom-
pleksnu strukturu, zvanu indukovana skoro kompleksna struktura. 

Dalje eemo posmatrati strukturu skoro kompleksne bazne mnogostrukosti 
(U, J) u slueaju kada mnogostrukost M (a time i regularna podmnogostrukost 
U) nosi jaen strukturu. Preciznije, pretpostavimo da je U (regularna) slcoro kon-
taktna mnogostrukost, snabdevena invarijantnom strukturom (c,o, e, i) i posma-
trajmo Rimanovu metriku g na U koja je invarijantna pri stanjima t  lokalnih 
tokova od e, (tj., G ig = 0 svuda na U, Ato znai da je e Kilingovo vektorsko polje 
u odnosu na metriku g) i koja je pridru2ena datoj skoro kontaktnoj strukturi. 
Tada mo .2erno definisati metriku G na U sa 

(78) 	 G(k 	= g(k* , 

za sva vektorska polja X, Y tangentna na U. Metriku G zovemo indukovana 
metrika na U i mo2e se pokazati ([56]) da je (U, G, J) skoro hermitska mno-
gostrukost. Primetimo da je, u ovom slueaju, projekcija it :1 Rimanova 
submersija. (Dalji detalji o ovim submersijama mogu se nab u [62].) 

Ako jc (U, 	g) (regularna) kontaktna metrieka mnogostrukost, ko- 
risteei Teoremu 3.4., sledi da ako je kontaktna metrieka struktura (w, 	g) 
na U invarijantna, ona automatski mora da bude i K-kontaktna struktura. 
Obrnuto, ako je U (regularna) K-kontaktna mnogostrukost, njeni strukturni 
tenzori su sigurno invarijantni u odnosu na tok kara.kteristi6nog vektorskog 
polja e. Zbog toga oemo nadalje posmatrati samo K-kontaktne metri6ke mno-
gostrukosti. U tom sluaaju Sc mo2e dokazati ([56]) da U sa skoro hermitskom 
strukturom 	J) postaje skoro Kelerova mnogostrukost, tj., cin = 0 , pri 
eemu je 	Y) = G(X, JY) Kelerova forma na (U, G, J) . Dokazi i detaljnija 
diskusija, mogu se nazi u [10], [55]. 

U [55] je pokazano da ako je (regularna i invarijantna) skoro kontaktna 
metrieka struktura na U normalna, tada je indukovana struktura na if inte-
grabilna, tj., U snabdeveno sa indukovanom strukturom (G, J) je kompleksna 
mnogostrukost. Takode, mo2emo zakljueiti da ako je U regularna Sasakijeva 
mnogostrukost, njeni strukturni tenzori su automatski invarijantni (jer je e 
Kilingovo vektorsko poljei jer zbog N3 = N4 = 0 sledi (75)). Dalje, skoro 
hermitska struktura (G, J) indukovana na baznoj mnogostrukosti U je inte-
grabilna i skoro Kelerova, pa je (U ,G, J) Kelerova mnogostrukost. 

29 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Na kraju, navedimo odnos izmedu Rimanovog tenzora krivine regularne 
Sasakijeve mnogostrukosti U i njenog baznog prostora U . Neka je 
Sasakijev prostor i ozna6imo sa (U, G, J) njegov bazni prostor, snabdeven sa 
indukovanom Kelerovom strukturom. Dalje, ozna6imo sa V i V Levi-Civita 
koneksiju za (U, g) i (U,G), redom. Tada va2i slede6a, relacija: 

* (79) 	 (t)--( 17) = Vie * Y (v )-( *k*) 

za sva vektorska polja X , Y i Z tangentna na 	Koristeei relacije (75) i (79) 
lako se dobija ([55]) 

Gaxyzy 	x *k., + g(cok* , 2*) (pff* 

(80) — g( gok* , 2*)(pk* + 2 g(cok*,k *) (p2* , 

(81) /5(.k, k)* = p(.k* *) + 2g(k*,17*), 
(82) f*=7- + 2n, 

pri eemu su R, p, T oznake za Rimanov tenzor krivine, Rie'ijev tenzor (tipa 
(0,2)) i skalarnu krivinu na (U, g), a R , p , T su analogne oznake za (U,G). 
Dalje, vane i sledeae relacije 

(83) 2.(11;1/. 0 7r = ( V)-( ,,R)1,- *2*/-7 ,. g, *  , 

(84) ( ) 2 .

°71" 	(OX. P)1,-,• *  2* 

za X, Y, Z, V, W E X(0). 

3.6. Sasakijeve prostorne forme 

Neka je (M,(p,e,ri,g) Sasakijeva mnogostrukost. Sekcionu ravan u tan-
gentnom prostoru E M nazivarno (p-sekcijom ako sadr2i ortonormiranu 
bazu oblika, {X, cpX}, pri eemu je vektor X E Mm  ortogonalan na u m. Sek-
cionu krivinu cp-sekcije nazivarno pridruZenom co- sekcionont krivinont. Pozna,to 
je da co-sekciona krivina potpuno odreduje krivinu Sasakijeve mnogostrukosti 
([3]). 

Sasaljeyun:mogostrukost sa konstantnom cp-sekcionom krivinom c nazi-
vamo Sasakijeva prostorna forma i oznaeavamo sa M 2n+ 1 (c). Njen tenzor 
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krivine odreden je relacijom: 

(85) 	Rxy Z =
c + 3 

 {g(X, Z)Y — g(Y, Z)X1 +
-
4

1 
{n(Y)n(Z) X 

4 
— n(X) n(Z)Y — g(Z, (pY) coX + g(Z, cpX) yoY 

—2 g(X, („oY) caZ — g(X, Z)n(Y) e + g(Y, Z) n(x) 
}, 

za sve X, Y, Z E X (Ai). Primetimo da, ukoliko je co-sekciona krivina (povezane) 
Sasakijeve mnogostrukosti dimenzije > 5 u svakoj taeki mnogostrukosti nezav- 
isna od izbora co-sekcije u taeki, tada je konstantna i na celoj mnogostrukosti. 

Sledeou karakterizaciju Sasakijevih mnogostrukosti konstantne v-sekcione 
krivine dao je Tanno u radu [73]: 

Teorema 3.7. Povezana Sasakijeva mnogostrukost M dimenzije > 5 je 
Sasakijeva prostorna forma ako i samo ako je, za svaki horizontalan vektor 
X , Rx wx X kolinearno sa cpX 

Koristeei (75) i (80) vidimo da je bazna mnogostrukost Sasakijeve pros-
tome forme pri (lokalnoj) fibraciji 7r : M —+ M Kelerova mnogostrukost kon-
stantne holomorfne sekcione krivine c + 3, tj., vazi 

Teorema 3.8. ([59]) Povezana Sasakijeva mnogostrukost ima konstantnu 
(p-sekcionu krivinu ako i samo ako je holomorfna sekciona krivina svake bazne 
mnogostrukosti konstantna. 

Dalje, primetimo da kada je c = 1, Sasakijeva mnogostrukost M 2n+ 1  ima 
konstantnu sekcionu krivinu 1 i lokalno je izometriena jedinienoj sferi S 2n+ 1 (1). 
Konaeno, navedimo da su Sasakijeve prostorne forme potpuno klasifikovane 
([3], [72]) i da lokalno postoje tri razlieite klase u zavisnosti od znaka c+3: 

I slueaj. 

Posmatrajmo neparno-dimenzioni vektorski prostor R 2n+ 1  kao diferencijabilnu 
mnogostrukost, snabdevenu sa standardnim koordinatnim sistemom 	. , xn, 

z). ) Jedan-forma definisana u odnosu na ove koordinate sa 

= (Ch - E yidxi ) 

defini§e kontaktnu strukturu na 2n+1.  Skoro kontaktna metrieka struktura 
pridru2ena ovoj kontaktnoj strukturi zadana je karakteristi6nim vektorskim 
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poljem 

Rimanovom metrikom 

1 n■ 

	

g = 	77  + _4 1J 
((dx j ) 2  + (dyi ) 2 ) , 

i=1 

i (1, 1)-tenzorskim poljem cp eije su komponente u odnosu na standardnu bazu 

a 	a 	a 	a 	i s 	a 

	

a
X2 

_ . 	= 

	

OW 	r  aYi 	(Tg* 1  aZ 	= 	i 1'  • • • n  

Lako se proverava da va2i Teorema 3.3., pa je ova kontaktna metriaka 
struktura normalna i (R 2Th+ 1 , (a°, g) je Sasakijeva mnogostrukost. Takode 
se mote proveriti da je sa ovom metrikom R 2n+ 1  Sasakijeva prostorna forma 
sa c= —3.([61]) 

II slueaj. 

U radu [74], Y. Tashiro je dokazao da svaka C" orijentabilna hiperpovrg skoro 
kompleksne mnogostrukosti ima skoro kontaktnu strukturu. Ovde eemo iskoris-
titi taj rezultat da opigemo skoro kontaktnu (metrieku) strukturu na jedinienoj 
sferi S 2n+ 1 (1) u R2n+2 . 

Prvo, posmatrajmo R 2n+2  snabdeveno sa njegovom standardnom skoro 
hermitskom strukturom, tj., standardriom metrikom G i (1,1)-tenzarskim pol-jem J definisanim sa 

	

JEj= Eid-n+1 	= —E1 7 i= 1,...,n+1, 

gde su E1, ... , E2n+2 bazna vektorska, polja standardnog koordinatnog sistema 
(xi, 
	, x 2 ) na  R2n+2 .  ... ,0 

Dalje, neka je S 2n+ 1  (1) jediniena sfera u R2n+ 2 , defin- 
isana sa Ei2n-I-2 

i (Xi ) 2  = 1, oznaeimo sa N = (x 1 ,...  ,x2n-F2) jedinieno spoljaS'nje 
normalno vektorsko polje na S 2n+ 1 (1) i sa g indukovanu Rimanovu metriku. 
Stavljajuei e = JN , 7(X) = G(X,e), za proizvoljno vektorsko polje X tan-gentno na S2n+1 (1) i 

(pX = JX — G(JX,P)N = JX +77(X)N , 
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dobijamo skoro kontaktnu metrieku strukturu (cp, 	g) na S2n+ 1 (1), poznatu 
kao standardna skoro kontaktna nietrieka struktura. (Mote se pokazati da je 
indukovana metrika g zaista pridru2ena skoro kontaktnoj strukturi.) Poznato 
je da je S 2n+ 1 (1) snabdevena standardnom (tj. indukovanom iz R 2n+2  ) Ri-
manovom metrikom g prostor konstantne krivine 1 ([3]). 

Dalje, posmatrajmo deformisanu strukturu prethodno uoeene strukture 

1 
= 	= 	(P*  W 

g* = ag + a(a — 1)77 ® , 

pri 6emu je a pozitivna konstanta. S. Tanno je u radu [71] pokazao da je S 2n+ 1  
sa ovakvom strukturom Sasakijeva mnogostrukost sa konstantnom (p-sekcionom 

krivinom c = —
4 

— 3 . 
a 

III slueaj. 

Neka je B n  prosto povezana ogranieena oblast u cCn i oznaeimo sa (J, 
Kelerovu strukturu na B sa konstantnom holomorfnom sekcionom krivinom 
k < 0. Dalje, posmatrajmo (trivijalno) linijsko raslojenje B n  x R i neka je 
t standardni koordinatni sistem na R. Kako je fundamentalna 2-forma 52 
Kelerove strukture (J, G) zatvorena, to postoji realna analitieka 1-forma w, 
takva da va2i S2 = du). Moe se pokazati da jedan-forma 

7r*  CO 	dt , 

zajedno sa Rimanovom metrikom 

g = 7r* G + n o n  

defmige Sa.sakijevu strukturu na Dm x R sa krivinskom formom 

dry = 7r*S2 

Direktnim izraeunavanjem ([59]) dobija se 

K(FrX,FrY) = K * (X,Y)— 377 (v, x ,irY 
2 
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pri eemu je K oznaka za sekcionu krivinu mnogostrukosti Bn x R, K*  sekciona 
krivina za Bn , fr.  oznaeava horizontalni lift, a {X, Y} je ortonormirani par na 

Tada je 

g(VirxirY, = 	VirXe) = g(FrY, (pi X) 

pa kako je coiX = 'irJX, to Bn x R ima konstantnu (p-sekcionu krivinu c = k —3 
([72]). 

3.7. Simetrieni i cp-simetriani Sa,sakijevi prostori 

Poznato je da je lokalna simetrija, tj., VR = 0, vrlo strog uslov za K- 
kontaktne mnogostrukosti. Zaista, dokazano je u [70], ([86]) da vazi sledeea 
teorema: 

Teorema 3.9. Povezana lokalno simetriena K-kontaktna mnogostrukost ima 
konstantnu krivinu I. 

Dakle, iz ove teoreme sledi da je svaka lokalno simetriana K-kontaktna 
mnogostrukost /1/ 2n+ 1  lokalno izometriena jedinknoj sferi ,5 271+ 1 (1). U radu 
[60], M.Okumura je vee bio dokazao sledeCu teoremu: 

Teorema 3.10. Povezana, lokalno simetriena Sasakijeva mnogostrukost ima 
konstantnu krivinu 1. 

Ovo je iniciralo uvodenje nove klase tzv. lokalno co-simetrianih prostora. 
Takahashi je u radu [69] definisao ove mnogostrukosti kao Sasakijeve mno-
gostrukosti koje zadovoljavaju uslov 

S02 (VvR)xYZ = 0 

za sve horizontalne vektore X, Y, Z, V . 

Ova definicija je sasvim prirodna. Naime, koristeei (64), (72), (79) i (80), 
dobijamo 

((C7vR) xy  = __ (10 2(vv. mx.y. z * 

za proizvoljne vektore X, Y, Z, V na U. 
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Primetimo da postoji innogo primera lokalno (p-simetrisnill prostora. Speci-
jahm klasu primera Zinc Sasakijeve prostorne forme, iako postoje i Innogi 
drugi primeri, koji nemaju konstantnu 	sekcionu krivinu. Razni primeri 
co-simetrienih prostora se mogu naei u [69] i [83]. Nedavno su (globalno) 
simetriene prostore klasifikovali 0. Kowalski, S. Wegrzynowski i J. Jimenez 
([44], [49]). Postoje 6etiri klase ovih prostora, od kojih dve sack& sve Sasaki-
jeve prostorne forme. 

Dalje, a radu [69] T. Takahashi je okarakterisao (p-simetrithe prostore na 
sledeei naein: 

Teorema 3.11. 	Sasakijeva mnogostrukost je lokalno (p-simetrWm,a ako 
samo ako je svaka Kelerova mnogostrukost, koja je bazni prostor lokalnog raslo-
jenja, lokalno izometricna hermitskom simetricnom prostoru. 

Takode, D.E.Blair i L.Vanhecke su u radu [7] dokazali sledeeu teoremu 
koja karakterge co-simetriene prostore. 

Teorema 3.12. 	Sasakijeva mnogostrukost M 2". +1  je lokalno (p -simetr ie.na 
ako i samo ako vazi 

(V .  X R) X coX X gpX = 

za sue horizontalne X C X(M) . 

Na kraju, napomenimo da je T.Takahashi u radu [69] uveo definiciju (p-
geodezijske simetrije i to iskoristlo za jednu od karakterizacija (p-simetrienih 
prostora. Preciznije, lokalni difeomorfizam sx  Sasakijeve mnogostrukosti M, 
x E M, je (p -geodezijska simetrija u x, ako je njen domen U takav da za svaku 
co-geodezijsku liniju -y = (t) takvu da -y(0) le2i u preseku U sa integralnom 
krivom od kroz x, vazi 

sx -y(t) = 7(—t) 

za svako t. 

Sada je lako dokazati (koristeOi Teoremu 3.11.) ([69]) da va2i sledeoa teo-
rema: 

Teorema 3.13. Neophodan i dovoljan uslov za Sasakijevu mnogostrukost da 
bude lokalno (p-simetrie-an prostor je da u svakoj taeki dopata (p-geodezijsku 
simetrtju, koja je lokalni automorfizam. 
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II JAKOBIJEVA VEKTORSKA POLJA 

1. Osnovni pojmovi o Jakobijevim vektorskim poljima 

Neka je (M, g) Rimanova mnogostrukost i pretpostavimo da je -y : [a, b] 
M kriva na M. Varijacija krive -y je dvo-parametarsko preslikavanje 

r : [a, b] x (—e, e) 	M : (s ,t) 	(s , t) 

takvo da je r(s, 0) = y(s) za sve s E [a, b]. Za datu konstantu u, kriva bu = 
r(u, t) je transverzala, a krive -y,v (s) = r(s, v), za konstantno v, su longitudinale. 
Vektorsko polje V du2 7, definisano relacijom 

V(s) = at (s, 0) , 

(tj., V(s) je poeetni vektor brzine transverzala Ss ) je varijaciono vektorsko polje 
varijacije r i intuitivno je jasno da ovo vektorsko polje pokazuje, infinitezi-
malno, kakvo je pona§anje varijacije u okolini krive -y. 

Pretpostavimo da je y geodezijska linija i da je r varijacija !za y takva 
da je svaka longitudinala yu  za r geodezijska linija. Tada varijaciju r nazi-
vamo geodezijska varijacija iii jedno-parametarska familija geodezijskih linija. 
Varijaciono vektorsko polje geodezijskih varijacija je usko povezano sa krivi-
nom mnogostrukosti M. Zaista, mote se pokazati ([19], [30]) da varijaciono 

36 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



vektorsko polje geodezijske varijacije r (geodezijske linije y) zadovoljava tzv. 
Jakobijevu diferencijalnu jednacinu 

(1) V" + 	= 0 , 

pri eemu ozna6ava diferenciranje (du2 7) po s. 

Vektorska polja du2 geodezijskih linija, koja zadovoljavaju Jakobijevu dife-
rencijalnu jednaeinu (1) zovemo Jakobijeva vektorska polja. Jasno je da su 
sva varijaciona vektorska polja geodezijskih varijacija primeri Jakobijevih vek-
torskih polja. Obratno, svako Jakobijevo vektorsko polje Y did geodezijske 
linije y je varijaciono vektorsko polje neke geodezijske varijacije r od -y ([31]). 

Neka je -y : [a, b] 	-y(s) geodezijska linija u M i pretpostavimo da 
je V Jakobijevo vektorsko polje duz -y . Dalje, izaberimo ortonormiranu bazu 
{ e l , , en } tangentnog prostora M.7 (a) i ozneimo sa {E1, , En } polje baza 
du2 -y , dobijeno paralelnim pomeranjem u odnosu na Levi -Civita koneksiju V . 
Tada mo2emo V predstaviti u odnosu na Ei , i = 1, , n , sa 

V(s) E Vi(s)Ei(s). 
i=i 

Kako su Ei paralelni du2 y, to je 

V" (S) E Vin  (s)Ei(s). 

Dalje, mo2emo videti da je 

(s)V(s)7 1 (S) 	E vi(s)R7, (s ),(3)-y/(s) 
i=1 

= E vi(s)R7l ( s ) ,(3)-y,(8),(3)Ei(s). 

Kako Ei (s), i = 	n formiraju ortonormiranu bazu tangentnog prostora 
M7 ( 3 ) n bilo kojoj taal. 7(s), Jakobijeva jednaZina (1) je ekvivalentna slede6em 
sistemu diferencijalnih jednaeina: 

(2) 
n 

Vj'(s) 	> k7, ( s ) Ei ( 8 ) ,,, ( .9)E,(8)vi(s) 	0 
i=1 
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za j = 	n. Iz teorije o linearnim diferencijalnirn jednaeinama drugog reda 
znamo da poeetni uslovi(0) i V;(0) , j = 1, • • . , n definigu (jedinstveno) 
re§enje sistema (2), tj., poaetni uslovi V(0) i V'(0) definigu jedinstveno Jako-
bijevo vektorsko polje du2 -y . 

Sledeea teorema odreduje opki oblik Jakobijevog vektorskog polja V du2 
geodezijske linije y , koje ujedno zadovoljava i poeetni uslov V(0) = 0. 

Teorema 1.1. 	Neka je y : a] 	M geodezijska linija na M. Tada je 
Jakobijevo vektorsko polje V dui -y sa poeetnim uslovom V(0) = 0 i Vi (0) = X 
dato sa 

V(s) = (dexp7 ( 0)) 8 .),,(0)(sX) 

za svako s E [0, a]. 

Lako se mote pokazati da va2i i sledeaa teorema i njena vrlo va2na posled-
ica. Vige detalja o Jakobijevim vektorskim poljima mote se naei u [30], [62]. 

Teorema 1.2. 	Neka je V Jakobijevo vektorsko polje dui geodezijske linije 
y. Tada je 

g (V (s), -y' (s)) = g(V1 (0), 1/(0))8 	g(V(0), y'(0)) 

za sve vrednosti s. 

Posledica. 	Pretpostavimo da• je V Jakobijevo vektorsko polje dui -y koje 
zadovoljava V(0) = 0 i takvo da je V'(0) normalno na 7/(0). Tada je V svuda 
normalno na -y' 
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2. Geometrija cevi i razvoj u red operatora oblika i 

Rieijevog operatora 

Kako su Jakobijeva vektorska polja blisko povezana sa varijacijom geodez-
ijskih linija, mote se oeekivati i njihova velika uloga u izueavanju geodezijskih 
sfera i cevi. Detaije o ovom naainu razmiSijanja i eksplicitna izraeunavanja 
mogu se mei u [5], [20], [22]-[29], [39], [77], [79], [80]. 

Takode, kao i u slueaju geodezijskih sfera i normalnih okolina, Jakobi-
jeva vektorska polja du2 geodezijskih linija ortogonalnih na krivu a imaju 
veliku ulogu u opisivanju nekih geometrijskih objekata pridru2enih cevima i 
cevastim okolinama, eije izueavanje je tema ovog rada. Preciznije, neka je 
p = exp,y(t) (su) (jedinstvena) geodezijska, linija parametrizovana duNnom luka, 
koja spaja a(t) i p i seee a pod pravim uglom. Neka, je {Fi, • • • , Fn} 
polje baza duz a, takvo da je Fi(t) = a(t) i Fn (t) = 7/ (0) Dalje, neka, je 
{E1, , En } polje baza du2 -y, dobijeno paralelnom translacijom {F1, .. • , F n } 
u odnosu na Levi-Civita koneksiju V i neka su Y1, , Yn_1 Jakobijeva vek-
torska polja du2 y, koja zadovoljavaju sledeee poeetne uslove 

l y1(0)=F1(t), 	1,;(0).(vyk)(0-(0), 

Yi(0) = 0 , 	11(0) = Fi(t), 	i = 2, ... , n — 1. 

Lako se mote pokazati da je veza izmedu ovih Jakobijevih polja i baznih 
vektorskih polja 	Fermijevog koordinatnog sistema (u odnosu na a(a) i 

, Fn } ), izraena sa: 

(4) 

{

Yi(s) = y,, 18  ('Y(s)), 

Yi(g) = s-az(7(s)) , i = 2, . . . , n — 1 . 

Pokaimo sada kako se poeetni uslov 

11(0) = (V.),,k) (a(t)) 
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mode lep§e izraziti. Primetimo prvo da je 

(V-y , 	(a(t)) = 	73,91r y')(cr(t)) 

zfe)(cr(t)) 

= it(cr(t)) = Pn (o(t)). 

Kako je Fn  paralelno u odnosu na V 1 , to va2i 

4(0 = (VerFn)( 0- (t)) 

(5) = ( V er-L.  Fn  ( cr(t )) + ( En ( t ) , ( t ) ) 6- ( t ) 

= g ( En  ( t ) , (t ) yr( t ) , 

i takode je 

(6) = 0 

svuda dud o . Diferenciranjem relacije (6) dobijamo 

(7) g(En ,6:)+ g(Fn , 	= 0. 

Koristeoi relacije (5) i (7) sledi 

(8) Fn  = —g(Fn , a)Q 

ekvivalentno, 

(9) Fn  = itua 

pri eemu je 	= g(u, a-(0) (srednja) krivinakrive o-  u odnosu na u . Zamenom 
(9) u (3) dobijamo alternativan izraz za po6etni uslov. 

Primetimo da je moguee identifikovat i sve prostore {-At)}- 1- sa n - 1- 
dimenzionim vektorskim prostorom V = {7(0)} 1 , koristeei paralelnu transla-
ciju dud y u odnosu na Levi-Civita koneksiju V. U narednom tekstu Cern° 
aesto koristiti ovu identifikaciju bez eksplicitnog nagla§avanja. Sada mcdemo 
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definisati funkciju koja svakom s dodeljuje endomorfizam, tj., B : s 1—* B(s) 
(tj., preslikavanje [0, r] C R 	GL(V)), relacijom 

(10) Yi (s) = (B Ei)(s), i =1, ...,n —1. 

Lako se proverava da za svako s E [0, r] endomorfizam B(s) zadovoljava Jako-
bijevu jednaeinu 

(11) B"+RoB=O, 

pri aemu je R funkcija eije su vrednosti endomorfizmi, tj., t F-4 R(t) = 
definisana sa R(t)X = k r, ( t )x-y i (t) za sve X E {71 (t)} 1  . Ko-

risteei (3), dobijamo sledeee poeetne uslove za B: 

1 0 —K u  0 
(12) B(0) = (0 0) ' BV 	0 B'(0) = 	/) 

Snabdeveni ovim formulama, mdemo izueavati geometriju cevastih okoli-
na duz krive a, izra2avajuei komponente metriekog tenzora g, zapreminskog 
elementa 9,, operatora oblika S', srednje krivine i.t.d. Koristeei Jakobi-
jevu diferencijalnu jednaeinu (11) i poeetne uslove (12), mdemo naei razvoje u 
red gore pomenutih funkcija. Ove formule eemo direktno koristiti u dokazima 
teorema u tre6oj i eetvrtoj glavi i time jo§ jednom pokazati kako su razvoji 
u red vrlo moCan aparat u izueavanju nekih problema u cevastim okolinama. 
Vise detalja o ovoj tehnici m0,e se naei u rad [79]. 

Spolja§nja geometrija cevi odredena je njenim operatorom oblika. .Da 
bismo odredili razvoj u red ovog operatora, primetimo prvo da je eT  jedinieni 
normalni vektor cevi P°  (r) u taeki p = exp o(t) (rv) . Tada je operator oblika 
S° cevi 'Pa  (r) u taeki p definisan sa 

(13) (Scr X) (p) = (VX -57, (p) 

za svaki vektor X tangentan na P,(r) u taeki p . Kako koristeei Teoremu 
1.2 sledi da Jakobijeva vektorska, polja Yi , i = 1, , n —1 koja zadovoljavaju 
poeetne uslove (3), formiraju bazu prostora {-yi(t)} 1 , a time i tangentnog pros-
tora cevi 2,(r) u taeki p, dovoljno je izraeunati 

Su (p)Yi i = 1, . . . , n — 1 . 
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Primetimo prvo da va2i 

Scr (P)Yi = ( IVY ar)(P) = 	0  11 ZIT (p) = Y/(r) 

za i = 1, 	, n — 1 . Dalje, iz (10) sledi da je 

S° (p)B(r) = Bi (r), 

pa operator oblika S°(p) mo2emo izraziti na slededi naein 

(14) 	 S° (p) = (B /B -1 ) (r). 

Koristedi relaciju (11) i poeetne uslove (12), mo2emo izraeunati razvoj 
u red za B po duEni luka s du2 geodezijske linije 7 . Dalje, uz pomoe 
relacije (14), dobijamo razvoj u red komponenti operatora oblika Sap (p) = 
g(S' Fc„, 110)(p) , a, = 1, . . . ,n — 1. Kako demo u iskazima teorema u treeoj 
i detvrtoj glavi imati samo slu6ajeve kada je u geodezijska linija, navegeemo 
samo ovaj slueaj. (OpAtiji slue'aj je obraden u disertaciji [32].) Dobro je poz- 
nato da je 	= 0 za sve u E a(t) 1  i sve t E [a, b], kada je o geodezijska 
linija, pa je tada 

'  

pri eemu a , = 1, . . . , n-1 i R oznaaava Rimanov tenzor krivine ambijentnog 
prostora M. Ovde su uvedene oznake Rc,„pv(m) = RFa (t)2,F0 (t)v(cr(t)) i 
VvRavf3v(M) = (VvR)Fo(t)vFo(t)v(Cr 

I Scif.i (p) = —r Riviv(m) — 5vvRiv,v(m)_,_ 0(r3 ) , 

(15) 	 r 2  SL(p) = 	Rivav(m) — -;3— VvRivaijrn) 0(r 3 ) , 

1 	r 	 r2  o (p) = — 	— —3 Rcrov(m 	
4 ) — —V vRavov(m) 0(r 3 ), 

(t)) za a , = 1, 	, n-1 . 

Dalje, Riezjev operator IQ' cevi P° (r) sadr2i mnogo informacija o UD.- 
utragnjoj geometriji cevi Pc,.(r). Njegov razvoj u red mote se dobiti korgdenjem 
metode Jakobijevih vektorskih polja i Gausove jednaeine. Ovo je uradeno u 
radu [32] i mi demo koristiti formule za komponente Riajevog tenzora p° (tipa 
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(0,2)) geodezijske cevi P,(r): 

Pii(P) = Pll — (n — 1) Ri.vi.v)(m) + r (VvP11 — 71  Vv&lay 

2  (-1  
n +  1 	 1 + 7. 	

2 v2vv 
pii 	6  v.„,„ niviv + ALiviv Pvv 

(m) 

n — 1 	n + 
3 	Riv1v 	RL Av )(m) + 0(r3 ), 

12

1 2_, 
A=3 

7., 	, 	, 
Pi..(P) = (Pla 

n  1 
2  itivav) (m ) + r (Vviha — 3

" VvRlvav) (m) 

1 r„ 

±r2 12 V L,Pic, — 8 
n+1 7-12 n 

v ,,,, nivav + 11,1vav Pvv 

+ 1  3n

2

-

4 

5 
R 2vlv R l 	lvav 

n24 1 
 E, RivAvRav,,v)(m) + 0(r3 ), 

A=3 

K:t/30 = r2 
 

dap + (PO 	3 	Itavov — Pvvuct0 — Vtivlvfoctf3) lin) 
i  \ 	n — 3 c 	 n — 1 , 	1 	2 7., 	 c 	 i  , 

(VvPai3 — 
4  

VvRavf3v — 
4 
—1  VvPvv 6.41 — 

4 
—1 VvR1v1v 6aP) (m) 

i_ ,2 ( 1  r72 
vvPa  I f 	—2 v 	13  — 10 

n + 1  2 
Vvv Ravf3v + —91  -11,DavPv Pvv + — n•lvlvilcxvi3v 

2 n n  

9 

n 1 , 	, 	+ 1 	 1 2 	s  
	itivavitivf3v • 	 y-Ri3v-yv — — 

20 	

n 
 45 

E Rav-v 	 10 V vv PvvvaS  
7=3 • 

+r 

— —
1
1

5
VL 	

1 2 	 2 
Riviv 6a0 — —3 Rivivuag 15 E 

K.  

7=3  

E 1:4,„1,v 5,0)(in)+ 0(r3 ), 

(16) 

1 
45 

RL ..yv bap 

pri eemu a, = 1, , n-1 i p oznaeava RiZijev tenor za M . 
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3. Jakobijeva vektorska polja i operator oblika cevi 

du2 so-geodezijskih linija na Sasakijevim 

prostornim formama 

U ovom poglavlju eemo posmatrati Sasakijeve prostorne forme i Jakobijeva 
polja na ovim mnogostrukostima. Jakobijeva diferencijalna jednaeina koja se 
pojavljuje u ovom slueaju je relativno jednostavnog oblika i njenim regavanjem 
(uz specijalne po'detne uslove) dolazimo do izraza za Jakobijeva polja, koje za-
tim koristimo za izraaunavanje matrice operatora oblika cevi du2 co-geodezijskih 
linija na ovim mnogostrukostima. Neki od ovih rezultata su takode navedeni i 
u radovima [27] i [28]. 

Razlikovaeemo tri slu6aja, u zavisnosti od pololaja taeke p = exp, (t) (rv) , 
v E c(t) 1 , 11 v 11= 1 na cevi PQ (r) polupreilika r duz cp-geodezijske linije a . 

Sliana posmatranja opisana su u radovima 

- [5], gde su Jakobijeva polja iskoriMena za izraaunavanje matrice operatora 
oblika geodezijskih sfera na Sasakijevim prostornim formama; 

- [12], gde su Jakobijeva polja iskorikena pri izueavanju lokalnih simetrija 
u odnosu na cp-geodezijske linije Da Sasakijevim prostornim formama; 

- [4], gde je posmatrana druga funclamentalna forma cevi du2 geodezijskih 
linija na Sasakijevim prostornim formama. 

NapiAimo prvo eksplicitno Jakobijevu jednaainu u slueaju kada je mno-
gostrukost Sasakijeva prostorna forma. Dakle, neka, je m taaka na Sasakijevoj 
mnogostrukosti M 2n+ 1  sa strukturnim 	tenzorima (co, 	g) i konstantne 
sekcione krivine c . Dalje, neka je y w-geodezijska linija parametrizovana 
duEnom luka kroz M = -y(0) sa poeetnim vektorom brzine -y 1 (0) = v . Cesto 
eemo, zbog jednostavnijeg zapisivanja, oznaaavati vektor brzine 7 / (s) u bilo 
kojoj taaki -y(8) sa v. Tada je, (kako je M Sasakijeva prostorna forma, a v hor-
izontalan vektor), koristedi relaciju (85) iz prve glave, Rimanov tenzor krivine 
slat, relacijoni 

(17) 	Rvx v = c + 3 (x 
g(v, X)v) 4 	

c — 
4 	1 ((X )e+ 3g (v, coX)(pv) 
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dok Jakobijeva jednaeina 

(18) 

postaje, 

V vV vX + Rv x v = 0  

(19) VvVvX+ c 	3  (X — g (V, X)V 

c  
4 	 4 

1 
 (7/(X)e -F 3g(V, co X)(pV) = . —  

Dalje eemo izueavati re§enja Jakobijeve jednakine (19) u slueajevima: 

(A) p = exp,( t)(rv) , v (0 r (t)) = cou(a(t)) 

(B) p = exp, (t) (rv) , v(a(t)) 1 (pu(a(t)) , v(0 - (t)) 1  u(cr(t)) v 

(C) p = exp,( t)(rv) , v(a(t)).1 u(a(t)), g(cov(o- (t)), u( (t))) = a , v 

Slueaj A: 

Izaberimo sada ortonormiranu bazu lei, , 	tangentnog prostora 

M, u taeki m = o-(t) , tako da je el = v , e2 = —cot) i e3 = e Dalje, neka, je 

{E1, • • • , E2n+1} baza dobijena paralelnim pomeranjem baze {el, .. • , e2n4-1} 
du2 y . Tada lako dobijamo du2 - y , koriste6i einjenicu da je span{e , cpv} 
paralelno du2 y : 

f E2(s) = sins e(s) — cos s wv(s), 

1 E3(s) = cos s e(s) + sin s yov(s) , 

pri eemu s oznaeava duzinu luka du2 y , poeev§i od taeke m . Sada, koristeei 
relacije (17) i (20), dobijamo da vazi 

RuE2 v = (sin2  s + c cost  s) E2 (1 — c) sin s cos s E3 

(21) R,E3 v = (1 — c) sins cos s E2 (cost  s + c sin2  s) E3 

C  + 
Ei 

3 „, 
Rv Ea v = 	a 7 a = 4, . , 2n + 1 . 

4 

Proizvoljno Jakobijevo vektorsko polje X normalno na (p-geodezijsku liniju 7 

mote biti predstavljeno u odnosu na polje baza E1, . , E2,14.1 kao 

2n+1 

(22) X(s) = 12 (s) E2 (s) + f3 (s)E3(s) + E fa Ea . 
a=4 

(20) 
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Koriste6i relacije (21) i (22), iz Jakobijeve diferencijalne jednaaine (19), dobi-
jamo sledeoi sistem diferencijalnih jedna6ina: 

(23) f2 (s) f3(s) (1 — c) sins cos s + f2(s) (sine s + c cos t  s) = 0 , 
f3(s) + f3(s) (cos t s + c sine s) + f2(s) (1 — c) sin s cos s = 0 , 

(24) f:(s) f a (s) c  +4  3  = 0 , a = 4, . , 2n + 1 . 

Ove jednaeine mo2emo eksplicitn.o 	uzimajuei u obzir da Ce re§enja 
zavisiti od znaka c + 3 . Dakle, posmatrajmo smenu 

z2(s) = sin s f2(s) + cos s f3(s) , 
z3(s) = — cos s f2(s) + sin s f3 (s) . 

Tada jednaoine (23) postaju 

(25) 

(26) 

Dalje, stavimo 

(27) 

z'2'(s) + 2 z3(s) = 0 , 
4(s) — 2 z2(s) + (c — 1) z3(s) = . 

w = 4 . Diferenciranje druge jednaine u (26) daje 

wil (s) + (c + 3) w(s) = 0, 
4(s) + 2 w(s) = 0 . 

Sada smo dobili sistem diferencijalnih jednaeina koji je lako re§iti„ Konaeno, 
koriste6i standardna regenja za 2n — 2 jednaeine (24), dobijamo kompletna 
regenja za sva tri slue3aja. 

Prvi slueaj: 

Ovde je 

c+3=0 

f2(s) = —0 cos s + 7 sin s , 

f3(s) 	sin s + 7 c:os s , 

fa(s) = Aas Ba 	a = 4, .. . , 2n + 1 , 
1 	 1 As 2  + Bs + C , 7 = — 

3 
Asa  — Bs 2  

Ba  su konstante du2 -y . 

pri . emu je 3 = 
A, B,C,D,A a , 

1 
+ —

2 
(A — 4C)s + D i 

Drugi slueaj: c+3>0 
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U ovom sluaaju, stavljajuoi k = 	dobijamo 

12( 8) -= –4 cos s + "-Y sins , 

f3(s) = 4sins + -5,  cos s , 

Ms) = AaS 4" Ea 	a= 4,...,2n+1, 

1 7, 	 2 	
+ pri eemu je p = –

k 
(A sin ks – B cos ks) + C , = —

k2 
(A cos ks + B sin ks)  

k2 – 4 

2 
	Cs+D i A,B,C,D, 	Ba  su konstante dui 7 . 

TreCi sluaaj: 	c + 3 < 0 

Ovog puta stavimo k = \/–c – 3 . Ponavljajuai isti raeun, dobijamo 

12(s) = 	cos s + 4" sin s , 

f3(s) = 13 sin s + COs s , 

MS) = 'Ls B a  , a = 4, ... , 2n + 1 , 

1 	 - 	2 
pri eemu je [3 = –

k 
(A sinh ks+B cosh ks)+C , -^y =

k2 
(A cosh ks+B sinh ks) 

k2 4
Cs+Di A,B,C,D, Aa  , Ba  su ponovo konstante du2 -y . 

2 

Da bismo dokazali da su specijalni uslovi karakterizacije u teoremama u 
treeoj i eetvrtoj glavi neophodni, bite nam potrebna dva specijalna sistema 
Jakobijevih vektorskih polja du2 geodezijske linije 7 , koja zadovoljavaju sledeee 
poeetne uslove: 

(28) X2(0) = E2(0) , Xt2 (0) = 0 , 

(29) Xj(0) = 0 , 	Vi (0) Ei(0) , i 3, 	, 2n + 1. 

Zato oemo izraeunati ova specijalna Jakobijeva polja u sva tri prethodno opisana 
slueaja. 

Izraeunajmo prvo Jakobijeva vektorska polja X 2 (s) did 7 sa poaetnim 
uslovima (28) i za specijalnu ortonormiranu bazu {Ei(s), . • • , E2n-F1(8)}  , pret-
hodno definisanu. Iz gornjih formula dobijamo 

X 2 (s) = (–p sin s + A cos s) E2(s) – (A sin s + p cos s) E3 (s) 
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pri eemu su funkcije A i p zadane tablicom: 

c+3<0 

{(k2 + 2) cosh ks — 2} 

— 13-(k 2  + 2) sinh ks + (1 + 

c+3 = 0 

1 + s 2  
2 

--
3

S
3  — S 

c+3>0 

{ (k 2  — 2) cos ks + 2} 

— res (k 2  — 2) sin ks + (1 — A 

A 

p 

Posmatrajmo dalje Jakobijeva vektorska polja X i  (s) , i = 3, ... , 2n+1 du2 
-y , koja zadovoljavaju poaetne uslove (29). Iz prethodno izraeunatih formula, 
dobijamo 

pri emu 

X3(s) = (v sin s — 1.1 cos s) 

je 

c+3<0 

E2(8) 	(i sin s 

c+3 = 0 

± v cos s) E3(s) , 

c+3 > 0 

Lu (cosh ks — 1) 

— 73-4  sinh ks + 	(k2 + 4 ) s  

8 2 

_ 83 + s  
3 

— 73- (cos ks — 1) 

sin ks + 	(k 2  — 4) s , 

c + 3 < 0 • c+3 = 0 c+3> 0 

X i (s) 

za i = 4, ... , 2n + 1 . 

sinh 2 S Ea(s) s Ea(s) sin 	Ea (s) 

Konaeno, posmatrajmo cev 130.(r) polupreenika r du2 co-geodezijske linije 
a konaene du2ine, smegtene u M , eiji je tangentni vektor horizontalan vek-
tor u . Neka je -y geodezijska linija jediniene brzine koja see a pod pravim 
uglom u taki m = a(t) i eiji je tangentni vektor horizontalan vektor v , 
takav da je v(m) = (,ou(m). Dalje, neka je {E1, . • • , E2,21-1} polje ortonormi-
ranih baza definisano kao na po'detku ovog odeljka. Konaeno, koristedi relacije 
(4) i (10)-(14) i izraeunata Jakobijeva vektorska polja, napigimo eksplicitno 
matrieni oblik operatora oblika, S 0 (p) (u specijalnim, prethodno definisanim 
taeka,ma p) dovoljno malih co-geodezijskih cevi du2 a , polupreenika r u nekoj 
cevastoj okolini U0- , u slueaju kada je ambijentni prostor M Sasakijeva pros-
torna forma. Baza u odnosu na koju demo napisati matricu operatora oblika 
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je { CI" , 	E4, • • • , E2n-1-11 • 

A(r) 	B(r) 0 

B(r) 	C(r) 
0 

(30) 	S'T (p) 
D(r) 

0 D(r) _ 

Polja ove matrice su funkcije A(r), B(r), C(r), D(r) , koje zavise od znaka 
c + 3 , pri aemu se funkcija D(r) pojavljuje 2n-2 puta. 

Prvi slueaj: 	c + 3 = 0 

A(r) = 
3r + 4r 3  

C(r) = 
 12r 
3+4r2  

3 — 4r 2  
B(r) = 	 

3 + 4r2  
1 

D(r) = 77 ; 

3 

Drugi slueaj: c+3>0 

A(r) = —
1 

k3  cos kr , 

1 
B(r) = c-7)  {2(k 2  — 2) sin kr — k(k 2  — 4)r cos kr] 

C(r) = --
1  
w

k 2 (k 2  — 4)r sin kr , 

D(r) = k 
	k 
coth , 

pri eemu je w = k (k 2  — 4) r cos kr + 4 sin kr ; 

Treei slueaj: 	c + 3 < 0 

1 
A(r) = —

e 
k3  cosh kr , 

B(r) = 
1

[2(k 2  + 2) sinh kr — k(k 2  + 4)r cosh kr] 

1 
C(r) = -- 

0 
 k 2  (k 2  + 4)r sinh kr , 

D(r) = 
k

cot r , 
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pri eemu je 0 = -k (k 2  + 4) r cosh kr + 4 sinh kr . 

Konaeno, koristeei izraz za tenzor krivine Sasakijeve prostorne forme (M, 
o, x , 17 , g) i Gausovu jednaeinu, dobijamo da Riaijev operator Crr (p) cevi PG, (r) 
ima sli6an oblik kao ,5 (p) u (30), ali sa druggijim funkcijama na odgo-
varajuaim poljima. 

Shfaaj B: 

	

Ovog puta, da bismo regili jednaeinu (19), izaberimo bazu {el, 	e2n+11 
u m , prilagodenu novom polo2aju take p, tj., takvu da je: e 1  = v , e2n-1 = 
• e2n = ei e2n4.1 = (pv , (pri emu je u horizontalan vektor normalan na 
✓ i cot)) i oznaeimo sa {E1, .. • , E2n+1} ortonormiranu bazu du2 7 dobijenu 
paralelnim pomeranjem vektora ei du2 7. Kako, koriste6i relacije (64) i (71) iz 
prve glave, sledi da je dvodimenziona ravan 	covl paralelna du2 , dobijamo 
lako da du2 -y Nra2i: 

E2n  = (pv sin s + e cos s, 
E2n+1 = (in cos s - e sin s, 

pri aemu je s du2ina luka du2 -y , ra6unajuei od m . Sada, koristeei relacije 
(17) i (31), dobijamo da va2i 

&Ea  V = 
c + 3 

Zia  , a 2, • . • , 2n - 1 , 4 I RvE2n +i V = 

(32) 	Rv E2n  v = (cos2  s 	
- 	. 

C sin e  8) E271, 	
c 

2 
	 sin 2s E2,„+i 

sin 2s E2n  + (sin2  s + C cos2  s) E2n+i 

Dalje, iz naAe konstrukcije polja ortonormiranih baza {E1, . • • , E2n-F1} lako 
se vidi da se bilo koje vektorsko polje X normalno na (p-geodezijsku liniju 
mote napisati u obliku 

2n-2 
(33) X = E la Ea + 12n-1 E2n-1 + 12nE2n + 12n+1 E2n-F1 • 

a=2 

Odavde lako dobijamo da je jednaeina (19), u ovom slua'aju, ekvivalentna 
slede6em sistemu diferencijalnih jedna6ina: 

(34) + 
c + 3 
4 /

a  = 0 , a = 2, ... , 2n - 1 , 

(35) 12m + 12n  + (c - 1) sin (12n  sin s + 1271+1 cos s) = 0 , 
qn-f-1 + 12n+1 + (C — 1) cos s (12n  sin s + /2„+1. cos s) =0 . 

(31) 

c - 1 
2 
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2

1 
—As

-.) 
 +Bs+C,7= 

Ba  su konstantc du2 -y 

1 	 1 
— —

3
As3  — Bs 2  + —

2 
(A — 4C)s + D i 

Ove jednaeine se mogu eksplicitno resiti, imajuai u vidu da re§enja zavise od 
znaka c + 3 . Dakle, posmatrajmo smenu 

z2n (s) = sin s /2n (s) + cos s /2n+i(s) , 

z2n+ i (s) = cos s /2n (s) — sin s (S) 

Tada jednaeine (35) postaju 

4-1.1-1(s) + 2 z2n (s) = 0, 

z2n (s) — 2 z2n+i (s) + (c — 1) z2n (s) = 0  . 

Dalje, stavimo w = 	. Diferenciranjem druge jednaeine u (37) dobijamo 

w"(s) + (c+ 3) w(s) = 0 , 

47.41_ 1 (s) + 2 w(s) = 0 . 

Na ovaj naein smo do§li do sistema diferencijalnih jednaeina koji se lako 
mote re§iti. Konaeno, koristeei standardna re§enja 2n-2 jednaeine (34), do-. 
bijamo kompletna re§enja u sva tri slueaja. 

Prvi slueaj: 	c + 3 = 

U ovom slueaju dobijamo da je 

la(s) = Aas 	, a = 2, . . . , 2n — , 

/2n (s) = /3 sin s + -y cos s , 

12n+i(s) = Qcos s --y sin s , 

(36) 

(37) 

(38) 

pri eemu je 	= 
A, B,C,D,A,,, 

Drugi slueaj: c+3 > 

U ovom slueaju, stavijajuei k = \/c + 3 , dobijamo 

/a (s) = Aas + 	a = 2, . . . , 2n — 1 , 

/2n  (s) = (3 sin s + cos s , 

12n+i(s) = (3 cos s — .5,  sin s , 

51 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



pri eemu je 

2 
	Cs+D i 	 su 
k2 —4 

	= T1  (A sin ks — B cos ks) + 

Treei slueaj: 	c + 3 < 0 

C, = —
2 

k2 
(A cos ks + B sin ks) + 

konstante du2 'Y
• 

Ovog puta stavimo k = —c — 3. Ponavljajuai isti rae'un, dobijamo 

/a (s) Aa s + B a , a = 2,...,2n — 1, 

/2n  (S) = 13 sin s 7 cos s , 
. 

l2n+1 (3) = /3 COS S — S111 S , 

1 	 2 pri eemu je it) = (A sinh ks+B cosh ks)+C , = — p (A cosh ks+B sinh ks) 
2 	2 k2 4

Cs+Di A, B, C, D, Aa  , 	 -y su konstante du2 . 2 

U daljem tekstu demo koristiti Jakobijeva vektorska polja due co-geodezijske 
linije -y , koja zadovoljavaju slede6e poCetne uslove : 

(39) Xi(0) = 0 , 	X'(0) = ei , i = 2, ... , 2n — 2, 2n, 2n + 1, 
(40) X2n_ (0) = u , 	X2n-1( 0 ) == 0  . 

Dakle, izraeunajmo ova Jakobijev.a vektorska polja u tri gore opisana slueaja. 

Izraeunajmo prvo Jakobijeva vektorska polja X i  (s) , i = 2, ... , 2n — 2 duI 
7 sa poeetnim uslovima (40) i za specijalnu ortonormiranu bazu 
E2n+1 (S) utvrdenu na po6etku ovog odeljka. Koristeei prethodno izraeunate 
funkcije / a  , a = 2, ... 2n +1, dobijamo 

c + 3 < 0 c+3 = 0 	c + 3 > 0 
Xi(s) 	i sinh 2s Ea (s) 	s Ea(8) 	1 sin lis Ea (s) 

za i = 2, ... , 2n — 2 . Posmatrajmo dalje Jakobijevo vektorsko polje X2n-1 (s) 
du2 -y koje zadovoljava poaetne uslove (40). Iz prethodno dobijenih formula 
sledi 

c + 3 < 0 c+3 > 0 

x2n_1(8) E2n_i(s ) cosh 2s E2,--1(8) 

c+3 = 0 

cos 'is E2n_1 (S) . 
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S 2 

2 3 — -3 + 

Konaeno, posmatrajmo Jakobijeva vektorska polja X2r, (S) i X2n+1 (S) du2 'y , 

koja zadovoljavaju poeetne uslove (39). Ponovo koristeei prethodno izraeunate 
funkcije /. , a = 2, ... 2n +1, dobijamo 

X 2n (s) = (p sin s + A cos s) E2n (s) (p cos s — A sin 8) E2n,+1(S) 

X271 +1 (.9) = (v sins — p cos s) E2 n (s) + (v cos s + p sin s)E27,44(s) 

pri eemu vazi 

c + 3 < 0 c+3=0 c +3>0 

p 

A 

(cos ks — 1) 

sin ks + c-1  s 

1  sin ks . 

(cosh ks — 1) 

sinhks — c.k-1 s  

sinh ks 

Dalje, posmatrajmo cev P°  (r) polupreenika r du .2 yo-geodezijske linije 
konaene du2ine, smegtene u M eiji je tangentni vektor horizontalni vektor 

u . Neka je geodezijska linija jediniene brzine normalna na a u m = o-(t) 
i eiji je tangentni vektor horizontalan vektor v , takav da je v(m) 1 u(m) i 
v(m) 1 (pu(m) . Dalje, neka je {E1, ••• , E2,4-1} polje ortonormiranih baza 
duZ" -y , definisano ranije. Napigimo sada eksplicitne formule za operator ob-
lika Sa u specijalnim taekama p = exp u(t) (rv) dovoljno male cevi du2 yo-
geodezijske linije, pri eemu je ambijentni prostor M Sasakijeva prostorna 
forma. Pri izraeunavanju ovih izraza, koristili smo relacije (4) i (10)-(14) i 
prethodno izraeunata Jakobijeva vektorska polja. Konaeno, dobijamo da' se 
operator oblika 5' mote pretstaviti pomodu kvazi-dijagonalne matrice 

(41) S' (p) = 

A(r) 

0 
0 

0 

_ 	0 

. 	. 	. 

. 	. 	. 

... 

• 	• 	• 

0 

A(r) 
0 

0 

0 

0 

0 

B(r) 
0 

0 

0 

0 

0 

C(r) 

D(r) 

0 	- 

0 

0 

D(r) 

E(r) _ 

u odnosu na bazu {E2, , E2 9,_1, e, yov} . I u ovom slueaju su polja razlieite 
funkcije koje zavise od znaka c + 3 , a funkcija A(r) se pojavljuje 2n — 3 puta. 
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Prvi slueaj: 	c + 3 = 0 

A(r) = - 	 B(r) = 0, 

3 1.2 
C(r) = 

r(r 2  + 3) 	 D(r) = r2 	3  , 

E(r) = 
r(r 2  + 3) 

Drugi slulaj: 	c + 3 > 0 

A(r) = cot -2-kr  , 

B(r) = -1c- tan -2-kr  , 

3 
C(r) = 

	
sin kr , 

k 2  - 4 
D(r) = 	w  (kr sin kr + 2 cos kr - 2) , 

E(r) = (4 sin kr + kr(k2  - 4) cos kr) ; 

pri aemu je w = k 3r sin kr - 4kr sin kr - 8 cos kr + 8 ; 

Treei sluZaj: 	c + 3 < 0 

A(r) = - 

kr B(r) = k - tanh 
2 	2 

3 
C(r) = - —

k 
sinh kr , 

k 2  + 4 
D(r) = -T9  (kr sinh kr - 2 cosh kr + 2) , 

E(r) = (4 sinh kr - kr(k 2  + 4) cosh kr) ; 

pri emu je 0 = 8 cosh kr - k 3r sinh kr - 4k• sinh kr - 8 . 

I u ovom slua'aju se lako mote zakljuoiti da Riaijev operator Q (7 (p) cevi PQ  (r) ima sliean oblik kao i operator oblika S° (p) (predstavljen matricom 
(41)), all jasno, sa razli"oitim vrednostima na odgovarajuaim poijima. 

4r2 + 3 

k 
coth -1kr  , 
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Slueaj C: 

Da bismo izraeunali operator oblika S (p) cevi PQ  (r) u taekama p = 

exp, (t) (rv), pri eemu je v(a(t)) 1 u(cr(t)) , g ((pv (c r(t)), u(c(t))) = a , v J_ 
izabraoemo specijalnu ortonormiranu bazu tangentnog prostora M,( t) u taeki 

o- (t) , tako da mo2emo da koristimo re§enja sistema (34) i (35). Dade, neka 
je lei, , e2n,+11 ortonormirana baza tangentnog prostora M ° (t) u taeki 

c•(t) = m, takva da je el = v(m) , e2 7,__1 = u(m) e2n = ( 771,), e2n4-1 

.1---((pv(m) - a u(m)), pri eemu je a = g((pv(m), u(m)) i a2  + b2  = 1. Oznaeimo, 

dalje, sa {E1, 	, E2n+1} polje ortonormiranih baza due (p-geodezijske linije 

y (definisane na poeetku ovog poglavlja), dobijeno paralelnim pomeranjem vek-
tora ei du2 y . Tada se bilo koje Jakobijevo vektorsko polje X normalno na 

v-geodezijsku liniju -y mote zapisati u obliku: 

2n-2 

(42) 	X = E gi(t)Ei(t) + 92n-1(t) E2n-1(t) g2n(t)E2n(t) 

i=2 

g2n-I-1(t) E2n-I-1(t) 

pri eemu je 

gi (t) = li (t) , i = 2, ... , 2n - 2, 2n , 

92n-1(t) = b 12n-1(t) + a 12n+i(t) , 

92n+1(t) = —a 1 2n_1(t) + b 12n+1(t) , 

a /i , 	= 2, ... , 
za / i  , i = 2, ... 
vektorska polja 
uslove: 

2n + 1 su funkcije definisane relacijom (33). Koriste6i izraze 
, 2n + 1 dobijene u slu6aju B, mogu se izraeunati Jakobijeva 
du2 (p-geodezijske linije y, koja zadovoljavaju sledeoe po'Oetne 

(43) Xi(0) = 0, 	Xi'(0) = ei  , i = 2, ... , 2n - 2 , 2n , 2 + 1, 

(44) X2n_1(0) = u, Xn-1(0) = 0  • 

Analognim postupkom kao u slueajevima A i B i koristeei relacije (4) i (10)- 
(14), dobija se matrica operatora oblika S° cevi P° (r) u odnosu na bazu 
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{E2, . , bE2ri_1 — aE2n4-1, e, (PO. 

A(r) 0 0 

(45) S °  (p) = 0 0 0 0 
0 	... 0 B(r) E(r) F(r) 
0 	... 0 E(r) C(r) G(r) 
0 	... 0 F(r) G(r) D(r) 

U ovom slueaju, taela p je na cevi PQ (r) du2 yo-geodezijske linije a eiji je 
tangentni vektor horizontalan vektor u , i to takva da je p = exp,(t) (rv), pri 
emu je horizontalan vektor v tangentni vektor yo-geodezijske linije -y, takav 

da je v(m) 1 u(m) , g(yov(m),u(m)) = a. I ovde su polja matrice razlieite 
funkcije koje zavise od znaka c+ 3 i redom imaju sledeee vrednosti: 

Prvi slueaj: 	c + 3 = 0 

A(r) = 1  , . 
r 

B(r) = 741  (4b2r2  3b2  — 4r 2  — 3) , 

C(r) = — 
3 

D(r) = -77)1  (8b2r2  — 3b2  — 12r 2 ) , 

E(r) = — 3ab
0  , 

F(r) = —7-01  ab(2r 2  — 3) , 

G(r) 3b 2r 2 3b2 4r2 — 3); 

pri eel= je 0 = 3b2r2 — 4r2  — 3; 
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Drugi slueaj: 	c + 3 > 0 

A(r) = k cot kr , 

	

B(r) = 
20 	2 	 2 —
k 

-b2  sin 
2
r 

(a sin kr + 8/3) + 2a2  cos —
kr

(a cos kr - 4 sin kr) 

	

k 3 	kr 	 kr 
C(r) - (2a2  sin —

2 

cos kr + b2  sin kr cos -y ) , 

B 
	kr 	 kr 

D(r) = -6;  (2ea sin - y sin kr + cos -T. (4 sin kr - a cos kr) , 

2k 2 ab13  
E(r) = 

0 
kab 

F(r) = 7- (4 sin kr - a) ; 

G(r) = (2a2  sin 2
r

(2(2 - k2 ) sin kr - a cos kr) 

kr 
+ b2  cos —

2

(2(k2  - 4)0 - a sin kr) 

kr 
pri eemu je k= -Vc+3, a= 4kr - k 3r , = cos kr - 1 , 0 = b2  cos —

2 

(a sin kr + 

kr 
8)3) + 2a2  sin —

2

(a cos kr - 4 sin kr); 

	

Treei slueaj: 	c + 3 < 0 

A(r) = k coth kr , 

B(r) = Tok  (-b2  sinh — 
kr 
2—(a sinh kr + 8/3) + 2a

2 	kr 
cosh -2-(a cosh kr - 4 sinh kr)) 

kr 

	

C(r) =
3 

2 	2 
(2a

2 
sinh —

kr 

cosh kr + b2  sinh kr cosh —
2

) , 

D(r) = -k- (2a2 a sinh
2 
 sinh kr + b2  cosh -i-kr  (4 sinh kr - a cosh kr) , 

0  
i3 E(r) 2k2ab13  

kab 
F(r) = —

e
(4 sinh kr - a) ; 

1 
G(r) = -

e 

(2a2  sinh -k1 (2(2 - k2 ) sinh kr - a cosh kr) 
2 

+ b2  cosh 2
r 

(2(k 2 - 4)0 - a sinh kr)) ; 
2 
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pri eemu je k= V—c— 3, a= 4krk 3r , = cosh kr — 1 , 
kr 	 kr = b2  cosh —
2

(a sinh kr + 8,3) + 2a2  sink —
2 

(a cosh kr — 4 sinh kr). 

Konaeno, i u ovom slueaju se mote zakljueiti da Rieijev operator Q° (p) 
cevi Pa  (r) ima slitan oblik kao i operator oblika S°(p) (predstavljen matricom 
(45)), ali jasno, sa razlieitim vrednostima na odgovarajuam poljima. 
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III KARAKTERIZACIJE LOKALNO 
HERMITSKI SIMETRICNIH 
KELEROVIH MNOGOSTRUKOSTI I 
KOMPLEKSNIH PROSTORNIH FORMI 

Ova glava je posve6ena izueavanju problema u kolikoj meri osobine cevi 
du2 geodezijskih linija na Kelerovoj mnogostrukosti utieu na geometriju ambi-
jentnog prostora. Posmatrajuei dejstvo operatora oblika i Rieijevog operatora 
na ovim cevima, daeemo neke nove karakterizacije izvesnih Kelerovih mno-
gostrukosti, preciznije, lokalno hermitski simetrF6nih Kelerovih mnogostrukosti 
i Kelerovih prostornih formi. 

Dakle, neka je (M, g, J) n-dimenziona Kelerova mnogostrukost i neka 
je Pa (r) cev polupreenika r du2 geodezijske linije na M, tangentna na 
jedini6ni vektor u. Dalje, posmatrajmo specijalnu takku p = expo. (t) (rv), 

v E o- (t) -1- „ v(u(t)) = (t)) na PQ (r) i pretpostavimo da je y : s i--+ 

expa ( t) (8v) geodezijska, linija jediniene brzine koja povezuje o- (t) i p . Prime-

timo takode da je du2 y v = -y/ (s) = es 
i da je u p = expm (rv) ovaj vektor 

jedini6ni vektor normalan na Po.(r) . Dokanmo prvo sledeou teoremu: 

Teorema 1. 	Neka je (M, g, J) Kelerova mnogostrukost dimenzije n 
dim M > 4 . Tada je, uz gore navedene dogovore, M kompleksna prostorna 
forma ako i samo ako je, za svaku dovoljno malu geodezijsku cev _Mr), 
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a 
0s

)(p) sopstveni vektor operatora oblika S° , za svako rnEM i sve geodez-
ijske linije kroz m . 

Dokaz: 

Prvo, neka je M mnogostrukost konstantne holomorfne sekcione krivine 
c . Tada se Jakobijeva jednaeina mote eksplicitno reAiti i koristeoi relacije (4) 
i (10)-(14) iz druge glave, dobijamo da se operator oblika S° mote pretstaviti 
pomoeu sledeae matrice 

u odnosu na bazu 	, En-11 definisanu u drugoj glavi ovog rada. Ek- 
splicitni izrazi za polja ove matrice su: 

( 1 ) 

A(r) 0 	... 0 
0 B(r) 0 

S°  (p) = 

0 0 ... B(r) 

- 

1 A(r) = 0, 	 B(r) = —
r' 	 for c = 0; 

A(r) = —VEtan NiCr, 	B(r) = —
2 

cot —
2 

r, 	for c > 0; 

F[ A(r) = Vicftanh 	
2 

	

VRr, 	B(r) = 	coth —
2

r
' 	

for c < 0. 

Dakle, odavde sledi da je J —
as sopstveni vektor operatora oblika S° . 

Dokaimo sada i da je uslov teoreme dovoljan. Neka je (M, g, J) Kelerova 
mnogostrukost. Tada je J—

Os 
paralelno du2 -y i koristeei relaciju (15) iz druge 

glave, dobijamo da vazi 

r 2 

	

(2) S° (p)(Jv) = i(RJuu Ju 	Rju  u 	(771) + —6— (3(V juR)Juu u u 

+2(7 juR)j„,,Ju)(m) + 0(r3 ). 

a 
Sada je (J—

as
) (p) sopstveni vektor za operator oblika S° u p ako i samo ako 

je 

g (S° (J 
0 s

)(p), 	= 0 
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za sve paralelne vektore x normalise na paralelnu ravan 

Koristeei relaciju (2), odavde sledi 

( 3 ) 	 Rjuu  Jus(M) = 0 

dui 

za sve x E Mm, , normaine na {v, Jv} u m . Dakle, iz pretpostavke sledi da 
Rju „Ju mora biti proporcionalno sa u, za sve u i svako m E M , pa je M , 
koristeei Teoremu 2.8. iz prve glave, kompleksna prostorna forma. 

Teorema 2. 	Neka je (M, g, J) Kelerova mnogostrukost dimenzije n = 
dim M > 4 . Tada, uz gore navedene dogovore, M ima konstantnu holomorfnu 
sekcionu krivinu ako i samo ako je svaka integralna kriva vektorskog polja JN , 
gde je N normala na cev, u taeki p , svake dovoljno male geodezijske cevi 
Pa (r), geodezijske linija na ovoj cevi, za svako m E M i sve geodezijske linije 
Q kroz m . 

Dokaz: 

Lako dokazujemo da su integralne krive vektora JN geodezijske linije u 
p ako i samo ako vaii 

g(JV Jo), X) = 0 

a 
za sve vektore X tangentne na cev PQ  (r) , tj., ako i samo ako je Scr(J— (J as ) a 	 a 
proporcionalno sa (Jas) (p). Ovo je ekvivalentno uslovu da je (Jas) (p) sop-

stveni vektor operatora oblika Scr(r) , pa rezultat sledi iz Teoreme 1.1. 

Navedimo sada jednu karakterizaciju lokalno hermitski simetrienih mno-
gostrukosti, koristeei krivinu 	(p) geodezijskih linija na cevi Pa  (r) eiji je 

tangentni vektor J
a 
 u p = 	. Ova krivina je definisana sa 

(4) (p) = g (S (4) , 4)(p) 

i koristeei relaciju (2) dobijamo sledeei razvoj za krivinu kcr(p): 

(5) 'Ca  (p) — r Ru Juu Ju(M) 

	

	C JuR)u Juu Ju(M) 0 (r3 ) ,  

2 

pa moiemo dokazati sledeau teoremu: 
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Teorema 3. Neka je (M, g, J) Kelerova mnogostrukost. Tada je, uz gore 
navedene dogovore, M mnogostrukost lokalno izometriena hermitski simetrie-
noj mnogostrukosti ako i samo ako je 

(6) 	 te(exp,n (rv)) == 	(exprn  (—r1))) 

za sve dovoljno male r, svako m E M i sve geodezijske linije a kroz rrt 

Dokaz: 

Pretpostavimo prvo da ca zadovoljava relaciju (6). Tada, koristeoi relacije 
(5) i (6), dobijamo da vazi 

(C7  JuR)u Juu Ju(M) = 0, 

pa zaldjuelijerno, koriste6i Teoremi 2.12. iz prve gl.ave
, Ala je Al lokalno her-

mitski simetriona mnogostrukost. 

Dokaz da je uslov teoreme neophodan sledi iz einjenice da su geodezijske 
refleksije holomorfne izometrije. 

Dalje, posmatrajmo Rieljev operator cevi P,(r) is doka2imo sane teoreme 
kao za operator oblika. 

Teorema 4. 	Neka je (M,g,j) Kelerova mnogostrukost dimenzije n = 
dim M > 4 . Tada je, uz gore navedene dogovore, M mnogostrukost sa kon- 

a stantnom holomorfnom sekcionom krivinom ako i samo ako je (J—
as

-)(p) sop-
stveni vektor Rieijevog operatora Qa cevi P0 (r) , za svako dovoljno malo r , 
svako m E M i sve geodezijske linije kroz m. 

Dokaz: 

Pretpostavimo prvo da je (M, g, J) kompleksna prostorna forma. Tada 
iskaz teoreme sledi odmah, korigeenjem Gausove jednaeine i izraza (1) za opera- 
tor oblika cevi Pa  (r) u kompleksnim prostornim formama, dobijenog u Teoremi 
1.1. 

Dokaiimo sada da je uslov teoreme dovoljan. Uoeimo prvo razvoj u red 
Rieijevog operatora 	(p) , p = expm (rv) cevi Pa (r) , koji dobijamo korig6e- 
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njem relacije (16) iz druge glave: 

Cr(P)(A 	
1 

) = (-Qu + n 	Rjuu Ju + n 
 
	Rju  u Ju uU) (M) 

+ r {- (VJu Q) u + -ng (VJuR) ju  Ju + -
6 (VJuR)JuuJuuu}(m) 

{ _ _1 . mu juo  u  + n +8  1  
(V.3„ juR) juu  Ju - Pu uRJu u Ju 

n - 3 T., 	 n + 1 , 
12 	 24 

IEju  Rj u u JuJu + 	itjuu JuuRJuuJu + 	 

1 	
2 R-  ) Juu Ju u 1 - •6 Pu uKiu u Ju + ( n 2+4 1  ( 7 .Ju Ju - -6  Pt, uRJuu Juu 

11 - 5n 2 	n + 1 n-1  
(7) + 	 Y' R.2juu  jux ) u}(m) + 0(r 3 ). 

12 RJu u Juu + -24 = 

Odavde zakljueujemo da je (J P-) (p) sopstveni vektor za Q' (p) ako i samo 
Os 

ako je 

(8) g 	as
(p) 	= 0 , 

uz iste dogovore za x kao u Teoremi 1.1. Tada, korigeenjem relacija (7) i (8), 
dobijamo da vae sledeei uslovi: 

(9) 2 g (Q u , x) (m) = (n - 1) Rj uu  ju  (m) , 

(10) 3g ((V j uQ) u, x)(m) = n (V j u R) juu ju . (m) 

g ((V 2ju JuQ)  u, x)(m) = {3(n + 1) (V 2ju juR) juu ju . - 4pu u RJu u Ju
12 

(11) +2(rt - 3)RJu u Ju u RJu u Ju 	(n + 1)Riu Rj ,, u Ju Jux.}( 771 ). 

Primetimo ovde da relacija (9) automatski va2i za x = Ju , jer je (M, g, J) 

Kelerova mnogostrukost. Dakle, relacija (9) vai za sve u normalise na x . 

Stavimo sada u = ay + )3z za y, z e x1  u relaciju (9) i napikmo koeficijent 

uz a 02 . Koristeei Kelerov i prvi Bjankijev identitet (relacije (44) ii) i (11) iz 
prve glave), dobijamo da vazi sledeea relacija 

2 (9,  (z, z) p(y, x) + 2 g(z, y) p(z, x))(m) = 

(12) 	 (n - 1) (3 giy  z Jx z R zxz y)(M). 

r 2 
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Dalje, stavimo z = ei, i = 1, ...n — 1 i x = en  , pri e'erhu je {ei, i = 1, ... ,n} 
ortonormirana baza tangentnog prostora M m , , i surnirajmo po i . Tako dobi-
jamo 

(13) 2 (n — 3) p(x , y)(m) =. 3 (n — 1) Rjx  x  jx y (m). 

Odavde, i iz relacije (9), sledi 

(n — 6) p(x, y)(m) = 0 , 

pa za n 0 6 , imamo 

p(x, y)(m) = 0, 

gto zajedno sa (13), daje 

R,fx x Jx y (m) = 0 

za sve y E x1 . Dakle, za n 0 6 , rezultat sledi iz Teoreme 2.8. iz prve glue 
ovog rada. 

Dalje, neka je n = 6. Tada, diferencirajua relaciju (9) i koristeei relaciju 
(10), dobijamo da va2i 

(14) (C7  JuR )Juu Jux (m) = 

(15) (VJuP)(u, x)(m) = O. 

Sada, neka je u E {x, JX} ±  . Tada iz relacije (14) takode sledi 

(16) (V.R) u  Ju u (m) = 

i koristeei. Kelerov i drugi Bjankijev identitet u relaciji (16), dobijamo da vazi 

(17) (C7  JxR)u Juu Ju (m) = 0 . 

Kako je M Kelerova mnogostrukost, odavde sledi 

(18) (V.ixR)uvwt (m) = 

za sve u, v, w, t E {x,Jx} ± , pa vai 

(19) (V .Ix R)uv uv (m) = 0 
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za sve u, v E {x, Jx} ±  Ponovo, neka je 	i = 1, , n} ortonormirana baza 
tangentnog prostora Mm , sa x = en_i, Jx = en, . Stavimo v = ei u relaciju 

(19) i sumirajmo po i . Tada dobijamo 

(20) V Jx 7  - 4 (Vj x p) (x, x) + 2 (VjxR)x Jx  x  Jx = 0 

za bilo koji jedinieni vektor x , tj., za proizvoljan vektor x va2i 

(21) 2 (Vj x R) x  jx  x Jx — 4 g(x, x) (V j x p) (x, x) + g(x, x) g(x, x)V j x r = 0 . 

Dalje, linearizacijom relacije (21) dobijamo, za y E 141 : 

2 (Vj y R) x  jxx Jx  + 8 (Vjx R)y  jxx Jx — 4g(x, x) (V j y p) (x, x) 

(22) —8 (Vjxp) (x, y) + g(x, x) g(x, x)V j y r = 0 . 

Pretpostavimo sada da y E {x, Jx} 1  Posle korigeenja Kelerovog i drugog 
Bjankijevog identiteta u relaciji (22) i zamenom Jx sa x, saberimo dobijenu 

relaciju sa relacijom (22). Tako dobijamo da vazi sledeea relacija 

12 (Vjy R). jx x j. = 8 g(x, x) (V j y  p) (x, x) + 8 g(x, x) (V j x p) (x, y) 

(23) +8 g(x, x) (V x p) (Jx, y) — 2 g(x, x) g(x, x)V Jo -  . 

Tada iz relacija (17) i (23) sledi 

(24) 4 (Vjy p) (x, x) + 4 (Vj x p) (x, y) + 4 (V x p) (Jx, y) = g(x, x)Vj y r, 

za sve y E {x,JX} ±  . Iskoristimo ponovo proceduru sumiranja, da bismo dobili 
da vazi 

(25) (6 — n) Vjyr - 8 (Vjy p)(y,y) = 0. 

Kako je n = 6 , dobijamo 

(26) (77 4P) (y, y) = 0  . 

Kona'ano, linearizacija relacije (26) daje 

(27) (V j x p)(z, z) + 2 (V j z p) (x, z) = 0 

i koriMenjem ponovo sumacije, dobijamo 

(28) 2 Vjxr — 4 (Vj x p) (x, x) = 0 . 

65 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Sada, koriste6i relaciju (26), dobijamo 

(29) V JO-  = 0 

i tada korikenjem relacija (26) i (29), iz relacije (20) sledi 

(30) (C7 Jx R )x Jx x Jx = 

za sve jediniene vektore x iz 	. Dakie, iz Teoreme 2.12. iz prve glave, sledi 
da je (M, g, J) lokalno hermitski simetriana mnogostrukost. 

Dalje, pretpostavimo da je mnogostrukost (M, g, 	lokalno ireducibilna. 
Tada je ona Ajnftajnov prostor i, sa ,slienim izbororn x kao gore, relacija (9) 
postaje 

RJu u x 0 . 

Korgeenjem Teoreme 2.8. iz prve glave, odavde sledi da je mnogostrukost 
(M, g, J) lokalno izometriena kompleksnoj prostornoj formi. 

Dalje, ako je mnogostrukost (M, g, J) lokalno reducibilna, ona, je lokalno 
proizvod M1  x • • x Mk Kelerovih prostora koji su. ujedno i AjnAtajnovi. S 
druge strane, iz relacije (9) sledi da je svaki faktor M i  , e'ija je dim Mi  > 
4 , kompleksna prostorna forma. Isti rezultat sledi i kada je dim mi  = 2 , 
korikeujem relacije (30). 

Dalje, za,pi§imo relaciju (9) u obliku 

(31) 2 Qu — (n — 1)Rj uu Ju = au . 

Tada projektujuei vektore iz relacije (31) na prvi faktor M 1  , dobija,mo 

2 (Qu) i  — (n — 1)(Rjuu Ju)1 = au1 . 

Kako ovaj faktor ima konstantnu holoraorfnu sekcionu krivinu, recim.o c 1 , slede6a, relacija 

(32) cif (n i  + 2) — 2(n — 1) cos 2  a i l = 2 

vazi 

pri s(=.emu je n 1  = dim M1  , 	u1) = cos 2  a l  i r1  ozna6ava skalarnu krivinu 
za M1  . Slieno, uzimaju6i projekciju vektora iz relacije (31) na drugi faktor 
M2 dobijamo 

(33) c2{(n2  + 2) — 2(n 1) cos 2  a2} = 2a, 
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pri eemu je n2 = dim M2 g(U2)  u2) = cos t  a2i T2  oznaeava skalarnu krivinu 
za M2. Uzimajuei razfieite vrednosti za al i a2 u relacijama (32) i (33), 
dobijamo 

(34) ci + c2 =O. 

Konaeno, dokaimo da je ci = c2 = 0. Primetimo prvo da, korgeenjem 
relacija (14) i (15), relacija (11) mote biti zapisana u obliku 

(35) 4 puuRJuu Ju— 2(n— 3) RJuuJuuRiuuJu —  (n+ 1) RJu 	u JuJU = Ott. 

Projektujuei ovo na tangentne prostore faktora Ml i M2 i koristeei relaciju 
(34), dobijamo 

Cl = C2 = 0 . 

Nastavljajuoi istu proceduru za ostale moguee faktore, dolazimo do za-
kljueka da je mnogostrulost (M, g, J) ravna, gto smo i hteli da doka2emo. 

Kongno, posmatrajmo Rieijevu krivinu cevi P0 (r) u odnosu na .1— 
a

u 
OS 

p. Ona je definisana sa 

a a 
(36) fir(J—

as'
,1—

as
) (p) = g (Cr (JOs 

—` 9  ) ,j--°—as )(p) 

i koristeei relaciju (7) dobijamo sledeei razvoj za ovu kriviiau: 

a a 
(37) p`r 	J--675) (p) = (Puu — (n — 1) R.I. u Ju u)(m) 

+ r ((OJuP)uu 722-  (VJuR)Ju u Ju u) (m) + 0(r 2 ). 

Tada vazi sledeea teorema: 

Teorema 5. Kelerova mnogostrukost dimenzije n = din]. M > 4 , je lokalno 
izometriena hermitskom simetridnom prostoru, ako i samo ako Ridijeva krivina 
geodezijske cevi P,(r), uz gore navedene dogovore, zadovoljava relaciju 

(38) (J v , Jv)(expm (rv)) = (J v , Jv)(exprii (—rv)) 

za svako dovoljno rnalo r, svako rn E M i sve geodezijske linije o kroz rn. 
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Dokaz: 

Neka je prvo mnogostrukost 	g, J) lokalno izometri6na hermitskom 
simetri6nom prostoru. Tada rezultat sledi iz einjenice da su geodezijske reflek-
sije holomorfne izometrije. 

Obrnuto, pretpostavimo da va2i. relacija (38). Tada iz relacije (37) sledi 

(39) n (Vju R) ju u ju  (m) = 2 (VJ.P). u (m) 

Sada, ponavljajuei proceduru linearizacije i sumacije, kao u Teoremi 1.4., do-
bijamo da va2i 

(n — 3) (VxP) xx  On) (40) g(x, x) V r(m) 

Ponavljajuei sada isti postupak sa relacijom (40), dobijamo da va2i slede6a 
relacija 

(41) V x r(m) = 0. 

Konaeno, koristeoi relacije (40) i (41), iz relacije (39) sledi 

JuR )Ju u Ju u (m) = 0  

i dakle, koriste6i Teoremu 2.12. iz prve glave, mo2emo zakljueiti da je mno-
gostrukost M lokalno izometrieria hermitski simetrienom prostoru. 
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IV KARAKTERIZACIJE LOKALNO 
-SIMETRICNIH SASAKIJEVIH 

MNOGOSTRUKOSTI I SASAKIJEVIH 
PROSTORNIH FORMI 

U prethodnoj glavi smo se jo§ jednom uverili koliki je uticaj geometrije 
cevi na izgled ambijentnog prostora, u sluaaju kada je ovaj prostor Kelerova 
mnogostrukost. U ovoj glavi nastavljamo izueavanje ove problematike, pri emu 
je sada ambijentni prostor Sasakijeva nmogostrukost. 

Precizirajmo prvo nekoliko dogovora oko cevi P,(r) koje eemo izueavati u 
ovoj glavi. Neka je m take, na povezanoj Sasakijevoj nmogostrukosti 
04- 2Th+1, g) ) i neka je PQ (r) geodezijska, cev polupreenika r du2 (p-

geodezijske linije o konaene duEne, smatene u M i eiji je tangentni vektor 
jedinieni vektor u, ortogonalan na e. Nadalje Cern° ovakve cevi nazivati (p-

geodezijske cevi. Ovom prilikom eemo posmatrati dve vrste taeaka na ovim 
cevima. Naime, neka je prvo 7  (p-geodezijska linija jediniene brzine, na M, 

u pravcu v , ortogonalna na a i takva da je v(m) = (pu(m) , m = v(t) . Vee 
smo primetili (u drugoj glavi), da je ravan razapeta vektorima i coy par-
alelna du2 -y i primetimo sada da je u p = exp,n (rv) ova ravan tangentna na 
(p-geodezijsku cev PP (r) . 

Dokaimo prvo osobinu operatora oblika, koja takode sledi iz rezultata 
navedenog u radu [41, pri eemu je naein dokazivanja razlieit. 
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Teorema 1. Neka je (m2n+1 , v,  7),  e, g) Sasakijeva mnogostrukost dimenzije 
> 5 . Tada je, uz gore navedene dogovore, M Sasakijeva prostorna forma ako 
i sarno ako, za svaku dovoljno main ca-geodezijsku cev P a (r), 57  (p)(pv Oh 
S'a(p) , respektivno) pripada ravni {,;,(,ov}(p) za svako m. E M i sve v , pri 
6errtu je p = expm (rv) . 

Dokaz: 

Prvo, ako je M Sasakijeva prostorna forma, koristeei eksplicitne izraze za 
operator oblika S' cevi PQ (r) u p, koji su dobijeni u drugoj glavi, odmah 
primeeujemo da u ovom slueaju dejstvo operatora oblika S' iuva ravan 
{e, cpv}(p) du2 co-geodezijske linije 'y tangentne na horizontalni vektor v , tj., 
Sa(p)yov E span{, cov}(p) i Sa(p)v E span{, cov}(p) . 

Da bismo dokazali da va'Zi i obratno, prvo navedimo formule za 	(p)cov 
i Scr (p) e dobijene korikenjem formula (15) i (20) iz druge glave. 

(1) 

S G.  (P)wv = e(m) + [R(puticou + 

r2 
+ -6- [2 (v,R),pu uvu + (V c  u R)(pu u cpu uu — 	(m) + 0(r 3 ), 

Scr (P) = 	("rn) — -5- r (m) 

— 	[5R 
r2  
1-2- 	cpucpu u u + 4u + 3 ./74,„u (pui (m) + 0(r 3 ) . 

Sada, Sa (p)cov pripada paralelnom polju ravni {e(p),(pv(p)} ako i samo 

g(S" (p)(pv, x(r)) = 0 

za sve paralelne vektore x koji su ortogonalni na ovu ravan du2 yo-geodezijske 
linije 7 . Koristeei relaciju (1), odavde sledi 

(3 ) 
	

Rcpu u you x(M) = 0 

za svako m E M i sve horizontalne u . Dalje, kako je R gou u wu = 0 , iz 
relacije (3) sledi da je Rwuuyou proporcionalno (pv Dakle, koristeei da je 
yov(m) = —u(m) i Teoremu 3.7., zakljueujemo da je M Sasakijeva prostorna 
forma. 

(2) 

ako 
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Za drugi deo dokaza dovoljno je koristiti relaciju (2) i ponoviti sli.ean pos-
tupak. 

Teorema 2. Neka je (4-2n+1 p,  e, g) Sasakijeva mnogostrukost dimenzije 
> 5 . Tada je, uz gore navedene dogovore, M Sasakijeva prostorna forma, ako 
i samo ako su, za svako v i za svaku dovoljno malu (p-geodezijsku cev .1 3,(r) , 
integralne krive za (pv geodezijske linije na ovim cevima. 

Dokaz: 

Neka je M Sasakijeva mnogostrukost i oznaeimo sa V indukovanu Ri-
manovu koneksiju na Per(r) . Tada su integralne krive vektora coy geodezijske 
linije ako i samo ako je 

= 0, 

tj., ako i samo ako 
g (V w.„(cpv), X) = 0 

za sve vektore X tangentne na P,(r) . Koristeei relacije (52)-(54), (55) i (71) 
iz prve glave, direktno zakljueujemo da je ovaj uslov ekvivalentan uslovu 

g 	(p)cov,(pX) = 0 , 

gto znaei da Sc (p)cpv mora pripadati ravni 	covl(p) i obrnuto. Dakle, rezul- 
tat sledi iz Teoreme 4.1. 

Primedba. Primetimo da je lako dokazati (kada je dim M > 5 ) da Sasak-
ijeva mnogostrukost ima konstantnu co-sekcionu krivinu ako i samo ako vek-
torsko polje coy (t.j., na dovoljno maloj P6 (r) zadovoljava Kilingovu 
jednaeinu u taekama p = expm (rv) , za svako m E M i sve v . 

Dalje, navedimo jednu karakterizaciju lokalno co-simetrienih prostora. Pos-
matrajmo geodezijsku liniju na cevi Po.(r), eiji je tangentni vektor coy u taeki 

p = exp,m (ry) . Njena krivina (p) u M definisana je izrazom 

(4) (p) = g (S' (p)(pv, coy) . 

Koristeei ovu realno-vrednosnu funkciju i yo-geodezijsku simetriju 	sa cen- 
trom u m , dobijamo sledeou teoremu 

Teorema 3. Neka je (rn+1 , 	g) Sasakijeva mnogostrukost. Tada, sa 
gore utvrdenim dogovorima, M je lokalno w-simetria'an prostor ako i samo 
ako je 

(5) (p) = 	(s,,,(p)) , p = exp,„.,(rv) , 

. 71 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



za svako m E M , sve v i svako dovoljno malo r . 

Dokaz: 

Prvo, ako je M lokalno cp-simetriana Sasakijeva mnogostrukost, koristeei 
Teoremu 3.13. iz prve glave, 5, je lokalni automorfizam Sasakijeve strukture 
(co,The,g), pa relacija (5) sledi direktno. 

Obrnuto, pretpostavimo da va2i relacija (5). Tada, koristeei relaciju (1), 
relacija (4) postaje: 

(6) 	(p) = r — r Rwuutpu u(m) —
r
2  (Vw„R),put,(puu (m) + 0(r3 ) 

Tada iz relacija (5) i (6) sledi 

(V9„„ R) 4, u  „ (pu u  (m) = 0 

za sve horizontalne vektore u i svaku taeku m E M . Dakle, koristeei Teoremu 
3.12. iz prve glave, zakljueujemO da je M lokalno go-simetriena Sasakijeva 
mnogostrukost 

Teorema 4. Neka je (m2n-F1 , co,  n, e,  ‘ g ) Sasakijeva mnogostrukost dimenzije 
> 5 . Tada je, uz gore navedene dogovore, M Sasakijeva prostorna forma ako 
i samo ako, za svaku dovoljno male go-geodezijsku cev P,(r), Qa (p)cov (ili 
Cr (p)e , respektivno) pripada ravni {C gov}(p) za svako m E M i sve v , pri &emu je p = exp,n (rv) . 

Dokaz: 

Dokaimo prvo da je uslov dovoljan. Neka je P0.(r) go-geodezijska cev 
prethodno opisana i pretpostavimo da je {E 1 , , En } ortonormirana baza 
paralelna du2 7, definisana u slueaju A, treeeg poglavlja, druge glave. Tada, 

2 
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2 { +r 

koristeai relacije (16) i (20) iz prve glave, dobijamo: 

(7) 
Qc,. (p)(pv  = 2n r — 2 4. (7n) 	_ ( 

+ 	Qu + nRepuu(pu + nR youu couuu)(m) 
‘ 

+r  { 2n 3  1  (vcouThwuu (pu  + 2n6+ 1 (v,puR),puucpuutz  

- ( 17(puCi) u+ -3-1  (3n + 1 — puu — 2Rcou wuu) }(m) 

+7.2  f _1 Rwu u„..0  + n + 1 tv2 	\ 	_1 nu  
4 	 4 	

R
) (Pu u ‘jd —  2 

1 	 1 n 
—6 PuuR

c° 	 6 
uucou 	nvu  u cau uR(pu u cou 

n+1 	 1 	r, 

	R R 	u cOU — — 	 (2) U 
12 	wu 	u s° 	2 	9'" 

— (1 — Pu u Rwu u sou u 
6 	

5n + 1 
R

2 

	

12 	wu ucpuu 

2n+1 
n + 1 	 4n — 1 n  

R2 	+ 	11.(pu u WU IL 12 	cpu u cpu a 	12 • 
a=3 

n + 1 
 (V

2 	
R) 	

'a) U  12 	()ow/2u , cou u (pu  

4n — 1 
3 

— ( (vc,up). u + (v ,pu R)„,u u (pi/ u) e}(m) + 0(r3 ), 

Qcr(p)e  = 

 

2n-2 2  e(m) + 1 
(8) 	

+ 3 puu  
2 Rwu  u cou u) e(m) 

+   co U 

f 1 — 2n R u (pu  + 1 — 10n T., 
U Sou u 	

4n — 1 
	 U U 	 So t 4 	 12 	 3 

— ((Vcou p)uu  + sou R) cp u  u (pu u) el (m) 

1 — 4n 
u(P 	

7n 2  r7  D\  
15 (VwuR) (Puu 	30 l v  Vu -11')cou u vu u u 

+ 
 (

16 	5 	 1 
— Puu + — R 	—  (V2  R) 90 	9  (pu u (pu u 	10 	9""Pu  ' (Pu u (Pu u 

2n+1 

—
I (v2 um 	 1 	 2 

k (Pu ca l(puuvuu — — R 2  3  ipu u (pu u 	15 	cpu u cpu a 15 R 2 

a=3 

1 2n+1 

— E R (2,2  (pu  mpu 
77n + 23) 

 l (m) + 0(r3 ) . 
45 180 

,R=3 

Posmatrajmo prvo dejstvo operatora Q° na vektoru cpv. Neka je x par- 
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alelno vektorsko polje ortogonalno na paralelnu ravan razapetu vektorima e (p) 
i (cov)(p) du2 geodezijske linije ry : r H exp rn (rv) Tada sledi da Qa (p) cov 
pripada ovoj ravni ako i samo ako vai 

g (Q' (p) cpv,  , x (p)) = 0 

za sve ovakve x . Koriste6i (7), dobijamo slede6e neophodne uslove: 

g(Qu , x) -=nRyouu(pux, 

3g ((7 wu Q) 	= (2n + 1) (V,puR) cpuu<pux  , 

2n — 1 no  
4 	nowuu you x 

1 
g ( ( 7s2— wu Q ) 11,  

n + 1(02 
R ) 4 	cpu yy +  Pu u Rcpu u cou tt ) (putt cou x 	6 

1—n 	 n + 1  R 	R 6 	 cpu u you u (put sou 
12 

R R cou cpu u wu (pu x = 0 . 

Diferenciranje relacije (9) i relacija (10), tada impliciraju 

(12) CC7  sou R gou u .pu 

Koristeei formule lokalnog raslojavanja (76) i (83) iz prve glave, dobijamo da 
je relacija (12) ekvivalentna sa relacijom 

(13) Jw w Jw y 

pri eemu je u = w* , x = y* , za sve (jediniene) w normalne na y . 

Dalje, postoji nekoliko metoda kak.o dobiti vise informacija iz relacije (13). 
Umesto da koristimo uobiaajenu tehniku linearizacije i kontrakcije, ovde eemo 
koristiti metodu integracije (videti npr. [20], [40] za vise informacija o ovoj 
tehnici). Neka je m = r(m) E B, pri eemu je (B, G, J) bazni prosto:r lokalnog 
raslojenja Li —214 B , m E Lf . Dalje, neka je 

2n 

w = 	ai ei 

jedini6ni vektor iz Bin  , pri eemu je {e l , 	, e2m } ortonormirana baza za 13. n, . 
Dalje, stavljajuei 

(14) j k i = 	eiTR) J e, ek Jet Y 
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Hto wu,„, Sc mok posmatrati kao funkcija na jedinienoj sferi S 2n-1 (1) c 	. 
Tada imamo 

2n 

(15) f Hw  w w w(fh)dw = > 	f ai aj ak  al  dw . 

i,j,k,/=1 S2n-1(1) 	 ,527, --1(1) 

Koristeei sada relacije (13) , (14) , (15) za lyl i  i dobro poznate formule inte-
gracije za desnu stranu relacije (15), dobijamo relaciju 

(16) 2 V'jyT - 7 (V'jyp) y) + 3 Mjy7R) jy y jy y 
 =

0 

za sve jediniene vektore y iz dim  . 

Dalje, neka w E {y, Jy}± . Tada iz relacije (13) takode sledi 

(17) (V„Ti) w J. wy  = 0, 

ekvivalentno, koristeei Kelerov i drugi Bjankijev identitet, 

(18) (V JYT)Jw w Jw w ( 7.1 w R1 w Jw Jy w 

Sada, koristeei Kelerov identitet, relacije (13) i (18) daju relaciju 

(19) (VJYR)Jw w Jw w = 0
, 

za sve y E {w, JW} ±  Dalje, integracijom poslednje relacije po jedinienoj sferi 
5,2n-3T ) u {y, Jy} -1-  C 	, dobijamo relaciju 

(20) VjyT-  - 4 (VJA (y, y) + 2 (T7jyR) jy y jy y  =0 . 

Tada iz relacija (16) i (20) sledi relacija 

(21) OJyT - 2 CVJA (y, y) = 0 

za jediniene vektore y , ili 

(22) G(Y,Y)V.JyT — 2 (VVJA (Y, Y) = 0  

za bilo koji vektor y . Linearizacija poslednje relacije daje 

(23) G(t, t) OJzT + 2 G(t, z) V Jo= - 2 (VJzP) (t, t) + 2 (T7.0) (t, z)} = 0 
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i kako je dim M = 2n + 1 > 5 , kontrakcija daje 

Vjj- = 0 . 

Konaeno, koristeai relacije (20) i (21), iz poslednje relacije sledi 

(24) y iN) j, y y jy y  = 0, 

za svc jediniene vektore y iz Bffi, . Teorema 3.11. iz prve glave tada implicira 
da je B lokalno hermitski simetri6an prostor i koriste6i Teoremu 2.12. (takode 
iz prve glave), mo2emo zakljtfaiti da je M lokalno cp-simetriean prostor. 

Dalje, koristea relaciju (9) i uz pomoo relacija (76), (80) i (81) iz prve 
glave, dobijamo da va2i relacija 

(25) G (C2 ID Y) 	ri•16ww Jw y 

na (13, G, J) . Ispitajmo prvo slua'aj kada je 13 lokalno ireducibilan prostor. 
Tada je to i Ajn§tajnov prostor i

, kako je y normalno na w i Jw , to iz 
relacije (25) dobijamo da va2i relacija 

Rhi,„Jw = Cw, 

odakle sledi da B ima konstantnu holomorfnu sekcionu krivinu ( dim B > 4 ). Dalje, ako je B lokalno reducibilan prostor, tada je on je lokalno proizvod 
81  x • • • x Bk Kelerovih prostora, koji su ujedno i Ajngtajnovi prostori ([2], 
[47]). Kako je za svaki faktor 13 ti  (dims > 4 ), zadovoljena relacija (25), to 
su svi ovi prostori 13i  kompleksne prostorne forme. Ako je dim Bi  = 2 , isti 
rezultat sledi iz relacije (24). Da bismo i u ovom sluaaju dokazali da je B 
takode kompleksna prostorna forma, primetimo prvo da se relacija (25) mote 
zapisati i u obliku 

(26) Q w – n Rj„,„Jw = ( w . 

Projektujuoi ove vektore na tangentni prostor prvog faktora B i  dobijamo 

(27) (001 n (lbw wJw)i = ( (w)1 

Kako je holomorfna sekciona krivina ovog faktora konstantna, npr. c 1  , to vaZI 

(28) (Q w) 1 = ni 
—w 1  , 	wJw) 1  = (c i  cos t  al)wi 
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pri eemu je G(wi, wi) = costal . Ovde je ni = dimBi i Ti je oznaka za 
skalarnu krivinu od 131, tj. 

(29) 4 T-1 = ni (ni + 2) 

Koristeei relacije (27) i (28), iz prethodne formule sledi relacija 

(30) ci  [(Th. + 2) — 4n cos t 	= 4 C . 

Ponavljajuei istu proceduru sa drugim faktorom, dobijamo relaciju 

(31) c2 [(n2 + 2) — 4n cos t 	= 4 . 

Dakle, iz relacija (30) i (31) sledi relacija 

(32) + C2 = 0 . 

Konaeno, koristieemo relaciju (11) da dokaemo da je Cl = c2 = 0 . Prime-
timo prvo da va2e sledge relacije, po§to smo vee zakljueili da je M lokalno 
(p-simetriean prostor: 

(v R) (pu sou x 

(V Sou R) (pie (pu 

(V2 	AI) 
9:)U 9,11' 

y:PLL IL wit x 

= —.RcOU u cOU X ) 

= 0 , 

= —Rsou u <pi/ x • 

(33) 

	 1 
Dalje, kako je Q = 2n , to iz relacije (9) sledi relacija 

(34)
{ 9 ((VsouQ)e,x) = —n Rwuu(pux) 

g ((V2,pu ,pu Q)u, = — n Rwuu(pux • 

Dalje, koristeei relacije (33) i (34), iz relacije (11) sledi relacija 

3 n Rcou  u(Pu + 2  (Puu -I- (1 — n) Rwu u 	Rwu  u cou 

(35) —(n + 1)R(pu R,„,„„cou(pu = t9u 
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Koristea formule lokahlog raslojavanja dobijamo da va2i relacija 

(12n — 7) lbw  „,Jw + 2 -k w  RJw w Jw + 2 (1 — n)11j,,„ j„„) 11,1„„Jw 
(36) 	 — (n + 1) Rjw 	ji,Jw = 	, . 

pri C'emu je u = w* . Posmatrajuoi ponovo faktore fil i B2 i koristeei relacije 
(32) i (36), dobijamo da je • 

ci  c2  = 0 . 

Isti postupak za ostale faktore pokazuje da je prostor B lokalno ravan prostor. 

Dakle, mo2emo zakljueiti da je prostor 8 kompleksn.a prostorna forma, pa 
je, koristeei Teoremu 3.8. iz prve glave, mnogostrukost M Sasakijeva prostorna 
forma. Ovim je zavfgen prvi deo dokaza teoreme. 

Da bismo dokazali i drugi deo, neka Qa (p) e pripada ravni razapetoj sa 
e(p) i (yov)(p) di.fz geodezijske linije 7 : r H expm (rv) . Tada iz relacije (8) 
sledi relacija 

Rcou u cou x  (Trt) = 0 

za sve horizontalne vektore u , u(m) —cov(m) i sve horizontalne vektore x 
normalne na wv i e . Dakle, Rwuu cou je proporcionalno u , za sve horizontalne 
vektore u, i rezultat sledi korgeenjem Teoreme 3.7. iz prve glave. 

Obrat sledi direktno iz formula za Rieljev operator (p-geodezijskih cevi na 
Sasakijevim prostornim formama, dobijenih u treeem poglavlju druge glave. 

Ovim je zavfgen dokaz teoreme. 

Sledeea teorema daje karakterizaciju lokalno ;o-simetrie - nih Sasakijevih 
mnogostrukosti na slican na6in kao Teorema 3, gde je koriMena funkcija Ica . 
Neka je P0 (r) co-geodezijska cev definisana ranije. Pridru2ena Rie-neva krivina 
cevi P0 (r) u odnosu na cpv u p definisana je relacijom 

(37) p'(cov, cov)(p) = g (Q°.  (p)vv, (pi)) 

Koristeei. relacije (16) (iz druge glave) i (7) dobijamo sledea izraz za ovu krivinu: 

(38) pa (coy, vv) (p) = 2n — 2 + (2n R wuu w uu — p uu )(m) 

( 2n +  1 r  	(v 	 , 	uf,) )(m) + 0(7. 2 ) 2 	k 4711

R\ 
 puu(puu 

_ (v 
`14' 
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Tada vazi sledeea 

Teorema 5. Neka je (Apn- , me,  g) Sasakijeva mnogostrukost dimenzije 
> 5 . Tada je, uz gore navedene dogovore, M lokalno yo-simetriena Sasaki-
jeva mnogostrukost ako i samo ako, za svaku dovoljno malu ga-geodezijsku cev 
P,(r), 

(39) if (coy, cov)(expm (rv)) = P° (cov, coy) (expm( —rv)) 

za svako m E M i sve v. 

Dokaz: 

Pretpostavimo prvo da vazi relacija (39). Tada iz relacije (38) sledi relacija 

(40) (2n + 1) (77 92„R)couu ,puu (m) = 2 (V 92„p)uu  (m) 

i ponovo koristea tehniku lokalnog raslojavanja, dobijamo, uz ranije navedene 
dogovore, 

(41) (2n + 1) (77,1„R) J. J. (7n) = 2 (V.1,0}.. (m) . 

Iz poslednje dve relacije sledi relacija 

(42) (2n + 1) (Vz .kiz  z Jz z  (m) 2 CC0),z (m). 

Stavimo z = ax + fly u relaciju (42) i napi§imo koeficijent uz a 302  Koristeei 

Kelerov i Bjankijeve identitete, dobijamo 

(2n + 1 ) {(X7xTr )x y z y  + 5  (Vx 10 y ,/x y .ix 2  C37JsrO y ./xyx} 

(43) 2 I (DO) x  x  G(Y, y) + 2 [(VA.. + 2 (V ) x yi G(x, V) 

+ [(VxP) yy  + 2 (770). y 1 G(x , x)} . 

Stavimo sada y = ei , i = 1, . , 2n (pri eemu je {ei, i = 1, 	, 2n} 
ortonormirana baza bazne mnogostrukosti 13) i sumirajmo po i . Tada do-
bijamo 

(44) (4n — 3) CV-A x x  = G(x, x) --VxT" • 
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Ponavljajuei postupak sa x u relaciji (44), dobijamo da va2i. relacija 

(45) 	 (3n — 4) Vir = 0 . 

Konaano, koristeoi relacije (45) i (44), iz relacije (42) sledi da va2i relacija 

(7. T?) z z Jz z 

pa, koristeei Teoremu 2.12. iz prve glave, mo&mo zakljueiti da je (B, G, J) 
lokalno hermitski simetriean prostor. Tada, koristeei Teoremu 3.11. iz prve 
glave, zakljueujemo da je (m2n+1,(p,n, g) lokalno co-simetriena Sasakijeva 
mnogostrukost. 

Koristeei Teoremu 3.13. iz prve glave, direktno zakljueujemo da ako je 
(M211+1 , y, i, g) lokalno co-simetriena Sasakijeva mnogostrukost, tada va2i. 
relacija (39). 

Ovim jc dokaz Teoreme 5. zavrkn. 

Nastavimo sada izueavanje istih ovih problema, ali posmatrajuei take 
p = exp, (t) (rv) na (p-geodezijskoj cevi Pc,.(r), (na Sasakijevoj mnogostrukosti 
(M2n+1 , 40 , 77,C g)), takve da je v(m) 1 cpu(m), m = a(t). Kao i u prethod-
nom slueaju, a je (,o-geodezijska linija tangentna na horizontalnom jedinienom 
vektoru u, a y je co-geodezijska linija u pravcu jedinienog horizontalnog vek-
tora v , ortogonalna na a. I u ovom slueaju je moguee ustanoviti veliki uticaj 
geometrije cevi na izgled ambijentnog prostora. Nairne, vane sledeoe teoreme: 

Teorema 8. Neka je (M 2n+1 ,(p,n,cg) Sasakijeva mnogostrukost dimenzije 
> 5 . Tada je, uz gore navedene dogovore, M Sasakijeva prostorna forma ako 
i samo ako, za svaku dovoljno malu (p-geodezijsku rev 1 3,(r) , r(p)(pv 
S°(p) , respektivno) pripada ravni 	covl(p) za svako m E M i sve v , pri 
emu je p = expm (rv) . 

Dokaz: 

Pretpostavimo prvo da je M Sasakijeva prostorna forma. Tada, koristeei 
formule za operator oblika S' cevi PQ(r) a taeki p, dobijenih u slueaju B, 
treaeg poglavlja druge glave, odmah mo2emo zakljueiti da u ovom slueaju de-
jstvo operatora oblika S' 6uva ravan {e, wv}(p) du2 co-geodezijske linije 
ciji 

 

	

je tangentni vektor horizontalan vektor v, tj., 5' (p)(pv E span{cov, 	i S°(p)e E span{ yov, . 
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Da bismo dokazali drugi deo teoreme, napigmo prvo formule za Su (p)(pv 
i S° (p) dobijene korgeenjem relacija (15) i (31) iz druge glave. 

(42) Scr(p)(pv = --7-1,(pv(m) e(m) — 6 [3cov + 2R, cpy v 

r2 
— 	 [6e + (VvR)u v (pv vu + 3(77  v R) v y0 011(771) 0(r3 ), 

(43) S° (p)e = 	— vv(m) — ;re(m) 

2 
{2c0V Rv coy v uu + Rv wv v](m) + (r3 ) . 

Sada, S a (p)(py pripada paralelnoj ravni le (p), cpv(p)} ako i samo ako je 

g(Sa (p)cov, x(r)) = 0 

za sve paralelne vektore x koji su normalni na to ravan du2 (p-geodezijske 

linije 7  . Koristeei relaciju (42), odavde sledi relacija 

(44) ( 2 Rv (pV V X 4-  RU (pi) V Ug(U7 ) (M) = 0 

za svaku taaku m E M , sve hori2ontalne vektore u i sve horizontalne vektore 
v normalne na u i (pu u taaki m . Dalje, kako je u normalno na e i coy 
u m , posle zamene x sa u u relaciji (39), dobijamo Rv  wvvu(m) = 0 . Tada 
iz relacije (44) sledi da je Rv rpv v gm) = 0 i tada, kako je Rt, sovv  = 0 , 

zakljueujemo da je R v  w„v proporcionalno (dot; . Konaano, koristeai Teoremu 
3.7. iz prvog poglavlja, zakljuaujemo da je M Sasakijeva prostorna forma. 

Da bismo zavrgili dokaz teoreme, dovoljno je koristiti relaciju (43) i ponoviti 
postupak. 

Teorema 9. Neka je ( m 2n+1 ,  co,  g) Sasakijeva mnogostrukost dimenzije 
> 5 . Tada je, uz gore navedene dogovore, M Sasakijeva prostorna forma ako 
i samo aka su, za svako v i svaku dovoljno malu (p-geodezijsku cev P a(r), 

integralne krive vektora (pv , geodezijske linije na ovim cevima. 

Dokaz: 
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Neka je M Sasakijeva 
manovu koneksiju na Pa (r) 
ako i samo ako je 

mnogostrukost i oznaeimo sa 0 indukovanu Ri-
. Tada su integralne krive od coy geodezijske linije 

t- wv (gov) = 0, 

tj., ako i samo ako je 

g CC7(PPv)'  ) = 0  za sve vektore X tangentne nacevv(C.P,r ( .Koristeei relacije (52)-(54), (55) i 
(71) iz prve glave, odmah prime6ujemo da je to ekvivalentno sledeeem uslovu: 

g (S' (p)(pv, coX) = 0 . 

Odavde sledi da su integralne krive vektora coy geodezijske linije na cevima 
Pa  (r) ako i samo ako Sc 7  (p)(0) pripada ravni coy} (p) i pa, teorema, 
sledi iz Teoreme 8. 

Primedba. Primetimo takode da nije tegko dokazati, kada je dim M _? 5, 
da Sasakijeva mnogostrukost ima konstantnu cp-sekcionu krivinu ako i samo 
ako vektorsko polje coy (tj. na dovoljno maloj cevi Pa  (r) 2;adovoljava 
Kilingovu jednaeinu u taekama p = expm (rv) , za svako m e M i sve v i uz 
gore navedene dogovore za vektor v. 

Slede6a teorema daje joS" jednu karakterizaciju lokalno go-simetrienih pros-
tora koristea krivinu °(p) 	Naime, posmatrajm .o geodezijsku liniju cevi 
Pa (r), ciji je tangentni vektor coy u taeki p = expm (rv), pri eemu je v(m) 
epu(m) , v(m) 1 u(m) , m = cr(t)..Njena krivina 	(p) u taeki p = exp, (t) (rv) 
definisana je relacijom (4) u ovoj glavi. Koristeei ovu funkciju i co-geodezijsku 
simetriju 8, sa centrom u taeki m E M , dobijamo sledeeu teoremu: 

Teorema 10. Neka je (M 271+1  , 40 , 71, e, g) Sasakijeva  mnogostrukost. Tada 
je, uz gore navedene dogovore, M lokalno co-simetri'ean prostor ako i samo 
ako vazi 

(45) 	 i° (P) = r (sm(P)) 	P = expm(rv) 
za svaku tajku m E M , sve horizontalne vektore v i svako dovoljno malo r . 

Dokaz: 

Prvo, ako je M lokalno go-simetriena mnogostrukost, koristeoi Teoremu 
3.13. iz prve glave, je lokalni automorfizam Sasakijeve strukture (gio, The,g), pa ve,i relacija (45). 
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Doka2imo da va2i i obrnuto, tj. okaraktergimo lokalno go-simetriane pros-
tore. Koristeei relacije (42) i (45), dobijamo da umesto relacije (4) vai relacija 

87' 	
,, 	

72 
—
3 

(46) 	(p) = — — 3r + 	Rv , vv,pv(m) — —4 (VvR)v pv  tnpv (m) + 0(r3 ) . 

Tada iz relacija (45) i (46) sledi relacija 

	

v 	v (pv ( m ) 

za sve horizontalne vektore v normaine na u i gou u taeki m i za svaku taeku 
m E M . Sada, kako horizontalan vektor u mote biti izabran proizvoljno, to 
rezultat sledi koriMenjem Teoreme 3.12. iz prve glave. 

Teorema 11. Neka je 	(p, n,  g) Sasakijeva mnogostrukost dimenz-
ije > 5 . Tada je, uz gore navedene dogovore, M Sasakijeva prostorna forma 
ako i samo ako, za svaku dovoljno male go-geodezijsku cev P,(r), Cr(p)c iov 
(ili Qcr(p)e , respektivno) pripada ravni le, govl(p) za svako m E M i sve v , 
pri 6-emu je p = expm (rv) . 

Dokaz: 

Dokaimo prvo da je uslov dovoljan. Dakle, neka je 13,7 (r) cp-geodezijska 
cev opisana na po -detku i neka je .{E1, , En } ortonormirana baza paralelna 
du2 7 i definisana u shfaaju B, treoeg poglavlja druge glave ovog rada. Tada, 
koristeei relacije (16) i (31), iz druge glave, dobijamo da va2e relacije 
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2n – 2 	 2n Q'T  (P)(Pv = 
2n

r 

–
2 	

2 
sov(m) + 	 (m) +  {Q(Pv —R,„p7,vr 3 	_ 

n 
3 

1 , – – R„Wirt) U u – [n –1 + –
3 (Pvv + 2Rvuvu)] (Pv (rn) 

+r 1 

2n + 1 t 	\ 	1 (v7  \ 
12 	CC7v Rityvvu n – 71  k. v vPi.,,,, + (Vv R), am] V?' } ( •rn) 

+ r2 { 121QC°v 

2 n 

1

+ 

2 

 3 

RvePuv  + 21 (712)v(2)  V 

n 
 5 

 + 1 	2 
(VvvR) 	"v v yov 

1 
— Am& yv + —

2 
R R v 9 	yo 	9  vuvu tyv 	

n

1

+

8 

1  +  
RV (pV VII RV UV 

2n + 2 2 – 1.7n 1 	 1 2 \ 
45 
	RvR

v" 
v t) + [ 

12 	6 
+ — (Pvv  + 2 Rvuvu) — —

10 

(s \-.7  vv P I vv 

_ 
2n+1 	 2n+1 1 	 i. 	 I. v _ 	(2v  uR) 	— __R2v 	2 \--` D2 

	– 
	V` 7-) 12 Av  I _ 

a  
15 \ ' . i VUVU 	3  "UV 14; 	15  z__, -tivAvu 	45 Z---, It 	P 	'V  A=3 	 A,p=3 
1( 	 1 

4 — — [CC7V Ph
\

u + (VV R)vuud e + {— U 1 D LVW"V  

	

1 	 27n + 7  n+ 

20 1 
(v2  D \

v  + — PV V RVy,VVu 	
D 
i tvuvuRvcpvvu vviLicovvu 	18 	 180 

7n  + 7  2n+1 

180 
A=3 	. 	- 

2n – 2 2n – 2 	1 

	

(P)e = 	y . 2 	(m)  	yov(m) + –
3 
 + 3 – Pvv – 2 Rvuvu)(M) r 

r 2n – 3 
+ -7F–Rv wvv 	12 

2n-1 	 14n + 1 1 1 
Rtyvvuu + [ 	

+ 
12 	–3 (Pvv 

+ 2Rvuvu )] Coy – [(VvP) uv  (VvR)vuvui e}(m) 

[-1Pvv 	
113n 23 	5 r) 	1 (7.72 	 ( 

Tuvuvu 	v vt/P) vv  — \VI!)LI R) vuvu 8 	180 	9 	10 	 15 
2n+1 

__1  R2 _ E  48) 	 D2 ( 	 2 
3  vuvu 	15 	A LvAvu 

A=3 

1 
2n+1 

45  E Ri2),,vdq(m)+0(r3)• 
A,p=3 

Posmatrajmo prvo dejstvo operatora 	na coy i neka je x paralelan vektor 
normalan na paralelnu ravan razapetu sa e (p) i (cov) (p) due geodezijske linije 

2n + 1 + — p,,,, 	2Ri,„,,„ )e + (v i ,Q) go?) 	4 	(7,, R.).„ try  7, 

(47) Rv(puu ), RvAvu u} (m) + 0 (r3 ) , 

2n + 2 	 n + 1 r 2 {(VvQ) Soy 	
5 	(VvR)v  cov 	

10 
v 	(VvR)t, (pv 	U  
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7 : r expm (rv) . Tada Q° (p) cot) pripada ovoj ravni ako i samo ako je 

g (Q° (p) coy, x(p)) = 0 

za sve ovakve vektore x . Dakle, koristeoi relaciju (47), dobijamo sledeee 
neophodne uslove: 

(49) 3 g (Qcov, x) (m) = (2n Rv v) v v x + n Rv 40 v v u g(u, x)) (m), 

(50) 12 g ((C7 uQ) (Pv,  , x)(m) = (2n + 1) (3 (VuR) v  <pv u x 

+ (VuR) v 9,v uu g (u,x) )(m)  ' 

(51)
{ 1 	 1 2  g  (Q(pv, x)  + 2  g  ( (vt 	 2n+ 

	

o (pv, x) 	12   ,n  
3  Li t: (pv v 

	

n 	1 (1.7 Do) 	1 	D 	 n + 1 ,,.. 

	

5  k v 2vv") v (pv v  x  + 9  Nov.,' epv v x + 2  RuvuvRy cpv v x 	 9 	 18 	r 
.n.v  te,v u uRuuus 

	

2n + 2 	 1 T.,

,o 	
n + 1 	2 D  \ 	 1 	D  

45 
	RvR,,,,,„vxxl(m). -- {( 6 ,ftv,vvu+ 	 20 (Vvv-,,)„ (pv vu  — revvIt,v epv v u 

2n+1 27n +7 	D 	7n + 7 

	

+ 	A LUVU1) I ‘17 (pv v u + 	i Itv  <pv  v ARv A v u) g (u, x)}(m) . 
180 	 180 

Diferenciranjem relacije (49) dobijamo relaciju 

(52) 3 g((Vv Q) cot), x) (m) = n (2 (V,R),,,pv ,ux  + (V v  R) v (pv v u  g(u, x))(m) 

Sada, koristeei relaciju (50), iz prethodne formule sledi relacija 

(53) (3 — 2n) (V v R)v  „ a, (•rn) = (2n — 1) ((V„R) v ,pviiu  g(u, x))(m) . 

Kako je vektor u normalan na i coy u taeki m , zamenjujua vektor x sa u 
u poslednjoj relaciji, dobijamo relaciju 

(54) (Vv R) v cov v u  (M) = 0. 

Takode, koristeei poslednju relaciju i relaciju (53) dobijamo da vazi relacija 

(55) (VuR) v cav v x  (m) = 0 . 

A=3 
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Formule lokalanog raslojavanja (76) i (83) (iz prve glave), pokazuju da je 
relacija (55) ekvivalentna relaciji 

(56) Mtv 17)w.Tiv w y (fit ) = ° 

pri emu je v = w* , x = y* , fit = On) , za svaki (jedinioni) vektor w nor-
malan na Jy . 

Dalje, koristi6emo metodu integracije (kao u Teoremi 4), umesto metodu 
linearizacije i kontrakcije. Neka je fit = ir(m) E B, pri temu je B bazna 
mnogostrukost lokalnog raslojenja B,mEU. Dalje, neka je 

w = E ai ei 

jedinirii vektor tangentnog prostora B , pri eemu je {e h 	, e2,,} ortonormi- 
rana baza za 13 , . Dalje, stavljajuai 

(57) Hi, k t = ( C77  ei:?) e  

Hi()  „ w w mo2emo posmatrati kao funkciju na jedinienoj sferi S 2n -1 (1) c G, , L . Tada va2i relacija 

(58) 
'2n 

Hwww w (771)clw = 	(fi 	ai u; ak dwt) I 
i,j,k,1=1 S2n-1(i) 

Koristeei sada relacije (56) , (57) , (58) za {y}± i dobro poznate formule inte-
gracije za desnu stranu relacije (58) ([20],[39]), dobijamo da va2i. relacija 

(59) 2 \70--  — 7 (V  y7) (y) y) + 3 (VY -11)1/ y Jy = 

za sve jedini*ene vektore y iz Bth, . 

Dalje, neka je w E {y, Jy} -1-  . Tada iz relacije (56) sledi sledeea relacija 

(60 	
= ° 

) 
(VJuiT?) Jw w Jw y 

ekvivalentno, koristeei Kelerov i drugi Bjankijev identitet, 

(61) 
(71YR) Jw w Jw w ( wR) Jw w y w = 0.  

Jew el 
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Sada, koristeei Kelerov identitet, iz relacija (56) i (61) sledi relacija 

(62) (VyR) 	= 0 ,  wJwwJw 

za proizvoljno y E 	JW} ±  Dalje, integracijom poslednje relacije po je- 
dinienoj sferi Stn-3 (1) u {y, Jy}± C 	dobijamo relaciju 

(63) 1370--  — 4 (T7y7i) (y, y) + 2 (Vv .Ti) y jy y jy  = 0 . 

Tada iz relacija (59) i (63) sledi relacija 

(64) VT-  — 2 Typ) (y, y) = 0 

za bilo koji jedinieni vektor y , tj., va2i relacija 

(65) G(y, y) Vy7r-  — 2 (V'v75) (y, y) = 0 

za proizvoljan vektor y . Linearizacijom poslednje relacije dobijamo relaciju 

(66) G(t,t)V z T-  + 2 G(t, z)VtT-  — 2 (V;7) (t, t) + 2 (Vt7j) (t, z)} = 0 

i kako je dim M = 2n + 1 > 5 , to kontrakcijom dobijamo 

Vz T-  = 0 . 

Konaeno, koristeei relacije (63) i (64), iz poslednje relacije sledi relacija 

(67) (VA y jy y jy  = 0 , 

za sve jediniene vektore y iz 	. Iz Teoreme 2.12. iz prve glave, tada sledi 
da je 13 lokalno hermitski simetriean prostor i koristeei Teoremu 3.11. iz prve 
glave, zakljueujemo da je M lokalno co-simetriean prostor. 

Dalje, kako je vektor u normalan na i coy u taeki m , zamenjujuei x 
sa u u relaciji (49), dobijamo da va2i relacija 

(68) g (Q(Pv, u) (m) = n R cov v u(m) • 

Koristeei ovo, iz relacije (49) sledi relacija 

(69) 3 g (Qcov, x) (m) = (2n Rv  epv v x g (Qcov, u) g(u, x))(m) . 
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S druge strane, koristeoi relacije (54) i (55), relacija (52) se svodi na relaciju 

(70) g((VvQ) so .v,x)(m) = 0. 

Dalje, kako je Q e = 2n e, iz relacija (69) i (70) sledi relacija 

3g ((VvQ)e,x)(m) = (2nRvc,„vvx  + g (Q vv,u) g(u,x))(m), 
(71) 

3  g (( 7L(2)Sov, x) (m) = — 2n Rv cov v x + 9 (Q (Pv,u) g(u,x))(m) . 

Dalje, kako je x paralelan vektor norm.alan na paralelnu ravan razapetu sa e(p) 
i (cov)(p) du2 geodezijske linije -y : r 	expm (rv) , to va2i sledeea formula 

(72) (VvR)vvx On) = Rv,pvvx(m). 

Sada, koristeei relacije (55) i (72), dobijamo da va2i relacija 

(73) (Vi2., v R) 	(m) = — Rv v x (m) • v cpv vx  

Kako je vektor u normalan na e i coy u taeki ni, to koristeei relacije (68), 
(71), (72) i (73), dobijamo da va2i relacija 

(VvR)vvv (m) 

{Rv 	
— 

y,vvv [
n12 2 

1 	23 — 37n n 	
+ 7  2n+1 

—

6

Pvv + 	 180 rtvuvuj 
180 

A=3 
vcpvva Rv Avu 

2n + 2 (75) ri 45 	vR,„,„vuul(m) = 0. 

Tada, koristeei relacije (49), (51), (68), (71), (73), (74) i (75), dobijamo da va2i 
relacija 

2n — 3 7.1 	1 	 2 D  	/Iv 	x  + — pvvRv wv v x + - -t-LvvvvRv cov v x 

	

60 	(Pv  v 	9 	 9 
n + 1 in., 	 2n +  2  , 	 13 — 2n ( 	 n. 76) 	— 	 -av v v uRvuvx 	liv R o  ,,,,,,v v x + 	 -ay  v v u 18 	'''' 	 45 	 60 	ca  1 	 n — 3 n 	 2n + 2 , 

-- AvvRv coy v u + --nvuvuRv coy v u + 	/Iv iit, sot, v v uj g(u,x) = 0 . 

1 	 = Rv  cov v v(m) , 

(74) (vv2vR) 
(m 	—) = Rv cat, v u (m) , 

v cat, 

g ((V v2  v Q)(pv,u) (72) = 
— n Ev wv vu(m) 

Konaeno, koristeai poslednju relaCiju i relacije (51) i (68), sa x = u, dobijamo 
relaciju 
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S druge strane, koristeei relaciju (69), dobijamo (uz pomoa formula za 
lokalno raslojavanje (76), (80) i (81) iz prve glave), da na prostoru (13, G, J) 
vazi sledeaa relacija 

(77) 3 G (Q Jw, y) = 2ra w  Jw w y -FG(QJtv, z) G(z, y) , 

pri eemu je v = w* , u = z* i x = y* . Prvo oemo ispitati slueaj kada je B 
lokalno ireducibilan prostor. Tada je to Ajn'Stajnov prostor ([2], [47]) i kako 
su vektori y i z normalni na Jw u 777, = r(m) E B , to iz relacije (77) sledi 
relacija 

RwJww = ( Jw , 

Fit() 71 aci, k0rticen,j(Vl Teoreme 2.8. iz prve glave, (la prostor B ima konstantnu 
holomorfnu sekcionu krivinu, jer je jog dim B > 4 . Ukoliko je B lokalno 
reducibilan prostor, on je lokalno proizvod Bi x • • • x 13k Kelerovih prostora 
koji su ujedno i AjnSlajnovi ([2], [47]). Za svaki faktor 13 Z  sa dim/3i > 4, 
relacija (77) je zadovoljena, pa su svi ovi 13i kompleksne prostorne forme. Ako 
je dim Bi = 2 , isti rezultat sledi korikenjem relacije (67). 

Da bismo zavrgili dokaz, primetimo prvo da relaciju (77) mo2emo zapisati 
u obliku 

(78) 3 Q Jw — 2n R„, • ou — r)(1.w, z)z ='.J71) . 

Projektujuei ove vektore na tangentni prostor prvog faktora B i  dobijamo 

(79) 3 CO Jw) i  — 2n caw  j„w) i  — vz 1  = ii(Jw)1, 

pri eemu je v = p(itv,z). Kako ovaj faktor ima konstantnu holomorfnu sek-
cionu krivinu c 1  , to vai relacija 

(80) (0 Jw) 1  = 
ni 

(JO]. , 	J.0 1  = (ci cost  ce].)(Jw)i 

pri eemu je G(wi, wi) = cos t  cei Ovde je ni = dim Bi i T- 1 oznaeava skalarnu 
krivinu prostora Bi , tj., 

(81) 4ri = ni (ni + 2) cI • 

KorAeenjem relacija (80) i (81), iz relacije (79) sledi relacija 

(82) —
3 

(n 1  + 2)c i  (Jw)i — 2nc1 cos t al (Jw)i — 	= 77 (J7D(Jw)1• 
4 
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projektovanjem vektora iz relacije (78) na tangentni prostor drugog 
faktora 82 , dobijamo 

3, 

(83) 4 
- yn2 + 2)c2 (Jw)2 - 2nc2 cos t  a2 (Jw)2 - v z2 = (Jw) 22  

Ovde je n 2  = dim B2 f2 oznaZava skalarnu krivinu prostora 82 i G(W2 7  w2) =-- 
cost  a2  . Kako horizontalni vektori u i v (normalni na cpu u m) mogu biti 
izabrani proizvoljno, to koristeai relacije (82) i (83) dobijamo da va21 relacija 

(84) C + C = 0 . 

Konaeno, koristieemo relaciju (51) da doka2emo da je c1 = c2 = 0. Prvo 
primetimo da se relacija (76) mote zapisati u obliku 

	

(6n - 5 1 	2- 

	

9 	9  zwzw w Jw w - + ww  -70" + -R 	)T7 	+ 1 R 

	

36 	 j R 18  w Jw 	W2 w 
5 - 6n- (85)

2n + 2-
R -n 	w + (-

36-- RwJw w z 	
—
R 45 	1-`' 	iww 	 9  ww  w_ww 

n - 3-n  - 	 2n + 2-„ + 	itzwzw  Rw wz 	 -Rw  ,wwwz)z ( 

	

18 	 Jw , 

koristeei formule lokalnog raslojavanja (76), (80) i (81) iz prve glave, pri eemu 
je v = w* i u = . 

	

Dalje, mno2eai relaciju (85) sa 	dobijamo relaciju 

(86)
(6n - 5 , 	 ) 	 n +1 71  3 6 --r-  9 P + 9 	zw ftwJww Jz  

18 wJww zftw zwJz 

2n + 2-
R Is 45 	w Jw w w Jz = .  

Neka je sada w E {y, Jyl-L . Tada iz relacije (86) takode sledi relacija 

(87) ( 6n 	- 5  + 1 Toww 	Jw z Jw) TI?Jw w Jw Jz 

	

36 	9 	9 
n + 1, 
	t/w  w Jw zNJw z Jw Jz 

2n + 2-
R 	

r Jw Jz 0 , 18 	 45  

ekvivalentno, uzimajuei u obzir Kelerov identitet, 

(

, 6n - 5 1 	2-, 	 n + 1 88) 	+ 	+ -6/1,/zw Jzw) T? 	w z 	
18 -„- 
	

Jw zRw Jzw z 

2n + 2 
+

-R
, 76 	„ 

	

45 	 0 . 
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(89) 	
(fin — 5 	1 

k 36 + 9 -fiwiv 
2---„ 

+ 
9 

itzwzw) 7-11w Jwtv 
+ 1-5  

11-w Jw w z RwzW 
18 

45 	"R-Ji."
w + C IL Jzw Jz 171 Jw w z 9 

n+ 1—  
18 
	.1twzwJz 71I-wJww1z 

2n + 2 

Sada, koriste6i. relacije (85), (88) i Kelerov identitet, dobijamo relaciju 

n — 3— 
18 
 , 
	ftzwzw Ttw,./w wz) z Jw . 

Konaeno, posmatrajuei ponovo faktore B i  i 82 i koristeei relacije (84) i 
(89), dobijamo da je 

Cl = C2 = 0 . 

Koristed isti postupak i za ostale faktore, zakljueujemo da je 13 ravan prostor. 

Dakle, mo2emo zakljueiti da je 13 kompleksna prostorna forma, gto, kori§- 
eenjem Teoreme 3.8. iz prve glave, znaei da je M Sasakijeva prostorna forma. 
Ovim je prvi deo teoreme dokazan. 

Da bismo dokazali drugi deo teoreme, neka Q° (p) e pripada ravni raza-
petoj vektorima (p) i (yov)(p) due (p-geodezijske linije -y : r expm (rv) . 

Tada iz relacije (48) sledi relacija 

(90) 	(2n — 3) Rv cot, v x (m) = (1 — 2n) (Rv (pv v u9 (u, t  X)) (M) 

za sve horizontalne vektore u , v takve da je u(m) 1 (pv(m) , u(m) 1 v(m) i 
sve horizontalne vektore x normalne na (pv i e . Stavljajuoi x = u u poslednju 
relaciju, dobijamo 

Ri , 	(m) = 0 , 

za sve horizontalne vektore v i sve horizontalne vektore x normalne na (pv i 
(kako vektor u mote biti izabran proizvoljno). Konaeno, odavde sledi da je 

proporcionalno sa (pv , i tada, korikenjem Teoreme 3.7. iz prve glave, 
zakljueujemo da je M Sasakijeva prostorna forma. 

Da je uslov teoreme neophodan, neposredno sledi iz formula za Riaijev op-
erator ovih (p-geodezijskih cevi na Sasakijevim prostornim formama, dobijenih 
u slueaju B, treoeg poglavlja, druge glave. 

Na kraju, navedimo jog jednu karakterizaciju lokalno (p-simetrienih pros-
tora, koriste6i Rieijevu krivinu definisanu relacijom (37) u ovom poglavlju. Ko-
risteei relacije (31) (iz druge glave) i (47) (iz ove glave), dobijamo da se krivina 
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pa.  ((toy, cpv)(p) mote izraziti slede6orn formulom: 

(91) e(Cov, cpv)(p) = 2nr; 2  + (i'vv 3Rvuvu  — nRy cpv v (pv)(M) 

— •r-ti [5 v 	+ (2n + 1) (vvR) v  pvv cot, + (vvR)vuvui (m) + (r2 ) . 

Tada imamo sledeei teoremu: 

Teorema 12. Neka je (M 2n+1 ,c,o, n , , g) Sasakzjcva rnnogostrukost dirnenzi-
je > 5 . Tada je, uz gore navedene dogovore, M lokalno co-simetrican prostor 
ako i samo ako za svaku dovoljno main co-geodezijsku cev 1 3 ,-(r) vazi 

(92) If (coy, cov)(exp rn (rv)) = pa (vv, (pv)(exp m (—rv)) 

za svaku take mEM i sve horizontalne vektore v . 

Dokaz: 

Pretpostavimo prvo da va2i relacija (92). Tada iz relacije (91) sledi relacija 

(93) (2n + 1) (V v R) v  

i koristeei ponovo tehniku lokalnog raslojavanja, uz prethodne dogovore, dobi-
jamo da vazi relacija 

(94) (2n + 1) (D„T?) w epw w cow (m) + CV„R) wzwz  (m) + 5 (Vw p) ww  (m) = 0 . 

Stavimo w = ax + Oy u relaciji (94) i napAimo koeficijent uz a302  . Koristeei 
Kelerov i Bjankijeve identitete, dobijamo relaciju: 

(2n + 1 ){(Vx —R) xyzy  + 5 (Ox 11)y.is y Jx — 2  M./x Rl y .ix y x + (7x T?)szxz G(Y ,  Y) 
+2 [(VA xzxz + 2  MxT) z x z y ] qx, ;0+ [(0x R) yzuz  4- 2 (Vy Ri zxzy ] G(Y, Y) 

(95) +2{ CVA xx  G(y, y) + 2 {(V y 70-).x  + 2 (VrP) sy] G(x, y) 

+ [(V sT)) yy  + 2 (VA xy] G(x, x)} = 0 . 

(pv v (in) (m) + 	v Mvuvu ( 7  + 5 (VvP)v v  (in) = 0 
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Sada, stavimo y = ei , i = 1, 	, 2n (pri eemu je 	i = 1, 	, 2n1 ortonormi- 
rana baza bazne mnogostrukosti t3 ) i sumirajmo po i . Tada dobijamo 

2(n + 3) (V . 77) z z + 2(11n + 18) (Vx-P)xx 
(96) +3G(x, x) (T70) :„  — 2G(x, x) (o z  p) 	10G (x , x) 70-7  x 7r-  = 0 . 

Dalje, stavimo x = aw + f3v u relaciji (96) i napigimo koeficijent uz a 02  . 

2(n + 3) [2 (V,R) zyzw  + 2 (V„,R) zyzy ] + 2(11n + 18) [(v,„T) vv  + 2 (Vv ii).] 

(97) +3 [G(v, v) (Vwp) zz  + 2G(y, w) 

—2 [G(v, v) (VO) zw  + 2G(v, w) (Vo) zv i + 10 {G(v, v)V„77-- + 2G(v, w)V7v 7r1 = 0 . 

Stavljajuei v = ei , i = 1, 	, 2n i sumirajuei po i dobijamo da vazi relacija 

(98) (7n + 15) (V„,5) zz  — 4(n + 2) (Vzji) z . + 2(16n + 23)V = 0 . 

Ponavljajuei isti postupak za vektor z u relaciji (98), dobijamo da vazi relacija 

(99) V„T-  = 0 . 

Korigoenjem iste procedure za vektor z u relaciji (96), iz poslednje relacije sledi 
relacija 

(100) (Vy -f3) yy  = 0 . 

Dalje, koriste6i relacije (94) i (96) u (98), (99) i ( 100), dobijamo relaciju 

(101) (n + 3) [(77,,,p) zz  — 4(n + 2) (rwR) zwzin i = 0 . 

Dalje, stavljajuei w = au+Ov u poslednju relaciju, koeficijent uz a 2 ,8 mo2emo 
zapisati u obliku 

(102) G(u, u) (vvP)zz  + 2G(u, v) (vuP)zz 

4(n + 2) [2 	
zuzv + ( v7)) zuzu (Vu R) Zyzui 

Stavimo sada u = ei , i = 1, , 2n i sumirajmo po i . Tada se poslednja 
relacija, uz pomoe relacija (98) i (99), svodi na relaciju 

(103) (n + 2) (Vup) zz  = 0 . 
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Konaeno, koristeei relacije (100), (101) i (103), iz relacije (94) sledi 

( owr?)w J'w w Jw 	' 

Dakle, korgeenjem Teoreme 2.12. iz prve glave, zakljusoujemo da je (13, G, J) 
lokalno hermitski simetriean prostor, pa je, korikenjem Teoreme 3.11. iz prve 
glave, lako zakljueiti da je (m2n1-1, g) lokalno cp-simetriena Sasakijeva 
mnogostrukost. 

Drugi deo teoreme sledi direktno, koriMenjem Teoreme 3.13. iz prve glave. 
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