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GEOMETRIJA GEODEZIJSKIH
SFERA I CEVI

Apstrakt

IzuCavanje geometrije Rimanovih mnogostrukosti ispitivanjem osobina ge-
ometrijskih objekata na njima predstavlja veoma interesantan problem. Ova
izu€avanja pokazuju da osobine geometrije familije objekata na Rimanovim
mnogostrukostima imaju jak uticaj na geometriju ambijentnog prostora.

U ovom radu u centru paznje je ista vrsta problema, pri ¢emu se ovom
prilikom izudava spolja3nja i unutra$nja geometrija cevi duz geodezijskih linija
u Kelerovim i Sasakijevim mnogostrukostima. Osnovna tehnika u ovom radu
koristi Jakobijeva vektorska polja, s obzirom da je to jedan od najboljih na¢ina
za analizu geometrije normalnih i cevastih okolina.

U drugoj glavi ovog rada izratunata je matrica operatora cevi duz -
geodezijskih linija na Sasakijevim prostornim formama, koristeéi tehniku Jako-
bijevih vektorskili polja.

Dalje, u treéoj glavi, date su karakterizacije lokalno hermitski simetri¢nih
prostora i kompleksnih prostornih formi, izu¢avanjem operatora oblika i Ritijevog
operatora cevi duz geodezijskih linija na Kelerovim mnogostrukostima.

Na kraju, u Zetvrtom poglavlju, okarakterisane su Sasakijeve prostorne
forme i lokalno @-simetri¢ni prostori, analiziranjem dejstva operatora oblika, i
Ricijevog operatora na cevima du# ¢-geodezijskih linija na Sasakijevim mno-
gostrukostima.

Kljuéne redi:

povezanost, krivina, metrika, Kelerova mnogostrukost, Sasakijeva mnogostrukost,
kompleksna prostorna forma, Sasakijeva prostorna forma, lokalno hermitski
simetri¢an prostor, lokalno ¢-simetrian prostor, geodezijska sfera, geodezijska
cev, operator oblika, Ricijev operator, Jakobijevo vektorsko polje.



GEOMETRY OF GEODESIC
SPHERES AND TUBES

Abstract

It is an interesting problem to study the geometry of Riemannian manifolds
by investigating the propetries of geometric objects on them. It turns out that
the features of the geometry of a family of geometric objects on a Riemannian
manifold strongly influence the geometry of the ambient space.

In this paper we focus on the same kind of problems considering the ex-
trinsic and intrinsic geometry of tubes about geodesics on Kahler and Sasakian
manifolds. In order to obtain our results we mainly work with Jacobi vec-
tor fields because this falls among the best ways of analysing the geometry of
normal and tubular neighborhoods.

In Chapter II we compute the explicit formulas for the shape operator of
tubes about ¢-geodesics on Sasakian space forms, using the technique of Jacobi
vector fields.

Further, in Chapter III we characterize locally Hermitian symmetric spaces
and complex space forms considering the shape operator and the Ricci operator
of tubes about geodesics on Kihler manifolds. '

Finally, in Chapter IV we characterize Sasakian space forms and locally
‘p-symmetric spaces by analysing the action of the shape operator and the Ricci
operator on tubes about ¢-geodesics on Sasakian manifolds.

Key words:

conncction, curvature, wetric, Kéhler manifold, Sasakian manifold, complex
- space form, Sasakian space form, locally Hermitian Symmetric space, locally
(p-symmetric space, geodesic sphere, geodesic tube, shape operator, Ricci op-
erator, Jacobi vector field.



PREDGOVOR

Sadrzaj ovog rada je izuéavanje uticaja osobina geodezijskih cevi na Ri-
manovim mnogostrukostima na geometriju ambijentnog prostora. Ispitivan-
jem niza osobina spoljasnje i unutrainje geometrije geodezijskih cevi, jo§ jed-
nom se pokazuje koliko je jak njihov uticaj. Ovom prilikom autor posmatra
geodezijske cevi na Kelerovimn i Sasakijevim mnogostrukostima i analizirajuci
dejstvo operatora oblika i Ri¢ijevog operatora na ovim cevima, daje karakter-
izacije lokalno hermitski simetri¢nih Kelerovih mnogostrukosti, kompleksnih
prostornih formi, lokalno ¢-simetri¢nih Sasakijevih mnogostrukosti i Sasakije-
vih prostornih formi.

Inace, jaka veza izmedu osobina krivine Rimanove mnogostrukosti (M, g)
i spoljasnje i unutradnje geometrije malih geodezijskih sfera i cevi na ovim
mnogostrukostima je utvrdena odavno i bila je predmet mnogih istrazivanja.
Izbor poznatih i novih rezultata u ovoj problematici moguce je naéi u radu [79]
1 knjizi [42], gde se takode moZe naéi i opsirna, detaljna bibliografija objavljenih
radova o ovoj temi.

. Specijalno, pogodna situacija se pojavljuje u kompleksnoj geometriji, kada
je Rimanova mnogostrukost skoro hermitski prostor (M,g,J). Neka Gpn(r)
oznalava geodezijsku sferu (jasno, neparne dimenzije) sa centrom u m i do-

voljno malim polupreénikom r. Tada je ar jediniéno normalno vektorsko

g
polje, a J o je tangentno vektorsko polje na hiperpovrsi G,,(r). U radu [22]



su izucavane neke osobine ovog vektorskog polja: na primer, posmatrane su
integralue krive i ispitivano je ponaSanje ovog polja izu€avanjem dejstva oper-
atora oblika i Ri¢ijevog operatora sfere Gm(r) na ovom polju. To je dovelo do
novih karakterizacija lokalno hermitski simetri¢nih prostora, skoro Kelerovih
mnogostrukosti konstantne holomorfne sekcione krivine i kompleksnih pros-
tornih formi. Takode, dokazano je 1 nekoliko teorema o odredenosti lokalno
d-simetricuil i s-regularnilh muogostrukosti uz pomod osobina simetrija reda 3
1 tenzorskog polja simetrija.

Sli¢na istrazivanja izvriena suiu slu¢aju kada je ambijentni prostor Sasak-
jjeva mnogostrukost ([24]). U ovom slu¢aju, mala geodezijska sfera Gm(r)
je parno-dimenziona i duz y-geodezijske linije kroz m, dvodimenziona ravan

odredena sa ¢ i o Je paralelna i tangentna na geodezijsku sferu. Izucavanjem
T

dejstva operatora oblika, i Ri¢ijevog operatora sfere Gm(r) na vektore ¢, gog;?:,
ili na dvo-dimenzionu ravan odredenu njima, dobijen je niz karakterizacija nekih

specijalnih klasa Sasakijevih mnogostrukosti, tj., Sasakijevih prostornih formi
1 lokalno ¢-simetri¢nih Sasakijevih mnogostrukosti.

Kako su geodezijske sfere specijalni slucajevi cevi (tj., one nastaju kada
se podmnogostrukost duz koje je cev definisana zameni tackom), to se sasvim
prirodno namece pitanje u kojoj meri osobine operatora oblika i Ricijevog op-
eratora cevi odreduju krivinu ambijentnog prostora.

Prva istrazivanja sa ovom idéjom navedena su u radu [25], gde su posma-
trane cevi duz karakteristi¢nih linija na Sasakijevim mnogostrukostima. Naime,
poznato je da je Sasakijeva mnogostrukost Rimanova mnogostrukost snabde-
vena jedini¢nim Kilingovim vektorskim poljem ¢ &iji Rimanov tenzor krivine
R zadovoljava relaciju Rxy¢ = n(X)Y - n(Y)X (za sva vektorska polja X,Y
na M), pri éemu 7 oznadava dualnu 1-formu polja €. Integralne krive vek-
torskog polja ¢ su na ovim mnogostrukostima geodezijske linije koje zovemo
§-geodezijske linije, ili karakteristi¢ne linije. Takode, linije toka polja £ su
(geodezijski) listovi Rimanove folijacije F. Lokalno, F je Rimanova submersija
nad Kelerovom mnogostrukoséu. Koristeéi ove osobine, u navedenom radu su
izuCavana svojstva operatora oblika i Ri¢ijevog operatora malih cevi duz linija

toka. Na ovaj natin su dobijene karakteristi¢ne osobine Sasakijevih prostornih
formi i lokalno -simetri¢nih prostora.

Pored karakteristi¢nih linija, istaknutu ulogu u Sasakijevoj geometriji imaju
1 - geodezijske linije. Naime, poznato je da na Sasakijevim mnogostrukostima

i



geodezijska linija koja je normalna na £ u jednoj tacki, ostaje normalna na § u
svakoj svojoj tacki. Ove specijalne geodezijske linije nose naziv ¢-geodezijske
linije i njihovo istraZivinje je deo izudavanja "transverzalne” geometrije Ri-
manove folijacije sa jedno-dimenzionim listovima, generisanim jedini¢nim Kilin-
govim vektorskim poljem ¢ ([34], [75], [76]). U Cetvrtom poglavlju ovog rada se
izuavaju osobine operatora oblika i Ri¢ijevog operatora cevi duz ovih linija.

Glavni rezultati u ovom radu (kao i u gore istaknutim radovima), dobijeni
su uz pomoé Jakobijevih vektorskih polja. Uloga ovih polja u izucavanju Ri-
manove geometrije zapaZena je odavno i ona imaju centralno mesto u proucava-
nju unutradnje i spoljadnje geometrije geodezijskih sfera i cevi ([22]-[29]), sime-
trija u odnosu na ta¢ku, krivu i podmnogostrukost ([13]-[18]), rotacija oko krive
i podmnogostrukosti ([55]-[58]), u izra¢unavanjn zapremina malih geodezijskih
sfera i cevi ([20], [23], [39])-[41]) i analizi sli¢nih problema ([23], [80]). Izucavanje
ovih problema uvek vodi detaljnoj analizi nekih aspekata teorije krivine i os-
vetljava odgovor na mnogo puta postavljano opste pitanje (koje je tema i ovog
rada, takode):

Do kog stepena geometrijske osobine familije geometrijskih objekata na Ri-
manovoj mnogostrukosti (M, g) uticu, ili ¢ak, odreduju geometriju ambijeninog
prostora (M, g)? Specijalno, koja je veza sa krivinom mnogostrukosti (M, g)?

Ovaj rad je jo§ jedan prilog odgovoru na ovo pitanje, pri éemu su za ge-
ometrijske objekte, ovog puta, izabrane cevi duz geodezijskih linija, dok je
ambijentni prostor Kelerova ili Sasakijeva mnogostrukost. Izuavanjem de-
jstva operatora oblika i Ri¢ijevog operatora na ovim cevima, dobijene su nove
karakterizacije nekih specijalnih klasa ovih mnogostrukosti, tj., lokalno her-
mitski simetri¢nih prostora, Kelerovih mnogostrukosti konstantne holomorfne
sekcione krivine, lokalno (-simetriénih Sasakijevih mnogostrukosti i Sasakije-
vih mnogostrukosti konstantne (-sekcione krivine. Ovi rezultati izloZeni su
u treéoj i &etvrtoj glavi, pri éemu i druga glava sadrzi originalne rezultate,
tj., uz pomoé Jakobijevih polja tu je izratunata matrica operatora oblika cevi
duz geodezijskih linija, smestenih u Sasakijevim mnogostrukostima konstantne
w-sekcione krivine.

Preciznije, rad je podeljen u &etiri glave:
- I Uvod
IT Jakobijeva vektorska polja

- ii



III Neke karakterizacije lokalno hermitski simetri¢nih Kelerovih mnogostrukosti
1 kompleksnih prostornih form;

IV Neke karakterizacije lokalno p-simetri¢nih Sasakijevih mnogostrukosti i
Sasakijevih prostornih formj

Prva glava se sastoji od tri poglavlja:
1. Osnovni pojmovi iz teorije o mnogostrukostima
2. Kompleksna geometrija,

3. Kontaktna geometrija

U prvow poglavlju su uvedeni osnovni pojiiovi iz teorije o muogostrukos-
tima, npr., Rimanova mnogostrukost, Rimanova metrika, afina koneksija, Ri-
manov tenzor krivine, Ricijev tenzor, sekciona krivina, raslojenje, eksponen-
cijalno preslikavanje, Fermijeve koordinate, cevi i dr., koji se javljaju u ovom
radu. Sem toga, navedene sy i poznate teoreme koje se koriste u radu.

Drugo poglavlje sadrzi osnovni materijal o kompleksnoj geometriji (speci-
jalno, o Kelerovim mnogostrukostima), koji ée biti koriséen y narednim glavama.
Uvedeni su pojmovi (skoro) kompleksnih i (skoro) kompleksnih metrickih mno-
gostrukosti i definisane su neke specijalne klase ovih mnogostrukosti: skoro
Kelerove i Kelerove mnogostrukosti. Dalje, uz pomoé izvesnih krivinskih uslova,
definisane su neke specijalne klase Kelerovih mnogostrukosti: kompleksne pros-
torne forme i lokalno hermitski simetriéni prostors. Takode, navedene su i neke
dobro poznate teoreme o karakterizaciji ovih prostora. .

U treédem poglavlju uvedeni su osnovni pPojmovi iz kontaktne geometrije.
Posle definisanja (skoro) kontaktnih i (skoro) kontaktnih metrigkih mnogostru-
kosti, kao i njihovih specijalnih klasa (K-kontaktnih ; Sasakijevih mnogostruko-
sti), uvedene su specijalne klase Sasakijevih mnogostrukosti (Sasakijeve pros-
torne forme i lokalno p-simetriéni prostori), uz pomoé izvesnijh krivinskih uslova.
Pored nekoliko teorema o karakterizaciji ovih brostora, u ovom poglavlju je-
ukazano na jaku vezy izmedu skoro kontaktnih i skoro kompleksnih mno-
gostrukosti, tj., pokazano je da je mnogostrukost sa invarijantnom strogo reg-
ularnom skoro kontaktnom strukturom glavno raslojenje nad mnogostrukoséu
8a skoro kompleksnom strukturom.

Druga, treéa i detvrta glava sadrze originalne rezultate.
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Druga glava se sastoji od tri poglavlja:
1. Osnovni pojmovi o J akobijevim vektorskim poljima
2. Geowetrija cevi i razvoj u red operatora oblika i Ritijevog operatora

3. Jakobijeva vektorska polja i operator oblika cevi du p-geodezijskih linija
na Sasakijevim prostornim formama

U prvom poglavlju su definisana Jakobijeva vektorska polja, koja ¢ine os-
novu nekih tehnika koriséenih u ovom radu. Poznato je da je J akobijevo vek-
torsko polje resenje Jakobijeve jednaéine:

Y"+ R(Y, )7 =0

duz geodezijske linije 4 na Rimanovoj mnogostrukosti (M, g), pri éemu je R
oznaka za Rimanov tenzor krivine na M, uz dogovor R(X, Y) = Vix,y] —
[Vx,Vy]. Simetri¢no tenzorsko polje

Ry’ = R(') 7)7

nosi naziv Jakobijev operator duz 7- U opstem sludaju, eksplicitno odredivanje
Jakobijevih polja je vrlo tezak problem, osim u slu¢aju Rimanovih mnogostrukosti
sa jednostavnim tenzorom krivine. ‘

U drugom poglavlju je objasnjeno kako se ratuna, ju komponente ( u odnosu
na Fermijeve koordinate) fundamentalnih geometrijskih veli¢ina (kao $to su
metricki tenzor, operator oblika, Rigijev operator), uz pomoé J akobijevih vek-
torskih polja. Takode, navedena su dva poznata primera, koridéenjem tehnike
razvoja u red.

Dobro je poznato da, kada je Rimanova mnogostrukost specijalnog tipa
(npr., ima specijalnu krivinu), Jakobijeva vektorska, polja imaju specijalan ob-
lik i geometrijske veli¢ine na toj mnogostrukosti su potpuno odredene. Time su
nametnuta velika ogranicenja na unutrasnju i spoljasnju geometriju objekata
(npr., geodezijskih sfera i cevi) na ovim Rimanovim mnogostrukostima. U
treéem poglavlju autor je izratunao matricu operatora oblika (a time i Ricijevog
operatora) u svim tackama cevi Py duz ¢-geodezijskih linija, pri éemu je am-
bijentni prostor Sasakijeva prostorna forma., Ovim je opisana tzv. spoljasnja
geometrija cevi. Naime, podsetimo se definicije operatora oblika povrsi u eu-
klidskom prostoru E3. ”Matematitka” mera oblika povrsi u E3 izrazena je

v



operatorom oblika definisanim na sledeéi naéin ([63]): Neka je p tatka povrsi
S C E®. Tada se, za svaki tangentni vektor v na S u p, definige:

Sp(v) =V, U,

pri emu je U jedini¢no normalno vektorsko polje u okolini taike peES. Spyje
operator oblika povrsi S u tacki p i u praveu v. Zaista, tangentna ravan povrdi S
u bilo kojoj tacki g € S se sastoji od svih euklidskih vektora normalnih na U (9).
Tada nam promena V, U vektorskog polja U u v-pravcu pokazuje kako se tan-
gentne ravni povr§i S menjaju u v-pravcu i ovo nam daje infinitezimalan opis
naina kako se povr§ S zakrivljuje u E3. Lako se pokazuje da je, za svaku tacku
p € 5, operator oblika simetri¢an linearan operator i kako je definisan na dvo-
dimenzionom vektorskom prostoru, to je on vrlo ” prost” objekat, ¢ije karakter-
istitne vrednosti, karakteristiéni vektori, trag i determinanta imaju vrlo veliko
geometrijsko znacenje. Naime, koriste se u definicijama normalne krivine povr§i
S, glavnih krivina i vektora i Gausove i srednje krivine. U literaturi je odavno
primecena uloga ovog operatora i u n-dimenzionoj Rimanovoj geometriji ([4],
[5], [22], [24]), pa je sasvim prirodno interesovanje za osobine njegovog dejstva.
Zaista, u trecoj i Cetvrtoj glavi autor dobija nove karakterizacije nekih specijal-
nih vrsta Kelerovih i Sasakijevih mnogostrukosti, ispitivanjem dejstva opera-
tora oblika na nekim istaknutim vektorskim poljima. Naime, neka je (M, g, J)
n-dimenziona Kelerova mnogostrukost i neka je Py(r) cev polupreénika r duz
geodezijske linije ¢ na M, tangentna na jediniéni vektor u. Posmatrajuéi
specijalne tacke p = ,exp,,(l)(7~1,g,)', v € a(t)~, v(o(t)) = Ju(o(t)) na P,(r) i
geodezijske linije jediniéne brzine. v : s eXPy (1) (sv) , koje povezuju o(t) i
p, autor je ispitivao dejstvo operatora oblika ovakvih cevi na vektorima J % .
Pri tome je jasno da je duz v v = 4/(s) = £ idajeu p=exp,(rv) ovaj
vektor jediniéni vektor normalan na P,(r). Autor je takode je proucavao i
krivinu «°(p) ovih cevi, definisanu relacijom

8\ ,0 A s
:U = AS’U [Y -I-_‘ .
&% (p) g( (lds)’ é)s)(zv) )

-

U sluéaju Sasakijevih mnogostrukosti, autor je izucavao cevi P,(r) duz o-
geodezijskih linija o, &iji je tangentni vektor jedini¢ni vektor u, ortogonalan na
§. Posmatrajuéi specijalne tatke p = €XPg(z)(Tv) ovih cevi, autor je razlikovao
dva slucaja: kada je v(o(t)) = pu(c(t)) ikada je v(o(t)) L pu(a(t)), v(o(t) L
§. U oba sludaja je ravan razapeta vektorima § i v paralelna duz -
geodezijske linije tangentne na horizontalnom vektoru v i u tacki p je ova ravan

tangentna na cev Py, (r). Ispitujuéi dejstvo operatora oblika na ovo j ravni, kao i

Vi



osobine krivine x7(p), autor je dobio nekoliko gore spomenutih karakterizacija
Sasakijevih mnogostrukosti specijalne krivine.

Dok operator oblika odreduje spoljasnju geometriju objekata na Rimanovim

swes

9(QX,Y) = p(X,Y) =) Rxe.vE.,
a=1

odreduje unutrasnju geometriju ovih objekata. U treéoj i Eetvrtoj glavi autor je
dokazao da je moguée dobiti nove karakterizacije Kelerovih i Sasakijevih mno-
gostrukosti specijalnih krivina, izuéavajuéi dejstva ovog operatora na prethodno
opisanim vektorima, uz napomenu, da dokazi ovih teorema zahtevaju mnogo
sloZeniju tehniku nego u slu¢aju operatora oblika.

Prijatna mi je duznost da se ovom prilikom zahvalim prof. dr. Lieven-u
Vanhecke-u sa Katoli¢kog univerziteta u Luvenu, u Belgiji, koji me je upoznao
sa teorijom Jakobijevih polja i njihovom primenom u izu¢avanju Rimanove ge-
ometrije. Cesti dogovori sa njim prilikom mojih poseta Univerzitetu u Luvenu,
kao i brojne primedbe i sugestije, imale su veliki uticaj na kvalitet ove teze.

Takode izrazavam veliku zahvalnost prof. dr. Nedi Bokan, na &iju inicija-
tivu sam pogela proutavanje geometrije geodezijskih sfera i ¢iju sam podrsku

imala tokom izrade ove teze. Njene sugestije i komentari doprineli su kvalitetu
ovog rukopisa. ~

Beograd 1994. | Dori¢ D. Mirjana
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I UVOD

1. Osnovni pojmovi iz teorije o mnogostrukostima

Ovo poglavlje potec¢emo sa uvodenjem nekih oznaka i ponavljanjem nekih
opSte poznatih Cinjenica. Sa M ¢emo oznalavati glatku (tj. C*) diferenci-
jabilnu mnogostrukost, a sa T(M) njeno tangentno raslojenje. Ponekad ¢emo
pisati M™ da bismo naglasili da M ima dimenziju n. Kao i obiéno, neka je
F(M) prsten C*° funkcija na M, a X(M) linearan prostor glatkih vek-
torskih polja na M. Obi¢no ¢emo tangentni vektor u tadki oznatavati sa
malim slovom, a njegovu ekstenziju u vektorsko polje, sa odgovarajuéim ve-
likim slovom. Osnovne ideje u vezi sa pojmovima podmnogostrukosti, imersije,
submersije, difeomorfizma itd., mogu se potraziti u [47).

Rimanov metricki tenzor na M je simetriéna pozitivno-definitna F(M)-
bilinearna forma g na X' (M) sa vrednostima u F(M). On indukuje unutradnji
proizvod (koji ¢emo takode oznalavati sa g) na svakom tangentnom pros-
toru mnogostrukosti M u tacki m (koji éemo oznatavati sa M,,). Rimanova
mnogostrukost je diferencijabilna mnogostrukost M snabdevena metrickim ten-
zorom g 1 ukoliko ne naglasimo drugacije, sve mnogostrukosti ¢e ubuduce biti
klase C*° i parakompaktne.

Afina koneksija (povezanost) je bilinearno preslikavanje
(1) V:XM)x X(M)— X(M),
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sa sledeéim osobinama:

(2) VivW = fVy W,
(3) VvIiW = (VAW + fvyw

za sve f € F(M),V,W, e X(M). VyW je kovarijantni izvod od W y pravcu
V. Za svaku Rimanovu metriky postoji jedinstvena afina koneksija (po funda-

mentalnoj teoremi Rimanove geometrije), zvana Rimanovg koneksija (ili Lews
Civita koncksija), koja zadovoljava sledeée uslove:

(4) Xg(V,\W) = g(VxV, W) +g(V,Vxw),
(5) VvW —-VyV - [V,W] =0,

pri ¢emu [, ] oznadava Liove zagrade, tj., [X,Y]f = (XY -YX )f.
Iz (1) i (2) je lako videti da je (Vv W)(p) odredeno sa W i V(p) i nije tesko

dokazati da je odredeno sa V(p) i restrikcijom W na bilo koju krivu kroz p u
pravcu V(p). Ako je a neka I-forma, tada Vya definigemo formulom

(6) (Vva)(W) +a(Vy W) = V(a(W)).
Prosirujuéi V kao izvod, definisemo Vv za bilo koje tenzorsko polje o.
Rimanov tenzor krivine R na mnogostrukosti A definisan je sa
(7) RxyZ =Vixv)Z - [Vx,Vy]Z,
zasve X,Y,Z € X(M). Cesto ¢emo koristiti oznaku
Rxvzw = R(X,Y,Z,W) = g(Rxy 2, W)

za (0, 4)-tenzorsko polje pridruzeno R. Rimanov tenzor krivine zadovoljava
sledeée identitete, koje ¢emo Cesto koristiti:

(8) RxyZ = -RyxZ,

9) Rxvzw = —Rxywz,

(10) Rxyzw = Rzwxy ,

(11) nyZ-i—sz'Y-i-Rsz:O,-
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za X,Y,Z,W € X(M). Identitet (11) je poznat kao Jakobijev ili prvi Bjankijev
identitet. Dalje, kovarijantni izvod VR Rimanovog tenzora krivine na mno-
gostrukosti M definisan je sa

(12) (VvR)wxyz = V(wayz) —Rv,wxvz

- Rwvyxyz — Rwxvyyz — Rwxyv,z

za VW, X,Y,Z € X(M) i zadovoljava drugi Bjankijev identitet:

(13) (VvR)wxyz + (VxR)vwyz + (VwR)xvyz = 0.

Algebarski, tenzor krivine je komplikovan objekat, pa je ¢esto vrlo vazno
izucavati njegove kontrakcije. Da bismo ih definisali, uoéimo polje ortonormi-

ranih baza {E,...,E,} definisano na otvorenom podskupu mnogostrukosti
M . Tada je Ri(’rijm) t(znzor p (i Ridijeva krivina) definisan relacijom

(14) p(X,Y)=> Rxp,vE.
a=1

zasve X, Y, € X(M), pri emu je n dimenzija mnogostrukosti M. Zbog osobine
(10), Ritijeva krivina p je simetri¢na po X i Y. Dalje, odavde sledi da postoji
jedinstveni endomorfizam Q : T(M) — T(M), takav da vazi :

(15) p(X,Y)=g(QX,Y) = 9(X,QY).
Q se naziva Ricijevim operatorom (ili Ricijevim endomorfizmom) mnogostru-
kosti M. Ukoliko je Ritijev tenzor p oblika p =a g, pri ¢emu je a konstanta,
tada se M naziva Ajnstajnova mnogostrukost.

Sliéno, skalarna krivina T definisana je sa

(16) 7= p(Ea,Es)= Y Rp,E,5.5 -
: a=1

af=1

Lako je proveriti da ove definicije ne zavise od izbora polja loka,lmh ortonorml-
ranih baza {E;,...,E,}.

Dalje, neka je IT ravan u tangentnom prostoru M, tj., 2-dimenzioni
potprostor od Mpineka X i Y ¢&ine ortonormiranu bazu za II. Tada je,
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za svaku ravan IT u tangentnom prostoru My, sekciona krivina K (II) zall
definisana sa:

(17) K(II) = R(X,Y, X,Y).

K(II) ne zavisi od izbora ortonormirane baze X , Y 1 moZe se pokazati da
vrednosti K (II) zasve ravni II u M, odreduju Rimanov tenzor krivine u taki
p € M. Specijalno, kada je M dvodimenziona mnogostrukost, II, = M,, tako
da postoji samo jedna sekciona krivina, koja se obi¢no naziva Gausova krivina.
Ukoliko je K(II) konstantno za sve sve ravni II u M, i za sve tatke p iz M,
tada je M prostor konstantne krivine. Rimanovu mnogostrukost konstantne
krivine zovemo i prostorna forma. Navedimo i dobro poznatu Surovu teoremu.

Teorema 1.1.  Neka je M povezana Rimanova mnogostrukost dimenzije
> 2. Ako sekciona krivina K(I1,) zavisi samo od tacke p, tada je M prostor
konstantne krivine.

Dalje, za prostor konstantne krivine k takode vazi i sledeéa relacija:

(18) RxyZ =k(9(Y,2)X - g(X,2)Y) .

Za svaki realan broj k moze se konstruisati prosto povezana, kompletna
Rimanova mnogostrukost konstantne krivine k. Za Rimanovu mnogostrukost
konstantne krivine kazemo da je elipticka, hiperbolicka ili ravna (ili lokaino
euklidska) u zavisnosti od toga da li je sekciona krivina, pozitivna, negativna
ili nula. Takode, svaka prosto povezana kompletna mnogostrukost konstantne
krivine k je izometri¢na gore pomenutom konstruisanom modelu. Za detalje
0 ovim konstrukcijama i dokazima, pogledati [47] i [86].

Vaznu klasu Rimanovih mnogostrukosti ¢ine mnogostrukosti ¢iji je tenzor
krivine paralelan, tj.,

VR=0

1 koje nazivamo lokalno simetriéne mnogostrukosti. Kompletan lokalno simetri-
¢an prostor je simetrican prostor. Jasno je da je svaka Rimanova mnogostrukost
koustantne krivine lokalno simetrican prostor( [47], 86]). Uprkos slicuosti izme-
du drugog Bjankijevog identiteta i uslova VR = 0, ovaj drugi je mnogo jaci.
S druge strane, klasifikacija svih Rimanovih muogostrukosti nema smisla, dok
se klasifikacija kompletnih prosto povezanih lokalno simetri¢nih prostora svodi
na klasifikaciju globalno simetri¢nih prostora, koju je izvrsio E. Kartan.
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Na kraju, za bilo koje vektorsko polie X e X (M ), tzv. Liov izvod Lx je
izvod definisan sa '

(19) Lxf=X(f) i LxY=[XY]

za sve diferencijabilne funkcije f i sva vektorska polja X i Y. Za datu jedan-
formu @, njen diferencijal da definisemo na sledeéi nagin: ako se u odnosu na
neki koordinatni sistem (z1,...,2™), jedan-forma o moze napisati kao

a= E a;dz*,
i

tada je diferencijal do: dva-forma data sa

(20) do =1y 0x

“dz? A dzt.
2 &~ 9z a:
4,7

Ova definicija je u skladu sa onom datom u [3] i lako se proverava da tada vazi
1

(21) da(X,Y) = 5 ((an)Y ~ (Vya) X)

za sva vektorska polja X,Y tangentna na M.

Navedimo sada, kratko, definiciju glavnog raslojenja, koje ée imati vaznu
ulogu u narednim poglavljima. Detaljnije informacije o raslojenjima mogu se
nadi u [10], [46], [47], [56], [68].

Raslojenje je (geometrijski) objekat koji se sastoji od

1. mnogostrukosti M (dimenzije n+p), koju zovemo totalni prostor (ili Raslo-
Jjeni prostor);

2. mnogostrukosti B (dimenzije n), koju zovemo bazni prostor;
3. projekcije m : M — B, tj., (glatkog) preslikavanja maksimalnog ranga n;
4. mnogostrukosti F dimenzije p, koju zovemo fiber,
5. grupe G difeomorfizama fbera F, koju zovemo strukturna grupa.

Ovi objekti dopustaju tzv. fiber strukturu, tj., mora postojati otvoreni
pokriva¢ U = {U,}4er bazne mnogostrukosti B, zajedno sa kolekcijom difeo-
morfizama

Yo :Us X F = 771 (U,)
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takva da, za svako a vaii,
™o ¢a =p2,

pri ¢emu je py : Uy X F' — F prirodna projekeija na drugi faktor proizvoda.
Dalje, ako je U, N Up = Uypg #, mogu se definisati funkcije, za svako z € Uag,

Tap() : F = F: f o pyoyzt o ha(, f).

Ove funkcije nose naziv funkcije prelaska i one moraju biti elementi strukturne
grupe G.

U specijalnom slu¢aju kada je fiber F Liova grupa G, a elementi struk-
turne grupe G = G su leva dejstva L, elemenata iz G na G definisana levim
translacijama Ly(p) = gp, raslojenje nazivamo glavno raslojenje.

Koneksija (povezanost) T' na glavnom raslojenju (M, B, G, «) pridrusuje
svakoj tatki p € M potprostor @, C M,, koji zovemo horizontalan tangentni
prostor, tako da vazi:

1. M, = Qp ® T,G za svako p € M, pri Gemu je T, G potprostor tangentan
na fiber G, koji nazivamo vertikalan tangentni prostor

2. Qgp=LgyQpzasvege Gisvepe M;

3. Qp zavisi diferencijabilno od p. Dalje, neka je X vektorsko polje na baznoj
mnogostrukosti B. Tada se moze pokazati da postoji jedinstveno vektorsko
polje X* na M koje je horizontalno i takvo da je m,(X*) = X. Ovo vek-
torsko polje X* nazivamo (horizontalan) lift od X (u odnosu na koneksiju
).

Dalje, pre definicija cevi i Fermijevih koordinata, navedimo oznake za
geodezijske linije i esponencijalno preslikavanje. Naime, neka jec:[0,1] - M
glatka kriva i neka ¢/(t) oznatava njen tangentni vektor. Za bilo koje v € M)
postoji jedinstveni vektor V(¢) € M), takav da je V(0) = v i V() V() = 0.
V(t) zovemo paralelnim poljem, a V(1) paralelnim prenosom od v duz c(t).
U stvari, lako se mogu naéi glatka vektorska polja duz c(¢), Eq(t),..., E.(b)
takva da je {E;(t)} ortonormirana baza za Mty . Ovaj uslov se moze zapisati
kao sistem diferencijalnih jednacina prvog reda:

d .
(22) Ezg(va Ez) = C’Q(V, E‘l) = g(vc’I/’ Ez) + Q(V, vc’Evi) = Q(Vc'Ei, V) 3

i teorema o egzistenciji reSenja diferencijalnih jednagina prvog reda nam obez-
beduje refenje V'(t). Kako je gornja jednadina linearna, dobijamo linearno
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preslikavanje P : M) — M(1), definisano sa v — V/(1). Koristeci (3) dobi-
jamo da je P, izometrija.

Glatka kriva c je geodezijska linija ako je
(23) Vod =0.
Kako je uslov (6) deferencijalna jednatina drugog reda, to za datu tatkup € M

i vektor v € M,, postoji jedinstvena geodezijska linija 7, kroz p €iji je tangentni
vektor u p bas v. Ako je v, : (—¢,€) — M geodezijska linija parametrizovana

sa t, tada je kriva ¢ : (——Z—, Z—) — M definisana sa c(t) = 7,(st) (s fiksirano)

takode geodezijska linija, jer je V' = 82V, 1, = 0. Takode je ¢'(0) = sv, pa
je ¢ = Ysv-

Eksponencijalno preslikavanje exp,, : Mp — M je definisano sa exp,(v) =
v,(1) za v € M, tako da je 1 u domenu 7,. Gore smo istakli da za bilo koje
fiksirano v postoji broj s > 0 takav da je 7s,(1) definisano. Dakle, exp, je
definisano u okolini pogetka u M, to je glatko preslikavanje i lokaloni difeo-
morfizam (po teoremi o imlicitnoj funkciji). Kako je exp, : Mp — M, za svako
p € M, to mozemo definisati uniju ovih preslikavanja exp : T(M ) — M. Tako
éemo definisati exp na uniji nad p domena od exp,, §to je okolina nula sekcije
uT(M).

Ako izaberemo ortonormiranu bazu {e;} za M), tada mozemo definisati ko-
ordinatni sistem u okolini p dodeljujuéi tacki exp,, (2 a:"ei) koordinate (z1,...,

Z,). Ovako definisane koordinate zovemo normalne koordinate u p. Za ove ko-
ordinate vazi da je
=0

(24) (Vv%) )

i zato se vrlo &esto koriste, narotito u izuéavanju geometrije geodezijskih lopti,
koje su specijalni slu¢ajevi cevi.

Definigimo sada i Fermijeve koordinate, koje su uop3tenje normalnih ko-
ordinata i sluZe za bolje razumevanje geometrije Rimanovih mnogostrukosti u
okolini podmnogostrukosti P. Definisimo ove koordinate u-okolini podmno-
gostrukosti, iako nas u drugoj, tre¢oj i Cetvrtoj glavi interesuje samo slucaj
kada je P geodezijska linija.

~ Neka je P topologki smestena podmnogostrukost u M i neka v oznalava
normalno raslojenje za P u M, tj.,

(25) v={(pv)lpePivePF},
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pri ¢emu P,;'- oznacava ortogonalni komplement od P, u M,. Tada je v
vektorsko raslojenje nad P i dakle, diferencijabilna mnogostrukost. (U stvari, v
je podraslojenje restrikcije P na tangentno raslojenje od M .) Eksponencijalno
preslikavanje normalnog raslojenja v je preslikavanje exp, definisano sa

(26) exp, (p,v) = exp,(v)

za (p,v) € v. (Ovde exp, oznaCava eksponencijalno preslikavanje za M u p.)
Dakle,

exp,: v — M,

iako, strogo govoreéi, exp, moze biti definisano samo u okolini nula sekcije
v. Mozemo identifikovati P sa nula sekcijom od v, tako da P moze biti
posmatrano kao podmmnogostrukost od v, ali i kao podmnogostrukost od M.
Odavde sledi da za svako p € P imamo inkluziju Po € Vo), gde vy )
oznaCava tangentni prostor za v u (p,0). Stavise, iz definicije za v takode

imamo da je P;- C 1(,,0); sa ovim identifikacijama je jasno da je

Vipo) =P ® Py
Moguce je definisati na prirodan nacin Rimanovu metriku na v i to je specijalan
slucaj konstrukcije metrike na totalnom prostoru Rimanove submersije ([42)]).

Sada se lako mozZe dokazati da preslikavanje exp, : v — M preslikava
okolinu od P C v difeomorfno na okolinu od P C M, pri ¢emu je P topoloski
smestena podmnogostrukost Rimanove mnogostrukosti M ([42,str.17)).

Dalje, neka je Op podskup od v definisan sa
Op = najveta okolina nula sekcije v za koju je exp, : Op — exp,(Op)
difeomorfizam .

Da bismo definisali sistem Fermijevih koordinata potreban nam je proizvoljan
sistem koordinata (yi,.. -+Yq) definisan u okolini V C P tatke p € P, kao i

ortonormirane sekcije Eg.1,..., E, restrikcije v na V.

Fermijeve koordinate (z, ... ,Tn) 2a P C M sa centrom u p (u odnosu
na dati koordinatni sistem (y1,...,5,) na P i date ortonormirane sekcije
Ey41y..., Ey iz v) definisane su relacijom

n
Za (eXp”( Z tjEJ'(ﬂ))) = ya(p,) (a =1,... ’q)’
(27) j=q+1 ’

n
& (eva< > t.i@(l)’))) =l (i=q¢+1,...,nm),
j 4

=q+1
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za p' € V, pri Gemu zahtevamo da su brojevi t441,...,tn dovoljno mali da
n
Yizqt1tiEi(P') € Op.

Kako je exp, difeomorfizam na Op, jednaline (13) zaista definiSu koor-
dinatni sistem u okolini tacke p.

Kako Fermijeve koordinate ”"mere” geometriju Rimanove mnogostrukosti
M u okolini podmnogostrukosti P, to smo najviSe zainteresovani kako se z,
i z; menjaju duz geodezijskih linija normalnih na P. '

Sledede dve elementarne teoreme, &iji dokazi se mogu nadi u [42,str.18],
biée potrebne u narednom poglavlju.

Teorema 1.2.  Ako je (z1,...,Z,) sistem Fermijevih koordinata sa centrom
u p € P, tada je restrikcija na P koordinatnih vektorskih polja
o i)
awq-l.l ey axn

ortonormiran sistem vektora.

Teorema 1.8. Neka je £ geodezijska linija jediniéne brzine normalna na P
pri cemu je £(0) =p € P i neka je u = £'(0). Tada postoji sistem Fermijevih

koordinata (z1,...,2,) takav da za malo t (4., za (p,tu) € Op ) vaZi
4 '
=¢'(t),
3$q'+1 &) é.( )
0

0
€ P o lpe P

0z,
20 1<a<qiqg+l1<i<ni

p

t,o=q+1,
waoti={g 02070

zalla<ln.

~ Na kraju, navedimo i definiciju cevi-geometrijskih objekata koji su glavna
tema ovog rada. Neka je P topoloski smestena podmnogostrukost (po mogués-
tvu sa granicom) u Rimanovoj mnogostrukosti M . Tada je cev T(P,r) polu-
preénika r > 0 duz P skup

T(P,r) = {m € M| postoji geodezijska linija { duzine L(§) <r

(28) : R .
iz M koja seée P pod pravim uglom}.
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Navedimo prvo neke vazne primedbe:
1. Ukoliko P ima grénicu, tada je
(29) T(P,r) # {m € M| rastojanje (m, P) < r},

jer krajevi skupa na desnoj strani moraju biti isklju¢eni da bi se dobila leva
strana.

2. Tako relacija (28) ima smisla i u op3tem sluéaju, nadalje éemo pretpostavljati
da je ambijentna mnogostrukost M kompletna (pri ¢emu mislimo kompletna
kao metricki prostor).

3. Takode ¢emo pretpostavljati da nema samopresecanja cevi.
4. Dalje, pretpostavljaéemo da je

(30) exp, : {(p,v) € v|||v|| <7} = T(P,7) C exp,(Op)
difeomorfizam.

Ukoliko je M kompletna i zatvorenje od P kompaktno, tada se uslov 4.
moze uvek dosti¢i za dovoljno malo r > 0.

5. Kada je uslov (30) ispunjen, relaciju (28) mozemo zapisati kao

T(P,r) = U {exp,(v)|v e P;‘ i) <r}.
pEP

Kako ¢ée u ovom radu biti re¢i samo o cevima duz geodezijskih linija,
napisimo kako u ovom, specijalnom, slu¢aju izgledaju definicije cevi i Fermije-
vih koordinata.

Neka je o : [a,b] — M glatka kriva smeStena u povezanu n-dimenzionu Ri-
manovu mnogostrukost (M, g) klase C*. Cevasta okolina U, () polupreénika
1 0ko (duz) o definisana je relacijoin

(31) Uy (1) = {expgy v | v € Tyyo, | vll<r, a <t < b},

pri ¢emu je Tj-(t)a fiber normalnog raslojenja v nad o(t), tj., ortogonalni kom-
plement tangentnog prostora Ty (tyo krive o u My (1). Za malo s > 0 skup

(32) Py(s) = {p € Us(r) | d(0,p) = s}
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je glatka hiperpovr§ u M koju zovemo cevasta hiperpovrs ili samo cev polu-
preénika s duz o. Cevi P,(s) odreduju folijaciju okoline U, = U,(r) hiper-
povr§ima P,. Primetimo da je radijalno vektorsko polje a%' jedini¢no vek-
torsko polje koje je ortogonalno na listove folijacije. Ukoliko je o geodezijska
linija na M, tada cevi P, nazivamo geodezijske cevina M duZ o.

Neka je, sada, o : [a,b] — M kriva jedini¢ne brzine i neka je {e; =
o(a),e2,...,en} ortonormirana baza tangentnog prostora M) . Dalje, neka
je Fy jedini¢no tangentno polje ¢ i neka su Fy,..., F, normalna vektorska
polja duz o, koja su paralelna u odnosu na normalnu koneksiju V- normalnog
raslojenja v, takva da je Fi(a) = ¢;,1 = 2,...,n. (Primetimo da je u ovom
sluéaju, kada je o geodezijska linija, ova translacija ba$ paralelna translacija u
odnosu na Levi Civita koneksiju V.) Tada su Fermijeve koordinate (zy,...,Zn)
u odnosu na o(a) i polje baza {Fy,...,F,} definisane sa

T (expo(t) (Z tJF_:,)) =t—a,

i=2

T; (exp,(t) (Z thj>> =1, i= 2,...,1M.

i=2

(33)
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2. Kompleksna geometrija,

2.1. Skoro kompleksne i kompleksne mnogostrukosti

Skoro kompleksna struktura na (povezanoj) realnoj diferencijabilnoj mno-
gostrukosti je (glatko) polje automorfizama J tangentnog raslojenja T'M koje
zadovoljava relaciju
(34) JP=-I,, zeM,

T
pri emu I oznagava identi¢nu transformaciju.

Ekvivalentno, skoro kompleksna struktura na M je dejstvo polja C kom-
pleksnih brojeva na tangentnom raslojenju TM, koje mu daje strukturu kom-
pleksnog vektorskog raslojenja nad M.

Mnogostrukost M sa definisanom skoro kompleksnom strukturom J je
skoro kompleksna mnogostrukost. Svaka skoro kompleksna mnogostrukost je
parne dimenzije.

Skoro kompleksna struktura J indukuje razdvajanje kompleksificiranog
tangentnog raslojenja Tc M ~ TM ®g C na dva komplementarna kompleksna
podraslojenja, konjugovana jedno drugom:

(35) TeM ~T'MeT'M,

pri ¢emu su u svakoj tacki z € M, fiberi T M (rcspektivno T/ M) sopstveni
prostori za J; u odnosu na sopstvenu vrednost +i (respektivno —1). Obrnuto,
svako kompleksno podraslojenje 7'M od TeM sa komplementarnim konju-
gatom odreduje skoro kompleksnu strukturu .J na M. Elementi 7'M (respek-
tivno T"M) su (kompleksni) vektori tipa (1,0) (respektivno tipa (0,1)).

Svaki realni tangentni vektor X moze se (na jedinstven nadin) predstaviti
kao suma

(36) ' X=U+0U,

gde je U (respektivno U) njegov deo tipa (1,0) (respektivno tipa (0,1)). Kom-
pleksne komponente U i U su redom odredene sa

(37) U=-(X-iJX) U= —21-(X +iJX).

DN | =
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Razlaganje (35) kompleksificiranog tangentnog raslojenja T¢M indukuje
razlaganje celog kompleksnog tenzorskog raslojenja. Specijalno, imamo

T P q
(38) AM= > A@mye \T M)y,
C

ptq=r

pri ¢emu je A¢ M = A\" ®C raslojenje C-vrednosnih r-formi, a AP(T"M)* (re-
spektivno AY(T"M)*)) oznatava raslojenje C-linearnih alternativnih-p-formi
(respektivno g-formi) na T'M (respektivno 7" M). Raslojenje AP(T'M)* ®
AY(T"M)* éemo oznatavati sa AR? M i njegove elemente ¢emo zvati (kom-
pleksnim) formama tipa (p,q).

Skoro kompleksna struktura J je integrabilna ako je ispunjen jedan od
ekvivalentnih uslova:

i) Spoljasnji diferencijal df proizvoljne 1-forme 6 tipa (1,0) pripada idealu
generisanom 1l-formama tipa (1,0) (ekvivalentno, df nema komponentu tipa

(0,2));

ii) Kompleksni tenzor torzije ili Nijenhuisov tenzor N definisan sa
4N(X,Y) = [X,Y]+J[JX, Y]+ [X,JY]-[JX,JY], VX,YeM,,VzeM,
jednak je nuli;

iii) Za bilo koja dva vektorska polja X,Y tipa (1,0) i [X,Y] je vektorsko polje
tipa (1, 0). _ '

Ekvivalentnost gornja tri uslova je lako utvrditi ([54]) i svi oni impliciraju
da je skoro kompleksna struktura J indukovana (jedinstvenom) kompleksnom
strukturom.

Podsetimo se da je kompleksna mnogostrukost (kompleksne) dimenzije
m (parakompaktan, Hausdorfov) topoloSki prostor koji dopusta pokrivanje
otvorenim podskupovima, homeomorfnim sa otvorenim podskupovima od C™
i sa holomorfnim funkcijama prelaska. Kompleksna mnogostrukost je tada
(glatka) mnogostrukost &ije je tangentno raslojenje prirodno snabdeveno kom-
pleksnom strukturom J, za koju se lako utvrduje da je integrabilna u gornjem
smislu (tj., svaka kompleksna mnogostrukost M nosi prirodnu skoro komplek-
snu strukturu).

13



S druge stranc, skoro kompleksna, struktura J ne moze biti indukovana sa
dve ne-ckvivalentne kompleksne strukture (1471, 11 deo, str. 123), tj., vazi

Teorema 2.1.  Neka je M skoro kompleksna mnogostrukost sa skoro kom-

pleksnom strukturom J. Tada je J kompleksna struktura ako i samo ako J
nema torzije.

2.2. Hermitske mnogostrukosti

Neka je M skoro kompleksna mnogostrukost sa skoro kompleksnom struk-
turom J. Hermitska metrika na M je Rimanova metrika g takva da vazii

(39) 9(JX,JY) = g(X,Y)
za sva vektorska polja X,Y na M.

Skoro kompleksnu mnogostrukost sa hermitskom metrikom zovemo skoro
hermitskom mnogostrukoséu, a kompleksnu mnogostrukost sa hermitskom me-
trikom zovemo hermitskom mnogostrukoséu.

Moze se dokazati ([86]) da je svaka skoro kompleksna mnogostrukost koja
dopusta hermitsku metriku parakompaktna, pa ¢emo nadalje pretpostavljati
da je M takva.

Fundamentalna 2-forma ® na skoro hermitskoj mnogostrukosti sa skoro
kompleksnom strukturom J i hermitskom metrikom g definisana je sa

(40) ®(X,Y) = g(X,JY),
za sva vektorska polja X,Y na M. Tada je
(41) ®(JX,JY)=9(X,Y),
®P # 0 u svakoj tacki i M je orijentabilna.

Dalje, navedimo jo$ jednu teoremu koja daje neophodan uslov za skoro
kompleksnu mnogostrukost da bude kompleksna.

Teorema 2.2.  Neka je M skoro kompleksna mnogostrukost sa skoro kom-
pleksnom strukturom J. Tada je M kompleksna mnogostrukost ako i samo ako
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M dopusta linearnu koneksiju V, takvu da je VJ =0 i T =0, pri éemu je T
oznaka za torziju koneksije V. :

Hermitska metrika g na skoro kompleksnoj mnogostrukosti M je Kelerova
metrika ako je fundamentalna 2-forma zatvorena. Skoro kompleksnu mno-
gostrukost M sa Kelerovom metrikom nazivamo skoro Kelerova mnogostrukost,
a kompleksnu mnogostrukost M sa Kelerovom metrikom nazivamo Kelerova
mnogostrukost. Kako vazi ' ’ '
Teorema 2.3. ([86]) Neka je M skoro kompleksna mnogostrukost sa kom-
pleksnom strukturom J i hermitskomn metrikom g. Neka je ¥V kovarijantno
diferenciranje u odnosu na Rimanovu koneksiju, odredenu metrikom g. Tada
su sledeéi uslovi ekvivalentni:

i) VJ =0;
i) V& =0;

iii) skoro kompleksna struktura nema torziju i fundamentalna 2-forma je zatvo-
rena, tj., N =0 i1d® = 0;

Dakle, hermitska mnogostrukost M je Kelerova mnogostrukost ako i samo ako
je VJ =0.

Skoro hermitska mnogostrukost M sa skoro kompleksnom strukurom J je
skoro Kelerova mnogostrukost (K-prostor) ako vazi

(42) (VxJ)Y + (Vy )X =0
za proizvoljna vektorska polja X ,Y na M, ili; ekvivalentno
(43) ‘ . ’ (VxJ)X =0

za svako vektorsko polje X na M.

2.3. Kelerove mnogostrukosti

Neka je M realna 2n-dimenziona Kelerova mnogostrukost sa skoro kom-
pleksnom strukturom J i Kelerovom metrikom g. Oznagimo sa R i p Rimanov
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tenzor krivine i Ri¢ijev tenzor od M, redom. Tada vaZi:

(44) i) R(X,Y)J=JR(X,Y) i) R(JX,JY)=R(X,Y),
(45) ) oUX,JY)=p(X.Y) i)  p(X,Y)=(TrJR(X,JY)),

za proizvoljna vektorska polja X,Y € X(M). Relacija (44) i) poznata je pod
nazivom Kelerov identitet.

Interesantno je primetiti da za Kelerove mnogostrukosti vazi sledeéa

Teorema 2.4.  Neka je M realna 2n-dimenziona Kelerova mnogostrukost.
Ako je M konstantne krivine, tada je M ravna, zan > 1.

Odavde sledi da pojam konstantne sekcione krivine nije esencijalan za

Kelerove mnogostrukosti, pa se zato uvodi pojam konstantne holomorfne sek-
cione krivine.

Pretpostavimo da je ravan IT u tangentnom prostoru M, J-invarijantna,
tj., JII =1II. Tadaje X, JX ortonormirana baza za I1, za proizvoljan jediniéni
vektor X u II. Pri ovim uslovima holomorfna sekciona krivina K (IT) data je
formulom:

(46) K(I) = R(X,JX, X, JX) = g(R(X, JX)JX, X),

pri ¢emu je X jediniéni vektor u II.

Lako se vidi da holomorfna sekciona krivina K (IT) za sve J-invarijantne
ravni IT u M, odreduje Rimanov tenzor krivine R u z € M. Ako je K(II)
konstantno za sve J-invarijantne ravni IT u M, i za sve tatke z € M, tada

M zovemo prostor konstantne holomorfne sekcione krivine ili kompleksna pros-
torna forma.

Na Kelerovoj mnogostrukosti vazi sledeéa teorema, analogna Surovoj teo-
remi:

Teorema 2.5. Neka je M povezana Kelerova mnogostrukost kompleksne
dimenzije n > 1. Ako holomorfna sekciona krivina K(II), pri cemu je II J-
invarijantna ravan u My, zavisi samo od z, tada je M kompleksna prostorna
forma.

Dokazujuéi ovu teoremu, nailazimo i na sledeéu korisnu formulu: ako je
M Kelerova mnogostrukost konstantne holomorfne sekcione krivine ¢, tada je

.16



njen Ricijev tenzor p odreden formulom:

(47) p=s(n+1)eg,

pri éemu je n kompleksna dimenzija mnogostrukosti M.
Takode, vaze i sledeée teoreme;

Teorema 2.6.  Kelerova mnogostrukost M je konstantne holomorfne sek-
cione krivine ¢ ako i samo ako za njen Rimanov tenzor krivine vazi:

RxvZ = Z(9(X,2)Y - (¥, Z)X + (X, 2)JY
(48)
—g(JY, Z)JX +29(J X, Y)JZ) ,

za proizvoljna vektorska polja X,Y,Z na M.

Teorema 2.7. Ako je Kelerova mnogostrukost M konstantne holomorfne
sekcione krivine, tada je M Ajnstajnova mnogostrukost.

Teorema 2.8. ([73]) Nekaje M, dim M > 4, skoro Kelerova mnogostrukost.
Tada je M konstantne holomorfne sekcione krivine ako i samo ako je za proi-
zvoljno vektorsko polje X na M, Rx yxX proporcionalno sa JX .

U zavisnosti od toga da li je holomorfna sekciona krivina pozitivna, nega-
tivna ili nula, razlikujemo tri tipa kompleksne prostorne forme: elipticki, hiper-
bolicki i ravan:

I slucaj.
Neka je CP™" n- d1menz1on1 kompleksm projektivni prostor sa homogenim ko-

ordinatnim sistemom {z°, z!,...,2"}. Za svaki indeks j, neka je U; otvoren
podskup u CP™ definisan sa zJ ;é 0. Definisimo

zk

» '
=2 jk=01,..,n
P
Na svakow Uj, uzmimo &3, . ,t;, , 87 (pri Cemu t’ znati da tJ nedostaje) za

lokalni koordinalni Hl‘»l('lll i 1)()sluall.umo funkeiju fJ pIY Ijlj Tada je

fi = fit5t;
17



na U; N Uy. Stavljajuéi
O = —4id'd" .log fj na Uj s

dobijamo globalno definisanu zatvorenu (1, 1)-formu na CP™. Pridruzena me-
trika (Cesto zvana Fubini-Study metrika) je data sa

_ (4570 ) (3 didE™) — (3 t%dt*) (3 t>di®)
(49) ds® =4 L+ 5 )2

Definicije za d,d’,d" i detaljnija objasnjenja mogu se naéi u [47] 1 [86].

Takode, moze se pokazati da vazi sledeéa teorema o egzistenciji prostora
konstantne pozitivne holomorfne sekcione krivine:

Teorema 2.9.  Za proizvoljan pozitivan broj c, kompleksan projektivan pros-
tor CP™ nosi Kelerovu metriku konstantne holomorfne sekcione krivine ¢. U

odnosu na nehomogeni koordinatni sistem 2, ..., 2" metrika Jje data sa
g2 — L0+ T2 (T demdz®) — (3 d2%)(T 2%d2)
- c (1 + Z ZO‘ZO‘)Z '

II sluéaj.

Neka je D™ otvorena jedini¢na lopta u C™ definisana sa

D" = {(zl,...,z“):Zz"‘z“" <1}.

Stavljajuéi
® = 4idd"(1-) " 2*z%),

dobijamo da je pridruzena metrika (Bergmanova metrika) data sa

(50)  ds? =1L TN U(li?;;i?zzadzaxz 2dz%)

1da je D™ Kelerova mnogostrukost.

I ovde vazi teorema o egzistenciji prostora konstantne negativne holo-
morfne sekcione krivirie: '
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Teorema 2.10.  Za proizvoljan negativan broj c, otvorena jediniéna lopta D™
u C" nosi kompletnu Kelerovu metriku konstantne holomorfne sekcione krivine
¢. U odnosu na koordinatni sistem 2%,..., 2" u C*, metrika je data sa:

gs? = 4 (1 -3 222%) (5 dz2dz®) + (3 2%dz) (D 2*dz*) .
¢ (1= zoze)?

IIT slucaj.

Posmatrajmo kompleksni n-prostor C* sa metrikom

(51) ds* = dd7 .

i=l1

Fundamentalna 2-forma je u ovomn slucaju data sa

b= ——iZdzj/\dzj.

i=1

Jasno je da je ® je zatvorena, pa metrika definise Kelerovu strukturu na C" i,
dakle, C" je kompletna, ravna Kelerova mnogostrukost.

Na kraju, kako se lako moze dokazati da su svake dve prosto povezane
kompletne Kelerove mnogostrukosti konstantne holomorfne sekcione krivine ¢
holomorfno izometri¢ne jedna drugoj, to se koristeci teoreme 2.9. i 2.10., moZze
dokazati sledeta teorema, (koja ujedno daje osnovu za razlikovanje tri gore
navedena slucaja):

Teorema 2.11.  Prosto povezana kompletna Kelerova mnogostrukost kon-
stantne holomorfne sekcione krivine ¢ holomorfno je izometriéna kompleksnom
projektivnom prostoru CP™, otvorenoj jediniénoj lopti D™ ili C™, u zavisnosti
od toga dalijec>0,c<0ilic=0.

Konacno, primetimo da je za Kelerove i skoro Kelerove mnogostrukosti,
holomorfna ravan {v', J4'} paralelna duz geodezijske linije 7. Uzimajuéi re-
strikciju funkcije holomorfne sekcione krivine na polje ovih ravni, direktno do-
bijamo da je ova restrikcija konstantna funkcija ako i samo vazi:

(Vo R)y gy gt gy =0,
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a ovo vaZi za svaku geodezijsku liniju ako i samo ako je

(VxR)x yxxsx =0

za sva vektorska polja X na M. Ovo je vrlo koristan uslov za karakterizaciju
nekih specijalnih klasa skoro hermitskih mnogostrukosti.  Zaista, vazi sledeéa

Teorema 2.12. ([36],(67]) Kelerova mnogostrukost je lokalno hermitski sime-
triéna ako i samo je

(VxR)xuxxix =0

za sva vektorska polja X na M.

20



3. Kontaktna geometrija (no ) ()= 100§

3.1. Skoro kontaktne i kontaktne mnogostrukosti

Za diferencijabilnu mnogostrukost M2"t1 kazemo da ima skoro kontaktnu
strukturu ako dopusta (nesingularno) vektorsko polje ¢ (tzv. karakteristicno
vektorsko polje), 1-formu 1 1 (1, 1)-tenzorsko polje ¢ (koje esto posmatramo kao
polje endomorfizama tangentnih prostora u svim tatkama), koji zadovoljavaju

(52) n€)=1, ¢*=-I+n®¢,

gde I oznatava polje identiénih transformacija tangentnog prostora u svim
tatkama. Iz ovih uslova sledi da vazi

(53) - @E=0, noyp=0, ranky = 2n.

Skoro kontaktna mnogostrukost je mnogostrukost M snabdevena sa skoro kon-
taktnom strukturom (p,&,7) i oznatavamo je sa (M,¢,&,7).

Po definiciji, svaka skoro kontaktna mnogostrukost mora imati nesingu-
larno vektorsko polje ¢ na M. Medutim, Ojlerova karakteristika bilo koje kom-
paktne mnogostrukosti jednaka je nuli i tada postoji najmanje jedno nesingu-
larno vektorsko polje na mnogostrukosti. Zato se moze smatrati da uslovi za
skoro kontaktnu i skoro kompleksnu strukturu nameéu skoro isti stepen restrik-
cije za neparno i parno dimenzione mnogostrukosti.

Takode, svaka skoro kontaktna mnogostrukost dopusta Rimanovo me- tricko
tenzorsko polje koje ima analognu ulogu kao skoro hermitsko metri¢ko tenzorsko
polje. Preciznije, za Rimanovu metriku g na skoro kontaktnoj mnogostrukosti
(M, p,&,1m) koja zadovoljava

(54) 9(¢X, YY) = g(X,Y) —n(X)n(Y),

za svako X,Y € X, kazemo da je kompatibilna sa (ili pridruZena) skoro kon-
taktnom strukturom. Za (p,£,7,9) kaZemo da je skoro kontakina metricka
struktura na M i M nazivamo skoro kontaktnom metrickom mnogostruko$éu.
Primetimo da stavljajuéi Y = ¢ u (54) dobijamo ’

(55) ) = 9(X,6).

za sve X € X(M), §to znaéi da je 7j metriéki dual za vektorsko polje €. Dalje,
zamenjujuéi X = ¢ u (55) i koristeéi (52) dobijamo da je ¢ vektorsko polje
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jedini¢ne duzine. Uobicajeno je da vektorska polja X ortogonalna na ¢ nose
naziv horizontalna vektorska polja.

Neka je h neka Rimanova metrika na skoro kontaktnoj mnogostrukosti
(M’ ¥, 6’ n, g) . StaVIJaJUél

(56) W(X,Y) = h(e*X,0%Y) + n(X)n(Y),

moZe se pokazati da je Rimanova metrika g, definisana sa
1
6B oY) =S (WLY)+ KX, eY) +n(X)n(Y)),

kompatibilna sa datom skoro kontaktnom strukturom (¢, ¢,7), tj., skoro kon-
taktna mnogostrukost uvek dopusta najmanje jednu kompatibilnu metriku.
Dalje, iz (52),(54) i (55) sledi

(58) 9(pX,Y) +g(X,0Y) =0,

tj., ¢ je koso-simetri¢no tenzorsko polje u odnosu na g.

Neka je M?"*! gkoro kontaktna mnogostrukost sa skoro kontaktnom struk-
turom (y,&,n) 1 pretpostavimo da je g kompatibilna metrika. Neka je U
koordinatna okolina na M i izaberimo jediniéno vektorsko polje X; koje je
ortogonalno na ¢ svuda na U. Tada sledi iz (52) i (54) da je X, = ¢X)
ponovo jedini¢no vektorsko polje na U, svuda ortogonalno na X i €. Dalje,
izaberimo jedini¢no vektorsko polje X, ortogonalno na £, X7 i X i neka je
Xo=pX,. N astavljajuéi na slican naéin, konaéno dobijamo ortogonalno polje
baza {¢, X1,X1,...,X,, Xn} na'U, koje nazivamo adaptirano polje baza. U
bilo kojoj tacki m € M, adaptirano polje baza {¢,X;,X;,..., X, X,} ini-
cira ortonormiranu bazu tangentnog prostora M,, {£, X1, 0X1,. .., Xn, X},
Ovakve specijalne baze nazivamo - baze.

Koristeci ¢injenicu da moZemo (lokalno) konstruisati adaptirano polje baza,
moze se pokazati (videti na primer [3],[66]) da su uslovi (52) ekvivalentni
Cinjenici da se strukturna grupa tangentnog raslojenja TM mnogostrukosti
M moze redukovati na ¢(n) x 1, tj., da se mose konstruisati otvoren pokrivaé
{Ua }aer mnogostrukosti M?m+!, zajedno sa ortonormiranim poljem baza koje
se transformiSu na presecima U, NUy dejstvom U(n) x 1. Odavde se lako moe
zakljuCiti da je svaka skoro kontaktna mnogostrukost orijentabilna.

Za svaku skoro kontaktnu metricku mnogostrukost (M, p,€,m,9) moZemo
definisati dva-formu ¢ na M sa

(59) ¢(X, Y) = g(X¢ <pY)

-
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za sve X,Y € X(M). Ovu dva-formu ¢ nazivamo fundamentalna dva-forma ili
Sasakijeva forma mnogostrukosti (M, y,&,n,g). Sasakijeva dva-forma proiz-
voljne skoro kontaktne mnogostrukosti zadovoljava '

(60) nA¢" #0.

Moze se pokazati da je uslov (60) karakteristican za skoro kontaktne mno-
gostrukosti. Ovo daje treéu definiciju skoro kontaktne mnogostrukosti: mno-
gostrukost M dimenzije 2n + 1 nosi skoro kontaktnu strukturu ako i samo ako
dopusta globalnu jedan-formu 7 i globalnu dva-formu ¢ koje zadovoljavaju (60)
svuda na M. (U [3] se mogu naéi dokazi ekvivalentnosti ovih definicija.)

3.2. Kontaktne mnogostrukosti

Za mnogostrukost M2"*! kazemo da je kontaktna mnogostrukost ako ima,
globalnu jedan-formu 7 takvu da vazi '

(61) nA(dn)" # 0

svuda na M. Jedan-formu 5 nazivamo kontakt forma. Jasno je (koristeci treu
definiciju) da se kontaktna mnogostrukost uvek moze snabdeti skoro kontakt-
nom strukturom (¢, €,7) ([3]).

Neka je g Rimanova metrika na M kompatibilna sa skoro kontaktnom
strukturom i neka je ¢ Sasakijeva forma definisana relacijom (59). Ako ¢
zadovoljava relaciju

(62) ¢ =dn,

tada se (p,&,7m,9,$) naziva kontaktnom metrickom strukturom, a (M, @,§,n,
g,®) kontaktnom metrickom mnogostrukoséu. Napomenimo da uvek postoji
ovakva kompatibilna metrika. (Za dokaz pogledati [3].)

Interesantno je primetiti da su integralne krive karakteristi¢nog vektorskog
polja £ na kontaktnoj mnogostrukosti (M, ,&,n,g) geodezijske linije. Zaista,
kako vektorsko polje £ ima konstantnu duzinu, imamo -

9(Ve€, §) =0.
S druge strane .
EQ(Vef,X) =dn(¢, X) = ¢(§, X) =0
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za sva vektorska polja X ortogonama na ¢, tj., V¢€ = 0. Nadalje éemo te
(specijalne) geodezijske linije zvati & -geodezijske linije.

3.3. K-kontaktne mnogostrukosti

Neka je M?"*! kontaktna metricka mnogostrukost sa kontaktnom metric-
kom strukturom (¢, £,7,9). Ako je karakteristiéno vektorsko polje & Kilingovo
vektorsko polje u odnosu na g, tj, ako

Leg =0
ili, ekvivalentno, ako
(63) 9(Vx&Y)+g(X,VyE) =0

za sve X,Y € X(M), tada za M kazemo da je K-kontakina (metricka) mno-
gostrukost. Geometrijski, ovo znaé¢i da su sva stanja v; (lokalnih) ” tokova”
od ¢ (lokalne) izometrije na (M, g).

Koristeéi (62) i (63), sledi da je
(64) Vx€=—-pX

za sve X € X(M). Obrnuto, aka strukturni tenzori (¢,€,m,9) na skoro kon-
taktnoj metrickoj mnogostrukosti M zadovoljavaju (64) za sve X € X(M),
mnogostrukost M je automatski K-kontaktna mnogostrukost. Zaista, koristeé¢i
(21) i (64), dobijamo da je '

1
2
zasve X,Y € X(M), §to znati da je (M, ¢, £,7, g) kontaktna mnogostrukost.
Dalje, iz (64) odmah sledi (63), tj., ¢ je Kilingovo vektorsko polje.

a(X,Y) =3 (9(Vx€Y) - g(X, Vyé)) = ¢(X,Y)

Dalje, uoimo neke é;eomctrijske karaktcrizacije K-kontaktnih mnogostru-
kosti: naime uslov da je M K-kontaktna mnogostrukost implicira vrlo intere-
santne restrikcije na krivinu od M, tj. vaZe sledeée teoreme:

Teorema 8.1.  Da bi (2n+1)-dimenziona Rimanova mnogostrukost M bila

K-kontaktna mnogostrukost, neophodno Je i dovolyjno da sledeéa dva uslova budu
zadovoljena:
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(1) M dopusta jediniéno Kilingovo vektorsko polje &;

2) sekciona krivina svake sekcione ravni koja sadrzi € jednaka je 1, tj. Rexex
§XE
—.g(X ,X), za sva horizontalna vektorska polja X.

Teorema 3.2.  Kontaktna metricka mnogostrukost M*"+1 je K-kontaktna
mnogostrukost ako i samo ako je Ricijeva krivina p(€,§) u pravcu karakter-
istiénog vektorskog polja £ jednaka 2n. '

Jasno je da su u sluéaju K-kontaktnih mnogostrukosti integralne krive za
¢ geodezijske linije, ali vaZi i viSe. Naime, mozemo pokazati da geodezijska
linija v koja je ortogonalna na ¢ u jednoj tacki (tj., n(¥(to)) = 0 za neko to),
ostaje ortogonalna na ¢ duz v. Zaista, neka je v geodezijska linija na M. Tada
iz (64) sledi

Vi(9(%,8)) = 9(V51,€) + 9(%, V4§) = 0.

Dakle, n(¥) = g(%, &) je konstantno duz proizvoljne geodezijske linije v ortog-
onalne na £ u jednoj tacki. Ove specijalne geodezijske linije ortogonalne na §
nazivamo -geodezijske linije.

3.4. Sasakijeve mnogostrukosti

Neka je M2"*! skoro kontaktna mnogostrukost sa skoro kontaktnom struk-

turom (g,£,n). Tada mozemo definisati skoro kompleksnu strukturu J na
M xR sa

d d
pri ¢emu je f (diferencijabilna) funkcija na M x R, t je koordinata na R i
X € X(M). Za skoro kontaktnu strukturu (p, £, n) kazemo da je normaina ako
je skoro kompleksna struktura J integrabilna. Koristeéi dobro poznatu teoremu
Newlander-Nirenberg-a [54], mo#e se pokazati ([3],{66]) da je ovo ekvivalentno
anuliranju tenzorskih polja Ny, N3, N3, N4 definisanih sa

(66) Ni(X,Y) = [0, ¥](X,Y) + 2dn(X, V)¢,
(67) No(X,Y) = (Loxn)(Y) — (Loyn)(X),
(68) N3(X,Y) = (Lew)X,

(69) Ny(X,Y) = (Len)(X).
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Ovde smo sa [y, ] oznatili Nijenhuis-ov tenzor torzije od ¢, definisan sa
(70)  [pel(X,Y) = &*[X, Y] + [pX, Y] — 9[X, pY] - ¢[pX,Y].

Mogucée je pokazati ([3],(65],(66]) da anuliranje N; implicira anuliranje i pre-
ostala tri tenzorska polja. Naime vaze sledeée teoreme:

Teorema 3.3.  Skoro kontaktna mnogostrukost (M, ¢, €, n) je normalna ako
i samo ako je [p, 0] +2dn® £ =0.

Teorema 3.4.  Neka je (M, ¢,£,7,9) kontaktna metricka mnogostrukost.
Tada se tenzori No & Ny identicki anuliraju. Dalje, tenzor N3 se anulira ako i
samo ako je karakteristicno vektorsko polje & Kilingovo u odnosu na g.

Kontaktna metricka mnogos%rukpst (M, ¢,€,m,9) Cija je kontaktna me-
tricka struktura normalna, naziva se’ Sasakijeva mnogostrukost. Sledeéa teo-
rema pokazuje kako je moguce ova dva uslova (da je M normalna i kontaktna
metritka mnogostrukost) izraziti preko jedne tenzorske jednacine.

Teorema 3.5. Skoro kontaktna metricka mnogostrukost (M, ¢,€,1,9) je
Susakijeva ako i samo ako je

(71) (Vxe)Y = g(X,Y)E - n(Y)X,
za sva vektorska polja X 1 Y.

(Dokazi ovih teorema mogu se naéi u [3].)

Iz Teoreme 3.4. sledi da je svaka Sasakijeva mnogostrukost i K-kontaktna.
Interesantno je da u 3-dimenzionom sluéaju vazi i obrnuto.

Dalje, Cinjenica da M ima Sasakijevu strukturu ima uticaja na Rimanov
tenzor krivine. Naime, vazi

Rxy€ = n(Y)X - n(X)Y,

(72)
RxeY =g(X,Y)§—n(Y)X.

Interesantno je da Sasakijeve mnogostrukosti mogu biti karakterisane i na
slede¢i nagin:

Teorema 3.6. ([3]) Neka je M?"+! Rimanove mnogostrukost sa jedinicnim,
Kilingovim vektorskim poljem & takvim da vaesi

Rxy§=g(§,X)Y —g(¢,Y)X
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20 sve X,Y € X(M). Tada je M Sasakijeva mnogostrukost. Sasakijeva
struktura na M odredena je vektorskim poljem &, jedan-formom n datom sa
n(X) = g(&, X) i (1,1)-tenzorskim poljem ¢ definisanim sa pX = -Vx§.

Na kraju, navedimo jo§ neke korisne osobine tenzora krivine Sasakijevih
mnogostrukosti: -

(73) Ruox oy oz ow = Rxyzw

za sve X,Y, Z, W ortogonalne na &;

Rxyzew + Rxvezw = 9(X,0Z)g(Y, W) — g(X, ¢W)g(Y, Z)
(74) _g(Y7 @Z)y(-"\" "V) + y(Y7 gal/V)y(X, Z)

zasve X,Y,Z,W e XY(M).

3.5. Raslojavanje na skoro kontaktim munogostrukostima

U ovom odeljku éemo ukazati na (bar lokalno) jaku vezu izmedu skoro kon-
taktnih i skoro kompleksnih mnogostrukosti. Ponovimo prvo neke pojmove iz
opéte lokalne teorije. Naime, neka je M™ (glatka) n-dimenziona mnogostrukost
i pretpostavimo da je X € X' (M) (glatko) vektorsko polje na M. Akojep € M
tatka takva da je X(p) # 0, tada uvek mozemo naéi koordinatnu okolinu U
oko p snabdevenu sa koordinatnim sistemom

iU — R : g P(g) = (21(), - -, 2a(2))

takvim da je

0
X—'a—xi'

svuda na U i takvim da je presek U sa integralnim krivim od X dat sa

| Zgy = const.,...,Tn = CONSL.
(Dokaz ovoga se moze naéi u [62].) Koordinatna okolina (U,?) ovog tipa je
regularna okolina (u odnosu na tacku p i vektorsko polje X). Nadalje ¢emo

posmatrati regularnu okolinu U kao glatku n-dimenzionu mnogostrukost (sa
diferencijabilnom strukturom indukovanom diferencijabilnom strukturom na
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M) i restrikciju vektorskog polja X na U. Dalje, pretpostavi¢emo da tacka p
ima koordinate ¥ (p) = (p1,p2,...,0n). Tada je rezU C U, definisan sa

U={qeUzq) = p1}

jedna (n—1)-dimenziona (glatka) podmnogostrukost od i zvana bazna mno-
gostrukost i preslikavanje

7"1u‘—’L~{5¢I(QI,Q2,-~,Qn)"“’(7(101)(]2,---,%)

je submersija sa U na U. Fiberi 7~1(§) submersije 7 su (restrikcije) integralnih
krivih X na Y.

Primenimo ovo na skoro kontaktni slu¢aj. Pretpostavimo da je M?2n+1
skoro kontaktna mnogostrukost sa skoro kontaktnom strukturom (0, &m,9) 1
neka je p proizvoljna tatka na M. Kako je karakteristi¢no vektorsko polje £ ne-
nula u p, mozemo naéi regularnu okolinu I oko p, baznu okolinu U i submersiju
7 : U — U koja preslikava svaku integralnu krivu od ¢ u tacku. Nadalje éemo
se ograniCiti na (otvorenu) podmnogostrukost /. Jasno je da restrikcija skoro
kontaktnih strukturnih tenzora na regularnu okolinu U/ &ini (U, ¢, €, 7, g) skoro
kontaktnom mnogostrukoséu, koju éemo nazivati regularnom skoro kontaktnom
mnogostrukoséu ([56]).

Neka je U regularna skoro kontaktna mnogostrukost sa skoro kontaktnim
strukturnim tenzorima (i, ¢, 7). Skoro kontaktna struktura (p,€,1m) je invari-
Jantna ([56]) ako vazi

(75) ﬁ{')’] = 0 i ﬁ{(p =0

svuda na U. Geometrijski, ovo znaéi da su 7 i € invarijantni u odnosu na sva
stanja 9;(¢ dovoljno blizu 0) (lokalnih) tokova €, tj. za sve ( dovoljno male)
t € Risve g e U takve da ¢4(q) € U, imamo Yilalg = Myy(q) 1 Yilg o @q =
Pyy(q) © Yi+|q. Ako pretpostavimo da ie (o, &,m) invarijantna skoro kontaktna
struktura na U, mozemo definisati (1,1)-tenzorsko polje J na I sa

(76) T3 (X(0)) = mlpep (X))

gde je m(p) = p, a X*(p)/je lift of X u odnosu na 7 (u tacki p), tj., (jedinstveni)
vektor X™* tangentan na Y u p takav da n(X*) = 01 ., |]p(X*) = X . Primetimo
da je invarijantnost (75) za 7 i ¢ ekvivalentna ¢injenicama

- n(X “(p) = (X)),
mp(X*(p)) = mup (X*@))
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kadgod je m(p) = m(p’). (Videti npr. [47].) Dakle, iz invarijantnosti skoro
kontaktne strukture sledi da je tenzorsko polje J dobro definisano. Dalje, lako
je pokazati da je J2=—T,gdejel identi¢na transformacija na tangentnom
raslojenju TU bazne mnogostrukosti U, pa U dopusta (prirodnu) skoro kom-
pleksnu strukturu, zvanu indukovana skoro kompleksna struktura.

_ Dalje éemo posmatrati strukturu skoro kompleksne bazne mnogostrukosti
(U, J) u slucaju kada mnogostrukost M (a time i regularna podmnogostrukost
U) nosi jaéu strukturu. Preciznije, pretpostavimo da je I/ (regularna) skoro kon-
taktna mnogostrukost, snabdevena invarijantnom strukturom (¢, £,7) i posma-
trajmo Rimanovu metriku g na U koja je invarijantna pri stanjima 1; lokalnih
tokova od £, (tj., L¢g = 0svuda nalf, §to znati da je £ Kilingovo vektorsko polje
u odnosu na metriku g) i koja je pridruzena datoj skoro kontaktnoj strukturi.
Tada mozemo definisati metriku G na U sa

(78) G(X,Y) = g(X*, V")

za sva vektorska polja X,V tangentna na Y. Metriku G zovemo indukovana
metrika na U i moze se pokazati ([56]) da je (U, G, J) skoro hermitska mno-
gostrukost. Primetimo da je, u ovom slucaju, projekcija 7 : U — U Rimanova
submersija. (Dalji detalji o ovim submersijama mogu se naéi u [62].)

Ako je (U,,&,m,g) (regularna) kontaktna metri¢ka mnogostrukost, ko-
risteéi Teoremu 3.4., sledi da ako je kontaktna metrika struktura (g, &,m,9g)
na U invarijantna, ona automatski mora da bude i K-kontaktna struktura.
Obrnuto, ako je U (regularna) K-kontaktna mnogostrukost, njeni strukturni
tenzori su sigurno invarijantni u odnosu na tok karakteristi¢nog vektorskog
polja ¢. Zbog toga ¢emo nadalje posmatrati samo K-kontaktne metricke mno-
gostrukosti. U tom slu¢aju sc moZc dokazati ([56]) da U sa skoro hermitskom
strukturom (G, J 7) postaje skoro Kelerova mnogostrukost, tj., dft = 0, pri
cemuje Q(X,Y) = G(X, JY) Kelerova formana (U, G, J). Dokazi i detaljnija
diskusija mogu se naéi u [10], [55].

U [55] je pokazano da ako je (regularna i invarijantna) skoro kontaktna
metricka struktura na U normalna, tada je indukovana struktura na U inte-
grabilna, tj., U snabdeveno sa indukovanom strukturom (G, J) je kompleksna
mnogostrukost. Takode, mozemo zakljuéiti da ako je U regularna Sasakijeva
mnogostrukost, njeni strukturni tenzori su automatski invarijantni (jer je &
Kilingovo vektorsko polje i jer zbog N3 = Ny = 0 sledi (75)). Dalje, skoro
hermitska struktura (G, J) indukovana na baznoj mnogostrukosti I/ je inte-
grabilna i skoro Kelerova, pa je (i,G,J) Kelerova mnogostrukost.
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Na kraju, navedimo odnos izmedu Rimanovog tenzora krivine regularne

Sasakijeve mnogostrukosti ¢ i njenog baznog prostora I . Neka je U,p,€,1,9)
Sasakijev prostor i ozna¢imo sa (Z:I G, J ) njegov bazni prostor, snabdeven sa
indukovanom Kelerovom strukturom. Dalje, oznadimo sa V i V Levi-Civita
koneksiju za (U,g) i (U,G), redom. Tada vazi sledeéa relacija:

(79) (67,?1?)* =V T (V.77

za sva vektorska polja X,V i Z tangentna na If . Koristeéi relacije (75) i (79)
lako se dobija ([55])

(RxvyZ)* = Rgug. 2% + g(0X*, Z*) ¥

(80) — 9(pY*, Z*) o X* + 2g(pX*, Y*)oZ*,
(81) X, V) = p(X*,V*) +29(X", ),
(82) F*=71+42n,

pri cemu su R, p, 7 oznake za Rimanov tenzor krivine, Ritijev tenzor (tipa
(0,2)) i skalarnu krivinu na (U,g), a R, j, ¥ su analogne oznake za (U,QG).
Dalje, vaze i sledeée relacije

3.6. Sasakijeve prostorne forme

Neka je (M, ©, €., g) Sasakijeva mnogostrukost. Sekcionu ravan u tan-
gentnom prostoru M,,, m € M nazivamo y-sekcijom ako sadrzi ortonormiranu
bazu oblika {X, X}, pri éemu je vektor X € M,,, ortogonalan na £ u m. Sek-
cionu krivinu p-sekcije nazivamo pridruzenom p-sekcionom krivinom. Poznato
je da y-sekciona krivina potpuno odreduje krivinu Sasakijeve mnogostrukosti

([3)-

Sasakijev ostrukost sa konstantnom -sekcionom krivinom ¢ nazi-
vamo Sasakijeva prostorna forma i oznadavamo sa M2"*1(c). Njen tenzor
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krivine odreden je relacijom:

c+3

(85) RxvZ=——{9(X,2)Y —g(Y,2)X}

- (X)N(2)Y — 9(Z,9Y) X + 9(Z, 0 X) ¢Y
~29(X,0Y) 0Z — (X, Z)n(Y) £+ g(Y, Z) n(X) €},

zasve X,Y,Z € X(M). Primetimo da, ukoliko je -sekciona krivina (povezane)
Sasakijeve mnogostrukosti dimenzije > 5 u svakoj ta¢ki mnogostrukosti nezav-
isna od izbora ¢-sekcije u tacki, tada je konstantna i na celoj mnogostrukosti.

Sledeéuka.rakterizaciju Sasakijevih mnogostrukosti konstantne ¢-sekcione
krivine dao je Tanno u radu [73]:

Teorema 3.7. Povezana Sasakijeva mnogostrukost M dimenzije > 5 je
Sasakijeva prostorna forma ako i samo ako je, za svaki horizontalan vektor
X, Rx,xX kolinearno sa X .

Koristeéi (75) i (80) vidimo da je bazna mnogostrukost Sasakijeve pros-
torne forme pri (lokalnoj) fibraciji m : M — M Kelerova mnogostrukost kon-
stantne holomorfne sekcione krivine ¢ + 3, tj., vazi

Teorema 3.8. ([59]) Povezana Sasakijeva mnogostrukost ima konstaninu
p-sekcionu krivinu ako i samo ako je holomorfna sekciona krivina svake bazne
mmnogostrukosti konstantna.

Dalje, primetimo da kada je ¢ = 1, Sasakijeva mnogostrukost M?"+! ima
konstantnu sekcionu krivinu 1 i lokalno je izometriéna jediniénoj sferi $27+1(1).
Konagno, navedimo da su Sasakijeve prostorne forme potpuno klasifikovane
([3], [72]) i da lokalno postoje tri razli¢ite klase u zavisnosti od znaka c+3:

I sluéaj.

Posmatrajmo neparno-dimenzioni vektorski prostor R2**1 kao diferencijabilnu

mnogostrukost, snabdevenu sa standardnim koordinatnim sistemom (z1,...,z",

y},...,y", z). Jedan-forma 7, definisana u odnosu na ove koordinate sa
o .
_ - i i
z= i(dz ;=1yd:v),

definiSe kontaktnu strukturu na R?"*+!. Skoro kontaktna metricka struktura
pridruzena ovoj kontaktnoj strukturi zadana je karakteristi¢nim vektorskim

31



poljem

Rimanovom metrikom

g=nQ0n+ izn:((dm'f + (dy“)2) ,

=1

i (1, 1)-tenzorskim poljem ¢ ¢ije su komponente u odnosu na standardnu bazu

i—_a — 9 -‘i 2—O 1=1 n
Yor T "oy Yoy —om Vg ¥5;=0 i=1..,

Lako se proverava da vazi Teorema 3.3., pa je ova kontaktna metricka
struktura normalna i (R?"+1,¢, ¢ y7,9) je Sasakijeva mnogostrukost. Takode
se moze proveriti da je sa ovom metrikom R2"+! Sasakijeva prostorna forma
sa ¢ = —3.([61))

I sluéaj.

U radu [74], Y. Tashiro je dokazao da svaka C™ orijentabilna hiperpovrs skoro
kompleksne mnogostrukosti ima skoro kontalktnu strukturu. Ovde éemo iskoris-

titi taj rezultat da opiSemo skoro kontaktnu (metri¢ku) strukturu na jediniénoj
sferi §27+1(1) u R2n+2,

Prvo, posmatrajmo R2"+2 spabdeveno sa njegovom standardnom skoro
hermitskom strukturom, tj., standardnom metrikom G i (1,1)-tenzorskim pol-
jem J definisanim sa

JEi:Ei+n+1v, JEi+n+]=—Ei7 i=1,...,n+1,

gde su Fy,..., FE3n+2 bazna vektorska polja standardnog koordinatnog sistema
(z!,...,22") na R2n+2, Dalje, neka je $"*1(1) jedinicna sfera u R2%+2, defin-
isana sa Y22 (29)2 = 1 oznagimosa N = (z',...,2%*2) jedini¢no spoljasnje
Dormalno vektorsko polje na $§2"+!(1) i sa g indukovanu Rimanovu metriku.
Stavljajuéi £ = JN, n(X) = G(X,¢€), za proizvoljno vektorsko polje X tan-
gentno na S +1(1) j

¢X = JX -~ G(JX,N)N = JX + n(X)N,
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dobijamo skoro kontaktnu metricku strukturu (¢, €,7, g) na S?"*+1(1), poznatu
kao standardna skoro kontaktna metricka struktura. (MoZe se pokazati da je
indukovana metrika g zaista pridruZena skoro kontaktnoj strukturi.) Poznato
je da je S?"*1(1) snabdevena standardnom (tj. indukovanom iz R?"+?) Ri-
manovom metrikom g prostor konstantne krivine 1 ([3]).

Dalje, posmatrajmo deformisanu strukturu prethodno uocene strukture
(v, &1, 9):

n = an, E—af, ' =0,
g =ag+ala-1)n®mn,

pri &emu je o pozitivna konstanta. S. Tanno je u radu [71] pokazao da je S2"+1
sa ovakvom strukturom Sasakijeva mnogostrukost sa konstantnom ¢-sekcionom

.. 4
krivinom ¢ = — — 3.
o

III slucaj.

Neka je B™ prosto povezana ograni¢ena oblast u C™ i oznalimo sa (J,G)
Kelerovu strukturu na B sa konstantnom holomorfnom sekcionom krivinom
k < 0. Dalje, posmatrajmo (trivijalno) linijsko raslojenje B™ x R i neka je
t standardni koordinatni sistem na R. Kako je fundamentalna 2-forma
Kelerove strukture (J,G) zatvorena, to postoji realna analiticka 1-forma w,
takva da vazi Q = dw. MoZe se pokazati da jedan-forma

n=m'w+dt,
zajedno sa Rimanovom metrikom
g=7"G+nQn
definiSe Sasakijevu strukturu na B™ x R sa krivinskom formom
dn = n*Q.

Direktnim izra¢unavanjem ([59]) dobija se

2
K(#X,7Y) = K.(X,Y) - 3n(v,-,x7“ry) ,
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pri cemu je K oznaka za sekcionu krivinu mnogostrukosti B™ x R, K, sekciona
krivina za B", 7 oznacava horizontalni lift, a {X,Y} je ortonormirani par na
B". Tada je

9(VaxY,€) = ~g (7, Vaxt) = o(#Y, p7X),

pa kako je o7 X = 7JX, to B" x R ima konstantnu ¢-sekcionu krivinu ¢ = k—3

({72)).

3.7. Simetri¢ni i p-simetri¢ni Sasakijevi prostori

Poznato je da je lokalna simetrija, tj., VR = 0, vrlo strog uslov za K-
kontaktne mnogostrukosti. Zaista, dokazano je u [70], ([86]) da vazi sledeéa
teorema:

Teorema 3.9.  Povezana lokalno simetriéna K-kontaktna mmnogostrukost ima
konstantnu krivinu 1.

Dakle, iz ove teoreme sledi da je svaka lokalno simetri¢na K-kontaktna
mnogostrukost M*"*! lokalno izometri¢na jedinicnoj sferi S2"*+1(1). U radu
[60], M.Okumura je ve¢ bio dokazao sledeéu teoremu:

Teorema 3.10.  Povezana, lokalno simetriéna Sasakijeva mnogostrukost ima
konstantnu krivinu 1.

Ovo je iniciralo uvodenje nove klase tzv. lokalno p-stmetricnih prostora.

Takahashi je u radu [69] definisao ove mnogostrukosti kao Sasakijeve mno-
gostrukosti koje zadovoljavaju uslov

©*(VyR)xyZ =0
za sve horizontalne vektore X, Y, Z, V.

Ova definicija je sasvim prirodna. Naime, koristeéi (64), (72), (79) i (80),
dobijamo

((_V—V—R)xy Z)* = —¢*(Vv-R)x-y-2*,

za proizvoljne vektore X,Y, Z,V na U.
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Primetimo da postoji mnogo primera lokalno y-simetriénih prostora. Speci-
jalnu klasu primera Cine Sasakijeve prostorne forme, iako postoje i mnogi
drugi primeri, koji nemaju konstantnu ¢- sekcionu krivinu. Razni primeri
¢-simetri¢nih prostora se mogu naéi u [69] i [83]. Nedavno su (globalno) ¢-
simetri¢ne prostore klasifikovali O. Kowalski, S. Wegrzynowski i J. Jiménez
([44], [49]). Postoje Cetiri klase ovih prostora, od kojih dve sadrze sve Sasaki-
jeve prostorne forme.

Dalje, u radu [69] T. Takahashi je okarakterisao ¢-simetri¢ne prostore na
sledeci nacin:

Teorema 3.11. Sasakijeva mnogostrukost je lokalno -simetriéna ako 1
samo ako je svaka Kelerova mnogostrukost, koja je bazni prostor lokalnog raslo-
jenja, lokalno izometriéna hermitskom simetricnom prostoru.

Takode, D.E.Blair i L.Vanhecke su u radu [7] dokazali sledeu teoremu
koja karakteriSe (-simetriCne prostore.

Teorema 3.12.  Susakijeva mnogostrukost M*+1 je lokalno @-simetricna
ako 1 samo ako vaZi
) (VxR)x px xpx =0

za sve horizontalne X € Y(M).

Na kraju, napomenimo da je T.Takahashi u radu [69] uveo definiciju ¢-
geodezijske simetrije i to iskoristjo za jednu od karakterizacija ¢-simetri¢nih
prostora. Preciznije, lokalni difeomorfizam s, Sasakijeve mnogostrukosti M,
z € M, je @-geodezijska simetrija u , ako je njen domen U takav da za svaku
p-geodezijsku liniju v = «(t) takvu da 7(0) lezi u preseku U sa integralnom
krivom od ¢ kroz z, vaZi

Sm’)’(t) = 7(—t)

za svako t.

Sada je lako dokazati (koriste¢i Teoremu 3.11.) ([69]) da vaZi sledeca teo-
rema:

Teorema 3.13.  Neophodan i dovoljan uslov za Sasakijevu mnogostrukost da

bude lokalno @-simetriéan prostor je da u svakoj tacki dopusta ¢-geodezijsku
sirnetriju, koja je lokalni automorfizam.

.35



II  JAKOBIJEVA VEKTORSKA POLJA
———————————e

1. Osnovni pojmovi o Jakobijevim vektorskim poljima

Neka je (M, g) Rimanova mnogostrukost i pretpostavimo da je 7 : [a, b] —
M kriva na M. Varijacija krive 7 je dvo-parametarsko preslikavanje

I':{a,b] x (—¢,€) = M : (s,t) = I'(s, 1)

takvo da je I'(s,0) = +(s) za sve s € [a,b]. Za datu konstantu wu, kriva §, =
I'(u,t) je transverzala, a krive v, (s) = I'(s, v), za konstantno v, su longitudinale.
Vektorsko polje V duz v, definisano relacijom

V(s) = 5:(5,0),

(t]., V(s) je potetni vektor brzine transverzale ds) je varijaciono vektorsko polje
varijacije I" i intuitivno je jasno da ovo vektorsko polje pokazuje, infinitezi-
malno, kakvo je ponasanje varijacije I' u okolini krive .

Pretpostavimo da je v geodezijska linija i da je I' varijacija za v takva
da je svaka longitudinala 7, za I' geodezijska linija. Tada varijaciju I' nazi-
vamo geodezijska varijacija ili jedno-parametarska familija geodezijskih linija.
Varijaciono vektorsko polje geodezijskih varijacija je usko povezano sa krivi-
nom mnogostrukosti M. Zaista, moze se pokazati ([19], [30]) da varijaciono
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e

vektorsko polje geodezijske varijacije I' (geodezijske linije 7) zadovoljava tzv.
Jakobijevu diferencijalnu jednacinu

(1) V" +Ryvy' =0,
pri ¢emu ' oznacava diferenciranje (duz «) po s.

Vektorska polja duz geodezijskih linija, koja zadovoljavaju Jakobijevu dife-
rencijalnu jednacinu (1) zovemo Jakobijeva vektorska polja. Jasno je da su
sva varijaciona vektorska polja geodezijskih varijacija primeri Jakobijevih vek-
torskih polja. Obratno, svako Jakobijevo vektorsko polje Y duz geodezijske
linije 7 je varijaciono vektorsko polje neke geodezijske varijacije ' od « ([31]).

Neka je v : [a,b] — 7(s) geodezijska linija u M i pretpostavimo da
je V Jakobijevo vektorsko polje duZ ~. Dalje, izaberimo ortonormiranu bazu
{e1,-..,en} tangentnog prostora M., ioznatimosa {Ex,..., En} polje baza
duz «, dobijeno paralelnim pomeranjem u odnosu na Levi-Civita koneksiju V.
Tada mozemo V predstaviti u odnosu na E;,i=1,...,n,sa

Vis) = 3 Vi(s)Ei(s)

=1
Kako su F; paralelni duz 4, to je

n

Vi(s) = 3 VI (5)EN(s).
=1
Dalje, mozemo videti da je

n

Ry(syv(97(8) = D_ Vi(s) Ry (o)E:()Y' (5)

. i=1
n

= Y Vi(s)Ry(9)Ei(s)y (9)B; () B (5) -

4,j=1

Kako E;(s),i=1,...,n formiraju ortonormiranu bazu tangentnog prostora
M., (5) nbilokojoj tagki v(s) , Jakohijeva jednagina (1) je ekvivalentna sledecem
sistemu diferencijalnih jednacina:

(2 V/'(8) + D Ry(s)Es(s)v ()E; () Vi(8) = O

=1
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za j =1,...,n. Iz teorije o linearnim diferencijalnim jednacinama drugog reda
znamo da pocetni uslovi V;(0) i Vi(0),5 = 1,...,n definisu (jedinstveno)
resenje sistema (2), tj., potetni uslovi V(0) i V'(0) definidu jedinstveno Jako-
bijevo vektorsko polje duz - . :

Slededa teorema odreduje opsti oblik Jakobijevog vektorskog polja V duz
geodezijske linije v, koje ujedno zadovoljava i pocetni uslov V(0) = 0.

Teorema 1.1.  Neka je ~ : [0,a] » M geodezijska linija na M. Tada je
Jakobijevo vektorsko polje V' duz ~ sa pocetnim uslovom V(0) =0 i V/(0) = X
dato sa

V(s) = (dexp,(0))sy(0) (sX)

za svako s € [0, a).

Lako se moze pokazati da vazi i sledeéa teorema i njena vrlo vazna posled-
ica. ViSe detalja o Jakobijevim vektorskim poljima moze se nadi u [30], [62].

Teorema 1.2.  Neka je V Jakobijevo vektorsko polje duz geodezijske linije
7v. Tada je '

9(V(s),7'(s)) = 9(V'(0),4'(0))s + ¢(V'(0),7'(0))
2a sve vrednosti s.
Posledica. Pretpostavimo da-je V Jakobijevo vektorsko polje duz v koje

zadovoljava V(0) = 0 ¢ takvo da je V'(0) normalno na v'(0). Tada je V svuda
normalno na 7',
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2. Geometrija cevi i razvoj u red operatora oblika i
Riéijevog operatora

Kako su Jakobijeva vektorska polja blisko povezana sa varijacijom geodez-
ijskih linija, moZe se oéekivati i njihova velika uloga u izutavanju geodezijskih
sfera i cevi. Detalje 0 ovom nadinu razmisljanja i eksplicitna izratunavanja
mogu se nadi u [5], [20], [22]-[29], [39], [77], [79], [80].

Takode, kao i u slu¢aju geodezijskih sfera i normalnih okolina, Jakobi-
jeva vektorska polja duZ geodezijskih linija ortogonalnih na krivu ¢ imaju
veliku ulogu u opisivanju nekih geometrijskih objekata pridruzenih cevima i
cevastim okolinama, &ije izudavanje je tema ovog rada. Preciznije, neka je
p = exp,(;)(su) (jedinstvena) geodezijska linija parametrizovana duzinom luka
koja spaja o(t) i p i sete ¢ pod pravim uglom. Neka je {Fi,...,Fn}
polje baza duz o, takvo da je Fi(t) = o(t) i Fn(t) = 7'(0). Dalje, neka je
{Ei,...,En} polje baza duz v, dobijeno paralelnom translacijom {Fi,..., F.}
u odnosu na Levi-Civita koneksiju V ineka su Y,...,Y,—1 Jakobijeva vek-
torska polja duz 7, koja zadovoljavaju sledeée pocetne uslove

KO =RE, YO = (Trzs) )

Y;(0) =0, Y/(0) = Fi(t), i=2,...,n—1.

(3)

Lako se moZe pokazati da je veza izmedu ovih Jakobijevih polja i baznih

vektorskih polja zZ- Fermijevog koordinatnog sistema (u odnosu na o(a) i

{Fy,...,F,}), izrazena sa:

[t = -Gl
@ ;
Yl(‘$)=8 (7(3))1 i=2""an—1'

Bxi

Pokazimo sada kako se pocetni uslov

¥/(0) = (v;—) (o(t))

39



moze lepSe izraziti. Primetimo prvo da je

V2 (o(2)) = vﬁ_% (o(2))
0z, 1

= (Vﬁu) (o(t))

=u(o(t)) = Fp(o(t)).

Kako je F, paralelno u odnosu na V+, to vasi

F@t) = (V&Fn) (e(2))
(5) (v;.';Fn> (0(t) + g(Fn(t), 6(t))6 (t)

9(Fn(t),0(8)o(t),

i takode je

(6) g(Fn,6) =0

svuda duz o, Diferenciranjem relacije (6) dobijamo
(7) 9(Fn, 6) + 9(Fn, 5) = 0.
Koristeéi relacije (5) i (7) sledi

(8) Fn = —g(Fpn,6)5,

ili, ekvivalentno,

(9) Fn = _K"u.d-a

pricemu je ky = g(u,5(t)) (srednja) krivina krive ¢ u odnosu na u. Zamenom

(9) u (3) dobijamo alternativan izraz za pocetni uslov.

Primetimo da je moguée identifikovati sve prostore {7'(t)}* sa n—1-
dimenzionim vektorskim prostorom V = {7'(0)}*, koristeéi paralelnu transla-
ciju duz ¥ u odnosu na, Levi-Civita koneksiju' V. U narednom tekstu éemo
cesto koristiti ovu identifikaciju bez eksplicitnog naglasavanja. Sada mozemo
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definisati funkciju koja svakom s dodeljuje endomorfizam, tj., B : s — B(s)
(tj., preslikavanje [0,7] C R — GL(V)), relacijom

(10) Yi(s)=(BE)(s), i=1,...,n—1:

Lako se proverava da za svako s € [0,7] endomorfizam B(s) zadovoljava Jako-
bijevu jednaéinu

(11) B"+RoB=0,

pri emu je R funkcija Gije su vrednosti endomorfizmi, tj., ¢ — R(t) =
R (t), definisana sa R()X = Ryux7'(t) za sve X € {7 )} . Ko-
risteéi (3), dobijamo sledeée pocetne uslove za B:

(12) B(0) = ((1) g) . B'(0)= (‘gu ‘;) .

Snabdeveni ovim formulama, moZemo izu¢avati geometriju cevastih okoli-
na duz krive o, izrazavajuéi komponente metritkog tenzora g, zapreminskog
elementa 6,, operatora oblika S°, srednje krivine h, i.t.d. Koristeéi Jakobi-
jevu diferencijalnu jednaginu (11) i potetne uslove (12), moZemo nati razvoje u
red gore pomenutih funkcija. Ove formule éemo direktno koristiti u dokazima
teorema u treéoj i Getvrtoj glavi i time jod jednom pokazati kako su razvoji
u red vrlo moéan aparat u izu¢avanju nekih problema u cevastim okolinama.
Vise detalja o ovoj tehnici mo%e se naéi u radu [79].

Spoljasnja geometrija cevi odredena je njenim operatorom oblika. Da
bismo odredili razvoj u red ovog operatora, primetimo prvo da je -8%- jediniéni
normalni vektor cevi P,(r) u tacki p = exp,((rv). Tada je operator oblika
S? cevi Py(r) u tatki p definisan sa

(13) (5°X) )= (Vxpe ) @

za svaki vektor X tangentan na P,(r) u tacki p. Kako koriste¢i Teoremu
1.2 sledi da Jakobijeva vektorska polja Y;,i=1,...,n —1 koja zadovoljavaju
pocetne uslove (3), formiraju bazu prostora {¥(¢)}*, a time i tangentnog pros-
tora cevi P,(r) u tacki p, dovoljno je izraCunati

S?(p)YY; i=1,...,n—1.
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Primetimo prvo da vazi
500 = (Vg ) @) = (Vg %)) = v
or or
za it =1,...,n~1. Dalje, iz (10) sledi da je
S°(p)B(r) = B'(r),
pa operator oblika 59 (p) 'moiemo izraziti na slede¢i nacin

(14) S°(p) = (B'B7Y) (r).

Koristedi relaciju (11) i pocetne uslove (12), mozemo izratunati razvoj
u red za B po duzini luka s du3 geodezijske linije . Dalje, uz pomoé
relacije (14), dobijamo razvoj u red komponenti operatora oblika S5s(p) =
9(S°Fo,F)(p), 0, =1,...,n —1. Kako éemo u iskazima, teorema u treéoj
1 Eetvrtoj glavi imati samo slu¢ajeve kada je o geodezijska linija, naveséemo
samo ovaj slu¢aj. (Opstiji slu¢aj je obraden u disertaciji [32].) Dobro je poz-
nato da je ky = 0 zasve u € o(t)L isve t € [a,b], kada je o geodezijska
linija, pa je tada

( 2
Sfl(p) =-r Rlvlv(m) - %—Vth,h,(m) + O(’I‘s) ;

2
(15) 4 fa(p) = _'g Rlvav(m) - g—Vlevm,(m) + 0(’1"3) s

1. 2
[ 536(2) = 7 a8 ~ 5 Ravsu(m) = -V, Raugu(m) + 0(r?),

pricemu o, B=1,..., n—1 1 R oznadava Rimanov tenzor krivine ambijentnog
prostora M. Ovde su uvedene oznake Rayupu(m) = Ry ywFs(t)yo(0()) 1
VvRavgv(m) = (vvR)Fa(t)uFﬁ(t)u(U(t)) zZa «, ,3 = 1, ...,n—1.

Dalje, Ricijev operator Q° cevi Py(r) sadrzi mnogo informacija o un-
utrasnjoj geometriji cevi P, (r) . Njegov razvoj u red moze se dobiti koriséenjem
metode Jakobijevih vektorskih polja i Gausove jednagine. Ovo je uradeno u
radu [32] i mi éemo koristiti formule za komponente Ricijevog tenzora p° (tipa
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(0,2)) geodezijske cevi P,(r):

00 = (a0 ) )5 (o 3 9uB) )

1 n+1 1
+7r ( V2 P11 — + V2 Ryyyy + § Riviv pov

n-—1 n+1
- T %'ulu Z Rlv)w) (m + O(T )
A=3

pla(P) = (pla - T Rluau) (m)+r (V,,pm - g‘vuRluau) (m)

n+1 1
V?m Rl'uow + =

6 Rl'uow Pov

1
+ 7'2 (5 v?)upla -

n—>5 n + 1
- 24 RluluRl'Ua'U - Z RIUAU au)«u) (m) + O( )
A=3
n—3 n—1 1 2
PZﬁ(p) = Téaﬂ + (pa,B - T Ra‘uﬂ‘u - gpvuéaﬂ - —Rluluéaﬂ) (m)

1

+r (V'upaﬂ - gVURavﬁv - 4vavv aff — V Rluluéaﬂ) ( )

1
=+ 7‘2 (2 Vz.v Pap — nig ng Ravﬁv + = Rauﬂ‘u Pvv + "‘RlvlvRavﬂv

9 9

n—1 n+1
20 Rlvalevﬂu . ‘YX—; 3av'yuRﬂ‘u'yu -

L
10

‘73upvvéaﬂ

1 1
- EvuuRl‘Ul‘U‘saﬂ lvlv bap — 15 Z Rl'u'y'u
v=3

E R’YWW aﬂ) m)+0(r3)
7#—3

(16)

pri emu o, =1,...,n—11 p oznalava Ricijev tenzor za M.

43



3. Jakobijeva vektorska polja i operator oblika cevi
duz ¢-geodezijskih linija na Sasakijevim
prostornim formama

U ovom poglavlju éemo posmatrati Sasakijeve prostorne forme i Jakobijeva
polja na ovim mnogostrukostima. Jakobijeva diferencijalna jednagina koja se
pojavljuje u ovom sluéaju je relativno jednostavnog oblika i njenim resavanjem
(uz specijalne pocetne uslove) dolazimo do izraza za J akobijeva polja, koje za-
tim koristimo za izratunavanje matrice operatora oblika cevi duz y-geodezijskih

linija na ovim mnogostrukostima. Neki od ovih rezultata su takode navedeni i
u radovima [27] i [28].

Razlikovaéemo tri sluéaja, u zavisnosti od polozaja tacke p = €XPy(4)(TV)
v€a(t):, || vll=1 nacevi P,(r) poluprepika r dux p-geodezijske linije o .

Sli¢na posmatranja opisana su u radovima :

- [5], gde su J akobijeva polja iskoriiéena za izra¢unavanje matrice operatora
oblika geodezijskih sfera na Sasakijevim prostornim formama;

- [12], gde su Jakobijeva polja iskoriéena pri izutavanju lokalnih simetrija,
u odnosu na ¢-geodezijske linije na Sasakijevim prostornim formama,

- [4], gde je posmatrana druga fundamentalna forma cevi dus geodezijskih
linija na Sasakijevim prostornim formama.

Napis§imo prvo eksplicitno Jakobijevu jednacinu u sluéaju kada je mno-
gostrukost Sasakijeva prostorna forma. Dakle, neka je m tacka na Sasakijevoj
mnogostrukosti M2?"+1 sa strukturnim tenzorima (#,€,m,9) 1 konstantne ¢-
sekcione krivine c¢. Dalje, neka je 7 -geodezijska linija parametrizovana
duZinom luka kroz m = 7(0) sa pocetnim vektorom brzine +/ (0) = v. Cesto
¢emo, zbog jednostavnijeg zapisivanja, oznagavati vektor brzine v'(s) u bilo
kojoj tacki v(s) sa v. Tada je, (kako je M Sasakijeva prostorna forma, a v hor-

izontalan vektor), koristeéi relaciju (85) iz prve glave, Rimanov tenzor krivine
dat relacijom

c+3

() Re= 23 (x o0, X)v) - =2 (neoe +30(0,9X)p0 ).
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dok Jakobijeva jednacina

(18) VoVoX + Roxv =0
postaje,
3 -1
(19) vy vvx+ 42 (X=(V xv)-* (n0+30v eX)eV) =0.

Dalje ¢emo izu¢avati refenja Jakobijeve jednacine (19) u slucajevima:
(A) p = exp,(y(rv), v(o(t)) = wu(a(t));
(B) p = expy()(rv), v(a(t)) L pu(a(t)), v(a(t)) L u(o(t)),v L &;

(C) p = expys)(rv), v(o(t) L u(a(t), g(pv(a(®), ulo(®))) =a,v L&

Slucaj A:

Izaberimo sada ortonormiranu bazu {ej,...,€2n+1} tangentnog prostora
M., utatki m=o(t), takodaje ey =v, ez =—pv i es=¢. Dalje, neka je
{E1,...,Eant1} baza dobijena paralelnim pomeranjem baze {e1,---r€mt1}

duz ~. Tada lako dobijamo duZ 7, koristeéi Cinjenicu da je span{¢, v}
paralelno duz ~:

{ Ey(s) = 'sinsﬁ(s) —cos s pvu(s),

(20) E3(s) = coss&(s) + sins pu(s),

pri ¢emu s ozna¢ava duzinu luka duz 7, pocevéi od tatke m. Sada, koristeci
relacije (17) i (20), dobijamo da vaZi

Ryp,v = (sin® s + ¢ cos® 5) By + (1 — ¢) sins cos s B,

(21) Ryg,v=(1—c)sins coss By + (cos® s + ¢ sin’ s) E,

c+3
Ryg.v = —
E,Y 1

Proizvoljno Jakobijevo vektorsko polje X normalno na p-geodezijsku liniju v
moze biti predstavljeno u odnosu na polje baza Fi,...,Eant+1 kao

E,, a=4,...,2n+1.

2n+1

(22) X(s) = fa(s) Ea(s) + fa(s)Ea(s) + Y faEa-

a=4
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Koristeéi relacije (21) i (22), iz Jakobijeve diferencijalne jednagine (19), dobi-
jamo slededi sistem diferencijalnih jednagina:

2(8) + f3(s) (1 —¢c)sinscoss + f2(s) (sin? s + ¢ cos? s) = 0,

(2) 5(5) + fa(s) (cos® s + ¢ sin? 5) + fo(s) (1 — c)sinscoss =0,
(24) f;'(s>+fa(s)cjl’3=o, a=4,... m+1,

Ove jednacine mozemo eksplicitno resiti, uzimajuéi u obzir da ée resenja
zavisiti od znaka ¢+ 3. Dakle, posmatrajmo smenu

z2(s) = sin s fa(s) + cos s f3(s),

(25) 23(s) = — cos s fo(s) +sins fa(s).

Tada jednatine (23) postaju

23(s) +223(s) =0,

(26) 25(s) ~ 2z3(s) + (c — 1) 23(s) = 0.

Dalje, stavimo w = 2} Diferenciranje druge jednaine u (26) daje

w”(s) + (c+3)w(s) =0,

7
@7) 25 (s) +2w(s) = 0.

Sada smo dobili sistem diferencijalnih jednagina koji je lako resiti. Konaéno

koristeéi standardna resenja za 2n — 2 jednacine (24), dobijamo kompletna,
reSenja za sva tri slucaja.

1

Prvi sluéaj: c+3=0

Ovde je
f2(s) = —Bcoss + ysins,
f3(s) = Bsins +ycoss,

fo(s) = Ass + B, a=4,...,2n+1,

. ) 1 )

pri emu je B = —A32+Bs+C’,7= —1A33—Bsz+ l(‘/1—4C7):::—|-D i
2 . 3 2

A,B,C,D, A, B, su konstante duz 7.

Drugi sluéaj: c+3>0
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U ovom slucaju, stavljajuéi k = v/c + 3, dobijamo

fa(s) = —Bcoss + 4sins,

fa(s) = Bsins + §coss,
fa(s)=Aas+Ba, a=4,...,2n+1,
2
2
Cs+DiA,B,C,D, A,, B, su konstante duz .

pri Cemu je Bz-llz(Asinks—B cosks)+C,§ =
k2 — 4 |
2

(A cosks + B sinks) +

Treéi slucaj: c+3<0
Ovog puta stavimo k = +/—c — 3. Ponavljajui isti ratun, dobijamo

fo(s) = ~fBcoss + ¥ sins,

fa(s) = Bsins + % coss,

fa(s)=Aus+§a, a=4,...,2n+1,

pri emu je 5 = i— (A sinhks+B coshks)+C, ¥ = _k_zz (A coshks+B sinhks)
kK +4
2

Cs+DiA,B,C, D,fia, .éa su ponovo konstante duz 7.

Da bismo dokazali da su specijalni uslovi karakterizacije u teoremama u
treéoj i Getvrtoj glavi neophodni, biée nam potrebna dva specijalna sistema
Jakobijevih vektorskih polja duz geodezijske linije v , koja zadovoljavaju sledece
pocetne uslove:

(28) - Xu(0) = E5(0), X3(0)=0,
(29) X:(0) =0, X!(0) = E;(0), i=3,....2n+1.

Zato ¢emo izratunati ova specijalna Jakobijeva polja u sva tri prethodno opisana
slucaja.

Izratunajmo prvo Jakobijeva vektorska polja Xo(s) duz v sa pofetnim
uslovima (28) i za specijalnu ortonormiranu bazu {E1(s),- .., Ean+1(s)}, pret-
hodno definisanu. Iz gornjih formula dobijamo

X2(s) = (—p sins + A coss) Ex(s) ~ (A sins + p cos s) E3(s),
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7 TR 0 e e e e ey e e e

pri ¢emu su funkcije A i p zadane tablicom:

| c+3<0 | ¢c+3=0 | c+3>0

A = {(k* +2) coshks — 2} 1+ s2 = {(k* — 2) cosks + 2}
p —-,—czg(k2+2)sinhks+(1+fg)s -3f-s | -3 k? —2)sinks + (1 - 4

Posmatrajmo dalje Jakobijeva vektorska polja X (8),1=3,...,2n+1 duz

7, koja zadovoljavaju potetne uslove (29). Iz prethodno izracunatih formula,
dobijamo

X3(s) = (v sins — p cos s) E3(s)+ (psins + v cos s) Es(s),

T TR e ) e 5 g o e e ey e e

pri ¢emu je
| c+3<0 | c+3=0 | c+3>0
1 & (cosh ks — 1) s? — 7% (cosks — 1)
~ sinhks + & (k2 +4) s -23%+s | A sinks+ H(k?-4)s,
i
| c+3<0 - | c+3=0 | c+3>0
X;(s) l 2 sinh £5 E,(s) l s E,(s) , 2 sin £5 E,(s)

za 1=4,...,2n+1.

Konaéno, posmatrajmo cev P, (r) polupreénika r duz p-geodezijske linije
o konaCne duzine, smestene u M , Ciji je tangentni vektor horizontalan vek-
tor u. Neka je v geodezijska linija jedini¢ne brzine koja se¢e ¢ pod pravim
uglom u tacki m = o(t) i &ji je tangentni vektor horizontalan vektor v,
takav da je v(m) = wu(m). Dalje, neka je {Ey, ..., E2n41} polje ortonormi-
ranih baza definisano kao na pogetku ovog odeljka. Konaéno, koristeéi relacije
(4) i (10)-(14) i izraéunata Jakobijeva vektorska polja, napidimo eksplicitno
matri¢ni oblik operatora oblika S9(p) (u specijalnim, prethodno definisanim
tatkama p) dovoljno malih p-geodezijskih cevi duz o, polupre¢nika r u nekoj
cevastoj okolini U, , u slucaju kada je ambijentni prostor M Sasakijeva pros-
torna forma. Baza u odnosu na koju éemo napisati matricu operatora oblika
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je {‘P’va &» E4a teey E2n+1} .

[ A7) B(r) 0 |
@ =2 otr) TC. 0
L . 0 ) te D(r) |

Polja ove matrice su funkcije A(r), B(r), C(r), D(r), koje zavise od znaka
¢+ 3, pri temu se funkcija D(r) pojavljuje 2n—2 puta.

Prvi slucaj: c+3=0
Alr) = 3 B(r)—3—4T2
"= 3t ars’ T 34472’
12r 1
") =3z D) =35
Drugi slucaj: c+3>0

A(r) = 1 B coskr ,
w
B(r) = % [2(k? - 2) sinkr — k(k® — 4)r coskr] ,
C(r)= —(%Icz(lc2 —4)rsinkr,
k k
D(r) = 3 coth 3"
pri temu je w =k (k? —4)r coskr + 4 sinkr;

Tredéi slucaj: c+3<0

Ar) = % k? cosh kr

B(r) = ——-;— [2(1@:2 + 2) sinh kr — k(k?® + 4)r cosh k] ,
C(r) = —%kz(kz + 4)rsinh kr,

k  k '
D(T) = 5 cot 57‘,
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pri ¢emu je 6 = —k (k* + 4)r coshkr + 4 sinh kr .

Konagno, koristeéi izraz za tenzor krivine Sasakijeve prostorne forme (M,
»,€,m,9) i Gausovu jednaginu, dobijamo da Rigijev operator Q7(p) cevi P,(r)
ima sli¢an oblik kao S7(p) u (30), ali sa drugadijim funkcijama na odgo-
varajuéim poljima.

Slucaj B:

Ovog puta, da bismo resili jednaéinu (19), izaberimo bazu {e1,...,eams1}
u m, prilagodenu novom polozaju tatke p, tj., takvu da jer e1 =v, egn_q =
U, e = § 1 €gny1 = v, (pri emu je u horizontalan vektor normalan na
v 1 ¢v) 1 oznaimo sa {E1,...,Eonq1} ortonormiranu bazu duz «v dobijenu
paralelnim pomeranjem vektora e; duz . Kako, koriste¢i relacije (64) i (71) iz
prve glave, sledi da je dvodimenziona ravan {¢, pv} paralelna duz 7 , dobijamo
lako da duz v vazi:
(31) { Eyn = pusins+ ¢ c?ss,
Font1 = ¢v coss — € sins,
pri ¢emu je s duzina luka duz 7, racunajuéi od m. Sada, koristeéi relacije
(17) i (31), dobijamo da vazi

( 3
Rygv= c: Eoy a=2,...,2n-1,
. s c—-1 |
(32) 4 Ryp,,v = (cos? s + csin? s) Eq, + 5 sin2s Eg, 41,
\ Rygy, v = sin 2s Fy,, + (sin2 s + ¢ cos? 8) Eont1 -
Dalje, iz naSe konstrukcije polja ortonormiranih baza {E1,...,Eanq1}, lako

se vidi da se bilo koje vektorsko polje X normalno na ‘p-geodezijsku liniju ~
moZe napisati u obliku

2n—-2
(33) X = Z la Ea + l2n—1 E2'n,—1 + l2nE2n + l2'n+1 E2n+l .

a=2 ’
Odavde lako dobijamo ‘da je jednagina (19), u ovom slugaju, ekvivalentna
slededem sistemu diferencijalnih jednagina:

(34) l;’+cl_31a=0, a=2..,m—1,
(35) { o + lon + (c—1)sin s (lgn 8in s + Iy, 4 COS s)=0,
'2'n+1 +lant1 + (¢ — 1) cos s (lg, sin s + lony1coss) =0.
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Ove jednatine se mogu eksplicitno resiti, imajuéi u vidu da redenja zavise od
znaka ¢+ 3. Dakle, posmatrajmo smenu

2n(8) = sin s lan(s) + cos s lant1(s)

36
(36) Zon+1(8) = cos s lan(s) — sinslany1(s)

Tada jednaline (35) postaju

Hnia(s) + 2220(8) =0,

37
@ 2(8) = 2 22041(8) + (¢ = 1) 22n(s) = 0.
Dalje, stavimo w = 2}, . Diferenciranjem druge jednagine u (37) dobijamo

w”(s) + (¢ + 3) w(s) =0,

(3) Zyn41(8) +2w(s) =0.

Na ovaj nadin smo dosli do sistema diferencijalnih jednagina koji se lako
moze resiti. Konalno, koristeéi standardna reSenja 2n—2 jednaline (34), do-
bijamo kompletna resenja u sva tri slucaja.

Prvi slucaj: c+3=0

U ovom slucaju dobijamo da je

l.(s)=Ass+B,, a=2,...,2n—1,
lon(s) = Bsins+ ycoss,
lant1(s) = Bcoss —ysins,

- . 1 1 , 1 )
pri Cemu je (= §As2 +Bs+C,y= —§As3 — Bs® + §(A —4C)s+ D i
A,B,C,D, A,, B, sukonstantc duz 7. '

Drugi slucaj: c+3>0
U ovom slucaju, stavljajuéi k = +/c+ 3, dobijamo

l.(s) =A,s+B,, a=2,...,2n-1,
lon(s) = Bsins + 4 coss,

lany1(s) = Bcoss — Asins,
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a 2
priemuje fB= %(A sinks— B cosks)+C, 4 = 0 (A cosks+ B sinks) +
k2 —4
2

Cs+DiA,B,C, D,Aa,éa su konstante duz ~.
Tredi slucaj: c+3<0

Ovog puta stavimo k = /—¢c— 3. Ponavljajuéi isti raun, dobijamo

priéemuje 8 = %(A sinh ks+B cosh ks)+C , ¥
k44
2

_% (A coshks+B sinhks)

Cs+Di A,B,C,D,fia,éa su konstante duz ~.

U daljem tekstu éemo koristiti J akobijeva vektorska polja duz p-geodezijske
linije 7, koja zadovoljavaju sledeée pocetne uslove :

(39)  X;(0) =0, Xi0)=ei, i=2..,2n—22n2n+1,
(40)  Xon_1(0)=w, X}, .(0)=0.

Dakle, izra¢unajmo ova Jakobijeva vektorska polja u tri gore opisana slucaja.

Izratunajmo prvo Jakobijeva vektorska polja X;(s),i=2,...,2n—2 duz
7 sa pocetnim uslovima (40) i za specijalnu ortonormiranu bazu {E1(s),...,

Eant1(s)} utvrdenu na poéetku ovog odeljka. Koristeéi prethodno izracunate
funkcije l,,a=2,... 2n+1, dobijamo

| c+3<0 | c+3=0 | c+3>0
Xi(s) ’ %sinh%sEa(s) , s Ey(s) ' 2 sin &5 E,(s)

za 1=2,...,2n—2. Posmatrajmo dalje Jakobijevo vektorsko polje Xon—1(s)

duz v koje zadovoljava, pocetne uslove (40). Iz prethodno dobijenih formula
sledi

c+3<0 | c+3=0 l c+3>0

Xon-1(8) cosh &s Eg,_1(s) l Eon_1(s) l cos £s Eypn 1 (s).
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Konaéno, posmatrajmo Jakobijeva vektorska polja Xo,(s) i Xont1(s) duz v,
koja zadovoljavaju pocetne uslove (39). Ponovo koristeéi prethodno izraunate
funkcije l,, a = 2,...2n+1, dobijamo '

Xon(s) = (0 sins + X cos s) Eon(s) + (p coss — A sins) Egn41(5)
Xon+1(8) = (v sins — p cos s) Egn(s) + (v cos s + p sin s) Eany1(5)

pri ¢emu vazi

c+3<0 c+3=0 c+3>0
p % (cosh ks — 1) 52 ~% (cosks — 1)
A — % sinhks — &3t -2+ & sinks + SGts
v % sinh ks : s 1sinks.

Dalje, posmatrajmo cev P,(r) poluprecnika r duz @-geodezijske linije
o konaéne duZine, smeStene u M &iji je tangentni vektor horizontalni vektor
u. Neka je 7 geodezijska linija jedini¢ne brzine normalna na o u m = o(t)
i Giji je tangentni vektor horizontalan vektor v, takav da je v(m) L u(m) i
v(m) L pu(m). Dalje, neka je {Ei,...,Eon4+1} polje ortonormiranih baza
duz v, definisano ranije. NapiSimo sada eksplicitne formule za operator ob-
lika S° u specijalnim tatkama p = exp,(;(rv) dovoljno male cevi duz ¢-
geodezijske linije, pri ¢emu je ambijentni prostor M Sasakijeva prostorna
forma. Pri izracunavanju ovih izraza, koristili smo relacije (4) i (10)-(14) i
prethodno izratunata Jakobijeva vektorska polja. Kona¢no, dobijamo da'se
operator oblika S° moze pretstaviti pomoéu kvazi-dijagonalne matrice

FA(r) ... 0 0 0 0]
- 0 A 0 0 0
() s°) = |. o
: 0 0 B(r) 0 0
0 0 0 C(r) D(r)
L0 0 0 D(r) E(r)l
u odnosu na bazu {Es,...,Esn-1,&,¢v}. I uovom slu€aju su polja razlicite

funkcije koje zavise od znaka ¢+ 3, a funkcija "A(r) se pojavljuje 2n — 3 puta.
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Prvi slucaj: c+3=0
A(r)=%, B(r)=o0,
3 A r?
C(T)—;m, D(T)—"‘Ma
4r? 43
B(r) = r(r?+3)’

Drugi sluéaj: c+3>0

k kr
A(’I‘) = 5 cot ? y
k kr
B(r)=-= —
(r) 5 tan 5
ks
C(r) = —sinkr,
k? -4

D(r) = -

(k‘r sinkr + 2coskr —2) |
E(r)= —E (4sinkr + kr(k® — 4) cos kr) ;

pri cemu je w = k37 sin kr — 4kr sin kr — 8 cos kr + 8;

Tredi sluéaj: c+3<0 |

k “kr
A(’I’) = "'5 coth —2— ,

k kr
B(r) = % tanh 57
(r) 5 tanh 5

i3
C(r) = ~7 sinh kr ,

2

4

D(r) = £+ (krsinh kr — 2cosh kr + 2) |

6
E(r) = -Z— (4sinh kr — kr(k? + 4) cosh kr) ;

pri ¢emu je 6 = 8cosh kr — k3rsinh kr — 4kr sinh kr — 8 |

swee

- I u ovom sluéaju se lako moze zakljuciti da Ricijev operator Q%(p) cevi
P,(r) ima slian oblik kao i operator oblika S7(p) (predstavljen matricom

(41)), ali jasno, sa razlicitim vrednostima na odgovarajuéim poljima.
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Slucaj C:

Da bismo izratunali operator oblika S°(p) cevi P,(r) u tatkama p =
expa'(t)(rv)’ prl cemu je ’U(O’(t)) 1 ’U,(O'(t)), g(cpv(a(t)),u(a(t))) =a,v Ll f’
izabra¢emo specijalnu ortonormiranu bazu tangentnog prostora Ms(;y u tacki
o(t), tako da mozemo da koristimo refenja sistema (34) i (35). Dakle, neka
je {e1,.--,€2nt+1} ortonormirana baza tangentnog prostora Mspy u tacki
o(t) = m, takva da je e; = v(m), ezn—1 = u(m), €2n = E&(m), egnt1 =
3(<pv(m) —au(m)), pri Cemu je a = g(pv(m),u(m)) i a®+b% = 1. Oznatimo,
dalje, sa {E1,...,Eant1} polje ortonormiranih baza duz -geodezijske linije
~ (definisane na poéetku ovog poglavlja), dobijeno paralelnim pomeranjem vek-

tora e; duz v. Tada se bilo koje Jakobijevo vektorsko polje X normalno na
-geodezijsku liniju v moZe zapisati u obliku:

2n—2

(42) X =" gi(t) Ei(t) + gan-1(t) Ban-1(t) + g2n(t) E2n(?)

1=2"

+ gan+1(t) Eang1(?)
pri Cemu je

g,-(t) = li(t') y 1= 2,...,‘2’"4— 2,2n,
gan—-1(t) = blan-1(t) + alent1(t),
gons1(t) = —alan—1(t) + blanyi(t),

al;,i=2,...,2n+1 su funkcije definisane relacijom (33). Koristeéi izraze
za li,i=2,...,2n + 1 dobijene u slu¢aju B, mogu se izratunati Jakobijeva
vektorska polja duz ¢-geodezijske linije 7, koja zadovoljavaju sledeée pocetne
uslove:

(43) X;(0) =0, X!(0) = e;, i=2,...,2n—2,2n,2n+1,
(44) Xon-1(0)=u, X3,,(0)=0.

Analognim postupkom kao u slucajevima A i B i koriste¢i relacije (4) i (10)-
(14), dobija se matrica operatora oblika S7 cevi P,(r) u odnosu na bazu
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{E2,...,bE3_1 — aFanyq, ¢, @v}.

rA(r) 00 0 0]

I Ary 0 0 0

(45) ST = 0  B(r) E(r) F(r)
0 0 F(r) G(r) D(r).

U ovom slucaju, tacka p je na cevi P;(r) duz ¢-geodezijske linije ¢ ¢iji je
tangentni vektor horizontalan vektor u, i to takva da je p = €XPg(y)(rv), pri
¢emu je horizontalan vektor v tangentni vektor ¢-geodezijske linije =, takav
da je v(m) L u(m), 9(¢v(m),u(m)) = a. I ovde su polja matrice razlicite
funkcije koje zavise od znaka ¢+ 3 i redom imaju sledeée vrednosti:

Prvi sluéaj: c+3=0

1
A(T) - ; y
B(r) = %(41;%2 +3b% — 4r2 - 3),
3
C(T) - —7'_9- )
D(r) = %(Sb%"’ — 352 — 12¢2),
3ab
E(r) = T

1 2 :
F(r)= —T—Bab(2r -3),
G(r) = %(—3%2 +362 4+ 4r2 — 3).

pri Cemu je 6 = 3b%r2% — 492 — 3.

)
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Drugi slucaj: c+3>0
A(r) = kcot kr,

B(r) = 5’% (—b2 sin I_czz(a sin kr + 80) + 2a? cos I—czi(a cos kr — 4sin Icr)) ,
K3, . kr . kr |
C(r) = —55(2a sin —- cos kr + b*sin kr cos —2—) ,
D(r) = —Z— (2a%asin %ﬁ sin kr + b? cos %(4 sin kr — acoskr),
2k2abf
0 ?
F(r)= -kg—b(4sinkr - a);

E(r) =

G(r) = - (2a%sin %(2(2 — k?)sin kr — a.coskr)

+¥cos B (a(k? - )8 — asinkr))

H
6

pri éemu je k = /c+ 3, o = 4kr—k’r, = coskr-1, 6 = b?cos %ﬁ(asinkr+
86) + 2a?sin I—Czr(a cos kr — 4sinkr);
Treéi slucaj: c+3<0
A(r) = kcothkr,
k

B(r) = %3 (—b2 sinh %t(a sinh kr + 808) + 242 cosh %(a cosh kr — 4sinh kf)) ,

3
C(r)=— %(Za2 sinh 5:21 cosh kr + b? sinh k7 cosh I_czz) ,

‘ kr . .
D(r) = —I;- (2a*a sinh %t sinh kr + b cosh —21(4 sinh kr — e cosh kr),

2
E(r) = 2k“abf :
6 ,
F(r)= %§(4sinhkr —a);
1 2 . kr 2\ * -
G(r) = 7 (2a sinh ?(2(2 — k?)sinh k7 — a.cosh kr)

+ b% cosh -k—27:(2(k2 —4)( — asinh kr)) ;
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pricemuje k=+-c—3,a=4kr—k%, B =coshkr—1,
6 = b? cosh %—T(a sinh k7 + 80) + 2a? sinh %(a cosh kr — 4 sinh kr).

Konatno, i u ovom slutaju se moze zakljuéiti da Ricijev operator Q°(p)
cevi P,(r) ima sli¢an oblik kao i operator oblika S(p) (predstavljen matricom
(45)), ali jasno, sa razli¢itim vrednostima na odgovarajuéim poljima.
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IIT KARAKTERIZACIJE LOKALNO

HERMITSKI SIMETRICNIH
KELEROVIH MNOGOSTRUKOSTTI I

KOMPLEKSNIH PROSTORNIH FORMI

Ova glava je posveéena izuavanju problema u kolikoj meri osobine cevi
duz geodezijskih linija na Kelerovoj mnogostrukosti uti¢u na geometriju ambi-
jentnog prostora. Posmatrajuéi dejstvo operatora oblika i Rigijevog operatora
na ovim cevima, daéemo neke nove karakterizacije izvesnih Kelerovih mno-
gostrukosti, preciznije, lokalno hermitski simetri¢nih Kelerovih mnogostrukosti
i Kelerovih prostornih formi.

Dakle, neka je (M,g,J) n-dimenziona Kelerova mnogostrukost i neka
je P,(r) cev polupreénika r duz geodezijske linije o na M, tangentna na
jediniéni vektor u. Dalje, posmatrajmo specijalnu tatku p = exp,((rv),
v € o(t)t,, v(e(t)) = Ju(e(t)) na P,(r) i pretpostavimo da je v : s
eXP,(s)(sv) geodezijska linija jediniéne brzine koja povezuje o(t) i p. Prime-
timo takode da je duz v v =1v'(s) = & idaje u p = exp,(rv) ovaj vektor
jedini¢ni vektor normalan na P,(r). DokaZimo prvo slede¢u teoremu:

Teorema 1. Neka je (M,g,J) Kelerova mnogostrukost dimenzije n =
dimM > 4. Tada je, uz gore navedene dogovore, M kompleksna prostorna
forma ako i samo ako je, za svaku dovoljno malu geodezijsku cev P,(r),
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0 . . :
(J E> (p) sopstveni vektor operatora oblika S° » 20 svako m € M i sve geodez-
ijske linije kroz m .

Dokaz:

Prvo, neka je M mnogostrukost konstantne holomorfne sekcione krivine
c. Tada se Jakobijeva jednagina moze eksplicitno resiti i koriste¢i relacije (4)

i (10)-(14) iz druge glave, dobijamo da se operator oblika S° moze pretstaviti
pomoéu sledeée matrice

Alr) 0 0
0 B(r) 0
1) s@=| , .
0 0 ... Br
u odnosu na bazu {Ey,... E,_ 1} definisanu u drugoj glavi ovog rada. Ek-

splicitni izrazi za polja ove matrice su:

1

A(r) =0, B(r) = - for ¢ = 0;
A(r) = —y/ctan+/cr, B(r) = \/76 cot \/767-, for ¢ > 0;
A(r) = v/ |c| tanh lc|r, B(r) = ___~2|C| coth —%r, forc < 0.

Dakle, odavde sledi da je J a% sopstveni vektor operatora oblika S€ .

Dokazimo sada i da je uslov teoreme dovoljan. Neka je (M, g, J ) Kelerdva.

mnogostrukost. Tada je J % paralelno duz + i koristeéi relaciju (15) iz druge
s
glave, dobijamo da vazi

o r 7'2
(2) S (p)(JU) = E(RJouuuu + RJouU) (m) + E (3(VJuR)Jouuuu

+2(VsuR) .,'ouu) (m) + O(r®).

) 0
Sada je (J a) (p) sopstveni vektor za operator oblika S u p ako i samo ako
je

o (72)002) =0
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za sve paralelne vektore z normalne na paralelnu ravan {%, J &-} duz 7.
Koristeci relaciju (2), odavde sledi

(3) Rjuu Jﬁm(m) =0

za sve £ € Mp,, normalne na {v,Jv} u m. Dakle, iz pretpostavke sledi da
R, +Ju mora biti proporcionalno sa u, za sve u isvako m € M, pa je M,
koristeéi Teoremu 2.8. iz prve glave, kompleksna prostorna forma.

Teorema 2.  Neka je (M,g,J) Kelerova mnogostrukost dimenzije n =
dim M > 4. Tada, uz gore navedene dogovore, M ima konstaninu holomorfnu
sekcionu krivinu ako i samo ako je svaka integralna kriva vektorskog polja JN ,
gde je N normala na cev, u tacki p, svake dovoljno male geodezijske cevi
P,(r), geodezijska linija na ovoj cevi, za svako m € M i sve geodezijske linije
o kroz m.

Dokaz:

Lako dokazujemo da su integralne krive vektora JN geodezijske linije u
p ako i samo ako vaZi '
g(JV,}U'U,X) =0

: 0
za sve vektore X tangentne na cev P,(r), tj., ako i samo ako je S¢ (J 5—9) (p)

‘ 0
proporcionalno sa, (J -8-8;) (p). Ovo je ekvivalentno uslovu da je (J 5;) (p) sop-

stveni vektor operatora oblika S?(r), pa rezultat sledi iz Teoreme 1.1.

Navedimo sada jednu karakterizaciju lokalno hermitski simetri¢nih mno-

gostrukosti, koristeéi krivinu k°(p) geodezijskih linija na cevi Pn(r) €&iji je

tangentni vektor J 58; u p = exp,,(rv). Ova krivina je definisana sa

v of .0 0
(4) k() =g (S (J'ég) ; Ja) (p)
i koristeci relaciju (2) dobijamo sledeéi razvoj za krivinu k°(p):

2

r

(5) K‘a(p) = —T Ry juu Ju(m) - ‘E(vJuR)u Juu Ju(m) + 0(1‘3) )
pa moZemo dokazati sledeéu teoremu:
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Teorema 3.  Neka je (M,g,J) Kelerova mnogostrukost. Tada je, uz gore
navedene dogovore, M mnogostrukost lokalno izometriéna hermitski simetric-
noj mnogostrukosti ako 1 samo ako je

(6) K7 (€XPry (1v)) = K7 (€XPpy (—10))

za sve dovoljno male 7, svako m € M i sve geodezijske linije o kroz m .

Dokaz:

Pretpostavimo prvo da zadovoljava relaciju (6). Tada, koristeéi relacije
(5) i (6), dobijamo da vazi

(vJ'u.R)u Jouu(m) = 07

pa zakljuéujemo, koristeéi Teoremu 2.12. iz prve glave, da je M lokalno her-
mitski simetri¢na mnogostrukost. ‘

Dokaz da je uslov teoreme neophodan sledi iz ¢injenice da su geodezijske
refleksije holomorfne izometrije.

Dalje, posmatrajmo Ricijev operator cevi Py(r) i dokazimo sli¢ne teoreme
kao za operator oblika.

Teorema 4. Neka je (M,g,J) Kelerova mnogostrukost dimenzije n =

dimM > 4. Tada je, uz gore navedene dogovore, M mnogostrukost sa kon-
0

stantnom holomorfrnom sekcionom krivinom ako i samo ako je (J 5—) (p) sop-

P
stveni vektor Ricijevog operatora Q° cevi P,(r), za svako dovoljno malo

svako m € M i sve geodezijske linije kroz m .

Dokaz:

Pretpostavimo prvo. da je (M,g,J) kompleksna prostorna forma. Tada
iskaz teoreme sledi odmah, koriséenjem Gausove jednacine i izraza (1) za opera-

tor oblika cevi P,(r) u kompleksnim prostornim formama, dobijenog u Teoremi
1.1.

Dokazimo sada da je uslov teoreme dovoljan. Uocimo prvo razvoj u red
Ricijevog operatora Q°(p), p = exp,,(rv) cevi P,(r), koji dobijamo korisée-
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njem relacije (16) iz druge glave:

Q”(p)(Jv) = (_'Qu + n-1 RyyuJu+ n ; 1 RJouuuu> (m)

{ (VJuQ) u+t g (VJ“R)Jouu+ 6 (VJ‘UR)Jouuuu}(m)
n + 1 |

1
+T2 {_5 (VzJuJuQ) u+ (vJuJuR)JuﬁJu_ épuuR‘]ou’u

n—3 n+1

12 RJouuuRJouu+ 24 RJ’U.RJou'uJu
1

1 n+1 '
—'épuuRJouu+( (Vju,]u )Juu_]uu—'épuuRJou'u.u

11— 5n

”) = Ryu i+ "“ZRMM) u}(m) +0(r%).

Odavde zakljuéujemo da je (J gg) (p) sopstveni vektor za Q7(p) ako i samo
ako je '

® o(@ (755) whe) =0

uz iste dogovore za = kao u Teoremi 1.1. Tada, koriSéenjem relacija (7) i (8),
dobijamo da vaZe sledeéi uslovi:

(9) 29(Qu, ) (m)=(n—1)RJouu5(m),
(10) 39 ((Vsu@) 4,3)(m) = 1 (ViuR) juy jua (M)
g ((V?]u 7uQ) U, a:) (m) = %{B(n +1) (VissuR) s Jue — 2Puu Riuuiuz

(11) +2(n - 3)RJ'u.'u. Juu RJouum + (n + 1)RJ'u. RjuuJu Juw}('m')'

Primetimo ovde da relacija (9) automatski vazi za z = Ju, jer je (M,g,J)
Kelerova mnogostrukost. Dakle, relacija (9) vazi za sve u normalne na z.
Stavimo sada u = ay + 8z za y, 2 € z+ u relaciju (9) i napiS§imo koeficijent
uz -a #2. Koristeéi Kelerov i prvi Bjankijev identitet (relacue (44)ii) 1 (11) iz
prve glave), dobijamo da vaZi sledeca relacija

2 (g(z, 2) p(y, z) +29(2,9) p(2, w)) (m) =
(12) (n - 1) (‘5 R.Iyz Jzz T Ré:czy) (m)
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Dalje, stavimo z =¢;,i=1,...n—1 i z=¢, , Pri Cemu je {e;, i=1,...,n}
ortonormirana baza tangentnog prostora M,, , i sumirajmo po i. Tako dobi-
jamo
(13) 2(”—3) p(x’y)(m) ==3(n— 1) Rszme(m)'
Odavde, i iz relacije (9), sledi

(n—6) p(z,y)(m) =0,

Pa za n # 6, imamo

p(:z:,y)(m) =0,
§to zajedno sa (13), daje

RJmmJ:ﬂy(m) =0

za sve y € z-. Dakle, za n # 6, rezultat sledi iz Teoreme 2.8. iz prve glave
ovog rada.

Dalje, neka je n = 6. Tada, diferencirajuéi relaciju (9) i koristeéi relaciju
(10), dobijamo da vazi '

(14) (VruR) jyy gue (m) = 0

i

(15) (Vrup)(u, z)(m) = 0.

Sada, neka je u € {z, Jz}' . Tada iz relacije (14) takode sledi
(16) (VuR)y jyue (m) =0

1 koriste¢i Kelerov i drugi Bjankijev identitet u relaciji (16), dobijamo da vazi
(17) (Ve R)y juy gu (m) = 0.

Kako je M Kelerova mnogostrukost, odavde sledi

(18) (VieR)yy e (m) = 0

za sve u,v,w,t € {z,Jz}*, pa vazi

(19 (VsaR)y () = 0
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za sve u,v € {z, Jz}1. Ponovo, neka je {e;,s=1,...,n} ortonormirana baza
tangentnog prostora M, sa T = e,-1, JT = e, . Stavimo v =¢; u relaciju
(19) i sumirajmo po ¢. Tada dobijamo

(20) vJ:z:T'_4 (V.Imp) (x)x)+2(vJ$R)z,J:Lsz =0
za bilo koji jedini¢ni vektor z, tj., za proizvoljan vektor = vaZi
(21)  2(VioR), jo0se — 49(2:2) (Vo) (2,2) + 9(2,7) 9(2,2)V5uT = 0.
Dalje, linearizacijom relacije (21) dobijamo, za y € {z}*: -
2 (vJyR):z: JezJz +8 (vJﬂ-‘R)yJa::cJa: - 49(1"’ :E) (Vlyﬂ) (.’L‘, .’L‘) ‘
(22) -8 (VJa:p) (.’L‘, y) +g(w,w)g(z,x)V1yT =0.
Pretpostavimo sada da y € {z,Jz}*. Posle koriééenj_a Kelerovog i drugog

Bjankijevog identiteta u relaciji (22) i zamenom Jz sa z, saberimo dobijenu
relaciju sa relacijom (22). Tako dobijamo da vaZi sledeca relacija

12 (ViyR), 10 e = 89(2,7) (Viyp) (z,2) + 89(z, ) (Viep) (2,9)
(23) +89(z, ) (Vzp) (Jz,y) — 29(z,7) 9(z, )V 5y T -

Tada iz relacija (17) i (23) sledi
(24) 4 (Viyp) (z,7) +4 (Viep) (2,9) + 4 (Vap) (Jz,y) = 9(2,2) VT,

za sve y € {z,Jz}* . Iskoristimo ponovo proceduru sumiranja, da bismo dobili
da vazi :

(25) (6 —n)Vyyr —8 (Viyp) (y,¥) =0.
Kako je n = 6, dobijamo.

(26) (Viyp) (y,y) =0.
Konagno, lincarizacija relacije (26) daje

CONN (V20) (2,2) +2 (Vaup) (2,2) =0
i(koriéc’enjem ponovo sumacije, dobijamo

(28) 2V jom — 4 (Vigp) (z,2) =0.

65



Sada, koristedi relaciju (26), dobijamo

(29) VizT=0

1 tada koriS¢enjem relacija (26) i (29), iz relacije (20) sledi
(30) (VieR)s 1o0 5 =0,

za sve jedini¢ne vektore z iz M,, . Dakle, iz Teoreme 2.12. iz prve glave, sledi
da je (M,g,J) lokalno hermitski simetri¢na mnogostrukost.

Dalje, pretpostavimo da je mnogostrukost (M, g,J) lokalno ireducibilna.

Tada je ona AjnStajnov prostor i, sa sliénim izborom z kao gore, relacija (9)
postaje
RJouu:c =0.

KoriS¢enjem Teoreme 2.8. iz prve glave, odavde sledi da je mnogostrukost
(M,g,J) lokalno izometri¢na kompleksnoj prostornoj formi.

Dalje, ako je mnogostrukost (M, g,J) lokalno reducibilna, ona je lokalno
proizvod M; x --- x M} Kelerovih prostora koji su ujedno i Ajnstajnovi. S
druge strane, iz relacije (9) sledi da je svaki faktor M, Cija je dim M; >
4, kompleksna prostorna forma. Isti rezultat sledi i kada je dimM; = 2,
koris¢enjem relacije (30).

Dalje, zapigimo relaciju (9) u oblikn
(31) 2Qu—(n—1)RyyJu = au.

Tada projektujuéi vektore iz relacije (31) na prvi faktor M, , dobijamo

2 (Q’LL)l - (n - 1)(RJou'u)1 = Quy .

Kako ovaj faktor ima konstantnu holomorfnu sekcionu krivinu, recimo ¢; , vazi
sledeéa relacija

(32) er{(n1 +2) = 2(n — 1) cos? o1} = 20,

pri ¢emu je n; = dim M, , g(ur,u1) = cos? vy i 7; oznadava skalarnu krivinu
za M . Sli¢no, uzimajuéi projekciju vektora iz relacije (31) na drugi faktor
M3, dobijamo

(33) e2{(n2+2) = 2(n - 1) cos? o) =2,
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pri éemu je ng = dim My, g(ug, uz) = cos?ag i Tp oznadava skalarnu krivinu
za M, . Uzimajuéi razlicite vrednosti za a3 i az u relacua.ma (32) i (33),
dobijamo

(34) C1 + Cy = 0.

Konagno, dokazimo da je ¢; = ¢ = 0. Primetimo pfvo da, koriSéenjem
relacija (14) i (15), relacija (11) moze biti zapisana u obliku
(35) 4 puuRyyuJu—2(n=3) RpvusuuRouwudu—(n+1) Ryuny, ,ouJu = Bu.
Projektujuéi ovo na tangentné prostore faktora M; i My i koristeéi relaciju

(34), dobijamo
ci=cp=0.

Nastavljajuéi istu proceduru za ostale moguce faktore, dolazimo do za-
kljucka da je mnogostrulost (M,g,J) ravna, 8to smo i hteli da dokaZemo.

Konaéno, posmatrajmo Riéijevu krivinu cevi P,(r) u odnosu na J—— u
8
p. Ona je definisana sa

(30 (Vo Ta o -o(e (75) 75

i koristeéi relaciju (7) dobijamo sledec1 razvoj za ovu krivinu:

(37) p° (J%, J%) (P) = (Puu - (n -1) RJouuu) (m)

n
47 ((Voublu = 5 (VouR) gy un) (M) +O(%).
Tada vaZi sledeéa teorema:

Teorema 5. Kelerova mnogostrukost dimenzije n = dim M > 4, je lokalno
izometriéna hermitskom simetriénom prostoru, ako i samo ako Ricijeva krivina
geodezijske cevi P,(r), uz gore navedene dogovore, zadovoljava relaciju

(38) % (Jv, Jv)(exp, (rv)) = p7 (Jv, Jv)(exp,,(—Tv))
za svako dovoljno malo v, svako m € M i sve geodezijske linije o kroz m.
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Dokaz:

Neka je prvo mnogostrukost (M,g,J) lokalno izometri¢na hermitskom
simetricnom prostoru. Tada rezultat sledi iz Cinjenice da su geodezijske reflek-
sije holomorfne izometrije. ‘

Obrnuto, pretpostavimo da vazi relacija (38). Tada iz relacije (37) sledi

(39) n (ViuR) 1y guw (M) =2(Vup)y, (m).

Sada, ponavljajuéi proceduru linearizacije i sunacije, kao u Teoremi 1.4., do-
bijamo da vazi

(40) (n—-3) (Vsp),, (M) = g(z, z) V.7(m).

Ponavljajuéi sada isti postupak sa relacijom (40), dobijamo da vazi sledeéa
relacija

(41) V.r(m)=0.
Konacno, koristeéi relacije (40) i (41), iz relacije (39) sledi
(vJ“R)Ju uJuu (m) =0

i dakle, koristeéi Teoremu 2.12. iz prve glave, moZemo zakljuéiti da je mno-
gostrukost M lokalno izometri¢na hermitski simetricnom prostoru.
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IV KARAKTERIZACIJE LOKALNO
~SIMETRICNIH SASAKIJEVIH

MNOGOSTRUKOSTI I SASAKIJEVIH

PROSTORNIH FORMI

| —

U prethodnoj glavi smo se joi jednom uverili koliki je uticaj geometrije
cevi na izgled ambijentnog prostora, u slucaju kada je ovaj prostor Kelerova
mnogostrukost. U ovoj glavi nastavljamo izucavanje ove problematike, pri cemu
je sada ambijentni prostor Sasakijeva mnogostrukost.

Precizirajmo prvo nekoliko dogovora oko cevi P,(r) koje ¢emo izucavati u
ovoj glavi. Neka je m tatka na povezanoj Sasakijevo] mnogostrukosti
(M2"+1 o, n,€,9) i neka je Py(r) geodezijska cev polupretnika r duZ ¢-
geodezijske linije o konagne duZine, smestene u M i &iji je tangentni vektor
jediniéni vektor u, ortogonalan na £. Nadalje ¢emo ovakve cevi nazivati -
geodezijske cevi. Ovom prilikom ¢emo posmatrati dve vrste tacaka na ovim
cevima. Naime, neka je prvo 7 -geodezijska linija jedinicne brzine, na M,
u pravcu v, ortogonalna na ¢ i takva da je v(m) = pu(m), m = o(t). Veé
smo primetili (u drugoj glavi), da je ravan razapeta vektorima £ i v par-
alelna duz + i primetimo sada da je u p = exp,,(rv) ova ravan tangentna na
-geodezijsku cev Py (r). '

Dokazimo prvo osobinu operatora oblika, koja ta,kode sledi iz rezultata
navedenog u radu [4], pri éemu je nagin dokazivanja razlicit.
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Teorema 1.  Neka je (M*+1 o ¢, g9) Sasakijeva mnogostrukost dimenzije
2 5. Tada je, uz gore navedene dogovore, M Sasakijeva prostorna forma ako
t samo ako, za svakw dovolino malu p-geodezijsku cev Py(r), S%(p)pv (ili
S°(p)¢, respektivno) pripada ravni {£, wu}(p) za svako m € M i sve v, pri
cemu je p = cxp,,(rv). ‘

Dokaz:

Prvo, ako je M Sasakijeva prostorna forma, koristeéi eksplicitne izraze za
operator oblika S” cevi P,(r) u p, koji su dobijeni u drugoj glavi, odmah
primeéujemo da u ovom sluéaju dejstvo operatora oblika S° ¢uva ravan
{& wv}(p) duz ¢-geodezijske linije y tangentne na horizontalni vektor v, tj.,
57(p)ev € span{¢, pv}(p) i S7(p)év € span{¢, pv}(p).

Da bismo dokazali da vaZi i obratno, prvo navedimo formule za S° (p)pv
i §7(p)¢ dobijene koriséenjem formula (15) i (20) iz druge glave.

(1)
S°(p)ev = &(m) + g [R(puucp'cw R(puwuuUJ (m)
,'..2

+ 6 [2 (vtpuR)(pu upU + (vtpuR)gau'u puultt — 3 f] (m) -+ O(TS) ,

(2) . ;
S =~ &(m) — 2 ré(m)
\ :
— :—2 [5R¢uuwuu+4u+3R¢uu<pu] (m) + O(r?).

Sada, S°(p)¢v pripada paralelnom polju ravni {{(p), pv(p)} ako i samo
ako

9(S°(p)ev,z(r)) =0

za sve paralelne vektore = koji su ortogonalni na ovu ravan duz p-geodezijske
linije 7. Koristeéi relaciju (1), odavde sledi

(3) R(puufpuz:(m) =0
za svako m € M i sve horizontalne wu. Dalje, kako je Rowupue = 0, iz
relacije (3) sledi da je Ryuwpu proporcionalno gu. Dakle, koristedi da je

¢v(m) = —u(m) i Teoremu 3.7., zaklju€ujemo da je M Sasakijeva prostorna
forma.
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Za drugi deo dokaza dovoljno je koristiti relaciju (2) i ponoviti sli¢an pos-
tupak.

Teorema 2. Neka je (M2t} ¢,n,&,9) Sasakijeva mnogostrukost dimenzije
> 5. Tada je, uz gore navedene dogovore, M Sasakijeva prostorna forma, ako
i samo ako su, za svako v 1 za svaku dovoljno malu p-geodesijsku cev Py (r),
integralne krive za @v geodezijske linije na ovim cevima.

Dokaz:

Neka je M Sasakijeva mnogostrukost i oznafimo sa- V indukovanu Ri-
manovu koneksiju na P,(r). Tada su integralne krive vektora ¢v geodezijske
linije ako i samo ako je ‘

69911(‘?") =0,
tj., ako i samo ako
9 (Vypu(pv), X) =0 |
za sve vektore X tangentne na P,(r). Koristeéi relacije (52)-(54), (55) i (71)
iz prve glave, direktno zakljutujemo da je ovaj uslov ekvivalentan uslovu

g (S%(p)pv,0X) =0,

5to znati da S?(p)ev mora pripadati ravni {¢,pv}(p) i obrnuto. Dakle, rezul-
tat sledi iz Teoreme 4.1.

Primedba. Primetimo da je lako dokazati (kada je dim M > 5) da Sasak-
ijeva mnogostrukost ima konstantnu ¢-sekcionu krivinu ako i samo ako vek-
torsko polje @v (t.j., ¢2) na dovoljno maloj P,(r) zadovoljava Kilingovu
jednadinu u tackama p = exp,,(rv), za svako m € M isve v.

Dalje, navedimo jednu karakterizaciju lokalno ¢-simetri¢nih prostora. Pos-
matrajmo geodezijsku liniju na cevi P,(r), &iji je tangentni vektor v u tagki
p = exp,,(rv). Njena krivina «?(p) u M definisana je izrazom
(4) 7 (p) = g (S°(P)pv,ov) .

Koristeéi ovu realno-vrednosnu funkciju i ¢-geodezijsku simetriju sm, sa cen-
trom u m, dobijamo sledecu teoremu

Teorema 3. Neka je (M?"t1,0,1,¢,9) Sasakijeva mnogostrukost. Tada, sa
gore uturdenim dogovorima, M je lokalno @-simetri¢an prostor ako i samo
ako je

(5) °(p) = K7 (5m(p)), P =expy,(rv),
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za svako m € M , sve v i svako dovoljno malo .

Dokaz:

Prvo, ako je M lokalno ¢-simetri¢na Sasakijeva mnogostrukost, koristeéi
Teoremu 3.13. iz prve glave, s,, je lokalni automorfizam Sasakijeve strukture
(¢, m,€,9), pa relacija (5) sledi direktno.

Obrnuto, pretpostavimo da vazi relacija (5). Tada, koristeéi relaciju (1),
relacija (4) postaje:

6) K B) =1 = Ryvupun(m) = = (VouR) o () + 0(%).

Tada iz relacija (5) i (6) sledi

(V(PUR)(puu(puu (m) = 0

za sve horizontalne vektore u i svaku tacku m € M . Dakle, koristeéi Teoremu

3.12. iz prve glave, zakljuéujemo da je M lokalno p-simetri¢na Sasakijeva
mnogostrukost ‘

Teorema 4. Neka je (M2n+1 o g ¢, 9) Sasakijeva mnogostrukost dimenzije
2 5. Tada je, uz gore navedene dogovore, M Sasakijeva prostorna forma ako
i samo ako, za svaku dovoljno malu p-geodezijsku cev Po(r), Q°(p)pv (ili

Q7 (p)¢, respektivno) pripada ravni {f,gov}(p). za svako m € M i sve v, pri
Cemu je p = exp,,(rv).

Dokaz:

Dokazimo prvo da je uslov dovoljan. Neka je P,(r) o-geodezijska cev
prethodno opisana i pretpostavimo da je {Ey,...,E,} ortonormirana baza
paralelna duz +v, definisana u slu¢aju A, treteg poglavlja, druge glave. Tada,
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koristeti relacije (16) i (20) iz prve glave, dobijamo:

() Q°(p)pv = n -2 §(m) + ("Qu+nR¢uu‘Pu +nR<Puu<Puuu) (m)
+r{2n3+1 (VWR) (pu+2n+1
~ (VouQ) u+ (3n+ 1= pus = 2Rpuu pus) € H(m)

n+1
7 (

(VipuR) u

puupuu

1
+ "'2 {Z RgauuQOu +

1
2 , ,
VWWR)WU pu—g Qu

l1-n '
- 6 Pu uR<puu pu — _'6_‘ Rqouugau'uRgou uPU

n+1 1
17 FruRenerntt = 3 (Voupn@) v
1 on + 1
- (6 puuR<puu<puu 12 Rgzauquuu

n+12"+1' dn—1

4n—1 :
Z Rvpuugaua 12 .R‘P'U"U"P’”"U' - 3
a=3
n+1l o
12 (VW'PU )cpuuqouu)u

- % ((pr)w + (VWR)WWW) §}(m) +0(r),

(8) Q°(p)€= f( )+ (n +3 = puu— 2R<puu‘<puu_) &(m)
1-—2n ’ 1-10n - 4n-—-1
+1 {—quuuﬁou‘]' Tchuucpuuu+ 3 u
1
- Z ((V<P”p)uu + (V‘P"R)cpuu <puu) f}(m)
™ + 2
+ r? { (V<PNR)¢uu - (VS@’UR)wuugauuu
16 \
+ (90 Puut g Rw““‘m“‘ - (V‘PU‘P” )<P'U.U<P'u'u,
1 2n+1
2
1 (VgaucpuR)Wu(puu 3 <p'u.'u.<p'u.u - Z R<puu<pua
2n+1 .
TTn + 23
Z <puﬁ<pu 180 ) f}(m) +0(1‘3).

a,fB=3
Posmatrajmo prvo dejstvo operatora Q° na vektoru ¢v. Neka je x par-
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alelno vektorsko polje ortogonalno na paralelnu ravan razapetu vektorima ¢(p)
1 (pv)(p) duz geodezijske linije v : r - exp,,(rv) . Tada sledi da Q7 (p) pv
pripada ovoj ravni ako i samo ako vazi

9(Q° (p) pv,z(p)) = 0

za sve ovakve z. Koristeéi (7), dobijamo sledeée neophodne uslove:

(9) 9(Qu, ) =nRyyupusz,
(10) 39 ((V4uQ) u,) = (2n+1) (VouR) g s
(1) T Rsune + 50 ((200u@) w,3)
-z I ! (V24 ou )souuww + 5 PuuRouupus
1—-n n+1

+T chuuwuu Rtpuu(pu:c - —]E_Rymeuucpuipuw =0.
Diferenciranje relacije (9) i relacija ( 10), tada impliciraju
(12) (V‘PuR)(puu-'pua: =0.

Koristeéi formule lokalnog raslojavanja (76) i (83) iz prve glave, dobijamo da
je relacija (12) ekvivalentna sa relacijom

(13) (VsuF) 0,

JwwJwy =
pri emu je u = w*, z = ¥*, za sve (jediniéne) w normalne na Y.

Dalje, postoji nekoliko metoda kako dobiti viSe informacija iz relacije (13).
Umesto da koristimo uobicajenu tehniku linearizacije i kontrakcije, ovde éemo
koristiti metodu integracije (videti npr. [20], [40] za vige informacija o ovoj
tehnici). Neka je m = m(m) € B, pri éemu je (B, G, J) bazni prostor lokalnog
raslojenja & = B, m € U . Dalje, neka je

2n

i
w= §4 a; e;
1=:1
jediniéni vektor iz B, , pri Cemu je {ey,...,eq,} ortonormirana baza za By, .
Dalje, stavljajuéi
(14) Hijri = (VJe,vR)Jej ex Jery ?

4



Hywww S¢ moZe posmatrati kao funkcija na jediniénoj sferi $?"~1(1) C B, .

Tada imamo

2n
(15) / Hyww w(’fh)d’w = Z ngkz(ﬁ%) / a; aj Ak 0 dw.
S2n=1(1) i,5,k,l=1 §m-1(1)

Koristeéi sada relacije (13),(14),(15) za {y}* i dobro poznate formule inte-
gracije za desnu stranu relacije (15), dobijamo relaciju

(16) ZvJyF -7 (vJyﬁ) (v,y) +3 (vJy-R) Jyy;]yy =0
za, sve jedini¢ne vektore y iz By .

Dalje, neka w € {y, Jy}*. Tada iz relacije (13) takode sledi
(17) (VoR)y jwwy =0
ili, ekvivalentno, koristeéi Kelerov i drugi Bjankijev ideﬁtitét,
(18) (vJyﬁ)wawa'*”(vaR—)waJyw =0.
Sada, koristeéi Kelerov identitet, relacije (13) i (18) da,ju: relaciju

(19) (ViyR) =0,

JwwJww

za sve y € {w, Jw}. Dalje, integracijom poslednje relacije po jedini¢noj sferi
527=3(1) u {y, Jy}* C B, dobijamo relaciju

(20) Vi -4 (Viyp) (:9) +2 (ViR) 5, 5yy =0
Tada iz relacija (16) i (20) sledi relacija

(21) Vsy7 =2 (Tsy8) (49) =0

za, jedinic':ne vektore y, ili

(22) G, ¥) Va7 =2 (VsyP) (¥,y) =0

za bilo koji vektor y. Linearizacija poslednje relacije daje
(23) G(t,t) VT +2G(t,2) VrT — 2 {(Vh’p) (t,t)+2 (Vap) @, z)} =0
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i kako je dimM =2n+1>5, kontrakcija daje
V,,T=0.

Konacno, koriste¢i relacije (20) i (21), iz poslednje relacije sledi

(24) (ViyR) 0,

JyyJyy =
za sve jedini¢ne vektore y iz By, . Teorema 3.11. iz prve glave tada implicira
da je B lokalno hermitski simetri¢an prostor i koristeéi Teoremu 2.12. (takode
iz prve glave), mozemo zakljuiti da je M lokalno -simetriéan prostor.

Dalje, koristeéi relaciju (9) i uz pomoé relacija (76), (80) i (81) iz prve
glave, dobijamo da vazi relacija

(25) G(_Qwa y) = nR—waJwy

na (B,G,J). Ispitajmo prvo slutaj kada je B lokalno ireducibilan prostor.
Tada je to i Ajnstajnov prostor i, kako je y normalno na w i Jw, to iz
relacije (25) dobijamo da vazi relacija

ﬁwaJw = Cw,

odakle sledi da B ima konstantnu holomorfnu sekcionu krivinu (dimB > 4).
Dalje, ako je B lokalno reducibilan prostor, tada je on je lokalno proizvod
By x «-- x B, Kelerovih prostora, koji su ujedno i Ajnstajnovi prostori ([2],
[47]). Kako je za svaki faktor B; (dimB; > 4), zadovoljena relacija (25), to
su svi ovi prostori B; kompleksne prostorne forme. Ako je dimB; = 2, isti
rezultat sledi iz relacije (24). Da bismo i u ovom slucaju dokazali da je B
takode kompleksna prostorna forma, primetimo prvo da se relacija (25) moze
zapisati i u obliku '

(26) @w"nﬁwaJw:Cw-
Projektujuéi ove vektore na tangentni prostor prvog faktora B; dobijamo
(27) (Qu), —n (Rrwwdw), = ¢ (w), .

Kako je holomorfna sekciona krivina ovog faktora konstantha, npr. ci, to vazi

(28) (Quw), = 7:—1wl, (Rywwlw), = (c1 cos? ay)w,
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pri éemu je G(w;,w;) = cos? ;. Ovde je my = dimB; 1 71 je oznaka za
skalarnu krivinu od B, tj. :

(29) 4T =n1(n1 +2)c; .
Koristedi relacije (27) i (28), iz prethodne formule sledi relacija
(30) 1 [(n1+2)—4n cos2a1] =4C¢. |
Ponavljajuéi istu proceduru sa drugim faktorom, dobijamd relaciju
(31) ) [(n2+2)—4n Cos2a2] =4C. .
Dakle, iz relacija (30) i (31) sledi relacija
(32) c1+c2=0.
Konatno, koristiéemo relaciju (11) da dokazemo da je ¢; = ca = 0. Prime-

timo prvo da vaZe sledeée relacije, posto smo veé zakljuéili da je M lokalno
-simetric¢an prostor:

(V(p‘u.R) ou puz = _.R¢uutpuz: y
(33) (V‘P"-"R)<puu<pua: = Q’

2 -
(V‘pu‘puR)Lpuutpua: - _RtpuuLpu:n .
Dalje, kako je Q¢ = 2n¢, to iz relacije (9) sledi relacija

(34) { 0 (VouQ) €,2) = —1 Rpuupus

g"((viutqu)u’ .’L') =-n R(puu(pum i

Dalje, koristeéi relacije (33) i (34), iz relacije (11) sledi relacija

3n Rpuupti+ 2 (puu + (1= 1) Rpuupuu) Rouupl
(35) —(n+ 1)Rpu Ry wputptt = u.
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Koristeci formule lokalnog raslojavanja dobijamo da vaZi relacija,

(127 = T) Ry wJw + 254 4, R + 2 (1 = 1) B v Jww Ryww W
(36) M+ D) Ry, W =W,

pri ¢emu je u = w* . Posmatrajuéi ponovo faktore B; i By i koristeéi relacije
(32) i (36), dobijamo da je
1 =c¢cy=0.

Isti postupak za ostale faktore pokazuje da je prostor B lokalno ravan prostor.

Dakle, mozemo zakljuéiti da je prostor B kompleksna prostorna forma, pa
je, koristeé¢i Teoremu 3.8. iz prve glave, mnogostrukost M Sasakijeva prostorna
forma. Ovim je zavréen prvi deo dokaza teoreme.

Da bismo dokazali i drugi deo, neka Q°(p) ¢ pripada ravni razapetoj sa
§(p) i (pv)(p) duz geodezijske linije 7y : r eXP,(rv) . Tada iz relacije (8)
sledi relacija '

Rouupuz(m) =0

za sve horizontalne vektore u,u(m) = —pu(m) i sve horizontalne vektore z
normalne na ¢v i ¢. Dakle, Ryuwpu je proporcionalno u, za sve horizontalne
vektore u, i rezultat sledi koriséenjem Teoreme 3.7. iz prve glave.

Obrat sledi direktno iz formula za Ricijev operator -geodezijskih cevi na
Sasakijevim prostornim formama;, dobijenih u treé¢em poglavlju druge glave.

Ovim je zavrsen dokaz teoreme.

Slededa teorema daje karakterizaciju lokalno -simetriénih Sasakijevih
mnogostrukosti na slitan nacin kao Teorema 3, gde je koriséena funkcija k.
Neka je P,(r) ¢-geodezijska cev definisana ranije. Pridruzena Ricijeva krivina
cevi Py(r) u odnosu na wv u p definisana je relacijom

(37) 07 (pv,0v)(p) = g (Q7(P)pv, pv) .
Koristeti relacije (16) (iz druge glave) i (7) dobijamo sledei izraz za ovu krivinu:

(38)  p7(pv,pv)(p) = 2n — 2+ (Zn Rouupun — puu) (m)

1 (255 (VB ~ (Vb)) (m) + 0.
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Tada vaZi sledeéa

Teorema 5. Neka je (M?*"*,p,n,€,9) Sasakijeva mnogostrukost dimenzije
> 5. Tada je, uz gore navedene dogovore, M lokalno -simetricna Sasaki-
jeva mnogostrukost ako i samo ako, za svaku dovoljno malu -geodezijsku cev

P,(r),

(39) 0 (00, ) (exp (1)) = p° (90, 9) (€XPy(—T0))

za svako m € M i sve v.

Dokaz:
Pretpostavimo prvo da vaZi relacija (39). Tada iz relacije (38) sledi relacija

1 ponovo koristeci tehniku lokalnog raslojavanja, dobijamo, uz ranije navedene
dogovore, '

(41) @2n+1) (ViwR) jy oy jwe ™ =2 (Viwb),, (M)
Iz poslednje dve relacije sledi relacija
(42) (n+1) (V) 5, (m) = 2(7:9),., (m).

Stavimo z = az + By u relaciju (42) i napisimo koeficijent uz o38?. Koristeéi
Kelerov i Bjankijeve identitete, dobijamo '

(2n+ 1) {(_v—mﬁ)mymy +95 (vm_-é)y']my'}m -2 (_V—Ja’_‘ﬁ)y.]mym} =

) 2{(V.n),, ) +2 [(Vip),. +2 (VoD),,] G=.)
+ [(—V_wﬁ)yy +2 (Vyﬁ)zy] G(x,x)}.

Stavimo sada y = e;,i = 1,...,2n (pri ¢emu je {e;,i = 1,...,2n}
ortonormirana baza bazne mnogostrukosti B) i sumirajmo po i. Tada do-
bijamo C
(44) (4n - 3) (Vop),, = G(2,2) V. T.
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Ponavljajuéi postupak sa  u relaciji (44), dobijamo da vazi relacija
(45) (3n—-4)V,7=0.
Konagno, koriste¢i relacije (45) i (44), iz relacije (42) sledi da vazi relacija

(vzﬁ).fzz.]zz =0
pa, koriste¢i Teoremu 2.12. iz prve glave, moZemo zakljuéiti da je (B,G,J )
lokalno hermitski simetrican prostor. Tada, koristeéi Teoremu 3.11. iz prve

glave, zakljucujemo da je (M?**! ¢ 7, ¢ g) lokalno ¢-simetricna Sasakijeva
mnogostrukost.

Koriste¢i Teoremu 3.13. iz prve glave, direktno zakljutujemo da ako je
(M2 o m, €, g) lokalno ¢-simetriCna Sasakijeva mnogostrukost, tada vazi
relacija (39).

Ovim jc dokaz Teoreme 5. zavrien. .

Nastavimo sada izuCavanje istih ovih problema, ali posmatrajuéi tacke
P = exXp,(4)(rv) na ¢-geodezijskoj cevi Py(r), (na Sasakijevoj mnogostrukosti
(M?m+10,m,€, 9)), takve da je v(m) L pu(m), m = o(t). Kao i u prethod-
nom slu¢aju, ¢ je p-geodezijska linija tangentna na horizontalnom jedini¢nom
vektoru u, a v je ¢-geodezijska linija u pravcu jedini¢nog horizontalnog vek-
tora v, ortogonalna na ¢. I u ovom slutaju je mogude ustanoviti veliki uticaj
geometrije cevi na izgled ambijentnog prostora. Naime, vaze sledeée teoreme:

Teorema 8. Neka je (M2"+1 o p §,9) Sasakijeva mnogostrukost dimenzije
2 5. Tada je, uz gore navedene dogovore, M Sasakijeva prostorna forma ako
i samo ako, za svaku dovoljno malu p-geodezijsku cev P,(r), S9(p)pv (il
S7(p)¢, respektivno) pripada ravni {¢, 0v}(p) za svako m € M i sve v, T
cemu je p = exp,,(rv).

Dokaz:

Pretpostavimo prvo da Je M Sasakijeva prostorna forma. Tada, koristeéi
formule za operator oblika S° cevi P (r) u tagki p, dobijenih u slu¢aju B,
treCeg poglavlja druge glave, odmah mozemo zakljutiti da u ovom sluéaju de-
Jstvo operatora oblika S &uva ravan {& pv}(p) duz p-geodezijske linije 7,

Ciji je tangentni vektor horizontalan vektor v, tj., S7(p)pv € span{pv, £} i
S57(p)¢ € span{pv, ¢}. |
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Da bismo dokazali drugi deo teoreme, napi§imo prvo formule za S7(p)pv
i S?(p)¢ dobijene koriSéenjem relacija (15) i (31) iz druge glave.

(42) S%(p)ev = %sov(m) +¢&(m) - %[&ov + 2Ry puv + Ruwwu] (m)
. |

— % [6£ + (VvR)uv(pvv’U/ + 3(VvR)v¢uU] (m) + 0(1‘3) ,

(43) 57 (p)E = ~€(m) = pu(m) — Zré(m)
+ % [2<pv + Ry puvutt + pruv](m) +0(r?).

Sada, S?(p)yv pripada paralelnoj ravni {£(p),pv(p)} ako i samo ako je
9(S°(p)pv, z(r)) =0

za sve paralelne vektore z koji su normalni na tu ravan duz -geodezijske
linije 7. Koristeéi relaciju (42), odavde sledi relacija

(44) <2Rv<pvv:v+Rvgovvug(u:x))(m) =0

za svaku tatku m € M, sve horizontalne vektore u i sve horizontalne vektore
v normalne na u i gu u tacki m. Dalje, kako je u normalno na & i v
u m, posle zamene z sa u u relaciji (39), dobijamo R, pvvu(m) = 0. Tada
iz relacije (44) sledi da je Ryguvz(m) = 0 i tada, kako je Ryguvve = 0,
zakljuCujemo da je R,,,v proporcionalno yv. Konacno, koristeéi Teoremu
3.7. iz prvog poglavlja, zakljutujemo da je M Sasakijeva prostorna forma.

Da bismo zavrsili dokaz teoreme, dovoljno je koristiti relaciju (43) i ponoviti
postupak.

Teorema 9. Neka je (M?"+1 o, n,£,g) Sasakijeva mnogostrukost dimenzije
> 5. Tada je, uz gore navedene dogovore, M Sasakijeva prostorna forma ako
i samo ako su, za svako v i svaku dovoljno malu -geodezijsku cev Po(r),
integralne krive vektora v, geodezijske linije na ovim cevima.

Dokaz:
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Neka je M Sasakijeva mnogostrukost i oznadimo sa V indukovanu Ri-
manovu koneksiju na P,(r). Tada su integralne krive od v geodezijske linije
ako i samo ako je _

Vou(pv) =0,

tj., ako i samo ako je
9(Veu(pv), X) =0

23 sve vektore X tangentne na cev P,(r). Koristeéi relacije (52)-(54), (55) i
(71) iz prve glave, odmah primeéujemo da je to ekvivalentno sledeéem uslovu:

g(8%(p)gv, 0X) =0.

Odavde sledi da su integralne krive vektora v geodezijske linije na cevima
Py (1) ako isamo ako S° (Mo pripada ravoi {€, wu}(p) i obrnuto, pa teorema
sledi iz Teoreme 8.

Primedba. Primetimo takode da nije tesko dokazati, kada je dim M > 5,
da Sasakijeva mnogostrukost ima konstantnu w-sekcionu krivinu ako i samo
ako vektorsko polje v (tj. cpa%) na dovoljno maloj cevi P,(r) zadovoljava
Kilingovu jednaéinu u tadkama p = exp,,(Tv), za svako m € M isve v i uz
gore navedene dogovore za vektor v.

Sledeca teorema daje Jo8 jednu karakterizaciju lokalno ‘p-simetri¢nih pros-
tora koriste¢i krivinu k%(p). Naime, posmatrajmo geodezijsku liniju cevi
P, (r), &iji je tangentni vektor v u tacki p = exp,,(rv), pri Cemu je v(m) L
wu(m), v(m) L u(m), m = o(t) .. Njena krivina &7 (p) utatki p = XD (z)(T0)
definisana je relacijom (4) u ovoj glavi. Koristeéi ovu funkciju i -geodezijsku
simetriju s,, sa centrom u tacki m € M , dobijamo sledeéu teoremus:

Teorema 10. Nekq je (M2"+1,<,o,77,§,g) Sasakijeva mnogostrukost. Tadg

Jje, uz gore navedene dogovore, M lokalno ©-simetrican prostor ako i samo
ako vazi

(45) K%(p) = £7(sm(p)), P = exp,,(rv),
za svaku tacku m € M, sve horizontalne vektore v i svako dovoljno malo r .
Dokaz:

Prvo, ako je M lokalno p-simetriéna mnogostrukost, koristeéi Teoremu
3.13. iz prve glave, s, je lokalni automorfizam Sasakijeve strukture (¢,7,¢,g),

Pa vaZi relacija (45).
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Dokazimo da vazi i obrnuto, tj. okarakterisimo lokalno ¢-simetri¢ne pros-
tore. Koristeéi relacije (42) i (45), dobijamo da umesto relacije (4) vazi relacija

8r

2 ‘ .
= Rugvun(m) = 1 (VoR), gy 4 g () + O(r°)..

1
(46) k°(p) = i 3r +
Tada iz relacija (45) i (46) sledi relacija

(Vy,R) m)=0

VPV VU (
za sve horizontalue vektore v normalne na u i pu u tacki m iza svaku tacku
m € M. Sada, kako horizontalan vektor u moze biti izabran proizvoljno, to
rezultat sledi koriséenjem Teoreme 3.12. iz prve glave.

Teorema 11. Neka je (M2?"*1 0,0, g) Sasakijeva mnogostrukost dimenz-
ije > 5. Tada je, uz gore navedene dogovore, M Sasakijeva prostorna forma
ako i samo ako, za svaku dovolino malu @-geodezijsku cev P, (r), Q7 (p)yv
(ili Q°(p)¢, respektivno) pripada ravni {§,¢v}(p) 2a svako m € M 1 sve v,
pri Cemu je p = exp,,(rv).

Dokaz:

Dokazimo prvo da je uslov dovoljan. Dakle, neka je P,(r) ¢-geodezijska
cev opisana na pocetku i neka je {Ej,...,E,} ortonormirana baza paralelna
duz 7 i definisana u slu¢aju B, treéeg poglavlja druge glave ovog rada. Tada,
koristeéi relacije (16) i (31), iz druge glave, dobijamo da vaZe relacije
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2n — 2 2
ov(m) + ir——f(m) + {ngv - ?anvv

2
Q° (p)pv = nrz

~ 2 Ryprvut — [n—l + % (Pwo + 2R,,m)J sov}(m)

3
2 ,
+ T{%(Bn'f'l = oo — ZRvmm)f + (qu) YU = —1%1- (V,,R) v

v
2n+1 1 )
- 12 (v"' R)'ukf-’mru. "= ;1 [(v“p)‘“'" + (V v R)-nll.'l!'”-:' (P?}} (’m)

2f1 2n +3 1o n+l,_,
+r {§Q<pv - ——ITRWU?J + 5 (V2,Q) v — — (VWR)UW v
n+1

1 2
+ —p'u'uRv(p'u'U + §RvuvuRutva - —'1—8'—

9
2 2 2-17 1 1,
- nt RvRW,uvU + l:'_'-—z': + E (puu + 2Rvuvu) - T(_) (\vgvp)m,

45 12
1 1 9 2n+1 1 2n+1
-= (Vi) —-R2, -=%5 g _ 1 R]
15 ( VY )'uuvu g vuvu 15 )‘23 vAvy 45 Z vAUL P

A u=3

thpvvuRvuv

= 1[Fuhs + (TR + [~ R

12
_n+1( 1 2_7n+7
20

VﬁvR)v,pvvu + l_é'pvvRv(pvv,u - 'ISO—RvuvuRv¢vvu
n + 7 2n+1

(47) 180 2 RupwaRonw|u}(m) + 00,
A=3 . - .

- 2n—2 2n — 2 1
Q (p)f = 2 f(m) - " 4,0’0(m) + 5 (’FL +3 - Pvy — 2Rvuvu)£(m)
ld4n+1 1

2n -3 2n—-1
T R + T R+ [ 4 2,

+ 2R )00 = 2 [(Vub)yy + (VR), ] )

2n+2 n-+1
2 — — ——
+r {(V’UQ) pu 5 (V’UR)vcp'u v 10
) 113n + 23
+ [Ep”“ T T 180
1 9 2n+1 1 2n+1
48 _ip2 4 2 1 2 J 3y
( ) 3R'uu'uu 15 ; R'u/\vu 45 )‘23 R’U/\’U,LL €}(m) + O(r )
=, ,;,L:

(V,R) u

vovvu
5 1 1
+ §Rvuuu -

. 2 _ = 2
16 (Veoh)u ~ 75 (ViR

vy )'uu'uu

Posmatrajmo prvo dejstvo operatora Q7 na v ineka je x paralelan vektor
normalan na paralelnu ravan razapetu sa &(p) i (wv)(p) duz geodezijske linije
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v : 7+ exp,,(rv). Tada Q7(p) v pripada ovoj ravni ako i samo ako je

9(Q%(p) pv,2(p)) =0

za sve ovakve vektore z. Dakle, koristeéi relaciju (47), dobijamo sledeée
neophodne uslove:

(49)  39(Qpv,2)(m) = (21 Rupuvs + 1 Rupuvu 9(u,2) ) (m),
(50)  12((VoQ)wv,z)(m) = (20 +1) (3(VuR)y yuos
+(VuR)y gy 9(:2) ) ()
(51) {%g (Qypv, z) + %g((VZvQ) v, x) - -2%;—33&;%3
“2E2 (VAR), e+ 5P Rogess + 2 RusRuguus = o Ry guuuRunss
R repvsa }m) = { (FRe o+ TEL(VAR), L = 5P R
2Tn +7 Tn+7 e

Ruvuv R, pvvu +

180 0 ;s wa,\Ru,\w) 9(u,7) }(m).

Diferenciranjem relacije (49) dobijamo relaciju
(52) 39((VoQ) 9v,2)(m) = 7 (2(VoR), poue + (VoR)y oo o(w,2)) (m).
Sada, koriste¢i relaciju (50), iz prethodne formule sledi relacija
(53)  (3=20) (VoR)ypy e (M) = (20— 1) ((VoR), o 9(u,7)) ().

Kako je vektor v normalan na ¢ i yv u tacki m, zamenjujuéi vektor z sa u
u poslednjoj relaciji, dobijamo relaciju

(54) (VoR), poyyy (M) = 0.
Takode, koristeéi poslednju relaciju i relaciju (53) dobijamo da vazi relacija
(55) (V'UR)'U pvve (m) =0.
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Formule lokalanog raslojavanja (76) i (83) (iz prve glave), pokazuju da je
relacija (55) ekvivalentna relaciji

(56) (VwR)wawy (’I’T’L) =0,
pri ¢emu je v = w*, z = y*, m = 7(m), za svaki (Jedinicni) vektor w nor-
malan na Jy.

Dalje, koristiéemo metodu integracije (kao u Teoremi 4), umesto metodu
linearizacije i kontrakcije. Neka je m = m(m) € B, pri ¢emu je B bazna
mnogostrukost lokalnog raslojenja U — B, m € U . Dalje, neka je

2n
w = E a; €;
=1

jedinini vektor tangentnog prostora B, , pri éemu je {e1,... y€2n} ortonormi-
rana baza za B . Dalje, stavljajuci

(57) Hijki = (Ve,R)

e,-Jekegy !

Hywww moZemo posmatrati kao funkciju na jediniénoj sferi S 2”‘1(1) C B, .
Tada vazi relacija

in
(58) / H oy ww(m)dw = }: Hijri(m) / a; a;j ak a; dw .
SZn—l(]_) i’j)kJ:l S21L—1(1)

Koriste¢i sada relacije (56), (57), (58) za {y}* i dobro poznate formule inte-
gracije za desnu stranu relacije (58) ([20],(39]), dobijamo da vazi relacija

(59) ZV?,F -7 (vyﬁ) (¥,9) +3 (V?I-R—) 0

yJyyJy

za sve jedinitne vektore y iz B, .
Dalje, neka je w € {y, Jy}*. Tada iz relacije (56) sledi sledeca relacija

(60) (VsuR) 0,

JwwJwy =

ili, ekvivalentno, koristeé¢i Kelerov i drugi Bjankijev identitet,

(61) (VJV-R)wa Jww + (Vwﬁ).}'wwyw =0.
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Sada, koriste¢i Kelerov identitet, iz relacija (56) i (61) sledi relacija

=0,

wJwwJw

(62) (V4R)

za proizvoljno y € {w,Jw}t. Dalje, integracijom poslednje relacije po je-
dini¢noj sferi $?*~3(1) u {y, Jy}* C By , dobijamo relaciju

(63) V,7—4 (Vyp) (v,9) + 2 (VyR) 0.

vJyyJy
Tada iz relacija (59) i (63) sledi relacija

(64) VT 2 (VyP) (3,9) = 0

za bilo koji jedini¢ni vektor y, tj., vazi relacija

(65) G(y,y) Vo™~ 2 (VyP) (y:9) = 0

za proizvoljan vektor y. Linearizacijom poslednje relacije dobijamo relaciju
66)  G(t,t)V,7+2G(t,2) V7 -2 {(Vzp') (t,) +2 (VeB) (¢, z)} =0

i kako je dimM = 2n+ 1 > 5, to kontrakcijom dobijamo

V.7=0.

Konatno, koristeéi relacije (63) i (64), iz poslednje relacije sledi relacija
(67) (VyR)

yJyyJy 0,

za sve jedini¢ne vektore y iz B . Iz Teoreme 2.12. iz prve glave, tada sledi
da je B lokalno hermitski simetri¢an prostor i koriste¢i Teoremu 3.11. iz prve
glave, zakljut¢ujemo da je M lokalno ¢-simetric¢an prostor.

Dalje, kako je vektor v normalan na £ i ¢v u tatki m, zamenjujuéi z
sa u u relaciji (49), dobijamo da vazi relacija

(68) 9(Qpv,u) (m) = nRypyvu(m).
Koristeéi ovo, iz relacije (49) sledi relacija
(69)  39(Qev,2)(m) = (20 Ruguvs +9(Quv,u) 9(u,2)) (m).
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S druge strane, koriste¢i relacije (54) i (55), relacija (52) se svodi na relaciju

(70) 9((V.Q) pv,2)(m) = 0.

Dalje, kako je Q¢ = 2n¢, iz relacija (69) i (70) sledi relacija
39((VoQ) &, 2) (m) = (2n Rypvve +9(Q v, u) g(u,rc))(m),
39 ((VQO)(p’U, Il') (m) = *(2?7, thpvv:r. +9 (Q Y, U) g(u’ l’)) (m) :

Dalje, kako je z paralelan vektor normalan na paralelnu ravan razapetu sa ¢ (p)
i (pv)(p) duz geodezijske linije Y7+ exp,,(rv), to vazi sledeca formula

(71)

(72) (VoR)yeyz (M) = Rypyus(m).

Sada, koristeci relacije (55) i (72), dobijamo da vazi relacija

(73) (VAR)  (m) = —Rupuue(m).
vpvue

)

Kako je vektor 4 normalan na § 1 v utatki m, to koristeéi relacije (68)
(71), (72) i (73), dobijamo da vazi relacija '

(VvR)vgvu(m) = Ry pyvu(m),
(74) <V3UR> (m) = "'Rvgpvvu(m)a

vevuvu
g ((V?,UQ)WU, u) (m) = —nR, pvvu(m).

Konatno, koristeéi poslednju relaciju i relacije (51) i (68), sa z = u, dobijamo
relaciju

2n+1

n—-2 1 23 - 37n ™+ 7

Rv vvu[ - Pov T Tonm vuvu] T T Tonm VYUV VAV

{ v 13 Tt g R 180 AX_;R“’AR“
2n + 2 |

(75) TRvRv‘p,vvu}(m) = 0.

Tada, koristeci relacije (49), (51), (68), (71), (73), (74) i (75), dobijamo da vazi
relacija

2n -3 1 2
TO—R‘U prvve + §pvvRv<pvva: + §Rvuquv pvve
n+1 2n+2 3—-2n
(76) - 18 thpvvuRuuvx - 45 'RvR,,w,vvx + ['—GTvavv'u
1 n-—3 2n + 2

—'_pvvRv pvvu +

9 R’uuvuthpvvu + TRU R, vau] g(u’ l‘) =0.

18
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S druge strane, koristeéi relaciju (69), dobijamo (uz pomo¢ formula za
lokalno raslojavanje (76), (80) i (81) iz prve glave), da na prostoru (B,G, J)
vazi sledeéa relacija

(77) 3G(Q—J'w,y) = 2n_ﬁw_;wwy+G(-QJw,z) G(z,y),

pri éemu je v = w*,u = z* i £ = y*. Prvo ¢emo ispitati slu¢aj kada je B
lokalno ireducibilan prostor. Tada je to Ajnstajnov prostor ([2], [47]) i kako
su vektori ¥ i z normalni na Jw u 7 = w(m) € B, to iz relacije (77) sledi
relacija '

—R'w JwW = CJ w,

5to znadéi, koriséenjemn Teoreme 2.8. iz prve glave, da prostor B ima konstantnu
holomorfnu sekcionu krivinu, jer je jo§ dimB > 4. Ukoliko je B lokalno
reducibilan prostor, on je lokalno proizvod Bj x --- X B Kelerovih prostora
koji su ujedno i Ajnstajnovi ([2], [47]). Za svaki faktor B; sa dimB; 2> 4,
relacija (77) je zadovoljena, pa su svi ovi B; kompleksne prostorne forme. Ako
je dimB; = 2, isti rezultat sledi koridéenjem relacije (67).

Da bismo zavrsili dokaz, primetimo prvo da relaciju (77) moZemo zapisati
u obliku

(78) 3Q Jw —2n Ry yww — p(Jw, 2)z = nJw .
Projektujuéi ove vektore na tangentni prostor prvog faktora B, dobijamo
(79) 3(QJw), —2n (Rw sww), — vz = n(Jw)1,

pri ¢emu je v = p(Jw, z). Kako ovaj faktor ima konstantnu holomorfnu sek-
cionu krivinu c;, to vazi relacija

T1

(80) (@ Jw)1 = —(Jw);, (ﬁw]ww)l = (¢, cos® oy )(Jw)1

n

pri ¢emu je G(wy, w1) = cos®a; . Ovde je ny = dim By i 71 oznacava skalarnu
krivinu prostora B, tj.,

(81) 47, =n1 (m +2)e;.
Koriséenjem relacija (80) i (81), iz relacije (79) sledi relacija
3 .
(82) Z(nl + 2)e; (Jw)y — 2ne; cos? oy (Jw)y — vz =0 (Jw)r
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Sli¢no, projektovanjem vektora iz relacije (78) na tangentni prostor drugog
faktora By, dobijamo

(83) (n2 + 2)ca (Jw)y — 2ney cos® ag (Jw)a —vzg =n(Jw),.

> w

Ovde je ny = dim By, 7, oznatava skalarnu krivinu prostora By i G(wg, wy) =
cos® . Kako horizontalni vektori u i v (normalni na @u u m) mogu biti
izabrani proizvoljno, to koristeéi relacije (82) i (83) dobijamo da vazi relacija

(84) cy+cy=0.

Konatno, koristi¢emo relaciju (51) da dokazemo da je c1 =¢3=0. Prvo
primetimo da se relacija (76) moze zapisati u obliku

bn—-5 1 2— -
=D, Aflzwzw R’w wW _Rw wszwZ'
( 36 T gPue TR ) Jwl = g ey v
n+ 2~ d—6n— 1. —
- 45 Rw_R—w waw + <*36—_Rw.]wwz h 5 ww Rw Jwwz

n—3— — 2n+2—

+T8_Rz'wzw Rw Jwwz + "—'E_Rwﬁw wawz_) z = CJ’LU,

(85)

koristeéi formule lokalnog raslojavanja (76), (80) i (81) iz prve glave, pri ¢emu
jev=w*1iu=2*,

Dalje, mnozeéi relaciju (85) sa Jz, dobijamo relaciju

6n—5 1_ 2\ — n+1— . —
(86) ( 36 + "Q'pww + §szzw) Rwasz - _E‘Rw waszszz
2n+ 2 '
- 45 waJu,waz =0.

Neka je sada w € {y, J y}t. Tada iz relacije (86) takode sledi relacija

(87) <6n—5 1

_ 2 B
36 + §pww + 5 szsz) RwaJsz

n+1_ — n+2-
18 RwaszRszJsz - T JwRyywJwJwdz — 0,

ili, ekvivalentno, uzimajuéi u obzir Kelerov identitet,

67’L—5 1__ 2__ . TI,+1-— _
(88) ( 36 + §pww + §Rszsz> Rwawz - "IS_'RwaszRszwz
2n+ 2

+ 45 RJwﬁwaJwaJz:O'
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Sada, koristedi relacije (85), (88) i Kelerov identitet, dobijamo relaciju

6n—-5 1 2— — n+1l— —=
89 ( =P. —szzw) wJwW — wJwwzdlwz
(89) 36 T gPuwwt g Ry juw ——18RJ Royzw
2n+2— 2 = n+1l= =
d— R atlwJzw sz wwz T T 1o {tlwzw sz wwJz
% Rwawww+(9R JzwJzRwy 13 Ryzwy Jwwd

n—3= —
o flzwzw lwJwwz = (Jw.
+ 2 Rawsw Ry )z ¢ Jw

Konagno, posmatrajuéi ponovo faktore B i By, i koristei relacije (84) i
(89), dobijamo da je :
Cl =Cy = 0.

Koristedéi isti postupak i za ostale faktore, zakljuCujemo da je B ravan prostor.

Dakle, mozemo zakljuéiti da je B kompleksna prostorna forma, $to, koris-
éenjem Teoreme 3.8. iz prve glave, znaéi da je M Sasakijeva prostorna forma.
Ovim je prvi deo teoreme dokazan.

Da bismo dokazali drugi deo teoreme, neka Q?(p)¢ pripada ravni raza-
petoj vektorima £(p) i (¢v)(p) duz ¢-geodezijske linije v : 7+ exp,,(rv).
Tada iz relacije (48) sledi relacija

(90) (2n = 3) Ry pwvs(m) = (1 — 2n) (Rv —e x)) (m)

za sve horizontalne vektore u, v, takve da je u(m) L pv(m), u(m) L v(m) i
sve horizontalne vektore  normalne na v i €. Stavljajuéi £ = u u poslednju
relaciju, dobijamo

Rupwnwe(m) =0,

za sve horizontalne vektore v i sve horizontalne vektore z normalne na v i
¢ (kako vektor u moze biti izabran proizvoljno). Konagno, odavde sledi da je
R, 4uv proporcionalno sa ¢v, i tada, koriS¢enjem Teoreme 3.7. iz prve glave,
zakljuéujemo da je M Sasakijeva prostorna forma.

Da je uslov teoreme neophodan, neposredno sledi iz formula za Ricijev op-
erator ovih ¢-geodezijskih cevi na Sasakijevim prostornim formama, dobijenih
u sluéaju B, treéeg poglavlja, druge glave.

Na kraju, navedimo jo§ jednu karakterizaciju lokalno ¢-simetri¢nih pros-
tora, koristeéi Ri¢ijevu krivinu definisanu relacijom (37) u ovom poglavlju. Ko-
risteéi relacije (31) (iz druge glave) i (47) (iz ove glave), dobijamo da se krivina
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p° (pv, pv)(p) moze izraziti slede¢om formulom:

2n—-2 2
(91) pa((p,v, QO'U)(p) = T2 + "3' ()Ovv - 3Rvuvu - nRU y:vvsov) (m)
T

- Z [5 (va)vv + (272 + 1) (VUR)vgovvgov + (VUR)vuvu} (m) + O(T2) '

Tada imamo sledeéi teoremu:

Teorema 12.  Neka je (M*™t! ¢ 9 ¢, 9) Sasakijeva mnogostrukost dimenzi-
je 25. Tada je, uz gore navedene dogovore, M lokalno o-simetrican, prostor
ako i samo ako za svaku dovolino maly p-geodezijsku cev Py(r) vazi

(92) p° (v, v)(exp,, (rv)) = p7 (v, ov)(exp,, (—rv))
za svaku tacky m € M i sve horizontalne vektore v .

Dokaz:

Pretpostavimo prvo da vazi relacija (92). Tada iz relacije (91) sledi relacija

(93) (2n+1) (VUR)UW vou (M) +(VyR), . (m)+5 (Vup)y, (m) =0
i koriste¢i ponovo tehniky lokalnog raslojavanja, uz prethodne dogovore, dobi-
jamo da vazi relacija

(94) (2n+1) (VoR) 4 g e (M) + (VuR),,.. (M) +5(Vup), (m)=0.

Stavimo w = ax + By u relaciji (94) i napisimo koeficijent uz o332 . Koristeéi
Kelerov i Bjankijeve identitete, dobijamo relaciju:

@n+1){(V.R), , +5(V.R) -2(Vs,

)

TyTy )yJwym} + (vm_ﬁ)a:zmz G(y’y)
+2[(V,R),, +2 (V=R).,.,]| G@.y) + [(V.R),  +2 (V.5)...,] 6w
(95) +2{ (V.7),, G(y,y) + 2 [(‘Vyﬁ) +2 (Vvﬁ)my«] G(z,y)

T

+ [(Vmﬁ)yy +2 (Vyﬁ)my] G(x,z)} =

yJryJz
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Sada, stavimo y =e;,i=1,...,2n (priCemuje {e;,5=1,...,2n} ortonormi-
rana baza bazne mnogostrukostl B) i sumirajmo po 1. Tada dobijamo

2(n+3) (VoR),,,, +2(1In +18) (V,5)
(96)  +3G(z,z) (V.5),. - 2G(x, x) (V:p)., +10G(z,z)V,7 = 0.

Dalje, stavimo z = aw + Bv u relaciji (96) i napisimo koeﬁcijent uz af?.

2n+3)[2 ()., +2 (‘v‘wﬁ) ea] 20104 18)[(V7),, +2 (V).
(97) +3[G(v,0) (Vo) ,, +26(0,0) (V,7), ]
—2[G(v,v) (V.p),, +2G,w ( P), ] +10[G (v,v)V, T + 2G(v,w)V, T] =0.
Stavljajuéi v=1¢;,i=1,...,2n i sumirajuéi po dobijamo da vazi relacija
(98) (Tn+15) (Vuwp) ,, — 4(n +2) (V.D),,, +2(16n + 23)V, 7 =
Ponavljajuéi isti postupak za vektor z u relaciji (98), dobijamo da vazi relacija
(99) VT =0.

Koris¢enjem iste procedure za vektor z u relaciji (96), iz poslednje relacije sledi
relacija

(100) (vyp)yy =0.
Dalje, koristedi relacije (94) i (96) u (98), (99) i (100), dobijamo relaciju
(101) (n+3)[(Vup),, - 4(n +2) (VuB),,, ]| =0.

Dalje, stavljajuéi w = au+fBv u poslednju relaciju, koeficijent uz o?4 mozemo
zapisati u obliku

(102) ‘ G(u,u) (Vup) ., +2G(u,v) (Vuﬁ) } =.
s+ D)2 (VR + (To) s + (VF).,.]

Stavimo sada u = e;,7 = 1,...,2n i sumirajmo po :. Tada se poslednja
relacija, uz pomo¢ relacija (98) i (99), svodi na relaciju
(103) (n+2)(Vup),, =0.
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Konatno, koristeci relacije (100), (101) i (103), iz relacije (94) sledi

(vwnﬁ)w Juwlw 0.
Dakle, korig¢enjem Teoreme 2.12. iz prve glave, zakljuéujemo da je (B,G,J)
lokalno hermitski simetri¢an prostor, pa je, kori$¢enjem Teoreme 3.11. iz prve
glave, lako zakljuciti da je (M2 o n,¢,g) lokalno ¢-simetrizna Sasakijeva

mnogostrukost.

Drugi deo teoreme sledi direktno, koris¢enjem Teoreme 3.13. iz prve glave.
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