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PREDGOVOR

Ovaj rad predstavlja pokusaj da se na jednom mestu i sistematizovano izloze
najvaznije strategije koje se primenjuju u rezolucijskom dokazivanju teorema, kao i
da se kombinovanjem nekih strategija dobije nova, &ije de se prednosti pokazati na
nckim klasama formula. |

Rad se sastoji iz Sest glava i uvoda koji sadrZi istorijski pregled najznacajnijih
momenata 0 mehanickom dokazivanju teorcma, kao i pregled konkretnih radunarskih
programa 1 istrazivaca koji su ih razvijali.

Prva glava je najvea po obimu i sadr?i najosnovmije pojmove koji su
neophodni u mehaniCkom dokazivanju tcorema. Ona se sastoji iz devet delova. U
prvom delu se uvode definicije atoma, literala, sastavka, jedininog sastavka i
praznog sastavka. Drugi deo sc bavi algoritmima pripreme formula, tj. svodenjem
formule na Skolemovu standardnu formu. U treem delu se uvodi pojam Erbranovog
prostora, zasiCenja, interpretacije i modela, kao i fundamentalna rezolventa i
fundamentalna rezolucija. Cetvrti deo je posveéen teoremi Erbrana i njenom dokazu.
Peti deo se bavi posledicama teoreme Erbrana. Erbranova metoda je metoda
opovrgavanja. To znadi da se umesto dokazivanja da je neka formula valjana,
dokazuje da je nmjena negacija nczadovoljiva. Zatim se definiSe metod zasidenja kao
jedan moguéi naCin mehani¢ke provere nezadovoljivosti. U Sestom delu se dokazunje
teorema o fundamentalnoj rezoluciji. Sedmi deo se bavi zamenom, kompozicijom
zamena 1 nckim osobinama zamene i kompozicije zamena. U osmom delu se uvodi
pojam unifikacije i mnajopitijeg zajednidkog unifikatora. Navodi se algoritam
unifikacije i dokazuje teorema o korektnosti algoritma unifikacije. I na kraju, u
devetomn delu, uvodi sc definicija rezolvente u opstem sluéaju, kada sastavci sadrze i
promenljive. Dokazana je osnovna lema o komutativnosti rezolucije i zasienja, a
zatim i lema o podizanju koja ce kasnije biti mnogo koriséena u dokazima
potpunosti najvaznijih stratcgija.

Druga glava se sastoji iz tri dela. U prvom delu se uvodi pojam strategije i
na konkretnom primeru se pokazuje prednost u odnosu na metodu zasidenja nivoa.
Drugi deo sadrzi pojam literala Cistog u skupu sastavaka. Na osnovu feoreme o
Cistim literalima uvodi se pravilo Cistode, koje predstavlja jednu od taktika
pretraZivanja. U tredem delu uvode se dve strategije, strategija upijanja i strategija
brisanja. Navodi se algoritam upijanja i dokazuje njegova korektnost.. Takode je
dokazana i teorema o upijanju. Navodi se teorema koja karakteriSe kada je strategija
brisanja potpuna.

Treca glava je posvecena semantiCkoj rezoluciji. Ona je podeljena na osam
dclova. U prvom delu se navodi primer kojim sc motiviSe potreba za spredavanjem
1zvodenja dva identina sastavka. Drugo deo sadrzi definiciju semanticke ili PI-
rezolucije i definiciju Pl-dedukcije. U treéem delu se dokazuje potpunost




fundanientalne Plrezotucije, a zatim 1 potpunost Plrezolicije u opsicr; slucap,
Cetvrti deo jo posveden hiperrezoliciji, a peti strategiji pomodnog skupa. pr Jetnn jo
dokazana potpunost strategijc pomocnog skupa. U sScstom delu se uvodi uredena
rezolucija 1 uredena rezolventa. Sedmi deo sadrzi definiciju wredene seumniicke
rezotucije. Ol-rezolucije, dok se u osmom delu dokazuje nepotpunost Ol-rezolucije
navodenjent kontraprinicra.

Cetvria glava obraduje Lock-rezoluciji i sastoji se iz td dela. U prvom ael
se uvedi potam Lock-rezolvente i Lock-dedukeije i na primerima pokazuje uspesnost
uvedene strategije. Dmei deo sadr?i dokaz potpunosti Lock-rezolucije. prvos za slica;
fundarenialnih sastavaka, a zatin: i za opiti sluéaj. U trecem delu se pokazuje di =
Leck-sezolucija nc moZe uspesno kombinovati sa stratcgijom brisanja tautologija. jor
s¢ ne dobija potpuna strategija. Kontraprimer 4.7 je pronaden samostalno. dok s¢
kontrapriiner 4.8 nalazi u literatur.

Pcta glava obraduje linearnu rezoluciju 1 sastoji se iz ¢etiri dela, U pevo
delu se definise linearna rezolucija i linearna dedukcija. Drugi deo se bavi ulazion i
Jedinicnom rezolucijom. Dokazana je ckvivalentnost te dve rezolucije konienjer
standardne  tehmke dokazivanja za osnovni sludaj, a zatim i za opsti siicai
koriscenjem leme o podizanju. Treéi deo je posveden korisdenju iskljudenif fiteriia
Uvodi s¢ pojam redukeije, uredenog faktora, uredene rezolvente i uredenje lincame
dedukeije (O] -dedukeije), da bi se udetvitom delu dokazala potpunost OL-rezolu tje.

Scsta glava predstavlja delimiCno samostalan rad. Zato s¢ na njcnom pocetku
daje detaljan opis onoga §ta je uradeno.

Zahvalnosti



ISTORUSKI PREGLED

0.1. RAZVOJ TEORIJE MEHANICKOG DOKAZIVANJA TEOREMA

Misao o stvaranju jednog opsteg postupka za reSavanje matematickih problema
javila se dosta rano. Nju najpre sredemo kod nemackog matematiara LAJBNICA
(Leibniz 1648-1716) koji je mnogo radio na formalizaciji jezika i misljenja. Smatrao
je da se moZe stvoriti logitka masina koja bi umesto nas vriila dokaze korstedi
formalizovan jezik. Na Zalost, veliki broj Lajbnicovih radova nije publikovan sve do

pocetka ovog veka, tako da je njegov neposredni uticaj bio neznatan.

Dvadesetih godina ovog veka u Hilbertovoj 3koli se razvijao metod
formalizacije. PredloZen HILBERTOV PROGRAM zasnivanja matematike i
entuzijazam Hilbertovih sledbenika uticali su na intenzivan razvoj aksiomatskog
metoda. Tada dolazi do razvijanja teorije dokaza na bazi logitkog jezika razvijenog
u radovima Fregea, Peana i Rasela.

1930. god. GEDEL jc dokazao teoremu o potpunosti predikatskog rauna
prema kojoj se skup svih valjanih formula predikatskog raCuna prvog reda poklapa sa
skupom svih izvodljivih formula, tj. predikatski radun je taj logic¢ki sistem na osnovu
koga je moguce formalizovati matematiku. Ovim je teZstc interesovanja i istraZivanja
u oblasti feorije matematickih dokaza preneseno na predikatski radun.

1930. god. ERBRAN (Herbrand) je u svojoj doktorskoj disertaciji ideji
mehanizacije dokazivanja teorema dao realnu osnovu. Uprkos raznolikosti dokaza
raznih teorema predikatskog racuna prvog reda, definisan je opSti postupak pomocu
koga se sve teoreme mogu da proveravaju na isti nacin. Time je omogudeno da se
dokazivanje tcorema svede na &isto mehanicki rad proveravanja.

Veli¢ina Erbranovog doprinosa je u tome §to umesto da sc tadnost teoreme
proverava pri svakoj interpretaciji, kojih ima beskonacno mnogo, viSi se proveravanje
da li je negacija teorcme kontradikcija na jednoj jedinoj interpretaciji koja se uvodi
logi¢no i zove se Erbranov prostor. Erbran pokazuje da ako je formula F teorema,
tada postoji konacan podskup P Erbranovog prostora u kome je negacija formule F
ostobodena od kvantifikatora (u oznaci skolem (-F)) kontradikcija. U sludaju da
formula nije teorema traganje za takvim podskupom P se nikada ne bi zavidilo (jer
on ne postoji).

1936. god. CERC i TJURING su nezavisno jedan od drugog dokazali
ncodludivost predikatskog racuna prvog reda. To je ujedno bio negativan odgovor o
postojanju opsteg jedinstvenog postupka za resavanje svih matematiSkih problema.
To znaci, nemoguce je konstruisati algoritam koji bi za svaku formulu predikatskog
rauna prvog reda dao odgovor da li je ona teorema (valjana) ili nije, i koji bi
zavrsio rad posle konacno mnogo koraka, bez obzira da li je formula teorema ili nije.

U poetku jec ovaj rczultat bio veoma obeshrabrujuéi za daljti razvoj
mehanizacije dokazivanja teorema, jer niko nije Zeleo da se¢ upusti u traZenje takvog
opsteg algoritma za koji je dokazano da ne postoji.




Pa dobro. takav univerzalm algoritam ne postoji za predikatski vacon proes
reda. ali zagto ne bi postojao za neki njegov deo.

1051, sod. Akcrmian je dokazao postojanje klasa formula predikatskoy racing
prvog eila kod kojih je problem da li je neka formwula iz klase teorerma i nipe.
odluéiv.

Teonja bi sc dalje razvijala u praveu traZenja novibh klasa formala kop =
ocluctve, da mje:

1963, god. JULIJA ROBINSON napravila veliki korak u oblasti dokazivana
fcorena. Ona jo uvela resavajuce pravilo (rezoluciju) kao jedino pravilo izvodenio u
postupku mehanickog dokazivanja. Viednost pjene ideje je u tone Sto je pokazala da
s¢ kowradiktomost neke formule ne mora ispitivati redom po nivoima Frbranovag
prostora. Rcsavajucim  postupkom je mnogo povecana efikasnost  utvrdivina
kokntradikeije. Julija Robinson je dokazala i potpunost resavajuces postapka inictoda
rezolucije) v tom smislu, da ako je formula teorema, moZermo bik sigurni da oo
poslc izvriavanja konacnog broja koraka doéi do potvrdnog odgovora, ali ake uij
teorerua. postupak se n opstent sluéaju nikada ne bi zavidio. To je u skladi sa Coro-
Tjuringovin: rezultatima o semiodludivosti predikatskog racuna prvog reda.

Posle 1965, god. pronadene su mmoge strategijc koje poboljsavap ciikasnos
resavapices, postupka. Vedi deo ovog rada ée se baviti upravo tim strategijara.

Dajetno sada pregled najznacajnijih strategija.

1963, Strategija pomocnog skupa (Wos, Robinson i Carson),

1066. Melcerova preimenovana rezolucija.

1965, Robinsonova hiper-rezojucija.

1967, Slagle je predlozio semanticku rezoluciju koja objedinjuje prothodine i

1071 Boyer-ova Lock-rezolucija.

1070, Linearna rezolucija nezavisno predlozena od Lovelanda i Tukhao
Kasnije su data razna poboljsanja lincamne rezolucije.

1970, Anderson 1 Bledsoa.

1071, Reiter.

1072 1 oveland.

1971, Kovalski i Kuhner.



0.2.PREGLED RACUNARSKIH PROGRAMA ZA DOKAZIVANJE TEOREMA

Sa pojavom prvih clcktronskih radunara stvorcna je moguénost za prakticnu
primenu rezultata teorije mehanickog dokazivanja teorema. Savremena istraZivanja iz
vedtadke inteligencije su pocela sa pokusajima Alena Noela, Gerberta Sajmona i DZ.
Soa koji su pisali programe za resavanje zadataka. Poduhvat nije bio toliko vazan
sam za sebe, koliko to §to je on dao ton mnogim drugim istraZivanjima. Metodi
programiranja razvijeni u tim radovima podeli su da se koriste u raCunarskim
naukama uopsteno.

1057. god. NOEL i njegove kolege su prvo napravili program logiCar-
teoretidar (LT) namenjen za dokazivanje teorema u iskaznom radunu. Program LT je
radio sa rasprostranjenom formulacijom iskaznog racuna, ali se ona pokazala krajnje
neprimenljivom za pretraZivanje izvodenja konkretnih teorema. Prakticni rezultati
ovog programa bili su skoro neznalajni. Jedino je koriséena metoda imala
principijelnu  vrednost za fonmiranje usmercnja  koje se zove heuristicko
programiranje.

Pomocu LT je bilo uspesno dokazano 38 od 52 teoreme I glave kmjige
Vajtheda i Rasela PRINCIPIA MATEMATICA (PM). Resenja 12 od 14 nedokazanib
teorema nije bilo dovedeno do kraja zbog ogranicenja fizickih mogucnosti ratunara
koji su postojali u to vreme. Preostale dve teoreme su izlazile iz logickih moguénosti
samog algoritma. U programu je umesto algoritma Britanskog muzeja - tj. algoritma
poipunog pretrazivanja koriséen heuristicki pristup (termin uveden od Poja 1954.
god.). Vecina matematickih dokaza se izvodi na osnovu dosetke o karakteru redenja,
a zatim se proverava da li je ta dosetka ispravna. Noel je u stvari uveo niz pravila
(tj. programa) za generisanje dosctki i zatim provere njihove upotrebljivosti. Rad
Noela je podvrgnut kritici na osnovu toga $to postoje efektivniji metodi potpunog
pretraZivanja nego algoritam Britanskog muzeja i da koriScenje savremenijib od njih
moze dati bolie rezultate.

1958. god. HAD WANG je napisao program (1960. god. je iizasao clanak)
pomocu kojeg je dokazao skoro sve teoreme iz PRINCIPIA MATEMATIKA. Vise
od 200 teorema iz prvih pet poglavija je dokazano za 37 min. od toga je oko 34
min. ufroseno na rad ulazno-izlaznih uredaja tako da je efektivno vreme (procesorsko
vreme) iznosilo oko 3 min. Teoreme predikatskog raCuna sa jednakoicu koje su
zastupljene u sledeéih pet poglavlja, oko 150 teorema, raCunar je dokazao za manje
od jednog sata.

1963. god. STEFERUD je modifikovao program logicar-teoretiCar i na
moénijem radunaru dokazao sve 52 teoreme iz Principia matematica.

Algoritmi provere teoremne iskaznog raduna nisu vise interesantni. Jedino su in
teresantni algoritmi izvodenja za ncke racune koji su neodlucivi.

Medu prvim programima koji dokazuju teoreme na jeziku predikatskog racuna
prvog reda imamo sledece programe:

1960. god. GILMOR jc napisao program koji sc¢ zasniva na Erbranovoj metodi
zasi¢enja nivoa. Program je realizovan na radunaru IBM-704. (Oznaka 704 raunar je




dobio jer je u wjegovoj realizaciji uestvovalo tadno 704 saradaikar Prooran: o
dekazivao vedinom elementame teoreme. Davis 72/ npr. navodi Ja nije ronac oo
dokaze slededn tcorema:

(I Ay i Yo ! [ Fixyi=(Fy ZINF(z.z)In [Fy)INGX.Y)=2HGx,2)-Glza)!

1960). god. PRAVIC je dao proceduru koja je uspesnijn od procedure Gilisiora.

1960, wod. DAVIS 1 PATNAM poboljSavaju metod Gilmera, Kasnije 1063,
god. daju novu metodu koja je znatno uspesnija. Na kraju rada saopstavai:
Procedura dokazivanjp zasnovana na ovin idejama sada se Progrimira na racunar
IBM 7000 Iaboratorijé kompanije Bell-telephone.

1962. Mc.CARTI je dao jezik za obradu spiskova LISP. Napisao je prowr
na Lispu za dokazivanje teorema za radunar IBM 7090.

1963, vod, ABRAMS je sastavio program za proveru maten atickih dokaza i
Jeziku predikatskog racuna. Program je u dokazima nekih od 63 teoreme u Principia
Matemnatica otkrio nekorekmosti koje je Abrams uspeo da otkloni. Za provewm jedie
icorcme bilo e potrebno u proseku 17 sec.

Kada je u radu Julije Robinskon formulisano pravilo rezoluc lje. otvoret je pul
ka mocnijim programima.

1967, god. CHANG i LEE su koriste¢i metod rezolugije (redavajuce praiing
napisali program za izvodenje posledica datog skupa akstomia. Centralne mresto o
njemi zanzima kriterdjum interesantnosti posledica. U njihovoj kijizi (73 sod
dat listite programa koji je pisan na jeziku LISP. Interesantne je da je prosraus proar
za konscenje jedne strategije koja nije potpuna, ali se pokazala efikasnont.

Od ostalib programa koji koriste metod rezolucije treba spotinutt: FOOU. pod
progranm: koji su napisali ROBINSON i WOS.

1970, god. program ALENA i LUKHAMA Koji je ot Koriidew s
dokazivanje nekih teorema u teorije grpa.

Ovi programi su dalje usavrsavani i varrani od strane niza avtora,

Pramena metoda rezolucije nasla je mesto i v drugim proccaming koji ni
vezan dirckmo za dokazivanje matemati¢kih teorema. To su pEvens!iveno:

Programmi za VODENIE DIJALOGA, Grina i Rafacla JO(R aoad. t G
1969, g0d.

PROVERA KOREKTNOSTI PROGRAMA, autora Zohar Mana.

AUTOMATSKO PROGRAMIRANIE, formalni sistern LUICID 1 76 oevi
autora AKROFTA koji je namenjen za pisanjé i proveru prograina.
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1. TEORISKI UVOD
1.1 UVODNI POJIMOVI

Za formalni opis metoda koriste se oznake PREDIKATSKOG RACUNA
PRVOG REDA.

AZBUKU predikatskog ratuna prvog reda &ine sledeéi simboli:

KONSTANTE kojih ima prebrojivo mnogo i za koje dogovorno uzimamo: a,
b,c,d,a,b,c.,d, ..

PROMENLIIVE kojih ima prebrojivo mnogo i za koje dogovorno uzimamo:
Xy ¥a Z, U, VY, W, Xy Yps Zpoo

FUNKCUSKI SIMBOLI duZine n (n20) za koje dogovomo uzimamo:
£, g by ... (i j. k= 0,12....). Za n=0 izostavljamo donji indeks. Gomji indeks
predstavlja duzmu funkcijskog simbola i bice izostavijen u onim slu€ajevima kada
nema opasnosti od zabune. Cesto je podesno konstante smatrati funkcijskim
simbolima duZine nula.

PREDIKATSKI (RELACISKI) SIMBOLI duZine n (n>0) za koje dogovomo
uzimamo: Piﬂ, Q-n, R ... (i, j» k= 0,1,2,...). T ovde ée indeksi, i donji i gormiji biti
izostavljeni ako nema opasnosti od zabune. Iskazna slova su relacijski simboli duZine
nula.

Sedam logi¢kih simbola za : negaciju, konjunkciju, disjunkciju, implikaciju,
ekvivalenciju, univerzalni kvantor i egzistencijalni kvantor:

-9/\9\/1:,@,‘{,3.
Cetiri pomo¢na simbola: leva, desna zagrada, zapeta i tacka: ( ),

Definicije terma, elementarne formule i formule su uobiajene. Za formule
koje imaju poseban oblik uvode se novi nazivi.

DEF 1.1 ATOM, LITERAL, 1ZRAZ, SASTAVAK, JEDINICNI SASTAVAK,
PRAZAN SASTAVAK.
ATOM (ij. atomna formula) je elementarna predikatska fom]ula, tj. niz simbola koji
se sastoji od simbola n-arnog predikata (n 2 0) &ji su argumenti termi. LITERAL je
atom ili njegova negacija. IZRAZI su termi ili literali. SASTAVAK je disjunkcija
konaCno mnogo literala.. Sastavak koji sadrZi samo jedan literal zove se JEDINICNI
SASTAVAK. Prazna re¢ je PRAZAN SASTAVAK i oznafava se sa NIL

Raspored litcrala v sastavku je nebitan za njegovu istinitosnu vrednost (zbog
zakona komutativnosti i asocijativnosti za disjunkciju). Ako se u sastavku pojavljuje
vife puta jedan isti literal, svako pojavijivanje sem prvog moZe se izostaviti (zbog
zakona idempotencije za disjunkciju). Zato je sastavak odreden skupom svojih
literala.

DEF 1.2 KOMPLEMENTARNI LITERALIL _
Ako je A atom, onda se dva literala A i -A nazivaju komplementami literali
(dopunjujuci literali) i obrazuju u proizvoljnom poredku komplementaran par.

Od znafaja su literali i sastavci koji ne sadrfe promenljive, pa su uvedeni i
nazivi za njih.
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DEF 1.3 FUNDAMENTALNI ATOMI, FUNDAMENTALNI LITERALIL.
FUNDAMENTALAN SASTAVAK.
FUNDAMENTALNI ATOMI i FUNDAMENTALNI LITERALD (lierali oz
osnovnonmt  nivou) su  oni atomi i literali koji ne sadiZe promenljie.
FUNDAMENTALNI SASTAVAK je sastavak &iji su svi Clanovi fundamentalni
literali. Specijalno, prazan sastavak je fundamntalni literal (jer ne sadrZi promenijive).
a 1 fundamentalni sastavak.

1.2 ALGORITMI PRIPREME FORMULE

Ul daljem radu sc koriste formule svedene na konjunktivon normalnu forimu
bez kvantifikatora.

DEF 1.4 SKOLEMOVA STANDARDNA FORMA.

Formula F predikatskog rafuna prvog reda je u  SKOIEMOVOJ
STANDARDNQOJ FORMI ako je ona oblika:
(VXD (YXy) . AVX) (CAC A L. ACY
gde je svaki C, sastavak (I1S1<j) 1 X, Xy, ... , X, su sve razliCite promenljive
koje se pojavljuju u sastavcima C,. Niz (VX)) (VX,) ... (VX)) zove se PREVIKS a
C,AC. A AC, TELO FORMULE F.

Svaka formula predikatskog racuna prvog reda moZe s transformisati u
formulu Koja je u Skolemovoj standardnoj formi primenom niza jednosiaynih
transformacija. Za to se koriste algoritmi pripreme formule. Dati algoritam suchsi
korake 1-8 Koji su opisani po redu izvrfavanja. Svaki korak treba psvrSavali sve dotle
dok jo to moguce. kad dati korak ne moZemo vife primeniti, prelazimo na slededi.

ALGORITAM 1.4. ALGORITAM PRIPREME FORMULE,

ULAZ: Zatvorena formula F predikatskog racuna prvog reda.

IZLAZ: Sastavei C,, ..., C, bez kvantifikatora, ali sa povimn funkcijskim
simbolima.

Korak 1. Oslobadanje formule od implikacije i ekvivalencije. Svaki put kada
se naide na implikaciju 1 ekvivalenciju treba izvréiti zamenu:

A > B zameniti sa -A v B
A ¢ B zameniti sa (A A B) v (-A A -B)

Korak 2. Uvodenje negacije u formulu.
Gde god je mogude izvrditi zamene:
-iA A By sa -A v -B

-{A VB sa -A A -B

(¥ X)A  sa (3 X) -A
~EREA #a (¥ X) -A
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A sa A.
Primenom ovih koraka dobija se formula kod koje se svaka negacija nalazi

neposredno ispred atomne formule.

Korak 3. Preimenovanje promenljivih.

Eliminisati u F sve suvipe kvantifikatore. To znadi eliminisati svaki
kvantifikator (VX;) ili (3X,) u &joj oblasti dejstva nema proneljive X.. Promeniti
imena promenljivih tako da u celoj formuli nema ni jedne koja je istoviemeno i uz
egzistencijalni i uz univerzalni kvantifikator, menjajuéi i imena odgovarajucih
promenljivih koje su v polju dejstva tog kvantifikatora.

Na primer;

(VX) PX) * (3X) Q(X) zameniti sa (VX) P(X) * (3Y) Q(Y)

(3X) PX) * (VX) QX) zameniti sa (3X) P(X) * (YY) Q(Y)

gde je Y nova promenljiva koja se ne pojavljuje ni u formuli P(X) ni u formuli
Q(X), a * neki od simbola A , v .

Korak 4. Izvlalenje kvantifikatora ispred formule redom zamenama, ako je to
mogude :

(VX) AX) A(VX) B(X)) zameniti sa (VX) (AX) A BX))

(3X) AX) v(TX) B(X)) zameniti sa (IX) (AX) v B(X))

(VX) AX) V(VX) B(X)) zameniti sa (VX)VY) (AX) v B(Y))

(3X) AX) A@X) B(X)) zameniti sa IX)IY) (AX) A B(Y))

3X) AK)*B  zameniti sa (3X) (AX) *B)
B*(3X) AX) zameniti sa (IX) (B*AX))

(VX) AX)*B  zameniti sa (VX) (A(X) *B)
B*VX) A(X) zameniti sa (VX) (B*A(X)).

Ovde A(X) oznalava da se promenljiva X pojavljuje slobodno u A, a samo B,
da se promenljiva X koja se sa kvantifikatorom izvla&i ispred zagrade ne pojavljuje

slobodno u B, * je neki od simbola A , v . Veoma je vaZno pridr¥avati se redosleda
da bi se egzistencijalni kvantifikatori, ako je to mogude, izvukli ispred Zagrade pre
univerzalnih.

ViSestrukim  jzvriavanjem ovih koraka, sve dok se podformule mogu
zamenjivati prema napred navedenim koracima, formula se dovodi u PRENEKS
oblik, {j. u oblik gde su svi kvantifikatori ispred formule.

Korak 5. Isklju¢ivanje egzistencijalnih kvantifikatora
Isklju¢ujemo redom egzistencijalne kvantifikatore na slededi nakin:
Neka polazna formula ima oblik:

QX)) (QX)...(QX) GX, Xy ..., X,)
gde su Q;, i=1, ... n, univerzalni ili egzistencijalni kvantifikatori, a X, i=1, ... n, su
slobodne promenljive u G. Ako ni jedan od n kvantifikatora nije egzistencijalni,
preci na korak 6, a ako jeste uraditi sledece:

(1) Staviti i=t.
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(23 Ako jo ( univerzalni kvantifikator, preci na (3). a ko nije. zunkeads
polaznu formulu formulom u kojoj jo iz navedenog niza kvantifikatora izostavijen
San (QX ). a telo joj je jednako telu polazne formule u kome su sva pojavijisaaj
promenljive X, zamenjcna novom konstanom za tu formualy, zatim uvedali ¥ za L pa
ponoviti postupak (2) ako i nije vece od n, ako jeste, preci na korak 7 algoritimi

(3) Zameniti 1 sa i+1, pa ako 1 nije vece od n, proveriti da It jo 1),
cgzistencijalni Kvantifikator. Ako jeste, i ako se ispred njega u nizu nalazi |
univerzalnih kvantifiaktora koji vezuju redom promenljive Xk, .. Xk, izostaviii ir
niza kvantifikatora ¢lan (QX), 2 u telu formule zameniti svako pojavijivange
promenljive X termom fiXk,. ..., Xk, gde je f nov funkeijski simbol duzin. j.
Polaznu formulu zameniti formulom koja je dobijena ovom transformacijom, zatini s
vratiti na (3).

Ako je Q; univerzalni kvantifikator, vratiti se na (3), ne menjajuci nista
polaznoj formuli.

Ako je i vede od n, preci na korak 6.

Karak 6. Oslobadanje od univerzalnih kvantifikatora.

Pofto su ispred formule ostali samo univerzalni kvantifikaton.  proia
konvenciji ih moZemo odbaciti imajuci u vidu da su formule sa kojima radime
zatvorene. a da je poredak univerzalnih kvantifikatora nebitan za istinitosnu viednost
tomude. Zatim preéi na korak 7.

Korak 7. Svodenje tela formule na konjunkciju sastavaka.
Koristedi distributivnost disjunkcije uraditi sledece:
(AABvC  zameniti sa (AvOABV(),

AviBAC } zameniti sa (AVB)A(AVC),

sve dok se formula ne svede na oblik C, A Cy, A Lo A (O gde s O Ol L0 €
disjunkerje hierala, ¢ime je algoritam zavrden.

Rezultat primene ovog algoritma je formula bez kvantilikatora u huojoj
pojavljuju Kkonstante i funkcije kojih ranije nije bilo. Podto su svi koraci sert 5
generisall formulu ekvivaleninu dato], to je jedini pitanje da Ii postupak prunenjen u
koraku 3 ima svojstvo saglasnosti 1 kompletnosti. Ovaj postupak jo u literatori dobwe
pozaat, pa taj dokaz nedemo davati.

Za primenu ovog algoritma treba primetiti:

L) Powedini koraci mogu da se izvrde Gisto mehanicki, i proma tone pogodni su /.
programiranje na raCunaru. fpak, prema Devisu /*% prakucnije |0 da « @
prpremni koract izvode mcno.

® Postojanje modela za neki skup formula ekvivalenno je postcjanin rucd ol
skupa formula dobijenog primenom nekog od koraka datog alzorinm:,

Porcd  navedenog,  postoje 10 drugi  algoritmi  popreme  fornla oo
puejednaontavijeny Tormulu je velika prednost pri daljem nrechanickoni radu sa py oo
Zato jo munogo radeno na algoritmima pripreme  formula koji  laju kedinoaassiju
fernaeh,

Fodes ol dakvib algoritama koji daje jednostavniju formulu neges ninesios

cibisevtil i miiey pracadne seer aroareea o avaactetarolrams: radir T eamars | Bspyimresiass oo b
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Magistarski rad Gordane Jovanovi¢ /**/ bavi se algoritmom pripreme formula
u kome sc zadrZava ekvivalencija izmedu elementamih formula, pri femu se
dokazuju neke prednosti tog algoritma.

1.3 SVODENIJE SKUPA SASTAVAKA NA SASTAVKE BEZ
PROMENLIIVIH

Za svodenje sastavaka na sastavke bez promenljivih potrebno je prethodno
uvesti nove pojmove.

DEF 1.5 ERBRANOV PROSTOR.

Svakom skupu S sastavaka na slede¢i nadin se pridruZuje skup fundamentalnih
terma koji se zove Erbranov prostor za S i oznacava sa H.

Neka je F skup svih funkcijskih simbola koje se pojavljuju u S. Ako F sadiZi
bar jednu konstantu (tj. simbol funkcije duZine nula), onda j¢ F FUNKCIISKI
RECNIK za S. Ako F ne sadrZ ni Jednu konstantu, onda je funkcijski renik za S
skup F \{a}, gde je a nova konstanta.

Erbranov prostor za S se sastoji iz svih terma koji se mogu izgraditi
kori¥¢enjem samo simbola iz funkcijskog recnika za S.

DEF 1.6 ZASICENJE.

Ako je S skup sastavaka a P skup terma, tada je P[S] zasiéenje S nad P, tj.
skup svih fundamentalnih sastavaka dobijenih od elemenata iz S takvimm zamenama
promenljivih sa elementima iz P pri kojim se sva pojavljivanja jedne iste promenljive
zamenjuju jednim istim termom.

DEF 1.7 INTERPRETACIJA i MODEL
INTERPRETACIA nad nekim domenom D je svako preslikavanje atomnih formula
koje ne sadrze promenljive u skup {T,L} i koje se na uobi€ajen na&in (induktivno
po sloZenosti formule) definife za sve zatvorene formule, tj. formule bez slobodnih
promenljivih).
(prvobitna definicija:** INTERPRETACIJA je skup fundamentalnih literala, koji ne
sadrZi komplementaran par literala. Interpretacija je definisana tako da u sebi ne
sadrzi kontradikciju (tj. par literala L i -L).**

MODEL skupa S zatvorenih formula je svaka interpretacija nad nekim
domenom u kojoj su sve formule tog skupa istinite (tadne), tj. svaka interpretacija
nad nekim domenom koja slika na {T} sve formule skupa S.

VALJANA FORMULA je formula tadna u svakoj interpretaciji i svakom domenu, a
ZADOVOLJIVA FORMULA je formula koja ima model, tj. koja je istinita u bar
jednoj interpretaciji u nekom domenu.
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Neka je S skup sastavaka (nekog skupa formula) H ERBRANOV grostoruniveraimns
H[S| zasicenje nad H i neka je T interpretacija skupa S sastavaks sa domenom H.
Interpretacija 1 je H-interpretacija skupa S ako ispunjava uslove:

1. | preslikava sve konstante iz S i sve fundamentalne terme i1z H na sarse sobe.

2. Skup fundamentalnih atoma iz zasicenja S nad H interpretacija 1 preshikava u hup
CILLE cime se Tinduktivno definiSe na celom zasicenju S nad H[S|.

(prvobitna definicija: ** Neka je S skup fundamentalnih sastavaka, a A skup ik
fundamentalnih atoma tih sastavaka. MODEL formula S po atomima iz A jo sviho
preslikavanje skupa A o skup {T,L} tako da ma koja formula ¥ skupa S u odnosu
na to proslikavanje ima  istinitosnu veednost T. Dovoljno je posnavati samo skup
onih atoma iz A koja se preslikavaju u T, da bi model bio potpuno odreden. Zbog
jodnostavnesti zapisa uzima se da je model skupa S fundamentalnib sastavaka ona
interpretacija T u odnosu na koju su svi sastavet 1z S tacni. Neka je M interprotac: .
a § skup fundamentalnih sastavaka. M je model za S ako svaki sustavak iz S sadi7s
neki ¢lan iz M. Kako je sastavak disjunkcija literala, tada ako sastavak sadrii nohi
¢lan modela M. onda je on ta¢an u tom modelu.**

U opdtem sluCaju, bicc pokazano da ako je S skup sastavaka koji pisu na
osnovnom nivou, a H Erbranov prostor za S, M je model za S ak¢ i samo ako je M
model za H[S].

DEF 1.8 ZADOVOLJIVOST.
Skup sastavaka $ je zadovoljiv ako postoji model za S. U protivnom slucaje S
je nezadovoljiv.

Iz definicije zadovoljivosti je jasno da je proizvoljan skup sastavaka ke
sadrl prazan sastavak nezadovoljiv, jer prazan sastavak ne sadr7i nijedan Jlan
nijednog modela M. Prazan skup sastavaka je zadovoljiv jer se v njemu ne salrii
sastavak hoji nije zadovoljiv. Ove dve pogodnosti ée se pokarati veoma prirodn:
korisne o daljenn eadu.

Posledica komutativnosti disjunkcije je da su dva sastavka Koju sadrze o
literale. bex obzira na njihov redosled, ekvivalentni v odnosu na zadovoljivost /T
zakona rdeinpolentnosti disjunkeije, svako viSestruko pojavljivanj. nckog literab: o
sastavhku. mose s (sem prvog) izostaviti. Navedene Cinjenice. sbog praksice: 1
primene. omogucavaju da se sastavak posmatra kao skup svojih literala. a noe Loo
njihova disjunkcija.

DEF LY FUNDAMENTALNA REZOLVENTA.

Za dsva fondamentalna sastavka C| 1 C, koji sadrze kompleentarne iiciake i
i -1 redem. tundamentalna rezolventa od C, 1 C,. u oznaci R(C,. O, jo disjunkiif
sastavaka O O gde je:

U7 sastavak € v kome je izostavijen literal L
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C," sastavak C, u kome je izostavijen literal -L i svaki onaj literal koji sc
pojavljuje u C,.

** prethodno definisati logicku posledicu**

TEOREMA 1.10 Za dva sastavka C, i C, njihova fundamentalna rezolventa R
je njihova logicka posledica.

DOKAZ: Neka C, i C, sadrZe komplementarne literale L i -L redom. Neka su
C, i C, talni u interpretaciji I. Primetimo da se L i -L. ne mogu istovremeno sadrZati
u I. Neka se I, ne nalazi u T (tj. I, je laZno pri interpretaciji I). Tada C; ne moZe biti
sastavak koji se sastoji samo iz jednog literala. C; sadrZi neki literal K (razli€it od L)
koji se sadrZi u 1, inaCe bi C, bilo laZno u I. Medutim, i rezolventa C, 1 C, sadrZi
taj literal K, pa je prema tome ona tatna pri interpretaciji I. Sli¢no se pokazuje i pri
pretpostavet da se -1, ne sadrZi u 1.

Treba primetiti da svaka dva fundamentalna sastavka ne moraju imati i
fundamentalnu rezolveatu, veé¢ samo ona koja sadrze parove komplementarmnih
literala. Neki sastavci imaju 1 vie od jedne fundamentalne rezolvente. U svakom
slu€aju dva fundamentalna sastavka imaju konacan broj fundamentalnih rezolventi.

DEF 1.11 FUNDAMENTALNA REZOLUCLJA.

Ako je S skup fundamentalnih sastavaka, onda je fundamentalna rezolucija
skupa S. u ozmaci R(S), skup koji se sastoji od svih sastavaka iz § i svih
fundamentalnibh rezolventi svih parova sastavaka iz S.

R(S)= S U {R(C,C,) | C,.C, € S}.

DEF 1.12 n-ta FUNDAMENTALNA REZOLUCIJA.
Ako je S skup fundamentalnih sastavaka, onda se n-ta fundamentalna

rezolucija, v oznaci R (S), definide za svako n 2 0 na sledeéi nalin:

Ry(S)= S
R,..(S)= RRS)).

Ovim je uvedena prva grupa definicija.

1.4 TEOREMA ERBRANA

Sve metode mehanickog dokazivanja teorema zasnivaju se na Erbranovoj
teoremi, odnosno nekim njenim specijalnim oblicima.

TEOREMA 1.13 TEOREMA ERBRANA.

Neka su A;, ... . A date aksiome i T teorema koju treba dokazati. Neka je
{C,. ..., C, } skup sastavaka dobijenih iz A,, A,, ... , A, 1 -T, pomocu nckog od
algoritama za pripremu formula, i H odgovarajuci Erbranov prostor. T je posledica
Ay, ... ., Ay ako i samo ako postoji takav skup sastavaka Q,, ... , Q, od kojih je
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svaki dobijen od nekog sastavka C, (i=1. ... . k) zamenom promenljpy Ui cioue v

iz I take da e fonmula

Qoo Qs A Lo A Q, kontradikeija.

DOKAY:

Pretpostavimo da je Q; ... Q, kontradikeija, ali da A, .. . A - mw
modet. Kako A ... . A, -T ima model, onda i C. ... . €, ima madel

univerzumont U, PridruZimo svakoj promenljivoj i svakom simbelu konstante o H
neki fiksiran clement iz U, Tada ée svakom clementu skupa H bite dodelin
jedinstven clement skupa U. Pri to) interpretaciji svako Q, {i=L. ... n) Je istinifo.
Zato Q, A ... A Q, ne moZe biti kontradikcija jer je pronaden modei u konie jo
1stintto.
Obrnuto, pretpostavimo da Ay, ... , Ay, -T nema model. Neka su Q. Q.. U,
svi moguci sastavei dobijeni iz C,, ... , C_ zamenom njihovih promenljcih
Clanovima univerzuma H. Pri proizvoljnoj dodeli istinitosnih veednosti atomini
tormuluma iz Q. Qo Q... najmanje jedan satavak Q, bice lazan. Ako o tako.
dokaz jo zavisen, jer prema stave kompaktnosti, beskonacna konjuakeija Q@ ~ (1
je hontradikeija ako je formula Qs; A Qsy AL A Qs,... kontradiheis 7z neke

8- S» ... §,. Ukoliko pri proizvoljnoj dodeli istinitostnih vrednostt atomnan
tormulama ni jedan sastavak nije lazan, moZe se konstruisati model za C,. ... . € -

univerzumom [ Interpretacija simbola konstanti i funkcija u tom modeiu odreduje s
antomatski: ako su date odgovarajuce istimtosne vrednosti atommh formula iz i),

Q.. Q.. ... 2a ko su gve formule Q. istinite, onda moZemo interprotirali sv.dii
predikatski simbol R, uzimajuci R(U,, ..., U)) istinitim za U, ... . U iz ¥ ok
samo ako data zamena istinitosnih vrednosti daje atomnu formuly R(U,. . . b

koja jo istinita v ve¢ postojecem modelu. Na taj nadin (eorema je dokazana.

1.3 POSTUPAK ZASICENJA

Erbranova metoda je metoda opovrgavanja. To znaci da se nmesto dobasiv.,aja
dia je neba formnula valjana, dokazuje da je njena negacija nesadovoljiva. Mneo
problemi s formwlisani tako da se utvrdi da li je neka &injenica posledica nokees
skupa pretpostavki. Prevedeno na formulski jezik to je problem da li je neha fonnesdy
T logickn posledica jednog konaénog skupa formula S. Metodom opovreavang ..
problems se svodi na problem: da li je skup formula S W {-T} nezadovoljiv.

Zahvaljyudi posledicama Erbranove teoreme moguée je mehanizovats mroes
ispttivanju da i jo neki skup sastavaka nezadovoljiv.

L1 POSLEDICA TEOREME ERBRANA.

Akov e S proizvoljan konaCan skup sastavaka i H njegov brbranosy prosios
onda jo 8 acsadovoljiv ako i samo ako je neki KONACAN PODSKUP I' sasiconis
ERBRANOVOG PROSTORA H[S] nezadovoljiv (P < H[S]).

Ova posledica se moZe izraziti i u slededem obliku:
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1.14° POSLEDICA TEOREME ERBRANA (Robinson /*))

Ako jc S proizvoljan konadan skup sastavaka, onda je S nezadovoljiv ako i
samo ako je P [S] nezadovoljiv za neki KONACAN PODSKUP P Erbranovog
prostora za S (P C H).

Ova posledica Erbranove teoreme dozvoljava slede¢i metod opovrgavanja koji
s naziva POSTUPAK ZASICENJA:

Za dati konafan skup sastavaka bira se niz P, P, P,, ... konatnih
podskupova Erbranovog prostora H za S, takav da P, pripada P, za svakon 2 0 , i

|7, =H. Zatim se redom proveravaju skupovi P,[S], P S}, PJ[S], ... da 1i su
0

zadovoljivi. Jasno je da P, Cini jedno pokrivanje H rastucim skupovima i da za
proizyoljan konaCan podskup P prostora H imameo da P pripada nckom P, za neko i,
pa prema tome i P{S], pripada P[S]. Prema posledici 1.14° teoreme Erbrana, ako je

S nezadovoljiv, onda je za neko 1 podskup P,[S], nezadovoljiv.

Svakako, proizvoljan konkretan postupak ovog oblika treba da omogucéava
izbor Py, P;. P,, ... na isti nadin za sve skupove sastavaka. Najprirodniji na&in
takvog izbora je koridcenje nivoa Hy, H, H,, ... Erbranovog prostora H, gde sc H,
sastoji iz svih konstanti, a H; ¢ine termi dubine najvide n. Ovaj postupak
proveravanja teorema zove se postupak zasiéenja po nivoima.

Osnovna kombinatorna smetnja za dostizanje efektivnosti postupka zasicenja
po nivoima je ogromna bizina rasta konatnih skupova H; i H[S] sa povedanjem j.
Za neke zanimljivije skupove S moguée je navcstl prilner sasvim prostih
nezadovoljivih skupova sastavaka S za koje je prvi nezadovoljiv H, [S] toliko veliki
da je daleko od svake moguce realizacije.

Interesantna heuristicka primedba se sastoji u tome da za svaki konafan skup
sastavaka, Kkoji je¢ nezadovoljiv, i za koji se fakticki moZe da konstruife
opovrgavanje, postoji najmanje jedan konacan podskup Erbranovog prostora za S,
koji ima prihvatljive dimenzije, takav da je P[S] nezadovoljiv, pri &mu je P
minimalan u tom smislu da je Q[S] zadovoljiv za proizvoljan pravi podskup Q skupa
P. Takav skup P se naziva OPOVRGAVAIJUCI SKUP za S. Ukoliko je poznat
opovrgavajuéi skup za nezadovoljiv konaCan skup sastavaka S. onda bi se procecura
dokazivanja sastojala u konstruisanju P[S] zasidenja skupa S, i dokaza da je P[S],
nezadovoljiv.

To bi u suftini bila osnovna shema maSinskog programa, gde se nalaZenje
opovrgavajuéeg skupa prepufta snalaZljivom matemati¢arn koji taj skup pogada
koriste¢i intuiciju, dok postupak proveravanja nezadovoljivosti izvodi rafunar.
Namece se misao da se i generisanje takvog skupa prepusti rafunaru, iako se na prvi
pogled ¢ini da o tome ne moZe biti ni govora.

1.6 RESAVAIUCI POSTUPAK

1.6. RESAVAJUCT POSTUPAK
POSTUPAK ZASNOVAN NA PRIMENI REZOLUCIE SKUPA §

U ovom odeljku bice prikazan nalin proveravanja da li je neki skup
fundarnentalnih sastavaka zadovoljiv ili nije.
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Neka je S konadan skup fundamentalnih sastavakn. KcustiuiSivio redan
skupove: S, R(S). R(R(S)). ... dok neki R (S) ne sadrZl prazan sastavak NI . il
ne poklapa sa R, (S). U prvom slucaju $ je nezadovoljiv. a v drugom je zadovelys.
Pre ili kasnije jedan od ta dva uslova treba da se ispuni, poito broj razliCitih
sastavaka. sagradenih od konacnog skupa literala koji ulaze v 5 nrora biti Konacan |
prema tomie. u beskonacnom nizu rastucih skupova 5. R(S). R(R(5)). ... R.i5.
nisy sve inkluzije prave, jer rezolucijom se ne dobijaju novi literah. Na osnovi tova
Sto sc opisani proces pre ili kasnije zavrSava sledi njegova korekinost.

TEOREMA 1.15 TEOREMA O FUNDAMENTALNOQJ] REZOLUCL
iRobinson/*/).
Ako je S proizvoljan konafan skup fundamentalmih sastavaka. onda o 5

nezadovoljiv ako i samo ako R (S) za neko n 2 0 sadrZi prazan sastavak NII.

DOKAZ:

Neka je T zavesnt skup u nizu R(S), ... , R(S), odnosno T je zatvonn o
odnosu pa fundamentalnu rezoluciju. Treba pokazati da ako T we sadrzi praswm
sastavak. onda jo T zadovoljiv, 1 prema tome je 1 8 zadovoljiv jor S se sadrar v 1§
Neka su L. L, ... . L,
definisan na sledeci nacin:

svi razliCiti literali koji ulaze u 1. Meka jo M suodel

M, Je prazan skup, a za svako } < j S k. M, je skup M, « (L ake so
jedan satavak iz T ne sastoji samo iz komplementamih literala skupa M« it
prativaom M, je skup M, {-L;}. Na kraju M je M, Ako T ne sadm NI, by

j¢ M model 7a 1. To je 7ato jer u protivnom postoji najmanp j. 0 < | < k. take &
je neki sastavak € iz T satavljen ceo iz komplementamih literala skupa M. Al oo
definicin M, jo M, W{-L;}. Zato uzimajuci u obzir minimalnost j. sastavak € sades
L. Ali podio je M jednak po definiciji My, W {-L;} . onda posiaji neki sastavus.
recimo D 1r T ]\()_]1 se sastojt ceo od llterala kO_]I U komplt.munmm literalina ~horpa

M., « ~Li. Zalo zbog minimalnosti j sastavak D sadezi -I - U o slucas
sastavak B= (C-{Lj}) w(D-{-Lj}) sastoji se ceo od komplementamih literala skupo
M ;. ake B uwije NIL. No B je fundamentalna rezolucija C i 1). zato B pripwia
skupu T i sledt da je B razlidito od NIL. Ali to protiviedi minipalnosti |. Cine i
feotema dokazana.

Teorema o Tundamentalnoj rezoluciji omogucava da se formulise speciiiona
torma teorenw Ecbrana.

TEOREMA 1.16 TEOREMA ERBRANA-ROBINSONA (Robinson /.

Ako je S proizvoljan konaCan skup sastavaka, onda je S nczadoyvoljiv ke o
sarmo ako za neki konacan podskup P Erbranovog prostora H za S i za noko o & 0.
R,P{S| sadrZi prazan sastavak.

PRIMLR. Dokazati nezadovoljivost skupa sastavaka.

S= 1 00a), -Qeb). Rix). - Riftb))}.

Frakeishi wdénik za S ¢ini skup fabt}.

Frbsonov prostor za S je skup svih terma nad a, b. t.

e fabitay by ftian fifthny 1
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Kori$éenjem metoda zasiéenja nivoa:
H,= {a)b}, H, je skup svih konstanti iz S.

Hy{S]= {Q(a). -Qib), R(a), R(b), -R(f(b))}.
Zasienje skupa Ho ne sadrZi kontradikeiju.

HI: {a,b,f(a), f(b)}

H,[S]= {Q(a), -Q(b), R(a), R(b), R(fia)), Refib)), -R(f(b))}.

Jedina rezolucija koja se moZe izvesti je izmedu C;: R(f(b)) i C,: -R(f(b)).
R(C,,C;)= NIL. Otuda:

R(H, [S])= H,[S] UNIL

Ovim je dokazano da je S nezadovoljiv.

U ovom slucaju opovrgavajuéi skup je P={f(b)}.

Primetimo da ako imamo satavke C,=P(x) 1 C,=-P(f(b)) nije tefko uoliti da
njthova rezolventa postoji samo ako je x=f(b). Zamenom x sa f(b) preskaie se
proveravanje zadovoljivosti skupa H,[S].

Interesantno i veoma vaZno pitanje je da li se moZe¢ uvek ovako raditi,
odnosno ne traZiti rezoluciju samo od fundamentalnih sastavaka, ve¢ i od sastavaka
koji sadrZze promenljive. Vec se nazire predstava o op¥tem pojmu rezolvente i novim
mogucénostima u dokazivanju teorema koji se zasnivaju na Cinjenici da je rezolventa
polukomutativna sa zasi¢enjem. Talnije, to svojstvo se moZe formulisati u obliku
sledede osnovne leme.

LEMA 1.17 Lema o polukomutativnosti rezolucije i zasiéenja.
Ako je S proizvoljan skup sastavaka, a P proizvoljan podskup Erbranovog
prostora za S, tada je R(P[S]) podskup od P[R(S)].

Na osnovu leme 1.17 svaki fundamentalni sastavak koji se moZe dobiti kao
rezultat zamene promenljivih u paru sastavaka C i D sa termima iz P i nalaZenjem
fundamentalne rezolvente novodobijenih sastavaka, moZe takode da se dobije kao
rezultat zamene terma iz P u jednoj od konacno mmogo rezolventi (ali sada ne
fundamentalnih) sastavaka C i ID.

Lema ¢e biti dokazana kasnije kada se uvede pojam zamene.

POSLEDICA 1.18 (posledica leme 1.17)
Ako je S proivoljan konaCan skup sastavaka, a P proizvoljan podskup
Erbranovog prostora za §, tada je:

R, (P[S]) C P[R,(S)] za sve n 2 0.

DOKAYZ se izvodi indukcijom po n.
7a n=(), tvrdenje je oligledno, jer je
Ry(P[S])= P[S]= P[Ry(S)]

Neka je tvrdenje faCno za n:
R,(P[S]) < P[R,(S)].

Dokazimo da je tvrdenje tacno i za n+1.
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R, (PIS

L PISH = RR PIShy  po definiciji R
CR(PIR {S)D) po induktivnoj pretpostavei jer R Suva inkbusi; .
CP[R(R(S)] po lemi 1.17
= P[R,,,(S)] po definiciji R,,,.

Pomedin  ove posledice 1 posledice Erbranove teorenw 114 e s
neposieidne dobti:

i+

TEOREMA 1.19 Posledica 1,18 i 1.14°

Aho je S proizvoljan konacan skup sastavaka, onda je S nezadovoliiv ake |
samo ako za neki konacan podskup P Erbranovog prostora za S i neko n 2 (1
PR, iS)] sudrzi NIL.

Irmenom reda primenjivanja zasicenja 1 n-te rezolucije, postalo j¢ mognce
neocekivane uprotdenje primene rezolucije, jer zamena terma vmesto promoenljive ne
moze stvoriti prazan sastavak.

Prema tome, P[R(S)] sadrZi prazan sastavak ako i samo ako R (S) sudii:
prazan sastavak. 17 teoreme 1.19 dobija se osnovna teorema koja je glavni resulial
poznatog rada JROBINSON /*#/,

TEOREMA 1.20 TEOREMA O REZpLUCL]L

AKO JE § PROIZVOLJAN KONACAN SKUIj SASTAVAKA TADA JE S
NEZADOVOLITV AKO | SAMO AKO R (S) SADRZI PRAZAN SASTAVAK /A
NEKI n 2 0.

Tvrdenje teoreme o rezoluciji je u stvari tvidenje feoreme o fundanienialio;
rezolucijt  bez  spominjanja  fundamentalnosti. Metod provere nezadovoljivists
konaCnog skupa S sastavaka ostaje isti. U slucaju kada je S skup fundamentainib
sastavaka. on se svodi na raniji metod.

Ipak nijc tatno da niz skupova S, R(S), R(R(S)), ... . R.(5) ... weba da wo
savidava /a svako S sa R (S)= R ,,(S), odnosno taj niza skupova ntje obave o
konacan kao Kod slucaja fundamentalne rezolucije. Po tcoremi CERCA. za s ubi
skup S postupak ne moZe da bude konadan, jer bi postojao odiudiv poctupik
togiku prvog wda.

Problem nalaZenja opovrgavajuceg skupa P je redavan tiko S S W
pocetku zadivao matematicar rukovodedi se svojom  intuicijom. Ukoliko b o
posnat opoveeavajuci skup P za nezadovoljiv skup sastavaka S. onda jeding ovug g
e racunaqu rezolvente, sve  dotle dok se ne dobije prazan sastavik. Al oy
rezolucifi pmantuje da de se iz nezadovoljivog skupa sastavaka  dohit RIRPRTY
sastavak. bes obzirka S0 nije poznat opovrgavajuéi skup. U tom smislu teorepg o
rezoluciji Zanienjufe matematiCara i njegova intuiciju.

L7 ZAMIEINA

/e palaZenic wezolvente dva sastavka koji sadie  promentjive. poticihni g
detinisali Miko w zamenjuju termi umesto promenljivih.
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DEF 1.21 KOMPONENTE ZAMENE su uredeni parovi (1,v), u oznaci t/v,
gde je v promenljiva, a t term razliCit od v izgraden od promenljivih i elemenata
Frbranovog prostora.

DEF 122 ZAMENA je konalan (moZe biti i prazan) skup komponenata

zamene oblika {tl/xl, N tk/xu}, sa medusobno raziicitim promenljivim.
Redosled komponenala zamene u zameni je nebitan. Zamene se oznafavaju sa

Q, B Y, ... Oznaka za praznu zamenu je €.

DEF 1.23 KONKRETIZACLJA

Rezultat primene zamene 00 = {t/x;, ... , L/X,} na proizvoljan konadan
skup simbola E, koji se sastoji u zamenjivanju svih udestvovanja promenljive x,, sa
odgovaraju¢im termom t, naziva s¢ KONKRETIZACUA E i oznalava sa EdL.
Novodobieni skup se naziva (( primer E. Ako je E= Ex, Ex, ... x3E,, pri demu
ni jedna od re¢i E, ne sadrZi promenljive x,, (neke E, mogu biti i prazne re&i), tada
O primer E je Egty Eity ... E,.

DEF 1.24 STANDARDIZACIJA

Ako je C konatan skup re¢i. a v,. ... .v,, sve medusobno razlidite
promenljive koje ulaze w C, i koje su poredane u leksikografskom poredku, &C
standardizacija je zamena sastavijena iz svih komponenata zamene oblika x¢v;, (1 <

J£niv # x) Shéno se definide i 7). standardizacija, samo umesto X; stoji y;.

DEF 1.25 KOMPOZICIJA ZAMENA
Ako su O = {t;/x,, ... t/x.} i B ={s/yp ... S0}
dve proizvoljne zamene, tada je njihova KOMPOZICUA, u oznaci O*f3, zamena
koja se dobija iz skupa {t, B /x;, ... &, B /x4 8/y1s oo S/Yg} izostavljanjem
svih elemenata (‘tj)B,fxj za koje je (ti)B=xj, i svih elemenata sfy, za koje je y; €

X Xy, oo Kpf

Iz definicije je jasno da se kompozicijom zamena opet dobija zamena, jer su
izbaCene komponente oblika x/x,, dok se izbacivanjem komponenata oblika s/x;
saCuvao uslov da su sve promenljive medusobno razliCite. Neposredno se proverava

da je £*0= O*&=0( za proizvoljnu zamenu, gde je £ prazna zamena. Osobine
kompozicije zamena istaknimo posebno.

TVRDENJE 1.26 OSOBINE ZAMENE I KOMPOZICIJE ZAMENA

Neka su E i F skupovi redi i o, [3, ¥ proizvoljne zamene.
Tada vazi:

1. Ako je za svaku re¢ E (E)Otx(E)B_. tada je 0t=[3.
2. (B) ) B= B) (0*P)
3. @ Pyry= o (Bry)
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108 UR) 0= (E)uE) oL

DOKAZ.

L. Noka su vy, .... v, sve razliCite promenljive komponenala canene 7 14
B. Neka je E tedom v, (1 . j < k). Tada je (v) 0= (v)P. Zato s ot i 3 sastope v
istth keriponenata zanene, pa so jednake.

2 Dokazujemo (F) o) B= (E) (*)

Neka su =4/, oo t/x 4 B: {80515 o0r Sg/¥gt dve proizvoljne zanim
i e B oima oblik E=bx B x, ... x, B, Tada je B)0= Et, Ef, . 5.
{EYOR= ot E Lt R
gde je svuko t.'=( B a svako E"‘(E)B de je 13 skup tih komponcnata £ 2o
O(L Jt‘ SYARkG I[ Y tl_]) + 5 J— _] 1., g J l . p I Cidclie § -\-‘].
promenljive nisu neke od x,, ... , &, (zato §to se ni jedna od bh promenijiviy ne
sadi7i v onekoj od redi EJ-)‘ Ali O(-*B-—- (I}UBL gde je svaka komponenta O, obifia
t3xi ako je t]} razlicito od x, a [3, skup samo onih komponensta zamcne s 1 -
5 1 £ : = L] LY Ak ! T s i
X, 5 - Zato je (E) ((I*B)--E0 t R L R L Gl w

Al ey i = } =
f\UJL F V¥ 2 v . .0 o & g

videnfe dokazano.

3. Neka je E proizvoljan rec. Tada je konscenjem 20.2
(E; aosPr= cExorBy= (ExByy
() w3 = (BB y= (BB

Prema tvrdenju £26.1 je (0c¥Byry= ox(Bry)

4 Ako wraz A€ BUF, onda A€ E ili Ae F, &o znaci da (A)xt = 1y 17 sy
{A) Ote (h) WL, 1z Sega sledi (A)e (Eyauu(F)aL.

Obrauto, ako neki wzraz Be (B)ou(F)a, onda Be (1 ili Be oy
svakont slucaju postoji izraz A takav da je (A)O=B i (A)Xe (EX¢ ili (Ayae 1+
o znact da A€ E il Ae F $to je ekvivalentno sa Ae (EUf). a 1o znac o
B=(A)x e (Bl ¢ine je tvrdenje dokazano.

DEF 1.27 SKUP RAZLICITOSTI
Neka Je A konaan skup izraza. Skup razliditosti za A e skup svih b
podizraza koji podinju od tog mesta gde neki izrazi imaju razlicit simbol

Primor. Ako je A= {Px, h(xy) L v), P(x. k(y) ). P(x. a. by} skup rosicie

za A g Thiy), Kiy) af. Ako A nije jednodlan, tada ni skup razlicitosty od A sip

Jednodiag.

b UINIFTRACTTA
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DEF 1.28 UNIFIKACIJA 1 UNIFIKATIVAN SKUP
Zamena © je unifikator skupa E, gde je E skup izraza (terma ili literala), ako

j¢ (E)D jednotlan skup. Ako za skup E postoji unifikator 0, kaZe sc da O unificira
skup A, odnosno da je E unifikativan skup.

Unifikativan skup moZe imati vi$e unifikatora. Jasno je da ako O unificira A i
A sadrii vi%e od jednog elementa, onda O unificira skup razliitosti skupa A.

DEF 1.29 NAJOPSTIJT ZAJEDNICKI UNIFIKATOR
Neka su 6 i O unifikatori skupa izraza A. Unifikator G je najopitiji

unifikator skupa A, ako za ma koji unifikator O skupa A postoji zamena O takva
da je B =0*qL.

ALGORITAM 1.30 ALGORITAM UNIFIKACIJE
Sledeci algoritam, primenjen na proizvoljan konaan neprazan skup izraza A
naziva se algoritam unifikacije.

Korak 1. Staviti 0(0)= € i k=0 i preci na korak 2.

Korak 2. Ako AOC(k) nije jednoclan skup preéi na korak 3, u protivnom
sluCaju staviti 0,=0(k) i zavrsiti rad.

Korak 3. Neka su v, i t, dva prva iraza u leksikografskom poredku elemenata
skupa razlicitosti B(k) za skup (A) O(k). Ako je v, promenljiva koja ne ulazi u g,

staviti O(k+1)= O(k)* {t,/v,}, povedati k za jedan i vratiti se na korak 2. U
protivnom prekinuti rad i saopétiti da unifikator za skup A ne postoji.

Definicija ovog algoritma ne sadrZi dokaz da de se opisani proces uvek
zavrSiti za proizvoljan neprazan konacan skup pravilno konstruisanih izraza. U stvari
ovaj algoritam uvek zavrdava rad ili na koraku 2 ili na koraku 3, jer bi se u

protivnom sluaju generisao beskopaan niz A, (A)O(1), (A)C(2), ... konatnih
nepraznih skupova pravilno konstruisanih izraza u kome svaki slededi &lan sadrZi

Jednu promenljivu manje nego prethodni (tj. (A)o(k) sadrzi v, a (A)O(k+1) ne
sadrZi). Ali tako nefto je nemoguce, jer A sadrZi samo konafan skup promenljivih.

DEF 1.31 VALJANOST ALGORITMA UNIFIKACIJE
Ako je A konacan neprazan skup izraza, za koji algoritam unifikacije zavriava
rad na koraku 2, onda je A OPSTEUNIFIKATIVAN skup. Dokazuje se da je

konstruisana zamena O najopstiji zajednicki unifikator za A.

TEOREMA 1.32 TEOREMA O UNIFIKACIJI
Ako je A unifikativan, onda je A i opsteunifikativan. Ako je O proizvoljan, a
O, najopstiji zajednicki unitikator, konstruisan primenom algoritma unifikacije, onda

postojl zamena O takva da ie Q=5 WO,
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DOKAZ

Daovolino jo dokazati da algoritam unifikacije zavrdava rad axl A pa korake =
1 ako algoritam vnifikacije jo§ nije zavrSio rad 1 konstruisana je zatena G(kjp K.
onda jc jednakost (1) B=0(k)* oi(k) ispravna na koraku 2 algoritma, zat noku zanwena
(k). Dokas se izvodi indukcijom po k.

Za k=0 tvidenje je talno, jer je O(0)= €, ou0)=0.

Pretpostavimo da je za neko k>0 ispunjeno (i) za neku zanesu ¢ iky Lads
ako je (A) ©tk) jednoClan skup, algoritam unifikacije e zaviSiti rad na kol L.
pri tomx j¢ O 4= G(k) najopitiji zajednicki unifikator 1 O = Oik) g traZena zamene
U protivnom algoritam prelazi na korak 3. Kako OUk) unificira (A)O(K). (zbog i
jer t) unificira A). onda Ou(k) unificira skup neslaganja B(k) skupa [A)O(K). Zatw =, i
t,. definisani na koraku 3 algoritma unifikacije, zadovoljavaju jednakost 2y i
K )= [0k,

Kako je Btk) skup razliCitosti, 1o izrazi iz B(k) ne mogu pocinjati sa jedbat:
istim  simbolom. Bik) je unifikativan pa najmanje jedan izedz pocinje  sx
promendjivon. 1 jednak je promenljivoj, jer je 1 promenljiva izraz. U leksikografsk
poretkn protentjive prethode svim drugim izrazima, a v, je prvi izraz v Bek). onda
je v, promenijiva. Ako se v, sadrt v t,, onda se (v )OUK) sadrz1 u (to0HKy Yo k@
femoguce. jer v, 1t nisu identiéni jednaki i vaZi jednakost (2). Prema toine. o2
ne sadizi v t,. Zato algoritam unifikacije nece zavefiti rad na koraku 3, vec o s

vratit na korak 21 pri tome je Otk+l)= ok)* {t/v,}. Stavimo OHk+o=Uike -

ok b
Tada je
ceki=tivpouk)iv, b o ok+1) po defmnicijn (k+1)
= (oK) v | W Ok+1) prema (2)
=1 (1 )0Uk+D v b O Olk+]1) Jer vy se nc sadeZi vt
=4 ve ) Olk+1) po def. 1.2

Odatle prema (1) je O=G(k+1)* OUk+1). Zato je jednakosi (1) ispunjen:
sve Ok Kako algoritam unifikacije treba da se zavr€i, i kako ¢ ne zivisa 1 na

koraku 3. mora da se zavrdi na koraku 2. Jednakost (1) vaZzi za sve €F(kL pa oo

poslednnje Giky= O, najopdtiji zajednicki unifikator, $to je i trebalo dokazaii.
1.9 REZAOQLVENTA 1 ZAMENA

BEF 1.33 DEFINICLJA BINARNE (STANDARDIZOVANE) REZOLVENT
Neba za sastavke C 1 D, Koji ne sadeZe zajednicke pronienljive i <o oo

moZe posiicl preoznacavanjemt promenljivih korisdenjem 5 i 1), ctandardizagjo

i npbove fitecaie L1 K oredom, postoft najopétiji zajednicki unifik ator «7 5 F 0 ¥
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Tada je njihova BINARNA ili STANDARDIZOVANA rezolventa sastavak C, v Dy,
gde je C, sastavak (C)0 u kome su izostavljeni literali (L)G, a D, sastavak (D)G u
kome su izostavljeni literali (K)o

Literali L i K se nazivaju ISKLJUCENI ili R-literali, a trojka (L.K,(L)O) se naziva
KLJUCNA TROJKA.

DEF 134 FAKTOR

Ako dva ili vife literala (sa istim znakom) sastavka D imaju najopitiji
zajednicki unifikator G, onda s¢ sastavak (D)0 u kome su izbalena visestruka
pojavljivanja istih literala naziva FAKTOR od D.

DEF 135 REZOLVENTA sastavaka C i D je jedna od sledeih binarnih

(standardizovanih) rezolvent.
1) binama rezolventa C 1 D

2) binama rezolventa C i faktora od D

3) binarpa rezolventa faktora od C i D

4) binarna rezolventa faktora od C i faktora od D).

Definicije REZOLUCUE i n-te REZOLUCUE se dobijaju iz DEF 1.11 i DEF
1.12 izostavljanjem fundamentalnosti.

DOKAZ 1.36 DOKAZ OSNOVNE LEME 1.17

Ako je S proizvoljan skup sastavaka, a P proizvoljan podskup Erbranovog
prostora za 8, onda je R(P{S]) podskup od P[R(S)].

Neka je A sastavak iz R(P[S]). Tada ili je A iz P[S] ili je¢ A fundamentalna
rezolventa dva fundamentalna sastavka (C)0L i D)3, gde su Ci D iz S, 0= Aty fv,,
oo i}, B= {sywy, ool s/Wds Vs .., v, spisak svih promenljivih koje ulaze u
C a w, ... ,w, spisak svih promenljivih koje ulaze u D navedenih u
leksikografskom poredku, dok su t,, ... .4, §;, ... , s, elementi P. U tom sluaju A=
(C-Lyot wD-M)P gde su L i M neprazni skupovi literala L € C, M € D, a (L)X i
(M)B su jedno&lani skupovi, Ciji elementi obrazuju komplementaran par. Neka je
O={ tx, .o W% sy o sfyn} Tada A=(CLYEAOYUD-MYN*0) i
(LXE*0)= Lo, M)(Mp*0)= (M)P. Prema tome O unificira skup N onih atomnih
formula koje ili ulaze u skup (L)), ili su to formule komplementarne onim
iz tog skupa. Prema teoremi o unifikaciji, N ima najopitiji unifikator Gy, i postoji
takva zamena Y nad P da je O=0y*y. Odatle (LYE O\ *Y)=(L)0, (MY(T|p*Cx*Y)=

MP i prema tome (L) (Ec*Cy) i MY(T)p*Oy) su jednoclani skupovi, &ji su
clementi komplementamni jedan drugom. Zato je (LM,N) kljuéna trojka za (C,D) a

sastavak B=(C-L) (E 0\ (D-M) (N,*Cy) je rezolventa C i D, prema tome B
pripada R(S). Podto je O= Ou*y. onda je (Byy= (C-LYEAOruD-Myn,*0),
(B) Y= A i zato A pripada P|R(S}]. Ovim je dokaz leme zavrien.
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talovi feme ne poviate obrnutu inkluziju: P[R(S)] < RePIs ],

Primer: S= § {Qxfyn . 1-Quetynx)yd b, P={a}.
Provera pokazuje da P {R (S)] sadrZi prazan sastavak NIL. Na iaj nacin jo
nezadovoljiv. a P nije opovrgavajudi skup za S.

LEMA 1.37 LEMA O PODIZANJU (LIFTING LEMA)

Ak sy € Dy oredom faktort C { D, 1 ako je Ry rezolventa € & D,
postoji takva ezolventa R od C i D tako da je R, faktor od R.

PBOKAZ

Promenimo. ako je potrebno promenljive u C i D, tako da € t D) ne sadiic
iste provicntjve. Neka su Ly 1 K iskljuCeni literali u R, i neka e
R =(C 05-(1 ) WD 0K, )O), gde je O najopstiji zajednicki unitikator 1| 1 -k,
Kako su C, 1 D, faktori od C i D, to postoji takva zamena 8 da jo € C=iOM, 1=
(D). Neka su LDy, ... . L{i) literali u C koji odgovaraju L, tj. (LiInli= (|
Liiy O= 1, i K{l_)._ .. » K(j) literali u D koji odgovaraju K,. (K(I)}t_ﬂ::l\‘,
K= K.1. Ake je i>l, postoji najopétiji zajednicki unifikator O za L.(L). ... 1iii
neka je L=(l{i))X. Ako je i=1, O=EPS. Sliéno za K(1). .... K(j) postoji najopitiji
zajednicki unifiaktor [} i neka je K=(K(j))P}. Neka je YzOLuB. Tada je 1. Hieral o
faktoru (C)t od €, 1 K literal n faktoru (D)B od D. Jasno je da jo [, faktor od [}
K, faktor od K. Kako su L, i -K; unifabilni, to su i L i K unifabilni i neka jo 3
njihoy najopdtiji zajednicki unifikator. Neka je:
R= (((Cy7id-Li0) U ((D)1O-(K)O)

= (WOYIO-HLD,. . LDHYIB) U (DWS-((EK(D).... K} 1)d)

= (O OL(D.... LI DY*O) U (DYY*B-KL).... Kij Sy

R e rezolventa C i D. Jasno je da je R, faktor od R jer je
R;= (€ o+1,)0) w (D)oK)O)
= Oy Ho-({L(1),... L)) )0 u (D) O)O-(({K(I)... . Kl the
= (O {0o)«{L(L).. L)}y (B*6) U (D) O%0)-(({Kili, . K(jyi: 4 e

Py e vpitijji nezo UG

Pioe o dokaz leme zavrSen.
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2. NEKE PROSTE STRATEGUE
2.1 POJAM STRATEGIJE

U prethodnom odeljku izloZen je reSavajuéi postupak (metod rezolucije).
Pokazano je da je to dosta efikasan metod za dokazivanje teorema i dokazana e
njegova potpunost. Direktno koridéenje reSavajudeg postupka za dokazivanje teoreme,
tj. utvedivanje nezadovoljivosti nekog skupa S sastavaka sastoji se u slededem:
izratunaju se sve rezolvente parova sastavaka iz S, dodaju se te rezolvente skupu S,
izraunaju se sve dalje rezolvente parova sastavaka ovog skupa, dodaju se
prethodnom skupu i ponavlja se ovaj proces sve dok se ne izvede prazan sastavak.

Preciziranje reCeno generide se jedan niz skupova §;, §;, 5,, ... gde je §,=S,
S,=irezolventa od C,.C, | C, €S, US, U..US, . C, € 8,11, sve dok se za neko

n ne utvrdi da prazan sastavak pripada S Ovaj postupak se naziva METOD
ZASICENJA NIVOA. |

Generifuci sve moguce rezolvente skupa sastavaka, generide se veliki broj
rezolventi od kojih nisu sve znaCajne. Sve mogude rezolvente ne ulestvuju u
najkracem izvodenju praznog sastavka. Mnoge od izvedenih rezolventi su nevane,
kao na primer tautologije, $to je oligledno, jer dodavanjem tautologije nekom skupu
sastavaka ne utiCe se na njegovu nezadovoljivost. Neke izvedene rezovlente su prosto
suvisne, ne ulestvuju u dircktnoj dedukciji praznog sastavka, nego samo stvaraju
nove rezolvente koje su nebitne za dokaz. Osim toga, Sesto se generide nova
rezolventa i dodaje spisku.

Sve ove nevaine generisane rezolvente, ne samo da opterecuju izvodenje kada
ih izraCunavamo i zapisujemo, nego i u slededem koraku kod izraCunavanja
rezolventt slededeg nivoa, trofi sc vreme na ispitivanje njihove interakcije sa drugim
sastavcima, pri cemu se jo§ i dalje dobijaju mnogobrojne neZeljene, nevaZne
rezolvente. PokaZimo to na sledecem primeru.

PRIMER
Dokazati nezadovoljivost skupa sastavaka:

S={PvQ PVvQPvVv-Q-Pv-Q}

Navedino prvo najkraci dokaz u tom smislu da od njega ne postoji kraci:

{1y PvQ

2 -PvQ

3) Pv-Q -

“4) -Pv-Q

{5 Q rezolventa od (1) i (2)
6 -Q rezolventa od (3) i (4)
{(7) NIL rezolventa od (5) i (6)

Direktno, metodom zasicenja nivoa dobija se dokaz koji sadrZi 39 &lanova.
(1) PvQ
2y -PvQ

e T™ . o
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=TI URVER §)
(3 O od (1) i (2)
{0) & od (1) 1 (3)
Q od {1) 1 (4
P od (1) 1 (4)
9 0Owv-Q od (2) 1 (3)
Py P

(%)

(1) 8 ] od (2) 1 (3)
(1) -p od (2) i (4)
{12 Q od 3) i (4)

(13 PvQ od (1) i (7)
(4 PvQ od (1) 1 (8)
(13 PvQ od (1) 1 (9)

{16y PvQ od (1) i (10)
(i7y Q od (1) 1 (11)
(18) P od (1) 1 (12)
(i Q od (2) 1 (6)

200 -PvQ od (2) 1 (7)
(21 PvQ od 2) 1 (8
22) P vQ od (2) 1 (9)

(23 PvQ od (2) 1 (10)
(24) -P od (2) 1 (12)
(25) P od (3) 1 (3)

(20, Pv-Q od (3) i (7
27 Pv-Q od (3) 1 (8)
(28) Pv-Q od 3) i (9)

(29 P v -Q od (3) 1 (10)
(3} {2 od (3) 1 (11)
(31 -p od 4) 1 (5)
{32 -Q od (4) 1 (6)
(333 P v -Q od (4) 1 (7)
i3 P v Q) od (4) 1 (B)

35) -Pv-Q od (4) 1 (9)
{30y P v -Q od (..I.) i

1 (10)
(379 Q od (5) i (7)
(3% ) od (5) 1 (9
(394 NI ol (5) 1 (12)

Pritnena pravila rezolucije koja nije nitim sputavana. mofc gencrieaii miny o
povazeili sastinaka porvd onih vaZnih (koji direktno udestvuju u dedukaii rasivos
sastavkar Prena tome da bi se dobila jedna efikasna procedura dobazivani toorcr
mora soowe acki nadin spreciti generisanje velikog brope tih nerafnili wasta i
intaitiviio. napraviti neki redosled o primeni pravila rezolucijo.
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Osnovno pitanje za gradenje strategije je kako izabrati parove sastavaka, na
koje trcha primeniti pravilo rezolucije, jer ofigledno, jedan dobar izbor mnogo
poboljSava efikasnost metoda. Postoje mnogi radovi posveceni ovom problemu i
razradenc su mnoge, vrio dobre strategije, 1j. poboljianja pravila rezolucije.

Sve strategijc sc u sultini sastoje:

(1) ili u postavljanju odredenog kriterijuma, pa se rezolucija primenjuje samo
na sastavke koje zadovoljavaju taj kriterijum (tako sc ometa generisanje mnogih
rezolventi)

(2) ili u odredivanju primene rezolucije, tj. definife s strogo kojim e se
redosledom primenjivati rezolucija.

Jedna od bitnih osobina osim efikasnosti je da data strategija bude i potpuna
§to je i sluCaj kod najvaZnijih strategija. |

2.2 CISTI LITERALI

Prema teoremi Ceréa o ncodluivosti predikatskog ratuna prvog reda, za neke -
skupove sastavaka ni jedna procedura opovrgavanja nece zavrditi rad, a izrafunavanje
rezolventi sc moZe produZiti u beskonaCnost. Ipak, u nekim sluéajevima se moZe
predvideti beskonacnost procesa.

PRIMER. Ispitati nezadovoljivost skupa sastavaka:

S= { P(a), -P(x) v P(f(x)) }.

Procedura opovrgavanja generife redom rezolvente:

P(Ka)), P(f(f(a))), P(f(f{f(a)))), ...

Navedent primer navodi na pomisao o pravilu koje bi dozvoljavalo
prepoznavanje beskonacnog procesa u sludaju njegovog nastanka, tako da bi se to
pravilo moglo ukljuciti u proceduru opovrgavanja. Pri tome bi se procedura zavrsila i
u slucajevima koji analogno navedenom primeru proizvode beskonafan proces. Takvo
pravilo je moguce uvesti, ono je osnovano na pojmu literala &istog u skupu
sastavaka.

DEF 2.1 CISTI LITERALI
Neka je S proizvoljan konacan skup sastavaka, C sastavak iz S i L literal iz

C. L je CIST u S ako ne postoji literal K iz S- {C}, i zamene o i [} takve da je
(Lya=(-K)f.

Ocigledno je da je literal L iz C &ist u S, ako ne postoji rezolventa R(C,D),
C=D, tako da je L iskljuceni literal.

TEOREMA 2.2 TEOREMA O CISTIM LITERALIMA
Neka je S proizvoljan skup sastavaka, L literal iz C koji je &ist u S. S je

zadovoljiv ako i samo ako je S-{C} zadovoljiv.
DOKAZ:

Ako je S zadovoljiv, tada je i S-{C} zadovoljiv, jer je S-{C} podskup od S.
Ako je 8-{C} zadovoljiv, tada postojoi model A za S-{C}, koji sadr¥i literale
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skup svih fpadianentalnih literala oblika (L0, gde je 6 zamena nad 1§ acka ~ &
sastoyi 17 Lomplenwenata svih literala 1z N. Tada je skup B=No( K omuode]l v
loga. to o oinodel i za S, jer svaki sastavak v H({C}) sadezi ¢lan iz B custs i 00
koji ¢lan 7 Nb & svaki sastavak iz H(S-{C}) sadrZi ¢lan iz B, ustvart neki clan b
K. Nijedan sastavak iz H(S-{C}) ne sadrZi Clanove iz K, jer u orotivaom slucaie,

aho bi {!J}]fr bio lakav sastavak, (De S-{C}), onda bi postojalo lakvo M, da M ¢

; 3 . w - . wh > . . ; y
D.a (M) jednoclani skup koji sadrZi Clan K. Tada bi postojala noka zamena of s

H takva da su skupovi §Liot i {M}P jednotlani skupovi Ciji clemienti obrasj:
komplementaran par. Medutim, to protivreCi Cisto¢i literala L v S, Time jo feorcina
dokazana.

PRAVILO CISTOCE

Muogude fe tzostaviti 1z konacnog skupa S sastavaka svaki sastavak koji sad 2
literal cist u S.

Na taj naCin procedura opovigavanja koja ujedinjuje pravilo rezoluctjc
pravile Cistoce “konvergira™ za Siri skup konaCnih skupova sastavaka, nego procedun
koja se zasniva samo na pravilu rezolucije. Takva pravila, kao $to je pravilo Cistoce.

nazivaju se TAKTIKE PRETRAZIVANIJA, da bi se razlikovala od pravila izvedenja

2.3 STRATEGIE UPIJANIJA I BRISANIJA

Pored strategija opovrgavanja, koje prodiruju oblast konvergencije osnone
stralegije. postoje | strategije koje povecdavaju brzinu konvergencije. Jedna od tok- i
strafegija jo @ strafegija upijanja.

DEF 2.3 UP1IJANJE, PODSASTAVAK, NADSASTAVAK.
Neka su €0 D dva razlicita neprazna sastavaka. C UPUA D ako postoji zamena 4
takva da [ svaki hiteral iz (C)O istovremeno 1 u D. C se naziva PODSASTAVAK. 4
D NADSASIAVAK. Ako se sastavak posmatra kao skup svojih literali, moze -
Koristiti oznaka () D.

TEOREMA 2.4 TEOREMA O UPLJANJU

Neka je S proizvoljan konafan skup sastavaka, D nadsastavak iz S. a ¢
sastavak 12 5-{D{ koji upija D. S je zadovoljiv ako i samo ake je zadosoljis 5
e,

DOKAZ

Devoljne jo dokazati da ako je M model za S-{D}, onda o M nwdel 2 5
Neka g M model za S-{D} i neka Ce S-{D} upija D. Tada postoji tukss st na
& ko da oosvaka diferal iz (C)X istovremeno 1 u D. Kako je D iz S 1o su oo,

Komponenat <ankne 0 izgradeni iz simbola funkeija koje wlaze v funka ki rodiik
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istovremeno fundamentalni faktor C nad H. i zato sadrii &lam iz M. Ali svaki

tundamentalni faktor (D) [3 sastavka D sadrZi fundamentalni faktor ((C)(I)B sastavka
C, 1 zato sadrZi Clan iz M. Zato je M model za S, i teorema je dokazana.

STRATEGUA UPIANJA se formulife na slede¢i na&in:

Mogude je izostaviti iz konatnog skupa S sastavaka, svaki nadsastavak D koji
Je upijen nekim sastavkom C iz S-{D}.

Da bt se strategija upijanja mogla ukljuiti u proceduru opovrgavanja,
potrebno je definisati algoritam koji proverava da li jedan sastavak upija dmugi
sastavak.

ALGORITAM 2.5 ALGORITAM UPLJANJA

ULAZ: sastavci C i D.

IZ1AZ: odgovor da li C upija D.

KORAK 1. Neka su v,, ... . v, sve promenljivih koje ulaze u D poredane po
leksikografskom poretku, i a, ... , a, nove razli¢ite konstante koj se ne sadrZe ni u
C ni u D. Neka je B={ a/v,, ..., a/v,}. Ako je D=L, v ... v L, tada je D)P=

LB v ... v LyP. Staviti B= {(-L)B, ... , (LB} i preci na korak 2.
KORAK 2. Staviti A(0)=C, k=0 i preéi na korak 3. _
KORAK 3. Ako A(k) sadrZi NIL, zaustaviti se: C upija D. U protivnom

slu€aju staviti Ak+1) = { R(C,,C,) | C,eA(k), C,eB}.

KORAK 4. Ako je A(k+1) prazan, zaustaviti se: C ne upija D. U protivnom,

staviti k=k+1 1 pre¢i na korak 3.

Primetimo da u datom algoritmu svaki sastavak u A(k+1) je za jedan literal

kraci nego u A(k) iz kojeg je dobijen. Zato u nizu A(0), A(l) ... treba na kraju da
se pojavi ili prazan skup ili skup koji sadrZi NIL.

TEOREMA 2.6 KOREKTNOST ALGORITMA UPIJANJA
Sastavak C upija D ako i samo ako algoritam zavriava rad na koraku 3.

DOKAZ:
Neka C upija D. Tada postoji zamena O tako da je (C)0L < D. Zato je

(OB ¢ MP, i literali iz (C)o)B mogu biti iskljuéeni koridcenjem jedini&nih
sastavaka iz B. To znali da ¢e se¢ na kraju promaéi A(k) koji sadr¥i NIL. Tada
algoritam zavriava rad na koraku 3.

Obmuto, pretpostavimo da algoritam zavrfava rad na koraku 3. Tada postoji

izvodenje R;=R(CB;), R,=R(R,B)), ... , NIL=R(R,,B,), pri temu su By s By
jedinicni sastavei iz B. Neka je 0(0) najopstiji zajednicki unifikator dobijen pri
traZenju rezolvente C i By, OU(i) najopitiji zajedni¢ki unifikator za R, i B, i=1, ..., k.
Tada (...(O)0UO))...cuk)={-B;, -B,, .., -B, } ¢ MP. Neka je

Y=OUOy*oU1)*... *0uk). Tada (C)y < (D). Neka je O zamena dobijena iz ¥

zamenom a; u svakoj komponenti zamene sa x,, i=1,..., n. Tada (C)0 < D, ¥to znagi
da C upiia D éto i 1 trebalo dokazati.
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Voeonia Korisna primena  strategije upijanja je u slededem slucqyyie, Nox
tezolventa R sastavaka € 1 D. upija jedan od njih. Tada doda.di R po praoity
rezoluciie. polaznom skupu sastavaka, istovremeno moZemo ostwit (Kendecakon
taktike upijanja), onaj od sasiavaka C ili D koji je upijen njihovon: rezohventons. tai
operacij o svodi na zemenjivanje C ili D sa R. Odgovarajuce pravilo s nazid

pravilo zamenjivanja, a strategija - STRATEGIA ZAMENHVANIA.

SIRATEGIJA BRISANTA je strategija koja objedinjava brisanje tastologif:
nadsastavaka. To je jednostavno strategija pojednostavljivanja. U njenoj priment s
ne ometa izvodenje svih rezolventi na jednom nivou. ved se brifu neki od nesasein
sastavaka. podto su oni ved izvedeni pomocu rezolucije. Preciznije, novorzvedens
rezolventa s¢ brife ako je tautologija ili je nadsastavak nekog sastavka koja jo vl
izveden,

Za primenu strategije brisanja potrebno je poznavati postupak za ispitivanje Ja
li jo neki sastavak tautologija. Sastsavak je tautologija ako sadr7i komplementaran
par literala. $o je jednostavno ispitati. Za uividivanje da It ¢ jedan sastav.x
nadsastavak drugog, moZe se koristiti algoritam upijanja.

POTPUNOST strategije brisanja zavist od toga kake s¢ brisu tautologis.
nadsastavel, To je ezultat Kovalskog{**].

TEOREMA 2.7 POTPUNOST STRATEGILJE BRISANJA

Strategija brisanja je potpuna ako se u metodu zasicenja nivoa brisu skedgs
sastavel: fautologtje uvek | nadsastavak samo u sluCaju kada je njegov podsastavak 1
skupa 1stog 1l nizeg nivoa.



Glava I Semanticka rezolucija 28

3. SEMANTICKA REZOLUCLA
3.1 POJAM SEMANTICKE REZOLUCUE

Semanticka rezolucija se prvi put pojavila 1967.god. u radu Slagle /*/. Ona
sjedinjuje hiperrezoluciju Robinsona, preimenovanu rezoluciju Melcera /*/ i strategiju
pomocnog skupa Wosa, Robinsona i Carsona /*/. Ideja semanticke rezolucije se
sastoji u podeli osnovnog skupa sastavaka na dve grupe, pri ¢emu se zahteva da
sastavci koji uestvuju u rezoluciji ne budu iz iste grupe, Za podelu sastavaka na
grupe koristi se neka interpretacija. Zato je ova rezolucija i dobila naziv semanticka.
Ako je S nezadovoljiv skup sastavaka, ni jedna iterpretacija ne mo?e zadovoljiti ili
opovrgnuti sve sastavke, Zato svaka interpretacija deli S na dva neprazna skupa
sastavaka, skup zadovoljivih (S,) 1 skup nezadovoljivih sastavaka (S,).

Drugi nacin onemogucavanja izvodenja suvitnih rezolventi Je uredenje
predikatskih simbola, i zahtev da pri primeni rezolucije na dva sastavka C i D, Ce
S, D€ 8,, isljuceni literal iz D sadrZi najveéi predikatski simbol u tom sastavku.

Navedene ideje, korisCenje interpretacije za razbijanje sastavaka na dve grupe
i uredivanje predikatskih simbola za smanjenje broja mogudih rezolventi su vaZni
pojmovi u semantickoj rezoluciji. Pored toga, poZeljno je onemoguéiti razlidita
izvodenja jednog istog sastavka, !{ao u sledecem primeru.

PRIMER. Dokazati nczado:voljivost skupa sastavaka.
1y -Pv-QvR :

2) PVR |
3) QVR |
4) R |

Neka je interpretacija I= {-P, -Q, -R}, i neka su predikatski simboli uredeni
na sledeéi nadin: P > Q > R. ql su sastavei (1) i (4), S, su (2) i (3). Primenivi
ogranifenja mogude je izvesti:

5) QVvR iz()i@)

) -PVvR iz(l)i(3).

Oba ova sastavka su zadovoljiva u interpretaciji I, zato ih dodajmo skupu
sastavaka S,. Primenom rezolucijcf sa sastavcima iz S, dobija se:

(7) R iz (3) i (5)

(8) R 1z (2) i (6).

Primetimo da su dobijena dva razlidita izvodenja sastavka R. Kako jeu
dokazu dovoljno samo jedno izvq:adcnjc, uvodi se novi pojam kojim se poistovecuju
razlicite varijante izvodenja istog sastavka.

3.2 DEFINICIJA PI~REZOLUCIUE

DEF 3.1 DEFINICILJA SEMANTICKE REZOLUCLIE (PI REZOLUCIJE)
Neka je I interpretacija i P uredeni niz predikatskih simbola. Konaan skup

T PATCRTY TINIC SNy (IO A [ [ I RTHE O wm om [~ P A
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Lo
A

il P OSURODBY ake [, oo
cadovolava sledece vstove:

(nazvani cleklront} 1 N inuzsan pukicies

:.;I’Li.llﬁ.. F e laznou L

i2i Neka e Ry=N. /a svako i=2, ... , q postoji rezolventa K | od K, i

2 Lieral Ei Koji je primenjen u gomjoj rezoluciji sadrzi najveci prod kut by
stmbol u L =1 .., q).
K, i laZno u interpretactji 1
R,., s naziva semanticka ili Pl-rezolventa (od PI sukoba i e o B M5
PRINER. Neka je:
= -0iz) v Qo)
k.= Rib) v S(c)
Ne Qixr v Qra) v -Riyy v -Rib) v Sic).
Neka je | interpretacija  {Q(a), Q(b). Qtc). -R(a), -R(b'}. e
Sie)t, 1 P sledede uredenje predikatskih simbola Q > R >
sonte BN
Poniops woooennia By sastavaka By 1 E; R=RRLE)= Riviw Ry v
Postafi resobhvenia Ry sastevaka R, 1 Ey Ry= R(R:‘! s Gt e S
MECIUIRNST B
Ve U F N pydovaljava sva Zelil uslova, 1 zato e o PEosukoh. ¥

I fuaito. ;!i“ "-i.'b;"-.'\}bd j‘L‘ Slk}.

Cedo AL PEDEDUKCLIA

Noke jo 1 inferpretacija skupa sastavaka S, 1 P ureden niz predikapkih simbet
hoji s¢ pojastjuyu S, Dedukeija iz § se naziva PLdedukeij ako o svahe saiiv o o
dedukei i sastavak 12 S ili Pl-rezolventa,

7w scantickue rezoluciju je karakteristicno da jo moguce hopstti aba 6o
wukn o intepretaciju. U stvart Plrezolucija je potpuna, (ako da se g7 o

nezadovoljivor skupa sastavaka uvek moZe izvesti prazan sastavik Koridcoajeln o
revolucis.

3.3 POTPUNOST PI-REZOLUCHE

LEMA 33 POTPUNOST FUNDAMENTALNE PI-REZON T CLIL

Noba o S konacan nezadovoljiv skup fundamentalnib sasta.aba, P owrcdon s
predikut-hib simbola. T interpretacija skupa S. Tada postoji Pl-dedukeija sasinvnie oL
i’ 8,

1MOK AL

Korisiio metod matematicke indukeije po broju atoma najuinzeg sadan b
Mok o A skup atoma iz S, Ako se A sastoji od jednog clenmenit oo e
(2. voda owedu cicinenlimi a4 S postoje sastavel Q i -Q. Rezolventa wad 0 -0
NI Koko e 38 Q il -Q lazno v I, i Kako je NH. laZno u 1 onda o NI Pi
resobvenia, o lema vazi za ovaj siudaj.
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Pretpostavimo da lema vazi uvek kada se A sastoji od n elemenata 1< i <1q .
Da bi primenili indukciju, neka se A sastoji od taino n+l elemenata. Posmatrajmo
sledece slucajeve:

Slucaj 1.

S sadrii jedinicni sastavak L koja je laZan u I (L je Literal). Neka je S, skup
dobijen iz S izostavijanjem onih sastavaka koji sadrZe literal L i izostavljanjem -L iz
ostalih sastavaka. Jasno je da je So nezadovoljiv. Kako S, sadtZi n ili manje od n
atoma, prema indukcijskoj hipotezi postoji PI-dedukcija Dy sastavka NIL iz S,. Iz
dedukeije Dy moZemo dobiti Pl-dedukciju NIL iz S, na sleded nadin:

Svaki PI sukob {E,, ..., E, N} zamenimo PI sukobom {E.. E,, ..., E, L,
N;1, ako je N dobijeno od sastavka N, iz §, izostavljanjem L iz N}, gde su E, ... ,
E,. N sastavei u izvodenju D,, (sada su E,, ... | E, L elektroni, a N nukleus).

Ako je E; dobijenv od sastavka F, iz S, izostavljanjem -L iz F, odgovarajudi
P, sukob za dobijanje E; bice skup {L, E}. Tako se od dedukcije D, dobija PI-
dedukcija D praznog sastavka NIL iz S.

Sluday 3.

S ne sadeZi jedini¢ni sastavak koji je la?an u I U tom sludaju izaberimo
clement B iz skupa A atoma iz S, tako da B sadrZi najmanji predikatski simbol.
Jedan od literala B ili -B je laZan u I. Neka je L onaj literal iz skupa {B.-B} koji je
laZan u I. Neka je S, skup dobijen iz S izostavljanjem onih sastavaka koje sadrze
literal -L i izostavljanjem L iz ostalih sastavaka. S, je nezadovoljiv. Kako S, sadr#i n
ili manje od n atoma, prema indukcijskoj hipotezi postoji Pl-dedukcija D, sastavka
NIL iz §;. Neka je D, dedukcija dobijena iz dedukcije D, vradanjem literala L nazad
u one sastavke odakle je izostavljen. D, je i Pldedukcija, jer literal L sade¥i
najmanji predikatski simbol laZan u I. D, je ili PI-dedukcija NIL ili L.

Ako je D dedukcija NIL, dokazali smo lemu. Ako je D, dedukcija L
posmatrajmo skup SU{L}. Kako SU{L} sadrZi jedinicni sastavak L koji je laZan u
I, pomofu dokaza slu¢aja 1, postoji Pl-dedukcija D,, NIL iz SU{L}.
Kombinovanjem D, i D,, dobija se PI-dedukcija NIL iz S. Time je lema u potpunosti
dokazana.

TEOREMA 3.4 POTPUNOST PI-REZOLUCIJE
Neka je S konafan nezadovoljiv skup sastavaka, P ureden niz predikatskih
simbola, I interpretacija skupa S. Tada postoji Pl-dedukcija sastavka NIL iz S.

DOKAZ:

Kako je S nezadovoljiv skup, prema teoremi ERBRANA postoji konatan
nezadovoljiv skup S, fundamentalnih sastavaka, dobijen iz S zamenama promenljivih
elemenata Erbranovog prostora. Prema lemi 3.3 postoji PI-dedukcija D, sastavka NIL
iz skupa S,. PokaZimo kako se moZe dedukcija D, transformisati u PI-dedukciju NIL
iz S. Koristeci lemu o podizanju (LIFTING LEMA), ako su C, i D, faktori od C i
D i ako je R, rezolventa od C, i Dy, tada postoji rezolventa R od C i D takva da je
R, faktor od R. U dedukciji Do zamenimo svaki sastavak C, odgovarajuéim
sastavkom (., tako da je C, faktor od C. :
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Siratcgija brisanja se moze koristiti zajedno sa PI-rezolucijors, nw AATHSAVA i
svopstve polpanostl.

3.4 HIPERREZOLUCHA

Neka je 1 interpretacija u kojoj jo svaki literal negacija nekog atoma. Lo
interpreticiji. svaki clektron i svaka Plrezolventa mogu biti sastavijens samio -
atorna. Sheno, ako jo svaki literal  interpretaciji T atom. onda svabi clekiron 1 ooy
Pliesolveata moraju da sadrze samo negacije atoma. Hiperrezolucija se casnin o
Hin Faziniaiin .

Soimah se naziva POZITIVAN ako ne sadizi mi jedin 7nah moge
NEGATIVAN sastavak je onaj iji svi literali sadrze znak negacipe. Sastavak
neovit ako nije ai pozitivan ni negativan,

DEF 3.3 POZITIVNA [ NEGATIVNA HIPERREZOLUCLIA

POZITIVNA HIPFRREZOLUCHA je specijalan stucaj Plrczolucie. o Sony
svaki literal u interpretaciji | sadeZi znak negacije. U tom sluaju wvi clekiont v+
Plrczolvenic su pozitivni sastavei, NEGATIVNA HIPERREZOLUCDA o speaipain
slucaj Plavzolucije. kada interpretacija 1 ne sadrZi ni jedan znak negacve. luds o
soi elekirom §osve Plrezolvente negativni sastavci.

Dozitivna i neeativna hiperrezolucija su potpune jer su ome specijalan shil s
semantiche rezoluetje.

PRIMER. Za sledeci skup sastavaka.
S= 4 Qi) v Rix), Qx) v Rx), -Rfa) v -3(a), Six)}
Neha e Poniz predikaia R < Q < S. Onda dobijamo poritivnu 1 acars

IR AL DA T

cust o stucay da se aksiome i teoreme predstavijaju pomocu nekih posiinind
ncsoviti sastavaka, a negacija zakljucka se predstavlja pomocu nc gativeoe sastos 5o
Ui qom ~luduju pozitivno hiperrezoluciji otprilike odgovara “razuudljan ouna.
dok negmiveog hizrrezoluelfi odgovara “razmidljanje unazad™,

PRIMIR. Neka su aksiome Q, R 1 -Q v -R v 5. negacija zakijucks o0
oo o it oyrcdilatsk il sirmbola
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o A S S S

Prva dedukcija polinje sa aksiomama i izvodi S koje je kontradiktomo nega-
ciji zakljucka -S. Kod negativne hiperrezolucije dedukcija podinje iz negacije zak-
ljuCka. Uzimajuéi da je zakljucak laZan, izvodi se kontradikcija.

3.5 STRATEGIUA POMOCNOG SKUPA

Strategiju pomocnog skupa su predloZili 1965. god. Wos, Robinson i Carson
it

Neka je teorema sastavljena od aksioma A, A,, ... , A, i zaklju¢ka B. Da bi
dokazali feoremu, dokazujemo da je skup {A,, A,, ... , A, -B} nezadovoljiv. Kako
i€ Ag, ... . A, obiCno zadovoljiv, nekorisno je traZiti rezolvente izmedu A,, A,, ... ,
A,. Na toj ideji se zasniva strategija pomoénog skupa.

DEF 3.6 POMOCNI SKUP

Podskup T skupa S sastavaka je POMOCNI SKUP od S ako je S-T
zadovoljiv. Rezolucija pomocnog skupa je rezolucija dva sastavka koji nisu obe iz S-
T. Dedukcija pomoénog skupa je dedukcija u kojoj je svaka rezolucija rezolucija
pomocnog skupa.

MoZe se dokazati da je strategija pomocnog skupa potpuna.

TEOREMA 3.7 POTPUNOST STRATEGIJE POMOCNOG SKUPA

Ako je S konacan nezadovoljiv skup sastavaka i T podskup od S, tako da je
3-T zadovoljv, onda postoji dedukcija pomocnog skupa, praznog sastavka NIL iz S
sa T kao pomocnim skupom.

DOKAZ:

Kako je S-T zadovoljiv, postoji interpretacija I koja zadovoljava S-T.
Izaberimo proizvoljno uredenjc P predikatskih simbola u S. Koristeéi teoremu 3.4 o
potpunosti Pl-rezolucije, postoji Pl-dedukcija D praznog sastavka NIL iz S.

U dedukciji D posmatrajmo PI sukob {E;, E,, ... , E,, N}.

Pl-rezolventa ovog sukoba se dobija pomocu rezolucije E, 1 N, zatim
rezolucije E, i izvedene rezolvente, i tako dalje. Svako primenjivanje rezolucije
koristi neki elektron E.. Medutim, elektron je laZan u interpretaciji I. Zato, za svaku
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nacin s¢ Pl-deduketja moze transformisati u dedukcipy NIL iz 5. ko & 4o
keastruket ) dedukeija pomocnog skupa.

PRIMER. Neka je S skup sastavljen od sledecih sastavaka:
(L Plaixyy ) X vy

(2 P, hixs, ¥a) ¥s)

AP v v Py z; v VOPEG vy L W) v Pl L e

(4 -Paxy). xy, K(xy))

Neka je T skup koji sadrzi sastavak (4). Tada je sledeca i dukeija. dedukoija
pomocnog <kupa. sa T kao pomocnim skupom. Primetimo da nije izvedena o jeidnz
rezelucijn izmedo aksioma.

(30 Py vy L K2y v P(Yss 23 V) vV -P(Xg, vy L KX i 1B

(61 -P(xy. vy, k(kiy ;v v -Pixs, vq L k(htys, vo))) (3) 112}

(/) NIL (6) i (1)

3.6 URLDENA REZOLUCHA

ldeju wvodenja uredenih sastavaka se sastoji u posmatranju sastavka ko nisa,
a ne kao skupa literala. Time se odreduje redosled literala v sastavku. Kop se uveds
fa privodan nac. Literal L, je vedi od literala L, u sastavky C. abo w1, sali o
I, u nize diterala kojt je odreden sastavkom C. Na taj nalin poslednp licrsd o
sastavku ¢e wvek bitl najveci literal.

DEF 3.8 LREDENI SASTAVAK je niz razlicitth literala. Literal 1, o Vit
ud literata 1., u uredenom sastavku (ili L, je MANI od L,) ako s L, nalasi s 1
u ntza literala Kot je odreden uredenim sastavkom.

DEF 3.9 UREDEN FAKTOR

Neka jo € o redeni sastavak. Ako dva ili vise literala u C (32 istim Ztak.v
iy najopstiji zajednicki unifikator G, uredeni faktor od C je sastavak dobipn i
()0 trostavljanjem svakog literala koji je identiCan nekom manjem literatu.

Jednostavno reCeno, ako se u sastavku zamenom mo¥e dobiti vide identids it
hiterala. literal koji se prvi pojavljuje se zadtZava, a ostali se izostavljaju.

DEF 3,106 UREDENA BINARNA REZOLVENTA

Nokaosu €1 D dva uredena sastavka bez zajednickih promentjivih i 1.1 K v
literala w ¢ 1 D redom. Ako L i -K imaju najopitiji zajednicki unifikator = | s+
R sastavak dobijen od  (C)T v (D)0 izostavijanjem (1)C i (K)7 i zostan s o
weakog diterilic Roji se poklapa sa nekim manjim, onda se R naziva uredena bin e,
iczolventa o O DL Literali T, i K se nazivaju iskljudeni Herali.

PRIMYE R, Neka su o dati sastaved:
7 2 vy s vy v Rivy - Diay vr ey
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Neka je L=P(x) i K=-P(a). L i -K imaju najopitiji unifikator 6= {a/x}. (C)O
V(D) je PlajvQ(a)v-P(a)vQ(a). Izostavljanjem (L)G i (K)o, dobija se Q(a) v R(a)
Vv Q(a). Izostavljanjem drugog pojavljivanja literala Q(a) dobija se sastavak Q(a) v

R(a) koji je uredena binama rezolventa od C i D. Literali P(x) i -P(a) su iskljuéeni
hiterali.

DEF 3.11 UREDENA REZOLVENTA

Naka su C; i C, dva uredena sastavka. Uredena rezolventa izmedu Ci1Gje
jedna od sledecih binamih uredenih rezolventi;

(1) uredena binarna rezolventa od G iC, :

(2) uredena binama rezolventa od C, i uredenog faktora od C,

(3) uredena binama rezolventa od uredenog faktora od C,1¢,

(4) uredena binama rezolventa od uredenog faktora od C, i uredenog faktora
od C,.

3.7 DEFINICUJA OI-REZOLUCHE

DEF 3.12 DEFINICILJA UREDENE SEMANTICKE REZOLUCIJE (ordered
-ureden)

Neka je I interpretacija. Konacan skup uredenih sastavaka {E,, E,, ... , E,
N} 21 naziva se UREDENI SEMANTICKI SUKOB u odnosu na I (ili OI

SUKOB), ako E,, ..., Eq (nazvani elektroni) i N (nazvan uredeni nukleus)
zadovoljavaju sledece uslove:

(DE.E, ... ,E jelafnou L

(2) Neka je R;=N. Za svako i=q, q-1, ... , 1 postoji uredena rezolventa R,
od R iE,.

(3) IskljuCeni literal u E, je poslednji literal u E,, i=1, ... , q; iskljudeni literal
u R, je najvedi literal koji ima faktor istinit u I.

(4) R, je laZno u interpretaciji 1.

R, se naziva uredena semanticka ili Ol-rezolventa (od OI sukoba {E,; «os 5 E.
N}).

DEF 3.13 OI-DEDUKCIJA

Neka je I interpretacija skupa uredenih sastavaka S. Dedukcija iz S se nazvia
Ol-dedukcija ako je svaki uredeni sastavak u dedukciji ili sastavak iz S ili OI-
rezolventa.

Slagle i Norton /*/ su eksperimentisali sa OI rezolucijom. Njihovi rezultati
govore da je to veoma efikasna strategija.

3.8 NEPOTPUNOST OI-REZOLUCIE
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lake o OF rezolucija veoma efikasna, ona nije potpuna. Sledeci Kenmraprisw
Jo naves Anderson /217

KONTRAPRIMER  3.14 NEPOTPUNOST UREDENF  SEMANTICKI
REZO1.LCLik

Neka je N slededi skup uredenih sastavaka:
i1y Py Q.

i Qv R,

(5 Rv W,

) -R v-P,

(5 -W vQ,

0y -0 v-R.

Neka jo T interpretacija u kojoj je svaki literal negativan. Tada sastaver o1y - o3

mogu biti horiddent kao uredeni elektroni, a sastavel (4)-(6) kao uredeni nukleusi Cid
sastavaka (4)-(0) mogy se dobiti sledece Ol rezolvente:

iy RwypP iz Ol sukoba ((3), (1), (3)),
8y PvQ iz OI sukoba ((1), (2), (6)).

O sastavaka (1)-(8) moze se dobiti slededa Ol rezolvena.
(99 QvR iz Ol sukoba ((2), (7). (4)).

Sastaved (8) 1 (9) ne pripadaju 5. Zato se od sastavaka (1)- 9) ne moze dobii
nt jedna nova OF rezolventa. Drugim recima, NIL se ne moze dobiti porocs O3
rezolaci . All S je nezadovoljiv skup sastavaka. Zato OF rezolucija nige poipuaite,
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4. LOCK REZOLUCIJA
4.1 POJAM LOCK REZOILUCIE

LOCK rezolucija se pojavila u doktorskoj disertaciji Boera 1971. god. /20/.
Ideja LOCK rezolucije (lock - zabraviti, zakljudati) se sastoji u onemogucavanju
izvodenja svih rezolventi. To se postize koriiéenjem indeksa za sredivanje literala u
skupu sastavaka S. Svako pojavljivanje literala u S je indeksirano. Pri tome razna
pojavljivanja jednog istog literala u S mogu biti razlitito indeksirana. Rezolucija se
primenjuje samo na literale najniZeg indeksa u svakom sastavku. Literali u rezolventi
nasleduju svoy indeks od sastavaka od kojih je nastala rezolventa (sastavei roditelji).
Ako rezolventa sadrzi vide identi¢nih literala koji imaju razliGite indekse, literal
najnizeg indeksa se Cuva, a ostali se izostavljaju. Za indeksiranje Je najzgodnije
kortstiti prirodne brojeve, mada se mogu koristiti elementi bilo kog uredenog skupa.
Sastavak Ciji su svi literali indeksirani naziva se INDEKSIRANI sastavak.

DEF 4.1 LOCK-FAKTOR ‘
Neka je C indeksirani sastavak. Ako dva ili vi¥e literala u C (sa istim
znakom) imaju najopStiji zajednicki unifikator O, Lockfaktor od C je sastavak

dobijen iz (C)0 izostavljanjemm svakog literala koji je identidan literalu nizeg
indeksa.

Jednostavno reCeno, ako se u sastavku zamenom mo¥e dobiti vike identidnih
literala, literal sa najniZim indeksom se zadrZava, a ostali se izostavljaju. Ova
operacija se naziva Cuvanje niZeg za identine literale.

DEF 4.2 BINARNA LOCK-REZOLVENTA

Neka su C i D dva indeksirana sastavka bez zajednickih promenljivih i L i K
dva literala najniZih indeksa u C i D redom. Ako L i -K imaju najopitiji unifikator
G 1 ako je R sastavak dobijen iz (C)0 V(D) izostavljanjemn (L)G i (K)O i &uvanjem
niZeg literala u ostalom delu sastavka, onda se R naziva binarna Lock-rezolventa od
Cib. '

PRIMER. Necka su dati sastavei:

Ci (Px) v Q%) v R(x) Coi 4-P(a) v Q(a).

Kako ,P(x) i ,-P(a) imaju najniZe indekse u C, i C, redom, biramo L,=P(x) i
T.=-P@). L, i L, imaju najopstiji unifikator 0= {a/x}. Zato je (C,)0 v (C,)0= ,P(a)
v Q(a) v ;R(a) v -P(a) v [Q(a).

Izostavljanjem (L)0 i (L,)0, tj. \P(a) i ,-P(a) dobija se: Q@) v R(a) v
<Q(a). Sada su ,Q(a) i ;Q(a) identi¢ni literali sa razliditim indeksima. Cuvanjem niZeg
dobija se: ,Q(a) v ;R(a). To je binarna Lock-rezolventa sastavaka C, iG,.
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BEE 43 LOCK-REZOLVENTA

Nuba su U1 O, dva indeksirana sastavka. Lock-rezoiventa zmedu €0 4 i
jodna wd slededih binamih Lock rezolventi:

t1y bmama Lock wezolventa od C, 1 C,

(2 binarna Lock rezolventa od C, i Lock-faktora od C,

(%) binama Lock rezolventa od Lock-faktora od C, 1 C,

(4 binarna Lock rezolventa od Lock-faktora od €, i Lock-fektora od €.,

DEF 14 LOCK DEDUKCIJA

Noka jo S skup sastavaka gde je svaki literal u S indcksiran. Dedukeija 12 %
je Lock-dedukeija ako je svaki sastavak koji u njoj uestvuje ili sastavak iz S i
[.ock-tezolventa.

PRIMER. Dokazati nezadovoljivost sledeceg skupa sastavaka

(i), v sQ

(2 ,P v -Q

(3) P v Q

i4),-P s Q.

Iz sastavaka (1)-14) moguce e izvesti samo jedau Lock rezoiventu:

(5 P 2 3) 4.

Lz sasiavaka (1)-(5) moguce je 1zvesti dve Lock rezolvente:

(6) .Q iz (1) 1(3),

t7) -0 1z (2) 1 (3).

Nu kraju se dobija prazan sastavak

(8) NIL iz (5) i (),

Ul dokase ucesivuju samo i Lock rezolvente. Ukoliko s Koristi obias
tezobuctfi. po metodu zasienja nivoa (primer iz odeljka 2.1), v wyodenju prage.;
sasavka NI véestvuje 35 rezolventi.

PRIMER - Dokazati nezadovoljivost sledeceg shupa sastavaho:
(hy Ptyaay v Ply)y)
(1) Py v Py fiy))
(3 Py v Py)Ly)
Py v Py div))
(3 X)) v -Plya).

b2 > w wogude dobiti slededu Lock dedukeiju NIL:

o Plaaay v APixta) iz () 1)
U P v Pvaia)) 12 (3) 1 (5)

(8 -Pectay v -Pylfia)) iz (6) 1 (7)
(2 I taa iz (8)1(2)
B AT L s iz {81 ()

v R (z (9) 1 ¢16).
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4.2 POTPUNOST LOCK REZOLUCUE

LEMA 4.5 POTPUNOST LOCK-REZOLUCIJE ZA OSNOVNI SLUCAJ

Neka je S skup fundamentalnih sastavaka gde je svaki sastavak u S indeksiran
sa prirodnim brojem. Ake je S nezadovoljiv, tada postoji Lock-dedukcija praznog
sastavka NIL iz S.

DOKAZ:

Neka je K(S) definisano kao:

K(S)= broj pojavljivanja literala u S - broj sastavaka u .

K(S) sc naziva suviak literala. Lema se dokazuje matematickom indukctjom
po K(S). Ako je NIL u S lema je dokazana, Neka NIL nije u S.

Ako je K(8)=0, tada se S sastoji samo od jediniénih sastavaka. Kako S
nezadovaljiv, postoji literal L takav da su L 1L usS, gde suiijindeksi tih
literala. Lock rezolventa od L i ;L je NIL. Time je pokazano da lema vaZi kada je
K(S)=0.

Neka lema vaZi kada je K(S) manje od n. Doka¥imo da va¥i i za K(S)=n.
Kako je K(S) veée od 0, postoji najmanje jedan sastavak u S koji nije jedini¢ni.

Neka je m najveci indeks kod svih onih sastavaka iz S koji nisu jedini¥ni.
Neka je C sastavak koji nije jediniCni i koji sadr#i literal ml- indeksiran sa m, a C,
sastavak dobijen od C izostavljanjem literala _I.. C, nije prazan sastavak jer C nije
Jedini¢ni sastavak. Neka je:

S;= (S- {CHu{Cy} i Sp= (8- {CHuf{,L}.

Skupovi sastavaka S, i S, su nezadovoljivi. K(S,) je manje od n, i K(S,) je
manje od n. Zato prema indukcijskoj hipotezi postoje Lock-dedukcije D,” i D,’
praznog sastavka NIL iz S, i S,. Neka je D, dedukcija dobijena iz D,’ stavljanjem
ol nazad u C,. Kako je m najveéi indeks u sastavku C, jasno je da je D, takode
Lock dedukcija. Rezuitat te Lock dedukcije je NIL ili ml- Ako je to NIL, dokaz je

zavrien. Ako je to I, kombinovanjem D, i D,” dobija se Lock dedukcija NIL iz S.
Ovim je dokaz leme zavrfen.

TEOREMA 4.6 POTPUNOST LOCK-REZOLUCLJE,

Neka je S konalan nezadovoljiv skup indeksiranih sastavaka. Tada postoji
Lock-dedukcija praznog sastavka NIL iz S.

DOKAZ:

Kako je S nezadovoljiv skup, prema teoremi ERBRANA postoji konacan
nezadovoljiv skup S, fundamentalnih literala, dobijen iz S zamenama promenljivih
elementima Erbranovog prostora. Prema lemi 4.5 postoji Lock-dedukcija D, sastavka
NIL iz skupa S,. Koriste¢i lemu o podizanju (LIFTING lemu), i rasudivanje sli¢no
onom koje je kori¥¢eno u dokazu teoreme 34 od dedukcije D, moZe se konstruisati
Lock dedukcija D praznog sastavka NIL. Time j¢ teorema dokazana.
4.3 OGRANICENOST LOCK REZOLUCLE

Lock rezolucija je potpuna sama za sebe, ali se ne mo¥e kombinovati sa
vecinom drugih strategija. Slede¢i primer pokaznje da sjedinjavanje Lock rezolucije i
strategije brisanja tautologija v jednu strategiju ne daje potpunu strategiju.

TSI3TRh £ 4~ =T % = .= =
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Zi sastavhe (1) 1 (2) ne postoji Lock-rezolventa, jer Diterali Q1 o neney
najniani ek i sastaveimia (1) i (2) redom. Takode za sastavke 1)1 03) ae pov g
[ock-resodventa jer literal P nema najmunji indeks u sastavku (3)

Zasastavke (1) 1 (4) Lock-rezolventa e ,Q Vv Q a to e taublognu Ao Bow
koristila srategija brisanja tautologija, onda se ne bi izvodila ni rezelveniu sobe A
(111 (4 Badje je sliéno. Sastavei (2) 1 (3) imaju samo jednu Lock rezeionti i &
PP su Q1 ,Q literali sa najniZim indeksima w sastaveinny (23 1 (o) wedisi
Al ta Tock rezolventa je tantologija, pa se ne koristi v izvedenju Sastaver (2 -« 4
neniagy Lock-rezolventu jer (P nije literal sa najniZim indeksonr o sasiavhu 2o
Sticne ne nestofi Lock-rezolventa za sastavke (3) 1 (4) jer 4-Q nije hiteral ~a nuners
indekson o osastavku (4).

Polazni skup sasiavaka je nezadovoljiv. Koriséenjem strategije brisapja tantologss u
Lock-tezoluctji nije se dobilo izvodenje praznog sastavka iz nezadovoliivoy shig
sastavaka, Zato kombinovanje ove dve strategije ne daje potpunu strategiju.

PRIMIR. 48 Ovaj primer jo iz rada Kurerova. Neka su zadati indekawi

sastaven

! '-‘l 5 2]

Vi o HLI
2 .u v 4=b
.y L

i *‘ JIL' W .;'J.

fdy o -C

] oek Jedukcelja praznog sastavka NIL je:

(3 hov e 1z (2)1(3)
1) L W 4 iz (1)1 (5)
(7 c-a VoA 12 (3) 1 (6)
(8} b v ca iz (231 (7)
{9y . iz (1) 1 (8)
(1) b 12 (2) 1 (9)
ity .- iz (4) 1 (10)
(12 -a iz (3)1(11)
(13 NI iz (9 i (12).

Pikoliko bi s pomocu  strategije brisanja tautologija spredilo iz odonts
sitstavka (71 ne biose mogao dobiti sastavak NIL iz nezadovolpve 2 skupa soetay §o
o znact da nova strategija nije potpuna.

Pakwde jo nepotpuna i Kombinacija strategije poimocnog  =hapo i
resoluctn
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PRIMER 4.7. Ovaj primer je konstruisan samostalno i ne nalazr
Neka su zadati indeksirani sastavci:

(1) P v ,Q
@ PV Q
@) PV Q
4) s-P v Q.

Za sastavke (1) i (2) ne postoji Lock-rezolventa, jer literali ,Q
najmanji indeks u sastavcima (1) i (2) redom. Takode za sastavke (1)
Lock-rezolventa, jer literal ,P nema najmanji indeks u sastavku (3),
Za sastavke (1) i (4) Lock-rezolventa je ,Q V 4Q a to je tautolo
koristila strategija brisanja tautologija, onda se ne bi izvodila ni

(1) i (4). Dalje je sli¢no. Sastavci (2) i (3) imaju samo jednu Lock-re
s V 4P jer su ;-Q i ;Q literali sa najniZim indeksima u sastavcima (2)
Ali ta Lock-rezolventa je tautologga pa se ne Koristi u izvodenju. S
nemaju Lock-rezolventu jer ;P nije literal sa najmilm indeksom o
Sli€no ne postoji Lock-rezolventa za sastavke (3) i (4) jer ~Q nije litcm
indeksom u sastavku (4).
Polazni skup sastavaka je nezadovoljiv. Korikéenjem strategije bnsanj:-.
Lock-rezoluciji nije se dobilo izvodenje praznog sastavka iz nezado
- sastavaka. Zato kombinovanje ove dve strategije ne daje potpunu strategije -

PRIMER. 4.8 Ovaj primer je iz rada Kurerova. Neka su
sastavci:

(1) b Vg

2) 22V 5b

(3) oV sa

(4) g2 v <.

Lock dedukcija praznog sastavka NIL je:
() bV < iz(2)i@4)
(6) ga Vv ;< iz (1)1 (5)
(M) savga iz (3) i (6)
8) 5b Vv 5 iz (2) i (7)
(9) 52 iz (1)1 (8)
(10) ;b iz (2) i (9)
(11) < iz (4) 1 (10)
(12) 5a iz (3)i (1)
(13) NIL iz (9) i (12).

Ukoliko bi se pomodu strategije brisanja tautologija :
sastavka (7), ne bi se mogao dobiti sastavak NIL iz nezadovoljrvug
$to znali da nova strategija nije potpuna.

S ], o S e e e i N -
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Nejasno je kako za zadati skup sastavaka unapred zadati indeksiranje literala
da bi sc dobio najkraci dokaz (ili najoptimalniji). U praksi se koristi indeksiranje
koja e inutirati neku drugu strategiju (npr. uredenje predikatskih simbola). Ponekad
je bilo kakvo indeksiranje pogodno da bi se izvodenje znatmo skratilo, kao ¥o
pokazuje primer.

PRIMER. Neka je:

S={P, Q, R, W, PvQvRv-W}

Koris¢enjem obicne rezolucije stvorice se:

S, - 4 Elana (od Eetiri slova -P, -Q, -R, -W biramo tri na 4 nalina)

8, - 6 ¢lanova (od Cetiri slova biramo dva na 6 nacina)

S; - 4 Clana (od Cetiri slova biramo jedno na 4 natina)

S, = NIL.

U dedukciji ulestvuje 5+14=19 sastavaka. Potrcbno je stvoriti 14 sastavaka

pre nego $to dokaZe nezadovoljivost S.

Indeksiranjem literala u S proizvoljnim, ali razli¢itim indeksima i primenom
Lock rezolucije, skupovi S, S,, §; jednoclani, tako da ¢e ukupno biti izvedena samo
tri sastavka.
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5. LINEARNA REZOLUCIIA
5.1 LINEARNA REZOLUCIA

Meteda lincarne rezolucije je shicna jednom nacinu dokazivanga mdenticta i
Romw w jocad strana transformise sve dotle dok se ne dobije druga strana dvntiicia
Linearna rezolucija poCinge sa sastavkom koji se primenjuje u rezoluci. da bi o
dobila rezolsenla koja se ponovo primenjuje u rezoluciji, i sve tako dok v ne debic
prazan sastavak NIL.

Dobra osobina linearne rezolucije je njena prosta struktura. Ona i potpuny
saclasha sa sirategijom pomocdnog skupa, a moZe se kombinovati 1 sa houristich i
metodana.

Finearu rezoluciju su nezavisno uveli u svojim radovima Lovelund 97
LuchKant 1970/ a Kasnije je poboljSana: Anderson i Bledsoe /19707, Y 197
Reiter /1971, Loveland /19727 1 Kowalski i Kuhner /19717, Ovde e bii izdozon
verziga dura hod Kovalskog 1 Lovelanda /1972/ po$to ona mw7e biti fake prismeny
11 racunan.

DEE 3.1 LINEARNA DEDUKCIJA

Nekao e S skup sastavaka i C, sastavak iz S. TINEARNA DEDUK( 45
sastavika O od polaznog sastavka C, iz skupa S je dedukcija koja zadovelioa
sledece wdor e

(i Zai=t, 1., n-k Gy, je rezolventa od C, (koji se naziva CINTRAG N
i GLAVNI sastavak) i B, (koji se naziva SPOREDNI ili BOCNI sastavak ;

el B i Soili e ved dzvedeni sastavak C; za neko . j<i.

5.2 ULAZNA | JEDINICNA REZOLUCIUA

POTPUNOST strategije je veoma vazna u mehanickom dokazivanju iovrein,
. poZelino je du je uvek moguce izvesti prazan sastavak iz nezadovoljivoy <hips
sastavaka. Zbog obimnosti dokaza pri takvim  strategijama, nckada o vazu
EFIKASNOST strategije, nego njena potpunost. Ako je rezolucijska procodies s |
uspoesne prislokazivanju velikog broja teorema, moZe bitt korispa Cak | kade
potpuna. Ovde se razmatraju dve takve strategije: ULAZNA rezolucija § 1EDINGE N 3
rezolucja

Piasma rezolucija jeo podslucaj lincame rezolucije. Ona se mpoen g o
bzvrsava | ada sije potpuna, u nekim primerima uspe$nija je od lincamc wozchici s
PeRuzacemo ¢ da je ulazna rezolucija ekvivalenina jedinicnoj rezoluciji. st ot o
leoremia koga moze biti dokazana ulaznom, moZe biti dokazana i jedincnom |
obmule.

La swlah polazni skup 8§ sastavaka, svaki €lan skupa S 5o owazita ot
Sastis b
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DEF 52 ULAZNA rezolucija je rezolucija u kojoj je jedan od sastavaka
ulazni sastavak. Ulazna dedukcija (koja daje znalaj polaznom skupu S) je izvodenje
u kojem je svaka rezolucija ulazna rezolucija. Ulazno pobijanje je ulazna dedukcija
NIL iz S.

DEF 53 JEDINICNA rezolucija je rezolucija u kojoj je bar jedan od
sastavaka jediniCni sastavak ili jediniéni faktor nekog sastavka. Jedini¢na dedukcija je
dedukcija v kojoj je svaka rezolucija jediniéna rezolucija. JediniCno pobijanje je
Jedini¢na dedukcija NIL.

Jedini¢nu rezoluciju su veoma mnogo primenjivali Wos, Carson i Robinson.

LEMA 54. EKVIVALENTNOST ULAZNE 1 JEDINICNE REZOLUCLJE
ZA SLUCA]) FUNDAMENTALNIH SASTAVAKA

Neka je S skup fundamentalnih sastavaka. Tada postoji jediniéno pobijanje
ako i samo ako postoji ulazno pobijanje. :

DOKAZ:

Lema sc dokazuje indukcijom.

Neka je A skup atoma iz S. Ako se A sastoji od jednog elementa, na primer
Q. onda medu sastavcima u S postoje jedini¢ni sastavei Q ili -Q. Jasno, rezolventa
od Q i -Q je NIL. Dobijena dedukcija je i jedini¢na i ulazna. Zato lema vaZi za ovaj
slucaj. _

Pretpostavimo da lema vaZi kada se A sastoji od i clemenata 1 < i < n. Da bi
primenili indukciju, posmatrajmo A koji se sastoji od tatno n+1 elementa.

(=>) Neka postoji jedinino pobijanje iz S. S sadrZi bar jedan jedini¢ni
sastavak L, gde je L literal. Neka je So skup dobijen iz S izostavljanjem onih
sastavaka koji sadrZe literal L i izostavljanjem -L iz ostalih sastavaka. Kako postoji
Jedini¢no pobijanje iz S, to postoji jedini€no pobijanje i iz So. Ali So sadrZi n ili
manje od n atoma, pa prema indukcijskoj hipotezi postoji ulazna dedukcija Do
sastavka NIL iz So. Neka je D dedukcija dobijena iz Do vracanjem literala -L u
sastavke iz kojih je izostavljen. Neka je T sastavak koji se dobija dedukcijom D. T
Je ili NIL ili -L. Ako je T NIL dokaz je zavrien. Ako je T jednako -L, rezolucijom
sa L (koje je ulazni sastavak) dobija se NIL. Tako je dedukcija dobijena
kombinovanjem dedukcije D i primene rezolucije na T i L, ulazna dedukcija iz S.
Ovim je dokazan prvi deo leme,

(<=) Obrnuto, neka postoji ulazno pobijanje iz S. Tada S sadr¥i bar jedan
Jedini¢ni sastavakl. gde je L literal (to je na primer ulazni sastavak poslednje
primenjene rezolucije). Neka je: So= S U {R(CL) | C €S} — {D : D sastavak koji
sadrZe L ili -L}. Kako postoji ulazno pobijanje iz S, to postoji i ulazno pobijanje iz
So. Ali So sadrZi n ili manje od n atoma, pa prema indukcijskoj hipotezi postoji
Jedinino pobijanje iz So. Svaki sastavak iz So je ili elemenat S ili je dobijen
primenom jedinine rezolucije na sastavak L i neki sastavak iz S. Zato postoji
Jedini¢no pobijanje iz S, &ime je zavriena druga polovina dokaza leme.
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TEOREMA 54  EKVIVALENTNOST ULAZNE | JEDINICNFK
REZOLUCLIE

Za vadati skup sastavaka S postoji jedini€no pobijanje ako i same ako postagi
ulazno pobijunge.

DOKAZ:

(=~ WNeka postojl jediniCno pobijanje D iz skupa 8. Iz D w e
fundanientalne jedinicno pobijanje Do zamenom svakog sadavka € odvon wapi
fundamenialnim sastavkom. Neka jo So skup fundamentainib sastavaka dobijen -
nace . Boreeengem leme 34 postoji ulazno pobijanje Fo iz So. Koveds dib i
[cimu. i Lo se mweZe dobiti ulazno pobijanje E.

o= ok drgoe dela teoreme. dobia se v dokaza prvog aot

frcdas e seenom redl jedinicno 1 ulazno.

s s sadiull skup sastavaka S postoji ulazno pobijanje, koridcenjem o
M moguce w0 dobitt NIL iz S koricenjem jediniCne rezolucije. Jedinicny revokhici
Je lakde realizovati nego ulaznu, i u tome je znafaj teorenie 5.4.

5.3 KORISCENJE ISKLJUCENIH LITERALA

Fiikasnost lincarne 1ezolucije se moZe povecati uvodenjem dva nova pogiia
Jedan od nph jo pojam wredenog sastavka. koji je uveden u 3.8. Koridéenje urados o
sastavka kod semantiCke rezolucije je znatno povedalo njenu cfikasnost. sto oo b
slucay 1 kod lincamne rezolucije. Za razliku od semanticke rezolucije koja sajedns o
uredeminm sasiaverma nije bila kompletna, linearna rezolucija koridcena sa wreden:om
sastavenua ostaje Kompletna.

Druer pojam koristi informaciju o iskljufenim literalima. Informacija koju e
it diterali moZe biti veoma korisna. Pri nalaZenju rezolvente iskljuceni literali ~ o
izostavijaju vec se uokviruju. Uokvireni literali s ne mogu konstin sa i
nalazenjo resolventi, ved samo za informaciju koji su literali do tog teenuthy biti
1skhucent.

DEER a3 Uredeni sastavak C se moZe redukovati, ako jo poslednji literal u «
unifikativan sa negacijom nekog uokvirenog literala iz C.

DEF 5.6 REDUKCIJA

Neka je € vredeni sastavak koji se moZe redukovati. Neka jo poskednji Titoial
L unitikativan sa nekim uokvirenim literalom, i neka je & njihov najopiiiji
zajednickt unitikator. REDUKCUA sastavka C je uredeni sastavak dobijen iz (¢ 3
zostavljanjemn literala (L)G i svih sledecih uokvirenih literala, za kojima ne skeiv
neokviens Literahi.

ARo U uredenom sastavku postoji vie od jednog uéestvovanja netiokviren
literala. ada s zadrzava prvo (levo) uestvovanje, a ostala s prantavligu. {0
operactje se naziva CUVANIE LEVOG literala za identicne neuokvirene lit vt
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DEF 5.7 UREPENI FAKTOR
Neka dva ili viSe neuokvirenih literala (istog znaka) u uredenom sastavku C

imaju najopstiji zajednicki unifikator ©. Tada je UREDENI FAKTOR od C uredeni

sastavak  dobijen od (C)0 izostavljanjem svakog vifestrukog pojavljivanja
neuokvirenog literala sem prvog levog i izostavljanjem svakog uokvirenog literala iza
koga ne slede neuokvireni literali.

Jednostavno refeno. ako se u sastavku zamenom mo¥e dobiti vise identinih
neuokvirenih literala, prvi levi od njih se safuva, a ostali se izostavljaju. Ako se
uokvireni literali nalaze na kraju sastavka, oni se izostavljaju.

DEF 5.8 UREDENA BINARNA REZOLVENTA
Neka su C i D dva indeksirana sastavka bez zajednitkih promenljivih i L i K
dva neuokvirena literala u C i D redom. Neka L i -K imaju najopitiji zajednitki

unifikator . Neka je R, uredeni sastavak dobijen iz (C)0 v (D)o uokviravanjem

literala (L)C, izostavljanjem (K)O i Suvanjem levog literala za identine neuokvirene
literale u ostalom delu sastavka. Neka je R sastavak dobijen od R, izostavljanjem
svih uokvirenih literala za kojima ne slede neuokvireni literali. Tada se R naziva
UREDENA BINARNA rezolventa od C i D. Literali L i K se nazivaju iskljudeni
literali.

DEF 3.9 UREDENA REZOLVENTA
Neka su C,; i C, dva uredena sastavka. Uredena rezolventa od C, i C, je jedna od
sledecih uredenih binarnih rezolventi:

(1) uredena binama rezolventa od C,; i C,

(2) uredena binama rezolventa od C, i uredenog faktora od C,

(3) uredena binarna rezolventa od uredenog faktora od C, i C,

{4) uredena binama rezolventa od uredenog faktora od C, i uredenog faktora
od C..

DEF 5.10 UREDENA LINEARNA DEDUKCIJA (OL-DEDUKCLJA)

Neka je S skup uredenih sastavaka i C, sastavak iz S. UREDENA
LINEARNA DEDUKCUA sastavka C, od polaznog uredenog sastavka C, iz skupa S
je dedukcija koja zadovoljava sledeée uglove:

(i) Za i=0, ..., n-1, sastavak C;,, je uredena rezolventa od C; (koji se naziva
CENTRALNI ili GLAVNI uredeni sastavak) i B, (koji se naziva SPOREDNI
uredeni sastavak). Iskljueni literal u C; (ili u uredenom faktoru C) je POSLEDNII
literal.

(i) B, je ili uredeni sastavak u S, ili uredeni faktor nekog veé izvedenog
sastavka C; za neko j, j<i. B, je specijalan shucaj nekog C;, j<i, ako i samo ako je C
uredeni sastavak koji se moZe redukovati. Tada je C,,, redukcija sastavka C,.

(i11)) U dedukciju ne ulaze tautologije.

LEMA 5,11

Ako je u nekoj OL-dedukciji C, redukcija uredenog sastavka, onda postoji
centralni uredeni sastavak C,. j<i, takav da je redukcija C,,; sastavka C; uredena
rezolventa C, i nekog uredenoe faktora C..
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Neka su C i C, dva uredena sastavka. Uredena rezolventa od C,1C, je jedna od
sledecih uredenih binamih rezolventi:

(1) uredena binama rezolventa od (1€,

(2) uredena binama rezolventa od C, 1 uredenog faktora od C,

(3) uredena binarna rezolventa od uredenog faktora od C, i C,

(4) uredena binama rezolventa od uredenog faktora od C, i uredenog faktora
od C,.

DEF 5.10 UREDENA LINEARNA DEDUKCIJA ¢ OL-DEDUKCIJA)

Neka je S skup uredenih sastavaka i C, sastavak iz S. UREDENA
LINEARNA DEDUKCIA sastavka C, od polaznog uredenog sastavka C, iz skupa S
Je dedukcija koja zadovoljava sledeée uglove:

() Za i=0, ..., n-1, sastavak C,, je uredena rezolventa od C, (koji se naziva
CENTRALNI ili GLAVNI uredeni sastavak) i B, (koji sc naziva SPOREDNI
uredeni sastavak). Iskljuceni literal v C, (ili u uredenom faktoru C,) je POSLEDNII

literal.

(ii) B; je ili uredeni sastavak u S. ili uredeni faktor nekog ved izvedenog
sastavka C; za neko j, j<i. B, je specijalan slucaj nekog C;, j<i, ako i samo ako je C,
uredeni sastavak koji se moZe redukovati. Tada je C,,, redukcija sastavka C.

(iti) U dedukciju ne ulaze tautologije.

LEMA 5§11

Ako je u nekoj OL-dedukciji C; redukcija uredenog sastavka, onda postoji
centralnl uredeni sastavak Cj, j<i, takav da je redukcija C,,, sastavka C, uredena
rezolventa C, i nekog uredenog faktora G

Koristeci lemu 5.11 OL-dedukciju je mogude definisati na slede¢i na&in:

(1) Svaki sastavak B, ili pripada S ili je uredeni faktor nekog G, j<i.

(2) Ako je C; uredeni sastavak koji se moZe redukovati, onda je C,,, redukcija
sastavka C;. U protivnom je C,, uredena rezolventa sastavka C; i nekog B, koji
pripada S, pri ¢emu je iskljuceni literal u C, poslednii.

(3) U dedukciju ne ulaze tautologije.

5.4 POTPUNOST OL REZOLUCIIE

LEMA 5.11 POTPUNOST FUNDAMENTALNE OL-REZOLUCIJE
Neka je C fundamentalni uredeni sastavak koji pripada nezadovoljivom skupu

tundamentalnih uredenih sastavaka. Ako je S- {C} zadovoljiv, tada postoji OL-
dedukcija sastavka NIL sa gomjim uredenim sastavkom C.

DOKAZ:
Koristimo metod matemati¢ke indukcije po broju elemenata u skupu A atoma
za S. Ako se A sastoji od jednog elementa, na primer Q, onda medu elementima u

S postoje uredeni sastavei Q i -Q. Rezolventa od Q i -Q je NIL. Kako je S-{C}
zadovoljiv, onda se ili Q ili -Q poklapa sa C. Zato lema vaZi u ovom slucaju.
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Fretpostavimo da lema vaZi kada se A sastoji od 1 clemenate ¢ &1 = a0 Bl bl
priwenili sdukeiju, posmatrajmo A koji se sastoji od tadne a4l clemesto
Posmutragine sledece slucajeve:

Slucaj 1,

( e jediniénl sastavak. Neka je C=L, gde je L literal. Neka w So dup
dobijen iz S izostavljanjem onih uredenih sastavaka koji sadrze L 1 izostavijanjen |
i/ ostalih urcdenih sastavaka. Jasno je da je So nezadovoljiv. Neka j iu
nezadovoljiy podskup od S, takav da je svaki pravi podskup od To zadoveljiv troka
skup je moence dobiti proveravajuéi sve mogude podskupove skupa Sy To e da
sadr7i uredent sastavak Eo. koji je dobijen od nekog sastavka iz S izostavijanioin
literala -L. ! protivnom bi To bio podskup skupa S- {C} koji bi bio nezadovelin
prema detinieiji To. Ali 8- {C} je zadovoljiv, pa bi se dobila kontradikeija.

Sala je Eo uredeni sastavak u nezadovoljivom skupu To sastavaka. pai 51w
jo To- 1Ec! zadovoljiv. To sadezi n ili manje od n atoma. pa prema indukcnbe
hipotezi postoji OL-dedukeija Do (prikazana na slici (a)) sastavka NIL o/
nolasning smedeninn sastavkom Fo. Viatimo literal -L NA KRAD svih wokend
sdstavaka 17 kogih je bio izostavljen, osimi polaznog sastavka Bo, kojt conie ol
rezolucijons |1 B Na ta) nadin je dobijena dedukeija I sastavka NIL il o0
predsiaviionn aa shici (b),

Na sliet by simbol {v-l.) oznacava dodavanje literala -I. na njegove mesie
keagu ureddenih sastavaka 1z kojih je bio izostavljen.

Putrebino o dokazati da je D takode OL dedukcija. Ni gedan sastavak u D oo
tautoiogiz. jer je 1D dobijena od dedukcije Do koja ne sadrzi ni tastologipe i fnviic
. Ake -1 nije poslednji literal v cenfralnom sastavku, onda je wezohucin o 1Y =
ista kaw 1+ u Do, Ako je -L posledniji literal u nekom centralnom sastavku. ondia ~ -
Mese izostavii kot je jednak uokvirenom literalu L. U tom slucaju zamoenine .
izvodenga predstaviien na slict (@) sa odgovarajudim izvodenjem predsiaviientin -
slict (b, Odieledro se sastavak Tov C) (v-L) moZe redukovati | ojegova wdubegs o
e

Posie npansiormacije polazne dedukceije prema shemi predstavienor sy ~hey
dobya w Ol ~dedukeyja D7 ili sastavka NIL i L v -L. 1z S sa gompie wroden
sastavkom €0 Ako je D)7 dedukcija sastavka NIL, tvrdenje je dokazane b o0 73
dedukeria sastavka L ov-l, primenom rezolucije na sastavke L vl 1 1 dobia < Nt
Nu 1) nads <« dedukega D' moZe dodavanjem OQl-rezolucije tzineda 1
dopuniii do O -deduketje praznog sastavka NIL., §to je 1 trebalo dokazari

<t 2.

O e gedimadnt sastavak., U tom sluaju neka jo L oprvi lesi faor
odnosne O = LoCol gde je Co naprezan uredeni sastavak. Neka je So shup dobier o
S izostavipmcns onih uredenih sastavaka koje sadrZe literal -1, 3 dzosiaviionicn | o
ostaith wesdonih sastavaka. So je pezadovoljiv, Pokazimo da jo So 3 Co sl o0

Mok b F irwemprsactin boia zadovoliava S=10 . Takva intororctacipa oesmioil o
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skup S-{C} zadovoljiv prema uslovima leme. Kako je S nezadovoljiv, onda je C
laZno u I. Zato je i L laZno u interpretaciji I. Tada je So- {Co} istinito u i So-
{Co} je zadovoljiv skup.

Kako So sadrZi n ili manje od n atoma, prema indukcijskoj hipotezi postoji
OL-dedukcija Do sastavka NIL iz So sa gornjim uredenim sastavkom Co. Neka je D,
dedukcija dobijena iz dedukcije Do vracanjem literala L nazad u one sastavke odakle
Je izostavljen. D, je OL-dedukcija sastavka L iz S sa gomjim uredenim sastavkom C.

Skup L(S-{C}) je nezadovoljiv i sadrZi jediniCni sastavak, pri Semu je skup S-
{C} zadovoljiv. Koristedi prvi slucaj dokaza leme, postoji OL-dedukcija D, sastavka

NIL iz Lu(S- {C}) sa gomjim uredenim sastavkom L. Kombinovanjem D, i D,,
dobija s¢ OL-dedukcija NIL iz S sa gomjim uredenim sastavkom C. Time je lema u
potpunosti dokazana.

TEOREMA 5.12 POTPUNOST OL-REZOLUCIJE

Neka je C uredeni sastavak koji pripada uredenom skupu S uredenih sastavaka
i ncka je S- {C} zadovoljiv skup. Tada postoji OL-dedukcija sastavka NIL iz S sa
gomjim uredenim sastavkom C.

DOKAZ:

Kako je S nezadovoljiv skup a S- {C} zadovoljiv, prema teoremi ERBRANA
postoji konacan nezadovoljiv skup So fundamentainih uredenih sastavaka, dobijen iz
S zamenom promenljivih elementima Erbranovog prostora. Tada postoji faktor Co
sastavka C takav da je So nezadovoljiv, Co pripada So 1 So-{Co} je zadovoljiv.
Prema lemi 5.11 postoji OL-dedukcija Do sastavka NIL iz skupa So sa gomjim
uredenim sastavkom Co. Koristeéi LIFTING lemu 1.37 dedukcija Do se moZe
transformisati u OL dedukciju NIL iz S sa gomnjim uredenim sastavkom C. Time je
ieorema dokazana.
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6. REZOLUCISKA PROCEDURA ODLUCIVA ZA NEKE KI ANt
FORMUE A
6.1 UVODN] PRIMERI

Ova elava predstashja delimiéno samostalan rad. U prvem delu sy navcioss
dva prosta primera gde rezolucijska procedura stvara beskonacan proces. U proon
priniery s¢ u rezolventi stvaraju termi sve vede sloZenosti. u drugom primcit -
stvaraji sve duZe rezolvente. To je motiv za fraZenje strategije koje co u nckin
pringeriina onenioguciti beskonafan proces stvaranja rezolventi,

U drugamn delu e uvodi uredenje nad atommim formulama. koristedi detinice
dicnosti fenna 1 definiciju dominaninosti terma. Zatim <o definife mradnenbo
procedusa R za koju se dokazuje da je kompletna. Dokaz je izveden samostabie,
1ako mnoge podseca na lemu 4.5.

Troét deo je mativisan strafegijom upijanja, samo $io se zahteva da sastavak vpeo
saig sebe, Diclinide se Kondenzacija i uvodi rezolucijska procedura R, za hoju
dokasuic da Cova svojstvo kompletnosti. Dokaz je elementaran.

i ¢etvrtom delu se pokazuje da rezolucijska procedura nastala Kombinovanper
picthodne dve strategije predstavlja odlucive procedurn za monadicnu klasu. st .
nije neki veliki rezultar, jer je odlufivost monadiCne klase fommuls  dokasos
[Lowenhen jo3 1915 god. Koristeéi rezultate iz doktorske discrtacije Pricdman-a |1

pokugano ju da se ispita da li je R, rezolucijska procedura odluCiva ca jos noby
Kasu fermula.

<ac

6.1 UVODNI PRIMERI

Navedimo ponovo primer iz 2.2 koji pokazuje da Raobinesonouvi reeulinn ipna

procedura. primenjena bez ograniCenja. nede dati odgovor ¢ nezadovoljyosti, Cak oo
sludaju jednostavoe formule.

PEIMER ).

Neka jo I formula:

b (Zan 9 Xy Pizyn P)y=Py) )

Poimvenom algoritina 1.4 za pripremiu formula dobija s¢ shup sast abae

£ | P

i Py v P!
Uhaltke o wierpretramo kao brog “07, funkeiju {(x) kao “sledbenik prapodnes oo
A otein foonvo damndaciia fragimenta aksiome peana za privodne brojese.

Princaoni rezoluctie na sastavke nastaju rezolvente:

Pitiag . Pudia))y. .., P(fga), ...
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P@) | - RVRER)
P(t(a) PEVE) ffi
@) Poveg)

g E

\_ Kigledno je da v ovom primeru rezolucijska proocdm =
proces. Razlog je to se u rezoiventi pojavljuju termi sve vede. gio
terma u rezolventi ni na koji natin nije ogranidena. Procedura k
za neku klasu formula, trebala bi da spreci stvaranje termag, peog

rezolventi. Za ogranifavanje generisanja beskonatnog procesa,

radu [**] uvodi pojam literala istog u skupu sastavaka. Ovde,

jedna drugatija tchnika za ogranitenje dubine terma u- mzolvcnt: ‘! e

PRIMER 2. Neka je E formula B ;x .
- (Vx)) (Vxp) (Vxp) P(x,. %)V Q(x,%5)V R(XX5) A ( 'R(Xn & 2)\,

Primenom algoritma 1.4 za pripremu formula dobua se-sbg

P(x;X,) V Qxz.x;3) V R(x1.X;5), -R(X,X;) V. Q(x5,%5):V P2
Primenom rezolucije na polazni skup sastavaka dobijaju se

P(x;%5) V Q(x2:%3) V R(x,,X5), -R(ypyz) -v.ny;aQ: :
. _ 9!={-.1:wa;;‘ Aol Vas

Px; x)VQ(X X )VQ(X 3. X )V-P(x, X,) | 'R()_'l’h) v Q(_Y_g_

P(x; X))V QX X )V QX3 X IV QR 4 X )VR (X X5) ‘R(Yhy ﬁ V -

L]
i .

Nastavl_]a_]uél proces primene rezolucnjskc p(ocedum
zakljuCujemo da se mogu generisati sastavci: .
P(x;.X5) V QxpX;) ... Qx50 Xy) V‘R(Xy?.) n=5.
~ Rezolucijska proccdura u ovom primeru stvm mzolqu% aye
je razlog zaSto Iao nije odluiva ptoocdura o '

RECOTIC T

Neka je H Esbranov prostor sastavl]cnodtonstmwali
flg,duchlodnosnoz Tada ' o el
: ot o T8 e i
Ho= {a} 7,

H = {f(a), g(a,a)}

M e Ty T Ee aws o i K w e L rr fn  mew
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H,= !if(a), f(gaa) , ... , g(g(a.a), gaa)}

Svet terma H je slabo ureden. Uporedivi su po sloZemosti samo terrmi iz
razli¢itih nivoa H; 1 H;.

Trebalo bi u svet terrna uvesti jedno stroZije uredenje, tako da se mogu po
sloZenosti porediti i termi iz istog mnivoa, npr. f(a) i g(a,a). Primenjujuci rezolucijsku
proceduru na tako uredene terme, moZe se zahtevati da se u rezolventi ne pojavijuje
term koji je sloZeniji od svih terma iskljuenog literala L.

To znadi da se prvo vri rezolucija nad onim literalom koji sadrzi najsloZeniji
term. Na taj nadin izbegava se stvaranje rezolvente sa termima sve vece sloZenosti,
o j¢ u puno primera razlog za ncodludivost rezolucijske procedure nad datim
skupom sastavaka. ' '

6.2 A-UREDENIJE

Pri definisanju rezolucijske procedure koja ¢e ograniCiti povecanje dubine
terma u rezolventi, koristi se definicija slina onoj koja se prvi put pojavila u radu:
Kowalski and Hayes: Semantic Trees in Automatic Theorem - proving {(Machine
Intelligence 4, 87-101, 69.god.).

DEF 6.1 A-UREDENJE

A uredenje <, je IREFLEKSIVNA i TRANZITIVNA binama rclacija nad
atomnim tormulama takva da:

(1) za svaki skup sastavaka, <, je saglasna sa nekim wredenjern Erbranovog
prostora {lo znali da postoji neko uredenje Erbranovog prostora A, A..... tako da
ako je A;<a A tada je i<j)

(23 Ako je A<, B, tada je (AYX <, (B)X za svaku zamenu O

DEF 6.2 SLICNI TERMI

Definicija relacije sli¢nosti terma koju oznatavamo sa ~, uvodi se rekurzivao:

(1) 7a svaku individualnu promenljivu x, xX~X.

{2) Za bilo koje dve individualne konstante a i b, a~b.

(3) Ako je t;~8, ... . t~s, 1 T i g funkcijski simboli duZine n, tada je #(t;. ...
1) ~8(81. ... . S0

Relacija sliénosti terma je relacija ekvivalencije. Ako su dva terma shicna,
sli¢ni su i njihovi odgovarajuéi podtermi. Termi t i s su sliCni ako se rezlikuju saino
u funkcijskinm simbolima.

DEF 6.3 DOMINANTNI TERMI

Ako je u=ft;, ..., 1), v=8(8;s ..., S50 ..us 8g), 0Sn<m, pri Cemu je t~s;, ...,
t ~s., tada jo term v DOMINANTAN termu u.

Biti pravi podterm i daminantnost su relacije strogog uredenja, tj. wetleksivoe.
asimetricne i tranzitivne. Ako su v i v sliéni termi 1 w je dominantan u, tada je w
dominantan t v. Ako je v dominantan u i v sli¢an w, tada je w dominantan u.

i 4 e sy w e WL wm ewm o b L v 4w e e e
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DEF 6.4 SLOZENOST TERMA

Term v je sloZeniji od u, u oznaci u <, v ako:
(1) v je dominantan u, ili _ i ol
(2) postoji term t koji je pravi podierm od v i slidan je u,-#i!
(3) postoji term t koji je pravi podterm od v i dommantm ? :

LEMA 6.5 SLOZENOST TERMA JE RELACLJA UREBENJA'

asimetriCnosti relacija dominantnosti i relacije biti pravi podterm.
Tranzitivnost se dokazuje analizom devet sluajeva. :
chajcuqvpo(l)nvquo(l) (2)111(3) Tﬁdaje'ui_

3). 1]
Nekajeu< vpo(2)iv< wpo (1), (2) ili (3). Taida jc .

(). 1
cha]euqvpo(B)nvquo(l)(2)111(3)Tada]cn'

@3).

Korid¢enjem relacije <, nad termima za kolu 2 dokaw
uredenja koja se &uva supstitucijom, definide se relacija <, nad soewi

" DEF 6.6 Neka su A i B atomi. AgBakopostoptennu
svaki term t iz A, u je sloZenije od t. -

‘Irefleksivnost relacije <, je posledica neﬂckswnom
Neka je A atom A(t, . - t;). Tada ne mo¥e biti A <, A jer'bf
- atomu A postoji neki tcrm nazovimo ga t; , tako da je't, slodentjl
» tp- No to ne mo?e biti jer nije t; sloZenije od t;, prema lemi 65 -
Relacija <, je trazitivna. Neka su A,B,C, atomi ‘takvi da _p“ﬁ
1z uslova da je A <, B sledi da postoji term v iz B takav da je ‘72 sVaittf
1spun_]cnou<tv Sliéno,lzB< C shdidapostoytennw:zC tatlk
term iz B, pa i za v ispunjeno v <, w. Koristeci tranzitivnost tclx:i
U< Vviv < wpoviati u < w, zakljuujemo dapostq]l’!tn:n'iv’
svaki term u iz A va¥i u < w, odnosno A <, C. | R vk
Relacija <, s¢ uva supstitucijom. Neka je A <, B. To ‘znad
uBtakavdazasvalutcrmuleuqv Koristeci ésobints

- Zamene: uqvpovlaéi(u)@g(v)@ zakljuﬁu)cmo da’ual:onnh

()0 koji je sloiemp od svakog tema (W) iz (A)0. Time Je .- N7,
<, &uva supstitucijom. -

Pri definisanju rezolucijske proccdute kola ée ogmn‘im
terma u rezolventi, koristi se sledeéa dcfinicua

DEF 6.8 Neka je E rczolvcnta sastavaka C iD. LJ;.,

zadovol_;ava <a ograni¢enje ako ne postoji atom M, takav da M lh
koji je L <, M.

i T T VY dawh ot e e rm X L r v wwr ey e oW eww
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R, je revolucijska procedura u kojoj svaka rezolventa zadovoljava <, ogranicenje.

Koristedi definiciju relacije uredenja <, koja je uvedena ranije. to znaci da u
rezolventi F ne¢ postoji literal M sa termom s koji je sloZeniji od svakog terma t koji
se javlja u iskljuenom literalu L. Jednsofavnije, rezolucija se primenjuje tako da se
prvo isklju¢uju sloZeniji literali.

TEOREMA 6.9 Ra JE KOMPLETNA REZOLUCIJSKA PROCEDURA

DOKAZ:

Ncka j¢ S nezadovoljiv skup sastavaka. Izvr§imo indeksiranje litcrala u S na
sledeéi nacin: koristeéi relaciju uredenja <, nad termima, moZemo prvo urediti terine.
a zatim sa rclacijom <, i atome. Kako je prema lemi 6.6 <, relacija strogog uredenja
(irefleksivna 1 tranzitivna) dobijeni su lanci uredenih atoma. Atome iste dubine koji
sc ne mogu medusobno urediti uredimo leksikografski, ali tako da je uredenje
indukovano sa <, ofuvano. Na ovaj nain je dobijeno indeksiranje svih literala.

Neka je K(S) definisano kao:

K(S)= broj pojavljivanja literala u S - broj sastavaka u S.

Tcorema se dokazuje matematickom indukcijom po K(S). Ako je Nil. u S
teorema je dokazana. Neka NIL nije u S.

Ako je K(S)=0, tada se S sastoji samo od jedininih sastavaka. Kako je 5
nezadovoljiv, postoji literal L takav da su L i -L u S. Rezolventa od L i -I. je NiL.
Time jc pokazano da teorema vaZi kada je K(S)=0.

Neka tcorema vaZi kada je K(S) manje od n. DokaZimo da vazi i za K(5)=n.
Kako jo K(S) vede od 0, postoji najmanje jedan sastavak u S koji nije jedinicni.

Neka je m najmanji indeks onog literala, kod svih onih sastavaka i1z S koji
nisu jedini¢ni. Neka je C sastavak koji nije jedinini i koji sadrZi literal L indeksiran
sa najmanjim indeksom, a C, sastavak dobijen od C izostavljanjem literala L. C; nije
prazan sastavak jer C nije jediniCni sastavak. Neka je:

S= - {CHU{G) & 8= (5 {ChHuiL}.

Skupovi sastavaka S, i S, su nezadovoljivi. K(S;) je manje od n, t K(5,) j
manje od n. Zato prema indukcijskoj hipotezi postoje R, dedukciye D’ i D,’ praznog
sastavka NIL iz S, i S,. Neka je D, dedukcija dobijena iz D,” stavljanjem L nazad u
C,. Kako je literal L literal sa napmanjim indeksom u sastavku C, jasno je da je D,
takode R, dedukcija. Rezultat te R, dedukcije je NIL ili L. Ako je to NIL, dokaz je
zavrien. Ako je to L, kombinovanjem D, i D,” dobija s¢ R, dedukcija NIL iz S.
Ovim je dokazano da je Ra kompletna rezolucijska procedura.

6.3 KONDENZACIJA

OgraniCenje povecanja broja sastavaka u rezolventi uspedno se ostvaruje uvodenjeim
kondenzacije, gde pokuSavamo da sazmemo u sastavak onoliko literala koliko je 1o
zamenom mogude.

DEF 6.11 KONDENZACLJA

Neka je C sastavak i U zamena. Posmatrajmo sastavak kao skup svogph
literala. Ako je (C) O podskup od C, kazemo da se sastavak C moZe kondenzovali.
(O)x je KONDENZACUA ako je (CO)t € C, i za svaku drugu zamenu 3 7a koju jo
(O < € vazi (Oya  (O)B.

| s s e r e e b v e oy b o e e e mme o w e
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PRIMER
Kondcnzacga sastavka P(x) Y P(f(a)) je P(f(a)).
Sastavak P(x,.x,) v P(x,x;) v P(x3,x4) Je kondenzovam

: i rs_gu @T
LEMA 6.12 Svake dve kondenzacije sastavaka su faktori pdna g

DOKAZ: Neka je (A)0. podskup od A i (A)B podskup _odf‘ ¥
podskup (A) P podskup od A. Ali (A)) P ne moZe imati manje Jife
B i zato je ((A)y) B =(A) B. Slitno je (A)) B =(A)r. . A

U ovom radu je dat algoritam 2.5 algoritam. upijanja,. l,m
algoritam koji za zadati sastavak pronalazi mjegovu kondcnzacuu
sastavaka, tada je cond(S) skup u kome je svaki sastavak lZ s 24
kondenzacijom. _ x_

DEF 6.13 Ako je R bilo koja rezolucijska proocdura, R, ﬁ
slicna R, osim 5to su svaki polazni sastavak i gcncnsm e
svo_|om kondenzacijom. -

- TEOREMA 6.14 KOMPLETNOST REZOLUCHISKE PROC

Ako je R kompletna rezolucijska procedura, tada je i R, komplctna
DOKAZ.:

: Neka je R kompletna rezolucijska ptoocdura To Znaki da
praznog sastavka NIL iz svakog nezadovoljivog skupa sastavaka
sastavci i E rezolventa u tom izvodenju. Neka su A, i B, kondenzaoi
B. Tada je rezolventa E, ako postoji nad istim iskljuSenim litetalom s

A B Ao=A,
E E

Medutim, moZe se desiti da je w cond(A) ili w cond{B) 1skl_mécm i
i da ne postoji rezolventa A i B nad tim literalom. Kako: je-p: 4
postepeno gube iskljudeni literali, odaberimo umesto rezelvente: m;;
ili B, u kome je iskljudeni literal kondenzovan (nestao). :Ako su &
A i B dodeljeni sastavci A, i B, &lanu koji odgovmmﬁﬁ )
sastavaka A; ili B, koji ne sadrZi iskljuleni literal L. Jagno jo.da, m; -
od E.

Na ovaj nadin je svakom €lanu dedukcije D dodcljcn élan
dobijen ili kao rezolucija dva prethodna &lana ili kap 1
&lanova. Pri tome uvek vaZi da je E, podskup E.

Koriste€i osobinu da se pomocu kondenzacije ne, pole; de
u dcdukcqa Do ée se pre ili kasnije pojaviti NIL, Jer se NIL po_lay
nalin je pokazano da je i R, kompletna rezolucijska proccdm v

Vi b4 ‘ “t f:

Fey & vy

T AT T wr T e Ty v e s e M o L moeww o -
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6.4 ODLUCIVOST R, ZA NEKE KLASE FORMULA
Monaditna klasa formula predikatskog rafuna prvog reda je ona koja sadrZi samo
predikate duZine jedan.

TEOREMA 6.15 R_,_ je rezolucijska procedura koja je odlu€iva za monadicnu
klasu.

DOKAZ:

Neka je G formula predikatskog raluna prvog reda koja sadrZi n univeralnih
kvantifikatora i k = 1 monadi¢nih predikatskih simbola.
a,....a )X Yx)3Y e Y XIZIE2pe o Zp) . (TX)EW W@y X LY e
wln)

Primenom algoritma 1.4 za pripremu formula dobija se
F(al"“"alo’ Elv fl(xl)s---s fl](xl)s Lg L] gl(xlaxz)sn-s 811(x15xz)e RS | Eg? h](xls--'rxn)a--‘s
hXpoe o x) 1Ll 2 0.

U svakom sastavku se nalazi najvife n-promenljivik. (To je oligledno ako
posmatramo pripremljenu formulu, gde su promenljive podvucene). Ako se neka od
promenljivih, recimo x;, 1 £ i < n uopite ne pojavljuje u sastavku (ni kao slobodna
promenljiva, ni kao argument nekog funkcijskog simbola) tu promenljiva mozemo
izbaciti ali na slededi nadin: Na sastavak C( Xy,...X;;Xi4q0...» Xp) Primenimo zamenu

O0={ x/x,,, ..... X,,/%,}. U novom sastavku (CO = C( x.. X Xien.on X, ) izZvISeNO
je pomeranje promenljivih prema napred. Na sli€an nafin promenljive u svakom
sastavku (koje nisu na osnovnom nivou) mogu biti uredene:

Vieeo L ¥

tako da je lista argumenata svakog funkcijskog simbola pocetni segment od V... .
Vv

il

n - m< n.

Argumenti predikatskog simbola P mogu biti:

" X Xoooo Xy aps oens Ay, XD, oo BiKDse e By (X oo X)oons by (X
o)

U sastavku se literal sa simbolom P (tj. P ili -P) moZe pojaviti najvise

2(n+L +L;+...+L) puta, inaCe se sastavak moZe kondenzovati.

Kako po pretpostavei imamo ukupno k predikatskih simbola, to je najveci broj
literala koji sc mogu pojaviti u sastavku 2*(a+Ly+L;+.. . L)*k.

Ovim je odredena granica duZine sastavaka koji se moZe pojaviti u izvodenju.

Kako je broj sastavaka ograniCene sloZenosti (sa termima Cija dubina nije veca
od 2) i ograniCene duZine konacan, to je R_, rezolucijska procedura koja je odluciva
za monadiCou klasu.

Akermanova klasa funkcija je klasa sa prefiksom 373",

TEOREMA 6.16 R__. j rezolucijska procedura koja je odluCiva za
Akermanovu klasu. . .

DOKAZ:

Neka je E formula sa prefiksom 3" V3" koja sadrzi k predikatskih simbola P,
(Fa....a,)(Vx) (Gyp....y)F @, .anX, Yise.0¥)-

tem o e e T s et v wm e  w v e Bl e v e
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Primenom algoritma 1.4za pripremu fomule, formula E se
F(ag,. ..y X» £5(X)s... £(K)).

Za sastavke koji se dobijaju primenom algoritma 1.4 je ofi

a) U svakom sastavku koji nije na osnovnom nivou ]avlp .
promenljiva. ;

b) U sastavku sa promenljivom v, argumenti literala su termi iz
{aj.....85 V, (V... 5 (V).

DokaZimo da se ¢uva svojstvo uredenja <,. Neka su C i
Akermanove klase koji sadrZe tatno po jednu promenljivu. Onda su

C(a,, ..., ag, x, £i(x), ... , £,(x))

D, ..., a,, x, fi(x), ... , f,(x)) :

Potrebno je dokazati da i njihova rezolventa koja zadovoljava <,
najvile jednu promenljiva. U sastavku, pa ni u literalu se ne mole
jedne promenljive. Zato, ako se term f(v) javija kao argument pred
onda sc ni jedan term oblika f(a,) ne moZe pojaviti u tom literahs
odrezane literale M i N koji uécstvu_lu u rezoluciji ne moZe biti ok
Cemu bar jedan od argumenata f(y) stvamo uestvuje u nekom lib
jer bi rezolventa bila oblika:

E(a,, ..., a, X, fi(x), ... , £,x) , ..., fi(fx), ..., f,(ﬂ(x))) ’
pri Cemu fi(f(x)) za neko k stvamo ulestvuje u E, jer bi time bio
<, ogranienje.

Ukoliko s¢ ni za jedno k ne bi pojavljivao term £ (f(x)), ©
sadrfala samo jednu promenljivu. e

Sli¢no, ako je unifikator za odrezane literala Mi Niz Ci D
{x/y} u rezolventi ¢ se pojaviti samo jedna promenljiva. Razmatrs
koji su se pojavili, zakljuZujemo da rezolventa E sadr¥i samo jednu pw

Neka je duZina predikatskog simbola P, oznadena sa
koji se mogu konstruisati od predikatskog simbola P,, &ji su argum
£,(v)s..., £(v) je:

l " (1) D
Broj literala ne moie biti veéi od
2%(m+14n)"
Sastavak C ne moZe imati vise od

Z 2%(m+14n) " razlititih literala.

i=]
NalaZenjem granice za duZinu sastavaka dobijena je odlutivost
jer postoji samo komafan broj nevarijabilnih sastavaka ogranmid
argumenti termi dubine ne veée od dva.

Nlje jasno da li je ovako dcfimsana rezolucijska pmoedm
odlutivanja za jof neku odluCivu kiasu predikatskih formula.

P i 8. SRR PR
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7. REZOLVENTA U FAZI LOGICI

REZOLVENTA U FAZI LOGICI

DEF 7.1 FAZI LOGIKA je uredena Getvorka ([0,1], A, Vv, -), gde su operacije

I (A, ILI (v) i NE (-) definisane na sledeéi nalin AAB= min (A,B)
AvB=max(A B), -A-l -A, ABe [0,1].
DEF 7.2 Promenljiva x, (i=1.... nj ili njena negacija -x; paziva sc slovna

promenljiva. Slovna promenljiva x; 1 -x, su komplementame. Definicija iskaza je
uobiCajena. Sastavak je disjukcija slovnih promenijivih.

U fazi logici ne vaZe zakoni -xvx=1, -xA x=0. U obitnoj logici sastavak koji
sadrZi istovremeno x i -x je tautologija. U fazi logici takvi sastavci se nazivaju
KOMPLEMENTARNI.

DEF 7.3 INTERPRETACUDA je preslikavanje T skupa promenljivih u [0,1].
Istinitosna vrednost sastavka C se oznalava sa T(C). Ako je S skup sastavaka S={
C,, ... C,}, tada je istinitosna vrednost za S, T(S)=T (C; A ...A C)).

Svaki iskaz se moZe koriséenjem zakona mreZe, uz uobiCajeno definisanje
implikacije i ekvivalencije, napisati kao konjukcija sastavaka. Koristedi osobine
komutativnog zakona i zakona idempotentnosti za I i ILI, sastavak se moZe
posmatrati kao skup svojih (razliCitih) slovnih promenljivih.

DEF 7.4 FAZI REZOLVENTA

Neka su dva sastavka C, i C, redom jednaka C,;= x,VL,, C,= -x;vL,, gde L, i
I, ne sadrze slovne promenljive x; i -X, i ne sadrZe komkplementarni par
promenljivih. Tada se sastavak L,vI., naziva fazi rezolventa od C, i C, i oznaCava
Rf(C,,C,). X, se naziva kljufna promenljiva (slovo).

Neka je C pretpostavka i D njena logi¢ka posledica. Tada je T(C) £ T(D).
Prema lemi 1.10 rezolventa (obitna) sastavaka C; i C, je njihova logitka posledica.
Zato je T(C,.Cy) £ TR(C,C,) i T(C,.C=T(C,.C,.R(C,.C;)). To znafi da sc u
iskaznom racunu istinitosna vrednost skupa sastavaka pri svim interpretacijama nece
promeniti ako tom skupu dodamo rezolventu ncka dva sastavka iz skupa. U slucaju
fazi logike to nije tacno, §to pokazuje sledeci primer.

LEMA 7.5 Za fazi rezolventu ne vazi T(C,,C,) £ T(RK(C,,C,)).

DOKAZNeka je C,= xivL,, C,= -xivL,, i ncka je za ncku interpretaciju
T(x)=0.3, T(L,)=0.1, T(L,)=0.2. Tada je T(C,)=0.3. T(C,)=0.7, T(C,,C;)=0.3, dok je
T(Rf(Cl,Cz))— T(L,v L,)=0.2. Kako nije 0.3 < 0.2, navedeni kontraprimer dokazujc
lemu.

DEF 7.6 Neka je D iskaz dobijen iz skupa iskaza S korifcenjem nekog od
pravila izvodenja. D je ZNACAINA logicka posledica ako je T(S) < T(D). :

Slededa teorema odreduje uslove pod kojima je rezolventa u fazi logici
znaCajnja logicka posledica skupa sastavaka od kojih je nastala. '

TOREMA 7.7 Neka su C, i C2 dva sastavka i Rf(C,,C,) njihova faz1 '
rezolventa sa kljucnim slovom x,. Tada vazZi: R

(1) ako T(x,x,) < TREC,.C,), tada T(C,,C,) < TRKC,,C,y)
(2) ako T(x.,x,) 2 T(RKC,,C,), tada T(C,,C,) 2 TRKC,,C,)
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DOKAZ. Neka je C;=x,vL;, C;= -x;vL,, i L,VL, ne sadeZi x, ni -x, niti
neke komplementarne promenljive. Tada je C, AC,= x; AX, V X, ALy V x; AL, V
L, AL,, RH(C,,C,)=L VvL,.

Uvek su ispunjene sledede tri nejednakosti

(1) T(x; AL,) € T(L;v L.),

(2) Tex; ALL) < T(L,v Ly),

(3) T(L; AL,) £ T(L,v L,).

Tada je T(x; ALy v x; ALy v L ALy) £ T(L,; v L,). Zato, ako

T(x;, -x) S T(L, v L= TRE (C,.C,), tada T(C,,C,) £ TRKC,,C,) i

T(x;x) 2 T(L;v L= TREKC,.C,), tada T(C,,C,) 2 TRKC,,C,),

Sto je i trebalo dokazati.

Na osnovu teoreme 7.7, fazi tezolventa ne mora biti znalajna logitka
posledica sastavaka od kojih je nastala, §to zavisi od istinitosne vrednosti kljutne
promenljive. U fazi logici, za dobijanje logi¢ke posledice koja je tatnija od
pretpostavki, treba izabrati kljuénu promenljivu koja zadovoljava uslov (1) teoreme
7.5. Pri koridc¢enju proizvoljne kljune promenljive ne moZe se uvek dobiti znafajna

logi¢ka posledica. Zato je provera uslova (1) kod nalaZenja fazi rezolvente bitna.

7.8 PRVA POSLEDICA TEOREME 7.7

Neka su C, i C, dva sastavka. Ako je T(Rf(C,,C,) 2 0.5, tada ¢ T(C,,C,) <
T(RIC,.C,)).

DOKAZ. Neka je  RfiC,,C,) fazi rezolventa C, i C, sa kljulnom
promenljivom x;. Za svaku interpretaciju je uvek ispunjeno T(x,,x) < 0.5. Zato ako
TRHC,.C,)) 2 0.5, onda T(x;,x;) £ TRI(C,,C,)) i prema teoremi 7.6 je T(C,,C,) <
T(RI{C,.C,)}, §to je trebalo dokazati.

Prema ovoj posiedici, ako istinitosna vrednost fazi rezolvente nije manja od
0.5, fazi rezolventa je znaCajna logicka posledica.

7.9. DRUGA POSLEDICA TEOREME 7.7

Neka su C; i C, dva sastavka. Ako je T(C,, C,) 2 0.5, tada je T(C,.C,) <
TRA(C,,.C,).

POKAZ. Neka je C= xVL,, C,= x;vL,, i L;vL, ne sadrZi x,, ni -x;, niti
neke komplementarne promenljive. Tada je

C,ACo=x; Ax; vn Ly, vxy ALy v L AL,

Uvek je ispunjeno T(x;, -x) = 0.5. Ako je T(C,, C,)>0.5, onda je ili T(L)>0.5 ili
TL)>0.5 i T(L vL)= TRLC,.C)>0.5. Zato T(x, -x) £ TRHC,,C,) i prema
teoremi 7.7 T(C,.C,) £ TRHKC,.C,).

Ako je istinitosna vrednost sastavaka veca od 0.5, prema posledici 7.9 njihova
fazi rezolventa je znaCajna logicka posledica.

7.10 TRECA POSLEDICA TEOREME 7.7

Neka su C, 1 C, dva sastavka i Ri(C,,C,) njihova fazi rezolventa sa kljutnom
promenljivom x;. Ako je T(x;, -x))=T(Rf(C,,C,)), tada j¢ T(C,.C,)=TRKC,,C,)).

DOKAZ neposredno sledi iz 7.7 i njenih posledica.

Tvidenje koje je obratno 7.10 nije wvek istinito.
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Ako je S skup satavaka. onda se n-ta fazi rezolucija, u oznaci Rn(S), definife

za svako n 2 0 na sledeéi nadin:
Ro(S)= S
R,..(5)= Ri(R(S)).

TEOREMA 7.12 Neka je S skup sastavaka i G sastavak iz R (S). Ako je T(G)
< 0,5, tada u S postoji sastavak C, takav da je T(C) < 0.5.

TEOREMA 7.13 Neka je S skup sastavaka i G sastavak iz R (S). Ako je T(G)
2 0.5, tada u S postoji sastavak C, takav da je T(C) <T(G).

TEOREMA 7.14 Neka je S skup sastavaka i S sasavak iz Rn(S). Ako je T(C)
2 0.5 za sve sastavke C iz S, tada je T(S) < T(G).

POSLEDICA 7.15 Neka je S skup sastavaka. Ako je za sve sastavke C iz S,
T(C) 2 0.5, tada je T(R (S))= T(5)>0.5, za svako n.

POSLEDICA 7.16 Neka je S skup sastavaka i G sastavak iz R (S). Ako je
T(G)<T(C) za sve sastavke C iz S, tada u S postoji sastavak C’ takav da je T(C’) £
0.5.

DEF 7.18 Neka su a i b elementi intervala [0,1]. a>>b ako je 0.52 a 2 b ili
05<£a<b.

TEOREMA 7.19 Neka je S skup sastavaka i G fazi rezolventa dva sastavka iz
S. Tada za svaku interpretaciju T(S)>>T(S,G). S, tada je T(S) < T(S).

TEOREMA 7.20 Neka je S skup sastavaka. Tada za sve neM i za svaku
interpretaciju T(S)>>T(Rn(S)).
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