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PREDGOVOR 

Ovaj rad predstavlja pokukj da se na jednom mestu i sistematizovano izloie 
najvainije strategije koje se primenjuju u rezolucijskom dokazivanju teorema, kao 
da se kombinovanjem nekih strategija dobijc nova, Cije Ce se prednosti pokazafi na 
nekim klasama formula. 

Rad se sastoji iz sest glava i uvoda koji sadrii istorijski pregled najznadajnijih 
momcnata u mehanidkom dokazivanju teorema, kao i pregled konkretnih radunarskth 
programa i istraiivaea koji su ih razvijali. 

Prva glava je najveda po obimu i sadrii najosnovnije pojmove koji su 

neophodni u mehanidkom dokazivanju teorema. Ona se sastoji iz devet delova. U 
prvom delu se uvode definicije atoma, literala, sastavka, jedinidnog sastavka i 
praznog sastavka. Drugi deo se bavi algoritmima pripreme formula, tj. svodenjem 
formule na Skolemovu standardnu formu. U tredem delu se uvodi pojam Erbranovog 
prostora, zasidenja, interpretacije i modela, kao i fundamentalna rezolventa 
fundamentalna rezolucija. Cetvrti deo je posveden teoremi Erbrana i njenom dokazu. 
Peti deo se bavi posledicama teoreme Erbrana. Erbranova metoda je metoda 
opovrgavanja. To znadi da se umesto dokazivanja da je neka formula valjana, 
dokazuje da je njena negacija nczadovoljiva. Zatim se definige metod zasidenja kao 
jedan mogudi naein mehanidke provere nezadovoljivosti. U gestom delu se dokazuje 
teorema o fundamentalnoj rezoluciji. Sedmi deo se bavi zamenom, kompozicijom 
zarnena i nekim osobinaxna zamene i kornpozicije zamena. U osmom delu se uvodi 
pojam unifikacije i najopgtijeg zajedniekog unifikatora. Navodi se algoritam 
unifikacije i dokazuje teorerna o korektnosti algoritma unifikacije. I na kraju, u 
devetom delu, uvodi se definicija rezolvente u opgtem slueaju, kada sastavci sadrie 
promenljive. Dokazana je osnovna lema o komutativnosti rezolucije i zasidenja, a 
zatim i lema o podizanju koja de kasnije biti mnogo korikena u doka.zima 
potpunosti najvainijih strategija. 

Druga glava se sastoji iz tri dela. U prvom delu se uvodi pojam strategije i 
na konkrctnom primeru se pokazuje prednost u odnosu na metodu zasidenja nivoa. 
Drugi deo sadrii pojam literala eistog u skupu sastavaka. Na osnovu teoreme o 
distim literalima uvodi se pravilo eistode, koje predstavlja jednu od taktika 
pretrativanja. U lateen' delu uvodc se dye strategije, strategija upijanja i strategija 
brisanja. Navodi se algoritam upijanja i dokazuje njegova korektnost.. Takode je 
dokazana i teorema o upijanju. Navodi se teorema koja karakterige kada je strategija 
brisanja potpuna. 

Treda glava je posvedena sernantiekoj rezoluciji. Ona je podeljena na osam 
delova. U prvom delu se navodi primer kojim se motivige potreba za spre6avanjem 
izvodenja dva identiena sastavka. Drugo deo sadrii definiciju semanfieke ili PI-
rezolucije i definiciju Pi-dedukeije. Il tredem delu se dokazuje potpunost 
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fundamanalne Prrezolucije, a zatirn i potpunost PI-rezolicijc 
(etvrti d.eo je posveden hiperrezoliciji, a peti strategiji pomodnog skupa, pri 
dokazana potpunost stratcgije pomocinog skupa. 	gestorn delu se ttvodi tired:21;a 
rezoiticija r uredena rezolventa. Sedmi deo sadrii definieiju uredene somatilklkc 
rezolucije. Or-rezolueije, dok se u OSITIOM delu dokazuje nepotpunost 01-rezolticije 
navodenjern kontraprimera. 

(1!etvrta glava obraduje Lock-rezoluciji i sastoji se iz tri dela. U prvoni doh' 
se nvodi pojam Lock-rezolvente i Lock-dedukcijc i na primerima pokazuje 
uved.ene strategije. Drugi deo sadrii dokaz potpunosti Lock-rezolucije, prvo za 
fundanientainili sa.stavaka., a zatim i za opgti slueaj. U tre&m d.elu 	pok.azuje d: 
Lock-rezolueija tic mote uspegno kombinovati sa strategijom brisanja tautologija. jar 
se ne dobija potpuna strategiji. Kontraprimer 4.7 je pronaden samostaIno. dok 
kontrapriiiier 1.8 nalazi u literaturi. 

Peta glava obraduje linearnu rezoluciju i sastoji se iz eetiri dela. If pfvoli . . 
delu se definige linearna rezolucija i linearna dedukcija. Drugi deo se bavi ulaznoui 
jedink‘notri rczolucijom. Dokazana je ekvivalentnost to dye rezolucije korikenjer .; 
standardne tehnike dokazivanja za osnovni slu6aj, a zatiTn i za opAti 
korikenjen) Jerne o podizanju. Treci deo je posveden korigdenju 
tivodi se pojam redukcije, uredenog faktora, uredene rezolvente i uredenje lineaune 
dedukcije (OL-dedukcije), da bi se tleetvrtom delu dokazala potpunost 

gesta glava prcdstavlja delinifeno samostalan rad. Zato se na njcnonl po:'etku 
daje detaljau obis onoga gta je uradeno. 

Zahvaluosti 
4:4; 
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ISTORLISKI PREGLED 

0.1. RAZVOJ TEORIJE MEHANItKOG DOKAZIVANJA TEOREMA 

Misao o stvaranju jednog opgteg postupka za regavanje matemati6kih problema 
javila se dosta rano. Nju najpre sreaemo kod nemaokog matematie'ara LAJBNICA 
(Leibniz 1648-1716) koji je mnogo radio na formalizaciji jezika i migljenja. Smatrao 
je da se more stvoriti logicka marina koja bi umesto nas vrgila dokaze koriste4i 
formalizovan jezik. Na zalost , veliki broj Lajbnicovih radova nije publikovan sve do 
poeetka ovog veka, tako da je njegov neposredni uticaj bio neznatan. 

Dvadesetih godina ovog veka u Hilbertovoj gkoli se razvijao metod 
formalizacije. Predloien HILBERTOV PROGRAM zasnivanja matematike i 
entuzijazam Hilbertovih sledbenika uticali su na intenzivan razvoj aksiomatskog 
metoda. Tada dolazi do razvijanja teorije dokaza na bazi logiekog jezika razvijenog 
u radovima Fregea, Peana i Rasela. 

1930. god. GEDEL jc dokazao teoremu o potpunosti predikatskog raduna 
prema kojoj se skup svih valjanih formula predikatskog raeuna prvog reda poklapa sa 
skupom svih izvodljivih formula, tj. predikatski raeun je taj logieki sistem na osnovu 
koga je mogude formalizovati matematiku. Ovim je teiigte interesovanja i istralivanja 
u oblasti teorije matematiekih dokaza preneseno na predikatski radun. 

1930. god. ERBRAN (Herbrand) je u svojoj doktorskoj disertaciji ideji 
mehanizacije dokazivanja teorema dao realnu osnovu. Uprkos raznolikosti dokaza 
raznih teorema predikatskog raeuna prvog reda, definisan je opgti postupak pomodu 
koga se sve teoreme mogu da proveravaju na isti naein. Time je omogudeno da se 
dokazivanje teorema svede na 'dist() mehanieki rad proveravanja. 

Velieina Erbranovog doprinosa je u tome gto urnesto da se ta6nost teoreme 
proverava pri svakoj interpretaciji, kojih ima beskonaeno mnogo, vrgi se proveravanje 
da li je negacija teoreme kontradikcija na jednoj jedinoj interpretaciji koja se uvodi 
logidno i zove se Erbranov prostor. Erbran pokazuje da ako je formula F teorema, 
tads postoji konaean podskup P Erbranovog prostora u kome je negacija formule F 
oslobodena od kvantifikatora (u oznaci skolem (-F)) kontradikcija. U slueaju da 
formula nije teorema traganje za takvim podskupom P se nikada ne bi zavrtilo (jer 
on ne postoji). 

1936. god. (ER( i TJURING su nezavisno jedan od drugog dokazali 
neodlueivost predikatskog raduna prvog reda. To je ujedno bio negativan odgovor o 
postojanju opgteg jedinstvenog postupka za regavanje svih matematiekih problema. 
To znaei, nemogude je konstruisati algoritam koji bi za svaku formulu predikatskog 
radium prvog reda dao odgovor da li je ona teorema (valjana) iii nije, i koji bi 
zavrgio rad poste konadno mnogo koraka, bez obzira da li je formula teorema ill nije. 

U podetku jc ovaj rczultat bio veoma obeshrabrujudi za dalji razvoj 
mehanizacije dokazivanja teorema, jer niko nije ieleo da se upusti u traienje takvog 
opgteg algoritma za koji je dokazano da ne postoji. 
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Pa dohro. takav univerzalni algoritam ne postoji za ptedikatski 
reda. all za4o ne bi postojao za neki njegov deo. 

05•. god. Akcrman je dokazao postojanjc klasa formula predikalskog ra•un.i 
prvog reda kod kojih je problem da Ii je neka formula iz k -lase leorcnia 
odlueiv. 

`1corija hi sc do* razvijala u pravcu traienja novib klasa formula kojcs 

da nije: 
1065. god. MUM ROBINSON napravila veliki korak u oblasti clokazivanja 

tcorema. Ona jc uvela regavajude pravilo (rezoluciju) kao jedino pravilo izvodcujo u 
postupku meltattidcog dokazivanja. Vrednost njene ideje je u tome to je pokazala 
Sc kontradiktornost neke formule ne mora ispitivati redom po nivoima Erimmov(1: 

prostora. Rcgavajudim postupkom je mnogo povedana efikasnost utvrdivxna 
kokntradikeije. Julija Robinson je dokazala i potpunost rekvajudeg postupka 
rezolucijc) ii tom smislu, da ako je formula teorema, moierno biti sigurn da ccio 

poshc izvr.:avanja konknog broja koraka dodi do potvrdnog odgovora, au ako idjc 
teorema, postupak se It opgtem sludaju nikada ne bi zavrgio. To je u skladu 	Cciv- 
Ijuritigoviin rezultatima o setriodluaivosti predikatskog racuna prvog reda. 

Posle 1965. god. pronadene su rrmoge strategije kojc poboljgavaju Akastio:1 
resavajudeg postupka. \Tea deo ovog rada de se baviti upravo (im strategijama. 

Dajetno.sada pregled najznadajnijih strategija. 
P)65. Strategija pomodnog skupa (Wos, Robinson i Carson). 
1066. Melcerova preimenovana rezolucija. 
1965. Robiusonova hiper-rezolneija. 
1967. Sla.gic je predloilo semantieku rezoluciju koja objedinjuje prihodn s ri . 
07 1 Boyer-ova Lock-rezolucija. 

1070. Linearna. rezolucija nezavisno predloiena od 1.,ove1anda i 
Kasnije su data razna poboljganja lineame rezolucijc. 

1()70. Anderson i l3ledsoa. 
1 071. Roller. 
l() 7 2. Loveland. 
1971. Kova!ski i Kuliner. 
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0.2.PREGLED RAeUNARSIC.111 PROGRAMA ZA DOKAZIVANJE TEOREMA 

Sa, pojavom prvih elektronskilt raeunara stvorena je mogudnost za praktidnu 
primenu rezultata teorije mehaniekog dokazivanja teorema. Savremena istrativanja iz 
vegtaale inteligencije su poeela sa poku§ajirna Alena Noela, Gerberta Sajmona i 
Soa koji su pisali programe za regavanje zadataka. Poduhvat nije bio toliko vaia' n 
sam za sebe, koliko to gto je on dao ton mnogim drugim istraiwanjima. Metodi 
prograrniranja razvijeni u tim radovima poeeli su da se koriste u raeunarskim 
naukama uopgteno. 

1957. god. NOEL i njegove kolege su prvo napravili program logfoar- 
teotetiear (LT) namenjen za dokazivanje teorema u iskaznom raeunu. Program LT je 
radio sa rasprostranjenom formulacijom iskaznog raeuna, ali se ona pokazala krajnje 
neprimenijivom za pretrativanje izvodenja konkretnib teorema. Praktieni rezultati 
ovog programa bill su skoro nezna6ajni. Jedino je korikena metoda imala 
principijelnu vrednost za fonniranje usmerenja koje se zove hemistieko 
programiranje. 

Pomodu LT je bilo uspegno dokazano 38 od 52 teoreme II glave knjige 
Vajtheda i Rasela PRINCIPIA MATEMATICA (PM). Regenja 12 od 14 nedolcazanib 
teorema nije bilo dovedeno do kraja zbog ogranieenja fizieldh moguonosti raeunara 
koji su postojali u to vreme. Preostale dye teoreme su izlazile iz logiekih moguenosfi 
samog algoritma. U programu je umesto algoritma Britanskog muzeja tj. algoritma 
potpunog pretraiivanja koriken heuristield pristup (terrain uveden od Poja 1954. 
god.). Vedina matematiekih dokaza se izvodi na osnovu dosetke o karakteru regenja, 
a zatim se proverava da li je to dosetka ispravna. Noel je u stvari uveo niz pravila 
(tj. programa) za generisanje dosetki i zatim provere njihove upotrebljivosti. Rad 
Noela je podvrgnut kritici na osnovu toga 'gto postoje efektivniji metodi potpunog 
pretraiivanja nego algoritam Britanskog muzeja i da korikenje savremenijih od njih 
moie dati bolje rezultate. 

1958. god. HAD WANG je napisao program (1960. god. je iza:s'ao elanak) 
pomodu kojeg je dokazao skoro sve teoreme iz PRINCIPIA MATEMATIKA. Vige 
od 200 teorema iz prvih pet poglavlja je dokazano za 37 min. od toga je oko 34 
min. utrogeno na rad ulazno-izlaznih uredaja tako da je efektivno vreme (procesorsko 
vreme) iznosilo oko 3 min. Teoreme predikatskog raeuna sa jednakoku koje su 
za.stupljene u slededih pet poglavlja, oko 150 teorema, raeunar je dokazao za manje 
od jednog sata. 

1963. god. STEFERUD je modifikovao program logiear-teoretiear i na 
modnijem raeunaru dokazao sve 52 teoreme iz Principia matematica. 

Algoritmi provere teoreme iskaznog raeuna nisu vise interesantni. Jedino su in 
teresantni algoritmi izvodenja za neke raeune koji su neodlueivi. 

Medu prvim programima koji dokazuju teoreme na jeziku predikatskog raeuna 
prvog reda imamo sledede programe: 

1960. god. GILMOR je napisao program koji se zasniva na Erbranovoj metodi 
zasidenja nivoa. Program je realizovan na radunartt IBM-704. (Oznaka 704 raeunar je 
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dobio 	je u njegovoj realizaciji ueestvovalo ta6no 704 sara(ktika), 
dokazivao VC•L'itiotti elementa.me teoreme. Davis 0/ «pr. navodi ,L1 	wo:aao (;? 
dokaie 	tooremn: 

(3 x )(ay )( Vz) [1- (x,y)(E(y,z)AF(z,z)1A [1-7(x,y)AG(x,y))(0(x,z).44 z.z )) 

1960. god. PRAVIC je dao proceduru koja je uspegnija od proceduw 

1960. god. DAVIS i PATNAM pobollgavaju metod Gilinora. Kasnije 19().=_ 
god. daju novu metodu koja je znatno uspegnija. Na. kraju rada. saolOavain: 
Procedura dokazivatia zasnovana na ovim idejama sada se progtarnira tta raeunart1 
IBM 7090 laboratotij4 kompanije Bell-telephone. 

1962. Mc.CAOTI je da.o jezik za obradu spiskova LISP. Napisao je progr,11) .! 
na. Lispu za. dokazivanje teorema za rgunar IBM 7090. 

1963. god, ABRAMS je sastavio program za proyeru maten-atiekilt dokaza 11,1 
jeziku predikatskog raauna. Program je u dokazima nekih od: 63 teoremc n Principia 
Matetnatica Arlo nekorektnosti koje je Abrams uspeo da otkloni. Za proveru jecinc 
teoreme bilo je potrehno a proseku 17 sec. 

Kada je u radu Julije Robinskon fonnulisano pravilo rezolucije. otvorett je 1)(ii 
ka moaijim programima. 

I96';'. god, CI-IANG i LEE su koriste6 metod rezolucije ( -!avajuce pra\ 
napisali program za izvodenje posled.ica datog skupa aksioma. Cmtralno 
njemu zanzima kriterijum interesantnosti posledica. U njihovoj 	(TA. god.) 
dal listilq2 programa koji je pisan na jeziku LISP. Interesantno je da je program pir.ai: 
za koriSCenjc jedne stra.tegije koja nije potpuna, all se pokazala efikistiom. 

ostalib programa koji koriste metod rezolucije treba spotnnuti: 1 969 
program koji su napisali R.OBINSON i WOS. 

1970. god. program ALENA i LUKHAMA koji je 	korkelen ;..i: 
dokazivanje nekih teorema a teorije grupa. 

Ovi progratni su dalje usavrgavani i varirani od strane niza aptora. 
Primena metoda. rezolucije nagia je mesto i 13 drugim prograrnima koji 

vezani direktno za dokazivanje matematFeldh teorema. To su prvens!veno: 
Pro;,;.rami za VODENJE DIJALOGA, Griva i Rafaela 19(.< . god. i (irina 

1969.   cod . 

PROVERA .KOREKTNOSTI PROGRAMA, autora Zohar Mana. 
AA TIONI.ATSKO PROGRAM1RAME, formalni sister I.A. jell.) 19- f). , 10(i. 

autora AKROFTA koji je namenjen za pisanje i proven( programa. 
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Glava I Teorijski uvod 
	

1 
1. TEORIJSKI UVOD 
1.1 UVODNI POJMOVI 

Za formalni opis metoda koriste se make PREDIKATSKOG RA6UNA 
PRVOG REDA. 

AZBUKU predikatskog raeuna prvog reda eine sledeei simboli: 
KONSTANTE kojih irna prebrojivo mnogo i za koje dogovorno uzimamo: a, 

b, c, d, a1,  b1 , ci , d1 , 
PROMENLJIVE kojih ima prebrojivo rnnogo i za koje dogovorno uzimamo: 

y, Z, 11, V, W, X1, yi , zp, 

IIJNKCIJSKI SIMBOLI du2ine n (nN) za koje dogovomo uzimamo: 
fin, gin , hku 	, 	j, k= 0,1,2,...). Za n4 izostavljamo donji indeks. Gornji indeks 
predstavlja duIinu funkcijskog simbola i bite izostavijen u onim slueajevima kada 
nema opasnosti od zabune. Cesto je podesno konstante srnatrati funkcijskim 
simbolima duiine nula. 

PREDIKATSKI (RELACIJSKI) SIMBOLI du2ine n (nal) za koje dogovorno 
uzimamo: Pin, Qin , R: 	(i, j, k= 0,1,2,...). I ovde de indeksi, i donji i gornji biti 
izostavljeni ako nema opasnosti od zabune. Iskazna slova su relaeijski simboli &gine 
nula. 

Sedam logi6kih simbola za : negaciju, konjunkciju, disjunkciju, implikaciju, 
ekvivalenciju, univerzalni kvantor i egzistencijalni kvantor: 

- , A , V , 	, <=> , 	, a. 
etiri pornona simbola: leva, desna zagrada, zapeta i ta6ka: ( ) , . 

Definicije terma, elementame formule i formule su uobfeajene. Za formule 
koje irnaju poseban oblik uvode se novi nazivi. 

DEF 1.1 ATOM, LITERAL, IZRAZ, SASTAVAK, JEDINItNI SASTAVAK, 
PRAZAN SASTAVAK. 
ATOM (tj. atomna formula) je elementarna predikatska formula, tj. niz simbola koji 
se sastoji od sirnbola n-amog predikata (n 0) Ziji su argumenti tenni. LITERAL je 
atom ili njegova negacija. IZRAZI su tenth ili literati. SASTAVAK je disjunkcija 
konaeno mnogo literala.. Sastavak koji saddi samo jedan literal zove se JEDINItNI 
SASTAVAK. Prazna reZ je PRAZAN SASTAVAK i ozzigava se sa NIL 

Raspored literala u sastavku je nebitan za njegovu istinitosnu vrednost (zbog 
zakona komutativnosti i asocijativnosti za disjunkciju). Ako se u sastavku pojavljuje 
vige puta jedan isti literal, svako pojavljivanje sem prvog mole se izostaviti (zbog 
zakona idempotencije za disjunkciju). Zato je sastavak odreden skupom svojih 
literala. 

DEF 1.2 KOMPLEMENTARNI LITERALI. 
Ako je A atom, onda se dva literala A i -A nazivaju komplementami literali 
(dopunjujuei literati) i obrazuju u proizvoljnom poredku komplementaran par. 

Od zna6aja su literati i sastavci koji ne sadre promenljive, pa su uvedeni i 
nazivi za njih. 
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DEF 1.3 FUNDAMENTALNI ATOM', FUNDAMENTALNI L TERALL 
FUNDANTE,NTALAN SASTAVAK. 
HINDAMENTALNI ATOMI i FUNDAMENTALNI LITER:ALI (literals na  
osnovnom nivou) su oni atomi i literali koji ne smirk promenljike. 
RINDAMENTALNI S.ASTAVAK je sastavak ciji su svi aanovi fundamentalni 
literali. Specijalno, prazan sastavak je fundamntalni literal (jer ne promenljivo. 
a i fundanientalni sastavak. 

1.2 AI,GORITM1 PRIPREME FORMULE 

daljem radu se koriste formule svedene na konjunktivnu normalnu forum 
bez kvantifikatora. 

DEF 1.4 SKOLEMOVA STANDARDNA FORMA. 
Formula F predikatskog rguna prvog reda je u SKOLEMOVOJ 

STANDARDNOJ FORMI ako je ona Mika: 
(VX I) (VX 2 ) 	(C1 AC2  A 	A Ck) 

gde je svaki C 1  sastavak 	i j) i X1 , 	, Xt, su we razlilite promenljive 
koje se pojavljuju u sastaveima C1. Niz (V;) 	) 	zove se PREFIKS a 

C AC,. A AC TH 0 FORMITLE F. 

Svaka formula predikatskog rguna prvog reda mole g. transtOnnisati u 
fomittiu koja je u Skolemovoj standardnoj formi primenorn niza jednosta‘ wh 
transformacija. La to se koriste algoritrni pripreme formule. Dati algoriiam saih;i 
korake 1-8 koji su upisani po redu izvrgavanja. Svaki korak treba itvrgavati sve 
dok je to moguCe. kad dati korak ne moIemo viAe primeniti, prelazinio na sledeei. 

ALGORITAM 1.4. ALGORITAM PRIPREME FORMULE. 

1.1LAZ: Zatvorena formula F predikatskog rguna prvog reda. 
IZLAZ: Sastavci C i , ..., Cm  bez kvantifikatora, ali sa novim 	jsk uu 

simbolima. 

Korak I. Oslobadanje formule od implikacije i ekvivalencijc.. Svaki put kada 
se naide na implikaciju i ekvivalenciju treba izvrgiti zarnenu: 

A => B zartieniti sa -A v B 
A c'* B zamcniti sa (A A B) v (-A A -B) 

Korak 2. Uvodenje negacije u formulu. 
(ide god je inogude izvrgiti zamene: 

sa 
sa 
sa 
sa 

-A v -B 

-A A -B 

(3 X) -A 
(V X) -A 
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--A 	sa 	A. 
Ptimenom ovih koraka dobija se formula kod koje se svaka negacija nalazi 

neposredno ispred atomne formule. 

Korak 3. Preimenovanje promenljivih. 
Eliminisati u F sve suvigne kvantifikatore. To zna6i eliminisati svaki 

kvantifikator (VX.i) ili (3X1) u Zijoj ablasti dejstva nema proneljive Xi. Promeniti 
imena promenljivih tako da u celoj formuli nema ni jedne koja je istovremeno i uz 
egzistencijalni i uz univerzalni kvantifikator, menjajudi i imena odgovarajudih 
promenljivih koje su u polju dejstva tog kvantiftkatora. 

Na primer: 
(VX) P(X) * (DX) Q(X) zameniti sa (VX) P(X) * (3Y) Q(Y) 
(DX) P(X) * (VX) Q(X) zameniti sa (9X) P(X) (VY) Q(Y) 

gde je Y nova promenljiva koja se ne pojavljuje ni u formua P(X) ni u formuli 
Q(X), a * neki od simbola A , v . 

Korak 4. lzvlgenje kvantifikatora ispred formule redom zarnenama, ako je to 
moguee 

((VX) A(X) A(VX) B(X)) zameniti sa (VX) (A(X) A 13(X)) 
((DX) A(X) v(3X) B(X)) zameniti sa (3X) (A(X) V B(X)) 
((VX) A(X) v(VX) B(X)) zameniti sa (VX)(VY) (A(X) v B(Y)) 
((3X) A(X) A(3X) B(X)) zameniti sa (3X)(3Y) (A(X) A 13(Y)) 

(5X) A(X)*B zameniti sa (3X) (A(X) *B) 
B*(3X) A(X) zameniti sa (3X) (B*A(X)) 
(VX) A(X)*B zameniti sa (VX) (A(X) *B) 
B*(VX) A(X) zameniti sa (VX) (13*A(K)). 

Ovde A(X) oznae'ava da se prornenljiva X pojavljuje slobodno u A, a samo B, 
da se prornenljiva X koja se sa kvantifikatorom izvla i ispred zagrade ne pojavljuje 
slobodno u B, * je neki od simbola A , v . Veoma je yen° priddavati se redosleda 
da bi se egzistencijalni kvantifikatori, ako je to mogut5e, izvukli ispred zagrade pre 
univerzalnih. 

Vigestrukim izvrgavanjem ovih koraka, sve dok se podfonnule mogu 
zamenjivati prema napred navedenim koracima, formula se dovodi u PRENEKS 
oblik, tj. u oblik gde su svi kvantifikatori ispred forrnule. 

Korak 5. Iskljueivanje egzistencijalnih kvantifikatora 
Iskljtfoujerno redom egzistencijalne kvantifikatore na slede4i ngin: 
Neka polazna formula ima oblik: 
(Q1X 1 ) (Q2X2)...(Q.X.) G(X J , X2 , 	, Xn) 

gde su 	n, univerzalni ill egzistencijalni kvantifikatori, a X i, i=1, 	n, su 
slobodne promenljive u G. Ako ni jedan od n kvantifikatora nije egzistencijalni, 
pre6 na korak 6, a ako jeste uraditi sledeee: 

(1) Staviti i=1. 
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( .2) Ako je Qi  univerzalni kvantifikator, preei na (3), a ako nije. tank:1)1Q 
polaznu tormulu fonnulom u kojoj je iz navedenog niza kvantifikatora 17.ostavij‘:n 
clan (QiXi), a telo joj je jednako telu polazne formule u home su sva pojavlji..claja 

promenljive X i  zamenjena novom konstanoni za to formula, zatirn avedali i za I. pa 
ponoviti postupak (2) ako i nije vede od n, ako jeste, preei na korak 7 al ► orititia: 

(3) Zameniti i sa i+1, pa ako i nije vede od n, pro•eriti da li je t) ; 

 egzistencijalni kvantifikator. Ako jeste, i ako se ispred njega u nizu nalazi j 

univerzainih kvantifiaktora koji vezuju redom prornenljive Xk, 	Xk i, izostaviti 

niza kvantifikatora élan (Q iXi), a u telu formule zameniti svako pojavIjk anje 

promenijiNc Xi  termorn f(Xki, 	Xki), gde je f nov funkcijski simbol 	j_ 
Polaznu fonnuhl zarneniti formulom koja je dobijena ovorn transformacijout, zatini se 
vratiti na (3). 

Ako je Qi  univerzalni kvantifikator, vratiti se na (3), ne menjajuei ni4,1 u 
polaztioj forniuli. 

Ako je i veee od n, preei na korak 6. 

Korak 6. Oslobadanje od univerzalnih kvantifikatora. 
Pogto su ispred forrnule ostali sarno univerzalni kvantifikatori. proua 

konvenciji ih mokmo odbaciti imajudi u vidu da su fonnule sa kojiina radiumo 
zatvorene. a da je poredak univerzalnih kvantifikatora nebitan za istinitosnu vr•dnost 

formule. 'Latin( preei na korak 7. 

Korak 7. Svodenje tela fonnule na konjunkciju sastavaka. 
Ko•istcei distributivnost disjunkcije uraditi sledeee: 

(AABNC zameniti sa (AvC)A(BvC), 
) zameniti sa (AvB)A(AvC), 

sve dok se Formula ne svede na oblik C 1  A C2  A 	A C., gde su C. 
disjunkcije literala, 	je algoritam zavrten. 

Rczu hat prirnene ovog algoritma je formula bez kvantifikatora u kojoj 
pojavljuju konstante i funkcije kojih ranije nije bilo. Pogto su svi koraci ser,  5 
generisali lorrnulu ekvivalentnu datoj, to je jedini pitanje da li postupak primen • er, u 
koraku S inia svojstvo saglasnosti i kompletnosti. Ovaj postupak je u literaturi 
poznat, pa tai dokaz neeerno davati. 

La prinienu ovog algoritma treba primetiti: 
• Pojedini koraci inogu da se izvtle 6isto mehaniai, i prema tome pogodni 

programiranje na ra6unaru. Ipak, prema Devisu 	prakti6nije 	da 	ti 
pripremni koraci izvode ru'ato. 

• Postojanje inodela za neki skup formula ekvivalentno je postojanju 
skupa formula dobijenog pritnenom nekog od koraka datog algoritmi• 

Pored navedenog, postoje i drugi algoritrni pripremc forni!Ila. 
pojednosiavijeitu formulu je velika prednost pri daljem tnehank:koni radu 
Zak) je ninogo radeno na algorittnima pripreme formula koji !ajit 

takvil) algoritania koji daje jednostavniju fortindu 11%..1:o 

nrcmar'i n T11:44lic:taractrn rarttr Dinerinp Fi.t in ii.1%• 
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Magistarski rad Gordan Jovanovid /**/ bavi se algoritmom pripreme formula 
u kome se zadrlava ekvivalcncija izmedu elementatnih formula, pri 6.emu se 
dokazuju neke prednosti tog algoritma. 

1.3 SVODENJE SKUPA SASTAVAKA NA SASTAVKE BEZ 
PROMENUIVII1 

Za svodenje sastavaka na sastavke bez promenljivih potrebno je pretbodno 
uvesti nove pojmove. 

DEF 1.5 ERBRANOV PROSTOR. 
Svakorn skupu S sastavaka na sledeei ngin se pridrauje skup fundamentalnih 

terma koji se zove Erbranov prostor za S i ozna6ava sa H. 
Neka je F skup svih funkcijskih simbola koje se pojavljuju u S. Ako F sadrii 

bar jednu konstantu (tj. snnbol funkcije duline nula), onda je F FUNKCLISICI 
RECNIK za S. Ako F ne ni jednu konstantu, onda je funkcijski reenik za S 
skup F 	gde je a nova konstanta. 

Erbranov prostor za S se sastoji iz svih terma koji se mogu izgraditi 
korigeenjem samo simbola iz funkcijskog reenika za S. 

DEF 1.6 ZASI6ENJE. 
Ako je S skup sastavaka a P skup terma, tada je P[S] zasieenje S nad P, tj. 

skup svih fundamentalnih sastavaka dobijenih od elemenata iz S takvim zamenama 
pronienljivih sa elementirna iz P pri kojim se sva pojavljivanja jedne iste promenljive 
zamenjuju jednim istim termom. 

DEF 1.7 INTERPRETACIJA i MODEL 
INTERPRETACIJA nad nekim domenom D je svako preslikavanje atomnih formula 
koje ne sadrie promenijive u skup {T,1} i koje se na uobreajen na in (induktivno 
po slo&nosti formule) definige za sve zatvorene formule, tj. fomiuk bez slobodnih 
prornenljivih). 
(prvobitna defmicija:** INTERPRETACIJA je skup fundamentalnih literala, koji ne 
sadrii komplementaran par literala. 1nterpretacija je defmisana tako da u sebi ne 
saddi kontradikciju (tj. par literala L i -L).** 

MODEL skupa S zatvorenih formula je svaka interpretacija nad nekim 
domenorn u kojoj su sve formule tog skupa istinite (Igne), tj. svaka interpretacija 
nad nekim dornenom koja slika na {T} sve formule skupa S. 
VALJANA FORMULA je formula tgna u svakoj interpretaciji i svakom domenu, a 
ZADOVOLTIVA FORMULA je formula koja ima model, tj. koja je istinita u bar 
jednoj interpretaciji u nekorn domenu. 
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Neka je S skup sastavaka (nekog skupa formula) H ERBRANOV :irrostor(univerrunt) 

HIS] zasiCenje nad H i neka je I interpretacija skupa S sastavakr sa domenom 11. 
Interpretacija 1 je. 11-interpretacija skupa S ako ispunjava uslove: 
1, 1 preslika\u sve konstante iz S i sve fundarnentalne terme 	H na sarne sebe. 
2. Skup fundamentalnih atoma iz zasieenja S nad H interpretacija 1 pirslikava u 

'enne sel induktivno definige na celom zasieenju S nad 

tprvobitna definicija: ** Neka je S skup fundamentalnilt sastavaka, a A skup s' 
fundamentalnih aroma tih sastavaka. MODEL formula S po atotnima it .A je 

preslikavauje skupa A u skup 11 1,1 .j. tako da ma koja formula F skupa S u Ant):,u 
na to preslikavanje ima istinitosnu vrednost T. Dovoljno je poinavati samo skup 
onih atoms iz A koja se preslikavaju u T, da hi model bio pot.puno odteden. 1b - o 
jednostavnosti zapisa uzinta se da je model skupa S fundamental nih sastavaka ona 
interprciaeija l u odnosu na koju su svi sastavci iz S ta6ni. Neka 	M interprecac;ja. 
a S skttp fundamentalnih sastavaka.. M je model za S ako svaki sastavak iz S sa(Oi 
neki Clan iz M. K.ako je sastavak disjunkcija literala, tada also sastavak sadrii 
clan modcla M. onda je on taean u torn modelu." 

opgt.cm slu'eaju, hive pokazano da ako je S skup sastavaka koji 	na 
OSII0V110Il1 nivou, a H Erbranov prostor za S, M je model za S akc i samo ako je M 
model za 	J. 

DEF 1.8 ZA.DOVOLJIVOST. 
Skup sastavaka S je zadovoljiv ako postoji model za S. U pfotivnom slaajo 

je nezadovoljiv. 

Ic definicije zadovoljivosti je jasno da je proiz-voljan slay sastavaka koji 
saddi prazan sastavak nezadovoljiv, jer prazan sastavak ne sa(lOi nijedan 
nijednog modela M. Prazan skup sastavaka je zadovoljiv jet se u njemu ne 
sastavak koji nije zadovoljiv. Ove dye pogodnosti ee se pokazati veorna prirodn, 
korisnc u daljent radu. 

Posledica komutativnosti disjunkcije je da su dva sastavka koja sadfir 
literale, bet, ohzira na njihov redosled, el vivalentni u odnosu na zadovoljivo.st 
zakona idempotentnosti disjunkcije, svako vigestruko pojavljivanj. ne Log 
sastak•u. !)10).e se (sent prvog) izostaviti. Navedene einjeniec. /bog prakrie'ri..-!i 
prirnene. ornoguCavajit da se sastavak posmatra kao skup svojih literala. a ne L.,() 
11 jihOl'a d s ju nkc ija. 

DEF 1.9 FUNDAMENTALNA REZOLVENTA. 
(1\,a tundamentalna sastavka C I  i C., koji sadde koniplementanie 6%1:ale 

i -1. redom. fundarnentalna rezolventa od C 1  i C2 , u oznaci RIC,, 	je 
sastavaka 	i Cy. gde je: 

C 	C I  u kome je izostavljen literal 
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C2' sastavak C2  u kome je izostavljen literal -L i svaki onaj literal koji se 
pojavljuje u C 1 . 

prethodno definisati logietu posledicu** 

TEOREMA 1.10 Za dva sastavka C 1  i C2 njihova fundamentalna rezolventa R 
je njihova logfeka posledica. 

DOKAZ: Neka C 1  i C2 sad& komplementarne literate L i -L redom. Neka su 
C1  i C2  tgni u interpretaciji 1. Primetimo da se L i -L ne mogu istovremeno sadriati 
u I. Neka se L ne nalazi u I (ti. I, je laino pri interpretaciji 1). Tada Cl  ne mole biti 
sastavak koji se sastoji samo iz jednog literala. C 1  sadrii neki literal K (razliat od L) 
koji se saddi u I, inge bi C 1  bilo lain u I. Medutim, i rezolventa C l  i C2  saddi 
taj literal K, pa je prema tome ona ta6na pri interpretaciji I. Shen° se pokazuje i pri 
pretpostavci da se -I, ne sadrli u I. 

Treba primetiti da svaka dva fundamentalna sastavka ne moraju imati i 
fundamentalnu rezolventu, tree samo ona koja sadtie parove kompIementamib 
literala. Neki sastavci imaju i vie od jedne fundamentalne rezolvente. U svakom 
slu'daju dva fundamentalna sastavka imaju kongan broj fundamentalnih rezolventi. 

DEF 1.11 FUNDAMENTALNA REZOLUCIJA. 
Ako je S skup fundamentalnib sastavaka, onda je fundamentalna rezolucija 

skupa S, u oznaci R(S), skup koji se sastoji od svih sastavaka iz S i svih 
fundamentalnih rezolventi svih parova sastavaka iz S. 

R(S)= S u {R(C 1 ,C2) I C 1 ,C2  e 

DEF 1.12 n-ta FUND AMENT ALNA REZOLUCIJA. 
Ako je S skup fundamentalnih sastavaka, onda se n-ta fundamentalna 

rezolucija, u oznaci Rli(S), defmige za svako n > 0 na slededi naein: 
Ro(S). S 
Rn+I (S)= R(Ra(S)). 

Ovim je uvedena prva grupa defmicija. 

1.4 TEOREMA ERBRANA 

Sve metode mehanielog dokazivanja teorema zasnivaju se na Etbranovoj 
teoremi, odnosno nekim njenim specijalnim oblicima. 

TEOREMA 1.13 TEOREMA ERBRANA. 
Neka su A1 , 	A. date aksiome i T teorema koju treba dokazati. Neka je 

{C 1 , 	, Ck  skup sastavaka dobijenib iz A 1 , A2, ... , A. i -T, pomodu nekog od 
algoritama za pripremu formula, i H odgovarajudi Erbranov prostor. T je posledica 
A 1 , 	, 	ako i samo also postoji takav skup sastavaka Q 1 , 	, Qn  od kojih je 
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svaki dobijen od nekog sastavka 	(1=1, 	, k) zamenom proutLulji\ i.lti 	fticd 
it H tako da jt' formula 

Qi A 	A —• A 	kontradikcija. 

DOKA/: 
. 	. 

Pretpostavinto da je 	... Qn  kontradikcija, 	da Ai , _.. 	:nta 

model. kako A,. 	, A„,, -T ima model, onda i C.,.. 	C k  ima model 
univerzumont U. Pridruano svakoj promenljivoj i svakom simbolu konstanie u H 
neki fiksiran element iz U. Tada 6e svakom elementu skupa 

jedinstven clement. skupa U. Fri toj interpretaciji svako Qi  (1=1. ... n) je istinito. 

Zato Q1  A ... A Q„ lie mote biti kontradikcija jer je pronaclen model 	korne 
istinito. 

Obrnuto, pretpostavimo da A 1 , 	A., -T nema model. Nikita su Q. 	Q,. 

svi mogu6i sastavci dobijeni iz C1, , Ck  zamenorn njihovih proincht_iivih 
lanovinta univerzurna H. Pri proizvoljnoj dodeli istinitosnih vrednosti atonittmt 

formulatna iz. Q 1 . Q2, Q3,... najrnanje jedan satavak Q 1  biee la an. Ako jc tako. 

dokaz je zavrkn, jer prema stavu kompaktnosti, beskonai.=ta konjuakcija Q, Q. 

je kontradikcija ako je formula ()S i  A Qs2  A... A Qs.... kolttradikcijd za tiAe 

s i . s2 , 	1.1koliko pri proizvoljnoj dodeli istinitostnih vrednosti atotuntin 

formulanta ni jedan sastavak nije lazan, mole se konstruisati model za 	. 
univerzuntom IL Interpretacija simbola konstanti i funkcija u tom modeiu odredu •  si , 

 automat sk ako su date odgovarajuee istinitosne vrednosti atomuilt Ion Hula it. 
Q2. Q3 . ... za k.oje su sve formule Q1  istinite, onda =fern() intetpretirati sv,tki 
predikatski simbol R, uzimaju6i 	..., H.) istinitim 	 tr„ it. IL 
samo ako data zamena istinitosnih vrednosti daje atonmu foimulu 	. 
koja 	istinita u ve postojeeem modelu. Na taj na6in teorenia je (lokazatia. 

1.5 POSTITAK ZASICENJA 

Erbranova metoda je metoda opovrgavanja. To zna6i da se umesto 
da je neka formula valjana. dokazuje da je njena negacija netAdovoljiva. 
p•oblemi 	fc_snuulisani tako da se utvrdi da li je neka anjenica posledica 
skupa prelposiavki. Prevedeno na formulski jezik to je problem da li je rwkit !c»iw iii 
1 logiUa pcksledlea jednog kona6nog skupa formula S. Metodom ;)povrgaxania 

problem se svodi na problem: da li je skup formula S L.){-11. nezadovoljiv, 
lahvaljujucTi posledicama Erbranove teoreme mogu6e je mohamiovatt rjrt k 

ispitivanja da li je neki skup sastavaka nezadovoljiv. 

1.1 POSLEDICA TEOREME ERBRANA. 
tlki) pe S proizvoljan kona6an skup sastavaka i HI njegov Erbrano> pri.Nor 

(mita 	S n.2.,:adovoljiv ako i. samo ako je neki KONACAN POLYSKUP P 
ER.BRANOVOG PROSTORA H[S] nezadovoljiv (P 

Ova posledica se mole izraziti i u sledeeem obliku: 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Glava I Teorijski uvod 	 9 

1.14' POSLEDICA TEOREME ERBRANA (Robinson 1*1) 
Ako je S proizvoljan konaCan skup sastavaka, onda je S nezadovoljiv ako i 

samo ako je P [S] nezadovoljiv za neki KONAtAN PODSKUP P Erbranovog 
prostora za S (P c H). 

Ova posledica Erbranove teoreme dozvoljava sledeei metod opovrgavanja koji 
se naziva POSTUPAK ZASICENJA: 

Za dati kongan skup sastavaka bira se niz P0, P1 , P2, ... kongnih 
podskupova Erbranovog prostora H za S, takav da Pi, pripada Pn+1  za svako n 7  0 i 

0 /3  =H. Zatim se redom proveravaju skupovi P o[S], P1  [S], P2[S], 	da li su 
0 

zadovoljivi. Jasno je da P. cini jedno pokrivanje H rastu6m skupovima i da za 
proizvoljan kona6an podskup P prostora H imarno da P pripada nekom P i  za neko 
pa prema tome i P[S], pripada P i[S]. Prema posiedici 1.14' teoreme Erbrana, ako je 
S nezadovoljiv, onda je za neko i podskup P i[S], nezadovoljiv. 

Svakako, proizvoljan konkretan postupak ovog oblika treba da omogueava 
izbor Po, P 1 , P2, ... na isti naein za sve skupove sastavaka. Najprirodniji naain 
takvog izbora je korigeenje nivoa Ho, H 1 , H2, 	Erbranovog prostora H, gde se Ho  
sastoji iz svih konstanti, a 	eine termi dubine n.ajvige n. Ovaj postupak 
proveravanja teorema zove se postupak zasieenja po nivoima. 

Osnovna kombinatorna smetnja za dostizanje efektivnosti postupka zasidenja 
po nivoima je ogromna brzina rasta koriaenih skupova H i  i WS] sa pove4anjem j. 
Za neke zanimljivije skupove S moguae je navesti pruner sasvim prostih 
nezadovoljivih skupova sastavaka S za koje je prvi nezadovoljiv 	toliko veliki 
da je daleko od svake moguee realizacije. 

Interesantna heutistieka primedba se sastoji u tome da za svaki konaean skup 
sastavaka, koji je nezadovoljiv, i za koji se faktieki mote da konstruige 
opovrgavanje, postoji najmanje jedan konaban podskup Erbranovog prostora za 5, 
koji ima prihvatljive dimenzije, takav da je P[S] nezadovoljiv, pri &mu je P 
minimalan u torn smislu da je Q[S] zadovoljiv za proizvoljan pravi podskup Q skupa 
P. Takav skup P se naziva OPOVRGAVAJU(I SKUP za S. Ukoliko je poznat 
opovrgavajuei skup za nezadovoljiv kongan skup sastavaka S, onda bi se procecura 
dokazivanja sastojala u konstruisanju P[S] zasieenja skupa S, i dokaza da je P[S], 
nezadovoljiv. 

To bi u sugtini bita osnovna shema maginskog programa, gde se nalgenje 
opovrgavajueeg skupa prepugta snalailjivorn matematiCaru koji taj skup pogada 
koristeei intuiciju, dok postupak proveravanja nezadovoljivosti izvodi raeunar. 
Name& se misao da se i generisanje takvog skupa prepusti raeunaru, iako se na prvi 
pogled cini da o tome ne moie biti ni govora. 

1.6 REgAVA.TUI POSTUPAK 
I.G. RESAVAJUd POSTUPAK 
POSTUPAK ZASNOVAN NA PRIMENI REZOLUCITE SKUPA S 

U . ovum odeljku bite prikazan naein proveravanja da li je neki skup 
fundamentalnih sastavaka zadovoljiv iii nije. 
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Neka je S kongan skup fundamentalnib sastavaka. KonstruiSnot) re(1iu 

skupave7 S. R(S). R(R(S)). 	dok neki Rn(S) ne sadr1 prazan sastavak 
ne poklapa sa R„, i (S). U prvom slueaju S je nezadovoljiv, a u dnioin je zadava!j ,... 
Pre iii asnije jedan ad to dva uslova treba da Sc ispuni, p(Oa bra:, razWitili 
sastavaka, sagradenib ad kanaimag skupa literala koji ulaze u S mom biti kanat:Fan 

prema tonic, u beskonaonom nizu rastu6h skupova S. R(S), R(R(S)). .„. 
nisu SVC inkluzije pravc, jet rezolucijom se ne dobijaju novi literati. Na osnovu 
to Sc opisani proces pre ili kasnije zavrgava sledi njegova korcktnost. 

TEOREMA 1.15 TEOREMA 0 FUNDAMENTALN0,1 RE'/01.1 
Robinsort/*/). 

Ako je S proizvoljan konaean skup fundanientalnih sastavaka. onda j S 

nezadovoijiv ako I satno ako k(S) za neko n 0 saddi prazan sasravak NIF._ 

DOKAZ: 
Neka je T zavrgni skup u nizu R(S), 	, R„(S), odnosno f je 

odnosti na ftmdamentalmi rezoluciju. Treba pokazati da ako 'F ne sadril praz.in 
sasiavak. onda je T zadovoljiv, i prerna tome je i S zadovoljiv jei S Sc sadr2i u 

Neka su 	, 1,1  svi raz1iiti literali koji ulaze u T. .Neka je M. model 
delinisan na sledec:i na6in: 

M„ je prazan skup, a za svako 0 < j k, Mi  je skup M 1 . 1 	;Ake se ni 

jedan satavak iz ne sastoji samo iz komplementamili literala skupa M i. ;  L 	1.. u 

protivnorn NI, je skup Mj. 1 	Na kraju M je M. Ako T nt sadri Nil..on a 

je M model za T. To je zato jer u protivnom postoji najmanji j. 0 < j 	L. tako 
je neki sastavak C iz T satavljen ceo iz kompiementamih literala skupa M . . Ali !)0 

Mu /0 -11 1. 'Zak) uzimajuCi u obzir minimalnost j. sastavak C sad 

L : . Ali pa4o je lvl i  jednak po definiciji Mi. 1  L.) {—Lj ) , onda postoji neki 
recinio I) it '1 kaji se sastoji ceo od literala koji su komplementanii lileraiiiva hur.:1 
Mj., L.) 	• Zato zbog minimalnosti j sastavak D sadri -F 	Ii tont S.ILLi:01 

sastavak B= (C41..j}) t.AD-.{-Lj}) sastoji se ceo od komplementamill literala skupzi 
ako 13 nije NIL_ No B je fundamentalna rezolucija C 	zato 13 pripida 

skupu 1i Niedi da je B razIfeito od NH.. Ali to protivreZq mininiainosti 
teorema dokazana_ 

Teorema o fundarnentalnoj rezoluciji oniogu6ava da se fointulige 
forma teoretue Erbrana. 

TEOREMA 1,16 TEOREMA ERBRANA-ROBINSONA (Robinson ii 
Aka je S proizvoljan kona6an skup sastavaka, onda je S nezadok oijiv 

saino ako Z1.1 neki konaean podskup P Erhranovog prostora 	za S i za 	0 
R„(PISIi sadi1i prazan sastavak. 

PR IMI. R. Dokazati nezadovoljivost skupa sastavaka. 
;l)ia. 4)(1)). R(x). 	R(f(b))}. 

Fu1!cijski retnik za S ini skup 
l-lrhronov orostor za S je skup svih terina nad a, b. 1. 

rao. 11fiait. tifth0_ 
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Korike' njem metoda zasieenja nivoa: 
H0= {a,b}, H0  je skup svih konstanti iz S. 
Ho[S]= {Q(a). -Q(b), 	R(b), -R(f(b))]. 
Zasieenje skupa Ho ne saddi kontradikciju. 

Hi= ta,b,f(a), f(b) 

Hi  [S]= 1Q(a), -Q(b), R(a), R(b), R(f(a)), R(f(b)), -R(f(b))). 
Jedina rezolucija koja se mole izvesti je izrnedu C 1 : R(f(b)) i C2: -R(f(b)). 

R(C1,C2)= NIL. Otuda: 

R(ffi [S]). Hi [S] uNIL 
Ovim je dokazano da je S nezadovoljiv. 

U ovom slaaju opovrgavajudi skup je P={f(b)}. 

Primetimo da ako irnamo satavke C 1 =P(x) i C 2=-P(f(b)) nije taco uo6iti da 
njihova rezolventa postoji samo ako je x=f(b). Zamenom x sa f(b) preskge se 
proveravanje zadovoljivosti skupa 110[S]. 

Interesantno i veoma va2no pitanje je da li se mole uvek ovako raditi, 
odnosno ne traiti rezoluciju sarno od fundamentalnih sastavaka, veC i od sastavaka 
koji sadde promenljive. We se nazire predstava o opgtem pojmu rezolvente i novim 
mogudnostima u dokazivanju teorema koji se zasnivaju na einjenici da je rezolventa 
polukomutativna sa zasidenjern. Tdonije, to svojstvo se mac formulisati u obliku 
sledede osnovne leme. 

LEMA 1.17 Lema o polukomutativnosti rezolucije i zasieenja. 
Ako je S proizvoljan skup sastavaka, a P proizvoljan podskup Erbranovog 

prostora za S, tada je R(P[S]) podskup od P[RS)]. 

Na osnovu !eine 1.17 svaki fundamentalni sastavak koji se mote dobiti kao 
rezultat zamene promenljivih u pare sastavaka C i D sa termima iz P i nalgenjem 
fundamentalne rezolvente novodobijenih sastavaka, mote takode da se dobije kao 
rezultat zamene terma iz P u jednoj od konaeno mnogo rezolventi (ali sada ne 
fundamentalnih) sastavaka C i D. 

Lema de biti dokazana kasnije kada se uvede pojam zarnene. 

POSLEDICA 1.18 (posledica leme 1.17) 
Ako je S proivoljan kongan skup sastavaka, a P proizvoljan podskup 

Erbranovog prostora za S, tada je: 
Rn  (P[S]) c P[RT,(S)] za sve n 0. 

DOKAZ se izvodi indukcijom po n. 
7.a n=0, tvntenje je oeigledno, jer je 
Ro(P[S])= P[S]= P[Ro(S)] 
Neka je tvrdenje taeno za n: 
It..(P[S]) c  P[R„(S)]. 
Dokaiimo da je tvrden je. tat-ino i za n+1. 
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R(R1(PIS1 .)) 	pa definiciji Rn+1  
RIPIR„(S)1) po induktivnoj pretpostavei jer R 6tiVa 

c.PIRAltn(S))1 po letni 1.17 

= P[R„, i (S)] 	pa definiciji R,i+1 . 
Pongs,.0 	posledice i posledice Erbranove toortriti. 1.14 	%  sk- 

neposreda0 dobitr 

TEOREMA 1.19 Posledica 1.18 i 1.14' 
Ako je S proizvorjan kongan skup sastavaka, onda je S nezadokoljiv ako 

samo ak.o za neki konkan podskup P Erbranovog prostora za S i neko n 	0, 
P[R,Ad sz!drii 

limenom wda primenjivanja zasidenja i n-te rezolucije, postal() je inw2tlec. 
neoLkivanc,  uprok.:enje primene rezolucije, jer zamena temia urnesto proItrenl jis ti ne 

stvoriti prazan sastavak. 
Prema tome, P[R,,(S) .1 sadrii prazan sastavak aka i samo ako R H (S,) sadr:;:t 

prazan sastavak. 	teomme 1.19 dobija se osnovna tearer% koja je glavni 
poznatog. •ada J.ROBINSON /**/. 

TEOREMA 1.20 TEOREMA 0 REZOLUCUL 
AK() IF S PROUNOIJAN KONAtAN SKUP SASTAVAKA TADA J1. S 

NEZADOVOLTIV AKO I SAMO AKO R n(S) SADM PRAZA.N SASTAVAK 
NEK1 In > O. 

'Firdenje teoreme o rezoluciji je u stvari tvrdenje teoreme o fundamemainoi 
rezoluciji bez spominjanja fundamentalnosti. Metod provere nezadovoijiv ,, sti 
kona6n02 skupa S sastavaka ostaje isti. U sluCaju kada je S skup funciamentainiii 
sastavaka_ on se svodi na raniji metod. 

Ipak nije ta6no da niz skupova S, R(S), R(R(S)), 	R„(S) 	Lreba da s.e 
zavrAava za svako S sa R n(S)= 	odnosno taj niza skupova nije ()have . no 
kongsan kao kod slui.;:aja fundamental= rezolucije. Po teorenn CERCA. za 
skup S postupak ne rxto7c da hude kona6an, jer bi postojao 	postupal. 
logiku prvog reda. 

Problem nalaenja opovrgavaju6eg skupa P je rekivan tiko i';€0 	;.- 
po,:fetku tadavao matetuaRar rukovode6i se svojorn 	 ?.)! 
poznat opovrl-.!a%ajWi skup P za nezadovoljiv skup sastavaka S. onda jedino 
se raihmaiu rezolvente, sve dotle dok se ne dobije prazan sastavak. Ali reor••.r: 
rezolueiji ?arantuje da 	iz nezadovoljivog skupa sastavaka 
sastavak_ bet obzira gto nije poznat opovrgavajmi skup. U tom smislu teorc.rua 
rezolueiji tantenjuje maternail6ara i njegovu intuiciju. 

1 ZA Ni A 

nala'/..enje rezolvente dva sastavka koji sadri.e promenljive_ pkIrchno 
ILliniSaii;i1“) 	Aanienjuju ienni tiniest() promenljivih. 
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DEF 1.21 KOMPONENTE ZAMENE su uredeni parovi (t,v), u oznaci Mt, 
gde je v promenljiva, a t term razliilit od v izgraden od promenljivih i elemenata 
Erbranovog prostora. 

DEF 1.22 ZAMENA je konaCan (maze biti i prazan) skup komponenata 
zamene oblika ft,/xl , 	tk/xj, sa medusobno razlleitim promenijivim. 

Redosled komponenata zainene u zarneni je nebitan. 7amene se oznaetavaju sa 
a, f , y, 	Oznaka za praznu zarnenu je C. 

DEF 1.23 KONKRETIZACIJA 

Rezultat primene zainene a = ( El/x i , 	, tk/x.} na proizvoljan kona6an 
skup simbola E, koji se sastoji u zamenjivanju svih u&stvovanja promenljive x i, sa 
odgovarajueim termom ti  naziva se ICONKRETIZACUA E i ozngava sa Ea. 
Novodobijeni skup se naziva a primer E. Ako je E= Eoxii  EA2 	XikEk, pri demu 
ni jedna od re6i 	ne saddi promenljive x„ (neke 	mogu biti i prazne reli), tada 

a primer E je Eotii  E 1 t,2 	ckEk . 

DEF 1.24 STANDARDIZACIJA 
Ako je C konasean skup reel, a v" 	,vn5  sve medusobno razli6ite  

promenljive koje ulaze u C, i koje su poredane u lek.sikografskom poredku, e5c 
 standardizacija je zamena sastavijena iz svih komponenata zamene oblika xj/v, (1 

n i 	# xj). Slieno se definige i il c  standardizacija, sarno umesto xj  stoji 

DEF 1.25 KOMPOZICIJA ZAMENA 
Ako su a = 	 r, ,tnix} i 	si/y i , 	,s,n/yij 

dve proizvoljne zamene, tada je njihova KOMPOZICIJA, u oznaci 	zamena 
koja se dobija iz skupa N 13 /x i , ,t„ 3  /x„, izostavljanjem 

svih elemenata (913/x i  za koje je (ti)13=xi, i svih elemenata s;/y;  za koje je y, E 

(x l .x2, ,x„). 
lz definicije je jasno da se kompozicijom zamena opet dobija zamena, jer su 

izbgene komponente oblika x i/xi, dok se izbacivanjem komponenata oblika s ;/xi 
 saeuvao uslov da su sve promenljive medusobno razlielte. Neposredno se proverava 

da je e*a= ct*e=a za proizvoljnu zamenu, gde je e prazna zamena. Osobine 
kompozicije zamena istaknimo posebno. 

TVRDENJE 1.26 OSOBINE ZAMENE I KOMPOZICIJE ZAMENA 

Neka su E i F skupovi reel i Ct, 13, y  proizvoljne zamene. 
Tada 

1. Ako je za svaku reZ": E (E)a=(E)13, tada je a=f3. 

2. ((E) a) 0. (E) WO) 
3. (a*fi)*y=  (x,*(13447) 
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4_ th ut:) (1,= (E)(Xu(F) C. 

1)0K AZ 
su 	vk  sve raz1ilite promen1jive komponencita tail 

Neka je E redotii v j  (1 j 	k). Tada je (v i) a= (v)13. 'LA° Si 	i 	szbtojk- It 
ist.ih komponenata zamene, pa so jednake. 

2. Dokazujeino ((E) a) 13= (.E) ((X13) 

Neka su 	 t n/xj. i 13= {s i /y i , ..., se/y in } dve proizvoljok: taint. 

i re F.: iota oblik 1:=Eox11 E 1 xi2 	xikEk . Tada je (E)a= Eotil E i t i2  . 	a 

(tJi)(X)J3 EL; Eli 11 112' 

gde je svako t i;=(t11)13, a svako Ej '=(Ei)P i , gde je J i  skup tili komponcuala 	1: 

protneoljive nisi neke od x i , 	, x„ (zato to se ni jedna od (lh promerdjivin lic 

sadri u nekoj od re& Ej). All a*13.= a iuI3 1  gde Jr. svaka komportenta 	obliLa 

ako je Ei ji tazlit'ito od xi , a 0, skup sarno onih komponemia zaineu 

koje Jcy, 	{ x 1 , ... 	x„ 	. Zato Jr (E) 	 auk je 
tvrdenje dok.azano. 

3. Neka je E proizvoljan ret. Tada je korikenjem 26.2 

uotliy , 7)= ao*I3))7.-- WEANY 
(U) uul'113'7))=--  ((EXI)(019 --: WE)0013)11 

 Nana tvrdenju 1.26.1 je oviiry= 

4. Ako izraz Ae EuF, onda AE E iii AE F, to zna6 da (A)(1. EE 

(A) ote 	iz eega slcdi (A)(X.E (E)au(F)a. 

Ohrnuto, ako neki izraz Be (E)au(F)a, onda BE (I)c iii BE I 

svakoni shicaju postoji izraz A takav da je (A)0(...13 i (AXXE (E)iii (A)Os JI 

to znaci da AE E Iii AE F to je ekvivalentno sa AE (EUO_ a LO indc: Ia 

B=(A)a E 	 je tvrdenje dokazano. 

1..)EF 1.27 SKUP RAZISOITOSTI 
Neka je A kongan skup izraza. Skup razlieitosti za A je skup vih 

pod rzraza koji poi.=inju od tog mesta gde neki izrazi imajo razila 

Prink:v. Ako je A= P(x, h(x.y)  , y), POE, 	,y), .P(4.. a. 11.: .,kup 
za A jt. ; 	kiy). 	Ako A nije jednoelan, tada ni skup razliC.-nosti 

1.8 UNIFIK.ACIJA 
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DEF 1.28 UNIFIKACIJA I UNIFIKATIVAN SKUP 

Zamena 9 je unifikator skupa E, gde je E skup izraza (terma iii literala), ako 

je (E)0 jednoelan skup. Ako za skup E postoji unifikator 0, kaie se da 0 unificira 
skup A, odnosno da je E unifikativan skup. 

Unifikativan skup mote imati vile unifikatora. Jasno je da ako 0 unificira A i 

A sadril vile od jednog elernenta, onda 0 unificira skup razlieitosti skupa A. 

DEF 1.29 NAJOSTIJI ZAJEDNItKI UNIFIKATOR 
Neka su A i cs unifikatori skupa izraza A. Irnifikator tT je najopltiji 

unifikator skupa A, ako za ma koji unifikator 0 skupa A postoji zamena a takva 
da je E =ma. 

ALGORITAM 130 ALGORITHM UNIFIKACIJE 
Slededi algoritam, primenjen na proizvoljan konaean neprazan skup izraza A 

naziva se algoritam unifikacije. 

Korak 1. Staviti O(0)= C i k=0 i predi na korak 2. 

Korak 2. Ako ACT(k) nije jednoelan skup predi na korak 3, u protivnom 

slueaju staviti 6A=6(k) i zavrgiti rad. 
Korak 3. Neka su vk  i tk  dva prva iraza u leksikografskom poredku elemenata 

skupa razlieitosti B(k) za skup (A) a(k). Ako je vk  promenljiva koja ne ulazi u t1, 
staviti a(k+i). a(k)* (tkivk I , povedati k za jedan i vratiti se na korak 2. U 
protivnorn prekinuti rad i saopgtiti da unifikator za skup A ne postoji. 

Definicija ovog algoritma ne saddi dokaz da 6e se opisani proces uvek 
zavrgiti za proizvoljan neprazan konaean skup pravilno konstruisanih izraza. U stvari 
ovaj algoritam uvek zavrgava rad lit na koraku 2 ili na koraku 3, jer bi se u 

protivnom slueaju generisao beskonaean niz A, (A)0(1), (A)6(2), 	konaenih 
nepraznih skupova pravilno konstruisanih izraza u kome svaki slededi elan sadrii 
jcdnu promenljivu manje nego prethodni (tj. (A)a(k) sadrii vk  a (A)CY(k+1) ne 
sadrii). Ali tako negto je nemogude, jer A saddi samo konaean skup promenljivih. 

DEF 1.31 VALJANOST .ALGORITMA UNIFIKACUE 
Ako je A kongan neprazan skup izraza, za koji algoritam unifikacije zavrgava 

rad na koraku 2, onda je A OP§TEUNIFIKATIVAN skup. Dokazuje se da je 
konstruisana zamena najopgtiji zajednieki unifikator za A. 

TEOREMA 1.32 TEOREMA 0 UNIFIKACIJI 

Ako je A unifikativan, onda je A i opgteunifikativan. Ako je 9 proizvoljan, a 

(T A  najopgtiji zajednieki unifikator, konstruisan primenom algoritma unifikacije, onda 

postoji zamena et takva da je 0--CT A * a. 
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I)ovotjnoje dokazati da algoritam unifikacije zavrgava rad .n3id A na kolaku 

i ako algoriiam unifikacije jog nije zavrgio rad i konstruisana je ./aniena ff(k.)_ k>0. 

onda je jednakost (1) 9=CT(k)* Ot(k) ispravna na koraku 2 algoritma, ta neku zarneno 

Ot(k). Dokat 	izvodi indukcijom po k. 

Li k=() tvrdenje je tgno, jer je (7r)= 6, 0(0)=0. 

Pretpostavimo da je za neko k>0 ispunjeno (i) za neku zaoienu ( k). La L.  

ako je -■ ) 0'a) jednoaan skup, algoritam unifikacije & zavrgia tad na koraku 	i 

pri ((mac je GA= (7(k) najopgtiji zajedniliki unifikator i 	a(k) je tr0.ena zamen. 

U protivnom algoritam prelazi na korak 3. Kako (X(k) unificira (A)G(k). (zbog 1 

jer 0 unificira A). onda a(k) unificira skup neslaganja B(k) skupa .(A,)C.7(k). Zato 
tk. delinisani na koraku 3 algorithm unifikacije, zadovoljavaju jednakost (2) I\ ,..) 

(td(i(k). 
Kako je .B(k) skup razlieltosti, to izrazi iz B(k) ne mogu poLinjati si jednilli 

istina sirnbolorn. B(k) je unifikativan pa najmanje jedan izraz poL'inje 
promenljivom., I jednak je promenljivoj, jer je i promenijiva izraz. U leksikogrztisk , i11) 
poretku promenijive prethode svim drugim izrazima, a v k  je prvi zraz II 13(k . ). onda 

je v. promenijiva. Ako se v k  saddi u tk, onda se (v k)a(k) saddi u 	:;to 
nemogtk:e. jer v k  i tk  nisu identfoni jednaki i vaii jednakosi (2). Prema tome. 
ne sadriu t k . Zato algoritam unifikacije nee zavrgiti rad na koraku 3, vec (":c 

vratiti na 1,,:orak 2. 1 pri tome je GOc+1)= Mk)* {t k/vk }. Stavimo 	)=(.4(1;) 

talk), 
'Facia je 

(x; k )=.1(.voa(k)Iv k ) Li a(k+1) 

---t(t k)a(k)/v0t.j a(k+1) 

=;(1.)a(k+1.)/v k l Li C(k+1) 

(X(k+l) 

p0 definiciji. 

preina (2) 

jer vt  se fl( sadr2i LI 

Po def. 1.2 S.  

°thole prema (1) je 0=a(k+1)* Ot(k+1). Zato je jednakosi (1) kpunjcna 

sve (Y( k). kako algoritam. unifikacije tirba da se zavrgi. i kako ;ie ne zavri;a ,  

koraku 3. mora da se zavrgi na koraku 2_ kdnakost (1) va21 za sve 	). 

pOsiednje 0-(k.). (T najopKtiji zajednieli unifikator, Oo je I trehalo dokaz;.1(i. 

1 .9 REZOLVENTA I ZA.MENA 

n.1 	' 
' 

MU' 1.33 DEFINICIJA BINARNE (STANDARDIZOVANE REP )1,V FS IF: 
Nk:ka 	sastavke C 1), koji ne sadrie zajedniae promen.ljive (k ,  

joki pre0.7nai..'avanjern prornenl• ivilt korikenjent 	11 1  

L i K redoni, postoji najopgtiji zajedniki unitiI.iuw CT 	1. 
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Glava 1 Teolijski uvod 

Tada je njihova BINARNA iii STANDARDIZOVANA rezolventa sastavak C 1  V 
gde je C 1  sastavak (C)6 u kome su izostavljeni literati (L)a, a D1  sastavak (D)CY u 
kome su izostavljeni literati (K)C7 

Literati L i K se nazivaju ISKLRJeENI iii R-literali, a trojka (L,K,(1,)6) se naziva 
KLTIJNA TROIKA. 

DEF 134 FAKTOR 
Ako dva iii vie literala (sa istim znakom) sastavka D irnaju najopgtiji 

zajedniili unifikator (5, onda se sastavak (D)6 u kome su izbatena vigestruka 
pojavljivanja istih literala naziva FAKTOR od 1). 

DEF 135 REZOLVENTA sastavaka C i D je jedna od stededih binamih 
(standardizovanih) rezolventi. 

1) binama rezolventa C i D 
2) binama rezolventa C i faktora od D 
3) binarna rezolventa faktora od C i D 
4) binarna rezolventa faktora od C i faktora od D. 
Defmicije REZOLUCIJE i n-te REZOLUCIJE se dobijaju iz DEF 1.11 1 DEF 

1.12 izostavljanjem fundamentalnosti. 

DOKAZ 136 DOKAZ OSNOVNE LEME 1.17 
Ako je S proizvoljan skup sastavaka, a P proizvoljan podskup Erbranovog 

prostora za S, onda je R(P[S]) podskup od P[R(S)]. 

Neka je A sastavak iz R(P[S]). Tada iii je A iz P[S] iii je A fundatnentalna 

rezolventa dva fundarnentalna sastavka (C)Ct i (3)0, gde su C i D iz S, cz= 

tk/vk ), 13=€s11w 1 , , sm/w.), v1 , ..., vk  spisak svih promenljivih koje ulaze u 
C a w1,,wm spisak svih promenljivih koje ulaze u D navedenih u 
leksikografskom poredku, dok su t 1 , 	,tk, s1 , 	, sm  elementi P. U torn sluaaju A= 
(C-L)Ct u(D-M)3 gde su L i M neprazni skupovi literala L c C, M c D, a (L)Ct I 

(m)p su jednoaani skupovi, ciji elementi obrazuju komplementaran par. Neka je 
0={ tuxi , 	tkixk, s 11y 1 , • • •• sm./Y..} Tada: A=(C-1-•)(4c*(bu(-MXTID*9) 
(L)(4c*0)= (L)Ct, (M)01 D*0)= (m)p. Prema tome 8 unificira skup N onih atomnih 
formula koje iii ulaze u skup (L) ck.)(M)TI D  iii su to formula komplementarne onim 

iz tog skupa. Prema teoremi o unifikaciji, N ima najopgtiji unifikator aN, i postoji 
takva zamena y nad P da je e=c5N*y. Odatle (Lgc*6N*y)=0_,)a, (mXTID*0"N*7 
(M)j3 i prema tome (L) ( c*CYN) i (M)(11 D*00 su jednoelani skupovi, ciji su 
elementi komplementami jedan dtugom. Zato je (L,M,N) kljuata trojka za (C,D) a 

sastavak B=(C-L) (4,c*6N)L.)(D-M) (rip*ao je rezolventa C i 13, prema tome B 
pripada R(S). Pogto je 8= crN*y. onda je (B)7= (C-L)(4 c*0)v(D-M)01 D*0), 
(B) 7= A i zato A pripada P[R(S)]. Ovim je dokaz leme zavrgen. 
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k iJa ■ 	 11.)rd 1.11 ,  Ott 
	 Is 

1. 1 :,iovi !clue ne povike obmutu inkluziju: KR(S)1 c R(1.11), 
Primer: 	; 1Q(x.f(y)), t-Q(g(y).x)” }, 
Prover:1 pokazuje da P [R (5)1 sadrZ1 prazan sastavak NU.. Na taj lia6n 

nezadovoljix... a P nije opovrgavajudi skup za S. 

LENIA 1.37 LEMA 0 PODIZANJU (LIFTING LEMA) 
su(" i i DI  redom faktori C I D, i aka je R 1  rezolvcnta C I 	D,, 

postoji laka rezolventa R od C I D tako da je R 1  faktor od R. 
DOK AZ 
Praineniina. aka je potrebno promenljive u C I D, tako da C i I) 

Neka su L1  i K1  iskljd6,eni literali u R 1  i neka je 

R i =f,(C)rc-(I.)(7) u0D 1 )(7-(K 1 )(3), gde je 0:3 najapkiji zajedni6ki unitikator 1. 1  i 

Kako su C. D i  faktori od C i D. to postoji takva zamena 	da je 

(D)9. N(2.ka su L(1), 	L(i) literali u C koji odgovaraju L 1 , tj. (I.,(1))0.= t. 

0= L, i K(1), 	, K(j) literali u D koji odgovaraju K i . (1(1 I))0=K . , 

K(j))0:=. K.t. Ako je i>1, postoji najopgtiji zajednieki unitikator ct za 	1). ... 1.6) 
neka je 1..=(1.4i))a. Ako je i=1, a=EPS. Sli6no za K(1), .... Kji postoji najopzAiji 

zajedniai unitiaktor f3 I neka je K=(K(j))13. Neka je y=au13. Tada je 1. likTal 

faktoru (nu, od C, i K literal a faktoru (1)43 ad D. Jasno je da je F 1  faktor (Ici I . 

K, faktor od K. Kako su L1  i -K1  unifabilni, to Su iLIK unifiibilni i neka ji.. 
njihov najopgliji zajedni6ki unifikatar. Neka je: 

((((706-(1.,)8) u  

(i(C)196-( ILO ),....1.,(i)) )7)6) u (opy7)6-41K(1),.....K(i)1. roei) 
= ((c n y*6)_( (.1,(1),...,L(I)})(7 413) u (0)(r6)-4 { K( I )... 	I )(7*  ' i 

R e rezolventa C i D. Jasno je da je R 1  faktor od R jer je 

RI =  ((Coa-(1,,)c.5.) u Oda-AK IO 
. («.C) 0)(7-({L.(1),...L(i))) 0)a L.,  (((D) e)cY-('{K(1),....Ktp}.) 
= c(C .) ((.)*(7)-( 	 (0*(7 .) L.) ((D) (0*(7)4( I Kt 

/K° Wu. 

Fiii je dokaz 'erne zavrgen. 
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2. NEKE PROSTE STRATEGIJE 
2.1 POJAM STRATEGIJE 

U prethodnom odeljku izioIen je regavajuei postupak (metod rezolucije). 
Pokazano je da je to dosta efikasan metod za dokazivanje teorema i dokazana je 
njegova potpunost. Direktno korikenje ttgavajue.eg postupka za dokazivanje teoreme, 
tj. utvldivanje nezadovoijivosti nekog skupa S sastavaka sastoji se u slede6em: 
izraettnaju se sve rezolvente parova sastavaka iz S, dodaju se to rezolvente skupu S, 
izrdeunaju se sve dalje rezolvente parova sastavaka ovog skupa, dodaju se 
prethodnom skupu i ponavlja se ovaj proces sve dok se ne izvede prazan sastavak. 
Preciziranje keno generige se jedan niz skupova So, S1 , S2, ... gde je SeS, 
Sn={rezolventa od 	C i  GS0  uSt  u...0 Sm.,, C2  E Sn_ 1 1, sve dok se za neko 
n ne utvrdi da prazan sastavak pripada S. Ovaj postupak se naziva METOD 
ZASICENJA NIVOA. 

Generiguei sve moguee rezolvente skupa sastavaka, generige se veliki broj 
rezolventi od kojih nisu sve znaeajne. Sve moguee rezolvente ne u6estvuju u 
najkraem izvocienju praznog sastavka. Mnoge od izvedenih rezolventi su nevaine, 
kao na primer tautologije, gto je o'digledno, jer dodavanjem tautologije nekom skupu 
sastavaka ne utiee se na njegovu nezadovoljivost_ Neke izvedene rezovlente su prosto 
suvigne, ne ueestvuju u direktnoj dedukciji praznog sastavka, nego samo stvaraju 
nove rezolvente koje su nebitne za dokaz. Osirn toga, 'aesto se generige nova 
rezolventa i dodaje spisku. 

Sve ove neva2ne generisane rezolvente, ne samo da optem5nju izvodenje kada 
ih izraeunavamo i zapisujemo, nego i u sledeeem koraku kod izra6unavanja 
rezolventi sledeeeg nivoa, tro:ci se vreme na ispitivanje njihove interakcije sa drugim 
sastaveillia, pri e:einu se jog i dalje dobijaju mnogobrojne naeljene, nevem 
rezolvente. Poka2into to na sledeeem prirneru. 

PRIMER 
Dokazati nezadovoljivost skupa sastavaka: 
S= {13  v Q, -P v Q, P v -Q, -P v 

Navedimo prvo najkraei dokaz u torn smislu da od njega ne postoji kradi: 
(1) P v Q 
(2) -P v Q 
(3) P v -Q 
(4) -P v -Q 
( 5) Q rezolventa od (1) i (2) 
(6) -Q rezolventa od (3) i (4) 
(7) NIL rezolventa od (5) i (6) 

Direktno, metodom zasieenja nivoa dobija se dokaz koji sadrii 39 6Ianova. 
(I) P v Q 
(2) -P v Q 
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(i!ava 

Y') 
so; 

• 

pro.:te strak:gije 	2() 

-P 	Q 
Q 	od 	(1) 	i 	(2) 

od 	(1) 	i 	(3) 

Q 	Q 	0(1 	(1) 	i 	(4) 

P v -P od 	(1) 	i 	(4) 

(9) Q v- Q od 	(2) 	i 	(3) 
In) P v -P od 	(2) 	i 	(3) 

;11) -P od 	(2) 	i 	(4) 
(12) -Q od 	(3) 	i 	(4) 

(13) P 	Q od 	( . 1) 	i 	(7) 
(1-1) P v Q od 	(1) 	i 	(8) 
(15) P v Q od 	(1) 	i 	(9) 
(16) P v Q od 	(1) 	i 	(10) 
(17) Q od 	(1) 	i 	(11) 
(18) P od 	(1) 	i 	(12) 
(19) Q od 	(2) 	i 	(6) 
(20) -P v Q od 	(2) 	i 	(7) 
(21) -P v Q od 	(2) 	i 	(8) 
(22) - P ssi Q od 	(2) 	i 	(9) 
(23) -P v Q od 	(2) 	i 	(10) 
(24) -P od 	(2) 	i 	(12) 
(25) P od 	(3) 	i 	(5) 

(2) P v -Q od 	(3) 	i 	(7) 
(27) P v -Q od 	(3) 	i 	(8) 
(28) P v -Q od 	(3) 	i 	(9) 
(291 P v -Q od 	(3) 	i 	(10) 
(30) -Q od 	(3) 	1 	(11) 
(.1i; -P od 	(4) 	i 	(5) 
(32; -Q od 	(4) 	i 	(6) 
(33) -P v -Q od 	(4) 	i 	(7) 
(34i -Q od 	(4) 	i 	(8) 
(35) v -Q od 	(4) 	i 	(9) 
(30) -P v -Q od 	(4) 	1 	(10) 
(171 Q od 	(5) 	i 	(7) 
(38) Q od 	(5) 	i 	(9) 
(39; Nil, od 	(5) 	i 	(12) 

Prinwila p•avila rezolucije koja nije ni iin sputavana, mo,c. generk.lii 
aka poirLd on ill va2nib (koji dircktno u6esivuju u 	przifo.."2 

sa ,stavka . 1_ Prcina ionic da hi se dobila jecina efikasna procedure 	 , re ■ 
more 	iwki ria6.11 spre.6ti gcnerisanje velikog brojo. 

neki redosled u primeni pravila 
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Osnovno pitanje za gradenje strategije je kako izabrati parove sastavaka, na 
koje treba primeniti pravilo rezolucije, jer oeigledno, jedan dobar izbor mmigo 
poboljgava efikasnost metoda. Postoje ninogi radovi posvedeni ovom problemu i 
razradene su nmoge, vrio dobre strategije, tj. poboljganja pravila rezolucije. 

Svc strategije sc u sugtini sastoje: 
(1)iii u postavljanju odredenog kriterijurna, pa se rezolucija primenjuje samo 

na sastavke koje zadovoljavaju taj kriterijum (tako se ometa generisanje mnogih 
rezolventi) 

(2) iii u odredivanju primene rezolucije, tj. defmige se strogo kojim to se 
redosledom primenjivati rezolucija. 

Jedna od bitnih osobina osirn efikasnosti je da data strategija bude i potpuna 
gto je i slu'eaj kod najvahlijih strategija. 

2.2 't 1ST! LITERAL! 

Prema teoremi Cefea o neodlu6ivosti predikatskog raeuna prvog reda, za neke 
skupove sastavaka ni jedna procedura opovrgavanja neee zavrgiti rad, a izraunavanje 
rezolventi se mote produiiti u beskongnost. Ipak, u nekim slu6ajevima se moue 
predvideti beskonaenost procesa. 

PRIMER. Ispitati nezadovoljivost skupa sastavaka: 
S= t P(a), -P(x) v P(f(x)) 1. 
Procedura opovrgavanja generige redom rezolvente: 
P(f(a)), P(f(f(a))), P(10(f(a)))), 
Navedeni primer navodi na pomisao o pravilu koje bi dozvoljavalo 

prepoznavanje beskona6nog procesa u sluseaju njegovog nastanka, tako da bi se to 
pravilo moglo ukljueiti u proceduru opovrgavanja. Pri tome bi se procedura zavrgila i 
u sluoajevirna koji analogno navedenom primeru proizvode beskona6an proces. Takeo 
pravilo je mogude uvesti, ono je osnovano na pojmu literala 6istog u skupu 
sastavaka. 

DEF 2.1 tIS11 LITERALI 
Neka je S proizvoljan kongan skup sastavaka, C sastavak iz S i L literal iz 

C. L je eIST u S ako ne postoji literal K iz S- {C}, i zamene of i p takve da je 
(L)a=(-K)13. 

OCIgledno je da je literal L iz C Gist u S, ako ne postoji rezolventa R(C,D), 
C=D, tako da je L iskljue`eni literal. 

TEOREMA 2.2 TEOREMA 0 tISTIM LITERALIMA 
Neka je S proizvoljan skup sastavaka, L literal iz C koji je Zist u S. S je 

zadovoljiv ako i samo ako je S-tC) zadovoljiv. 
DOKAZ: 
Ako je S zadovoljiv, tada je i S- { 	zadovoljiv, jer je S- { C } podskup od S. 
Ako je S-{C} zadovoljiv, tada postojoi model A za S-{C), koji sadeli literale 
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• skup svih tundamentalnih literala oblika (1)0, gde je 0 zatuena nad Ii.i % - ka 	k 

sastoji iz komplemenata svih literala iz N. Tada je skup 

toga, to jc modk.1 i za S. jer svaki sastavak u H( tCI) sadth elan iz B 

koji :Elan :7N 	vaki sastavak iz IRS-(0) saddi 1an iz B. uslvai neki C . lan iz 

k Nijedan sastavak iz 116-1C)) ne sadrii aanove iz K. jer u !moth/nom 

ako hi (D)13 bio takav sastavak, (DE SIC)), onda bi postojalo takvo M. da M 

D. a (KO jednoelani skup koji saddi elan K. Tada bi posiojala naa Lamella  

H takva da su skupovi tlAtix 	jednoelani skupovi eiji eletuenti obranju 
komplementaran par. Medutitn, to protivirei eistoei literala L u S. Time .je ttoretna 
dokazana. 

PR AV I.1.0 (..ISTOeE 
Nik)gut5e je izostaviti iz konaCnog skupa S sastavaka svaki sastavak koj i.0 

literal 6st u S. 
Na taj naein procedura opovrgavanja koja ujedinjuje pravilo 

pravilo 6stoLie "konvergira" za girl skup kongnih skupova sastavaka, ne .g.o procedura 
koja se zasniva samo na pravilu rezolucije. Takva pravila, kao to je pravilo 
nazivaju cc -FAKTIKE PRETRAZIVANJA, da bi se razlikovala od pravila itvalenja 

2.3 STRATEGUE UPIJANJA I BRISANJA 

Pored strategija opovrgavanja, koje pro§iniju oblast konvergencijc ()slim 
strategije, postoje i strategije koje povecfavaju brzinu konvergencijc..ledna od taI 
strategija je 1 strategija upijanja. 

DEP 2.3 UPIJANJE, PODSASTAVAK, NADSASTAVAK. 

Neka su C i D dva razliata neprazna sastavaka. C. UPUA 1) ako postoji zamena . A 

takva da je SVLkki literal iz (.0a istovremeno i u D. C se naziva PODSASTAVAK_ a 
1) NADSA.SFAVAK. Ako se sastavak posmatra kao skup svojih literala, ntoit: 
korist.iti oznaka (C)1C D. 

TEOREMA 2.4 TEOREMA 0 UPLIANJU 
Neka je S proizvoljan kongan skup sastavaka, I) nadsastavak it S. ;.) 

sastavak it s-{r) koji upija D. S je zadovoljiv ako i sanio ako je zado'. 01 ji ■ S 
D 

je dokazati da ako je M model za 	onda 	M 	,:it 
.Ncka j M model za S - :D1I neka CE S{D} upija D. Tada postoji tak‘ii 

tX tako &Liu svaki literal iz (C)a, istovremeno i u D. Kako je D iz S. lo su tcou, 

kompoticnato iiinIcrie 	i/gradeni iz simbola funkcija koje ulazr u funk.k0i 
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istovremeno fundamentalni faktor C nad H. i zato saddi clan iz M. Ali svaki 
fundamentalni faktor (D) 43  sastavka D sadrii fundamentalni faktor ((C)C)13 sastavka 
C, i zato saddi clan iz M Zato je M model za S, i teorema je dokazana. 

STRATEGDA UPIJANJA se fommlige na slede4i na6in: 
Mogude je izostaviti iz konaenog skupa S sastavaka, svaki nadsastavak D koji 

je upijen nekim sastavkom C iz S-{131. 

Da bi se strategija upijanja mogla ukijuelti u proceduru opovrgavanja, 
potrebno je definisati algoritam koji proverava da li jedan sastavak upija drugi 
sastavak. 

ALGORITAM 23 ALGORITAM UPLJANJA 
ULAZ: sastavci C i D. 
ELAZ: odgovor da ti C upija D. 
KORAK 1. Neka su v 1 , 	, vk  sve promenljivih koje ulaze u D poredane po 

leksikografskorn poretku, i a l , 	, ak  wove razlieite konstante koje se ne sadre ni u 
C ni u D. Neka je 13=1 a1 1v 1 , 	ak/vk ). Ako je D=L 1  vLam, tada je (D)13= 
(1,1)0 v 	v (Lido. Staviti B= { (_Lop, 	, (4,„)p} i predi na korak 2. 

KORAK 2. Staviti A(0)=C, k=0 i pre6i na korak 3. 
KORAK 3. Ako A(k) sadrii NIL, zaustaviti se: C upija D. U protivnom 

slue'aju staviti A(k+1) = R(C 1 ,C2) I CI  EA(k), C 2 EB}. 
KORAK 4. Ako je A(k+1) prazan, zaustaviti se: C ne upija D. U protivnom, 

staviti k=k+1 i preoi na korak 3. 
Primetimo da u datom algoritmu svaki sastavak u A(k+1) je za jedan literal 

kmei nego u A(k) iz kojeg je dobijen. Zato u nizu A(0), A(1) 	treba na kraju da 
se pojavi iii prazan skup iii skup koji saddi NIL. 

TEOREMA 2.6 KOREKTNOST ALGORITMA UPIJANJA 
Sastavak C upija D ako i samo ako algoritam zavrgava rad na koraku 3. 

DOKAZ: 

Neka C upija D. Tada postoji zamena ot, tako da je (C)a c D. Zato je 
((C)a) J3 c (D)13, i literali iz ((C)a) J3 mogu biti iskljudeni korigeenjem jedini6nih 
sastavaka iz B. To znaei da ee se na kraju pronaei A(k) koji sadrii NIL. Tada 
algoritam zavrgava rad na koraku 3. 

Obrnuto, pretpostavimo da algoritam zavrgava rad na koraku 3. Tada postoji 
izvodenje R 1 =R(C,B0), R2=R(R1 ,13 1 ), , NIL=R(Rk,Bk), pri e'emu su B0, ... Br  
jedinie`ni sastavci iz B. Neka je a(0) najopgtiji zajednieki unifikator dobijen pri 
tratenju rezolvente C i B o, a(i) najopgtiji zajednieki unifikator za R x  i Bi, i=1, k. 

	

Tada (...((C)a(0))...a(k)).{-B 0, -B 1 , 	-Bk 	c 	Neka je 
y=corcto r...*cok). Tada (c)y C (D)0. Neka je 8 zamena dobijena iz y 
zainenom a 1  u svakoj kornponenti zamene sa x 1, 1=1,..., n. Tada (C)8 C D, to znaei 
da C upija D gto ie i trebalo dokazati. 
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sorna korisna primena strategije upijanja je u steel 
rezolventa R sastavaka C i D, upija jedan od njih. Tada dada . gi R popri 
rezoluerje. pataznom skupu sastavak.a, istovr•meno mokmo izosuiviti 
taktike apijaaja), onaj od sastavaka C iii D koji je upijen njihavarn rezolventon3. 
operacija s svodi na zemenjivanje C iii D sa R. Odgovaraju6e pravilo sc naz;, 

pravilo zamenjivanja, a strategija - STRATEGUA ZAMENHVANJA. 

SIVVIEGLIA BRISANJA je strategija koja objedinjava brkanje tautologij,.: 
nadgastavaka. To je jcdnostavno strategija pojednostalibivanja. IJ njenoj prinicni SC 
ne meta ifv(xienje svih rezolventi na jednom nivou., ve6 se brigu neki 
sastavaka. pagto su oni ved izvedeni panto& rezolucije. Preeiznije, novoizvedcwr 
rezolventa se brie ako je tautologija iii je nadsastavak nekog sastavka koja je 
izveden, 

'La 'imenu strategije brisanja potrebno je poznavati pastupak za ispitivanje Wi 

Ii je neki sastavak tautologija. Sastsavak je tautologija ako sadili komplcmentaran 
par literala. Io je jednostavno ispitati. Za utvnlivanje da Ii ie jedan sastav,:.k 
nadsastavak drugog, mak se koristiti algoritam upijanja. 

POTPUNOST strategije brisanja zavisi od toga kako se britt tautologij.. 

nadsasta,ci. To je rezultat Kovalskogrrl. 

TEOREMA 2.7 POTPIJNOST STRATEGIJE BRISANJA 
Strategija brisanja je potpuna ako se u metodu zasiOnja nivoa brigu 

sastavci: tautologije uvek I nadsastavak samo u shgaju kada je njq.'.ov podsastavak 
skupa isfog. tli ni%eg 
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3. SEMANTINA REZOLUCIJA 
3.1 POJAM SEMANTICICE REZOLUCIJE 

Semantic rezolucija se prvi put pojavila 1967.god. u radu Slagle /*/. Ona 
sjedinjuje hiperrezoluciju Robinsona, preimenovanu rezoluciju Melcera 1*1 i strategiju 
porno6nog skupa Wosa, Robinsona i Carsona /*/. Ideja sernantiele rezolucije se 
sastoji u podeli osnovnog skupa sastavaka na dve grupe, pri i';'entu se zahteva da 
sastavci koji gestvuju u rezoluciji ne budu iz iste grupe. Za podelu sastavaka na 
grupe koristi se neka interpretacija. Zato je ova rezolucija i dobila naziv semantfeka. 
Ako je S nezadovoljiv skup sastavaka, ni jedna interpretacija ne filo& zadovoljiti iii 
opovrgnuti sve sastavke. Zato svaka interpretacija deli S na dva neprazna skupa 
sastavaka, skup zadovoljivih (S 1 )• i skup nezadovoljivih sastavaka (S 2). 

Drugi natin onemoguCayanja izvodenja suvignih rezolventi je uredenje 
predikatskih simbola, i zahtev d4 pri primeni rezolucije na dva sastavka C i D, CE 
S1 , DE S2, isljuCeni literal iz D saddi najveei predikatski simbol u torn sastavku. 

Navedene ideje, korikenje interpretacije za razbijanje sastavaka na dve grupe 
i uredivanje predikatskih simbolp za smanjenje broja mogudih rezolventi su vaitni 
pojmovi u sernantiCloj rezoluciji. Pored toga, poieljno je onemoguditi razli6ita 
izvodenja jednog istog sastavka, kao u slededem primeru. 

PRIMER. Dokazati nezadeivoljivost skupa sastavaka. 
(1) -P v -Q v R 
(2) P v R 
(3) Q v R 
(4) -R. 

Neka je interpretacija I= t-P, -Q, -RI, i neka su predikatski simboli uredeni 
na sledeei ngin: P > Q > R. su sastavci (1) i (4), S2 su (2) i (3). Primenivgi 
ograni6enja moguae je izvesti: 

(5) -Q v R iz (1) i 
(6) -P v R iz (1) i (3). 
Oba ova sastavka su zadi,voljiva u interpretaciji I, zato ih dodajrno skupu 

sastavaka S2 . Primenorn rezolucije sa sastavcirna iz S 1  dobija se: 
(7) R 	iz (3) i (5) 
(8) R 	iz (2) i (61. 
Primetimo da su dobijena dva razli6ita izvodenja sastavka R. Kako je u 

dokazu dovoljno saino jedno izv+denje, uvodi se novi pojam kojim se poistoveduju 
razlieite varijante izvodenja istog :sastavka. 

3.2 DEFINICIJA PI-REZOLUCIJE 

DEF 3.1 DEFINICLIA SEMANTItKE REZOLUCIJE (PI REZOLUCIJE) 
Neka je I inteipretacija i p uredeni niz predikatskih simbola. Kongan skup 

no*.. r.-sig- 	f 	 xr) 	_ 
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1 Oh Pi STKOR), ako 1;1 1 , • • • •Eq  nkrzvani elektroni) 1 N ,n Lin an uw 

t.adovoliavaja sledeoe uslove: 

(1;I 	11, . 	. 	je lalno u 1. 

Neka .ie R i .N. Za svako 1=2, ..„ q postoji rezolventa N +1  od k, L. 

;3 I..rai ii Ei  koji je primenjen u gornjoj rezoluciji sadrii najve6 

slink)] ii I.. 	1=1. 	, q). 
1,• Iano u interpretaciji I. 

naziva semantAa iii PI-rczolventa (od PI sukoba 	 r.,i= • , 

PRINIER. Neka je: 

1:1 = -(2)(z .) 	-Q(a) 

R(h v S(c) 

v Q(a) v -R(y) V -R(b) V Sic). 

Neka jc I intetpretacija 1Q(a), Q(b). Q(c). -R(a), 	k' 

P sdc(let-:e aredintje prolikatskill silabola Q > R > 

R2 sastas,  aka R. 1  i1 i  R.,=R(R.1 , E 1 )= -R(y). v 
P( ,stoji nvol ■ enta R, .iastavaka R.., 	R.; =. 

:owl ph.. ;Lk . ' i; I . 
tr 	" /;.kdovoijava sva cetiri uslova, i zato je to PI qikoh Pi 

..",ku,oba je Stc). 

I.:J. :A .  3.2 1) 1-Dt.:DUK1,11A 
ji. I interpretacija skupa sastavaka S, i P urede..n niz pwdikat4ill 

koji se pojavljuju. a S. 1.)edukcija iz S se naziva P1-dedukcija ako je skaki  

CledUkCi ji 	.1::NlaVak iz S 	PI-rezolventa. 
/a ,ctuantia.0 rezolucijuje karakteristkino da je ntoguCc 	,.• aki n. 

,vakki inirtaiju U stvari Pi-rezolucija je potptma, tako ila se 
nezado ,  ot .ikt skupa sastavaka uvek ruoe izvesti prazan sastavak 
rezolucijc.. 

3.3 pimp( )Nosrr PI-REZOLUCHE 

3.3. POTPIL;NOST FUNDAMENTALNE P1 - 10.!:ZOl 
N,:ka je S konacan nezadovoliiv skup fundanientalnih sasta ..aka. P 	! 

simboia. I intcrpret.acija skupa S. Tada postoji PI-dedukcija 
i/ S. 

1)0A/: 
K. 	inetod matematiZke indukcije po broju atoina najL;m2.k..a 

A Nkup amnia iz S. Ako se A sastoji od jedno2 e!emcnt. ,  
Q. ontia 	cleinentima u S postoje sastavci Q iii -Q. Rczolv.lita 
Nil.. i<:Yi-r.% 	Q iii -Q la2no u I, i kako je NFL lano u L onda 	Nil. 
iv/olvcrlia. -tato lema vai za ovaj slu'Craj. 
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Pretpostavirno da leina vazi uvek kada se A sastoji od n elemenata 	. 
Da bi prirnenili indukciju, neka se A sastoji od ta6no n+1 elemenata. Posmatrajmo 
slede6e slui!ajeve: 

Slueaj I. 
S sadrii jedinfoni sastavak L koja je laian u I (L je Literal). Neka je S o  skup 

dobijen iz S izostavljanjem onih sastavaka koji sadrie literal L i izostavijanjem -L iz 
ostalih sastavaka. Jasno je da je So nezadovoljiv. Kako S o  sadrii n iii manje od n 
atoma, prema indukcijskoj hipotezi postoji PI-dedukcija D o  sastavka NIL iz Sc. lz 
dedukcije DQ  motemo dobiti PI-dedukciju NIL iz S, na sledeei naeiut 

Svaki PI sukob {E1 , 	, Eq , N zamenimo PI sukobom {E1 , E2, 	, Eq, L, 
N1 1, aka je N dobijeno od sastavka N i  iz S, izostavljanjem L iz N 1 , gde su E1 , 	, 
Eq, N sastavci u izvodenju D0, (sada su EI , 	, Eq , L elektroni, a N 1  nukleus). 

Ako je 	dobijen od sastavka iz S, izostavijanjem -L iz Fi, odgovarajudi 
Pi  sukob za dobijanje Ei  bice skup 	Tako se od dedukcije Do  dobija PI- 
dedukcija D praznog sastavka NIL iz S. 

gluetaj /. 
S ne sadrii jedinieni sastavak koji je lagan u I. U torn slu6aju izaberimo 

element B iz skupa A atom iz S, tako da B sadrii najrnanji predikatski simbol. 
Jedan od literala B iii -B je laian u I. Neka je L onaj literal iz skupa {3,-B} koji je 
laian u I. Neka je So  skup dobijen iz S izostavijanjem onih sastavaka koje sad& 
literal -L i izostavijanjem L iz ostalih sastavaka. So  je nezadovoljiv. Kako So  sadrii n 
tit manje od n atorna, prema indukcijskoj hipotezi postoji PI-dedukcija D o  sastavka 
NIL iz So . Neka je D 1  dedukcija dobijena iz dedukcije D o  vradanjem literala L nazad 
u one sastavke odakie je izostavijen. D 1  je i PI-dedukcija, jer literal L sadrii 
najinanji predikatski sirnbol lazan u I. D 1  je iii PI-dedukcija NIL ili L. 

Ako je D 1  dedukcija NIL, dokazali smo lemu. Ako je D i  dedukcija L 
posrnatrajmo skup Sv {L}. Kako &AL} sadrii jedinieni sastavak L koji. je Ulan u 

pomoeu dokaza slue* 1, postoji PI-dedukcija D 2, NIL iz SU {L}. 
Kombinovanjem D 1  i D2, dobija se PI-dedukcija NIL iz S. Time je lema u potpunosti 
dokazana. 

TEOREMA 3.4 POTPUNOST PI-REZOLUCIJE 
Neka je S kongan nezadovoljiv skup sastavaka, P ureden niz predikatskih 

simbola, I interpretacija skupa S. Tada postoji PI-dedukcija sastavka NIL iz S. 

DOKAZ: 
Kako je S nezadovoljiv skup, prema teoremi ERBRANA postoji kongan 

nezadovoljiv skup So  fundamentalnih sastavaka, dobijen iz S zarnenama promenljivih 
elemenata Erbranovog prostora. Prema lemi 3.3 postoji PI-dedukcija D o  sastavka NIL 
iz skupa So. Pokaimo kako se mole dedukcija Do  transformisati u PI-dedukciju NIL 
iz S. Koristeei lemu o podizanju (LIFTING LEMA), ako su C 1  i Dl  faktori od C 
D i ako je R1  rezolventa od C1  i D1 , tada postoji rezolventa R od C i 13 takva da je 
R1  faktor ad R. U dedukciji Do zamenimo svaki sastavak C1  odgovarajudirn 
sastavkorn C, tako da je C 1  faktor od C. 
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Straicgija brisanja se mole koristiti zajedno sa n-rezoiticijoiq, n naruavalik - i 

svoistvo potpunoqi. 

3.4 HIRT RREZOLUCIJA 

Nicka je 1 intetpretacija u kojoj je svaki literal negaeija nekog atoma_ 

interpretaciji svaki elektron i svaka PI-rezolventa mogu biti sw.tavijeni ;.tmo - 

atonia. Shaw, ako je svaki literal u interpretaciji I atom. onda 	clekiron 
Pl-retolvLuta niotajti da sad& saino negacije atoitia. flipertezolueija 	,, ,asak.: 

ranitalmjima. 
S.Ima% ak se naziva .POZITIVAN ako ne sadrkii 	jed:in znak 	iL 

NI:CiAl IVAN sastavak je onaj èiji svi literali sadfie znak 	SLNavak li 

rikq;ovit ako nije ni pozitivan ni negativan. 

DIT 3.5 POZITIVNA I NEGATIVNA HIPERREZOLUCUA 
po7I [IV NA HIPERREZOLUCHA je spccijalan slueaj 	 u 

svaki literal u interpretaciji I saddi znak negacije. U tom sluLju 	c!rn i‘• 

Pi-rezoivenie sti pozitivni sastavci. NEGATIVNA HIPERREZOLUCIIA 
0.14 PI-rezolucije, kada interpretacija I ne saddi ni jedan znak nepcie. Tad:: 
svi clektront I sve Pl-rezolvente negativni sastavci. 

Pozitivna I negativna hiperrezolucija su potpune jer su onc specijAan 
seinantic1; rezolueije. 

PENIER. Za sledeci skup sastavaka. 

()(a) 	R(x), -Q(x) V R(x), -R(a) V -S(a), S(x) 
NeU .je P niz predikata R < Q < S. Onda dobijamo potilivnu 

 

01111 i 	il[ 1: 1 1111t1(1 110 1! 

c. s1 tL sIuL'aj da se aksiome I teoreme predstavijaju pomocu nekdi 
!,itilavak.a, a negaeija zakiju6ka se predstavlja pomoeu nc 2:alivno!.! 

pozitivnej hiperrezoluciji otprilike odgovara 	 1111,11% • 

(1(1ki; j hifrrezoluciji odgovara "razmigljanje unazad - . 
Neka su aksiorne Q, R i -Q v -R V S. negacija zaHiu,1;:) 

simbola_ 
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Prva dedukcija poe'inje sa aksiomama i izvodi S koje je kontradiktorno nega- 
ciji zakljuela -S. Kod negativne hiperrezolucije dedukcija poeinje iz negacije zak-
lju6ka. UzimajuCi da je zakiju't. ak Wan, izvodi se kontradikcija. 

3.5 STRATEGIJA POMONOG SKUPA 

Strategiju pomodnog skupa su predlolili 1965. god. Wos, Robinson i Carson 
/**/. 

Neka je teorema sastavljena od aksioma A 1 , A2 , 	, An  i zaldja.ka B. Da bi 
dokazali teoremu, dokazujemo da je skup {A 1 , A2, 	, An, -13} nezadovoljiv. Kako 
je A 1 , 	, An  obiZno zadovoljiv, nekorisno je traiiti rezolvente izmedu A1 , A2, 	, 
An . Na toj ideji se zasniva strategija pomodnog skupa. 

DER 3.6 POM0eNI SKUP 
Podskup T skupa S sastavaka je POMONI SKUP od S ako je S-T 

zadovoljiv. Rezolucija porno6nog skupa je rezolucija dva sastavka koji nisu obe iz S-
T. Dedukcija pomodnog skupa je dedukcija u kojoj je svaka rezolucija rezolucija 
pomodnog skupa. 

Moie Sc dokazati da je strategija pomodnog skupa potpuna. 

TEOREMA 3.7 POTPUNOST STRATEGIJE POMO(NOG SKUPA 
Ako je S kongan nezadovoljiv skup sastavaka i T podskup od S, tako da je 

S-T zadovoljv, onda postoji dedukcija pomodnog skupa, praznog sastavka NIL iz S 
sa T kao pomodnim skupom. 

DOKAZ: 
Kako je S-T zadovoljiv, postoji interpretacija I koja zadovoljava S-T. 

Izaberimo proizvoljno uredenje P predikatskih simbola u S. Koristedi teoremu 3.4 o 
potpunosti PI-rezolucije, postoji PI-dedukcija D praznog sastavka NIL iz S. 

U dedukciji D posmatrajmo PI sukob {E 1 , E2, 	, Eq, N}. 
PI-rezolventa ovog sukoba se dobija pomodu rezolucije E 1  i N, zatim 

rezolucije E 1  i izvedene rezolvente, i tako dalje. Svako primenjivanje rezolucije 
koristi neki elektron E 1. Medutim, elektron je lalan u interpretaciji I. Zato, za svaku 
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ridein se P1-dedukcija mole transformisati u dedukciju NIL if S. 1:oj..1 
konstrukciji dedukcija pomocitog skupa. 

PRIMER. Neka je S skup sastavljen od sledeeih sastavaka: 
(1, hg(x,,y 1 )..x 1 . y 1 ) 
f.! 	y 2 ). y 2 ) 
I 3 i  -.P(x ; , 	, 113 ) V P(y 3 , z3  , v 3 ) V -P 	v3  , w3) v P(u 3 . 	w i y 
(.4 . ! -P(k(x 4), 	k(x4)) 

Neka je 	skup koji sadrii sastavak (4). Tada je slede6a (k dukcija. 
poluorlog skupa. sa  T kao pomo6nim skupom. Primetimo da flue izvedtrut ni 
rezolucij:t ipitedu aksioma. 

(5) -1)(x,. y 3  • k(z3 )) V  P(y3 , z3  , v3) v -P(x 3 , v3  , k(x 1 )) 	i 

t(-0 -P(x 3 . y3  , k(k(y 3 ,v3))) V  -P(x3 , v3  , k(h(y3, v3))) 	(5) i 
7) N IL 	(6) i (1) 

3.6 IIREDENA REZOLUCUA 

Ideja uvodenja uredenih sastavaka se sastoji u posmalranju sastavka kao 
ne kao Aupa literala. Time se odreduje redosled literala u SaStaatl, koji 	uvodi 

nit prirodan udein. Literal L 2  je veei od literala L i  u sastavku C. ako ,4e 	qa1.1,7 sfa 
1.. u nixu iilerala koji je odtrden sastavkom C. Na taj ngin posleduji 
sastavku cc uvek 	najveci literal. 

DU 3,8 LREDENI SASTAVAK je niz razlieitih literala. Literal I.., je i ( 1 
od literala 1. ]  u uredenom sastavku 	je MARTI od L.2 ) ako se I., naiati 
u nizu literala koji je odreden uredenim sastavkom. 

DEF.-  3.9 FRI:DEM FAKTOR 
Neka je 	u redeni sastavak. Ako dva iii vige literala u C ( .sa .m1111 i.nak,,;lo 
na.  p 	zajednai unifikator a, w.-edeni faktor od C je sastavak dobi ten 

(( )7 ifostavijanjern svakog literala koji je identi6an nekom nianjettt literala.. 
Jednostavno reZ..'eno, ako se u sastavku zamenom mote dobiti 

literala. literal koji se prvi pojavljuje se zadriava, a ostali se izostavljaiu. 

DEF 3.10 UREI)ENA BLNARNA REZOLVENTA 

	

su C i U dva uredena sastavka bez zajedninib promenljiviit i 	i 
l i t, rala ti C i D redom. Ako L i -K imaju najopgtiji zajedniZki unifikator 

K .sastavak dobijen od (Oa v (1))15 izostavljanjern (.1.,)(7 i (K)r i 
Iiterala Oji se poklapa sa nekim manjim, onda se R naziva urecti. - Tia hirr, 

C' i 1). Literali I, I K se nazivaju isklju6eni literal. 

IM1.R. Neka su dati sastavci: 
ON) 	 c.• 
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Neka je L=P(x) i K=-P(a). L i -K imaju najopgtiji unifikator Cr= {aix}. (C)CY 
v (D)CT je P(a)vQ(a)v-P(a)vQ(a). Izostavijanjem (L)cs i aocy, dobija se Q(a) v R(a) 
v Q(a). Izostavijanjem drugog pojavljivanja literala Q(a) dobija se sastavak Q(a) v 
R(a) koji je' uredena binarna rezolventa od C i D. Literal/ P(x) i -P(a) su iskljubieni 
I iterali. 

DEF 3.11 UREBENA REZOLVENTA 
Naka su C1  i C2  dva uredena sastavka. Uredena rezolventa izmedu C 1  i C2  je 

jedna od sledeelh binarnih uredenih rezolventi: 
(1)uredena binarna rezolventa od C 1  i C2  
(2)uredena binarna rezolventa od C 1  i uredenog faktora od C2  
(3)uredena binama rezolventa od uredenog faktora od C 1  i C2 
(4) uredena binarna rezolventa ad uredenog faktora od C 1  i uredenog faktora 

od C2 . 

3.7 DEFINICIJA 01-REZOLUCLIE 

DEF 3.12 DEFINICIJA UREDENE SEMANTItKE REZOLUCIJE (ordered 
-ureden) 

Neka je I interpretacija. Konaean skup uredenih sastavaka {E1, E2, 	, Eq, 
N c1 .1 naziva se UREDENI SEMANTIOCI SUKOB u odnosu na i (iii OI 
SUKOB), ako E1 , 	Eq (nazvani elektroni) i N (nazvan uredeni nukleus) 
zadovoljavaju sledede uslove: 

(1) E1 , E2 	Eq  je len° u I. 
(2) Neka je Rq=N. Za svako i=q, q-1, 	, 1 postoji uredena rezolventa 

od R, E.,. 
(3) Iskljueeni literal u EI  je poslednji literal u E1, i=1, 	, q; iskljueeni literal 

u RY  je najvet5 literal koji ima faktor istinit u I. 
(4) R©  je lino u interpretaciji 1. 
Ro  se naziva uredena semantiela iii OI-rezolventa (od OI sukoba {E 1 , 

N}). 

DEF 3.13 OI-DEDUKCIJA 
Neka je I interpretacija skupa uredenih sastavaka S. Dedukcija iz S se nazvia 

OI-dedukcija ako je svaki uredeni sastavak u dedukciji iii sastavak iz S iii OI-
rezolventa. 

Slagle i Norton /*/ su eksperimentisali sa DI rezolucijom. Njihovi rezultati 
govore da je to veoma efikasna strategija. 

3.8 NEPOTPUNOST 0I-REZOLUCHE 
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(flj'.i i1:-.,...1;:antioka raoludja 

lako je 01 rezolucija veoma eftkasna, ona nije potpuna. Skied k.ourapripk ,,  
jc 'law° Andason /21i. 

KONTRAPRIMER 3.14 NEPOTPUNOST UREDENE StAIANTle kl 
REZ01..1 . 0,11.: 

NA.a 	S siede6i skup uredenih sastavaka: 

PvQ. 
(?) 	R. 

(3) R V W. 

(4) -R v-P. 

(51 	-W v-Q- 
(6) -Q v-R. 

Neka je I interpretacija u k.ojoj je svaki literal negativan. Tada sastavci I - 
tuogu hLi kori .geeni kao uredeni elek.troni, a sastavci (4)-(6) kao upAteni nukletki. Ud 
sastavaka t4.)-(6) mop se dobiti sledeee 0! rezolvente: 

(7) R V P 	iz 01 sukoba ((3), (1), (5)), 
18) 	P v Q 	iz 01 sukoba ((1), (2), (6)). 

Od sastavaka (1)-(8) nx4,e se dobiti sledea 01 rezolvena. 

(9.) 	Q V R 	iz 01 sukoba ((2), (7). (4)). 

Sastavci (8) i (9) ne pripadaju S. Zak) se od sastavaka (1)- 9) ne Ii lihid 

ni jedna Bova 01 rezolventa. Drugim reeima, NH.. se ne inoie dobiti oornoci.1 
rezoluelje. All S je nezadovoljiv skup sastavaka. 7.ato 01 rezolueiji nijc 
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Glava IV Lock rezolucija 

4. LOCK REZOLUCIJA 
4.1 POJAM LOCK REZOLUCIJE 

LOCK rezolucija se pojavila u doktorskoj disertaciji Boera 1971. god. /20/. 
ideja LOCK rezolucije (lock - zabraviti, zakljteati) se sastoji u onemogueavanju 
izvodenja svih rezolventi. To se postiie kori6enjem indeksa za sredivanje literala u 
skupu sastavaka S. Svako pojavljivanje literala u S je indeksirano. Pri tome ruin 
pojavljivanja jednog istog literala u S mogu biti razlieito indeksirana. Rezolucija se 
primenjuje samo na literate najniieg indeksa u svakom sastavku. Literati u rezolventi 
nasleduju svoj indeks od sastavaka od kojih je nastala rezolventa (sastavci roditelji). 
Ako rezolventa sadrii vige identienih literala koji imaju razlieite indekse, literal 
najniieg indeksa se Liuva, a ostali se izostavijaju. Za indeksiranje je najzgodnije 
koristiti prirodne brojeve, mada se mogu koristiti elementi bib kog uredenog skupa. 
Sastavak eiji su svi literali indeksirani naziva se INDEKSIRANI sastavak. 

DEF 4.1 LOCK-FAKTOR 
Neka je C indeksirani sastavak. Ako dva iii vige literala u C (sa istim 

znakom) imaju najopgtiji zajednieki unifikator a, Lock-faktor od C je sastavak 
dobijen iz (C)a izostavijanjem svakog literala koji je identi6an literalu ni2eg 
indeksa. 

Jednostavno reZeTho, ako se u sastavku zamenom maze dobiti vide idertti6nih 
literala, literal sa najnilim indeksom se zaddava, a ostali se izostavljaju. Ova 
operacija se naziva 6uvanje ni2eg za identi6ne literate. 

DEF 4.2 MARNA LOCK-REZOLVENTA 
Neka su C i D dva indeksirana sastavka bez zajednielib promenljivih 

dva literala najni2ih indeksa u C i D redom. Ako L i -K imaju najopItiji unifikator 
a i ako je R sastavak dobijen iz (C)a v(D)6 izostavljanjem (pa i (K)a i 6uvanjem 
nfleg literala u ostalorn dein sastavka, onda se R naziva binarna Lock-rezolventa od 
C' i D. 

PRINTER. Neka su dati sastavci: 
C1 : 1 15(x) v ,Q(x) v 3R(x) 	C,: 4-P(a) v 5Q(a). 
Kako 1 P(x) i 4-P(a) itnaju najnrie indekse u C 1  i C2  redom, biramo L I =P(x) 

I 2 =-P(a). 	i 	imaju najopgtiji unifikator a= WO. Zato je (C 1 )0 v (C2)CC. 1P(a) 
v 	v 3R(a) v 4-13(a) v 5 Q(a). 

Izostavljanjem (L i )a 	tj. 1 P(a) i 4-P(a) dobija se: 2Q(a) v 3R(a) v 
6Q(a). Sada su ,Q(a) i 5Q(a) identiC-ni literali sa razlieitim indeksima. euvanjem nfieg 
dobija se: ,Q(a) v 3R(a). To je binarna Lock-rezolventa sastavaka C 1  i C2. 
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DEF 4.3 LOCK-REZOLVENTA 
• su C. i C 2  tiva indcksirana sastavka. Lock-rezoiventa molt; I. 

	

jccina od 	tLih binamih Lock trzolventi: 
t brnama Lock trzolventa ad C /  i C, 
(2) binarna Lock rezolventa ad C. 1  i Lock-faktora od C 2  

binarna Lock rczolventa od Lock-faktora od C 1  i C, 
bin= Lock trzolventa ad Lock-faktora ad C 1  i Lack-fiktora od C : . 

DE1' 4.4 LOCK DEDUKCIJA 
Ncka jc S skup sastavaka gdc je svaki literal u S indcksiran. Dcdukcila 	̀-) 

je Lock-dedukcija ako je svaki sastavak koji a njoj u6estvaje iii sastavak iz S :H 
Lock-rcioh cnta. 

PRIMER. Dokazati nezadavoljivast slcdo.Seg skupa sastavak3 
(1) 1 P V 2 Q 
(2) ,P N./ 4 -Q 

(3) 6-P V 

(4) s -P 
• iastavaka (1)-0) maga& je izvesti samo jednu Lock rezoiventul 
(S) -P 	iz (3) i (4). 

sastavaka (I)-(5) maga& je izvesti dye Lock rezolvente: 
«» Q 	iz (1) i (5), 
(7 4 -Q 	iz (2) 1 5). 
Na kraju se dobija prazan sastavak 
(8) Nil.: 	iz (5) (6). 
Ii dam ueesIvuju onto tri Lock rezolvente. Ukolika e koristi obi iu 

rezoiticija, po metodu zasieenja nivoa (primer iz odeljka 2.1), u Lzv(Mdeniu 
saNiavka Nil.. u6es1vuje 35 rezolventi_ 

PRIMER. Dokazati nezadovoljivost slede6eg skupa sastavaka: 
(1) cli V.3) 	v  

v 2P(yCRY)) 
(3) 	X,Y) 	3P ( f(.39.3.1) 
1-1-) , 3 -P(X.I.,) 	V 4P(y.f(y)) 
(5) i1 ii(x,3i) 	V 7-13(y.a). 

L. S mogike dub iii slede6u Lock dedukciju 

io-P(x,Ra)) 	iz (1)1 (5) 
10-P(y,f(a)) iz (3) i (5) 

(81 ; -1)(x_t(a)) ‘,/ 10 -1)(y.f(.)) 	iz (6) 1 (7) 
9 ,,P (a_a) 	 iz (8) i (2) 

;01; 	 iz (8) i (4) 

	

1 ! 	 iz (9) i (10). 
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4.2 POTPUNOST LOCK REZOLUCIJE 

LEMA 4.5 POTPUNOST LOCK-REZOLUCIJE ZA OSNOVNI SLUtAJ 
Neka je S skup fundamentalnih sastavaka gde je svaki sastavak u S indeksiran 

sa prirodnim brojem. Ako je S nezadovoljiv, tada postoji Lock-dedukcija praznog 
sastavka NIL iz S. 

DOKAZ: 
Neka je K(S) definisano kao: 
K(S)= broj pojavljivanja literala u S - broj sastavaka u S. 
K(S) se naziva suvigak literala. Lema se dokazuje matematielom indukcijom 

po K(S). Ako je NIL u S lema je dokazana. Neka NIL nije u S. 
Ako je K(S)=O, tada se S sastoji samo od jedinfenib sastavaka. Kako je S 

nezadovoljiv, postoji literal I, takav da su j-L u S, gde su i i j indeksi tih 
literala. Lock rezolventa od IL i 3-L je NIL. Time je pokazano da lema vaii kada je 
K(S)=O. 

Neka lema %rah kada je K(S) manje od n. Dokalimo da vaii i za 
Kako je K(S) vee od 0, postoji najmanje jedan sastavak u S koji nije 

Neka je m najveCi indeks kod svih onih sastavaka iz S koji nisu jedini6ni. 
Neka je C sastavak koji nije jedini6ni i koji saditi literal ,„,L indeksiran sa m, a Co 

 sastavak dobijen od C izostavijanjem literala mL. Co  nije prazan sastavak jer C nije 
jediniai sastavak. Neka je: 

Si = (S- {C})L./{Co l 	i 	S2= (S- {C})L.){ inl,}. 
Skupovi sastavaka S i  i S2  su nezadovoljivi. K(S 1 ) je manje od n, i K(S2) je 

tnanje od n. Zato prema indukcijskoj hipotezi postoje Lock-dedukcije D 1 ' i D2 ' 
praznog sastavka NIL iz S i  i S2. Neka je Di  dedukcija dobijena iz D 1 ' stavljanjem 
inL nazad u Co. Kako je m najvedi indeks u sastavku C, jasno je da je D i  takode 
Lock dedukcija. Rezultat to Lock dedukcije je NIL ili .L. Ako je to NIL, dokaz je 
zavrgen. Ako je to mL, kombinovanjern D I  i D2' dobija se Lock dedukcija NM iz S. 
Ovine je dokaz leme zavrgen. 

TEOREMA 4.6 POTPUNOST LOCK-REZOLUCIJE 
Neka je S kongan nezadovoljiv skup indeksiranih sastavaka. Tada postoji 

Lock-dedukcija praznog sastavka NIL iz S. 
DOKAZ: 
Kako je S nezadovoljiv skup, prema teoretni ERBRANA postoji kongan 

nezadovoljiv skup So  fundamentalnih literala, dobijen iz S zarnenama promenljivih 
elementima Erbranovog prostora. Prema krill 4.5 postoji Lock-dedukcija D o  sastavka 
NIL iz skupa S0. Koristei lemu o podizanju (LIFTING lemu), i rasudivanje slieno 
onom koje je korigdeno u dokazu teoreme 3.4 od dedukcije Do  mote se konstruisati 
Lock dedukcija D praznog sastavka NIL. Time je teorerna dokazana. 
4.3 OGRANICENOST I.00K REZOLUCLIE 

Lock rezolucija je potpuna sama za sebe, ali se ne mole kombinovati sa 
vecinorn drugih strategija. Slededi primer pokazuje da sjedinjavanje Lock rezolucije i 
strategije brisanja tautologija u jednu strategiju ne daje potpunu strategiju. 

nn srn 4 '7 	 .• • 7 1 • 
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— ett-+eitc,:sa 

4.1 • c! 4tl 
	 a 

(i) i (2) tie postoji Lock -tezolvenia, jer literali  
najmanji indek.s u sastaveima (1) i (2) redom. Takode za sasiavk.k: 1) i 

jer literal 4P netiia najmanji indeks u sasiavku (3) 

Za saslavke ( I) .1 (4) Lock-rezolventa je ,Q  v 6-Q a to .je laur)logija \Lo 
koristila Araicgija brisanja tautologija, onda se ne bi izvodila ni rt.l.o1venta 
( I) i (4 .). Daije je slino. Sastavei (2) i (3) imaju sanio jednu 	 j.... 

N.' .-P ILl su 7 -Q i Q  literali sa najniiim indeksima u sastaveinu (2) i 	rc(14.4.i. 
All ta lock - rezolventa je tautologija, pa se ne koristi u izvodenju Sastavci tin i.lt 
nentaju 1..ixt -rezolventu jer P nije literal sa najniiiin indeksoin u sasiavku 
Sli(1(no 	pcstoji Lock-rezolventa za sastavke (3) i (4) jer 6-Q nije litcra a najnOTIi 

inch.iNoni u sasiavku (4). 
Polaziii skip sasiavaka je nczadovoljiv. Korikenjem strategije brisanja tautol(T -tp 
Lock-trzoluciji nije se dobilo izvodenje praznog sastavka iz noadovoljksq 
sastavaka. no kombinovanje ove dye strategije ne daje potpunu strategiju. 

PRIMER, 4.8 Ovaj primer je .  iz rada Kurerova. Neka su adati 

saqavci: 

1 oct, dedukeija praznog sastavka NIL je: 
cs) 3 -h 	 iz (2) i (4) 

It)) 	v 	iz (1) i (5) 

(7 I 	V a 	if (3) i (6) 

(X) 	v ,,a 	i7 (2) i (7) 
(9) a 	 iz (1) 1 (8) 
N 	 iz (2) 1 (9) 

i I I) --c 	 iz (4) i (10) 
(12) i-a 	 iz (3) i (11) 
(!..4) NII 	 if (9) i (12). 

hi se poniodu strategije brisanja tautologija 	; 
sastavka (7). n e  hi se inogao dobiti sastavak NIL iz nezadovoljiv( skupd 	; 
gto znad tia noa strategija nije potpuna. 

Fakodk. 	nepotpuna i konibinacija strategije pontocilog 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Glava IV Lock rezolucija 

PRIMER 4.7. Ovaj primer je konstruisan samostalno i ne nalagi 
Neka su zadati indeksirani sastavci: 

(1) 1P v 2Q 
(2) sP v 7-Q 

(3) 4-P v 3Q 
(4) 5-P v 6-Q. 

Za sastavke (1) i (2) ne postoji Lock-rezolventa, jer literali 
najmanji indeks u sastavcima (1) i (2) redom. Takcde za sastavke (1) i 
Lock-rezolventa, jer literal 4P nema najmanji indeks u sastavku (3). 
Za sastavke (1) i (4) Lock-rezolventa je 2Q v 6-Q a to je 
koristila strategija brisanja tautologija, onda se ne bi izvodila ni rezol,dar 
(1) i (4). Dal je sMno. Sastavci (2) i (3) imaju samo jr.dnu Lock  
gP v 4-13  jer su 7-Q i 3Q literali sa najn12im indeksima u sastavcima (2 
Ali ta Lock-rezolventa je tautologija, pa se ne koristi u izvodenju. 
nemaju Lock-rezolventu jer gP nije literal sa najniErn indeksom 
SlicSno ne postoji Lock-rezolventa za sastavke (3) i (4) jer 6-Q nije 
indeksom u sastavku (4). 

PRIMER. 4.8 Ovaj primer je iz rada Kurerova. Neka su zaiatt. 
sastavci: 

(1) 1b v sa 
(2) 2a v 3-b 
(3) 4c v 5-a 
(4) 6-a V 7-C. 

Lock dedukcija praznog sastavka NIL je: 
(5) 3-b v 7-C 
	

iz (2) i (4) 
(6) sa v 7-C 
	

iz (1) i (5) 
(7) 5-a v sa 	iz (3) i (6) 
(8) 3-b v sa 
	

iz (2) i (7) 
(9) sa 	 iz (1) i (8) 
(10) 3b 
	

iz (2) i (9) 
(11) 7-c 
	

iz (4) i (10) 
(12) 5-a 
	

iz (3) i (11) 
(13) NIL 
	

iz (9) i (12). 

Ukoliko bi se pomoeu strategije brisanja tautologija 
sastavka (7), ne bi se mogao dobiti sastavak NIL iz nezadovoljivog 
to znaei da nova strategija nije potpuna. 

• 	 X • •••-••• . 	 • ...am. 

iNgs:;s:  

Polazni skup sastavaka je nezadovoljiv. Korigeenjem strategije brim 
Lock-rezoluciji nije se dobilo izvodenje praznog sastavka iz ne 	, < 
sastavaka. Zato kombinovanje ove dye strategije ne daje potpunu strateetog 
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Glava V Liiicarna rezolucija 

Nejasno je kako za zadati skup sastavaka unapred zadati indeksiranje literala 
da bi se dobio najkrki dokaz (ili najoptitnalniji), H praksi se koristi indeksiranje 
koja de imitirati neku drugu strategiju (npr. uredenje predikatskih simbola). Ponekad 
je bilo kakvo indeksiranje pogodno da bi se izvodenje znatno skratilo, kao gto 
pokazuje primer. 

PRIMER. Neka je: 
S={P, Q, R, W, -P v -Q v -R v W} 
Korikenjem obi6ne rezolucije stvoriCe se: 
S 1  - 4 61ana (od "oetiri slova -P, -Q, -R, -W biramo tri na 4 ngina) 
S2  - 6 61anova (od cetini slova biramo dva na 6 naeina) 
S3 - 4 Clana (od cetiri slova biramo jedno na 4 nkina) 
S4 = 
U dedukciji gestvuje 5+14=19 sastavaka. Potrebno je stvoriti 14 sastavaka 

pre nego gto dokaie nezadovoljivost S. 
Indeksiranjem literala u S proizvoljnim, ali razli6itim indeksima I primenom 

Lock rezolucije, skupovi S L , S2 , S3  jednoelani, tako da de ukupno biti izvedena samo 
tri sastavka_ 
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(flaw 	Linarna rczohtctja 	 38 

5. ',MARNA REZOIAJCIJA 

5.1 L1NE1RNA REZOLUCIJA 

Nletoda linearne rezolucije je sli'ena jednom nai;inu dok.azivanja imientima 
t.r.ana transformige sve dotle dok Sc ne dobijc dmga strana 

I inear-11a rezolucija po6nje sa sastavkom koji se primenjuje It rezoluciji. da hi :•‘_; 
dobila itzoienIa koja se ponovo primenjuje u rezoluciji, I sve tako doI 	n 	oe 
prazan sastavak 

Dobra osobina linearne rezolucije je njena prosta stmktura_ Ona 	potpun 
saglasna sa strategijorn pomoatog skupa, a maze se kombinovati i a 
metodama. 

Lineaniu reLoluciju su nezavisno uveli u svojim radovima Loveland .1976 : 
Luchkant 9702, a kasnije je poboljgana: Anderson i Bledsoe /19 701, Y.• 
Reiter TIN/. Loveland /1972/ i Kowalski i Kuhner /1971/. Ovde e biti 
vcrilja data Lod Kovalskog i Lovelanda /1972/ pogto ona mote biti lako rjimi 
na F-16.111311.1. 

OFF 5..1 LIN.EARN A DEDUKCIJA 
NeLa je S skup sastavaka i C o  sastavak iz S. LINEARNA DEDITK(iin, 

sastavaka C .., od polaznog sastavka C o  iz skupa S je dedukcija koja 
sledeke u siO e: 

ii L.a 	1, 	, 	C 1  je rezolventa od C 1  (koji se naziva (.1:N MAI '4 t 
iii (IILAVNI sastavak) I B (koji se naziva SPOREDNI iii BOCNJ sagiavak) 

1!1 B, jo iii u S. iii je ve izvedeni sastavak Ci  La neko j, j<i. 

5.2 tILAZNA I JEDINICNA REZOLUCIJA 

POIMINOST strategije je veoma vana u mehani6kom dokazivanju 
tj. po2eljno je da je uvek inogue izvesti prazan sastavak 	nezadovoijivo 
sasta‘aka. /bog obitnnosti dokaza pri takvim strategijama, nekada  
EFIKASNOSU straiegije, nego njena potpunost. Ako je rezolueijska procedura !wt..; 
uspe;n o  pri dokazivanju vetikog broja teorema, mole biti k.orisna C'!ak ILad.: 
poipuna. chde se razmairaju dye takve strategije: ULAZNA rk..zolucija i fromv N A 
Fezoilickia 

2tria re/AUL:U:1 jc podslu'6aj linearne rezolueije. Oita se tuw): . :, 	•,• 
i 'nada nije potpuna, u nekiin primerirna uspegnija je od lincante 

Pokatat'emo ; da j ulazna rezolueija ekvivalentna jcdinirioj rezoluciji. to tnakl'i 
korema koja moie biti dokazana ulaznoin, moie biti dokazana i jedhiiii 
obmuto. 

La iadati polazni skup S sastavaka, svaki Clan skupa S 	aapt.i 
saNia ■ ak. 
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Glava V Linearna rezolucija 	39 

DEF 5.2 ULAZNA rezolucija je rezolucija u kojoj je jedan od sastavaka 
ulazni sastavak. Ulazna dedukcija (koja daje znaeaj polaznom skupu je izvodenje 
u kojem je svaka rezolucija ulazna rezolucija. Ulazno pobijanje je ulazna dedukcija 
NIL iz S. 

DEF 53 JEDINMNA rezolucija je rezolucija u kojoj je bar jedan od 
sastavaka jedinithi sastavak iii jediniai faktor nekog sastavka. Jediniena dedukcija je 
dedukcija u kojoj je svaka rezolucija jedinfona rezolucija. Jedinitno pobijanje je 
jedinfona dedukcija NIL. 

Jedinienu rezoluciju su veoma rnnogo primenjivali Wos, Carson i Robinson. 

LEMA 5.4. EKVIVALENTNOST ULAZNE I JEDINItNE REZOLUCLTE 
ZA SLUAJ FUNDAMENTALNIH SASTAVAKA 

Neka je S skup fundamentalnih sastavaka. Tada postoji jedintno pobijanje 
ako i samo ako postoji ulazno pobijanje. 

DOKAZ: 
Luna se dokazuje indukcijom. 
Neka je A skup atoma iz S. Ako se A sastoji od jednog elementa, na primer 

Q, onda medu sastavcima u S postoje jedinitni sastavci Q ili -Q. Jasno, rezolventa 
od Q i -Q je NIL. Dobijena dedukcija je i jedinitna i ulazna. Zato lerna va2i za ovaj 
slutaj. 

Pretpostavimo da letna va2i kada se A sastoji od i elemenata 1 C 	n. Da bi 
primenili indukciju, posmatrajmo A koji se sastoji od tatno n+1 elementa. 

(=>) Neka postoji jedinitno pobijanje iz S. S saddi bar jedan jedinitni 
sastavak L, gde je L literal. Neka je So skup dobijen iz S izostavljanjem onih 
sastavaka koji sadde literal L i izostavljanjem -L iz ostalih sastavaka Kako postoji 
jedinitno pobijanje iz S, to postoji jedinitno pobijanje i iz So. Ali So saddi n iii 
manje od n atoma, pa prema indukcijskoj hipotezi postoji ulazna dedukcija Do 
sastavka NIL iz So. Neka je D dedukcija dobijena iz Do vradanjem literala -L u 
sastavke iz kojih je izostavljen. Neka je T sastavak koji se dobija dedukcijom D. T 
je ili NIL ili -L. Ako je T NIL dokaz je zavrgen. Ako je T jednako -L, rezolucijom 
sa L (koje je ulazni sastavak) dobija se NIL. Tako je dedukcija dobijena 
kombinovanjem dedukcije D i primene rezolucije na T i L, ulazna dedukcija iz S. 
Ovim je dokazan prvi deo leme. 

(<=) Obrnuto, neka postoji ulazno pobijanje iz S. Tada S saddi bar jedan 
jedinitni sastavakL gde je L literal (to je na primer ulazni sastavak poslednje 
primenjene rezolucije). Neka je: So= S u {R(C,L) j C es} — {D D sastavak koji 
sadre L 	Kako postoji ulazno pobijanje iz S, to postoji i ulazno pobijanje iz 
So. All So sadri n iii manje od n atoma, pa prema indukcijskoj hipotezi postoji 
jedinitno pobijanje iz So. Svaki sastavak iz So je ili elemenat S iii je dobijen 
prirnenom jedinitne rezolucije na sastavak L i neki sastavak iz S. Zato postoji 
jedinitno pobijanje iz S, time je zavrgena druga polovina dokaza leme. 
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Gaya 	I 	rezolucija 	 4() 

TEOREMA 5.4 EKV I V ALENTNOST !ILA ZN E I J 1 ,,DIN I 
REZOLLVIJE 

Za zadati skup sastavaka S postoji jedinie'no pobijztnje ako i saino do pomoji 
ulazno pobijanje. 

DOK 

(=>.) Neka postoji jediniam pobijanje D iz skupa S. iz D se no.4. 
fUndatuentalno jedinie'no pobijanje Do zamenom svakog sastavka 	(02()%:krop.i r ,  

fundamentalnilu sastavkom. Neka jc So skup fundament:11nd) sasiavaka dobijer 
nacm. 	 Lux. 5.4 postoji ulazno pobijanje Fo i7. So 
kinu. erdLu se inole dobiti Wain° pobijanje E. 

i< 7 . 1  t) k' drt1(2w2 dela teoretne. dobija se i 	&Ail/a 1)TN . ‘) 

. 	 re6 jediniClio I ulazno. 

skup sastavaka S postoji ulazno pobijanje, korikenjcin tcor,:n 
).4 111012 	dobiti NIL iz S korikenjem jedini6ne rezolucije. Jedinihm rezolui 
je lake realizovati nego damn, i a tome je zna6aj teoreme 5.4. 

5.3 K.ORIS(NJE ISKLATetNIII LITERALA 

llikasnost linearne rezolucije se. mote povedati uvodenjcm dva nova poniia 
Jedan od Lii1 je pojam uredenog sastavka. koji je uveden u 3.8. Kori& nje  
sastavka koci semantkike rezolucije je znatno povealo njetru etikasnost. to ecbill 
bluaj 1 kud linearne rezolucije. Za razliku od semantiele rezolucije k.oja zajedni ., 

 uredenim sastaveima nije bila komplerna, linearna rezolucija korikena sa ureden:ffin 
sastavcima ostaje kompletna. 

Drugi pojant koristi informaciju o isklju'eenim litcralima. Informacija koju 
ti literali inocse biti vcoma korisna. Pri nalaitnju rezolvente isk1jueni Email sc 
izostavijaju vee se uokviruju_ Uokvireni literali se ne niou kortsini fa di 
nalaknje rezolventi, veé sarno za informaciju koji su literali do to trenutLa 
isklju6e11 I . 

DEF 	Uredeni sastavak C se mok redukovati, ako je poslednji literal u 
Lmifikativan sa negadjom nekog uokvirenog literala iz C. 

DEL,' 5.6 REDUKCIJA 
Neka je C uredeni sastavak koji se nu& redukovati. Neka je poslednji 

L. unifikativan sa nekirn uokvirenim literalom. i neka je CY njihov najopiji 

zacdniki unitikator. REDUKCLIA sastavka C je uredeni sastavak. dobijen iz 0 1r5 

izostavljanjetti literala (L)cY i svih sledeah uokvfirnih literala, za kojin tie 
neuokvireni literali. 

Ako Li uredenom sastavku postoji vie od jednog aestvovanja nv..itokvircr•: 
literala. Eada se zadil,ava prvo (levo) tti.iestvovanje., a ostala se izomavliaju. 
operacij3 se nazi. CUVANJE I,EVOG literala za identie:ne neuokvireno 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs
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DEF 5.7 UREDENI FAKTOR 
Neka dva iii vige neuokvirenih literala (istog znaka) u uredenom sastavku. C 

imaju najopgtiji zajednintli unifikator G. Tada je UREDENI FAKTOR od. C uredeni 

sastavak dobijen od (C)6 izostavljanjem svakog vigestrukog pojavijivanja 
neuokvirenog literala sem prvog levog i izostavljanjem svakog uokvirenog literala iza 
koga ne slede neuokvireni literali. 

Jednostavno reeeno, ako se u sastavku zanienom Ludic dobiti vile identi6nih 
neuokvirenih literala, prvi levi od njih se saeuva, a ostali se izostavljaju. Ako se 
uokvireni literali nalaze na kraju sastavka, oni se izostavljaju. 

DEF 5.8 UREDENA BINARNA REZOLVENTA 
Neka su C i D dva indeksirana sastavka bez zajedniekih promenljivih i L i K 

dva neuokvirena literala u C i D redom. Neka L i -K imaju najopgtiji zajedni6ki 
unifikator a. Neka je R 1  uredeni sastavak dobijen iz (C)t5 v (D)a uokviravanjem 

literala (L)a, izostavljanjem (K)a i Cuvanjem levog literala za identie'ne neuokvirene 
literale u ostaloni delu sastavka. Neka je R sastavak dobijen od R 1  izostavljanjem 
svih uokvirenih literala za kojima ne slede neuokvireni literali. Tada se R naziva 
UREDENA BINARNA rezolventa od C i D. Literali L i K se nazivaju isklju6eni 
literali. 

DEF 5.9 UREDENA REZOLVENTA 
Neka su C 1  i C2 dva uredena sastavka. Uredena rezolventa od C 1  i C2 je jedna od 
slede6ih uredenih binarnih rezolventi: 

(1) uredena binarna rezolventa od C 1  i C2 
(2) uredena binarna rezolventa od C 1  i uredenog faktora od C2 
(3) uredena binarna rezolventa od uredenog faktora od C 1  i C2  
(4) uredena binama rezolventa od uredenog faktora od C 1  i uredenog faktora 

od C2 . 

DEF 5.10 UREDENA LINEARNA DEDUKCIJA.  (OL-DEDUKCLJA) 
Neka je S skup uredenih sastavaka i Co  sastavak iz S. UREDENA 

LINEARNA DEDUKCUA sastavka C h  od polaznog uredenog sastavka C o  iz skupa S 
je dedukcija koja zadovoljava sledede uglove: 

(i) Za i=0, ..., n-1, sastavak q4. 1  je uredena rezolventa od C i  (koji se naziva 
CENTRALNI iii GLAVNI uredeni sastavak) i Bz  (koji se naziva SPOREDNI 
uredeni sastavak). Isklju6eni literal u C i  (ili u uredenom faktoru Ci) je POSLEDNII 
literal. 

(ii) B, je ili uredeni sastavak u S, iii uredeni faktor nekog ve4 izvedenog 
sastavka 	za neko j, j<i. Bz  je specijalan slueaj nekog Ci, j<i, ako i sarno ako je Ci 

 uredeni sastavak koji se mole redukovati. Tada je Ci+1  redukeija sastavka Ci. 
(iii) U dedukciju ne ulaze tautologije. 

LEMA 5.11 
Ako je u nekoj OL-dedukciji Ci  redukcija uredenog sastavka, onda postoji 

centralni uredeni sastavak Ci , j<i takav da je redukcija Ci+1  sastavka Ci  uredena 
rezolventa C, i nekog uredenog faktora C. 
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Neka su C 1  i C2  dva uredena sastavka. Uredena rezolventa od C 1  i C2  je jedna od 
sledeeih uredenih binamih rezolventi: 

(1) uredena binarna rezolventa od C 1  i C2  
(2)uredena binama rezolventa od C 1  i uredenog faktora od C2  
(3)uredena binarna rezolventa od uredenog faktora od C 1  i C2 
(4) uredena binarna rezolventa od uredenog faktora od C 1  i uredenog faktora 

od C2 . 

DEF 5.10 UREDENA LINEARNA DEDUKCUA (OL-DEDUKCIJA) 
Neka je S skup uredenih sastavaka i Co  sastavak iz S. UREDENA 

LINEARNA DEDUKCUA sastavka C„ od polaznog uredenog sastavka C o  iz skupa S 
je dedukcija koja zadovoljava siedeee uglove: 

(i)Za i4, ..., n-1, sastavak Ci+1  je uredena rezolventa od C1  (koji se naziva 
CENTRALNI iii GLAVNI uredeni sastavak) i B i  (koji se naziva SPOREDNI 
uredeni sastavak). Iskljui:eni literal u C i  (ili u uredenom faktoru C 1) je POSLEDNJI 
literal. 

(ii) B, je ili uredeni sastavak u S, iii uredeni faktor nekog vet izvedenog 
sastavka Ci  za neko j, j<i. B, je specijalan slu'daj nekog 	ako i samo ako je Cl 

 uredeni sastavak koji se mole redukovati. Tada je C,4. 1  redukcija sastavka Ci. 
(iii) U dedukciju ne ulaze tautologije. 

LENIA 5.11 
Ako je u nekoj OL-dedukciji C, redukcija uredenog sastavka, onda postoji 

centralni uredeni sastavak C3-,  j<i, takav da je redukcija C,+1 sastavka C, uredena 
rezolventa C, i nekog uredenog faktora 

Koristeel lemu 5.11 OL-dedukciju je moguee defmisati na sledeei na in: 
(1) Svaki sastavak B, iii pripada S iii je uredeni faktor nekog 	j<i. 
(2) Ako je C, uredeni sastavak koji se mole redukovati, onda jeC l+l redukcija 

sastavka C,. U protivnom je 	uredena rezolventa sastavka C, i nekog B, koji 
pripada S, pri emu je iskljutieni literal u C, poslednji. 

(3) U dedukciju ne ulaze tautologije. 

5.4 POTPUNOST OL REZOLUCHE 

LEMA 5.11 POTPUNOST FUNDAMENTALNE OL-REZOLUCIJE 
Neka je C fundamentalni uredeni sastavak koji pripada nezadovoljivom skupu 

fundamentalnih uredenih sastavaka. Ako je S- {CI zadovoljiv, tada postoji OL-
dedukcija sastavka NIL sa gomjim uredenfin sastavkom C. 

DOKAZ: 
Koristimo metod rnatematiCke indukcije po broju elemenata u skupu A atoma 

za S. Ako se A sastoji od jednog elementa, na primer Q. onda medu elementima u 
S postoje uredeni sastavci Q i -Q. Rezolventa od Q i -Q je NIL. Kako je S-{C} 
zadovoljiv, onda se ili Q iii -Q poklapa sa C. Zato lerna va2i u ovom slueaju. 
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rezoincija 

l'ivipostavimo da lenta rth kada se A sastoji od i clemenata S 	a. 1..'a bi 
prinniii ;[:.1ukeija, posmatrajmo A koji se sastoji od ta&to n+1 
Posmatrajmo sledee slgajeve: 

•lti.- aj 
C je jediniai sastavak. Neka je 	gde je L literal. Neka ie 

dohijen ii S izostadjanjem onih uredenih sastavaka koji sad& I i izostavijanje , n 
iz °staid; uredenih sastavaka. Jasno je da je So nezadovoljiv. Neka 
nev.adovo1jiv podskup od S. takav da je svaki pravi podskup od To zadovotiiv (Ora\ 
skup je mogude dobiti proveravajuel sve mogu6e podskupove skupa S). .1.‘o mola 
sadri uredeni sastavak. Ea, koji je dobijen od nekog sastavka iz S izostavljanl:An 

literala -L. 1! protivnom bi To bio podskup skupa S- 	koji bi hio nezadovolii\ 

prcnia detinieiji To. All 5- 1C1 je zadovoljiv, pa bi se dobila kontradikcija. 
Sada .je Eo uredeni sastavak u nezadavoljivom skupu To sastavaka.. pri 	a 

je To- 6i zadovoljiv. To sad& n iii manje od n atoma, p prerna indukciNH; 
hipowzi poji OL-dedukeija Do (prikazana na slici (a)) sastavka Nil.i/ i. 

polieni!n ard.knint sastavkont Eo. Vratinio literal -L NA KRAJ svN uroh.!•ill 

saqiiviika ii kojih je bio izostavljen, ositti polaznog sastavka Lo, koji :eio 

rezolucijorn I. i i. Na taj na6in je dobijena dedukcija D sastavka NIL ih 
prd stay' ji 	na Si 	( b). 

(b) shad (v-.1.,) oznai".iava dodavanje literala 	na njegok .o 
kr:Liu uredenih sastavaka iz kojih je bio izastalen. 

rebiio jc dokazati da je D takode OL dedukcija. Ni jedan sastavak u D hs: - 
 tautologija..ier je I) dohijena od dedukcije Do koja ne sadri ni tautc.)logije pi 

1... AL -1, nije poslednji literal u centralnom sastavku, onda je rezolueija ii1) 
ista Lao u Do. Aizo je -L poslednji literal u nekorn centralnom sastavku. onda 
moi.e izostaviti jer je jednak uokvirenom literalu L. U torn sluif.aju zatn,Ilinro •!.- 
iz odenja predstavljen na slid. (a) sa odgovarajudim izvodenjern predstadienim 

slki 0)1. 1),:!iglcdno se sastavak L V C (v-L) mofr redukovati i njeg.ova 

Iis' transtormacije polazne dedukcije prema sherni predsiavljenoi ji 

dobija sc 01.-dedukcija D' iii sastavka NIL ili L v 	iz S sa gornjin: 
sastavkom C Ako je ft dedukcija sastavka NIL„ tvrdenje je dokazano 
ciedukcria ,..a,tavka 1. v - I, 1-.)rimenom rezolucije na sastavke L 	i I. dohlia 	. 

Na taj iiaCifl e dedukcija D' tuoji.e dodavanjem OL-rezolucije itmedu I 
dc.•puniti do U1.-dedukcije praznog sastavka NIL, gto je i trehalo dokazA 

Sitscai 2. 

sastavak. U tom slue`aju neka je L prk..1 le% 

odnosno C 	gde je Co naprezan urecteni sastavak. Neka je So skup 
S 70Stadiau . ik:ni onih uredenih sastavaka koje sadde literal -1 i izostavljau'cl:1 I 

astavalia. SO je nezaclovoljiv. Poka2into da je So.. ; 

Nckz ir!crpr2raciia koia zadovoliava S4(1. Takva interprciaeiia 
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Glava V "ilium rezolucija 	43 

skup 	zadovoljiv prema uslovima leme. Kako je S nezadovoljiv, onda je C 
Nino u I. Zato je i L lino u intapretaciji I. Tada je So - {Co} istinito u I i So-
f Co} je zadovoljiv skup. 

Kako So sadrii n iii manje od n atoma, prema indukcijskoj hipotezi postoji 
OL-dedukcija Do sastavka NIL iz So sa gomjim uredenim sastavkom Co. Neka je D i 

 dedukcija dobijena iz dedukcije Do vradanjem literals L nazad u one sastavke odakle 
je izostavljen. D i  je OL-dedukcija sastavka L iz S sa gomjim uredenim sastavkom C. 
Skup Lu(S- { C }) je nezadovoljiv i sadrii jediniZni sastavak, pri 6emu je skup S- 
{C} zadovoljiv. Koristei prvi slu'Caj dokaza leme, postoji OL-dedukcija D2  sastavka 
NIL iz Lu(S- {C}) sa gomjim uredenirn sastavkom L. Kombinovanjem D I  i D2, 
dobija se OL-dedukcija NIL iz S sa gomjim uredenim sastavkom C. Time je lema u 
potpunosti dokazana. 

TEOREMA 5.12 POTPUNOST OL-REZOLUCIJE 
Neka je C uredeni sastavak koji pripada uredenom skupu S uredenih sastavaka 

i ncka je S- {C} zadovoljiv skup. Tada postoji OL-dedukcija sastavka NIL iz S sa 
gomjim uredenim sastavkom C. 

DOKAZ: 
Kako je S nezadovoljiv skup a S- IC j  zadovoljiv, prema teoremi ERBRANA 

postoji konaean nezadovoljiv skup So fundamentalnih uredenih sastavaka, dobijen iz 
S zamenom promenljivih elementima Erbranovog prostora. Tada postoji faktor Co 
sastavka C takav da je So nezadovoljiv, Co pripada So i So-{Co} je zadovoljiv. 
Prema lemi 5.11 postoji OL-dedukcija Do sastavka NIL iz skupa So sa gomjim 
uredenim sastavkom Co. Koristedi LIFT ITNIG lemu 1.37 dedukcija Do se mole 
transformisati u OL dedukciju NIL iz S sa gomjim uredenim sastavkom C. Time je 
teorema dokazana. 
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6. REZ01....11CIJSKA PROCEDURA ODLUCTVA ZA NEKF kl 

FORM 1  LA 
6.l UVO1Mil PRIMERI 

,.21aN.a predstm, lja delhnieino samostalan rad. U mom deb.! su ;la\ 
d V a pnista primera gde wzolucijska procedura stvara beskona6an proce,. 1 
primeru se u rezolventi stvaraju fermi sve veC'e sloienosti. u drugom 
tharaju sve duke rezolvente. To je motiv za tra&nje strategije koje 
primerima onemogueiti beskona6an proces stvaranja rezolventi. 

dru2om delu s uvodi uredenje nad atonmim fonnulama. korisie6 &link 
i.crma i definiciju dominantnosti term.a. Zatim Sc dc.iinik. 

proceduca 	La koju se dokazuje da je kompletna. Dokaz je izYcden 
iako turi..go 1!e6 na 'emu 4.5. 

.426 dk..o je motivisan strategijoin upijanja, samo to se zahteva da sastavak 
sato cht. Delinke se kondenzacija i uvodi trzoludjska procedura R /..d koju 

dokatuje da euva svojstvo kompletnosti. Dokaz je elententaran. 

II eetyrioin delu se pokazuje da rezolueijska procedura nastala 	n IV 

prohodne dve strategije predstavlja odlueivu proceduru za monadienu. klasu. 
nije neki diki rezultat. jer je odlaivost monadii.'ne klase formula dokaiao 

LOIN-clink:1m 0 1915 god. Koristeel rezaltate iz doktorske discrtacije Friedman-a '•! 
pokdano je da Sc ispita da Ii je R,ac  rezolucijska procedura odlueiva ,a 
kiasu formula. 

6.1 UN' 0 I 	PRIMERI 

	

Navcdinio ponovo primer iz 2.2 koji pokazuje da Robin6onova 	L.; 
procedura. primk...njena bez ogranfeenja, nee dati odgovor o nezadovolji‘o. Z:31. 
sluZaju 	 formule. 

PRIMIT I. 
Naa je I; formula: 

(11 .00c.fx )(331)( P(z)c. P(x)P(y) ) 
Plim.„-nom algoritma 1.4 za pripremu formula dobija se shup sasta\-4.:.1: 

.; Pia). -P(x V Pitlx)); 

Ukt .dik0 	il:R:rpretiranio Lao broj 10", funkciju f(x) kao "sledlx.rtik 
x . `. ontia 	.0 orinulacija fragmenta aksioine peana za prirodne 

rctolticije Ila sastavke nastaju rezolvente: 

f( a))), 	13(f„(a)), 
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0={zfirio 

-R(y1 ,y2) v 
• 

Glava VI Odluaiva rezolucijska procedura45 	 • 

P(a) 	 -P(x)v1V(s)).. 
!•,- 4 

P(f(a)) 

• • • 

-P(x)vP(f(x)) 

• 

• 

P(f(f(a))) 	 -P(x)vP(f(x)) 
' 

Ceigledno je da u ovom primeru rezolucijska orocedimk 
proces. Razlog je to se u rezolventi pojavljuju tenni sve v 
terma u rezolventi ni na koji ngin nije ograni6ena. Procedura 
za neku klasu formula, trebala bi da spreli stvaranje mss 
rezolventi. Za ograni6avanje generisanja beskonal.nog proci 

terrupt
esi, 

radu [*1 uvodi pojam literala Zistog u skupu sastavaka. Ov 
jedna druggija tehnika za ograni6enje dubine term u 

PRIMER 2. Neka je E formula 
(Vx1 ) (Vx2) (Vx3) (P(x i ,x2)v Q(x2,x3)v R(xl ,x3) A ( -R(xI ,X2)V 

Primenorn algorittna 1.4 za pripremu formula dopija.se 
P(x 1 ,x2) V Q(x2,x3) V  R(x 1 ,x3), -R(x 1 ,x2) V Q(x2„12),-v 
Primenom rezolucije na polazni skup sastavaka dobijaju . je  

• • 	 . 

; 	 **: . • 

-Ri.vphj v lakypy P(x1 ,x2) v Q(x2,x3) V R(x1,x3), 

P(xi ,x2)vQ(x2,x3)vQ(x3,x4)v-P(x l ,x4) 

P(xl ,x2)vQ(x2,x0vQ(x3,x4)vQ(x4,xs)vR(xi,x5) 

• • • 

?t_ a 
-10(y11 !2) v 044Na*if 

Nastavljajudi proms prirnene rezeolucijske pcocedum # "1 
 zakl*ujemo da se mogu generisati sastavci: 

P(x1 ,x2) v Q(x2,x3) 	Q(x„„i , xs) vIR(xQ, 
Rezolucijska procedura u ovom prim= stvara it 

je razlog zalte to nije odlu6iva procedura. 

Neka je H EthratiOV 'most& sastavljen odironstaiti'all 
f i g, dufine rodnosno 2. Tada: 

Ho= {a} 
H1= {44 g(a,a)} 

••••••• 	 T.. •••■••• .0.1• ••• •• X • ••• •• • .••••• l• 1••••• O.* 4•1111,4•Iy .  • e •• WIMP; 
. 	 : 
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Glava V.1 Odlueiva rezolucijska procedura46 

112= thf(a)), f(g(a,a)) „.. , g(g(a,a), g(a,a))} 
Svet temia H je slabo ureden. Uporedivi su po slotenosti samo tenni it 

razlieltih nivoa H, i Hi . 
Trebalo bi u svet terma uvesti jedno strotije uredenje, tako da se mogu pc) 

slotenosti porediti i termi iz istog nivoa, npr. f(a) i g(a,a). Primenjujuai rezolucijsku 
proceduru na tako uredene terrne, mole se zahtevati da se u rezolventi ne pojavljuje 
term koji je sloteniji od svih terma iskljaenog literala L. 

To znael da se prvo vrgi rezolucija nad onim iiteralorn koji sadrii najsloteniji 
term. Na taj nasein izbegava se stvaranje rezolvente sa terrnima sve vece slotenosti, 
gto je u puno primera razlog za neodluaivost rezolucijske procedure nad datim 
skuporn sastavaka. 

6.2 A-UREDENJE 

Pri defmisanju rezolucijske procedure koja de ogranielti povedanje dubine 
terma u rezolventi, koristi se defmicija sliena onoj koja se prvi put pojavila u radu: 
Kowalski and Hayes: Semantic Trees in Automatic Theorem - proving (Machine 
Intelligence 4, 87-101, 69.god.). 

DEE 6.1 A-UREDENJE 
A uredenje < a  je IREFLEKSIVNA i TRANZITIVNA binarna relacija nad 

atomnina fonnulama takva da: 
(1) za svaki skup sastavaka, <a  je saglasna sa nekim uredenjern Erbranovog 

prostora (to znaCi da postoji neko uredenje Erbranovog prostora A 1 , A2 .... tako da 
ako je Ai <a Ai., tada je i<j) 

(2) Ako je A<a  B, tada je (A)a <a  (B)C za svaku zanienu 

DEF 6.2 SLItNI TERMI 
Definicija relacije sMnosti terma koju ozrtgavamo sa 	uvodi se rckurzivno: 

(1) Za svaku individualnu promenljivu x, x- x. 

(2) Za bilo koje dye individualne konstante a i b, am-b. 
(3) Ako je 	, ta—sa  if i g funkcijski simboli dutine n, tada je f(t i , 

t a) 	, s„). 
Relacija slk`nosti terma je relacija ekvivalencije. Ako su dva tenua 

slkni su i njihovi odgovarajuei podtermi. Termi t i s su slicni ako se rezlikuju saino 
u funkcijskint simbolima. 

DEF 6.3 DOMLNANTNI TERMI 
Ako je u=gti , 	ta), v=g(si , 	sa,), On<rn, pri Zemu je t i —s1 , 

t„—s„, tada je term v DOMINANTAN termu u. 
Biti pravi podterrn i dominantnost su relacije strogog uredenja, tj. irelleksiN rte. 

asimetriC.'ne i tranzitivne. Ako su u i v slkni termi i w je dominantan u, tada je w 
dominantan i v. Ako je v dominantan u i v slkan w, tada je w dominantan u. 
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DEF 6.4 SLOtENOST TERMA 	 ; 4:s-41 
Term v je slofrniji od u, u oznaci u v ako: 
(1) v je dominantan u, iii d,),T 
(2) postoji term t koji je pravi ,podterm od v i sign je u,.iiiflitk 
(3) postoji term t koji je pravi podterrn od v i dominantadie ALAt - 

LEMA 6.5 SLOiENOST TERMA JE RELACIJA UREMIA 
DOKAZ: 
Irefleksivnost i asirnetrfenost relacije sloienosti je 

asimetrie'nosti relacija dominantnosti i relacije biti pravi podteim. 
Tranzitivnost se dokazuje analizom devet slaajeva.  
Neka je u v po (1) 1 v < w po (1), (2) ili (3). Tada je-tri 

(3)- 	 , frei 

(2).
Neka je uç v p0(2) i v w po (1), (2) ili (3). Tada je * ?Ally 

(3).
Neka je u cv po (3) iv w po (1), (2) ili (3). lada je 

Korikenjem relacije < nad termima za koju je dokansul 
uredenja koja se 6uva supstitucijom, definike se relacija < a 'tad akainstiO.  

DEF 6.6 Nek.a Su A i B atomi. A <..a  B ako postdji term :u 
svaki term t iz A, u je sloienije od t. 

LEMA 6.1 Relacija <a je relacija strogog uredenja i Uva 
DOKAZ: 	 . 

liefleksivnost relacije < a je posledica irefleksivnosti raid 
Neka je A atom A(t.,, 	t„). Tada ne mole biti A <A jei" 
atomu A postoji neki term, nazovimo ga tj  , tako da jetj  sloietitif 

, tn. No to ne moir biti jer nije ti  Slogenije od tj, prema 
Relacija <a  je trazitivna. Neka su A,B,C, atorni .takvi da 

h uslova da je A <a  B sledi da postoji terra v iz -  B takiv"da je 
ispunjeno u v. Saito, iz B < a  C sledi da postoji tern  te nw iz"C 
term iz B, pa i za v ispunjeno v ç  w. Koristedi anzitMogtela 
u v i v < wpov1ai u ç w, zakijuanjemo' da postoji 
svaki term u iz A vati u ç  w, odnosno A <a :C. 

Relacija <a  se &rya supstitucijoin. Neka je A <a  15. To 
u B takav da za svaki temi u iz A u c v. Koristedi 
zamene: u 	v povigi (u)9 <t  (v)e, zdtijuaujemo da 	r ' 4 • 

-AV*: 

(v)0 koji je stoieniji ad svakog team (u)O iz (A)e. Time je di 
auva supstitucijom. 

. 1 .4 • 
Pri defmisanju rezolucijske procedure koja ete ograi4iti 

, terma u rezolventi, koristi se sledeZa definicija. 
• 

DEF 6.8 Neka je E rezolventa sastavaka C i p iL , - a , 

zadovoljava <a ogrankenje ako ne postoji atom M., takav da Z■4,  ill 
koji je L <a  M. 
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Ra  je rezolucijska procedura u kojoj svaka rezolventa zadovoljava < a  ogranidenje. 

Koiistcdi definiciju relacije uredenja < a  koja je uvedena ranije, to znadi da u 
rezolventi F ne postoji literal M sa termorn s koji je slozeniji od svakog tenna t koji 
se. javlja u iskljudenom literalu L. Jednsotavnije, rezolucija se primenjuje tako da se 
prvo iskijuduju slol,̀ eniji literati. 

TEOREMA 6.9 Ra JE KOMPLETNA REZOLUCIJSKA PROC.:EDURA 
DOKAZ: 
Neka je S nezadovoljiv skup sastavaka. avrgimo indeksiranje literala u S na 

skdedi koristedi relaciju uredenja < < nad termima, moiemo prvo urediti terme. 
a zatim sa rclacijom <a  i atorne. Kako je prema lemi 6.6 <a  relacija strogog uredenja 
(irefleksivna i tranzitivna) dobijeni su lanci uredenih atoma. Atome iste dubine koji 
se ne mogu rnedusobno urediti uredimo leksikografski, ali tako da je uredenje 
indukovano sa <a  oduvano. Na ovaj nadin je dobijeno indeksiranje svih literala. 

Neka je K(S) definisano kao: 
K(S)= broj pojavljivanja literala u S - broj sastavaka u S. 
Teoretna se dokazuje inaternatidkom indukcijom po K(S). Ako je NII., u S 

teorerna je dokazana. Neka NIL nije u S. 
Ako je K(S)=0, tads se S sastoji samo od jedinidnih sastavaka. .Kako je S 

nezadovoljiv, postoji literal L takav da su L i -L u S. Rezolventa od L i je NIL. 
Time jc pokazano da teorema vazi kada je K(S)=0. 

Neka teorema vali kada je K(S) rnanje od n. Dokaiimo da vali i za K(S)=n. 
Kako je K(S) vede od 0, postoji najmanje jedan sastavak u S koji nije jedinidni. 

Neka je m najmanji indeks onog literala, kod svih onih sastavaka iz S koji 
nisu jedinidni. Neka je C sastavak koji nije jedinieni i koji saddi literal L indeksiran 
sa najlnanjim indeksom, a Co  sastavak dobijen od C izostavljanjem literala L. C o  nije 
prazan sastavak jer C nije jedinidni sastavak. Neka je: 

S i = (S- {..C})u{Co } 	i 	S2= (5— {C})k..){1}. 
Skupovi sastavaka S i  i S2  su nezadovoljivi. K(S i ) je manje od n, i K(S.)  je 

manje od n. Zato prema indukeijskoj hipoteii postoje R. dedukcije D 1 ' i D„' praznog 
sastavka NIL iz S 1  i S2 . Neka je D 1  dedukcija dobijena iz D 1 ' stavljanjem L nazad u 
Co. Kako je literal L literal sa najrnanjim indeksom u sastavku C, jasno je da je D I 

 takode R„ dedukcija. Rezultat to R. dedukcije je NIL ili L. Ako je to NIL, dokaz je 
zavrgen. Ako je to L, kombinovanjem D 1  i D2' dobija se R. dedukcija NIL iz S. 
Ovim je dokazano da je Ra kompletna rezolucijska procedura. 
6.3 KONDENZACIJA 
Ogranieenje povedanja broja sastavaka u rezolventi uspegno se ostvaruje uvoclenjem 
kondenzacije, gde pokugavamo da sahnemo u sastavak onoliko literala koliko je to 
zamenom mogude. 

D 1+ 6.11 KONDENZACIJA 

Neka je C sastavak i a zamena. Posmatrajmo sastavak kao skup svoiih 

literala. Ako je (C) a podskup od C, kalemo da se sastavak C mole kondenzovati. 

(C)a je KONDENZACIJA ako je (C)a, c C, i za svaku drugu zamenu 3  za koji; je 

(C)13 c (." (C)a c (C)13. 

. . — 4.— — . 	. 
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PRIMER 

Kondenzacija sastavka P(x) v P(f(a)) je P(f(a)). 
Sastavak P(x l ,x2) v P(x2,x3) v P(x3 ,x4) je kondenzovank 

MOO 
LEMA 6.12 Svake dve konden7acije sastavaka su faktori jedna 

DOKAZ: Neka je (A)Ot podskup od A i (A)f3 podskup odd 

podskup (A) 13 podskup od A. Ali ((A)a) 13  ne mote imati man .  

	

i zato je ((A)a) p =(A) J3. Shen° je ((A)c) 	A)1:3(.. 

U ovom radu je dat algoritam 2..5 algoritam :  upijanja,, 
algoritarn koji za zadati sastavak pronalazi njegovu kondenzacijq. 
sastavaka, tada je cond(S) skup u kome je svaki sastavak iz S 
kondenzacijorn. 

DEF 6.13 Ako je R bilo koja rezolucijska procedura, 
sliCna R, osirn §to su svaki polazni sastavak i generisana 
svojom kondenzacijom. 

TEOREMA 6.14 KOMPLETNOST REZOLUCUSKil PSI 
Ako je R kompletna rezolucijska procedura, tada je i R  kompletna. 

DOKAZ: 
Neka je R kompletna rezolucijska procedura. To zn*i da s 

 praznog sastavka NIL iz svakog nezadavoljivog skupa sastavaka 
sastavci i E rezolventa u torn izvodenju. Neka su A l  i B 1  kondenzaOi 
B. Tada je rezolventa E l  ako postoji nad istim iskljueenini 

A 	B 
	

Act=A 1  

E 
: 	 qice. 

Medutim, mote se desiti da je u cond(A) iii u cond(B) iskljueeni 
da ne postoji rezolventa A i B nad tins literalom. ICakoje ,:ty. 

postepeno gube iskljueeni literali, odaberimo umesto rezolvente.onni 
ili B 1  u kome je iskljueeni literal kondenzovan (nestaa)..Ako inn 
A i B dodeljoni sastavci A l  i B1  elanu koji pdgovaxa troviv4sti 
sastavaka A l  ih B1  koji ne saddi iskljueeni l er L, Jame jo).41a.. 
od E. 

Na ovaj naein je svakom elanu dedukcijc D dodeljen elan 
dobijen iii kao rezolucija dva pthodna elan lli kao 
Clanova. Pri tome uvek va±i da je E l  podskup E. 

Koristedi osobinu da se porno& kondepzacije, 
u dedukcija Do oe se pre ili kasnije pojaviti NIL, jer se NIL po 
naein je pokazano da je i RC  kompletna rezolucijska procedura_ 
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6.4 ODLUCIVOST RAC  ZA NEKE KLASE FORMULA 

Monadiena klasa formula predikatskog raeuna prvog reda je ona koja sadrli samo 

predikate duline jedan. 

TEOREMA 6.15 Ryan  je rezolucijska procedura koja je odluelva za monadienu 
klasu. 

DOKAZ: 
Neka je G formula predikatskog rdeuna prvog reda koja sadrzi n univeralnih 

kvantifikatora i k 1 monadienih predikatskih simbola. 

(3at - -•,a10)(Vx1)( 3Yr , - -,YriXVx2X3z1,•••,z12)•••(Vxn)(3wi,...,win)F(al,...,alo,xt.y1 , 	 

w1n) Primenom algoritma 1.4 za priprernu formula dobija se 

F(ai  , 	a10,  xi , 	f11(x1), 	 g11(xl,x2), 	xn, 

,,,, x n) 	I 	J„ 	0. 

U svakom sastavku se nalazi najvige n-promenljivih. (To je oeigledno ako 
posmatramo priprernljenu fonnulu, gde su promenljive podvuLiene). Ako se neka od 
promenljivih, recimo xi, 1 i C  n uopite ne pojavljuje u sastavku (ni kao slobodna 

promenljiva, ni kao argument nekog funkcijskog sirnbola) to promenljivu moltato 
izbaciti ali na slededi naein: Na sastavak C( 	 x„) primenifno zatnenu 

O={ xiixi+i 	 novom sastavku (C)0 = C(   x„, 1 ) izvr§eno 

je pomeranje promenljivih prema napred. Na sliean naC-in ccomenljive u svakom 
sastavku (koje nisu na osnovnom nivou) mogu biti uredene: 

V I , 	, Vna  , 	min. 
tako da je lista argurnenata svakog funkcijskog simbola poeetni segment od V 1 ,.... 

Argumenti predikatskog simbola P mogu biti: 
X I . X 2 „ ..X„ a1 , 	f1 (X1), 	 hi  (X1, 	X„),.... h i, (X 

X„) 
U sastavku se literal sa simbolom P (tj. P iii -P) mole pojaviti najvige 

2(n+L0-1-L 1 +...÷L„) puta, ina6e se sastavak mole kondenzovati. 
Kako po pretpostavci imamo ukupno k predikatskih simbola, to je najveci broj 

literala koji se mogu pojaviti u sastavku 2*(n+L o+L1+...4)*k. • 
Ovirn je odredena granica duiine sastavaka koji se mole pojaviti u izvodenju. 
Kako je broj sastavaka ogranfeene sloienosti tennima cija dubina nije veta 

od 2) i ogranieene duline konaean, to je R yan  rezolucijska procedura koja je odlikiva 
za monadiZmu klasu. 

Akermanova klasa funkcija je klasa sa prefiksom 3 inV32 . 

TEOREMA 6.16 kw  je rezolucijska procedura koja je odlu6va ra 
Akermanovu klasu. 

DOKAZ: 
Neka je E formula sa prefiksom 3EnV3 11  koja sadrli k predikatskih simbola 131  

(3a 1 .....ani)(Vx) (3y 1 ,...,y0F(ai,•••,anpx, Yr,- -•,Yd• 

• •• • ■•••••• • rw-v•-• 	 •••• 	or•-• 	 • 	 mi.. "v... 
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Glava VI Odludiva rezolucijska procedura5l 

Primenom algoritma 1.4za pripremu formule, formula E 
F(ai ,...,ain, x, 

Za sastavke koji se dobijaju primenom algoritma 1.4 je od .  
a) U svakom sastavku koji nije na osnovnom nivou javlja 

protnenljiva. 
b) U sastavku sa promenljivom v, argumenti literala su tenni 

v, 
Dokaiimo da se duva svojstvo uredenja 	Neka su C 

Akermanove klase koji sadrIe taeno po jednu promenljivu. Onda su 
C(al , 	x, fi (x), 	, fi,(x)) 
D(ai , 	x, fl(x), 	, fi,(x)) 

Potrebno je dokazati da i njihova rezolventa koja zadovoljava 
najvik jednu promenljivu. U sastavku, pa ni u literalu Sc ne mole 
jedne promenljive. Zato, ako se term fi(v) javlja kao argument 
coda se ni jedan term oblika fj(ak) ne mole pojaviti u torn litexalf4 
odrezane literale M i N koji udestvuju u rezoluciji ne mole biti 
demu bar jedan od argumenata fi(y) stvamo udestvuje u nekom mem*, 
jer bi rezolventa bila oblika: 

E(al, 	x, fi(x), 	fri(x) .•., f1(f1(x), 	fn(fi(x))) - 
pri demu fk(fi(x)) za neko k stvarno udestvuje u E, jer bi time bio 
<a  ogranidenje. 

Ukoliko se ni za jedno k ne bi pojavljivao term fk(fi(x)), 
sadriala samo jednu promenljivu. 

ako je unifikator za odrezane literala M i N iz C i 
{x/y} u rezolventi de se pojaviti samo jedna promenljiva. 
koji su se pojavili, zakljuZujemo da rezolventa E sadrii samo jednu 

Neka je dulina predikatskog simbola P i  ozna6ena sa 
koji se mogu konstruisati od predikatskog simbola P o  6iji su argumen* 

fa(v) je: 
(m+1+n)une"*Pi)  

Broj literala ne mole biti vedi od 
2*(m+1+n) ar"s4131)  

Sastavak C ne mole imati vie od 

2*(m+1+n)arims4Pi)  razliditih literals. 

NalaIenjern granice za dulinu sastavaka dobijena je odluelvost 
jer postoji samo kongan broj nevarijabilaih sastavaka °gran' 
argumenti termi dubine ne vede od dva. 

Nije jasno da 1i je ovako defmisana rezolucijska prooeduw, 
odludivanja za jog neku odludivu klasu predikatskih formula. 
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7. REZOLVENTA U FAZI LOGICI 

REZOLVENTA U FAZI LOGIC! 

DEF 7.1 FAZI LOGIKA je urdena 'r".",etvorka ([0,1], A, V, gde su operacije 
I (A), RI (v) i NE () definisane na dede6i naeItt AAB= min (A,B), 
AvB=max(A,B), -A=1-A, A,BE [0J]. 

DEF 7.2 Promenljiva x, 6=1._ 	njena negacija -xi  naziva se slovna 
promenljiva. Slovna promenljiva x i  i 	su komplementame. Definicija iskaza je 
uobfeajena. Sastavak je disjukcija slovnih promenljivih. 

U fazi logici ne vaie zakoni -xvx=1, -xA x=0. U obi6noj logici sastavak koji 
sadrii istovremeno x i -x je tautologija. U fazi logici takvi sastavci se nazivaju 
KOMPLEMENTARNI. 

DEF 7.3 INTERPRETACUA je preslikavanje T skupa promenljivih u [04 
Istinitosna vrednost sastavka C se ozngava sa T(C). Ako je S skup sastavaka S=I 
C1 , ... Ca }, tada je istinitosna vrednost za S, T(S)=T (C1  A ...A CB). 

Svaki iskaz se mote korikenjem zakona mete, uz uobidajeno defmisanje 
implikacije i ekvivalencije, napisati kao konjukcija sastavaka. KoristeZi osobine 
komutativnog zakona i zakona idempotentnosti za I i ILI, sastavak se mote 
posmatrati kao skup svojih (razlilitih) slovnih promenljivih. 

DEF 7.4 FAZI REZOLVENTA 
Neka su dva sastavka C i  i C2 redom jednaka C 1 = x,v1,1 , C2= -xivL2, gde L1  i 

L2 ne sadrte slovne promenljive x, i -x„ i ne sadrie komkplementami par 
promenljivih. Tada se sastavak L i  v1,2  naziva fazi rezolventa od C 1  i C2 i ozagava 
Rf(C1 ,C2). X, se naziva klju6na promenljiva (slovo). 

Neka je C pretpostavka i D njena logi6ka posledica. Tada je T(C) 5 T(D). 
Prema lerni 1.10 rezolventa (obi6na) sastavaka C 1  i C2  je njiho;.ra logi6ka posledica. 
Zato je T(C 1 ,C2) 	T(R(C 1 ,C2)) i T(C 1 ,C2)=T(CI ,C2,R(C 1 ,C2)). To magi da se u 
iskaznom raeunu istinitosna vrednost skupa sastavaka pri svim interpretacijama nee 
promeniti ako torn skupu dodamo rezolventu neka dva sastavka iz skupa. U slu6aju 
fazi logike to nije man°, gto pokazuje slede6i primer. 

LEMA 7.5 Za fazi rezolventu ne vati T(C 1 ,C2) T(Rf(C 1 ,C2)). 
DOKAZ.Neka je C 1 = xivL1 , C2= 	i neka je za neku interpretaciju 

T(1,1 )=0.1, T(1,2)=0.2. Tada je T(C 1 )=0.3. T(C2)=0.7, T(CI ,C2)=0.3, dok je 
T(Rgc 1 ,c0). 	 Kako nije 0.3 < 0.2, navedeni kontraprimer dokazuje .  
lemu. 

DEF 7.6 Neka je D iskaz dobijen iz skupa iskaza S korigeenjem nekog od 
pravila izvodenja. D je ZNAtAJNA logjam posledica ako je T(S) T(D). 

Sledeea teorema odreduje uslove pod kojima je rezolventa u fazi logici 
znai5ajnja logi'6ka posledica skupa sastavaka od kojih je nastala. 

TOREMA 7.7 Neka su C 1  i C2 dva sastavka i Rf(C 1 ,C2) njihova fazi 
rezolventa sa klju'enim slovom x i. Tada vati: 

(1) ako T(x„-x,) T(Rf(C 1 ,C2), tada T(C 1 ,C2) T(Rf(C 1 ,C2) 
(2) ako T(x„-x i) T(Rf(C 1 ,C2), tada T(C 1 ,e2) > T(Rf(C1,C2) 
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DOKAZ. Neka je Ci =xivLi , C2= -xivL2 , i L i vL2  ne saddi xi, ni -xi, niti 
neke komplementarne promenljive. Tada je C 1  AC2= xi  A-xi  V Xi  AL2 V -Xi ALI  V 
L1  AL2, Ri(C I ,C2)=Li vL2 . 

Uvek su ispunjene sledece tri nejednakosti 
(1) T(xi  AL`) < T(Ll v L.). 

(2) 1(-xi  AL!) < T(L l y L2), 
(3) T(Li  AL2) T(Li v L2). 

Tada je T(xi  AL2 v -x i  ALi  v L1  AL2)T(L 1 v L2). Zato, ako 
T(xi, -xi) T(L1  v L2)= T(Rf (C 1 ,C2), tada T(C1 ,C2) S T(Rf(C 1 ,C2) i 

T(Li v L2)= T(Rf(C1 ,C2), tada T(C 1 ,C2) ?. T(Rf(C 1 ,C2), 
Ito je i trebalo dokazati. 

Na osnovu tem= 7.7, fazi rezolventa ne mom biti znaealna loggka 
posledica sastavaka od kojih je nastala, gto zavisi od istinitosne vrednosti klju6ne 
promenljive. U fazi logici, za dobijanje logiace posledice koja je ta6nija od 
pretpostavki, treba izabrati kljue'nu promenljivu koja zadovoljava uslov (1) teorerne 
7.5. Pri korikenju proizvoljne kljue'ne promenljive ne moie se uvek dobiti znai.5ajna 
logi6ka posledica. Zato je provera uslova (1) kod nalaienja fazi rezolvente bitna. 

7.8 PRVA POSLEDICA TEOREME 7.7 
Neka su C 1  i C, dva sastavka. Ako je Tatf(C 1 ,C2) 0.5, tada je T(C 1 ,C2) 

T(Rf(C 1 ,C2)). 
DOKAZ. Neka je 	Rf(C1 ,C2) fazi rezolventa C 1  i C2  sa klju!nom 

promenljivom x i. Za svaku interpretaciju je uvek ispunjeno T(x i,-x) 5 0.5. Zato ako 
T(R.f(C 1 ,C2)) 0.5, onda T(xi,-xi) T(Rf(C 1 ,C2)) i prema teoremi 7.6 je T(C 1 ,C2) 
T(Rf(C. 1 ,C,)), gto je trebalo dokazati. 

Prema ovoj posledici, ako istinitosna vrednost fazi rezolvente nije manja od 
0.5. fazi rezolventa je znasdajna logi'eka posledica. 

7.9. DRUGA POSLEDICA TEOREME 7.7 
Neka su C1  i C2  dva sastavka. Ako je T(C 1 , C2) > 0.5, tada je T(C1 ,C2) 5. 

T(Rf(C1 ,C2)). 
DOKAZ. Neka je C 1 = XiVLI , C2= -XiVL2, i LI VL2  ne sad/1i xi, ni -xi, niti 

neke komplementarne promenljive. Tada je 
C 1  AC2= Xi  A-Xi  v XiA L2  V -xi  AL1  v L1  AL2  

Uvek je ispunjeno T(xi, -xi) 5 0.5. Ako je 	C2)>0.5, onda je ili T(L 1 )>0.5 iii 
T(L2)>0.5 i T(L1 vL2)= T(RACI ,C2))>0.5. Zato T(x i, -xi) 5 T(Rf(C 1 ,C2) i prema 
teoremi 7.7 T(C 1 ,C2) 	T(Rf(C1 ,C2)). 

Ako je istinitosna vrednost sastavaka ve6a od 0.5, prema posledici 7.9 njihova 
fazi rezolventa je zngajna logicka posledica. 

7.10 TREeA POSLEDICA TEOREME 7.7 
Neka su C1  i C2  dva sastavka i Rf(C 1 ,C2) njihova fazi rezolventa sa kljanom 

promenljivom xi . Ako je T(xi, -x)=T(Rf(C 1 ,C2)), tada je T(C 1 ,C2)=T(Rf(C 1 ,C2)). 
DOKAZ neposredno sledi iz 7.7 i njenih posledica. 
Tvrdenje koje je obratno 7.10 nije uvek istinito. 
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Ako je S skup satavaka. onda se n-ta fazi rezolueija, u oznaci Rn(S), definite 
za svako n 0 na skdei 

Ro(S)= S 
Rao  (S)= Rf(Rn(S)). 

TEOREMA 7.12 Neka je S skup sastavaka i G sastavak iz R T,(S). Ako je T(G) 
0,5, tada u S postoji sastavak C, takav da je T(C) S 0.5. 

TEOREMA 7.13 Neka je S skup sastavaka i G sastavak iz Rn(S). Ako je T(G) 
0.5, tada u S postoji sastavak C, takav da je T(C) 5..T(G). 

TEOREMA 7.14 Neka je S skup sastavaka i S sasavak iz Rn(S). Ako je T(C) 
0.5 za sve sastavke C iz S, tada je T(S) S T(G). 

POSLEDICA 7.15 Neka je S skup sastavaka. Ako je za sve sastavke C iz S, 
T(C) 0.5, tada je T(RT,(S))= T(S)>0.5, za svako n. 

POSLEDICA 7.16 Neka je S skup sastavaka i G sastavak iz R, (S). Ako je 
T(G)<T(C) za sve sastavke C iz S, tada u S postoji sastavak C' takav da je T(C') 
0.5. 

DEF 7.18 Neka su a i b elementi intervala [0,1]. a>>b ako je 0.5Z a b iii 
0.5 < a b. 

TEOREMA 7.19 Neka je S skup sastavaka i G fazi rezolventa dva sastavka iz 
S. Tada za svaku interpretaciju T(S)>>T(S,G). S, tada je T(S) T(S). 

TEOREMA 7.20 Neka je S skup sastavaka. Tada za sve nEM i za svaku 
interpretaciju T(S)>>T(Rn(S)). 
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