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Uvod

1. Matematicka logika

1.1. Jezik teorije predikatskog racuna prvog reda

def Jezik L teorije predikatskog rauna prvog reda je bilo koji skup konstantnih sim-
bola, funkcijskih simbola i relacijskih simbola:

L= Fnc, URel, U CConst,,
gde je:
Fne, ={se€L|s je funkcijski simbol u L }
Rel, = {seL| s je relacijski simbol u L }
Const, = {s€L|s je konstantni simbolu L }.

Svi gore navedeni skupovi su medusobno disjunktni, i svaki od njih moZze biti pra-
zan skup. Mi éemo se samo dalje baviti logikom sa jednako3Cu.

Funkcija ar :L — N, dodeljuje svakom simbolu s €L njegovu duzinu, odnosno
broj mesnih argumenata. Ako vazida se Const,, defini¥emo ar(s) = 0, dok je za

se Fnc, YRel, ,ar(s) 21.

Naprimer, L = {+, = <,0, 1} je jezik teorije uredenih polja, gde je:
Fne, = {+,—}, ar() =2, ar(-) =1,

Rel, = {<},ar(<)=2,

Const, = {0, 1}.

1.2. Termi i formule

Termi i formule teorije predikatskog raduna prvog reda su specijalni kona¢ni nizovi
simbola jezika L, i logi¢kih simbola predikatskog racuna prvog reda (koji ¢emo dalje
oznatavati PR"). Logi¢ki simboli u PR' su ustvari simboli osnovnih logi¢kih operaci-
ja i simboli promenljivih : A (i), v (ili), = (implikacija), < (ekvivalencija), —
(negacija), znak semanticke ekvivalencije (odnosno jednakosti) =, kvantifikatori V
(univerzalni kvantifikator), 3 (egzistencijalni kvantifikator), i beskona¢an niz promen-

ljivih vy, v, , v, e -
defl Termi, ili algebarski izrazi jezika L definiSu se induktivno:
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1. Promenljive i konstantni simboli su termi.

2. Akoje FeFne, duzinen, i t,,...,t, sutermijezika L, tada je F(t,....1,)
term jezika L.

3. Svaki term jezika L moZe se dobiti primenjujuci pravila 1. i 2. konag&an broj
puta.

Termi jezika L mogu se i formalnije definisati na slede¢i nacin:

def2 Term® =Varw Const,
Term™! = {F(tl wut )| nEN, ,FeFnc, ,ar(F)=n,t ,..1,€ Term"'}, me N,
Term, =\, Term".

Vidimo da smo definicijom2 uveli oznaku skupa svih terma jezika L: Term, .
Dalje, uvodimo meru slozenosti terma:

def Funkcija slozenosti terma co : Term, —> N, je mera sloZenosti terma, i definiSe
se na slede¢i naCin:

Ako teTerm®, ondaje co(t)=0.
Ako teTerm"\Term"", ondaje co(t)=n,neN,.

Na slitan nagin, mozemo definisati formule jezika teorije predikatskog racuna prvog
reda L. Najpre defini§imo atomi&ne formule:

def Niz simbola ¢ je atomitna formula jezika L, akko ¢ ima jedan od sledeca dva

oblika:
u=v,u,vsutermiul,

R(t, st s t,)s
R je n—ami relacijski simbol jezika L, i ¢, , 2, ,...,1, su termi u L.

Dalje navodimo op3tu definiciju formula jezika L:

def Formule jezika L defini3emo induktivno na slede¢i nalin:
(At, je oznaka skupa svih atomi¢nih formula jezika L)

For® = At,
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For"' = For" v {(¢ NI AVAS For”}u
{(w v)lew e For”}u
{ﬂ¢ | @ € For" }u
lo=>w)lowe For" U
(oo w)lpy e For'}
{\fx(p |xeVar,pe For"}u
{Eix(p | x e Var, p € For" },

For, =, For".

Dakle, skup For, je skup svih formula jezika L.

Na skupu For, takode moZemo uvesti meru slozenosti, i to progirujuéi funkciju slo-
7enosti co na formule.

def Funcija co: For, — N, defini3e se induktivno na slede¢i nadin:
Ako ¢ € At,, onda je co(p) =0,
Ako ¢ e For"\ For"" ,neN, ondaje co(p)=n.

Promenljive koje se nalaze u sklopu kvantifikatora zovu se kvantifikovane ( ili veza-
ne promenljive ). Takode, moZzemo definisati promenljive koje nisu u sklopu kvantifi-
katora (one se zovu slobodne promenljive).

def Skup F, (@) je skup slobodnih promenljivih koje se pojavljuju u formuli ¢ jezika
L, i definige se indukcijom po meri sloZenosti ¢ :

1. Ako Ako g@e At,,ondaje F,(p) je skup promenljivih koje se pojavljuju u for-
muli ¢.

2. F,(—~p)=F(9).

3. F(prw)=F(pvy)=F(p=>w)=Flp=y)= F(p)V EF,(y)

4. F,(3xp)=F,(Vxp) = F,(@)\{x}.

Promenljive formule ¢ koje se ne nalaze u skupu je F, (@) zovu se vezane prome-
nljive formule ¢ . Naprimer, ako je ¢ =(—x= 0= 3y(x-y=1)), ondaje F,(p)= {x} ,
pa je x slobodna, a y vezana promenljivau ¢.

Ako ¢ e For,, onda se koristi oznaka (X, , % 5---» x,) koja oznatava da su sve
slobodne promenljive u ¢ promenljive X, , X 5. X, -

def Formule ¢ koje ne sadrze slobodne promenljive zovu se reenice.
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Formula ¢ je reSenica ako za nju vazi: je F,(p) =9.
Naprimer, neka je zadan jezik L = { ,0, 1}, gde je - binarni funkcijski simbol.
Sledeée formule su primeri reCenica jezika L:
0=1, Vx(—x=0=>3y(xx-y=1)).
Skup svih regenica jezika L oznatavamo Sent, .

1.3.Elementi iskazne logike

defl Skup A = {true , false} snabdeven samo operacijama —, A, v nazivamo Boolova
algebra.

def2 Za dve iskazne formule F},F, kazemo da su semanticki ekvivalentne akko je for-
mula F, < F, tautologija. U tom slugaju piemo Fi = F, i kazemo da su F,F, logic¢-
ki ravnopravne ( logitki jednake ).

Dakle, F, = F, akoje 7(F)=1(F,).

Naprimer, (p= ¢q)=(-pvq).
Semanticki ekvivalentne formule mozemo u radu zamenjivati jednu drugom.

Relacija “=" na skupu svih iskaza I je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna, tj. "=" je
relacija ekvivalencije na I. Ona deli skup I na klase ekvivalencije. Akoje 4 €1, tada

je:
[d]={F|Fel AF=4}

jedna klasa ekvivalencije odredena relacijom "=".
def3 Iskaznoj formuli F = F(py,.., p,) Py €1(k=1.2,....,n ) mozemo pridruziti funk-
ciju:

7(F) =@ (% X,) € {true,false},

gdeje x, =7(p,) € {true, false} (k=1,2,..., n). Takve funkcije nazivamo Boolovim
ili iskaznim funkcijama (ili tablicom istinitosti) formule F.

defd Iskazna formula F je u normalnoj formi, ako ona pretstavlja najprostiji oblik for-
mule iz klase [F]. :

Normalna forma formule F moZe imati konjunktivni ili disjunktivni oblik.

def5 (KNF) Formula F = F(ij,iy,...1,) jeu konjunktivnoj normalnoj formi ako F'ima
oblik:



EAFE A AF,
gde je svaka od formula F, (k=1,2,..,m) oblika: p,v p,v---v p,,s=s(k),a
svakiod p, (j=1,2, .., s) je ili neki od i, (k= 1,2, ..., n), ili njegova negacija —i,.

def6: (DNF) Formula F = F(i,,iy,...,i,) je u disjunktivnoj normalnoj formi ako F ima
oblik:

D,vD,v---vD,
gde je svaka od formula D, (k=1,2,..,m ) oblika p A p,A---Ap,s=s(k),a
svakiod p, (j=1,2, .., s) je ili neki od i, (k=1,2, .., n), ili njegova negacija —i,.

Za svodenje iskazne formule F na konjunktivnu ili disjunktivnu normalnu formu kori-
stimo odgovarajuée potrebne tautologije, a ako je potrebno koristimo i De Morganove
zakone i zakone komutativnosti, asocijativnosti i distributivnosti.

Primenom zakon komutativnosti, asocijativnosti i distributivnosti (ako je neophodno
i vide puta) mozemo formulu F dovesti do tzv. savriene konjunktivne (savriene disju-
nktivne) normalne forme.

def7 (SKNF) Formula F = F(i;,iy,...,,) je U savrsenoj konjunktivnoj normalnoj formi
F ako ako F ima onu formu KNF u kojoj svaki konjunktivni ¢lan F, (k=1,2,..,m)
sadr¥i svaku od razmatranih promenljivih i, (k=1,2,...n), ta&no jedanput (sa jed-
nostrukom negacijom ili bez nje).

def7 (SDNF) Formula F = F(i,iy,...,1,) je u savrenoj disjunktivnoj normalnoj formi
F ako ako F ima onu formu DNF u kojoj svaki disjunktivni €lan D, (k=1,2,..,m)
sadri svaku od razmatranih promenljivih i, (k=1,2, ..., n), tatno jedanput (sa jed-
nostrukom negacijom ili bez nje).

Pri prevodenju formule u SKNF koristimo (ako je potrebno):
p=pv@gr—-=@vr(pv—9).

Pri prevodenju formule u SKNF koristimo (ako je potrebno):
p=pA(@gv—-9)=(pr@Vv(pr—a).

Dve iskazne formule su semanti¢ki ekvivalentne (4. logicki jednake) akko imaju istu
SKNF (odnosno istu SDNF).

primerl.3.1: Nac¢i SDNF i SKNF formule:
F=-pna(g@g=r).

7Zadatak ¢emo uraditi pomocu tabele istinitosti.
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P Q r -t q=-r —p F
true True true false false false False
true True false true true false False
true False true false true false False
true False false true true false False

false True true false false true False
false True false true true true True
false False true Jalse true true True
false False false true true true True

F=(=pAgA—=F)V(=DAGAT)IV(—PAGA —r), §to pretstavlja SDNF fomu-
le F.

FE(—lpv—lqv—|r)/\(—|pv—|qu)/\(—1pqu—‘r)/\
APV gV E)A(pV =gV —r), Sto pretstavlja SKNF formule F.

1.4. Teorije

def Teorija T predikatskog racuna prvog reda jezika L je bilo koji skup re¢enica u L.

Elementi skupa T zovu se aksiome u T. Postoji viSe pristupa u formalizaciji dokaza.
Mi ¢emo ovde koristiti Hilbertove formalne sisteme, koji su bazirani na aksiomama.
Pravila izvodenja jezika teorije predikatskog raCuna prvog reda su sledeca:

1. Regeni¢ne aksiome
Ove aksiome se dobijaju iz iskaznih tautologija zamenom iskaznih slova for-

mulama u L.

2. Aksiome identiteta
Ako ¢e For, ,t €Term, ,x€Var, onda o(t\ x) oznatava formulu dobijenu
iz ¢ substitucijom svake slobodne pojave promenljive x termom £ MoZemo
koristiti i jednostavniju oznaku: ¢ umesto @(¢\ x). Navedimo aksiome iden-
titeta:
X=X :

X =P A AX, =Y, DX 0 X,) =t(},,-sY,), HEN, €Al

X, =N AKX, =Yy = (g% X, O @ V) pe .

3. Aksiome koje sadrze kvantifikatore



Vxge= @t , @€ For,,teTerm ,xeVar.
@t = Ixex

gde je ot dobijeno iz gx zamenom svake slobodne pojave promenljive x u
@x termom £.

Pravila izvodenja:

Nekasu ¢ iy formule uL.

1. Modus Ponens: b =2V
w
3. Pravila generalizacije: 2 , moguée je primeniti ovo pravilo ako se
o= Vxy
x ne pojavljuje slobodno u ¢
V=0 , moguée je primeniti ovo pravilo ako
Ixyx =@

se x ne pojavljuje slobodno u ¢

def Dokaz retenice ¢ teorije T jezikaL je svaki niz y, , ¥, ..., formula jezika L
takav daje @ =v,, isvakaformula y,,i<n , je ili logicka aksioma, ili aksioma teo-

rije T, ili je dobijena pomocu pravila izvodenja koja su primenjena redom na ¢lanove
niza.

Ako postoji dokaz recenice ¢ teorije T, onda se ¢ zove teoremau T, i u ovom slu-
&aju koristimo oznaku T | . Ako je T = @, onda jednostavno pisemo | ¢,i ¢ na-
zivamo teoremom predikatskog raduna prvog reda.

Formula oblika @ A —¢ naziva se kontradikcija.
def Teorija T je konzistentna ako ne postoji kontradikeija y takva da vaZi: T Fo.

Druga vaZna osobina teorija je kompletnost.

def Teorija T jezika L je kompletna ako za svaku re¢enicu ¢ jezika L vaZiili T Fo,

def Teorija T jezika L je deduktivno zatvorena ako T sadrZi sve svoje teoreme.
teorema 1.4.1. (teorema dedukcije): Pretpostavimo daje T teorijajezika Li T F o,
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gde ¢ e For, . Tada, postoje retenice 6, ,6, ..., 8, € T, takve da vaZi:
FO,AO AN 0.

Kao posledica teoreme dedukcije sledi &injenica da je teorija iskaznog racuna prvog
reda konzistentna akko je svaki konagan podskup od T konzistentan.

def Formula ¢ jezika iskaznog raguna prvog reda L je u preneks normalnoj formi,
ako ¢ imaoblik 0x0,x,..0,x,v , gde je y formula bez kvantifikatora,i Q,, O,,
.., 0, suneki od kvantifikatora V,3.

teoremal 4.2, Za svaku formulu ¢ jezika iskaznog raduna prvog reda jezika L, pos-
toji formula y jezika L u preneks normalnoj formi takva da vaZi: Foow.

Algoritam prevodenja formule u KNF

Datu formulu prevodimo u njoj ekvivalentnu formulu, koja je u KNF, koristeci re-
dom sledece korake:

1. Pojednostavljenje formule
Ovaj korak izvodimo koriste¢i poznate tautologije:

pAPp—Q
A

Vxg — ¢, ako x nije slobodna promenljiva u ¢
Jxp — @, ako x nije slobodna promenljiva u ¢

2. Negirana normalna forma

Formula je u negiranoj normalnoj formi (NNF), ako ona ne sadrzi simbole ekviva-
lencije ili implikacije, i ako se svaki simbol negacije pojavljuje direktno ispred
atoma. Transformacija u NNF se izvodi pomo¢u slede€ih pravila:

—(pAy) > @V oy
—(pvy) A=y
—~(Vxp) —> Ix—op
—(3xp) > V-
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oDy o pvy

Naprimer, razmotrimo prevodenje formule —(¢, < ¢,).

—(p, = 9,) >
(o, =) n(p, = ) —>
(=, v ) A (=, v o)) >
—~(=p V@)V (=, V) >
(o A=@)V (9, A=) =
(@ V)NV =) A (=@, V @) A (=P, vV —9y)

3. Pomeranje kvantifikatora ka unutra3njosti formula

Cilj pravila u ovom delu je pomeranje kvantifikatora sto vise ka unutrasnjosti for-
mule. Pravila su sledeca:

Ix(p Ay) = Ixp Ay, ako x nije slobodna promenljiva u y

Ix(p v ) — Ixp vy, ako x nije slobodna promenljivau

Vx(p Aw) = Vxp Ay, ako x nije slobodna promenljiva u

Vx(p Vv w) = Vxp vy, akox nije slobodna promenljiva u y
Vx(p Ayp) > Vxp AVIY,

ako je x slobodna promenljiva u ¢ ix slobodna promenljiva u y

Ix(pvy)—>Ixpvixy
ako je x slobodna promenljiva u ¢ ix slobodna promenljivau .

Navedimo primer koji opisuje ove transformacije:
VxIVz(R(x,x) A PV R(x,p) vV O(2))) =
VxIp(R(x,x) A Vz(P(y) Vv R(x, ) Vv O(2))) =
Vxap(R(x,x) A (P V R(x, ) v VzQ(2))) =
Vx(R(x,x) A PV R(x, ) v VzQ(2))) =
Vx(R(x,x) A @yP(y) v 3yR(x, y) v V2Q(2))) =
VXR(x, ) A Vx(ByP() v IYR(x, p) v VzQ(2)) =
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VxR(x,x) A(ByP(y) v Vx3yR(x, y) v Vz((2)) .
4, Reimenovanje promenljivih
U ovom koraku vréi se reimenovanje promenljivih, ako je neophodno, tako da ne
mogu postojati dve razligite promenljive sa istim imenom. Naprimer, ako je data

formula:
YxR(x,x) A (FyP(¥) v VxIYR(x,y) v VzQ(2)),

kada preimenujemo promenljive dobijamo formulu:

VYIR()’pyl) A (3)’2P(J’2) Vv VJ’33y4R(Y3’Y4) v VY5Q()’5)) .

5. Standardna Skolemizacija

U ovom koraku se oslobadamo egzistencijalnog kvantifikatora. U prethodnom pri-
meru, ako primenimo pravilo Skolemizacije dva puta dobijamo formulu:

Yy, R( 1) A (P(@) v VY,R(vs, £ (1) v Vs Q(05))

gde je a Skolemova konstanta i f je Skolemova funkcija. Skolemova funkcija f
je funkcija koja zavisi od univerzalnog kvantifikatora.

6. Konjunktivna normalna forma
U ovom koraku vrsi se pomeranje svih univerzalnih kvantifikatora ispred formule
i prevodenje formule u konjunktivnu normalnu formu. Formule koje koristimo su

sledeée:

Vxg Ay — ¥x(@ Ay), ako x nije slobodna promenljiva u ¥
Vxo vy — Vx(p v ), ako x nije slobodna promenljiva u

oV (W, Ap,) > (V) APV Y,)

Za primer koji smo razmatrali dobijamo sledei niz transformacija:
YR 1) A (P(@) v Yy R(y5, £ (1)) v VY0 (5)) =
V3,1 ¥ps (R ) A (P(@) v R(ps, f () v Q(35)) =
Yy, 99 (R ) v P@) AR 1)V RGs FN) ARG 20 v Q0))

7. Eliminacija univerzalnog kvantifikatora
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Ovaj korak izvodimo jednostavno uklanjanjem univerzalnih kvantifikatora i dobi-
jamo skup konjunkta. Uvek pretpostavljamo da su sve promenljive univerzalno
kvantifikovane i da razli¢iti konjunkti nemaju iste promenljive.

U prethodnom primeru, konagna formula koju dobijamo je sledeca:

{RG, » v). P@L{RGs » 7 RO » FONBRG, 1), 001,

pri éemu smo reimenovali pojavu promenljive y, redomsa y, 1 y,.

1.5. Primeri teorija

primer1.5.1: Teorija €istog predikatskog ratuna sa identitetom. Za ovu teoriju ima-
mo: L=0, T=0.

Teoreme ove teorije su tatno teoreme predikatskog ratuna prvog reda koje sadrze
samo logi¢ke simbole.

primer1.5.2: Teorija linearnog uredenja, LO. Jezik ove teorije je: L = {S}, gde je <
binarni relacijski simbol. Aksiome teorije T su:

1. (Vx)(x<x) refleksivnost

2. (VO)(VY)(V2) (xS yAy <z x<L2) tranzitivnost

3. (VX)(VP)x S yAySx=>x=Y) antisimetri¢nost
4, (Vx)(Vy)(x<yv y<x) linearnost .

Teorija PO &ije su aksiome 1.-3. zove se teorija parcijalnog uredenja. Binarni relacij-
ski simbol < moZe se definisati:
X<YSOXSYA—X=EY.

primer1.5.3: Teorija gustog linearnog uredenja bez krajnjih taaka, DLO. Jezik ove
teorije je: L = {<}. Aksiome su:

1. (Vx)(x<x) refleksivnost

2. (VO)(VY)(V2)(x<yAy<z=>x<2) tranzitivnost

3. (VX)(VY) (xS yAy<x=Dx=Y) antisimetri¢nost
4. (Vx)(Vy)(x<yv y<x) linearnost

5. (Vx)Ey)(x <)

6. (Vx)@)(y <x)

7. (Vo)(VY)Ee)(x <y =>x<zAZ<Y)

8. @)F)~(x=y)

13



primer1.5.4: Teorija Abelovih grupa, Ab. U ovoj teoriji jezik je L = {+ s = O}, gde
je + binarni funkcijski simbol, i — je unarni funkcijski simbol. Aksiome su:

1. VxVyWVz((x+ y)+z=x+(y+2)) asocijativnost
2. VxVy(x+y=y+Xx) komutativnost
3. Vx(x+0=x) postojanje neutralnog elementa
4, Vx(x+(-x)=0) postojanje inverznog elementa.

Lako se dokazuje indukcijom po slozenosti terma: Ako ¢  Term, , tada postoji
k eNi brojevi m, ,...,m, takvi da vazi:

Ab | t=mx +---+mx,, gdesu x,..x, promenljive.
primer1.5.5: Teorija polja, F. Jezik ove teorije je L = {+ =550, l}. Aksiome su:

1. VxVyVz(x+(y+2z)=(x+y) +2z)
2. VxVy(x+y=y+x)

3. Vx(x+0=x)

4, Vx(x+(-x)=0)

5. VxVyVz(x(yz) = (xy)z)
6. VxVy(xy = yx)

7. Vx(x-1=x)

8. Vxay(x=0vxy=1)

9. VxVyVz(x(y+z) = xy + xz)
10. 0#1

MoZemo uvesti novi funkcijski simbol ™ u teoriju F pomo¢u aksiome:
VxVy(x #0=> (x-y=1< y=x"")). Tadase iz teorije F moZze izvesti:
Vx(x#0=>x-x" =1).

primer1.5.6: Teorija uredenih polja, FO. Jezik ove teorije je L = {s , o+, =50, 1}.
Aksiome su:

CVxWz(x+ (y+2z)=(x+y)+2)
VxVy(x+y=y+x)

. Vx(x+0=1x)

. Vx(x+(-x)=0)

. VxVyVz(x(yz) = (xy)z)

. VxVy(xy = yx)

[« NV TN SR VA S



7. Vx(x-1=x)

8. Vady(x=0v xy=1)

9. VxVyVz(x(y + z) = xy + x2)

10. 01

1. VaVyVz(x <y > (x+2< y+2)

12. VaVWVWz(x < ynl0<z=x-y<y-2).

Sledeéa teorema je formula teorije FO:

2 2
x 4o+x, =0=2>x=0AAx,=0.

primer1.5.7: Teorija Boolovih algebri, BA. Jezik ove teorije je L= { +,-,7,%,0, 1}.
Aksiome su:

1. VxVyWVz(x +(y+2) = (x+y)+2)
2. VxVVz(x(yz) = (xy)z)

3. VaVy(x+y=y+x)

4. VxVy(xy = yx)

5. Vx(x+0=x)

6. Vx(x-1=x)

7. Vx(x+x'=1)

8. Vx(x-x=0)

9. 0=1

10.VxVp(x <y > x=x))

Lako se dokazuje da u BA vaZi:

1. Relacijski simbol < zadovoljava aksiome parcijalnog uredenja. U odnosu na
ovo uredenje, vaZi:

sup{x, pees X, 1= Zx,. ,

i<n

inf {x, B Hx, )

isn

2. Zasvaki teTerm,,
BA} 1(x,,en X,) = Zt(al -7 P ALRES AN

ae2"
gde je 2"={a|a:{l,...,n}—>{0,1}}, o, =a(i), 1<i<n,i X=x, ¥=x.0va

15



Ginjenica se dokazuje indukcijom po sloZenosti terma. Umesto operacijskih simbola +
i - mogu se koristiti simboli A i v.

primer1.5.8: Peano aritmetika , PA. Jezik ove teorije je L = { +,-,7,5,0, 1}. Aksio-
me su sledece:

1. -3x(x'=0)

2. VxVy(x'=y=x=y)

3. Vx(x+0=x)

4. VxVy(x+y=(x+y))

5. Vx(x-0=0)

6. VxVy(x-y'=(x-y)+x

7. =3x(x < 0)

8. VaVy(x < y=>x<yvx=y)
9. VxVp(x<yvx=yVvy<Xx)
10. 1=0

() Indukcijska ema: Neka je ¢xy, -y, formula jezika L. Tada je univerzalno zat-
vorenje:

00y, -+ Y, AVX(@Y, -+ Y, = @Y, -+ ¥,) = Vxgmy, -+ y, aksioma teorije PA.
Ova se teorija takode zove formalna aritmetika.
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2.Teorija unifikacije

2.1.Definicije

Signatura je (konagna ili prebrojivo beskonatna) skup funkcijskih simbola F. Term
algebra T(F,V) generisana je pomocu skupa F i (prebrojivo) beskonaénog skupa pro-
menljivih V. Terme ¢emo oznadavati slovima L 7,s,t,u i v, a promenljive slovima X,y,z
i w. Skup promenljivih koje se pojavljuju u termu ozna&i¢emo Vars(f).

Substitucija je funkcija iz skupa promenljivih u skup terma koja je skoro svugde je-
dnaka funkciji identiteta (identi¢na substitucija se oznacava Id). Primena substitucije
o na term £, u oznaci 7o, definie se indukcijom po strukturi terma:

{ xo, akot=x
to =
f

(t,0,...2,0), akot= f(t,..2,).

U drugom slugaju ove definicije, n = 0 je dozvoljeno: u ovom sluaju, f je konstantni
simbol i fo = f. Substitucija takode moZe da se primeni na skupove terma, na jednako-
sti i skupove jednakosti.

Za substituciju o, domen je skup promenljivih

Dom(c) = {dxo # x},
rang je skup terma

Ran(c)= Y {xo}.

xeDom(a)

Substitucija moZe biti predstavljena eksplicitno kao funkcija pomocu skupa ugradnji
promenljivih u domen:

{x, = 510X, = 5, )

Restrikcija substitucije 6 na skup promenljivih X (oznacava se 0|x, je substitucija

koja je jednaka funkciji identiteta svugde osim na X N Dom(c), gde je jednaka o .
Kompozicija dve substitucije se piSe o0, i definie se na slede¢i nacin:

tof = (to)6.
Algoritam za konstrukciju kompozicije o6 dve substitucije predstavljene pomocu
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skupa ugradnji je slede€i:
1.Primenimo & na svaki term u Ran(c) da dobijemo o ;

2.Uklonimo iz & sve ugradnje x — ¢, gde x € Dom(c), da dobijemo &,;

3.Uklonimo iz o, sve trivijalne ugradnje x — x, da dobijemo o ,;

4.Uzmimo uniju dva skupa ugradnji o, i 6.

Substitucija je idempotentna ako oo =0
Dve substitucije su jednake, oznadeno o =6, ako xo = x6 za svaku promenljivu

x. Kazemo da je o opitija od @, ako postoji preslikavanje 7 takvo da je 8 = o7 .

definicija: Substitucija ¢ je unifikator dva terma s i ¢ ako so = to; ona je najopstiji
unifikator (mgu), ako je za svaki drugi unifikator 6 za s i ¢, o optiji od & .Problem

unifikacije dva terma s i ¢ predstavljamo pomocu: s ="t.

2.2. Unifikacija terma

Unifikacija pomoc¢u rekurzivnog spusta

Ovaj algoritam je prvi opisao Robinson [1965], i univerzalno je korid¢en u simboli-

&kim ra¢unskim sistemima.

global o : substitution; { Initialized to Id }

Unify( s: term; £: term )

begin
if s is a variable then { Instantiate variables }

S=50;
if ¢ is a variable then
t=to;

if s is a variable and s =1 then
{ Do nothing }
elseif s= f(s,,....s,) and ¢ = g(t,,....t,,) for n,m2 0 then begin
if /=g then
for i:=1to n do
Unify(s;,¢,);
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else Exit with failure { Symbol clash }
end
else if s is not a variable then
Unify( ¢,5);
else if s occursin ¢ then
Exit with failure; { Occurs check }
else o :=o{s > t};
end;

Pristup zasnovan na pravilima U

Ovde je predstavljen jednostavan sistem izvodenja koji se koristi za reSavanje unifi-
kacijskih problema.
Idempotentna substitucija {x, Dy X, > t,,} moze biti predstavljena pomocu

skupa jednakosti {x1 Rl yeeis X, & t,} u resenoj formi, 3to znadi da svaki x; ima jednu
pojavu u skupu. Za bilo koju idempotentnu substituciju o, odgovarajuci skup u rese-
noj formi oznaCavamo [a], i za bilo koji skup jednakosti S u reSenoj formi, odgovara-

juéu substituciju oznatavamo o.

Sistem je ili simbol false( koji predstavlja neuspeh ), ili par koji s sastoji od nepra-
znog skupa P unifikacijskih problema i skupa S jednakosti u redenoj formi. Koristice-
mo I da oznagimo sistem. Kazemo da je substitucija unifikator ( ili reSenje ) sistema
P;S ako ona unifikuje svaku jednakost iz P i S; sistem false nema unifikatore.

Sistem izvodenja U sastoji se iz slede¢ih transformacija sistema:
Trivial:
{s =’ s}u P;S=P'S
Decomposition:
S5 =" St WO P38 2 f5y ="ty =" t,JUP';S
( Primetimo da moZe bitin=0)

Symbol Clash:
{f(s,,...., 5,)= g(tl,....,tm)}u P';S = false
ako f#g
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Orient:
{I =" x}u P;S= {x = t}u P;S

ako ! nije promenljiva

Occurs Check:
{x = t}u P',§ = false

ako x e Vars(t) ali x=¢.
Variable Elimination:

{x =" t}u PiS=P{x—> t};S{x - t}u{x ~t}
ako x ¢ Vars(t) .

U cilju da unifikujemo s i £, kreiramo inicijalni sistem {s =" £} i primenjujemo re-
dom pravila iz U. Pokazaéemo kasnije da taj proces mora da se zavrsi, proizvodedi te-
rminalni sistem (onaj na koji se ne primenjuju pravila) u formi false ili @;S, gde je S
sistem u reenoj formi i predstavljamguzasif.

Sistem U moze simulirati akcije algoritma rekurzivnog spusta, i moZe se Koristiti da

se dokaZe njegova korektnost. Ustvari, U se moZe posmatrati kao abstraktna verzija
algoritma rekurzivnog spusta.

Neki tehnic¢ki rezultati u vezi U

lema2.2.1. Za bilo koji konagan skup jednakosti P, svaki niz transformacija iz U
P;0= P;S, = PS8, =+
zavriava ili simbolom false ili u obliku @;S, gde je S u re3enoj formi.

dokaz: Defini&imo meru slozenosti (n,,n,,n;) na skupovima jednakosti, gde je:

n, = broj razlikitih promenljivih u P;
n, = broj simbola u P; i
n, = broj jednakosti u P forme ¢ =" x, gde ¢ nije promenljiva.

Svako pravilo iz U smanjuje sloZenost problema P. Dalje, svaka jednakost mora

20



odgovarati jednom od datih pravila sa leve strane, tako da pravilo uvek moze da se
primeni na sistem sa nepraznim P. Znaci, sistem na koji se pravila ne mogu primeniti
mora biti u obliku false ili @;S. Posto kadgod se jednakost doda u S, promenljiva s
leve strane se eliminide iz ostatka sistema, pa svaki od sistema S,,5,,....,S mora biti u
resenoj formi.

Druga interesantna &injenica je da je redenje o proizvedeno pomocu U uvek idem-
potentno.

teorema2.2.1. Ako P;@ = @;S, tada je o idempotentno.

Jedna od najinteresantnijih osobina sistema U je da njegova pravila ne menjaju skup
unifikatora sistema.

Jlema2.2.2. Za bilo koju transformaciju P;S = T, substitucija & unifikuje P;S akko
ona unifikuje T".

dokaz: Jedini netrivijalni slutajevi su u vezi provere pripadnosti (Occurs Check) i
eliminacije promenljivih (Variable Elimination). Ako se x pojavljuje u ali nije jed-
nako ¢, tada ogigledno x sadr?i manje simbola od £ ali tada x¢ takode sadrZi manje
simbola od 8, tako da x i # nemaju unifikator.

Razmatrajué¢i Variable Elimination, znamo da x@ =0, odakle (strukturnom
indukcijom) moZemo pokazati da

uf = (u{x - t})@
za bilo koji term u, ili ustvari za bilo koju jednakost ili skup jednakosti. Ali tada
PO=Px—>t} iS0=S{x—>1)0
odakle sledi rezultat.
Jedan od najvaznijih rezultata u vezi U je da U ustvari proizvodi unifikator.

teorema2.2.2. (Soundness): Ako P;@ =* @;S, tada o unifikuje svaku jednakost u
P.

dokaz: Primetimo da o, jer je idempotentna; prosta indukcija i prethodna lema po-

kazuju da o mora unifikovati jednakosti iz P.

Drugi vaZan rezultat pokazuje da U pronalazi mgu za dva terma koja s€ mogu
unifikovati.
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teorema2.2.3. (kompletnost) Ako @ unifikuje svaku jednakost iz P, tada bilo koji
maksimalan niz transformacija

P0O=..-
mora da se zavrsi nekim sistemom @;S takvim da je o5 opstijaod 4.

dokaz: Prethodne leme pokazuju da takav niz mora da se zavrsi nekim terminalnim si-
stemom @;S gde @ unifikuje S. Sada za svaku ugradnju x — ¢ iz oy,

xo 0 =1t0=x0,
i za svaki x ¢ Dom(c ), xo ;0 = x6, odakle sledi 8 = 0,0.

Ocigledna posledica prethodna dva rezultata je sledeca teorema:

teorema2.2.4. Ako P nema unifikatore, tada bilo koji maksimalni niz transformacija iz
sistema P;@ mora biti oblika

P;0= .- = false.

Zakljutujemo da bilo koji algoritam unifikacije koji nastaje primenom formula iz U
generide idempotentan mgu za dva terma koja se mogu unifikovati. Neki delovi ovih
osnovnih operacija mogu biti duZi od drugih, ili formirati vece terme, i ne zavrSavaju
se svi nizov jednim istim mgu. U slede¢em delu razmotri¢emo ovo pitanje.

Neke osobine MGU

Iz prethodnih rezultata vidimo da bilo koja substitucija dobijena pomo¢u U moZe
biti predstavljena kao kompozicija svih mogucih substitucija sa mgu. Ovo znati da se
informacije ne gube u simboli¢kim radunskim sistemima (kao npr. dokazivadi teore-
ma teorije prvog reda) pri re$avanju potproblema unifikacije i primeni reSenja na os-
tatak ratuna. ~

Sistem izvodenja U, polaze¢i od jednog para terma s i £, moze proizvesti (kona¢no)
mnogo razligitih zavrnih formi, koje odgovaraju razli¢itim najopstijim unifikatorima
za s i t. Postavlja se pitanje koja je veza izmedu razli¢itih najoptijih unifikatora, da li
postoji jo§ najopstijih unifikatora osim ovih, i da li ih ima beskonagno mnogo? Odgo-
vor na ova pitanja nalazi se u konceptu preimenovanja promenljivih: ako su ¢ i 8 naj-
opétiji unifikatori za s i ¢, tada ¢ = 6p za neko preimenovanje promenljivih p.
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Ovo znagi da skupovi najopstijih unifikatora za dva terma mogu biti generisani iz
jednog mgu, pomoéu kompozicije sa preimenovanjem promenljivih. Pomocu takve
operacije, moguée je kreirati beskonatno mnogo idempotentnih najopstijih unifikato-
ra i beskonagno mnogo neidempotentnih najopitijih unifikatora; pomoéukona¢nog dr-
veta pretraZivanja generisanog pomoc¢u U nije moguce konstruisati beskonacan broj
najopstijih unifikatora.

Opiti zakljusak ovog dela je da skup svih unifikatora dva terma ima netrivijalne
osobine.

SloZenost rekurzivnog spusta

Razmatranje sloZenosti algoritma rekurzivnog spusta je pitanje koje motivise dalje
razmatranje sofisticiranijih algoritama za unifikaciju. Pristupi unifikaciji do sada raz-
matrani imaju eksponencijalnu sloZenost.

primer2.2.1: Dati su sledeéi termi:

h(xl,xz,...x,,'f()/o,yo),---,f(yn-pyn-] )’yn)

1
h(f(xoaxo)’ f(xl’xl)""’f(xn-l’xn-l)’yl""’yn’xn)‘

Unifikacija ova dva terma ¢e proizvesti mgu gde je svaki x; i svaki y, vezan za

term sa 2! —1 simbola. Ogigledan problem je $to substitucija sadrzi mnoge duplira-
ne kopije istih podterma. Jedna ideja koja moze da pomogne je da predstavimo subs-
titucije na slede¢i na&in:

[)’o —> X3V f(yn—l’yn—l);yn—l - f(yn—zsyn-z);“']

Gradenje ovakve substitucije tokom unifikacije sastoji se iz prostog skupljanja liste
ugradnji; ne kreiraju se duplicirani termi, i zna¢i forma unifikatora ne moze biti veca
od originalnog problema.

Nazalost, ova ideja nije dovoljna da spasi algoritam, jer se ispostavlja da substituci-
ja, i zna&i dupliranje terma, je neophodna u samim termima: u primeru, poziv Unify za

poslednje argumente, x, i y,, koji su do tada vezani za terme sa 2"*' —1 simbola,

dovesée do eksponencijalnog broja rekurzivnih poziva. Re3enje ovog problema je
pronati pogodniju strukturu podataka za terme, i razli¢ite metode primene substituci-
je.

23



Unifikacija strukture term drveta

U daljem delu, razmotriéemo dva pristupa koja ubrzavaju proces unifikacije. Prvi
pristup, koji su dali Corbin i Bidoit [1983], reSava problem dupliranja podterma krei-
ranih substitucijom koriste¢i graf prezentaciju terma koji mogu deliti strukturu; ovo
rezultuje kvadratnim algoritmom. Da bismo otkrili asimptotski brZi algoritam, neop-
hodno je napustiti pristup rekurzivnim spustom, i svesti problem unifikacije na
konstrukciju odredenih relacija ekvivalencije na grafovima. Ovaj drugi pristup je otk-
rio Huet [1976].

Term drvo s i substitucija

Razmatrajuéi prethodni primer, treba naglasiti da se eksplozija veliSine terma poja-
vljuje precizno jer postoje duplicirane pojave istih promenljivih, 3to uzrokuje dupli-
ranje sve veéih i ve¢ih terma. U cilju da otklonimo ovaj problem, neophodno je da ra-
zmotrimo detaljno kako predstaviti terme eksplicitno kao grafove koji dele podterme.

definicija Term drvo je direktan, acikli¢an graf &iji &vorovi su oznageni funkcijskim
simbolima, konstantama, ili promenljivim, i ¢ije izlazni krajevi iz svakog Cvora su
uredeni, i gde izlazni stepen bilo kog &vora oznacenog simbolom fje jednak arnosti
od f( promenljive imaju izlazni stepen 0 ).

U takvom grafu, svaki &vor ima prirodnu interpretaciju kao term, i poistoveticemo
&vorove i terme kao da su ekvivalentni. Jedina razlika izmedu razligitih reprezentacija
odredenog terma je u strukturi deljenja medu podtermima.

Pretpostavljajuéi da su imena simbola nizovi karaktera, moguce je kreirati drvo sa
jedinstvenim, deljenim pojavama promenljivih, veligine O(n), gde je n broj svih kara-
ktera u string reprezentaciji problema unifikacije. U normalnom slu¢aju, imena imaju
konstantnu veliginu, i n predstavlja broj simbola u termu (dalje &e ovo biti pretpostav-
ljeno).

Znadi, pretpostavimo da je ulaz u naSem algoritmu term struktura koja predstavija
dva terma koja treba unifikovati, sa jedinstvenom, deljenom pojavom svih promenlji-
vih. Takode pretpostavljamo da svaki &vor 7 ima atribut parents(?), koji predstavlja
listu svih roditelja &vora ¢ u grafu (ekv. svih ¢vorova p koji pokazuju na 7), ali ovo ne
prikazujemo na dijagramu zbog jednostavnosti. Roditeljski pokazivagi su neophodni
kod deljenja &vorova.

Primena substitucije moze biti implicitna ili eksplicitna; eksplicitna ukljuCuje stvar-
no pomeranje podterm strelica. Na primer, neka su data dva terma f(x, g(a)) i
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f (g(y), g(y)), i njihov mgu {x - g(a), y—> a}, Implicitna primena substitucije iden-
tifikuje dva &vora povezana substitucionom strelicom, bez stvarnog pomeranja pod-
term veza. Ovo u primeru rezultuje formom [x - g(y}, y—> a] . Eksplicitna primena

substitucije rezultuje ugradnjom promenljivih pomoéu pomeranja podterm strelica
koje pokazuju na promenljivu koja se ugraduje. U datom primeru rezultat je substitu-

cija {x - g(a), y—> a}.
Rekurzivni spust na term strukturi s

Ako koristimo novu strukturu terma, substitucija sad ne duplicira terme. Medutim,
opet postoji moguénost da imamo duple pozive istog terma. Npr. u prethodnom pri-
meru termi vezani za x, i y, biée unifikovani kad se x, veze za y,; medutim, algori-
tam rekurzivnog spusta tada Ce istraZiti svaku drugu stazu kroz parove terma, rezultu-
juéi eksponencijalnim brojem rekurzivnih poziva.

Ogigledno, treba izbe¢i vradanje na ve¢ reSene probleme u grafu. Najbolje reSenje je
uvesti strukturu deljenja pomocu spajanja unifikovanih terma (koji su sada identiCni, i
onda proveriti identi¢nost Gvorova u prvom koraku. Spajanje dva &vora s it u grafu A

moZe se izvesti pomeranjem strelica. Neka je parents(s) = {p,,--, P, }; tada

1.Za svaki p,, zamenimo podterm strelicu p; = s sa p, >1;
2.Neka parents(t) = parents(s)u parents(t); i
3.Neka parents(s):= Q.

Ovo deli strukturu za ¢ i izoluje &vor s. U datom algoritmu, oznagi¢emo sa Replace(A,
5,f) novi graf dobijen iz grafa A spajanjem s i ¢ na opisani nacin.

Algoritam ima na ulazu term strukturu u kojoj su sve pojave promenljivih deljene,
tj. svaka promenljiva se pojavljuje tatno jednom. Cak i sa ovim dodacima, algoritam
rekurzivnog spusta je uglavnom nepromenjen:

global A : term struktura; { Term struktura za s i ¢ sa deljenim promenljivim }
global o : lista parova ¢vorova; { Inicijalizovana na praznu }

UnifyDag( s: node; ¢: node )
begin
if s and ¢ are the same node then
{ Do nothing }
else if s = f(s,,..,s,) and ¢ = g(t,,....t,,) then begin
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if f=g then
fori:=1tondo
UnifyDag(s,,t;);

else Exit with failure { Symbol clash }
end
else if s is not a variable then

Unify(4,s);
else if s occurs in ¢ then

Exit with failure; { Occurs check }
else

Add (s,?) to the end of the list o;
A :=Replace( A,s,t); { Since they are now unified }

end;

Provera pripadnosti je implementirana pretragom da li je dati &vor s ispod ¢ sledeéi
podterm strelice.

Taénost strukture podataka za ovaj algoritam zavisi od sledeceg rezultata, koji moze
da se dokaze indukcijom.

lema2.2.3. Neka je A term struktura sa &vorovima x i f takva da ne postoji staza iz fu
Xx.

- Replace( A,x,t ) je aciklitan grafkoji sadrZi iste Evorove (sa istim oznakama ) kao
A.

. Razmotrimo &vor u A koji odgovara termu s, i neka je s” term koji odgovara istom
&voru u Replace( A,x,t ); tada:

- ako s =x, tada 8’ = x;
- u suprotnom, 5 = s{x —>t}.

Razmotrimo sloZenost algoritma UnifyDag. Posto svaki poziv ove funkcije izoluje
&vor, ne moze biti vise od »n poziva ukupno (gde je 7 broj simbola u originalnim ter-
mima). U svakom pozivu najsloZenija je provera pripadnosti (proverava se ne vise od

n &vorova), i ne pomera se vise od »n &vorova. Oznacavanje liste roditelja ima takode
vremensku slozenost O(n) . Originalna konstrukeija strukture ima slozenost O(n).

Dakle, ukupna sloZenost algoritma je O(n*).

Skoro-linearan algoritam

Sada éemo razmotriti alternativni pristup koji uvodi sledece bitne promene u pristup
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do sada razmatran:

- umesto rekurzivnih poziva parova podterma koje treba unifikovati, sveS¢éemo pro-
blem na konstruisanje relacije ekvivalencije &ije klase su termi koje treba unifikovati;
- substitucija ée (u izvesnom smislu ) biti zamenjena unijom klasa ekvivalencije;

- ponovljeni pozivi koji proveravaju pripadnost bi¢e zamenjeni jednim prolazom
kroz graf da bi se proverila acikli¢nost.

Term struktura podataka se koristi za ove algoritme takode, ali neéemo pomerati
pokazivage kao u poslednjem delu. Umesto toga, razmotri¢emo problem unifikacije
kao problem koji uklju¢uje sledecu relaciju na termima:

definicija Term relacija je relacija ekvivalencije na termima, homogena je ako nijed-
na klasa ekvivalencije ne sadrzi f{...) i g(...) za f # g ;ona je acikli¢na ako nijedan
term nije ekvivalentan svom pravom podtermu.

Relacija unifikacije je homogena, acikli¢na term relacija koja zadovoljava aksiomu
unifikacije: Za bilo koji fi terme s, i 7,,

F(S150es8,) = ftsest,) > 8 SHAA NS, =,

Unifikacijsko zatvorenje za s i £, kada postoji, je najmanja relacija unifikacije po kojoj
su s i z ekvivalentni.
Algoritam predstavljen u ovom delu polazi od sledece ¢injenice:

lema2.2.4. Ako se s i # mogu unifikovati, tada postoji unifikacijsko zatvorenje za s it
dokaz: Za bilo koji unifikator @ za s i ¢, definiSimo relaciju:

u=,v akko uf@=v0.

Ogigledno je ovo relacija unifikacije. Posto je presek dve relacije unifikacije koje se
odnose na s i 7 opet relacija unifikacije koja se odnosina s i ¢, kadgod se s i t mogu
unifikovati postoji najmanja takva relacija = koja spaja klase samo kad se primeni
aksioma unifikacije na podterme od s i .

Pristup pomoéu unifikacijskog zatvorenja, prvi put predstavljen u [Huet 1976], po-
kusava da konstruise ovu relaciju za dva terma, koja odgovara pronalaZenju mgu.
Uvedimo sledeée oznake:

def Za bilo koju term relaciju =, neka je Sema funkcija funkeija ¢ iz klasa ekvivale-

ncije u terme takva da za bilo koju klasu C,
l.¢(C)eC.
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2.¢(C) je promenljiva samo ako se C sastoji samo od promenljivih.

Term ¢(C) se zove Sema term za C.

Treba naglasiti da je $ema term u funkcionalnoj formi ako ona postoji, i koristi se da
definie substitucije. Primetimo da Sema funkcije nisu jedinstvene, ali uvek postoji
barem jedna za svaku term relaciju; pretpostavimo dalje da su te funkcije izabrane za
svako dato unifikacijsko zatvorenje.

Primetimo da za svaku acikli¢nu term relaciju postoji parcijalno uredenje ¢ takvo

def Za bilo koje unifikacijsko zatvorenje =, definiS§imo o. pomocu:

o { v, ako s([xD=y }
* T f(510un5,02) ako (13D = £ (51005,)]

teorema2.2.5. Termi s i ¢ se mogu unifikovati akko postoji unifikacijsko zatvorenje za
s it U potvrdnom slu¢aju, o, jemguzasit.

Ovaj rezultat daje motiv za konstrukciju efikasnog algoritma za unifikaciju koji po-
kusava da napravi unifikacijsko zatvorenje za dva terma, i onda pronalazi mgu. Da bi-
smo ovo uradili, neophodno je oznagiti klase ekvivalencije i primeniti aksiomu unifi-
kacije na klase; najefikasnija struktura podataka pretstavlja klase kao drveta klasnih
pokazivaa, sa reprezentom na mestu korena drveta.

Da bismo odredili da li su dva terma ekvivalentna, treba samo naéi korene drveta i
proveriti identitet; da bismo spojili dve klase, jedna klasa je poddrvo korena druge. Da
bismo smanjili dubinu drveta 3to je vise moguée, uradi¢emo sledece:

1.0znagimo brojat veligine svake klase u reprezentu, i kad spajamo klase
napravimo da manja bude poddrvo veCe.

2 Kad sledimo staze do korena da ozna&imo ekvivalenciju, kompresujemo staze ta-
ko da svi &vorovi pokazuju direktno na koren.

Term struktura za ovaj pristup ne treba roditelje pokazivace, kao u prethodnom al-
goritmu, ve¢ treba:

- klasne pokazivaCe
- brojag veli€ine klase izloZen u reprezentu

- pokazivag iz svakog reprezenta na Sema term za klasu
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- bulove zastave visited i acyclic u svakom &voru koje se koriste za proveru ciklusa
(obe inicijalizovane na false)

- pokazivag vars iz svakog reprezenta na listu svih promenljivih u klasi (koristi se
kad generiSemo resenja).

Primetimo da oznatavanje liste roditelja svakog ¢vora nije neophodno u ovom algo-
ritmu. Reprezent je prosto &vor &iji klasni pokaziva¢ pokazuje na sebe. U sledecem
delu dat je algoritam zasnovan na ovom pristupu. Term struktura A za s i ¢ je inicijali-
zovana na na relaciju identiteta, gde svaka klasa sadrZi jedan term; znaci za svaki &vor
klasni i $ema pokazivadi su inicijalizovani da pokazuju na isti Evor, i veli¢ina je inici-
jalizovana na 1. Lista promenljivih je inicijalizovana na praznu za ne-promenljive
&vorove, i na listu od jednog elementa za &vorove Koji pretstavljaju promenljive.

Ako Unify(s,f) ne propadne, onda o sadrZi redenje. Find-Solution pokusava da nade
takvo resenje, i pada akko postoji ciklus u grafu. Polja visited i acyclic su oba neop-
hodna , prvo da pronade ciklus u trenutno istrazivanoj stazi, i drugo da spreci poseci-
vanje &vorova koji su ve¢ iskljueni iz svih moguéih ciklusa.

Korektnost ovog metoda zavisi od provere da on implementira tacno konstrukciju
acikli¢nog unifikacijskog zatvorenja.

Bitne osobine ovde su sledece:

- ekvivalencija je o¢igledno homogena

. klase ekvivalencije se spajaju akko to zahteva aksioma unifikacije
- FindSolution pada akko postoji ciklus u grafu

- Kadgod se ugradnja [x—s] doda u o, sve odgovarajuée ugradnje za promenljive u
s veé se pojavljujuu o.

Sada moZemo da pretstavimo algoritam:

global A : termDag; { Term struktura za s i ¢ sa deljenim promenljivim }
global o : list of bindings := nil; { SadrZi redenje u odgovarajucoj formi }

Unify( s: node; #: node )
begin
UnifClosure(s,?);
FindSolution(s);
end;
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UnifClosure( s: node; ¢: node)
begin
s := Find(s);
t .= Find(?);
if s and 7 are the same node then
{ Ne radi nista }
else begin
if c([s]) = f(5,5--5,) and ¢([t]) = g(t,,....1,,) forn,m >0
then begin
if f =g then begin
Union(s,?);
for i:=1ton do
UnifClosure(s,,?; );
end
else Exit with failure  { Nepoklapanje simbola }
end
else Union(s,?);
end;
end;

Union( s: node; #: node ) { si ¢ su reprezenti }
begin
if size(s) > size(s) then begin
size(s) = size(s) + size(?);
vars(s) := concatenation of lists vars(s) and vars();
if ¢([s]) isa variable then
s([s]) = ¢([2]);
class(?) :=s;
end
else begin
size(f) = size(t) + size(s);
vars(f) := concatenation of lists vars(¢) and vars(s);
if ¢([t]) is a variable then
s([1D = ¢ ([sD)s
class(s) =1,
end;
end;

Find ( s:node ) { Vraca reprezent za [s] i kompresuje staze }
t : node;
begin
if class(s)=s {sjereprezent} then
Return s;
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else begin
t == Find(class(s));
class(s) = t;
return f;
end;
end;

FindSolution ( s : node ); { Pada ako postoji ciklus u s }
begin
s = ¢ (Find(s));
if acyclic(s) then
Return; { s nije deo ciklusa }
if visited(s) then
Fail; { Postoji ciklus }
if s=f(s,,-..,s,) for some n>0 then begin
visited(s) := true;
for i:=1tondo
FindSolution(s,);
visited(s) = false;
end;
acyclic(s) = true;
foreach x e vars(Find(s)) do
if x=#s then
Add [x—s] to front of o ;
end;

Slozenost algoritma je O(na(n)). Sve procedure, osim procedure Find, pozivaju se
najviSe » puta za terme sa n simbola. Primetimo da spajanje lista promenljivih moZe
biti izvrieno tako &to se Suvaju pokazivati na poslednji ¢lan liste, i spajanje se izvrsi
pomeranjem pokazivata umesto da vr$imo standardno spajanje (sloZenost opisanog
postupka je O(n)). Jedino je sloZenost funkcije Find je O(na(n)).

Analizirajmo sada ovaj algoritam.

Na samom poéetku svaki &vor pokazuje na samog sebe (odnosno njegov klasni po-
kazivag je pokaziva¢ na sam taj &vor). Prva dva koraka na podetku algoritma unifika-
cije su:

s = Find(s);
t := Find(?);

Ova dva koraka su potpuno suvi$na jer svaki &vor pokazuje na sebe, pa se funkcije
Find(s) i Find(#) nikad neée izvr3iti (tatnije uvek vraéaju unesene vrednosti s i #).
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Dalje, ukoliko su s i¢ funkcijski simboli, procedura UnifClosure se primenjuje re-
kurzivno na njihove potomke (redom po odgovarajuéim parovima). Za potomke vazi
isto: svi oni pokazuju na samog sebe, pa je funkcija Find opet nepotrebna, itd.

Mozemo zakljugiti da je funkcija Find nepotrebna u algoritmu i moZemo je potpuno
izbaciti i dobiti malo jednostavniji algoritam. Osim $to dobijamo na upro¢avanju al-
goritma, vaznije je §to smo ovim eliminisanjem smanjili sloZenost algoritma, koja sad
iznosi O(n).

Razmotrimo primenu algoritma (opisujuéi najvaznije korake) na jednom konkret-
nom primeru.
Neka su zadata dva terma:

f(x,g@) i f(gB),g®)),kojatreba unifikovati.

Oba terma, ako se predstave u obliku drveta, imaju na vrhu funkcijske simbole. Ako

ih uporedimo, vidimo da su jednaki (f); primenom algoritma odmabh se izvr3i njihova

unija (oni sada pripadaju istoj klasi). Oznatimo ove polazne terme slovima s i £.
Osnovni koraci primene algoritma UnifClosure na polazne terme s i ¢ su sledeci:

1. Union(s, £)
2. UnifClosure(x , g ()
3. UnifClosure(g(a) , g (»)) .

Koraci 2. i 3. predstavljaju rekurzivne pozive procedure UnifClosure iz iste proce-
dure primenjene na polazne terme s i ¢ ( funkcija je primenjena na potomke terme s i 1.

U koraku 2. se izvrsi spajanje (unija) &vorova x i g (¥), i posto je x promenljiva time
je u potpunosti zavrien korak 2. (odnosno u njemu se procedura UnifClosure vise ne
poziva).

U koraku 3. izvr¥i se unija &vorova g(a) i g (), i onda se procedura UnifClosure
ponovo rekurzivno pozove i izvrsi s unija njihovih potomaka: a i y. Time je korak 3.
zavrsen. Dakle, potkoraci u koraku 3. su:

a) Union( g(a) , g ("))
b) Union(a,y).

Spajanja &vorova koja su bitna za samu unifikaciju su ustvari spajanja parova u koji-
ma je barem jedan &lan promenljiva. Ovim spajanjem se ustvari promenljiva poveze
sa termom u koji ¢e se kasnije ugraditi. Preciznije, konkretno u naSem primeru: pri
uniji &orova x i g (), u skup promenljivih terma g (y) se doda promenljiva x.

Dakle, globalan zakljugak je slede¢i:

Algoritam unifikacije se sastoji od dve procedure: UnifClosure i FindSolution, koje
se redom pozivaju. Procedura UnifClosure formira sve odgovarajuce klase sa njiho-
vim elementima, i onda se na taj rezultat primeni procedura FindSolution. Procedura
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FindSolution pokupi redom prethodno dobijene rezultate i formira rezultat unifikacije
o , ukoliko nema ciklusa u drvetu, odnosno pada ukoliko u drvetu postoji ciklus.

Algoritam je (uz neke manje izmene), implementiran u sistemu Matematica, i testi-
ran na nekim primerima. Vidimo da je rezultat programa predstavljen u obliku liste,
pri &emu je promenljiva predstavljena u vitiGastim zagradama, a neposredno iza nje je
term u koji se ona ugraduje (ukoliko se termi mogu unifikovati). Ukoliko se termi ne
mogu unifikovati, program izbaci Neuspeh.
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s=f]x.g[a];

t=fglyl.elyll;
pla_]:==(IffMemberQ[{x,y,z},a},1,0]);
st=s//TreeForm;

tt=t//TreeForm;
dubinal=Depth[st]-1;
dubina2=Depth[tt]-1;
pom1=2"(dubinal-1);
pom2=2"(dubina2-1);

//Prvo se formiraju trodimenzioni nizovi a i b, koji sadrZe podatke za ulazne terme s it
//prva dimenzija predstavlja nivo u drvetu, druga redni broj na tom nivou, i za svaki
/févor imamo &etiri pod: sam term, pokazivag na represent klase, broj elemenata klase,
// i listu promenljivih

Array[a,{dubinal,pom1,4}];
Array[b,{dubina2,pom2,4}];
a[l,1,1]=s;
Array[broj1,dubinal];
Array[broj,dubinal ];
Do[broj[i]=27(i-1),{i,dubinal }];
Do[broj1[i]=0,{i,dubinal}];

//Funkcije Formnivoa, Formnivob formiraju za polazne terme s it sve elemente nizo-
/lva aib &ija je treéa dimenzija jedan, odnosno sve terme i njihove podterme. Ako ne-
//ki element nema levi ili desni potomak, na odgovarajuée prazno mesto se upiSe nula

Formnivoa[nivo_]:=
Module[{s2,s3,],pom},
Do[s2=a[nivo-1,i,1];
I!(!(s200)&& ! (Depth[s2]01)),

Do[broj 1 [nivo]++;pom=broj1[nivo];a[nivo,pom, 1]=0,{2}]];
If[Depth[s2]>2,s3=s2//TreeForm;

I=Level[s3,{2}];
broj 1[nivo]++;pom=broj1[nivo];
a[nivo,pom,1]=First[l];
1=Rest[1];broj1[nivo]++;
pom=broj1[nivo];
If[1{},a[nivo,pom, 1 J=First[1]];
If[10{},a[nivo,pom,1]=0]], {i,broj[nivo-11}]]

Do[Formnivoa[j], {j,2,dubinal,1}];
b[1,1,1]=t;
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Array[brl,dubina2};
Array[br,dubina2];
Do[br[i]=2(i-1),{i,dubina2}];
Do[br1[i]=0, {i,dubina2}];

Formnivob[nivo_}:=
Module[{t2,t3,l,pom},
Do[t2=b[nivo-1,i,1];
HT!(1(t200)&& ! (Depth[t2]01)),
Do[br1[nivo]++;pom=brl [nivo];b[nivo,pom,1]=0,{2}]];
H[Depth[t2]1>2,t3=t2//TreeForm;
I=Level[t3,{2}]
br1[nivo]++;pom=br1[nivo];
b[nivo,pom, 1]=First[I];
I=Rest[l];br1[nivo}++;
pom=brl[nivo];
If]1#{} ,b[nivo,pom, 1 ]=First[1]];
I[10{},b[nivo,pom,1]1=01], {i,br[nivo-1]}]]

Do[Formnivob[j}, {j,2,dubinal,1}];

//Sada se popune jos tri preostala mesta za nizove a i b: klasni pokazivag, broj eleme-
//nata klase i lista promenljivih

Do[Do[lffa[i,j,11=!=0,p1=p[a[i,j, 111};
a[ij,21={a,i,j};
ali,j,31=1;
If[p101,a[i,j,41={alij,1 1} 1;
If[p100,a[i,j,41={}1,{j,broj[il} ],{i,dubinal }]
Do[Do[If[b[i,j, 1}=!=0,p1=p[b[i.j,11]1];
b[i,j,2]={b.i,j};
b[i,j,31=1;
If[p101,b[i,j,4]={b[i,11}1;
If[plDO,b[i,j,4]={}],{j,br[i]}],{i,dubinaZ}];

Spajanje[nl_,bl_]:=(pl=p[a[nl,b1,1]];
Which[p101,

b[nl,b1,3]=b[n1,b1,3]+1;
b[n1,b1,4]=Union[a[n1,b1,4],b[n1,b1,4]];
a[nl,b1,2]={b,n1,bl},
pl100,
a[nl,b1,3]=a[nl,bl,3]+1;
a[nl,b1,4]=Union[a[n1,b1,4],b[n1,b1,4]];
b[n1,b1,2]={a,nl,bl}])
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//0vo je sustinska funkcija u programu, koja vrsi uporedivanje terma redom po
//parovima, i ako je moguca unifikacija terma na odredenom nivou, izvri se spajanje
/lodgovarajucih parova, redom

UnifClosure[n_,redbr_]J:=
Module[ {s1,t1},
sl=a[n,redbr,1];t1=b[n,redbr,1];
Iff(s1='=0)& & (t1=1=0)& & (s 1=!=t1),
If] (p[s1]00)&&(p([t1]00),

Which[(Depth[s1]>2)&&(Depth([t1]>2)&&(Head[s1]=—Head[t1]),
Spajanje[n,redbr],

I((Depth[s1]>2)&&(Depth[t1]>2)&&(Head[s1]===Head[t1])),
Print[Neuspeh]];
I ((p[s1]00)&&(p[t1]00)),
Spajanje[n,redbr]]]

Do[Do[UnifClosure[i,j],{j,broj[i]}],{i,dubinal} };

//Rezultat unifikacije je pretstavljen listom Sigma, koja je na pocetku inicijalizovana
//na praznu listu

Sigma={};
DodajEll[il_j1_]:=
Module[ {Lpl},
Iffa[il,j1,1]=!=0,1=a[i1,j1,4];
pl=p[alil,j1,1]k;

If[(p100)&&(1%{}), Sigma=Join[Sigma,{a[il,j1,4],a[i1,j1,1]}]]]]
Do[Do[DodajEl1[i,j1,{j,broj[i]}],{i,dubinal }];
DodajEI2[i2_,j2_]:=
Module[{l,pl},
If[b[i2,j2,1]=1=0,1=b[i2,j2,4];
pl=p[b[i2,j2,1]};
] (p100)&&(1={} ), Sigma=Join[Sigma, {b[i2,j2,4],b[i2,)2,11} 1111
Do[Do[DodajEI2[i,j], {j,broj[i]} ], {i,dubina2}];
Sigma

{{y}a,{x}.glyl}

//Dalje je testiran drugi primer, sa polaznim termima s i t koji se ne mogu unifikovati
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s=f[b,g[a]];
t=Alc,glyll;

Neuspeh

komentar: U drugom testiranom primeru smo samo zamenili poetne vrednosti terma
s it (koji se u ovom slugaju ne mogu unifikovati) i dobili na izlazu Neuspeh.

Primena teorije unifikacije:

Teorija unifikacije je jako vazan pojam u matemati¢koj logici. Ima primenu u viSe
oblasti, jedna od njih je eliminacija kvantifikatora. U zavisnosti od same formule, u
nekim sludajevima se samom unifikacijom neke kvantifikovane promenljive ugrade u
terme, pa je automatski eliminacija kvantifikatora pojednostavljena (smanjen je broj
kvantifikatora u formuli, odnosno smanjen je broj promenljivih koje treba eliminisati-
u nekim slu¢ajevima moZe se dobiti formula bez kvantifikatora). Dalje, u nekim slu-
gajevima da bismo uopste mogli eliminisati kvantifikatore, neophodno je prethodno

izvrsiti unifikaciju terma.
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3. Eliminacija kvantifikatora
3.1.Uvod

def Pretpostavimo da je zadat jezik L i skup A formula u L. Skup A dozvoljava elimi-
naciju kvantifikatora u formuli F jezika L ako postoji formula bez kvantifikatora F* u

L takva da F <> F’ je posledica od A. Skup A dozvoljava eliminaciju kvantifikatora u
L ako A dozvoljava eliminaciju kvantifikatora u svakoj formuli jezika L.

Poznato je u iskaznoj logici, da svaka formula bez kvantifikatora B je ekvivalentna
formuli forme B, v B, v ++-V B, gde svaka formula B, je formea; A---Aq,, i svaki

@, je atomina formula jezika L ili negacija atomi¢ne formule u L. Takode, posto je
formula 3x(B, v---v B,) ekvivalentna formuli 3xB, v--- v 3xB,, sledi sledeca
teorema:

teorema3.1.1. Skup A formula jezika L dozvoljava eliminaciju kvantifikatorau L
akko A dozvoljava eliminaciju kvantifikatora u svim formulama forme:
Ix(e, A-+-,), gde svaki ¢ je atomi¢na formula ili negacija atomi¢ne formule jezika

L.

Mozemo i na drugi nadin (bez korii¢enja DNF), pokazati da se eliminacija kvantifi-
katora u nekoj teoriji T svodi na eliminaciju kvantifikatora u formulama oblika: Jx¢,

gde je ¢ formula bez kvantifikatora.
Da bismo pojednostavili oznake, umesto T F ¢ & w pisatemo p =y .

Dakle, pretpostavimo da mozemo efektivno eliminisati egzistencijalni kvantifikator
iz svake formule oblika : Ix¢, gde je ¢ formula bez kvantifikatora. Rekurzivna pro-

cedura za eliminaciju kvantifikatora je opisana na slede¢i nacin:

Ulaz: formula ¢
Izlaz: formula y bez kvantifikatora takva da je ¢ =/

« Ako ¢ ima oblik ¢, * ¢,, gde je * jedna od operacija A,v,=> i <, tada prvo pro-
nalazimo formule bez kvantifikatora v, i y, takve daje ¢, = y,, tadaje y =y, *y,
(1<i<2).

- Ako ¢ ima oblik —¢,, tada prvo pronalazimo formulu bez kvantifikatora y, takvu
daje ¢, ~y,, pasledi ¢ =—y,.
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« Ako ¢ ima oblik 3x¢,, tada prvo pronalazimo formulu bez kvantifikatora y, takvu
da je ¢ = w,, pa onda pronalazimo formulu bez kvantifikatora y takvu da je:

Iy~

* Ako ¢ ima oblik Vx¢,, tada nastavljamo kao Sto je opisano u prethodna dva slucaja

za formulu —3x—¢,.
(Ovim je algoritam, odnosno na$ dokaz, zavrien).

Algoritam je implementiran u sistemu Matematica, i testiran na nekoliko primera.

//Funkcija Acf proverava da li data formula fi pripada algebarski zatvorenim poljima
//Funkcija Acf prvo proverava koja je vrhovna operacija, i ukoliko je to neka od logi-
//¢kih operacija, funkcija Acf se pozove rekurzivno za podformule, i ako podformule
//pripadaju Acf, vraca kao rezultat True

//Ukoliko je vrhovna operacija jednako, proverava se da li su podformule polinomi
//(funkcijom PolynomialQ u Matematici)

Acf[fi_]:=Module[{p1,p2,rl,r2,rez },
Which[(Head[fi]===And)||(Head[fi]===0r)
||(Head[fi]===Implies),

p1=fi[[1]};
p2=fi[[2]];
rl=Acf[pl];
2=Acf[p2];
rez=r1 &&r2;
Return[rez],
Head[fi]==Not,
p1=fi[[1]];
rez=Acf[pl];
Return[rez],
(Head[fi]===Exists)||(Head[fi]|===ForAll),
p2=fi[[2]]; '
rez=Acf[p2];
Return[rez],
Head[fi]|=—=Equal,
pI=fil{1]};
p2=fi[[2]];
r1=PolynomialQ[p1];
12=PolynomialQ[p2];
rez=rl&&r2;
Return[rez]]]

//Funkcija Ref proverava da li data formula fi pripada realnim zatvorenim poljima
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/[Funkcija Ref prvo proverava koja je vrhovna operacija, i ukoliko je to neka od logi-
//&kih operacija, funkcija Ref se pozove rekurzivno za podformule, i ako podformule

//pripadaju Ref, vraca kao rezultat True
//Ukoliko je vrhovna operacija jednako,manje, ili vee, proverava se da li su podfor-
//mule polinomi (funkcijom PolynomialQ u Matematici)

Ref[fi_]:=Module[{p1,p2,rl,12,rez },
Which[(Head[fi==And)||(Head[fi]===0r)
||(Head[fi]===Implies),
p1=Ai[[1]];
p2=fi[[2]];
r1=Rcf[pl];
r2=Rcf[p2];
rez=rl&&r2;
Return{rez],
Head[fi]J===Not,
p1=fi[[1]];
rez=Rcf[pl];
Return[rez],
(Head[fi]===Exists)||(Head[fi]===ForAll),
p2=fi[[2]];
rez=Rcf[p2];
Return[rez],
( Head[fi]J===Equal)||(Head[fi]J===Greater)
|(Head[fi]===Less),
p1=Ai[[1]];
p2=fi[[2]];
r1=PolynomialQ[p1];
r2=PolynomialQ[p2];
rez=rl&&r2;
Return[rez]]]

//Funkcija Eliminacija vrsi eliminaciju kvantifikatora u datoj formuli fi, ukoliko je
//eliminacija moguéa, i vraca kao rezultat formulu bez kvantifikatora ekvivalentnu
//formuli fi

//Funkcija eliminacija se izvrSava rekurzivno, prvo se proveri koja je operacija u vrhu
//drveta (ako formulu fi predstavimo u obliku drveta), zatim se rekurzivno izvrsi eli-
//minacija kvantifikatora u levoj i desnoj podformuli, i na dobijene medurezultate se
//primeni vrhovna operacija, $to predstavlja rezultat

//Ukoliko se u formuli pojavi univerzalni kvantifikator, on se ekvivalentnim transfor-
//macijama prevede u egzistencijalni, i onda se dalje poziva funkcija Eliminacija
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Eliminacija[fi_]:=Module[{p1,p2,r1,12,rez,p},
pl=fi[[1]];
p2=fi[[2]];

Which[Head[fi]===Or,
r1=Eliminacija[p1];
r2=Eliminacija[p2];
rez=rl|| r2;
Return[rez),

Head[fi]===And,
r1=Eliminacijafp1];
r2=Eliminacijafp2];
rez=r1&&r2;
Return[rez],

Head[fi]===Implies,

rez=Eliminacija[p1];
rez=!Irez;
p=Eliminacija[p2];
rez=rez||p;
Return[rez],

Head[fi]===Not,

rez=Eliminacija[pl];
rez=Irez;
Return[rez],

Head[fi]===ForAll,

p2=!p2;
rez=Apply[Exists,{p1,p2}];
p=Eliminacija[rez];

rez=!p;

Return[rez],

Head[fi]=—=Exists,

rez=Resolve[fi];
Return[rez]]];

//funkcije su testirane na nekoliko primera
//U prvom primeru prvo proverimo da li formula f pripada rcf, i ako pripada to se
/lodstampa

f=And[F orAll[x,x+3>2],Exists[x,x"2<0]];
If[Ref[f]OTrue,Print| formula rcf],Print[nije formula rcf]]
formula rcf

//Dalje se za istu formulu poziva funkcija Eliminacija, i Stampa se njen rezultat
Eliminacija[f]
False
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//Dalje je testirana funkcija Eliminacija za neke druge formule f

f=Implies[ Exists[x,x+3>2], Exists[x,x"2<0]];
Eliminacijaff]
False

f=Or[Exists[x,x+3>2],EXxists[x, x"2<0]]
Eliminacija[f]
True

a=Exists[x,x+3>2&&x+y>0];
Eliminacija[a]
yeReals

//Na kraju je testirana egzistencija preseka zadatog hiperbolitkog paraboloida i zadate
//sfere

a=Exists[x,And[y"2-2yz+x-2y+3z==0,x’\2+y’\2+z’\2-10x+2y+10D0]];
b=Eliminacija[a];

c=Apply[Exists,{y,b}];

Eliminacija[c]

True

Jog jedan nagin eliminacije kvantifikatora je na¢in zasnovan na ekvivalentnim logi-
¢kim transformacijama.
Koriste se sledeée tautologije, pri &emu promenljiva x nema slobodnih pojava u fo-

muli ¢:

@V Vxy(x) & Vx(pv w(x))

. @vIxy(x) © Ix(p v y(x)

. P AVY(x) & Vx(@ AY(X))

. @ ATxp(x) < 3x(p Ap(x)
.= Vxyp(x) & V(e = w(x)
o= Ixw(x) © Ix(p = p(x)
. Vxy(x) = ¢ © Ix(y(x) = 9)
Ay (x) = @ < Vx(y(x) = )
9. —Vxy(x) & Ix—w(x)

10. =Ixy(x) © Vaw(x)

11. VxVyF(x,y) < VyVxF(x,y)
12. IAF(x,y) < IxF(x,y)

O ~J N W bW

Ako primenimo navedene formule sleva udesno da bismo transformisali zadatu for-
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mulu vidimo da se kvantifikatori pomeraju ispred podformula (pomeraju se ulevo).

def Teorija A jezika L je kompletna ako za svaku zatvorenu formulu F u L, ili F ili
—F je posledica od A.

Za svaku teoriju A prirodno se postavlja pitanje njene odlucivosti, odnosno egzisten-
cije algoritma koji za datu ¢ e Sent, daje odgovor dalije A |> ¢ tacno. U slucaju re-
kurzivne kompletne teorije rekurzivnog jezika, odgovor je potvrdan.

Neka je M L- struktura (model jezika L). X < M" se moZe definisati akko postoji L-
formula ¢(x,,....X,, VjsererV,) | be M" tako da je:

X={aeM":MF ¢(a,b)}.

KaZemo da ¢(x,b) defini$e X . Proutavanje skupova koji se mogu definisati je dos-

ta otezano zbog kvantifikatora koji se mogu pojaviti u definiciji formula.

U teorijama koje dopustaju eliminaciju kvantifikatora svaki skup koji se moze defi-
nisati, moZe se definisati pomoéu Bulove kombinacije atomi¢nih formula, i njihove
osobine je lak$e proucavati.

Dovoljan uslov za eliminaciju kvantifikatora

Za ovaj rezultat je zasluZan Robinson:

teorema3.1.2. Neka jezik L sadrZi konstantni simbol, T je L-teorija i ¢(x) € For; .
Slede¢i uslovi su ekvivalentni:

1. Postoji w(x) € For, bez kvantifikatora koja je T-ekvivalentna formuli ¢
ckv. TF g S w).

2. AkojeM, NETi A je L- podstruktura modela M i N, tada za svako acd,
M k ¢(a) akkoje Nk g(a).

Otigledno je da L- teorija T dopusta eliminaciju kvantifikatora akko za svaku L-for-
mulu oblika E|y¢(;, ), gde je ¢ Bulova kombinacija atomi&nih formula, postoji T-

ekvivalentna formula bez kvantifikatora w(x) .
Otigledna posledica teoreme3.1.2. i gornje konstatacije je sledeca lema:

lema3.1.1. Pretpostavimo da je T L-teorija i za sve formule bez kvantifikatora
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¢(}_c, ), ako su M i N modeli teorije Ti A je podmodel modela M i N, ae A iako
je:
M |=3y¢(a, y), ondavazi: N E 3y¢(c_1, ). Onda T dopusta eliminaciju kvantifikatora.

lema3.1.2. Pretpostavimo da teorija T dopusta eliminaciju kvantifikatora, i da postoji
N [T kojise "1-1" preslikava u svaki model teorije T. Tada je T kompletna teorija.

dokaz: Nekaje MET, ¢ Sent, i  je retenica bez kvantifikatora koja je T-ekviva-
lentna ¢ . Posto je N < M, vaZi sledece:

ME ¢ akkoM | v akko N w akkoNF ¢.

Sada mozemo zakljugiti da je teorija T kompletna, jer za svaki model teorije T skup
retenica koje vaZe u tom modelu jednak je skupu retenica koje vaze u modelu N.

lema3.1.3. Pretpostavimo da je T odlugiva teorija koja dozvoljava eliminaciju kvanti-
fikatora. Tada postoji algoritam koji za datu formulu ¢ pronalazi T-ekvivalentnu for-

mulu y bez kvantifikatora.

dokaz: Neka ¢ ima »n slobodnih promenljivih i neka je (v,),.y efektivno nabrajanje
svih formula jezika L koje imaju » slobodnih promenljivih. Posto je teorija T odludi-
va, postoji algoritam koji pronalazi da li je | ¢ < w,. Ako nije | ¢ <y, nastavlja-
mo dalje za y, itd. Opisani postupak se mora zavr3iti jer T dopusta eliminaciju kvan-
tifikatora.

Dalje éemo razmotriti eliminaciju kvantifikatora za neke konkretne teorije.
3.2.Teorija gustog uredenja sa prvim i zadnjim elementom

Razmotrimo jezik L koji ima dva konstantna simbola 0,1 i dva binarna relacijska si-
mbola<,=.
Neka je A skup slede¢ih formula jezika L:

Vx—(x < x)
VaVVz(x <y Ay <z=>x<z)
VaVy(x =yv x<yv y<Xx)
VaVydz(x<y=>x<zAz<Y)
Vx(x=0v0<x)
Vx(x=1vx<l)
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Pokazacemo da A dozvoljava eliminaciju kvantifikatora u L.
Pretpostavimo da je data formula oblika 3x( @, A--- A @), gde svaki ¢, je ili ato-

mi¢na formula u L ili negacija atomine formule. Dakle, svaki «; ima jedan od obli-
ka: 1, <t,,t, =t,,—(t, <t,),1, # 1, gde su 1,1, termi jezika L, zna¢i ili 0,1 ili promen-
ljiva.

Iz skupa A sledi daje —(f, <t,) ekvivalentno (1, <t,)v (1, =t,) .11 #1, jeekvi-
valentno (¢, <t,) v (1, <t,) . Koristei Cinjenicu da je 4 (B v C) ekvivalentno:
(AAB)V(4AC), Ix(Av B) ekvivalentno x4 v IxB, sveli smo problem eliminaci-
je kvantifikatora na eliminaciju kvantifikatora u formulama oblika:

Ix(ey A---AQL),
gde svaki @, ima oblik: £ =¢, ili ¢, <t,.

Nastavljamo dokaz rekurzijom por. Ako r =1, formula je 3x(f, <4,) ili 3x(t, = 1),
gde su t,,t, ili 0,1 ili promenljiva. Eliminacija kvantifikatora u ovom slu¢aju je o€ig-

ledna.
Sada pretpostavimo da smo eliminisali kvantifikatore u svim formulama gde je r <n,

i razmotrimo formulu 3x(a, A--- A @,). Ako jedan od @, recimo ¢, ne sadrZi x,
formula je ekvivalentna a, A 3x(a, A---@,), i svedena je na sluCajr=n— 1. Dalje,
pretpostavimo da svi ¢, sadrZe x, tako da formulu moZemo napisati u slede¢em obli-
ku:

Tx(X <l A X <UL AU SXIAUSEAXSVAAX=V,),
gde su t,u,v termi razli€iti od x (ako je, na primer, £ = x, formula je ekvivalentna fal-
se).

Ako je k >1 formula je ekvivalentna sledecoj formuli:

(t, <ty A\Ix(x <ty Ax <t ) V(= <B)A Ix(x<t, Ax<t..)),

i ponovo smo sveli formulu na slu¢aj r=n— 1.
Dolazimo do sli¢nog zaklju¢ka ako je /> 1.

Ako je k= 1= 1, formula moZze biti zapisana na slede¢i nacin:
k(X <UL AU SXAX=VAAX=V,).

-za m = 0 formula je ekvivalentna:

=, ==V,) Ay <V <1)
-za m = 0 formula je ekvivalentna:
u <t.
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Za k= 0 formula moZe biti zapisana:
Ix(u, <KXAX=V A" AX=V,),
§to je za m# 0 ekvivalentno sa:
U <v)AW=v,=-=v,),
i za m =0 ekvivalentno u, #1.
Dobijamo sli¢an rezultat kad je / = 0, $to kompletira dokaz.

Na sli¢an nadin mogu se istraZivati teorije gustog uredenja sa prvim ali bez zadnjeg
elementa, sa zadnjim ali bez prvog elementa, i bez prvog i zadnjeg elementa. Navede-
ne teorije takode dozvoljavaju eliminaciju kvantifikatora.

3.3.Teorija algebarskih zatvorenih polja

Jezik L teorije algebarski zatvorenih polja ima 2 konstantna simbola 0,1, unarni fu-
nkcijski simbol , dva binarna funkcijska simbola +, * i jedan relacijski simbol = . (Pi-
saemo xy umesto x*y).

Neka je A skup slede¢ih formula:

1.Aksiome komutativne grupe u odnosu na +:
VaxVyVz(x+(y+2z) =(x+ y)+2)
VxVy(x+y=y+x)
Vx(x+0=1x)
Vx(x+(-x)=0)

2. VxVyVz(x(yz) = (xy)z)
VxVy(xy = yx)
Vx(x-1=x)
VxIy(x=0v xy=1)
VxVyVz(x(y + z) = xy + xz)
0=1

Svaki model skupa A je komutativno polje; za svaki term ¢ jezika L postoji polinom
p(%,,-,%,) sa koeficijentima u Z takav da je ¢ = p(x,,..., X,) posledica skupa A.

Ako skupu A dodamo i aksiomu broj 3:
3.Za svako n > 1 vaZi formula:
Vx,Vx, - VX, 3x(x + xx +ooe+ %, %" +x" =0),
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formirali smo skup aksioma algebarski zatvorenog polja. Dokaza¢emo da skup aksio-
ma algebarski zatvorenog polja dozvoljava eliminaciju kvantifikatora. U dokazu nam
je potrebna sledeca lema:

lema3.3.1. Neka su p(%,,...,%;,x) i g(x,....%,) dvaterma jezika L, odnosno dva

polinoma
sa koeficijentima iz Z. Tada postoji formula bez kvantifikatora F jezika L takva da u

svakom komutativnom polju K, F’ je skup onih k-torki (&,...,§,) € K * takvih da
P(&esEisX) deli (&%) -

dokaz: Neka je p(x)=a, +ax+---+a,x" i q(x)=b, +bx+---+bx", gde su a;i
b, polinomi po x,....;, sa koeficijentima izZ.

Do tra¥ene formule F dolazimo pomoéu rekurzije po m + n. Ogigledno zam + n=0,
formula F ima oblik a, #0v b, =0.

Sada pretpostavimo da smo nasli formule F sa zahtevanom osobinom za sve
m+n<h, idasupolinomi p(x) i g(x) takvidaje m+n=nh.

Neka je n < m; uvedimo oznaku: p, =g, +ax+---+ a,_x""'. Trazena formula ima
slededi oblik:

(a,2#0Aby=b=--=b,=0)v(a,=0AF).

Ako je m< n, uvodimo oznake:

p =a,+ax+--+a, x""iq =a,q(x)-b,x"" p(x). Dakle, g, je polinom stepena
manjeg od 7. Po induktivnoj hipotezi, postoji formula F koja odgovara paru polinoma
py»q i formula G koja odgovara paru p,q;. Trazena formula je:

(@,=0AF)v(a,#0nG).
Ovim smo dokazali lemu.

Dakle, sada imamo sve neophodne elemente da bismo dokazali da teorija algebar-
skih zatvorenih polja dozvoljava eliminaciju kvantifikatora.
Veé smo pokazali da je dovoljno razmatrati formulu F oblika 3x(e, A+ A a,), gde

je svaki @, atomitna formula u L ili negacija atomi¢ne formule. Dakle, svaki ¢, ima
oblik ¢, =t, ili t, #1,, i zna¢i ekvivalentno je formuli forme £ =0 ili £ # 0 (gde je
t=t,—t,).Kakoje: {;,#0A--nt;#0 ekvivalentno ¢, ---¢, # 0, F moZemo napisati
na slede¢i nacin:

3x(t, =0A--- AL, =0AL#0).
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Svaki ¢, je polinom po x &iji su koeficijenti polinomi po drugim promenljivim sa
koeficijentima iz Z. Neka je term najveceg stepena pox u f, , jednak a,x" .
Mozemo pretpostaviti da ni za jedno i, », nije jednako nuli; u suprotnom, ako je
naprimer n, =0, F je ekvivalentnasa , =0 A3x(t, =0A--- At, =0 AL #0).

Dalje nastavljamo dokaz rekurzijom po sumi svih #,. Ako je k >2, i naprimer

n, > n,, uvedimo sledece oznake:
t'=at —ax" "t it)'=t,—a,x™.

Vidimo da je ¢, stepena manjeg od n, i 1," je stepena manjeg od n,. Formula F
je ekvivalentna formuli:

(@,=0A3x(t, =0AL'=0A AL, =0A1£0)) v
v(a, #0A3x(t'=0At,=0A-- AL, =0AL £0)),

i dakle, sveli smo je na formulu &iji je zbir najstarijih koeficijenata po x manji od
prethodnog.

Ako je k =1, formula F moZe da se zapiSe kao: 3x(f, =0 0). Poznato je
da u svakom algebarski zatvorenom polju K, za data dva polinoma p(x),g(x) sa
jednom slobodnom promenljivom x i koeficijentima iz K, postoji neko x, iz K ta-
kvo daje p(x,)=0i q(x,) # 0 akko p ne deli ¢", gde je n stepen pox up. Dakle,
ako je G formula bez kvantifikatora, tada, po lemi, ona je povezana sa parom ter-
ma t,,t"( nje stepen po x u f,), pa je trazena formula F ekvivalentna —G (dru-
gim re¢ima ima istu vrednost kao —G u svim algebarski zatvorenim poljima).

Ako je k =0, formula F moZe biti zapisana kao 3x(t #0). Neka je:

t=a,+ax+---+ax".
Poito su sva algebarski zatvorena polja beskona&na i svaki polinom po jednoj pro-
menljivoj koji nije identi¢ki jednak nuli ima samo konacCan broj korena, mozemo

zakljutiti da je traZena formula F ekvivalentna a, #0v---va, #0.
Ovim smo u potpunosti dokazali da skup A dozvoljava eliminaciju kvantifikato-

raul.
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Primena: Neki primeri eliminacije kvantifikatora
u algebarski zatvorenim poljima

primer3.3.1: Dokazivanje teorema pomocu eliminacije kvantifikatora

Neka je dat kvadrat ABCD. CE je paralelno sa BD i vazi: BE = BD. Tatka F je
presetna tatka duzi BE i DC. Dokazati da je DF = DE.

Neka je A = (0,0), B=(u,0), C= (u,%), D= (0,)), E= (x,,x,) iF= (x3,%).

Tada se polazne pretpostavke teoreme mogu izraziti pomocu slede¢ih jednakosti:

h, =x22+x,2—2u,xl—u,2 =0 BE =BD
By = uX, + ux, —2u” =0 CE paralelno BD
hy = x,%, —ux, —upx, + u' =0 F pripada BE

Cinjenica (DF = DE) moZe se izraziti pomo¢u formule:
c=(x -0+ —u)’ - [(xl —0)? +(x, —u,)z]z X2 =%, +2ux, —x —u’ =0.

Dakle, algebarska forma teoreme je:
Vx5Vl =0 A B, =0A k=0 Au #0) = c=0].
Metodom eliminacije kvantifikatora dokazujemo da je data formula tatna, odnosno
da vazi teorema.

Eliminacija kvantifikatora se koristi u re3avanju mnogih teskih problema u geomet-
riji. Jedan od razloga za uspe$nost ovog metoda je $to algebarske jednaZine za veéinu
teorema u geometriji ukljutuju samo kvadratne jednacine.
primer3.3.2: Ovo je primer primene eliminacije kvantifikatora u analititkoj geometri-
ji.
Ispitati da li se dve krive drugog reda seku.

Neka su zadate dve krive drugog reda F, G u opstem obliku:

F:Ax*+2Bxy+Cy* +2Dx+2Ey+F =0
G: A,x* +2Bxy+C,y* +2Dx +2E,y+ F, =0

Ispitivanje postojanja preseénih tataka krivih F" i G ekvivalentno je ispitivanju tac-
nosti sledeée formule:

ITp( 4x* +2Bxy+Cy* +2Dx+2Ey+ F =0A
Ax* +2Bxy+C,y* +2D,x +2E,y+ F, =0)
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Metodom eliminacije kvantifikatora moZemo utvrditi da li je formula tatna.
Ispitajmo ovaj metod na jednom konkretnom primeru.

Nekaje F:2x*+2xy+3y*+2x+7=0,i
G:x*+6xy+y* +2y+4=0.
Odgovarajuca formula je:

x3y( 2x7 +2xy +3)° +2x+7=0AX> +6xp+ " +2y +4=0).
Primenom algoritma eliminacije kvantifikatora na formulu, dobijamo da je ona logi¢ki
ekvivalentna frue. Dakle, krive Fi G imaju zajednickih tacaka.

3.4.Teorija realnih zatvorenih polja

Jezik L koji ovde razmatramo ima dva konstantna simbola 0,1, jedan unarni funkcij-
ski simbol —, dva binarna funkcijska simbola +, *, jedan unarni relacijski simbol >0, i
binarni relacijski simbol =.

Neka je A skup slede¢ih formula:

1. Aksiome komutativnog polja:

VaVpVz(x + (¥ +2) =(x+ y) +2)
VxVy(x+y=y+x)
Vx(x+0=1x)
Vx(x +(-x) =0)
VxVyVz(x(yz) = (xy)z)
VxVy(xy = yx)
Vx(x-1=1x)
Vxay(x=0vxy=1)
VxVyVz(x(y + z) = xy + xz)
0+1

2.VxVy(x>0 A y>0=>x+y>0)
Vx(x=0vx>0v —x >0)
Vx—(x >0 A —x >0)
VaVy(x >0 A y>0=xy>0).

Svaki model skupa aksioma (1., 2.) je uredeno polje.

3.Vxdy(x = y' v—x=)")
Y Vx, -+ VX, 3X(X, + X%+ 0o+ X, X7 + 17" = 0), za svako n21.
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Modeli skupa aksioma A = (1., 2., 3.) su realna zatvorena polja.

Osnovni primeri modela realnih zatvorenih polja su skup R i realno zatvorenje sku-
pa Q. Pokaza¢emo da skup A dozvoljava eliminaciju kvantifikatora u L.

Za svaki term #, postoji polinom p(x,,....x,) sa koeficijentima iz Z takav da je

t = p(x,,...,x,) posledica od A.

Zbog jednostavnosti pisaéemo formulu 7 —#' >0kao ¢> ¢ ili # <¢, i formuluz <7 A
' <" kao t <# <¢". Svaka atomi¢na formula u L je ekvivalentna formuli forme
p(x, %, %,) =0 ili p(x,x,....x,) > 0. Svaka formula bez kvantifikatora F je ekviva-

lentna (u svim modelima skupa A) disjunkciji formula oblika:
2,=0AAp,=0Aqg>0 A--ng>0.

Stepen po x u jednakosti p; =0 je najveci stepen pox u p,, i stepen poxu nejedna-
kosti g,> 0 je za jedan veci od najvedeg stepena pox u g, . Stepen po x u formuli F je
maksimum stepena njenih atomi¢nih delova.

lema3.4.1. Za svaku formulu bez kvantifikatora C forme:
p=0nAq>0Ang >0,

gde su p,,q; polinomi po X,%,....X,, postoji formula bez kvantifikatora B koja je ek-

vivalentna C (u svim modelima skupa A), takva da je stepen po x u formuli B manji ili
jednak najmanjem stepenu po x u polinomima p, (za koji pretpostavljamo da je razli-

¢it od 0).

dokaz: Dokaza¢emo lemu indukcijom po sumi stepena po x u p, i g, . Pretpostavi-
mo da smo dokazali lemu za sve formule &iji je zbir stepenapox u p; i ¢; manji od
h,inekaje py=0A---Angq,>0 A---Ag,> 0 formula &iji je odgovarajuéi zbir jednak
h.

Akoje k=2, nekasu ax™ i a,x™ termi najveceg stepena pox u p, i p,,iuvedi-
mo oznake:

_ m-my _ _ n,
Ty =a,p G\ prx L, =Py =G X

uz pretpostavku m, = m, . Tada je formula koju razmatramo ekvivalentna formuli:
(4, =0A P, =0AT,=0A AP =0Aq>0 AN G> 0)v

v(a2¢0/\7rl=0/\p2=0/\---/\pk=0/\q, >0 A--ong > 0),
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i dakle sveli smo je na disjunkciju dve formule ¢iji je zbir stepena poxu p, i g, ma-
nji od h.

Ako je k=1, formula ima slede¢i oblik:

p=0Ang, >0A--ng>0.

Ako svi g, imaju stepen po x manji od stepena po x u p, sama formula zadovoljava le-
mu. Ako ne, naprimer ako g, ima stepen po x veéi od stepena po x u p, i ako su ax” i
bx" termi najveceg stepena pox up i g,, onda je m<n. Uvedimo oznake:

P=p—ax" i Q=d’q,—abx""p.
Tada je formula ekvivalentna formuli:

@=0AP=0Aqg>0A--Ang,>0)Vv
@20Ap=0A0>0Aqg,>0A---Ang>0),

i ponovo smo je sveli na disjunkciju dve formule ¢iji je zbir stepena poxu p, ig,
manji od A.

Ako je k =0, prakti¢no nema 3ta da se dokazuje; ovim je dokaz leme zavrSen.

teorema3.4.1. Neka je C(x,%,,...,x,) formula bez kvantifikatora stepena /4 po x. Neka

su a,
b dve promenljive razligite od x,x,,...,x,. Tada postoji formula bez kvantifikatora

tije su promenljive medu a,b, x,,..., X, takva da nijedan od njenih atomicnih delova ne
sadrZi obe promenljive aib, i

Fo EIx(a <x< b A C(x,xp-"axn))

je posledica skupa formula A U {a <b}.

dokaz: Dokazaéemo teoremu indukcijom po stepenu po x u formuli C. Ako je stepen
po x u formuli C jednak nula, to znati da C ne sadrzi x. Tada je formula:
Jx(a<x <b AC) ekvivalentna formuli CAa<b, i znadi trazena formula F je sama
formula C.

Pretpostavimo da smo dokazali teoremu za formule stepena manjeg od A, i da je ste-
pen po x u formuli C jednak A.
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Formula C je ekvivalentna disjunkcicji formula oblika #, A--- Au, , gde je svaki

atomi¢na formula ili negacija atomi&ne formule, 3to znagi da ima jedan od sledecih
oblika: p=0,p=0,p>0ili ~(p>0).Postoje p+0 ekvivalentnop>0 v-p>0,
mozemo pretpostaviti da C ima slede¢i oblik:

,=0AAp=0Ag>0A--ng>0.

Lema3.4.1. dokazuje da ako je k=2, ili ako je k=11 nekiod g, ima stepen po x ve-

¢i ili jednak od stepena po x u p,, mozemo zameniti formulu C formulom B (formu-

lom iz leme). Dakle, sveli smo formulu C na formulu manjeg stepena po x na koju
moZemo primeniti induktivnu hipotezu.

Dalje, ostalo nam je da razmotrimo formulu C koja moZe imati jedan od sledeca dva
oblika:

1. p=0Ag>0 A---Aq,> 0, gde je stepen po x u g; manji od stepena po x u p, tako
da je stepen po x u formuli C jednak stepenu po x u p;

2.¢>0 A-ng>0.
Prvo éemo razmatrati formulu C oblika 2. (i stepena /). Uvedimo oznaku:

G=3x(a<x<b Agq>0 A---Ag,>0), gde je stepen po x u svim ¢; manji od A.

Vazi sledeca Cinjenica:
U svakom realnom zatvorenom polju, formula G je ta¢na akko u nekom otvorenom
intervalu (a, ) sadrzanom u intervalu (a, b), svaki g, je strogo pozitivan.

Sledeéi skup uslova obuhvata sve moguénosti:
G,(a,b)=Vx[a<x<b=(q;> 0 A--ng>0)]

G/(a,b)= Jufa<u<brg )= O/\Go(a,u)]v
vIa<v<bag(m)=0AG,»b)] (<i<l)

H,(a,b)=3udv[a<u <v<baq)=0nq,(»)=0AG,(u,v)],
(1<i<l1<j<]).

Neka je ¢ j('") oznaka za m-ti izvod od ¢, , i neka je 0, (a) oznaka za sledecu formulu:

g,(@>0v[q,(a)=0rg (@>0] v:-v
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[q,(@=0A-ng " (a)=0rg,""(a)>0].
Tada je, u svakom modelu skupa A, G,(a,b) ekvivalentno:

Ql(a)/\—Elx(a<x<b/\ql=())/\...,\
AQ(a)A—Ix(a<x<bnrg =0).

Posto je stepen u formuli ¢, =0 manji od &, induktivna hipoteza se moZe primeniti na
svaku formulu 3x(a <x<b g, =0).Dakle, Gy(a,b) je ekvivalentno formuli bez

kvantifikatora, specijalno disjunkciji &ije su komponente oblika K, (a) A L,(b) ,
(1<r<s). G(a,b) je ekvivalentno disjunkciji formula:

K.(a)r3ufa<u<bagu)=0nL@]v
L) Afa<v<brg(m)=0AK,»)], (sr<s).

Na svaku komponentu G, (a,b) moZemo primeniti induktivnu hipotezu posto su ste-
pen po « u formuli g,(u)=0A L (u) istepenpovu formuli ¢,(v) =0 A K,(v) manji
od h (moguée primenom leme3.4.1.).

Dalje, H,(a,b) je ekvivalentno disjunkciji formula :

Ju(a<u<brq)=0AK (u)A
3v(u<v<b/\qj(v):0/\L,(v))).

Poito je ¢,(v) =0 A L,(v) stepena po v manjeg od &, induktivna hipoteza se moze
primeniti.
Dakle H,(a,b) je ekvivalentno disjunkciji (po r i ¢ ) formula:

N, (b) AJu(a<u <bnagm)=0AK @)AM, 1),

na koje se induktivna hipoteza moZe ofigledno primeniti.

Sada nam je ostalo da razmotrimo formule tipa 2. Po lemi3.4.1., treba samo da raz-
motrimo formule C oblika p=0Aagq, >0 A---Ag, >0, gde je stepen pox up jednak

h, i stepen u svakom g, (1< j<I") je manji od A. Sve§¢emo ovaj slu¢aj na formule

stepena manjeg od A, i na formule oblika 2. stepena h.
Ogigledno je C ekvivalentno C, v C, v C;, gde je:
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C,:p=0Ap'=0Ag>0A--Anq.>0

C,:p=0Ap>0Ag >0A--Angq>0

C,:p=0A-p'>0Agqg >0n--ngq>0,
gde p' oznadava prvi izvod po promenljivoj x.

C, pretstavlja sludaj kada p ima viSestruku nulu. PoSto je stepen po x u p' manji od
h, po lemi3.4.1., C, je ekvivalentno formuli stepena manjeg od /4 i moZemo primeniti
induktivnu hipotezu.

Jx(a < x <b A C,) je tatno u realnom zatvorenom polju akko postoji neki otvoren
interval (e, B) sadrZan u intervalu (a,b) ukomsusvi ¢,(1<j</') i p' strogo pozi-
tivni, i p(a) <0, p(B)> 0. Oznatimo /=1't11i g, = p'. Koriste¢i opet oznaku:

Gy(a,b) =Vx[a<x<b =(g,>0 A+Ag>O)],
zakljutujemo:  Ix(a < x <b AC,) je ekvivalentno disjunkciji sledeé¢ih formula:
p(a) <0 p(b)>0 AGy(a,b),

p(@)<0ATula<u<baq(u)=0A pu)>0 AGy(a,u)]v
v p(b)>0 Adv[a<v<bAag(v)=0A-p(»)>0 AG,(D)],

FuAv[a<u<v<baq@)=0Ag(»)=0A-pu)>0 Ap()>0 AGy(u,v)]

G, smo ve¢ razmatrali. Pomocu leme3.4.1. zakljutujemo da je svaka formula (bez
kvan-tifikatora) u sklopu egzistencijalnog kvantifikatora ekvivalentna formuli stepena
ma- njeg od A, po§to g, ima stepen manji od /.

C, treba razmatrati zamenom p'i —p', p <0 ip>0.

Ovim smo zavrsili dokaz teoreme.

teorema3.4.2. A dozvoljava eliminaciju kvantifikatora u L.

dokaz: Dovoljno je dokazati teoremu za formulu forme IxC(x,x,,...,x,) . Dodace-

N . . 1 .
mo u L dve konstante # i —, i dodaéemo u A aksiomu u-—=1. Po teoremi3.4.1.,
u u
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formula:

Ié(-1<x<1A C(x--l—,x,,m,x,,))
u

je ekvivalentna formuli bez kvantifikatora Q. Svaka atomi¢na formula u Q ima oblik
p(x- ;—) =0 ili p(x- l) > 0, i dakle, po aksiomi u 1 =1, ima oblik p(x,u)=0 ili

u u
p(x,u)> 0. Dakle postoji formula bez kvantifikatora R(z), gde je z promenljiva u L,
takva da je:

u-l =1=>3Ix(-1<x<1 /\C(x-l,xl,...,x,,))
u u

ekvivalentno R(u). Ogigledno je da su u svim modelima od A dve formule:
IC(x,X,,...,x,) i 32(0< z<1A R(2)) ekvivalentne. Dalje, po teoremi3.4.1, poslednja

formula je ekvivalentna formuli bez kvantifikatora.
Ovim je zavr§en dokaz teoreme.

Primena u kontrolnoj teoriji

Opisaéemo dinamicki sistem pomocu nelinearne diferencijalne jednacine:
2= f(x,y) D

gde xe R",ue R” if je polinom sa koeficijentima iz R. Sistemske promenljive x i u
pretstavljaju redom stanje i kontrolu sistema, i imamo dodatna ograni&enja za sistem-
ske promenljive:

xeXiueU 2)

gde suX i U semi-algebarski skupovi koji definiSu dopustivo stanje i dopustivu kon-
trolu. x, € X je stacionarna tatka ako postoji u, e U tako daje f(xy,u,)=0.Dakle,

skup stacionarnih tataka sistema (1), uz uslov (2) je:
S={xeR” :3u(f(x,u)=0/\xeX/\ueU}.

Primetimo da se " x € X " moZe izraziti pomo¢u formule y/(x) u jeziku realnih zatvo-
renih polja jer je X semi-algebarski skup.
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Primer3.4.1: Pronadi éemo skup stacionarnih tataka za dinamicki sistem:

&=—x+xu

&=—x, +(1+x ) u+u’

o 1 1 . . .
sa ogranic¢enjem ) <u <—. Skup stacionarnih tataka S c R? definise se formulom

#(x,%,):

[\

3u(—x,+x2u:0/\—x2+(1+x12)u+u3=0/\—%Sus%).

Posto teorija realnih zatvorenih polja dopusta eliminaciju kvantifikatora, moZemo do-
biti formulu bez kvantifikatora w(x,,x,) ekvivalentnu formuli ¢:

x,t—x’x, - X%, —x =0A(x, +2x, <0vx,—2x, 20).
Neka je T algebarska kriva u R" data jedna¢inom:
x=g(t), gde te[a,b] ig:R>R".

Mozemo razmotriti moguénost vodenja sistema definisanog pomoc¢u (1) i (2) iz ini-
cijalnog stanja x,, = g(a) do finalnog stanja x,, = g(b) duZkriveI'. Pretpostavljaju-
¢ida g(f)e X zasvako te [a,b] , takvo vodenje je moguée ako za svaku tacku krive
I postoji dopustiva kontrola u € U tako da vektor f(x,u) ima isti pravac i smer kao i
tangentni vektor krive:

f(g(),u)=k&t), k>0, 1 [a,b].
Ovaj uslov moZe biti zapisan kao sledeéa re¢enica teorije prvog reda:
(V1 € [a,b))@Fu € U)Fk> 0)(f(g(t),1) = kD)) -
Eliminacijom kvantifikatora iz ove re¢enice dobijamo Bulovu kombinaciju jednakosti

i nejednakosti realnih brojeva, ¢iju je valjanost lako proveriti u skupu R.

primer3.4.2: Razmotrimo sistem:
&=—x+2

x?;=—x2—x,2+4u
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uz ograni¢enje —1<u <1. Dali je moguée voditi sistem duz krive:
x=g(t) =3 -27), te[o]],

koriste¢i dopustivu kontrolu?
Problem se moZe svesti na sledeée pitanje: da li je tatna formula:

(vt e[a,b)@u e[ LIDEk> 0)(~t +2=k A-38 +2° +1* +4u = k(61 61)),

i posle eliminisanja kvantifikatora, dobija se potvrdan odgovor.

3.5.Teorija diskretnog uredenja bez prvog ili poslednjeg elementa

Razmotrimo jezik L koji ima jedan unarni funkcijski simbol s (predstavlja oznaku
za: sledbenik) i dva binarna relacijska simbola < i = . Dakle, termi u L imaju oblik:

sPx (simbol s ponovljen p puta ispred promenljive x.
Neka je A skup sledecih formula:

Vx—(x < x)
VAVIWVz(x <y Ay <z=>x<2)
VxVy(x=yvx<yvy<Xx)
VaVy(x <y & (y=sxvsx<y))
Vx3Ay(x =sy).

PokazaGemo da skup A dozvoljava eliminaciju kvantifikatorau L.
Kao i u prethodnim primerima, treba samo da razmotrimo formule oblika:

Ix(aq, A+~ Aa,), gde svaki a; imaoblik: £, <, ili 4 =1, odnosno sx, < s”x, ili
SPI xl — SPz xZ .

Izvedéemo dokaz rekurzijom po 7. Sludaj » =1 je ogigledan. Pretpostavimo da smo
dokazali tvrdenje u slugajevima kada je » <A i da je data formula oblika:

Ix(ey A+ A @) . Otigledno je da ukoliko je u nekoj atomi¢noj formuli s”x, <s"x,
ili s”x, = s"x, nijedna od promenljivih x,,x, nije jednaka x, mozemo odmah svesti
problem na sludaj » = h—1. Ako su obe promenljive x,,x, jednake x u nekom ¢;,
onda q, ima oblik s”x < s”x ili s"x=s"x.Navedene formule su ekvivalentntne

redom formulama p, < p, odnosno p, = p,, i ponovo smo sveli formulu na slu¢aj
r=h-1.
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Da bismo pojednostavili oznake, pisaéemo formule s”x < x, i s°x = x, kao:
x<s57x i x=s"x,.Znati formule s’x <s"x i s”x = 5" x su ekvivalentne:
x<s"7Px, i x = 5" Px,. Dakle, formula koju razmatramo moZe biti zapisana na sle-
deci nacin:

(X<t A AX<E AU LKA AU <SIAX=VACAX=Y,),

gde termi £, u, v imaju oblik s”y,pe Z.
Ako je k >1 formula je ekvivalentna slede¢oj formuli:

(<t nFx(x<tax<tp )V (S <) A(x <t Ax< 4...),

i ponovo smo sveli formulu na slu¢aj r= h—1.
Dolazimo do sli¢nog zakljucka ako je /> 1.

Znadi, ostalo nam je jo§ da razmotrimo formulu u slu¢aju k=11/=1:
(X<, AU <EAX=V A AX=V,),
koja je ekvivalentna formuli:
M <HEAW VAV ==V,),

koja ne sadrzi kvantifikatore.
Ovim smo u potpunosti dokazali da teorija diskretnog uredenja dozvoljava elimina-

ciju kvantifikatora.

primer3.5.1: Pokaza¢emo da je u skupu aksioma A simbol s neophodan da bi
eliminacija kvantifikatora bila mogu¢a. Preciznije, razmotrimo jezik L koji ima dva

relacijska simbola < i =, i neka je skup B skup slede¢ih formula jezika L:
Vx—(x < x)
VxVyVz(x < yAy<z=>x<z)

VxVy(x=yvx<yvy<Xx)
VxIpVz(x <z y=2zvy<z)
VxIpVz(z<x < y=2vz<Y)

Modeli skupa formula B su isti kao i modeli skupa A, dakle diskretno uredeni skupovi
bez prvog ili poslednjeg elementa, ali skup B ne dozvoljava eliminaciju kvantifikatora

ul.
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Da bismo dokazali prethodno tvrdenje, uvedimo najpre neke osnovne definicije i teo-
reme koje su poznate u teoriji modela:

def Neka je A model jezikaL, i

L, =Lu{a:aeA}.
Dijagram modela A je teorija D(A) jezika L, €ije su aksiome atomi¢ne re€enice i
negacije atomi¢nih re¥enica jezika L, koje su tatneu (A ,a),.,-

teorema3.5.1. Ako skup A dozvoljava eliminaciju kvantifikatora u L i ako je D(A)
dijag-

ram modela A skupa A, tada je teorija AU D(A) kompletna (za jezik L, teorije
AU D(A)).

dokaz: Razmotrimo sledeéi model skupa B: ureden skup Z celih brojeva. Ako je D,
dijagram ovog modela i ako pretpostavimo suprotno, da B dozvoljava eliminaciju

kvantifikatora, onda je skup B U D, kompletan. Medutim, ako dodamo broj % u ovaj

model, i dalje imamo model skupa B U D,, ali formula 3x(0 < x <1) nije zadovolje-
na u prvom modelu, ali jeste u drugom. Ovo pokazuje da skup B U D, nije komple-
tan, pa skup B ne dozvoljava eliminaciju kvantifikatora.

primer3.5.2: Ovo je jedan primer teorije koja ne dozvoljava eliminaciju kvantifikato-

ra.
Jezik L koji ovde razmatramo ima dva konstantna simbola 0, 1, unarni relacijski sim-

bol > 0, unarni relacijski simbol | (&ita se n deli, n> 1, neN), binarni relacijski sim-
bol =, unarni funkcijski simbol —, i binarni funkcijski simbol +.
Neka je skup A skup slede¢ih formula:

1.Aksiome komutativne grupe:

VxVVz(x+(y+2z)=(x+y)+2)
VxVy(x+y=y+Xx)
Vx(x+0=x)

Vx(x+(-x)=0)

2.Aksiome totalnog uredenja koje su kompatibilne sa strukturom grupe:

VxVy(x>0 A y>0=>x+y>0)
Vx(x=0vx>0v —x>0)
Vx—(x >0 A —x>0)
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3.Aksiome diskretnog uredenja:
Vx(x> 0= (x=1vx-1>0)

4, Vx(n|x < Jy(x=ny)) zasvakon> 1.
Pokazaé¢emo da skup A = (1.,2.,3.,4.) ne dozvoljava eliminaciju kvantifikatora.
Razmotrimo grupu G =Z x Z , u kojoj je uvedena relacija > 0 na slede¢i na€in:

(a,b)> 0 akko (@ >0 v(a=0)Ab>0).
G je model skupa A koji sadrZi skup Z kao podmodel (izvr3i se identifikacija elemen-
ta (0, n) i elementa n). Neka je D, dijagram modela Z. Tada skup (1.,2.,3.,4., D, ) nije

kompletan posto je formula Vx3y(x =2y v x+1=2y) tatnau Z ali nije tatna u G.

primer3.5.3: Ovo je primer teorije strukture (Q, +,—, <, 0).

Dakle, neka je T teorija strukture (Q, +, —, <, 0), odnosno T je skup svih recenica
koje su ta¢ne u pomenutom modelu. Pokazac¢emo da T dopusta eliminaciju kvantifika-
tora. Da bismo izveli dokaz, prvo treba da analiziramo formule bez kvantifikatora po
njihovoj sloZenosti. Atomi¢ne formule imaju jedan od sledecih oblika:

nx ++mx, =0 (1)
nx +--+nx <0, 2)

gde su n, celi brojevi # 0, i naprimer, 2x i —2x suredom oznake za izraze x +x i
(- x) + (- x) . Dalje, negacija formule (1) je formula:

k k
Qonx) <0V (X -nx) <0, 3)
i=1 i=1
i negacija formule (2) je formula:
k k
(Znixi)zov(z_nixi)<0 @
i=1 i=1

Ako kombinujemo formule (3) i (4) sa ginjenicom da su negacije formula p Ay,
ovy, o=y i ¢oy redom formule =@V Y, m@ASY.QADY i
(—~@ AW) v (9 A—y), moZzemo zakljutiti da svaka formula bez kvantifikatora je, do
na ekvivalenciju, Bulova kombinacija atomi¢nih formula (1) i (2). Da bismo dalje
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pojednostavili oznake, neka je:

m m
_l_xl+“'+_kxk=0
n ny
oznaceno sa:
mn, - mx e mnyem %, =0,

i neka je:

m m
—Lx ++—tx,<0
n n,

oznaceno sa:
mn, - mx e mny e m %, <0
(gde su n, pozitivni brojevi). Konagno mozemo da skiciramo algoritam:
Ulaz: formula 3xg, gde je ¢ formula bez kvantifikatora.
Izlaz: formula bez kvantifikatora A(g) takva daje Jxg = A(p).

« Proveriti da li je x lazna promenljiva za ¢ ili ne. Ako je x laZna promenljiva, onda je
A(p) = ¢ . U suprotnom, nastavljamo algoritam.

+ Ako je ¢ formula oblika @, v---Vv g, tadaje A(p) formula A(p)v -V A(p,) .

+ Ako je ¢ formula oblika:

m

AV Q.
i=1j=l¢y ?

sa barem jednim i za koje je n,> 1, tadaje A(gp) formula:

m
v AN @,
feF (1=1¢’f(’))’

gde je F skup svih funkcija sa domenom {I,...,m} takvih da f(}) e {L,..n,},

za sve i iz domena.
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* Ako je ¢ formula oblika nyx + 4 =0 Ay(x), gde je 4 term bez pojave x, tada je
A(p) formula A(w(-A4/n,)).

s Ako je ¢ formula oblika px+ 4, <0A---A p,x+ 4, <0, gde su 4 termi bez poja-
ve xi p, su pozitivni brojevi, tada je 4(p) formula koja pretstavlja logi¢ku istinu.

» Ako je ¢ formula oblika nx+ B, <0A---Anx+ B, <0, gde su B, termi bez pojave
x i n, sunegativni brojevi, tada je A(p) formula koja pretstavlja logi¢ku istinu.

* Ako je ¢ formula oblika:
(px+ A4 <OA-Apx+ A, <O)A(mx+B <0A---Anx+B <0),

gde su 4, i B, termi bez pojave x, p, su pozitivnii », su negativni brojevi, tada je
A(p) formula:

pB +m4 <OApB, +mA4 <OAn---Ap B +n4, <0.
Obratimo paZnju na sloZenost algoritma: poznato je da je ovaj problem NP-komple-
tan. Ova procedura se lako moZe transformisati u proceduru za nedeterministi¢ke ma-

Sine polinomijalne sloZenosti. Na deterministi¢kim masinama ona ima eksponencijal-
nu slozenost. .
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