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Faasa 1 

YBOA 

Hojam rpadpa HeimTema HyHe HomyTaTHHHor npurella yHeo je BeH y 

pa,Hy [1]. Oco6HHe rpa4oHe ze.avrreza Hy.11e KOMyTaTHBHHX npcTeHa 

npoy-qaBaHe cy y paHom4ma [3],[4]. HojaM rpadpa AeHHTeza HyHe Hem-
myTaTHHHor npcTeHa yHeo je PeAmoHH y pay [5], a Hem Qrk paAoHa 

y KojlTMa je off HpoyuaHall cy [6],[8]. Y pa,aosHma [4], [9] npoyqa-

Balla je Be3a H3mehy rpadpa ,Heawreza Hyae KomyTaTHHHor HpcTeHa R 

H rpa(1)oHa HeJurreza Hyze npurella HoHliHoma R[X] ICI npcTeHa cTe-

Heimx peHosa R[[X]]. 

oHor paza je npoyqaBalbe oHHoca H3mehy ocoorma rpacim, 

zeHHTeza HyRe HomyTaTHHHor npurena R H rpadpa Aem4Teza HyHe 

ripureHa maTpHua HaA 1.13HM. Y TOM HH.my HpHo AoHa3yjemo Heim oc-

HOBHa THpheffia y Be3H ca rpact)oHnma HeJarreza Hy.ne KOMyTaTHBHHX 

HpcTeHa, 3aTHM yBO,BHMO nojaM rpaclm AeHHTeza HyRe HeHomyTaTHHHor 

HpcTella ICI HaBoAxmo 'heroHe oco6HHe. Y nocHeAffiem noraaazy Aa-

jemo THpheffia Hoja cy y Be3H ca maTpHHama ICI cHcTemlima je,EtHaqHHa 

HaH KOMyTaTHBHHM npcTennMa, Koja he Ham nomohH HpH onlicHHaEby 

HeHHTeza Hyae y npcTeHlima maTpHHa. /leo 4.4 caHpam Ham opHrH-

HaHHH Z011pHHOC ICI y ffiemy ce HajmiHue 6aBHMO npoyuaHathem oHnoca 

H3mehy AHjameTapa rpaii)a AeRvrreza Hy.ne HomyTaTHHHor npcTeHa R 

Id rpacpa Heawreza Hyne ripcTella Mr,(R). 
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FHaBa 2 

Fpacl) Aeavirrea)a Hyae y 
KOMyTaTHBHHM iipcTeimma 

2.1 JlealiTeadA Hyae 

Y OBOM oAea)Ky hemo naBecTx HeE0JIHRO TBpben,a Koja he Ham 61TH 

noTpe6Ha y npoy-qaBaffiy rpa4JoBa Ae.aliTema Hyne y KOMyTaTHBHHM 

npcTeHHma. HoAceTHmo ce, eHemenT x je AeRHTea, Hyne y KomyTa-

TIABHOM npcTelly R aKo HOCTOM y E R Tali() ,LLa Baaa4 xy = 0. 

Ha nogeTKy HaBO,EWIMO HeKom4Ko TBptema y Be3H ca npocTHm vme-

amdma. HapaBHo, y KomyTaTHBHom npcTeny R lixtea.11 I je npocT aKo 

H3 ab E I caezli a E I HRH b 

TeopeMa 2.1.1 Heim je S my ✓tmun ✓zunamuorto 3ameopert cnyn y 9omy-

mamuartant npemerty R u nena je I udectit y R noju je maNcumaitan meN 
udeadiuma noju rte cadpdice S. Tada je I npocm. 

Roica3. Heim, ab E I. Tpe6a „ga noKa)Kemo 	cy a HRH b H3 I. 

lipeTnocTaBlimo cynpoTHo. TaAa je HAea.a (I, a) reHepvicaH ca I H a 

c'rporo Berm OA I, na npema Tome pima Henpa3aH npeceK ca S. /fame, 

nocTojll eRemenT 8 1  E S o6on4Ka s 1  = i 1  + xa (i1 E I, x E R). CJIHIMO, 

HOCTOjH s2 E S , s2  = i2  + yb. 

Aim TaAa je 
s 1 s2  = (i1  + xa)(i2 + yb), 

H csa -geTvipm ca6HpKa Ha Aecnoj cTpaHH cy y I. RaKae, 802 E I, HITO 

je KonTpa,axximj a. 
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AKO nwE.Thlinvije norzeHamo Komn.11emenr npoCTor HHeaaa, npHmeTH-

hemo Ha TO xlije camo MyJITHIIJIHKaTHBHO 3aTHopeH curl, Berl 14 HeIIITO 

smile: OH je H 3acuhen y cmlic.11y Ha aEo caHmKH eRemeHT x, OH caApHai 

H CBe Aenwreze Ora X. 

TeopeMa 2.1.2 Citedehu ucwa3u cy eneueafteumnu 3a cxyn S y nomyma-

muenom npcmeny R: 
(1) S je 3acuhen mymnunAuxamueno 3ameopen cnyn, 

(2) tomnitemenm cwyna S je ynuja npocmux udeadia y R. 

,/loxa3. „Eta (2) 110BRalal (1) caeHH AmpeETHo H3 HedpHnlinHja. /Ea 

6Hcmo HoKa3asim Ha (1) nowlacm (2) y3MI4M0 X H3 KOMIIJIeMeHTa OLj 

S. TaHa je raaHHH HHea.a (x) Hi4cjyHETan ca S, jep je S 3acvffiell. 

KoplicTehH LlopHoHy aemy, npoumpHmo (x) Ho HAeana I Rojll je maK-

cHmaaaH meby HHea.amma HlicjyEncTxxm ca S. Ha ocHoHy npeTxoHHe 

Teopeme, I je npocT. /lame, CBaKO x Koje HHje y S ce HaJIa3H y npoc-

TOM HHea.11y HlicjyRKTHom ca S, lla BaHU(I (2). 

Hapaallo, EaHa H3pmcanamo KomnaemenT OH S Eao ylli4jy npocTlix 

HHeaHa Mil mwEemo Ha oH6anHmo cne llpocTe HHeaRe KO* HHcy max-

CliMaJ11114 y KomnzemenTy y KOpHCT maxcHmammx. 

rIpmmep 2.1.1 Heim je curl S cull CHM( eaemenaTa KomyTaTm3Hor 

ilpcTena R RojH nHcy Hyna-Hem/rTezz. S je 3acHlieH myzimunium-

TT/MHO 3aTBopeH CKyH. /tame, Hy.ila-HealiTea,H y R cy yllHja npocTlix 

HHema. MaRcHmazue meby OBHM HpOCTHM HHeaaHma 3onemo mancu-

maAnum npocmum npcTeHa R. 

TeopeMa 2.1.3 Hena je R xomymamuenu npcmen u I udeaii y R Noju je 

.tea' cumaitan mehy ceum any ✓ amopuma nenyica eitemenama U3 R. Tada 

je I npocm. 

,aoRa3. Heim je I allyaaTop 3a x E R (y o3Hanli I = ann(x)). Heim 

ab E I , 11 npeTnocTaBlimo Ha a HHje y I. Tana je ax L 0. Tatcobe, 

nplimeammo Ha je ann(ax) D I. flpema xlinoTem (nourro je I maxcx-

man*, ann(ax) = I. Kaxo b allyalipa ax, b E I. 

HeEe "jaue" Teopeme o Hexarreamma Hyae mory ce HoRa3aT1 y3 

npemocTanKy Ha je npurell HeTepHH (KOMyTaTHBHH npuren R je He-

TepHn ano je cnaKH H,Ekean y R KoHaquo rellepHcaH, HRH eRHHHa.ileHTHo, 

aRo HHeam4 y R 3aHoHozaHajy yCHOB pacTyher naHna). 
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TeopeMa 2.1.4 Hera je R Hemepun npcm,en. Tada nocmoju cam° nonanan 

6poj ittawcuma✓tnux npocmux y R, u coaxu od Ibux je any ✓tamop nexoz ne-

ny✓ta e✓ie.menma U3 R. 

,T[oKa3. fIocMaTpajMo curl CBHX allyRaTopa Helly.Tia e.11emeHaTa H3 

R. CBaKH amy.11aTop je caHp?KaH y HeKom maKcHmaaHom (36or yc.11oBa 

pacTyher Emma). OuHr.ileHHo, cKyll Aeawreza Hy.ne npcTeHa R, Z(R), 

je yHvija OBHX maKcHmanimx H,Ekea.11a. flpema npeTxoHHoj Teopemli, CBH 

OHM cy HpocTH. 
CaHa HoKa3yjemo Ha MX Hma KoHalmo mHoro. 03HaTIFIMO FIX ca 

{Pi}, H Hexa je Pi  any.naTop 3a a i . HoTripcTeH pa3ameT e.nemeHTHma 

ai  je KoHatum reHeplican H Hpema Tome pa3aneT, pellHmo, eJTeMeHTMMa 

a l , ..., a,. AKO nocToje ak 3a j > k 3a ILHX HaaKll 

ak  = 	+ +xn an , 

rHe cy x i  H3 R. 0HaT.He c.11eHH Ha je 

n n Pn  C Pk, 

oHame c.neHH Ha HeKo Pi  (j = 1,...,n) mopa 6HTH caHp?KaHo y Pk, IIITO 

je y cynpoTHocTH ca maKcHmaxmomhy Pi . 
..Ela 6y ce KomnaeTxpao HoKa3 °He Teopeme, ,TIOBOJbH0 je HoKa3aTli 

Ha je 6H.no KojH HHea.11 Kojll je caHmKan y Z(R) TaKobe caHmEaH H y 

jeHHom 0,LI P1, ... 7  Pn . OBO hemo HoKa3aTH y czeHehoj Teopemm. 

TeopeMa 2.1.5 Helm je R No.mymamuenu npcmen, J1, ..., A nananno muozo 

udea✓ a y R, u S nomnpcmen od R coju je cadpdscan, y ynuju J I  U U 

lipemnocmaeumo da cy 6ap n — 2 od oeux udea ✓ia npocmu. Tada je S 

cadpdtcan y nelcom Jk . 

Ilpmme,46a. Y oBOj li y c.neHehoj Teopemll nompcTen He mopa Ha 

caHINKH jeHlli/mHll ezemeHT Beher HpcTeHa. 

,a0Ka3. ,a0Ka3 rleM0 H3BeCTH Hllaymmjom no n. 3a cHaKo k mcommo 

upeTnocTaHHTH Ha He HaHili 

S C 	 Jn  

(o3Haaa Jk 3HaqH Ha je Jk H3y3eTO). HpllmeTlimo Ha KaHa li36pHmemo 

Jk MM myHamo H moH<Ha H jamamo xlinoTe3y Ha Haim/Hue HHa meby J-

oBvima Hlicy ilpocTli. 143a6epllmo xk E S Kobe ce He Ha.na3ll y HecHoj 

cTpaHH Hoc.neHme cl)opmy.11e. TaHa x k  mopa Ha HpxnaHa Jk IMIIITO He 

5 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



C.1114 1<a 2.1: IlpHmepli rpaci)osa ,HeaHTema Hyne 

HpHna,aa Hn je,ZZHoM Apyrom JZ . flpHmemmo Aa je Teopema TpHBHjanHa 

3a n = 1. 3a n = 2, o3Hauxmo y = x 1  + x2  H A06Hhemo KoHTpaHHK-

Hmjy Aa y HpyinaAa S aavi He n y HeKom oA JZ . 3a ri > 2 6ap jeAaH 

0,,T[ JZ je HpocT, H mo?Kemo ripeTnocTaHHTH je TO J1. AICO y3memo 

y = x 1  + x 2 x3  • • • x n , Ta„qa 110H0B0 y E S ann He nplina,ita HH je,rwom 

Kom6HHoHaibem HpeTxo,HHe „rwe TeopeMe Ao6Hjamo cneHehH HpHo 

KopHcTaH pe3ynTaT. 

TeopeMa 2.1.6 How je R nomymamuouu Hemepun npcmeu u S nom- 
npemen cadpxcau y Z(R). Tada noemoju jedau her/N ✓ta e✓temeum a U3 R 

man° da je Sa = 0. 

2.2 )IUijaMeTap H HOMINIeTHH rpalOomil 

HeKa je R KomyTaTHHHIA ripcTen ca jeHHHHHom n HeKa je Z(R) cKyn the-

rom4x Herarreza Hyae. IlpcTelly R Ao,Ekezyjemo rpm') F(R) ca TeMeHHMa 

y cKyny Z(R)* = Z(R) — {0}, TaHas ,rta cy pa3npicurra Temena x,y E 

Z(R)* cyce,rma axon canto ano je xy = 0. 

Ilprimep 2.2.1 HpnMepH rpactxma Ae.TH4Tema Hyne: 
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CanKa 2.2: IIpnmepn rpadpoBa neEnTe.iba ny.Tie 

Ha ocHoHy OBHX nplimepa ce B11,Ek14 ;la Heknomop 	TipcTeHn mory 

TamaTm 14cTe rpa4oBe ne.aliTeza Hy.ile. 

ilpHmep 2.2.2 He mory can rpa4oBn 611TH peaan3osaHn Ica() P(R). 

HoKa3ahemo ;la rpm') F ca Tememma {a, b, c, 	H 14131411aMa a — b, 

b — c, c — d He mo)Ee 611TH rpa4 nennTema ny.11e npcTeHa R. flpeT-

HocTaHnmo na 110CTOjH TaKaB HpcTen. Tana je Z(R) = {0, a, b, c, 

meby nennTeamma Hyne Baa<e canto ropme pe.ilanyije. Tana a+c E Z(R) 

jep je (a + c)b = 0. Itaxae, a + c mopa 611TH 0, a, b, c, 14.11H d. Jennoc-

TanHom Hposepom no6nja ce na  je a +c = b. CJII4c1110, b+ d = c. IThema 

Tome, b=a+c=a+b+d, na je a + d = 0. OnaTae je bd = b(—a) = 0, 

LIITO j e KonTpanyllan4j a. 

KwEemo na je rpm!) F noee3au aKo HOCTOjH nyT n3meby 614.ao Koja 

Ana pa3.aw-H4Ta TemeHa. 3a pammanTa Temella rpacipa, x H y, HeEa 

d(x, y) o3Haqana nyaufmy najKpaher nyTa on x no y (d(x, y) = co axo 

TaRas nyT He HOCTOjil). ,llujamemap rpa4a F, y o3Haun diam(F) = 

sup{d(x,y)1 x H y cy pa3,11141114Ta Temella rpactm F}. 

TeopeMa 2.2.1 Heim je R nomymamueuu npcmeu. Tada je F(R) noee3an 

u diam(F) < 3. 

Helm cy x, y E Z(R) *  pa3311/111HTH. AKO je xy = 0, Tajka je 

d(x,y) = 1. Latcue, npeTnocTasHmo na xy Hlije 0. AKO je x2  = y2  = 0, 

Tana je x — xy — y nyT nyamHe 2, na je d(x,y) = 2. AKO je x2  = 0 14 

y2  0, Tana HOCTOjH b E Z(R) * —{x, y} TaKo na je by = O. ARO je bx = 0, 

Tana je x — b — y nyT Ayacpme 2. AKO je bx 0, oHna je x — bx — y nyT 

npxvine 2. Y cHaRom c.nyuajy, d(x,y) = 2. CJI1411H0 swim 11 y c.ayuajy 
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Aa je y 2 = 0 H x 2 	0, TaKo ,ika„gaze mwKemo y3eTH Aa cy xy, x 2  

IT y2  CBH pa3.11Mq14Tli OA 0. To 3HallI4 Aa nocToje a,b E Z(R) *  — {x, y} 

TaKo Aa je ax = by = 0. AKO je a = b, Tam, je x — a — y nyT Aywnie 2. 

/laze npeTnoeTasHmo Aa je a b. AKO je ab= 0, TaAa je x—a—b—y 

nyT ATEHHe 3, na je d(x,y) < 3. AKO je ab 0, on,rka je x — ab — y nyT 

,LkyHome 2, na je d(x,y) = 2. Aame, d(x, y) < 3, na je camHm THM H 

diam(F(R)) < 3. 

TeopeMa 2.2.2 Hena je R nomyrnamuenu 'apemen. Tada nocmoju meme 
zpa0a F(R) Koje je cycedno ceanom apyzom memeny axo u canto axo je 
U✓ U R = Z2 x A, zde je A unmezpaiinu ()omen, UAU je Z(R) anyriamop 

TielCO2 eitemenma u3 Z(R)* (a mume u npocm). 

,L(oRa3. () flpeTnocTaBHmo Aa Z(R) infije anynaTop I4 Aa je 0 

a E Z(R) cycemm enaKom ,rkpyrom Temeny. TaAa a HHje y ann(a) = I, 

jep 6H pillage Z(R) = I 6Ho anynaTop. 3aTo je I maKeHma.ilan mehy 

anyEaTopHma, H 36or Tora npoeT (TeopeMa 2.1.3). AKo je a 2  a, TaAa 

je a3  = a2 a = 0, na a E I, HIT° je KonTparkviKnHja. /lame, a 2  = a, na je 

R = Ra e R(1 - a). /tame, mo)Kemo upeTnoeTaBHTH Aa je R = R1  x R2 

ca (1,0) Koje je cycejno CBHM ()cram/1m Temexlima. 3a 6H.no Koje 

1 c E R1, (c, 0) je Aexarrez nyne , na je (c, 0) = (c, 0)(1,0) = (0,0), IIITO 

je KoirrpaAHKAHja OCHM y c.nyuajy c = 0. HpeMa Tome, R1  Z2. AKo 

R2 milje HnTerpaaHH AomeH, TaAa HOCTOill ne-Hy.11a c E Z(R2). TaAa je 

(1, b) Aem4Tez ny.ue y R Kojx i4je eyeukan e.nemenTy (1,0), INTO je KOH-

Tpax4Kurfija. ilaKHe, R2 mopa 6HTH miTerpamm Aomen. FlpHmeTHmo 

jta aKo je Z(R) anyHaTop-Hikea.11, Ta,aa je OH cHrypno maKcHmaaan 

mehy any.ilaTop-H,Lkea.imma, H cammm THM ripocT. 

() AKo je R = Z2 X A, r,rke je A HHTerpamm Aomen, TaAa je (1,0) 

cyceJnio enaKom Apyrom Temeny. AKO je Z(R) = ann(x) 3a neKo nenyna 

x E R, TaAa je x cycezno enaKom Apyrom Temeny. 

Ca4a IieMo ympAHTH Kaza je F(R) KomuneTall rpadp (rpm' y Kome 

cy enaKe „Ekne HsHne eyeexie). Ho xtecinumniljll, r(R) je KoMnJIeTaH aKo 

H camel aKo je xy = 0 3a ene pa3aHrulTe x, y E Z(R). OCHM y enytiajy 

Kart je R ti Z2 x Z2, e,aukeha Teopema noKa3yje ,rka mopa Aa BaaKH H 

x2  = 0 3a ene x E Z(R) Ka,,Ek je F(R) KoMnneTan. 

TeopeMa 2.2.3 Helm je R nomymamuenu npcmen. Tada je F(R) 'Kam-

nitem,an cow u canto ano je nun R ===' Z2 x Z2 nun je xy = 0 3a cee 

x, y E Z(R). 
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,joica3. () Ho nedpiHnHnjn. 
()HpeTnocTaammo ;la je F(R) KomuneTan, am na HOCT0j14 x E 

Z(R) TaKo na je x 2  0. HoKa3aheMo na je Tana x 2  = x. AKO nnje, 

Taza, je x3  = x 2 x = 0. liaK.11e, x2 (x+x2 ) = 0 14 X 2  = 0, na je x+x2  E Z(R). 

AKO je x +x2  = x, Tana je x2  = 0, IHTO je KonTpanninwja. HpeMa Tome, 

x + x2  x, na je x2  = x2  + x3  = x(x x2 ) = 0 jep je F(R) KomnneTan, 

HITO je HOHOBO KonTpannmwja. OnaTJIe caenn na je x 2  = x. Kao y 

noKa3y npeTxonHe Teopeme, nmamo Rr=2- Z 2  x A, 1/1 o6ane3Ho A ^ Z2. 

2.3 TOTaJIHH KBOTAHieHTHH ripereH H rpa4)0BH 

Arajamerpa 2 

Moore HaHme Teopeme y Be314 ca rpadposnma neanTeza Hy.ne mory ce 

AoRa3aTH KopnmhemeM TOTaJIHOP KBOLH4jelITHOP npcTella (110H TOTaJI-

H14M K1301114jelITHHM npcTenom nonpa3ymena ce noKann3annja y onnocy 
Ha cHe eaemeHTe ripcTella Kojn Hncy neamTe.ibn Hyne). 

TeopeMa 2.3.1 Hexa je R womymamuenu npcmen ca momaiinum Kamm-
jellmnum npcmenom T(R). Tada je diam(F(T(R))) =diam (F(R)). 

,joica3. 03llagmmo T = T(R). OunrHenno diam(F(T)) = 1 aKo H 

canto axo je diam(F(R)) = 1. HpeTnocTannmo ;la je diam(F(T)) = 2. 
Tana je diam(F(R)) > 2. HeKa cy a, b E Z(R)* TaK0 ;la je a b H 

ab 0. Tana je aq = 0 = bq 3a HeKo q E Z(T) *  — {a, b}. HeKa je q = c/t, 

me je cERHt, E R— Z(R). Tana je ac = 0 = bc. RaKne, d(a,b) = 2, na 

je 14 diam(F(R)) = 2. CJIH ,IHO ce HoKa3yje na je diam(F(T)) = 2 aKo je 
diam(F(R)) = 2. Pe3ynTaT 3a nxjameTap cana caenn jep je nnjameTap 
rpacka neanTema nyne Hajmulle 3 (TeopeMa 2.2.1). 

Caeneha Teopema Knacmin4Kyje HpcTeHe -qHjI4 rpacOom4 Aem4Tema 

Hyne Hmajy nnjameTap mathn Han jenHaK 2. 

TeopeMa 2.3.2 Heim je R 1comymamueart npcmen 3a xoju je diam(F(R)) < 

2. Tada @awn mann° jedno od cfiedenez: 
(1) Z(R) jc npocrn udeaii y R 
(2) T(R) = K 1  x K2, zd e cy o6a K Z  nama. 

Aolca3. 03HaqHmo T = T(R). lipHmeTmmo na (1) BwEvi aKo H canto 

aKo T pima je dIjI4HCTBellil maKcHmaam4 nnea.n. flpeTnocTannmo na je 

diam(F(R)) < 2 n na Z(R) nnje HpocT vinea.a y R. Tana nocToje pa3an-

I-114TH maKcHmaJmn nnea.11H M n N y T. EaK.11e, x+y = 1 3a neKe x E M 
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T4 y e N, na je ann(x)nann(y) = {0}. Kam) je diam(F(T)) =diam(F(R)) < 

2, mopa 	BaHm xy = 0, na cy ozaT.Tie x n y HzemnoTenTm4.Klle, 

T = Tl  x T2. IlpeTnocTam4mo 	IIOCTOjI4 c E Z(770 * . Ta,aa a = (c, 1) 

n b = (1,0) npnnaxTajy Z(T)* H d(a,b) > 3, mm je KonTpain4KnIfija. 

_name, Tl  mopa 6HTI4 vinTerpamm Aomen, O,LWOCHO none. CRT4imo, ICI 

T2 Mopa 6I4TH none. 0,4aTTle cae,ETT4 ,rTa je T(R) = Kl  x K2 , r,T4e cy o6a 

Kz  noza, Te swim (2). 
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EllaBa 3 

Fpa.4) Aexarreaa Hyae y 
HeROMyTaTVIBH14M ripcTermma 

3a ,EkaTH npcTell R, Z(R) o3HamaHa cKyri Ae.rmTeza HyRe HpcTella R, 

Tj. Z(R) = {x E R I xy = 0 14.1114 yx = 0 3a Hex() y E R*}. HeKa ZL (R) 

o3HauaHa cull HeHmx AeRliTeza HyRe y R, Tj. Z L (R) = {x E R I xa = 0 

3a HeKo a E R* }. CJIYIUno, ZR(R) o3HataaHa cKyn Aecimx Aenwreza 

Hy.11e y ripeTelly R. 
Fpadp Ae.11yrreza nyJIe y HeKomyTaTHHHom npcTelly mmKe ce ,rkedpHH-

FICaT14 Ha Hpime na'rnna, OA K0,114X cy Haj3Hatiajulija cne,aeha Asa. 

,aeciinnwija 3.0.1 Heim je R 'apemen. ,11 -eOunuutemo (ycmepeuu) zpa0 

F(R) ca memenuma y Z(R)*, the je x y uewtya u3me0y pamunumux 

memeua x u y ano u cam() ano je xy = 0. 

aecOmmugja 3.0.2 Hera je R npcmeu. ffeOunuutemo neycmepeuu zpa0 

F(R) ca memenuma y Z(R)*, ade cy paa ✓ ,unuma memeua x u y cycedua 

axo u canto aKo je xy = 0 &AU yx = 0. 

Ilpmmep 3.0.1 Yemepeuu zpa0 2 x 2 mampuua 'Had Z2. 

3a oBaKo ,rtecnumcalle rpa(1)oHe J1ennTema Hy.11e HmEe caexkehe Teo-

peMe. 

Teopema 3.0.3 Hena je R npemen. Tada je F(R) nooe3au ano u camo ano 

je ZL (R) = ZR (R). Taxo0e, ano je F(R) noee3au, mada je diam(F(R)) < 3. 

,E1oRa3. IlpeTnocTaHmmo ,Lka je ZL (R) = ZR (R). HeKa cy x YI y 

pa3.aw-H4Ta TeMena rpadpa F(R). (Taita je x 0 YI y L  0.) 
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CJIHKa 3.1: F(M2 (Z 2 )) 

anytiaj 1: xy = 0. TaAa je x 	y nyT. 

C.nriaj 2: xy 0, x 2  = 0 n y2  = 0. TaAa je x 	xy 	y nyT. 

CzyHaj 3: xy 0, y2  0 0 H X 2  = O. TaAa 110CTOill b E R — {x, y, 0} Tal<0 

Aa je by = 0. AEO je xb = 0, Ta,aa je b —+ y nyT. AKO xb 0, TaAa 

je x— xb y nyT. 
Cnytiaj 4: xy 0, x 2  0 0 14 y2  = O. Taaa nocTojn a E R — 10, x, yl TaHo 

Aa je xa = O. AKO je ay = 0, TaAa je x a y nyT. AKO je ay 0 0, 

onAa je x ay -4 y nyT. 
Czytiaj 5: xy 0, x 2  0 0 H y2  0 O. TaAa nocTojn a E R — {0, x, y} TaKo 

Aa je xa =OnbER— {x, y, 0} TaKo Aa je by = 0. 

IIoAcnytiaj 1: a = b. Taaa je x —+ a 	y nyT. 

IloAcnytiaj 2: a b. AKO je ab = 0, Ta,aa je 	 nyT. AKO 

je ab 0, TaAa je 	ab 	y nyT. 

RaK.ae, F(R) je none3an H diam(F) < 3. 

06pnyTn cepje Tplinnjazan. 

TeopeMa 3.0.4 Helm je R npcmeri. Tada je r(R) noee3au zpa0 u diam(F(R)) < 

3. 

,ELoica3. HeKa cy x n y pa3.antanTa TemeHa rpaqm F(R). 

Czytlaj 1: xy = 0 HJIH yx = 0. Taaa je x — y nyT. 

IlpeTnocTannmo Aa je xy 0 H yx 0 0. 
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ariaj 2: x2  = y2  = O. Taaa je x — xy— y nyT. 
ariaj 3: x2  = 0 vl y2  0 0. Taaa HOCTOjH b E R — 	 y, Of Talc() aa 

sacll by = 0 HJIH yb = 0. ARO Ba)K14 aa je xb = 0 Ham bx = 0, Taaa je 

x — b — y nyT. AKO je xb 0 H bx 0, Taaa, je x — bx — y nyT aKo je 

yb = 0 H x — xb — y nyT aKo je by = 0. 
Cariaj 4: x 2  0 0 H y2  = 0. C.1114 11110 Kao npeTxoalm cRygaj. 

Cnytiaj 5: x 2  0 0 H y2  0 0. Taaa HocToje a, b e R — {0, x, y} Tam aa 

je HRH ax = 0 HRH xa = 0 H TaKo aa je Hall by — 0 mall yb = 0. AKO je 

a = b, Taga je x — a — y nyT. AKo je a 0 b H swim jeAHo OA caeaeher: 

ab = 0 HRH ba = 0, Taaa je x — a — b — y nyT. /fame, HpeTnocTaBllmo 

aa BaalcH ab 0, ba 00 14 a0 b. 
llogcEriaj 1: x — a — y je nyT aKo je ay = 0 H.1114 ya = 0. 

Ilo,acaTqaj 2: x — ab — y je nyT arco je xa = 0 H by = O. 

llow.nriaj 3: x — ba — y je nyT aKo je ax = 0 H yb = 0. 

Ilogcnriaj 4: x — ay — b — y je nyT aKo je xa = 0, yb = 0 H ay 0 0. 

lloac.nrlaj 5: x — ya — b — y je nyT aKo je ax = 0, by = 0 H ya 0 0. 

/Lame, F(R) noBe3aH H diam(F(R)) < 3. 

3a Heyemepenli rpacfp G, o6um oa G, y o3Haull gr(G), je ay?KllHa 

HajKpaher HliKaa y G (H gr(G) = oo aKo G Hema mimosa). 

TeopeMa 3.0.5 Heim je R npcmeu. Ano F(R) caapwu tyun ✓ , ?nada je 

gr(F(R)) < 4. 

ffona3. HeKa je x o  — x 1 	— x r, — x o  HHI<J1 Hajmame ayamHe y 

IlpeTnocTamamo aa je gr(F(R)) > 4, Tj. npeTnocTaimmo aa je n > 4. 

Cnygaj 1: FlocTojli HeKo x 3  TaKo na x 3  E I = annL (xj+1 ) fl annL (xj _ 1 ). 

Bea ry6HTKa OHITITOCTH, HeKa je j = 1. AKO HOCTOjH HeKo y E /* TaRB0 

aa je y 	x l , Taaa je x o  — x 1  — x2  — y — xo  HHK.T1 y F(R). Rame, 

npeTnocTamdmo aa je I = {0,x i }. Tam, je HJIH X3X4 = 0 HJIH x4x3  = 0. 

Flpllmemmo aa x 3 x 1  0 0, x 1 x 3  0 0, x4 x 1  0 0 H X1X4 0 0. Flpema 

Tome, x3 x 1  = x4 x 1  = x1  jep je I = {0,x i } zeBll llaeaa. AJIH Ta,ga 

x3 x4  = 0 HOBJIaLIH X3X4 = x3 (x4x1) 	(X3X4)Xi = 0, H X4X3 = 0 HOBIlagH 

X4X4 = x4 (x3x1) = (x4x3)Xi = 0. HOHTpaAHRHHja. 

CzyHaj 2: flocTojll HeKo x 3  TaKo aa x 3  E I = annR (xj+1 ) fl annR (xj_ i ). 

/to KoHTpaamallaje AOJIa3HM0 Ha HaITHH C.Tifigall OHOM y cnyclajy 1. 

Cnyqaj 3: 3a cnaKo j, x 3  st annL (xj+i ) fl annL (xj _ 1 ) H x 3  V annR (xj+1 ) n 
annR (xj _ i ). TaAa, 6e3 ry6HTKa onnrrocTli, limamo nyT y r(R) o6aHKa 

xo  -4 x 1 	... 	x n, -4 xo  TaKo ,na csaKa HBHHa Hma camo jeiaH cmep. 

Ilogcnriaj 1: 4= x23, = 0. lipllmenamo aa x ox, {0, x o , x„}. TaAa 

je xo 	xo xr, 	x r, 	xo  nyT y F(R). 
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Ilogc.nriaj 2: xo = 0 H x 27.„ 0 0. FlpHmeimmo Aa xoxn_i V {0, xo, xn}. 
TaAa je x o  -4 xoxri_i -4 xn  -+ xo nyT y r(R). 

Ilogc.nriaj 3: xo 0 0 14 X2n  = 0. HpHMeTHMO Aa xix. V {0, xo, x.}. 
Tama je x o  xix n  x n  -+ xo  nyT y F(R). 

Ilogc.nriaj 4: xo 0 0 H Xn2  0 0. IlpHmemmo Aa xixn-i { 0 , xo, xn}. 
TaAa je x o  x i x n_ i 	xn  xo  nyT y F(R). 

Y cHaKom OA OBHX cayqajeHa Hamum cmo UHKJI y r(R) ,A3TH<HHe He 

Bede 0,L1 4. To je HoifrpaAmawja. 
EaKO cmo A0614EVI KoHTpaAHHHHjy y CBHM moryhHm c.nyuajeHlima, 

mopa 614TH gr(I' (R)) < 4. 
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EllaBa 4 

Fpalf) Aexilirreaa Hyae maTpHqa 
Hayrk KOMyTaTHBH14M liperreimma 

4.1 Pam- mawmge 

Heim A E Mmxn (R), r,ae je R KOMyTaTHBHH npuren. 

,Eteclnaminwja 4.1.1 3a ceaxo t = 1, . . . ,r = min{m, n}, h(A) he oanana-

eamu udeaft y R zeuepucau ceum t x t muuopuma mampuue A. 

RaK.ue, ,rka oncmo Hamm It (A), Tpe6a 	H3pagyllamo AeTepmm- 

HallTy cHalce t x t no,nmaTppme o,rk A H nabemo Fukea.a y R RojH oBe 

AeTepmllHaHTe rellepmny. Ho Ran.11aconoj TeopeMli o H3pataynaHaffiy 

AeTepmliHanTe, cHaKli (t + 1) x (t + 1) mvmop maTfmne A neacH y I t (A). 

Rame, Hmamo c.ne,aelim pacTyhli 111/13 HAea.ila y R: 

1,(A) C ir _1(A) C C /2(A) C 1-1(A) C R. 

Blihe Ham KOpHCHO 	npo,apimmo Aeckmilluvijy 3a It (A) 3a cne 

spenHocrn t E Z Ha cne,nehH HaLllim: 

(0) 3a t > min{m,n} 

It(A) 	R 	3a < 0 

Tana Hmamo 

(0) = /r .“ (A) C Ir(A) C C 1 -1 (A) C /0(A) = R. 

Teopema 4.1.1 Hena je B E Mmxp (R) u C E Mpxn (R). Tada je 1-t (BC) C 

1-t (B) n 1-t (C) 3a cee t E Z. 
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affica3. HpeTnocTaBHmo 	je 1 < t < min{m, n} (ocTazli cayua- 
jemA cy TpliBlijamm). no,aeininemoKa3 Teopeme y TpH Tspbeiba. 

Tspbeme 1. It (BC) C .11 (C). 
„Eta 614CM0 OBO noxa3a3m, nozeinimo C y KoaoHe C = (611821...18n). 

Tajo. je BC = (BailB621.••1B6n). Hera je Atxt mkixop maTpllue BC, 
Tj. rexepaTop HAea.ma /t (BC). HpeTuocTaBlimo ,r_ta je A Aecplinvicano 

Ko.11oxama o3llaueimm 6pojesHma j l  < j2  < < jt maTpmle BC. EaKo 

je 

h((ail I ...Isit )) C h(c) 
14 

A E M(136./11-1 136.0) = it(B( 6i11-1 8it)) 

A0B0J13110 je noxa3aTH ,Tka je 

C 

apyrlim peLmma, ripe AoKa3HBadby ,aa A E MC), mwEemo upeT-
110CTaBPITH 6e3 ry6zeiba 011111TOCTH Aa je t = 77, < m. Ilpema Tome, 

A = ..., in ; 1, ..., n) 3a HeKH H360p o3HaEa BpcTa 1 < i t  < i2  < < 

in < m. 
HpeTnocTaBHmo Aa je B = (bii ) E Mmxp (R). 03natmmo ca Vi (A) 

2-Ty BpcTy maTppme A. Ta,rta Ba)fcll 

I  (BC) = 

	

Vi 	bij Vi(C) 

3a cBe i = 1, ..., m. 
EoplicTehll tufmentemy ,Tka je ,LkeTepmlluaHTa my.11THavmeapHa 4pyiumnja 

CBOiHX BpcTa, Hmamo 

	

..., in ; 1, ..., 	= det((Vi i  (BC); ...; V ir, (BC))) 

= deq(E bidVi (C); ...; E binivi (c) 

	

J =1 	J =1. 

E c„ . .,det((V„ (C); ...; V, (C))), 

zike cy 	pa3momTe KOHCTaHTe y R KOje ce Ao6Hjajy y pa3BOjy 

AeTepmiimallTe. 3a cse H36ope 	an , det((V,(C); ...;V,(C))) E 

In (C). OBe AeTepmmtaxTe cy cBe Hy.11a 3a n > p. Y cBaKom cayuajy, 

..., in ; 1, n) E /t (C). KaKo je A 11p0143B0JbHH rexepaTop OA It  (BC), 
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3aKzygyjemo ,Lka je /t (BC) C h(C). 

Tspben,,e 2. L(AT) = /0,(A) 3a cBe a E Z. 

OBO jacno cnenn kI3 neo*Eivinnja. 

TepNThe 3. I t (BC) C h(B) 3a cse t E Z. 

HeKa a E Z. EoplicTehli TBpbeiba 1 pi 2, limamo 

Ia (BC) = L((BoT) = L(CBT) C L(BT) = L(B). 

OBO noKa3yje Tspbeibe 3, a TBpbeme Teopeme ounrze,ano c.aenn H3 

Tspben,a 1 PI 3. 

Ha ocnoBy oBe Teopeme noKa3yje ce cife,aeha BaHma Teopema. 

TeopeMa 4.1.2 Helm je A E Min „,„,(R), P E Gi(rit,R) u Q E Gl(n,R). 

Tada je It (PAQ) = It (A) 3a cee t E Z. 

,lloxa3. Ha ocnoBy npeTxonne Teopeme, 

It (PA) C h(A) = It (P-1 (P A)) C It (P A). 

flpema Tome, it (PA) = /t (A) 3a cBe t E Z. Canuno noKa3yjemo ,na je 

It  (PA) = h(PAC2)- 

Cana mo)Kemo ,tka negnimmnemo pair maTpline A E Mmxn(R). Hoc-

maTpajmo pacTyliM 11113 Kumla 

(0) = ir+i (A) C /r  (A) C C /1 (A) C /0 (A) = R. 

M3pagyllaBan,em any.ilaTopa cBaKor on vineana y OBOM nn3y, Ao6Hjamo 

caenehn 11113 vi,nea.na 

(0) = ann R (R) C annR (I i (A)) 	annR (Ir (A)) C annR ((0)) = R. 

HpHMeTHMO na aKo annR (It (A)) (0), TaAa je annR (It (A)) (0) 3a cse 

k > t. 

,aecillinnuwja 4.1.2 How je A E /Unix „ (R). Para od A, y o3nauu rk(A), 

je c✓tedehu tyeo 6poj: rk(A) = max{tlannR(It (A)) = (0)1. 
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HeKoalixo ounrEe,rwHX oco6lina panra cae,ne AlipeKTno H3 AeOlinli-

nlije. 

TeopeMa 4.1.3 Hena je A E Mmxn(R)  . Tada eadscu: 
(a) 0 < rk(A) < min{m,n}, 
(6) rk(A) = rk(A T ), 
(e) rk(A) = rk(PAQ) 3a 6uizo Eoje P E Gl(m,R) u Q E Gl(n, R), 

rk(A) = 0 aco u came axe je annR (I l (A)) 0, 

(d) axo je m = n, mada je rk(A) < n axe u camo axo det(A) E Z(R). 

IlplimeTlimo Aa , aKo maTpliny A nocmaTpamo Kao maTpliny na„q HOZ-

jem, H rk(A) H 101aCHIIHR pair npeacTaBzajy najBehli neo 6poj t TaKo 

,aa A ca,ApAm t x t noAmaTpliny ulija je ,ileTepMHHaHTa pa3nkrqliTa o,a 0. 

,flaKRe, Ka,rta je R note, AecOmmuHja 4.1.2 ce nomana ca K.HaCHITHOM 

Aecin/nantlijom panra. 

4.2 JIHHeapHe je,rwatunie 

Ca,na hemo ,naTli ocnoBne Teopeme o Hlineapulim clicTemlima jexiattlina 

na,a KQMyTaTHBRRM npcTeHoM R. HocmaTpajmO cne,aehli clicTem je,rk- 

naumna 	
an x i  + a12x2 + • • • + ainxn = bl 

anxi 	a22X2 + • " 	a2nXn = b2  

amiX1 + am2x2 + • • • + amn x n  = bm , 

r,rte cy x l , ..., xn  npomenzlise, a Koe(mnHjenTli a ii  H KoncTairre 

cy H3 R. OBaj CHCTM ce mo)Ke 3anHcaTH H y (flopmli 

AX =B, 

r,ite je A = (a ii ) E Mmxn (R), B = (b1 , ..., b m )T E Rm  H X = (x1, ..., Xn ) T  E 

(R[xi,...,x n])n . 
OBaj C11CTM je,anatana lima penteffie (y Rn) aKo HOCTOjH BeKTop 

E Rn  TaKaB Aa je Ae = B. AKO je B = 0, Ta,zia clicTem AX = 0 30BeM0 

xomorenlim clicTemom jeAnaglina. Xomorenll CHCTM je,nnaulina yBeK 

lima pullet-be, TO je = (0, ..., 0) T  E Rn, 14 OBO peinelbe 3oBemo TpHBH-

jamnam. BeKrop E Rn  hemo 3BaTH HeTpliBlijaintlim petuelbem CHCTM 

AX = 0 aKo je 0 VI Ae = O. 

Ca,lLa hello naBecTli OCHOBHH pe3yJITaT y Be3H ca xomorenlim CHC-

TemHma zlineapulix je,rmarcima Ha,a KOMyTaTHBHHM npcTenlima, Teo-

pemy MeKoja. 
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TeopeMa 4.2.1 Helm je A E 	 Xomozo-tu cucmem jeonanuna 

AX = 0 uma nempuoujamto pewee ano u camo axo je rk(A) < n. 

amta3. IlpeTnocTaBHmo na AX = 0 Pima HeTpHnHjanHo peuleme 
E R. Kam) je e 0, Hem, KoopAmmTa on e Hlije Hyna, imp. 4• Ali0 

je m < n, Tana 143 4.1.3 (a) caenn na je rk(A) < min{m,n} = m < n. 

ilaKze, y °nom cnriajy 'Tema mm na ce noKa3yje, na moarcemo na 
npeTnocTasHmo na je m > n. 

Heim je A(i i , 	1,...,n) n x n 1\41/mop maTpHne A. flocTojli ma- 

Tpllna nepmyTanzja P E G/(m,R) Taloa na PA Hma npcTe 	in  H3 

A Ka° cnoji4x npnmx n spcTa. /Ealule, V1 (PA) = Vi, (A) , , 142 (P A) = 
Vin (A) PA moHiemo npencTanHTH Ha cnenam HaqHH: 

	

ai 1 2 	• • • cti, 

	

ai21  ai22 	ai2n  

PA = 

03HatIVIMO 

D= 
ai21  ai22 	ai,, 

_ ain 1 ain 2 • • • ain , 

Tana je O = det(D) = A(i1,•••,i11; 1,-.,n). Katco je A = 0, Baacm 

14 D = 0. KaKo je A adj(A) = det(A)I„, me I n  o3Hatiana jenHHHEmy 

n x n maTplany, Baa1 Ae = (A/ 92 )e = (adj(D))De = 0. CuenHjanHo, 

= O. Xaao je 0 = A(i1, •••, in; 1, •••,n) npomnozaH n x n mllHop ma-
TpHne A, 3am)yuyjemo na ek E annR(In(A))• ffame, ann R (In (A)) 0 (0), 

H rk(A) < rt. 

06pHyTo, npeTnocTanHmo na je rk(A) = r < n. ADD je r > m, 

moHiemo nonaTH join jenHat4Ha ca Hyna Hoe4n/nwjeHTHma nona3Hom 
cHcTeMy, Taxo na 6poj jenHaumia 6yne nehH on r. Oimrnenno, cnaEo 
Henyna peuleme E Rn npoluHpellor CHCTM je H HeHyna penieme 

CHCTM AX = 0 H o6pHyTo. TaRobe, jenHocTanno ce noxa3yje H na 
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je 

It  (0)= h(A), 

3a cBaxy p x n nyaa maTpliity 0 H 3a cBaxo t E Z. /fame, 

rk(A) = rk(—
A

) 
0 

/EaKae, mc*Kemo npeTnocTaBliTli Aa je r < min{m, n}. Haim je 

rk(A) = r, liAea.n annR(I r+1(A)) nlije HyiIa. HeKa je a nenyna e.ilemeuT 

H3 annR (Ir4. 1 (A)). AHo je r = 0, Ta,Iia a E ann R (I i (A)). CneulijaJmo, 

e = (a,...,a) T  e je neTpliBlijanno penteme clicTema AX = 0. AaKae, 

MO Kemo npeTnocTaBliTli Aa je 1 < r < min{m,n}. 

KaKo je rk(A) = r, liAean ann R (Ir (A)) je Hy.11a. Cnelilijaimo, Hoc-

TOill r x r mlinop A = A(ii,•••,irii17 ...,fir) maTplitte A TaKo Aa je aA = 

A(it, •••7 ir; ill ...7 jr) 	 Mo)Remo HOMePHTH BpcTe 	H KOHOHe 

ji,...,ir  oA A TaKo Aa 6yAy tip= r BpcTa H npBlix r Koaona HOBe 

maTpmte mlioaRehli maTplitly A czeBa H cAeclia oAroBapajyhlim ma-

Tim/mama nepmyTaulija P E Gl(m, R) H Q E Gl(n, . 
HpeTnocTaBlimo Aa jeAttatlima (PAQ)X lima ReTpliBlijanno peuteme 

f3 E RTh  KaK0 Cy P H Q HHBepTHoHJIHe, = Q13 0, H Ae = 0. 

/lame, Ax = 0 lima neTpliBlijaano penieffie. TaKobe, nplimeTlimo Aa 

je it (PAQ) = h(A) 3a cBe t E Z (Ha ocuoBy 4.1.2). Hpema Tome, 

Aoso.11,Ho je noKa3aTli Aa (PAQ)X = 0 lima neTpliBlijaJmo penteme. 

Apyrlim petmma, 3ameibyjyhm A ca PAQ aKo je noTpe6no, moaRemo 

npeTnocTaBliTli 6e3 ry6metha OHIBTOCTH Aa je 

= 0 ( 1 ,•••,r; 1 ,•••,r). 

HeKa je A = 0(1,...,r;1,...,r). TaAa je 

A= 
[ C 

* * 	' 

rAe je 
all 	... air  

C = 
ari • .. arr 

H det(C) = 0. TaKobe, aA 0. 
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03HaT-IHMO 

all air  air+i 

C' = 
ani  arr  a„+1  

E M(r+i)x(r-F1)(R), 

_ ard-li • • • ar•fir ar+ir+i _ 

m Heim je di  = cofr+i,j(C') 3a j = 	r +1. ,flaERe, d i , 	dr+i cy Kod:ax- 

Toppi noc.nexbe BpcTe maTpliue C'. Ha oclloBy Jlau.ilacoBor pa3Boja, 

limamo 
r+1 

E ar±ijd3  = det(C') E I r+i  (A). 
]=1 

HeKa je = (adi , adr+i, 0, ..., 0) T  E Rn . HpHMeTHMO Aa je e 0 0 

jep je adr+i  = 	0 0. floKa3ahemo Aa je pemethe clicTema AX = 0. 

Ae = 0 axo H camo axo je Er3 t1 au (adj ) = 0 3a cse i = 1,...,m. OB,Tke 

mory nocTojaTH Asa cHriaja. flpeTnocTaBlimo je 1 < i < r. TaAa 

je 

r+1 	 r+1 

E aii (adj) = a( 	cti •di ) = 0. 
j=i 	 j=i 

AKO je i > r +1, TaAa je 

r+1 

E aii(adj) = a det 
i=i 

an • • • air+i 

E aIr+ i(A) = (0). 
ari 

_ ail  
• • • arr+i 

air±i  

ilpeMa Tome, Ae = 0, talime je „goica3 Teopeme 3aBpuieli. 

4.3 ,Tie JIHTe J114 Hyne 

Hem, je R KOMyTaTMBHH ripcTen. MaTplilia A E Mnxn(R) je .aeBli 

AeJ114TeTh lly.11e y Mnxn(R) axo je AB = 0 3a HeEy Hemr.aa maTpliuy 

B C Mn x n (R). CJIHIMO, A je mem,' Ae.aliTez HyRe axo je CA = 0 3a 

HeEy liellyna maTplitly C E Mnxn (R). Y Mnxn(R) , je xieBli 

,BenliTez Hy.ne axo H camo axo je ,Reclili „gemnem Hy.ne. OBO cnexkli H3 

caembe Teopeme. 

TeopeMa 4.3.1 Hexa je A E Mnxn(R). 

(a) A je Aeou deiturne ✓ . hydie y Mnxn (R) 	m  ano u cao axo det(A) E Z(R). 

(6) A je deo-tu de.nume ✓b uyite y Mnxn(R) 	m axo u cao ano det(A) E 

Z(R). 
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1lmca3. IlpeTnocTaBHmo na det(A) E Z(R). Tana H3 4.1.3(A) cHenH 

na je rk(A) < n. KoplicTehll Teopemy 4.2.1 no6HjaMo A = 0 3a HeKH 

Henyna BOKTOp E Rn . 03HaTIHMO B = (M.••I0 E Mnxn(R) Tana 

je B 0 14 AB = (A1A1...1A) = (0101_10) = 0. /lame, A je HeBH 

neHHTea, Hyne y Mnxn (R)• 

EaKo je det(AT) = det(A), enenH na H3 det(A) E Z(R) cHenH na je 

AT JIeBH Hyaa AOJIHTe.Th y Mn x n (B). 11aKne , A T B = 0 3a HeKo Heny.11a 

B E Mnxn 
(BTA)T = ATB (R). Tana je 	B T 	0, 	 u na je H 

B T A = 0, na je A mem( neakrrea, Hyne y Mnxn (R)• 

O6pnyTo, npeTnocTaBlimo na je A JleBH AemaTea, mule y Mnxn(R). 
Tana je AB = 0 3a Hem Hellyna B E Mnx ,,(R). HpeTnocTasHmo na je 

B = novena Ha KoHoHe maTpme B. HaKo B maje 0, Hem ej 

 je Helly.ma BeKTop y Rn. 0 = AB = (A61...1Aen) noBaaun ADZ  = 0 3a 

cse i = 1, ..., n. jenHatufma AX = 0 Hma HeTpHsHjanHo pememe, 

na H3 TeopeMe 4.2.1 caenH rk(A) < n, a 3aTHm H det(A) E Z(R) H3 

Teopeme 4.1.3(n). 
AKo je A necHH nealiTea, Hyne, mina je A T  necHH neHyprez Hyne. 

RaKae, det(A) = det(A T) E Z(R). 

4.4 Fpa Ae.aFrrea)a Hy.ne 

Y OBOM nervy papa npoyuaBamo csojcma ycmepem4x rpad:posa nealiTe.ma 

Hyne maTplina Han KOMyTaTHBHHM npureimma (B141;1eTH Ae(14H141114iy 

3.0.1), lloKnamajyhm Hajminne nwmbe onHocy H3meby nHjameTpa rpacpa 
nenwrema Hyne KomyTaTHBHor nperella R H AHjameTpa rpa0a Aeawreza 

Hyne upcTena Mn (R) (npHmeTHmo na npcTeH Mn (R) y onniTem cnyuajy 

HHje KomyTaTHBan). Ilonpa3ymeBamo na R canpKH jenHHHAy. 

Ha nouemy noKa3yjemo Teopemy o onHocy °Eta nBa, AmjameTpa. 

Teopema 4.4.1 Heim je R xomymarnuenu npemen. Tada je diam(F(R)) < 

diam(F(Mn (R))). 

,1loKa3. 143 Teopeme 2.2.1 caenH na je diam(F(R)) < 3. Pa3- 

HHKosariemo TpH czyuaja. 
(1) HeKa je diam(F(R)) = 1. KaKo 3a csam HeTpHBHjaHan rpm') r 

swim diam(F) > 1, TO je H diam(F(M,,(R))) > 1 =diam(F((R))). 

(2) Heim je diamP(R)) = 2. Tana nocToje mebyco6Ho pa3.711ILIPITH 

Hellyna ezemeHTH a, b, c upcTeHa R 3a Koje Baam ab = 0, be = 0 H 

ac 0. Tana maTpHHe A = aIn  H C = dr, nplinanajy Z(Mm (R))*, ann 
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AC = acIn  0 0, na je npema ToMe diam(F(Mn (R))) > 1, na BwKH 

diam(F(M7,(R))) > 2 = diam(F(R)). 
(3) HeKa je diam(F((R)) = 3. Ta,ua nocToje metyco6Ho pa3.11141.114T14 

HeHyaa enemeHTH a, b, c, d npcTeHa R 3a Koje BWK14 ab = 0, be = 0, 

cd =0 Ha—b—c—d je HajKpahm nyT oH aHody F(R). TaHa ma-

TpHue A = aIn  14 D = dIn  npllnaHajy Z(Mn (R))* H 0(114rJ1e,4110 AD 0 0. 

rlpeTnocTaBlimO Ha nocTojm maTpHHa C = (co ) E Z(Mri (R)) *  Tam) Ha 

je AC = CD = O. To 3Haca Ha je AC = aC = 0 14 CD -= dC = O. 

/tame, 3a cHe i , j = 1,...,n Ha)KH aco  = dco  = 0, a KaKo je,HHHo Hyza, 

nollmnTaHa Halid czeHH Ha je c o  = 0 3a cHe i,j = 1,...,n, Tj. C = 0. 

KoHTpaHmawja. Hpema ToMe, diam(F(M ri (R))) > 3 = diam(F(R)). 

BliHe.1114 CMO y Hpyroj raaBH Ha je rpadj) Ae.aliTe.Tha Hyne KomyTa-

THBHOP npcTella yHei< noHe3aH, ,a0l< HCTO He mopa Ha Ba?Ell 3a HeKoMy-

TaTHBHe npcTeHe (B14,E1eT14 2.2.1 H 3.0.3). MebyTHM, rpm') HemilTeza 

Hy.11e npcTella Mn (R) je R KomyTaTHHHH npcTell, je yHeK noHe3aH. 

Teopema 4.4.2 How je R nomymanmenu npcmen. Tada je r(mn,(R)) 
noseaan u diam(F(Mn (R))) < 3. 

f[onaa. 1<oplicTehli Teopemy 4.3.1 3aKzyuyjemo Ha je ZL (Mn (R)) = 

ZR (Mn (R)), Ha THpheibe Teopeme HHpeKTHo caeHH H3 Teopeme 3.0.3. 

Ha ocHoHy H3HeTor 3aKzyuyjemo Ha aKo je Alijamerap rpad?a, r(R) 
jeimaK 3, HCTH Alljamerap mopa Ha Hma H F(Mn (R)). 

C.11eHehy Teopemy HoKa3ao je By y party [6]. 

Teopema 4.4.3 A'ico je F nom, ?nada je diam(F(Mn (R)))2. 

,aoKa3. HoKa3ahemo Ha 3a cBe maTpHne A, B E Z(Mn (F))* nocTojki 

maTpHna C E Z(Mn (F)) *  TaKo Ha je AC = CB = 0. OBO Haa-KH jep noc-

Toje HHHepTH6HJIHe maTpHue P, Q E R TaKHe Ha cy nocReHma Kw -1mm 

maTpxHe AP H npHa HpcTa maTpHHe QB Hy.ua. AICO 3a C y3memo 

maTpHuy 
0 0 	... 0 

P Q, 
0 0 	... 0 
1 0 	... 0 

oHHa je C 0 H AC = CB = 0. 

OH° THphethe hemo yOMIITHTH TaKo IIITO hem() HoRa3aTH ,Ha. ono 

HaacH H 3a HomeHe. 
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TeopeMa 4.4.4 Hera je R &men. Tada je diam(r(Mn (R)))2. 

aoisa3. 0311HLIHMO ca T =T(R) TOTaJIHI4 HBOIII4jeHTHH npczneu nom-

ella R. Kam je R nomeH, T je Home. IlpoH3Hon)He maTpHHe A, B E 

Z(Mn (R)) *  moaKemo nocmaTpaTH Kao maTpkwe H3 Z(Mn (T))* . Tana H3 

nperxonne Teopeme caeam An, HOCTOjH maTplina, C E Z(Mn (T)) *  TaHo 

na HaNm AC = CB = O. HeKa je C = (cii) = (E"/-) 3a i , j = 1, ..., n, H rne 

pii E RH qjj  E R—{0}. AKO y3memo q = NZS({ q ,j1 i, n}) H OBHM 

II 0MHOJEHMO maTpll 	 h 	 C' = ny C, Ao6H emo maTplany 	E Z(Mn (R))* 3a 

Kojy Ha)KH AC' = C'B = 0. 

Ca npereHa KojH HeMajy ne.rn4Teze Hyne npena3Hmo Ha npcTene 
ulljH je rpac nenHTeza nyne KOMHJIeTaH, H 6aBHMO ce npoyuanamem 

AHjamerpa ripcTella maTplina Han H)Hma. 

TeopeMa 4.4.5 How je R Nortanau nomymamueuu npcmeu noju nuje 

uaamop0au ca Z2 x Z2, nuju je zpa0 defiume ✓ba rtyAe Nommeman (mj. 

diam(F(R)) = 1). Tada je diam(F(Mn (R))) = 2. 

,,ELOKH3. KaKo je R KoHaqaH, TO cy CBH eJIeMeHTH H3 R HJIH Husep-

T14614.11H14 HJIH nenHTeam Hyne. AHO cy A, B E Z(Mn (R))*, Ta,aa nocToje 

HHBepTH6HJIHe maTpHHe P, Q E Mn (R) Tam ,na ce y nocneniboj KOHOHH 

maTpwne AP H npBoj HpcTH maTpkwe QB Hana3e canto ,LIeJIHTeJbH Hyne. 

,Efa 6IICMO °Ho noKa3anli, nplimemmo npHo na je cy Tpallcd:popma-

Hlije 
(1) mlloeibe Hpure (KonoHe) maTpHHe A E Mn (R) HHBepTH6HJIHHM 

cxanapom H3 R, 
(2) mllon<eibe HpcTe (KonoHe) maTpHne A E Mn (R) cKanapom H3 R 

H nonaHathe npyroj HpcTH (Kononn) HcTe maTpHue H 

(3) npomeHa mecTa ABema BCTM (Konollama) maTpHue A E Mn (R) 

el<BI4BaJleHTHe mnoaceffiy marl:mile A cneHa (c,necHa) HHBepTH6HJI-

HOM maTpliHom H3 Mn  (R) 

BpaTxmo ce maTpHilama A, B E Z(Mn (R)) * . AK° maTpHila B canp)KH 

Hpury y Kojoj cy camo neJIHTeJLH Hy.ne, Tana 3ameHom Te H ripe BpcTe 

maTpHHe B (urro nocTmKemo mHo)Keffiem cneHa ozLroBapajyfloM maTpH-

Hom Q) no6Hjamo maTpuHy QB Tpa)Kenor o63THKa. flpeTnocTaHnmo na 

cHaKa BpcTa maTpHHe B ca,gp?I<H HeKH enemeHT KojH Huje ,HeJITATeJb Hyne 

(Tj. enemeHT ROjH je HHBepTH6HJIaH). 

HabHmo Ewa:1y maTpHne B ca HajmaH,Hm penHHm 6pojem Koja 

canpKH Heim HHBepTH6I/IJIHH enemeHT X I . NoplicTehll Tpanccbopma-

maje Hpera, maTpnny B monemo nose= ,zko maTpline Koja y KOHOHH y 
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KOjOj ce Hallam x 1  OCHM era lima camo Hyne, H 3aTlim mo)xemo BpcTy 

y KOjOj ce Hamm enemeHT x 1  3amenliTli ca Hoc.nenffiom BpcTom. 

Y Hape,IuIOM Kopaxy nocmaTpajmo maTpliuy B 1  Koja ce no6lija Kann, 

ce H3 maTpliHe Bli36aHli noczenma BpcTa. HplimeTlimo na maTpliHa Bl 

canp>xli KonoHy Koja lima camo Hyne. AKO HH maTpliga B1  He canpam 

BpcTy Koja ce cacTOjH camo on Aezwreza Hyne, Hatlimo Konony ma-

TpliHe B1  ca HajmaH)lim penHlim 6pojem Koja cap Hem liHBep-

T1/16HJIHH enemeHT x 2 . EoplicTehli Tpancci)opmaglije BpcTa, maTpliHy 

B1  moa<emo nOBeCTI4 no maTpliHe Koja y KOHOHH y KOjOj ce Hanam x 2  

OCHM mera lima camo Hyne, H mo?Kemo 3aTHM BpcTy y KOjOj ce Hamm 

enemeHT x 2  3aMelIVITH ca nocaena.om BpCTOM. 

HacTaBibajyhli nocTynaK, HJIH hemo no6liTli maTpliuy Koja canpam 

BpcTy Koja ce cacTOjH canto on nenliTeza Hyne, HJIH hemo y noczen-

lbem KopaKy ,H06HTH 1 x n maTpliHy Bn_ 1 , Koja camo Ha jenHom mecTy 

moaKe na lima enemeHT xr, pa3JIHIIHT OA Hyne. AKO je oBaj enemenT 

nenliTez Hyne, maTpliHa B ce TpaHcci)opmaHlijama BpcTa mo)Re A0BeCTI4 

AO maTpliHe ulija ce HpBa BpcTa cacTojli camo on neRliTeza mule, 

na IIOCTOjH HHBepTH6HJIlla MaTp1/11Ia Q E Mn (R) TaKo na HpBa BpcTa 

maTpliHe QB cap camo nealiTeze Hyne. AKO je xn  mmepTli6li-

Han, Tana ce no6lijella maTpkwa QB mo)Re Tpanc(popmaHlijama KonoHa 

onlicanlim rope ,ILOBeCTM no rombe Tpoyraone maTpliHe ROA Koje Cy 

Ha npijarollanli camo HHBepTH6HJIHH enemenTli, Tj. AO HHBepTH6HJIHe 

maTpxue, onaKne 6li cnenlino ,Eja je H B HimepTli6liaHa maTpliva, a TO 

je KOHTpa,nnKLjlija. 

CnligHO ce noKa3yje H ;la HOCTOjH HHBepTH6FIJIHa maTpliHa P TaKo 

,rka Hocnenffia Konolla maTpliHe AP canpacli camo nem/nu-Le Hyne. 

Cana y3mlimo maTpliHy 

- 0 0 	... 0 

C P Q, 
0 0 	... 0 
d 0 	... 0 

rne je d Hp0H3BOThIlll enemeHT H3 Z(R) * . OcIHI'fleAHO je C 0. noun° 

je dx = 0 3a cBaKo x E Z(R) (TeopeMa 2.2.3), TO BaHM na je AC = 

CB = 0, na je diam(r(Mn (R))) = 2. 
HpenacnoM Ha T(R) ymecTo Ha R caenehy Teopemy moacemo yon-

111=14 H Ha HpcTeHe KOjH Hlicy KOHal-111H. 

TeopeMa 4.4.6 Hewn je R womymamueuu npcmeu coju nuje u3omop0au 

25 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



ca Z2 x Z2, nuju je 2134 de ✓tume ✓ a uy✓ie KomnAeman (mj. diam(F(R)) = 

1). Tada je diam(F(Mn(R))) = 2. 

,aoKa3. Y llperelly T(R) CBH e.11emeHTH cy HJIH ,TIeJIHTeTbH HyHe 

HJIH HHBepTH6HJIHH, na Ha OCHOBy ripeTxonue Teopeme 3a npom3Hozne 

maTpmne A, B E Z(Mn (R)) *  (aHo HX nocmaTpamo Kao maTpmne H3 

Z(Mn,(T(R))) *  HOCTOjH maTpmqa C E Z(M,„(T(R)))* 3a Kojy je AC = 
CB = O. HeKa je C = (cif ) = ( 1112-) 3a i j = 1, ...,n, m me pig  E R H 

qt3 
qij  E R — { 0}. AKO y3memo q = NZS({q 2j 1i,j = 1, ..., 	H OBHM HOM- 

HWEHMO maTpmw C, ,ZIo6m11emo maTpmny = qC E Z(M„(R))* 3a Kojy 

Haam AC' = C'B = 0. 

KaKo hemo BH,LIeTH KacHmje, diam(F(Mn (Z 2  x Z2 ))) = 3 (HkineTm Teo-

pemy 4.4.7), na CMO Tmme onTficaRm AlijameTpe rp4a F(Mn (R)) 3a cBe 

npcTeHe R ulljpi je rpacp nemirreza Hy.ne F(R) KomnzeTaH. 

IIpH npoyqaBan,y nmjameTpa rpadpa F(M -7,(R)) npcTena R 3a Koje je 

diam(F(R)) = 2, noncenamo ce na aKo je R npcTeH qmjm rpadp neamTeza 

HyRe mma AkijameTap 2, Tana Bawl Tatmo jenHo on czeneher (TeopeMa 

2.3.2): 
(1) Z(R) je npocT mnea.a y R 
(2) T(R) = K1  x K2, me cy o6a K, noza. 

Ca THM y Be3H npHo noKa3yjemo caenehy TeopeMy. 

TeopeMa 4.4.7 How je R nomyrnamuenu npcmen macae da je T(R) = 

K 1  x K2, the cy o6a K, no ✓ a. Tada je diam(r(M,,(R))) = 3. 

,aoKa3. 3a maTpmny A E Mri (Ki x K2), A = ((a1,3 ,a'13 )),i, j = 1, n, 

yBenmmo o3HaKe A' = (aid ) E Mn (K1 ) H A" = E Mn (K2). Oqmraenno, 

A E Z(M 7,(K1 x K2)) aKo H canto aKo A' E Z(M 7,(K1)) HJIH A" E 

Z(Mn (K2)). 

flocmaTpajmo maTpvine A = [ (1,1) (0,0) 1
B  _ (1,1) (0, 0) 1 

(0, 0) (a, 0) 	H 	I_ (0,0) (0, b) 

Koje cy o6e neHmTezm Hyae y npcTeny Mn (T(R)) (a E K1 i  b E K2 pa- 

3.1114x-H4TH OA 0). 

FlpmmeTmmo na cy maTpkine A' E Mn (K1) H B" E Mn (K2) vamepT-

mom-me, H na A" E Z(M„(K2))* , E Z(Mn(Ki)) * • Kana 6H nocTojano 

C E Z(M,(K i  x K2)) *  TaKo ,Lka je AC = 0 H CB = 0, mopazo 6m na 

swim C' = C" = 0. 
KaKo 6e3 ymathetha OIIIIITOCTH moemo y3eTH na A, B E Mn (R) 

((a, 0) m (0, b) npmnanajy R 3a HeKe a, b 0 jep R mma bap Asa pa3m4- 

11HTa neamTeza Hyne) 3aEzygyjemo ,Lka, je diam(F(M n (R))) > 3, na je 

26 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



diam(F(Mn (R))) = 3. 

Y Apyrom caytiajy, Kana je Z(R) je llpocT HHeaR y R, ,LkoKa3yjemo 

Teopemy 3a AHjameTap rpacIpa F(Mr,(R)) y cHygajy KaAa je HpcTeH R 

HeTepHH. 

TeopeMa 4.4.8 How je R Hemepun npcmeu manae da je diam(F(R)) = 

2. Ana je Z(R) = 1)  npocm udem, y R, mada je diam(F(Mn (R))) = 2. 

1loica3. Heim cy A, B pa3.1114(mTe maTpplue 113 Z(Mn (R)) * . AKo je 

AB 0, Tana y nocToje 1111BepT11611JIHe maTpHue P,Q 113 Mn (T(R)) 

TaKo ,qa ce noc.11e,wha KoHolm, o,a AP H npBa BpcTa oA QB cacToje 

canto ojk AenHTeza Hyae. AKo je a eEemenT 113 Z(R) *  KojH aHynmpa 

cse ()craze (BHAeTH Teopemy 2.1.6), nocmaTpajmo maTpHay 

0 0 	... 0 

C=P  Q. 
0 0 	... 0 
a 0 	... 0 

Tana je C 0 14 AC = CB = 0, Ha je H diam(F(Mn (R))) = 2. 

OBHM CMO o,HpeArum nlijameTpe rpacpa F(Mn (R)) y 3aB11CHOCT11 on 
AlljameTpa rpa(t)a F(R) 3a cBe cay -qajeBe, OCHM y cayuajy Ka,/ka je 

diam(F(R)) = 2, Z(R) je npocT Haean yRHR HHje HeTepHH npcTeH. 

Ha Kpajy hello AoKa3aTH H Tspbeffie o oolimy rpacfm F(Mn (R)), Ha 

OCHOBy Kora 3aKzyuyjemo Ha CBH rpa4)0B11 r(Mn (R)) 11Majy MTH 0611M. 

floAceTHmo ce, aKo Hac mrrepecyje o6Hm rpacka Aearrreza Hyae neKo- 
myTaTHBHor ripcTella, orpaHmaartamo ce Ha Heycmepeim rpad:p (BHAeTH 

3.0.2 11 3.0.5). 

TeopeMa 4.4.9 Hena je R Komymamueuu npcmeu. Tada 3a o6uM 2pa0a 

F(Mn (R)) eawu gr(F(Mn (R))) = 3. 

[ 1 1 
,Lloica3. itoKaHmmo Tspbeffie HpBo 3a n = 2. HeKa je A = 

0 0 i ' 

[ 1
-1 11 

 I 	[ 0 1 
B = 	 n C= 

0 1 J. 
A, B n C cy ounrne,rkno pa3J114T-IHTe 

Hellyza maTprme 113 Z(M2(R)) *  3a Koje swim AB = BC = CA = 0. 3a 

IIpOH3BOJLHO n, BpcTe 11 KOJI0He maTpHrta A, B, C ca pe,aHrim 6pojeM 

BehnM on 2 HonyHmmo Hyaama. 
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