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I'maBa 1

YBOn

Ilojam rpada nenuresba HyJe KOMYTATUBHOI NMPCTEHA YBEO je Bek y
pany [1]. Ocobure rpadose meauressa HyJe KOMyTaTUBHUX NPCTEHA
npoyuaBage cy y panosuMa [3],[4]. Ilojam rpada memureiba HyJle HEKO-
MyTATHBHOT mpCTeHa yBeo je Pexamonm y panmy [5], a Hekm oxm pamoBa
y kojuMa je om mpoyuasar cy [6],[8]. Y pamosmma (4], [9] mpoyua-
BaHa je Be3a m3Mebhy rpada genuresra Hyjle KOMyTaTUBHOL HPCTEHA R
u rpadoBa menUTeha HyJe MPCTeHa IOTMHOMA R[X] m upcrena cre-
nennx penosa R[[X]].

um oBOr pama je IpoydaBame omHOCa u3MeDy ocobuHa rpada
nmenuTeHa HyJe KOMYTATWBHOI IpcTeHa R um rpada menureiba Hyle
IPCTeHa MATpUOa HAL BUM. Y TOM LY IPBO IOKa3yjeMO HeKa OC-
nopua TBphema y Be3m ca rpadoBuMa AeIUTeha HyJIe KOMyTaTUBHUX
IpCTeHa, 3aTUM yBOIAUMO 1I0jaM rpada AenuTesha HyJe HEeKOMyTaTUBHOT
IpCTeHA W HABOIAUMO HEroBe ocobuHe. Y mocnenmeM TOTJIaBBY Ha-
jemo TBphema Koja cy y Be3UM ca MaTpulaMa U CUCTEMUMa jeHAYMHA
HaJ KOMYTATHBHUM IIPCTE€HHMA, Koja hie HaM nomMohu npu onUCUBABY
nmemWTesa Hyle y mpcrermMa Marpuma. [leo 4.4 caap@iu Hall OpUTH-
HaJIEM JONPUHOC U y BeMy Ce HajBuile DaBUMO IPOYUaBARLEM OTHOCA
nameby mmjamerapa rpada meauTeha Hyjle KOMYTAaTUBHOL IIPCTEHA R
u rpada memuTesa Hyile upcrexa My(R).



I'maBa 2

I'pad nmenuressa HyJIE Y
KOMYTATHUBHUM IIPCTEHNMA

2.1 JHemuressu HYJIE

Y oBom ogemky Hemo HaBecTH HekoJMKO TBpDema koja he mam OuTn
norpebua y mpoydaBamy rpadoBa neiuTesba HyJe Y KOMyTaTHBHAM
npcreanMa. 1loACeTHMO ce, eJeMeHT T je NeIUTeN, HyJle Y KOMyTa-
TUBHOM UpcTeHy R ako moctoju y € R Tako na Baxd TY = 0.

Ha moueTKy HABOIAMMO HEKOJMKO TBpDema y Besn ca IPOCTUM npe-
annMa. HapaBHO, y KOMyTaTUBHOM IpcTery I mmeai I je mpocT ako
us abe Il cnemu a el num b€ I.

Teopema 2.1.1 Hexa je S Mysmunivkamuero 3ameopen CKyn y xomy-
mamuerom npemeny R u nexa je I udean y R xoju je marxcumanah mehy
udeanruma Koju He cadpace S. Tada je I npocm.

Tlokas. Heka ab € I. Tpeba ma moxaxeMmMo Oa cy ¢ win b u3 1.
[Ipernoctaumo cynpotHo. Tana je moead (I,a) remepucan ca I u a
crporo Behn on I, ma mpema ToOMe UMa HEIPa3aH IPECEK Ca S. Hakrure,
OCTOju ejleMeHT §; € S obimKa $1 = 41 + za (iy € I,z € R). Cumuno,
HocToju Sy € S, Sy =iy + yb.

Ann tanma je

$189 = (i1 + za)(iz + yb),

W CBA YeTHDHU CabUWpPKa Ha NecHOj cTpanu cy y I. Iakie, $189 € I, mTo
je KOHTDPaIUKIN)a.



Axo makpUBUje MOriaefaMo KOMIIZIEMEHT IPOCTOr KAeasd, IPUMETH-
heMo ma TO Huje caMO MYJITUAILIMKATUABHO 3aTBOPEH CKyI, Beh u HemTo
BUIIE: OH je U 3acuflien y CMUCIY Ja aKO CAAPXKU €JIeMEHT T, OH CaapiKu
I cBe JenuTelLe OX T.

Teopema 2.1.2 Credefiu uckasu cy ek6uU8AACHMHY 36 CKYN S Y KOMYMA-
muenom npcmeny R:

(1) S je saculien MYAMUNAUKGMUBHO 3ATNEOPEH CKYN,

(2) Komnaemenm ckyna S je YHuja npoCmuT udeanra y R.

Toxas. Ila (2) nosnaum (1) caemm mupekTHO U3 Nedurmumja. [la
6ucMo mokaszanu ga (1) mosmaum (2) y3MUMO T U3 KOMIIEMEHTa OX
S. Tama je raaBEu maean () MACjyHKTAH Ca S, jep je S 3acuhes.
Kopucrehu IoproBy neMy, IpommpuMo (z) 00 nueala I xoju je Mak-
cumanar Mebhy umeammma mucjyHRTEEM ca S. Ha oCHOBY mpeTXonHe
teopeMe, I je npoct. Ilakie, CBAKO T KOje HMje y S ce Hajas| y mpoc-
TOM Mmeary MVCjyHKTHOM ca S, ma Baxu’ (2).

HapapHO, KaJa U3pakaBaMO KOMIICMEHT O S ka0 yHHM]y IPOCTUX
Y easna MU MOXKEMO Ja ON0AniMO CBe IPOCTe WIeae KOJU HACY MaK-
CUMAJHA Y KOMIUIEMEHTY y KOPUCT MAaKCAMAJHUX.

Hpumep 2.1.1 Heka je ckyn S CKyn CBAX ejeMeHATa KOMyTAaTUBHOL
gpcTeHa R KOju HUCY HyJa- AeJTUTEIbA. S je zacuheH MyJITUIIAKA-
TUBHO 3aTBOpeH ckym. Jlakme, Hysa-ICIUTEHA Y R cy yHuja mpocTux
nmeana. Makcumanane MeDy OBMM IPOCTUM KAeaauMa 30BEMO MAKCU-
MAAHUM TPOCMUM TIPCTEHA R.

Teopema 2.1.3 Hexa je R xomymamueru npcmer u I udean y R xoju je
MAKCUMAAGH MeDY C8UM GHYAAMOPUMAE HEHYAA EAEMEHATA U3 R. Tuaoa
je I mpocm.

Jloxa3s. Heka je I amynarop 3a z € R (y o3samu I = ann(z)). Heka
ab € I, u npermocraBuMo Ha ¢ mHmje y I. Tana je ax # 0. Taxobe,
npuMeTuMo Oa je ann(ax) D I. Ilpema xunoresu (mowrto je I Marcu-
manan), ann(az) = I. Kaxo b anymapa az, b€ I.

Heke ”jaue” TeopeMe O OeaMTELUMa HyJIe MOTY Ce NOKa3aTH y3
npeTHOCTaBKy Ha je IpcTen Herepun (komyTaTuBEM TpCTEH R je He-
TEepUH aKO je cBaku uieast y R KOHAUHO eHePUCAH, UM eKBUBAJICHTHO,
ako mueasud y R 3amoBosbaBajy ycios pacTyher JIAHIA).

4



Teopema 2.1.4 Hexa je R Hemepun npcmen. Tada nocmoju camo Konauan
6poj maxcumannuz npocmuz y R, u ceaxu 00 mux je anyaamop nexoz ne-
nyaa eaemenma u3 R.

JToka3. [locmaTpajMoO CKyI CBUX aHYJIAaTOPA HEHYJIA eJeMeHaTa U3
R. Cpaku amyJsaTop je Canp:KaH y HEKOM MaKCHUMAaJHOM (36or yciuoBa
pacryher manma). Ouurienno, CKyll LeluTelha HyTe IpcTena R, Z(R),
je yHmja 0BUX MakcuMaJHuX uneana. [Ipema IPEeTX0NHO] TeOPEeMU, CBU
OHU Cy IIPOCTH.

Cama mokasyjeMo ma mX uMma Komaduno Mzoro. Osmaummo ux ca
{P,}, u mera je P; amymarop 3a q;. [loTmpcTen pasaler eleMeHTUMA
; j€ KOHAYHO TEeHEePUCAH U IIpeMa TOMe pasalleT, PeNuMO, eJIeMEeHTIMA
ai,...,an. AKO moCcTOjE @ 32 j > k 3a BUX BaAXKH

ar = 101 + ... + Tply,
rme cy x; 43 R. Onarae cienu na je
PNn.NPFE, CPFy,

omakse cienu na mexo Pj (j =1,..,n) Mopa OGuTu CaapXaHO y Py, wTo
je ¥ CYIPOTHOCTM €2 MaKCHMaJHOW Iy P;.

Ia 6y ce KOMILIETHPAO IOKa3 OBe TeopeMe, MOBOJBHO je IOKa3aTu
na je OMIIO KOjU Mmeat KOJU je CaIpKaH y Z(R) Taxobe canpwxan 1y
jemoMm on P, ..., P,. OBo hieMo nokasaTu y cirenehoj Teopemu.

Teopema 2.1.5 Hexa je R xomymamusru npcmen, Ji, ...y Iy KOHQUHO MH020
udeana y R, u S nomnpcmen 00 R xoju je cadpacan y yruju Jy U ... U Jy.
Ipemnocmasumo da cy bap n — 2 00 osuzx udeana npocmu. Tada je S
cadpacan y Hexkom Ji.

IIpumenda. Y oBoj u y cienelio] TreopeMu NOTIPCTEH He MODa 1A
CAIpXW je[VUHUYHU elleMeHT Beller IpCTeHa.

JTokas. okas heMmo H3BeCTH MEIAYKINjOM IO N. 38 CBAKO k M0:keMO
OPEeTIOCTAaBUTH 1a HE BAXKHU

SCJU..UJU...UJ,

(osmaka Jj, smaun ma je Ji usy3ero). llpuMeTrMO Ia Kaka u30puimeMo
Jp M1 4yBaMo U MOM¥JA U jadaMO XUIOTe3y Ia majpume nsa Meby J-
oBuMa mucy npoctu. zabepumo zx € S KOje Ce HE HANAZU Y IEeCHO]J

crpamu nocienme popmyie. Talda xx MOpa Ia NPUNALA Jr mowrrTo He
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Crnuxka 2.1: IIpumepnu rpadosa genuresba HyJIe

npunana gu jeanoM apyrom J;. Ilpmmernmo na je TeopeMa TpPUBU]jaJIHA
san =1 3an=2 03HAUAMO Yy = T + T2 U HOOMNeMO KOHTDAIMK-
mjy Ha y Tpumajga S ald He Wy HEKoM Ox Jj. 3a n > 2 bap jenan
on J; je mpocT, U MOXKEMO IPeTHOCTAaBUTHA Ia je To Ji. Ako y3smemo
Yy = Ty + o - -+ Ty, TANA TIOHOBO Y € S anu He TpUNAna HU jeXHOM J;.

KoMGUHOBAmEM TPeTXOoIHe IBe Teopeme nobmjamo cienehnm BpIo
KOPUCTAH Pe3yJTaT.

Teopema 2.1.6 Hexa je R xomymamuenu Hemepun npcmen u S nom-
npemen cadpacarn y Z(R). Tada nocmoju jedan nenyaa eaemenm a us R
maxo da je Sa = 0.

2.2 JTujameTap M KOMIJIETHM rpa¢oBu

Hexa je R KOMyTaTHBHU DPCTEH Ca jeIMHUNOM ¥ HEKa je Z(R) cryn me-
ropux mejuresa Hyle. llpcremy R momemyjemo rpag ['(R) ca TemeHIMA
y cryny Z(R)* = Z(R) — {0}, Takas na cy pasiuduTa TeMeHa I,y €
Z(R)* cycemma ako u camo ako je zy = 0.

IIpumep 2.2.1 IIpumepu rpadosa nenureba Hye:
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Cnuka 2.2: Ilpumepu rpadosa neanTesba HyJe

Ha ocHOBY OBUX IpUMepa C€ BUIM Ja HEM30OMOPQHM IPCTEHU MOTY
“MaTH UCTe rpadoBe NeauTesha HyJe.

IIpumep 2.2.2 He mory cBu rpadosu OUTH Peasu30BAHA KAO I'(R).

MMokasahiemo ma rpad I' ca Tememmma {a,b,c,d} u msunama a — b,
b—c, c—d ue Moxke OuTH rpa¢ neanreiba Hyle IPCTCHA R. llper-
[OCTABMMO Ha TocToju Takas mpereH. Tama je Z(R) = {0,a,b,¢,d} n
Meby nmenuresLuMa HyJI€ BaxKe caMO ropme penamuje. Tana a+c € Z(R)
jep je (a+c)b=0. Iakmre, a+ c mopa ourtu 0, a, b, ¢, nau d. Jemsoc-
TABHOM IpPOBEpOM mobuja ce ma je a+c=b. Ciamano, b+d = c. Ilpema
Tome, b=a+c=a+b+d, ma je a+d=0. Onarne je bd = b(—a) =0,
IITO je KOHTPAIUKIM]a.

Kaskemo na je rpad [' nosesan ako mMOCTOJU YT usMmeby 6uno kKoja
JBA pA3IMUMTa TEMEHa. 34 Pa3NUuMTa TeMeHa rpada, r u Y, Heka
d(zx,y) osmauasa IHyxuHy Hajkpaher myTa om T 10 Yy (d(z,y) = oo ako
takas myr He mocroju). Jujamemap rpada ', y osHamm diam(T") =
sup{d(z,y)| T u y cy pasmmuura TeMeHa rpada r'}.

Teopema 2.2.1 Hexa je R xomymamusnu npcmen. Tada je I'(R) nosesan
u diam([") < 3.

Jlokas. Heka cy z,y € Z(R)* pasmmumru. Axo je zy = 0, Tana je
d(z,y) = 1. Jlakne, npernoctasumo xa zy uuje 0. Axo je z?2 =y* =0,
Tama je T — 4y — y myT myxmme 2, ma je d(z,y) = 2. Ako je 2?2 =0mn
y? # 0, Tana mocroju b € Z(R)*—{z,y} Taro ma je by = 0. Axo je bz =0,
taxa je  —b—y myt nysxuse 2. Axo je bz #0, ouna je x — bx —y myT
nysume 2. Y cakoM cayuajy, d(z,y) = 2. CamdHo BaKu 1y caydJajy
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ma je y2 = 0 m 22 # 0, TAKO N3 HAMAJE MOKEMO y3eTH Ha Cy Ty, T~
u y? cBu pasamuntu ox 0. To smaum ma mocroje a,b € Z(R)* — {=z,y}
Tako ma je az = by =0. Ako je a =b, Tana je £ —a — Yy UyT myxuHe 2.
Jlamme TpeTmocTaBuMO ma je a # b. Ako je ab=0, rana jez—a—b—y
nyr gyxume 3, ma je d(z,y) < 3. Axo je ab # 0, ouna je x —ab—y myT
nyxume 2, ma je d(z,y) = 2. Hakme, d(z,y) < 3, ma je caMuM TUM H
diam(['(R)) < 3.

Teopema 2.2.2 Hexa je R xomymamusru npcmen. Tada nocmoju meme
epaga T'(R) xoje je cycedno ceaxom 0pyz0M MEMEHY GKO U CAMO AKO Je
unu R = Z, x A, 20e je A unmezpaanu domen, uau je Z(R) anyaamop
nexoz eaemenma uz Z(R)* (a mume u npocm).

Iloxas. (=) Ipernocrasumo xa Z(R) muje amynaTop u ma je 0 +
a € Z(R) cycenno cBakom npyrom Temeny. Tama a mguje y ann(a) = I,
jep 6u mmaue Z(R) = I Guo aHyIaTop. 3aro je I makcumaintan meby
AHyJIaTOPUMAa, U 360T TOra mpocT (Teopema 2.1.3). Axo je a® # a, Tazna
je a® = a’a =0, ma a € I, mro je kourpanuknuja. laxme, a? =a, ma je
R = Ra® R(1 —a). Hakie, MOKe€MO MPETIOCTABUTH M2 je R=R; x Ry
ca (1,0) xoje je cycemHo CBHM OCTAJUM TEMEHUMA. 3a Ouio kKoje
1 #c€ Ry, (¢,0) je nemmren myse , ma je (c,0) = (c, 0)(1,0) = (0,0), mTo
je KOHTPAAWKONja OCHM y cliydajy ¢ = 0. IIpema Tome, R = Zy. Axo
R, HUje MHTEerpalHu NOMEH, Taja MOCTOjU He-HyJa ¢ € Z(Ry). Tana je
(1,b) menuTed HysIe y R Koju HUje CyceaH eleMenTy (1,0), mTo je KoH-
tpamukmja. Jlakme, Ry Mopa OWTH MHTErpasHA AOMEH. I[IpumeTnMO
na ako je Z(R) amyiaTop-mieal, Tana Je€ OH CUTYDHO MakcUMasaH
Mmeby amylaaTtop-moealuMma, U CAMUM THM ITPOCT.

(<) Axo je R~ Zy x A, Te je A MHTeTpaJHN JOMEH, Tala je (1,0)
cycemmo ceakom apyrom Temeny. Axo je Z(R) = ann(z) 3a HEKO HEHYyJIa
z € R, Tama je T CycemHO CBAKOM ADPYTOM TEMEHy.

Cama hemo yrspautu kaga je ['(R) xommieran rpad (rpad y xome
cy cBake nse usume cycenme). Ilo nedwmmmmjn, I'(R) je KoMmieTan ako
1 caMmo ako je xy = 0 3a CBe pa3nu4uTe IT,Y € Z(R). Ocum y ciyuajy
kan je R & Zy x Zy, cnegeha teopema IOKa3yje ma Mopa Ja BaK! 1
22 =0 3a cse z € Z(R) xan je I'(R) xommieTaH.

Teopema 2.2.3 Hexa je R xomymamueru npcmen. Taoa je T'(R) xom-

naeman axo u camo ako je usu R = Zy x Zy uau je TY = 0 3a cee
z,y € Z(R).



Hoxkas. (=) Ilo nedpurunuju.

(<)IMpernocrasumo na je I'(R) xommieran, amu Ra MOCTOJU I €
Z(R) Taro ma je z° # 0. Ilokasahemo na je Tama z° = z. Axo muje,
rana je 23 = 22z = 0. HMakre, 22(z+2%) = 0 uz? =0, ma je z+1° € Z(R).
Axo je z+22 = z, Tana je 22 = 0, mTo je KoHTpamukmAja. lIpema Tome,
v+ 12 # 3, maje 22 =22 + 1% = z(z +2?) =0 jep je I'(R) xommreras,
IITO je TOHOBO KoHTpamukmuja. Omatie cremm na je 22 = 1. Kaoy
NOKa3y IMpeTXomHe Teopeme, nmaMo R = 7, x A, n 06aBesHO A=Zs.

2.3 ToTaJIHV KBOOMjeHTHM IIPCTEH U rPadoBU
mujamerpa 2

Muore BakHe TeopeMme y Besu ca rpadoBuMa NeluTesba HyJle MOry ce
MOKa3aTH KOPUIINiemeM TOTAJIHOT KBOUU]jEHTHOT IPCTeHa (mon ToTan-
HUM KBOIWjeHTHUM IPCTEHOM IIOAPa3yMeBa Ce JOKAJIM3aNuja y ONHOCY
Ha CBe eJleMeHTe IPCTeHA KOju HUCY NeJUTesLY HyJe).

Teopema 2.3.1 Hexa je R xomymamueru npcmer ca Momarnum Keoyu-
jenmmnum npemenom T(R). Tada je diam(I'(T'(R))) =diam (T'(R)).

Toxas. Osmaummo T = T(R). Ouurnemuo diam(I'(T)) = 1 ako u
camo ako je diam(I'(R)) = 1. IlpermocraBumo na je diam(I'(T")) = 2.
Tana je diam(I'(R)) > 2. Hera cy a,b € Z(R)" Tako na je a +bmu
ab # 0. Tana je ag =0 = bq 3a HEKO ¢ € Z(T)* — {a,b}. Heka je ¢ = c/t,
rrnejece€ Rut € R—Z(R). Tama je ac=0=bc. Hakie, d(a,b) = 2, ma
je u diam(I'(R)) = 2. CaudvHO Ce TIOKa3yje Ia je diam(['(T)) = 2 axo je
diam(['(R)) = 2. Pesynrar 3a nujameTap caza CJemd jep je mmjameTap
rpada genwTema Hyle HajBuime 3 (Teopema 2.2.1).

Cneneha TeopeMma KJIacUQUKyje IPCTeHe UMju CPAPOBU AeTUTEDHA
HyJle UMajy OMjaMeTap Mamy WIN jeTHAK 2.

Teopema 2.3.2 Heka je R xomymamuean npcmen 3a £0ju je diam(I'(R)) <
2. Tada eaxcu mauno jedno 00 caedehee:

(1) Z(R) je npocm udean y R

(2) T(R) = Ky x K3, 2de cy oba K; nona.

Tokas. Osnaunmo T = T(R). Ilpumerumo na (1) Baxku ako u caMo
ako T mMMa jeIWHCTBEHN MaKCUMaJHUA MAeaJ. IIpernocTaBuMo na je
diam(I'(R)) < 2 u na Z(R) muje mpoct unean y R. Tana OCTOj€e pa3iu-
gur makcumaay uneansu M u N y T. Hakre, z+y = 1 3a nexke x € M

9



uny € N, ma je ann(z)Nann(y) = {0}. Kako je diam(['(T")) =diam(['(R)) <
2, Mopa ma Baxku ry = 0, ma cy omatiie T U Y UICMIOTCHTHH. Ilake,
T =T, x Ty. HpermocraBumo ma nocroju ¢ € Z(T1)*. Tama a = (c, 1)
u b = (1,0) mpunamajy Z(T)* u d(a,b) > 3, mTO je KOHTpAIUKOK]a.
Ilaxne, T) Mopa GUTH MHTETpaJHU NOMEH, OTHOCHO mojbe. Cimdno, M
T, Mopa Gurn mosme. Onarie ciem na je T(R) = Ky x Ky, rae cy oba
K; noma, Te Baxku (2).
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I'imaBa 3

I'pad nemmrespa HyJIE Y
HEeKOMYTATUBHUM IIPCTEHUMA

3a matu npcred R, Z(R) o3HadaBa CKyN [HeuTesba HyJe IPCTEHA R,
rji. Z(R) = {z € R | 2y = 0 unu yz = 0 3a mexo y € R*}. Hexa Z1(R)
03HAUABA CKYI JeBUX HeiuTeha Hyle y R, Tj. Zi(R)={z€R|za=0
sa Hero a € R*}. Cuamuso, Zg(R) o3Ha4aBa CKYI NECHUX NETUTEIHA
Hyje y mpcreHy R.

I'pa¢ menuressa Hylle y HEKOMYTATUBHOM IPCTEHY MOE C€ neQpuH-
JMCATH Ha BUIIe HAUWHA, OI KOjuX Cy Haj3HadajHUja ciemeha HBa.

IHepunrummja 3.0.1 Hexa je R npcmen. Jedunuwemo (yemepenu) 2paf
I'(R) ca memenuma y Z(R)*, 20e je = — y ueuya uzmeliy paszauvumux
memena T u Y axo u camo axo je xy = 0.

Iedurunuja 3.0.2 Hexa je R npcmen. Ledurnuwemo reycmepeny 2pagp
T'(R) ca memenuma y Z(R)", 20e cy pazaunuma memena T Uy cycedna
axo u camo ako je uau vy = 0 uru yz = 0.

ITIpumep 3.0.1 Ycmepenu 2pad 2 X 2 mampuya nad Zy.

3a oBako meduHucaHe rpadose meauTesba HyJle BakKe cnenehe Teo-
peme.

Teopema 3.0.3 Hexa je R npcmen. Tada je I'(R) nosesan axo u camo axo
je Zr(R) = Zgr(R). Taxole, axo jeI'(R) nosesan, mada je diam(I'(R)) < 3.

Iloxas. IlpermocraBumo na je Zi(R) = Zp(R). Hera cy z m y
pasnuunTa temena rpada I(R). (Tama je z#0 uy #0.)
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Cuuga 3.1: T'(My(Z,))

Cmywaj 1: ay =0. Tana je £ =y myT.
Cnygaj 2: 2y #0, 22 =0ny>=0. Tana je z — 2y — y OyT.
Cnywaj 3: zy #0, y> # 0 u 2> = 0. Taza nocroju b€ R~ {z,y,0} Tako
na je by = 0. Axro je zb=0, Tana je z — b— y myt. Axro zb# 0, Tana
je x — b — y myT.
Cnywaj 4: zy # 0, 22 # 0 ny* = 0. Tana nocroju a € R — {0,z,y} Tako
na je za = 0. Axo je ay =0, Tana je £ — a — Yy OYT. Axo je ay # 0,
OHIA j& T — ay — Y WyT.
Cayuaj 5: zy #0, 22 #0n y2 £ 0. Tama moctoju a € R—{0,7,y} Tako
na je za=0mu b€ R—{x,y,0} taxo na je by = 0.
Momcnysaj 1: a=b. Tana je z — a — Y TyT.
Momcmysaj 2: a #b. Axo je ab =0, tana je z —a — b — y myTt. Axo
je ab # 0, Tama je x — ab — y OyT.

Jlakne, ['(R) je nosesar u diam(I') < 3.

OO6pHYTH CMED je TPUBU)AJAH.

Teopema 3.0.4 Hexa je R npcmen. Tada jeT'(R) nosesan zpag u diam(['(R)) <
3.

ITokas. Heka cy = u y pasinduTa TeMeHa rpada [(R).
Cnysaj 1: 2y =0 unu yz = 0. Tana je z —y OyT.

[Ipernocrasumo xa je zy # 0 u yx # 0.
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Cnywaj 2: z2=4?=0. Tama je x — zy — y myT.
Cnywaj 3: 2° = 0 u y? # 0. Tama mocroju b € R — {z,y,0} Tarko ma
Baxku by = 0 mwmm yb = 0. Axo Baxu ma je zb =0 mmm br = 0, Tana je
z —b—y nyr. Axo je zb# 0 u bx # 0, Tama je £ — br — y myT ako je
yb=0u z — zb — y myT axo je by =0.
Cnyuaj 4: 72 # 0 m y?> = 0. CiIM4HO Kao IPETXOIHU CIIyUaj.
Cnywaj 5: 7% # 0 m y* # 0. Tama mocroje a,b € R — {0,z,y} Tako ma
je min az = 0 wim za = 0 u Tako Ka je mim by — 0 mmm yb = 0. Axo je
a="b, rana je T —a—y oyT. Axo je a # b u Baxknu jenso ox caeneher:
ab =0 wm ba = 0, Taga je £ —a— b —y nyr. Jlakie, IpeTOIOCTaBAMO
na Baxu ab # 0, ba #0 u a #b.

Momcnywaj 1: z—a—y je oyt axo je ay =0 nam ya = 0.

Mozcnyyaj 2: = —ab—y je myT axo je va =0 u by = 0.

Moxcmywaj 3: z—ba—y je myT ako je ar =0 m yb=0.

Momcnywaj 4: x —ay —b—y je myT ako je ra =0, yb=0u ay # 0.

Momcnywaj 5: z—ya—b—y je myT ako je az =0, by =0 u ya # 0.

Jaxne, T'(R) mosesan u diam(I'(R)) < 3.

3a meycmepenn rpad G, obum ox G, y osmamm gr(G), je myxuHa
najrpahier muknaa y G (u gr(G) = co ako G Hema IMUKJIOBA).

Teopema 3.0.5 Hexa je R npcmen. Axo T'(R) cadpxcu yura, mada je

gr(T(R)) < 4.

Joxas. Heka je 79 — o1 — ... — Tn — To MMKJI HajMame LyXHUHE Y f‘(R).
IIpernocrasumo ma je gr(L(R)) >4, Tj. mpermocraBumo Ha je n > 4.
Cnyuwaj 1: Ilocroju meko z; Tako ma z; € I = anng(Xj+1) N anny, (xj_1)-
Bes ry6uTka ommTocTH, HeKa je j = 1. AKO mOCTOju HEKO ¥ € I* TakBO
oa je y # xy, Tama je To — Ty — Tp — Y — To DHKIL Y ['(R). IHakuie,
npermocraBumo aa je [ = {0,z1}. Tana je mmm z3z4 = 0 WM T423 = 0.
Hpumernmo ma 7371 # 0, 2123 # 0, 2471 # 0 1 2124 # 0. Ilpema
Tome, 737, = Z4z1 = 71 jep je I = {0,z1} neBwm mmean. Aim Taza
1374 = 0 moBmaum T3x; = 73(2471) = (23x4)21 = 0, 1 7473 = ( mOBIAYM
147, = 14(7371) = (2423)21 = 0. KomTpammkuuja.
Cnywaj 2: Ilocroju meko z; Tako ma z; € I = anngr(xj11) N anng (Xj-1).
Jlo koHTpaAWKNKje NOJa3UMMO Ha HAUWH CIMYaH OHOM Y cayuajy 1.
Cnywaj 3: 3a cBako j, z; ¢ anng(xj11) Nanng(xj-1) # ; ¢ anng (xj4+1) N
anng(xj_1). Tana, Ge3 ryGUTKa OMIITOCTH, MMAaMO IyT Y I'(R) o6auka
Ty — T1 — ... = Tp, —> Top TAKO Ja CBaKa MBUIA MMa CaMO jemas cmep.
Dozcnywaj 1: z2 =22 = 0. IIpumernmo ma zoz, ¢ {0, %0, 7,}. Tana
je Ty — ToTp — Tn — To WyT y T'(R).

13



Momcnywaj 2: 72 =0 u 72 # 0. Ilpumernmo na ToZy—1 ¢ {0, o, Tn}
Tanma je Tg — ToTn-1 — Tn — To nyT y ['(R).

Momcnyuaj 3: 22 # 0 u 22 = 0. [lpumernmo ma 1%, ¢ {0,2¢, Tn}.
Tana je Tg — T1T, — Tn — To oyT y [(R).

Momcmydaj 4: 22 # 0 u 22 # 0. Ilpumermmo ma 12,1 & {0, To, Tn}
Tana je To = T1Tn_1 — Tn — To UyT y ['(R).

Y ¢BAKOM OJ OBUX CiydajeBa Hamum cMmo muka y ['(R) myxuHe He
Behe ox 4. To je komTpaIUKNH]ja.

Kako cMo mo6Gumiau KOHTPaAUKIU]y y CBMM Moryhum ciydajeBuMma,

mopa Gutu gr(I'(R)) < 4.
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I'staBa 4

I'pa¢ nemmresba HyJIE MATPUIA
Ha I KOMYTAaTUBHUM IIPCTEHMA

4.1 Panmr marpuie

Hexka A € M,,xn(R), roe je R KOMyTaTHBHI IPCTEH.

Iepununuja 4.1.1 3a ceaxot=1,...,7 = min{m,n}, I;(A) he osnaua-
samu udeaa y R eenepucan ceum t X t munopuma mampuye A.

Iakne, pa 6ucmo mamau I;(A), Tpeba na M3padyHAMO NETEPMU-
HaHTYy cBake t X t momnmarpume ox A u Habemo mueam y R koju oBe
nerepmuuanTe remepumy. Ilo Jlammacosoj TeopeMu 0 U3pAIyHABABY
nervepmuHanTe, cBaku (¢ + 1) x (t+ 1) Murop marpune A JTexXH y L(A).
Ilaxne, umamo crenehu pacryhin mus uneana y R:

I(A) CI_1(A) C...C L(A) CL,(A) C R

Buhe HaM KOPHUCHO na NIPOLYKUMO IeUHEUIM]Y 33 I,(A) 3a cBe
BpenHocTu t € Z Ha cienehu HavuMH:

nay = { e

Tana mMaMoO

(0) = I,11(A) € I(A) C ... € i(A) C Ip(A) = R.

Teopema 4.1.1 Hexa je B € Mpyp(R) u C € Myyn(R). Tada je I(BC) C
L(B)NI(C) 3a ceet € Z.
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Iokas. IlpermocraBumo ma je 1 <t < min{m,n} (ocTamu ciydva-
jeBu cy TpuBujanru). [lomenuhiemo noka3 teopeme y Tpu TBpDhema.

Tepbewe 1. I,(BC) C L,(C).

Jla 6ucmo 0Bo mokasamu, momenumo C y xomone C = (01]0y]...|05).
Tana je BC = (B6&|Bésy|...|Bé,). Hekra je A t x t munop matpune BC,
1j. remeparop uneana I;(BC). IIpermocraBumo na je A nepUHUCAHO
KOJIOHAMa O3HAUeHNM OpojeBuMa j; < ja < ... < j; marpune BC. Kako
je

L((851-18;)) € L(C)

A € I((BSj, .| B3;,)) = I«(B(8j.--15.))

IOBOJLHO je MOKa3aTH! Ja je
I(B(6;,1..-165,)) € Li((81.--165.))-

JlpyruM pedrma, OpU NOKa3uBamy na A € I,(C), mokemo mper-
nmocTaBuTH Oe3 rydsmema ommroctu ga je t = n < m. IIpema Towme,
A = A(iy, ..., in; 1,...,n) 3a Hekn u360p o3maka BpcTa 1 <ip <ip < ... <
iy < M.

Ipermoctasumo na je B = (bij) € Muxy(R). Oszmaummo ca V;(A)
-ty Bpcty marpune A. Tana Baxu

Vi(BC) = zp:bijVj(C)

3a ¢cBe 1 =1,..,m.
Kopucrehn ynmenuny 1a je IeT€PMUHAHTA MY JITUINHEADHA ¢yHKIN)3
CBOjUX BPCTa, MMaMO

A(iy, .ooyin 1, ...,n) = det((V, (BC); ..; Vi (BC)))

P p
= det((D_ by Vj(C); s 2 biV5(C)
=1 =1

p

= Z Ca..andet((Va, (C); s Ve (C))),
Qagy...,0n=1
TI€ CY Cay..a, Da3IUUUTE KOHCTAHTE y Il KOje ce nobujajy y pasBo)y
meTepMHUHaHTe. 3a cBe usbope i, ..., Qn, det((Va, (C);..; Vaa(C))) €
I,(C). OBe meTepMuHAHTE Cy CBe HyJa 3a n > p. ¥ CBAKOM clyuajy,
A(iy, ey in; 1, ..yn) € I(C). Kaxro je A npousBoJbHM reHEPATOD OX I,(BQC),
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3akmyuyjemo ma je I;(BC) C L(C).

Tepbeme 2. I,(AT) = I,(A) 3a cBe a € Z.
OBo jacHo ciemu U3 ne(UHANN]A.

Tephewe 3. I,(BC) C I;(B) 3a cBe t € Z.
Heka a € Z. Kopucrehu tepbhewa 1 u 2, umamo

I.(BC) = I.((BO)") = I,(C" BY) C I.(B") = Ia(B).

OsBo mokasyje TBpbeme 3, a TBpheme TeopeMe OUUTIIENHO CJICIU U3
tBphema 1 1 3.

Ha ocHOBY oBe TeopeMe Hoka3yje ce ciemeha BaxHa TeopeMma.

Teopema 4.1.2 Hexa je A € Mpyxn(R), P € Gl(m,R) u Q € Gl(n,R).
Taoa je I,(PAQ) = I,(A) 3a ceet € Z.

Jloxas. Ha oCcHOBY IpeTXOnHE TEOpEME,
L(PA) C L(A) = I,(P"Y(PA)) C I,(PA).

[Ipema Tome, I(PA) = I;(A) 3a cBe t € Z. Cimuno moxaszyjemo za je
I,(PA) = I,(PAQ).

Cana Mo¥eMo fa neduammeMo panr Marpune A € Mpyy,(R). Hoc-
MaTpajMo pactyhm HA3 moeaa

(0) = I+1(A) € I,(A) € ... € [i(4) C Ih(A) = R.

V3pauyHaBambeM aHyJIaTOPa CBAKOT OX Ueala y OBOM HU3Y, nobujamo
ciaenehu HU3 MueaJia

(0) = anng(R) C anng(I;(A)) C ... C anng(I(A)) C anng((0)) =R.

MIpumerunmo na axo anng(I(A)) # (0), Tana je anng(I;(A)) # (0) 3a cBe
k>t.

Hedununuja 4.1.2 Hexa je A € Myxn(R). Panz 00 A, y oswayu rk(A),
je caedehu yeo 6poj: Tk(A) = maz{tjanng (L(A)) = (0)}.

17



Hekonuko ounrnenaux ocoOuHa paHra ciene MUPEKTHO U3 neGuHU-
nuje.

Teopema 4.1.3 Hexa je A € My,xn(R). Tada saxcu:
(a) 0 < rk(A) < min{m,n},
(6) rh(A) = rh(AT),
(8) rk(A) = rk(PAQ) 3a 6uao xoje P € Gl(m,R) u Q € Gl(n, R),
(2) 7k(A) = 0 axo u camo axo je anng(I(A)) # 0,
(0) axo je m = n, mada je rk(A) < n axo u camo axo det(A) € Z(R).

[IpuMeTHMoO 12, ako MaTpuny A mocMaTpamo Kao MaTpHIy Ha[ HOJI-
jem, u rk(A) m KnacMyEM paHr mpeaCcTaBbajy Hajsehn meo 6poj t Tako
na A campxu t Xt moaMaTpULy YMja j€ NeTePMUHAHTA Pa3TUUINTa 01 0.
Iaxne, Kana je R mome, nepurnnuja 4.1.2 ce moknama ca KIaCUIHOM
nepUHUNM)OM DaHra.

4.2 JInHeapHe jeHAYUHE

Cana feMo 1aTy OCHOBHE TeopeMe O IMHEeaPHUM CUCTeMUMA, j€ THAUIHS,
man komyTaTuBEEM mpcreHoM R. Ilocmarpajmo caemehu cucrem jen-
HAUYMHA

Ty + apry + o 4+ amTn = b
an X1 + agexs + 0+ QTp = by
Am1Z1 + amaZ2 + 0+ QppTn = brm

rme ¢y Ti,..., T, IPOMEHBUBE, a KOeQUIU]eHTH a;; ¥ KOHCTAHTe bi, ..., bm
cy u3 R. OBaj cucreM ce MOXe 3amicaTé Uy ¢popMu

AX =B,

rae je A = (ai;) € Mpxn(R), B = (b1, b)) € R u X = (x4, o)t €
(R[z1, ..oy Tu))™

OBaj cucreM jemHaunHa uMa pemreie (y R") ako moCTOju BEKTOD
¢ € R™ takas na je A = B. Axo je B =0, tana cucreM AX = 0 3oBeMmoO
XOMOTeHUM CHACTEMOM jeqHauMHa. XOMOIeHH CHCTEM JeTHAYNHA YBEK
nma pememne, 10 je & = (0,..,0)7 € R", u 0BO pememe 30BEMO TPUBHU-
janEmM. BekTop € € R" hieMo 3BaTé HETPUBHU]AJIHAM pellemheM CHCTeMa
AX =0axo je {#0u AL =0.

Camna heMo HaBeCTH OCHOBHU De3yJITaT y Be3U Ca XOMOT€HHM CHC-
TeMuMa JUHEAPHUX jeTHAUWHA HAJ KOMYTATHMBHUAM IPCTEHMMA, TEO-

pemy Mekoja.
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Teopema 4.2.1 Hexa je A € Myxn(R). Xomoeenu cucmem jednavumna
AX =0 uma nempusujasno pewene axo u camo axo je rk(A) < n.

Hoka3s. IIpermocrasumo ma AX = 0 mMa HETPpHBH]AJTHO DelleHe
€ € R". Kako je £ # 0, meka koopauHaTa oxn { Huje Hyna, HOP. . AKO
je m < n, tana u3 4.1.3 (a) caemn ma je rk(A) < min{m,n} =m < n.
Jlakae, y oBOM cjy4ajy HemMa IITa J3 Ce IOKA3yje, ma MOKEeMO [1a
OPETHOCTABUMO Ja je m > n.

Heka je A(iy,...,in;1,...,n) n X n Mmusop marpune A. Iocrojm ma-
Tpuna mepmytamuja P € Gl(m, R) TakBa ma PA mma BDPCTE i1, ..., 0, U3
A xao cpojux mpsux n Bpcra. Jlaxme, Vi(PA) = Vi, (4),...,Va(PA) =
Vi, (A). PA moxemo mpencTaBuTu Ha ciaenelin HaumH:

aill ailz Ce e ailn
Qiy1  Giy2 - - - Qion
PA = ;1 Qin2 -+ Qipn
|k * X
O3HauYnMO
ai1 G2 .- Qi
Qi1 Qg2 - - Qion
D=
G;,1 aing <ve Qin

Tazna je A = det(D) = A(11, Jin;1,...,n). Kako je A{ = 0, Basn
n DE = 0. Kako je Aadj(A) = det(A)I,, rme I, o3sHA4aBa je uHMIHY
n X n mMarpuny, Baxku Af = (Al )§ = (adj(D))D¢ = 0. Crmenujauno,
A& = 0. Kago je A = A(iy, ..., in; 1,...,n) TPOU3BOIBAH N X N MEHOD Ma-
rpure A, sarmyuayjeMo ma & € anng(I,(A)). Hakme, anng(1,(A)) # (0),
u rk(A) < n.

OGpryTo, mpernocTaBuMo na je rk(A) = r < n. Ako je r > m,
MOKEMO JOAATH jOII jeIHAYMHA Ca HyJa Koepuiu]eHTHMa HOJIa3HOM
cucTeMy, Tako 1a 6poj jexHaumua Oyne Behn ox r. OuuriemHo, CBAKO
HeHysa pememe { € R" IpommMpEHOr CHCTEMA je u HEHyJa pememe
cucrema AX = 0 um 06pryTo. Takobe, je[HOCTaBHO ce MOKa3yje u Ha
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je
15 = LA,

3a cBaky p X n myma Marpuny O u 3a cBako t € Z. Ilaxne,

Jlakne, MoxeMO mpermocTasutu na je r < min{m,n}. Kako je
rk(A) = r, nnean anng(l;+1(A)) Emje myna. Heka je a HeHyna eneMeHT
n3 anng(L;1(A)). Ako je r = 0, Tama a € anng([;(A)). Cnenmjanso,
£ =(a,...,a)T € R" je merpuBmjanno pememe cucteMa AX =0. akie,
MOkeMo mpernocTaBuTy ma je 1 < r < min{m,n}.

Kako je rk(A) = r, unean anng(I(A)) je myna. CumenmjansHo, moc-
toju 7 X 7 MHHODP A = A(iy, ..., ir; j1, ..., jr) MaTPHIE A TAKO Ha je al =
A(iyy ooy By J1y s Jr) # 0. Moskemo moMepuT BpCTE i1y ..., Ir W KOJIOHE
1, .y jr OO A Tako ma Oymy NPBHX 7 BPCTa W NPBUX 7 KOJIOHA HOBE
Marpune MHOehwm Marpuny A cieBa m ClIecHa oaropapajyhum Ma-
rpunama nepmyrammja P € Gl(m,R) u Q € Gl(n, R).

[IpetnocraBuMo na jexnaunaa (PAQ)X mMa HeTPUBHU]JAJIHO PEIICHe
B € R*. Kako cy P m Q mmEseprubuire, & = Qf # 0, n AL = 0.
Jlakne, Az = 0 uMa HeTpUBHMJAJIHO pememe. Takobhe, IpUMETHMO na
je I,(PAQ) = I,(A) sa cse t € Z (ma ocmosy 4.1.2). IIpema Towme,
noBowHO je mokazatu ma (PAQ)X = 0 mMa HETPHMBHUJAJIHO pelleHke.
IlpyruM peunma, samemyjyhn A ca PAQ ako je mOTpebHO, MOMXeMO
IPETIOCTaBUTH Oe3 ry0ibema ONMTOCTH 1a je

A(iy, ooy bp3 G1y s Jr) = A(L, oy 731,000 7).

Heka je A = A(l,...,7;1,...,7). Tana je

=[]
L I

rue je

u det(C) = A. Takobe, aA # 0.
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O3Ha4YnMO

ayg ... Qir A1r41
r : : :
C'= € M(r+1)x(r+1)<R)7
Qr1 s Qrp Qrr41
Ary11 - -+ Grylr Qr41r+1

u meka je d; = cofr115(C') 3a j = 1,...,r+1. Hdakue, di, ..., dr11 Cy KODaK-
topu nociemme Bpere matpune C'. Ha ocroBy Jlammacosor passoja,

nMaMO
r+1

Z ar-}—ljdj = det(C') € Ir+1(A).
7j=1
Heka je & = (ady,...,ad,11,0,...,0)7 € R*. IIpumerumo na je & # 0
jep je ad,;1 = aA # 0. Iloxazahemo nma je ¢ pememe cucrema AX =0.
Af =0 ako u camo axo je ¥;1{ a;;(ad;) =03a csei=1,..,m. Opne
MOTY IIOCTOjaTH HBa ciaydaja. IIpermocraBumo ma je 1 < i <. Tana
je

r+1 r+1

Z a,-j(adj) = a(z a,’jdj> =0.
Jj=1 j=1

Axo je 1 > r+1, Tana je

aip .- O1r41
r+1 . .
> aii(ad;) = adet | - : € al,;1(A) = (0).
j=1 Ar1 -+ Grrygd

a1 ... Qa4

IIpema Tome, A = 0, 4umMe je IMOKa3 Teopeme 3aBPIIEH.

4.3 Jlenuressn HYJIIE

Hera je R xomyraTwsHM npcTeH. Marpuma A € M, xn(R) je nesBnm
nenutess Hyne y Mpxn(R) axo je AB = 0 3a Hexy HeHyJIa MATPUIY
B € Muyn(R). Cimumo, A je mecru memwrem myne ako je CA =0 3a
nexy memyina marpurny C € Myu(R). Y M, «»(R), MaTpuna je JIeBu
menuTess HyJE aKO M CaMO aKo je HecHm nesnutess Hyine. OBO ciaemu u3
ciaenehe Teopeme.

Teopema 4.3.1 Hexa je A € Myxn(R).
(a) A je aeeu deaumen wyae y Moxa(R) axo u camo axo det(A) € Z(R).
(6) A je decru deaumen wyae y Muxn(R) axo u camo ako det(A) €
Z(R).
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JIokas. IIpernocrasumo na det(A) € Z(R). Tana uz 4.1.3(x) ciaemm
na je rk(A) < n. Kopucrehu Teopemy 4.2.1 nobujamo A = 0 3a mern
menyna Bekrop ¢ € R*. Oszmaummo B = (£|¢|...|¢) € Muxn(R). Tana
je B # 0 u AB = (A£|AE|...|A¢) = (0]0]...J0) = 0. [akme, A je neBm
nenmuted Hyde ¥ Myyn(R).

Kako je det(AT) = det(A), cnemn na u3 det(A) € Z(R) cnemn na je
AT nesu myna memuress y Mpyn(R). Harne, ATB = 0 3a Heko HeHysa
B € Muyn(R). Tama jeu BT # 0, u (BTA)T = ATB =0, ma je u
BTA =0, na je A necau memures uyje y Myyn(R).

O6pHYTO, IPETIOCTABUMO 13 je A JeBu HeiuTels Hyle y M, (R).
Tana je AB = 0 3a "eko menyna B € M, ,(R). IlpermocTasumo 1a je
B = (&]...|¢,) momena ma romome marpuse B. Kako B muje 0, mero &;
je memyma Bektop y R". 0 = AB = (A&]...|]A¢,) nosnaun A = 0 3a
ce i = 1,...,n. Hakme, jennaunaa AX = (0 uMa HeTPUBU]jAIHO pellere,
ma us teopeme 4.2.1 cmemu r7k(A) < n, a satum u det(A) € Z(R) u3
reopeme 4.1.3(x).

Axo je A mecHu HeluTels HyJe, OHIA je AT necmm genuted HyIIE.
Hakne, det(A) = det(AT) € Z(R).

4.4 T'pad nmenuresba HyJI€

Y 0BOM Zelly paJia IpOyYaBaMO CBOjCTBA YCMEPEHUX Ipa(oBa JeuTelba
Hyjle MaTpUNa HAaJ KOMYTATUBHUM NIDPCTEHUMA (BumeTn meduHUIN]Y
3.0.1), moknamajyhiu HajBuIme Taxme oMHOCY U3MeDy mujaMmerpa rpada
NleTUTEha Hylle KOMYTATUBHOT IpcTeHa R u nujameTpa rpada Tenureiba
ryne npcrena M,(R) (mpumernmo na npcrer M, (R) y ommTeM ciy4dajy
"uje komyTaTtusan). [logpasymeBaMo na R CalpxU jeIUHUILY.

Ha moueTKy JOKa3yjeMo TeopeMy O OIHOCY OBa IBa JIjaMeTpa.

Teopema 4.4.1 Hexa je R xomymamuenu npcmen. Tada je diam(I'(R)) <
diam(['(M,(R))).

ITokas. U3 teopeme 2.2.1 cnemu na je diam(['(R)) < 3. Pas-
aukoBahiemo Tpu ciydaja.

(1) Heka je diam(I'(R)) = 1. Karo 3a cpaxu HerpuBujanan rpad [
pasnu diam (L) > 1, To je u diam(T'(My(R))) > 1 =diam(T'((R))).

(2) Hexka je diam(TI'((R)) = 2. Tanma nocroje MehycoGHO paznuinTy
HeHyJa eJeMeHTH a,b,c mpcreHa R 3a KOje BaXu ab = 0, bc = 0 n
ac # 0. Tana marpune A = al, u C = cl, npunanajy Z(My(R))*, anu
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AC = acl, # 0, ma je mpema tome diam(I'(M,(R))) > 1, ma Baxu u
diam(T'(M,(R))) > 2 = diam(I'(R)).

(3) Heka je diam(['((R)) = 3. Tana mocroje MebycoGHO pasmuautu
HeHyna elneMeHTH a,b,c,d mpcrena R 3a koje Baxu ab = 0, be = 0,
cd=0ua—b—c—d je majgpahu myt ox a no d y ['(R). Tana ma-
rpune A = al, u D = dI, npunanajy Z(M,(R))* u ounrnemso AD # 0.
[Ipermocrasumo ga mocroju Marpuna C = (cj) € Z(Mn(R))* Tako na
je AC = CD = 0. To smaum ma je AC = aC =0u CD =dC = 0.
Iakie, 3a cBe 1,7 = 1,...,n Baxu ac;; = dc;j = 0, a Kako JeAMHO HYJa
norumTaBa U a u d ciemu ga je ¢; =0 3a ce 4,5 =1,..,n, tj. C=0.
Korrpanukmuja. [Ipema Tome, diam(I'(M,(R))) > 3 = diam(I'(R)).

Bumenu cMO y APYroj IIaBU & je rpad menurenba HyJlle KOMyTa-
TUBHOT MPCTEHa yBEK IOBe3aH, JOK MCTO He MODa Ja BaXU 33 HEKOMY-
ratusHe npcrene (umeru 2.2.1 u 3.0.3). Mebyrum, rpad nemuresmna
nyne mpcrera M,(R), rae je R KOMyTaTUBEU OPCTEH, je yBEK MOBE3AH.

Teopema 4.4.2 Hexa je R xomymamuenu npcmen. Tada je I['(M,(R))
nosezan u diam(I'(M,(R))) < 3.

Jloxas. Kopucrehin reopemy 4.3.1 3akmydyjemMo na je Zy(M,(R)) =
Zr(M,(R)), ma TBpheme Teopeme DMPEKTHO CIELU U3 T€OpeMme 3.0.3.

Ha OCHOBY M3HETOT 3aKJbydyjeMO I3 aKO je Aujamerap rpada I'(R)
jemmak 3, ety nmjamerap Mopa na uMa u I'(M,(R)).
Cnenehy Teopemy mnokasao je By y pany [6].

Teopema 4.4.3 Axo je F' nowe, mada je diam(I'(M,(R)))2.

TTokas. ITokazahemo na 3a cse marpune A, B € Z(M,(F))* moctoju
marpuna C € Z(M,(F))* Tako na je AC = CB =0. OBo Baxu jep moc-
Toje nuBepTuOUIHE MaTpure P, € R TakBe na Cy MOCHeIEma KOJOHA
marpune AP u mpea BpcTa Marpume QB myma. Ako 3a C y3meMmo
MATPUILY

00 ...0
pl: : : 7
00 ... 0 @
10 ...0
oupa je C #0u AC =CB =0.

Oso tBpbeme hemo yommrury Tako IITO heMO HOKa3aTH [a OHO
BaKU U 33 IOMEHe.
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Teopema 4.4.4 Hexa je R domen. Tada je diam(I'(M,(R)))2.

Hoxa3. Osgaummo ca T = T(R) ToTansy KBOUXjeHTHN OIPCTEH OOM-
ena R. Kako je R momen, T je mome. IIpowsBomue marpunme A, B €
Z(M,(R))* moxemo nocmaTpaTu kao Marpune us Z(M,(T))*. Tana u3
nperxonHe TeopeMe clemu ma nocroju marpuua C € Z(M,(T))* Tako
na Baxku AC = CB = 0. Heka je C = (¢;5) = (%”1) 3ai,j=1,..,n, urae
pij € Ru g;; € R—{0}. Axo ysmemo g = NZS({gili,j = 1,...,n}) un oBum
nomuoxkuMo Marpuny C, noduhemo marpuny C' = qC € Z(M,(R))* 3a
xojy Baxu AC' =C'B=0

Ca mpcTeHa KOju HeMajy MHeJUTe/he HYJe IpejasuMO Ha IPCTEeHe
upju je rpa¢ genureha HyJIe KOMIJeTaH, u 6aBUMO Ce IPOyYaBameM
IjaMeTpa IPCTeHa MATPUIa Hal HUMA.

Teopema 4.4.5 Hexa je R wonauan KoMymamusHu NpCmen KOju Huje
uzomopdan ca Zy X Zy, uju je zpaf deaumena Hyse Komnaeman (mj.

diam(T'(R)) = 1). Tada je diam(I'(M,(R))) = 2.

IToxa3. Kako je R xomauaH, TO Cy CBU ejleMeHTH u3 R uiy MHBEP-
Tu6yEn uiu nenuresdu Hyne. Axo cy A, B € Z(M,(R))*, Tama moctoje
naBepTubuine Marpune P,Q € M,(R) Tako na ce y IOCJIeIEb0j KOJOHN
marpune AP u 1pBoj BpcTu MaTpune (JB Hajiase caMO JeIuTesby HYJIe.

Jla 6MCMO OBO MMOKa3ajy, IPUMETUMO IPBO Aa je cy TpaHcpopMma-
nuje

(1) muO%eme Bpcre (komome) marpumne A € M,(R) urBepTubUIANM
ckamapom u3 IR,

(2) muHOxeme Bpcre (komome) maTpune A € M,(R) crkanapom u3 R
1 mOJaBame APYTLoj BPCTU (KOJOHM) UCTE MATDUIE U

(3) mpomena mecTa mBeMa BpcTaMa (komorama) maTpune A € M, (R)

eKBIBAJIEHTHE MHOKemY Marpume A cieBa (caecHa) mHBepTUOUI-
mom marpunoM u3z M, (R).

Bpatumo ce matpunama A, B € Z(My,(R))*. Axo marpuna B caapxu
BPCTY Y KOjO] CY CaMO NeJuTesLy HyJe, Tala 3aMeHOM T€ U IPBe BPCTE
MaTpuie B (1mTo mnocTm:xeMo MHOKEHEM ClIeBa oarosapajyhom marpu-
oM ) no6ujamo marpuny (JB TpaxeHOr 00JMKA. IIpernocraBuMoO na
cBaka BPCTa MaTpuIe B calp:Ku HEKM eJleMeHT KOJU Huje JesuTelb HyJe
(Tj. emeMeHT KOjU Je VHBEPTUOUIAH).

Habumo konomy marpumne B ca HajMamuM peIHUM OpojeM kOja
Canp:KyU HEKV WHBEPTUOUIHU €JIeMEHT Ii. Kopucrehu Tparchopma-
myje BpcTa, MaTpuIy B MOXeMO NOBECTH N0 MaTpuUle KOja Y KOJIOHU Y
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K0jO] ce HaJIa3u T OCUM Hera uMa caMo HyJe, U 3aTUM MOKEMO BPCTY
y KOjOj ce HaJa3! eJeMeHT T; 3aMEHUTHU Ca IOCJIeIHhOM BPCTOM.

Y HapenHOM KopaKy HoCMaTpajMo Marpumy B; Koja ce nobuja Kana
ce u3 Marpune B uszbanu nocienma Bpeta. [IpuMernmo na marpuna By
caIp:Ky KOJOHY Koja mMa camo Hyixe. Ako Hu MaTpuna B, He canpxn
BPCTY KOja Ce CaCTOju CaMO OJ HeluTeja Hyje, Hahumo KoIoHy Ma-
rpune B, ca majMamuM pemHuM OpojeM KOja Calp:KU HEKU HHBED-
TuOUIHN eJeMeHT Z,. Kopucrehu tpaHchopMmanuje BpPCTa, MATPUIY
B, MOkeMO [OBEeCTH [0 MaTpUIE KOja y KOJOHH y KOJO] Ceé HAla3u Iy
OCHM IEera ¥MMa CaMoO HyJe, U MOKeMO 3aTUM BPCTY y KOJO] C€ HAla3u
eNeMeHT Ty 3aMEHUTH Ca NOCIeIHOM BPCTOM.

Hacrassajyhu noctynak, niu iemo o6uTH MaTpUIly KOja CaIp.U
BPCTY KOja Ce CacTOju caMo O HelnTesba Hyle, uiu hemo y mocien-
meM KOpaky noburu 1 x n marpuny B,_i, Koja caMo Ha jeoqHOM MeCTy
MOKe O3 UMa eNeMeHT T, Pa3iIWuyuT OX Hyle. AKO je OBaj eleMeHT
nmenxuTels Hyle, Marpuna B ce TparchopManujaMa BpCTa MOXe JOBECTH
10 MATpHUIE uhja ce IPBa BPCTa CacTOJU CaMO OX AeIuTeha HyIe,
na nocroju mEBepTHOMIHA MaTpuna @ € Mu(R) Tako oa mpBa BpCTa
Marpune QB campxu camo nenureine Hyme. AKO je Tn MHBEpTUON-
naH, Tana ce nobujema maTpuna QB Moxe TpaHCHOpManujaMa KOJIOHA
ONUCAHUM TOpPEe NOBECTH HO TOPE:€ TPOYraOHe MaTpUIe KOZL Koje Cy
Ha [MjaroHaJH CaMO MHBEPTHUOMIHU eleMEeHTH, T]. HO UHBEePTUOUIHE
MaTpuIe, OfaKiIe 6u ciemuio 1a je u B uaseprubuina MaTpuna, a To
je KOHTPaAuKOM]a.

CIugHO ce MOKa3yje U Ia MOCTOju MHBepTHOMIHA Marpuna P Tako
Ia mOCHenma KoJIoHa Marpune AP caop:xu caMO IeluTeshe Hyle.

Capga y3MuUMO MaTpUIy

00 ... 0

C=p|: : ,
00 ...0 @
d 0 ... 0

rae je d npousposmpuu enemert u3 Z(R)*. Ouuriaenso je C # 0. IlomTo
je dz = 0 3a cako z € Z(R) (reopema 2.2.3), TO Baxu Ia je AC =
CB =0, na je diam(I'(M,(R))) = 2.

[Ipenackom ma T(R) ymecto Ha R cinemehy Teopemy MO¥eMO yoI-
MITATH ¥ Ha DPCTeHe KOju HUCY KOHAUHU.

Teopema 4.4.6 Hexa je R xomymamuenu npcmen Koju nuje usomoppan
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ca Zy X Z,, wuju je zpa deaumena nyse xomnaeman (myj. diam(I'(R)) =
1). Tada je diam(I'(M,(R))) = 2.

Hoxas. Y npcreny T(R) CBU eleMeHTH Cy MU JNEJIATEHU HyJIe
WM MHBEPTUOWIHH, Ia Ha OCHOBY IIPETXOJHE TeOpeMe 3a IPOU3BOJbHE
marpune A,B € Z(M,(R))* (ako mx mocMaTpamMO Kao MaTpDULIE U3
Z(M,(T(R)))* mocroju marpuna C € Z(M,(T(R)))* 3a xojy je AC =
CB = 0. Hexa je C = (¢;;) = (%JL) 334, = 1,..,n, mu vOe p;; € R n
¢:; € R—{0}. Axro ysmemo ¢ = NZS({g;li,j = 1,..,n}) n oBum mom-
rosxuMo MaTpuny C, nobuhemo marpuny C' = ¢C € Z(M,(R))* 32 xojy
Basku AC' =(C'B =

Kaxo hemo suzmeru xacuuje, diam(I(M,(Z2 X Z5))) = 3 (Buneru Teo-
pemy 4.4.7), ma cmo Tume onucanu majamerpe rpada ['(M,(R)) sa cse
npcrene R uyuju je rpad meaurenra HylIe ['(R) xoMIIEeTaH.

Ilpu npoyuaBamy mijamerpa rpada ['(M,(R)) npcrena R 3a xoje je
diam(T'(R)) = 2, moaceTuMo ce 1a ako je R npcred 4nju rpag IeruTessa
HyJle NIMa IUjaMeTap 2, Tala BaXH TauHO jelHo OX cilexeher (Teopema
2.3.2):

(1) Z(R) je mpoct nneax y R

(2) T(R) = Ky x K», rne cy oba K; moma.

Ca TuM y Be3u IPBO JIOKa3yjeMo cilemehy Teopemy.

Teopema 4.4.7 Heka je R xomymamuseru npcmen maxas da je T(R) =
K, x Ko, 20e cy oba K; nowa. Tada je diam(I'(M,(R))) = 3.

Ioka3. 3a ManMuy A€ M,(Ky x K»), A= ((d,af;)), 4,5 =1,...,m,

Z] ? 'LJ

yBemmo o3mare A' = (ai;) € Mn(K1) m A" = (a;) € My (K5). Ounrnenso,

A € Z(Mn(K, x K3)) ako u camo ako A’ ¢ Z(My(K;)) naim A" €

. Ty (o, (a1 (0,0

ITocmaTpajmo marpure A = [ (0.0) (a, )] B = [ (0,0) (0,b) }
koje cy oBe memmremu myide y npcreny Mn(T(R)) (a € Ki,b € K pa-
smuunty oX 0).

lpumernvo ma cy marpune A' € M,(K;) u B" € M,(K>) nasept-
nbumne, u ga A’ € Z(M,(K,))*, B' € Z(M,(K1))*. Kama 6u mocrojao
C € Z(My(K; x K,))* taxo na je AC =0 u CB = 0, mopayo bu na
paxkn C' = C" =0.

Kako Ge3 yMmamema OIITOCTH MOkeMo yserum na A,B € M, (R)
((a,0) u (0,b) npunamajy R 3a mexe a,b# 0 jep R uma Bap ABa pa3iu-
umTa memTeda Hyle) sakmyuyjemo ga je diam(I'(M,(R))) = 3, ma je
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diam(T(M, (R))) = 3.

Y mpyrom ciyuajy, kama je Z(R) je npoct mneas y R, moka3yjemo
Teopemy 3a mujamerap rpada ['(M,(R)) y ciydajy kama je mpcred R
Herepusu.

Teopema 4.4.8 Hexa je R Hemepusn npcmen maxae da je diam(I'(R)) =
2. Awxo je Z(R) = P npocm udean y R, mada je diam(I'(M,(R))) = 2.

Ilokas. Heka cy A, B pasmmumre marpune u3 Z(My(R))*. AKo je
AB # 0, Tama y mocroje mHBepTHOMIHE MaTpmne P,(Q) u3 M, (T(R))
TaKO oa ce TOChemma KOIOoHa on AP m mpBa Bpcra on QB cactoje
caMo Of meimTedba Hyle. AkKo je a ememenTt u3 Z(R)* koju aHymupa
cBe ocrale (Bmmeru Teopemy 2.1.6), mocmMarpajMO MATPUILY

00 ...0

C=P vt : .
00 ...0 ¢
a 0 ... 0

Tama je C #0 u AC = CB =0, na je u diam(T'(M,(R))) = 2.

OBum cmo oapemunn majamerpe rpada I'(Myp(R)) y 3aBucHOCTH OX
mujamerpa rpada ['(R) 3a cBe cilydajeBe, OCHM Y clly4ajy Kama je
diam(I'(R)) = 2, Z(R) je mpocr unean y R u R nuje Herepun npcreH.

Ha xpajy hemo noxkazaru u TBpheme 0 06umy rpada I'(M,(R)), Ha
OCHOBY KOTa 3aKbydyjeMO Ja CBU IPadOBH ['(M,(R)) nmajy uctu o6uM.
[lomceTuMo ce, aKO HaC MHTepecyje obuM rpada DeIuTesha Hylle HeKO-
MyTaTHBHOT IPCTEHA, OTPAHIMIABAMO Ce Ha HEyCMEDeHH rpad (BmmeTn
3.0.2 m 3.0.5).

Teopema 4.4.9 Hexa je R xomymamuenu npcmen. Tada 3a 0bum epada
(M, (R)) eaxncu gr(I'(Mp(R))) = 3.

JTokas. Hokamumo TBpheme mpso 3a n = 2. Heka je A = [ (1) (1) },
-1 1 — 101
nenyna marpune u3 Z(Ma(R))* 3a xoje Bazu AB = BC = CA=0. 3a
IpPOM3BOJBHO 71, BPCTE M KOJOHE MaTpUNa A,B,C ca pemaum 0OpojeM
Behinm o4 2 MOMyHMMO HyJaMa.

B = [ -1 u C 01 } A, B u C cy ounriieJHO Pa3iuvuTe

27



JIureparypa

[1]

2]

I. Beck, Coloring of commutative rings, Journal of Algebra 116, 208-226
(1988)

Irving Kaplansky, Commutative Rings, The University of Chicago Press,
1974

David Anderson and Philip Livingston, The zero-divisor graph of a com-
mutative ring, Journal of Algebra 217, 434-447 (1999)

David Anderson and S.B.Mulay, On the diameter and girth of a zero-
divisor graph, Journal of Pure and Applied Algebra (2006)

Shane Redmond, The zero-divisor graph of a mon-commutative ring,
International Journal of Commutative Rings Volume 1, Number 4, pp.
203-211 (2002)

Tongsuo Wu, On directed zero-divisor graphs of finite rings, Discrete
Mathematics 296, 73-86 (2005)

William Brown, Matrices over commutative rings, Marcel Dekker, Inc.
1993

S. Akbari and A. Mohammadian, Zero-divisor graphs of non-
commutative rings, Journal of Algebra 296, 462-479 (2006)

Michael Axtell, James Coykendall and Joe Stickles, Zero-divisor graphs
of polynomial and power series over commutative rings, Communica-

tions in Algebra 33, 2043-2050 (2005)

29



	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5
	Page 6
	Page 7
	Page 8
	Page 9
	Page 10
	Page 11
	Page 12
	Page 13
	Page 14
	Page 15
	Page 16
	Page 17
	Page 18
	Page 19
	Page 20
	Page 21
	Page 22
	Page 23
	Page 24
	Page 25
	Page 26
	Page 27
	Page 28
	Page 29
	Page 30

