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U ovom radu izlo2en je sistem za automatsko dokazivanje geometrijskih teorema Euklid 
zasnovan na prvoj verziji dokazivaea napisanoj na programskom jeziku PROLOG (zajednielci 
rad Stevana KordiCa i autora ovog teksta) i njenim implikacijama. U ovom tekstu prvi put se 
izla2u kompletan geometrijski aksiomatski sistem i sistem za izvodenje dokaza koji se koriste 
u sistemu Euklid, kao i njihova svojstva. Pored toga, po prvi put u ovom radu izloiena su 
neka svojstva algoritma Euklid ukljueujuei i tzv. teoremu o domenu. 

U prvom delu izloiena je precizna aksiomatika teorije E koja pokriva veliki deo uobieajenih 
geometrijskih sadr2aja. Teorija E formulisana je u okviru predikatskog rakuna prvog reda i 
ne ukljueuje teoriju skupova niti teoriju realnih brojeva (eime su stvoreni neophodni pre-
duslovi da bude potpuna). U fomulisanju aksiomatskog sistema teiilo se preciznosti koju 
ima aksiomatika Tarskog, ali istovremeno, i tradicionalnoj formi geometrijskih tvrclenja. Kao 
karakteristiena poddteorija teorije E , formulisana je i konakno aksiomatizovana teorija E' koja ukljueuje tzv. pseudoneprekidnost i time takocte pokriva znaeajan deo uobieajenih geometri-
jskih sadr2aja. U okviru ovog dela, izlo2ena je i nova klasifikacija geometrijskih aksioma 
prilagodena specifienom sistemu izvodenja i algoritmu za automatsko izvodenje dokaza. 

U drugom delu izlo2en je specifiean sistem izvodenja koji omogueava dedukovanje jedne 
klase tvrdenja teorije i 

to na nakin koji odgovara uobieajenim izvocienjima geometrijskih 
dokaza. Sistem je i izgracten sa motivacijom da formalno pokrije uobieajene geometrijske 
dokaze, ali mole da se koristi i u drugim matematiekim teorijama. Pored toga, ovaj sistem 
izvodenja predstavlja i formalni okvir za zakljueivanje uopke (odnosno za jedan_njegov deo), 
na nakin koji prirodnom, intuitivnom rasudivanju odgovara 	od Hilbertovok iii Gencen- ovog sistema. 

U treeem delu prezentovan je algoritam koji mole, u konaenom broju koraka, da doka2e 
svako tvrctenje (preciznije, bilo koje tvrctenje iii neko njemu ekvivalentno) koje je uopke 
dokazivo koristki pomenutu aksiomatiku i sistem izvodenja. Taj algoritam zasnovan je, 
donekle, na metodi iscrpljivanja, ali usmerenoj specifienim poretkom aksioma koje se primen-
juju i takozvanim principom granienika. 

Algoritam omogueava generisanje dokaza na prirod-
nom jeziku na uobieajeni nakin, blizak nasoj intuiciji 

(more geometrico). On pokazuje da je 
proces prirodnag zakljueivanja moguee formalizovati u geometriji, afi i u drugim matematieim 
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teorijama, pa i u rasudivanju uopSte. Ovaj algoritam omogueava primene heuristika koje 
mogu da ubrzaju proces automatskog generisanja dokaza, kao i proSirivanje geornetrijskog 
znanja uvodenjem slolenijih izvedenih koncepata (npr. mimoilazne prave, podudarnost tro-

jki taeaka i sl.), kao i koriSeenjem veCeg broja geometrijskih teorema. U ovom stik a i s
kcena

a  
t 

je stavljen na formalizaciju znanja i metaznanja (sistema zaktjueivanja), pa heurie lien 

moguea unapredenja neee biti posebno razmatrani. 
U eetvrom delu ukratko su prikazane verzije dokazivaea Euklid na programskom 

	 iku 

PROLOG (zajednieki rad Stevana Kordiea, i autora, ovog teksta) i na programskom jeziku C. 
U dodatku su navedene geometrijske aksiomatike Hilberta, Tarskog i Luerea (eiju svojevrsnu 
kombinaciju predstavlja ovde iztolena nova aksiomatika); sistemi izvodenja Mendelsona, i 
Gencena (sa kojima je u vezi ovde izlolen novi sistem) i nekoliko dokaza generisanih od 

strane dokazivaea Euklid (C verzija). 
Prijatna mi je duZnost da se na svesrdnoj pomoei u izradi magistarske teze zahvalim 

mentoru dr Zoranu Lueieu, kao i elanovima komisije dr 2arku Mijajlovieur Aleksandru 

Jovanovieu, dr DuSku Vitasu i dr Aleksandru Kronu koji su mi brojnim suge

, d
stijarna pomogli 

u pisanju ovog teksta. Na korisnim sugestijama i na porno& u nabavci potrebne literature 
zahvaljujem se i dr SlaviSi PreSteil, dr Djordju Vukomanovieu, dr Borislavu Borreieu i mr 
Mirjani Borisavljevie. Zahvaljujem se Stevanu Kordieu, koji je izuzetno paZtjivo proeitao tekst 
i svojim savetima pomogao mi da ga uoblieim. Deo rezultata iznetih u ovoj tezi zasnovan 
je na zajedniekim idejama koje su se odnosile na prvu verziju dokazivaea Euklid. Stevanu 
Kordieu se zahvaljujem i na pomoei u formulisanju tih ideja u okviru ove teze. Zahvaljujem se 
i svima ostaliina koji su mi na bilo koji naein pomogli u radu na magistarskoj tezi, a posebno 

mojim roditeljima na dragocenoj podrki i velikom razumevanju. 

Beograd, jun 1996. 	 Predrag Janieie 
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0 

UVOD 

Automatsko dokazivanje teorema jedan je od najznaeajnijih segmenata vegtaeke inteligencije, 
koji ima ne samo teorijski, matematieki znaeaj, vet i istaknuto mesto u izgradnji ekspert-
nih sistema i , uopgte, sistema za automatsko odlueivanje. U nekom obliku, automatsko 
dokazivanje teorema poeelo je da se razvija uporedo sa modernom matematiekom logikom 
i teorijom izraeunljivosti, a ubrzano od pojave prvih raeunara. Dalji razvoj raeunarstva i 
novi rezultati matematieke logike mnogih znaeajnih matematieara (eesto, poput Tjuringa, 
anga2ovanih u obe discipline) bili su praCeni razvojem vegtaeke inteligencije i pogotovu au-
tomatske dedukcije. Prvi sistemi koji su imali atribute "inteligentnog odlueivanja" realizovani 
su vet pedesetih godina na tadagnjim raeunarima malih moguCnosti. Rezultati koje su ti sis-
temi pru2ali bili su skromni, ali dovoljno znaaajni da nagoveste nove rezultate, nove velike 
poduhvate i jog vela oeekivanja od automatskog dokazivanja teorema. Krajem pedesetih i 
poeetkom gezdesetih godina pojavili su se, izmedu ostalih, znaeajni sistemi Njuela, Saua i 
Sajmona, Gilmoura, D2elerntera i drugih. Ti, pionirski sistemi za automatsko dokazivanje 
teorema, gezdesetih i poeetkom sedamdesetih godina uglavnom su potisnuti "uniformnim pro-
cedurama dokaza" kao gto je Robinsonov metod rezolucije i Betov metod tabloa. Kako je 
vreme poeelo da pokazuje sugtinsku neefikasnost ovih sistema, tokom sedamdesetih godina 
ponovo poeinju kvalitativno nova istra2ivanja koja su imala za cilj izgradnju dokazivaea koji 
koriste specifienosti konkretnih teorija, pa i pojedinih teorema koje treba dokazati. U tim is-
tralivanjima posebno mesto davano je izgradnji heuristika koje bi popravile efikasnost procesa 
dokazivanja. Pored toga, mnoga istra2ivanja su igla i ka sistemima zakljueivanja, odnosno 
izvodenja dokaza koji bi mogli biti upotrebljivani u raznim domenima. Osamdesetih i u prvoj 
polovini devedesetih godina, razvijeno je nekoliko sistema (kao gto je, na primer, Vuov) koji 
su zasnivajuei se na specifienostima domena uspevali da postignu izuzetnu efikasnost. 

U svim sistemima za automatsko dokazivanje teorema, a pogotovu u onim koji se odnose 
samo na jednu teoriju, izuzetno va2'an je izbor aksioma i pravila izvocienja kako bi bili prikladni 
za automatsku primenu. To je posebno izra,2'eno u geometriji koja ima relativno veliki broj 
aksioma od kojih su neke veoma sloiene. Dodatni problem je u tome gto se geometrija kao 
aksiomatski sistem najeeke ne uvodi sasvim precizno, pa je nejasno koje negeometrijske ak-
siome (logieke aksiome, aksiome aritmetike, aksiome teorije skupova) i koja pravila izvoctenja 
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0. UVOD 
2 

eine tzv. pretostavljenu logiku geometrije. Iz tih, ali i iz formalnih razloga koji su u vezi sa 
svojstvima aksiomatskih teorija (o kojima ce biti reel u prvom delu ovog teksta), sistemi za 
automatsko dokazivanje geometrijskih sistema najeeke su ogranieeni na odredeni (jasno defin-
isan) segment geometrije. Jedan od prvih (1 istovremeno jedan od najznatajnijih) sistema 
za automatsko dokazivanje geometrijskih teorema — Dtelernterova "Marina za geometriju" 
(v.[Ge163]) — bio je ogranieen na mali skup teorema u vezi sa podudarnoSeu trouglova. U 
ovom sistemu dokazi su ispisivani na prirodnom jeziku i to u obliku koji odgovara uobieajenim 
dokazima. Oni nisu zasnivani na primeni aksioma, vee na primeni odrectenog broja izabranih 
teorema. Ovaj sistem bio je prilieno neefikasan i pokrivao je veoma malu klasu teorema, ali 

je uveo nekoliko veoma znaeajnih novina u automatsko dokazivanje teorema — tehnike "
di-

jagrama" i "analogije" . Verovatno najefikasniji dokazivaei geometrijskih teorema su sistemi 
zasnovani na Vuovom algoritmu (v.npr.[Ch88]). Vuov algoritam zasnovan je na einjenici da 
je euklidski geometrijski prostor izomorfan Dekartovom prostoru i satinski svodi dokazivanje 
geometrijskih teorema na deljenje polinoma. Sistemi zasnovani na, ovom algoritmu su veoma 
efikasni, ali ne pokrivaju sve geometrijske teoreme, ne zasnivaju dokaze na aksiomama i ne 
generiSu uobieajene dokaze. Kineski matematiear Cou (autor verovatno najznaeajnije im-
plementacije Vuovog algoritma), 1993. godine realizovao je i jedan sistem za dokazivanje 

geometrijskih teorema u tradicionalnoj, uobieajenoj formi. Taj program — 
Euclid (!), zasno-

van na algebarskim metodama, uspeo je da dokate mnoavo teorema (Paposovu, Paskalovu, 

Brian§onovu) i , 

po reeima njegovog autora, verovatno je prvi sistem koji je uspeo da generiSe 

tradicionalne dokaze netrivijalnih geometrijskih teorema. 
U ovom radu biee izloten sistem za automatsko dokazivanje geometrijskih teorema Eu-

klid koji ukljueuje geometrijsku aksiomatiku, specifiean sistem izvodenja dokaza, algoritam 
koji ih koristi i odgovarajuee programe. Aksiomatski sistem koji se izlatie precizno je defin-
isan u okviru predikatskog raeuna prvog reda i pokriva veliki deo uobieajenih geometrijskih 
sadratiaja. S jedne strane, tetiilo se preciznosti koju ima geometrijska aksiomatika Tarskog, a s 
druge, tradicionalnom obliku tvrdenja uobieajenih u geometriji vise od dve i po hiljade godina. 
Slicno sistem izvodenja definisan je tako da odgovara uobieajenim izvoctenjima geometrijskih 
dokaza i da pokriva sto \Teel segment predikatskog raeuna. Algoritam koji koristi pomenutu 
aksiomatiku i sistem izvodenja zasnovan je, donekle, na metodi iscrpljivanja, ali usmerenoj 
specifienim poretkom aksioma koje se primenjuju. Algoritam tokom izvodenja dokaza daje 
informacije o tome koja aksioma je primenjena i omogueava generisanje dokaza na prirodnom 

jeziku na uobieajeni naein, blizak naSoj intuiciji (more geometrico). Pored nove klasifikacije 

geometrijskih aksioma, algoritam implicira i nekoliko novih tehnika, izmedu ostalih i tzv. 

princip granienika. 
U razvoju sistema Euklid i u ovom tekstu teorijskim osnovama je data 

prednost u odnosu na pitanja heuristika koje ubrzavaju (ili mogu da ubrzaju) sam proces 
automatskog dokazivanja teorema. Stoga su nova geometrijska aksiomatika, poseban sistem 
izvodenja (primenjiv u ranim domenima) i adekvatan algoritam koji demonstrira moguenost 
automatizacije procesa izvodenja dokaza, znaeajnije karakteristike sistema od same efikasnosti 
tog izvodenja. I pored toga, sistem je tako koncipiran da mote biti lako proSirivan novim 
geometrijskim teoremama (kako se dokazi ne bi izvodili do nivoa aksioma) kao i razlieitim 

heuristikama. 
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1 

AKSIOMATIKA 

1 1 Razvoj geometrijske aksiomatike 

Poeetkom III veka pre n.e., Zeleei da sakupi i sistematizuje deo dotadathrjeg geometrijskog 
znanja, Euklid je napisao svoje remek-delo — Elemente. U Euklidovim Elementima izlo2ien je prvi poku .

Aaj aksiomatskog zasnivanja geometrije, ali istovremeno i bilo koje matematieke 
discipline. I pored nedostataka ovog aksiomatskog sistema, veeina od eetiri stotine Aezdeset i 
eetiri teoreme dokazana je na naein besprekoran i po danaAnjim merilima, a 

Elementi su vise od dva milenijuma smatrani "neprevazidenim uzorom logiekog savrenstva". U duhu antieke 
tradicije, geometrija je vekovima bila neizostavni deo obrazovanja i neprekidno predmet in-
teresovanja matematieara i filozofa, a u tome su Euklidovi Elementi sa brojnim prevodima i 
izdanjima imali posebnu ulogu utieuCi i na razvoj celokupne matematike. 

Novi impuls razvoju geornetrije do§ao je nakon gto su godine (i vekovi) uzaludnog truda 
mnogih matematie,

'ara da doka2u V Euklidov postulat (o paralelama) pomoCu preostalih 
aksioma, dovele do sumnje da je takav dokaz uopfte mogirCe izvesti. Lobatevski i Boljaj, 
nezavisno jedan od drugog (i to jako slienim putevima) otkrili su, u prvoj polovini XIX veka 
neeuklidsku geometriju. Lobaeevski i Boljaj krenuli su od negacije V Euklidovog postulata 
tragajuCi za kontradikcijom. U torn istraZivanju, medutim, nisu dogli do kontradikcije, ve6 
do zakljueka da sistem zasnovan na negaciji V postulata i ostalim geometrijskim aksiomama 
i nije kontradiktoran, veC predstavlja logitki konzistentan sistem. Ta otkriCa dovela su ne 
samo do uspostavljanja nove teorije - hiperbolieke geometrije, ve6 i do stro2ijeg zasnivanja 
euklidske geometrije, bitno utieuei i na ostale grane matematike. 

Jedna od najznaeajnijih knjiga u istoriji razvoja geometrije svakako je i Hilbertova 
knjiga Osnovi geometrije (Grundlagen der Geometrie) 

koja je objavljena 1899. godine. Njegova for-
malistieka koncepcija stvorila je preduslove za istraiivanja o neprotivreenosti i nezavisnosti 
aksiomatskih sistema. Geometrijska aksiomatika izneta u toj knjizi u osnovi je veeine savre-
menih geometrijskih aksiomatskih sistema (koji su ekvivalentni i ne razlikuju se suAtinski), 
pa takve sisteme danas zovemo i hilbertovskim. 

Krajem XIX i tokom XX veka javljalo se vise razlieitih shvatanja i zasnivanja geometrije'. 
1  Vise o razvoju geometrije i pojedinih grupa aksioma videti npr. u [Lu94]. 
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1. A KSIOMATIKA 
4 

Tako je Lie geometriju zasnivao na teoriji transformacionih grupa, Tarski je u svojim is- 
tra2ivanjima geometriju povezivao sa teorijom realno zatvorenih polja, a pripadnici grupe 
Bourbaki smatrali su da geometriju treba razmatrati iskljueivo kao linearnu vektorsku alge- 

bru (i u torn smislu postavili poznati zahtev "Euclid must go!"). 
Mi se, u ovom tekstu, neCemo baviti pitanjima "istinitosti" euklidske i neeuklidske geo-

metrije; pitanjima "podudarnosti sa stvarnogeu"; neeemo se baviti pitanjima a priori ili a pos-

teriori 
poimanja prostora (v. npr. [Ru97]) - pitanjima koja su zaokupljala ili jog uvek zaoku-

pljaju paZnju mnogih matematieara i filozofa. U ovom tekstu proueavaCemo geometriju kao 
formalan sistem i zadovoljiti se istinitogeu koja karakterige sam proces dedukcije. U traganju 

za aksiornatikom 2  prikladnom za automatsko izvodenje teorema pokugaCemo da se (kada je 
to moguee) zadr2imo na onima koja su bliska nagoj intuiciji - da bismo i pored formalistiekog 
pristupa zadrZ' all vezu sa ljudskim iskustvom iz kojeg je geometrijska aksiomatika i proistekla. 
Tako je geometrijska aksiomatika motivisana nagim iskustvom i intuicijom, praviCemo distancu 
izmeciu sintakse (i procesa formalnog izvodenja) i semantike (tj. znaeenja tog izvoctenja u 

skladu sa nagim uobieajenim intuitivnim predstavama). 

1.2 Razlieiti pristupi zasnivanju geometrije 

1.2.1 Na samom po .eetku: osnovni geometrijski objekti 

Zasnivanja geometrije eesto se razlikuju vee u prvoj reeenici: 

Geometrija je teorija nekog skupa R, eije elemente (A, B,C,...) nazivamo taekama. Skup 

7 zovemo prostorom; odrectene podskupove od 7Z nazivamo pravama 	...), a druge 

ravnima 	 Svojstva taaka, pravih i ravni prostora 7?, odredena .su aksiomama... 

(Megkovski, sliEno Baldus, Borsuk-Smieleva ...). 

iii 
Geometrija je teorija koja opisuje tri klase objekata: taeke, prave i ravni i dye relacije 

nad njima: podudarno i izmectu... (Hilbert 3 , Halstrom ...) 

Iako je smisao ovih reeenica jasan, one ipak ostavljaju neka pitanja otvorenim. U prvom 
pristupu: ako su taeke elementi, a prave i ravni podskupovi skupa prostor, da li je incidencija 

o kojoj se govori u aksiomama nu2no u direktnoj vezi sa skupovnim odnosima izmectu ovih 

objekata? 4 
 I ako jeste tako, pato se ne navodi deo teorije skupova koji se koristi, ostaju 

nerazjaAnjeni odnosi izmedu geometrijskih objekata kao i npr. da li neka taElca, prava iii 
• 

2 U 
ovom delu rada govorimo samo o razli6itim sistemima aksioma smatrajuei da se koristi neki od 

uobieajenih sistema izvodenja. 
3
Hilbert je ovakvim pristupom izbegao upotrebu teorije skupova pri uvodenju osnovnih geometrijskih ob- 

jekata, ali je ve6 krug definisao kao "ukupnost ta6aka za koje ..." (v. dodatak). 0 jednoj moguCnosti da se 
u zasnivanju geometrije (odnosno jednog njenog dela) ne koristi teorija skupova biee re6i u poglavlju 1.4.1. 

4 
 Baldus kritikuje Hilbertov sistem zbog toga §to on ne zahteva direktnu vezu izmedu incidencije i skupovnih 

odnosa i navodi jednostavan primer realizacije (spornog?!) sistema u kome to veza ne bi postojala: sve taae 

(iz uobie.
ajenog skupovnog tumaeenja) ostaju nepromenjene, a sve ravni "pomere se paralelno za odredenu 

dutinu ..." I INA&Slovslci prihvata ovu Baldusovu kritiku, ali, ako se odlu*aimo za formalistieki pristup, to svakako 

nije obavezno. • 
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1.2, RAZLICITI PRISTUPI ZASNIVANJU GEOMETRIJE 
5 

ravan mogu da pripadaju nekoj taeki. Nejasno deluju i odrednice "pripada", 
	"presek" i sl, pa ostaje i pitanje izbora pogodnih simbola i termina koji oznaeavaju incidentnost izmectu 

taeaka i pravih, taeaka i ravni i pravih i ravni ("prava a pripada ravni a" ili "prava a je 
podskup ravni a"?). 

U drugom pristupu postavija se pitanje da li su objekti tipa prostor, ravan i prava skupovi 
i gta su njihovi elementi (samo taeke iii ne?). Ako prave i ravni nisu skupovi taeaka, prob-
leinatieno je pitanje definisanje figura kao skupova taeaka (npr. krug), kao i (izmectu ostalih) 
pitanje "preseka" prave i kruga. Pored toga, u Hilbertovom sistemu nije moguee dokazati (ni 
opovrgnuti !) sledeee tvrctenje (kao ni mnoga sliena): 

Za bilo koje dve taeke A i B, taeka A ne pripada taaki B. 

Umesto da se traga za odgovorom na pitanje sta je sve iz teorije skupova potrebno (ili 
neophodno) za zasnivanje geometrije, jedno od mogueih reAenje je smatrati incidenciju jednom 
od tipieno geometrijskih relacija koje se uvode aksiomama. Koristiti, dakle, samo termin 
"incidentno" (umesto termina "pripada" i "sadrZi" koji imaju skupovnu konotaciju) uprkos 
tome S'to nas takav termin udaljava od uobieajene intuitivne predstave. U torn slueaju, 
potrebno je, umesto naslectivanja skupovnih odnosa, uvesti dodatne definicije kojim se uvode 
svojstva relacije incidentno 5 , odnosno aksiome poput: 

Ako je taeka A incidentna pravoj a i prava a incidentna ravni a, onda je tadka A inci-dentna ravni a6  . 

Pored aksioma koje precizno uvode (moguee) odnose izmectu geometrijskih objekata, 
nu2no je prihvatiti aksiome jednakosti, kao i saglasnost jednakosti sa predikatima

7 . Dokazi-
va,nje mnogobrojnih tvrdenja (npr. "za svaki n-tougao ..." i sl.) zahteva ukljueivanje aksioma 
prirodnih brojeva, a uvoctenje mere najeegee i aksioma realnih brojeva. 

Opisane dileme u vezi sa izborom osnovnih geometrijskih aksioma, njihovih mectusobnih 
odnosa i potrebnog segmenta teorije skupova izbegnute su sistemima Fordera i Tarskog. 
Forder je u [Fo58] izneo sistem geometrijskih aksioma u kome su osnovni objekti iskljueivo 
taeke, a prave i ravni se defini§u pomoeu taeaka i njihovih medusobnoh odnosa. I u sistemu 
Tarskog od osnovnih objekata postoje samo taeke, a aksiome koje se (u drugim aksiomatskim 
sistemima) odnose na prave i ravni interpretirane su preko relacija 

izrnedu i podudarno. Ovaj aksiomatski sistem je po ovim pita,njima, (i ne samo po njima) verovatno najprecizniji, ali ne 
pokriva sve uobieajene geometrijske sadrZaje (koji ne mogu biti formulisani bez korigeenja 
teorije skupova). Takocle, iako precizan, on je jako daleko od nagih uobieajenih predstava i 
za izgradnju geometrije praktieno neupotrebljiv. 

5 Poput definicije iz [Hi99, str.4] koja kaie da prava a pripada ravni or ako svalca tatla prave a pripada ravni 
6
Navedena aksioma, ako se u zasnivanju geometrije prihvata pristup tipa Meglovskog, mote da se koristi 

kao tvrctenje iz teorije skupova: 

(xEy A yCz) 	xEz. 

7
Moiemo smatrati da u geometriji nema funkcijskih simbola, pa nije potrebna i aksioma saglasnosti jed- 

nakosti sa funkcijama. Uostalom, za svaku teoriju prvog reda postoji ekvivalentna teorija bez funkcijskih 
simbola. 

ce. 
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1. AKSIOIVIATWA 
6 

1.2.2 Aksiome neprekidnosti 

Svojstvo neprekidnosti u razlieitim sistemima obezbectuje se na razlieite naeine, alupotreb 
l nijedan 

se po svojoj jednostavnosti ne izdvaja od drugih - saleti iskaz neizostavno povlaei u 
komplikovanih definicija i obratno. Pored toga, veeina aksiomatskih sistema (sem npr. sis-
tema Tarskog) za obezbedivanje neprekidnosti zahteva i ukljueivanje teorije prirodni h bro-
jeva iii (segmenta) teorije skupova. Tako se za aksiomatsko uvoctenje neprekidnosti u [Hi99) 

koriste nizovi dui (pri eemu, aksioma V2 iz [Hi99] praktieno predstavlja metatvrdenje), u 

[Bo60] se koristi teorija skupova, a u [Mes65] Dedekindovo svojstvo.
obezbectivanje neprekidnost 

Takocie, meru duZi, koja 

proistiee iz aksioma neprekidnosti i koja je jedan od motiva za 	
i, 

nije moguCe definisati bez teorije realnih brojeva. Zbog tog a, geometrijski sistem mora 
d

ji 
a 

ukljueuje i aksiome realnih 
brojeva. Valno je, meautim, da se mnoga tvrdenja u geometri 

(i euklidskoj i hiperbolitkon mogu dokazati bez aksioma neprekidnosti, pa prerna tome i 
bez upotrebe teorije realnih brojeva. Geometriju zasnovanu na aksiomama incidencije, ras-

poreda, podudarnosti i euklidskoj aksiomi o paralelama zovemo 
elementarnom (euklidskom) 

geometrijorns  
U vezi sa aksiomama neprekidnosti veoma su valni rezultati Tarskog (v. dodatak i [Ta71]) 

koji se odnose na (pomenutu) teoriju E2 - geometrijski aksiomatski sistem "bez proSirenja iz 

teorije skupova" (koji je prilieno daleko od uobitajenog "geometrijskog naeina"). U torn sis-

temu neprekidnost je obezbedena beskonaenom (rekurzivnom) 9  familijom aksioma odredenog 

tipa. Za tako zasnovanu teoriju E2 i  Tarski je pokazao da je potpuna i odlueiva, ali i da 

ne mole biti konaeno aksiomatizovana, Sto sugerik zakljueak da bez ukljueivanja (dela) 
teorije skupova nije moguee zasnovati geometriju konaenim sistemom aksioma tako da u 

njoj vale svojstva neprekidnosti 
l°. U jednoj varijanti svog sistema — u teoriji E2 , Tarski 

je familiju aksioma neprekidnosti zamenio jednorn aksiomom kojom se (u terminima drugih 
aksiomatika) tvrdi da za dve taeke od kojih je jedna u unutra§njoj, a druga u spoljaLnjoj 
oblasti kruga postoji treea taeka koja je izmectu njih i pripada krugu. Sa tako obezbectenom 
pseudoneprekidnoku, ovaj sistem je (naravno) nepotpun, ali pokriva veliki deo uobieajenih 

geometrijskih sadr2aja (ukljueujuCi i one koji su zasnivani na neprekidnosti). 

1.3 Karakteristike geometrijskih aksiomatskih sistema 

1.3.1 Tri Hilbertova zahteva 

Preispitivanje Euklidove geometrije i njegovog petog postulata dovelo je do zasnivanja neeuk-
lidske geometrije, do izgradnje prvih formalnih sistema i uticalo na celokupnu matematiku. 

1899. David Hilbert je u svom delu Osnovi geometrije precizirao dotadaa'nja znanja iz domena 

8 
 Ovakvu definiciju elementarne geometrije koristi H.Makovslci u [Mes65]. A.Tarski, medutim, u [Ta71] 

elementarnu geometriju odreduje kao deo euklidske geometrije koji mote biti formulisan i dokazan bez upotrebe 
teorije skupova. Termin "elementarna" koristi se ponekad i za teorije formulisane u okvirima predikatskog 

ratuna prvog reda. 
9 Za skup E 

lcatemo da je rekurzivan ako postoji efektivni algoritam koji u svakom pojedinatnom slutaju 

mote da odgovori na pitanje da li dati element pripada skupu E ili ne. (Npr. svalci konatan skup je rekurzivan.) 

10
U poglavlju 1:4.3 bite dokazane analogne teoreme za aksiomatiku koja se uvodi u ovom radu. 
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14 KARAKTERISTIKE GEOMETRIJSKIH AKSIOMATSKIH SISTEMA 
	7 

geometrije i obogatio ih svojom formalistiekom koncepcijom. U torn svom delu on je postavio 
i zahteve koje treba da ispunjava neki aksiomatski sistem (ne samo geometrijski): 

I Sistem aksioma treba da bude neprotivreean ; 

II. Aksiome treba da budu nezavisne ; 

III Sistem aksioma treba da bude potpun . 

Prvi Hilbertov zahtev znaei da se od sistema aksioma oeekuje da nije moguee iz njega 
izvesti tvrd 	de enje A i tvr&nje 	Ekvivalentna je formulacija po kojoj za teoriju T ka2emo da je neprotivrecna 

ako u njoj nije valjana svaka formula. Neprotivreenost neke teorije mode 
se dokazati postojanjem njenog modelall. 

Drugi Hilbertov zahtev odnosi se na nezavisnost aksioma ako je neku aksiomu moguee 
dokazati pomoeu preostalih aksioma, onda ona treba da bude izostavljena. Nezavisnost neke 
aksiome od ostatka sistema najeeke se dokazuje postojanjem nekog modela u kojem vase 
sve aksiome osim one za koju je potrebno dokazati da je nezavisna. Klasiean primer po 
pitanju nezavisnosti aksioma je onaj koji se odnosi na Euklidov postulat o paralelama - bilo 
je potrebno vide od dve hiljade godina da bi se utvrdilo da Euklidov peti postulat nije moguee 
dokazati. Poenkareov model dokazuje da je Euklidov postulat o paralelama nezavisan od 
aksioma apsolutne geometrije - naime, u Poenkareovom modelu vane sve aksiome apsolutne 
geometrije, ali ne vaii i Euklidov postulat o paralelama. Nezavisnost sistema aksioma mote 
biti definisana i stro2ije (v. npr. [Mes65], [Bar] iii [Ba38]). Dokaze tvrdenja o nezavisnosti 
geometrijskih aksioma videti npr. u [Hi99, str.31] iii [Bo60, str.194]. 

Treei Hilbertov zahtev govori o potpunosti. Neki sistem aksioma S zovemo potpunirn ako je za svako pripadno 12  tvrcienje A taeno jedno od sledeCa dva tvrdenja istinito: 
A sledi iz sistema aksioma S 

sledi iz sistema aksioma S. 

Ovaj zahtev je svakako bitan, ali ne i nu2an. U savremenoj matematici postoje opgte 
teorije vane dobrim delom bag zbog svoje nepotpunosti. (Uostalom, i izuzetno znaeajna, 
apsolutna geometrija je nepotpuna teorija.) Ka2emo da je sistem aksioma 

monomorfan iii kategorienn 
ako su svaka dva njegova modela iste kardinalnosti izomorfna. Ako je sistem 

aksioma kategoriean, onda je on potpun. Zaista, ako pretpostavimo suprotno - da sistem 

11 Model je svaka struktura A = (A, R, F, C), gde je A neprazan skup (domen modela A, R je skup relacija nad A, F je skup operacija nacj A i C je skup konstanti. 
Neka je L jezik prvog reda. Pod interpretac:jom jezika L u modelu A podrazumevamo preslikavanje I sa domenom L, takvo da vati: 
-ako r pripada skupu predikatskih simbola jezika L, tada je /(r) relacija modela A dutine ar(r); -ako f pripada skupu funkcijskih simbola jezika L, tada je I(f) operacija modela A duilne ar(f); -ako c pripada skupu simbola konstanti jezika L, tada I(c) pripada A. 
Svaka interpretacija jezika L u skupu A odreduje jedinstven model A = (A, I(RL), I (FL), I (CL)). Ovako uveden model oznatavamo kraCe A) = (A, I). 
Neka je L jezik teorije T. Za model A = (A, I) kaiemo da je model teorije T, ako su u njemu taene sve aksiome teorije T (v.[Mi87]). 
12 

 Pripadnim zovemo tvrdenja koja sadrie samo takve pojmove i relacije koji se vee nalaze u sisternu aksioma. 
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1. A KSIOMATIKA 
8 

aksioma teorije 'T nije potpun, to znaei da postoji neko tvr
ro
aenje A koje n ma 

A, odnosno 
ije mogueR ni 

dokazati ni opovrgnuti. Tada motemo skup aksioma teorije T pgiriti tvrctenji  

kao aksiomama i time dobiti dye neprotivreene (ako je 	
neprotivreena) teorije 	i 

M i ' M modeli ovih" 	
ja. Svai od njih je, svakako, i model teorije 7-  

I" . Neka su 	
, 

all kako u 	vati A, a u TH vati 

teori
zakljueu

k
jemo da modeli M' i M" teorije 	nisu 

izomorfni. Dakle, ako teorija nije potpuna ona nije kategoriena (v. T 
	 te o63, str.55]). Mo se 

(korikenjem dekartovskog modela) dokazati da je uobieajeni sistem
znaei 

geom
da j

et
e tako

rijskih 
 zasnovana 

aksioma 

kategoriean (dokaz videti npr. u [13o60, str.277]), to i dalje ne  

teorija potpuna, 
jer ona, pored geometrijskih aksioma, ukljueuje i (neke) aksiome teorije 

skupova i aksiome teorije realnih brojeva. 

Za veCinu geometrijskih aksiomatika teSko je (ili nemoguee) oovoriti na zir 
pitanje da 

sve 
one zadovoljavaju navedene Hilbertove zahteve iz razloga najeek dg nije preciano Sta  

one ukljueuju, tj. Ata predstavlja tzv. pretpostavljenu logiku, §to se ne definie skup formula 

teorije, kao ni sistem izvoctjenja koji se koristi (dokazi se obieno izvode intuitivno, neformalno). 
Tako, za Hilbertov aksiomatski sistem motemo da konstatujemo iii da je neprecizan — jer 
nema definisan skup formula ili da je nepotpun — jer se u njemu ne mogu ni dokazati ni 

opovrgnuti neka tvrctenja 13  (v. poglavlje 1.2.1). Za geometrijske sisteme drugaeijeg tipa — za 

sisteme koji koriste deo teorije skupova, ne kate se koji je to deo, pa se i ne mote precizno 
govoriti o svojstvima tako zasnovane geometrije. Geometrijski sistemi koji bi ukljueivali celu 

teoriju skupova ne bi bili potpuni, jer kako je aritmetika, na osnovu Gedelovih rez
ri ultata 

koja 
, 

esencijalno nepotpuna 14
(v. npr. [Mi86,str.58]), onda je i svaka aksiomatska teorija  

sadrti aritmetiku takocte (esencijalno) nepotpuna. Teorija skupova sadrti aritmetiku, pa je 
geometrija koja ukljueuje teoriju skupova (esencijalno) nepotpuna teorija. Upravo u tome i 
jeste smisao traganja za geometrijskom aksiomatikom koja ne ukljueuje teoriju skupova, iako 

u 
takvoj teoriji nije moguCe formulisati (i dokazati) sve teoreme 

geometrije koja ukljueuje 

teoriju skupova (rnada je moguee formulisati znaeajan njen segment). Zaista, geometrija mote 
biti formulisana bez teorije skupova tako da bude potpuna teorija i tako da pokriva veliki deo 
uobieajenih geometrijskih sadrtaja. Kako je potpuna teorija sa rekurzivnim skupom aksioma 
odlueiva, (v. poglavlje 1.3.2), takav pristup ima izuzetan znaeaj i u teoriji izraeunljivosti i u 

oblasti automatskog dokazivanja teorema. 

1.3.2 OdluEivost aksiomatske teorije 

Nakon Hilbertovih zahteva, pomenuCemo jog jedno vain° pitanje vezano za aksiomatske 
teorije —pitanje odlueivosti teorije i pokuati da delimieno odgovorimo na njega kada je 

ree o euklidskoj geometriji. 
Za teoriju T katemo da je odlueiva ako postoji efektivni algoritam koji za svaki pojedinaeni 

iskaz A to teorije mote da odgovori na pitanje da li je on dokaziv u teoriji T iii nije. Ako takav 

13

Hilbertov sistem formulisan je 1899. godine, dakle, pre nego gto je precizno definisan predikatski robin. 
ZanimIjivo je, meclutim, da ni u redigovanom izdanju, objavljenom 1956. u redakciji Pola Bernajsa, ovo nije 

ispravljeno, pa .Cak ni prokomentarisano. 

14
Za teoriju kalemo da je esencijalno nepotpuna ako je svako njeno neprotivreEno prairenje nepotpuna 

teorija. 
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1.4. AKSIOMAT1KA EUKLIDSKE GEOMETRL1E U SISTEMI EUKLID 
	 9 

algoritam ne postoji, za teoriju kaierno da je neodlu•iva. Pojam odlueivosti je, oeigledno, 
veoma vaian i za oblast automatskog.dokazivanja teorema.. Naime, za odlueivu teoriju postoji 
efektivna procedura, (pa i algorittni i programi) koji za svako tvrdenje mogu da, utvrde da, li je 
teorema iii nije. Takve procedure su, rnedutirn, zbog svoje sloienosti i neefikasnosti„ najeeke 
neprimenljive u praksi, ali ipak, bar "u principu" daju reSenje problerna. 

su Naglasimo da se pojmovi odlueivosti i potpunosti bitno razlikuju i da postoje teorije koje 
potpune, ali nisu odlueive i one koje su odlueive, all nisu potpttne. Vezu izmedu potpunih 

i ocilueivih teorija, odreciuje sledeea va2na teorema (v.[Ta69, str.14]): 

Potpuna teorija T sa standardnorn formalizacijom je odtuOiva akko je aksiomatibilna
15  

Za svoj geometrijski sistem E2 izgraden bez ukljueivanja teorije skupova, Tarski je dokazao 
da je potpun, pa na osnovu navedene teoreme i odlueiv, i postavio hipotezu da nijedna njena 
konaeno aksiomatizovana podteorija, nije odlueiva (v.poglavlje 1.4.3). Tarski je u [Ta71, 
str.172] formulisao i teoriju E 1 2 koja se od teorije E2  razlikuje se po tome Sto u shemi 
aksioma neprekidnosti dopuka i upotrebu "malog segmenta teorije skupova" - upotrebu 
skupova sa proizvoljnim konaenim brojem taeaka. Za teoriju E'2 koja, je sire od 6.2  i pokriva vise uobieajenih geometrijskih iskaza (npr. za 

 poligone sa proizvoljnim brojem temena i sl.) 
Tarski je pokazao da je neodlueiva, i Stavik, da je neodlueivo svako njeno neprotivreeno 
proSirenje. Ovaj rezultat sugeriSe i hipotezu da ne mote biti formulisan odlueiv geometrijski 
sistem koji ukljueuje teoriju skupova iii njen deo. 

1.4 Aksiomatika euklidske geometrije u sistemu EUKLID 

Aksiomatika euklidske geometrije koja Ce ovde biti iz1o2ena proistekla je iz koncepta dokazivaea 
geometrijskih teorema EUKLID (v.[J1K954 [JK95b]). Prirodom dokazivaea odredena je 
strbga struktura aksioma, ali i njihova nova klasifikacija. Ova aksiomatika ne ukljueuje teoriju 
skupova, ali i pored toga, zadr2ava, u velikoj meri, pristup more geometrico. Jedna varijanta 
sistema — teorija ogranieena je na euklidsku geometriju sa tzv. pseudoneprekidnoku 
(v.poglavlje 1.2.2) — na segment koji pokriva veliki deo uobieajenih geometrijskih sadr2aja. 

1.4.1 Teorija E - osnovni pojmovi i aksiomatski sistem 

U zanivanju geometrije (teorije 5) koristimo uobieajene logieke simbole V, A, 	V i 3; simbole x l , x 2 , x3 , za promenljive; simbole a l , a2 , 03 , za (uvedene) konstante i simbole S za jednoelementni predikat je tacka, G za jednoelementni predikat je prava, P za jednoele-mentni predikat je ravan, = (u infiksnom zapisu) za dvoelementni predikat identiono, I za dvoelementni predikat incidentno, B za troelementni predikat izmectu i C (u infiksnom zapisu) za eetvoroelementni predikat poduclarno16 . 
15 Za teoriju T katemo da je sa standardnorn formalizacijom 

ako mote biti zasnovana u okviru predikatskog ratuna pravog reda sa jednakoku. 
Za teoriju T katemo da je aksiornatibilna ako postoji rekurzivan skup A dokazivih iskaza iz T takvih da je svaki iskaz dokaziv u T dokaziv i iz skupa A, tj. ako postoji rekurzivan skup aksioma za teoriju T. 
"Opisani koncept zasnivanja geometrije mote se nadgraditi aksiornatskim uvoctenjem i drugih "tipova" 

geometrijskih objekata. Svojstva geometrijskih objekata kao gto su dut, trougao, krug, unutragnjost kruga, 
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111=11111  
S (a) 
1:(b) 

P(c) 
a 
1(a, b) 
B(a, b, c) 
C (a, b, c, d) 
((a, b) 	(c, 

kolin(a, b, 
korapl (a, b, c, d) 
seku_se(a,b) 

a je taeka 
b je pra.va 

c je ravan 
a je identieno h 
a je incidentno b 

b je izmectu a i c 

(a, b) je podudarno sa (c, d) 

(a, b) je podudarno sa, (c, d)) 

a, b i c su kolinearne 

a, b, c i d su komplanarne 

a i b se seku 

Tabela 3.1. Spisak (osnovnih i izvedenih) predikata u sistemu EUKLID 

DefiniSimo pojam formule teorije E 17 : 

Definicija1.1 : 

Ako su t j  i t2 promenljive 	konstante, onda je t1 = t2 atomieka formula; Ako su t 1  i t 2  

promenljive iii konstante, onda je /(t i , t 2 ) atomicka formula; Ako su t 1 , t2 i t3 promenljive 

konstante, onda je /3(ti , t2, t 3) atomieka formula. Ako su t 1 , t 2 , t3  t4  promenljive iii 
ili
konstante, onda je (t1, t2) N (t3, t 4) atomieka formula. 

Definicijal. 2  : 

(1) Ako je 	atomieka formula onda su formule A i 	literali. 

(2)
Izraz je literal samo ako mote biti dobijen na osnovu pravila (1). 

Definicijal. 3  : 

(1) Svaka atomieka formula je formula. 

(2) Ako su Al i A2 formule i x promenljiva, onda su formule i 	(Ai A A2) , (Ai V A2), 

(Ai 	A 2 ), ((V x)A1) i (Px).41) 18 . 

poluprava, pramen pravih itd. uvodila bi se aksiomama. Na taj natin, bez upotrebe teorije skupova, poveCava 
se segment "tradicionalne" geometrije pokriven ovako zasnovanom teorijom. Aksiomatsko uvodenje vise ge-

ometrijskih objekata ima opravdanje jer (i) 
na ovaj nacin, bez upotrebe teorije skupova, mote da se pokrije 

veliki deo uobiCajenih geometrijskih sadrtaja i pri torn je, u velikoj meri, moguee zadriati direktnu vezu sa 

tradicionalnim pristupom; (ii) 
u tradicionalnom pristupu, u skladu sa odredenom motivacijom, definiSu se 

odredeni pojmovi, a zatim se dokazuje da oni zadovoljavaju "ieljena" svojstva na ova 
veeini

j natin aksiomatski 

se obezbectuju svojstva koja da imaju odredeni geometrijski objekti; 
(iii) i u tradi  

aksiomatskih sistema prava i ravan se uvode aksiomatski iako ih je moguCe definisati; 
(iv) ovako izgraden 

aksiomatski sistem i dalje bi imao svojstvo nezavisnosti aksioma. 

' 7 U teoriji E 
nema funkcijskih simbola, pa je definicija formule teorije E ne:;.to jednostavnija od opSte 

definicije. Iz istog razloga, medu aksiomama nema aksiome saglasnosti jednakosti sa funkcijama. 

"Zagrade motemo da izostavljamo u skladu sa uobitajenim konvencijama. 
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1.4: AKSIOMAT1KA EUKL1DSKE GEOMETRUE U SISTEMU EUKLID 

(3) Izraz je formula samo ako mote biti dobijen na osnovu pravila (1) i (2). 
Formulu a = b e,itamo geometrijski objekti a i b su identieni. Formulu b) zapisu-jemo drugaeije a 0 b i citarno geometrijski objekti a i b su razliciti. Formulu 1(a, b) eitaino geometrijski objekat a incidentan je geometrzjskorn objektu b. 

Formulu B(a, b, c) t'itarno ge-ometrijski objekat b je izynedu geometrijskih, objekata a i c. 
Formulu C (a, b, c, d) (odnosno (a, b) 	(c, d)) ..

itamo par geometrijskih objekata a, b podudaran je paru geometrijskih ob- jekata c, d. 

Usvajamo i dogovor po kojem Cern° sintagme tipa 
Za geometrijski objekat a za koji va i S(a) 
(i sliene) zamenjivati kraeint sintagmama tipa: 
Za taeku a ... 
Za pojmove valjana i kontradiktorna formula, kao i dokaziva formula, odnosno teorerna 19  prihvatamo uobieajene definicije (v.npr.[Men64, str.29]). Na osnovu teoreme o potpunosti 

predikatskog raeuna, svaka valjana formula teorije e je teorema i obratno. 
Osobine osnovnih geometrijskih predikata uvodimo aksiomama. Prvu grupu eine tzv. 

aksiome zasnovanosti, 
kojima se uvode "tipovi geometrijskih objekata" i opseg osnovnih relacija 20 . 

Aksiome zasnovanosti 

(Aksioma razdvajanja) Za svaki geometrijski objekat vaZi taeno jedna od relacija 
je taeka, je prava iii je ravan. 

Vx((S (x) A --, ,C(x) A --1P(x)) V ( -78(x) A .C(x) - --,P(x)) V (-1S(x) A -1,C(x) A P(x))). 
(Aksiome opsega) 
22 : V xVy(-- , (S(x) A S(y)) A ---1(.C(x) A £(y)) A  -I(P(x) A P(y)) 	y)) 23 : V xVy(— , (S (x) A ,C(y)) A -, (S(x) A P(y)) A --, (G(x) A P (y)), y)) 
Z4 : VxVyVz(-- ,S(x) V --,S(y) V --IS(z) 	-18(x, y, z)) 
25 : VXVYVZVII( -18(X) V -IS (y) V --1S(z) V ---IS(u) 	-1(x, y) ^ (z, u)) 
Aksiome jednakosti i saglasnosti 

: Vx (x = X) 

J2: Vx Vy (x y y = x) 
J4  : VxiVx2...Vxn Vy (xi = y A INxi, x2, ..., xi, 	xn) 	„ 	, x n)) gde je cI)(x 1 , x 2 , 	, xi, ..., x,n ) literal21. 	 , 

Zbog jednostavnosti, za zapis preostalih aksioma umesto navedenog skupa simbola ko- 
ristieemo tri tipa simbola za promenljive: velika latiniena slova 	 (intu- 

' 9 U dokaziva6u EUKLID koristi se specifiean sistem izvodenja, 	u ovom delu rada, dok govorimo o svojstvima teorije E, 
smatracemo da se koristi neki od uobieajenih sistema izvodenja (v.npr.[Men64, str.57]). 

20 U dokazivatu EUKLID aksiome zasnovanosti koriste se implicitno. 
21 Naglasimo da se time saglasnost ne uvodi kao shema, veC , ho konaean niz aksioma. U samom dolcazivaZu, 

ho aksiome se, zbog pojednostavljivanja dokaza, koriste i tvrdenja o saglasnosti jednakosti sa definisanim 
predikatima koje se koriste u doicaziva6u (v. tabelu 3.1). 
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1. A KSIOMAT1KA 
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itivrro za tak.ke), mala latiniema shwa. x, x i , x 2 , 	y, z,... (intuit•ivno za prave) I gre.ka slova 

6,6 1 , 	, 	, , 	. . . 
(intuitivno za ravni); kao i odgovarajuCa tri tipa, simbola, za, (uvedene) 

konstante: A, A i , A2, 	, B , C , 	; a, a l , a 2 , . • • 	i 	o i , 0 2 , 	 /3, 	p Nr. ko-

risteh navedene sirnbole pisakemo aXA(X) (gde je 
A neka formula) umesto (u najpre uvede-

nom jeziku) (S(x) AA(x)), VXA(X) umesto (S(x) A(x)), A(o) umesto (a) V A(a) 

1 sl. 
VeCina preostalih aksioma zasnovana je na aksiomatskom siste u 

m iz m[a. Lu941. Oznake 

aksioma, u uglastim zagradama predstavljaju oznake aksioma iz tog siste 
	Aksioma 

sistem, a aksioma Ar2 predstavlja j 
se ne pojavljuje u pomenutom 	

aku varijantu aksiome 

paralelnosti (v. aksiomu paralelnosti

u 
 iz [Hi99, str.26] i teoremu 26.1 iz [Lu94, str.204]), 

a 
su za njili oznake u uglastim zagradarna izostavljene. Kao adekv

aksiome
atnije za, 

12 iz [Lu94] 
automatsko 

dokazivanje geometrijskih teorema, u aksiomatski system 
 

uvrStena je neSto slabija aksioma, "P4, a umesto 19 neSto jaka aksioma 
JP j  • Umesto aksiome 

17 iz [Lu94], 
koristi se modifikovna varijanta — aksioma .A.r12 (koja je u skladu sa aksiomom 

k'). Aksioma 1115 iz [Lu94] razdvojena je na aksiome Ar13 i Pg, a aksioma 1116 na aksiome 

i P2. 
Navedimo najpre definicije koje, zbog jednostavnijeg zapisa, koristimo u formulaciji ge-

ometrijskih aksioma: 

Tri take X, Y i Z su kolinearne ako i samo ako su incidentne nekoj pravoj x. 

V XVYV Z3x(kolin(X ,Y, 	(gx, x) A Z(Y, x) A Z(Z, x))) 

VXVYVZVx ((/(X, x) A E(Y, x) A /(Z, x)) 	kolin(X ,Y, Z)) 

oetiri take X,Y , Z i U su kornplanarne ako i samo ako su incidentne nekoj pravoj 

V XVYVZVU]cb(kompl(X,Y, Z, U) 	(gx, 0) A /(Y, 0) A Z(Z, 0) A Z(U, 0))) 

VXVYVZVUV0((/(X, 0) A /(Y, 0) A /(Z, 0) A Z(U, 0)) kompl (X ,Y , Z)) 

Dve prave x i y se seku ako i samo ako postoji taka X koja je incidentna i jednoj 

drugoj. 
YxVy3X(seku_se(x, y) 	(1(X , x) A /(X, y))) 

VxVyVX ((/(X, x) A /(X, y)) 	seku_se(x , y)) 

Prava x i ravan 6 se seku ako i samo ako postoji taka X koja je incidentna i jednoj i 

drugoj. 
V xV 03X (seku_se(x , 	(1(X , x) A /(X, 0))) 

VxV0VX((i(X, x) A /(X, 0)) 	seku_se(x, 0)) 

Dve ravni i 	se seku 
ako i samo ako postoji taka X koja je incidentna i jednoj i 

drugoj. V OVOX (seku_se(0, IP) = (1(X , q5) A 1(X, IP))) 
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1:4, AKSIOMATIKA EUKLIDSKE GEOMETRLIE U SISTEMU EUKLID 

V0V0VX ( (1(X, 0) A 1(X, 0)) 	seku_se(0,0).) 

Neproduktivne aksiome 

: 22  Ako je taeka X incidentna pravoj x, i prava x incidentna, ravni 0, onda je taeka X incidentna ravni 0. 

VX \VxV0(/(X, x) A i(x, 0) i(X, 0)) 
N2 : Za, svaku pravu x • svaku taeku X i svaku ravan takve da je taeka X incidentna ravni 0, a nije incidentna pravoj x i da .je prava x incidentna ravni 0, postoji najvie jedna prava incidentna ravni 6 takva da joj ,je incidentna taeka X, a ne see se sa pravorn x. nije joj incidentna nijedna taeka koja je incidentna pravoj x. 

VxVXV0Vybz(-,/(X. x) A /(X, 0) A i(x, 0) A /(X, y) A /(X, z) A /(y, 0) A i(z, 0) 
A —, seku_se(x,y) A —Iseku_se(x, z) = y z) 

N3 : [1111] Ako su X, Y, Z, U take takve da je (X, Y) L=f (Z, U) i X = Y, tada je Z := U. 

VXVYVZVU((X, Y) ^ (Z,U)AX=YZ=U) 

N4 : [ 1113] Ako su X, Y, Z,U,V, W taeke takve da je (X, Y) (Z, U) i , uz to, (X, Y) (V, W) tada je (Z, U) (V, W). 

	

VXVYVZVUVVVW((X, Y) ti (Z, U) A (X, Y) ti(V, W) 	 (V, W)) 
. N5 : [1117] Ako su X, Y, Z, X', Y' i Z' taeke takve da vaZ. i B(X, Z, Y) i B(X', Z', Y') i (X, Z) = (X', Z') i (Y, 	(Y', Z') tada je i (X, Y) 	(X ' Y') 

VXVYVZVX /VY'VZ'(B(X, Z, Y) A B(X', Z', Y') A (X, 	(X', Z') A (Y, Z) (Y', Z') 

(X, Y) =2  (X' ,Y')) 
Al6  : [IR] Ako za take X, Y i Z vaZi B(X, Y, Z) tada su one razlieite kolinearne taeke. 

XVYV Z(B(X ,Y, Z) = X Y A Y Z A Z X A kolin(x, y, z)) 

.1117  : [I12] Ako je B(X, Y, Z) tada je B(Z,Y, X). 

V XVYV Z(B(X , Y, Z) = B(Z, Y, X)) 

: [I.13] Ako je B(X, Y, Z) tada nije B(X, Z, Y). 

V XVYV Z(B(X ,Y, Z) 	Z, Y)) 
22 U odnosu na uobi6ajene aksiomatske sisteme ova aksioma je kvalitativno nova A/ 1 . Po standardnoj klasi-fikaciji ova aksioma bila bi uvrftena u grupu aksioma incidencije. 
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1. AKSIOMATINA 

Ary  : [1112] 
Ako su X i Y bilo koje dve take tada je (X, Y) = (y, X). 

VXVY((X,Y) = (Y, X)) 

Aim [1:3] Postoji najvise jedna prava kojoj su incidentne dve razlieite taeke. 

VXVYVxVy(X Y/(X, x) A /(Y, x) A /(X, y) A /(Y, y) 	x = y)) 

A111 [16] Postoji najviAe jedna ravan kojoj su incidentne tri nekolinearne taeke. 

VXVYVZV0V0(—,kolin(X. Y. Z) A IT(X. 0) A i(Y, 0) A 1(Z, 0) A 1(X, 	A 1(Y, 	A 1(Z. (,) 

= 

Ar12 [17] 
Ako su dve razlieite taeke, koje su incidentne nekoj pravoj, incidentne nekoj 

ravni, onda je to incidentna istoj ravni. 

VXVYVxV0(X Y A /(X, x) A /(Y, x) A /(X, 0) A /(Y, 0) /(Z, x)) 

A113 [11 1. 5] Ako su X i Y dve razlieite taeke i take Z, Ul  i U2 incidentne nekoj a va2i pravoj 

x, takve da su take 	i U2 razlitite i vaZI (X, Y) 	(Z, U1) i (X, Y) 	(Z, U2 ) ond  

B(Ui, Z, U2). 

x) A i(U2, x) A (X, Y) (Z, U1) A (X, Y) = (Z, U2) 	B(Ui, Z, U2) 

Ari4 : (I I I7] Ako su X, Y,Z i X1 i Y1,Z1 dve trojke nekolinearnih taeaka, x i x 1  prave 

kojima su incidentne taeke X i Y, odnosno X 1  i Y1  i ako su Ui takee incidentne prava 
U)

ma 

x, odnosno x i  takve da je (X, Y) 	(X1, Y1), (Y, Z)=--' (Y1, Z1 ), (Z, X) 	(Z i , X i ) i (Y,  

(Y1, U1) tada je i (X,U)== (X i , U1 ). 

V XVYV ZVUVx\ iXiVY1VZ1VUOixi(1(X,x) A /(Y, x) A 	x) A Z(U, x)A 

/(X1, xi) A /(Y1, xi) A - 1/(Zi, xi) A i(Ui, xi) A (X, Y) = (Xi, Y1) A (Y, 	Zi)A 

(Z, X) = 	Xi) A (Y, U) = (Yi, U1 ) 	(X, U) 	Ui) 

Granajuee aksiome 

: [115] Ako su X, Y, Z tri kolinearne taeke od kojih svake dye nisu identiene tada je 

13(X,Y, Z) iii /3(Y, Z, X) ili B(Z, X, Y). 

VXVYVZ(X 0YAYOZAZOXAkotin(X,Y,Z) B(X,Y,Z)v B(Y, Z, X)v B(Z, X,Y)) 

g2 	
[116] Ako su X, Y,Z tri nekolinearne take incidentne ravni 0, x prava koja je 

incidentna ravni i nije joj incidentna taeka X, i U taeka koja je incidentna pravoj x, takva 

VXVYVZVU1VU2Vx(X Y A /(Z, x) A Ui U2A 
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1.4. A KSIONIATIKA 

da je B(Y, U , Z), tada 
takva da je B(X, W, Y) 

EUKLIDSKE GEOMETRDE U SISTEMU EUKLID 	15 

je pravoj x incidentna taeka V, takva da je B(Z, V, X) ili tacky W. 

VXVYVZV0VxV1/31/3147 (1(X, 0)A/(Y, 0)A/(Z, 0)A/(x, 0)A-1(.X, x)A/- (U, x)AB(Y, U, Z) 
(B(Z, V, X) A 1(V, x)) v (B(X,W,Y) A 1(W, x))) 

VXVYVZVX'VY'V0.34 	 Z) A i(X', 0) A /- (Y', 0) A (X, Y) (X' ,Y') 
(X, Z) (X', 4) A (Y, Z) (Y', 	A (X, Z) (X', 4) A (Y, Z) (Y', 4)) 

P2 	[I 116] Ako su take X, Y, Zl  i Z2 incidentne nekoj ravni 0, takve da su X i Y razlieite i incidentne nekoj pravoj x, Z 1  i Z2 razlieite i nisu incidentne pravoj x i va2i 
B(Zi, U, Z2). 

(X, Z 1 ) a= (X, Z2 ) i (Y, Z1 ) 	(Y, Z2 ), tada postoji taeka U incidentna pravoj x takva da je 

VXVYVZi VZ2VxV0aU(/(X, 0) A 1- (Y, 0) A /(Z1, 0) A i(Z2, 0) A Zi Z2 
/(X, X)A/(Y, X)A -1(Zi, X)A -1/(Z2, X)A(X Zi) (X, Z2)A(Y, Zi) (Y, Z2) 	B(Zi, U, Z2)) P3 : [18] 

Ako za dve razlieite ravni postoji jedna taeka koja im je incidentna, onda 
postoji najmanje joA jedna taeka koja im je incidentna. 

V0VVNX3Y(0 0 0 A /(X, 0) A i(X, tk) /(Y, 0) A /(Y, //)) A X 0 Y) 
24 [I2] Za svake dye razlieite take postoji bar jedna prava kojoj su incidentne. 

VXVY3x(X Y = /(X, x) A .2- (Y, x)) 

25 : [I5] Za svake tri take postoji bar jedna ravan kojoj su incidentne. 

VXVYVZa0(/(X, 0) A /(Y, 0) A i(Z, 0)) 

Pe [IA.] Svakoj pravoj incidentne su najmanje dve razlieite taeke. 

V x3X3Y (I(X , x) A /(Y, x) A X 0 Y) 

: [PI] Svakoj ravni incidentne su najmanje tri nekolinearne taeke. 

V03X3Y3Z(/(X, 0) A /(Y, 0) A /(Z, 0) A 	 Y, Z)) 

Produktivne aksiome 

P1  : [/116] Ako su X, Y. Z tri nekolinearne taeke i X', Y' take incidentne nekoj ravni 6 takve da je da je (X, Y) 	(X', 	tada postoje taeke ZC i 4 incidentne ravni 6 takve da je (X, Z) 	(X', 4), (Y. Z) 	(Y', 4) i (X, Z) 	(X', 	(Y, 	(Y', 
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17- 8  : [114] Ako sitX 
i Y dve razheite taeke, tada postoji taeka Z takva da je B(X . Y. Z). 

VXVY3Z(B(X, Y, Z)) 

P9 : [1115] Ako SU X i Y dve razli6te take i taaa Z incidentna nekoj X pravoj x, ta

2)

da 

postoje take 	i U2 incidentne pravoj x takve da vaii 	Y) 	(Z, 1) (, Y)1=--  (Z, U 

(U1, Z, L'''2). 

VXVYVZVialli 3U2( X 	YAI(Z. x) 	1(1.11, x)A1(1/2, x)A(X, Y) 	(Z. 11 1 )A (X Y) N (Z, U2) 

Jako produktivne aksiome 

JP; : [I9] Postoje eetiri razlieite nekoplanarne taeke. 

3X3Y3Z3U(XOYAXZAXUAYOZAYOU 
AZ UA --qcompl (X Y , Z, U)) 

Aksioma neprekidnosti23 

C : Sve rgenice oblika 

{3Z\IXYR A 	B(Z,X,Y)] 3UVxy(1,  A 	B(X,U,Y))} 

gde je bilo koja formula u kojoj se promenljive X, V, W, 	ali ne i Y i Z, pojavljuju kao 

slobodne, i slieno W - sa izmenjenim ulogama za X i Y. 

OznaeiCemo sa E' teoriju koja se dobija kada se u aksiomatskom sistemu teorije E shema 

aksioma C zameni aksiomom C'. Za raziiku od teorije E, teorija E' nije potpuna, ali je konaeno 

aksiomatizovana i pokriva veeinu uobieajenih sadr2aja koje pokriva teorija 
E. 

C' : 

VXVYVZVXIVZOWaYi ((U, X) ',== (U, X1) A (U,Z)=2-_' (U, Z 1 ) A B(U, X, Z) A B(X, Y, Z) 

(U, Y) = (U, Y1) A B(X1,Yil Z1)) 

23  Aksiome C i C' preuzete su iz aksiomatskog sistema Tarskog. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



1.4: AKSIOMATIKA EUKLIDSKE GEOMETRIJE U SISTEMU EUKLID 	
17 

Da bi se pojednostavilo izvodenje dokaza, u samorn dokazivau koriste se i slede6.e jed-
nostavne teoreme: 

Ako je taeka X incidentna pravoj x, onda postoji taeka Y razlieita od taeke X i incidentna 
pravoj x. 

Ako je taeka X incidentna ravni 	onda postoje taeke Y i Z incidentne ravni 0, takve 
da taeke X, Y i Z nisu kolinearne. 

Ako su taeke X I, Y razlieite i incidentne ravni 0, onda postoji taeka Z incidentna ravni 
0, takva da taeke X,Y Z nisu kolinearne. 

Ako postoji taeka X , onda postoje taeke Y, Z i U, takve da taeke X. Y, Z I U nisu 
komplanarne i svake dve su razlieite. 

Ako postoje razlieite taeke X i Y, onda postoje taeke Z i U, takve da taeke X, Y, Z i U 
nisu komplanarne i od te eetiri taeke svake dve su razlieite. 

Ako postoje nekolinearne taeke X, Y i Z, onda postoji taeka U, takva da taeke X , Y , Z 
i U nisu komplanarne i od te eetiri taeke svake dye su razlieite. 

Ako vazi kolin(X,Y, Z), onda vaii i kolin(X,Z,Y), kolin(Y, X, Z),kolin(Y, Z, X), 
kolin(Z, X, Y) i kolin(Z, Y, X) 

Ako vazi kompl(X,Y, Z, U), onda vazi 
k ompl (X , Z, U, Y), kornpl (X , U, Y, Z), 
kompl(Y, X, U, Z), kompl(Y, Z, X, U), 
kompl(Y, U, Z, X), kompl(Z,X,Y,U), 
kompl(Z,Y,Z, X), kompl(Z,U,X,Y), 
kompl(U, X, Z, Y), kompl(U,Y, X, Z), 
i kompl(U, Z,Y, X). 

i kornpl (X ,Y,U, Z), 
kompl(X, U, Z, Y), 
kompl(Y, Z ,U, X), 
kompl(Z,X,U,Y), 
kompl(Z, U, Y, X), 
kompl(U,Y, Z, X), 

kompl(X, Z ,Y, U), 
kompl(Y, X, Z, U), 
kompl(Y, U, X, Z), 
kompl (Z ,Y, X, Z), 
kompl(U,X,Y,Z), 
kornpl (U, Z, X ,Y) 

Ako su razlieite taeke X, Y i Z i prava x takve da su taeke X i Y incidentne pravoj x, a 
taeka Z nije, onda take X, Y I Z nisu kolinearne . 

Ako su taeke X, Y, Z i V, od kojih su svake tri nekolinearne, i ravan takve da su taake 
X, Y, Z incidentne ravni 0, a taeka V nije, onda taake X, Y, Z i V nisu komplanarne . 

Ako su take X, Y i Z kolinearne, i ako su take X i Y razlieite i incidentne su pravoj 
x, onda je pravoj x incidentna i taeka Z. 

Ako su taeke X, Y,ZiU komplanarne, i ako su take X, Y i Z nekolinearne i incidentne 
su ravni 0, onda je ravni incidentna I taeka U. 

Za svake tri take X, Y i Z, ako vazi 13(X, Y, ZC), onda ne vazi (X, Y) 2 2- (X, Z). 
Za svaku prava x, svaku taeku X i svaku ravan takve da je taeka X incidentna ravni 0, 

a nije incidentna pravoj x i da je prava x incidentna ravni 0, postoji prava incidentna ravni 
takva da joj je incidentna taeka X, a ne seee se sa pravorn x. 
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1.4.2 Klasifikacija i struktura aksioma 

	

Primetimo da, izuzev aksiome neprekidnosti C, sve aksiome teorije 	ukljuenja- i aksiome 

zasnovanosti i aksiome jednakosti, kao i aksioma C', itnaju jed nu od sledeeih formi: 

\ XiV3:2 	ti n 3y13y2 	•]Ym( 4) (X1) X2) —,Xn) 	kli (X11X27 .-1XnlY11Y21 --,Y7n)) 111.M> 1) 
(1.1) 

Vx i Vx2 	ay9 	(4)(xi, x 2 , 	x n ) 
	

(1.2) 

‘,11  (i 	Yll://21•••,Ym) V T2 (X1, X2, •••Ixn, :111, Y21 	yin) V ... 

... V Wk(Xi, x2, •••xn) Y1 Y21 ...ym)) (n, m > 1) 

VxiVx2 	 T(x1, x 2 , 	(n > 1) 

31/1 3Y2 	aYm(W(Yi Y2, 	Ym)) (m > 1 ) 
	

(1.4) 

gde su 	i 	literali nad nekim od promenljivih x i , x 2 , ..., x r„ odnosno yi, y 2 , ..., yrn 

 Jednu od navedenih formi ima i svaka od definicija i teorema navedenih u poglavlju 1.4.1. 

U dokazivaeu EUKLID koristimo i njih na sliean (ili isti) naein kao aksiome. 

Prvu od navedenih formi zvaCemo univerzalno-egzistencijalnom (formom 11), drugu uni-

verzalno-egzistencijalno-disjunktnom (formom 3VV), treeu univerzalnom (formom V) i eetvrtu 

egzistencijalnorn (formom ]) 24 . Sve eetiri forme oznaeava6emo zajedno sa 
Strukturom aksioma i efikasnoSeu izvodenja dokaza i prirodom dokazivaea EUKLID mo-

tivisana je nova klasifikacija geometrijskih aksioma. Po toj klasifikaciji, geometrijske aksiome 

ne delimo (kao S. to je uobieajeno) na aksiome incidencije, rasporeda, podudarnosti, neprekid-

nosti i paralelnosti ne delimo ih po "temi" o kojoj govore, vee po njihovoj strukturi i to 

na: 
-logiake aksiome (aksiome zasnovanosti i aksiome jednakosti); 

-neproduktivne aksiome (univerzalne aksiome); 

-granaju& aksiome (univerzalno-egzistencijalno-disjunktne aksiome); 

-produktivne aksiome (univerzalno-egzistencijalne aksiome); 

-jako produktivne 25  aksioine (egzistencijalne aksiome); 
Navedena podela aksioma, koja je proistekla iz samog koncepta dokazivaea prirodno odgo-

vara formama struktura aksioma o kojima je veé bilo re6. Po kriterijumima po kojima su 

290
ovakvim formama geometrijskih aksioma pisao je i Tarski (v. [Ta71, str.171]), ah u drugom kontekstu. 

25 U jednoj verziji dokazivaea EUKLID, zbog veee efikasnosti izvodenja dokaza, neke od produktivnih aksioma 
(one koje zahtevaju "slabe" uslove) svrstane su medu jako produktivne i celoj grupi dat je poseban status. 
Time je smanjena "produkcija" novih objekata i samim tim poveCana efikasnot izvodenja dokaza. Ipak, upravo 
zbog promenjenih kriterijuma za uvodenje novih objekata, to verzija dokazivata ne mole da izvede sve dokaze 

koje mote osnovna verzija. 
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razvrstane u grupe, aksiome su poredane i okviru grupa. Taj poredak nije utvrden potpu no 
egzaktno, veC u skladu sa intuitivnirn ocenarna stepena Li koje

►  se ispoljava svojstvo odgo- • 
varajuCe grupe aksioma, ali i u skladu sa brojnim eksperimentima i potvrdenim primerinia 

"efikasnih" dokaza. Raspored aksiorna u okviru grupa, va2an je zbog efikasnosti izvodenja, 
dokaza, ali ne utiCe na skup teorerna koje dokazivaC. . EUKLID mote da doka2e. 

1.4.3 Svojstva teorije E 

U ovom delu teksta, smatraju6i (za sada) da koristimo neki od uobiC"ajenih sistema izvodenja, 
utvrdieemo svojstlia, teorije 26. 

Pre toga, definisaCemo interpretaciju teorije e u nekom modelu .7-  teorije realno zatvorenog polja. 
Neka je sistem 	= (F, 	•, <) uredenopolje (F je skup, 	i • su binarne operacije za koje je F zatvoren i < je binarna relacija nad elementima iz F). KaZemo da je uredeno polje euklidsko ako je svaki nenegativni element skupa F kvadrat (tj. ako va2i btx3y(0 < x = x y • y)). Ka2emo da je uredeno polje realno zatvoreno ako je euklidsko i ako svaki polinom neparnog stepena sa koeficijentima u F, ima nulu u F. 

Neka je F3  = F x F x F skup svih trojki (x, y, z) (x, y, z E F). Podskupove Ao, A l  i A2 skupa P(F3) (P(F3) je partitivni skup skupa F 3 ) definikmo na sledeCi na6n: 

a E Ao  ako i samo ako a = {(x, y, z)} 

a E A l  ako i samo ako 3x03yoazoafi3f23favxvyvz((x, y, E a <#. 
f2 (x — x 0 ) = fi(y — yo), f3(x — x 0 ) = fi(z — z0)) 

a E A2 ako i samo ako 3fiDf2 3.f3 3f4VxVyVz((x, y, E a <#. fix + f2Y f3z+ f4 = 0 
Neka je 	= Ao U Al U A2. Predikatske simbole 	 preslikavamo (interpretacijom I) u relacije Ste , ,Cy, Py, 	, 	 By i D y  nad elementima iz Ay definisane na sledeCi na6n: 

Sr(a) ako i samo ako a E Ao  

EF(a) ako i samo ako a E A l 

 7'F(a) ako i samo ako a E A2 

a =.T.  b ako i samo ako a = b 
26  Teoreme 1.2 — 1.7 zasnovane su na rezultati ma i idejaina iz teksta 

What is Elementary Geometry ? Alfreda Tarskog koje se odnose na geometrijski sistem uveden u tom tekstu (v.[Ta71)). 
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b) ako i samo ako a C b 

BT(a,h,c) ako i samo ako 

a = {(x„, y a , za )}, b 	{(xb Ybl zb)}, C = {(xc ,  Yc, Zc)}, 	= 	, 	= 

(x „ — xb)(1lb — Yc.) = (x b — x,)(y, — yb),(xa — x b )(zb 	z c ) 	(xb — x „)(z u  — z b ) , 

< (xa — xb)( 17 5 7 37 c), < 	— Yb)(Yb — 	(za — zb)(zb — zc) 

(a, b) :===y (c, d) ako i samo ako 

a = {(xa, Ya, za)}, b = {(xb, Yb, zb)}, 	 {(xc, Yc, Zc)}, d = {(x Yd, Zd)} 

— xb)2y
( a 

 — yb)2 
	(za — z5)2 ) 	(xc Xd) 2  1 (yc 	yd)2 	(zc — zd) 2  

Teorema 1.1 : D(R) (AR, I) je model teorije g 27  

Dokaz: 
Sve aksiome teorije E 

taene su u modelu D(R). Kao ilustraciju, dokazaCemo tvrctenje za 

nekoliko aksioma. 

Aksioma P5 

Neka su a 	{(x., Ya, za)} b = {(xb, Yb, Zb)} 
dve proizvoljne razlieite taeke (SR(a), SR (b)). 

Postoji prava p (,CR,(p)) takva da je 

(x, y, 	E p <=> (y b — Ya)(X — 5a) 	(xb — Xa)(Y YO), (zb — Za )(x — x a ) = (xb — x a )(Z — zo). 

VaZi a C p i b C 	/R(a,p) 1 IR(b,p), •Sto je i trebalo dokazati. 

Aksioma 1V9 

Neka su a = {(xa, Ya, za)} i b = {(x 	zb)} dye proizvoljne taeke (SR(a), S R (b)). Tada 

je 
(xa 5b)2 
	(ya — yo 2 	(za — zb )2 = (xb — xa ) 2 	(yb  ya)2 	(zb 

— za)2 

tj. (a, b) R (b, a), §to je i trebalo dokazati. 

Aksioma P8 

Neka su a = {(xa, Ya, za)} i b = {(xb, yb, zb)} dye proizvoljne razlicite take (SR(a), SR(b)). 

Postoji taeka c (SR(e)) takva da je 

c 	{(xc, Yc, zc)}, gde je x c  = 2xb — 5a, Yc = 2Yb Ya, zc -= 	— za- 

27 R je uredeno polje realnih brojeva. 
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Neposredno se proverava da, za, tako odabranu taeku c va2i BR (a, h, r). 

Teorema 1.2 : 	je model teorije S ako i samo ako je M izomorfan sa. modelom D(.7) nad nekim realno zatorenim poljem F. 

Dokaz: 

Na osnovu teoreme 1.1 D(R) je model teorije S. Svako realno zatvoreno polje je elementarno ekviva
.

lentno sa poljem R (tj. svaka reeenica koja vaZi u jednom polju vaii u 
drugom i obratno) (v. [Ta51]). Iz toga sledi da, je model D(F) nad poljem F elementarno ekvivalentan sa D(R), pa. je D(.T) model teorije S. Iz toga proizilazi da .je svaki sistem M koji je izomorfan sa D(F) takode model teorije S. 

D(R) 	D(.7-) 

.A4 

Neka je M model teorije S. (Zbog jednostavnosti, taeke u modelu M oznaeavaeemo 
velikim, prave malim latinienim slovima, a ravni slovima grekog alfabeta.) Na osnovu aksiome 
J7)1  postoje eetiri razlieite nekomplanarne taeke A, B, C i D. 

Na osnovu aksiome P4 postoji prava kojoj su incidentnte taeke A i B (neka je to prava a l ). Na osnovu aksiome P5 postoji ravan kojoj su incidentne taeke A, B i C (oznaaimo je sa 71- 1)•  Moe se dokazati da postoji jedinstvena prava (oznaeimo je sa a 2 ) takva da je upravna na pravoj a l , da je incidentna ravni 	i da joj je incidentna taeka A (za definiciju upravnosti 
i dokaz pomenutog tvrcienja videti npr. [Lu94,str.94] (analogno bi bili formulisani i za teoriju 
5)). Moe se dokazati da postoji jedinstvena prava (oznaeimo je sa a 3) takva da je upravna na ravni 7r 1 

 i da joj je incidentna taelca A (za definiciju upravnosti prave i ravni i dokaz 
pomenutog tvrcienja videti npr. [Lu94,str.97] (analogno bi bili formulisani i za teoriju 

5)). Neka su B2 i B3 taeke razlieite od take A i incidentne redom pravama a 2  i a3 . Neka je ravan kojoj su incidentne prave al  i a3 , a 73 ravan kojoj su incidentne prave a 2  i a3 . 
Neka je F skup svih taeaka koje su incidentne pravoj a l . Defini .Simo relaciju < za sve parove taeaka incidentnih pravoj a 1 . Ako su taeke P i Q taeke incidentne pravoj a 1  kaiemo da je P < Q ako su taeke P i Q identiene iii ako je B(P, A, B) i nije B(Q, P, A) ili ako je B(A, P, Q) i nije B(P, A, B) 

DefiniS'imo operaciju 	za sve parove taeaka incidentnih pravoj a 1 . Ako su taeke P i Q taeke incidentne pravoj a 1i  paru taeaka (P, Q) pridruZujemo taeku R (pi .S. emo P Q 	R takvu da je (A; P) (Q, R) va2i A <PiQ<R vaii P<Ai R < Q. 	
) 
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A P 	Q R B 

slika 1.1 

DefiniSimo operaciju • za sve parove taeaka incidentnih pravoj al . Ako su taeke P i Q 

take incidentne pravoj a l  paru taeaka (P, Q) (pretpostavimo da va2i A < Pi A < Q) 

= R) izabranu na sledeei naein: neka je B' taeka 

pridru 2 ujemo taeku R (piSemo P • Q 

incidentna pravoj a 2  takva da je (A, B) -2= (A, 	B') ; neka je Q' taeka incidentna pravoj a 2  

takva da je (A, Q) ;1-4 (A, Q') i nije B(B', A, Q'); neka je p prava kojoj su incidentne taeke 

P i B'; taeka B' nije incidentna pravoj al , pa prave al  i p nisu identiene; neka je g prava 

incidentna ravni takva da joj je incidentna taeka Q' i takva da je paralelna pravoj 
p 

(za definiciju paralelnosti i dokaz da pomenuta prava q postoji videti npr. [Lu94, str.193] 

(analogno bi bili formulisani i za teoriju E)); neka je R incidentna pravoj a 1  i pravoj q (takva 

taeka postoji; zaista, ako se prave i q ne bi sekle, to bi znaeilo da u ravni r 1  postoje 

dye razlieite prave (a l  i p) kojima je incidentna taeka P i koje su paralelne pravoj q, Sto je 

kontradiktorno sa tvrctenjem koje se mote dokazati u teoriji E (za analogni dokaz videti npr. 

[Lu94,str.204])). Slieno definiSemo operaciju • i ako ne va2i A < P i A < Q. 

Korikenjem aksioma sistema E bez aksiome neprekidnosti mote se dokazati da je sistem 

= (F, + , 
<) urecteno polje, a korikenjem i aksiome neprekidnosti mote se dokazati da je 

sistem 	realno zatvoreno polje. 

Neka je T proizvoljna taeka i neka su T 1 , T' i T" podno2ja upravnih iz take t na pravama 

a l , a2 a3. Neka je x 2  taeka incidentna pravoj al  takva da je (A, yT)'2--= (A, T2 ) i B(T2 , A, B) 

(ukcliko je B(T 1  , A, B 2 ) ) odnosno (T2 , A, B) (ukoliko je A, B 2 ) ). 

Neka je T3 taeka incidentna pravoj al  takva da je (A, T") = (A, T3) i B(T3, A, B) (ukoliko 

je B(T", A, B 3 ) ) odnosno --,B(T3, A, B) (ukoliko je -,B(T", A, B 3 ) ). 

Taal T pridru2ujemo trojku t = 	T2, T3), tj. trojku elemenata realno zatvorenog polja 

P. 
Ta trojka je jedinstveno odrectena, i obratno, svakoj trojki odgovara jedinstveno odrectena 

taeka. Pravoj p 
pridru2ujemo skup p svih trojki pridru2enih taekama koje su incidentne 

pravoj p. 
Ravni r pridru2ujemo skup r svih trojki pridrwienih taekama koje su incidentne 

ravni p. 

Mote se dokazati da va2i 
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S(a) ako i samo ako s,(a), 
£(a) ako i samo ako c,(a), 
P (a) ako i samo ako p,-(a), 

a = b ako i samo ako 	6, 
I(a , b) ako i samo ako /y(a, b), 

13(a, b, c) ako i samo ako BF(a, b, 	i 

(a, b) 	(c, d) ako i samo ako (a, b) 	R (2), 
iz aega sledi da su sistemi M i (1-) izomorfni, Sto je i trebalo dokazati. 

Posledica: Reaenica teorije E je teorema ako i samo ako je taena u modelu 
D (R) . 

Dokaz: 

Na osnovu teoreme 1.1, D(R) je model teorije E , pa je svaka teorema teorije E ta6na u D(R). 

Na osnovu teoreme 1.2, sistem D(R) elementarno je ekvivalentan svakom modelu 
teorije E , 

pa ukoliko je neka reeenica taena u D(R), onda je ona taena u svakom modelu 
teorije e, iz eega proizilazi da je ona teorema teorije E . 

Teorema 1.3 : Teorija E je potpuna i neprotivreena. 

Dokaz: 

Ako za neku teoriju T postoji model .A4 takav da je reeenica teorema teorije T ako i samo 
ako je ona taena u modelu M, onda je to teorija neprotivreena i potpuna. Dakle, na osnovu 
posledice teoreme 1.2 neposredno sledi da je teorija E neprotivreena i potpuna. 

Svojstvo potpunosti mote se dokazati i na drugi naein. Naime, teorija je potpuna ako 
za svaku njenu reeenicu vati da je taena u svakom modelu iii u nijednom modelu teorije, 
odnosno ako su svaka dva modela elementarno ekvivalntna. Zaista, ako je neka reeenica 
teorije E taena u modelu M 1 , onda je ona taena i u modelu D(R) (jer su oni elementarno 
ekvivalentni). Slieno, ako je reeenica taena u D (R) , onda je ona taena i u svakom modelu M2 

1  
teorije E (jer su oni elementarno ekvivalentni). Dakle, neka retenica je taena u modelu 
ako i samo ako je taena u modelu M2, pa su svaka dva modela teorije E elementarno 

ekvivalentna, iz eega proizilazi da je teorija E potpuna. 

Teorema 1.4 : Teorija E je odlueiva. 

Dokaz: 

Na osnovu poznate teoreme (v. [Ta71,str.14]) potpuna teorija sa standardnom formal-
izacijom (tj. teorija koje mote biti zasnovana u okviru predikatskog raauna prvog reda sa 
jednakoku) i sa rekurzivnim skupom aksioma je odlueiva. Teorija E je teorija sa standarnom 
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formalizacionl, sa rekurzivnim (ia.ko beskonani ► ) skupom aksioma i pri tom je. na osnovu 

teoreme 1.3, potpuna, pa je odla .1va. 

Teorema 1.5 : Teorija E ne mote biti konaiTho aksiomatizovana. 

Dokaz: 
Korienjent aksioma sistema C bez aksioma neprekidnosti mote se dokazati da je sistem 

.F = (F,+, •, <) konstruisan u okviru dokaza teoreme 1.2 uredeno polje. BeskonaCna sherna 

aksioma neprekidnosti mole biti 
zamenjena prebrojivim skupom aksioma (tako da su stara i 

nova teorija ekvivalentne): So , Si, S2, ... gde So  predstavlja tvrdenje da je polje T euklidsko, 

a aksioma S„ (n > 0) predstavlja tvrdenje da u polju F svaki polinom stepena Zit -1- I ima 

Za svaki prost broj p mole se konstruisati uredeno polje Tp u kojem svaki polinom 

stepena 2n + 1 < p 
ima nulu i pri torn postoji polinom stepena p koji nema nulu. Dakle. 

postoji sistem (D(Tp )) (p je prost broj) u kojem su zadovoljene sve aksiome teorije E bez 

aksioma neprekidnosti i aksiome Sn , za n < m (2m + 1 = p), ali ne i aksioma Sm . To 

znaEi da aksiomatski sistem koji dine geometrijske aksiome bez neprekidnosti i skup aksioma 

So , Si, S2, ... 
ne mote biti zamenjen ekvivalentnim konaknim skupom aksioma i dalje, da 

teorija E ne mote biti konakno aksiomatizovana. 

Teorija E., dakle, ne mote biti konaZno aksiomatizovana ,  ali se medu njenim podteorijama 

izdvaja (konaZno aksiomatizovana) E', u okviru koje je moguee dokazati mnoStvo teorema 

teorije E 
(veeinu onih iz uobiajenih kurseva geornetrije). Izmedu ostalih teorema teorije 

E koje ne vate u E' su teoreme koje ne mogu biti dokazane koriSeenjem tzv. elementarnih 

konstrukcija (pomoCu lenjira i Iestara) kao Ito je npr. teorema 
koja tvrdi da za svaki ugao 

postoje dve poluprave koje ga razlalu na tri podudarna ugla. 

Teorema 1.6 : M je model teorije E' ako i samo ako je .A4 izomorfan sa modelom D (T) 

nad nekim euklidskim poljem .F. 

Navedena teorema mote biti dokazana na slitan nakin kao teorema 1.2. Kako postoje 

euklidska polja koja su realno zatvorena i ona koja to nisu, vati sledi tvrdenje: 

Teorema 1.7 : Teorija E' je nepotpuna. 

U tekstu What is elementary geometry ? Alfred Tarski (v. [Ta71, str.174]) je za tamo 

izloten geometrijski aksiomatski sistem (analogan sistemu E) izneo je i hipotezu koja mote 

biti formulisana i za teoriju E': 

Hipoteza Tarskog 1: Teorija 	nije odlu6va. 

Pored pomenute hipoteze, Tarski je u istom tekstu postavio i hipotezu da vati joS jade 

tvrdenje koje analogno mote biti formulisano za teoriju E: 

Hipoteza Tarskog 2: Bilo koja konak'no aksiomatizovana podteorija teorije E nije 

odlu'eiva. 
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2 

DEDUKCIJA 

2.1 Razvoj sistema za izvodenje dokaza 

Vekovima je izvoctenje dokaza bilo zasnivano iskljueivo na sistemu aristotelovskih silogizama. 
Verovatno prvi nagoveStaj predikatskog raeuna i pravila izvodenja kakve danas poznajemo 
nalazimo u tekstovima Lajbnica, u kojima on nagovegtava svoj veliki projekat — razvoj 
"raeuna zakljueivanja" (lat. calculus ratiocanator) i "univerzalnog jezika" (lat. lingua char-acteristica). 

GledajuCi daleko ispred svog vremena, on za svoj planirani sistem govori "... da 
ee biti oslobocten nu2nosti razmiAljanja o stvarima samim, ali ipak ee sve biti ispravno". Na 
2alost, u svom ambicioznom projektu koji je trebalo da se odnosi na sve nauke, Lajbnic nije 
oti§ao mnogo dalje od Aristotelovog sistema i razvio je tek mali deo onog gto danas zovemo 
Bulovom algebrom. Tek dva veka nakon pojavljivanja pomenutih Labnicovih ideja, definisan 
je prvi "raeun zakljueivanja" (D2ord2 Bul, 1847), a dvadesetak godina nakon toga napravl-
jen je i prvi mehanieki sistem koji ga je koristio — maSina za proveravanje bulovskih iden-
titeta koju je 1869. konstruisao Stenli D2evons. Kljueni rad u definisanju danas uobieajenog 
predikatskog raeuna, verovatno je Begriffsschrift ("zapisivanje koncepata") Gotliba Fregea iz 
1879. godine u kojem su, izmedu ostalog, precizno uvedeni fomalni jezik i svojstva kvantifika-
tora i u kojem je kljueno mesto u izvodenju dokaza dato pravilu 

modus ponens. Ovaj rad 
mote se smatrati i direktnim zaeetnikom moderne logike i formalnih jezika (ukljueujuei i pro-
gramske jezike). Nakon toga, sledile su decenije burnog razvoja logike ispunjene znaeajnim 
rezultatima i oarim raspravama i suprotstavljanjima po pitanjima poimanja formalnih jezika, 
dokaza, beskonaenosti i posebno koncepta intuicionittieke matematike (u to vreme olieenog 
pre svih u Braueru). U odbranu klasiene matematike od napada intuicionista (koji prihvataju 
samo konstruktivne metode u izvodenju dokaza) formulisani su jasni "metamatematieki pro-
grami" u jednom radu Emila Posta iz 1920. godine (koji se odnosio na iskazni raeun) i 1928. 
godine u znamenitoj knjizi Grundzuge der Theoretischen Logik Hilberta i Akermana. U ovoj 
knjizi formulisana je aksiomatika za predikatski racun i dokazano mnostvo njegovih svojs-
tava (izmectu ostalog i svojstvo potpunosti). Ostao je otvoren tzv. 

Entscheidungsproblem 
— problem pronala2enja opgteg algoritma koji za datu reeenicu proverava da li je teorema. 
Negativan odgovor na ovaj problem stigao je nekoliko godina kasnije u rezultatima Gedela, 
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Skolema i Tjuringa u kojima je dokazano postojanje (esencijano) nepotpunili i 
neodlucivih 

teorija (v.npr.[Men64],[Ta69] iii [Mi86]). 
Vee od tog vremena — od prve tetvrtine XX veka, istorija, razvoja teorije dokaza, gotovo 

se poklapa sa istorijom razvoja automatskog dokazivanja teorema. Radovi Skolerna i Her-
branda iz dvadesetih i tridesetih godina bill su od presudnog uticaja na veliku veeinu sistema 
za automatsko dokazivanje teorema (zasnovanili na prikladnirn pravilima izvoctenja). To se 
pogotovu odnosi na Sezdesete i sedamdesete godine kada °blast autoinatske dedukcije uzima 

maha i kada, 
su razvijeni mnogi znaeajni sistemi izvodenja, prilagodeni automatskoj primeni — 

pomenimo samo metod tabloa (Evert Bet, 1958.) i, jedno vreme dominantan, metod rezolu-
cije (Alen Robinson, 1963.). Uprkos kociznosti metoda rezolucije koja se ogledala u primeni 
samo jednog pravila izvodenja i uprkos ogromnoj energiji ulotenoj u unapredenja, velika 
poeetna otekivanja poeela su da, splaSnjavaju (najpre pod uticajem istrativaea sa MIT-a) i 
sve se manje verovalo da metod rezolucije, bez obzira na modifikacije, mote da dovede do 
efikasnih r6enja u automatskom dokazivanju teorema. Vee sedamdesetih godina istrativati 
se okreeu kvalitativno drugatijim pristupima, tragajudi sve eeke za moguenostima za formal-
izaciju i oponaLanje uobieajenog, intuitivnog rasudivanja. Teorijsku bazu za takve sisteme 
eesto predstavlja prirodna dedukcija — sistem koji je tridesetih i eetrdesetih godina razvio Ger-
hard Gencen (v. dodatak i [Gen, str 68], [Pr65]) sa poeetnom motivacijom koju oslikavaju 
sledeee reeenice: "... formalizacija Iogieke dedukcije, pogotovu kako su je razvili Frege, Rasel 

i Hilbert, prilieno je daleko od 
formi dedukcije koje se u praksi koriste u matematiEkim 

dokazima. Zauzvrat su dobijene znaeajne formalne prednosti. Suprotno, ja sam odlueio da 
izgradim formalni sistem koji je, koliko je to moguee, blizak stvarnom rasudivanju. Rezul- 
tat je 'raeun prirodne dedukcije' (NJ za intuicionistieku i NK za klasienu predikatsku logiku) 
..." . Na tragu Gencenovih radova razvijeno je vise njegovih varijanti i sistema za automatsko 

dokazivanje teorema. 

2.2 Sistem izvoctenja dokaza u dokaziva'Ou EUKLID 

U izgradnji sistema, EUKLID, tetilo se ka formulisanju i primeni pravila izvoctenja (u okvirima 

predikatskog raEuna prvog reda) koja su uobiEajena u geometriji, kako bi generisani dokazi 

bili §to bliti tradicionalnim, intuitivnim dokazima. S druge strane, sistemu pravila izvodenja 
morala se obezbediti prezicnost, a redudancija svesti na §to manju meru. Sistem izvoctenja 
koji se koristi u dokazivaeu EUKLID je "negde izmectu" Gencenovog i Hilbertovog koncepta 
i ima ogranieenje da mote da se koristi samo sa dokazivanje tereoma jedne klase zapisanih u 
konkretnoj formi (pri eemu, enekom od uobieajenih sistema (v.npr.[Men64,str 57]), mote da 

se dokate da je svaku teorernu to klase mogude zapisati u toj, specifienoj formi). Jedno od 
svojstava formulisanog sistema je kao i u Gencenovom sistemu) da se intuicionistiCka 

klasi .6na varijanta razlikuju u samo jednoj aksiomi (u aksiomi tertium non datur). 

Usvojimo najpre dogovor po kojem demo reeenice oblika 

Vx 1 Vx2 ...Vxn ]y13y2 	3y,0(xi , x 2 , . x, yl , y2 , ... yrn ) 

zapisivati krade kao 
vi3gov, 
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U dokazivaeu EUKLID dokazujetno teoreme teorije E' koje imaju jednu od sledeC.ih formi: 

vi.3 :17o(i, 

3 -yo(0 
(0 oznaeava formulu teorije 	bez kvantifikatora i bez slobodnih promenljivih). 

(

Primetimo da sve aksiome teorije E' imaju jednu od navedenth formi, tj. da su forme 
v. poglavlje 1.4.2) specijalni slueajevi gore navedenih formi. 

2.2.1 Shema dokaza u dokaziva'eu EUKLID 
Pretpostavimo da treba dokazati teoremu oblika 

vzago(Y, 

0(
(0 oznaeava formulu teorije E' bez kvantifikatora i bez slobodnih promenljivih). Formula i5 0 mote se napisati u disjunktivnoj normalnoj formi (v.[Men64,str.25]): 

e(i, 	1=... e i 	0 V 02(i, 0 V ... V Op (E, 	 (2.1) 
(e su konjunkcije literala). 

Ako su formule 0 1 , 02, 	ek (k > 0) literali (samo) nad prornenljivim x
, onda je: 

OP, 0 a 0 1 (i) V ... V ek (i) V ek+i 	. . . V Op 

e(i, 	 ... n -,0k (x)) V ek+i V, ... V ep  
Ako je formula Oi(i) (1 < i < k) atomieka, neka je 	oznaka za 	a u suprot- nom, ako je formula ei( negacija atomieke formule A(E), neka 	oznaka za A(i) (u Oba slueaja je 	je ekvivalentno sa 	a pri torn su sve formule (1)i(E) (1 < i < k) ; opisana transformacija koristi se kako bi se izbegla dvostruka negacija i korikenje 

ocigovarajueeg pravila izvoctenja): 

0(E, 	E --1(1, 1(i) n ... A ih(E)) V 41.k.4. 1.  (E, 	... V 'bp 
Neka je (1)(E) kraCi zapis za 1.1(E) A ...A 4Pk(E), a klii(E,0 za 	0. Tada je: 

-4(i)v 	v ...V T q (E, 0) (q p — k) 

	

OP', 0 E.- (1.(i) 	(T i p, 0 V ...V q (S, 0) 
Oznaeimo sa W(E, 	disjunkciju W1(i, 0 V ... V kli q  ( -40. Dakle, 

VE3g0(E, 0 a--  Vng(4)(1) = W(i, 0) 
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tj. treba, dokazati formula: 	
V 37317(4) LE) 	) 	

(2.2) 

Forma (2.2) odabrana jar se veeina, geometrijskili teoremaodredena 
uobieajeno formuliSe upravo 

u tom obliku. Za, veeinu reeenica ova. forma. nije jedinstveno 
	(neka. od formula 4)i 

(i < k) mole da bude deo formule T, ne formule 	
all kada postoji vise moguenosti biramo 

onu koja odgovara tradicionalnom geometrijskom pristupul. 

Sistem izvodenja. iz [Men64, str.57] 	
k (ukljueujuei i logiee ksiome) )znaeavaeerno sa M. 

Ako je iz skupa formula, r formula A izvodiva u sistemu izv

a
odenja M za,pisavaCemo to na. 

sledeel nae.in: 

Pretpostavimo da smo dokazali: 

r, 	H 3A(a. , 

(F oznaeava skup aksioma teorije E'; (1.1 (ci) oznaeava skup literala 

oznaeava nove simbole konstante, ill preciznije, simbole konstanti 

kojem su formulisane aksiome teorije E' i formula 	g)•)• 

r, (DP H 3A(cl, 

(gde je .1)(25) 

- 

4

- ,

1 (i) A . . . A 43, k(i)) iz cega dalje sledi: 

F H 4)(d) 	BA(d, 	([Men64, str.611, teorema o dedukciji) 

F 	 9)) 	(Nen64, str.57], generalizacija) 

F H V i3§((l.(i) 	g)) 	([Men64, str.851, preneks normal) 

Dakle, da bismo dokazali dokazali teoremu v 	dovoljno je dokazati da vazi 

r, Cei) 	]fw(a ,  :17) 2 . 
Ako u (2.2) nijedna od formula 4),, nije literal na,d 	

onda, analogno prvom slueaju,. 

dokazujemo F H 3gT(d, 	
(pri emu jeziku teorije treba dodati nove konstante d) iz eega, 

proizilazi i F H ViTA(i,M (T(i, je formula u disjunktvino-normalnoj formi ekvivalentna 

formuli () 	g))• 
Slieno, teoreme oblika Vi0(i) zapisujemo u obliku

41(i 
i)) d o 

(ako je to moguCe) 

ili u obliku Vi41(i) (T je formula u disjuntivno normaln

(.1.
oj formi) kazujemo da vaZi 

F, 4)'(d) 41(d) odnosno r H 41 (d) (pri emu jeziku teorije treba dodati nove konstante a). 

Za teoreme oblika 3§0(M dokazujemo tvrdenja oblika F 3g\F(;) (W(g) je formula u 

disjunktvino-normalnoj formi ekvivalentna formuli o(m) 
U samom dokazivatu teoreme se zadaju u formi (2.2) i u njemu se ne vr;:i opisana transformacija. 

2 U sistemu EUKLID dokazi se izvode u obliku (2.3). 

FH A. 

(2.3) 

il'i(d), (D2(d) ,  • • • , 4) k(d); 
koji ne pripadaju jeziku u 

Onda vaZi is 

(2.4) 
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2.2.2 Pravila izvodenja i logiEke aksiome 

Sistem izvodenja u dokazivaeu EUKLID tine sheme osani pravila i jedna logieka aksioma. 
Pravilo modus ponens (MP) 3 : 

AI(a), A2 (in • • • An(a) 	Vi(Ai(i) A A2 (i) A ... A A n (i) 	D(i)) 
D(a) 

(fOrmule Ai su literali nad nekim od konstanti a
, D(d) je formula u disjunktivrionorrnalno fortni bez slobodnih promenljivihi bez kvantifikatora). 	 j  

Pravilo uvodctije konstanti (C): 

3 .77D (.0 ) 

(gde je D(a) 
formula u disjunktivno-normalnoj formi bez slobodnih promenljivih i bez kvan-

tifikatora; c ozna2'ava nove simbole konstanti: C 1  i  c2 , ..., cm ). 
Pravilo modus ponens sa uvodenjem konstanti (MPC): 

A I  (d), A2(d), • • • • An(d) 	Vi3g(A i  (i) A A2(fl A ... A An(E) 	D(x, g)) 
D(cl, a) 

(formule A i  su literali nad nekim od konstanti c7,D(c7, je frmula u disjktivno-normalno formi bez slobodnih promenljivih i bez kvantifikatora; o
o
znaeava nove

un 
 simbole konstanti CI, C2 i ...,Cm ), 

Pravilo uvodenje 6injenica - introductio facta (IF): 

Ai (a), A2 (c7), 	, A n (ci) , D i  (a) V D2 (c7) V . . . V Dni(c7) 	
f7) 	

A2
1 )] 	[Da(c1)1 
  

A 
(ako je Di  (a) konjunkcija literala Dl (a) A DRc-i) A . A Ma), onda AA] oznaeava uvocienje pretpostavki ...,Df(c7) 

; simboli Di oznaeavaju iii F (simbol za kontradikciju, 
"lae) ili neku reeenicu T; u instanci ovog pravila u kojoj svi simboli Di predstavljaju kon-
tradikciju (za 1 < i < m), kontradikciju oznatava i A; u instanci ovog pravila u kojoj neki 
(bat jedan) od simbola 	

predstavljaju reeenicu T, a ostali predstavljaju kontradikciju, simbol A oznaeava reeenicu T.) 

Pravilo kontradikczja (F): 

A. 

F 
	(A je atomieka formula) 

Pravila detekczje dokaza (Dl), (D2), (D3): 

A i  (ii), A2(d), • • • An(a) 
T 1 (d) V T2 (a) V...VW q (c7) 

3  Pravilo modus ponens u sistemu izvodenja E je specijalna instanca uobiCaienog pravila 
modus ponens. 
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(gde je 	A i  (a) A A2 (d) A ... A A n (d) za neko i) 

A (d, 6), /1 2 (ei,), 	, A n (a,b) 

3 1- 	i v, 	V 2 (a, 	v 	v q (d, 

(gde je Ti(d, 1;) = A l (d,1;) A A2(d, 1)) A ... A lin o', 	za neko 

Al (6), A2(g), . • . , A n (g) 

?-6(Ti (0 V `112(17) V•..VTq 

(gde je Ti(1;) E A i ( 6) A A 2 ( g) A ... A .4 7,,(1;) za neko i) 

Pored navedenih pravila, u sistem izvocienja doka,zivaea, EUKLID 
m 
ulazi (za

atur d 
klasienu vari-

jantu) i sledeCa, logieka aksioma - 
aksioma iskljtd:enja tre("eg - terbiu non 	

(TND) 4 : 

A V 	(A je atomieka formula) 

U pravilu oblika o skup formula F zovemo premisama, a formulu A posle
a  dicoC Men64 

m. 

	

U 
pravilima (C) i (MPC) oznaeava nove konstante c 1  , c2 , 	cq  (v. prvilo 	[, 

str.73]). Za tako uvedene konstante katemo da 
zavise od konstanti a l , a2 , 	ap . 

Pravilo(IF) ima mnoStvo instanci, all za teoriju broj disjunkata Di (i istovremeno broj 

odgovarajueih grana) - broj m - \Tea je od 1 samo ako je formula D
I  (d) V D 2 ( V  

izvedena na osnovu granajueih aksioma g, (m = 3), g2  (in = 2) iii na osnovu aksiome (TND) 

(m=2). Jedna od takvih je npr. i sledeCa instanca pravila, (IF): 

	

[Al 	[-Al 

F TV) 

Dokaz izveden sistemom E mote se prikazati i u obliku povezanog usmerenog grafa koji 

ima taeno jedan evor ka kojem ne vodi nijedna ivica 
(po6etni e'vor dokaza) i taeno 

grafa vodi vi 
jedan

ica §e iv 
evor 

iz kojeg ne vodi nijedna ivica (zavrgni Ivor dokaza). Iz jednog evora tog g  

samo ako njemu odgovara primena pravila (IF). U tom evoru, dokaz evoru. se graSvaki na na usmereni 
nekoliko 

poddokaza koji, ponovo na osnovu istog pravila (IF), vode ka jednom  

put od poeetnog do zavrSnog evora dokaza zovemo granom dokaza. 

Ako je iz skupa formula r 
primenom navedenih pravila izvodiva formula A zapisavaeerno 

to na sledeei naein: 
F 1-- A. 

4Izostavljanem ove aksiome dobija se intuicionistitka varijanta sistema. U geometriji je, medutim, broj 

teorema koje je tnoguCe dokazati bet 
korikenja (u nekoj formi) pravila iskljueenja treCeg (tertium non datur) 

jako mali. 

(d), A 2 (d), 	, A n (c7,), A V 
T(d) 
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U izlo2enom sistemu E, 
ukoliko je formula si)(Fi) u kontradikciji sa aksiomama teorie 

E', mote se dokazati r, 4:.'(Ee) 	F . 	
j 

1pak, u nekim takvim situacijama moie se 
(za neku formula T(c70) dokazati i r, cp/(c7) 	

lako ne u skladu sa konceptom "dobro formiranih odnosa" i relevantne logike, to je u sistemu 
E (i u veeini drugih) ispravno, ali se u tradicionalnim geometrijskim dokazima obi .610 izbegava takvo izvocienje. 

Primer 1: Doka2imo sledeCu teoremu teorije E': 

VxVy3z(p(x) A t(y) A 	y) 	r(z) A i(x, z) A i(y, z)) 
(Za bilo koju pravu i taau koja joj nije 

incidentna postoji ravan kojoj su incidentne.) Dokaz 5 : 

Navedimo i odgovarajuei dokaz (more geometrico) na prirodnom jeziku (videti i sliku 2.1 — prikaz dokaza u obliku grafa): 

ili 
Na osnovu aksiome P g 

postoje dve taeke incidentne pravoj a (neka su to taeke 
qi i q2). Mae p i qi su identiene 

nisu identiene. 

Pretpostavimo da su taeke p i q i  identiene. Taeka q 1  je incidentnta pravoj a, a taeke p i q 1  su identiene, pa, na osnovu aksioma jednakosti, sledi da je taeka p incidentna pravoj a. Dakle, taeka p je incidentna pravoj a i taeka 
p nije incidentna pravoj a. Kontradikcija! 

Pretpostavimo da taeke p i qi nisu identiene. Mae p i q 2  su identiane iii nisu identiene. 

Pretpostavimo da su taeke p i q2 identiene. Taeka 4 2 
 je incidentnta pravoj a, a taeke p i q2 su identiene, 

pa na osnovu aksioma jednakosti sledi da je taeka p incidentna pravoj a. Dakie, taeka p je incidentna pravoj a i taeka p nije incidentna pravoj a. Kontradikcija! 
Pretpostavimo da taeke p i q2  nisu identiene. Na osnovu aksiome P a  postoji ravan b kojoj su incidentne taeke p, q 1  i q2. Taeke qi i 92  su incidentne ravni b, pa je, na osnovu aksiome Ns ravni b incidentna i prava a. Dakle, postoji ravan kojoj su incidentne taeka p i prava a. 

Postoji ravan kojoj su incidentne taeka p i prava a. 

Postoji ravan kojoj su incidentne taeka p i prava a. 

Navedenu teoremu moguCe je dokazati i jednostavnije - u manjem broju koraka, ali ovde je izloien dokaz 
koji ilustruje uvedeni sistem izvodenja E 
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] 
-IP = q2 

r (b), i(p, b), i(qi,b),i(q2, b) 

i(a , b) 

3y(r(y) A i(a, y) A (p, y)) 
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Slika 2.1 

2.2.3 Svojstva sistema izvocienja E 

Nedostaci sistema izvoctenja E su to Sto on ne pokriva kompletan predikatski raeun i Sto 

se pretpostavlja da su formule sa kojima sistem operiSe vee unapred zapisane na specifiean 

naein (to mote biti korigovano dodavanjem novih p z
ravila izvoctenja)koja proistiee . Pored toga, slieno

relativ G no 
en- 

cenovom sistemu, sistemu nedostaje odredenja formalna elegancija 
	 i  

velikog broja pravila izvoctenja (npr. u odnosu na sistem M). S druge strane, sistem 
E 

omogueava izvoctenje dokaza, veoma, bliskih uobieajenom za,kljueivanju u matemat s
iekih 

disciplina (pogotovu u geometriji). Takocte, dokazi koji se izvode u okviru sistema 
E u ne 

samo prirodni i intuitivno jasni, vee eesto i bitno kraei ode 
 dokaz 

E. 

u drugirn sistemima. U 

ovom poglavlju naveSeemo nekoliko svojstava sistema izvoctnja a 
 

Teorema 2.1 (Teorema o dobroj zasnovanosti — soundness) 
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Dokaz: Pravda (MP), (C), (MPC), (F), (Dl), (D2), (D3) i aksioma (TND) su kom-
binacije instanci pravila i teorema sistema, izvoctenja. M, pa a.ko je neka formula. izvodiva. 
primenom ovib pra,vila. a sistemu E, onda..je ona. oeigledno izvodiva i u sistema. izvodenja M. 
Dokatimo npr. da ako je formula izvodiva, pra,vilom (D2) iz nekog skupa. formula.. onda. je 

ona iz tog skupa formula izvodiva i u sistemu M. Neka je Ti(c7, b) E A b) A A2 (ii, b) A . . A 

An (d, b) za neko i. U sistemu M vati: 

	

r, A 	b), A 2 (d, 	, 	H 

F 	( b) H T i ( (, i;) V T2 (a.  ,F)) v . . . V kli g  ( c7, i;) 

r , W i (c7, 6) V W2 	V ... V kli q  (a.  , 	H 	(a, 	v 2 (a ij) V ... V W q (c7, 

odakle sledi is 

	

F, A i  (c7, b), A2 (El, 6), 	, A, (c7, 6) H 30 1 (d, 	V T2 (c7, ov...vkif q  (a, 0) 

Sto je i trebalo dokazati. 
Matematiekom indukcijom dokazaCemo tvrclenje teoreme za primene pravila (IF), tj. 

dokazaeemo da ako je iz skupa formula F, A l (d), A2 (c7), , An  (a), D 1 (a) V D2 (a) V . . . V D, (d) 
primenom pravila (IF) u sistemu E moguee izvesti formulu 7,b, onda je to formulu moguee 

izvesti i u sistemu M. Pravilo (IF) mote se formulisati i na sledeei naein: 

Ako vati 
E 

r, 	(c7), A 2 (5) 	, A n (c7) Vi (d) H Di 	(i = 1, 2, ... , m) 	 (2.5) 

E 
F, A l  (d), A2(d), • • • , An(d), Di (d) v D2 (a) V...VD,(c7) 1- A 

(ako svi simboli A oznaeavaju kontradikciju, onda kontradikciju oznaeava i simbol A; ako 
bar jedan od simbola A, oznaeava neku formulu 1/), a ostali oznaeavaju kontradikciju, onda 

simbol oznaeava formulu 
Za. pravilo (IF) primenjeno u nekom dokazu katemo da je nivoa 1, ako su tvrdenja (10) 

(i = 1, 2, ..., m) dokazana bez koriSenja pravila (IF). Za pravilo (IF) primenjeno u nekom 

dokazu katemo da je nivoa 1, ako se u dokazima tvrctenja (10) koristi pravilo (IF) nivoa di 
(i = 1, 2, ..., m), ne koristi se pravilo (IF) veCeg nivoa i pri tom vati d = 1 + maxj E  

Ako se u dokazima tvrctenja (10) ne koristi pravilo (IF) i kako su, kako Sto je vee reeeno, 

sva pravila sistema E kombinacije instanci pravila i teorema sistema izvodenja M, oeigledno 

je da vati is 	
F, 	(c7), A2 (c7), 	, An (d), Dad) I- Di 	(i = 1, 2, ... , m), 

odakle proizilazi (na osnovu svojstava sistema M) 

r, 	(d), A 2 (d), 	, An(a), 	(d) v D2  (a) V ... V Din (c7) I- A 

onda vati i 

1 , 2 , , 	 } 1  • 
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-(fde simbol A ozna,C-7a,va kontradikciju ako svi simboli 	ozna,e4vaju kontradikciju, a formulu 
ako bar jedan od simbola Ai oznacava. forrnulu 0, a. ostali oznai=avaju kontradikciju: 

u sistemu M simbol za, kontradikciju mole biti definisan kao A A gde je A bilo koja, 
formula.) 

Dakie, tvrclenje teoreme va21 za dokaze u kojima se javlja pravilo (IF) nivoa 1. Fret- 
postavimo da tvraenje teoreme vazi i za dokaze u kojima se javljaju primene pravila (IF) 
nivoa manjih od 1 (1 > 2) i doka2imo da ono va2i i za dokaze u kojima se javlja pravilo (IF) 
nivoa 1. 

Pretpostavirno da se prhnena pravila (IF) i izvodenje 

r, A i  (d,), A 2 (d). 	, A n (d), D, (d) V D2(d) V . . . V D,(11)1- 

u nekom dokazu zasniva na tvrdenjirna u kojima se javljaju primene pravila (IF) stepena 
lti (i = 1, 2, ... , 7n) i pri tome je 1 = 1 + (odakle sledi i I < 1 (i = 
1, 2, ... , m)): 

E 
F, A i  (c7), A 2 (ii), 	, A n (c7),D'i (c7)H D i 	(i = 1, 2, ... , m) 

Na osnovu induktivne hipoteze, onda vazi i 

F, A i  (c7), A2(d), • .. , 	vii (d) H D i 	(i = 1, 2, ... , m), 

odakle proizilazi (na osnovu svojstava sistema M) i 

F, A i  (d), A2 (d), 	, A, (6,), D I  (c7) V D2 (C-0 V ... V D, (a) H 

• - to je i trebalo dokazati. 

S obzirom na obrazIo2enje iz prethodnog poglavlja, iz teoreme 2.1 sledi sledeee tvrdenje: 
da bismo npr. dokazali da va2i 

tj. da bismo dokazali teoremu 

odnosno teoremu 

dovoljno je dokazati da va,21 

F Viag0(i, , 

ViagO(i, , 

via -y.(4)(i) 	W(i, 	, 

E 
F, 4) 1 (cl) ]01/(c7,  

U ovom tekstu iznesimo i sledeeu hipotezu: ako je r skup aksioma teorije E' i ako je A 
formula teorije E' koja ima jednu od sledeCe dye forme: 

]g0 ( c7 , , 
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( 77) 

(0 oznaeava formulu teorije E' bez kva,ntifikatora, i bez slobodnih promenljivih), onda va.2i: 

E 

tj., za navedene klase teorerna teorije E', sistern E ima svojstvo potpunosti. 

Primetimo da ako je u nekom evoru neke grane dokaza primenom pravila (MP) izved-

nena formula onda taj korak dokaza mote biti eliminisan ako je formula gi i pre njega 
bila izvodiva primenoin pravila (Dl). Shen°, ukoliko je u nekom evoru neke grane dokaza. 

primenom pravila (C) iii (MPC) izvedena, formula kli(c -2) (gde c2  oznaeava nove konstante), 

onda taj korak dokaza mote biti eliminisan, ako je i pre njega, primenom pravila (D2) ili (D3) 

bila izvodiva formula W(c-i). Od tog evora dokaza sva pojavljivanja konstanti c-2  mogu da se 

zamene konstantama 6 i pri tome sva izvodenje ostaju ispravna. Iz navedenih einjenica o 
tome kako suvi§ni koraci dokaza mogu biti eliminisani proizilazi i tvrdenje sledeee teoreme 

vane i za formulaciju algoritma za automatsko izvodenje dokaza: 

Teorema 2.2 (Teorema o redukciji) 
E 

Ukoliko va2i r 	A, onda je iz skupa formula r, u okviru sistema E, moguCe izvesti 

formulu A tako da nema koraka dokaza u kojem je primenom pravila (MP) izvedena formula 
IF, a da je pri torn ona mogla da bude izvedena i primenom pravila (D1), kao ni koraka dokaza 
u kojem su primenom pravila (C) ili (MPC) uvedene nove konstante za koje vati W(6), a 
da je pri torn primenom pravila (D2) ili (D3) mogla da bude izvedena formula T(6) za neke 

konstante 
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3 

ALGORITAM 

3.1 Algoritmi za automatsko izvodenje dokaza 

Jedan od prvih jasno formulisanih algoritama za automatsko izvoclenje dokaza bio je algori-
tam "British Museum" koji se zasnivao na sukcesivnom sintaksiekom izvodenju svih formula 
iz onih vet dokazanih. U svakom koraku proverava se da li je, medu tako generisanim formu-
lama, i ona koja se dokazuje. Vee je sistem Logic Theory Machine koji su u drugoj polovini 
pedesetih godina razvili Njuel, Sau i Sajmon (i koji se odnosio na iskazni raeun) ukljueivao i 
heuristike koje su usmeravale "British Museum" algoritam u skladu sa strukturom teoreme 
koja se dokazuje (v. [NSS83]). Takode krajem pedesetih godina, pojavio se i Melernterov 

sistem Geometry Machine (v. [Ge163], [Ge183]) za dokazivanje jedne (male) klase geometri-
jskih teorema zasnovan delimieno na idejama Marvina Minskog. Pomenuti sistem uveo je 
dve kvalitativne novine u automatsko dokazivanje teorema. Prva od njih — zakljueivanje 
po analogiji — obezbedivala je da ako se, u okviru dokaza teoreme, doka2e jedno pomoeno 
tvrdenje, nakon toga prepoznaju i ne dokazuju analogna tvrdenja. Druga, jo§ znaeajnija, 

tehnika uvedena sistemom Geometry Machine bilo je tzv. "korikenje dijagrama". "Dija-
gram" je, za svaku teoremu koju treba dokazati, predstavljao jednu njenu konkretnu inter-
pretaciju (u skupu realnih brojeva). Hipoteze koje bi, ukoliko se potvrde, mogle da vode 
ka reSenju problema, proveravaju se najpre na dijagramu i ukoliko su taene na dijagramu, 
dokazivae poku§ava i formalno da ih dokaie (korikenjem odredenog broja geometrijskih ak-
sioma i teorema). Ovaj sistem je i pored brojnih nedostataka (izmedu ostalog, mogao je da 
dokazuje samo veoma jednostavne teoreme koje se odnose na podudarnost trouglova) ostavio 
traga u automatskom dokazivanju teorema i ideje koje su ovim sistemom uvedene, primen-
jivane su, pored geometrije, i u drugim domenima. Jedan od prvih sistema za automatsko 
dokazivanje teorema bio je i znaeajni sistem koji je 1960. godine razvio Pol Gilmor i koji 
je bio zasnovan na Herbrandovoj teoremi i njenim implikacijama l  (v.npr. [Bu87,str.278). 

Pomenuti sistemi bili su prilieno neefikasni i mogli su da dokalu samo veoma jednostavne 

1 Herbrandova teorema, izmedu ostalog, sugeriAe tzv. "dokaz negiranjem" tj. dodavanje negacije zadatog 
tvrdenja kao nove aksiome i traganje za kontradikcijom, umesto traganja za tvrdenjem izmedu onih koji se 
generi§u. Taj pristup prihvaCen je i u metodama tabloa i rezolucije. 
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teoreme, ali su, ipak, pokazali da je automatsko dokazivanje teorema mogm'e ("bar u prin-
cipe) i to je bio dovoljan podstrek za dalja. istrativanja. Nekoliko godina kasnije pojavio se 
jedan od kljuenih rezultata — metod koji je donekle bio zasiiovan na metodologiji Herbranda 
i Gilmoura, all znatno efikasniji — bio je to metod rezolucije Mena Rohinsona. (v. [Ro60]). 
Metod rezolucije razresio je neke od problerna koji su uslovljavali neefikasnost Gilmourovog 
sistema. Uobieajene aksiome i pravila izvod -enja predika . tskog ra,euna zamenjena su samo jed-
nim, relativno kom plikovanim, pravilom nazvanim pravilo rezolucije koje je ukljueivalo i novu 
znaeajnu proceduru — Broj teorema razlieitih matematiekdi teorija koje je bilo 
moguCe automatski dokazati bitno je poveean, a kada je u (Au daljeg poveCanja efikasnosti 
uvedeno i dodatno pravilo izvoctenja - paramodulacija, einilo se da Ce proces kontinuiranog 
napretka automatskog dokazivanja teorema na osnovarna postavljenirn metodom rezolucije 

teei i dalje, nalazeci primene u razlieitim oblastima: ispitivanju postavljenih matematiekih 
hipoteza, u verifikaziji programa, obradi prirodnog jezika, obrazovanju, svakodnevnog rezono-
vanja itd. Tokom druge polovine 'Sezdesetih i poeetkom sedamdesetih godina implementirani 
su mnogi sistemi ("zvuenih imena") za automatsko dokazivanje teorema zasnovani na metodi 
rezolucije koji su ukljueivali specifiean izbor aksioma i klauza za rezoluciju, kao i brojne 
heuristike, all kako je i sa tim unapredenjima i dalje bilo rnoguee dokazati samo veoma jed-
nostavne teoreme, prvobitno odugevljenje i oeekivanja od automatskog dokazivanja teorema 
poeeli su da opadaju. Pored toga §to su ovi sistemi uglavnom veoma neefikasni, dokazi 
koje su generisali ovi metodi, iako matematieki korektni, bill su po svojoj strukturi daleko 
od uobieajenih dokaza, i praktieno jedini upotrebljiv rezultat bio je potvrdan iii odreean 
odgovor na pitanje da li je zadato tvrdenje teorema. Ipak, metoda rezolucije ostavila je veliki 
trag na razvoj automatskog dokazivanja teorema i veaaeke inteligencije. Ideje i tehnike uve-
dene metodom rezolucije tokom §ezdesetih i sedamdesetih godina i danas se koriste u logici i 
raeunarstvu. Jedan od najznaeajnijih tragova tog perioda, svakako je i koncept deskriptivriog 
prograrniranja i jezik PROLOG koij je neposredni rezultat razvoja metode rezolucije. 

Kako su, pogotovu pod snatnim uticajem istrativaea, sa univeziteta MIT, jaeale sumnje u 
visoke domete "ravnomernih procedure dokaza" (uniform proof procedures) koje su domini-
rale §ezdesetih i sedamdesetih godina (pored metoda rezolucije i metod tabloa), istrativanja 
su sve vise isla ka izgradnji specifienih sistema koji su prilagocteni konkretnim teorijama i 
eesto, samo delovima tih teorija (v.npr. algoritrne za Prezburger i Bledso realnu aritmetiku 
u [Bu83,str.132], [B177], [Sh77] iii [Sh79]). U grupi tih dokazivaea i algoritama, razvijanih 
osamdesetih i devedesetih godina, svojom efikasnoku istiee se Vuov algoritam za dokazivanje 
geometrijskih teorema algebarskim metodama (v. [Ch88]). Nedostacima ovog elegantnog al-
goritma (suStinski, svodi se na defjenje polinoma) motemo da smatramo to Sto nema svojstvo 
potpunosti (neke teoreme ne mote da dokate) i to §to se u dokazima, koje generiSe ne mote 
prepoznati uobieajeni geometrijski smisao (u dokazu se i ne koriste uobieajene geometrijske 
aksiome). Ipak, kako ovaj algoritam mote veoma efikasno (na danagnjim PC raeunarima za 
svega nekoliko sekundi) da doka2e brojne netrivijalne i t'esto izuzetno komplikovane teoreme, 
on verovatno predstavlja najveCi domet u automatskom dokazivanju teorema geometrije, a 
motda i u automatskom dokazivanju teorema uopSte. 

Molemo da smatramo da su tri kljuEna kriterijuma za ocenu kvaliteta algoritma za 
automatsko dokazivanje teorema svojstvo potpunosti, efikasnost i forma izvedenih dokaza 
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(uobieajena, prirodna forina. iii He). Ovi kriterijumi sit, medutim, u velikoj inert, u suprotnosft 
jedarfsa •drugini, pa. i ne postoji a.lgoritam koji u Znaeajnoitneri za,dovoljava sva tri zahteva. 
Tako, npr., rnetod rezolicije i metod tabloa itna.ju svojstvo potpunosti; ali su neefikasni, dok je 
VuOv algoritam izuzetno efikasan, all trema. nerna svojstvo potpunosti. Pri tome, dokazi izve-
denjtorig6enjern sve tri pomenute metode ne odgovaraju . uobieajenom ljudskom rasudivanju. 

3,2;  Algoritam izvodenja dokaza u dokazivaeu EUKLID 

Aksioma.tski sistenr geornetrije izlolen u prvom i sistem izvodenja dokaza izlo2en u drugom 
delu ovog rada eine osnovu algoritrna za izvodenje dokaza u sistemu EUKLID. Taj algori-
tam nezavistan je od konkretne raeunarske realiza,cije, all i od raeunarske primene uopt;te. 

Algoritam pokriva jednu klasu teorerna teorije (koja sadni znaajni deo standardnih ge-

ometrijskih sadrZaja), i razvijen je sa ciljem da generisani dokazi u potpunosti odgovaraju 
tradicionalnim dokazima, uobieajenirn u matematici dve i po hiljade godina. Prioritet je dat 
torn kriterijumu na raeun efikasnosti. U osnovnoj verziji dokazivata usmeravanje procesa 
d9kaziyanja zasniva se na, klasifikaciji aksioma i njihovom poretku u okviru grupa, ali sam 
koncept ostavlja prostor i za primenu drugih heuristika i tehnika usmeravanja. U ovom tekstu 
neeerno se baviti tim pitanjima, vee demo razmatrati samo osnovni oblik algoritma. 

U algoritmu se koristi pojam dopustivi objekti proistekao iz tzv. principa granienika 

upotrebljenog u dokazivaeu. Na poretku izvodenja dokaza, skup dopustivih objekata je 
pr,zan i tokom izvocienja dokaza taj skup se proSiruje pod kontrolom granienika koji onemo-

guCa„va pojavljivanje "beskonaenih grana" u dokazu. 
Tokom izvodenja dokaza proSiruje se, sukcesivnom primenom aksioma tzv. prostor znanja 

koji, sadrZi einjenice o objektima eija je egzistencija utvrdena (tj. izvedene formule nad 
konstantama). Pri grananju dokaza, prostor znanja proSiruje se i pretpostavkama tekuee 
grane. Ovakav koncept odgovara sintaktiekom pristupu reprezentaciji znanja u vegtaekoj 

inteligenciji i razlikuje se od koncepta closed-world assumption (v.npr. [A187] ), jer npr. ako 

u prostoru znanja ne postoji informacija o tome da se dve prave seku, to jo§ uvek ne znaei da 
se one zaista ne seku; na taj naein ostvaruje se princip monotonog rasuctivanja (monotonic 

reasoning; v.npr. [AI87]). U toku izvodenja dokaza, geometrijske i dodatne aksiome, definicije 
i teoreme (navedene u poglavlju 1.4.1) primenjuju se po pravilima izvodenja navedenim u 

poglavlju 2.2.2. 
Navedeni algoritam omogueava izvodenje dokaza za sve teoreme elementarne geometrije 

koje mogu biti interpretirane u posebnoj formi (v. poglavlje 2.2), pri eemu se koriste samo 

osnovni predikati i predikati definisani u poglavlju 1.4.1 2  
Algoritam za, izvodenje dokaza. je (donekle) zasnovan na "metodi iscrpljivanja". Da bi 

se maksimalno ogranieilo uvodenje novih geometrijskih objekata, i einjenica nepotrebnih za 
dokaz i da bi se poveeala efikasnost, aksiome su podeljene u grupe i porectane u okviru svake 
od njih (kao sto je to obja:snjeno u prvom delu). Takva podela aksioma dala je u izvodenju 
dokaza dobre rezultate (po pitanju efikasnosti i malog broja suvi§nih koraka) i odredila novu 

2
0dieoreina elementarne geometrije iz [Lu94] koje ne zahtevaju upotrebu prirodnih iii realnih brojeva, u 

naiiederrom' obliku mogu6e je zapisati veCinu njih. 
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kla,sifikaciju geometrijskih aksioma. (Dobijeni dokazi, naravno, mogu hiti i (automatski) 
optimizovani, tako da ne sadrZe nepotrebne korake, ali u ovom tekstu rie(7etuo se baviti tint 
problernom.) 

Dokazivae EUKLID tokorn izvod-enja, nekog dokaza sve novouvedene objekte oznaeava 
redom prirodnim brojevima. Time se, efektivno generiAe prebrojiv model teorije E' i to onaj 
njegov deo koji je potreba.n za, konkretni dokaz. Nezavisno od bilo koje pojedinaene teoreme, 
algoritam EUKLID mote, dakle, u beskonaenom (ali rekurzivnom) postupku da generige 
prebrojiv model elementarne geometrije. Postojanje prebrojivog modela teorije proizilazi 
iz poznate teoreme (v.[Men64,str.65]), ali se algoritmom EUKLID takav model i efektivno 
konstruie. Odatle proistk'ie i zanimljiv problem pronala2enja prebrojivog modela teorije 
koji se mote jednosta,vno i efektivno opisati konaenim postupkom. 

Navedeni algoritam (i njegova raeunarska implementacija) dosledno obezbed -uje strogi 
formalistieki pristup — dokazi se izvode bez veze sa semantikom koju obieno pripisujemo 
geometrijskim dokazima. Iz toga proizilazi i odredeni "nesklad" izmedu sintakse i semantike 
koji se javlja u nekim dokazima izvedenim na osnovu izlolenog algoritma (v. poglavlje 2.2.2). 

3.2.1 Prostor znanja 

U svakom koraku izvodenja dokaza u sistemu EUKLID (primenom aksiome iskljueenja treeeg 
i pravila (MP), (C), (MPC) navedenih u poglavlju 2.2.2) kao posledica se, na osnovu zado-
voljenih pretpostavki odredenog pravila, izvodi neka formula u disjunktivno-normalnoj formi 
bez kvantifikatora D(a) E (c7) V D2(a) V ... V D7i (d) (D2(c7) su konjunkcije literala). Neka 
je Dk(d) E DIA A D 12,(a) A ... A DT(a) (formule 7N(d su literali). Kada je dokazana for-
mula D(d), primenom pravila izvodenja (IF) dokaz se grana na n poddokaza, pri emu se u 
i-toj grani kao pretpostavka uvodi formula Di(d) koja je konjunkcija literala DWI) IN(e) 
...Dr7(c7). U toj grani dokaza smatra se da su navedeni literali dokazane 6injenice i one se 
uvode (pojedinaeno, a ne njihova konjunkcija) u skup dokazanih einjenica - u tzv. prostor 
znanja. Ovako uvedene einjenice briSu se iz prostora znanja kada se zavr§i taj poddokaz. (U 
jednom takvom koraku, poredak uvedenih einjenica u prostor znanja nije bitan i ako u njemu 
postoje dva literala A i B, smatra se da su tame i formula A A B i formula B A A.) Ako se 
dokazuje tvrdenje oblika 

E 
F- 301f(d, 

ili oblika 
E 

r , 4) (d) 	(c7), 

gde je (1)(d) E- 4) 1(d) A 4)2(d) A ... A (1, ,,(c7) (4)i(c7) su literali), na samorn poeetku izvodenja 
dokaza dodaju se oznake za nove konstante d, a u prostor znanja se upisuju einjenice (DIA, 
41 2(a), (1)72 (a). 

Na opisani naein, u dokazivaeu EUKLID obezbedena je monotonost zaklju6vanja (u 
svakoj grani dokaza). To znaii da se u jednoj grani dokaza pri dodavanju nove cinjenice u 
prostor znanja iz njega ne izbacuje neka druga (tj. skup dokazanih einjenica u svakog grani 
dokaza monotono raste). 
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3.2.2 Dopustivi objekti i princip graniEnika 

Primena pravila izvodenja (izuzev pravila (C)) pretpostavlja postojanje odreclenih konstanti i 
einjenica koje se na njih odnose (odnosno formula bez kvantifikatora). Rea demo da uvedene 
konstante oznaeavaju objekte i oznaeavaCemo ih rednim brojevima redom kako ih uvodimo. 
Neka od pravila izvocienja primenjivaCemo samo na jednom, posebno definisanom, podskupu 
objekata — podskupu koji demo zvati dopustivi objekti. Svi objekti oznaeeni su rednim broje-
vitha i u jednom trenutku tokom izvoctenja dokaza dopustivi su oni koji su oznateni brojem 
Manjim od vrednosti tzv. granienika. Tokom izvodenja dokaza vrednost granienika mote da 
se menja i to na naein opisan u samom algoritmu. 

3.2.3 Aksiome i ADT modul 

U dokazivaeu EUKLID, pored geometrijskih aksioma koriste se i aksiome zasnovanosti (im-
plicitno), aksiome jednakosti, kao i nekoliko definicija i jednostavnih teorema (v.poglavlje 
1.4.1). Sve one eine tzv. ADT modul i po uvedenoj klasifikaciji imaju svojstvo "nepro-
duktivnosti" (sa izuzetkom nekoliko teorema koje se odnose na egzistenciju eetiri taeke, na 
egistenciju tri take incidentne nekoj ravni, odnosno dve take incidentne nekoj pravoj njih 
demo, jednostavnosti radi, smatrati dodatnim geometrijskim produktivnim aksiomama, a ne 

elementima ADT modula). 
Aksiome zasnovanosti u dokazivaeu se ne koriste eksplicitno. Naime, u svakoj aksiorni u 

kojoj se uvodi novi geometrijski objekt, uvodi se i njegov (jedinstveni) "tip". Pored toga, nije 
moguee da se primenom neke aksiome izvede neka formula, a da pre toga nisu utvrcteni tipovi 
njenih argumenata. Ako, dakle, u skupu aksioma progirenom premisama nema konstanti a 
za koje'nema taeno jedne od formula S (a), £(a) ili 7) (a), onda nema potrebe za eksplicitnim 
korikenjem aksioma zasnovanosti. Sa tim ogranieenjem svaka formula age(ci, mote biti 

zapisana u obliku ageD(d) 	g)), a formula 0(11) mo2e biti zapisana u obliku <D(a") 
11 (a) (formula 43 sadrZi (bar) predikate o "tipovima" konstanti v.poglavlje 2.2.2). Dokazivae 
pretpostavlja ovo ogranieenje, pa su tvrclenja koja se dokazuju jednog od sledeCih oblika: 

E 
r, 4)/ (cl) h 3gw(ii, 	, 

E 
r, 	(c1) 

E 
r 1-  30 I (g) 

3.2.4 Pravila izvodenja i klasifikacija aksioma 

Pravila izvoctenja navedena u poglavlju 2.2.2 prilagodena su uobieajenim (tradicionalnim) 
geometrijskim dokazima i prirodno odgovaraju srukturi geometrijskih aksioma. Tako se za 
"primenu" produktivnih i granajuah aksioma koristi pravilo (MPC), neproduktivnih pravilo 
(MP), a jako produktivnih pravilo (C). Formule izvedene primenom ovih pravila uvode se 
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u prostor zna,nja primenom pravila. (IF), (Ink se pravila (F), (DI), (1)2). (D3) koriste za. 

"proveru" da li je zadata teorema. dokazana. Aksioma iskljneenja. treC..eg (TND) primenjuje 
se po pravilu (MP). 

3.2.5 Izvocienje dokaza i teorema o redukciji 

Na osnovu teoreme 2.2 (teorema, o redukciji) sledi da, ako u okviru sistema E postoji dokaz 
neke teoreme, onda. je to teoremu rnoguee dokazati tako da nema koraka dokaza u kojem je 
primenom pravila (MP) izvedena formula W , a da je pri tom ona mogla da bode izvedena i 
prirnenorn pravila. (D1), kao ni koraka dokaza u kojem su primenom pravila (C) ili (MPC) 
uvedene nove konstante (72 , za koje va.Z4 kli(c7.2 ), a. da, je pri torn pritnenont pravila (D2) ili (D3) 
mogla da bude izvedena formula WA za neke konstante cl . Iz teoreme, dakle, sledi da n 
dokazu nije potrebno primenjivati pravila izvodenja koja so u gore opisanom sniislu suviSna. 
U samom algoritmu smatraeemo da takva pravila izvodenja nisu moguaa. 

3.2.6 Algorita .m za izvoctenje dokaza teoreme 

Ako se dokazuje tvrdenje 
E 

F, 4'(c7) 	]y (a, 

iii 
E 

F, V(d) H W(ti), 

gde je its(d) 	(1) 1 (ei) A 4c, 2 (d) A ... A Ci (c1) ((13.,;(ii) su literali), na samom poeetku izvodenja 
dokaza uvode se novi objekti a l , a2,am i oznaeavaju rednim brojevima 1, 2, ..., m, a u 
prostor znanja se upisuju 6injenice c1)1(d), 432(d), (1)„(d.). Na samom poeetku izvodenja dokaza 
nijedan objekt nije dopustiv. 

Ako se dokazuje tvrdenje 
E 

F Ecklf(g) 

na samom poeetku izvodenja dokaza prostor znanja je prazan i nijedan objekt nije dopustiv. 

(1) Proveri da li u prostoru znanja postoje dve kontradiktorne einjenice odnosno pokaaj 
da primeniS pravilo izvodenja (F); ukoliko uspeS, time je zavrgen poddokaz po tekueoj 
grani, u suprotnom — predi na korak (2); 

(2) Proveri da h je moguee primenom pravila, (D1), (D 2 ) ili (D3 ) izvesti formulu koju treba 
dokazati; ako jeste time je zavr'Sen poddokaz po tekueoj grani, u suprotnom — predi na 
korak (3); 

(3) PokuSaj da, po pravilu (MP), primeniS neki od elanova ADT modula; ako uspeS, onda 
za izvedenu formulu (koja je konjunkcija literala), po pravilu (IF), uvedi kao einjenice 
odgovarajuee literale i predi na korak (1); u suprotnom — predi na korak (4); 
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(4) Pokuaj da (po pravilu (MP)) printeni .S neku od neproduktivnih aksioma.; ako uspet;, 
onda za izvedenu formulu (koja je konjunkcija literala), po pravilu (IF), uvedi kao 
einjenice odgovarajuCe literale i predi na korak (1); u suprotnom - predi na korak (5); 

(5) Ukoliko u prostoru znanja ne postoji ni einjenica A ni einjenica 	primeni aksiomu 

(TND) i po pravilu (IF) uvedi kao einjenice A, odnosno 	i izvedi poddokaz u oba 

slueaja; u suprotnom predi na korak (6); 3  

(6) PokuSaj da (po pravilu (MPC)) primeniA neku od granajueih aksioma nad skupom 
dopustivih objekata; ako uspe, onda za izvedenu fortnulu u disjuntivno-normaltioj 
formi, po pravilu (IF). uvedi kao einjenice odgovaraju6e literale i izvedi poddokaz za 
svaki disjunkt; u suprotnom - predi na korak (7); 

(7) Pokaaj da (po pravilu (MPC)) primeniS neku od produktivnih aksioma nad skupom 
dopustivih objekata; ako uspeS, onda za izvedenu formulu (koja je konjunkcija liter-
ala), po pravilu (IF), uvedi kao einjenice odgovarajuee literale i predi na korak (1); u 
suprotnom - predi na korak (8); 

(8) Pokaaj da (po pravilu (C)) primeni§ neku od jako produktivnih aksioma; ako uspeS, 
onda za izvedenu formulu (koja je konjunkcija literala), po pravilu (IF), uvedi kao 
einjenice odgovarajuee literale i predi na korak (1); u suprotnom - predi na korak (9); 

Od svih objekata oznaeenih brojevima yearn od trenutne vrednosti granienika odaberi 
onaj koji je oznaken najmanjim brojem i dodaj ga skupu dopustivih objekata, tj. dodeli 
granieniku njegovu vrednost; idi na korak (1). 

(Ukoliko se zamene mesta koracima (8) i (9) algoritma dobija se efikasnija verzija dokaziva-
ea za jedanu podklasu teorema, ali za ovu verziju ne va2i tvrdenje teoreme 3.1. Pored razlike 
u strukturi produktivnih i jako produktivnih aksioma, to je drugi razlog za razdvajanje koraka 

(7) i (8).) 

3 Aksioma (TND) i ovaj korak algoritma ne primenjuju se na predikate S, G, P (v.poglavlje 3.2.3) niti na 

predikat Ci (jer aksiome kojima se uvodi predikat Ci predstavljaju odgovarajuCu zamenu). 
Primetimo da aksiomu (TND) i ovaj korak nije neophodno primenjivati ni na predikate kolin, kompl i 

Zaista, umesto da se uvode pretpostavke kolin(A, B, C) i kolin(A, B, C), mogu se uvesti ekvivalentne 

pretpostavke /(C, p) i 	gde je p prava kojoj su incidentne take A i B (analogno za predikat kompl). 

Umesto da se uvode pretpostavke (A, B) = (C, D) i 	B) = (C, D), mogu se uvesti pretpostavke D = E i 

= E, gde je tatla kolinearna sa tatlama C i D, takva da je (A, B) (C, E) i 	E) (takva tatka 

postoji). Pretpostavke (A, B) = (C, D) i D = E su ekvivalentne jer je u sistem uvr§tena teorema: 

Za svake tri take X, Y i Z, ako you 8(X, Y, Z), onda ne mai (X, Y) = (X, Z). 
U dokazivaZu se ovaj korak primenjuje u skladu sa obrazloiim ogrankenjima i to bitno smanjuje grananje 

dokaza i samim tim poveeava efikasnost dokaziva6a. 
Ovaj korak algoritma primenjuje se (sem na osnovne predikate = i I) i na izvedeni predikat seku_se, jer bi u 

protivnorn morale da se uvode pretpostavke tipa 3A(I(A, a) A 1(A, 6)) a) A /(A, b)) koje uldjutuju 

kvantifikatore i nisu literali. 

(9) 
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.44 
	

3. A LGORITAM 

3.2.7 Teorema o domenu 

Teorema 3.1 Ako vaZi 

onda algoritam EUKLID mote iz skupa formula F da izvede formulu 	(eventualno) 
kontradikciju (ukoliko je skup formula F protivreean). 

Dokaz: 
Pretpostavimo da vaZi 

E 
I— (J) 

tj. da u sistemu E postoji dokaz formule 	iz skupa formula r. Raztnotrinio proizvoljnu 
granu tog dokaza. Reei eemo da je dubina poeetnog Evora te grane 0 i da je d 1 dubina 
neposrednog potomka Evora eija je dubina d. 

Neka, je v Ivor dubine d koji pripada toj grani i neka je w njegov neposredni potomak. 
Pretpostavimo da algoritam u jednom trenutku izvodenja, u prostoru znanja sadr2i sve for-
mule uvedene pretpostavkama iii izvedene pre Evora w u grani dokaza koju razmatramo. S 
obzirom na stukturu dokaza u sistemu E i na strukturu pravila (IF), dovoljno je dokazati da 
svi putevi grafa dokaza koji generiSe algoritam i koji vode od tekueeg Evora sadrZe ili izvedenu 
formulu 1 ili izvedenu kontradikciju. 

Ukoliko evoru w odgovara primena pravila (F), onda to i u algoritmu biti primenjena ista 
(ili neka druga) instanca pravila, (F) (korak (1) algoritma). 

Ukoliko evoru w odgovara primena pravila (D1), (D2), odnosno (D3) (u skladu sa formom 
formule 4)), onda to i u algoritmu biti primenjena ista instanca pravila (D1), (D2), odnosno 
(D3) (korak (2) algoritma). 

Ukoliko evoru w odgovara primena pravila (MP), (MPC) ill (IF) nad nekim konstantama, 
onda to u konaeno mnogo koraka algoritma sve te konstante da postanu dostupne i u konaeno 
mnogo koraka to biti primenjeno pravilo koje odgovara evoru w ili to u meduvremenu biti 
dokazana formula (I) (ili, eventualno, kontradikcija). 

Ukoliko evoru w odgovara primena pravila (C), kako je nad konaenim skupom dostupnih 
konstanti moguee konaeno puta primeniti instance pravila (MP), (MPC) ili (IF), pre promene 
vrednosti granienika bite primenjene i sve moguee instance pravila (C) (pa i ona koja odgovara 
evoru w) ili to u mecluvremenu biti dokazana formula .1. (ili, eventualno, kontradikcija). 

(Ukoliko se u algoritmu primene pravila (IF), onda to u svakoj grani da bude primenjeno 
pravilo koje odgovara evoru w iii te, u tom poddokazu, biti dokazana traZena formula (ili, 
eventualno, kontradikcija.) 

Kako na poeetku primene algoritma prostor znanja sadrZi sve formule r, primenom 
matematieke indukcije zakljueujemo da te, ukoliko postoji dokaz formule 1

, algoritam pri- 
meniti svaki korak tog dokaza ili to formulu (I) dokazati na drugi naein (ili ee, ukoliko je skup 
formula I' protivreean, eventualno, izvesti kontradikciju). 
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4 

PROGRAM 

4 1 Program EUKLID - verzija na programskom jeziku PRO-

LOG 

U PROLOG verziji dokazivaea EUKLID, prostor znanja predstavljen je skupom proloSkih 
einjenica koje se dodaju odnosno briSu iz njega predikatima assertz, odnosno retract . 

Prostor znanja proSiruje se, na osnovu pravila (IF), i (eventualno) u nekoliko grana koje 

predstavljaju poddokaze. Kada je zavrSen jedan poddokaz, iz prostora znanja briSu se sve 
einjenice koje su pretpostavljene iii izvedene u odgovarajueoj grani. Unarnim geometri-

jskim predikatima (S, G i 2) odgovaraju unarni proloSki predikati (t, p, r) Eiji je argument 

indeks odgovarajuee uvedene konstante. Preostalim geometrijskim predikatima odgovaraju 
proloSki predikati arnosti veee za po jedan. Taj, dodatni argument predstavlja indeks izvedene 
einjenice i koristi se za pomenuto brisanje einjenica iz prostora znanja. Vrednost granienika 

predstavljena je einjenicom oblika br(g) gde je g konstanta koja irna vrednost indeksa nekog 
od geometrijskih objekata u skladu sa glavnim algoritmom. Aksiome su predstavljene pray-
ilima koja ukljueuju upis u prostor znanja i ispis odgovarajueeg koraka dokaza na prirodnom 

jeziku. 

ax_s(1) 	t(X),p(Y),e(X,Y,_),e(Y,Z,_),not(e(X,Z,...)),dodaj(e(X , Z)) ,  

stampaj([n_,p_,'Posto je tacka ',X,' incidentna pravoj 

Y,' i prava ',Y, 
n_,p_, 'incidentna ravni ',Z,' sledi da je tacka ',X, 

' incidentna ravni ' ,Z,' . ']) . 

Zapis jedne od aksioma u PROLOG verziji dokazivaea EUKLID 

dokaz 	kontradikcija. 

dokaz 	dokazano. 

dokaz 	ax_s(M),dokaz. 

dokaz 	ax21(M),dokaz. 

dokaz 	pretpostavka(P,NeP), 
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46 	 4. PRO(;1?.-1.1.1 

br (B) 

( (IP=true , INeP=true , dokazp ([P,NeP] )) ; 
(IP=true , INeP=false , dokazp ( [P] ) ) ; 
(IP=false , INeP=true , dokazp ( 	) ) ) . 

dokaz : - ax_g (M) . 
dokaz : - ax_p (M) , dokaz . 

dokaz : - ax_jp (M) , dokaz 
dokaz : - granica(G) , 

prvi_objekt(G,N),N1 is N+1, 

retract(granica(G)), 
assert(granica(N1)), 

dokaz. 

KljuCni predikat u PROLOG verziji dokazivaCa EUKLID 

4.2 Program EUKLID - verzija na programskom jeziku C 

U C verziji dokazivaCa EUKLID, prostor znanja predstavljen je skupom nizova koji odgo-
varaju osnovnim i definisanim predikatima teorije (svakom predikatu odgovaraju dva niza 
— po jedan za pozitivnu i negativnu formu). Svaki od tih nizova karakterik i indeks poslednjeg 
Clana koji pripada prostoru znjanja. Cinjenice se dodaju u prostor znanja u odgovarajuCem 
nizu na prvoj poziciji posle one oznatene karakteristiCnim indeksom, a "bri§u" se jednos-
tavnom promenom vrednosti karakteristiCnog indeksa (svaki od nizova, u skladu sa glavnim 
algoritmom funkcionik kao LIFO lista). (StatiCkoj organizaciji podataka data je prednost 
nad dinamiCkom zbog brzine koju pru2aju jednostavne operacije dodavanja nove Cinjenice i 
"brisanje" poslednje dodate.) Prostor znanja proMruje se, na osnovu pravila (IF), i (even-
tualno) u nekoliko grana koje predstavljaju poddokaze. Kada je zavrkn jedan poddokaz, iz 
prostora znanja bri§u se sve Cinjenice koje su pretpostavljene iii izvedene u odgovarajuCoj 
grani. Unarnim geometrijskim predikatima (S, i 7)) odgovaraju nizovi (POINT ❑ , LINE , 
PLANE[]) struktura struct object koje imaju samo jedan Clan koji ima vrednost indeksa 
odgovarajuCe uvedene konstante. Svakom od preostalih geometrijskih predikata pridrukna 
su dva niza (za pozitivni i negativni oblik) struktura struct rel_2, struct rel_3 iii struct 
rel_4 (u zavisnosti od arnosti predikata). Elementi ovih nizova, osim Clanova koji su jednaki 
indeksima geometrijskih objekata za koje je izveden (odnosno pretpostavljen) odredeni literal, 
imaju r jedan dodatni Clan. Taj, dodatni Clan predstavlja indeks izvedene Cinjenice i koristi 
se za ponienuto brisanje einjenica iz prostora znanja. Vrednost graniCnika predstavljena je 
globalnom konstantom SENT koja ima vrednost indeksa nekog od geometrijskih objekata u 
skladu sa glavnim algoritmom. Aksiome su predstavljene funkcijama koje ukljuCuju pozive 
funkcija za upis u prostor znanja i ispis odgovarajueeg koraka dokaza na prirodnom jeziku. 
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4.2. .PROGRAM EUKLID - VERZI.IA NA PROGRAMSKOM JEZIKU C 	47 

int ax_n10() 

{ 

int il,i2; 
int x,y,z; 
for(i1=1;i1<=INC[0].index;i1++) 

{ 

x=INC[i1].argl; y=INC[i1].arg2; 
for(i2=1;i2<=INC[0].index;i2++) 

if (INC[i2].arg1==y) 

{ 

z=INC[i2].arg2; 

if (!inc(x,z)) 
{ 

add_inc(x,z); 
sprintf(OUT,"Posto je tacka %i incidentna pravoj %i i ",x,y); 
sprintf(OUT,"prava %i je incidentna ravni %i, ",z,y); 
sprintf(OUT,"sledi da je tacka %i incidentna %i",x,z); 

output(DEPTH 2 OUT); 
return 1; 

} 

} 

} 

return 0; 
} 
	

Zapis jedne od aksioma u C verziji dokazivaEa EUKLID 

int prove() 
{ 

11: if (contradiction()) return 1; 

12: if (proved()) return 1; 

13: if (adtO) goto 11; 

14: if (axn()) goto 11; 

15: if (asume()) return 1; 

16: if (axb()) return 1; 

17: if (axpO) goto 11; 

18: if (axsp()) goto 11; 

19: if (MoveSent()) goto 11; 

return 0; 

KljuEna funkcija u verziji dokazivata EUKLID na programskom jeziku C 
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48 	 4 . PROG R A Al 

Program.  se poziva komandom oblika: 
> ce <ime_datoteke> [-f 1-s I-n] 

gde <ime_datoteke> oznaeava uric ulazne ASCII datoteke koja sadr2i formulaciju teoreme: 
opcija -f koristi se za ispis dokaza samo u datoteku dokaz, -s za, ispis dokaza saino na ekran. 
a opcija -n za ivodenje doka,za, bez ispisa. Ukoliko se program pozove bez ovih parantetara 
ispis dokaza vrSi se i na ekran i u datoteku dokaz. Ulazna datoteka ima strogo definisanu 
formu. Pre skupa premisa na,vodi se ree premise, a pre samog tvrdenja koje treba, dokazati 
ree teorema. Nove konsta.nte koje se javljaju u formulaciji teoreme oznaeavaju se redom 
prirodnim brojevima.. Promenljive koje su vezane egzistencijalnim kva,ntorom u formulaciji 

teoreme oznaeavaju se redom negativnim cam brojevima. (Dokazivae za tako oznaeene 
pronwnljive pokilava da napravi unifikaciju sa nekiin od uvedenili geometrijskili objekata, 
takvih da za njih va2i tvrctenje teoreme.) Tako npr. za  dokaz teorerne 

Postoji ravan kojoj su incidentne dve prave koje se seku. 
tj. 

V xVyaz(f(x) A £(y) A x y A seku_se(x, y) = P(z) Al(x, z) Al(y, z)) 

dovoljno je dokazati (v.poglavlje 2.2.1) da va,2i: 

F, L(a), £(b), a 0 b, seku_se(a, 	3z(P(z) A i(x, z) A 1(y, z)), 

pa odgovarajuea, ulazna datoteka za dokazivaE ima sledeei sadr2aj: 

premise 
prava(1) 
prava(2) 
ne_identicno(1,2) 
seku_se(1,2) 

teorema 
ravan(-1) 
incidentno(1,-1) 
incidentno(2,-1) 

U dodatku je navedeno nekoliko dokaza generisanih od strane C verzije dokazivaaa EU-
KLID. Dokazi su generisani na raeunaru PC 386DX (40MHz). 
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DODATAK A: Geometrijski 
aksiomatski sistemi 

David Hilbert: Osnovi geometrije (1899) 

Za postupno izgractivanje geometrije - isto kao i aritmetike - potreban je samo mall broj 
prostih osnovnih stavova. Ovi osnovni stavovi nazivaju se "aksiomama" geometrije. 

Definicija. Mi zami§ljamo tri razlieita sistema stvari: stvari prvog sistema nazivamo 

taekama i oznaeavamo ih sa A, B, C, ; stvari drugog sistema nazivamo pravama i oznaeavamo 

ih sa a,b,c,...; stvari treeeg sistema nazivamo ravnima i oznaceavamo ih sa take 

se nazivaju i elementima linearne geometrije, take i prave se nazivaju elementima ravne 

geometrije. a taeke, prave i ravni nazivaju se elementima prostorne geometrije iii elementima 

prostora. 

Mi zami§ljamo taeke, prave i ravni u izvesnim mectusobnim odnosima i oznakavamo 
ove odnose reeima "le2ati", "izmectu", "podudarno", "paralelno", "neprekidno"; takan i za 
matematieke svrhe potpun opis ovih odnosa postik se pomoeu aksioma geometrije. 

Aksiome veze 

Za dve taeke A, B postoji uvek prava a koja pripada svakoj od ovih dveju taeaka. 

12. Za dve take A, B ne postoji vise od jedne prave koja bi pripadala svakoj od dveju 

taeaka A, B. 

(Ovde, kao i u daljim izlaganjima, pod dvema, trima,... takkama odnosno pravama, 

ravnima uvek se podrazumevaju razlicite takke, odnosno prave, ravni. 

Umesto "pripadati" upotrebljavakemo i druge natine izra2avanja, npr. prava a prolazi 

kroz take A i B, prava a vezuje A i B iii vezuje A sa B, A lezi na a, A je taeka prave 

a, postoji taka A na a itd. Ako takka A le2i na pravoj a i osim toga, na drugoj pravoj b, 

upotrebieemo takocie izraze: prave a i b se seku u taeki A, imaju taeku A zajednieku itd. 

13. Na pravoj postoje uvek najmanje dve takke. Postoje najmanje tri takke koje ne leze 

na jednoj pravoj. 
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50 	 5. DODATAK A: GEOMETI? 1.1Slil A KSIOMATSK1 SISTE.111 

/4 . Ma. za koje tri taeke A, /3,C koje ne le2e na istoj pravoj. postoji uvek ravan rr koje 
pripada svakoj od ove tri taeke A, B,C. Za. svaku ravan uvek postoji taeka koja joj pripada. 

(Mi demo upotrebljavati i izraze: A 	n or: A je hula ravni ce itd. ) 

1.5. Ma za koje tri taeke A, B,C koje ne le2e na, istoj pravoj, ne postoji vise od jedne ravni 
koja pripada, svakoj od ovih triju taeke A, B, C. 

16. Ako dve taeke A, B prave a le2e u ravni rti , onda svaka, taeka, prave a le2i u ravni 

ovom slueaju ka2ento prava a le~i u ravni ry itd.) 

17. Ako dve ravni 	imaju zajednicku taeku A. onda one imaju najmanje joS . jednu 
zajednieku taeku B. 

18. Postoje najmanje eetiri taeke koje ne le2e u jednoj ravni. 

Aksiome rasporeda 

Definicija. Take neke prave stoje u isvesnim mectusobnim odnosima. Za opis ovih odnosa 
slu2imo se naroeito reeju "izmedu". 

Ako taeka B le2i izmedu tacaka A i C, onda, su A, B, C tri razficite taeke prave i B 
le2i takode izmedu C i A. 

II 2 . Za dye taeke A i C uvek postoji najmanje jedna tacka B na pravoj AB. tako da C 
le2i izmedu A i B. 

113. Od ma kojih triju taaka prave ne postoji vise od jedne koja le2i izmedu one druge 
dve. 

114. Neka su A, B, C tri taeke koje ne le2e na jednoj pravoj i neka je a prava u ravni ABC 
koja ne prolazi ni kroz jednu od tih taeaka A, B, C: ako tada prava a prolazi kroz jednu od 
taeaka dui AB, ona mora prolaziti kroz jednu od taeaka dui AC ili kroz jednu od taeaka 
dui BC. 

Aksiome podudarnosti 

Definicija. Du2i stoje u izvesnim odnosima medu sobom, za eije nam oznaeavanje sluZe 
reei podudarno (kongruentno) iii jednako. 

Ako su A, B dve taeke na pravoj a i ako je, dalje, A' taeka na istoj iii na drugoj 
pravoj a', onda se mote uvek naei takva taeka B' prave a' na datoj strani od taeke A' da du2 
AB bude podudarna iii jednaka dui A'B', A . to demo oznaeiti na sledeei naein: 

AB 

Dui je bila definisan prosto kao sistem dveju taeaka i oznaeena je sa AB ili BA. Poredak 
ovih taeaka nije u definiciji uzet u obzir; zato formule 

AB E.-: A'B', AB B'A', BA A'B', BA = B' 
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51 

imaju isto znaeenje 

H 12' Ako su dui A'B' i All B" podudarne jednoj istoj dui AB, bite i duZ A'B' podudarna . 

duii A"B", ili kratko: ako su dve dui podudarne treeoj, podudarne su i medu sobom. 

1113. Neka sti AB i BC dye dui na pravoj a bez zajednitkih taeaka i neka su dalje A'B' i 

B'C' dye dui na istoj pravoj a ili na nekoj drugoj pravoj a' koje isto tako nernaju zajedniekih 

taeaka; ako je tada 
AB E 	i BC E B'C', 

bide uvek i 
AC E- A 'C' 

Definicija. Uglovi stoje u izvesnim medusobnim odnosima za eije nam oznaeavanje slute 

reei podudarno (kongruentno) iii jednako. 

1114. Neka je dat ugao L(h, k) u ravni a i prava a' u ravni a', ako i odredena stran ravni 

a' prema pravoj a'. Neka h' oznaeava polupravu prave a' koja polazi iz taeke 0'; onda u ravni 

a' postoji jedna i samo jedna poluprava k' tako da je ugao L(h, k) podudaran iii jednak uglu 

L(h' , k') i u isto vreme sve unutraSnje take ugla Z(h' , k') nalaze se na datoj strani od prave 

a', §to Cern° oznaeiti na ovaj naein 

k) 	L(11 1 , k') 

Svaki je ugao podudaran samom sebi, tj. uvek je 

1(h, k) 	k) 

1115 . Ako za dva trougla ABC i A'B'C' vale podudarnosti 

AB E A'B', AC E A'C', LBAC LB' A'C', 

onda, uvek va2i, i podudarnost 
LABC E LA' B'C' 

(I 116. 1  Ako su dva ugla podudarna treeem, podudarna su i mectu sobom. ) 

Aksioma paralelnih 

IV (Euklidova aksioma). Neka je a proizvoljna prava i A taeka van a: tada postoji u 

ravni odredenoj pravom a i taekom A najvi§e jedna prava koja prolazi kroz A i ne preseca a. 

Definicija. Ako je M neka proizvoljna taeka u ravni a, onda se ukupnost svih onih taeaka 

A u ravni a za koje su dui MA jedna drugoj kongruentne, naziva krUgorn; taeka M se naziva 

1  Ova aksioma postojala je samo u prvom izdanju Hilbertove knjige; kako se uvidelo da ona mote biti 
dokazana korikenjem preostalih aksioma, u narednim izdanjima nije bila deo aksiomatskog sistema. 
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52 	 5. DODATAK A: GEOMETRUSKI A KSIOMATSKI SISTEAll 

sredi.qe kruga. 

Aksiome neprekidnosti 

Vi  (Aksioma merenja ili Ariiimedova, aksiorna,). Ako su AB i CD ma koje dve duti. 
onda postoji neki takav broj n, da kad se dui CDprenese n puta od A jedno za drugom po 
polupravoj koja prolazi kroz taeku B prelazi se preko take B. 

V2 (Aksiorna linearne potpunosti). Sistem taeaka neke prave sa svojim relacijama ras-
poreda i kongruencije ne mote se tako proSiriti, da ostanu oeuvane relacije koje postoje 
izmedu prethodnih elemenata, kao i osnovne osobine linearnog rasporeda i kongruencije koje 

proisticu iz aksioma I — III i aksiome 

Alfred Tarski: Sta je elementarna geometrija ? (1969) 

Elementarna geometrija je onaj deo euklidske geometrije koji mote biti formulisan i 
dokazan bez korikenja teorije skupova. Preciznije, elementarna geometrija je teorija sa stan-
dardnom formalizacijom. Ona je formalizovana u okviru elementarne logike, tj. predikatskog 
raeuna prvog reda. Sve promenljive x, y, z... koje se pojavljuju u ovoj teoriji se odnose na 
elemente jednog fiksnog skupa; elemente tog skupa zovemo taekama, a sam skup prostorom. 
Logieke konstante teorije su: 

(i) simbol negacije 	simbol implikacije 	simbol disjunkcije V, simbol konjunkcije A; 

(ii) kvantifikatori - univerzalni V i egzistencijalni 3; 

(iii) dva specijalna binarna predikata - simbol jednakosti = i simbol nejednakosti 0; 

Kao nelogieke konstante (osnovne simbole teorije) koristimo ternarni predikat 0 koji 
oznaeava relaciju izmectu i kvaternarni predikat S koji oznaeava relaciju podudarnosti. For-
mulu /3(xyz) citamo y lezi izmectu x i y, a 8(xyzu) eitamo x je jednako udaljen od y kao z 
od u. (Kako ne koristi skupove, ovako zasnovana teorija ne pokriva geometrijske figure, klase 
figure i sl. Ipak, u njoj je moguee formulisati sva tvrcienja elementarne geometrije koja se 
odnose na specijalne klase figura (prave, krugove, duti, trouglove, poligone sa fiksnim brojem 
temena itd.)) 

Aksiome elementarne geometrije ravni su: 

Al Aksioma jednakosti za relaciju izmectu 

Vxy[/3(xyx) 	(x = y)] 

A2 Aksioma tranzitivnosti za relaciju izmectu 

Vxyzu[/3(yzu) A 13(yzu) --+ 0(xyz)] 

A3 Aksioma veze za relaciju izmedu 

VxyzuP(xyz) A 0(xyu) A (x y) 	0(xzu) V )3(xuz)] 

A4 Aksioma refleksivnosti za podudarnost 

Vxy[5(xyyx)] 

A5 Aksioma jednakosti za podudarnost 
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Vxyz[S(XyzZ) --4 (x = y)] 

A6 Aksioma tranzitivnosti za podudarnost 

Vxyzuvw[(5(xyzu) A (xyvw) 	(5 (zuvw)] 

A7 Pagova aksioma 
Vtxyzu3v[f3(xtu) A 0(yuz) 	,3(xvy) A 13(ztv)] 

A8 Euklidova aksioma 

Vtxyzuavw[/3(xut) A 13(yuz) A (x y) 	b(xzv) A /3(xyw) A /3(vtw)] 

A9 Aksioma pet dui 
Vxx'yy' zz'uul[6(xyx'y') A 6(yzy' zi) A 6. (xuxite) A ei(yuy'u') A 0(xy z) A 3(x'y' z') A (x 	y) 

S(zuz'u')] 

A10 Aksioma konstrukcije dui 

Vxyuvaz[0(xyz) A 6(yzuv)} 

All Akisioma donje dimenzije 

]xyz[--0(xyz) A --, i3(yzx) A 13(zxy)] 

Al2 Aksioma gornje dimenzije 

Vxyzuv[b(xuxv) A S(yuyv) A S(zuzv) A (u v) 	13(xyz) V 0(yzx) V 13(zxy)] 

A13 Elementarne aksiome neprekidnosti 

Sve reeenice oblika 
Vvw...{3zVxy[q5 A 1/) 	(zxy)] 	3uVxy[0 A V) -+ (xuy)]} 
gde je bib koja formula u kojoj se promenljive x, v, 	ali ne i y i z pojavljuju kao 

slobodne, i sano 	sa izmenjenim ulogama za x i y. 

A13' Elementarna aksioma neprekidnosti 

Vxyzx'z'uay'[S(uxux') A 8(uzuzi) A 13(ux.z) A )3(xyz) 	6(uyuy') A ,(3(x'y'z')] 

Zoran Lucie: Euklidska i hiperbolieka geometrija 

Osnovnim pojmovima geometrije smatraeemo: skup S, dve klase L i P njegovih pod-

skupova, i dye relacije: troclanu relaciju B i cetvoroclanu relaciju C, koje su definisane na 

skupu S. 
Skup S zvaCemo prostorom, a njegove etemente taekama i obeldavamo ih velikim latin-

skim slovima A, B, C, Elemente klase L zvaCemo pravama i obeldavamo ih malim latin-

skim slovima a, b,c,... Elemente klase P zvaeemo ravnirna i obeldavamo ih malim grekim 

slovima a, [3, 
Neprazne skupove taeaka zvaCemo likovima iii figurama. 

Relaciju B zvacemo relacijom izmedu iii relacijom poretka taeaka na pravoj, a formulu 

B(A, B, C) eitaeemo: taeka B je izmedu taeaka 

Relaciju C zvaCemo relacijom podudarnosti, a formulu C(A, B,C, D) eitaeemo: par taeaka 

	

(A, B) je podudaran paru taeaka (C, D). Umesto 	B,,C„,D) koristyemo i Qznaku (A, B) 
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(C, D). 

pripadanja. 

Svaka prava sadr2i najrnanje dve razne taeke. 
12: Postoji najmanje jedna prava koja sadrZi dve take. 
13: Postoji najviSe jedna prava, koja sadr2i dye razne taeke. 
14: Svaka ravan sadr2i najmanje tri nekolinearne taeke. 
15: Postoji najmanje jedna ravan koja sadr2j tri taeke. 
16: Postoji najviSe jedna ravan koja sadr2i tri nekolinearne taeke. 

Aksioma 17: Ako dve razne take neke prave pripadaju jednoj ravni onda svaka taeka 
to prave pripada istoj ravni. 

Aksioma IS: Ako dve razne ravni imaju jednu zajednieku taeku onda one imaju naj-
manje joS' jednu zajednieku taeku. 

Aksioma 19: Postoje eetiri nekoplanarne taeke. 

Aksiome rasporeda. 

Aksioma II1: Ako je B(A, B, C) tada su A, B, C tri razne kolinearne taeke. 
Aksioma 112: Ako je B(A,B,C) tada je B(C, B, A). 
Aksioma 113: Ako je B(A, B, 	tada nije B(A, C, B). 
Aksioma 114: Ako su A i B dve razne taeke tada postoji taeka C takva da je B(A, B, C). 
Aksioma 115: Ako su A, B, C tri razne kolinearne take tada je B(A, B, 	B(B, C, A) 

ili B(C, A, B). 
Aksioma 116: Ako su A, B, C tri nekolinearne take i p prava koja pripada ravni ABC, 

ne sadr2i taeku A i see pravu BC u taeki P takvoj da je B(B, P, C), tada prava p seee pravu 
CA u taeki Q takvoj da je B(C , Q, A) ili pravu AB u taeki R takvoj da je B(A, R, B). 

Aksiome podudarnosti 

Aksioma III1: Ako su A, B, C, D taeke takve da je (A, B) 	(C, D) i A = B, tada je 
C = D. 

Aksioma 1112: Ako su A i B bilo koje dye taeke tada je (A, B) = (B, A). 
Aksioma 1113: Ako su A, B, C, D, E, F take takve da je (A, B) = (C, D) i , uz to, 

(A, B) = (E, 	tada je (C, D) (E, F). 
Aksioma 1114: Ako su C i C' take dveju otvorenih duZi, AB i A' B' , takve da je 

(A, C) = (A', C') i (B, 	(B', C') tada je i (A, B) = (A', B'). 
Aksioma 1115: Ako su A i B dye razne taeke i C teme neke poluprave tada na toj 

polupravoj postoji taeka D takva da je (A, B) (C, D). 
Aksioma 1116: Ako su A, B, C tri nekolinearne take i A', B' taeke ruba neke poluravni 

takve da je (A, B) 	(A', B') tada u toj poluravni postoji jedinstvena taeka C' takva da je 
(A, C) 	(A', C') i (B, C) 	(B',C'). 

Aksioma 1117: Ako su A, B, C i A', , C' dve trojke nekolinearnih taeaka i D i D' taeke 
polupravih BC i B'C' takve da je (A, B) L-2  (A', B'), (B, C) ==.2  (B', C'), (C, A) = (C', A') i 

Aksiome 

Aksioma 

Aksioma 

Aksioma 

Aksioma 

Aksioma 

Aksioma 
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(B, 	(B', D') tada je i (A, D) 	(A', D'). 

Aksiome neprekidnosti 

Aksioma IV 1 (Arhimed-Eudoksova aksioma): Ako su AB i CD bilo koje dve du2i 

tada na polupravoj AB postoji konaean niz ta .eaka A 1 , A 2 , 	, A n  takvih da je 13(A 1 , A2 1.. 	A n ), 
pri temu je svaka od du2i AA 1 i  A l  A 2 , ..., An _ i An  podudarna du2i CD i 13(A, B, An). 

Aksioma IV 2 (Kantorova aksioma): Ako je A 1  B1 , A 2 B2 , , A nBn , niz zatvorenih 
du2i neke prave, takvih da svaka od tih du2i sadr2i sledeCu tada postoji taeka X koja pripada 
svakoj duii tog niza. 

Aksioma paralelnosti 

Aksioma V 1 (Plejferova aksioma): Postoje taeka B i prava a koja je ne sadr2i 
takve da u njima odredenoj ravni ne postoji vise od jedne prava koja sadr2i taeku B, a sa 
pravom a nema zajedniekih taeaka. 
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DODATAK B: Sistemi za izvocienje 
dokaza 

Eliot Mendelson: Uvod u matematieku logiku, 1964. 

Logieke aksiome: 

(1) A 	(B A) 
(2) (A 	(B 	C)) 	((A 	B) 	(A 	C)) 
(3) (--,B 	((— ,B = A) = B) 
(4) Vx iA(xi) = A(t), ako je A(xi) dobro formirana formula predikatskog raeuna i t je 

term slobodan za xi u A(xi). 
(5) Vxi(A 	B) 	(A 	VxiB), ako je A dobro formirana formula predikatskog raeuna 

koja ne sadr2i slobodna pojavljivanja promenljive xi. 

Pravila izvod-enja: 

(i) Modus pollens: B sledi iz A i A = B. 
(ii) Generalizacija: Vx 2 A sledi iz A. 

Logieki veznici A, V i <=> uvode se definicijama: 

(D1) (A A B) za 
(D2) (A V B) za (— ,A) 
(D3) (A <=> B) za (A 5) A (B = A) 
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A — / : 

A — E : 

✓ — I : 

✓— E : 

A 
A A B 

A A B A A B 
A 
A 

AVB A VB 
[A] [B] 

AVB C C 

F 	D 
U sistem izvodenja za klasiEnu logiku ulazi i logiaa aksioma: 

✓— I : 
Vc F 

V — E : 	
Vx F  

F{xlt} 

— / 
	 F{xlt}  

3x F 
[F] 

3 — E : 	3cF  

C 
[A] 

—I : 
A 	B 

A 	A B 
—E: 

[A] 
▪ — I : 

A 	 F ▪ — E : 

58 
	

6. DODATAK B: SISTEMI ZA IZVODENJE DONA Z..1 

Gerhard Gencen: Istraiivanja u logie:koj dediikciji, 1935. 

C 

A V --1A. 
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DODATAK C: Primeri 

PRIMERI 

Primer 1 

Postoji ravan kojoj su incidentne dye prave koje se seku. 

premise 
prava(1) 
prava(2) 
seku_se(1,2) 
ne_identicno(1,2) 

teorema 
ravan (-1) 
incidentno(1, - 1) 

incidentno(2, - 1) 

Dokaz: 

Posto se 1 i 2 seku, one imaju zajednicku tacku (oznacimo je sa 5) 
Na osnovu aksiome 1.1, prava 1 pored tacke 5 sadrzi (bar) jos jednu tacku 

(oznacimo je sa 8) 
Pretpostavimo da tacka 8 pripada pravoj 2.  
Na osnovu aksiome 1.3, posto prave 1 i 2 imaju zajednicke dve razlicite 

tacke (tacke 5 i 8) one su identicne 
Kontradikcija (equal(1,2)) 
Pretpostavimo da tacka 8 ne pripada pravoj 2 
Na osnovu aksiome 1.1, prava 2 pored tacke 5 sadrzi (bar) jos jednu tacku 

(oznacimo je sa 14) 
Posto tacke 5 i 14 pripadaju pravoj 2, a tacka 8 ne, one su nekolinearne 

Pretpostavimo da su tacke 8 i 14 identicne 
Kontradikcija (colin(5,14,8)) 
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60 	 7. DODATAK C: PRIMER' 

Pretpostavimo da tacke 8 i 14 nisu identicne 
Pretpostavimo da tacka 14 pripada pravoj 1 
Kontradikcija (colin(5,14,8)) 

Pretpostavimo da tacka 14 ne pripada pravoj 1 
Na osnovu aksiome 1.2, postoji prava koja sadrzi tacke 8 i 14 

(oznacimo je sa 22) 

Posto i 1 i 22 sadrze tacku 8 one se seku 
Posto i 2 i 22 sadrze tacku 14 one se seku 

Pretpostavimo da su prave 1 i 22 identicne 

Posto 5 pripada 1 i 1 i 22 su identicne, sledi da 5 pripada 22 
Kontradikcija (colin(5,14,8)) 

Pretpostavimo da prave 1 i 22 nisu identicne 
Pretpostavimo da su prave 2 i 22 identicne 

Posto 5 pripada 2 i 2 i 22 su identicne, sledi da 5 pripada 22 
Kontradikcija (colin(5,14,8)) 
Pretpostavimo da prave 2 i 22 nisu identicne 

Pretpostavimo da tacka 5 pripada pravoj 22 
Kontradikcija (colin(5,14,8)) 

Pretpostavimo da tacka 5 ne pripada pravoj 22 

Na osnovu aksiome 1.5, postoji ravan koja sadrzi tacke 
5, 8 i 14 (oznacimo je sa 35) 

Posto i 1 i 35 sadrze tacku 5 one se seku 
Posto i 2 i 35 sadrze tacku 5 one se seku 

Posto i 22 i 35 sadrze tacku 8 one se seku 
Na osnovu aksiome 1.7, posto ravan 35 i prava 1 imaju 

zajednicke dve razlicite tacke (tacke 5 i 8) sledi da je prava 1 
incidentna ravni 35 

Na osnovu aksiome 1.7, posto ravan 35 i prava 2 imaju 
zajednicke dve razlicite tacke (tacke 5 i 14) sledi da je prava 2 
incidentna ravni 35 

Teorema dokazana u tekucoj grani 
(objekat -1 index 35) 

Teorema dokazana 
Utroseno vreme u sekundama: 2.00 

Primer 2 

Postoji najvik jedna ravan kojoj su incidentne dve prave koje se seku. 

premise 
prava(1) 
prava(2) 
ravan(3) 
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ravan(4) 
seku_se(1,2) 
ne_identicno(1,2) 

incidentno(1,3) 
incidentno(2,3) 

incidentno(1,4) 

incidentno(2,4) 

teorema 
identicno(3,4) 

Dokaz: 

Posto se 1 i 2 seku, one imaju zajednicku tacku (oznacimo je sa 11) 

Posto tacka 11 pripada pravoj 1 i praVa 1 pripada ravni 3, sledi da tacka 11 
pripada ravni 3 

Posto i 1 i 3 sadrze tacku 11 one se zeku 

Posto i 2 i 3 sadrze tacku 11 one se'seku 
Posto tacka 11 pripada pravoj 1 i prava 1 pripada ravni 4, sledi da tacka 11 

pripada ravni 4 
Posto i 1 i 4 sadrze tacku 11 one se seku 
Posto i 2 i 4 sadrze tacku 11 one se seku 
Posto i 3 i 4 sadrze tacku 11 one se seku 

Pretpostavimo da su ravni 3 i 4 identicne 

Teorema dokazana u tekucoj grani 
Pretpostavimo da ravni 3 i 4 nisu identicne 
Na osnovu aksiome 1.1, prava 1 pored tacke 11 sadrzi (bar) jos jednu 

tacku (oznacimo je sa 23) 
Posto tacka 23 pripada pravoj 1 i prava 1 pripada ravni 3, sledi da 

tacka 23 pripada ravni 3 
Posto tacka 23 pripada pravoj 1 i prava 1 pripada ravni 4, sledi da 

tacka 23 pripada ravni 4 
Pretpostavimo da tacka 23 pripada pravoj 2 
Na osnovu aksiome 1.3, posto prave 1 i 2 imaju zajednicke dve 

razlicite tacke (tacke 11 i 23) one su identicne 
Kontradikcija (equal(1,2)) 
Pretpostavimo da tacka 23 ne pripada pravoj 2 
Na osnovu aksiome 1.1, prava 2 pored tacke 11 sadrzi (bar) jos 

jednu tacku (oznacimo je sa 31) 
Posto tacke 11 i 31 pripadaju pravoj 2, a tacka 23 ne, one su ,1 

nekolinearne 
Posto tacka 31 pripada pravoj 2 i prava 2 pripada ravni 3, sledi 

da tacka 31 pripada ravni 3 
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Posto tacka 31 pripada pravoj 2 i prava 2 pripada ravni 4, sledi 
da tacka 31 pripada ravni 4 

Na osnovu aksiome 1.6, posto ravni 3 i 4 imaju zajednicke tri 
nekolinearne tacke (tacke 11, 31 i 23) one su identicne 

Kontradikcija (equal(3,4)) 

Teorema dokazana 

Utroseno vreme u sekundama: 1.00 

Primer 3 

Ako su 1, 2 i 3 tri razlieite tacke incidentne nekoj pravoj 4 i ne vazi B(1,2.3) ni B(1.3,2), 
onda vazi B(2,1,3). 

premise 

tacka(1) 

tacka(2) 

tacka(3) 

prava(4) 

incidentno(1,4) 

incidentno(2,4) 

incidentno(3,4) 

ne_identicno(1,2) 

ne_identicno(1,3) 

ne_identicno(2,3) 

ne_b(1,2,3) 

ne_b(1,3,2) 

teorema 

b(2,1,3) 

Dokaz: 

Posto tacke 1, 2 i 3 pripadaju pravoj 4, one su kolinearne 

Na osnovu aksiome 2.5, kako su 1, 2 i 3 tri razne kolinearne tacke, 
vazi B(1,2,3) ili B(2,3,1) ili B(3,1,2) 

Pretpostavimo da vazi B(1,2.,3) 

Kontradikcija (bet(1,2,3)) 

Pretpostavimo da vazi B(2,3,1) 

Na osnovu aksiome 2.2, posto vazi B(2,3,1), vazi i B(1,3,2) 
Kontradikcija (bet(1,3,2)) 

Pretpostavimo da vazi B(3,1,2) 

Na osnovu aksiome 2.2, posto vazi B(3,1,2), vazi i B(2,1,3) 
Teorema dokazana u tekucoj grani 

Teorema dokazana 
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Utroseno vreme u sekundama: 	1.00 

Primer 4 

Relacija podudarnosti parova tacaka je 

premise 
tacka(1) 
tacka(2) 
tacka(3) 

tacka(4) 
tacka(5) 
tacka(6) 
podudarno(1,2,3,4) 
podudarno(3,4,5,6) 

teorema 
podudarno(1,2,5,6) 

Dokaz: 
Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi (1,2)=(3,4) i (1,2)=(3,4), 	sledi da vazi i 

(3,4)=(3,4). 
Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi (3,4)=(5,6) i (3,4)=(5,6), 	sledi da vazi i 

(5,6)=(5,6). 
Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi (3,4)=(5,6) i (3,4)=(3,4), 	sledi da vazi i 

(5,6)=(3,4). 
Na osnovu aksiome 3.2, vazi (1,1)=(1,1) 
Na osnovu aksiome 3.2, vazi (1,2)=(2,1) 
Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi (1,2)=(3,4) i (1,2)=(2,1), sledi da vazi i 

(3,4)=-(2,1). 
Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi (3,4)=(5,6) i (3,4)=(2,1), 	sledi da vazi i 

(5,6)=(2,1). 
Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi (1,2)=(2,1) i (1,2)=(3,4), 	sledi da vazi i 

(2,1)=(3,4). 
Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi (1,2)=(2,1) i (1,2)=(2,1), 	sledi da vazi i 

(2,1)=(2,1). 
Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi (3,4)=(2,1) i (3,4)=(5,6), sledi da vazi i 

(2,1)=(5,6). 
Na osnovu aksiome 3.2, vazi (1,3)=(3,1) 
Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi (1,3)=(3,1) i (1,3)=-(3,1), 	sledi da vazi i 

(3,1)=(3,1). 
Na osnovu aksiome 3.2, vazi (1,4) =(4,1) 

Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi (1,4)=(4,1) i (1,4)= .(4„ sledi da vazi i 

(4,1)=(4,1). 
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G4 	 7. DODATA/i PRIAIER 

Na osnovu aksiome 3.2, vazi 	(1,5)=(5,1) 
Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi 	(1,5)=(5,1) i (1,5)=(5,1), 

(5,1)=(5,1). 

Na osnovu aksiome 3.2, 

Na osnovu aksiome 3.3, 
vazi 	(1,6)=(6,1) 
kako vazi 	(1,6)=(6,1) i (1,6)=(6,1), 

(6,1)=(6,1). 

Na osnovu aksiome 3.2, 

Na osnovu aksiome 3.3, 
vazi 	(2,1)=(1,2) 

kako vazi 	(2,1)=(3,4) i (2,1)=(1,2), 
(3,4)=(1,2). 

Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi 	(3,4)=(5,6) i (3,4)=(1,2), 
(5,6)=(1,2). 

Na osnovu aksiome 3.3, kako vazi 	(2,1)=(1,2) i (2,1)=(5,6), 
(1,2)=(5,6). 

Teorema dokazana u tekucoj grani 

Teorema dokazana 

Utroseno vreme u sekundama: 1.00 

sledi da vazi i 

sledi da vazi i 

sledi da vazi i 

sledi da vazi i 

sledi da vazi i 

Primer 5 

Ako su ravni 4 incidentne razlieite prave 1, 2 i 3 i ako se prave 1 i 2, kao i prave 2 i 3 ne 
seku, onda se ne seku ni prave 1 i 3. 

Dokaz: 

premise 
prava(1) 

prava(2) 
prava(3) 

ravan(4) 

ne_identicno(1,2) 

ne_identicno(1,3) 

ne_identicno(2,3) 

incidentno(1,4) 

incidentno(2,4) 

incidentno(3,4) 

ne_seku_se(1,2) 

ne_seku_se(2,3) 

teorema 

ne_seku_se(1,3) 

Dokaz: 

Pretpostavimo da se prave 1 i 3 seku 

Posto se 1 i 3 seku, one imaju zajednicku tacku (oznacimo je sa 14) 
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Posto tacka 14 pripada pravoj 1 i prava 1 pripada ravni 4, sledi da tacka 

14 pripada ravni 4 
Posto i 1 i 4 sadrze tacku 14 one se seku 
Posto i 3 i 4 sadrze tacku 14 one se seku 

Pretpostavimo da tacka 14 pripada pravoj 2 
Posto i 1 i 2 sadrze tacku 14 one se seku 
Kontradikcija (intersec(1,2)) 
Pretpostavimo da tacka 14 ne pripada pravoj 2 
Na osnovu aksiome 5.1, postoji najvise jedna prava koja sadrzi tacku 14, 

pripada ravni 4 i sa pravom 2 nema zajednickih tacaka, pa su prave 1 i 3 identicne. 

Kontradikcija (equal(1,3)) 
Pretpostavimo da se prave 1 i 3 ne seku 
Teorema dokazana u tekucoj grani 

Teorema dokazana 
Utroseno vreme u sekundama: 1.00 
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