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Uvod

Krajem XIX 1 po¢etkom XX veka, nakon otkrivanja poznatih paradoksa u nekim delovima
teorije skupova, kao odgovor na neophodnost izmena u samim temeljima matematike, doslo
je do burnog razvoja matematiC¢ke logike; pored Russelovog logicizma, pojavili su se
Hilbertov formalizam i Brouwerov intuicionizam. Posebno je Brouwer bio radikalan u kritici
klasicne matematike 1 logike. Ali, osim njega i1 drugi matemati¢ari kritikovali su razne
aspekte klasi¢ne logike, u prvom redu implikaciju i negaciju. Tako su se pojavile nove
logike, Lewisova modalna logika (1918.), kao ekstenzija klasi¢ne, sa jedne strane i sa druge
strane fukasiewiczeva polivalentna logika (1920.), konstruktivne logike, relevantne logike
itd. kao nove alternativne logike.

Odlu¢uju¢i korak ka uvodjenju polivalentnih logika, kao uopStenju najjednostavnijih -
dvovalentnih logika. nacinio je slavni poljski matemati¢ar Jan Lukasiewicz oko 1920. godine.
Inspiraciju za svoj rad Lukasiewicz je nasao u IX glavi Aristotelovog logi¢kog spisa "O
tumacenju". Za Aristotela Lukasiewicz tvrdi da takodje pokuSava, mozda ne narocito
uspe$no, da vodi raspravu sa istih, polivalentnih pozicija. Tako se dogodilo da ono §to se
naziva ne-Aristotelova logika (tj. logika sa vise od dve istinitosne vrednosti) nastaje ba$ pod
uticajem ¢uvenog Aristotelovog vidjenja iznesenog u pomenutom spisu.U Lukasiewiczevim
polivalentnim logikama ne vaze neki klasi¢ni zakoni Aristotelove logike, kao na primer zakon
"tertium non datur”: p V —p, kao ni zakon "negacija kontradikcije": —(p A ~p), jer se
pretpostavlja da, osim istinitih i laznih iskaza, ¢ije istinitosne vrednosti se oznacavaju sa 0

. odnosno | , postoje i druge istinitosne vrednosti. koje se nalaze izmedju ove dve. U
trovalentnoj logici je to jo§ jedna - ozna¢ava se sa ‘4 , u n-valentnoj (n=3,4,...) ima ih jo§
n-2 : l/(n-1),2/(n-1),....(n-2)/(n-1). Postoje i polivalentne logike sa beskonato mnogo

(prebrojivo ili neprebrojivo mnogo) istinitosnih vrednosti.

Ako vrednost iskaza p obelezimo sa fp/ tada se na sledeci nacin definiSu vrednosti iskaznih
tormula u Lukasiewiczevim polivalentnim logikama:

I=p/ = 1-/p/,

/pvq/ = max{/p/./q/} ,

IpAg/ = min{/p/,/q/} ,

1L pl</q/

(
p=q/ = A
{ l-/p/+/q/ /p/>/q/ ,

/p=q/ = /(p=q)A(q=p)/ = |- | /p/-/q/ | .

Tako je, na primer, izgled tablice za implikaciju 1 negaciju u trovalentnoj logici slededi:

= 0 1A 1 =
0 l ] l l
A A | ] IA
l 0 VA l |



Od posebnog je znacaja.da.mnoge formule, koje su tautologije u klasi¢noj ‘dvovalentnoj
lo‘g'icil," to, nisu i u trovalentnoj. Osim veé pomenutih pV =p i —(pA —p), pomenimo jo§
dve, koje su od znacaja za ovaj rad:
. ApR(P=Q)=(p=q)  (zakon kontrakcije),
oo (p=q)=p)=p - (Peirceov zakon).

Po's{toj:irrr{i:z] éksibrhai_iz:ﬁcija.g'r_ovalentne': Lukasiewi'c;zeve logike L;. Jednu od njih; posebne
elegantnu, dao je Wajsberg 1931. godine [22]:
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Ovo su shema aksi.o:ne,/lgt':jgéi'iﬁo_ pravilo izvodjenja je MODUS PONENS. ot

Slede¢im defmi_c_:ijama'_s_'_q: ixygdé Ny, My P e
@V B je zamena za (a-8)~B
aAB je zamena za " (DaV TB)
a<f3 je zamena za (=) A (B~a).

Za rezultate ovog rada znacajno je napomenuti i da je formulacija teoreme dedukcije u £,
modifikovana u odnosu na formulaciju teoreme dedukcije u dvovalentnoj logici. Teorema
dedukcije u 1., glasi:

Ako T'U{a}+B , onda '~ a=(a—p)

Algebarska ispitivanja raznih neklasiénih logika zapocela je poljska logi¢ka ¥kola dvadesetih
I tridesetih godina XX veka u terminima logiCkih matrica koje su izvesne apstraktne
algebre.Uvodjenje algebarskih metoda u logiku dovelo je i do pojave brojnih novih
algebarskih struktura.

Ovaj rad posvecen je algebarskoj analizi implikativnih fragmenata Eukasiewiczevog I,
racuna.

U prvom poglavlju, posveéenom deduktivnim L; implikativim algebrama, po analogiji sa
klasiénim i intuicionistiékim deduktivnim implikativnim algebrama iz [19] , definisane su
slabo deduktivne L, implikativne algebre SDi,4IA, 1-deduktivne L, implikativne algebre 1-
DL;IA, n-deduktivne L, n-DL,IA (n=2,3,...) i kona¢no deduktivne £, implikativne algebre
FDL;IA. Ispostavlja se da implikativne algebre IA obuhvataju slabo deduktivne b,
implikativne algebre, a ove sadrze 1-deduktivne L, implikativne algebre itd... da je svaka n-
deduktivna 1; implikativna algebra istovremeno i k-deduktivna za svako 1<k<ni da je
Lukasiewiczeva L, implikativna algebra E;JA |, koja karakterile implikativni fragment
Lukasiewiczevog trovalentnog racuna istovremeno i kona¢no deduktivna E, implikativna
algebra:

1A 2 SDLIIA 2 I-DLIA 2 ... 2 n-DL,JA 2 (n+1)-DL,JA 2 ... 2 FDLIA 2 LA,

Medjutim, pokazuje se da dodavanje jednog prirodnog zakona - zakona Jake permutacije
antecedenata (SP) delimi¢no ponistava hijerarhiju deduktivnih £; implikativnih algebri:

s (WI) ooofr) s e o or S



L;IA

Ostaje otvoreno pitanje da li se uz pretpostavke dva slaba zakona permutacije antecedenata
(WP) i (WP") (koji imaju za posledice jo$ neke takve zakone) rusi hijerarhija n-deduktivnih
L; implikativnih algebri za n=2. Inae, ovde se prirodno izdvaja 1- dedukuvna L3
implikativna algebra u kojoj vazi {WP) i (WP") Je DL;IA + WP & WP".

U ovom poglavlju veci broj teorema ima za cilj da osvetli mecljuzawsnost nekoliko vaznih
zakona deduktivnih L, implikativnih algebri, posebno neke oblike zakona permutacije
antecedenata i zakona tranzitivnosti prefiksiranja i sufiksirarja. Takodje je pokazano da su,
za razliku od klase svih implikativnih. algebri, koje su kvazivarijeteti i nisu jednakosno
definabilne, kona¢no deduktivne I, implikativne algebre’su varijeteti i kao takve zatvorene
za podalgebre,direktne proizvode aigebrl 1 za homomortne slike.

2 SDLJA + SP2 IDLJA + SP = i..= #DLIA + SP'= . % FDLIA +'SP’

O}

U drugom poglavlju. tazmatrani ‘su’implikativii filtri u E, ‘deduktivnim” 1mp11kat1vn1m -

algebrama 1 njihove veze sa homomorfizmima i kongruencijama tih algebri.

U trecem poglavlju razmatraju se deduktivni uredjeni (reziduirani) neasocijativni grup01d1 zd

koje se ispostavlja da se u njima mogu modelirati 1, implikacije.



(1)

(i)

(i)

(i)

(i5)

(i)
(WG)
(Cy)
(Cy)
(WP)
(WP")
(WP")
(WP)
(WP™)
(WDP)
(WDP’)
(WDP")
(SP)
(SP")
(SP")
(AC)
(AC)
(D)
(Dy))
(D)

Postulati 1 zakoni koji se pojavljuju u radu

a—»a=1. :

Ako a-»b=11ib—c=1,onda a-c=] - slaba r.rammvnost
Ako a—=b=11ib—-a=l,onda a=b, :

a>l=1.

O—=a=1.

l=a <a. . : - g .
Ako  a-(a-s( a—rb)) I ,onda a—=(a-b)=1 - slaba L,-kontrakcija.
(a=(a=c))>(a—>c) = 1.

(@a=(a—>(a=b))) = (a=(a—b)) = 1 (jaki zakoni kontrakcije) .

Ako a—=(b-c)=1,onda b-(a—c)=1 - slabi zakon pcrmutacqeantecedenata
Ako a>(b-c) = 1, onda b-s(as(a=c)) = 1 .

Ako a-(a-=(b-c))=1, onda b-(a—=(a—c))=1 .

Ako b-(a—(b—c))=1, onda b—+(b—=>(a=>(a-c)))=1 .

Ako b—(a—>(a—>c)) = 1, onda a—=>(a—(b—=c)) = 1 .

Ako a—=(a—(b—(b—c))) = 1, onda b~>(b—(a>(a—=c))) = | .
Ako b—>(a->(b—(a—>c))) =1, onda b—(b->(a->(a—c)))=1 .

Ako a—=(b->(b—(a—c)))=1, onda b=(b->(a=(a—c)))=1 .

a—=(b—>c) = b—=(a—c) - jaki zakon permutacije antecedenata
(a—=(b—=c))—=(b—=(a—¢)) = | . x

(a=>(a—(b—=c)) = (b—>(a—=(a—¢))) = |

a—=>(b—a) = | - zakon afirmacije konsekventa.
a—>(a—=(b—(b—a))) =

Ako b=11a—(b—=c)=1 ,onda a—c=1

Ako b=11c¢—>(a>(b—c))=1, onda c,~(a=c)=1

Ako c¢,—»b=11ia=(b=c)=1, onda ci>(a—»c)=1 .

Ako c¢—=b=1 i ¢,—=(a—>(b—c))=1 . onda C~>(c,~>(a>(a—¢))) =
Ako a—=b=11c¢—(b—=c)=1|, onda ¢,—>(a—=c)=1

Ako c¢,—=(a=b)=11ib-c=1 , onda C,=>(a—>¢)=1

Ako a—(b—=c)=1 i a—=(a—=b)=1 ,onda a—>(a—¢)=1

Ako ¢=>(a=b)=1 i ¢,=(b—c)=1 ,onda ¢i=>(c,>(a—>(a—c)))=1 .

Ako a—=b=1 . onda (b—=c)=(a=c)=1 - slaba tranzitivnost sufiksiranja .

Ako b—c=1, onda (a—b)—>(a—c) = | - slaba tranzitivnost pretiksiranja .
(b—¢) - ((a-—a-b)—»(a—:-c)) = 1, jaka tranzitivnost prefiksiranja .

(a=b) = ((b—c)—=(a—c)) = 1 , jaka tranzitivnost sufiksiranja .

Ako a—(a—(b—c))=1 i a—(a=b)=1 ,onda a—>(a—c)=1.

Ako ¢, =(c,>(...=(c,=(c,>(a=>(a=>(b—¢)))))...)) =1 i
Co2(Co>(...=>(C, (¢, =(a=(a—b))))...)) = |,

onda ¢,=(c,~(...=(c,~>(c,~(a—=(a—c))))...)) = 1.

Ako a—(b—c)=1ia=b=1I,onda a—»(a»c)=1 .

Ako ¢,—(a=>(b-c))=1 i a=b=1, onda ¢ci—~>(a—=(a—c)) = 1.

Ako a—=(b—c)=11ic,~(a=b)=1 , onda c1—>(a—r(a—>c))*"l

Ako ¢ —>(a=(b=c))=1 i c,~>(a—b) = , onda ¢;=(c,=>(a—=>(a—¢))) = 1 .
Fregeov zakon (samodistributivnost :mphkacqe) :
(a=(b—c))—=((a—=b)—=(a—c)) = | .

(a=(b—c))—=>((a—=b)=>(a—>(a—¢))) = | .

(a=>(a=(b->¢))) = ((a—>(a—b))=>(a—>(a—>c))) = | .

Ll
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(f5) Ako aEFla—»bEFondabEF

() Ako a€F , onda b—a€F .

(f) Ako a»bEF ib=cEF , onda a>cEF. I~ = 4!
(£5) Ako b—=aE€F ic>dEF , onda (a>c)=>(b—-d)EF . -

Aksiome deduktivnih integralnih (parcijalno) uredjenih £, grupoida :

Gl \
Axl. a<a.
Ax2. Akoa<bib<a onda a=b. ,}
AX3. Akoa<bibs<c onda a<c. - ( b '
Ax4. a<l. S
AX35. a*l=|-a=a. G M
Ax6. Ako a<b , onda-a-c- :b-C'i Cra Sighps Tt
AxT. a-b=b-a. EH = e :
AxS8. (a-a)-a=a'a 1 (a-a)-(a-a)=d-a.
AX9. Ako a<b , ‘onda a=b=1. : - o
Ax10. a-(a=b) < b (MODUS PONENS)
Ax1l. Akob-a £c¢ ,onda a £ b-=c .’ :
Ax12. a-(a+(b+b)) < (a-b)-(a-b). ST i ek
Axl13. a—(a—(a—=b)) < a—(a—b) (L, kortrakcija). rrE
Axl14. a-(a*b) < b-(aa). - g ;



I Implikativne algebre, slabo deduktivne L; implikativne algebre, n-
deduktivne i‘w-deduktivne (konaéno deduktlvne) L, implikativne algebre
(elementarna teorija)

Glavna ideja ovog poglavlja je razvijanje elementarne teorije "razlaganja" Lukasiewiczeve
trovalentne implikacije (koje se lako uopitava za n-vrednosnu Lukasiewiczevu implikaciju)
analogno "dekompoziciji" klasiéne, intuicionisticke i striktne S4 i S5 implikacije u radu [19].

Najslabija klasa algebri koja obuhvata-kao specijalne slu¢ajeve algebre koje karakterisii sve
navedene 1mpl1kacue uklj uculum i Lukasrewaczevu pohvalentnu, Je klasa 1mphkat1vmh algebn

Definicija 1.1.(Rasiowa [15]) mejlkatmna algebra IA/je apsl;raktna algebra (A,1,-) , de Je
A neprazan skup, | nularna operacija (konstanta),
a — je binarna operacija i one zadovoljavaju sledeée aksiome:
(i) a—a=l, -
(i) Ako a—b=1ib-c=Londa. a=c=1. (slaba tmnz:twnost)
L Us) 1 Ake: - a—b= l, ich—a=1, onda a=b, 1l ¢
2 !14) a=l= 1 M R G Y
Ako, pored ovo'cra postop u A element 0 takav da vazi
(]) O—a=1 = .
(lako se dokazuje da postoji najvide jedan takav. alemcnt) onda se: (A l —>) nazlva owramcena
implikativna algebra. (= s ; = L

Neposredne pdﬂéd:jé_e de{n'-lirc;ije 1.tusu sledece teoreme:

Teorema 1.2. Ako a=11ia-sb=1 ,onda b=1. d=
Dokaz 1. a=1 hyp | o=y R TR O R

2. a=b=1 hyp e yig | biengges o C sty i
3. b=sl=1 (i)
4. l-=b=1 iz 1,2 Y
5. b=1 12 3...4_'_;--{—1'-3)- O, b ostesemean D e e i .

Teorema.1.3. Ako a=l . onda b=a=h..; .
Dokaz sledi neposredno iz (i,).

i _..211 '[l "'j el (LA R L I
Teorema 1.4. Ako a=| 1a—»(a—»b)—l onda b-—l
Dokaz sledt iz teoreme .2 CIE R R (TR
Teorema 1.5. Ako a=l . a~b=11i a—»(b—i;:)r-l ,onda ~¢c=1 .-
Dokaz sledi iz teoreme 1.2.

Poznato je da klasa implikativnih algebri nije varijetet (jednakosno definabilna) jer nije

L]

iy
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L | ;
zatvoréna’ za homomortne slike. all je OClaledno kvazwanjetet ( 1 kao takva zarvorena za
‘'podalgebre i direktne proizvode). * - _

U svakoj implikativnoj algebri se na prirodan nain uvodi (parcijalno) uredjenje s najveéim
1, u sluCaju ograni¢ene implikativne algebre, najmanjim elementom.

Definicija 1.6. Neka je (A L—=) mphLaﬂvna algebra Relacxja < se definiSe na slededr
nacin: : . : = W
a s b~ ako I samo. ako. a—a-b—l

Teorema 1.7. Relacija < u-implikativnoj algebri (A,1,-) je (parcijalno) uredjean: na A
Elment | je najveci element u parcijalno uredjenom skupu (A, <).
Dokaz. Refleksivnost relacije < sledi iz (i,) ,antisimetri¢nost iz
(i,) . a tranzitivnost iz (i3).Da za svaki element a skupa A vazi'
a<l . sledi 1Z ) ;

Zamenom u aksiomatskom sistemu za lmph]\atwne algebre slabe tranzmvnosu (1,) jednim
jacim zahtevom

(F;)) Ako a—(b—c)=1ia-=b=1 ,onda a»c=1 '
dobijaju se slabo deduktivne implikativne algebre  implicitno deﬁmsane kod Rasiowe i
eksplicitno u [19] u kojima se postize da "gornji konusi"(tj. skupovi-oblika {x € A:a<x} ,gde
je < definisano u 1.6.) postaju implikativni filtri. Medjutim,uslov (F,%) zajedno sa (1)) 1 ima
za posledicu slabi zakon kontrakcije (za a=b) '

(WC,) Ako a—(a—c)=1 .onda a—=c=] -
kojim sg eliminiSe polivalentna Lukasiewiczeva- implikacija.Zbog toga se deﬁnlcqa sl%ibo
deduktivnih £; implikativnih algebri mora moditikovati. = -

Definicija 1.8. Slabo deduktivna L; implikativna algebra SDL;IA je algebra _
(A,l.=) . gde su | i - redom nularna i binarna operacija koje zadovoljavaju sledece’
aksiome:

(i) a—a=l.
(i,) AKko a—=b=11ib—=c=1, onda a—=c=1. v by
(i)  AKko a=b=Ilib—=a=1, onda a=b. £ g
(iy) a—=I1=1. , .
(i) lI—=a < a. :
(F,) Ako a—(a=(b=c))=1 i a—=(a—b)=1 ,onda a—(a=c)=1.

Ogranicena slabo-deduktivna L, implikativna algebra je slabo- deduktwna L3 :mphk&h#ﬂa :
algebra u kojoj vazi A k.
(i) 0O—a=1 za neki element 0EA.

| i
ol U

Za razliku od slabo deduktivnih implikativnih algebri,gde je (i,) posledica (Fg), (i) i (i) , (i) *
ne sledi iz (F,’) i ostalih postulta implikativne algebre. .
Postoje implikativne algebre u kojima ne vazi (F;’) pa nisu slabo deduktivne.To pokdzuje "
sledeéi primer: : Wt Ll kAt



vy

Primer 1. Neka je A={a,b,c,1} i operacija - definisana tablicom -

cabll 5 =

e 1111 -

L

a blal -

b ab | | _

1 ©abl , o "

Tada je a—»(a—>b)=a—sa=1 , a—>(a—>(b—>c))=a—=(a»a)=1, a _ i o

a—>(a—>c)=a—-b=ax 1. ' _ d

Dokaza¢mo sada neke teoreme (1.9-1.11.) koje su posledice aksioma slabo dedul'cti\g'ne: i, |

implikativne algebre. -
Teorema 1.9. Ako a—=>(a—>(a—=b))=1 ,onda a>(a-b)=1 (WG,) - o

slaba L-kontrakcija. o _

Dokaz 1. a=>(a=>(a—»b)) = 1 hyp R

2. a>(a=a) = 1 (i), (i) ST T

3. a=(a=»b) = 1 iz 1,2,(F) (zamenom b sa a i ¢ sa b). | o b
U implikativnoj algebri. 1—»a < a je posledica (F,2).U slabo ’deduktivhoj i, imﬁiﬁc’étivnéj' -
algebri to se mora uzeti kao postulat. Naime ,u implikativnoj algebri iz (F,}) sledilsl_fib.iji_‘ '. |
rezultat; ( '? " =l ' e
Teorema 1.10. |-a < (1=a)—=a . -

Dokaz 1. (I=a)=((1=a)=>(1=a)) = | (1,),teorema 1.3. -
2. (I=a)=((l=a)=1) = | (1,),teorema 1.3.
3o (I=a)>((l=a)=a) = | iz 1,2 (F.,) o =
4. 1=a < (I=a)»a iz 3,definicija 1.7, _ o ; '
Teorema 1.11.1. Ako a=>(b—c)=1 i a—»b=1,0onda a—>(a—>c)=1 (F,"). -~

1.11.2. Ako a—(b-c)=1 i a=>(a~b)=1 ,onda a—=(a—c)=1 (i)

1.11.3. Ako a-sb=] i a=(a—>(b-c))=1 , onda a—>(a—>¢) = | - e
Dokaz 1.11.1. Neposredna posledica aksiome (F). _ : !
LIL2. 1. a=(a=b) = | hyp

2. a>(b—c) = | hyp 9

3. a=(a—>(b—=c)) = | iz 2.po (i) _ _

4. a>(a=c) = | iz3,1 po (F). = K v 5 ' i =
LIL3. 1.a=b =1 hyp e .

2. a=(a—>(b—c)) = | hyp __ —

3.a>(a=b) = 1 iz 1,3, :

4. a=(a=c) =1 iz2,3 po (F).

Dodavanje aksiomama implikativnih algebri jednog prirodnog postulata - slabog zakona

9



permutacije antecedenata: ' :

(WP) Ako a—(b—=c)=1.onda b—(a—c)=1
ima dalekoseznu posledicu jer implikacija gubi striktni karakter u smislu da operacija -
preslikava AXA na A . U teoremama 1.12. -1.21. pretpostavljaju se ,pored (WP) samo
aksiome implikativne algebre.

Teorema 1.12. Zakon afirmacije konsekventa
a—>(b—a) = | (AC).
Dokaz 1. b—=(a—a) =1 (i)).(ly)
2. a—(b—a) =1 iz l,primenom (WP)

Teorema 1.13. a = l-a.

Dokaz. 1. (1=a)=(l=a) =1 (1)
l=((l=a)—a) = 1 (WP)

3. (I=a)»a =1 1z 2, poteoremi |.2.
4, a=(l=a) =1 (AC)

5. a=1-a iz3,4;po (iy).

[

Teorema 1.14. a—((a—b)—=b) = 1..
Dokaz 1. (a—=b)—=(a—b) = | (i)
2. a—=((a—=b)—=b)) = | iz l.po (WP).

Teorema 1.15. a—(a—b) < a—=(a—(a—b)).
(obrat jake f;-kontrakcije)

Dokaz. Neposredno sledi iz (AC) i definicije 1.6, (zamenom a sa a—>(a->b)ibsaa). ' =
Teorema 1.16. Ako b=1 i a%(b#cjzl ,on-da a»c=1 (Dy).

Dokaz 1. b =1 hyp

2. a=>(b—=c) =1 hyp
3. b=(a=c) =1 iz2, (WP)
4, a—=c =1 iz 3 teorema |.2.

Teorema 1.17. : 5
Ako b=11c—=(a=(b—=c))=1 .onda c,—=(a=c)=1 (D).
Dokaz . b=1 hyp i, :

2. ¢=(a=>(b—=c)) = 1 hyp

3. ¢=(a=(l—=c) =1 iz 1.2

4. |l=>c =c¢ teorema |.13.

c—~(a»c) = | iz 3,4.

n

Teorema 1.18.
Ako a—=b=11ic¢—=(b—=c)=1.onda c,=(a=c)=1 (T,).

Dokaz 1. a»b =1 hyp

2. ¢=(b—=c) =1 hyp

3. b=(c=c) =1 iz 2,(WP) ' o
4. a—=(c—=>c) =1 iz 1,3,31,) - :

5. ¢=(a=¢c) =1 1z 4,(WP).

10



Napomena: (F"',) neposredno sledi iz (T,,) za ¢,=a,dakle moze se dokazati i bez primene
(Fy),ali uz pretpostavku (WP). (v.teorema 1.11.1.)

Teorema 1.19. Ako .a»b=1 .onda (b—c)>(a=c)=1 (WTS).
(slaba tranzitivnost sufiksiranja)
Dokaz 1. (b—c)=(b—c)=1 (i)

2. a»b =1 hyp

3. (b=>c)=>(a=c) =1 iz 1,2 ,primenom teoreme 1.18.

Teorema 1.20. a—b=((a—b)—b)-b.
Dokaz 1. ((a=b)-b)=((a=b)-b) = 1 (1,)
2. (a=b)~>(((a=b)-b)=b) = 1 iz 1,po (WP).
3. (a>(a~b))=b = | teorema 1.14,
4. (((a=>b)=b)=b)=>(a>b) = 1 iz 2,teorema 1.19.
. ((a=b)>b)=b = a~=b ‘iz 2,4,(,). .. '

Napomena: Ocigledno je da su (i,) i (T,,) neposredne posledice (WTS) u implikativnoj

algebri.

Teorema 1.21. U implikativnoj algebri (tacnije - dovoljno je pretpostaviti (i,) i _(il') J(WP)’ -

1 (Dyg) su ekvivalentni,pri ¢emu je

(Di) Ako c¢=b=11ia>(b=c)=1 ,onda c,~(a>c)=1.

Dokaz.1.(D,) je posledica (WP) i (i,):
€~b =1 hyp T U
a>(b—c) =1 hyp:

B L) -

b—=(a—=c) = | iz 2,po (WP)
Ci=>(a—>c) = 1 iz 1,3 ,primenom (i,).
2. (WP) je posledica (D) i (i,):

1. a=(b—=c) =1 hyp

b=b =1 (i)

3. b=(a=c) = 1iz 1.2 .po (D,,).

1y

U slabo deduktivnoj L, implikativnoj algebri ne moze se dokazati ni oslabljeni algebarski

analogon treoreme dedukcije. Pojaéavanjem uslova (F’),uz jos neke dodatne ‘prirodne
pretpostavke dobijaju se nove L, implikativne algebre u kojima se taj nedostatak otklanja,ali
koje su ipak slabije od Lukasiewiczeve trovalentne implikativne algebre L,IA.

Definicija 1.22. n-deduktivna L, implikativna algebra (n-prirodni broj) n-DL;IA je algebra
(A,1,-) ,gde su | i - redom nularna i binarna operacija koje zadovoljavaju sledece aksiome:

(i) a=a =1

(i) Ako a—b=1ib—c=,onda a—c=1

(i) Ako a—b=1ib-a=1 ,onda a=b

(iy) a—=1=1

(i) 1-a < a

(AC) a—(b—a) =1

11



(WTP) Ako. b—c=1 ,onda = (a—=b)=(a—c) = 1 - i vt

(WTS) Ako a-b=1 ,onda (b—¢c)=(a—c) =1 y :

(C)) (a—>(a—(a—b))) = (a—(a—b)) = 1

(F,) Ako . ¢,~(c,~(.ea>(c,>(c,>(a>(a=(b>c)))))...)) - =1 il
¢,~(c,~(...=(c,~>(c,~(a=(a—b))))...)) = 1, RN Y i

onda Cn—’(cn—’(---—’(C;—'(Cl—*(a—'(a—*C))))...)) = 1. ¢ s

Ogranicena n-deduktivna £, implikativna-algebra je n-deduktivna f; implikativna algebra u
kojoj vazi
(i) 0—a=1 za nekielement 0€A . - - . -~ — =0 0

(Ograniena) w-deduktivna(konatno deduktivna) &, implikativna algebra FDI,IA je
(ograniCena) L, implikativna algebra koja je n-deduktivna za svaki pnrodm bl’Oj n. .

Ocigledno, aksioma (i,) je suvisna jer je posledlca bﬂo {WTP bilo (WTS), kao r a}\smma (13)
i (iz). TaKOdJEJE ocigledno da iz (1,,) 1 (AC) sledi lﬂa =a.

| Er el /
Naredne dve teoreme tvrde da Je u 1mp11kat1vn0J algebn uslov (F03) slabljl od uslova (F Diau
da je za svaki prirodni broj n (F,. ) jae od (F,}).

Teorema 1.23. U implikativnoj alaebn (zapravo,dovoljno je pretpostawn samo (i3) ap(l,) )' :
uslov (F,’) je posledica uslova (F,%): i
Ako ¢,—=(c,—=(a—=(a—=(b—=c))))=1 1 ¢,=(c,—~(a—=(a—b)))=1 ,onda

¢,—>(c,=>(a—(a—=c))) =1 (F,").— s o #a3 F : . |
Drugim re¢ima, |-deduktivne L; implikativne algebre su slabo deduktivne L, implikativne
algebre.Obrnuto,slabo  deduktivne L, 1mplikativne algebre u : kojima vazi
(Fﬁ).(AC),(WTP),(WTS)l C,) su l-deduktivne L, 1mp11kat1vne a.loebre SRS
Dokaz teoreme 1.23. 1. a—>(a=(b—c))=1 hyp o 4 o R g =
2. a>(a—=b)=1 hyp
l-=(1-=(a—>(a—=(b—=c))))=1 iz | teorema 1.3. P
l=(l—=(a—(a—b)))=1 iz 2.teorema 1.3. =gy o g
|=(1=>(a=>(a—>c)))=1 iz 3.4.po (F") = 1
a—=(a—c)=1 1z S.teorema |.2.

o n B W

Da ima slabo deduktivnih L, 1mphkat1vmh algebri ko;e nisu 1 deduktwne i, 1mphkatwne
algebre pokazuje sledeci primer: . : . vall B
Primer 2. Neka je A={a,b,c,1} i operacga e dehmsana tabhcom . BT EARE b AV

—»Jca,bl-
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Tada je (A,1,~) slabo dedktivna L, implikativna algebra,koja nije 1-deduktivna,sto se vidi
iz sledeceg primera: b-(b—(a=(a—=>(b-c))))=b—(b=(a=(a—a)))=1 .
b—>(b—(a—=(a—b))) =b—=(b—(a—=c))=b—(b—b)=1.,ali !

b—(b—(a—(a—>c))) =b—(b—(a—=b)) =b—>(b—>c)=b—=a=c#1 .

Teorema 1.24. U implikativnoj algebri (preciznije,dovoljni su uslovi (i;) i (i) ) uslov (F.%)’

je posledica uslova (F,,*),za sve prirodne brojeve n.

Dokaz 1. ¢,>(c,=>(...»(¢c,>(c,~>(a>(a>(b—¢)))))...))=1 hyp

2. (e, (... >(e,>(c>(a>(a))))...)) =1 hyp ‘

3. Is(I=(c (e, (.. .= (c;=>(c > (a=>(a—>(b—¢)))))...)))) =1 izl teoremal . 3.
4. I=(I=(c,~(c,~(...~(c;~(c,>(a—=>(a—=b))))...))))=1 iz 2 teorema 1.3.
. I=(I=(e>(c=(...~>(c>(c>(@a>(@a>¢))))...))) =1 iz3,4,(F,. )

6. c,=(c,>(...~(c,=(c,~>(a>(a—>c))))...))=1 iz 5, teorema 1.2.

Naredne teoreme (1.25-1.31.) daju neke posledice aksioma 1-deduktivnih L, implikativnih
algebri.

Teorema 1.25. a->(a->b) =a—(a—(a—b)) .
Dokaz sledi neposredno iz teoreme 1.16. i aksioma (C;) i (iy).

Teorema 1.26. a-(a—(b—(b—a))) = | (AC).
Dokaz 1. a—=(b—a)=1 (AC)
(b—a)—=>(b—(b—a))=11iz | , (WTP)
(a=>(b—a))—>(a—>(b—(b=a))) = | iz2, (WTP)
a—=>(b—=(b—a))=1 iz 1,3 . teorema 1.2.
a—(a—=>(b—>(b—=a)))=1 iz 4 .(iy).

L& I = S S I S ]

Teorema 1.27. U implikativnoj algebri (dovoljno je pretpostavxtl (i) 1 (ip )aksioma (WTP): .

ekvivalentna je uslovu (T,y) :
Ako c—=(a=b)=11b-c=1 ,onda c,—-(a—»c)—l (T10)-
Dokaz [. (T, je posledica (WTP) i (I,): 1. ¢=(a=b) = | hyp
2. b—»¢c =1 hyp
3. (a=b)=>(a=c) = | iz 2.po (WTP)
4. ¢=(a=c) = 1 iz 3,po (i,).

ra

(WTP) je posledica (T,,) i (i,) :
. b=c =1 hyp |
2. (asb)=>(a=b) =1 (i)
3. (a=b)=(a=c) =1 iz 1.2 po (T,y) (za c,=a-b) .

Posledica 1.28. Ako a(a=b)=1 i b->c=1,0nda a-(a>c))=1 .
Dokaz. Neposredno iz (T,,) za c¢,=a.

Teorema 1.29. Ako c¢,—=(a>(b—c))=1 i a=b=1 ,onda
¢,~>(a—=(a—=c)) = 1 (Fy')

Dokaz 1. c,—(a—=(b—c)) = | hyp

2. a»b =1 hyp

1.3



3. (b=c)=(a=c) = | 1z 2,(WTS)

4. (a=(b—¢))—=(a—(a—c)) = | 1z 3,(WTP)

5. (¢,=(a—=(b—c)))—=(c,»(a—(a—=c))) = 1 iz 4,(WTP)

6. ¢,—=>(a—=(a—>c)) = | 1z 1.5 ,po teoremi 1.2.

Posledica 1.30. Ako a—b=1 1 a—=(a—=(b—c))=1 onda a—>(a—>c)=1 .

Dokaz 1.a=b =1 hyp

2. a>(a—(b—c)) =1 hyp

3. a—>(a—>(a—=c)) = | 1z 1.2 po teoremi 1.29. (c,=a)
4. a—(a—=c) = 1 1z 3,(WCy) .

Teorema 1.31. Ako a—b=1 ;onda (a—=(b—c))—=(a—=>(a—c))=1.
Dokaz 1. a—=b =1 hyp

2. (a=(b—c))>(a—=(b—c)) =1 (ip) _

3. (a=(b—=c))=>(a—=(a—=c)) = | iz 1,2,po teoremi 1.29. (za ¢, =a—>(b—c))

Uvodjenje prirodne pretpostavke u l-deduktivnu I, implikativnu algebru - slabog zakona
permutacije antecedenata (WP) ima zanimljive posledice (teoreme 1. 32 1 37)

TR

Teorema 1.32. Ako a—(b—c)=11c,—(a—b)=1 ,onda

c,~>(a=>(a—=c))=1 (Fa ).
Dokaz 1. a—(b—c) =1 hyp
2. ¢—>(a—b) = i hyp
3. b—(a—c) = iz 1,(WP)
4. (aab)—»(a—v(a—rﬁ,))-" I 123 (WTP)
5. (¢,=(a—=b))—=(c,—( a—*(a—a N =1 124 (WTP)
6. c/—=(a—=(a—¢)) = iz 2,5 ,po teoremi 1.2.

Posledica 1.33. Ako a—=(b—c)=1 ,onda (a=b)—=(a—(a—c)) =1 .
Dokaz 1. a—=(b—=c)=1 hyp

2. (a=b)—=(a—b) = 1 (1)

3. (a—=b)—=(a—=(a—=c)) = | iz 1,2,po teoremi 1.32. (za ¢,=a—b)

Posledica 1.34. ((b—=c)—=b) = ((b—=c)—=((b—=c)—¢)) = |
Dokaz iz teoreme |.33. za a=b-c.

Teorema 1.35. Ako c¢,—(a—=(b—c))=1 1 ¢,~(a—b) = 1 ,onda
c,—(c,—=(a—=(a—=c))) = 1 (Fi ')

Dokaz 1. c¢c/—(a—=(b—c)) =1 hyp

2. ¢~(a=b) =1 hyp

3. a—(c,~(a—=>(b—¢))) = 1 iz l.po (i)

4. ¢c,~>(a—=>(a—(b—0))) = | iz 3.(WP) - =
3. c,-—m(cl—>(a—>{a—»{b—>c)))) =1 iz 4,(1)

6. a—=(c,~(a=b)) =1 iz 2 {14)

7. ¢=>(a=>(a=b)) = 1 iz 6.(WP)

8. ¢ci=(c=>(a>(a—>b))) = | iz 7.31,)

9. ¢=(c,—>(a=>(a—c))) = | iz 5.8 ,(F))
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Teorema 1.36. Ako ¢,>(a»b)=11c¢,~(b=¢)=1 ,onda .
¢i=>(c~>(a>(a=c)))=1 (T,").

Dokaz I. ¢;=(a=b)=1 hyp
¢,=>(b—=c)=1 hyp

a—=>(c,~>(a—b))=1 iz 1,3i,)
¢,=>(a—(a-b))=1 1z 3,(WP)
¢i=>(c;>(a=>(a—=b)))=1 iz 4,(i,)
a=>(c;>(b—¢))=1 iz 2,(i,)
c,~>(a>(b—>c))=1 iz 6,(WP)
a=>(c,~>(a—=(b—>c)))=1 iz 7,(i,)
¢i>(@a>(a=>(b—>c)))=1 iz 8,(WP)

10. ¢ >(c,>(a=(a=>(b->c)))) =11z 9,(i,)
I1. ¢j=(c;=>(a>(a=>c))) =1 iz 5,10,(F,).

Teorema 1.37. Ako ¢,=»b=] | ¢;~(a=>(b-c))=1, onda
¢=>(c,=>(a=>(a—>c)))=1 (D,\").

Dokaz l. ¢=b=1 hyp

~>(a=(b—=¢)) =1 hyp

i a-r(c;+b)~l iz 1,3,)

¢i—>(a—b)=1 123(WP) . 8 i O

- a>(c~>(a—b))=1 iz 4,(i,) e g

- C=>(a=>(a—b))=1 iz 5,(WP)

Ci=>(¢c,=>(a=>(a—b)))=1 iz 6,(i,)

- a=>(c,=>(a=(b—c))) =1 iz 2,(i)

- ¢;=>(a—=>(a—(b—>c)))=1 iz 8,(WP)

10 (e (oF —>(a—r-(a—r(b—>c))))——l 129 (14)

11. c-a-(c,—*('l—)-(a—»c)))—l |z (F)

Fregeov zakon (samodistnbutlvnost 1mp11kacue) (F)
(a=(b—c))=>((a=>b)—=>(a—>c)) = | (F)
i slabi zakon permutacije antecedenata (WP) imaju za posledicu,u implikativnoj algebri,jaku
kontrakciju (C,). Naime, iz (F) , zab=a imamo
(a=>(a—¢))—>((a—a)—=(a—>c)) = | ‘
odakle po (WP) dobijamo
(a=a)=((a>(a—c))=(a=>c)) =
a odavde,po (i,) i teoremi 1.2. sledi
(Cy) (a=(a—c))—>(a—c) = :
Medjutim,ovaj oblik kontrakcge elummEe L, 1mphkacuu Zbog toga se,u.. vezi sa L
implikacijom mora razmotriti neko oslabljenje Freveovog zakona koje je kompatibilno S tom
implikacijom: ' '
(a—(b—c) ))=>((a=b)—>(a>(a->¢))) = | (E')... ey
Naime, u implikativnoj aigebri u kojoj vaze (WTP) i (C,) (F ) je pOSJCdl{:a _IakoU zahona
permutacije antecedenata (SP) : .
a=(b—c) = b—(a—¢) (SP)
koji je,ocigledno,ekvivalentan sa o
(a=(b—c))—=(b—(a—=¢)) = | (SP) . .|
(i koji,o¢igledno,poviaci slabi zakon permutacije antecedenata (WP) ).
Ovo sledi iz naredne tri teoreme: '

o

3 i

3
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Lema 1.38. U implikativnoj algebri uslov
Ako ¢,~(a—>(b—c))=1 i c,>(a»b)=1, onda ¢,~>(c,>(a—>(a—>c))) =1
posledica je (SP) 1 (WTP) .

Dokaz 1. ¢,~(a—=(b—=c))=1 hyp

2. ¢,~(a—b)=1 hyp

c,—~(b—=(a—>c))=1 1z 1, (SP)
b—(c,=(a—>c))=1 1z 3, (WP)
(a—b)—=(a—(c,—=(a—c)))=1 1z 4,(WTP)
c,—>(a—=>(c,—=>(a—=c))) =1 iz 2.5 ,(iy)
c,—>(c,—~>(a—=>(a—>c)))=1 iz 6, (SP)
c~>(c>(a>(a=c))) =1 1z 7, (WP).

=

00 N oL

Lema 1.39. U implikativnoj algebri uslov (STP’) :
(b—c)=>((a=b)—>(a—>(a>c))) = 1 (STP’)

posledica je (SP) 1 (WTP). '

Dokaz 1. (b—c)=(a—(b—¢))=1 (AC) (teorema 1.12.)

2. (a=b)—=(a—=b)=1 (1))

3. (b—=c)=((a—b)—(a—(a—c)))=1 iz 1,2 po lemi 1.38. (¢,=b—c,c,=a-b).

Lema 1.40. U implikativnoj algebri (F’) je posledica (SP),(WTP) 1 (Cy).
Dokaz 1. (b—c)=((a=b)—=(a=(a—>c)))=1 (STP’) (lema 1.39.)

2. (a—=>(b—c))—>(a—=((a—=b)—(a—>(a—>c)))) =1 iz 1,(WTP)

3. (a—(b—=c))=>((a—b)—(a—(a—=(a—=c))))=1 iz 2,(SP)

4. (a—>(b—=c))=((a—b)—=(a—=(a—c)))=1 1z 3,(C;) .

Zakon (F") ;

(a—(a—(b—¢))) = ((a—(a—=b))—=(a>(a—=c))) = 1 (F") ,
koji u implikativnoj algebri sledi iz (F"),(WTP) i (C;) , zajedno sa (SP), povladi ukidanje
hijerarhije deduktivnih L, implikativnih algebri. ' ' -

Teorema 1.41. U implikativnoj algebri (F") je posledica (F'),(WTP) i (G;) .
Dokaz 1. (a—(b=¢)) = ((a=b)=>(a—>(a—=c))) = | (F") N
2. (a—(a—(b—c))) — (a—>((a—b)—(a—=(a—=>c)))) = 1 1z 1,(WTP)
3. [a—= ((a=b)—=(a—=(a—¢)))] =
[(a>(a—b)) = (a—>(a—=(a—>(a—>c))))] = | (F) _
4. [a—(a—=(b—=c))] = [(a=>(a—b)) = (a=(a—>(a—>(a—>¢))))] = 1 iz 2,3,(1)
. a—(a—(a—=>(a—c))) = a—(a—(a—=c)) = a—>(a—>c) (Cy) '
[a=(a—(b—>¢))] = [(a=(a—b)) = (a—>(a—>c))] = | iz 4.5.

O~ N

Teorema 1.42. U implikativnoj algebri (F,’) je posledica (F") i (SP) za sve prirodne brojeve.

Dokaz se izvodi ‘matemati¢kom indukcijom.

Zan = 1: 1. ¢—=(c,~(a=>(a=(b=c)))) =1 hyp

2. ¢=>(¢>(a=>(a—b))) = 1 hyp

3. (a>(a—>(b—>0))) — ((a—=(a—b))>(a>(a—>c))) = | (F")

4. ¢ =>(c~>((a=(a—(b=0))) = ((a>(a=b))=>(a—>(a=0))))) =1 iz 3,(1,)

5. ¢=(c;=((a=(a—>(b—=c))) = ((a—(a—=b))—~>(a—>(a—x¢))))) — _
(c)=(c,=(a=(a—>(b—0))))) = (¢,>(c,~>((a—>(a—b))>(a—>(a>c)) =1 (F")
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6. c¢=(c,>(a=(a=(b=c)))) = (¢,=(c,~((a=>(a=b))>(a=(a->c))))) =1 iz 4.5 teorema 1.2.
7. ¢,=(c,=((a=(a—b))=>(a—=>(a—>¢))))=1 iz 1,6,teorema 1.2.
8. (c/=(c,=>((a—=>(a—=b))—=>(a—=>(a—>¢))))) =
((c;=(c,~>(a=>(a=Db)))) = (¢,=(c,>(a—=>(a—>c))))) = 1 (F")
9. (c;=(c,=>(a=>(a—b)))) = (c,=(c,~(a—=>(a—>c))))=1 iz 7,8,teorema 1.2.
10. ¢i=(c,~(a—=(a—>c))) = | iz 2,9,teorema 1.2.

Vidi se da su prve dve formule u prethodnom nizu konjunkti iz antecedenta uslova (F,%),a
poslednja formula je konsekvent tog uslova.Pored toga, svaka formula ovog niza (osim prve
dve) je ili dobijena iz neke dve prethodne primenom
(*) Ako 1-d=1, onda d=1 (teorema 1.2.) ,
ili je dobijena iz neke prethodne formule niza primenom
(**) Ako d=1,onda x—=(x=>d)=1 (primena (i,)) ,
ili je formula (F"). .

Pretpostavimo sada da je niz formula
fi=1, f,=1,....f,=1
dokaz za (F’), gde je:
fi=c¢,~(C,>(...=(c;>(c;>(a=>(a>¢))))...)) =1,
h=c,=>(c,=(...=>(c>(c>(a~b)))...) =1,

fu=c,=>(c,>(...=(c,~>(c,~>(a>c)))...)) =1 _
i svaka formula u nizu je ili (F") ili je dobijena iz nekih prethodnih formula niza primenom
(*), ili je dobijena iz neke prethodne formule niza primenom (**), ili je dobijena iz neke
prethodne formule niza primenom (SP).
Formirajmo niz formula:
C“+|“3‘(Cn+1—’f1) =4 ’
Cn+1_’(cn+|"’f3) =1 ’

Il

Cos I_)(Cn + iﬁf;n) ke

I pokazimo kako se umetanjem konaénog broja novih formula moze konstruisati dokaz za
(F..)) u kome se koriste ista pravila zakljutivanja.

Ocigledno je da su c,, —=(c,,,~f) = 1 i Cos1~(Cosify) = 1

konjunkti iz antecedenta uslova (F,, %), a ¢,,,>(c,s,>f,) = 1 je

konsekvent tog uslova.

Razmotrimo formulu ¢, (¢, =t) =1 ,2<i<m’i pretpostavimo da je niz upotpunjen
zakljucno sa c¢,. ~(c,,,~>f,;) = | . Mogu nastupiti sledeéi sluéajevi:

) =1 je (F").Tada c,,,~(c,.,~f) = | slediiz f;=1po (**) 1 tu formulu treba umetnuti
ispred c,.,=>(c,, ~f) = L.

2) Ako je f;=1 dobijeno iz neke formule fi=1 (j <i) primenom (**) , tada je fi=d->(d-f)
I postoji dokaz za c,.,~>(c,,,~f) = | . Umetanjem formule d=>(d—>(C,+;=(C,4 1)) =1
koja inace sledi iz Co+1>(Cor=>f) =1 po (**) i iz koje po (SP) sledi Cat1™>(Co i —>(d—>(d—1)))
= Cor1™(C,ef) = 1, dobijen je dokaz za Cos1(Cys>f) = 1.

3) Ako fi=1 sledi iz =11 fi=f>f=1 (,k<i) po (% i postoje dokazi za
Cor1>(Cur =) =1 i Cor1>(Cor =) =Cp y=>(Coi >(f=>f)) =1, onda se umetanjem formula:
(Cor1=(Cor 1= (£=))) = (¢4 1=(Car 1)) >(Car 2o =D)) = 1 (F")

1 ; i
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(Cusr>(Cus ) = (Cori=(Coni—T)) = 1

dobija dokaz za c,, ,~(c,.,~>f)=1.

4) Najzad,ako je f=1 dobijena iz formule f=1 (j<i) primenom (SP) . onda se i
¢,.~(c,.,—~f)=1 dobija primenom (SP) iz formule ¢ . ~(c=f)=1 za koju postoji dokaz.

Prema tome , u implikativnoj algebri (F,%) , n=0 sledi iz (SP) , (WTP) i (C,) (teorema
1.42.11.23.).

Videli smo da jaki zakon permutacije antecedenata (SP) ponistava hijerarhiju n-deduktivnih:
L, implikativnih algebri (n>1).S druge strane,njegova posledica ,slabi zakon permutacije
antecedenata (WP),nedovoljan je za izvodjenje nekih stavova o implikativnim filtrima u 1-
deduktivnim L, implikativnim algebrama. Zbog toga se u |-deduktivnim L, implikativnim
algebrama prirodno namece jos jedan oblik slabog zakona permutacije antecedenata :
Ako a—(a—(b—c))=1, onda b—=(a—(a—>c))=1 (WP"),

koji je,ipak , slabiji od (SP).
Znatajno je da u implikativnoj algebri zakon (WP") , zajedno sa (WTP),(F?) i (AC) ,
povlaci (WDP):

Ako a—(a—(b—(b—c))) = 1 , onda b—(b—(a—(a>c))) = 1 (WDP).

Teorema 1.43. U |-deduktivnoj L, implikativnoj algebri iz (WP") sledi (WDP).

Dokaz 1. a—=(a—=(b—=(b—=c))) = | hyp
2. b—(a—(a—>(b—c))) = | iz L.(WP")

3. b—=(b—=(a—=(a—=(b—=)))) = 1

4. b—(b—=(a—(a—b))) = | teorema 1.26.

b—(b—>(a—>(a—>c))) = | iz 3.4 (F)).

wn

Zanimljivo je da je zakon
(a=(a—=(b—¢)) = (b—>(a>(a=¢))) = 1 (SP")
(koji predstavlja jaku verziju (WP") ) posledica (F") i (WP) u implikativnoj algebri.

Teorema 1.44. U implikativnoj algebri (F") i (WP) povlace (SP%).
Dokaz 1. '
(a—(a—=(b—>c))) = ((a—(a—b))=>(a=>(a—>¢))) = | (F")

a—>(a—b) < (a—(a—(b—c))—=(a—>(a—>c)) iz 1,(AC) definicija 1.6.
b < a»b < a—(a—b) (AC).definicija 1.6.

b < (a=(a—(b—¢))—=(a—=(a—>c)) 1z 2,3

a—(a—(b—c)) < b—(a—(a—c)) iz 4,(AC)

(a->(a—>(b—=>¢)) — (b—(a—(a=x))) = 1 iz 5,definicija 1.6.

O Lh = o b —

Inace u 1-deduktivnoj L, implikativnoj algebri, u kojoj vazi (WP), vazi i jedan oblik slabijeg
zakona permutacije antecedenata : o
Ako a—(b—c) = | , onda b—(a—=(a—>c)) = 1 (WP").

Teorema 1.45. U implikativnoj algebri (WP) 1 (WTP) povlace (WP’).

Dokaz 1. a—(b—c) =1 hyp
2. (a=b) = (a—=(a—>c)) = | iz l.teorema 1.33.
3. (b—(a—b)) = (b—=(a—=(a—¢))) = | 12z 2. (WTP)
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4. b=>(a=b) = 1 (AQ)
5. b—=(a=(a=c)) = | iz 3,4 ,teorema 1.2.

O¢igledno u implikativnoj algebri (WP’) je posledica (WP"):

Teorema 1.46. U implikativnoj algebri (WP’) sledi iz (WP").
Dokaz 1. a=(b—c) = 1 hyp

2. a>(a>(b=>c) = | iz 1,(i)
3. b=(a>(a>c)) = 1 1z 2,(WP"),

Navedimo jos tri posledice (WP) u 1-deduktivnoj L, implikativnoj algebri.

Teorema 1.47. Ako b-—(a—(b—c))=1, onda b—(b—>(a—(a—>c)))=1 (WP'").
Dokaz sledi neposredno iz (F,,’) (teorema 1.35.) za ¢;=b ,jer je tada
b—(a—b)=1 zbog (AC).

Posledica 1.48. Ako b—(a=(b—(a=c)))=1, onda b—(b—=(a—>(a—c)))=1 (WDP").
Dokaz 1. b—(a—(b—(a—c)))=1 hyp

2. b=(b—=(a—(a—(a—c)))=1 iz l.teorema 1.47. (za c=a—x)

3. b=(b—=(a—(a—=c)) = | iz 2,(Cy

Posledica 1.49. Ako a—>(b—(b—(a—c)))=1, onda b—(b—(a—>(a—c)))=1 (WDP").
Dokaz sledi neposredno iz posledice 1.48. primenom .(WP).
Primetimo da se jednostavno iz (WP"), zamenom ¢ sa b-sc ,dobija obrat zakona (WDP"):
Ako a—=(a—(b—(b—c)))=1, onda b—(a—>(a—(b—¢))) =1
odakle se primenom (WP) dobija i obrat zakona (WDP"):
Ako a—(a—(b—(b—c)))=1", onda a—=>(b—(a—(b—¢))) =1
Posledica prethodnih razmatranja je sledeéa teorema:

3

Teorema 1.50. Sledece ekvivalencije su posledice (WP) i (WP") u l-deduktivnim L,
implikativnim algebrama:
a—=>(a—(b—(b—c)))=1 ako i samo ako b—(b—(a—(a—¢))) =1

ako i samo ako a->(b—>(a—(b-c)))=1

ako i samo ako b—(a—=(b—(a—c)))=1

ako 1 samo ako  a—>(b—»(b—(a—c)))=1

ako 1 samo ako. b->(a—>(a->(b—=c)))=1 .

Znacajno je da oba zakona jake tranzitivnosti prefiksiranja i sufiksiranja (STP) i (STS):
(b=¢) = ((a—=b)—=(a—>c)) = 1 (STP),
(a=b) = ((b—>c)>(a=>c)) = 1 (STS)

slede, u implikativnoj algebri,iz (SP) i (WTP).

Lema 1.51. U implikativnoj algebri, u kojoj-vazi. (SP) i (WTP),vazi i
ako c¢;—=(b-c)=1 i-c,>(a->b)=1 , onda Ci=>(c,>(a—=b))=1 .

Dokaz 1. ¢c,=(b=c)=1 hyp :

2. ¢,>(a=b)=1 hyp

3. b=(c,>¢c)=1 iz |.(WP)

4. (a=b)—>(a—>(c,~c))=1 .iz 3 (WTP)
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. ¢=(a—=>(c=0)) =1 1z 2.4.(1y)
. ¢=>(c~(a—>c))=1 .1z 5,(SP)
c~(c—~(a—c))=1 ,iz 6,(WP).

-1 O~ N

Posledica 1.52. U implikativnoj algebri,u kojoj vaze (SP) 1 (WTP),vaze i zakoni (STP) i
(STS).

Dokaz. Iz leme 1.51. za ¢,=b—c i c,=a—>b dobija se (STP),dok se (STS) dobija neposredno
iz (STP) 1 (WP). ' a

Uz ovo videli smo da je u implikativnoj algebri zakon (F') posledica (SP),(WTP) 1 (C;) (lema
1.40),0dnosno da je zakon (F") posledica (F’),(WTP) i (C;) (teorema 1.41).Pored toga, u’ 2
implikativnoj algebri svi zakoni (F,*) (n=0,1,2,..) posledica su (F") i (SP) (teorema 1.42),3to

znaéi da su u implikativnoj algebri zakoni (F?) (n=0,1,2,...) posledice (SP),(WTP) i
(C,).Prema tome,vazi slededa teorema: ' S

Teorema 1.53. Konacno deduktivna L, 1mp11Lat1vna algebra u kojoj vazi (SP) ima sledece
aksiome:
1) a=a =1 (i),
2) l-a = a,
3) a—(b—a) =1 (AC),
4) (a—=b)—=((b—c)=(a=c)) = 1 (STS) ,
3) (a—=(b—=¢))=(b—=(a—c)) = 1 (SP’),
6) (a—(a—(a—b)))=(a=(a=b)) =1 (C),
7) Ako a-b=11ib—a=1, ondaa=b (i),
8) a—=1=1 (.
Ograni¢ena konacna deduktivna L; implikativna algebra ima jo$ i aksiomu
9) 0—a = 1 za nekielement 0iz A .

Ovde je,otigledno , aksioma 3) posledica aksioma 1),5),7) i 8). Znacajno je da su konacno
deduktivne £, implikativne algebre jednakosno definabilne,$to je posledica naredne teoreme:

Lema 1.54. U konacno deduktivnoj L, implikativnoj algebri vazi zakon
(a—=b)—[(a=b)—>((b—a)=((b—a)-b))] = (b—a)—>[(b—a)=>((a—=b)—>((a=b)—a))].

Obratno, aksioma 7) je posledica prethodne jednakosti.Prema tome, kona¢no deduktivne L,
implikativne algebre su varijetet jer se aksioma 7) moze zameniti jednakoSCu.
Dokaz.Najpre dokazujemo da je pomenuta jednakost posledica aksioma 1)-8): 1. b—a <
b—=a (1))

2. b = (b=a)=a 1z 1,(WP) .

3. (b—a)=b < (b—a)—=((b—a)—=a) 1z 2 (WTP)

4. (b—a)=>((b—a)—b) < (b—a)—>((b—a)—((b—a)—a)) 1z 3 {WTP)

5. (b=a)—=((b—a)—=b) < (b—a)—((b—a)=a) (C;)

6. (a—b)—=((b—a)=((b—a)—=b)) < (a—=b)—((b—a)=((b—=a)=a)) iz 4,5,(WTP)

-

8

9

3

. (a=b)=[(a—b)—((b—=a)—=((b=a)=b))] < (a—b)=[(a=b)=>((b—a)—>((b—a)-a))] iz 6,(WTP)
. (a—b)—[(a—=b)—((b—a)—((b—a)—>a))] =(b—a)—>[(b—=a)>((a—~b)—>((a—>b)—a))]  po (SP)
. (a=b)=[(a—=b)—=>((b—a)—((b—a)—=b))] < (b—a)=[(b—a)—=>((a=>b)—>((a—>b)—a))] iz 7,8.

Jasno je da ,zbog simetrije,vazi
(a=b)=>[(a—b)—((b—a)=((b—a)=b))] = (b—a)=>[(b—>a)=>((a=b)>((a—>b)—a))].
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Da je aksioma 7) posledica ove jednakosti vidi se neposredno.Naime, ako je a—b=1 i
b—a=1 ,zbog l=x=x ,vazide a=b.

Ostaje otvoreno da li je aksiomama [)-8)  okarakterisan implikativni fragment
Lukasiewiczevog trovalentnog iskaznog ra¢una,odnosno na pr. nije jasno da li je uopitenje
Peirceovog zakona (a>(a—b))»a)~a = 1  koje vazi

algebri posledica navedenih aksioma konaéno deduktivne L implikativne algebre.
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II Implikativni filtri u £, deduktivnim implikativnim algebrama

U ovom poglavlju razmatraju se implikativni filtri u kontekstu £; deduktivnih implikativnih
algebri i njihove veze sa homomorfizmima i kongruencijama tih algebri.Poznati rezultati .
A.Diega , A.Monteira i H.Rasiowe ,kao i neki rezultati iz [19],uop3teni su 1 dokazana je po
neka analogna karakterizacija.InaCe,glavne primene implikativnih filtara u deduktivnim
implikativnim algebrama su u algebarskim dokazima teoreme dedukcije za implikativne
fragmente &iji su modeli te algebre,kao 1 u nekim stavovima o kongruencijama i
homomortizmima.

Definicija 2.1. Skup F elemenata implikativne algebre (A,1,-)
naziva se implikativni filtar te algebre ako i samo ako ispunjava
uslove:

i 1 E ¥

(f,) Ako a € Fia=b € F ,onda b € F.

Ni u implikativnoj algebri,ni u slabo deduktivnoj ¥, implikativnoj algebri skup K(a) svih
elemenata koji su vedi il jednaki nekom fiksiranom elementu a te algebre (gornji konusi
elementa a ) ne mora biti implikativni filtar.Zapravo, potreban i dovoljan uslov da u
impikativnoj algebri K(a) bude implikativni filtar za svako a je vazenje ve¢ spomenutog
uslova (F) :
Ako a—(b—=c)=11a=b=1 ,onda a—»c=I

koji je prejak za b; deduktivne implikativne algebre (v. komentar pre definicije
1.8).Ispostavlja se da je (F,') potreban i dovoljan uslov da izvesni nadskupovi gornjih konusa
budu implikativni filtri.

Definicija 2.2. Neka je (A,l,—) implikativna algebra.Tada je
K@) = { x€A :a < x} - gornji konus elementa a,

L

F(a) = { xEA :a—(a>x) = 1}.

Teorema 2.3. Za sve elemente a implikativne algebre (A,1,-) vazi

K(a) € F(a).
Dokaz 1. x € K(a) hyp
2. A =x iz | definicija 2.2.
Joaxx =1 1z 2

4. a—=(a—=x) =1 iz 3,(iy)
5. x € F(a) iz 4,definicija 2.2.

Lema 2.4. Za sve elemente a implikativne algebre (A,1,-) vazi a € F(a) .
Dokaz 1. a=a =1 (1))

2. a—=(a—a) =1 1z 1,(1)

3. a € F(a) iz 2,definicija 2.2.

Lema 2.5. U slabo deduktivnoj L, implikativnoj algebri (A,1,—) skup

F(a) = { x€EA : a=(a—=>x) = | } je za svako a€ A implikativni filtar.
Doka 2.5.1. Dokazaéemo prvo: | € F(a) (f)
1. a=1l =1 (i)
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2. a=(a—»l) =1 1z 1,31)
3. 1 € F(a) 1z 2,definicija 2.2.

2.5.2. Sada dokazimo da:
ako b&F(a) i b=c&F(a) ,onda cEF(a) (f,)
b € F(a) hyp
b—c € F(a) hyp
a—=>(a—b) = 1 1z 1,definicija 2.2.
a—>(a—>(b—c)) = | iz 2,definicija 2.2.
a>(a—~c) = 1 iz 3,4,(F)).

U’\&L‘JI\J:—J

Lema 2.6. Neka je F implikativni filtar u implikativnoj algebri
(A,1,») .Tada a € F akoisamo ako F(a) € F.
Dokaz. Pretpostavimo prvo da a€F.

l.a€ F hyp

F je implikativni filtar  hyp

b € Fa) hyp

a>(a—>b) = | € F iz 3,2,definicija 2.2.

a»b € F 1z 1,4,2.

. be F iz lj32.

Neka je sada F(a)SF.

I. F@Q)ESF hyp

2. a€F(a) lema 2.3.

3. a€F 12 12,

Posledica 2.7. U slabo deduktivnoj L; implikativnoj algebri F(a) je najmanji implikativni
filtar koji sadrzi element a te algebre. Za F(a) se kaZe da je glavni implikativni filtar
generisan elementom _a . Vazi i obrat ovog tvrdjenja.

Teorema 2.8. Ako je za svako a € A, F(a) implikativni filtar

implikativne algebre (A,1,-) ,onda u toj algebri vazi (F,}).

Dokaz.Kako iz b€ F(a) i b=cE€F(a) sledi cEF(a),to po definiciji 2.2.

vazi da a—(a—=b)=1 i a=(a—=>(b—¢))=1 povladi a>(a—c)=1 ,a to je upravo (F,)).

Prema tome u implikativnoj algebri (A,1,-) skup F(a) = {xE€ A:a->(a—=>x)=1} je .za svako
a€A | implikativni filtar ako i samo ako je (A,1,-) implikativna algebra u kojoj vazi (F,%).

Konstatujmo sada jednu o¢iglednu &injenicu:

Teorema 2.9. Presek proizvoljne neprazne klase implikativnih filtara u implikativnoj algebri
je implikativni filtar u toj algebri.

Prethodna teorema omogucuje definiciju implikativnog filtra generisanog nekim skupom
elemenata implikativne algebre.

Definicija 2.10. Ako je A, skup elemenata implikativne algebre (A,1,~) , onda se presek
svih implikativnih filtara koji sadrze skup A, naziva implikativnim filtrom generisanim
skupom A, i oznatava sa F(A,).
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Oc¢igledno,u implikativnoj algebri F(A) je najmanji implikativni filtar koji sadrzi skup A,. -
Takodje je jasno da je u implikativnoj algebri F(&) upravo singlton {1} . Uz to, u slabo
deduktivnoj L; implikativnoj algebri vazi F({a}) = F(a).Pored toga oc¢igledno je da vazi:

Teorema 2.11. Klasa &, svih implikativnih filtara implikativne algebre (A, 1,-) je potpuna
mreza u kojoj je {1} najmanji,a A najveci element.U toj mrezi ,infimum proizvoljne klase
implikativnih filtara je (skupovni) presek te klase,dok se supremum klase {F;jel}
implikativnih filtara implikativne algebre definiSe kao implikativni filtar generisan unijom te
klase :
ViEjen = FULEED).

U sluéaju dvoélane klase {F.F,} implikativnih filtara, koristi¢émo uobicajenu infiksnu -
notaciju:
F,VF, = V{F,F,} = F(F,UE,).
Potpuna mreza syih implikativnih filtara implikativne algebre (A,1,—) je,dakle, algebarska "
struktura (®,,. V.{1},A}.

Dokaz je trivijalan i izostavljen je.

Naredne definicije i stavovi u vezi su sa algebarskim analogonima teoreme dedukcije u
deduktivnim L, implikativnim algebrama (2.12-2.19).

Definicija 2.12. U implikativnoj algebri
F(a.c) = { xEA: a=>(a—=x) € F(c) |}
= { XEA: c=(c=>(a>(a=x)) = 1} .

Lema 2.13. F(a.c) je implikativni filtar u 1-deduktivnoj L, implikativnoj algebri (A.1,-).
Dokaz 2.13.1. Dokazimo prvoda | € F(a,c) (f).
Po (i,) imamo c¢—=(c—>(a—=(a—=1)))=c—=>(c—=(a—=1))=c—>(c=>1)=c—>1=1 ,pa po

definiciji 2.12 1 € F(a).
Sada dokazujemo:
2.13.2. Ako x€EF(a,c)ix=yEF(a,c),tada yEF(a,c) ().

l. x € F(a,c) hyp

2. x=y € F(a,c) hyp

3. c=(c—=(a—>(a—=x))) = | .z |, detinicyja 2.12.

4. c—(c=(a—(a—=>(x—=y)))) = | ,iz 2 definicija 2.12.

5. c=(c—>(a—>(a—y))) = | .iz 3,4 ,primenom (F?)

6. y € F(a,c) iz 5,definicyja 2.12.

Lema 2.14. Za svaki element a implikativne algebre (A,1,—) vazi
a € F(a,¢) .

Dokaz l.a=a =1 (i)

a—>(a—a) = | 1z 1, (1)

c—(a—(a—=a)) = | iz 2, (i)

c—>(c=(a—(a—a))) = 1| iz 3. (iy

5. a € F(a,c) 1z 4.definicija 2.12.

B

Lema 2.15. Za svaki element ¢ l-deduktivne implikativne algebre (A,1,»)vazi 'c €
F(a.c).
Dokaz 1. c—=(a—c) =1 (AC)
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(a>c)—>(a—>(a=>c)) = | iz |.(WTP)
C=>(a—>C) = (c>(a—=(a>¢))) = | iz 2,(WTP)
c>(a—>(a—>c)) =1 1z 1,3 .teorema 1.2.
C>(c=>(a—>(a—>c))) = 1 1z 4.(1,)

¢ € F(a,c) iz 5,definicija 4.

o IR R L I oS )

Lema 2.16. U [-deduktivnoj L, implikativnoj algebri F(a,c) je najmanji implikativni filtar
koji sadrzi elemente a i ¢ ,tj. ako je F implikativni filtar u 1-deduktivnoj implikativnoj
algebri (A,1,~) 1 a€F i cEF ,tadaje F(a,c) S F.

Dokaz 1. a€F ,cEF hyp

2. F je implikativni filtar hyp

3.b € F(a,c) hyp

4, c>(c=(a=(a=b) =1 EF iz 3,2,(f)
c=>(a—>(a-=b)) € F iz 1,2,4 .po (f))
a>(a-b) € F iz 1,2,5 ,po (f,)

a=>b € F iz 1,2,6 ,po (f,)

b€ F 1,2,7 ,po (f,).

% N o

Teorema 2.17. Za sve elemente 1-deduktivne 1; implikativne algebre vazi:
2.17.1. F(c) € F(a,0) :

17.2. F(a) € F(a,c):

17.3. F(F(a)UF(c)) = F({a,c}) = F(a) VF(c) € F(a,c) ;

7.4, F(a,c) = F(a) v F(c) = F(c,a) ako i samo ako vazi (WDP).

[ I o B 6

Napomena.O¢igledno je da jednakosti u2.17.3 :F(F(@)UF(c)) = F({a,c}) = F(a) v F(c) vaze
ve¢ u slabo deduktivnoj L, implikativnoj algebri.
Dokaz. 2.17.112.17.2 sledi iz lema 2.6,2.15,2.141 2.13.

2.17.3 sledi iz teoreme 2.5 11z 2.17.1i 2.17.2.

2.17.4 Da je F(a,c) = F(a) V F(c) sledi iz 2.17.3 i leme 2.16. Takodje, imamo
x€F(a,c) ako i samo ako c=>(c>(a=>(a—x)))=1 ako i samo ako (po WDP)
a—=>(a—(c—>(c—>x)))=1 ako i samo ako x € F(a,c).

Teorema 2.18. Ako u slabo deduktivnoj £, implikativnoj algebri (A,1,-) vaii F(a.c) =
F(a) v F(c) , onda u toj algebri vaze (F’),(WDP), kao i (AC"):
C=>(c=(a=(a—>¢))) = 1 (AC").

Dokaz. Najpre dokazujemo da vazi (F?):
¢i>(¢>(a=>(a—>(b—>c))) = 1 hyp
¢=>(¢c,>(a=(a=b)) = 1 hyp
b+ € Fa,c) izl
b € F(a,c,) iz 2
c € F(a,c) iz 3.4 ,(f)
C,=>(c,=>(a—=(a—c)) = | iz 5.

Da vazi (WDP) zakljucujemo na slede¢i naéin:
Zbog F(a,c) = F(a) v F(c) = F(c) v F(a) = F(c,a) imamo da x€F(a,c) ako i samo ako
x€ F(c,a) ,pa je po definiciji 2.12 ¢—=>(c—>(a—>(a—x)))=1 ako i samo ako a—>(a—(c—>(c—x)))

= AT I SN ' Y N -
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Na kraju dokazujemo da vazi (AC’):
Kako cE€F(c) ,to cSF(a.c) .pa po detiniciji 2,12 imamo
c—=>(c—»(a—>(a—=>c))) = |.

Teoreme 2.19. 1 2.20. su analogoni Diegovih teorema [7] za pozitivne implikativne algebre.

Teorema 2.19. Ako je , u implikativnoj algebri (A,1,~) ispunjen bilo koji od uslova :
(a=(a=(b—>c))) = ((a>(a=b))~>(a—>(a>c))) =1 (F") ili
(a=>(a—b)) = ((a>(a—>(b—c)))>(a>(a>c))) = 1 (F'")
onda, za svaki implikativni filtar Fy u (A,1,~) 1 za svako a € A,
skup F(a,Fy) = {xEA : a>(a=>x)EF,} je implikativni filtar.
Ako, uz to u implikativnoj algebri vazi i (AC), onda je F(a,F,) implikativni filtar generisan
skupom {a} UF; ..
F(a,F) = {xEA : a>(a>x)EF,} = F({a}UF,) = F(a) vV F, (¥) .

Otuda,jednakost (*) vazi u konaéno deduktivnoj £, implikativnoj algebri u kojoj vazi (SP),
dakle i u Lukasiewiczevoj L, implikativnoj algebri L,1A.Inace, u implikativnoj algebri zakoni
(F") i (F'"") su posledice (F'),(WTP) 1 (C5), odnosno posledice (SP),(WTP) 1 (C,) (teorema
1.401 1.41.).

Dokaz teoreme 2.19. (1) Dokazimo najpre da 1 € F(a,F,):
. a>(a>l) = 1 € F, (1).(f)
2.1 E F(a,Fu) 1z 1.

(2) Dokazimo sada da ako b€ F(a,F,) i b»cE€F(a,F,), onda cEF(a,Fy).
l. b € F(a,F,) hyp

2. b—=c € F(a,F,) hyp

3. a—(a—b) € F, 1zl

4, a—=(a—(b—¢)) € F, 122

5. a—=(a—c) € F, 1z 3,4(F") ili (F"),(f),5)

3. B & FlaEy) ig3.

Iz (1) i:(2) sledi da je F(a,F,) implikativni filtar.
(3) Sada dokazujemo da a € F(a,F,) .

l. a=(a=a) = | € F, (i,),(f)

2. a € FlaF) iz L.

(4) Dokazujemo da ako bEF, ,onda b&F(a,F)).

b &€ F, hyp

b=(a—b) = 1| € F, (AC).(f)

a=b € F, iz 1.2,(f)
(a=b)—=(a—=(a—b)) = | € F, (AC),(f)
a—(a—b) € F, 1z 3,4.(1,)

6 b€ F@ak) iz 3,

Iz (4) sledi da je F, & F(a,F).

(5) Na kraju dokazujemo da ako je F’ implikativni filtar takav da je Fy € F' 1 a € F",
tada iz b € F(a,F) sledi b € F'.

b € F(a,Fy) hyp

a>(a=b) € F, = F" 1z |

a € F hyp

a»b € F' iz 23,(f))

h = W ) —
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5. b €F iz34,f).

Iz (5) dobijamo F(a,F)) € F' ,dakle F(a,F,) je najmanji implikativni filtar koji sadrzi |

a1 F, 1zato vazi F(a,F)) = F(a) v F, .

Teorema 2.20. Neka je (A,1,-) konaéno deduktivna L, implikativna algebra u kojoj vazi
(SP) , dakle 1 neka je A, neprazni podskup skupa A . Ako je F(A;) implikativni filtar
generisan skupom A, tada vaii

F(Ap)={xEA:(3c,,...c,EA,) c,~>(c,>(...=(c,~>(¢c,=>x))...)) = 1}.

Dokaz. Neka je
Fy = {x€A:(3c,,...c,E Ay c,~(c,~(...~(c,>(c,x))...)) = 1}.
Dokazimo najpre da (1) | € F, .

l. Ay # 3 hyp
2. 3, €Ay 12
3. e»le=s) =1 (1)
4, 1 €F, iz3.

Dokazimo sada da

(2) Ako a€F, i a=b€EF,, onda bEF,.

l. 3a,,....a,€A, a~>(a,>(...~>a=>(a—a))...)) =1 hyp

2. 3b,,....b,EA, b,=(b,~(... (b,—*(b,—»(a—rb))) J)) =1 hyp

3. as(aC. -*(a%(a; (by=>(by=>(...=(b=(b,=(b,~>(a—b))))...)))))...)) =1
iz 2,teorema 1.2,(C,)

4. a;~(@&~{. -*(a;—*(al (by=>(b,=>(...=(b;=>(b,=(b,=2)))...)))))...)) =1
iz 1,teorema 1.2,(C;),(SP)

5' a-n”*{an_j( g '—){al_)(al_)(bln_)(bm_’( ] ‘_'(bi_}(bl_:'(blmyb))) .r ))))) . )) =

iz 3,4,(F...)
6. a,~(a,>(...~(a,>(a,~>(b,~(b,>(...=(b,=(b,b)))...)))))...)) =1
iz 5,(Cy)

LR - TSRS B - b,,, € Ay
8,(8,>(...=>(2,2(2,=(D, (b, =>(...=(b,=>(b=b)))...)))))...)) =1 iz 1,2,6
8. bEF,iz 7.
Iz (1)1 (2) zaklju¢ujemo da je F, implikativni filtar.
Ocigledno je (3) A, € F, zbog (i,).
Neka je F implikativni filtar koji sadrzi A, . Dokazimo :
(4) Ako a € F,,onda a € F.
[ 3a,....a, €A, a~>(a,>(...~(a—=>(a~a))...))=1 € F hyp,(f))
2. a,a,,,...,8,,3 € A; S F hyp
3. a € F iz [,2.(8).
Dakle, F, € F .
Iz (1),(2),(3) i (4) dobijamo da je F, najmanji implikativni filtar koji sadrzi A,

Stavovi i definicije do kraja ovog poglavlja odnose se na relacije kongruencije u
implikativnim algebrama, homomorfna preslikavanja implikativnih algebri, kao i njihove veze
sa implikativnim filtrima.lIzlaganje je uglavnom prema [19].

Ako je ~ relacija ekvivalencije skupa A , klasu ekvivalencije relacije ~ odredjenu
elementom a ,oznacavacemo C,, a odgovarajuéi koliéni¢ki skup A/~ .Naredne definicije
(2.21'12.22.) i teoreme (2.26-2.28) su specijalizacije, u kontekstu implikativnih algebri,
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poznatih definicija i stavova iz univerzalne algebre.

Definicija 2.21. Kongruencija u implikativnoj algebri (A,1,—) je relacija ekvivalencije ~

skupa A koja je saglasna sa operacijom —: Ako a~bic~d, onda a=c~b-—d :
Skup K_ = {a€A:a~1} naziva se jezgro kongruencije ~ .
Definicija 2.22. Funkcija h: A=B , gde su (A,1,»)i(B,1"',=’) implikativne algebre, je

homomorfizam algebre (A.l,—)u (B,1’,="), ako h "Cuva" operacije,tj. ako je ispunjeno:
1) h(a—=b) = h(a)-="h(b) ,
(2) h(l) = I’
Homomorfizam algebre u samu sebe naziva se endomorfizam.Homomorfizam, koji je na
zove se epimorfizam.Monomorfizam (utapanje) je homomorfizam koji je 1-1. Izomorfizam
je homomorfizam koji je bijekcija. Za dve implikativne algebre se kaze da su izomorfne ako
i samo ako postoji izomorfizam izmedju njih.

Jezgro homomorfizma h implikativne algebre (A =) u (B,l‘,—>’) je skup
K(h) = { a€A : h(a)=1"

Definicija 2.23.  Specijalni implikativni filtar u implikativnoj algebri  (A,1,—=) je
implikativni filtar F te algebre, koji . pored , uslova (f}) i (f,) zadovoljava jo3 tri uslova:
(f;) Ako a€F , onda b—a&F |

(f,) Ako a—»b&€F i b=cEF K onda a=cEF ;

(f;) Ako b—a€F ic=>dEF . onda (a>¢c)>(b—>d)EF .

Slede¢e dve leme bave se elementarnim svojstvima homomorfizama 1 kongruencija
implikativnih algebri.

Lema 2.24. Nekasu (A.1.—)i(B,1".—") dve implikativne algebre neka je h:A—B funkcija
koja zadovoljava uslov
hia—=b) = h(a) =" h(b) .

2.24.1. h()=1" .. h je homomorfizam (A,l.=) u (B.1',=").
2.24.2. h "¢uva" poredak:
ako a<b , onda h(a)=<'h(b).
2.24.3. h je monomorfizam ako i samo ako je K(h) = {1}.
; . K(h) je implikativni filtar koji zadovoljava uslove (fy 1 (f,).
2.24.5. Ako u implikativnoj algebri (B,1',=") vaze zakoni (WTP) i (WTS) ,tadaje K(h)
specijalni implikativni filtar.,

| T R S
X (]

g
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Dokaz 2.24.1. h{l)y=h(a=a)=h(a)="h(a)=1".

2.24.2. 1. a<b hyp

a—b = | definicija 1.6.

h(a)—" h(b) h(a—=b) = h(l) = 1" 1z 2.24.1.

h(a) <’ h(b) 1z 3,definicija 1.6.

2.24.3. Pretpostavimo prvo da je K(h)={1}. Dovoljno je dokazati da h(a) < h(b) povlaci
a<b:

I. K(h)y =1 hyp

2. h(a) =" h(b) hyp

SO P
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h(@) =" h(b) = 1" iz 2 definicija |.6.
h(a=b) = h(a) =" h(b) = 1" iz 3
a—0b € K(h) iz 4,definicija 2.21.
a—>b=11z51

. a < b 1z 6,definicija 1.6.

Sada, zbog simetrije, sledi da je h 1-1 :
(*) ako h(a) = h(b) ,onda a="b.

Now e w

il - S e

Pretpostavimo sada da vazi (*). Tada 1€K(h) zbog 2.24.1. Ako u implikativnoj algebri
(A,1,-) postoji element 1, takav da 1,€K(h), tada, zbog (*), iz h(1)=h(1,)=1" sledi 1
= 1.
2.24.4. (1) Najpre dokazujemo da K(h) zadovoljava (f). Ocigledno, 1 € K(h) zbog 2.24.1.
(2) Sada dokazimo :

ako a&K(h) i a»bEK(h) , onda bEK(h) (£,).

£ 2

a € K(h) hyp

a—b € K(h) hyp

h(a) = 1" iz |

I" = h(a=b) = h(a)="h(b) iz 2

h(b) = 1" iz 3,4 teorema |.2.

. b € K(h) iz 5.

Iz (1) i (2) sledi da je K(h) implikativni filtar.
(3) Dokazimo da vazi (f;):

I. a € K(h) hyp

2. h(a) =1 iz |

3. h(b-=a) = h(b)=>"h(a) = h(b)="1" = 1" (1,)
4. b=a € K(h) iz 3.

(4) Na kraju, dokazujemo da vazi i uslov (f) :
a—=b € K(h) hyp

b—c € K(h) hyp

h(a=b) = h(a)="h(b) = | iz |

h(b—c) = h(b)='h(c) = 1" iz ?2

h(@a)—="h(c) = 1" iz 3.4 (i)

h(a=c) = h(a)="h(c) = 1" iz §

a—=c € K(h) iz 6.

(o)W T - % T NG Qe
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b-a € K(h) hyp

¢=>d € K(h) hyp

h(b—a) = h(b)="h(a) = 1" iz |

h(c=d) = h(c)="h(d) = | iz?2

(h(a)="h(c)) = (h(b)="h(c)) = | iz 3,(WTS)
(h(b)="h(c)) =" (h(b)="h(d)) = 1" iz 4.(WTP)
(h(@a)="h(c)) =" (h(b)="h(d)) = 1" iz 5,6,(i)
h(a=c) =" h(b—=d) = 1’ iz 7

(a=>c)—=(b—>d) € K(h) iz 8.

WHENoUELN DL

Lema 2.25. Neka je ~ kongruencija u implikativnoj algebri (A,1,-) u kojoj vazi slabi
zakon permutacije antecedenata (WP). Tada je jezgro K _ te kongruencije implikativni filtar

koji zadovoljava uslov (f;).
Dokaz. (1) (f)) je ispunjeno jer, zbog I1~1, IEK_.

.24.5. Obzirom na 2.24.4 dovoljno je dokazati da vazi (fs):
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(2) Sada dokazujemo da vazi (f,):
a € K_ hyp

a=p & K_ hyp

a~1 1z 1

a=b ~ 1 iz 2

| —~ a=b ~ l=b 1z 3.4(~ je saglasna sa —)
l1-b = b teorema 1.13.
b~11z5,6

3) Na kraju, dokazimo (f;):

a & K_ hyp

a~11zl

b—=a ~ b—=1 =1 1z 2,()
b—=a € K_ iz 3.

~] O W = o d

—

4= s b

Jednostavno se dokazuje sledeca teorema :

Teorema 2.26. Za svaku kongruenciju ~ implikativne algebre (A,1,—) jednakostima
C~.C,=C, i 1l.=C

korektno su definisane odgovarajuce operacije u tzv. koli¢nickoj algebri (A/ L= .

Preslikavanje h_: A—=A/_ , h_(a) = C, je tkz. prirodni epimorfizam (A,1,~) na

(Al _,1_,—_).

Lema 2.27. Ako je h_ prirodni epimorfizam implikativne algebre (A,1,—=) na (A/_,1_,—_),
tada je K(h.) = K_.
Dokaz x € K(h_) akoisamoako h_(x) = 1. = C,

ako 1 samo ako C, = C,

ako 1 samo ako x ~ |

ako i samo ako x € K_ .

I, kao $to svakoj relaciji kongruncije implikativne algebre odgovara jedan prirodni
epimorfizam, tako se i svakom epimorfizmu neke implikativne algebre moze pridruziti
kongruencija:

Teorema 2.28. Ako je h epimorfizam implikativne algebre (A, 1,—) u implikativnu algebru
(B.1",="), tada relacija ~, uvedena sa

a~,b ako i samo ako h(a)=h(b)
relacija kongruenije u (A.l.—) (za koju se kaze da je indukovana epimorfizmom h ).
Koliénicka algebra (A.l.—)/_, izomorfna je sa algebrom (B,1’,>"). Jezgro K(h)
epimorfizma h poklapa se sa jezgrom kongruencije indukovane tim epimorfizmom: K(h)
=K_ .
Dokaz je elementaran 1 poznalt.

Sada ¢emo definisati jednu interesantnu relaciju u implikativnoj algebri odredjenu nekim
implikativnim filtrom te algebre.

Definicija 2.29. Ako je F implikativni filtar u implikativnoj algebri (A,1,~) , onda je

a —. b akoisamo ako a—=b € F ib=a € F.
Za relaciju ~, kaze se da je odredjena implikativnim filtrom F.
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Teorema 2.30. (analogon teoreme 1.6. Rasiowa [15]) Nekaje F implikativni filtar konacno
deduktivne L; implikativne algebre (A,l1,-) u kojoj vazi jaki zakon permutacije
antecedenata (SP). Tada je relacija ~, odredjena implikativnim filtrom F  relacija
kongruencije ove implikativne algebre.
Dokaz. Podsetimo se da (teorema 1.52) u implikativnoj algebri u kojoj vaze (SP) i (WTP)
vaze i zakoni (STS) i (STP). Prvo dokazujemo da je ~y relacija ekvivalencije skupa A :
(1) a ~za akoisamo ako a»a=1€F (f)).
(2) a ~; b ako i samo ako a=bEF i b>aEF
ako 1 samo ako b—a&€F i a-=bEF
ako i samo ako b ~.a .
(3) Nakon refleksivnosti i simetrije, sada dokazujemo tranzitivnost relacije ~ :
a~rgb hyp
b ~rc hyp
a=>bEF i b>a€F i b>cEF i ¢c>bEF iz 1,2
a3bEF 1 b>cEF i c»bEF | b=a&F iz 3
(b=¢)>(a=>c)=1€F i b>cEF i (b=a)>(c=a)=1EF | b»aCF iz
3,(8TS),(f)),(f,)
6. a>cEF ic»a€F iz 5,(f)
7. a ~pc iz 6,definicija 2.29.
(4) Sada dokazujemo da je relacija ~ saglasna sa operacijom — :
a~gb hyp
¢ ~gd hyp
c>d€F iz 2,definicija 2.29.
(c=d)—=((a=c)=(a>d)) = | € F (STP),(f))
(@a=c)=>(a>d) € F iz 3,4,(f))
b=a€F iz I,definicija 2.29.
(b=a)—>((a=d)=(b—>d)) = 1 € F (STS),(f)
(a=>d)—=(b—d) € F iz 6,7,(f))
2. [@=c)=>(a>d)] > [((a=d)=>(b->d))>((a>c)=>(b~d))] = | € F (STS),(f)
10. ((a—=d)—=(b—=d))—=((a—c)—=(b=d)) € F iz 3,9,(f)
L1. (a=c)=>(b>d) € F iz 8,10,(f).
Na isti naCin se iz b ~.a i d ~ ¢ dobija
[1.” (b=d)=(a—=c) € F.
12. a»c ~¢ b=d iz 11 11’ po definiciji 2.29.

42-(;-)[\..):—-
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Lema 2.31. (upor. Rasiowa [15]) U konacno deduktivnoj L, implikativnoj algebri (A, l,-)
svaki implikativni filtar F te algebre je 1 specijalni implikativni filtar.

Dokaz. Prema teoremi 1.52 u (A,1,-) vaze (STP) i (STS).

(1) Dokazimo prvo da F zadovoljava uslov (fy):

l. a € F hyp

2. a=(b—=a) =1 € F (AC),(t)

3. b=a € F iz 1.2,(f)

(2) Sada dokazujemo da F zadovoljava uslov (f,)
l. a=b € F hyp

2. b>c € F hyp

(@=b)=>((b=>c)~(a=>c)) = | € F (STS),(f)
4. (b=c)>(a>c) € F iz 1,3,(£0

5. a=>¢ € F iz 2,4,(f).
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(3) Na kraju, dokazujemo da F zadovoljava uslov (f5):
l. b=a & F hyp

2. ¢=od € F hyp

3. (c=d)=((a=c)>(a=>d)) = | € F (STP),(f)
4, (a=¢c)—(a—d) € F iz 2,3,(f)

5. (b=a)>((a=>d)=(b—>d)) = | € F (STS),(f)
6. (a=d)—=(b—=d) € F iz 2,5,(F)

7. (a—=c)—=(b—d) € F iz 4,6.(fy).

Sledeéa lema koristi se u dokazu teoreme 2.33.

Lema 2.32. Za svaki specijalni implikativni filtar F u implikativnoj algebri (A,1,—) vaZi
aEF ako i samo ako a~,l ., gdeje ~ relacija definisana u 2.29.

Dokaz.Dokazimo prvo:

(1) Ako a~gl ,onda a&F.

l. a~:l hyp

2. l-a € F iz |,definicyja 2.29.
3. tEF (1)

4. a &€ F iz 2,3,(H).

Sada dokazujemo obratno:

) Ako a € F,onda a~;l.
ac F hyp
1LEF ()
I-a € F 1z 1,2,()
a=l =1 € F (i),(5)
a~l iz 3,4,definicija 2.29.

B ekl b3 S

Sledeéa teorema daje semanti¢ku karakterizaciju pripadnosti implikativnom filtru generisanom
nekim skupom elemenata u kona¢no deduktivnoj £, implikaivnoj algebri u kojoj vazi jaki
zakon permutacije antecedenata (SP).

Teorema 2.33. (Analogon teoreme 3.41 | str. 63, [19]) U konaéno deduktivnoj 1,
implikativnoj algebri (A,1,—) u kojoj vazi (SP) element a€ A pripada implikativnom filtru
F(A,) generisanim skupom A, & A ako I samo ako za svaki homomorfizam h iz
(A,1,-) u konaéno deduktivnu L implikativnu algebru (B,1’,-") u kojoj vazi (SP) , vredi

(*) ako za svako cE€A,, h(c)=1" , onda h(a)=1".

Dokaz. Po teoremi 2.30. relacija —~y,, odredjena implikativnim filtrom F(Ay) je
kongruencija u {(A,l1,=) 1 jezgro K(h_g,,) kanonskog epimorfizma h_g,, algebre
(A,1,~) na koli¢nicku algebru
(A,1,=) ~ sae (koja je takodje kona¢no deduktivna L; implikativna algebra u kojoj vazi
(SP) ) poklapa se sa jezgrom kongruencije K_gn, (lema 2.27). Po lemi 2.24.5 ovo jezgro
je specijalni implikativni filtar (jer u (B,1',=’) vaze (STP) i (STS), teorema 1.52 , pa tim pre
vaze i (WTP) i (WTS) ). Dokazimo jo$ da je K_ga,=Fp:
X € K_gno ako 1 5amo ako X ~puq |

ako i samo ako x € F(A,) (leme 2.31,2.32).
Otuda je, za svako ¢ € A, € F(A,), ¢ € K(hgy,) , Sto po definiciji znaCi da za svako ¢
€ Ay hpag(c) = C, , a kako je i h(a) = I, zbog (¥), to je hgue(a) = CixBoa
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K(hpaa) = F(A).
Obrnuto, po teoremi 2.20 , element a pripada implikativnom filtru F(A,) generisanom
skupom A, & A konaéno deduktivne L, implikativne algebre (A,1,—) ako i samo ako
postoje ¢,,...,c, € A, takvi da
(™) c,=(c=(...=(c;=>(c=a))...) = 1.

Ako je h homomorfizam iz (A,1,») u (B,1',~")iakojezasve cEA,, h(c) = 1', onda
jeispunjeno h(c,) = ... = h(c,) = 1" ,5to sa posledicom (**):

h(c,)—"(h(c,)=>'(...='(h(c,)='(h(c)="h(a)))...)) = 1",
visestrukom primenom teoreme 1.2 daje h(a) = 1°.
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III 1.; deduktivne implikativne algebre i reziduirani grupoidi

Algebarski gledano , praktiéno sve poznate implikacije su reziduumi neke operacije generi¢ki
nazvane fuzija.Ispostavlja se da se i slabe L; implikacije mogu modelovati u tzv. deduktivnim
integralnim (parcijalno) uredjenim (reziduiranim) grupoidima (upor.[8],[1]1 [2]).

Definicija 3.1. Slabo deduktiyni integralni (parcijalno) uredjeni L, grupoid je struktura
(A, <. 1, -, =) . gde je A neprazni skup,a < (parcijalno) uredjenje na A, 1EA je
konstanta (nularna operacija) . a - i — binarne operacije na A , pri ¢emu su ispunjne
aksiome:

Axl. a=a.

Ax2. Akoa<bib<a onda a=b.

Ax3. Akoa=<bib=<c onda a<c.

Ax4. a<l.

Dakle, u (parcyalnom) uredjenju < na A , 1 je najveéi element.

Ax3. a-l=1l-a=a.

Dakle, 1 je multiplikativni neutral grupoida.

Ax6. Akoa<b,ondaa-c € b-cic-a < c-b.

Operacija mnozenja je izotona po svakoj komponenti.

Ax7. ab=b-a.

Operacija mnozenja je komutativna.

Ax8. (a-a)-a=a-a i (a-a)+-(ara)=a-a.

Kako grupoid nije asocijativan ne moze se nedvosmisleno definisati stepenovanje.Medjutim,
posledica je Ax7. 1 Ax8. da su svi moguéi proizvodi samo elementa a u kojima se taj
element a pojavljuje dva ili vie puta jednaki a-a=a’.Ovo se lako dokazuje indukcijom.
Ax9. Akoa<bh , onda a=b=1.

Implikativna operacija — je kompatibilna (parcijalnom) uredjenju.

Ax10. a-(a=b) < b (MODUS PONENS).

Slabo deduktivni integralni (parcijalno) uredjeni reziduirani £, grupoid je struktura
(A, <. 1, -+, =) u kojoj , pored AxI1-Ax10 vaZzi zakon eksportacije:

Ax1l. Akob+:a < ¢ ,onda a < b-c.

Konacno-deduktivni integralni (parcijalno) uredjeni reziduirani L, grupoid se dobija
dodavanjem jos§ tri aksiome:

Ax12, a-(a-(b'b)) < (a-b)-(a-b).
Ax13. a—(a—(a—b)) < a—(a—b) (L, kontrakcija).
Axld. a-(a-b) < b-(a-a).

Navedimo posledice aksioma Ax1-Ax10 slabo deduktivnih integralnih (parcijalno) uredjenih
L, grupoida (teorema 3.2-teorema 3.6.). Specijalno (teorema 3.5), otuda sledi da postulati
implikativne algebre vaze u slabo deduktivnim integralnim (parcijalno) uredjenim E,
grupoidima.

Teorema 3.2. Ako d<aib<¢.onda d-b < a-c
Dokaz 1. d=a  hyp

34



2. b<c  hyp

3. d-b <a-b izl Ax6.
4. a-b < a-c iz2, Ax6.
5. d-b < a-c iz 3,4 ,Ax3.

Teorema 3.3.1. a-b < a:
3.3.2, asb = b
33.8, ara€4.
Dokaz 3.3.1. 1. b_‘g Ax4.
2, a*b < z1l,Ax6;
3302, TR35.0 prlmenimo Ax7 a-b=b-a;
3.3.3.  Dobijaseiz3.3.1za b=a .

Teorema 3.4. Ako a<b-c.onda b-a < c (IMPORTACIJA).

Dokaz 1. a<b-c hyp
2 baﬁb(b-ac) iz 1, Ax6.
—C) < AX9.

3. b-(b—=c
4. bra<c iz 2,3 ,Ax3.

[!\

Teorema 3.5.1. Ako a—=b = | ,onda a<b ;
3.5.2. a<b ako i samo ako a-b=1 ;

353, a=a=1();
3.5.4. ako a—b=1ib-=a=1, onda a= =b (i3) ;
3.5.5. ako a—=b=11ib-c=] ,onda a=c=1 (Tp),4. (iy) ;

3.5.6. a=l=] (i) :

3.5.7. l=a <ay:

3.5.8. ako a=! i a=b=] ,onda b=1 (MP) ;
3.5.9. ako a=1, onda b-a=]

Dokaz 3.5.1. 1. a=b=1 hyp

2. a-(a=b) < b AxIO0.

3. a1l =b iz 1.2

4. a<b iz 3, AxS.
3.5.2. Dobija se iz 3.5.1 i Ax9.
3.5.3. Dobija se iz 3.5.2 i Axl. za a=b .
3.5.4. 1. a=b=1 hyp

LI B |

2. b=a=1 hyp

3. a<b iz | ,po teoremi 3.5.]

4. b<a iz 2 ,po teoremi 3.5.]

5. a=b iz 3,4 ,po Ax2.
355, 1. a»b=1 hyp

2. b=c=1 hyp

3. a<b iz 1, po teoremi 3.5.1

4. b=c iz 2, po teoremi 3.5.1

5. asc iz 3,4 ,po Ax3.

6. a=c=1 iz 5,po teoremi 3.5.2.
3.5.6. 1. a<l Ax4,

2. a=»l=1 iz |, Ax9,
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3.5.7. 1. 1-:(l=a) <a Axl0.

2. l-(l=a)=1—-a Ax3.

3, lea=<a iz 1.2
3.5.8. 1. a=1 hyp

2. a=b=1 hyp

3. a-(a=b)=1-1=1 iz 1.2 AX3.

4, a-(a=b)<b Ax7

5. 1<b 1z34

6. b=1 1z 51 Ax4.1 AxZ2.
3.,5.9. 1. a=1 hyp

2. b—=a=b—-l 1z L.

3. b=1=1 teorema 3.5.6.

4. b—a=1 1z 2,5

Napomenimo da u slabo deduktivnim integralnim (parcijaino) uredjenim L; grupoidima ne
moze da vazi zakon idempotencije a-a = a .
Naime. tada bi vazila slaba kontrakcija (WGC,) :

Ako a—=(a—=b) = | , ondaa—=b = 1
kojom se eliminise polivalentna Lukasiewiczeva implikacija. Zaista, iz a—=(a—~b) = 1, na
osnovu teorema 3.5.11 3.4, sledi a-a < b, a odatle, zbog idempotencije, a < b, §to na
osnovu aksiome Ax9. daje a—=b = I.

Teorema 3.6. Ako a—(b—c)=11ia—=b=1, 6 onda a-a =c (F).
Dokaz 1. a—=(b—c)=1 hyp

a>b=1 hyp

a-(a—=(b—=c)) = b—c Axl0.

a-(a=b)<b Axl0.

[a:(a—=b)]-[a*(a=(b—=c))] < b-(b—=c) iz 3.4 ,po teoremi 3.2.
b«(b=c)<c Axl0.

[a-(a—=b)]-[a-(a=(b—=c))] < ¢ 1z 5.6 ,po AXJ.

fa=1y-(as1) & ¢ 12 127,

asa < ¢ iz 8, po AxS.

d I

\DOO“-JO\UI-I—-

Teoreme 3.7-3.12 slede iz Ax1-Ax11. slabo deduktivnih integralnih (parcijalno) uredjenih
reziduiranih L, grupoida. Odatle se vidi da postulati slabo deduktivnih £, implikativnih
algebri u kojima vazi (WP). vaze u slabo deduktivnim integralnim (parcijalno) uredjenim
reziduiranim £, grupoidima.

Teorema 3.7. b.a < ¢ akoisamo ako a < b=c .
Dokaz. Primena teoreme 3.4 1 Axll.

Teorema 3.8. l—=a = a.
Dokaz 1. l-a=a < a Ax> . Axl.

2. agl=a izl .poAx Il
3. l=a < a teorema 3.5.7.
4, l=a =a iz 2.3 ,po Ax2.
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Teorema 3.9. Ako a-(a=b)=! i a>(a~>(b—c))=1 ,onda a=>(a-c)=1 (F;).

Dokaz 1. a—(a—=b)=1 hyp

2. a—(a—>(b—c))=1 hyp

3. a < a-=b iz l,teorema 3.5.1.

4. ara < b iz 3 ,teorema 3.4.

5. a < a—(b—c) iz 2,teorema 3.5.1.
6. ara < b—c iz 5,teorema 3.4,

7. (a-a)-(a-a) < b-(b—=c) iz 4.6,teorema 3.2.
8. ara=(a+a)-(a-a) Ax 8.

9. ara < b-(b=c) iz 7.8.

10. b+ (b—=c) < ¢ Ax 10.

ll.a-a < ¢ iz 9,10, Ax 3.

12. a < a—»c iz 11, Ax 11.

13. a=(a—>c)=1 iz 12,Ax 9.

Teorema 3.10.1. Ako b-c=1 . onda (a=b)=(a=>c)=1 (WTP).
3.10.2. Ako a—b=1.onda (b—c)=>(a—c)=1 (WTS) .

Do

2
3.
4

.Oo-_.].ﬂ‘\u;
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Teorema 3.11. Ako a—(b—c)=1 .onda b—(a—=c)=1 (WP).

3.10.3. a—>(b—a) =1 (AC).
kaz 3.10.1. 1. b=c=1 hyp

. a+(a=b)<b Ax 10.

(a-(a—=b))-(b—c) < b+(b—c) iz 2, Ax 6.

. be(b=c)<c Ax I0.

(@a-(a=b))-l =c¢c iz 3.4.1 ,Ax 3.
a-(a—=b)<c iz 3, Ax 3.
a=>b < a—c iz 6, Ax 11,
(a—=b)—=(a—=c)=1 1z 7. Ax 9.

3.10.2. 1. a=b=1 hyp
a-(a-=b)<b Ax 10.
(a-(a—=b))-(b—=c) < b+(b—=c) iz 2, Ax 6.
b:(b=c) < ¢ Ax 10.
(a1)+(b—=c) = ¢ iz3.4.1.Ax 3.
a-(b—=c) < c iz5, Ax3.
(b=c) < (a—=c) iz 6. Ax 1.
(b=c)=(a—=c) = | iz 7. Ax 9.

3.10.3. 1. b-a<a rteorema 3.3.2.
a<b-a iz 1, Ax II. '
a>(b—a) =1 iz2, Ax 9.

Dokaz 1. a—=(b—c)=1 hyp

DU W

[nace, poznato je da komutativnost operacije -

Axl

a < b—c iz |.teorema 3.5.1.
bra < ¢ iz 2,teorema 3.4.
‘b = ¢ iz 3,Ax7.

< a—=C iz 4. Axl]1.

d
b
b—=(a—=c)=1 iz 5.Ax 9.

u grupoidu (Ax 7.), uz pretpostavku aksioma
-Ax6 1 Ax8-Axl1 | sledi iz (WP). Naime, po 3.5.2 i 3.7 uslov a—=(b—>(a‘b)) = |
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ekvivalentan je uslovu b-a < a-b . odakle, zbog simetrije. vazi a+b =b-a.

Mada je slaba L, kontrakcija (WC;) posledica (Fy’) (teorema 1.9 , lema 3.9) , zanimljivo je
navesti njen dokaz iz aksioma Ax1-AxIl:

Teorema 3.12. Ako a—(a—=(a—b))=1 ,onda a—(a—=b)=1 (WC,).
Dokaz 1. a—(a—(a—b))=1 hyp
2. < a—(a—b) 1z | teorema 3.3.1.
A < aﬁb 1z 2,teorema 3.4.
‘(ara) < iz 3,teorema 3.4.
va=a- {a a) iz 4,Ax 8.
a<b 1z4)5.
< a-b 1z 6,Ax 11
-(a—=b)=1 iz 7,Ax 9.

w

00 N O LB
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Teoreme 3.13 - 3.16 posledice su svih aksioma Ax1-Ax14 konaéno-deduktivnih integralnih
(parcijalno) uredjenih reziduiranih L, grupoida. Odatle kao posledicu imamo da konacno
deduktivne L, implikativne algebre u kojima vazi (WP) i (WP"), vaze u konacno deduktivnim
integralnim (parcijalno) uredjenim reziduiranim L, grupoidima.

Teorema 3.13. Ako c¢,—(c— a—r(a-* (b=c))) =11 c,—(c,~(a=(a—=b)))=1,
onda ¢,~(c,~(a—=(a—=¢)))=1 F.2).

o
5]
-~
s3]
~

. ¢,=(c,~(a—=(a—(b—¢))))=1 hyp

¢, —(C,—(a—>(a—=h)))=1 hyp

¢, € ¢,~(a—=(a—=(b—=c))) iz l.teorema 3.5.1.

¢,+¢c, £ a—=(a—(b—>c)) iz 3.lcorema 3.4.

a-(c,+c,) < a—(b—c) iz +.t1eorema 3.4.

a-(a+(c,+¢,;)) < b—=c iz S.ieorema 3.4.

g, 5= cl—r{a-a{aeb)) iz 2. teorema 3.5.1.

¢ +¢, < a—(a—=b) iz 7.teorema 3.4.

a-(c,+¢) < a—=b iz 8.teorema 3.4.

10. a-(a*(c,*¢;)) < b iz 9.tcorema 3.4

1. (a-(a*(c,+c))) (a*(a*(c,*c))) < b-(b—=c) iz 10,6,teorema 3.2.

12. b-(b—=¢c) < ¢ Ax 10.

13. (a*(a*(c,*¢c)))(a~(@-(c,-cy))) < ¢ 1z 11,12,Ax 3.

14, a-(a*((@a-(c,+c;))(a(c;¢)))) < as(a-(c,-cy))-(a-(a-(c,-cy)))
Ax 12,

15.a-(a-((c; ¢ Cl c)) < (@-(crc)) (as(crcy)) Ax 12

16. (¢c;+¢))+(c,+c;)=c,*C, Ax 8.

17. a-(a*(c,;+¢c)) < (a-(c,-cl))-(a-(c,-c,_)) iz 15,16.

X0 00 N O B Lo 1o

18. a-(a+(a+(a+(c,+c)))) < a-(a-((a-(c,+c))(a=(c,+cy)))) iz 17,dva puta Ax 6.
19. a-(a-(a-(a-(c,*c)))) < c iz 18,14,13,Ax 3.

20. a*(a(a*(c,+¢))) < a—c iz 19,Ax 11.

21. a-(a*(c,+¢c,)) < a—(a—c) 1z 20,Ax 11l.

22. a*(c,+¢;) < a—=(a—=(a—=c)) 1z 21.Ax 1.

4

23. ¢,-¢; € a—(a—>(a—=(a—¢))) iz 22, Ax 11.
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24, as(a—(a—(a—>0))) < a-(a—(a—c)) < a—>(a—c) Ax 13,
25.¢;°c; < a—=(a—c) iz 23.24.Ax3.

26. ¢, < ¢;—>(a—=(a—c)) iz 25.Ax 11.

27. ¢;=(c,>(a—(a—>c)))=1 iz 26.Ax 9.

Lema 3.14. a-(a-(a-(a-(b+b)))) < (a+(a*b))-(a+(a+b)).

Dokaz 1. a-(a-(a-(a+(b-b)))) < a*(a+((a-b)-(a-b))) Axl12,Ax6.
2.a+(a*((a*b)+(a-b))) < (a-(a-b))-(a-(a-b)) iz 1,Ax12 (zamenom b sa a-b).
3. a-(a-(a-(a-(b+b)))) < (a*(a-b))+(a-(a+b)) ,iz 1,2,Ax3.

Teorema 3.15. Ako ¢ (C>(...=(c>(c>(a=>(a=>(b—>¢)))))...)) =1 i
Ca>(C,>(...~(c;=>(c,~(a—=>(a—b))))...)) = 1, onda

C>(C>(.. = (€>(e>(a>(a>0))))...) = 1 (F.2).
Dokaz 1. Ako ¢,~(C,>(...=>(c,>(c)=>(a=>(a—>(b~>¢)))))...)) =1 hyp
2 Cn_){cn_&(-"ﬂ_)(cl_)(cl_'}(aq(a“’b})))“°)) =1 hyp
3. as(@ (v (¢ (... 7 (c,°cy)...))) < b=c iz I teorema 3.5.1; 3.4,
4. as(@-(c; (¢ (... (cy*c,)...)))) < ¢ iz 2,teorema 3.5.1. 3.4,
3. [as@-(c; (¢ (.. (Cyecy).. )] - [as(@-(c;*(Cre(...(C,C)...)0)))] < (b—C)-c < ¢ 23,
4 teorema 3.2,Ax10.
6. ac(as(as(a(C - (Ce (et (Cuoc)e))) s (€0 (o (orn o (EarC)...)))))) <
[a-(@-(c-(cr+ (o (eyrc) N [ (@ (e (€ (. o (Cyrcy).))))] iz S,lema 3.14
(b=c, (c; (... (c,Cp)...))).
L a'(a'(a'(a‘(ct'(Cz'(C:'(Cu‘((cz'{cz'(---'(Cn'CnJ---)))'(Cz’((‘q'(---'(Cn'CnJ---))))--.)))))J
s as(@-@<@-(c; (¢, (... o (¢, cy)...)) - (Cre(C(iens(Cyrcy)...)))))) iz 6. lema3. 14
(@=c,.b=¢y(cs° (... < (C,*Cy)...)). AX6.
8. ar(ar(as(a-(c,(c v (e, (e, (... G (R (S AT (A R (CAEE))))) 199)))1))) B
[a“(@-(c, (¢, (... (c,*c,)..))))] [a-@-(c;+(c;* (..o (CyrCy)..)0)))] < ¢ 1z 5,6,7 lema
3.14, Ax3, Ax6.
9.¢i(er (e (e (o (Cpy * (Coy * (o “(Cor (S o) s (Carc))))))-.))) < a—s(a—>(a—(a—c)))
= a—>(a—>¢) iz 8,Ax11,Ax13,teorema 3.3.2.
10. Cy* (€3~ [Cxo{Cy (s * (€ * (Cacy *(Ciy *(Cop ((Ca=ca) = (Ca-C))))))...0))) =
C,=>(C=(C,=>(¢,>(a—=(a—>))))) = ¢,~(c,~(a—>(a-c))) iz9,Ax11,Ax13,teorema3.3.2.
1. (cire)-(c,vay) = 6y:c, AxS.
12. ¢;0c, = CuAI_}(Cn-]_)(cu-l_)[cmi_j{---_‘(CI_’(CI_)(a_,(a_)C))))"')))) =
Cot(Co (.. .= (C (¢ =(a—>(a—>¢))))...)) iz 10,11,Ax11,Ax]13.teorema 3.3.2.
13. Co(C,=>(. .= (C = (0 =>(a=(a>0))))...) = | iz 12,Ax11.

Teorema 3.16. Ako a=(a—>(b—¢))=1, onda b-(a—=(a—c))=1 (WP").
Dokaz 1. a—(a—=(b—c))=1 hyp

2. a < a—=(b-c) iz | teorema 3.5.1.
3. a-a < b—c iz 2,teorema 3.4.

4. b-(ara) < ¢ iz 3.teorema 3.4.
5. a*(a*b) < ¢ iz 4,Axl4.

6. a*b < a=c iz 5.Ax |l.

7. b < a—=(a—c) iz 6,Ax 11.

8. b—=(a=(a-=c)) = | iz 7,Ax 9.
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U dokazu prethodne teoreme bitno se koristi aksioma Ax14. Zanimljivo je da je ta aksioma
posledica (WP") | ostalih aksioma konacno-deduktivnih integralnih (parcijalno) uredjenih
reziduiranth £ grupoida:

Teorema 3.17. Aksioma AxI4 sledi iz aksioma Ax1-Ax1l. i (WP").

Dokaz. 1. Akob-(a-a)<c.onda a-(a*b)<c ,iz (WP"),po teoremama 3.5.21 3.7.
2. br(a-a) < b-(a-a) Axl.

3. a-(a*b) < b-(ara) izl.2(zac =Db-(a-a)).

Iz teorema 3.161 3.17 imamo:

Posledica 3.18. Ako se pretpostave aksiome Ax1-Axll. zakon (WP") ekvivalentan je
aksiom: Ax14.

Interesantno je primetiti da vazi:

Teorema 3.19. Obrnuta nejednakost u aksiomi Ax14.
as(a*b) = be(ara) (M
ekvivalentna je (uz pretpostavku aksioma Axl-Axll.) sledecem obliku slabog zakona
permutacije antecedenta:
Ako b—(a—(a—c)) = 1, onda a—(a=(b—=c)) =1 (WPY).

Dokaz. Najpre dokazu'emo da (WPY) sledi iz (*) i aksioma Ax1-Ax11:
p ]

1. b=(a—=(a—c)) = hvp
2. b < a—(a—c) iz I teorema 3.5.1.
3. a*b £ a—=c 1z 2,teorema 3.4.
4. a-(a+b) < ¢ 1z 3.teorema 3.4.
5. be(asa) = ¢ 1z 4,(®
6. a-a < b—=c 1z 5.Axll.
7. a < a—=(b—=c) iz 6,AxI!I.
8. a—(a—(b—c)) 1z 7.AxY.
Dokazimo sada (*) iz (WP"™) i aksioma Ax1-Axl11:
l. Ako a-(a-b) < ¢ .onda b-(ara) < ¢ . iz (WP").po teoremama 3.5.2 1 3.7.
;

a-(a-b) < a-<fa'b) Axl.
b-(a-a) < a-(a*b) 1z 1.2 (zac = a-(a*h)).

(%)

Slicno prethodnom vazi:

Teorema 3.20. Zakon (WDP):

Ako a—(a—(b—(b—c))) = 1 , onda b—=(b—(a—(a—=c))) = 1
ekvivalentan je (uz pretpostavku aksioma Axl-Axll.) sledeCem oslabljenom obliku
tranzitivnosti;

arfa*(b+b)) = b«(b-(a-a)) (*).

Dokaz. Prvo dokazujemo da je (WDP) posledica (**) :
l. a—=(a=(b—=(b—=c))) = | hyp
2. a < a—=(b—=(b—¢)) iz l.teorema 3.5.1.
J. ara < b—=(b—=c) 1z 2. teorema 3.4,
4. b-(a+a) £ b—=c iz 3. teorema 3.4.
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. a)) < ¢ 1z 4, teorema 3.4.
A b)) < ¢ iz 3,(*¥)

< a—>c 1z 6, Ax 11.

< a—(a—>c) 1z 7, Ax 11.
b—(a—(a—=c)) iz 8, Axll.

0. b=(b—=(a=>(a—>c))) = 1 iz 9, Ax 9.

Sada dokuzujemo da je (**) posledica (WDP):

~1 On

.(a.
-b)

O oo o o
b S s

e o

l. Ako b-(b-(a-a)) < ¢, onda ar(a+(b-b)) = ¢ , 1z (WDP) i teorema 3.5.2i 3.7.
2. b+(b-(a-a)) < b-(b-(a-a)) Axl.

3. a-(a+(b+b)) < b-(b-(a-a)) iz 1,2 (c=b-(b-(a-a))).

4. a-(a-(b-b)) = b-(b-(a-a) iz 3, zbog simetrije.

Posledica 3.21. U kona¢no deduktivnim integralnim (parcijalno) uredjenim reziduiranim i,
grupoidima vazi jednakost (**).
Dokaz sledi iz teorema 3.16 , 1.43 i 3.20.

Slede jo$ neke karakterizacije zakona u kojima se pojavljuje samo operacija -+ mnozZenja
zakonima u kojima figurise samo reziduum.

Teorema 3.22. U U slabo deduktivnom integralnom (parcijalno) uredjenom reziduiranom
L; grupoidu oslabljeni oblik idempotencije (upor. Ax8): (a-a)-a = a-a ekvivalentan je
slaboj L, kontrakeiji (WCy): ako a—(a—(a—b))) = | , onda a—(a—b) = 1.
Dokaz. Slaba idempotencija je posledica (WC,) :
. Ako a-(a-a) < b,onda a-a <b iz (WC,),teoreme 3.5.2 1 3.7.
2. a-(ara) < (a-a)-a Ax7.Axl.
3. ara < (a-a)+a iz1.2 . zab = (a-a)-a
4. (a-a)-a < a-a teorema 3.3.1.
(@a-a)+a = a-a iz 3.4 Ax2.
Obratno tvrdjenje je sadrzano u teoremi 3.12.

5.

Kada bi se pretpostavila asocijativnost operacije mnozenja u reziduiranom £, grupoidu onda
bismo odmah dobili jaki zakon tranzitivnosti prefiksiranja i sufiksiranja (STP) i (STS),zatim
jaki zakon permutacije antecedenata (SP) i L, kontrakciju (C,):

(1) Dokaz za (STP):

l. (@a+(a=b))- (b—c) < b+(b—=c) < ¢ Ax 10.
2. a*((a=b)-(b=c)) < ¢ iz l,asocijativnost
3. (a=b)-(b—c) < a—c iz 2,Ax11.

4. b=c =< (a=b)—(a=c) iz 3.Ax 11,

5. (b—=c)—>((a=b)—=(a—>c)) = | iz 4,Ax9.

Ocigledno je da je (STS) posledica (STP) i (WP) (teorema 3.11.).

(2) Dokaz za (SP"): 1. b-(a-(a=(b—c))) < b-(b=c) < ¢ AxI0.

2. b-(a-(a=(b—c))) = (b-a) - (a—=(b—¢)) asocijativnost

3. (b-a)-(a>(b=¢)) = (a-b)-(a=(b—=c)) iz 2,Ax7.

4. (a-b)-(a—=(b—=c)) = a*(b-(a=(b—¢)) iz 3,asocijativnost
5. a+(b-(a=(b=¢)) < ¢ iz Lod A
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6. b:(a=(b—c) < a—c 1z 5,AxI11.
7. a—=(b—=c) < b—(a—c) 1z 6.AxI1IL.
Odavde,zbog simetrije sledi (SP).

(3) Dokaz za (C,):

l. a-(a-(a-(a—=(a->(a—=b))))) < a-(a-(a—=>(a—=b))) < a-(a—=b) < b Ax10,Ax6.
2. ((a-a)-a)-(a=(a—=(a—b))) = b .1z l,asocijativnost

J.a+a = (ara)-a AxS8.

4. (a-a)+(a>(a—>(a—b))) < b 1z 2.3

5. a-(a-(a=(a—=(a—=b)))) < b 1z 4. asocijativnost
6. a—{a—(a—=b)) < a—=(a—=b) iz 3.Axll.

Zna¢ajno je da je u reziduiranom L; grupoidu jaki zakon permutacije antecedenata (SP)
ekvivalentan sa ¢injenicom da je operacija - asocijativna.

Teorema 3.23. U slabo deduktivnim integralnim (parcijalno) uredjenim reziduiranim £
grupoidima jaki zakon permutacije antecedenata (SP) ekvivalentan je sa
ar(b.c) = (a-b)-c.
Dokaz. Da iz asocijativnosti sledi zakon (SP) dokazano je u (2).Pretpostavimo sada da u
konaéno deduktivnim integralnim (parcijalno) uredjenim reziduiranim £, grupoidima vazi
jaki zakon permutacije antecedenata. Tada vazi 1 zakon:
(4) Ako c—>(b—(a—x)) = | , onda b—(a—=(c—=x)) = 1.

Sada imamo: |. Ako a-(b-¢) < x,onda c-(a-b) < x iz (4),teoreme 3.5.213.7.
2. Ako a-(b-¢) € x,onda (a-b)-c < x iz l.Ax7.
3 a-(b:c) < as(b-c) Axl.
4. (a-by-¢ < a+<tbecy 1z2.3 (x =a-(b-c)).
Na potpuno isti nacin iz zakona
Ako b—=(a—(c—=x)) = |, onda c—=(b—=(a—=x)) = 1,
koji je takodje posledica (SP). dobijamo a-(b+c) < (a-b)-c , pa zakljuCujemo da vazi
a*(b+c) = (a*b)-c.

Prethodna razmatranja imaju za posledicu vaznu Cinjenicu da kona¢no deduktivni asocyjativni
integralni (parcijalno) uredjeni reziduirani L, grupoidi predstavljaju varijetet.

Definicija 3.24. Konaéno dedukuvni asocijativni integraini (parcijalno) uredjeni reziduirani
L, grupoid je algebra (A,l,-,—) upa (0,2,2) takva da je relacija definisana sa

a =Db akoisamoako a=b =1
parcijalno uredjenje na A i sistem (A, <,l.-.—) je kona¢no deduktivni integralni
(parcijalno) uredjeni reziduirani L, grupoid u kome je operacija - asocijativna.

Teorema 3.25. Algebra (A,l.-.—:tipa (0,2,2) je konacno deduktivni asocijativni integralni
(parcijalno) uredjeni reziduirani L, grupoid ako i samo ako je (A,l,-) komutativna semi
grupa s jedinicom (dakle. komutativni monoid):

lya-l = a
2ya*b =b-a,

MNar(b-c)y=(a-b)-c
u kome jo$ vaze i sledeci postulat :
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4)a+(ara) = a+a

5) (a=b)—=>((a-c)—=(b-c)) = |

6) (a-(a—=b))—=b = |

7) (ab)=c = a—=(b—c) .

8) a=a = |

9)a»1 = |

10) l-a =a .

11) (a=b)—=((b—=c)=(a—=c)) = | .

12) (a=b)—=[(a=b)—=((b—=a)=((b—a)—=b))] = (b—a)>[(b—a)=((a—b)=>((a—>b)—a))].

Dokaz. Defini§imo: a < b ako i samo ako a—»b = |. Tada su Axl i Ax4 , redom,
posledice 8) i 9); Ax2 sledi iz 12) i 10), a Ax3 iz 10) i 11); Ax5 je posledica 1) i 2);Ax6
sledi 1z 2),5) 1 10); Ax7 je 2); Ax8 slediiz4)i3): (a-a)+(a+a) = ((a-a)-a)-a = (a-a)-a
= a-a; Ax9 sledi iz definicije relacije < ; Ax10 je posledica 6) i definicije relacije < ;
Ax1l ocigledno sledi iz 7),2) i definicije relacije <;Ax12 i Axl4 su posledice 2),3) i 8);
Ax13) sledi kao Sto je pokazano u (3) iz 2),3),4).3).6).7)1 10).

Time je dokazano da su aksiome Ax1-Ax14 posledice navedenih jednakosti.

Obrnuto, jednakosti 1),2),4).6).8),9) i 10) o¢igledno slede iz aksioma Axl-Ax1l (upor.
teorema 3.5); jednakost 1l) jekao 3to je pokazano u (1) posledica asocijativnosti i
Ax9,Ax10,Ax11 ; jednakost 12) je posledica zakona (SP) (lema 1.54) koji, kao 3to je
dokazano u (2), sledi iz asocijativnosti 1 Ax7,Ax101 AxI11.

Dokazimo 5):

. (a-c)+(a=b) = c-(a-(a=b)) < c+b = b-c asocijativnost,Ax7,Ax9,Ax6

2. a»b < (a-¢)=(b-c) iz 1,Axll

3. (a=b)=((a*c)—=(b-c)) = | iz 2,Ax9.

Preostaje jo$ dokaz za 7) :

(@a*b)-((arb)=c) < ¢  AxlO.

b-(a-((a-b)=c)) < ¢ iz |, asocijativnost, Ax7.

(a-b)=c = a—(b—c) ., iz 2, Axl .

b-(a-(a—=(b—c))) < b-(b—=c) < ¢ AxI10, Ax6.

(a-b)-(a=(b—c)) < ¢ iz 4.asocijativnost, Ax7.

a—=(b—=c) < (a-b)—=c iz 5.AxII.

(a-b)=c = a—=(b—=c) 123.6. Ax2.

~1 ON L B Lo b)) —

Ostaje otvoreno pitanje da li je konaéno deduktivni integralni (parcijalno) uredjeni
reziduirani t; grupoid varijetet. Takodje ostaje otvoreno pitanje da i se konaéno deduktuvna
L; implikativna algebra u kojoj vazi (WP) i (WP") moze okarakterisati kao podalgebra
reziduacijskog redukta nekog kona¢no deduktivnog integralnog  (parcijalno) uredjenog
reziduiranog t.; grupoida. Isto tako, da li su kona¢no deduktuvne i, implikativne algebre u
kojima vazi  (SP) podalgebre reziduacijskog redukta nekog konacno deduktivnog
asocijativnog integralnog (parcijalno) uredjenog reziduiranog £, grupoida.
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