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Beogradu, ima za cilj algebarsku analizu implikativnog segmenta Lukasiewiczeve trovalentne 
logike. 

U toku rada autor je naAao na veliku i svestranu pomod dr. Milana Boiida i dr. 2arica 
Mijajlovida na demu im svesrdno zahvaljuje. Posebnu zahvalnost autor duguje dr. Djordju 
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Uvod 

Krajem XIX i poeetkom XX veka, nakon otkrivanja poznatih paradoksa u nekim delovima 
teorije skupova, kao odgovor na neophodnost izmena u samim temeljima matematike, doglo 
je do burnog razvoja matematieke logike; pored Russelovog logicizma, pojavili su se 
Hilbertov formalizam i Brouwerov intuicionizam. Posebno je Brouwer bio radikalan u kritici 
klasione matematike i logike. Ali, osim njega i drugi matematiaari kritikovali su razne 
aspekte ldasiane logike, u prvom redu implikaciju i negaciju. Tako su se pojavile nove 
logike, Lewisova modalna logika (1918.), kao ekstenzija klasiene, sa jedne strane i sa druge 
strane Lukasiewiczeva polivalentna logika (1920.), konstruktivne logike, relevantne logike 
itd. kao nove alternativne logike. 

Odlueujudi korak ka uvodjenju polivalentnih logika, kao uop§tenju najjednostavnijih - 
dvovalentnih logika, naeinio je slavni poljski matematiear Jan Lukasiewicz oko 1920. godine. 
Inspiraciju za svoj rad Lukasiewicz je naSao u IX glavi Aristotelovog logiekog spisa "0 
tumaaenju". Za Aristotela Lukasiewicz tvrdi da takodje pokuSava, moida ne naroaito 
uspet'no, da vodi raspravu sa istih, polivalentnih pozicija. Tako se dogodilo da ono .Sto se 
naziva ne-Aristotelova logika (tj. logika sa vise od dve istinitosne vrednosti) nastaje ba§ pod 
uticajem euvenog Aristotelovog vidjenja iznesenog u pomenutom spisu.0 Lukasiewiczevim 
polivalentnim logikama ne vaie neki ldasieni zakoni Aristotelove logike, kao na primer zakon 
"tertium non datur": p v , kao ni zakon "negacija kontradikcije": A jer se 
pretpostavlja da, osim istinitih i lainih iskaza, eije istinitosne vrednosti se oznadavaju sa 0 
, odnosno 1 , postoje i druge istinitosne vrednosti. koje se nalaze izmedju ove dve. U 
trovalentnoj logici je to joS jedna - oznaeava se sa 1/2 , u n-valentnoj (n=3,4,...) ima ih jog 
n-2 : 1/(n-1),2/(n-1),...,(1-2)/(11-1). Postoje i polivalentne logike sa beskonaeo mnogo 
(prebrojivo iii neprebrojivo mnogo) istinitosnih vrednosti. 
Ako vrednost iskaza p obeleinno sa 1pi tada se na slededi naein definiSti vrednosti iskaznih 

formula u Lukasiewiczevim polivalentnim logikama: 
= 1-/p/ , 

/p V q/ = max{/p/,/q/} , 
/p A q/ = min{/p/,/q/} , 

I 
	

1 	,/p/5../q/ 
/p-q/ = 

t 
	

1-/p/+/q/ ,/p/>/q/ 

/p.4.q/ = /(p=q) A (q=p)/ = 1- I 1p/-/q/ I . 

Tako je, na primer, izgled tablice za implikaciju i negaciju u trovalentnoj logici slededi: 

1/2 1 -1 

0 1 1 1 

1/2 1/2 1 1 

0 '/ 1 1 
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Or d posebnog je znaaaja da minoge formule, koje su tautologije u klasianoj dvOvalentnoj 
logici, to, nisu i u trovalentnoj. Osim ved pomenutih p V i -1(p A -, p), pomeniino jo'g 
dve, koje su od znaeaja za ovaj rad: 

r:(07(P-7‘c1))(Pq) (zakon kontrakcije), 
r; 	, 	 (Peirceov zakon). .i 

Postoji niz aksiomatizacijalrovalentne:Lukasiewiczeve logike 	'Jednu ad njih, pasebno: 
elegantnu, dao je Wajsberg 1931. godine [22]: 

	

. 	..: • 	 I 	i 	,' . i f % 	1  r"' "'.:... '-;.! 	.•.` ...." • ir."■ ..;;:-  5: . 

(W1) 017(V . «) 31..!:,-.. 	,r".";r;'..1 	....4!:':- 
• • ' 	(W2) (LY7.)0)-*(63;tY)(a-47)).' 	

.....,i 1,::Cii.::... 

	

::: 1 ' :. 	'?.:. , r. 1 ..' 	.; .1 	 . 1.7::::1:,':i )•::T..1 r■ .;:› 
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OVO su shema aksiome, kjedino pravilo izvoljenja je MODUS PONENS. '... :'(!o''''': , 

 Slededim definieijama "se .uvocie,A.,, V.);  <-* 	 .,_. ..-.:: !ii..-::-.::.: 

a v je zamena za (a->0)--.fl 

	

a 	je zamena za 	v -1(3) 
je zamena za (a-.0) A (13-->a). 

Za rezultate ovog rada znaeajno je napomenuti i da je formulacija teoreme dedukcije u L3 
modifikovana u odnosu na formulaciju teoreme dedukcije u dvovalentnoj logici. Teorema 
dedukcije a L 3  glasi: 

Ako PU {a} 	, onda 	 . 

Algebarska ispitivanja raznih neklasi&nh logika zapoeela je poljska logieka kola dvadesetih 
i tridesetih godina XX veka u terminima logickih matrica koje su izvesne apstraktne 
algebre.Uvodjenje algebarskih metoda u logiku dovelo je i do pojave brojnih novih 
algebarskih struktura. 
Ovaj rad posve6en je algebarskoj analizi implikativnih fragmenata Lukasiewiczevog L3 ra6una. 
U prvom poglavlju, posve&nom deduktivnim L3 implikativim algebrama, po analogiji sa 
klasi6nim i intuicioniskkim deduktivnim implikativnim algebrama iz [19] , detinisane su 
slabo deduktivne L3 implikativne algebre SDL3 IA, 1-deduktivne L3 implikativne algebre 1- DL3IA, n-deduktivne L3 n-DL 3 IA (n=2,3,...) i kongno deduktivne L 3  implikativne algebre FDL3 IA. Ispostavlja se da implikativne algebre IA obuhvataju slabo deduktivne L3 
implikativne algebre, a ove sadrle 1-deduktivne L3 implikativne algebre itd... da je svaka n-
deduktivna L3 implikativna algebra istovremeno i k-deduktivna za svako 1 k n i da je Lukasiewiczeva L3 implikativna algebra L 3IA , koja lcarakterik implikativni fragment 
Lukasiewiczevog trovalentnog rguna istovremeno i konadno deduktivna L3 implikativna algebra: 

IA 2 SDL3IA 2 1-DL IA 2 ... 2 n-DL 3 IA 2 (n+1)-DL 3IA 2 ... 2 FDL3IA 2 L3IA. 

Medjutim,pokazuje se da dodavanje jednog prirodnog zakona - zakona jake permutacije 
antecedenata (SP) delimiono ponikava hijerarhiju deduktivnih L3 implikativnih algebri: 

• 1 
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4 

• • 

IA 2 SDL3IA + SP;? 1-DL 3 IA + SP L= 	n-DL 3 IN + SP 	FDL3 IA 
•ILIA 

Ostaje otvoreno pitanje da Ii se uz pretpostavke dvaslaba zakOna permutacije antecedenata 
(WP) i (WP") (koji imaju za posledice JOS neke takVe'zakone) rifSi hijerarhija n-deduktivnih 
L3 implikativnih algebri za Inge, ovde se prirodno izdvaja 1-deduktivna L3 

implikativna algebra u kojoj van (WP) i (WP"):- 1 1 D1_,3IA + WP + WP". 

U ovom poglavlju veal broj teorema ima za cilj da osvetli medjuzavisnost nekoliko vainih 
zakona deduktivnih L3 implikativnih algebri, posebno neke oblike zakona permutacije 
antecedenata i zakona tranzitivnosti prefiksiranja i sufiiksirarija. Takodje je pokazano da su, 
za razliku od klase svih algebri, loje su'ICVazivarijeteti i nisu jednakosno 
definabilne, konaeno deduktivne L3 implikativne algebre'su varijeteti i kao takve zatvorene 
za podalgebre,direktne proizvode algebri i za homomorfne slike. 
U drugom poglavlju. tazmatrarii 	 u L3 •deduktivnini•• implikatiVnim 
algebrama i njihove veze sa homomorfizmima i kongruencijama tih algebri. 
U tredem poglavlju razmatraju se deduktivni uredjeni (reziduirani) neasodijativni grupoicli,za 
koje se ispostavlja da se u njima mogu modelirati L3 implikacije. 

• :I, 
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Postulati i zakoni koji se pojavljuju u radu 

(i1) a->a=1.  

(i2) Ako a-A)=1 i b-*c=1,onda a- c•=1 - slaba tranzitivnost. 
(i3) Ako a-->b=1 i b->a=1,onda a=b. 
(i4) a->1 =1. 

(is) 	0->a= 1. 

(i6) 	1-4a _c. a. 
(WC 3 ) 	Ako a--(a-'(a—b)) =1 ,onda a->(a-3b)=1 - slaba L-kontrakcija. 
(C2) (a--)(a-->c))--->(a-c) = 1. 
(C3) (a--)(a--(a-)b))) -, (a->(a-)b)) = I (jaki zakoni kontrakcije) 
(WP) 	Ako a--4(b-->c)= 1 , onda b-qa-4c)= 1 - slabi zakon permutacije antecedenata.. 
(WP') 	Ako a-)(b-c) = 1 , onda b-qa-4(a--.c)) = 1 . 	 : ;... 
(WP") 	Ako a-4(a-*(1)-).c)) =1 , onda b->(a--)(a-÷c)) =1 . 
(WP '') 	Ako b-qa->(b-->c))=1, onda b -qb->(a-'(a->c)))=1 . 	 ,.: 
(WP"') 	Ako b->(a->(a->c)) = 1 , onda a-qa->(b-->c)) = 1 . 
(WDP) 	Ako a-->(a->(b->(b->c))) = 1 , onda b->(b->(a->(a-->c))) = i '.,, 	 ...,,. 
(WDP') 	Ako b-qa->(b--->(a->c)))=1, onda b->(b->(a--*(a->c)))=1 . 
(WDP") 	Ako a-->(b-->(b->(a->c)))=1, onda b..->fb->(a->(a->c)))=1 . 	 r. '. 
(SP) 	a--->(b->c) = b-->(a->c) - jaki zakon permutacije antecedenata. 	 ..•/. 
(SP') 	(a->(b->c))-->(b->(a->c)) = 1 . 
(SP") 	(a-->(a-->(b-->c)) -> (b->(a->(a-->c))) T- -"- 1 
(AC) 	a-->(b-->a) = 1 - zakon afirmacije konsekventa. 
(AC') 	a->(a--->(b->(b-->a))) = 1. 
(DO 	Ako b = 1 i a->(b->c)=1 ,onda a-->c=1 . 
(Du i ) 	Ako b=1 i c l -->(a(b->c))=1 , onda c l ->(a->c)=1 
(D10) 	Ako c,->b=1 i a->(b-->c)=1 , onda c,->(a->c)=1 . 
(D 11 ") 	Ako c,->b = 1 i c,-.(a-->(b-->c))= 1 , onda c l -->(c 1 ->(a->(a-->c))) = 1 . 
( -1,0 ) 	Ako a-->b= 1 i c,-.(b-->c)= 1 , onda c,->(a-->c)=1 	. 
(T10) 	Ako c,-->(a-->b)= 1 i b-->c = 1 , onda c,-.(a-->c)= 1 . 
(T 1 ,') 	Ako a->(b-->c)= 1 i a—'(a—b)=1 ,onda a-->(a->c)=1 	. 
(T11") 	Ako c,--->(a->b)=1 i c,->(b->c)=1 ,onda c,->(c,->(a—+(a—.c))) =1 . 
(WTS) 	Ako a-->b=1 . onda (b-->c)-->(a-->c)=1 - slaba tranzitivnost sufiksiranja . 
(WTP) 	Ako b->c=1 . onda (a->b)-->(a->c) = 1 - slaba tranzitivnost prefiksiranja . 
(STP) 	(b-->c) --> ((a-->b)->(a->c)) = 1 , jaka tranzitivnost prefiksiranja . 
(STS) 	(a->b) --> ((b-->c)->(a->c)) = 1 , jaka tranzitivnost sufiksiranja 
(F0 3 ) 	Ako a->(a-->(b-->c))=1 i a-->(a->b)=1 ,onda a-0(a-->c)=1. 
(F„ 3 ) 	Ako c„->(c„->(... -->(c, -->(c,-->(a-->(a-->(b-->c)))))...)) =1 i 

c„ -->(c,, -->(... -->(c, -->(c,-.(a->(a--->b))))...)) = 1, 
onda c„-->(c„->(... -->(c 1-÷(c,-->(a-qa->c))))...)) = 1. 

(F0 ") 	Ako a->(b->c)=1 i a—'b=l,onda a->(a->c)=1 . 
(Flu') 	Ako c,-->(a->(b->c))= 1 i a->b =1 , onda c l -->(a->(a->c)) = 1 
(Fol ') 	Ako a->(b->c)=1 i c,—(a->b) =1 , onda c 1 ->(a->(a->c))=1 . 
(F11') 	Ako c 1 ->(a->(b->c))= 1 i c,->(a-->b) = 1 , onda c l -qc,->(a-->(a->c))) = 1 . 
(F) 	Fregeov zakon (samodistributivnost implikacije) : 

(a->(b--->c))--->((a->b)-->(a-->c)) = 1 . 
(F') 	(a->(b-->c))->((a-->b)->(a->(a->c))) = 1 . 
(F") 	(a-->(a->(b->c))) -> ((a - >(a-->b))->(a->(a->c))) = 1 . 
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(f1) 1 E F . 

(f2) Ako aEFia-..bEF,onda b E F. 
(f3) Ako aEF , onda 	F. 
(f4) Ako i b-s-cEF , onda 	. 
(f5) Ako b->aEF i c-'d E F , onda 

Aksiome deduktivnih integralnih (parcijalno) uredjenih L 3  grupoida 

Axl. 	a 5_a. 
Ax2. Ako a 5_,b i•b5.:a••onda a=b. 

-:•- Ax3. Ako a...Sbibc . onda , a5_c. • 	.(i ,j). 	.:-• 

Ax4. a _.1. ..) 	: --- • 	• • :-. 

Ax5. a • 1=1. a=a. 	 .' 
Ax6. Ako a_...b , onda--a-c-...::b‘c irt .-a. ;_.:, ti-'1)..'ul.'" -('''' --"..  

Ax7. a•b=-b•a. 	
...A 

Ax8. (a•a•a --,- a , a i (a:a)-•.(a•a)=-a•a. • -=' f(( 	, 	( 

Ax9. Ako a 5_ b , 'onda a-)b=1. ' - 	, , . • 	... , -. ,, - i 

Ax 10. 	a • (a- .b) ._ b (MODUS PONENS)".'• • 
Axil. 	Ako b•a .5._•.c..., onda a .5. b ,-*c , ', 
Ax12. 	a • (a • (b • b)) _. (a- b)- (a- b). 	- :..---. - 
Ax 13. 	a-(a-4(a--.13)) 	a-qa-.0b) (L:3  kontrakcija): , ' r .  
Ax14. 	a - (a • b) _5_ b • (a • a). ' - 

I : 

. 

: is m  

• — 	 •  

i 	It 
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I Implikativne algebre, slabo deduktivne L3 irnplikativne algebre, n- 
dedUktivne rw-deduktivne (kongno deduktivne) L3  implikativne algebre 

(elementarna teorija) 

Glavna ideja ovoc,  poglavija je.razvijanje elementarne teorije "razlaganja" LukasiewicieV 
trovalentne implikacije (koje se lako uopgtava za n-vrednosnu Lukasiewiczevu implikacijkl) 
analogno "dekompoziciji" klasiene,intuicionistioke i striktne S4 i S5 implikacije u radu [19]. 

Najslabija klasa algebri koja obuhvatalao specijalne sludajeve algebre koje IcarakteriMS4te 
navedene irnplikacije, ukljud.ujudi i Ljuicasiewiczevupolivalentnuje klasa iMplikativnih algebri: 

• • 	. 	• 	• 	1 	_ 	 • 	. 
Dermicij a 1.1.(Rasiowa [15])implikatimna algebralAje.apstraktna algebra (A,1,--:>) ,gde je 
A neprazan skup, I nularna operacija (konstanta), 
a 	je binarna operacija i one zadovoljavaju sledede aksiome: 

. 	r'_  
(i 1 ) a--.a =1. 
(i,) Ako 	a--.1)=1 i b->c=1-,onda. a-bc --711.•(slaba tranzitivnost) 
,C13) 

/: • (i4) ,a-44 ,-77--  1'4 .1 	 • i 	■ 	i 
• !.! 	 • • :Cr°, 

Ako,pored ovoga,postoji u A element 0 takav 
(1 5) 0-.-a=1 

(lako se dokazule4a,postoji najvie jedan:takay.element),onda se' (A,1 	naZiva ogranidena 
implikativna algebra. 	 . 

Neposredne posledlce detinicije 1.1:,-s.0 sledede teoreme: 

Teorema 1.2. Ako a = 1 i a-4) =1 , onda b =1. 
Dokaz 1. a=1 hyp 	t 	: 
2. a--.b=1 	hyp 	 ; 	. 

3. b->1 =1 (i4) 
4. 1--->b=1 iz 1,2 
5. b= 	 LOW). 

Tearema .1.3. . Ako, .a=4:„0-nd2 , b-ta = 
Dokaz sledi neposredno iz (1 4 ). 

111'M 4).‘) 	;;;Z 
Teorema 1.4. Ako a =1 i a-->(a--->b) =1 ,onda b = 1 . 
Dokazsledi iz teoreme 1.2. . 	 ;; 	 ;• 

TeoreTa 	4k0;  ,a 	=1 ,  i a->(b-+C) = 1 ,onda . : c= 
Dokaz sledi iz teoreme 1.2. 

7. 7 

  

  

Poznato je da klasa 	 algebri nije varijetet (jednakosno definabilna) jer nije 
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• 	 4 	 • 	j ., 	 J 	 :; 1 ; 

zatvoretiiaj:ib: hdintifriorfne 	,je"6.6igIedno IcvaziVarijetet (. i kao takva zatvorena za 

	

. 	• 
'pOdalgebre i direktne proizvode).. 	 ' 

U svakoj implikativnoj algebri se na prirodan nadin uvodi (parcijalno) uredjenje s najvedim 
i , u sluaaju ogranidene implikativne algebre, najmanjim elementom. 

Definicija 	Neka je 	implikativna algebra.Relacija < se defihige 	slededi' 

ako i samoako ' .a->b=1. 

Teoreola 	 aigebri (A-4 	je (parcijaln0)• uredjenje 
Elment 1 je najvedir element' u •  parcijalno _u•redjenorn••skupa (A, 
Dokaz. Refleksivnost relacije 	sledi iz (i 1 ) ,antisimetridnost iz 
(i2)- a tranzitivnost iz.(i3).Dazasvalci , •element a skupa A :vaii 	 • ,)! • .4.:f 
a.5_. 1 . sledi iz (i i ). 

Zamenom a aksiomatskom sistemu za implikativne algebre slabe tranzitivnosti (i 2) jednim 
jadim zahtevom 

(F02) Ako . ..a-0,(1),->c)= I i a—b =1. ,onda a-->c= 1 
dobijaju se slabo deduktivne implikativne algebre • implicitn0 defirtiSane 'kod Rasiowe i 
eksplicitno u [19] a kojima se postiie da "gornji konusi"(tj. skupovi-Oblika {k A:a xi ,gde 
je definisano a 1.6.) postaju implikativni tiltri.Medjutim,uslov (F 02) zajedno sa (i 1) ima 
za posledicu slabi zakon kontrakcije (za a=b) .• 	• 	•'. 	' 	• • 	•'••" 	•.• 

(WC2) Ako a-4(a-4c)= 1 .onda a->c= 1 	 , _ 

kojimi :sp•-.climin4e polivalentna Lakasiewicieva, implikacija.ZbOg- toga use •definibija's&O' • 
deduktivnih 1.3 implikativnih algebri mora moditikovati. 	 . • , 

Definicija 1.8. Slabo deduktivna 	implikativna algebra SDL3IA je algebra 
(A, 1,->) , gde su 1 i 	redom nularna. i binarna operacija lcOje zadovoljaVajU 'Slade& 
aksiome: 

(id a->a= 1.  
(i,) 
(i3) 

Ako a—b = 1 i 	= 1 , onda a—c= 1 
Ako 	a4.1)= 1 i b- a=1 , onda 	a= b. 

. r.., 

(14) a-41=1. 
(i d) 1->a < a. 
(F„3) Ako 	a—(a'(b-->c))= 1 	i ,onda a-4(a4C):=:-  1. 

Ogranidena slabo-deduktivna 	implikativna algebra je slabo-deduktivna -  L3 itvilikatittila, 
algebra u kojoj 	 • • 

(is) 0-->a = 1 za neki element OE A. 

Za razliku od slabo deduktivnih implikativnih algebri,gde je (i 2) posledica (F64),(i`3) 
ne sledi iz (F03) i ostalih postulta implikativne algebre. 
Postoje implikativne algebre u. kojima•ne vaai (F ol) pa nisu slabo deduktivne.To pokatuje 
slededi primer: 	 .J • .; • 	_ 	' • 
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Primer 1. Neka je A ={a,b,c,1} i operacija 	definisana tablicom 

cabl 

1 	1 	1 	1 

a 	blal 

b 	a b 1 1 

1 	cabl 

Tada je a-->(a--->b)=-- a->a=1 , a.-0(a->(b-->c))=a-->(a-->a)=1 , a 
a->(a->c)=a-->b =a 1. 

Dokazadmo sada neke teoreme (1.9-1.11.) koje su posledice aksioma slabo deduktivne 
L3 . implikativne algebre. 

Teorema 1.9. Ako a ->(a->(a->b))=1 ,onda a- (a--->b)=1 (WC 3) - 
slaba L3-kontrakcija. 

Dokaz 1. a-->(a->(a->b)) = 1 hyp 
2. a->(a->a) = 1 00,04) 
3. a-*(a-+b) = I iz 1,2,(F 03) (zamenom b sa a i c sa b). 

U implikativnoj algebri. 1-->a 5_ a je posledica (F 02).0 slabo rdeduktivnoj L3 implikativnoj 

rezultat: 
algebri to se morn uzeti kao postulat. Naime ,u implikativnoj algebri iz (F 03) sledislabiji ,  

Teorema 1.10. 1->a .5 (1->a)->a . 
Dokaz 1. ( 1->a)->((1 -->a)->(1->a)) = 1 	(1 1 ), teorema 1.3. 

2. (1 ->a)-->((1->a)-->1) = 1 	(i 4 ),teorema 1.3. 
3. (1 ->a)->((1->a)--->a) = 1 	iz 1,2 (F1 , 3 ) 
4. 1-->a 5_ (1-->a)->a iz 3,definicija 1.7. 

Teorema 1.11.1. Ako a->(b-->c)=1 i a-->b=1 
1.11.2. Ako 	 i a-->(a->b) 
1.11.3. Ako a->b=1 i a->(a->(b-->c)) 

Dokaz 1.11.1. Neposredna posledica aksiome 
1.11.2. 1. a-qa-->b) = I hyp 

2. a->(b->c) = 1 hyp 
3. a->(a->(b->c)) = 1 iz 2,po (i4) 
4. a--->(a->c) = 1 iz 3,1 ,po (F0 3).- 

1.11.3. 1. a->b = 1 hyp 
2. a-->(a-->(b-->c)) = 1 hyp 
3. a->(a-->b) = 1 iz 1,(i 4 ) 
4. a->(a--.c) = 1 iz 2,3 ,po (F03). 

Dodavanje aksiomama implikativnih algebri jednog prirodnog postulata - slabog 

,onda a-qa->c)=1 (F0"). 
=1 ,onda a-qa->c)=1 (T 11 '). 
=1 , onda a-qa-->c) =- 1 . 
(F03). 

zakona 
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F . 

• , • 

permutacije antecedenata: 
(WP) Ako a-+(b--c)=1 , onda b-*(a-->c)=1 

ima dalekoseinu posledicu jer implikacija gubi striktni karakter u smislu da operacija 
preslikava A x A na A . U teoremama 1.12. -1.21. pretpostavljaju se ,pored (WP) samo 
aksiome implikativne algebre. 

Teorema 1.12. Zakon afirmacije konsekventa 
a-qb--->a) = 1 	(AC). 

Dokaz 1. b—.(a—a) =1 (i i ),(i4) 
2. a->(b--*a) =1 iz 1,primenom (WP) 

Teorema 1.13. a = 1 -,a. 
Dokaz. 1. (1.-)a)->(1-->a) = 1 	(i 1 ) 
2. 1.-0((1-a)-0a) = 1 	(WP) 
3. (1--0a)->a = 1 	iz 2, po teoremi 	1.2. 
4. a--,(1-.a.) = 1 	• 	(AC) • • 	 : 

5. a = iz 3,4 ;po (i3). 

Teoreina 1.14. a->((a->b)-›b) = 1. . 

Dokaz 1. (a--)b)-.(a-4) = 1 (i 1 ) 
2. a-->((a->b).-.b)) = 1 iz l,po (WP). I r• 

Teorema 1.15. a-+(a->b) 5_ a7)(a->(a->b)).. 
(obrat jake L3-kontrakcije) 
Dokaz. Neposredno sledi iz 	definicije f1: 0,.(zamenom a sa a-->(agib)-i b sa a). 

, 	. 
Teorema 1.16. Ako b =1 i 	 ,onda 	(Do). 
Dokaz 1. b = 1 hyp 
2. a->(b--,c) = 1 hyp 
3. b--(a.-c) = 1 iz 2, (WP) 
4. arc = 1 	iz 3,teorema 1.2. 

Teorema 1.17. 
Ako b =1 i c i --,(a-*(b-c))=1 .onda c,--->(a-->c)=1 
Dokaz 1. b =1 hyp 
2. c l -+(a-+(b-->c)) = 1. hyp 
3. c i --qa-->(1-0c)) = 1 	iz 1,2 
4. 1-+c = c 	teorema 1.13. 
5. c,—(a->c) = 1 iz 3,4. 

(DM). 

Teorema 1.18. 
Ako 	a--)b =1 i c,—(b—'c)=1 	onda 	c 1 -.(a-.c)=1 	(T01 ). 
Dokaz 	1. 	a-->b = 1 	hyp 
2. = 1 hyp 
3. b-->(c 1 --*c) = 1 iz 2,(WP) 
4. a-qc 1 ->c) = 1 iz 	1,3,(i,) 
5. c,—(a- c) = 1 iz 4,(WP). 
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Napomena: (F") neposredno sledi iz (Tut ) za c l  =a;dakle mole se dokazati i bez primene 
(F03 ),ali uz pretpostavku (WP). (v.teorema 1.11.1.) 

Teorema 1.19. Ako a->b= 1 .onda (b--c)->(a->c)= 1 (WTS). 
(slaba tranzitivnost sufiksiranja) 
Dokaz 1. (b.--c)->(b-.c)= 1 	(i 1 ) 

2. a-->b = 1 	hyp 
3. (b-c)-->(a->c) = 1 iz 1,2 ,primenom teoreme 1.18. 

Teorema 1.20. a--,b=((a-b)--,b)->b. 
Dokaz 1. ((a-->b) -)b)-)((a-->b)->b) = 1 (i 1 ) 

2. (a-.b) --.(((a --*b)-.b)-)b) = 1 iz 1,po (WP). 
3. (a-- (a,--)b))-)b = 1 teorema 1.14. 
4. (((a.-->b)->b)-->b)-->(a-b) = 1 iz 2,teorema 1.19. 
5. ((a- b)—b)-'b = a-4) iz 2,4,(i 3). 

Napomena: Oeigledno je da su (i,) i (T 01 ) neposredne posledice (WTS) u implikativnoj 
algebri. 

Teorema 1.21. U implikativnoj algebri (tadnije - dovoljno je pretpostaviti (i 1 ) 
i (DO su ekvivalentni,pri 6emu je 

(DO Ako 	=1 i a-.(b-)c)=1 ,onda 	 . 
Dokaz. 1.(D I O je posledica -  (WP) .i (i2): 
1. ,c,-->b = 1 hyp 
2. a--(b-->c) = 1 hyp 
3. b--->(a--.c) = 1 iz 2,po (WP) 
4. c,-'(a-.c) = 1 iz 1,3 ,primenom (i 2). 

2. (WP) je posledica (D 11,) i (i 1 ): 
1. a-->(b-->c) = 1 hyp 
2. b-.1) = 1 	(i 1 ) 
3. b-+(a--->c) = 1 iz 1,2 .po (Do. 

(i:2) ) OVP) 

U slabo deduktivnoj L3 implikativnoj algebri ne moie se dokazati ni oslabljeni algebarski 
analogon treoreme dedukcije.Pojaeavanjem uslova (F 03),uz jo'g neke dodatne •prirodne 
pretpostavke dobijaju se nove L3 implikativne algebre u kojima se taj nedostatak otklanja,ali 
koje su ipak slabije od Lukasiewiczeve trovalentne implikativne algebre L 3IA. 

Definicija 1.22. n-deduktivna L3 implikativna algebra (n-prirodni broj) n-DL 3IA je algebra 
(A, 1,-->) ,gde su 1 i 	redom 	nularna i binarna operacija koje zadovoljavaju slede6e aksiome: 

(id 	= 1 
(1,) Ako a--b=1 i b-..c=,onda 
(13) Ako a--.1)=1 i b-*a=1 ,onda a=b 
(14)a--.1=1 
(i 6) 1-)a 	a 
(AC) a-.(b--.a) = 1 
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(WTP) Ako b-.c=1 ,onda 	 1 
(WTS) Ako a-4)=1 ,onda 	 = .1 
(C5) (a-.(a--(a--01)))) 	 = 1 
(17 ,1 3 ) 	Ako 

= 1, . 

onda 	 = 1. • • 

• =1" . R:1 -1  

Ograniaena n-deduktivna L3 implikativna algebra je n-deduktivna: L3 implikativna algebra u 
kojoj vaii 

(is) 0-.a=1 za neki element OE A . 

(Ogranieena) w-deduktivna(konaeno deduktivna) L3 implikativna algebra FDL 3IA je 
(ogranieena) L3 implikativna algebra koja je n-deduktivna za svaki prirodni ,broj n 

Oeigledno, aksioma (i,) je stiviSna jer je posledica,bilo'.(WTP),bilo (WTS),lacYi aksioma (i 3) 
i (i4).Takodje je oeigledno da iz (i 4) i (AC) sledi 	= a . 

Naredne dve teoreme tvrde da je u implikativnoj algebri uslov (F 03) slabiji od uslova (F 1 3);;a, , i 
da je za svaki prirodni broj n (F„, 1 3 ) jaee od (F„ 3). 

Teorema 1.23. U implikativnoj algebri (zapravo;dovoljno je pretpostaviti sambi (ii) i(4)';)• 
uslov (F03 ) je posledica uslova (F, 3 ): 
Ako c,->(c,->(a->(a--->(b->c))))= 1 i 	 I ,onda 

c l ->(c 1 ->(a-0(a->c)))= 1 	(F 1 3 ): 
Drugim reeima, l-deduktivne 	implikativne algebre su slabo deduktiv'neJ_, 3  implikatiVne 
algebre.Obrnuto,slabo deduktivne L3 implikativne algebre u kojima vah 
(F, 3),(AC),(WTP),(WTS) i (C 3) su 1-deduktivne L3 implikativne algebre. 
Dokaz teoreme 1.23. 1. a-›(a--.(b-,c))= 1  hyp 
2. a-)(a-.13)= 1 hyp 
3. 1.->(1-->(a-.(a-.(b->c))))= 1 iz 1 teorema 1.3. , i 
4. 1-(1-.(a-4(a-.1))))= 1 iz 2.teorema 1.3. 	 - 	? 	. 
5. 1-.(1--.(a-.(a->c)))= 1 iz 3.4.po (F 1 3 ) 
6. a->(a-->c)= 1 iz 5,teorema 1.2. 

Da ima slabo deduktivnih L3 implikativnih algebri koje nisu 1-deduktivne L3 implikativne 
algebre pokazuje sledeei primer: . 	- 
Primer2: Neka je A = {a,b,c.1} i operacija 	definisana tablicom 

c a. b 1 

a 	b1c1 

b 	a c 1 	1 

1 	c a b 1 
; = i•--: 	• 
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IOW 

mak 

*41 

Tada je 	slabo dedktivna L, implikativna algebra,koja nije 1-deduktivna3to se vidi 
iz 	slede6eg 	primera: 	b -->(b --4 (a -4(a -- (b•->c))))=b-->(b--->(a--(a->a)))=1 
b -->(b -->(a->(a-->b)))=b-->(b-->(a-->c))=b-->(b--->b)=1 ,ali 
b --- (b---(a->(a->c)))=b--,(b--.(a->b))=b-->(b-->c)=b- ,a=c 	. 

Teorema 1.24. U implikativnoj algebri (preciznije,dovoljni su uslovi (i 3) i (14) ) uslov (F. 3)' 
je posledica uslova (F.+13),za  sve prirodne brojeve n. 
Dokaz 1. 	 hyp 
2. cr,-4(c„—q...—>(c t -4(c i—>(a-->(a-c))))...))=1 hyp 
3. 1--.( 1->(cr,-.(c„-->(••• -->(c 1 -.(c 1->(a-->(a-qb->c))))). • •))))= 1  iz1,teorema1.3. 
4. 1--q1 --qc,,-+(cn-->(• • • -qc1 ->(c 1 -- (a--)(a-+b))))...))))=1 iz 2,teorema 1.3. 
5. 1--. ( 1-- (c„->(c„->(... -qc1->(c1 -- (a->(a-- c))))•••)))).= 	iz3 , 4 ,(F.+1 3) 
6. ca--.(c,, --›(...->(c 1 -->(c 1->(a->(a->c))))...))=1 iz 5, teorema 1.2. 

IND 

NOP 

Naredne teoreme (1.25 - 1.31.) daju neke posledice aksioma 1 -deduktivnih L3 implikativnih 
algebri. 

Teorema 1.25. a-- ,(a--b) =a->(a- 	. 
Dokaz sledi neposredno iz teoreme 1.16. i aksioma (C 3) i (i3). 

Teorema 1.26. a--->(a->(b--.(b-.a))) = 1 (AC'). 
Dokaz 1. 	=1 (AC) 
2. (b->a)-->(b-->(b-->a))= I iz 1 , (WTP) 
3. (a.-->(b-->a))->(a->(b-(b--.a))) = 1 iz 2 , (WTP) 
4. a->(b--->(b--->a))=1 iz 1,3 • teorema 1.2. 
5. a--.(a--.(b--(b-.a)))= I iz 4 .(i 4). 

Teorema 1.27. U implikativnoj algebri (dovoljno je,pretpostaviti (i 1 ) i (i2) )aksioma.(WTP) 
ekvivalentna je uslovu (TO : 

Ako c 1 -.>(a-->b)=1 i b--->c =1 ,onda 	 (T10). 
Dokaz 1. (T,„) je posledica (WTP) i (i 2): 	I. c 1 ->(a--*13) = 1 hyp 	 - 
2. b-..c = 1 hyp 
3. (a-->b)--.(a- c) = I iz 2.po (WTP) 
4. c 1 -4(a-->c) = 1 	iz 3,po (i,). 

2. (WTP) je posledica (T,„) i (1,) : 
1. b-->c = 1 hyp 

2. (a->b)-->(a--->b) = 1 (i 1 ) 
3. (a-.b)--.(a--c) = I iz 1,2 po (T 10) (za c l =a->b) . 

Posledica 1.28. Ako 	 I i b--->c=1,onda a->(a- ,•c))= 
Dokaz. Neposredno iz (T I „) za c, =a. 

Teorema 1.29. Ako c,-->(a->(b-->c))= I i a-->b=1 ,onda 
= 1 	(F 10 ') • 

Dokaz I. 	 = 1 hyp 
2. a-*b = 1 hyp 

011. 
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3. (b--c)-.(a->c) = 1. iz 2,(WTS) ' 
4. = 1 iz 3,(WTP) 
5. (c t -(a--.(b-.c)))->(c 1 -,(a-.(a-.e))) = 1 iz 4,(WTP) 
6. c 1 -..(a->(a-,c)) = 1 iz 1,5 ,po teoremi 1.2. 

Posledica 1.30. Ako a->b=1 i a->(a-0(b-c))= ,onda  
Dokaz 1. a-pb = 1 hyp 
2. a-*(a-->(b->c)) = 1 hyp 
3. a->(a--*(a-->c)) = 1 iz 1,2 po teoremi 1.29. (c 1  =a) 

4. a->(a--c) = 1 iz 3,(WC 3) . 

:"! 

Teorema 1.31. Ako a.-+b=1 ,onda a-qb-+c))-(a-(a-+c))=1 . 
Dokaz 1. a--4) = 1 hyp 
2. (a-qb->c)).-0(a-.(b-- ,c)) = 1 (i 1 ) 
3. (a---),(1),-.›e))--->(a--->(a-n)) = 1 iz 1,2:po teoremi 1.29. (za c, =a- ,(b->c)) 

Uvodjenje prirodne pretpostavke u 1-deduktivnu 	implikativnu algebru - slabog zakona 
permutacije antecedenata (WP) ima zanimljive posledice (teoreme 1.32-1:37.). 

Teorema 1.32. Ako a-.(b->c) =1 i c,-(a-b) =1 ,onda 

Dokaz 1. a-->(b->c) = 1 hyp 

2. c 1 -(a-->b) = 1 hyp 
3. b--.(a->c) = 1 	iz 1,(WP) 
4. (a->b)--.(a--.(a-->c))= 1 iz 3,(WTP) 
5. (c i --*(a-+b))-0(c,--(a--qa-->c))) = 1 	iz4,(WTP) 

6. = 1 iz 2.5 ,po teoremi 1.2. 

Posledica 1.33.. Ako a-.(b-.c)=1 ,onda •(a,-->b)'4(a->(a-->c)) = 
Dokaz 1. a->(b.-.>c)=1 hyp 
2. (a->b)--,(a-,b) = 	(i1) 
3. (a-4)--qa---,(a--4c)) = 1 iz 1,2,po teoremi 1.32. (za c i  

Posledica 1.34. ((b->c)-,b) -> ((b->c)-q(b->c)-->c)) = 1 . 
Dokaz iz teoreme 1.33. za a=b->c. 

Teorema 1.35. Ako c,-+(a->(b-,c))=1 i 	 1 ,onda 

c i --*(c l ->(a-->(a-*c))) = 1 	(F 11 '). 

Dokaz 1. c i -qa-qb-->c)) = 1 hyp 
2. c,->(a--k)) = 1 hyp 
3. a-qc,-*(a--0(b-+c))) = 1 iz 1.po (i 4) 
4. c,->(a->(a->(b-mac))) = 1 iz 3.(WP) 
5. c,-)(c,-(a->(a->(b->c)))) = 1 iz 4,(i 4 ) 
6. a--.(c 1 --(a--.1))) = 1 iz 2.(i 4 ) 
7. c i --.(a->(a->b)) = I iz 6.(WP) 
8. c l -,(c,--),(a-)(a-->b))) = 1 iz 7,(i 4) 
9. c,-->(c 1 ->(a->(a-*c))) = 1 iz 5.8 ,(F 1 3) 
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1 
1 
1I 

Teorema 1.36. Ako c 1 -~(a-.b)=1 i c,-.(b-i.c)=1 ,onda 
c, -~(c, -*(a~(a--.c))) =1 (T 11 "). 
Dokaz 1. c 1 -(a--b) =1 hyp 
2. c 1 -'(b--c)=! hyp 
3. a-'(c,--(a-.b)) =1 iz 1,(i 4 ) 
4. c 1 -*(a-~(a-~b)) = 1 iz 3,(WP) 
5. c,->(c,-~(a-~(a-mob))) = 1 iz 4,(i 4 ) 
6. a--*(c,-+(b-mac)) =1 iz 2,(i 4) 
7. c 1 -'(a-~(b-.c))=1 iz 6,(WP) 
8. a-~(c,-*(a- .(b~c))) =1 iz 7,(i 4) 
9. c, -'(a->(a-.(b-+c)))=1 iz 8,(WP) 
10.c,-~(c,~(a~ (a-~(b-~c))))=1 iz 9,(i 4) 
11.c 1 -(c 1 -(a-.(a---c)))=1 iz 5,10,(F 1 3). 

Teorema 1.37. Ako c 1 -b=1 i c 1 -~(a-(b-c))=1 , onda 
c1 -'(c ~ —(a-4(a- 'c)))=1 	(D„"). 

Dokaz 1. c 1 -b=1 hyp 
2.  
3. a-~(c,-mob) =1 iz 1 , (i) 
4. c,-~(a-.b) =1 iz 3,,(WP) 
5. a—(c,->(a- ~b)) =1 iz 4,(i 4) 
6. c 1 -+(a-*(a-*b))=1 iz 5,(WP) 
7. c 1 —(c 1 -.(a--*(a->b)))=1 iz 6,(i 4 ) 
8. a—(c 1 -.(ace(b—c)))=1 iz 2,(i 4 ) 
9. c,->(a—(a-~(b-mac))) = I iz 8,(WP) 
10. c, -*(c,_*(a_(a-~(b_.c))))=1 iz 9,(i 4) 
11. c, -'(c,-.(a->(a--.c)))=1 iz 7,10,(F 1 3) 

Fregeov zakon (samodistributiviiost implikacije).,(F) 
= 1 	(F) 

i slabi zakon permutacije antecedenata (WP) imaju 
kontrakciju (C 2). Naime,iz (F) , za b=a imamo. 

= 1 
odakle po (WP) dobijamo 

(a-'a)—((a--.(a-,c))-~(a-~c)) = 1 
a odavde,po (i,) i teoremi 1.2. sledi 

(C7) (a-'(a-.c))~ (a- .c) = I 	. 
Medjutim,ovaj oblik kontrakcije eliminise 1,3-implikaciju,Zbog tog a se,u..: vezi sa 

Naime, u implikativnoj algebri a kojoj vane (WTP).,.(C 3), (F') je posledica jakog zakona 
permutacije antecedenata (SP) : 

a~(b-mac) = b-*(arc) 	(SP) 
koji je,ocigledno,ekvivalenta, -i sa 

= 1 	(SP') 
(i koji,ocigledno,povlaci slabi zakon permutacije. antecedenata (WP) ). 
Ovo sledi iz naredne tri teore,ne: 

i  = 

za posledicu,u implikativnoj a1gebri,jaku 

implikacijom mora razwotrmi neko oslablqenje Fregeovog_zakona koje je tkompatibilno s ;torrl implikacijorn: 

1 	(F') .. 

1 3 -  
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Lema 1.38. U implikativnoj algebri uslov 
	 • i i  

Ako c l -(a-->(1:1-4c))=1 i c,- ,(a->b)=1 , onda c,-)(c,-(a-'(a-mac))) =1 

posledica je (SP) i (WTP) . 

Dokaz 1. c1 -.(a->(b-4c))= 1  hyp 

2. c,,-->(a->b)=1 hyp 

3. c l -->(b->(a->c))=1 iz 1. (SP) 

4. b--.(c 1 ->(a->c))=1 iz 3, (WP) 

5. (a--->b)->(a-->(c,-->(a-->c))) =1 iz 4, (WTP) 

6. c2-->(a->(c 1->(a- c)))=1 iz 2.5 ,(i,) 

7. cs->(c 1 ->(a-->(a-->c)))=1 iz 6 , (SP) 

8. c i ->(c-2->(a-->(a->c)))=1 iz 7 , (WP). 

Lema 1.39. U implikativnoj algebri uslov (STP') : 
(b--->c)->((a->b)-->(a-->(a-->c))) = 1 (STP') 

posledica je (SP) i (WTP). 
Dokaz 1. (b->c)--.(a-->(b-.c))= I (AC) (teorema 1.12.) 

2. (a->b)-->(a-->b)=1 (i i ) 

3. (b-->c)->((a->b)->(a- ->(a->c)))=1 iz 1,2 po lemi 1.38. (c i =b-.c,c2 =a--->b). 

Lema 1.40. U implikativnoj algebri (F') je posledica (SP),(WTP) i (C s). 

Dokaz 1. (b->c)->((a->b)->(a-4(a-->c)))=1 (STP') (lema 1.39.) 

2. (a->(b-->c))--,(a-->((a-->b)-->(a->(a->c))))=1 iz 1,(WTP) 

3. (a-->(b->c))-->((a->b)-->(a->(a ->(a->c))))=1 iz 2,(SP) 

4. (a-->(b->c))->((a-->b)-->(a-->(a->c)))=1 iz 3,(C 3 ) . 

Zakon (F") : 
(a-->(a->(b->c))) -> ((a-.(a->b))->(a->(a-->c))) = 1 (F") 

koji u implikativnoj algebri sledi iz (F'),(WTP) i (C 3) , zajedno sa (SP), povlaei ukidanje 

hijerarhije deduktivnih L3 implikativnih algebri. 

Teorema 1.41. U implikativnoj algebri (F") je posledica (F'),(WTP) i (C3) . 

Dokaz 1. (a-->(b-->c)) ---> ((a->b)-.(a->(a->c))) = 1 (F') 

2. (a--›(a->(b-->c))) -> (a->((a-->b)->(a->(a->c)))) = 1 iz 1,(WTP) 

3. [a -> ((a-->b)--.(a-->(a->c)))1- 
[(a-->(ab)) --> (a-->(a-->(a->(a->c))))] = 1 	(F') 

4. [a-->(a-.(b-->c))] -> [(a->(a-*b)) 	(a->(a->(a->(a- c))))1 = 1 iz 2,3,(i2) 

5. a->(a-->(a->(a->c))) = a--)(a-->(a-->c)) = a.-->(a- >c) (C 3 ) 

6. [a-->(a->(b->c))] -> [(a--->(a-->b)) -> (a-->(a-->c))] = 1 iz 4,5. 

Teorema 1.42. U implikativnoj algebri (F„ 3 ) je posledica (F") i (SP) za sve prirodne brojeve. 

Dokaz se izvodi matematiekom indukcijom. 
Za n = 1 : 1. c,-->(c,-.(a->(a->(b->c)))) = 1 hyp 

2. c l ->(c i --->(a->(a-->b))) = 1 hyp 

3. (a->(a->(b--.c))) 	((a-.(a-->b))->(a-->(a-->c))) = 1 (F") 

4. c l ->(c l ->((a-->(a- ->(b-->c))) 	“a--->(a-->b)) -->(a->(a->c)))))= 1  iz 3,(i4) 

5. c l -->(c,->((a->(a->(b->c))) --> ((a-->(a->b))-->(a-->(a->c))))) -> 
(c,-->(c,->(a-->(a-8(b--->c))))) 	(c,->(c,-->((a->(a-->b))-->(a-->(a-->c))))=1 (F") 
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6. c,-9(c,—>(a-4(a-4(b-->c)))) 	(c,-4(c,--->((a—>(a—b))-->(a--(a--->c)))))=1 iz 4,5,teorema 1.2. 
7. c l ->(c,-.((a-.(a->b))->(a-.(a--)c))))=1 	iz 1,6,teorema 1.2. 
8. (c 1 -.(c 1 -0((a-.(a->b))-.(a-*(a->c))))) -> 

((c 1 -.(c 1 -.(a-.(a-->b)))) 	(c 1 -.(c 1 -.(a-.(a-->c))))) = 1 (F") 
9. (c 1 -.(c 1 -.(a->(a-.b)))) --> (c,--.(c 1 -.(a->(a--.c))))=1 iz 7,8,teorema 1.2. 
10. c 1 -.(c,-.(a-.(a-->c))) = 1 iz 2,9,teorema 1.2. 

Vidi se da su prve dve formule u prethodnom nizu konjunkti iz antecedenta uslova (F, 3),a 
poslednja formula je konsekvent tog uslova.Pored toga, svaka formula ovog niza (osim prve 
dye) je ili dobijena iz neke dye prethodne primenom 

(*) Ako 1->d=1, onda d =1 (teorema 1.2.) , 
ili je dobijena iz neke prethodne formule niza primenom 

(**) Ako d=l,onda x-.(x-K1)=1 (primena (i 4)) , 
ili je formula (F"). 

Pretpostavimo sada da je niz formula 
f,=1, f,=1,...,f,„=1 

dokaz za (F„ 3 ), gde je: 
f, =c„-.(c,, --.(...-.(c 1 -.(c,-.(a-*(a-.c))))...))= 1 , 

f2=c„-.(c,,-)(...->(c 1 ->(c1 -.(a-.b)))...))=1 , 

f„,=c„-.(c„->(...->(c 1 -.(c 1 -.(a->c)))...))=1 
i svaka formula u nizu je ili (F") ili je dobijena iz nekih prethodnih formula niza primenom 
(*), iii je dobijena iz neke prethodne formule niza primenom (**), ili je dobijena iz neke 
prethodne formule niza primenom (SP). 
Formirajmo niz formula: 

C„,1—(c.,+i—f1) = 1 , 

= 1 , 

cn +1—(cn+ i-l' , ,t) = I 

i pokaiimo kako se umetanjem konaanog broja novih formula mote konstruisati dokaz za 
(F„.,. 1 3 ) u kome se koriste ista pravila zakljueivanja. 
Oeigledno je da su 	 = 1 i c„ + ,->(c„., ->f2) = 1 
konjunkti iz antecedenta uslova (F.,1 3) , a c„.„1 -.(cn .,_ 1 7>fm) = 1 je 
konsekvent tog uslova. 
Razmotrimo formulu 	 = 1 , 2 <i< m' i pretpostavimo da je niz upotpunjen 
zalcljueno sa 	 = 1 . Mogu nastupiti slededi slueajevi: 
1) f,=1 je (F").Tacia 	 = 1 sledi iz f,=1 po (**) i to formulu treba umetnuti 
ispred 	 = 1. 
2) Ako je f; =1 dobijeno iz neke formule fi =1 (j < i) primenom (**) , tads je f i =d->(d-31) 
i postoji dokaz za 	 = 1 . Umetanjem formule d->(d->(c.,÷1 ->(c,,, -->1)))=1 , 
koja inaee sledi iz 	 po (**) i iz koje po (SP) sledi 
= 	 = 1 , dobijen je dokaz za c„. F1 -0(c„,,-.0 = 1. 
3) Ako t;=1 sledi iz t;  =1 i fk =fi->f,=1 	(j,k<i) 	po (*) i postoje dokazi za 
c„ + ,-.(c„,,-.1D= 1 i 	 onda se umetanjem formula: 

-> 	 = 1 (F”) 
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(cn+1 -->(cn4-1 -*f)) 	(cu+1 -'(c,[ -'0) = 1 
dobija dokaz za 
4) Najzad,ako je f;  =1 dobijena iz formule f;  =1 	<i) primenom (SP) , onda se i 

c„, 1 ->(cn , 1 ->f;) =1 dobija primenom (SP) iz formule c i, ÷1 -*(c„ + ,->fi)=1 za koju postoji dokaz. 

Prema tome , u implikativnoj algebri (F r, 3) , n 	sledi iz (SP) , (WTP) i (C s) (teorema 

1.42. i 1.23.). 

Videli smo da jaki zakon permutacije antecedenata (SP) ponitava hijerarhiju n-deduktivnih • 

L3 implikativnih algebri (1 -1.1).S druge strane,njegova posledica ,slabi zakon permutacije 
antecedenata (WP),nedovoljan je za izvodjenje nekih stavova o implikativnim filtrima u 1- 

deduktivnim L3 implikativnim algebrama. Zbog toga se u 1-deduktivnim L3 implikativnirri 

algebrama prirodno nameae jo§ jedan oblik slabog zakona permutacije antecedenata : 
Ako a•-->(a->(b-c))=1 , onda b->(a--.(a-c))=1 (WP") , 

koji je,ipak , slabiji od (SP). 
Znaeajno je da u implikativnoj algebri zakon (WP") , zajedno sa (WTP),(F i 3) i (AC) , 

povlaai (WDP): 
Ako 	 = 1 , onda b-.(b->(a-4(a->c))) = 1 (WDP). 

Teorema 1.43. U 1-deduktivnoj L3 implikativnoj algebri iz (WP") sledi (WDP). 

Dokaz 1. a•--.(a->(b--,(b->c))) = 1  hyp 

2. = 1 iz 1.(WP") 
3. b--.(b--.(a-->(a-->(b--->c)))) = 1 
4. b•-.(b-->(a-.(a--.1)))) 	= 	1 teorema 1.26. 
5. = 1 iz 3.4 (F 1 3 ). 

Zanirnljivo je da je zakon 
(a-.(a-,(b•-.c)) 	(b-.(a-->(a--,c))) = 1 	(SP") 

(koji predstavlja jaku verziju (WP") ) posledica (F") i (WP) u implikativnoj algebri. 

Teorema 1.44. U implikativnoj algebri (F") i (WP) povlaae (SP"). 

Dokaz 1. 
1. (a--*(a--.(b--->c))) 	((a-.(a->b))-•>(a-->(a->c))) = 1 (F") 
2. a(a--.,b) 5_ (a-4(a->(b--->c))->(a--->(a- ->c)) iz 1,(AC),definicija 1.6. 

3. b 	a--.b 	a->(a-->b) (AC).definicija 1.6. 
4. b 	(a-->(a->(b->c))-->(a->(a-..c)) iz 2,3 
5. a->(a-->(b--->c)) 5_ b(a-->(a-->c)) iz 4,(AC) 
6. (a--)(a->(b->c)) 	(b—*(a—(a-.c))) = 1 	iz 5,definicija 1.6. 

Inaae u 1-deduktivnoj L3 implikativnoj algebri, u kojoj va2i (WP), va2i i jedan oblik slabijeg 
zakona permutacije antecedenata : 

Ako a--.(b->c) = 1 , -onda • b(a--.(a--+c)) = 1 (WP'). 

Teorema 1.45. U implikativnoj algebri (WP) i (WTP) povlaae (WP'). 
Dokaz 1. a—(b—c) = 1 hvp 
2. (a-->b) 	(a--.(a->c)) = 1 iz 1.teorema 1.33. 
3. (b-.(a->b)) 	(b-)(a--.(a-->c))) = 1 iz 2,(WTP) 
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4. b->(a--->b) = 1 (AC) 
5. b—(a-qa-->c)) = 1 iz 3,4 ,teorema 1.2. 

geigledno u implikativnoj algebri (WP') je posledica (WP"): 

Teorema 1.46. U implikativnoj algebri (WP') sledi iz (WP"). 
Dokaz 1. a-->(b-->c) = 1 hyp 
2. a--3(a--->(b-4c)) = 1 	iz 	1 ,(i4) 
3. b-->(a-4(a--->c)) = 1 	iz 2,(WP"). 

Navedimo jos tri posledice (WP) u I-deduktivnoj L3 implikativnoj algebri. 

Teorema 1.47. Ako b->(a-->(b-->c))=1, onda b->(b-qa->(a-- ,c)))=1 (WP"'). 
Dokaz sledi neposredno iz (F 11 ') (teorema 1.35.) za c, =b jer je tada 
b->(a->b)=1 zbog (AC). 

Posledica 1.48. Ako b-->(a-->(b-->(a->c)))= I, onda b--->(b->(a-4(a- ,c)))=1 (WDP'). 
Dokaz I. b--->(a-->(b->(a->c)))=I hyp 
2. b-- (b-->(a->(a--(a- ,-c))) =1 iz I ,teorema 1.47. (za c=a-->c) 
3. b-->(b->(a-.(a--*c)) = 1 iz 2,(C 3). 

Posledica 1.49. Ako a->(b-.(b-4(a--c)))= I, onda b -qb-qa-,(a-4c)))=1 (WDP"). 
Dokaz sledi neposredno iz posledice 1.48. primenom,(WP). 
Primetimo da se jednostavno iz (WP"), zamenom c sa b-->c ,dobija obrat zakona (WDP"): 

Ako a--*(a-->(b-qb->c)))= I , onda b-(a--(a-.(b-'c))) = I , 
odakle se primenom (WP) dobija i obrat zakona (WDP'): 

Ako 	 =1 onda a-*(b-qa-->(b->c))) =1 . 
Posledica prethodnih razmatranja je slededa teorema: 

Teorema 1.50. Sledede ekvivalencije su posledice (WP) i (WP") u 1 -deduktivnim L3 
implikativnim algebrama: 
a->(a->(b--qb-c)))=1 ako • samo ako b-->(b->(a-.(a->c .))) =1 

ako i samo ako a---.(b-qa-qb- ,c)))=1 
ako i samo ako b-->(a-- ,(b->(a-c)))= I 
ako i samo ako a-qb-->(b-(a-oc)))=1 
ako i samo ako b->(a-(a-)(b-->c)))=1 . 

Znaeajno je da oba zakona jake tranzitivnosti prefiksiranja i sufiksiranja (STP) i (STS): 
(b-+c) 	((a-4))-qa-->c)) = 1 (STP), 

((b-c)--(a->c)) .= 1 (STS) 
slede, u implikativnoj algebri,iz (SP) i (WTP). 

Lema 1.51. U implikativnoj algebri, u kojOj-vaii (SP) i (WTP),vaii i 
ako , c,--)(b-*c)= 1 i 	 , onda c 1 --.(c2--(a-+b))= 1 

Dokaz 1. c,--->(b->c)=1 hyp 
2. c2-->(a->b)=1 hyp 
3. b--.(c 1 --.c)=1 	iz 1,(WP) 
4. (a->b)-›(a-->(c,--.c))=1 ,iz 3,,(WTP) 
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5. c,-->(a->(c 1 ->c))=1 ,iz 2,4,(i 2 ) 
6. c2->(c,-->(a->c))=1 .iz 5,(SP) 
7. c,->(c,--(a-mac)) =1 ,iz 6.(WP)• 

Posledica 1.52. U implikativnoj algebri,u kojoj vale (SP) i (WTP),vale i zakoni (STP) i 
(STS). 
Dokaz. Iz leme 1.51. za c, =b-->c i c,=a->b dobija se (STP),dok se (STS) dobija neposredno 
iz (STP) i (WP). 

Uz ovo videli smo da je u implikativnoj algebri zakon (F') posledica (SP),(WTP) i (C 3) (lema 
1.40),odnosno da je zakon (F") posledica (F'),(WTP) i (C 3) (teorema 1.41).Pored toga, u • 
implikativnoj algebri svi zakoni (F,, 3 ) (n =0,1,2,..) posledica su (F") i (SP) (teorema 1.42),ko 
znaei da su u implikativnoj algebri zakoni (F n3) (n=0,1,2,...) posledice (SP),(WTP) i 
(C 3).Prema tome,vai sledeea teorema: 

Teorema 1.53. Konaeno deduktivna L 3  implikativna algebra u kojoj va2i (SP) ima sledeee 
aksiome: 

1) a->a = 1 (id , 
2) 1->a = a, 
3) a->(b->a) = 1 (AC), 
4) (a->b)-.((b->c) ->(a -->c)) = 1 (STS) 
5) (a->(b--c))-(b->(a->c)) = 1 : (SP') , 
6) (a-(a-->(a->b)))->(a->(a-->b)).= 1 (C 3) 
7) Ako a->b=1 i b-->a=1 ; onda a=b (1 3) , 
8) a->1 = 1 (1 4) . 

Ogranieena konaena deduktivna L3 implikativna algebraima jiA i aksioma 
9) 0->a = 1 za neki element 0 iz A . 

Ovde je,oeigledno aksioma 3) posledica aksioma 1),5),7) i 8). Znaeajno je da su konaeno 
deduktivne L3 implikativne algebre jednakosno definabilne,§to je posledica naredne teoreme: 

Lema 1.54. U konaeno deduktivnoj L3 implikativnoj algebri va2i zakon 
(ab)-->[(a.->b)->((b->a)->((b-a)-->b))] = (b->a)-->[(b-->a)-.((a->b)->((a-b)-a))]. 
Obratno. aksioma 7) je posledica prethodne jednakosti.Prema tome, konaeno deduktivne L3 

implikativne algebre su varijetet jer se aksioma 7) mole zameniti jednakoku. 
Dokaz.Najpre dokazujemo da je poirienuta jednakost posledica aksioma 1)-8): 1. b->a < 
b-->a (i 1 ) 
2. b 5_ (b->a)-.a iz 1,(WP) 
3. (b-'a)-'b 5_ (b->a)->((b->a)->a) iz 2,(WTP) 
4. (b-->a)-.((b->a)-b) 5_ (b->a)->((b->a)-->((b-.a)->a)) iz 3,(WTP) 
5. (b--.a)->((b->a)->b) 	(b->a)->((b->a)->a) (C 3) • 	' 
6. (a--.b)->((b->a)-->((b->a)->b)) 	(a->b)->((b->a)-->((b->a)->a)) iz 	4,5,(WTP) 
7. (a->b)-0[(a->b)->((b->a)->((b->a)->b))] 5 (a->b)--4[(a-*b)->((b->a)->((b-->a)-->a))] iz 6,(WTP) 
8. (a->b)-->[(a->b)->((b-->a)->((b->a)->a))]=(b->a)->[(b-.a)-*((a->b)->((a-b)a))] 	po (SP) 
9. (a-.b)->[(a-->b)->((b->a)->((b->a)-.b))] 	(b->a)-q(b---a)->((a->b)->((a-b)--a))] iz 7,8. 

Jasno je da ,zbog simetrije,vaii 
(a->b)->[(a->b)->((b-->a)->((b->a)-->b))] = (b-->a)-[(b-.a)-.((a->b)-*((a-ob)->a))]. 
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Da je aksioma 7) posledica ove jednakosti vidi se neposredno.Naime, ako je a-4)=1 i 
b-4a= 1 ,zbog 	=x ,va&e a =b. 

Ostaje otvoreno da li je aksiomama 	1)-8) 	okarakterisan implikativni fragment 
Lukasiewiczevog trovalentnog iskaznog rguna,odnosno na pr. nije jasno da li je uopkenje 
Peirceovog zakona (a-qa-->b))-+a)-->a = 1 ,koje vaii u Lukasiewiczevoj L3 implikativnoj 
algebri posledica navedenih aksioma konaono deduktivne L3 implikativne algebre. 

pp 
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II Implikativni filtri u L 3  deduktivnim implikativnim algebrama 

U ovom poglavlju razmatraju se implikativni filtri u kontekstu L3 deduktivnih implikativnih 
algebri i njihove veze sa homornorfizinima i kongruencijama tih algebri.Poznati rezultati 
A.Diega , A.Monteira i H.Rasiowe ,kao i neki rezultati iz [19],uopkeni su i dokazana je po 
neka analogna karakterizacijainge,glavne primene implikativnih filtara u deduktivnim 
implikativnim algebrama su u algebarskim dokazima teoreme dedukcije za implikativne 
fragmente ciji su modeli te algebre,kao i u nekim stavovima o kongruencijama i 
homomorfizmima. 

Definicija 2.1. Skup F elemenata implikativne algebre 
naziva se implikativni filtar te algebre ako i samo ako ispunjava 
uslove: 

(f,) 1 E F . 
(f'2 ) Ako aEria—bEF,onda bEF. 

Ni u implikativnoj algebrion u slabo deduktivnoj L3  implikativnoj algebri skup K(a) svih 
elemenata koji su vedi it jednaki nekom fiksiranom elementu a te algebre (gornji konusi 
elementa a ) ne mora biti implikativni filtar.Zapravo, potreban i dovoljan uslov da u 
iinpikativnoj algebri K(a) bude implikativni filtar za svako a je vaienje vet spomenutog 
uslova (F0') : 

	

Ako 	1 i a—b=1 ,onda 	=1 , 
koji je prejak za L 3 cleduktivne implikativne algebre (v. komentar pre definicije 
1.8),Ispostavlja se da je (F„ 3) potreban i dovoljan uslov da izvesni nadskupovi gornjih konusa 
budu implikativni filtri. 

Definicija 2.2. Neka je (A,1,—>) implikativna algebra.Tada je 

	

K(a) =1xEA:a 	x1 	gornji konus elementa a, 

	

F(a) = { x E A : 	= 1 } . 

Teorema 2.3. Za sve elemente a implikativne algebre (A,1,—>) vazi 
K(a) 	F(a). 

Dokaz 1. x E K(a) hyp 
2. a 5_ x 	iz 1,clerinicija 2.2. 
3. a—x = 1 iz 2. 
4. a,(a,x) = 1 iz 3,(i 4 ) 
5. x E F(a) iz 4,definicija 2.2. 

Lema 2.4. Za sve elemente a implikativne algebre 	vaii a E F(a) 
Dokaz 1. a—'a = 1 	(i t ) 
2. a—>(a-->a) = 1 	iz 1,(i4 ) 
3. a E F(a) iz 2.definicija 2.2. 

Lema 2.5. U slabo deduktivnoj L 3  implikativnoj algebri 	skup 
F(a) = { xE A : 	= 1 } je za svako aE A implikativni filtar. 

Dokaz 2.5.1. Dokaza6emo prvo: 1 E F(a) (f 1 ) 
1. 	= 1 (14 ) 
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3 
3 
3 
3 
3 
OR 

sa4 

I. 

.t,1 

2. a-(a-1) = 1 iz 1,(i 4 ) 
3. 1 E F(a) iz 2,definicija 2.2. 

2.5.2. Sada dokaiimo da: 
ako b E F(a) i b->c E F(a) 	c E F(a) (f2) 
1. b E F(a) hyp 
2. b- >c E F(a) hyp 
3. a-->(a-->b) = 1 	iz 1,definicija 2.2. 
4. a-'(a—(b-4c)) = 1 iz 2,definicija 2.2. 
5. = 1 	iz 3,4,(F03 ). 

Lema 2.6. Neka je F implikativni filtar u implikativnoj algebri 
(A,1,--->) .Tada a E F ako i samo ako F(a) S F. 
Dokaz. Pretpostavimo prvo da aE F. 
1. a E F hyp 
2. F je imp1ikafivHi filtar hyp 
3. b E F(a) hyp 
4. a-->(a--->b) = 1 E F iz 3,2,definicija 2.2. 
5. a->b E F iz 1,4,2. 
6. b E F iz 1,5,2. 
Neka je sada F(a) ._c_ F. 
1. F(a) F hyp 
2. aE F(a) lema 2.3. 
3. aEF iz 1,2. 

Posledica 2.7. U slabo deduktivnoj 1r 3  implikativnoj algebri F(a) je najmanji implikativni 
filtar koji sadr2i element a to algebre. Za F(a) se kale da je glavni implikativni filtar 
generisan elementom a . Va2i i obrat ovog tvrdjenja. 

Teorema 2.8. Ako je za svako a E A , F(a) implikativni filtar 
implikativne algebre 	,onda u toj algebri vaii (F 03). 
Dokaz.Kako iz bE F(a) i b->cEF(a) sledi cEF(a),to po definiciji 2.2. 
va2i da a->(a-->b)= 1 i a-->(a-->(b-->c))=1 povlaei a-i(a-4 ,c)=1 ,a to je upravo (F 03 ). 

Prema tome u implikativnoj algebri (A,1,->) skup F(a) = {xE 	 je ,za svako 
aE A , implikativni filtar ako i samo ako je (A,1,->) implikativna algebra u kojoj vaii (F 03). 

Konstatujmo sada jednu oeiglednu einjenicu: 

Teorema 2.9. Presek proizvoljne neprazne klase implikativnih filtara u implikativnoj algebri 
je implikativni filtar u toj algebri. 

Prethodna teorema omogu6uje definiciju implikativnog filtra generisanog nekim skupom 
elemenata implikativne algebre. 

Definicija 2.10. Ako je A0  skup elemenata implikativne algebre (A,1,—) , onda se presek 
svih implikativnih filtara koji sadr2e skup A 0  naziva implikativnim filtrom generisanim 
skupom Ao  i oznaeava sa F(A 0). 

3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 

.41 

ofi 

1.1 
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Oeigledno,u implikativnoj algebri F(A 0) je najmanji implikativni filtar koji sadrii skup 
Takodje je jasno da je u implikativnoj algebri F(0) upravo singlton {1} . Uz to. u slabo 
deduktivnoj L3 implikativnoj algebri vazi F({a}) = F(a).Pored toga oeigledno je da 

Teorema 2.11. Klasa 43,„ svih implikativnih filtara implikativne algebre (A,1,-4) je potpuna 
mreia u kojoj je { 1 } najmanji,a A najvedi element.0 toj mreii ,infimum proizvoljne klase 
implikativnih filtara je (skupovni) presek te klase,dok se supremum klase {F ; :jEJ} 
implikativnih filtara implikativne algebre definik kao implikativni filtar generisan unijom te 
klase : 

V{Fi :jEJ} = F(U {Fj :jEJ}). 
U slueaju dvoelane klase {F I .F 2 } implikativnih filtara,koristidemo uobiaajenu infiksnu 
notaciju: 

F l y F2  = V{F I ,F2} = F(F 1 UF2). 
Potpuna mreia syip implikativnih filtara implikativne algebre (A,1,-+) je,dakle, algebarska 
struktura (4)A ,n,v,{1},A). 
Dokaz je trivijalan i izostavljen je. 

Naredne definicije i stavovi u vezi su sa algebarskim analogonima teoreme dedukcije u 

deduktivnim L3 implikativnim algebrama (2.12-2.19). 

Definicija 2.12. U implikativnoj algebri 
F(a,c) = xE A: a--.(a- x) E F(c) } 

= 	x E A: c-›(c->(a--.(a-..x))) = 1 } . 

Lema 2.13. F(a,c) je implikativni filtar u 1 -deduktivnoj L3 implikativnoj algebri 

Dokaz 2.13.1. Dokaiimo prvo da 1 E F(a,c) 	(f1 ). 
Po (i 4 ) 	imamo c--.(c-4(a--(a- , 1)))=c-4.(c--(a-1))=c--(c -.1)---c- 1= 1 .pa po 

definiciji 2.12 1 E F(a). 
Sada dokazujemo: 
2.13.2. Ako x E F(a,c) i 	E F(a,c) ,tads y E F(a,c) (f,). 

1. x E F(a,c) 	hyp 
2. x->y E F(a,c) hyp 
3. c--.(c->(a-->(a-.x))) = 1 .iz 1, detinicija 2.12. 
4. c-,(c(a--.(a--) ,(x--1)))) = 1 ,iz 2,definicija 2.12. 
5. c- (c-*(a-+(a-->y))) = 1 ,iz 3,4 ,primenom (F 1 3) 
6. y E F(a,c) iz 5,definicija 2.12. 

Lema 2.14. Za svaki element a implikativne algebre 	va2i 

a E F(a,c) . 
Dokaz 1. a-a = 1 (i 1 ) 
2. = 1 iz 1, (0 
3. c(a->(a--.a)) = 1 iz 2, (i4) 
4. = 1 iz 3, (i 4 ) 
5. a E F(a,c) iz 4,definicija 2.12. 

Lema 2.15. Za svaki element c 1 -deduktivne implikativne algebre 	va2i 	c E 

F(a,c) . 
Dokaz 1. 	= 1 (AC) 
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2. (a->c)--)(a-(a-->c)) = 1 iz 1.(WTP) 
3. c->(a-->c) -> (c->(a--.(a-c))) = 1 iz 2,(WTP) 
4. c-->(a-->(a-->c)) = 1 iz 1,3 ,teorema 1.2. 
5. c->(c--.(a-->(a-->c))) = 1 iz 4.(i 4 ) 
6. c E F(a,c) iz 5,definicija 4. 

Lema 2.16. U 1-deduktivnoj L3 implikativnoj algebri F(a,c) je najmanji implikativni filtar 
koji sadrii elemente a i c ,tj. ako je F implikativni filtar u 1-deduktivnoj implikativnoj 
algebri (A,1,—) i aE F i cEF ,tada je F(a,c) g. F . 

Dokaz 1. aEF , cEF hyp 
2. F je implikativni filtar hyp 
3. b E F(a,c) hyp 
4. c->(c-(a--->(a->b))) = 1 E F iz 3,2A) 
5. c-->(a-->(a-->b)) E F iz 1,2.4 .po (f 2) 
6. a-->(a--->b) E F iz 1,2,5 ,po (f 2 ) 
7. a--.1) E F iz 1,2,6 ,po (f2) 
8. b E F 1,2,7 ,po (f2). 

Teorema 2.17. Za sve elemente 1-deduktivne L3 implikativne algebre 
2.17.1. F(c) c F(a,c) : 
2.17.2. F(a) S F(a,c): 
2.17.3. F(F(a)U F(c)) = F({a,c}) = F(a) v F(c) S F(a,c) ; 
2.17.4. F(a,c) = F(a) v F(c) = F(c,a) ako i samo ako vaii (WDP). 

Napomena.Odigledno je da jednakosti u 2.17.3 :F(F(a)U F(c)) = F({a,c}) = F(a) v F(c) yaie 
yea u slabo deduktivnoj L3 implikativnoj algebri. 
Dokaz. 2.17.1 i 2.17.2 sledi iz lema 2.6,2.15,2.14 i 2.13. 

2.17.3 sledi iz teorerne 2.5 i iz 2.17.1 i 2.17.2. 
2.17.4 Da je F(a,c) = F(a) v F(c) sledi iz 2.17.3 i leme 2.16. Takodje, imamo 

x E F(a,c) ako i samo ako c -- (c-qa-(a-x))) =1 ako i samo ako (po WDP) 
a-- (a-.(c-->(c-*x)))=1 ako i samo ako x E F(a,c). 

Teorema 2.18. Ako u slabo deduktivnoj L3 implikativnoj algebri 	va2i F(a.c) = 
F(a) v F(c) , oncla u toj algebri vale (F 1 3),(WDP), kao i (AC'): 

c->(c--.(a-›(a--.c))) = I (AC') . 
Dokaz. Najpre dokazujemo da va2i (F 1 3): 
1. cl->(c1 --.(a-i(a->(b-->c))) = 1 hyp 
2. c,- .(c,- 	= 1 hyp 
3. b- .c E F(a,c,) iz 1 
4. b E F(a,c 1 ) iz 2 
5. c E F(a,c 1 ) iz 3,4 ,(f2) 
6. c, -.(c,-->(a-->(a-->c)) = 1 iz 5. 

Da \Pail (WDP) zakljudujemo na slededi nadin: 
Zbog F(a,c) = F(a) V F(c) = F(c) v F(a) = F(c,a) imamo da xEF(a,c) ako i samo ako 
xE F(c,a) ,pa je po definiciji 2.12 c -.(c--->(a-.(ax)))=1 ako i samo ako a -qa-›(c--.(c->x))) = 1 . 
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Na kraju dokazujemo da vaii (AC'): 
Kako cE F(c) ,to ce.F(a,c) ,pa po definiciji 2,12 imamo 
c--)(c--(a---)(a-4c))) = 1. 

Teoreme 2.19. i 2.20. su analogoni Diegovih teorema [7] za pozitivne implikativne algebre. 

Teorema 2.19. Ako je , u implikativnoj algebri (A,1,-') ispunjen bilo koji od uslova : 
(a->(a->(b-+c))) 	((a-qa->b))--->(a-+(a-•>c))) =1 (F") ili 
(a->(a-->b)) 	((a--->(a--->(b---,c)))-qa-(a-c))) = 1 (F'") 

onda, za svaki implikativni filtar F 0  u 	i za svako a E A, 
skup F(a,F0) = {x E A : 	F0} je implikativni filtar. 
Ako, uz to u implikativnoj algebri va2i i (AC), onda je F(a,F 0) implikativni filtar generisan 
skupom {a} U F0  ,tj. 

F(a,F0) = {x E A : a--.(a->x)E F 0} = F({a} U F0) = F(a) V Fo (*) • 

Otuda,jednakost (*) va2i u konkno deduktivnoj L3 implikativnoj algebri u kojoj va2i (SP), 
dalde i u Lukasiewiczevoj L3 implikativnoj algebri L 3IA.Inke, u implikativnoj algebri zakoni 
(F") i (F"') su posledice (F'),(WTP) i (C 3), odnosno posledice (SP),(WTP) i (C3) (teorema 
1.40 i 1.41.). 

Dokaz teoreme 2.19. (1) Dokaiimo najpre da 1 E F(a,F 0): 
1. = 1 E F„ (1 4),(fl ) 
2. 1 E F(a,F0) iz I. 
(2) Dokaiimo sada da ako bE F(a,F 0) i b-->cEF(a,F0), onda cEF(a,F 0). 
1. b E F(a,F„) hyp 
2. b--)c E F(a,F„) hyp 
3. a-.(a--.13) E 	iz I 
4. a--).(a-(b-c)) E F 1, iz2 
5. E 	iz 3,4,(F") ili (F'''),(f,),t;) 
5. c E F(a,F0) iz 5. 
Iz (1) i , (2) sledi da je F(a,F0) implikativni filtar. 
(3) Sada.dokazujemo da a E F(a,F„) . 
1. a-4(a->a) = 1 E Fu (i 4 ),(f,) 
2. a E F(a,F„) iz I. 
(4) Dokazujemo da ako b E F„ ,onda b E F(a,F0). 
1. b E Fo  hyp 
2. b--,(a->b) = 1 E F„ (AC),(f,) 
3. a--.1) E Fo  iz 1.2,(f2) 
4. (a-->b)-.(a-.(a-.b)) = 1 E Fo (AC),(f,) 
5. a--.(a—b) E F„ iz 3,4,(f7) 
6. b E F(a,F0) iz 5. 
Iz (4) sledi da je F, 	F(a,F0). 
(5) Na kraju dokazujemo da ako je F' implikativni tit= takav da je F„ c F' i a E F' , 

tada iz b E F(a,F0) sledi b E F' . 
1. b E F(a,F0) hyp 
2. a-'(a--b) E F„ 	F' iz 1 
3. a E F' hyp 
4. a--›b E F' iz 2,3,(f7) 
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5. b E F' iz 3,4,(f2). 
Iz (5) dobijamo F(a,F„) g F' ,dakle F(a,F 0) je najmanji implikativni filtar koji sadrii 
a i F0  i zato vaii F(a,F0) = F(a) v F1)  . 

Teorema 2.20. Neka je (A,1,-->) konaano deduktivna I., 3  implikativna algebra u kojoj vaii 
(SP) , dakle i neka je A, neprazni podskup skupa A . Ako je F(A 0) implikativni filtar 
generisan skupom A„ tada vaii 
F(A0)= {x E A: (3c i , 	cn  E Ao) c,, -->(cn-->(• • • - (cl ->(c, - x)). • •)) = 1}. 

Dokaz. Neka je 
Fo  = E A: (3c 1 , 	E A0) 	 = 
Dolcaiimo najpre da (1) 1 E F o  . 
1. Ao 	0 hyp 
2. 3c 1  E Ao  iz 1 
3. 	= 1 	(i,) 
4. 1 E 	iz 3. 
Dokaiimo sada da 
(2) Ako a E F, i 	a-4) E F„ , onda b E F o  . 
1. 3a 1 ,...,a„E 	a„--.(a,,-*(... - (a1 --°(a1 -->a))...)) = 1  hYP 
2. 3b 1 ,...,b„,E A0  = 1 hyp 
3. a, --->(a„-.(... ->(a, --->(a l --.(b,„-->(b,--->(...---(b i --0(b,--,(b i --.(a->b))))...)))))...))=1 

iz 2,teorenna 1.2.(C 3 ) 
4. k'(a..--*(.•. -->(al'(a1->(h.„--'(hin-*(... -qh1->(h1->(h1- a)))•••)))))...))=1 

iz 1,teorema 1.2,(C,),(SP) 
5. a11-->(an-- (. • . -- (al ->(a1 -->(b„,-->(b,„->(••• --.(b i -- (b i --(b i -->b)))...)))))...))=1 

iz 
6. an--.(an--0(•••-4(al->(a1-(b„,-)(b„,->(•••-->(b1->(b1--b)))...)))))•••))=1 

iz 5,(C 3 ) 
7. 3a 1 ,...,a,„b 1 ,...,b„, E A, 

an--'(an->(• • • ->(al -- (al ->(b,„--.(b,„--.(... ->(bi ---.(bi -- b)))-•-)))))•• •))=1 iz 	1,2,6 
8. bEF, iz 7. 
Iz (1) i (2) zakljueujemo da je F o  implikativni filtar. 
Oeigledno je (3) A, g F, zbog (i,). 
Neka je F implikativni filtar koji sadrii A„ . Dokaiimo : 
(4) Ako a E F„ , on& a E F. 
1. 3a 1 ,...,a„E A„ 	 E F hyp,(fl ) 
2. a,„a„. 1 ,...,a2 ,a, E A„ g_. F hyp 
3. a E F iz 1,202 ). 
Dakle, F0 	F . 
Iz (1),(2),(3) i (4) dobijamo da je 	najmanji implikativni filtar koji sadrii Ao . 

Stavovi i definicije do kraja ovog poglavlja odnose se na relacije kongruencije u 
implikativnim algebrama, homomorfna preslikavanja implikativnih algebri, kao i njihove veze 
sa implikativnim filtrima.IzIaganje je uglavnom prema [19]. 

Ako je 	relacija ekvivalencije skupa A , klasu ekvivalencije relacije 	odredjenu 
elementom a ,oznaeavaeemo C„ , a odgovarajuei kolienieki skup A/ - .Naredne definicije 
(2.21 i 2.22.) i teoreme (2.26-2.28) su specijalizacije, u kontekstu implikativnih algebri, 
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poznatih definicija i stavova iz univerzalne algebre. 

Definicija 2.21. Kongruencija u implikativnoj algebri 	je relacija ekvivalencije — 
skupa A koja je saglasna sa operacijom 	: 	Ako a—b i c—d , onda 	—b--->d . 
Skup K_ = {aE A:a-1} naziva se jezgro kongruencije 	. 

Definicija 2.22. Funkcija h: A-->13 , gde su (A,1,-*) i (B,1',-->') implikativne algebre, je . 
homomorfizam algebre 	u 	ako h "C'uva" operacije,tj. ako je ispunjeno: 

(1) h(a—'b) = h(a)—>'h(b) , 
(2) h(1) = 1' . 

Homornorfizam algebre u samu sebe naziva se endomorfizam.Homomorfizam, koji je na 
zove se epimorfizam.Monomorfizam (utapanje) je homomorfizam koji je 1-1. Izomorfizam 
je homomorfizam koji je bijekcija. Za dye implikativne algebre se kaie da su izomorfne ako 
i samo ako postoji izomorfizam izmedju njih. 

Jezgro homomorfizma h implikativne algebre (A,1,—) u 	je skup 

K(h) = { aE A : h(a)=11. 

Definicija 2.23. 	Specijalni implikativni filtar u implikativnoj algebri 	 je 
implikativni filtar F to algebre, koji , pored , uslova (f 1 ) i (f2) zadovoljava jos tri uslova: 

(f3) Ako aE F , onda b-oaE F ; 
(f4) Ako a-->b E F i b-cE F onda 	F; 
(f5) Ako b--->aE F i c--->d E F . onda (a->c)--->(b-d)E F . 

SledeCe dve leme bave se elementarnim svojstvima homomorfizama i kongruencija 

implikativnih algebri. 

Lema 2.24. Neka su 	i 	dve implikativne algebre neka je h:A—B funkcija 

koja zadovoljava uslov 
h(a—'b) = h(a) ->' h(b) . 

Tada: 
2.24.1. h(1)= 	,ti. h je homomorfizam (A,1.->; u 
2.24.2. h "euva" poredak: 

ako a 5_ b , onda h(a) 'h(b). 
2.24.3. h je monomorfizam ako i samo ako je K(h) = {1}. 
2.24.4. K(h) je implikativni filtar koji zadovoljava uslove (f3) i (f4). 
2.24.5. Ako u implikativnoj algebri (B,1',-->') vate zakoni (WTP) i (WTS) ,tada je K(h) 

specijalni implikativni filtar. 

Dokaz 2.24.1. h(1) = h(a-.a) =11(2)•11( a) 	1 ' . 
2.24.2. 1. 	hyp 
2. a-t:o = 1 definicija 1.6. 
3. h(a)-.'h(b) = 1 .1(a-b) = h(1) = 1' iz 2.24.1. 
4. h(a) 	' h(b) iz 3,definicija 1.6. 
2.24.3. Pretpostavimo prvo da je K(h)={1}. Dovoljno je dokazati da h(a) 	h(b) povlaai 

a 	: 
1. K(h) = 1 hyp 
2. h(a) 	h(b) hyp 
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mot 

3. h(a) -->' h(b) = 1' iz 2,detinicija 1.6. 
4. h(a-*b) = h(a) 	h(b) = 	iz 3 
5. a -> b E K(h) iz 4,definicija 2.21. 
6. a -> b = 1 iz 5,1 
7. a 5_ b iz 6,definicija 1.6. 
Sada, zbog simetrije, sledi da je h 1-1 : 
(*) ako h(a) = h(b) , onda a = b . 
Pretpostavimo sada da vaii (''). Tada lEK(h) zbog 2.24.1. Ako u implikativnoj algebri 
(A,1,->) postoji element l i  takav da l I EK(h), tada, zbog (*), iz h(1)=h(1 1 )=1' sledi 1 
=1 
2.24.4. (1) Najpre dokazujemo da K(h) zadovoljava (f 1 ). 06igledno, 1 E K(h) zbog 2.24.1. 
(2) Sada dokaiimo : 

ako a E K(h) i a->b E K(h) , onda b E K(h) (f 2). 
1. a E K(h) hyp 
2. a->b E K(h) hyp 
3. h(a) = 1' iz 1 
4. 1' = h(a->b) = h(a)->'h(b) iz 2 
5. h(b) = 1' iz 3,4,teorema 1.2. 
6. b E K(h) iz 5. 
lz (1) i (2) sledi da je K(h) implikativni filtar. 
(3) Dokaiimo da vaii (f3 ): 
1. a E K(h) hyp 
2. h(a) = 1' iz 1 
3. h(b->a) = h(b)->'11(a) = h(b)-->'1' = 1' ( 14) 
4. b->a E K(h) iz 3. 
(4) Na kraju, dokazujemo da va2i i uslov (f4) : 
1. a-b E K(h) hyp 
2. 13->c E K(h) hyp 
3. h(a->b) = h(a)->'h(b) = 	iz 1 
4. h(b-*c) = h(b)->'h(c) = 1' iz 
5. h(a)->'h(c) = 	iz 3.4 (1,) 
6. h(a->c) = h(a)-.'h(c) = 1' iz 5 
7. a->c E K(h) iz 6. 
2.24.5. Obzirom Fla 2.24.4 dovoljno je dokazati da vaii (f 5 ): 
1. b->a E K(h) hyp 
2. c->d E K(h) hyp 
3. h(b-a) = h(b)-'h(a) = 1' iz 1 
4. h(c-.d) = h(c)->'11(d) = 	iz 2 
5. (h(a)->'h(c)) 	(h(b)->Th(c)) = 1' iz 3,(WTS) 
6. (11(b)->'h(c)) 	(h(b)-->Th(d)) = 	iz 4,(WTP) 
7. (h(a)->Th(c)) 	(h(b)->Th(d)) = 1' iz 5,6,(i2) 
8. h(a-'c) -' h(b-'d) = 1' iz 7 
9. (a->c)->(b->d) E K(h) iz 8. 

	

Lema 2.25. Neka je 	kon2ruencija u implikativnoj algebri (A,1,->) u kojoj vaL slabi 
zakon permutacije antecedenata (WP). Tada je jezgro K_ to kongruencije implikativni filtar 
koji zadovoljava uslov (f3). 
Dokaz. (1) (f 1 ) je ispunjeno jer, zbog 1 - 1, 1 E K_ . 
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(2) Sada dokazujemo da va2i (f,): 
1. a E K_ hyp 
2. a-b E K_ hyp 
3. a- 1 iz 1 
4. a-->b - 1 iz 2 
5. 1 - a-->b 	iz 3,4( - je saglasna sa -) 
6. 1->b = b teorema 1.13. 
7. b 	1 iz 5,6 
(3) Na kraju, dokaiimo (f 3): 
1. a E K_ hyp 
2. a - 1 iz 1 
3. b->a 	b-1 = 1 iz 2,(i4) 
4. b-->a E K_ iz 3. 

Jednostavno se dokazuje slededa teorema : 
Teorema 2.26. Za svaku kongruenciju 	implikativne algebre 	jednakostima 

Ca'-Cb = C a .b  i 1 - = C1 
korektno su definisane odgovarajude operacije u tzv. kolienidkoj algebri (AL ,1_, ->_) 
Preslikavanje 	 , h_(a) = C„ je tkz. prirodni epimorfizam 	na 

Lema 2.27. Ako je h prirodni epimortizam implikativne algebre 	na (A/ _,1._ 
tada je K(11_) = K 
Dokaz x E K(h_) ako i samo ako h_(x) = 1_ = C i  

ako i samo ako C x  = 
ako i samo ako x 	1 
ako i samo ako x E K . 

1, kao 	svakoj relaciji kongruncije implikativne algebre odgovara jedan prirodni 
epimorfizam, tako se i svakom epimorfizmu neke implikativne algebre moie pridruliti 
kongruencija: 

Teorema 2.28. Ako je h epimorfizam implikativne algebre (A, 	u implikativnu algebru 
tada relacija 	uvedena sa 

a- hb ako i samo ako h(a)=11(b) 
relacija kongruenije u 	(za koju se kaie da je indukovana epimorfizmom h ). 
Kolienieka algebra (A,1,-;)/_,, izomorfna je sa algebrom 	 Jezgro K(h) 
epimorfizma h poklapa se sa jezgrom kongruencije indukovane tim epimorfizmom: K(h) 
= K . 
Dokaz je elementaran i poznat. 

Sada demo definisati jednu interesantnu relaciju u implikativnoj algebri odredjenu nekim 
implikativnim filtrom to algebre. 

Definicija 2.29. Ako je F implikativni filtar u implikativnoj algebri (A,1„-)  onda je 
a - F b ako i samo ako a-4) E F i b->a E F. 

Za relaciju - E  kate se da je odredjena implikativnim filtrom F. 
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Teorema 2.30. (analogon teoreme 1.6. Rasiowa [15]) Neka je F implikativni tiltar konaeno 
deduktivne L3 	implikativne algebre 	u kojoj va2i jaki zakon permutacije 
antecedenata (SP). Tada je relacija 	odredjena implikativnim filtroni F relacija 
kongruencije ove implikativne algebre. 
Dokaz. Podsetimo se da (teorema 1.52) u implikativnoj algebri u kojoj vaie (SP) i (W'FP) 
vaie i zakoni (STS) i (STP). Prvo dokazujemo da je - F relacija ekvivalencije skupa A : 
(1) a - F  a ako i samo ako a--.a=1EF (f 1 ). 
(2) a 	b ako i samo ako a-->bEF i b-->aEF 

ako i samo ako b->aEF i a->b E F 
ako i samo ako b 	a . 

(3) Nakon refleksivnosti i simetrije, sada dokazujemo tranzitivnost relacije 
1. a - F b hyp 
2. b - F  c hyp 
3. a->bEF i b-->aEF i b-*cEF i 	iz 1,2 
4. a->bE F i b->cE F i c-->b C F i b--->aEF iz 3 
5. (b->c)->(a->c)= lEF i b-4cEF i (b-4a)-4(c-a)= 1 E F i b->aEF 	 iz 
3,(STS),(f 1 ),(f2 ) 
6. a-4cEF i c--->aEF iz 50-2 ) 
7. a - F  C iz 6,definicija 2.29. 
(4) Sada dokazujemo da je relacija - F  saglasna sa operacijom 	: 
1. a - F b hyp 
2. c - F  d hyp 
3. c-K1EF iz 2,definicija 2.29. 
4. (c--K1)-q(a--->c)->(a--->d)) = 1 E F (STP),(f 1 ) 
5. (a-->c)-->(a-KI) E F iz 3,402 ) 
6. b--,aEF iz 1,definicija 2.29. 
7. (b---.a)-.((a->d)-)(b--)d)) = 1 E F (STS)0 1 ) 
8. (a->d)--›(b->c1) E F iz 6,702 ) 
9. [(a-.c)-4(a-K1)] 	[((a->d) --.(b->d))-.((a->c)->(b--.d))] = 1 E F (STS)0) 
10. ((a->d) --.(b--*d))--->((a--->c)-- ,(b->c1)) E F iz 5,902 ) 
11. (a- c)-(bid) E F iz 8,1002 ). 
Na isti nadin se iz b - 1: a i d 	c dobija 
11: 	 E F. 
12. a->c 	F b->d iz 1 1 i 11' po definiciji 2.29. 

Lema 2.31. (upor. Rasiowa [15]) U konaeno deduktivnoj L3 implikativnoj algebri 
svaki implikativni tiltar F to algebre je i specijalni implikativni filtar. 
Dokaz. Prerna teoremi 1.52 u 	vaie (STP) i (STS). 
(1) Dokaiimo prvo da F zadovoljava uslov (f3): 
1. a E F hyp 
2. a-.(b--.a) = 1 E F (AC),(1,) 
3. b-a E F iz 1.2,(f2 ) 
(2) Sada dokazujemo da F zadovoljava uslov (f 3 ): 
1. a->b E F hyp 
2. b-.e E F hyp 
3. (a->b)-.((b--.e)--->(a--.c)) = 1 E F (STS)0 1 ) 
4. (b-)c)-->(a->c) E F iz 1,3,(f10 
5. a-->c E F iz 2,4,(f2 ). 
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(3) Na kraju, dokazujemo da F zadovoljava uslov (f s ): 

1. b--.a E F hyp 
2. c-->d E F hyp 
3. (c-K1)-->((a->c)-->(a->d)) = 1 E F (STP),(0 
4. (a->c)-*(a-mod) E F iz 2,3,(f2) 

5. (b->a)-->((a->d)-*(b->d)) = 1 E F (STS),(f) 
6. (a->d)-->(b--->d) E F iz 2,5,(f2) 

7. (a->c)--->(b->d) E F iz 4,6,(f 3). 

Slededa lema koristi se u dokazu teoreme 2.33. 

Lema 2.32. Za svaki specijalni implikativni tiltar F u implikativnoj algebri 	va2i 

aEF ako i samo ako a- F l , gde je 	F relacija definisana u 2.29. 
Dokaz.Dokaiimo prvo: 
(1) Ako a - F l , onda a E F. 
1. a-- F 1 hyp 
2. 1--.a E F iz 1,definicija 2.29. 
3. 1 E F (f1 ) 
4. a E F iz 2,302). 
Sada dokazujemo obratno: 
(2) Ako a E F , onda a - ,.1 . 
1. a E F hyp 
2. 1 E F (f( ) 
3. 1-.a E F iz 1,203) 

4. a->1 = 1 E F 0,0,(f2) 
5. a - F l iz 3,4,definicija 2.29. 

Slededa teorema daje semantidku karakterizaciju pripadnosti implikativnom filtru generisanom 
nekim skupom elemenata u konadno deduktivnoj L3 implikaivnoj algebri u kojoj vaii jaki 
zakon permutacije antecedenata (SP). 

Teorema 2.33. (Analogon teoreme 3.41 , str. 63, [19]) U konaeno deduktivnoj L3 

implikativnoj algebri 	kojoj vaii (SP) element aE A pripada implikativnom filtru 
F(A„) generisanim skupom A 1 , 	A ako i samo ako za svaki homomorfizam h iz 

u konaano deduktivnu L3 implikativnu algebru 	u kojoj vaii (SP) , vredi 

(*) ako za svako cE A 0  , h(c)=1' , onda h(a)=1' . 
Dokaz. Po teoremi 2.30. relacija 	F(Ao) odredjena implikativnim filtrom F(A 0) je 

kongruencija u 	i jezgro K(h -F(Ao)) kanonskog epimorfizma h -F(Ao) algebre 
na kolienieku algebru 

F(Ao) (koja je takodje konaeno deduktivna L3 implikativna algebra u kojoj 
(SP) ) poklapa se sa jezgrom kongruencije 	(lema 2.27). Po lemi 2.24.5 ovo jezgro 
je specijalni implikativni tiltar (jer u 	vaie (STP) i (STS), teorema 1.52 , pa tim pre 
vane i (WTP) i (WTS) ). Dokaiimo joS' da je K_ F(Ao) --  FO 

X E K_ F(„0)  ako i samo ako x --- F(Ao)I 
ako i samo ako x E 	(leme 2.31,2.32). 

Otuda je, za svako c E A o 	F(Ao), c E K(h F(A ,))) , sto po definiciji znaei da za svako c 
E Ao  hF(A ,,)(c) = C, , a kako je i h(a) = 	zbog (*), to je hF(AO)(a) = C 1  , tj. a E 
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K(hF(A0)) = F(A0). 
Obrnuto, po teoremi 2.20 • element a pripada implikativnom filtru F(A„) generisanom 
skupom A0  A konkno deduktivne L3 implikativne algebre ako i samo ako 
postoje c,,...,c„ E A (, takvi da 

("") 	 = 1 . 
Ako je h homomorfizarn iz (A, 	u 	i ako je za sve cE A„ , h(c) = 1' , onda 
je ispunjeno h(c 1 ) = 	= h(c„) = 1' ;gto sa posledicom (**): 

h(c„)—>'(h(c„)-*' (.. 	 h(a)))...)) = 1 ' , 
vikstrukom primenom teoreme 1.2 daje h(a) = 1'. 
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III L3 deduktivne implikativne algebre i reziduirani grupoidi 

Algebarski gledano , praktiano sve poznate implikacije su reziduumi neke operacije generielci 
nazvane fuzija.Ispostavlja se da se i slabe L3 implikacije mogu modelovati u tzv. deduktivnim 
integralnim (parcijalno) uredjenim (reziduirani m) grupoidima (upor.[8],[1] i [2]). 

Definicija 3.1. Slabo deduktivni integralni (parcijalno) uredjeni L 3  grupoid je struktura 
(A, 	, 1, • , -+) , gde je A neprazni skup,a 	(parcijalno) uredjenje na A, 1 EA je 
konstanta (nularna operacija) , a • i 	binarne operacije na A , pri aemu su ispunjne 
aksiome: 
Axl. a _< a.  
Ax2. Ako a:5h i 	onda a= b. 
Ax3. Ako a 	b 	onda a_<c.  
Ax4. a _5 1. 
Dakle, u (parcijalnom) uredjenju 	na A , I je najvedi element. 
Ax5. a•1=1•a=a. 
Dakle, 1 je multiplikativni neutral grupoida. 
Ax6. Ako a_.5b , onda a•c 	b•c i c•a 5 c• b. 
Operacija mnoienja je izotona po svakoj komponenti. 
Ax7. a • b=b • a. 
Operacija mnoienja je komutativna. 
Ax8. (a • a)•a=a•a i (a • a) • (a • a)=a • a. 
Kako grupoid nije asocijativan ne moie se nedvosmisleno definisati stepenovanje.Medjutim, 
posledica je Ax7. i Ax8. da su svi mogudi proizvodi samo elementa a u kojima se taj 
element a pojavljuje dva iii vise puta jednaki a • a =a 2 .0vo se lako dokazuje indukcijom. 
Ax9. Ako a :51) , onda a--.b= 1. 
Implikativna operacija 	je kompatibilna (parcijalnom) uredjenju. 
Ax10. a • (a-.1.)) 	b (MODUS PONENS). 

Slabo deduktivni integralni (parcijalno) uredjeni reziduirani L3 grupoid je struktura 
(A, 5_, 1, • , —) tt kojoj , pored Axl-Ax10 vaii zakon eksportacije: 

Axil. Ako b•a 	c , onda a 	. 

Konabio-deduktivni integralni (parcijalno) uredjeni reziduirani L3 grupoid se dobija 
dodavanjem jcA tri aksiome: 

Ax12. a • (a • (b • b)) 	(a • b) • (a • b). 
Ax13. a--.(a--0b) (L3  kontrakcija). 
Ax14. a • (a • b) :5. b• (a - a). 

Navedimo posledice aksioma Axl-AxlO slabo deduktivnih integralnih (parcijalno) uredjenih 
L3 grupoida (teorema 3.2-teorema 3.6.). Specijalno (teorema 3.5), otuda sledi da postulati 
implikativne algebre vane a slabo deduktivnim integralnim (parcijalno) uredjenim L3 
grupoidima. 

Teorema 3.2. Ako d 	i b 	, onda d•b 	a•c 
Dokaz 1. d 5 a 	hyp 
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2. hyp 
3. d • b 5_ a -b 	iz 1 ,Ax6. 
4. a•b  5 a •c 	iz 2 . Ax6. 
5. d•b 5_ a-c 	iz 3,4 ,Ax3. 

Teorema 3.3. 1. a.b 	a ; 
3.3. 2. a • b 	b 
3.3. 3. a•a < a . 

Dokaz 3.3.1. 	1. b 5_ 1 Ax4. 
2. a•b 5_ a iz 1 . Ax 6 ; 

3.3.2. 	U 3.3.1 primenimo Ax 7 a•b=b•a ; 
3.3.3. 	Dobija se iz 3.3.1 za b=a . 

Teorema 3.4. Ako a5_b-->c onda b•a 	c (IMPORTACIJA). 
Dokaz 1. ab--.c.s 	hyp 
2. b•a 	b • (b-->c) 	iz 1 , Ax6. 
3. b • (b-->c) 5_ c 	Ax9. 
4. b•a 	c 	iz 2,3 ,Ax3. 

Teorema 3.5.1. Ako 	= 1 , onda a5_b ; 
3.5.2. a <b ako i samo ako a-.1)=1 ; 
3.5.3. a--.a = 1 (i i ) 
3.5.4. ako a->b=1 i b-.a=1 , onda a=b (1 3 ) ; 
3.5.5. ako 	1 i 	1 , onda a-c=1 (T„),tj. (i,) ; 
3.5.6. 	(i 4 ) 
3.5.7. 	a (i 6 ) 
3.5.8. ako a=1 i 	= 1 , onda b = 1 (MP) ; 
3.5.9. ako a= 1 , onda b--.a= 1 . 

Dokaz 3.5.1. 1. a--4)=1 	hyp 
2. a•(a--.b) 5_ b AxIO. 
3. a • 1 5_ b 	iz 1.2 
4. a<b iz 3, Ax5. 

3.5.2. Dobija se iz 3.5.1 i Ax9. 
3.5.3. Dobija se iz 3.5.2 i Axl. za a=b 
3.5.4. 1. a-3•b=1 	hyp 

b.-.a=1 hyp 
3. a 5_b 	iz 1 ,po teoremi 3.5.1. 
4. b .5 a iz 2 ,po teoremi 3.5.1. 
5. a=b iz 3,4 ,po Ax2. 

3.5.5. 1. a-->b=1 	hyp 
2. b-.c=1 hyp 
3. a5_b 	iz 1, po teoremi 3.5.1. 
4. b 5_ c 	iz 2, po teoremi 3.5.1. 
5. a 5._c 	iz 3.4 ,po Ax3. 
6. a-)c=1 iz 5.po teoremi 3.5.2. 

3.5.6. 1. a<1 	Ax4. 
2 . a - > =1 iz 1 , Ax9. 
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3.5.7. 1. 	1 .(1-4a) 	Ax10. 
2. 1 • (1-'a) =1-->a Ax5. 
3. 1->a5a 	iz 1.2. 

3.5.8. 1. a=1 hyp 
2. a->1)=1 hyp 
3. a • (a--->b) =1 • 1 =1 iz 1.2 ,Ax5. 
4. a • (a->b)5.1) Ax7 
5. 15b iz 3,4 
6. b=1 iz 5 i Ax4. i Ax2. 

3.5.9. 	1. a=1 hyp 
iz 1. 

3. b->1=1 teorema 3.5.6. 
4. b-->a=1 	iz 2,3. 

Napomenimo da u slabo deduktivnim integralnim (parcijalno) uredjenim L3 grupoiclima ne 
mote da va2i zakon idempotencije a-a = a . 
Naime. tada bi va2ila slaba kontrakcija (WC,) : 

Ako a-->(a->b) = 1 , onda a--4) = 1 
kojom se eliminik polivalentna Lukasiewiczeva implikacija. Zaista, iz 	= 1 , na 

osnovu teorema 3.5.1 i 3.4 , sledi a•a 	b , a odatle, zbog idempotencije, a 5. b , §to na 
osnovu aksiome Ax9. daje a-A) = 1. 

Teorema 3.6. Ako a--.(b->c)= I i 	onda a • a <c (F'„). 
Dokaz 1. a->(b--->c) =1 hyp 
2. a-->b=1 hyp 
3. a • (a-,(b-->c)) 	1)--->c Ax10. 
4. a•(a-->b)5b Ax10. 
5. [a • (a--->b)]• [a • (a--.(b->c))] 	b • (b-->c) 	iz 3,4 .po teoremi 3.2. 
6. b • (b--->c) .5 c Ax10. 
7. [a • (a->b)] • [a•(a--->(b--->c))] 	c iz 5.6 ,po Ax3. 
8. (a-1)•(a•l) 	c iz 1.2.7. 
9. a•a 	c iz 8 po Ax5. 

Teoreme 3.7-3.12 slede iz Ax1-Ax11. slabo deduktivnih integralnih (parcijalno) uredjenih 
reziduiranih L3 grupoida. Odatle se vidi da postulati slabo deduktivnih implikativnih 
algebri u kojima vati (WP). vale u slabo deduktivnim integralnim (parcijalno) uredjenim 
reziduiranim 3 grupoidima. 

Teorema 3.7. b • a 5 c ako i samo ako a 5_ b-*c . 
Dokaz. Primena teoreme 3,4 i Ax 11. 

Teorema 3.8. 1-->a = a . 
Dokaz 1. 1 •a = a 5 a Ax5 .Ax 1. 
2. a5 1-4a iz 1 . po Ax 11. 
3. 1-+a .5 a teorema 3.5.7. 
4. 1->a. = a iz 2.3 ,po Ax2. 
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Teorema 3.9. Ako a->(a-->b)= I i 	 ,onda a-->(a--->c)= 1 (F 03). 
Dokaz 1. a->(a->b)=1 hyp 
2. a->(a->(b->c)) =1 hyp 
3. a 5_ a-->b iz 1, teorema 3.5.1. 
4. a•a 	b iz 3 .teorema 3.4. 
5. a 5_ a--->(b->c) iz 2,teorema 3.5.1. 
6. a •a 5 	iz 5,teorema 3.4. 
7. (a•a)• (a -a) 5 b.(b-->c) iz 4,6,teorema 3.2. 
8. a•a=(a •a)• (a •a) Ax 8. 
9. a•a 5_ b • (b->c) iz 7,8. 
10. b • (b->c) 5_ c Ax 10. 
11. a•a 5_ c iz 9,10, Ax 3. 
12. a 5_ a-->c iz 11, Ax 11. 
13. a->(a->c)=1 iz 12,Ax 9. 

Teorema 3.10.1. Ako b->c =1 . onda (a--->b)->(a->c) =1 (WTP) . 
3.10.2. Ako a->b =1 • onda (b->c)->(a-->c)=1 (WTS) . 
3.10.3. a->(b->a) = 1 (AC) 

Dokaz 3.10.1. 1. b->c=1 hyp 
2. a•(a->b).5b Ax 10. 
3. (a•(a->b))•(b->c) 5_ b • (b->c) iz 2, Ax 6. 
4. b•(b->c)5c Ax 10. 
5. (a • (a-->b)) .1 5 c iz 3.4.1 	Ax 3. 
6. a • (a->b)5c iz 5. Ax 5. 
7. a->b 5 a->c iz 6, Ax 11. 
8. (a-->b)->(a->c)=1 iz 7. Ax 9. 

3.10.2. 1. a-->b =1 hyp 
2. a• (a->b)5 b Ax 10. 
3. (a • (a-->b))• (b->c) < b • (b->c) iz 2, Ax 6. 
4. b•(b-->c) 	c Ax 10. 
5. (a•1)•(b-->c) 5_ c 	iz 3.4.1 . Ax 3. 
6. a•(b->c) 	c iz 5, Ax 5. 
7. (b->c) 	(a->c) iz 6. Ax 11. 
8. (b->c)-->(a->c) = 1 iz 7, Ax 9. 

3.10.3. 	1. b•a <_ a 	teorema 3.3.2. 
2. a5b->a iz 1 , Ax 11. 
3. a-->(b-->a) = 1 	iz 2 . Ax 9. 

Teorema 3.11. Ako a->(b->c)=1 .onda b->(a-->c)=1 (WP). 
Dokaz 1. a->(b->c)=1 hyp 
2. a < b-bc iz 1,teorema 3.5.1. 
3. b•a < c iz 2,teorema 3.4. 
4. a•b 5_ c iz 3,Ax7. 
5. b 5_ a->c iz 4.Ax11. 
6. b->(a-c)=1 iz 5.Ax 9. 

poznato je da komutativnost operacije • u grupoidu (Ax 7.), uz pretpostavku aksioma 
Axl-Ax6 i Ax8-Ax 11 , sledi iz (WP). Naime, po 3.5.2 i 3.7 uslov a--(b--.(a•b)) = 1 
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ekvivalentan je uslovu b•a 	a•b odakle, zbog sirnetrije. vaii a-b = b•a . 

Mada je slaba L3 kontrakcija (WC 3) posledica (F03) (teorema 1.9 , lema 3.9) , zaniniljivo je 

navesti njen dokaz iz aksioma Axl-Ax11: 

Teorema 3.12. Ako a-'(a-(a-'b))=1 ,onda a--->(a->b) =1 (WC 3). 

Dokaz 1. a->(a-,(a->b))=1 hvp 

2. a 5 a->(a->b) iz 1, teorema 3.5.1. 

3. a • a 5 a-41) iz 2,teorema 3.4. 

4. a • (a • a) _•C_ b iz 3,teorema 3.4. 

5. a • a = a • (a • a) iz 4,Ax 8. 

6. a • a 5 b iz 4,5. 

7. a 5 a->b iz 6,Ax 11. 

8. a-(a-b)=1 iz 7,Ax 9. 

Teoreme 3.13 - 3.16 posledice su svih aksioma Axl-Ax14 konaeno-deduktivnih integralnih 

(parcijalno) uredjenih reziduiranih L3 grupoida. Odatle kao posledica imamo da konaeno 

deduktivne L3 implikativne algebre u kojima vazi (WP) i (WP"), vaie u konadno deduktivnim 

integralnim (parcijalno) uredjenim reziduiranim L3 grupoidima. 

Teorema 3.13. Ako c l ->(c,--->(a->(a-->(b->c))))=1 i 

onda c l -+(c 1 ->(a->(a-->c))) =1 	(F 1 3). 

Dokaz 1. c l -qc,->(a->(a->(b--.c))))=1 hyp 

2. c l ->(c 1 ->(a--.(a->b)))=1 hvp 

3. c, 	c l --.(a->(a->(b->c))) iz 1,teorema 3.5.1. 

4. c, • c, 5 a-->(a->(b--.c)) iz 3.teorema 3.4. 

5. a • (c, • c l ) 5 a-->(b-c) iz 4.teorema 3.4. 

6. a • (a • (c, • c,)) < b->c iz 5.teorema 3.4. 

7. c, 	 iz 2,teorema 3.5.1. 

8. c, • c i 	a-'(a-->b) iz 7.teorema 3.4. 

9. a • (c, • c,) 	iz 8,teorema 3.4. 

10. a • (a • (c, • c i )) 	b iz 9.teorema 3.4 
11. (a • (a • (c, • c l ))) • (a • (a • (c,•c 1 ))) 	b • (b-pc) 	iz 10,6,teorema 3.2. 

12. b • (b->c) 	c Ax 10. 

13. (a•(a-(c,•c i )))•(a•(a•(c,•c,))) 	c iz 11,12,Ax 3. 

14. a•(a•((a•(ci•c,))•(a•(ci•c,)))) < a•(a•(c i •c 1 )))•(a•(a•(c,•c 1 ))) 

Ax 12. 

15. a • (a- ((c, • c l ) • (c, • c l )) 5 (a • (c, • c l )) • (a • (c, • c l )) 	Ax 12. 

16. (c, • c l ) • (c, • c l )=c, • c, Ax 8. 

17. a• (a• (c, • c 1 )) 	(a• (c, •c l )) • (a• (c, •c l )) iz 15,16. 

18. a • (a • (a • (a • (c, • c,)))) 5 a • (a • ((a • (c, • c,)) • (a • (c, • c 1 )))) iz 17,dva puta Ax 6. 

19. a•(a-(a-(a•(c,•c l)))) 	c 	iz 18,14,13,Ax 3. 

20. a • (a • (a • (c, • c,))) 	a-'c iz 19,Ax 11. 

21. a • (a • (c, •c l )) 5 a->(a->c) iz 20.Ax 11. 

22. a • (c, • c,) 	a->(a->(a-->c)) iz 21,Ax 11. 

23. c, -c, 	a-.(a->(a-->(a---c))) iz 22,Ax 11. 
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24. a->(a-3(a-->(a->c))) 	a--4(a->(a--->c)) 	 Ax 13. 
25. c, •c, 	 iz 23.24.Ax3. 
26. c, 5_ c 1 --,(a->(a--c)) iz 25.Ax 11. 
27, c,--->(c,-->(a-->(a-->c)))=1 	iz 26.Ax 9. 

Lema 3.14. a • (a • (a • (a • (b • b)))) 	(a• (a •b))• (a •(a•b))• 
Dokaz 1. a • (a • (a • (a • (b •b)))) 5 a • (a • ((a•b)• (a•b))) Ax12,Ax6. 
2. a • (a • ((a • b)• (a • b))) 5_ (a • (a• b))• (a• (a•b)) iz 1,Ax12 (zamenom b sa a • b). 
3. a • (a • (a • (a • (b • b)))) 5_ (a• (a •b))• (a• (a•b)) ,iz 1,2,Ax3. 

Teorema 3.15. 	Ako c„-->(c„--0(... -*(c 1->(c 1 -4(a--qa--qb-->c)))))...)) =1 
c„--qC„-q• • • --> (ci -qci -->(a-'(a'b)))). • • )) = 1, onda 

= 1 (Fi.,3). 
Dokaz 1. Ako c „--*(c„--q••• ->(cl -qC1 -qa-qa- (b-->c)))))•••)) =1  hyp 
2. c„-->(c„ -4(...-->(c, -.(cl-.(a--.(a-.b))))- )) = 1  hYP 
3. a • (a • (c, -(c,•(... • (c„ •c„)...)))) 	iz 1,teorema 3.5.1, 3.4. 
4. a • (a • (c, •(c, -(... • (c„•c„)...)))) 	c iz 2,teorema 3.5.1. 3.4. 
5. [a • (a • (c, • (c, • ( ... • (c„ • c„)...))))] • [a • (a • (ci • (c1 • (• • • • (c„ • c,,)• • •))))) 5- (b-- c) • c 	c iz3, 
4 ,teorema 	3.2,Ax10. 
6. a • (a • (a • (a • (c, • (c, • (... • (c„ • c„)...))) • 	(c, • (c, • (... • (c„ • c„)...))))))) 	5_ 
[a • (a • (c, • (c, • (... • (c,, • c„)•••))))] • 	[a • (a • (c, • (c, • (••• • (cn•ca)•••))))] 	iz 	5,lema 	3.14 
(b =c, • (c, • (... • (c„ • c„)...))). 
7. a • (a • (a • (a • (c, • (c, • (c 1 . (c, • ((c2• (c2• (••• • (c„•c„)•••)))• (c2*(G2• (••• • (c,,•c,i)...))))-.)))))) 

a • (a • (a • (a • (C I  • (c l • (... • (c,,•c„)•••))) • 	(c1*(c1•(••• '(c„•c„)•••))))))) iz 	6. 	lema3.14 
(a=c,.b=c 2 •(c 2 •(... • (c„•c„)...)). Ax6. 
8. a • (a • (a • (a • (c, • (c, • (c, • (c, • (... • (c„. 1 ' (c.1.1• (c„.1' (C11-1' ((c„ • c„) • (c„ • c„)))))).• •)))))))) 
[a • (a • (C I  • (c, • (... • (c„ •c„).•.))))] • [a • (a • (c 1  . (c, • (... • (c„ - cr,)•••))))] 5- c 	iz 5,6,7 lema 
3.14, Ax3, Ax6. 
9. c 1 .(c 1 .(c 1 .(c 1 .(... • (c„., • (c„_,• (en-1 .  (cn•1' ((c•cr,)•(c,, •c0 r, 	 )))))...)))) < a-->(a-->(a--.(a->c))) 
= a->(a-c) iz 8,Ax11,Ax13,teorema 3.3.2. 
10. c 2 . (c 2 . (c, • (c-i• (••• • (c„. 1 .(c,,. 1  • (c„. 1 .(c„. 1  • 	((cr, • c,,) • (c r, • cn)))))). • • )))) 

= 	 iz9,Ax11,Ax13,teorema3.3.2. 
11. (c n •c„)•(c,,•c„) = c„•c„ 	Ax8. 
12. cr,•c„ 

	

	 = 
iz 1 0,11,Ax11,Ax13.teorema 3.3.2. 

13. c„--. (c,, --.(... -->(cl -->(c1 ->(a--.(a-.c))))...)) = 1 iz 12,Ax11. 

Teorema 3.16. Ako a-.(a-.(b--K..)) =1 , onda b--4(a--.(a->c))=1 (WP"). 
Dokaz 1. a--.(a->(b-->c))=1 hyp 
2. a 5_ 	 iz 1, teorema 3.5.1. 
3. a •a 5_ 	iz 2,teorema 3.4. 
4. b • (a •a) 	c iz 3,teorema 3.4. 
5. a • (a • b) 5_ c iz 4,Ax14. 
6. a •b 	iz 5.Ax 11. 
7. b 5 	 iz 6,Ax 11. 
8. b->(a--.(a--..c)) = 1 iz 7,Ax 9. 
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U dokazu prethodne teoreme bitno se koristi aksioma Ax14. Zanimljivo je da je to aksioma 
posledica (WP") i ostalih aksioma konaano-deduktivnih integralnih (parcijalno) uredjenih 
reziduiranih L3 grupoida: 

Teorema 3.17. Aksioma Ax14 sledi iz aksioma Axl-Ax11. i (WP"). 
Dokaz. 1. Ako b • (a • a) _<c . onda a• (a • b)5_c ,iz (WP"),po teoremama 3.5.2 i 3.7. 
2. b • (a•a) _5 b • (a•a) Axl. 
3. a • (a•b) 	b • (a•a) iz 1,2 (za c = b • (a•a) ). 

Iz teorema 3.16 i 3.17 imamo: 

Posledica 3.18. Ako se pretpostave aksiome Axl-Ax11. zakon (WP") ekvivalentan je 
aksiomi Ax 14. 

Interesantno je primetiti da va2i: 

Teorema 3.19. Obrnuta nejednakost Li aksiomi Ax 14. 
a•(a • b) 	b • (a •a) 	( ) 

ekvivalentna je (uz pretpostavku aksioma Ax 1-Ax 11. ) slededem obliku slabog, zakona 
permutacije antecedenta: 

Ako b-->(a-->(a->c)) = 1 , onda a-(a-->(b->c)) = 1 (WP iv). 

Dokaz. Najpre dokazujemo da (vvrsiv, r ) sledi iz (") i aksioma Axl-Ax11: 
1. b-.(a-->(a-->c)) = 1 hyp 
2. b 	a-*(a-c) iz 1,teorema 3.5.1. 
3. a -b 	a-->c iz 2,teorema 3.4. 
4. a • (a• b) 5_ c iz 3,teorema 3.4. 
5. b•(a•a) 5_ c iz 4,(*) 
6. a•a 	b-->c iz 5,Ax11. 
7. a 5 a->(b--.c) iz 6,Ax11. 
8. a->(a-*(b-.c)) iz 7,Ax9. 

Dokaiimo sada (*) iz (WP 1v) i aksioma Ax 1 -Ax 1 1: 
1. Ako a- (a•b) 	c onda b• (a•a) 	c , iz (WP Iv ),po teoremama 3.5.2 i 3.7. 
2. a•(a•b) 	a•(a•b) .Axl. 
3. b •(a•a) 	a•(a•b) iz 1.2 (za c = a•(a•b) ). 

Slieno prethodnom 

Teorema 3.20. Zakon (WDP): 
Ako 	 = 1 , onda 	 = 1 

ekvivalentan je (uz pretpostavku aksioma Axl-Ax11.) slededem oslabljenom obliku 
tranzitivnosti: 

a•(a•(b•b)) = b•(b•(a•a)) ("). 
Dokaz. Prvo dokazujemo da je (WDP) posledica (") : 
1. a-->(a--.(b--->(b->c))) = 1 hyp 
2. a .5 	 iz 1.teorema 3.5.1. 
3. a • a 5 b->(b-.c) iz 2. teorema 3.4. 
4. b • (a • a) 5_ 	iz 3. teorema 3.4. 
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5. b • (b • (a • a)) 	c iz 4, teorema 3.4. 
6. a•(a•(13, -1))) 	c iz 5,(") 
7. a • (b • b) 5_ a-->c iz 6, Ax 11. 
8. b • b 5_ a(a-->c) iz 7, Ax 11. 
9. b 	b-->(a--qa->c)) iz 8, Axl 1. 
10. b- >(b-->(a-->(a--.c))) = 1 iz 9, Ax 9. 

Sada dokuzujemo da je (**) posledica (WDP): 
1. Ako b • (b • (a • a)) 	c , onda a • (a • (b • b)) 5_ c , iz (WDP) i teorema 3.5.2 i 3.7. 
2. b • (b•(a • a)) 5. b • (b • (a • a)) Axl. 
3. a • (a • (b • b)) 5_ b • (b • (a•a)) iz 1,2 (c=b • (b • (a •a)) ). 
4. a • (a • (b • b)) = b • (b • (a • a)) iz 3, zbog simetrije. 

Posledica 3.21. U konkno deduktivnim integralnim (parcijalno) uredjenim reziduiranim L3 
grupoidima va2i jednakost ("). 
Dokaz sledi iz teorema 3.16 , 1.43 i 3.20. 

Slede jos neke karakterizacije zakona a kojima se pojavljuje samo operacija • mno2enja 
zakonima u kojima figurine samo reziduum. 

Teorema 3.22. U U slabo deduktivnom integralnom (parcijalno) uredjenom reziduiranom 
L3 grupoidu oslabljeni oblik idempotencije (upor. Ax8): (a•a)•a = a • a ekvivalentan je 
slaboj L3 kontrakciji (WC 3 ): ako 	 = 1 , onda 	= 1. 
Dokaz. Slaba idempotencija je posledica (WC 3) : 
1. Ako a• (a •a) 5_ b onda a•a 5_ b iz (WC 3 ),teoreme 3.5.2 i 3.7. 
2. a•(a•a) 5_ (a•a)•a Ax7,Axl. 
3. a •a 5. (a •a)• a iz 1.2 , za b = (a •a)•a 
4. (a • a) -a 5_ a • a teorema 3.3.1. 
5. (a•a)•a = a•a iz 

Obratno tvrdjenje je sadrZano u teoremi 3.12. 

Kada bi se pretpostavila asocijativnost operacije mnoienja a reziduiranom L3 grupoidu onda bismo odmah dobili jaki zakon tranzitivnosti prefiksiranja i sufiksiranja (STP) i (STS),zatim 
jaki zakon permutacije antecedenata (SP) i L kontrakciju (C 3): 

(1) Dokaz za (STP): 
1. (a • (a--4b))• (b--.c) 	b 
2. a • ((a->b) • (b---->c)) 5_ c 
3. (a-.b)•(b--.c) < a-->c 
4. b-->c 
5. (b --,,c) --.((a---b)->(a-1.c)) 

.(b.--c) 5_ c Ax 10. 
iz I ,asocijativnost 

iz 2,Ax11. 

iz 3,Ax 11. 

1 iz 4,Ax9. 

PP 

adigledno je da je (STS) posledica (STP) i (WP) (teorema 3.11.). 

(2) Dokaz za (SP'): 1. b • (a • (a--->(b-.c))) 5_ b • (b-,c) 5_ c Ax10. 
2. b • (a • (a-qb-->c))) = (b • a) • (a-->(b->c)) asocijativnost 
3. (b •a) • (a->(b->c)) = (a • b) • (a-->(b-->c)) iz 2,Ax7. 
4. (a • b)• 	= a • (b • 	iz 3,asocijativnost 
5. a•(b•(a--.(b--.c)) 	c iz 1,2,3,4 

41 41 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



6. b • (a-qb-->c) 	a-->c iz 5,Ax11. 
7. a->(b-->c) 	b->(a->c) iz 6.Ax11. 

Odavde,zbog simetrije sledi (SP). 

(3) Dokaz za (C 3): 

1. a • (a • (a • (a->(a--->(a->b))))) 5 a • (a • (a-->(a->b))) 5 a • (a-.b) 	b Ax10,Ax6. 

2. ((a • a) • a) • (a-->(a-->(a->b))) 	b . iz 1,asocijativnost 

3. a • a = (a • a) • a Ax8. 
4. (a • a) • (a->(a-->(a->b))) 	b iz 2,3 

5. a • (a • (a->(a-->(a->b)))) 	b iz 4. asocijativnost 

6. a->(a-*(a-->b)) < a-qa->b) iz 5.Ax11. 

Znaeajno je da je u reziduiranom L3 grupoidu jaki zakon permutacije antecedenata (SP) 

ekvivalentan sa einjenicom da je operacija • asocijativna. 

Teorema 3.23. U slabo deduktivnim integralnim (parcijalno) uredjenim reziduiranim L3 

grupoidima jaki zakon permutacije antecedenata (SP) ekvivalentan je sa 
a • (b • c) = (a • b) • c . 

Dokaz. Da iz asocijativnosti sledi zakon (SP) dokazano je u (2).Pretpostavimo sada da u 
konaono deduktivnim integralnim (parcijalno) uredjenim reziduiranim L3 grupoidima vali 

jaki zakon permutacije antecedenata. Tada vaii i zakon: 
(4) 	 Ako c-->(b->(a->x)) = 1 , onda b->(a->(c-->x)) = 1 . 

Sada imamo: 1. Ako a • (b • c) 	onda c • (a • b) .5 x iz (4),teoreme 3.5.2 i 3.7. 

2. Ako a•(b•c) 5 x , onda (a•b)•c 	x iz 1.Ax7. 

3. a•(b•c) 	a•(b•c) Axl. 
4. (a•b)•c _5 a•(b•c) iz 2,3 (x = a•(b•c) ). 
Na potpuno isti naein iz zakona 

Ako b->(a->(c->x)) = 1 onda c->(b->(a-->x)) = 1, 

koji je takodje posledica (SP). dobijamo a •(b -c) 	(a • b) • c , pa zakljueujemo da vazi 
a • (b • c) = (a • b) • c . 

Prethodna razmatranja imaju za posledicu valnu ainjenicu da konaeno deduktivni asocijativni 

integralni (parcijalno) uredjeni reziduirani L3 grupoidi predstavljaju varijetet. 

Definicija 3.24. Konaeno deduktivni asocijativni integralni (parcijalno) uredjeni reziduirani 

L3 grupoid je algebra (A,1, • ,-->) tipa (0,2,2) takva da je relacija definisana sa 
a _5 b ako i samo ako a->b = 1 

parcijalno uredjenje na A i sistem 	(A, 5 ,1. • ,--->) je konaeno deduktivni integralni 
(parcijalno) uredjeni reziduirani 	grupoid u kome je operacija • asocijativna. 

Teorema 3.25. Algebra (A, I. • 	tipa (0,2,2) je konaeno deduktivni asocijativni integralni 
(parcijalno) uredjeni reziduirani 	grupoid ako i samo ako je (A,1, • ) komutativna semi 
grupa s jedinicom (dakle, kornutativni monoid): 
1) a • 1 =a • 
2) a•b = b•a , 

3) a•(b•c) = (a•b)•c 
u kome jos.  vale i slededi postulati : 
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4) a • (a • a) = a • a . 

5) (a-->b)—>((a•c)--.(b•c)) = 1 

6) (a • (a-->b))-->b = 1 , 
7) (a•b)—>c = a—>(b—>c) 	 POI 

8) a—>a = 1 	, 

9) a—>1 = 	1 	, 

10) 1—>a = a 	, 
NIF1 

11) (a—>b)-->((b-->c)-->(a-->c)) = 	1 	• 
12) (a-->b)--.[(a---.b)—>((b—>a) —>((b-8a)-->b))] = (b—>a) -->[(b-4a) --->((a—>b)—>((a— b) --->a))]• 

Dokaz. DefiniSimo: a 5_ b ako i samo ako a—'b = 1. Tada su Ax 1 i Ax4 , redom, 
posledice 8) i 9); Ax2 sledi iz 12) i 10), a Ax3 iz 10) i 11); Ax5 je posledica 1) i 2);Ax6 

sledi iz 2),5) i 10); Ax7 je 2); Ax8 sledi iz 4) i 3) : (a •a)• (a • a) = ((a • a) • a) -a = (a • a) • a 
= a •a ; Ax9 sledi iz detinicije relacije 5_ ; Ax10 je posledica 6) i detinicije relacije 5_ ; 
Axil oeigledno sledi iz 7),2) i detinicije relacije 5_ ;Ax 12 i Ax14 su posledice 2),3) i 8); 
Ax 13) sledi,kao Sto je pokazano u (3) iz 2),3),4).5),6).7) 1 10). 

Time je dokazano da su aksiome Axl-Ax14 posledice navedenih jednakosti. 
Obrnuto, jeclnakosti 1),2),4),6).8),9) i 10) oeigledno slede iz aksioma Axl-Ax11 (upor. 

teorema 3.5); jecinakost 11) je, kao Sto je pokazano u (1) posledica asocijativnosti i 
Ax9,Ax10,Axl 1 : jednakost 12) je posledica zakona (SP) (lema 1.54) koji, kao Sto je 
dokazano u (2), slecli iz asocijativnosti i Ax7,Ax10 i Axl 1. 
Dokaiirno 5): 

1. (a • c) • (a-->b) = c • (a • (a-->b)) 	c•b = b•c asocijativnost, Ax7 , Ax9, Ax6 
2. a—'b 5 (a • c)—.(b • c) iz 1,Ax11 
3. (a-->b)—>((a•c)--->(b•c)) = I iz 2,Ax9. 
Preostaje joS ciokaz za 7) : 
1. (a•b)•((a•b)- ,c) 5_ c 	AxlO. 
2. b • (a• ((a • b)---c)) 	c iz 1. asocijativnost, Ax7. 
3. (a•b)-->c 5_ a-->(b—>c) • iz 2, Ax!!. 
4. b•(a•(a—>(b--->c))) 	b • (b—>c) 5_ c Ax l0, Ax6. 
5. (a • b) • (a—.(b—.c)) 	c iz 4.asocijativnost. Ax7. 
6. a—>(b-->c) 5 (a • b)—.c iz 5,Ax11. 
7. (a•b)—>c = 	 iz3,6. Ax2. 

I. 

Ostaje otvoreno pitanje cia li je konaeno deduktivni 	integralni (parcijalno) uredjeni 
reziduirani L, grupoici varijetet. Takodje ostaje otvoreno pitanje da li se konaeno deduktuvna 
L3 implikativna algebra u kojoj va2i (WP) i (\VP") mote okarakterisati kao podalgebra 

reziduacijskog redukta nekog konaeno deduktivnog integralnog (parcijalno) uredjenog 
reziduiranog L grupoicla. Isto tako, da li su konaeno deduktuvne L3 implikativne algebre u 
kojima va2i (SP) podalgebre reziduacijskog redukta nekog konaeno deduktivnog 
asocijativnog integralnog (parcijalno) uredjenog reziduiranog L3 grupoida. 
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Sadr'iaj 

Predgovor (1) 

Uvod (2) 

Postulati i zakoni koji se pojavljuju u radu (5) 

Implikativne algebre, slabo deduktivne L,3 implikativne algebre, n-deduktivne 
i w-deduktivne (kona6no deduktivne) L3 implikativne algebre (elementarna 
teorija) (7) 

Implikativni filtri u L, deduktivnim implikativnim alaebrama (22) 

deduktivne implikativne algebre i reziduirani grupoidi (34) 

Biblio(2rafija (44) 
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