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UvoD

Sa ciljem da se model-teoretski prouc¢ava verovatnoca uvedene su sredinom se-
damdesetih godina razne verovatnosne logike. One spadaju (osim u specijalnim
sluéajevima) u oblast infinitarnih logika sa generalisanim kvantifikatorima. Potre-
ba da definabilni skupovi budu merljivi u svakoj verovatnosnoj strukturi, uslovila
je da se umesto uobifajenih kvantifikatora uvedu verovatnosni kvantifikatori il in-
tegralni operatori. Pocetak proucavanja logika Lap 1 L4y vezan je za H.J .Keislera
([8]) koji je. zajedno sa D.Hooverom, najvise doprineo razvoju teorije modela za
ove logike. Modeli za verovatnosne logike su modeli prvog reda sa verovatnosnom
merom na univerzumu. Najvie prou¢avani problemi su kompletnost i kompaktnost
ali i svojstva koja se ne javljaju u logici prvog reda, kao sto je zakon velikih brojeva.

Dobro je poznato da logika prvog reda (sa ili bez jednakosti) ima sledeéa svojstva:

(1) sve formule tmaju konaéno mnogo stmbola,
(2) svt dokazi su konacni,
(3) skup formula je konzistentan ako i samo ako je zadovoljtv.

Postavlja se pitanje da li se za logike koje ne zadovoljavaju uslov (1) dokaz
moie tako definisati da vaze (2) i (3). U literaturi se mogu naéi razne logike sa
beskonaéno dugim formulama (neke od njih dopustaju beskona¢no mnogo varijabli
u formulama, dok druge imaju beskonaéno mnogo veznika, kakve su i verovatnosne
logike) ali koje ne zadovoljavaju jedan od gornjih uslova. U svom radu "A complete
first-order logic with infinitary predicales” Keisler uvodi formalni sistem L koji ima
relacije sa beskonacno mnogo varijabli i kvantifikatore nad heskonaénim skupovima
simbola, ali sadrzi samo konaéno mnogo veznika i ne sadrzi jednakost. Za ovu
logiku, koja zadovoljava (2), on dokazuje stav potpunosti, tj. da vazi i (3).

Prirodno se nameée pitanje da li se nesto sli¢no moze uraditi u slucaju da logika
L sadr#i i verovatnosne kvantifikatore. Tim problemom se bavi ovaj rad.

U prvom delu rada uvodi se logika L koja sadrzi predikate sa beskonaéno mno-
go varijabli, univerzalne 1 verovatnosne kvantifikatore nad beskonaénim nizovima
varijabli, ali samo konaéno mnogo veznika i ne sadrzi jednakost. Da bi se sacuvao
uslov (2), za kvantifikatore Pz > r se dopusta da r uzima samo konaéno mnogo
razlicitih vrednosti. Za ovu logiku se dokazuje stav potpunosti.

U drugom delu definisemo slabe poliadiéne verovatnosne algebre, do kojih nas
dovodi Tarski-Lindenbaumova algebra logike L. Na kraju, za ovakve algebre bes-
konaéne dimenzije, dokazujemo stav reprezentacije.



1. LOGIKA SA VEROVATNOSNIM KVANTIFIKATORIMA

Da bise model-teoretski proucavali neki delovi teorije verovatnode kao, na primer,
uslovno o¢ekivanje, stohasticki procesi i sl. uvedeni su razni tipovi verovatnosnih
logika. Ovde ée biti izlozeni osnovni rezultati vezani za logiku La4p. Nju je uveo
Keisler u [8]. Sliéna je logici L4 osim §to se umesto uobicajenih kvantifikatora
koriste verovatnosni kvantifikatori. To je proizislo iz potrebe da svaki definabilan
skup u svakoj verovatnosnoj strukturi bude merljiv.

Pomenimo jo& neke tipove verovatnosnih logika:

Ly Je verovatnosna logika ekvivalentna sa L4p ali primerenija teoriji verovat-
noce jer umesto verovatnosnih kvantifikatora koristi integralne operatore Sl

Lag Je logika uslovnog ocekivanja a dobijena je dodavanjem logici Ly novog
operatora E[- | -] koji ima ulogu uslovnog oéekivanja;

Lqaq — adaptirana verovatnosna logika, posebno je pogodna za izucavanje sto-
hasti¢kih procesa;

Lap,p, — dvoverovatnosna logika, sli¢cna je L4pizuzev $to dopusta dva tipa
verovatnosnih kvantifikatora Pz > ri P,z > 1.

Neke verovatnosne strukture

Konacéno aditivan verovatnosni prostor je trojka (A, S, u) gde je S polje pod-
skupova od A, p: S — [0,1], p(A4) = 11izasvako X,Y € S vaii

MXUY) = (X \Y) +u(Y \ X) +g(X NY).

Za skupove X € S kazemo da su u—merljivi, a za p da je konaéno aditivna veroval-
nosna mera na A.

Ako je S o—polje i u prebrojivo aditivna funkeija, tj. za Xo € X, € ... iz &
vazi limy, — oo p( Xy ) = (Un Xy ), onda se trojka (A, S, i) zove verovatnosni prostor,
a p prebrojivo aditivna verovatnosna mera na A ili samo verovatnosna mera na A.

Im]ka (A", 8™, 1"") gde je S™ o—algebra generisana merljivim pravougaonicima
Xy % xXp,za X; €8, ap™: S" — [0,1] verovatnosna mera na A" definisana
sa ;.L”(Xl XX Xp) = pu(Xy) ... - p(Xn), predstavlja n—stepen verovainosnog
prostora (A, S, pt).

S obmrom da, u opstem slué¢aju, dijagonalni skupovi Dii = {2 € A™ | & = x;}
nisu merljivi, za logike sa jednakoséu potrebno je napraviti ekstenziju prostora
(A", 5™, 1) tako da ovo bude ispunjeno. O egzistenciji takve ekstenzije govori
sledeca teorema.

Teorema 1.1. Ako je (A,S. pu) verovatnosni prostor sa merljivim singltoni-
ma, tada, za svako n € N postoji verovatnosni prostor (A", S )y wde je
S g—algebra generisana merljivim pravougaonicima I dijagonalnim skupovima,
a ") jedinstvena ekstenzija mere p" na S™) takva da je ,u(“)(D i) = 2 zealp(z))?.
Jos vaii da za svaki skup X € S postoji u"—merljiv skup U takav da Je
(X AU) = 0.



Teorema 1.2 (Fubini). Neka je (A,S,u) verovatnosni prostor sa merl[jivim
singltonima i B C A™+" u(m+%) —merljiv skup. Tada
(1) Svaki odsecak B— = {y | (z,y) € B} je p")—merljiv.
(ii) Funkeija f(z) = ;a{”}(b'.?) je pt™ —merljiva.
(iii) O+ (B) = [ F(F) du™.

Neka je L skup relacijskih simbola R; duZine n;i, za svako 7 € I, i konstantnih
simbola ¢;, za j € J.
Verovatnosna strukiura za L je struktura

A= (A R} ] pierjes

gde je (A, R?, (,’-?l)x'ef‘jEJ struktura logike prvog reda, a p verovatnosna mera na A
takva da je svaki singlton merljiv i svaka relacija RY je p{m) —merljiva.
Slaba verovainosna struktura za L je struktura

_ 2 A
A= (A, Ry ¢j, fn)iel,jesneN

gde je (A, R®, C?L)iej:je_[ struktura logike prvog reda, a svako g, konaéno aditivna

i
verovatnosna mera na A" takva da je svaki singlton merljiv i svaki skup

(b € A" |Ea®[a, b]}

je ptn—merljiv, za svaku formulu (2, y) neke verovatnosne logike i svako a € A™,
Gradirana verovainosna struktura za L je struktura

— 2 AU
A= (Ar R;‘ 3 ('j ,."ﬂl)iEJ,jEJ,uEN

gde je (A, B2, c?‘),;e;?jeg struktura logike prvog reda i vazi:
(1) pin je verovatnosna mera na A™.
(2) Svaka n,—arna relacija RY je p'") —merljiva, a relacija identiteta j —merljiva.
(3) Ako je skup B p,,—merljiv, onda je B x A" fim4n —merljiv.
(4) Svako i, se fuva za permutacije skupa {1,...,n}, tj. ako je m permutacija
skupa {1,...,n} i X pn—merljiv skup, onda je 1 skup X = {(@n(1)s- s tx(n)) |
(a1,...,an) € X} pp—merljiv i vazi pn (7 X) = pn(X).
(5) Niz {ptn | n € N} ima Fubinijevo svojstvo, tj. ako je B fim+n —merljiv podskup
od A™*" onda vaii:
(1) svaki odsecak B— = {v | (2,y) € B} je p")—merljiv;

(ii) funkcija f(7) = u"”}(H—f-] je pt™ —merljiva;

(i) w0 (B) = [ F(F) duul™.

Jasno je da, ako je A = (A, RZ, c:;-’*, ) verovatnosna struktura, onda je
(4, B2, c_?", iy ) gradirana verovatnosna struktura

Za teoriju verovatnoée posebno su vazne strukture sa sluéajnim promenljivim
umesto relacija. Dakle, neka je L = {Xj, ¢;j}ier jes skup simbola slu¢ajnih varijabli
X; 1 simbola konstanti ¢;.

Svaku p')—merljivu funkeiju X : A" — R zvacemo slucajnom promenljivom.

3



Struktura slucagne promenlpive za L je struktura
A= (4, X7, ] p)

takva da je y verovatnosna mera na A sa merljivim singltonima, svako X2 n;—arna
sluéajna promenljiva i svako c?‘ pripada A.

Verovatnosna logika L p

Logika Lap je slicna infinitarnoj logici L4 osim &to su kvantifikatori ¥z 1 Jz
zamenjeni verovatnosnim kvantifikatorima Pz > r. Model za ovakvu logiku je
model za logiku prvog reda sa verovatnosnom merom na univerzumu takvom da je
svaka relacija merljiva. Formula (Pz > r)®(x) znaéi da skup {z | @(x)} ima meru
najmanje r.

Pretpostavicemo da je A dopustiv skup ([1]) takav da w € A i svaki a € A je
prebrojiv, i da je L prebrojiv A—rekurzivan skup finitarnih relacijskih i konstantnih
simbola.

Logickr stmboli logike L 4p su:

1) prebrojiv niz promenljivih {v, | n € N};
2) veznici =1 A;
3) kvantifikatori (Pz > r), gde je = (z1,.. ., &n) n—torka razli¢itih varijabli a
e AN, 1];
4) znak jednakosti = (neobavezno).
Skup formula logike L 4p je najmanji skup takav da:
(1) svaka atomska formula je formula od L 4p:
(2) ako je @ formula, onda je =@ formula:
(3) ako je I" € A skup formula koji sadrzi konaéno mnogo slobodnih promenljivih,
onda je A I' formula;
(4) ako je @ formula, onda je i (Pz > r)® formula.

Dakle, formule logike L 4p su izgradjene tako da je Lap= ANL,, p. Ocigledno je
kvantifikator Pz > r slab analogon kvantifikatora Vz, dok je Pz > 0 jaéi analogon
kvantifikatora 3.

Neka je 2 verovatnosna struktura za L. Relacija zadovoljenja formula logike
Lapu strukturi A se definise kao i za logiku L 4 osim §to za slucaj kvantifikatora
1Marno:

(
(
(
7
(

— —

Fa (PY > r)o(Z,§)[@] akko w™{b o @[a,b]}>r

Iz Fubinijeve teoreme sledi da je za svaku formulu &(7,y) logike Lapi svako

a € A™ skup {b | f=o ®[a b]} p")—merljiv, odnosno da je gornja definicija korek-
tna.

D.Hoover uvodi aksiome i pravila izvodjenja za logiku L 4p i dokazuje potpunost
tog skupa aksioma samo za gradirane verovatnosne strukture. Keisler upotpunjuje
skup aksioma za verovatnosne modele aksiomorn By i teoremu potpunosti za logiku
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L ap dokazuje u dva koraka. Prvi je konstrukeija slabog modela u kome su zadovo-
ljene sve aksiome logike Lap , a drugi konstrukcija jakog, tj. verovatnosnog modela
koriséenjem slabog modela.
Aksiome za slabu logthu Lap su:
Ay Sve aksiome logike L4 bez kvantifikatora.
Ay (PZ >7)0 — (Px > s)®, gder>s.
Ay (PT > 1)@(%) — (Py > r)o(y).
Ay (Pz > 0)0.
As (i) ((PT < )P A(PT <sW) — (Pz <r+s)(@VY);
(ii) (PT = r)®@A(PT > s)W A(Pz <0)(PAW)) — (Pz 27 +35)(@VY).
Ag (PT > 1)@ = Vpen(Pz 2 v+ 1/n)d.
Dodatne aksiome za gradiranu Lap su:
Bi Apcp(PT2r)\NI—(PT 2r)AT,
gde je I') konacan podskup od I'.
By (Pzy...xn 2 P = (Pzgy...Zqn 2 r)®,
gde je m permutacija skupa {1,...,n}.
Bs (PZ > r)(Py > s)0 — (Pzy 271-5)9,
gde su sve promenljive u T i y razlicite.
Dodalna akstoma za punu Lap:
By (PZ > 1)(PY > 0)(PZ 2 )(®(%.%) = (Y, 7)),
gde su promenljive u 7.y, z razlicite ir < 1.
Aksiome za alomiénu L 4 plogiku sadrie aksiome pune Lgp i aksiomu
A (Pz>1)(Py>0)e=uy.

Napomena 1.3. Aksiome gradirane L4p zajedno sa aksiomom A daju B, ak-
siomu. Zaista, za svako @ € A", ,u("){_b- € A" |Ea (PZ > re(a,z) —
@(b,z)} > p{a}ip™{a} >0 za skoro svako a.

Pravila izvodjenja za sve navedene logike su:

R, @,@ — ¥ F¥ (modus ponens)
Ry {@ =V |¥weTl}r®— AI' (konjunkcija)
R; & —¥(7)F&¢ — (Pz > 1)@1(-?:), gde 7 nije slobodno u @ (generalizacija).

Da u aksiomi Bz ne vazi ekvivalentnost 1 da kvantifikatori Pz >riPy>sne
komutiraju pokazuje sledeéi primer.

Primer 1.4. Neka je A = {a,b,c}, p(a) = p(b) = plc) = 1/3 1 R binarni
relacijski simbol jezika L.
(a) Ako je R = {(a,a), (a,b),(b.b),(b,c)}, tada =g (Pz > 1/2)(Py > 1/2)R(z,y)
i Eo (Pzy > 1/4)R(z. y). ali o (Py 2 1/2)(Pz > 1/2)R(z,y).
(b) Ako je R® = {(a,b),(b,c),(c,a)}, tada o (Pzy 2 1/4)R(z,y), ali ne
o (P2 > 1/2)(Py > 1/2)R(z,y), niti Fa (Py 2 1/2)(Pe > 1/2)R(z, ).

Teorema 1.5. Teorija T je konzistentna u slaboj L ap (aksiome Ay — Ag) akko
postaoji slab verovatnosni model za T u kojem je svaka teorema logike L 4p taéna.

Ova teorema se dokazuje primenom uobicajene Henkinove konstrukcije.
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Teorema 1.6. Teorija T' je konzistentna u gradiranoj L op (aksiome A — Ag,
By — Bs) akko postoji gradirani verovatnosni model za T' u kojem je svaka teorema
logike L 4p tacna.

Dokaz se izvodi primenom teoreme 1.5 1 tehnika nestandardne analize.

Hoover daje primer poznat kao "White Noise” kojim se odredjuje gradirana
verovatnosna struktura koja nije L 4p-ekvivalentna nekoj verovatnosnoj strukturi,
odakle zakljucuje da je potrebno prosiriti skup aksioma gradirane L4p. To ¢ini
Keisler uvodjenjem aksiome By koja obezbedjuje aproksimaciju skupa @( =, y) kon-
a¢nom unijom merljivih pravougaonika.

Teorema 1.7. Ako je 2 gradirana verovatnosna struktura koja zadovoljava
sve teoreme logike Lap, ¢ > 0 i ®(y) formula sa slobodnim promenljivim Y =

(y1.-. ,yn), tada postoji konaéne mnogo formula !P;_,-{E:',yj), =0 W W
l,....n tako da
m n
Fa (PZ>0)(PY > 1-¢) [@(7) = \/ A ;(,u)
i=1j=1

Navedena aproksimacija L 4 p-definabilnih skupova konaénom unijomn (7 -merlji-
vih skupova daje moguénost izgradnje verovatnosnog modela L 4p-ekvivalentnog
gradiranom verovatnosnom modelu A = ("A,* Ry, "¢, fn), Sto predstavlja poslednji
korak u resavanju problema potpunosti logike L 4p.

Teorema 1.8. Prebrojiva teorija T' je konzistentna u L 4p akko ima verovatnos-
ni model.

Pretpostavimo sada da jezik L ne sadrii konstantne simbole.

Neka je 2 verovatnosni model. Element a € A je atom ako skup {a} ima pozi-
tivnu meru. 2 je atomiéna struktura ako je svaki element atom.

Jasno je da je svaki atomi¢an model prebrojiv.

Teorema 1.9. Prebrojiv skup reéenica T' atomiéne L 4p ima model akko je T
konzistentna u atomicnoj L 4p logici.

Lako se moze proveriti da se u atomi¢nim modelima uobiéajeni kvantifikatori
mogu definisati pomoéu verovatnosnih na sledeéi nagin:

Fa (Y2)(z,y) = (Pe > )O(x,¥) i | (r)d(z,y) < (Pz > 0)d(z, 7).

Od ostalih model-teoretskih rezultata za logiku L4p pomenimo Barwiseove teo-
reme potpunosti i kompaktnosti i konaénu kompaktnost.

Teorema 1.10. Skup valjanih reéenica logike L 4p je ¥ ,-definabilan na A.

Teorema 1.11. Ako je T teorija logike L ap 5,-definabilna na A, ¢iji svaki
A-konacan podskup ima verovatnosni model, tada i T ima verovatnosni model,

Da logika L4p ne zadovoljava punu kompaktnost pokazuje sledeéi primer.



Primer 1.12. Ako je T = {(Pz < 1/n)R(z) | n € N} U {(Pz > 0)R(z)} gde je
R unarni predikat, onda svaki konacan podskup od T' ima verovatnosni model ali
T nema model.

Medjutim, kompaktnost vazi za neke klase re¢enica.

Skup univerzalno konjuktivnih formula logike Lap je najmanji skup koji sadrzi
sve formule bez kvantifikatora i zatvoren je za proizvoljne konjunkcije, konacne
disjunkcije i kvantifikatore Pz > 7.

Teorema 1.13. Neka je T skup univerzalno konjuktivnih recenica logike Lap.
Ako svaki konacan podskup od T ima gradirani model, onda i T ima gradirani
model.

Ova teorema ne vaii za verovatnosne modele jer aksioma By nije univerzalno
konjuktivna.

Na kraju, pomenimo vezu izmedju verovatnosnih struktura i struktura sluéajne
promenljive. Primenom Fubinijeve teoreme mozemo zakljuéiti da svaka relacija
R(z,y) u verovatnosnom modelu A generise slucajnu promenljivai X : A — &

definisanu sa X (a) = " {b |=a R(a, b)}. Kako se uslov X(a) > r moze izraziti
sa l=o (Py > r)R(x, y)[a], razne osobine slu¢ajnih promenljivih mozemo zapisati
refenicama verovatnosne logike.

Primer 1.14. X, — X s.s. izrazavamo pomocu

(Pe> DAV A | Xe(@) = X(2) I 1/n,

n om k>m

gde se | Xi(2) — X(z) |< 1/n moze izraziti pomocu

A(Xele) > g = X(2) 2 g = 1/n) A(X(2) 2 g — Xi(@) 2 g 1/n)
gel

Pomoéni jezik za jezik L = {Xi,¢; | i € I,j € J} koga &ne simboli sluéajnih
promenljivih i konstanti je jezik L' = {[X; > rl,[Xi <rliej i€l je ] re Q).
Skup formula za logiku slucajne promenljive L ap(I2) definisemo kao skup formula
logike L'y p. Aksiome t pravila 1zvodjenja za Lap(R) su aksiome i pravila izvodjenja
za L'y p uz dodatak sledecih aksioma:

C, [Xi>r]—=[Xi>s], gder>s;
'y [J\'%' > ?‘] — Vn.[){f - 1/1’1];
Cs [Xizr]= N\ [X:i > r—1/n];
Cs V,([Xi > —n]n[X; <n)).
Model-teoretske osobine logike L 4 p(R) izvodimo iz odgovarajucih osobina logike
' p tako §to verovatnosni model 2 prevodimo u model slu¢ajne promenljive 2
pomocu

X%(d) = sup{r € Q | o [X > r][a]}.

Teorema 1.15. Prebrojiva teorija T logike L 4p(R) ima model slu¢ajne promen-
liive akko je konzistentna u logici Lap(R).



2. SLABA VEROVATNOSNA LOGIKA
SA INFINITARNIM PREDIKATIMA

U ovom delu definisemo logiku L(V, v, m, R), kraée L, kao logiku koja ima infini-
tarne predikate iz datog skupa P, generalisane obiéne i verovatnosne kvantifikatore
1 iskazne veznike. Karakteristi¢no je da se u svakoj formuli ove logike moze pojaviti
beskonaéno mnogo promenljivih, ali samo konaéno mnogo kvantifikatora i iskaznih
veznika. To je uslovilo da skup R vrednosti za r (koje se javlja u Pz > r) bude
konaéan i da se umesto Arhimedove aksiome uvede aksioma A;;. Ostale aksiome su
aksiome slabe verovatnosne logike kao 1 aksioma koja izrazava vezu izmedju obiénih
1 verovatnosnih kvantifikatora (Ayy). Slaba verovatnosna struktura za logiku L kao
i relacija zadovoljenja formule u modelu se definiu analogno odgovarajuéim poj-
movima u slaboj logici L4p. Na kraju dokazujemo slab stav potpunosti za logiku
L. Dokaz je Henkinovski sa tom razlikom §to ulogu konstanti preuzimaju nizovi
novouvedenih promenljivih.

Sintaksa za logiku L(V,v,m,R)

Najpre definisemo sta su polazni simboli i kako se grade formule u formalnom
sistemu L(V, v, m, R), krade L.
Neka su:
V1 P disjunktni skupovi simbola,
v preslikavanje skupa P u skup ordinala,
m kardinal,
R konac¢an podskup intervala [0, 1] takav da vaii
(1) {0,1} C R,
(121) ako s € R,onda | — s € R,
(212) akos,r € R,onda s+re Rilis+r > 1.
Pretpostavimo da V, v, m zadovoljavaju sledeée uslove:
I V je beskonaéan;

o
I m<V
T v(p) <V, za svako p iz P.
Za samu konstrukeiju logike L ovi uslovi nisu neophodni, no, kako su potrebni
za veéinu stavova, mi éemo ih unapred zadati.

Simboli logike L(V, v, m, R) su:
znak negacije -,
znak disjunkcije Vv,
univerzalni kvantor ¥,
verovatnosni kvantori P. > r, za r € R,
varijable v € V,
predikati p € P,
zagrade (,).




Akoje pe P iz € V"W onda p(x) je atomska formula.
(1.1) Atomske formule su  formule.
(1.2) Akosu @ i ¥ formule, onda su i =@ i (¢ VW) formule.
(1.3) Ako je @ formula, 2 € V* niz razlicitih varijabli duzine a, & < m, onda su
(Vz)® 1 (Pz > r)® formule.
(1.4) Formule se dobijaju samo kona&nom primenom (1.1), (1.2)1(1.3).
Skup formula logike L oznagavademo sa F'.

Sada rekurzivno definisemo skup V; (@) slobodnih varijabli formule @ € F:
(2.1) ako @ = p(z), onda Vi (@) = rang z;
(2.2) ako @ = =¥, onda V(@) = V;(¥);
(2.3) ako @ =¥V @, onda Vy(®) = V;(¥) U V;(O);

(2.4) ako @ = (Va)¥, onda Vy(®) = Vi (¥) \ rang x;
f i

(2.5) ako ® = (Pxz > r)¥, onda V;(®) = Vy(¥) \ rang z.
Sliéno, definisemo skup V; (@) vezanth vargabli formule @:

(3.1) ako @ = p(z), onda V3(P) = ¢;

(3.2) ako @ = ~W, onda Vy(P) = Vi(¥);

(3.3) ako @ = ¥V @, onda Vi(®) = Vy(¥) U V4(O);

(3.4) ako @ = (Va)¥, onda V(@) = Vp(¥) Urang 2;

(3.5) ako @ = (Px > r)¥, onda V3(®) = Vp(¥) Urangz.

Na kraju, definisemo skup V(@) svih varigabli formule @:
V(e) = Vi (@) U Vi ().

Za svako 7 € VV i svako @ € F, rekurzivno definisemo S(1)®:

(4.1) ako @ = p(z), onda S(7)P = p(Tozx);

(4.2) ako @ = =W, onda S(7)® = =S(7)¥;

(4.3) ako @ =¥ v O, onda S(r)® = S(1)¥ V S(7)0;

(4.4) ako @ = (Vz)¥, onda S(7)® = (Yroz)S(7)¥ ;

(4.5) ako @ = (Px > r)¥, onda S(1)® = (Prox > r)S(7)V.
Jasno je da S(7) vrsi supstituciju svake varijable v u @ sa 7(v).
Sli¢no, definisemo i Sy ()@, za svako 7 € VVidekF:

5.1) ako @ = p(x), onda Sy(7)® = p(Tox);

5.2) ako @ = =¥, onda S;(7)P = 5S¢ (7)¥;

} ako @ =WV 6O, onda Sy(r)P = Sp(7)¥ V Sf(7)6;

) ako @ = (Va)¥, onda Sy (1)@ = (V&)Sp(o0)¥ ;

) ako @ = (Pz > r)¥, onda S;(r)® = (Pz > r)S;(o)V,

gle e o€ V¥ Ta(h) = { r(v), veEV \rangr

v, v e rangx.
Intuitivno, Sy ()@ vrii supstituciju svake slobodne varijable v formule @ sa 7(v).
Napomena 2.1. Za f € Y* i proizvoljan skup Z, neka je
12 ={(z, f(z))|x € XN Z}U{(z,2)lz € Z\ X},

tj. f1Z je restrikcija funkcije f na Z, ako je ZC X, odnosno ekstenzija funkcije f
identi¢nim preslikavanjem, ako je X C Z.
U skladu sa napomenom, mozemo pisati ¢ = (1 [(V \ rang ) V.

Zare VW, WCV, nekaje S(r)® = S(r1V)® i Sy (1)@ = Sy (rV)P.
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Lema 2.2. (i) Ako® € F, € VV i7[V(®) je I-1 funkeija, onda S(7)® € F.
(i) Ako® € F, 7 € V¥, onda S;(r)d € F.

Dokaz je jednostavan, indukeijom po slozenosti formule @. S obzirom na defini-
ciju (1.3), uslov da 7 [ V(@) bude 1-1 preslikavanje se ne moze izostaviti.

Uvedimo sledede oznake:

PAY  za —1(—1@\/—;!{/)_‘
D —¥ za PV,
D=V za (P—-VU)A(W — ),
V@ za —(Pz>r)d,
(Pz>r)® za —(Pz>1-r)-9,
)9 za (Pz>1-r)-Q,
)

)P za —(Vz)-P,
T za @V,
1 za @A-D.

Sada dajemo pravila izvodjenja i aksiome za logiku L.
Pravila 1zvodjenja za logiku L su sledeéa:

R; Maodus ponens:
b P -V
Ry Generalizacija:
S+ (Vz)d,
Rs Supstitucija:
Dk S(r)d, gde T:V(0) LV,
R4 Slobodna supstitucija:

SH(r)@ @, gde 7:V;(®) 15V \Vi(d).

Akstome za logiku L su sledede:
Ay Iskazne aksiome,
Ay (Va)(@ = ¥) — (@ — (Y2)W), rangz CV \ Vi(®),
Az (V)@ — Se(7)®, 7:rangz — V\ V3(®),

Ag (Vx)® — (Vroz)®, gde je 7 bijekcija na rangr,
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As (Pz>0)9,

A (Pr>3s5)@ —(Px>r)P, zas>r,

Ar (Px > )@ A(Pz>rWA(Px 2> 1)(-®V~V¥)— (Pr> min(1, s+ 7)) (@ V),
Ag (Pz < s5)® A (Pr < r)¥ — (Pe <min(l,s + 7)) (®VY¥),

Ay (Pr < s} — (Px <5)@,

Ay (Pz > s —(Pz>r)P, zas>r,

Ay (Pz > )@ — (Pz>sH)®, gdejest =min{r|r>s, 1€ R},

Ay (V)@ — (Pz > 1)®,

glesu®, ¥V eF, s,re RizelV" niz razliéitih varijabli, za &< m.

Dokaz za formulu @ u L je konacan niz formula &iji je poslednji ¢lan formula &,
a svaki ¢lan niza je ili aksioma ili formula dobijena iz prethodnih primenom pravila
izvodjenja.

Ako postoji dokaz za @ u L. onda se @ zove leorema u L i oznacava b @.

Zal C F.® € F.kazemo da je ® izvodljivo iz I" i pisemo I" i @, ukoliko postoji
niz formula @,,..., ¢, € [' takoda by @y A--- APy — @.

Skup I' C F je nekonzistentan ukoliko I' by L, inace je konzistentan.

Lema 2.3. Neka je @y, ..., ®, dokazu L, X = V(®)U---UV(®,), Te VX

i-1 preslikavanje. Tada S(T)®1, ..., S(7)®,, je takodje dokaz u L.

Doka:z.

Pretpostavimo da tvrdjenje vazi za svaki dokaz duZine manje od n, dokaZimo da
va#i i za dokaz duzine n. Neka je @y, ..., @, dokaz za @,, tada @, Je, ili aksioma,

ili dobijeno iz prethodnih formula po pravilima izvodjenja. Ako je @,
(1) aksioma, recimo Az, tada

@, = (Y2)@ — S;(0)®, zao:rangz —V \ Vi(®),

pa je

S(7)®, = (Vrox)S(r)® — S(7)Ss(0)®.

Neka je 01 = Tooor™! [ rang(roz), tada oy : rang(rox) — V \ Vi(S(r)@) 1
roo | X = o,o1, pa ce biti

S(r)®, = (Yrox)S(T)® — Sp(01)S(T)P
§to je aksioma. Sliéno, za ostale aksiome.
(2) dobijena iz prethodnih formula po Ry, tj. @, @ — Pn Fr P,. Odavde, po
indukeijsko) hipotezi
Fr S(r)Pr, Fo S(r) (P — é,), .
Fr S(r)@r, Fr S(T)@r — S(7)Pn
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odakle, po Ry, dobijamo Fp S(7)®,,.
(3) dobijena iz prethodnih formula po R, tj. @4 b (V2)@, = @,,. Odavde, po
indukeijskoj hipotezi
Fr S(m)Ps,

odakle, po R, dobijamo
Fr (Vroz)S(T)®y,

odnosno,

Fr S(7)(Vz) Py,

tj.
Fr S(T)®n.

(4) dobijena iz @ po Ra, tj.
O b S(0)Py = D, gde o : V(Br) S V.

Tada, po indukeijskoj hipotezi,
Fo S(7)P%.

Neka je 01 = Tooor™! [ 1 (V(P4)), tada oy : V (S(7)8x) ~= V, pa, po Ra,
S(r)®k k1 S(01)S()®y.

Kako je oyo7 = 700 na V (&), to je, dalje,
S(r)®y Fr S()S(0)Py.

(5) dobijena iz @; po Ry, tj.

P = Sp(0)Py by Py, gde 02 Vi(Pp) -2V Vi(D)).
Tada, po indukeijskoj hipotezi,

i S(T)SI (U)én .

Neka je 01 = rogor™! [ 1 (V;(®,)), tada o : V; (S(1)®n) = V\ Vs (S(T)®,,) , pa,
po R4J
S5(01)S(r)Pp b S(T)Py,

odnosno,

.5‘(T)Sf(o‘)@n !_L .5'(T)Q5n.
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Semantika za logiku L(V, v, m,R)

Slaba verovatnosna struktura lipe v je struktura
Ql p— (!‘l, .H,p, '”“)PEP.ﬁ{m

gde je A neprazan skup, K, C AY(P) i, konaéno aditivna verovatnosna mera na A
ranga R. takva da je skup {boz | |Ea ®[b], b[(V \rangz) = a[(V\rangz), b€ AV}
jio merljiv, za svaki niz razlicitih varijabliz € V', za svako a € AY isvaku formulu
¢ € F, pri éemu je relacija zadovoljenja definisana na sledeéi naéin:

(6.1) Ako @ = p(zx), onda fEqg Pla] ako aox € R,.
(6.2) Ako @ = —W, onda |y @[a] ako nije f=q ¥[a].
(6.3) Ako @ = (¥ V ©), onda =g ®[a] ako f=a ¥[d] ili Fa Ola].

(6.4) Ako® = (Vx)¥, onda =g P[a] ako za svako b € AY takvodab | (V\rangz) =
a | (V\ rangz) vaii =o P[b)].

(6.5) Ako @ = (Pz > r)¥, onda =9 ®[a] ako paf box H:gl @b)ib | (V\rangz) =
al (V\rangz)} >r.

Formula @ je zadoveljiva n modelu % ako postoji a € AV tako da o ®[a].

Skup formula [' C F je zadovoljiv u modelu 2 ako postoji a € AY | tako da,
4a svako @ € I, vazi g ®[a]. I' je zadovoljiv ako je zadovoljiv u nekoj slaboj
verovatnosnoj strukturi tipa v.

Formula @ je taéna u 2 ako, za svako a € AY, vazi o P[a].

Formula @ je valjana ako je taéna u svakoj slaboj verovatnosnoj strukturi tipa

Teorema 2.4. Nekaje I' C F, @, € I', A struktura tipa v, a € AY Tada:
(i) Ea (P AW)[a] akko o @] i Fa ¥[a].
(ii) o (@ — ¥)[a] akko nije o @[a] ili o ¥a].
(1) Ako v V(®) "L v onda o S(7)®[a] akko g Plac(T]V)].
(iv) Ako T Vi (@) — V \ Vi(®), onda = Sy(7)®[a] akko F=x Plao(T[V)].
(v) Ako je @ teorema logike L, onda je ® valjana formula.
(vi) Ako je skup formula I' zadovoljiv u nekom slabom verovatnosnom modelu tipa
v onda je I' konzistentan skup formula u L.

Dokaz.
(ili) Indukeijom po slozenosti formule @.

Ako @ = p(z), onda

o S(7)@[a] akko Ea p(rox)[a], po (4.1)
akko acTox € Ry, po (6.1),

akko [z p(z)[ac(r[V)].
Za®=-Wid=wVea je jednostavno.
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Neka @ = (Vz)¥, gde je z niz razlicitih varijabli duzine o, za @ < m, i neka
Ea S(7)@[a]. Tada po (4.1)

Ea (Vroxz)S(r)¥[a],
odnosno, za svako b € AV takvo da b[(V \ rang roz) = a[(V \ rang roz) vaii
S(7)w[b].

Neka je ¢ € AY takvo da ¢ [ (V \ rangz) = (ao(r [ V)) [ (V \ rangz) i neka
b=cor~!|rang(rozx)Ual(V \ rang(roz)). Tada

Fa S(m)¥[b],
pa po indukcijskoj hipotezi
Fa Ulbo(rV)].
Kako je (bo(7[V)) [ V(@) = ]| V(P), to ée biti
Fa ¥[c],

odakle, po definiciji (6.4), sledi
Fa (Va)¥[ao(r [ V)].

Obrnuto, neka o (Yz)¥[ao(r [ V)]. Tada, za svako b € A" takvo da
bI(V \rangz) = (ao(r|V))[(V \ rang z) vaii

Fa ¥[b].

Neka je ¢ € AV takvo da ¢[(V \ rang (roz)) = a|(V \ rang (roz))ib=corUal|
(VA V(®)). Tada b[(V \ ranga) = (ao(r[V))[(V \ rang z), pa

Fa w[b].
Kako je b[ V(®) = (co(r [V)) [ V(®), to ée biti
Fa leo(r[ V)],

pa po indukeijskoj hipotezi,

Fa S(7)¥[c],
odnosno, po definiciji (6.4),

Ea (Vroz)S(T)¥]a], tj.
Fa S(r)(Yz)¥[a].
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Neka je @ = (Pz > r)¥, x niz razliéitih varijabli duzine o, za @ < m. Treba
pokazati

Ea S(r)(Pz > r)¥[a] akko o (Pz 2> r)Wlao(r[ V)], tJ.

o (Proz > r)S(r)¥la) akko o (Pz 2> r)W[ao(7| V)], odnosno

sa{boroz | b[(V \ rang (roz)) = al(V \ rang (roa)), Fa S(r¥[E]} > r
akko
po{coa | e[ (V \ rangz) = (ao(rV))[(V \ rang z)), Fa Y]} =7

Pokazaéemo da su skupovi

S = {borox | b[(V \ rang (rox)) = a[(V \ rang (Toz)), Eo S(T)¥[b]}

T = {cox | c[(V \ rangz) = (ao(r[V)) [ (V \ rang z)), Fa ¥e]}

jednaki.

Neka cor € Tib=cor™'Ua[(V\7(V(®))). Tada
e[ (V\ rangz) = (ao(r V) [(V \ rangz)) i Fa ¥
Kako je ¢ [ V(¥) = (bo(r | V) V(¥) imaéemo
Ea ¥[bo(r V)],
odakle po indukeijskoj hipotezi sledi
o S(r)¥[b].
Kako je jos b[ (V' \ rang (roz)) = al(V \ rang (rox)), to ée biti boroz € 3, pa,
zbhog cor — borou, sledi da cox € 5.
Obrnuto, neka boroxz € 5, t).
BI(V \ rang (rox)) = al(V \ rang (rox)) i Fa S()¥[b],
i neka ¢ = bor Ua | (V \ V(®)). Tada, po indukeijsko] hipotezi,
o Wbo(r V).
§ obzirom da ¢ [ V(@) = (bo(7 [ V)) [ V(®), to ce biti
Fa ?[d],
$to zajedno sa ¢ [ (V \rang ) = (ao(r [V)) [ (V \rang ¢) daje cox € T', tj. boroxr € 1",
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(iv) Shi¢no dokazu pod (ii1). Jedini interesantni slu¢ajevi su kada @ = (Va)¥ i
D= (Pzr>r).

Neka @ = (Vz)¥ i o Sp(7)(Ve)¥[a], tj. Ea (V2)S; (7] Vi (¥))¥]a], odnosno,
za svako b € AY takvo da b[(V \ rangz) = a[(V \ rangz) vazi

a Sy (7 1Vy () W]b).

Neka je ¢ € AY takvo da ¢ | (V \ rangz) = (ao(r [ V)) | (V \ rangz) i neka
b=clrangzUal(V \ rangz). Tada, po indukcijskoj hipotezi,

Fa W(bo((r[ Ve () [V)],

odnosno
o lbo(r V)]
Kako je bo(7[V) = clrangz U (ao(7[V))[(V \ rangz) = ¢ imaéemo
IZQI» W[C]!
t.
Fa ®lac(r[V)].

Obrnuto, neka [=o (V2 )¥[ao(7 | V], t]. za svako b € AV takvoda b[(V\rangz) =
(ao(T| V) [(V \ rang z) vazi
Fa [b].

Nekace A c[(V\rangz) = a[(V\rangz)ib= (7| V). Tadab|(V\rangz) =
(ao(r[V))[(V \ rang z) pa
Fa (8],

t].
I:QL !!’[CO{T [ L)]
Kako je 7[V = (r[V;(¥)) |V imaéemo po indukcijskoj hipotezi

Fa Sy (T Vi(¥)) ¥,

t].
Fa Sp (T1V;(¥)) @[a).

Neka je sada @ = (Pz > r)¥. Treba pokazati
Fa Sp(r)(Pz > r)W[a] akko |=q (Pz>r)Wlac(r|V)] tj.
Fa (P22 r)Sy(r[Vi(@)Wla] akko o (Po > r)Pas(r[V)] 4.
fatbox [ B[ (V' \rangz) = a[(V \ rangz), o Sy (r[ Vi (¥)W[b]} > r akko
Ha{cox | e[ (V \ rangz) = (ao(r[V)) [(V \ rang z), Ea ¥[c]} > r.
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Pokazademo da su skupovi

S = {box|b](V\rangz)=a|(V\rangz), o Sp(r [ Vi(¥))w[b]}

T = {cox | ¢[(V \ rang z) = (ao(r[V)) [(V \ rang z), Fa ¥[c]}

Jednaki.

Ako box € S, onda b [ (V \ rangz) = a[(V \ rangz) i o S¢(7 [ Vi (&) [b].
Kako 7 : Vi{(®) — V \ Vi(@), to (bo(T[V)) [(V\rangz) = (ao(7 [ V) [(V \rang z).
Jos je po indukeijskoj hipotezi

Ea Wlbo((r IV (@) V)],

odnosno

Fa Plbo(r[V)].
pa ¢e biti bo{7 [ V)or € T. Poso je 7] rang x identi¢no preslikavanje bo(1 [V ez = bor,
pa box € 1"

Obrnuto. ako coz € T, onda ¢ [ (V \rangz) = (ao(r[V)) [(V \rangz)i Fa ¥e].

Neka b= c|rangeUa[(V \ rangz), onda ¢ = bo(r[V), pa

Fa lbo(r[ V)],
odakle po indukcijskoj hipotezi sledi

Fa Sy (r [V (#)w(e].

Kako je b[(V \ rangx) = a[(V \ rang z), to ¢e biti box € 5.

(v) Najpre pokazimo da u modelu 2 vaze sve aksiome. Zadrzacemo se na verovat-
nosnim aksiomama. Aksiome A; do Aj; vaie u svakom slabom verovatnosnom
modelu, jer su to osobine konaéno aditivne verovatnosne mere. Pokazimo Aqs, tj.
da za bilo koje a € AY

o (Yo)@ — (Px > 1)@[a].

Ako [=q (V2 )®[a], onda za svako b € AV takvo da b[(V \rangz) = al(V \rengz)
vail o @b, 4.

sa svako b e AV, box € {coz | c[(V \ rangz) = a[(V \ rang z), Fa @[c]}.
Znaél,
AY = {boz | be AV} = {cox | ¢[(V \rangz) = a[(V \ rang z), Fa é[c]},
pa je
pa{cox | el (V \ rangz) = a[(V \ rangz), Fau P[c]} = pal(A%) 2 1, 1.

Fa (Pz > 1)®[a].
Jednostavno se. takodje, proverava da se od teorema koje vaze u svakom slabom
verovatnosnom modelu tipa v, primenom pravila izvodjenja dobijaju formule koje
takodje vaze u svakom slabom verovatnosnom modelu tipa v.

(vi) Sledi iz (v).
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Leme potrebne za dokaz stava potpunosti

U ovom delu éemo dokazati éetiri leme potrebne za Henkinovski dokaz stava
potpunosti.

Oznatimo sa V™ skup simbola takav da je V* > Vi V*n P = . Neka
L* = L(V*,v,m, R) i F* skup formula u L*.

Formula @ je V-formula u L* ako @ € F* i V3(®) C V. Formula @ je V-reéenica
ul®ako®e€ F*, (@) CViVy(®)CV*\ V.

Lema 2.5. Neka je F' skup svih V-formula u L*. Tada

=n —(p)
=)V +) vV
n<m pPEP
Dokaz.
Za svako p € P, broj atomskih formula je V*"(P), pa je ukupan broj atomskih
formula jednak Zpep %y 2 1 vaZi EpEP v el < F’. Nizova promenljivih = €

V¥za@ < mima ). vV ; sto pred%tavlja 1 broj univerzalnih i verovatnosnih

n<m
kvantifikacija, pa vazi )~ vV < T7. Kako iskaznih veznika ima konacno mMnogo i
u svakoj formuli se pojavljuju konaéno mnogo puta, vazide Ry < . Iz svega ovoga

dobijamo

ZV +ZV*—~_)+NQ .

n<m peP

Obrnuto, kako je svaka formula u F’ konstruisana od konaéno mnogo atomskih
formula, iskaznih veznika, univerzalnih i verovatnosnih kvantifikatora, to ée broj
formula biti manji ili jednak broju konaénih podskupova skupa koji sadrzi sve
atomske formule, sve umveraalnﬁ 1 verovatnosne kvantore 1 sve veznike, a taj broj

38 Xomem V o+ Zpep + Rg. Znaéi, vazi i

< Z?"A-Z%mﬂto

n<m peP

Lema 2.6. Neka je I' C F. Tada, I' je konzistentan skup formula u L* akko I’
Je konzistentan skup formula u L,

Dokaz.
Ako I'p L, onda I' g L, jer je svaki dokaz u L takodje dokaz i u L*.
Obrnuto, neka I' Fr. L, tj. postoji niz formula Dq,...,9, 1z I" tako da

Frs @A AP, — L,

Neka je @ = &1 A - AD, — L, Wy, ... W, dokaz za & = lﬁm ul*i.X =
V(P )u---UV(&,). Jasno, X C V*. MedJutlm kako u ¥,,...,¥,, ima konaéno
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mnogo predikata p € P i za svaki je v(p) < V i konaéno mnogo kvantifikacija po
< V promenljivih, to ée biti X <V, pa postoji 7: X Loy, Tada, po lemi 2.2,
niz S(7)¥1, ..., S(7)¥m je dokaz za S(7)® u L*. Posto formule Sy, ...\ S(T )W
pripadaju F ovo je dokaz i u L. Zna¢i,

FL 45(7’]@5

Neka o = 7 | V(@). Tada S(a)® = S(r)®. Posto & € F', imamo V(i@)cCcV,a
kako je jo& o 1-1 preslikavanje, dobijamo da o' V(S(e)P) Il v. Po pravilu
supstitucije imamo

Fr S(e=1)S(e)®, tj.
L @,
sto znaéel ['—p L.

Lema 2.7. Svaki konzistentan skup I' V-recenica u L* se mofe rasiriti u mak-
simalno konzistentan skup V-recenica u L*.

Doka:.

Neka je {¥, | v < a} skup svih V-retenica u L*. Sada girimo, korak po korak,
skup I' dodajuéi mu one V-recenice koje ne narusavaju njegovu konzistentnost.
Zapravo, definisemo niz 'z, 3 < «, na sledeci naéin. Stavimo

o=1T,

Fe:{ Iy, ako I, U{Wy}Fpe L
! I, U{¥,}.  inace

I's = Uy Iy ako je 8 graniéni ordinal razli¢it od nule.

Ako I, br- L, onda, zbog finitnosti dokaza, postaji 3 < a tako da Iz Fp- L
sto je nemoguée po konstrukeiji Iy, Znaci, Iy je konzistentan. Pretpostavimo
da postoji V-regenica ¢ takva da @ g I',. Tada @ = W3, za neko 3 < «. Kako
Ws & [gqr, to TyU{Ws}hpe L pa [U{Ws} ke L, §to znaéi da je I, maksimalan
konzistentan skup V-recenica u L.

,ako F=~v+ 1.

Neka je V* # V i I" maksimalno konzistentan skup V-reéenica u L*. Oznacimo
sa A(I", V) strukturu definisanu na slede¢i nacin:

(7.1) A=V \V

(7.2) Ry, = {r € A" | p(z) € I'}, zasvakop€ P

(7.3) pafbox|Spb)ype b (V\rangz)=a| (V\rangz)} =
max{r | Sy(a)(Pz >r)® € I'}

za svaku V —formulu @, svako a € AY i svaki niz promenljivih z € V7.
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Lema 2.8. Neka je

(i) I' maksimalno konzistentan skup V-re¢enica u L™,

(ii) za svaku V-recenicu (Vx)¥ postoji T : rangz — V= \ V tako da
Si(r)¥ — (V)W eI

Tada

(a) U(L, V) je slaba verovatnosna struktura tipa v,

(b) za svaku V-formulu @ u L* i svaku funkciju b € (V*\ V)Y vazi

o @b | V] akko S;(b)® € T

Dokaz.

(a) Dokazimo najpre da je p, dobro definisana funkcija i da je to konaéno adi-
tivna mera na A%,

(1) pta je dobro definisana funkcija. Pokazimo da mera nekog podskupa od A®
ne zavisi od izbora formule kojom je taj skup definisan. Neka je

{box | Sib)@el, b|(V\rangz)=a| (V\rangz)} =
{fboz |Spb)P €L, b](V\rangz)=a | (V \ranga)}.

Tada, za svako b € A" takvo daje b | (V \ rangz) = a | (V \ rang ), ako
Sy(b)® € I' onda Sy (b)¥ € I', odnosno

Sy(b)(@—¥)€eT.

Po (ii), za V —re¢enicu (Yz)Sy(a | (V \ rangz))(® — ¥) postoji 7 € AT tako
da

Sg(1)Sy(a [ (V \rangz))(® — ¥) — (Yz)Sy(a | (V \ rangz))(® —¥) € T.
Odavde, za b= rUa [ (V \ rang z) imamo
Sp(b)(® — W) — (Y2)Sy(a | (V \ rangz))(® — W) € T,
pa, po Ry dobijamo
(Yz)Ss(a | (V \ rangz))(® = ¥) € I

Po AlQ je dal}e
(Pz > 1)5¢(a [ (V\rangz))(® —W¥)e T

Ako je

patboz | S;(D)P €T, b](V\rangz)=a | (V \rangz)} #
Halboz [St(BW el b | (V\rangz) =a [ (V \rangz)},

onda postoji s € R tako da
(Px>s)Sy(a [ (V\rangz))® € I'i (Pz > 5)Si(a | (V \rangz)) W ¢ I
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Dakle, imamno

(Px > s)S(al (V \rang2))® A=(Pz > s)Ss(a [ (V \ rang z))¥A
(Pz>1)Sp(a [ (V \rangz))(~PVV¥) el

Medjutim, po Ag

(Pe < 1-8)Si(a | (V\rangz))~® A (Pz <s)Sp(a | (V\rangz))¥A
~(Pz < 1)Sj(a | (V\rangz))(~@VV¥)¢ Tl

t].

(Px > s)Sp(a | (V \rangz))® A—(Pz > s)S¢(a | (V \rang o)) TA
(Pz>1)Ss(al (V\rangz))(~@VW¥) ¢ T
§to je u kontradikeiji sa prethodnim.
(2) pal(A™) = 1i ol = 0.
Kako je A = {box | Sj(@v @) eI b (V\rangz)=a | (V \ rangz)},

HNAMo

ta(AY) = pa{boz | S;(b)(@V-@)ET, b[(V\rangz)=a[(V \ rang )}
= max{r | Sy(a)(Pz > r)(@V Q)€ I'}.

Posto Sy (a | (V \ rang2))®V =Sy(a | (V \rangz))® € I', po Re
(Va)(Sf(a [ (V \ rangz))®V -Si(a | (V \rangz))P) €I
pa po A
(Pz>1)(Se(a [ (V\rangz))@V -~Ss(a | (V\rangz))®) € I,

odnosno
Sy(a)(Pz > 1)(@V D) e,

odakle je p, A" = 1.
Pokazimo sada da p,0 = 0. Jasno je da je

0={box|Spb)(@A-D)eT, b](V\rangz) y=al| (V\rangz)}.
Pretpostavimo da postoji r > 0 tako da Sy(a)(Pz > r) (@A -@) e I'. Tada
(Px < 1—r)=(Sp(a | (V \rangz))® A—St(a ] (V \rangz))®) € I', 1.

~(Pz>1=7)(St(al (V\rangz))®V-Ss(a | (V \rangz))®) € I

pa je
(Pz>1—1)Sp(a | (V\rangz))@V-Si(a [ (V \rangz))P ¢ I,
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odakle, po aksiomi A sledi
(Pz > 1)Sf(a [ (V\rangz))®V -Si(a | (V \ranga))® ¢ I,

jer 1 —r < 1. Zna¢i, dobijamo S¢(a)(Pz > 1)(® VvV ~®) ¢ I', sto je u kontradikeiji
sa prethodnim.

(3) Funkcija p, je nenegativna.

Iz As sledi da (P2 > 0)S¢(a [ (V \rangz))® € I', odnosno Sy(a)(Pz > 0)® € I
za svaku V-formulu @ i svako a € AV, pa je

pafbox | Sp(b)@ eI, b (V\rangz)=a | (V \rangz)} > 0.
(4) pa(A*\ B) = 1 — puB, za svaki skup B = {boz | Sy(b)® € I
bl (V\rangz)=a | (V \rangz)}.
Akoje B={boz |S;(b)@ e, b|(V\rangz)=al (V\rangz)}, tada

A“\B={bozx|S;b)@ ¢TI, b|(V\rangz)=a| (V\rangz)}
={box|Ss(b)~®ET, b](V\rangz)=a | (V\rangz)}.

Neka poB =5, 0 < s < 1. Tada max{r | Sy(a)(Pz > r)® € I'} = s, odakle
(Pz>s)Si(a| (V\rangz))® e I'i (Pz>sT)Si(a | (V \rangz))d ¢ I
Po AH sledi
=(Pz > s)Si(a | (V\rangz))® el

odakle
(Pz>1—5)2Sp(a | (V \rangz))® €T,

odnosno

Sy(a)(Pe>1—s)-d €T,

sto znaci da 1 —s € {r | Sy(a)(Pz > r)~® € I'}, tj. pa(A*\ B) > 1 — 5. Ako
pretpostavimo da postoji t > 1 — s tako da Sy(a)(Pz >1)~® € I', onda, po A}

(Pr>1—-s5)Sp(a | (V\range))® €I,

pa
(Px<1—s)St(a|(V\rangz))® & I' tj.

(Px > 5)Si(a | (V \rangz))® ¢ T,

§to je kontradikcija sa B = s.
Neka poB =01 pua(A*\ B) # 1, onda Sy(a)(Pz > 1)=@ ¢ I', odakle

(Pz < 1)=Sf(a [ (V\rangz))® € I,

odnosno
(Pz>0)Ss(a ] (V\rangz))® e I.
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Odavde, po Ay sled:
(Pz > 07)Sp(a | (V \rangz))® € I,
§to je kontradikcija sa pretpostavkom po B = 0. Slicno, kada g B = 1.

(5) pto je monotono rastuca funkeija.

Neka je ' = {boa | Sp(b)e € I, b | (V \rangz) = a | (V \ rangx)},
D={box|SibWel, bl (V\rangz)=a](V\rangz)}iC C D. Tada, kao
u (1),

(Pe > 1)(Si(a | (V\rangz))® — Sg(a [ (V \rangz))¥) € I.
Neka p,C = s, po D =ti1t < s. Tada
(Px>s)Sp(a ] (V\rangz))® € I'i (Pz > 5)Sp(a [ (V \ rangz))¥ gr, .

(Pz < 1—s)=Se(a] (V\rangz))@ € I'i (Px < s)Sp(a [ (V \rangz))W €T,
odakle po Ag sledi
(P < 1)(~Sp(a [ (V \ rang2))@V Sy(a | (V \ rangz))¥) € I
sto je kontradikeija sa
(Pa > 1)(Sp(a | (V\ rang2))® — Sy(a [ (V \rangz))¥) € I"

(6) i je konaéno aditivna funkcija.

Nekajo (' = {box | S ()@ € I, b | (V\rangz) =a | (V\rangz)}, D= {boz |
S;bW ET b1 (V\rangz)=al (V\rangz)},COD =0, paC =sipaD=t.
Tada

(Pzx>s)Sp(al (V\rangz))® € I'i (Pr > t)S¢(a [ (V \rangz) )W eI
Iz C'N D=0 sled

(Pz > 1)=(Spla | (V\rangz))® A Si(a | (V\rangz))¥) € I’

pa, po Ay, imamo

(Pa> min(L,s +0)(Sy(a | (V \ rangz))®V Sy(a | (V \ rangz))¥) € I
Kako je C C A\ D, toje paC € 1—t; 0dakle s+t <1, pa

(Pr> s+ 0(Sy(a | (V\ranga))®V Sy(a | (V \rang2)¥) € I"
Pokazimo jos da
(Pz > (s+0F)(St(a [ (V\rangz))@V Sy(a [ (V \rangz))¥) ¢ I
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Iz (Pz > st)Se(a | (V \ rangz)) ¢ I' sledi
=(Pz > s%)Ss(a | (V\rangz))® eI, tj. (Pz<st)S¢(a| (V\rangz))® el

pa, po Ay,
(Pz <s5)Sp(a](V\rangz))® eI

Takodje, iz (Pz > t+)S;(a | (V \ rang z)}¥ ¢ I' dobijamo
(Pz < tt)Ss(a | (V\rangz))W €T,
pa, po Ag imamo
(Pz < min{l,s + £*})(Ss(a [ (V \ rang2))®V Ss(a [ (V \ rangz))¥) € I
Akojes<1—t,ondatt <1—s, pamin{l,s+ ¢t} = s+t odakle
(Pz < s+1t+)(Sy(a | (V \rangz))®V Ss(a [ (V \ rangz)¥) € T, tj.

(Pz>s+tt)(Si(a (V\rangz))@V S(al (V\rangz))¥) ¢ I.

Na kraju, odavde je

Si(a)(Pz > s+tt)(oVvY)¢T.
Pokazimo da s + ¢+ = (s +1)*. Svakako je (s + 1)t < s +tt. Ako

s+t<(s+t)t <s+1t,

onda
l—(s+t)>1—=(s+t)r >1-(s+1tT),
pa
s+l—(s+t)>s+1—(s+)" >s+1—(s+1t), tj.
l—t>1—(s+t)T+s>1-1tt.
Odavde

t<(s+t)F —s<tt

§to je kontradikcija sa definicijom t+.
Ako s =t+ 1, onda min{l,s+t*} = 1, odakle je

(Px < 1)(Sy(a | (V\rangz))®V Si(a | (V \rangz)W) e,

odnosno

Si(a)(Pz > 1)@V W) ¢ T.

S druge strane, posto
(Pr2>t+s)(Sp(al(V\rangz))®@V Si(a | (V\ranga)W)el' i t4+s=1,
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onda

(Px > 1)(Si(a | (V\rangz))®V Sp(a [ (V\rang )W) el

ito je kontradikeija sa prethodnim.
(b) Indukeijom po slozenosti formule ¢ dokazacemo

o @b | V'] akko S;(b)P el

Odatle, iz definicije mere po 1 konatnosti skupa R slediée da je skup
{aox | al (V*\rangx) = b [ (V" \rang ), Ea @ld]} po—merljiv za svaku
V —formulu @, svako b € A" i svaki niz razliéitih promenljivih z € Ve, tj. daje 2
slaba verovatnosna struktura.

Neka @ = p(z),be AV \z € Vel Tada

o p(x)[b| V'] akko b | V* oz € Ry, po definiciji (6.1),
akko box € R,
akko p(bo z) € I', po definiciji Ky,
akko Sy (b)p(z) € I', po (5.1).

Neka @ = =W i za ¥ vazi tvrdjenje (b). Onda

=g ~W[b | V*] akko nije Fa Wb | V*], po definiciji (6.2),
akko Sj(b)¥ ¢ I', po indukcijskoj hipotezi,
akko Sy (b)-¥ € I, po (5.2).

Neka @ = W v @ i za ¥ i @ vaii tvrdjenje (b). Onda

Ea (W VO)b | V*]akko Eo ¥[b [ VT]ili Fa O[b [ V*], po definiciji (6.3),
akko Sy (b)¥ € I'ili S;(b)@ € I', po indukeijsko) hipotezi,
akko Sy(b)(¥ v @) € I', po (5.3).
Neka je @ = (Yo )&, za W vazi tvrdjenje i o (V2)¥[b | V*]. Tadazasvakoa € AV,
takvo da a | (V* \ rangz) = b [ (V= \ rangz) vazi o ¥[a]. Treba pokazati da
Sp(b) (Y)W € I tj. (Yz)Sy(b [ Vrangz)¥ € T Formula (Vz)Sy (b [ V\rangz)¥
je V-reéenica, pa, po (i), postoji 7 € (V*\ V)% tako da

Sp(T)Sp(b [V \ rang z)¥ — (Y)Sy (b [ V \ rang z)¥ € 2

Neka je d = 7Ub | (V™ \ rangz), tada d € (V" \ VIViid | (V*\range) =
b (V*\ rangz), pa o ¥[d]. Po indukcijskoj hipotezl,

Sy d VW er,

a, kako je
Si(d [ VW = 55(7)55 (b (V\rangz))¥,
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sledi, po Ry,
(Vz)S¢(b [ (V \rangz)¥ € I.

Obsmuto, rieka je
Si(b)(Vz)wr eI, tj. (Ve)Sp (b ] (V \rangz))¥ eI
Neka je ¢ € (V*\ V)V" takvo da ¢ | (V* \ rangz) = b | (V* \ rangz). Tada
Sp(e)¥ = Sy(c [ rangz)Sy (b [ (V" \ rangz)) V.
Kako, po As vazi
(V2)S7 (b 1 (V \ rang ) — Sy(c I rangz)Sy (b1 (V* \ rangz))¥ € I

slediée, po Ry,
Si(e)¥ €T,

odnosno, po indukcijskoj hipotezi

Ea ¥[c].
Po definiciji (6.5) imamo
Fa (Y2)@[o [ V7],
Ako je @ = (Pz > r)¥, onda

e (P2 > P)[b [ V7]

akko pofaca|a | (V*\rangz)=b | (V*\rangz),l=a ¥[a),ac AV } > r
akko pof{coz e[ (V \rangz)=b](V \rangz), Eaq ¥lc|V*],cc AV} >r
akko pa{coz || (V\rangz)=b | (V \rangz), Si(c)¥ € Iee AV} > r
akko max{s | Sy(b)(Pz >s)W €'} >r

akko S;(b)(Pz > r)W € T

Stav potpunosti

Teorema 2.9. Ako je I' konzistentan skup formula u L, onda je I' zadovoljivo
u nekom slabom verovatnosnom modelu 2 tipa v.
Preciznije, ako je n kardinal | vazi

(1) F<n,

i

(2) za svakope P, n= nm‘
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onda I' ima model 2 moér n.

Doka:.

Neka je @ najmanji ordinal moci n.

Neka V' C Vtakavda V= V\V/im:V =Ly, Ovakvi V! i 7 postoje jer
je V. po pretpostavei, beskonagan skup. Jos, neka je

I={S(m)® | P}

Jasno, I3 je skup V'-formula u L. Ako I nije konzistentan skup formula, onda
postoji niz formula @, ..., @, u I tako da

o} S(Tn)d}] FARRAY .S'{TQ]@,} — 1,

odnosno
Fr S(ro) @y A APy — 1

Ako stavimo ¢ = 7 | V(@1 A -+ A®, — L), onda po Ry imamo
B S(e=)S(r) (@ A - APy — L)

t.
Fo@y A AP, — L
&to je suprotno pretpostavel da je I' konzistentan skup formula.
Neka je 7 : V i A

Ocigledno, I je skup V'-recenica u L. Ako I Fr L, onda postoji niz formula
@y, ..., D, u Iy tako da

Fr Si(r)@i A A .S'Jr(’.l'] V&, — L,

odnosno
'_L SI(T])(@} TANEE /\(Pn —# J_)

odakle, po 4 imamo
Fp Py A APy — L

§to je u suprotnosti sa konzistentnoséu skupa Io.
Za svako v € V' i svako v < 3 uvedimo novu promenljivu w,,. Neka je

Ve=Vu {U-’::"r' l v E 1’”: T }'3}:
L* = L(V™,y,m R),

(* — skup svih V'-reéenica u L*.

Po lemi 2.5 1 pretpostavei (1) imammo

— - =i(p) =
F=YV+3V 4% i F<n
p<m peEP



odakle sledi

=p = =v(p)
V <n, P<n, Vi< Rop<n
p<m peEP
Posto je V* = V+n L
= &= V(p) J
(i) za V= =V, imamo 37, . p V* * = Zpep <n,
(i) za V*:nlmamozpef, V"‘ —E W) = =) peph=n,

—(p) i i
pa je, u svakom slucaju 3 . p V* < n. Odavde i 1z leme 3.1 dobijamo

G*<ZV + ZV* iR,

p<m peEP

sto znaéi da postoji funkcija ¥ : 8 -5 G*, tj. da se skup G* moze prikazati u
obliku

> = (W, |a< B).
Za svako v €  neka o, : V' — V* tako da oy(v) = wyy. Iz (1) i (2) sledi
Uacs V(¥a) < n, za svako v € 8. Tada postoji funkcija A : 3 3 3, tako da

o (V)N U V(W) =0, =zasvakoy € 3.

<y

Za svako y € B definisimo V'-reenicu @y na sledeéi naéin:

Q.= { Sf{ﬂ'_x(ﬂ)ﬁp, Za !F.}. = (V$)¢
T e, ako ¥, nije oblika (Vz)®.

Dakle, @, je, ako ¥, = (Va)@, formula koja se dobija iz @ zamenom promenlji-
vih iz rang x novim promenljivim iz V* tako odabranim da se ne pojavljuju u
Ua<~ V(¥a). Neka je

=Hu{e, -9, |yep}

Jasno, I3 je skup V'-recenica u L*. Pokazimo da je 5 konzistentno u L*. Posto
Je Ii konzistentno u L onda je, po lemi 2.6, konzistentno i u L*. Pretpostavimo
I; Fr+ L. Tada postoji niz formula @4,..., P, € [ tako da

}_Lt @;/\/\@n —P,J,,
Mozemo @y, ..., P, takoizabrati da je {@, ..., ®, } minimalan nekonzistentan pod-
skup od 3. Bar jedan element skupa {®1,...,®,} ne pripada Ij (inaée bi Ij bilo
nekonzistentno), tj. je oblika ©, — ¥,. Stavimo

Py =0y =V, gdeje a=max{yep|O, =¥, c{d),...,0,}}.
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Nekaje@ =P n - AP, 1. Tadaiz Fp. AP, — L sledi bp. @ — @,
Ako @, = W, onda bFp. @, pa iz

DdAD, — L, Fpe®y i bFre (OAD, — L)AND,) — (¢ — 1)

dobijamo Fr. @ — L §to je suprotno pretpostavei da je svaki podskup od
{#y,..., &, } konzistentan. Dakle, mora biti

'I’a, = (V.’L’J'p{)! (j]a = .S‘j(ﬂ'}‘[,ﬂ)'yn,

gde je ¥y V' —formula u L7,z € (Ve aq < m. Tada bz. ~(@y — ¥, ) — W,, sto
sa ¢ — @, daje Fp. ¢ — @,, odnosno

Fie @ — Sp(oaa))¥-
Odavde, zbog V' N V¢(®) = @, imamo
Sp(Ta(@)(@ — Yo)-
Kako je Vi (® — W) C V(®)U V() i (V(®) U V(®n)) Nore (V') = 0 sledi da
je Vi (@ — W) Noagay(VY) = 0, pajo oxga) | V(@ — W) 1-1 funkeija. Sada, po

pravilu f4

e D — Wy,

a odavde, po Rs

Frs (V) (@ — W)

Posto je V/ NV (®) =0 i rangz C V', po aksiomi Ag sledi
(Vz)(P — ¥y) — (P — (Y2 )W),

odakle, po R4
"Lt b — (Va:}h'/[;.

lzbpe @ — W, il ®— O, sledibpe @ — (Of — Wu), 4.
Fie @ — @,.
Kako je jos Fp- @ A @, — L, na kraju dobijamo
b ® — 1,
§to je u suprotnosti sa pretpostavkom da je {@,,...,@,_1} konzistentan skup for-
mula u L~.

Znaéi, I3 je konzistentan skup V'-regenica u L* pa se, po lemi 2.7, moze radiritl
u maksimalno konzistentan skup [ V’'—recenica u L. Neka je

A = VAV,
R, ={z € A" | p(x) € B}
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pafboz | Sp(b) € B,b (V\rangz)=a ] (V\rangz)} =
max{r | S¢(a)(Pz > r)® € I3}.

Tada, po lemi 2.8
A= (A, Ry, pa)pepzcm

je slaba verovatnosna struktura tipa v, i za svako b € AY i svaku V'formulu @ u
L™ vazi

Fo @[b[V*] akko Sy(b)® € L.
Neka @, € I, tada S;(r)®g € I} C BB, i kako je 7 € (V\ V')V C AV, sledice
Fa @oln [V7],
a posto Je @¢ formula u L imaéemo
Fa @o[n [V].

Nekajea = 1y om. Tadaa:V ~3 V\V’, paa e AY. Ako & € I', onda
S(m9)® € Iy, pa, po prethodnom,

S(ro)@[n [ V],
odakle, po teoremi 2.4(iii) sledi

Fa @[(ri[V)o(r V)]

Kako je [V = 7 na kraju éemo imati

Ea @[ o 7],
tj.
Eo @[a].
Dakle, pokazali smo da je skup formula I" zadovoljiv u modelu 2. Pokazimo jos da
postoji model moéi n.

Ako v ¢ {0}F, tj. postoji p € P takvo da je v(p) # 0, onda, iz ZPEPVU(M <n
sledi da V' < n. Na kraju, iz A = n+ V = n imamo da je 2 model moéi n.

Ako v € {0}F, tj. za svako p € P, v(p) = 0, onda je svako R, nularna operacija
na A, tj. neki element iz A. Tada, za svaki neprazan skup B, svako b € BY i
svaku formulu @ € I vaziée = @[b]. Ako izaberemo B tako da bude moéi n, onda
dobijamo da je I' zadovoljivo u modelu moéi n.

Posledica 2.10. (i) Skup formula I' je zadovoljiv akko je konzistentan.
(ii) Formula @ je valjana akko je teorema.

Dokaz.

(i) sledi iz teorema 2.9 i 2.1(vi).

(ii) 1z bz @ sledi @ je valjana, po teoremi 2.1(v). Obrnuto, ako je @ valjana i
nije teorema, onda {—®} je konzistentan skup formula, pa postoji slab verovatnosni
model 2 i element a € A" tako da o —®[a]. Odavde [ ®[a] §to je suprotno
pretpostavei da je @ valjana.
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Posledica 2.11. Neka ['C F. Tada, I je zadovoljivo akko svaki konacan pod-
skup od I' ima slab verovatnosni model.

Doka:z.

Po teoremi 2.1(vi), ako svaki kona¢an podskup od I' je zadovoljiv onda sva-
ki konacan podskup od I' je konzistentan. Tada je, zbog finitnosti dokaza, i I
konzistentan skup formula, pa je zadovoljiv.
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3. ALGEBRIZACIJA LOGIKE L(V,v,m R)

. Veza izmedju Bulovih algebri 1 iskazne logike, cilindriénih algebri 1 logike prvog
reda, Keisler-ove L(V, v, m) logike i poliadiénih algebri [7] nas motivise da uvedemo
algebre koje ¢emo zvati slabe verovatnosne poliadiéne algebre a koje ée *odgovarati”
nasoj logici L(V,v, m, R).

Poliadiéne algebre

Neka je @ proizvoljan ordinal. Poliadicna algebra dimenzije 3, krate PAg, je
algebarska struktura
B = (B, +] o 0, ]., C{ﬂ']\ S"r),

gde su + i - binarne operacije na B, —, C(k), S unarne operacije na B, 0,1 € B,
1 vaze sledeée aksiome, za svako z,y € B, svako o,7 € 3% i svaki niz razliéitih
ordinala (K),(L) iz 8 duZine o, & < 3 :

(P1) (B,+,:,—,0,1) je Bulova algebra,

(P) Cixy0 =0,

(Ps) < Cixyz,

(P1) Cik)(z - Canyy) = Ciryx - Cianyy,

(Ps) (;?(0).’5‘ =

(FPs) CueyCoanyx = Cii e,

(P7) Siaxz ==,

(PS) Soor® = SaSr2,

(Pa) So(z+y)=Soz+ S,y,

(P1o) So(—2) = =S, 2,

(P11) SoCixyz = S; Cii )z, ako o [ (B \ rang (K)) = 7 [ (8 \ rang (K)),

(P12) Cik)Srz = SrClr-14(k))x ako 7 [rang (17! o (K)) je ”1-1” preslikavanje.

(P13) Croxy = Cg)z, gde 7| rang(K) : rang(K) 1";01» rang(K).

Neka je M skup, @ proizvoljan ordinal. Za svako (K) € 3%, 7 € 3° i svako
X C M” neka je:

cryX = {a e M? | postoji b € X tako da b[(B\rang(K))=a [(,B\mny(h")]}

s;X={a€eMF |aoT € X}

tadalB = (B,U,N,~,0, M7, ¢(K), 57) Je poliadiéna skupovna algebra dimenzije /3 ako
Jje B kolekcija podskupova od M# zatvorena za sve gornje operacije. Lako se moze
proveriti da je svaka poliadi¢na skupovna algebra dimenzije 3 jedna PAj algebra.
Poliadi¢na algebra I dimenzije 3 je reprezentabilna ako je izomorfna subdirektnom
proizvodu skupovnih poliadi¢nih algebri dimenzije 3. Najinteresantniji problem u
vezi sa cilindri¢nim algebrama je pitanje njihove reprezentabilnosti, pa evo nekih
vaznijih rezultata. Dokazi ovih teorema se mogu naéi u [5].

Teorema 3.1. Svaka poliadiéna algebra dimenzije 2 je reprezentabilna.
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Teorema 3.2. Ako je 3 < < w, onda poliadiéna algebra B dimenzije 8 je
reprezentabilna akko se moze utopiti u atomiénu poliadicnu algebru dimenzije 3 u
kojoj je svaki atom rektangularan, tj. za svaki atom x vazi C(gyx Crpye = Cignrn)®,
za svako K, L C 3.

Teorema 3.3. Za 3 > w svaka poliadiéna algebra dimenzije 3 je reprezenta-
bilna.

Slabe verovatnosne poliadiéne algebre

Struktura (B.+,-,—,0,1,Cigy, ('-‘{K}, S7), gde je

(B,+,-,—,0,1) Bulova algebra,

Ciky unarna operacija na B za svaki niz (K) ordinala iz 3 duzine «, gde je
@< =;

(,;’”M unarna operacija na B za svako r € R (R je kao u L), i svaki niz (K')

razlicitih ordinala iz 3 duzine o, gde 3 > @,
S, unarna operacija na B, za svako 7 € B2,
je slaba verovatnosna poliadicna algebra dimenzije 3, krace WP P, ako Je ispunjeno:

(WPP) (B.+,,—,0,1,Ck), 5¢) Je poliadiéna algebra dimenzije 3,
(WPPy) (1) C {H}‘? =z, r>,
(1) € {R]J—U, r > 0,
(WP Ps) (’h).r_l
(WPPy) C h“<({K1 r > s,
(WPPs) Clp\Clgyz = Cigy®s r >0,
(WPPs) (i) - Cigyz-Clgy —¥ < —q”"‘"“ o ty),

(i) Oy - & (K)¥" Cl x)— (& y) < ('r(rj;[;{lrr“}(x +y),
(WPP;) (i) Cly—2 2 =Clgz,

[1!)({h]—i< ('{lf:']" s>,

(i1i) — ('{lhf P & Cs () ®
(WPPs) S, (WH\ @ = S:Cleyx,  ako o[ (4 \ rang (K)) = 7[(3\ rang (K)),
(WPPy) S.CT _,(Mr = :K)‘a r, ako o[e”1(K) je I-1 preslikavanje,
(W PPg) (1) C [B}J < Cegyey r>0,

(#11) Cyr)Clg ) = Gl % rang K C rang Ky

(m] & LFH( (k1)x = Clxpyz, r>0, rang KC rang K,
Operaciju (g, ¢emo zvati cilindrifikacija, C‘("R) verovatnosna cilindrifikacija a S;
supstitucija.

Teorema 3.4. [/ svakoj W PPy algebri vazi
(1) Gyl = 1

(2) Ako r <y, onda ({2 < Clgyy.

(3) ((hjr+(‘ﬁf\lif<(ik) (z+ ).

(1) ([;\ x-y) <(rK}‘r (“‘,U
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(6) Clgyz = & akko Cigyz = z.
(6) S, 1=1.

Dokaz.

(1) Cliyl = Clg) = 0> —C)0=-0=1,

na osnovu (WP Pr)(iii) i (WPPs).
(2) Iz z < ysledi - —y =0 pa je, po (WPPs)(2)i(1),zar >0

Ciry® - =Cryy = —Clryy - C{lf;)(l—r) — (=2) £ =Cig)(y+ —2) = =C)1 = 0

odakle sledi CE'K).?: < C’E‘K)y. Za r = 0 je trivijalno.

(3),(4) Neposredno iz (2) iz <z+4yiz-y<=z.

(6) Ako C(xyz = z onda, po (WP Py) (iii), C(lK):c = C(IK)C(K)J: = Cxye = &.
Sliéno na drugu stranu, uz koriséenje (W P Py) (i1).

(6) Iz (1), (WPPg) i (P;) dobijamo

il = = 1 sz 11 =3
1 - z(ﬁn)l == S;dC(ﬁ)l == SrC(ﬁ)l —_ ST]-'

Tarski-Lindenbaumova algebra

__ Neka je Vi skup novih promenljivih takav da Vi NV =0, NP = 0, ?1 =
V. Jos neka je V* = VUW,  : V* 23 Vi, G skup svih recéenica u L*,
H={®|V;(®)CV, ®€ Formr-}iI'C G. Za svako ® € H neka je

OIT={0 |t ¥ & ¥e H)

Hr ={®/I' | ® € H}.
Za svako @, ¥ € H definisimo
(/') +r (¥/T) = (@ VV)/T,
(@/T)-r (¥/I') = (®AW)/T,
lp=T/T,
Op = L/T.

Dobro je poznata sledeéa lema:
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Lema 3.5. Skup reéenica I' je konzistentan u L™ akko (Hr,+r,-r,—r,1r,0r)
Jje netrivijalna Bulova algebra.

Za svaki niz z razlicitih promenljivih iz V, svako r € R, svako 7 € V" i svaku
formulu @ € H definisimo:
3"z)@/T) = ((3=)®) /T,
(Ple>r)(@/I) = ((Pz 2 r)®)/T,
ST(r)(@/T) = (S5 (r)Sy (75 )S(r0)@) /T
Lako se moze proveriti da su ove operacije dobro definisane.

Napomena 3.6. Prirodno bi bilo definisati ST (r) na sledeéi nacin ST (r)(@/T) =

(S;(r)®)/ . Medjutim, ova definicija ne bi bila dobra, jer iz I'Fp+ @ — ¥ ne sledi

I'bpe Sp(7)@ < Sp(m)¥. za one T € VY koji neku slobodnu varijablu formule
@ — ¥ slikaju u vezanu varijablu ove formule.

Lema 3.7. (i) Ako je ® atomska formulait € V" onda
NP/ = (S(T)@) /I = o) /I
(ii) Ako T € (V '\ I.-},(rb))" , onda
P(r)(@/T) = (S;(r)®) /T.
(iii) Ako 7 € VV je I-1, onda
SE(r)(@/ 1) = (S(7)®) /T

Lema 3.8. Ako m = ?+ i I' konzistentan skup formula u L™ onda
Hr = (Hr.4r.r—r; 1, 0p,3 2, PPz > v, 8T(r)), gde r € V¥, r € R, z niz
razlicitih varijabli iz V' duzine o, @ < m, je slaba verovatnosna poliadiéna algebra
dimenzije V.

Dokaz.

Radi jednostavnijeg pisanja uvedimo oznaku ¢ = @/I'" Po lemi 3.5
(Hp,+r, r.—r,1r,0r) je Bulova algebra. Operacije Fre, PTe > ri ST(7) su
dobro definisane i skup Hp je zatvoren za ove operacije. Proverimo jo§ da li vaze
sve aksiome.

(WPP;) Aksiome poliadiénih algebri se lako proveravaju, zato ¢emo pokazati samo

(Pg) i (Prz).

(Ps)
ST (o or)ol {“f 7 o7)S¢ (75 )5(r0)®)"

( a)S;(T)Se (g )S TU)(p)
s o)(w )85 (77 )S(r)®) ", jer o € (V\ Vi(@))"
To)sh(rye!.
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(P12) Kako je
I bre S;(0)S(15)S(m0)® — Sy (a)Ss (15 )S(m0)(30 ™" 0 y)®,

generalizacijom dobijamo

I'tpe (YY) (=S5 (0)Ss (15 1)S(m0) (3o~ 0 y)@ — =51 () S (15 ')S(m0)@),
i dalje, po A

I'tpe ~8p(0)Sy (15 ')S(10) (30" 0 y)@ — (Vy)~S; (o) Sy (75 ")S(0),
odnosno
I'tre 3y)Sp(0)Sy (g )S(0)@ — Sy (0)Ss (15 1)S(10)(30 ™! 0 y).
Sli¢no se dobije obrnuta implikacija. Odavde je
ST(e)3 o7 o y)@" = 3 y)ST (0)!.

(WPPy) (PTz>r)0" = (Pz>r)L) =07, jer
I'Fpe (Pz>r)L — Lzar>0.

(WPPs) (PTz>0)0! = (Px>0)0)" =17, po As.

(W PPy)
(PTz > )@’ = (Pz > r)®)"
<r ((Pz > S)GP)P zar > 5, po Ag
= (Plz > s)@”.
(W PPs) (Pz > r)(PTz > s)o! = (P2 > s)o”

sto sledi iz tvrdjenja
I'kps (Px > 5)® — (Pz > r)(Pz > 5)®
koje ¢emo dokazati.

I'tpe (Pz > 5)® — (P> 5)@
=I'Fps (Pe > s8)® — (Pz>r)(Pz>s)®, po Rsi As.

Na drugu stranu,

I'Fpe (Pz < 5)® — (Pz < 5)®
=0 ke (Pz < 5)® — (Pz > 1)(Pz < s5)® po Rs,
It (Pz<s)® = (Pr>1—-7r)(Pz<s)® zar>0,po A,
=I'tpe (Pz<1—r)~(Pz>s)® — (Pz>s)® kontrapozicijom,
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odakle sledi potrebno tvrdjenje.
(W P Pg)
(i)
(PP > el p (PTe> 1= sl = (<(Pz > r)®A(Pz > 1~ syw)"
— ((Pz < 1)@ A(Pz < s)-W))"
<p ((Pr <min{l,r+s})(@V ',;'/))'F po Ag
= —p(PTz > min{l,r +s})(@" +r¥").

i)  (PTz>r)@l p(Pla> oW p(PTz>1)—p (@ p¥") =
_ ((Pe> 1) A (P> s A (P> D)=(@AD)),
<p ((Pz> min{r+s,1)(@V¥))" po As
= (PTz > min{r + s, 1})(@" +r ¥").
(W PP;)
@) —r(Pre>r) —p ol = ((Pe<r)-®)"
<r ((Pz <)) po As
= {{(Px2'1-— r)@)r po definiciji (Pz < r)@
=(PTz>1-r)0".

(i)  (PTz>s)—ro = ((Pz>5)-9)
< ((Pz > r)—@)r za s > 1, po A1p
— (~(Pz>1-7)®)" po definiciji (Pz > r)®
=—p(PTz>1-r0".

(i)
—r(Pre>1—35)—r o' = («(Pz > 1—5)-0)"
= (Px>s)®)"  po definiciji (Pz > r)®
=p (_‘( Pr > st )(p)r po A
= —p(Plz > st)ol,
(W P Ps)

ST ()P 2 > r)@" = (Sp(0)Ss (g )S(m0)(Px > r)t‘b)r po definiciji 57 (o)
= (5;(r)S; (e )S(m)(Pa > r)@)"
= sP(ry(Pl e > r)@",
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jer V3 (Sp(m51)S(m0)(Pz > r)@) Nrang z = 0.
(WPPQ) Sli¢no (P]g).
(WP Pyo)
(i) (P"z > r)o" = (Pzx > r)®)"
<r (Pe>0)0)" zar>0,po A

<p ([Ela:)@")r kontrapozicijom Ajy
= (3rz}¢r.

(i) @z)(PTy > r)o" = ((3z)(Py > )" <r (Py>r)9)" = (PTy > r)o’,
uz pretpostavku rang ¢ C rangy. Gornja nejednakost sledi iz tvrdjenja
'k (32)(Py>r)® — (Py>r)d

koje se dobija iz
I'tpe (Yz)((Py < r)® — (Py < r)®)
primenom A 1 kontrapozicijom. Obrnuta nejednakost je trivijalna.
(#11)
@y’ = (Ee)"
<r (Pz > r)@y®)" 2a V;((y)®) Nrangz = 0, po Ry i A4
= (Plz>r)3 y)e’.

Obrnuto,

(PTz > 1)@ )" = ((Pz > r)(3y)e)"
<r (Px>0)3y)®)" zar>0,po A
<r ((32)3y)®)"  kontrapozicijom Ais
= ((Ey)ﬁp)r iz Ay, jer rang x C rangy
= 3"ye’.

Dakle, sve aksiome vaze u algebri Hp.
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Skupovna slaba verovatnosna poliadi¢na algebra

Neka je 2l = (A, R:*~F‘a)peP,§<m slaba verovatnosna struktura za L, tj. A je
neprazan skup, R, relacija duzine v(p) na A, po konacno aditivna verovatnosna
mera na A® konaénog ranga R, takva da je svaki skup oblika {boa |Fau @[]
V*], 61(V \ rangz) = a | (V \ rang ::)} jto merljiv, za svako a € AV svaki niz
razlicitih varijabli € V' i svaku formulu @. Neka je (uz aksiomu izbora)

V=g o ={aeA’|Eada]V']} i A={0"|P€ H}

Definisimo za svaki niz (K) ordinala iz 3 duzine o, @ < 3, za svako r € R i svako

o e 38

(_.{h_.}(qj,ﬁl) ={a€ A? | postoji b€ @ :b[ (8 \ rang(K)) = al(3 \ rang (K))},

() (@) ={a € A7 | palbo (K) | bE O™ b (3\ rang (K)) =
al(B\ rang (K))} > r}

s, (%) = {a e AP | a, € (S'f{rﬂ_l)b‘(rg)Q)Ql}

gde je za a = (@a)a<y, @ = (aot(,.))“_(ﬁ.
Lako se proverava da su ove operacije dobro definisane i da su skupovi iz definicije
k) merljivi. Pokazimo da je A zatvoreno za gornje operacije.

ey (@) = {a e AP | postoji b € @* b[(8\ rang (K)) = al(B\ rang (K))}
= {a e A% | postoji b tako da o @[b[V"],b[(3\ rang (K))
=al(3\ rang (X))}
= {a € A’ |Ea (3z)Pla| V*]}
= ((3z)9)* € A.

i) @*) ={a€ A | pafbo K |bE &% bI(8\ rang (K)) =
al(f\rang (K))} > r}
={a€ A’ | palbo K | o ®bIV™], b](8\ rang (K)) =
al(B\rang(K))} >r}
={a€ AP o (Pz > r)@al VT]}
= ((Pz > 1)®)" € A
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{GEAgl(IOO'E(-.‘Jf( s (To)@)m}
{a€ AP | lza Sp(57")S(m0)Plac (o [V)]}
{

(S

I

a € A? | [=a Sy (0)Sy (5 1)S(m0)Pla V*]}
51 (0)Sy (751)S(70)@) ™ € A

Algebru (.A,U,ﬂ,ﬂv,@.Aﬁ,C(K),(.'E'K},Sg) éemo zvati slaba verovatnosna poliadiéna
skupovna algebra. '

Lema 3.9. Neka je preslikavanje f : Hp — A definisano sa f(®1') = #*. Tada,
ako = I" onda f je homomorfizam Hr na A i A je slaba verovatnosna poliadi¢na
algebra.

Dokaz.

Pokazimo najpre da je f dobro definisano. Neka ¢ = w!'. Tada vazi I' 1.
@ — ¥. Kako je =g I' slediée da za svaku valuaciju a € A? vaii o (¢ — V)[a],
odnosno &% = 2,

Lako se proverava da je f homomorfizam:
f( @ +r ")y = f((@VvE)) = (@V ) =% ywH,
f(=r@") = f((-9)F) = (-2)* =~ 27,
J0") = 12 =09,
F(@ )2 = £ ((E0)9)) = (32)8)* = cey@?,
F((PTz > nof) = £ ((Pr 2 1)0)") = (Px 2 )™ = e, %,

f(ST(0)o") = f (L%‘;(o)sf(r@”)S(m)@)’") = (S1(0)Sy (157 1)S(0)®) ™ = 5,(0?),

Zmadéi f je homomorfizam Hy na A pa je A slaba verovatnosna poliadiéna algebra
kao homomorfna slika jedne takve algebre.

Stav reprezentacije

Teorema 3.10. NekajeB = (B,+,-,—,0,1,Cx), C{’"K), Se) slaba verovatnosna
poliadi¢na algebra beskonaéne dimenzije 3. Neka je V = 3, P = {p | p € B},

s=4 _—
= B 3 v( ) = ;3 za svako p € P. Tada postoji skup reéenica I' u logici
= L(V,v,m, R) tako da je Hy = B.

Dokaz.
Stavimo V = 3, P = B, v(p) = B zasvakop € P,z € 8” ”1-17 i "na”, tj. jedna
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permutacija skupa varijabli V. Neka je I" sledeci skup recenica:

V) ((—p)(z) = = (p(2)))
(w) (p +a)(x) = plz) Va(z)),
va) ((p - ¢)(x) < p(x) A q(z))
(\?‘J ) ((Srp)(x) — S(7)p(x)) .
}((('{MP (z) < Qy)p(2)) ,
) ((C (K}P) T) (Py > ’)P(-TJ) :

gde p,q € P, 7€ V¥, r € Ri(K) = y niz razlicitih varijabli duzine a, aT<m
Pokazimo najpre da je

Hr = {(p))" |pe P}.

Za svaku formulu @ € H postoji formula ¥ = St 1)S(re)® € H takva da
o' = wl V(W) C Vi i V(W) C V. Zaista,

W = 8 (id)Sy (10)S(m0)@" = ST (id)d" = !
Pokazimo da za svaku formulu iz H éije su slobodne varijable u V' a vezane u Vi
postoji formula ¥ € F tako da je o' = ¢! Nekajer : V* % V. Tada
Tbpe ()@ = Sp(rg H)S(m0)S(r1)®,
odakle je, po Rs, |
IEge S(r)S(m)@ = S(r )5Sy (1571)8(10)S()®-

Kako je Vi(S7 (5 1) S(m0)S(m)®) C Vi, to je

(718 (757 1) S(70)S(m)@ = Sp(r7 1) Sp (5 1) S(70)S(m1)®

= Ss(15 " )S(70) Sy (1 HS(m)e.

Dakle,
['bre @ — Sp(ra )S(m0) Sy (7 1)S(n)®.

Ako stavimo W = S¢(r; ' )S(r1)@, dobijamo
Mbpe =W, ekl

Iz dokazanog sledi da je dovoljno dokazati tvrd|enJe za formule iz #, tj. da za svaku
formulu @ € F postoji p € P tako da je o = p(a).
Za ® = p(z) tvrdjenje je trivijalno ispunjeno.
Za® =ply), gley=7o0rx, 7€ VvV, imamo
r r
(p(y)” = (p(roz))
o r
= (S(r)p(2))"  po(4.1)
= ((S:p) (J.’))r po definiciji I'.
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Za® = - i ¥ = (p(x))" dobijamo
o' = (~»)f
=—p¥’ po definiciji —p

(p(.r)] po indukeijskoj hipotezi

—p(z po definiciji —p

(=p(z))"
= (=p(z))" po definiciji I.

Sliéno se pokazuje za @ =WV O.
Neka ¢ = (Jy)w i vl = (p(;r))r. Tada

"= (@Eyw)"
= (3yw"  po definiciji 3"
= (3"y) (p(z))"  po indukcijskoj hipotezi
= ((3y)p(z))"  po definiciji 3"
= ((Cixyp)())"  po definiciji I.

Sli¢no, za @ = (Py > r)¥.
Dakle, pokazali smo Hp = {(p(z)]r |p € B}.
Definis§imo preslikavanje g : B — Hp na sledeéi naéin:

a(p) = (p(z))"

Za p = ¢ imamo Fr. p(z) — q(z), tj. (p(:c))r = (q(:c]]r, §to znati da je g do-
bro definisano. O¢igledno je g "na” preslikavanje, a da je homomorfizam lako se
proverava:

9(p+0) = (P +9)(2)" = (p(2) Va@)" = (p()" +r (a(2))" = 9(p) +1 9(a),
9(=p) = (=p)(2))" = = (=p()" = —r (#(=))" = —re(p),
9(Cixyp) = (Ciryp)(e) " = . (31;) ()" = 3 (p(=)" = 3 v)e(p),
9(Ciiop) = ((Clep)(@) " = ((Py 2 Mp()" = (PTy > ) (p(x))"
=(Ply> r)q(p].
9(S-p) = ((s,p)(x)) = (S(n)p(x))" = ST(7) (p(2))" = ST (7)g(p).
Iz (p(z))" (:.")) sledi I Fr+ p(z) < g(z). Ako jos pokazemo da iz

I'Fre p(z) < q(x) sledi p=gq

dobiéemo da je g "1-1” preslikavanje, éime ée biti pokazano da je g izomorfizam.
Da bismo ovo dokazali definisimo preslikavanje h : F — B takvo da, za ® € F
vazi:
ako I' Fr« @ onda h(®) = 1.

Za formule iz skupa F' = {® € F | V;($) N V;(®) = B} preslikavanje h definisaéemo
induktivno:

42



h(p(2) = p, |

h(p(y)) = S-p, glereVV y=rou,

h(=®) = —h(P),

h(® VW) = h(P) + h(W),

h((3y)®) = Cx (@),

h((Py>r)P) = ('{’”KV’;{Q&).

Za® € F\F'  nekaje h(®) = S, -1y, v h(¥), gde je ¥ = S(11)5; (1g NS (1)@
i 7, fiksirana bijekeija iz V™ na V.

Dokazimo najpre da za svaku funkeiju o : V; (@) — V' \ V3(@) 1 svaku formulu
@ € F vaii

(*) h(Sf(o)®) = Sav h(P).
Za & € ' dokazimo indukcijom po sloZenosti formule.

Za & = p(x). h(S;(e)@) = h(p(c o x)) = Sop = Sav h(®).
Za®=ply), y=rox, 7€ VY, imamo

h(Si(o)p(y)) = h(plcoroz)) po (4.1)
= S,orp po definiciji h
Sgﬂ,f STP po P £}
Sovh (p(y))  po definiciji h.

1]

zad =",

h(Sy(a)®) = h(Sy(o)-¥)
= h(~Sf(0)¥) po (4.2)
—h(Ss(o)¥) po definiciji h
—Sqv h(¥) po indukcijsko) hipotezi
Sov h(—¥)  po Ps.

Slicnoza @ =¥V 6.
Ako @ = (Py > r)¥ onda

h(S;(@)®) = h(Ss(e)(Py > r)¥)
— h((Py > 1)Sy(e)¥  gdeje o1 = TVy(¥)
= gy S h(¥)

oty M¥)

= Say Cliyh(W) jer o[ (K) = id

= Sav h((Py = r)¥).

By e

Da bismo pokazali da (+) vazi i za formule iz F'\ F' pokaZimo najpre da
(*x) h(S(a)®) = Siay, (#)v MP),
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za svaku formulu @ € F i svako o : V(@) — V.
" Neka je najpre @ € F'.

Za @ = p(z), h(S(o)p(z)) = h(p(coz)) = Sep = S(,W_,@)h(@).
Za ® = (3y)?,

h(S(o)®) = h((Fo 0 y)S(o)¥)
= Coo(r)h(S(0)¥)
—; Coo(K)S(atV_r(w))W h(W) po indukcijskoj hipotezi
= S(awvy @y Cixyh(¥) - po Pry
= Stav, (@)W Cxyh(¥) po Py
= S(aw, ey h((Fy)¥)
= Saw, @y h(®).

Za® € F\F' ioc : V(®) ~= V neka je @ = S(r)S;(r5")S(70)S(0),
v = .5'(T1)S;(TJI).S'[T0)¢, Loy : V(¥) — V takoda oy [ V3(¥) = mpomoao
o or V(W) iai[Vy(¥) =m oaor | Vi(¥). Tada

h(S(0)B) = S(,-ny, oy H(O)

= Sow, @y BS(1) S (1571)S(70) S (o))
= Serwy @y A(S(01)S(11)S; (15 1) S (70)@)
= '5'(7;1WJ(@))|V h(S(ay)¥

= Sty @ S @ h(¥)

= Strr vy (@)W Sriooory v, @y HW)

= S(er Wr@W o(riovory s ey MY)
= S(UE'V}(ds}NVST;‘W,(w)]vh(w)

= S(atvy (e h(2)

Primenom (x) lako se pokazuje da je i za svaku formulu @ € F’ vazi
h(®P) = S =1,y h(¥), gde je ¥ = S(11)Sy(15)S(7,)9.

Dokazimo sada da (%) vazi za svaku formulu iz F \ F' Neka je
O = S(11)S (15 )S(10) S (0)® i W = S(11)Ss (51 )S(70)®. Tada

h(Sp(@)®P) = 5,1y, oy H(6)

= S e M(Sp (0 0 0 77 1)S(11) S (757)S(70))P)

= Sy @w Srrooory v, oy M)

= Sotv Szt @y 1)
So h(®)
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Dokazimo sada da iz I bz @ sledi h(®) = 1. Kako I' C F\ @ € F toje I'trp. @
akko I' b1 @ pa je dovoljno pokazati da iz I Fp @ sledi h(®) = 1. PokaZimo najpre
da se sve aksiome slikaju u 1. Najpre to dokazimo za aksiome 1z F.

(A1) Dovoljno je pokazati da iz h(®) # 1 sledi da @ nije tautologija. Neka je
I maksimalan ideal Bulove algebre (B,+,:,—,0,1) koji sadrzi h(®) i = prirodni
homomorfizam iz B na dvoelementnu Bulovu algebru B/I. Tz h(®) # 1 sledi
7o h(®) = 0, tj.  nije tautologija.

(As)

h((Vy)(® — W) — (@ — (Yy)¥))
=h (=(3y)~(® — V) — (& — ~(Ty)~¥))
=C(x) (—h(~® VW) + —h(®) + =Cix) (=h(¥))
=Cx) (h(@) - —h(¥)) + —h(®) + —C(k) (—h(¥))
=Cii h(®) - Ciiy (—h(¥)) + —h(®) + —C(k) (—h(¥))
>h(®) - Ciiey (—h(W)) + —h(P) + —Cx) (=h(¥))
= (<h(®) — Cry (~h())) - h(®) - Caey (~h(¥))
= — (=h(®) - h(®) - Cix) (=h(¥)) + —Ck) (—h(¥)) - h(®) - Cixy (—h(¥)))
——(0+0)=1,
uz uslov Vi (@) Nrangy = 0.
(As)
h((Yy)® — Sp(r)®) gde r:rangy — V \ Vi(P)
=h ((Fy)-~®V S;(r)®)
=Cigey (—h(®)) + Srh(P)  gde =1V
=S Cir) (—h(®)) + S h(P)  po (Pg) jer 7' [(V \ rangy) = id [(V \ rang )
=S (Cry (—h(P)) + h(®))
>Ser (—h(@) + h(P))

=S, 1=1.
(As) h((Vy)® — (Vroy)® gderiy-—y
=Cx) — h(®) + —C(x) — h(®) = 1 na osnovu (P13).
(As) h((Py > 0)) = Clih(®@) =1 iz (WPPy).
(Ag) h((Py>r)®— (Py>s)9) zar=s,

= — Gl h(@) + Cley (@)
> — (T h(®) + Clgy (@) po (WPPy)
=1,



(A7)
h((Py>r)®A(Py>s) A(Py<0)(®AY) — (Py> min{l,r+5})(®V¥))

— (Cliyh(@) - Clieyh(®) - Cliy = (h(@) - h(@)) + ™) (h(@) + h(w))
> — CA T (h(@) + h()) + Oy (h(@) + h(@)) = 1.
(As) h((Py <r)@A(Py< s)¥ — (Py<max{0,r+s—1})(®A¥))
=~ (€l = h(®) - ~Clayh(@)) + ~CE®m+1) () . h(w))
>Ciey O (@) - h(@)) + —Cle Ot (@) - (@) = 1.

(Ao) h((Py < s)® — (Py < 5)®)
= = Clk)h(®) + Ciy — h(®)
2C(kyh(@) + —Clgyh(®) po (WPPFy)

=1

(A1) h((Py> s)® — (Py>r)®) zas>r,
= — Ci)h(®) + Ol h(®)
> — Cgyh(®) + Cliyh(®)  po (WP Ps)
=1.

(A11) h((Py > 5)® — (Py > s7)®)

s st
C{lﬁ’l - ( ) + Cigyh(2)
gt st ’)
=1.

(A1z) h((Vy)® — (Py > 1)®)
=Cx) — h(®) + leh( )
>Cx) = h(®) + ~Cl%, — h(®) po (WPP) (iii)
>Ciky = h(®) + —Cky — h(P) iz (WPPy) (ii)
=1.

Ako je sada @ aksioma iz F'\ F’, onda je ¥ = S(11)S; (5 )S(70)® aksioma iz F,
pa je h(¥) = 1. Tada
W®) = S, oy W) = S,y 1 = 1
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Neposredno se proverava da se sve formule 1z I’ slikaju u 1.

Pokazimo sada da se od formula koje se slikaju u 1 pravilima izvodjenja dobijaju
formule koje se slikaju u 1, tj. da se sve teoreme slukaju u 1. Za pravila Ry 1 Rs
ovo se lako proverava.

(Rs) Nekaje @ by S(0)®, gde o: V(@) —= V i h(®) = 1. Tada
h(S(0)®) = S(ofv, @y h(P) = Stawy@yw 1 = 1.

(Ra) Neka je Sp(0)® Fp @ gde o1 Vi(®) == V \ V(@) i neka h(S7(e)@) = 1.
Za @ € F'. imamo @ = Sp(o~ )5 (o), paje

!'i(q’) — .5'5—1[‘; h.(Sf(lT)(p) = Sa—lTVl = 1.

Za ® € F\ I’ neka je ¥ = S(r1)S; (15 )S(r0)®, o1 : V(S¢(e)2) — V,
o [ Va(Sp(e)®) = myom, o1 Vi(S(a)P) = T o o¢~1. Jasno je da je oy "1-1°
preslikavanje. Tada

h(@) = 5=y, oy MP)
= b‘crl_iﬁ,f(“,”‘,h(ﬁ{m)Sf(a)@)
= S{.»;‘w,[m)qv .5'{0”%(5!{0)(;})“:h{b"f(cr)llf)

=5 TV () Stavy(5s (o) |
= 1

Dakle, pokazali smo da iz I' bp- @ sledi h(®@) = 1, za svako @ € F.

Pokazimo da je ¢ : B — Hp, g(p) = (p(;t:))" 71-1% preslikavanje. Ako je
o(p) = glq) onda I' Fr- p(z) — a(), pa je h(p(z) — g(2)) = 1 odakle je p = ¢.
Prema tome, ¢ je 7 1-1% preslikavanje sto zajedno sa prethodno dokazanim daje

Hp = .

Teorema 3.11. Ako je B slaba verovatnosna poliadicna algebra beskonaéne
dimenzije . onda se B moze homomorfno preslikati na neku slabu verovatnosnu
poliadiénu skupovnu algebru.

Dokaz.

Na osnovu prethodne teoreme postoji skup recenica INulogici L = L(3,v. 3 , R)
tako da Fp = K Kako je B > 1, sledi da je I' konzistentan skup recenica u
. Na osnovu stava potpunosti /' ima slab model 2 u kome vaze sve teoreme
logike L, pa je po lemi 3.9 A = (A U,N.~, A 70, CKY)s CEK}, s.) slaba verovatnosna
poliadi¢cna skupovna algebra i postoji homomorfizam 1z Hp na A. To znaéi da
postoji i homomorfizam iz [ na A.
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