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UVOD 

Sa ciljem da se model-teoretski proueava verovatnoCa uvedene su sredinom se-
damdesetih godina razne verovatnosne logike. One spadaju (osim u specijalnim 
slueajevima) u Oblast infinitarnih logika sa generalisanim kvantifikatorima. Potre-
ba da definabilni skupovi budu merljivi u svakoj verovatnosnoj strukturi, uslovila 
je da se umesto uobieajenih kvantifikatora uvedu verovatnosni kvantifikatori ili in-
tegralni operatori. Poeetak proueavanja logika LAP i LAf vezan je za H.J.Keislera 

([8]) koji je, zajedno sa D.Hooverom, najvik doprineo razvoju teorije modela za 
ove logike. Modeli za verovatnosne logike su modeli prvog reda sa verovatnosnom 
merom na univerzumu. Najvik proueavani problemi su kompletnost i kompaktnost 
ali i svojstva koja se ne javljaju u logici prvog reda, kao "gto je zakon velikih brojeva. 

Dobro je poznato da logika prvog reda (sa ili bez jednakosti) ima sledeea svojstva: 
(1) sve formula imaju konaeno mnogo simbola, 
(2) svi dokazi su konaeni, 
(3) skup formula je konzistentan ako i samo ako je zadovoljiv. 

Postavlja se pitanje da li se za logike koje ne zadovoljavaju uslov (1) dokaz 
mote tako definisati da vak (2) i (3). U literaturi se mogu naCi razne logike sa 
beskonaeno dugim formulama (neke od njih dopu§taju beskonaeno mnogo varijabli 
u formulama, dok druge imaju beskonaeno mnogo veznika, kakve su i verovatnosne 
logike) ali koje ne zadovoljavaju jedan od gornjih uslova. U svom radu "A complete 

first-order logic with infinitary predicates" Keisler uvodi formalni sistem L koji ima 

relacije sa beskonaeno mnogo varijabli i kvantifikatore nad beskonaenim skupovima 
simbola, ali sadrii samo konaeno mnogo veznika i ne sadrii jednakost. Za ovu 
logiku, koja zadovoljava (2), on dokazuje stay potpunosti, tj. da vati i (3). 

Prirodno se name& pitanje da li se negto slieno mole uraditi u slueaju da logika 

L sadrii i verovatnosne kvantifikatore. Tim problemom se bavi ovaj rad. 
U prvom delu rada uvodi se logika L koja sadrii predikate sa beskonaeno mno-

go varijabli, univerzalne i verovatnosne kvantifikatore nad beskonaenim nizovima 
varijabli, ali samo konaeno mnogo veznika i ne sadrii jednakost. Da bi se saeuvao 
uslov (2), za kvantifikatore Px > r se dopuRa da r uzima samo konaeno mnogo 
razlieitih vrednosti. Za ovu logiku se dokazuje stay potpunosti. 

U drugom delu definikmo slabe poliadiene verovatnosne algebre, do kojih nas 
dovodi Tarski-Lindenbaumova algebra logike L. Na kraju, za ovakve algebre bes-
konaene dimenzije, dokazujemo stay reprezentacije. 

1 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



1. LOGIKA SA VE13 OVATNOSNIM KVANTIFIKATORIMA 

Da bi se model-teoretski proueavali neki delovi teorije verovatnoCe kao, na primer, 
uslovno oeekivanje, stohastieki procesi i sl. uvedeni su razni tipovi verovatnosnih 
logika. Ovde ee biti izloteni osnovni rezultati vezani za logiku LAp. Nju je uveo 
Keisler u [8]. Sliena je logici LA osim tto se umesto uobieajenih kvantifikatora 
koriste verovatnosni kvantifikatori. To je proizitio iz potrebe da svaki definabilan 
skup u svakoj verovatnosnoj strukturi bude merljiv. 

Pomenimo jo§ neke tipove verovatnosnih logika: 
LAf je verovatnosna logika ekvivalentna sa LAP ali primerenija teoriji verovat-

node jer umesto verovatnosnih kvantifikatora koristi integralne operatore f 	dx; 
LAB je logika uslovnog oeekivanja a dobijena je dodavanjem logici LAf novog 

operatora E[. I •] koji ima ulogu uslovnog oeekivanja; 
L a d — adaptirana verovatnosna logika, posebno je pogodna za izueavanje sto-

hastiekih procesa; 
LAp i p, — dvoverovatnosna logika, sliena je LAP izuzev tto doputta dva tips 

verovatnosnih kvantifikatora P1 7 > r i P27 > r. 

Neke verovatnosne strukture 

Karmen° aditivan verovatnosni prostor je trojka (A, S, p) gde je S polje pod-
skupova od A, p : S [0, 1], p(A) = 1 i za svako X, Y E S vaii 

p(X U Y) = p(X \ Y) + p(Y \ X) + p(X nY). 

Za skupove X E S ka2emo da su p—merljivi, a za p da je konaeno aditivna verovat-
nosna mera na A. 

Ako je S a—polje i p prebrojivo aditivna funkcija, tj. za X o  C Xi C 	iz S 
vati 	p(Xn) = p(UnXn), onda se trojka (A, S, p) zove verovatnosni prostor, 
a p prebrojivo aditivna verovatnosna mera na A ili samo verovatnosna mera na A. 

Trojka (An , Sn , pn ) gde je Sn o—algebra generisana merljivim pravougaonicima 
X1  x • • • x X, , za E S, a pn : Sn —* [0, 1] verovatnosna mera na An  definisana 
sa pn(Xi  x • • • x Xn ) = p(Xi ) • . • . • p(Xn), predstavlja n—stepen verovatnosnog 
prostora (A, S, p). 

S obzirom da, u optlem slueaju, dijagonalni skupovi D1 = {x E An  I = 
nisu merljivi, za logike sa jednakoteu potrebno je napraviti ekstenziju prostora 
(An, sn n p ) tako da ovo bude ispunjeno. 0 egzistenciji takve ekstenzije govori 
sledeCa teorema. 

Teorema 1.1. Ako je (A, S, p) verovatnosni prostor sa merljivim singltoni- 
ma, tads, za svako n E N postoji verovatnosni prostor (An , s(n) ,  p(n)‘ ,  ) gde je 
S(n) o—algebra generisana merljivim pravougaonicima i dijagonalnim skupovima, 
a p(n) jedinstvena ekstenzija mere pn na S(n) takva da je p(n)(D=1

) = E.EA (P(x )) 2 ' 
Jos vaii da za svaki skup X E postoji p n —merljiv skup U takav da je 
p (n ) (X U) = 0. 
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Teorema 1.2 (Fubini). Neka je (A, S, p) verovatnosni prostor sa merljivim 

singltonima i B C A m  p(m+n)—merljiv skup. Tada 

(i) Svaki odseeak B x  = {3 I (1,3) E B} je 

(ii) Funkcija f(7) = p(n ) (B7 ) je p(m)—merljiva. 

(iii) p(m+n)(B) = f f(1)dp(m). 

Neka je L skup relacijskih simbola 	duiine ni, za svako i E I, i konstantnih 

simbola cj, za j E J. 
Verovatnosna struktura za L je struktura 

21 = (A, II71  , c, , 14E1,j E. I 

gde je (A, 4 , E/,jEJ struktura logike prvog reda, a p verovatnosna mera na A 

takva da je svaki singlton merljiv i svaka relacija Rr je p(n")—merljiva. 
Slaba verovatnosna struktura za L je struktura 

21= (A ,141 ,q1 , 	jEJ,nEN 

gde je (A, R, 	struktura logike prvog reda, a svako p n  konaeno aditivna 

verovatnosna mera na A n  takva da je svaki singlton merljiv i svaki skup 

{b E AnII21 	t,b)) 

je pn —merljiv, za svaku formulu 0(s, y) neke verovatnosne logike i svako a E A. 

Gradirana verovatnosna struktura za L je struktura 

21 = (A, R if , C , /.Ln)iEI,jEJ ,nEN  

gde je (A, 4, 1), E , JE , struktura logike prvog reda i vatii: 

(1) pn  je verovatnosna mera na 
(2) Svaka ni—arna relacija R je p(ni)—merljiva, a relacija identiteta p2 —merljiva. 

(3) Ako je skup B p m —merljiv, onda je B x A n  prn+n —merljiv . 

(4) Svako pn  se euva za permutacije skupa {1, 	, n}, tj. ako je 7r permutacija 

skupa {1, 	, n} i X p n —merljiv skup, onda je i skup ,rX = {(ar(i), • • • , aw(n)) 
(a l , 	, an) E X} p n —merljiv i vatii pn (7rX) = pn (X). 

(5) Niz {pn  I n E N) ima Fubinijevo svojstvo, tj. ako je B pni+n —merljiv podskup 

od Am+n onda vatii: 
(i) svaki odseeak Bx  = {3 I (X ,3) E B} je p(n ) —merljiv; 

(ii) funkcija f(X) = p (n) (B7) je p(m)—merljiva; 

(iii) p(rn+n ) (B) = f f(—x)dp (m ) . 
Jasno je da, ako je 21 = (A, R?, c7 , p) verovatnosna struktura, onda je 

(A, 4, c, A n ) gradirana verovatnosna struktura 
Za teoriju verovatno6e posebno su vane strukture sa slueajnim promenljivim 

umesto relacija. Dakle, neka je L = {Xi,ci}jEIJEJ skup simbola slueajnih varijabli 

Xi i simbola konstanti cj . 
Svaku p(n)—merljivu funkciju X : An —.118 zvaeemo slueajnom promenljivom. 
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Struktura stueajne promeni jive za L je struktura 

24 = (A, X?, c7 ,,u) it) 

takva da je µ verovatnosna mera na A sa merbivim singltonima, svako 	ni—arna 
slueajna promenljiva i svako c pripada A. 

Verovatnosna logika LAP 

Logika LAp je sliena infinitarnoj logici LA osim gto su kvantifikatori Vx i 3x 
zamenjeni verovatnosnim kvantifikatorima Px > r. Model za ovakvu logiku je 
model za logiku prvog reda sa verovatnosnom merom na univerzumu takvom da je 
svaka relacija merljiva. Formula (Px > r)0(x) znaei da skup {x 0(x)} ima meru 
najmanje r. 

PretpostaviCemo da je A dopustiv skup ([1]) takav da w E A i svaki a E A je 
prebrojiv, i da je L prebrojiv A—rekurzivan skup finitarnih relacijskih i konstantnih 
simbola. 

Logiai simboli logike LAP SU: 
(1) prebrojiv niz promenljivih {vn  n E N}; 
(2) veznici 	i A; 
(3) kvantifikatori (P7 > r), gde je x = (x i , 	, xn ) n—torka razlieitih varijabli a 
r EAfl [0, 1];  
(4) znak jednakosti = (neobavezno). 

Skup formula logike LAp je najmanji skup takav da: 
(1) svaka atomska formula je formula od LAP; 
(2) ako je 0 formula, onda je —0 formula; 
(3) ako je P E A skup formula koji sadril konano mnogo slobodnih promenljivih, 
onda je A P formula; 
(4) ako je 0 formula, onda je i (P; > r)0 formula. 

Dakle, formule logike LAP su izgradjene tako da je LAP= An L w , p. Oeigledno je 
kvantifikator Px > r slab analogon kvantifikatora Vx, dok je Px > 0 jai analogon 
kvantifikatora 3x. 

Neka je 21 verovatnosna struktura za L. Relacija zadovoljenja formula logike 
LAP u strukturi 21 se definik kao i za logiku LA OSim §to za slueaj kvantifikatora 
imamo: 

% (Pi > 00(7, 70[72] akko 14(n){  b k21  CP[71) b]} r 

Iz Fubinijeve teoreme sledi da je za svaku formulu 0(X, V) logike LAP i svako 
a E skup b I k%  0[7:i b]} p(n)—merljiv, odnosno da je gornja definicija korek-
tna. 

D.Hoover uvodi aksiome i pravila izvodjenja za logiku LAP i dokazuje potpunost 
tog skupa aksioma samo za gradirane verovatnosne strukture. Keisler upotpunjuje 
skup aksioma za verovatnosne modele aksiomom B4 i teoremu potpunosti za logiku 
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LAp dokazuje u dva koraka. Prvi je konstrukcija slabog modela u kome su zadovo-
ljene sve aksiome logike LAp , a drugi konstrukcija jakog, tj. verovatnosnog modela 

koriACenjem slabog modela. 
Aksiome za slabu logiku LAP su: 

Al Sve aksiome logike LA bez kvantifikatora. 

A2 (PI > r)gA —> (P7 > s)45, gde r > s. 

A3 (P7 > r)(X) —0 (P3.  > r)0(;). 

A4 (P7 > 
A5 (i) ((P7 < r)0 A (P7 < s)W) —> (P7 < r s)(0 V W); 

(ii) ((P7 > r)0 A (P7 > s)W A (P7 < 0)(0 A W)) (P7 > r s)(0 V W). 

A6 (137 > 	VnEN(P; > r + 1/n)& 
Dodatne aksiome za gradiranu LAP su: 

B1 Aricr(P7 	ri (P7 > r) A I', 
gde je 	konaean podskup od T. 

B2 (Pxi X n  > 7)0 H (Px v i 	> r)0, 
gde je ir permutacija skupa {1, ... n}. 

B3 (P7 > r)(PY > s)0 —> (PI; > r • s)0, 
gde su sve promenljive u 7 i ; razlieite. 
Dodatna aksioma za punu LAP: 

B4 (P7 > 1)(P—'y > 0)(137 > 7)(0(7,7) 	(; , 	) ) 

gde su promenljive u x,y,z razlieite i r < 1. 
Aksiome za atomienu LAplogiku sadrie aksiome pune LAID i aksiomu 

A (Px > 1)(Py > 0)x = y. 

Napomena 1.3. Aksiome gradirane LAP zajedno sa aksiomom A daju B4 ak-

siomu. Zaista, za svako a E A n , p(  n) { b E An I In 	> r)45( z ) 

45(b, z)} > p(n){ —a} i p(n){ -0 > 0 za skoro svako —a'. 
Pravila izvodjenja za sve navedene logike su: 

R1 0,0 —> W W (modus ponens) 
R2 10—'W1Wer) 	A T (konjunkcija) 

R3 45  W(1)45  —› (P7 > 1)0(7), gde x nije slobodno u (generalizacija). 

Da u aksiomi B3 ne vaii ekvivalentnost i da kvantifikatori P7 > r i Pi > s ne 

komutiraju pokazuje sledeei primer. 

Primer 1.4. Neka je A = {a,b,c}, p(a) = p(b) = p(c) = 1/3 i R binarni 

relacijski simbol jezika L. 
(a) Ako je Rn  = {(a, a), (a, b), (b, b), (b, c)} , tada 	(Px > 1/2)(Py > 1/2)R(x, y) 

i X21 (Pxy > 1/ 4)R(x,y), ali K 2, (Py > 1/2)(Px > 1/2)R(x,y). 

(b) Ako je Rn  = {(a,b),(b,c),(c,a)}, tada 	(Pxy > 1/4)R(x, y), ali ne 

HQL (Px > 1/2)(Py > 1/ 2)R(x, y), niti H21 (Py > 1/2)(Px > 1/2)R(x, y). 

Teorema 1.5. Teorija T je konzistentna u slaboj LAP(aksiome A1 — A6) akko 

postoji slab verovatnosni model za T u kojem je svaka teorema logike LAp taena. 

Ova teorema se dokazuje primenom uobieajene Henkinove konstrukcije. 
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Teorema 1.6. Teorija T je konzistentna u gradiranoj LAP (aksiome Al — A6, 
B1— B3) akko postoji gradirani verovatnosni model za T u kojem je svaka teorema 
logike LAP taena. 

Dokaz se izvodi primenom teoreme 1.5 i tehnika nestandardne analize. 
Hoover daje primer poznat kao "White Noise" kojim se odredjuje gradirana 

verovatnosna struktura koja nije LAP-ekvivalentna nekoj verovatnosnoj strukturi, 
odakle zakljueuje da je potrebno prokriti skup aksioma gradirane LAP. To eini 
Keisler uvodjenjem aksiome B4 koja obezbedjuje aproksimaciju skupa 0(7, y) kon-
aenom unijom merljivih pravougaonika. 

Teorema 1.7. Ako je 2( gradirana verovatnosna struktura koja zadovoljava 
sve teoreme logike LAP, e > 0 i 4s(Y) formula sa slobodnim promenljivim y = 
(yi , , y,„), tada postoji konaeno mnogo formula tPij(x i = 1, . . ,m, j = 
1, 	,n tako da 

(Fq > 0)(P3 > 1  — c) ( 0(y) ' V A wii(,y.i) ) 

Navedena aproksimacija LAp-definabilnih skupova konaenom unijom 
skupova daje moguenost izgradnje verovatnosnog modela LAp-ekvivalentnog 

gradiranom verovatnosnom modelu it = (*A, *Ri , *cj, A n ), sto predstavlja poslednji 
korak u regavanju problema potpunosti logike LAP. 

Teorema 1.8. Prebrojiva teorija T je konzistentna u LAP akko ima verovatnos-
ni model. 

Pretpostavimo sada da jezik L ne sadrii konstantne simbole. 
Neka je 21. verovatnosni model. Element a E A je atom ako skup {a} ima pozi-

tivnu meru. 21. je atomiena struktura ako je svaki element atom. 
Jasno je da je svaki atomiean model prebrojiv. 

Teorema 1.9. Prebrojiv skup reeenica T atomiene LAP ima model akko je T 
konzistentna u atomienoj LAP logici. 

Lako se mote proveriti da se u atomienim modelima uobieajeni kvantifikatori 
mogu definisati pomoeu verovatnosnih na sledeei naein: 

(Vx)0(x,3) 	(Px > 1)0(x,3) i 	(3x)0(x,3) 	(Px > 0A(x,3). 

Od ostalih model—teoretskih rezultata za logiku LAP pomenimo Barwiseove teo-
reme potpunosti i kompaktnosti i konaenu kompaktnost. 

Teorema 1.10. Skup valjanih reeenica logike LAP je E 1 -definabilan na A. 

Teorema 1.11. Ako je T teorija logike LAP Ecdefinabilna na A, eiji svaki 
A-konaean podskup ima verovatnosni model, tada i T ima verovatnosni model. 

Da logika LAP ne zadovoljava punu kompaktnost pokazuje slede6i primer. 

m n 

i=1 j=1 
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Primer 1.12. Ako je T = {(Px < 1/n)R(x) I n E N} U {(Px > 0)R(x)} gde je 

R unarni predikat, onda svaki konaean podskup od T ima verovatnosni model all 

T nema model. 

Medjutim, kompaktnost vali za neke klase reeenica. 
Skup univerzalno konjuktivnih formula logike LAp je najmanji skup koji sadrli 

sve formule bez kvantifikatora i zatvoren je za proizvoljne konjunkcije, konaene 

disjunkcije i kvantifikatore P—x > r. 

Teorema 1.13. Neka je T skup univerzalno konjuktivnih reeenica logike 
Ako svaki konaean podskup od T ima gradirani model, onda i T ima gradirani 
model. 

Ova teorema ne vali za verovatnosne modele jer aksioma B4 nije univerzalno 

konjuktivna. 
Na kraju, pomenimo vezu izmedju verovatnosnih struktura i struktura slueajne 

prornenljive. Primenom Fubinijeve teoreme motemo zakljueiti da svaka relacija 

R(x, y) u verovatnosnom modelu 21 generile slueajnu promenljivu X : A 

definisanu sa X(a) = p0 ) { b I 	R(a, b)}. Kako se uslov X(a) > r mole izraziti 

sa 	(P —y > r)R(x,Y)[a], razne osobine slueajnih promenljivih molemo zapisati 
reeenicama verovatnosne logike. 

Primer 1.14. Xr, 	X s.s. izralavamo pomoeu 

(Px? 1 ) AV A I Xk(x)- X(x) I< 1/n, 
n m k>m 

gde se I Xk(x) — X(x) I< 1/n mole izraziti pomoeu 

A (x k (x) > q X(x) > q — 1/n) A (X(x) > q X k (x) > q — 1/n) 

401 

Pomoeni jezik za jezik L = {Xi, ci I i E I, j E J} koga tine simboli slueajnih 

promenljivih i konstanti je jezik L' = {[Xi > r], [Xi < r], c5 I i E I, j E J,r c Q}. 
Skup formula za logiku slueajne promenljive LAp(118) definil'emo kao skup formula 

logike LfAp . Aksiome i pravila izvodjenja za LAp(111) su aksiome i pravila izvodjenja 

za L'Ap  uz dodatak sledeeih aksioma: 
Cl  [Xi > r] 	[Xi > s], gde r > s; 
C2 [Xi > r] Vn[Xj > r + 1/n]; 
C3 [Xi > 	An[Xi > r — 1 /4 
C4 Vn ([Xi > —n] A [Xi < 

Model—teoretske osobine logike LAp (IR) izvodimo iz odgovarajueih osobina logike 

LAp  tako lto verovatnosni model 21' prevodimo u model slueajne promenljive 21 

pomoeu 
"ix) = supIr E I k2t, 	r117111. 

Teorema 1.15. Prebrojiva teorija T logike LAP (IR) ima model slueajne promen-

ljive akko je konzistentna a logici LAp(118). 
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2. SLABA VEROVATNOSNA LOGIKA 
SA INFINITARNIM PR.EDIKATIMA 

U ovom delu definikmo logiku L(V,v,m,R), kraee L, kao logiku koja ima infini-
tame predikate iz datog skupa P, generalisane obiene i verovatnosne kvantifikatore 
i iskazne veznike. Karakteristieno je da se u svakoj formuli ove logike mote pojaviti 
beskonaeno mnogo promenljivih, ali samo konaeno mnogo kvantifikatora i iskaznih 
veznika. To je uslovilo da skup R vrednosti za r (koje se javlja u Px > r) bude 
konaean i da se umesto Arhimedove aksiome uvede aksioma A11. Ostale aksiome su 
aksiome slabe verovatnosne logike kao i aksioma koja izraiava vezu izmedju obienih 
i verovatnosnih kvantifikatora (Al2). Slaba verovatnosna struktura za logiku L kao 
i relacija zadovoljenja formule u modelu se defini6u analogno odgovarajueim poj-
movima u slaboj logici LAP. Na kraju dokazujemo slab stay potpunosti za logiku 
L. Dokaz je Henkinovski sa torn razlikom sto ulogu konstanti preuzimaju nizovi 
novouvedenih promenljivih. 

Sintaksa za logiku L(V,v,m,R) 

Najpre definikmo gta su polazni simboli i kako se grade formule u formalnom 
sistemu L(V,v, m , R), kraie L. 

Neka su: 
V i P disjunktni skupovi simbola, 
v preslikavanje skupa P u skup ordinala, 
m kardinal, 
R konaean podskup intervala [0, 1] takav da vaii 

(i) {0, 1) C R, 
ako s E R, onda l— s E R, 
akos,rER,ondas±rERilis±r>1. 

Pretpostavimo da V, v, m zadovoljavaju sledeCe uslove: 
I V je beskonadan; 

II M < V ; 
III 	

= 
v(p)< V, za svako p iz P. 

Za samu konstrukciju logike L ovi uslovi nisu neophodni, no, kako su potrebni 
za veeinu stavova, mi demo ih unapred zadati. 

Simboli logike L(V,v, m, R) su: 
znak negacije 
znak disjunkcije V, 
univerzalni kvantor V, 
verovatnosni kvantori P.> r, za r E R, 
varijable v E V, 
predikati p E P, 
zagrade (,). 
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Ako je p E P i x E Vv (P)  onda p(x) je atomska formula. 
(1.1) Atomske formule su formule. 
(1.2) Ako su QS i W formule, onda su i 	i (41 V W) formule. 

(1.3) Ako je 0 formula, x E V° niz razlieitih varijabli dutine a, N < m. onda su 

(Vx)0 i (Px > r)4' formule. 
(1.4) Formule se dobijaju samo konaenom primenom (1.1), (1.2) i (1.3). 

Skup formula logike L oznaeavaeemo sa F. 

Sada rekurzivno definigemo skup 17/(0) slobodnih varijabli formule 0 E F: 

(2.1) ako 0 = p(x), onda V1(4)) = rang x; 
(2.2) ako = 	onda V1(1)) = Vf(W); 
(2.3) ako 0 = W V 0, onda V/ (0) = V f (W) U V f (e); 

(2.4) ako 45  = (Vx)W, onda Vf (0) = ) \ rang x; 
(2.5) ako = (Px > r)W, onda Vf (0) = Vf(W) \ rang x. 

Shen°, defini§emo skup Vb(4)) vezanih varijabli formule 0: 

(3.1) ako 0 = p(x), onda Vb(0) = 4); 
(3.2) ako 0 = 	onda Vb(0) = Vb(W); 
(3.3) ako = W V 0, onda Vb(0) = Vb(W)U Vb(0); 
(3.4) ako 4i = (Vx)W, onda Vb(0) = Vo(W) U rang x; 
(3.5) ako 45 = (Px > r)W, onda = Vb(W) U rang x. 

Na kraju, definitemo skup V(0) svih varijabli formule 0: 

V(0) = 14(0) U V1(0). 

Za svako r E V I/  i svako 45 E F, rekurzivno definitemo S(r): 

(4.1) ako = p(x), onda 8(7)0 = p(rox); 
(4.2) ako 45 = 	onda S(7)0 = — ,S(r)41 ; 
(4.3) ako 45 = W V e, onda S(r)0 = S(r)W V S(r)0; 
(4.4) ako 4> = (Vx)W, onda S(r)0 = (Vrox)S(r)W ; 
(4.5) ako 4i = (Px > r)W, onda S(r)0 = (Prox > r)S(r)W.  

Jasno je da S(r) vrAi supstituciju svake varijable v u 45 sa r(v). 

Slieno, definitemo i S f (7)0 za svako r E V V  i E F: 

(5.1) ako Qi = p(x), onda S f 	= p(rox); 
(5.2) ako = 	onda S f (7)0 = —,Sf(r)W; 
(5.3) ako 4> = W V 0, onda S f 	= S f (r)W V S f (r)e; 

(5.4) ako 0 = (Vx)W, onda Sf (7)0 = (Vx)Sf (a)W ; 
(5.5) ako 0 = (Px > r)W, onda S f (r)4) = (Px > r)S f (a)W, 

{r(v), v E V \ rang x 
gde je a E V v  i u(v) = 

v, 	v E rang x. 
lntuitivno, f 	vr§i supstituciju svake slobodne varijable v formule <h sa r(v). 

Napomena 2.1. Za f E Y x  i proizvoljan skup Z, neka je 

f iZ = {(x, f(x))1x E X n z) u {(z, z)iz E Z \ X}, 

tj. f rZ je restrikcija funkcije f na Z, ako je Zc X, odnosno ekstenzija funkcije f 

identienim preslikavanjem, ako je X C Z. 
U skladu sa napornenom, motemo pisati a = (r r (V \ rang x)) V . 

Za T E V w , WC V, neka je S(r)4) = S(r F V)4i i 	= S f (7 r 100 . 
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Leina 2.2. (i) Ako 0 E F, r E V V  i r I.  V() je 1-1 funkcija, onda S(r)0 E F. 
(ii) Ako E F, r E V v , onda S f (T)0 E F. 

Dokaz je jednostavan, indukcijom po slotenosti formule 0. S obzirom na defini-
ciju (1.3), uslov da T V() bude 1-1 preslikavanje se ne mote izostaviti. 

Uvedimo sledeee oznake: 

4P A W za -.(-4 V -*), 

—> 	za --<0 Vii, 

0 <-4 	za (0—).W)A(W -40), 

(Px < r)0 za -,(Px > r)0, 

(Px > r)0 za -.(Px > 1— r)4P, 

(Px < r)0 za (Px > 1— 0-4, 

(3x)0 za 

T za 0 V -4, 

za fines.  

Sada dajemo pravila izvodjenja i aksiome za logiku L. 
Pravila izvodjenja za logiku L su slede6a: 

R1 Modus pollens: 

0, 0-->W W, 

R2 Generalizacija: 

0 I- (Vx)0, 

R3 Supstitucija: 

0 F S(r)0, gde r : V(0) 	V, 

R4 Slobodna supstitucija: 

Sf (r)) I- 	gde r : Vf (0) 	V \ 14(0). 

Aksiome za logiku L su sledeCe: 

Al  Iskazne aksiome, 

A2 (91X)(0 W) -) (W -0 (Vx)W), rang x C V \Vf(4 ,), 

A3 (VX)W S f (r)0, r : rang x 	V \Vb(4 ,), 

A4 (VX)4, 	(Vrox)0, gde je r bijekcija na rang x, 
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A6 (Px > 

A6 (Px > s)0 (Px > 	za s > r, 

A7 (Px > s)0 A (Px > r)W A (Px > 1)(-1 V —1W) —+ (Px > min(1, s 0)(0 V W), 

As (Px < s)0 A (Px < r)W —> (Px < min(1,s r))(0 V W), 

A9 (Px < s)0 —> (Px < s)0, 

A10 (Px > 5)0 (Px > r)0, za s > r, 

A11 (Px > s)0 —> (Px > s+)0, gde je s+ = min{r I r > s, r E R}, 

Al2 (Vx)ck —> (Px > 1)0, 

gde su 0, W E F, s , r E R i x E Va niz razlieitih varijabli, za a < m. 

Dokaz za formulu 4 u L je konaean niz formula Ciji je poslednji elan formula 0, 

a svaki elan niza je ili aksioma ili formula dobijena iz prethodnih primenom pravila 
izvodjenja. 

Ako postoji dokaz za 0 u L, onda se zove teorema u L i oznaeava FL 0. 

Za F C F,0 E F, ka2emo da je rh izvodljivo iz F i pi§emo F FL  o, ukoliko postoji 

niz formula 01, • • • 'On E r tako da 	01 A • • • A On —+ 

Skup F C F je nekonzistentan ukoliko F L  1, inaee je konzistentan. 

Lema 2.3. Neka je 01, ... ,On dokaz uL, X = (01) U • • • U (0 n ), T E V X 

 1-1 preslikavanje. Tada S(r)01, 	S(r)0.„ je takodje dokaz u L. 

Dokaz. 
Pretpostavimo da tvrdjenje vaii za svaki dokaz dutine manje od n, dokaiimo da 

vazi i za dokaz &dine n. Neka je 01, ...,0n dokaz za O n , tada cn je, iii aksioma, 

Hi dobijeno iz prethodnih formula po pravilima izvodjenja. Ako je On: 
(1) aksiorna, recimo Ag, tada 

On  = (Vx)0 —+ Sf(a)0, za a : rang x V \ Vb('), 

pa je 	
S(r)0n  = (V r o x)S (r)0 —> S(r)S f (0)0. 

Neka je cri = TOCIOT-1  I rang (r ox), tada U l  : rang (rox) —> V \Vb(S(r)0) i 

roc. rX = a l  or, pa Ce biti 

S(r)0,, = (Vrox)S(r)0 	Sf(crt)S( 7)(1)  

§to je aksioma. Slicno, za ostale aksiome. 
(2) dobijena iz prethodnih formula po R I , tj. 0k,0k 	0n  FL  fPn . Odavde, po 

indukcijskoj hipotezi 

	

S(T)Ok, FL S(r)Rk 	tj. 

	

FL S(T)Pk, FL S(r)0k 	S(7)4'n 
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odakle, po R1, dobijamo FL S(T)On. 
(3) dobijena iz prethodnih formula po R2, tj. (Pk FL (Vx)Ok = On . Odavde, po 

indukcijskoj hipotezi 

odakle, po R2, dobijamo 

odnosno, 

tj. 

FL S(r)Ok, 

FL (Vrox)S(r)Ok, 

FL S(7)(*)0k, 

FL S(T)O n . 

(4) dobijena iz Ok po H3, tj. 

	

(Pk FL S(0 .)0k = On, gde o- : V(0k) 	V. 

Tada, po indukcijskoj hipotezi, 

FL S(T)Ok. 

Neka je 	= TO(707 -1  [ T (1/(00), tada o : V (S(T)0k) 	V, pa, po Hs, 

S(/-)k FL S(cri)S(T)Ok. 

Kako je cr 1 07 = roc na li(Ok), to je, dalje, 

S(r)Ok FL S(r)S(cr)(Pk • 

(5) dobijena iz Ok po R4, tj. 

= S f (Cr)On FL On, gde : Vf (On) 
1-1 

V \Vb(On). 

po indukcijskoj hipotezi, 

FL SMS/( 7)4'n • 

	

Neka je o = rocror -1  r T (Vf( 4°71)) tada cr1  : V f (S (T)4Pn) 	V \ Vb  (S(T)45n) , pa, 
po R4, 

(o )8(7)0,, FL S(r)on, 

odnosno, 

S(r)Sf(a)4P, FL S(T)On • 
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Seniantika za logiku L(V. tn. II.) 

Slaba verovatnosna struktura tipa v je struktura 

= (A, R p , ita )pEp3<n, 

gde je A neprazan skup, Rp  C A." (P) , po, konaeno aditivna verovatnosna mera na Aa 

ranga R, takva da je skup (box I k%  W[b], b r(V\rang x) = a r(V\rang x), b E A y ) 

pc, merljiv, za svaki niz razlieitih varijabli x E V a , za svako a E A V  i svaku formulu 

0 E F, pri eemu je relacija zadovoljenja definisana na sledeei naein: 

(6.1) Ako < = p(x), onda 	<P[a] ako aox E Rp . 

(6.2) Ako 0 = 	onda 121  <P[a] ako nije k2L W[a]. 

(6.3) Ako <P = (W V e), onda 	<P[a] ako 121  W[a] iii =n  O[a]. 

(6.4) Ako <P = (Yx)W, onda 	<P[a] ako za svako b E A v  takvo da b (V\rang x) = 

a F (V \ rang x) vaii k2( W[b]. 

(6.5) Ako < = (Px > r)W , onda 	<P[a] ako pa l box Ik2i <P[b] i b (V \ rang x) = 

a (V \ rang x)} > r. 
Formula I> je zadovoljiva u modelu 2l ako postoji a E Av tako da =j  0[a]. 

Skup formula r C F je zadovoljiv u modelu 21 ako postoji a E Av , tako da, 

za svako 0 E vaii 0[a]. r je zadovoljiv ako je zadovoljiv u nekoj slaboj 

verovatnosnoj strukturi tipa v. 
Formula 0 je taena u 21 ako, za svako a E A v , vaii k2( <P[a]. 

Formula 0 je valjana ako je taena u svakoj slaboj verovatnosnoj strukturi tipa 

v. 

Teorema 2.4. Neka je F C F, 	E r,21. struktura tipa v , a E A v .Tada: 

(i) (0 A W)[a] akko =a  <P[a] i 	W[a]. 
(ii) (<P —> W)[a] akko nije k 2i  0[a] ili 	W[a]. 

(iii) Ako r : V(0) 	V, onda 	S(r)O[a] akko 	Skao(r I V)]. 
(iv) Ako T : Vf (0) 	V \ V,(0), onda 	Sf(r)O[a] akko h91W[ao(r r V)]. 
(v) Ako je 0 teorema logike L, onda je <P valjana formula. 
(vi) Ako je skup formula 1' zadovoljiv u nekom slabom verovatnosnom modelu tipa 
v onda je r konzistentan skup formula u L. 

Dokaz. 
(iii) Indukcijom po sloienosti formule 0. 
Ako 0 = p(x), onda 

121 .5(r)0[a] akko 	p(rox)[a], po (4.1) 

akko aorox E Rp , po (6.1), 

akko 	21 p(x)[a0(7. [II)]. 

Za <P = --4/i0=WVeje jednostavno. 
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Neka 0 = (Vx)W, gde je x niz razli6itih varijabli duiine a, za a < in, i neka 
S(r)O[a]. Tada po (4.1) 

k21 (Vrox)S(r)W[a], 

odnosno, za svako b E Av takvo da b [ \ rang rox) = a [ (V \ rang rox) vazi 

S(r)W[b]. 

Neka je c E A v  takvo da c [ (V \ rang x) = (a o (7 V)) (V \ rang x) i neka 
b = cor-1  [ rang (rox)U al \ rang (rox)). Tada 

S(r)W[b], 

pa po indukcijskoj hipotezi 
W[bo(r IV)]. 

Kako je (bo(r I V)) [ V(0) = cf .  V(0), to Ce biti 

W[c], 

odakle, po definiciji (6.4), sledi 

(Vx)W[ao(r [V)]. 

Obrnuto, neka 	(Vx)W[a o (7 V)]. Tada, za svako b E Av , takvo da 
b [ (V \rang x) = (ao(r V)) [(V \ rang x) vatii 

W[b]. 

Neka je c E A V  takvo da c r(V \ rang (rox)) = a r(V \ rang (rox)) i b = cor U a r 
(V V(0)). Tada b I (V \rang x) = (ao(r [ V)) [ (V \rang x), pa 

121 W [b] • 

Kako je b V(0) = (co(r V)) [ V(0), to Ce biti 

W[coer V)], 

pa po indukcijskoj hipotezi, 
S(r)W[c], 

odnosno, po definiciji (6.4), 

(Vrox)S(r)W[a], tj. 

12t S(7)(Vs)W [a]. 

14 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Neka je C = (Px > r)W, x niz razlieitih varijabli du2ine a, za a < m. Treba 

pokazati 

k91 S(r)(Px > OW[a] akko 	(Px > r)W[ao(r 	tj. 

(Prox > r)S(r)W[a] akko 	(Px > r)W[ao(r [VA, odnosno 

ua {borox b F (V \ rang (rox)) = al (V \ rang (rox)), = j S(r)W[b]). > r 

akko 

,u {cox I c [(V \ rang x) = (ao(r I'V)) [(V \ rang x)),k 91  W[c]) > r. 

PokazaCemo da su skupovi 

S = {borox b (V \rang (rox)) = a [ (V \ rang (rox)), k9.t S(r)W[b]} 

T = {cox I c [ (V \ rang x) = (ao(r [ V)) [ (V \ rang x)), 	W[C]} 

jednaki. 
Neka cox ET i b= cor -1  U a [ (V \ r(V(0))). Tada 

c 1(V \ rang x) = (ao(r [ V)) [(V \ rang x)) i 	W[c]. 

Kako je c I V(W) = (bo(r [ V)) F V(W) imaCemo 

k9A W[bo(r [ V)], 

odakle po indukcijskoj hipotezi sledi 

k2L S(r)W[b] 

Kako je jos b [ (V \ rang (rox)) = a [ (V \ rang (rox)), to ee biti borox E S, pa, 

zbog cox = borox, sledi da cox E S. 
Obrnuto, neka borox E S, tj. 

b [ (V \ rang (rox)) = a [ (V \ rang (rox)) i 	SNIP[b], 

i neka c = bor U a [(V \ V(0)). Tada, po indukcijskoj hipotezi, 

W[bo(r IV)]. 

S obzirom da c [ V(0) = (bo(r I V))[ lief)), to ee biti 

2 CC], 

§to zajedno sa c l (V \rang x) = (ao(r [ V)) [ (V\rang x) daje cox E T, tj. borox E T. 
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(iv) Shen° dokazu pod 	Jedini interesantni slueajevi su kada k = (Vx)VJ i 
= (Px > r)W. 
Neka 0 = (Vx)W i 	S f M(V x)W[a], tj. 	(Vx)Sf flif(W)) W[a], odnosno, 

za svako b E Av  takvo da b f (V \ rang x) = a [(V \ rang x) vazi 

S f (7 r V f (W)) W[b]. 

Neka je c E Av  takvo da c f (V \ rang x) = (a o (r [ V)) r (V \ rang x) i neka 
b = c r  rang xUar (V \ rang x). Tada, po indukcijskoj hipotezi, 

w[b o ((rrVj(!)) IV)],  

odnosno 
W[boer[V)]• 

Kako je bo(r I V) = c f rang x U (ao(r r V)) r(V \rang x) = c ima6emo 

k9,1  W [c], 

tj. 
k21  0[ao(r r V)]. 

Obrnuto, neka 	(Vx)W[ao(r [ V], tj. za svako b E A v  takvo da b f (V \rang x) = 
(ao(r [ V)) [(V \rang x) vazi 

W[b]. 

Neka c E A v , c [(V \rang x) = a r (V\rang x) i b = co(r [V). Tada b r (V\rang x) = 
(ao(r [ V)) (V \ rang x) pa 

W[b], 

tj. 
w[coer [V)]. 

Kako je r [ V = (r [V1  (W)) r V imaeemo po indukcijskoj hipotezi 

Sf (7  rvicwwk[c], 
tj. 

Sf (r r Vf (W))0[a]. 

Neka je sada 0 = (Px > r)W. Treba pokazati 

k21  Sf  (r)(Px > r)W[a] akko 	(Px > r)W[ao(r [V)] tj. 

(Ps > r)Sf 	Vf(W))W[a] akko 	(Ps > r)W[ao(r r V)] tj. 

ti c,{box b kV \ rang x) = a I (V \ rang x), X2 1  sf 	vf (w))cbil > r akko 

ita{cox I c [(V \ rang x) = (ao(r [ V)) [(V \ rang x), = W[c]}> r. 
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Pokazaeemo da su skupovi 

S = {box I b (V \ rang x) = a [ (V \ rang x),121 Sf (r [V f  (W))W[b]) 

T = {cox I c [ (V \ rang x) = (ao(r r V)) [(V \ rang x),21 W[c]} 

jednaki. 
Ako box E S, onda b [ (V \ rang x) = a (V \ rang x) i Hi  Sf (r V f (W))W [b] 

Kako r : 1/1 (0) 	V \ Vb(0), to (bo(r r V)) r(V \ rang x) = (ao(r [V)) [ (V \ rang x). 

Jos je po indukcijskoj hipotezi 

121 W[bo((r vf  NO) Mb 

odnosno 
kg. W[boer V)1, 

pa 6e biti bo(r V)ox E T. Po§o je r [rang x identieno preslikavanje bo(r [V)ox = box, 

pa box E T. 
Obrnuto, ako cox E T, onda c [ (V \rang x) = (ao(r [ V)) [ (V \rang x) i 	W[c]. 

Neka b = c [ rang x U a [ (V rang x), onda c = bo(r r V), pa 

W[boer V)], 

odakle po indukcijskoj hipotezi sledi 

kg St (r V f (W))W [b] 

Kako je b [ (V \ rang x) = al (V \ rang x), to Ce biti box E S. 

(v) Najpre pokaiimo da u modelu 21 vale sve aksiome. Zadriaeemo se na verovat-
nosnim aksiomama. Aksiome A7 do An vaie u svakom slabom verovatnosnom 
modelu, jer su to osobine konaeno aditivne verovatnosne mere. Pokatimo Al2, tj. 

da za bilo koje a E A v  
Hi (V x)0 (Px > 1)Ca]. 

Ako =21  (Vx)4 ,[a], onda za svako b E A v  takvo da b [ (V \ rang x) = a [ (V \ rang x) 

vaii 	eb[b], tj. 

za svako b E A v , box E {cox I c [(V \ rang x) = (V \rang x), kg (P[c]). 

Znaei, 

A a  = {box I b E A v } = {cox I c [ (V \rang x) = a [ (V \rang x), k2 O[c]). , 

pa je 

pa, {cox I c [ (V \ rang x) = a [ (V \ rang x),H 1 4,[c]) = ita (A") > 1, tj. 

(Px > 1)Ca]. 

Jednostavno se, takodje, proverava da se od teorema koje vale u svakom slabom 
verovatnosnom modelu tipa v, primenom pravila izvodjenja dobijaju formule koje 
takodje vale u svakom slabom verovatnosnom modelu tipa v. 

(vi) Sledi iz (v). 
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Leme potrebne za dokaz stava potpunosti 

U ovom delu eemo dokazati eetiri leme potrebne za Henkinovski dokaz stava 
potpunosti. 

Oznaeimo sa V* skup simbola takav da je V* D V i V* n P = 0. Neka 
L* = L(V* v, m, R) i F* skup formula u L*. 

Formula 0 je V-formula u L* ako 0 E F* i VO) C V. Formula 0 je V-reeenica 
u L* ako E F* , Vb(0) C V i Vf(0) C V* V. 

Lema 2.5. Neka je F' skup svih V-formula u L*. Tada 

=n 	=v(P) V +Ev* +No. 
n<m 	pEP 

Dokaz. 

Za svako p E P, broj atomskih formula je V* 14) , pa je ukupan broj atomskih 

	

--= 	— formula jednak EPEF, V*
1/(p) 	 (7) ) 

i vazi EpE p V * 	< 	Nizova promenljivih x E 

Va za < m ima En‹ . v , Ato predstavlja i broj univerzalnih i verovatnosnih 
It  

kvantifikacija, pa vaii En<,„ V< F'. Kako iskaznih veznika ima konaeno mnogo i 

u svakoj formufi se pojavljuju konaeno mnogo puta, vaiiee Ko < Iz svega ovoga 
dobij amo 

=n 	, v + 	(p) 
V* 	+No < F'. 

n<m 	pEP 

Obrnuto, kako je svaka formula u F' konstruisana od konaeno mnogo atomskih 
formula, iskaznih veznika, univerzalnih i verovatnosnih kvantifikatora, to ee broj 
formula biti manji iii jednak broju konaenih podskupova skupa koji sadrii sve 
atomske formule, sve univerzalne i verovatnosne kvantore i sve veznike, a taj broj 

(P)=n 	=-J- ,  
je En‹. V + EpEp V 	+Ro. Znaei, vaii i 

F'  <E
=  
v

n 
+ Le v- 	+ Ito. 

n<m 	pEP 

Lema 2.6. Neka je C F. Tada, r je konzistentan skup formula u L* akko 
je konzistentan skup formula u L. 

Dokaz. 
Ako r FL  1, onda r FL . ±, jer je svaki dokaz u L takodje dokaz i u L*. 
Obrnuto, neka r FL . 1, tj. postoji niz formula 01, 	, 	iz r tako da 

Fi* Pi A • • • A 4Pn 	1. 

Neka je 	= 01 A • • • A 	 -I-, 	Wm  dokaz za 4 = Wn, u L* i X = 
 • • .V(W1) U .0 V(W, i ). Jasno, X c V. Medjutim, kako u W1, , Wm ima konaeno 
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mnogo predikata p E P i za svaki je v(p) < V i konaeno mnogo kvantifikacija po 

V promenljivih, to ee biti X < V, pa postoji r : X 	V. Tada, po lemi 2.2, 

niz S(r) 1111, ...,S(T)Wm je dokaz za S(r)0 u L*. Pato formule S(r)Wi, 	,S(r)Wm 

pripadaju F ovo je dokaz i u L. Znaei, 

FL S(r)0. 

Neka a = r I V(0). Tada S(c)0 = S(r)0. Poko c E F, imamo V(0) C V , a 

kako jc jo'S a 1-1 preslikavanje, dobijamo da : V(S(o)(P) V. Po pravilu 

supstitucije imamo 
S(cr-1 )S(47)0, tj. 

FLT', 

Ato znaei F FL 1. 

Lema 2.7. Svaki konzistentan skup F V-reeenica u L* se mote rasiriti u mak-

simalno konzistentan skup V-reeenica u L*. 

Dokaz. 
17 < a) skup svih V-reeenica u V. Sada S. irimo, korak po korak, 

skup r dodajuei mu one V-reeenice koje ne narifSavaju njegovu konzistentnost. 

Zapravo, definikmo niz F0,13 < a, na sledeoi naein. Stavimo 

Neka 

 k=a jFe, 

{W,), inaee 

ako 	U {W.i } I-L• 1 
Pp = jl , ako = + 1. 

Ty  U 
Po = U,y<15 	ako je 13 granieni ordinal razlieit od nule. 

Ako Pa  FL. ±, onda, zbog finitnosti dokaza, postoji < a tako da fp FL. 1 

sto je nemoguee po konstrukciji Fp. Znaei, Pa  je konzistentan. Pretpostavimo 

da postoji V-reeenica fi takva da V Fa . Tada 0 = Wp, za neko /3 < a. Kako 

Wp 1'o+1 , to rpu {W0} L. 1, pa Pa u {Wp} FL. 1, ko znaei da je Fa  maksimalan 

konzistentan skup V-reeenica u L*. 

Neka je V* OViF maksimalno konzistentan skup V-reeenica u L*. Oznaeimo 

sa 21(r, V) strukturu definisanu na sledeei naein: 

(7.1) 	 A = V* \V 

(7.2) 	 Rn  = 	E A v( P )  I p(x) E r), za svako p E 

(7.3) p,lb ox Sf (b)4I ,  E r,b r (V \rang x) = a (V \rang x)} = 

max{r Sf(a)(Px > r)(P E F) 

za svaku V —formulu svako a E Av  i svaki niz promenljivih x E V a . 
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Lema 2.8. Neka je 
(i) maksimalno konzistentan skup V-reZenica u L*, 
(ii) za svaku V-reeenicu (Vx)W postoji r : rang x —+ V* \ V tako da 

Sf(r)W (V x)W E r. 
Tada 
(a) 21.(f, V) je slaba verovatnosna struktura tipa v, 
(b) za svaku V-formulu 0 u L* i svaku funkciju b E (V* \ V) v  vazi 

0[b P  V*] akko Sf(b)0 E r. 

Dokaz. 
(a) Dokatimo najpre da je pc, dobro definisana funkcija i da je to konaeno adi-

tivna mera na A. 
(1) p«  je dobro definisana funkcija. Pokaiimo da mera nekog podskupa od Aa 

ne zavisi od izbora formule kojom je taj skup definisan. Neka je 

{b o x Sf (b)0 E r, b r (V \ rang x) = a 1' (V \ rang x)) = 

fb o x S f  (b)W E r, b 1' (V \rang x)= a I (V \ rang x)}. 

Tada, za svako b E A V  takvo da je b r (V \ rang x) = a 1' (V \ rang s), ako 
S f (1))4' E r onda S f (b)W E r, odnosno 

Si (b)(0 W) E r. 

Po (ii), za V-reeenicu (Vx)S f  (a r (V \rang x))(4$ 	W) postoji r E Aran" tako 
da 

Sf(r)Sf(a F (V \rang x))(0 W) -4 (V x)S f (a ( (V \ rang x))(0 W) E r. 

Odavde, za b=rUai (V \ rang x) imamo 

Sf(b)(0 W) (Vx)S f  (a I (V \ rang x))(0 W) E 

pa, po Rl dobijamo 

Po Al2 je dalje 

Ako je 

(V x)S f (a (V rang x))(0 W) E r. 

(Px > 1)Sf (a r (V \rang x))(0 W) E r. 

pc,{b o x I Sf(b)0 E r, b 1 (V \rang x) = a (V \ rang x)} 
pc,{b o x I Sf (b)W E r b F (V \ rang x) = a (V \ rang x)}, 

onda postoji s E R tako da 

(Px > s)S f (a P  (V \ rang x))0 E r i (Ps > s)S f (a I (V \ rang x))W r. 
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Dakle, imarno 

(Px > s)Sf (a (V \ rang x))0 A -, (Px > s)S f (a (V \ rang x))W A 

(Px > 1)S f (a I (V \ rang x))(-4 V W) E r. 

Medjutim, po Ag 

(Px < 1 - s)Sf (a F (V \rang x))--4,  A (Px < s)S f (a (V \ rang x))W A 

-, (Px < 1)S f (a I (V \ rang x))(-4 V 	I' 

tj. 

(Px > s)S f (a I (V \ rang x))4,  A --, (Px > s)S f (a I (V \ rang x))W A 

(Px > 1)Sf (a I (V \rang x))(-0 V W) 1" 

to je u kontradikciji sa prethodnim. 
(2) tio,(A") = 1 i NaO = 0. 
Kako je A" = {b oxISf (W V -W) E r, b I (V \ rang x) = a I (V \ rang x)}, 

inaamo 

pa(A") = italb 0xISf (b)(0 v --4') E r, b (V \ rang x) = a r (V \rang x)) 

= max{r I Sf (a)(Px > 0(0 V -,0) E r}. 

Po§to Sf (a I (V \ rang s))0 V -(Sf (a I (V \ rang x))4 ,  E r, po R2 

(Vx)(Sf (a I (V \ rang x))0 V -, Sf (a (V \ rang x))4 ,) E 

pa po Al2 

(Px > 1)(Sf (a I (V \rang x))0 V -6' f (a f  (V \rang x))0) E r, 

odnosno 
Sf (a)(Px > 1)(0 	E r, 

odakle je A' = 1. 
Poka2imo sada da it,0 = 0. Jasno je da je 

0 = 	x I Sf(b)(0 A -44)) E T, b (V \ rang x) = a (V \ rang x)). 

Pretpostavimo da postoji r > 0 tako da Sf (a)(Px > r)( A -.4)) E T. Tada 

(Px 5 1 - r)-'(Sf (a F (V \rang x))(1,  A -(Sf (a I (V \ rang x))0) E r, 

-.(Px > 1 - r)(Sf (a F (V \ rang x))0 V -.Sf (a r (V \rang x))0) E r, 
pa je 

(Ps > 1 - r)S f (a (V \rang x))0 V -"S .  f (a ( (V \rang x))0 r, 
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odakle, po aksiomi A10 sledi 

(Px > 1)S f (a I (V \ rang x))0 V -45 f (a F  (V \ rang x))0 .P, 

	

jer 1 - r < 1. Znak dobijamo 	Sf(a)(Px > 1)(0 V -10) t% 	je u kontradikciji 
sa prethodnim. 

(3) Funkcija pa  je nenegativna. 
1Z A5 sledi da (Px > 0)S f (a 1 (V \rang x))0 E odnosno Sf(a)(Px > 0)0 E r 

za svaku V-formulu 0 i svako a E Al', pa je 

ito fb o x I Sf (00 E r, b r (V \rang x) = a (V \rang x)} > O. 

(4) pa (Aa \ B) = 1 - paB, za svaki skup B = {b ox I Si (00 E r, 
6 1 (V \rang x) = a 1 (V \rang x)}. 

Ako je B = fb ox I Sf (b)0 E r, b F (v \rang  x) = a (V \rang x)} , tada 

	

A" \ B = {b oxl Sf (b)0 	b [ (V \ rang x) = a I (V \ rang x)} 

= {b ox Sf (b)0 E P, b (V \rang x) = a r (V \rang x)}. 

	

Neka paB = s, 0 < s < 1. Tada 	max{r I Sf(a)(Px > 7-)0 E 	= s, odakle 

(Px > s)S f (a f (V \ rang x))0 E r i (Px > s+),V f (a I (V \ rang x))$ T. 

Po A 11  sledi 
-, (Px > s)S f (a r (V \rang x))45 E F 

odakle 

	

(1)x > 1 - 	(a (V \ rang x))0 E F, 

odnosno 
Sf(a)(Px > 1 - s)- E r, 

§to zna6i da 1 - s E {r Sf(a)(Px > r)-4 E r}, tj. ii,„(Aa B) > 1 - s. Ako 
pretpostavimo da postoji t > 1 - s tako da S f (a)(Px > t)-4 E r, onda, po A10 

(Px > 1 - s)-iS f (a [ (V \ rang x))0 E r, 

pa 
(Px < 1 - s)-lS f (a r (V \ rang x))0 	tj. 

(Px > s)S f (a F (V \ rang x))0 1', 

gto je kontradikcija sa tio,B = s. 
Neka paB = 0 i isc,(Acr \ B) # 1, onda Sf(a)(Px > 1)-4 0 r, odakle 

(Px < 1)-,S f (a F (V \rang x))0 E 

odnosno 
(Px > 0)S f (a [ (V \ rang x))0 E F. 
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Odavde, po A11 sledi 

(Px > 0+)Sf (a [ (V \rang x))4,  E 

§to je kontradikcija sa pretpostavkom B = 0. Shen°, kada ti c,B = 1. 
(5) pc, je monotono rastuea funkcija. 
Neka je C 	{b ox I Sf(b)0 E r, b [ (V \ rang x) = a f (V \ rang x)} , 

D = {b oxISf (b)W E 	b [ (V \ rang x) = a [ (V \ rang x)} i C C D. Tada, kao 

u (1), 

(Px > 1)(S f (a [ (V \ rang x))0 —› Sf (a [ (V \ rang x))) E r. 

Neka p,C = s, i.t„D t i t < s. Tada 

(Px > s)S f (a [ (V \rang x))0 E r i (Px > s)S f (a [ (V \rang x))W r, ti. 

(Px < 1 — s)—iSf (a [ (V \rang 	E r i (Px < s)Sf (a [ (V \ rang x)) E 

odakle po As sledi 

(Px < 1)(m5f (a [ (V \rang x))41,  V S f (a [ (V \ rang x))W) E r 

Ato je kontradikcija sa 

(Px > 1)(Sf (a F (V \ rang x))0 S f (a [ (V \ rang x))W) E r. 

(6) Eta  je konaeno aditivna funkcija. 
Neka je C = {boxISf (b)0 E r, b I (V \rang x) = a [ (V \rang x)), D = {box I 

Sf (b)W E T, b [ (V \rang x) = a [ (V \rang x)},C fl D = 0, 11,,C = s i µ aD = t. 

Tada 

(Px s)S f (a [ (V \rang x))(11 E r (Px > 	f (a [ (V \rang x))W E r. 

IzC. Il D= 0sledi 

(Px > 1)-,(Sf (a [ (V \rang x))0 A S f (a [ (V \rang x))W) E r 

pa, po A7, imamo 

(Px> min(1, s + t))(Sf (a [ (V \rang x))0 V Sf (a [ (V \rang x))W) E r. 

Kako je C C A \ D, to je p,C < 1 — t, odakle s t < 1, pa 

(Px > s t)(S f (a F (V \ rang x))0 V Sf (a [ (V \ rang x))W) E r. 

Poka2imo jo§ da 

(Px > (s 0+)(Sf (a [ (V \ rang x))0 V S f (a F (V \ rang x))W) r. 
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Iz (Px > s+)S f (a r (V \ rang x))0 r sledi 

-,(Px > s+)S f (a ( (V \rang x))0 E r, tj. (Px < s+)S f (a I (V \ rang x))0 E r, 

pa, po A11, 
(Px < s)S f (a I (V \ rang x))4) E 

Takodje, iz (Px > t+)S f (a I (V \rang x))W I' dobijamo 

(Px < t+)Si (a I (V \rang x))W E r, 

pa, po A$ imamo 

(Px < min{1, s + t+})(.5f (a r (V \ rang x))0 V S f (a I (V \ rang x))W) E r. 

Ako je s < 1 - t, onda t+ < 1 - s, pa min{ 1, s + t+} = s + t+ odakle 

(Px < s + t+)(S (a ( (V \ rang x))0 V Si (a r (V \rang x))W) E r, 

(Px > s +t+)(sf (a (v \rang  x))0 V S (a I (V \ rang x))W) T. 

Na kraju, odavde je 
Sf(a)(Px > s + t+)(0 V W) T. 

Pokaiimo da s + t+ = (s + 	Svakako je (s + 	< s + t+. Ako 

	

s + t < (s + 	< s + t+, 

onda 
1 — (s + t) > 1 — (s + t)+ > 1 — (s + t+ ), 

pa 
s 1 — (.s t) > s + 1 — (s + t) +  > s + 1 — (s + t+ ), tj. 

1 — > 1 — (s + t)+ + s > 1 — t+ . 

Odavde 
t < (s + t)+ - s < t+ 

Ato je kontradikcija sa definicijom t+. 
Ako s = t + 1, onda min{ 1, s + t+} = 1, odakle je 

(Px < 1)(S f (a ( (V \ rang x))4,  V S (a ( (V \ rang x))W) E r, 

odnosno 

	

(a)(Px > 	v W) F. 

S druge strane, po§to 

(Px > t + s)(S f (a I (V \ rang x))0V S i,  (a. I (V \ rang x))W) Er i t + s = 1, 
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onda 
(Px 2 1)(S f (a (V \rang x))0 V Sf (a I (V \rang z))W) E f, 

SW je kontradikcija sa prethodnim. 
(b) Indukcijom po slo2enosti formule 0 dokazaCemo 

h% 0[6 P V*] akko S f (b)0 E r. 

Odatle, iz definicije mere p« i konaenosti skupa R slediee da je skup 

{a ox I ar (V* \ rang x) = b (V* \ rang x), (Nall po,—merljiv za svaku 

V —formulu 0, svako b E Av*  i svaki niz razlieitih promenljivih x E V' , tj. da je 21 

slaba verovatnosna struktura. 
Neka(P= p(x), b Av , x E IMP). Tada 

k21 p(x)[b V*] akko b V* o x E Rp , po definiciji (6.1), 

akko box E 

akko p(b o x) E 1, po definiciji Rp , 

akko Si (b)p(x) E r, po (5.1). 

Neka 0 = 	i za W vazi tvrdjenje (b). Onda 

k91 	akko nije 	W[b F V*], po definiciji (6.2), 

akko S f (b)W F , po indukcijskoj hipotezi, 

akko S f (b)—.W E P, po (5.2). 

Neka 0=WVei za W i 0 vai tvrdjenje (b). Onda 

(W V e)[b F  V*1 akko 	W[b V*] ili k9A e[b F V*], po definiciji (6.3), 

akko S f (b)V1 E 1' iii Sf (b)e E 	po indukcijskoj hipotezi, 

akko Sf(b)(W V (9) E r, pc) (5.3). 

Neka je = (Vx)W, za W vatii tvrdjenje i 	(Vx)W[b V*]. Tada za svako a E A v. , 

takvo da a P  (V* \ rang x) = b I (V* \ rang x) vati 	W[a]. Treba pokazati da 

S f (WV X)W E F, tj. (Vx)S f (b F V\rang x)W E r. Formula (Vs)Sf (b V\rangx)W  

je V-reenica, pa, po (ii), postoji T E (V* \ V)" n9 ' tako da 

S f (7)S f (b F V \ rang x)W (Vx)Sf (b F V \ rang x)W E F. 

Neka je d= TUbr (V* \ rang x), tada d E (V* \ V) v•  i d F (V* \ rang x) 

b r (V* \ rang x), pa 121  W[d]. Po indukcijskoj hipotezi, 

Si (d V)W E l, 

a, kako je 	
S f  (d F  V)W = S f (OS f 	(V \ rang x))(1/, 
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sledi, po 
(`ix)sio r (V \ rang x)W E r. 

Obrnuto, neka je 

Si(b)(Vx)W E r, tj. (Vx)Sf (b F (V \ rang x)) W E r. 

Neka je c E (V* \ V) v.  takvo da c r (V* \ rang x) = b 1 (V* \ rang x). Tada 

Si (c)W = Sf(C I rang x)Sf (b rs (V* \ rang x)) W. 

Kako, po A3 vaii 

(Vx)Sf (b r (V \rang x)) 	Sf (c i rang x)S f (b (V* \rang x)) w E r 

sledi6e, po R1, 
Si (OP E f', 

odnosno, po indukcijskoj hipotezi 

Po definiciji (6.5) imamo 
(Vx)W[b r Vs]. 

Ako je 0 = (Px > r)W, onda 

(Px > r)W[b P V*] 

akko ft„ {a o x I a 1 (V* \ rang x) = b r  (V* \ rang x), k2 W[a], a E Av. } > r 

akko ita {c oxlc 1.  (V \ rang x) = b 1 (V \ rang x), I=  W[c F Vs], c E A v } > r 

akko pAc 0 x I c 1 (V \ rang x) = b [ (V \rang x),Sf(c)W E r , r E A v  > r 
akko max{s I Si (b)(Px > E r} > r 

akko Si (b)(Px > r)W E r. 

Stay potpunosti 

Teorema 2.9. Ako je r konzistentan skup formula u L, onda je r zadovoljivo 
u nekom slabom verovatnosnom modelu 2t tipa v. 

Preciznije, ako je n kardinal i vati 

(1) F < n, 

(2) za svako p E P. n = nv( P ) , 

26 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



onda irna model 21 'noel n. 

Dokaz. 
Neka je 16' najmanji ordinal moci  n. 

Neka V' C V takav da V' = V V' i ro  : V 	V'. Ovakvi V'irO postojejer 

je V, po pretpostavci, beskonaean skup. Jog, neka je 

{sfroo E r} 

Jasno, 	je skup V'-formula u L. Ako la nije konzistentan skup formula, onda 

postoji niz formula (Pi, 	, cPn  u tako da 

EL S(7001 A • • • A S(To)On 

odnosno 
FL S(To)(C A • • • AC, 

Ako stavimo =To r V(01 A - • • A On  1), ouch po R3 imamo 

L S(0--1 )S(r)(01 A•••Act',,--1) 

tj. 
Hi, 'Pi A • • • A (I,„ 

sto je suprotno pretpostavci da je P konzistentan skup formula. 

Neka je : V 172 / \ V' i 

{Si (1-04) I E 113}• 

Oeigledno, 	je skup V'-reeenica u L. Ako Ii FL 1, onda postoji niz formula 

01, 	u 113 tako da 

odnosno 

FL Si( 71)45 1 A • • • A Sf (71 )4,,, 	_L, 

FL Sf (Ti)(01 A • • A On 	1), 

odakle, po R4 imamo 
FL 'Pi A • • • A On  

Sto je u suprotnosti sa konzistentnoku skupa I. 
Za svako v E 	i svako -y < uvedimo novu promenljivu w". Neka je 

V* = V U {w" I v E V', -y < 13} , 

L* = L(Ii* , m, 

G* — skup svih V'-reeenica u L*. 

Po lemi 2.5 i pretpostavci (1) imam() 

/(0 
F =EVP  +Elf +RO 

P<nl 	PEP 

. 
F < n, 
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odakle sledi 

EV < n, P < n, E (P) < n, 	< n. 
p<m 	 pEP 

= 
Po§to je V* = V + n 

v(p) 	=1/ (P) 
(i) za V* = V, imamo EpE p V* = EpE p V < n, 

=(p) 
(ii) za V* = n imamo EpEp  V* 	= Epep  n" (p) = EpEp n = n, 

(P) 
pa je, u svakom slueaju EPEP  V* 	< n. Odavde i iz leme 3.1 dobijamo 

E  =p  
G* < 	V + E V* v(p) 

 + Ko < ri, 

	

p<In 	pEP 

'SW znaei da postoji funkcija 	: fl 	G*, tj. da se skup G* mole prikazati u 
obliku 

G* = ftP,, I 	< (3). 

Za svako y E 	neka o : V' 	V* tako da v7 (v) = w„7 . Iz (1) i (2) sledi 

(1< .), V(Wa ) < n, za svako -y E 	Tada postoji funkcija : /3 	/3, tako da 

0-A(7)(v') fl  U v(w.) = 0, za svako 7 E /3. 
a<7 

Za svako 7 E /3 definigmo Vi-reeenicu e,, na sledeei naein: 

(97  = s_f(aA (7) )0, za 	= (Vx)0 

w-y, 	ako W7  nije oblika (Vx)0. 

Dakle, 9.y  je, ako W.y  = (Vx)0, formula koja se dobija iz 0 zamenom promenlji-
vih iz rang x novim promenljivim iz V* tako odabranim da se ne pojavljuju u 
Ua<y V(W,). Neka je 

= u {e, wy  I E p}. 
Jasno, /3 je skup Vcreeenica u L*. Pokaiimo da je /3 konzistentno u L*. Pcgto 
je .17 konzistentno u L onda je, po lemi 2.6, konzistentno i u L*. Pretpostavimo 
12 I-L* 1. Tada postoji niz formula 0 1 , , On  E T tako da 

	

FL• 	A • • • A On  —4 1. 

Moiemo 01, • • • , On tako izabrati da je {01, , On} minimalan nekonzistentan pod-
skup od /3. Bar jedan element skupa {01, ,0 n } ne pripada (inaee bi T bilo 
nekonzistentno), tj. je oblika e„, Stavimo 

On = ea 	gde je a = maxey E 	 E 
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Neka je = 01 A • • A 	Tada iz FL. 0 A 	1 sledi FL. 0 

Ako ea, = !Pa  onda FL. 0n , pa iz 

	

0 A 4'n  - 1, FL. On i FL. ((4' AOn 	-I-) A On) 

dobijamo FL. 	-> 1 sto je suprotno pretpostavci da je svaki podskup od 

{01, • .. , 	konzistentan. Dakle, mora biti 

W,„ = (Vx)Wo, ea = (OA(a))Wo ,  

gde je Wo V'-formula 	x E 01 °' , al < tn. Tada FL. 	111,,) 	"gto 

sa -+ 	daje FL. 0 -> ea , odnosno 

L. -+ Sf A(0))% 

Odavde, zbog V' n Vf (0) = 0, imamo 

	

Sf (a),(0))(0 	q41). 

Kako je Vi (0 -> 	C V(0) U V(0,0 i (V(0) U V(0n)) n Q), ( 0)(w) = 0 sledi 

je 17/(0 	Wo) n crA( a)(V') = 0, pa je cr),(,),) Vf (0 -> W0) 1-1 funkcija. Sada, 

pravilu R4 
FL. 0  Wo, 

a odavde, po R2 

	

FL . (Vx)(0 	We). 

PoSlo je V' n vf  (o) = 0 i rang x C V', po aksiomi A3 sledi 

(Vx)(0 	W0) 	(0 	(Vx)Wo), 

odakle, po R1 
FL. 0 —• (v x)v,  0. 

IZ F L . 	i L. 	ea  sledi F L . 4 	(ea 	wa), tj. 

FL. -“Pn• 

Kako je jo§ FL. 0 A On 	J_, na kraju dobijamo 

FL. 0  -> 

gto je u suprotnosti sa pretpostavkom daje {01, • ,On-i} konzistentan skup for-

mula u L*. 
Znaei, /3 je konzistentan skup V'-reeenica u L* pa se, po lerni 2.7, mole raSiriti 

u maksimalno konzistentan skup T V'-reeenica u L*. Neka je 

A = V* \V I  , 

da 
po 

RP = {x E /OP)  p(x) E 
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Eta oxISf  (00 Egbr (V \ rang x) = a (V \ rang x)} 

max{r I Si (a)(Px 	E /3). 

Tada, po lemi 2.8 
2t = (A, Rp , it a )pcp, -Ti. <in  

je slaba verovatnosna struktura tipa v, i za svako b E AY  i svaku V'-formulu 0 u 
L* vaii 

I21 0[41/1 akko Si (6)0 E r. 
Neka 00  E /6, tada Si (7-1)00 Eli C 13 i  i kako je E (V \V 1 ) 11 ' C Ay', slediee 

k9L Ooin [ V * 1, 

a pogto je 00 formula u L imaeemo 

k2i Oo[ri 	. 

Neka je a = T1  0 re. Tada a : V 	V \ V', pa a E A y '. Ako E r, onda 
S(r0)0 E Rh  pa, po prethodnom, 

s(70) 45 [T]rli, 

odakle, po teoremi 2.4(iii) sledi 

k21 0[(1-1 r v) 0 (TO r V)]• 

Kako je rofV = 70  na kraju eemo imati 

% Obi 0  rob 

ti. 
k21  O[a]. 

Dakle, pokazali smo da je skup formula r zadovoljiv u modelu 2t. Pokaiimo jo§ da 
postoji model mo6i n. 

=v(p) Ako v {0}P , tj. postoji p E P takvo da je v(p) 0 0, onda, iz EPEF, V 	< n 
sledi da V < n. Na kraju, iz A =n+V=n imamo da je 21 model moCi n. 

Ako v E {0) P , tj. za svako p E P, v(p) = 0, onda je svako Rp  nularna operacija 
na A, tj. neki element iz A. Tada, za svaki neprazan skup B, svako b E B Y  i 
svaku formulu 0 E valiee ko3 0[b]. Ako izaberemo B tako da bude mei& n, onda 
dobijamo da je r zadovoljivo u modelu mo6i n. 

Posledica 2.10. (i) Skup formula 1' je zadovoljiv akko je konzistentan. 
(ii) Formula 0 je valjana akko je teorema. 

Dokaz. 
(i) sledi iz teorema 2.9 i 2.1(vi). 
(ii) iz F-L 0 sledi 0 je valjana, po teoremi 2.1(v). Obrnuto, ako je 0 valjana i 

nije teorema, onda {-0} je konzistentan skup formula, pa postoji slab verovatnosni 
model 2t i element a E A v  tako da k21 	Odavde 	0[a] §to je suprotno 
pretpostavci da je P valjana. 
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Posledica 2.11. Neka PC F. Tada, r jc zadovoljivo akko svaki konaean pod-
skup od P ima slab verovatnosni model. 

Dokaz. 
Po teoremi 2.1(vi), ako svaki konaean podskup od P je zadovoljiv onda sva-

ki konaean podskup od P je konzistentan. Tada je, zbog finitnosti dokaza, i P 
konzistentan skup formula, pa je zadovoljiv. 

31 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



3. ALGEBRIZACIJA LOGIKE L(V. v, m, R) 

, Veza izmedju Bulovih algebri i iskazne logike, cilindrienih algebri i logike prvog 
reda, Keisler-ove L(V, v, m) logike i poliadienih algebri [7] nas motivi:4e da uvedemo 
algebre koje demo zvati slabe verovatnosne poliadiene algebre a koje de "odgovarati" 
nab'oj logici L(V, v, m, R). 

Poliadiene algebre 

	

Neka je fi  proizvoljan ordinal. Poliadiena algebra dimenzije 	kraCe PAp, je 
algebarska struktura 

I; = (B, +, ., 	 1, C(K ), ST ), 

gde su + i binarne operacije na B, 	C(K), S T  unarne operacije na B, 0, 1 E B, 
i \rate sledede aksiome, za svako x, y E B, svako o , r E 130  i svaki niz razlieitih 
ordinala (K),(L) iz a  &tine a, g < : 
(P1) (B, +, —, 0, 1) je Bulova algebra, 
(P2) C(K) 0  = 0, 
(P3) x < C(K)x, 
(P4) C(x)(x • C(M)y) Cuoz • C(M)y,
(Ps) c(0) 21 x, 
(P6) cgoconx = cw ,m) x, 

(P7) sidx x, 
(Po so-oTx = s,,srx, 
(P9 ) s0(x + y) = s„x + 
(Pio) Sc,(—x) = —Sox, 
(P11) So.C(K)x = STC(K) x, ako v 1 (3 \ rang (K)) = r 	rang (K)), 
(P12) C(K)ST:e = STC( r-4(K))x ako r r rang (7-1  o (K)) je "1-1" preslikavanje. 

(Pis) Crocrox = C(K)x, gde r rang(K) : rang(K) 	rang(K). 
na 

Neka je M skup, 13 proizvoljan ordinal. Za svako (K) E", r E ap  i svako 
X C MO neka je: 

c(K )X = la E Mfl I postoji b E X tako da b 1(I3 \rang (K)) = a (fi \ rang (K))1 

.s.,-X={aEM 13 1aorEX} 

tada = (B, U, fl, 0, mo, c(K) , sr ) je poliadiena skupovna algebra dimenzije Q ako 
je B kolekcija podskupova od Mfl zatvorena za sve gornje operacije. Lako se mote 
proveriti da je svaka poliadidna skupovna algebra dimenzije /3 jedna PAp algebra. 
Poliadiena algebra Ir dimenzije reprezentabilna ako je izomorfna subdirektnom 
proizvodu skupovnih poliadienih algebri dimenzije Q. Najinteresantniji problem u 
vezi sa cilindrienim algebrama je pitanje njihove reprezentabilnosti, pa evo nekih 
vatnijih rezultata. Dokazi ovih teorema se mogu naei u [5]. 

Teorema 3.1. Svaka poliadiena algebra dimenzije 2 je reprezentabilna. 
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Teorema 3.2. Ako je 3 < < w, onda poliadiena algebra Ir dimenzije [3 je 

reprezentabilna akko se mote utopiti u atomienu poliadienu algebru dimenzije /3 u 

kojoj je svaki atom rektangularan, tj. za svaki atom x vati C(K)x Ccox = C(K nL)x, 
za svako K, C 13. 

Teorema 3.3. Za > w svaka poliadiena algebra dimenzije je reprezenta-

bilna. 

Slabe verovatnosne poliadiene algebre 

Struktura (B, +, • , 	0, 1, C(K ), C(K) , 	gde je 

(B, +, •, —, 0, 1) Bulova algebra, 
C(K ) unarna operacija na B za svaki niz (K) ordinala iz dufine a, gde je 

<a , 
Cr, • unarna operacija na B za svako r E ft (R je kao u 1.), i svaki niz (K) 

razlieitih ordinala iz 13 dufine a, gde Q > 
ST  unarna operacija na B, za svako r Epp, 

je slaba verovatnosna poliadiena algebra dimenzije kraCe WPPp, ako je ispunjeno: 

(WPPI) (B, +, •, 0, 1, C(K), 	je poliadiena algebra dimenzije 0, 

(WPP2) (i) C(0) x = x, r > 0, 
(ii) C7(.100 = 0, r > 0, 

(WPP3) C °K) x = 1 , 
(WPP4) Criox < C(K) x, r > s, 

(WPP5) (3(1c) C7/0 x = CTiox, r > 0, 

(WPP6) (i) — C(K) x • (:1(1;) — y < —5"Kin) {1 ' r+s} (x + y), 

(ii) CTIox • CTinly • C(1K)  — (X • y) < cinKin) {1,r+s} (x y),  

(wppo (i) c,("to — x > —qic x, 

(ii) Gib(  — x < 	x, s > r , 

(iii) — C(114 — x 5 G7 K+) x, 

(W PP8) ,90.(7(10x = ST C,Tiox, ako a (#\ rang (K)) = r (fl\ rang (K)), 

(W P P9) ,50.C;_, (K) x = 	 ako cr r 	(K) je 1-1 preslikavanje, 

(WPPio) (i) CTiox < C(K)x, r > 0, 

(ii) (.7(K )C(Ko x = (:(Ko x, rang K C rang K1  

(iii) (7(10C(Kox = Cocox, r > 0, rang K C rang K1 , 
Operaciju C(K ) demo zvati cilindrifikacija, (-7(1‹. )  verovatnosna cilindrifikacija a Sr  

supstitucija. 

Teorema 3.4. U svakoj W P.130 algebri vaii 

(1) C;(/0 1 = 1. 

(2) Ako x < y, onda C(Inx C(K) y. 

(3) CT lo x  + C(K)V < C(K)( x  y) .  
(4) (7(K) (x • y) C C(10 x • C(K)y. 
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(5)q/c) x = x akko C(K)x = x. 
(6) ST 1 = 1. 

Dokaz. 

(1) c' - C(K) - 0 > -C 13  = -o = 1, (K) 	(K) 	(K) 

na osnovu (WPP7)(iii) i (WPP2). 
(2) Iz x < y sledi x • —y = 0 pa je, po (WPP6)(i) i (1), za r > 0 

qiox • — C(K) y = — C(K) y • C(I;)i r)  — ( — x) < — Ctio (y — x)= — Clio  1 = 0 

odakle sledi CT.Fox C(K)y. Za r = 0 je trivijalno. 
(3),(4) Neposredno iz (2) i x<x -Fyix•y<x. 
(5) Ako C(K)x = x onda, po (WPP10) 	CtK) x = CtK) C(K)x = Cgoz = x. 
Shen° na drugu stranu, uz koriiieenje (WPP10) (ii). 
(6) Iz (1), (WPP8) i (P7) dobijamo 

1 = 	sidq,3) 1= Sr q,) 1 = Sri. 

Tarski-Lindenbaumova algebra 

Neka je V1 skup novih promenljivih takav da V1 n V = 0, Vl  n P = 0, V1 = 
V. Jos neka je V* = V U Vl, To : V* 212* V1 , G skup svih reZenica u L*, 
H = I VAC C V, P E Formv.} i rc G. Za svako p E H neka je 

oft' = fw r FL . w 	W E H}  

Hp = {wIrIwE H}. 

Za svako 5 , W E H defini§imo 

wr) +r (WIT) = v W)/r, 
((pin'', (WI r) = (o A w)/l', 

-r(wir)= (-tw)/ r, 
it  = r, 
Or . = 

Dobro je poznata sledeCa. lema: 
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Lema 3.5. Skup reeenica je konzistentan u L* akko (Hr,+r,T, — r,lr,Or) 
je netrivijalna Bulova algebra. 

Za svaki niz x razlicitih promenljivih iz V, svako r E R, svako r E V v  i svaku 

formulu 0 E H defini§imo: 

(3r  x)(/ 	((3x)0)/ r, 

(Pr  x > r)(0/ r) = ((Px ?r)0)/ 

Sr  (7)(0/ = (Si (r)Sf (70 1 )S(70)0)/ T. 

Lako se mote proveriti da su ove operacije dobro definisane. 

Napomena 3.6. Prirodno bi bilo definisati Sr (7) na sledeei na6in Sr  (7)(4,11') = 

(Sf(r)0)/r. Medjutim, ova definicija ne bi bila dobra, jer iz r L . fp — ne sledi 

r L. sf  (T)P s (ow za one r E V" koji neku slobodnu varijablu formule 
0 —÷ W slikaju u vezanu varijablu ove formule. 

Lema 3.7. (i) Ako je Ch atomska formula i r E Vv  onda 

Sr  (7)(0/1') = (S f (7)0) r = (solo) r. 

(ii) Ako r E (V \14(0)) v  , onda 

Sr  (7)(0i r) = (s f (T)o) I r. 

(iii) Ako r E Vv  je 1-1, onda 

Sr(r)(0/r) = (solo) r. 

Lema 3.8. Ako m = V 
, 	

konzistentan ship formula u L* onda 

= 	r,+r, -r, —r,lr,Or,3rx, Prx > r,Sr(7)), gde T E V v , r E R, x niz 

razlieitih varijabli iz V duilne n , ct < m, je slaba verovatnosna pohadiena algebra 
dimenzije V. 

I)okaz. 
Radi jednostavnijeg pisanja uvedimo oznaku cPr = 01r. Po lemi 3.5 

(11r,+r,T,— r,lr, Or) je Bulova algebra. Operacije 3r x, Pr x > r i Sr (7) su 
dobro definisane i skup Hr je zatvoren za ove operacije. Proverimo jo§ da li vane 
sve aksiome. 

(WPP1) Aksiome poliadiZnih algebri se lako proveravaju, zato Cern° pokazati samo 

(Ps) i (P12). 

(Ps) 
Sr (v o 7)O r  = (Si (o- o 7)Sf (7(17 1 )S(70 )0)r  

= (S1(cr)S1(7)Sf (7,c I )S(70)0) r  

= Sr  (6) (Si ( 7)Si (TO 1 )5'( 700) r  jer cr E (V \ Vb(0))v 

= sr .  ( 0.) sr (T)4,,r 
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(P12) Kako je 

r FL . si (osi (r0  1 )S(7,3)0 -+ Si (ff)Si (r i )S(r0)( 3(7-1  ° 00 , 

generalizacijom dobijamo 

(VY)(-1Si (c)Sf (7(T 1 )5(70 ) ( 30' 1  0 y)0 -.Si (0)Sf(rV)S(70)0), 

i dalje, po A2 

r 	f (OS ( 70 1 )S(To)(3a -1  o 	-' (V Y) -'S (c)S (r(T 1 )5(ro)rh, 

odnosno 

r FL. PO (cr)Sf (TO 1 )S( 700  S f (a)Sf ernS(To)( 17-1  ° 	- 

Sli'dno se dobije obrnuta implikacija. Odavde je 

sr(oprer-i 0  or _ prosr(0.)or.  

(W P P2) (Pr x > r)Or = ((Px > r)l) r  = Or, jer 
/FL. (Ps> r)14-1zar >O. 

(WPP3) (Prx > 0)01' = ((Px > 0)0) 1.  = lr,  , po A5. 

(WPP4) 

(Pr x > r)Or  = ((Px > rMr 

<r ((Pa; > s)0)r  za r > s, po As 
= (pry  > s)or .  

(WPP5 ) 

§to sledi iz tvrdjenja 

(pry  > r)(pry  > opr (pry  > s)or 

r FL. (Px > s)0 4-* (Px > r)(Pz > 8)0 

koje Cern() dokazati. 

r FL. (Px > s)0 -* (Px > s)0 

FL. (Px > 8)0 -4 (Px > r)(P > s)0, po R3 i A6. 

Na drugu stranu, 

r L. (P x < s)0 -* (Px < 8)0 
FL . (Px < s)0 -* (Px > 1)(Px < 	po R3, 
FL . (Px < s)0 -* (Px > 1 - r)(Px < s)0 za r > 0, po An, 
FL. (Px < 1 - r)-i(Px > s)0 -* (Px > s)0, kontrapozicijom, 
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odakle sledi potrebno tvrdjenje. 

(WPP6) 

(i) — r(Pr  x > r)br  .r (Prx > 1 — s)W r  = (—,(Px > r)0 A (Pr > 1 — s)Or 

 = ((Pr < r)0 A (Px < s)--,W)) r  

<r  ((Pr < min{l ,r s})( 4) V W))1' po A8 

= — (Pr  X > min{1,r+ s})(O r  +r Wr)• 

(ii) (Prx > r)Or r  (Prx > s)W r  (Prx > 1) —r (Or .1" W r) = 

= ((Pr > 	A (Px > 8)W A (Pr > 1)-' ( A 41)) r  

<r ((Pr > rnin{r + s, 1})(P V W)) r  po A7 

= (Prx > min{r + s,1))(Or 	W r). 

(W P137) 

(i) r(pr  x > — 'Pr = ((Pr < r)-4)r  

((Pr < r)-4) 1.  po A9 

= ((Pr > 1 — 00)r  po definiciji (Pr < 7)0 

= (Prx > 1 — r)Or  

(ii) (Prx > s) —r 	= ((Px > s)-0P)r  

< ((Px > r)-41)r  za s > r, po Ato 

= (=(Px > 1 — r)0) r  po definiciji (Pr > r)(1) 

= — r(Pr  x > 1 — r)Or . 

—r(Pr  X > 1 — s) —r 	= (-, (Pr > 1 — 8)--,(P) 1'  

= ((Pr > s)0)r  po definiciji (Pr > 

<r 	> 8+ )(1))r  po A11 

= — r(Prx > s+)Or. 

(W P138) 

Sr  (cr)(Pr  x > r)Or  = (S f (u)S f 	1 ),9(70)(Px > r)(I))r  po definiciji Sr(cr) 

= (,5 f (7)S f (r; 1 )3(r0)(Px > r)0)r  

=.5'r(7)(Prx > rAr , 
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jer 111(Sf(rV)S(r0)(Px . > /)0) n rang x = 0. 

(WPP9) Stith° (P12). 

(WPP 10 ) 

(i) (Pry oor = ((Px > r)O)r  

((Px > O)e' za r > 0, po 

<r ((3x)O)r  kontrapozicijom  Al2 
= propr .  

(ii) (3r  x)(Pr  Y?.r)Or  = ((3x)(Py _r)0)r  <r ((Py > 00) 1.  = (Pr 	r)Or, 

uz pretpostavku rang x C rang y. Gornja nejednakost sledi iz tvrdjenja 

I- L. (3x)(Py > 	(Py > r)gA 

koje se dobija iz 

T FL . (Vx)((Py < 1)0 (Py < 00) 

primenom A2 i kontrapozicijom. Obrnuta nejednakost je trivijalna. 

(iii) 
y)or ((300)r 

((Px > r)(3y)0) r  za V/ ((3y0) n rang x = 0, po R3 i A4 

= (pr 	0(31-  OPP  . 

Obrnuto, 

(Pr  x > r)(3r  y)Or  = ((Px > r)(3y)0) r  

<r ((Px > 0)(304P)" za r > 0, po A10 

<r ((3x)(3y)0) 1.  kontrapozicijom Al2 

= ((3y)0) r  iz A2, jer rang x C rang y 
= pro or 

Dakle, sve aksiome vale u algebri 
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Skupovna slaba verovatnosna poliadkna algebra 

Neka je 91 = (A, R p , po )pep.=6‹ ,,, slaba verovatnosna struktura za L, tj. A je 

neprazan skup, Rp  relacija dutine v(p) na A, p ot  konaeno aditivna verovatnosna 

mera na A° konaenog ranga R, takva da je svaki skup oblika {b o x I r 

V*], b f (V \ rangx) = a (V \ rang x)} po, rnerljiv, za svako a E Av,  , svaki niz 

razheitih varijabli x E V (' i svaku formulu Neka je (uz aksiomu izbora) 

V = 0, 	= E AP I H21 O[a V1) i A = {0 2i  14 E 1-1} 

DefinFtimo za svaki niz (K) ordinala iz fl dutiine c a < [3, za svako r E R i svako 

cr E 

	

c(K)(e) = {a E A a I postoji b E 021  : b 	\ rang (K)) = a [(,0 \ rang (K))) , 

c(K) (e) =la E 	I ti,{b o (K) I b E 	br([3\ rang (K)) = 

a 1. (,8 \ rang (K))} > r) 

s,(02) = {a E he  I ao. E (Sf(ro !)S(70)0) 21 } 

gde je za a = (a ci)0<p, ao = (aa(a)),„ <ft • 
Lako se proverava da su ove operacije dobro definisane i da su skupovi iz definicije 

c(K)  merljivi. Pokatimo da je A zatvoreno za gornje operacije. 

c(K)(02t ) = {a E A 13  I postoji b E 	b 	\ rang (IC)) = a r(i3 \ rang (K))1 

= {a E Ap I  postoji b tako da 121 0[1) V*], br(13\ rang (K)) 

= a [(0 \ rang (K))) 

= {a E A43 1121  (3x)Ca[V*1) 

= ((3x) 0) 21  E A. 

c(K) (021 ) = 	E 11 13  I 	oK lb Eet, b 1($ \rang (K)) 

a r(i3 \rang (K))} > r} 

= {a E 	I pa  (b o K I1 21 	 \ rang (K)) = 

a r(,(3\ rang (K))). > r) 

= fa E 	121 (Px > r)Cal.  

= ((Px > 00)2  E A. 
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8, (02 ) = {a E Afl laoce (Si (7,3-1 )SeroM 2t } 

= {a Eg 	1)S(TO)Cao(o.FV")] } V* )] 

={aEg I I= Sf(C)SJ (TO l )S(To)Ca V`1 } 

= (Si (cr)Si (rO 1 )S(ro)0) 2  E A 

Algebru (A, U, fl, --, 0, A 13 ,c(K ),cr(K) ,S,„) eemo zvati slaba verovatnosna poliadiena 
skupovna algebra. 

Levaa 3.9. Nekaje preslikavanje f : Hr A definisano sa f(O r) = 02 . Tada, 
ako r onda f je homomorfizam 1HIr na A i A je slaba verovatnosna poliadiena 
algebra. 

Dokaz. 

Pokaimo najpre da je f dobro definisano. Neka 	= Wr Tada vazi r 

	

W. Kako je 	r slediee da za svaku valuaciju a E g 	 W)[a], 
odnosno 4.2  = 

Lako se proverava da je f homomorfizam: 
f  (pr ±r wr) = f  (op Tor) = (4) w )2( = u  

f( —r°r) = f ((M r) = (-10) 21  ="' 4)21,  
f(Or)= 121  = 0, 

f (Pr  x09 = f ((( 3x)o) r) = ((3x)0)2  = e(10et , 

f ((Prz > r0r) = f (((Px > 00)1 = ((Po: > 1)0)2  = ci'10091 , 

f (Sr  (cr)Or) = f ((S f (o - )S f (rj, 1 )S(r0)0) r) = (S (cr)Si(TO 1 )S(r0)415} 21  = se, (021 )• 

Znael f je homomorfizam lifir na A pa je A slaba verovatnosna poliadiena algebra 
kao homomorfna slika jedne takve algebre. 

Stay reprezentacije 

Teorema 3.10. Nekaje I.. = (B, +, 	0, 1, C(K), GTK) , S,,) slaba verovatnosna 
poliadiena algebra beskonaene dimenzije 	Neka je V = #, P = {p I p E B}, ,-+ 
m = # i v(p) = za svako p E P. Tada postoji skup reeenica r u logici 
L = L(V, v, m, R) tako da je Hr 

Dokaz. 

	

Stavimo V = 	P = B, v(p)= /3 za svako pEP,xE ,(3p "1-1" i "na", tj. jedna 
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permutacija skupa varijabli V. Neka je sledeei skup reEenica: 

(Vx) (( — P)(x) '(P(x))) ,  

(Vx) ((p + q)(x) 	p(x) V q(x)), 

(V x) ((p • q)(x) 4-4 p(x) A q(x)), 

(V x) ((S,p)(x) 	S(r)p(x)) , 

(Vx)((qx)P)(x) 	(3Y)P(x)) 

(Vx)((Criop)(x) 4-* (Py r)p(x)) 

gde p,q E F, 7 E II',r E R i (K) = y niz razlkitih varijabli duiine a, 'a < m. 

Pokaimo najpre da je 	

Hr = {(P(x))r  I P E PI 

Za svaku formulu 0 E H postoji formula W = f (c 1 )S(r0)0 E H takva da 
= wr Vb(W) C V1 i Vf(W) C V. Zaista, 

tfrr = 	(id)sf (70)s( ro 	= 	(id)<Pr _ 

Pokatimo da za svaku formulu iz H Eije su slobodne varijable u V a vezane u 

postoji formula l' E F tako da je 	= Wr . Neka je T1  : V* 	V. Tada 
na 

F FL.  S(ri )b 	sf(71T 1 )S(ro)S(ri)0,  

odakle je, po R3, 

r 	s(7-1  1 )s(7045 	sernsf(1-(T 1 )s(7-0)s(ri)fi. 

Kako je Vb(Sf (T0 1 ).9(70.90-00) C 171, to je 

S(T1  1 )Sf (rO  1 )S(ro)S(ri)0 = Sf(r 1 1 )Sf (r,; 1 )S(ro)S(ri 

= Sf (C 1 )S(ro)St (Tl 1  ).9(710. 

F FL . 0 4-* Sf (T O  l )S(ro)S (rnS(71)0. 

Ako stavimo 0=Sf(Tj i  )SerlA dobijamo 

FL . 0 	E F. 

Iz dokazanog sledi da je dovoljno dokazati tvrdjenje za formule iz F, tj. da za svaku 

formulu <P E F postoji p E P tako da je Or  = p(x) r . 

Za = p(x) tvrdjenje je trivijalno ispunjeno. 
Za = p(y), gde y = r o X, T E V v , imarno 

(7)(0) r  = (13(r ° x)) 1. 

 = (S(r)p(x))r 

 = ((,9  TP)(x)) r  

V1 

Dakle, 

po (4.1) 

po definiciji F. 
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Za 0 = 	i W r  = (p(x))r  dobijamo 

or = 

= —rWr  po definiciji —r 

= —r (p(x))r  po indukcijskoj hipotezi 

= (-P(x))r  po definiciji —r 

= (—p(x)) r  po definiciji r. 

Shen° se pokazuje za 0 = W V O. 
Neka 0 = (3y)W i Wr = (p(x)) r . Tada 

or = ((3y)o.)r 

= Pry)Wr  po definiciji Br  

= (3ry) (p(x)) r  po indukcijskoj hipotezi 

= (Py)p(x)) r  po definiciji 3r  

= ((C(K)p)(x)) r  po definiciji r. 
Slieno, za 0 = (Py > r)W. 

Dakle, pokazali smo Hr = {(p(x))r  p E B}. 
Definigimo preslikavanje g : B 	Hr na sledeei naein: 

g (p) = (p(x))r 

Za p = q imamo FL. p(x) 	q(z), tj. (p(x)) r  = (q(x))1" , §to znaei da je g do- 
bro definisano. Oeigledno je g "na" preslikavanje, a da je hornomorfizam lako se 
proverava: 

g(P 
q) = ((p  + g)(x))

r = (p(x) V 
g(x)y r = (p(x)) r +r (g(or = g(p) +r g(q), g(—p)  _ (( p)(x))r = (-p(x)) r = _r  (P(x))r = _rop), 

g(q.lop) = ((C(K)P)(x)) r = ((3Y)P(x)) r  = 	Y) (p(x)) r (3r0g(P), 
g(CTFop) = ((qirop)(x)) r = ((Py r)p(x))r  = (Pry r) (p(x)) r  

= (Pry r)g(P), 
g(SrP) = ((STP)(x))r  = (S(T)P(x)) r  = Sr  (r)(P(x)) r  = Sr  ( 7)9(P). 
Iz (p(x)) r  = (q(x))r  sledi 1' I-L. p(x) 4-0 q(z). Ako jos pokaiemo da iz 

rF-L. p(x) 	q(x) sledi p = q 

dobieemo da je g "1-1" preslikavanje, time ce biti pokazano da je g izomorfizam. 
Da bismo ovo dokazali defini§imo preslikavanje h F —> B takvo da, za 45 E F 

vaii: 
ako F FL. 0 onda 40) = 1. 

Za formule iz skupa F' = (0 E F I Vb(45) fl Vj(45) = 0} preslikavanje h definisaCerno 
induktivno: 
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h (P(x)) = 
h(p(y))=STp , 

gderEVv,y=rox, 
h(-‘0) = —h(0), 
h(4) V W) = h(0) + h(W), 
h ((3y)0) = C(K)h(cP), 
h ((Py > 1)0) = ("7'(' 0(0). 

Za P E F\F' , neka je h(0) = S 	op Div  h(W), gde je W = S(ri)S f (r cT 1 )S(r0)0 

i z1 fiksirana bijekcija iz V* na V. 
Dokatimo najpre da za svaku funkciju : 1/1 (0) 	V \ Vb(0) i svaku formulu 

E F vaii 

(* ) 

	

h(S f (c)) = Sew h(0). 

Za P E 	dokairno indukcijom po slo2enosti formule. 
Za 0 = p(x), h(S f (47)0) = h(p(o o x)) = Sop = Soy h(0). 
Za = p(y), y = T 0 X, T E Vv , imamo 

h (S f (o)p(y)) = h (p(cr o r o x)) po (4.1) 

= So0T  p po definiciji h 

= Soy Srp PO P9 

= Soy h (p(y)) po definiciji h. 

Za = 

h (S f (c)41.) = h (S f (c)W) 

= h 	f (c)W) po (4.2) 

= —h (S f (OW) po definiciji h 

= — Sow h(W) po indukcijskoj hipotezi 

= Sow h(-,W) po P8. 

San° za 0 = 0 V O. 
Ako 0 = (Py > 	onda 

h (S f (17)4)) = h (.5 f (cr)(Py > r)W) 

= h((Py 	f(c1)W gde je v1 = v r Vi (0) 

= (7.K ) Sc av h(W) 

= SailV Car  T i 0(K)  h(W) 

= Sow Ctio NW) jer o r(K) = id 

= Sort. h((Py > r)W). 

Da bismo pokazali da (*) vati i za formule iz F \ F' pokalimo najpre da 

(**) 	 h(S(c)45) = S( gtvi mv h(4)), 
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za svaku formulu E F i svako'cr : V(0)-1-7:-.1  V. 
Neka je najpre 0 E F'. 
Za = p(x),11(S(g)P(x)) = kkg 6  z)) = Sop = Sow/  (#) 449. 
Za 0 = (3y)W, 

h(5(04.) = 	o y)S(a)0 

= Cao roh(S(a)W) 

= C,,,(K)S( civi opniv h(W) po indukcijskoj hipotezi 

= S(arvfM)IvCaoh(W) po P12 

= SW/Mr C(K)h(W) po P11 

= Smv, (flxv h((3Y)W) 

= SCotv,(#)xv h(0). 

Za 0 E F \ F' i a : V(0) -). V neka je 9 = so-os1 (7-6-1)sfroswo, 
= sfrosf(TV)s(70)0, i Q 1  : V(W) —> V tako da cri r Vb(W) = r1  o ro  0 o 0 

To 
1 0 1-1 1  VO) 1 (7.1r VJ (W) = n 0 a o Ti 1  r Vi (P). Tada 

h(S(cr)0) = S (TT  iv/  (€)),„ h(e) 
=s („ rv, (49 )xvh(S(TOSf(rj 1 )S(ro)S(a)0) 
= So.;

- 'r/i(e)r, h(S(o). )S(rI )Sf (7-(T )S(r0)0) 

= S(7i' lyi (o)x' h(S(ai  )W 

= SerT ily.f(ti)r. Switi opniv h(W) 

= S 	f 09 — S,, r, Thv 	ocrorT 'Vs 	h(W) 
= S 	(evil oeri oaorT  Iv/ (; ))tv  h(W) 

= Swf  (ow S i v/ ("iv  h(W) 

= S(arvimw h(0) 

Primenom (**) lako se pokazuje da je i za svaku formulu E F' vaii 

h(0) = So.T i lvf ("iv  h(W), gde je W = S(ri)Sf (ro  i )S0-00. 

Dokatimo sada da (*) vati za svaku
/ 
 formulu iz F \ F'. 	Neka je 

e=se-,),*(7-6-1)S(ro )S f 	i W = Sfri)Si r6-1 )5(70)0. Tada 

h(S/ (o -)0) = S(rT  i rvf (0))v  h(e) 
=sernv,evvh(si(ri 0 a 0 T1 1 )471)Sf(ro I  )S(70))0) 

=`S(ri ' lvJ (e)x'S(ri 000rl 
 i rvf(f 	h(W) 

= S,,tv 	opm, h(W) 

= Sow h(0) 
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Dokaimo sada da iz r FL . 1 sledi h(0) = 1. Kako r C F,0 E F, to je F FL. 0 

akko P I- L pa je dovoljno pokazati da iz F sledi h(4*) = 1. Pokaiimo najpre 

da se sve aksiome slikaju u 1. Najpre to dokatimo za aksiome iz F'. 

(Al ) Dovoljno je pokazati da iz h(0) 0 1 sledi da 0 nije tautologija. Neka je 

I maksimalan ideal Bulove algebre (B,+,•,—,0,1) koji sadrii h(0) i r prirodni 

homomorfizam iz B na dvoelementnu Bulovu algebru B I I . Iz h(4)) 0 1 sledi 

it o h(0) = 0, tj. 	nije tautologija. 

(A2) 
h ((dy)(0 W) 	(VOW)) 

=h (-, (30-,(0 	W) 	(0 —0. -,(3y)---.W)) 

=C(K) (—h(--4 v W)) + —h(0) + —C(K) ( — h(W)) 

=C(K)(h((i) • —h(W)) + —h(0) + —C(K) ( — kW)) 

=C(K)h(0) • C(K)(-h(W)) + —h(0) + —C(K) ( — h(W)) 

?•11(4)) • c(,) (-h(fl) + —het') + —C(K)( — h(P)) 

= — (—h(4)) — C(K)(—h(W))) • h(0) • ( AK) (— kW)) 

= — (—h(4)) • h(0) • C (K)  (—h(W)) + —C(K) (—h(4))) • h( 4)) • C(K) ( — h(W))) 

= — (0 + 0) = 1, 

uz uslov Vf (4)) n rang y = 0. 

(A3) 
h ((Vy)4) —0- Si (7)0) gde r : rang y 	V \ VO) 

=h ((3yh4) V S f NO) 

=C(K) (—h(4))) + S T , h(0) gde = r I V 

=ST , C(K) (—h(4))) + Sr,  h(0) po (Ps) jer rf r ( V \ rang y) = idi(V \ rang y) 

=ST ,  (C(K)( — h(0))+ h(4))) 

SS T ,  (—h(4)) + h(0)) 

=ST ,  1 = 1. 

(A4) h ((4)0 (V7 o y)) 	gde r: y a y 

=Cu(  — h(0) + —C(K) — h(0) = 1 na osnovu (P13). 

(A5) 11 ((Py > 0)0) = 03K)h(0) = 1 iz (WPP2 ). 

(As ) 	 h ((Py 	(Py > s)0) za r s, 

= — C7K) h(0) (.7K) h(0) 

— (7(K) h(0) Crinh(0) po (WPP4) 

=1. 
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(A7) 
h ((Py > 00 A (Py > s)W A (Py < 0)(0 A 10 (Py > min{ 1,.r + 4)(0 V l)) 

= - (C(K)h(0) • C(K)h(W) • Clio  - (h(0) h(W)))  qm.r:.3 {1" r+$}  (h(4■) + h(W)) 

> - CrKiV 1 'r+31  (h(45) + h(W)) + CrKi3 {1 'r+s}  (h(*) + h(W)) = 1. 

(A8) h ((Py < 00 A (Py < s)W (Py < ma*, r s - 1D(0 A W)) 

= - (qiir - h(0) • -CjK)h(W)) -C(K) 
0,r+s-11(he5"(0)) 

>crzco,r+s- (h(0) • h(W)) + -C K  (m7{0,r+s-1} (h(45) h(w))  = 1.  

(A9) h ((Py < 	(Py < s)0) 

= - C'K)h(*P) 	- h(b) 

>C7K)h(0) -qic) h(0) po (WPP) 
=1. 

(A10) h ((Py .> s) 	(Py > 00) za s > r, 

= - C(K )h(0)-1-CTK) h(0) 

- C7K) h(4P) qin h(4,) po (W P P8) 
=1. 

(A11) h ((Py 	(Py > s+M 
=qi; - h(0) qK+  )h(0) 

- c7K+ ) 4p) + C(K) h(o) po (WPP) 
= 1. 

(Al2) 
	

h ((iy)0 (Py > 00) 
=C(K) - h(0) OK) h(0) 

>C(K) - h(b) + 	h(0) po (WPP7) (iii) 
>C(K) - h(4$) -C(K) - h($) iz (W P Pi0) (ii) 
=1. 

Ako je sada 0 aksioma iz F \ F', onda je W = S(7-1)S f (70-1  )S(To)0 aksioma iz F', 
pa je h(W) = 1. Tada 

h(0) = S(717 	 ,h(W ) 

= 	(f)0, 1 = 1 

sr 

f. 
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Neposredno se proverava da se sve formule iz slikaju u 1. 
Pokalimo sada da se od formula koje se slikaju u 1 pravilima izvodjenja dobijaju 

formule koje se slikaju u 1, tj. da se sve teoreme slukaju u 1. Za pravila R1 i R2 

ovo se lako proverava. 

(R3) Neka je 0 1-L, S(o)4', gde Q : V(0) 	V i h(<P) = 1. Tada 

h (S(o)4') = S(urvi (o))fV  h() = S(c4vreP1)tv 1 = 1. 

(R4) Neka je Sf (cr)0 	gde a : V f (0) 	V \K(R) i neka h (S f (c)0) = 1. 

Za E F'. imamo = Sf (a--1 )Si (a), pale 

h(4') = S,-iivh(Sf(a)0) = So-=Iv 1 = 1. 

Za 	E F \ fig neka je W = S(rt)S.ter(1).5(70)4', 	11(Si (0)0) ---+ V, 

Ol Vo(Sf(a) 4') = T1  0 To, (Ti VAS., ( 0)0) = Tl  0 a-1  Jasno je da je a l  "1-1" 

preslikavanje. Tada 

h(4') = S 	140) 

= 	(4,)1i' h(S(171)Sf (q)41) 

= S(TT ltvf  (p))Iv S(ailvf  (5,(00))iv h(S/ (cr)W) 

= S er, Iry (flXv S(0 Iry f (s (0)1P))1v 1  

=1 

Dakle, pokazali smo da iz F I-L• 0 sledi h(4') = 1, za svako 0 E F. 

Pokalimo da je g : B 	Hr, g(p) = (p(x))r  "1-1" preslikavanje. Ako je 

g(p) = g(q) onda I' I-L• p(x) 	q(x), pa je h(p(x) 	q(x)) = 1 odakle je p = q. 

Prema tome, g je "1-1" preslikavanje §to zajedno sa prethodno dokazanim daje 

fEr 

Teorema 3.11. Ako je slabs verovatnosna poliadiena algebra beskonaene 

dimenzije 0, onda se Et mote homomorfno preslikati na neku slabu verovatnosnu 

poliadienu skupovnu algebru. 

Dokaz. 
Na osnovu prethodne teoreme postoji skup reeenica F u logici L = L(8, v,,8 , R) 

tako da 1111r 	Kako je B > 1, sledi da je F konzistentan skup reeenica u 

L. Na osnovu stava potpunosti 	ima slab model 21. u kome vale sve teoreme 

logike L, pa je po lemi 3.9 A = (A, U, n ;  —, A 0 , 0, cuo , 	sT ) slaba verovatnosna 

poliadiena skupovna algebra i postoji homomorfizam iz Il1lr na A. To znaei da 
postoji i homomorfizam iz II na A. 
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