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UVOD 

Gruovna algebra K[G], gdje je K polje, a G multiplikativna grupa, je asocijativna 

p  
K —al ebra sa elementinia grupe G kao bazorn. U literaturi se eesto za K(G) koristi 

g  
naziv grupovni prsten, apostrofirajudi to dvije strukture kao najznaeajnije u njenoj 

evitoj adi. U ovom radu, taj termin je iskljueivo vezan za Z—algebru 
Z[G], koja 

sloj 	gr  

bija ukoliko polje K 
u definiciji grupovne algebre zamijenimo prstenom cijeli 

se do 	

h 

brojeva Z. 
Te dvije strukture su u osnovi interesovanja ovog rada, sa naroeitim naglaskom 

ern 

na 

odredenorn problemu koji je nastao prije vise od gezdeset godina. Britilnski mata- 

raham Higrnan .je 1940 godine postavio sljededi problem: Da li iz ZIG) 41/1 
tiear G  roblem ili problem izomorfi- 

slijedi G 	H. To pitanje je imenovano kao izomorfni p 

zma grupovnih prstena. Naravno, analogno ovom ubrzo se postavilo i pitanje 
izom: D ni 

li 	

Da 

iz K[G] s-l- K[1-11 slijedi G 	H, za neko polje K, koji je istaknut kao 	orf 

roblem rupovnili algebri. lako u formi 	
naeini rjegavanja ova dva problema se 

P 	g  

bitno razlikuju. 
Naime, opgti odgovor na problem izomorfizma grupovnih algebri je negativan i rela-

tivno lako dostaan, pa se prirodno transformisao u traienje odredenih klasa grupa i 
itanja. Za razliku 

polja za koje je mogud definitivan zakljueak u smislu postavljenog p 
ad ovog, problem izomorfizma grupovnih prstena, nije imao op§ti odgovor do unazad 

Pet godina, pa se *goy() rje§avanje sastojalo u izdvajanju specifienih klasa grupa 
p  
koje su do na izomorfizam odreclene sa Z(G1, odnosno u traganju za kontraPrimjerom. 

Upravo je u torn uspio Martin Hertweck 1997 godine dajudi vrlo sloien kon traprimjer 

sa kojim su srugene nade u pozitivan odgovor ovog pitanja, i pored velikog broja 

indikatora da de se do njega dodi. Hertweck, inake, pripada grupi matematieara sa 

Univerziteta u tutgartu, koji su se bavili ovirn problemom i u tome dobili vrlo za- 

paiene rezultate. Nakon 1997 godine se i problem izomorfizma grupovnih prstena 

razvija u smislu u kojem je to slueaj za problem izomorfizma grupovnih algebri. 

Akcenat u ovom radu je na segmentu problema izomorfizma grupovnih algebri, koji 
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.1: 

in 4, ....I...4 

2 

se odnosi na neke klase p—grupa konadnog reda i polja dija je karakteristika razlidita 
od p. Ta dva uslova obezbjeduju osobinu da je K[G] poluprost prsten, to je ad 

fundarnentalne vahosti u traienju odgovora na postavljeni zadatak. 

Poluprosti prsteni (moduli), nadini razlaganja, osobine kornponenti su elementi sa-

dr2ani u klasidnoj Vederburnovoj teoriji, koja je uglavnorn izlo2ena u prvom poglavlju. 

Upravo se oslanjajudi na nju, u ovom dijelu rada je predstavljen i jedan primjer sa 
kojim se dolazi do negativnog odgovora na problem izomorfizma grupovnih algebri. 
Pored niza drugadjih, izlo2eni primjer je odabran iz razloga gto na najbolji nadin 
okuplja veonia vane pojmove i teoreme, potrebne u daljim analizama. 

Drugo poglavlje, u kojern je na podetku dat kratak istorijski osvrt na razvoj oba na-

znadena problema, predstavlja pregled riekih zanimljivih rezultata do kojih se doglo 

njihovim rjegavanjem. Jedan od njih je svakako cia . Q[G] do na izomorfizam odreduje 
konadnu Abelovu grupu G. Takode, predstavljene su i dvije teoreme koje osvjetlja-
vaju problem izornorfizma za p — grupe i polja dija je karakteristika p. To se na neki 
nadin mole shvatiti komplementarnim u odnosu na sadnaj tredeg poglavlja koje se 
bavi isto p — gTupama, ali poljima dija je karakteristika razlidita od p. 
Trede poglavlje se u svom uvodnom dijelu, u lerni 3.1. bavi nadinom razlaganja 
poluproste algebre K1G1, za algebarski zatvoreno polje K, dija karakteristika ne dijeli 
red grupe G. U ovoj lemi je uspostavljena veza izrnedu centralnih primitivnih idempo-
tenata algebre K[G] i prostih sumanada u njenom razlaganju, kao i job nekoliko venih 

dinjenica koje su dokazane na orginalan nadin. Lema 3.1. stvara neophodnu osno-

vu za razurnijevanje i dokazivanje teorerna u nastavku. Pretpostavka o algebarskoj 
za.tvorenosti polja K se provladi sve do jako vaine teorerne 3.14. u kojoj taj zahtjev 
nije istaknut. Sva prethodna tvrdenja su u funkciji njenog dokaza. Ova teorerna 
kae da iz izomorfizma (AG] 	QiHj, za konadne grupe G i H, slijedi izomorfizam 
K(G):',1  K[H] za bilo koje polje K dija karakteristika ne dijeli 	= IHI. U lemi 3.15. 
se daje donja ocjena kardinalnosti odredene klase neizomorfnili p—grupa, reda pn brc) - 

jem f(p, n), rezultat koji pripacia Higmanu. Sljededi korak se sastoji u traienju 
najvedeg broja razliditih grupovnih algebri tipa Q[G], pri demu se doglo do broja 
.142  = g(P,n), gdje je G odredena p — grupa, reda p" iz klase naznadene u lerni 3.15.. 
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Pokazuje se da je M2 < M1 . Na osnovu Dirihleovog principa zakljudujemo da najrna-

nje Mr /Al2  neizomorfnih p—grupa reda pin opisane klase irna istu grupovnu algebru 

Q[G]. To znael, na osnovu teoreme 3.14., da postoji najmanje M 1 /M2 neizomorfnih 

p—gTUpa reda pn koje imaju istu grupovnu algebru K[G] za svako polje K eija je 

karakteristika razli(ita ixl p. Oblik broja Af t  nam name& ogranienje n > 23, koje 

se odralava i na M2. Prethodno opisani postupak je dio teorerne 3.17., kljudne za 

6itavo tree poglavlje i rad u cjelini. Ona govori da problem izomorfizma u odnosu 

na definisanu klasu grupa i polja ima negativan odgovor, uz kvantitativnu ocjenu tog 

odnosa. U slue'aju n < 23, postupak bi se sastojao u konstrukciji kontraprimjera, 

odnosno u dokazu da je odgovor na problem izomorfizma pozitivap. To bi, ipak, 

zahtijevalo stvaranje bitno drugadijeg pristupa koji bi rnogao biti terDa novog rada. 
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1. POLUPROSTI MODULI. OPSTI PROBLEM IZOMORFIZMA. 

Definicija 1.1. Neka je K polje, a G rnultiplikativna grupa. Ozngimo sa K[G] sve 

konaene, formable sume oblika: 

a= 	axx, (ax  E K). 

xEG 

Uvedirno operaciju + na sljedeei naein: 

1: • : 
	 a + /3 =( 	a,x) 

	
bx x 	bx )x, 

LEG 
	

xEG 
	

xEG 

zatirn: 

a • 3 = (Eax x) 
( 

	

b )xy 
LEG 
	

LEG 
	

x,i/EG 

kao is 

	

as = a() ax x = 	aax  x, (a E K). 
LEG 

Prethodno definisana struktura predstavlja asocijativnu K —algebru, koju nazivamo 

(modularnom) grupovnom algebrom. 

Sugtinski, grupovna algebra predstavlja vektorski prostor nad poljem K i bazom 

koju saeinjavaju elementi grupe G, uz definisanu operaciju mnolenja vektora. Uko-

liko u prethodnoj definiciji polje K zamijenimo prstenom Z cijelih brojeva, tada se 

dobija struktura asocijativne Z—algebre koju nazivarno integralnim grupovnim 

prstenom iii samo grupovnim prstenom. U literaturi se eesto i jedna i druga 

struktura inienuju kao grupovni prsten, s tim gto se iz konteksta specifira o kojoj se 

zapravo radi. U daljem tekstu de se du vati ova terminologka razlika, a iz kog de se 

uoditi da, naravno, nije samo terminologka. 
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Veliki broj rezultata u okviru teorije vezane za grupovne algebre odnosi se na treenje 

svojstava grupe G kako bi K[G] imao neke zahtijevane osobine. Kao ilustraciju tog 

pristupa molemo navesti neke poznate teoreme: 

Teorema 1.1. [1] K[G] je Artinov zdesna ako i samo ako je grupa G konaiina. 

0 

Teorema 1.2. [2i K[G]—modul K[G] je injektivan ako i samo ako je grupa G kona- 

0 

Kao gto je re'deno, klasi&la Vederburnova teorija, kao i skup teorema vezanih za 

poluproste module je od posebuog znakaja u pomenutom problemu izomorfizma 

gr, upovnih algebri. Stoga slijede definicije i teoreme znakajne u daljim analizama. 

Definicija 1.2. Modul M = MR nazivamo prostim ako je LVI 0 i ukoliko je svaki 

njegov podmodul jednak 0 iii M. 

Definicija 1.3. Prsten R nazivamo prostim ako ,je R 	0 i ukoliko je svaki njegov 

dvostrani ideal jednak 0 iii R. 

Teorema 1.3. [3] Za modul M = MR sljedeoi uslovi su ekvivalentni: 

(1) svaki podmodul u ill je suma prostih podmodula. 

(2) M je sumo, prostih podmodula. 

(3) M je direktna suma prostih podmodula. 

(4) Za svaki pravi podmodul U modula M postoji podmodul U 0  tako da Eretio  = M. 

Definicija 1.4. Modul M = MR se naziva poluprostim ako zadovoljava jedan od 

uslova navedenih u prethodnoj teoremi. Prsten R nazivamo poluprostim zdesna, 

odnosno slijeva ako je rnodul RR, odnosno RR poluprost. 
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Teorema 1.4. [31 (Macke) Neka je R := K(G1, gdje je K polje, a G konacna grupa. 

RR i RR su poluprosti moduli ako i samo ako karakteristika polja K ne dijeli red grupe 

G. 

Dokaz. Neka karakteristika K ne dijeli red grupe n := 	Tada je 

element nk := k + . + k invertibilan. Invertibilni element elementu n 
1 

kao —
n

, gdje .je 1 E K. Neka su g i ,...,gn  elementi grupe G. Ukoliko 

kao desni K— modul, tada je R vektorski prostor nad K. Za svaki 

definiMmo preslikavanje 40  : R 	R formulom: 

n 

za 0 k E K, 

1 zapisivademo 

posmatramo R 

(to E End(RK) 

b- (r) := — (p(rgi )gi 1 , 	(r E R). 

• 

i.1 

Pokazademo da je (i) E End(RR). Za proizvoljni k E K vrijedi: 

1 n
n 
n 

(rk) 	—n E :,o(rkgi )gi 1  = ( n- E co(rgi )gr i )k = c,3(r)k. 

Neka je sada g E G. Kako je {gg i , 	ggn } = tg i , 	tada je: 

(7 9) = — 	(p(rggi )g -L  = — 	(.12(rggi )(ggi ) -1 g = (tE3(r)g• 
i=1 	 t=1 

Odavde slijedi da je (;,;'(rx) = (,3(r)x za proizvoljne r, x E R. dime je pokazano da je 

E End(RR). Neka je sada A podmodul u RR. Tada je _4 linearni podprostor u 

R.K. Zitarno da postoji podprostor B tako da RK = A e B. Neka je 7r : RK -4 RK 

projekcija na, A tj. ir(a b) = a za a E .4, b E B. Kako je A podmodul RR to je za 

proizvoljno a E .4 : 
n 

n(a) = —
n . :=1 

1 

i za r E R radunamo: 

ir(agi )g i-L  = 	agi g.1 1  = —1  na = a 
7/ 

i= I 

1 
fr(r) = — 

n 	
r(rgi )gr i  E A, 

. 
t= 

.jer .je << (rg i ) E A. Oclavde slijedi da .je ir projekcija RR na A i vrijedi: 

RR = *(R) e (1 — *)(R) = A e (1 --0(R). 

i=1 	 i=1 

rt. 
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Slijedi da je RR poluprost. Dokaz za RR je analogan. Pretpostavimo sada da kara-

kteristika p polja K dijeli n. Pokazademo da za r 0  := g i  + + gn , ideal r0 R nije 

direktni sumand modula RR. Najprije za g E G imam° da je rog = ro . Odavde slijedi 

da je nr0  = 0, kao i r0R = r0 K. Pretpostavimo da je RR = roR Ei) U. Tada 

postoji idempotent e, takav da eR = roR = r0K. Ukoliko je e = r0k0, (k0 E K), to 

imaJno cla je e e2  = r(2) kii = 0. Slijedi da je To = 0. 

Za razliku od predstavljenog u teorernama 1.1., 1.2. i 1.4. gdje su osobine grupe G 

odredivale svojstva grupovne algebre K[G] postavija se obrnuto pitanje: Kako osobine 

K[GI utieu na karakter grupe G? Tako se dolazi do formulacije opgteg problema 

izomorfizma grupovnih algebri: 

Da li iz izomorfizma K[G] i K711 kao K—algebri slijedi izomorfizam grupa 

G i 

Ovaj problem je imenovan kao problem izomorfizma grupovnih algebri iii krade, 

izomorfni problem, podstaknut je u formi slicnim problemom o kornde biti negto 

vige rijeei u sljededern poglavlju. Opgti odgovor na ovako postavljeno pitanje je nega-

tivan, a u svrhu predstavljanja primjera kojim se to dokazuje, neophodne su teoreme 

klasiene Vederburnove teorije. Neka je MR poluprost modul. Oznaeimo sa r skup 

svih njegovih prostili podmodula: 

I` {E E prost podmodul modula M} 

Razmotrimo na r relaciju ekvivalencije 	. Neka je 	I j E 	skup odgovarajudih 

klasa ekvivalencije. 

Definicija 1.5. Modul Bj  := E E nazivamo homogenirn komponentama modula 
EEni 

M. 

Lema 1.5. [3] Neka je MR poluprost modul i Bj  njegove homogene komponente. Tada 

vrijedi: 
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(1) Ukoliko je U prost podmodul modulo, B, tada je U E c2j . 

(2) Al = G) Bi . 

0 

Teorema 1.6. [31 Neka je R prsten i RR = 	Ai  njegovo razlaganje u sumu desnih 
IEf 

ideala Ai , (i E I). Tada vrijede sljededa tvrdenja: 

(a) Podskup 10  = (iii E I A Ai 7  0} je konadan, pa slijedi da je R = E9 .4i . 
iE To 

(b) Postoje takvi elementi ei E Ai, (i E /0) da: 

(1) A i  = ei R (i E /0) 
ii• (2) 1 = E ei  

• 

1E10 

O`;(3) e i ej  = 	 , (i,j E 10), tj. fed E 10 1 je skup ortogonalnih 
0 , 	j 

idernpotenata. 

(c) Ako su .4„ (i E /0) dvostrani ideali, tada su elementi ei , (i E /0) iz (b) u 

centru prstena R. 

(d) Obrnuto, ako su dati takvi ortogonalni idernpotenti: 

ez, • • • , er, E R, 

tako da je 1 = E ei , tada je R = 	ei R, pri dernu su ei R dvostrani ideali 
i=t 

ukoliko e i  pripadaju centru prstena R. 

Na osnovu lerne 1.5., teoreme 1.6. i definicije 1.4. poluprostog prstena slijedi da se 

RR moie razlo2iti na konaZan broj hornogenih kornponenti, tj. RR = B 1 8 ... Bm . 

Dokazuje se da su Bi prosti dvostrani ideali. 

Teorema 1.7. 11 Neka je R 0 poluprosti prsten i RR = B1 	B 7 , odnosno 

R I? = C e 	C„ razlaganje modula RR odnosno RR na homogene komponente. 

Tada unjedi: 

(a) Bj  (j = 1, 	rn) su prosti dvostrani ideali u R. 
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(b) n = in i poslije prenumeracije Bi  = 	,...,rn). 

(c) BiBj = 6 1 Bi  (i, j = 1, 	, rn). 

(d) Bi , razmatrani sami za sebe predstavljaju prstene sa jedinicom. 

(e) Razlaganje R u direktnu surnu prostih dvostranih ideala je opredijeljeno jedno-

znadho sa tae.nogou do na poredak. 

0 

Kao gto se vidi iz prethodne teoreme svaki Bi  je prost prsten sa jedinicom. Medutim, 

iz same definicije homogene kcmponente Bi  jasno je da Bi  kao prost prsten ima samo 

jednu klasu izomorfnih prostih desnih ideala, tj. da su svaka dva prosta desna ideala 

u Bi  izomorfna. Slidno se zakljuduje da komponente I3j  imaju do na izomorfizam 

jedinstven prost lijevi ideal. Sljededa teorema upravo govori o prostim prstenima koji 

imaju do na izomorfizam jedan prosti desni ideal. 

Teorema 1.8. [31 Neka je R prosti prsten koji ima do na izomorfizam jedinstven 

prosti desni ideal E u R. iVeka je T := End(E R ). Tada je T tijelo, E E konajno 

generisani lijevi vektorski prostor nad T i vrijedi R End(TE). 

0 

Dualno prethodnom va2i tvrdenje za lijeve ideale. Direktne posljedice dvije prethodne 

teoreme su: 

Teorema 1.9. [31 Svaki poluprosti prsten sa jedinicom je direktna surna prostih 

prstena, od kojih je svaki izomorfan nekom prstenu matrica nad tijelom. 
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Teorema 1.10. [3] Neka je R prosti prsten koji ima do na izomorfizam jedan prosti 

desni ideal E i neka je R kona6no generisana algebra nad poljem K. Tada postoji 

potpolje To  polja T End(ER), tako da je dimT 0  T < oo i To K. Ako je K 

algebarski zatvoreno polje, tad je K T To . 

0 

Lema 1.11. Prost, komutativan prsten je polje. 

Dokaz. Neka je R prost, komutativan prsten. Neka je (19 E End(R R ). Tada je: 

ca(x) = (12(1 • x) = (p(1)x, 
i;Ail 

tj. svaki endomorfizam modula RR je oblika cp,.(x) = rx, (r E R). Lako se pokazuje 

ad je preslikavanje dato sa (1) : R 3 r -+ (Pr  E End(RR) izomorfizam prstena. Dakle, 
E 	■ . !C 

R 	End(RR). Kako je R prost prsten, jasno je da je End(R R ) tijelo, a zbog 

komutativnosti slijedi da je R polje. 

0 

IS UN', 	Sada su se, konadno, stekli uslovi za konstrukciju najavljenog primjera. Neka je G 

konadna Abelova grupa, a K algebarski zatvoreno polje karakteristike 0. Na osnovu 

teoreme 1.4. slijedi da je prsten R := K[G] poluprost. Kako je ved utvrdeno R se 

mole razIonti u direktnu sumu njegovih potprstena. Dakle R = R1  6 R2 ED R. , 

pri demu su sumandi na osnovu teoreme 1.7. prosti komutativni prsteni, a na osnovu 

prethodne leme slijedi da su 	polja. Jasno je da je K e i K C Ri , gdje je na osnovu 

teoreme 1.6. e i  jedinica u 	Pozabavimo se sada brojem m tj. brojem sumanada 

u razlaganju R := K[G]. Odgovor na ovo pitanje daje sljededa teorema. 

Teorema 1.12. [41 Neka je G kona6na grupa i neka je K algebarski zatuoreno polje 

karakteristike 0. Tada je broj neizomorfnih prostih K[G]—rnodula jednak broju klasa 

konjugacije grape G. 

❑ 
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Pogto je razmatrana grupa G kona6na Abelova grupa, to .je broj klasa konjugacije 

jednak tj. redu grupe. Sada je jasno da je m = IGI. Kako je R K[G] vektorski 

prostor nad poljem K, kao i gto je svaki sumand vektorski prostor nad °vim poljem, 

to je dim K  K(G) = 	Tad je: 

dirnK RIG1 = dimK R 1  ± dim K R2 + . . . + dimK Rm . 

Pogto .je rn = IG1 to zak.j0.ujerno da je dirnK R t  = 1 odakle proizilazi: 

Ri  - K 	(i = 1, 2, ... , m). 

Dakle, K[Gi = KEDKe...eK, gdje je broj sumanada 	Ukoliko je H druga 

Abelova grupa tako da je ICI = IHI, tada je Kid 	K[1-1], pri emu G i H ne moraju 

biti izomorfne. Ovim je izveden najavljeni primjer i pokazano da je odgovor na opgti 

problem izomorfizma negativan. 

Neka je x proizvoljan element grupe G. Ukoliko je red ovog elementa relativno prost 

sa p tada ka2emo da .je p—regularari. Kako konjugovani elementi u grupi imaju isti 

red, motemo na osnovu toga govoriti o p—regularnim klasarna konjugacije. Sljedea 

teorema se bavi istirn problemom kao i prethodna, ali u slueaju polja nenulte kara- 

kteristike. 

Teorema 1.13. (5) Neka je G konajna grupa, a K algebarski zatvoreno polje kara-

kteristike p > 0. Tada je broj neizomorfnih ireducibilnih KtG1 modula jednak broju 

p—regularnih klasa konjugacije grupe G. 
0 
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2. IZOIVIORFIZAM GRUPOVNIH PRSTENA. REZULTATI. 

Interesovanje za opAti problem izomorfizma poeinje od uspostavljanja znamenitog 

problerna Graharna Higmana jog 1940 godine: Ako su grupe G i H konadne, da li 

ZG2----' ZH impliciraG2-= H. Ovaj problem se susrede kao problem izomorfizma inte-

gralnih grupovnih prstena (Higmanov problem). Rad mnogih autora na ovom 

problernu dugo nije ostvario znadajniji napredak. Treba izdvajiti vatian rezultat do 

kog je dogao Whitcomb 1968 dajudi pozitivan odgovor u sludaju kada su G i H kona-

dne, metabelove grupe. Grupa G je metabelova ukoliko je grupa G/C(G) Abelova, 

gdje je C(G) oznaka za centar grupe G. Nakon ovog dostignuda oevrslo je uvjerenje 

da Higrnanov problem ima pozitivan odgovor, pa su se napori razvijali u torn pravcu. 

Tako je naprimjer dobijen pozitivan odgovor u sludaju kada je G konaeno generisana 

nilpotentna grupa klase 2 [151 i za eitav niz grupa dije su klase odredene skupom 

slotienih kriterijuma. Izomorfni problem grupovnih algebri se takode sutiavao na neki 

specifidniji formalni okvir u kom je bilo magude doei do konadnog odgovora. Tako je 

i nastao potproblem, u zapadnoj literaturi imenovan kao Modular Isomorphism 

Problem (MIP), posmatran nad klasom konadnih p—grupa i polja koja se sastoje od 

p elemenata. Dakle, MIP je sadrtian u pitanju da li iz GF(p)[GJ 	GF(p)(1-1] slijedi 

G 	H , gdje su G i H konadne p—grupe, a GF(p) polje od p elemenata. Izmedu 

ostalih, dobijen je pozitivan odgovor na MIP za klase sljededih konadnili p—grupa: 

Abelovilr p—grupa [171, metaciklienih p—grupa [181, p—grupa eiji red nije vedi od 

p" 1191, reda p5  [Kovacs, Newman], reda 2 6  [201 i reda 2 7  [211 (odgovori dobijeni uz 

pomod kompjutera). Zanimljiv rezultat, u sznislu veze izmedu Higmanovog i problema 

izomorfizma grupovnih algebri, ostvario je Dade kada je nagao neizomorfne, konadne, 

metabelove grupe G 1  i G2, tako da su K[G 1 ] i K[C2]  izomorfne K—algebre za svako 

polje K, pri eemu Z[G i l nije izornorfno sa Z[G2]. 

Taeka na opAti Higrnanov problem stavijena je 1997, kada je Martin Hertweck nagao 

neizomorfne grupe X i Y reda 2 2 ' • 9728  tako da je ZX ZY. U ovom poglavlju su 

predstavljeni neki ad rezultata do kojih se doglo rjegavanjem pomenutih problema. 
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Da bi predstavili jecian od zanirnljivijih, u okviru problema izomorfizma grupovnih 

algebri, neophodne su dvije sljedede leme. 

Lema 2.1. Neka je SZ skup konajnih Abelovih grupa, a S skup cjelobrojnih nizova. 

Tada je preslikavanje (13. : S dato sa (NG) = (IG( d) Dp i  injektivno do na izomo-

rfizam grupa, pri jemu je GO)  = txd  Ix E Gl. 

Dokaz. Prisjetimo se da svaku konaenu Abelovu grupu G mo2emo jednoznadno pre-

dstaviti na sljededi naein: 

G 	;At X Z pk2 X ... X Z pk, X ... X Z gli x 	x ZQ1, , 

pri eernu su p < 	< q jednoznaeno odredeni prosti djelioci reda grupe, kao Ito su 

jednoznaeno odredeni i brojevi k t , , , / I , , 1, do na izomorfizam grupa. 

Neka su G1 i G2 kormene Abelove grupe tako da 1.(G 1 ) = (1)(G2). Oeigledno je 

'Gil = 1G21 = n. Uoeimo p prosti faktor broja n. Predstavimo G 1  = P1 x H1, 

gdje je P1  Silovljeva p—podgrupa grupe G 1 . a H 1  njen p—komplement. Neka je 
7111 

P1  = fl(Zps) x n' direktan proizvod ciklienih grupa Z,1 koje se pojavljuju n i  puta. 

i=1 

Uoeimo da u H 1  nemarno p—elemenata, to je stoga Fe k)  = H 1  tj. 

7711 

	

1713k ) = 	( 

i=k+ 

odnosno: 

Sada je jasno: 

odakle slijedi: 

c(iPk) = 	x H1 . 

rn1 
IPP'111 = E 

pg=k+ 1  

C (1° 1  ) 1 	nk+n5,4.1+...-1-nm t  

IG (IPk) 1 — 

ZP' -k  
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rn2 
Neka je P2 = 11( Zpa; 

Pi  1 

iciP"  — IG (2P‘nt ) 1) IG (IPm2  ) I 

I G(IPk  ) I 
proizilazi: 

Silovljeva p—podgrupa grupe G2. Iz dinjenice da je: 

Id2P7n2) 1, zakljudujemo da je m t  = m2. Pogto je: 

I
G(0),  (k = 1, 2, ... mi), 2   	 pr 1) 1 

ni 	( = 1, 2, ... , m i ). 

Iz prethodnog zakljudujemo da je 	P2. Nastavljajudi ovaj postupak po svim 

prostim djeliocima broja IG 1 1 = 1G2 1= n, proizilazi da je G 1 	G2, pa je time lema 

dokazana. 

0 

Definicija 2.1. Idempotent e # 0 u K—algebri A je primitivan ukoliko ne postoje 

viva nenulta ortogonalna idempotenta e t , e2  tako da e t  + e2  = e. 

Primjetimo da ako je B podalgebra algebre A, da tada primitivni idempotent u B ne 

mora biti primitivni idempotent u A. Ukoliko je, naprimjer, G = (1, ciklidna grupa 

reda 2i H = fll njena podgrupa reda 1, tada je grupovna algebra CH podalgebra 

grupovne algebre CG, gdje je C je oznaka za polje kompleksnih brojeva. Element 

1 E CH je primitivni idempotent u CH. Medutim, nije primitivni idempotent algebre 

CC, pofto je suma dva ortogonalna, nenulta idempotenta: 

e i  = (1/2)(1 	x) i e2  = (1/2)(1 — x). 

Lema 2.2. Neka je A neka K —algebra i e E A idempotent. Tada je e primitivan ako 

i sarno ako se ideal Ae ne mote razlotiti u direktnu sumu dva nenulta ideals . 

Dokaz. Pretpostavimo da e nije primitivan. To znadi da postoje nenulti idempotenti 

e t , 	tako da je e = e t  + e2  i e t eq = 0. Slijedi: 

e t  = e t  +0 = e + e t e2  = e t (e i 	e 2 ) = ele, 
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pa time postaje jasno da je Ae t  = Ae t e C Ae. Analogno zakljudujemo da je Ae2  C Ae, 

iz dega proizilazi !le t  + Ae2  C Ae. Kako je suprotna inkluzija odigledna slijedi jedna-

kost Ae = Ae t  + Ae2 . Pogto je e i  E Aei slijedi da su oba sumanda nenulta. Ukoliko 

pokaiemo da je ova suma direktna, to de narugiti pretpostavku o nerazlcnivosti ideala 

Ae. Neka je x E Aet n Ae2. Tada je x = ac t  = = (aet)et = Tel, odnosno 

x = xe2. Zamjenjujudi x = xe 2  = (xe t )e2 = x(ete2) = x0 = 0. Tako je pokazano da 

je Ae t  n Ae 2  = {0}, 'dime je utvrdena direktnost suine. 

Pretpostavimo sada da ideal Ae mo'2erno razloziti u direktnu sumu dva nenulta ideala 

Ae = I t  ® I2 . Kako je e E Ae, to postoje x E /1, x E /2 tako da e = x y. Ukoliko je 

x = 0 to znadi da je e = y E /2, iz dega proizilazi Ae = Ay C 12 , odnosno It ED12 C 

gto protivrjedji pretpostavci da je I i 	(0}. Slidno zakljudujemo i za y 	0. Pogto je 

x E Ae, slijedi x = xe, to zbog toga: 

(1 — x)x = x — = xe — 2 1= T(X y) — x 2  = xy. 

Kako je xy E 12 , jer je y E 12, (1 X)X E Il, jer je x E / 1 , a zbog It n 12 = {0} slijedi 

da je x -x 2  = xy = 0. Dalje, x = x2  i xy = 0. Mijenjajudi x sa y u prethodnom 

postupku dokazujemo da je y2  =y i yx = 0. Time smo dokazali postojanje nenultih 

ortogonalnih idempotenata x, y cija je suma jednaka e, tj. e nije primitivan. 

0 

Sljededa teorerna koju smo ved nagovijestili daje odgovor na problem izomorfizma u 

slutaju kad se radi o Abelovim gruparna i polju racionalnih brojeva. U prethodnom 

razmatranju prilikom konstrukcije primjera u prvom poglavlju dogli smo do saznanja 

da je odgovor na ovo pitanje u sludaju polja karakteristike 0 u opgtem sludaju ne-

gativan. Medutim kada se radi o polju racionalnih brojeva i klasi Abelovih grupa, 

odgovor je potvrdan. Razlog za to lei u osobinama ciklotomitnih polja kojim demo 

se baviti u dokazu naredne teorerne. 

Teorema 2.3. [61 Neka je G konacTna Abelova grupa, a Q polje racionalnih brojeva. 

Tada grupovna algebra Q[G1 odreduje G do na izornorfizarn. 
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Dokaz. Prema teoremi 1.4. slijedi da je 	poluprosta, konaenodimenziona, komu- 

tativna algebra i prema analizi koju smo sproveli u prvom poglavlju OG1 je izomorfna 

direktnoj sumi polja. Neka je Q[G] = R1 	pri emu su sumandi u ovoj sumi 

prosti ideali, tj. polja posmatrani sami za sebe. Prema teoremi 1.6. utvrdujemo po- 

stojanje ortogonalnih idempotenata e l , e2 , 	en, takvih da je 1 = el ±e2 +...  + ern; 

pri demu je ei jedinieni element polja R, (i = 1, 	, m). Jasno je da vrijedi 

ei Q(G1 = R, , a prema lemi 2.2. slijedi da je e i  primitivni ortogonalni idempotent. 

Dakle, (AG] = > ei0G1 , dok je eiQ[G] 	Fi , za neko polje Fi . Ukoliko je I ideal 
L 

prstena Q[G] tada je I = E ei I , pri emu su e i / ili 0 ili 	Najprije, napravimo 

nekoliko opservacija na temu ciklotomienih polja. 

Neka je F = 	gdje je 	n—ti primitivni korijen jedinice. Zbog einjenice da je 

Q(62k+i) = Q(E4k+2) moiemo podrazumijevati da je n paran. Sada demo dokazati 

da je n jedinstveno odreden poljem F. Neka je .4 bilo koja konadna multiplikativna 

podgrupa grupe F° = F\{0}. Tada je < .4, en  > takode konaena podgrupa F°, a 

prema poznatom tvrdenju da je svaka konaena podgrupa multiplikativne grupe polja 

cikliena [11], slijedi da je < A En  > cikliena. Neka je < A, e n  >=< d > cikliena 

gTupa reda t.- Tada je zbog F = Q(o), jasno cp(t) = (F : Q) = (p(n), gdje je cp 

Ojlerova funkcija. Zbog < A, e n  >=< d >, ord(en ) = n i ord(5) = t, zakljueujerrio 

da nit. Uzimajudi u obzir da je n paran, (p(t) = co(n) i nit, slijedi da je n = t, iz 

eega proizilazi < .4, e n  >.< >. Drugim rijedima, slijedi da je < e n  > istovjetna 

sa multiplikativnom grupom elemenata iz F° koji imaju konaean red, pa je shodno 

tome n jedinstveno odredeno i predstavlja broj takvih elemenata. Preciznije, to znaei 

da ako je F = Q(e), gdje je el primitivni re—ti korijen jedinice, n broj elemenata 

konadnog reda iz F° tada je n' = n ukoliko je n' paran, odnosno 2n' = n ukoliko je n' 

neparan. Naime, u slueaju da je n' neparan, tada. vrijedi F = Q(--&.-'), a E i  ima paran 

red 2n', odakle je 2n' = n. 

Uvedimo oznaku w(K(GI) {E ai x i E az  = 0, ar  EK,xE G}. Neka je d fiksiran 

paran broj i neka je I = w(QEG(d)D • QEGI ideal prstena Q[G]. Pozabavimo se sada 

sumandima e i Q[G] odnosno sa e i . . Porto mno2enje sa e i  odreduje homorno-

rfizam prstena Q[G] na F, vidimo da je F, generisan sa Q i konaenom Abelovoin 
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grupom e iG. Dakle e i G je multiplikativna, konaena podgrupa polja Fi , pa je zbog yea 

navedenog tvrdenja ciklicna. Neka je ^fi generator ove grupe i neka je ord(70 = ni . 

Sada zakljueujemo da je F = Q(^/i). Jasno je da je leiGl = ni. U slueaju da je ni 

paran moerno pisati Fi  = Q( (i), a u slueaju da je n i  neparan, pigemo Fi  = Q1( --yi ), 

pri eemu je ord(-71 ) = 2ni . U svakom slueaju, Ft  je ciklotomieno ragirenje polja Q, 

a ni tj. 2n1 su jedinstveno odredeni. Podsjetimo se da je: 

(az x d )c I c E Q[G], az  E Q, x d  E GI 

iz eega proizilazi: 

e i • I= { 

	

az (eix d )cic E QP1, az  E Q, x d  E GI . 

Sada je ei  1 = 0 4=> eix d  = 1, odnosno: 

ei xd  = 1 ,4=> (e i x) d  = 1 .4.> (ei G) (d)  = 1. 

Kako je e i G cikliena, a red njenog generatornog elementa jednak le i % to slijedi da 

IeiGI dijeli d, odnosno da n i  I d. Dakle e 1 I = 0 ako i samo ako n i  I d. Prema tome, 

i Q[G1 
f d 

je jedinstveno odreden ideal prstenom 	jer su ni jedinstveno odredeni poljima 

Fi , a d je fiksiran paran broj. Kako je : 

C2(G/G (d) 1 Q[GI// = 	Q(GI 
d 

vidimo da je IG/G (d) I = dimQ C2P/G(d) 1 odreden sa Q(GI. Prema Lagradiovoj teoremi 

IGI = IG/G (d) I • 10) 1, a IGI = dimQ vidimo da je 10 ) 1 jednoznaeno odredeno 

prstenom Q[GI za sve parne brojeve d. Na kraju, neka je d > 1 neparan broj. Neka je 

G = P x H gdje P Silovljeva 2-podgrupa, a H njen 2-komplement. Tada je P (d)  = P 

i H(2)  = H pa slijedi da je G (d)  = P x HO), G(2d) p(2) x  H(d) i G(2) = p(2) x H. 

Dakle G/G ( d)  = Hm(d) = G(2)/G(2d) , a  p je time IG(60 1 takode jednoznaeno odredeno, 

jer su nam IGI, IG (2) 1G (2d)  yea poznati. Zakljudujemo da Q(G1 odreduje IG (d) I za sve 

d > 1, gto prema lenii 2.1. znaei da je G odredena jednoznadno do na izomorfizam. 

I = 

0 
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Ovaj lijep rezultat je naialost posljedica priUno jakih pretpostavki medu kojim je 

komutativnost grupe G. Kao 8to je redeno odgovor na problem izomorfizma se traIio 

u okvirima specifi6nih klasa grupa i polja. Slijedi nekoliko primjera. 

Definicija 2.2. Multiplikativna grupa G u kojoj je jedino 1 konanog reda je torziono 

slobodna grupa. 

Definicija 2.3. Pod trivijalnim jedinicama grupovne algebre K[G] podrazumijevamo 

skup U = (kg k E K, k 	g E Gl. 

Teorema 2.4. [71 Neka je C grupa takva da postoji niz: 

(i)=GaaGI <I G2 a ... 	= G, 

gdje su Gi+i /Gi  torziono slobodne Abelove grupe. Ukoliko je K neko polje, tada K[G] 

nema pravih djelitelja nule i ima samo trivijalne jedinice. 

Sljededa teorema odgovara na postavijeni problem izomorfizma pod usiovom da imamo 

jednu prilicno jaku informaciju o grupovnoj algebri K[G] ili samoj grupi G. 

Teorema 2.5. [8] Neka je 	K[11] i pretpostavimo da K[G] ima samo trivijalne 

jedinice. Tada K[H] ima samo trivijalne jedinice i urijedi G 	H. Posebno, ukoliko 

su G i H torziono slobodne Abelove grupe tako da KEG] K[H], tada je G H. 

Dokaz. Neka je U = U(K[G]) grupa jedinica K[G], odnosno prema pretpostavci: 

U = {kglk E K, k 0, g E G}. 

Neka je A : K[G] 	K bilo koji K—homomorfizam. Ako definiemo: 

UA = 	E I A(i) = 11, 
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lako se vidi da preslikavanje G 	dato sa g -4 A(g) -I g predstavlja izomorfizam 

i da je time UA baza za 	Zato Ito je K[G] -24 K[H] , lako slijedi da K[H] ima 

samo trivijalne jedinice. Tada je: 

G 	LT),(K[G]) ===-' LIA (K[H]) 	H, 

to potvrduje trateni i„ornorfizam. Konaeno, ukoliko je G, odnosno H torziono slo-

bodna Abelova grupa, onda prethodna teorema implicira da K[G], odnosno K[H] 

ima samo trivijalne jedirke, odakle slijedi tvrdenje. 
0 

Naredne dvije teorerne se mogu na neki naein shvatiti kao kornplementarne sadriaju 

sljededeg poglavlja. 

Teorema 2.6. (8, 9] Neka je G prebrojiva Abelova p-grupa, a neka je K polje kara-

kteristike p. Tada je K[G] K[H] ako i sarno ako vrijedi G H. 
0 

Teorema 2.7. [4] Neka je G konacna p—grupa, 	njen kornutator, a K polje dija je 

karakteristika p. Tada grupovna algebra K[G] deterrninde do na izornorfizarn: 

(1) faktor grupu G/G', 

(2) centar grupe G, tj. C(G). 
0 

Na osnovu (2) prethodne teorerne slijedi da je svaka Abelova p—grupa u potpunosti 

odredena grupovnorn algebrorn K[G], za polje eija je karakteristika p. Kako je svaka 

grupa reda p2  Abelova, ti se isti zakljueak izvodi i za ovu klasu p—grupa. Sta se 

deava, ukoliko polje karakteristike p zamijenimo poljem eija je karakteristika razlieita 

od p .je pitanje kojirn se bavi naredno poglavlje. V
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3. PROBLEM IZOMORFIZMA GRUPOVNIH ALGEBRI ZA NEKE KLASE 

p—GRUPA I POLJA KARAKTERISTIKE RAZLICITE OD p. 

U ovom poglavlju se konaeno bavimo problemom izomorfizma grupovnih algebri 

KEG], gdje je G neka p-grupa, a K polje karakteristike razlieite od p. DaIle, ispituje 

se da li pod prethodnim uslovima iz K[G] K(Hislijedi G H. Odgovor bi, nara-

vno, bio obezbjeden ukoliko bi konstruisali kontraprimjer i to je lakgi put do konaenog 

rjegenja. Medutim, pristup koji de ovdje biti predstavljen je vige od odgovora na ovaj 

zadatak. Naime, u kljudnoj teoremi ovog poglavlja utvrdide se, za fiksiran prost broj 

p, aproksimativna ocjena (N) broja neizomorfnih grupa reda pn, koje imaju izomorfne 

grupovne algebre za svako polje K o'ija je karakteristika razlidita od p. Pokazade se 

da je N oblika p2f ( n3-23n2) , Ito nas upuduje na uslov n > 23 pod kojim naznaeena 

teorema ima netrivijalan zakljueak. Ipak, to nije ogranidenje odgovora za problem 

koji je definisan na poeetku, jer se, u stvari, registruje veliki broj neizomorfnih 

grupa eije su grupovne algebre izomorfne. Nahlost, ako je n mali broj, teorija koja 

je pomogla u definisanju zavrgne teoreme ne motie dati odreden zakljueak. U ovom 

slueaju, postupak bi se sastojao u konstrukciji specifienili kontraprimjera, odnosno 

u dokazu da oni ne postoje. Najvedi dio ovog poglavlja je u funkciji dokaza teo-

reme 3.14. koja ornoguduje da se u tretiranju problema izomorfizma pod navedenim 

uslovima, ogranieimo na grupovne algebre Q[C], odnosno na. polje Q racionalnih bro-

jeva kao dobro izueeno. Ta teorema i znameniti Higmanov rezultat dat u lemi 3.15. 

dine ostvarivim dokaz teoreme 3.17. za koju je yea reeeno da je kljuena teorema 

poglavlja. 

Uvedirno neke oznake i ciefinicije. Sa C(R) oznaeavarno centar prstena R. U lemama 

3.1., 3.2., 3.3., 3.5., 3.6. i 3.10. demo koristiti sljedeee oznake. G je konadna 

multiplikativna grupa, K0 je prosto polje, pri eemu karakteristika polja ne dijeli red 

grupe. K = It)  je algebarsko zatvorenje K a . Sa O oznaeimo Galoaovu grupu Ga.- 

loaovog ragirenja K/K 0 . Jasno je da K[G] 2 Ko(G1 i da 8 ostavlja fiksnim potprsten 

KoPl. 
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Definicija 3.1. Prirnitivni idempotent prstena C(R) nazivamo centralnim primi-

tivnim idempotentorn prstena R. 

Sljedea lema, kao uvodna u (Atom poglavlju cirri razurriljivijim dokaze teorerna u 

nastavku. Ona se bavi kako na.6nom razlaganja grupovne algebre K[G], tako i svo-

jstvima kamponenti u torn razlaganju. Pokazuje se fundamentalna vemost centralnih 

primitivnih klempotenata, odnosno njihov direktni uticaj na gradu KV]. 

Lerna 3.1. Skup centralnih primitivnih idernpotenata algebre K[G] je konaean, pri 

cemu su svaka dva elernenta ovog skupa ortogonalna. Ako su e t , e 2 , , e,n  svi ce-

ntralni primitivni idempotenti K(Gi tada vruedi: 
m 

(a) K[G] = E e i K(G1, pri cemu su e i K[G] prosti dvostrani ideali prstena RIG]. 
z=1 

TIL 

(b) K[G] 	E mcii (K) gdje su Al d,(K) prostori rnatrica dimenzija di  x di  sa 

elementirna iz polja K. 

(c) Elementi e t , e, 	. , e n, tine bazu K-rnodula C(K[G]). 

Dokaz.. Kako je MG] poluprost prsten, to je C(K[G]) k30 njegov potprsten takode 

poluprost [3], pa prerna teoremi 1.7. vrijedi: 

C(K[C]) = 	e 	L„, (1) 

gdje su L I , 	L„, prosti dvostrani (C(K[G]) je kornutativan) ideali C(K[G]). 

Prema teoremi 1.6. znarno da postoje e l , e 2 , 	,e„, ortogonalni idempotenti tako 

da e i  E L i  i e i  • C(K[G]) = Li . Prema lemi 2.2. e i  su primitivni u C(K[G]), pa su 

na osnovu toga e i  centralni primitivni idempotenti prstena Kip]. Doka'.),imo da su to 

svi centralni primitivni idempotenti. 

Neka je e proizvoljan centralni primitivni idempotent. Prema teoremi 1.6. znamo 

da je e C(K[G]) dvostrani ideal u C(K[G]). Na osnovu leme 2.2. e • C(K(G1) je 

prost ideal. Proizilazi da je e • C(K(G1) = Li , za neki j E (1. 2, ... ml, jer bi u 

suprotnorn imali: 
m 

e • C(K[G]) =):(e • C(K[G]) n Li), 
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Ato bi protivrjedilo dinjenici da je ovaj ideal prost. Kako je ej  jedinica u Li , to je: 

eej  = e = ej  e. (2) 

S druge strane ej  = eg, g E KEG!. Zakljueujemo: 

eje = e2g = eg = ej  (3) 

Iz (2) i (3) slijedi e = ej . Sada je jasno da je broj centralnih primitivnih idempotenata 

konadan i da su svaka dva elementa tog skupa ortogonalna. 

Iz zapisa (1) slijedi da je 1 = e l  + e2 + 	+ em , pa na osnovu tog mo2emo pisati: 

yn 
K(G1 = > ei K[G]. 

i=L 

Podsjetimo se da narn teorema 1.6. obezbjeduje tvrdnju da su ei K[G] dvostrani 

ideali. Dokeirno da su prosti. Prema teoremi 1.7. znamo cia K[G] moiemo pre- 
m, 

dstaviti kao surnu prostih dvostranih ideala Bj , tj. K[G] = CBI Bj . Za proizvoljno 
j.i 

rn 

i E t1, 2, ... 	imamo ei K[G] = epi neiK[G1). PoRo su Bj prosti ideali prstena 
j=i 

K[G], to je: 

B;  n e i K[G] = Bj , iii Bj  n e i K[G] = 0. 

Slijedi: 

eiK[G] = Bk i  e Bk 2  e • • • e Bke. 

Ako su ft  jedinieni elementi prstena Bk i  to je e i  = 	f2 	L. Prema teoremi 

1.7., znamo da je {f i , f2, , ft } skup ortogonalnih idempotenata prstena K[G] to 

naruava pretpostavljenu primitivnost elementa e i . Dakie, jasno je da je t = 1, 

pa je time ei K[G] = Bk i . Kako su ei  (i = 1, 2, , m) nenulti elementi, time su 

eiK[G] nenulti prosti dvostrani ideali. Jedno od tvrdenja teoreme 1.7. jeste jedno-

znaenost razlaganja prstena K[G] na proste dvostrane ideala do na izomorfizam, pa 

nakon odgovarajude prenumeracije zakljudujemo m = m i  i ei K[G] = Bi . Time je (a) 

dokazano. PosSto ideali imaju do na izomorfizam jedinstven prosti desni ideal 

Ei , na osnovu teoreme 1.8. slijedi: 

e i K[G] 2---' End (T,Ei) 	Mdi(Ti), 
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gdje je di  dimenzija vektorskog prostora Ez =T ; 	a Ti  tijelo definisano kao u na- 

zneenoj teoremi. Znamo da je e i K[G] kona6no generisana algebra nad poijem K 

koje je algebarski zatvoreno, odakle proizilazi 	K na osnovu teoreme 1.10.. 

Zaklju6ujemo da je: 

e i K[G] -=-' Mdi (K) (4) 
m 

K1G1 	Mdi(K) ( 5 ) 

'dime je dokazano (b). Iz (4) slijedi da je C(eiK[G1) 2-2  C(il/fd,(K)), a poAto C(Mch(K)) 

dine samo skalarne matrice, to je stoga u pitanju jednodirnenzioni K-prostor nad je-

dinldnom rnatricorn kao bazom. Jedinithoj matrici u izomorfizmu prstena (4) odgo-

vara centralni primitivni idempotent e i , Ito zna6i da je C(e i K[G1) = ei  K. Iz ovog 

i (5) izvodirno zakljur''.ak C(K1G1) = e i K, eime je pokazano da e 1 , e2, .. • , em 

K-bazu C(K[GI), pa je i (c) dokazano. 
0 

U narednoj lemi koristimo prirodno dejstvo grupe e na prsten K[G]. Orbitu ce-

ntralnog primitivnog idempotenta e algebre K[GI u odno6u na e predstavlja skup: 

(a(e) I a E 81 

kog 6ine takode centralni primitivni idempotenti algebre K[Gl. 

Lema 3.2. [41 Neka su G i K grupa i polje uskladeni sa prethodno uvedenim ozna-

karna. Tada postoji bijektivna veza izntedu centralnih idempotenata prstena K o [G1 i 

orbita centralnih p•irnitivnih idempotenata prstena KEG]. Preciznije, svakom centra-

Inorn primitivnom idempotentu f E Ko [G1 odgovara tajno jedna orbita: 

e®  = {et, e2, • • 	er} 

centralnog primitivnog idempotenta e E K[G]. 

Vrijedi f 4-+ e ®  = {e t , e 2 , 	, er} ako i samo ako f = e l 	e2  + 	+ er . Dalje, 

vrijedi: 
dim Ko  f K o [G1 = le® I • dirrix eK[GI, 

dirnK0  C(fKo[GD = leek 
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dimcu Ko[Gi) f K o [G] = dimK  

Dokaz. Kako je 0 grupa automorfizama na KEG] to ona permutuje konaeno mnogo 

centralnih primitivnih idempotenata ove algebre. Jasno je da su time sve njihove 

orbite u odnosu na e konaene. Neka je f centralni primitivni idempotent u 

Dakle, f komutira sa svim elementima grupe G. Sada je izvjesno da je f E C(K(G]). 

Neka su e l , e2 , 	, em  svi centralni primitivni idempotenti K[G]. Prema prethodnoj 

lemi, 

f = cr e r  + c2e2 + 	+ 	( ci E K). 

Zbog ortogonalnosti elemenata et slijedi da je f 2  = 	cie2 + 	+ carnem . Potto je 

f2  = f, zakljueujemo 	= ci  (i = 1, 2, ... , m). Kako je ci E K, a K polje, imamo: 

= 0 	ci  = 1 (i = 1, 2, ... m). 

Nakon odgovarajuee prenumeracije f moiemo zapisati kao: 

	

f = et + e2 + 	+ er . 

Znajudi da je f E Ko(GI, tada: 

(Va E e) f = f' = et .  + e2  + . . . + a  

odnosno: 

{4, ez, ... 	= {el, e2, • • • , er}, 

Ato znaei da je 	e2, 	, 	unija e-orbita elemenata ovog skupa. Dokaiimo da je 

8 tranzitivno na {e t , e2 , 	, 	tj. da je ovaj skup orbita jednog elementa. Pretpo- 

stavimo suprotno. Odgovarajudom prenumeracijom moiemo podrazumijevati da su 

oba skupa {e i , e 2 , 	e 5 } i {e,, 1 , 	, 	invarijantni u odnosu na dejstvo e. Neka 

je f' = e L  + e2 + 	+ e, i f ll  = e 5+ I + 	+ er  tako da je f = f' f" suma 

dva centralna, ortogonalna idempotenta. Kako su p invarijantni u odnosu na 

e to vrijedi f', f" E Ko[C] Ito je u protivrjeeju sa einjenicom da je f primitivan. 

Tako je pokazano da je svaki f suma elemenata skupa koga cini e-orbita nekog 

ceritralnog primitivnog idempotenta e. Kako je E f = 1, vidimo da ove orbite 

moraju "pokupiti" sve centralne primitivne idempotente u K[G]. Uz einjenicu da su 

r. 

I " 
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svake dvije orbite disjunktne slijedi da je navedena veza bijektivna. Konaeno, zbog 

K[G] = K Ko [G1 jasno je da: 
K 0  

f K[G] = K 0 f K o [G1, 
K-0  

pa je dirn K, fKo[G] = dim K  f KfCl. Znarno da je f = e 1 	e 2 	 gdje je 

r = lee l,aCE (e l , e2  ... er } proizvoljno. Na osnovu ovog slijedi: 

f K[G] = e K(GH- . 4- e r K(G]. 

Surnandi e i .K[G] se perrnutuju tranzitivno od e, eime svi irnaju iste K-dirnenzije. 

Sada je oeigledno: 

dimKo  f K o (G1 = dim K  f K1G] = r • dirnK eKtGl = 	dimK eK(G] (1) 

PcAto je f K 	= K f K ° PI, to je: 
K0  

C(f K(C) = K C(f Ko(G1), 
K0 

pa iz (1) proizilazi: 

dim Ko C(f K o (C]) = dim KC( f K(GI) = r • dim KC(eK[G]).. 

Kako je prema lemi 3.1. e i K[G] = Vid,(K), to je C(e i K(G]) = C(Md,(K)). Na 

osnovu iste leme utvrdili smo dirnK C(Md,(K)) = 1, tj. dirnK C(e i K(G]) = 1, pa 

zakljueujemo dimK C(f K(G1) = r = 101. Prema teoremi 1.4. KO [G] je poluprost, 

a C(Ko P), kao njegov potprsten takode. Iz einjenice da je f centralni primitivni 

idempotent slijedi zakljueak da je f • C(K o [G]) prost potprsten prstena C(Ko [G]). 

PoS"to je: 

f • C(K o [G1) = C(f (Ko [G1)), 

to je prema lemi 1.11. C(fKo[G]) polje. Sada je: 

climc(fKofc1) f K o [G1 = (dim Ko  f KotG1)/(dirnKo(Cf KO))) = 

= r dirn K  eK(G ∎ /r = dim K  eK[G]. 

0 
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Neka je dat Kg-modul V, takav da je dimK V = d. Neka su fi , f2 , 	, fd elementi 

K-baze tog modula. Za svako 1 E K[G] mc3demo formirati preslikavanje: 

(pi  :V —> V, 	cpt(t) = 1 • t. 

Lako je utvrditi da je co/ K—endomorfizam ovog modula kojem u odnosu na pomenutu 

K-bazu odgovara matrica: 

all a12 	aId 

a21 a22 - - • a9d 	
E K). 

adi ad2 • • . add 

Na ovaj naein mo2emo formirati homomorfizam 19v : K[G] —> EndKV dat sa: 

190) = 

to eini reprezentaciju elemenata prstena KEG] matricama u odnosu na fiksiranu 

bazu K[G]—modula V. Na osnovu ove reprezentacije mo2emo uvesti preslikavanje 

Xv : K[G] 	K definisano sa: 

Xv (
l) = tr(19v(0), 

gdje je tr trag matrice 19v (/). Ovako definisano preslikavanje zovemo karakterom 

K[G]—modula V. Primijetimo da ukoliko u V izaberemo neku drugu bazu, ma-

trice koje nastaju ustanovljenom reprezentacijom posmatranog elementa de biti 

Kako su tragovi slienih matrica isti, postaje jasno da karakter ne zavisi od baze. Pre-

tpostavimo da su V i W dva izomorfna K[G] modula sa µ : V —+ W kao odgovara-

judim izomorfizmom. Ako je {v 1 , v2 , 	, vd} K-baza za V, tada je {p(v 1 ), 	pc(vd )} 

K-baza za W. Slijedi da je matriena reprezentacija u odnosu na ove baze modula V 

i W ista. Stoga vrijedi xv = xw. 

Podsjetimo se definicije funkcije klasa. Neka je F polje, a G multiplikativna grupa. 

Funkcija f : 	F za koju vrijedi f(xyx') = f(y) (oix,y E G) zovemo funkcijom 

klasa grupe G nad poljem F. Na ovaj nadin funkciju klasa mo2emo shvatiti kao 
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funkciju na klasama konjugovanih elemenata grupe. Sada mo'iemo linearno raAiriti 

oblast definisanosti funkcije klasa na grupovni prsten. Ukoliko je: 

a = E otx 
xEG 

i f funkcija klasa, tada rmAerno definisati: 

f (a) 	f (x). 
rEG 

Neka, je x o  E G. Pierno x 	x o  ako je element x E G konjugovan sa xo E G tj. 

ukoliko postoji element ;I E G tako da je x o  = yxy -1 . Element iz F[G] koji ima oblik: 

nazivamo sumorn klase konjugovanih elemenata. 

Definicija 3.2. Algebarski element nad poljem Q eiji minimalni polinom ima na-

jstariji koeficijent 1, a ostale koeficijente iz prstena cijelih brojeva zovemo cijelim 

algebarskim elementorn. 

U sljedeaoj lerni se koristi poznato tvrdenje da skup cijelih algebarskih elemenata u 

bilo korn prcAirenju polja Q cirri prsten [16], kao i teorema da je svaka matrica nad 

algebarski zatvorenim poljern sliena nekoj rnatrici koja ima gornju trougaonu formu. 

Lema 3.3. [4] Neka je V konaeno dimenzioni K[G]-modul za koji je dimK V = d. 

Tada je Xv : G K funkcija klasa G nad K i xv(1) = d. Ukoliko je G grupa sa 

periodom n a b primitivni n-ti korijen jedinice u K, tada za sve x E G vrijedi: 

XV( X ) = Eat i ,- a2 
	 ed E Ko ' 

gdje su a t , a2, 	, ad odgovarajudi cijeli brojevi. Posebno, ukoliko je Ko = Q tada je 

Xv(x) cijeli algebarski element nad poljern Q, koji je sadrian u ciklotomienom polju 

c2[6]. 
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Dokaz. Neka je 19v : K[G] -4 EndKV matriena reprezentacija u odnosu na neku K-

bazu modula V. Oeigledno xv(1) = d = dim K V, pri eemu je xv karakter modula V. 

Ukoliko su x i y konjugovani elementi grupe G, tada su 19v(x) i 19v(y) sliene matrice, 

pa je time Xv(x) = xv(y). Ukoliko G ima period n, tada vrijedi (Yx E G) xn = 1. 

Prisjetivgi se da je /9v homomorfizam, vidimo da je (Vv(x))n = E, gdje je E jediniena 

matrica u ivfd(K). Kako je K algebarski zatvoreno polje, znamo da postoji baza 

modula V u kojoj matrica endomorfizma 19v(s) ima gornju trougaonu formu. 

Neka su At, A2, 	, Ad elementi na dijagonali matrice endomorfizma u odnosu na 

posmatranu bazu. Tada je: 

tr(19v(x)) = A L  ± A2 + 	-H Ad (A E K), 

odakle slijedi: 

tr(t9v(X)) 1/  = 	A2 + 	Ard1  = tr(E) =a; + 	+ 

ti. 

=1 	(i = 1, 2, ... d). 

	

Sada shvatamo da postoje a t , a2 , 	, ad  cijeli brojevi tako da: 

= Ai 	(i = 1, 2,..., d), 

pa zakljueujemo: 

tr(19v(x)) = cal +.5.a2 	 _a d  E  

odnosno: 

	

Xv(x) = 	+ 6a2 T ' " + 6 ad  E K0[6]. 

Kako je svaki od sabiraka u prethodnoj sumi cijeli algebarski element, to je i Xv(x) ele- 

ment prstena cijelih algebarskih elemenata nad poljem Q u ciklotomienom progirenju 

Q(El. 

Jedan od rezultata leme 3.1. odnosi se na K-bazu K-modula C(K(G]). Sljededa lema 

govori a jog jednoj K-bazi centra algebre K[G]. 
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Lema 3.4. [101 Element iz F(G1 je u C(F(G1), gdje je F polje, ako i samo ako je 

predstavljen kao F-linearna kombinacija elemenata oblika: 

(1) 

(Relacija ti je relacija konjugacije u grupi G). 

Dokaz. Neka je a = 
	asx, pri eemu je (Vy E G) ay = ya. Slijedi: 

xEG 

az yxy -I 	ax x 
xEG 
	 xEG 

Na osnovu ovog zapisa slijedi da a x  = avry -i (dy E G), pa time pokazujemo da a 

mora biti linearna kombinacija elemenata oblika (1), tj. da su elementi oblika (1) 

F-baza za C(F(G1). 
0 

Na osnovu tvrdenja leme 3.1. znamo da je K[Gi = 	ei KEG1, pri emu vrijedi 

e i K(G1 = Md,(K). Svaki od ovih surnanada imaju do na izomorfizam jedan prost 

desni ideal. tj . KM-nu dul 	pri eernu je ti i e i  0 0. Neka je Xi = xv,. Jasno je: 

Y,(1) = dt  = dimK 

Oznaeimo sa i t , i2 , 	,1,, suine odgovarajueih klasa konjugacije grupe G. Prema 

lemi 3.4. vidimo da ovi elementi dine K-bazu vektorskog prostora C(K(G1). Pri-

mjetiderno da pod pretpostavkom da charKt datom na podetku poglavlja, za 

algebarski zatvoreno polje K. teorema 1.12., odnosno teorema 1.13. obezbjeduje da 

broj centralnih primitivnih idempotenata u K(G1 odgovara broju klasa konjugacije 

grupe G. Stoga je broj centralnih primitivnih idempotenata algebre K[G] takode 

m. Po§to skup fe l , e2 , , em } prema lemi 3.1. 6ini bazu istog vektorskog pro-

stora C(K[GI), to nio2emo svaki element pojedine baze predstaviti kao K-linearnu 

kombinaciju elemenata druge baze. 0 tome nam govori sljedeea lema. V
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Lema 3.5. [4] Neka je 11G1 uskladeno sa usvojenim oznakama, a 	predstavlja broj 

elemenata u klasi konjugacije kojoj odgovara li . Tada je: 

(1) x j (1) 0 0 u K, 	(i = 1, 2, ... , m) 

Xi( 1 )Xi(xi L ) 
(2) e i  = 

	

IGI 	 3 

3 ) 	= 	ilX j (X i)  

" 	Xj( 1 ) 

Dokaz. Neka je W = K[G] desni K[G]—modul i neka je = xw. U odnosu na 

prirodnu bazu G za W svaki element x E G permutuje ovu bazu. Dalje, yx = y ima 

rjeenje u ovoj bazi ako i samo ako je x = 1. U skladu sa tim slijedi da je i(x) = 0, za 

x 1 i = IGI. Neka je a = czx E K[G] proizvoljni element, a fr(a) := a l . 

Tada je: 

	

(a) = 	ax0(x) = aiiP(1) = IGI a l  = IGI • fra 

Dalje, 1,V = K[G] = 	 i ei K[G] 	Mdi (K), pri emu ei K[G] ima do 

na izomorfizam jedan prosti K[G]-modul 	Svaka od 	vrsta matrice N/di  (K) je 

izomorfna Vi , Ito znadi da je: 

Mdi (K) diVj = Vj e Vj +83 . . . ED Vi, 

odnosno W = 
	

diVi. U terminima odgovarajudih karaktera imamo: 

Fiksirajmo indeks i, pa zapiimo e2  = E bz x. Tada za svaki x E C, 

ICI • bx = IGI • fr(eix -i ) = 0(eis -1 ) = 	djxj(eix -I ). 

Kako ei  predstavlja nulu na svakom Vi , j 	i , to slijedi da za takve indekse j 

xj(ei x -1 ) = 0. Sa druge strane ei ima ulogu jedinice na V i  pa je: 	= xi(x'), 

odakle proizilazi: 
IGI bz = E dixi (eix-i) = diXi(x-1). 
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Zato, 

dixi(x -1 )

= 

 xi( 1 ),Xi(x -1 ) bz  = 	IGI 

xi(1)xi(x -1 )  x • xi(1)xi(x;71 )  

jCi 

jer je x i (x) = Xi(xi) ukoliko je x 	x i . Iz einjenice da je e i 	0 vidimo da je x•(l) 	0 

u K. Neka je dato predstavljanje kao u prethodnoj lemi: 

= i ciej (cj E K) 

Tada je e •ii  = ci e i , odnosno x j (ci e ) = x j ( ii ). PoS"to ei  predstavlja 1 na 

ciXi( 1 ) = Xi(ciej) = XJ(e . ii) = XA). 

Kako je l i  surna Ilil  konjugovanih elernenata sa x i , koji irnaju isti karakter x j (x i ), 

proizilazi xj (ii ) = 	a zbog Xi (1) 	0 u K, zakljueujemo: 

X..(ii)  cj  = it i l 
X;( 1 ) 

Lema 3.6. [41 

(1) Za svaki xEGi indekse i, jvrijedi: 

1 
-1 --JG 	xi(g -1 )xj(xg) = 60Xi(X)/Xj( 1 ), 

gEG 

gdje je bii  Kronekerov simbol. 

(2) Ukoliko je charK = 0, tada X i (1) dijeli 

Dokaz. 

(1) Ukoliko u prethodnoj lerni izrnnOimo e i ej  i sredimo izraz u 

-1 

rEG 

e i  

IGI. 
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tada 

Cx - I -7-••--  

gEG 

xi(i)xi(ri) ximxi(xo  (*) 

	

'GI 	IG I 
Ukoliko je i 	j tada je eiej = 0, pa je 	= 0. Koko su Xi(1)  i x3 (1) razliditi od 

nule u K, to je sludaj i j dokazan. U sludaju i = j, eie; = e t , pa je: 

Xi( 1 )Xi(x)  cx --1 	 (**) 
IGI 

Uporedujudi (*) i ( ) lako slijedi rezultat za i = j, dime je (1) ukupno dokazano. 

• 	. 

• 	. k 

1;1 ) 

r 	rs 

(2) Neka je charK = 0. Tada je prosto potpolje K 0  polja K u stvari polje racionalnih 

brojeva Q. Prema lemama 3.3. i 3.5. ei = Xi(1)  8i , pri demu su svi koeficijenti u 

8i  cijeli algebarski elementi nad poljem Q. Za
IGI 

 svaki prirodan broj t > 2 vrijedi: 

t Xi 	( 1 )  t t ei  = ei( 	) Qi,
IGI 

a uporedujudi koeficijente uz jedinicu u ovom identitetu zakljudujemo: 

Xi( 1 ) 2  _ (Xi( 1 )V, 

IGI 	1 IGI) ft ' 

gdje je ^ft  cijeli algebarski element nad Q. Iz prethodnog zapisa -y t  je i sam racionalan, 

pa zbog prethodnog, slijedi da je yt  cio broj. Zbog 	= Xi(1) t-27t, zakljueujemo 

da x i (1)t -2  dijeli 	za sve t > 2. Neka je p prost broj, amin maksimalni prirodni 

brojevi takvi da pm, odnosno pn, dijeli xj (1), odnosno IGI. Tada iz prethodnog slijedi 

da je m(t — 2) n(t — 1) za svaki t. Proizilazi da je m n, zbog dega x i (1) dijeli 

IGI . 
0 

U aiializi svojstava algebre K(G1 znadajna su tri njegova potpolja. Prvo, neka je e 

centralni primitivni idempotent algebre K[G1, tada je Ko (e) polje generisano sa K0 

 i svim koeficijentima od e. Sljedede, neka je x karakter nekog prostog K[GI-modula, 

tada je Ko (x) polje generisano sa K 0  i svim x(x), E G). Konadno, ukoliko je 

f centralni primitivni idempotent K o [G1, tada postaje interesantan CUKO[G1) kao 
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centar prostog sumanda f K o [G]. Navedimo nekoliko tvrdenja iz okvira teorije Galoa 

koja su nam vakia u dokazu leme 3.10.. 

Teorema 3.7. [10] Neka je F Galuaovo ragirenje polja Fo sa gruporn G. Neka je Fl 

 potpolje, Fo C Ft C F i H = G(F Ft). F1  je normalno nad Fo ako i samo ako je H 

normalna podgrupa u G. 

Lema 3.8. [11] Neka je L algebarsko progirenje polja F, a M algebarski zatvoreno 

polje. Tada se svaki monomorfizam cp o  : F -4 M mac produiiti do monornorfizma 

clo : L --4 M . 

Teorema 3.9. [11] iVeka je L algebarsko prairenje polja F, a M bilo koje proeirenje 

polja L. Ako je polje L invarijantno u odnosu na relativni F -monomorfizarn ( to : L -+ 

tada je Im(cp) = L. tj. 	C L 	= L. 

Dokaz. Ako je / E L bilo koji element, treba pokazati postojanje a E L tako da 

vrijedi so(a) = 3. Stvarno, neka je f(x) E F[x] minimalni polinom elementa Q u 

odnosu na F, a A skup svih nula a E L toga polinoma. Kako tp svaku nulu polinoma 

f (x) prevodi u neku nulu toga polinoma, imam° injektivno preslikavanje yo A  : A -4 A. 

Skup A je, medutim, konatan, pa je to preslikavanje i sirjektivno. Zato postoji neko 

a E .4 tako da je = A (a) = (p(a). To znaei da je L = Im(yo) i teorema je dokazana. 

Lema 3.10. [4] Neka je K(G1 uskladeno sa oznakama datim na po6etku poglavlja, a f 

centralni primitivni idernopotent u Ko Pl. Pretpostavimo da je f 44 e0 , a x karakter 

koji odgovara prostorn modulu eK[G]. Tada vrijedi: 

Kole) = Ko(X) = C(f KoM) (1) 
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Ukoliko je G grupa sa periodorn n, a E primitivni n-ti korijen jedinice u K, tada se 

polje (1) sadrzi u K o [E1 i predstavlja konaano normalno ragirenje polja Ko  sa Abelovom 

Galoaovom grupom. 

Dokaz. Ukoliko primjenimo lemu 3.5. za e = e i  i x = Xi imamo: 

X( 1 ) x(x -1 ) x.  
IGI 

x(1)  
PlAto je x(1) 	0 u K 	E Ko, na osnovu prethodnog zapisa aigledno je 

IGI 
Ko (e) = Ko (X). Neka je F = C(f Ko [G]). U skladu sa pretpostavkom, f je centralni 

primitivni idempotent u Ko1G1, pa je zapravo F = f • C (Ko[G])• Kako je e centralni 

primitivni idempotent algebre K[G], to je preslikavanje: 

F = fC(Ko[G]) 	e • fC(Ko(GI) 

epimorfizam prstena. Medutim e f = e na osnovu leme 3.2., a F je polje, to je stoga 

prethodno preslikavanje i monomorfizam. Ovo je posljedica tvrdenja da je svaki 

hornomorfizarn F L, gdje je F polje, monomorfizam. Dakle: 

F e C (Ko [G]). 

Na osnovu leme 3.4. slijedi da je C (Ko [G]) generisano sumama klasa 4 nad Ko , a 

prerna lemi 3.5. imamo da je eC(Ko[G]) generisano elementima: 

X(xj) e,  
x(1) 

nad poljem Ko . Treba primijetiti da zbog IGI T-= 0 u K i toga Ito 	dijeli IGI, slijedi 

0 0  u Ko, kao i da je 141/X( 1 ) E Ko . Vidimo da je e • C(Ko(G]) = e • Ko (X), a 

zbog toga Ito je e C(Ko(GD polje i Ka(X) -4  e • Ko(X) 

e • C(Ko(G]) = e • Ko(X)==--" Ko(X), 

odnosno: 

C(f K o [G]) Ko (x) (1) 

Prema lerni 3.3. slijedi Ko (x) C Ko [e], dok je Ko [e] kao ciklotomitno pro'Sirenje polja 

Ko , prerna poznatorn tvrdenju, Galoaovo sa Abelovom grupom K o [6]/Ko. Na osnovu 

e= 
xEG 

epimorfizam proizilazi: 
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teoreme 3.7. imamo da je Ko (x) norrnalno progirenje polja Ko . 

Neka je Wo : Ko (x) 	Ko [G]), Ko-izomorfizam utvrclen u (1). Ako CUK0[G]) 

posmatramo kao potpolje algebarski zatvorenog polja K tada nam lema 3.8. omo-

gudava zakljudak o produ2enju monomorfizma So,  do monomorfizma cp : K -4 K. 

Potto je K algebarsko progirenje polja Ko(x), to je K0 monomorfizam cp u stvari 

Ko-automorfizam polja K. Koko smo ved urtvrdili da je Ko (x) normalno nad Ko , to 

je zapravo co(Ko (x)) C K0 (x) odnosno cp(K0 (x)) = Ko (x), na osnovu teoreme 3.9., 

dime je dokazano i C(fK o [G]) = Ko(X)• 

0 

Neka je e centralni prirnitivni idempotent algebre K[G]. Ved je vige puta istaknuta 

posljedica leme 3.1. u obliku e K(G1 M d (K). Definigimo pojam stepena tog ele-

menta kao: 

deg e := d, 

a sa IntQ(e) oznadime prsten algebarskih elemenata u Q(e) nad poljem Q. Kona-

'Ono polje od pn elemenata oznadavamo sa G F (IP) i zoverno Galoaovim poljem. Za 

proizvoljno polje F, sa F oznadavati njegovo algebarsko zatvorenje. 

Definicija 3.3. Za potprsten R polja F se kale da je prsten valuacije polja F ukoliko 

za svako x E F, x R vrijedi x' E R. 

Lema 3.11. Neka je R prsten valuacije polja F. Ako sa M oznadimo skup neinve-

rtibilnih elemenata u R, tada je M jedinstven maksimalni ideal u R. 

Dokaz. Neka su x, y E R. Ako je xy E R invertibilan element u R, tj. da je injegov 

inverz u R, tada su ixERiyER invertibilni u R. To slijedi iz: 

x(Y(xY) -1 ) = (y(/Y) -1 )x = 1, 

dok se za y pokazuje analogno s obzirom na to da je mnotenje u polju komutativno. 

Ovo zapravo znadi da je MR = RM C M. Neka su x, y E M. Posmatrajmo x — y. 
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Ako je jedan od ovih elemenata 0, onda je: 

x — y E M. 

Ako su oba razliciti od nule, onda po definiciji slijedi iii x - 'y E R iii y -t x E R, to je 

stoga: 

odnosno: 

x — y = x(1 — x -t y) = y(y -l x — 1) 

x — y E M. 

Dakle, 1L1 je ideal. Konadno, svaki pravi ideal u R se sastoji od neinvertibilnih eleme- 

nata pa se zato i sadrii u M dime je pokazano da je M jedinstven maksimalan ideal 

u R. 
0 

Sada mo2emo prirodni homomorfizam R-4 RIM (R je prsten valuacije polja F, a 

R/M je polje) proAiriti na sljededi 

c9n(x) = 
x + M 

CC 

gdje je cc neki element koji nije u RIM. Ovakvo preslikavanje cpn : F 	RIMU{oo} 

zovemo valuacionim. Ovaj primjer mote posluziti kao uvod u definiciju valuacionog 

preslikavanja. 

Definicija 3.4. Za preslikavanje cP : F 	F' U (col, gdje su F, F' polja, ka2emo 

da je valuaciono ukoliko je R := (i9 -1 (F') prsten valuacije polja F, p : R 	F' 

homomorfizam prstena i vrijedi: 

cp(x) = oo ako i samo ako cp(x -i ) = 0. 

Slijedi ve,na teorema koja govori o produ2enju homomorfizma iz nekog potprstena 

polja F u algebarski zatvoreno polje F' do nekog valuacionog preslikavanja iz F u F'. 

x E R 

xEF—R 
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Teorema 3.12. [41 Neka je F polje, S njegov potprsten a a : S 	F' homomorfizam 

u algebar.ski zatvoreno polje F'. Tada postoji valuaciono preslikavanje: 

;p n :F 	17' U tool 

takvo da R ID S, a koje se .sa a slate na S. 

Sljedea lenia ukazuje da valuaciono preslikavanje iz polja Q u polje G7F(p) ne "de- 

formie" centralne primitivne idempotente algebre 5,[G1. Takode, victim() da ovo pre- 

slikavanje potprsten IntQ(ei) polja Q "pretvara" u odredeno potpolje polja GF(p). 

Lema 3.13. [41 Neka je G konajna grupa, a p prost broj koji ne dijeli 	i 

: Q -4 GF(p) U too} 

valuaciono preslikavanje sa prstenom valuacije R. Ako su e t , e 2 , 	em  centralni 

primitivni idernpotenti a'gebre CACI, tada e i  E R[Gi za svako i, dok su: 

'49  (ei 	,=(e2), 

svi centralni primitivni idempotenti algebre 	(p)(Gi. Na kraju, 

	

deg ip(e i ) = deg e i , 	cp(IntQ(ei)) = GF(p)(y(ei)) 

Dokaz. Neka je M jedinstveni maksimalni ideal prstena R. Primijetimo da je 

Ker(w) = M . Ako je Z prsten cijelih bojeva, imam° Z(= R i pZ C M. Uostalorn, 

to je vidljivo iz 	

RnQ, = 	Z i0b} , 

odnosno 

MnQ = { a0a,bE Z. pia, pi. b} 

DokaZimo sada tvrdnju da ukoliko je a E Q cijeli algebarski element, tada je a E R. 

Neka je 	 ... at  = 0 jednaeina sa cijelim koeficijentima. Pretpostavimo 
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1 	 1 
suprotno, tj. (19(a) = X. Tada je (-&-) = 0, tako da je 	E M. 

Iz 1 + 	+ 	+ at a' = 0 zakljudujemo 1 E M , gto je kontradikcija. Prema lemi 

3.5. vrijedi: 

	

xi(1) xi(x;') 	
( 1) IGI  

Zato gto p ne dijeli IGI, to je
1  

IGI 	 IGI E RnQ. Pogto je xi (1) E Z C R slijedi xi(1) —
1

E R. 

1:. 	Po tvrdenju leme 3.3. xi(xI I ) su algebarski nad Q, §to prema prethodno dokazanoj 

tvrdnji znadi da je xi(xj-I ) E R. Sada je odigledno da je e i  E R[G]. 

Iz leme 3.6.(2) imamo da x i (1) dijeli IGI, pa p t xi (1). Analizom koeficijenta uz 

jedinicu u zapisu (1) zakljudujemo da e i 	111(G). Iz zapisa centralnog primitivnog 

idempotenta u lemi 3.5., vidimo da je {cp(ei)I i = 1, 2, , skup nenultih ortogo-

nalnih centralnih idempotenata. Broj m je prema teoremi 1.12. jednak broju klasa 

konjugacije grupe G. Prema teoremi 1.13. slijedi da je broj neizomorfnih prostih 

(ireducibilnih) GF(p)(G] modula jednak broju p—regularnih klasa konjugacije grupe 

G. Potto p t 1G1, taj broj je takode m, pa su (p(e 1 ), (p(e2), cp(em ) centralni pri-

mitivni idempotenti algebre GF(p)[G]. Dokazujemo da su to svi centralni primitivni 

idernpotenti. Naime, ako pretpostavimo da su p i , p2 , 	, Pm  neki centralni primi- 

tivni idempotenti pornenute algebre, tada je svaki tp(e i ) (i = 1, 2 	, rn) linearna 

kombinacija elemenata skupa {p i , p2 , 	, pm } , na osnovu leme 3.1.. 

Pretpostavimo da bar u jednoj linearnoj kombinaciji udestvuje vige od jednog ele-

rnenta iz skupa p 2, , pm }. Na osnovu Dirhleovog principa slijedi da postoji 

neprazan skup A C {1, 2, ... , m} tako da elementi {pi I i E .4} udestvuju u K - 

linearnoj kombinaciji za bar dva elementa, npr. (p(e 3 ) i (p(e t ). Iz ovog slijedi da: 

(19 (e3) V(et) = 	Pi 0 0, 
iE.4 

jer je {pi i E .4} C {p 1 , p2 , 	, pm } K-linearno nezavisan skup, gto je u supro- 

tnosti sa dinjenicom da su (p(e i ) (i = 1, 2, ... rn) medusobno ortogonalni. Nakon 

odgovarajude prenumeracije slijedi: 

SW(ei)= pi 	(i = 1, 2 , 	, 

ei  = 
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dime je dokazana tvrdnja. 

Neka je sada d i  = deg ei  i di  = deg (p(ei). Ved je utvrdeno da je ei E R[G]. Po- 

smatrajrno prsten R[Gj kao lijevi R-modul sa bazom G. Definigimo preslikavanje 

fe, : R[G] —* R[G] sa: 

f ei  (a) = ei  a 

Ovorn preslikavanju ocigovara matrica S reda n x n diji su svi elementi iz R. Medutim, 

ei 	M ,  [Q], 

pa matrica S mora irnati rang 	nad poljem Q. Proizilazi da je determinanta 

svakog (crt + 1) x (d? + 1) minora jednaka nuli. Oeigledno je da je matrica za element 

cp(ei) u analognom preslikavanju na G F(p)[G] samo homomorfna slika prve matrice u 

odnosu na (p, pa je stoga determinanta svakog (d7 + 1) x (d? + 1) minora matrice co(S) 

takode nula. Kako je rang druge matrice u stvari d i e , zakljudujemo da je di e  < cif + 1 

odnosno di  di . S druge strane radunajudi dimenzije imamo: 

IGI = 	= 	dim ei  Cj[G] = E 
= dim 	F(p)[G] = E dim cp(ei)G F(p)[G1 = 	

• , 
i

2 
a 

pa slijedi: 

deg e i  = di  = 	= deg cp(e i ). 

Neka je {et, e2, 	orbita Galoaove grupe e . Prerna lemarna 3.3. i 3.5. 

mo2emo pisati: 

gdje su c 

(i, g)9, 

cijeli algebarski elementi nad Q, odnosno: 

IGIcp(ei) = > yo(c(i,g))g. 
9 

1 
(p(c(i. ))g, 

[GI 	" 

gto znadi da je GF(p)((p(ei)) generisan elementima (p(c(1, g)) nad poljem GF(p). 

Jasno je da c(1, g) E IntQ(ei), dok je na podetku dokaza leme utvrdeno da je 

PoSto je 	0 0 u GF(p) to je: 

(p(ei) = E V
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IntQ(e i ) C R, iz dega proizilazi (p(lritQ(e1)) D GF(p)((p(e L )). Za dokaz suprotne 

inkluzije, primijetioemo da su cp(e 1 ), co(e2), . . . , (p(er) kao elementi baze centra prstena 

GF(p)[G] linearno nezavisni. Stoga matrica reda r x IGI i oblika: 

[w(c(i,g))] 	(i = 1, 2, ... , r) 

ima rang r. Dakle, postoji {g1, g2, 	, gr}, skup r elemenata grupe G, tako da: 

detP(c(i, gi ))] 0 0 (i = 1, 2, 	, r). 

Zato, ako je C = [c(i, g)] E Mr (R), tada je: 

cp(det C) 0 	det C M 	(det C) -1  E R. 

Sada demo uo6iti da su elementi: 

c(1, g1), c(1,92), 	gr ) E Q(e I ) 

liffij•  u stvari Q-baza za Q(e i ). Neka je element f t  E Q[G] centralni primitivni idempotent 

koji odgovara elementu e t  u bijektivnoj vezi f, 44 e? datoj u lemi 3.2.. Prema lemi 

3.10. vrijedi, C(f 1 Q[G]) = Q(e i ), dok prerna lemi 3.2. irnamo: 

dirnQ C(f,Q[G]) =141, 

odnosno: 

dimQ Q(e 1 ) = r. 

Neka je: 

q i c(1, 9 1 ) ÷ q2 c(1, 92 ) 	q,c(1, gr) = 0 (gj  E Q). 

Ako je ai  E 0, tako da je 	= ei , tada je c(1, gjr = c(i, gj ). Primjenjujuoi Qi  na 

gornju jednakost dobijamo: 

g i ) rt g2 c(i, g2) 	qrc(i,gr ) = 0 (i = 1, 2, ... , r). 

Kako je dokazano da .je det C 74 0, proizilazi q1  = 0 za svako j, dime je pokazano 

da su nazna6eni elementi Q-baza za Q(e L ). Konano, pretpostavimo a E IntQ(e 1 ). 

Prema prethodnom imamo: 

a = q i c(1, g i ) 	q2 c(1, 92) ± 	q,c(1,9,) (q1 E Q). 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



41 

Ako primijenimo automorfizme a na prethodnu jednakost imamo: 

= qic(i) 91) + q2c(i, 92) + • • • + gre(i, 97-). 

Ovaj sistem od r jednadina sa r nepoznatih q t , q2 , . . . , qr  mo2emo rijenti Kramerovim 

pravilom. Tako zakljueujemo da je qi = 
det C' gdje je 

 6 determinanta matrice eiji su 

svi elementi algebarski cijeli. Proizilazi da je algebarski cijeli element, pa i E R. 

Porto je (det C) -t  E R vidimo da je q;  E RnQ iep(qi )EGF(p). Zbog: 

co(a) = E co( q,),(cci,gin E GF(p)(99(et)), 
2 

m0.emo napisati: 

co ( IntQ(eL)) C  GF(73)((12(ei)), 

'6ime je lema dokazana. 

0 

Sljededa teorema, za, not:Lna na prethodnim rezultatima, omogudava nam konstrukci-

ju izomorfnih grupoira J.:gebri ograni6avajudi pOnju samo na polje Q racionalnih 

brojeva. Treba da SE, u ovoj teorerni oznaka K ne odnosi :na algebarski 

zatvoreno polje kao u . 2thoc:nire. 

Teorema 3.14. 1121 	su G i H konaene grope i pretpostavimo da je: 

Q( 11 1. 

Za sva polja K (5ija karakteristika ne 	 vrijedi: 

K[G]'=.J. K(1-11. 

Dokaz. Neka je K0  prosto potpolje polja K i pretpostavimo da je Ko [G] = Ko [H]. 

Panto se radi o K0  —izomorfizmu imamo: 

K(Gi = K ® Ko[G] = K Ko [H1 K[H] 

to predstavlja K —izomorfizam. Prethodno nam ukazuje da je dovoljno pozaba-

viti se prostim poljima. Kako je slueaj K = Q ved dat u pretpostavci teoreme, 

moramo pokazati da vrijedi GF(p)(G1'-'4 GF(p)(111 za svaki prosti broj p koji ne dijeli 
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IGI = 11/1. Uodimo da je IGI 	IHI Q-dimenzija grupovne algebre Q[G] 	Q[1-1]. 

Pretpostavirno, da p 1  IGI. Ukoliko pokaiemo da Q[G] odreduje GF(p)[G] do na 

izornorfizain, dokazademo ukupno tvrclenje teoreme. Kao Ito znamo, 	= 	Si 

je jednoznaeno predstavljanje prstena Q[G] u obliku direktne sume prostih prstena. 

Tada je F = C(S), odnosno dimF S, za svaki S = S;  odreden do na izomorfizam. 

Neka je f centralni primitivni idempotent koji odgovara prstenu S, tj. S = fQ[G], 

a e njemu odgovarajudi centralni primitivni idempotent algebre u smislu veze 

datoj u lemi 3.2., 

f 	e ®  = { e e2, .. • , er}• 

Na osnovu iste leme vrijedi r = 16:6 1 = dimQ F, sto je odredeno algebrom C2(G!, kao i 

deg e jer: 

(deg e) 2  = dimQ eQ[G] = dinacuQ[GD fQ[G] = dirriF S. 

Konadno, lerna 3.10. podriava tvrdnju: 

Q(e) = F. 

Ovini smo utvrdili da gr, upovna algebra Q[G] u potpunosti odreduje skup uredenih 

parova (di , Fi} (i = 1, 2, , rn) gdje je di  = deg e i , a ei  centralni primitivni ide-

mpotent algebre Q[G], a Fi  C Q odgovarajuda polja Q(ei). Vidimo da svakom pro-

stom sumandu Si  algebre Q[G] odgovara tadno jedan Ft . Na osnovu teoreme 3.12. 

homomorfizam Z Z/pZ C GF(p) se mote prodUiti do valuacionog preslikavanja: 

cp : 	GF(p) u tool. 

PoAto p t GI, lerna 3.13. nam omogudava da preko skupa uredenih parova: 

(c11 , (p(IntFi )) 	(i = 1, 2, ... m), 

dobijemo odgovarajudu informaciju za centralne primitivne idempotente algebre: 

GF(p)[G]. Ta informacija je, naravno, odredena algebrom Q[G] i preslikavanjem 

koje ne zavisi od grupe G. Neka je: 

Li  = 

Razmotrimo sada vezu izrnedu ovih prstena i prostih sumanada u GF(p)[G]. Pretpo- 

stavimo da je 3 = f .G F (p)(G) prosti surnand konadnog prstena GF(p)[G]. 5' je prema 
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teoremi 1.8. izomorfno nekom Md (L), gdje je L, na osnovu iste teoreme, kona6no 

tijelo, odnosno polje prema Vederburnovoj teoremi. Svakom prostom sumandu St 

algebra GF(p)[G] odgovara tadno jedan L. Neka je f +4 {e1, • • • , ek} bijektivna veza 

data u lemi 3.2.. Pogto je: 

slijedi: 

Sada je: 

f • G F(p)[G] Md (L), 

C(f • GF(p)(GI) c=•-' C (Md(L)) 	L (1) 

 

deg ei  = Vdirti-1.(p)(Gi  ei G F(p)(GI = 

dimc(fc F(p)(G)) f G F (p)(G1 = 	Md (L) = Nfir2  = d, 

(i = 1, 2, 	k). 

Takode, prema lemi 3.2. imamo: 

k 	= diinGF(p) C( f G F(p)P1) = dimmp) L. 

Na osnovu leme 3.10. p7)izilazi: 

,( f • G F(p)(q) = G F(p)(ei ), 

pa mo2emo, na osnovu ,1), smatrati da je L = GF(p)(Ei) (i = 1 2 , . . . , k). Dakle, 

L = G F(p)',(F(ei)) = (p(IntQ(ei)) = (IntFi) (i = 1, 2, 	, k), 

gto zakIjOujemo na osnovu leme 3.13.. Sada je jasno da jednom prostom sumandu 

algebra GF(p)(GI za kojeg vezujemo polje L odgovara k = dim G F(p) L prostih suma-

nada u razlaganju prstena Q[G], kojima odgovaraju Fi  (i = 1, 2, ... , k). Na kraju 

opisujemo nadin kako na osnovu informacija vezanih za algebru Q[G] odredujemo 

G F(p)P1. Neka. je: 

Q[G] =p i Bt CD...® prnBm  

razlaganje prstena Q(GI na proste sumande, pri emu su isti grupisani. Neka je: 

Fi = C (B i), L i  = (p(IntFi), l=  = 	Bi, ki  = dimGF(p) L i  

(i = 1, 2, ..., rn). 
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Neka je data K-algebra R, a V prosti R-modul sa odgovarajudom reprezentacijom: 

p : R End(V). 

44 

Prema prethodnoj analizi proizilazi da je: 

G 	7e-L A/11,(L1) e 	® 	Am  (L„,), 

na osnovu 'dega zakljudujemo da je G F(p)(01 jednozna'dno odredena informacijama 

koje su vezane u algebri Q[C], to je time teoreme dokazana. 

0 

Prije nego gto se usresredimo na centralnu teoremu koja rjegava problem izomorfizma 

grupovnih algebri, u odnosu na neke klase p-grupa i polja karakteristike razli6ite od 

p, mora se uzeti u obzir va2an Higmanov rezultat dat u sljededoj lemi. 

Lema 3.15. (13] Neka je p prost, a n prirodan broj. Postoji najmanje 0(2'3- 257L2) 

;n .)1;11, p-grupa reda 	klase nilpotencije 	2 i perioda koji dijeli 

Ifti , r1 12 

.91;tal 

Ukoliko definigemo D := End(R V), onda je jasno da je D tijelo, s obzirom na to da 

je V prost. U skladu sa prethodnim mo'te se uvesti Surov indeks, m(V) = m(p) na 

sljededi nadin: 

m(V) = m(p) := dimc (D)  D. 
`3 1:I 	• 

Uvedeni pojrnovi se—vezuju za naredna tvrdenja. 

Lema 3.16. (141 Neka je G kona6na nilpotentna grupa, K polje, a V prosti K(Gi- 

rnodul sa odgovarajuoom reperzentacijorn p : K(G) 	End(V). Tada je m(p) = 

rn(V) 	2. Ukoliko je m(V) = 2, a D = End(KIGIV), tada je Silovljeva 2-podgrupa 

grupe G nekomutativna, a D je algebra kvaterniona nad poljern F = C(D). 

0 
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Sada smo prikupili dovoljno rezultata na osnovu kojih dokazujemo najavljenu teo--

remu, diji sadr2aj govori da ima veoma mnogo p-grupa, a jako malo grupovnih algebri 

nad tim grupama. Ovom teoremorn se pored odgovora na problem izomorfizma koji 

nam jeste primarni motiv, uspostavljaju i neke kvantifikacijske ocjene. 

Teorema 3.17. (121 Postoji skup od 

p% (n3  -2371 2 ) 

neizomorfnih p-grupa reda pn koje imaju izomorfne grupovne algebre nad svim poljima 

dija je karakteristika razheita od p. 

Dokaz. Neka je G p-grupa Fiji je period < p2  i red pn. Neka je S = f Q[G] prosti 

direktni sumand algebre Q[G]. Pretpostavimo f ee bijektivnu vezu datu u lemi 

3.2., gdje je 8 grupa automorfizama Galoaovog ratirenja Q/Q. Neka je x karakter 

koji odgovara elementu e, tj. prostom modulu eQ[G]. Prsten S ima prema lemi 1.7. 

do na izrnorfizam prost lijevi ideal E, pa je na osnovu teoreffia 1.8. i 1.9. S 2-4 Mr (L), 

gdje je L = End(s E). Po lemi 3.10. slijedi C(S) = Q(x).. Potto je svaka konadna 

p-grupa nilpotentna, memo prethodnu lemu primijenitl na Q(G]-modul E i grupu 

G. 
Ukoliko je p > 2, onda je prema, lerni 3.16. sigurno m(E) 0 2, (m(E) = Vdirnc(D) D), 

jer bi u suprotnom pontojale. Silovljeva 2-podgrupa grupe G tto je nemogude. Daicle, 

m(E) = 1. Kako je D = EndoGIE tijelo, to je zbog prethodnog D = C(D), pa je D 

polje. Lako se zakljudLje da je S—endomorfizam ideala E ujedno QPI—endomorfizam 

ideala E i obrnuto, pa se vkljuduje da je D = L, odakle proizilazi da je i L polje. 

Dalje imamo: 

C(S) C(M r(L)) C(L), 

a poSto je L polje proizilazi C(Mr(L)) 	L, odnosno C(S) '2-= L. Na osnovu leme 

3.10. slijedi C(S) = Q(X), tto zapravo znadi: 

L = C(fQ[G]) = Q(X)• 

PoS"to je: 

r2 	Mr (L) = dimof oGi) f(2[G] = dims eQ[G] = X(1)2 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



46 

to je r = x(1). Prema lemi 3.6. r = X(1) dijeli IGI, pa je r potencija prostog broja p. 

U slu'daju p = 2, iz leme 3.16. slijedi da je L polje, Ili je L algebra kvaterniona nad 

poljem C(L) = Q(x). U slu6aju da je L polje vrijedi prethodna analiza, a ako je 

algebra kvaterniona onda je: 

(2r) 2  = dinic(L) Mr (L) = dimc(L) S = dimej eQ[G1 = X(1) 2 , 

pa je r potencija p = 2. 

Razmotrimo sada polje Q(x). Kako G ima period p2 , to lerna 3.3. sugerite: 

Q(X) C Q[621 ( 1 ), 

gdje je 6.2 primitivni p2 -ti korijen jedinice. PokiAajmo dokazati i obrnuto. 

Neka je 9 reprezentacija Q(GI asocirana sa x tj. 9 : Q[G] 	Encle-AG1, a neka su: 

3 1 , 52, 	Sk elementi baze modula eQ(G1 poljem Q. 

Razmotrimo posebno slue"ajeve 13(G) = {id} i 79(G) 7-4 {id}. 
lli.:ft‘ 

Ukoliko je 7.9(G) = {id}, to znadi da: 

X • Si = Si, (Vx E G), 

(i = 1, 2, ... k), 

pa proistide da st mora biti oblika: 

.f;' 	 qi(X1 + x2 + 	+ Xn), (qi E Q,  xj E G). 

To znadi da je baza 	u stvari jednoelementna. PcAto je e E eQ[G] imamo: 

e = q • (x i  + x2 	xn), 
1 

a iz dinjenice da je e idempotent zakljaujemo q = 
n
— Sada je odigledno da za da E 

vrijedi ae = e, jer a ostavlja fiksnim QM. To znadi da je e0  = e, odnosno e = f. 

Lako se pokazuje da je u ovom sludaju fQ[G] = fQ Q, odnosno fQ[G] = Q. 

Primijetimo da je takode C(f Q(G1) Q, tj. 

Q(X) = Q ( 2 ) 

U slud'aju da je '9(G) 	(id} tada je 3(G) p-g-rupa koja ima netrivijalni centar Ito 

proizilazi iz tvrdenja da netrivijalna p-grupa ima netrivijalan centar. Na osnovu 
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Kogijeve teoreme, postoji g E G tako da je 79(g) centralan u 19(G) i ima red p. U 
stvari /.9(g) je centralan u /9( Q[Gj) = Md ( gdje je d = x(1), iz t'ega slijedi da 19(g) 
mora biti skalarna matrica t E , pri 6erriu je E t  primitivni p-ti korijen jedinice. Time 
je x(g) = de L  i Ft  E Q(x) Q. Dakle imamo: 

Q[6- 11 c Q(x) ( 3 ) 

Iz (1) i (3) proizilazi: 

C Q(X) g Q[E2] 

Jasno je Q(Elj : Q = p — 1. Mnimalni polinom koji anulira E2 nad poljem Q[Ed je 
X P  - E t , pa slijedi Q(E 1 1 : Q1E21 = p, iz dega proizilazi da medu Q[ed i Q(E.21 nema 
polja. adigledno je: 

Q(x) = Q(E 11 iii Q(X) = Q[62] (4), 

odnosno: 

dim Q  Q(x) = p — 1 ili dimQ  Q(x) = p(p — 1). 

Ukoliko je p = 2 vidimo Q(x) = Q iii 9(x) = 	Pogto je u ovom sludaju centar 
algebre kvaterniona C(L) = Q(x), a V.T. C(L), to odbuujemo drugu mogudnost. 

Na osnovu prethodnog i rezultata (2) zakljudujemo da je jedina algebra kvaterniona 

koja se mole pojaviti sarno ona koja ima polje racionalnih brojeva kao svoj centar. 

Sada podinjemo ra6unati broj mogudih algebri Q[G] za grupe IGI = i perioda < p42  . 
Neka je p > 2. Ovo je Iudaj kad nemamo algebru kvateriona i kad je L = Q(x). 

Podsjetimo se da je soak. prosti sumand S Mr (L), gdje je r oblika Analiza 

koja je dovela do zakljudka (2) govori da postoji tadno jedan prosti sumand koji je 

izomorfan Q, tj. S Q. U ostalima slu6ajevima, kao Ato je pokazano rezultatom (4) 

L = Q(Ed iii L = Q(62 1. 

Dakle, imamo: 

Q(G; = 4... 	ai Nfpi (Q[6 1 1) + biMpi(Q[E.:21)) 

Pogto je 	= 	proizilazi: 

pn = dimQ  Q[G] = 1 + 
' (p — 1)(ai + pbi)p 2i  (5) 
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(p 	i)p2i+t 

pa je broj mogudih grupovnih algebri CAGI jednak: 

Pn  — 1  
0 	bi  pn-2i-1 	1 ,  

48 

Nesumnjivo, a i  i b, u potpunosti deterrniniu Q(G]. 1z (5) je jasno: 

pn 1  
0 	ai 

(23  — 1 )P" 

pn-2i 	1,  

pn-2i pn- 2i -  = 
P

n(n 	

(6). 
j.o 

Neka je sada p = 2. Direktni sumandi QPI su oblika: 

M2, (Q), 	puta, 

/112,(Q(f=71.1), bi , puta 

M21 (D), 	puta, 

gdje je D algebra kvanteriniona nad poljem racionalnih brojeva. Stoga je 

9n = 	ai2 2i E 	E 02i+2 .  

Kao i u prethodnom slueaju jedan direktan sumand je upravo Q, to slijedi a o  > 0, tj. 

1 	act 	2n, 

0 	ai 	2n-2i  — 1, (i > 0) 

bi 	9n-2i- L 

0 < Ci < 9n-2i-2  — 1. 

Dakle, imarno najvAe: 

ra22n-21{112n-2i-1}{11 2n-2i-2} 	n-1-1) 

(7). 
i 	 i 	 i 

grupovnih algebri ovog tipa. 06gledno je da 'ditava teorema ima netrivijalan sadriaj 

za vede vrijednosti broja n. Stoga mOemo smatrati da je n 6 i u ovom slud'aju 

vrijedi: 

n(n  1) 	3n2 21n2  
< 1 +   (8). 

9 	 4 	97 
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Prerna lemi 3.15. znamo da ima najmanje TM 2 n3-25n2)  grupa reda pn i perioda p 2 . 

Uzimajuai u obzir (6), (7) i (8) vidimo da ima ra;v& IO 2  neizomorfnih grupovnih 

algebri eije su grupe reda pn i perioda p 2 . Stoga, zakljueujemo da ima najmanje: 

p27(2n3 .25n2) /29 4. n 2  = p (n3 23n2) 

neizomorfnih p-grupa reda pn eiji je period < p2  i klasa nilpotencije < 2, koje imaju 

istu grupovnu algebru 	Konaeno, na osnovu teoreme 3.14. proizilazi da su 

grupovne algebre ovih grupa takode izomorfne za sva polja koeficijenata K kod kojih 

je charK p. 
0 
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