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uvobD

Grupovna algebra K[G), gdje je K polje, a G multiplikativna grupa. je asocijativna
K —algebra sa elementima grupe G kao bazom. U literaturi se cesto za K[G) koristi
naziv grupovni prsten, apnstrofirajuéi te dvije strukture kao najznacajnije \u njeno]
slojevitoj gradi. U ovom radu, taj termin je iskljucivo vezan za 7 —algebru Z|G], koja
se dobija ukoliko polje K u definiciji grupovne algebre zamijenimo prstenom cijelih
brojeva Z.

Te dvije strukture su 1l osnovi interesovanja ovog rada, sa naroditim naglaskom na
odredenom problemu koji je nastao prije vise od gezdeset godina. Britanski matema-
tigar Graham Higman je 1940 godine postavio sljedeci problem: Da liiz ZIG| = Z[H]
slijedi G = H. To pitanje je imenovano kao izomorfni problem ili problem izomorfi-
;ma grupovnih prstena. Naravno, analogno ovom ubrzo se postavilo i pitanje : Da
liiz K[G) = K[H] slijedi (=~ H, 7a neko polje K, koji je istaknut kao izomorfni
problem grupovnih algebri. Tako u formi sli¢ni, nacini rje§avanja ova dva problema se
bitno razlikuju.

Naime, opsti odgovor na problem izomorfizma grupovnih algebri je negativan i rela-
tivno lako dostizan, pa S€ prirodno transformisao u trazenje odredenih klasa grupa i
polja za koje je moguc¢ definitivan zakljucak u smislu postavljenog pitanja. Za razliku
od ovog, problem izomorfizma grupovnih prstena, nije imao opsti odgovor do unazad
pet godina, pa s€ njegovo rieavanje sastojalo u izdvajanju specifiénih klasa grupa
koje su do na izomorfizam odredene sa Z|G), odnosno u traganju za kontraprimjerom.
Upravo je u tom uspio Martin Hertweck 1997 godine dajuéi vrlo slozen kontraprimjer
sa kojim su sruSene nade u pozitivan odgovor ovog pitanja, 1 pored velikog broja
indikatora da ce se do njega docl. Hertweck, inace. pripada grupi matematicara sa
Univerziteta u Stutgartu, koji su se bavili ovim problemom i u tome dobili vrlo za-
pazene rezultate. Nakon 1997 godine se i problem izomorfizma grupovnih prstena
razvija u smislu u kojem je to slu¢aj za problem izomorfizma grupovnih algebri.

Akcenat u ovomnl radu je na segmentu problema izomorfizma grupovnih algebri, koji
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se odnosi na neke klase p—grupa konaénog reda i polja &ija je karakteristika razlicita
od p. Ta dva uslova obezbjeduju osobinu da je K[G] poluprost prsten, $to je od
fundamentalne vaznosti u trazenju odgovora na postavljeni zadatak,

Poluprosti prsteni (moduli), naéini razlaganja, osobine komponenti su elementi sa-
drzani u klasiénoj Vederburnovoj teoriji, koja je uglavnom izlozena u prvom poglavlju.
Upravo se oslanjajuci na nju, u ovom dijelu rada je predstavljen i jedan primjer sa
kojim se dolazi do negativnog odgovora na problem izomorfizma grupovnih algebri,
Pored niza drugadijih, izlozeni primjer Je odabran iz razloga $to na najbolji nadin
okuplja veoma vazne pojmove i teoreme, potrebne u daljim analizama.

Drugo poglavlje, u kojem je na pocetku dat kratak istorijski osvrt na razvoj oba na-
znacena problema, predstavlja pregled nekih zanimljivih rezultata do kojih se doglo
njihovim rjefavanjem. Jedan od njih je svakako da Q[G] do na izomorfizam odreduje
konacnu Abelovu grupu G. Takode, predstavljene su i dvije teoreme koje osvjetlja-
vaju problem izomorfizma za p—grupe 1 polja ¢ija je karakteristika p. To se na neki
nacin moze shvatiti komplementarnim u odnosy na sadrzaj treceg poglavlja koje se
bavi isto p—grupama, ali poljima ¢ija je karakteristika razlic¢ita od D.

Trece poglavlje se u svom uvodnom dijeln, u lemi 3.1. bavi naéinom razlaganja
poluproste algebre K[G], za algebarski zatvoreno polje K, ¢ija karakteristika ne dijeli
red grupe . U ovoj lemi je uspostavljena veza izmedu centralnih primitivnih idempo-
tenata algebre K[G] i prostih sumanada u njenom razlaganju, kao i jo§ nekoliko vaznih
Cinjenica koje su dokazane na orginalan nacin. Lema 3.1. stvara neophodnu osno-
Vil za razumijevanje | dokazivanje teorema u nastavku, Pretpostavka o algebarskoj
zatvorenosti polja A se provlaéi sve do jako vazne tecreme 3.14. u kojoj taj zahtjev
nije istaknut. Sva prethodna tvrdenja su u funkeiji njenog dokaza. Ova teorema
kaze da iz izomorfizma Q[G] = Q[H], za konaéne grupe G i H, slijedi izomorfizam
K[G| = K[H| za bilo koje polje K ¢ija karakteristika ne dijeli |G| = |H|. Ulemi 3.15.
se daje donja ocjena kardinalnosti odredene klase neizomorfnih p—grupa, reda p* hro-
jem M = f(p,n), rezultat koji pripada Higmanu. Sljedeéi korak se $ast0j1 u traZenju
najveceg broja razli¢itih grupovnih algebri tipa Q[G], pri demu se doslo do broja

My = glp.n), gdje je G odredena p—grupa, reda p" iz klase naznacene u lemi 3.15..



Pokazuje se da je M, < M\. Na osnovu Dirihleovog principa zaklju¢ujemo da najma-
nje M, /M, neizomorfnih p—grupa reda p" opisane klase ima istu grupovnu algebru
Q[G)]. To znadi, na osnovi teoreme 3.14., da postoji najmanje M/M; neizomorfnih
p—grupa reda p" koje imaju istu grupovnu algebru K[G] za svako polje K cija je
karakteristika razlicita od p. Oblik broja M, nam namece ogranicenje n > 23, koje
se odrazava i na M,. Prethodno opisani postupak je dio teoreme 3.17., kljucne za
Gitavo trece poglavije i rad u ¢jelini. Ona govori da problem izomorfizma u odnosu
na definisanu klasu grupa i polja ima negativan odgovor, uz kvantitativnu ocjenu tog
odnosa. U sluéaju n < 23, postupak bi se sastojao u konstrukeiji kontraprimjera,
odnosno u dokazu da je odgovor na problem izomorfizma pozitivan. To bi, ipak,

zahtijevalo stvaranje bitno drugadijeg pristupa koji bi mogao biti tema novog rada.



1. POLUPROSTI MODULIL OPSTI PROBLEM IZOMORFIZMA.

Definicija 1.1. Neka je K polje, a G multiplikativna grupa. Oznaéimo sa K[G| sve

konacne, formalne sume oblika:

o = Zarz, (a; € K).

rely

Uvedimo operaciju + na sljedeéi nadin:

a+ 8= ax)+ (> br)=> (a;+bs)a,

rels rels IE(
Zatlm:
a8 = [z azT) - fszi) = Z (azb,)zy
rels rels ryels
kao 1

= a{'z Bl ) = Z (eaz)z, (ae€ K).

Prethodno definisana struktura predstavlja asocijativnu K —algebru. koju nazivamo

(modularnom) grupovnom algebrom.

Sustinski, grupovna algebra predstavlja vektorski prostor nad poljem K i bazom
koju sacinjavaju elementi grupe G, uz definisanu operaciju mnozenja vektora. Uko-
liko u prethodnoj definiciji polje A zamijenimo prstenom Z cijelih brojeva. tada se
dobija struktura asocijativne Z—algebre koju nazivamo integralnim grupovnim
prstenom ili samo grupovnim prstenom. U literaturi se ¢esto i jedna i druga
struktura imenuju kao grupovni prsten, s tim §to se iz konteksta specifira o kojoj se
zapravo radi. U daljem tekstu ce se éuvati ova terminologka razlika. a iz kog ce se

uocitl da, naravnoe, nije samo terminologka.



Veliki broj rezultata u okviru teorije vezane za grupovne algebre odnosi se na trazenje
svojstava grupe G kako bi K[G] imao neke zahtijevane osobine. Kao ilustraciju tog

pristupa moZemo navesti neke poznate teoreme:

Teorema 1.1. [1]| K[G)] je Artinov zdesna ako @ samo ako je grupa G konacna.

Teorema 1.2. [2] K[G]—modul K[G] je injektwan ako i samo ako je grupa G kona-
éna.

O

Kao §to je receno, klasi¢na Vederburnova teorija, kao i skup teorema vezanih za
poluproste module je od posebnog znacaja u pomenutom problemu izomorfizma

grupovnih algebri. Stoga slijede definicije 1 teoreme znacajne u daljim analizama.

Definicija 1.2. Modul M = Mg nazivamo prostim ako je M # 01 ukoliko je svaki

njegov podmodul jednak 0 ili M.

Definicija 1.3. Prsten R nazivamo prostim ako je R # 0 i ukoliko je svaki njegov

dvostrani ideal jednak 0 ili A.

Teorema 1.3. [3| Za modul M = Mg sljedeci uslon su ekvivalentni:
(1) svaki podmodul u M je suma prostih podmodula.
(2) M je sumna prostih podmodula.
(3) M je direktna suma prostih podmodula.
(4) Za svaki pravi podmodul U modula M postogi podmodul Uy tako da UBUpy = M.
Od

Definicija 1.4. Modul M = Mg se naziva poluprostim ako zadovoljava jedan od
uslova navedenih u prethodnoj teoremi. Prsten R nazivamo poluprostim zdesna,

odnosno slijeva ako je modul Rg, odnosno r R poluprost.



Teorema 1.4. [3] (Maske) Neka je R := K(G], gdje je K polje, a G konacna grupa.
Rp i R su poluprosti moduli ako i samo ako karakteristika polja K ne dyjel red grupe

G,

Dokaz. Neka karakteristika K ne dijeli red grupe n := |G|. Tada jeza 0 # k € K

element nk := & — ...+ k invertibilan. Invertibilni element elementu nl zapisivacemo

L ; ;
kao —, gdje je 1 € K. Neka su gy,..., g, elementi grupe G. Ukoliko posmatramo £
L

kao desni K — modul, tada je R vektorski prostor nad K. Za svaki ¢ € End(Rk)

defini§imo preslikavanje ¢ : R — R formulom:

i)

1 _ |
plr) =~ > wlrg)e’t, (reR).

1=1

Pokazacemo da je » € End(Rg). Za proizvoljni k € K vrijedi:

Z o(rka;)g; Z; ro)g k= @(r)k.

=

Neka je sada g € G. Kako je {gg1, .-, 99a) = {91, ..., ga}, tada je:
3(rg) = Z wlrgg)er' = Z o(rgg:)(99:) ™" 9 = ¢(r)g.

=1

Odavde slijedi da je B(rz) = @(r)z za proizvoljne 7,z € R, ¢ime je pokazano da je
s € End(Rg). Neka je sada A podmodul u Rz. Tada je A linearni podprostor u
Ry. Znamo da postoji podprostor B tako da Rg = A @ B. Neka je 7 : Rg — Ry
projekcija na A tj. w(a+0b6) =azaa € 4, b€ B. Kako je A podmodul Rp to je za

proizvoljno a € A4

L o= 1 1
w(a) = ;}_{W[c‘:gi)gl = - Zagigi = —na=a

=1 =i

i za r € A racunamo:

jer je 7(rg;) € 4. Odavde slijedi da je 7 projekcija Rg na A 1 vrijedi:

Rp=m(R)&®(1l-7m)}(R) =46 (1 -7)RA).



-1

Slijedi da je Ry poluprost. Dokaz za R je analogan. Pretpostavimo sada da kara-
kteristika p polja K dijeli n. Pokazacemo da za 7y := gy + ... + 0n, ideal 9 R nije
direktni sumand modula Rp. Najprije za ¢ € G imamo da je rog = ro. Odavde slijedi
da je 72 = nry = 0, kao i 1R = rpK. Pretpostavimo da je Rp = roRR @ U. Tada
postoji idempotent e, takav da eR = roR = roK. Ukoliko je e = roko, (ko € K), to
imamo da je e = e? = rika = 0. Slijedi da je rp = 0.

O

Za razliku od predstavljenog u teoremama 1.1., 1.2. i 1.4. gdje su osobine grupe G
odredivale svojstva grupovne algebre K[G| postavlja se obrnuto pitanje: Kako osobine
K[G] uti¢u na karakter grupe G? Tako se dolazi do formulacije opsteg problema

izomorfizma grupovnih algebri:

Da li iz izomorfizma K|[G] i K[H] kao K —algebri slijedi izomarfizam grupa
GiH?

Ovaj problem je imenovan kao problem izomorfizma grupovnih ajgebri ili krace,
izomorfni problem, podstaknut je u formi sli¢nim problemom o kom ce biti nesto
vige rijeci u sljedecem poglavlju. Opti odgovor na ovako postavljeno pitba.nje je nega-
tivan, a u svrhu predstavijanja primjera kojim se to dokazuje, neophodne su teoreme
klasicne Vederburnove teorije. Neka je Mp poluprost modul. Oznacimo sa [ skup

svih njegovih prostih podmodula:
I['={E | E prost podmodul modula M}

Razmotrimo na [ relaciju ekvivalencije = . Neka je {©2;|) € J} skup odgovarajucih

klasa ekvivalencije.

Definicija 1.5. Modul B; :== ). FE nazivamo homogenim komponentama modula
EEQJ'
M.

Lema 1.5. (3] Neka je Mg poluprost modul 1 B; njegove homogene komponente. Tada

vrijedi:



(1) Ukoliko je U prost podmodul rnodule B, tada je U € ;.
(2) M =D B;.

Teorema 1.6. (3| Neka je R prsten ¢ R = €D i njegovo razlaganje u sumu desnih
ideale Ay, (1 € I). Tada vrijede sljedeca 3'!}?‘(.{6;’;}{3.‘
(a) Podskup I, = {ili € [ A 4; # 0} je konacan, pa slijedi da je R = EB A5
(b) Postoje takvi elementi e; € Ay, (1 € Ly) da: e
(1) 4; =R (i€ Iy

(2) 1 = Z €4
1€y
0, i#j’
idempotenata.

(¢) Ako su A,, (i € Iy) dvostrant ideali, tada su elementi e, (v € Iy) 1z (b) u

(3) eie; = { i Z:TJ_ (i.j € ly), tj. {e]i € Ly} je skup ortogonalnih

centru prstena R.

(d) Obrnuio, ako su datr takvi ortogonalni idempotentu:
61: 82, re'ﬂ E R?

T n
tako da je | = S e;, tada je R = @e;R, pri cemu su e;R dvostrant idealt
=1 i=1

ukoliko e; pripadaju centru prstena R.

Na osnovu leme 1.5., teoreme 1.6. i definicije 1.4. poluprostog prstena slijedi da se
Rr moze razloziti na konaéan broj homogenih komponenti, tj. g = B & ... S B

Dokazuje se da su B, prosti dvostrani ideali.

Teorema 1.7. [3| Neka je R # 0 poluprosti prsten 1 Rp =B, & ... & B, odnosno
R =0 5.5 C, razlaganje modula Rp odnosno g R na homogene komponente.
luda vryedi:

(a) B; (j=1,...,m) su prosti dvostrani ideali u R.



(b) n = m i poslije prenumeracije B; =C; (j=1,...,m).

(c) BiBj =6;B; (4,ij=1,...,m).

(d) Bi, razmatrani samu za sebe predstavijaju prstene sa jedinicom.

(e) Razlaganje R u direktnu sumu prostih dvostranih ideala je opredijeljeno jedno-

znacno sa tacnosicu do na poredak.

Kao §to se vidi iz prethodne teoreme svaki B; je prost prsten sa jedinicom. Medutim,
iz same definicije homogene komponente B; jasno je da B; kao prost prsten ima samo
jednu klasu izomorfnih prostih desnih ideala, tj. da su svaka dva prosta desna ideala
u B; izomorfna. Slicno se zakljucuje da komponente B; imaju do na izomorfizam
jedinstven prost lijevi ideal. Sljedeca teorema upravo govori o prostim prstenima koji

imaju do na izomorfizam jedan prosti desni ideal.

Teorema 1.8. [3] Neka je R prosti prsten koji wna do na izomorfizam jedinstven
prosti desni ideal E u R. Neka je T := End(ER). Tada je T tijelo, E =7 E konacno

generisani lijevi vektorski prostor nad T i vrijedi R = End(rE).
Dualno prethodnom vaii tvrdenje za lijeve ideale. Direktne posljedice dvije prethodne
teoreme su:

Teorema 1.9. (3| Svaki poluprosti prsten sa jedinicom je direkina suma prostih

prstena, od kojih je svaki izomorfan nekom prstenu matrica nad tijelom.
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Teorema 1.10. (3| Neka je R prosti prsten koj ima do na izomorfizam jedan prost:
desni ideal E 1 neka je R konacno generisana algebra nad poljem K. Tada postoji
potpolje Ty polja T := End(ERg), teko da je dimp, T < o0 1 Ty = K. dko je K
algebarskl zatvoreno polje, tad je K =T =Ty,

Lema 1.11. Prost, komutativan prsten je polje.

Dokaz. Neka je R prost, komutativan prsten. Neka je ¢ € End(Rg). Tada je:

p(z) = p(1-z) = p(1)z,

tj. svaki endomorfizam modula Rg je oblika ¢,(z) = rz, (r € R). Lako se pokazuje

~ da je preslikavanje dato sa ® : R 37 = @, € End(Rp) izomorfizam prstena. Dakle,

R = End(Rg). Kako je R prost prsten, jasno je da je End(Rpg) tijelo, a zbog

komutativnosti slijedi da je R polje.

Sada su se, konacno, stekli uslovi za konstrukciju najavljenog primjera. Neka je ¢
konacna Abelova grupa, a K algebarski zatvoreno polje karakteristike 0. Na osnovu
teoreme 1.4. slijedi da je prsten R := K[G| poluprost. Kako je ve¢ utvrdeno R se
moze razlozitl u direktnu sumu njegovih potprstena. Dakle R = Ry & Ry ... 8 Ry,
pri é¢emu su sumandi na osnovu teoreme 1.7. prosti komutativnl prsteni, a na osnovu
prethodne leme slijedi da su R; polja. Jasno je da je K = ¢; K C R;, gdje je na osnovu
teoreme 1.6. e; jedinica u R;. Pozabavimo se sada brojem m tj. brojem sumanada

u razlaganju R := K[G]. Odgovor na ovo pitanje daje sljedeca teorema.

Teorema 1.12. (4] Neka je G konacéna grupa i neka je K algebarski zatvoreno polje
karakteristike 0. Tada je broj neizomorfnih prostih K[G]—modula jednak broju klasa

konjugaciyje grupe G.

|
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Poto je razmatrana grupa G konacna Abelova grupa, to je broj klasa konjugacije
jednak |G| tj. redu grupe. Sada je jasno da je m = |G|. Kako je R := K|[G] vektorski
prostor nad poljem K, kao i $to je svaki sumand vektorski prostor nad ovim poljem,
to je dimg K[G)] = |G|. Tad je:

dimg K[G] = dimg Ry +dimg Ry + ... +dimg Rn.
Posto je m = |G| to zak jucujemo da je dimg R; = 1 odakle proizilazi;
ReK (i=1,2..,m).

Dakle, K[G| 2 K@ K& ... ® K, gdje je broj sumanada |G|. Ukoliko je H druga
Abelova grupa tako da je |G| = |H|, tada je K[G) = K[H|, pri¢emu G i H ne moraju
biti izomorfne. Ovim je izveden najavljeni primjer i pokazano da je adgovor na opsti

problem izomorfizma negativan.

Neka je z proizvoljan element grupe G. Ukoliko je red ovog elementa relativno prost
sa p tada kazemo da je p—regularan. Kako konjugovani elementi u grupi imaju isti
red, mofemo na osnovu toga govoriti 0 p— regularnim klasama konjugacije. Sljedeca
teorema se bavi istim problemom kao i prethodna. ali u sluéaju polja nenulte kara-

kteristike.

Teorema 1.13. (3] Neka je G konacna grupa, a K algebarski zatvoreno polje kara-
kteristike p > 0. Tada je broj neizomorfnih reducibilnih K[G] modula jednak broju
p—regularnih klasa konjugacije grupe G.

]



2. IZOMORFIZAM GRUPOVNIH PRSTENA. REZULTATL

Interesovanje za opsti problem izomorfizma pocinje od uspostavljanja znamenitog
problema Grahama Higmana jo§ 1940 godine: Ako su grupe G i H konaéne, da li
7G = ZH implicira G = H. Ovaj problem se susrece kao problem izomorfizma inte-
gralnih grupovnih prstena (Higmanov problem). Rad mnogih autora na ovom
problemu dugo nije ostvario znacajniji napredak. Treba izdvojiti vazan rezultat do
kog je dosao Whitcomb 1968 dajuci f)ozitivan odgovor u sluéaju kada su G i H kona-
¢éne, metabelove grupe. Grupa G je metabelova ukoliko je grupa G/C(G) Abelova,
gdje je C(G) oznaka za centar grupe G. Nakon ovog dostignucéa oévrslo je uvjerenje
da Higmanov problem ima pozitivan odgovor, pa su se napori razvijali u tom pravcu.
Tako je naprimjer dobijen pozitivan odgovor u sluéaju kada je G konacno generisana
nilpotentna grupa klase 2 [13] i za &itav niz grupa Cije su klase odredene skupom
slozenih kriterijuma. lzomorfni problem grupovnih algebri se takode suzavao na neki
specifiéniji formalni okvir u kom je bilo moguce doéi do konaénog odgovora. Tako je
| nastao potproblem, u zapadnoj literaturi imenovan kao Modular Isomorphism
Problem (MIP), posmatran nad klasom konaénih p—grupa i polja koja se sastoje od
p elemenata. Dakle, MIP je sadrzan u pitanju da li 1z GF(p)[G| = GF(p)[H] slijedi
G = H, gdje su G i H konaéne p—grupe, a GF(p) polje od p elemenata. [zmedu
ostalil, dobijen je pozitivan odgovor na MIP za klase sljedecih konaénih p—grupa:
Abelovih p—grupa [17], metacikliénih p—grupa [18], p—grupa €iji red nije veci od
p' [19], reda p® (Kovacs, Newman]|, reda 2° [20] i reda 27 [21] (odgovori dobijeni uz
pomo¢ kompjutera). Zanimljiv rezultat, u smislu veze izmedu Higmanovog i problema
izomorfizma grupovnih algebri, ostvario je Dade kada je nasao neizomorfne, konacne,
metabelove grupe G| i Go, tako da su K([G,] i K[G,] izomorfne K —algebre za svako
polje &, pri cemu Z[G,| nije izomorfno sa Z{Gy].

Tacka na op$ti Higmanov problem stavljena je 1997, kada je Martin Hertweck nasao
neizomortne grupe X i Y reda 22! 97% tako da je ZX = ZY. U ovom poglavlju su

predstavljeni neki od rezultata do kojih se doslo rjeSavanjem pomenutih problema.
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Da bi predstavili jedan od zanimljivijih, u okviru problema izomorfizma grupovnih

algebri, neophodne su dvije sljedece leme.

Lema 2.1. Neka je Q0 skup konacnih Abelovih grupa, a S skup cjelobrojnih nizova.
Tada je preslikavanje ® : Q — S dato sa ®(G) = (|G\¥)45, injektivno do na izomo-

rfizam grupa, pri cemu je G = {2 |z € G}.

Dokaz. Prisjetimo se da svaku konaénu Abelovu grupu G mozemo jednoznacno pre-

dstaviti na sljede¢i nacin:
G = Zyey X Zphg X o0 X Zphe X ... X Zgy % oo X Dl

pri demu su p < ... < q jednoznaéno odredeni prosti djelioci reda grupe, kao 3to su
jednoznaéno odredeni i brojevi ky, ..., kx, ..., L, ..., l; dO na izomorfizam grupa.
Neka su G, i Gy konacne Abelove grupe tako da ®(G,) = @(G2). Ocigledno je
|G| = |.G-gl — n. Uo¢imo p prosti faktor broja n. Predstavimo G\ = P x H\,
gdje je P, Silovljeva p—podgrupa grupe G, a H, njen p—komplement. Neka je
my
P = H(ZP.)X“" direktan proizvod cikliénih grupa Z, koje se pojavljuju n; puta.
i=1
k
Uo&imo da u H, nemamo p—elemenata, te je stoga pr ) = H, tj.

mi

Pl{Pk] — H (Zp.'-k)xn",

i=k+1
odnosno:

G¥ = P¥ x H,.
Sada je jasno:
odakle slijedi:

(P*=")
|C_;lID | — ke Ty !

===
[
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g

Neka je P, = H(Zp.-)“", Silovljeva p—podgrupa grupe G,. Iz Cinjenice da je:
i=1

|G[me!}| = '|G(2pml]|, |G(1pm?}l = |G{2pm”|, zakljuéujemo da je m; = ma. Podto je:

Te il e

T = J: (k}:l,?,...,ﬂlljj
Tel i v

proizilazi:

n; =1 (F =1,y » o 1)
Iz prethodnog zakljuéujemo da je P, = P,. Nastavljajuci ovaj postupak po svim
prostim djeliocima broja |G| = |Ga| = n, proizilazi da je G\ = Gy, pa je time lema

dokazana.

Definicija 2.1. Idempotent e # 0 u K—algebri A je primitivan ukoliko ne postoje

dva nenulta ortogonalna idempotenta e, eo tako da e; +e; =e.

Primjetimo da ako je B podalgebra algebre A, da tada primitivni idempotent u B ne
mora biti prirﬂitivni idempotent u A. Ukoliko je, naprimjer, G = {1, z} cikli¢na grupa
reda 2 i H = {1} njena podgrupa reda 1, tada je grupovna algebra CH podalgebra
grupovne algebre C'G, gdje je C je oznaka za polje kompleksnih brojeva. Element
| € C'H je primitivni idempotent u CH. Medutim, nije primitivni idempotent algebre

C'G, poéto je suma dva ortogonalna, nenulta idempotenta:

e, = (1/2)(L +z) i ey = (1/2)(1 — z).

Lema 2.2. Neka je A neka K—algebra i e € A idempotent. Tada je e primitivan ako

| samo ako se ideal Ae ne moze razloZiti u direktnu sumu dve nenulta ideala .

Dokaz. Pretpostavimo da e nije primitivan. To znaéi da postoje nenulti idempotenti

e, es tako da je e = e + ey 1 e1e9 = 0. Slijedi:

2
gp =€ +0= el +eez = 81(61 -‘.-69] = E1€.



pa time postaje jasno da je Ae, = Aeje C Ae. Analogno zakljuéujemo da je Ae; C Ae,
iz tega proizilazi Ae, + Aey, C Ae. Kako je suprotna inkluzija o¢igledna slijedi jedna-
kost Ae = Ae; + Ae,. Posto je e; € Ae; slijedi da su oba sumanda nenulta. Ukoliko
pokazemo da je ova suma direktna, to ée naruditi pretpostavku o nerazlozivosti ideala
Ae. Neka je z € Aey N Aep. Tada je z = aey = ae? = (ae )ey = zey, odnosno
1 = Te,. Zamjenjujuéi T = ze; = (ze)es = z(eie;) = 20 = 0. Tako je pokazano da
je Ae, N Aey = {0}, ¢ime je utvrdena direktnost sume.

Pretpostavimo sada da ideal Ae mozemo razloziti u direktnu sumu dva nenulta ideala
Ae = I, ®1,. Kako je e € Ae, to postoje T € I,, z € I, tako da e = z +y. Ukoliko je
£ = 0 to znadi da je e = y € I, iz Cega proizilazi Ae = Ay C I, odnosno I, ® I, C I,
§to protivrjecji pretpostavci da je Iy # {0}. Sli¢no zakljucujemo i za y # 0. Posto je

z € Ae, slijedi z = ze, te zbog toga:
(1“17)152-'33“32 =£e—-:1:_2=:r(:£+y)~—;52=3:y,

Kako je zy € Iy, jer je y € I», (l-z)z €L, jerjeze€l,a zbog I, N I, = {0} slijedi
da je z — z? = zy = 0. Dalje, z = 2 1 zy = 0. Mijenjajuci z sa y u prethodnom
postupku dokazujemo da je y? =y iyz = 0. Time smo dokazali postojanje nenultih

ortogonalnih idempotenata , y &ija je suma jednaka e, tj. e nije primitivan.

O

Sljedeca teorema koju smo vec nagovijestili daje odgovor na problem izomorfizma u
slucaju kad se radi o Abelovim grupama i polju racionalnih brojeva. U prethodnom
razmatranju prilikom konstrukcije primjera u prvom poglavlju dogli smo do saznanja
da je odgovor na ovo pitanje u slutaju polja karakteristike 0 u opstem slucaju ne-
gativan. Medutim kada se radi o polju racionalnih brojeva i klasi Abelovih grupa,
odgovor je potvrdan. Razlog za to le7i u osobinama ciklotomiénih polja kojim ¢emo

se baviti u dokazu naredne teoreme.

Teorema 2.3. [6] Neka je G konacna Abelova grupa, a @ polje racionalnih brojeva.

Tada grupovna algebra Q|G| odreduje G do na izomorfizam.
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Dokaz. Prema teoremi 1.4. slijedi da je Q|G| poluprosta, konaénodimenziona, komu-
tativna algebra i prema analizi koju smo sproveli u prvom poglavlju Q[G] je izomorfna
direktnoj sumi polja. Neka je Q(G] = R\ @ ...® Ry, pri ¢emu su sumandi u ovoj sumi
prosti ideali, tj. polja posmatrani sami za sebe. Prema teoremi 1.6. utvrdujemo po-
stojanje ortogonalnih idempotenata ey, es, ..., em takvih daje l = ey +ea+... +ém,
pri ¢emu je e; jediniéni element polja Ry (¢ = 1,...,m). Jasno je da vrijedi
e;Q(G) = R,, a prema lemi 2.2. slijedi da je e; primitivni ortogonalni idempotent.

T
Dakle, Q[G] = 3 &:Q[G] , dok je &;Q[G] = Fi, za neko polje Fi. Ukoliko je I ideal

i=1

prstena Q[G] tada je I = i e;], pri demu su e;/ ili 0 ili &;QQ[G]. Najprije, napravimo
nekoliko opservacija na telr:lu ciklotomiénih polja.

Neka je F = Q(zn), gdje je £n n—ti primitivni korjen jedinice. Zbog ¢injenice da je
Q(esk+1) = Q(Esks2) moZemo podrazumijevati da je n paran. Sada éemo dokazati
da je n jedinstveno odreden poljem F. Neka je 4 bilo koja konaéna multiplikativna
podgrupa grupe FY = F\{0}. Tada je < 4,e, > takode kona¢na podgrupa F9, a
prema poznatom tvrdenju da je svaka konacna podgrupa multiplikativne grupe polja
cikliéna [11], slijedi da je < 4,2, > ciklicna. Neka je < 4,6, >=< 5 > cikliéna
grupa reda t. Tada je zbog F = Q(d), jasno ¢(t) = (F : Q) = »(n), gdje je ¢
Ojlerova funkcija. Zbog < 4,2, >=< § >, ord(en) =n i ord(8) = t, zakljucujemo
da n|t. Uzimajuéi u obzir da je n paran, @(t) = o(n) i nit, slijedi da je n = ¢, iz
cega proizilazi < 4,2, >=< £, >. Drugim rije¢ima, slijedi da je < g, > 1stovjetna
sa multiplikativnom grupom elemenata iz F° koji imaju konagan red, pa je shodno
tome 7 jedinstveno odredeno i predstavlja broj takvih elemenata. Preciznije, to znaci
da ako je F = Q(g"), gdje je £’ primitivni n'—ti korijen jedinice, n broj elemenata
konaénog reda iz F° tada je n’ = n ukoliko je n’ paran, odnosno 2n’ = n ukoliko je n'
neparan. Naime, u slu¢aju da je n’ neparan, tada vrijedi F' = Q(—z'), a ¢’ ima paran
red 2n', odakle je 2n’ = n.

Uvedimo oznaku w(K[G)) = {Iazz|5S a, =0, a; € K, z € G}. Neka je d fiksiran
paran broj i neka je [ = w(Q[G'¥]) - Q[G) ideal prstena Q[G|. Pozabavimo se sada
sumandima ¢;Q[G] = F,, odnosno sa e;/. Podto mnozenje sa e; odreduje homomo-

rfizam prstena Q[G) na F, vidimo da je F} generisan sa @ i konacnom Abelovom
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grupom ¢;G. Dakle e;G je multiplikativna, konacna podgrupa polja F}, pa je zbog vec
navedenog tvrdenja cikliéna. Neka je ; generator ove grupe i neka je ord(v;) = n;.
Sada zakljucujemo da je F = Q(v:). Jasno je da je |e;G| = n;i. U slu¢aju da je n
paran mozemo pisati F; = Q(y;), a u slu¢aju da je n; neparan, pisemo F; = Q(—m),
pri éemu je ord(—v;) = 2n;. U svakom slucaju, F; je ciklotomi¢no rasirenje polja @,

a n; tj. 2n; su jedinstveno odredeni. Podsjetimo se da je:

['= {Z(Md)q ce Q6] 6.9, 2 e G},

iz Cega proizilazi:
e, I = {Z az(e;z¥)c|c € Q[G), ar € Q, % € G} .
Sada je e; - [ =0 © e;z¢ = 1, odnosno:
ezi=1o (ez)'=1¢& (e;) @ = 1.

Kako je e;G cikli¢na, a red njenog generatornog elementa jednak le;G|, to slijedi da
le;G| dijeli d, odnosno da n; [ d. Dakle e;] =0 ako i samo ako n;|d. Prema tome,
[=) eQlG)
nitd '
je jedinstveno odreden ideal prstenom Q[G), jer su n; jedinstveno odredeni poljirma
F., a d je fiksiran paran broj. Kako je :
QIG/G) = Q(G)/I = ) eiQ(G),
ni|d
vidimo da je |G/G@| = dimg Q[G/G?] odreden sa Q(G|. Prema Lagranzovoj teoremi
|G| = |G/GW| - |G?|, a |G| = dimg Q[G], vidimo da je |G| jednoznaéno odredeno
prstenom QG| za sve parne brojeve d. Na kraju, neka je d > 1 neparan broj. Neka je
G = P x H gdje P Silovljeva 2-podgrupa, a A njen 2-komplement. Tada je P4 =P
i H® = H paslijedi daje G@ =P x H®@, G = P x H@ i G? = P2 x H.
Dakle G/G@ = H/H® = G? /G2 pa je time |G| takode jednoznaéno odredeno,
jer su nam |G|, |G®|, |G| ve¢ poznati. Zakljucujemo da Q[G| odreduje |G4)| za sve
d > 1, $to prema lemi 2.1. znadi da je G odredena jednoznaéno do na izomorfizam.

O



Ovaj lijep rezultat je nazalost posljedica prili¢no jakih pretpostavki medu kojim je
komutativnost grupe G. Kao §to je re¢eno odgovor na problem izomorfizma se trazio

u okvirima specifiénih klasa grupa i polja. Slijedi nekoliko primjera.

Definicija 2.2. Multiplikativna grupa G u kojoj je jedino 1 konaénog reda je torziono

slobodna grupa.

Definicija 2.3. Pod trivijalnim jedinicama grupovne algebre K[G| podrazumijevamo
skup U = {kg|k € K, k#0, g € G}.

Teorema 2.4. [7| Neka je G grupa takva da postoji niz:
<1)=G0QGI QGQQ QanG,

gdje su Gy, /Gy torziono slobodne Abelove grupe. Ukoliko je K neko polje, tada KI[G]

nema pravih djelitelja nule 1 ima samo trivijaine jedinice.

Sljedeca teorema odgovara na postavljeni problem izomorfizma pod uslovom da imamo

jednu priliéno jaku informaciju o grupovnoj algebri K[G] ili samoj grupi G.

Teorema 2.5. (8] Neka je K(G| = K[H] i pretpostavimo da K[G] ima samo trivyjalne

jedinice. Tada K[H| #ma samo trivijalne jedinice i vrijedi G = H. Posebno, ukoliko

su G i H torziono slobodne Abelove grupe tako da K[G| = K[H]|, tada je G = H.

Dokaz. Neka je U = U(K|G]) grupa jedinica K[G], odnosno prema pretpostavct:
U=(kg|ke K, k0, geGl.

Neka je A @ K[G] — K bilo koji K—-homomorfizam. Ako definiSemo:

Uy = {i € U|A{) = 1},
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lako se vidi da preslikavanje G — U, dato sa g — Mg)~'g predstavlja izomorfizam
i da je time U, baza za K([G|. Zato 3to je K([G) & K[H] , lako slijedi da K[H] ima

samo trivijalne jedinice. Tada je:
G=UAK[G) 2 UNK[H|) = H

&to potvrduje trazeni iomorfizam. Konacno, ukoliko je G, odnosno H torziono slo-
bodna Abelova grupa, onda prethodna teorema implicira da K|[G], odnosno K[H]

ima samo trivijalne jedinice, odakle slijedi tvrdenje.

0

Naredne dvije teoreme se mogu na neki nacin shvatiti kao komplementarne sadrzaju

sljedeceg poglavlja

Teorema 2.6. (8, 9] Neka je G prebrojiva Abelova p-grupa, a neka je K polje kara-
kteristike p. Tada je K[G| = K(H] ako i samo ako vrijedi G = H.
O

Teorema 2.7. [4] Neka je G konacna p—grupa, G' njen komutator, a K polje cija je
karakteristika p. Tada grupovna algebra K (G) determinide do na z'zomo:.rﬁzam:
(1) faktor grupu G/G',
(2) centar grupe G, tj. C(G).
a

Na osnovu (2) prethodne teoreme slijedi da je svaka Abelova p—grupa u potpunosti
odredena grupovnom algebrom K(G], za polje gija je karakteristika p. Kako je svaka
grupa reda p® Abelova, to se isti zakljucak izvodi i za ovu klasu p—grupa. Sta se
degava, ukoliko polje karakteristike p zamijenimo poljem &ija je karakteristika razlicita

od p je pitanje kojim se bavi naredno poglavlje.
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3. PROBLEM IZOMORFIZMA GRUPOVNIH ALGEBRI ZA NEKE KLASE
p—GRUPA [ POLJA KARAKTERISTIKE RAZLICITE OD p.

U ovom poglavlju se konatno bavimo problemom izomorfizma grupovnih algebri
K[G], gdje je G neka p-grupa, a K polje karakteristike razli¢ite od p. Dakle, ispituje
se da li pod prethodnim uslovima iz K[G] = K[H] slijedi G = H. Odgovor bi, nara-
vno, bio obezbjeden ukoliko bi konstruisali kontraprimjer i to je laksi put do konacnog
rieSenja. Medutim, pristup koji ¢e ovdje biti predstavljen je vise od odgovora na ovaj
zadatak. Naime, u kljuénoj teoremi ovog poglavlja utvrdice se, za fiksiran prost broj
p. aproksimativna ocjena (V) broja neizomorfnih grupa reda p®, koje imaju izomorfne
grupovne algebre za svako polje K ¢ija je karakteristika razlicita od p. Pokazace se
da je NV oblika p%(”3—93“2), $to nas upuéuje na uslov n > 23 pod kojim naznacena
teorema ima netrivijalan zakljuéak. Ipak, to nije ogranicenje odgovora za problem
koji je definisan na podetku, jer se, u stvari, registruje veliki broj neizomorfnih p-
grupa ¢ije su grupovne algebre izomorfne. Nazalost, ako je n mali broj, teorija koja
je pomogla u definisanju zavréne teoreme ne moze dati odreden zakljucak. U ovom
sluéaju, postupak bi se sastojao u konstrukeiji specifiénih kontraprimjera, odnosno
u dokazu da oni ne postoje. Najveéi dio ovog poglavlja je u funkciji dokaza teo-
reme 3.14. koja omogucuje da se u tretiranju problema izomorfizma pod navedenim
uslovima, ograniéimo na grupovne algebre Q[G], odnosno na polje () racionalnih bro-
jeva kao dobro izuceno. Ta teorema i znameniti Higmanov rezultat dat u lemi 3.15.
Zine ostvarivim dokaz teoreme 3.17. za koju je ve¢ reéeno da je kljuéna teorema

poglavlja.

Uvedimo neke oznake i definicije. Sa C(R) oznacavamo centar prstena K. U lemama
3.1.. 3.2., 3.3., 3.5., 3.6. i 3.10. c¢emo koristiti sljedece oznake. G je konacCna
multiplikativna grupa, Ky je prosto polje, pri éemu karakteristika polja ne dijeli red
grupe. K = ETU je algebarsko zatvorenje Kj. Sa © oznaéimo Galoaovu grupu Ga-
loaovog rasirenja A /K. Jasno je da K[G] 2 K(G] | da © ostavlja fiksnim potprsten

IJ\.’U .(J‘] 5
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Definicija 3.1. Primitivni idempotent prstena C(R) nazivamo centralnim primi-

tivnim idempotentom prstena K.

Sljedec¢a lema, kao uvodna u ovom poglavlju ¢ini razumljivijim dokaze teorema u
nastavku. Ona se bavi kako nacinom razlaganja grupovne algebre K[G], tako i svo-
jstvima komponenti u tom razlaganju. Pokazuje se fundamentalna vaznost centralnih

primitivnih idempotenata, odnosno njihov direktni uticaj na gradu K[G].

Lema 3.1. Skup centralnih primitivnih idempotenata algebre K(G| je konacan, pri
demu su svaka dva elementa ovog skupa ortogonalna. Ako su e, €3, ..., ey SUI ce-
ntralni primitivni idempotenti K(G) tada vrijedi:

(a) K[G| = i e; K[G], pri cemu su e;K[G| prosti dvostrani ideali prstena K[G].

i=1
(b) K[G| = iﬁ/{d‘([{) gdje su My (K) prostori matrica dimenzija d; X d; sa
efementz’ni;l 1z polja K.
(c) Elementiey, ey, ..., ey Cine bazu K-modula C(K[G]).

Dokaz. Kako je K[G] poluprost prsten, to je C(K[G]) kao njegov potprsten takode

poluprost (3], pa prema teoremi 1.7. vrijedi:
CIKIG)=L1®..®Lm (1)

gdje su Ly, Ly, ..., Ly, prosti dvostrani (C(K[G]) je komutativan) ideali C(K[G]).
Prema teoremi 1.6. zndmo da postoje ey, €3, ..., €m ortogonalni idempotenti tako
dae; € L; i e;- C(K[G]) = L;. Prema lemi 2.2. e; su primitivni u C(K[G]), pa su
na osnovu toga e; centralni primitivni idempotenti prstena K (G]. Dokazimo da su to
svi centralni primitivni idempotenti.

Neka je e proizvoljan centralni primitivni idempotent. Prema teoremi 1.6. znamo
da je e - C(K[G)) dvostrani ideal u C(K[G]). Na osnovu leme 2.2. e- C(K[G]) je
prost ideal. Proizilazi da je e - C(K[G]) = Lj, za neki j € {1,2,...,m}, jer bi u

suprotnom imali:
m

e C(K[G)) =) (e C(KIG)) N Ly),

i=1
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to bi protivrjecilo €injenici da je ovaj ideal prost. Kako je e; jedinica u Lj, to je:
ee; = e=¢gje. (2)
S druge strane e; = eg, g € K[G|. Zakljuéujemo:
ee=e’g=eg=ce; (3)

Iz (2) i (3) slijedi e = e;. Sada je jasno da je broj centralnih primitivnih idempotenata
konacdan i da su svaka dva elementa tog skupa ortogonalna.

[z zapisa (1) slijedi da je 1 = e; + €2 + ...+ ey, Pa na osnovu tog moZemo pisati:
M
K[G) =) eK[G].
t=l

Podsjetimo se da nam teorema 1.6. obezbjeduje tvrdnju da su e;K[G| dvostrani

ideali. DokaZimo da su prosti. Prema teoremi 1.7. znamo da K[G| moZemo pre-

my
dstaviti kao sumu prostih dvostranih ideala B;, tj. K[G| = €p B;. Za proizvoljno
j=1
my
ve (1,2, ..., m}imamo e; K[G] = B(B;Ne; K[G]). Posto su B; prosti ideali prstena
i=1

K[G], to je:
B; Ne;K[G] = By, ili BjNe;K[G] =0.
Slijedi:
e:K[G) =By, ® B, ®...9 By,.

Ako su f; jediniéni elementi prstena By, to je e; = f; + fo +— ... + f;. Prema teoremi
1.7., znamo da je {fi, fa,..., fi} skup ortogonalnih idempotenata prstena K[G] $to
naru$ava pretpostavljenu primitivnost elementa e;. Dakle, jasno je da je t = I,
pa je time ¢;K[G| = By,. Kakosu e; (i = 1,2, ..., m) nenulti elementi, time su
e; K[} nenulti prosti dvostrani ideali. Jedno od tvrdenja teoreme 1.7. jeste jedno-
znacnost razlaganja prstena K[G| na proste dvostrane ideala do na izomorfizam, pa
nakon odgovarajuée prenumeracije zakljuéujemo m =m, i ¢, K[G| = B;. Time je (a)
dokazano. Posto ideali e; K[G] imaju do na izomorfizam jedinstven prosti desni ideal

E,, na osnovu teoreme 1.8. slijedi:

EIK[G} = End (T

Bl = MalTh),
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gdje je d; dimenzija vektorskog prostora E; =1, Ey, a T tijelo definisano kao u na-
znadenoj teoremi. Znamo da je &k (G] konacno generisana algebra nad poljem K
koje je algebarski zatvoreno, odakle proizilazi T; = K na osnovu teoreme 1.10..
Zakljuéujemo da je:

e K[G) = My (K) (4)

K(G] = @ Ma(K) (5)
¢ime je dokazano (b). Iz (4) slijedi dajt;_é(e,-K[G]) ~ O(My,(K)), a podto C(Mg,(K))
Zine samo skalarne matrice, to je stoga u pitanju jednodimenzioni K-prostor nad je-
dinignom matricom kao bazom. Jedini¢noj matrici u izomorfizmu prstena (4) odgo-
vara centralni primitivni idempotent e;, 8to znaci da je C(e;K[G]) = e; - K. 1z ovog
i (5) izvodimo zakljuéak C(K[G]) = éeiK, ¢ime je pokazano da ey, €2, ... , €m Cini
K-bazu C(K[G]), pa je i (c) doka.zatig.L

O

U narednoj lemi koristimo prirodno dejstvo grupe ® na prsten K[G]. Orbitu ce-

ntralnog primitivnog idempotenta e algebre K[G] u odnagu na © predstavlja skup:
e® = {a(e) | 0 € ©}

kog &ine takode centralni primitivni idempotenti algebre K[G].

Lema 3.2. (4] Neka su G 1 K grupa i polje uskladeni sa prethodno uvedenim 0zna-
kama. Tada postoji bijektivna veza izmedu centralnih idempotenata prstena Ko[G] i
orbita centralnih primitivnih idempotenata prstena K[G]. Preciznije, svakom centra-

Inom primitivnom idempotentu f € K,[G] odgovara tacno jedna orbita:
e® = {ei, €2, ..+, er}

centralnog primitivnog idempotenta € € K(G].
Vrijedi f &9 = gy, Byos o e.} ako i samo ako f=e +e+... +é6r Dalje,
vrijedi:
dimg, fKo(G] = |€°] - dimg eK[G],
dimg, C(fKo[G]) = 1e®),



dimCUK{,[G]) fKU[G] = diHlK eK[G]

Dokaz. Kako je © grupa automorfizama na K[G] to ona permutuje kona¢no mnogo
centralnih primitivnih idempotenata ove algebre. Jasno je da su time sve njihove
orbite u odnosu na © konaéne. Neka je f centralni primitivni idempotent u Ky[G].
Dakle, f komutira sa svim elementima grupe G. Sada je izvjesno da je f € C(KI[G]).
Neka su ey, €3, ... , & svi centralni primitivni idempotenti K[G]. Prema prethodnoj
lemi,

f=ce +cer+ ...+ Cmém (¢, € K).

Zbog ortogonalnosti elemenata e; slijedi da je f2=c2e +clea+ ...+ chem. Podtoje
f2 = f, zakljuéujemo ¢f =¢; (i=1,2,..., m). Kako je ¢; € K, a K polje, imamo:
g=0ilig=1 (i=1,2,...,m)

Nakon odgovarajuce prenumeracije f mozemo zapisati kao:
f=¢€ +e+...Té.
Zna.,iuéi da je f € KolG], tada:
Mo e®) f=ff=ecl+el+...+e,

pdnosno:

{eL{rs "33: SR 8:} = {eL: €2y vy e‘r}:
$to znadi da je {ey, e, ..., €} unija ©—orbita elemenata ovog skupa. Dokazimo da je
© tranzitivno na {e,, es, ..., e}, tj. da je ovaj skup orbita jednog elementa. Pretpo-

stavimo suprotno. Odgovarajuéom prenumeracijom mozemo podrazumijevati da su
oba skupa {ey,ea, ..., €5} | {€541,..-, €} invarijantni u odnosu na dejstvo ©. Neka
je fl =e +e+...+te i f = e ... T e tako da je f = f' + f" suma
dva centralna, ortogonalna idempotenta. Kako su f"i f" invarijantni u odnosu na
© to vrijedi f', f" € K,[G] $to je u protivrjecju sa ¢injenicom da je f primitivan.
Tako je pokazano da je svaki f suma elemenata skupa koga ¢ini ©—orbita nekog
centralnog primitivnog idempotenta e. Kako je Zf = 1, vidimo da ove orbire

moraju "pokupiti" sve centralne primitivne idempotente u K[G]. Uz &injenicu da su
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svake dvije orbite disjunktne slijedi da je navedena veza bijektivna. Konaéno, zbog
K[G] =K ® Ky[G) jasno je da:

fEIG] =& @ fRolGl,

pa je dimg, fK,[G] = dimg fK[G]. Znamo da je f = e + e+ ... + e, gdje je
r=1e°],ae€ {e, ey ..., e} proizvoljno. Na osnovu ovog slijedi:

fK[G] = e K[G]+...+e.K[G].

Sumandi ¢;K[G] se permutuju tranzitivno od ©, ¢ime svi imaju iste K-dimenzije.

Sada je ocigledno:
dimg, fKo[G] = dimg fK[G] = r - dimg eK[G] = |¢°| - dimk eK[G] (1)
Posto je fK[G] = K %fﬁ’g[G], to je:
C(fK[G]) =K %C(ﬁfo[GD,
pa iz (1) proizilazi:
&im k., C(f Ko[G)) = dim xC(fK[G]) = r - dim xC(eK[G])..

Kako je prema lemi 3.1. ¢;K[G] 2 My (K), to je C(e;K[G]) = C(My(K)). Na
osnovu iste leme utvrdili smo dimg C(My(K)) = 1, tj. dimg C(e;K[G]) = 1, pa
zakljuéujemo dimg C(fK[G]) = r = |¢®|. Prema teoremi 1.4. Ky[G] je poluprost,
a C(Ky[G]), kao njegov _potprsten takode. Iz ¢injenice da je f centralni primitivni
idempotent slijedi zaklju¢ak da je f - C(K[G]) prost potprsten prstena C(Ko[G)).
Posto je:

f - C(Ko[G]) = C(f(Ku[G])),

to je prema lemi 1.11. C(fK,[G]) polje. Sada je:
dimeqsro(c)) fKolG = (dimg, fKo[G])/(dimk,(CfKo[G])) =

= r.dimg eK[G]/r = dimg e K(G].



Neka je dat K[G)-modul V, takav da je dimg V' = d. Neka su fus f2s - 3 faelementi

K-baze tog modula. Za svako [ € K[G] mozemo formirati preslikavanje:
V-V, glt)=1-t

Lako je utvrditi da je ¢; K —endomorfizam ovog modula kojem u odnosu na pomenutu

K -bazu odgovara matrica:

a1 A2 ... Qid

o) Qg ... Gad
(aij € K)

agy Qg2 - - Qdd

Na ovaj naéin mozemo formirati homomorfizam Yy K[G] = EndgV dat sa:
ﬁv(ﬂ) = Y

$to ¢éini reprezentaciju elemenata prstena K[G| matricama u odnosu na fiksiranu
bazu K[G]—modula V. Na osnovu ove reprezentacije mozemo uvesti preslikavanje

vv : K[G] = K definisano sa:
xv (1) = tr(dv(l)),

gdje je tr trag matrice ¥y (l). Ovako definisano preslikavanje zovemo karakterom
K|G|-modula V. Primijetimo da ukoliko u V izaberemo neku drugu bazu, ma-
trice koje nastaju ustanovljenom reprezentacijom posmatranog elementa ce bitisli¢ne.
Kako su tragovi sli¢nih matrica isti, postaje jasno da karakter ne zavisi od baze. Pre-
tpostavimo da su V i W dva izomorfna K[G]| modula sa p: V' — W kao odgovara-
juéim izomorfizmom. Ako je {vy, v, ..., w4} K-bazaza V', tada je {w(vy), ..., plva)}
K-baza za W. Slijedi da je matri¢na reprezentacija u odnosu na ove baze modula V/

i IV ista. Stoga vrijedl yv = xw.

Podsjetimo se definicije funkcije klasa. Neka je £ polje, a G multiplikativna grupa.
Funkcija f : G — F za koju vrijedi f(zyz™") = f(y) (Vz,y € G) zovemo funkcijom

klasa grupe G nad poljem F. Na ovaj nacin funkciju klasa mozemo shvatiti kao
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funkciju na klasama konjugovanih elemenata grupe. Sada moZemo linearno rasiriti

oblast definisanosti funkcije klasa na grupovni prsten. Ukoliko je:

o= E (T

TG

i f funkcija klasa, tada moZemo definisati:

fla) =) a:f(a).

TeG
Neka je zo € G. Pisemn z ~ x4 ako je element z € G konjugovan sa zo € G tj.

ukoliko postoji element € G tako da je zo = yzy~'. Element iz F[G] koji ima oblik:

nazivamo sumom klase konjugovanih elemenata.

Definicija 3.2. Algebarski element nad poljem @ ¢iji minimalni polinom ima na-
jstariji koeficijent 1, a ostale koeficijente iz prstena cijelih brojeva zovemo cijelim

algebarskim elementom.

U sljedecoj lemi se koristi poznato tvrdenje da skup cijelih algebarskih elemenata u
bilo kom progirenju polja @ €ini prsten (16|, kao i teorema da je svaka matrica nad

algebarski zatvorenim poljem sli¢na nekoj matrici koja ima gornju trougaonu formu.

Lema 3.3. [4] Neka je V konacno dimenzioni K[G|-modul za koji je dimg V' = d.
Tada je xv : G — K funkcija klasa G nad K i xv(1) = d. Ukoliko je G grupa sa

periodom n a € primitivni n-ti korijen jedinice u K, tada za sve T € G vrijedi:

% L .+ € K(}[E},

1]

xviz) =e* +

gdje su ay, ag, ... , aq odgovarajuci cijeli brojevi. Posebno, ukoliko je Ko = @ tada je
xv(z) cijeli algebarski element nad poljem Q, kojyi je sadrzan u ciklotomicénom polju

Qle).
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Dokaz. Neka je dy : K[G) = EndgV matricna reprezentacija u odnosu na neku K-
bazu modula V. O€igledno xy (1) = d = dim gV, pri ¢emu je xy karakter modula V.
Ukoliko su 7 i y konjugovani elementi grupe G, tada su 9y (z) i Jv(y) sli¢ne matrice,
pa je time v (z) = xv(y). Ukoliko G ima period n, tada vrijedi (Vz € G) z"* = 1.
Prisjetivéi se da je ¥y homomorfizam, vidimo da je (Jv(z))" = E, gdje je £ jedinitna
matrica u My(K). Kako je K algebarski zatvoreno polje, znamo da postoji baza
modula V u kojoj matrica endomorfizma Jy(z) ima gornju trougaonu formu.

Neka su Ay, Ao, ..., Ag elementi na dijagonali matrice endomorfizma u odnosu na

posmatranu bazu. Tada je:

t’i"(l?v(lfj))z)\['f)xg—l—...-:-/\d (/\:'E K),

odakle slijedi:
tr(Ov(z))* = AT + AR+ ...+ A = tr(E) = AT+ A3 +... +Aq,
tj.
=1 (i=1,2,...,4d).
Sada shvatamg da postoje ay, as, ..., aq cijeli brojevi tako da:

pa zakljuc¢ujemo:

odnosno:
xv(z) =% +e% + ... +:2% € Kylel.
Kako je svaki od sabiraka u prethodnoj sumi cijeli algebarski element, to je i xv(z) ele-
ment prstena cijelih algebarskih elemenata nad poljem @ u ciklotomiénom prodirenju
Q!
8|
Jedan od rezultata leme 3.1. odnosi se na K-bazu K-modula C'(K[G]). Sljedeca lema

govori 0 jod jednoj K-bazi centra algebre K[G].
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Lema 3.4. [10] Element 1z F[G] je v C(F[G]), gdje je F polje, ako i samo ako je
predstavljen kao F'-hinearna kombinacija elemenata oblika:
y=Y_ z (1)
T~TQ

(Relactja ~ je relocija konjugacije u grupi G).

Dokaz. Neka je a = Z%L pri cemu je (Vy € G) ay = yo. Slijedi:

e
}: a,yzy“l = Z ;T

els TG
Na osnovu ovog zapisa slijedi da az = Gyzy- (Vy € G), pa time pokazujemo da o
mora biti linearna kombinacija elemenata oblika (1), tj. da su elementi oblika (1)
F-baza za C(F(G]).
a

Na osnovu tvrdenja leme 3.1. znamo da je K[G] = ZeiK[G], pri ¢emu vrijedi
e, K[G] = My(K). Svaki od ovih sumanada imaju do na izomorfizam jedan prost

desni ideal, tj. K[G|-mcdul V;, pri Cemu je Vie; # 0. Neka je xi = Xvi- Jasno je:

Ozna&imo sa iy, b, - - I, sune odgovarajucih klasa konjugacije grupe G. Prema
lemi 3.4. vidimo da ovi elementi &ine K-bazu vektorskog prostora C(K[G]). Pri-
mjeti¢emo da pod pretpostavkom da charK?t |G| datom na podetku poglavlja, za
algebarski zatvoreno polje K teorema 1.12., odnosno teorema 1.13. obezbjeduje da
broj centralnih primitivnih idempotenata u K|[G] odgovara broju klasa konjugacije
grupe G. Stoga je broj centralnih primitivnih idempotenata algebre K[G| takode
m. Posto skup f{ei, €2, ..., €m} prema lemi 3.1. &ini bazu istog vektorskog pro-
stora C(K[G]), to mozemo svaki element pojedine baze predstaviti kao K-linearnu

kombinaciju elemenata druge baze. O tome nam govori sljedeca lema.
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Lema 3.5. [4] Neka je K[G] uskladeno sa usvojenim oznakama, @ |l;| predstavija broj
elemenata u klasi konjugacije kojoj odgovara l;. Tada je:
(l)XI[l)?&OUK: (izlaga"':m)
xi(Dxi(z7') -
(2) &= S BXER U]
Z 1G[ :

Z |’E |XJ

Dokaz. Neka je W = K[G] desni K[G]—modul i neka je ¥ = xw. U odnosu na
prirodnu bazu G za W svaki element z € G permutuje ovu bazu. Dalje, yz = y ima
riedenje u ovoj bazi ako i samo ako je £ = 1. U skladu sa tim slijedi da je w(z) =0, za
z# 11yw(l) =|G|. Neka jea = ZGI.L' € K[G| proizvoljni element, a fr(a) = a;.
Tada je:
wla) =S ad(z) = (1) =G| a1 = |G| - fra
Dalje, W = K[G| = ZejK[G} i ;] K[G) =2 My (K), pri ¢emu ¢;K[G] ima do
3
na izomorfizam jedan prosti K[G|-modul V. Svaka od d; vrsta matrice My, (K) je

izomorfna Vj, Sto znaci da je:

odnosno W = Z d;V;. U terminima odgovarajucih karaktera imamo:

;
¥ = Z dyX;-
J
Fiksirajmo indeks i, pa zapi§imo e; = szx‘ Tada za svaki z € G,
|G| - b; = |G| - frieiz™") = Pleiz Zdjxjez 4,
Kako e; predstavlja nulu na svakom V;, 5 # 1, to sh;edl da za takve indekse )
v;(e;27') = 0. Sa druge strane e; ima ulogu jedinice na V; pa je: xileiz™") = xi(z™h),

odakle proizilazi:

L —Zd;x; ) = dixi(z ™).
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Zato,

o _ ) _ xWxE
ST G]

xi(Dxi(z™") xi(Uxi(z7') -
RV Rl N

jer je xi(z) = xi(z;) ukoliko je z ~ z;. Iz Einjenice da je e; # 0 vidimo da je x;(1) # 0
u K. Neka je dato predstavljanje kao u prethodnoj lemi:

31=ZCj€j (CJ'EK)
3
Tada je ejf,- = c;e;, odnosno x;(cje;) = xj(ejfi). Podto e; predstavlja 1 na Vj, slijedi:

eix;(1) = x;(cie;) = xilesh) = x;(b:).

Kako je [; suma |};| konjugovanih elemenata sa z;, koji imaju isti karakter x;(z:),

proizilazi X;( i) = |lilx;(z:), a zbog x;(1) # 0 u K, zakljucujemo:

i X;j(z:)
e = 4 xi(1)

Lema 3.6. (4
(1) Za svaki z € G 1 indekse 1, J vrijedi:

Z Yxi(zg) = disxi(z)/x:i(1),

geCG

G

gdje je 6;; Kronekerov simbol.
(2) Ukoliko je charK =0, tada x;(1) dijeli |G|.

Dokaz.

(1) Ukoliko u prethodnoj lemi izmnoZimo e;e; i sredimo izraz u obliku:

E et ™

Tels
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tada je:

e xiWxile™) x()xi(zg)
Cy—~1 = Z |G| ! lG1 (*)

9€G
Ukoliko je i # j tada je e;e; = 0, pa je cg-+ = 0. Kako su xi(1) i x;(1) razliciti od

nule u K, to je sluéaj i # j dokazan. U sludajui = j, eie; = ei, pa je:

_ xi(1)xi(z) i
Cz-t = 'Gl ( )

Uporedujuéi (%) i (#x) lako slijedi rezultat za 1 = j, Cime je (1) ukupno dokazano.

(2) Neka je charK = 0. Tada je prosto potpolje K polja I~ u stvari polje racionalnih

G(l) . : .
brojeva @. Prema lemama 3.3. 1 3.5. & = \TéT) . 3;, pri éemu su svi koeficijenti u
83, cijeli algebarski elementi nad poljem Q. Za svaki prirodan broj ¢ > 2 vrijedi:
(1)
o, = e(Silyeg,
(&

a uporedujudi koeficijente uz jedinicu u ovom identitetu zakljuéujemo:

Xig])z . (%ll) * Tty

gdje je v cijeli algebarski element nad @. Iz prethodnog zapisa 7, je i sam racionalan,

pa zbog prethodnog, slijedi da je v, cio broj. Zbog |G|t~ = x;(1)* 27, zakljucujemo
da yi(1)72 dijeli |G|*~! zasve t > 2. Neka je p prost broj, am i n maksimalni prirodni
brojevi takvi da p™, odnosno p", dijeli x;(1), odnosno |G|. Tada iz prethodnog slijedi
da je m(t —2) < n(t — 1) za svaki t. Proizilazi da je m < n, zbog Cega xi(1) dijeli
G|

U analizi svojstava algebre K[G] znacajna su tri njegova potpolja. Prvo, neka je e
centralni primitivni idempotent algebre K[G], tada je Ky(e) polje generisano sa Kj
i svim koeficijentima od e. Sljedece, neka je y karakter nekog prostog K[G|-modula,
tada je Ky(x) polje generisano sa Ky i svim x(z), (z € G). Konacno, ukoliko je

f centralni primitivni idempotent Ko[G], tada postaje interesantan C(fKy(G)) kao
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centar prostog sumanda f K;[G]. Navedimo nekoliko tvrdenja iz okvira teorije Galoa

koja su nam vazna u dokazu leme 3.10..

Teorema 3.7. (10| Neka je F' Galuaovo rasirenje polja Fy sa grupom G. Neka je F
potpolje, Fy C F\ C F i H=G(F/F\). F\ je normalno nad Fo ako 1 samo ako je H

normalna podgrupa u G.
O

Lema 3.8. [11] Neka je L algebarsko prosirenje polja F, a M algebarski zatvoreno
polje. Tada se svaki moromorfizam @ @ 7 = M mo3ze produziti do monomorfizma
p:L—= M.

Cl

Teorema 3.9. (11| Neka je L algebarsko prosirenje polja F', a M bilo koje prosirenje
polja L. Ako je polje L invarijantno u odnosu na relativni F-monomorfizam ¢ : L —
M, tada je Im(p) = L, tj. (L) C L = (L) =L.

Dokaz. Ako je 3 € L bilo koji element, treba pokazati postojanje o € L tako da
vrijedi ¢(c) = 8. Stvarno, neka je f(z) € F[z] minimalni polinom elementa B u
odnosu na F, a A skup svih nula o € L toga polinoma. Kako ¢ svaku nulu polinoma
f(z) prevodi u neku nulu toga polinoma, imamo injektivno preslikavanje g4 : A = A.
Skup A je, medutim, konacan, pa je to preslikavanje i sirjektivno. Zato postoji neko

a € Atakodaje 8 = pu(a) =¢(a). Toznacidaje L = Im(yp) 1 teorema je dokazana.

O

Lema 3.10. [4] Neka je K[G] uskladeno sa oznakama datim na pocetku poglavija, a f
centralni primitivni idemopotent u Ko|G]. Pretpostavimo da je f « €°, a x karakter

koji odgovara prostom modulu e K[G|. Tada vrijedi:

Kole) = Ko(x) = C(fK[G]) (1)
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Ukoliko je G grupa sa periodom n, a € primitiuni n-ti korijen jedinice u K, tada se
polje (1) sadrzi u Kqlg] i predstavlja konacno normalno rasirenje polja Ky sa Abelovom

Galoaovom grupom.

Dokaz. Ukeliko primjenimo lemu 3.5. za e = €; i Y = x; imamo:

x(1) x(z77)
gy S Ll |G

ez

l

o - o AL
Pogto je x(1) # 0 u K 1 —=
(1) c

Ky(e) = Ko(x). Neka je £ = C(fK,[G]). U skladu sa pretpostavkom, f je centralni

€ Kj, na osnovu prethodnog zapisa ofigledno je

primitivni idempotent u Ky[G], pa je zapravo F' = f - C (Ky(G]). Kako je e centralni

primitivni idempotent algebre K[G], to je preslikavanje:
F = fC(Ky[G]) = e- fC(IG[G))

epimorfizam prstena. Medutim ef = e na osnovu leme 3.2., a F' je polje, te je stoga

A prethodno preslikavanje 1 monomorfizam. Ovo je posljedica tvrdenja da je svaki

homomorfizam F — L, gdje je F' polje, monomorfizam. Dakle:
=~ e O (K,y(G)).

Na osnovu leme 3.4. slijedi da je C (K;[G!) generisano sumama klasa [; nad Ky, a
prema lemi 3.5. imamo da je eC(Ky[G]) generisano elementima:

1451 x(z;)

Jrc(l)J ¢

nad poljemn Ky. Treba primijetiti da zbog |G| # 0 u K 1 toga Sto IE | dijeli |G, slijedi
L1 # 0 u Ky, kao i da je 1I;1/x(1) € Ko. Vidimo da je e - C(K,[G]) = e - Ko(x)
zbog toga §to je e - C(Kp[G]) polje i Ko(x) = e - Ko(x) epimorfizam proizilazi:

Efﬂj =

C(Ko[G]) = e - Ko(x) = Ko(X),
odnosno:
C(fK(G)) = Kolx) (1)
Prema lemi 3.3. slijedi Kqo(x) € Kyle], dok je Kyle] kao ciklotomiéno prosirenje polja

Ky, prema poznatom tvrdenju, Galoaovo sa Abelovom grupom Ky [EE/KU. Na osnovu
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teoreme 3.7. imamo da je Ky(x) normalno prosirenje polja K.

Neka je @y : Ko(x) = C(fKy[G]), Ko-izomorfizam utvrden u (1). Ako C(fK,(G))
posmatramo kao potpolje algebarski zatvorenog polja K tada nam lema 3.8. omo-
gucava zakljucak o produzenju monomorfizma ¢y, do monomorfizma ¢ : K — K.
Posto je K algebarsko prodirenje polja Ky(x), to je Ky monomorfizam ¢ u stvari
Ky-automorfizam polja K. Kako smo ve¢ urtvrdili da je Kp(x) normalno nad Kjy, to
je zapravo ©(Ky(x)) € Ky(x) odnosno ¢(Ky(x)) = Ky(x), na osnovu teoreme 3.9.,
¢ime je dokazano i C(fKy[G]) = Ko(x).

Neka je e centralni primitivni idempotent algebre K[G|. Ve¢ je vide puta istaknuta
posljedica leme 3.1. u obliku e K[G] = M4(K). Definidimo pojam stepena tog ele-
menta kao:

dege :=d,
a sa IntQ(e) oznacime prsten algebarskih elemenata u ¢)(e) nad poljem Q. Kona-
¢éno polje od p" elemenata oznacavamo sa GF(p") i zovemo Galoaovim poljem. Za

proizvoljno polje ', sa F' ¢emo oznacavati njegovo algebarsko zatvorenje.

Definicija 3.3. Za potprsten R polja F se kaZe da je prsten valuacije polja F' ukoliko

za svako z € F, z ¢ R vrijedi z7' € R.

Lema 3.11. Neka je R prsten valuacije polja F. Ako sa M oznacimo skup neinve-

rtibilnih elemenata v R, tada je M jedinstven maksimalni ideal u R.

Dokaz. Neka su z,y € R. Ako je zy € R invertibilan element u R, tj. da je injegov

inverz u R, tadasuiz € Riy € R invertibilni u R. To slijedi iz:

z(y(zy)~") = (y(zy) Dz =1,

dok se za y pokazuje analogno s obzirom na to da je mnoZenje u polju komutativno.

Ovo zapravo znaédi da je MR = RM C M. Nekasu z,y € M. Posmatrajmo z — y.
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Ako je jedan od ovih elemenata 0, onda je:
r—y €M

Ako su oba razliditi od nule, onda po definiciji slijedi ili z7'y € R ili y~'z € R, te je
stoga:
r—y=z(l-z7'y) =yly 'z 1)
odnosno:
z—-yEM
Dakle, M je ideal. Konaéno, svaki pravi ideal u R se sastoji od neinvertibilnih eleme-
nata pa se zato i sadrzi u M Cime je pokazano da je M jedinstven maksimalan ideal

u R.

r_—i

Sada mozemo prirodni homomorfizam R — R/M (R je prsten valuacije polja F', a
R/M je polje) prodiriti na sljedeci nacin:
(z) z+ M e R
PRIZ) =
53" reF-R
gdje je oo neki element koji nije u R/M. Ovakvo preslikavanje g @ FF — R/ MU {0}
Jovermno valuacionim. Ovaj primjer moze posluZiti kao uvod u definiciju valuacionog

preslikavanja.

Definicija 3.4. Za preslikavanje ¢ : F — F' U {oc}, gdje su F, F'" polja, kazemo
da je valuaciono ukoliko je R := o~ Y(F") prsten valuacije polja £, © : R — I
homomorfizam prstena i vrijedi:

o(z) = oo ako i samo ako w(z™') =0.

Slijedi vazna teorema koja govori o produZenju homomorfizma iz nekog potprstena

polja F u algebarski zatvoreno polje F' do nekog valuacionog preslikavanja iz F' u £".
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Teorema 3.12. [4] Neka je F' polje, S njegov potprsten a o S — F' homomorfizam

u algebarski zatvoreno polje F'. Tada postoji valuaciono preslikavanje:
Yr: F - FU {OO}

takvo da R D S, a koje se sa o slaze na S.

O

Sljedeca lema ukazuje da valuaciono preslikavanje iz polja Q u polje a?(p) ne "de-
formige" centralne primitivne idempotente algebre @[G] Takode, vidimo da ovo pre-

slikavanje potprsten IntQ(e;) polja Q "pretvara" u odredeno potpolje polja E?*;(p)

Lema 3.13. [4] Neka je G konacna grupa, a p prost broj koji ne dijeli |G| 1
0:Q— GF(p) U (cc)

valuaciono preslikavanje sa prstenom valuacije R. Ako su ey, €, ..., €m centralni

primitivni idempotentt algebre Q[G), tada e; € R[G] za svako 1, dok su.

w(e), plea), ..., wlem)

sui centralni primitivni idempotenti algebre GF(p) (G]. Na kraju,

deg p(e;) = dege;, ’P(fﬂtQ(ei)) = GF(P)(‘P(E:'))

Dokaz. Neka je M jedinstveni maksimalni ideal prstena R. Primijetimo da je
Ker(p) = M . Ako je Z prsten cijelih bojeva, imamo Z C R i pZ C M. Uostalom,
to je vidljivo iz

RNQ = {%|a,be Za‘pm},
odnosno

MNQ = {%[a,be Z, pla, p{'b}

Dokazimo sada tvrdnju da ukoliko je c € Q cijeli algebarski element, tada je a € R.

-1

Neka je of +a ..+ @, = 0 jednacina sa cijelim koeficijentima. Pretpostavimo
J J J p
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suprotno, tj. ¢(e) = oc. Tada je ¢ (%) =0, tako da je Cl—x € M.

[z 1 +ae " +...+aa"t =0 zakljuéujemo 1 € M, &to je kontradikcija. Prema lemi
3.5. vrijedi:

-1
€ = Z - (l)la( ) fj (1)
J

Zato §to p ne dijeli |G|, to je |—;?| € RNQ. Posto je x;(1) € Z C Aslijedi x;(1 |G| € R.
Po tvrdenju leme 3.3. xi(z; ') su algebarski nad @, 5to prema prethodno dokazano]
tvrdnji znadi da je x;(z; Y € R. Sada je ocigledno da je e; € R[G].

Iz leme 3.6.(2) imamo da x;(1) dijeli |G|, pa p f xi(1). Analizom koeficijenta uz
jedinicu u zapisu (1) zakljuéujemo da e; € M(G). Iz zapisa centralnog primitivnog
idempotenta u lemi 3.5., vidimo da je {¢(e;)|i =1, 2, ..., m} skup nenultih ortogo-
nalnih centralnih idempotenata. Broj m je prema teoremi 1.12. jednak broju klasa
konjugacije grupe G. Prema teoremi 1.13. slijedi da je broj neizomorfnih prostih
(ireducibilnih) GF )[G] modula jednak broju p—regularnih klasa konjugacije grupe
G. Posto p 1 |G|, taj broj je takode m, pa su p(e|), ¢(ea), ..., p(em) centralni pri-

mitivni idempotenti algebre GF(p)[G]. Dokazujemo da su to svi centralni primitivni

idempotenti. Naime, ako pretpostavimo da su py, pa, ..., pm neki centralni primi-
tivni idempotenti pomenute algebre, tada je svaki p(e;) (¢ = 1,2 ..., m) linearna
kombinacija elemenata skupa {p, pa, ..., Pm} , na osnovu leme 3.1..

Pretpostavimo da bar u jednoj linearnoj kombinaciji uéestvuje vide od jednog ele-
menta iz skupa {pi, p2, ..., Pm}. Na osnovu Dirhleovog principa slijedi da postoji
neprazan skup A € {1, 2, ..., m} tako da elementi {p;|i € A} ucestvuju u K-

linearnoj kombinaciji za bar dva elementa, npr. ¢(e,) 1 @(e;). Iz ovog slijedi da:

pley) - ZP: # 0,

e

jer je {p;|t € 4} € {p, p2, ..., Pm} K-linearno nezavisan skup, $to je u supro-
tnosti sa éinjenicom da su w(e;) (1 = 1, 2, ..., m) medusobno ortogonalni. Nakon

odgovarajuce prenumeracije slijedi:
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¢ime je dokazana tvrdnja.
Neka je sada d; = dege; i di = degp(e;). Ve je utvrdeno da je e; € R[G]|. Po-
smatrajmo prsten R[G] kao lijevi R-modul sa bazom G. Definiimo preslikavanje
f.. : R[G] » RIG] sa:

fe(a) =e€i-a

Ovom preslikavanju odgovara matrica S reda n xn €iji su svi elementi iz R. Medutim,
e;:Q[(G] = Mg, (@),

pa matrica S mora imati rang < d? nad poljem Q. Proizilazi da je determinanta

svakog (d? + 1} x (d? + 1) minora jednaka nuli. Ocigledno je da je matrica za element

¢(e;) u analognom preslikavanju na @?(p)[G] samo homomorfna slika prve matrice u

~ odnosu na g, pa je stoga determinanta svakog (df + 1) X (d? + 1) minora matrice ¢(S)

" takode nula. Kako je rang druge matrice u stvari 01-2, zakljucujemo da je cf‘-'z <di+1

odnosno d; < di. S druge strane racunajuci dimenzije imamo:
|G| = dimg QIG) = Z dime;Q[G] = Z d?

|G| = dim | .{I_JJE};(}J)[G] = Z dim ¢(ei)ﬁ(p)_[Gl z= Z A

" pa slijedi:
dege; = d; = d; = degp(es).
Neka je {ei, €2, ..., e} orbita Galoaove grupe ©® . Prema lemama 3.3. 1 3.5.
mozemo pisati:
|Glei = ZC(%Q)Q;
q

gdje su c(i, g) cijeli algebarski elementi nad @, odnosno:
Gle(e:) = D (e, 9))g.
9
Posto je |G| # 0 u GF(p) to je:

ole) = 3 el oo,

sto znadi da je GF(p)(w(e)) generisan elementima ©(c(1,g)) nad poljem GF(p).

Jasno je da c(l,g9) € IntQ(e;), dok je na pocetku dokaza leme utvrdeno da je
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mtQle,) € R, iz ega proizilazi p(IntQ(e)) 2 GF(p)(¢(ed)). Za dokaz suprotne
inkluzije, primijeticemo da su (e, ), @(e2), - -, (e, ) kao elementi baze centra prstena

G F(p)[G)] linearno nezavisni. Stoga matrica reda r x |G| i oblika:

lplel,g)] (i=1,2...,7)

ima rang 7. Dakle, postoji {g1, g2, .-+, g-}, skup r elemenata grupe G, tako da:
det{o(c(i, g )] #0 (i=1,2,...,7)
Zato, ako je C = [c(1,9)] € M. (R), tada je:
o(detC) #0=detC ¢ M = (detC) ™' € R.
Sada ¢emo uoéiti da su elementi:

o(1,91), (1, 82)s -+, cll,9r) € Qler)

u stvari Q-baza za Q(e,). Neka je element fi € Q[G] centralni primitivni idempotent
koji odgovara elementu e; u bijektivnoj vezi f| + e? datoj u lemi 3.2.. Prema lemi

3.10. vrijedi, C(f1Q[G]) = Q(e,), dok prema lemi 3.2. imamo:
dimg C(£iQ(G)) = |e7|,
odnosno:
dimg Q(e) = 7.
Neka je:
gell,g) = gae(l, g2) + .+ geell9:) =0 (g5 € Q).
Ako je o, € O, tako da je e = e;, tada je ¢(1,9;)” = c(i,g;). Primjenjujudi o; na
gornju jednakost dobljamo:
QLC(?‘I: gl) = I‘{-‘;CU—: gg) s QTC(?;LQT) =0 (I' =1, -)' O 'F\J||

Kako je dokazano da je detC # 0, proizilazi ¢; = 0 za svako j, ¢ime je pokazano
da su naznadeni elementi Q-baza za Q(e). Konacno, pretpostavimo o € [ntQ(ey).

Prema prethodnom imamo:

o =qell, g) = qe(l,g) + ...+ gellg) (g €Q)
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Ako primijenimo automorfizme o; na prethodnu jednakost imamo:

= £1’1‘!-'(3-1 gl) £ qzc(iﬂ g?) +...0t QTC(i, q-.r)

Ovaj sistem od 7 jednaéina sa r nepoznatih q, ga, ..., ¢- moZemo rijeSiti Kramerovim

pravilom. Tako zakljucujemo da je ¢; = gdje je v; determinanta matrice ¢iji su

/4
_ _ o : det C’
svi elementi algebarski cijeli. Proizilazi da je v; algebarski cijeli element, paivy; € R.
Pogto je (det C)~' € R vidimo da je ¢; € RN Q i ¢(q;) € GF(p). Zbog:

pla) = ZW(%)@(C(LQ;)) € GF(p)(p(e1)),

moZemo napisati:

p(IntQfe,)) € GF(p)(w(er)),
¢ime je lema dokazana.

O

Sljedeca teorema, z& no.una na prethodnim rezultatima, omoguéava nam konstrukci-
ju izomorfnih grupovril sigebil ograniavajuci paznju samo na polje @ racionalnih
brojeva. Treba naglasi i da se u ovoj teoremi oznaka K ne odnosi na algebarski

zatvoreno polje kac u . thodnim e ama.
Teorema 3.14. (12| Neia su G i H konacne grupe 1 pretpostavimo da je:

QG] = Q[H].

Za sva polja K ¢ija karakteristika ne dijeli |G| = |H| vrijedi:

Dokaz. Neka je K, prosto potpolje polja K i pretpostavimo da je Ko[G] = KolH).

Po%to se radi o Ky—izomorfizmu imamo:
K[G] = K ® K(G] = K ® Ky(H] = K[H]
Ko Ka
tto predstavlja K —izomorfizam. Prethodno nam ukazuje da je dovoljno pozaba-

viti se prostim poljima. Kako je slucaj K = () ve¢ dat u pretpostavci teoreme,

moramo pokazati da vrijedi GF (p)(G] = G F(p)[H] za svaki prosti broj p koji ne dijeli



\G| = |H|. Uotimo da je |G| = |H| Q-dimenzija grupovne algebre QIG] = Q[H).
Pretpostavimo, da p { |G|. Ukoliko pokazemo da Q[G] odreduje GF(p)[G] do na

t
izomorfizam, dokazac¢emo ukupno tvrdenje teoreme. Kao $to znamo, QIGl =B S;
=1

je jednoznacno predstavljanje prstena Q[G] n obliku direktne sume prostih prstena.
Tada je F = C(S), odnosno dimp S, za svaki S = S; odreden do na izomorfizam.
Neka je f centralni primitivni idempotent koji odgovara prstenu S, tj. S = fQIG],
a e njemu odgovarajuéi centralni primitivni idempotent algebre @Q[G] u smislu veze
datoj u lemi 3.2.,
foee={e,e,. .., e}l

Na osnovu iste leme vrijedi 7 = |€2| = dimg F, §to je odredeno algebrom Q[G], kao i
dege jer: .

(dege)? = dimg eQ[G) = dimg(sq(e) fQIG) = dimp S.
Konaéno, lema 3.10. podrzava tvrdnju:

Q(e) = F.

Ovim smo utvrdili da grupovna algebra Q[G] u potpunosti odreduje skup uredenih
parova (dy, Fy) (1= 1,2, ..., m) gdje je d: = dege;, a & centralni primitivni ide-
mpotent algebre (é[G], 8.8 & Q odgovarajuca polja Q(e;). Vidimo da svakom pro-
stom sumandu S, algebre Q[G] odgovara tacno jedan Fj. Na osnovu teoreme 3.12.

homomorfizam Z — Z/pZ C Cf??(p) se moze produziti do valuacionog preslikavanja:
v:Q = GF(p) U {oo}.
Posto p{ |G|, lema 3.13. nam omogucava da preko skupa uredenih parova:
(di, p(IntF})) (2=1,2,...,m),
dobijemo odgovarajuéu informaciju za centralne primitivne idempotente algebre:
L?F(p\[(}] Ta informacija je, naravno, odredena algebrom Q[G] i preslikavanjem ¢
koje ne zavisi od grupe . Neka je:
L; = p(IntE;).
Razmotrimo sada vezu izmedu ovih prstena i prostih sumanada u GF(p)[G]. Pretpo-

stavimo da je S = f-GF(p)[G) prosti sumand konaénog prstena GF(p)[G]. S je prema
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teoremi 1.8. izomorfno nekom My(L), gdje je L, na osnovu iste teoreme, konacno
tijelo, odnosno polje prema Vederburnovoj teoremi. Svakom prostom sumandu S
algebre GF(p)(G| odgovara tacno jedan L. Neka je f+ {&, ..., &} bijektivna veza
data u lemi 3.2.. Posto je:

fGF(p)[G] = Mu(L),
slijedi:
C(f-GF(p)G)) 2 C(Mu(L)) =L (1)

Sada je:

dege; = \/dimﬁf(p)[c] é,-é?f;(p)[(?] =

Jdime orion JGF @G = Vdim Mo(L) =V = d,

(=1,2..., k).

Takode, prema lemi 3.2. imamo:
k =6, = dimgrp C(fGF(p)(G]) = dimgr(p) L.

Na osnovu leme 3.10. p izilazn:

2(f-GF(p)G]) = GF(p)(&),
pa mozemo, na osnovu 1), smatrati da je L = GF(p)(&) (i=1,2,...,k). Dakle,

L= GF(p)¢le)) = p(IntQ(e;)) = @(IntFy) (G=1,2, ..., ks
$to zakljuéujemo na osnovu leme 3.13.. Sada je jasno da jednom prostom sumandu
algebre GF (p)[G] za kojeg vezujemo polje L odgovara k = dimgp(p) L prostih suma-
nada u razlaganju prstena Q[G), kojima odgovaraju F; (i = 1, 2, ..., k). Na kraju
opisujemo nacin kako na osnovu informacija vezanih za algebru Q(G] odredujemo
F(p)[G]. Neka je:
Q[G] =mB1®... @ pmBm

razlaganje prstena Q[G] na proste sumande, pri cemu su isti grupisani. Neka je:

Fg = C(B;), L,‘ = Lp([Ilth), LF,' = 1/dimpl. Bi; k,' = dimcp(p) Li
=L, &en im)
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Prema prethodnoj analizi proizilazi da je:

CRE)GI = B My (L) © . @ T My (L),

T
na osnovu cega zakljuéujemo da je GF(p)(G] jednoznaéno odredena informacijama

koje su vezane u algebri Q[G], te je time teoreme dokazana.

g

Prije nego $to se usresredimo na centralnu teoremu koja rjesava problem izomorfizma
grupovnih algebri, u odnosu na neke klase p-grupa 1 polja karakteristike razli¢ite od

p, mora se uzeti u obzir vazan Higmanov rezultat dat u sljedecoj lemi.

Lema 3.15. [13| Neka je p prost, a n prirodan broj. Postoji najmanje pz’"(gnu“z‘r’“?}

p-grupa reda p*, klase nilpotencije < 2 1 pertoda koju dijels p*.

Neka je data K-algebra R, a V prosti R-modul sa odgovarajucom reprezentacijom:
p: R — End(V).

Ukoliko definigemo D := End(gV), onda je jasno da je D tijelo, s obzirom na to da

je V prost. U skladu sa prethodnim moZe se uvesti Surov indeks, m(V) = m(p) na

m(V) = m(p) := /dimg(py D.

Uvedeni pojmovi se vezuju za naredna tvrdenja.

sljedecdi nacin:

Lema 3.16. (14| Neka je G konacéna nilpotentna grupa, K polje, a V' prosti K|[G)-
modul sa odgovarajucom reperzentacyjorn p : K[G| — End(V). Tada je mip) =

m(V) € 2. Ukoliko je m(V) =2, a D = End(gi)V'), tada je Sulovljeva 2-podgrupa

grupe G nekomutativna, a D je algebra kvaterniona nad poljem F=C[D).

Cl
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Sada smo prikupili dovoljno rezultata na osnovu kojih dokazujemo najavljenu teo
remu, &iji sadrzaj govori da ima veoma mnogo p-grupa, a jako malo grupovnih algebri
nad tim grupama. Ovom teoremom se pored odgovora na problem izomorfizma koji

nam jeste primarni motiv, uspostavljaju i neke kvantifikacijske ocjene.

Teorema 3.17. [12] Postoji skup od

7 (n?-20n?)

-pz

neizomorfnih p-grupa reda p* koje imaju 1zomorfne grupovne algebre nad svim poljima
¢ija je karokteristika razlicita od p.
Dokaz. Neka je G p-grupa &iji je period < p* i red p*. Neka je S = fQ[G] prosti
direktni sumand algebre Q[G]. Pretpostavimo [ + e® bijektivnu vezu datu u lemi
3.2., gdje je © grupa automorfizama Galoaovog rasirenja @/Q Neka je x karakter
koji odgovara elementu e, tj. prostom modulu eQ[G]. Prsten S ima prema lemi 1.7;
do na izmorfizam prost lijevi ideal £, pa je na osnovu teorema 1.8. i 1.9. S = M, (L),
gdje je L = End(sF). Po lemi 3.10. slijedi C(S) = Q(x)- Posto je svaka konacna
p-grupa nilpotentna, ) m_zemo prethodnu lemu primijeniti na Q[G|-modul E i grupu
G. ' .
Ukoliko je p > 2, onda je prema lemi 3.16. sigurno m(E) # 2, (m(E) = /dimg(py D),
jer bi u suprotnom portojale Silovljeva 2-podgrupa grupe G 3to je nemoguce. Dakle,
m(E) = 1. Kako je D = Fndgg E tijelo, to je zbog prethodnog D = C(D), pa je D
polje. Lako se zakljucije da je S_endomorfizam ideala E ujedno Q[G]—endomorfizam
ideala E i obrnuto, pa se z-kljucuje da je D = L, odakle proizilazi da je i L polje.
Dalje imamo:

C(S) = C(M, (L)) = C(L),
a poito je L polje proizilazi C(M,(L)) = L, odnosno C(S) = L. Na osnovu leme
3.10. slijedi C(S) = Q(x), 5to zapravo znaci:

L= C(fQ[G]) = Qx)-
Posto je:

r? = dimy M, (L) = dimgsqap fQ[G] = dimg eQ[G] = x(1)%,
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to je r = x(1). Prema lemi 3.6. r = x(1) dijeli |G|, pa je r potencija prostog broja p.
U sluéaju p = 2, iz leme 3.16. slijedi da je L polje, ili je L algebra kvaterniona nad
poliem C(L) = Q(x). U slu¢aju da je L polje vrijedi prethodna analiza, a ako je
algebra kvaterniona onda je:

{2?")2 — diHlC{L) _‘Vfr(L) = dimC(L} S '= dim@ 6@[@1 = X(l)g,
pa je r potencija p = 2.
Razmotrimo sada polje @(x). Kako G ima period p?, to lema 3.3. sugeriSe:
Q(x) € Qlea| (1),

gdje je 4 primitivni p*-ti korijen jedinice. Pokusajmo dokazati i obrnuto.
Neka je v reprezentacija Q[G) asocirana sa x tj. ¥ : Q(G] — Endée@[G]} a neka su:
51, S5, ..., sk elementi baze modula eQ[G] poljem Q.
~ Razmotrimo posebno slucajeve ¥G) = {id} 1 9(G) # {id}.
Ukoliko je ¥(G) = {id}, to znadi da:

z-s0=8i, (V& E &),

pa proisti¢e da s; mora biti oblika:
gz, +Ta+...+24), (aGi€ Q, T; £.G).
To znaci da je baza eé[(}‘] u stvari jednoelementna. Podto je e € eé[G] imamo:
e=q- (T, +To+ ...+ Zn),

a iz éinjenice da je e idempotent zakljuéujemo ¢ = —. Sada je ocigledno dazaVo € ©
n

vrijedi ge = e, jer o ostavlja fiksnim Q[G]. To znaci da je ¢® = e, odnosno e = f.

Lako se pokazuje da je u ovom sluéaju fQ[G] = fQ = @, odnosno fQIG] = Q.

Primijetimo da je takode C(fQ[G]) = @, tj.

Qlx)=Q (2)

U sluéaju da je 9(G) # {id} tada je ¥(G) p-grupa koja ima netrivijalni centar sto

proizilazi iz tvrdenja da netrivijalna p-grupa ima netrivijalan centar. Na osnovu
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Kosijeve teoreme, postoji g € G tako da je ¥(g) centralan u 9(G) i ima red p. U
stvari ¥(g) je centralan u 19(@[@}) = My(Q), gdje je d = x(1), iz cega slijedi da 9¥(g)
mora. biti skalarna matrica « | £, pri ¢emu je £, primitivni p-ti korijen jedinice. Time

jex(g) =de ie, € Q(x) « (). Dakle imamo:

Qe S x) (3)
Iz (1) i (3) proizilazi:

Je] € Qx) € Qlea)
Jasno je Q[e1] : @ = p— L. Minimalni polinom koji anulira £ nad poljem Qle,] je
7P — €y, pa slijedi Q[e1] : Qz9] = p, iz Cega proizilazi da medu Q[e1] 1 Q[g2] nema
polja. O¢igledno je:

Qx) = Qle] ili Q(x) = Qe2] (4),
odnosno:
dimg @(x) = p — 1 ili dimg Q(x) = p(p — 1).

Ukoliko je p = 2 vidimo Q(x) = Q ili Q(x) = Q[v=1]. Potp je u ovom slu¢aju centar
algebre kvaterniona C(L) = Q(x), a v/—1 ¢ C(L), to odbagujemo drugu mogucénost.
Na osnovu prethodnog i rezultata (2) zakljutujemo da je jedina algebra kvaterniona
koja se moZe pojaviti samo ona koja ima polje racionalnih brojeva kao svoj centar.
Sada po€injemo racunati broj mogudih algebri Q[G] za grupe |G| = p" i perioda < p?.
Neka je p > 2. Ovo je lucaj kad nemamo algebru kvateriona i kad je L = Q(x).
Podsjetimo se da je svak. prosti sumand S = M, (L), gdje je r oblika p'. Analiza
koja je dovela do zakljucka (2) govori da postoji tacno jedan prosti sumand koji je

izomorfan @, tj. § = Q. U ostalima sludajevima, kao $to je pokazano rezultatom (4)
L= Q[E[] lll L= Q[Eg].
Dakle, imamo:

QIG) = ) (a:My(Qler]) + biMy (Qlea]))
Posto je |G| = p™ proizilazi:

p"=dimg QG =1+ (p - 1)(ai +pb)p" (3)
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Nesumnjivo, a; i b u potpunosti determinidu Q[G]. Iz (5) je jasno:

p _-1 < ‘ﬂ,‘-?i__.l,

0 B e
(p — 1)p*

PN

a; <

pt -1 n=2%i-1
<h g —————— < -1

pa je broj moguéih grupovnih algebri Q[G] jednak:

'

n+l)

Hpn—?t' Al = HpJ = pﬂ 2 (6).
i =0

Neka je sada p = 2. Direktni sumandi Q[G] su oblika:

My (Q), a; puta,

Man(Q[vV-1]), &, puta

Ma (D), ¢ puta,

gdje je D algebra kvanteriniona nad poljem racionalnih brojeva. Stoga je

on Z aiQI‘Z" - Z bi22i+1 + Z Ct‘QQHQ-
11 1 1

Kao i u prethodnom slugaju jedan direktan sumand je upravo @Q, te slijedi ag > 0, tj.
1< 8y 5 2,

0<a; <2% -1, (i>0)

Dakle, imamo najvide:

{H Qn—?:'}{H gn—‘zi——l}{H 2;1—'21'—‘2} < (_)“";” (?)
i i i
grupovnih algebri ovog tipa. Ogigledno je da éitava teorema ima netrivijalan sadrzaj
za veée vrijednosti broja n. Stoga moZemo smatrati da je n 2 6 i u ovom slucaju

vrijedi:
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Prema lemi 3.15. znamo da ima najmanje pa7(2n*=250%) grypa reda p™ i perioda < 2.
Uzimajuéi u obzir (6), (7) i (8) vidimo da ima ra,vise p#™ neizomorfnih grupovnih
algebri &ije su grupe reda p” i perioda < p*. Stoga, zaklju¢ujemo da ima najmanje:

(2n3—25n?}/ 2ln2 13 -23n2)

p'il? p‘E_'fn' :p;—?(?

neizomorfnih p-grupa reda p" €iji je period < p* i klasa nilpotencije < 2, koje imaju
istu grupovnu algebru Q[G|. Konacno, na osnovi tcoreme 3.14. proizilazi da su

grupovne algebre ovih grupa takode izomorfne za sva polja koeficijenata K kod kojih
je char K # p.
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