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Predgovor

U ovom radu se govori o eliminaciji kvantifikatora, postupku koji ima velike primene u mnogim
oblastima matematike kao §to su: algebra, geometrija, matematicka logika, teorijsko racunarstvo
itd. U ranoj teoriji modela, eliminacija kvantifikatora je koris¢ena da se pokaze da razne teorije
poseduju odredena model-teoretska svojstva, poput odlucivosti i kompletnosti. Uobicajeno je da
se prvo pokaze da teorija dopusta eliminaciju kvantifikatora, a potom se dokaze odlucivost ili kom-
pletnost razmatranjem formula bez kvantifikatora.

Rad se sastoji iz pet delova, a sedam poglavlja.

U prvom poglavlju dat je pregled osnovnih pojmova matematicke logike. Tu se prvenstveno
misli na pojmove u vezi sa logikom prvog reda, kao $to su valjane formule, modeli, kontramodeli,
relacija zadovoljenja, Hilbertov sistem za dedukciju, preneks normalna forma.

U drugom poglavlju na raznim primerima su analizirani logicki aspekti reSavanja raznih vrsta
(ne)jednacina, koje se obraduju tokom srednjoskolske nastave matematike. U ovim primerima ak-
cenat je na primeni tautologija i valjanih formula. Takode, primerima su motivisani i sadrzaji koji
se nalaze u nastavku rada.

U trec¢em poglavlju uveden je pojam odlucivosti, kao jedan od pojmova koji je u tesnoj vezi sa
eliminacijom kvantifikatora. Dat je opis metode eliminacije kvantifikatora, kao i pregled nekih teo-
rija koje je dopustaju. Poslednji deo poglavlja predstavlja primer jednog kriterijuma za utvrdivanje
da li neka teorija dopusta eliminaciju kvantifikatora.

Sledeca tri poglavlja u radu posveéena su trima odabranim teorijama koje dopustaju eliminaciju
kvantifikatora: teoriji gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih tacaka (¢etvrto poglavlje), teo-
riji algebarski zatvorenih polja (peto poglavlje) i teoriji realno zatvorenih polja (Sesto poglavlje). U
cetvrtom poglavlju nalazi se i deo koji se odnosi na Furije-Mockinovu metodu za resavanje sistema
linearnih nejednacina, kao primer primene eliminacije kvantifikatora u elementarnoj algebri. Peto
poglavlje govori o pojmu rezolvente dva polinoma, koji se koristi u dokazu eliminacije kvantifikatora
za teoriju algebarski zatvorenih polja. Sesto poglavlje, sadrzi kratku pri¢u o eliminaciji kvantifika-
tora u teoriji realno zatvorenih polja, kao i pricu o metodi virtuelne supstitucije, jednoj od nekoliko
metoda koje se koriste u tu svrhu.

Poslednje, sedmo poglavlje, ¢ine srednjoskolski zadaci na kojima je ilustrovana eliminacija kvan-
tifikatora. Tu je uglavnom rec o primeni eliminacije kvantifikatora na neke iracionalne (ne)jednacine.

Za kraj, zeleo bih da izrazim posebnu zahvalnost dr Nebojsi Ikodinovicu, koji mi je ukazao
veliku ¢ast prihvativsi da bude moj mentor i pruzivsi mi neizmernu pomo¢ prilikom izrade ovog
master rada. Njegova predavanja iz kursa Metodika nastave matematike i racunarstva na IV godini
osnovnih studija na Matematickom fakultetu u Beogradu su bila moja najve¢a motivacija. Uzivao
sam pohadajuci taj kurs.



1 Logika prvog reda

Logika prvog reda opisuje takozvane operacijsko-relacijske strukture. Jednu takvu struk-
turu shvatamo kao uredenu éetvorku M = (M, R, F, C), gde je M neki neprazan skup, R skup
nekih relacija skupa M, F skup nekih operacija skupa M i C' C M. Skup M nazivamo domenom
strukture M, a elemente skupa C nazivamo konstantama strukture M.

Svaka operacija i svaka relacija ima svoju duzinu'. Preciznije re¢eno, n-arna operacija skupa M
je funkcija f : M™ — M, a n-arna relacija je podskup R C M"™. Skup svih relacija nad skupom
M je U,en P(M™), dok je U, enif | f: M™ — M} skup svih operacija skupa M. Ako strukturu
¢ini samo domen sa operacijama i konstantama, bez relacija, onda tu strukturu nazivamo algebrom.

Najjednostavnija klasifikacija pomenutih struktura vrsi se prema jeziku strukture, odnosno
prema broju i duzini relacija i operacija, kao i broju konstanti koje ucestvuju u njihovoj defini-
ciji. Drugim rec¢ima, vrstu neke strukture odredujemo izborom tri medusobno disjunktna skupa:
Relz, Fun, i Const,. Elementi skupa Rel, zovu se relacijski znaci, elementi skupa Fun, funkcijski
ili operacijski znaci, a elementi skupa Consty simboli konstanti. Disjunktna unija tri pomenuta
skupa predstavlja jezik date strukture. Ako taj jezik oznacimo sa L, onda vazi

L = Relz UFun, U Const,.

Za svaki jezik £, na skupu Rel; U Fun, definisana je funkcija ar : Rely U Fun; — N koja svakom
znaku S € Relz U Fung pridruzuje neki prirodan broj ar(S), takozvanu arnost znaka S.

Pokazimo kako se u logici prvog reda opisuju operacijsko - relacijske strukture. Za vrstu struk-
tura koje zelimo da opisujemo opredeljujemo se izborom odgovarajuceg jezika £ = Rel, U Fun, U
Const,. Simbole jezika nazivamo i nelogickim simbolima. Pored ovih simbola, u logici prvog reda
koriste se i sledeci logicki simboli:

e beskonacan skup promenljivih Var = {z,y, z, 21, y1, 21, . - . };
e logicki veznici: =, A, V, = 1 <;

e logicke konstante: T, L;

e znak jednakosti: = ;

e pomoéni znaci: (),

e kvantifikatori: V (univerzalni) i 3 (egzistencijalni).

Logicki i nelogicki simboli predstavljaju alfabet na kome sastavljamo opise izabrane vrste struktura.
U ovim opisima glavnu ulogu imaju izrazi(termi) i formaule.

Pod skupom svih izraza jezika L, u oznaci Term,, podrazumevamo najmanji skup konacnih
nizova (logickih i nelogickih) simbola takav da:

1Koristi se i termin arnost.



e promenljive i simboli konstanti jezika £ su izrazi, odnosno Const, C Term, i Var C Termyg;
e ako F' € Fung ity,..., e (r) € Termg, onda F(ty,... star(r)) € Termg.

Pod skupom atomic¢nih (elementarnih) formula jezika £, u oznaci At,, podrazumevamo skup koji,
pored T i L, sadrzi jo§s samo:

e jednakosti u = v, za sve u,v € Termg, i

e zapise oblika R(t1,...,tq(R)), za svaki relacijski simbol R € Rel, i bilo koje terme
t1,- - s tar(R) € Term,.

Konaéno, definiSemo skup svih formula jezika £, u oznaci For,, kao najmanji skup konac¢nih nizova
simbola takav da:

e sve atomi¢ne formule su formule, odnosno At, C Forg;

e ako a € For,, onda -« € Forg;

e ako a, 8 € Forg, onda (a A ), (aV ), (a = B), (< B) € Forg;
e ako a € Forg, x € Var, onda Vza € For, i Jxa € Forg.

Primetimo da su definicije izraza i formula induktivne, i da su skupovi izraza i formula razli¢iti
za razlicite izbore sadrzaja jezika £. Napomenimo i to da vaze osnovne konvencije o pisanju for-
mula, kao $to su pravila o brisanju zagrada, dogovoreni prioriteti logickih veznika itd.

Pojavljivanje promenljive u formuli moze biti slobodno ili vezano. Svako pojavljivanje promen-
ljive koja nije pod dejstvom kvantifikatora naziva se slobodnim, a ona pojavljivanja koja jesu pod
dejstvom kvantifikatora nazivaju se vezanim.

Sve promenljive koje imaju slobodna pojavljivanja u nekoj formuli nazivaju se slobodne pro-
menljive te formule. Skup svih slobodnih promenljivih formule « oznac¢avamo sa Fr(a). Funkciju
Fr : Fory — P(Var) precizno definiSemo indukcijom po slozenosti formule:

o Ir(T)=Fr(L)=0;
o Fr(u=1v)=V(u)UV(@), u,v € Termg;

o Fr(R(t1, . tar(i) = V(1) U... UV (tan(ry)s R € Relg, t1, ..., tap(ry € Termg;
o Fr(-a) = Fr(a);

o Fr(axB) =Fr(a) UFr(B), *x € {A\,V,=>, &}

o Fr(Vza) = Fr(3za) = Fr(a)\{z}, = € Var.

Za svaku formulu «, skup Fr(«) je konacan. Ako je Fr(a) C {x1,...,2,}, onda formulu «
oznacavamo i sa a(x1, ..., 2,) kada zelimo da istaknemo ¢injenicu da su sve slobodne promenljive
formule a neke od promenljivih z1, ..., z,. Za formulu o kazemo da je reCenica jezika £ ako nema
slobodnih promenljivih, tj. ako je Fr(a) = @). Skup svih recenica jezika £ oznacavamo sa Sent,.



1.1 Relacija zadovoljenja

Da bismo odredivali vrednosti izraza, odnosno govorili o ta¢nosti formula, potrebno je da preci-
ziramo kontekst u kome posmatramo izraze i formule. To ¢inimo tako $to izaberemo neki skup M
(domen interpretacije), a zatim na tom skupu interpretiramo nelogicke simbole (postujuéi njihovu
vrstu i duzinu) i promenljivama dodelimo neke elemente skupa M.

Neka je L jezik i M neki neprazan skup. Interpretacija jezika £ na skupu M jeste svaka
funkcija Jas sa domenom L koja svakom R € Rely pridruzuje jednu ar(R)-arnu relaciju skupa M
(I (R) € M (B)) svakom F € Fung pridruzuje jednu ar(F)-arnu operaciju skupa M
(Ta(F) : Mo (F) — M) i svakom ¢ € Const. jedan element skupa M tj. Jas(c) € M. Model
jezika £ nad nepraznim skupom M je

M= (M, {Im(R) | Re€Relg},{Im(F) | F € Fung}, {Tm(c) | ¢ € Constr})

gde je Jar neka interpretacija jezika £ na skupu M. Dakle, svaki model nekog jezika jednoznac¢no
je odreden skupom M i interpretacijom [Ja; tog jezika u datom skupu. Ako je M model jezika L
odreden nekom interpretacijom Jys, za svaki S € £ umesto Jas(S) krace se pise SM.

Valuacija promenljivih u skupu M jeste svaka funkcija p : Var — M. Ako je zadat model
M jezika L i valuacija p : Var — M, onda svakom izrazu t € Term, pridruzujemo jedinstvenu
vrednost t™M[u] € M koju nazivamo vrednost izraza t u modelu M za valuaciju . Funkciju t +— M [u]
definisemo indukcijom po slozenosti izraza t:

o Myl =cM, ¢ e Constg;

o oMy = p(x), x € Var;

o (F(t1,. . tar(m))Mp] = FMEM 4], . .. ,tE/TI(F)[u]), F e Fung, t1,...,te(p) € Termg.

Sliéno tome, svakoj formuli o € For, pridruzujemo istinitosnu vrednost o™ [u] € {0,1} koju nazi-
vamo istinitosna vrednost formule o u modelu M za valuaciju p. Funkciju o — oM[u] definiSemo
indukcijom po slozenosti formule a:

o LMl =0, TM[p] =1;
o (u=v)M[u] =1 akko uM[u] = vM[y], u,v € Termg;

(Bt M) = L ako BN, ), . (B, 80 ) € RM,
R € Relg, t1,... slar(R) € Termg;

=a)M[u] = ~a™M]p);

1
ax B)M[u] = aMp] * BM[u], x € {A,V, =, &}
Vza)M[u] = min{a™[u(z/a)] | a € M};
M{y) = maz{aMu(z/a)] | a € M}

(
(
(
(

Jza)



gde je u(x/a) valuacija koja promenljivama dodeljuje iste vrednosti kao i valuacija i, osim promen-
ljivoj z kojoj dodeljuje vrednost a.

Na vrednost izraza u nekom modelu uticu samo vrednosti promenljivih koje se pojavljuju u
tom izrazu. Sli¢no tome, na istinitosnu vrednost formule u nekom modelu uti¢u samo vrednosti
slobodnih promenljivih te formule.

Navedimo i slede¢u lemu, ¢iji se dokaz, opet indukcijom po slozenosti terma ¢, moze pronaci u
[6]:

Lema 1. Neka je M proizvoljan model jezika L 4 pa,pue @ Var — M dve valuacije. Tada vazi
sledece:

=tM]

1. za svaki izraz t € Termg, ako je ju1(v) = p2(v), za sve v € V(t), onda je tM[u] 1a);

2. za svaku formulu o € Forg, ako je py(v) = pa(v), 2a sve v € Fr(a), onda je a™[p1] = aM{us)].

Iz prethodne leme zaklju¢ujemo da je pri odredivanju vrednosti izraza ¢t u modelu M za valua-
ciju p : Var — M znacajna samo restrikcija p |y ). Kako je V(t) konacan skup, tj. [V (t)] = n,
za neki prirodan broj n, onda odgovarajuce restrikcije svih valuacija mozemo identifikovati sa sku-

pom M™, jer je pri nekom podrazumevanom uredenju promenljivih V(¢) = {x1,...,x,} svakim
a = (a1,...,a,) € M™ odredena po jedna restrikcija v = Zl 2” . Navedeni razlozi
1 ... n

opravdavaju upotrebu oznake t™[a] za vrednost izraza t u modelu M za neki @ € M™. Napome-

nimo da isto vazi i za formule, pa sa aM[a] oznaéavamo istinitosnu vrednost formule a u modelu
M za neki @ € M™.

Sada mozemo definisati kada je neka formula tacna. Naime, formula « je ta¢na, tj. vazi u
modelu M za @, u oznaci M |= afd], ako je o™[a] = 1.

Ako je V(t) = 0, tj. ako je t izraz bez promenljivih (zatvoreni izraz) pri odredivanju njegove
vrednosti u nekom modelu valuacije ne igraju nikakvu ulogu. Drugim rec¢ima, vrednost zatvorenog
izraza t potpuno je odredena samo izabranim modelom M i tu vrednost oznagavamo sa t™. Ana-
logno, ako je Fr(a) = 0, tj. ako je « recenica, njena istinitosna vrednost zavisi samo od izabranog
modela M, a valuacije nisu od znacaja, pa ih izostavljamo iz razmatranja. Cinjenicu da je recenica
a ta¢na u modelu M oznacavamo sa M = a.

1.2 Modeli i kontramodeli

U matematicko]j logici veoma je vazan sledeci problem: ako je data neka recenica jezika £, odre-
diti, ako uopste postoji, strukturu jezika £ u kojoj je ta receneica ta¢na, odnosno strukturu u kojoj
nije tacna. Model recenice o € Sent, jeste svaka struktura jezika £ u kojoj je ta recenica tacna.
Kazemo da je recenica zadovoljiva ako ima bar jedan model. Kontramodel recenice o € Sent,
jeste svaka struktura jezika £ u kojoj ta recenica nije tacna.

Problem zadovoljivosti, odnosno nezadovoljivosti neke recenice, prirodno se proSiruje na pro-
blem ispitivanja zadovoljivosti, odnosno nezadovoljivosti nekog skupa recenica tj. neke teorije. Bilo



koji skup recenica T' C Sent, naziva se teorijom jezika L, a recenice koje pripadaju T nazivaju se
aksiomama te teorije.

Model teorije T jezika L jeste bilo koja struktura na jeziku £ koja zadovoljava sve recenice iz
T. Kontramodel teorije T je bilo koja struktura koja ne zadovoljava bar jednu recenicu iz T.

Primer 1. Neka je Lop = {<,+,—,-,0,1}, pri éemu je Relp = {<}, Fungy = {+,—,-}, Consty =
{0,1} i ar(<) = ar(+) = ar(:) = 2, ar(—) = 1. Oznacimo sa Tor teoriju jezika Lor, Cije su
aksiome sledece recenice:

(1) VaVy(z +y =y + x)

(2) VaVyVz(x + (y + 2) = (x + y) + 2)
(8) Va(x+0=u2x)

(4) Vo(z + (—x) = 0)

(5) Vavy(z -y =y x)

(6) VavyVz(z - (y-2) = (z-y) - 2)

(7) Ve(x-1=x)

(8) Va(z # 0= Jy(x-y=1))

(9) VavyVz(z - (y + 2) = (x-y) + (z - 2))
(10) 0 #1

(11) Ya(z < z)

(12) VaVy(z <yAy <z =2 =1y)

(13) Vavyz(z <yAy <z =z < 2)
(14) Vavy(z <y Vy < )

(15) VavyVz(z <y =+ 2 <y + 2)
(16) VaVyVa(z S yAO< 2= x-2<y-2)

Svaki model u kome su tacne sve navedene recenice nazivamo uredenim poljem. Strukture
R=(R,<,+,—,,0,1) i Q= (Q,<,+,—,-,0,1), sa standardnim interpretacijama nelogickih sim-
bola, jesu uredena polja.

A



1.3 Valjane formule

Formula « € For, je valjana, u oznaci = «, ako za svaki model M i svaku valuaciju
w: Var — M vazi M = afp]. Specijalno, re¢enica o € Sent, je valjana ako je tatna u svakom
modelu jezika L.

Ne moramo razmatrati valjane formule, ve¢ paznju mozemo usmeriti samo na valjane recenice.
Razlog tome je sledeéi: ako je a(x1,...,z,) valjana formula, onda je to i njeno univerzalno zatvo-
renje tj. recenica Vzp...Va,a(z1,...,2,). Da bismo se u to uverili, pretpostavimo da je formula
« valjana i dokazimo da je tada valjana i formula Vza, gde je x proizvoljna promenljiva.

Neka je M proizvoljan model odgovarajuceg jezika i i : Var — M proizvoljna valuacija. Posto
je a valjana formula imamo da za svako a € M vazi M | afu(z/a)], jer M = alv], za svaku
valuaciju v, pa specijalno i za valuacije u(x/a), a € M. Prema definiciji relacije zadovoljenja, iz
M E afu(z/a)], za sve a € M, sledi da M = «fu]. Vazi i obrnuto, ako je Vza valjana formula,
onda je valjana i formula «. Ako proizvoljno izaberemo model M i valuaciju p : Var — M, tada
¢e iz M = Vzaly] slediti da M = afu(z/a)], za bilo koje a € M, pa specijalno i za a = p(z), sto
znaci da ée biti i M = afy].

Za razliku od iskaznih formula, ne postoji univerzalni postupak pomocu kojeg bismo mogli da
ispitamo valjanost bilo koje formule logike prvog reda. Ipak mogu se izvesti neki opsti zakljucci.

Sve formule logike prvog reda koje su instance iskaznih tautologija sigurno su valjane. Pod
instancom tautologije podrazumevamo formulu koja se dobija zamenom svih iskaznih slova nekim
formulama prvog reda, pri ¢emu ista slova menjamo istim formulama. Napomenimo da svaka tau-
tologija ima neograni¢eno mnogo instanci.

Pokazimo da su instance tautologija zaista valjane. Neka je 7(p1, ..., pn) tautologija i 7 formula
dobijena tako sto su slova py,...,p, redom zamenjena formulama a,..., o, € Fory. Tada ¢e za
proizvoljan model M i bilo koju valuaciju u vaziti 7™[u] = 6(7), gde je © valuacija iskaznih slova
takva da je v(p;) = aM[u], i = 1,...,n, odakle sledi tvrdenje.

U narednoj tabeli su prikazane neke tautologije sa svojim nazivima?. Napomenimo da se gene-
ralno tautologije ne dele na ,tablicne” i na one koje to nisu. Izdvajanje ovih tautologija olaksava
reSavanje pojedinih zadataka koji se pojavljuju u narednom poglavlju.

p=0D zakon refleksivnosti za implikaciju
pV —p zakon isklju¢enja treceg
=(p A —p) zakon neprotivreénosti
—p D zakon dvojne negacije
(p=q¢)=p) =0p Pirsov zakon

p=qg)=((¢g=7r)=(p=r)) | zakon tranzitivnosti za implikaciju
(pe g N(ger)=(per) | zakon tranzitivnosti za ekvivalenciju
-(p=q) & pAq zakon negiranja implikacije

2Tautologije iz tabele su preuzete iz [1].



(p=q) <= -pVg zakon uklanjanja implikacije
peqge((p=9A(q=Dp) zakon uklanjanja ekvivalencije
(-p=(gA—-p)=0p zakon svodenja na apsurd
p=>q9 <= e(Nq) zakon o pravoj posledici
pVpEep, pApEep zakon idempotencije za V i A
PAGESqADP, PV g qVp zakon komutacije za A 1 V
pV(gVr)e (pVeg Vr zakon asocijacije za V
pA(gAT) = (DA AT zakon asocijacije za A
pV(pAg <p,pA(pVq <p zakoni apsorpcije
pVgAr)e (pVg ApVr) zakon distribucije V prema A
pA(gVr)e (pAqV(pAT) zakon distribucije A prema V
-(pVq) & —pA—gq De Morganov zakon
“(pAqg) e -pV—q De Morganov zakon
A (p=14q) =q modus ponens
(p=qg) AN—q)=—p modus tolens
p=r)Ag=>r)e ((pVe =T1) dokaz nabrajanjem
pVLlerp pravilo sabiranja sa L
pANT &p pravilo mnozenja sa T

Postoji dosta valjanih formula koje nisu instance iskaznih tautologija. Navedimo neke od naj-
jednostavnijih?:

e univerzalni kvantifikator se ,lepo slaze” sa konjukcijom

Va(a A B) & Vea AV

e egzistencijalni kvantifikator se ,lepo slaze” sa disjunkcijom

Jz(aV B) & Jra V 3xp

e univerzalni kvantifikator se samo ,,delimi¢no slaze” sa disjunkcijom

Ve(aV B) < Vea V Vs

e egzistencijalni kvantifikator se samo ,,delimi¢no slaze” sa konjukcijom

Jr(a A B) = Jra A xp

e ukoliko z nije slobodna promenljiva formule o onda su valjane i formule
Vae(aV p) & aV Vel

Jz(aApf) & aAzp

3Dokazi valjanosti ovih formula mogu se pronaéi u [6].



e dva kvantifikatora iste vrste mogu zameniti mesta
VaVya < YyVza
JrIya & Fydra
e De Morganovi zakoni za kvantifikatore
—Vea & Jr-a
—Jra & Ve-a

e zamena promenljive termom - ako je ¢t zatvoren izraz nekog jezika i « formula istog jezika,
onda je formula
Vea = a(z/t)

valjana, pri ¢emu je «(z/t) formula dobijena iz a tako $to su sva slobodna pojavljivanja
promenljive x zamenjena izrazom t

1.4 Sistemi za dedukciju logike prvog reda

Pojam valjanosti je semanticke prirode, a koncept dokazivanja i sistema za dedukciju vodi do
pojma teoreme koji je sintaksno - deduktivne prirode. Kao §to je teorija modela vezana za seman-
tiku, tako su deduktivni sistemi i teorija dokaza vezani za sintaksu. Pojam teoreme je deduktivni
pandan pojma valjane formule, koji je semanticke prirode. Izmedu ova dva pojma postoji veza: ako
je neka formula valjana, onda ona moze biti dokazana u okviru nekog deduktivnog sistema, a ako
za neku formulu postoji dokaz u okviru deduktivnog sistema onda je ona sigurno valjana. Sistemi
za dedukciju za logiku prvog reda su cisto sintaksne prirode - primenjuju se kroz kombinovanje
simbola, ne ulaze¢i u semantiku formula.

Zadrzac¢emo se na primeru Hilbertovog sistema za dedukciju.

Za formulu ¢ kazemo da je dokaziva iz skupa pretpostavki I', u oznaci I' - ¢, akko postoji
konacan niz formula 1, @2, ..., @, sa slede¢im svojstvima:

1. ¢, je formula ;

2. svaka formula ¢, k =1,...,n, zadovoljava jedan od slede¢ih uslova:
® ;€ A, ili
o ;' ili
e ; je neposredna posledica nekog od pravila iz R ¢ije premise pripadaju skupu {¢1,...,0i—1}

pri ¢emu je A beskonacan skup formula odredenih shemama
(H1) a= (8= «)
(H2) (= (B=17)) = (a=f) = (a=1))
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—a= (a=1)
H10) (@ = 1) = -«
H1l) | = «
aV oo

)

)

)

)

)

H8) (a=7)= (B=7) = (aVB=7)

)

)

)

)

H13) a(z:=t) = Jza
)

(

(
(H12
(
(H14) Vaza = a(z :=1t)
dok R ¢ine pravila:

- [ je neposredna posledica formula « i @ = 3, za proizvoljne formule « i 8

- 7 = Vza je neposredna posledica formule v = «, za proizvoljnu formulu «, bilo koju pro-
menljivu z i svaku formulu v u kojoj = nije slobiodna promenljiva

- Jxa = v je neposredna posledica formule o = =, za proizvoljnu formulu «, bilo koju pro-
menljivu z i svaku formulu v u kojoj = nije slobiodna promenljiva

Svaki niz formula ¢, @2, ..., p, koji zadovoljava uslove 1. i 2. nazivamo I'-dokazom, odnosno
dokazom formule ¢,, iz skupa pretpostavki I'.

1.5 Preneks normalna forma

Jedna tehnika koju mozemo koristiti prilikom resavanja razlicitih problema u logici prvog reda
jeste konstrukcija preneks normalne forme. Ovaj pojam je neophodan za sprovodenje Furije*-
Mockinove® procedure, o kojoj ¢e biti re¢i u jednom od narednih poglavlja.

Formule « i 8 nekog jezika L jesu semanticki ekvivalentne, u oznaci a = 8, ako je F a < f.
Neke od valjanih formula govore upravo o semantickoj ekvivalentnosti odredenih formula, kao na
primer

Vz(a A B) =Veza AVzS
Jz(aV B) = Jza V Izps.

4 Joseph Fourier (1768 - 1830) - francuski matematicar i fizicar
5Theodore Samuel Motzkin (1908 - 1970) - izraelsko-americki matematicar
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Ove ekvivalencije zajedno sa nekim koje se koriste u iskaznoj logici, omogucavaju nam da sve kvan-
tifikatore neke formule ,izvuc¢emo napred” tj. da formulu transformisemo u preneks normalnu formu.

Formula « je u preneks normalnoj formi ukoliko je oblika

lel oo anne

gde je svaki Q; neki kvantifikator, a 6 je formula bez kvantifikatora. Deo Q1x1 ...Qnx, se naziva
prefiks formule a.. Prefiks moze biti prazan, pa se i svaka formula bez kvantifikatora smatra formu-
lom u preneks normalnoj formi.

Navedimo da vazi i slede¢a lema, ¢iji dokaz se moze pronadi u [6]:
Lema 2. Svaka formula je ekvivalentna formuli koja je u preneks normalnoj formi.

U praksi algoritam koji se koristi za nalazenje preneks normalne forme date formule ima sledece
korake:

e oslobadanje logickih veznika = i < izrazavanjem preko A, V i —; tu koristimo sledeée logicke
ekvivalencije
asf=(a=P)N(B=a)

a=pB=-aVp
e upotreba De Morganovih zakona za ,,uvlacenje negacije unutra”
—(aAB)=-aV -3
—(aVp)=-an-p

e oslobadanje duplih negacija
o= o

e preimenovanje nekih vezanih promenljivih (ukoliko je to neophodno)
e pomeranje” kvantifikatora ispred formule.

Za kraj uvedimo jos neke pojmove. Za neku formulu jezika £ kazemo da je egzistencijalna for-
mula ako je u preneks formi koja sadrzi jedino egzistencijalne kvantifikatore u svom prefiksu. Za
egzistencijalnu formulu kazemo da je primitivna ako je oblika Jx1 ... Jzpa(xy, ..., z,), pri Cemu je
« konjukcija atomi¢nih i negacija atomi¢nih formula.
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2 Neke primene tautologija i valjanih formula

Nakon §to smo uveli pojam valjanih formula, red je i da vidimo koja je njihova uloga tj. kako ih
mozemo primeniti. Akcenat Ce biti na primeni tautologija i valjanih formula za resavanje jednacina
i nejednacina. Preciznije receno, na primerima ¢emo analizirati logicke aspekte resavanja raznih
vrsta jednacina i nejednacina. Primeri, koji su najveéi deo ovog poglavlja, posluzi¢e kao motivacija
za ono Sto ¢e biti izlozeno u nastavku rada.

Za naredne primere (samo u okviru ovog poglavlja) koristi¢emo termin zadaci. Simbol ¢
oznacava kraj zadatka.

Zadatak 1. Resiti po x € R nejednacinu (z — 1)(x — 2) > 0.
Resenje. Kako nam je cilj da resimo zadatak sa logickog aspekta, razmotrimo sledeci ekvivalencijski

lanac:

(z—1)xz—-2)>0 < (x—1>0Az2—-2>0)V(x—-1<0Az—-2<0)
& (z>1Az>2)V(z<lArz<?2)
& r>2vVe <l

Dakle, vidimo da su reSenja svi realni brojevi manji od 1 i uz njih svi realni brojevi veéi od 2.
Drugim rec¢ima, skup svih resenja je interval oblika (—o0,1) U (2, 400). ¢

Zadrzimo se malo na ovom zadatku i analizirajmo $ta smo sve iskoristili prilikom formiranja
ekvivalencijskog lanca. U prvom redu primetimo da je iskoriSéena ekvivalencija o pozitivnosti
proizvoda dva realna broja

a-b>0(@>0Ab>0)V(a<0Ab<O).
Takode, u ovom zadatku iskorisc¢ena je i tautologija
=9 pe @A)
koja se pojavljuje u pomenutoj tablici na pocetku poglavlja i nosi naziv zakon o pravoj posledici.

Ovu tautologiju smo iskoristili pri prelasku iz drugog u treéi red, gde prema njoj vazi da je x < 11
x < 2 ekvivalentno sa x < 1, jer z < 1 povladi x < 2.

Prilikom resavanja jednacina koje su ,sastavljene” od racionalnih algebarskih izraza koristi se
ekvivalencija
Alx)

B(x)

=0 A(z) =0A B(z) #0. (1)

1 2 2
Zadatak 2. Resiti jednacinu 1 — — = — — .
r x2¢—x x-—1

Resenje. Formirajmo ponovo ekvivalencijski lanac:
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Sada primenjujemo formulu (1):

z—1 2 2

r ax(z—1) z—1

(:C—l)2—2+2x_0
x(x —1) N
22 -2x+1-2+22
z(x —1)

2 -1 —0
r(x—1)

=0

0

1—12 22 _ 2 & 22-1=0Az(z—1)#0
r zt-z x-1

& (z-1)(z+1)=0Azc#0NT#1
& (r—1=0Vz+1=0Az£0Nz#£1
& (z=1vez=-1)Az#0Az#1 (%)
& (z=1Az#0Az#1)V(e==-1Az#0Ax#1)
& 1LV(@=-1Az#0Ax#1)
& r=-1

Dakle, zakljucujemo da je x = —1 jedino reSenje date jednacine. ¢

Napomenimo da smo u ovom zadatku iskoristili vazno svojstvo distributivnosti A prema V (%),
kao i pravilo logickog sabiranja sa L na samom kraju ekvivalencijskog lanca.

Naredni zadaci ilustruju logicke aspekte resavanja iracionalnih (ne)jednacina.

Zadatak 3. Resiti jednacinu vVx +2 —+/x —6 = 2.

Resenje. Prvo moramo odrediti uslove pod kojima je data jednacina definisana tj. odrediti sve
vrednosti z za koje data jednacina ,ima smisla”. Stoga mora da vazi x +2 > 01ix —6 > 0, odakle
lako zakljucujemo da je jednacina definisana za x > 6. Dalje reSavanje jednacine sprovodimo
kvadriranjem. To bismo mogli opet predstaviti odgovarajuéim ekvivalencijskim lancem:

Vr+2—-—yxr—-6=2ANx>6

Stoga zaklju¢ujemo da je broj 7 jedino resenje date jednacine.

4y/x —6=4Nxz>6
Ve—6=1ANx>6
r—6=1Az>6
r=7TANx>6
=17

teeeoee

Zadatak 4. Resiti nejednacinu vx —2 > x — 4.

14
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Resenje. Ovu nejednacinu ¢emo resiti koriséenjem sledece ekvivalencije
A(x) > B(z) & (A(z) > 0AB(z) < 0) V (A(z) > 0A B(z) > 0A A(z) > B?(x)) (2)

Cije izvodenje ¢e biti prikazano na kraju ovog zadatka. Primenom (2) dobija se

Vi—=2>z-4 & (2-2>0A2—-4<0)V(@—-2>0Az2—-4>0Az—2> (z—4)?
& (22N <4)V(@>2Az>4A2—2> 2% -8z +16)
& (2<z<4)V(r>4A2?-92+18<0)
& (2<z<4)V(@>4A(z—-3)(z—6)<0)
& (2<z<4d)V(@>4A((z—3>0A2—-6<0)V(z—3<0Az—6>0))
& 2<z<4)V((z=>4Nz2—-3>0A2—-6<0)V(x>4Az—-3<0Az—6>0))
& 2<z<4)V((z>4Nhz>3Nx<6)V(r>4Nx <3Nz >6))
& (2<zr<4)vV@d<z<6)V.L
Primetimo da je trec¢a ,ili-grana” x > 4 A x < 3 A x > 6 nemoguca. Sada imamo
Ve-2>z-4 & (2<z<4)Vv@d<z<6)V.L
& (2<zr<4)Vv(d<z<6)

& 2<x<6
Skup svih resenja je interval [2,6).
Vratimo se ekvivalenciji (2). Osetljivo mesto u toj ekvivalenciji je kako se iz nejednakosti

A(z) > B(x) moze strogo zakljuéiti da mora da vazi A(z) > 0. Iako to deluje jasno, evo logickog
objasnjenja, koje koristi kvantifikator 3:

A(z) > B(z) = (AM)M = /A(x).

Ideja je bila u tome da 4/ A(x) nekako uklju¢imo u izvesnu jednakost i da potom upotrebimo jedan
smer iz ekvivalencije
y=vze @=xzAz>0Ay>0).

Prema tome, imamo

A(z) > B(z) = (EM)M=/A(z)

= (BM)(M = /A(x)NA(z) >0

= A(z)>0
Zahvaljujué¢i dobijenoj posledici imamo izvodenje ekvivalencije (2):

A(xz) > B(zx) < (VVA(x) > B(z)NA(z) > 0A(B(z) <0V B(z) > 0))

< (VA(x) > B(z)NA(z) >0AB(z) <0)V
(VA(z) > B(z) N A(z) = 0A B(z) > 0)
& (A(x) >0AB(z) <0)V (A(z) > B%(z) A A(z) > 0 A B(x) > 0).

Poslednji red u lancu vazi jer nejednakosti A(z) > 01 B(z) < 0 povlace y/A(z) > B(x) i jer vazi
p>qept>q" ,akosup,qg>0in=1,2,3,..., §to je primenjeno u desnoj ,ili-grani”.
¢
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Predimo sada na nekoliko zadataka sa jednac¢inama u kojima ucestvuju parametri.

r+a xT—a x
Zadatak 5. U zavisnosti od realnog parametra a resiti jednacinu rta_ = .
x+2 x2—-4 -2

Resengje. Prikazimo postupak resavanja jednac¢ine pomocu ekvivalencijskog lanca

r+a xT—a x (x4+a)(x—2)—x+a—2z(z+2)

_ - =0
r+2 22—-4 x-2 < 2 —4
2?2 —2r+ar—2a—x+a—1z2—22
& =0
( 5) 2 —4
a—>5)r—a
s ——— =0
2 —4
& (a=b5)r—a=0A22—4+#0
& (a=blx=ahc#2Nz# -2

U ovom delu zadatka dolazi do diskusije re3enja jednagine po realnom parametru a. Ako se osvrnemo

na jednacinu (a — 5)z = a, videéemo da je u pitanju linearna jednacina sa jednom nepoznatom. U

zavisnosti od toga dalijea—5#01iia—5=01tj. a # 5 ili a = 5 ova jednacina, redom, ima
a

jedinstveno reSenje x = ili nema reSenja. Vratimo se ekvivalencijskom lancu.

T+a r—a T
P e ey Rl & (a—5rx=aAN(a£5Va=5)Ax#£2Nx# -2
< ((a=B%z=aha#dANx#2Nx# -2)V
((a=bd)xr=aha=5ANx#2Nx#—2)
& (LL'ZL5/\a755/\1'752/\1'75—2)\/(0-1‘25/\1'752/\1'75—2)
a—
& (x:a%“g)Aa;ém:c;ézm;é—2)v(LAx7&2Az;A—2)
P (x:ﬁm#sm#zm#—m\u
P xzﬁ/\a;ﬁS/\x;ﬁZ/\x;é—2
& x:L/\a;AS/\ a #2AN a4 # =2
a—>95 a—>5 a165

& xZL/\a;ﬁE)/\a;élO/\a;é—
a—>5 3

Sada mozemo dati potpuno resenje polazne jednacine:

10
1. Akojea#5Na#10ANa # 3 onda jednacina ima jedinstveno resenje x =

10
2. Akojea=5Va=10Va= 3 onda jednacina nema resenja.

2b
Zadatak 6. Resiti jednacinu a + a

5 = =5 gde su a,b realni parametri.
x — x z? —

16



Resenje. Za razliku od prethodnog zadatka ova jednacina ima 2 parametra, pa ¢e diskusija biti
malo slozenija.

a a 2b a(z+b)+alx—b)—2b

= 0
a:—b+:17—|—b 2 — b? < 2 — b2
ax +ab+ axr —ab—2b
& R =0
2ax — 2b
& 2 =0
ar —>b
< T—b?:O
& ar—b=0A22—-b2#£0
& ar=bAx#bANx#—b
b
Jednacina ax = b ima jedinstveno reSenje + = — za a # 0. Ako je a = 0, onda se dodatno

a
razmatraju dva slucaja za parametar b. Ako je a = 01 b = 0, svaki realan broj je resenje jednacine.
Ako je a =01 b # 0, jednacina nema resenja.
U slucajevima kada jednacina ax = b ima reSenja ispitajmo da li su tada zadovoljeni uslovi x # b i
x # —b.
b b
Ako je a # 0, onda mora da vazi — # bi — # —b. U tom slu¢aju dobija se b # ab i b # —ab tj.
a

a
ab—b# 01ab+b # 0. Pomenuta dva uslova su ekvivalentna sa b(a—1) # 0 i b(a+1) # 0, odnosno

sa konjukcijom a # 1 Aa # —1Ab# 0. Dakle, akojea#0ia# 1ia# —11ib# 0, onda jednacina
b

ima jedinstveno reSenje —.
a

2 2b
Za a = 1 data jednacina se svodi na = _Ib2 =25 odakle zakljuc¢ujemo da jednacina nema
-2 2b
reSenja ni za jedno realno b. Slicno, za a = —1 dobija se — I2 = — , odakle takode
22 —b x2 — b2

zakljucujemo da ni za jedno realno b jednacina nema resenja.
2

Na kraju ako je b = 0, onda se dobija a4 —» pa vidimo da za a = 0 svaki realan broj razlicit od
x T

0 je reSenje, a za a # 0 jednaCina nema resenja. ¢

2

r—1

1
Zadatak 7. Resiti jednacinu — + =1,peR.
x

Resenje. Formirajmo opet odgovarajuéi lanac ekvivalencija

1 p? _q x—1+p2:v—x2+x70
r -1 x(x —1) B
—(22 = (p* +2)z+ 1)
< =0
x(x —1)

& 22— P*+2x+1=0Az#0Az#1

Zadrzimo se na resavanju kvadratne jednacine z2 — (p? + 2)x + 1 = 0. Njena diskriminanta je

D=(p"+2°-4=p*+2+2)(p*+2-2) =p*(p* +4)
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pa vidimo da je D > 0, odakle zaklju¢ujemo da jednacina za svaku vrednost parametra p ima realna
reSenja. Odredimo ih:

P22/ +22 -4 pP424+\pP(pP+4) pP+2+py/p2+4

B 2 B 2 - 2

Z1,2

)

tacnije

P2+ 24+ py/p?+4 . P> +2—p\/p2+4
fr— 2:
2 2

Primetimo da ée reSenja za p # 0 biti realna i razli¢ita, a za p = 0 dobijamo = = 1, §to zbog uslova
x # 1 ne moze biti reSenje polazne jednacine.

Ostalo je da proverimo da li su za dobijene x; i z2 zadovoljeni uslovi. Najpre posmatrajmo z1. Za
njega vazi

T

)

>0

x p2+2+p\/p2—+4>1)2+2+px/1 pPP+2+2 (p+1)%+1
1: = =
2

2 2 2

gde je prva nejednakost posledica nejednakosti p? + 4 > 4. Odavde dobijamo da je z; # 0.
Dalje, posmatrajmo xo. Kako vazi da iz p?> +4 > p? sledi /p? +4 > /p? = |p| > —p, tada je
ispunjeno i

2 2 2 2 2
+2—pyp?+4 +2+ 2p= +2
vy =2 Pyp > L r_2 =p°+1>1
2 2 2
na osnovu ega se moze zakljuciti da je xo # 1. Na analogan naéin se pokazuje da vazi i z1 # 1,
odnosno xy # 0. ¢

Kao poslednji od zadataka u kojima ucestvuju realni parametri navodimo i resavamo jedan si-
stem od dve linearne jednacine sa dve nepoznate i parametrima. Tom prilikom na logickom aspektu
predstavi¢cemo Kramerovu teoremu.

Neka je dat sistem

ar + by =
asx + by = co
i neka je
ar b . .
D= = a1by — asb; determinanta sistema
az by
C1 bl .
D, = o b | T by — cob;  determinanta nepoznate x
2 b2
a; C .
D, = =ajico — ascy  determinanta nepoznate y
i az C2

Prema tome, kod datog sistema imamo sledeée moguénosti:

D, D
1. D #0 - sistem je tada odreden tj. ima tacno jedno resenje (x,y) = ( U)

D’ D
2. D=0A(D; #0V D, #0) - sistem je tada protivrecan tj. nema resenja
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3. D=0A(Dz;=0ADy,=0)A(a1 #0Vaz #0Vb #0Vbs #0) - sistem je tada neodreden,
sa jednom slobodnom nepoznatom

4. (a1 =0Na2 =0Ab1 =0Aba =0)A(c1 #0Vea #0), 5to povlaéi D = 0A (Dy = 0A D, = 0);
tada je sistem protivrecan

5. (a1 =0Aaa =0Ab; =0Aby =0)A(c1 =0Ace =0); tada je sistem potpuno neodreden, $to
znadi da je svaki ureden par realnih brojeva (xo,yo) resenje sistema

Zadatak 8. Diskutovati resenja sistema jednacina
ar + Yy
r + ay

za razne vrednosti realnih parametara a i b.

I
STRNS

Resenge. Izdvojimo koeficijente sistema, kao i odgovarajucée determinante

a; = a, blzl, 01:1, CLQZI, bQZCL, CQZb

I I B S
D= 1 al=@ 1=(a—1)(a+1)
11
Dw—’b a =a—0b
a 1
Dy, = 1 b}—ab—l

Prema prethodno prikazanoj diskusiji imamo:

—b ab—1
1. za D #0¢tj. a# 1 Aa# —1, sistem ima jedinstveno resenje (z,y) = ( a a4 )

a?2—-1"a%2-1

2. akoje (> —1=0A(a—b#0Vab—1#0)V((a=0A1=0A1=0Aa=0)A
(1 #£0Vb#0)), tacnije, kada iskoristimo da je iskaz 1 = 0 netacan i svojstva konjukcije i
disjunkcije, a®> — 1 =0A (a —b # 0V ab— 1 # 0) sistem nema resenja.

Zadrzimo se na iskaznoj formuli a> — 1 =0A (a — b # 0V ab— 1 # 0). Naime, vazi sledeéi lanac
ekvivalencija

(a2=1=0A(a—b#0Vab—1#0)) & ((a=-1Va=1)A(a£bVab#1))

S ((a=-1Aa#bV(ie=-1Aab#1)V

(a=1Na#b)V(a=1ANab#1))

< ((a=-1Ab#-1)V(a=—-1Ab#-1)V

(a=1Ab#£1)V(a=1Ab#1))
(a=—-1Ab#-1)V(a=1Ab#1)

Dakle, ako je (a = =1 Ab# —1)V (a =1 A b # 1) sistem nema resenja.

=

3. akojea? —1=0A(a—b=0Aab—1=0)A(a#0V1#0V1#0Va#0), onda je sistem
neodreden, sa jednom slobodnom nepoznatom
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Sli¢no prethodnom slucaju, dobija se ekvivalencijski lanac

a?—1=0A(a—b=0Aab—1=0))A(a#0V1#0V1#0Va#0)

=
a?—~1=0A(a=b=0Aab—1=0)Aa#0
=
(a=-1Va=1)Ala=bAab=1)Aa#0
=
(a==-1ANa=bAhab=1ANa#0)V(a=1ANa=bANab=1ANa#0)
=
(a=-1Ab=-1)V(a=1Ab=1)
Dakle, ako je (a = —1Ab = —1)V (a = 1A b = 1) sistem je neodreden, sa jednom slobodnom
nepoznatom.

4. akoje (a =0A1=0A1=0Aa=0)A (1 =0ADb=0) sistem bi trebalo da je potpuno
neodreden; medutim, ovde to nije ispunjeno, jer je pomenuta formula (zbog netacénosti iskaza
1 = 01 istinitosti konjukcije) ekvivalentna sa L, pa pod datim pretpostavkama ovog slucaja
sistem takode nema resenja

¢

Koristi od primene matematicke logike pri resavanju problema imaju i druge oblasti matema-
tike, kao na primer geometrija. Naredni zadatak predstavlja primer jednog geometrijskog problema
koji se moze resiti primenom matematicke logike.

Zadatak 9. Pokazati da je relacija paralelnosti pravih u ravni jedna tranzitivna relacija.

Resenje. Neka su date prave p, ¢ i r, takve da je prava p paralelna pravoj ¢ i prava ¢ paralelna
pravoj r. Ako koristimo standardnu oznaku za paralelnost dve prave u ravni, ovaj zadatak se svodi
na dokazivanje sledec¢e implikacije

pllanglir=mplr.

Definicija paralelnosti pravih u ravni data je ekvivalencijom
pllae (p=qvpng=0).

Primenom date definicije dobija se

pllgngllr < (p

pNg=0)A(g=rVvgnr=0)
s (p q=r

Wp=ghgnr=0)V(png=0Ag=r)V(pNng=0Agnr=1>0)
Dodajmo da vazi:

(p=gqAhg=r)=>p=r
p=gnrngnr=0)=pnr=>0
(pNg=0Ag=r)=pnr=>0

pa odatle imamo

pllgng|lr = p=rvpnr=0V(png=0Aqgnr=>0)
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Dalje imamo

pNg=0Agnr=0 < (ENeg=0AgNnr=0)AT

& (png=0Agnr=0OAp=rvpnr=0vpnr={S}

& (png=0Agnr=0Ap=r)V(png=0Aqnr=0ApNr=0)V
(pNg=0ngnr=0Apnr={S})

Na osnovu V Euklidovog postulata dobijamo da je iskaz png=0AgNr =0 ApNr = {S} netacan,
jer su prave p i r paralelne pravoj ¢ i prolaze kroz tacku S van prave q.

Stoga
pNg=0AgNr=0 = p=rVvpnNnr=0v.L
Konaécno
pllgngllr = p=rvpnr=0vp=rvpnr=0v.L
& p=rvpnr=>0
& plr
Time je dokazana tranzitivnost relacije paralelnosti pravih u ravni. ¢

21



3 Metoda eliminacije kvantifikatora

3.1 Odlucivost

Jedan od centralnih pojmova logike prvog reda je pojam odlucivosti. Metod eliminacije kvantifi-
katora je jedan od metoda koji imaju ulogu u ispitivanju odluc¢ivosti neke teorije. Logika prvog reda
nije odluc¢iva i ne postoji opsti postupak za odredivanje da li je neka formula valjana ili nije. Tako
logika prvog reda nije odluciva, postoje neke teorije prvog reda koje su odlucive. Neke od odlucivih
teorija su®: Prezburgerova aritmetika, teorija Bulovih algebri, teorija algebarski zatvorenih polja
date karakteristike, teorija realno zatvorenih uredenih polja, teorija euklidske geometrije, teorija
hiperbolicke geometrije. Primeri neodluc¢ivih teorija su: teorija semigrupa, teorija grupa, teorija
polja, Peanova aritmetika.

Pre nego §to se razvila teorija odlucivosti opste uverenje je bilo da su svi matematicki problemi
odlucivi, s tim Sto nije uvek lako konstruisati postupak odlucivanja. Danas se zna da su mnogi
matematicki problemi neodlucivi i za veé¢inu netrivijalnih matematickih teorija se zna ili ocekuje da
su neodlucive. Jedna od najvaznijih ideja u navedenim razmatranjima jeste ideja kodiranja. Ge-
del” je prvi koristio kodiranje za analizu logi¢kih pojmova kao to su izraz, formula, dokaz, teorema.

U nastavku podrazumevacemo da je jezik £ najviSe prebrojiv. Samim tim, skupovi izraza, for-
mula i kona¢nih nizova formula su efektivno dati tj. postoji postupak kojim se u kona¢no mnogo
koraka utvrduje da li je nesto izraz, formula ili konacan niz formula jezika £, sve pomenute objekte
mozemo kodirati. Dakle, kodiranje nam omogucava da svakom izrazu, svakoj formuli i svakom nizu
formula pridruzimo po jedan prirodan broj. Medutim, pitanje koje se u ovakvoj situaciji postavlja
je: Postoji li postupak (algoritam) kojim moZemo u konacno mnogo koraka da utvrdimo da li je
neki prirodan broj kod nekog od objekata koje smo kodirali i ako jeste, moZemo li eksplicitno i da
odredimo taj objekat (izraz, formulu, niz formula)? Odgovor je potvrdan.

Pomenuti algoritam se sastoji od dve osnovne procedure: jedna utvrduje da li je neki niz logickih
simbola i simbola jezika L izraz tog jezika, a druga utvrduje da li je neki niz logickih simbola i sim-
bola jezika £ formula tog jezika.

Sada mozemo zakljuciti da su funkcije fizrqz : N — N1i fformuia : N — N definisane sa

1, ako je n kéd nekog izraza jezika £
0, inace

fizraz(n) = {

f (n) = 1, ako je n kod neke formule jezika £
Jormulal™) =", inace

rekurzivne.

6Spisak teorija je preuzet iz [9].
"Kurt Godel (1906 - 1978) - austrijski matematicar
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Na slican nacin se moZze uociti da postoji algoritam koji utvrduje da li je neki konacan niz for-
mula @1, ..., dokaz neke date formule . Neophodno je proveriti da li je formula nekog od oblika
koje nam daje konacan broj shema aksioma, ili je neposredna posledica nekih od kona¢no mnogo
formula primenom nekog od pravila izvodenja (kojih takode ima kona¢no mnogo).

Na isti nacin se mogu proucavati i drugih skupova formula, pre svega onih koji su efektivno
zadati tj. rekurzivni. Skup formula T je rekurzivan ukoliko postoji algoritam koji daje odgovor
,da” ili ;ne” na pitanje: Da li formula ¢ pripada T?7 Drugim re¢ima, skup formula je rekurzivan
ako znamo koje formule mu pripadaju, a koje ne.

Pored rekurzivnosti, sa prakti¢nog stanovista je veoma znacajna i odlucivost nekog skupa for-
mula. Skup formula T je odlué¢iv ako postoji algoritam koji daje odgovor ,,da” ili ,ne” na pitanje:
Da li je formula ¢ posledica skupa T? Drugim re¢ima, skup formula je odluc¢iv ako znamo koje su
formule dokazive, a koje nisu. Formula ¢ je odlu¢iva u T ako je T+ ¢ ili T F —¢. Time smo
pomocu pojma rekurzivnih funkcija na formalan nac¢in uveli pojam odlucivosti.

3.2 Opis metoda eliminacije kvantifikatora

Pod pojmom eliminacije kvantifikatora neke formule ¢ jezika £ podrazumeva se odredivanje
formule 1, koja je ekvivalentna formuli ¢ i u sebi ne sadrzi kvantifikatore. Formula 1) se jo§ naziva
i eliminanta za formulu . Metod eliminacije kvantifikatora je najstariji i u kontekstu automatskog
dokazivanja teorema najznacajniji metod. Naziv metoda potice od Tarskog®, koji je dao nekoliko
njegovih najznacajnijih primena dokazavsi odluc¢ivost nekoliko teorija kao §to su: teorija algebarski
zatvorenih polja, teorija realno zatvorenih polja, teorija dobrog uredenja, teorija Bulovih algebri.
Sustinski isti metod bio je primenjivan i pre toga za predikatski racun sa jednako$éu, gusto linearno
uredenje bez krajnjih tacaka, Prezburgerovu aritmetiku, a kasnije i za dokaz odlucivosti teorije
Abelovih grupa.

Metod eliminacije kvantifikatora zasniva se na tome da se data formula ¢ transformise u formulu
¥ tako da vazi = ¢ < 4, pri ¢emu je formula v ,jednostavnija” od formule ¢ (obi¢no se misli na
to da formula ¢ ima manje promenljivih od formule ).

Metod eliminacije kvantifikatora za dokazivanje odluc¢ivosti neke teorije je znacajan i po tome
§to ima i neke ,nuspojave”:

e kada je teorija data aksiomatski, ovaj metod moze da indukuje i dokaz kompletnosti teorije,
e metod indukuje proceduru odlucivanja koja je efektivno opisiva i moguce ju je automatizovati.

Neformalno govoredi, smisao metoda eliminacije kvanifikatora je u tome da se odredi skup
yjednostavnih” formula jezika takav da je svaka formula tog jezika ekvivalentna nekoj jednostavnoj
formuli. Termin ,,jednostavna” formula je vrlo ironi¢an s obzirom na to da su formule dobijene pri-
menom ovog metoda vrlo slozene. Stoga se ovaj termin ¢esto odnosi na formule bez kvantifikatora.

8 Alfred Tarski (1901 - 1983) - poljski matematicar, logicar i filozof
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Neka je K efektivno izabran skup formula jezika £. Kazemo da teorija T' dopusta eliminaciju
kvantifikatora do na klasu I akko za svaku formulu ¢ jezika £ postoji formula 1 iz skupa K takva
da vazi T = ¢ < 1. Ukoliko je za sve formule klase K moguée efektivno odrediti da li su posledice
teorije T', onda je teorija koja dopusta eliminaciju kvantifikatora odluciva. U veéini primena klasa
IC je skup formula bez kvantifikatora.

Generalno, metod dokazivanja odluc¢ivosti teorije T jezika L je sastavljen iz sledeca tri koraka:
1. bira se pogodan skup osnovnih formula jezika £ i on se proglasava za klasu K;
2. pokaze se da za svaku formulu ¢ jezika £ postoji formula 1 iz klase K takva da je T | ¢ < 9;

3. pokaze se da je za svaku formulu ¢ iz K moguée efektivno ispitati da li vazi T = .

3.3 Primer kriterijuma za teorije koje dopustaju eliminaciju
kvantifikatora

U ovom odeljku navodimo jedan od kriterijuma kojim se dokazuje da teorija dopusta eliminaciju
kvantifikatora. O drugim kriterijumima, koji su ve¢inom povezani sa pojmom kompletnosti teorija
moze se procitati u [7].

Da ponovimo: za teoriju T" kazemo da dopusta eliminaciju kvantifikatora ako za svaku formulu
o(x1,...,2n), n > 1, postoji formula (a1, . .., z,) bez kvantifikatora, tzv. otvorena formula, takva
da

T EVz .. Ve, (o(z1,. .., 20) © (21, .., 2T0)).

Pri dokazivanju predstojeceg kriterijuma bi¢e nam potrebna i jedna lema. Navedimo je.

Lema 3. Svaka egzistencijalna formula je logicki ekvivalentna disjunkciji primitivnih egzistencijal-
nih formula.

Dokaz ove leme se moze pronadi u [7].

Naredna teorema daje jedan od kriterijuma za teorije koje dopustaju eliminaciju kvantifikatora.

Teorema 1. Teorija T dopusta eliminaciju kvantifikatora akko je svaka primitivna egzistencijalna
formula sa samo jednim egzistencijalnim kvantifikatorom ekvivalentna u teoriji T nekoj formuli bez
kvantifikatora.

Dokaz. Pretpostavimo da teorija 1" dopusta eliminaciju kvantifikatora. To po definiciji znaci da za
svaku formulu ¢(z1,...,z,) postoji neka formula 1(x1,...,2,) bez kvantifikatora takva da vazi
T E V.. Ve, (o1, ..., 2n) © Y(x1,...,2,)). Posebno, prethodno tvrdenje vazi za svaku pri-
mitivnu egzistencijalnu formulu koja ima samo jedan egzistencijalni kvantifikator.

Dokazimo obrnuto. Pretpostavimo da je svaka primitivna egzistencijalna formula sa samo jed-
nim egzistencijalnim kvantifikatorom ekvivalentna u teoriji 7' nekoj formuli bez kvantifikatora. Na
osnovu teoreme 4. imamo da za svaku formulu teorije T" postoji formula u preneks normalnoj formi
koja joj je ekvivalentna. Odavde sledi da je dovoljno dokazati da je svaka formula teorije T, koja
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je u preneks normalnoj formi, ekvivalentna nekoj formuli bez kvantifikatora. To dokazujemo in-
dukcijom po broju kvantifikatora formule u preneks normalnoj formi. Neka je ¢ formula u preneks
normalnoj formi koja sadrzi ta¢no jedan kvantifikator.

1.slucaj: formula ¢ je oblika Jxv), gde je 1 otvorena formula

Tada iz prethodne leme sledi da postoje neke primitivne egzistencijalne formule 1, . . ., ¥, takve da
T | Jxyp < (P1V.. . Viby,). Po pretpostavcei vazi da za svaku formulu ); postoji otvorena formula ¢;
takva da je T = 1; < @5, za svakii = 1,m. Odavde paksledi T |= (11 V... Vi) < (p1V...Vom),
odnosno T E ¢ < (o1 V...V ). Formula ¢1 V...V @, je otvorena, pa je ovaj slucaj dokazan.

2.slucaj: formula ¢ je oblika Va1, gde je ¢ otvorena formula

Prema De Morganovim zakonima vazi = Vay < —3z—). Prema 1. slucaju postoji otvorena for-
mula ¢ takva da vazi T | Jx—) < ¢. Odatle i T | —Jz—p & —p, odnosno T | V) < —p.
Formula —p je otvorena, pa je time i ovaj sluc¢aj dokazan.

Pretpostavimo da teorema vazi za svaku formulu ¢ u preneks normalnoj formi koja ima n kvanti-
fikatora. Neka je ¢ formula u preneks normalnoj formi ¢iji prefiks sadrzi ta¢no n + 1 kvantifikator.
Posmatrajmo opet dva sluc¢aja (u odnosu na prvi levi kvantifikator).

l.slucaj: neka je formula ¢ oblika Jz¢’, gde je ¢’ formula u preneks obliku ¢iji prefiks sadrzi
tacno n kvantifikatora. Prema induktivnoj pretpostavci postoji otvorena formula 1)’ takva da je
TE ¢ ¢, Tada vazii T = Tz’ < Jry)’. Na isti nacin kao i u bazi indukcije pokaze se da
postoji otvorena formula v takva da je T = ¢ < Jx¢)’, odnosno T = ¢ < 1.

2. slucaj: neka je formula ¢ oblika Vay', gde je ¢’ formula u preneks obliku ¢iji prefiks sadrzi
tacno n kvantifikatora. Prema induktivnoj pretpostavci postoji otvorena formula ¢’ takva da je
TE <. Tadavazii T E Vay' < Vo', Sliéno kao u bazi indukcije pokaze se da postoji neka
otvorena formula ¢ takva da vazi T | ¢ < Vai)'. O

Primeri nekih teorija koje dopustaju eliminaciju kvantifikatora® su:

teorija algebarski zatvorenih polja;
- teorija gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih tacaka;

- teorija gustih linearnih uredenja bez krajnjih tacaka;

teorija realno zatvorenih uredenih polja;
- teorija Bulovih algebri;
- Prezburgerova aritmetika.

U ovom radu zadrzaéemo se na primerima teorija gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih
tacaka, algebarski zatvorenih polja i realno zatvorenih polja.

9Spisak teorija je preuzet sa [10].
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4 Eliminacija kvantifikatora za teoriju gustih uredenih
Abelovih grupa bez krajnjih tacaka

U vezi sa eliminacijom kvantifikatora u ovom poglavlju razmotricemo teoriju gustih uredenih
Abelovih grupa bez krajnjih tacaka. Ova teorija je primer jedne od onih koje dopustaju eliminaciju
kvantifikatora. Za pocetak navedimo definiciju teorije gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih
tacaka.

Jezik ove teorije, koju ¢emo dalje oznacavati sa Tayp, ¢ini skup Lap = {+,—,0,<,=}, koji je
sastavljen od binarnog operacijskog simbola 4+, unarnog operacijskog simbola —, simbola konstante
0 i binarnih relacijskih simbola < i =. Aksiome teorije T 45, pored aksioma jednakosti, su:

o VaVyVz((z+y) +z=a+ (y+2))
o Vi(z+0=2A0+2=1x)

o Va(z+ (—2) =0A—z+2=0)

o VaVy(z +y=y+x)

o VaVy(zr <yVy<zVy=z)

o Va(—(z < )

o VaVyVa(z < yAy<z=z < 2)

o VaVy(z <y = 32)(x < 2Az<y))
o VaVyVz(z<y=zx+2<y+2)

o Vrdy(y < x)

o Vady(z <y)

Preostale binarne relacijske simbole >, <, > mozemo uvesti, ukoliko za njima bude potrebe, na
slede¢i nacin:
r>yey<z, z<yse<yVe=y), z>ysy<cz

Kako je u teoriji T4, funkcijski simbol + asocijativan, u izrazu « + x + . .. + = zagrade nisu bitne,
pa ih mozemo obrisati. Takode, izraz x + x + ...+ x krace éemo zapisivati nx, a vrednost n zvati
~—_——

n
koeficijent uz x.

Formulisimo i dokazimo teoremu koja tvrdi da pomenuta teorija T4 dopusta eliminaciju kvan-
tifikatora.

Teorema 2. Teorija gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih tacaka dopusta eliminaciju kvan-
tifikatora.
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Dokaz. Razmotrimo formulu oblika Jz(ag,...,ar), gde su «; atomicéne formule. Primetimo da
atomi¢ne formule u ovoj strukturi imaju dva oblika: v = v i u < v. Prvo, mozemo eliminisati
negacije atomic¢nih formula. Formule oblika —(u < v) zamenjujemo formulom v = vV v < u, a
formule oblika =(u = v) formulom v < v Vv < u. Prevodedi izraz u disjunktiviu normalnu formu
i koristeéi svojstvo da se egzistencijalni kvantifikator ,,lepo slaze” sa konjukcijom tj. da je formula
Jx(F(z) A G(z)) & FxF(x) A JzG(x) valjana, dobijamo disjunkciju formula oblika Jz(0o, . .., 51),
gde su (; atomicne formule. Ako (; ne sadrzi x moZzemo je pomeriti izvan dejstva kvantifikatora
pomenute formule. Ukoliko su neki od §; oblika x = x, jednostavno ih zanemarimo. Ako je u
pitanju izraz x = v ili v = x (gde je v razli¢ito od x) onda mozemo zameniti x sa v u svakom delu
formule koji je pod uticajem datog kvantifikatora, a potom eliminisati i 5; i kvantifikator. Ovo je
opravdano sledec¢om logickom ekvivalencijom

Jz(z =v A p(z,v)) < p(v,v).

Preostale formule moraju biti oblika z < z, u < z i * < v, gde su w i v razli¢iti od x. Ako se u
formuli pojavi x < x jednostavno ga mozemo zameniti sa L, prema jednoj od aksioma teorije Tap
koja glasi Va(—(x < x)). Inace, formulu mozemo napisati u obliku

H:C(/\(ul <x)A /\(x < vyj)).

? J

Za ovu poslednju formulu vazi slede¢i niz ekvivalencija

Ex(/\(ui <) A /\(a: <))

i J
=
Hx/\(ui <z Az <))
0,
=
Iz /\(uZ <z < wj)
2%
=
/\(Uz < Uj)
ij
¢ime smo pokazali kako se eliminiSe egzistencijalni kvantifikator. Ukoliko se u formuli pojavi uni-

verzalni kvantifikator, tu formulu prevodimo u drugi oblik pomoéu formule VzA(z) < —~Jr—A(z),
pa se sve opet svodi na prethodno opisani postupak. (I

Primer 2. Struktura (Q,+,—,0,<,=), sa skupom racionalnih brojeva, je jedan primer modela
teorije gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih tacaka. Struktura (R,+,—,0,<,=), sa skupom
realnih brojeva, bi bila drugi primer.

A
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4.1 Furije-Mockinova procedura

U prethodnom delu smo dokazali da teorija gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih tacaka
dopusta eliminaciju kvantifikatora. Jedan od metoda kojima je moguce ilustrovati eliminaciju kvan-
tifikatora u pomenutoj teoriji je Furije-Mockinova procedura. Ova procedura predstavlja proceduru
odlucivanja za teoriju gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih tacaka. Zasnovana je na Furi-
jeovom metodu za reSavanje linearnih nejednakosti nad poljem racionalnih brojeva. Takode, ovom
procedurom mozemo ,proveriti” da li je neka formula teorema teorije gustih uredenih Abelovih
grupa bez krajnjih tacaka.

Furije - Mockinova procedura se moze predstaviti kroz odredeni niz koraka:

1. U prvom koraku se podrazumeva da se formula za koju treba ispitati da li je teorema prebaci
u preneks normalnu formu, Sto se postize na nacin koji je veé¢ opisan u prvom poglavlju.

2. Negacije eliminiSemo pomocu sledecih veza
=y e @<y Viy<z)

“(rz<y)e(@=y) V<)
Primetimo da novodobijena formula sadrzi samo logicke veznike A i V.

3. Svaku od atomskih formula pojednostavljujemo tako da sadrzi najvise jedno pojavljivanje
izraza oblika ny. To se postize pomocu sledeéih veza:

(11 = (22 + ny) + 23) & (21 = (22 + 23) + nY)
(r1 = (2 + ny) + my) & (11 = 22+ (M +n)y)
(x1 +ny =x2 +my) < (1 = x2) , pri Cemu je m =n
(1 +ny =22 +my) & (r1 = z2+ (M —n)y) , pri cemu je m > n
(1 +ny =22 +my) & (1 + (n —m)y = x2) , pri cemu je n >m
(x1 < (2 +ny) + 23) & (21 < (T2 + 23) + NY)
(61 < (@2 +ny) +my) & (@1 < 22+ (m+ n)y)
(x1 4+ ny < x2 +my) < (1 < z2) , pri cemu je m =n
(1 +ny < z2+my) & (1 < z2+ (M —n)y) , pri Cemu je m > n

(1 +ny < x2 + my) < (1 + (n —m)yxz) , pri cemu je n > m

4. Koristimo
FAGVH) < (FAG)V (FAH)

(FVG)AH & (FAH)V (FAG)

za transformisanje tekuce formule, tacnije njenog dela bez kvantifikatora, u disjunktivnu nor-
malnu formu
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5. Egzistencijalni kvantifikator moze da ,prode” kroz disjunkciju, preciznije re¢eno vazi

Ako u F; nema atomskih formula koje zavise od x onda je (Jz)F; < F; i time je eliminisan
egzistencijalni kvantifikator. U suprotnom, formula F; moze biti napisana u obliku G; A H;,
gde je G; konjukcija svih atomskih formula iz F; koje ne sadrze z. kako G; ne sadrzi x onda
vazi

(Ex)(Gl AN Hz) & G A (HLL')HZ

6. Potrebno je eliminisati kvantifikatore 3z iz svih formula (3z)H;. Svaka od ovih formula je
oblika
Gz)tr=s1 /.. At =8; Aqa <T1 A AQ <Tg)

pri ¢emu vazi j+k > 0, za svako i, 1 < i < j, y se pojavljuje u t; ili s; i za svako i, 1 <i <k,
y se pojavljuje u ¢; ili u r;.

Prvo razmotrimo sluéaj da postoji bar jedna jednakost (5 > 0). Ako je j =11k = 0, onda
(Jy)(t1 = s1) moze da se zameni sa T. Inace, obriemo jednu jednakost (¢, = $,,) 1 iskoristimo
je za eliminisanje promenljive y iz preostalih j+ k — 1 atomskih formula. Pretpostavimo da se
promenljiva y pojavljuje u izrazu t,, i to sa koeficijentom ¢,,. Ako je atomska formula oblika
gp < Tp 1y se u izrazu g, pojavljuje sa koeficijentom c,, onda je u nejednakosti

Cmp + CpSm < CmTp + Cplm

koeficijent uz y sa obe strane jednak c,c,,, pa promenljiva y moze biti eliminisana. Ako je
atomska formula oblika ¢, < 7, i ¥ se u izrazu r, pojavljuje sa koeficijentom c,, onda je u
nejednakosti

CmGp + Cptim < CmTp + CpSm

koeficijent uz y sa obe strane jednak c,c,, pa promenljiva y moze biti eliminisana. Analogno se
y moze eliminisati iz jednakosti oblika s,, = t,,. U dobijenoj konjukciji nema vise pojavljivanja
promenljive y, pa kvantifikator (Jy) iz (3y) H; moze biti eliminisan.

Razmotrimo slucaj j = 0. Tada je formula (Jy)H; oblika

) <ri A Aqe < TE).

Ako se y u svakoj nejednakosti nalazi sa desne strane tada zamenjujemo (Jy)H; sa T. Sli¢no,
ako se y u svakoj nejednakosti nalazi sa leve strane tada zamenjujemo (Jy)H; sa T. Inace,
za svaki par m,p takav da se y nalazi sa raznih strana u nejednakostima ¢,, < rp, 1 g, < 7p,
odgovarajuéi par nejednakosti zamenjujemo nejednakoséu

CpQm + CmQp < CpTm + CmTp

pri ¢emu je ¢, koeficijent uz y u m-toj nejednakosti, a ¢, koeficijent uz y u p-toj nejednakosti,
pa je koeficijent uz y sa obe strane nejednakosti cpcp,. Ako u polaznoj formuli H; ima j
nejednakosti sa promenljivom y na levoj i k nejednakosti sa promenljivom y na desnoj strani,
onda novodobijena formula ima ukupno j - k nejednakosti iz kojih se promenljiva y moze
trivijalno eliminisati. Nakon toga nema vise pojavljivanja promenljive y pa kvantifikator (Jy)
iz (Jy)H; moze biti eliminisan.

29



Tlustrujmo Furije-Mockinovu proceduru na jednom primeru.

Primer 3. Pokazimo da je formula VaVy(2x < 3y A3z < 2y = Tz < Ty) teorema teorije gustih
uredenih Abelovih grupa bez krajnjih tacaka primenom Furije-Mockinove procedure.

VaVy(2x < 3y A 3x < 2y = Tz < Ty)

zﬁﬂy(ﬁ@x <3YAN3xr <2y =T <Ty))

(V:;ﬁﬂy@:v <3y A3z <2y AN-(Tx < Ty))

j;ﬂﬂy(Q:z: <3YyA3x <2yA(Tx =Ty V Ty < 7x))

(V:;ﬁﬂy(@:v <BYN3x <2yATx=Ty)V 2z <3y A3z <2y ATy < Tz))
j;ﬂ(ﬂy(zz: <3YA3x <2yATx=Ty)VIyRe < 3yA3zx <2y ATy < Tx))
j;ﬂ((lél:z: < 2lz A2lx < 14z) V (14 < 21z A 21z < 14x))

=

—Jz((14z < 21z A 21z < 14z) V (142 < 21z A 212 < 142))
54

—Jz((0 < Tz ATz <0)V (0 < Tz ATz <0))

54

—(Fz(0 < Tz ATz <0))V (Fx(0 < Tz ATz < 0))
=

-(0<0V0<0)

54

-(LVv1)

=

T

A

4.2 Primena Furije-Mockinove procedure u reSavanju sistema linearnih
nejednacina

Furije-Mockinova metoda se moze iskoristiti za reSavanje sistema linearnih nejednacina sa zna-
kom < (kao i onih sa znakom <), kojima su nepoznate x1,zs,...,z, € R, n =1,2,3,... Napome-
nimo da je pojam sistem nejednacina zapravo isto §to i konjukcija nejednacina.

Najpre se bira neki redosled trazenja nepoznatih. Uzmimo, na primer, da je x; prvi ¢lan u tom
redosledu. Tada, pomoc¢u ekvivalencija

r<aAhzr<b<ex<min(a,b)

30



x>alhz>be x>maz(a,b)
a<zAhz<b&sa<az<bd

i raznih drugih ¢injenica o resavanju neke linearne nejednacine po odredenoj nepoznatoj, za nepo-
znatu x; odredujemo obrazac oblika

Az, ..., xn) <21 < B(z2,...,20) (3)

gde izrazi A i B ne sadrze x1. Preciznije govoredi, polazni sistem je ekvivalentan sa novim sistemom
sastavljenim od (3) i podsistema koji ne sadrzi z;. Dalje se sa novim sistemom sli¢no nastavlja i
tako sve do kraja tj. dok se odredi i poslednja nepoznata.

Potrebno je napomenuti da postoji moguénost i da polazni sistem bude nemogué. U opisanom
postupku (algoritmu) to bi se prikazalo tako $to bismo dosli do neke ,konstantske” nejednacine
koja je nemoguca.

Treba naglasiti da se, ukoliko imamo nejednacine oblika (3), tada dodaje nejednacina
A(za, ... xn) < Bz, ..., x0). (4)
Drugim re¢ima, nema nejednacine koja se moze ,resiti” po x1. To znaci da x; ostaje slobodno.

U slucaju da se u sistemu nejednacina pojave oba znaka nejednakosti, i < i <, neophodno je
iskoristiti opstu ekvivalenciju
a<bsa<bVa=b (5)

i nakon toga obaviti takozvano logicko mnozenje, ¢ime se prelazi na disjunkciju sistema, od kojih
je svaki resiv upotrebom ideja Furije-Mockinovog metoda i Gausovog metoda.

Primer 4. Resiti sistem linearnih nejednacina
r+y<3 AN2x—y>1 ANx—y<4 ANz—3y>2

Sve nejednacine u ovom sistemu resicemo po x, tj. ideja nam je da x odredimo pomocu y.

r+y<3 AN2x—y>1 ANx—y<4 AN ax—3y>2

-

r<3-y ANx>iy+1) Arz<y+4 A az>3y+2
=

z<min(3—y,y+4) A x>mazx(3(y+1),3y+2)
=

maz(3(y+1),3y +2) <min(3—y,y+4) A maz(3(y+1),3y+2) <z <min(3—y,y+4)
=

%(y+1)< —y A sly+1)<y+4 A3y+2<3—y A3y+2<y+4A

A maz(3(y+1),3y+2) <z <min(3—y,y+4)

-

Yy<3 Ay>-TAy<:i Ay<l A maz(i(y+1),3y+2) <z <min(3—y,y+4)
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=

—7<y A y<min(3,5,1) A maz(3(y+1),3y+2) <z <min(3—y,y+4)
54

—T<y ANy<i Amaz(3y+1),3y+2) <z <min3-y,y+4)

54

—T<y<i A maz(3(y+1),3y+2) <z <min(3—y,y+4)

Stigli smo do resenja: y sme da bude broj izmedu —7 1 %, dok je odgovarajuéi x bilo koji broj u
navedenim granicama maz((y + 1),3y + 2), min(3 —y,y + 4).

A

Slika 1: Graficki prikaz sistema linearnih nejednacina iz primera 4.

Prethodni sistem jednaé¢ina sa dve nepoznate x, y moze biti i graficki predstavljen u R? (Slika
1.). Naime, svaka od nejednacina predstavlja skup tacaka u ravni sa jedne strane odgovarajuée
prave. Uzmimo, na primer, nejedna¢inu x + y < 3. Da bismo grafi¢ki predstavili skup svih tacaka
(z0,Y0) € R koji zadovoljavaju datu nejednacinu potrebno je prvo nacrtati grafik funkcije z+y = 3,
§to je jedna prava. Ta prava deli R? na dve poluravni, od kojih jedna predstavlja regenje nejednacine.
U tom slucaju dovoljno je uzeti proizvoljnu tacku iz jedne od poluravni i proveriti da li zadovoljava
nejednacinu. Ukoliko zadovoljava, reSenje je poluravan kojoj ta tacka pripada, a ako ne onda je
reSenje suprotna poluravan.
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Primer 5. Resiti sistem linearnih nejednacinag
r+y+2z>1 ANr—y—2<1 ANzx4+y—z>0

Odaberimo najpre redosled po kome cemo trazZiti nepoznate. Neka to bude redosled x — y — z.

z+y+z>1 ANar—y—z<l ANaxz+y—z>0

=
r>—-y—z+1 ANz<y+z+1 Azxz>-y+=z
=
x>max(-y—z+1,—y+2) N x<y+z+1
=

mar(—y—z+1,—y+2)<y+z+1 A max(-y—z+1,-y+2)<ax<y+z+1

-

—y—z+1l<y4+z+1 AN —y+z<y+z+1 A mazx(—y—z+1,—y+2)<z<y+z+1
=

2y <2z AN 2y<1l A max(-y—z+1,-y+z2)<z<y+z+1

-

y>—z A y<—% ANmazr(—y—z+1,—y+z2)<z<y+z+1

-

—2<y< -1 Amaz(-y—z+1,-y+z2)<z<y+z+1

%, z bilo koji broj manji od y, a samim

a x je bilo koji broj u granicama max(—y —z+1,—y+2), y+ 2z + 1.

Stigli smo do resenja: y moZe biti bilo koji broj manji od —
tim 1 od —%,

A

Primer 6. Resiti ,mesoviti” sistem linearnih nejednacina
>0 ANy>0ANz+y<l
S obzirom na (5) sistem je ekvivalentan sa

r>0ANy>0AN (z+y<l Vz+y=1)
-
(x>0 Ay>024+y<l) V(z>0Ay>0Az+y=1)

Sada smo dobili dve grane. Prvu ¢ini sistem linearnih nejednacina, a drugu sistem od dve ne-
jednacine i jedne jednacine. U prvoj grani primenicemo Furije-Mockinovu metodu, a u drugoj
metodu zamene. Nastavljamo ekvivalencijski lanac

z>0 ANz<l—-yAy>0)V (z>0ANy>0Az=1-y)
E:O)<x<1—y/\ y>0) VvV (1—y>0Ay>0Az=1-—y)
E§<1—y ANy>0AN0<a<l—-y) V(y<l Ay<0Az=1-y)
EB><y<1 ANO<z<l-y)V 0O<y<lAz=1-y)
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Kao sto vidimo, skup resenja je unija dva skupa. Kako je ovde mogucée da ,spojimo” dve grane
dobijamo da se ekvivalencigski lanac zavrsava sa

=
O<y<l ANO<z<1l-y

Dakle, dobili smo nesto prostiji opis skupa svih resenja.
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5

Eliminacija kvantifikatora za teoriju algebarski zatvorenih
polja

Pod algebarski zatvorenim poljem podrazumeva se algebarska struktura (K, +,-,0,1) u kojoj
vaze sledece aksiome:

za svako a,b € K, a+b,a-b € K (zatvorenost skupa K u odnosu na binarne operacije + i -)

za svako a,b,c€ K, (a+b)+c=a+ (b+c)i(a-b)-c=a-(b-c) (asocijativnost operacija +
i-)
postoji element 0 € K takav da za svako a € K, a+ 0 = 0+ a = a (postojanje aditivnog

neutrala)

postoji element 1 € K takav da za svako a € K, a-1 = 1-a = a (postojanje multiplikativnog
neutrala)

za svako a € K postoji —a € K takav da —a+a = a+(—a) = 0 (postojanje aditivnih inverza)

1

za svako a € K,a # 0 postoji a=! € K takavdaa-a~! =a~!-a =1 (postojanje multiplika-

tivnih inverza)
za svako a,b € K, a+b=b+aia-b=>b-a (komutativnost operacija + i -)
za svako a,b,c € K,a-(b+c)=a-b+a-ci(b+c)-a="b-a+c-a (distributivnost - prema +)

Jx(yo + 1+ A ynz” =0)Vyn =0,n=1,2,3,...

Prema ovim aksiomama svako polje K je algebarski zatvoreno ako svaki polinom stepena > 1
nad tim poljem ima koren. Polje C kompleksnih brojeva je primer modela za teoriju algebarski
zatvorenih polja.

Primeri eliminacije kvantifikatora za teoriju algebarski zatvorenih polja odavno su poznati u
klasicnoj algebri. Jedan od najpoznatijih je teorema o rezolventi.

m n
Najpre uvedimo pojam rezolvente. Neka su a(x) = Zaixi ib(z) = Z bz’ kompleksni poli-
=0

=0

nomi. Rezolventa polinoma a(x) i b(x) je determinanta

a ai ... am 0 ... 0
0 ay a1 Am 0
0O 0 ... a a ... am
Res(a,b) = | 3 b,f o 0
0 b b1 ... b, ... 0
0 0 ... by by ... by
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Dakle, Res(a,b) je determinanta reda m +n, gde su m i n stepeni polinoma a(x), odnosno b(x).

Primer 7. Odredimo rezolventu polinoma 3z +2 i x> + 22 + = — 1.

320 0
032 0
3 2 _1) = = _
Res(3x+2, 2> +2*+x—1) = 003 2 |= 41
11 1 -1

Glavno svojstvo rezolvente daje sledeca

Teorema 3. Kompleksni polinoms a(x) i b(x) imaju zajednicki koren u polju kompleksnih brojeva
akko je Res(a,b) = 0.

Ovu teoremu mozemo drugacije zapisati i u obliku
Jz(a(z) = 0Ab(x) =0) < Res(a,b) = 0.

Neka su dati polinomi a(z) = ym +Ym—12+. .. +yoz™, b(z) = 2+ 2n—12+. . .+ 202™. Uvedimo
polinome:

ao(z) = a(x), a1 () = Ym + Ym1T + ... + 112" L @ (T) = Ym
bo(z) = b(x), b1(x) = 2n + 2n1T+ ...+ 212" 1 b (2) = 2,

Tada prema prethodnoj teoremi imamo

Jz(a(z) =0 A b(x) =0)

=4
\/ (doai:m—i/\dobj:n—j/\Res(ai,bJ—):O)\//\(yi:()/\zj:O)
i<m J
j<n
54
\/ (yOZO/\.../\yi_lZO/\yi#O/\ZQZO/\.../\Zj_l:O/\Zj#()/\ Res(pi,qj)zo)\/
i<m
j<n

/\(yi =0Az =0) (6)

Time smo razmotrili jedan sluc¢aj eliminacije kvantifikatora. Razmotrimo jo§ dva slucaja.

S obzirom da je svako algebarski zatvoreno polje beskona¢no (koreni polinoma

(x —x0)(® — 1) ... (z — xpn) + 1 su razliciti od o, ...,z ), za polinom a(z) = Z y;x' imamo
i=1
Se(a@) £0) & (go £ 0V ...V g £0). 7
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Sada ¢emo pokazati da se eliminacija kvantifikatora u formuli
Jz(a(z) =0 Ab(x) #0)
svodi na prethodni slucaj. Prvo, primetimo da je
b(x) # 0 < (Fy)(yb(x) — 1 =0)

i da se y javlja kao faktor u svakom ¢lanu polinoma, osim u slobodnom ¢lanu. Ako promenljivu y
izaberemo tako da se ne javlja u formuli a(z) = 0 A b(z) = 0, onda je

Jz(a(z) =0Ab(x) #0) & JzTy(a(z) =0Ayb(z) — 1 =0)

Prema prvom sluéaju formula 3z(a(z) = 0 A b(z) # 0) ekvivalentna je disjunkeiji ¢1 V...V @i koja
ne sadrzi kvantifikatore i svaka formula ¢; za j < k je (za odgovarajuéi polinom b’;) oblika

Yo=0A...Ayii1=0Ay; #0N 2y =0A... Azj_1y =0 A zjy # 0 A Res(a;, b)) = 0.

Kako je 3z \/, ¢; <V, 32y, valjana formula, dovoljno je izvesti eliminaciju kvantifikatora u formuli
Jyp;. Da bismo to uradili dovoljno je eliminisati egzistencijalni kvantifikator u formuli

Jy(y # 0 A Res(a, b;) = 0)

odnosno u formuli oblika
Jy(y # 0 Am(y) =0)

gde je m(y) polinom. Ako polinom m(y) napisemo u obliku
m(y) = mo +miy+ ... +mpy”

dobijamo da je
Fy(y # 0 Amy) =0) & \/ (mi #0Am; #0).

i<j
Sada prelazimo na opsti slucaj eliminacije kvantifikatora u teoriji algebarski zatvorenih polja.

Neka je ¢ bilo koja formula teorije polja. Prema Lemi 2. formula ¢ je ekvivalentna formuli u
preneks normalnoj formi

lela ERE annw

gde je ¢ formula bez kvantifikatora. Koristeci valjanu formulu
Vea(x) & ~Jr-a(z)

kao i to da nas eliminacija kvantifikatora u formuli —¢ do istog rezultata za formulu ¢, mozemo
pretpostaviti da je Q,, egzistencijalni kvantifikator.

Dalje, prema teoremi o disjunktivnoj normalnoj formi, postoje formule 1, ..., ¥, takve da je

YS Yy V... Vi,
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i svaka formula v; je konjukcija formula oblika v = 0, v # 0. Pri tome je koriséena ¢injenica da je
svaki term jezika teorije polja jednak nekom polinomu. Kako je v1 # OA...Av, # 0 & vy ... v, # 0,
to se moze uzeti da je svaki disjunkt ; oblika

a1 =0A...Nan =0Ab#0.

S obzirom na valjanu formulu

3o \/ ¢ & \/ Jws
dovoljno je da se navede postupak eliminacije kvantifikatora za formule oblika
Jr(ar =0A ... Aay =0Ab#0). (8)
Neka je A\;z™ ¢lan najviseg stepena polinoma a;(z), i = 1,...,m, i neka je ng = m + Zni.

Odredi¢emo formule 6; i 62 oblika (8) tako da je 6 < 61 V 03 i ng,, ng, < ng ukoliko je ng > 11
m > 2.

Najpre pretpostavimo da je ny = 0. Onda je
0= a1 =0A3z(a2=0A...ANam=0Ab#0)

pa zato pretpostavimo da je n1 # 0 in > 1. Mozemo takode uzeti da je na < my. Neka je
al = AoaiA\x™ ™2 ag, ab = ay — Aoz™2. Tada je

< N=0ATz(a1 =0ANab,=0...Nayu =0Ab#0)V

Ao #O0ATz(a) =0Aaz=0...Aay, =0Ab#0).

Sada je ocigledno da za formulu #; mozemo izabrati prvi disjunkt, a za formulu 62 drugi disjunkt
desne strane ove ekvivalencije. Na ovaj nacin je definisana rekurzivna procedura za eliminisanje
kvantifikatora kojom se dolazi do slucajeva (6) i (7), a kako se oni resavaju veé je opisano.

5.1 Sturmov algoritam

Eliminacija kvantifikatora u teoriji algebarski zatvorenih polja se moze izvrsiti i na drugaciji
nacin, upotrebom najveceg zajednickog delioca za dva polinoma. Neka je F' algebarski zatvoreno
polje i neka su f,g € K[z]. Tada, u slucéaju da f i g imaju zajednicki koren a, najveéi zajednicki
delilac polinoma f i g je stepena > 1, jer x — a deli oba polinoma. Drugim rec¢ima

S(f(x) = 0 A g(x) = 0) < d°NZD(f.g) > 1

Za nalazenje NZD(f,g) moze se koristiti Euklidov algoritam, koji se zavrsava u kona¢no mnogo
koraka, jer sam postupak zavisi od stepena f i g. Zbog toga se moze videti da se ovaj algoritam
opisuje jednom formulom bez kvantifikatora tj. ako je:
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[ =qg+m
g = g2mg +ms3
ma = gams + My

Mi—2 = qi—1Mi—1 + i
mi—1 = gq;m;, dof > dog >d°mg > ... > d°m;

onda je
(f(x) =0Ag(x)=0)= f=qg+maA...Am—1 =¢m; Nz #0

gde je z koeficijent uz najvisi stepen promenljive  u m;. Primetimo i da desna strana prethodne
ekvivalencije ne sadrzi kvantifikatore. Navedimo za kraj Sturmovu'® teoremu:

Teorema 4. Neka je p(x) realan polinom i neka je po,p1, ..., pr niz realnih polinoma definisanih
na sledeci nacin:

® Po=Pp
e py =p (prviizvod od p)

e za sve 0 < i <71 postoji polinom q; takav da je
Pi—1 = Pigi — Pi+1, gde je pir1 # 0 1 d°pip1 < d°p;
® Dr—1 = Prqr

Neka je d(a) promena znakova u nizu po(a),...,pr(a), nule se pritom zanemaruju. Neka su a i
b realni brojevi koji nisu koreni polinoma p, i neka je a < b. Tada je broj korena polinoma p, ne
racunajuci visestrukost korena u intervalu [a,b] jednak d(a) — d(b).

10Jacques Charles Francois Sturm (1803 - 1855) - francuski matematicar
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6 Eliminacija kvantifikatora za teoriju realno zatvorenih
polja

Za kraj razmotrimo metod eliminacije kvantifikatora za teoriju realno zatvorenih polja. Realno
zatvorena polja su specijalna vrsta uredenih polja. Podsetimo se da su uredena polja sve strukture
definisane na jeziku Lor = {+,-,—,0,1,<}, gde su + i - binarni operacijski simboli, — unarni
operacijski simbol, 0 i 1 simboli konstanti, a < binarni relacijski simbol, a koje zadovoljavaju
sledece aksiome:

(P1) VaVyVz((z +y) + 2z =2+ (y + 2))
(P2) VaVyVz((z-y) - z=x - (y - 2))
(P3) Va(x+0=04+2=1x)

(P4) Vz(x-1=1-2=1)

(P5) Vz3(—z)(z + (—z) = —z + 2 =0)
(P6) Vo #0(x -z ' =271 . 2=1)
(P7) VaVy(z +y =y + x)

(P8) Vavy(z -y =y-z)

(P9) VaVyVz(z- (y+2) =z -y+x-2)
(U1) VaVy(z <yVy < x)

(U2) VaVy((z Sy Ay <a) =z =y)
(U3) VaVyVz((z <yAy <z) =z <2)
(M1) VaVyVe(z <y =z + 2 <y + 2)
(M2) VaVyVz((z < yA0<2)=z-2<y-2)

Aksiome (P1)-(P9) su aksiome polja, aksiome (U1)-(U3) zovemo aksiome uredenja, dok su aksiome
(M1) i (M2) poznate kao aksiome monotonosti.

Realno zatvorena polja su strukture koje zadovoljavaju gore pomenute aksiome uredenih polja
i jo§ tri sheme aksioma:

(1) zasve n > 0: Yao,. .., 20, y(y?" T + 22" iyt = 0)
(2) zasven > 1: Vaq,...,zu(z? + ...+ 22 + 1 #£0)

(3) Vady(y? =z Vy? + 2 =0)
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Standardni model za teoriju realno zatvorenih polja je polje realnih brojeva R. Glavni rezultat
u vezi sa teorijom realno zatvorenih polja (RCF), koji je prvi dokazao Tarski, jeste taj da ova teorija
dopusta eliminaciju kvantifikatora. Dokaz ovog rezultata se moze izvesti na dva razli¢ita nacina.
Jedan je da se upotrebom model-teoretske ,masinerije” okarakterisu klase teorija koje dopustaju
eliminaciju kvantifikatora, pa da se potom pokaze da teorija RCF pripada toj klasi. Ovaj pristup
nam ipak ne daje metod kojim se eksplicitno prikazuje kako da se ,nosimo” sa eliminacijom kvan-
tifikatora. Drugi nacin je da se konstruise algoritam za eliminaciju kvantifikatora, pa da se potom
dokaze ispravnost algoritma. Sam Tarski je pomoc¢u ovog pristupa dokazao da teorija RCF dopusta
eliminaciju kvantifikatora.

Veé duze vreme primena eliminacije kvantifikatora u problemima van same matematike je
priliécno ogranicena zbog prakti¢ne slozenosti implementiranih metoda. Do pre nekoliko godina,
neke od tih metoda su bile u moguénosti da rese neke interesantne probleme u nauci, inzenjerstvu,
a takode i u ekonomiji. Mada povecan rast kompjuterske modi igra odredenu ulogu, uglavnom je
teorijski rad taj koji je doprineo tom razvoju.

Neke od pomenutih metoda koje implementiraju eliminaciju kvantifikatora su cilindri¢na al-
gebarska dekompozicija (CAD), kao i virtuelna zamena. U nastavku ¢emo se zadrzati na metodi
virtuelne supstitucije, a o drugoj metodi, kao i o jo§ nekim metodama, se vise moze pronaci, izmedu
ostalog, u [11].

6.1 Metoda virtuelne supstitucije

Velika slozenost postupka za eliminaciju kvantifikatora naterala je istrazivace da prouc¢avaju neke
potprobleme opsteg problema i razvijaju efikasnije procedure za neke formule specijalnog oblika.
Jedna od takvih metoda jeste metoda virtuelne supstitucije. Ona je posebno efikasna za formule
u kojima su kvantifikovane promenljive najvise kvadratnog stepena, pa ¢emo je zato i opisati za
formule oblika

Fy1 -+ FynIzo(y, -« oy Yn, )
gde je ¢ Bulovska kombinacija formula oblika f ~ 0, ~€ {=,<,>,<,> #}, f je polinom po z
najvise stepena 2 ¢iji su koeficijenti polinomi ostalih promenljivih, tj. pripadaju Q(yi,...,yn)-
Formule oblika f ~ 0 naziva¢emo elementarnim formulama. Metoda koju opisujemo podrazumeva
najpre eliminaciju krajnjeg unutrasnjeg kvantifikatora koji vezuje x.

Zamislimo da su y1, . . ., Y, realni parametri. Svaka elementarna formula razbija domen promen-
ljive z na skup vrednosti koje zadovoljavaju tu formulu i skup vrednosti koje je ne zadovoljavaju.
Skup vrednosti koje zadovoljavaju formulu f ~ 0 jeste unija kona¢no mnogo intervala ¢ije su krajnje
tatke —oo, 400 ili nule polinoma f. Na primer, ako je f = az? + bz + ¢, nule su:

ro=—7% akojea=0AbD#0
xy = =R i je a # 0 A D — dac > 0
ry = =b=vbi—dac gz:_‘l“c ako je a # 0 A b? — dac > 0.

Naravno, skup elementarnih formula ima zajednicko resenje akko je neprazan presek skupova
reSenja svake elementarne formule posebno. Ovaj presek takode je unija kona¢no mnogo intervala
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koji mogu biti ograni¢eni ili neograniceni, otvoreni, zatvoreni ili poluzatvoreni/poluotvoreni. Svaka
krajnja tacka pomenutih intervala je —oo, 400 ili je oblika a+§‘/6, a,b,e,d € Qy1,-..,yn). Od
ovih tacaka obrazujemo tzv. skup kandidata, uklju¢ujuéi u nekim slucajevima novu (infinitezimalnu)

promenljivu €:

1. %b‘/z je kandidat ako je ova tacka leva, odnosno desna krajnja tacka levo-, odnosno desno-

zatvorenog intervala sadrzanog u preseku,
2. e+ ¢ je kandidat ako je e leva krajnja tacka levo-otvorenog intervala sadrzanog u preseku,
3. e—¢ je kandidat ako je e desna krajnja tacka desno-otvorenog intervala sadrzanog u preseku,
4. —oo je kandidat ako presek sadrzi sleva neogranicen interval,
5. +oo je kandidat ako presek sadrzi zdesna neogranicen interval.

Svakog kandidata K zamenjujemo u ¢ umesto z i ispitujemo da li je formula ¢[z/K] taéna. Na-

ravno, supstitucije {x/%‘ﬁ}, [x/e + €], [x/e — €], [/ — 0], [x/ + o0] nisu standardne i metoda

virtuelne supstitucije ih eliminiSe (pa zato navedene supstitucije nazivamo virtuelnim) posebnim
pravilima, tako da se u rezultujuc¢oj formuli ne pojavljuju. Postoji 30 pravila koja se odnose na
supstituciju, jer postoji 6 vrsta elementarnih formula (~€ {=, <, >, <, > #}) 1 5 vrsta kandidata.
Ukratko ¢emo opisati ova pravila za neke elementarne formule f ~ 0.

1. Supstitucija [x/%w}

Zbir i proizvod izraza %“/E i #, d,d # 0, a,b,c,d,d' b, d € Qy1,-...,yn) jeste izraz
istog oblika:
atbye a4 VVE  (datda) +(db+db)ye

d d dd’

a+by/e o +0\/c (ad' +bb'c)+ (ab' 4 a’b)/c
d d B dd’ '

Dakle, izraz f [z/#} je oblika “*+d7b:‘/5. Primetimo da je d* = d*, gde je k stepen polinoma

fpox Nekajed=1,akojek =1,i0 =0 ako je k = 0,2. U slucaju da je b = 0, tj. da je
f [x/aer‘/E} = 2 onda definisemo:

d a~

f [I/—G+Z\/E:| = O g CL* = 0,
f [x/_wgﬂ <0 &L a8 <0,

f /=] <0 &5 0’ <.
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Uopste, za proizvoljno b stavljamo:

S —x/#- =0<£L a*b* <0Aa*? — b2 =0,

f-l“/%w- SO&(a*d‘sSO/\OSa*Q—b*Qc)\/(b*d5SO/\a*Q—b*ch()),
f-fﬂ/#- <O<g>(a*d6§0/\0<a*2—b*20)\/

' ‘ (bd® <O A (a*d® < 0V a*? — b%c < 0))

f_x/#_ £0EL o b > 0V a2 —b2c £ 0.

Navedene definicije su semanticki korektne, tj. leve strane su ekvivalentne desnim uz uslove ¢ > 0
id#0.

2. Supstitucija [z/e + €]

Neka je e = %“/E i € novi simbol za pozitivnu infinitezimalu koji moze biti interpretiran u
nekoj ekstenziji polja R. Koriste se sledeta svojstva koja proizlaze iz Tejlorove formule za f u tacki
.

Neka je 0 # f(z) € R[z] i a € R. Tada je:

L. fla+e)#0;
2. fla)#0= f(a)- f(a+e¢) >0 (tj. f ne menja znak u infinitezimalnoj okolini od «);
3.0=f(a) =... = fED(a) £ fP(a) = fF(a)- f(a+¢e) > 0 (tj. najvisi izvod po = od f

koji nije jednak nuli za a odreduje znak polinoma f u desnoj infinitezimalnoj okolini od «).

Navedena svojstva opravdavaju semanticku korektnost narednih definicija.

n
Za f = E a;x', gde su a; polinomi koji ne sadrze x, definiSemo formulu v(f) rekurzivno na
i=0
slede¢i nacin:

e akojen =0, ondajey(f)gf<0;

e ako je n > 0, onda je v(f) gf<0\/(f=0/\l/(f’)).

Najzad, uvodimo sledeée definicije:

n
def

(f=0)z/e+e] <= /\ a; =0,
1=0
(f <0)z/e+e] <% v(f)x/e + €],

(f <0)[z/e+e] L& (f = 0)[e/e+]V (f <O)fe/e+e].
(f # 0)w/e +¢] £5 \/ a; £ 0.

i=0
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3. Supstitucija [z/e — ¢]
Ove supstitucije se uvode analogno kao prethodne i ne¢emo ih navoditi.

4. Supstitucija [z/ — 0]

n
Za f = E a;z', gde su a; polinomi koji ne sadrze z, definiSemo formulu p(f) rekurzivno na
i=0
slede¢i nacin:

e ako je n =0, onda je u(f) gao < 0;

n—1
e ako je n > 0, onda je pu(f) BLUN (=D)"an <0V (a, =0V ,u(z a;z)).
i=0
Sada, uvodimo odgovarajuce definicije:
(= 0)fe/ ~ o] &% A\ ai =0
=0
(f < O/ = 0] &5 u(f),
[ <O/ = 00] £ (f = )/ = 0] V (f < 0)[e/ — od],
(f # 0)[z/ — oc] €5 \/ a; £ 0.
=0

5. Supstitucija [z/ + o0]
Ove supstitucije se uvode analogno kao prethodne i ne¢emo ih navoditi.

Detaljna razmatranja, uklju¢ujuéi i dokaz korektnosti metode, data su u [12].

Primer 8. Posmatrajmo formulu oblika

o(u) = Jz(u, )

gde je Y(u,z) = (22 +uxr+1=0Ax > 0). Eliminacija dela ,3x” iz ¢ je tipican primer prosirenja
Gausovog postupka eliminacije. Bilo koje x koje zadovoljava v mora zadovoljavati i jednacinu

2?2 +uxr +1=0. Stoga
{—u—|—\/u2—4 —u—\/u2—4}
2 ’ 2

je dovoljan skup kandidata. Virtuelna zamena x u izrazima mora da ukljuci uslov u> —4 >0 i da
resi kvadratne korenove i imenioce. Za prvi izraz dobijamo

W —4>0N0=0A-u+Vu2—4>0=

u? —4>0A(—u>0V(~u)? <u?—4)
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W—4>0Au<0

Sli¢no, za drugi izraz dobijamo
W—4>0N0=0A-u—Vu2-4>0=

u? —4>0A—u>0A (—u)® > u® —4)
wW—4>0Au<0

Posledngji rezultat eliminacije je disjunkcija rezultata obe zamene

(W —4>0Au<0)V(u?>—4>0Au<0)

Lako se vidi da je ova formula ekvivalentna sa u < —2.

45



7 Razni zadaci

Poslednje poglavlje ovog rada sadrzi neke od srednjoskolskih zadataka resenih pomoc¢u metode
eliminacije kvantifikatora. Naravno, u pitanju su zadaci iz oblasti elementarne algebre i geometrije.
Kao i u drugom poglavlju, koristi¢emo termin zadaci, dok ¢e simbol ¢ oznacavati kraj zadatka.

Zadatak 1. Resiti po x € R jednacinu /2 —x =1—+/x — 1.

Resenje. Ovu jednacinu neéemo resiti idejom kvadriranja, kubiranja i sl. veé ¢emo izloziti jedan
opsti postupak. Naime, u prvom koraku za svaki od korenova uvedimo po jednu novu, pomoénu
promenljivu, a potom koristimo definiciju korena

V2—z=1-vz—-1 & ([FyeR)(TzeR)(y=vV2—zAz=vVe—-1Ay=1-2)
& (WeR)(TzeR)(y¥P=2-zA22=2—-1Az—1>0A
Nz>0Ay=1-2)
& (WeR)(TzeR)((1—-23=2—zA22=2—-1A2—-1>0A
ANz>0Ay=1—2)

Koristeéi jednakost y = 1 — z izbacili smo y iz ostalih formula, odnosno iz prve jednacine. Tu se
koristi zakon zamene za jednakost

r=ANY(x) S x=ANYA)

gde je A neki izraz, a ¥(x) neka formula!!. Na taj nacin y je ostalo samo u jednagini y = 1 — z.
U skladu s tim, pitanje njegovog postojanja je svedeno na pitanje postojanja z. Prema tome, u
prethodnoj formuli izostavljamo tu jedna¢inu, kao i deo (Jy € R) na pocetku formule. Tako imamo

& (ZzeR)(1-2P3=2-aA22=2—-1A2-1>0A2>0)
& (FzeR)(2*-322+432-2+1=0A22-2+1=0Az—-1>0A2>0)
& (FzeR)(-322+z(z+2)—2+1=0A22-2+1=0Az—-1>0A2>0)

Pomnozili smo drugu jednacinu sa —z i dodali prvoj, a sada ¢emo drugu pomnoziti sa 3 i dodati
prvoj

& (FTzeR)(z(@+2)—4(xz—1)=0A22=2—-1Az2—-1>0A2>0)

U nameri da izbacimo z u prvoj jednacini ¢emo razlikovati slucajeve t +2 =0, x +2 # 0. U tu
svrhu pridruzujemo disjunkciju z +2 =0V z + 2 # 0, ,logicki mnozimo” i koristimo svojstvo da se
egzistencijalni kvantifikator ,lepo slaze” sa disjunkcijom.

& (2eR)(z@+2)—4(z-1)=0A(z+2=0Vae+2#£0)Az2=2—-1Az—-1>0A
Nz >0)

& (FzeR)((z(z+2)—4(z—1)=0Az+2=0A22=2—1A2—-1>0A2>0)V
V(zx+2)—4(z—-1)=0A2+2#0A2>=2—-1Ax—1>0Az>0))

& (F2eR)(z(z+2)—4(x—1)=0Ax+2=0Az22=2—-1A2—1>0A2>0)V
V(EzeR)(z(x+2)—4(z—1)=0Az+2#0A2* =2—-1Az—-1>0A2>0)

HDetaljnije o zakonu zamene za jednakost se moze Citati u [2].
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Prva grana je nemoguca jer pored x + 2 = 0 se pojavljuje i jednac¢ina x — 1 = 0. Dalje nastavljamo
sa drugom granom. Naci ¢emo z iz prve jednacine i onda iz ostalih izbaciti z.

& (FTzeR)(z(@+2)—4(z—1)=0A2+2#0A22=2—-1A2—-1>0A22>0)
4(x—1) 16(z — 1)? 4(x—1)
&S (FzeR)(z=—FA 240N —=2—-1AN2—-1>20N—-=-2>0
(3= )(z T+ 2 T+2# (z + 2)2 z z = r+2 = )

Zahvaljujuéi nejednakosti  + 2 # 0 i jednakosti koja sadrzi z pitanje postojanja z svedeno je na
pitanje postojanja x. Zato izbacujemo z-jednakost i ne pisemo kvantifikator (3z € R). Eliminacijom
pomoc¢nih promenljivih i odgovarajucih kvantifikatora dobili smo da je polazna iracionalna jednac¢ina
ekvivalentna dobijenoj formuli koja sadrzi samo x.

4z —1
o 16 -1)2= (422 -DArt240nz 1204 U5
X
Az —1
& (I—l)(lﬁ(u’c—l)—(fﬁ'?)z)):OA:z:+27£0/\:c—120A7(;+2)Zo
4z —1
o (:1:—1)(:6—2)(1:—10):O/\:c+27é0/\z—120/\%20
Az -1
& (a::1\/17:2\/:1::10)/\174—2750/\:0—120/\%ZO
4(x —1)
= (:v:l/\:v—i—?#O/\x—le/\WZO)\/
4(x—1)
V(@c=2A24+2#0Az—-1>0N—--2>0)V
(z T+ 2# x > f+21_)
v(x:10/\x+27é0/\:v—120/\7(x_ )20)
X

Imamo tri grane. U svakoj na pocetku stoji po jedna jednakost koja odreduje xz. Te jednakosti
prepisujemo i za svaku granu posebno koristimo zakon zamene za jednakost.

41 -1
& (:vzl/\1+27é0/\1—120/\%20)\/
42-1
\/(x:2/\2+27é0/\2—120/\(T2)20)\/
4(10-1)
Ve=10AN104+2#0A10—-1>0AN———=>0
(@ 27 20N =555 =0
& z=1vVez=2vze=10
Resenja su upravo brojevi 1, 2 i 10. ¢

Zadatak 2. Resiti po x € R jednacinu vz + 14+ +2x+3 =1.
Resenge. 1 ovaj zadatak reSi¢emo slicnom idejom, uveséemo nove promenljive.

Vr+1+y2x+3=1 & (3s>0)(FHt>0)(z+1=s*Ax+1>0A
N2z +3=t*N22+3>0As+t=1)
& (@3s>03Ft>0)(z+1=s2Az+1>0A20+3=1t2A
AN22+3>0As=1-—1t)
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Iskoristi¢emo jednakost s = 1 — ¢ u cilju izbacivanja s iz ostalih formula. Napomenimo da se mora
dodati uslov s > 0 tj. uslov 1 —t > 0. Nakon toga, slitno prethodnom zadatku, formira¢emo
ekvivalencijski lanac, gde ¢emo se usput resiti i kvantifikatora (3¢ > 0) i na odredenim mestima
primeniti zakon zamene za jednakost:

H>0)(z+1=01-t)2Az+1>0A20+3=t2A22+3>0A1-t>0)
(r+1=1-2t+2A2+1>0A22+3=t2A22+3>0At<1)
(r4+1=1-2t4+20+3A2+1>0A220+3=1t2A22+3>0At<1)
(2t=2+3Az+1>0A20+3=t>A224+3>0At<1)

3
(t:%/\x—l—l20/\2:c+3:t2/\2x—|—320/\t§1)
(

r+3 (z+3)2

t:T/\x+120/\2x+3: N2z +3>0At<1)

3
(:1:+3)2:4(233+3)/\:c—|—120/\2:17—0—320/\%§1)

P4 604+9=8r+ 1202 +1>0A20+3>0A 2 <1)

3
:52—2:5—3=0/\x+120/\2x+320/\%gl)

3
)(x—s):omcﬂ>0A2x+3>0A%<1)

(z +

3
(@ + —O\/:c—3—0)/\z+1>O/\2:c+3>0/\%<1)
(

3
= —1Vr=3)Az+1>0A2043>0A"12 <1)

3
(:10:—1/\x+1>0/\2x+3>0/\%<1)

3
\/(x—3/\x+1>0/\2:1:+3>0/\%<1)

-1+3

K

¥

(x==-1A=-14+1>0A2-(-1)+3>0A

3+3
v(x:3/\3+120/\2-3+320/\%§1)

<1V

3+3
Kako nejednakost % < 1 nije ta¢na, dobijamo da je cela druga grana nemoguca.

& rz=-1Vv L
&S =1

Dakle, jedino resenje polazne jednacine je broj —1. ¢

Zadatak 3. Dokazati ekvivalenciju
Bz >0 +2p24+¢=02¢<0V(g>0Ap<0OAp*—g>0)
gde su p, q realni parametri.

Resenje. Pravimo ekvivalencijski lanac
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(3x > 0)2% +2pr +q =0 Jr > 0)(x +p)? =p*—¢q
Jz 2 0)(z+p)? =p* —qAp*—q 20
x>0)((z=-p+Vp?—qVar=-p—\p*—q)Ap*—q>0)

(—p+ VP> —q>0V—p—+/pP>—q>0)Ap*—q>0)

VP2 —q=pAp?—q>0

Napomenimo da je poslednja ekvivalencija posledica nejednakosti —p + 1/p? — ¢ > —p — \/P?> — q.
Sada nam je namera da se oslobodimo korena tj. da kvadriramo obe strane. Da bismo to ucinili
nepokvarivsi ekvivalencijski lanac, moramo pridruziti disjunkciju p > 0V p < 0.

& VP —g>2pA(pP=0Vp<0)Ap*—q=0
& (VPP—az2pAp=0ApP—q=0)V (VP> —q2pAp<0Ap?—q>0)
U prvoj grani éemo se osloboditi korena, a drugu svesti na p < 0 A p?> — ¢ > 0 jer taj deo povlagi

nejednakost \/p? — q > p.

s PP—q>p*Ap>0Ap?—q>0)V(p<O0ADP?>—q=>0)
& (@<0Ap>0Ap*—q>0)V(p<OAP*—¢>0)
& (<0Ap>0)V(p<O0Ap®—¢>0)

teee
~ = oD

Lako se proverava, razlikovanjem dva slucaja ¢ < 01i g > 0, da je desna strana ekvivalentna sa
& q¢<0V(g>0Ap<0Ap?—q>0)
pa taj deo ovde neéemo ispisivati. ¢

Za kraj reSi¢emo jedan od zadataka iz analitiCke geometrije primenom eliminacije kvantifikatora.
U pitanju je zadatak sa odredivanjem geometrijskog mesta tacaka.

Zadatak 4. Date su prava p i tacka A. Odrediti geometrijsko mesto tacaka S koje nastaju kao
srediSta duzi AP, kad tacka P ide” po pravoj p.

Resenje. Neka prava p ima jednacinu ax + by + ¢ = 0, gde su a, b, ¢ zadani realni brojevi, ne svi
jednaki 0 tj. a? + b% + c? # 0. Tacka A(u,v) ne pripada toj pravoj, pa vazi au + bv + ¢ # 0.
Oznacimo sa S(X,Y) srediste duzi SP, kad ,tacka P ide po pravoj p”. Stavili smo te re¢i pod
navodnike jer ne odgovaraju uobi¢ajenom strogom izrazavanju.

Oznac¢imo sa Sy skup svih tako nastalih tacaka S. Tada jedno odredenje skupa S u duhu recenog
glasi:

(X,Y) € Si akko (X,Y) je srediste duzi AP, pri ¢emu tacka P ,ide” po pravoj p.

Upotrebom egzistencijalnog kvantifikatora taj zapis se moze ovako prevesti

(X,Y)eSk<:>E|x3y(ax+by+c:O/\X:x;—u ytv

AY = :
5)
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Sada nas ¢eka zadatak izbacivanja kvantifikatora iz desne ,,polovine” ekvivalencije. 1z poslednje dve
jednacine na¢i ¢emo x i y i zameniti u prvu jednacinu:

& drxdylaz+by+c=0Az=2X —uAy=2Y —v)
& Iyl =2X —uAy=2Y —vAa2X —u)+b(2Y —v)+¢=0)
& Fry(r=2X —uAy=2Y —v) Aa(2X —u)+b(2Y —v)+¢=0

Kako je deo dzTy(z = 2X —u Ay = 2Y — v) tacan onda se ekvivalencijski lanac nastavlja sa

< a2X —u)+b2Y —v)+c=0
& 2aX +20Y + (—au—bv+¢)=0

Stigli smo do eliminante, koja predstavlja trazeno geometrijsko mesto tacaka. Lako zakljuc¢ujemo
da je trazeno geometrijsko mesto tacaka - prava. ¢
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8 Zakljucak

U ovom radu je prikazan metod eliminacije kvantifikatora sa posebnim osvrtom na tri teorije:
teoriju gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih tacaka, teoriju algebarski zatvorenih polja i te-
oriju realno zatvorenih polja. Ovaj metod igra veoma vaznu ulogu u matematickoj logici, posebno
pri dokazivanju nekih model-teoretskih svojstava, kao Sto su odluc¢ivost i kompletnost. Takode, ve-
liku ulogu ima i u teorijskom racunarstvu, gde se najvise primenjuje u vezi sa raznim procedurama
odlucivanja, koje se kasnije povezuju sa pojmom izracunljivosti.

U ovom radu, eliminacija kvantifikatora nije razmatrana u vezi sa svojstvom kompletnosti neke
teorije. Akcenat je bio samo na vezi sa odluéivoséu teorije. Razlog tome je §to ovaj metod osim
odgovora na pitanje da li je neka teorija odluciva ili ne tj. odgovora na pitanje da li za svaku
formulu mozemo utvrditi jeste li ili nije teorema date teorije, daje i samu proceduru odluc¢ivanja,
$to se smatra vrlo korisnom posledicom.

Kako postoji dosta razvijena matematicka teorija koja se bavi bas eliminacijom kvantifikatora,
u tre¢em poglavlju naveden je i dokazan primer jednog od mnogih kriterijuma za utvrdivanje da li
data teorija dopusta eliminaciju kvantifikatora.

U odeljku Furije-Mockinova procedura dat je glavni primer primene metoda eliminacije kvan-
tifikatora u teoriji gustih uredenih Abelovih grupa bez krajnjih tacaka, pri ¢emu se u zadacima
kao primer modela pojavljuje struktura (R,+,—,0,<). U vezi sa teorijom algebarski zatvorenih
polja pomenuta su dva nacina pomocu kojih se moze izvrsiti eliminacija kvantifikatora. Jedan od
njih koristi pojam rezlovente dva polinoma, a drugi NZD za dva polinoma. Takode, u delu rada
koji se odnosi na teoriju realno zatvorenih polja, videli smo kao primer upotrebu diskriminante pri
eliminaciji egzistencijalnog kvantifikatora iz kvadratne jednacine.

Najbolji pokazatelj primene metode eliminacije kvantifikatora, ali i primene tautologija, valjanih
formula i Furije-Mockinove procedure, jesu mnogobrojni zadaci i primeri prikazani u ovom radu.
Neki od njih su posebno razmatrani, sa logickog aspekta, ¢emu su bila posve¢ena dva poglavlja,
drugo i sedmo. Takvo sagledavanje i nacin reSavanja su, vrlo korisni i precizni, ali, nazalost, u maloj
meri zastupljeni u srednjoskolskoj nastavi.
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