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YBOZI

Une fonction entiere, qui ne devient jamais ni a a ni a b est necessa-
irement une constante (Ilesia dbyHKIUja Koja UCHyIITa BPEIHOCTH
a u b Mopa 6UTU KOHCTAHTHA). E. Picard, 1879.

leomeTrpujcka Teopuja dpyHKIHja, Kao jemaHa o (pyHIAMEHTAJTHUX IUCIUAILINHA KOMILIEKCHE
aHaJjim3e, HACTOJU Jia YOUM U OIHUIIE I'eOMETPHjCKa CBOjcTBa XosjgoMopdHux dyukimja. Obaj
Mactep pan moceehen je omabpaHuM TOrIaB/bUMa reoMeTpujcke Teopuje dyHKmmja. Cacroju
ce M3 IIMeCT IJIaBa, [IPU YeMy CBaKa IJIaBa UMa 110 TPU OJie/bKa. ¥ CBAKOj oj1 ux obpabhena je 1o
jemHa TeMa M3 KJIacudHe reoMeTpujcke Teopuje dyHKIMja. [IpBa rimaBa je moceeheHa KJIaCUIHO]
Schwarz'-oBoj siemn, mpu uemy cy HaBeJeHa HeKa O TBphema KODHCHA y HADEIHHEM IJIaBaMa,
TakKo Jla OBa IJIaBa UMa U YBOJIHM KapakTep. Y JpYyroM Jejly OBe TiaBe npejicTaBibeHa je Schwarz-
Pick?-oBa j1ema Koja je yommreme Schwalz-oBe jieMe, Kao U HEKe O FeHUX HOCJIeIHIA. Jeaan
0/l HOBUjUX Pe3yJiTarTa OJHOCH ce Ha Schwarz-oBy Jiemy Ha TpaHUIU KOjy je joka3zao Robert
Osserman® 2000. rogmme. VY japyroj rimasu cy obpabheme meTpuke (KasKeMo jOTT W 2ycrmume)
nedunECaHe y KOMILIEKCHHM objacTuMa. Crenujaino mecto 3aysuma Poincaré-osa merpuxa
na jemmnmaaoMm gucky . Ilokazyje ce na je jemunuunu auck D cuabmeen Poincaré-osom
METPUKOM KOMILIETaH MeTpHYKH mpocrop. Ilociemuna Tora, jecre eserantan jokas Farkas®-
Ritt5-oBe Teopeme o puxcnoj Tauxu, kopucrehu Banach7—013y TeopeMmy 0 (PUKCHOj TAYKU. Y BeJIeHa,
je KpuBHMHa MeTpuke n jokasana yormrena Ahlfors®-Schwarz-osa mema. Kao jemmny mocemury
nobujamo Liouville?-oBy Teopemy. ITopes Tora, mpeko pesy/arara J0OUjeHIX Y OJe/bKY 2.3 10Ka3a-
Ha je MaJia Picard!'®-oBa Teopema. Jemma ox OpOjHUX IOCJIEIUIa OBE TEOpeMe jecTe OCHOBHA
Teopema asrebpe. Y Tpehoj riasu cy 3acrymbene Teopeme Bloch!!-osor Tuma, xoje ce ommoce
na Besqnunny cauke f(D), npu xormomopdnoj, HekorcranTaoj dyuknuju f. Bloch-oBa Teopema
mBpau fa ciauka f(D) canp:ku HEeKH JUCK HOJTYHPETHUKA % — /2 ~ 0.0858, e je f dbynknuja
KOja je xoioMOpdHA Yy HEKOM OTBOPEHOM CKYITY KOjU CaApPKU JeAMHUIHN IUCK 1 KOja 38/I0BO/baBa
yesos f/(0) = 1. Unaue, 3a raksy byukuujy f, ca B ¢ je 03HadeH HOJIyIpeYHUK Hajseher aucka
koju caapxu cauka f(D). Csojy Teopemy Bloch je nokaszao 1924. romuse, Koja je, Kao IITO
ce MCIOCTABUWJIO, MMaJia 3HAYAjHE IMOCJIE/INIEe Y TeOMETPHUjCKO] TeopHju (DYHKIHMja. Y3 HU3BECHE
Harope, Moryhe je HampaBUTU HOOOJbINAKE OBE KOHCTAHTE Ha %\/5 — 2 &~ 0.1213. Ahlfors-oBa
TeopeMa IIpejcTaBajba 3Hadajal mporpec y oBoj obiacru. Ahlfors je nmokazao, na 1moz HaBeIeHIM
V3
4

myTa 00JbU PE3YJITAT OJI IPETXOTHE KOHCTAHTE %ﬂ —2 =~ 0.1213. Undumym speanoctu By, e je

ycaosuMma, ciauka f(ID) caap:ku HEKH JUCK IOJIYIPETHUKA ~ 0.433, mTo je BUIlE HETO TPHU
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6Joseph Ritt (1893-1951) - aMepuuKE MaTeMaTHIAD
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f dyHkmja koja je xomoMopdHA Y HEKOM OTBOPEHOM CKYILY KOJU CaJIPXKU jJeJUHUIHU JUCK U KOja
samososbasa yeaos f'(0) = 1, npeacrasasba Bloch-oBy koncranty B. Tauna Bpeanoct Bloch-ose

KoHcTanTe Huje mo3uata. Ahlfors-oBa Teopema mam maje ma Baxku B > ?. Ahlfors u Grunsky!?
( 11

. 1 I(Hrd
Cy W3HEJIU XUIIOoTe3y Jia je TauHa BpeanocT Bloch-oBe koncTanTe nara ca B = 4/ @ . % ~
i

)
0.4719. Hapenena xurnore3a Huje pasperiena o 1936. roaune. Y 0BOj IVIaBH, IIPEJICTAB/HEH je
jour jeman moka3 masie Picard-oBe Teopeme, nipeko pesdyirara u3 onesbka 3.3. llenTpasino mecto y

1'3-a. Paul Montel je npBu mpenossao 3Ha4aj u3/8ajama

YeTBPTOj IIaBU 3ay3uMa TeopeMa Monte
KOHBEPIeHTOr MOHU3a HeKOT Hu3a dpyHKmuja. TeopeMy Koja je 106mia nMe 1Mo meMy yOJIMKOBao
je 1907. rommue. Hesasucro ox mera, Paul Koebe' orkpmo je n nokazao ncry reopemy 1908.
roguae. OcuMm TOra, m3pa3 Hopmasna damuauje TpBU je ymorpedbmo Montel y cBom pamay u3
1912. romune. Benuku sreo cor kupota Montel je mocBerno usydasarmby HOPMAJIHUX (haMUIIN]ja.
JenmHa o 3HAYAjHUjUX TOC/IEIUIA HHEroBe TeopeMe jecte Besmka Picard-osa Teopema. Picard je
cBOje Teopeme (MaJly U BeIHKY) JoKazao 1879. rojune kopucrehu momynapue dyHkimje. JeaHa
o1 nocaeauna Montel-oBe Teopeme jecre Teopema Vitalil®-ja, xojy je Vitali, y memro ciabujoj
BapujanTu, gokazao 1904. rogune. Ilobospiana Bepsuja Teopeme Vitali-ja jecre teopema Ca-
rathéodory'%-ja xoja je mokazama ma Kpajy apyror nesa ose riaase. CacBuM HEOYEKHBAHO, MHOTA
cBojcTBa XOJIOMOpIHUX DYHKIIN]a, YK/BYIYjyhu 1 OHa reOMeTPHUjCKa, KPHjy Ce V IbUXOBUM HHU30-
BuMa urepanuja. Urepamuje xomomopduux PyHKIH]a jecy MpeaMeT pa3sMaTparba y MeToj IVIaBH.
Hajsasknuja Teopema ose riase jecre Cartan!”-oBa Teopema Koja nma MHOre HHTEpECAHTHE TIOCJIC-
nute. Takobe, y 0Boj riiaBu je onmcana rpyna Aut, (€2) ayromopdusama orpanuuene obuactu ) C
C xoju dbuxcupajy tauxy a € €. Hanme, mokasyje ce 1a je osa rpyia msomopdua rpymnu S' wim
HEKO] IeHOj KOHAYHO], MUKJINYIHO] ToArpynu. lokaszaHa je u TeopeMa Koja Jiaje JTJOBOJbHE YCJIOBE
JIa IIpW KOMITAKTHO] KOHBEPIeHINju TPannTHa PyHKINja He Oy/1e KOHCTAHTHA. Y IIIeCTO] TJIABH Ce
YBOJIe KOHAYHA XOJOMODP(dHA MpecInKaBama Kao U HaMmoTaBajyha xosoMopdHA Mpec/nKaBamba.
Y Be3u ca TUM, UCHOCTABIbA CE JIA jé CBAKO HEKOHCTAHTHO XOJOMOPMHO IIPEC/INKABAIE, JIOKAJIHO
rJIeIaHO jeHO HaMoTaBajyhe mpeciukaBame. llpeicraBbeHa je TeopemMa O KapaKTepPU3AIUju
KOHAYHUX XOJIOMOPMHUX Ipec/inKaBama. llenTpajsHa Teopema OBe IJaBe, Y KOjOj Cy V BEJIUKO]
MepH 3aCTYIL/beHA PA3JIMYNTa TOIHOJIOIIKA CBOjCTBA, jecTe TeopeMa Radé'8-a xoja omoryhasa
neduHECabEe CTEleHa KOHAYHOT XOJOMOP(HOr IIpecjnKaBama. Tlakohe, cTemeH KOMIIO3UIU]je
IpeCc/IMKaBaiba jecTe MIPON3BO/] CTEIIEHA ITPEC/IMKaBambha Koja dpopMupajy Ty Kommosuiujy. Hakon
OBUX IIIECT TJIaBa HABEJEH je CIMCAaK KOpHUIIheHe JuTeparype.
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O3Hake

e D(zp,7) = {z eC ‘ |z — 20| < 7’} - OTBOPEHNU JMCK ca HeHTpoM y 2o € C momynpeunuka r > 0.
e D'(z,7) = {z eC ‘ 0<|z—2] < 7"} - IpOOYIIEHH AUCK Ca MEHTPOM Y 2 IIOJIynpednnka r > 0.
e D[z, 7| = {z eC ‘ |z — 20| < 7“} - 3aTBOPEHU JIUCK Ca MEHTPOM y 2zg Hosaynpednuka r > 0.
e D= D(0,1) - oTBOpEHU jeJIMHUYHE JUCK Ca TEHTPOM Y KOOPIAMHATHOM MOYETKY.
e Rez = Re(x + iy) = x - peannu jieo kKomiiekcHor 6poja z = = + iy € C.
e Im z = Im(z + iy) = y - umarunapuu j1e0 KomiLiekcHor 6poja z = = + iy € C.
e arg z - apryMeHT KomIniekcHor 6poja z € C.
e v(f,c) - pen 6poja ¢ kao uyie dyukuuje f — f(c).
o |flo= sup{\f(z)| ‘ z € Q}
1

e ind,(2) = f,y Cd_CZ - MHJIEKC KpuBe 7y y ojHocy Ha Tadky z € C\ 7.

— 2mi

o Intvy = {z eC\~ { ind,(z) # O} - YHYTPAIITEOCT KPUBE 7.
e Exty = {z€C\~|ind,(z) =0} - cosmammocr kpuse 7.
e () C C obsracT y KOMILJIEKCHO] PABHHU - HENPA3aH, OTBOPEH U MMOBE3aH CKYII.

e d(z,A) = inf {d(z,y) ‘ y € A} - pacrojame Tauke x € X ox ckyna A C X y MeTpHUKOM
upocropy (X, d).

e d(A,B) = inf {d(:p,y) } r€AycE B} - pacrojame mamehy ckymoa A C X w B C X y
MerpudkoM mpocropy (X, d).

e Hol(Q2) = {f Q=0 } f je xomomopdua d)yHKU,I/Ija}.
e Hol, () = {f € Hol(Q) ‘ fla) =a}.
o Aut(2) = {f 00— Q ’ f je buxomomopdHa d)yHKLU/Ija}.

o Aut,(Q) = {f € Aut(Q) | f(a) =a}.
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I'maBa 1

Schwarz-oBa JjiemMa Ha TpaHUIN

1.1 Schwarz-oBa jgema

Schwarz-oBa jiema mpejcTaB/ba jeJHO 0Ji OCHOBHUX TBphema KOMILIEKCHE Teopuje (DyHKIHja.
[IpescraBiba MUPEKTHY MPUMEHY IIPUHITUIIA MAKCUMYMa MOJLyJIa, Kao jeJHOT oJ (DyHIaMeHTaTHIX
[PUHIIAIIA KOMILJIEKCHE aHaju3e. Y OBOM IIOIVIABJ/bY IIpejcTaB/beHa je Schwarz-oBa jiema U HeKe
eHe BapujanTe. MehyTuMm, oBa rjiaBa nMa yBOJHHM KapaKTep, TAKO [ Cy HAjIIpe HaBe/IeHa HEKa
OIIIIITa CBOjCTBa X0JOMOpHUX PyHKIHM]ja, KOja he OUTH 0 KOPUCTU Y JIa/bUM Pa3MaTPAbUMA.

Teopema. Hexka je Q C C obmact u f xonomopdna, HekoHcTanTHa GyHKIHja y 2. Axo je V C Q
oTBOpeH ckyll, Taja je u ckyn f(V) orsopen. Crenujasno, f(£2) je obuacr.

Joxas. Heka je zp € V npousBo/pbHO omabpana Tavka U mocMaTpajMo GpyHKIujy gedunmcany ca
9(2) e f(z) = f(20), rme je z € Q. Tana je g xosomopdua dyHKIHja y ) KA0 KOMIO3UII]ja
takBux. Hyse xomomopdue dyHkuuje g jecy nsosobane (y CynpoTHOM 06U, Ha OCHOBY TeOpeMe
jemmuaoctn, Baxwmwio g = 0, 1j. f 6u OGuiaa KoHcTaHTHa (DYyHKIHja), Tako jga nocroju r > 0,
TakBo Ja dyHkuuja g Hema Hyiaa y D(zo,r] \ {z0} u Dlzp,7] C V. Hexka je v = 9D(zg,r).

dyukimja |g| jecre Henpeknana Ha KOMOakTy {|z — 29| = r} u Ha BEMy

JIOCTUZKE CBOj MUHAMYM O = mvln| g| > 0. Hexka je b npousBosbHO 01abpana

radka n3 gucka D(f(z0),d). Tana je |f(z0) —b] < § < |g(2)| 3a cBe
z € 0D(zp,r), na npumenom Rouché-ose reopeme so6ujamo ma dbyHKIuje
9(z)+ f(z0) —b = f(2) —bu g(z) nmajy ucru 6poj uyna y aucky D(zo,r).
Kako je g(z9) = 0, To u dbyukuuja f(z) — b uma 6ap jejnHy Hysy y JUCKY
D(zp,7), Taxo na je f(z) = b3a mexo z € D(zg,r). 113 nperxognor ciemn
D(z0,7) b e f(D(z0,7)) u kaxo je b € D(f(20),d) nponsso/bHO o1abpaHa Tavka,
s D(f(20),8) € f (D(20,7)) © f(V). Jobujanio D(f(z0),) C f(V)

U KaKo je zg € V npousBosbHO ofabpana tadka, To je f(V') orBopen ckyi.

Cuerjasso, f(€2) je orsopen ckyi, Takohe. Kako je Hempekn/iHa cIMKa II0OBE3aHOI CKyIa, OIIeT
nose3aH ckyi, To je f(£2) nosesan ckyn (dyukmmja f je xomomopdHa, a TUME U HEIPEKHIHA).
[Tpema Tome, f(2) je obmact. [ |

[IperxoiHa TeopeMa ce 30Be Meopema 0 0MEBOPEHOM NPECAUKABGHY. 3a MPECTUKABAE KOje
OTBOpEHE CKYIIOBE IIPEC/JIMKaBa OIleT Ha OTBOPEHE CKYIIOBE, KaXKeMo Ja je omeopeno. Jlaxie, mom
yciaoBuma perxoaae teopeme, f 1 Q) — C je 0OTBOPEHO IIPEC/IMKABAE.

Cras. Axo je f xonomopdua u 1—1 dbyukuuja y obnacru €2, raga saxu f/'(z) # 0 3a cse z € (.
ed

Joxas. TIpernocrasumo ga je f'(z) = 0 3a mexo zp € . Heka je g(z) "= f(z) — f(20) 3a
cBe z € ). Oyukimja g je xosoMopdHa y objacru ) Kao kommosuimja takeux. DyHkimja f



1.1. SCHWARZ-OBA JIEMA

HUje KOHCTaHTHa, jep je 1 — 1, a camuM TuM u PYHKIM]a ¢ HUje KOHCTaHTHa. Takohe, dyHKIM]ja
[’ nuje xoHCTaHTHA, jep 6u y cynpornom 6mno f/ =0y Q (36or npernocraske ga je f'(zg) = 0),
ojiHOCHO, f Om Ouja KoHcTanTHa (yHKIuja y obsractu ). [lakie, Hysne xomoMopdHUX DyHKIH]jA
g u f’ jecy mzonosane. IIpema Tome, nocroju r > 0, Takso ga dpyHKImje g u f Hemajy Hy/a y

Dlzo,7] \ {20} n D[z9,7] C Q. Pynkunja |g| je Henpexnana n Ha koMuaxty 0D(zp, ) 1OCTHKE

CBOj MUHMMYM, [IPU YeMy BaKu 0 = aDnEun )\g\ > 0. Heka je b € D(f(z0),9)\{f(20)} nupoussospro
20,T

omabpana tauka. Tama je |f(z9) —b| < 0 < |g(2)| 3a cBe z € 0D(zp,r). Ha ocroBy Rouché-ose
reopeme dyuiwje g(2)+ f(z0) —b = f(2) —b u g(z) umajy ucru 6poj nyna y aucky D(zp,r). Kako
je g(z) = w(z —20)2 + ..., 10 dynkmmja g(z) nma 6ap ase myme y aucky D(zp,r), a camMum
tum u byaxiuja f(z) — b uma 6ap ase Hyse y jaucky D(zg,r). Ocum Tora, Baxu f(z9) — b # 0,
tako ga dyskimja f(z) — b uma Gap ase nyie y D(zg,r) \ {20} u one mopajy 6uru paznuuunre,
jep je f' # 0y D(z,7) \ {20}. Mehyrum, 0BO je y KOHTpaJuKIMju ca MPETIOCTABKOM ja je f
jenna 1 — 1 dbynkmuja. dakie, Baxu f/'(z) # 0 3a ce z € Q. |

ITpumep. Heka je f : C — C xonomopdua dbyuknuja. Axko Baxku lim f(z) = oo, mokazaru jna
Z—00

je Taga f moauHOM.

Pewere. Oyuxnuja g(z) red f(2) jecre xomomopdua y C\ {0}. Ocum Tora, Bazxu lir% g(z) = o0,
2

Tako ja je 0 mon dyukuuje g. 3a nupoussosbro M > 0, nocroju R > 0, tako xa je |g(z)| > M

3a cBe |z| < R. OxHocHo, Baxku ‘% < ﬁ 3a cBe |z| < R, na je dyukuuja ﬁ orpaHuveHa, Yy

g
OKOJIMHY CUHTYJIapuTeTa y Tadku 0 U caMuM TUM, Taj CUHIysgapuTer je orkiomus (Riemann-osa

TeopeMa O OTKJIOBUBOM cuHryaapurety). Jlobmjamo ma je (1 y = = ap+ayz+az?+. .. mKaKo BaxKn

ag = hm g( y = =0, 1o je % = a124a22°+. .. y okosmau Tauke 0. O3HAYUMO ca Ay, T7e jem > 1,

MPBU WIAH y Pa3Bojy Koju je paznauant ox uyte. Creman ( y = = 2™+ Ay 12" L omOCHO

z,%g(z) = G + Q12 + ... 1 gedunnmmmo dyukuujy h(z) = 2™g(z). Cazna je h_)n% h(z) =1
z m

na je h(z) = 2™ f(L) xomomopdua bynxnuja. Camum tum, dbynkmuja [h(2)| je orpanudena na
KOMHaKTy D, Tj nocroju Koucranta A > 0, taksa ja je |h(z)| < A 3a cBe |z| < 1. Cuemn
|h(1)] = |- f(2)| < A 3a cBe |2| > 1, Tako aa Baxn |f(2)] < Alz|™ sa ce |z| > 1. Oynkuuja
|f(z )| jecre orpanmvena Ha kKomnakTy D, Tj. mocroju Koncranra B > 0, raksa ja je |f(z)] < B
3a cse |z| < 1. Hobujamo nma saxu |f(z)] < Alz|™ + B 3a cse z € C u axo y3memo ja je
C = max{A, B}, cienn |f(z)] < C(|]z2|™+1) 3a cBe z € C. Hexka je f(z) = > o7 by2"
pas3Boj dyuknuje f(z) y okonmun Tauke 0 u v, = 9D(0, r) zar > 0. 3a cBe n > m Baxn

b = ’f ()’ Sy ani)ldz‘ < Lf e = £ ome = 02 S 0 xan
r — 00, Tako na je b, = 0 3a cBe n > m. I[aKJIe, f(2) je nonuuOM. &

[Ipumerumo fa Baxku u obOpaT, ajd 3a HEKOHCTaHTHe nojimHoMe. Hawmme, ako je p : C — C
HEKOHCTaHTaH IIOJIMHOM, TaJja Baxku lim p(z) = oo.
Z—00

ITpumep. Axo je f xonomopdua pyukimja y obmactu {2 u ako je 6ap jemna ox dyukimja Re f
Im f, | f| win arg f KoHcTanTHa, Jl0OKa3aTH Ja je Taja U f KOHCTaHTHA (DYHKIHja.

Pewerve. Yromuxko je Re f koncranrna dynkmmja, Taga je camka f(§2) momckyn mpase Koja je
napaJieJiHa UMaruHapHoj ocu. Ako je mak, Im f koncranrTaa dynkimja, cauka f(€2) je mojackymn
npase Koja je napaJiesina peassoj ocu. CimdHo, ako je | f|, onsocHo arg f, koncranTHa dbyHKIHja,
raga je f(2) mojckyn Kpy»KHHUIlE, OJHOCHO HpaBe Cca KOHCTAHTHUM apryMEHTOM. Y CBaKOM
cayuajy, f(§) Huje oTBOpeH CKyI, Tako ja f Mopa 6uTH KOHCTaHTHA (DYHKIH]a. &

Jlema (Schwarz). Heka je f : D — D xomomopdua dysxmuja u f(0) = 0. Taga Baxkn
|f(2)] < |z|3acBe z € Du |f'(0)] < 1, npu yemy Bazku jeauakoct |f(z)| = |z| 3a weko z € D\ {0}
i |f/(0)| = 1 ako u camo axo je f(z) = €%z, z € D 3a meko o € R.
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Hoxas. Hexa je f(z) = Y 2 anz" Taylor-o passoj dbyukimje f(z)
y aucky D. Tama je ag = f(0) = 0 u a3 = f'(0), camum Tum
Baxkn f(z) = zg(z), rae je g(z) = Yo% a,z"" 1. ®yuknmja g(z) je
xosioMopdHa y aucKy D, jep je mpeacTaB/beHa KOHBEPTE€HTUM CTEIIeHIM
pesom. Takobe je g(z) = @ s3a z € D\ {0} ug(0) = f(0). Yamumo
20 € D u Heka je r € (|z0], 1) mpoussosbHO omabpano. 3a z € 0D(0,r)
=i <3

Baxu |g(z)  Tako Jla HaM IPHUHIUI MaKCHMyMa MO/JTysIa

naje g(z)] < L sa cse z € D(0,7r). Cnenn |g(z0)] < L 3a cBe

|z0] < 7 <1 mako mycrtumo ga r — 17 gobujamo |g(zo)| < 1. Haxie,
lg(20)] < 1 3acBe 29 € D, 1. |g(2)] < 13acse z €D. Onarie je
/(0)] = 19(0)] < 11 |£(2)] = |2l l9(2)] < || 38 cre = € D. Awo parn
jeJTHAKOCT, HA OCHOBY IIPUHIIUIIA MakcuMyMa Moysia dbyskimja g(z) je koncrantHa u |g(z)] = 1
na je g(z) = €',z € D 3a meko o € R, 1j. Baxm f(2) = €®z 3a cee z € D. O6puyToO, aKo je
f(2) = €2, 2z € D Taga qupextHO WManmo |f(2)| = |z| 3a z € D u |f/(0)] = 1. [ |

Hedununmja. Ob6iactu 21 u o y KOMILIEKCHO] PABHU CY KOHPOPMHO EKEUBANCHIMHE AKO
mocroju KoHdgopMHa bujekimja f : 0y — Q. Koudopmuy oujexnujy f : 1 — Qo HasUBAMO
Kondopmrum uzomoppudmom obmactu 21 u o. Koudopmun mzomopduzam objiactu Ha cebe
jecre KoH@opmHU aymomopPudam Te ODJIACTH. o

Axko je f: Q1 — Q9 xomoMopdHO U OMjEKTUBHO TpeCInKaBambe, e cy 2 u (g obmactu y
KOMILIEKCHO] pasuu, Taja je f/'(z) # 0 3a cee z € g, Tako ja je f KOHMDOPMHO Ipec/MKaBambe.
Heka je w € g mpomssosbHo. Tama je w = f(z) 3a meko z € O u sawu (f~1)(w) =
(FY'(f(2) = ﬁ, Tako ga je m f1 1 Qo — Q) xomomopdHO mpecaukaBarbe. IIpema Tome,
obnactu 21 u o cy KoH(MOPMHO ekBUBaJieHTHe u f je KoH(pOpMHEN n3oMopduzam. Ocum Tora,
KaxkeMo jorr ga je f buxrosomopdro mpeciaumkaBambe u ga cy obmactu Q1 u o b6urosomopdro
EKBUBANEHITVHE.

Heka je 2 obmact y komiuiekcHoj paBau. CKYII CBUX eHUX KOHPOPMHUX ayToMopdu3amMa
oznauasamo ca Aut(Q2). 3a dbyuxumje f,g € Aut(Q) mmamo (go f)'(z) = ¢ (f(2))f'(z) # 0 3a
ce z € Q (jep cy f u g koudOpMHa Ipec/nKaBamba) Tako Ja je g o f KOHMOPMHO IPeCc/nKaBambe.

Taxobe, go f je OMjeKTHBHO MPECTMKABAIHLE KAO KOMIIO3UIMja 1Ba TakBa. lIpema
f Tome, g o f € Aut(2). Ocum Tora, Bawm (f~1)(2) = % # 0 3a cBe
Q - Q ;e Q, Tako na je n f~! koudopmun msomopduzam obmsactu ), Tj. fT1 €

. g Aut(2). Ca mpyre crpame, mmamo ja Baxku foidg = idgof = fu fo f=!

gof = flof =idg, tue je idg : © — Q HHIEHTHYKO NpECIUKABAHE, DU
Q gemy idg € €. U3 ceera mperxomHor mobujamo na je Aut(§2) jeama rpyma,
KOJy 30BeMO zpyna aymomoppusama objactu (). Hexka je a € D mpousBosbHO

onabpana Tadka. leduHUIIMMO npecinKaBame Yq(2) ped . U3 @4(21) = @a(22) mobujamo

(1—1a*) (21 — 22) = 0 u kako a € D, To umMamo Ha je @, I1-1 upecuKaparme (3aIPABO, Pq

je Gumneapro, a Tuve u I-1 npeciukabambe). Ca Jpyre cTpaHe, HMaMo Ja Baxu |¢q(e”)| =
eif_q o0 _q
1—aet? €10

= 1, Tako ma je q(0D) C OD. AKO MCKOPHCTUMO TPUHIIUI MAKCHMYMa
—a

MOJLyJ1a J00ujaMo gpa(ﬁ) C D. Kako Baxxu —a € D, To je aHAJIOIHO IPETXOHOM v_a(0D) C OD
u p_o(D) C D. upexTHo ce mpoBepasa ja je @, = ¢_,. Cnemu, dbynxmmja ¢, : D — D
je 6ujeknuja. Cama, u3 0D = ¢_,(pe(0D)) C ¢_(0D) C D, mmamo ¢q(0D) = 0D mTo ca
YUICHUTIOM J1a je o, : D — D 6ujexnnja gaje ©q,(D) = D (0BO cMO MOIIM 3aK/byInUTH W HA
JIDYTU HAYWH: @, je OUIMHEpaHO HpecIrKaBakhe U IIPecJnKaBa IpaBe WId KPYXKHUIIE OIeT Ha
npaBe WM KPYXKHHIE, Tako jia u3 pq(0D) C ID ommax mobujamo ¢, (0D) = ID, a omarie je
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1—]al?
(1—az)?
je jenna koudopMmHa Gujekimja, oaHOCHO ¢, € Aut(D). Ilpumernmo jom ga je ¢q(a) = 0,
©0a(0) = —a, ¢ (a) = ﬁ 1 9,(0) = 1 — |a|>. Ommmmvo caza cee xKordopMie ayTomMopdusMe

Kao y nperxogHoM ¢q(D) = D). Takobe, ¢, (z) = # 0. Ilpema Tome, @, : D — D

jemuumanor nucka . Jacuo je ma u3 nperxoguor Baxku Aut(D) D {z — ew‘%\a €D, a € R}.
Heka je f € Aut(D) mpomsBossno omabpan ayromopduszam u osumadnmo b = f(0). Tama je
F = ppof € Aut(D) u F(0) = (b)) = 0. Opmarae je F~1 € Aut(D) u F~1(0) = 0.
[Tpumenom Schwarz-oBe Jieme Ha mnpeciumkaBame F - mobumjamo
|F(2)| < |2| 3acBe z € D. Ucro Tako, MozkeMo npuMeHnTH Schwarz-
OBy JleMy W Ha TipecimKaBame F 1 tako ma je |Fl(w)| < |w|
3a cee w € D. Bamenom w = F(z) y mnociemy HejeHAKOCT
nobujamo ja je |z| < |F(z)| 3a cee z € D. U3 nperxouHor je
|F'(2)| = |2| 3a cBe z € D u cammum TM, Schwarz-oBa jiema HaM j1aje
F(2) = €2,z € D 3a neko a € R. Cremn, (¢p 0 f)(2) = ez Tj.
f(2) = p_p(€2) = €¥p_p—ia(2), onnocuo f € {z+ e “F=2L|a € D, € R}. Jlakue, Aut(D) =
{z— eio‘f_;aaz]ael]),a € R} u ma Taj HauMH cMO omucaau cBe KOH(MOPMHe ayToMopdusme
jeauanaHOr Jucka D.

ITpumep. Axko je f(z) xomomopdua dyukimja Ha jequananom jgucky D, f(0) = 0wu |Re f(2)| < 1
3a cse z € D, Taza saxu |f/(0)] < 2.

Pewewe. Oyuxmmja g(w) = S2—L npecmkasa obnact {|Rew| < 1} na jemummami muck D.
e 1

7'(1]

IIpema Tome, F : D — D, F' = go f jecre nobpo medunmncana pyHKIHja, Koja je xoaoMopdHa Kao
komnosuimja takeux. Kaxo je F(0) = g(0) = 0, o u3 Schwarz-ose neme pobujamo [F'(0)] < 1,

SO O] = IO O) < 1. Ocane o, () = 87 w oo je 0) = -

Caga, u3 cera nperxoguor nmamo |f'(0)] < %. &

1.2 Schwarz-Pick-oBa Jjiema

f(z1)—f(22)
1-f(22)f(#1)

u |f'(z)] < 1= |f‘(|)| 3a CcBe 2, 21,29 € D, mpu demy, y IpBOj WU JIPYroj HEjeIHAKOCTH

JIema (Schwarz-Pick). Hekaje f : D — D xosmomopdua dyukuuja. Tasma Baku

R1—z2
1—2321

BayKH jeJIHAKOCT ako u caMo ako je f € Aut(D).

Jlokas. 3a npousBosbHO onabpan esiement z € D Heka je a = f(z). @ynkuuja nedunucana ca
F = g0 foyp_, je xonomopdHa, kao komnosunuja taksux. Cuemn F(0) = (pg0 fop_,) (0) =

0 f)(z) = @q(a) = 0. Tlpema TOoMe, MOKEMO NPUMEHUTH Schwarz-oBy JieMy U J100MjaMo
12 ¥

< u < 3a CBe e D. 3 NpBEe HEjeHAKOCTH J00ujaMo Ja je
FIO) < 1 u [FO)| < D. U i 6] j
|00 (f (9—2(0))) ' (p-2(0))”_.(0 )! 1 kako Baxn ¢ (0) = z, SOCZI(O) =
1- ’Z‘Q 10 je ¢, (a)f'(2)] < W Mebyrum, Baxu ¢ (a) = e = o f o

2 —

W’ TaKO Jla M3 cBera nperxofnor jpobujamo |f/'(z)| < % Ca
JIpyre cTpaHe, ako y3MeMo z = 2o U ( = ¢,(21), a 3aTUM, UCKOPUCTHMO @—z[ yﬂa
nejennakocr |F(¢)| < [¢|, mobuhemo |(¢q 0 f)(21)] < |pz(z1)]. Kako Deeer D
je a = f(z) = f(z2), To Kopucrehu NUPETXOIHY HEjETHAKOCT CJIE/IH r
1f_(;1()z;)ff((zjl)) < ‘ Ha ocnoBy Schwarz-ose neme jeanakocr (y jeHoj
OJ, HEjeJIHAKOCTH) BaxKU ako U caMo ako je F' = ¢, o f o p_, poranuja

jeIMHIYHOT JMCKa, Tj. aKO M CaMo akKo MocTojn o € R Takas ja je ¢, o f o p_, = “. Cana
je fop_, =e%p_,4e—ia, OMHOCHO f = (eio‘cp_aefm) o, € Aut(D). Ilpema Tome, jemnakocr (y
jeJIHO] OJ1 HejeJJHAKOCTH) BaxKu ako u camo ako je f € Aut(D). [ |
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Ilpumep. Xosomopduo npeciaukapame [ : D — D koje HUje HAEHTUTET MOXKE UMATH HAjBUIIE
jenHy (OUKCHY TadKy.

Pewere. Hanme, mpeTiocTaBuMo Jia IpecuKaBame f nMa jiBe pasmanre (puKCcHe Tadke a, b € 1.
Tana je ' = 4 0 f 0 (p_, X0TOMOP(DHO IIpeC/InKaBambe Ka0 KOMIIO3UIMja TAKBUX U IPECTIMKABA
muck Dy camor cebe. Takobe je F(0) = (pq 0 fow_q)(0) = (pao f)(a) = pa(a) = 0. Cauuno,
F(a(b)) = (90 0 F)(b) = 9a(b) 1 ga(b) 0, jep je a # b. Tunt npe je |F(a(b))] = |pa(b)], Taxo
Ja Ha OCHOBY Schwarz-ose jieme npeciukaBambe F' mopa 6utu poranuja, 1j. F(() = €'*(,( € D
3a Hexo a € R. U3 jemmaxoctn F(pa(b)) = pq(b) cremm €' = 1, omnocro F = idp. obujanmo
wa o fow_q =1idp u omarie je f = p_g 0idpop, = @_q 0 Y, = idp IITO je y KOHTpAIUIHUju ca
mpeTmnocTaBkoM fa f Huje uaeHTurer. Ilpema Tome, f uMma HajBuine jeaHy GUKCHY TaUKYy. &

Cras. 3a xosnomopdnuy dyukiujy f: D(0,r7) — D(0,R), r > 0,R >0 u z,w € D(0,r) Baxn

‘ [E)=fw)| ~ _2Rr

z—w = |r2—wzl”
w

/oxas. Ysmumo npomssosbie z,w € D(0,7) m meka je 21 = Z,wy = ¥. Creqm z1,w; € D.

€) e %. Tama je g : D — D xomomopdra dyHKIHja Kao

g(z1)—g(w1)
1—g(w1)g(21)
‘f(Z)—f(w)‘ < Bl )]/

[r2—wz|

Hedunuiumo GyHKIHjy ¢

KOMIIO3HUIIMja TaKBUX, Ia npuMmeHoM Schwarz-Pick-ose sieme jobujamo ‘ ——

I—wiz |

f(2)=f(w)

1—[f(w)f(2)]/R?

‘1 _ fw)f(2) )| £
R2 R2

< Rr

W3 nperxojor ciejun S|, TJ. BaXn

z .
1 KaKO UMaMOo ) < 2, To clieu TparkeHa HejeTHAKOCT. |

CraB. Heka je f: D — D xonomopdnua dbyukimja u z € D. Tana je

L0 1FO)]z)
o < 7)< -

2 _ = _
Hoxas. 3a npomsBosbHO onabpane a,b € D Baxwu aib‘ = (a_b),(azb) = |a|2+|b|2,_(12b_ab =
1—-ba |1 ba| |1—ba|

(1=lal?) (1—Jbl?) (1=lal?)(1=[bl*) _ (o] [p])? la] = [t
L 2T e T ) RO AR e ‘7‘ z 1—\allbl" Axo yamemo sia
jea= f(z) ub= f(0), a 3arum uckopucrumo Scwarz-Pick-oBy siemy mobujamo 1|f G)(L |||J; o) ’

— 0 _
LOLO| < [2=0] = (s, s uperxomor ciean |f(2)] = O] < |2 = [ f()FO)] n
FO)] = 1) < [l = RIS O)], omsoeno {EFGE < [f(2)] < g, mro je u Guro
IMOTPEOHO JIOKA3ATH. [ |
JIema. Heka je f: 1D — D xomomopdua dyukmuja u f(0) = 0. Tana je |f(z)] < \z|% 3a

cee z € D.

Hoxas. Hexka je f(z) = > .07 anz™ Taylor-os passoj dynkumje f y jenummnmanom mucky D.
Taza je ap = f(0) = 0 u ay = f(0). Pynxmmja g(z) = > o0 a2 ' je xonomopdua y D, jep
je upejcTaB/beHa KOHBEPIEHTHHM CTelleHuM pejioM n Baxu f(z) = zg(z) 3a cee z € D. Caza
je g(z) = @ sa cee z € D\ {0} u g(0) = f/(0). Ipumenom Schwarz-ose jieme nobujamo na
je |g(2)] < 1 3a ce z € D. Hajupe, npernocrasumo ga je |g(z0)| = 1 3a Heko zp € D. Tana
y Schwarz-oBoj jemm Baxku jemHaKOCT, Ha je f poTammja, omHOCHO Baxku f(z) = €%z 3a cBe

2z € D unexo a € R. Cnen |f(2)| = [e2] = |z| = |z\% = ]z\% 3a cee z € D,

Tj. TOKA3aJM CMO JieMy. 3aTo, y HACTaBKy mpermnoctasumo na je |g(z)] < 1 3a cse z € D.
Tamga je g : D — D xomomopdua pyHKIHja, Ta TPUMEHOM IPETXOIHOr CTaBa JI00WjaMoO 11a je

l9(O)+]zl _ 1/ (0)|+|z] : f(z) 1 (0)]+|z]
lg(2)| < li|g(0)|le = 1+‘f,(0)|fz| sacse z € D. Crernmjanmo, 3a z € D\{0} Baxu | 2| < W(O)sz\’




1.3. SCHWARZ-OBA JIEMA HA TPAHUIIN

Lf"(0)]+|z]

onHocHoO |f(2)| < MW MebhyTumMm, Ta HejeaHaxkocT jecTe TauHa u 3a z = 0, jep cy Tajga u
JIeBa ¥ JlecHa cTpaHa jenHake Hynu. laxie, Baxn |f(z)| < |z|ﬁ 3a cBe z € D. Tume je
JI0OKa3 JIeMe 3aBPIIEeH. [ |

1.3 Schwarz-oBa Jema Ha rpaHuUI

CraB koja cienu mpejcrasiba Osserman-oBy Bepaujy Schwarz-ose jeme na rpanumnu. OH je
MOCTIEIATIA JIEM€e U3 IIPETXOHOT 0OJIe/bKa. YOIIIITEHhe OBOT CTaBa MPEJICTAB/ba TeOPeMa, HaBeIeHA
Ha Kpajy OBOI 0jleJbKa.

CraB. Heka je f: D — D xomomopdua dynknuja u f(0) = 0. [IpermocraBumo ma ce dynkimja
f moxe mopedunucaru y mekoj tauku b € 9D tako na nocroju f'(b) u ma je |f(b)] = 1. Tana
BazKn ’f/(b)| 2 %

/
Jloxas. Ha ocHoBy nperxojiHe jieMe, 3a Mpou3BOJbHY Tauky z € D umamo |f(2)] < \z\%.

Onarne je (1+|f'(0)I[z)) [f(=)| < [f/(0)ll2] + |2/, ommoeno (1 — [2[)(1 + [2]) = 1 — [2]* <

(=1 ED W+ 1 O2D- Caen SR > iy Aaxie, sa cne 2 € D s S0 >

e Hesa e zn = (1= f)boacae n € N. Taxaje |z = 1~ § < L 1j. z € Daa
n € N. Takobe je hm Zn=bmu n11_>n010|zn| — 1. Baxu ‘f(z;i:bf(b)‘ — \f(ZnI)/:lf(b)I — If(in_)‘znl(bﬂ >
o (i|_|L];(|Z")| 11|_f‘iz7:1|)| P 1+|1ler(\g)|||Z [» TAKO za je f(zn szg(b) = 1+|1;(|ZS"\Z [3acBen € N. Ilyctumo
= 00w aobujasio s e £(0)] = lan [HEO] > lim it = rpy o

IMTocnemuua. Hexka je f : D — D xonomopdua dyukuuja u f(0) = 0. IlpernocraBumo ma ce

dbyukuuja f moxke momedunucaru y Hekoj Tavuxu b € I rako ga nocroju f'(b) n ma je | f(b)| = 1.

Tana je |f'(b)] = 1. Jeauakocr Bazku ako u camo ako je f poraiuja.

Jloxas. AKO HCKOPUCTUMO NIPETXOJHN CTaB, 1obujamo 1a je | f’ ( )| > W. Taxolbje, Ha ocHOBY
2

1
Schwarz-ose sieme umamo na je | f/(0)| < 1. Cuenu |f'(b)| > m > 177 = 1. Jeanmaxocr Baxku

T+1
aKo u camo axo je | f/(0)| = 1, o/IHOCHO, aKO M caMo aKo je oTalnuja, riie CMO OIlleT UCKOPUCTUIIN
b ) M

kJjacnaHy Schwarz-oBy Jemy. |

Teopema. Heka je f : D — D xosomopdna dyuknuja. [IpermocraBumo ma ce pynknuja f Mmoxke
nonedunncarn y Hekoj tauku b € 9D Tako ga nocroju f'(b) u ma je | f(b)| = 1. Tazna je
/ 2(1-|£(0)])*
F Ol = e

Hoxas. Osnaummo a = f(0) u mexa je 0q(2) = {—==. Tama je ¢, € Aut(D) n gedummmmmo

byuknujy F = @, o f. Oyarnmja F : D — D je xosoMopdHA Ka0 KOMIIO3UIUja TAKBUX W
Baxkn F'(0) = pg(a) = 0. Kako je ¢,(0D) = 9D u |f(b)| = 1, o je |F(b)| = |¢a(f(D))| = 1.
Takobe, saxu F'(b) = ¢, (f(b))f'(b) (u3Bon cioxkene dbynkmuje). [Ipema Tome, UCIyHeHH Cy

YCJIOBU 3a NPHUMEHY MPETXOIHOr cTaBa, Tako ja je |F'(b)| > ﬁ Baxu ¢} (z) = é:g;,
raxo s je [F/(0)] = [ (FO)IF0)] = Ie(@ L FO0)] = 220k w |F/()] = e (FB)IIF ()] =
|1115|L£b)|2‘f//( )| < (11/ \‘aff(O))| — DL F(D)] = _i ;((%;: f|(§)|())\, W3 ceera nperxomHor Ao6y2ah|4f(z )L‘La; je
(- |f(o>\)2’f( )2 O > ‘ﬁ'io))'\ = iRy ommocHo; i |f'(0)] 2 oy
Tl = T Aase, sancra e £(0)] > it o .
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MeTprnke KOMILJIEKCHIX JIOM€EHAa

2.1 Poincaré-oBa merpuka. Teopema 0 PUKCHOj TadKMN

Hedbunurnmja. Oyukimja p : @ — R je mempure uwmu eycmuna ua obsactu 2 C C ako je
p(z) >03acee z€ Qupec C?(Q). Y onnocy Ha MeTpuKy p, dyosicuna BexTopa v € C y Tadgxm
z € Q, jennaxa je |v|,. = p(2)|v|, rae je |v| crangapiHa (eyKkiniucka) HyKHHA BEKTOPA V. [ )

Takobe, ry»>)una HenpekuHO Audepennujabuine Kpuse v : [a, b] — € jecre mara ca l,(7v) =

f [V (t)| p,y(tydt. dyzxuma jieo 1o jieo nenpexku o audepeniujabuie KpI/IBe jecre cyMa ,ZLy}KI/IHa
IbEHUX HEIPEKNIHO Judepennujabuinnx jeaosa. Ipumernmo ma je [,( f p(y "(t)|dt =

f7 p(z)|dz|. Pacrojame usmely tadaka p,q € ), y omHOCY Ha MeTpI/IKy P, ;LechHI/ImeMo Kao

d,(p,q) = infl,(7), upu demy ce HaBemenn nHMGUMYM y3UMa O CBUM €0 IIO J€0 HEIPEKHHO

¥

nmudepeniujabmiany Kpusama 7 : [0, 1] — § Taksum 1a je v(0) = p u

q (1) =gq. Onmax no pedunnnuju Baxu d,(p,q) = 0 u d,(p,p) =0 3a

cse p,q € §2. Heka je d,(p,q) = 0 3a Hexe p,q € ) u IpeTHOCTABAMO

Y na je p # q. Tama nmocroju ¢ > 0 rako ma je D(p,e) C Q u
q ¢ D(p,e). 3Barsopen muck Dlp,¢] je xommakTan CKyH TaKo 12
dyHKIMja p Ha HEMy JOCTUXKE CBOj MHHUMYM 1M = H[;IH],O > 0.

D

Kako je d,(p, q) = inf fw p(z)|dz|, To mocroju jieo 1O JE0 HEeNmpeKuIHO
v

mudepennujabuana kpusa v : [0,1] — Q,v(0) = p u y(1) = ¢, Taksa

D(p,¢) J1a je f,y p(z)|dz| < me. Cnemu, me > f,y p(z)|dz| > fvﬂD[p,E} p(z)|dz| >
M | Dl |dz| = me mro je kourpagukuuja (v N D(p, €] npeacrasiba

Jle0 KpuBe 7y caJpxkaH y 3arBopenom maucky Dp,e]). Ilpema towme,

axo je dp(p,q) = 0 mopa Guru p = ¢. 3a [eo 10 1e0 HempeKuAHO AudepeHIujabuIny KpUBy
v :[0,1] = Q,9(0) = p u y(1) = ¢, nebunnmeno v~ (t) = y(1 —¢t). Taga je v~ : [0,1] — Q
JIeo 110 Jjieo HenpekuaHo nudepennujabuina kpusa u v~ (0) = ¢,y (1) = p Ocum Tora, Bazku
= @G Bldt = J) (1 — D)V = Bldt = [ oD (s = 1p(7).
Hobujamo d,(p,q) = igflp(v) = ivn_flp(’y_) d,(q,p). Hexa cy v : [0, 1] - Qup:[0,1 - Q

JIeo 110 Jie0 HemnpekuHo judepennujabuine kpuse takse na je v(0) = p,y(1) = u u 5(0) =
u, (1) = q, toe cy p,q u u npousBo/bHO ofabpane Tauke u3 Q. edbunumemo aft) = [(2t)
sat€[0,3] nal) =~2t—1)sate [31. Tagaje a: [0,1] — Q 1o6po sedunncana, jeo
o [Leo HereKI/I,ZLHO ancbepeHImjaanHa kpusa n Baxn o(0) = p,a(l) = ¢q. Cana je dy(p,q) <

fo >rdt o2 p(r(2)) 1Y (20)|d(2t) + [}, p(B(2t = 1))|8'(2t = 1)]d(2t = 1) =
fo |ds +Jy ol (DIF(E)s = bp1) +1,(8), 5. dp(p:) < Ip3) +1,(3). Tipesnacrons

Ha I/IHCbI/IMyM HajIIpe 10 CBUM KpUBaMa 7, a 3aTHM U II0 CBUM Kpusama [3, gobujamo d,(p,q) <
dy(p,u) + dy(u,q). Konauno, u3 ceera nperxopsor umamo Ja je (§2,d,) MeTpudKku mpocrop.



2.1. POINCARE-OBA METPUKA. TEOPEMA O ®UKCHOJ TAUYKU

Hedbunurnmja. Heka cy Q1,0 C C obmactu u p1, po METpUKe Ha BUMa, TUM PEIOM. 3a
x0JsioMOpdHO, 6ujeKTUBHO npecnkaBambe f : 11 — Qg KakeMo n1a je uzomempuja naposa (21, p1)

it (Qn, p2) awo Bacat (f*po)(2) = p1(2) 3a coe = € Qu, vae jo (fp)(2) = (SIS ) &

Yamumo ga je f uzomerpuja naposa (Qq,p1) u (Qa, p2). Ako je v : [a,b] — Q1 1eo 1o jeo
HENPEeKUIHO JaudpepeHiyjabuana KpuBa, ozaaaumo f,y = f oy. Tama je f*'y [a, b] — Qo

taxobe, seo 1o feo HempekugHO audepeHimjabuana Kpusa. Baxun I, () = f p1(2)|dz] =
[, p2(f(2))If(2)]|dz| = ffo p2(w)|dw| = [; _ p2(w)ldw| = Ip,(f+7)- O,ZLaT.He umamo d,, (p, q) =
nf b, () = inf Lo, (£+7) = dpo (£ (p). f(2)), 13- dm (p:q) = dp, (f(p), f(q)) 3a cBe p,q € Q1. Ocum

tora, saxu p1(2)|(f~V) (f(2))| = pl(z)m = p2(f(z)) 3a cBe z € Q. U3 uperxomnor ciean

p1(f~Hw)|(f71) (w)| = p2(w) 3a cBe w € g, Taxo fa je mpecymKaBame f ! n30MeTpHja Maposa
(€22, p2) m (Q1, p1).-

CraB. Ako je f usomerpuja naposa (21, p1) u (2, p2), g usomerpuja naposa (2, p2) u (L3, p3),
Taja je g o f msomerpuja maposa (€21, p1) u (Q3, p3).

oxas. llpecnukaBame g o f : Q1 — Q3 je xomomMopdHO U OHUjEKTHBHO KaO KOMIIO3HIIH]a
raxpix. Taxolie, sa mpomspombio 2 € y saku (90 £)*ps) (2) = pa (g0 £)(=)) (g 0 £ (2)] =
p3(g(f (NG (FDIS ()] = p2(f () F(2)] = p1(2), 1i. (g0 f)7p3) (2) = p1(2). Hakne, go f

jecre mzomerpuja maposa (21, p1) u (23, p3). [ |
Hedunnimja. 3a merpuky p(z) = ‘z|2 Ha jegumaungaHoM Jucky D kaxkemo na je Poincaré-osa
WU TUNEPOOAUNKG METPUKA. [ )

CraB. Heka je p Poincaré-osa merpuka ma jegunumanom mucky D u h € Aut(D). Tana je h
uzomerpuja maposa (D, p) u (D, p).

a

Jloxas. Kaxo h € Aut(D) To nocroje o € R n a € D raksu ga je h(z) = e“£=% 3a cge z € D.

Ocum Tora, h je xomoMopdHO, GHjeKTUBHO IPECIUKABAHE. Ca;ga je (h*p)(2) = p(h(2))|W (2)| =
9 12 | 20-la?) _ 2(1-]e?) . _

1 feie =2 7 |28 | = e = Rt = 1 = 2(2), T (Wp)(2) = p(2) 3a

cge z € D. TIpema Tome, 3aucra je h nzomerpuja naposa (D, p) u (D, p). [ |

L+|ep(q)

CraB. 3a mpousBo/pHO ofabpate Tadke p,q € D Baxu d,(p,q) = In 1_“02 (Z)}, rze je p Poincaré-

OBa METPUKAa Ha jeMHIIHOM gucky D.

Jokas. Ako je p = q 1ana je d,(p,p) = 0 u |pp(p)| = 0 u TpUBHjaIHO Cile/[ TPasKEHA jeHAKOCT.
3aTo y HacTaBKy IPETIOCTAaBUMO Ja je p # q. IIpemukasame @, jecte ayToMopdusaM je IMHIIHOT
jucka D, ma mpuMeHoM mpeTxojHor crasa s1obujamo d,(p,q) = d,(ep(p), ¢p(q)) = dp(0,0p(q)).
Poramuja f : z — e 1278 #p(2) 7 jecre Taxobe, jeman ayToMopduU3AM jeHMHIMHOD JUCKA, TAKO Ja je

D D

dp(0,0p(q)) = dy(0,e7 89D (q)) = d,(0, |p(q)]). M3 nperxoamor nobujamo d,(p,q) =
d —d

»(0,7), rie je r = |pp(q)|- Heka je v :[0,1] — DD mpussospHO 01abpana, €0 1o
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2.1. POINCARE-OBA METPUKA. TEOPEMA O ®UKCHOJ TAUYKU

J1eo HenpekuiHo judepennujabusna Kpusa, taksa ja je v(0) = 0 u (1) = r. Heka je o« = Re~y
u B =TIm~y, 1j. (¢ ) = a(t)+i4(t) sacse t € [0,1]. Cnenn, a(0) =0u (1) =r. Canajely(y) =
[ p()lda| = [ 1= ‘Z|2 |dz| = fol 12|‘77(t)| dt > 01 12‘70‘0:8% dt = l,(«v). Heka je dynknuja & nobujena
MO IUpUKAIIOM (DYHKITHjE (v, TAKO IITO je (¢ HA WHTEPBAJIIMa, ONa iarha (PYHKIHje o« KOHCTAHTHO
jennaka BpegHOCTH (DYHKIMjEe (v y HOYETHOj TAYKM [TOCMATPAHOI WHTEpBaja Olajama. DBax
HHTEpBaJIa onajama GyHKIMje «, pyHkmje a u « cy jearake. Caja je & paCTyha beHKqua

a(0) =0, a(l) =rul,(a) > 1,(@). IIpema Tome, Baxu L,(7y) = I,(a) fl 120;(15

Jo 1 252 ds = In % [TpesackoMm Ha MHGUMYM 110 CBUM KpHBaMa, Y ;:L061/IJaMo na Baxu d,(0, 7")
In 1-1—7’

Ca apyre crpane, IocMaTpajmMo KpuBy r:0,1] - D ,ZLG(bI/IHI/IC&Hy ca I'(t) = rt. Baxu

F(O) =0uTI'(1) =r, Tako ma je d,(0,7) < fl 121}(,5)2 = for —=ds =In 1+T Konauano
3 T r 1
je d,(0,r) =1n H , opHoCcHO dy(p, q) = dp(O, r) In H =1In #ﬁggg‘. |

Crab. (D, d,) je komeTan MeTpudKm IIPpocTOp, IpH 4eMy je p Poincaré-oa merpuxa na
jenuamIHOM HucKy D).

/okas. Heka je (p,) Cauchy-jes uus y merpuaxom npocropy (D, d,). ITocroju ng € N Takas na je
dy(pm,pn) < 13acsem,n > ng. Baxku d,(0,pn) < dp(Prgs Pn) +dp(0,Dny) < 14d,(0,pp,) 3a cBe
n = ng. Osnaunmo M = max{l + d,(0,pny), dp(0,p1), ..., dp(0,Pno—1)}. Tama je d,(0,pn) < M

M . . .

3a cee n € N, omgaocHO |p,| < ﬁ 3a cee n € N, jep je d,(0,p,) = In ili:l Kako je
— 1y LHlepm (on)] _ edepmpn) 1 shdp(pm,pn)/2

dp(Pm,pn) = In 1*\<pzm(pn)|’ TO BaxKu |@p, (Pn)| = 6d,,<pm Pn)+1 — Chdi(pm,pn)/Q Onatrie cienu,

2 _ _sh®dp(pmpn)/2 - 2 dp(Pm,pn) __|pm (Pn)]? [pm —pn |* 2

(fom (P)l” = 2 G, iz W ST = T GO T T 2 P Pal®

%p”) 3a cee m,n € N. Ilpema tome, (p,) je Cauchy-je
HU3 Y OJHOCY Ha CTaHJAPJHY (EYKJHMJICKY) METPUKY U Kako je (p,) HU3 Tadaka U3 KOMIIAKTA

6]\4 1 M 1 . .
D [0 pSvany 3M+1:| C D. Jaxre, nh_{go lpn—p| =

Hobumu cvo |py, — pn| < sh do

} C D, To on kouBeprupa ka Hekoj Tauku p € D |0,

Qd('fh) d(n,)_
h2 Le@nn) _ dopar) _

0. Ocum Tora, kopucrehn jeTHAKOCT S = ”Lj )(1|_|p|2) J06mjamo nlg& sh
lim dp(pmp)

Konauno je sh *=*5—— = lim

n—oo

KOHBeprupa y Merpudkom npocropy (D, d,). W3 nperxomsor mMaMo Jia y METPHYKOM IIPOCTOPY
(D, d,) cBaku Cauchy-jes Hus xomseprupa, na je (D, d,) xomiuieran mMerpudku poctop. Tume
je JIoKa3 OBOI' CTaBa y MOTIIYHOCTH 3aBPIIEH. ]

d n, . .
Shw = 0, Ti. nlgrolodp(pn,p) = 0, Tako ma Hu3 (p)

Ba mpomsBosbHe sBe Tauke p,q € D Baxku d,(p,q) = d,(0,0,(q)) = d,p(0,|ep(q)]). Kpusa
KOjoM ce peasnmsyje Hajkpahe pacrojame usmelhy radaka 0 u |pp(q)| jecte I'(t) = |¢p(q)|t, upu
qemy t € [0,1]. Poramjom kpuse T 3a yrao arg ¢,(q) mobujamo xpusy 7(t) = e8¢ (DT (t) =
op(q)t, t € [0,1] kojom ce ocTBapyje Hajkpabe pacrojame u3mely Tadaka 0 u ¢p(q). Komaumno
KpUBa Y = (_, 0 T peanusyje Hajkpahe pacrojame usmely Tavaka p u q y jeiuHuaHOM JucKy D

ca Poincaré-osom merpukom. Kpusa v je 2eodesujcka kpua nzmelhy tadaka p u q. [pumerumo

na je y(t) = p_p(7(t) = p—p (pp(@)t) = % 1j. (t) = % 3a cee t € [0,1]. Kako

OnmHepaHa [Ipec/INKaBarba [IPECINKaBajy IpaBe Win KPYKHHIE OIIeT, Ha [IPaBe UM KDY KHUIIE,
3aTUM 4yBajy yriose u3amehy mux u Kako je Kpua [ oproronasna Ha jeuHuaHy Kpykauity 0D,
TO je Teo/e3njcKa KpUBa <y Takohe, OPTOTOHAHA Ha, jenuHu<Hy KpyxKuuity OD.

CraB. AKko je p MeTpuKa Ha jeIMHUIHOM JUCKY ) ca CBOJCTBOM Ja je CBaAKM ayToOMOp(dHU3aM
jemaunnanor jqucka D mzomerpuja maposa (D, p) u (D, p), raga mocToju mo3UTUBHA KOHCTAHTA €
TakBa Jia je p = cp, e je p Poincaré-oBa Mmerpuka Ha jeMHUIHOM JuCKy D).

Zoxas. IlpecnukaBame h = ¢_, je ayromopduzam jeauau4nor aucka D, rie je z € D npou3BosbHO
onabpana tauka. Tana je h*p = p u cuenujasno, (h*p)(0) = p(0). Creau p(0) = p(h(0))|H'(0)] =



2.1. POINCARE-OBA METPUKA. TEOPEMA O ®UKCHOJ TAUYKU

3 N ~ p(0 p(0 . . 300
plz) (1= 12%), mi. p(2) = P(O)l_LP = %) : 1_@2 = % - p(z). Yaumajyhu na je ¢ = @
Jobujamo p(z) = cp(z) 3a cBe z € D, mrro je u Tpebaso gokazarn. [ |

Cras. Heka je f : D — D xosomopdHo nipeciukaBame u p Poincaré-oBa merpuka. Tamga Baxkmu:

(a) (f*p)(z) < p(z) 3a ce z € D.

(6) 1,(fsy) < lp(7y) 3a cBaky jeo 10 Jieo HenpekuHO Audepennujadbuiny kpusy 7 : [0, 1] — D
(8) do(f(p), f(q)) < dp(p,q) 3a cBe p,q €D.

Joxas. (a) (f*p)(z) = p(f)|f'(2)] = 12||ffz‘|2 < 1_2‘Z|2 = p(z) 3a cee z € D, upu vemy

cMmo uckopuctmwim Schwarz-Pick-oBy semy.

(6) 3a HpOI/ISBOJbHy J1e0 110 ;Leo HereKI/I,ZLHO ;pncbepeHqua6HﬂHy kpuBy v : [0,1] — D Baxn
(o) = Jy o2 = [ o@D G @lde = [, p(F )7 )de) = [ (7o) (=) dz],

AKO UCKOPUCTHUMO 10 (a) /1061/IJaM0 lp(f*v) fv( p)(z |dz| < f,yp z)|dz| = 1,(7).

(B) Heka je p,g € Du v : [0,1] — D zneo 1o seo menpekuHo pudepernujabuiHa KprBa TakBa Jia

Baxku Y(0) = p u v(1) = ¢q. Tana je fiy:[0,1] = D neo no geo wvenpekuHO audepeHImjabuIHa

xpusa, npu emy je (f7)(0) = f(p) n (fv)(1) = q¢. Coenn, dp(f(p), f(q)) < Lo(fi7) < Lo(7)-

IIpesackoM Ha MHGUMYM 110 CBUM TakKBUM KpuBama 7y pobujamo d,(f(p), f(q)) < d,(p,q). [ |

Yamumo ga je K xommakran u F 3aTBOpen ckyn y merpudkoMm npocropy (X, d), npu gemy
je KNF = (. 3a npoussomphe x,y € X nu € F vaxu d(z, F) < d(z,u) < d(z,y) + d(y,u),
1j. d(z, F) < d(z,y) + d(y,u). Ilperackom na nndumym mo ceum u € F mobujamo d(z, F') <
d(xz,y) + d(y, F). Cununo je d(y, F) < d(z,y) + d(z, F). Cnemn |d(z,F) —d(y, F)| < d(z,y)
3a cBe z,y € X, Tako Ja je x — d(x, F') nenpeknana (yHKIMja Koja HA KOMIAKTy K gocTike
cBOj MuHUMYM y Heko] Tauku rg € K. Hakne, d(K,F) = d(xo, F). Takobe, zp € K C F°n
F€ je orBopen ckym, na nocroju 7 > 0 ca cBojctBom D(xg,7) C F€. 3a npoussospHOo u € F
Baxku u ¢ D(xg,r), ogrocHo d(xg,u) < 7. Ilpenackom na uabumym no ceum u € F nobujamo
d(zo,F) > r > 0. Ilpema tome, Baxu d(K,F) > 0. Y nacraBxy npenrocrasumo jaa je (X, d)
KOMILJIETaH METPUYKH MPOCTOP M Ja je npecaukasame f : X — X KOHTpakimja, OJHOCHO
na nocroju 0 € (0,1) rako ga Baxku d(f(x), f(y)) < dd(z,y) 3a cBe x,y € X. Ilokaxkumo
Jla npecinKaBame [ uma jequHcrseny dbukcny tauky (Banach-osa Teopema o dbukcHOj TauKn).
Unnykrusno, aebunumumo npeciukasama fi = f u for1 = fo fn, 3a n > 1. Taga mobujamo
Jla 3a TpOM3BOJBHO ofabpany Taduky x € X u upousBosbHo n € N Baxku d(fn(z), fnyi1(z)) <
0d(fr-1(x), fu(z)) < -+ < d"d(zx, f(x)). Cama 3a cee n,m € N umamo d(fn(z), fnim(z)) <

n+m—1 n+m—1 "
S o) S < (T80 dla o) < Epde f@). Kawo 5o, ) - 0 o
k=
n —> 00, 10 je (fn(x)) Cauchy-jeB Hn3 y KoMmIeTHOM MeTprdIkoM mpocropy (X, d) u camum TuM,
KOHBEPrUpa Ka HeKoj Tauku xg € X, Tj. li_>m fn(x) = 2p. CBaka KOHTpaKiuja je HENPEKHIHA
n oo

dymanja w caean (o) = f(lim fu(@)= i F(Fu(@) = im fusa(s) = 0, ommocro a0 je
n—oo n—oo n—oo

dukcHa Tauka MpecinkaBama f. YKOIMKO Cy g U Yo JiBe PUKCHE TAYKe [PECJUKaBama f, BaxKu
d(xo,y0) = d(f(zo0), f(y0)) < dd(zo,10). Omarre je d(xg,y0) = 0, jep 6 € (0,1), Tj. o = yo.
[Ipema Tome, f uma jeauHCTBEHY (PUKCHY TadKYy.

Teopema (Farkas, Ritt). Heka je f : D — D xomomopdua dbyrkmmja n f(D) C D. Taza f
nuMa jeIMHCTBeHY (DUKCHY TadKy.

Hoxas. Ckyn m J€ 3aTBOpPEH W OrpaHWYeH, jep je m C D. [Hakuire, m je KOMIIaKTaH
ckym. Ca gpyre crpane, D¢ je zarsopen u f(D) N D¢ = (), rako ma je d(f(D),D) > 0, re
HoJipa3yMeBaMo Jia je 0BO pacrojambe onpeljeno y opHocy Ha crangapiany (€yKJIUICKY) METPUKY
y KoMmiuiekcHo] pasau. Ilocroju € > 0 makso ga je d(f(D),D) > 2¢ > 0. Heka je 29 € D
dbukcupana tauka u nocMmarpajmo dbyuknujy g gedunucany ca g(z) = f(z) + e(f(z) — f(20))
3a cee z € D. IlpernocraBumo na g(z) € D¢ 3a weko z € D. Tazna je ¢|f(z) — f(z0)| =
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2.2. KPUBMNHA METPUKE

1f(2) —g(2)| = d(f(D),D) > 2¢, onmocuo | f(z) — f(z0)| > 2. Meljyrum, 080 je y KOHTpPa MK
ca mejennakocru |f(z) — f(z0)| < |f(2)| + |f(20)] < 2. Haxue, mopa 6uru g(z) € D 3a cBe
z € D, Tako na je g : D — D jeana xonomopdua dyHKIMja Ka0 KOMIO3MIMja TaKBUX. 1IprMeHOM
nperxogHor crasa nobujamo (g*p)(z) < p(z) 3a cee z € D, 1j. p(9(2))|d'(2)] < p(z) rue je p
Poincaré-oa merpuka Ha jexunanom qucky D. Crermmjanso je p(g(z20))|9'(20)] < p(20) u xako
st g(z0) = f(z0) 1 (20) = (1+ ) (20), 70 ao6mjanio p(f(z0))|f'(20)] < 1iop(20). Opo
Baxku 3a cee 29 € D, 1j. p(f(2))|f(2)| < ﬁp(z) 3a cse z € D. Cremu (f*p)(z) < 1+Ep(z)
3a cee z € D. Hexka je vy : [0,1] — D neo no geo menpekunHo nudepeHnujabuiHa KpuBa TakBa
na je v(0) = p u (1) = ¢, rme ¢y p u ¢ npousBosbHO onabpane Tadke u3 jucka D. Tama je
f+«v :[0,1] = D neo 1o seo HereKI/I,ZLHO ,zmcbepeHqua&/MHa kpuBa, (f«7)(0) =pu (fuy )( ) =q.
Bacn d,(£(p), £(0)) < 1p(£u1) = [y p(2)ld2) = [(F*)(2)ldz] < 1hs [ p()ldz] = £l (o).
IIpema Tome, d,(f(p), f (q)) ST =1,(7) 1 npesackoM Ha MHPUMYM IO CBHM TaKBHM KpHBaMa
v mobujamo d,(f(p), f(q)) < 1Jrsal (p,q). Cana je npeciukaame f : D — D konrpakmumja,
jep je dy(f(p), f(q)) < 1+€al (p,q) 3a cBe p,q € D u 1%_8 € (0,1). Merpuuku npocrop (D, d,) je
KOMILIeTaH, 1a npuMenoM Banach-ose Teopeme o (hbuKCcHO] Tauku jgobujamMo Ja f uMa je JMHCTBEHY
bUKCHY TadyKy, YUMe je T0Ka3 3aBPIIeH. |

[IpermocTaBuMoO J1a Cy MCIIYE-EHU YCJIOBU IIpeTxojHe Teopeme, Tj. f: 1D — D je xomomopdHa
dyukuuja ca csojerom f(D) C D. Heka je p € D jeauncrseno oxapebena dukcHa rtauka
dynkimje f. Osnaunmo ca D,(p,T) OTBOpEHH IHCK Ca IEHTPOM y TadKH P, HOJIYIPETHHKA
r > 0 y merpuukom npocropy (D,d,). Haxmre, D,(p,r) = {q eD | d,(p,q) < T}. Cnuano
Dylp,r)={qeD ‘ dy(p,q) < r} je 3aTBOpeH AMCK Ca IEHTPOM y TaxKH p, HOXylIpedHnKa r > 0y

1+]pp(q)|
ol <

r & lep(q)] < z:—ﬁ < op(q) € D (0, emj) & q € vy (D (0, ;—j)), OJHOCHO, J1061jaMO

na je Dy(p,7) = ¢_p (D <0 ¢ _1>). [TpecnmkaBame ¢_, je OHMIMHEAPHO IpeC/INKaBambe, ajn

merprraroM 1poctopy (DD, d,). Ilpumerumo na Baxku ¢ € D,(p,r) < d,(p,q) <17 < In

7 e"+1

e"—1
7 e"+1

JIICK, aJli y OJHOCY Ha CTaHJapjHy (eyKJIHWICKYy) MeTpuky. lIlpemMa ToMme, CBAKH OTBOPEH JHCK
D,(p,r) y merpuakom npocropy (D, d,) jecre ncroBpeMeHO U HEKH OTBOPEH JIHCK y OJHOCY HA
eyKIuACKYy MeTpuky. Uuaykrusno, nedunummmo npeciaukapamwa fi = fu fr11 = fofp3an > 1.
Takobe, neka je K npoussosban KoMIakT caap:kan y jucky D. Caza je U‘;‘;l D,(p,j)=DDK.
Dammusmja orBopennx juckosa {D,(p, j)}jen y Merpmakom npocropy (I, d,) jecte yjemno n Heka
daMumja OTBOPEHUX JIMCKOBA y OJHOCY Ha €YK/IWJICKY METPHUKY KOja IIOKpUBa KOMIIaKT K u
caMUM THM, MOXKEMO HU3/IBOjUTH KOHAaYaH MOTIOKpuBad. IIpema Tome, mocroju j € N Tako
na je K C Dy(p, '), a TUM TIpe je K C Dylp,jl. 3a npomssossno ¢ € K C D,[p,j] Baxu
d,(f(p), f(q) < lJrsd (p,q) < 1+5, rae je € > 0 kao y gokasy nperxomae Teopeme. Coemm,

f(@) € D, [f0),viz] = Dy |p. %] 52 eve g € K, raxo maje fi(K) = f(K) € D, |,z
AKO HHJ[yKTUBHO HACTABHUMO [IPETXOAHN IOCTyNIaK nobujamo na je fr,(K) C D, [p, ﬁ}
n € N. Oparze je dy(p, fn(q)) < W — 0, kag n — 00, 3a cBe ¢ € K. Konauno, uz csera
IPETXOIHOT UMaMo Ja Hu3 gynknuja (f,) paBHOMEPHO KOHBEPrUpa Ka KOHCTAHTHO] (DYHKIIUjH
P Ha CBUM KOMIIAKTHHM IIOJCKYIIOBIMA jeuHIYHOr aucka [ y merpmaxom mpocropy (D, d),).

n ayroMopduzaM jenruHm4HOr jnucka [), Tako ga je ¢_, (D (O )) Takohe, jelaH OTBOpPEH

3a CBeE

2.2 KpuBuna MmeTpuke

[TocebHO cBOjCTBO MeTpPUKE jecTe IeHa KpuBuHa. Ca reoMeTpujcKe TauKe TJIEINIITa, KPUBUHA
MeTpHuKe, KOjy hemo Hermro KacHuje gedunncaTn, npeacrapba Gauss-oBy KpUBUHY IIPUIPYKEHY
cBakoj Riemann-oBoj merpuriu y audepeHIinjaTn0oj reOMeTPUju.
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2.2. KPUBMNHA METPUKE

Heka je 0 C C obnacr u f : Q — C nmenpexkunno nudepennujadbmina pyaknuja. Heka cy
% u % nudpepeHIyjaJHu ollepaTopu JedpuHICaH Kao % 1 8836 7 aay u % = % (a% + i%).
HpI/IMeTI/IMO,ZLaBa)KI/I%— <g£ ZgZ)— (f—i—z )—1( + 4 f)-(%,Tj, %:%

Axo je f xomomopdua dymrmmja w3 Cauchy-Riemann-osux ycimoBa ciemn g—é = 0. Ocnm

TOTa BaXKu a% = %—i—% n 8% = i(%—%).. Hexa je Q3 € C obnacr n g : Q — (C
Takohe, HEITPEKUTHO AH(bepeHqua&/mHa dyuknuja. Oznaunmo o = Re g u S =Img. Tana je
B(fog) — 1 (0(fog) 4 ;0(fog)\ _ of o foB | ;9fd 0f0B\ _ 1 (9f | Of 0
=32 T T1ay ) = (Bmag+3y3x+ ooy T° ayay) = ( +<92)(6z+8%)
af  of\ (98 . 98 af |, of 8 d 1 of  of of o
T2 Z(az az) (EWL%)WL Z(az+$)z(a%_a%)+21 Z(E_*) (*_*) 50z +
af o af 98 -9f 9B ¥ of .98 8f dg | 8f 99 8f By
oz oz 1 @%—Zﬁﬁfm(az +igE)+3 <$—25) LE+EE=LErdE ﬂame
e = G158+ 352 Ocm rora Bm482 &I =2 (H+idh) = (& —i%) (E+i%) =
5? 9% f 92 0
ﬁxg + Z@yafx B 81‘8y + oy? Bx]; + axg = Af’ TJ Af - 46z Tf Yy HacTaBKy,
g JOJATHO MPETIOCTABUMO Ja je ¢ Xojomopdua GyHKIT]ja. I/IS npeTxo,uHor
Q—Q

N cren A(f 0 g)(2) = 4azaz<fog><>—48[8f<g<z>>az<> 2Lg=)Z)]| =
lf 12 [N @] = 42 (a)) 7G) + 45L gD () = 42 (a(2)):

C @) +45 ()% = (AN()]g (2)P = (Af o g)(2)lg'(2)[2, ommocno

A(fog) = (Afog)ld|>. Hame, yamumo ga je f xonomopdua dyHkimja

u f # 0y obnactu Q. Ilokaxkumo ma je In|f| xapmonujcka dyukuuja, Tj.

aa saxu Aln|f| = 0 y obmacru Q. Hamve, Aln|f| = $AIn|f?> = JAlnf + LAInf =

8z ﬁ Inf + 2&6,2 Inf = 2az 32 Inf = 23Z 8Zlnf 2862 8(1;;]() = 0, e CMO HMCKOPUCTUIN

azlnf =0, jep je f xonmomopdua dyukiuja. Jakie, In|f| jecre xapmonujcka dynknuja. Ocum
tora, In | f|? jecre Takohe, xapMorHjcka byHKIHja. Y CTaBy KOjU CIeIH KOPUCTHREMO TIPETXOTHO

fog~

JOKa3aHa CBOj CTBa.

Hedbununmja. Kpusuna merpuke p Ha objactu ) y tadkum z € () jecre nedwunmcaHa ca
—Alnp(z) P

KQp(2) = 2(2)2
CraB. Axo cy 21 u (o objacTu y KOMILIEKCHO] paBHU, p MeTpuka Ha (o uw h @ 1 — o
KOH(OPMHO IIPECIMKABAIE, TaJla BaXKH K, h+p(2) = Ko, p(h(2)) 3a cBe z € Q.

Jokas. Kaxo je (h*p)(z) = p(h(2))|W (2)] > 0 3a cBe z € 1, To je h*p merpuka Ha obmactu

(h*p je nBa myra HenpekuHO judepeHnujabuaHa dyHKIKja Kao KoMmnosuipja Takpux). Cana
—Aln(h*p)(2) _ —A((poh)|h'|)(2)

o _ —Aln(poh)(z)—Aln | |(z) __
sa cse z € (b Baxu Koy wp(2) = “GeEE . = SGEPREE )T =
—Aln(poh)(z) _ —A((np)oh)(z) _ —((Alnploh)()W(2)]> _ —Alnp(h(z)) _

PETEE = REPHEE = — phEEREE = @ = fe(A(2)), oamocro
Koy b p(2) = KQy,p(h(2)) mTO je m Tpebaso JokazaTn. [ |

AKO 3aJIp>KMMO O3HAKe W3 OBOI CTaBa W IpermocraBuMo Ja je f : 1 — o xomomopdHa
dbynxumja, Taksa 1a je f'(z) # 0, omrocuo (f*p)(z) > 0 3a neko z € Oy, Taga BaKN Ko, f+,(2) =
KQo.,p(f(2)), IITO TUPEKTHO CIIeIH U3 JI0Ka3a HPETXOIHOI CTABA.

IIpumep. Ogpenunvo kpusuhy Poincaré-ose merpuke p(z) = % [z Ha JICKY D. Hawnwme, Baxku
_ cammpe) _ (P Ay o 02ER) A 1_|z\2 _ 0P A _

k(z) = ST = 1 : nz(z) = 1 - Aln— = 1 cAln (1-2%) =

1—-|2| 2 _ 2 (1) (1—22)—(—2)(—%

O 480 (1— 22 = (1 - o) =g = (1= [2f2) CRUECD o ne

z € ]D). Haxne, k(z) = —1. &
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2.3. MAJIA PICARD-OBA TEOPEMA

ITpumep. 3a merpuky o(z) = Z|2 y KOMILJIEKCHO] DABHHU KaXKeMO Jia je chepra Mempuxra.

1+
_ —Alno(z) __
Kao y mperxommnom mpumepy gobujamo Ja je KpuBuHa chepHe MeTpuke k(z) = —)? . =
1+2) ) = 2]
% 428 m(1+2-2) = (1+ 2 ) 8ZI+ZZZ = (1+]z]?) W = 13acBe z € C,
oznHOCHO K(z) = 1. L]

ITpumep. Cranjgapasa (eykimicka) MeTPUKa y KOMIUIEKCHO] paBHU jecte narta ca p(z) = 1.
tbena kpusuna jecre £(z) = 0. )

ned
A( ) e 2«

3a upomssossie A > 0 u a > 0 dyuxnuja pl (2 ) jecTe MeTpHKa Ha HUCKY

VA(a?—|2|?
D(0, ). Hamwve, p2(z) > 0 3a ce z € D(0,a) n dynxmmja pi jecre kmace C? kao KoMmosummja

“angd(e) | AT g VAR | AR A (02 p2)

TaKBHUX. Baxu k,4(z) =

Pa pa(z)2 402 402
B A(a27\2|2) P N ( —|z|? ) 9 —z A(a2f\2|2)2 (—1)(a?—22)—(—2)(— z)
- 4o 482 oz In ( ZZ) - a? "9z a?—zz a? ’ (02—|2|2)? —A
sa ce z € D(0, ), ommocno k5,1 = —A na mueky D(0, ).

2.3 Mauaa Picard-oBa Teopema

Hapenna Teopema nmMa Benkn 3Ha49aj U OpojHE IMOCTIEINIIE, O KOJUX Cy HEKe OB HaBeJICHE.

Teopema. Heka je 2 obmact y kommutekcuoj pasuu, A, B,a > 0, f: D(0,a) — € xomomopdua
dbynkumja u o Merpuka Ha obsactu {2, TakBa Ja je k, < —B y cBakoj Tauku Te obsactu. Tasa
Baxku (f*o)(z) < %pé(z) 3a cse z € D(0, a).

Jloxas. Baxu (f*0)(z) > 0 3a cBe z € D(0,). Axo
je ffo = 0 Taja TpUBHjAJHO CJIeIN TparKeHa HEejeTHAKOCT.
Baro, mpermocrasumo na je (f*o)(¢) > 0 3a meko ( €

D(0, ). Heka je r € (|¢|, @) mpousBosbHO 01a6pato u HeKa je

red f + na aucky D(0,7). Tana je g > 0 na aucky D(0,7)

u g Je HereKI/I,ZLHa dbyHKIMja Ka0 KOMIIO3UINja TaKBUX.
[pumernmo ga je lim p2(z) = oo u dbynxmuja f*o jecre

|z|]—r

HenpekuHa #Ha kKomnakry D[0,r] C D(0,«), a caMmum TuM,
oHa je orpammdena Ha mwemy. Cremnn |l'}m g(z) =0 < g(¢).
Z|—r
Kaxo je g menpexkuynna dyskimja, To nocroju § € (0,7 — [(])
TakBo na3ar—4J < |z| < rBaxu g(z) < g(¢). Pynkuuja g je
HenpeknaHa Ha koMuakty D[0,r — 0] Koju cajpxku Tauky ¢ u
Ha HeMy JIOCTUZKE CBOj MAKCUMYM, & HA OCHOBY ITPETXO/IHOT,
T0 je yjemno m makcumym Ha jucky D(0,r). [dakie, dyHKmja ¢ JI0CTHXKE MAKCUMyM Ha
mucky D(0,7) y mekoj tauku zo € D(0,7). Taxa je g(z0) = ¢(¢) > 0. Cauma u dbyukuuja

. . 32
Ing nmocrmxke cBoj makcumym ma jucky D(0,7) y Taukm 2z, Tako a je 5Ilng(z) < 0 m
%lng(zo) < 0. Uz g(z0) > 0, cnequ (f*o)(z0) > 0, ma je Ha OCHOBY IPETXOJIHOI CTABA
. 2 2
Ko(20) = kol(f(20)) < —B. [Hobujamo 0 > %lng(z()) + %lng(zo) = Alng(z9) =
Aln(f*o)(z0) = Alnp(z0) = =k =6 (20)(f*0)(20)% + Kpa(20)p7 (20)* = B(f*0)(20)* — Ap;(20)*.

Omnarie je g(zog) = (J::;(i)z(;)o) < Lg, osHOCHO Baxku ¢(z) = (fp;(f()z()) < % 3a cse z € D(0,7).

[Tpema Tome, umamo na je (f*o)(z) < %,o;f‘(z) za cse z € D(0,r) u cee r € (|C],a). Iycrumo

nar — « ujgobujamo ga je (f*o)(z) < %pf(z) zacee z € D(0,«). OBum je noka3 3aspriien. Hl
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2.3. MAJIA PICARD-OBA TEOPEMA

Kao mupekTHy mocjeauily nperxojine Teopeme y ciydajy A = B = a = 1 gobujamo Ahlfors-
Schwarz-oey aemy: nexa je 2 obaacm y xomnaexcroj pasnu, f: 1D — Q xzoromopdpna dyrxyuja
u o mempura Ha obaacmu €, maxea da je ke < —1 y cearoj mauxu me obaacmu. Tada easrcu
(f*0)(z) < p(z) 3a cee z € D, 2de je p Poincaré-osa mempuka na jedunuvwnom ducky D. Ocum
rora, Heka je f : D — D xosomopdua dyukuuja u f(0) = 0. Taxa ma ocroBy Ahlfors-Schwarz-
ose sieme Baxu (f*p)(z) < p(z) 3a ce z € D. Crennjanno, 3a z = 0 godujamo p(0)|f'(0)| < p(0),
1j. |f/(0)| < 1. Hakue, Ahlfors-Schwarz-osa jema nosiadn crangapaay Schwarz-osy Jemy.

Teopema. Hexka je {2 obiact y KOMILIEKCHO] paBHU M 0 MeTpuKa Ha objactu ), TakBa Jja je
ke < —B y cBakoj tauku Te obnactu, rje je B > 0. Tana je cBaka xosomopdua dbyHKIMja
f: C — Q koucranTHa.

Joxas. Onmabepumo mpoussobie A > 0 u a > 0 u veka je f : C — Q xomomopdua byHKIH]A.
Tana je f‘ D(0a) ° D(0,a) — € xomomopdHa dyHKIMja U HA OCHOBY IIPETXOJHE TeopeMe BayKu

0< (ffo)(2) < \/—‘/%pﬁ(z) 3a ce z € D(0, ). OBo Baxku 3a cBe @ > 0 U aKO IMYCTUMO JIa (¢ — 0O
nobujamo (f*o)(z) = 03acee z € C, 1j. f*o = 0. Omarne je f/ = 0, tako na je f = const,
OTHOCHO f je KOHCTaHTHA (DYHKIH]A. |

3a ¢dysKIEjy Koja je xosjomopdua y C raxkemo na je uesa dynkiumja. Kao mocsemuiry
mpeTXo/iHe TeopeMe mobujamo Liouville-o6y meopemy: ceaxa uesa, oepanuvena GyHruuja jecme

xoncmanwmua. Hanme, Heka je f mesa m orpanndena ¢dynkiuja. Taga mocroju R > 0 TakBo 1a

je | f(2)] < R 3a cee z € C. Tlocmarpajmo dbyHKIM]y g e %f Capa je g : C — D xosomopdna

dynknuja n Baxku K, = —1 < 0, rae je p Poincaré-osa merpuka Ha jenmaumdHoMm jucky D.
Ha ocHoBy mnperxojiHe TeopeMe ¢ je KOHCTaHTHa (DYHKIIMja, a CAaMHUM THUM je U f KOHCTAaHTHA
dyHKH]a.

IIpumep. Ako je f nena, HekoncrantHa dyukimja, taga je ckyn f(C) ryer y C.
Pewerve. ITpenrocrasumo na ckyn f(C) muje rycr y C. Tama nocroje a € C u r > 0 takBu 11a

je f(C)N D(a,r) = 0. Cana Baxu |f(z) —a| > r 3a cee z € C. Oynxuuja g(z) red % jecre

eJsia Kao KOMIIO3UIMja TAKBUX U OrpaHudeHa, jep je |g(z)| = m < % 3a cee z € C. Ha
ocHoBy Liouville-oBe Teopeme ¢ je KoHCTaHTHA (QYHKIIMja, TAKO J1a je U f KOHCTaHTHa (DYHKIH]a,
mTo je Konrpaukiuja. Jlakie, nogerna npermnocraska je norpemntta, na je ckyi f(C) rycry C. &

ITpumep. Heka je f mnena dynknmja Taksa jga Baxu f(z) =
f(z4+1) = f(z+1) 3a cBe z € C. [Jokazaru jia je f KOHCTaHTHA
dyHKIHT]A.

Pewere. Younmo ksagpar K = {z =z + iy € Clz,y € [0,1]}.
Oyukiwmja | f| jecre Henpekuana Ha KommnakTy K, Tako Ja je oHa - -
OrpaHHYeHa Ha eMy, Tj. 1mocroju Koncranta M > 0 Taksa Ja
je|f(2)] < M 3acse z € K. Kako je f(z) = f(z+1) = f(z+1)
3a cee z € C 1o Baxu f(z) = f(z+m+ni)3acse z € Cu
cBe m,n € Z. Heka je z = x + iy € C npousBo/pbHO omabpaH
koMmiutekcan 6poj. Tana je f(z) = f(x +1iy) = f(z+ iy — |z] —
ilyl) = fl@ = [z] +i(y—ly]), jepje —|z] € Zn —|y| € Z
([-] jecre dynkumja menor mena). Kaxo je x — |z] € [0,1]
uy— |yl €[01], o je z — |z] +i(y—|y]) € K. Cremn
f(z) = flx — |z +i(y—ly])) < M. Haxne, 3a cBe z € C Baxu |f(z)] < M u Ha ocHOBY
Liouville-oBe Teopeme nmamo Jia je f KoHCTaHTHA (DYHKIIH]A. &
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2.3. MAJIA PICARD-OBA TEOPEMA

IIpumep. Ta au nocroju dyukuuja f xomomopdua y C\ {0} raksa na saxu |f(2)| > ﬁ 3a
cge z € C\ {0}7

Pewere. TpernocraBumo ma nocroju taksa dyaknuja f. Tama je ﬁ # 0 3a cee z € C\ {0},
na je n GyHxImja % xonomopdua y C\ {0}. Ocum Tora, Baxu ﬁ < +/|#] 3a cBe z € C\ {0},
Tako ma je dyHKIHIja % OTpaHWYeHa y OKOJMHU CHHTyJapuTeTa y Tadku 0 U OH je OTKJIOHWUB

cunrysapurer (Riemann-oBa teopema o oTKjI0OBUBOM cuHryaapurery). Takobe je lir% ﬁ =0,
zZ—r

jep je Wl)‘ < +/|z| 3a cBe z € C\ {0}. [Hdakie, dyuximja g nedunncana ca g(z) = f(lz) 3a

z€ C\{0} ug(0 ) = 0 jecre nesna dbyunkuja. [Ipumernmo ga je g(z) # 0 3a cse z € C\ {0}.

Heka je g(z) = Z apz" passoj dyakmmje g y okosmnu tadke 0. Tama je ap = ¢(0) = 0
U HeKa je A, HpBI/I o;L koedunmjeHaTa y pasBojy Koju je PASIIAT OFL HylIe, e je m € N.

Cremn, g(z) = 2™ Z apz" ™™ = 2™h(z), ae je h(z) = Z an2" ™™ nena dbynximja, jep je
n=m n=m
IpeJICTaB/beHa KOHBepreHTHUM creneHuM pejgoM. Baxku h(0) = a,, # 0 (3aupaso je h(z ) #0

3a CBe 2 E C, jepje g(z) # 03a z € C\{0}). 3az € C\ {0} umamo [22™"1h(2)?| =
ﬁ |22Mh(z)?| = E ‘]g 2)?| < il\z] = 1, onnocro [22™71h(2)?| < 1, upn uemy oBo Baxu U 3a
2z =0, jep je 2m —1 > 1. Ha ocnosy Liouville-ose Teopeme 22" 1h(z)? je koncranrna dbyukipuja,
1j. 22" 1h(2)? = ¢ 3a cBe 2z € C, e je ¢ € C meka koHCTaHTa. 3amenoMm z = () go6mjaMo ja
je ¢ = 0. Ca gpyre crpane, 3a z = 1 jobujamo ¢ = h(1)? # 0, mro je memoryhe. ITpema Tome,
[OYeTHA IIPETIIOCTABKA je TOrPeITHa U He TOCToju (pyHKIMja f ca HaBEIEHUM CBOjCTBUMA. &

Teopema. Heka je {2 obj1acT y KOMILIEKCHO] paBHI
rakBa Ja ckyn C \ Q campxu Gap aBe Taduke.
Tama moctoju koHcTanTa B > 0 um MeTpuka ¢ Ha
objactu {2 Tako Ha je ke < —B y ¢Bakoj TauKu Te B et

obJtacTu. ¥ S

Jlokas.  Cxyn C \ Q caapxu Gap aBe Taduke u / oa /
O3HAUMMO WX ca a u b rme je a # b. Oparie y - b o
crequ  C C )\ {a,b}. Heka je dbyuruumja o
_ (1+z=at/?)? (14]2—b]1/3) 12 1 O™~ 5
nedunncana ca o(z) = o7 o A5 Y s 02 b
3a cee z € C\ {a,b}. Tama je o(z) > 0 3a \ . ;
cee z € C\ {a,b} u dbynxuuja o jecre xnace C2 N K b
na obmactn C \ {a,b} xao Kommosunmja TaxkBuX. - o
Hakne, o jecre merpuka na C\ {a,b}, a tume u
Ha objactu 2. 3a Mpous3BOJBHO 0JabpaHy TadKy

—Alno(z z—al?/3
z € C\{a, b} Baku k,(z) = Uéz)z( ) — _1J|r\z—|a|1/3'

|z—b|5/3 Al (1+|Z_a‘1/3)1/2 (1+\z—b\1/3)1/2 B
Tz—p/3 = =M e—al5/6 T [z=b]/® =

1/2 1/2
B |z—a|5/3 ) \z—b|5/3 Aln (1+|Z—a\1/3) / L Aln (1+|z—b|1/3) / _ |z—a|5/3 ‘ \Z—b\5/3 .
1+|z—a|l/3  1+4|z—b|1/3 |z—al5/6 |z—b|5/6 - 1+]z—a|l/3  1+4|z—b|1/3

z—a /
[%Aln(l+|z—a\1/3)—%Aln|z—a|+%Aln(1—|—|2—b|1/3)—%A]n]z—bﬂ = —%%

r— 5/3 < . .

% [Aln(1+]z—al'?) + Aln (1 +]2 —b*/3)], jepje Aln|z—a|=0un Aln|z—b| =0y

obaactu C\ {a, b}, kao mro je panuje nokazano. Ca npyre crpane, Baxu A ln (1 + |z — a|1/3) =
1/3 1/6 (= —\1/6 o 5(z—a)'/%(z—a)%/¢

422 (142 —a|?) = 422 (1 +(z—a)’”(z—qa) ) = 45 G

(z—a) "%/ (z-a) "/ *[1+(2—a)/* (z-0)"/°] - (2:—a)/*(z—7) */O L (2—a) "/ (z—1)"/®

(14]z—a1/3)?

win

9 (z=a)"/*(z—a)*/° s

92 14((2-a)(z—0))/°

2
3
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2.3. MAJIA PICARD-OBA TEOPEMA

1|z=a|=%/34|z—a| "3~ |z—a|7¥3 _ 1 1 : 1/3
: =z opnocHo nobujamo Aln (14 |z —a =
9 (1+|z—a|1/3)2 9|z—a|5/3(1+|z—a|1/3)2’ i pi ] ( | | )
1 1 H . 1/3y _ 1 1
: . Ha mcrn maunn umamo 1a je Aln (14 [z —b == .
9 |z—a\5/3(1+\z—a\1/3)2 Aa ] ( ‘ | ) 9 |z—b|5/3(1+|z—b|1/3)2
—al?/3 |z—b|5/3 1 1 .
[Ipema ToMe, kg (2) = — = - ] . . + Tj.
p ’ 0( ) 18  1+|z—all/3  1+|z—b|1/3 \z—a|5/3(1+|z—a|1/3)2 |z—b|5/3(1+|z—b|1/3)2 y 1)
|sz|5/3 |zfa|5/3

BaAXKU Ky (z) = . Caza je K, HEIpeKHJIHA

_ 1
18 | (14]2—al/3)” (1+|2—b]1/3) + (14]z—alL/3) (1+]z—b]1/3)°
dbyHKIMja Kao KOMIO3WIMja TaKBUX M BaXn ky(z) < 0 3a cee z € C\ {a,b}. Takobe je

. _ e . _ e . ~ Ja—b]3/3 .
;1_1?(11/4;0(2) = —gu ll_rgﬁa(z) = g Me je € = oo > 0. Ilpumerumo na je u
. o . . la—b| .
z%o Ko(2) = —o0. Kako je —i5 < —g5 To mocroju 01 € (O, 5~ ) TakBo Ja je ks (2) < —o5

3a cBe z € D(a,01) nu cee z € D(b,d1). Ocum rora, nocroju d2 > max{|a| + d1,|b] + 1}
TaKBO Ja 3a |z| > 02 Baxm ky(2) < —g55. Cazma je D(a,d1) C D(0,62), D(b,61) C D(0,02)
u D(a,d1) N D(b,01) = 0. Cxyn K = DJ[0,d2] \ (D(a,d1)U D(b,61)) je kommakran, jep je

3aTBOPEH U OTPaHMYeH U HelpeKujHa (PYHKIUja K, Ha eMy JOCTHUXKE CBOj MaKCHMYyM, [IPH
JeMy je maXky < 0. Heka je —B = max{— m}gxng} < 0. Taga je B > 0 u ky(2) < —B 3a

[\

£
20°
cge z € C\ {a,b}. Tume je 10Ka3 Teopeme 3aBpIIIEH. [ |

Teopema (Mana Picard-oBa Teopema). Axo je f 1esa, HeKOHCTaHTHA (DYHKIM]ja, Taa CKYIl
C\ f(C) caapxu HajBuile jeHy TAIKY.

Jlokas. Tlpermocrasumo cymporuo, Tj. ma ckyn C\ f(C) caapxu 6ap ase tauxe. Kako je
f(C) obmact, To Ha OCHOBY HPETXOJHE TeOpeMe, IOCTOju KOHCTaHTa B > (0 u MeTpuka o Ha
obmactu f(C), takBu 1a je k, < —B y cBakoj Tauku Te obmactu. MehyTum, Taga je caka
xosiomopdua dyukuuja g : C — f(C) xoncrantna. Ilpema Tome, f je koHcranTHa (QyHKIH]A.
OBo je y KOHTPaIUKIIUjH Ca [TOYETHOM IIPETIIOCTABKOM J1a je f HekoHcTaHTHa ¢yHKIuja. Jlakie,

ckyn C\ f(C) cagpxku HajBurie jejiHy Tadky. |
ITpumep. Heka je f nena, nekoncrantna dbyuknuja u f(—z) = —f(z) 3a cse z € C. lokazaru
na je £(C) =C.

Pewere. Ilpernocrasumo na je f(C) # C. Tana je ma ocHoBy masie Picard-oee Teopeme
f(C) = C\ {a} 3a veko a € C. Baxu f(0) = —f(0), na je f(0) = 0 u a # 0. Kako je
a# f(z)3acse z€ C,m0jen —a# —f(z) = f(—z) 3acse z € C, 1j. —a ¢ f(C). IIpema Tome,
Mopa 6utn —a = a, ogaocHo a = 0, mro je memoryhe. Cnemu, f(C) = C. &

Ipumep. Ako cy f u g nene dyuximje u e/ (9 +e9(2) = 1 3a cse 2 € C, rana cy f u g KoHcranTHE
dyHKIHT]E.

Pewerve. 3a excronenmmjanny bynxmujy saxu exp(C) = C\ {0}. Caza je e9%) # 1 3a cse
z € C, jep je ef®) £ 0. Jlobujamo ma je g(z) # 2nmi 3a cBe n € Z u z € C, Tako jga mena
dbynkupmja ¢ ucnymra Bume of jeJHe TadKe y KOMILIEKCHO] PaBHH, I1a jé KOHCTAHTHA Ha OCHOBY
majie Picard-ose Teopeme. Ciindno je u f KOHCTaHTHA (PYHKIH]A. &

CraB. Heka je f : C — C xonmomopdna dynknuja, taksa jga ¢yaknuja f o f : C — C mema
dbukcny rauxy. Tana je f rpancnanuja z — z +b, b € C\ {0}.

Jlokas. Axo je zp € C dukcna rauka dynkuuje f, Baxu f(f(z0)) = f(z20) = 20, oxmocHo,

zo je yjenso u ¢dukcua tauka dyukmuje f o f. Ilpema Tome, kako f o f Hema PUKCHUX Tavdaka,

To u f Hema dukcHnx Tadaka. Ciemn ja je g(z) red % J06po neduHICcaHa QYHKIH]A
y Te710j KOMILJIEKCHO] PABHU, KOja je XOJoMOpdHA Kao KoMmmosuinja TakBux. Dyukimja f o f
HeMa GukcHy Tadky, ma je g(z) # 0 3a cee z € C. Ocum Tora, Baxu f(f(z)) # f(z) 3a

cee z € C, jep f mema dukcHy Tauky, Tako Ja je g(z) # 1 3a cee z € C. U3 uperxojuor
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2.3. MAJIA PICARD-OBA TEOPEMA

je g(C) c C\ {0,1}, ma nupumenom mase Picard-oe reopeme cinequ g(z) = ¢ 3a cse z € C,
rae je ¢ € C\ {0,1} meka koncranta. J[lakmue, f(f(z)) —z = c¢(f(z) —2) 3a cBe z € C.
HudepennuparmeM nperxojne jegnakocru, gobujamo na je f'(f(2))f'(z2)—1 = ¢f’(z) — ¢, ognocuo
saxu f/(2) [f'(f(z)) —cJ=1—csacBe z€ C. Kako je 1l —c# 010 je f'(2) Z0u f'(f(2)) # ¢
3a cge z € C. ®@ynknuja f' o f je nema u (f' o f) (C) € C\ {0,c¢}, a camum Tum, Ha OCHOBY
maiste Picard-oee reopeme je f'o f = b 3a mexko b € C\ {0}. Tazna je f'(w) =0 3a ce w € f(C).
Oyukruja f Huje KOHCTaHTHA, jep 6u y cynporHoMm dyukiuja f o f umana dukcny tadky. Ha
ocuoBy Mmajse Picard-ose reopeme je f(C) = C nmm je f(C) = C\ {wp} 3a Heko wy € C. Ako
je f(C) = C, rana uz f o f = b, umamo f' = b. Axo je mak, f(C) = C\ {wp}, Tama Baxn
I (wg) = f’(nli_{rolowo +1) = nli_}ngof’ (wo+2) =b, jep wo+ £ € f(C) sacee n € Nu f'je
Henpexkuana GyHknuja, Tako ga gobujamo f = b (omer cmo kopucrmiu ga je f'o f =b). YV
cBakoMm ciaydajy je f'(z) = bza ce z € C, 1j. f(2) =az+b3acse z € C, rue je a € C neka
koHcTanTa. Kako dyukiuja f Hema dbukcHEX Tadaka, TO Mopa ouru a = 1 (uHade 6u, TauKa %
6uia dbukcaa Tauka Gynknuje f). Konauno je f(z) =z +b3a cse z € C, rue je b € C\ {0}, 1j.
f je Tpancnamnmja. |

[Hocnenuia masne Picard-oBe Teopeme jecte u ochosna meopema anzebpe: axo jep : C — C
Hexoncmanmar noaurom, mada p uma wyay y C. Hanme, npernocrasumo 1a je p(z) # 0 3a cse
z € C. Tana je p(C) = C\ {0} (masa Picard-oBa Teopema) n Kako je p HEKOHCTAHTAH HOJIMHOM,
BaXKU Zli_)rgop(z) = oo. Ilocroju R > 0 tako mna je |p(z)| > 1 3a cee |z| > R. 3a cBako n € N

BaXKH % € C\ {0}, rako na je f(z,) = % 3a HEeKO 2, € C u Ha OCHOBY IIPETXOIHOr, MOpa GuTH

zn € D]0, R]. Cana je (zp,) nu3 radaxka n3 komnakrta D[0, R|, ma mocToju KOHBEPreHTaH MOIHI3
Zng, Tj. lm z,, = zp € D[0, R]. Cuenu, p(z0) = lim p(zp,) = lim ni = 0, mro je memoryhe.
k— 00 k—oco k—oo0 "k

JlakJie, oueTHa MPETIOCTABKA je IMorpelHa, Tj. mojuHoM p uma uyiy y C.

IIpumep. /lokazatu jna He noctoju nojunoM p(z) crenena N € N, taxas jia je f|z\:2 %dzz =
Ozaceen=0,1,...,N.

Pewere. IlpermocraBumo a mocroju Takas moamHoM p(z). Tana T+1 € {|z| <2} 3acBe n =
0,1,..., N, na je Ha ocaoBy Cauchy-jeBe nunrerpajsae dpopmyie p (m) = ﬁ 2=2 3 ( ) dz =
g—j;l.l 12]=2 #dz =03acsen=0,1,...,N. [Jobumu cmo ma nojmuuom p(z) uma N +1
HyJIy Y KOMILIEKCHO] paBHU, IITO j& HeMoryhe, jep je degp = N u xopucrelin ocHOBHY Teopemy

anrebpe 3ak/bydyjeMo jia mosimHoM p(z) uma N HyJla y KOMILIEKCHO] DaBHU. &

ITpumep. Ako je f nena, 1 — 1 dyunkuuja, nokazaru je f(z) = az+b, z € C 3a neke a € C\ {0}
ubeC.
Pewerve. Kaxo je f nema u 1 —1 dynxumja, To je f’ (z) = 0 3a cBe z € C. IIpernocrasumo ja je
f(C) = C\{p} saneko p € C. Baxku (ffl)/ (f(2)) = f’( ysacsez € C najen f~ L.C\{p} = C
xosomopdua dyuknuja. IIpema rome, npocropu C u C\ {p} cy xomeomopduu, 1j. C ~ C\ {p},
mro je memoryhe, jep je C npocro nosesan npocrop 3a pasziuky ox npocropa C\ {p}. Ilpema
ToMe, Ha ocHOBY Masie Picard-ose Teopeme mopa 6utn f(C) = Cu f~!: C — C je xomomopdna
bynxmmja. Heka je M > 0 npoussosbro. Taza je f~1 (D0, M]) xommakran ckym (HempeKkmIna
CJIMKA KOMIIAKTa jecTe OleT KOMIAKT), & CAMUM THM, TO je jeJlaH orpaHudex ckyil. Jlakie, mocroju
R > 0, Taxso na je D0, R] © f~1(D[0, M]). U3 nperxoxnor je C\ D[0, R] C C\ f~!(D[0, M]) =
f~1(C\ D0, M]), Taxo ma 3a cse |z| > R saxu |f(z)| > M. obujamo 1a je lim f(2) = o0, na
je f momuuom. IlpermocraBumo na je deg f = n > 2. Ako f uma npe pa3anI/ITe HyJse, Taga f
uuje 1 — 1 dynknuja. Cﬂean f(z) =c(z—20)" 3a neke ¢ € C\ {0} u 2y € C. Mehyrum, cazna
je fzo+1)=f 20+ e ) = ¢, na f uuje 1 — 1. Camum tum, mopa outu deg f > 1, omgHoCcHO
f(2) = az + b 3a meke a,b € C. Ocum Tora, dysknuja f je 1 — 1, na Huje KOHCTAHTHA U MOpa
ourn a € C\ {0}. L)
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I'maBa 3

Teopeme Bloch-oBor Tumna

3.1 Bloch-oBa Teopema

OynraaMmenTaaHa TeopeMa oBe ryaBe jecre Bloch-oBa Teopema u mene mocienuiie. 3arpaso,
HaBeJIeHa Cy U Heka 1moboJbirama ocHoBHE Bep3uje Bloch-ose Teopeme u3 1924. rogune. Hajzma-
yajuuje yHampeheme ose Teopeme jsieno je Ahlfors-a. Msnenabyjyhe je xakme mocseauiie nMa
oBa Teopema. Mamehy ocrasior, oma omoryhasa jomr jeman gokas maje Picard-oBe Teopewme.
Hoena nocienuiia je u reopema Schottky-ja koja he Herro KacHuje y 1€TBPTOj IJIaBU JOBECTH [0
nokasa Besuke Picard-ose Teopeme. Jlemy Koja cieau nckopuctuhemo mpu JiokasuBamy Bloch-
oBe Teopeme. Ocum Tora, oHa he OGUTH KOPUCHA U Y HEKUM JIaJbUM pasMaTparbuMa.

Hedbununmja. Heka je 0 C C orBopen ckyn. Tajga damunujy cBux dyHKIHja Koje cy
xosiomopdre y € oznagasamo ca H (), nok damuiujy cux dyHKIuja Koje cy xosoMopdHe
y HEKOM OTBOPEHOM CKYITy KOju cajapxku ckyn {2 oszaadasamo ca H(S2). Takobe, 3a mponssosbHy

dbyukuujy f: Q — C oznauasamo |f|g = sup |f(2)]. [ )

JIema. Hexka je Q C C orpammuena obmacr, f : Q — C menpekmmuo u f ‘Q : — C

OTBOPEHO IpecinKaBame. Heka je a € ) Tako ja Baxu s = mlgﬂ\ f(z) = f(a)] > Tana
z e

je D(f(a),s) C f(2).

Joxas. Cxyn (1 je KOMIHakTaH, jep je 3aTBOpeH M orpaHmdeH. HempekniHa CIMKa KOMIAKTa
jecre omer KoMmakT, Tako ja je f(f)) kommakTam, a TEMe m orpaHmuen ckyrm. CaMEM THM je
f(Q) orpammden u orBopen ckym (f je orBOpero mpeciuKaBambe), ma je f() # f(Q), ommocHo
saxkn Jf(Q) # 0. Ocum Tora, Jf(€)) je KOMIAKTaH CKyI, jep je 3aTBOPEH U OIPAHUYEH U KAKO
ce pacTojarbe 071 KoMnakTa gocrmke, 1o je d(f(a),0f()) = |wo — f(a)| 3a Heko wy € If(§2).
[Tocroju uu3 tavaka (w,) w3 f() Takas ga je nh_)rglo wp, = wo. Heka je z, € Q rako ma je

f(zn) = wyp, 3a cee n € N. Cana je (z,) Hu3 Tauaka u3 KoMmIakTa (), Tako Ja MOCTOJU HEIrOB
KOHBEPreHTaH HOAHU3 (zp, ), Tj. lim z,, = 29 € . Kopucrehn menpekmmanocr dbynknuje f
k—o0

nobujamo 1a je f(z0) = f <kli)1210 an> = klglgof(znk) = kli)nolo wy, = wo. Kako je wy ¢ f(£2), To

U3 IIPETXO/IHOr Mopa 6uTH 2o ¢ €2, a camum tuM je zo € ). Ilpema Tome, Baxku d(f(a),df(Q)) =

jwo — fla)l = [f(z0) = f(a)| = s, omuocuo d(f(a),0f()) > s. Heka je w € D(f(a),s)
pou3BOJ/BbHO ofabpana Tauka. Ako w € f(Q)€ Baxu |w — f(a)| = d(f(a),0f(Q)) > s, mro je
uemoryhe, jep jew € D(f(a),s). Hakie, mopa 6utn w € f(£2). Konauno je D(f(a),s) C f(2). B

CraB. Heka je V=D(0,r),r>0u f € H (V) HeKOHCTaHTHA dyHKIuja, npu demy je f(0) =0
u |f'l7 < 2|f(0)|. Taga sazxn D(0,R) C f(V), rae je R = (3 —2v/2)r|f'(0)|.
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3.1. BLOCH-OBA TEOPEMA

Hoxas. Ilpumernmo ja mopa Gurn f'(0) # 0 (y cymporrom 6u 36or yciosa |f'l;; < 2|f'(0)]
saxuio ' = 0, ogrocHo f 6u Guna koHcTanTHa dyHkuuja). Pynkmmja g(z) b f(z) = f'(0)z
jecte xomoMopdHa Ka0 KOMITO3UIINja TaKBUX. Takobe je f[o . (f'(¢) — f'(0))d¢ = f(2) — f(0) —

1(0)(z—0) = f( ) f’( )z = g(z) u ako o3naummo 7y(t) = zt 3a t € [0, 1], nobujamo g(z) =
S, (F1(©) = f(0)) fo (f'(zt) = f'(0)) zdt. U3 ocHOBHe MHTerpasHe HejeJHAKOCTH CJIeJIH,

(2)] < fo |f'(zt) — f/(0)||z|dt. Axo je v € V HpOI/IBBOJBHa tauka, Tajga kopucrehin Cauchy-
jeBy mHTerpaJny cbopMyJIy, nobujamo na saxku f'(v) = 5 fav ') Ld¢ u f(0) = 5 Jov #d{,
ommocto f'(v)—f(0) = 5= [o /(¢ (— - 7> d¢ = 5% fav & Ci d¢. Yz perxonor je | f'(v)—

< 3 Jov Hg\‘\émda Ty 2w = T'”|'v|\f’lv, i £ (0) = £O)] < 151
I/ICKOpI/ICTI/IMO HPEeTXOJHY HejeJHaKoCT u jobujamo Ja je |g(z) fo |f/(zt) — f(0)]|z]dt <
0wl plzldt < 1Py fy vt < IS < r'f\zlwf'< )|, omnocio paxan [g(2)| <

=

|21

|7(0)|. Cana, 3a npoussosbhe « € (0,7) u z € 9D(0, o) mmamo T‘fa]f’(O)| == |Z| |/7(0)]

r—|z|
9(2)| = F(z) = F(0)z > alf(0)] = |f(2)], raxo na je (o= 25) |F/(0) < |f(2)] sa cve
z € 0D(0,«). Habumo makcumym dyuknuje o(a) = a — rofa na unrepsaiy (0,7). Hajupe je

¢'(a) =1- %;)a;(_l) =1- 2(1;0_‘;?22 = Tz}fi";ﬁQQ = (T_(2+\/§z;12g;(2_\/§)a), OJTHOCHO, BaXKn

(a) (2+Tﬁ_a> (ﬁ_a)

o .,
+f<r<2 ﬁ,TOJecp(a)>03aa€(0,m]H

(r—a)?
¢'(a) <0zaac€ [ﬁ, 7’). [Tpema ToMe, y Tauku o = o \/5 ce IOCTUZKE MAKCUMAJIHA BPEJHOCT
r _ T r2 r r _V202—V2)(V2-1)r 2,
Plova) = ova V2 2r—(2+v2)r | 29v2 | (24vV2)(V2+D) 2 = (V2-1r=

(3 — 2v/2)r. Jlobujanmo ma je (3 — 2v/2)r|f(0)| < |f(2)] 3a cBe z € OD (0, 2+T\/§>. O6acr
Q=D (O,ﬁ) je orpanmyena, dbyHkuuja f je HempexuaHa Ha ) C V u f|Q 2 — Cje

OTBOPEHO IIpec/InKaBamhe (Ha OCHOBY TeOpeMe O OTBOPEHOM mpecimkaBamy). Ocum Tora, 0 €
u migﬂ]f(z) — f(0)] = m1£r)19|f(z)\ > (3 - 2v2)7|f/(0)] = R. Konauno, Ha OCHOBY IPETXOJIHE
FAS z e

neme, Baxku D(0,R) C f (D (O, ﬁ)) C f(V). [ |

ITocnemuua. Heka je V = D(a,7),a € C,r>0u f € H (V) HEKOHCTaHTHA (DyHKIHja, IpU
qemy je | f'li < 2|f(a)|. Tana saxu D(f(a),R) C f(V), rae je R = (3 —2v2)r|f'(a)|.

Jlokas. Hedbunummmvo dbyuruujy h(z) red f(z+4+a) — f(a) u veka je W = D(0,r). Taua je
h € H(W), jep je f € H(V) u h je nexoncranrtna dbynxuuja, jep je f Taksa. Taxobe je h(0) =
fla)=f(a) =0uh/(2) = f'(z+a), ma je h'(0) = f'(a). Ocum Tora, Bazku |h'|yz = sup |W(2)] =

zeW
sup  [f'(z+a)l = sup [f(Q] = [f'ly < 2[f'(a)) = 2(K(0)], 1i. [W| < 2[R(0)].
z € D[0,r] ¢ € Dla,r]
[Tpema Tome, dynknmja h ucmymasa ycjaoBe IpeTXoAHOr cTaBa, Tako ma je D(0,R) C h(W),
jep je R = (3 =2v2)r|f'(a)| = (3 — 2v2)r|W(0)|. Kaxo je h(W) = f(V) + (=f(a)) (cxyn
f(V)+ (=f(a)) je Tpancnar ckyna f(V) 3a sektop —f(a)), To je D(0,R) C f(V) + (—f(a)),
onuocuo, D(f(a), R) C f(V), mro je u Tpebajo qoka3aru. [ |

[pernocrasumo j1a je f € H(D) nekoncrantna dbynxmuja. Oyuxiumja A(z) = |f/(2)](1 — |2])
jecTe HempexkmIHa Ha KoMIakTy D m y Hekoj Taukn p € D moctuxke coj makcumyMm M. Kako je
A(z) = 0 3a cBe z € D, To moxkemo u3abparu Ja je p € D. Ykonuko 6u 6mwio M = 0, umanu 6u
f' =0, omnocno f 6u Guna kKoncranTtHa dynknuja. I[Ipema Tome, mopa 6utu M > 0. YV ckiary
ca IIPETXO/[HO HABEJEHNM O3HaKaMa, JI0Ka3yjeMo cieiehy teopemy.
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3.1. BLOCH-OBA TEOPEMA

Teopema. Axko je f € H(D) nekoncrantna dbynxnuja, Taga je D (f(p), (% — \/5) M) c f(D).

Jloxas. Kako p € D, 10 je t = Q € (0,1) u M = |f'(p)|(1 — |p|) = 2t|f'(p)|]. 3a z € D[p,t],
Baxu |z| = [z —p+p| < |z —p\ +|p] < t+ ]p| 1+T|M < 1, a camum tum je D[p,t] C D
nl— |z >1— 4= IT"” = t. Cuemn tf'(2)] < |f'(2)|(1 = |2]) < M = 2t|f'(p)| 3a cBe
z € Dlp,t], ommocno, saxu |f'(2)| < 2|f'(p)| 3a cBe 2z € D[p,t], ma je |f'|ppyg < 2|f'(p)]. Axo je
V = D(p,t), rana je f € H(V) nekoncranrna dynkuuja u | f'|i7 < 2|f/(p)|. Cana je na ocuosy
nperxonue nocaeute D(f(p), R) C f(V) C f(D), rae je R = (3 —2v2)t|f'(p)| = (3 — v2) M.
Haxkme, Baxxu D (f(p), (% — \/§) M) C f(D), unme je joKka3 3aBpIIEH. |

Teopema (Bloch). Heka je dbynkmuja f € H(D) ca csojcrsom f/(0) = 1. Tana f(D) caapxn
JICK TIOJyTIpeHnKa 3 — /2.

Jloxas. Dynkmmja f je HekoncrantHa dyukuuja, jep je f'(0) = 1. Ilpumernmo na je M =

maxA(z) = A(0) = |f(0)] = 1, rae je A(z) = |f'(2)|(1 — |z]). Ha ocroBy nperxozne teopeme
zeD
3

ciuka f (D) caapku IUCK MOJTyIpEeTHUKA (§ - \/5) M > % — /2, a tum npe, f(ID) cagpxu auck
MOJIYIIPEYHUKA % — V2. |

IMocaequna. Heka je dyukuumja f xomomopdua y obmactu Q C C, f/(¢) # 0 3a neko ¢ € Q u
€ (0,d(c,09)). Tama f(Q) camprxu auck nosynpesannka 8| f(c)].

Jloxas. Pyukuuja g(z) red f(z+c¢) jecre xomomopdua y obsactu 2+ (—c), jep je f xomomopdHa
y  (ckyn 2 + (—c) je obmact kao Tpanciaar obmactu ). Baxu Dic,s] C 2, a camum TuM

je u D[0,s] C Q4+ (—¢). Oparne cremn na 3a dbynkuujy h nebunncany ca h(z) e fg(,s(zo))
saxku h € H(D). Cama je h'(z) = gg/,((soz)), onuocuo h'(0) = 1. Ha ocnoBy Bloch-oBe reopeme

umamo fa h(DD) caip:Ku IHCK HOMyNpedHnKa 5 — /2, a THMe U JUCK NOJIylIpedHHKa 15, jep je
3—V2> 4. Kakoje g (D(0,s)) = s¢’(0)h(DD), To cika g (D(0, s)) caapKu JUCK HOJIYHpEeYHIKa
+51g'(0)| = L[ f(c)]. Ocum Tora, Bazku g (D(0,s)) C g (2+ (—c)) = f(€2). Hpema Tome, f(£)
CaJIPIKH JCK 1Oy IIPETHUKA 1. [ |

[Ipumernmo na ako je f : C — C xonomopdua, HekoncranTHa QpyHKIMja, Taja HA OCHOBY
nperxozue nocyeauie, f(C) caap:ku JUCK TPOU3BOEHOT MOJIYIPEYHUKA.

Heka je f € H(D) mekoncrantua dymxmuja. Pynkmmja B(z) = |f'(2)|(1 - |ZE) jecre
HenpekuHa Ha KoMiakTy D u Ha meMy JocTuke cBoj MakcumyM N y Hekoj Tadyku g € D. Kako

je B(z) = 03acse z € ID, To moxkemo y3zeru sa je ¢ € D. Tebunumunmo dyuximjy F red fov_q,

1. F(2)=f (quqZ). Qynknuja ¢4 je ayromopdusam jeruHnaHOr gucka D, ogHOHCHO 4 €

Aut(D), ma je F(D) = f(p—q(D)) = f(D). Taxobe je ¢’ (2) = é;g; u @ (2) = é:glzl;. Baxxu
F'(2) = f'(—q(2))¢"y(2), onmocno F'(0) = f'(q)(1— |qI?), ma je |F'(0)] = [ f'(¢)|(1 — |g|*) = N

3naMmo J1a je p_g = go(;l u camuM tuM f = F o ¢, Heka je z € D nmpoussosbna Tauka. Tama je
z = ¢q4(C) samexo ¢ € D. Coem N > |£/(Q)I(1 = [¢1%) = [F'(0q(0))ll0g(O)I(1 = [€[?), omocro

N el (O1(1—1¢I?) 1 Y(1-[¢ 1—lg>)(A=[¢>) _
e 2 P e O = 1F(eo () 2452 = IFWON%JZI%EPIFH =

|F'(¢4(C))]. Kako je ¢4(¢) = z, To u3 mperxozamor mobujamo |F'(z)| < W zacse z €DV

Be3H ca IIPETXOJHUM JI0Ka3yjeMo cielelly Teopemy.

oS

. 2) N) c f(D).

Teopema. Axko je f € H(D) nekoncranTna dbynxnuja, Taga je D ( f(q), (3
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Jloxas. Heka je z € D [O, ?] C D. Taza saxu |F'(z)] < 1_]|VZ|2 <

2 = 2N = 2|F(0)),
1j. |F'(2)] < 2|F'(0)|. Osmaunmo V = D(O, g) Oyuknuja F' je mekoHcranTHa, jep je
f raksa. Ilpema Tome, Baxun F € H(V) je mexoncranrna dynkmmja u [F'|liz < 2|F'(0)].
Kopucrelin jegan o uperxonuux crasosa jgobujamo D(F(0), R) C F(V) C F(D) = f(D), tze je

R = (3-2V2) §|F’(O)\ = (% — 2) N. Ocum tora, F'(0) = f(p—4(0)) = f(q). Konauno je
D (fla), (32 ~2) N) € /(D). n

. = o 3v2
IMocaeauma. Hexa je f € H(D) u f/(0) = 1. Taza f(D) cagpxxu JUCK mOIyIPeUHIKa S5 — 2.
Jloxas. Ha ocuoBy nperxomue teopeme f (D) caapu AucK mosynpedHuka <3T‘/§ - 2) N, rze je

N =max|f'(2)|(1—|2]?) = |f/(0)] = 1. Hakme, f(D) caap:Ku n HeKH JUCK YHjH je MOTYTPETHIK
zeD

jeTHaK % — 2. |

3.2 Ahlfors-oBa Teopema

I[IpeTxommn pesynrar ce Moxe nobospmarn. Hamme, ako je f € H(D) u f/(0) = 1, taza f(D)
CAJIPKU JUCK TOIYIIPEIHUKA @. Taxobhe, Taga nocroju obaacr €2 C D Koja ce mpecIuKaBameM

f buxosiomopdHO IpecInKaBa Ha Taj JHUCK MOJIYIPEIHUKA @. IIpe camor mokaza, 6buhe HAM O
KOPUCTH JIa JIOKaXKeMO HeKa TBpherma Koja cy cama 110 cebu MHTepecanTHa.

(1) IIpermocraBumo ja je €2 KOHBEKCHA OOJIACT y KOMILJIEKCHO] PaBHU
u weka je f :  — C xomomopdua dynkiuja. Takobe, neka je 0
Ref'(z) > 0 3a cBe z € Q. Ako ¢y z1 u 29 JBe pasiuuure
tauke 3 obmactn Q m y(t) = (1 —t)z +tze 3a t € [0,1], Taﬂa je
v([0,1]) C Q, jep je 2 xousekcHa obaactr. Tasga Baxku f (= =

Jo FO@)Y ()t =[5 (f oy) (#)dt = F(v(1)) = f(7(0)) = f(22) - ( 1)-
Caemt f(22) = f(21) = Jy FOOW @t = fy ['(3(1)(z2 = z1)dt =

(z2—21) [y f/(7()dt = (22— 21) [fol Re f'(y(t))dt +i [ Im f'(y(t ))dt]v Tj. Baxu f(z2)—f(21) =
(22 — 21) [fol Re f/(~(t))dt —I—ifol Im f’(v(t))dt]. Kaxko je 21 # 29, 10 je 21 — 29 # 0. Ocum Tora
je fol Re f/(y(t))dt > 0, na je fol Re f/(v(t))dt + z'fol Im f/(7(¢t))dt # 0. U3 cBera nperxomHor
je f(z2) — f(z1) = (22 — 21) [fo Re f/(~(t))dt +2'f01 Im f’(v(t))dt} # 0, ogaocHo f(z1) # f(z2).

[Tpema Tome, dyuknuja f je 1 —1 u camum tum je f: Q — f(Q) 6GuxosomopdHO IpecnKaBame.

\[(1 w) u g(w) = w(3 —w)?. Heka jew = u+

(2) V¥ macrasky, pasmorpumo dyHuKImje p(w) =
iveD HpOI/ISBOJBHO onabpama radka. Taza je u —|—v2 < 1usaxn 3[1—w* =3 ((1 —u)? +0?) =
3(14+u?+v?—2u) =3+ 3u?+30? —6u < 9+u? +0v? —6u = (u—3)2+v? =[3—w® Us
V3(1— w)

nperxozHor je [v3(1 — w)|? < |3 — w|?, omrocno |p(w)| = ‘ ‘ < 1 n Kako OBO BaxKW 3a

cee w € D, 10 je p(D) C D. Hame, nokaxumo na je p([0,1]) = [O L] Hamwme, 3a z € [0, 1]

V3
V3(l-z) _ _ VB(-z) _ 1 1- 1
umamo 0 < “3=—— = p(r) = 50-1) = V3l % < 75 - p(z) € |0, \[ Ca apyre crpane, ako
x € [0, %} , Tasia je p(w) = x, rue je w = iﬁ u Baxn 0 < i*{” = w < 1, ogsocrno w € [0, 1].
3 Lo Lo

[Tpema Tome, 3aucra je p ([0,1]) = { , f} Taxobe, mpumernmo 1a je ¢(p~1(2)) = ¢q (t@) =
V3
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2
ii:jz (3—1:132) :ii(?)—\/gz—l—l—\/ng: lfz3,T_] Baxu (p~1(2)) =

AN (-2) (1-757)
— — . 31— 2
ll_f‘g:g. Konauno, sa w € 9D nobujamo |g(w)|(1 — [p(w)[*) = F|w||3 — w|? (1 - ||37£’||2 ) =

1 (13=w]? =31 —w|?) = 1 (9 — 3w — 3w+ ww — 3 + 3w + 3W — 3ww) = (6 — 2w[*) =1

(3) Hexka je f: D — C xonmomopdua dyukmuja, f/(0) =1 u [f'(2)| < ﬁ 3a cee z € D. Tana
je f”(0) = 0. Hamwme, meka je f(2) = ag + a1z + az2? + azz® + ... Taylor-os passoj dynkuuje
f v oxonunn tauke 0 y mucky D. Tazma je a, = % 3a cBe n € Ny. Baxu ap = f(0)
a; = f'(0) = 1, Taxo ma je f(z) — f(0) = z + az2® + a3z® + ... 3a cee z € D. 3a rauky z € D

osnaunmo y(t) = zt tae je t € [0,1]. Cazma je |f(z) — f(0)| = ’fv f’(z)dz‘ f |f(2)||dz| <

fv 1- \z|2’d’z| fo 1- Izht)2 d(l2]t) = foz 17 zdt = fol (1 +2+tt + ) dt = |2| + §|Z|3
Ilpema Tome, no6mmm cMo ja je |z +agz? +agz®+...| < [z| + 3|2> + ... 3a cBe 2 € D.
[IpernocraBumo ga je as # 0. Tama je Reas # 0 mwau Imay # 0, Tako na je TauHa Oap
jenna om mejenquakoctu Reas > 0, Reas < 0, Imas > 0 wim Imas < 0. Paszmorpumo ose
getupu MoryhHocTH. Y HacTaBKy y3umamo ja je x € R. Hajupe, neka je Reas > 0. Tana BaXXN
[z+aa®+aza®+...| > Re(z+asz’+azad+...) = 2+ (Reag)z’+ (Reag)z®+- - > z+ a3+

3a HeKO J0BOJbHO MaJio = € (0, 1), jep Ha JIeCHOj CTPaHM HEJOCTaje KBaJIPATHH “JIaH. y3I/IMa_]th/I
naje z = x € D gobujamo |z+azz®+azz3+.. .| > |z|+5|2[3+. .. mro je konrpaukuuja. Sarum,
npernioctasuMo 1a je Reag < 0. obujamo 1a je | —z+az(—z)? +az(—z)3+...| = |—x+a2x -
azz®+...| > —Re(—z +ar® —aza® +...) = v+ Re(—az)2z? + (Reag)a® + -+ > x + f2° +.
(Ha JeCHO] CTpaHU HeMa KBAJPATHOI djaHa) 3a HEKO JOBOJBHO MAJO T € (0 1) u y3I/IMaJth
2z =—x € D umamo |z + agz? +az2® + ... | > |2| + %|z!3 + ... mTo je HeMoryhe. ,Hane, HeKa
je Imag > 0. Tama je | — iz + az(—ix)? + az(—iz)3 +...| = | —ix—agx +idazad + ... >
—Im(—iz — aga® + iaza® + ...) = z + (Imag)z? + Re(—ag)z® + -+ > x + 223 + ... 3a neko
nososbio Masio x € (0,1), jep Ha JecHO] cTpaHu HeMa KBAJPATHOr UIaHa M aKO y3MeMO Ja je
z = —iz € D, pobujamo |z + azz® + azz® +...| > |z| + 3|2/ + ..., a To je xourpasuxuuja.
Konauno, nexa je Imag < 0. Baxu |ix + ag(iz)? + az(iz)’ +...| = |iz — agx?® —dagz® +...| >
Im(iz — agz? —iazz® +...) =+ Im(—az)2z? Re(—ag)z® + -+ > x4+ 2% + ... 3a Heko 10BOsbHO
masio x € (0,1) (Ha JecHOj cTpaHu HEMaMO KBaJIPATHU dJaH) U aKo y3MeMo ja je z = iz € D
aobujamo |z + azz? 4+ agz® +...| > |2| + 3|z> + ..., a 1o nuje moryhe. [lakie, y cBakoM oz
ciiydajeBa J00MjaMo KOHTpaauKnujy, na mopa 6utu az = 0. Cuemu f”(0) = 2a9 = 0.

JIema. Heka je F' : D — C xonomopdua dbyukuuja, F'(0) =1 u |F'(2)| < 717@2 3a cBe z € D.
Tana je Re F'(z2) > 1= f||3 3aCBez€D[,%}.

(1-J51<1)
V3(1-w)

3—w

Jlokas. Heka cy p(w) = u q(w) = iw(i’) — w)? dbynxmmje xkao y (2). Ipecimkabame

p je mempexuano, ma je p~ (D) oropen ckym. Ha ocmoBy (2) Bawu p(D) C D, Tako ma je

D c p~ (D). dedunummmo byukmmjy H(w) Aed a “’w)2 (F/éfg)v)) - ) Kako je ﬁ‘wzo =0,
To y3umamo jia je H(0) = 0. Takobe je H(w) = qgfv (=g (F'(p(w)) q(w)), lim1 g(w)=1mn
w—r
M%Mwwﬂlmef%ﬂw»:f%m+F%meHﬁW@>m¥+ I (3) je F”(0) = 0, ua
w—r
q(w) _

(3) . w 3) w
s F'(p(w)) = 1+ 250 p(w)? + ... Onarne jo Z@Mg) _ doal) | FEO) pul
n —lwB—w
OcuMm Tora, MpUMETUMO Jia je hm p(w) > =03acBen > 3, hm 1 f( W) = lim w732)2 =
(1 w) (1 w)? w1 (1—w)

(wl)(w4)_3 im PW? 3 __3
W =z H ilin)lm = ilgllm =1 TaKO Ja MOXKEeMO

nedbunucarn H(1) = % + %F 3)(0). U3 cera uperxozHor, dynknuja H(w) je xonomopdua y
p~1(D) kao xommosunuja takeux. Craequ H € H(D). 3a npoussomny tauky w € OD \ {1}
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T—1)2 _ —_— _ .

BazKn (l—ww)2 = (wlguw_lli = ww|w2’lf|1i}+w = ’lr,ljiul|42 = ((U_QIL;Q_?_UQ)Q; TakKoO da Je 4(1_1” )2 S R nu
_ 2(u—1 L

(lfww)2 ~ 21u) in) - 4((1771))2 = %% < fi, jep je u > —1. Ilpema Tome, Bazku Re H (w) =

= w)Q Re (FI(I(DI(;“)”)) 1) 3a cBe w € JD (360r mHenpekupHocru Gyuknuje z — Re z Baxkuhe u 3a

tauky w = 1). Kako je |F'(2)|(1—|z|?) < 13acse z € D, 7o je | F' (p(w))|(1 - |p(w)[?) < 1 3a cBe
w € OD. Ha ocnosy (2) je [F'(p(w))| = [F"(p(w))|(1 = |p(w)[*)|q(w)| < |q(w)| sa cre w € ID,

Tj. ‘%‘ < 1, Tako jga je F,éﬁi))) € D 3a cee w € OD. Cienu Re (% — 1) < 0, ogHOCHO
Baxkn Re H(w) > 0, 3a cee w € JD. Cana je ‘e* “’)‘ = e ReHW) < 1 33 cBe w € ID, na je
Ha OCHOBY IIPHHITAIIA MAKCHMyMa MOYJIa |e‘H(“’)| = e ReHWw) <139 weD,1j. Re H(w) >0

saw € D. Baw € [0,1) Bawu g(w) > 0 u ooz = 0, maxo na je Re F'(p(w)) > q(w) 3a
€ [0,1] (Baxku m y Taukn w = 1 360r Henpekuanoctu dyHKImje z — Rez). 3a z € [O, %}

umamo w = p~1(x) € [0,1], Tako ga je Re F'(z) > _1=VBr  Cenn Re F'(x) > A=VBr g
(1=F5) (1=752)

CBe T € [O, %] Hexka je cama z € D [0, %] [IPOU3BO/bHO OjabpaHa TadKa U 2 = |z]ei9 BEeHa,

nosiapaa dopma (ako je z = 0 moxkemo yzeru ja je 0 = 0). Oyukuuja Fy : D — C pedunncana

ca Fp(¢) = e F(e"¢) jecre xomomopdua xao xommosmmuja takenx. Cama je Fj(¢) = F'(e(),

FGI(O) = F/(O) =1lum ’Fé(g)’ = |F/(ei9C)| < 1_|eli0q2 = 1_Tc|2 sa ¢ € D, 1j. dyuknuja Fy
HCIIYIbaBa MCTe MOoYeTHe ycjioBe Kao u F', ma je Ha ocHoBy mperxomHor Re Fe’(a:) > (1_‘1/‘%)3
1——=x
V3

3a CBe T € [O, %] Kako |z| € D[ ,\[] 10 je Re F'(z) = Re Fy(|z]) > 1=V3le| ——Y= = OJIHOCHO

(1-751)
Re F'(z) > A=VBEL L Tge je Jloka3 jemMe 3aBpIIeH. |

(geh)”

Teopema (Ahlfors). Heka je f € H(D) u N = max|f( (1 —|2]?) > 0. Taga f(D) caapxn
zeD
BN,

JUCK ITOJIYIIPEIHUKA 1

Jokas. 3a bynkiujy g(z) red % paxu g € H(D). Vmamo ma je meax]g( 2)|(1 = |z =
z
+max|f/(2)|(1 — |2]?) = 1, upu demy MoxkeMO y3eTH Jia Ce OBaj MAKCUMYM JOCTHIKE y HEKO]
eD

tauku ¢ € D u neka je G = gop_q. Tagaje |G'(0)| =1u |G'(2)| < = | 7]z 3a cse z € D kao mro

cMo panmje nokazusaau. Oszmaunmo b = G'(0) u meka je F = Géz). Oyukiuja F : D — C

je xomomopdmua, F'(0) = % =1u|F(2)] = ’%’ = |G'(2)| < ﬁ 3a z € D, na
1-v3|z|
O

D=D (O, f) Kako dyukiuja f Huje koncranTHa (360r yciosa max]f (2)|(1—|2]?) > 0), Ton
zeD

dyuknuja F uuje koucrantHa. Objiact D je orpanutveHa u KOHBEKCHA, (byHKIuja F' ‘5 :D —C

Hexka je

33aCBez€D[07\[}

IIPUMEHOM IIpeTXojHe jieme nobujamo na je Re F'(z) >

je HempekngHa 1 F' ’ p : D — C je orsopeno npecimkaparbe (TeopeMa 0 OTBPEHOM ITPECTUKABALLY ).

Ba z € D Baxu ReF'(z) > (1 IZB > 0, Tako ma je F’D jemao 1 — 1 mpecnukaBame
1——=|z|

(nckopucrum cvo (1)), 1j. F| p: D — F(D)je 6onn0M0p(1)Ho npeciankaBame. Axo ( € 0D,

Taﬂajegzﬁeie 3a Heko 6 € [0,27) u |F(() — F ’:U[OC F'( dz‘:‘folF’Ctht‘:
’fOIF’ (%tew)d( ! t)‘ = ’ N3 Fr (it dt’ SIS Re P (te®)dt > [VP A=VEL gy —

(1-J5t )

3v3 fl/\[ i[\/;)tg dt = 3v/3 f2/f M(—aﬁﬁ) =3V3 fz\/ff/g S\/sggzds, OJHOCHO, J00HjaMo J1a
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i ) 0 = 28 5 (4 - ) =8 3) 41 =05

Kopucrehn nemy ca mouerka oBor ojesbka gobujamo ma F(D) caap:ku JAUCK MOJIYIPEYHHUKA

@ u kako je |b| = 1 ro u G(D) = bF(D) caJapXn JAUCK HOJIYyHPEIHUKA @. IIpeciukaBame
F}D : D — F(D) je 6uxonomopdHo, na je TakBo u G‘D : D — G(D). Ilpumernmo na je
g(D) = g(o—q(D)) D g(e—q(D)) = G(D), Tako ga g(D) cagpxku AUCK MOTYIPEIHHKA % u

nocroju obJact cajapxkama y obsactu ¢_q(D) koja ce dyHkImjom g 6GuxoIOMOPGHO Ipec/IHKaBa

Ha Taj quck. IIpema tome, f(D) = Ng(D) camp:ku auck mosynpedHuka ‘4[N U TIOCTOju 00J1acT
canpxkana y D koja ce dyukiujom f 6uxosoMopdHO TPECIMKaBa HA Taj JUCK. |

Oznaanmo F = {fEH ‘f —1}1/1.7:*:{f6]:‘fjel—1}.Tagaje]:*C}".AKo
je h € F npousBosbHaA (DYyHKIH]a, HEKa je Lj MOIynpedHnK HajBeher amnckKa caap:KaHOT Y CJIUIN
h(D) u ueka je By monynpeunuk zHajseher nucka caapxkanor y caunu h(D) koju je buxosomopdna
ciaMKa Heke momobsiactu aucka D npu npecimkaBamwy h. Onmax ciaemu na je Bp < Ljp 3a cBe
h € F,uaje inf B, < inf Lj. 3a koucranty B = inf By kaxkemo 1a je Bloch-oBa koHcranTa,
heF heF heF

JoK je L = himf]E L;, Landau-oBa koncranTa. Takohe, Heka je jomr A = hinff L;,. U3 uperxomuor
€ c F*

je B < L m kako je naduMyM 10 mupeM cKymy mamu, 10 je B < L < A. Ocum Tora, Ha OCHOBY

. . NG
Ahlfors-oe Teopeme zak/bydyjemo ja je B > 2

3.3 Teopema Schottky-ja

Jlema. Heka je €2 npocro mosezana obsact u f : 2 — C xonomopdHa QyHKIHja, IpH deMy
Baxku —1 ¢ f(Q) ulé¢ f(Q). Taga nocroju dbynkuuja F € H(Q) Taksa na je f = cos F.

Jokasz. @yuxmuja 1 — f2 je xomomopdua y ) kKao KoMIosuiuja Taksux u Baxu 1 — f2 # 0
y €. Ilpema Tome, MOKEMO UBBOJUTH HEHY XOJIOMOPGMHY T'paHy KOPEHa, Tj. mocToju hyHKIM]ja
g € H(Q) Taxsa na je 1 — f2 = g% y Q. Onarne je (f —ig)(f +1ig) = 1 y obmacru Q. @ynxumja
f +ig je xomomopdHa y ) Kao komrosuimja TakBux u Baxku f 4+ ig # 0 y (), Tako jga MOXKEMO
U3/IBOJUTH hEeHY XOJOMOPMhHY I'paHy Joraput™ma, Tj. moctoju dbyukiuja F € H({2) taksa ma je
f+ig = e y Q. Kaxo saxu (f —ig)(f +ig) = 1y obmactu Q, to je u f —ig = e 'y Q.

: — iF | —iF ) i .
_ f+zg42rf ig _ e -‘r26 _ cosF—HsmF—é—coa.F isin ' _ cos F y 06JIACTH Q, mTo je u

Konauno je f
TpebasIo T0Ka3aTH. |

Teopema. Heka je ) mpocro mosesana obmact u f : 2 — C xonmomopdua dyHKIHja, TPU
gemy Baxku 0 ¢ f(2) u 1 ¢ f(Q). Tama nmocroju dbyskumja g € H({2), TakBa ma BaxKn
f= % [1 4 cosm (cosmg)]. 3a rakBy dyHKIWM]y g, ciuka g(§) He caipKu JUCK MOJIyIpedHuKa 1.

oxas. Oyarmmja 2f — 1 je xonomopdHa y obactu €2 Kao kommosuiuja Taksux. Ocum Tora,
Baxxu 2f — 1 4 —-1u2f—-1#1y obnacru (). Ha OCHOBy PETXO/IHE JieMe ToCToju (DYHKIHja
F € H() raksa 1a je 2f — 1 = cos F. Hexa je F = fF Tana je F € H(Q) u2f —1=cosnF
y obmactu 2. Kako je 2f — 1 # +1, 10 je F # —1 u F # 1y obmactu (), ma TOHOBHOM
IPUMEHOM npeTxo;LHe JIeMe 3aKJbydyjeMo Jia noctoju GyHKimja g € H(2), raksa 1a je F' = cosg.
Heka je g = § Tana Baxku g € H(QY) u F = coswg, 1j. 2f —1 = cosm(cosmg). Cruemu
f = 3[1+cosm(cosmg)]. Hokaxkumo jom jga cimka g(€2) He capsKu JUCK HOIyIpedHnKa 1.
HpeTHOCTaBHMo cynpoTHo na ciauka ¢(€)) caap:Ku HEKH JUCK MOJIyIpedHrKa 1, OHOCHO Ja je

9(©) D D(w,1) 3a nexko w € C. Heka je A = {m:t L1n (n+ vVn? — 1) |meZne N}. Ako
je a € A mpousBOJbaH €JIEMEHT, TaJa je a = m + %Hln (n +vn2 — 1) saHeke m € Z, n € Nu
|:€i7rm—01n(n+\/n2—1) +€—i7rm+91n(n+\/n2—1)] _

0 € {—1,1}. Baxu cosma = % [eime 4 e~ima] = %
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%(_1)m [e—eln(n—l—\/n?—l) +601n(n+\/n2—1)] _ %(_1)m [n+ /nZ — 1+ ni\/%] = (=1)™n, na

je cosm(cosma) = £1. Us nperxoauor je 3 [1 4 cosm (cosma)] = 0 i % [1 + cos (cosma)] = 1

nkako 0 ¢ f(Q)ul¢ f(Q) roa ¢ g(Q). Ipema Tome, Baxku g(2) N A = (. Tauke ckyma A
opmMupajy npaBoyraony Mpexky y KOMIUIEKCHO] paBHH. Tadka w Mpuiaja HEKOM [PAaBOyTaOHUKY
U3 Te Mpexke ca TeMeHuMa aj, j = 1,2,3,4. JenHa crpaHHIia TOI IPABOYTAOHUKA HMa, [Iy2KHHY

1, 110K je apyra jgyzxune s = 11n <n+1+\/(n+1)2—1> — 1 <n+\/n2—1) 3a Heko n € N,

1+14,/142
Cagza, IpUMeTHMO Ja BaXKu s:%lnﬁ < %ln(l%—%—#— 1+%) < %ln(2+\/§) < 1.

ay az
I / TiTT
z 1
7 Hg .
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[IpaBoyraoHuK KOMe MIPHUIIAIA TAIKA W MOYKEMO MOAC/TUTHA HA YeTUPHU MOy IapHa ITPABOYTAOHUKA,
IT;, j = 1,2,3,4 xoju oarosapajy teMenuma a;, j = 1,2,3,4 tum pegom. Tana je w € II; za

ueko j € {1,2,3,4} u ueka je a = aj. Cana je a € A u Baxu |a —w| < 4/ (%)2+ (%)2 <1,
onuocuo a € D(w, 1) C g(R2). Crnemn a € g(2) N A = (), mro je nemoryhe. Ilpema Tome, moderna
IIPETIIOCTaBKa je morpemrHa, a caMuM tuM ¢(§) He caap:Km JUCK TOTynpedHnKa 1. [ ]

[IpernocraBumo na je f nesa dyuximja, takea na 0 ¢ f(C) u 1 ¢ f(C). Tazna, na ocHOBY
nperxojiHe Teopeme, nocroju dyukimja g € H(C), raksa ja je f = % [1 + cosm (cosmg)]. Ocum
tora, cauka ¢(C) ne caupxku auck nosaynpednuka 1. Panuje cMo mokasupasiu, Kao jeJHy OJ
mocseuia Bloch-oBe Teopeme, ja ciinka 1ieie, HEKOHCTAHTHE (DYHKITHjEe CaJIpsKU TUCK OUTO Kojer
nostynpeunnka u kako ¢g(C) He cajpKku JuCK mosynpedHuka 1, To je g KOHCTaHTHa (byHKIHja.
Camum TuMm je u f xoncrantHa dyuknuja. [Ipumernmo ja cMo Ha OBaj HAYUH JOKA3AIU MAJLY
Picard-oBy Teopemy. Hanmme, Heka je f 1iesia, HekoHcTanTHa dyHKIHja. [IpeTmocraBuMo ra cKyIr
C\ f(C) campxnu 6ap nse tauke. Heka jea € C\ f(C) ub € C\ f(C) 3a mexe a # b. Tanma
je h = {::Z nena ¢yukuja, npu demy Baxku 0 ¢ h(C) u 1 ¢ h(C). IIpema nperxomsom, h je
koHcTauTHA QyHKIHja. Omarie je u f KoHCTAHTHA QYHKIIjA, TITO je Y KOHTPATUKIIA]H Ca HATIIOM
MPETIOCTABKOM Jia f HUje KoHcTaHTHa (dyHKIMja. [Ipema ToMe, Hallla MoJa3Ha TPETIOCTABKA je
norpemntaa, Tako ga ckyn C\ f(C) canpxu najBurie jefHy Tadky.

Jlema. Axko je cosma = cosmb 3a a,b € C, Taga je b = +a + 2n 3a HeKo n € Z. 3a cBako w € C
nocroju z € C rakas na je cosmz = w n |z| < 1+ |w|.

Zoxas. Baxxu cosma — cosmh = % [e”r“ + e7ima _ gimb _ e_”rb] = % [e”a — eimb %m@ib) ] =
1 . . 1 imh : _ 1 .
1 (ezwa _ ez7rb) (1 _ m) — % (ezﬂ(a b) _ 1) (1 — m) = 0. Kako je exp((C) =C \ {O}’

10 U3 mperxoaHor gobujamo €7@ =1y (@) = 1. Onarie je a — b = 2m 3a Heko M € 7Z

win je a + b = 2k 3a veko k € Z. Cuenn b = a + 2(—m) nwm b = —a + 2k. Ilpema rome, Baxkn
b = +a + 2n 3a uHeko n € Z. Heka je w nponsBo/bHO ofjabpaH KoMILIeKcaH 6poj. PyHKIMja cos
npeciukasa mnojac {—m < Rez < 7} na kommuiekcuy pasan C. Camum TuM, I0CTOjU 2 = & + 1y €
C rakaB ja je |z| < 1 ucosmz = w. Heka je p(a) = sha—a. Tana je ¢ pacryha dyukmmja, jep je
¢'(a) = cha—1 > 0. IIpema Tome, 3a a > 0 Bazku p(a) > ¢(0) = 0, onsocuo, sha > ansh? a >
o?. Axo je a < 0, mmamo —sha = sh(—a) > —a > 0, na je sh?a > o?. daxue, 3a cBe a € R
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3.3. TEOPEMA SCHOTTKY-JA

2. Cama je |w|? = |cosmz|? = ﬂe”z—i-e*”q? _ ﬂei”“/’e*”y%—e*i”e”yf =
1 le7™ cosma +ie”™ sinmx + ™Y cos mx — ie™ sin rz|? = |cosmazchmy — isinwzshryl?, na je
lw|? = cos? Tz ch? ry+sin? ma sh? ry = cos® mx (ch2 y — sh? y) +cos? ma sh? my +sin? r sh? y =
cos? mx 4 sh? my = sh? my > 72y% > 92, 1j. |w|? = 9. Komauno je |z| = /22 + 42 < /1 + 12 <
V14 w2 <1+ |w|. Hakne, z € C ucnymasa Tpaxkene ycaose. |

paxu sh’a > «

Hexa je f € H(D) npomssosbHo omabpana dbymnknmja. Tama,
110 1ebUHUIN}H, HOCTOjH OTBOpeH cKyn V, Takas ga je V O D u
f € H(V). Cxyn V¢ je sarsopen, D je kommaxTan u Bazku VeND = .
Cnemu d (Vc,ﬁ) > 0. Heka je € mpon3Bo/bHO y3€TO TAKBO Ja BaXKU
d (Vc,ﬁ) > e > 0. Huck W = D(0, 1+¢) je mpocro nmose3amna o61acT
y KoMIiutekcHoj paBHu. Opamax mmanmo ja je W D D. Tlokaxxkumo na
je W C V. Heka je z € W u npernocrasumo ja z € V¢ Tana
2¢ D, maje |z| >1nxkako z € W, 10 je 0 < |z| — 1 < e. [lobujamo
e<d(VeD) <d(=D) < |o- g =1l [1- 21

[2] ‘ -
l2|=1 _ :
|z|- = |z| =1 < g, mro je memoryhe. lakie, mopa 6utn z € V n

camuMm tuM je W C V. Tlpema Tome, W je mpocto moBezana 00J1acT,
feH(W)u W D D. Ha ocHoBy npeTxoiHOT, TaKBa, [IPOCTO TOBe3aHa 0OJACT HOCTOJH 33 CBAKY
dbyukuumjy f € H(D). VY macraBky koju ciejau, Heka je 3 > 0 mpon3Bo/bHO 01abpaHa KOHCTAHTA

3a Kojy Baxku Bloch-oBa Teopema. Ha mpumep, moxkemo y3ern j1a je 8 = %

= I4l-

Teopema. Heka dyukmuja f € H(D) ucnymra speanoctn 0 u 1. Taga mocroju dbyHKImja
g € H(D), Takpa Ja Cy UCIYHeHH YCIOBH

(1) f =3 [1 +cosm(cosmg)] u |g(0)] < 3 +2[f(0)]

(2) lg(2)| < 19(0)| + ﬁ 3a cee z € D|[0,6], 0 € (0,1).

Jloxas. Tlocroju mpocto nosesana obmact W, Taksa 1a je f € H(W) u W D D. Tana byukiuja
2f — 1 wmcnymra Bpennoctu —1 u 1 y npocrto nose3anoj obsactu W. Camum TuM, moCTOju
dbyukIIja Fe H(W), rakBa na je 2f — 1 = cos 7F. Ha OCHOBY TIpeTXOojiHe Jieme, nocroju b € C
takaB 1a je cosmb =2f(0) —1u |b| < 1+]2f(0) — 1| < 2+ 2|f(0)]. Oner, kopucrehu nperxo/Hy
Jemy, u3 jeanakocru coswh = 2f(0) — 1 = cos TI‘ﬁ(O), 3aKJbydyjemMo jia je b = :I:ﬁ(()) + 2k 3a
neko k € Z. Heka je F = +F + 2k. Taga je F € H(W) u Baxu costF = cosTF, Tako 1a
je2f —1 = coswF u F(0) = :I:ﬁ(()) + 2k = b. @yukmumja 2f — 1 ucnymra Bpeanoct —1 u
1 n xako je 2f — 1 = cosnwF, To u dyukmja F ucnymrra Bpegnoctu —1 u 1. Ilpema Towme,
nocroju dyukmuja g € H(W), raksa ga je F' = cosmg. Cazma nmocroju a € C, takaB na je
cosma = b u la|] < 14 |b] < 34 2|f(0)]. Caemu cosma = b = F(0) = cosmg(0) u camum
tum je a = +g(0) + 2m 3a veko m € Z. Heka je g = £g + 2m. Tazna je g € H(W), a tume
jeu g € H(D). Ocum Tora je |g(0)] = | = g(0) + 2m| = |a| < 3 + 2|f(0)|. Taxobe, Bazku
cosTg = cosmg = F, onocuo 2f — 1 = cosTF = cosm(cosmF), na je f = 3 [1 + cosm(cosg)].
Kaxko je f = % [1 4 cos m(cosTg)], TO HA OCHOBY IIPETXOHE TeopeMe 3aKJbydyjemo ga cauka g(W)
He cajpxku jauck nosynpedrnka 1. Camum tum u g(ID) e canpxku jquck noaynpeunuka 1. Heka
cy 8 € (0,1) u z € D|0,6] upoussosprao ogabpanu. Ako je ¢'(z) = 0 ogMax mMamo Ja BaxKu
B(1—0)|g'(2)| < 1. Baro, mexka je ¢'(z) # 0. Baxnu d(z,0D) > 1 — 6. Heka je s € (0,d(z,0D))
npousBo/bHO oiabpano. Ha ocuoBy nocsenune Bloch-ose teopeme, ciuka g(ID) caapxku guck
nosynpeunnka 3s|g'(z)|, rako na je Bs|g'(z)| < 1. Iyctumo na s — d(z,0D) u nobujamo na je
fd(z,0D) |¢'(z)] < 1. Cuemu S(1 — 0)|¢'(2)] < Bd(z,0D)|¢'(2)| < 1. Hakae, 3a cse z € DI0, 6],
0 € (0,1) Baxu |¢'(2)| < ﬁ. Ocnum Tora, 3a Takse z u 6 mmamo |g(z)—g(0)| = ‘f[O,z] g’(()dC’ <
Jo. 19 (ONd¢| < gatgylzl < gatgys omnocno [g(z)| < [9(0)] +1g(2) — 9(0)] < [9(0)] + 5.

Konauno je [g(z)| < |g(0)] + ﬁ 3a cee z € D[0,6], 6 € (0,1), rako jga dyHKIMja g UCIyHaBa
cBe TpaxkeHe ycjaope. OBUM je JOKa3 TeopeMe 3aBPIIeH. |
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3.3. TEOPEMA SCHOTTKY-JA

Axko je w = w + (v npouU3BOJbAH KOMIUIEKCAH OpOj, Taja Baxu |cosw| = % |e“” + e*“"| =
3 ‘e‘“e“‘ + e“e"“‘ = 3le Y(cosu +isinu) + e’(cosu —isinu)| = |chvcosu —ishvsinu| =

V/ch? v cos? u + sh®vsinu = \/(ch2 v — sh? v) cos?u + sh? v cos? u 4+ sh? vsin® u, a camum THM
v eV eVt P
~ 2 - -

. v
je |cosw| = Vcos?u+sh®>v < /1 +sh?v = cho = ¢ =3
ell 1j. Bamwu |cosw| < el¥l. Cama, ma ocmoBy mperxommor, umamo ga je %|1+cosw| <
1+| cosw 14elwl

|2 | < e g elvl

, OJTHOCHO %|1 + cosw| < el“l. TIperxomno moxasame mejeqmakocTn
KOpI/ICTI/IMO y Hape,ZLHOj teopemu. [Ipe Tora, 3a r > 0 u 6 € (0,1) nedunumemo bamuanjy
{ feH(D { |f(0)| < 7 u f ucnymra Bpegnocru 0 u 1} u jpeduHUIeMo oiarosapajyhy

cbyHKuHJy L(0,r) = exp [7r exp (3 +2r + ﬁ)}

Teopema (Schottky). Axo f € S(r) Baxu |f(z)| < L(6,r) 3a cee z € DI[0,6], 6 € (0,1).

Joxasz. Kako f € S(r), To f € H(D) u dbynkuuja f ucmymrra, Bpe;gHOCTI/I 0 u 1. Ha ocnoBy
nperxozue Teopeme nocroju bynkuuja g € H(D), Taksa na Baxku f = 3[1+ cosm(cosmg)],
lg(0)] < 3+2[f(0)| ulg(z)] < |g(0)] + ﬁ 3a ce z € D[0,6], 0 € (0, 1). [Ipumernmo na je
|g(0)| < 342[f(0)| < 3+2rulg(z)| < |g(0)|+ﬁ < 3—1—27“—1—6(%9) zacse z € D[0,6], 0 € (0,1).
Citenn na 3a cse 2 € D[0,6], 6 € (0,1) saxu nejemnaxocr |f(z)| = 3|1 + cosm(cosmg(z))| <

emleosmg(2)]  greml#  ome , 1j. |f(2)] < L(0,r), mrro je u tpebamno mokazaru. M

Heka je a € C\ {0,1} nponssosan. Yamumo ja je R(a) = 3L (1,]a]) > 0 u nokaxumo
na He nocroju dyuknuja f € H (D(O,R(a))), raksa 1a je f(0) = a u f(0) = 1, npu gyemy f
ucnyinra Bpegroctu 0 u 1. Hamme, mpermocTaBuMoO CyIpoOTHO, Ja IMOCTOjU TakBa (pyHKImja f.
Hexa je g(z) = f(R(a)z). Tamga je g € H(D) u dynkimmja g Takohe ncmymra speanoctn 0 u 1.
[Tpumvernnmo ga je g(0) = f(0) = au ¢'(2) = R(a) f'(2), onrocno Baxu ¢'(0) = R(a)f'(0) = R(a).
Oyukimja |g| je HempekuaHa U Ha KOMIakTy D [0, %] JIOCTIKE CBOj MaKCUMyM y HEKOj TadKH’
2z €D [O, %] [TpumenoM mpeTxojHe TeopeMme 3aK/bydyjemo ja je |g(zo)| < L (%, |a|) = %R(a).
Heka je v = 0D [0, %] [Tpumenom Cauchy jeBe mHTErpasHe (hopMmyse T00mjaMo ga je R(a) =

2 dz 2
[R(a)| = |g'(0)] = |5 [, £5dz \ < o [, WG| < lofoll b = ool g on - L = 2g(20)],

1j. $R(a) < |g(20)|. Carenn $R(a) < |g(20)| < 3R(a), wro je HeMOFyhe, jep je R(a ) > 0. Ilpema
TOMe, U3 mobujeHe KOHTPAANKITH]je, 3aK/bYyIyjeMo Ja He TOCTOju TakBa (pyHkimja f.
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I'1aBa 4

Teopema Montel-a 1 leHe nocJjieuIe

4.1 KowmmnakTHa KoHBepreuiuja. Teopeme Montel-a u Vitali-ja

Moryhuoct usnpajama KOHBEPIEHTOD MTOJHU3a U3 HEKOr Hu3a (QYHKIH]a jecTe Of M3Y3€THOT
3HadYaja 3a KOMILIEKCHY Teopujy dyHknuja. Hapasuo, n3aBajaibe KOHBEPTE€HTHOT TOTHU3A U THUII
Te KOHBEpIreHIHje 3aBUCe OJ OCOOMHA TOJIA3HOI Hu3a (byHKIHja. Y OBOj IVIABH je O MOCEOHOT
MHTEpeca KOMIIAKTHA KOHBEPTeHIMja, KA0 U JIOKAJIHA OIPAHUIEHOCT HEKOT HU3a (DYyHKIH]ja.

Axo je (z,) orpannven nuz y C, raga nocroju R > 0 takso jga je z, € DI[0,R] 3a cBe
n € N. Ilpema Tome, (25,) je Hu3 Tavaka n3 Kommakrta D[0, R] u caMuM THM MOYKEMO H37BOjUTH
FbeI'OB KOHBEDPIeHTaH IOJHMU3. Y HACTaBKy, Heka je () obsiacT y KOMILIEKCHO] paBHHU. (%) Ako
cy fn: Q — C, n €N dynxuyuje ca ceojemeom da je nu3 (fn(z)) oepanuuen 3a cee z € )
u A C Q npebpojus cxkyn, mada nocmoju nodnus (gn) wusa (fn), maxas da je nwus (gn(a))
koneepeenman 3a cee a € A. Haumme, A je npebpojus ckyn u Heka je A = {aj,az,...}. Hus
(fn(a1)) je orpanuden, Tako jia MOXKEMO U3JIBOJUTH HerOB KOHBeprenTad noaaus (f1,(a1)). Cazna
je (fin(a2)) jeman orpannveH HU3, Ia MOYKEMO U3JIBOJUTHU HErOB KOHBepreHTaH o aHu3 ( fon (az)).
WHyKTUBHO HACTaB/baMO HPETXOAHM TocTynak. Ha Taj Haums gobujamo HU30Be (fimn)o2 4,
m € N, upu gemy je (fmn(am))s>, xouseprenran uu3 3a cee m € N. Taxobe, nus (fimn)i2,
je moguus Huza (fim—1,n)0e 3a cBe m > 2 u (f1,) je nonuns unusa (fy). Hexa je g, = fun 3a
cee n € N. Ilo koncrpykiwmju, aus (g,) jecre noguus Husa (f,). Heka je a,, € A npussosban
esement. Ilpmverumo na je Hus (gn(am))os,, MOAHU3 KOHBEPreHTHOr HU3A (fmn(am))2, ma
je u on komseprenrtan. Ciemu, Hu3 (gn(am))o>, je xouseprenran. Ilpema Tome, moguus (gn)
HCIymhaBa TpaxKere ycyoBe. 3a damminjy dbyuximja F C H(Q) xaxkemo Ja je ozpanuvena y
A C Q ako nocroju koucranta M > 0 taksa na je |f|4 < M 3a ce f € F (nin, eKBUBaJIEHTHO,
aKo je sup{mA ’ fe .7-"} < o0). Qammiamja F jecte aokaano ozpanuvena y obmactu {2 ako
3a cBako z € () mocroju orBopeH ckym V, TakaB ga Baxu z € V C Q u damumauja F je
orparmyera y V. Oamax 3ak/bydyjeMo Ja ako je damuiauja F orpanudena y {2, Tajga je oHa
u jiokasHo orpanndena y Q. (x) @amuauja F je aokaano oepanuuena y ) axo u camo axo je
oeparuyena y ceaxom xomnaxmy K C €. Hajupe, npernocraumo ma je dpamminja F JIOKATHO
orpannvena y ) m Heka je K C () HeKM KOMIAKT. 3a IPOM3BOJBHO 2 € K IMOCTOjU OTBOPEH
ckyn V, raxas ja je z € V. C Q u bamumuja F je orpanudena y V.. Baxu ([, V. D K n
13 OBOI' OTBOPEHOI IOKPUBada MOXKEMO M3JBOJUTH KOHAMAH MOTIOKPHUBAY U?Zl V., D K. 3acse

J=1,2,...,n bammmmja F je orpannyena y V., Tako na nocroju koucranra M; > 0, raksa ja
je |f|sz < Mjzacse f € F. Heka je M = | nax M;. Tana je |f|x < M 3a ce f € F. Ilpema
<j<n

Tome, dbamuiuja F je orpanndena y K. Ca jpyre crpame, MpeTrocTaBuMo Ja je damuianja F
orpaHmYeHa y cBakoM KoMnakTy K C ) u HOKasKMMO Jia je OHa JIoKaJHo orpanudena y (2. Heka
je z € Q npoussosbHO oabpan. Tana je D[z,r] C Q 3a neko r > 0. Ckyn D|z,r| je komnakraH,
na je dhamuianja F orpaHUveHa y BEMY U CAMUM THM OHa je orpanudena y D(z,r). duck D(z,r)
je orBopen ckyn u Baxku z € D(z,7) C Q. Ha oBaj HaunH cMO J0Ka3aJi U OBaj CMep, TAKO Ja
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4.1. KOMITAKTHA KOHBEPTEHIINJA. TEOPEME MONTEL-A 1 VITALI-JA

Baxku (*). Takobe, kaxemo na je Huz dyuknmja (fy,) uz H(Q) (okanno) orpanuden y {2 ako
je damunmja dbyuknuja F = { fn ‘ neN } (nmokamnuo) orpannuena y 2. Ilperxonno mokasana
CBOjCTBa KOPUCTUMO Y JIaJ/bUM pa3MaTparbuMa.

Hedbunuimja. 3a nuz dbysruja (f,) KaxkeMo Ia Komnaxmmo xonweepaupa y obmactu () ako
PaBHOMEPHO KOHBEPIUpa Ha KOMITAKTHUM ITOJICKYIOBUMAa 01T {). [

JIlema. Heka je F C H()) nokanno orpanudena damuinja gpynknmja y obaactu 2, ¢ € Q u
e > 0. Tazga mocroju § > 0 tako ma je D(c,d) C Q u |f(z) — f(w)| < € 3a cBe f € F u cBe
z,w € D(c,9).

Jlokas. Kaxko je ¢ € Q 1o mocroju v > 0 tako na je Dlc,2r] C Q.
Heka je D = D(c,2r). Ilpumenom Cauchy-jeBe unrerpasue dopmyiie,
3a npousBoJbHE z,w € D(c,r) n npousso/bHO f € F, nobujamo Ja BaxKu

1)~ 10w = )m Jo (£~ 29 | = 5521 |, 20y <

el fop e ldel < Bt ifly - b 2m 2 = 2|fiple — w
(I/ICKOpI/ICTI/I.HI/I cMO ;:La 3a Taqu ¢ € 0D Baxu | — z| = || — |2] =
2r—|z| = r u camuno je [( —w| > 7). Hekaje M = Zsup{|f|5 | f € F}.
Axo je M = 0 moxkemo y3eru ja je 0 = 2r u Kako je taga f = 0 Ha D
3a ce f € F, TO TpUBHjaJHO cJieu Tpaykenu pesyiarar. Heka je zarTo
M > 0. Ha ocuoBy (), damumuja F je orpanmuena y xommakTy D, ma je M < oo. Heka je
4 = min {ﬁ, r}. ITokazkuMo 1a oBako m3abpaHo § UCIyHaBa TpaxKeHu ycjoB. Heka cy z,w €
D(c,6) u f € F upoussosbro onabpanu. Baxu D(c,0) C D(e,r) n |z—w| < |z—c|+|c—w| < 20,
na je Ha ocHoBy nperxonHor |f(z) — f(w)| < 2|f|plz — w| < M|z — w| < 2M6§ < 2M - 55 =€,
IITO je 3alpaBo 1 TPebaJio JOKA3aTH. [ |

Ba Hu3 dbyskuuja f, : X — C, n € N, e je (X,d) Merpuuku mpocrop, Kaxkemo Ja
nenpexudno koneepeupa y X ako 3a CBaKM KOHBEPreHTaH HU3 Tadaka (z,) y mpocropy X,
Baxku ja je (fn(x,)) Takobe, jejaH KOHBepreHTaH HU3. Y HACTABKY, HPETIOCTAB/bAMO Jia HU3
dbyuximja (f,) HenpekupHo KoHBeprupa y mpocropy X. Ako je x € X mpousBobHA TadKa,

Tajia je KOHCTAHTAH HU3 T, = ¥, n € N KoHBepreHrtan, Tj. Baxu lim z, = z. Caua je u
n—oo

(fn(zy)) xoHBeprenran uHu3 u Heka je f(x) = lim fy(z,) = lim f,(x). Kako oBo Baxku 3a
n—oo n—oo

cee x € X, 10 Hu3 dyukimja (f,) KOHBeprupa Tadka 1o tadka ka GyHkuuju f y npocropy X.

Heka je (z,) nposBo/bHO ofabpaH Hu3 Tadaka u3 X TakaB jga je lim z, = z. Ilokaxumo
n—0o0
ga je raga lim f,(x,) = x. Heka je b, = x n 2, = x9, 3a cee n € N. Tazna je
n—oo
o . 1 : / —
nh_)rgox = x u camum tuM je (fy(z;,)) xouBeprenran nus. Kaxo je fon—1(2h, 1) = fon—1(2)

3a cee n € N, 10 je (fan—1(x)) momuus kouseprenrror musa (f,(z),)). 3namo na je li_}m fnlx) =
n (o.]
f(z), ma je lim fo,—1(z) = f(z), Tako ma je, Ha ocHoBy nperxognor, lim f,(z]) = f(z).
n—00 n—0oo
Couemn lim fon(22,) = lim fon(25,) = f(z) u kako je (fan(22,)) NOJHU3 KOHBEPIEHTHOD HU3A

(fn(zy)), To je lim f,(x,) = f(z), mro je u Tpebaso nokasaru. Jlakie, 3a NpoM3BOJbAH HU3
n—oo

tadaka (rp) u3 mpocropa X, TakaB jga je lim x, = z, Baxn lim f,(x,) = f(x). Ocum

tora, Heka je (fp,) noguus uusa (f,). Hedunumumo nus (z),) Ha cienehu waunn: z, = x;

sal <m < ny, a, =axp3an,; <m<ngucsek >2 Tamaje lim x), = z, na
m—0o0

je li_r)n fm(xh,) = f(x). Huz (fn,(],)) je nonuus uusa (fin(2],)) u onare gobujamo aa je
m—0o0
klim frp(zr) = hm fn,c (z7,,) = f(z). Ilpema Tome, 3a npoussosman noguus (fn,) musa (f),
— 00
BaxKu klim frn (mk) f(x). Ca npyre crpane, rpannyta dyHknuja f je HenpekujHa, 6e3 0b3upa
—00

na Jgim cy byakiuje f,, n € N menpekmaune. Hawmme, neka je x € X mnpousBo/pHA TadKa U
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(z,,) mpomsBo/baH HU3 Tavaka u3 npocropa X Takas Ja je lim x, = x. Takobe, Heka je ¢ > 0
n—oo
npoussosbno. Kako je lim f,(z1) = f(21), To mocroju ny € N Takas na je |fn, (z1) — f(z1)] < §.
n—oo
Comuno, u3 lim f,(z2) = f(x2), 3ak/bydyjemMo Ja nocToju NpUpojian 6poj ng > ni, Takas Ja je
n—oo

| fna(22) — f(22)| < §. HacraBibamo HHIYKTUBHO IIPETXOIHM HOCTYIAK 1 00UjaMo mogauus ( fr,)
g

mmsa (fn) TakaB ga je |fn,(zx) — f(2r)] < 5 3a cee k € N. Tana je klim frn () = f(x),
—00

Tako na mnocroju kg € N, maxso ma je |fp, (zx) — f(z)| < § 3a cee k > ko. Konauno, 3a
k> ko mvano na saxu |f(zr) = f(2)] < |f(xr) = fop (@) + [fop(22) = f(@)] < 5+ 5 =&

Cnemn klim f(zr) = f(x), onaocHo dyukuuja f je HenpekupnHa y Tadku z € X U Kako je
—00

2 TPOM3BOJHHO OjlabpaHa Tadka u3 mpocropa X, To je f menpekujgHa dyamnuja. l[lokarkumo
jOIII jeTHO BaXXHO CBOjCTBO HEIIPeKMJHE KOHBEPreHIMje, a TO je jia HeIPeKUIHa KOHBEPreHIHja
[OBJIAYN KOMITAKTHY KOHBepreuiwjy. (A) Axo nus gynxuuja (f,) nenpexudno xonsepeupa y X,
mada on Komnaxmuo xonsepeupa y X. Ha ocHoBy nperxosuor, Hu3 dyukuuja (f,) KoHBEprupa
Tadka Mo Tavka Ka Hekoj dbyukmuju f y npocropy X. Ocum Tora, f je Hempekumaa GyHKIH]A.
Heka je K C X upousBosbHO ojabpan komnakt. [Tokaxkumo ja je taga f, = f (n — o0) Ha
K. IlperomncraBuMo cynpoTHO, fa Hu3 ¢yHKImja (f,) He KOHBEPrupa PABHOMEPHO HA KOMIIAKTY
K ka ¢dyukmuju f. Tama mocroju € > 0, TakBo jia 3a cBako ng € N mocroju n > ng, Tako ja
Baxkd |f, — f|x > €. Camum TuM, mocroju (ng) crporo pacrylin Hu3 npupogHuX 6pojeBa, TakaB
na je |fn, — flx > € 3a cee k € N. Cnenujanno, 3a csako k € N, nocroju z,, € K, taxkas
na je | fo, (xn,) — f (zn,)| > €. Hus (x5, ) jecre nus radaka u3 komnakra K, ma IOCTOJH HEroB

KOHBEpreHTaH II0/HI3 (xnkv), ofiHOCHO, Baxku lim z,, =z € K. Tanaje lim f; (xnk) = f(x)
J J—00 J J—00 J
1 HU3 < fnkj) jecre mogun3 nusa (f,). Caemm lim fnkj (mnkj> = f(z). Kaxo je f meunpekujHa
j—o00
dyukmmja, To je lim f <xnk> = f(z). U3 nperxozasor je lim (fnk (xnk> —f (xnk)> =0,
Jj—00 J J—00 J J J

mITo je memoryhe, jep je

fnkj (:cnkj> —f (:L'nk]M > ¢ 3a cBe j € N. U3 j106ujeHe KOHTpaIuKIHje
zaksbyuyjemo ja je fp, = f (n — oo) ma K. Kaxko oo Baxku 3a cBaku komnakt K C X, To
un3 byskumja (f,) KoMmakTHO KoHBeprupa y npoctopy X. Ca apyre crpane, BaxKu u 0OpHYTO
noJ, jefHoM jiogarHoM mpernoctaBkoM. (V) Axo wus dynkuyuja (fn) xkomnaxmmo xonsepeupa
y npocmopy X ka ¢pynryuju f u axo je f menpexuona dymnxuyuja, mada nus (fy) nenperudro
konsepeupa y npocmopy X. Haume, nexa je (x,) KOHBepreHTaH HU3 y IpocTopy X, Tj. BaxKu

lim z, = z. Tama je K = {wn | neN } U {z} komnakran ckyn. Heka je & > 0 nmpousBosbHO
n—oo

onabpano. Tasa mocroju mpupojan 6poj ni, Takas 1a je |fn(y) — f(y)| < § 3a cBe n > ny u cse
y € K. Crenujamno je | fn(zn) — f(2n)| < § 3a cBe n > ny. Kaxo je f nenpexuana dynkimja, To
je lim f(x,) = f(x), Tako na nmocroju mpupojan 6poj ng, Taxas jaa je | f(r,) — f(z)| < 5 3a cse
n—oo
n = ny. Heka je ng = max{ni,na}. Taga 3a ce n > ng Baxu |f,(z,) — f(x)| < e. Hdobujamo
naje lim f,(z,) = f(z). [Ipema Tome, Hus (fy,) HENPEKUIHO KOHBEPrUpa y MPOCTOpy X.
n—oo

Teopema (Montel). Heka je (f,,) nu3 dyuknuja uz H(2) Koju je TOKAJIHO OrpaHUYeH y 00/1acTi
Q). Taza MocTOju HEroB MOJHU3 KOjU KOMIIAKTHO KOHBeprupa y 2.

Jlokas. Heka je A = (Q+i1Q) N Q. Tauma je A upebpojus ckym koju je ryct y obiaacru ).
Kako je nu3 dynknuja (f,,) gokaano orpannden y €2, o je uu3 (f,(2z)) orpanmden 3a cse z € ().
[Tpumenom () mobujamo Jia mocroju noxHu3 (g,) Husa (f,), Takas na je (gn(a)) KoHBepreHTaH
uu3 3a ce a € A. Ilokaxkumo ma Hus (g,) HenpekuHO KoHBeprupa y obsiactu §2. Hanwme, Heka

je (zn) Hu3 Tauaka u3 ), Koju Kouseprupa y €2, tj. Baxu lim z, = b € Q. Takole, neka je
n—oo

€ > 0 mpousBoJbHO ofabpano. IIpumenom mnperxomane jgeme mobujamo ga moctoju ¢ > 0 TakBo J1a
je D(b,6) C Qu |fn(2) — fu(w)| < §3acBen € Nucse z,w € D(b,§). Camum TuM, TaJa BazKn
|9n(2) — gn(w)| < 5 3a cBe n € N u cse z,w € D(b,d). Ilocroju ny € N Taxas ja je z, € D(b,d)
zaceen > ny. Ckyn A jeryery Q, na je AN D(b,d) # () u caMum TUM TIOCTOJU HEKH €JIEMEHT
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a € AND(b,d). Hus (gn(a)) je kouBeprenran, a tume u Cauchy-jeB Hu3, Tako ja nocroju ng € N
TakaB Jia je |gm(a) — gn(a)| < § 3a cee m,n = no. Hexa je ng = max{ni,n2}. Tazma 3a cse
mon > g 5K g (7m) — Gn(2m)| < 9 () — Gon(@)] + 19 (@) — G (0)] + 19 (0) — ()| <
5+ 5+ 5 = e Ilpema Tome, mus (gn(2n)) jecre Cauchy-jes nus y C, na je on m KoHBepreHTam
y C. Haxkime, nu3 dbyukimja (g,) HenpekuaHO KoHBeprupa y obsactu ). Ha ocuoBy (A) Hu3

dbyukuumja (g,) kommakTHO KoHBeprupa y obsiactu ). Tume je 10Ka3 3aBpiieH. |

IMocnenuua (Montel-oB kpurepujym konBeprenmuje). Heka je (f,) uus dbysxiuja usz
H(Q2) koju je sokasnHo orpanuden y obmactu ) n uHeka je f € H(Q2). IlpernocraBumo na cBaku
nojuu3 Husa (f,) KOju KOMIIAKTHO KOHBeprupa y ) xouseprupa ka dbysxiuju f. Tajga Hus
dbyuximja (f,) kKoMnakTHO KoHBeprupa y ) Ka GyHkuuju f.

Jloxas. TlpermocraBumo cynportHo, Tj. ja Hu3 ¢yHKuuja (f,) He KOHBeprupa KOMIAKTHO Y
obimactu 2 ka dyukmmju f. Tama nocroju kommakr K C €2, rakas jga nu3 dysxiuja (f,) He
KOHBeprupa paBHoMepHO Ka ¢yHKnmju f Ha kommakty K. Cienn ma mocroju € > 0, TaKBO J1a
3a cBako ng € N mocroju npuponan 6poj n > ng, Takas ga je |f, — f|, > €. Camum TuMm,
nocroju nopuu3 (fp,) Husa (fy), Takas na je |fn, — f|x > € 3a cee k € N. Hus (f,,) jecre
JIOKaJTHO orpanudven y (), ma npumenoMm Montel-oBe Teopeme mo6mjamMo J1a MOCTOjU HETOB IMOIHNS

( fnkj) KOjU KOMITAKTHO KOHBeprupa y objiactu (). Ilpema npermnocrasiu mopa 6utu fnk]— = f

(j = o0) ma K. Mehyrum, ca apyre crpane umamo Jia je fnkj — f’K > e 3a cBe j € N. Opo je

KOHTPA/IUKITIja, Tako Ja Hu3 dbyHKIwmja (f;) KOMIAKTHO KOoHBeprupa y 2 Ka dyHkuuju f. |

[IpernocraBumo fa je (f,) nus dynknuja uz H(2) Koju KOMIIAKTHO KOHBEPrupa y o0acTu
Q ka dysxmuju f. Tokaxkumo ga je taga f € H(Q). Hajupe, dbyukiuje f, cy xosomopdHe,
a tume u menpekugue y K. Heka je K C ) npousBosbHO omabpan KoMIakTan ckyi. Tasa
je fn = f (n — o0) ma K, na je dynkuuja f menpekugna y K. Kako oBo Baxku 3a cBaku
koMmrakT K C §2, to je dyukmmja [ Henpekuaaa y §). Ca apyre crpaHe, HeKa je A IPOU3BOJbAH
Tpoyrao caipxan y obsactu Q. Tama je A kommakran ckyn u Baxku f, = f (n — o0)
Ha A. Oysrmmja f, je xosomopdHa y 2, ma je faA fa(2)dz = 0 3a cee n € N. Baxu
faA f(z)dz = faA nh_}rrgo fn(z)dz = nh—>H;o faA fn(2)dz = 0. Hakne, dyuknuja f je HenpekuHa
y obactn  u 3a cBaxu Tpoyrao A C (), Baxu |, a0 f(2)dz = 0, Tako j1a je na ocnoy Morera-nmne
reopeme f € H(2) mro je u Tpebano nmokasaru.

Teopema (Vitali). Hexka je (f,) nu3 dyukuja u3 H(§2) koju je JlokagHO OrpaHudeH y obacTu
Qumueka ckyn A =4z € ‘ nocroju lim f,(2)y (C} nMa TadKy Harommiasama y (). Tana nu3
n—oo

(fn) KOMIIAKTHO KOHBeprupa y obsactu §.

Jlokas. Heka cy (gn) u (hy) mpousBossHO ofabpanu mofHn30Bu Hu3a (f,) KOjH KOMIAKTHO
KOHBeprupajy y obaacru ). 3arum, Heka je g rpanndna (yHkiuja Huza (g,) u h rpaHndHa
dbyuximja vuza (hy,). Taga cy g u h xomomopdue dyukimje y . Ocum Tora, 3a NIPOU3BOJLHY
Tauky z € A Baxu g(z) = lim gn(z) = lim f,(z) = lim hy,(2) = h(z). 13 nperxoguor, nmamo
n—oo n—oo n—oo
naje g = hy A, na je Ha ocHOBY TeopeMme jequaoctu g = h 'y €. IIpema Tome, cBaKu MOIHU3 HI3A
(fn) KOju KOMIAKTHO KOHBeprupa y {) Kouseprupa ka dbyukuuju g € H (). IIpumenom Montel-
OBOI' KpUTEPHjyMa KOHBepreHiwje nobujamo ga Hu3 dyHKImja (f,) KOMIAKTHO KOHBEPIHpa y
obsactu €. |

Jlema. Heka je F damuinja nenpekunnux dyukimuja f : @ — C, Tako 1a je cKyn {f(z) } fe .7-"}

orpaHHMYeH 3a CBaKy Tadyky z u3 objactu §). Tama mocroju obmact S C €2, Taksa ja je dpaMuinja
{f|s}f€]E JIOKAJIHO orpanudena y S.
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Jloxas. TlpernocraBuMo CyIIpOTHO, Tj. Jia HE IIOCTOjU TaKBa M000/1acT
S C Q. Tama dbavmmmuja F Huje JOKAJIHO orpaHuveHa y ) U caMuM
TuM nocroju z1 € ) u dbyuknuja fi € F, raksu ga Baxu |fi(z1)] > 1.
Crem 21 € QN f71(C\ D[0,1]). Cxyn f{*(C\ D[0,1]) je orsoper,
jep je f1 mempekuaHa dyHKIHja, A je u 2N ffl (C\ D|0,1]) orBopen
CKYII, Kao IIpecek jpa Taksa. llocroju r; > 0 tako ga je Dz1,71] C
QN f1(C\ D[0,1]). Ckyn K1 = D[z1,71] je Henpasam u KOMITAKTAH.
Ocum Tora, Baxku |fi(z)] > 1 3a ce z € K. Qamunnja dyHkmja

Ki

{f‘D(ZL?‘;[) feF HUj€ JIOKaJIHO OI'PaHUYC€Ha Yy HJUCKY D(zl,ﬁ), I1a

nocroju zg € D(z1,71) n dbyskuuja fo € F, taksu na je |fa(z2)| > 2.

Baskn 29 € D(z1,71) N f3 1 (C\ D[0,2]), npu wemy je D(z1,71) N f5 1 (C\ D[0,2]) orBopen ckyr,
KAa0 IIPECEeK TaKBUX U UMaMO J1a 1ocToju 12 > 0 Tako 1a je D(za,ra] C D(z, rl)ﬂfgl (C\ DJ0,2]).
Heka je Ko = D[z2,12] (0BO je jesjan KoMIIakTaH 1 HenpasaH cKyi). IIpumernmo na je | fa(z)| > 2
3a cBe z € K. Hacrasmajyhin unaykTuBHO NpeTxoau nocrynak gobujamo uus (f,) dyuknuja
u3 F U HU3 KOMIAKTHUX, HelpasHuxX ckymoBa K1 D Ko D ... cagpKaHux y {2, npu demy
je |fu(z)] > n3a cBe z € K,, u cee n € N. Axko 6u 6uno (2, K, = 0, mmanu 6u na
je Uroy K& = C D K;. Oso je orsopenn nokpusad KommakrTa K, I1a MOXKEMO H3/BOJUTH
KOHAYaH HOTIOKPUBAYT U;”Zl Ky D Ki, 3a neke npuposaue 6pojese ny < --+ < ny. Tana je
Ky D - D Ky, omnocio K{ C --- C K , taxko ya je K D K. Kako je K1 D K,,,, To
je K D Kf{. U3 uperxoauor pobujamo na je K = C, omnocuo Ky, = ), mro je memoryhe.
IIpema Tome, mopa Gurn (oo K, # (. Heka je z € ()2, K, upoussossan enement. Taza je
|fn(2z)] > n 3a cBe n € N u camum TuM, cKym {f(z) ‘ fe }"} HUje OrpAaHUYeH, KOHTPaIUKIIN]a.
Jlakje, modeTHa IIPETIIOCTABKA je IOIPEIIHa, TaKo jga IocToju objact S C 2, TaksBa 1a je
davmanja { f ‘ S} feF VIOKAIHO OTpaHHTieHa y S. ]

Teopema. Heka je (fy,) nus dyuknuja n3 H(2) koju KoHBeprupa Tadka Mo Tadka y obsactu €2
ka ¢yuknuju f. Taga nmocroju orBopen ckyn V' C {2 koju je ryct y {2, Takas jia Hu3 QyHKIHjA
(fn) xomuakTHO KOoHBeprupa y V ka dyukiuju f u Baxu f € H(V).

Jloxas. @yukuuje f,, cy xosomopdHe, a TuMe u HenpekujaHe y obacru Q. Baxu lim f,(z) =
n—oo

f(2) 3a ce z € Q, na je (fn(z)) kouBeprenran Hus 3a z € Q. Onarie je nus (fy(z)) orpannyen
3a cBe z € (). Heka je § = {S cQ | S je O6HaCT} dammmja momobiactu ox 2. Ako S € S
TaJla Ha OCHOBY IPETXOJHE JeMe Iocroju mnogobiact S C S Taksa ja je Hus ( I S,) JIOKAJTHO
orpanuded y S’ (nmpumernmo ja axo je S # (), Ha OCHOBY IIpeTXOJHE JieMe MOXKEMO Y3eTH Ja je
S"#0). Yauumo ga je V = [Jgeg S’ Cxyn V je orBopen Kao yHuja Taksux u Baxku V. C .
Heka je D(z,7) C Q npoussospan auck. Tazma je S = D(z,7) € S, ma mocroju oarosapajyha
nogobact S C D(z,r) u 8" # 0. Cnemu VN D(z,7) DS’ # 0, ommocno V N D(z,7) # 0. Kako
OBO BayKW 3a MPOU3BOJBAH JINCK caJpKan y obmactu €2, o je V rycr y 2. 3a mpoussomno S € S

HU3 ( In
reopeme Vitali-ja mobujamo na nuz dyuxiuja (f,) komuakTHo KouBeprupa y S’ ka dyHKImjn
f u onarne je f € H(S'). Hobumu cmo na Baxu f € H(S') 3a cee S € S, na je f € H(V).
[Tokaxxumo jomr na uHu3 (f,) KomnakTaO KoHBeprupa y V ka dyukuuju f. Heka je K C V
IIPOM3BO/BHO Ofabpan KommakTan ckyll. Ako je z € K C V = [Uges S’, Taja mocroju Heka
obmact S, € S, raksa na z € S,. Kaxo je S, Takobe obmact, To mocroju 7, > 0 Takso ja je
Dlz,r,] C S.. Hus dyukuuja (f,) komnakTHo KoHBeprupa y S, xa dyukuuju f u D[z, r,] je
KOMIIAKT, ma je f, = f (n — o00) ma S.. Baxu (J,cp D(2,7.) DO K n Kako je 0BO OTBOpEHH
MOKPUBaY KOMIIAKTA, TO MOYKEMO U3JIBOJUTH KOHAYAH MOTIIOKPUBAY U;n:1 D (zj, rzj) D K. Cana

S’) je JiokayHo orpanudeH y S’ u {z e s’ | nocroju lim f,(z) y C¢ = S'. Tlpumenom
n—oo

je fn = f (n — o0) ma D (Zj,T‘Zj) 3a cee j = 1,...,m. Heka je ¢ > (0 npousBospHO y3eToO.

Tama 3a cee j = 1,...,m mocroju n; € N, takas na je |fn(2) — f(2)| < e 3a cBe n > n; n

cee z € D (zj,rzj). Heka je no = max nj. Tana 3a cee n > ng u cse z € Um_lD(Zj,TZ.)
' 1<j<m j= j
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Baxkn |fn(2) — f(z)| < e. Ilpema Tome, mmamo na je f, =2 f (n — o0) Ha K 1 Kako 0BO BaxKn
3a cBaku komnakT K C V', To nus dbyukuuja (fy,) komnakrao kouseprupa y V ka dyukuuju f. B

[Iperxomuy TeopeMy MOXKEMO Pa3MOTPUTH U Ha HEINTO Apyraduju nadud. Hawmme, Heka
je W mpomsso/bHO oiabpaH OTBODEH CKyI, Takas ga je W C Q. 3a z € W mms (f,.(2)) je
KOHBEPIeHTaH, a THMe U orpaHuyeH, Tako Ja nocroju N € N, rakas na je f,(z) € D[0, N| 3a cBe
n € N. Tazna je z € |f,|71 ([0, N]) 3a cee n € N, omnocno z € (02 | fnl ™ ([0, N]). Hobujamo
na saxn z € JN_1Noey |fnl 7' ([0, N]). Kako oBo Bazku 3a mpoussosbhy Tauky z € W, To
je W= UNz: (N 1fnl71 ([0, N]) "W). Ckyn W je 3aTBOpeH y KOMILIETHOM METPHUYKOM
npocropy C, na je u on komiuierad. IIpema Baire-oBoj TeopeMu O KaTeropuju, KOMILIETaH
MeTPHYKU [POCTOP He MOXKe OuTH 1pebpojuBa yHHja HUIJE T'yCTHX CKyHOBa (CKyI je HUrje
I'yCT, aKO HErOBO 3aTBOPEIbe UMa Tpa3Hy yHyTpanimbocT). CaMuM TuM, moCToju npupojgan 6poj
N(W), rakas 1a zarsoperbe ckyna (oo |f|™ ([0, N(W)]) N W uma Henpasuy yHyTPAITHOCT.
Oynxmyje | f,| cy nenmpexnane, Taxo na je ceaku o ckynosa | f,,| ™! ([0, N(W)]) sarsopen. ITpema
tome, ckyn (oo |fn]72 ([0, N(W)]) N W je zarBopen Kao npecek Taksux. Cieam jga CKyl
Ny | £l 71 ([0, N(W)]) N W uma Henpasty yHYTpAIIbOCT, Ia OH cajip:ku Heku juck D(W).
Ipumerumo ga je | flpowy < N(W), n € N. Heka je V = {D(W) | W je orsopen u W C Q}.
[Tokaxkumo sa oBako gedunucanu ckyn V wuciymasa cBe Tpaxkene ycsose. Hajupe, ckyn V
je orBOpeH kao yHuja Taksux u Baxku V C ). Heka je D(z,r) nponsBo/baH JUCK y CaJp:KaH
y obmactu ). Cxkym W = D (z,g) je orBopen u Baxku W C D(z,7) C Q. obujamo ma je
VND(z,r) DVNW D DW) # 0, onnocno, V N D(z,7) # (. Hakne, ckyn V je rycr y
obaacru ). Heka je K C V kommakTan ckyi. Tajga MOXKEMO M3IBOJUTH KOHAYAH ITOTIIOKPUBAY
K c UL, D(W;). Baxu |folpaw,) < N(Wj) sa cee n € Nucse j = 1,...,m. Yaumumo 1a je
M = max{N(Wj) ‘j: 1,...,m} u nobujanmo ma je |fn|lxk < M 3a cee n € N, 1j. Hu3 (f,) je
orpannden y kommakry K. OBo Baxku 3a ceaku komnakt K C V, tako ja je uusz dyukuuja (fy,)
JiokautHo orpanuden y V. Heka je D C V muck. Tana je {z eD } IOCTOjU nh—g>10 fn(2)y C} =D

u npema Teopemu Vitali-ja nus (f,) komnakTao KouBeprupa y ) ka GyHKIMjH f 1 caMuM THM,
Baxku f € H(D). Cuemmjanuo je f € H(D(W)) 3a csaku oropen ckyn W, takap na je
W c Q. Cnemm f € H(V). Heka je K C V xommakT. 3a cpako z € K mocroju r, > 0,
tako na je D(z,r,) C V. U3 orsopenor noxkpusada K C J,cx D(z,7./2) Moxemo ususojuru
xomauan nornokpnsad K C (JiL, D(zj,72;/2). Tana je D[zj,7.;/2] KOMIaKT cajpKan y JCKy
D(zj,7,;) CV y xojem nu3 (f,) KoMmakTHO KOHBeprupa Ka dynknuju f, ma je f, = f (n — 00)
va D(zj, 7., /2], a tume je f, = f (n — oo) ma D(zj,7,,/2) n oo Baxku 3a cee j = 1,...,m.
Cnemn f, = f (n — oo) ma K. Jakie, uus (f,) kommakTHo KoHBeprupa y V ka f.

4.2 Hopmaane dammianuje

Hedbunuimja. 3a bavuinjy F C H () kaxkemo na je nopmanna y obsactu ) aKo CBaKd HU3
dyHKIMja 13 F UMa MOJHU3 KOjU KOMIIAKTHO KOHBeprupa y 2. [

CraB. Qavunmja F C H(Q) je HopmasHa y ) aKo U camMo ako je JIOKaJHO orpaHuveHa y ).

/oxas. Hajupe, npermnocraBumo ja je damuiuja F HOpMasHa y obsactu () u Tpeba moxkazaTu
Jla je oHa JIOKaJIHO orpanmdena y §). Ha ocHoBy () 10Bo/bHO je mokaszartu na je dbamuiumja F
orpaHUYeHa y cBaKOM KoMmIakTy cajpxkanoM y (). Heka je K C {2 kommakT. [IpernocraBumo ja
damumja F uuje orpanndena y komnakry K. Tazga nocroju uus dyukuuja (f,) us F Ttakas j1a
je nh_{go | fnlk = 0o. Kako cmo npermocrasmin Ja je F HopMasiHa dhbaMuimja, TO MOCTOJU MOIHUS

(g9n) HU3a (f,) KOju KOMIAKTHO KOHBeprupa y () u Heka je g mwerosa rpanndna ¢ynkiuja. Taua
je g € H(Q). Pyukiwmje gn, n € N u g cy xomomopdHe, a TumMe u HenpekuHe y obsactu 2, na cy
u |gn|, n € N u g nenpexujnae dynkimje, Koje Ha KommakTy K jocTmxky ¢Boj makcuMmym. I[Ipema
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4.2. HOPMAJIHE ®AMMNJINJE

ToMe, BaXKM |gn|x < 00 3a cBe n € N u |g|x < oco. Heka je € > 0 npousBosbHO os1abpano. Baxku
gn = g (n — o0) Ha K, na nocroju ny € N, takas 1a je |gn, — 9|k < € 3a cBe n = ng. Ocum Tora,
sa cne 2 € K 1 cne n € N saxca [gn — glic > lon(2) — 9(2)| = lon(2)] — 19()] > |gn(2)] — Il
[Ipesackom Ha cymnpemyMm 10 cBuM z € K pobujamo na je |gn — 9|k = |gnlk — 9|k 3a cBe
n € N. Cremmjanno, 3a n > ng Baxu |g|x = |gnlk — |gn — 9|k = |on|lxk — €. Kako je
lim |gn|x = lim |fn|x = 00, T0 je u |g|x = 0o, mITO je KOHTpaWKIHMja ca TUM 112 je |g|x < oo.
n—oo n—oo

Hakite, pamuiuja F jecre orpanndeHa y cBakoM kommakry K C €. Camum tumMm, dpamuinja F
jecre jiokasHo orpanudena y (). O6pHyTO, HeKa je hamuinja JF JIOKAJTHO OrpaHuYeHa y 0bJIacTu
Q u ueka je (f,) nHuz dyuxiuja uz F. Tana je (f,) Huz dynkuuja uz H () koju je jsokagiHO
orpanuyen y obactu €2, ma npumenoM reopeme Montel-a 3aKk/bydyjemMo jia oCToju HeroB Mo/ [HI3
KOju KOMITaKTHO KoHBeprupa y ). Ciemu, F je HOpMajHa daMuimja. [ |

Ipumep. Axo je M > 0 Taga je bammmmja Far = {f(2) = Y02y an2" ‘ lan| < M 3a cBe n € No}
HOpMaJIHA y jeAMHUIHOM JucKy D.

Pewere. Craka dyukimja f € Fyr je xosomopdHa y jeauaunaHoM aucky D, jep je mpejacraBbeHa
KOHBEpreHTHUM cTerieHnM peoM. [Tpema Tome, Baxku Fpy C H(D). Ha ocHoBy mperxommor crasa
JIOBOJBHO je Tioka3aTu Ja je dhamuminja Fs jgokaino orpanndena y . Heka je z € DD npousBospHO
onabpamno. Yamumo ueko 1 € (|z],1). Juck D(0,7) je orBopen ckyn u Baxu z € D(0,r) C D. 3a
upoussosbte z € D(0,7) u f € Fp Baxu | f(2)] = | prganz"| < Dontglanl|z” < MY 2 r" =
%. Ognarne je |f|por) < lM'r 3a cBe f € Fyr, ognocHo, bamuimja Fyy je orpanudena y D(0,r).
Ha oBaj maumn cmo mokazasm Jia 3a cBaky Tadky z € [ moctoju oTBopeH ckyn V TakaB Ja BaxKu
z € V C D u davmnuja Fy je orpanntena y V. CaMuM TUM, U3 CBera IPEeTXOIHOT UMAMO & je
damuinja Fjs JOKAJIHO OTPAHUYEHA, & TUME U HOPMAJHA y jeJMHUIHOM Jucky D. &

IIpumep. Heka je .7-" C H(Q2) nopmasna dhamminja y obaacru () u Heka je
D k € N. Taga je Fb) = {f(k ‘ fe .7-"} Takohe, jeqHa HOpMaJiHa (haMUIInja
y obaactu 2.
Pewewe. Kaxo je F C H(Q), 1o omvmax mmamo ma je FK) c H(Q).
JToBosbHO je nokasaru 1a je dpammanja F*) mokasnno orpanmaena y Q. Heka
je ¢ € Q npoussospHO ofabpano. Ilocroju r > 0 takso ga je Dlc,2r] C .
Heka je D = D(¢,2r) u V.= D(e,r). Tanajec € V C Q u V je orsopen
ckyrn. Ckyn D = Dlc, 2r] je xomnakraH, na je dammimja F orpaHnveHa
y D. Iocroju xoncranra M > 0 rakea 1a je |f|5 < M 3a cee f € F.
Hexkacy z € V f 6 ]: HpOI/I3BOJBHO onabpanu. [Ipumenom Cauchy jeBe mHTerpaJjHe opmyiie

Mkl MK _1 _ 2MK!
P faD z)k+1d<‘ = Jop = Z\k+1 |dC| < T e 2m - 2r = 25

(MCKOpHCTHIIN CMO J1a 32 HpOHBBOJLHOC € 0D Baxu \C z| = [C|—z| =2r—|z| = 2r—r=r). U3

nobujamo ma je |f*)

nperxozsor je | f®F |y < %kk' 3a cse f € F, ua je damumja F*) orpanndena y V. OBo Bau
3a IPOM3BOJBbHY TaduKy ¢ € §), Tako ja je damummja F*) nokanno orpannuena y Q. Ipumenom
nperxoxHor crasa gobujamo ra je FF) mopmanma damumia y obnactu Q. &

Teopema (Hurwitz). Hexka je (f,) Hu3 dyuximja uz H(2) Koju KOMIAKTHO KOHBEPIHpa y
obmactu ) Ka dbyEKIMjH f U Heka je V OTBOpPEH M OrpaHHYeH CKyH, Takas ja je V C ), mpn
gemy dyukimja f Hema myna Ha V. Tama nocroju ng € N, Takas j1a 3a cBe n > ng GyHKIH]je
f u f,, umajy uctu 6poj myma y V.

Jlokas. Kako um3 dyuknuja (f,) KommakTHO KoHBeprupa y obmactu 2 xa dyHkmmju f, To
je f € H(). Ckynosu V u OV cy KOMIAKTHH, jep Ccy 3aTBOpeHm m orpanmdenn. Hajipe,
PasMOTPUMO CIeNUjaIaH ciydaj, Kaaa je V orsopenn auck. Oyuxiuja |f| je Henpexuna u HeMa
HyJla Ha KommakTy OV na je € = min{|f(z)\ ‘ z € aV} > 0. Takobe je f, = f (n — o) Ha
oV Tocroju ng € N, Takas ja je | fn, — flov < € 3a cBe n > ng. Taua 3a upoussosshe z € IV u
n = ng Baxu | fr(2) — f(2)| < |fu— flov < e < |f(2)], onmocno, |fn(2) — f(2)| < |f(2)|. Onarie,
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4.2. HOPMAJIHE ®AMMNJINJE

3ak/bydyjeMo Ja u dyHknuja f, Hema nHysa Ha OV 3a cee n > ng, jep f Hema Hyna Ha OV.
Ca gpyre crpane, npumeHoM Rouché-ose Teopeme mobujamo nma dbyrkmuje fu f, — f+ f = fn
uMmajy uctu 6poj myina y V 3a cBe n = ng. axie, 3a cBe n > ng, dyukiuje f u f, umajy
uctu 6poj myna y V. Pasmorpumo caja ommTu caydaj. Dymkimja f uMa KoHadaH 6poj Hya
y xommakTy V (y cymporHOM, axo je (z,) mms myma dymkmmje f y V, Tajga HOCTOjH Heros
KOHBEPIeHTaH IOAHU3 (2, ), & je Ha ocHOBY TeopeMe jeaumnocru f = 0y obiacru €, mro je
nemoryhe, jep f mema myma ma OV C ). Heka cy z1,,...,2; #yne dyakngje fy V. Tana
nocroje r; > 0, j = 1,...,k, TakBu ga je Dj = D (zj,7;) C V 3acBe j = 1,...,k n nuckon
Dj, j=1,...,k cy melycobno mucjynkran. Tana je K =V \ |_|§f’:1 D; xommaxTan cKym, jep je
3aTBOpPEH M OorpaHnveH. Ha oCHOBY TPETXOHO M3JIOKEHOT, CIENUjaaHor CIydaja 3a JUCKOBE, 34
cee j = 1,...,k, mocroju n; € N, Takas na 3a ce n > n;j, bykmmje f un f, mMajy uctu 6poj
myna y aucky Dj;. @ynxmuja f nema myna y komnakry K, Taxko Ja je d = min {\f(z)| ‘ z € K}
Baxu f, = f (n — o0) na K, na nocroju n € N, rakas na je |f, — f|x < d 3a cee n > n. Cuenn
lfn(z2) = f(2)| < |fn—flk <d<|f(2)| 3acBe n > 7 ucee z € K. Kako dyukiuja f Hema nysa
y K, T0 u3 nperxojHOr 3aK/by4yjemo jia u dbyHKimja f, Hema Hysnay K, 3a cee n > n. Konadso,
Heka je ng = max {n,ny,...,ni}. Tama 3a cee n > ng, byuknuje f u f, umajy ucru 6poj Hysa
y V. OBuM je 10Ka3 3aBpIIEH. |

IMocnenuua. Heka je (f,) nu3 dyuknuja uz H({2) Koju KOMIAKTHO KOHBeprupa y obJactu )
ka dyuxnuju f, mpu demy pyurmmje f,, n € N memajy myma y . Ako dyuknuja f nma myty y
obnacru (), Tana je f umenTHUKM jenHaka Hyau y (2.

Jloxas. TlpermocraBuMo cynpoTHo, Ja dyHKnuja f uma Hysay y obsactu ), ajam ja OHa HuUje
unentnaky jenHaka Hynmu y . Heka je f(¢) = 0 3a meko ¢ € Q. Kako uuz dbysxmuja (fy)
u3 H(Q) komnakTHO KOHBeprupa y obmacru ) ka dbyukinuju f, To je f € H(Q). Hyna ¢ € Q
dbyukuumje f jecre uzosnobana (y CynpoTHOM 06U Ha OCHOBY TeopeMme jeauHocTH Baxkuyio f = 0y
obacru 2), ma nocroju r > 0, rakso 1a je D¢, r] C Q u ga dynkunja f nema nyay Dlc,r|\{c}.
Ckyn V = D(c,r) je orsopen u orpannmuen u Bazku V C (2, npu "emy GyHKImja f HeMa HyIa
Ha rpanumy V. Ilpumenom teopeme Hurwitz-a mobujamo ma mocroju ng € N, Takap Ja 3a cBe
n > ng, dyukimje f u f, uMajy ucru 6poj nyta y V. Kaxo dymkmuja f uma mymy y V, To un
dbynkimje f, mvajy mymy y V C Q3a cBe n > ng. OBo je y KOHTPaIUKITHjI ca TUM Ja (YHKIIHje
fn, n € N Hemajy uyia y obmactu 2. Jlakie, ako dyuknuja f uma 6ap jeany myay y €1, Tama je
f =0y obmactu 2. |

Hexka je 2 obmact y xoMIIekcHoj paBuu n F = { feH() ‘ f menyrmra Bpennoctn 0 n 1}.
3a nponssosbue z € Q u r > 0 osmaummo Fy, = {f € ]—“‘ |f(2)| <r}. Tloxkaxumo ma je
damvnmmja dynkmyja F,, orpannydeHa y HeKoj oKojauHM Tadke z. Hamme, nmocroju ¢ > 0, Takso
naje D[z, 2t] C Q. Heka je f € F,, upousBosbHo ogabpana dyukiuja. ledburnmumo dbynkuujy
g(¢) = f(2t¢ + 2). Ba ¢ € D Bawu || < 1, ma je |2t¢ + 2 — 2| < 2, 1j. 2t¢ + 2 € D|z,2t]. Kaxo
je dymkmmja f xomomopdua y obmactu Q D Dz, 2t], To je g € H(D). ®ymkumja f ucmymrra
speanoctu 0 u 1, na u dyuknuja g ucnymra te Bpeanocru. Takobe je |g(0)| = |f(2)| < r. Ciuenn
g € S(r), ma npumenom Teopeme Schottky-ja mobujamo ma je |9|D[0,%] <L (%, r). 3a TpON3BOJHHO

w € D[z, t] Baxkn - €D [0, %], na je |f(w)| = ‘f(2tw2;z —1—2)’ = ’g (“’2;‘2)’ < L(%,r). Nz

nperxoaHor aobujamo a je | f|pry < L (1,7). Cxyn D(z,t) je orsopen, Baxku z € D(z,t) C Qu

|flpp) < L (%, r) 3a cee f € F.,. IIpema Tome, bamummja F, , je OrpaHUteHa y HEKOj OKOJIIHH
Tadke z obnactu §).

Cras. 3a npoussosbno p € ) damumja Fp, 1 je JoKaJIHO OrpaHmdeHa y obmactn §).

Jloxas. Hexka je W ckyn cBux Tadgaka z € () ca CBOjJCTBOM Jia TTOCTOjU OTBOPEH CKym V Takas
na je z € V C Q u dpammmja Fp 1 je orpanndena y V. Ckyn W je Hempasan, jep je Ha OCHOBY
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4.2. HOPMAJIHE ®AMMNJINJE

IPEeTXOAHNX pasMmaTpatba p € W (damunuja Fp, 1 je orpaHndeHa y HEKOj OKOJIMHHE TadKe p). AKO
je z € W un V oxnrosapajyhu oTBOpeH CKyI, Taja 3a mpousBosbHO ( € V Baxku ( € W, jep je
¢ €V C Qn dbavmmja Fp, 1 je orpanndena y V. Camum tum je V.C W, tj. 2z € V. .C W. U3z
npeTxoaHor cjaeau na je W orBopen ckym y obsactu (2. Ca japyre crpane, mokaxKumo ja je W
saTBoper ckymn y (). Hamwme, Heka je z € W (3aTBopeme y obnactu {)) HponsBo/bHO ofabpana
tauka. IIpermnocraBumo ja je rajga z ¢ W. Heka je n € N npoussosbro. Ako 6u 6uio |f(2)] < n
3a cBe f € Fp1, umasm 6u na je Fp1 C Fo,. Amm damumimja F,, je OrpaHHYCHA Yy HEKO]
OKOJIMHN TadKe z, na 0u u damminja F,1 O6una orpanudeHa y HEKOj OKOJIMHU TadKe z, HITO je
nemoryhe, jep je z ¢ W. Iakie, mocroju neko f, € Fp1, Tako nxa je |fn(2)] > n. Taza je
(fn) Hu3 dyskuuja uz Fp 1, IpU H9eMy BaxKu nh_{go fn(z) = co. Hexka je g, = 7 3acsen € N.
Taza 3a cee n € N Baxku g, € H(Q) u dbynkuuja g, ucnymra speanocru 0 u 1. Takohe, Baxu
71113;@ gn(z) = 0. Iloctoju ng € N, Takas 1a je |g,(2)| < 1 3a cBe n > ng. Ciaean 1a je g, € F,1
3a cBe N > Ng. AKO y3MeMo fa je by = gniny—1 38 n € N, Tazga je (hy,) mogans nusa (gn) u Baxkn
hyn € F.1 3a cee n € N. Cuenujasso je nh—>120 hp(z) = 0. Qamunuja F, | je OrpaHUYeHa Y HEKOM

nucky D(z,t), rue je t > 0 (mro cieau u3 pasmarpama Koja cy nperxojusia oBoM crapy ). Camum
M, damunja F, 1 je u JIoKagaHO orpanndena y mucky D(z,t). IIpumenom Montel-oBe Teopeme
npobujamo fga nocroju noguus (hy, ) xusa (hy,) Koju KOMIAkTHO KoHBeprupa y aucky D(z,t) xa
HeKoj rpanndnoj dyukuuju h. Pyuxumje hy,, k € N nemajy myna y aucky D(z,t) (3ampaso,
ose dyukimje ucnymrajy spegaoctu 0 u 1). Dyukuuja h uma wyay y aucky D(z,t), jep je
h(z) = kli_)m hp, () = nlgrolo hn(z) = 0. Ilpumenom nocseune teopeme Hurwitz-a saxsbydyjemo

na je h = 80y mucky D(z,t). axie, Baxku klggo hn, (¢) = h(¢) = 0 3a cBe ¢ € D(z,t). Onarue
je klir{:o fn,(C) = 00 3a cBe ¢ € D(z,t). Kako je z € W, 10 je D(z,t) "W # () u nocroju Heko
20 € D(z,t) N W. U3 2y € D(z,t) nobujamo na je kli}rgo fnp(20) = co. Ca gpyre crpane, u3s
29 € W zakbydyjemo Jla mocToju oTBopeH cKym Vp, Takas j1a je zg € Vo C Q u dbavmmja Fp 1 je
orpanndena y Vy. Hakie, mocroju M > 0, rakso na je |f|y, < M 3a cse f € Fp 1. Cuemnujanno

je | f(z0)] < M 3acBe f € Fp1. Kako je (fp,) Hus dynxuuja usz Fp 1, 10 je | fn, (20)] < M 3a cBe
k € N. Mebhyrum, oBO je y KOHTPAJIUKIIjU CA TUM Jia je kli_)m fnie(20) = 0o. Ilpema Tome, Hama
oo
II0YeTHA, IIPETIIOCTABKA je IIorperHa, 1ma Mopa 6utu z € W. Kako oo Bazku 3a cse z € W, T0 je
W = W, oanocro, W je zarsopen ckyn y obmactu Q. Tamga je Q = W U (Q\ W), upnu gemy cy
W u Q\ W orsopenn ckynosu y 2 u kako je € nosesan ckyn (jep je 2 obacr), To je HeKH 0Of
ckynosa W u Q \ W npasan. 3uamo jga p € W, na je Q \ W = (). Konauno je Q = W, a camum
TuM je dpamuimja Fp, 1 JIOKaJIHO orpaHudena y obmacrnu €. |

Y HacTaBKy NIPOIIMPYjeMO KOHIEIT HOPMAJHUX (DaMUIKja, TAKO IITO IPETIOCTAB/HLAMO JIa
HU3 QYHKIMja MOXKe KOMIIAKTHO Jla KOHBeprupa Ka oo y Hekoj objactu §2 C C.

Teopema. Pavumja F = {f € H(Q) | f ncuymra spespocrn 0 u 1} je Hopmasna y o6nacru €.

Jlokas. Pukcupajmo HeKy Tauky p € ) u Heka je (f,) npousBosbHO ojabpan HU3 (DYHKIMjA U3
dbammmmje F. IIpema nperxonnom craBy damuamja Fp 1 je JOKaJIHO orpaHuydena y obnacTu {2, mim
eKBHBAJIEHTHO, dbamminja Fp, 1 je Hopmasta y obsmacru 2. Ako mocroju noguus (fp, ) Husa (fy)

Koju mpunaja gpammimju Fp 1, Taja MOCTOjI U H>eT'0B HOIHI3 ( fr ) KOjU KOMIIAKTHO KOHBEPTHPA
J

y obsacru §). dakire, ( fnk,) je jeman moaHu3 Hu3a (f,) Koju KOMIaKTHO KOHBeprupa y ). 3aro,
J
IpeTHocTaBuMo Ja Hn3 dhyHsknuja ( f,) Hema moxuns koju npunaja dammimjn Fp 1. Taga mocroju

no € N, Takas 1a 3a cBe n > ng Baxu f, ¢ Fp1. Baxu |f,(p)| > 13acBen > ng, naje ‘%@‘ <1

1
fn+n071

3a n = ng. Heka je g, = 3a cee n € N. Tazna je (¢95,) Hu3 bynxuuja usz bavunuje Fp, 1 un

(g%) je momuus Husa (fy). Kako je Fp 1 HopMasma daMmimja, To mocToju (gy, ) mogaus Husa (gp)
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KOji KOMIIAKTHO KOHBeprupa y obsiacru §) ka Hekoj dyukuuju g. Taga je g € H(2). Csaka of
dbynkumja g,, nciymra spegaoctu 0 u 1, Tako a oBe dbyHKIMje HeMajy Hys1a y obnactu 2. Cana
pPAa3JIMKyjeMo JiBe MOTyNHOCTH, y 3aBUCHOCTH JIa, JIM TPAaHUYIHA (DYHKIHja ¢ UMa UJIU HEMa HYJIa Y
obnactu ). Hajmpe, nmpernocrasumo nma dhynknuja g Hema myaa y 2. Heka je K C ) kommakTan
ckyn. Dyuknuja |g| je HenpekuaHa y KoMmakTy K, Tako Ja Ha HBEMY JOCTHKE CBOj MHUHUMYM
M Kako oHa HeMma Hyna y K, To je & = min {|g(z)| | z€ K} > 0. Heka je £ > 0 n1pousBosbHO

071abpaHo u y3MUMO Ja je 6 € (0, %). Baxn 0 < ;{fl
ITocroju npuponan 6poj ko, Takas 1a je |gn, (2) — g(2)| < O@3acBe k > kgucse z € K. Bak > ko
uz € K Baxn 6 — |gn, (2)| < |9(2)] = [gn, (2)| < [gn, (2) — g(2)] < 0, onuocno § — 0 < |gn, (2)]-
11| e o fon (2)—9(2)] o 0 _e?/ebt)
gne(2) 9| gn, (2)9(2)] (0—-0)0 (0—-0)0 (6—e02/(ed+1))5 —
1

3a cee k > ko m cee z € K. Uz nperxommor je gi = g (k — o0) ma K, Ttako na Hu3
Nk

<%:5Hgnk:§g(kz—>oo)HaK.

JlobujamMo 1a BazKu

dyuknuja (gi) KOMIIAKTHO KOHBeprupa y obsactu 2 Ka byHKIHjn % u <gi> je TIOMHU3 HU3a

(fn)- Ipernocrasumo cana, na dbyHkimja g uMa Hyty y obsaactu €. Tlpema nocsegaunu Teopeme
Hurwitz-a, Baxxu g = 0 y (2. Heka cy xomnakt K C Q u M > 0 npousBosbuo omabpanu. Tasa
je gn, = 0 (k — oo) ma K, Tako ja nocroju npupogan 6poj ko, Takas fga je |gn, (2)| < ﬁ 3a CBe

> M 3a cBe k > kg u cee z € K. CaMuMm TuUM, BaxXu

k > ko u cse z € K. Onarie je ’#
gnk(z)

% = o0 (k — o0) na K. Jlakie, au3 dyHkiuja (QL) KOMIIAKTHO KOHBeprupa y objactu ) Ka
n Tk

oo U (%) je momuus Huza (fy). Y cBakoM ciyuajy, J0OUIM CMO Jia MoCToju nojuu3 Husa (fy,)
Tk
KOjU KOMIIAKTHO KOHBeprupa y obsactu 2. Kako je (f,) npousso/bHO onabpan Hu3 GyHKIMja 13

damuinje F, To 3aK/bydyjemMo 1a je F HopMasiHa hamuiarja y obsactu §2. |

Teopema (Carathéodory). Heka je (f,) Hu3z dyuximja uz H (), taksux ja cBaka GyHKIuja
fn mcmymra Bpemnoctn a u b, rme ¢y a m b pasjamUuTH KOMILIEKCHH OpOjeBM M HEKa CKYII

A= 42€Q { nocroju lim f,(2) y (C} uMa TadKy HarommiaBawa y objactu (). Tama Huz
n—o0

dbyukuumja (f,) KommakTHO KOoHBeprupa y obsactu €.

Hoxas. Jedunummmo dbyuknumje g, = fb":aa za cee n € N. Tana je (g,) uHusz dynkuuja

u3 dbavmmimje F = {f € H(Q) ’ f ucnymra Bpegnoctu 0 u 1}. [Ipema mperxommoj Teopemmu,
dbavmuimja F je HOpMasHA, a THMe ¥ JIOKAJHO orpaHudena y obsacru ). akie, (g,) je HU3
dbyukuumja uz H(2) koju je J0KaIHO Oorpanuyex y obiaactu €. Axo nckopuctumo Teopemy Vitali-
ja mobujamo ga Hus (g, ) KommakTHO KoHBeprupa y . Cienn na u #u3 dyHkiwmja ( f,) KOMIaKTHO
KOHBeprupa y obJractu €2, 1o je u TpebaJio JOKa3aTH. |

4.3 Bemauka Picard-oBa Teopema

Heka je (f,,) au3 dynkuumja uz H($2) xoje ucmymrajy spegroct O u 1.V je1HOj 01 IPETXOIHUX
Teopema nokasaim cMo ja je F = {f € H(Q) ‘ f menymrra BpexnocTn 0 1 1} jenna HOpManHa

dbammmja y obracru €. 13 nokasa te Teopeme 3akibydyjeMo na 6ap jefan ox Hu30Ba (f,) win

(fin) nMa HoaHu3 (gp, ) KOjU KOMIIAKTHO KOHBeprupa y obsactu () Ka Hekoj dyHKIMH g Koja

y3UuMa camMo KOHadHe BPeJIHOCTH (OJHOCHO, cajia HeMaMoO KOHBepreHmnmjy ka oo). Tama je g €
H(€2). Heka cy kommakr K C 2 u € > 0 npousBosbHO ogabpanu. Baxu g, = g (k — oo) na K,
a caMuM THM, II0CTOju Ipupojan 6poj ko, Taxkas 1a je |gn, — gl < € 3a cBe k > ko. Henpexuana
dyuknumja |g| ma kommakTy K mocTmke cBoj MakcHMyM, ma je |g|x < oo. 3a mpomsBosbhe k > ko
Wz e K kit e > g, — gl > |900(2) — 92| 3 g (] — [9(2)] > lgm, (2)] — lglic, ma o
l9lk + € > |gn,(2)]. TIpemackom na cympemym mo z € K nobujamo na je |g|lx +¢€ = |gn, |, 32
cse k > ko. Ceaxa o dyHKIHUja gy, je HENPEKUIHA U HA KOMIAKTY K JOCTHXKE CBOj MAKCHMYM.
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4.3. BEJINKA PICARD-OBA TEOPEMA

Heka je M = max{]gm]K vee o |Gy o s 9] —i—s}. Tana je |gn, | < M 3a cBe k € N. Jlakie,
0AHU3 (g, ) je OrpaHUYEH y CBAKOM KOMIIAKTY caJpxkaHoM y obsacru . IIpema Tome, Gap
jeman ox nmsosa (fy,) win (%) UMa IOJIHU3 KOjU je OrpaHrYeH y KOMIAKTHUM II0JICKYIIOBUMA

obsactu ).

Ako je V okosmua Tauke z y KOMIUIEKCHO] pasu, Taga je V/ = V' \ {z} mena npobymena
okosmHa. [IpoGymieH JUCK ca MEeHTPOM y Tadku 2z nosynpednuka r > 0, jecre ckyn D'(z,r) =
D(z,7) \ {z}. Csaku npobymenu jauck jecre obyact y KomiuiekcHoj pasau. Crernmjasnno, D =
D\ {0} je mpobyrenn jenuuauaHE AUCK ca TEHTPOM y Tadku 0.

JIema. Heka 3a dynkunjy f € H(D') Baxu 0,1 ¢ f(D'). Tana je 6ap jenna ox dyukuuja f win
% orpaHmveHa y oKoJuHu Tadke 0.

Jlokas. 3a cee n € N neka je f,, dynkuumja nedbunucana ca f,(z) =
f (%) za z € D', @ynknyja f ucmymra Bpeaoctu 0 u 1, Tako ja cBaka
on, dyukmmja f, takohe, ucmyira te Bpennocru. laxie, (fy) je Hus
dbyukuuja uz H(D') koje ncrymrajy spegnocru 0 u 1. Tlpema yBogHOM

pasMarpamy, 6ap jegan o HuzoBa (fy,) win (fin) Ma IOJHHU3 KOJH je

orpaHuYeH y KoMIakTy 0D (0, %) C V. Hajuope, npermnocTaBuMo Jia

uu3 (fy) uma nogauus (f,, ) Koju je orpannden y kommakry 0D (O, %)

Tana nocroju xoucraura M > 0, taksa ga je |fp,(2)] < M 3a cBe

k € N u cBe |z]:% Oparite je ‘f(nik)‘ < M 3a cBe k € N u cse

2| = 3. U3 uperxoxuor nobujamo na je |f(z)| < M 3a cse k € Nu
cBe |z| = ﬁ Ha ocHOBY IpuHIIUIIA MAKCHMyMa MOJLYJIA 3aKJby TyjEeMO
1

< 2] < %} 3a cee k € N. Mehyrum, kako je kli)ngo QL 0,

1 ng

na je |f| < M y upcreny {ﬁ

10 je dpyHKmmja f orpanndena y okojuHu Tadke 0. Ca npyre crpaHe, MPeTIOCTABAMO J& HU3
fi uMa I0JIHU3 (fi KOjU je OorpaHndeH y KommaxTy 0D (0, %) Taga mocToju KOHCTaHTA
n 'ILk

N > 0, Taksa 1a je ‘ﬁ’ < N3zacsek € Nucse |z| = % CnndaHO Kao y TPEeTXOTHOM CIyYajy,
T

(z
nobujamo ma je ’ﬁ’ < N 3zacse k € Nucse |z] = % [IpnMeHoM TpUHIMIIA MAKCUMYMa

k
MO/LYJIa, 3aKJ/bydyjeMO ma je ’%) < N y upcreny {# <z € 52 } za cee k € N. Kaxko je

2nk+1 27’Lk
klim ﬁ = 0, To je dyukmmja % orpanmdeHa y okoymau Tadke (. Ilpema Tome, Gap jemma on
oo
dyuknuja f uan % je orpanuvena y okojimHu Tadke 0, MITO je TpebaJio IoKa3aTH. |

Teopema (Besnuka Picard-oBa Teopema). Heka je ¢ € C u30/i10BaHU e€CeHIMjaJHI CHHIYJIa-
purer dyukiuje f. Tama, y cBakoj okosmHN Tadke ¢, pyHKnuja f y3mMa CBaKy KOMILIEKCHY
BPEIHOCT, OECKOHAYMHO MHOI'O IIyTa, Ca jeJHUM MOTYNUM H3y3€TKOM.

Jlokas. Heka je V npousBo/bHa OKoJIMHA Tadke ¢. Taga mocroju r > 0, Takso ga je D(c,r) C V
u Baxu f € H(D'(¢,r)). Heka je g byukunja nedunucana ca g(z) = f(rz +¢). Kako z € I/
ako u camo ako rz + ¢ € D'(e,r), To je g € H(D') u dbyuknuja g nMa U30J0BaHA €CEHIUjATHI
cunrynaputer y Tadku 0. Ilokaxkumo na dyHKIMja ¢ y3uMa CBe KOMJIEKCHE BPEIHOCTH, Ca
jemuum moryhum msyszerkom. IlpermocraBumMo cynpoTHO, Jia MOCTOje PA3IUIUTH KOMILIEKCHH
6pojesu a u b, rakeu na a,b ¢ g(D'). Heka je h = {=. Tana je h € H(D'), sarum, ynxmuja
h uma uzosoBanu ecennujasnnu cunryaapurer y tauku 0 u saxku 0,1 ¢ h(D’). U3 uperxoue
JeMe mobmjaMo 1a je 6ap jemna on dyHKIMja h uin % orpanndeHa y oxkosmuu tadke 0. Ako
je dyuknuja h orpanuvena y oxkosuHu Tadke 0, Taja je cunrynapurer y Tadku (0 OTKJIOHUB

(Riemann-osa Teopema 0 oTkJIOBMBOM cunryitapurery). Ca apyre crpane, ako je (yHKIuja
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4.3. BEJINKA PICARD-OBA TEOPEMA

% orpaHUYeHa y HEKOj OKojmHHU Tadke (), Taja OHA MMa OTKJ/IOIUB CHHIYJIAPUTET Y TOj TAYKU.
Crnenu na je cuarynapurer ¢pyHKIuje h y Tauku 0 WM OTKIOWKUB UK je TOJI. Y CBaKOM CJIyUajy
J106ujaMo KOHTPAJIUKIN]Y, jep dyHKIuja h uMma eceHnujajgau cuaryigapurer y tadku 0. IIpema
TOME, HAIa MPETIOCTABKA je TOTPEITHA, TAaKO ja (DYHKINja ¢ y3UMa CBé KOMJIEKCHE BPEIHOCTH,
ca jenauM moryhum msyserkom. CamuMm TuMm u dyHKIHja f y3uMa ¢Be KOMILUIEKCHE BPETHOCTH,
ca jeHIM MOTYNUM M3y3eTKOM U OBO BayKU y MPOMU3BOJHHO] OKOJMHHU Tadke c. [lokaxkumo jorr,
Ja y 1upobymrenoj okonunu D' (¢, r), dyuknuja f y3uma cBe KOMJIEKCHe BPEIHOCTH, GECKOHATHO
MHOTO TyTa, Ca jeHUM MOTYNUM M3Yy3eTKOM. Y CYIPOTHOM IIOCTOje PA3IMIUTH KOMJICKCHU
6pojeBn w; U wy Koje dyHKImja f moraha komadano muoro myTta. Tama cy f~1 ({wi}) N D'(c,r)
u f~' ({we}) N D'(c,r) xonaunn cxynosu (6ap jeman ox mwuX je mempasam, jep dynxuuja f me
MOJKe Jla WMCITyCTH BHIIMe OJ] jejiie KoMmrulekcHe Bpeamoctu) u Heka je f~1 ({wi}) N D'(c,r) =
{21,...,zay 1 fL{wa}) N D' (¢,r) = {C1,...,Cm ) 3a meke n,m € Ng. YV HacTaBKy, y3MIMO JIa
jee = min{]zk—c\,|§j—c| } k=1,...,n,j = 1,...,m}. Taga je 0 < € < r u y upobyIIeHo]
okosmuan D' (¢, €) tauke ¢, dbyHkuuja f ucmymira JBe pa3uduTe KOMIUIEKCHE BPEJIHOCTU W1 U W
mTo je memoryhie. OBUM je J0Ka3 3aBPIIEH. ]

3a nesy QYHKIN]Y KOja HHUje IMOJMHOM, KarkeMo Ja je mparcuendenmna dbyuknnja. Jlaxie,
nesie pyHKIMje JeINMO Ha MoJanHoMe u Tpancienaentre dpyuknuje. Heka je f TpancrenmenTna
dyukumja. Tana je lim f(z) # oo (y cynpornom 6u dyukumja f 6ura nosmuom). Taxobe,
zZ—00
ako nocroju lim f(z) y C, Taza je na ocuoBy Liouville-oBe Teopeme f koHcranTHa GyHKIM]ja, a
Z—r00

1

tume 1 nommuoM. Camum TiM, He nocroju lim f(z) y C. Ilpema tome, dbynkumja g(z) = f (1),
Z—00

z € C\ {0} uma ecennmjannu cunrynapurer y Tadku 0. IIpumenom sesmke Picard-ose teopeme
nobujamo Ja GyHKIHja g, a TuMe u MyHKIHja f, y3uMa cBe KOMILIEKCHE BPETHOCTH, OECKOHATHO
MHOTO TIyTa, ca jeaHuM MoryhnMm m3yseTkoM. M3 mpeTxomHor cMo mobmim ma mpancuerdenmie
Pynryuje yaumajy cee KomMnaekcre 8pedHocmu, GeCKOHaAwHO MH020 nyma, ca jednum mozyhum
udysemrom. Taxohe, HEKOHCTAHTAH TOJMHOM y3WMa CBE BPEJIHOCTH Y KOMILJIEKCHO] DABHIU.
Konawuno, nobujamo ma cBaka Iie/ia, HEKOHCTAHTHA (DYHKIIMja Y3UMa CBe KOMIIJIEKCHE BPEHOCTH,
ca jeaauM moryhum msyzerkom. OmTHOCHO, MaMo Jia u3 Bejuke Picard-oBe Teopeme ciieu Majia
Picard-oBa Teopema.

IMpumep. Hexka je f mena dbynkmmja, taksa qa cy ' ({a}) u f~1 ({b}) xKonaumm ckymosm, 3a
HeKa JIBa pa3JindnuTa KOMIJIeKCHa Opoja a u b. JokasaTu na je f momamHOM.

Pewere. Tlpernocrapumo 1a je f TpaHcleHIeHTHa DyHKIMja. [IpemMa MpeTxoaIHoM pasMaTpamby,
dyuxuja f y3uma cBe KOMJIEKCHE BPEIHOCTH OECKOHAYTHO MHOIO IIyTa, ca jeJHuM Moryhum
nzysetkoM. Mebhytum, dynxnmja f y3uma [Be Pa3InTIuTe KOMJIEKCHE BPEIHOCTH @ W b camo
KoHauHO MHOrO nyTa. Konrpamukmnuja! [Ipema rome, dynkimja f Mopa OUTH TOJHHOM. )
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I'maBa 5

Nrepanuje xoaomopdHux (pyHKInja

5.1 Cartan-oBa Teopema

Hexka je § obnact y kKomiuiekcHoj pasau. Jledunumniemo dhamuinjy XogaoMOPMHUX MPeCTKa-
Bamba Hol(Q2) = { f: Q=0 ‘ f je xomomopdua cbyHKm/Ija}. VY HeKMM paHMjuM Pa3MaTpPAILIMA,
cMo umasn Ja je Aut(Q) = {f 00— Q ‘ f je buxosomopdHa d)yHKqua}. Heka je f € Hol(Q)
MPOU3BOJBHO Omabpana byHKIHja. Y3mumo na je fi = f u fne1 = f o fn 3a cBe n € N. 3a nus
(fn) xaxemo na je uu3 umepayuja dyukmmje f € Hol(2). Kako je f(Q2) C Q, ro je fr(Q) C f(2)
3a cee n € N. Ocum Tora, KOMIIO3UIja XOJOMOPGMHUX (DYHKIHja, jecTe OIeT je/Ha X0JIOMOpgQHA
dyukuumja. IIpema Tome, 3a cee n € N Baxku f, € Hol(Q2). Ako je f(a) = a 3a HeKy Tauky a € €2,
raza je f)(a) = f'(a)™ 3a cee n € N.

IIpumep. Axo je (f,) vus urepamuja dbyukuuje f € Hol(Q) u f,, € Aut(Q) 3a veko m € N,
taga je f € Aut(Q).

Pewere. Axko je m = 1 TpuBHjasHO Ccilein TpaXkeHU pe3yJsrar. 3aTo, Heka je m = 2. JloBospHO
je mokazaru na je dyukruja f 6ujeximja. Heka je f(a) = f(b) 3a weke a u b uz Q. Tazna
je fn(a) = fn(b) 3a cBe n € N. Crenmjanno je fp(a) = fm(b) u xako je fn,, € Aut(2), To
je a = b. Hakne, f je 1 —1 dbyukuuja. 3a cee n € N Baxu f,(Q) C f(2). Cuenmjanno je
Q= fn(Q) C f(Q) CQ uaje f(Q) =Q. Jobumu cmo na je dbyukimja f Oujekimja 1 OCUM TOTA,
oHa je xosioMopdHa dbyHknuja, na je f € Aut(Q). &

Jlema. Hexka je (fp, ) mognus nusa urepanuja dyuxmuje f € Hol(£2) koju KOMIAKTHO KOHBEprupa
y obnactu () Ka dyHKIUjK g.

(a) Ako je g € Aut(Q2), rama je u f € Aut(9Q).

(6) Hexa je hx = fn, ., —n, 32 cBe k € N. Axo je g HekoncTanTHa BYHKIHja I (hkj) HEKW TOHN3
nusza (hy) Koju KOMIAKTHO KOHBeprupa y obsactu ), Taja oH KoHBeprupa ka dyHkiuju idq.

Jlokas. (a) HosospHO je mokazaru ja je dyukumja f Gujeximja. Heka je f(a) = f(b) 3a
Heke KoMIiutekcHe 6pojese a u b uz Q. Tazna je fp, (a) = fn,(b) 3a cBe k € N. Cuemn g(a) =
klim frg(a) = klim fnie(b) = g(b) u kaxo je g € Aut(Q2), ro mmamo a = b. Hakie, dyukimja f je
—00 —00

1—1. Ca apyre crpane, Heka je ¢ € € npousBosbHO. Tasa nocroju r > 0, Takso ga je Dle,r] C Q
u ozaaammo V = D(c,r). Ckyn V je orpanmden, oropen n Baxu V C ). IIpema npermnoctasim
g € Aut(Q), rako ma je g jequa 1 — 1 dynxiwmja, mro 3uaun ga GyHknuja ¢ — g(c) HeMa Hysa
ua rpauuu 0V. Takobe, nus (fy, — g(c)) KoMmakTHO KOHBeprupa y obsacru ) ka yHKIujuI
g — g(c). Tlpema Hurwitz-osoj Teopemu, mocroju kg € N, takas ja 3a cse k > ko dyHkimje
frnr — 9(c) m g — g(c) mvajy ncru 6poj nyna y V. Caemn na dynxmmja f,, — g(c) uma nexy mnysty
y ckyny V. C Q, e je k = ko, na je g(c) € fn,, () C f(Q). Kaxo oBo Bazku 3a cse ¢ € {, To je
N=g(Q) C f(Q) C Q. Konauno je f(Q) = Q.

(6) Hus dbynknuja (fy, ) uz Hol(2) C H(€2) kommakTHO KoHBeprupa y obsacru 2 ka byHKIuju g,
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na je g € H(2). Heka je ¢ € Q. Ilocroju r > 0 takso na je D[c,r] C Q u dyukuuja g — g(c) nema
uysa y Dle,r]\{c} (y cynporrom 6u, Ha ocHOBY Teopeme jeauHocTu Baxkuio g—g(c) = 0, na 6u g
6usta KOHCTAHTHA (DYHKIIMja, IITO je CYMPOTHO MPETIOCTABIMN JIa je ¢ HEKOHCTaHTHA (DYHKIIHjA).
Cxyn V = D(c,r) je orBopen, orpanmten u saxku V C (. Takobe, bynknuja g — g(c) Hema mymna
Ha rpauumu 0V. OcuMm tora, Hus dysknuja (fn, — g(c)) KOMIaKTHO KOHBEprupa y obactu {2 Ka
dyukumju g — g(c). pumenom Hurwitz-oe Teopeme 3ak/bydyjemMo jia MOCTOjU IPUPOJAH 6POj
ko, Takap ja 3a cBe k > ko dynxmuje f, — g(c) u g — g(c) umajy ucru 6poj nyna y V. Cuenn
na dynxuuja fn, — g(c) uma mexy nyay y V. C €, tie je k > ko. Omarne je g(c) € fn, () C
f(2) € Q. OBo Baxku 3a cBe ¢ € €, Tako ga je g(2) C Q. Ilpema Tome, Baxxu g € Hol(Q2). 13
hi = fnj1—n;, 2oOujamo na je hy o fn, = fn,., 3a cee k € N. Kako je (hkj) noyuu3 wusza (hy)
dbyuxmja u3 Hol(2) C H(Q) koju KoMakTHO KoHBeprupa y obiactu () Ka HEKOj I'DaHUYHO]
dbyukuuju h, To je h € H(Q). Cuenu na je h nenpekujna (byHKIHja, Ma OBa KOMIAKTHA
KOHBepIreHIInja MOBJIa’uN HelpeKuIHy KoHBepreHimjy. Heka je z € () nmpoussospHO y3eTo. Tama
je Jlggo fnkj (z) = g(z) m U3 HenpeKuHE KOHBEPreHIMje HU3A (hkj) kKa dyHKOmjn h gobujamo

i g, (fo, (2)) = Blg(2)). Basut (ho g)(z) = Tim (ha, 0 fu,, ) (2) = lim fu () = 9(2)
J—00 J J—00 J J—00 J

3a cBe z € (). Dyukiyja g je xomomMopdHa U HEKOHCTaHTHA, Ha je ¢g({) jeman OTBOpEH CKym y
obsactu ) (TeopeMa 0 OTBOPEHOM HpeciuKaBamy). U3 mperxogHor pasmarpama J06ujaMo Ja
Baku h(z) = z 3a cBe z € ¢(Q2). Cana mam Teopema jenuuoctu gaje h = idg, mro je u Tpebaio
nokazatu. OBUM je JIOKa3 3aBpIIeH. |

ITocnemuua. Axko nus urepanyja (f,) dyukmuje f € Hol(€2) koMmnakTHO KOHBEprupa y obiactu
) xa HekoHcTaHTHOj dDyHKIHjH, Tasga je [ = idg.

/oxas. Kopucrehn osnake Kao y HPeTXOJIHO]j JIeMU UMaMo Ja je Ny = k u hy = fo, .\ 0, = f
3a cee k € N. Tazma TpuBnjanno cieau na uHu3 (hg) KOMIIAKTHO KOHBeprupa y obsactu {2 Ka
dyukuumju f. Ipema nperxonnoj jsemu (jieo (6)), mopa 6urtu f = idg. |

Teopema (Cartan). Heka je Q2 orpanuuena obsact u f € Hol(2). IlpernocraBumo ja nmocroju
nogau3 (fp, ) HH3a uTepanuja dyHKIHje f KOjI KOMIAKTHO KOHBeprupa y obsactu {2 Ka HeKoj
HekoHcTauTHO] byukimju. Tana je f € Aut(Q).

Jlokas. Baxu f(2) C Q u Q je orpannuena obiacr. IIpema tome, mocroju koucranta M > 0,
takBa ja je Q C D[0,M]. Tana je [f(z)] < M 3a cse z € Q. Cuenu |flo < M. Opnarie
je |fulo < M 3a cee n € N, tre je (f,) nms urepanuja dynkmuje f. Hexa je hy = fn, . —n,
sa cee k € N. Tana je |higlog < M 3a cee k € N. Jlobujamo na je (hg) Hu3 dyHKIMja U3
H(Q2) koju je orpanmyeH, a TUMe U JIOKaJIHO orpanuden y obsactu 2. [Tpema Teopemu Montel-a
MOCTOJU H-ETOB TTOIHU3 (hkj) KOjU KOMITAKTHO KOHBEPIrupa y obyactu {2 1 caMUM TUM, Ha OCHOBY
nperxosae sieme (eo (6)), om Mopa ja Komseprupa xa dbymrknujn idg. Kako cy dynxuuje hy;
Heke oJ] urepaiyja dgyHkimje f, To 3aK/bydyjeMo Jia je Heka oi DPYHKIHja f, UICHTUIKI jeTHAKA
dbyukmujn idg € Aut(Q) wm ga nocroju mogan3 Husa (f,) KOju KOMIAKTHO KOHBEPIHPa Y
obsactu ) ka dbysknuju idg € Aut(Q). Y upsom ciayuajy je f € Aut()), Ha ocHOBY TpeTXOIHOD
npumMepa, J0K je y apyrom ciaydajy f € Aut(f2), ma ocroBy nperxozne Jjeme (neo (a)). Ilpema
Tome, Baxku f € Aut(Q2) u Tume je j0Ka3 TEOpEMe 3aBPIIEH. [ |

5.2 llocaemune Cartan-oBe Teopeme

Axo je Q orpannuena obiact y komiuiekcHoj pasuu u f € Hol({2), raga je Hu3 urepaiuja
(fn) dynknmje f, orpanudeH, a TUMe M JIOKAJIHO OIpaHudeH y obuactu ), MITO HOKa3yjeMo
Ha UCTHU HAYWH Kao y TMPETXOJHOj Teopemu. PukcupajMo Heky Tadky a € ). OzHaummo
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Hol, () = {f € Hol(Q) ’ f(a) =a}. Cumuno, meka je Aut,(Q) = {f € Aut(Q) | f(a) =a}.
[Ipuvernnmo, na ako je f € Hol, (), Tana je f, € Hol,(Q2) 3a cee n € N u axu f),(a) = f'(a)".
Ocum Tora, Aut, () je jeana rpyma, noarpyna rpymne Aut(2). Cartan-oBa Teopema nma 6pojHe
U uHTEepecaHTHe mocjemuiie. Heke o mUX HABOAMMO y OBOM OJie/bKy. Takobhe, y HapemHOM
one/pKy omucahiemo rpymy Aut,(£2) 3a orpanndene obJacTH y KOMILIEKCHO] DaBHU. 3alpaso,
rpyna Aut, () je msomopdna rpymm S' mim mekoj menoj KOH4HOj, IMKJIMIHOj TIOArPYIH, TIE je
Q) C C orpanuyena obsact u a € 2.

CraB. Heka je Q) orpannvena obmact n neka dynknuja f € Hol(Q2) mva 6ap ase dukcne tauxe
y obactu €. Tazxa je f € Aut(Q).

Jlokas. Heka cy a u b nse pasnuuure dukche tauke dyukimje f. Husz urepanuja (f,,) dbyukuuje
f jecre orpanuveH, a TuMe M JIOKAJHO orpanudeH y obsactu ). Baxu f,(a) =au f,(b) = b 3a
cse n € N. Ha ocnoBy reopeme Montel-a mocroju mognus (f,, ) KOju KOMIIAKTHO KOHBEPIupa y
obacru () ka Hekoj dyukuuju g. Taza je g(a) = khﬁrrolo fop(a) =a#b= klirilo fre (b) = g(b), ma je
¢ HekoHcTanTHa dyHKImja. 13 nperxoaunor, npema Cartan-oBoj Teopemu mopa 6utn f € Aut(€2),
ITO je u Tpebajo JoKa3aTH. |

CraB. Heka je  orpanndena obiact u a € . Tana 3a csaky byukuujy f € Hol, () Baxku
| f/(a)| < 1. Taxobe je Autq(2) = {f € Holo(Q) | [f'(a)] = 1}.

Jloxas. Heka je (f,) nus urepanuja dyuxiuje f € Hol,(Q2). Taua je f, € Hol,(Q2) 3a cee n € N.
Hus (f,,) je nmokamno orpanuyen y € (jep je orpanuden y Toj obsacrtu), ma npema Teopemu Montel-
a MOCTOjH HeroB HOAHu3 (f,, ) KOjH KOMIAKTHO KOHBeprupa y obsactu ) Ka Hekoj byHKIUjH ¢.
Tana je g € H(?). Iocroju r > 0, rakso ja je Dla,r] C Q. Cxkyn V = D(a,r) je oTBOpeH n
Bazxu V C €. Ocum Tora, OV je koMIakTaH CKyl, jep je 3aTBopeH m orpanmdes. Ojarie je
frnre = g (K — 00) na OV u neka je € > 0 npoussossno. Ilocroju npupogan 6poj ky € N, takas 1a

je |fn.(2) — g(2)] < r?c 3a ce k > ko u cBe z € V. Taza je (f;fgg — (Zg_(z))Q ’f”’@'i )a|52;(z)\ =
’fnk(z);g(z)‘ fny, (2)

<ezsacee k > kgucse z € V. Ilpema Tome, BaxKn ez = (f_(’z))z (k — o0) Ha

0V. Kopucrehu oBy paBHOMepHy KOHBepFeHuﬂjy u Cauchy-jeBy uaTErpasiny GopMysIy 100HjaMo

Ha je lclggo f’V/Lk(a) = hm 27m fav zk((z)l = 2m fav k(); - 2;1' f@V %d'z - gl(a)'

Kako je f;, (a) = f’( )"k 3a cee k € N, To je Ha OCHOBy HPETXOHOT klim (@)™ = ¢'(a).
— 00

Hakue, au3 (f'(a)™) je xoueeprenrtan, na mopa outu |f'(a)] < 1. Axo je |f'(a)| = 1, tana je
u |¢'(a)| = klim |f'(a)|"™ = 1, na je g nexkoncrantua dynxnuja. IIpema Cartan-osoj Teopemn
—00
Mopa outn f € Aut(Q2) n xako je f(a) = a, To f € Aut,(2). Ha oBaj maunu cmo mokazaan ga
Bazku Aute(Q2) O {f € Holo(Q) | |f'(a)| = 1}. Ca apyre crpane, neka je f € Autq(€2). Taza je
u f € Hol,(Q), Taxo ma je ma ocroBy mperxonmor |f(a)] < 1. Mehyrum, Baxu f~1 € Aut,(Q),
na je |[(f71)(a)] < 1. Omarme je 1 > |(f~1)(a)| = m, onrocuo, |f'(a)] > 1. Konauno je
|f/(a)] = 1. Ha osaj mauun cvmo go6mm na je Aute(Q2) C {f € Holo(Q) | |f/(a)| = 1}. Tpema
Tome, sancta Baxku Aut,(Q) = {f € Holo() | |f/(a)] = 1}. [ |

Cras. Heka je Q orpanndena obmnact, a € Q, f € Aut,(Q) u f'(a) > 0. Tana je f = idg.
Jokas. Baxu f € Aut,(€), na npumeHoM nperxogHor crasa 3aksydyjemo na je |f'(a)] = 1.
Amn kaxo je jom f'(a) > 0, To mopa 6utu f'(a) = 1. Heka je Q' = Q + (—a). Tana

je Q' orpanmuena objacT, Kao TpaHcaaT orpanumdene obsactu ). Kako a € Q, to 0 € V.
Hedbunumunmo bynkuujy h xkao h(z) = f(z + a) —a. Cuemu h € Aut(Y), jep je f € Aut(Q).
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Ocum Tora, Baxu h(0) = f(a) —a = 0.
Takobe je h'(z) = f'(z 4+ a), na je K(0) =
f'(a) = 1. W3 uperxomuor je Taylor-os pa3ssoj
bynxmmje by Taukn 0 gar ca h(z) = z + agz? +
azz® 4+ ... W UPeTHoOCTAaBUMO Ja je d, IPBU OfI
koeduirjeHaTa az,as,... KOJU je Pa3JIUIUT O]
HyJsie (JaKje, MpeTIoCcTaB/baMo MOCTOjamhe TAKBOT
xoedurmjenta). Taa je h(z) = z + amz™ + > oo, 1 ap2", tae je m > 2. Hexa je (hy)
un3 urepanyja dyuknuje h. IlokakumMo MareMaTHIKOM WHIYKIIMJOM, Ja CBakKa O (PYHKIHja
hn, mma passoj mar ca h,(z) = z + naypz™ + .... Hajupe, 3a n = 1 T0o JUPEKTHO CJe/IN.
Heka je hp(z) = 2z + namz™ + ... 3a merko n € N. Cuenu jga je hpy1(2) = h(hn(2)) =
ho(2) + amhn (2)™ 4+ 302 01 aphn(2)F. Koedurumjent y3 wian z jemnax je 1, jep ce o jaBiba
camo y pa3Bojy dyukuuje hy(z). Koebunmjenr y3 wian 2™ jenHak je ndp, + G, TIe je Napy,
nobujero u3 paspoja dyukuumje hy,(z), a a,, 3 passoja GyHkImje aph,(z)™. Hobujamo ma je
hpt1(2) = z+ (n+1)a,z™+. .. u tnme je noka3 uHayknujom 3aspiied. Kako je ' orpannuena
obmacr, To je uu3z dbyukuuja (hy,) mokanHo orpannden y ', na npema reopemu Montel-a, mocroju
weros noguu3 (hy, ) Koju KoMakTHO KoHBeprupa y obsacru ' ka Hekoj dyukiuju g. Tazxa je
g € H(Y). Tocroju r > 0, rakso na je D[0,7] C . Cxkyn V = D(0,r) je OTBOpeH n BaxKu
V c Q. Taxobe, ckyn 9V je kommaxTan, jep je 3aTBopeH u orpanuven. Taja je h,, = g
(k — o0) ma OV u meka je € > 0 upoussospHO ofabpano. llocroju nmpupoman 6poj ko, Takas 1a
je |hn, (2) — g(2)] < r™*le 3a cBe k > ko u cBe z € V. Cana, 3a npomssosne k > ko u z € 9V,

}Z#gg) — Z%fli)l — |h"k:§3;g(z)| < e. 3akibydyjemMo na je ]an’iii? = Zgw(i)l (k — o0) ma V.

BazKH

, , . h(0)
W3 oBe paBHOMepHe KouBeprenimje u Cauchy-jeBe nHTerpaise gpopmyiie nMaMo khm —k =
—00

hny, (2) hny, (2) 1 gz hie) (0)

T 1 - - 1 ( — g™ LS O
klggo 5mi Jov Zoer 2o Jov klgrolo it dz = 5 [y ferrdz = o Kako je —hr= = ngam
9™ (0)

m!

3a cee k € N, To u3 nperxoaHor modmjamo klim Npm = [Ipema Tome, HU3 (Ngany,) je
— 00

KOHBEPreHTaH, 1a Mopa OUTH G, = 0. OBO je y KOHTpaJuKIuju ca u3b0poM KOeDUIHJEHTA Gy,
TAKO Jla je HaIla MOYeTHA MPETIoCTaBKa norpemna. Jlobujamo na je h(z) = z 3a ce z € . 3a
cBako z € N Baxu z —a € V', naje f(z) = f(z—a+a)—a+a=h(z—a)+a=z—a+a =z
Cnemu f = idg. OBuM je 10Ka3 3aBpIIeEH. |

5.3 TI'pyna ayromopduszama orpaHndeHe obJIacTu

Y oBoM oz1e7pKY omucyjemo rpyiy Aut, (€2), rae je Q2 orpanndena 06J1aCT y KOMIICKCHO] DABHA
u a € Q). Hajupe, jokasyjemo cienehy Teopemy.

Teopema. Heka je  orpanmuena obnacr u (h,) Hu3 dyskmuja n3 Aut()) Koju KOMIAKTHO
KoHBeprupa y obsactu ) ka dyukuuju h. Ako je h HekoncranTaa dbyHnknuja axku h € Aut(2).
Y cympoTHOM je GyHKIMja h KOHCTAHTHO je/THAKA HEKOj Tadku ca rpaxure Of).

Jlokas. 36or kommaxThe Komsepremmuje saxku h € H(Q). Hexa je g, = h,' € Aut(Q) 3a cre
n € N. Tana je uus (g,,) s0KaaHO orpanuyen y obaacru (2, na npema reopemu Montel-a, nocroju
IeroB HOAHU3 (gp, ) KOjH KOMIIAKTHO KOHBeprupa y ) ka Hekoj dykiuju g. Baxu g € H(Q).
Heka je K C  kommakr. 3a cBako z € K mocroju r, > 0, takBo na je D [z,r,] C Q. U3
oTBOpeHor noKpuBaya |, ;D (2,7./2) KomnaxTa K MOXKEMO U3/IBOJUTH KOHAYAH MOTIOKPUBAT
K C UTZlD(zj,ij/Q). Osnaunmo D; = D(zj,rzj) 3acee j = 1,....,m. Heka jee > 0
[IPOM3BOJHHO O1abpaHO W y3MUMO J1a je § = %min{rzj ‘ j=1,... ,m} €. Bacee j =1,....m
Baxxu 0D; C Q u 0D; je KOMIAKTaH CKyIl, TaKo 1a je gn, — ¢ (kK — oo) ma 0D;. Tazna
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nocroju k; € N, tako na je |gn,(¢) — g(¢)| < 6 3a cBe k > k; u cee ( € 9D;. Hexa je

ko = max{kj ‘ J=1,... ,m}. Takobe, neka cy k > kg u z € K upoussospuo omabpanu. Tasma
je z € D(zj,72,/2) 3amexo j = 1,...,m u 3a cse ¢ € OD; Baxu [( — 2| = [( —z; — (2 —
zi)| 2 |C — zj| — |z — 2| > 1y —12/2 = 72,/2, 7). |<_12‘2 < 5. Hpumenom Cauchy-jese
z
unTerpasne gpopmyie gobujamo aa je |gp, (2) — ¢'(2)| = |5 faDj Tz dd - — faDj %dﬁ‘ <
id% fBD]- |d¢| = id%%rrzj = ;1% < e. Ilpema Tome, 3a cBe k > kg u cse z € K Baxnu
zj Z; j

|9, (2) — ¢'(2)| < e. W3 nperxomor pobujamo jpa saxu g, = g' (k — oo) na K. Kaxo oso
Baxku 3a cBaku KoMmmnakT K C {2, To Hu3 dyHkuja (gv’lk) KOMIIAKTHO KOHBeprupa y objactu )
ka dyukuuju ¢'. Ha nern naunn nokasyjemo ma Hu3 byHKIH]ja (h;bk) KOMIIAKTHO KOHBEPTHUPA y
obnacru 2 ka dynxmuin h'. Baxu g, o hy, = idg 3a cee k € N, ma je g, (hn,(2)) by, (2) =1
3a cee k € N u cee z € ). KommakrTHa KOHBepreHiuja Hu3a (QyHKIHja (g;”c) Ka QyHKIUju
¢’ TOBJIaYM HENpPEKWIHy KOHBEpreHumjy, jep je ¢ menpekumna dbyuxkmumja. Camum THM, BaxKn

lim g, (hn,(2)) = ¢'(M(2)), jep je lim hy, (2) = h(z). Taxobe je lim hj, (2) = h/(z). Smamo na
k—o0 k—o00 k—o0

Baxki gy, (hn, (2)) by, (2) = 13acse k € N. Ilycrumo 1a k — oo u obujamo 1a je g'(h(z))h'(2) =
I13acee z € QNAHQ). V macTaBKy pasiuKyjemo JBe MOryHOCTH y 3aBHCHOCTH Ja JIH je
h HeKkOHCTaHTHa WM KOHCTaHTHa ¢dyuknuja. Hajupe, mpermoctaBumMo fa je h HEKOHCTAHTHA
dyuknuja. Heka je ¢ € ) npoussosbro. Ha ocHoBy Teopeme je/inHOCTH HyJIe HEKOHCTAHTHE
xosomopdHe dyHKIHje cy m30s10BaHe, Tako Ja mnocroju r > 0, takso na je Dlc,r] C Q u na
dyukuuja h — h(c) mema nyna y Die,r] \ {c}. Ckyn W = D(e,r) je orpanudeH, OTBOpEH U
pazkn W C Q. Ocum Tora, dyukmmja h — h(c) Hema myna na rpamnmu OW u nus GyHKImja
(hn, — h(c)) xommaxTHO KoHBeprupa kKa dyuximjn h — h(c) y obmactu 2. Ilpema Teopemn
Hurwitz-a, 3ak/bpyayjeMo f1a IoCTOju TPUPOIaH OPOj %, TaKaB J1a 3a cBe k > k dbyukuuje hy, —h(c)
u h—h(c) mmajy nctu 6poj nyna y W. Cnenujanmo je h(c) € hng(Q) = ). OBo Baxku 3a cBe ¢ € (),
na je h € Hol(Q2). 3a cee k € Q Baxu gy, o hy, = idg = hy, © gn,. VMamo kl;rglo Gn,,(2) = g(2)

3a cse z € Q. Hus (hy,, ) xkoMmakTHO KOHBeprupa Ka QyHKIUju h, h je HEIPEKHUIHA, TAKO 13
IMaMO U HeIpeKuaHy Kousepreunujy uusa dyuakunuja (hy,) xa dyuxmuju h. dobujamo ma je
lim (hy, o gn,)(2) = h(g(z)). Ca apyre crpane je lim (hp, o gn,)(2) = ida(z) = z 3a cse
k—oo k—o0

z € Q. Cuenu hog = idg. Ciununo je g o h = idg. Konauno je u3 mperxomauor h € Aut().
Hasbe, npernocraBuMo Ja je h koncranTaa ¢gynknuja. Heka je h =cy Q. Taga je ' =0y Q.
Kaxo je ¢'(h(2))h/(2) = 1 3a ce z € QN h~1(Q), To Mopa 6utn h~1 () = (. Onarre je c ¢ Q.
3a npousBosbHO 2 € §) BaXKu ¢ = klim hn, (2) € Q, jep hp, () € Q 3a cBe k € N. Cenu ¢ € 0S).

—00

Tuwme je joka3 3aBpIIeH. |

Heka je L 3arBOopeH CKyl u mOJArpyna aauTuBHe rpyrne nosba R, taksa ja je L # {0} u
L # R (kaza kaxeMo Ja je L 3aTBOpeH CKyIl, MUCJIUMO Jia je L 3aTBOpeH Ha PeasHoj 1paBoj
y TormoJsiomkoM cmuciy). Hajupe, kako je L # {0}, To je {az el ‘ x> 0} # 0. VYammmo na
je r = inf {:c eL ‘ T > 0}. Tama je r € R ur > 0. IlpermocraBumo 1a je r = 0. Heka cy
t € R ue > 0 upousBosbHo omabpanu. Tama mocroju s € L, takas na je 0 < s < &. O3HaIUMO
ng = Lt_TaJ +1 (|-] je dyukuuja nenor gena). Tama je ng € Z u camum TuM, Baxu £ = ngs € L
(jep je L noarpyna agurusne rpyne nosba R). Ipmvernmo gaje ©25 < |22 +1=ng < E541 =
%—%4—1 < H'TE, omHocHO, Baxku t —e < x < t+ €. [lakne, 3a cee t € R u cBe € > (0 mocroju
x € L, rakaB jna je |t — x| < e. Cuenumjanno, 3a cee n € N nocroju =, € L, Takas ja BaxKu
it — 2, < 2. Cnemn nh_}ngo x, =t, ma je t € L (360r 3arBopenocrn ckyna L). Kako oBo Baxkn
daceet € R, o je L = R, mro je Hemoryhie, jep cmo ysenu na je L # R. Ilpema Tome, Mopa
ouru r > 0. Tama 3a cee n € N, nocroju s, € L, Takas ja je 1 < 8, < 1 + % U3 nperxoaHor
BaXKU nh_)rglo Sp, = r, ma je r € L. Jobujamo jma je L D rZ. Ca apyre crpaHe, ako je £ € L
IIPOM3BOJBHO Ofabpan exeMent, Taja je © € L C R = ||, o, [nr, (n + 1)r). Hocroju n € Z, Taxasn
majex € [nr,(n+ 1)r), 1j. nr < x < (n+1)r. Onarie je 0 < z—nr < r ukako je x —nr € L, 1o
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Mopa butu x — nr = 0, onnocuo x € L. Konauno je L = rZ. lobumu cmo: axo je L 3ameopena
nodepyna adumuene epyne nosa R, npu wemy je L # {0} u L # R, mada easrcu L = rZ, 20e
je r = inf {a: eL | x> 0}. IIpe mapejme JemMe, TpUMeTHMO ja je S! = {Z eC ’ |z| = 1} jemHa
rpylia y OJIHOCY Ha OIlepallijy MHOXKeHa KOMILJIEKCHUX Opojesa.

Jlema. Hexa je H 3arsopena moxarpyia rpyne S', taksa ga je H # S!'. Tazna je H xonauna,
IUKJIMYHA, TToArpyna rpyme St

Jlokas. Tlpumernmo ga je St = {ei‘” ‘ T € ]R} = {ei’” ‘ T € [0,277)}.
Heka je npecimkasame p : R — S! nedunncano ca p(z) = €. Tana
je p HEMpeKWJIHO TpecInKaBambe, Kao koMmmosuiuja Takeux. Creqn ma
je L = p_l(H) 3aTBOpPEH CKYyIl Ha PeaJiHoj IpaBoj, jep je H 3aTBopen
nozckyn o S'. 3a nmpousBosbHe 1, To € L Baxku €1, €2 ¢ H, na je
z1 4+ x9 € L, jep je e!@1F22) = ¢iv1 . ¢i®2 ¢ H VI3 cera mpeTxoIHOr
nobujamo 1a je L 3aTBOpeHa moArpyIiia auTuBHE rpyiie mojba R u Baxku
L #R, jepje H #S'. Ocum Tora, ako je L = {0}, Tama je 1 = ? € H.
Kako Baxu €*™ = 1 € H, 1o je 2 € p '(H) = L = {0}, mrro je
nemoryhe. [lakie, mopa 6utu L # {0}. Ilpema yBomHOM pasmarparby
Baxxu L = rZ, P;Lejer:inf{x el ‘ T > 0} > 0. Hexkaje ¢ =" € H. Kakoje 1l =e?™ € H, 0
21 € L, Taxo ja nocroju m € N, taxkas ja je 2 = rm. 3namo ja je H noarpymna rpyne S!, na je
HD {1,5, . ,ﬁm_l}. Hexka je e € H npousBosbHO ofabpan esement, e je x € [0,27). Taza
x € L, najex =rn3anekon € Ng. Baxxu rn = x < 27 = rm, a camum tuM je n < m, OJHOCHO,
ne€{0,1,...,m—1}. Cuemu e = & € {1,&,...,6™ 1} Hakne, H = {1,§,...,6" 1} ¥V
cBaKOM ciyuajy je H jejHa KOHAuUHA, MUK/IMYHA OArpyna rpyme St |

Teopema. Heka je ) orpanndena obsacr u a € 2. Taza je rpyna Aut,(€2) usomopdna rpymnu
S! uan HeKOj HeHOj KOHAYHO], MUKJIMIHO] HOAPYIIH.

Jloxas. Hexa je o : Aut,(Q2) — S! npecimkasame nedunncano ca o(f) = f/(a). Oso npeciuka-
Bame je J06po gedunucano, jep je Auty(Q) = {f € Hol,(2) ‘ |f'(a) = 1|} Takobe, 3a npous-
somne dyme f 1 g ws Auta(Q) pamm o(f 0 9) = (£ © g)(a) = £(9(a))g'(a) = £'(a)g/(a) =
o(f)-o(g). Ilpema Tome, o je jeman xomomopdusam rpyna. Ciemn ga je o (Auty(Q)) = Imo
nonrpyna rpyme St. Hexa je o(f) = 1. Cnemu f/(a) = 1, ma je f = idg. Haxme, Kero = {idg},
Tako Jia je o Monomopdusam rpyna u saxu Aut,(Q) = Imo. Ca apyre crpane, neka je (cg)
Hu3 Tauaka u3 Im o Koju xomseprupa y S!, 1j. Hexa je nhﬁr{.lo ¢, = c € S'. 3a cBako n € N, Heka

je hy, € Aut,(Q), rako na je o(hy,) = ¢,. Huz dynkuuja (hy,) je orpanudeH, a TUMe U JIOKAJIHO

orpannte y obsacru €. IIpema reopemu Montel-a, mocroju meros noguus (hy,, ) KOjI KOMIAKTHO

KoHBeprupa y obmactu ) ka Hekoj dbyukiuju h. Baxn h(a) = klim hn,(a) = a ¢ 09, na na
—00

OCHOBY IIpeTX0jiHe Teopeme Mopa 6utn h € Aut, (). Takobe, Huz (h;wC

y obiacru ) ka dynkuuju h' (omer, oBo umamo Kao y nperxoianoj reopemu). Crenujanno je
o(h) = W(a) = lim hy, (a) = lim o (h,,) = lim ¢, = c¢. Cnenn ¢ € Imo. Us ceera
k—o0 k—oo k—o00

) KOMITAKTHO KOHBEPTUPA

IIpeTXoHor 1obujamo ja je Im o 3arBopena noarpymna rpyie S'. IIpema mperxoaHoj semu Im o je
rpyna S! miu Heka mena KoHaYHA, IUK/IMYHA HoArpyna. Konauno je rpyma Aut, () msomopdua
rpymu S! wam HeKoj meHoj KOHAYHOj, MUKIMYHO] HOAIPYIIN. ]

Heka je 7 : [a,b] — C 3arBopeHa, seo 110 jieo HenpekuHO judepernujabuina (Tj. J1eo 1o
Jle0 TJIaTKa) KpUBa y KOMILIEKCHO] paBHu. Tpar v* = ~y([a,b]) KpuBe 7 jecre KOMIAKTAH CKYII
(HeIpeKn/IHA CJIMKa KOMIIAKTa jecTe OlleT KOMIIAKT). Y HACTaBKY, PaJii jeJJHOCTABHOCTH, IIUIIEMO
camo 7y ymecro Tpara v* (u3 KoHTekcra he 6uTH jacHO 1a Jid je y THUTalby cama KPUBA 7y WA
beHA JIMPEKTHA CJIUKa, Tj. meH Tpar v*). 3a npomssosbhy Tauky z € C\ v, medunurnemo
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1 ¢
2mi Jy (—=z
n1a je 6poj mamomaje KpuBe Y y ofHOCY Ha TadukKy z). llokaxmmo ga je ind,(z) € Z. Hanwme,

undexc KpUBe Y y OIHOCY Ha TadKy Zz, Kao ind,(z) = (raxobe, 3a ind,(z) xazkemo

Heka je g : la,b] — C dyuknuja nedunucana kao g(t) = fj 7‘{558) ds. Tana je gla) = 0 u
g(b) = f; ,stgs)z f7 Cd_CZ = 2miind,(z). Ocum Tora, y Taukama HeIPeKHIHOCTH (byHKIIHje
v Baxu ¢'(t) = 7'(7;)(_2. Jakne, dpyuknmja g je Jeo 1Mo aeo IjiaTka, jep MOCTOju CaMO KOHATHO
MHOrO Tadaka y kojuma dyukimja ' uuje menpekugna. Heka je h : [a,b] — C dynkuuja
nedummcama ca h(t) = (y(t) — 2)e 9.V rauxama nenpexmmnoctn dbynxmuje v Bazkm b (t) =
v (t)e 90 — (y(t) — 2)e 90 g/ (t) = v (t)e 98 — 4/ (t)e 9" = 0. TIpema Tome, Baxku h/(t) =

0 y cBuMm Taukama uHTepBasa |a,b], ocum y mux KoHadHo MHOro. Kako je h HempexwuiHa

dbyuknumja, To 3aK/byUyjeMo Jia je h KoHcTaHTHa (DyHKIHUja Ha UHTEpBady [a,b|. Cnenmjanno
je h(a) = h(b). Baxu h(a) = (y(a) — 2)e 9@ = ~y(a) — z u h(b) = (y(b) — 2)e~ 2™ (2) 11 je
e~ 2miindy(2) — 1 jep je y(a) — 2z = y(b) — z # 0. Uz nperxommor je ind,(z) € Z. Haxse, umiexc
KpUBE 7y y OJHOCY Ha Ta4dKy 2 je jeJaH 1eo Opoj. YHYTPAIImhOCT Kpube 7y JeUHUIIEMO Kao
Inty = {z € C\ v|ind,(2) # 0}, 10k je wena cnomammocr Exty = {z € C\ v | ind,(z) = 0}.
Hapagno, tana saxku C = Inty Uy U Ext .

CraB. Heka je (g,) Hu3 dyskiuja u3 H({)) Koju KOMIAKTHO KOHBeprupa y obsactu ) Ka
dyHKIUju g, Ipu "YeMy MOCTOjM 3aTBOpPEHA, /IO 10 JIe0 TJaTKa KpuBa vy y obsactn {2, TakBa Ja
cky (o2 Int(g,, 0 7) caupxku Gap ue tauke. Taxa je g HekoHcTanTHA (dYHKIH]A.

Jlokas. IlpernocraBumMo CympoTHO, jJa je g KoncranTHa dyHKimja. Taga je g(z) = ¢, 3a HeKo
c € C. Kako ckyn (2, Int(g,,0y) canpzu 6ap gBe Tatuke, T0 nocToju Tadka w € ). Int(gno7y),

TakBa Ja je w # c. U3 uperxoxuor Baxu indg, o (w) € Z \ {0} u indy, oy (w) = Q}m‘ . Ci—cw =
ﬁ . gng("()z) dz 3a cee n € N. Jlobujamo ma je %fw gng(,’;()z_)wdz € Z\ {0} 3a cege n € N.

Hus dyunkmuja (g,) koMumakTHo Konseprupa y obsactu ) Ka (byHKIMU ¢, a CAMUM THM, HU3
(g,) KoMIakTHO KOHBeprupa y obsactu ) ka dyHkmju ¢’ (Kao mrTo ¢cMO paHUje MOKA3UBAJIN).
dynknuja g je koncranTHa, na je ¢'(z) = 0. Heka cy komnakr K C Q u £ > 0 npousBo/bHO
onabpanu. Ilocroju npuponan 6poj ni, Takas na je |g),(z)] < %|c — wle 3a cBe z € K u cBe
n > ny. TaxoDe, nocroju npupogan 6poj na, Takas 1a je |gn(2) — ¢| < 3|c — w| 3a ce 2 € K u
cBe n > ng. Heka je ng = max {n1,n2}. Tana 3a nupoussosbre z € K un > ng Baxu |gn( )—w| =

! (2 c—w|e
gng&()—)w‘ < 22||c w‘\

n

[Ipema Tome, HU3 PyHKIH]A ( n_w> KOMITAKTHO KoHBeprupa y obsiactu €2 ka 0. Kako je Tpar

e=w—(e=gn(2))| > le=w|~lgn(z) ~c| > |e=w|~ble—w] = Jle-wl, naje|

1 9n(2) — 9n(2) —
KpUEBE 7y KOMIIAKTaH CKYII, TO je hﬁm 5= fv ez = o f7 Jim gn( =pdz = 0. MeDyTm,
Lo _90(2)

oBO je memoryhe, jep je 5— fv nC)—w dz € Z \ {0} 3a cee n € N. U3 jobujene KOHTpaMKIuje,

271
3aKJBYIyjeMO JIa je ¢ HEKOHCTAHTHA (byHKuI/IJa |
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I'maBa 6

Crellen npecjmKaBamba

6.1 Konagyna xojoMopdHa ONpecanKaBamba

Hedunnnmja. 3a uus (z,) Kaxemo Ja je epanuvhu y obactu € ako je z, € Q 3aceen € Nu
ako HU3 (z,) HeMa Tauky HaroMmunasama y ). Xomomopdua dbyrkmuja f: Q — Q' je xonauna
AKO 3a CBaKW Ipanndiu Hu3 (2,) y obuaacru €, Baxku 1a je (f(z,)) rpannunu uus y obaacru . @

VY pasmarpamuMa Koja cjejle, IpeTnocTaB/baMo aa cy 2 u £ obmacTu y KOMILIEKCHO] paBHH.
[Tpumerumo na axo je f : Q — Q' komauna xonomopdHa (dyHKIMja, Taja OHa MOpa OUTH
HEKOHCTAHTHA.

IIpumep. Csaka 6uxomomopdua dynkmmja f: Q — Q' je konauna.

Pewerve. Hexa je (z,) npousBo/bHO oj1abpal rpanndnu Hu3 y obsactu (). IlpermocraBumo ma
un3 (f(zp)) Huje rpammunn y obmactu €. Tama mocroju mekn meros nomuus (f(zn,)) Koju
KOHBeprupa y objactu €, Tj. BaxKn kl;ngof (2n,) = w € Q. Oynxmuja f~! je xonomopdna, a

THMe U HeNPeKHJIHA, TAKO jla Baxku lim 2, = lim f~1(f(2,,)) = f1(w) € Q. Hobujamo na
k—ro0 k—ro0

HU3 (2,) UMa KOHBepreHTaH mojuu3 y ), mro je Hemoryhe, jep je Taj HU3 TPAHUYHU y 00JIACTH
Q). Uz nobujere KOHTpaIUKIIKje 3aK/bydyjeMo Ja je pyHKIimja f KOHATHA. &

Cras. Heka je f: Q — Q' konauna xosomopdua dynkuuja. Tana saxkn:
(a) Cxyn f~! ({w}) je xomauan za ce w € .
(6) Axo je ckyn L C Q' xommakTan, Taja je n f~ (L) KoMmakTam.

(8) f() ="

Jloxas. (a) Hpernocrasumo ma je f~1 ({w}) 6eckonagan ckym 3a nexko w € . Tama Mokemo
onabpaTn Hekn Hu3 (z,) pasmruntux Tadaka u3 [ ({w}). Taga (f(z,)) Huje rpanuaHn HA3 y
obnactu €, jep je To jeman koHcranTan Hum3. Kako je dyHKIHUja f KOHauHa, TO BayKu Ja HU3
(zn) Huje rpannynn y obsactu §). CaMUM THM, IIOCTOjU HEKU FeTOB KOHBEPreHTaH IIOAHU3 (2, )
y obsacru Q. Mehyrum, kako je f(z,,) = w 3a cBe k € N, T0 je HA OCHOBY TeopeMe jeHHOCTH
f(z) = w 3a cBe z € . Oo je nemoryhe, jep Konauna xosomopdna GyHKIHja HE MOXKe OUTH
koncrantHa. Jaxme, f~1 ({w}) je xomauan ckyn 3a cse w € €Y.

(6) Hexa je K = f~1(L). Taza je K 3aTBopen, jep je dbyHKmmja f HempeKuaHa. 3a MPOU3BOJbAH
HU3 Tadaka (zp) w3 K, Baxn ga je (f(zn)) Hum3 Tavaka n3 KommakTa L, Tako J1a MOXKEMO
U3/IBOJUTU HErOB KOHBEPIeHTaH II0JHU3, a camuM TuM, Hu3 (f(z,)) He MOxKe OGUTH TpaHUIHU
uu3 y obnacru . Oyuknuja f je KoHauHa, na HU3 (z,) He Moxke Outu rpanudnu y ). Jlaxie,
II0OCTOjU HEKN KOHBEPreHTAaH HOAHU3 (2, ) HU3A (2z,) KOjH KOHBeprupa y ) Ka HEKOj TadKd 2z W
BaXKu kli_)m zn, = 2 € K, jep je K 3arBopen ckym. lIpema Tome, ceaku Hu3 Tadaka ns K muma

o

kouBepreutan nojgun3 y K, na je K koMnakTan CKyII.
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6.1. KOHAYHA XOJIOMOP®HA ITPEC/INKABAIbHA

(B) Kako je f xosomopdna nekoncrantHa dyskimja, To je f(€) orBopen ckyn (Teopema o
OTBOpEHOM TpecsmkaBamy). Baxn f(Q) C . Heka je w € f(§)) nupoussospHO onabpaHa Tauka
(oBae moapasymesamo jga je f(Q) sarsopeme ckymna f(2) y obmacru Q). Tama mocroju (w,)

Hu3 tadaka u3 f(§), rakas ga je lim w, = w. 3a cBako n € N, Heka je z, € ), Takas na je
n—oo

f(zn) = wy,. Hus (f(2,)) nuje rpannuann y obmacru €', Tako na Hu3 (2,,) HUje rpaHUYIHE Yy 00IaCTH
2. CamMuM THM, HOCTOjH NOAHES (2, ), TAKAB /18 je klim Zn, = z € . Oynknyja f je HelpeKuIHa,
—00
na je lim f(zp,) = f(2). Taga je w = lim w, = lim w,, = lim f(z,,) = f(z) € f(Q).
k—00 n—00 k—oo k—o0
Crenn, ckyn f(€) je sarsopen y obmactu . Konauno je Q' = f(Q) U (Q'\ f(Q)), tae cy f(Q)
u Q' \ f() orsopenn ckynosu y . Mehyrum, ' je nosesan cky, Tako Jia jeJan oj CKyIoBa
F() u '\ f(Q) mopa 6urtn npazan ckyn. Kako Baxu f(Q2) # 0, ro je Q' \ f(Q) = 0, onxocwo,
f(2) = Q. Ha Taj Hauun je cTaB J0Ka3aH. [ |

Ilpumep. llena dpyHkmja je KOHATHA aKO U CAMO aKO j€ HEKOHCTAHTAH IOJIIMHOM.

Pewewe. Heka je f : C — C nena dynknuja. Hajupe, npermnocrasumo na je dpyHkimja f
komauna. Tama je f~!({w}) xomauam ckym 3a cse w € C (mperxommu ctas, meo (a)), ma f
HUje TpaHCIeHIeHTHa GyHKIuja, Tj. f Mopa Outm mosuaoM. Takohe, koHauHa (DYHKIHjA HUjE
koucTanTHa. Jlakime, dynkmumja f je mexkw HekoHCTaHTaH mosnHOM. OOpPHYTO, MPETIOCTABUMO
na je f Hekn HekoHcTaHTaH mojimHOoM. Heka je (z,) meku rpanmunu nuz y C. ITokaxkumo ja je
tazga (f(zp)) Takobe, rpammunn un3 y C. ¥V cynpornom mocroju kouseprentan nogaus (f (zp,))
ausza (f(z,)), Tj. Baxkn kli_)ngof(znk) = w € C. Ilocroju kg € N, rakas na je f(zp,) € Dw,1]

za ce k > ko. Tana je z,, € f~1(D[w,1]) 3a cee k > ky. @ynxumja f je nempekuna, na je
f~Y(D[w,1]) sareopen ckym. Takobe, ckyrmr f~1 (D[w,1]) je n orpanmden. Umaue 6u mocTojao
HeorpaHudeH Hu3 Tadaka ((,) n3 D{w, 1] n taga 6u uu3 (f((,)) rakohe, 6o neorpanmuen (jep
je dyHkMja f HEKOHCTAHTAH IIOJMHOM), ITO je Hemoryhe, jep je f((,) € D[w, 1] 3a cee n € N.
[Ipema Tome, ckyn f~! (D[w,1]) je koMmakTam, Tako j1a HH3 (24 ) oy, MMA HEKN KOHBEPreHTaH
nogau3. To je yjeJlHO 1 KOHBEPreHTaH MOJHU3 HU3a (2y,), IITO je Y KOHTPaJUKIUU ca THM Ja je

(zp) rpanmann Hu3 y C. Culenn 12 je HEKOHCTAHTAH MOJMHOM f KOHAYHO IPECIUKABAME. &

Heka cy X u'Y TonoJomku npocropu. 3a npeciaukapame f : X — Y kaxeMo Jia je 3ameopero
ako 3a cBaku 3arBopeH ckyn A C X Baxu na je ckyn f(A) C Y 3arBopen (qupekTHa cimka
CBaKOI' 3aTBOPEHOI CKyIla jecTe OIeT, jeJlaH 3aTBOPEH CKyl). Y Be3W ca TUM, UMaMo cJejelie
CBOJCTBO 3aTBOpEHUX Ipeciankasama. (¢) Hexa je f: X — Y sameopeno npecauxasarve, y € Y
u U C X omsopen cxyn, maxas da easicu f~({y}) C U. Tada nocmoju omeopen cxkyn V C Y,
maxae da jey € V u f~1(V) C U. Hanme, yammmo ga je V =Y \ f(X \U). Cxyn X \ U je
sarBopeH, 11a je u f(X \ U) 3arBopeH cKy1, jep je npeciukasame f 3arsopeno. Ciemu na je V
jeman orsopen ckyn. IIpermocraBumo na y ¢ V. Tana je y = f(x) 3a vexko x € X \ U, na je
v € f1({y}) m x ¢ U, mro je memoryhe, jep je f~1({y}) C U. Hakme, mopa 6utn y € V. 3a
npomssosbio x € f~ (V) Basku f(x) € V, Tako na je x ¢ X \ U, onnocuo, x € U. V3 npeTxoHor
je f~1(V) C U. Ilpema Tome, ckyn V mcIymaBa TpaskeHe yCIIOBE.

Teopema. Heka je f : Q@ — Q' xonomopdno npecimkapame. Tama cy ciaeneha Tsphema
eKBUBAJIEHTHA!

(1) f je KOHAYHO HpeCIUKABAE.

(2) Axo je L C € xommakTan ckyt, Taga je u f~ (L) KoMImakTan cKyTr.

(3) f je 3aTBOpEHO, HEKOHCTAHTHO IIPECUKABAE.

Jlokas. (1) = (2). OBaj jeo cieu IUPEKTHO HA OCHOBY IIPETXOJHOL CTaBa.

(2) = (3). Hajupe, nokazkumo Jia je f HEKOHCTAHTHO IIpecjimKaBambe. [IpeTocraBuMo CylnpoTHO,
na je f(z) = ¢ 3a nexo ¢ € C. Kaxo je ckyn {c} xommakran, 1o je u f~1({c}) =  kommaxram
CKyTl y KoMIUIeKCcHO] paBuu. Jlobujamo nma je 2 3atBopen ckym. Taga je C = QU Q° tme

48



6.2. HAMOTABAJYTRA IIPEC/INKABAIbBA

cy Q u Q° oTBOpeHH CKYIIOBH, IIa jeJlaH OJ IHX Mopa OuTu npasan ckyin. Kako je Q # (),
To Mopa 6utn Q¢ = (. Cnemu Q = C, mro je memoryhe, jep C nuje xomnakran ckym. I3
nobujene KOHTPaIUKIUje 3aK/byIyjeMo Ja je f HeKOHCTaHTHO nmpecimkaBarmbe. Ca Jpyre crpame,
Heka je A zarBopen ckyn y obsactu ) u Heka je w € f(A) npousBosbHO onabpana Tadka (oBe
noapasymesamo ja je f(A) 3arBopeme ckyna f(A) y obaacru Q). Tama nocroju (z,) HU3 Tavaka
u3 A, rakas Ja je nh_)rIolo f(zn) = w. Ckyn L = {f(zn) | n € N} U{w} je xomnaxran, na je u

f~Y(L) jeman kommaxran ckyn. Kaxo je (z,) nu3 Tavaka us kommakra f~!(L), To mocToju meros
KOHBEDPIe€HATH IIOJHU3 (2p, ) U BayKH klim Zn, = 2 € A, jep je A 3arBOpen ckyn. Qyukiuja f je
— 00

xoJioMopHA, a TUMe U HeNpeKuIHa, Tako ja je f(z) = klim f(zn,) = lim f(2,) = w. Cuean
—00 n—oo

w = f(z) € f(A). Us uperxomuor mobujamo na je f(A) sarBopen ckyn y obmacru . ITpema
TOMe, Ipec/nKaBame f je 3aTBOPEHO U HEKOHCTAHTHO.

(3) = (1). IIpermocraBumo CynpoTHO, Tj. na f HHUje KOHAYHO INpecauKaBame. Taja 1mocroju
rpannanu nus ((,) y obmactu €2, takas na #u3 ( f({,)) MMa HeKH KOHBEPTEeHTAH TIOTHI3 y 00/1aCTH
Y. Heka je (f(z,)) xouBeprenran noauus uusa (f((,)) Koju KoHBeprupa Ka Hekoj Tauxku w € ).
Bazu nlgngo f(zn) = w u (z,) je rpannunu Hu3 y obmactu €. Heka je n € N npoussosbHO

omabpano. Tama je D (zn, %) nft (D (f(zn), l) N Q’) OTBOPEH CKYII, KA0 MPECeK JBa TaKBa 1
OCHM TOTa, OH je HempasaH, jep je zn € D (2n, ) N f1 (D (f(zn), %) N ). Hpema ToMe, CKyII
D (zn, %) nf=1 (D (f(zn), %) N Q’) e Mozke Gutn mojckyn ckyma f L ({w}), jep 6u y cympoTHoM,
Ha, OCHOBY Teopeme jeauHocTu f Omiia KoHcTaHTHa (byHKIMja. M3 mperxomHor mobujaMo ma je
D (zp, ) N f7H(D (f(zn), 1) Q) N (Q\ f({w})) # 0, raxo ma moxemo omabparn Hekn
eneMenT 2, € D (2, 2) N f7H(D (f(zn), 2) N V) N (Q\ f1({w})). Ha Taj nauun cmo no6ummm
H13 esleMenata (2,) u3 obmactu €U, Taxas na je f(Z,) # w, |f(Zn) — f(za)| < L u |2, — 20| < 2

3a cee n € N. Tana je (Z,) rpanuunu Hu3 y obaactu 2 m Baxku lim f(z,) = w. Ckyn
n—00

{f(?n) ‘ n e N} HIje 3aTBODEH, jep je w & {f(’z\n) ‘ n e N}. Ca npyre crpame, {En ’ n e N}

je sarBopen ckyn y €2, jep Hu3 (2,) Hema KoHBepreHTan nojuu3 y obsactu ). Ilpeciukasarme

f je 3aTBOpeHo, Tako ma je CKy { f(zn) ‘ neN } saTBopen y obnactu . Konrpaaukuumja! 13

J0bujeHe KOHTPAIUKIIAje 3aK/bydyjeMo Ja je f KOHAYHO IPECINKABAE. |

6.2 HawmoraBajyha npeciaukaBama

(1) Hexka je f xomomopduo npeciukasamme y obmactu Q, 1j. f € H(Q), ¢ € Q u f'(c) # 0.
Vamumo Ja je € = %ﬂ > 0. Kaxo je f' menpexkunna dbynknuja, To mocroju r > 0, TaKBo
na je D(e,r) € Q u saxu |f'(2) — f(¢)] < € 3a cBe z € D(¢,r). Osnaunmo D = D(e,r).
Tana je |f' — f'(¢)|p < e < |f'(c)]. Heka cy z,w € D npousBo/bHO 0fabpane Tadke, TaKBe Ja je

z # w. Baxu [z, w] C D. Takobe je f(w)—f(z)—f'(c)(w—2z) = f[z’w] (f'(¢) — f'(e)) d¢, ommocHuo,
sobiasio 1a e | ()= £ (=)= F(€) w=2)| = |y (F1(Q) = @) dC| < f oy 1O F(@)1dc] <
= F()lplw = 2|. U3 nperxomor je [L2=LE — p(e)| < |7 = f(e)lp < |f/(c)] m carm T,

mopa 6utn f(z) # f(w). Hakie, npecimkasamwe f je 1 — 1y mucky D C Q. Cuenujasno je
f ‘ p D — f(D) buxonomopdno npecimkaparme.

Ba Tauky zp € () KaxkeMo Ja je Hysia n-Tor pefa dyukimje g € H(Q) ako Baxku g(zp) =
g (20) =---=9¢"V(z) =0u g (z) #0.

(2) IIpernocrasumo ja je f € H(2) HekorcranTHO npecinkasate u ¢ € ). Tana je f(z)— f(c) =
ai1(z —¢) + az(z — ¢)? + ... u HEeKa je a, npBu Mehy KoedWIMjeHTHMa y OBOM Pa3Bojy KOJH je
pasyimauT of Hyse (Takas KoedurmjeHT mocroju, jep je f HekoncranTHa dyukimja). Cieau na
je f(2) — f(c) = an(z — )" + ans1(z — )" + ..., npn wemy je a, # 0 u ¢ je Hyzna n-TOr peja
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dyukuuje f — f(c¢). Unaue, pen kommiekcHor 6poja ¢ kao nyie dyukuuje f — f(c) oznagaBamo
ca v(f,c). Hakne, saxxu n = v(f,c). Ilpumernmo na je f(z) — f(c) = (z — ¢)"g(2), rue je
9(z) = an+ans12+. .. xonomopdua dyHKIM]ja, jep je NpeICTaB/beHa KOHBEPIeHTHUM CTEeIeHIM
peaom. Tana je f(z) = f(c) + (2 — ¢)"g(z), upu gemy Baxu g € H(Q) u g(c) = a, # 0. U3
HenpekuaHocTH BYHKIWje ¢ 3aK/bydyjemo jga mocroju r > 0, Takso na je Dle,7] C Q u Baxun
g(z) # 0 3a cBe z € D(c,r). Camum TuM, MOKEMO U3/BOJUTU XOJIOMOPGHY I'PaHy N-TOI' KOPEHA
dyukuumje g y nucky D(c,r), 1j. mocroju dyukiuja G € H(D(c, 1)), TakBa ma je g(z) = G™(z)
3a cBe z € D(c,r). Heka je h(z) = (z — ¢)G(2) 3a cBe z € D(c,r). Tana je h € H(D(c,r)) n
Baxku h'(z) = G(z) + (2 — ¢)G'(z). Cnean na je h'(c) = G(c) # 0, jep je G"(¢) = g(c¢) # 0. Ha
ocuoBy (1) mocroju 0 € (0,7), TakBO Ja je h’D : D — h(D) 6uxonomodna dyHKIuja, TIe CMO
osraumu D = D(c,8) C D(e,r). Tlpumernmo na je D C Dle,r] C Q. Taxobe, u3 mperxoHor
MMaMO 18 BayKH f’ p=1r (¢) + h™. Hakie, nobmin cMo Ja mocroje auck D C ) ca meHTpoM y
Tadku ¢ € ) u 6buxogomopdHa PYHKIH]a h‘D : D — h(D), rako ja je f}D = flc)+h"u D C Q,
rae je n = v(f,c).

(3) Heka je f € H(S) mekoncranTHO npeciukasatme u ¢ € ). Ilpumenom pesynrara uz (2)
nobujamo na mocroje gauck D C €) ca MEHTPOM y TadKu ¢ U OMXOJIOMOP(MHO IPec/nKaBame h :
D — h(D), raxsu na sazxu f|, = f(c)+h™ u D C Q, upn uemy je n = v(f,c). Taga je h(c) =0,
na je 0 € h(D). Ckyn h(D) je orBopeH (Teopema 0 OTBOPEHOM MPECTHKABALY ).

Camum TuMm, nocroju r > 0, tako ma Baxu D(0,r) C h(D). Heka je On

U = h=Y(D(0,7)). Cxym U je oTBopeH, jep je h HempeKHIHO MpPeCIIKaBamhe D——D
uBaxu U C D C Q. Oparne je U € D C Q u U je KOMIAKTAaH CKyII, jep u[ lv
je sarBopen gmck D xowmmakrtan. Takobe je ¢ € U. Heka jeu : U — D

npecjimkaBambe Jiedunucano ca u(z) = %h(z) Taga je u mo6po medpHUHMICAHO, U---->V
6uxonmomopdHO mpecaukaBame, jep je h takBo. Ocum Tora, Baxku u(c) = f ’U

1n(c) = 0. Osnauumo V = D(f(c),r") n nexa je v : D — V npeciukasarbe
nedunucano ca v(z) = f(c) + r"z. Tanma je v 106po nedbuHECAHO, JIUHEAPHO NPECIUKABAE.

Hedunumunmo jorr mnpeciankasame o, : D — D kao o,(z) = 2" 3a cBako z € U Baxn

f(2) = f(e)+h"(z) = v (Hh"(2)) = (vooy) (Lh(2)) = (voo,ou)(z). Omatie je f‘U =voo,ou

T
u f(U) =V, jep cy npeciukaBama u, 0, U U CypjeKTUBHA.

Hedbununmja. 3a xonmomopdHo, HEKOHCTAHTHO mnpeciukasame f : U — V kaxemo ja je
namomasajyhie npeciukaBame y oJHOCY Ha Tauky ¢ € U ako je V muck ca nenrpom y f(c) u
ako mocroje omxosomopdHo mpecinkaBambe u : U — D, u(c) = 0 u guHeapHO IpeCINKaBame
v:D — V,v(0) = f(c), Tako na Baxu f = voop,ou, rae jen = v(f,c) muo, : D — D je
Ipec/uKaBame 1aTo ca o,(z) = 2. 3a 6poj n = v(f,c) Kaxemo 1a je cmenen Hamorasajyher
npecauKaBamba f y OJHOCY Ha TadKy C. [

[Ipumernmo fa cy mpec/nKaBama U, 0, U ¥ U3 HPETXOJHE JAehUHUIIN]e 3aTBOPEHA, TaKO 1A
je mpeciukaBame f = v o 0, O U 3aTBOPEHO Kao KoMmmo3suiuja Takeux. Jlakie, f je 3aTBOpeHO,
HEKOHCTAHTHO MPECTUKABALE, TTa je f jeTHO KOHAYHO TpecinkaBarme. Ha Taj HaumH cMo 1o6mmn
Ja je cBako HaMmoTaBajyhie mpeciukaBambe KoHadHO. [lopem Tora, JIOKAJTHO MOCMATPAHO, CBAKO
x0JIOMOP(HO, HEKOHCTAHTHO IpecyiiKaBambe jecre HamoraBajyhe. Hamme, meka je f € H(Q)
HEKOHCTAHTHO IpecsimkaBambe u ¢ € ). Tama Ha ocHOBY pesyirara u3 (3) mocroju okojmHA
U rtauke ¢ y obisactu (), TakBa Ja je f‘U : U — f(U) mamoraBajyhe mpecimkaBame crerneHa
n = v(f,c) y omnocy nHa Tauky ¢ u U je KOMIAKTaH CKYII caJpxaH y obaacTu ).

CraB. Heka je f : U — V mamoraBajyhe npecjmkaBame CTelleHa 1y OJHOCY Ha Tadky ¢ € U.

Axo je Vi C V guck ca nentpom y tauku f(c) u Uy = f~1(V1), Tana je u f‘Ul U - W
nHamoTragajyhe npecimkaBame creneHa 1y oJHOCy Ha TadKy C.
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6.2. HAMOTABAJYTRA IIPEC/INKABAIbBA

Jlokas. Hajupe, kako je f(c) € Vi, to Baxku ¢ € Uy. Ilpeciukasame f je HamoraBajyhe crenena
Ny OIHOCY Ha TadyKy ¢, TaKO Ja Ipema AedUHUIUjH, TOCTOje OAroBapajyha mpeciuKaBamba U,
on M v, TakBa Ja je f = v oo, ou. llpeciukasame u : U — D je 6uxomoMopdHO U BaxKn
u(c) = 0, nok je npeciukasame v : D — V jmneapro u Baxu v(0) = f(c). Camum tum je
v~1(V}) muck ca nerrpom y Tauxm 0. lakie, moctoju r > 0, Taxso ga je v~ (Vi) = D(0,7) C D
(1j. mmamo ma je 0 < r < 1). Cuemn ma je o, (v"1(V1)) = o, 1(D(0,7)) = D(0, ¥/r). Us
nperxomror je Uy = f~1(V}) = (vo o, 0ou) (Vi) = u= o, H(v ™1 (V1))) = u=H(D(0, {/7)). Tana
3a mpousBoJbHY Tauky z € Uy Baxku u(z) € D(0, /r), na je %ﬁu(z) € D. TIpema Tome, byHkImja
up : Uy — D nedunncana ca uy(z) = %ﬁu(z) jecte mobpo medemHncana u oHa je xoaoMopdHa,
Kao kommosunuja takBux. IIpeciukaBame u je 1 — 1, ma je u up jemuo 1 — 1 mpecukaBabe.
ITokaxkumo ja je u; cypjeknuja. Heka je w € D npousBospio ogabpano. Kako je uw : U — D
6uxosomopduo npeciukasambe u {/rw € D, to mocroju z € U, tako na Baxu u(z) = Yrw.
Mebhyrum {/rw € D(0, {/r), na je z € Uy u Baxku ui(z) = w. VI3 cBera npeTxoHor 3aK/bydyjeMo
na je uyp : Uy — D xosomopdua Oujekimja, OJHOCHO, U] je OGUXOJOMOPGHO NpEeC/IuKaBaIbe.
Takobe, npumerumo na je uy(c) = %ﬁu(c) = 0. Bacse z € D Baxu rz € D(0,7) = v~ 1(1}),
na je v(rz) € Vi. Jobujamo na je mpecimkasame v1 : D — V) gedunucano ca vi(z) = v(rz)
JIMHEApHO ITIpecinKaBame, jep je v TakBo n Baxku v1(0) = v(0) = f(c). 3a cee z € U; Baxkn

(vioopouy)(z) = (vooy) (%u(z)) =1 (Lu"(z)) = v(u"(2)) = (voo,ou)(z) = f(z). Crean
f ‘U1 = v1 00, 0u1. KoHauHO, U3 CcBera MpeTXo/IHOT, 100ujaMo J1a je f|U1 : Uy — Vj mnamoraajyhe
[PECIMKABAE CTEleHa N OKO TauKe C. [ ]

(4) Hexka je f : Q — Q' xomoMopdHO, HEKOHCTAHTHO TpecauKapame, Tako aa je f ! ({w})
KoHawaH cKyTl 3a cee w € (. 3a mpomssosbho p € f(Q) ckyn f~1 ({p}) je konauan, Taxo ma je
L {p}) ={c1,...,cm} 3a nexe, Mehycobuo pasmmaure ¢j € Q, j =1,...,m, rae je m € N. Ha
ocroBy (3) mocroje Uy, ..., Up MehycoGHO JTUCjyHKTHE OKOJIMHE TAMaKa C1, . . ., Cm, THM DEJIOM,
y obnactu ), TakBe ma je f |(7j : Uj — f(U;) namorasajyhe npeciukasame crenena v(f,c;) y

OJIHOCY Ha TauKy ¢j U 3aTBOperbe oKosnHe Uj je KOMIIaKTaH CKyIl caJpzKaH y obsactu ), 3a cBe
j=1,...,m. Taga je rauka p = f(c;) nenrap nucka f(U;)3acse j =1,...,m. Ckyn ﬂ;nzl f(Uj)

. m 7 .
Je OTBOPEH KaoO IIPpeCEK KOHAYHO MHOI'O TaKBHUX W BazKHU P € ﬂjil f(Uj) Cal\AI/IM THUM, IIOCTOJU

r >0, Tako na je D(p, ) C (/L f(l?j). Hekaje V = D(c,r)unU; = (f\ﬁj) ' (V) = f_l(V)ﬂﬁj
3acee j = 1,...,m. Tama cy Ui,...,U, MehycoOHO TUCjYHKTHE OKOJUHE TAYAKA C] ..., Cp,
THM pesiom, y obsactu §) m ma ocnoBy mperxommor crasa fly, : U; — V je mamorasajyhe
npecinKaBame creneHa v(f,c¢;) y omHocy Ha Tauky c¢; u Uj je KOMIAKTaH CKYI CaIpXkKaH y
obsact ) 3a cee j = 1,...,m. Ilperxomum pe3ysTar MOKEMO TOOOJBIIATH IO, IOAATHOM
IPETIOCTaBKOM JIa je IpeciuKaBame [ KoHauno. Haume, npernocrasumo ga je f : Q —
KOHAYHO, XOJIOMOPMHO TIpecamKaBame. Taga je f HexomcTanTHO Tpecnmkapambe u f ! ({w})
je KoHauaH CKyII 3a cBe w € £/, 0JHOCHO, UCIYILEHN Cy HOYEeTHU YCJIOBU U MOXKEMO HOHOBUTH
IpeTxo/iHa pasMaTpama 3a HeKy Tauky p € f(2) = Q' (konauna npecjmkasama Cy CypjeKTHBHA),
raxsy ga je f~1 ({p}) = {c1,...,cm} 3a Hexe, Mehycobuo pazmuaure ¢; € Q, j = 1,...,m, rue
je m € N. Ilakie, Tajga mocroje ﬁl, cee ﬁm MeDycoOHO IHCjYHKTHE OKOJIMHE TA9aKa Cl,. . ., Cpm,
TUM pesioM, y obstactu (2, Takse jga je f ]&j : ﬁj — f ([7]) HamMmoTaBajylie npeciiukapame creneHa

v(f,cj) y omHOCy Ha TaduKy ¢j U 3aTBOperbe OKosinHe Uj je KOMIIAKTaH CKyIl CaIprKaH y 0b1acTn
Q,3aceej=1,...,m. Baxu f~({p}) C LI5%, Uy u exyn |72, U je orsopen. Ipecimkabarbe
f je zaTBopeHo (jep je KOHAYHO) M aKO NMPUMEHMMO CBOJjCTBO (¢) 3a 3aTBOPEHA IPEC/TMKABamba,
nobujaMo s1a mocToju orBopen ckyn W, takas ma je p € W u fTHW) C |_|§n:1 Uj. Tana je

peNif (U;) "W u cxyn Nje1 f (U;) N W je 0TBOpEH Kao NPeCeK KOHAYHO MHOIO TAKBHX.

- ~1
[Mocroju r > 0, Tako ga je D(p,r) C ﬂznzl f(U;)NW. HekajeV = D(c,r)ulU; = (f|l7j) (V)=
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6.3. TEOPEMA RADO-A

Y v)n ﬁj za cee j = 1,...,m. Ilpumerumo na cy rauma Uy,..., U, mehycobHO aucjyHKTHE
OKOJIMHE TAYaKa, Cf ..., Cp, TAM penoM, y obmactu ). Takobhe, Ha OCHOBY TpPETXOTHOT CTaBa
uvmamo ga je fly, : U; — V' je namorapajyhe npeciukasame crenena v(f,c;) y ommHocy Ha
Tauky c¢; u Uj; je KoMIakTan cKyn caipxKan y obmactu 2, 3a cse j = 1,...,m. Mebhyrum,
cajia jloyatHo mMamo Jia Bazkn | |71, U; = |_|;n:1(f_1(V) N ﬁ]) =f1v)n LIy ﬁj = V),
jep je fTHV) C fH(W) € LILL U

Hedununmja. 3a xosomopdHo npecinkasame f :  — Q' kaxkeMo Ja je A0KkaAHo 6uzoiomopdHo
aKo 3a CBaky Tadky c € () mocToju mena okonmna U y obmactu ), Taksa 1a je f ‘U U — f(U)
H6UX0TIOMOP(HO MPECTUKABALE. o

Heka je f : Q — Q' xonauno u Jjiokaauo 6uxosomopduo npecinkasame u p € f() =
(cBako KomawHo HpeciEKaBame je cypjextusno). Tama je f~1({p}) = {c1,...,cm} 3a Hexe
Mehycobro pasmuunte ¢; € Q, j = 1,...,m, tue je m € N. IIpema (4) nocroju guck V. C
ca meaTpoM y tadku p u Uy, ..., U, mehycobHO HuCjyHKTHE OKOJIMHE TaYaKa, Cl,...,Cp, TAM
pesom, y obnactu {2, Tako ga je f ‘Uj : Uj — V mamorasajyhe npeciukasame crenena v(f,c;)
y OJlHOCY Ha TauKy cj, 3a cse j = 1,...,m, npu uemy saxku f (V) = |_|;n:1 Uj. Mebyrnm,
Kako je f jokasiHO 6uxosoMopdHO mpecinkaBambe, 10 je v(f,¢j) =13acse j =1,...,m. Ocum
Tora, HamoTaBajyhe npeciumkaBame cremena 1 je Ouxo/10MOPQHO, Ka0 KOMIIO3UIMja TAKBUX, jep je
Taja o1 = idp GuxosomopdHO HmpecuKaBame. Jlakie, cBaKO OJ] IPECc/IMKaBamba f‘Uj U =V,
j =1...,m je 6uxomomopdno. Ilpema Tome, 3a cBaky Tauky p € ' nocroju muck V C ' ca
NEHTPOM y Tadkn p u pasomjame ckyma fH(V) = |_|;n:1 U; na oTBOpeHe CKyIloBe, TaKo [a je
f ‘Uj : Uj — V buxonomopdHo npecimkabambe 3a cse j = 1,...,m.

6.3 Teopema Radé-a

Heka je f € H()) HekoHCTAaHTHO NpecimKaBambe. ledunuemo gynkyujy cmenena npeciu-
Kasaroa f xao degy, f = > .cp-1(p0p) v(fi¢) 3a ce w € f(Q) m deg, f = 03a ce w ¢ f(Q).
Kako je f mexoncrantHa dynkumja, 1o je 1 < v(f,¢) < oo 3a cBe ¢ € . Ilpema Tome, Baxku
1 < deg,, f < oo ako u camo ako je f~!({w}) menpasan n konmauan cxym. Ilpermocrasumo a
je f mosmmoMm crenena n € N u Heka je w € C mpousBosbHO omabpano. Heka cy cq,...,cn,
m € N kopenn nonmuoma f(z) — w BHIIECTPYKOCTH N1, . . ., Ny, TEM pegoM. I[Ipema ocHOBHO]
TeopeMu aJredpe BaxKu Z;”Zl n; = n. Uz nperxonuor pobujamo deg,, f = .1 (fw]) v(f,c) =
> v(fyeg) =377 ny = n. [akie, ako je f nommmom crenena n, Taja 3a cee w € C paxn
deg,, f =n.

CraB. Heka je f : U — V mamoraBajyhe mpecinkaBarbe CTeleHA 1y OJHOCY Ha Tadky ¢ € U.
Tana je deg,, f =n 3acee w € V.

Jlokas. Onabepumo uveko w € V. Baxu V = f(U), jep je cBako mamorasajyhe

2 2" npecjankaBame cypjekTuBHO. Heka je f = voo,ou onrosapajyha gekomMmosunmja
D=5 D . : ‘

namoraBajyher mpeciukaBawa f, riae je u : U — D 6uxosomopdHO

u[ lv npecavkaBambe u v @ D — V' je juHeapHO mpec/MKaBaibe, IIPU YEeMy BaXKu

u(c) = 0 m v(0) = f(c). Kako je V mguck ca nentpom y tadku f(c), To je

U B V' ma ocnosy nperxommor v(z) = az + f(c), z € D 3a meko a € C\ {0}. Taza

je v xosiomopdHa OWjeKInja, OIHOCHO, jeTHO OMXOJOMOP(MHO IpecInKaBabe.

Hpumerunmo 1a je b € f~1 ({w}) & f(b) = w & 0,(ud)) = v 1(w) & u(b) €

). Haxue, paxxu b € f~! ({w}) axo u camo axo je u(b) € o' ({v™(w)}). Heka

jeb € f~H({w}) m v(f,b) = m. Tama je f(2) — f(b) = am(z — b)™ + ami1(z — b)™ T + ...,
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npu gemy je an, # 0. Caenn v(op(u(2))) — v(on(u(b))) = am(z — b)™ + amy1(z — b)™ T+ ...,
na je op(u(z)) — on(u(b)) = 22 (z —b)™ + a”; (z —b)mtt .. Tlpemxasame u~! : D — U
je 6uxosomopdno n ako crasumo ( = u(z) mobujamo Ja je u 1(C) —b=u"¢) —uHu®)) =
a1(¢ — u(b)) +az(¢ —u)*+ ..., vae je a1 = (u= 1) (b) # 0. Camum THM, U3 TIPETXOIHOT

nobujamo fa Baxku 0,(C) — op(u(b)) = 2 (u‘l(C) —b)m + a";—“ (u_l(C) —b)mJrl 4o =
@ (G (¢ — u(b)) +a2(C — u(b)? +...) " + 2L (@ (¢ — u(b)) +a2(C —u(®)? +...) " 4 =
am (¢ —u()™ + @1 (€ —w®)™™ + ..., upn demy je Gm = am (@)™ # 0. Ilpema Towme,
nobujamo v(oy, u(b)) = m, 1j. Baxu v(f,b) = v(op,u(b)). Konauno, npema mpeTxo[HOM UMaMO

degy [ = 2pep-1(qwp V(:0) = 2uyeon (o1 (w)y) V(0 wb) = Lecort (o1 wyy) ¥ (00, €) = 1y

jep je oy, mosmHOM cTemneHa n. Tume je 10Ka3 3aBPIIEH. |

39‘3

Q

Heka je X merpuaku mpocrop. 3a pysrimjy f: X — C kaxkeMo J1a je A0KaAHO KOHCMAHMHA
aKo 3a CBaKy Taduky x € X mocroju mena okosuaa U y mpocropy X, Taksa ja je f ‘ ¢y KOHCTaHTHA
dyuknmja. CBaka JOKAJIHO KOHCTAHTHA (DYHKIU]ja jecTe HEIMPEKUTHA. 3allpaBO, HHBEP3HA CJIMKA
CBAKOT TIOJICKYTIa KOMILIEKCHE PaBHU, MPU JIOKAJTHO KOHCTAHTHO] (DYHKIIU]H, jeCTe OTBOPEH CKYTI
y mpocropy X. Hamme, neka je A C C jemanm mojcKyn KomiuiekcHe pasau u x € f1(A)
npomsBosbHa Tadka (axo je f~H(A) = () omvax mvanmo 1a je f~1(A) orBopen ckym). Tama moctojum
okosmaa U Tauke x y npocropy X, Taksa ja je f ‘U KOHCTaHTHA (PYHKIHja ¥ CAMUM TUM, BAsKU

f(U) = {f(x)} c A. Uz nperxommor je v € U C f~1(A). Ilpema tome, f~1(A) jecte orBOpen
ckyt, 3a cBe A C C. Hasoaumo jorr jesHo 3HAYAjHO CBOJCTBO JIOKAJTHO KOHCTAHTHUX (DyHKIIH]A.
Mempuuxu npocmop X je noge3amn axo u camo GKO je C8GKA AOKAAHO KOHCMANMHG PYHKUUIQ
f+ X — C xoucmanmna. Hajupe, veka je X nosesan merpuuku npocrop u f : X — C neka
JIOKaJTHO KOHCTaHTHa dbyHKmmja. Pukenpajmo meky Tauky ¢ € X. Taga je f~1 ({f(z)}) orsopen
ckym u oH je merpazan, jep € f~1 ({f(x)}). Ca apyre crpame, f je menpexuama dyHKITja 1
{f(2)} je sarBopen ckyn y xomiiekcroj pasau, na je f1 ({f(z)}) sarsopen ckym. Cremu na
je f~1 ({f(2)}) mempazan, oTBOpeH M 3aTBOPEH CKYII M MOBE3AHOM METPUYKOM IPOCTOPY X, Tia
mopa 6ute [~ ({f(2)}) = X. Hakne, f je koncrantna dbyHkimja. Jlabe, TPETIOCTABAMO Ja
je y merpudkoM 1poctopy X cBaka JiokasHo Koncrantaa dyuknuja f : X — C komcranTHa u
MOKasKUMo Jia je X mosezad. [IpeTnocTaBUMO CyNpoOTHO, Jia METPUYKN MpocTop X HUje TOBE3aH.
Tasa mocToju ckyn oTBopeH m 3aTBopen ckynm A C X, takas na je A # D u A # X. Tana
je kapakrepuctuuna dyskimja x4 : X — {0,1} ckyma A sokanno koncrantHa (jep cy A u
A° orBopenn ckynosn), amu Huje Koucrantaa (jep je A # ) m A° # (). Konmrpamuknmja! U3
JobujeHe KOHTPAIUKIIje 3aK/bydyjeMo Ja je mpoctop X IoBe3aH.

Teopema (Radéd). Xosomopdnuo npeciukasame f : ) — ' je KoHAUHO aKO U CaMO ako je
deg,, f dyHKnuja crenena npeciankaBamba f KOHCTAHTHO je/IHAKa HEKOj KOHAYHO] BPEJHOCTH 32

cBe w € V.

Jlokas. Hexka je p € ) nponssopno omabpana TaqKa TakBa Ja je 1 < deg, f < oo. Tana je

1 ({p}) menpazan u konausan cxyn. Cremu ma je f~ ({p}) = {c1,.. cm} 3a Heke MelycobHo
paziauTe Taduke ¢; € Q, j =1,...,m u zexko m € N. Ilpema (4) HOCTOjI/I nuck V' ca ImenTpom y
rauku p u Uy, . .., U, MellycobHO qUCjyHKTHE OKOJIMHE TAYAKA C1, . . . , Cpny, TUM PEJIOM, Y 00JIACTH

Q, Tako ga je f } U, - U; — V namorapajyhe npecimkasame crenena v(f,c;) oko tauke ¢j u U
KOMIIAKTaH CKYyIl cajp:kaH y obsjactu ) 3a cBe j = 1,...,m. Takobe, 1oj mpeTIocTaBKOM J1a
je f womauHO TpecmKaBame, Ha ocHOBY (4) mmamo | [, U; = fF~Y(V). Ckyn U = LI, U
je orsopern, xao ymnja takenx u saxxn U C | [T, U; C Q. Kaxko je | [iL; U; xommakran cky,
Kao KOHa4YHa yHHUja TakBux, To je m U jeman xkommnakTaH ckyi. Heka je w € V mpousBosbHO
omabpana tauka. Ha ocHoBy mperxommor crapa mmamo na je deg, (f |Uj) = v(f,cj) 3a cBe
j=1,...,m. Ocnm rora, saxu deg,, (f|v) = X ce(f1p) 1 (fuwh) V() = 2cer1(quprv V(> 0) =

Z] 1Zcef 1{whnU; v(fc) = Z;n:1 Zce(fmj)*l({w}) v(f.c) = ijl deg,, (f\Uj), Tako Ja je
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deg,, (flo) = Sy degy, (Floy) = Sy v(Fi¢s) = Loesor(gpp V(fs€) = deg, f. Tlpewa Tove,
sa cee w € V Bawu deg, (fly) = deg, f. Haxom osux pasmarpama Bpahamo ce Tokasy
reopeme. Hajnpe, npermocrasumo Ja je f KoHadHO npecankasame. Heka je p € Q' nmpoussosbno
onabpana Tauka. Tama je f~1 ({p}) Hempazan u KoHauaH cKyT (IITO CJIE/IH U3 CBOjCTABA KOHATHIX
npec/mkaaba). Cavmm tiv je 1 < deg, f < 00 m MOXKeMO TIOHOBHTH yBOJHA pa3MaTparba,
npu uemy je caja U = f~H(V). Tana za cee w € V sawu f~1 ({w}) € f7Y(V) = U, na je
deg, f = degy, (flv) = Xces-1(qupnv V(f,€) = Dep-1(quy) V(f;¢) = deg, f. U3 nperxonnor
sakspydyjeMo na je dbynknuja deg,, f mokaaHo KoHCTanTHA y obnmactu ) n kako je ) mosesan
ckyt, To je deg,, f koucranrna dynknuja y ) 1 KOHCTAHTHO je je/[HaKa HEKO] KOHAYHO] BPEHOCTH
y T0j obstactu. Ca gpyre crpaHe, IpeTHOCTaBUMO Ja je deg,, f dyHKIMja cTeneHa npec/inkaBamba
f KOHCTaHTHO jelHaKa HEKO] KOHa4YHO] BpempocTu 3a cee w € (Y. Ilokaxkmmo ma je taga f
KOHAUYHO IpecyinkaBarbe. [Ipernocrasumo cynporao. Taza nocroju ({,) rpanndHu HU3 y 00JaCTH
Q, rakas na uu3 (f(¢,)) uMa HeKH KoHBeprentan noguus y obsacru . O3naunmo Taj nojHu3
ca (f(zn)) n Heka oH KoHBeprupa kKa Hekoj Tauku p € Y. Jlobujamo ga je (z,) jegan rpaHunaHu
Hu3 y obsiactu {) u Baxku nhﬁn;() f(zn) = p. Tama je 1 < deg, f < 00 m MOXKeMO TPUMEHHTH

yBOIHA pasMaTpamba. llpema ToMme, 3a CBaKy Tadky w € V., Baxn Zcef L ({wh)nu V v(f,c) =

deg,, (flv) = deg, f = deg,, [ = zcef 1(qwy) V([ €), Tako na mopa Guru f L{w}) Cc U. Kaxko
je h_)m f(zn) = p € V, 10 nocroju ng € N, rakas ja je f(z,) € V 3a ce n > ng. Tana je

zn € U 3a cBe n = ng. Hobujamo 1a je (zp)0% no HU3 Tavaxa u3 komnaxra U C (2, a camum TuM,
OH WMa HeKHW KOHBepreHTaH mojgans y U C (O, Tako ja HU3 (2,) Huje rpanmann y obsactu (2.
Kourpamukiuja! 13 mobujene KoHTpa uKInje, 3aK/bydyjeMo fa je f KoHauHo npecivkaBame. Wl

Heka je f : Q — € konauno, xosmomMopdHO npecaukapame u Heka je w € . Jledpunnmemo
cmenen npecaukasara f xao deg f = deg, f = Zcef—l({w}) v(f,c). Cremnen npeciaukaBama
jecre nobpo jedunucan, jep Ha ocHoBy Teopeme Radéd-a, deg, f He 3aBucu oj m3bopa Taduke
w € V. Jlaxje, crenen npeciauKaBamba jecTe jejan npupojan 6poj. Axo je deg f = 1, taga je f
buxomomMopdHo npecaukaBame. Hanme, f je cypjeKTUBHO, jep je CBaAKO KOHAYHO IIPECIUKABAHE
cypjektusro. [IpernocraBumo ja npeciukaBame f mHuje 1 — 1. Tajga mocroje 21, z0 € ), TakBH
na je z1 # 2z u f(z1) = f(z2) = w € Q. Mehyrum, raga je 1 = degf = deg,f >
v(f,z1)+v(f, z2) = 141 = 2, mrro je nemoryhe. IIpema rome, f jecre 1—1 npecinkasame. Camum
TuM, [ je xonmoMmopdHo u OMjeKTHBHO, a TI/IMe un 6uxomoMopdHO TpecanKaBame. Ocum Tora,
npuMeTnMo j1a axo je deg f = d, tamaje | f~1 ({w}) | < Zcef L({wh) Y v(f,c) =deg, f=degf =d,
1j. Baxu |f7' ({w})| < dsaceew € V. Hekaje S = {2€Q| f(z) =0} n w e Y\ f(9).
Tana saxu v(f,c) = 13acse c € f~1 ({w}), majed = Dcef-1(uwh V(fi0) = |~ ({w})|. Baxmu
z € Q\ fHf(S)) axo u camo axo je f(z) € '\ f(S). Us cpera nperxommor mobujamo ja je
uHTyKoBaHo npecimkasambe f: Q\ fH(f(S)) — Q' \ f(S) jenno d-mmcHo HATKpUBabe.

Teopema. Hekacy f: Q — Q' u g: Q' — Q' xonauna u xosomopdna npeciukasama. Tazga je
go f:Q — Q' xonauno u xonomopdHO npecinkapame u Baxku deg(go f) = (degg) - (deg f).

oxas. llpecnukaBame g o f jecre xosi0oMOpP(dHO, Kao KOMIIO3UIMja TakBux. Heka je ¢ € €
npou3BoJ/bHO oabpano. Ilokaxkumo ma je Taga v(g o f,c) = v(g, f(¢))v(f,c). Hanwme, nexa je
v(f,e) = nuv(g, f(c) = m. Tama saxnu f(2) — f(c) = an(z — )" + apy1(z — )"+ ... u
9(0) = 9(F(©)) = Gl — FO)™ + Amsr (C — FE)™ + ..., mpm wenty e an # 0 1 iy # 0. s
nperxozor sobHjaN0 A je g(f(2)) — g(F(€)) = Am(F(2) — F(€)™ +Tmsa (F(2) = F(e)™ 4+ =
Am(an(z — )" 4+ ans1(z — )"+ ) 4+ Gnai(an(z — )™ + apy1(z — )" 4 )Ml 4

© = ama(z — o)™ + ..., upu uemy je amapt # 0. Cuemm ma je v(go f,c) = mn =
v(g, f(e))v(f,c). Heka je w € Q" npoussossHo omabpana rauka. Tama je deg,(g o f) =
2eec(gon)(wn P9 © 1) = Leer-1(g-1(qup (90 F16) = Dopegt(uy) Lees1pp Y9 © f0)-

Baxu v(go f,c) = v(g, f(c))v(f,c) u cammm tum 3a npomssomno b € g~ ! ({w}) mmamo na

o4



6.3. TEOPEMA RADO-A

je Zceffl({b}) v(go f,c) = v(g,b) Eceffl({b}) v(f,c) = v(g,b)deg, f = v(g,b)deg f. Ilpema
Tome, fobujamo na je degy(g o f) = D pei-1(1uy) V(9 0)deg f = (degg) - (deg f) € N. Kaxo
oBo Baxku 3a cee w € Q. 10 je npema Teopemn Radé-a npecimkabame g o f KOHAYHO M BarKu
deg(go f) = (degg) - (deg f). Tume je moka3 3aBprieH. |
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