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Увод

Une fonction entiere, qui ne devient jamais ni a a ni a b est necessa-
irement une constante (Цела функциjа коjа испушта вредности
a и b мора бити константна). É. Picard, 1879.

Геометриjска теориjа функциjа, као jедна од фундаменталних дисциплина комплексне
анализе, настоjи да уочи и опише геометриjска своjства холоморфних функциjа. Оваj
мастер рад посвећен jе одабраним поглављима геометриjске теориjе функциjа. Састоjи
се из шест глава, при чему свака глава има по три одељка. У свакоj од њих обрађена jе по
jедна тема из класичне геометриjске теориjе функциjа. Прва глава jе посвећена класичноj
Schwarz1-овоj леми, при чему су наведена нека од тврђења корисна у наредним главама,
тако да ова глава има и уводни карактер. У другом делу ове главе представљена jе Schwarz-
Pick2-ова лема коjа jе уопштење Schwarz-ове леме, као и неке од њених последица. Jедан
од новиjих резултата односи се на Schwarz-ову лему на граници коjу jе доказао Robert
Osserman3 2000. године. У другоj глави су обрађене метрике (кажемо jош и густине)
дефинисане у комплексним областима. Специjално место заузима Poincaré4-ова метрика
на jединичном диску D. Показуjе се да jе jединични диск D снабдевен Poincaré-овом
метриком комплетан метрички простор. Последица тога, jесте елегантан доказ Farkas5-
Ritt6-ове теореме о фиксноj тачки, користећи Banach7-ову теорему о фиксноj тачки. Уведена
jе кривина метрике и доказана уопштена Ahlfors8-Schwarz-ова лема. Као jедну последицу
добиjамо Liouville9-ову теорему. Поред тога, преко резултата добиjених у одељку 2.3 доказа-
на jе мала Picard10-ова теорема. Jедна од броjних последица ове теореме jесте основна
теорема алгебре. У трећоj глави су заступљене теореме Bloch11-овог типа, коjе се односе
на величину слике f(D), при холоморфноj, неконстантноj функциjи f . Bloch-ова теорема
тврди да слика f(D) садржи неки диск полупречника 3

2 −
√

2 ≈ 0.0858, где jе f функциjа
коjа jе холоморфна у неком отвореном скупу коjи садржи jединични диск и коjа задовољава
услов f ′(0) = 1. Иначе, за такву функциjу f , са Bf jе означен полупречник наjвећег диска
коjи садржи слика f(D). Своjу теорему Bloch jе доказао 1924. године, коjа jе, као што
се испоставило, имала значаjне последице у геометриjскоj теориjи функциjа. Уз извесне
напоре, могуће jе направити побољшање ове константе на 3

2

√
2 − 2 ≈ 0.1213. Ahlfors-ова

теорема представаља значаjан прогрес у овоj области. Ahlfors jе показао, да под наведеним
условима, слика f(D) садржи неки диск полупречника

√
3

4 ≈ 0.433, што jе више него три
пута бољи резултат од претходне константе 3

2

√
2−2 ≈ 0.1213. Инфимум вредности Bf , где jе

1Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) - немачки математичар
2Georg Pick (1859-1942) - аустриjски математичар
3Robert Osserman (1926-2011) - амерички математичар
4Henri Poincaré (1854-1912) - француски математичар
5Gyula Farkas (1847-1930) - мађарски математичар
6Joseph Ritt (1893-1951) - амерички математичар
7Stefan Banach (1892-1945) - пољски математичар
8Lars Valerian Ahlfors (1907-1996) - фински математичар
9Joseph Liouville (1809-1882) - француски математичар

10Émile Picard (1856-1941) - француски математичар
11André Bloch (1893-1948) - француски математичар
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f функциjа коjа jе холоморфна у неком отвореном скупу коjи садржи jединични диск и коjа
задовољава услов f ′(0) = 1, представаља Bloch-ову константу B. Тачна вредност Bloch-ове
константе ниjе позната. Ahlfors-ова теорема нам даjе да важи B >

√
3

4 . Ahlfors и Grunsky12

су изнели хипотезу да jе тачна вредност Bloch-ове константе дата са B =

√√
3−1
2 · Γ( 1

3
)Γ( 11

12
)

Γ( 1
4

)
≈

0.4719. Наведена хипотеза ниjе разрешена од 1936. године. У овоj глави, представљен jе
jош jедан доказ мале Picard-ове теореме, преко резултата из одељка 3.3. Централно место у
четвртоj глави заузима теорема Montel13-а. Paul Montel jе први препознао значаj издваjања
конвергентог подниза неког низа функциjа. Теорему коjа jе добила име по њему публиковао
jе 1907. године. Независно од њега, Paul Koebe14 открио jе и доказао исту теорему 1908.
године. Осим тога, израз нормална фамилиjа први jе употребио Montel у свом раду из
1912. године. Велики део свог живота Montel jе посветио изучавању нормалних фамилиjа.
Jедна од значаjниjих последица његове теореме jесте велика Picard-ова теорема. Picard jе
своjе теореме (малу и велику) доказао 1879. године користећи модуларне функциjе. Jедна
од последица Montel-ове теореме jесте теорема Vitali15-jа, коjу jе Vitali, у нешто слабиjоj
вариjанти, доказао 1904. године. Побољшана верзиjа теореме Vitali-jа jесте теорема Ca-
rathéodory16-jа коjа jе доказана на краjу другог дела ове главе. Сасвим неочекивано, многа
своjства холоморфних функциjа, укључуjући и она геометриjска, криjу се у њиховим низо-
вима итерациjа. Итерациjе холоморфних функциjа jесу предмет разматрања у петоj глави.
Наjважниjа теорема ове главе jесте Cartan17-ова теорема коjа има многе интересантне после-
дице. Такође, у овоj глави jе описана група Auta(Ω) аутоморфизама ограничене области Ω ⊂
C коjи фиксираjу тачку a ∈ Ω. Наиме, показуjе се да jе ова група изоморфна групи S1 или
некоj њеноj коначноj, цикличноj подгрупи. Доказана jе и теорема коjа даjе довољне услове
да при компактноj конвергенциjи гранична функциjа не буде константна. У шестоj глави се
уводе коначна холоморфна пресликавања као и намотаваjућа холоморфна пресликавања.
У вези са тим, испоставља се да jе свако неконстантно холоморфно пресликавање, локално
гледано jедно намотаваjуће пресликавање. Представљена jе теорема о карактеризациjи
коначних холоморфних пресликавања. Централна теорема ове главе, у коjоj су у великоj
мери заступљена различита тополошка своjства, jесте теорема Radó18-а коjа омогућава
дефинисање степена коначног холоморфног пресликавања. Такође, степен композициjе
пресликавања jесте производ степена пресликавања коjа формираjу ту композициjу. Након
ових шест глава наведен jе списак коришћене литературе.

12Helmut Grunsky (1904-1986) - немачки математичар
13Paul Montel (1876-1975) - француски математичар
14Paul Koebe (1882-1945) - немачки математичар
15Giuseppe Vitali (1875-1932) - италиjански математичар
16Constantin Carathéodory (1873-1950) - грчки математичар
17Henri Cartan (1904-2008) - француски математичар
18Tibor Radó (1895-1965) - мађарски математичар
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Ознаке

• D(z0, r) =
{
z ∈ C

∣∣ |z − z0| < r
}
- отворени диск са центром у z0 ∈ C полупречника r > 0.

•D′(z0, r) =
{
z ∈ C

∣∣ 0 < |z − z0| < r
}
- пробушени диск са центром у z0 полупречника r > 0.

• D[z0, r] =
{
z ∈ C

∣∣ |z − z0| 6 r
}
- затворени диск са центром у z0 полупречника r > 0.

• D = D(0, 1) - отворени jединични диск са центром у координатном почетку.

• Re z = Re(x+ iy) = x - реални део комплексног броjа z = x+ iy ∈ C.

• Im z = Im(x+ iy) = y - имагинарни део комплексног броjа z = x+ iy ∈ C.

• arg z - аргумент комплексног броjа z ∈ C.

• ν(f, c) - ред броjа c као нуле функциjе f − f(c).

• |f |Ω = sup
{
|f(z)|

∣∣ z ∈ Ω
}
.

• indγ(z) = 1
2πi

∫
γ

dζ
ζ−z - индекс криве γ у односу на тачку z ∈ C \ γ.

• Int γ =
{
z ∈ C \ γ

∣∣ indγ(z) 6= 0
}
- унутрашњост криве γ.

• Ext γ =
{
z ∈ C \ γ

∣∣ indγ(z) = 0
}
- спољашњост криве γ.

• Ω ⊂ C област у комплексноj равни - непразан, отворен и повезан скуп.

• d(x,A) = inf
{
d(x, y)

∣∣ y ∈ A} - растоjање тачке x ∈ X од скупа A ⊂ X у метричком
простору (X, d).

• d(A,B) = inf
{
d(x, y)

∣∣ x ∈ A, y ∈ B} - растоjање између скупова A ⊂ X и B ⊂ X у
метричком простору (X, d).

• Hol(Ω) =
{
f : Ω→ Ω

∣∣ f jе холоморфна функциjа
}
.

• Hola(Ω) =
{
f ∈ Hol(Ω)

∣∣ f(a) = a
}
.

• Aut(Ω) =
{
f : Ω→ Ω

∣∣ f jе бихоломорфна функциjа
}
.

• Auta(Ω) =
{
f ∈ Aut(Ω)

∣∣ f(a) = a
}
.
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Глава 1

Schwarz-ова лема на граници

1.1 Schwarz-ова лема

Schwarz-ова лема представља jедно од основних тврђења комплексне теориjе функциjа.
Представља директну примену принципа максимума модула, као jедног од фундаменталних
принципа комплексне анализе. У овом поглављу представљена jе Schwarz-ова лема и неке
њене вариjанте. Међутим, ова глава има уводни карактер, тако да су наjпре наведена нека
општа своjства холоморфних функциjа, коjа ће бити од користи у даљим разматрањима.

Теорема. Нека jе Ω ⊂ C област и f холоморфна, неконстантна функциjа у Ω. Ако jе V ⊂ Ω
отворен скуп, тада jе и скуп f(V ) отворен. Специjално, f(Ω) jе област.

Доказ. Нека jе z0 ∈ V произвољно одабрана тачка и посматраjмо функциjу дефинисану са
g(z)

деф
= f(z) − f(z0), где jе z ∈ Ω. Тада jе g холоморфна функциjа у Ω као композициjа

таквих. Нуле холоморфне функциjе g jесу изоловане (у супротном би, на основу теореме
jединости, важило g ≡ 0, тj. f би била константна функциjа), тако да постоjи r > 0,
такво да функциjа g нема нула у D[z0, r] \ {z0} и D[z0, r] ⊂ V . Нека jе γ = ∂D(z0, r).

D(z0, r)

z0
γ

r

Функциjа |g| jесте непрекидна на компакту {|z − z0| = r} и на њему
достиже своj минимум δ = min

γ
|g| > 0. Нека jе b произвољно одабрана

тачка из диска D(f(z0), δ). Тада jе |f(z0)− b| < δ 6 |g(z)| за све
z ∈ ∂D(z0, r), па применом Rouché-ове теореме добиjамо да функциjе
g(z)+f(z0)−b = f(z)−b и g(z) имаjу исти броj нула у диску D(z0, r).
Како jе g(z0) = 0, то и функциjа f(z)− b има бар jедну нулу у диску
D(z0, r), тако да jе f(z) = b за неко z ∈ D(z0, r). Из претходног следи
b ∈ f (D(z0, r)) и како jе b ∈ D(f(z0), δ) произвољно одабрана тачка,
важи D(f(z0), δ) ⊂ f (D(z0, r)) ⊂ f(V ). Добиjамо D(f(z0), δ) ⊂ f(V )
и како jе z0 ∈ V произвољно одабрана тачка, то jе f(V ) отворен скуп.

Специjално, f(Ω) jе отворен скуп, такође. Како jе непрекидна слика повезаног скупа, опет
повезан скуп, то jе f(Ω) повезан скуп (функциjа f jе холоморфна, а тиме и непрекидна).
Према томе, f(Ω) jе област. �

Претходна теорема се зове теорема о отвореном пресликавању. За пресликавање коjе
отворене скупове пресликава опет на отворене скупове, кажемо да jе отворено. Дакле, под
условима претходне теореме, f : Ω→ C jе отворено пресликавање.

Став. Ако jе f холоморфна и 1−1 функциjа у области Ω, тада важи f ′(z) 6= 0 за све z ∈ Ω.

Доказ. Претпоставимо да jе f ′(z0) = 0 за неко z0 ∈ Ω. Нека jе g(z)
деф
= f(z) − f(z0) за

све z ∈ Ω. Функциjа g jе холоморфна у области Ω као композициjа таквих. Функциjа f
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1.1. SCHWARZ-ОВА ЛЕМА

ниjе константна, jер jе 1− 1, а самим тим и функциjа g ниjе константна. Такође, функциjа
f ′ ниjе константна, jер би у супротном било f ′ ≡ 0 у Ω (због претпоставке да jе f ′(z0) = 0),
односно, f би била константна функциjа у области Ω. Дакле, нуле холоморфних функциjа
g и f ′ jесу изоловане. Према томе, постоjи r > 0, такво да функциjе g и f ′ немаjу нула у
D[z0, r] \ {z0} и D[z0, r] ⊂ Ω. Функциjа |g| jе непрекидна и на компакту ∂D(z0, r) достиже
своj минимум, при чему важи δ = min

∂D(z0, r)
|g| > 0. Нека jе b ∈ D(f(z0), δ)\{f(z0)} произвољно

одабрана тачка. Тада jе |f(z0)− b| < δ 6 |g(z)| за све z ∈ ∂D(z0, r). На основу Rouché-ове
теореме фунциjе g(z)+f(z0)−b = f(z)−b и g(z) имаjу исти броj нула у диску D(z0, r). Како
jе g(z) = f ′′(z0)

2! (z − z0)2 + . . . , то функциjа g(z) има бар две нуле у диску D(z0, r), а самим
тим и функциjа f(z)− b има бар две нуле у диску D(z0, r). Осим тога, важи f(z0)− b 6= 0,
тако да функциjа f(z) − b има бар две нуле у D(z0, r) \ {z0} и оне мораjу бити различите,
jер jе f ′ 6= 0 у D(z0, r) \ {z0}. Међутим, ово jе у контрадикциjи са претпоставком да jе f
jедна 1− 1 функциjа. Дакле, важи f ′(z) 6= 0 за све z ∈ Ω. �

Пример. Нека jе f : C→ C холоморфна функциjа. Ако важи lim
z→∞

f(z) =∞, доказати да
jе тада f полином.
Решење. Функциjа g(z)

деф
= f(1

z ) jесте холоморфна у C\{0}. Осим тога, важи lim
z→0

g(z) =∞,

тако да jе 0 пол функциjе g. За произвољно M > 0, постоjи R > 0, тако да jе |g(z)| > M

за све |z| < R. Односно, важи
∣∣∣ 1
g(z)

∣∣∣ < 1
M за све |z| < R, па jе функциjа 1

g(z) ограничена у
околини сингуларитета у тачки 0 и самим тим, таj сингуларитет jе отклоњив (Riemann-ова
теорема о отклоњивом сингуларитету). Добиjамо да jе 1

g(z) = a0+a1z+a2z
2+. . . и како важи

a0 = lim
z→0

1
g(z) = 0, то jе 1

g(z) = a1z+a2z
2+. . . у околини тачке 0. Означимо са am, где jеm > 1,

први члан у развоjу коjи jе различит од нуле. Следи 1
g(z) = amz

m+am+1z
m+1 + . . . , односно

1
zmg(z) = am + am+1z + . . . и дефинишимо функциjу h(z) = zmg(z). Сада jе lim

z→0
h(z) = 1

am
,

па jе h(z) = zmf(1
z ) холоморфна функциjа. Самим тим, функциjа |h(z)| jе ограничена на

компакту D, тj. постоjи константа A > 0, таква да jе |h(z)| 6 A за све |z| 6 1. Следи∣∣h(1
z )
∣∣ =

∣∣ 1
zm f(z)

∣∣ 6 A за све |z| > 1, тако да важи |f(z)| 6 A|z|m ѕа све |z| > 1. Функциjа
|f(z)| jесте ограничена на компакту D, тj. постоjи константа B > 0, таква да jе |f(z)| 6 B
за све |z| 6 1. Добиjамо да важи |f(z)| 6 A|z|m + B за све z ∈ C и ако узмемо да jе
C = max{A,B}, следи |f(z)| 6 C (|z|m + 1) за све z ∈ C. Нека jе f(z) =

∑∞
n=0 bnz

n

развоj функциjе f(z) у околини тачке 0 и γr = ∂D(0, r) за r > 0. За све n > m важи
|bn| =

∣∣∣f (n)(0)
n!

∣∣∣ =
∣∣∣ 1

2πi

∫
γr

f(z)
zn+1dz

∣∣∣ 6 C
2π

∫
γr

|z|m+1
|z|n+1 |dz| = C

2π ·
rm+1
rn+1 · 2πr = C · rm+1

rn → 0 кад
r →∞, тако да jе bn = 0 за све n > m. Дакле, f(z) jе полином. ♣

Приметимо да важи и обрат, али за неконстантне полиноме. Наиме, ако jе p : C → C
неконстантан полином, тада важи lim

z→∞
p(z) =∞.

Пример. Ако jе f холоморфна функциjа у области Ω и ако jе бар jедна од функциjа Re f ,
Im f , |f | или arg f константна, доказати да jе тада и f константна функциjа.
Решење. Уколико jе Re f константна функциjа, тада jе слика f(Ω) подскуп праве коjа jе
паралелна имагинарноj оси. Ако jе пак, Im f константна функциjа, слика f(Ω) jе подскуп
праве коjа jе паралелна реалноj оси. Слично, ако jе |f |, односно arg f , константна функциjа,
тада jе f(Ω) подскуп кружнице, односно праве са константним аргументом. У сваком
случаjу, f(Ω) ниjе отворен скуп, тако да f мора бити константна функциjа. ♣

Лема (Schwarz). Нека jе f : D → D холоморфна функциjа и f(0) = 0. Тада важи
|f(z)| 6 |z| за све z ∈ D и |f ′(0)| 6 1, при чему важи jеднакост |f(z)| = |z| за неко z ∈ D\{0}
или |f ′(0)| = 1 ако и само ако jе f(z) = eiαz, z ∈ D за неко α ∈ R.
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1.1. SCHWARZ-ОВА ЛЕМА

D

D(0, r)

1O

z0 r

Доказ. Нека jе f(z) =
∑∞

n=0 anz
n Taylor-ов развоj функциjе f(z)

у диску D. Тада jе a0 = f(0) = 0 и a1 = f ′(0), самим тим
важи f(z) = zg(z), где jе g(z) =

∑∞
n=1 anz

n−1. Функциjа g(z) jе
холоморфна у диску D, jер jе представљена конвергентим степеним
редом. Такође jе g(z) = f(z)

z за z ∈ D \ {0} и g(0) = f ′(0). Узмимо
z0 ∈ D и нека jе r ∈ (|z0|, 1) произвољно одабрано. За z ∈ ∂D(0, r)

важи |g(z)| =
∣∣∣f(z)
z

∣∣∣ 6 1
r тако да нам принцип максимума модула

даjе |g(z)| 6 1
r за све z ∈ D(0, r). Следи |g(z0)| 6 1

r за све
|z0| < r < 1 и ако пустимо да r → 1− добиjамо |g(z0)| 6 1. Дакле,
|g(z0)| 6 1 за све z0 ∈ D, тj. |g(z)| 6 1 за све z ∈ D. Одатле jе
|f ′(0)| = |g(0)| 6 1 и |f(z)| = |z| · |g(z)| 6 |z| за све z ∈ D. Ако важи
jеднакост, на основу принципа максимума модула функциjа g(z) jе константна и |g(z)| = 1
па jе g(z) = eiα, z ∈ D за неко α ∈ R, тj. важи f(z) = eiαz за све z ∈ D. Обрнуто, ако jе
f(z) = eiαz, z ∈ D тада директно имамо |f(z)| = |z| за z ∈ D и |f ′(0)| = 1. �

Дефинициjа. Области Ω1 и Ω2 у комплексноj равни су конформно еквивалентне ако
постоjи конформна биjекциjа f : Ω1 → Ω2. Конформну биjекциjу f : Ω1 → Ω2 називамо
конформним изоморфизмом области Ω1 и Ω2. Конформни изоморфизам области на себе
jесте конформни аутоморфизам те области. ♠

Ако jе f : Ω1 → Ω2 холоморфно и биjективно пресликавање, где су Ω1 и Ω2 области у
комплексноj равни, тада jе f ′(z) 6= 0 за све z ∈ Ω1, тако да jе f конформно пресликавање.
Нека jе w ∈ Ω2 произвољно. Тада jе w = f(z) за неко z ∈ Ω1 и важи (f−1)′(w) =
(f−1)′(f(z)) = 1

f ′(z) , тако да jе и f−1 : Ω2 → Ω1 холоморфно пресликавање. Према томе,
области Ω1 и Ω2 су конформно еквивалентне и f jе конформни изоморфизам. Осим тога,
кажемо jош да jе f бихоломорфно пресликавање и да су области Ω1 и Ω2 бихоломорфно
еквивалентне.

Нека jе Ω област у комплексноj равни. Скуп свих њених конформних аутоморфизама
означавамо са Aut(Ω). За функциjе f, g ∈ Aut(Ω) имамо (g ◦ f)′(z) = g′(f(z))f ′(z) 6= 0 за
све z ∈ Ω (jер су f и g конформна пресликавања) тако да jе g ◦ f конформно пресликавање.

Ω Ω

Ω

f

g
g ◦ f

Такође, g ◦ f jе биjективно пресликавање као композициjа два таква. Према
томе, g ◦ f ∈ Aut(Ω). Осим тога, важи (f−1)′(z) = 1

f ′(z) 6= 0 за све
z ∈ Ω, тако да jе и f−1 конформни изоморфизам области Ω, тj. f−1 ∈
Aut(Ω). Са друге стране, имамо да важи f ◦ idΩ = idΩ ◦f = f и f ◦ f−1

= f−1 ◦ f = idΩ, где jе idΩ : Ω → Ω индентичко пресликавање, при
чему idΩ ∈ Ω. Из свега претходног добиjамо да jе Aut(Ω) jедна група,
коjу зовемо група аутоморфизама области Ω. Нека jе a ∈ D произвољно

одабрана тачка. Дефинишимо пресликавање ϕa(z)
деф
= z−a

1−az . Из ϕa(z1) = ϕa(z2) добиjамо(
1− |a|2

)
(z1 − z2) = 0 и како a ∈ D, то имамо да jе ϕa 1-1 пресликавање (заправо, ϕa

jе билинеарно, а тиме и 1-1 пресликавање). Са друге стране, имамо да важи
∣∣ϕa(eiθ)∣∣ =∣∣∣ eiθ−a1−aeiθ

∣∣∣ =
∣∣∣ eiθ−a
eiθ−a

∣∣∣ = 1, тако да jе ϕa(∂D) ⊂ ∂D. Ако искористимо принцип максимума

модула добиjамо ϕa(D) ⊂ D. Како важи −a ∈ D, то jе аналогно претходном ϕ−a(∂D) ⊂ ∂D
и ϕ−a(D) ⊂ D. Директно се проверава да jе ϕ−1

a = ϕ−a. Следи, функциjа ϕa : D → D
jе биjекциjа. Сада, из ∂D = ϕ−a(ϕa(∂D)) ⊂ ϕ−a(∂D) ⊂ ∂D, имамо ϕa(∂D) = ∂D што са
чињеницом да jе ϕa : D → D биjекциjа даjе ϕa(D) = D (ово смо могли закључити и на
други начин: ϕa jе билинерано пресликавање и пресликава праве или кружнице опет на
праве или кружнице, тако да из ϕa(∂D) ⊂ ∂D одмах добиjамо ϕa(∂D) = ∂D, а одатле jе
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1.2. SCHWARZ-PICK-ОВА ЛЕМА

као у претходном ϕa(D) = D). Такође, ϕ′a(z) = 1−|a|2
(1−az)2 6= 0. Према томе, ϕa : D → D

jе jедна конформна биjекциjа, односно ϕa ∈ Aut(D). Приметимо jош да jе ϕa(a) = 0,
ϕa(0) = −a, ϕ′a(a) = 1

1−|a|2 и ϕa(0) = 1− |a|2. Опишимо сада све конформне аутоморфизме
jединичног диска D. Jасно jе да из претходног важи Aut(D) ⊃ {z 7→ eiα z−a

1−az |a ∈ D, α ∈ R}.
Нека jе f ∈ Aut(D) произвољно одабран аутоморфизам и означимо b = f(0). Тада jе
F = ϕb ◦ f ∈ Aut(D) и F (0) = ϕb(b) = 0. Одатле jе F−1 ∈ Aut(D) и F−1(0) = 0.

D D

ϕa

ϕ−a

Применом Schwarz-ове леме на пресликавање F добиjамо
|F (z)| 6 |z| за све z ∈ D. Исто тако, можемо применити Schwarz-
ову лему и на пресликавање F−1 тако да jе |F−1(w)| 6 |w|
за све w ∈ D. Заменом w = F (z) у последњу неjеднакост
добиjамо да jе |z| 6 |F (z)| за све z ∈ D. Из претходног jе
|F (z)| = |z| за све z ∈ D и самим тим, Schwarz-ова лема нам даjе
F (z) = eiαz, z ∈ D за неко α ∈ R. Следи, (ϕb ◦ f)(z) = eiαz тj.
f(z) = ϕ−b(e

iαz) = eiαϕ−be−iα(z), односно f ∈ {z 7→ eiα z−a
1−az |a ∈ D, α ∈ R}. Дакле, Aut(D) =

{z 7→ eiα z−a
1−az |a ∈ D, α ∈ R} и на таj начин смо описали све конформне аутоморфизме

jединичног диска D.

Пример. Ако jе f(z) холоморфна функциjа на jединичном диску D, f(0) = 0 и |Re f(z)| < 1
за све z ∈ D, тада важи |f ′(0)| 6 4

π .

Решење. Функциjа g(w) = e
iπ
2 w−1

e
iπ
2 w+1

пресликава област {|Rew| < 1} на jединични диск D.
Према томе, F : D→ D, F = g◦f jесте добро дефинисана функциjа, коjа jе холоморфна као
композициjа таквих. Како jе F (0) = g(0) = 0, то из Schwarz-ове леме добиjамо |F ′(0)| 6 1,

тj. |g′(f(0))f ′(0)| = |g′(0)||f ′(0)| 6 1. Осим тога, g′(w) = iπe
iπ
2 w(

e
iπ
2 w+1

)2 и одатле jе g′(0) = iπ
4 .

Сада, из свега претходног имамо |f ′(0)| 6 4
π . ♣

1.2 Schwarz-Pick-ова лема

Лема (Schwarz-Pick). Нека jе f : D→ D холоморфна функциjа. Тада важи
∣∣∣ f(z1)−f(z2)

1−f(z2)f(z1)

∣∣∣ 6∣∣∣ z1−z21−z2z1

∣∣∣ и |f ′(z)| 6 1−|f(z)|2
1−|z|2 за све z, z1, z2 ∈ D, при чему, у првоj или другоj неjеднакости

важи jеднакост ако и само ако jе f ∈ Aut(D).

Доказ. За произвољно одабран елемент z ∈ D нека jе a = f(z). Функциjа дефинисана са
F = ϕa ◦ f ◦ ϕ−z jе холоморфна, као композициjа таквих. Следи F (0) = (ϕa ◦ f ◦ ϕ−z) (0) =
(ϕa ◦ f) (z) = ϕa(a) = 0. Према томе, можемо применити Schwarz-ову лему и добиjамо
|F ′(0)| 6 1 и |F (ζ)| 6 |ζ| за све ζ ∈ D. Из прве неjеднакости добиjамо да jе

D D

D D

f

ϕaϕ−z

F

∣∣ϕ′a (f (ϕ−z(0)))f ′ (ϕ−z(0))ϕ′−z(0)
∣∣ 6 1 и како важи ϕ−z(0) = z, ϕ′−z(0) =

1 − |z|2 то jе |ϕ′a(a)f ′(z)| 6 1
1−|z|2 . Међутим, важи ϕ′a(a) = 1

1−|a|2 =

1
1−|f(z)|2 , тако да из свега претходног добиjамо |f ′(z)| 6 1−|f(z)|2

1−|z|2 . Са
друге стране, ако узмемо z = z2 и ζ = ϕz(z1), а затим, искористимо
неjеднакост |F (ζ)| 6 |ζ|, добићемо |(ϕa ◦ f) (z1)| 6 |ϕz(z1)|. Како
jе a = f(z) = f(z2), то користећи претходну неjеднакост следи∣∣∣ f(z1)−f(z2)

1−f(z2)f(z1)

∣∣∣ 6 ∣∣∣ z1−z21−z2z1

∣∣∣. На основу Schwarz-ове леме jеднакост (у jедноj
од неjеднакости) важи ако и само ако jе F = ϕa ◦ f ◦ ϕ−z ротациjа
jединичног диска, тj. ако и само ако постоjи α ∈ R такав да jе ϕa ◦ f ◦ ϕ−z = eiα. Сада
jе f ◦ ϕ−z = eiαϕ−ae−iα , односно f =

(
eiαϕ−ae−iα

)
◦ ϕz ∈ Aut(D). Према томе, jеднакост (у

jедноj од неjеднакости) важи ако и само ако jе f ∈ Aut(D). �
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1.2. SCHWARZ-PICK-ОВА ЛЕМА

Пример. Холоморфно пресликавање f : D → D коjе ниjе идентитет може имати наjвише
jедну фиксну тачку.
Решење. Наиме, претпоставимо да пресликавање f има две различите фиксне тачке a, b ∈ D.
Тада jе F = ϕa ◦ f ◦ ϕ−a холоморфно пресликавање као композициjа таквих и пресликава
диск D у самог себе. Такође jе F (0) = (ϕa ◦ f ◦ ϕ−a) (0) = (ϕa ◦ f) (a) = ϕa(a) = 0. Слично,
F (ϕa(b)) = (ϕa ◦ f)(b) = ϕa(b) и ϕa(b) 6= 0, jер jе a 6= b. Тим пре jе |F (ϕa(b))| = |ϕa(b)|, тако
да на основу Schwarz-ове леме пресликавање F мора бити ротациjа, тj. F (ζ) = eiαζ, ζ ∈ D
за неко α ∈ R. Из jеднакости F (ϕa(b)) = ϕa(b) следи eiα = 1, односно F = idD. Добиjамо
ϕa ◦ f ◦ ϕ−a = idD и одатле jе f = ϕ−a ◦ idD ◦ϕa = ϕ−a ◦ ϕa = idD што jе у контрадициjи са
претпоставком да f ниjе идентитет. Према томе, f има наjвише jедну фиксну тачку. ♣

Став. За холоморфну функциjу f : D(0, r)→ D(0, R), r > 0, R > 0 и z, w ∈ D(0, r) важи∣∣∣f(z)−f(w)
z−w

∣∣∣6 2Rr
|r2−wz| .

Доказ. Узмимо произвољне z, w ∈ D(0, r) и нека jе z1 = z
r , w1 = w

r . Следи z1, w1 ∈ D.
Дефинишимо функциjу g(ζ)

деф
= f(rζ)

R . Тада jе g : D → D холоморфна функциjа као

композициjа таквих, па применом Schwarz-Pick-ове леме добиjамо
∣∣∣ g(z1)−g(w1)

1−g(w1)g(z1)

∣∣∣ 6 ∣∣∣ z1−w1
1−w1z1

∣∣∣.
Из претходног следи

∣∣∣∣ f(z)−f(w)

1−[f(w)f(z)]/R2

∣∣∣∣ 6 Rr
∣∣∣ z−wr2−wz

∣∣∣, тj. важи
∣∣∣f(z)−f(w)

z−w

∣∣∣ 6 Rr|1−[f(w)f(z)]/R2|
|r2−wz|

и како имамо
∣∣∣1− f(w)f(z)

R2

∣∣∣ 6 1 + |f(w)|·|f(z)|
R2 6 2, то следи тражена неjеднакост. �

Став. Нека jе f : D→ D холоморфна функциjа и z ∈ D. Тада jе
|f(0)|−|z|
1−|f(0)||z| 6 |f(z)| 6 |f(0)|+|z|

1+|f(0)||z| .

Доказ. За произвољно одабране a, b ∈ D важи
∣∣∣ a−b

1−ba

∣∣∣2 = (a−b)(a−b)
|1−ba|2

= |a|2+|b|2−ab−ab
|1−ba|2

=

1− (1−|a|2)(1−|b|2)
|1−ba|2

> 1− (1−|a|2)(1−|b|2)
(1−|a||b|)2 = (|a|−|b|)2

(1−|a||b|)2 тако да jе
∣∣∣ a−b

1−ba

∣∣∣ > ∣∣∣ |a|−|b|1−|a||b|

∣∣∣. Ако узмемо да

jе a = f(z) и b = f(0), а затим искористимо Scwarz-Pick-ову лему добиjамо
∣∣∣ |f(z)|−|f(0)|

1−|f(z)||f(0)|

∣∣∣ 6∣∣∣ f(z)−f(0)

1−f(0)f(z)

∣∣∣ 6 ∣∣∣ z−0
1−0z

∣∣∣ = |z|. Из претходног следи |f(z)| − |f(0)| 6 |z| − |z||f(z)||f(0)| и

|f(0)| − |f(z)| 6 |z| − |z||f(z)||f(0)|, односно |f(0)|−|z|
1−|f(0)||z| 6 |f(z)| 6 |f(0)|+|z|

1+|f(0)||z| , што jе и било
потребно доказати. �

Лема. Нека jе f : D→ D холоморфна функциjа и f(0) = 0. Тада jе |f(z)| 6 |z| |f
′(0)|+|z|

1+|f ′(0)||z| за
све z ∈ D.

Доказ. Нека jе f(z) =
∑∞

n=0 anz
n Taylor-ов развоj функциjе f у jединичном диску D.

Тада jе a0 = f(0) = 0 и a1 = f ′(0). Функциjа g(z) =
∑∞

n=1 anz
n−1 jе холоморфна у D, jер

jе представљена конвергентним степеним редом и важи f(z) = zg(z) за све z ∈ D. Сада
jе g(z) = f(z)

z за све z ∈ D \ {0} и g(0) = f ′(0). Применом Schwarz-ове леме добиjамо да
jе |g(z)| 6 1 за све z ∈ D. Наjпре, претпоставимо да jе |g(z0)| = 1 за неко z0 ∈ D. Тада
у Schwarz-овоj леми важи jеднакост, па jе f ротациjа, односно важи f(z) = eiαz за све
z ∈ D и неко α ∈ R. Следи |f(z)| = |eiαz| = |z| = |z| |e

iα|+|z|
1+|eiα||z| = |z| |f

′(0)|+|z|
1+|f ′(0)||z| за све z ∈ D,

тj. показали смо лему. Зато, у наставку претпоставимо да jе |g(z)| < 1 за све z ∈ D.
Тада jе g : D → D холоморфна функциjа, па применом претходног става добиjамо да jе
|g(z)| 6 |g(0)|+|z|

1+|g(0)||z| = |f ′(0)|+|z|
1+|f ′(0)||z| за све z ∈ D. Специjално, за z ∈ D\{0} важи

∣∣∣f(z)
z

∣∣∣ 6 |f ′(0)|+|z|
1+|f ′(0)||z| ,
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1.3. SCHWARZ-ОВА ЛЕМА НА ГРАНИЦИ

односно |f(z)| 6 |z| |f
′(0)|+|z|

1+|f ′(0)||z| . Међутим, та неjеднакост jесте тачна и за z = 0, jер су тада и

лева и десна страна jеднаке нули. Дакле, важи |f(z)| 6 |z| |f
′(0)|+|z|

1+|f ′(0)||z| за све z ∈ D. Тиме jе
доказ леме завршен. �

1.3 Schwarz-ова лема на граници

Став коjа следи представља Osserman-ову верзиjу Schwarz-ове леме на граници. Он jе
последица леме из претходног одељка. Уопштење овог става представља теорема, наведена
на краjу овог одељка.

Став. Нека jе f : D→ D холоморфна функциjа и f(0) = 0. Претпоставимо да се функциjа
f може додефинисати у некоj тачки b ∈ ∂D тако да постоjи f ′(b) и да jе |f(b)| = 1. Тада
важи |f ′(b)| > 2

1+|f ′(0)| .

Доказ. На основу претходне леме, за произвољну тачку z ∈ D имамо |f(z)| 6 |z| |f
′(0)|+|z|

1+|f ′(0)||z| .
Одатле jе (1 + |f ′(0)||z|) |f(z)| 6 |f ′(0)||z| + |z|2, односно (1 − |z|)(1 + |z|) = 1 − |z|2 6
(1− |f(z)|) (1 + |f ′(0)||z|). Следи 1−|f(z)|

1−|z| >
1+|z|

1+|f ′(0)||z| . Дакле, за све z ∈ D важи 1−|f(z)|
1−|z| >

1+|z|
1+|f ′(0)||z| . Нека jе zn =

(
1− 1

n

)
b за све n ∈ N. Тада jе |zn| = 1 − 1

n < 1, тj. zn ∈ D за

n ∈ N. Такође jе lim
n→∞

zn = b и lim
n→∞

|zn| = 1. Важи
∣∣∣f(zn)−f(b)

zn−b

∣∣∣ = |f(zn)−f(b)|
1/n = |f(zn)−f(b)|

1−|zn| >

|f(b)|−|f(zn)|
1−|zn| = 1−|f(zn)|

1−|zn| >
1+|zn|

1+|f ′(0)||zn| , тако да jе
∣∣∣f(zn)−f(b)

zn−b

∣∣∣ > 1+|zn|
1+|f ′(0)||zn| за све n ∈ N. Пустимо

да n→∞ и добиjамо да jе |f ′(b)| = lim
n→∞

∣∣∣f(zn)−f(b)
zn−b

∣∣∣ > lim
n→∞

1+|zn|
1+|f ′(0)||zn| = 2

1+|f ′(0)| . �

Последица. Нека jе f : D → D холоморфна функциjа и f(0) = 0. Претпоставимо да се
функциjа f може додефинисати у некоj тачки b ∈ ∂D тако да постоjи f ′(b) и да jе |f(b)| = 1.
Тада jе |f ′(b)| > 1. Jеднакост важи ако и само ако jе f ротациjа.

Доказ. Ако искористимо претходни став, добиjамо да jе |f ′(b)| > 2
1+|f ′(0)| . Такође, на основу

Schwarz-ове леме имамо да jе |f ′(0)| 6 1. Следи |f ′(b)| > 2
1+|f ′(0)| >

2
1+1 = 1. Jеднакост важи

ако и само ако jе |f ′(0)| = 1, односно, ако и само ако jе f ротациjа, где смо опет искористили
класичну Schwarz-ову лему. �

Теорема. Нека jе f : D→ D холоморфна функциjа. Претпоставимо да се функциjа f може
додефинисати у некоj тачки b ∈ ∂D тако да постоjи f ′(b) и да jе |f(b)| = 1. Тада jе

|f ′(b)| > 2(1−|f(0)|)2
1−|f(0)|2+|f ′(0)| .

Доказ. Означимо a = f(0) и нека jе ϕa(z) = z−a
1−az . Тада jе ϕa ∈ Aut(D) и дефинишимо

функциjу F = ϕa ◦ f . Функциjа F : D → D jе холоморфна као композициjа таквих и
важи F (0) = ϕa(a) = 0. Како jе ϕa(∂D) = ∂D и |f(b)| = 1, то jе |F (b)| = |ϕa(f(b))| = 1.
Такође, важи F ′(b) = ϕ′a(f(b))f ′(b) (извод сложене функциjе). Према томе, испуњени су
услови за примену претходног става, тако да jе |F ′(b)| > 2

1+|F ′(0)| . Важи ϕ′a(z) = 1−|a|2
(1−az)2 ,

тако да jе |F ′(0)| = |ϕ′a(f(0))||f ′(0)| = |ϕ′a(a)||f ′(0)| = |f ′(0)|
1−|f(0)|2 и |F ′(b)| = |ϕ′a(f(b))||f ′(b)| =

1−|a|2
|1−af(b)|2 |f

′(b)| 6 1−|f(0)|2
(1−|af(b)|)2 |f

′(b)| = 1−|f(0)|2
(1−|f(0)|)2 |f

′(b)|. Из свега претходног добиjамо да jе
1−|f(0)|2

(1−|f(0)|)2 |f
′(b)| > |F ′(b)| > 2

1+
|f ′(0)|

1−|f(0)|2
= 2(1−|f(0)|2)

1−|f(0)|2+|f ′(0)| , односно, важи |f ′(b)| > 2(1−|f(0)|2)
1−|f(0)|2+|f ′(0)| ·

1−|f(0)|2
(1−|f(0)|)2 = 2(1−|f(0)|)2

1−|f(0)|2+|f ′(0)| . Дакле, заиста jе |f ′(b)| > 2(1−|f(0)|)2
1−|f(0)|2+|f ′(0)| . �
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Глава 2

Метрике комплексних домена

2.1 Poincaré-ова метрика. Теорема о фиксноj тачки

Дефинициjа. Функциjа ρ : Ω → R jе метрика или густина на области Ω ⊂ C ако jе
ρ(z) > 0 за све z ∈ Ω и ρ ∈ C2 (Ω). У односу на метрику ρ, дужина вектора v ∈ C у тачки
z ∈ Ω, jеднака jе |v|ρ,z = ρ(z)|v|, где jе |v| стандардна (еуклидска) дужина вектора v. ♠

Такође, дужина непрекидно диференциjабилне криве γ : [a, b]→ Ω jесте дата са lρ(γ) =∫ b
a |γ

′(t)|ρ,γ(t)dt. Дужина део по део непрекидно диференциjабилне криве jесте сума дужина
њених непрекидно диференциjабилних делова. Приметимо да jе lρ(γ) =

∫ b
a ρ(γ(t))|γ′(t)|dt =∫

γ ρ(z)|dz|. Растоjање између тачака p, q ∈ Ω, у односу на метрику ρ, дефинишемо као
dρ(p, q) = inf

γ
lρ(γ), при чему се наведени инфимум узима по свим део по део непрекидно

D(p, ε)

p

q

ε

γ

диференциjабилним кривама γ : [0, 1]→ Ω таквим да jе γ(0) = p и
γ(1) = q. Одмах по дефинициjи важи dρ(p, q) > 0 и dρ(p, p) = 0 за
све p, q ∈ Ω. Нека jе dρ(p, q) = 0 за неке p, q ∈ Ω и претпоставимо
да jе p 6= q. Тада постоjи ε > 0 тако да jе D(p, ε) ⊂ Ω и
q /∈ D(p, ε). Затворен диск D[p, ε] jе компактан скуп, тако да
функциjа ρ на њему достиже своj минимум m = min

D[p, ε]
ρ > 0.

Како jе dρ(p, q) = inf
γ

∫
γ ρ(z)|dz|, то постоjи део по део непрекидно

диференциjабилна крива γ : [0, 1] → Ω, γ(0) = p и γ(1) = q, таква
да jе

∫
γ ρ(z)|dz| < mε. Следи, mε >

∫
γ ρ(z)|dz| >

∫
γ∩D[p,ε] ρ(z)|dz| >

m
∫
γ∩D[p,ε] |dz| > mε што jе контрадикциjа (γ ∩D[p, ε] представља

део криве γ садржан у затвореном диску D[p, ε]). Према томе,
ако jе dρ(p, q) = 0 мора бити p = q. За део по део непрекидно диференциjабилну криву
γ : [0, 1] → Ω, γ(0) = p и γ(1) = q, дефинишемо γ−(t) = γ(1 − t). Тада jе γ− : [0, 1] → Ω
део по део непрекидно диференциjабилна крива и γ−(0) = q, γ−(1) = p. Осим тога, важи
lρ(γ

−) =
∫ 1

0 ρ(γ−(t))|(γ−)′(t)|dt =
∫ 1

0 ρ(γ(1 − t))|γ′(1 − t)|dt =
∫ 1

0 ρ(γ(s))|γ′(s)|ds = lρ(γ).
Добиjамо dρ(p, q) = inf

γ
lρ(γ) = inf

γ−
lρ(γ

−) = dρ(q, p). Нека су γ : [0, 1] → Ω и β : [0, 1] → Ω

део по део непрекидно диференциjабилне криве такве да jе γ(0) = p, γ(1) = u и β(0) =
u, β(1) = q, где су p, q и u произвољно одабране тачке из Ω. Дефинишемо α(t) = β(2t)
за t ∈ [0, 1

2 ] и α(t) = γ(2t − 1) за t ∈ [1
2 , 1]. Тада jе α : [0, 1] → Ω добро дефинисана, део

по део непрекидно диференциjабилна крива и важи α(0) = p, α(1) = q. Сада jе dρ(p, q) 6
lρ(α) =

∫ 1
0 ρ(α(t))|α′(t)|dt =

∫ 1/2
0 ρ(γ(2t))|γ′(2t)|d(2t) +

∫ 1
1/2 ρ(β(2t− 1))|β′(2t− 1)|d(2t− 1) =∫ 1

0 ρ(γ(s))|γ′(s)|ds+
∫ 1

0 ρ(β(s))|β′(s)|ds = lρ(γ) + lρ(β), тj. dρ(p, q) 6 lρ(γ) + lρ(β). Преласком
на инфимум, наjпре по свим кривама γ, а затим и по свим кривама β, добиjамо dρ(p, q) 6
dρ(p, u) + dρ(u, q). Коначно, из свега претходног имамо да jе (Ω, dρ) метрички простор.
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2.1. POINCARÉ-ОВА МЕТРИКА. ТЕОРЕМА О ФИКСНОJ ТАЧКИ

Дефинициjа. Нека су Ω1,Ω2 ⊂ C области и ρ1, ρ2 метрике на њима, тим редом. За
холоморфно, биjективно пресликавање f : Ω1 → Ω2 кажемо да jе изометриjа парова (Ω1, ρ1)
и (Ω2, ρ2) ако важи (f∗ρ2)(z) = ρ1(z) за све z ∈ Ω1, где jе (f∗ρ2)(z) = ρ2(f(z))|f ′(z)|. ♠

Узмимо да jе f изометриjа парова (Ω1, ρ1) и (Ω2, ρ2). Ако jе γ : [a, b] → Ω1 део по део
непрекидно диференциjабилна крива, означимо f∗γ = f ◦ γ. Тада jе f∗γ : [a, b] → Ω2

такође, део по део непрекидно диференциjабилна крива. Важи lρ1(γ) =
∫
γ ρ1(z)|dz| =∫

γ ρ2(f(z))|f ′(z)||dz| =
∫
f◦γ ρ2(w)|dw| =

∫
f∗γ

ρ2(w)|dw| = lρ2(f∗γ). Одатле имамо dρ1(p, q) =

inf
γ
lρ1(γ) = inf

f∗γ
lρ2(f∗γ) = dρ2(f(p), f(q)), тj. dρ1(p, q) = dρ2(f(p), f(q)) за све p, q ∈ Ω1. Осим

тога, важи ρ1(z)|(f−1)′(f(z))| = ρ1(z) 1
|f ′(z)| = ρ2(f(z)) за све z ∈ Ω1. Из претходног следи

ρ1(f−1(w))|(f−1)′(w)| = ρ2(w) за све w ∈ Ω2, тако да jе пресликавање f−1 изометриjа парова
(Ω2, ρ2) и (Ω1, ρ1).

Став. Ако jе f изометриjа парова (Ω1, ρ1) и (Ω2, ρ2), g изометриjа парова (Ω2, ρ2) и (Ω3, ρ3),
тада jе g ◦ f изометриjа парова (Ω1, ρ1) и (Ω3, ρ3).

Доказ. Пресликавање g ◦ f : Ω1 → Ω3 jе холоморфно и биjективно као композициjа
таквих. Такође, за произвољно z ∈ Ω1 важи ((g ◦ f)∗ρ3) (z) = ρ3 ((g ◦ f)(z)) |(g ◦ f)′(z)| =
ρ3(g(f(z)))|g′(f(z))||f ′(z)| = ρ2(f(z))|f ′(z)| = ρ1(z), тj. ((g ◦ f)∗ρ3) (z) = ρ1(z). Дакле, g ◦ f
jесте изометриjа парова (Ω1, ρ1) и (Ω3, ρ3). �

Дефинициjа. За метрику ρ(z) = 2
1−|z|2 на jединичном диску D кажемо да jе Poincaré-ова

или хиперболичка метрика. ♠

Став. Нека jе ρ Poincaré-ова метрика на jединичном диску D и h ∈ Aut(D). Тада jе h
изометриjа парова (D, ρ) и (D, ρ).

Доказ. Како h ∈ Aut(D) то постоjе α ∈ R и a ∈ D такви да jе h(z) = eiα z−a
1−az за све z ∈ D.

Осим тога, h jе холоморфно, биjективно пресликавање. Сада jе (h∗ρ)(z) = ρ(h(z))|h′(z)| =
2

1−|eiα z−a
1−az |

2 ·
∣∣∣ 1−|a|2

(1−az)2

∣∣∣ =
2(1−|a|2)

|1−az|2−|z−a|2 =
2(1−|a|2)

(1−|a|2)(1−|z|2)
= 2

1−|z|2 = ρ(z), тj. (h∗ρ)(z) = ρ(z) за

све z ∈ D. Према томе, заиста jе h изометриjа парова (D, ρ) и (D, ρ). �

Став. За произвољно одабране тачке p, q ∈ D важи dρ(p, q) = ln
1+|ϕp(q)|
1−|ϕp(q)| , где jе ρ Poincaré-

ова метрика на jединичном диску D.

Доказ. Ако jе p = q тада jе dρ(p, p) = 0 и |ϕp(p)| = 0 и тривиjално следи тражена jеднакост.
Зато у наставку претпоставимо да jе p 6= q. Преликавање ϕp jесте аутоморфизам jединичног
диска D, па применом претходног става добиjамо dρ(p, q) = dρ(ϕp(p), ϕp(q)) = dρ(0, ϕp(q)).
Ротациjа f : z 7→ e−i argϕp(q)z jесте такође, jедан аутоморфизам jединичног диска, тако да jе

D D D

ϕp f

p
q

O O r

ϕp(q)
γ

dρ(0, ϕp(q)) = dρ(0, e
−i argϕp(q)ϕp(q)) = dρ(0, |ϕp(q)|). Из претходног добиjамо dρ(p, q) =

dρ(0, |ϕp(q)|) = dρ(0, r), где jе r = |ϕp(q)|. Нека jе γ : [0, 1]→ D призвољно одабрана, део по
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2.1. POINCARÉ-ОВА МЕТРИКА. ТЕОРЕМА О ФИКСНОJ ТАЧКИ

део непрекидно диференциjабилна крива, таква да jе γ(0) = 0 и γ(1) = r. Нека jе α = Re γ
и β = Im γ, тj. γ(t) = α(t)+ iβ(t) за све t ∈ [0, 1]. Следи, α(0) = 0 и α(1) = r. Сада jе lρ(γ) =∫
γ ρ(z)|dz| =

∫
γ

2
1−|z|2 |dz| =

∫ 1
0

2|γ′(t)|
1−|γ(t)|2dt >

∫ 1
0

2|α′(t)|
1−α(t)2

dt = lρ(α). Нека jе функциjа α̃ добиjена
модификациjом функциjе α, тако што jе α̃ на интервалима опадања функциjе α константно
jеднака вредности функциjе α у почетноj тачки посматраног интервала опадања. Ван
интервала опадања функциjе α, функциjе α̃ и α су jеднаке. Сада jе α̃ растућа функциjа,
α̃(0) = 0, α̃(1) = r и lρ(α) > lρ(α̃). Према томе, важи lρ(γ) > lρ(α) > lρ(α̃) =

∫ 1
0

2α̃′(t)
1−α̃(t)2

dt =∫ r
0

2
1−s2ds = ln 1+r

1−r . Преласком на инфимум по свим кривама γ добиjамо да важи dρ(0, r) >
ln 1+r

1−r . Са друге стране, посматраjмо криву Γ : [0, 1] → D дефинисану са Γ(t) = rt. Важи
Γ(0) = 0 и Γ(1) = r, тако да jе dρ(0, r) 6 lρ(Γ) =

∫ 1
0

2Γ′(t)
1−Γ(t)2

dt =
∫ r

0
2

1−s2ds = ln 1+r
1−r . Коначно

jе dρ(0, r) = ln 1+r
1−r , односно dρ(p, q) = dρ(0, r) = ln 1+r

1−r = ln
1+|ϕp(q)|
1−|ϕp(q)| . �

Став. (D, dρ) jе комплетан метрички простор, при чему jе ρ Poincaré-ова метрика на
jединичном диску D.

Доказ. Нека jе (pn) Cauchy-jев низ у метричком простору (D, dρ). Постоjи n0 ∈ N такав да jе
dρ(pm, pn) < 1 за свеm,n > n0. Важи dρ(0, pn) 6 dρ(pn0 , pn)+dρ(0, pn0) < 1+dρ(0, pn0) за све
n > n0. Означимо M = max{1 + dρ(0, pn0), dρ(0, p1), . . . , dρ(0, pn0−1)}. Тада jе dρ(0, pn) 6 M

за све n ∈ N, односно |pn| 6 eM−1
eM+1

за све n ∈ N, jер jе dρ(0, pn) = ln 1+|pn|
1−|pn| . Како jе

dρ(pm, pn) = ln
1+|ϕpm (pn)|
1−|ϕpm (pn)| , то важи |ϕpm(pn)| = edρ(pm,pn)−1

edρ(pm,pn)+1
=

sh dρ(pm,pn)/2
ch dρ(pm,pn)/2 . Одатле следи,

|ϕpm(pn)|2 =
sh2 dρ(pm,pn)/2

1+sh2 dρ(pm,pn)/2
тj. sh2 dρ(pm,pn)

2 =
|ϕpm (pn)|2

1−|ϕpm (pn)|2 = |pm−pn|2
(1−|pm|2)(1−|pn|2)

> |pm − pn|2.

Добили смо |pm − pn| 6 sh
dρ(pm,pn)

2 за све m,n ∈ N. Према томе, (pn) jе Cauchy-jев
низ у односу на стандардну (еуклидску) метрику и како jе (pn) низ тачака из компакта
D
[
0, e

M−1
eM+1

]
⊂ D, то он конвергира ка некоj тачки p ∈ D

[
0, e

M−1
eM+1

]
⊂ D. Дакле, lim

n→∞
|pn−p| =

0. Осим тога, користећи jеднакост sh2 dρ(pn,p)
2 = |pn−p|2

(1−|pn|2)(1−|p|2)
добиjамо lim

n→∞
sh

dρ(pn,p)
2 = 0.

Коначно jе sh
lim
n→∞

dρ(pn,p)

2 = lim
n→∞

sh
dρ(pn,p)

2 = 0, тj. lim
n→∞

dρ(pn, p) = 0, тако да низ (pn)

конвергира у метричком простору (D, dρ). Из претходног имамо да у метричком простору
(D, dρ) сваки Cauchy-jев низ конвергира, па jе (D, dρ) комплетан метрички простор. Тиме
jе доказ овог става у потпуности завршен. �

За произвољне две тачке p, q ∈ D важи dρ(p, q) = dρ(0, ϕp(q)) = dρ(0, |ϕp(q)|). Крива
коjом се реализуjе наjкраће растоjање између тачака 0 и |ϕp(q)| jесте Γ(t) = |ϕp(q)|t, при
чему t ∈ [0, 1]. Ротациjом криве Γ за угао argϕp(q) добиjамо криву τ(t) = ei argϕp(q)Γ(t) =
ϕp(q)t, t ∈ [0, 1] коjом се остваруjе наjкрађе растоjање између тачака 0 и ϕp(q). Коначно
крива γ = ϕ−p ◦ τ реализуjе наjкраће растоjање између тачака p и q у jединичном диску D
са Poincaré-овом метриком. Крива γ jе геодезиjска крива између тачака p и q. Приметимо
да jе γ(t) = ϕ−p(τ(t)) = ϕ−p (ϕp(q)t) =

ϕp(q)t+p
1+pϕp(q)t , тj. γ(t) =

ϕp(q)t+p
1+pϕp(q)t за све t ∈ [0, 1]. Како

билинерана пресликавања пресликаваjу праве или кружнице опет, на праве или кружнице,
затим чуваjу углове између њих и како jе крива Γ ортогонална на jединичну кружницу ∂D,
то jе геодезиjска крива γ такође, ортогонална на jединичну кружницу ∂D.

Став. Ако jе ρ̃ метрика на jединичном диску D са своjством да jе сваки аутоморфизам
jедниничног диска D изометриjа парова (D, ρ̃) и (D, ρ̃), тада постоjи позитивна константа c
таква да jе ρ̃ = cρ, где jе ρ Poincaré-ова метрика на jединичном диску D.

Доказ. Пресликавање h = ϕ−z jе аутоморфизам jединичног диска D, где jе z ∈ D произвољно
одабрана тачка. Тада jе h∗ρ̃ = ρ̃ и специjално, (h∗ρ̃)(0) = ρ̃(0). Следи ρ̃(0) = ρ̃(h(0))|h′(0)| =
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2.1. POINCARÉ-ОВА МЕТРИКА. ТЕОРЕМА О ФИКСНОJ ТАЧКИ

ρ̃(z)
(
1− |z|2

)
, тj. ρ̃(z) = ρ̃(0) 1

1−|z|2 = ρ̃(0)
2 ·

2
1−|z|2 = ρ̃(0)

2 · ρ(z). Узимаjући да jе c = ρ̃(0)
2

добиjамо ρ̃(z) = cρ(z) за све z ∈ D, што jе и требало доказати. �

Став. Нека jе f : D→ D холоморфно пресликавање и ρ Poincaré-ова метрика. Тада важи:
(а) (f∗ρ)(z) 6 ρ(z) за све z ∈ D.
(б) lρ(f∗γ) 6 lρ(γ) за сваку део по део непрекидно диференциjабилну криву γ : [0, 1]→ D.
(в) dρ(f(p), f(q)) 6 dρ(p, q) за све p, q ∈ D.

Доказ. (а) (f∗ρ)(z) = ρ(f(z))|f ′(z)| = 2|f ′(z)|
1−|f(z)|2 6

2
1−|z|2 = ρ(z) за све z ∈ D, при чему

смо искористили Schwarz-Pick-ову лему.
(б) За произвољну део по део непрекидно диференциjабилну криву γ : [0, 1] → D важи
lρ(f∗γ) =

∫
f∗γ

ρ(z)|dz| =
∫ 1

0 ρ(f(γ(t)))|f ′(γ(t))||γ′(t)|dt =
∫
γ ρ(f(z))|f ′(z)||dz| =

∫
γ(f∗ρ)(z)|dz|.

Ако искористимо део (а) добиjамо lρ(f∗γ) =
∫
γ(f∗ρ)(z)|dz| 6

∫
γ ρ(z)|dz| = lρ(γ).

(в) Нека jе p, q ∈ D и γ : [0, 1]→ D део по део непрекидно диференциjабилна крива таква да
важи γ(0) = p и γ(1) = q. Тада jе f∗γ : [0, 1]→ D део по део непрекидно диференциjабилна
крива, при чему jе (f∗γ)(0) = f(p) и (f∗γ)(1) = q. Следи, dρ(f(p), f(q)) 6 lρ(f∗γ) 6 lρ(γ).
Преласком на инфимум по свим таквим кривама γ добиjамо dρ(f(p), f(q)) 6 dρ(p, q). �

Узмимо да jе K компактан и F затворен скуп у метричком простору (X, d), при чему
jе K ∩ F = ∅. За произвољне x, y ∈ X и u ∈ F важи d(x, F ) 6 d(x, u) 6 d(x, y) + d(y, u),
тj. d(x, F ) 6 d(x, y) + d(y, u). Преласком на инфимум по свим u ∈ F добиjамо d(x, F ) 6
d(x, y) + d(y, F ). Слично jе d(y, F ) 6 d(x, y) + d(x, F ). Следи |d(x, F )− d(y, F )| 6 d(x, y)
за све x, y ∈ X, тако да jе x 7→ d(x, F ) непрекидна функциjа коjа на компакту K достиже
своj минимум у некоj тачки x0 ∈ K. Дакле, d(K,F ) = d(x0, F ). Такође, x0 ∈ K ⊂ F c и
F c jе отворен скуп, па постоjи r > 0 са своjством D(x0, r) ⊂ F c. За произвољно u ∈ F
важи u /∈ D(x0, r), односно d(x0, u) 6 r. Преласком на инфимум по свим u ∈ F добиjамо
d(x0, F ) > r > 0. Према томе, важи d(K,F ) > 0. У наставку прептоставимо да jе (X, d)
комплетан метрички простор и да jе пресликавање f : X → X контракциjа, односно
да постоjи δ ∈ (0, 1) тако да важи d(f(x), f(y)) 6 δd(x, y) за све x, y ∈ X. Покажимо
да пресликавање f има jединствену фиксну тачку (Banach-ова теорема о фиксноj тачки).
Индуктивно, дефинишимо пресликавања f1 = f и fn+1 = f ◦ fn за n > 1. Тада добиjамо
да за произвољно одабрану тачку x ∈ X и произвољно n ∈ N важи d(fn(x), fn+1(x)) 6
δd(fn−1(x), fn(x)) 6 · · · 6 δnd(x, f(x)). Сада за све n,m ∈ N имамо d(fn(x), fn+m(x)) 6
n+m−1∑
k=n

d(fk(x), fk+1(x)) 6

(
n+m−1∑
k=n

δk
)
d(x, f(x)) 6 δn

1−δd(x, f(x)). Како δn

1−δd(x, f(x))→ 0 кад

n→∞, то jе (fn(x)) Cauchy-jев низ у комплетном метричком простору (X, d) и самим тим,
конвергира ка некоj тачки x0 ∈ X, тj. lim

n→∞
fn(x) = x0. Свака контракциjа jе непрекидна

функциjа и следи f(x0) = f( lim
n→∞

fn(x)) = lim
n→∞

f(fn(x)) = lim
n→∞

fn+1(x) = x0, односно x0 jе
фиксна тачка пресликавања f . Уколико су x0 и y0 две фиксне тачке пресликавања f , важи
d(x0, y0) = d(f(x0), f(y0)) 6 δd(x0, y0). Одатле jе d(x0, y0) = 0, jер δ ∈ (0, 1), тj. x0 = y0.
Према томе, f има jединствену фиксну тачку.

Теорема (Farkas, Ritt). Нека jе f : D → D холоморфна функциjа и f(D) ⊂ D. Тада f
има jединствену фиксну тачку.

Доказ. Скуп f(D) jе затворен и ограничен, jер jе f(D) ⊂ D. Дакле, f(D) jе компактан
скуп. Са друге стране, Dc jе затворен и f(D) ∩ Dc = ∅, тако да jе d(f(D),Dc) > 0, где
подразумевамо да jе ово растоjање одређено у односу на стандардну (еуклидску) метрику
у комплексноj равни. Постоjи ε > 0 такво да jе d(f(D),Dc) > 2ε > 0. Нека jе z0 ∈ D
фиксирана тачка и посматраjмо функциjу g дефинисану са g(z) = f(z) + ε(f(z) − f(z0))
за све z ∈ D. Претпоставимо да g(z) ∈ Dc за неко z ∈ D. Тада jе ε|f(z) − f(z0)| =
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2.2. КРИВИНА МЕТРИКЕ

|f(z)−g(z)| > d(f(D),Dc) > 2ε, односно |f(z)−f(z0)| > 2. Међутим, ово jе у контрадикциjи
са неjеднакости |f(z) − f(z0)| 6 |f(z)| + |f(z0)| < 2. Дакле, мора бити g(z) ∈ D за све
z ∈ D, тако да jе g : D→ D jедна холоморфна функциjа као композициjа таквих. Применом
претходног става добиjамо (g∗ρ)(z) 6 ρ(z) за све z ∈ D, тj. ρ(g(z))|g′(z)| 6 ρ(z) где jе ρ
Poincaré-ова метрика на jедничном диску D. Специjално jе ρ(g(z0))|g′(z0)| 6 ρ(z0) и како
важи g(z0) = f(z0) и g′(z0) = (1 + ε)f ′(z0), то добиjамо ρ(f(z0))|f ′(z0)| 6 1

1+ερ(z0). Ово
важи за све z0 ∈ D, тj. ρ(f(z))|f ′(z)| 6 1

1+ερ(z) за све z ∈ D. Следи (f∗ρ)(z) 6 1
1+ερ(z)

за све z ∈ D. Нека jе γ : [0, 1] → D део по део непрекидно диференциjабилна крива таква
да jе γ(0) = p и γ(1) = q, где су p и q произвољно одабране тачке из диска D. Тада jе
f∗γ : [0, 1]→ D део по део непрекидно диференциjабилна крива, (f∗γ)(0) = p и (f∗γ)(1) = q.
Важи dρ(f(p), f(q)) 6 lρ(f∗γ) =

∫
f∗γ

ρ(z)|dz| =
∫
γ(f∗ρ)(z)|dz| 6 1

1+ε

∫
γ ρ(z)|dz| = 1

1+ε lρ(γ).
Према томе, dρ(f(p), f(q)) 6 1

1+ε lρ(γ) и преласком на инфимум по свим таквим кривама
γ добиjамо dρ(f(p), f(q)) 6 1

1+εdρ(p, q). Сада jе пресликавање f : D → D контракциjа,
jер jе dρ(f(p), f(q)) 6 1

1+εdρ(p, q) за све p, q ∈ D и 1
1+ε ∈ (0, 1). Метрички простор (D, dρ) jе

комплетан, па применом Banach-ове теореме о фиксноj тачки добиjамо да f има jединствену
фиксну тачку, чиме jе доказ завршен. �

Претпоставимо да су испуњени услови претходне теореме, тj. f : D→ D jе холоморфна
функциjа са своjством f(D) ⊂ D. Нека jе p ∈ D jединствено одређена фиксна тачка
функциjе f . Означимо са Dρ(p, r) отворени диск са центром у тачки p, полупречника
r > 0 у метричком простору (D, dρ). Дакле, Dρ(p, r) =

{
q ∈ D

∣∣ dρ(p, q) < r
}
. Слично

Dρ[p, r] =
{
q ∈ D

∣∣ dρ(p, q) 6 r} jе затворен диск са центром у тачки p, полупречника r > 0 у
метричком простору (D, dρ). Приметимо да важи q ∈ Dρ(p, r)⇔ dρ(p, q) < r ⇔ ln

1+|ϕp(q)|
1−|ϕp(q)| <

r ⇔ |ϕp(q)| < er−1
er+1 ⇔ ϕp(q) ∈ D

(
0, e

r−1
er+1

)
⇔ q ∈ ϕ−p

(
D
(

0, e
r−1
er+1

))
, односно, добиjамо

да jе Dρ(p, r) = ϕ−p

(
D
(

0, e
r−1
er+1

))
. Пресликавање ϕ−p jе билинеарно пресликавање, али

и аутоморфизам jединичног диска D, тако да jе ϕ−p
(
D
(

0, e
r−1
er+1

))
такође, jедан отворен

диск, али у односу на стандардну (еуклидску) метрику. Према томе, сваки отворен диск
Dρ(p, r) у метричком простору (D, dρ) jесте истовремено и неки отворен диск у односу на
еуклидску метрику. Индуктивно, дефинишимо пресликавања f1 = f и fn+1 = f◦fn за n > 1.
Такође, нека jе K произвољан компакт садржан у диску D. Сада jе

⋃∞
j=1Dρ(p, j) = D ⊃ K.

Фамилиjа отворених дискова {Dρ(p, j)}j∈N у метричком простору (D, dρ) jесте уjедно и нека
фамилиjа отворених дискова у односу на еуклидску метрику коjа покрива компакт K и
самим тим, можемо издвоjити коначан потпокривач. Према томе, постоjи j ∈ N тако
да jе K ⊂ Dρ(p, j), а тим пре jе K ⊂ Dρ[p, j]. За произвољно q ∈ K ⊂ Dρ[p, j] важи
dρ(f(p), f(q)) 6 1

1+εdρ(p, q) 6
j

1+ε , где jе ε > 0 као у доказу претходне теореме. Следи,

f(q) ∈ Dρ

[
f(p), j

1+ε

]
= Dρ

[
p, j

1+ε

]
за све q ∈ K, тако да jе f1(K) = f(K) ⊂ Dρ

[
p, j

1+ε

]
.

Ако индуктивно наставимо претходни поступак добиjамо да jе fn(K) ⊂ Dρ

[
p, j

(1+ε)n

]
за све

n ∈ N. Одатле jе dρ(p, fn(q)) 6 j
(1+ε)n → 0, кад n → ∞, за све q ∈ K. Коначно, из свега

претходног имамо да низ функциjа (fn) равномерно конвергира ка константноj функциjи
p на свим компактним подскуповима jединичног диска D у метричком простору (D, dρ).

2.2 Кривина метрике

Посебно своjство метрике jесте њена кривина. Са геометриjске тачке гледишта, кривина
метрике, коjу ћемо нешто касниjе дефинисати, представља Gauss-ову кривину придружену
свакоj Riemann-овоj метрици у диференциjалноj геометриjи.
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2.2. КРИВИНА МЕТРИКЕ

Нека jе Ω ⊂ C област и f : Ω → C непрекидно диференциjабилна функциjа. Нека су
∂
∂z и ∂

∂z диференциjални оператори дефинисани као ∂
∂z = 1

2

(
∂
∂x − i

∂
∂y

)
и ∂
∂z = 1

2

(
∂
∂x + i ∂∂y

)
.

Приметимо да важи ∂f
∂z = 1

2

(
∂f
∂x − i

∂f
∂y

)
= 1

2

(
∂f
∂x + i∂f∂y

)
= 1

2

(
∂f
∂x + i∂f∂y

)
= ∂f

∂z , тj.
∂f
∂z = ∂f

∂z .

Ако jе f холоморфна функциjа из Cauchy-Riemann-ових услова следи ∂f
∂z = 0. Осим

тога важи ∂
∂x = ∂

∂z + ∂
∂z и ∂

∂y = i
(
∂
∂z −

∂
∂z

)
. Нека jе Ω1 ⊂ C област и g : Ω1 → C

такође, непрекидно диференциjабилна функциjа. Означимо α = Re g и β = Im g. Тада jе
∂(f◦g)
∂z = 1

2

(
∂(f◦g)
∂x + i∂(f◦g)

∂y

)
= 1

2

(
∂f
∂x

∂α
∂x + ∂f

∂y
∂β
∂x + i∂f∂x

∂α
∂y + i∂f∂y

∂β
∂y

)
= 1

2

(
∂f
∂z + ∂f

∂z

) (
∂α
∂z + ∂α

∂z

)
+1

2 i
(
∂f
∂z −

∂f
∂z

)(
∂β
∂z + ∂β

∂z

)
+ 1

2 i
(
∂f
∂z + ∂f

∂z

)
i
(
∂α
∂z −

∂α
∂z

)
+ 1

2 i · i
(
∂f
∂z −

∂f
∂z

)
i
(
∂β
∂z −

∂β
∂z

)
= ∂f

∂z
∂α
∂z +

∂f
∂z

∂α
∂z +i∂f∂z

∂β
∂z −i

∂f
∂z

∂β
∂z = ∂f

∂z

(
∂α
∂z + i∂β∂z

)
+ ∂f
∂z

(
∂α
∂z − i

∂β
∂z

)
= ∂f

∂z
∂g
∂z + ∂f

∂z
∂g
∂z = ∂f

∂z
∂g
∂z + ∂f

∂z
∂g
∂z . Дакле,

∂(f◦g)
∂z = ∂f

∂z
∂g
∂z + ∂f

∂z
∂g
∂z . Осим тога, важи 4 ∂

∂z
∂
∂zf = 2 ∂

∂z

(
∂f
∂x + i∂f∂y

)
=
(
∂
∂x − i

∂
∂y

)(
∂f
∂x + i∂f∂y

)
=

Ω1 Ω

C

g

f
f ◦ g

∂2f
∂x2

+ i ∂
2f

∂y∂x − i
∂2f
∂x∂y + ∂2f

∂y2
= ∂2f

∂x2
+ ∂2f

∂x2
= ∆f , тj. ∆f = 4 ∂

∂z
∂
∂zf . У наставку,

додатно претпоставимо да jе g холоморфна функциjа. Из претходног
следи ∆(f ◦ g)(z) = 4 ∂

∂z
∂
∂z (f ◦ g)(z) = 4 ∂

∂z

[
∂f
∂z (g(z))∂g∂z (z) + ∂f

∂z (g(z))∂g∂z (z)
]

=

4 ∂
∂z

[
∂f
∂z (g(z))g′(z)

]
= 4 ∂

∂z

(
∂f
∂z (g(z))

)
g′(z) + 4∂f∂z (g(z))∂g

′

∂z (z) = 4 ∂
∂z

∂f
∂z (g(z))·

g′(z)g′(z) + 4∂f∂z (g(z))∂g
′

∂z = (∆f)(g(z))|g′(z)|2 = (∆f ◦ g)(z)|g′(z)|2, односно
∆(f ◦ g) = (∆f ◦ g)|g′|2. Даље, узмимо да jе f холоморфна функциjа
и f 6= 0 у области Ω. Покажимо да jе ln |f | хармониjска функциjа, тj.

да важи ∆ln |f | = 0 у области Ω. Наиме, ∆ln |f | = 1
2∆ln |f |2 = 1

2∆ln f + 1
2∆ln f =

2 ∂
∂z

∂
∂z ln f + 2 ∂

∂z
∂
∂z ln f = 2 ∂

∂z
∂
∂z ln f = 2 ∂

∂z
∂
∂z ln f = 2 ∂

∂z
∂(ln f)
∂z = 0, где смо искористили

∂
∂z ln f = 0, jер jе f холоморфна функциjа. Дакле, ln |f | jесте хармониjска функциjа. Осим
тога, ln |f |2 jесте такође, хармониjска функциjа. У ставу коjи следи користићемо претходно
доказана своjства.

Дефинициjа. Кривина метрике ρ на области Ω у тачки z ∈ Ω jесте дефинисана са
κΩ,ρ(z) = −∆ ln ρ(z)

ρ(z)2
. ♠

Став. Ако су Ω1 и Ω2 области у комплексноj равни, ρ метрика на Ω2 и h : Ω1 → Ω2

конформно пресликавање, тада важи κΩ1,h∗ρ(z) = κΩ2,ρ(h(z)) за све z ∈ Ω1.

Доказ. Како jе (h∗ρ)(z) = ρ(h(z))|h′(z)| > 0 за све z ∈ Ω1, то jе h∗ρ метрика на области Ω1

(h∗ρ jе два пута непрекидно диференциjабилна функциjа као композициjа таквих). Сада
за све z ∈ Ω1 важи κΩ1,h∗ρ(z) = −∆ ln(h∗ρ)(z)

(h∗ρ)(z)2
= −∆((ρ◦h)|h′|)(z)

ρ(h(z))2|h′(z)|2 = −∆ ln(ρ◦h)(z)−∆ ln |h′|(z)
ρ(h(z))2|h′(z)|2 =

−∆ ln(ρ◦h)(z)
ρ(h(z))2|h′(z)|2 = −∆((ln ρ)◦h)(z)

ρ(h(z))2|h′(z)|2 = −((∆ ln ρ)◦h)(z)|h′(z)|2
ρ(h(z))2|h′(z)|2 = −∆ ln ρ(h(z))

ρ(z)2
= κΩ2,ρ(h(z)), односно

κΩ1,h∗ρ(z) = κΩ2,ρ(h(z)) што jе и требало доказати. �

Ако задржимо ознаке из овог става и претпоставимо да jе f : Ω1 → Ω2 холоморфна
функциjа, таква да jе f ′(z) 6= 0, односно (f∗ρ)(z) > 0 за неко z ∈ Ω1, тада важи κΩ1,f∗ρ(z) =
κΩ2,ρ(f(z)), што директно следи из доказа претходног става.

Пример. Одредимо кривину Poincaré-ове метрике ρ(z) = 2
1−|z|2 на диску D. Наиме, важи

κ(z) = −∆ ln ρ(z)
ρ(z)2

=
(1−|z|2)

2

4 · ∆ ln 1
ρ(z) =

(1−|z|2)
2

4 · ∆ ln 1−|z|2
2 =

(1−|z|2)
2

4 · ∆ ln
(
1− |z|2

)
=

(1−|z|2)
2

4 ·4 ∂
∂z

∂
∂z ln (1− z · z) =

(
1− |z|2

)2 ∂
∂z

−z
1−z·z =

(
1− |z|2

)2 · (−1)(1−z·z)−(−z)(−z)
(1−|z|2)2

= −1 за све
z ∈ D. Дакле, κ(z) ≡ −1. ♣
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2.3. МАЛА PICARD-ОВА ТЕОРЕМА

Пример. За метрику σ(z) = 2
1+|z|2 у комплексноj равни кажемо да jе сферна метрика.

Као у претходном примеру добиjамо да jе кривина сферне метрике κ(z) = −∆ lnσ(z)
σ(z)2

=

(1+|z|2)
2

4 · 4 ∂
∂z

∂
∂z ln (1 + z · z) =

(
1 + |z|2

)2 ∂
∂z

z
1+z·z =

(
1 + |z|2

)2 1+z·z−z·z
(1+|z|2)2

= 1 за све z ∈ C,
односно κ(z) ≡ 1. ♣

Пример. Стандардна (еуклидска) метрика у комплексноj равни jесте дата са ρ(z) ≡ 1.
Њена кривина jесте κ(z) ≡ 0. ♣

За произвољне A > 0 и α > 0 функциjа ρAα (z)
деф
= 2α√

A(α2−|z|2)
jесте метрика на диску

D(0, α). Наиме, ρAα (z) > 0 за све z ∈ D(0, α) и функциjа ρAα jесте класе C2 као композициjа

таквих. Важи κρAα (z) = −∆ ln ρAα (z)
ρAα (z)2

=
A(α2−|z|2)

2

4α2 ·∆ ln
√
A(α2−|z|2)

2α =
A(α2−|z|2)

2

4α2 ·∆ ln
(
α2 − |z|2

)
=

A(α2−|z|2)
2

4α2 ·4 ∂
∂z

∂
∂z ln

(
α2 − zz

)
=

A(α2−|z|2)
2

α2 · ∂∂z
−z

α2−zz =
A(α2−|z|2)

2

α2 · (−1)(α2−zz)−(−z)(−z)
(α2−|z|2)2

= −A
за све z ∈ D(0, α), односно κρAα ≡ −A на диску D(0, α).

2.3 Мала Picard-ова теорема

Наредна теорема има велики значаj и броjне последице, од коjих су неке овде наведене.

Теорема. Нека jе Ω област у комплексноj равни, A,B, α > 0, f : D(0, α)→ Ω холоморфна
функциjа и σ метрика на области Ω, таква да jе κσ 6 −B у свакоj тачки те области. Тада
важи (f∗σ)(z) 6

√
A√
B
ρAα (z) за све z ∈ D(0, α).

D(0, α)

D(0, r)

O

ζ

r − δ

r

Доказ. Важи (f∗σ)(z) > 0 за све z ∈ D(0, α). Ако
jе f∗σ ≡ 0 тада тривиjално следи тражена неjеднакост.
Зато, претпоставимо да jе (f∗σ)(ζ) > 0 за неко ζ ∈
D(0, α). Нека jе r ∈ (|ζ|, α) произвољно одабрано и нека jе
g

деф
= f∗σ

ρAr
на диску D(0, r). Тада jе g > 0 на диску D(0, r)

и g jе непрекидна функциjа као композициjа таквих.
Приметимо да jе lim

|z|→r
ρAr (z) = ∞ и функциjа f∗σ jесте

непрекидна на компакту D[0, r] ⊂ D(0, α), а самим тим,
она jе ограничена на њему. Следи lim

|z|→r
g(z) = 0 < g(ζ).

Како jе g непрекидна функциjа, то постоjи δ ∈ (0, r − |ζ|)
такво да за r−δ < |z| < r важи g(z) < g(ζ). Функциjа g jе
непрекидна на компакту D[0, r−δ] коjи садржи тачку ζ и
на њему достиже своj максимум, а на основу претходног,
то jе уjедно и максимум на диску D(0, r). Дакле, функциjа g достиже максимум на
диску D(0, r) у некоj тачки z0 ∈ D(0, r). Тада jе g(z0) > g(ζ) > 0. Сада и функциjа
ln g достиже своj максимум на диску D(0, r) у тачки z0, тако да jе ∂2

∂x2
ln g(z0) 6 0 и

∂2

∂y2
ln g(z0) 6 0. Из g(z0) > 0, следи (f∗σ)(z0) > 0, па jе на основу претходног става

κf∗σ(z0) = κσ(f(z0)) 6 −B. Добиjамо 0 > ∂2

∂x2
ln g(z0) + ∂2

∂y2
ln g(z0) = ∆ ln g(z0) =

∆ ln(f∗σ)(z0)−∆ ln ρAr (z0) = −κf∗σ(z0)(f∗σ)(z0)2 +κρAr (z0)ρAr (z0)2 > B(f∗σ)(z0)2−AρAr (z0)2.

Одатле jе g(z0) = (f∗σ)(z0)
ρAr (z0)

6
√
A√
B
, односно важи g(z) = (f∗σ)(z)

ρAr (z)
6
√
A√
B

за све z ∈ D(0, r).

Према томе, имамо да jе (f∗σ)(z) 6
√
A√
B
ρAr (z) за све z ∈ D(0, r) и све r ∈ (|ζ|, α). Пустимо

да r → α− и добиjамо да jе (f∗σ)(z) 6
√
A√
B
ρAr (z) за све z ∈ D(0, α). Овим jе доказ завршен. �
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2.3. МАЛА PICARD-ОВА ТЕОРЕМА

Као директну последицу претходне теореме у случаjу A = B = α = 1 добиjамо Ahlfors-
Schwarz-ову лему: нека jе Ω област у комплексноj равни, f : D → Ω холоморфна функциjа
и σ метрика на области Ω, таква да jе κσ 6 −1 у свакоj тачки те области. Тада важи
(f∗σ)(z) 6 ρ(z) за све z ∈ D, где jе ρ Poincaré-ова метрика на jединичном диску D. Осим
тога, нека jе f : D → D холоморфна функциjа и f(0) = 0. Тада на основу Ahlfors-Schwarz-
ове леме важи (f∗ρ)(z) 6 ρ(z) за све z ∈ D. Специjално, за z = 0 добиjамо ρ(0)|f ′(0)| 6 ρ(0),
тj. |f ′(0)| 6 1. Дакле, Ahlfors-Schwarz-ова лема повлачи стандардну Schwarz-ову лему.

Теорема. Нека jе Ω област у комплексноj равни и σ метрика на области Ω, таква да jе
κσ 6 −B у свакоj тачки те области, где jе B > 0. Тада jе свака холоморфна функциjа
f : C→ Ω константна.

Доказ. Одаберимо произвољне A > 0 и α > 0 и нека jе f : C → Ω холоморфна функциjа.
Тада jе f

∣∣
D(0,α)

: D(0, α) → Ω холоморфна функциjа и на основу претходне теореме важи

0 6 (f∗σ)(z) 6
√
A√
B
ρAα (z) за све z ∈ D(0, α). Ово важи за све α > 0 и ако пустимо да α→∞

добиjамо (f∗σ)(z) = 0 за све z ∈ C, тj. f∗σ ≡ 0. Одатле jе f ′ ≡ 0, тако да jе f = const,
односно f jе константна функциjа. �

За функциjу коjа jе холоморфна у C кажемо да jе цела функциjа. Као последицу
претходне теореме добиjамо Liouville-ову теорему: свака цела, ограничена функциjа jесте
константна. Наиме, нека jе f цела и ограничена функциjа. Тада постоjи R > 0 такво да
jе |f(z)| < R за све z ∈ C. Посматраjмо функциjу g деф

= 1
Rf . Сада jе g : C→ D холоморфна

функциjа и важи κρ ≡ −1 < 0, где jе ρ Poincaré-ова метрика на jединичном диску D.
На основу претходне теореме g jе константна функциjа, а самим тим jе и f константна
функциjа.

Пример. Ако jе f цела, неконстантна функциjа, тада jе скуп f(C) густ у C.
Решење. Прептоставимо да скуп f(C) ниjе густ у C. Тада постоjе a ∈ C и r > 0 такви да
jе f(C) ∩D(a, r) = ∅. Сада важи |f(z)− a| > r за све z ∈ C. Функциjа g(z)

деф
= 1

f(z)−a jесте
цела као композициjа таквих и ограничена, jер jе |g(z)| = 1

|f(z)−a| 6
1
r за све z ∈ C. На

основу Liouville-ове теореме g jе константна функциjа, тако да jе и f константна функциjа,
што jе контрадикциjа. Дакле, почетна претпоставка jе погрешна, па jе скуп f(C) густ у C. ♣

0 1 2-2 -1

i

2i

−i

−2i

K

Пример. Нека jе f цела функциjа таква да важи f(z) =
f(z+1) = f(z+ i) за све z ∈ C. Доказати да jе f константна
функциjа.
Решење. Уочимо квадрат K = {z = x+ iy ∈ C|x, y ∈ [0, 1]}.
Функциjа |f | jесте непрекидна на компактуK, тако да jе она
ограничена на њему, тj. постоjи константа M > 0 таква да
jе |f(z)| < M за све z ∈ K. Како jе f(z) = f(z+1) = f(z+ i)
за све z ∈ C то важи f(z) = f(z + m + ni) за све z ∈ C и
све m,n ∈ Z. Нека jе z = x + iy ∈ C произвољно одабран
комплексан броj. Тада jе f(z) = f(x+ iy) = f(x+ iy−bxc−
ibyc) = f(x − bxc + i (y − byc)), jер jе −bxc ∈ Z и −byc ∈ Z
(b·c jесте функциjа целог дела). Како jе x − bxc ∈ [0, 1]
и y − byc ∈ [0, 1], то jе x − bxc + i (y − byc) ∈ K. Следи
f(z) = f(x − bxc + i (y − byc)) < M . Дакле, за све z ∈ C важи |f(z)| < M и на основу
Liouville-ове теореме имамо да jе f константна функциjа. ♣
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2.3. МАЛА PICARD-ОВА ТЕОРЕМА

Пример. Да ли постоjи функциjа f холоморфна у C \ {0} таква да важи |f(z)| > 1√
|z|

за

све z ∈ C \ {0}?
Решење. Претпоставимо да постоjи таква функциjа f . Тада jе 1

f(z) 6= 0 за све z ∈ C \ {0},
па jе и функциjа 1

f холоморфна у C \ {0}. Осим тога, важи 1
|f(z)| 6

√
|z| за све z ∈ C \ {0},

тако да jе функциjа 1
f ограничена у околини сингуларитета у тачки 0 и он jе отклоњив

сингуларитет (Riemann-ова теорема о отклоњивом сингуларитету). Такође jе lim
z→0

1
f(z) = 0,

jер jе 1
|f(z)| 6

√
|z| за све z ∈ C \ {0}. Дакле, функциjа g дефинисана са g(z) = 1

f(z) за
z ∈ C \ {0} и g(0) = 0 jесте цела функциjа. Приметимо да jе g(z) 6= 0 за све z ∈ C \ {0}.
Нека jе g(z) =

∞∑
n=0

anz
n развоj функциjе g у околини тачке 0. Тада jе a0 = g(0) = 0

и нека jе am први од коефициjената у развоjу коjи jе различит од нуле, где jе m ∈ N.
Следи, g(z) = zm

∞∑
n=m

anz
n−m = zmh(z), где jе h(z) =

∞∑
n=m

anz
n−m цела функциjа, jер jе

представљена конвергентним степеним редом. Важи h(0) = am 6= 0 (заправо jе h(z) 6= 0
за све z ∈ C, jер jе g(z) 6= 0 за z ∈ C \ {0}). За z ∈ C \ {0} имамо

∣∣z2m−1h(z)2
∣∣ =

1
|z|
∣∣z2mh(z)2

∣∣ = 1
|z| |g(z)2| 6 1

|z| |z| = 1, односно
∣∣z2m−1h(z)2

∣∣ 6 1, при чему ово важи и за
z = 0, jер jе 2m−1 > 1. На основу Liouville-ове теореме z2m−1h(z)2 jе константна функциjа,
тj. z2m−1h(z)2 = c за све z ∈ C, где jе c ∈ C нека константа. Заменом z = 0 добиjамо да
jе c = 0. Са друге стране, за z = 1 добиjамо c = h(1)2 6= 0, што jе немогуће. Према томе,
почетна претпоставка jе погрешна и не постоjи функциjа f са наведеним своjствима. ♣

O

a

b

δ1

δ1

Re

Im

K

δ2

Теорема. Нека jе Ω област у комплексноj равни
таква да скуп C \ Ω садржи бар две тачке.
Тада постоjи константа B > 0 и метрика σ на
области Ω тако да jе κσ 6 −B у свакоj тачки те
области.

Доказ. Скуп C \ Ω садржи бар две тачке и
означимо их са a и b где jе a 6= b. Одатле
следи Ω ⊂ C \ {a, b}. Нека jе функциjа σ

дефинисана са σ(z) =
(1+|z−a|1/3)

1/2

|z−a|5/6 · (1+|z−b|1/3)
1/2

|z−b|5/6
за све z ∈ C \ {a, b}. Тада jе σ(z) > 0 за
све z ∈ C \ {a, b} и функциjа σ jесте класе C2

на области C \ {a, b} као композициjа таквих.
Дакле, σ jесте метрика на C \ {a, b}, а тиме и
на области Ω. За произвољно одабрану тачку
z ∈ C\{a, b} важи κσ(z) = −∆ lnσ(z)

σ(z)2
= − |z−a|5/3

1+|z−a|1/3 ·

|z−b|5/3
1+|z−b|1/3 · ∆ ln

[
(1+|z−a|1/3)

1/2

|z−a|5/6 · (1+|z−b|1/3)
1/2

|z−b|5/6

]
=

− |z−a|5/3
1+|z−a|1/3 ·

|z−b|5/3
1+|z−b|1/3

[
∆ ln

(1+|z−a|1/3)
1/2

|z−a|5/6 + ∆ ln
(1+|z−b|1/3)

1/2

|z−b|5/6

]
= − |z−a|5/3

1+|z−a|1/3 ·
|z−b|5/3

1+|z−b|1/3 ·[
1
2∆ ln

(
1 + |z − a|1/3

)
− 5

6∆ ln |z − a|+ 1
2∆ ln

(
1 + |z − b|1/3

)
− 5

6∆ ln |z − b|
]

= −1
2
|z−a|5/3

1+|z−a|1/3 ·
|z−b|5/3

1+|z−b|1/3
[
∆ ln

(
1 + |z − a|1/3

)
+ ∆ ln

(
1 + |z − b|1/3

)]
, jер jе ∆ ln |z−a| ≡ 0 и ∆ ln |z− b| ≡ 0 у

области C \ {a, b}, као што jе раниjе показано. Са друге стране, важи ∆ ln
(
1 + |z − a|1/3

)
=

4 ∂
∂z

∂
∂z ln

(
1 + |z − a|1/3

)
= 4 ∂

∂z
∂
∂z ln

(
1 + (z − a)1/6 (z − a)1/6

)
= 4 ∂

∂z

1
6

(z−a)1/6(z−a)−5/6

1+((z−a)(z−a))1/6
= 2

3 ·

∂
∂z

(z−a)1/6(z−a)−5/6

1+((z−a)(z−a))1/6
= 2

3

1
6

(z−a)−5/6(z−a)−5/6[1+(z−a)1/6(z−a)1/6]−(z−a)1/6(z−a)−5/6 1
6

(z−a)−5/6(z−a)1/6

(1+|z−a|1/3)
2 =
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2.3. МАЛА PICARD-ОВА ТЕОРЕМА

1
9
|z−a|−5/3+|z−a|−4/3−|z−a|−4/3

(1+|z−a|1/3)
2 = 1

9
1

|z−a|5/3(1+|z−a|1/3)
2 , односно добиjамо ∆ ln

(
1 + |z − a|1/3

)
=

1
9

1

|z−a|5/3(1+|z−a|1/3)
2 . На исти начин имамо да jе ∆ ln

(
1 + |z − b|1/3

)
= 1

9
1

|z−b|5/3(1+|z−b|1/3)
2 .

Према томе, κσ(z) = − 1
18 ·

|z−a|5/3
1+|z−a|1/3 ·

|z−b|5/3
1+|z−b|1/3 ·

[
1

|z−a|5/3(1+|z−a|1/3)
2 + 1

|z−b|5/3(1+|z−b|1/3)
2

]
, тj.

важи κσ(z) = − 1
18

[
|z−b|5/3

(1+|z−a|1/3)
3
(1+|z−b|1/3)

+ |z−a|5/3

(1+|z−a|1/3)(1+|z−b|1/3)
3

]
. Сада jе κσ непрекидна

функциjа као композициjа таквих и важи κσ(z) < 0 за све z ∈ C \ {a, b}. Такође jе
lim
z→a

κσ(z) = − ε
18 и lim

z→b
κσ(z) = − ε

18 , где jе ε = |a−b|5/3
1+|a−b|1/3 > 0. Приметимо да jе и

lim
z→∞

κσ(z) = −∞. Како jе − ε
18 < − ε

20 то постоjи δ1 ∈
(

0, |a−b|2

)
такво да jе κσ(z) < − ε

20

за све z ∈ D(a, δ1) и све z ∈ D(b, δ1). Осим тога, постоjи δ2 > max{|a|+ δ1, |b|+ δ1}
такво да за |z| > δ2 важи κσ(z) < − ε

20 . Сада jе D(a, δ1) ⊂ D(0, δ2), D(b, δ1) ⊂ D(0, δ2)
и D(a, δ1) ∩ D(b, δ1) = ∅. Скуп K = D[0, δ2] \ (D(a, δ1) tD(b, δ1)) jе компактан, jер jе
затворен и ограничен и непрекидна функциjа κσ на њему достиже своj максимум, при
чему jе max

K
κσ < 0. Нека jе −B = max{− ε

20 ,max
K
κσ} < 0. Тада jе B > 0 и κσ(z) 6 −B за

све z ∈ C \ {a, b}. Тиме jе доказ теореме завршен. �

Теорема (Мала Picard-ова теорема). Ако jе f цела, неконстантна функциjа, тада скуп
C \ f(C) садржи наjвише jедну тачку.

Доказ. Претпоставимо супротно, тj. да скуп C \ f(C) садржи бар две тачке. Како jе
f(C) област, то на основу претходне теореме, постоjи константа B > 0 и метрика σ на
области f(C), такви да jе κσ 6 −B у свакоj тачки те области. Међутим, тада jе свака
холоморфна функциjа g : C → f(C) константна. Према томе, f jе константна функциjа.
Ово jе у контрадикциjи са почетном претпоставком да jе f неконстантна функциjа. Дакле,
скуп C \ f(C) садржи наjвише jедну тачку. �

Пример. Нека jе f цела, неконстантна функциjа и f(−z) = −f(z) за све z ∈ C. Доказати
да jе f(C) = C.
Решење. Претпоставимо да jе f(C) 6= C. Тада jе на основу мале Picard-ове теореме
f(C) = C \ {a} за неко a ∈ C. Важи f(0) = −f(0), па jе f(0) = 0 и a 6= 0. Како jе
a 6= f(z) за све z ∈ C, то jе и −a 6= −f(z) = f(−z) за све z ∈ C, тj. −a /∈ f(C). Према томе,
мора бити −a = a, односно a = 0, што jе немогуће. Следи, f(C) = C. ♣

Пример. Ако су f и g целе функциjе и ef(z)+eg(z) = 1 за све z ∈ C, тада су f и g константне
функциjе.
Решење. За експоненциjалну функциjу важи exp(C) = C \ {0}. Сада jе eg(z) 6= 1 за све
z ∈ C, jер jе ef(z) 6= 0. Добиjамо да jе g(z) 6= 2nπi за све n ∈ Z и z ∈ C, тако да цела
функциjа g испушта више од jедне тачке у комплексноj равни, па jе константна на основу
мале Picard-ове теореме. Слично jе и f константна функциjа. ♣

Став. Нека jе f : C → C холоморфна функциjа, таква да функциjа f ◦ f : C → C нема
фиксну тачку. Тада jе f транслациjа z 7→ z + b, b ∈ C \ {0}.

Доказ. Ако jе z0 ∈ C фиксна тачка функциjе f , важи f(f(z0)) = f(z0) = z0, односно,
z0 jе уjедно и фиксна тачка функциjе f ◦ f . Према томе, како f ◦ f нема фиксних тачака,
то и f нема фиксних тачака. Следи да jе g(z)

деф
= f(f(z))−z

f(z)−z добро дефинисана функциjа
у целоj комплексноj равни, коjа jе холоморфна као композициjа таквих. Функциjа f ◦ f
нема фиксну тачку, па jе g(z) 6= 0 за све z ∈ C. Осим тога, важи f(f(z)) 6= f(z) за
све z ∈ C, jер f нема фиксну тачку, тако да jе g(z) 6= 1 за све z ∈ C. Из претходног
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2.3. МАЛА PICARD-ОВА ТЕОРЕМА

jе g(C) ⊂ C \ {0, 1}, па применом мале Picard-ове теореме следи g(z) = c за све z ∈ C,
где jе c ∈ C \ {0, 1} нека константа. Дакле, f(f(z)) − z = c (f(z)− z) за све z ∈ C.
Диференцирањем претходне jеднакости, добиjамо да jе f ′(f(z))f ′(z)−1 = cf ′(z)−c, односно
важи f ′(z) [f ′(f(z))− c] = 1− c за све z ∈ C. Како jе 1− c 6= 0 то jе f ′(z) 6= 0 и f ′(f(z)) 6= c
за све z ∈ C. Функциjа f ′ ◦ f jе цела и (f ′ ◦ f) (C) ⊂ C \ {0, c}, а самим тим, на основу
мале Picard-ове теореме jе f ′ ◦ f ≡ b за неко b ∈ C \ {0}. Тада jе f ′(w) = 0 за све w ∈ f(C).
Функциjа f ниjе константна, jер би у супротном функциjа f ◦ f имала фиксну тачку. На
основу мале Picard-ове теореме jе f(C) = C или jе f(C) = C \ {w0} за неко w0 ∈ C. Ако
jе f(C) = C, тада из f ′ ◦ f ≡ b, имамо f ′ ≡ b. Ако jе пак, f(C) = C \ {w0}, тада важи
f ′(w0) = f ′( lim

n→∞
w0 + 1

n) = lim
n→∞

f ′
(
w0 + 1

n

)
= b, jер w0 + 1

n ∈ f(C) за све n ∈ N и f ′ jе
непрекидна функциjа, тако да добиjамо f ′ ≡ b (опет смо користили да jе f ′ ◦ f ≡ b). У
сваком случаjу jе f ′(z) = b за све z ∈ C, тj. f(z) = az + b за све z ∈ C, где jе a ∈ C нека
константа. Како функциjа f нема фиксних тачака, то мора бити a = 1 (иначе би, тачка b

1−a
била фиксна тачка функциjе f). Коначно jе f(z) = z + b за све z ∈ C, где jе b ∈ C \ {0}, тj.
f jе транслациjа. �

Последица мале Picard-ове теореме jесте и основна теорема алгебре: ако jе p : C → C
неконстантан полином, тада p има нулу у C. Наиме, претпоставимо да jе p(z) 6= 0 за све
z ∈ C. Тада jе p(C) = C \ {0} (мала Picard-ова теорема) и како jе p неконстантан полином,
важи lim

z→∞
p(z) = ∞. Постоjи R > 0 тако да jе |p(z)| > 1 за све |z| > R. За свако n ∈ N

важи 1
n ∈ C \ {0}, тако да jе f(zn) = 1

n за неко zn ∈ C и на основу претходног, мора бити
zn ∈ D[0, R]. Сада jе (zn) низ тачака из компакта D[0, R], па постоjи конвергентан подниз
znk , тj. lim

k→∞
znk = z0 ∈ D[0, R]. Следи, p(z0) = lim

k→∞
p(znk) = lim

k→∞
1
nk

= 0, што jе немогуће.
Дакле, почетна претпоставка jе погрешна, тj. полином p има нулу у C.

Пример. Доказати да не постоjи полином p(z) степенаN ∈ N, такав да jе
∫
|z|=2

p(z)
(n+1)z−1dz =

0 за све n = 0, 1, . . . , N .
Решење. Претпоставимо да постоjи такав полином p(z). Тада 1

n+1 ∈ {|z| < 2} за све n =

0, 1, . . . , N , па jе на основу Cauchy-jеве интегралне формуле p
(

1
n+1

)
= 1

2πi

∫
|z|=2

p(z)

z− 1
n+1

dz =

n+1
2πi

∫
|z|=2

p(z)
(n+1)z−1dz = 0 за све n = 0, 1, . . . , N . Добили смо да полином p(z) има N + 1

нулу у комплексноj равни, што jе немогуће, jер jе deg p = N и користећи основну теорему
алгебре закључуjемо да полином p(z) има N нула у комплексноj равни. ♣

Пример. Ако jе f цела, 1− 1 функциjа, доказати jе f(z) = az+ b, z ∈ C за неке a ∈ C \ {0}
и b ∈ C.
Решење. Како jе f цела и 1− 1 функциjа, то jе f ′(z) 6= 0 за све z ∈ C. Претпоставимо да jе
f(C) = C\{p} за неко p ∈ C. Важи

(
f−1

)′
(f(z)) = 1

f ′(z) за све z ∈ C, па jе и f−1 : C\{p} → C
холоморфна функциjа. Према томе, простори C и C \ {p} су хомеоморфни, тj. C ≈ C \ {p},
што jе немогуће, jер jе C просто повезан простор за разлику од простора C \ {p}. Према
томе, на основу мале Picard-ове теореме мора бити f(C) = C и f−1 : C→ C jе холоморфна
функциjа. Нека jе M > 0 произвољно. Тада jе f−1 (D[0,M ]) компактан скуп (непрекидна
слика компакта jесте опет компакт), а самим тим, то jе jедан ограничен скуп. Дакле, постоjи
R > 0, такво да jе D[0, R] ⊃ f−1 (D[0,M ]). Из претходног jе C\D[0, R] ⊂ C\f−1 (D[0,M ]) =
f−1 (C \D[0,M ]), тако да за све |z| > R важи |f(z)| > M . Добиjамо да jе lim

z→∞
f(z) =∞, па

jе f полином. Претпоставимо да jе deg f = n > 2. Ако f има две различите нуле, тада f
ниjе 1− 1 функциjа. Следи, f(z) = c (z − z0)n за неке c ∈ C \ {0} и z0 ∈ C. Међутим, сада
jе f (z0 + 1) = f

(
z0 + e

2πi
n

)
= c, па f ниjе 1− 1. Самим тим, мора бити deg f > 1, односно

f(z) = az + b за неке a, b ∈ C. Осим тога, функциjа f jе 1 − 1, па ниjе константна и мора
бити a ∈ C \ {0}. ♣
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Глава 3

Теореме Bloch-овог типа

3.1 Bloch-ова теорема

Фундаментална теорема ове главе jесте Bloch-ова теорема и њене последице. Заправо,
наведена су и нека побољшања основне верзиjе Bloch-ове теореме из 1924. године. Наjзна-
чаjниjе унапређење ове теореме дело jе Ahlfors-а. Изненађуjуће jе какве последице има
ова теорема. Између осталог, она омогућава jош jедан доказ мале Picard-ове теореме.
Њена последица jе и теорема Schottky-jа коjа ће нешто касниjе у четвртоj глави довести до
доказа велике Picard-ове теореме. Лему коjа следи искористићемо при доказивању Bloch-
ове теореме. Осим тога, она ће бити корисна и у неким даљим разматрањима.

Дефинициjа. Нека jе Ω ⊂ C отворен скуп. Тада фамилиjу свих функциjа коjе су
холоморфне у Ω означавамо са H(Ω), док фамилиjу свих функциjа коjе су холоморфне
у неком отвореном скупу коjи садржи скуп Ω означавамо са H(Ω). Такође, за произвољну
функциjу f : Ω→ C означавамо |f |Ω = sup

z ∈ Ω
|f(z)|. ♠

Лема. Нека jе Ω ⊂ C ограничена област, f : Ω → C непрекидно и f
∣∣
Ω

: Ω → C
отворено пресликавање. Нека jе a ∈ Ω тако да важи s = min

z ∈ ∂Ω
|f(z)− f(a)| > 0. Тада

jе D(f(a), s) ⊂ f(Ω).

Доказ. Скуп Ω jе компактан, jер jе затворен и ограничен. Непрекидна слика компакта
jесте опет компакт, тако да jе f(Ω) компактан, а тиме и ограничен скуп. Самим тим je
f(Ω) ограничен и отворен скуп (f jе отворено пресликавање), па jе f(Ω) 6= f(Ω), односно
важи ∂f(Ω) 6= ∅. Осим тога, ∂f(Ω) jе компактан скуп, jер jе затворен и ограничен и како
се растоjање од компакта достиже, то jе d (f(a), ∂f(Ω)) = |w0 − f(a)| за неко w0 ∈ ∂f(Ω).
Постоjи низ тачака (wn) из f(Ω) такав да jе lim

n→∞
wn = w0. Нека jе zn ∈ Ω тако да jе

f(zn) = wn, за све n ∈ N. Сада jе (zn) низ тачака из компакта Ω, тако да постоjи његов
конвергентан подниз (znk), тj. lim

k→∞
znk = z0 ∈ Ω. Користећи непрекидност функциjе f

добиjамо да jе f(z0) = f

(
lim
k→∞

znk

)
= lim

k→∞
f (znk) = lim

k→∞
wnk = w0. Како jе w0 /∈ f(Ω), то

из претходног мора бити z0 /∈ Ω, а самим тим jе z0 ∈ ∂Ω. Према томе, важи d(f(a), ∂f(Ω)) =
|w0 − f(a)| = |f(z0) − f(a)| > s, односно d(f(a), ∂f(Ω)) > s. Нека jе w ∈ D(f(a), s)
произвољно одабрана тачка. Ако w ∈ f(Ω)c важи |w − f(a)| > d(f(a), ∂f(Ω)) > s, што jе
немогуће, jер jе w ∈ D(f(a), s). Дакле, мора бити w ∈ f(Ω). Коначно jеD(f(a), s) ⊂ f(Ω). �

Став. Нека jе V = D(0, r), r > 0 и f ∈ H
(
V
)
неконстантна функциjа, при чему jе f(0) = 0

и |f ′|V 6 2|f ′(0)|. Тада важи D(0, R) ⊂ f(V ), где jе R = (3− 2
√

2)r|f ′(0)|.
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3.1. BLOCH-ОВА ТЕОРЕМА

Доказ. Приметимо да мора бити f ′(0) 6= 0 (у супротном би због услова |f ′|V 6 2|f ′(0)|
важило f ′ ≡ 0, односно f би била константна функциjа). Функциjа g(z)

деф
= f(z) − f ′(0)z

jесте холоморфна као композициjа таквих. Такође jе
∫

[0,z] (f ′(ζ)− f ′(0)) dζ = f(z)− f(0)−
f ′(0)(z − 0) = f(z) − f ′(0)z = g(z) и ако означимо γ(t) = zt за t ∈ [0, 1], добиjамо g(z) =∫
γ (f ′(ζ)− f ′(0)) dζ =

∫ 1
0 (f ′(zt)− f ′(0)) zdt. Из основне интегралне неjеднакости следи,

|g(z)| 6
∫ 1

0 |f
′(zt) − f ′(0)||z|dt. Ако jе v ∈ V произвољна тачка, тада користећи Cauchy-

jеву интегралну формулу, добиjамо да важи f ′(v) = 1
2πi

∫
∂V

f ′(ζ)
ζ−v dζ и f ′(0) = 1

2πi

∫
∂V

f ′(ζ)
ζ dζ,

односно f ′(v)−f ′(0) = 1
2πi

∫
∂V f

′(ζ)
(

1
ζ−v −

1
ζ

)
dζ = v

2πi

∫
∂V

f ′(ζ)
ζ(ζ−v)dζ. Из претходног jе |f ′(v)−

f ′(0)| 6 |v|2π

∫
∂V

|f ′(ζ)|
|ζ||ζ−v| |dζ| 6

|v|·|f ′|V
2π · 1

r ·
1

r−|v| · 2πr = |v|
r−|v| |f

′|V , тj. |f ′(v)− f ′(0)| 6 |v|
r−|v| |f

′|V .
Искористимо претходну неjеднакост и добиjамо да jе |g(z)| 6

∫ 1
0 |f

′(zt) − f ′(0)||z|dt 6∫ 1
0
|zt|
r−|zt| |f

′|V |z|dt 6 |z|2|f ′|V
1

r−|z|
∫ 1

0 tdt 6
1
2
|z|2
r−|z| |f

′|V 6
|z|2
r−|z| |f

′(0)|, односно важи |g(z)| 6
|z|2
r−|z| |f

′(0)|. Сада, за произвољне α ∈ (0, r) и z ∈ ∂D(0, α) имамо α2

r−α |f
′(0)| = |z|2

r−|z| |f
′(0)| >

|g(z)| = |f(z) − f ′(0)z| > α|f ′(0)| − |f(z)|, тако да jе
(
α− α2

r−α

)
|f ′(0)| 6 |f(z)| за све

z ∈ ∂D(0, α). Нађимо максимум функциjе ϕ(α) = α − α2

r−α на интервалу (0, r). Наjпре jе

ϕ′(α) = 1− 2α(r−α)−α2(−1)
(r−α)2

= 1− 2rα−α2

(r−α)2
= r2−4rα+2α2

(r−α)2
=

(r−(2+
√

2)α)(r−(2−
√

2)α)
(r−α)2

, односно, важи

ϕ′(α) =
2
(

r
2+
√
2
−α
)(

r
2−
√
2
−α
)

(r−α)2
. Како jе 0 < r

2+
√

2
< r < r

2−
√

2
, то jе ϕ′(α) > 0 за α ∈

(
0, r

2+
√

2

]
и

ϕ′(α) 6 0 за α ∈
[

r
2+
√

2
, r
)
. Према томе, у тачки α = r

2+
√

2
се достиже максимална вредност

ϕ( r
2+
√

2
) = r

2+
√

2
− r2

(2+
√

2)2r−(2+
√

2)r
= r

2+
√

2
− r

(2+
√

2)(
√

2+1)
=
√

2(2−
√

2)(
√

2−1)r
2 = (

√
2− 1)2r =

(3 − 2
√

2)r. Добиjамо да jе (3 − 2
√

2)r|f ′(0)| 6 |f(z)| за све z ∈ ∂D
(

0, r
2+
√

2

)
. Област

Ω = D
(

0, r
2+
√

2

)
jе ограничена, функциjа f jе непрекидна на Ω ⊂ V и f

∣∣
Ω

: Ω → C jе
отворено пресликавање (на основу теореме о отвореном пресликавању). Осим тога, 0 ∈ Ω
и min
z ∈ ∂Ω

|f(z) − f(0)| = min
z ∈ ∂Ω

|f(z)| > (3 − 2
√

2)r|f ′(0)| = R. Коначно, на основу претходне

леме, важи D(0, R) ⊂ f
(
D
(

0, r
2+
√

2

))
⊂ f(V ). �

Последица. Нека jе V = D(a, r), a ∈ C, r > 0 и f ∈ H
(
V
)
неконстантна функциjа, при

чему jе |f ′|V 6 2|f ′(a)|. Тада важи D(f(a), R) ⊂ f(V ), где jе R = (3− 2
√

2)r|f ′(a)|.

Доказ. Дефинишимо функциjу h(z)
деф
= f(z + a) − f(a) и нека jе W = D(0, r). Тада jе

h ∈ H(W ), jер jе f ∈ H(V ) и h jе неконстантна функциjа, jер jе f таква. Такође jе h(0) =
f(a)−f(a) = 0 и h′(z) = f ′(z+a), па jе h′(0) = f ′(a). Осим тога, важи |h′|W = sup

z ∈W
|h′(z)| =

sup
z ∈ D[0, r]

|f ′(z + a)| = sup
ζ ∈ D[a, r]

|f ′(ζ)| = |f ′|V 6 2|f ′(a)| = 2|h′(0)|, тj. |h′|W 6 2|h′(0)|.

Према томе, функциjа h испуњава услове претходног става, тако да jе D(0, R) ⊂ h(W ),
jер jе R = (3 − 2

√
2)r|f ′(a)| = (3 − 2

√
2)r|h′(0)|. Како jе h(W ) = f(V ) + (−f(a)) (скуп

f(V ) + (−f(a)) jе транслат скупа f(V ) за вектор −f(a)), то jе D(0, R) ⊂ f(V ) + (−f(a)),
односно, D(f(a), R) ⊂ f(V ), што jе и требало доказати. �

Претпоставимо да jе f ∈ H(D) неконстантна функциjа. Функциjа A(z) = |f ′(z)|(1− |z|)
jесте непрекидна на компакту D и у некоj тачки p ∈ D достиже своj максимум M . Како jе
A(z) = 0 за све z ∈ ∂D, то можемо изабрати да jе p ∈ D. Уколико би било M = 0, имали би
f ′ ≡ 0, односно f би била константна функциjа. Према томе, мора бити M > 0. У складу
са претходно наведеним ознакама, доказуjемо следећу теорему.
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3.1. BLOCH-ОВА ТЕОРЕМА

Теорема. Ако jе f ∈ H(D) неконстантна функциjа, тада jе D
(
f(p),

(
3
2 −
√

2
)
M
)
⊂ f(D).

Доказ. Како p ∈ D, то jе t = 1−|p|
2 ∈ (0, 1) и M = |f ′(p)|(1 − |p|) = 2t|f ′(p)|. За z ∈ D[p, t],

важи |z| = |z − p + p| 6 |z − p| + |p| 6 t + |p| = 1+|p|
2 < 1, а самим тим jе D[p, t] ⊂ D

и 1 − |z| > 1 − 1+|p|
2 = 1−|p|

2 = t. Следи t|f ′(z)| 6 |f ′(z)|(1 − |z|) 6 M = 2t|f ′(p)| за све
z ∈ D[p, t], односно, важи |f ′(z)| 6 2|f ′(p)| за све z ∈ D[p, t], па jе |f ′|D[p,t] 6 2|f ′(p)|. Ако jе
V = D(p, t), тада jе f ∈ H(V ) неконстантна функциjа и |f ′|V 6 2|f ′(p)|. Сада jе на основу
претходне последице D(f(p), R) ⊂ f(V ) ⊂ f(D), где jе R = (3− 2

√
2)t|f ′(p)| =

(
3
2 −
√

2
)
M .

Дакле, важи D
(
f(p),

(
3
2 −
√

2
)
M
)
⊂ f(D), чиме jе доказ завршен. �

Теорема (Bloch). Нека jе функциjа f ∈ H(D) са своjством f ′(0) = 1. Тада f(D) садржи
диск полупречника 3

2 −
√

2.

Доказ. Функциjа f jе неконстантна функциjа, jер jе f ′(0) = 1. Приметимо да jе M =
max
z ∈ D

A(z) > A(0) = |f ′(0)| = 1, где jе A(z) = |f ′(z)|(1 − |z|). На основу претходне теореме

слика f(D) садржи диск полупречника
(

3
2 −
√

2
)
M > 3

2 −
√

2, а тим пре, f(D) садржи диск
полупречника 3

2 −
√

2. �

Последица. Нека jе функциjа f холоморфна у области Ω ⊂ C, f ′(c) 6= 0 за неко c ∈ Ω и
s ∈ (0, d(c, ∂Ω)). Тада f(Ω) садржи диск полупречника 1

12s|f
′(c)|.

Доказ. Функциjа g(z)
деф
= f(z+c) jесте холоморфна у области Ω+(−c), jер jе f холоморфна

у Ω (скуп Ω + (−c) jе област као транслат области Ω). Важи D[c, s] ⊂ Ω, а самим тим
jе и D[0, s] ⊂ Ω + (−c). Одатле следи да за функциjу h дефинисану са h(z)

деф
= g(sz)

sg′(0)

важи h ∈ H(D). Сада jе h′(z) = g′(sz)
g′(0) , односно h

′(0) = 1. На основу Bloch-ове теореме
имамо да h(D) садржи диск полупречника 3

2 −
√

2, а тиме и диск полупречника 1
12 , jер jе

3
2−
√

2 > 1
12 . Како jе g (D(0, s)) = sg′(0)h(D), то слика g (D(0, s)) садржи диск полупречника

1
12s|g

′(0)| = 1
12s|f

′(c)|. Осим тога, важи g (D(0, s)) ⊂ g (Ω + (−c)) = f(Ω). Према томе, f(Ω)
садржи диск полупречника 1

12 . �

Приметимо да ако jе f : C → C холоморфна, неконстантна функциjа, тада на основу
претходне последице, f(C) садржи диск произвољног полупречника.

Нека jе f ∈ H(D) неконстантна функциjа. Функциjа B(z) = |f ′(z)|(1 − |z|2) jесте
непрекидна на компакту D и на њему достиже своj максимум N у некоj тачки q ∈ D. Како
jе B(z) = 0 за све z ∈ ∂D, то можемо узети да jе q ∈ D. Дефинишимо функциjу F деф

= f ◦ϕ−q,
тj. F (z) = f

(
z+q
1+qz

)
. Функциjа ϕ−q jе аутоморфизам jединичног диска D, однонсно ϕ−q ∈

Aut(D), па jе F (D) = f(ϕ−q(D)) = f(D). Такође jе ϕ′−q(z) = 1−|q|2
(1+qz)2

и ϕ′q(z) = 1−|q|2
(1−qz)2 . Важи

F ′(z) = f ′(ϕ−q(z))ϕ
′
−q(z), односно F ′(0) = f ′(q)(1− |q|2), па jе |F ′(0)| = |f ′(q)|(1− |q|2) = N .

Знамо да jе ϕ−q = ϕ−1
q и самим тим f = F ◦ ϕq. Нека jе z ∈ D произвољна тачка. Тада jе

z = ϕq(ζ) за неко ζ ∈ D. Следи N > |f ′(ζ)|(1 − |ζ|2) = |F ′(ϕq(ζ))||ϕ′q(ζ)|(1 − |ζ|2), односно
N

1−|ϕq(ζ)|2 > |F
′(ϕq(ζ))| |ϕ

′
q(ζ)|(1−|ζ|2)

1−|ϕq(ζ)|2 = |F ′(ϕq(ζ))| (1−|q|
2)(1−|ζ|2)

|1−qζ|2−|ζ−q|2 = |F ′(ϕq(ζ))| (1−|q|
2)(1−|ζ|2)

(1−|q|2)(1−|ζ|2)
=

|F ′(ϕq(ζ))|. Како jе ϕq(ζ) = z, то из претходног добиjамо |F ′(z)| 6 N
1−|z|2 за све z ∈ D. У

вези са претходним доказуjемо следећу теорему.

Теорема. Ако jе f ∈ H(D) неконстантна функциjа, тада jе D
(
f(q),

(
3
√

2
2 − 2

)
N
)
⊂ f(D).
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3.2. AHLFORS-ОВА ТЕОРЕМА

Доказ. Нека jе z ∈ D
[
0,
√

2
2

]
⊂ D. Тада важи |F ′(z)| 6 N

1−|z|2 6
N

1− 1
2

= 2N = 2|F ′(0)|,

тj. |F ′(z)| 6 2|F ′(0)|. Означимо V = D
(

0,
√

2
2

)
. Функциjа F jе неконстантна, jер jе

f таква. Према томе, важи F ∈ H(V ) jе неконстантна функциjа и |F ′|V 6 2|F ′(0)|.
Користећи jедан од претходних ставова добиjамо D(F (0), R) ⊂ F (V ) ⊂ F (D) = f(D), где jе
R =

(
3− 2

√
2
) √

2
2 |F

′(0)| =
(

3
√

2
2 − 2

)
N . Осим тога, F (0) = f(ϕ−q(0)) = f(q). Коначно jе

D
(
f(q),

(
3
√

2
2 − 2

)
N
)
⊂ f(D). �

Последица. Нека jе f ∈ H(D) и f ′(0) = 1. Тада f(D) садржи диск полупречника 3
√

2
2 − 2.

Доказ. На основу претходне теореме f(D) садржи диск полупречника
(

3
√

2
2 − 2

)
N , где jе

N = max
z ∈ D
|f ′(z)|(1−|z|2) > |f ′(0)| = 1. Дакле, f(D) садржи и неки диск чиjи jе полупречник

jеднак 3
√

2
2 − 2. �

3.2 Ahlfors-ова теорема

Претходни резултат се може побољшати. Наиме, ако jе f ∈ H(D) и f ′(0) = 1, тада f(D)

садржи диск полупречника
√

3
4 . Такође, тада постоjи област Ω ⊂ D коjа се пресликавањем

f бихоломорфно пресликава на таj диск полупречника
√

3
4 . Пре самог доказа, биће нам од

користи да докажемо нека тврђења коjа су сама по себи интересантна.

Ω

z1

z2

γ

(1) Претпоставимо да jе Ω конвексна област у комплексноj равни
и нека jе f : Ω → C холоморфна функциjа. Такође, нека jе
Re f ′(z) > 0 за све z ∈ Ω. Ако су z1 и z2 две различите
тачке из области Ω и γ(t) = (1 − t)z1 + tz2 за t ∈ [0, 1], тада jе
γ ([0, 1]) ⊂ Ω, jер jе Ω конвексна област. Тада важи

∫
γ f
′(z)dz =∫ 1

0 f
′(γ(t))γ′(t)dt =

∫ 1
0 (f ◦ γ)′(t)dt = f(γ(1))− f(γ(0)) = f(z2)− f(z1).

Следи f(z2) − f(z1) =
∫ 1

0 f
′(γ(t))γ′(t)dt =

∫ 1
0 f
′(γ(t))(z2 − z1)dt =

(z2−z1)
∫ 1

0 f
′(γ(t))dt = (z2−z1)

[∫ 1
0 Re f ′(γ(t))dt+ i

∫ 1
0 Im f ′(γ(t))dt

]
, тj. важи f(z2)−f(z1) =

(z2 − z1)
[∫ 1

0 Re f ′(γ(t))dt+ i
∫ 1

0 Im f ′(γ(t))dt
]
. Како jе z1 6= z2, то jе z1 − z2 6= 0. Осим тога

jе
∫ 1

0 Re f ′(γ(t))dt > 0, па jе
∫ 1

0 Re f ′(γ(t))dt + i
∫ 1

0 Im f ′(γ(t))dt 6= 0. Из свега претходног

jе f(z2) − f(z1) = (z2 − z1)
[∫ 1

0 Re f ′(γ(t))dt+ i
∫ 1

0 Im f ′(γ(t))dt
]
6= 0, односно f(z1) 6= f(z2).

Према томе, функциjа f jе 1− 1 и самим тим jе f : Ω→ f(Ω) бихоломорфно пресликавање.

(2) У наставку, размотримо функциjе p(w) =
√

3(1−w)
3−w и q(w) = 1

4w(3−w)2. Нека jе w = u+

iv ∈ D произвољно одабрана тачка. Тада jе u2 +v2 6 1 и важи 3|1−w|2 = 3
(
(1− u)2 + v2

)
=

3
(
1 + u2 + v2 − 2u

)
= 3 + 3u2 + 3v2 − 6u < 9 + u2 + v2 − 6u = (u − 3)2 + v2 = |3 − w|2. Из

претходног jе |
√

3(1 − w)|2 < |3 − w|2, односно |p(w)| =
∣∣∣√3(1−w)

3−w

∣∣∣ < 1 и како ово важи за

све w ∈ D, то jе p(D) ⊂ D. Даље, покажимо да jе p ([0, 1]) =
[
0, 1√

3

]
. Наиме, за x ∈ [0, 1]

имамо 0 6
√

3(1−x)
3−x = p(x) =

√
3(1−x)

3(1−x
3

) = 1√
3

1−x
1−x

3
6 1√

3
, тj. p(x) ∈

[
0, 1√

3

]
. Са друге стране, ако

x ∈
[
0, 1√

3

]
, тада jе p(w) = x, где jе w = 1−

√
3x

1− 1√
3
x
и важи 0 6 1−

√
3x

1− 1√
3
x

= w 6 1, односно w ∈ [0, 1].

Према томе, заиста jе p ([0, 1]) =
[
0, 1√

3

]
. Такође, приметимо да jе q(p−1(z)) = q

(
1−
√

3z
1− 1√

3
z

)
=
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3.2. AHLFORS-ОВА ТЕОРЕМА

1
4

1−
√

3z
1− 1√

3
z

(
3− 1−

√
3z

1− 1√
3
z

)2

= 1
4

1−
√

3z(
1− 1√

3
z
)3 (3−√3z − 1 +

√
3z
)2

= 1−
√

3z(
1− 1√

3
z
)3 , тj. важи (p−1(z)) =

1−
√

3z(
1− 1√

3
z
)3 . Коначно, за w ∈ ∂D добиjамо |q(w)|(1 − |p(w)|2) = 1

4 |w||3 − w|
2
(

1− 3|1−w|2
|3−w|2

)
=

1
4

(
|3− w|2 − 3|1− w|2

)
= 1

4 (9− 3w − 3w + ww − 3 + 3w + 3w − 3ww) = 1
4(6− 2|w|2) = 1.

(3) Нека jе f : D→ C холоморфна функциjа, f ′(0) = 1 и |f ′(z)| 6 1
1−|z|2 за све z ∈ D. Тада

jе f ′′(0) = 0. Наиме, нека jе f(z) = a0 + a1z + a2z
2 + a3z

3 + . . . Taylor-ов развоj функциjе
f у околини тачке 0 у диску D. Тада jе an = f (n)(0)

n! за све n ∈ N0. Важи a0 = f(0) и
a1 = f ′(0) = 1, тако да jе f(z) − f(0) = z + a2z

2 + a3z
3 + . . . за све z ∈ D. За тачку z ∈ D

означимо γ(t) = zt где jе t ∈ [0, 1]. Сада jе |f(z) − f(0)| =
∣∣∣∫γ f ′(z)dz∣∣∣ 6 ∫γ |f ′(z)||dz| 6∫

γ
1

1−|z|2 |dz| =
∫ 1

0
1

1−(|z|t)2d(|z|t) =
∫ |z|

0
1

1−t2dt =
∫ 1

0

(
1 + t2 + t4 + . . .

)
dt = |z| + 1

3 |z|
3 + . . . .

Према томе, добили смо да jе
∣∣z + a2z

2 + a3z
3 + . . .

∣∣ 6 |z| + 1
3 |z|

3 + . . . за све z ∈ D.
Претпоставимо да jе a2 6= 0. Тада jе Re a2 6= 0 или Im a2 6= 0, тако да jе тачна бар
jедна од неjеднакости Re a2 > 0, Re a2 < 0, Im a2 > 0 или Im a2 < 0. Размотримо ове
четири могућности. У наставку узимамо да jе x ∈ R. Наjпре, нека jе Re a2 > 0. Тада важи
|x+a2x

2+a3x
3+. . . | > Re(x+a2x

2+a3x
3+. . . ) = x+(Re a2)x2+(Re a3)x3+· · · > x+ 1

3x
3+. . .

за неко довољно мало x ∈ (0, 1), jер на десноj страни недостаjе квадратни члан. Узимаjући
да jе z = x ∈ D добиjамо |z+a2z

2+a3z
3+. . . | > |z|+ 1

3 |z|
3+. . . што jе контрадикциjа. Затим,

претпоставимо да jе Re a2 < 0. Добиjамо да jе |−x+a2(−x)2 +a3(−x)3 + . . . | = |−x+a2x
2−

a3x
3 + . . . | > −Re(−x+ a2x

2 − a3x
3 + . . . ) = x+ Re(−a2)x2 + (Re a3)x3 + · · · > x+ 1

3x
3 + . . .

(на десноj страни нема квадратног члана) за неко довољно мало x ∈ (0, 1) и узимаjући
z = −x ∈ D имамо |z + a2z

2 + a3z
3 + . . . | > |z| + 1

3 |z|
3 + . . . што jе немогуће. Даље, нека

jе Im a2 > 0. Тада jе | − ix + a2(−ix)2 + a3(−ix)3 + . . . | = | − ix − a2x
2 + ia3x

3 + . . . | >
− Im(−ix − a2x

2 + ia3x
3 + . . . ) = x + (Im a2)x2 + Re(−a3)x3 + · · · > x + 1

3x
3 + . . . за неко

довољно мало x ∈ (0, 1), jер на десноj страни нема квадратног члана и ако узмемо да jе
z = −ix ∈ D, добиjамо |z + a2z

2 + a3z
3 + . . . | > |z| + 1

3 |z|
3 + . . . , а то jе контрадикциjа.

Коначно, нека jе Im a2 < 0. Важи |ix+ a2(ix)2 + a3(ix)3 + . . . | = |ix− a2x
2 − ia3x

3 + . . . | >
Im(ix− a2x

2− ia3x
3 + . . . ) = x+ Im(−a2)x2 Re(−a3)x3 + · · · > x+ 1

3x
3 + . . . за неко довољно

мало x ∈ (0, 1) (на десноj страни немамо квадратни члан) и ако узмемо да jе z = ix ∈ D
добиjамо |z + a2z

2 + a3z
3 + . . . | > |z| + 1

3 |z|
3 + . . . , а то ниjе могуће. Дакле, у сваком од

случаjева добиjамо контрадикциjу, па мора бити a2 = 0. Следи f ′′(0) = 2a2 = 0.

Лема. Нека jе F : D → C холоморфна функциjа, F ′(0) = 1 и |F ′(z)| 6 1
1−|z|2 за све z ∈ D.

Тада jе ReF ′(z) > 1−
√

3|z|(
1− 1√

3
|z|
)3 за све z ∈ D

[
0, 1√

3

]
.

Доказ. Нека су p(w) =
√

3(1−w)
3−w и q(w) = 1

4w(3 − w)2 функциjе као у (2). Пресликавање
p jе непрекидно, па jе p−1(D) отворен скуп. На основу (2) важи p(D) ⊂ D, тако да jе
D ⊂ p−1(D). Дефинишимо функциjу H(w)

деф
= w

(1−w)2

(
F ′(p(w))
q(w) − 1

)
. Како jе w

(1−w)2

∣∣
w=0

= 0,

то узимамо да jе H(0) = 0. Такође jе H(w) = w
q(w)

1
(1−w)2

(F ′(p(w))− q(w)), lim
w→1

q(w) = 1 и

lim
w→1

p(w) = 0. Важи F ′(p(w)) = F ′(0)+F ′′(0)p(w)+ F (3)(0)
2! p(w)2 + . . . . Из (3) jе F ′′(0) = 0, па

важи F ′(p(w)) = 1 + F (3)(0)
2 p(w)2 + . . . . Одатле jе F ′(p(w))−q(w)

(1−w)2
= 1−q(w)

(1−w)2
+ F (3)(0)

2
p(w)2

(1−w)2
+ . . . .

Осим тога, приметимо да jе lim
w→1

p(w)n

(1−w)2
= 0 за све n > 3, lim

w→1

1−q(w)
(1−w)2

= lim
w→1

1− 1
4
w(3−w)2

(1−w)2
=

−1
4 lim
w→1

w(w−3)2−4
(w−1)2

= −1
4 lim
w→1

(w−1)2(w−4)
(w−1)2

= 3
4 и lim

w→1

p(w)2

(1−w)2
= lim

w→1

3
(3−w)2

= 3
4 , тако да можемо

дефинисати H(1) = 3
4 + 3

8F
(3)(0). Из свега претходног, функциjа H(w) jе холоморфна у

p−1(D) као композициjа таквих. Следи H ∈ H(D). За произвољну тачку w ∈ ∂D \ {1}
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3.2. AHLFORS-ОВА ТЕОРЕМА

важи w
(1−w)2

= w(w−1)2

|w−1|4 = ww2−2ww+w
|w−1|4 = w+w−2

|w−1|4 = 2u−2
((u−1)2+v2)2

, тако да jе w
(1−w)2

∈ R и
w

(1−w)2
= 2u−2

((u−1)2+v2)2
= 2(u−1)

4(u−1)2
= 1

2
1

u−1 6 −
1
4 , jер jе u > −1. Према томе, важи ReH(w) =

w
(1−w)2

Re
(
F ′(p(w))
q(w) − 1

)
за све w ∈ ∂D (због непрекидности функциjе z 7→ Re z важиће и за

тачку w = 1). Како jе |F ′(z)|(1−|z|2) 6 1 за све z ∈ D, то jе |F ′(p(w))|(1−|p(w)|2) 6 1 за све
w ∈ ∂D. На основу (2) jе |F ′(p(w))| = |F ′(p(w))|(1 − |p(w)|2)|q(w)| 6 |q(w)| за све w ∈ ∂D,
тj.
∣∣∣F ′(p(w))

q(w)

∣∣∣ 6 1, тако да jе F ′(p(w))
q(w) ∈ D за све w ∈ ∂D. Следи Re

(
F ′(p(w))
q(w) − 1

)
6 0, односно

важи ReH(w) > 0, за све w ∈ ∂D. Сада jе
∣∣e−H(w)

∣∣ = e−ReH(w) 6 1 за све w ∈ ∂D, па jе
на основу принципа максимума модула

∣∣e−H(w)
∣∣ = e−ReH(w) 6 1 за w ∈ D, тj. ReH(w) > 0

за w ∈ D. За w ∈ [0, 1) важи q(w) > 0 и w
(1−w)2

> 0, тако да jе ReF ′(p(w)) > q(w) за

w ∈ [0, 1] (важи и у тачки w = 1 због непрекидности функциjе z 7→ Re z). За x ∈
[
0, 1√

3

]
имамо w = p−1(x) ∈ [0, 1], тако да jе ReF ′(x) > 1−

√
3x(

1− 1√
3
x
)3 . Следи ReF ′(x) > 1−

√
3x(

1− 1√
3
x
)3 за

све x ∈
[
0, 1√

3

]
. Нека jе сада z ∈ D

[
0, 1√

3

]
произвољно одабрана тачка и z = |z|eiθ њена

поларна форма (ако jе z = 0 можемо узети да jе θ = 0). Функциjа Fθ : D→ C дефинисана
са Fθ(ζ) = e−iθF (eiθζ) jесте холоморфна као композициjа таквих. Сада jе F ′θ(ζ) = F ′(eiθζ),
F ′θ(0) = F ′(0) = 1 и |F ′θ(ζ)| = |F ′(eiθζ)| 6 1

1−|eiθζ|2 = 1
1−|ζ|2 за ζ ∈ D, тj. функциjа Fθ

испуњава исте почетне услове као и F , па jе на основу претходног ReF ′θ(x) > 1−
√

3x(
1− 1√

3
x
)3

за све x ∈
[
0, 1√

3

]
. Како |z| ∈ D

[
0, 1√

3

]
, то jе ReF ′(z) = ReF ′θ(|z|) >

1−
√

3|z|(
1− 1√

3
|z|
)3 , односно

ReF ′(z) > 1−
√

3|z|(
1− 1√

3
|z|
)3 . Тиме jе доказ леме завршен. �

Теорема (Ahlfors). Нека jе f ∈ H(D) и N = max
z ∈ D
|f ′(z)|(1 − |z|2) > 0. Тада f(D) садржи

диск полупречника
√

3
4 N .

Доказ. За функциjу g(z)
деф
= f(z)

N важи g ∈ H(D). Имамо да jе max
z ∈ D
|g′(z)|(1 − |z|2) =

1
Nmax
z ∈ D
|f ′(z)|(1 − |z|2) = 1, при чему можемо узети да се оваj максимум достиже у некоj

тачки q ∈ D и нека jе G = g ◦ϕ−q. Тада jе |G′(0)| = 1 и |G′(z)| 6 1
1−|z|2 за све z ∈ D као што

смо раниjе показивали. Означимо b = G′(0) и нека jе F = G(z)
b . Функциjа F : D → C

jе холоморфна, F ′(0) = G′(0)
b = 1 и |F ′(z)| =

∣∣∣G′(z)b

∣∣∣ = |G′(z)| 6 1
1−|z|2 за z ∈ D, па

применом претходне леме добиjамо да jе ReF ′(z) > 1−
√

3|z|(
1− 1√

3
|z|
)3 за све z ∈ D

[
0, 1√

3

]
. Нека jе

D = D
(

0, 1√
3

)
. Како функциjа f ниjе константна (због услова max

z ∈ D
|f ′(z)|(1−|z|2) > 0), то и

функциjа F ниjе константна. Област D jе ограничена и конвексна, функциjа F
∣∣
D

: D → C
jе непрекидна и F

∣∣
D

: D → C jе отворено пресликавање (теорема о отвреном пресликавању).

За z ∈ D важи ReF ′(z) > 1−
√

3|z|(
1− 1√

3
|z|
)3 > 0, тако да jе F

∣∣
D

jедно 1 − 1 пресликавање

(искористили смо (1)), тj. F
∣∣
D

: D → F (D) jе бихоломорфно пресликавање. Ако ζ ∈ ∂D,

тада jе ζ = 1√
3
eiθ за неко θ ∈ [0, 2π) и |F (ζ) − F (0)| =

∣∣∣∫[0,ζ] F
′(z)dz

∣∣∣ =
∣∣∣∫ 1

0 F
′(ζt)ζdt

∣∣∣ =∣∣∣∫ 1
0 F

′
(

1√
3
teiθ
)
d
(

1√
3
t
)∣∣∣ =

∣∣∣∫ 1/
√

3
0 F ′(teiθ)dt

∣∣∣ > ∫ 1/
√

3
0 ReF ′(teiθ)dt >

∫ 1/
√

3
0

1−
√

3t(
1− 1√

3
t
)3dt =

3
√

3
∫ 1/
√

3
0

1−
√

3t
(
√

3−t)3dt = 3
√

3
∫ 2/
√

3√
3

1−
√

3(
√

3−s)
s3

(−ds) = 3
√

3
∫ √3

2/
√

3
s
√

3−2
s3

ds, односно, добиjамо да
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3.3. ТЕОРЕМА SCHOTTKY-JА

jе |F (ζ) − F (0)| = 3
√

3
∫ √3

2/
√

3

(√
3
s2
− 2

s3

)
ds = 3

√
3
[
−
√

3
(

1√
3
− 2√

3

)
+ 1

3 −
3
4

]
= 3
√

3 1
12 =

√
3

4 .
Користећи лему са почетка овог одељка добиjамо да F (D) садржи диск полупречника√

3
4 и како jе |b| = 1 то и G(D) = bF (D) садржи диск полупречника

√
3

4 . Пресликавање
F
∣∣
D

: D → F (D) jе бихоломорфно, па jе такво и G
∣∣
D

: D → G(D). Приметимо да jе
g(D) = g(ϕ−q(D)) ⊃ g(ϕ−q(D)) = G(D), тако да g(D) садржи диск полупречника

√
3

4 и
постоjи област садржана у области ϕ−q(D) коjа се функциjом g бихоломорфно пресликава
на таj диск. Према томе, f(D) = Ng(D) садржи диск полупречника

√
3

4 N и постоjи област
садржана у D коjа се функциjом f бихоломорфно пресликава на таj диск. �

Означимо F =
{
f ∈ H(D)

∣∣ f ′(0) = 1
}
и F∗ =

{
f ∈ F

∣∣ f jе 1− 1
}
. Тада jе F∗ ⊂ F . Ако

jе h ∈ F произвољна функциjа, нека jе Lh полупречник наjвећег диска садржаног у слици
h(D) и нека jе Bh полупречник наjвећег диска садржаног у слици h(D) коjи jе бихоломорфна
слика неке подобласти диска D при пресликавању h. Одмах следи да jе Bh 6 Lh за све
h ∈ F , па jе inf

h ∈ F
Bh 6 inf

h ∈ F
Lh. За константу B = inf

h ∈ F
Bh кажемо да jе Bloch-ова константа,

док jе L = inf
h ∈ F

Lh Landau-ова константа. Такође, нека jе jош A = inf
h ∈ F∗

Lh. Из претходног

jе B 6 L и како jе инфимум по ширем скупу мањи, то jе B 6 L 6 A. Осим тога, на основу
Ahlfors-ове теореме закључуjемо да jе B >

√
3

4 .

3.3 Теорема Schottky-jа

Лема. Нека jе Ω просто повезана област и f : Ω → C холоморфна функциjа, при чему
важи −1 /∈ f(Ω) и 1 /∈ f(Ω). Тада постоjи функциjа F ∈ H(Ω) таква да jе f = cosF .

Доказ. Функциjа 1 − f2 jе холоморфна у Ω као композициjа таквих и важи 1 − f2 6= 0
у Ω. Према томе, можемо издвоjити њену холоморфну грану корена, тj. постоjи функциjа
g ∈ H(Ω) таква да jе 1− f2 = g2 у Ω. Одатле jе (f − ig)(f + ig) = 1 у области Ω. Функциjа
f + ig jе холоморфна у Ω као композициjа таквих и важи f + ig 6= 0 у Ω, тако да можемо
издвоjити њену холоморфну грану логаритма, тj. постоjи функциjа F ∈ H(Ω) таква да jе
f + ig = eiF у Ω. Како важи (f − ig)(f + ig) = 1 у области Ω, то jе и f − ig = e−iF у Ω.
Коначно jе f = f+ig+f−ig

2 = eiF+e−iF

2 = cosF+i sinF+cosF−i sinF
2 = cosF у области Ω, што jе и

требало доказати. �

Теорема. Нека jе Ω просто повезана област и f : Ω → C холоморфна функциjа, при
чему важи 0 /∈ f(Ω) и 1 /∈ f(Ω). Тада постоjи функциjа g ∈ H(Ω), таква да важи
f = 1

2 [1 + cosπ (cosπg)]. За такву функциjу g, слика g(Ω) не садржи диск полупречника 1.

Доказ. Функциjа 2f − 1 jе холоморфна у области Ω као композициjа таквих. Осим тога,
важи 2f − 1 6= −1 и 2f − 1 6= 1 у области Ω. На основу претходне леме постоjи функциjа
F̂ ∈ H(Ω) таква да jе 2f − 1 = cos F̂ . Нека jе F = 1

π F̂ . Тада jе F ∈ H(Ω) и 2f − 1 = cosπF
у области Ω. Како jе 2f − 1 6= ±1, то jе F 6= −1 и F 6= 1 у области Ω, па поновном
применом претходне леме закључуjемо да постоjи функциjа ĝ ∈ H(Ω), таква да jе F = cos ĝ.
Нека jе g = 1

π ĝ. Тада важи g ∈ H(Ω) и F = cosπg, тj. 2f − 1 = cosπ(cosπg). Следи
f = 1

2 [1 + cosπ (cosπg)]. Покажимо jош да слика g(Ω) не садржи диск полупречника 1.
Претпоставимо супротно да слика g(Ω) садржи неки диск полупречника 1, односно да jе
g(Ω) ⊃ D(w, 1) за неко w ∈ C. Нека jе A =

{
m± i

π ln
(
n+
√
n2 − 1

) ∣∣ m ∈ Z, n ∈ N
}
. Ако

jе a ∈ A произвољан елемент, тада jе a = m + i
πθ ln

(
n+
√
n2 − 1

)
за неке m ∈ Z, n ∈ N и

θ ∈ {−1, 1}. Важи cosπa = 1
2

[
eiπa + e−iπa

]
= 1

2

[
eiπm−θ ln(n+

√
n2−1) + e−iπm+θ ln(n+

√
n2−1)

]
=
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3.3. ТЕОРЕМА SCHOTTKY-JА

1
2(−1)m

[
e−θ ln(n+

√
n2−1) + eθ ln(n+

√
n2−1)

]
= 1

2(−1)m
[
n+
√
n2 − 1 + 1

n−
√
n2−1

]
= (−1)mn, па

jе cosπ(cosπa) = ±1. Из претходног jе 1
2 [1 + cosπ (cosπa)] = 0 или 1

2 [1 + cosπ (cosπa)] = 1
и како 0 /∈ f(Ω) и 1 /∈ f(Ω) то a /∈ g(Ω). Према томе, важи g(Ω) ∩ A = ∅. Тачке скупа A
формираjу правоугаону мрежу у комплексноj равни. Тачка w припада неком правоугаонику
из те мреже са теменима aj , j = 1, 2, 3, 4. Jедна страница тог правоугаоника има дужину
1, док jе друга дужине s = 1

π ln
(
n+ 1 +

√
(n+ 1)2 − 1

)
− 1

π ln
(
n+
√
n2 − 1

)
за неко n ∈ N.

Сада, приметимо да важи s = 1
π ln

1+ 1
n

+
√

1+ 2
n

1+
√

1− 1
n

6 1
π ln

(
1 + 1

n +
√

1 + 2
n

)
6 1

π ln
(
2 +
√

3
)
< 1.

Π1 Π2

Π3Π4

a1 a2

a3a4

w

1

s

Правоугаоник коме припада тачка w можемо поделити на четири подударна правоугаоника
Πj , j = 1, 2, 3, 4 коjи одговараjу теменима aj , j = 1, 2, 3, 4 тим редом. Тада jе w ∈ Πj за

неко j ∈ {1, 2, 3, 4} и нека jе a = aj . Сада jе a ∈ A и важи |a− w| 6
√(

1
2

)2
+
(
s
2

)2
< 1,

односно a ∈ D(w, 1) ⊂ g(Ω). Следи a ∈ g(Ω)∩A = ∅, што jе немогуће. Према томе, почетна
претпоставка jе погрешна, а самим тим g(Ω) не садржи диск полупречника 1. �

Претпоставимо да jе f цела функциjа, таква да 0 /∈ f(C) и 1 /∈ f(C). Тада, на основу
претходне теореме, постоjи функциjа g ∈ H(C), таква да jе f = 1

2 [1 + cosπ (cosπg)]. Осим
тога, слика g(C) не садржи диск полупречника 1. Раниjе смо показивали, као jедну од
последица Bloch-ове теореме, да слика целе, неконстантне функциjе садржи диск било коjег
полупречника и како g(C) не садржи диск полупречника 1, то jе g константна функциjа.
Самим тим jе и f константна функциjа. Приметимо да смо на оваj начин доказали малу
Picard-ову теорему. Наиме, нека jе f цела, неконстантна функциjа. Претпоставимо да скуп
C \ f(C) садржи бар две тачке. Нека jе a ∈ C \ f(C) и b ∈ C \ f(C) за неке a 6= b. Тада
jе h = f−a

b−a цела функциjа, при чему важи 0 /∈ h(C) и 1 /∈ h(C). Према претходном, h jе
константна функциjа. Одатле jе и f константна функциjа, што jе у контрадикциjи са нашом
претпоставком да f ниjе константна функциjа. Према томе, наша полазна претпоставка jе
погрешна, тако да скуп C \ f(C) садржи наjвише jедну тачку.

Лема. Ако jе cosπa = cosπb за a, b ∈ C, тада jе b = ±a+ 2n за неко n ∈ Z. За свако w ∈ C
постоjи z ∈ C такав да jе cosπz = w и |z| 6 1 + |w|.

Доказ. Важи cosπa − cosπb = 1
2

[
eiπa + e−iπa − eiπb − e−iπb

]
= 1

2

[
eiπa − eiπb − eiπa−eiπb

eiπ(a+b)

]
=

1
2

(
eiπa − eiπb

) (
1− 1

eiπ(a+b)

)
= eiπb

2

(
eiπ(a−b) − 1

) (
1− 1

eiπ(a+b)

)
= 0. Како jе exp(C) = C \ {0},

то из претходног добиjамо eiπ(a−b) = 1 или eiπ(a+b) = 1. Одатле jе a− b = 2m за неко m ∈ Z
или jе a + b = 2k за неко k ∈ Z. Следи b = a + 2(−m) или b = −a + 2k. Према томе, важи
b = ±a + 2n за неко n ∈ Z. Нека jе w произвољно одабран комплексан броj. Функциjа cos
пресликава поjас {−π 6 Re z 6 π} на комплексну раван C. Самим тим, постоjи z = x+ iy ∈
C такав да jе |x| 6 1 и cosπz = w. Нека jе ϕ(α) = shα−α. Тада jе ϕ растућа функциjа, jер jе
ϕ′(α) = chα−1 > 0. Према томе, за α > 0 важи ϕ(α) > ϕ(0) = 0, односно, shα > α и sh2 α >
α2. Ако jе α < 0, имамо − shα = sh(−α) > −α > 0, па jе sh2 α > α2. Дакле, за све α ∈ R
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3.3. ТЕОРЕМА SCHOTTKY-JА

важи sh2 α > α2. Сада jе |w|2 = | cosπz|2 = 1
4

∣∣eiπz + e−iπz
∣∣2 = 1

4

∣∣eiπxe−πy + e−iπxeπy
∣∣2 =

1
4 |e
−πy cosπx+ ie−πy sinπx+ eπy cosπx− ieπy sinπx|2 = |cosπx chπy − i sinπx shπy|2, па jе

|w|2 = cos2 πx ch2 πy+sin2 πx sh2 πy = cos2 πx
(
ch2 y − sh2 y

)
+cos2 πx sh2 πy+sin2 πx sh2 πy =

cos2 πx+ sh2 πy > sh2 πy > π2y2 > y2, тj. |w|2 > y2. Коначно jе |z| =
√
x2 + y2 6

√
1 + y2 6√

1 + |w|2 6 1 + |w|. Дакле, z ∈ C испуњава тражене услове. �

D
1 + εO

W

V
1

Нека jе f ∈ H(D) произвољно одабрана функциjа. Тада,
по дефинициjи, постоjи отворен скуп V , такав да jе V ⊃ D и
f ∈ H(V ). Скуп V c jе затворен, D jе компактан и важи V c∩D = ∅.
Следи d

(
V c,D

)
> 0. Нека jе ε произвољно узето такво да важи

d
(
V c,D

)
> ε > 0. ДискW = D(0, 1+ε) jе просто повезана област

у комплексноj равни. Одмах имамо да jе W ⊃ D. Покажимо да
jе W ⊂ V . Нека jе z ∈ W и претпоставимо да z ∈ V c. Тада
z /∈ D, па jе |z| > 1 и како z ∈ W , то jе 0 < |z| − 1 < ε. Добиjамо
ε < d

(
V c,D

)
6 d

(
z,D

)
6
∣∣∣z − z

|z|

∣∣∣ = |z| ·
∣∣∣1− 1

|z|

∣∣∣ = |z| ·
∣∣∣ |z|−1
|z|

∣∣∣ =

|z| · |z|−1
|z| = |z|−1 < ε, што jе немогуће. Дакле, мора бити z ∈ V и

самим тим jе W ⊂ V . Према томе, W jе просто повезана област,
f ∈ H(W ) и W ⊃ D. На основу претходног, таква, просто повезана област постоjи за сваку
функциjу f ∈ H(D). У наставку коjи следи, нека jе β > 0 произвољно одабрана константа
за коjу важи Bloch-ова теорема. На пример, можемо узети да jе β = 1

12 .

Теорема. Нека функциjа f ∈ H(D) испушта вредности 0 и 1. Тада постоjи функциjа
g ∈ H(D), таква да су испуњени услови
(1) f = 1

2 [1 + cosπ(cosπg)] и |g(0)| 6 3 + 2|f(0)|
(2) |g(z)| 6 |g(0)|+ θ

β(1−θ) за све z ∈ D[0, θ], θ ∈ (0, 1).

Доказ. Постоjи просто повезана област W , таква да jе f ∈ H(W ) и W ⊃ D. Тада функциjа
2f − 1 испушта вредности −1 и 1 у просто повезаноj области W . Самим тим, постоjи
функциjа F̃ ∈ H(W ), таква да jе 2f − 1 = cosπF̃ . На основу претходне леме, постоjи b ∈ C
такав да jе cosπb = 2f(0)− 1 и |b| 6 1 + |2f(0)− 1| 6 2 + 2|f(0)|. Опет, користећи претходну
лему, из jеднакости cosπb = 2f(0) − 1 = cosπF̃ (0), закључуjемо да jе b = ±F̃ (0) + 2k за
неко k ∈ Z. Нека jе F = ±F̃ + 2k. Тада jе F ∈ H(W ) и важи cosπF = cosπF̃ , тако да
jе 2f − 1 = cosπF и F (0) = ±F̃ (0) + 2k = b. Функциjа 2f − 1 испушта вредности −1 и
1 и како jе 2f − 1 = cosπF , то и функциjа F испушта вредности −1 и 1. Према томе,
постоjи функциjа g̃ ∈ H(W ), таква да jе F = cosπg̃. Сада постоjи a ∈ C, такав да jе
cosπa = b и |a| 6 1 + |b| 6 3 + 2|f(0)|. Следи cosπa = b = F (0) = cosπg̃(0) и самим
тим jе a = ±g̃(0) + 2m за неко m ∈ Z. Нека jе g = ±g̃ + 2m. Тада jе g ∈ H(W ), а тиме
jе и g ∈ H(D). Осим тога jе |g(0)| = | ± g̃(0) + 2m| = |a| 6 3 + 2|f(0)|. Такође, важи
cosπg = cosπg̃ = F , односно 2f − 1 = cosπF = cosπ(cosπF ), па jе f = 1

2 [1 + cosπ(cosπg)].
Како jе f = 1

2 [1 + cosπ(cosπg)], то на основу претходне теореме закључуjемо да слика g(W )
не садржи диск полупречника 1. Самим тим и g(D) не садржи диск полупречника 1. Нека
су θ ∈ (0, 1) и z ∈ D[0, θ] произвољно одабрани. Ако jе g′(z) = 0 одмах имамо да важи
β(1− θ)|g′(z)| 6 1. Зато, нека jе g′(z) 6= 0. Важи d (z, ∂D) > 1− θ. Нека jе s ∈ (0, d (z, ∂D))
произвољно одабрано. На основу последице Bloch-ове теореме, слика g(D) садржи диск
полупречника βs|g′(z)|, тако да jе βs|g′(z)| 6 1. Пустимо да s → d (z, ∂D) и добиjамо да jе
βd (z, ∂D) |g′(z)| 6 1. Следи β(1− θ)|g′(z)| 6 βd (z, ∂D) |g′(z)| 6 1. Дакле, за све z ∈ D[0, θ],
θ ∈ (0, 1) важи |g′(z)| 6 1

β(1−θ) . Осим тога, за такве z и θ имамо |g(z)−g(0)| =
∣∣∣∫[0,z] g

′(ζ)dζ
∣∣∣ 6∫

[0,z] |g
′(ζ)||dζ| 6 1

β(1−θ) |z| 6
θ

β(1−θ) , односно |g(z)| 6 |g(0)| + |g(z) − g(0)| 6 |g(0)| + θ
β(1−θ) .

Коначно jе |g(z)| 6 |g(0)|+ θ
β(1−θ) за све z ∈ D[0, θ], θ ∈ (0, 1), тако да функциjа g испуњава

све тражене услове. Овим jе доказ теореме завршен. �
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3.3. ТЕОРЕМА SCHOTTKY-JА

Ако jе w = u + iv произвољан комплексан броj, тада важи | cosw| = 1
2

∣∣eiw + e−iw
∣∣ =

1
2

∣∣e−veiu + eve−iu
∣∣ = 1

2 |e
−v(cosu+ i sinu) + ev(cosu− i sinu)| = |ch v cosu− i sh v sinu| =√

ch2 v cos2 u+ sh2 v sin2 u =
√(

ch2 v − sh2 v
)

cos2 u+ sh2 v cos2 u+ sh2 v sin2 u, а самим тим

jе | cosw| =
√

cos2 u+ sh2 v 6
√

1 + sh2 v = ch v = ev+e−v

2 6 e
√
u2+v2+e

√
u2+v2

2 = e
√
u2+v2 =

e|w|, тj. важи | cosw| 6 e|w|. Сада, на основу претходног, имамо да jе 1
2 |1 + cosw| 6

1+| cosw|
2 6 1+e|w|

2 6 e|w|, односно 1
2 |1 + cosw| 6 e|w|. Претходно доказане неjеднакости

користимо у наредноj теореми. Пре тога, за r > 0 и θ ∈ (0, 1) дефинишемо фамилиjу
S(r) =

{
f ∈ H(D)

∣∣ |f(0)| 6 r и f испушта вредности 0 и 1
}

и дефинишемо одговараjућу

функциjу L(θ, r) = exp
[
π expπ

(
3 + 2r + θ

β(1−θ)

)]
.

Теорема (Schottky). Ако f ∈ S(r) важи |f(z)| 6 L(θ, r) за све z ∈ D[0, θ], θ ∈ (0, 1).

Доказ. Како f ∈ S(r), то f ∈ H(D) и функциjа f испушта вредности 0 и 1. На основу
претходне теореме постоjи функциjа g ∈ H(D), таква да важи f = 1

2 [1 + cosπ(cosπg)],
|g(0)| 6 3 + 2|f(0)| и |g(z)| 6 |g(0)| + θ

β(1−θ) за све z ∈ D[0, θ], θ ∈ (0, 1). Приметимо да jе
|g(0)| 6 3+2|f(0)| 6 3+2r и |g(z)| 6 |g(0)|+ θ

β(1−θ) 6 3+2r+ θ
β(1−θ) за све z ∈ D[0, θ], θ ∈ (0, 1).

Следи да за све z ∈ D[0, θ], θ ∈ (0, 1) важи неjеднакост |f(z)| = 1
2 |1 + cosπ(cosπg(z))| 6

eπ| cosπg(z)| 6 eπe
π|g(z)|

6 eπe
π

(
3+2r+ θ

β(1−θ)

)
, тj. |f(z)| 6 L(θ, r), што jе и требало доказати. �

Нека jе a ∈ C \ {0, 1} произвољан. Узмимо да jе R(a) = 3L
(

1
2 , |a|

)
> 0 и докажимо

да не постоjи функциjа f ∈ H
(
D(0, R(a))

)
, таква да jе f(0) = a и f ′(0) = 1, при чему f

испушта вредности 0 и 1. Наиме, претпоставимо супротно, да постоjи таква функциjа f .
Нека jе g(z) = f(R(a)z). Тада jе g ∈ H(D) и функциjа g такође испушта вредности 0 и 1.
Приметимо да jе g(0) = f(0) = a и g′(z) = R(a)f ′(z), односно важи g′(0) = R(a)f ′(0) = R(a).
Функциjа |g| jе непрекидна и на компакту D

[
0, 1

2

]
достиже своj максимум у некоj тачки

z0 ∈ D
[
0, 1

2

]
. Применом претходне теореме закључуjемо да jе |g(z0)| 6 L

(
1
2 , |a|

)
= 1

3R(a).
Нека jе γ = ∂D

[
0, 1

2

]
. Применом Cauchy-jеве интегралне формуле добиjамо да jе R(a) =

|R(a)| = |g′(0)| =
∣∣∣ 1

2πi

∫
γ
g(z)
z2
dz
∣∣∣ 6 1

2π

∫
γ
|g(z)|
|z|2 |dz| 6

|g(z0)|
2π

∫
γ
|dz|
|z|2 = |g(z0)|

2π · 4 · 2π · 1
2 = 2|g(z0)|,

тj. 1
2R(a) 6 |g(z0)|. Следи 1

2R(a) 6 |g(z0)| 6 1
3R(a), што jе немогуће, jер jе R(a) > 0. Према

томе, из добиjене контрадикциjе, закључуjемо да не постоjи таква функциjа f .

27

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Глава 4

Теорема Montel-а и њене последице

4.1 Компактна конвергенциjа. Теореме Montel-а и Vitali-jа

Могућност издваjања конвергентог подниза из неког низа функциjа jесте од изузетног
значаjа за комплексну теориjу функциjа. Наравно, издваjање конвергентног подниза и тип
те конвергенциjе зависе од особина полазног низа функциjа. У овоj глави jе од посебног
интереса компактна конвергенциjа, као и локална ограниченост неког низа функциjа.

Ако jе (zn) ограничен низ у C, тада постоjи R > 0 такво да jе zn ∈ D[0, R] за све
n ∈ N. Према томе, (zn) jе низ тачака из компакта D[0, R] и самим тим можемо издвоjити
његов конвергентан подниз. У наставку, нека jе Ω област у комплексноj равни. (∗) Ако
су fn : Ω → C, n ∈ N функциjе са своjством да jе низ (fn(z)) ограничен за све z ∈ Ω
и A ⊂ Ω преброjив скуп, тада постоjи подниз (gn) низа (fn), такав да jе низ (gn(a))
конвергентан за све a ∈ A. Наиме, A jе преброjив скуп и нека jе A = {a1, a2, . . .}. Низ
(fn(a1)) jе ограничен, тако да можемо издвоjити његов конвергентан подниз (f1n(a1)). Сада
jе (f1n(a2)) jедан ограничен низ, па можемо издвоjити његов конвергентан подниз (f2n(a2)).
Индуктивно настављамо претходни поступак. На таj начин добиjамо низове (fmn)∞n=1,
m ∈ N, при чему jе (fmn(am))∞n=1 конвергентан низ за све m ∈ N. Такође, низ (fmn)∞n=1

jе подниз низа (fm−1,n)∞n=1 за све m > 2 и (f1n) jе подниз низа (fn). Нека jе gn = fnn за
све n ∈ N. По конструкциjи, низ (gn) jесте подниз низа (fn). Нека jе am ∈ A призвољан
елемент. Приметимо да jе низ (gn(am))∞n=m подниз конвергентног низа (fmn(am))∞n=1, па
jе и он конвергентан. Следи, низ (gn(am))∞n=1 jе конвергентан. Према томе, подниз (gn)
испуњава тражене услове. За фамилиjу функциjа F ⊂ H(Ω) кажемо да jе ограничена у
A ⊂ Ω ако постоjи константа M > 0 таква да jе |f |A 6M за све f ∈ F (или, еквивалентно,
ако jе sup

{
|f |A

∣∣ f ∈ F} < ∞). Фамилиjа F jесте локално ограничена у области Ω ако
за свако z ∈ Ω постоjи отворен скуп V , такав да важи z ∈ V ⊂ Ω и фамилиjа F jе
ограничена у V . Одмах закључуjемо да ако jе фамилиjа F ограничена у Ω, тада jе она
и локално ограничена у Ω. (?) Фамилиjа F jе локално ограничена у Ω ако и само ако jе
ограничена у сваком компакту K ⊂ Ω. Наjпре, претпоставимо да jе фамилиjа F локално
ограничена у Ω и нека jе K ⊂ Ω неки компакт. За произвољно z ∈ K постоjи отворен
скуп Vz такав да jе z ∈ Vz ⊂ Ω и фамилиjа F jе ограничена у Vz. Важи

⋃
z∈K Vz ⊃ K и

из овог отвореног покривача можемо издвоjити коначан потпокривач
⋃n
j=1 Vzj ⊃ K. За све

j = 1, 2, . . . , n фамилиjа F jе ограничена у Vzj , тако да постоjи константа Mj > 0, таква да
jе |f |Vzj 6Mj за све f ∈ F . Нека jе M = max

1 6 j 6 n
Mj . Тада jе |f |K 6M за све f ∈ F . Према

томе, фамилиjа F jе ограничена у K. Са друге стране, претпоставимо да jе фамилиjа F
ограничена у сваком компакту K ⊂ Ω и покажимо да jе она локално ограничена у Ω. Нека
jе z ∈ Ω произвољно одабран. Тада jе D[z, r] ⊂ Ω за неко r > 0. Скуп D[z, r] jе компактан,
па jе фамилиjа F ограничена у њему и самим тим она jе ограничена у D(z, r). Диск D(z, r)
jе отворен скуп и важи z ∈ D(z, r) ⊂ Ω. На оваj начин смо доказали и оваj смер, тако да

28

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



4.1. КОМПАКТНА КОНВЕРГЕНЦИJА. ТЕОРЕМЕ MONTEL-А И VITALI-JА

важи (?). Такође, кажемо да jе низ функциjа (fn) из H(Ω) (локално) ограничен у Ω ако
jе фамилиjа функциjа F =

{
fn
∣∣ n ∈ N

}
(локално) ограничена у Ω. Претходно доказана

своjства користимо у даљим разматрањима.

Дефинициjа. За низ функциjа (fn) кажемо да компактно конвергира у области Ω ако
равномерно конвергира на компактним подскуповима од Ω. ♠

Лема. Нека jе F ⊂ H(Ω) локално ограничена фамилиjа функциjа у области Ω, c ∈ Ω и
ε > 0. Тада постоjи δ > 0 тако да jе D(c, δ) ⊂ Ω и |f(z) − f(w)| < ε за све f ∈ F и све
z, w ∈ D(c, δ).

D(c, r)

D

c
r

2rz

w

ζ

Доказ. Како jе c ∈ Ω то постоjи r > 0 тако да jе D[c, 2r] ⊂ Ω.
Нека jе D = D(c, 2r). Применом Cauchy-jеве интегралне формуле,
за произвољне z, w ∈ D(c, r) и произвољно f ∈ F , добиjамо да важи
|f(z) − f(w)| =

∣∣∣ 1
2πi

∫
∂D

(
f(ζ)
ζ−z −

f(ζ)
ζ−w

)
dζ
∣∣∣ = |z−w|

2π

∣∣∣∫∂D f(ζ)
(ζ−z)(ζ−w)dζ

∣∣∣ 6
|z−w|

2π

∫
∂D

|f(ζ)|
|(ζ−z)(ζ−w)| |dζ| 6

|z−w|
2π · |f |D ·

1
r2
· 2π · 2r = 2

r |f |D|z − w|
(искористили смо да за тачку ζ ∈ ∂D важи |ζ − z| > |ζ| − |z| =
2r−|z| > r и слично jе |ζ−w| > r). Нека jеM = 2

r sup
{
|f |D

∣∣ f ∈ F}.
Ако jе M = 0 можемо узети да jе δ = 2r и како jе тада f = 0 на D
за све f ∈ F , то тривиjално следи тражени резултат. Нека jе зато
M > 0. На основу (?), фамилиjа F jе ограничена у компакту D, па jе M < ∞. Нека jе
δ = min

{
ε

2M , r
}
. Покажимо да овако изабрано δ испуњава тражени услов. Нека су z, w ∈

D(c, δ) и f ∈ F произвољно одабрани. Важи D(c, δ) ⊂ D(c, r) и |z−w| 6 |z−c|+ |c−w| < 2δ,
па jе на основу претходног |f(z)− f(w)| 6 2

r |f |D|z − w| 6 M |z − w| < 2Mδ 6 2M · ε
2M = ε,

што jе заправо и требало доказати. �

За низ функциjа fn : X → C, n ∈ N, где jе (X, d) метрички простор, кажемо да
непрекидно конвергира у X ако за сваки конвергентан низ тачака (xn) у простору X,
важи да jе (fn(xn)) такође, jедан конвергентан низ. У наставку, претпостављамо да низ
функциjа (fn) непрекидно конвергира у простору X. Ако jе x ∈ X произвољна тачка,
тада jе константан низ xn = x, n ∈ N конвергентан, тj. важи lim

n→∞
xn = x. Сада jе и

(fn(xn)) конвергентан низ и нека jе f(x) = lim
n→∞

fn(xn) = lim
n→∞

fn(x). Како ово важи за
све x ∈ X, то низ функциjа (fn) конвергира тачка по тачка ка функциjи f у простору X.
Нека jе (xn) прозвољно одабран низ тачака из X такав да jе lim

n→∞
xn = x. Покажимо

да jе тада lim
n→∞

fn(xn) = x. Нека jе x′2n−1 = x и x′2n = x2n за све n ∈ N. Тада jе
lim
n→∞

x′n = x и самим тим jе (fn(x′n)) конвергентан низ. Како jе f2n−1(x′2n−1) = f2n−1(x)

за све n ∈ N, то jе (f2n−1(x)) подниз конвергентног низа (fn(x′n)). Знамо да jе lim
n→∞

fn(x) =

f(x), па jе lim
n→∞

f2n−1(x) = f(x), тако да jе, на основу претходног, lim
n→∞

fn(x′n) = f(x).
Следи lim

n→∞
f2n(x2n) = lim

n→∞
f2n(x′2n) = f(x) и како jе (f2n(x2n)) подниз конвергентног низа

(fn(xn)), то jе lim
n→∞

fn(xn) = f(x), што jе и требало показати. Дакле, за произвољан низ
тачака (xn) из простора X, такав да jе lim

n→∞
xn = x, важи lim

n→∞
fn(xn) = f(x). Осим

тога, нека jе (fnk) подниз низа (fn). Дефинишимо низ (x′m) на следећи начин: x′m = x1

за 1 6 m 6 n1, x′m = xk за nk−1 < m 6 nk и све k > 2. Тада jе lim
m→∞

x′m = x, па

jе lim
m→∞

fm(x′m) = f(x). Низ
(
fnk(x′nk)

)
jе подниз низа (fm(x′m)) и одатле добиjамо да jе

lim
k→∞

fnk(xk) = lim
k→∞

fnk
(
x′nk
)

= f(x). Према томе, за произвољан подниз (fnk) низа (fn),

важи lim
k→∞

fnk(xk) = f(x). Са друге стране, гранична функциjа f jе непрекидна, без обзира
да ли су функциjе fn, n ∈ N непрекидне. Наиме, нека jе x ∈ X произвољна тачка и
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4.1. КОМПАКТНА КОНВЕРГЕНЦИJА. ТЕОРЕМЕ MONTEL-А И VITALI-JА

(xn) произвољан низ тачака из простора X такав да jе lim
n→∞

xn = x. Такође, нека jе ε > 0

произвољно. Како jе lim
n→∞

fn(x1) = f(x1), то постоjи n1 ∈ N такав да jе |fn1(x1)− f(x1)| < ε
2 .

Слично, из lim
n→∞

fn(x2) = f(x2), закључуjемо да постоjи природан броj n2 > n1, такав да jе
|fn2(x2)− f(x2)| < ε

2 . Настављамо индуктивно претходни поступак и добиjамо подниз (fnk)
низа (fn) такав да jе |fnk(xk)− f(xk)| < ε

2 за све k ∈ N. Тада jе lim
k→∞

fnk(xk) = f(x),

тако да постоjи k0 ∈ N, такво да jе |fnk(xk)− f(x)| < ε
2 за све k > k0. Коначно, за

k > k0 имамо да важи |f(xk)− f(x)| 6 |f(xk)− fnk(xk)| + |fnk(xk)− f(x)| < ε
2 + ε

2 = ε.
Следи lim

k→∞
f(xk) = f(x), односно функциjа f jе непрекидна у тачки x ∈ X и како jе

x произвољно одабрана тачка из простора X, то jе f непрекидна функциjа. Покажимо
jош jедно важно своjство непрекидне конвергенциjе, а то jе да непрекидна конвергенциjа
повлачи компактну конвергенциjу. (N) Ако низ функциjа (fn) непрекидно конвергира у X,
тада он компактно конвергира у X. На основу претходног, низ функциjа (fn) конвергира
тачка по тачка ка некоj функциjи f у простору X. Осим тога, f jе непрекидна функциjа.
Нека jе K ⊂ X произвољно одабран компакт. Покажимо да jе тада fn ⇒ f (n → ∞) на
K. Претопставимо супротно, да низ функциjа (fn) не конвергира равномерно на компакту
K ка функциjи f . Тада постоjи ε > 0, такво да за свако n0 ∈ N постоjи n > n0, тако да
важи |fn − f |K > ε. Самим тим, постоjи (nk) строго растући низ природних броjева, такав
да jе |fnk − f |K > ε за све k ∈ N. Специjално, за свако k ∈ N, постоjи xnk ∈ K, такав
да jе |fnk (xnk)− f (xnk)| > ε. Низ (xnk) jесте низ тачака из компакта K, па постоjи његов
конвергентан подниз

(
xnkj

)
, односно, важи lim

j→∞
xnkj = x ∈ K. Тада jе lim

j→∞
fj

(
xnkj

)
= f(x)

и низ
(
fnkj

)
jесте подниз низа (fn). Следи lim

j→∞
fnkj

(
xnkj

)
= f(x). Како jе f непрекидна

функциjа, то jе lim
j→∞

f
(
xnkj

)
= f(x). Из претходног jе lim

j→∞

(
fnkj

(
xnkj

)
− f

(
xnkj

))
= 0,

што jе немогуће, jер jе
∣∣∣fnkj (xnkj)− f (xnkj)∣∣∣ > ε за све j ∈ N. Из добиjене контрадикциjе

закључуjемо да jе fn ⇒ f (n → ∞) на K. Како ово важи за сваки компакт K ⊂ X, то
низ функицjа (fn) компактно конвергира у простору X. Са друге стране, важи и обрнуто
под jедном додатном претпоставком. (H) Ако низ функциjа (fn) компактно конвергира
у простору X ка функциjи f и ако jе f непрекидна функциjа, тада низ (fn) непрекидно
конвергира у простору X. Наиме, нека jе (xn) конвергентан низ у простору X, тj. важи
lim
n→∞

xn = x. Тада jе K =
{
xn
∣∣ n ∈ N

}
∪ {x} компактан скуп. Нека jе ε > 0 произвољно

одабрано. Тада постоjи природан броj n1, такав да jе |fn(y)− f(y)| < ε
2 за све n > n1 и све

y ∈ K. Специjално jе |fn(xn)− f(xn)| < ε
2 за све n > n1. Како jе f непрекидна функциjа, то

jе lim
n→∞

f(xn) = f(x), тако да постоjи природан броj n2, такав да jе |f(xn)− f(x)| < ε
2 за све

n > n2. Нека jе n0 = max {n1, n2}. Тада за све n > n0 важи |fn(xn) − f(x)| < ε. Добиjамо
да jе lim

n→∞
fn(xn) = f(x). Према томе, низ (fn) непрекидно конвергира у простору X.

Теорема (Montel). Нека jе (fn) низ функциjа изH(Ω) коjи jе локално ограничен у области
Ω. Тада постоjи његов подниз коjи компактно конвергира у Ω.

Доказ. Нека jе A = (Q + iQ) ∩ Ω. Тада jе A преброjив скуп коjи jе густ у области Ω.
Како jе низ функциjа (fn) локално ограничен у Ω, то jе низ (fn(z)) ограничен за све z ∈ Ω.
Применом (∗) добиjамо да постоjи подниз (gn) низа (fn), такав да jе (gn(a)) конвергентан
низ за све a ∈ A. Покажимо да низ (gn) непрекидно конвергира у области Ω. Наиме, нека
jе (zn) низ тачака из Ω, коjи конвергира у Ω, тj. важи lim

n→∞
zn = b ∈ Ω. Такође, нека jе

ε > 0 произвољно одабрано. Применом претходне леме добиjамо да постоjи δ > 0 такво да
jе D(b, δ) ⊂ Ω и |fn(z)− fn(w)| < ε

3 за све n ∈ N и све z, w ∈ D(b, δ). Самим тим, тада важи
|gn(z)− gn(w)| < ε

3 за све n ∈ N и све z, w ∈ D(b, δ). Постоjи n1 ∈ N такав да jе zn ∈ D(b, δ)
за све n > n1. Скуп A jе густ у Ω, па jе A ∩D(b, δ) 6= ∅ и самим тим постоjи неки елемент
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4.1. КОМПАКТНА КОНВЕРГЕНЦИJА. ТЕОРЕМЕ MONTEL-А И VITALI-JА

a ∈ A∩D(b, δ). Низ (gn(a)) jе конвергентан, а тиме и Cauchy-jев низ, тако да постоjи n2 ∈ N
такав да jе |gm(a) − gn(a)| < ε

3 за све m,n > n2. Нека jе n0 = max {n1, n2}. Тада за све
m,n > n0 важи |gm(zm) − gn(zn)| 6 |gm(zm) − gm(a)| + |gm(a) − gn(a)| + |gn(a) − gn(zn)| <
ε
3 + ε

3 + ε
3 = ε. Према томе, низ (gn(zn)) jесте Cauchy-jев низ у C, па jе он и конвергентан

у C. Дакле, низ функциjа (gn) непрекидно конвергира у области Ω. На основу (N) низ
функциjа (gn) компактно конвергира у области Ω. Тиме jе доказ завршен. �

Последица (Montel-ов критериjум конвергенциjе). Нека jе (fn) низ функциjа из
H(Ω) коjи jе локално ограничен у области Ω и нека jе f ∈ H(Ω). Претпоставимо да сваки
подниз низа (fn) коjи компактно конвергира у Ω конвергира ка функциjи f . Тада низ
функциjа (fn) компактно конвергира у Ω ка функциjи f .

Доказ. Претпоставимо супротно, тj. да низ функциjа (fn) не конвергира компактно у
области Ω ка функциjи f . Тада постоjи компакт K ⊂ Ω, такав да низ функциjа (fn) не
конвергира равномерно ка функциjи f на компакту K. Следи да постоjи ε > 0, такво да
за свако n0 ∈ N постоjи природан броj n > n0, такав да jе |fn − f |K > ε. Самим тим,
постоjи подниз (fnk) низа (fn), такав да jе |fnk − f |K > ε за све k ∈ N. Низ (fnk) jесте
локално ограничен у Ω, па применом Montel-ове теореме добиjамо да постоjи његов подниз(
fnkj

)
коjи компактно конвергира у области Ω. Према претпоставци мора бити fnkj ⇒ f

(j → ∞) на K. Међутим, са друге стране имамо да jе
∣∣∣fnkj − f ∣∣∣K > ε за све j ∈ N. Ово jе

контрадикциjа, тако да низ функциjа (fn) компактно конвергира у Ω ка функциjи f . �

Претпоставимо да jе (fn) низ функциjа из H(Ω) коjи компактно конвергира у области
Ω ка функциjи f . Покажимо да jе тада f ∈ H(Ω). Наjпре, функциjе fn су холоморфне,
а тиме и непрекидне у K. Нека jе K ⊂ Ω произвољно одабран компактан скуп. Тада
jе fn ⇒ f (n → ∞) на K, па jе функциjа f непрекидна у K. Како ово важи за сваки
компакт K ⊂ Ω, то jе функциjа f непрекидна у Ω. Са друге стране, нека jе ∆ произвољан
троугао садржан у области Ω. Тада jе ∆ компактан скуп и важи fn ⇒ f (n → ∞)
на ∆. Функциjа fn jе холоморфна у Ω, па jе

∫
∂∆ fn(z)dz = 0 за све n ∈ N. Важи∫

∂∆ f(z)dz =
∫
∂∆ lim

n→∞
fn(z)dz = lim

n→∞

∫
∂∆ fn(z)dz = 0. Дакле, функциjа f jе непрекидна

у области Ω и за сваки троугао ∆ ⊂ Ω, важи
∫
∂Ω f(z)dz = 0, тако да jе на основу Morera-ине

теореме f ∈ H(Ω) што jе и требало показати.

Теорема (Vitali). Нека jе (fn) низ функциjа из H(Ω) коjи jе локално ограничен у области
Ω и нека скуп A =

{
z ∈ Ω

∣∣ постоjи lim
n→∞

fn(z) у C
}
има тачку нагомилавања у Ω. Тада низ

(fn) компактно конвергира у области Ω.

Доказ. Нека су (gn) и (hn) произвољно одабрани поднизови низа (fn) коjи компактно
конвергираjу у области Ω. Затим, нека jе g гранична функциjа низа (gn) и h гранична
функциjа низа (hn). Тада су g и h холоморфне функциjе у Ω. Осим тога, за произвољну
тачку z ∈ A важи g(z) = lim

n→∞
gn(z) = lim

n→∞
fn(z) = lim

n→∞
hn(z) = h(z). Из претходног, имамо

да jе g = h у A, па jе на основу теореме jединости g = h у Ω. Према томе, сваки подниз низа
(fn) коjи компактно конвергира у Ω конвергира ка функциjи g ∈ H(Ω). Применом Montel-
овог критериjума конвергенциjе добиjамо да низ функциjа (fn) компактно конвергира у
области Ω. �

Лема. Нека jе F фамилиjа непрекидних функциjа f : Ω→ C, тако да jе скуп
{
f(z)

∣∣ f ∈ F}
ограничен за сваку тачку z из области Ω. Тада постоjи област S ⊂ Ω, таква да jе фамилиjа{
f
∣∣
S

}
f∈F локално ограничена у S.
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4.1. КОМПАКТНА КОНВЕРГЕНЦИJА. ТЕОРЕМЕ MONTEL-А И VITALI-JА

K1

K2

K3

K4

Доказ. Претпоставимо супротно, тj. да не постоjи таква подобласт
S ⊂ Ω. Тада фамилиjа F ниjе локално ограничена у Ω и самим
тим постоjи z1 ∈ Ω и функциjа f1 ∈ F , такви да важи |f1(z1)| > 1.
Следи z1 ∈ Ω ∩ f−1

1 (C \D[0, 1]). Скуп f−1
1 (C \D[0, 1]) jе отворен,

jер jе f1 непрекидна функциjа, па jе и Ω∩ f−1
1 (C \D[0, 1]) отворен

скуп, као пресек два таква. Постоjи r1 > 0 тако да jе D[z1, r1] ⊂
Ω∩ f−1

1 (C \D[0, 1]). Скуп K1 = D[z1, r1] jе непразан и компактан.
Осим тога, важи |f1(z)| > 1 за све z ∈ K1. Фамилиjа функциjа{
f
∣∣
D(z1,r1)

}
f∈F

ниjе локално ограничена у диску D(z1, r1), па

постоjи z2 ∈ D(z1, r1) и функциjа f2 ∈ F , такви да jе |f2(z2)| > 2.
Важи z2 ∈ D(z1, r1)∩ f−1

2 (C \D[0, 2]), при чему jе D(z1, r1)∩ f−1
2 (C \D[0, 2]) отворен скуп,

као пресек таквих и имамо да постоjи r2 > 0 тако да jеD[z2, r2] ⊂ D(z1, r1)∩f−1
2 (C \D[0, 2]).

Нека jе K2 = D[z2, r2] (ово jе jедан компактан и непразан скуп). Приметимо да jе |f2(z)| > 2
за све z ∈ K2. Настављаjући индуктивно претходни поступак добиjамо низ (fn) функциjа
из F и низ компактних, непразних скупова K1 ⊃ K2 ⊃ . . . садржаних у Ω, при чему
jе |fn(z)| > n за све z ∈ Kn и све n ∈ N. Ако би било

⋂∞
n=1Kn = ∅, имали би да

jе
⋃∞
n=1K

c
n = C ⊃ K1. Ово jе отворени покривач компакта K1, па можемо издвоjити

коначан потпокривач
⋃m
j=1K

c
nj ⊃ K1, за неке природне броjеве n1 < · · · < nm. Тада jе

K1 ⊃ · · · ⊃ Knm , односно Kc
1 ⊂ · · · ⊂ Kc

nm , тако да jе Kc
nm ⊃ K1. Како jе K1 ⊃ Knm , то

jе Kc
nm ⊃ Kc

1. Из претходног добиjамо да jе Kc
nm = C, односно Knm = ∅, што jе немогуће.

Према томе, мора бити
⋂∞
n=1Kn 6= ∅. Нека jе z ∈

⋂∞
n=1Kn произвољан елемент. Тада jе

|fn(z)| > n за све n ∈ N и самим тим, скуп
{
f(z)

∣∣ f ∈ F} ниjе ограничен, контрадикциjа.
Дакле, почетна претпоставка jе погрешна, тако да постоjи област S ⊂ Ω, таква да jе
фамилиjа

{
f
∣∣
S

}
f∈F локално ограничена у S. �

Теорема. Нека jе (fn) низ функциjа из H(Ω) коjи конвергира тачка по тачка у области Ω
ка функциjи f . Тада постоjи отворен скуп V ⊂ Ω коjи jе густ у Ω, такав да низ функциjа
(fn) компактно конвергира у V ка функциjи f и важи f ∈ H(V ).

Доказ. Функциjе fn су холоморфне, а тиме и непрекидне у области Ω. Важи lim
n→∞

fn(z) =

f(z) за све z ∈ Ω, па jе (fn(z)) конвергентан низ за z ∈ Ω. Одатле jе низ (fn(z)) ограничен
за све z ∈ Ω. Нека jе S =

{
S ⊂ Ω

∣∣ S jе област
}
фамилиjа подобласти од Ω. Ако S ∈ S

тада на основу претходне леме постоjи подобласт S′ ⊂ S таква да jе низ
(
fn
∣∣
S′

)
локално

ограничен у S′ (приметимо да ако jе S 6= ∅, на основу претходне леме можемо узети да jе
S′ 6= ∅). Узмимо да jе V =

⋃
S∈S S

′. Скуп V jе отворен као униjа таквих и важи V ⊂ Ω.
Нека jе D(z, r) ⊂ Ω произвољан диск. Тада jе S = D(z, r) ∈ S, па постоjи одговараjућа
подобласт S′ ⊂ D(z, r) и S′ 6= ∅. Следи V ∩D(z, r) ⊃ S′ 6= ∅, односно V ∩D(z, r) 6= ∅. Како
ово важи за произвољан диск садржан у области Ω, то jе V густ у Ω. За произвољно S ∈ S
низ

(
fn
∣∣
S′

)
jе локално ограничен у S′ и

{
z ∈ S′

∣∣ постоjи lim
n→∞

fn(z) у C
}

= S′. Применом
теореме Vitali-jа добиjамо да низ функциjа (fn) компактно конвергира у S′ ка функциjи
f и одатле jе f ∈ H(S′). Добили смо да важи f ∈ H(S′) за све S ∈ S, па jе f ∈ H(V ).
Покажимо jош да низ (fn) компактно конвергира у V ка функциjи f . Нека jе K ⊂ V
произвољно одабран компактан скуп. Ако jе z ∈ K ⊂ V =

⋃
S∈S S

′, тада постоjи нека
област Sz ∈ S, таква да z ∈ S′z. Како jе S′z такође област, то постоjи rz > 0 такво да jе
D[z, rz] ⊂ S′z. Низ функциjа (fn) компактно конвергира у S′z ка функциjи f и D[z, rz] jе
компакт, па jе fn ⇒ f (n → ∞) на S′z. Важи

⋃
z∈K D(z, rz) ⊃ K и како jе ово отворени

покривач компакта, то можемо издвоjити коначан потпокривач
⋃m
j=1D

(
zj , rzj

)
⊃ K. Сада

jе fn ⇒ f (n → ∞) на D
(
zj , rzj

)
за све j = 1, . . . ,m. Нека jе ε > 0 произвољно узето.

Тада за све j = 1, . . . ,m постоjи nj ∈ N, такав да jе |fn(z) − f(z)| < ε за све n > nj и
све z ∈ D

(
zj , rzj

)
. Нека jе n0 = max

1 6 j 6 m
nj . Тада за све n > n0 и све z ∈

⋃m
j=1D

(
zj , rzj

)
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4.2. НОРМАЛНЕ ФАМИЛИJЕ

важи |fn(z) − f(z)| < ε. Према томе, имамо да jе fn ⇒ f (n → ∞) на K и како ово важи
за сваки компакт K ⊂ V , то низ функциjа (fn) компактно конвергира у V ка функциjи f . �

Претходну теорему можемо размотрити и на нешто другачиjи начин. Наиме, нека
jе W произвољно одабран отворен скуп, такав да jе W ⊂ Ω. За z ∈ W низ (fn(z)) jе
конвергентан, а тиме и ограничен, тако да постоjи N ∈ N, такав да jе fn(z) ∈ D[0, N ] за све
n ∈ N. Тада jе z ∈ |fn|−1 ([0, N ]) за све n ∈ N, односно z ∈

⋂∞
n=1 |fn|−1 ([0, N ]). Добиjамо

да важи z ∈
⋃∞
N=1

⋂∞
n=1 |fn|−1 ([0, N ]). Како ово важи за произвољну тачку z ∈ W , то

jе W =
⋃∞
N=1

(⋂∞
n=1 |fn|−1 ([0, N ]) ∩W

)
. Скуп W jе затворен у комплетном метричком

простору C, па jе и он комплетан. Према Baire-овоj теореми о категориjи, комплетан
метрички простор не може бити преброjива униjа нигде густих скупова (скуп jе нигде
густ, ако његово затворење има празну унутрашњост). Самим тим, постоjи природан броj
N(W ), такав да затворење скупа

⋂∞
n=1 |fn|−1 ([0, N(W )]) ∩W има непразну унутрашњост.

Функциjе |fn| су непрекидне, тако да jе сваки од скупова |fn|−1 ([0, N(W )]) затворен. Према
томе, скуп

⋂∞
n=1 |fn|−1 ([0, N(W )]) ∩ W jе затворен као пресек таквих. Следи да скуп⋂∞

n=1 |fn|−1 ([0, N(W )]) ∩ W има непразну унутрашњост, па он садржи неки диск D(W ).
Приметимо да jе |fn|D(W ) 6 N(W ), n ∈ N. Нека jе V =

⋃{
D(W )

∣∣W jе отворен и W ⊂ Ω
}
.

Покажимо да овако дефинисани скуп V испуњава све тражене услове. Наjпре, скуп V
jе отворен као униjа таквих и важи V ⊂ Ω. Нека jе D(z, r) произвољан диск у садржан
у области Ω. Скуп W = D

(
z, r2
)
jе отворен и важи W ⊂ D(z, r) ⊂ Ω. Добиjамо да jе

V ∩ D(z, r) ⊃ V ∩ W ⊃ D(W ) 6= ∅, односно, V ∩ D(z, r) 6= ∅. Дакле, скуп V jе густ у
области Ω. Нека jе K ⊂ V компактан скуп. Тада можемо издвоjити коначан потпокривач
K ⊂

⋃m
j=1D(Wj). Важи |fn|D(Wj) 6 N(Wj) за све n ∈ N и све j = 1, . . . ,m. Узмимо да jе

M = max
{
N(Wj)

∣∣ j = 1, . . . ,m
}
и добиjамо да jе |fn|K 6 M за све n ∈ N, тj. низ (fn) jе

ограничен у компакту K. Ово важи за сваки компакт K ⊂ V , тако да jе низ функциjа (fn)

локално ограничен у V . Нека jе D ⊂ V диск. Тада jе
{
z ∈ D

∣∣ постоjи lim
n→∞

fn(z) у C
}

= D

и према теореми Vitali-jа низ (fn) компактно конвергира у Ω ка функциjи f и самим тим,
важи f ∈ H(D). Специjално jе f ∈ H(D(W )) за сваки отворен скуп W , такав да jе
W ⊂ Ω. Следи f ∈ H(V ). Нека jе K ⊂ V компакт. За свако z ∈ K постоjи rz > 0,
тако да jе D(z, rz) ⊂ V . Из отвореног покривача K ⊂

⋃
z∈K D(z, rz/2) можемо издвоjити

коначан потпокривач K ⊂
⋃m
j=1D(zj , rzj/2). Тада jе D[zj , rzj/2] компакт садржан у диску

D(zj , rzj ) ⊂ V у коjем низ (fn) компактно конвергира ка функциjи f , па jе fn ⇒ f (n→∞)
на D[zj , rzj/2], а тиме jе fn ⇒ f (n → ∞) на D(zj , rzj/2) и ово важи за све j = 1, . . . ,m.
Следи fn ⇒ f (n→∞) на K. Дакле, низ (fn) компактно конвергира у V ка f .

4.2 Нормалне фамилиjе

Дефинициjа. За фамилиjу F ⊂ H(Ω) кажемо да jе нормална у области Ω ако сваки низ
функциjа из F има подниз коjи компактно конвергира у Ω. ♠

Став. Фамилиjа F ⊂ H(Ω) jе нормална у Ω ако и само ако jе локално ограничена у Ω.

Доказ. Наjпре, претпоставимо да jе фамилиjа F нормална у области Ω и треба показати
да jе она локално ограничена у Ω. На основу (?) довољно jе показати да jе фамилиjа F
ограничена у сваком компакту садржаном у Ω. Нека jе K ⊂ Ω компакт. Претпоставимо да
фамилиjа F ниjе ограничена у компакту K. Тада постоjи низ функциjа (fn) из F такав да
jе lim

n→∞
|fn|K =∞. Како смо претпоставили да jе F нормална фамилиjа, то постоjи подниз

(gn) низа (fn) коjи компактно конвергира у Ω и нека jе g његова гранична функциjа. Тада
jе g ∈ H(Ω). Функциjе gn, n ∈ N и g су холоморфне, а тиме и непрекидне у области Ω, па су
и |gn|, n ∈ N и g непрекидне функциjе, коjе на компакту K достижу своj максимум. Према
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4.2. НОРМАЛНЕ ФАМИЛИJЕ

томе, важи |gn|K <∞ за све n ∈ N и |g|K <∞. Нека jе ε > 0 произвољно одабрано. Важи
gn ⇒ g (n→∞) на K, па постоjи n0 ∈ N, такав да jе |gn− g|K 6 ε за све n > n0. Осим тога,
за све z ∈ K и све n ∈ N важи |gn − g|K > |gn(z) − g(z)| > |gn(z)| − |g(z)| > |gn(z)| − |g|K .
Преласком на супремум по свим z ∈ K добиjамо да jе |gn − g|K > |gn|K − |g|K за све
n ∈ N. Специjално, за n > n0 важи |g|K > |gn|K − |gn − g|K > |gn|K − ε. Како jе
lim
n→∞

|gn|K = lim
n→∞

|fn|K =∞, то jе и |g|K =∞, што jе контрадикциjа са тим да jе |g|K <∞.
Дакле, фамилиjа F jесте ограничена у сваком компакту K ⊂ Ω. Самим тим, фамилиjа F
jесте локално ограничена у Ω. Обрнуто, нека jе фамилиjа F локално ограничена у области
Ω и нека jе (fn) низ функциjа из F . Тада jе (fn) низ функциjа из H(Ω) коjи jе локално
ограничен у области Ω, па применом теореме Montel-а закључуjемо да постоjи његов подниз
коjи компактно конвергира у Ω. Следи, F jе нормална фамилиjа. �

Пример. Ако jеM > 0 тада jе фамилиjа FM =
{
f(z) =

∑∞
n=0 anz

n
∣∣ |an| 6M за све n ∈ N0

}
нормална у jединичном диску D.
Решење. Свака функциjа f ∈ FM jе холоморфна у jединичном диску D, jер jе представљена
конвергентним степеним редом. Према томе, важи FM ⊂ H(D). На основу претходног става
довољно jе показати да jе фамилиjа FM локално ограничена у D. Нека jе z ∈ D произвољно
одабрано. Узмимо неко r ∈ (|z|, 1). Диск D(0, r) jе отворен скуп и важи z ∈ D(0, r) ⊂ D. За
произвољне z ∈ D(0, r) и f ∈ FM важи |f(z)| = |

∑∞
n=0 anz

n| 6
∑∞

n=0 |an||z|n 6M
∑∞

n=0 r
n =

M
1−r . Одатле jе |f |D(0,r) 6

M
1−r за све f ∈ FM , односно, фамилиjа FM jе ограничена у D(0, r).

На оваj начин смо показали да за сваку тачку z ∈ D постоjи отворен скуп V такав да важи
z ∈ V ⊂ D и фамилиjа FM jе ограничена у V . Самим тим, из свега претходног имамо да jе
фамилиjа FM локално ограничена, а тиме и нормална у jединичном диску D. ♣

D

c
r

2r

z

V

Пример. Нека jе F ⊂ H(Ω) нормална фамилиjа у области Ω и нека jе
k ∈ N. Тада jе F (k) =

{
f (k)

∣∣ f ∈ F} такође, jедна нормална фамилиjа
у области Ω.
Решење. Како jе F ⊂ H(Ω), то одмах имамо да jе F (k) ⊂ H(Ω).
Довољно jе показати да jе фамилиjа F (k) локално ограничена у Ω. Нека
jе c ∈ Ω произвољно одабрано. Постоjи r > 0 такво да jе D[c, 2r] ⊂ Ω.
Нека jе D = D(c, 2r) и V = D(c, r). Тада jе c ∈ V ⊂ Ω и V jе отворен
скуп. Скуп D = D[c, 2r] jе компактан, па jе фамилиjа F ограничена
у D. Постоjи константа M > 0 таква да jе |f |D 6 M за све f ∈ F .

Нека су z ∈ V и f ∈ F произвољно одабрани. Применом Cauchy-jеве интегралне формуле
добиjамо да jе |f (k)(z)| =

∣∣∣ k!
2πi

∫
∂D

f(ζ)
(ζ−z)k+1dζ

∣∣∣ 6 Mk!
2π

∫
∂D

1
|ζ−z|k+1 |dζ| 6 Mk!

2π
1

rk+1 2π · 2r = 2Mk!
rk

(искористили смо да за произвољно ζ ∈ ∂D важи |ζ−z| > |ζ|−|z| = 2r−|z| > 2r−r = r). Из
претходног jе |f (k)|V 6 2Mk!

rk
за све f ∈ F , па jе фамилиjа F (k) ограничена у V . Ово важи

за произвољну тачку c ∈ Ω, тако да jе фамилиjа F (k) локално ограничена у Ω. Применом
претходног става добиjамо да jе F (k) нормална фамилиjа у области Ω. ♣

Теорема (Hurwitz). Нека jе (fn) низ функциjа из H(Ω) коjи компактно конвергира у
области Ω ка функциjи f и нека jе V отворен и ограничен скуп, такав да jе V ⊂ Ω, при
чему функциjа f нема нула на ∂V . Тада постоjи n0 ∈ N, такав да за све n > n0 функциjе
f и fn имаjу исти броj нула у V .

Доказ. Како низ функциjа (fn) компактно конвергира у области Ω ка функциjи f , то
jе f ∈ H(Ω). Скупови V и ∂V су компактни, jер су затворени и ограничени. Наjпре,
размотримо специjалан случаj, када jе V отворени диск. Функциjа |f | jе непрекидна и нема
нула на компакту ∂V , па jе ε = min

{
|f(z)|

∣∣ z ∈ ∂V } > 0. Такође jе fn ⇒ f (n → ∞) на
∂V . Постоjи n0 ∈ N, такав да jе |fn − f |∂V < ε за све n > n0. Тада за произвољне z ∈ ∂V и
n > n0 важи |fn(z)− f(z)| 6 |fn− f |∂V < ε 6 |f(z)|, односно, |fn(z)− f(z)| < |f(z)|. Одатле,
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4.2. НОРМАЛНЕ ФАМИЛИJЕ

закључуjемо да и функциjа fn нема нула на ∂V за све n > n0, jер f нема нула на ∂V .
Са друге стране, применом Rouché-ове теореме добиjамо да функциjе f и fn − f + f = fn
имаjу исти броj нула у V за све n > n0. Дакле, за све n > n0, функциjе f и fn имаjу
исти броj нула у V . Размотримо сада општи случаj. Функциjа f има коначан броj нула
у компакту V (у супротном, ако jе (zn) низ нула функциjе f у V , тада постоjи његов
конвергентан подниз (znk), па jе на основу теореме jединости f ≡ 0 у области Ω, што jе
немогуће, jер f нема нула на ∂V ⊂ Ω). Нека су z1, , . . . , zk нуле функциjе f у V . Тада
постоjе rj > 0, j = 1, . . . , k, такви да jе Dj = D (zj , rj) ⊂ V за све j = 1, . . . , k и дискови
Dj , j = 1, . . . , k су међусобно дисjунктни. Тада jе K = V \

⊔k
j=1Dj компактан скуп, jер jе

затворен и ограничен. На основу претходно изложеног, специjалног случаjа за дискове, за
све j = 1, . . . , k, постоjи nj ∈ N, такав да за све n > nj , функциjе f и fn имаjу исти броj
нула у диску Dj . Функциjа f нема нула у компакту K, тако да jе δ = min

{
|f(z)|

∣∣ z ∈ K}.
Важи fn ⇒ f (n→∞) на K, па постоjи n̂ ∈ N, такав да jе |fn−f |K < δ за све n > n̂. Следи
|fn(z)− f(z)| 6 |fn− f |K < δ 6 |f(z)| за све n > n̂ и све z ∈ K. Како функциjа f нема нула
у K, то из претходног закључуjемо да и функциjа fn нема нула у K, за све n > n̂. Коначно,
нека jе n0 = max {n̂, n1, . . . , nk}. Тада за све n > n0, функциjе f и fn имаjу исти броj нула
у V . Овим jе доказ завршен. �

Последица. Нека jе (fn) низ функциjа из H(Ω) коjи компактно конвергира у области Ω
ка функциjи f , при чему функциjе fn, n ∈ N немаjу нула у Ω. Ако функциjа f има нулу у
области Ω, тада jе f идентички jеднака нули у Ω.

Доказ. Претпоставимо супротно, да функциjа f има нулу у области Ω, али да она ниjе
идентички jеднака нули у Ω. Нека jе f(c) = 0 за неко c ∈ Ω. Како низ функциjа (fn)
из H(Ω) компактно конвергира у области Ω ка функциjи f , то jе f ∈ H(Ω). Нула c ∈ Ω
функциjе f jесте изолована (у супротном би на основу теореме jединости важило f ≡ 0 у
области Ω), па постоjи r > 0, такво да jе D[c, r] ⊂ Ω и да функциjа f нема нула у D[c, r]\{c}.
Скуп V = D(c, r) jе отворен и ограничен и важи V ⊂ Ω, при чему функциjа f нема нула
на граници ∂V . Применом теореме Hurwitz-а добиjамо да постоjи n0 ∈ N, такав да за све
n > n0, функциjе f и fn имаjу исти броj нула у V . Како функциjа f има нулу у V , то и
функциjе fn имаjу нулу у V ⊂ Ω за све n > n0. Ово jе у контрадикциjи са тим да функциjе
fn, n ∈ N немаjу нула у области Ω. Дакле, ако функциjа f има бар jедну нулу у Ω, тада jе
f ≡ 0 у области Ω. �

Нека jе Ω област у комплексноj равни и F =
{
f ∈ H(Ω)

∣∣ f испушта вредности 0 и 1
}
.

За произвољне z ∈ Ω и r > 0 означимо Fz,r =
{
f ∈ F

∣∣ |f(z)| 6 r
}
. Покажимо да jе

фамилиjа функциjа Fz,r ограничена у некоj околини тачке z. Наиме, постоjи t > 0, такво
да jе D[z, 2t] ⊂ Ω. Нека jе f ∈ Fz,r произвољно одабрана функциjа. Дефинишимо функциjу
g(ζ) = f(2tζ + z). За ζ ∈ D важи |ζ| 6 1, па jе |2tζ + z − z| 6 2t, тj. 2tζ + z ∈ D[z, 2t]. Како
jе функциjа f холоморфна у области Ω ⊃ D[z, 2t], то jе g ∈ H(D). Функциjа f испушта
вредности 0 и 1, па и функциjа g испушта те вредности. Такође jе |g(0)| = |f(z)| 6 r. Следи
g ∈ S(r), па применом теореме Schottky-jа добиjамо да jе |g|D[0, 12 ] 6 L

(
1
2 , r
)
. За произвољно

w ∈ D[z, t] важи w−z
2t ∈ D

[
0, 1

2

]
, па jе |f(w)| =

∣∣f (2tw−z2t + z
)∣∣ =

∣∣g (w−z2t

)∣∣ 6 L
(

1
2 , r
)
. Из

претходног добиjамо да jе |f |D[z,t] 6 L
(

1
2 , r
)
. Скуп D(z, t) jе отворен, важи z ∈ D(z, t) ⊂ Ω и

|f |D(z,t) 6 L
(

1
2 , r
)
за све f ∈ Fz,r. Према томе, фамилиjа Fz,r jе ограничена у некоj околини

тачке z области Ω.

Став. За произвољно p ∈ Ω фамилиjа Fp,1 jе локално ограничена у области Ω.

Доказ. Нека jе W скуп свих тачака z ∈ Ω са своjством да постоjи отворен скуп V такав
да jе z ∈ V ⊂ Ω и фамилиjа Fp,1 jе ограничена у V . Скуп W jе непразан, jер jе на основу
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4.2. НОРМАЛНЕ ФАМИЛИJЕ

претходних разматрања p ∈W (фамилиjа Fp,1 jе ограничена у некоj околини тачке p). Ако
jе z ∈ W и V одговараjући отворен скуп, тада за произвољно ζ ∈ V важи ζ ∈ W , jер jе
ζ ∈ V ⊂ Ω и фамилиjа Fp,1 jе ограничена у V . Самим тим jе V ⊂ W , тj. z ∈ V ⊂ W . Из
претходног следи да jе W отворен скуп у области Ω. Са друге стране, покажимо да jе W
затворен скуп у Ω. Наиме, нека jе z ∈ W (затворење у области Ω) произвољно одабрана
тачка. Претпоставимо да jе тада z /∈W . Нека jе n ∈ N произвољно. Ако би било |f(z)| 6 n
за све f ∈ Fp,1, имали би да jе Fp,1 ⊂ Fz,n. Али фамилиjа Fz,n jе ограничена у некоj
околини тачке z, па би и фамилиjа Fp,1 била ограничена у некоj околини тачке z, што jе
немогуће, jер jе z /∈ W . Дакле, постоjи неко fn ∈ Fp,1, тако да jе |fn(z)| > n. Тада jе
(fn) низ функциjа из Fp,1, при чему важи lim

n→∞
fn(z) = ∞. Нека jе gn = 1

fn
за све n ∈ N.

Тада за све n ∈ N важи gn ∈ H(Ω) и функциjа gn испушта вредности 0 и 1. Такоће, важи
lim
n→∞

gn(z) = 0. Постоjи n0 ∈ N, такав да jе |gn(z)| 6 1 за све n > n0. Следи да jе gn ∈ Fz,1
за све n > n0. Ако узмемо да jе hn = gn+n0−1 за n ∈ N, тада jе (hn) подниз низа (gn) и важи
hn ∈ Fz,1 за све n ∈ N. Специjално jе lim

n→∞
hn(z) = 0. Фамилиjа Fz,1 jе ограничена у неком

диску D(z, t), где jе t > 0 (што следи из разматрања коjа су претходила овом ставу). Самим
тим, фамилиjа Fz,1 jе и локално ограничена у диску D(z, t). Применом Montel-ове теореме
добиjамо да постоjи подниз (hnk) низа (hn) коjи компактно конвергира у диску D(z, t) ка
некоj граничноj функциjи h. Функциjе hnk , k ∈ N немаjу нула у диску D(z, t) (заправо,
ове функциjе испуштаjу вредности 0 и 1). Функциjа h има нулу у диску D(z, t), jер jе
h(z) = lim

k→∞
hnk(z) = lim

n→∞
hn(z) = 0. Применом последице теореме Hurwitz-а закључуjемо

да jе h ≡ 0 у диску D(z, t). Дакле, важи lim
k→∞

hnk(ζ) = h(ζ) = 0 за све ζ ∈ D(z, t). Одатле

jе lim
k→∞

fnk(ζ) = ∞ за све ζ ∈ D(z, t). Како jе z ∈ W , то jе D(z, t) ∩W 6= ∅ и постоjи неко

z0 ∈ D(z, t) ∩ W . Из z0 ∈ D(z, t) добиjамо да jе lim
k→∞

fnk(z0) = ∞. Са друге стране, из
z0 ∈W закључуjемо да постоjи отворен скуп V0, такав да jе z0 ∈ V0 ⊂ Ω и фамилиjа Fp,1 jе
ограничена у V0. Дакле, постоjи M > 0, такво да jе |f |V0 6 M за све f ∈ Fp,1. Специjално
jе |f(z0)| 6M за све f ∈ Fp,1. Како jе (fnk) низ функциjа из Fp,1, то jе |fnk(z0)| 6 M за све
k ∈ N. Међутим, ово jе у контрадикциjи са тим да jе lim

k→∞
fnk(z0) = ∞. Према томе, наша

почетна претпоставка jе погрешна, па мора бити z ∈W . Како ово важи за све z ∈W , то jе
W = W , односно, W jе затворен скуп у области Ω. Тада jе Ω = W t (Ω \W ), при чему су
W и Ω \W отворени скупови у Ω и како jе Ω повезан скуп (jер jе Ω област), то jе неки од
скупова W и Ω \W празан. Знамо да p ∈W , па jе Ω \W = ∅. Коначно jе Ω = W , а самим
тим jе фамилиjа Fp,1 локално ограничена у области Ω. �

У наставку прошируjемо концепт нормалних фамилиjа, тако што претпостављамо да
низ функциjа може компактно да конвергира ка ∞ у некоj области Ω ⊂ C.

Теорема. Фамилиjа F =
{
f ∈ H(Ω)

∣∣ f испушта вредности 0 и 1
}
jе нормална у области Ω.

Доказ. Фиксираjмо неку тачку p ∈ Ω и нека jе (fn) произвољно одабран низ функциjа из
фамилиjе F . Према претходном ставу фамилиjа Fp,1 jе локално ограничена у области Ω, или
еквивалентно, фамилиjа Fp,1 jе нормална у области Ω. Ако постоjи подниз (fnk) низа (fn)

коjи припада фамилиjи Fp,1, тада постоjи и његов подниз
(
fnkj

)
коjи компактно конвергира

у области Ω. Дакле,
(
fnkj

)
jе jедан подниз низа (fn) коjи компактно конвергира у Ω. Зато,

претпоставимо да низ функциjа (fn) нема подниз коjи припада фамилиjи Fp,1. Тада постоjи
n0 ∈ N, такав да за све n > n0 важи fn /∈ Fp,1. Важи |fn(p)| > 1 за све n > n0, па jе

∣∣∣ 1
fn(p)

∣∣∣ < 1

за n > n0. Нека jе gn = 1
fn+n0−1

за све n ∈ N. Тада jе (gn) низ функциjа из фамилиjе Fp,1 и(
1
gn

)
jе подниз низа (fn). Како jе Fp,1 нормална фамилиjа, то постоjи (gnk) подниз низа (gn)
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4.3. ВЕЛИКА PICARD-ОВА ТЕОРЕМА

коjи компактно конвергира у области Ω ка некоj функциjи g. Тада jе g ∈ H(Ω). Свака од
функциjа gnk испушта вредности 0 и 1, тако да ове функциjе немаjу нула у области Ω. Сада
разликуjемо две могућности, у зависности да ли гранична функциjа g има или нема нула у
области Ω. Наjпре, претпоставимо да функциjа g нема нула у Ω. Нека jе K ⊂ Ω компактан
скуп. Функциjа |g| jе непрекидна у компакту K, тако да на њему достиже своj минимум
и како она нема нула у K, то jе δ = min

{
|g(z)|

∣∣ z ∈ K} > 0. Нека jе ε > 0 произвољно

одабрано и узмимо да jе θ ∈
(

0, εδ2

εδ+1

)
. Важи θ < εδ2

εδ+1 <
εδ2

εδ = δ и gnk ⇒ g (k → ∞) на K.
Постоjи природан броj k0, такав да jе |gnk(z)− g(z)| < θ за све k > k0 и све z ∈ K. За k > k0

и z ∈ K важи δ − |gnk(z)| 6 |g(z)| − |gnk(z)| 6 |gnk(z)− g(z)| < θ, односно δ − θ < |gnk(z)|.
Добиjамо да важи

∣∣∣ 1
gnk (z) −

1
g(z)

∣∣∣ =
|gnk (z)−g(z)|
|gnk (z)g(z)| 6

|gnk (z)−g(z)|
(δ−θ)δ < θ

(δ−θ)δ <
εδ2/(εδ+1)

(δ−εδ2/(εδ+1))δ
= ε

за све k > k0 и све z ∈ K. Из претходног jе 1
gnk
⇒ 1

g (k → ∞) на K, тако да низ

функциjа
(

1
gnk

)
компактно конвергира у области Ω ка функциjи 1

g и
(

1
gnk

)
jе подниз низа

(fn). Претпоставимо сада, да функциjа g има нулу у области Ω. Према последици теореме
Hurwitz-а, важи g ≡ 0 у Ω. Нека су компакт K ⊂ Ω и M > 0 произвољно одабрани. Тада
jе gnk ⇒ 0 (k →∞) на K, тако да постоjи природан броj k0, такав да jе |gnk(z)| < 1

M за све

k > k0 и све z ∈ K. Одатле jе
∣∣∣ 1
gnk (z)

∣∣∣ > M за све k > k0 и све z ∈ K. Самим тим, важи
1
gnk
⇒∞ (k →∞) на K. Дакле, низ функциjа

(
1
gnk

)
компактно конвергира у области Ω ка

∞ и
(

1
gnk

)
jе подниз низа (fn). У сваком случаjу, добили смо да постоjи подниз низа (fn)

коjи компактно конвергира у области Ω. Како jе (fn) произвољно одабран низ функциjа из
фамилиjе F , то закључуjемо да jе F нормална фамилиjа у области Ω. �

Теорема (Carathéodory). Нека jе (fn) низ функциjа из H(Ω), таквих да свака функциjа
fn испушта вредности a и b, где су a и b различити комплексни броjеви и нека скуп
A =

{
z ∈ Ω

∣∣ постоjи lim
n→∞

fn(z) у C
}

има тачку нагомилавања у области Ω. Тада низ
функциjа (fn) компактно конвергира у области Ω.

Доказ. Дефинишимо функциjе gn = fn−a
b−a за све n ∈ N. Тада jе (gn) низ функциjа

из фамилиjе F =
{
f ∈ H(Ω)

∣∣ f испушта вредности 0 и 1
}
. Према претходноj теореми,

фамилиjа F jе нормална, а тиме и локално ограничена у области Ω. Дакле, (gn) jе низ
функциjа из H(Ω) коjи jе локално ограничен у области Ω. Ако искористимо теорему Vitali-
jа добиjамо да низ (gn) компактно конвергира у Ω. Следи да и низ функциjа (fn) компактно
конвергира у области Ω, што jе и требало доказати. �

4.3 Велика Picard-ова теорема

Нека jе (fn) низ функциjа изH(Ω) коjе испуштаjу вредности 0 и 1. У jедноj од претходних
теорема показали смо да jе F =

{
f ∈ H(Ω)

∣∣ f испушта вредности 0 и 1
}

jедна нормална
фамилиjа у области Ω. Из доказа те теореме закључуjемо да бар jедан од низова (fn) или(

1
fn

)
има подниз (gnk) коjи компактно конвергира у области Ω ка некоj функциjи g коjа

узима само коначне вредности (односно, сада немамо конвергенциjу ка ∞). Тада jе g ∈
H(Ω). Нека су компакт K ⊂ Ω и ε > 0 произвољно одабрани. Важи gnk ⇒ g (k →∞) на K,
а самим тим, постоjи природан броj k0, такав да jе |gnk − g|K < ε за све k > k0. Непрекидна
функциjа |g| на компакту K достиже своj максимум, па jе |g|K <∞. За произвољне k > k0

и z ∈ K важи ε > |gnk − g|K > |gnk(z)− g(z)| > |gnk(z)| − |g(z)| > |gnk(z)| − |g|K , па jе
|g|K + ε > |gnk(z)|. Преласком на супремум по z ∈ K добиjамо да jе |g|K + ε > |gnk |K за
све k > k0. Свака од функциjа gnk jе непрекидна и на компакту K достиже своj максимум.
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4.3. ВЕЛИКА PICARD-ОВА ТЕОРЕМА

Нека jе M = max
{
|gn1 |K , . . . , |gnk0−1

|K , |g|K + ε
}
. Тада jе |gnk |K 6M за све k ∈ N. Дакле,

подниз (gnk) jе ограничен у сваком компакту садржаном у области Ω. Према томе, бар
jедан од низова (fn) или

(
1
fn

)
има подниз коjи jе ограничен у компактним подскуповима

области Ω.

Ако jе V околина тачке z у комплексноj равни, тада jе V ′ = V \ {z} њена пробушена
околина. Пробушен диск са центром у тачки z полупречника r > 0, jесте скуп D′(z, r) =
D(z, r) \ {z}. Сваки пробушени диск jесте област у комплексноj равни. Специjално, D′ =
D \ {0} jе пробушени jединични диск са центром у тачки 0.

Лема. Нека за функциjу f ∈ H(D′) важи 0, 1 /∈ f(D′). Тада jе бар jедна од функциjа f или
1
f ограничена у околини тачке 0.

D′

1
2nk

1
2nk+1

O

Доказ. За све n ∈ N нека jе fn функциjа дефинисана са fn(z) =
f
(
z
n

)
за z ∈ D′. Функциjа f испушта вредности 0 и 1, тако да свака

од функциjа fn такође, испушта те вредности. Дакле, (fn) jе низ
функциjа из H(D′) коjе испуштаjу вредности 0 и 1. Према уводном
разматрању, бар jедан од низова (fn) или

(
1
fn

)
има подниз коjи jе

ограничен у компакту ∂D
(
0, 1

2

)
⊂ D′. Наjпре, претпоставимо да

низ (fn) има подниз (fnk) коjи jе ограничен у компакту ∂D
(
0, 1

2

)
.

Тада постоjи константа M > 0, таква да jе |fnk(z)| 6 M за све
k ∈ N и све |z| = 1

2 . Одатле jе
∣∣∣f ( z

nk

)∣∣∣ 6 M за све k ∈ N и све

|z| = 1
2 . Из претходног добиjамо да jе |f(z)| 6 M за све k ∈ N и

све |z| = 1
2nk

. На основу принципа максимума модула закључуjемо

да jе |f | 6 M у прстену
{

1
2nk+1

6 |z| 6 1
2nk

}
за све k ∈ N. Међутим, како jе lim

k→∞
1

2nk
= 0,

то jе функциjа f ограничена у околини тачке 0. Са друге стране, претпоставимо да низ(
1
fn

)
има подниз

(
1
fnk

)
коjи jе ограничен у компакту ∂D

(
0, 1

2

)
. Тада постоjи константа

N > 0, таква да jе
∣∣∣ 1
fnk (z)

∣∣∣ 6 N за све k ∈ N и све |z| = 1
2 . Слично као у претходном случаjу,

добиjамо да jе
∣∣∣ 1
f(z)

∣∣∣ 6 N за све k ∈ N и све |z| = 1
2nk

. Применом принципа максимума

модула, закључуjемо да jе
∣∣∣ 1
f

∣∣∣ 6 N у прстену
{

1
2nk+1

6 |z| 6 1
2nk

}
за све k ∈ N. Како jе

lim
k→∞

1
2nk

= 0, то jе функциjа 1
f ограничена у околини тачке 0. Према томе, бар jедна од

функциjа f или 1
f jе ограничена у околини тачке 0, што jе требало показати. �

Теорема (Велика Picard-ова теорема). Нека jе c ∈ C изоловани есенциjални сингула-
ритет функциjе f . Тада, у свакоj околини тачке c, функциjа f узима сваку комплексну
вредност, бесконачно много пута, са jедним могућим изузетком.

Доказ. Нека jе V произвољна околина тачке c. Тада постоjи r > 0, такво да jе D(c, r) ⊂ V
и важи f ∈ H(D′(c, r)). Нека jе g функциjа дефинисана са g(z) = f(rz + c). Како z ∈ D′
ако и само ако rz + c ∈ D′(c, r), то jе g ∈ H(D′) и функциjа g има изоловани есенциjални
сингуларитет у тачки 0. Покажимо да функциjа g узима све комлексне вредности, са
jедним могућим изузетком. Претпоставимо супротно, да постоjе различити комплексни
броjеви a и b, такви да a, b /∈ g(D′). Нека jе h = g−a

b−a . Тада jе h ∈ H(D′), затим, функциjа
h има изоловани есенциjални сингуларитет у тачки 0 и важи 0, 1 /∈ h(D′). Из претходне
леме добиjамо да jе бар jедна од функциjа h или 1

h ограничена у околини тачке 0. Ако
jе функциjа h ограничена у околини тачке 0, тада jе сингуларитет у тачки 0 отклоњив
(Riemann-ова теорема о отклоњивом сингуларитету). Са друге стране, ако jе функциjа
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4.3. ВЕЛИКА PICARD-ОВА ТЕОРЕМА

1
h ограничена у некоj околини тачке 0, тада она има отклоњив сингуларитет у тоj тачки.
Следи да jе сингуларитет функциjе h у тачки 0 или отклоњив или jе пол. У сваком случаjу
добиjамо контрадикциjу, jер функциjа h има есенциjални сингуларитет у тачки 0. Према
томе, наша претпоставка jе погрешна, тако да функциjа g узима све комлексне вредности,
са jедним могућим изузетком. Самим тим и функциjа f узима све комплексне вредности,
са jедним могућим изузетком и ово важи у произвољноj околини тачке c. Покажимо jош,
да у пробушеноj околини D′(c, r), функциjа f узима све комлексне вредности, бесконачно
много пута, са jедним могућим изузетком. У супротном постоjе различити комлексни
броjеви w1 и w2 коjе функциjа f погађа коначно много пута. Тада су f−1 ({w1}) ∩D′(c, r)
и f−1 ({w2}) ∩ D′(c, r) коначни скупови (бар jедан од њих jе непразан, jер функциjа f не
може да испусти више од jедне комплексне вредности) и нека jе f−1 ({w1}) ∩ D′(c, r) =
{z1, . . . , zn} и f−1 ({w2}) ∩D′(c, r) = {ζ1, . . . , ζm} за неке n,m ∈ N0. У наставку, узмимо да
jе ε = min

{
|zk − c|, |ζj − c|

∣∣ k = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m
}
. Тада jе 0 < ε < r и у пробушеноj

околини D′(c, ε) тачке c, функциjа f испушта две различите комплексне вредности w1 и w2

што jе немогуће. Овим jе доказ завршен. �

За целу функциjу коjа ниjе полином, кажемо да jе трансцендентна функциjа. Дакле,
целе функциjе делимо на полиноме и трансцендентне функциjе. Нека jе f трансцендентна
функциjа. Тада jе lim

z→∞
f(z) 6= ∞ (у супротном би функциjа f била полином). Такође,

ако постоjи lim
z→∞

f(z) у C, тада jе на основу Liouville-ове теореме f константна функциjа, а

тиме и полином. Самим тим, не постоjи lim
z→∞

f(z) у C. Према томе, функциjа g(z) = f
(

1
z

)
,

z ∈ C \ {0} има есенциjални сингуларитет у тачки 0. Применом велике Picard-ове теореме
добиjамо да функциjа g, а тиме и функциjа f , узима све комплексне вредности, бесконачно
много пута, са jедним могућим изузетком. Из претходног смо добили да трансцендентне
функциjе узимаjу све комплексне вредности, бесконачно много пута, са jедним могућим
изузетком. Такође, неконстантан полином узима све вредности у комплексноj равни.
Коначно, добиjамо да свака цела, неконстантна функциjа узима све комплексне вредности,
са jедним могућим изузетком. Односно, имамо да из велике Picard-ове теореме следи мала
Picard-ова теорема.

Пример. Нека jе f цела функциjа, таква да су f−1 ({a}) и f−1 ({b}) коначни скупови, за
нека два различита комплексна броjа a и b. Доказати да jе f полином.
Решење. Претпоставимо да jе f трансцендентна функциjа. Према претходном разматрању,
функциjа f узима све комлексне вредности бесконачно много пута, са jедним могућим
изузетком. Међутим, функциjа f узима две различите комлексне вредности a и b само
коначно много пута. Контрадикциjа! Према томе, функциjа f мора бити полином. ♣
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Глава 5

Итерациjе холоморфних функциjа

5.1 Cartan-ова теорема

Нека jе Ω област у комплексноj равни. Дефинишемо фамилиjу холоморфних преслика-
вања Hol(Ω) =

{
f : Ω→ Ω

∣∣ f jе холоморфна функциjа
}
. У неким раниjим разматрањима

смо имали да jе Aut(Ω) =
{
f : Ω→ Ω

∣∣ f jе бихоломорфна функциjа
}
. Нека jе f ∈ Hol(Ω)

произвољно одабрана функциjа. Узмимо да jе f1 = f и fn+1 = f ◦ fn за све n ∈ N. За низ
(fn) кажемо да jе низ итерациjа функциjе f ∈ Hol(Ω). Како jе f(Ω) ⊂ Ω, то jе fn(Ω) ⊂ f(Ω)
за све n ∈ N. Осим тога, композициjа холоморфних функциjа, jесте опет jедна холоморфна
функциjа. Према томе, за све n ∈ N важи fn ∈ Hol(Ω). Ако jе f(a) = a за неку тачку a ∈ Ω,
тада jе f ′n(a) = f ′(a)n за све n ∈ N.

Пример. Ако jе (fn) низ итерациjа функциjе f ∈ Hol(Ω) и fm ∈ Aut(Ω) за неко m ∈ N,
тада jе f ∈ Aut(Ω).
Решење. Ако jе m = 1 тривиjално следи тражени резултат. Зато, нека jе m > 2. Довољно
jе показати да jе функциjа f биjекциjа. Нека jе f(a) = f(b) за неке a и b из Ω. Тада
jе fn(a) = fn(b) за све n ∈ N. Специjално jе fm(a) = fm(b) и како jе fm ∈ Aut(Ω), то
jе a = b. Дакле, f jе 1 − 1 функциjа. За све n ∈ N важи fn(Ω) ⊂ f(Ω). Специjално jе
Ω = fm(Ω) ⊂ f(Ω) ⊂ Ω, па jе f(Ω) = Ω. Добили смо да jе функциjа f биjекциjа и осим тога,
она jе холоморфна функциjа, па jе f ∈ Aut(Ω). ♣

Лема. Нека jе (fnk) подниз низа итерациjа функциjе f ∈ Hol(Ω) коjи компактно конвергира
у области Ω ка функциjи g.
(а) Ако jе g ∈ Aut(Ω), тада jе и f ∈ Aut(Ω).
(б) Нека jе hk = fnk+1−nk за све k ∈ N. Ако jе g неконстантна функциjа и

(
hkj
)
неки подниз

низа (hk) коjи компактно конвергира у области Ω, тада он конвергира ка функциjи idΩ.

Доказ. (а) Довољно jе показати да jе функциjа f биjекциjа. Нека jе f(a) = f(b) за
неке комплексне броjеве a и b из Ω. Тада jе fnk(a) = fnk(b) за све k ∈ N. Следи g(a) =
lim
k→∞

fnk(a) = lim
k→∞

fnk(b) = g(b) и како jе g ∈ Aut(Ω), то имамо a = b. Дакле, функциjа f jе

1−1. Са друге стране, нека jе c ∈ Ω произвољно. Тада постоjи r > 0, такво да jе D[c, r] ⊂ Ω
и означимо V = D(c, r). Скуп V jе ограничен, отворен и важи V ⊂ Ω. Према претпоставци
g ∈ Aut(Ω), тако да jе g jедна 1 − 1 функциjа, што значи да функциjа g − g(c) нема нула
на граници ∂V . Такође, низ (fnk − g(c)) компактно конвергира у области Ω ка функциjи
g − g(c). Према Hurwitz-овоj теореми, постоjи k0 ∈ N, такав да за све k > k0 функциjе
fnk − g(c) и g− g(c) имаjу исти броj нула у V . Следи да функциjа fnk − g(c) има неку нулу
у скупу V ⊂ Ω, где jе k > k0, па jе g(c) ∈ fnk(Ω) ⊂ f(Ω). Како ово важи за све c ∈ Ω, то jе
Ω = g(Ω) ⊂ f(Ω) ⊂ Ω. Коначно jе f(Ω) = Ω.
(б) Низ функциjа (fnk) из Hol(Ω) ⊂ H(Ω) компактно конвергира у области Ω ка функциjи g,
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5.2. ПОСЛЕДИЦЕ CARTAN-ОВЕ ТЕОРЕМЕ

па jе g ∈ H(Ω). Нека jе c ∈ Ω. Постоjи r > 0 такво да jе D[c, r] ⊂ Ω и функциjа g−g(c) нема
нула у D[c, r]\{c} (у супротном би, на основу теореме jединости важило g−g(c) ≡ 0, па би g
била константна функциjа, што jе супротно претпоставци да jе g неконстантна функциjа).
Скуп V = D(c, r) jе отворен, ограничен и важи V ⊂ Ω. Такође, функциjа g−g(c) нема нула
на граници ∂V . Осим тога, низ функциjа (fnk − g(c)) компактно конвергира у области Ω ка
функциjи g − g(c). Применом Hurwitz-ове теореме закључуjемо да постоjи природан броj
k0, такав да за све k > k0 функциjе fnk − g(c) и g − g(c) имаjу исти броj нула у V . Следи
да функциjа fnk − g(c) има неку нулу у V ⊂ Ω, где jе k > k0. Одатле jе g(c) ∈ fnk(Ω) ⊂
f(Ω) ⊂ Ω. Ово важи за све c ∈ Ω, тако да jе g(Ω) ⊂ Ω. Према томе, важи g ∈ Hol(Ω). Из
hk = fnk+1−nk добиjамо да jе hk ◦ fnk = fnk+1

за све k ∈ N. Како jе
(
hkj
)
подниз низа (hk)

функциjа из Hol(Ω) ⊂ H(Ω) коjи компактно конвергира у области Ω ка некоj граничноj
функциjи h, то jе h ∈ H(Ω). Следи да jе h непрекидна функциjа, па ова компактна
конвергенциjа повлачи непрекидну конвергенциjу. Нека jе z ∈ Ω произвољно узето. Тада
jе lim

j→∞
fnkj (z) = g(z) и из непрекидне конвергенциjе низа

(
hkj
)
ка функциjи h добиjамо

lim
j→∞

hkj

(
fnkj (z)

)
= h(g(z)). Важи (h ◦ g)(z) = lim

j→∞

(
hkj ◦ fnkj

)
(z) = lim

j→∞
fnkj+1

(z) = g(z)

за све z ∈ Ω. Функциjа g jе холоморфна и неконстантна, па jе g(Ω) jедан отворен скуп у
области Ω (теорема о отвореном пресликавању). Из претходног разматрања добиjамо да
важи h(z) = z за све z ∈ g(Ω). Сада нам теорема jединости даjе h = idΩ, што jе и требало
доказати. Овим jе доказ завршен. �

Последица. Ако низ итерациjа (fn) функциjе f ∈ Hol(Ω) компактно конвергира у области
Ω ка неконстантноj функциjи, тада jе f = idΩ.

Доказ. Користећи ознаке као у претходноj леми имамо да jе nk = k и hk = fnk+1−nk = f
за све k ∈ N. Тада тривиjално следи да низ (hk) компактно конвергира у области Ω ка
функциjи f . Према претходноj леми (део (б)), мора бити f = idΩ. �

Теорема (Cartan). Нека jе Ω ограничена област и f ∈ Hol(Ω). Претпоставимо да постоjи
подниз (fnk) низа итерациjа функциjе f коjи компактно конвергира у области Ω ка некоj
неконстантноj функциjи. Тада jе f ∈ Aut(Ω).

Доказ. Важи f(Ω) ⊂ Ω и Ω jе ограничена област. Према томе, постоjи константа M > 0,
таква да jе Ω ⊂ D[0,M ]. Тада jе |f(z)| 6 M за све z ∈ Ω. Следи |f |Ω 6 M . Одатле
jе |fn|Ω 6 M за све n ∈ N, где jе (fn) низ итерациjа функциjе f . Нека jе hk = fnk+1−nk
за све k ∈ N. Тада jе |hk|Ω 6 M за све k ∈ N. Добиjамо да jе (hk) низ функциjа из
H(Ω) коjи jе ограничен, а тиме и локално ограничен у области Ω. Према теореми Montel-а
постоjи његов подниз

(
hkj
)
коjи компактно конвергира у области Ω и самим тим, на основу

претходне леме (део (б)), он мора да конвергира ка функциjи idΩ. Како су функциjе hkj
неке од итерациjа функциjе f , то закључуjемо да jе нека од функциjа fn идентички jеднака
функциjи idΩ ∈ Aut(Ω) или да постоjи подниз низа (fn) коjи компактно конвергира у
области Ω ка функциjи idΩ ∈ Aut(Ω). У првом случаjу jе f ∈ Aut(Ω), на основу претходног
примера, док jе у другом случаjу f ∈ Aut(Ω), на основу претходне леме (део (а)). Према
томе, важи f ∈ Aut(Ω) и тиме jе доказ теореме завршен. �

5.2 Последице Cartan-ове теореме

Ако jе Ω ограничена област у комплексноj равни и f ∈ Hol(Ω), тада jе низ итерациjа
(fn) функциjе f , ограничен, а тиме и локално ограничен у области Ω, што показуjемо
на исти начин као у претходноj теореми. Фиксираjмо неку тачку a ∈ Ω. Означимо
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5.2. ПОСЛЕДИЦЕ CARTAN-ОВЕ ТЕОРЕМЕ

Hola(Ω) =
{
f ∈ Hol(Ω)

∣∣ f(a) = a
}
. Слично, нека jе Auta(Ω) =

{
f ∈ Aut(Ω)

∣∣ f(a) = a
}
.

Приметимо, да ако jе f ∈ Hola(Ω), тада jе fn ∈ Hola(Ω) за све n ∈ N и важи f ′n(a) = f ′(a)n.
Осим тога, Auta(Ω) jе jедна група, подгрупа групе Aut(Ω). Cartan-ова теорема има броjне
и интересантне последице. Неке од њих наводимо у овом одељку. Такође, у наредном
одељку описаћемо групу Auta(Ω) за ограничене области у комплексноj равни. Заправо,
група Auta(Ω) jе изоморфна групи S1 или некоj њеноj кончноj, цикличноj подгрупи, где jе
Ω ⊂ C ограничена област и a ∈ Ω.

Став. Нека jе Ω ограничена област и нека функциjа f ∈ Hol(Ω) има бар две фиксне тачке
у области Ω. Тада jе f ∈ Aut(Ω).

Доказ. Нека су a и b две различите фиксне тачке функциjе f . Низ итерациjа (fn) функциjе
f jесте ограничен, а тиме и локално ограничен у области Ω. Важи fn(a) = a и fn(b) = b за
све n ∈ N. На основу теореме Montel-а постоjи подниз (fnk) коjи компактно конвергира у
области Ω ка некоj функциjи g. Тада jе g(a) = lim

k→∞
fnk(a) = a 6= b = lim

k→∞
fnk(b) = g(b), па jе

g неконстантна функциjа. Из претходног, према Cartan-овоj теореми мора бити f ∈ Aut(Ω),
што jе и требало доказати. �

Став. Нека jе Ω ограничена област и a ∈ Ω. Тада за сваку функциjу f ∈ Hola(Ω) важи
|f ′(a)| 6 1. Такође jе Auta(Ω) =

{
f ∈ Hola(Ω)

∣∣ |f ′(a)| = 1
}
.

Доказ. Нека jе (fn) низ итерациjа функциjе f ∈ Hola(Ω). Тада jе fn ∈ Hola(Ω) за све n ∈ N.
Низ (fn) jе локално ограничен у Ω (jер jе ограничен у тоj области), па према теореми Montel-
а постоjи његов подниз (fnk) коjи компактно конвергира у области Ω ка некоj функциjи g.
Тада jе g ∈ H(Ω). Постоjи r > 0, такво да jе D[a, r] ⊂ Ω. Скуп V = D(a, r) jе отворен и
важи V ⊂ Ω. Осим тога, ∂V jе компактан скуп, jер jе затворен и ограничен. Одатле jе
fnk ⇒ g (k →∞) на ∂V и нека jе ε > 0 произвољно. Постоjи природан броj k0 ∈ N, такав да

jе |fnk(z)− g(z)| < r2ε за све k > k0 и све z ∈ ∂V . Тада jе
∣∣∣ fnk (z)

(z−a)2
− g(z)

(z−a)2

∣∣∣ =
|fnk (z)−g(z)|
|z−a|2 =

|fnk (z)−g(z)|
r2

< ε за све k > k0 и све z ∈ ∂V . Према томе, важи fnk (z)

(z−a)2
⇒ g(z)

(z−a)2
(k → ∞) на

∂V . Користећи ову равномерну конвергенциjу и Cauchy-jеву интегралну формулу добиjамо
да jе lim

k→∞
f ′nk(a) = lim

k→∞
1

2πi

∫
∂V

fnk (z)

(z−a)2
dz = 1

2πi

∫
∂V lim

k→∞

fnk (z)

(z−a)2
dz = 1

2πi

∫
∂V

g(z)
(z−a)2

dz = g′(a).

Како jе f ′nk(a) = f ′(a)nk за све k ∈ N, то jе на основу претходног lim
k→∞

f ′(a)nk = g′(a).

Дакле, низ (f ′(a)nk) jе конвергентан, па мора бити |f ′(a)| 6 1. Ако jе |f ′(a)| = 1, тада jе
и |g′(a)| = lim

k→∞
|f ′(a)|nk = 1, па jе g неконстантна функциjа. Према Cartan-овоj теореми

мора бити f ∈ Aut(Ω) и како jе f(a) = a, то f ∈ Auta(Ω). На оваj начин смо показали да
важи Auta(Ω) ⊃

{
f ∈ Hola(Ω)

∣∣ |f ′(a)| = 1
}
. Са друге стране, нека jе f ∈ Auta(Ω). Тада jе

и f ∈ Hola(Ω), тако да jе на основу претходног |f ′(a)| 6 1. Међутим, важи f−1 ∈ Auta(Ω),
па jе |(f−1)′(a)| 6 1. Одатле jе 1 > |(f−1)′(a)| = 1

|f ′(a)| , односно, |f
′(a)| > 1. Коначно jе

|f ′(a)| = 1. На оваj начин смо добили да jе Auta(Ω) ⊂
{
f ∈ Hola(Ω)

∣∣ |f ′(a)| = 1
}
. Према

томе, заиста важи Auta(Ω) =
{
f ∈ Hola(Ω)

∣∣ |f ′(a)| = 1
}
. �

Став. Нека jе Ω ограничена област, a ∈ Ω, f ∈ Auta(Ω) и f ′(a) > 0. Тада jе f = idΩ.

Доказ. Важи f ∈ Auta(Ω), па применом претходног става закључуjемо да jе |f ′(a)| = 1.
Али како jе jош f ′(a) > 0, то мора бити f ′(a) = 1. Нека jе Ω′ = Ω + (−a). Тада
jе Ω′ ограничена област, као транслат ограничене области Ω. Како a ∈ Ω, то 0 ∈ Ω′.
Дефинишимо функциjу h као h(z) = f(z + a) − a. Следи h ∈ Aut(Ω′), jер jе f ∈ Aut(Ω).
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5.3. ГРУПА АУТОМОРФИЗАМА ОГРАНИЧЕНЕ ОБЛАСТИ

V

Ω Ω′

a 0
z = ζ − a rζ z

Осим тога, важи h(0) = f(a) − a = 0.
Такође jе h′(z) = f ′(z + a), па jе h′(0) =
f ′(a) = 1. Из претходног jе Taylor-ов развоj
функциjе h у тачки 0 дат са h(z) = z + a2z

2 +
a3z

3 + . . . и претпоставимо да jе am први од
коефициjената a2, a3, . . . коjи jе различит од
нуле (дакле, претпостављамо постоjање таквог
коефициjента). Тада jе h(z) = z + amz

m +
∑∞

k=m+1 akz
k, где jе m > 2. Нека jе (hn)

низ итерациjа функциjе h. Покажимо математичком индукциjом, да свака од функциjа
hn има развоj дат са hn(z) = z + namz

m + . . . . Наjпре, за n = 1 то директно следи.
Нека jе hn(z) = z + namz

m + . . . за неко n ∈ N. Следи да jе hn+1(z) = h(hn(z)) =
hn(z) + amhn(z)m +

∑∞
k=m+1 akhn(z)k. Коефициjент уз члан z jеднак jе 1, jер се он jавља

само у развоjу функциjе hn(z). Коефициjент уз члан zm jеднак jе nam + am, где jе nam
добиjено из развоjа функциjе hn(z), а am из развоjа функциjе amhn(z)m. Добиjамо да jе
hn+1(z) = z+(n+1)amz

m+ . . . и тиме jе доказ индукциjом завршен. Како jе Ω′ ограничена
област, то jе низ функциjа (hn) локално ограничен у Ω′, па према теореми Montel-а, постоjи
његов подниз (hnk) коjи компактно конвергира у области Ω′ ка некоj функциjи g. Тада jе
g ∈ H(Ω′). Постоjи r > 0, такво да jе D[0, r] ⊂ Ω′. Скуп V = D(0, r) jе отворен и важи
V ⊂ Ω′. Такође, скуп ∂V jе компактан, jер jе затворен и ограничен. Тада jе hnk ⇒ g
(k → ∞) на ∂V и нека jе ε > 0 произвољно одабрано. Постоjи природан броj k0, такав да
jе |hnk(z)− g(z)| < rm+1ε за све k > k0 и све z ∈ ∂V . Сада, за произвољне k > k0 и z ∈ ∂V ,

важи
∣∣∣hnk (z)

zm+1 − g(z)
zm+1

∣∣∣ =
|hnk (z)−g(z)|

rm+1 < ε. Закључуjемо да jе fnk (z)

zm+1 ⇒
g(z)
zm+1 (k → ∞) на ∂V .

Из ове равномерне конвергенциjе и Cauchy-jеве интегралне формуле имамо lim
k→∞

h
(m)
nk

(0)

m! =

lim
k→∞

1
2πi

∫
∂V

hnk (z)

zm+1 dz
1

2πi

∫
∂V lim

k→∞

hnk (z)

zm+1 dz = 1
2πi

∫
∂V

g(z)
zm+1dz = g(m)

m! . Како jе h
(m)
nk

(0)

m! = nkam

за све k ∈ N, то из претходног добиjамо lim
k→∞

nkam = g(m)(0)
m! . Према томе, низ (nkam) jе

конвергентан, па мора бити am = 0. Ово jе у контрадикциjи са избором коефициjента am,
тако да jе наша почетна претпоставка погрешна. Добиjамо да jе h(z) = z за све z ∈ Ω′. За
свако z ∈ Ω важи z − a ∈ Ω′, па jе f(z) = f(z − a+ a)− a+ a = h(z − a) + a = z − a+ a = z.
Следи f = idΩ. Овим jе доказ завршен. �

5.3 Група аутоморфизама ограничене области

У овом одељку описуjемо групу Auta(Ω), где jе Ω ограничена област у комплексноj равни
и a ∈ Ω. Наjпре, доказуjемо следећу теорему.

Теорема. Нека jе Ω ограничена област и (hn) низ функциjа из Aut(Ω) коjи компактно
конвергира у области Ω ка функциjи h. Ако jе h неконстантна функциjа важи h ∈ Aut(Ω).
У супротном jе функциjа h константно jеднака некоj тачки са границе ∂Ω.

Доказ. Због компактне конвергенциjе важи h ∈ H(Ω). Нека jе gn = h−1
n ∈ Aut(Ω) за све

n ∈ N. Тада jе низ (gn) локално ограничен у области Ω, па према теореми Montel-а, постоjи
његов подниз (gnk) коjи компактно конвергира у Ω ка некоj фукциjи g. Важи g ∈ H(Ω).
Нека jе K ⊂ Ω компакт. За свако z ∈ K постоjи rz > 0, такво да jе D [z, rz] ⊂ Ω. Из
отвореног покривача

⋃
z∈K D (z, rz/2) компакта K можемо издвоjити коначан потпокривач

K ⊂
⋃m
j=1D

(
zj , rzj/2

)
. Означимо Dj = D

(
zj , rzj

)
за све j = 1, . . . ,m. Нека jе ε > 0

произвољно одабрано и узмимо да jе δ = 1
4 min

{
rzj
∣∣ j = 1, . . . ,m

}
ε. За све j = 1, . . . ,m

важи ∂Dj ⊂ Ω и ∂Dj jе компактан скуп, тако да jе gnk ⇒ g (k → ∞) на ∂Dj . Тада
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5.3. ГРУПА АУТОМОРФИЗАМА ОГРАНИЧЕНЕ ОБЛАСТИ

постоjи kj ∈ N, тако да jе |gnk(ζ) − g(ζ)| < δ за све k > kj и све ζ ∈ ∂Dj . Нека jе
k0 = max

{
kj
∣∣ j = 1, . . . ,m

}
. Такође, нека су k > k0 и z ∈ K произвољно одабрани. Тада

jе z ∈ D
(
zj , rzj/2

)
за неко j = 1, . . . ,m и за све ζ ∈ ∂Dj важи |ζ − z| = |ζ − zj − (z −

zj)| > |ζ − zj | − |z − zj | > rzj − rzj/2 = rzj/2, тj. 1
|ζ−z|2 6

4
r2zj

. Применом Cauchy-jеве

интегралне формуле добиjамо да jе |g′nk(z)− g′(z)| =
∣∣∣ 1

2πi

∫
∂Dj

gnk (ζ)

(ζ−z)2dζ −
1

2πi

∫
∂Dj

g(ζ)
(ζ−z)2dζ

∣∣∣ <
1

2π δ
4
r2zj

∫
∂Dj
|dζ| = 1

2π δ
4
r2zj

2πrzj = 4δ
rzj
6 ε. Према томе, за све k > k0 и све z ∈ K важи

|g′nk(z) − g′(z)| < ε. Из претходног добиjамо да важи g′nk ⇒ g′ (k → ∞) на K. Како ово
важи за сваки компакт K ⊂ Ω, то низ функциjа

(
g′nk
)
компактно конвергира у области Ω

ка функциjи g′. На исти начин показуjемо да низ функциjа
(
h′nk
)
компактно конвергира у

области Ω ка функциjи h′. Важи gnk ◦ hnk = idΩ за све k ∈ N, па jе g′nk (hnk(z))h′nk(z) = 1
за све k ∈ N и све z ∈ Ω. Компактна конвергенциjа низа функциjа

(
g′nk
)
ка функциjи

g′ повлачи непрекидну конвергенциjу, jер jе g′ непрекидна функциjа. Самим тим, важи
lim
k→∞

g′nk (hnk(z)) = g′(h(z)), jер jе lim
k→∞

hnk(z) = h(z). Такође jе lim
k→∞

h′nk(z) = h′(z). Знамо да

важи g′nk (hnk(z))h′nk(z) = 1 за све k ∈ N. Пустимо да k →∞ и добиjамо да jе g′(h(z))h′(z) =
1 за све z ∈ Ω ∩ h−1(Ω). У наставку разликуjемо две могућности у зависности да ли jе
h неконстантна или константна функциjа. Наjпре, претпоставимо да jе h неконстантна
функциjа. Нека jе c ∈ Ω произвољно. На основу теореме jединости нуле неконстантне
холоморфне функциjе су изоловане, тако да постоjи r > 0, такво да jе D[c, r] ⊂ Ω и да
функциjа h − h(c) нема нула у D[c, r] \ {c}. Скуп W = D(c, r) jе ограничен, отворен и
важи W ⊂ Ω. Осим тога, функциjа h − h(c) нема нула на граници ∂W и низ функциjа
(hnk − h(c)) компактно конвергира ка функциjи h − h(c) у области Ω. Према теореми
Hurwitz-а, закључуjемо да постоjи природан броj k̂, такав да за све k > k̂ функциjе hnk−h(c)
и h−h(c) имаjу исти броj нула уW . Специjално jе h(c) ∈ hn

k̂
(Ω) = Ω. Ово важи за све c ∈ Ω,

па jе h ∈ Hol(Ω). За све k ∈ Ω важи gnk ◦ hnk = idΩ = hnk ◦ gnk . Имамо lim
k→∞

gnk(z) = g(z)

за све z ∈ Ω. Низ (hnk) компактно конвергира ка функциjи h, h jе непрекидна, тако да
имамо и непрекидну конвергенциjу низа функциjа (hnk) ка функциjи h. Добиjамо да jе
lim
k→∞

(hnk ◦ gnk) (z) = h(g(z)). Са друге стране jе lim
k→∞

(hnk ◦ gnk) (z) = idΩ(z) = z за све

z ∈ Ω. Следи h ◦ g = idΩ. Слично jе g ◦ h = idΩ. Коначно jе из претходног h ∈ Aut(Ω).
Даље, претпоставимо да jе h константна функциjа. Нека jе h ≡ c у Ω. Тада jе h′ ≡ 0 у Ω.
Како jе g′(h(z))h′(z) = 1 за све z ∈ Ω ∩ h−1(Ω), то мора бити h−1(Ω) = ∅. Одатле jе c /∈ Ω.
За произвољно z ∈ Ω важи c = lim

k→∞
hnk(z) ∈ Ω, jер hnk(z) ∈ Ω за све k ∈ N. Следи c ∈ ∂Ω.

Тиме jе доказ завршен. �

Нека jе L затворен скуп и подгрупа адитивне групе поља R, таква да jе L 6= {0} и
L 6= R (када кажемо да jе L затворен скуп, мислимо да jе L затворен на реалноj правоj
у тополошком смислу). Наjпре, како jе L 6= {0}, то jе

{
x ∈ L

∣∣ x > 0
}
6= ∅. Узмимо да

jе r = inf
{
x ∈ L

∣∣ x > 0
}
. Тада jе r ∈ R и r > 0. Претпоставимо да jе r = 0. Нека су

t ∈ R и ε > 0 произвољно одабрани. Тада постоjи s ∈ L, такав да jе 0 < s < ε. Означимо
n0 =

⌊
t−ε
s

⌋
+ 1 (b·c jе функциjа целог дела). Тада jе n0 ∈ Z и самим тим, важи x = n0s ∈ L

(jер jе L подгрупа адитивне групе поља R). Приметимо да jе t−ε
s <

⌊
t−ε
s

⌋
+1 = n0 6 t−ε

s +1 =
t
s −

ε
s + 1 < t+ε

s , односно, важи t − ε < x < t + ε. Дакле, за све t ∈ R и све ε > 0 постоjи
x ∈ L, такав да jе |t − x| < ε. Специjално, за све n ∈ N постоjи xn ∈ L, такав да важи
|t − xn| < 1

n . Следи lim
n→∞

xn = t, па jе t ∈ L (због затворености скупа L). Како ово важи
за све t ∈ R, то jе L = R, што jе немогуће, jер смо узели да jе L 6= R. Према томе, мора
бити r > 0. Тада за све n ∈ N, постоjи sn ∈ L, такав да jе r 6 sn < r + 1

n . Из претходног
важи lim

n→∞
sn = r, па jе r ∈ L. Добиjамо да jе L ⊃ rZ. Са друге стране, ако jе x ∈ L

произвољно одабран елемент, тада jе x ∈ L ⊂ R =
⊔
n∈Z [nr, (n+ 1)r). Постоjи n ∈ Z, такав

да jе x ∈ [nr, (n+ 1)r), тj. nr 6 x < (n+1)r. Одатле jе 0 6 x−nr < r и како jе x−nr ∈ L, то

44

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



5.3. ГРУПА АУТОМОРФИЗАМА ОГРАНИЧЕНЕ ОБЛАСТИ

мора бити x− nr = 0, односно x ∈ L. Коначно jе L = rZ. Добили смо: ако jе L затворена
подгрупа адитивне групе поља R, при чему jе L 6= {0} и L 6= R, тада важи L = rZ, где
jе r = inf

{
x ∈ L

∣∣ x > 0
}
. Пре наредне леме, приметимо да jе S1 =

{
z ∈ C

∣∣ |z| = 1
}
jедна

група у односу на операциjу множења комплексних броjева.

Лема. Нека jе H затворена подгрупа групе S1, таква да jе H 6= S1. Тада jе H коначна,
циклична подгрупа групе S1.

O
1

ξξ2

ξm−1
S1

r

Доказ. Приметимо да jе S1 =
{
eix
∣∣ x ∈ R

}
=
{
eix
∣∣ x ∈ [0, 2π)

}
.

Нека jе пресликавање p : R → S1 дефинисано са p(x) = eix. Тада
jе p непрекидно пресликавање, као композициjа таквих. Следи да
jе L = p−1(H) затворен скуп на реалноj правоj, jер jе H затворен
подскуп од S1. За произвољне x1, x2 ∈ L важи eix1 , eix2 ∈ H, па jе
x1 + x2 ∈ L, jер jе ei(x1+x2) = eix1 · eix2 ∈ H. Из свега претходног
добиjамо да jе L затворена подгрупа адитивне групе поља R и важи
L 6= R, jер jе H 6= S1. Осим тога, ако jе L = {0}, тада jе 1 = ei0 ∈ H.
Како важи e2πi = 1 ∈ H, то jе 2π ∈ p−1(H) = L = {0}, што jе
немогуће. Дакле, мора бити L 6= {0}. Према уводном разматрању
важи L = rZ, где jе r = inf

{
x ∈ L

∣∣ x > 0
}
> 0. Нека jе ξ = eir ∈ H. Како jе 1 = e2πi ∈ H, то

2π ∈ L, тако да постоjи m ∈ N, такав да jе 2π = rm. Знамо да jе H подгрупа групе S1, па jе
H ⊃

{
1, ξ, . . . , ξm−1

}
. Нека jе eix ∈ H произвољно одабран елемент, где jе x ∈ [0, 2π). Тада

x ∈ L, па jе x = rn за неко n ∈ N0. Важи rn = x < 2π = rm, а самим тим jе n < m, односно,
n ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}. Следи eix = ξn ∈

{
1, ξ, . . . , ξm−1

}
. Дакле, H =

{
1, ξ, . . . , ξm−1

}
. У

сваком случаjу jе H jедна коначна, циклична подгрупа групе S1. �

Теорема. Нека jе Ω ограничена област и a ∈ Ω. Тада jе група Auta(Ω) изоморфна групи
S1 или некоj њеноj коначноj, цикличноj подгрупи.

Доказ. Нека jе σ : Auta(Ω)→ S1 пресликавање дефинисано са σ(f) = f ′(a). Ово преслика-
вање jе добро дефинисано, jер jе Auta(Ω) =

{
f ∈ Hola(Ω)

∣∣ |f ′(a) = 1|
}
. Такође, за произ-

вољне функциjе f и g из Auta(Ω) важи σ(f ◦ g) = (f ◦ g)′(a) = f ′(g(a))g′(a) = f ′(a)g′(a) =
σ(f) · σ(g). Према томе, σ jе jедан хомоморфизам група. Следи да jе σ (Auta(Ω)) = Imσ
подгрупа групе S1. Нека jе σ(f) = 1. Следи f ′(a) = 1, па jе f = idΩ. Дакле, Kerσ = {idΩ},
тако да jе σ мономорфизам група и важи Auta(Ω) ∼= Imσ. Са друге стране, нека jе (cn)
низ тачака из Imσ коjи конвергира у S1, тj. нека jе lim

n→∞
cn = c ∈ S1. За свако n ∈ N, нека

jе hn ∈ Auta(Ω), тако да jе σ(hn) = cn. Низ функциjа (hn) jе ограничен, а тиме и локално
ограничен у области Ω. Према теореми Montel-а, постоjи његов подниз (hnk) коjи компактно
конвергира у области Ω ка некоj функциjи h. Важи h(a) = lim

k→∞
hnk(a) = a /∈ ∂Ω, па на

основу претходне теореме мора бити h ∈ Auta(Ω). Такође, низ
(
h′nk
)
компактно конвергира

у области Ω ка функциjи h′ (опет, ово имамо као у претходноj теореми). Специjално jе
σ(h) = h′(a) = lim

k→∞
h′nk(a) = lim

k→∞
σ (hnk) = lim

k→∞
cnk = c. Следи c ∈ Imσ. Из свега

претходног добиjамо да jе Imσ затворена подгрупа групе S1. Према претходноj леми Imσ jе
група S1 или нека њена коначна, циклична подгрупа. Коначно jе група Auta(Ω) изоморфна
групи S1 или некоj њеноj коначноj, цикличноj подгрупи. �

Нека jе γ : [a, b] → C затворена, део по део непрекидно диференциjабилна (тj. део по
део глатка) крива у комплексноj равни. Траг γ∗ = γ([a, b]) криве γ jесте компактан скуп
(непрекидна слика компакта jесте опет компакт). У наставку, ради jедноставности, пишемо
само γ уместо трага γ∗ (из контекста ће бити jасно да ли jе у питању сама крива γ или
њена директна слика, тj. њен траг γ∗). За произвољну тачку z ∈ C \ γ, дефинишемо
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5.3. ГРУПА АУТОМОРФИЗАМА ОГРАНИЧЕНЕ ОБЛАСТИ

индекс криве γ у односу на тачку z, као indγ(z) = 1
2πi

∫
γ

dζ
ζ−z (такође, за indγ(z) кажемо

да jе броj намотаjа криве γ у односу на тачку z). Покажимо да jе indγ(z) ∈ Z. Наиме,
нека jе g : [a, b] → C функциjа дефинисана као g(t) =

∫ t
a

γ′(s)
γ(s)−zds. Тада jе g(a) = 0 и

g(b) =
∫ b
a

γ′(s)
γ(s)−zds =

∫
γ

dζ
ζ−z = 2πi indγ(z). Осим тога, у тачкама непрекидности функциjе

γ′ важи g′(t) = γ′(t)
γ(t)−z . Дакле, функциjа g jе део по део глатка, jер постоjи само коначно

много тачака у коjима функциjа γ′ ниjе непрекидна. Нека jе h : [a, b] → C функциjа
дефинисана са h(t) = (γ(t) − z)e−g(t). У тачкама непрекидности функциjе γ′ важи h′(t) =
γ′(t)e−g(t) − (γ(t) − z)e−g(t)g′(t) = γ′(t)e−g(t) − γ′(t)e−g(t) = 0. Према томе, важи h′(t) =
0 у свим тачкама интервала [a, b], осим у њих коначно много. Како jе h непрекидна
функциjа, то закључуjемо да jе h константна функциjа на интервалу [a, b]. Специjално
jе h(a) = h(b). Важи h(a) = (γ(a) − z)e−g(a) = γ(a) − z и h(b) = (γ(b) − z)e−2πi indγ(z), па jе
e−2πi indγ(z) = 1, jер jе γ(a)− z = γ(b)− z 6= 0. Из претходног jе indγ(z) ∈ Z. Дакле, индекс
криве γ у односу на тачку z jе jедан цео броj. Унутрашњост криве γ дефинишемо као
Int γ =

{
z ∈ C \ γ

∣∣ indγ(z) 6= 0
}
, док jе њена спољашњост Ext γ =

{
z ∈ C \ γ

∣∣ indγ(z) = 0
}
.

Наравно, тада важи C = Int γ t γ t Ext γ.

Став. Нека jе (gn) низ функциjа из H(Ω) коjи компактно конвергира у области Ω ка
функциjи g, при чему постоjи затворена, део по део глатка крива γ у области Ω, таква да
скуп

⋂∞
n=1 Int(gn ◦ γ) садржи бар две тачке. Тада jе g неконстантна функциjа.

Доказ. Претпоставимо супротно, да jе g константна функциjа. Тада jе g(z) ≡ c, за неко
c ∈ C. Како скуп

⋂∞
n=1 Int(gn◦γ) садржи бар две тачке, то постоjи тачка w ∈

⋂∞
n=1 Int(gn◦γ),

таква да jе w 6= c. Из претходног важи indgn◦γ(w) ∈ Z \ {0} и indgn◦γ(w) = 1
2πi

∫
gn◦γ

dζ
ζ−w =

1
2πi

∫
γ

g′n(z)
gn(z)−wdz за све n ∈ N. Добиjамо да jе 1

2πi

∫
γ

g′n(z)
gn(z)−wdz ∈ Z \ {0} за све n ∈ N.

Низ функциjа (gn) компактно конвергира у области Ω ка функциjи g, а самим тим, низ
(g′n) компактно конвергира у области Ω ка функциjи g′ (као што смо раниjе показивали).
Функциjа g jе константна, па jе g′(z) ≡ 0. Нека су компакт K ⊂ Ω и ε > 0 произвољно
одабрани. Постоjи природан броj n1, такав да jе |g′n(z)| < 1

2 |c − w|ε за све z ∈ K и све
n > n1. Такође, постоjи природан броj n2, такав да jе |gn(z) − c| < 1

2 |c − w| за све z ∈ K и
све n > n2. Нека jе n0 = max {n1, n2}. Тада за произвољне z ∈ K и n > n0 важи |gn(z)−w| =
|c−w−(c−gn(z))| > |c−w|−|gn(z)−c| > |c−w|−1

2 |c−w| =
1
2 |c−w|, па jе

∣∣∣ g′n(z)
gn(z)−w

∣∣∣ < 1
2
|c−w|ε
1
2
|c−w| = ε.

Према томе, низ функциjа
(

g′n
gn−w

)
компактно конвергира у области Ω ка 0. Како jе траг

криве γ компактан скуп, то jе lim
n→∞

1
2πi

∫
γ

g′n(z)
gn(z)−wdz = 1

2πi

∫
γ lim
n→∞

g′n(z)
gn(z)−wdz = 0. Међутим,

ово jе немогуће, jер jе 1
2πi

∫
γ

g′n(z)
gn(z)−wdz ∈ Z \ {0} за све n ∈ N. Из добиjене контрадикциjе,

закључуjемо да jе g неконстантна функциjа. �
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Глава 6

Степен пресликавања

6.1 Коначна холоморфна пресликавања

Дефинициjа. За низ (zn) кажемо да jе гранични у области Ω ако jе zn ∈ Ω за све n ∈ N и
ако низ (zn) нема тачку нагомилавања у Ω. Холоморфна функциjа f : Ω → Ω′ jе коначна
ако за сваки гранични низ (zn) у области Ω, важи да jе (f(zn)) гранични низ у области Ω′. ♠

У разматрањима коjа следе, претпостављамо да су Ω и Ω′ области у комплексноj равни.
Приметимо да ако jе f : Ω → Ω′ коначна холоморфна функциjа, тада она мора бити
неконстантна.

Пример. Свака бихоломорфна функциjа f : Ω→ Ω′ jе коначна.
Решење. Нека jе (zn) произвољно одабран гранични низ у области Ω. Претпоставимо да
низ (f(zn)) ниjе гранични у области Ω′. Тада постоjи неки његов подниз (f(znk)) коjи
конвергира у области Ω′, тj. важи lim

k→∞
f (znk) = w ∈ Ω′. Функциjа f−1 jе холоморфна, а

тиме и непрекидна, тако да важи lim
k→∞

znk = lim
k→∞

f−1 (f (znk)) = f−1(w) ∈ Ω. Добиjамо да

низ (zn) има конвергентан подниз у Ω, што jе немогуће, jер jе таj низ гранични у области
Ω. Из добиjене контрадикциjе закључуjемо да jе функциjа f коначна. ♣

Став. Нека jе f : Ω→ Ω′ коначна холоморфна функциjа. Тада важи:
(а) Скуп f−1 ({w}) jе коначан за све w ∈ Ω′.
(б) Ако jе скуп L ⊂ Ω′ компактан, тада jе и f−1(L) компактан.
(в) f(Ω) = Ω′.

Доказ. (а) Претпоставимо да jе f−1 ({w}) бесконачан скуп за неко w ∈ Ω′. Тада можемо
одабрати неки низ (zn) различитих тачака из f−1 ({w}). Тада (f(zn)) ниjе гранични низ у
области Ω′, jер jе то jедан константан низ. Како jе функциjа f коначна, то важи да низ
(zn) ниjе гранични у области Ω. Самим тим, постоjи неки његов конвергентан подниз (znk)
у области Ω. Међутим, како jе f (znk) = w за све k ∈ N, то jе на основу теореме jединости
f(z) = w за све z ∈ Ω. Ово jе немогуће, jер коначна холоморфна функциjа не може бити
константна. Дакле, f−1 ({w}) jе коначан скуп за све w ∈ Ω′.
(б) Нека jе K = f−1(L). Тада jе K затворен, jер jе функциjа f непрекидна. За произвољан
низ тачака (zn) из K, важи да jе (f(zn)) низ тачака из компакта L, тако да можемо
издвоjити његов конвергентан подниз, а самим тим, низ (f(zn)) не може бити гранични
низ у области Ω′. Функциjа f jе коначна, па низ (zn) не може бити гранични у Ω. Дакле,
постоjи неки конвергентан подниз (znk) низа (zn) коjи конвергира у Ω ка некоj тачки z и
важи lim

k→∞
znk = z ∈ K, jер jе K затворен скуп. Према томе, сваки низ тачака из K има

конвергентан подниз у K, па jе K компактан скуп.
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6.1. КОНАЧНА ХОЛОМОРФНА ПРЕСЛИКАВАЊА

(в) Како jе f холоморфна неконстантна функциjа, то jе f(Ω) отворен скуп (теорема о
отвореном пресликавању). Важи f(Ω) ⊂ Ω′. Нека jе w ∈ f(Ω) произвољно одабрана тачка
(овде подразумевамо да jе f(Ω) затворење скупа f(Ω) у области Ω′). Тада постоjи (wn)
низ тачака из f(Ω), такав да jе lim

n→∞
wn = w. За свако n ∈ N, нека jе zn ∈ Ω, такав да jе

f(zn) = wn. Низ (f(zn)) ниjе гранични у области Ω′, тако да низ (zn) ниjе гранични у области
Ω. Самим тим, постоjи подниз (znk), такав да jе lim

k→∞
znk = z ∈ Ω. Функциjа f jе непрекидна,

па jе lim
k→∞

f (znk) = f(z). Тада jе w = lim
n→∞

wn = lim
k→∞

wnk = lim
k→∞

f (znk) = f(z) ∈ f(Ω).

Следи, скуп f(Ω) jе затворен у области Ω′. Коначно jе Ω′ = f(Ω) t (Ω′ \ f(Ω)), где су f(Ω)
и Ω′ \ f(Ω) отворени скупови у Ω′. Међутим, Ω′ jе повезан скуп, тако да jедан од скупова
f(Ω) и Ω′ \ f(Ω) мора бити празан скуп. Како важи f(Ω) 6= ∅, то jе Ω′ \ f(Ω) = ∅, односно,
f(Ω) = Ω′. На таj начин jе став доказан. �

Пример. Цела функциjа jе коначна ако и само ако jе неконстантан полином.
Решење. Нека jе f : C → C цела функциjа. Наjпре, претпоставимо да jе функциjа f
коначна. Тада jе f−1 ({w}) коначан скуп за све w ∈ C (претходни став, део (а)), па f
ниjе трансцендентна функциjа, тj. f мора бити полином. Такође, коначна функциjа ниjе
константна. Дакле, функциjа f jе неки неконстантан полином. Обрнуто, претпоставимо
да jе f неки неконстантан полином. Нека jе (zn) неки гранични низ у C. Покажимо да jе
тада (f(zn)) такође, гранични низ у C. У супротном постоjи конвергентан подниз (f (znk))
низа (f(zn)), тj. важи lim

k→∞
f (znk) = w ∈ C. Постоjи k0 ∈ N, такав да jе f (znk) ∈ D[w, 1]

за све k > k0. Тада jе znk ∈ f−1 (D[w, 1]) за све k > k0. Функциjа f jе непрекидна, па jе
f−1 (D[w, 1]) затворен скуп. Такође, скуп f−1 (D[w, 1]) jе и ограничен. Иначе би постоjао
неограничен низ тачака (ζn) из D[w, 1] и тада би низ (f(ζn)) такође, био неограничен (jер
jе функциjа f неконстантан полином), што jе немогуће, jер jе f(ζn) ∈ D[w, 1] за све n ∈ N.
Према томе, скуп f−1 (D[w, 1]) jе компактан, тако да низ (znk)∞k=k0

има неки конвергентан
подниз. То jе уjедно и конвергентан подниз низа (zn), што jе у контрадикциjи са тим да jе
(zn) гранични низ у C. Следи да jе неконстантан полином f коначно пресликавање. ♣

Нека суX и Y тополошки простори. За пресликавање f : X → Y кажемо да jе затворено
ако за сваки затворен скуп A ⊂ X важи да jе скуп f(A) ⊂ Y затворен (директна слика
сваког затвореног скупа jесте опет, jедан затворен скуп). У вези са тим, имамо следеће
своjство затворених пресликавања. (�) Нека jе f : X → Y затворено пресликавање, y ∈ Y
и U ⊂ X отворен скуп, такав да важи f−1({y}) ⊂ U . Тада постоjи отворен скуп V ⊂ Y ,
такав да jе y ∈ V и f−1(V ) ⊂ U . Наиме, узмимо да jе V = Y \ f (X \ U). Скуп X \ U jе
затворен, па jе и f(X \ U) затворен скуп, jер jе пресликавање f затворено. Следи да jе V
jедан отворен скуп. Претпоставимо да y /∈ V . Тада jе y = f(x) за неко x ∈ X \ U , па jе
x ∈ f−1({y}) и x /∈ U , што jе немогуће, jер jе f−1({y}) ⊂ U . Дакле, мора бити y ∈ V . За
произвољно x ∈ f−1(V ) важи f(x) ∈ V , тако да jе x /∈ X \U , односно, x ∈ U . Из претходног
jе f−1(V ) ⊂ U . Према томе, скуп V испуњава тражене услове.

Теорема. Нека jе f : Ω → Ω′ холоморфно пресликавање. Тада су следећа тврђења
еквивалентна:
(1) f jе коначно пресликавање.
(2) Ако jе L ⊂ Ω′ компактан скуп, тада jе и f−1(L) компактан скуп.
(3) f jе затворено, неконстантно пресликавање.

Доказ. (1)⇒ (2). Оваj део следи директно на основу претходног става.
(2)⇒ (3). Наjпре, покажимо да jе f неконстантно пресликавање. Претоставимо супротно,
да jе f(z) ≡ c за неко c ∈ C. Како jе скуп {c} компактан, то jе и f−1({c}) = Ω компактан
скуп у комплексноj равни. Добиjамо да jе Ω затворен скуп. Тада jе C = Ω t Ωc, где
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6.2. НАМОТАВАJУЋА ПРЕСЛИКАВАЊА

су Ω и Ωc отворени скупови, па jедан од њих мора бити празан скуп. Како jе Ω 6= ∅,
то мора бити Ωc = ∅. Следи Ω = C, што jе немогуће, jер C ниjе компактан скуп. Из
добиjене контрадикциjе закључуjемо да jе f неконстантно пресликавање. Са друге стране,
нека jе A затворен скуп у области Ω и нека jе w ∈ f(A) произвољно одабрана тачка (овде
подразумевамо да jе f(A) затворење скупа f(A) у области Ω′). Тада постоjи (zn) низ тачака
из A, такав да jе lim

n→∞
f(zn) = w. Скуп L =

{
f(zn)

∣∣ n ∈ N
}
∪ {w} jе компактан, па jе и

f−1(L) jедан компактан скуп. Како jе (zn) низ тачака из компакта f−1(L), то постоjи његов
конвергенатн подниз (znk) и важи lim

k→∞
znk = z ∈ A, jер jе A затворен скуп. Функциjа f jе

холоморфна, а тиме и непрекидна, тако да jе f(z) = lim
k→∞

f (znk) = lim
n→∞

f(zn) = w. Следи

w = f(z) ∈ f(A). Из претходног добиjамо да jе f(A) затворен скуп у области Ω′. Према
томе, пресликавање f jе затворено и неконстантно.
(3) ⇒ (1). Претпоставимо супротно, тj. да f ниjе коначно пресликавање. Тада постоjи
гранични низ (ζn) у области Ω, такав да низ (f(ζn)) има неки конвергентан подниз у области
Ω′. Нека jе (f(zn)) конвергентан подниз низа (f(ζn)) коjи конвергира ка некоj тачки w ∈ Ω′.
Важи lim

n→∞
f(zn) = w и (zn) jе гранични низ у области Ω. Нека jе n ∈ N произвољно

одабрано. Тада jе D
(
zn,

1
n

)
∩ f−1

(
D
(
f(zn), 1

n

)
∩ Ω′

)
отворен скуп, као пресек два таква и

осим тога, он jе непразан, jер jе zn ∈ D
(
zn,

1
n

)
∩ f−1

(
D
(
f(zn), 1

n

)
∩ Ω′

)
. Према томе, скуп

D
(
zn,

1
n

)
∩f−1

(
D
(
f(zn), 1

n

)
∩ Ω′

)
не може бити подскуп скупа f−1({w}), jер би у супротном,

на основу теореме jединости f била константна функциjа. Из претходног добиjамо да jе
D
(
zn,

1
n

)
∩ f−1

(
D
(
f(zn), 1

n

)
∩ Ω′

)
∩
(
Ω \ f−1({w})

)
6= ∅, тако да можемо одабрати неки

елемент ẑn ∈ D
(
zn,

1
n

)
∩ f−1

(
D
(
f(zn), 1

n

)
∩ Ω′

)
∩
(
Ω \ f−1({w})

)
. На таj начин смо добили

низ елемената (ẑn) из области Ω, такав да jе f(ẑn) 6= w, |f(ẑn)− f(zn)| < 1
n и |ẑn − zn| < 1

n
за све n ∈ N. Тада jе (ẑn) гранични низ у области Ω и важи lim

n→∞
f(ẑn) = w. Скуп{

f(ẑn)
∣∣ n ∈ N

}
ниjе затворен, jер jе w /∈

{
f(ẑn)

∣∣ n ∈ N
}
. Са друге стране,

{
ẑn
∣∣ n ∈ N

}
jе затворен скуп у Ω, jер низ (ẑn) нема конвергентан подниз у области Ω. Пресликавање
f jе затворено, тако да jе скуп

{
f(ẑn)

∣∣ n ∈ N
}
затворен у области Ω′. Контрадикциjа! Из

добиjене контрадикциjе закључуjемо да jе f коначно пресликавање. �

6.2 Намотаваjућа пресликавања

(1) Нека jе f холоморфно пресликавање у области Ω, тj. f ∈ H(Ω), c ∈ Ω и f ′(c) 6= 0.
Узмимо да jе ε = |f ′(c)|

2 > 0. Како jе f ′ непрекидна функциjа, то постоjи r > 0, такво
да jе D(c, r) ⊂ Ω и важи |f ′(z) − f ′(c)| < ε за све z ∈ D(c, r). Означимо D = D(c, r).
Тада jе |f ′ − f ′(c)|D 6 ε < |f ′(c)|. Нека су z, w ∈ D произвољно одабране тачке, такве да jе
z 6= w. Важи [z, w] ⊂ D. Такође jе f(w)−f(z)−f ′(c)(w−z) =

∫
[z,w] (f ′(ζ)− f ′(c)) dζ, односно,

добиjамо да jе |f(w)−f(z)−f ′(c)(w−z)| =
∣∣∣∫[z,w] (f ′(ζ)− f ′(c)) dζ

∣∣∣ 6 ∫[z,w] |f
′(ζ)−f ′(c)||dζ| 6

|f ′− f ′(c)|D|w− z|. Из претходног jе
∣∣∣f(w)−f(z)

w−z − f ′(c)
∣∣∣ 6 |f ′− f ′(c)|D < |f ′(c)| и самим тим,

мора бити f(z) 6= f(w). Дакле, пресликавање f jе 1 − 1 у диску D ⊂ Ω. Специjално jе
f
∣∣
D

: D → f(D) бихоломорфно пресликавање.

За тачку z0 ∈ Ω кажемо да jе нула n-тог реда функциjе g ∈ H(Ω) ако важи g(z0) =
g′(z0) = · · · = g(n−1)(z0) = 0 и g(n)(z0) 6= 0.

(2) Претпоставимо да jе f ∈ H(Ω) неконстантно пресликавање и c ∈ Ω. Тада jе f(z)−f(c) =
a1(z − c) + a2(z − c)2 + . . . и нека jе an први међу коефициjентима у овом развоjу коjи jе
различит од нуле (такав коефициjент постоjи, jер jе f неконстантна функциjа). Следи да
jе f(z)− f(c) = an(z − c)n + an+1(z − c)n+1 + . . . , при чему jе an 6= 0 и c jе нула n-тог реда
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6.2. НАМОТАВАJУЋА ПРЕСЛИКАВАЊА

функциjе f − f(c). Иначе, ред комплексног броjа c као нуле функциjе f − f(c) означавамо
са ν(f, c). Дакле, важи n = ν(f, c). Приметимо да jе f(z) − f(c) = (z − c)ng(z), где jе
g(z) = an+an+1z+ . . . холоморфна функциjа, jер jе представљена конвергентним степеним
редом. Тада jе f(z) = f(c) + (z − c)ng(z), при чему важи g ∈ H(Ω) и g(c) = an 6= 0. Из
непрекидности функциjе g закључуjемо да постоjи r > 0, такво да jе D[c, r] ⊂ Ω и важи
g(z) 6= 0 за све z ∈ D(c, r). Самим тим, можемо издвоjити холоморфну грану n-тог корена
функциjе g у диску D(c, r), тj. постоjи функциjа G ∈ H(D(c, r)), таква да jе g(z) = Gn(z)
за све z ∈ D(c, r). Нека jе h(z) = (z − c)G(z) за све z ∈ D(c, r). Тада jе h ∈ H(D(c, r)) и
важи h′(z) = G(z) + (z − c)G′(z). Следи да jе h′(c) = G(c) 6= 0, jер jе Gn(c) = g(c) 6= 0. На
основу (1) постоjи δ ∈ (0, r), такво да jе h

∣∣
D

: D → h(D) бихоломофна функциjа, где смо
означили D = D(c, δ) ⊂ D(c, r). Приметимо да jе D ⊂ D[c, r] ⊂ Ω. Такође, из претходног
имамо да важи f

∣∣
D

= f(c) + hn. Дакле, добили смо да постоjе диск D ⊂ Ω са центром у
тачки c ∈ Ω и бихоломорфна функциjа h

∣∣
D

: D → h(D), тако да jе f
∣∣
D

= f(c) +hn и D ⊂ Ω,
где jе n = ν(f, c).

(3) Нека jе f ∈ H(Ω) неконстантно пресликавање и c ∈ Ω. Применом резултата из (2)
добиjамо да постоjе диск D ⊂ Ω са центром у тачки c и бихоломорфно пресликавање h :
D → h(D), такви да важи f

∣∣
D

= f(c)+hn и D ⊂ Ω, при чему jе n = ν(f, c). Тада jе h(c) = 0,

D D

U V

σn

vu

f
∣∣
U

па jе 0 ∈ h(D). Скуп h(D) jе отворен (теорема о отвореном пресликавању).
Самим тим, постоjи r > 0, тако да важи D(0, r) ⊂ h(D). Нека jе
U = h−1(D(0, r)). Скуп U jе отворен, jер jе h непрекидно пресликавање
и важи U ⊂ D ⊂ Ω. Одатле jе U ⊂ D ⊂ Ω и U jе компактан скуп, jер
jе затворен диск D компактан. Такође jе c ∈ U . Нека jе u : U → D
пресликавање дефинисано са u(z) = 1

rh(z). Тада jе u добро дефинисано,
бихоломорфно пресликавање, jер jе h такво. Осим тога, важи u(c) =
1
rh(c) = 0. Означимо V = D(f(c), rn) и нека jе v : D → V пресликавање
дефинисано са v(z) = f(c) + rnz. Тада jе v добро дефинисано, линеарно пресликавање.
Дефинишимо jош пресликавање σn : D → D као σn(z) = zn. За свако z ∈ U важи
f(z) = f(c)+hn(z) = v

(
1
rnh

n(z)
)

= (v◦σn)
(

1
rh(z)

)
= (v◦σn ◦u)(z). Одатле jе f

∣∣
U

= v◦σn ◦u
и f(U) = V , jер су пресликавања u, σn и v сурjективна.

Дефинициjа. За холоморфно, неконстантно пресликавање f : U → V кажемо да jе
намотаваjуће пресликавање у односу на тачку c ∈ U ако jе V диск са центром у f(c) и
ако постоjе бихоломорфно пресликавање u : U → D, u(c) = 0 и линеарно пресликавање
v : D → V , v(0) = f(c), тако да важи f = v ◦ σn ◦ u, где jе n = ν(f, c) и σn : D → D jе
пресликавање дато са σn(z) = zn. За броj n = ν(f, c) кажемо да jе степен намотаваjућег
пресликавања f у односу на тачку c. ♠

Приметимо да су пресликавања u, σn и v из претходне дефинициjе затворена, тако да
jе пресликавање f = v ◦ σn ◦ u затворено као композициjа таквих. Дакле, f jе затворено,
неконстантно пресликавање, па jе f jедно коначно пресликавање. На таj начин смо добили
да jе свако намотаваjуће пресликавање коначно. Поред тога, локално посматрано, свако
холоморфно, неконстантно пресликавање jесте намотаваjуће. Наиме, нека jе f ∈ H(Ω)
неконстантно пресликавање и c ∈ Ω. Тада на основу резултата из (3) постоjи околина
U тачке c у области Ω, таква да jе f

∣∣
U

: U → f(U) намотаваjуће пресликавање степена
n = ν(f, c) у односу на тачку c и U jе компактан скуп садржан у области Ω.

Став. Нека jе f : U → V намотаваjуће пресликавање степена n у односу на тачку c ∈ U .
Ако jе V1 ⊂ V диск са центром у тачки f(c) и U1 = f−1(V1), тада jе и f

∣∣
U1

: U1 → V1

намотаваjуће пресликавање степена n у односу на тачку c.
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6.2. НАМОТАВАJУЋА ПРЕСЛИКАВАЊА

Доказ. Наjпре, како jе f(c) ∈ V1, то важи c ∈ U1. Пресликавање f jе намотаваjуће степена
n у односу на тачку c, тако да према дефинициjи, постоjе одговараjућа пресликавања u,
σn и v, таква да jе f = v ◦ σn ◦ u. Пресликавање u : U → D jе бихоломорфно и важи
u(c) = 0, док jе пресликавање v : D → V линеарно и важи v(0) = f(c). Самим тим jе
v−1(V1) диск са центром у тачки 0. Дакле, постоjи r > 0, такво да jе v−1(V1) = D(0, r) ⊂ D
(тj. имамо да jе 0 < r 6 1). Следи да jе σ−1

n (v−1(V1)) = σ−1
n (D(0, r)) = D(0, n

√
r). Из

претходног jе U1 = f−1(V1) = (v ◦ σn ◦ u)−1(V1) = u−1(σ−1
n (v−1(V1))) = u−1(D(0, n

√
r)). Тада

за произвољну тачку z ∈ U1 важи u(z) ∈ D(0, n
√
r), па jе 1

n√ru(z) ∈ D. Према томе, функциjа
u1 : U1 → D дефинисана са u1(z) = 1

n√ru(z) jесте добро дефеинисана и она jе холоморфна,
као композициjа таквих. Пресликавање u jе 1 − 1, па jе и u1 jедно 1 − 1 пресликавање.
Покажимо да jе u1 сурjекциjа. Нека jе w ∈ D произвољно одабрано. Како jе u : U → D
бихоломорфно пресликавање и n

√
rw ∈ D, то постоjи z ∈ U , тако да важи u(z) = n

√
rw.

Међутим n
√
rw ∈ D(0, n

√
r), па jе z ∈ U1 и важи u1(z) = w. Из свега претходног закључуjемо

да jе u1 : U1 → D холоморфна биjекциjа, односно, u1 jе бихоломорфно пресликавање.
Такође, приметимо да jе u1(c) = 1

n√ru(c) = 0. За све z ∈ D важи rz ∈ D(0, r) = v−1(V1),
па jе v(rz) ∈ V1. Добиjамо да jе пресликавање v1 : D → V1 дефинисано са v1(z) = v(rz)
линеарно пресликавање, jер jе v такво и важи v1(0) = v(0) = f(c). За све z ∈ U1 важи
(v1 ◦ σn ◦ u1)(z) = (v ◦ σn)

(
1
n√ru(z)

)
= v1

(
1
ru

n(z)
)

= v(un(z)) = (v ◦ σn ◦ u)(z) = f(z). Следи

f
∣∣
U1

= v1 ◦σn ◦u1. Коначно, из свега претходног, добиjамо да jе f
∣∣
U1

: U1 → V1 намотаваjуће
пресликавање степена n око тачке c. �

(4) Нека jе f : Ω → Ω′ холоморфно, неконстантно пресликавање, такво да jе f−1 ({w})
коначан скуп за све w ∈ Ω′. За произвољно p ∈ f(Ω) скуп f−1 ({p}) jе коначан, тако да jе
f−1 ({p}) = {c1, . . . , cm} за неке, међусобно различите cj ∈ Ω, j = 1, . . . ,m, где jе m ∈ N. На
основу (3) постоjе Ũ1, . . . , Ũm међусобно дисjунктне околине тачака c1, . . . , cm, тим редом,
у области Ω, такве да jе f |

Ũj
: Ũj → f(Ũj) намотаваjуће пресликавање степена ν(f, cj) у

односу на тачку cj и затворење околине Ũj jе компактан скуп садржан у области Ω, за све
j = 1, . . . ,m. Тада jе тачка p = f(cj) центар диска f(Ũj) за све j = 1, . . . ,m. Скуп

⋂m
j=1 f(Ũj)

jе отворен као пресек коначно много таквих и важи p ∈
⋂m
j=1 f(Ũj). Самим тим, постоjи

r > 0, тако да jеD(p, r) ⊂
⋂m
j=1 f(Ũj). Нека jе V = D(c, r) и Uj =

(
f |
Ũj

)−1
(V ) = f−1(V )∩Ũj

за све j = 1, . . . ,m. Тада су U1, . . . , Um међусобно дисjунктне околине тачака c1 . . . , cm,
тим редом, у области Ω и на основу претходног става f |Uj : Uj → V jе намотаваjуће
пресликавање степена ν(f, cj) у односу на тачку cj и U j jе компактан скуп садржан у
области Ω за све j = 1, . . . ,m. Претходни резултат можемо побољшати под додатном
претпоставком да jе пресликавање f коначно. Наиме, претпоставимо да jе f : Ω → Ω′

коначно, холоморфно пресликавање. Тада jе f неконстантно пресликавање и f−1 ({w})
jе коначан скуп за све w ∈ Ω′, односно, испуњени су почетни услови и можемо поновити
претходна разматрања за неку тачку p ∈ f(Ω) = Ω′ (коначна пресликавања су сурjективна),
такву да jе f−1 ({p}) = {c1, . . . , cm} за неке, међусобно различите cj ∈ Ω, j = 1, . . . ,m, где
jе m ∈ N. Дакле, тада постоjе Ũ1, . . . , Ũm међусобно дисjунктне околине тачака c1, . . . , cm,
тим редом, у области Ω, такве да jе f |

Ũj
: Ũj → f(Ũj) намотаваjуће пресликавање степена

ν(f, cj) у односу на тачку cj и затворење околине Ũj jе компактан скуп садржан у области
Ω, за све j = 1, . . . ,m. Важи f−1 ({p}) ⊂

⊔m
j=1 Ũj и скуп

⊔m
j=1 Ũj jе отворен. Пресликавање

f jе затворено (jер jе коначно) и ако применимо своjство (�) за затворена пресликавања,
добиjамо да постоjи отворен скуп W , такав да jе p ∈ W и f−1(W ) ⊂

⊔m
j=1 Ũj . Тада jе

p ∈
⋂m
j=1 f(Ũj) ∩W и скуп

⋂m
j=1 f(Ũj) ∩W jе отворен као пресек коначно много таквих.

Постоjи r > 0, тако да jеD(p, r) ⊂
⋂m
j=1 f(Ũj)∩W . Нека jе V = D(c, r) и Uj =

(
f |
Ũj

)−1
(V ) =

51

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



6.3. ТЕОРЕМА RADÓ-А

f−1(V ) ∩ Ũj за све j = 1, . . . ,m. Приметимо да су тада U1, . . . , Um међусобно дисjунктне
околине тачака c1 . . . , cm, тим редом, у области Ω. Такође, на основу претходног става
имамо да jе f |Uj : Uj → V jе намотаваjуће пресликавање степена ν(f, cj) у односу на
тачку cj и U j jе компактан скуп садржан у области Ω, за све j = 1, . . . ,m. Међутим,
сада додатно имамо да важи

⊔m
j=1 Uj =

⊔m
j=1(f−1(V ) ∩ Ũj) = f−1(V ) ∩

⊔m
j=1 Ũj = f−1(V ),

jер jе f−1(V ) ⊂ f−1(W ) ⊂
⊔m
j=1 Ũj .

Дефинициjа. За холоморфно пресликавање f : Ω→ Ω′ кажемо да jе локално бихоломорфно
ако за сваку тачку c ∈ Ω постоjи њена околина U у области Ω, таква да jе f

∣∣
U

: U → f(U)
бихоломорфно пресликавање. ♠

Нека jе f : Ω → Ω′ коначно и локално бихоломорфно пресликавање и p ∈ f(Ω) = Ω′

(свако коначно пресликавање jе сурjективно). Тада jе f−1 ({p}) = {c1, . . . , cm} за неке
међусобно различите cj ∈ Ω, j = 1, . . . ,m, где jе m ∈ N. Према (4) постоjи диск V ⊂ Ω′

са центром у тачки p и U1, . . . , Um међусобно дисjунктне околине тачака c1, . . . , cm, тим
редом, у области Ω, тако да jе f

∣∣
Uj

: Uj → V намотаваjуће пресликавање степена ν(f, cj)

у односу на тачку cj , за све j = 1, . . . ,m, при чему важи f−1(V ) =
⊔m
j=1 Uj . Међутим,

како jе f локално бихоломорфно пресликавање, то jе ν(f, cj) = 1 за све j = 1, . . . ,m. Осим
тога, намотаваjуће пресликавање степена 1 jе бихоломорфно, као композициjа таквих, jер jе
тада σ1 = idD бихоломорфно пресликавање. Дакле, свако од пресликавања f

∣∣
Uj

: Uj → V ,
j = 1 . . . ,m jе бихоломорфно. Према томе, за сваку тачку p ∈ Ω′ постоjи диск V ⊂ Ω′ са
центром у тачки p и разбиjање скупа f−1(V ) =

⊔m
j=1 Uj на отворене скупове, тако да jе

f
∣∣
Uj

: Uj → V бихоломорфно пресликавање за све j = 1, . . . ,m.

6.3 Теорема Radó-а

Нека jе f ∈ H(Ω) неконстантно пресликавање. Дефинишемо функциjу степена пресли-
кавања f као degw f =

∑
c∈f−1({w}) ν(f, c) за све w ∈ f(Ω) и degw f = 0 за све w /∈ f(Ω).

Како jе f неконстантна функциjа, то jе 1 6 ν(f, c) < ∞ за све c ∈ Ω. Према томе, важи
1 6 degw f < ∞ ако и само ако jе f−1 ({w}) непразан и коначан скуп. Претпоставимо да
jе f полином степена n ∈ N и нека jе w ∈ C произвољно одабрано. Нека су c1, . . . , cm,
m ∈ N корени полинома f(z) − w вишеструкости n1, . . . , nm, тим редом. Према основноj
теореми алгебре важи

∑m
j=1 nj = n. Из претходног добиjамо degw f =

∑
c∈f−1({w}) ν(f, c) =∑m

j=1 ν(f, cj) =
∑m

j=1 nj = n. Дакле, ако jе f полином степена n, тада за све w ∈ C важи
degw f = n.

Став. Нека jе f : U → V намотаваjуће пресликавање степена n у односу на тачку c ∈ U .
Тада jе degw f = n за све w ∈ V .

D D

U V

z 7→ zn

vu

f

Доказ. Одаберимо неко w ∈ V . Важи V = f(U), jер jе свако намотаваjуће
пресликавање сурjективно. Нека jе f = v◦σn◦u одговараjућа декомпозициjа
намотаваjућег пресликавања f , где jе u : U → D бихоломорфно
пресликавање и v : D → V jе линеарно пресликавање, при чему важи
u(c) = 0 и v(0) = f(c). Како jе V диск са центром у тачки f(c), то jе
на основу претходног v(z) = az + f(c), z ∈ D за неко a ∈ C \ {0}. Тада
jе v холоморфна биjекциjа, односно, jедно бихоломорфно пресликавање.
Приметимо да jе b ∈ f−1 ({w}) ⇔ f(b) = w ⇔ σn(u(b)) = v−1(w) ⇔ u(b) ∈

σ−1
n

({
v−1(w)

})
. Дакле, важи b ∈ f−1 ({w}) ако и само ако jе u(b) ∈ σ−1

n

({
v−1(w)

})
. Нека

jе b ∈ f−1 ({w}) и ν(f, b) = m. Тада jе f(z) − f(b) = am(z − b)m + am+1(z − b)m+1 + . . . ,
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6.3. ТЕОРЕМА RADÓ-А

при чему jе am 6= 0. Следи v(σn(u(z))) − v(σn(u(b))) = am(z − b)m + am+1(z − b)m+1 + . . . ,
па jе σn(u(z)) − σn(u(b)) = am

a (z − b)m + am+1

a (z − b)m+1 + . . . . Преликавање u−1 : D → U
jе бихоломорфно и ако ставимо ζ = u(z) добиjамо да jе u−1(ζ) − b = u−1(ζ) − u−1(u(b)) =
ã1(ζ − u(b)) + ã2(ζ − u(b))2 + . . . , где jе ã1 = (u−1)′(b) 6= 0. Самим тим, из претходног
добиjамо да важи σn(ζ) − σn(u(b)) = am

a

(
u−1(ζ)− b

)m
+ am+1

a

(
u−1(ζ)− b

)m+1
+ · · · =

am
a

(
ã1(ζ − u(b)) + ã2(ζ − u(b))2 + . . .

)m
+ am+1

a

(
ã1(ζ − u(b)) + ã2(ζ − u(b))2 + . . .

)m+1
+ · · · =

âm (ζ − u(b))m + âm+1 (ζ − u(b))m+1 + . . . , при чему jе âm = am
a (ã1)m 6= 0. Према томе,

добиjамо ν(σn, u(b)) = m, тj. важи ν(f, b) = ν(σn, u(b)). Коначно, према претходном имамо
degw f =

∑
b∈f−1({w}) ν(f, b) =

∑
u(b)∈σ−1

n ({v−1(w)}) ν(σn, u(b)) =
∑

ξ∈σ−1
n ({v−1(w)}) ν(σn, ξ) = n,

jер jе σn полином степена n. Тиме jе доказ завршен. �

Нека jе X метрички простор. За функциjу f : X → C кажемо да jе локално константна
ако за сваку тачку x ∈ X постоjи њена околина U у простору X, таква да jе f

∣∣
U
константна

функциjа. Свака локално константна функциjа jесте непрекидна. Заправо, инверзна слика
сваког подскупа комплексне равни, при локално константноj функциjи, jесте отворен скуп
у простору X. Наиме, нека jе A ⊂ C jедан подскуп комплексне равни и x ∈ f−1(A)
произвољна тачка (ако jе f−1(A) = ∅ одмах имамо да jе f−1(A) отворен скуп). Тада постоjи
околина U тачке x у простору X, таква да jе f

∣∣
U
константна функциjа и самим тим, важи

f(U) = {f(x)} ⊂ A. Из претходног jе x ∈ U ⊂ f−1(A). Према томе, f−1(A) jесте отворен
скуп, за све A ⊂ C. Наводимо jош jедно значаjно своjство локално константних функциjа.
Метрички простор X jе повезан ако и само ако jе свака локално константна функциjа
f : X → C константна. Наjпре, нека jе X повезан метрички простор и f : X → C нека
локално константна функциjа. Фиксираjмо неку тачку x ∈ X. Тада jе f−1 ({f(x)}) отворен
скуп и он jе непразан, jер x ∈ f−1 ({f(x)}). Са друге стране, f jе непрекидна функциjа и
{f(x)} jе затворен скуп у комплексноj равни, па jе f−1 ({f(x)}) затворен скуп. Следи да
jе f−1 ({f(x)}) непразан, отворен и затворен скуп и повезаном метричком простору X, па
мора бити f−1 ({f(x)}) = X. Дакле, f jе константна функциjа. Даље, претпоставимо да
jе у метричком простору X свака локално константна функциjа f : X → C константна и
покажимо да jе X повезан. Претпоставимо супротно, да метрички простор X ниjе повезан.
Тада постоjи скуп отворен и затворен скуп A ⊂ X, такав да jе A 6= ∅ и A 6= X. Тада
jе карактеристична функциjа χA : X → {0, 1} скупа A локално константна (jер су A и
Ac отворени скупови), али ниjе константна (jер jе A 6= ∅ и Ac 6= ∅). Контрадикциjа! Из
добиjене контрадикциjе закључуjемо да jе простор X повезан.

Теорема (Radó). Холоморфно пресликавање f : Ω → Ω′ jе коначно ако и само ако jе
degw f функциjа степена пресликавања f константно jеднака некоj коначноj вредности за
све w ∈ Ω′.

Доказ. Нека jе p ∈ Ω′ произвољно одабрана тачка, таква да jе 1 6 degp f < ∞. Тада jе
f−1 ({p}) непразан и коначан скуп. Следи да jе f−1 ({p}) = {c1, . . . , cm} за неке међусобно
различите тачке cj ∈ Ω, j = 1, . . . ,m и неко m ∈ N. Према (4) постоjи диск V са центром у
тачки p и U1, . . . , Um међусобно дисjунктне околине тачака c1, . . . , cm, тим редом, у области
Ω, тако да jе f

∣∣
Uj

: Uj → V намотаваjуће пресликавање степена ν(f, cj) око тачке cj и U j
компактан скуп садржан у области Ω за све j = 1, . . . ,m. Такође, под претпоставком да
jе f коначно пресликавање, на основу (4) имамо

⊔m
j=1 Uj = f−1(V ). Скуп U =

⊔m
j=1 Uj

jе отворен, као униjа таквих и важи U ⊂
⊔m
j=1 U j ⊂ Ω. Како jе

⊔m
j=1 U j компактан скуп,

као коначна униjа таквих, то jе и U jедан компактан скуп. Нека jе w ∈ V произвољно
одабрана тачка. На основу претходног става имамо да jе degw

(
f |Uj

)
= ν(f, cj) за све

j = 1, . . . ,m. Осим тога, важи degw (f |U ) =
∑

c∈(f |U )−1({w}) ν(f, c) =
∑

c∈f−1({w})∩U ν(f, c) =∑m
j=1

∑
c∈f−1({w})∩Uj ν(f, c) =

∑m
j=1

∑
c∈(f |Uj )−1({w}) ν(f, c) =

∑m
j=1 degw

(
f |Uj

)
, тако да jе
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6.3. ТЕОРЕМА RADÓ-А

degw (f |U ) =
∑m

j=1 degw
(
f |Uj

)
=
∑m

j=1 ν(f, cj) =
∑

c∈f−1({p}) ν(f, c) = degp f . Према томе,
за све w ∈ V важи degw (f |U ) = degp f . Након ових разматрања враћамо се доказу
теореме. Наjпре, претпоставимо да jе f коначно пресликавање. Нека jе p ∈ Ω′ произвољно
одабрана тачка. Тада jе f−1 ({p}) непразан и коначан скуп (што следи из своjстава коначних
пресликавања). Самим тим jе 1 6 degp f < ∞ и можемо поновити уводна разматрања,
при чему jе сада U = f−1(V ). Тада за све w ∈ V важи f−1 ({w}) ⊂ f−1(V ) = U , па jе
degp f = degw (f |U ) =

∑
c∈f−1({w})∩U ν(f, c) =

∑
c∈f−1({w}) ν(f, c) = degw f . Из претходног

закључуjемо да jе функциjа degw f локално константна у области Ω′ и како jе Ω′ повезан
скуп, то jе degw f константна функциjа у Ω′ и константно jе jеднака некоj коначноj вредности
у тоj области. Са друге стране, претпоставимо да jе degw f функциjа степена пресликавања
f константно jеднака некоj коначноj вредности за све w ∈ Ω′. Покажимо да jе тада f
коначно пресликавање. Претпоставимо супротно. Тада постоjи (ζn) гранични низ у области
Ω, такав да низ (f(ζn)) има неки конвергентан подниз у области Ω′. Означимо таj подниз
са (f(zn)) и нека он конвергира ка некоj тачки p ∈ Ω′. Добиjамо да jе (zn) jедан гранични
низ у области Ω и важи lim

n→∞
f(zn) = p. Тада jе 1 6 degp f < ∞ и можемо применити

уводна разматрања. Према томе, за сваку тачку w ∈ V , важи
∑

c∈f−1({w})∩U ν(f, c) =

degw (f |U ) = degp f = degw f =
∑

c∈f−1({w}) ν(f, c), тако да мора бити f−1 ({w}) ⊂ U . Како
jе lim

n→∞
f(zn) = p ∈ V , то постоjи n0 ∈ N, такав да jе f(zn) ∈ V за све n > n0. Тада jе

zn ∈ U за све n > n0. Добиjамо да jе (zn)∞n=n0
низ тачака из компакта U ⊂ Ω, а самим тим,

он има неки конвергентан подниз у U ⊂ Ω, тако да низ (zn) ниjе гранични у области Ω.
Контрадикциjа! Из добиjене контрадикциjе, закључуjемо да jе f коначно пресликавање. �

Нека jе f : Ω → Ω′ коначно, холоморфно пресликавање и нека jе w ∈ Ω′. Дефинишемо
степен пресликавања f као deg f = degw f =

∑
c∈f−1({w}) ν(f, c). Степен пресликавања

jесте добро дефинисан, jер на основу теореме Radó-а, degw f не зависи од избора тачке
w ∈ Ω′. Дакле, степен пресликавања jесте jедан природан броj. Ако jе deg f = 1, тада jе f
бихоломорфно пресликавање. Наиме, f jе сурjективно, jер jе свако коначно пресликавање
сурjективно. Претпоставимо да пресликавање f ниjе 1 − 1. Тада постоjе z1, z2 ∈ Ω, такви
да jе z1 6= z2 и f(z1) = f(z2) = w ∈ Ω′. Међутим, тада jе 1 = deg f = degw f >
ν(f, z1)+ν(f, z2) > 1+1 = 2, што jе немогуће. Према томе, f jесте 1−1 пресликавање. Самим
тим, f jе холоморфно и биjективно, а тиме и бихоломорфно пресликавање. Осим тога,
приметимо да ако jе deg f = d, тада jе |f−1 ({w}) | 6

∑
c∈f−1({w}) ν(f, c) = degw f = deg f = d,

тj. важи |f−1 ({w}) | 6 d за све w ∈ Ω′. Нека jе S =
{
z ∈ Ω

∣∣ f ′(z) = 0
}
и w ∈ Ω′ \ f(S).

Тада важи ν(f, c) = 1 за све c ∈ f−1 ({w}), па jе d =
∑

c∈f−1({w}) ν(f, c) = |f−1 ({w}) |. Важи
z ∈ Ω \ f−1(f(S)) ако и само ако jе f(z) ∈ Ω′ \ f(S). Из свега претходног добиjамо да jе
индуковано пресликавање f : Ω \ f−1(f(S))→ Ω′ \ f(S) jедно d-лисно наткривање.

Теорема. Нека су f : Ω→ Ω′ и g : Ω′ → Ω′′ коначна и холоморфна пресликавања. Тада jе
g ◦ f : Ω→ Ω′′ коначно и холоморфно пресликавање и важи deg(g ◦ f) = (deg g) · (deg f).

Доказ. Пресликавање g ◦ f jесте холоморфно, као композициjа таквих. Нека jе c ∈ Ω
произвољно одабрано. Покажимо да jе тада ν(g ◦ f, c) = ν(g, f(c))ν(f, c). Наиме, нека jе
ν(f, c) = n и ν(g, f(c)) = m. Тада важи f(z) − f(c) = an(z − c)n + an+1(z − c)n+1 + . . . и
g(ζ)− g(f(c)) = ãm(ζ − f(c))m + ãm+1(ζ − f(c))m+1 + . . . , при чему jе an 6= 0 и ãm 6= 0. Из
претходног добиjамо да jе g(f(z))−g(f(c)) = ãm(f(z)−f(c))m+ ãm+1(f(z)−f(c))m+1 + · · · =
ãm(an(z − c)n + an+1(z − c)n+1 + . . . )m + ãm+1(an(z − c)n + an+1(z − c)n+1 + . . . )m+1 +
· · · = ãma

m
n (z − c)mn + . . . , при чему jе ãma

m
n 6= 0. Следи да jе ν(g ◦ f, c) = mn =

ν(g, f(c))ν(f, c). Нека jе w ∈ Ω′′ произвољно одабрана тачка. Тада jе degw(g ◦ f) =∑
c∈(g◦f)−1({w}) ν(g ◦ f, c) =

∑
c∈f−1(g−1({w})) ν(g ◦ f, c) =

∑
b∈g−1({w})

∑
c∈f−1({b}) ν(g ◦ f, c).

Важи ν(g ◦ f, c) = ν(g, f(c))ν(f, c) и самим тим за произвољно b ∈ g−1 ({w}) имамо да
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6.3. ТЕОРЕМА RADÓ-А

jе
∑

c∈f−1({b}) ν(g ◦ f, c) = ν(g, b)
∑

c∈f−1({b}) ν(f, c) = ν(g, b) degb f = ν(g, b) deg f . Према
томе, добиjамо да jе degw(g ◦ f) =

∑
b∈g−1({w}) ν(g, b) deg f = (deg g) · (deg f) ∈ N. Како

ово важи за све w ∈ Ω′′, то jе према теореми Radó-а пресликавање g ◦ f коначно и важи
deg(g ◦ f) = (deg g) · (deg f). Тиме jе доказ завршен. �

55

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Литература

[1] L. Ahlfors, An extension of Schwarz’s lemma, Trans. Amer. Math. Soc. 43(1938), 359-364.

[2] L. Ahlfors, Complex Analysis, 3rd ed., McGraw-Hill, New York, 1979.

[3] L. Ahlfors, Conformal Invariants, McGraw-Hill, New York, 1973.

[4] М. Арсеновић, М. Достанић, Д. Jоцић, Теориjа мере, Функционална анализа, Теориjа
оператора, Завод за уџбенике, Београд, 2012.

[5] A.F. Beardon, D. Minda, The hyperbolic metric and geometric function theory, Proceedings
of the International Workshop on Quasiconformal Mappings and their Applications, 2006.

[6] C. Berenstein, R. Gay, Complex Variables, Springer-Verlag, New York, 1991.

[7] R. Burckel, An Introduction to Classical Complex Analysis, Birkhäuser, Besel, 1979.
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