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YBO/]

u/b oBOr pajZia je Ja yKaxke Ha 3Hayaj MaTeMaTU4yKe HMH/AYKLHje, HA HEHO MeCTO Yy
HacTaBHO-06pa30BHOM pajly ca yueHUIIMMa CpeJiibUX LIK0Ja Kao U Jia HarJlacu Telikohe
KOje HacTajy Mpu o6jalibaBaby OBe TeMe yyeHUIMMa. [[pukasaHu cy npuMepy NpuMeHe
MaTeMaTHYKe UHAYKIYje Y pa3JIMYUTUM 06/1acTUMa MaTeMaTHKe, Kao U Ha pPa3IMUUTHUM
HHUBOMMa obpa3oBama. Takobe ce Ha3HauYM/IO HAa KOjUM MeCTHMMa yyeHULM pajehu
33/laTKe W3 MaTeMaTU4Ke HWHJAYKIUje Hajueumihe rpelie M caMUM THUM IOKa3yjy
HeJ0CTaTKe y pa3yMeBalby MaTeMaTU4YKe UHAYKIHje.



1. MATEMATHUYKA HHAYKIIMAJA

YOIIIITEHO O MATEMATHUYKOJ] UHAYKLUJA

[IpyHIMI MaTeMaTHYKe HHAYKLYje U JoKa3uBame KopullheweM 0BOT IPUHIIMIIA HUje
ce oJljeJHOM pa3BHoO, Beh je TO pa3BUjambe TEKJIO NMOCTENEHO, XU/ba/laMa roiuHa. UMIIMUUTHA
NpYMepU IpUMeHe MaTeEMaTUYKe UHAYKIMje TToCcToje joul KoA IlnaToHa, 3eHoHa v Eykianpa.
Eykiuj je foka3ao fja NpocTUX 6pojeBa MMa 6eCKOHAYHO MHOTO Ha c/lefiehy HauKH:

MPETIOCTABUO je CYIIPOTHO, Tj.Jla je CKYI MPOCTUX OPOjeBa KOHAYaH U J]a Taj CKYII CaZpKHU
cnepehe enemeHTe pq,py, ..., Pn.3aTUM je mocmarpao 6poj P=p;-p, - "pp,+1 U Taja
KOHCTAaTOBAo Ja CBaKM MpOCT Jesausal 6poja P Mopa OUTH pasMYMUT O NPOCTUX OpojeBa
D1, D2 -»Pn, j€P 6U y CyNPOTHOM BaXKWJIO Jia Taj MPOCT JAeJuJjal Jeu 1, To 3Ha4u Ja N0CTOojU
6ap joll jejlaH MPOCT O6POj LITO je MPOTUBPEUUJIO IOUYETHO] MPETIOCTABLU.

Ha wcTu HayuvH ce TparoBd MaTeMaTH4Ke WHJAYKLMje, Mory Hahu KoJ [pyrux
MaTeMaTu4dapa. KanTtop je moce6Ho vctakao aonpuHoc biesa [ackasa u @panyecka Mayposmka
3a pa3Boj OBOT METOJA.

[Ipumepe y kojuma cy Ilackan ¥ MaypoJMKO NpPUMEHWJIM HHAYKTUBHU HAYUH
JloKa3rBakba heMo 0BJie HICKOPHUCTUTH [ia IOKaKeMO Jjla MaTeMaTHYKa HHAYKIMja 3alpaBo jecTe
JelyKTUBHHU HAa4MH J0Ka3uBama.

Jloruka noj, MHAYKTUBHUM IOJpa3yMeBa OHAj HAaYUMH MHUII/bEHA KOjU IOJIAa3U OJ
nojeJMHAYHUX pa3MaTpamwa HaJ, 06jeKTUMa oJijpeheHe BpCTe,a 3aTUM HX YOINILITaBa Ha YUTABY
BPCTY, JOK IOJ Je[JyKIMjoM CMaTpajy OHO 3aK/byduMBale Koje ce Kpehe oJ omwrer Ka
MojeJUHAYHOM.

JenyKTUBHO pa3Mu/bakbe M0JIa3U O, XUIoTe3e U Kpehe ce Kpo3 KoHayaH 6poj KOpaka,
rJle CBaKU KOpaK Mopa GMTH oNpaBJaH akCUOMOM, e pUHUIIUjOM, TEOPEMOM HJIM GUJI0 KAKBUM
CTaBOM KOjH je [J0Ka3aHO TayaH WJM HeTayaH WM NaK HEKHUM JIOTUYKUM 3aK/by4KOM, a Kao
Kpajiby NPOAYKT AeAYKTUBHOI pa3MUIl/bakba MMaMo [0Ka3 MpeTnocTaB/beHe xunorese. CBaKko
KO IIpHUXBaTa aKCMOMe, JepHHUILMje , TeOpeEMe, CTAaBOBE U JIOTUKY KOpDHUILITEHEe y JJ0Ka3y Mopa
NPpUXBATUTH pe3yJiTaTe AeJyKTUBHOT JJ0Ka3a Kao Ta4yHe.

Ca gpyre cTpaHe HHAYKTUBHO pa3MHUIL/bakbe M0Jpa3yMeBa KOHaYaH 6poj onaxkamwa Ha
OCHOBY KOjHX Ce U3BOJH OILITE [PaBUJIO KOje He Mopa OUTH TAa4HO, U 0OBaj HAUYMH Pa3MHUIL/baba
He YKJbyuyje IpoBepy J0OUjeHOT pe3y/ITaTa Yy 0JHOCY Ha HEKH CKYIl TBphema.

Kaza je onmre npaBu/IO NpeTHOCTaB/beHO, OJHOCHO KaJia je MOCTaB/beHa XUIIOTe3a,
YKOJIMKO >KeJMMO Ja NPOBEPHMO HEHY BaJMAHOCT, OHJA Ce Yy TOM MOMEHTY oKpehemo
JleIYKTUBHOM pa3MHUIL/bakby, U HIOTpebaH HaM je HEKH JAeyKTUBHU METO/I, @ TAKaB jeJJaH MeTO/]
je MaTeMaTHU4YKa UHAYKILYja.

Hapenna fnBa nmpuMepa 64 Tpebasio Ja WIYCTPYjy Kako je MaTeMaTH4YKa WHAYKLHjaA
$OpMaTHO-JIOTUYKHY jeiaH AeAYKTUBHU METO,



[Ipumep 1:0apeauTH 361Mp NPBUX N HEMAPHUX IPUPOAHUX 6pojeBa.

Kako je
T 1=1
T3 1+ 3=22
T3 1+3+5=32

MOCTOjU MOTYNHOCT /1a BAXKU
T 1+3+..+2n-1)=n?

Tj. HAa OCHOBY NOjeJUHAYHUX pa3MaTpama NPeTIOCTAaB/baMo /a je 30Up MPBUX N HEMAaPHUX

6pojeBa jefHaK n2.

OBaj feo 3aKk/byyrBakba Mpe/CTaB/ba TUIIMYHO UHAYKTUBHO Pa3MUIL/babeE.

Ako cazia xoheMo fa oKaXKeMO Hallly ofa)katbeoH/ja Mpesia3vMo Ha Jle[yKTUBHU Ha4YHUH
pa3Mul/bakba, OJHOCHO y 0BOM KOHKPETHOM NMPUMEPY Ha METO/i MaTeMaTUYKe UHAYKIIH]E.

Jlokas: nmpBo mTo Tpeba Aa ypaauMo je Ja IPOBEPUMO /ia JIM Hallle TBpherme BaXKH 3a ciay4dajn =
1, a oncepBauyja 71 je JOKa3 Ja BaXKHU.

3aTHM je OTPeGHO MPETIOCTABUTH /Jja TBphere BaXKU 3a HEKU MPOU3BOJ/baH NPUPOJAH 6poj n,
Tj nIpeTnocTaB/baMo JaBaxu 1+ 3 + ..+ 2n-1)=m?

Cazia MOpaMo MMOKa3aTH /1a ako TBpherme BakM 3a n OHZA BaxkM ©3an + 1
14+3+ ..+ @n-1)=n?
JlonajMo U JieBOj U AECHOj CTpaHU jeJHAKOCTH 2n + 1
14+3+ ..+ @n-1)+2n+1= n?+2n+1
TuMme cmo gobuau caepehe
1+3+ .+ Cn-1D+@@n+1)= (n+1)?

YuMe je moKasaHO /ia U3 YMIbeHHIIE Ja TBphere BaXKU 3a N CJIeU Aa TBphewe Baxxu 3an+ 1 u
THMe 3a CBe IPUPO/IHE OpojeBe

[Ipumep 2: mocMaTpajMmo pacnopes 6pojeBa, Koju ce Ha3uBa [lackanoB Tpoyrao, fjedpuHHUCAH TaKO
Jla cy Ha 060y jeAMHULLE, @ J1a CY YHYTpallllkbu 6pojeBH jeiHAKHU 36Mpy /iBa 6poja Koja ce HaJ1aze

W3HaJl youeHor 6poja, Tj.
(Tl) _ (Tl—l)_l_(n—l)
K\ k k—1

r/ie je n 6poj Koju 03Ha4YaBa BPCTY, a k Mo3UIHUjy y BpcTH (HyMepauuja kpehe oz 0).



[lackasioB Tpoyrao

Enementn [IlackasoBor Tpoyrsia 3aZ0BoJ/baBajy OpoOjHe OCOOMHE, a MPUIHUKOM
Jl0Ka3MBamwa je 4eCcTo NPUPOJHO KOPUCTUTH UHAYKIIH]Y, jep Cy U CaMU eJleMEeHTU TaKO
febuHucaHu. JJokaxKMMo HeKe 0/l 0COOUHA.

Teopema(buHoMHa popmysia): 3a cBaky NPUPOAaH 6poj Baxku

n

@+ =) (1) akpn*

k=0
Jloka3s:
Jlokas pajuMo UHAYKIMjOM 10 n . 3a cjy4aj Kajila Baxxu n = 1 popmyia je ouuryieHo

TaA4HO. HpeTHOCTaBI/IMO Aa BaxKH
n

@+ =) (1) akbn*

k=0

Cajia mokasyjeMo /ia BaXKu

= n
(a+b)"*1 =(a+b)(a+b)" = (a+b) akpn-Fk
2.()

_ Y (:) (ak*+1pmk 4 gkpn—k+ly
k=0 n n+1 1
_gntl g kZO [(Z) + (k " 1)] gkpn-i+l 4 pntl = kZo (": )akbn+1_k_

Ha ocHOBY MaTeMaTHuYKe UH/YKIIMje 3aK/byuyjeMo la TBphere BaXKU 3a CBe IPUPOJHE
6pojese.

Beoma yecTo INPpHUJIMKOM AOKa3WBdkbad OﬂpebeHI/IX HNAEHTHUTETA U pa4YyHalby CyMa
KOPHUCTHUMO U3BOJE€ U UHTErpaJie.



[Ipumep 3: [lokasaTu Aa je

Jlokas:

AKo “3payyHaMo U3BO/ie OJIMHOMA Ha JIEBOj U JIeCHOj CTPAHU jeJTHAKOCTH

n

+0m=> ()",

k=0

no6uhemo

n

n(l+x)"1t = Z k (Z) xk1,

k=1

Jla 61 1,061 TpaXKeHU UAEHTUTET J0BOJbHO je YBPCTUTH y J00MjeHH pe3yaTaT x = 1.

3azanu ca 6MHOMHOM GOpPMYJ/IOM Cy BeOMa YeCTH Ha NPUjeMHUM UCIUTHMA 3a $aKyJITeTe,
Tako ce Mehy wruMa Mory Hahu ciiefehu npumepu

- Ogpegutu koepunujenT y3 x1° y cpehenom o6uky nonunoma (3 — 2x2)’

- O;peny KOHCTAHTHU cabupak y uspasy (x> — %)12

[TEAHOBE AKCUOME

[Tomohy mpupogHux 6pojeBa MOTy ce AedHHHCATH paAIlMOHAJHH, a MOMONy pamMOHAJIHUX
peasiHy, I1a je 3a paj ca peaJHUM OpojeBMMa NOTpebHO A00po AepuHKUCATH IPUPOHE 6pOjeBe.
063upoM Aa cy npupoHU O6pojeBH yrpaheHU y CBe ocTaJjle U Jla lbMX0BO IOUMakbe o/ipehyje Halle
MOMMame CBera OCTajIor y MaTeMaTHLH, 10CTaBJ/ba Ce MUTalke Kako TO Ja NPUPOAHU 6pojeBU
HUCY OWJIM aKCUOMAaTU30BaHU MONYT peLUMO reomeTrpuje cBe A0 19-tor Beka. OArosop
BEPOBATHO JIEXH y TOMe Ja Cy NPUPOJHU OpOjeBU TOJHUKO OMJIM CBAaKOJHEBHU U [JyOOKO
YKOpemeHHU y MHTYUTUBHO MULL/beHbe JbY/Y, A je peTKO KOMe U [1a/ia/Io Ha NaMeT Jja UX YOIILITe
U Tpeba akcuoMaTHU30BaTH. Tek pa3BojeM caBpeMeHe MaTEMATHKE, jaBJ/ba Ce TeXHa /la CBe lheHe
JUCLMIUIMHE OyJy akCHMOMAaTH30BaHe, A Ce jacHO jaBWJsa moTpeba Ja ce aKCHOMATHU3Yjy
npupoHu 6pojeBu. OBo je npBu yunHuo hysene [leaHo y 19-ToM Beky.



[leaHOBe akcHOMe race:

[1.1. 1 je npupoiaH 6poj

I1.2. AKo jex npupozaH 6poj, OHAA je TO U HeroB CaeJ0eHUK X’
I1.3. AKo cy X 1 y IpUpPOAHHU 6pojeBU U X' = y', OHza je x =y
[1.4. 3a cBaku npupoaaH 6poj x, x" # 1

[1.5. Heka je @ 6usi0 Koje CBOjCTBO TaKBO Aa 1 uMa TO CBOjCTBO, U aKO BaXKU Jla U3 ToTa Jla m
3aZj0BoJbaBa cBOjcTBO @ oHZ@ U M’ 3aZj0Bo/baBa TO CBOjCTBO, OHJA CBAKU NMPUpOJaH 6poj uMa
cBojcTBO D, Tj.

1. 1eC
2. Ym(meC=m'€C)
OnpajeC=N.

Axkcuowmy I1.5. HasuBamo Axcromom HHAYKLH]e nau [IpHHIHIT HEAYKLH]e U OHa MOXe GUTH
3aMemeHa cjefiehuM eKkBMBaJleHTHUM NPUHIMIINMA, HA IpUMeD:

[1.5." Heka je @ 6110 KOje CBOjCTBO TAKBO /la aKO CBU MPUPO/IHU OPOjEBU Makby WUJIM jeJHAKH ca
m uMajy cBojcTBo @ oHjam’ uMa cBojcTBO @ U 6poj 1 uMa cBojctBo @. Taga cBakK NpUpoJaH
6poj uma cBojctBo . Tj.ako (Vm € N)((Vn <mnheC=>me C) o"ga C = N (oBaj apyru
NPUHLMII je TO3HAT 0/, HA3UBOM [T0TIIVHA HHAVKIH]A)

[1.5." CBaku HelpasaH MOJ[CKYT CKyIla MPUPOJAHUX O6pojeBa NMa HajMarmbU eJlieMeHT (0Baj
MPUHILMII Ce Ha3UBa [IpHHIHIT HAJMAHET eJIEMEHTA)

EKBHUBAJIEHTHH OBJIMIIU MATEMATHUYKE UHAYKIIH]JE
[IpuHIMN MaTeMaTHYKe HHAYKLIH]je

Heka je @ 6110 KOje CBOjCTBO TaKBO Jia 1 MMa TO CBOjCTBO, M aKO m MMa To cBojcTBO P oHAa
m+1 uma cBojctBo @. Taza cBaku npupojaH 6poj uma cBojctBo P. Tj

CcN
1. 1eC
2. ym(meC=>m+1€()
Onpaje C=N.

Ilpumep 1: [lokasaTu za je 2" > n?, 3acsen = 5
(BHW) 3an = 5, umao aa 25 >52 na TBphewe Baxku 3an = 5,
(XW) npeTnocTtaBHUMO Ja 3a Heko k € N Baxku 2% > k?, saneko k > 5,

(MK) poxaxxumo na TBpheme Baxku 3a k + 1



(XW) 2% > k2

(R R RN N
n B n n2— 5 25 25

(k+1)2
k2’
aa Baxku 281 > (k + 1)?

OpHOCHOBaXxM 2 > opHocHO 2k? > (k + 1)? nma Ha OCHOBY MH/yKTHBHE XUIIOTE3€ MMaMO

[loTnyHa uHAYKLHja

Heka je ® 6110 KOje CBOjCTBO TAKBO Jla aKO CBU MMPUPOIHU OPOjeBH MakbU WM jeJHAKHU ca m
uMajy cBojctBo @ onga m+1 uma cBojctBo ®. Tazia cBaku npupo/iad 6poj uMa cBojctBo . Tj.
aKo

CcN
1. 1eC
2. (VmEN)((Vn<m)nEC:>mEC)
Onpaje C=N.

[Ipumep 2: CBaKK HeHYyJIa 11e0 6pOj N MOXKe OUTH U3PaKeH Y 06JIUKY n = +p,°1p,2 - p,.°" re cy
P1, P2, -, Py PA3JUUUTU OIPOCTU OPOjEBY, A €4, €3, ..., €,,CYy NO3UTHUBHU LieJi1d OPOjeBH.

Jlokas:

- Jlokasahemo aa TBpheme BaXku 3a NO3UTUBHE 6POjeBE, a 0ZjaTJ/ie TPUBHjAJHO Ce JI0Kazyje
3a HeraTuBHe

- 1.Tspbeme je ouursiegHo TayHo 3an = 1

- 2. 3atuM y3MuMo Heko n € N Tako fa n > 1 u npeTnocTaBUMO Jla TBphemwe Baxu 3a
CBaKM 6pOj MamHU Of N

- Cagaje moTpe6HO [TOKAa3aTH Jia Ce N MOXKe UHTEepIpeTUpPaTH HA rope ONMCaH HAaYKH

- Ilocrtoje nBe MoryhHOCTH IpBa [Jia je n MPOCT 6POj U Taja je JOKA3 3aBpIlEH, a AKO je n
CJ10’K€eH 6poj TO OH/IA 3HAYHM [la [TOCTOje MPUPOAHU 6pojeBH [, k TaKBU J1a BaXU
1<l<n,l <k<n Tako aa Baxku n = |-k, HO Kako cy [,k mamu o1 n oHJA ce MOry
HaNucaTH Kao NPOM3BOJ, IPOCTHX 6pojeBa Na 0Ty/a 3Ha4M Jia Ce U n MOXKe HallMcaTu Kao
IIpOM3BO/J, NPOCTUX 6pojeBa

- IlpumeTumo fa je TUMe JOKa3aHO Ha OCHOBY IOTIYHe MHAYKLHje A CBU NPUPOLHU
6pojeBu Behu o 1 Mory 6UTH HHTEpPIPETUPAHU HA 33/|laTH HAYMH



Jlokas nmomohy npuHIMIIa HAajMaber eJleMeHTa
Ypaguhemo vctu npumep, aau kopucrehu [I[puHLUN HajMaker eJleMeHTa.

- Hekaje ckyn S cKyn cCBUX OHUX HeHeraTUBHUX GpojeBa KOjU ce He MOT'Y Ha 3a/laHU HAauYWH
VHTepIpeTUpaTH

- ToonpasHauu ja S MOpa UMaTH HajMakU eJleMeHT U HeKa Taj eJleMeHT 6y/ie 03HayeH ca
n

- [lpuMeTuMo fa n He MoXe GUTH NPOCT 6poj jep 6M TO 3HAYUJIO AAa MOXe JAa Oyne
VHTepNpeTUPaH Ha TPAXKeHW HA4YMH I1a Ce He HaJa3u Y CKyly S [1a CAaMUM THUM He MOXe
OUTH HU HEroB HajMambHy eJleMeHT

- /[lakje, nje coxeH 6poj, 1a nocToje npupoAHU 6pojeBu [, k TakBu jlaBaxku l <l <n,1 <
k<n takogaBaxkun=1-k

- Taxobhe, 063upom gacy [, k Marbu 0L n OHU HE MOTY GUTH Y S, [1a ce MOT'Y UHETPIPETUPATHU
Kao MPOMU3BOJ, NPOCTUX 6pOjeBa, a CAaMUM TU Ce MOXe U N TaKOo NMpeJCTaBUTH Na n He
MOKe OMTH Y S, I1a HY Her0oB HajMakby eJIEMEHT, IITO Hac JOBOJHU [0 KOHTpaAUKILUje

- lllTo 3Hauu Aa jeJUHU CKyll 6pojeBa KOjU He MOT'y OUTH 3allMCaHU Kao IPOU3BO/, IPOCTUX
je mpasaH CKyII ¥ [J0Kas3 je 3aBpLIeH

PerpecuBHa uHAyKIHja
C cN

1. 0ecC

. Vm(meC=>m—-1€0)

3. Ym(meC=2mEe Q)
OnpajeC=N.

[Ipumep 3:

Heka cy x4, x5, ..., X, IO3UTUBHU peaHU OPOjeBHU.
ApuTMeTHUKa CpeJijiHa TUX 6pojeBa

xl + x2+ -+ xn
n

A= A(xl,xz, ---:xn) =

je yBek Beha uiu jefHaKa o/ (bUXOBe TeOMETPHjCKe CpeJjuHe

G=G(x1, X2, o)X ) = /X125 - Xy .

JenHaAKOCT BpeJiy jeIMHO aKO CY CBU X1, X3, ..., X, MeDYCOBHO jeIHAKH.

10



Joxkas: (y nokasy hemo kopuctutu KomnjeB ekBUBaJIeHT perpecHBHE HHAYKIH]e
CcN

1. 1eC

2. VmM(meC=>m—-1€()

3. Ym(meC=2mEe ()
OngajeC=N.)

Heka P(n) 6yze cienehe TBpheme 3a npupoiHe 6pojBe:

x1 +x2+"'+xn)n

P(n) i 3axqy,Xy, .., x, u3 RT jex;x, - x, S(
n

2 2
je ekBHUBaJIEHTHO ca (x;—x5)“ = 0.

3an = 2 TBhewe x;x, < (%)

(*) npeTnoctaBuMo a BaxxuP (n) 1 oH/la UMaMo
X1+Xo+ o +Xp_q
X1+ x4+ Xy < <x1 +xot et Xt T)

n

X1Xp " Xp—1

n—1 n

Xq1+Xo+ o +Xp_q )Tl—l

[la oHga uMamo ga Baxku P(n — 1) : xqxp - Xpq < ( p—

(**) mpeTnoctaBUMoO Aa BaXXUP (n) U 0HAQ UMaMO

X1X2 X Xp41 " Xon = X1Xp * Xpn " Xp41Xn42 °" Xon
- (x1 +x+ -+ xp )" (xn+1 + Xpyot o+ Xy )"
- n n

Ca/ja MICKOPHCTHMO Jia BaxH P(2) | x1x, < (xlT”z)2

<x1 + x5+ + xy )” (xn+1 + Xpyot o+ Xy )”

n n
_ (xl + x2+"'+xn Xn+1 +xn+2+-"+x2n )Tl

n n

2n

2

n x1+x2+~~-+xn + xn+1+xn+2+~--+x2n
<x1+x2+-~+xn _xn+1+xn+2+---+x2n) < n n
n n -

n n

2

(x1 + x2+ -+ xzn )Zn

<x1+x2+ et Xn + Xn+1tXnq2t +Xon )2
2n

CaMuM THUM je JjokazaHo P(2n) na je [oKa3 3aBpIlEH.

TeopeMa : [I[pyHIMNY MHAYKLYje , TOTIyHe UHAYKIM]je, IPUHLUIN HajMawber eJleMeHTa U
perpecuBHe UHAYKLH]je Cy Me)yCcOOHO eKBHBaJIEHTHH.

11



Jlokas:

*** TOKaXKHMO IPBO 14 H3 MATEMATHYKE HHVKLHIE CIeJH IOTIVHA HHIVKIH]A***

Y To UMe MpeTnocTaBUMO Jia Baxku (Vm € N)((Vn <mnheC=>me C)
[ToTpe6HOj je mokaszaTtu Aaje C = N

nehemo nokasatu za 1eC u ga us neC onza n'eC, Beh hemo yBectu momohHu ckyn
D = {meN: (Vn < m)(neC)}

NpUMETHUMO Jla aKo nokaxemo jaa je D = N onza Baxku ciefiehe

m € N, kako je m < m’,am’ € D jep je HapaBHom' € N, a

D = N to no gepununujuu ckyna D ciegugjam € C,naua N S C S Ncenegu C =N
[ToTpe6HoO je jowr gokazaTu Aaje D = N.

1. IlpumeTHMoO a 063MpPOM HEMaA MPUPOJHUX OpojeBa MawkUX 0f 1, Aa je TavyHO Jja CBU
npyupoHu 6pojeBu Mawu o, 1 jecy y ckyny C ogHocHo 1 € D

2. Akom € D To onzia 3Haum fgan € C3a cBe n < m na Ha OCHOBY Hallle IPETIOCTaBKe
cieau jam € Cnaorygam’ € D

[Ia Ha ocHOBY npuHLMIA UHAYKLHje Baxku D = N.

*** TOKAKHMO €404 d U3 HOTIVHE HHAVKLHIE CAeJH IPUHLHI HAJMARkEr eJ1eMeHTa***

[IpeTnocTaBUMO CYynIpOTHO, Tj HEKAa NOCTOjU ckynl A, A C N, A HeMa HajMambU eJIeMeHT
[TocmaTtpajmo caga ckyn C = N \ A u npumeTumo Ja

Axom € Nwuako (Vn <m)n € Conzam € Cjepy cynpoTHOM m € A ¥ Tazia 61 m 6HO
HajMambH esieMeHT ¥ A 063upoM sa (Vn < m)n € C

[Ta oHpa 6axxu naje C =N

ATooHJa3HauM faje A =@

Jlaksie, jeAMHO MO/ CKYII CKyTa IPUPOAHUX OpojeBa KOjU je Mpa3aH HeMa HajMambHU
eJieMeHT.

***TOKAKHMO €4/4 14 H3 IPHHI[HI HAJMAaber eJIeMEHTa CJIeJH PerpecHBHAa HHAVKIHa ¥ **

HekazackynCBaxugal €Cu k¢ C =>3ImeNTakogja m<k AmegC

[TocMmaTpajmo caga ckyn A = N \ €, 1 npeTnocTaBUMO /1A je CKyI A Hellpa3aH, Ha OCHOBY
NPUHIKMIIA HajMakber eJleMeHTa CKyll A Mopa UMaTH HajMambH eJIEMEeHT M 03Ha4YUMO ra ca k,
MehyTHUM oHza To 3Ha4yu Ja noctojum € Ntakogjam < kum & C,mrto3Haun jlam € Aunak
He MOXKe OUTH HajMabU eJIEMEHT, lla HAa OCHOBY Te KOHTPAaJUKIHje 3aK/by4yjeMo Aa je cKyn A
MpasaH CKyI, o4HOCHO Aa je C = N.
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***[IpeocTajio je jour fa ce JOKKe A4 H3 PerPecHBHE HHAVKI[HIE CIE/JH IPHHIIHIT MATEMATHIKE
HHVKLH]e***

[IpeTnocTaBUMO Jja BaxKu

1. 1ecC
2. Ym(meC=m'e€(C)

W noToM npeTnocTaBuMoO fa He Baxku flaako k € C = Im € Ntakoga m<k Am & C,
OZTHOCHO TO 3Ha4M Aa 3acBakom < kBaxxum € C.Kakojek =2,k —1 € Nmnaowgak — 1€
Cu k & C wto Hac J0BOJH [0 KOHTPAAUKIIM]je, 1A 3a/by4YyjEMO Ia MOpa Jla BaXu ako k &€ C =
Im € Ntako gja m < k Am & C, 1a Ha OCHOBY perpecuBHe UHJyKILMje 3aKk/bydyyjeMo Ja je C =
N. =

MATEMATHWYKA UHAYKILUJA U PEKYP3UJA

KamanuteTy MHAYKIMje HUCY HUCLUPIJbEHU KPO3 JOKA3UBAIKE W YCIOCTAB/bakhe CTAHAAPAHOT
cucTeMa NpUpoAHUX GpojeBa. MoryhHoCcTH MHAYKLMje Cy HEBEPOBATHO BeJIMKe W 3HaydajaHe.
Wuaykiyja Moxe 6UTH KopulitheHa u 3a JepuHucame. Heka je f pyHKuMja Koja cinuka ckyn X y
caMmor cebe. [lesyje cacBUM NMPUPOJAHO Jla aKO XKeJUMO Ja JepruHUIIeMo 6eckoHadyaH Hu3{u(n)}
o/l eJieMeHaTa cKymnma XTo yduHuMo Ha ciaeaehu HauuH: a € X,u(0) = a,u(1) = f(a),u(2) =
f(u(1))u Tako masbe. AKo 6GM HEKO 0/ HAC 0YeKHUBao Ja 06jaCHUMO OBO , U TAKO Ja/be" Mopau
6MCMO Jia ce OCJIOHMMO Ha MHAYKLIMjY. A OCJIOHUTH Ce Ha MHAYKIHUjY YV OBOM CJy4ajy 3HA4H
caepehe:

1. uzabepemo a € X v notoM AepenuiiemMo kao u rope u(0) = a
2. Jlepunumiemo u(n') = f(u(n))sa OUJIO0 KOje n U3 CKymna NPUPOJHUX OpojeBa.

OBo usrsezna 3a/10Bo/baBajyhe, ajiu je cBaKako HEJOBOJbHO KAao ONpaBjaie 3a er3ucTeHLUjY
OBaKBoOra Husa. [I[pyHIMN MaTeMaTH4YKe WHAYKIMje JIaraHo JoKa3yje jeJHUHCTBEHOCT OBAKO
JebuHucaHe QyHKIM]je ald He U er3ucTeHUHjy. OHO LITO HaM je MOTpebHO je cieneha TeopeMa,
KOja je oMUITHjer KapakTepa o/ OHOT IITO je HaMa MoTpe6HoO Aa onpasaamo (1) u (2).

Teopema 1(7eopema pekyps#je):-Heka jeX HempasaH cKyn, U Heka je JaTa QyHKLHja f Tako
gaf:X - Y u ¢ynkyuja g: N X X XY —- Y Taza noctoju u jefuHCTBEHO je ofgpehena pyHKLHja
u:NXX->Y ca cinegehum cBojctBuma 3a cBako x € Xu(0,x) =f(x) u u(n',x)=
g (n, x, u(n, x))

Jlokas:

- JlokaxuMo NpBO ersucTeHLujy

- O@yHk1yja u je ycrBapu nojckyn ypehenor mapaN X X X Y

- [locmaTpajMo koseknujy L cBux nojckynoBa A ypehbeHor mapa N X X XY TakBux jga
33/10B0JbaBajy ciesehe ycioBe 3a cBako x € X (0,x,f(x)) €A unu3z3aceen€N,x €
X,y € YBaxu (n',x,g(n,x,y)) € A kagroa Baxu(n,x,y) € A

- Kako N X X X Y uma oBo cBojcTBO paMusivja L HUje npa3Ha

13



- KoHcTpyumumo u Kao npecek CBUX 4jaHoBa pamuinje L

- JacHo je ma u npunaga baMmuadju L, ¥ Aa je HajMambH

- Jow je moTpeOGHO MOKasaTH Ja je u PYHKIHja, OJHOCHO Jia je 3aJ[0BO/beH MPUHIIMII
jenHo3HayHocTH,Vn € NVx € X J1y € X (n,x,¥) € u

- Jlokas u3BoUMO MoMohy NpUHIUIA UHAYKLIUje

- Heka S 6yJe ckyn Koju ce cacToju 0J, CBUX IPUPOAHUX 6pojeBa n y KojuMa U 3aUCTa jecTe
jeqHO3Ha4yHa 3a cBako X € X , olHOCHO (1, X,Y) € U 32 HajBUIIIE je/]HO Y

- Tlokasahemo 1a0 € Sugaakon € S oHzan’ € S na Ha OCHOBY IIPUHIIMIIA MATEMaTHUYKe
UHAYKIYje caeau S = N, ogaksie cieiu Aa je u jeHO3HAYHA 3a CBAKHW IPUPOAaH 6poj U
3aCBako X € X , OJHCHO U jecTe QyHKIIHja

- [lpeTrnocTaBUMO CYyNpOTHO, OAHOCHO Jla U HUje je/lHO3HAYHA y HYJIM 3a CBakKo X € X,
oaHocHO Aia 0 € S, To OH/la 3HAYHU /1A 3a HEKO X € X mocToje 6ap /iBa esieMeHTa HIIP f(x)
1y u3 Y tako aa Baxu (0,x,j(x)) €uu (0,x,y) € u, youumo caja ckyn u\{(0,x,y)},
MPUMETUMO /1a Taj pelyKOBaHU CKYI U Jla/be UCNyHhaBa TpaXKeHa CBOjCTBa, 3a CBAKO X €
X (0,x,j(x)) € A, xaarog Baxku (n,x,z) € u Baxuhe u (n',x,g(n,x,z)) Eu, a osa
VMMIJIMKaLMja je CUTYPHO TayHa jep u36ayeHU eJIeMEHT CUTYPHO HUje jeJHaK HUjeJHOM
ejeMeHTy obsinka (n',x, g(n, x,z)) jep n’ # 0, ma Tako peyKoBaH CKyIl IpHIaja HalIoj
KOJIEKLIUjH, a2 Mamb! je O, CKyIla U UITO MPOTUBPEYHU TBPAHU [a je U HajMatbU eJIEMEHT,
na 3ak/pyyyjemo ga 0 € S.

- IlpeTrnocTtaBuMO caZla ian € S; TO OHAA 3HAYU /1a 3a CBAKO X € X IIOCTOjU je IMHCTBEHU
ejeMeHT y y X Tako aa (n,x,y) € u, MehyTum To oHja 3nauu aa (n',x,g(n,x,y)) € u,
cajia mpeTIOCTaBMMO Jja N'He MPHUIaa CKymy S, a TO OIET MOpa /ia 3Ha4YH /Ia TOCTOjU X €
X takoga (n,x,y) €Eu = (n',x,g(n,x,y)) Euunizaunekoz # g(n,x,y)je (n',x,2) €
u ¢opmupajmo ckyn u\{(n',x,z)}, npuMeTHMO [Aa OBAaKO PeAYKOBAaH CKYyN CaApXKH
(0,x,f(x)) 3a cBako x € X (063upoM za je n’ # 0) 1 aKO TAKO CY»>KEHH CKYII CaApKH
(m, t, k) onma mopa cagpxkatu u (m', t, g(m, t, k)), 3aucrta ako je m = n oHjja t Heka 6ye
X Ta je pasJior 3alITo peAyKoBaHU cKym caapxu (n',x, g(n,x,y)) To mro je g(n, x,y) #
Z,aKo je ca pyre CTpaHe m # N OH/a Taj HOBU CKyn cagpxu (m',t, g(m, t, k)) jepjem’ #
n' maongaBaxu u\{(n',x, z)} € L na cKyn u He MOKe GUTH HajMatbu U3 pamMuIrje, L mTo
je KOHTpaZHUKIIKja, a 3aK/bydyjeMo n’ € S

- W Tume je ersucreHuuja foKasaHa

- Ocraje jo Ja ce JOKaXKe jeAUHCTBEHOCT, IIITO Ce JIaraHo J0Ka3yje noMohy uHAyKIHje

- IpernoctaBuMo Aa mopes GyHKIHje u nmocToju GyHKIMja U, Tako Aa Baxu uq(0,x) =
f() nuy(n',x) = g(n,x,u;(n, x)) 3a 6110 Koje n U3 cKyna NPUPOAHHX GpojeBa

- Ilpumerumo ja 3a cBako x € X u(0,x) = f(x) = u;(0,x) , cag ako mpeOCTaBUMO Jia
3a cBako x € X Baxu u(n,x) = u;(n,x) ouga U3 tora AUpeKTHO uMamo u(n’,x) =
g(nx,u(nx)) = g(nx,u;(n,x)) = uy(n,x), Na Ha OCHOBY NpPHMHLMIA MaTeMaTHUKe
WH/YKI[Mje UMaMo Ja Baxku u(n, x) = u4(n, x) 3a CBaKo n U3 CKyna NpUpoJHUX OpojeBa U
3acBakox € X.

]

Jedununyje Hactase KopuiihewmeM MaTeMaTH4yKe HWH/AYKIMje ce HA3UBAjy UHAYKTUBHE WJIU
pekyp3uBHe JepUHHULIM]je UM PeKypP3UBHE pesalyje.
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ITIPUMEPH U3 TEOPHJE

Teopema(®opMyna ykbyderwa U UCK/byderwa) Heka cy 4, A,, ..., A, KoHayHU cKynoBH. Taza
Baxku ciesieha dpopmy.ia

n
|A; U A, U ..U Ayl = ) |4 — Z |4; N 4;] + Z |4; N A4; 0 A -+
i=1 1<i<jsn 1<i<j<ksn

+(-D* A4, n 4,0 .0 Ay,
Jlokas:

Jlokas paguMo MaTeMaTHUYKOM UHAYKLMjOM. 3a caydajn = 1 un = 2 jaCHO je Ja BaxKu
TBphewe. [I[peTnocTaBUMO Jla TeopeMa BaXkKu 3a HeKU NpupojiaH 6poj n. Heka cy

Aq,4,, ..., A, Ay 1 TPOU3BOJBHU KOHAUYHU CKyNOBU. TaZja Ha OCHOBY MPETHNOCTaBKe UMaMo Ja
TBpheme BaXKH 3a N-TOPKY CKyNoBa

(A1 NApy1,A2 N Apygy o, Ap N Apyq)

Baxku jeqHakocCT

n
| Jain 4
i=1

n
=Z|AinAn+1|— 2 |[4; N A; N Ayyq| + Z |Ai N A; N A 0 Apyq| -
i=1

1<i<j<n 1si<j<ksn
—e+ (DA N A, NN Ay N Ayl
Capa kopuctehu ce ynmbeHUIOM 12 popMyJia BaXKH 3a CJIy4ajn U n = 2, 706UjaMo
(AL U A3 U ..U Ap) UApyq| = |41 U A3 U U Apl + [Apga| = [(A1 U A3 U U Ap) N Apyyd
n

n
=DMl = D (44l + D 14 Al |+

i=1 1<i<jsn i=1

+ Z |[4; N A; 0 Ay | + z |4 nA;nApy,| |-

1gi<j<ksn 1=i<jsn

—e = (=D YA N A, NN Ay N Apyq| =

n+1
ZlAil— Z |4; 0 4;| + Z |4i nA; N Ay -+
i=1

1<i<jsn+1 1<i<j<ksn+1
+(_1)n|A1 ﬂ AZ ﬂ ﬂ An+1|

Tj. popMyJia BakH 3a ciaydaj n + 1.

®opmysia ykbydema U UCK/bYYeha HMa OTPOMHY MPUMEHY Y MaTeMaTHUIIY, A je/IHA O] IbUX je
caepnehu npumep.
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[Ipumep 1: (OjnepoBa ¢pyHkuuja) Heka je n mporsBo/baH NpUPoOAaH 6poj, U HEKA je n =
p161p,° -+ p,.°r KaHOHCTa ¢paKTopU3aluja 6poja n. JJokasaTu Ja je

o130

Jlokas:

CBaku 6poj MalbH O  KOjH HHUje y3ajaMHO ITPOCT N ca Mopa OUTH Jie/bUB HEKUM 0] 6pojeBa
D1, D2, ,Pr-3acBe i = 1,2,...,7 mocMaTpajMo CKynoBe

n .
A= {Pt, 2D, rs o0 n}-CKyrI OpojeBa MambHUX O/ N A JIe/bUBUX €A P;

B-ckyn cBUX 6pojeBa MambUX O/ N
Bpoj u3 B je peslaTUBHO NIPOCT €a Nt aKO He NIpUIlaZia HUjeJHOM OJ CKyIlOBa A;, 1a OHJA BaXXU
@(n) = [B\(4; U 4, U ..U A,)]

U3 nedununMje ckynoBa A; MOXKeMO 3aK/bYYUTH /1A BaXKH

n

n
i bi,Di, - Piy o

n
|Al| = E'lAlnA]| = plpj, ey |Ai1 N Aiz n..nN Aik| =

Cazia Ha OCHOBY popMyJie YK/byderha U UCK/byUeHha UMaMo /ia BaXKH

n n n K n
p(n)=n—————-— —+ +ot (D) —t -
p1 D2 br DP1D2 Pi,Di, - Diy

[lI'To ce MoKe Mpeno3HATH Kao JiecHa cTpaHa ¢opMyJie Kojy je Tpebasio JoKa3aTH.
]

[IpuHIIMI MaTeMaTUYKe HHAYKIHMje OJJTHOCHO MPUHIIMI HajMaHeT eJleMeHTa Ce KOPUCTH /ia OU ce
HalpaBW/la eKBUBaJIeHIMja u3Mehy MOryhHOCTH Ja ce W3 NMOKPHBA4da CKyla MOXe JO0OUTH
KOHa4YaH MOKpPUBa4 U YWIbEHUIlE [a CBAKHW HU3 y TOM CKYIly MMa MOJAHU3 KOju KOHBeprupa
eJIeMeHTYy U3 TOT CKyTa.

Teopema: [loackyny K meTpuykor npoctopa X je KOMIAaKTaH ako U CaMO aKoO je CEKBEHIHAjaJIHO
KOMIaKTaH.

Jlokas:
=)

Heka ce u3 cBakor OTBOpeHOr MOKpHBaya CKyna K MoKe M3/IBOjUTH KOHayaH MOTHOKpPHBAY.
[Toka>kMMoO J1a OH/la CBAKU HU3 (X;,)ney UMa KOHBEPreHTaH MOJHU3.

[TocmaTtpajmo ckymnose (Vm € N)E,, = {x,:n = m}.

an/IMeTI/IMO Ja YKOJIMKO Cy CKYIIOBHU Fm KOHAa4YHHU OHJa CaMHUM THUM HOCTOjH KOHBEPIreHTaH IOAHH3.
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Y cynpoTHOM akKo cy cKymnoBH F,,, 6eCKOHAauHH, PETIOCTABUMO MPBO Ja CY CBU CKyHOBU Fy,
3aTBOPEHHU U Jla He IOCTOjU KOHBEPTeHTAaH MOHU3.

Tapa cy ckynoBu (V m € N) K \ F,, orBopeHu. [lokaxuMo /ja je 0BO je/laH OTBOPEH MOKPHBAY 0/
K.

Mory HacTynuTH ABa cjay4daja
l.x=x,leENx=x;, € Fj,; > x=x; EK\ F4
2.x*x,lEN=>x¢F, 2>2x€K\F,.
Tume je mokasaHo ja je kosekuuja { K \ F,: m € N} orBopeHu nokpusau ckymna K.
M3 oBOTr MOKpHBaya MOXKEMO U3/IBOjUTH KOHAYaH MOTIOKPHUBAY U HEKa je To

{K\F;,K\F,,..,K\F,}

1)

Kako je K = U;‘=1(K \ Fl-],), IpesiackoM Ha KOMIJIEMEHT Jlo6ujaMo @ = ﬂiF:lFl-]. = F;, , 063upom
Aa Baxu Fy 2 F; 2 - 2 F;, . llITo je y KOHTPaAUKLHjH Ca MPETIOCTAaBKOM [ja CY CKYNMOBH Fy,
6eCKOHauHHU.

Yko/aMKO mocToju 6apeM jeflaH ckyn F, Koju je oTBopeH Taja heMo AMPEKTHO J0Kas3aTH Jia
MOCTOjY KOHBepreHTaH MOJHU3, KOHCTPYUILIYhU ra UHAYKTHBHO.

Heka je 3a Heko m € N ckyn F,,0TBOpeH, OH/]a y3MUMO HEKO X € F, \ Fp,.
Jlame uMaMo xg € Fp, \ Fp, = (B(xo, D\ {xo) NE, 0> @AleN)x; € (B(xe, 1)\ {xo})) NE,
= AleN,I>2m)0 <d(xg,x) <1

Heka je [l =min{leN:l=>m,0<d(xp,x;) <1}. CraBumo pga je &=d(xq %, ). Tazma
NIOHABJ/baMO MOCTYNAK Xg € Fp, \ E, = (IB (xo,‘%) \ {xo}) NE,+®=3leEN)x € (]B3 (xo,%) \

(xo}) N F

=> @AleN, I =>2m)0 <d(xy,x;) < %

Hekajel, = min{l EN:1 > m,0 < d(xp,%;) < %}. Tapaje 0 < d(xp,x;,) < % < % <1
Jlako ce Moxe nokasatu Ja je [, > [;.

[IpeTnocTtaBUMO Aa cy Xy, » X1, ey X1, €/IEMEHTH CKyIIA F,, TakBH Aa je

Iy =min{l e N:l > m,0 < d(xg,x;) < 1}

(xo’xlj—1 )
2

d
L=min{l e N:l =m,0 < d(xp,x) < <1} je{12,..,k}.
TapaBaxul; <l < <[, u0< d(xo,xlj) < 2%1 je{1,2,..,k}

Caza Heka je € = d(xo, Xy, )-
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Onpga umaMo
X0 € B, \ E, = ([B(xo, )\{xo})nF +0=>@EleEN)x € ( (xo, )\{xo})
= @AleEN,I>m)0<d(xyx) < g.

Hekaje [;1 = min{l € N: 1 =2 m,0 < d(xp,%;) < %}. Tagaje 0 < d(xy, ) < % U BOXHU [y 1 >

Xliyr
Iy .

Ha oBaj HauuH cMo kopucTehu ce UHAYKUMjOM J0OKa3alu Ja NOCTOjU MOAHU3 (X;, )keny HHU3A

(%) nen 32 KOjU BaxKu

L<l<o <<

0<d(xo1, )<z, (VkEN)
Kako Baxxu llm 1 = 0 oHJa Baxku llm d(xo,xlk) =0rTj. llm 0 Xy, = Xo

OZHOCHO TayKa X, je Ta4ykKa HaroMuJaaBamwa HU3a (X, )nen-
(<)
Jlokas cynpoTHOT cMepa heMo omneT foka3aTHu KopucTehu ce HHAYKIHUjOM.

[IpeTnoctaBuMoO [Ja je ckyn K MOJCKYyN MeTPUYKOI NMpOCTOpa X CEeKBEHIMjaJHO KOMIAKTaH.

[locMaTpajMo HeKH HeroB OTBOPEH NOKpUBay. 3 kera MoxkeMo /ja U3By4eMo jeJJaH OTBOPEeHHU

Y npebpojuBu nornokpusau {U,:n € N} u npeTnocrTaBMuMo cynpoTHO Jia Ce U3 Hera He MOKe

JlOOWTH jelaH KOHa4yaH NoTnokpuBay. Taza 3a cBako n € N nmocTtoju Heko x, € K\ (U; U U, U
.U Up).

[TocmaTpajmo HU3 (X, )ney U3 K mobGujeH Ha oBakaB HauuH. OBaj HU3 CUTYPHO UMa HEKH
KOHBEPreHTaH NOAHUS (X;, )ren , TJ- TOCTOjU HEKO X € K TaKo Jia BaXku llim Xy, = Xo. Kaxo je
—00

{Un:n € N} nokpuBay 3a K TO [I0CTOjX HEKO N TAKO i BOXH X € Up, .
Takobe Baxku (In; € N)n 2 n, = x;, € Uy,
Heka je n, € N Tako fja Baxu n, = nq,n, = ny TaZa uMaMo a Xy, € K\ (Ui VUV ..U Uy)

ul,, > 1, =mnynasakmydyjemo aa

2

%1, €K\ (U1 UU,U ... U Up) SK\ Uy, =5, &Up,.

llITo je y cynpoTHOCTH ca THM Ja je (X, )xeny KOHBEPreHTaH MOJHU3, a 3aK/by4yjeMo Ja U3
CBaKOT OTBOPEHHUT MOKPUBaya MOXKEMO /]a U3/IBOjUMO KOHaYaH NOTHOKPHBaAY.
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MTeMaTH4Ka MH/AYKIMja HaJla3d CBOjy HPHMEHY M Y FeOMETPUjU IITO KEeJUMO Ja MOKaXKeMOo
cinenehom TeopemMoM.

Teopema: Heka je 3azaTo n xuneppaBuu y R? y ommreMm nososxkajy. Tux n xumneppasHu he
nogenutd R? Ha

Pa3IUYUTUX 06JIACTH.
Jlokas:
Y nokasy oBe TeopeMe heM0O KOPUCTUTH MaTeMaTUYKy UHAYKILMjY 0 JBa UHAeKca N, d

Hexa je a, 4 6poj o6s1acTu. Y ciyvajy Kaja je d = 1 xuneppaBHHM Cy Tauke. Kako n Tayaka nojesu

npaBy Han + 1 o6.acty, 3a cBe n € N B a,; = () + (7)-

[IpeanoacTaBuMo f[a je TBphewe TayHO 3a MPOU3BOJbAH OPOj XUIEPPABHU Yy AUMeH3HUjaMa
MambUM o, d. UHAyKIMjoM 1o 6pojy XMneppaBHU N I0Ka3yjeMo J1a TBpheke TeopeMe BaXKH U 3a
Ay q -JelHa XuIeppaBaH NoJe11 R? Ha fBa Jje1a, 11a je Ay q = (1) + (é) = 2. [lpeTnocraBumo fa

TeopeMa Ba)kd 3a n — 1 XuIeppaBHH y ONIITEM Hoa0kajy y R% .

Caga Tpeba fa yTBPAMMO 3a KOJIMKO Ce moBeha a,_; 4 /j0/laBalkbeM HOBe XuneppaBHU 7. CBe
noctojehe xuneppasuu y R? ceky m u npecenu cy (d — 2)-J1MMeH3M0He PaBHU (XMIIepPaBHH Y
m). [lo UHAYKTHUBHOj NpeTnocTaBly 3a —1 , TUX n — 1 paBHU JuUMeH3Uje d — 2 MoJleIU HOBY
paBaH T Ha d,,_1 g1 06s1acTU. CBaku o TUX (d — 1)-MMEH3MOHHUX PETHOHA JJOHECE je/laH HOBU

pernoH y nogean R? . Ctora Baxku faje d, g = ap_14 + Gn_1,4-1-

Ha ocHOBY MHyKTHUBHE NPETNOCTaBKe 33 A1 g U Ap_1 g—1 BaXH

g = Gyt + Cnotas = (n g 1) 4 [(n I 1) 4 (n ; 1)} 4 [(n ; 1) 4 (n I 1)] +
et () GO+ D ()
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2. MATEMATHNYKA UHAYKLHJA'Y HACTABH

MATEMATHWYKA UHAYKLHUJA Y TPEREM PA3PEZIY CPEJIHE HIKOJIE

Heky oco6uHy nprupoHUX GpojeBa 03HAUYUMO ca P, a YMbeHUILy J1a Ta 0COO6MHA BaXKu 3a 6poj n ce
o3HavaBa ca P(n). [luTtame je KaKo MPOBEPUTH Ja JIU CBU IPUPOJAHU OPOjeBU UMajy Ty OCOOUHY,
Y /1a 61 TO yTBPAXJIU MOTPEGHO je MpoBepUTH ciefiehe cTaBke

1. /[la 1u TBphemwe Baxku 3a 6poj 1, oaHoCcHO Aa v Baxku P (1)-6a3a uHgykiHje

2. TlpernoctaBuMO Aa je TBphemwe TauHO 32 6poj k ogHOCHO Aa Baxku P (k) ¥ mokaxxumo aa

To nosJsauu Ja TBhewe Baxku 3a P(k + 1), Tj P(k) = P(k + 1)-uHAVKTHBHH KOpaK

[la ako cy oBe JiBe CTaBKe 33/l0BOJbeHE TO OHJA 3HAYH /ia je TBphewe P TayHO 3a GUJIO KOjU
NpUpoiaH 6poj.

YdeHHUMMa ce HaBeJe Jja MOpajy GUTH ONpe3HU jep TBphewe Mox/Ja Hehe BaXKUTH 32 IPUPOJIHE
6pojeBe Mambe 0] 1, a1 3aTo he BaXKUTU ciefehe

1. TBpbheme Baxku 3a 6poj Ny, , OAHOCHO Baxu P (n,) - 6aza uHAyKLH]E

2. 3ak >ng,umamo P(k) = P(k + 1) -uHAVKTHBHH KOpaK
[la ako cy oBe JBe cTaBKe 33/J0BOJb€HE TO OH/JA 3HAYM Jia je TBphewe P TayHO 3a GUJIO KOjU
npupoJaH 6poj n Tako Ja, n > n.

HaBeznumo cajia Heke TUIIMYHe IPUMepe Ha KOjUMa ce Bexxba MaTeMaTH4yKa
VH/YKLHja Yy THMHA3UjH.

[Ipumep 1: nokazatu 'aycoB dopmysy 3a cabuparmke NPBUX N IPUPOJHUX OpojeBa.

®opmysna usrsena opako: 1 +2 4+ -+ n = n(n;l) OZTHOCHO KaKeMo J1a MPUPOJHU 6poj n uMa

0CO6HHY P ako BaXku rOpHa jeJHAKOCT.

Yno3HajMo ce ca MOCTYNKOM pellea:

(BW)6aza nnayKLMje: MoKa3aTH Aa TBphemwe Baxku 3a 1

(XN)xunoTesa MHAYKILM]je: IPETIOCTABUMO Jla TBphere BaXKU 3a HEKU IPUPOAAH 6poj k
(MK)uHAyKTUBHU KOpak: oKka3yjemo ja u3 (XHN) cienu jja TpBherwe BaxKy 3a MPUPOIHU 6pOj
k+1

(MIMW)npuHUMI MaTeMaTUYKe HHAYKIMje: HA OCHOBY IPUHLMIIA MaTeMaTUYKe HHAYKIHje
3aK/by4yjeMo Jia TBphee BaXKy 3a CBe NPUPOJHE 6pojeBe

2 :
(BW)3an=1lumaol = > LITO je Ta4HO na TBphewe Baxknu3an = 1,

(XW) npernoctaBHUMO fAa3aHekok E NBaxxu 1 +2 + -+ k = @

(MK) pokaxumo na TBpheme Baxxku3a k + 1

k(k+1)

(XH) 1142+ -+ e ===
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CabepuMo U JIEBY U JIECHY CTPaHy OBe jeiHAaKoCcTH ca k + 1

k(k+1)
142+ dk+(k+ 1) =———+(k+1)

k(k+1) +2(k + 1)
2

1424 +k+(k+1)=

(k+ 1Dk +2)

1424+ (k+1) = :

YuMe je noKa3vBabe 3aBpLIEHO.

(IIMWN) Ha kpajy ce MHCUCTHUPA /1A CE YYEHUK N1030Be HA MPUHIUIT MaTeMaTU4YKe UH/YKIMje U Ha
OCHOBY Hera 3aK/by4H Jia 0BO CBOjCTBO BaXKH 3a CBe IPUPOJIHe OpojeBe.

llpumep 2: gokasatu ga 3|57 1+ 2"
(BU)san =1,umaoza 31|5°+ 2!, naTepheme Baxkuzan =1,
(XW) npernocraBuMo aa 3a Heko k € N Baxu 3 |5571 + 2K,
(MK) noxaxxumo ja TBphemwe Baxku 3a k + 1
(XH) :3 |5kt 4 2k
IpuMeTHMO @ ako MoMHOKUMO 5%~ + 2% ca 2 za he To u ja/be GUTH J1e/bHBO ca 3, 0JHOCHO
3|2- (5%t +2K)
A ca gpyre cTpaHe ©UMaMoO
2+ (5471 4 2K) = 2 5K=1 4 2K+1 = (5 — 3) . 5K=1 4 2K+1 = (5K 4 pk+1) _ 3. 5k-1
Ia oryga 5% + 2%*1 Mmopa 6utu gemuBo ca 3.

([TIMHN) Ha Kpajy ce MHCUCTHPA A Ce YIeHUK [1I030Be Ha IPUHIMII MaTeMaTUYKe UHAYKIMje U Ha
OCHOBY Hbera 3aKJ/by4H /ia 0BO CBOjCTBO BaXKU 3a CBe IPUPOJHe OpojeBe.

Y4yeHHIIM BeoMa 4ecTo NMpH 06pajv OBe HACTAaBHE TeMe MHUCJE [Jla je CYyIITHHA WHAYKIUje
MHJYKTUBHU KOPAK, U aKO Cy TO YPaJHW/IH CMAaTpajy Jja Cy CBH NpeAyCJOBH Ja Ce M030BYy HA
NPUHIMII MaTeMaTHYKe UHAYKIUje UCTTYHheHH.

Cnenehu npumep Tpeba Aa WIyCTpyje rfe yieHU Y Hajuelnhe rpeie

Tlpumep 3: UcniuTaTH 3a Koje pUpoHe 6pojeBe Baxu 2™ > n?,

(BW) ydyeHHUM 4ecTO U30CTABE 0BAj KOPAK UJIM aKO ra He U30CTaBe IPOBepe /Jja JIM BaXKy 3a 1,
IITO jecTe Ta4YHO, a/IM HejeAHAKoCT Hehe BaxkuTH 3a 2, 3 u 4

(XW) npernocrase sia 3a Heko k € N Baxku 2% > k?, 3anHeko k > 5,
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(UK) mokaxy aa tBphemwe Baxku 3a k + 1
(XH) : 2k > k2

(k+1)?
k2’

[IpuMeTuMO 12 6U 6UJI0 UJleaTHO Kajla 61 BaXKUIIo 2 > 1a OH/A JIEBY CTPaHy MHOXXHUMO

ca JIEBOM, a JIECHY Ca JIECHOM.

. n+1\? 2,1 2 1 11
— = - — < - —_—= —
Hakue, HOCMana]MO( - ) 1 +n+n2 <1 +5+25 1 +25 <2

(k+1)?
k2

OaHOCHO MMaMOoO Ja BaXKu 2 >

Ia onza umamo u 281 > (k + 1)2

([TIMN) Ha Kpajy yYeHHULIX YeCTO HA OCHOBY BaXKeHa jeJHAKOCTH 3a 1 3aKk/byue Jja HejeJTHAKOCT
BaXKU 3a CBe NPUPO/IHe 6pojeBe UM 6€3 UKAKBOT UCIUTHBAkha 6a3e UHAYKIHje JOHECY UCTH
3aKJ/byvaK.

PEKYP3UJA Y HACTABU PAYYHAPCTBA

Y HacTaBM payyHapCTBa, LITO Yy CPeJHb0j IIKOJH, WITO HAa GaKyJTeTHMa, Ce YeCTO KOPUCTH
npuMep XaHOjCKUX KyJia 3a objallibaBame MPUHIMIIA MaTeMaTU4Ke HHAYKLHje U peKyp3Uje.

IIpumep 1:

[Ipo6JieM XaHOjCKUX KyJIa.

Onuc npo6J/ieMa: IOCTOje TPH LITAINa, Ha je JHOM LITaly ce HaJla3e JUCKOBH, HApaBHO ca TOJIUKOM
pYNOM Ha CpeJiJMHHU [ia Ce MOT'Y HaTaKHYTH Ha IITal, U MOpa AUCK Mamber IPeYHHKa /ia ce HaJlasu
Ha AUCKY Beher npeyHuKa. [IoTpe6HO je mpe6aluTH AUCKOBE €a jeJHOT LITana TaKo Jia ce HUKaia
He CMe JIECUTH CUTYyallyja /ia je Behy JHMCK Ha MambeM.

AsropuTam pelnema:

[IpBo hemo aa mocraBuMO GYHKIMjy KOja U3pakaBa oBaj mpobseM H(n,x,y,z) rje je n 6poj
JIMCKOBAQ, X je IITAal Ha KOMe Cce HaJla3e JUCKOBY, Y je IITal Ha KOju Tpeba npebaluTH AUCKOBE, U
z je nomohnu wtan. Jlepunumumo GyHK1Mjy Ha ciefehr Ha4MH:

npebanu JUCK cax Hay akojen = 1

H(nx,y,2) = {H(n —1,x,2,v), npebanu auck cax Hay,Hn — 1,z,y,x)3a n > 1

Pelrere nmpo6JieMa AMMeH3Hje n ce 3aCHUBA Ha pelllaBamy NnpobJsemMa AuMeH3Hje n — 1 ma oBa
byHKIHja JepUHUTUBHO jecTe peKyp3UBHa.
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- | (A->0)
13)] | |

| [
S N I
- ] (A->0)
21| | |

| [

[ S
- | (A->B)
B.1)| | |

| I I

I I
| (C->A)
(B.2)| | |

I

Ao
- | | (C->B)
(C) ] . I

[

[ I
- | (A->B)

H(3,A,B,C
H(2,A,C,B) A> B H(2,C,B,A)

H(1,A,B,C) | A->C | H(,B,C,A)

H(1,C,A,B)| C->B |H(,AB,C)

A-B

C-A

A-B

[Ipumep kogay C + +

#include<iostream>

usingnamespacestd;

voidhanoj(intn,charx,chary,charz){
if(n>1) hanoj(n-1,x,2,y);

cout<<"prebaci sa "<<x<<" na "<<y<<endl;

if(n>1) hanoj(n-1,z,y,x);

intmain () {
intn;

cout<<"Unesite broj diskova: "<<end]l;

cin>>n;
hanoj(n,'1','2",'3");
returnO;

}
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Cajia 61 6110 MHTEPECAHTHO BUETH KOjH je 6poj Kopaka. To ce Moxe peliuTH TaKo ITo heMo
y Halll MporpaM CTaBUTH 6pojay, ¥ TaJla MOXKeMO YBUeTH MPAaBUJIHOCT J1a 6poj Kopaka
noTpe6aH 3a pelllemhe N JUMEH3UOHOT pobJieMa XaHOjcKux KyJia 2™ — 1. O3Hauumo ca P(n)
Opoj KopaKa 3a pellierbe N AUMEeH3UOHOoT NpobJeMa U Ao6ujamo popmyay P(n) = 2™ — 1.

Kako 61cMo0 0BO joKa3aIn?

OBaj mpo6JsieM cnajia y IoOMeH eHyMepaTUBHe KOMOHWHATOPHKe. Besinku 6poj mpobJieMa U3 oBe
006J1aCTH Ce pelllaBa TaKo IIITO Ce MPBO YCIOCTAaBU PEKYP3UBHA peJialiija, Ila ce OHJA TPAXKHU
eKCIIMIUTHA popMyJia.

3anMTajMo ce KOJIMKO HaM KOpaka 3axTeBa n + 1 JUMeH3UOHU Npo6JieM U yBUAKUMO ciefiehe: fa
6u npBO Tpebasio MpebaluTH N AUCKOBA HA MOMONHU 1ITaM, a 3aTUM HajBehU JIUCK ca TOYETHOT
uITana Tpeba npebanUTHU Ha I[UJbaHU LITAIl, 1A OH/A ONEeT ca MOMONHOT 1ITana Tpeba npebanuTu
n IUCKOBA Ha LIMJbaHM IITAIl. J|pyruM peyrMa ABa myTa cMo MpebanuBaJ/iy o n JUCKOBa U jeIHOM
jenan guck maje P(n+ 1) = 2P(n) + 1,P(n) = 1. 1 oBo je jegHa peKyp3uBHa peJialyja Koja je
JIMHeapHa U HeXOMOreHa. A OHa Ce pellaBa TaKo LITO MPBO PEIIMMO XOMOTeHH Jieo P(n + 1) =
2P(n) na ToM pelliery MPHUA0/aMO jOIll HEKO MTAaPTUKYJIapHO pellielhe HEXOMOTeHe jeITHaYrHE.

PemrMo npBo XOMOTeHH Ji€0.
Kako je xomorenu fieo P(n + 1) = 2P(n) To je meroBa KapaKTepUCTUYHA jeJHAYMHA X = 2, je
OIIITE peliee XoMoTeHor esa P(n) = C2", a jeAHO NAapTUKYJIapHO peliewe je P(n) = —1, na
je ominTe pellere yuTaBe jeqHadyrMHe P(n) = C2"™ — 1, u jow Tpe6a oApeAUTH KOJIUKO je C, a To
hemo Jslako Hahu ako y pesnauujy yb6auumo n = 1, na go6ujamo ja je u € = 1. U koHauHO cMO
NoKasaJiM Y iokasaju jaaje P(n) = 2™ — 1.

]

Pekyp3wuja ce y pauyHapcTy KOPUCTH U 3a COpTHUpame HU30Ba. [IpobsieM copTUpama HU30Ba je y
padyyHapCTBY U Ja/be aKTyeJlaH U yBEK ce Tpa)ke HAYMHMU 3a y6p3amwe. KiiacuuyHu aaroputmu 3a
coptupate cy bubble sort unu selection sort, ok cy MHOTO G6p>KU aATOPUTMU KOjU ce 6a3Upajy
Ha peKyp3Hujy, a To cy merge sort u quick sort.

QUICK SORT

Upeja anropurma:
- ofabepe ce jejaH 4jaH HHA3a KOjU Ha3UBaMO IMBOT
- HH3 Ce COPTHPA TAKO Jja CBY MakbH YJIAHOBH OJ] IMUBOTA Oy/ly ca JieBe CTpaHe OJHOCHO
Jila CBY Behu 4JIaHOBH Oy/y ca fieCHe CTpaHe
- PEeKyp3UBHO Ce Ha UCTH Ha4YMH ypeJH JIeBU OJHOCHO JleCHU O HU3

Kon;:

void razmeni (ref int x, ref int vy)
{

int p = x;

X =vy;

y = ps

}

int podeli(int[] a, int leva, int desna)
{

int k, 1i;

k = leva;

for (1 = leva + 1; 1 <= desna; i++)

if (af[i] < alleval)

{

razmeni (ref ali], ref alk+1l]);
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k++;

}

razmeni (ref a[leva]l], ref alk]):;
return k;

}

void quickSort(int[] a, int 1, int d)
{

if (1 < d)

{

int k = podeli(a, 1, d);

quickSort(a, 1, k - 1);

quickSort(a, k + 1, d);

}

}

void Sort (int[] a, int n)

{

quickSort(a, 0, n-1);

}

Anasin3a 6p3uHe pajia AITOPUTMA U Topehere ca OCTaIMM aJITOPUTMHUMa:

B A \'\
B Q(n) Q(n?) Q(n?)
I Q(n) Q(n?) Q(n?)
S Q(n?) Q(n?) Q(n?)
M Q(ninn) Q(ninn) Q(ninn)
Q Q(ninn) Q(ninn) Q(n?)

Bubblesort(B), Insertionsort (I), Selectionsort (S), Mergesort (M), Quicksort (Q),
Haj6osbe Bpeme (B), [Ipoceuno Bpeme (A) Hajrope Bpeme (W)

HEKH [TPUMEPU IIPUMEHE MATEMATHUYKE UHAYKILUJE Y 3AJALIUMA

[Ipumep 1:
OapenyTy 6poj TpHUaHIyJIalMja KOHBEKCBHOT 1 + 1 —ToyrJIa.

[IpBO 06jacHMMO LITAa TaYHO 3HAYU TPUAHTyJaLMja. [Jakiie, TpUaHryJalMja KOHBEKCHOT
n —ToyrJa, Hip. P, = A4, ... A,, je nojesa TOr n —TOyrJia Ha TPOYTJIOBe MOoMohy AujaroHasa
TaKo /ia 32 Te TPOYIJIOBE BaXKU

®  HJIH CY JHCJVHKTHH

® WM UMAJy CaMO JeJHO 3aJe/JHHIKO TeME

® WM HMAJY JEAHY 3aJ€JHHYKY HBHILY.
Bpoj TpuaHryJsaiyja TpoyrJia je jeflaH ¥ To o3Ha4aBaMmo T = 1, 6poj THAHTyJ/1alHja
yeTBOpoyTJa je ABa, T, = 2, 0K je 6p0j TpUaHTy/allyja IeTOYTJia NEeT U TO je jaCHO Ha OCHOBY
cavke pogte, Ts = 5.
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HoroBopumo ce na Ty = 0,T, = 1. U caya Tpeba oapeautu T,,.

Heka je 3,41 CKyn cBUX MOTYhUX TpUaHryJalyja KOHBeKCHOT n + 1 —Toyraa, P, =
A4, ... Ay 1. YouuMo cTpanuny A, A, + 1 Tor nosuroHa. Y ceakoj Tpuanryaauuju T € I, 41
cTpaHuua A; 4,41 je CTpaHULIA HEKOT TPOyTJa

ovdje je
. (n-k+2)-tougao

ovdje je
k-tougao

An e
An+1

3a cee k=23,..,n, ca Si‘lﬂ 03HAYMMO CBe OHe TpHUaHryJalldje Koje caJp:Ke Tpoyrao
A Ay AgAnss.

AKo je jemaH Tpoyrao TpuaHryJjauuje P,.q, ynpaBo Tpoyrao A A;AxA,.1, AO NOTIyHE
TpUaHryJalnuje je NOTPeOHO jolll H3BPLIUTHU TpUaHryJaauujy k — Toyraa A4, ..Ap 1u
(n+2—k)—Ttoyrna ApAg4q - Apsq. 3aTO jE |3£‘1+1| =Ty Thi2—k-
Kako je 3,41 AMCjyHKTHA yHHja 32,1, 33,4, ..., 30, 1, ma je

Tn+1 = TZTTI + TSTn—l + -+ TTLTZ'
Ako ca C, o3HayMMO 6pOj TpUAHryJalMja KOHBEKCHOT N + 2 —TOyrJia y3 IO4YeTHE yCJO0Be

Co = C; = 1 no6ujamo KaTanaHnoBe 6pojeBe 3a Koje Baku cesieha peKyp3rMBHa peJanuja
Cn = Colhq+ C1Cpp + -+ Cy1Cp,

KarasaHoBu 6pojeBU ce BeoMa YeCTO MM0jaB/byjy Kao pellermha pa3HOPA3HUX KOMOWHATOPHUX
npob6JsiemMa. EBo jegHOT TaKBOT HIP:
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IIpumep 2:
Kosnko pasinuuTux 6MHapHUX cTabasa can + 1 sncrtom uma?

X1 X5 Xg

——— (X1 ((X2X3) X4)) (X5 Xe)

.1

X2 X3
Bpoj 6uHapHux crabana ca n + 1 ucToM 03HAYUMO ca b,, U TPUMETHUMO Ja je Taj 6poj jegHaAK
Opojy pa3/MuUTUX peflocae[la MHOXeHa JIUCTOBA XX " Xn,q. Pefocies; MHOXKewa hemo
oapebuBaTu 3arpajjamMma ¥ MOXXEMO pacHopeJuTH YKyNnHO n — 1 3arpajly, camo je nuTame Ha
KOJIMKO HayMHa.
[IpumeTumo faje by = b; = 1,
Jlajbe, CBaKU MPOU3BOJ, X1X5 *** X;, MOXKEMO JIa OBAKO Jla MOJEJTUMO
(2125 %) (Xj41Xi42 =" Xpp)TAE L = 1,2, ..., n. Joul je moTpeOGHO pacropeJuTH 3arpajie yHyTap
XX *** XiHA Xj41Xi42 *** Xy U JACHO je Jja ce TO MOXKe YYMHUTH Ha b,,_ OJJHOCHO Ha b,,_; HAa4MHa.
Tako fa ouuryieHO BaxKu

by = boby_1 + biby 5 + -+ by_1bg,

IIpumep 3:
Ako cy u v v n nyta f1udepeHujabuHe GyHKIMje oHAA Baxku cie/ieha Jlajouuosa ¢opmyia

n

1) (wr)™ = Z (Z) 2 (=K1, ()

k=0

Jlokas:

Jokaxumo popmyty (1) MaTeMaTHIKOM UHAYKLHAjOM.

3a n = lje (wv) =u'v+uv'.

[IpernocraBumo aa popmy.a (1) Baxku 3a Heko n € N. Taza je

n !

(up) @+ = [Z (:) u("‘k)v(k)] =yt Dy 4 [(g) + (Tll ]u(”)v’

k=0

P [(k ﬁ 1) n (Z)] WKL) 4y D) = Zn: (Z) w =K ()

Jeple () + (7) = (*11).

[Ipumep 4: (CCCP, 1973.)
Tauka O siexxu Ha ipaBoj [; OP;, OP;, ..., OB, cy jeAMHUYHU BEKTOPHU, TAKBH Jja TauKe
P, P,, ..., B, nexe y paBHH K0joj IpHIa/ia paBa | ¥ HaJla3e ce ca UCTe CTpaHe Te NMpaBe. AKO je

n HelMapaH 6poj, AoKa3aTH Ja je |TP{ + O—PZ) + -+ O—Pr:| > 1.

Jlokas:

Jloka3 hemo n3BecTH METOA0M MaTeMaTHYKe UHAYKLH]e. JacHO, TBpheme je TayHo 3an = 1.
[IpeTmocTaBUMO /1a je OHO TAYHO 33 CBAKUX 7 TayaKa Koje 3a/I0B0/baBajy YCJI0BE 3a/laTKa U
JIOKQXKEMO /12 je OHO Ta4yHO U 3a CBaKe N + 2 TauyKe Koje 33/10B0J/baBajy yCJ0Be 3a/laTKa
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(mokasyjemo 3an + 2, jep je n HemapaH 6poj). MoxkeMo cMaTpaTH /ia Cy TauKe O3Ha4YeHe TaKo Aa
je L(l, O—PD < L(l, O—Pz)) < e <L A(l, OPn+2). Y paBHH y K0j0j ce HaJla3e TauykKe P; HOCTaB/baMO
KOOp/JIMHATHHU CUCTeM Ha ciefehu HauuH: y —oca je cumeTtpana £P;OP,,,, a x —oca npoJia3u
kpo3 tauky O. Taja je, ako cy (x;, ;) KoopJluHaTe TauKe P; y 1aTOM KOOPJUHATHOM CHUCTEMY,

Yi2 00U X1 = —Xpi2, Y1 = Yniollaje
|OP, + 0P, + -+ 0P| = Gty + 22+ + Xp42)? + 1 + Vo + -+ Ya2)? =
=+t X)) O Yt Yra2)? 2 (e X)) ot Ypg)? =
= [OF; + OF; + -+ 0Py |
[Io MHAYKTUBHOj IPETIIOCTABLM je |0_P2) + 0—P3) + -t M| > 1,na U3 NpeTX0HOT A06HUjaMO
|0P; + OP, + -+ 0P, > 1.

a?+b?
ab+1

Ilpumep 5: Heka cy a, b nosutuBHY 6pojeBu TakBu fa ab + 1|a? + b? Jlokasartu aa je

IMOTHYH KBaApaT.

a’+b?

ab+1
umamo b% —kab = b(b—ka) =k —a? >0, b > ka. Konayso umMamo b = ka + x 3a x € N.

Ia 360r Tora us a® + b2 = k(ab + 1) go6ujamo a® + (ka + x)? = ka(ka + x) + k ,a? + kax +
x? = k. Anu 1o oHjia 3Haum ga Baxku k < kax < a® + kax + x? = k, wrro je nemoryhe.

2 2

Hekaje S = {(m, n) € N2, 21
mn+1

S. TlpeMa npuHIMIY HajMaker ejieMeHTa noctoju nmap (¢,d) €S Tako Ja je keropa Apyra

KoopauHaTa d HajmMam4 6poj. [locMaTpajMo KBazpaTHy jeAHauuny c2 —kdc+d? — k=0 u

! . , _d?*-k _ d*-k
HeKaCy ¢ U C beHa pellema. BueToBuM popMysiaMma fo6ujaMo 1a Baxku ¢ = — =—7< d.

Kako je d? > k ongaje ¢’ = 0.Axo je ¢’ > 0 onga takobe (d, c) € S, anu Taza Taj nap uma
Makby JpYTy KOOpAMHATY o napa (¢, d) mTo npotuBpedn usbopy of d. KonayHo ako je ¢’ = 0
oHzaje k = d>?.

Heka je = k € N. Ouurneano Baxu min{a, b} = k. Ao He, yamumo za je a? < k onza

=k,m>= n}. Ckyn S je Hempasad jep (a,b) € Swu (b,a) €

IIpumep 6: Heka je f:N — N takBaga f(n + 1) > f(f(n)) 3a ceako n € N. /lokasaTu ja je
f(n) =n3acBakon € N.

Ha ocHOBY mpuHIMIIa MUHUMAJIHOT ejieMeHTa noctoju d = min{f(n):n € N}. Yamumo m € N
Tako a d = f(m).Akojem > 1 oHmaBaxu d = f(m) > f(f(m — 1)), kakoje f(m—1) ENwu
“Ma Mawy BpeAHOCT o/ d 3aK/by4yyjeMo Aaje m = 1.

CsinuHo, HajMawu esieMeHT ckyna{f (n):n € N,n > 2} je f(2). Ako Baxu f(2) = f(1) onga je
f(2) = f(Q) > f(f(1)) wrro je cynpoTHo u360py f(1). AKo HACTaBUMO Ca OBUM IMPUCTYIIOM,
umamo f(1) < f(2) << f(n) <--,uxkaxkoje f(1) = 1, nooujamo f (k) = k.

KoHnauHo, ako je f(k) > k3aHeko k € N, onpgaje f(k) = k +1 nmaBaxu f(f(k)) = f(k+1).Ca
JlpyTe CTpaHe IpeMa MOCTaBLY 33JaTKa UMaMo /12 BaXKH f(f(k)) < f(k + 1), wro je Hemoryhe.
I1a 3ak/byuyjemo aaje f(k) = k,3acBako k € N.

[Ipumep 7: (CunBecTepoB npobsieM) AKO y KOHAYHOM CKYIy 0/1 1 = 3 TayakKa BaXkH Jja 6UJI0 Koja
NpaBa Koja IpoJia3y Kpo3 JiBe Tauke MPoJia3u U Kpo3 HeKy Tpehy TauKy, OHJia Cy CBe TayKe
CKyIla KOJIMHeapHe.

Heka je ckyn , cKyn KOju UMa TpakeHy 0co6uHYy. [IpeTiocTaBUMO CYyNIPOTHO, Tj. la HACY CBe
Tauyke KosiMHeapHe. [locMaTpajMo ckyn £, 1 HeKa je Taj CKyT, CKyIl CBUX ITPaBUX oApeheHux
Taykama ckymna P.Caja, 3a cBaky Tayky P € P u cBaky npaBy [l € £, 3a kojy Baxku P & [
nocMarpajmo ypehenu nap (P, [). OuurieiHo je Aa je 6poj TUX ypeheHUx napoBa KoHa4yaH. 360T
TOra MOCTOju HeKa Ta4yka Py v npaBa [, u ypehenu nap (P, ), 32 KOju BaXKu /3 je y1a/beHOCT
on Tauke Py ox npaBe [y, HajMama Mehy cBuM ypehenum napoBuma. Heka je Tauka Q mpojekiuja
Tauke P, Ha npaBy ly. Kako npaBa [y caap»xu 6apeM TpH pasjnuuTe Tauke ckyna P, 6apem he
JiBe 0Ji TUX Tayaka OUTHU ca UCTe CTpaHe TauyKe y OAHOCY Ha Ta4yKy (. O3HayKMMo Te Tauke ca R 1
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S. Taga Tauka R Ma pacTojarbe o/ mpaBe Koja je ogpeheHa TaukaMa Py U S Matbe Hero IITo je
Tayka P, yaa/beHa of npaBe ly. U TUMe cMo JOILIH [0 KOHTPaAUKIH]e.

[Ipumep 8: Heka je @ = 2132015 . 1mra je Behe a a* 2015 nyTa nau 2015?

JloKkakuMOo MeTo/J0M MaTeMaTH4YKe UH/YKIIFje HENIT OMIITHje TBpheme Aa je

a“

a n nyta < 2015, 3a cBako n npupojaH 6poj.

baza nrgyrnuje: 3a N =1 Moxe ce [oka3aTH /a je 0BO Ta4yHo, jep je d = 201\5/ 2015 < 2015.
HHyKLHjCKA IPETIIOCTABKA: TIPETIIOCTAaBMMO J1a je TBpheme TauHo 3a Heko N =K npupogan

a

6poj, Tj. HeKa je b=a o k myta < 2015.

HHgyKyHjcKH Kopak: ako je TBpheme TauHo 3a N =K npupogan 6poj taga je b <2015, na je

a@

a k+1nyra= a° <a®*®

=2015. To 3Hauu ja je TBpheme TauHo u3a N =K +1.

Ha ocHOBy MeTo/1a MaTeMaTH4YKe UHAYKIIH]je JJ0Ka3aJyd CMO TBphere 32 CBaKO N MPUPO/JIaH
6poj, na he oHjia TBphemwe Aa Baxky 1 3a n=2015, a TUMe ynpaBo A06HMjaMo Jjla CMO Jl0Ka3aau

OHO LUTO je MoTpe6HO y 3aaartky. 3a N=2015 go6ujamo gaje a © 2015 nyTta < 2015.

IIpumep 9: Heka je S < N, koju uma cieneha cBojcTBa:
1. meby cBakux 2015 y3acTonHux npupoux 6pojeBa MOCTOjH je/laH KOjU je caApkaH y S;

n
2. ako heSwu n>l,OHL[aI/I|:Ej|€S.

Jokazatu gaje S=N.

2

N e N) uHayKIMjoM 0 « CIeH Aa je f’l(f’l(...ffl{n} ) ):{an,zkn+1,...,2"n+2k —l}.

[ S —
k

Hekaje f:N —» N, AeduHucana ca f (m) :P} . Kako je fﬁl{n} ={2n,2n +1} (3a cBako

1) Basak=1: f’l{n}:{Zn,Zn +1}

2) Wuaykuujcka xunoresa k: f’l(f’l(...f’l{n} ) ):{an,zkn+1,...,2kn+2k —l}

| S —
k

3) HUuayxkumjcku kopak K =Kk+1, 3ak+1 tBpheme riacu
f*l(f*l(_..ffl{n} ) ):{Zk*ln,2"*1n+1,...,2k*ln+2k+1_1}

[ S —
k
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Kapa ce yame xumnoresa ciaenu:

FA( (0} ) )= {2, 241,25+ 2 -1 =

|

:{2-2kn,2-2kn+1,2-(2kn+1), 2:(2°n+1)+1...2-(2n+2"-1), 2 (2n+2" —1)+1} -
={2'n, 2N +1,.., 2 n+ 25 -2, 2+ 24 1)

3a k=11 cnepu pa ce 3a cBako N e N ce 2 > 2015 ysacronHux 6pojeBa HakoH 11 utepanuja
dyHk1Mje cavKa y n. Kako je 6ap jenan o iwuxy S M Kako f cimka 6pojus Sonety S, cieau

TBpheme 3a/aTKa.
2n-1 n
Ipumep 10: lokazaTu Jia je 3a CBaKU IpUpoaH 6poj N 6poj [(5+ \/35) ]aeijB cal0".

Hekaje a, = (5+ \/g)m + (5 - \/%)m 3a M e N. OHu 33/10B0/baBajy peKypeHTHY GOpMyJTy

a,.,=10a ., +10a, v a,=2,a =10.
Jlo6uja ce onurTe pemerwe a,, =C, (5 + \/%)m +¢, (5 - x/%)m , 3aMeHoM 3a m=0,1
Jlobuja ce

m=0: 2=c¢ +¢,

m=1: 10:01(5+\/£)+cz(5—\/£)
~2(5+/35)+10=c,(-5-/35+5-/35
~235=c, (-2V35)= ¢, =1 ¢ =1 mj.a,=(5+35) +(5-35)

JIOK2KUMO MHAYKLMjOM Ja je d,. , ¥ d,, Aembuso ca 10™.
1) basa m=1; a,,,=a =10 u gemuno je ca 10!
a,, =a, =10a, +10a, =10-10+10-2 =120 u ge/muBo je ca 10!
2) WHAykuujcka XUIoTe3a: HeKa TBphere Baxku 3a m=K, Tj. HeKa cy d, , U d,, Ae/bUBH ca

10k
3) UAyKuujcKy Kopak: JOKaXkuMo Ja TBphemwe Baxu 3a M=K +1 Tj. ga Ay1is1)1 M az(m) cy

Je/buBM ca 10k+1

Byeiny 1 = By =10+ 8y, +108,, , =10-(ay +8,,)=10-10-1=10""-1, €N
Bye11) = oir =10+ 8y, +108,, =10-10"-1+10-10° -t =10" (10 +t), I,teN

1a je TUMe JJ0Ka3aHO 0BO NOMONhHO TBpheme.
Wuaykuujom ce fo6uja fa cy 3a cee m e N 6pojeBu a,, , U a,, Ae/bUBH ca 10™. MomwrTo je

_1<5—\/%<0, 3a HemapHo M je —1<(5—x/£)m <0, naje [(5+\/£)m}:am.
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a, = [(5 + \/%)m} 3a HelmapHoO M, Tj. d,, ; = [(5 + \/g)zn_l} , 2 YIPaBo je J0Ka3aHO /ia je TO

Je/buBo ca 10m,
[Ipumep 11: Heka je N mapan 6poju S CKyn CBUX HU30Ba AY>KHUHE N YHjU Cy YIAHOBH HYyJIE U

jemMHUIIE, a 6ap jefjaH YiaH CBAaKOT HM3a jeJHaK je 1. lokasaTu fAa ce S Moke MOJIeJIMTH Ha
. n n n
JUCjyHKTHe TPO4JlaHe MOJCKYNOBE TAKO Jla BaXKU: 3a CBaKa TPU HU3a {ai }i:1 , {bi }i:1 , {ci }i:1

KOjU NPUIAZAjy UCTOM IOACKYIY U CBAKO | € {1, 2,..., n} 6poj a +b. +C, nebus je ca 2.

Tephemwe nokasyjeMo UHAYKIUjoM 10 N.3a N =2 To je ounrsiesHo (ckyn S Beh u cam uma 3
eJleMeHTa, S = {01,10,11} ). Hexa je, 3aTo, N > 4. 03Ha4uMo ca S CKyIl CBUX He-HyJla HU30Ba

Jy>KMHe N cacTaB/beHUX OJ HyJa U jefuHuLa. lepuHummMmo ciaesehe ckynose:

T, - ckyn cBHX HM30Ba KojuMa cy IpBUX N—2 4aaHoBa jegHaku 0 (T, uma camMo Tpu eJieMeHTa;

to cy 00...001, 00...010, 00...011);

n-2 n-2 n-2
Tyo - CKyII CBUX HM30Ba KOjUMa Cy T10CJIe/iba /iBa YlaHa jesHaka 0 (To Cy CBM HU30BU M3 S,
KojuMa je Ha Kpajy gonucano 00);

Ty, - CKyn cBUX HM30Ba U3 S, , KOjUMa je Ha Kpajy AonucaHo 01;

T,,- cKyn cBUX HM30Ba M3 S, KojuMa je Ha Kpajy AomucaHo 10;

T

11 - CKyIl CBUX HHU30Ba U3 Sn—2 KOJHMa je Ha KpaJy AOIIHUCAaHO 11;

JacHo je naje S, =T, UT,, UT,, UT,, (nucjyHkTHa yHHja). [logenumo ckyn S, , Ha
TpOeJIeMEHTHE MO/ICKYOBE KOjH 33/0B0J/baBajy MOCTaB/beHU YCJIOB, U HA UCTH HAYUH
(“3abopassbajyhu” nocnesme Ase nudpe) nogenumo ckyn T, . TpoenreMenTHU ckyn T, u

CKYIIOBH HaCTaJIM IO4EJIOM CKYIlad TOO 3a,a01301baBajy IOCTaBJ/bEHU YCJIOB. OcraTtak
TPOEJIEMEHTHUX CKYIIOBa IPAaBUMO Ha CJIe,ZLEhI/I Ha4YMH: 3a CBAKH CKYyII G= {a, b, C} N3 11oaeJjie

cKkyna S, , lepUHHULINMO HHU3:

u, aHasorso, Husose a -, at, b, b b, c®, ¢, c. Jacho je ga

a.01, bOl, COl c T01; alO , blO ’ ClO c Tlo u a.11, bll, Cll c Tll )

CkynoBu G, = {aOl, b'°, C”} ,G, = {alo b COl}, G, = {all, b%, Clo} MMajy TpaXkeHo cBojcTBO. Ha
OBaj HAYMH CMO CBAKOM eJIEMEHTY U3 MofieJie CKyna S, NPUAPYKUIU TPH TPoeJieMeHTHA
nojckyna ckyna 7, U7, \UT,, caTpaxeHoM 0cO6MHOM. Huje TemkKo npoBepuTH Jja OBU

TO/ICKYTIOBH 3ajeiHO ca T, U Ty, y yHHUjU Aajy S, .

IIpuMep 12: CBaka CTpaHMIA U CBAKA JJUjarOHasia KOHBEKCHOT N -Toyrua, rae je N >3, o6ojeHa
je maBo MM LipBeHo. /loKasaTH /ia ce TeMeHa N -Toyrsia Mory o3HauuTu ca 4, 4,,..., 4,, Tako

Jla BaXkKM jeJiaH oJi ciiesieha ABa ycioBa:

(@) ce pyxu A A,, A, 4;,...., A, ,A,, A A ob6ojeHe cy ncrom 60jom;
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(6) nocroju 6poj x,1<k <n,Tako nacy ayxu A A,, A,A,...,A_,A nnase,a gyxu

AA gy A4, A A upBene.

Jlokas heMo U3BeCTH UHAYKIMjOM 110 N .
3a N =3 TBpheme ouynryeaHo Baxku. [I[peTnocTaBuMo /ia je JokazaHo TBphemwe 3a N—1 rae je
N>4.Hekaje 4A,..A, , TpaxkeHo o3Ha4aBamwe THNa (a) y N—1-toyray A4 4,..4, .

Heka cy ce nyxu 4 A4,, A, 4,,..., A, A H1p. n1aBe. 3a/p>KUMO HCTO O3HaYaBame yBeK, CeM y

cayyajy aa je nyx A, A upseHa, a gy A A nnasa. Taga heMo Mx 03HaYMTH y peflocieny

Ay Ay Ay Ay

Hekaje A4 A,...A, , TpaxeHo o3HadaBawe THna (D) y N—1-toyray A A,...A, v HeKa cy ayxu
AA,, AA4,,...,A_ A nnase, anyxu A A,,,..., A, A upsene. Ako je 1y A A nnasa, TpaxkeHo
O3HayaBame TeMeHa N-toyriaje 4 A4,..A A A.,...A ,, aakojenpsena 4 A4,..4 A A..A .

Ha ocHOBy MaTeMaTH4YKe UHAYKIIMje CMO 0Ka3aJu TBpheme.

Ilpumep 13: Axo cy a,,a,,..., 8, NPOU3BOJLHU peasHu 6pojeBU U R, (X) " S, (X) peayiHU

TNOJIMHOMH TaKBH Ja je
R (X)=(x+a,—i)(x+a,—i)..(x+a, —i) =R, (x)+iS, (x)
Tasa nonunomu R, (X) numajy k peasnux kopena Oy <O, <...< QY VTP TOM je
Og <O 1 <O <O 15 < <O gy 1 <O
T/ie Cy @, _,, KOpeHH MoJUHOMa RH(X).

Tepheme MoKasyjeMo MaTeMaTHIKOM UHAYKIKjoM 10 K .

3a k=1 Rl(X) =X+a, ujacHo je aa R (X) uma jeaan peasan kopen a,=-a,.3ak=2
uMamo za je R, (X) =X+ (a1 + az)x+ a,a, -1, nmaus R, (—ai) =-1 po6ujamo ga R, (X) uma
/iBa peasiHa KOPeHa ,, U O, , U Jia IPH TOM BaXH @y, < Oy, < Oy ,.

lIpeTnocTaBuMoO caja Aa TBpheme Baxku 3a K =d u nmokakumo ga Baxku 3a K=d +1.
Wmajyhu y Bugy aaje P, (X) =P, (x)-(x+a,., —i) so6ujamo

Pt (X) = (X+a,, )Ry (X)+ S, (X)+i-[ (x+a,.,,) Sy (X) =Ry, (X) -
JlobujaMo Jja Baxke peKypeHTHe Be3e:

Rt (X)=(x+a,,,)R, (X)+S, ()
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Spa (X)=(Xx+a,,,) S, (X)—R, (x)

W3 npee pestaumje umamo S (X) =R, ., (X)—(x+2a,.,)R - (X), a u3 Apyre oHza HanasuMo

PEKYPEHTHY Be3y
Rz (X) = (X+5,5 ) Ry (X) = (X+8,.1 ) [ Ryuy (X) = (X+ a1 ) Ry (X) ] = R, (X) , omocHo

Rz (%)= Ryt (X)-[(X+ 8pz) 4 (X+80.0) ]~ Ry (%) (x+8,,0)" +1]
Capa ce Bpahamo Ha MHAYKLUjCKH KOPaK:

Ry (X) =Ry (X):[ (x84, )+ (x+8, )]~ Rys (%) (x+2, ) +1].

BpeagnocTu sgn(RM(x)) y TaYKaMa a1, Ay 5,y Oy 4 JEAHAKE CY PESIOM

—sgn ( R (ad,l)) = (_1)d '

d-1

—Sgn ( Rit (ad,z )) =(-1) .

—sgn(Rdl(.ozd'd ))=—1

IITO 3aje/IHO ca YHIeHNIOM Aa je onHoM Ry, (X) mosunom (d +1)-sor crenena (na 3a
d+1 .
Jl0BOJbHO MaJle BpeAHOCTH uMa 3Hak (—1) ) mosnaun nocrojame (d +1) -Hor kopena

nosmuoma Ry, (X):

Cyiag <y < <Ug44
3a KOje BaXu

Ay <Oy <Qyup <Qyo <o <y g9 <AXyg <Xyg-

OBHUM je f0Ka3 UHAYKLUjOM OKOHYaH.
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Ipumep 14: 3a cBe nesie 0 <M < Nu Npou3BoO/bHU NOIMHOM P cTenena M Baxku

i=0

Wuayknujamo N. 3a N =0 je KoHCTaHTaH MOJIMHOM, [1a UCIykbaBa JaTy jeJHAKOCT, jep je
P (O) — P(l) =0. Heka je TBpheme TayHo 3a N —1u Heka je P'(X) = P(X+1)— P (X) . P
nosmHoM U Baxku deg P’ =degP -1=m—-1<n-1, na Baxwu

o=3 0" )= S e)-p i)

i-0 I
Tj. TBpheme je TauHO U 3a N.

Ilpumep 15: Y cBakoj of wect KytHja B, B,, B;, B,, B;, B, Ha moueTky ce Hanasu Ta4Ho jesan
HoBuuh. /lo3Bo/beHO je BpIUTH ciefehe onepauuyje:
1. HsabpaTu HenpasHy KyTHjy Bj 3aHeko1l< | <5.Usbauuru jesrad HoBuMh U3 Bj 51

JloJlaTH Ba HOBYKha y Bj+1 .
2. Uzabpatu HempasHy KyTHjy B, 3a Heko1< Kk <4.HW36auutu jenan Houuh us B, u

3aMeHHUTH caJjpkaje (MOTy GUTH ¥ pa3Hu) KythjaB, , u B, ,, .

HcnutaTtu Aa JIM C€ KOHAYHHUM HHU30M OBAKBHUX onepaunja Mo>Ke nmoctuhu Aa Ccy KYTI/Ije

020102010

B,, B,, B;, B,, B;npasne, a kytuja B, cagpxu tauno 201 HoByHha.

Omnepanujama BpIIEHUM Ha TPU KYTH]e ce 0J] CTarba (a, 0, 0) Moxke Johu /10 cTamba (a —k, 2%, 0)
3al<k<a.

Jlokas nHayKIujoM; 3a K =1 jeqHom npuMeHoM onepanuje 1° ce u3s (a, 0, 0) Jlo6uja

(a—l, 2t O); ako je TBpheme TauHo 3al<k <a, u3 crama (a— k, 2%, O) ce 2 nyTa
npuMewyjyhu onepanujy 1° Ha Apyry v Tpehy KyTH]jy [0J1a3H [I0 CTamba (a -k,0, 2'”1) , 0JlaKJie
ce NIpUMEHOM olepanuje 2° no6uja (a —k—1,2, O) . Heka je Hu3 onepanuja Kojuma ce 13

(a,0,0) no6uja (0,2",0) oneparuja 3°.
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Hexaje p, =2, p,,;, =2™ 3a n>1. Onepanujama BpIIeHUM Ha YeTHPU KYTH]je Ce 0J] CTaba
(a,0,0,0) MoO>Ke 00U 10 cTama (a— K, pk,0,0) 3al<k<a.

Jlokas unaykuujoM; 3a K =1 jegHom npruMeHoM onepanuje 1° ce us (a, 0,0, 0) Jno6uja
(a-1,2,0,0)=(a-1,p,,0,0); ako je TBphere Tauno 3a 1<k <a, us cramwa (a—k, p,,0,0) ce
npuMenyjyhu onepauujy 3° Ha Apyry, Tpehy U 4eTBPTY KyTH]y [0J1a3H [0 CTakba

(a— k,0,2" ,0) = (a— K,0, Py.1: O), oJlaKJie ce IPUMEHOM ollepanyje 2°Ha MpBe TPU KyTHje
Jo6uja (a— k-1, p,.:,0, O). Heka je HM3 onepalnyja KojuMa ce U3 (a, 0,0, O) J06uja (0, p,,0, 0)
omnepanuja 4°.

llpuMeHom onepanuje 1°3a | =5 ce of (1,1,1, 1,1,1) Jo6uja (1,1,1,1, 0, 3) , @ HAKOH TOra,
y3acTonHuM npumeHnama onepanuje 2°3a K=4,k =3,k =2,k =1, pegom, gonasu go

(0,3, 0,0,0, 0) . 3aTUM ce IpuMeHoM onepanuje 4° (Ha kytuje 2,3,4,5) 10134 10
(0, 0, p;,0,0, O), na npuMeHoM onpepaiyje 4° (Ha kytuje 3,4,5,6) 10 (0, 0,0, p,, .0, 0). Heka je
4r = 20107 = g (Baxwu 4| q). Kako je 2010 <2" u 15< Py3, Cesu

: 411 P13
02010 REUE 112011 g2*2 22

215
< 2% <2 =27 <2 =p,= P, mace P, —r nyra

npuMembyjyhu onepanujy 2° 3a K =4 fgosa3u 7o ctama (0,0,0, r,0,0). KonauHo, I myTta

q < 211-201 < 2

npuMemyjyhu onepauujy 1°3a j =4 ce goJsasu 1o (O, 0,0,0,2r, 0) ,aogatse 2 myTta
nuMemyjyhu onepanujy 1°3a j=5 go (O, 0,0,0,0, 4r) , Tj. (0, 0,0,0,0, q) . laksie oroBop Ha

INHUTamke 3aaTKa je ITO3UTHBAH.
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3AK/bYYAK

OBUM paJioM XTeO ce HarJlaCUTHU 3HA4yaj MaTeMaTU4YKe WH/YKIMje, HaBOhemeM CBUX HEHUX
eKBUBaJIEeHTHUX OO0JIMKA, Y KOjUMa Ce OHA MOjaBJ/byje y HAjIIMPEM CIEKTPY MaTeMaTHYKHX
npo6JieMa, Te U KOJIMKO je OHA GUTHA 32 caMO 3aCHHBambe MaTeMaTuke. TuMe ce xTesio ucrahu
KOJIMKO je ’heHO MeCTO y 06pa30BHOM NPOrpaMy GUTHO, 1a Ce KOMEHTapUCaIo U Y KOM 06UMY ce
oHa o6pabyje y cpefilh0j HIKOJIM, HITO KPO3 HACTaBy MaTeMaTHKe, a UITO KPO3 HACTaBYy
padyHapcTBa. Ha kpajy je HaBeneH ojapeheH 6poj mpobGJeMa Koju Ha Ao6ap U MHTepeCcaHTaH
Ha4yMH MOTY Jla Ipoy6e 3Hake yUeHUKA U CTyeHaTa.
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