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Ovsj rad je saonStavan na sastancima Grupe za reologiju
Jugoslovenskog drustva za nehaniku, Tokom izlaganja su
vodjere diskusije koje su ml pomogle pri izradi rada,

ra se najtoplije zahvaljujem, na vomoci, svim 3lanovima.

Posebnu zanvalnost dugujem Dr Nataliji Naerlovic-Veljkovizs

kola ¢ u mnogome doprinela, svoJjim znanjem i iskustvon,
da rac dobiije ovakav oblik,

Takodje se zahvaljujem Dr Jovu Jaricu, koji Jje imao
svog vdela u izradi teze, kao i Dr Petru Milanovicu,
Dr Jovaau “uticu i Dr ¥Vilosu Vlahovicu koji su mi, kroz

vlodne diskusije, pomogll da rad dovedem do kraja.
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Tecrija poroznih, fluidom zasicenih 1 nezasicenih
materijala nalazi primenu u mehanici tla, naftnoj indust-
riji, industriji filtracije, keramickoj industriji, meta=-
lurgi i praha, poljoprivredi (navodnjavanje) itd.

Fac pofetak razvoja teorije mose da se uzme 1923, god,

kada ‘e Terzaghi /1/ formulisao problem sleganja tla pod
de jstvom opterecenja. ReSavajuci problem, dokazao je da
slegar je uzoraka tla zavisi ne samo od elasticénih konsta-
nti ve: 1 od filtracije fluida unutar uzorka.

Tridecetih godina ovog veka sovjetski naudénici, posebno
florien i Gersevanov, uopstili su Terzaghi-ev problem za
neke tlutajeve. lezavisno od njih Biot je 1941, god. /2/
takodje uopstio ovaj zadatak za neke slufajeve porozne
sredire 1 to za elastiZno Zvrsto telo zasiceno nestislji-

vim fluidom. U kasnijim radovima prosirio ga je na



anizoiropna 2vrsta tela ispunjena stisljivim fluidom /3/.

Osiovnl parametri Biot-ove teorije, koji karakterisu
geomenri jsku strukturu poroznog skeleta, su poroznost
(zapreminska) i koeficijent propustljivosti (za izotropne
mater’. jale) ili tenzor propustljivosti (za anizotropne
materi jale),

Jerski /i/ 1 Kubik /5/,/6/ vrosiruju ovu teoriju, a ori
tom ne pretvostavljaju da se povrsinska i zapreminska
porozrost poklavaju.

Razts 1 KHlute /7/ modifikuju klasifnu teoriju meSavina
utolilo sto vretpostavljaju da se svaki sastojak karakte-
rise sopstvenom povrSinom i zavreminom, Medjutim, u nave=-
denim radovime nisu izvedene konstitutivne relacije.

I radu ¥, Taerlovic-Veljkovic i R,Mandita /8/ se polazi
od odgovarajutih jednaZina balansa i disipativnih ne jedn-
atina vri izvodjenju odgovarajucih konstitutivnih relacija
za 3vrstu fazu (elastifdna sredina) i fluid (viskoelastidan
fluid).

U nekin drugin radovina /9/, /1o/, /11/, /12/, /13/,
se takodje izvode konstitutivne relacije, ali se u njima

obe feze (3vrsta i tedna) posmatraju kao elastifna sredina.



Hec jutim, poznato je da svaka materijalna sredina pos-
eduje sve tri osnovne reoloske osobine: elastidnost,
viskornost i nlasti®nost. Takodje je eksperimentalno pok-
azano da skelet, u nizu slufajeva od interesa za praksu,
posedi je elestilna 1 viskozna svojstva kao dominantna.
sbog toga Jje, za ovisivanje nonasanja takvih tela, nuzno

da inh posmatramo kao viskoelastidna, Ovaj rad je i nastao

o

u ze¢l’i da me odrede

constitutivne relacije i jednadine
polja koje sadr e 1 te efekte. Za razliku od nekih radova

se usvajaju gotove relacije za Xelvinov, Maxvelov i

sae

druge wodele, u ovom radu se izvode konstitutivne relacije
koje vzimaju u obzir 1 utica] poroznosti i temperature,

sto jc bitno za porozne materijale,
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l radu ewmo o

a nosmatramo termokonsolidaciju zasidene

i nezesicenc porozne sredine,

Pod »nojmom OLIDACIJA u sirem smislu podrazumevamo
strujenje fluida kroz poroznu sredinu /9/. U uzem smislu
podrazumevamo: ... '""svalki proces koji povladi za sobom

smanjenje sadrzaja vode zasicenog tla, a da pri tom izgu-

bljenu vodu ne zamenjuje vezduh" ... /14/.



U uvodu je napomenuto da su neki autori /7/, /7-a/,
modifikovall teoriju mesavina i primenili je na vorozne
mater? jale,

Ako zelimo da primeniwmo teoriju mehanike kontinuuma na
poroz:a *vrsta tela (skelet), 3ije su pore ispunjene flu-
idom, rnotrebno je »retrostaviti da svaki zapreminski ele-
ment tela sadrzi 2estice skeleta i fluida i da su ti zap-
reming i elementi dovoljno veliki u odnosu na dinmenzije
pora, teko da obuhvate mnoge pore.

Cveko usvojen prilaz, preko teorije kontinuuma meSavi-
ne, nvdl nam mogusnost opisivanja sistema: dvrsto telo-
~fluic kao "mesavine', jer je nalik na mehanidku teoriju
mesavine, all uz neke donune. Za razliku od mehanidke te-
orije mesavine gde je potrebno odrediti polje gustina (ﬁ*),
vomerenja ( p¥) i temperatura ( ©%), $to je dovoljno da
se ovise ponasdanje meSavine, u ovo] vrsti mesavine potre-
bno je da se odredi i polje voroznosti, da bi dobili dos-
lednu i fizi®ki opravdanu teoriju poroznih materijala /15/.

Frema tome predmet mehanifke teorije poroznih materij-
ala mcre dea se definise kao odredjivanje polja gustine

(8“), vomeranja ( pl), temperature ( T%) i poroznost (n).



Koristeti mehaniku kontinuuma meSavine, posmatracemo
vorozro telo (skelet), ispunjeno tedno$cu (zasicena sred-
ina) lkao dvokomponentalnu, a porozno telo delimiéno ispu-
njeno tefnosiu (nezasicena sredina), kao trokomponentalnu
meSavinu,

I redu necemo da uzimamoO u obzir heni jske reakcije i
utica; difuzije, Sto ce uticati na oblik balansa mase
sasto zka,

Navedimo tri fizifka orinciva, koje Jje postavio
C.Truecsdell (prema /16/ ):

a) Sve osobine meSavine moraju biti matematicke posle-
dice csobina sastojaka,

b) Da bl se opisalo kretanje sastojka, moze se, zamiS-
ljeno, izdvojiti sastojax od mesavine pod uslovom da na

odgoverajuzi nafin zameninmo dejstvo drugih sastojaka na

c) ¥Yretanje mesavine Je odredjeno istim Jednadinama
kao i za prosto, jednokomponentalno telo.

Ovi principi su u osnovi svih teorija meSavine,

T caljen tekstu Ce indeks A uzimati vrednosti 1,2 i 3,
pri “enmu ce indeks 1-biti rezervisan za skelet, 2-za fluid,

a 3=z& pas 111 fluid koji se razlikuje od "2,
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U cvom poglavlju cemo da definisSemo neke pojmove koji

[ R

se ] u teoriji mesavina, uz dodatne pojmove koji

-
Javliaid

-

©

se uvcde da bl prilagodili i primenili teoriju mesavina
na prcbleme poroznih, zasicenih 1 nezasicenih, sredina.
Por=sd ovin pojmova definisacemo i neke pojmove iz
mehanike tla sa kojim cemo da se sretnemo u daljem radu,
Posmatrazemo dvokomponentalnu (trokomponentalnu) zasi-
cenu (nezasizenu) sredinu 1 to Avrst skelet - fluid.,

Definisdimo sledeze vojmove:

rasnodela zavremine

PR
e J =y

12

rasoodela vovrdine

rasnodela mase

(1.3) M()(: [fdoll/d

gde je d =simbol koji se odnosi na skelet ili fluid.



U jrethodnim relacijama smo oznacéili sa:
V- zavreminu agregata (skelet sa fluidom),
5 - povrsinu koja ogranidava zapreminu V,
= ukupnu masu, a sa

Y . s x .
n*, A i ¢ -odgovarajuce "gustine", pri demu je

(1.8) Vdi;SJS% ) M=Z'MO<-

se odnose na trenutnu konfiguraciju,.
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Ha osnovu definicija raspodela mozemo da izrazimo

odgoverajute "gustine" na slede¢i nacdin:

; « Jex ¥
(1.5) 1 =;:7V- ).1%20;/\53 jfgg—f—/l% .

Odavde slede i sledece osobine:

I~

ae o () e,
X

()(
Definisimo i:
parcijalnu gustinu

Y

(1.7) o =0—;—/—V/11~

koja roze da se izrazi preko "prave'" gustine relacijom
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i gustinu mesSavine

(1.9) f:gfz

N

Od pojmova iz mehanike tla definisimo prvo

zaprerinsku i povrsinsku poroznost:

P
(1.70) 4 =:£z£k;

oV

odS”
| = s

gde Jje VP—ZdJPOMlHa pore, a gt njena povrsina.

Ove velifine mozemo da povezemo sa ved definisanim
raspodelama povrsine 1 zapremine. Naime, kod zasicenih
sredina, zapremina (povrsina) pora je jednaka zapremini
(povrsini) tednosti, koja se u njoj nalazi, pa je

F 2
(1.12) p =V e

dv OKVM‘n )



(1,13 n'i= 2 =

'o¢ nezasizenih sredina zapremina pora je ispunjena

sa tefnos:u 1 sasom, pa je
/ 2
C/V/b: C/V ' o/ l/lj

M

Odavde sledi:

AV WAy 2
cdy oY O .

(1a104) 7l =

U knjiigama iz ove oblasti, koje su nam bile dostupne,
govori se samo o poroznosti, pri Zemu se ovaj pojam odno-
81 na zavrenminsku poroznost. Medjutim, u nekim radovima
//y /5/, se govori i o povrSinsko] poroznosti, ali se
kaze /17/ da su u vecinil problema te dve veliline rribli-

zno lete, na se koristi zapreminska poroznost.

Fao sto Je napred napomenuto gornji indeks "2" ukazuje

na to da se te velifina odnosi na tefnost. Ne treba Jje
nesati sa stepenom, Da ne bi doslo do zabune sve velidine
koje treba stenenovati stavitemo u zagradu.



Pored zavreminske poroznosti, u mehanici tla, koristi

se 1 pojam "koeficijent poroznosti', DefinisSe se sa:

_ ' _n
AV N

(1,15 =D c
llncge prirodne naslage, koje leze isvod nivoa nodzemnih
voda, mosu da se jednostavno posmatraju kao potpuno zasi-
cene. Sa druge strane svi vestadki napravljeni zemljani
nasipi, kao sto su zemljane brane, putni nasipi ili brane
protiv poplava, izradjeni su od materijala 3ije Supljine,
vosle sabijanja, sadrze 1 teénost (voda) i gas (vazduh)/18/.
Folifrik izmedju zapremine Supljine ispunjene vodom i

vkuovne zanremine pore:

) _c‘(Vz_ O/V,%{V_ n*
(1. 16) SZ_O(VP—c(I/yg///_/?

wen zasicenosti.

N
(e}
<
D
m
6]
]
prs
0]
e

i*Za Jecna’ine uz 2iji broj stoji D treba izvodjenje
potraziti u dodatku.



T vrethodnom poglavlju je releno da cemo poroznu sred=-
inu df vposmatramo kao mesavinu. U ovom delu cemo da defi-
nisenc kinematiZke veliiine, kako za pojedine sastojke
tako 1 za meSsvinu kao celinu,

Pogmatraimo skuv o neprekidnih sredina. Llemente ovog
skuoa termo da zovemo sastojici. Svaki sastojak zauzima deo
oblastl trodimenzionog, fizickog prostora, a zajedno zau=-
zimajv neku oblast 7, koja je potpuno ispunjena materijom-
- materijalni kontinuum. Porozno telo zauzima, u opsStenm
sluta’u, razlifite oblasti u razlifitim trenucima i ni

jedna od tih oblastl se ne mo%e sustinski poistovetiti sa

-

telon, Pogodno je dizabrati jednu takvu oblast Xy, u odnosu
re ko’u cemno nosmatrati kretanije tela. Oblast Ke cemo
zvatl referentna konfiguracija. U odnosu na referentnu
konfizuraciju “estice tela Zemo identifikovati sa njihovim
polosejem u Ty W

‘ela inaju jednu Jasnu fizidku oscbinu: ona zauzlimaju

"« PosSto je prostor Tuklidski,
u njerza woscno da uvedemo Nescartes-ov, pravougli koordi-

-

natri , v ofnosuw na kojl cemo da posmatramo kretanje tela.
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e sro sa { =~oznatili potetnl poloszaj destice, vnosmatr-

koja v trenutlu t zauzima polozaj x3 .

y L . . oo . o s
“aovreme kretanja koordinate X ostaju vezane za indi-
N . " s e G . ,
vidualne ~cotice, pa govorimo o "3estici X ", koja u tre-
. . .o - _
nutly © zauziwma "poloza] x, ", u prostoru. 7bog toga koo-
o - . _ o .
rdinate ¥, moveao materijalne, a x; nrostorne koordinate,
Jednatine (2.1) vretstavljaju jednadine kretanja defo-
rmablilnog kontinuuna,. Deformacija moze da se posmatra kako
sa steaovista X -koordinats, tako i sa stanovista x - koo-

rdinatz, odalile sledl de noramo da postuliramo postojanje

inverzne transformacije:

A Ay X
~ ) =) / :
(2.2) //( “%\K (”k(‘ )YZ/) .

v ¥ ne mose da zauzume dva prostorna polosaja i da dve

festice ne mogu da zauzmu istovremeno isti prostorni



Posto 2emo da koristimo principe teorije kontinuuma

za opisivanje ponasanja meSavine faza, postuliracemo da
se v svakod ta’tki

22kl %, trenutne konfiguracije mesavine na-

ih sastojaka, dok su njihove brzine, u op-

stem sluiajn, razlitite,

4 -
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na Nsnovu
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Gredijenti deformacije imaju vasnu ulogu u mehanici

kontiruuma, JefiniSemo ih sa:
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gde su SHI:i S¢L Cronecker-ovi delta simboli, definisani

sa:
{\’____ ’IrZ(I
/Oy' )y
O, t#] ]
Dalje nas interesuje promena neke velidine sa vremenom.

Tekva promena se definise, sa matematidkog stanovidta, kao
materijalnl izvod posmatrane velidine. Brzina sastojka je

takev izvod:

o
(2.5) /Mc»(: 9")(( (Xk’) i)
ot

misao materijalnog izvoda Jje promena neke yelidw

n

Mizidki
ine u odnosu na posmatradfa koji je vezan za odredjenu mat=-

erijalau 3estiecu tela,



srednju brzinu meSavine, definisanu

L
(@]
O
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(2.5) £ =°(Z £ .

Cvu brzinu mozemo da shvatimo kao brzinu "sredista masal!

sasto, aka,

welativau brzinu sastojka u odnosu na srednju brzinu

. x A
7 = 27 9.
(2.7) = 17

zovenc brzina difuzije. Medjutim, nisu sve njene kompone-

nte nczavisne, jer moraju da zadovolje uslov:

(2.8)=" Z f’:é(;(=o

T

en slufaju materijalni izvodi za neku funkciju f,

U cpd

koja noze da bude skalarna, vektorska ili tenzorska, su:

I+ 9t X y
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L

ot ot o
¥ . o . Df
Izvod "orati' kretanje o -tog sastojka, a

bt

"orati" srednje kretanje mesavine,
lYoremo, na osnovu prethodnih relacija, da uspostavimo

sledere veze:

Dx‘}? _— pﬁ.; o et
.ﬁ,zzw = ﬁ{:f_ y 7{ (ZZ X ?/{ 3) =

a |
(2.11) = D%‘_{ + { (.{{Cfﬂ{tfcff):

kao i

(2.12)=D *ﬁﬁi = _Q.ﬁ
g fe TR Vi

Znmatenje ovih izvoda vo vremenu se moze grafidki

ilustrovati /19/:
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B

TW ~t parcijalni izvod -

/ pronena sa vremenom u

fiksnoj taltki

4% materiijalni izvod -
4
[/ promena sa vremenom koja

prati translaciju materijala

Pored gradijenata deformacije definisacemo i neke
druge deformacije, koje ~enmo kasnije da koristimo.
Pogmatrajmo element luka, koji cemo u nedeformisanoj
S.°(

konfigvraciji (¥7) da ozna?ino sa d¢ s & u deformisanoj

5. vetriflka Torma za dva nezavisno izabrana

sisters koordinata (materijalni i prostorni) se moie
napisatl u obliku:
X2 o o
( d3° ) = o DA D¢
(2.12) s ke B S

N

o % o
ds™) = gg dxg dxy

Ovde su10 sa G 1 g, obelesili osnovne metridke tenzore,
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da osnoviy (2.1) relacije (2.13) vostaju:

. - I O S S o 4. a
{ i _ va N
(2,10 (d3) = hKLKmknhbaxkdXL cxttixkdx£

- 4 \2 Lo A ot X X g o
(20‘}‘7\ (d_S > = le@ Xkll(Xt,L dKKdXL = (*’KL d){& d‘){l— s

|

e .
rde st ozratilil sas

CiL: g&LXQKKRL - Green-ov tenzor deformaci je,
" ) - -

d *t S * “ 4 ot ‘Iq -~ 2 .;
Cpe = “ Tk K = Couchy-ev tenzor deformacije.

U specijalnon slufaju kada je Cg = Gy i Cpp = 8, Lmamo
kruto kretanjc.

Odvzimajusi (2.15) od (2.14) dobijamo:

. - . 2 o (2 L& Lo o o d o
(2,16 (ds*) ~ (a37) = ((um_' le)d}(t(dXL: Ext = CMDkadXE .
Velifine:
- ‘F‘\O( o
(P17 2 tke= Cw = Gy

(2,18 2 et = o o

&
Ere = Cre

se zovu lagrang=-ev 1 fuler-ov tenzor deformacije,respektivno.
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Ove velidine mogu da se povezu sa brzinama i tada

dobijemo:

e .f"d

L/ \_IKL ';<
( YT _ o o
(2.19)-D " = 2 dpeXpx Xg o

Velidina:
o 1 o o
. = == +
dgg ( Ve Vex )

se zove brzina deformacije.

Ove velidine mogu, takodje, da se povezu i sa vektorom
pomereanja, Yektor pomeranja je vektor koji povezuje istu
materijalnu tadku u dve konfiguracije, vpoletne K, 1

trenutne ¥ (sl. 2 ).

=0 '5‘ )‘/
/Ko)% X
. n
A . — X
1
Z | f -
; X
| —
e %
“X



Ver o dzmedju vektora pomeranja 1 tenzora deformacije su:

r"c( g . ! p* « > 4
gL = (~'KL + 2 By = GKL + PK;L + :PL}K + PﬂSL P
(2.20°

o 4 N o « o
Chu = Brg ™ 2 Cpp T Ly - Zgr T Pyr T Pul

U =lufaju linearne teorije poslednji dlanovi, kao

veliiine viseg reda, se zanemaruju, pa dobijamo:

- =
—_ D
CKL — \.TKL + P . + AL Lik

AL L .
Che = Ope ™ Prje™ Pk
(2.21)
o 1
W = . 4 X
i 5 .
ST 2 (Pt Bik) = Ry

1 o _ 4
€0 = 3 ( Doy * pz‘k) - p(&-;l)
U sludaju linearne teorije (teorija infinitezimalnih

deforracija) nestaje razlike izmedju Lagrange-ovog i

Zuler-ovog tenzora deformacije:

‘(2.22) P‘:KL: le’ ng g{L

03]

Ovde smo sa (;) ozna?ili kovarijantni izvod, Medjutim,
u slu®aju kada se radi sa Descartes-ovim koordinatnim si-

stenon tada su kovarijantni 1 parcijalni izvodi jednaki,



PLIV JEDHACTNE BALANSA

Postuliracemo globalni oblik jednadine balansa, za
svakl sastojak.

Teka je gi_gustina, a jf* neka velidina (skalarna,
vektorska 1li tenzorska) definisena u vroizvoljnoj, kona=

2noj, oblasti tela, zavremine V, po jedinici mase meSavine,
o3 9 Py 3 =

Tada j2 njena ukupna nromena odredjena relacijom:

. n" /\d X, o
(3.1) iﬁ?ﬁ,j;'i/o/V =v/%ﬁ£[%§‘+
v W ‘

v

Velidina ﬁd:=§d (¥ se zove fluks (protok) i oznadava
promena velilfine jfi tokom vremena, unutar zapremine V,
nrelo zonture V.

Velifina s¥= s* (¥7) predstavlja zapreminski priliv

velisine $’. Cna se zove jos i distribucija zapreminskih

T - o . v a .
5 obzirom da (3,1) vasi za svaku velidinu 4!, bez obzira

na njeno fizizko znasenije, ova relacija je opsSteg karaktera

i naziva se "opsti zakon balansa'.
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Iz relacije (3.1), u oblasti u kojoj su odgovarajuée

veli®*ine nernrekidne, primenom Green-ove teoreme, dobijamo

ers zakona balansa:

.

:\)

1
* e
&

<=

A

2
+
e
%\gx
X,

f
AR
o
SN

O~
<

psti zakon balansa mozemo lako da dobijemo

Foristenzi o

4

posebnih velifina, kada se izvr

&

odgovarajute balanse i

3
| sy as o . I . g X p o
adekvatna "identifikacijam opsStin velidina ¥, €, s,

sto cemo dalle 2diniti,



i
o
N
1

Jedaadina balensa mase za poroznu sredinu, ispunjenu

fluidon, mo:e da se napise u sledecem obliku:

u jednadine balansa mase pretpostavili

smo da nema razmene izmedju sastojaka, usled hemijskih

(341.2) /{/fﬁ(:\/f:C/\/
y

-

na relacija (3.141) postaie:

Iporedjuiuczi ovo sa opstim zakonom balansa (3,1)

ol

0



pa na osnovu (%.2)=0) dobijamo lokalni oblik balansa mase:

e o
mnactra

_
9
N

jusi kretanje fluidne faze 0obifno nas interes-—
uju one “estice x® (6 = 2,3) koje se nadju, u prostoru,
unutar oblasti koju zauzima Svrsta faza. Ta oblast moze
da se menje u vremenu usled deformacije i/ili krutog kre-
tanja ‘vrste faze. U tim sluZajevima je granidne uslove,
u opStem sluiaju za tadku, liniju ili povr$, pogodnije
izraziti u odnosu na 3vrstu fazu. Iz tog razloga transfo-
rmisiro bhalans mase za fluidau fazu ( B ),

(> koja orati kretanje Zvrste faze je data sa:

USR] AN
])_LL - a YL 1 /b(, f*)‘l.

edjutim, alko iskoristimo (3.1.3), za « = B, dobijamo:

O ot Tobf B t)
A 2 A~ B/~ ~
=+ T+ ;_f* (2-'[’—*%.)

Dt o —uf::C>

.

N
~

Zamenon 2l. viy iz (3.1.3), poslednja relacija postaje:



T ETNE . e -
Kombinaijuci ca:

DR Y g D
srld ) wloE £ 5F),

Y \TAYA 7 CTT YT HTTYEAL
DVCEFAZ YT HTISHD

Jodom zasicena, kao i suva tla, mogu da se posumatraju
kao dvofazni sistemi, tj. kao mesavine Zvrste i fluidne

faze., 7a talwe sisteme, prema (1.8), (1.6)=2 1 (1.15)=D,

nosenc da viseno:

£r 5
N=2%=1-n"1-
£

5 - €
1 1+e



“a osnovu poslednjih jednakosti relacija (3.1..4) nmoze

da se napise u sledecim oblicima:

g )W )|

* i

I

gt L )
2 e, S _(L} s W“Wﬂ
Tee Dt e DELT ;_1+5(‘ /],

I (VTN T R R ' I B
THOFAY T SToey

Jerasitena morozna sredina se obidno posmatra kao tro-
fazni sistenm, tj. kao mesavina 3vrste faze i dve fluidne
(teinz 1 gasovita) faze.

T v ovor slufaju nas interesuje ponaSanje tedne faze
u odncsu na fvrstu fazu. Tao 1 u prethodnom slucdaju dobi-

Jjamo:
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e (L)t

NDalije, ako dskoristimo (1.14), dobijamo:

- (5
; "

_ _N_ Apd| _ gliph D4f4 fgng DN -
ot (M) i Dt TMz Dt -

+ ':f”ﬁﬁ(%ﬁ—l?ﬂ =0

L

fa hraju ovog poglavlia napomenimo, jos jednom, da
nismo »nosnatrali efekte koji pretstavljaju priliv nmase,

“lan ¥oji se tadsa

0

javlje Je vosledica hemijskih reakcija
medju sastojcina, koo i vosledica upijanja ili ispustanja

materije od strane organizana (biljini koreni, bakterije

hakle, u ovo] teoriji se pretpostavlja odrzanje (konz-

~

ervaci ja) ukumne mase svakor sastoika.



o

£

Trr“”

1’\ au.:.k.

imo nelku fiksirsnu zavreminu VYV, 3ija je novrsSina
aV. Ao de f zbir svih (zavreaminskih i1 vovrsSinskih)
glla, xoje deluju na « -tu fazu unutar te zavremine, tada

oreme zakonu kolidine kretanja (Culer«ov zakon /20/):

of AN X
(3.2.1) o N
~ e .

) s . o vom s v
U wrethodno] relaciji smo sa © oznacili kolidinu

~

kretanja o =te faze, definisanu sa:
7o je zapremina (meéavine), fiksirana u odnosu na prostorni
Jednatina (%.2.1) se jos zove 1 balans kolidine kretanja.

"2 uoteni o -ti sastojak, unuter zapremine V, u naSem

ece sile:

£._,

teluiu sled

jA%)
<.
-

]

189

.

1

P - povrsinska sila, kao posledica dejstva povrdinskih
gila svih sastojaka izvan oblasti V;
77 - spoliasnje zapreminske sile, kao nosledica

spoljasnjih zapreninskih sila, koje deluju



- gila dinteralicije izmedju faza, koja deluje
na o ~ti sastoiak, a posledica je dejstva
ostalih sastojaka unutar zapremine V. Po svojoj
prirodi Je zavreminska sila,.

e osnovu prethodnog mozemo da izrazimo jednadinu bala-

15a kolifine lretanja (3.2.1) u obliku:

X
(3,2.2) 7) Q

Y 7’+f +;€

arred uveoene sile mosgu da se izraze na sledeci

gde Je:

o ] ) . .

ty —tenzor wnarcijalnog napona sastojka, definisan u
odnost na vnovrsinu mesavine,

QY =vovrsina koja ogranidava zapreminu V.

f; =gustina zagpreminskih sila sastojka.



N

r; =lokalra ili unutrasnja zapreminska sils, Jjer pred-
stavlia lokalnu interakciju izmedju sastojaka, tj. dejstvo
svin cstalih faza na  -tu Tazu, v zapremini V. Ovu veli-
inu Truesdell zove "priliv kolifine kretanja" /21/.

Yoraino mozemo da napisemo jednadinu balansa kolidine

kretarja u obliku:

i

i~

o /o« )
(3.2.7) 7%/ [T Lo +]( f:gﬁ\zf)o/l/.
L. . .

v \4

Upcredjujuci ovu relaciju sa opstim zakonom balansa

1
1

(3.1), vidimo ¢

Qs

T An e
L [
J

A

- S G N S
‘ )f.:z{, N :g :f{+z,
2

\L

¥ =1

H ) 3
§ * *

va, keristedi lokalni oblik (3.2)-D i jednafinu balansa

mase (%.1.3%), dobijano:




Prethodna relacija oredstavlja lokalni oblik zakona

n za svakl sastojak,.

)

balancsa kolisine kretanja, nanis
Tzvrsivsi eabiranje po o dobijamo odgovarajuci lokalni

(¥

oblik wzakona za mesavinu kao celinu:

* . -
tg -tenzor ukupnog parcijalnog navona, definisan sa:

N
N
L 4
Mo
L ]
£IN
R
~~
fl
~
|
T
2
SN
™~
™~
T
——

.
=™
- o
Jednasina
3 1
S 0NN / . —
(5.(-.(,"' A lf/
7 » N
.
A

e vnosledlca zanteva da Je oblik relacije za kolidinu
retenja, za mesavinu kao celinu, isti kao odgovarajuci

za Jjednokomnonentalne materijale.



T A.‘\\IA

rrethodnon ooglavlju smo formulisali zakon kolidine
kretar ja, ' ovom voglavlju Zemo da formulisemo jos jedan
PR .

opsti mehaniiki zakon: zakon momenta kolifine kretanja.

Cn glesi:

. v X
T /\/(0)

(Jo 5.1 ) [/'/
Cre) 7)11 .

N U
ornjo] relacijl smo sa L. ozna2llli moment kolidine

~—~
-1

[g3a)

kretaria « -to; sastojka, definisan sa:

;)( /

o e X “ﬂ/
/—(Zfi) N /1 (j“i /(' x (’ 2' 2 V
- :

S p4
%
i o v s
?(m) rredstavlja zbir momenata svih sila 1 spregova, za
taitku 0, a definisan Je sa:
< of
i ~
/)( + 1, jdS + | ( +Z)x0/
/U) J{(ﬂ" 5( He T TE (.‘ffc 4
- %

gde Jc m%t —LLJZO” nanonskog sorega o~tog sastojka,
antisimetridan »no indeksina j,k.
“lan‘Jéngzr; dV predstavlja moment izazvan lokalnom

interekcijonm ostalih sastojaka na « -ti sastojak.



la osnovu prethodnog izraza mozemo relaciju (3.3.1)

da naviseno u obliku:

~
\'4
(3e%4e)
/ / / of
HE /X A ) R i\ X / 0()' — X C/ .
£ ; ,:,‘C / ! /
o Y Lo I o AT N
e R S e TR { ‘
&V v
Ako uroredino ovu relaciju sa opstim zakonom balansa (3.1),

tada rozemo da "identifikujemo" opste velitine iz (3.1):

" . N o« _c r}/ ,» o | o«

-~ N~

Lol X NG - -
A = {AU.X;.ﬁ 1t Cop s Cy
i lx /j) P TR !

o~

i posle srediivanja dobijamo zakon balansa momenta

koli®ine kretanja, u lokalnom obliku, za svaki sastojak:

(50504\"J 5 /*fjl ) + N -o( ): O
I y2 N N L

O

)

de Jdc Egk Ricci-ev antisimetrifan tenzor, definisan sa:



B ako je parna vermutacija od 1,2,3
Egp =VE Gy =1~ 'E ako Je neparna permutacija od 1,2,3
o) u ostalim slufajevina,

g = det ( g,

N\
[ A} /

By = retridki tenzor,

Ly ~ clternativai tenzor.

-

Ta onofetku smo navomenuli da su veliZine koje se javlj-

aju u ovom radu definisane u odnosu na pravougli koordine

atni sistem, pa je u nasem sludaju:
|
1 oo
|
g = ]o T ol=1

tako da dobijamo:
3 +% X —
C oy ( Ly + M et L ) =0 .

Fedjutim, ako uvedemo oznaku:

Z 7 3 ~°,(. — °< - 7’0(
<>_§0,'.l~’;v Llé‘ I’l’lﬁ(&___ ‘;t&

zakon balansa koliZine kretanja za o -ti sastojak moze

kratlkc da se napise:



sto zra®i da je tenzor simetridan,

™A d
sy

it cvorm poslavlju cemo da formulisemo prvi aksionm term-

anike ili kako se jos zove prvi zakon termodinamike,
odnosno aksiom balansa encrgilie.

Oved aksion, kao i aksioml balansa mase 1 kolidine
kretania, sastojl se iz dva dela, Jedan deo se odnosi na
sastoike, 2 drugl na medavinu kao celinu,

Fri deformsciji tela, na 1 poroznog, zbir brzine pronm-
ene ukupne energije (unutrasnje i kinetidke) jednak je
zbirn ofekkata mehaniskog 1 nemehanickog rada, Ja osnovu

ovoy iskara, koil pretstavlija prvi aksiom termodinamike,

Py

: )\< /," X O‘i o ]:’Olj o / .
oDt DY

~ ey 1
cae Jes
A2 ~



i
AN
o
i

L - . o
7o-kineticka energlja «~tog sastojka, definisana sa:

3%
i oyt

y

'] nutrasnja energlja o=tog sastojka, definisana sa:

(- ey

5“m spvecifiina unutrasnja energija 4 -tog sastojka,

R
1\

‘ cfekat rada o ~tog sastojka, definisan sa:

- 2
P <£//Z +/z/y Z/,\:'O/S /f (f /}# ‘)c/l/

EV
Lo . - R .
i - generalisana sila, koja deluje na o-ti sastojak,

a javlja se kao posledica poroznosti;

i
ot

e . . C v
oplotni efekat, tj. promena kolicine toplote

o~ tos sastojka po Jjedinici vremena, odredjen sa:

~ X o7 N . &
X ~y vy . X

qf -tonlotni fluks «( -tog sastojka, po jedinici povrsSine

megavine;
nt o sustins toplotne energije o -tog sastojka, po jed-
inici zapremine mesavine.
Alzc uvedemo orethodne izraze u relaciju (3.4.1), dobi-

‘ednatinu balansa energije, za svaki sastojak, u obliku:



Loy

(3.4.2) -y /Z [+ Jol 4 71

A X ,’ff'{ J( a( Y ,"( /7/
v el LA A //‘f
' v

Uncredivsi noslednju relaclju sa onstim zakonon

balansa (3.1), vidimo da je:

{

i Yl

X . 4 X x 7 ¢ «
Ve ET s AR LN
. i
Y‘ / : 4 / °’/”7k{ﬁk

oristezi lokalni oblik opsteg zakona balansa (3.2)=D

dobiizno:

A D)("’ X X 5 X
AL - /‘\/f 2 5 4 7 <+ !P —_—

{ T 12
X JﬂT J/ J’t '

S

(34002 ¥ X~
+Z/(/V}5 s

A
- M ik

e

Da bismo dobili balans energije za mesavinu kao

celinu, izvrdicemo sabiranje po o,



Yada cobijamo:

AN
>
.
[§
=
\.\\
Ny
2
4.
‘3
}-
e
&>
\\_
™
~
4

sde je, prewa /21/i /20/:
£ -unutrasnja energija mesavine, definisana sa:
. I 1 ,,«,, %
e e T ay
o

¢ =unutrasnii deo unutras$nje ener glie mesavine,defini-

ool Y A X
f €= ._{ ﬁe 5

1 =zustina spoljasnjeg priliva toplote za mesavinu,

P R Ve R E
T )

=
¢, =vektor toolotnog fluksa mesSavine, definisan sa:

7 =2 /f %( +f (5°<+ // {/ // /

-l

AN
H



of cunutrasnii deo vektora toplotnog fluksa, meSavine,
odredjen s

sas

LT 5=
</ - PRV
< - -~
terzor g definisan zea

celinu:

M I A 3y e .
Jakod e dimano:



RIODIHANTIEE

Anzlizirajusi relacije (Belel), (3e4.3) 111 (Belaly)
moglo bi da se zakljudi /22/ da sc unutrasnja energija
neorrsnlfenc novesava, bez ufesia mehanidkog rada, ako
telu dovedeno tonlotu, jer je toplotni efekat pozitivan
i unutrasnja cnergije raste na radun toplote. Fedjutin,
iskustvo nokazuje da ovo nije tasno. llaime, proces prete-
varania tonlote u energiju, u odsustvu mehanickog rada,
nije reozgraniten, ve: vostoji neka gornja granica tovlo=-

tnor efekta. Cbrnut nroces, »retvaranja unutrasnje ener-

oije v tonlotu, bez vrsenja mehanifkog rada, nije ogran-

Ta osnovu wrethodno izlozenog se vidi da Je ovaj
nroces ireverzibilea (nepovratan), odnosno postoji jedan
deo renije ulo-enos rada kolii ne 7oxe da se vrati, "Smisao

3 n
aruveoc

std 1li drugog zakona termo-

&

rirodinaniikos procesat /22/.
Lerle, nremo drugon sksiomu termodinamike, toovlotni

a2t ne nosc da bude vecd od neke granidne vrednosti B:



e . ¥ . 1 T L. - 1~ A
edjutin, ova honstanta 7 nide univerzalna konstanta, vec
ae Ja v mavisacstl o4 toka ProOCeSa.

Tve orranifenie move dao se ivrazil nreko Clausiuse-

I R IO / N Ta ; o S re 1
nedednaiine /217 v obliku (za mesSavinu kao

# /

7

/ ro r}“’ a/
e 2 oy 287 Lot + [T £E) sy
; b - ) 7— y
” V
? ~ontropijs mesavine, odredjena sa:

% .
4%-£Iuks +{ =toz sastoika, velidina koja Jje vezana sa

tonlobad wison, all ta relacije za sad anije poz-
N /‘)] /
e JSI2v/,

nsolutna temneratura « -toz sastojka.

Yoo Lon rrethodnim zlulajevima, vomotu (3.1) 4 (3.2)-D,

w
L 4
1
L]
x\ Y

T~
ot

L2kl oroces cemo da kazemo da jJe

donustiv, alko Jje zadovoljena disipativna nejednadina



Telndaating (F.5.2) woremo da naviSemo u drugom obliku,

ey N N TP B o . ~ oy Y
nogodriien w2 kasniiu upotrebu,

C o = - e s
nejedraiina (2,5,2) dobija oblik:

i o R VA L
(3.5 ) ﬁ%‘—[)—ﬁ‘-—/fq’/‘l‘/l/.“):—(—q—(—’—zl.— 24

:\i_,)—i(» /)f A Z i 7’0( 7—°<

N\V;
Q

‘ectn Je worisno uvesti, usesto unutrasnje energije &

Yo lmholtz=cva slobodnu encrziiu Yq odredjenu sa:

(3.5.0) \7L/°(: (f«_?xTx

sde su:

X . .
\+ -3lobodna energiia o ~tog sastojka,

o

-20s0lutna tenmveratura o -tog sastojka. Po pretpost-

avei cosolutna temweratura je vozitivna,

Fod unesemo slobodnu encrgiju u (H.%.3) dobijamo:
L -f“_[)_\_f/% )EC DT“

S RS v A

-7 (/f 7/// T (TX J: CZ%
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Yarenom ¢ hT 1z (3,0:43)=" dobijano:

= A DT T e DT
L Mg T ), -

\?)0/70.>
L/ oh, S NET N x ’(/)/
~! (?l | a ‘/L/ﬁ/' bt e “‘" "“ *M |

1081 O

IR T (r

X (:,°< X
l . S "f' ;o -
5 f\l 7_ ( ! I Z\/,( * or /[%lﬁ zj)k(

Tad dzvrisino odgoverajuce diferenciranje i gruvisSemo

S I Dr « DT
“ 7{ ) (j ,T)j_‘T( ///

xpp

(3.5.7) .~ ¥ ,_/,._7 AR
N ./ 7‘/@{,}-,%.

L[ e

_,;_} /{ +/ 0 7‘(”?-6/4 Tﬁ,é/

.7)°-:)"‘ / O/A \/ ) q/ 0<
. Ll gy £ N /
”T“’ ///)T—f/t/z %M/“//)@

.(

X/)/‘

4«»( >0
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Specijalno, za meSavine kod kojih su temperature sast-

ojaka Jjednake, t].

disipativna nojednaéina nostaje:

T G g T -

b o, X <
. B A / . .
(3.5.9) 1 ( T +)i //l{z )7)1 +M€/- /f/ 7 my,J/)

q
- f:/i/ ’ Dﬂ L s o(] 20

Ovaj vposlednji oblik disipativne nejednadine cemo
kasnije da koristimo pri izvodjenju konstitutivnih

relacija.



i, KOUSTITITIVIE JEDHTACTIHE ZA POROZNE MATERIJALE

koliiine kretanja i balansa energije su isti za sva
nepreidna tela i ne zavise od svojstva i ponaSanja
pojedinin tela, iedJutim, poznato je da tela od razliditih
materijala razlidito reaguju na spoljne uticaje. Ovo je
uslovljeno prirodon naterijala od kog su napravljenas
Nakle, reagovanje tela, tj. njihov "odgovor" na spoljne
uticaje, treba odrediti nekim relacijama koje karakterisu
njihova materijalna svojstva. Ove relacije, sa fizickog
stancvista, predstavljaju jednadine stanja (termin uobil=
ajen u termnodinamici) ili konstitutivne jednaline {termin
uobifajen u mehanici kontinuuna)/23/. Medjutim, kako su
naterijalna svojstva vrlo slozena, ove relacije ne opisu=-
ju u potpunosti njihove karakteristike, vet istidu samo

v .

domirantne 0osoblin

&}
[§)

L]

Tr

Keko Jje v

]

5 redeno u uvodu, na$ zadatak je da odredimo
polja: gustine, poroznosti, temperature i pomeranje. Da
nismo odredili ove nepoznate funkcije na raspolaganju su
nam, za sada, Jjedino jedna’ine balansa: mase, koliZine
kretanja, momenta kolifine kretanja 1 energije, za svaki

sastnjal,



avedimo ove jednadine jos Jjednom:

wr (i) o

J/: £ X _ o X
(l.{..?_) S f -i{ ../,Z;

(/,,[:_)
—_ /XMO( ﬂq/?‘/’(‘ o(?\/o(
SE el
Pered ovog skupa jednasina lmamo L disipativnu nejedn-
a’iny

Ty ) (g TEY G
(45" (O/DX +f“7/4)T +M +/5(7ng)2 -
*,f /W D;U -7 éﬁxﬁ]tz C7

koJa namecc o*redjona ogranifenja na Lonotltutlvne jednadine.,
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AkD malo analiziramo ovaj skup (4e1)=(4.5), vidimo

da imamo sledece grupe promenljivih 25 /:

(4e6) X3y Ty 0, 8%

(47) n", £

(4.8) v, ur, &1

(4.9) th, o, B, at, YR, 0, 1Y, nh

U nrvoj grupi (L4.6) se nalaze velicine koje, prema
postavljenom zadatku, treba da odredimo, a koje predstav-
ljaju nezavisne promenljive. Ima 1h ukupno (5K + 1 )y tJe
3 (x3) + 1 (1) + L) + (§3 =54 + 1 . Medjutim,
yreme (1.6)2 imamo jednu relaciju izmedju n“, pa ostaje
( 54 ) nezavisno promenljivih velidina,

llepomenimo da je pocetna raspodela gustina quoznata.

U drugoj grupi (4.7) se nalaze velicine koje su po pr-
etpostavei poznate ( gustina toplotne energije, zapremine-
ske sile ).

U tretoj grupi (4.8) su velidine koje se mogu odrediti
preko ostalih velidina (brzina (2.5), relativna brzina (2.7),

unutrasnja energija (3.5.4)).



T l-ona’no u poslednjoj grupl su velicéine kojJe zavise
od skupa promenljivih iz (4.6), tj. zavisne promenljive.
ko napiSemo konstitutivau jednadinu za svaku od ovih

zavisnih veli?ina:

(Lho10)

imaseno potpun s
iz (':-06‘).
32 /¥/ je oznafen skup nezavisno promenljivih, koje

semo vosebno napisati za zasltene, a posebno za nezasicene



lfanomenimo da relacije (te10) nisu proizvoljne, One
moraju da zadovolje drugl aksiom termodinanike (4.5),
tj, treba da su termodinamicki dopustive.

Pored ovog ogranidenja namece se jos jedno, kao posle-
dica rincipa objektivnosti, Matematicki receno ovaj
princiv kase da konstitutivne veliZine treba da su invar-
ijantne u odnosu na grupu ortogonalnih transformacija.

Procesi koje posmatramo su disipativni. Izvori disipa~
cije mu viskozni odgovori tla i fluida na mehanicke utic-
aje, zatim interakcije izmedju faza, proces provod jenja
toplote, difuzija i drugo.

Uohidajeno je da se opri posmatranju disipativnih proc-
esa tenzor napona i neke druge velidine, razloze na dva
dela: elastini i disipativnl (t = ot + gt ). To cemo i
mi, kasnije, da uradimo.

Pri pisanju konstitutivnih relacija (4.10) koristili
smo princip ekviprezensa, tj. pretpostavili smo da su sve
konstitutivne veli?ine funkcije istog skupa promenljivih,

dok se drugadije ne dokanc.
L



o1 FOUSTITUTIVHE JEDNACING ZA ZASIOENU POROZNU SREDINU

Vei: smo rekli da éemo zasicenu poroznu sredinu da pos-
matrano kao dvokomponentalnu meSavinu. Ranije izvedene
relacije su vazece, s tim Sto u ovom slufaju o moze da
bude * ili 2. Sa indeksom "1" cemo da oznacdavamo veliline
koje se odnose na skelet, a sa "2" velidine koje se odnose
na tedfnost,

U daljem radu éemo da pretpostavimo da su temperature

sastojaka iste, tj.

(L}--]c]) T:T:T

to je fizidki opravdano za probleme na koje zelino da
primenimo ovu teoriju (konsolidacija). Naime, temperatura
vode, koja se zadrzala u porama, Ce posle izvesnog vremena
da se iz jedna’i sa temperaturom skeleta.

Ovo zna®i da naSa teorija ne moze da se primeni na

oblasti u kojim se javljaju lokalni toplotni izvori,
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Pretpostavimo da je ponasanje fluidom zasltene porozne

sredire odredijeno sledecim skupom nezavisno promenljivih:

. ¢ D ey oty =l
(L{~.1.ci> /( /T () gKL) j){ék)//z) f%)vc:&t—&(/

Pri izvodjenju konstitutivnih relacija koristicemo

disipativnu nejednaéinu (4.5):
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Proma (1.6), i (1.12) mozemo da pisSemo:
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Delje, vrema (3.2.6)=D, mozemo da uvedemo sledecu

smenu:
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. o .
pa zhir ;Z r? v, Dpostaje:
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e 7— od oA 2 4y
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Ta osnovu (Lel.l) i (Le.1.5) poslednju nejednalinu
mozemt da naplisemo u obliku:
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Ako ovo uvrstino u (L.1.6) dobijamo:
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Pri dobiianin nejednadine (L4e1.11) iskoristili smo i

(2.11)
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da bi izraezili odgovarajute Z2lanove,

¥al se rrunisu odgovarajuci dlanovi i iskoristi:
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da <o oL o & LY S
é)"“e Jb . p‘ﬁ.i — qi. - ¢£ - T g* )? lll *
eiednatina (L.1.14) je linearna po sledecem skupu

nezavisno promenljivih:
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Da da bl vasila za vnroizvoljan vroces, votrebno je da
toeficijenti uz te Alanove budu jednaki nuli. Na osnovu

ovog slede relacije:
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Disipativna nejednadina postaje:
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Jvedimo sad disipativnu funkciju D, definisanu sa:

"’D:'m/ Méz a/é{ (% %77'; T
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‘(¢) =ireverzibilne termodinamidke sile, a

e
q() -generalisane brzi

Napomenimo da ovaj izbor nije jednoznadan!

Tr
Hy

relaciiji (Le1.19) smo uveli smenu:
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simetriZnost tenzora N@ , da bl napisali:
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Mi cemo za ireverzibilne termodinamidke sile da izabe-

remo sledefe veliSine:
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tada ©u odgovarajuée generalisane brzine:

o f T . )
llele? ) = . A A
(lhe1.21) 2(0\) )0{,}, ) T ) “Xé)l(L )V{}
“ager Je predlozio linearnu kombinaci ju izmed ju ovih
veli®ina /31/, /32/:
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gde su L Onsnger-ovi fenomenoloski (simetridni, L™ = 1°9)

koeficijenti.

Fedjutim, Ziegler /33/, koristeci princip ekstremuma,
izvodi opste relacije izmedju generalisanih termodinamicd-
kih sila i brzina i formuliSe princip najmanje ireverzib-

ilne sile:

(he1.22) &ray =



it ativna funkcija zavisi od sledeéih

Proma (4.1.21) disipa

o lvd ™ T < r T
(Le1.23) =D (dg 5 T/T 5 3, 5 V)

pa prema (4,1.22) dobijamo nelinearne konstitutivne

o

relacije za
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ireverzibilne termodinamidke sile:

/>4T

“a osnovu dobljenih relacija (4.1.15) zakljudujemo:

1. slobodna energija ne zavisi od T; i V. ;

W . .. ‘

2. Ay nije funkcija od T 1 n.

Fedjutim ova ozranjifenja, koja su posledica drugog zakona
termodinanike, ne uproséavaju nanm mnogo ove, vrlo opste,

e ovom mestu cemo da udinimo neka ogranicenja

relaciije.
koJa o2 titi ove opste relacije, a fizidki su opravdana.



Jaime, pri dzvodjenju relacije (L4,1.15) posli smo od
principa ekviprezensa, tj. pretpostavili smo da konstitue-
tivie relacije (L.10) o{~L0g sastojka zavisi ne samo od
K =til oromenljivih, vet i od ostalih. Hedjutim, za takos
zvane nemesajute meSavine uvodi se, umesto principa ekvi-
prezersa, '"postulat nemesSanja' ili "princip fazne odvoje-
nosti®, Ovaj princip su, prema /28/, uveli Drew i Segel /30/.
Treba napomenuti da ovaj postulat ne moze da se prime-
ni jecdino na Alanove kojl se odnose na interakciju izmedju
faza, Jjer oni izrasavaju dejstvo jednog sastojka na ostale,
pa u tom smislu treba da zavise od svih promenljivih
(ekvirrezens),

fao posledica prihvatanja ovog nostulata Jje nezavisnost

o .o o o .
Ay od f o s Xy i

o ‘
Y*ood xgy

«
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Fored ovog, u daljem radu ¢emo da zanemarimo uticaj
naponelkih spregova, a kao posledica ovog je nezavisnost
"( , . . o - . o
A, od ¥ex 1 pretpostavicemo da je /21/: q} = ¢j, ti. 4A; =0.
Ove voslednja pretvostavka nam utife na oblik disipat-

ivne funkcije, koja sad dobija oblik:

§ o L%,
c(

Slobodna energija je sad funkcija oblika:

e

o 2
Xk.K" n; g* )

(4a1.25) W=y (

72bo9 zanemarivanja naponskih spregova
2

T
Moy = tge

tenzor navona nostaje simetriian,

Mapisimo sad konstitutivne relacije:
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Medjutim, kako je nrema (3.3,5) tenzor napona simetrican

potrebno je da vazi:

N/, X
/¥

(La1.28) ( \J([i) =0
AVraRaiLy

v

Ovej izraz predstavlja uslov objektivnosti /32/ za
slobodnu energiju (L4.1.26) i konstitutivne relacije (Lhels27),
Prema (4.1.26) slobodna energija je funkcija od 95 + 3

nezavisnih velidina ( T; Xix ; n; gi), pa sistem od 3R
parcijalnih jednadina (4,1,28) ima 6B + 3 nezavisna
integrala. Ako sad uvedemo Lagrange-ove tenzore deformaci je

O

S oumesto x, o, sistem (4.1.28) ima opSte reSenje oblika:

K}/ec - ;;;iL; T; ny ¢E) .

Uvrstivsi ovo u (441.27) dobijamo:

EI%% 7
¢ e 25
S A L

2 ~ ’
"‘)% 2 (}2_ é’ —7L"ﬁi 22— .
s )
ke

(Lf-o ] 02”)"‘)




gde s110 sa p oznadili termodinamidki pritisak:

—S[/Z
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he2 TIMEARIE KCUSTITUTIVHY RELACIJE I JEDNACINE POLJA

ZA ZASTIEVU SRIEDIN

6]

larred izvedene konstitutivne relacije (4.1,29) u,
1 pored uproscenja, veoma slozene i neprikladne za mnoge
primenz. U ovom poglavlju cemo, iz tog razloga, da posma-
tramo infinitezimalna pomeranja (linearna teorija) i na
taj na3in "osposobimo" ove relacije za dalju primenu.
PosnatraZtemo mala vomeranja u odnosu na ravnotezni po-
lozzj, u kom su gustine §io, temperatura T, i poroznost n,
konstaitne, Promenu ovih velifina, u odnosu na ravnotezni

polosaj, mozemo da izrazimo u obliku:

3 & ) & X ~o
(he241) o= L * 9? ) ngzgxo €1+ e ) ;

T=T,+8 50 =n, +y ,

/T =T/ =/ 5 /o= = /Y& 8T

Relacije za gustinu su dobijene iz balansa mase.,



N

Vet smo ranije rekli da u linearnoj teoriji izdezava
razlika izmedju Langrange-ovog i Iuler-ovog tenzora defo-
rmaciic:

Tu = B S S = ) Sun 5
KL T Yke YRk CeL T F(kye) YK OpL *

Pored ovog imamo i vezu izmedju gradijenata deformacije

1 vektora poueranja:
xrb( — Jd
N S (;MK+IM)K )gmﬁc .

. . . A . o

Dalje, u linearnoj teoriji se ¢, svodi na ay
I A meX pX A X
43 “Obi M ?x? u; ’Vobi

ratrajuci (L4o1.29) vidimo da se konstitutivne rela-

b
O
&3}
o

cije izracavaju preko (of + 1) funkcije:
=1 Y 3+ S - y et A,
- Slobodne energije W™
o
e o
#j = % ( 258 ] @u ) \) )
- disivnativne funkcije D:
N =D ( (%0‘( . &./r:1 . V)
1 -— - \.r.% ) v ES ) ;e
Pretrostavimo da su ove funkcije neprekidne i diferenci j-
abllne, tako da mosemo da ih razvijemo u red, u okolini
ravnotesnog volozaja. U linearnoj teoriji se, pri razvoju

ovih funkcija, zadrsavamo na drugom stepenus
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zde st
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Za ovako uvedenu slobodnu energiju i disipativnu

funkeijn konstitutivne relacije (4.1.29) postaju:
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Fora’*no mozeno da izradunamo polja pomeranja, tempera-
ture 1 poroznosti kad poslednje relacije unesemo u balan=

se kolidine kretania i enerpsije:
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gde snwo uvell sledece oznake:
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Ja ovaj na’in smo dobili sistem od osam diferencijalnih

8, .om
jedna®ina za osam nepoznatih ( pr; p; n; T ).
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o3 DERCY-ev ZAKON T JEDVTANIVA KONSOIIDACIJR

U znogim knjigama i radovima o poroznim, dévrstim
telime govori se o Darcy-evom zakonu, koji daje empirijsku,
linearnu vezu izmedju relativne brzine (izmed ju sastojaka)'%
1 rcritiska P.

5lifno Fick-ovom zakonu difuzije u mesavinama i Ohm-ovon
zakonu u elekirodinamici i ovaj "zakon" je uproscen oblik
Jedna’ine balansa koliZine kretanja /15/.

Fod nekih primena ovog zakona govori se o njegovon
vezenju ili nevasenju. Da 1i je '"nme vazenje" posledica
zanemarivanja nekih Alanova?

U nasem sludaju balans kolidine kretanja za fluidnu

fazu ina oblik:

(4a3.1) i:ﬁ” . Q‘{,ﬁ e 7/2
, /(, - ; 7

Ako v 9ovu relaciju unesemo konstitutivne relacije (L4e1,29)=D

dobijano:

2V e By
f G e oy
* m{ % y?



...7(_)_

Iz definicija veliZina, koje se javljaju u (3.2.2),
vidime da sno ih odredili u odnosu na vovr$inu (zapreminu)
. ) X 2 i
mesavine., Prema tome i navon E Je odredjen u odnosu na

povrsinu meSavine, pa ga mosemo, prema (1.5), napisati u

2 Fy 2
iyc/b = “M;“_C%)
. o 2 . , . . . . . .
Yelidina t /5% je ustvari stvarni napon u fluidu, Jer je
definisen u odnosu na vovrSinu fluida
S0 A Je ozna®ena vovrsSinska poroznost. Medjutin, kako

r /17/, u mnogim konkretnim sludajevima

zopreminslia poroznost su priblizno iste,

pa ceno 1wl da ih izjednadimo, da bi nase rezultate

uporediti sa ve: dobro voznatim relacijama iz mehanike tla /18/.
Nl e 1y S ey 3 'i 5 N d 9. ot X7
takle, za deo napona oji se odnosi na hidrodinamidki

pritisalk, imamo:
- - D]
i‘\, / n = .

Cveko ‘efinisena velifina P se zove porni pritisak /12/5/17/.

TN

Fad je unesemo u relaciju (L4.3.2) dobijamo:

” - 2 /‘%-5/2 sL L2 ')
hede 3] ﬁeb*ﬁm :‘h’g + §!?44’
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" Jinearnoj teoriji disipativna funkcija je kvadratni

nolincm (nanred definisam), na iZTaéUDAVb1‘§D dobijamo:

oY

2 Dt zz9¢ (
MY ff (*afz‘l)“\( )J'Ul“tflj/'Jr

(/,P.?)./ )

A Gl i ey )-(Pn),

saju rad pretpostavimo da je tenzor otpornosti jQD%

izotronan, nrema /12/, mosemo da ga izrazimo u obliku:

/wqg ~ /”Zf

sde Je

M - dinamifka viskoznost,

k = unutrasnjsa provustljivost skeleta,
ad relacija (Lh.3.4) nostaje:

N LAY ) 2) _
6 [y Jﬂx‘g 1 (}x 5{;—;5)(1,';( )3)1 )f P”}l *

Snecijalno kad su u nitanju kvazistatidki procesi
i kad ranemarime uticaj zapreminskih sila i viskozne i

toplotre efelkte, gornja relacija se svodi na:
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(La3.0) {*/’ZV- =P

sto predstavlja relaciju koja se u mehanici tla zove
Darcy-ev zakon /12/, /18/.
da osnovu svega, napred izlozenog, zakljudujemo da je

relacija (L.3.5) uopSten Darcy-ev zakon.

Jednatina konsolidacije, relacija koja se tako zove u
mehanici tla, nije nista drugo do jednadina polja za
poroznost (zapreminsku).

Ovu relaciju cemo da izvedemo na nadin kako se ona
izvodi u mehanici tla /18/.

Pri njenom izvodjenju kombinuje se balans mase (3.1.2)
1 Darcy-ev zakon (4,3.5), a pretpostavlja se da je
0= coist. (nestigéljivi sastojci).

Relzcije (3.1.2) mozemo, u ovom slulaju, da napiSemo

u oblixzu:

(["!-9307 )
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Kako e fg=fﬁ%ﬁ) i ﬁ}ﬂfz , a g“: const., dobijamo:

L0 [ (! | -o

f 12 /

f;/f N N
'T““‘”“‘“{‘(/ b . =0
,’,j-l - 71
&

Uvediro sad smene /18/:

2 Ve . 7 i o 27 z
= g
- 2

pa aotijamo:

</-l--5-9> P 2

7 H 2
é{%[g" a ‘Z}fz' - U,

(l 0501 ')> f" e " :. -
- 4e t /5( J

Pos'lednju relaciju ¢emo da kombinulemo sa Darcy-evim
g v - . . . - - o
zakonon, da bl eliminisali brzinu skeleta VJ.
U slufaju linearne teorije, Darcy-ev zakon (4e3.5)

ima oblik:



2 (7— 2 52 ? 9 )b z
P F L o7 _
M &y J*ﬁo (ﬁr 26,2 ) P”)z
Y
s 1 £ ” j‘? 4
4+ 4 A ’/‘" oof o Vel z . R k_.f.;l )

¥zl o e
fed
Py ; l /)/A.z 7 ‘f
-_— et

relacija (1.3.11) moze da se napise u obliku:

Wt et pt oty _)f:)‘ M 72_,_7__/;‘4__121

Ao Gl Gl v, )

Fad poslednju relaciju vpodelimo sa /in/k, zatim

difereiciramo po x3 i iskoristimo (4.3%.10) i (1.15)=D,

(st Ll ) )

dobijano:

(LLe3a412)

41 2,2 j%h

t



Hac bismo u poslednjoj relaciji zanemarili sve %lanove,
sem podvuienih, dobili bismo jednadinu konsolidacije iz /18/.
Cdevde zakljuiujemo da je naSa jednadina konsolidaci je

(Le3,12) opstija u odnosu na navedenu.

Lol EOUSTITUTIVEE JEDNANINE ZA NAZASIRIU POROZNU SREDINU

rezasizenu voroznu sredinu cemo, kao $to je napred
refeno, da posmatramo kao trokomponentalnu meSavinu.

Ranije izvedene opSte relacije “emo da koristimo u
ovom voglavlju, pri Zemu ce o da uzima vrednosti 192,35
Fao 1 1 prethodnom poglavlju '"1" i "2" ée da se odnose na
skelet 1 tesnost, respektivno, a indeks "3" na fluid koji
se razlikuje odq "pm,

T u ovom voglavlju Zemo da uzmemo da su temperature

svih sastojaka iste:
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rretpostaviceno da Jje ponasanje fluidom nezasiéene

ot Y N ’
sredine odredjeno sledecin skupom nezavisno

POrozne
o<

promenljivih
PR \%K) %KL)XM}”) Z)S;)

Gty K={Ti T
=43

ri izvodjenju konstitutivnih relacija koristicéemo

disipetivnu nejednadinu (L.5):
2
NS T
o Z (/h‘ 1\ />g ) (»? %~ TJZM}
(Lheliel) —L/ / fj‘ 7/ / /t% 7é Z"’-‘-—
px
X /7 "ZQZ'X] > |

*/1 ~7
10zemo da piéemo

, (1a14) 1 (1-16)
) < P //ﬁff D! H f*ff (S O) f ﬁ 6@ p n)

Frena (1.6),

3 M ) ZSZ'FJO*M” ZZvSZ

(Lol 2/q2
:;« fx ()0* S, —j:e/
sde je:
' e, )'/\735—/'43(4—52).
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Dalje, prema (3.2.6)=D, imamo:

1 2
(Lolol)) r; = -r, -r; ,

va zbir j T ; postaje:

.

x 1

3,,3

V

sa osnovu (L.L4.3) 1 (L4.0.5) poslednju nejednadinu
nozeme da napisemo u obliku:

TR 2T (kT 7“2/) e

X

. PN o:( A X of 2 o3y
(Lalte©) +(—~7Z_6-+Jil/ﬂ)7— +Z/l7;, Jé( f*M Z l/ Z V "

sl £ )Ly, V‘”

x

Preqta (L.10) i (q L.1) slobodna energija sastojaka je:

,-I’m< 1 X/_ ) s "’?} . 1/5 . /:‘3 ) . . X" .\/o((s
¥ = %/ /F) D¢, M )‘Xﬂ)i@)x@,k SIS )

<k
b+%l dobijamo:
PP v T

AT 0E AT ot

& x 3 « 0("/4
/mL Vx,“( 2 I, AN )+
357 2o Ky Dt

na za

(4.4.7\

X p I X px «
AN NELAY A 5 gs

Yo T o5 br i 7 Dt

7L




Dalje, ako iskoristimo relacije (4.1.9)=D, (3.1.2) i
izvrsimo odgovarajuce diferenciranje, poslednja ne jednagd-
ina moze da se napiSe u obliku:

- {“ \L"‘ )D T 9\//& DD(T 9% Iy

TR S e Kt

)

N A ) ¥ e
{QKLK e M fﬁgw ek 9 f«
Ut = DY ¥ s,
+ ( A ) u +

N s +”S Dt
3 *? D’S: _
MMJr

D S, A¥3
( f*M) +(_'asz
T 2 e
e ( Lyl ot b )+

(hels8) - 9Fr P / o4
+] ——~7 LT

o)y

AT T A e DAL e
t 35’\2:5“‘ bt Wy Ly opF by m’; Lc 4,K “\%L J,ée

'+
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- 23 ,, / :
WL(e . 4f _*_) ot 1 ¥ LY 3
Ix 2)(;1 X e J\JKZM + \gkLX,ﬂ (f\g ZX(AKV +Ji QXé'K l{ )+

» 19‘{’4 ?ﬂ\l/z 3.3 1 .3 4)\// '2)\/,2 23
+(f)‘m+§*?y&‘i))§;‘<&fj fm,XL,L <)p*@(3 ( QW Vl )+

3 > A Y%
+g€ 2)(&"((. )+(f* 2)( f* BX&K ) Ot 7&
el ) 2 N s n
QKLM A dX V f* Z‘X@Q,u V‘ )+-

1 9‘/’4 2 gyt 2
(f BXUL f}))(lé )?k J}L?jé,j‘ *

(2L

st [t 2
+’Xﬁ,m»«: XMJ[( PRV Vl _r

X 0,‘%}“ Ix 7)(;,‘& 1
v (g ol (za%
o 2%:« X9 Q’K ' Ji l{ )X)c XAKX?/_ M@+
1y {7\//3 " 3 9\//3 0
(ﬁ( ?ng f ) (Q ‘ *2)( e l{ )XL)( Mj(g 7/& AL

'%"(fl _a\_//_4+fza\/' )ii3 (5){ V! V+f29t21{23>)(j X3 X: >0

*9)2[2,( *2 ke BX'; i Ak (L &"&e
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v /

gde je: ,%d e ” lﬁ$%
== ;X = '
=~ \DZL )

Y
AT =G A TR

Ve jednafina (L4.4.8) je linearna po sledecen skupu

nezavisno promenljivih:

T 00([(’. N O S % .

;BfM ) 7’—31 ) X@,‘() ‘Xé)k/_ )/fc,kz_m )
4L L DS, m .., .

]/Z' ) T TE S . /2 . ﬁ Y"

7 z ¢ ] ) .
10t TR pE 0

pa da bi vazila za proizvoljan proces, potrebno je da
koeficijenti uz te Zlanove budu jednaki nuli. Na osnovu

ovog slede relacije:

D
LI e AT 2z,
l{ * 2 k? V}(. + /9 )2 @a?-{7 )
ST [’XE}‘.(L 5K J)L 93(&,,,( ()) '
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— \/ ,
(halpa©) (;17XgKL ¢ *‘&XQKL 372 éKL
A ! d 1 3 P .
FA g8y et
@X@u (E’XE' v = dxf‘,k;
tovl o oy DAL
Iy + [
ﬁ dXzKL \{ * Zwﬁ,u +;<ZEXQ3‘U_ O

Disipstivna nejednalina postaje

DI VAYA SN SRC S o . /

—’(2? f (}XN ng‘wf“z apz f‘j\' 91 ?f; f UV; ‘f'"
o ‘o Mh O

+(jT —~+f ?W ) EKI_XLM Mﬁ % }+_

)k ét

(;%5* 39* )x

Zufs MzV. )+
¥

+ Z'z\/l'u“f‘ z3\{ 34+

N X“LX” (’* 2%, it gy ¢

(Lelie10)
AR & |
f f"‘ W * *’JX: )‘Xz‘k v;el'
-y MRV ;ay/ )
+X&,RL L (*2)( .
12V /)\[ﬂ)
+ 1f +
3 ﬁ‘{/‘ 29\01
+Xﬁ,,, A, (wxl V"t *?xﬁ )
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¥ao i u prethodnom poglavlju rastaviiemo sledeéde

velidine tako da je:
o(

MX ﬁf(%‘(lf’ /\,&«951”(

AT S LR

(Lhela11)
4?%’ 29\“
ﬁkLX,(fx’WX fémxt,( b

f?Y’ 3 ?%’3
ﬁ’KL )<L)( f 9)(2‘(

T = e Kot

pa konafno dobijamo, za disivativnu nejednadinu:

B2 /1 A B ) M

~ \97 T +f7/4 7)—1+Z k&m){ kJ, +
(Lhelya12)

3 3 /%3 )AL
ey gKL)(Lﬂ x o K X,’l.f;i%{)\{ 20

U ovom sluiaju disipativna funkcija D je odredjena sa:
~ l
]D -/ {4 (' 7_ +
f\u’”/k

(Lholta173) 2
3 24" L
{"VLX ] Z % P,

["" /‘X 1,3
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pri femu smo pretpostavili da su brzine fluida "2" i nan
- . . 25 . .
priblizno jednake, tj. V~ o i uveli smenu:
_—D( X
_ » Ap,, &

s

&

Yo ireverzibilne termodinamiike sile cemo da izaberemo:

N O G S N VE S P A ¥
( 3 ol o, 4T A
T Ly My TS G A )

a za generalisane brzine:

SO A I T 2
(holsa15) fﬁ) :] O ‘T“)X(*,n ) Va [,

pa prema (L.4.15) disipativna funkcija zavisi od:

X1
)J(I?l(z_ ) l/

TRTS D=p( et 2

tako da, koristeci (4.1.22), dobijamo nelinearne konstit-

utivne relacije za ireverzibilne termodinamidke sile:
Mi=A 2
gy Vo /x )

, 7) ,
=) )
; o)
o 9%

(”4;‘b< /5 ——X 2\/’)
b A <A
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Analizom relacija (4.4.9) zakljudujenmo:
% %(TJXM)’(“)% VZS,{’)

A}(d 4? (T)ka} ch) ﬁkc)fae)

Forstitutivine relacije cemo da uprostimo, kao i u pre-
thodnom poglavlju, vrelaskom sa principa ekviprezensa na
princin fazne odvojenosti., Zanemaricemo i uticaj naponskih

spregoeva, tako da disipativna funkcija postaje:

(hola18) j(ﬁ, 0/ +——T)+ A

)

a slotodna energija je funkcija oblika:

‘ & "({/ . ‘/-a( .
(letpa19) Fr (T o)

Yonaino mozemo da navisSemo konstitutivne relacije:

J{+ﬂp

A 2{/{7;[( g )
e gy # aw) 2D
L= ol +) —=
(letra20) ZZ?’ e (QXQ-Z o S 2 el

2) K WY | —« il
¥ K(_ —— * —— —_— *
Z(' “ﬂ 1 ) ?~ 2)7—
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odnosno, kad iskoristimo uslov objektivnosti (3.3.5)
slobodna energija je funkcija oblika:

% = ‘7/)%(5/; ) T)'/Z) ,

va dolijamo
r_ 1 ¥ f_ﬂ_ .
Lo =K oar o HLM{ )
(2 e 2D
Zf«;‘ =k DEF Loy ?%)Wlfadf /
(Lol 21) !
20 ) A A
¥ O A dF __d¥T.
t_ﬂ2¥”4’y“2/—//7 n -’

rrve dve relacije mozemo da napisemo i u obliku

f fl QW QD

1

=
7€ aofy-

»
ﬁ. ¥
i " gex G ano(** ’

u sluzaju linearne teorije, Sto je predmet slededeg
noglav! ja,
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Le5  TINEARNUE KONSTITUTIVIE RELACIJE I JEDNAGINE POLJA

/A FEZASIUENU POROZNU SREDINU

U ovom poglavlju ¢emo da linearizujemo opSte konstitu-
tivne relacije (4.4.24) i da na taj nadin omogucimo da se
one primene u praksi,

Koristeci isti postupak, kao pri linearizaciji konsti-
tutivnih jednadina za zasicéenu sredinu u poglavlju 4.2,
pretpostavicemo da su slobodna energija i disipativna

funkcija oblika:

A N TV tef+ 1 4T0)

n

Y A R I G «
1780 + 75 ()4 7 Fie Gy €y + A, 69+

#Soh Aol 4 yel +HE VARSI AT
(4e541) -
: 2 Q[
D<) AED;OJJU;ZL(*}{*U@T— +
Y g Ay A 88
r2¢ “"’v"“”é“o/fce*z;ﬁﬂ AL T
A P B L O
+ 7(45“ Cote 55l (7“[3/ / cj‘kazj.yk)ﬁu
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de si
o X o o o c( o o
% XD, o9 )0,%,A, \PH’ 4, 4,A~3_: Pgs
S O . A Y
.’)4 . "\')A-g:’ JO 3 J"é‘- 9 \,/l- ’ ‘),1 9 A),E!'kg ’ J)“}‘, i\f,g 9 C‘jkﬁ ’ CJ% 3
,\,X vd
(\/",'j' ’ ‘5,_}‘( )

konstentne velidine,
Za ovako uvedenu slobodnu energiju i disipativnu

funkel ju konstitutivne relacije (LoL.21) postaju:

P )Y, +£U(M% ,4 1845, 4)

D+ D by +Clgy oy Ft Cong el

A
Z—TT’
{

t =t (16 ) o (s @‘*‘w‘-‘M? J+5ih) ¢
44[‘0 +\D7Mo.( Z féwex o(& o/
+/£ Con "+ T = x‘ﬁ -

7

4

4
A=y e 7M'T—i) /

< é/l
P (A AB AT 15T A ACET)

M-»«(g + 8 y+74161+@ G +B°(/>)/

3 M S
g :/L(p HV] +ZC 5V, 4%)\ ko()
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Yonasno mosemo da izra’unamo polja pomeranja, tempera=-
ture, noroznosti i stepena zasicenosti kad poslednje

relacije ieseuo u balanse kolifine kretanja 1 enmerslje:
@p "ﬁf*“'+:k0%*ﬁ§+@}w

+ C:“k (’75';3" f’;ﬁﬁl)*
D 7o A 731 “AD; 79, e
fro [“ T'J",f)ﬁ,kj ‘7 %ke (7%, 73

+ Ay B3+ BV 5 A ] +

+3 [D{m (f /«,45/ ’ ﬁe,%') ! CVZ ( P @??' ’ ﬁ';li:,') i

0o it /O;k, )+2 45 %‘ﬂj )

)

y '.‘_ px‘ N i[ 42054(73,” /bj) )
16 A (m,- +zo;,%.)+<~ (7))
,SZCM(E 70&3) mj ?‘Mq 'ﬁﬂ

SRR ARSI
+A§7 +%\> +6’ ]
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744\)4*53 C@ 7—}—7. ﬁ\c£4 073 +
+’41?4' ( i o}ﬁﬁ{ji) +§“ I (73%)) '
T3 «I .“2 (ﬁh’L/o%/;/) /

AV+E/§—T7OXQ /\/«47—2 ff—ﬂ/l /v

+ %E‘ﬁ ( 7593‘ ' 7%1) 2 G (ﬁj F ) !

3

2 oA '
/v,\}_ ( 't ) ﬁ(@ )
‘k’ J} ke + &; 7

! ) ~

1
N -

v

9;23‘:‘6*3&'1_
—-/1(‘79 A ( j;t) ol (7?1)( J:L)

LN
/ 3 %% B
2‘7’37 W ( o +7b‘?ff ) '

T B AT AN

U prethodnin relacijama uveli smo sledece konstante:
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&= -
;)

CT =
Y]
; A(Z ij_:+z”_cz
" +C34)
)
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(‘/
-

Am/\;

U dodatku cemo da izvedemo relacije koje nisu u potpu-
nosti date u radu, a smatramo da nisu sasvim otigledne.,

Ma pofetku izvedimo jednu identifnost, koja se &desto
koristi u teoriji mesSavina, a na nju cemo da se vise vuta
DOZOVENO.

Posnatrajmo neku veliiinu [ (x%,t), koja se odnosi na

mesaviiu, a vezana Je sa odgovarajucim velidinama sastojka

relaciiom:

(na mo-e da bude skalarna, vektorska ili tenzorska.

o /)f" mir
/) s T

o(
[2}* {99( Aof//,_, f* 0[1

.)a(,

'“g"u \*F} /7[% )‘@]‘
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,ﬂ/ﬂd/—'% o
T ﬂ,\a/ﬂ) (L) -2

*!\4

/“W

X 7
2 f’ri'? (o) + 2 (5.0, -2 r <

/)Zl +f[’7[f{ + 7(fx/ // ,‘»ZF;{{:

:f-»—-+/ +M,,)+2(ff//// ‘)/M >

)T ) x
7— » _p 2 Lo, &1 X
P T -2

wr e . ) v . . - £
Medjutim, u nasem sluiaju je, prema (3.1.3), A = 0, pa

konatno dobijamo:

X
o T I (i)

f;~~Jx n#




(1.157=D
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Foristeci definicije (1.5) i (1.15),
oo vt v Ay on
- 1 P AP

ar’ . aﬁ/ ' )

dobijamo:

Foristesi (1.9), (2.6) 1 (2.7) dobijamo:

f(/"[) f_,(;a(“Z)\
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(2.19)=D

Prema (2.15) imamo:
S L
(4 ) = gy xpoxd axl ax? = o axiaxt .

Diferencirajuci po vremenu (materijalni izvod)

dobijamo:
/Q/ ¢ /X x < 4 o
= 7 ¥ = o =
/jéz' "kgz' ; +<ﬂ VJ\%Z.)Q{X]' o/J(, Z“/y o(xzo/)j
W' U

= 25X, o AN

/0/4 - (¢ Q/xo/x) c,a A

[ X XX
> C/(‘L = /20/44' .J(z),( ~Xj~t

Fri diferenciranju smo koristili:
/

X, =0

7 NAYIRINNE N PN) X _
/O/J(fc)‘ﬁ?f' f’/k;)‘ﬁ EY%, O//(K) j)(”‘ 7 0/)(%_
:_5_@“0/ A 9)<e0/

Xe ] X
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Sa (3.1) postulirali smo globalnu jednadinu
balansa:

DD(/‘%K _/"( i.-fa(o(

~ Ji.fo/l/: Cols + [N LY

v N v
avde, diferencirajuci levu stranu i primenjujud
Green-ovu teoremu, dobijamo:

/)"\ () (y )7 /
T L L y)-[[eesi8)tr
‘3/

4 . ﬁ"’(( . o 1 P .
7ako je === (dV) = V. AV dobijamo:
bt

4 )Yt ﬁxﬁ , d) . /( X | oz)
(6 BE 4 LR e el ol

v v
onasno, za oblasti u kojima su odgovarajué
veli®ine nevrekidne, sledi:
o(wb (ﬁf* q'fx)_ o«
x Dt tF %? B gz
ili

f ﬂq»% fA f;(/\g"f
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i:*/n‘(f*) [fﬁ ] i
g e

)5
Izrazimo sad qui nreko gustine P’ :

AR SO

_ e (f)
f* oot f‘ »t o f")ﬂf !
Ovde smo iskoristili sledece relacije:

— ff _jnl_ __ig__ zz_ﬁi 1,1
== =1 e (ff%)‘

PDalje, ako uvrstimo ovo u pofetnu jednakost,

dobi jamo:

_ fe D8
I feife b i) 2R ]

N

{ _
fi (;Cﬂi)@;ﬁ*é ffff +r ﬁ*)%(‘) [ ],f’

o ;i.f?ﬁ”’fif%ﬂ (f(pf 54) [f =y 4]

N
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Ovde smo iskoristili (1.6)-2 i (1.8):

*
n+n's f =4
Joz Jﬂl R
Yo ova] nadin smo dobili prvi izraz za relaciju I.

Izrazimo je sad preko n i e,

Prethodno izrafunajmo potrebne velidine:

f= f’(/—ﬂ)~> elet-t

@ (,/ﬂ}ﬂf’ 107

e de  oln e ole
Vz—w > o (140)% 2 (e (1) 1ge

Da bismo dobili prethodnu relaciju izrazili smo

¢ u funkciji od n:

a odavde sledi:

1+e = f“——“/-f:

(1e)(1-h) =1,

Uvrstivsi prethodne relacije u poslednji izraz

za I, dobijamo:
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A ST AN

z_izp4f4+ fﬂ Mt’ f 0f4 N(f)%[ ]i:

0 T b TH e (5

NERTdt %( Jo i), -

7+f6 09;6 ' +€ 0% ((') e (Zﬂz M] .

fa ovaj na®in smo dobili relacije (3.1.5)=D,

(34245)=D

Pri izvodjenju ove relacije koristicemo

identi®nost (D), izvedenu na podetku dodatka.

U ovom slulaju je [ = v, , = vf, pa dobijamo:
7‘ )(DD() RAOE T (f 7/’(5/)

PRlalis bl

\)<

e D 5 DU ot %y
> f A }? Ix " _[’Z—f;/ “ N"Wff J)J
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Koristeci prethodnu relaciju i (3.2.4), dobijamo:

PN PR Ly
> o () TR L T

DY; A «
”) fﬁ?“—ff ’ A /]l —f Z/l /lga()‘/ +XZZ(

N

N * X
foe =I5+ “";;7?' :

Odavde, na osnovu principa C, str.5, sledi i

(%3,2.,8)=D

l(s 505)-7

S !

Polazecl od lokalnog oblika opsSteg zakona
balansa (3.2)=D, pri Zemu su odgovarajuce

velidine definisane sa:

X .
¥ :E'yk Zﬁ ) F ( 4c+¢‘f7;(e)/

~ J (J

LA=LE @Xf * XZ,Q
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dobijamo:

fccw—‘;w i [(X {;e) ]MJ

f «,kx‘f;{‘F@k Z 7
> (6 (114 m o (Kt )
. AT RALE R A
~>fa,(ﬂ “+cik (fx 4 /é;g”f:ff;})‘
'/ ik (ZL T ée()

= @@(é*”m} O

Prvi 2¢lan je jednak o, jer imamo kombinaci ju
simetridnog ( v;v!) i antisimetridnog ( €gy)
tenzora, a drugi ¢lan je jednak o na osnovu

(5.2.4).

Polazeci od lokalnog oblika opSteg zakona
balansa (3.2)-D, pri demu su odgovarajuée

veliZine definisane sa:
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dobi Jamo:
e A
*ﬁ:(ﬁf’(&' 2
> LET -4 Z?/ ij I Uy Ut
0+ SR
> (5% (f¢~m-f*¢’){+(f+ )#+
W&@'@*ﬂl ‘JlM nt

Dalje, prema (3.2.4), izraz u zagradi sa leve
strane mozemo da zamenimo sa ry, a prema (3.3.4)
. . : i
izraz u zagradli sa desne strane zamenimo sa M&j,
pa konadno dobijamo:

« PEX_ R S S
a7 M@ i

o«
&

/A
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def, (/.o 4,4
T e )
odavde, prema (D) dobijamo:
‘_ o«fﬁc"" / 0 o«}l
fE-J 505 ) [fles byl

Dalje, kako je:

() g = (e )

DY,

X, o o

:;Jgfsz_¢y Q’ 5] 443

[4

Y

i, prema (2.8)-D:
« X Dl DU T o% %o
«Z,ﬁ%/z' Y ;(Zﬁr gt O)

to izraz za §¢, koristeci (3.4.3)-D, postaje:

Pé = Tf{+wk )ﬂ +2}+ %wjj‘ +

FECE G S )
- [ﬁ % FU;) {ffxlj/ .

Iskoristivsi (2.7) i (3.2.4), dobijamo:
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P= 2 (et oy wegmope
w//,,&zm fMO(M U (REr T, )

gy - (6l )y -

L}Z({ f“/z/"%"()j} ng(/jé/“z;ﬁ

+4+ [ (e fan) @ja' I+

37/91 )
()M aE
:ztzio'(jz @(Z{f VRS AGA A T

+Zz( 2“‘ +“_“[ (/” G )*f:(ffaf)

X

A 7°
AR Mxoﬁ_}‘} =l Uy HLHE

+ZU ;/ AT U )u +zz/ o1t ]+

"L:\Z[(””fl ) +(4 il WM”)* ﬁj(fa(*”;m:
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’ X[ p=% <
ZL‘f i T Pagse " e T *gﬁ(ﬁ *%'5')%
+ 7[
n“n“
+f(z( %[ﬂ fM 7/« Zﬁk”‘y )“>

««)Jpl)é My%}”w‘—ﬂ/ kﬂLﬂi*% +

+T{/( z‘ Hz/ ﬁﬁ)k -y mnx)

(Le1.9)=D

AN MZ)Z NE AN L A

26 PN a\oE )T g ok e B )

s

Mg_y_: b (“Zx )= 2l D (mf):
N A, . AL

ajk XJ*) (WJ J)




Le1,29)=D
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MNlan —/;——J-’—L- je jednak nuli jer je x = x (X;t)
7 Xy - T 7
* o« e
L= X
Ty e
WX Y OF, . D, < <
a = X +4 X
f)(z;(k BE’:A/ &;X”( ) 9X°< 2(‘“‘ % 51:/\/ 9'44)
A ( ) 4(2 W
A ~ + .
DX;)(K Sz PES En Vi §N+&”XIM z 255‘ X“" ﬁfo( X
o A N«
*%(@w'fgi )X t Ky =
QEKM QEMK HM QEKM HM
zz o« %&o(
f* 25‘( z)x J,

« (}L 9846 4
o 28&@ 2FEg, XZ"‘ XJ)

‘*2% I fv XO( X
ﬁe/(ﬂ %( /AN ‘7)

*)px "(o(fn(ay/ﬁ&a

ae“ 9ﬁ ﬁ 98“

<« P
= @f )px 28“




ZAKTJUTAK

Cilj nasegz rada je dobijanje adekvatnih konstitutivnih
jednadina za viskoelastiZnu poroznu sredinu 1 zatim,
sa tako izvedenim relacijama, dobijanje Jjednaliine konsol=-
idacije. Waglasavamo adekvatne, jer postoje radovi u kojim
se izvode konstitutivne relacije /2/-/4/, /8/-/13/, /26/,
ali vo nasen misljenu nisu uzeti u obzir svi efekti koji
karaktzrisu ovakvu vrstu materijala, Tako na primer uziim-
anje poroznosti kao nezavisne promenljive je neophodno,
kao $to je pokazao I.rueller /15/, da bi teorija bila
adekvatna i fizi’ki opravdana, ali sem u radu G.Ahmadi-a /28/,
ona se ne uzima u obzir.

Dalje, u vecéini radova /2/-/4/y/9/=/11/,/13/, /26/,/27/,
se skelet i fluid vnosmatraju kao elastidne sredine. U
manjem broju radova /8/, /12/ se uzima viskoelastifan fluid,
a elastidan skelet, mada je Jjasno da je skelet mnogo slo-
;eniji i1 da ga treba posmatrati kao viskoelastican.

Tad G.Ahmadi-a je najblizi onome sSto smo mi radili,
ali postoje bitne razlike, jer je oblast primene sasvim

drugarijae



Yao prvo, on posmatra jedan osnovni fluid u kom su
smeSteql komponentalni fluidi, razlicditi od osnovnog
i koji se ne medaju sa prvim. Za takvu mesSavinu izvodi
odgovarajuse konstitutivne relacije.

Fod nas je osnovaa sredina dvrst skelet, a u njemu se
nalazi fluid, tako da se skup nezavisno promenljivih /K
razlikaije, Sto dalje povladi i razlicdite konstitutivne
relacije. To je i razumljivo, jer se u radu /28/ ne posnm-
atra porozna sredina, alil je vrilaz isti, tj. koristi se
teorija meSavina, va sa te strane radovi su formalno sliéni.

Drugo, u radu /28/ se polezi od principa fazne razdvo-
jenosti, Sto je opravdano za ono nasta zell da primeni
svoju teoriju (sedimentacija).

Za razliku od njegovog rada, mi polazimo od principa
ekvivrezensa, Sto je opsStije, a zatim u specijalnom slucé-
aju, uproscavamo relacije prelaskom na princip fazne
razdvojenosti,

U drugom delu rada vrsimo linearizaciju 1 za takve
konstitutivne relacije izvodimo jednacéinu konsolidacije,
koja je opstija od one relacije koja se koristi u mehanici
tla /12/, /18/.

Istaknimo jos$ Jjednom da u radu dobijamo adekvatnije i
opstije konstitutivne relacije od vec poznatih, kao i

opstiji oblik jednacine konsolidacije.



Dalje, napomenimo da smo relacije izvodili pod pretpo=-
stavkom da su temperature svih sastojaka iste. To Je bilo
opravdano za nas sludaj, medjutim na nadin koji smo mi
koristili nismo u mogucnosti da prosSirimo ovu teoriju na
razlifite temperature, Osnovni razlog je to sto u tom
sludaju ne bismo imali dovoljno jednadina da odredimo
polja svih temperatura. Haime, raspolazemo sa jednadinama
(44o1)=(4e5) tj. imamo ukupno 5¢ nezavisnih jednalina, a
imali bismo 6« - 1 nezavisnu velilinu

/ 3 (1) o (T) + (o =1) (@¥=1) + o (§) /

Da bismo izasli iz ovakve situacije potrebno je da se
nadju nove jednadine balansa. Predlog za takve balanse dali
su M.A.Goodman, S.C.Cowin /29/, G.Ahmadi /28/ i drugi.

Predmet daljeg naSeg rada Ce biti prosSiranje teorije
u ovor smislu.

Med jutim, pored ovakvog uopsStavanja radite se i na
proSirenju modela na elasto- visko- plastican model, jer

je tlo veoma slozeno i takva teorija bi bila adekvatnija.
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