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A mes Parents, pour is jour 

A Ljilja, pour 1' amour 
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PE-MGC\MR 

()v rad je saopdtavan na sastancima Grupe za reologiju 

Jugoslovenskog drudtva za mehaniku. Tokom iziaganja su 

vodjere diskusije koje su mi pomogle pri izradi rada, 

pa se najtoplije zahvaljujem, na pomodi, svim 

PosePnu zahvalnost dugujem Dr Nataliji NaerloviO-VeljkoviO 

koja 	u mnoFome doprinola, svojim znanjem i iskustvom, 

da rad dotije ovakav oblik. 

Takodje se zahvaljujem Dr Jovu Jarieu, koji je imao 

svog :de1a u izradi teze, kao i Dr Petru Nilanovidu, 

Dr Jovanu 	i Dr ViloSu Viahovion koji su mi, kroz 

plodne diskusije, pomogli da rad dovedem do kraja. 
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UVC D 

Teorija poroznih, fluidom zasioenih i nezasi enih 

materijala nalazi primenu u mehanici tla, naftnoj indust-

riji, industriji filtracije, keramikoj industriji, meta-

lursiji praha, poljoprivredi (navodnjavanje) itd. 

Kac pocetak razvoja teorije mote da se uzme 1923, god. 

kada je Terzaffni /1/ formulisao problem sleganja tla pod 

dejstvom opterecenja. PeeavajuCI problem, dokazao je da 

slegarje uzoraka tla zavisi ne samo od elasti .6nih konsta-

nti yr i od filtracije fluida unutar uzorka. 

TrAdesetin Codina ovog veka sovjetski naemici l  posebno 

Florici i Gersevanov, uopetili su Terzathi-ev problem za 

neke sluajeve. Nezavisno od njih Blot je 1941. god. /2/ 

takodje uopetio ovaj zadatak za neke sl&iajeve porozne 

sredine i to za elasti(!ino < vrsto telo zasieno nestielji-

vim fluidom. U kasnijim radovima proeirio ga je na 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



2 

anizot,.opna "; .vrsta tela ispunjena stiSljivim fluidom /3/. 

Osnovni parametri Biot-ove teorije, koji karakteriSu 

geometrijsku strukturu poroznog skeleta, su poroznost 

(zapreminska) =i koeficijent propustljivosti (za izotropne 

materf_jale) iii tenzor propustljivosti (za anizotropne 

materijale). 

Derski /4/ i Kubik /5/,/6/ proSiruju ovu teoriju, a pri 

tom ne protpostavljaju da se povranska i zapreminska 

porozrost poklapaju. 

Pacts i Pluto /7/ modifikuju klasVinu teoriju meSavina 

utolikio sto pretpostavljaju da se svaki sastojak karakte-

riSe Eopstvenom povrSinom i zapreminom. kodjutim, u nave-

denim radovima nisu izvedene konstitutivne relacije. 

U radu P.MandiCa /8/ se polazi 

od odr-ovarajuih jednadina balansa i disipativnih nejedn-

aina pri izvodjenju odgovarajueih konstitutivnih relacija 

za -ivrstu fazu (elastiina sredina) i fluid (viskoelastf6an 

fluid). 

U rekim drup:im radovi -la /9/, /1 o/, /11/, /12/, /13/, 

se takodje izvode konstitutivne relacije, ali se u njima 

obe faze (vrsta i to Ana) posmatraju kao elastina sredina. V
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Tie jutiin, pozoato je da avaka materijalna sredina pos-

eduje sve tri osnovne reoloSke osobine: elastijmost, 

viskoznost i plastinost. Takodje je eksperimentalno pok-

azano da slelet, u nizu sluajeva ad interesa za praksu, 

posedm:je elastina i viskozna svojstva kao dominantna. 

Zbos toF;a je, za opisivanje ponaeanja takvih tela, nano 

da ih posmatramo Tao viskoelastina. Ovaj rad je i nastao 

o e1i da se odrede konstitutivne relacije i jedna6ine 

polja koje sadr a i to efokte. Ta razliku ad nekih radova 

sde se uovajaju gotove relacije za Helvinov, Naxvelov i 

drugs model°, u ovom radu se izvode konstitutivne relacije 

koje 1;zimaju u ohzir i uticaj porozoosti i temperature, 

Sto jc bit no za porozne materij ale. 

U radu 'coo da posmatramo termokonsolidaciju zasiene 

1 nezasienc porozne sredine. 

Pod pojmom TaDISOLIDACIJA u Sirem smislu podrazumevamo 

strujanje fluida kroz roroznu sredinu /9/. U us-em smislu 

podrazumevamo: • 	"svaki proces koji povla5i za sobom 

smanjenje sadrtaja vode zasioenog tla, a da pri tom izgu-

bljenu vodu me zamenjuje vazduh" ... /ii/. 
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ilvodu je napomenuto da su neki autori /7/, /7-a/, 

modiffkovali teoriju meSavina i primenili je na porozne 

mater.jale. 

Ako Oi.ji1O da prlmenimo teoriju mehanike kontinuuma na 

poroza vrsta Bela (skelet), ije Cu pore ispunjene flu-

idom, potrebno je pretpostaviti da svaki zapreminski ele-

ment tela sadr1 estice skeleta i fluida i da su ti zap-

reminski elementl dovoljno veliki u odnosu na dimenzije 

rora, tako da obuhvate mnoge pore. 

Cvko usvojen prilaz, preko teorije kontinuuma meSavi-

ne, ntdi mm mogunost opisivanja sistema: .vrsto telo-

-flUl kao nmeavinen, jer je nalik na mehani6ku teoriju 

meSavjne, ali us neke donune. Za razliku od mehanike te-

orije -me:3avine Ede je potrebno odrediti polje gustina ( 1 ) 

Pomeranja ( pci ) i temperatura 	T'‘), to je dovoljno da 

se opiSe ponaSanje meS'avine, u ovoj vrsti meSavine potre-

bno je da se odredi i polje poroznosti, da bi dobili dos-

lednu i fiziki opravdanu teoriju poroznih materijala /15/. 

Press tome predmet mehanike teorije poroznih materij-

ala m•e ds se definiSe kao odredjivanje polja gustine 

pomeranja ( ‹‘), temperature ( 	i poroznost (n). V
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Koriste4i mehaniku kontinuuma me6avine, posmatra6emo 

Porozro telo (skelet), ispunjeno tenoeCu (zasioena sred-

ina) kao dvokomponentalnu, a porozno telo delimi6no ispu-

njeno tenoSeu (nezasi4ena sredina), kao trokomponentalnu 

meSavinu. 

U redu necemo da uzimamo u obzir hemijske reakcije 

utica difuzije, Sto 4e uticati na oblik balansa mase 

sasto aka. 

avedimo tri fizika principa, koje je postavio 

C.Trucsdell (prema /16/ ): 

a) dye osobine meSavine moraju biti matematiCke posle-

dice c)sobina sastojaka, 

b) Da hi se opisalo kretanje sastojka, mote se, zami6- 

ljeno, izdvojiti sastojak od mesavine pod uslovom da na 

odgovErajuoi na cin zamenimo dejstvo drugih sastojaka na 

njega, 

c) Kretanje mesavine je odredjeno istim jedna6inama 

kao i za prosto, jednokomponentalno telo. 

Cvi brincipi su u osnovi evib teorija meSavine. 

U caljem tekstu 4e indeks d uzimati vrednosti 1,2 i 3, 

pri iemu cc indeks 1-biti rezervisan za skelet, 2-za fluid , 

a. 3-zE. Eas ili fluid koji se razlikuje od "2". 
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(1.2) 

rasnodela ease 

(1.5) 

cA/ 

1. 01.31/111 FOjF.OVI 

cvom poslavlju demo da definieemo neke pojmove koji 

se javijeju u teoriji meeavina, uz dodatne pojmove koji 

se uvcde da bi priladodili i primenili teoriju mesavina 

na probleme poroznih, zasiOenih i nezasioenih, sredina. 

Pored ovih pojmova definisaeemo i neke pojmove iz 

mehanike tla sa kojim ceno da se sretnemo u daljem radu. 

Posmatraemo dvokomponentalnu (trokomponentalnu) zasi- 

enu (nezasioenu) sredinu i to -,tvrst skelet 	fluid. 

DefiniSimo sledece pojmove: 

rasnodela zaprem -ine 

raswdela povreine 

V 

dde je 	 koji se odnosi na skelet ili fluid. 
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U Irethodnim relacijama smo oznai1i sa: 

V- zapreminu agregata (skelet sa fluidom), 

- povrSinu koja ograniava zapreminu V, 

ukupnu masu, a sa 

n 1 ,2‘7( 	r-odsovarajuce "gustine", pri 5emu je 

v =2v  
V i ,`; 30 odnose na trenutnu konfisuraciju, 

iJa osnovu definicija raspodela mot,emo da izrazimo 

odsovaraju .:e 'gustine' na sledeoi na5in: 

( 1.5 ) 12 - 	 ;}1 = 	 V 	d 5  

Odavde sleds i slede6e osobine: 

(1.h) 

DefiniSimo 

parcijalnu gustinu 

(1 .7) 	 dv 
koja moz,e da se izrazi preko "prave" gustine relacijom 
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(1.8) 
f)( 	 001 °   c/v° 

=-- dV dV  

i gustinu meSavine 

(1 .9) 

Cd rojmova iz mehanike tla definieimo prvo 

zapreminsku i povrSinsku poroznost: 

(1.lo ) 

cl,5 13  r 045 

gde je e-zapremina pore, a S 	povrSina. 

Cue veliine mozemo da poveemo sa vee definisanim 

raspodelama povrsine i zaprernine. Naime, kod zasidenih 

sredina, zaprernina (povrdina) pora je jednaka zapremini 

(povrSini) tenosti , koja se u njoj nalazi, pa je 

(1.12) 
d/  CIV 	2 

n = 	= n 
(-iv 	) 
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-9- 

( 1 .  = 
dt5 	c1;2 

	

-  	 

	

ffs 	c4.5 

4k- 

io nezasienih sredina zapremina pora je ispunjena 

sa tenoSu i gasom, pa je 

Cdavdc siedi: 

( 1 01 LD 
	 c)•/l/ 	 n 2  +1? 3  

U knjigama iz ove oblasti, koje su nam bile dostupne, 

govori se samo a aaraznosti, pri 5emu se ovaj pojam odno-

si us zapreminsku roroznost. Nedjutim, u nekim radovima 

/4/, /5/, se govori i o povrSinskoj poroznosti, ali se 

kaZe /17/ da su u ve o ini probiema be dye veli5ine pribli- 

no iste, as se koristi zapreminska poroznost. 

* Uao Sto je napred napomenuto gornji indeks "2" ukazuje 
na to da se to veliina odnosi na tenost. Ne treba je 
mei;'ati sa stepenom. Pa ne bi dodlo do zabune sve veli6ine 
koje treba stepenovati staviOemo u zagradu. 
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- 10 - 

Pored za -nre -ninske poroznosti, u mehanici tla, koristi 

se i 1;ojau "koeficijent noroznosti". DefiniSe se sa: 

(1.15-D 
olv 13  n  
dr 4-12 

noTe prirodne nasiage, koje leze ispod nivoa podzemnin 

voda, DOZU da se jednostavno posmatraju kao potpuno zasi- 

ene. a druge strane svi veStaki napravljeni zemljani 

kao Sto su zemljane brane, putni nasipi iii brane 

protiv poplava, izradjeni su od materijala 	supljine, 

posie sabijanja, sadre i te5nost (voda) i gas (vazduh)/18/. 

KolVirik izmedju zapremine Jupljine ispunjene vodom i 

ukupne zapremine pore: 

(1. 1E) 
c  civ2 0/v dv 

zove se ste -oen zasienostl. 

1'7a jednar.'iine uz ^iji broj stoji D treba izvodjenje 
potraiti u dodatku. 
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2. KI=.:ATIKA 

J ITethodnom podlavlju  je re5eno da Oemo poroznu sred-

inu d posoatrsmo kao meSavinu. U ovom delu oemo da defi-

niSemc) kinematjke velijne, kako za pojedine sastojke 

tako 	za meCavinu kao celinu. 

Posniatrajmo skup 	neprekidnih sredina. Elemente ovog 

skuoa Oemo da zoveno sastojci. Svski sastojak zauzima deo 

oblasti trodimenzionog, fizikog proctors, a zajedno zau-

zimaju neku °blast T ,  koja je potpuno ispunjena materijom-

- materijaini koitinuum. Porozno telo zauzima, u optem 

razli2iite oblasti u razliitim trenucima i ni 

jedna ad tin oblasti se no son sutinski poistovetiti sa 

Pogodno je izabrati jednu takvu obiast K 02  u odnosu 

na ico,' dcno posmatrati kretanje tela. Oblast iK Oemo 

zvsti referentna konfiguracija. U odnosu na referentnu 

konfiuraciju estice tela Oemo identifikovati sa njihovim 

polonLjeo u 

Tela ioaju jednu jacnu fiziku osobinu: ona zauzimaju 

()blast -dukliskog prostora Poi-to je proctor Euklidski, 

U njeTa moemo da uvedeno Descartes-ov, pravougli koordi-

natri , u odnosu an koji Oemo da posmatramo kretanje tela. 
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- 12 - 

'Pada sr. jednoine kretanjo 4 -tog sastojka: 

(2.1) 

7;de sa sa 	 eoetni pololaj :4,estice, posmatr- 

anog sostojka, kaja u trenutku t zauzima poloaj 4 

a vreme kretanja koordinate X ostaju vezane za indi-

vidualne ., ;estice, pa govorimo a "estici koja u tre-

nutkr t zauzimo "pololaj 4  ", u prostoru. Moog toga koo-

rdinate 4  zovcao uateri.iaine, a x i  prostorne koordinate. 

Jedno7ine (2.1) pretstavljaju jednaire kretanja defo-

rmabilno kantinuuma. Deformacija moe da se posmatra kako 

sa stonoviSta K -koordivata, tako i sa stanoviSta x - koo-

rdlnata, adokle riedi da moramo da postuliramo postojanje 

iriverzao transformacije: 

(2.2) 

Irvorznost nam oaoguzava da estica 0( -tog sastojka 

u X no noe da zauzue dva prostorra polazaja i da dye 

'iestce no niogu do zauzuu istovremeno isti prostorni V
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- 13 - 

• 

PoLto como da koristimo principe teorije kontinuuma 

za opioivanje ponaSanja mei3avine faza, postuliraCemo da 

se u svakoj tak1 x trenutne konfiguracije mei3avine na- 

laze 4,ostice svih sastojaka, dok su njihove brzine, u op-

-tem slWiaju, razliite. 

K 

Ko 

\ 0  

si 1 

a osnovu prethodnog postulata mozemo da pi‘Semo: 

(2.3) 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



(2.4) 
0,k k 

= 	 fy l< 

- 1 - 

GrE.dijenti deformacije iiaju vanu ulogu u mehanici 

kontiruuma. ) finiSemo ih sa: 

Iz definicije sr di errata deformacije neposredno sledi: 

X-10< zI = gkt 

v  
X fc,1( ALA — YKL 

/de su & e,  ± 	c  Cronecker-ovi delta simboli, definisani 

sa: 

Da je nas interesuje promena neke 	 sa vremenom. 

Takva promena se definiSe, sa matematikog stanovita, kao 

materijaini izvod posmatrane veliine. Brzina sastojka je 

takmr Lzvod: 

67jecf(X:;  

Fizikl smisao materijalnoz izvoda je promena neke 

u odnosu na posmatraa koji je vezan za odredjenu mat-

erijalau esticu Lela, 
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Podesno je uvesti i srednju brzinu meSavine, definisanu 

Sa: 

(2.) 
	

f •=- 	 )03c':C` 

evu bizinu moemo da shvatimo kao brzinu "srediSta masa" 

sasto:oka. 

'eativnu brzinu sastojica u odnosu na srednju brzinu 

(2. 7 ) 

zovemc brzino difuzije. iedjutim, nisu sve njene kompohe-

rite nczavirne, jer moraju da zadovolje uslov: 

(2.8)--) 

U cbStefn slu7*iaju materijalni izvodi za neku funkciju f, 

koja noe do bude skalarna, vektorska iii tenzorska, su: 

( 2. 0 ) 

De'_f  
d -11-  V
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Di- 	at- )1: 

-  
Tzvod 

± 
"Dratin kretanje 0( -tog sastojka, a 

"Drati.' srednje kretanje meSavine. 

roemo, na osnovu prethodnih relacija, da uspostavimo 

slede e veze: 

(2.11) 

kao i 

(2 . 12)-D 

Znaenje ovih izvoda no vremenu se more grafi:6ki 

ilustrovati /19/: V
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parcijalni izvod  

promena sa vremenom u 

fiksnoj taki 

' 
• - 

materijalni izvod - 

promena sa vremenom koja 

prati translaciju materijala 

Pored dradijenata deformacije definisaoemo i neke 

drupe deformacije, koje Oemo kasnije da koristimo. 

Posatrajmo element luka, koji Oemo a nedeformisanoj 

konficuraciji (d i ) da oznaimo sa d3, a u deformisanoj 

( ) 
	

. L.ctrika forma za dva nezavisno izabrana 

sistema koordinata (materijalni i prostorni) se mole 

na tseti u 

(2.13) d'S ) = Gm_ dX-i< 

( dse' ) = 33  dxfc  dx t  

Cycle ceo sa C KL  ± g 	obeleili osnovne metri6ke tenzore. 
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osnovil (2.1) relacije (2.13) postaju: 

(2 . 1 112, 

(2 .15) 

2  
) 	nT KL  X i<e(k'r;:t) f,  d_Xk dX.1,4  = Cfct  CiXkdXt 

‘2. 0( 	 74 d 	̀ _ 	KL  (-4  ri ye'(  (3, X L  -v- 	(1 	 — 	, ( d o 	= 	-==ich ic 	-i< - - L 

fr,do sro ozn111.. on: 

" e(  , KL 	fa„ XtK 	— Creen-ov tenzor deformacije, 

= 	 — Cauchy-ev tenzor def orrnacije. 

specijainmn sivaju lcada je CL = 8 K1  i eke  = gra  imamo 

1:'crut o kr e t an j a. 

Odis.zimajuCi (2.15) ad (2.14) dobijamo: 

	

(2 . 16) 
	

7 	N
2. 	

(241. 	 1 , 
X I( (3-X L = ( g 	ClXk4  Ci44 

 
• 

)Tj iine: 

	

(2.17) 
	

KL = ''KL 	0. KL 

	

(2.18) 	 44 	C kt  — C kt  

se zovu Lasrang-ev i Euler-ov tenzor deformacijelrespektivno. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



/ 
yo -t-  

' 

=0 

- 19 - 

OvE veliine mogu da se povezu sa brzinama i tada 

dobijaziao: 

(2.19 )-D 

Veli Dina: 

1 clv
FL = - - 2  ( v + 	) 

se zove brzina deformacije. 

Ove veliine mogu, takodje, da se povezu i sa vektorom 

pomeranja. Vektor pomeranja je vektor koji povezuje istu 

materijalnu ta:^,ku u dve konfiguracije, po5etne K o  i 

trenutne K (sl. 2 ). 

sl. 2 
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Veo izmedju vektora pomeranja i tenzora deformacije su: 

' 	2 	 + P 	+ pLjK + 	p4  {K L 	2 	' 	 1CL 

(2.2o ' 

eta 	"'2 e;(v, 	 10°( 	rt  L',1c 	+ 	dAtiv 

U L.11,1 7iajn linearne teorije poslednji nlanovi , kao 

viSeg recta, se zanemaruju, Da dobijamo: 

C d = 	+ 
p 
 + 'K 	'Kt- 	 Lit< 

0( e.( 	— 	 `i C 	 — — LITE 	4c;f, 	-LEA 

(2.21) 

J±'KL = 	 ) 	pq  
— 1..;K 	(KM 

1 	( 
pa c e 	 ) = -o."(  E:.‘tot 	7 \. 	 (*;e) 

sluaju linearne teorije (teorija infinitezimalnih 

defo -rm -icija) nestaje ratlike izmedju Lagrange-ovog i 

]uler-ovon tenzora deformacije: 

(2.22) 	 KL 	ekt gki< (-1;tL 

Ovd smo sa (;) oznaili kovarijantni izvod. Yedjutim, 

u sluaju kada se radi sa Descartes-ovim koordinatnim si-

stemom tada su kovarijantni i parcijalni izvodi jednaki. 

°( 
KL 
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3  • 	7 OT=K JEDNAIN? BALAn'A 

Postuliraemo giobalni oblik jednaine balansa, za 

ovaki sastojak. 

1Tek.71 je 	gustina, a V(  neka veli3ina (skalarna, 

vektorska iii tenzorska) definisana u proizvoijnoj, kona-

noj, oblasti tela, zapremine V, po jedinici mase me6avine. 

Tada je njena ukupna bromena odredjena relacijom: 

(3.1) 

VelViina 	(rƒ se zove fluks (protok) i oznaava 

promon velirsiine 	tokom vremena, unutar zapremine V, 

preko \onturo ?V. 

Veli ina s °C s® ( *^) predstavlja zapreminski priliv 

veliine 	Cna se zove joS 1 distribucija zapreminskih 

izvora. 

obzirorn da (5.1) vaSi za svaku veii3inu qz; bez obzira 

na njeuo fiz12iko znaenje, ova relacija je opaeg karaktera 

i naziva se "o/§t± zakon balansa". 
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Iz felacije (3.1), u oblacti u kojoj su odgovarajuae 

veiiie nenrecidno, primenom Green-ove teoreme, dobijamo 

lokalri oblik oust e zakona balansa: 

S)* 	
ci 

gate je 

( 3.3) t- 	 ) 

C X 	 tsoe 

/)e_ .  

Yoriste:A opSti zakon baiansa moemo lako da dobijemo 

odgov:7, 17ajue balance posebnih veliina, kada se izvrei 

adokv:E3tna nidentifikacja" oo3tih veliina 	s °( , 

to 
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jednaina balansa mase za poroznu sredinu, ispunjenu 

fluidom, moe da se napie u siedeem obliku: 

(3.1.1) 

Fri postuliranju jednaine balarsa mace pretpostavili 

smo on noon razmene izmedju sastojaka, usled hemijskih 

reakcija iii drusin pojava. 

Prema (1.3) imamo: 

pa relacjja (3.1.1) -postaje: 

frOW 
.01 

TThoredjujuHA eve sa oPetim zakonom balansa (3.1) 

vidimo da je: 
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- 

ma ma osnovu 	dobijamo lokalni oblik balansa mase: 

(3 . 1.:5) 
FL 

72azynatrajui kretanje fluidne faze obi5no nas interes-

uju one -,estice X (B = 2,3) koje se nadju, u prostoru, 

unutar chianti koju zauzima `ivrsta faza. Ta oblast mole 

da se - enja u vremenu usled deformacije 	krutog kre- 

tanja 'ivrste faze. U tin sluajevima je grani%ine uslove, 

u oraom sluaju za ta5ku, liniju iii povr6, pogodnije 

izraziti u odnosu ma ,Tivrstu fazu. Iz tog razloga transfo-

rmiaffo balans mase za fluidnu fazu ( B ). 

Urceena 	koja prati kretanje %ivrste faze je data sa: 

D I- )4fi 

ako iskoristimo (3.1.3), za c = B, dobijamo: 

7amenom i. V 	iz (3.1.3), poslednja relacija postaje: 
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=0 

Kombinujuci sa: 

V  	(D 	f  D'if;!) 

pretholna relacija postaje: 

(5 . 1. 4 
4 / 

_D 

94 I  x_ • 

  

OFAZ 

Vodom zasioena, kao i suva tla, mogu ha se posmatraju 

kao dvofazni sistemi, tj. kao meSavine 5vrste i fluidne 

faze. 7,a takve sisteme, prema (1.8), (1.6)-2 i (1.15)-D, 

moemc ha piSemo: V
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osnovu Poslednjih jednakosti relacija (3.1.4) rioze 

da se napie u sledeim oblicima: 

P l f;:  
+ -Di 	574 pf t(5 

(3. 

	

_r Din 	4/ f1\  

Di-  

	 D 1E 
1+e Dt 	if(' Di- 	) 

2 fir, 2. 
fit 	-  

 

 

)L 

TD71.12 . 11 [3 .1.STT 

Kezasiena norozna sredina se obino posmatra kao tro-

fazni sistem, tj. kao meSavina (vrste faze i dye fluidne 

(tens i Easovita) faze. 

T u ovos sluaju sac interesuje ponaSanje tene faze 

u odncsu na vrstu fazu. Kao I u prethodnom sluaju dobi-

jamo: 
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fV  	 

4n 

D 	1- 1/7 

4, ) 	 0  

4 ( 

- 27 - 

Dalje, ako iskoristimo (1.14), dobijamo: 

ra -ju ovoTr .  pozlavlja napomenimo, joe jednom, da 

nismo uosuatrali efekte koji pretstavljaju priliv mace. 

ian doji se tada javlja je posledica hemijskih reakcija 

medju sastojcim.a, kao i posledica upijanja iii ispustanja 

materije od strane ordanizasa  (biljni koreni, bakterije 

si -L4 no), 

ovoj teoriji se pretpostavlja odranje (konz-

ervac -lia) ukuPne sass svoko .sastojka. 
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3.2 	13 1 13L1A K1I, -1,(1= 1.7=AJA 

TToirno nehu fiksira±u zaPrexlinu V, ija je povrSlna 

130 je J 	zbir svih (za7prominskih i DovrSinskih) 

sila, k_oje leluju na c)( -tu faze unutar te za -premine, tada 

jo, prema zahonu ko1f7iine kretanja (aller4.ov zakon /20/): 

( 3.2. 1) 

-othodrojrelaciji cmo sa 74  oznaili 

kretanja o. -to faze, defihisanu sa: 

• 

je zarernina (meSavine), fiksirana a odnosu na prostorni 

lcaor13natni cistern xi. 

Je13iha (3.2.1) se jo6 zove I balans koli6ine kretanja. 

:a eo 3 eni o-ti sastojak, unutar zarrecine V, u naSem 

sTW".•aju., deluju sledede silo: 

_d 
P - ovCinska sila, kao Dosledica dejstva povrinskih 

sila svih sastojaka lzvan oblastl V; 

7 

 

epoijadeje caremlirshe silo, kao rosiedica 

0r)oljasnjlh zapreminskih sila, koje deluju 

na neSavinu; 
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'D a 

sila interakcije iziedju faza, koja deluje 

na 	sastojak, a posiedica je dejctva 

ostalih sastojaka unutar zapremine V. Po svojoj 

prirodi je zapreninska sila. 

Ta osnovu prethodnog moemo da izrazimo jedna5inu bala-

nsa cii3ine kretanja (3.2.1) u obliku: 

(3.2. ) 

uvedene site mo/zu da se izraze na sledeoi 

c7, 5. 
-7 	

) 

dde jc: 

t- -tenzor ncijainod napona sastojka, definisan u 

odnosu na pavrdinu meSavine, 

-povrana koja oc',raniava za -breminu V. 

fo(v 
V 

de je: 

I. -r- ustina za -creminskih sila sastojka. 
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,a
(7,/ 1/ 

V 

c 

r -lokaina ili unutraSnja zapremiroka sila, jer Dred-

stavl - o lokalnu interakciju izmedju sastojaka, tj. dejstvo 

svih c0ta1ih faza na o -tu fazu, u zapremini V. Ovu veli- 

inu rHuesdell zove "prlliv koliine kretanja" /21/. 

1Thrano ace no da napiS. emo jednainu balansa koliine 

kretarja u obliku: 

Uperedjujui ovu relaciju sa opdtiin zakonom balansa 

(3.1), vidino da je: 

f 
) 

-71-7 

pa, koristei lokalni oblik (3.2)-D i jedna Sinu balansa 

ease (5.1.3), dobija]To: 

( . 2. 
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4 
• • 

Prethodna relacija bredstavlja lokalni oblik zakona 

balansa kolline kretanja, napisan za svaki sastojak. 

Izvrsjvsi sabiranje no 	dobijamo odsovaraju6i lokalni 

oblik zakona za mea.vinu kao celinu: 

gde je: 

* 
t- -tenzor ukupnog parcijalnog nabona, definisan sa: '(4 

T • A i   ,/(. 	
) 

.4 	1 	/ 
• , 	) 

q).f -zabreminska sila, dofinisana sa: ) 	t 

(3.2. ) 

Jednaina 

(5.2.E)-D 

J r' bosiedica zahteva da je oblik relacije za 

kretanja, za EeSavinu kao celinu, isti kao odgovarajudi 

za jednokombonentaine materijale. 
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Irethodnom nodlaviju sro formulisali zakon 

kretar ja. T  ovom boglavlju iemo da formuliSemo joS jedan 

opSti meaniki zakon: zakon momenta koli:5 -ine kretanja. 

On glFsi: 

(3...3. 1 

  

;cor .njoj, relaciji coo sa U ozna6ili moment kolisine 

kreta•ja 	-toj sastojka, definisan sa: 

,- / 
i 	

i r ( 	(.0 • 
I 	. 

\/ 

9 '4  
,1,( (o)  T:redstavlja zbir momenata svih ella i spregova, za 

taku 0, a definisan je ea: 

gde je 	-tenzor naponskog spreda 0(-tog sastojka, 

antisimetrian no indeksima j,k. 

164,f,xr dV predstavlja moment izazvan lokalnom 

intereAcijam ostalih sastojaka na 0( -ti sastojak. 
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a osnovu prethodnoz izraza mozemo relaciju (3.3.1) 

da noijSemo u obliku: 

7 
s.)• .:.)• 6  

Ako ul'oredimo ovu relaciju sa opStim zakonom balansa (3.1) , 

tada (:o4emo da "ideiti£ikujeno© opSte velVtine iz (3.1): 

i posJe oredjivenja dohijamo zakon balansa momenta 

kolViine kretanja, u loka1non obliku, za svaki sastojak: 

;de jc 	Picci-ev antisimetriAan tenzor, definisan sa: 
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— 	— 

1E 

1  Eii,k = JrT eii,s<= — Fs 
0 

ako je parna permutacija od 1,2,3 

ako je neparna permutacija od 1,2,3 

u ostalim sluajevima, 

• = Jet 
' 

• rretrlki tenzor, 

• elternativni tenzor. 

poetku ama napomenuli da su velir5ine koje se javlj-

aju u ovom radu definisane u odnosu na pravougli koordin-

atni sister, pa je u naSem sluaju: 

1 o o 

1 o = 1 	, 

o o 1 

tako da dobijamo: 

= 0 

ako uvedemo oznaku: 

(3 . 7'. 1 1 ) t- - 	= % 	Itt4- - 

zakon halansa koliine kretanja za ("( -ti sastojak mote 

kratkc da se napie: 
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(

7 7 _2, • • / 

to zrai da je teezor 	simetrian, 

7 ), 	 771 -2:13.C_TJ 

cvom poglavlju emo da formuliemo prvi aksiom term-

odinanike iii kako se joS zove prvi zakon termodinamike, 

odnosro aksiom balansa energije. 

Ovaj aksiom, kao i aksiomi balansa mase i koli6ine 

kretarja, sastoji se iz dva dela. Jedan deo se odnosi na 

sastoj de, a drusi na me,k1v11.nu kao celinu. 

Pr deformaciji tela, pa i poroznos, zbir brzine prom-

ene uJkupne energije (unutraSnje i kineti±:ke) jednak je 

zblru efekata uehani:iko I nemehanikog rada. Na osnovu 

ovo,e iskaza, ko . i pretstavlja prvi aksiom termodinamike, 

moenc da rj.Seo: 

	

, 	 • 	A,  - (*' 
./) 

de jc 
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K -kinetika energija 0(-tog sastojka, definisana sa: 

-unutranja onergija 0(-tog sastojka, definisana sa: 

x 	o<  e 
V 

e-,  specifina unutraSnja energija 0{. -tog sastojka, 

-efokat rada c) -tog sastojka, definisan sa: 

r 	„ 	0/5,. 	 D"7 1,/ 
cN' 

d 	Aik " 	 ( 	Al 	 / 

- generallsana sila, koja deluje na 	sastojak, 

a javija se kao posledica poroznosti; 

g.( 
- topliotni efekat 2  tj. promena koliCine topiote 

c(-,  to; sastojka pa jedinici vremena, odredjen sa: 

( d -toplotni fluks 	-tog sastojka, pa jedinici povrdine 

do vine 

austino topiotne enersije 	-tog sastojka, DO jed- 

inici zapremine meavine. 

Akc, uvedemo prethodne izraze u relaciju (3.4.1), dobi- 

jamo jednai'iinu baiansa energije, za svaki sastojak, u obliku: 
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Uperedivei poslednju relaciju sa opetim zakonom 

balasa (3.1), vidimo da je: 

_ °■̀  
1.1 	 k 

 

Koristei lokaini oblik opsteg zakona balansa (3.2)-D 

dobijemo: 

Da bismo dobili balans energije za meeavinu kao 

celinu, izvrej±emo sabiranje po 
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Tada obijamo: 

F. de je, prea /21/i /20/: 

-unutrai3nja enerTija meavine, definisana sa: 

EI 
-unutranj1 deo unutraSnje ener gije me eavine 1  de fini-

san sr 

h -sustina sT)oljaSnjes priliva toplote z a me eavinu 

nisana sa: 

ri 

c -vekt or to"plotnog fluksa me eavine , de finisan sa : 

->< 
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cJ I -unutnaenji.deo veItora toplotnog fluksa, meeavine, 

odredjen ea: 

tenzor 
	

CeflnjPpn r7)  meeavinu kao celinu: 

jf 

Takode ra  1 0 
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3.5 TDTH7Gii AYSIOV T=ODINAIKE 

foalizirajui relacije (5.4.1), (3.4.3) iii (3.4.4) 

moglo bi da se zakljui /22/ da se unutraenja enerEdja 

neogranieno poveeava, bez &".,eSCa mehanikog rada, ako 

telu dovederno toplotu, jer je toplotni efekat pozitivan 

i unutraSnja enerL'ija raste na radun toplote. Eedjutim, 

iskustvo pok:azuje da ova nije tano. Tjaime, proces pret-

varanja trmlote a energiju, u. odsustvu mehanikog rada, 

nije -0,coranien, vee -costoji neka gornja granica toplo-

tnog efekta. gbrnut 'croces, pretvaranja nnutraenje ener-

gije u to -nlotu, boa vrS'enja Tnohanikog rada, nije ogran-

d:ien. 

'a osnovu -orino izio:ienog se vidi da je ovaj 

aroces ireverzibilan (nepovratan), odnosno postoji jedan 

deo srJlje ulo end 7 rada kojl ne co r e da se vratl. "Srnisao 

dr7).7) aRiola ireverzibilnosti ill drugog zakona termo-

dinamiko je u -oravo a utvrdjivanju delinine ireverzibilnosti 

torsoc Thaci kcl procesa" /22/. 

TaLle, parena drugom aksiom termodinamike, to -olotni 

efeat no LJcpo da bade veCi ad neke granine vrednosti B: 
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t, ava art s ant 7, 	ai e unriverzalna .constant a , vec3 

ac 	-.- 	a uaviscatj ad t 	sane pr cc e s a 

	

flvc: 	 da as izrazi -Qrelco Clausius- 

duhsvc uclo a Sine /21/ a n 	(za lliei3avinu kao 

celinu ) : 

cf, 

+ 	i6/ 
-dv 

e 	c • 

9 -:::1-1tropii a aesavine, adredjena sa: 

f7 
op;  - uks 	-tad s as t o jka v eliina koja je vez an_ a sa 

nDlot 	.r11)..sort, ali ta relacija za sad nije poz- 

nat a /Y1 , 

-aps oluts a t e 	at, ur a 	-to  sa,st o Ica 

u rre bhodnin aluSajevima , poTr.o.:.:u (3. 1 ) i (3. 2)-D, 

obi 	oks•YT i oblik di si -cativne nejednaine: 

0 

•••ski t or ad anifilci oroces a emo da kat emo da je 

domustiv, ado ja zadovoljena disi -Qativna nejednal na 

(:5.5.1 	ii1  
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7e - inu (3.5.2) mor-,mo da napiSemo u druzom obliku, 

-,Doodrijem rz,a -asniju upotrebu. 

T'ao je pre:Ja 

0i 

nojedrina (3.5.2) dobija oblik: 

esto je orisnc uvosti , uaesto unutrakije energije E 

7.elmhiltz-ovu slohodnu enorsiju 	odredjenu sa: 

(3.5.L) 

ne su: 

'e-sloborTha energija 0( -tog sastojka, 
,q 
y -entropija 0( -tog sastojka, 

r.:.-apsolutna temperatura o(-tog sastojka. Po retpost-

avc 	ss olutna teaneratura je pozitivna. 

5n uneseo slob•dnu enrgiju u - 5.3) dobijamo: 
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Zar.r, no 	(3.4.3)-D dobijamo: 

1. 	 \ 

odnosT a: 
T I  

pk t,L , 
u __F   

Jt hl  )4( ( /- 

I ctr-) . 4 A// 	7 -)<  4 ._..'< 4-  /1(21 , r, ;!. -- 
T ' '“ 	' J,k 	'f ',,' 	7 	i.) .-  

, D'ir  
t 	 l: '` 7 /1,  0 ,p 71  

KaC 	 odgovarajuce diferenciranje i grupierno 

dobijamo: 

 
I 	

, 	l' .,  
--- — , , , 	. € p  7 	- - .... 

TY': 11 3< ff 
cy ' ).' 7-\' 4 	f 7 12 

( 	 -7- 

odnos -f a: 

IrT 

/ 

/7 	[7:-  
• „' • 

.>- 0 
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ncjednaina postaje: 

	)4- (e— 96;(--Tr7 (4 

disipativna 

za me6avine kod kojih su temperature sast-.3p cijaTho, 

ojaka jednale, tj. 
4 2 I ii 
- 	= 	- • • • ril 

( 

k 	
'R .  4  Pik(  ifk 	15.k_ 

- f), N D 	
o 

i- 	- 
Ovaj poslednji oblik disipativne nejedna6ine demo 

kasnije da korlstimo pri izvodjenju konstitutivnih 

relacija. 

(3. 5.9 ) 
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4. KaisTITUF7vUE J T,TArg 	A POROZNE MATERIJALE 

ZakLoni balansa mase, koliine kretanja, momenta 

kretanja i balansa energije su isti za sva 

neprekidna tela i ne zavise od svojstva i ponaSanja 

pojedinih tela. 	 poznato je da tela od razli5itin 

materijala razliito reaguju na spoljne uticaje. Ovo je 

uslovljeno prirodom materijala od kog su napravijena. 

lakle, reagovanje tela, tj. njihov nodgovorn na spoljne 

uticaje, treba odrediti nekim relacijama koje karakteri6u 

njihova materijalna svojstva. Ove relacije, sa fizikog 

stanoviSta, Tiredstavijaju jedna6ine stanja (termin uobi5- 

ajen u termodinamici) iii konstitutivne jedna6ine (termin 

uobViajen u mehanici kontinuuma)/23/. Nedjutim, kako su 

materijalna svojstva vrlo slozena, ove relacije ne opisu-

ju u botbunosti njihove karakteristike, vea isti6u samo 

domiTantne osobine. 

n-Jco je v e re D eno u uvodu, naS zadatak je da odredimo 

polj: gustine, poroznosti, temperature i pomeranja. Da 

bismn odredili eve nepoznate funkcije na raspolaganju su 

nam, za sada, jedino jedna'line balansa: mase, 

kretanja, momenta koli%iine kretanja i energije, za svaki 

sastojak. 
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Navedimo ova jednaine jo'L' jednom: 

?f:  ( 
)( 1)1 

(4.2) 	 LI 

= 0 

j7, . 
j) t

•
(bt  

/v o< 	 1? : 	0c2 ,0( 

JE 	 6 e 

Pared ovog skupa jedna'iina imamo ± disipativnU nejedn- 

ainu: 
IPV-,(< ±),) -<  rT 	(21. 0(_ 

( Dt 

JA 	ilk (Lk(' 

koja nameaa odredjena osranienja na konstitutivne jedna5ine. 
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Aka malo analiziramo ovaj skup (4.1)-(4.5), vidimo 

da imamo sledeee grupe promenljivih /5/: 

( 4. 6) 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

m D" • -7 n 7 

c( 
h  

, u i  

t 	r- ,oc ;IA 	
r"  I I 	 N  $ nl ilz • 

U prvoj grupi (4.6) se nalaze veliaine koje, prema 

postavljenom zadatku, treba da odredimo, a koje predstav-

ljaju nezavisne promenljive. Ira ih ukupno ( 5 0( + 1 ), tj. 

3 0( (x) + 1 (T) + 	(n) 	 5 04 + 1 . Nedjutirn, 

prema. (1.6)2  imamo jednu relaciju izmedju n° 4 , pa ostaje 

( 5,( ) nezavisno prornenljivih veliana. 

Napomenimo da je po6etna raspodela gustina rc poznata. 

U drugoj grupi (4.7) se nalaze velioine koje su po pr-

etpostavci poznate ( gustina toplotne energije, zapremin-

ske site ). 

U treCoj grupi (4.8) su veliane koje se mogu odrediti 

preko ostalih veldina (brzina (2.5), relativna brzina (2.7), 

unutraSnja energija (3.5.4)). 
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I 170na^,no u poslednjoj grupi su ve1i6ine koje zavise 

ad skiTa promenljivih iz (4.6), tj. zavisne promenljive. 

Ako ].qpiSemo konstitutivnu jedna2iinu za svaku ad ovih 

zavisnih veliina: 

.( 

= 	/ s\ /, 

oe = r / K / 

m = 	/ 	/ 

= q 	7 / 

(i t . 1 c) 

= M / 7 /, 

- 4 / / 

= 	/r/, 

imaemo potpun skup jednaina za odredjivanje veljjiina 

iz (.6). 

/K/ je oznil.,en skup nezavisno promenljivih, koje 

€,.o iosebrio napisati za zasiene l  a posebno za nezasioene 

sredine. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 
LL9 

 - 

Habomenimo da relacije (4.1o) nisu proizvoljne. One 

moraju da zadovolje drugi aksiom termodinamike (4.5), 

tj. treba da su termodinami6ki dopustive. 

Pored ovog ograniaenja namece se joa jedno, kao posle-

dica brincipa objektivnosti t  Matematiaki reCeno ovaj 

princip kaZe da konstitutivne veliine treba da su invar-

ijantue u odnosu na grupu ortogonalnih transformacija. 

Procesi koje posmatramo su disipativni. Izvori disipa-

cije au viskozni odgovori tla i fluida na mehaniCke utic-

aje, zatim interakcije izmedju faza, proces provodjenja 

toplote, difuzija i drugo. 

Uobiaajeno je da se pri posmatranju disipativnih proc-

esa tenzor napona i neke drue veli6ine, razlole na dva 

dela: elastiani i disipativni ( t = e t + At )• To oemo i 

mi, kasnije, da uradimo. 

Pri pisanju konstitutivnih relacija (4.1o) koristili 

smo princip ekviprezensa, tj. pretpostavili smo da su eve 

konstitutivne veliine funkcije istog skupa promenljivih, 

dok se drugaaije ne dokaZe. 
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5o ONO 

4.1 YCNSTITUTIVNE JEDNAINE ZA ZASI1ENU POROZNU SREDINU 

Vee smo rekli da Cern° zasienu poroznu sredinu da pos-

matramo kao dvokomponentalnu meSavinu. Ranije izvedene 

relacije su vaZeae l  s tim to u ovom slu6aju c,mole da 

buds 7 ili 2. Sa indeksom "1" Oemo da oznaeiavamo veliCine 

koje se odnose na skelet, a sa "2" veli6ine koje se odnose 

na teeinost. 

U daljem radu eemo da pretpostavimo da su temperature 

sastojaka iste, tj. 

1 	2 
(4.1.1) 	 T =T =T 

to je fizi5ki opravdano za probleme na koje zelino da 

primeoimo ovu teoriju (konsolidacija). Naime, temperatura 

vode, koja se zadrzala u porama, ce posle izvesnog vremena 

da se izjedna5i sa temperaturom skeleta. 

Ovo zna5i da naea teorija ne maze da se primeni na 

oblasti u kojim se javljaju lokalni toplotni izvori. 
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Pretpostavimo da je pona2Sanje fluidom zasiOene porozne 

sredire odredjeno sledeeim skupom nezavisno promenljivih: 

k (T T -k/kil 	(1.). 	 t:4) 
) 	

pf 	x)t-t 

Pri izvodjenju konstitutivnih relacija koristioemo 

disi -oativnu nejednainu (4.5): 

(4 .1 .) +N 	 ' - kj (1,k 	7k- IA 

JL C'A 
Proma (1.6) 2  i (1.12) moemo da piSemo: 

("2" 	41 4  D 4  (4 - n )  

4 P 4 	D 21.1 

Dalje, prema (3.2.6)-D, molemo da uvedemo sledeou 

smenu: 

o .  

2 ! = -r= r_ (4.1.5) 
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52 

pa zbir Vf qostaje: 

)7 
0( 	0( 

r. V- 	= 	(v?. 	) = r. z 

Na osnovu (4.1.4) i (4.1.5) poslednju nejedna6inu 

moem( ,  da napiS'emo u obliku: 

 DT)  

— 	 1/; 	0 

T
T 1 	2

- 
 

pde jo: 

Promo, (4.10) i (4.1.2) siobodna energija sastojka je: 

n 	2 • , 

k
K R 	 f  • 

 ) k) KL ) 	2 	
) 
-( / 

pa zadobijamo: 
-77--  

 

,,C;'„ * 
P i 	OT 	fit - 	a -7)--1 . 	.p.  

+ _ 	v  1 	 
(f-t4k) Pf I Pt / 

apc<  .piri 	aAIL--x:  Pc' f; 	a\k D .  -1- 
 

+ a n 	,P-. 	, a . ',72-  h1 	11, , 	.P4- 	• 
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Ako ovo uvrstit -clo u (4.1.6) dobijamo: 

/3  rt. 
T Dt ?T. E 	dt ('  

— 	 i ,..( 	 -d'It  '  — 
4 	" 	, 	-i )( ,, 	(/1 

kL - 	LM 	 ‘14. 	i) 1,4  • 	c 
tC,Lo- 

 K 	
-k- 

[",// 

k. 

+x 
/ 3  

k , K L. 1)(' ( 1 --1' ' )1 +      + . 	C.  _ 	d f): P 
 ) 

a°  ov. 	sp c'T 
4 

( 4- .1 

4- 
D -t 

	 +4 - y 

Kako 
	(z.a Tiescartes-ov koordinatni sistem !): 

DL 

X 

K 

y 1) 1
• 

(4 . 1 . )-j3 
, 

pre• .qa (3.1.2): 

(4.1.1o) 
p n 

	
2 /1, 

Pi 	5I 
vJ 

bre -Lb odna neednaina roe da se napiSe u obliku : 
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dobiarju nejedne?iine (4.1.11) iskoristili smo i 

(2.11) 

(4.1.12) 

da bi izrazili odovarajuee lanove, 

'Kai se L7mpiSu odFovarajuoi cianovi i iskoristi: 

(4.1.1 3 ) 
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..r.ejeclna?ii_na (4.1.110 je linearna po sledeCern skupu 

nezavi.sn_oaTier, 1 ti v .-1h : 
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-oa da hI vai1a za proizvoljan proces, potrebno je da 

koeficijonti uz te ianove budu jednaki nuli. Na osnovu 

ovog slede rolacije: 
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Diipativna nejednaina postajo: 
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Tzrazi u zasradama nam suceriu da rastavimo veli6ine 

r na dva dela, tako da je: 

f 	Y eiK 	av, k  

(4.1.17) 

z 	2_ 

K 
/ 

91‹ 
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p z e t)kfrs 

J**JÀ  	ke 

4 	" 
• 	7

• e 

na konano dobijamo, za disipativnu nejednainu: 

d 140 1 k)( 	d 	± 
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TJ':.d -imo sad disipativnu funkciju D definisanu sa: 

-ireverzibilne termodinamike sile, a 

-generalisane brzine. 

Napomenimo da ovaj izbor nije jednoznaan! 

relacij1 (4.1.19) smo uveli smenu: 

T fP //It . 

i iskerlstili simetril'inost tenzora r -

' 

 da bi napisali: 

_ E  - t 	.t. 	d 

Ni .emo za ireverzibilne termodinamijike silo da izabe-

rem° siedeif!.e veliine: V
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tada nu odgovarajuae generalisane brzine: 

OnEacer je predloio linearnu kombinaciju izmedju ovih 

velifiina /31/, /32/: 

, ( ,t ) 

= 	
no( 

<co 	 (0 ) 

g e su L")  Onsager-ovi fenomenoloki (simetri2ini, 1:'4/  = 	) 

koeficijenti. 

:edjutim, Ziegler /33/, koristeei princip ekstremuma, 

izvodi oHste relacije izmedju generalisanih termodinami5- 

kih sila i brzina i formulie princip najmanje ireverzib-

ilne site: 

(4.1 .2?) 	 - A 	. 

;de je: 

 

D (4 (e)  ) . 
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Pr ;ma (4.1.21) disipativna funkcija zavisi od sledecih 

( 4. 1 .25) = 	(d 	• m 	ri1 	x' 	• V. ) k" ) 

(4.1.22) dobijamo nelinearne konstitutivne 

za ireverzibilne termodinami6ke sile: 

pa prema 

relaci 0 

dD  
a /11 -A dcr'. ) 	 a  V. 

jTa osnovu dobijenih relacija (4.1.15) zakljuCujemo: 

1. slobodna energija ne zavisi od Tat i VE  ; 

2. A i  nije funkcija od T,z  i n. 

1:edjutim ova oranji6enja, koja su posledica drugog zakona 

termodinamike, ne uproe6avaju narn mnogo ove, vrlo opae l 

 relacije. TTa ovom mestu 6emo da u6inimo neka ogranj2ienja 

koja ae uprostiti ove opSte relacije, a fizi6ki su opravdana. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



— 01 — 

pri izvodjenju relacije (4.1.15) poli smo od 

principa ekviprezensa, tj. pretPostavili smo da konstitu-

tivne relacije (4.1o) 0(-tog sastojka zavisi ne samo od 

of -til promenljivih, veo i od ostalih. Nedjutim, za tako 

zvane nemeSajuOe meavine uvodi se, umesto principa ekvi-

Prezersa, "postulat nemeanja" iii "princip fazne odvoje-

nostiY. Ovaj princip su, prema /28/, uveli Drew i Segel /3o/. 

Treba napomenuti da ovaj postulat ne mole da se prime-

ni jedino na Kanove koji se odnose na interakciju izmedju 

faza, jer of i izraznavaju dejstvo jednog sastojka na ostale, 

pa u tom smislu treba da, zavise od svih promenljivih 

(ekvi ,- rezens). 

Par posledica prihvatanja ovog postulata je nezavisnost 

.4 	o( At od 	X 
K 

)
k(L 

ad Y 'fc,1‹ 

pa dobi_jamo: 

))//''')( 
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111( 

1 	f d kki  y 4  

ki k V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



—62— 

Pored ovog, u daljem radu demo da zanemarimo uticaj 

naponEkih spregova, a kao nosledica ovog je nezavisnost 

Ai  on 7 n14 	pretpostaviCemo da je /21/: (11 = jg, tj. A =0. 

Ove roslednja pretpostavka nam uti6e na oblik disipat-

ivne funkcije l  koja sad dobija oblik: 

(4.1.25) o( ( oct 	J 
+ urilTT, ) - ctr,i  • 

Slobodna energija je sad funkcija oblika: 

( 4. 1.26) = ■fic"' 	( T 	x a's • n • ■ '. ) fc,„10 

Zbo zanenarivanja naponskih spregova 

= +°( 

tenzor napona postaje simetrVian. 

Na jeimo sad konstitutivne relacije: 

T ke 	' 

	 A 
3 1)  

)* ■ 	-A el< 

(4 .1 .29) 
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Uvrstivei ovo 11. (4.1.27) dobijamo: 

- 

1 A eit  

(4.1.29)-D 

'd 	2 	2 

Nedjutim, kako je prema (3.3.5) tenzor napona simetrian 

potrebno je da vasi: 

(4.1.28) 

Ovaj izraz predstavija uslov objektivnosti /32/ za 

slobodnu energiju (4.1.26) i konstitutivne relacije (4.1.27). 

Prema (4.1.26) slobodna energija je funkcija od 98 + 3 

nezavisnih velViina ( T; x 	; n; e), pa sistem od 38 

parcijalnih jednaina (4.1.28) ima 68 + 3 nezavisna 

integrala. Ako sad uvedemo Lagrange-ove tenzore deformacije 

KL umesto xk ' sistem (4.1.28) ima opete reeenje oblika: 
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gde silo sa p oznaili termodinami5ki pritisak: 

tot -Az 

4.2 TMEAP7E KONSTITUTIVITE RELACIJE I JEDNAOINE POLJA 

ZA ZASI= SREDINU 

NaTred izvedene konstitutivne relacije (4.1.29) su, 

i pored uproSdenja, veoma sloene i neprikiadne za mnoge 

primenc.U ovom poglavlju demo, iz tog razloga, da posma-

tramo infinitezimalna pomeranja (linearna teorija) ± na 

taj nain 'osnosobimo" ove relacije za dalju primenu. 

Pos -flatrademo mala pomeranja u odnosu na ravnoteZni po-

lcAaj, u kom su gustine temperatura T o  i poroznost n o  

konstaAtne. Promenu ovih ve1iina , u odnosu na ravnotezni 

pololaj moemo da izrazimo u obliku: 

(.2.1 

171 	m 	404, • n  ___ no  + ) 

pri ou e: 

/51 	rp 	= /f;/<< 	/n - n o / = /N)/< 	1 ; e i,:= 4Le 

-0'3 	•  , t  ) 	 ( 1 + 	) 44, 

Pelicije za gustinu su dobijene iz balansa mase. 
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V -e; smo ranije rekli da u linearnoj teoriji izezava • • 

razlika izmedju Langrange-ovos i Euler-ovog tenzora defo-

rmacijo: 

= e ke '41< 	= P (k ) e) ° El( 

Pored ovor imamo ± vezu izmedju gradijenata deformacije 

i vektora pomeranja: 

-•z  
=  

fc,K 	+ P0,(  ) mk • 

Dalje, u linearnoj teoriji se 	svodi na q't! 
a 

= -107 • 
rn tr'( 
2. 013,°` i • 

Posiatrajai (4.1.P9) vidimo da se konstitutivne rela-

cije i rarava.ju preko (0( + 1) funkcije: 

- slobodne enersije rL. 

= 	( 	• e°1tet '• 	) 

disiDativne funkcije P: 

= P ( (3'),K • 
- 1 4,t/T ; 	 ). 

Pretpostavimo da su ove funkcije neprekidne ± diferencij-

abilne, tako da moemo da ih razvijemo u red, u okolini 

ravnotenog poloaja. U linearnoj teoriji se, pri razvoju 

ovih funkcija, zadravamo na drugom stepenu; 

A T 	; 	+ Ir((t9) 2 7t-  

A,' )  

4  1,-  
1 	 • 

-0.1 -7 	4Ihe dj.  dfe 	y 

+ 
4 
	z C k 01. V 	(124 0 kf 	 k 	ft, 
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Za ovako uvedenu slobodnu enerdiju i disipativnu 

funkciju konstitutivne relacije (4.1.29) Dostaju: 

1 tt  

' 

LA 

4 ) 	4 

4 	4 
4 	0( 4 C 12  r ke (4( +tihe 

(4.2.2) iv.z 
?k t T 

re; 
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Kor ano moero da izraunamo polja pomeranja, tempera-

ture :1. poroznosti Icad poslednje relacije unesemo u balan-

ce ko1iine kretanja •- ■ energije: 

p• E. 

:40 c. - 4  P- 
2 

"jk k 

' /1.1( 4 ) 
4 

0 4 i  , 	11 	1.9_) *2 
( 7 V + ,111 v ilijj;i  

T 

4. 	4 • 	 AA.  70-  
ir A 	- , A 	-  

_4.. 
I  "I f lit  

+ A 
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gde sn:o uveli sledeCe oznake: 

ovaj nain smo dobili cistern od osam diferencijalnih 

4 jednai_na za osam nepoznatih ( p; p i ; n; T ). 
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4.3 DPJRcY-ev 211KON I jLDNAnITJA KONSOLIDACIJE 

Ynogim knjigama i radovima o poroznim, 5vrstim 

telime govori se o Darcy-evom zakonu, koji daje empirijsku, 

linearnu vezu izmedju relativne brzine (izmedju sastojaka) 

i pritiska 2. 

dick-ovom zakonu difuzije u meSavinama i Ohm-ovom 

zakonu u elektrodinamici i ovaj "zakon" je uproSoen oblik 

jednaine balansa koli 3ine kretanja /15/. 

Pod nekih primena ovog zakona govori se o njegovom 

vaenja iii neva;:enju. Da li je "ne vazenje" posledica 

zanemarivanja nekih 31anova? 

naSem sluaju balans koliine kretanja za fluidnu 

faze iia obilk: 

( 1 1- . 3. 1 

Ako u ovu relaciju uneseao konstitutivne relacije (4.1.29)-0 

dabija:lo: 

( 1 .-.2 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 7o  - 

Iz definicija ve1inina , koje se javljaju u (3.2.2), 

vidimc) do sm.() ih odrediii u odnosu no povr'Sinu (zapreminu) 

meeavfne. Promo tome i napon t
2 

je odredjen u odnosu na 

novri3:1nu meavine, pa sa moemo, promo (1.5), napisati u 

VelV!,ina tz /6!- je ustvari stvarni napon u fluidu l  jer je 

definisac u odnosu no novranu fluida, 

do 	Jo oznaena povrSnska poroznost. Medjutim, kako 

je norumenuto u /17/, u mnoim konkretnim slu%iajevima 

novra7Lska i znreminska noroznost su pribltTho iste, 

paE,•)mo 1 mi do 1h izjedna ' imo, do bi nose rezultate 

unorediti so vem dobro poznatim relacijama iz mehanike tia /18/. 

Pakie, za doe napona koji se odnosi na hidrodinamiCki 

flvaho lesana ve1iina P se zove porni pritisak /12/ 1 /17/. 

Mad je unesemo u relaciju (4.3.2) dobijamo: 

( f .3.5) * 
31)  

J 	-1- A 	4 
?Vz • 

( (12 Pi") 
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linearroj teorjj -i disipativna funkcija je kvadratni 

- ap Polincm (nanred definisan), pa izra&Linaysi 	dobijamo: 

2 • f_ 	d 
2 	 - 	 + A - 7 j KZ_ 

U 

±) (Cz 4  C'i lk 	C721c c'114: 	7 

slu aju kad nretpostavimo da je tenzor otpornosti 

izotronan, nrema /12/, moemo da pa izrazimo u obliku: 

A 	- 

n 
pUs 1 ,-,  • t.,; " • 

- dinamika viskoznost, 

k - unutraSnja pronustljivost skeleta. 

Sad relacija (4.3.4) 
2 , 2 

(4. -3.5 )  

nostaje: 

+A C-iC 	4C. 

3necijalno kad su u nitanju kvazistati6ki procesi 

i kad zanemarjmo uticaj zapreminskih sila i viskozne 

toplot:fle efekte, r7ornja relacija se svodi na: 
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(4.3. ED 

Sto predstavlja relaciju koja se u mehanici tla zove 

Darcy-ev zakon /12/, /13/. 

Na osnovu svega, napred iziozenog, zaklju5ujemo da je 

relacija (4. 3 .5) uopSten Darcy-ev zakon. 

, _m1A KO7SOLTDACIJE 

Jedna^.ina konsolidacije, relacija koja se tako zove u 

mehanici tla, nije niSta drugo do jednaina polja za 

poroznost (zapreminsku). 

Ovu relaciju 	da izvedemo na na±.",in kako se ona 

izvodi u mehanici tla /18/. 

Pri njenom izvodjenju kombinuje se balans mace (3.1.2) 

i Darcy-ev zakon (4.3.5), a pretpostavlja se da je 

= colst. (nesti ljivi sastojci). 

Rel'acije (3.1.2) 	u ovom sluaju, da napiemo 

u 

(4.3.7) 
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Kako f l-a/41) r , a r= const., dobijamo: 

(HI 
) t .  

 

Uvedin.o sad smene /1 8/: 

 = —JO 

pa dolijanio* 

a 

—0 

1"  • I) / 

Cduzimajui relacije (4.3.9), dobijamo: 

(4 . 3. 1 )) 

Posiednju relaciju 6emo da kombinulemo sa Darcy-evim 

zakono i, da bi eliminisali brzinu skeleta 1°/ 1 . 

U sluaju linearne teorije, Darcy-ev zakon (4.3,5) 

iina ob ik: 
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Kf 

je 

- 7t.  - 

(7-. 1  

1-/? 

relacija (4.3.11) moe da se napie u obliku: 

2 	2 	+ 

Kad poslednju relaciju podelirno sa /ttn/k, zatim 

difereaciramo po x i iskoristimo (4.3.1o) i (1.15)-D, 

dobija .no: 

'2_ j 2  ) 

   

    

(4.3.1 ,?) 

 

(

k  PI2 Nn ' 
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Cac bismo u boslednjoj relaciji zanemarili sve 

sere bodv&ienih, dobili bismo jednar':inu konsolidacije iz /1 8/. 

Cdevde zaklju'iujemo da je nada jednac.:ina konsolidacije 

(4.3.12) opStija u odnosu na navedenu. 

; ..T .F1UTTV7:.TE JEDNAE ZA TIEZASI . )E -:111 POROZNU SPEDIUU 

ezaslenu poroznu sredinu cemo , kao Sto je napred 

re^,eno, da posmatramo kao trokomponentalnu mesavinu. 

Panije izvedene opdte relacije emo da koristimo u 

ovom p• glavlju, bri 	(-) 	da uzima vrednosti 1,2,3. 

Kao i 1 brethodnom poglavlju "1" i "2" de da se odnose na 

skelet i te^:nost, respektivno, a indeks "3" na fluid koji 

se raztikuje od "2". 

T u ovom poglavlju ^enio da uzmemo da su temperature 

svih sastojaka iste: 
2 

U 	U = n3 
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PretpostaviCemo da je ponaeanje fluidorn nezasiOene 

porozne sredine odredjeno siede6im skupom nezavisno 

promenljivih: 

• y 	„)(/' 	1 5 iS 	V .1-(-1  

' 

Prj izvodjenju konstitutivnih relacija koristioemo 

disipEtivnu iejednainu (4.5): 

9 6( 	7-  
) 1L 	N 

(4.4.2) T I  

Prena 	, 	i (1-16) moemo da pi6emo: 

411 	 nfr1:34 -52  

(4.4.3) 

-/511z. ):3  1 114Sz) Dpat5z +f: M3# 621 Vt 32)  

d e rs) 

:1 
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3 ri  = 	-r. 

postale: 

2 " =  
31 

— 77 — 

Da] je , prema (3.2. 6)-D, imarno: 

osnovu (4.4..3) j (4.4.3) poslednju nejednainu 

nio?_; erne da -na-pi_Serno a obliku: 

1;:-T rr`e .+AY; (. r. a' , D-1 	 0 
Di 	 't 	J'It 

( T 	fic  I(  e• 24Yk 

A71 2- 	3
1 	

ISz 	c),3 3  --Fi 	 r Ai /1 Sz  • Y 32- 0 k 14€ 	-* - 5z 	DI- 	-A' 	ic t 	• 
Pre qa (4.1o) i (4.4.1 ) slobodna energija sastojaka je: 

.s 
•,),( 	 ) icL I 	) 	 ) z 	* 

pa za Tr- dobijarno: 

+ 

• -/K 
-74 	h 71- 	?,4(  

	 fj  f 	• 	 z  ?)/1D 	d  

(  

, 

(4-• 4.7 
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Dalje, ako iskoristimo relacije (4.1.9)-D, (3.1.2) i 

izirrSi.mo odgovarajude diferenciranje, poslednja nejedna6- 

ina moe da se napiSe u obliku: 

'± _ y 
's T Ti7 	 + 	jk,K -t  

- • 	 K 
oz) Kl_ 

n )Y  P ISz  
tJi 

4 	_ 
iT 	Pt 4.  

Y52 
( * 	- - 1?

?
f, A I - z 	,D - 

3 3 p'sz  
( a  5,  -Hif4M 

•)- 	p IT 1 ,S 
j'T fr 	f:„P 

(4.4.8) 
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—2_ 
-0) 5z 

+1(1c), 	 D 	-n 

2 
1),1 

t=2).3 

— 8o — 

gde 

jednaina (4.4.8) je linearna po sledeeem skupu 

nezavi_sno promenljivih: 

.1), '' lit 	) • 
• v 

) 	f) kz_. ) 	k/ la."1 

pa da bi va -/Ala za proizvoljan proces, potrebno je da 

koeficijenti uz to ,51anove budu jednaki nuli. Na osnovu 

ovog slede relacije: 

-)4/<    0 
() -1)-( 

( 4 .4.9) 

_?* 1  

Sz 
 

	

a 	  

 	 4  

d
4  

	

s(,) ,‹ 	7  
0( )`P' 	19 2z 

,‘ + 
,1)1-• 	6i< 

7   	)= 
qk  

ec,(t.4 1 /X1) 4_  
(;,1,771  L ).)e Of: Vi 	doY 

T  	p 	 

J 
d.y. 	34E- 	3  

= 0 
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Disip&tivna nejedne.,ina postaje: 

3 	3 \ 

) t.  

T 	T 	110 T;i. 	 "k. 

2 21 	3 vi  34 	(2- 	̀111 	3  ?Y 3  ).,k 	7 1  VI: 	—1— 	)7c 	
()K 

( 4 .4. 1 o ) 
iC"'+-f 3 d' *3  v 34)--)-- * ?Lk .? 

?* 4 	p3 	3 	L 	2. 

+ 3 	2 iX • 	. * 	y< ), 

a+ 	12. 	3 Ye/  3  32) 
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X144- 

Ka(. i u prethodnom poglaviju rastavieemo sledeCe 

tako da je: 

-1/  r 	 • 	 1:.•,  

9 1(  

( d>" 
, 	1,K 

(4. 4. 11 ) 

c  X L  

3 	3  
e 	

LP: 

pa kon ,Vino dobijamo, za disipativnu nejednainu: 

?4,?` 	 0C 

TCC' 	dT 
I 	f:Y 	 -/3 jj k 

U ovom sluaju disipativna funkcija D je odredjena sa: 

-(7 ÷ 7-1)/I  

(4.4.1:5) 
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pri 'iemu smo pretpostavili da su brzine fluida 112 It 

priblino jednake, tj. V 	a i uveli smenu: 

Za ireverzibilne termodinamVike sile demo da izabererno: 

a za peneralisane brzine: 

(4, 4. 15 ) 

. 

1 ,(q)  

„ 	Z7 	C. • 	- 

) 

pa prema (4.4.15) disipativna funkcija zavisi od: 

(4.4.1)) 2iL . 0( 	 v) 
; V T , 

tako da, koristeci (4.1.22), dobijamo nelinearne konstit-

utivne relacije za ireverzibilne termodinamiclke sile: 

(4.4.1?) 
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Analizom relacija (4.4.9) zakljuujemo: 

Tolistitutivne relacije cemo da uprostimo, kao i u pre-

thodnom poFaavlju, prelaskom sa principa ekviprezensa na 

princip fazne odvojenosti. Zanemaridemo i uticaj naponskih 

spregova, tako da disipativna funkcija postaje: 

(4 . 4.18) (-0/. + LT) 7_,,sre • 

T 

a slotodna energija je funkcija oblika: 

(4 . 4,19 ) 

(4,K ) 
• 

1, 	• 1/) 

Fonano mo3emo da napiSemo konstitutivne relacije: 

(4 .4. 2 o) 
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odnosno, kad iskoristimo uslov objektivnosti (3.3.5) 

sloboCna enertTija je funkcija oblika: 

pa 

y i ± A 

3 ( 1 	r 
ia_ 

(4 . 4. 2 1) 

   

    

) 	dT 9 	dn 

5A. 
"t. ° 

   

Prv9 dye relacije mozemo da napiSemo i u obliku: 

4 	d.D  
) 

dp = 

":7 	a00.4  

u sluaju linearne teorije, to je predmet sledeoeg 

poglavlja. 
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(-41re. 	2 

ro'r) c;:e_ 

5, -9./S + 
(4. 5.1) 

4.5 liT=APHE KONSTITUTIVNE RELACIJE I JEDNAaINE POLJA 

ZA NEZASI ENU PGROZNU SREDINU 

TI ovom poglavlju cemo da linearizujemo opae konstitu-

tivne relacije (4.4.24) i da na taj na6in omogueimo da se 

one primene u praksi. 

Koriste,1 isti postupak, kao pri linearizaciji konsti-

tutivnih jednaina za zasieenu sredinu u poglavlju 4.2, 

pretpostavi. emo da su slobodna energija i disipativna 

funkcija oblika: 

go'`) 	 Y-,ie'e,zi7( 	Yo' t 
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gde su: 

Za ovako uvedenu slobodnu energiju i disipativnu 

funkciju konstitutivne relacije (4.4.21) postaju: 

(4.5.2) 

7 1.  
Y`.  

-+ 	v. 	-f ei 	) 
koi. 	T ) 

— 4,7 -I- 	54°< /5+ 
/ 

+- F 

 

+A 19 4- Ig.eç + g° ) 4 	) 

= A( + 	+T 	0.0 
Tz 	 "tik 	). 
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 9-111] 7T 

-ola 2ino moemo da izra'iunamo polja pomeranja, tempera-

ture, poroznorti i stepena zasicenosti kad poslednje 

relacfje -lese ,no u balance 1-c.oliine kretanja I energije: 
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prethodnim relacijama uveli smo siedede konstante: 
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dodatku. Como da izvedemo relacije koje nisu u potpu-

nosti date u radu, a smatramo da nisu sasvim o6igledne, 

da poetku izvedimo jednu identi6nost, koja se 6esto 

koristi u teoriji meavina, a na nju Cemo da se vise puta 

pozoveT.o. 

Posmatrajmo neku veliinu p (x°( ,t), koja se odnosi na 

meaavilu, a vezana je sa odgovarajucim velViinama sastojka 

relacijom: 

Ona no e da bude skalarna, vektorska ili tenzorska. 
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•edjutim, u naem sluaju je, prema (3.1.3), A= 0, pa 

konano dobijamo: 
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Yoristei clefinicije (1.5) i (1.15), dobijamo: 
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Prema (2.15) imamo: 
2. 

(ds°(  , g t,c  x;$ X d4 (14 ='
kL dX:dX 

'dferenciraju:i po vremenu (materijalni izvod) 

dobijamo: 

,J ,71 k 	k 	') of: ( olX 7eciy:(/  j  

z) - C„ 07,T t  X 	ckL  04, ct/A/L  

/ 0( 

Fri diferenciranju smo koristili: 

d 
/4 
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Sa (3.1) postulirali smo globalnu jedna6inu 

balansa: 

Pc' y 0  	cr.: 
V 

ndavde, diferencirajuai levu stranu i primenjujuei 

Greer-ovu teoremu, dobijamo: 

	06, 1_ 1): 4114)„. p aC. 	Ac ,!) dev 

-11 

	

V 
	

V 

	

Kako je -(d7) = 	dV dobijamo: 
Pi 

ce pc,  c.( f( 	 	  1J4 100  
 k; 

V 

Kbnano, za oblasti u kojima su odgovarajuae 

neprekidne, siedi: 

c( 
L) 4 r 6 
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preko gustine P t  
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PP 
	19 2  ( nif 4 :114) 
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vt 

Tzrazimo sad 

p 1i:( 7. 	:94 - 

Di- 

r  h4?1 

1 	1),_ 	r°1 

Cvde smo iskoristili sledece relacije: 

Dalje l  ako uvrstimo ovo u po5etnu jednakost, 

dobijamo: 
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Cycle smo iskoristili (1.6)-2 i (1.8): 

'a ovaj na^in smo dobili prvi izraz za relaciju I. 

Thrazimo je sad preko n i e. 

Prethodno izrafunajmo potrebne veliine: 

do / .r /(i 	f,1 fo€4,1,14  

p 4f1 4  ) 9?  
Dt 	,Pt 

 061  = 	 of 	, -) 	= 
 ale  

. 

Da bismo dobili prethodnu relaciju izrazili smo 

e u funkciji od n: 

a odavde sledi: 

1—n 	1—n 

tj.: 

Uvrstivi prethodne relacije a poslednji izraz 

za I, dobijamo: 
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' nit 	it ) 
.0 	T1.) LC r1 ( 

f  P ie 	f 4C 	 fte,  fr t. ri  
94 e- Pi 	pf ( r / + 1_ 

ovaj 	sine dobili relacije (3.1.5)-D. 

( . 2 .5 

Pri izvodjenju ove relacije koristi6emo 

identinost (D), izvedenu na poetku dodatka. 

U ovom sl&aju je r = v rq, v, pa dobijamo: 
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Yoristeci prethodnu relaciju i (3.2.4), dobijamo: 

,0( 

p ),/ 

Odavde, na osnovu principa C, str.5, sledi i 

(3.2.8)- 

4°<=0 
,)( 

( 3. 3. 3 ) -D 

Polazeoi od lokalnog oblika oi*teg zakona 

balansa (3.2)-D, pri emu su odgovarajuee 

veld2iine definisane sa: 
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— lo o 

Prvi 1an je jednak o, jer imamo kombinaciju 

simetri5nog ( 41) i antisimetri6nog (E,i k ) 

tenzora, a drugi clan je jednak o na osnovu 

(3.2.4). 

Polazeoi od lokalnog oblika opgteg zakona 

balansa (3.2)-D, pri 6emu su odgovarajuoe 

veli5ine definisane sa: 
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iDalje l  prema (3.2.4), izraz u zagradi sa leve 

strane molemo da zamenimo sa r, a prema (3.3.4) 

izraz u zagradi sa desne strane zamenimo sa NI ci 

pa kona5no dobijamo: 
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odavde, prema (D) dobijamo: 
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Dalje, kako je: 

.=" 	.(? 1(1 

prema (2.8)- : 

---i 	afe<7, 	 — DV:  — De  

to izraz za gJ, koristeei (3.4.3)-D, postaje: 
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ZAKTJTJAK 

Cilj naSeg rada je dobijanje adekvatnih konstitutivnih 

jedna?iina za viskoelasti5nu poroznu sredinu i zatim, 

sa tako izvedenim relacijama, dobijanje jedna2iine konsol-

idacije. icaglaSavamo adekvatne, jer postoje radovi u kojim 

se izvode konstitutivne relacije /2/-/L/, /8/-/13/, /26/, 

ali pa nation miSljenu nisu uzeti u obzir svi efekti koji 

karakteri6u ovakvu vrstu materijala. Tako na primer uzim-

anje poroznosti kao nezavisrie promenljive je neophodno, 

kao to je pokazao I.iiue1ler /15/, da bi teorija bila 

adekvatna i fiziki opravdana, ali sem u radu G.Ahmadi-a /28/, 

ona se no uzima u obzir. 

Dalje, u veoini radova /2/-/4/,/9/-/11/,/13/, /26/,/27/, 

se skelet i fluid bosmatraju kao elasti6ne sredine. U 

manjeff broju radova /8/, /12/ se uzima viskoelasti5an fluid, 

a elastian skelet, mada je jasno da je skelet mnogo slo- 

eniji i da ga treba posmatrati kao viskoelasti6an. 

Ua G.Ahmadi-a je najblili onome to smo mi radili, 

ali postoje bitne razlike, jer je oblast primene sasvim 

drugaija. 
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Yao nrvo, on oosmatra jedan osnovni fluid u kom su 

smeSteai komponentalni fluidi, raz112iiti od osnovnog 

i koji se no meSaju sa prvim. Za takvu meSavinu izvodi 

odgova2aju6e konstitutivne relacije. 

Kod nas jo osnovna sredina (wrst skelet, a u njemu se 

nalazi fluid, tako da se skup nezavisno promenljivih /K/ 

razlikuje l  dto dalje povla;5i i raz1Vite konstitutivne 

relacije. To je i razumljivo, jer se u radu /28/ no posm-

atra porozna sredina, ali je prilaz isti, tj. koristi se 

teorij meSavina, pa sa te strane radovi su formalno 

Druw, u radu /28/ se polazi od principa fazne razdvo-

jenosti, to je opravdano za ono naSta eli da primeni 

svoju teorlju (sedimentacija). 

Za razliku od njegovog rada, mi polazimo od principa 

ekviprezensa, sto je opStije l  a zatim u specijalnom slu6- 

aju, uproS6avamo relacije prelaskom na princip fazne 

razdvojenosti. 

U drugon delu rada vrSimo linearizaciju i za takve 

konstitutivne relacije izvodimo jedna5inu konsolidacije, 

koja je obStija od one relacije koja se koristi u mehanici 

tla /12/, /18/. 

Istaknimo joS jednom da u radu dobijamo adekvatnije i 

opftije konstitutivne relacije od ve6 poznatih, kao i 

opStiji oblik jedna5ine konsolidacije. 
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Dalje, napomenimo da smo relacije izvodili pod pretpo-

stavkom da su temperature svih sastojaka iste. To je bilo 

opravdano za na 6 sluaj, medjutim na na6in koji smo mi 

koristili nismo u moguanosti da proarimo ovu teoriju na 

razliite temperature. Osnovni razlog je to to u tom 

slu5aju ne bismo imali dovoljno jednaCina da odredimo 

polja svih temperatura. Naime, raspolazemo sa jednaCinama 

(4.1)-(4.5) tj. imamo ukupno 5c4, nezavisnih jednaCina l  a 

imali bismo 60(— 1 nezavisnu veliCinu .  

/ 3 	(4) + 0( (Ti ) + (0( -1) (ntk -1) + 0( (S°( ) / 

Da bismo izaai iz ovakve situacije potrebno je da se 

nadju nove jednaine balansa. Predlog za takve balanse dali 

su Ii.A.Goodman, S.C.Cowin /29/, G.Ahmadi /28/ i drugi. 

Predmet daljeg naeg rada ee biti proaranje teorije 

u ovom smislu. 

Medjutim, pored ovakvog uopStavanja radiee se i na 

proarenju modela na elasto- visko- plastioan model, jer 

je tic veoma sloeno i takva teorija bi bila adekvatnija. 
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