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Predgovor izdavata 
Ne bih da Vas zamaram, Pogtovani titaote! Pogotovo ne Vas, koji ste odvojili 

svoje vreme da se upustite u izutavanje Nebeske mehanike. All ne mogu da odolim da 

Vam se ne po2alim: nije to nema, nije ni to ne more, ali jeste to ne6e. 
Nee da pogledaju, nee da naprave, nee da utestvuju ni u kom obliku i pokretu 

osim u „ne6u"; e, pa, i ja se utlanih u pokret „ne6u", jer nett, ni ime da im spomenem. 

Hvala Vam na strpljenju, knjige radi i uspomene radi na velikog stvaraoca; ka2u 

da nije trebalo da se gtampa „nepreradeno i neizmenjeno" izdanje. Ali to je i bio cilj; i 

nigta vice. 

Nije provereno da netije pravo nije nekako ugro2eno ovim izdanjem; ako jeste, 

nadam se da ce nam oprostiti. Nije bila namera. 
Nema recenzenta. Ili, ima jedinog ozbiljnog recenzenta-vreme u kojem je Iivela i 

do2ivela nekoliko izdanja razlititog obima. 

I jog samo ovo: zahvaljujem se Mariji i Danilu, koji su Z"rtvovali svoj raspust da bi 

tekst ove knjige pripremili za ratunarsku obradu; onako kako su znali. Bill su u gestom 

razredu. Beograd, novembar 1995. 
Stevo D. .5egan 

IIPETIPOBOP TEXHI4LIKOr YPE,111-IHKA 

Predgovor tehnitkog urednika 
Tehnitkog urednika, zapravo, i nemamo, ali njegov predgovor bi trebalo da izgleda 

ovako: 

„Ovo izdanje, osim svojevrsne retrospektive dela iz u nas retko zastupijene oblasti 

astronomske, treba da predstavlja i samosvojan napor da se podigne nivo gtamparske 

kulture, bar u oblasti retkih izdanja i izdanja dela skoro trajnih vrednosti. 

Zbog svega toga, gtampanje ove knjige praCeno je sa nekoliko posebnih nastoja-

nja na koja demo ovde skrenuti panlju, a od titalaca i potencijalnih i nepotencijalnih 

krititara otekujemo korisne sugestije i primedbe. 

Nastojanja mo2emo podeliti u dve osnovne grupe: grupa modernih regenja svih 

gtamparskih problema i grupa klasinih regenja, gde nage okruIenje i poznavanje prob-

lema ne moZ"e da izade iz tog okvira dovoljno kvalitetno. 

Kod modernih regenja posebna pa'inja je posvedena izboru tehnologije i pro-

gramskog okrulenja za obradu teksta. Polazedi od izvesnih tvorevina poznatih kao 

TEX i ADOBE PostScript, od idejnih astro-inovacija S. D. .5egana i tehnolotkih ino-

vacija A. B. D. Bala§kovita, dobijeno je okru2enje koje nosi radni naslov AstroTEX. 

Preternost eklektizma i kompilacije raznih ideja i tehnologija vidi se ved i u meganju 

pisama u gtampi, to svi prigovori, u tom smislu, idu na gornje adrese. Razlozi za to 

bite nekom prilikom posebno dati. 
Kod klasitnih regenja, problem poveza, papira, boje i sl., prepugten je u ovom tre-

nutku firmi ,Grmee i nadamo se da de i ovaj tekst da se nade u knjizi na tiji povez i 

gtampu ili nema ill ima, ali malo, prigovora." 
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IMABA IIPBA 

Postanak i razvitak nauke 
o kretanju nebeskih tela 

1. Haldejci i EgipEani. Prve klice naSeg znanja o kretanju nebeskih Le- 
la nikle su u staroj Mesopotamiji. Kao da je priroda sama odabrala taj kraj, 
nazvan baaom sveta, za to setvu! Sve je izgledalo onde kao stvoreno za siste-

matsko posmatranje nebeskih pojava: ravno tle, kristalan vazduh, vedro nebo, ra-
ni zalazak Sunca i noena hladovina posle dnevne 2ege. Sveftenicima Vavilonije sta-
vljeno je posmatranje neba u dukrost, pa su oni, na visokim kulama, iseekivali prvu 
pojavu Mesetevog srpa i tumatili nebeske pojave. Jer ti su svegtenici bili, u prvom 
redu, nebeski vrati, pa se u torn znatenju oeuvalo potonjim naraStajima haldejsko 
ime, ostavljajuei svoj iig na celokupnoj astronomskoj delatnosti starih Vavilonaca, 
iskljutujuei je njime, za dugo vremena, iz oblasti nauke. Tek u novije doba, kad su 
pronadene biblioteke zemljanih ploeica, ispisanih klinovim pismom, poeelo se pra-
vienije suditi o radu haldejskih posmatraea neba. Sa tih ploeica moglo se proeita-
ti da su vavilonski svekenici bili, zaista, dvorski astrolozi i da su svojim pretskazi-
vanjima, koja se mogu pratiti do u treeu hiljadu godina pre Hrista, dr2ali u svojim 
rukama najviki vlast u dr2avi. Nijedan va"t"niji dr2avni posao nije preduziman dok 
oni nisu upitani za savet. Moguee je, a i verovatno, da su oni, prodavajuei budu-
6nost drugima, osigurali sebi ugodnu sadaSnjicu, ali, pored svega toga, pretstavlja 
njihov rad prve poeetke astronomske nauke. Tumaeenje nebeskih pojava zahteva 
dva razna posla, prvi, posmatranje nebeskih pojava, a drugi, tumaeenje njihovo. 
Onaj prvi posao je eista nauka, pa su zato ti astrolozi postali ocevima astronomi-
je, isto onako kao Sto su i njima srodni alhimieari postali osnivaeima hemije. 

0 starosti i o opsegu astronomskog znanja starih Vavilonaca mooi ee se stvori-
ti tek onda pouzdan sud kad budu proeitani svi zapisi sa stotina hiljada zemljanih 
ploeica koje sada le2e po muzejima. No jedno je vee sada sigurno. Besprekidnim hi-
ljadagodiSnjim posmatranjima neba, prikupili su sveStenici Vavilonije bezbroj po-
dataka o astronomskim pojavama, koje su jedino bile u stanju da obrazuju sigur-
ne osnove astronomskoj nauci i na tim temeljima podignuta je, zaista, astronom-
ska nauka. To svedoee vee oni istorijski dokumenti koje danas imamo u rukama. 

Nebeski vraei Vavilonije su opazili i, dugotrajnim posmatranjima neba, o torn 
se uverili da nebeske zvezde, sa malim izuzetcima o kojima ee odmah biti reel, ne 
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HOCTAHAK 11 PA3E1HTAK HAYKE 0 KPETAHDY HEBECKHX TEJIA 	[rn. I 

menjaju svoj medusobni polo2aj, nego da izgledaju kao prikovane na Iupljoj ljusci 
nebeskog svoda. Oni su grupisali te zvezde u pojedina jata iii sazveZda i izvrIili ti-
me, moZda veo u treooj hiljadi godina pre Hrista, prvo katalogizovanje neba. Oni 
su uvideli da se, preko one evrste mreZe zvezda nekretnica, pomeraju Sunce, Mesec 
i pet planeta (Merkur, Venera, Mars, Jupiter i Saturn), dakle sedam pokretnih ne-
beskih svetla. Tako je broj sedam kod njih dobio svoj naroeiti znaeaj i oeuvao se, u 
torn svom znataju, u nal'oj sedmodnevnoj nedelji, eiji je svaki dan dodeljen po je-
dnom od tih sedam nebeskih svetla. DanaInji nazivi sedmienih dana u evropskim 
jezicima to jasno pokazuju. (Sonntag od Sonne, Montag od Mond ili lundi od lune, 
mardi po Marsu, mercredi po Merkuru, jeudi po Jupiteru, vendredi po Veneri, Sa-
turday po Saturnu. Priealo se da su vavilonske astronomske kule imale po sedam 
spratova. Vavilonci su podelili prividnu putanju Sunca na nebu u dvanaest domova 
i dali im nazive i oznake koji su joI sada u upotrebi, a dui putanje Meseca raspore-
dili dvadeset i osam konaka. Oni su pratili kretanje tih pokretnih sedam nebeskih 
tela toliko pailjivo da su znali taeno duZinu godine i upoznali nejednake duZine go-
disnjih Godinu su podelili u dvanaest meseci, a dan u dvanaest dvotasova. 
Odredili su taeno duZine srednjeg anomalistiekog meseca i naIli da za 242 drako-
nistieka obilaZenja (t.j. ona od evora do evora) Meseca iii za 223 lunacija (ciklu-
sa Meseeevih mena) treba isto toliko vremena kao za 19 drakonistiekih obilaZenja 
Sunca. Kako se pomraeenja Sunca delavaju samo onda kada Sunce i Mesec produ 
u isti mah kroz Ivor (presek) njihovih prividnih putanja, to ee se takva pomratenja 
ponoviti posle gornje periode vremena koju su oni nazvali Saros. Korak u korak, 
pratili su kretanje planeta i odredili velike periode njihovog obilaZenja oko zvezda-
nog neba. Vee dye hiljade godina pre Hrista bili su naeisto s time da su zornjaea i 
veeernjaea jedna te ista zvezda, Ito su Grci uvideli tek petnaest vekova kasnije. 

Da li su Vavilonci nebeski svod rasprostrli do potpune lopte, o tome se migje-
nja razilaze. Na geografskojsirini Vavilona pojavljuju se vile od devet desetina na-
beske sfere iznad horizonta, pa nam zato korak do potpune nebeske sfere izgleda 
neminovan. No valja imati u vidu da takvo saznanje nije odgovaralo tadanjim ver-
skim nazorima, a kako su verske predrasude jaee od najoeiglednijih einjenica, to je 
moguee da se Vavilonci nisu usudili da izgovore ono Ito su sagledali, pa je zato tek 
slobodoumniji greki narod objavio ono Ito su i Vavilonci uvideli. 

Pre no Ito pristupimo Grcima, posvetimo nekoliko reei astronomiji starih Egip-
Cana. Ona je bila moZda jot starija od vavilonske, jer poeetak prvog egipatskog ka-
lendarskog raeunanja pada u godinu 4242 pre Hrista. I egipatski sveItenici bili su 
pa2ljivi posmatrati neba i odrZavali su u Denderi, Memfisu i Heliopolisu uredene 
zvezdare. Razaznavali su se po nebu veoma dobro, a svoje gradevine upravljali ta-
eno po nebeskim pravcima. IIeekivajuai iz godine u godinu heliakieni izlaz Siriusa 
(Sota), kada se on prvi put u godini pojavi na jutarnjem nebu, uvideli su da se ne 
samo taj izlaz nego i poplave Nila pomeraju postepeno iz godine u godinu da tek 
posle 1460 godina dodu na isto mesto u njihovom kalendaru u kojem je godina bro-
jala 365 dana. To je znaeilo da je za vreme tog dugog intervala, koji su oni zvali So-
tisovom periodom, njihov kalendar zaostao prema toku prirode za celu godinu da-
na. Deleei 365 sa 1460 dobiva se da je njihovoj kalendarskoj godini nedostajala ee-
tvrtina dana pa da dode u sklad sa tokom godiInjih doba. Da se tome ispomognu, 
oni nisu znali, hteli iii smeli pa ostavile to, kao Ito eemo videti, Aleksandrijcima.  

§2] 	 PPL1H 

2. Grci. U poeetku Iestoga veka pre Hrista presadena su astrononiska zna- 
nja Vavilonaca i Egipeana u Greku. TALES MILECANIN (oko 630-540) bio je 
taj koji ih je prvi doneo u svoju jonsku otaabinu. Po majci poreklom iz Fe-

nicije, on je izvrsio velika putovanja koja su ga odvela u Egipat, a sigurno i u Me-
sopotamiju gde se je upoznao sa haldejskim ueenjem o periodicitetu Suneevih po-
mraeenja. Samo pomoeu njega mogao je pretskazati pomraeenje Sunca od 28 ma-
ja 585 godine i steei time visoki ugled i naziv svetskog mudraca. On je, kako se bar 
priea, ueio da ne samo nebeski svod, nego i Zemlja sama, imaju oblik lopte -Ito, u 
koliko se to tiee nebeskog svoda nije niinalo neverovatno, jer je taj plod saznanja 
u Vavilonu bio toliko sazreo da ga je samo trebalo uzabrati. Sigurno je da je nje-
gov ueenik i prijatelj ANAKSIMANDROS (611-547) ueio da nebo ima oblik lopte, a 
da Hasa Zemlja, koju je zamiIljao u obliku bubnja, lebdi u srediku te lopte. Sla-
va logitki obrazIolenog ueenja da nala Zemlja ima oblik lopte pripada grekoj filo-
sofskoj skoli Pitagorejaca u juZnoj Italiji. PITAGORAS (oko 580-500) i njegovi uee-
nici smatrali su da samo takav oblik Zemlje odgovara zahtevanoj harmoniji vasi-
one pa su oni smislili prvi sistem sveta. Po torn njihovom sistemu, lebdi loptasta 
Zemlja u srediltu vasione, oko tog srediIta obree se kristalna sfera zvezda nekre-
tnica, a u ovoj se, povlaeene od nje, obreu sedam daljih koncentrienih sfera od ko-
jih svaka nosi po jedno od sedam pokretnih nebeskih tela: Mesec, Merkur, Veneru, 
Sunce, Mars, Jupiter i Saturn. Polupreenici ovih kristalnih sfera stoje u harmonij-
skim proporcijama pa Ita vile, i jedna, nama neeujna, muzika sfera upotpunjava 
ovu harmoniju vasione. 

Taj Pitagorejski sistem sveta bio je, stavljajuei Zemlju u sredigte vasione, geo-
centriean. No vet u samoj toj Ikon otpoee postepeni razvitak toga sisteina u pray-
Cu ka heliocentriJnom. FILOLAOS (u drugoj polovini petoga veka pre Hrista) po-
merio je Zemlju iz centra vasione da bi unj stavio nejasno definisanu Centralnu Va-
tru, a kasniji Pitagorejci HIKETAS SIRAKU2ANIN i EKFANTOS Ueili SU da se Zemlja 
obree oko svoje ose, 'time izaziva promenu dana i noei i usled eega dotle zamiIljeno 
obrtanje sfere zvezda nekretnica postaje nepotrebno. 

Ueenja Pitagorejske Ikole stigla su u Atinu u najsjajnije doba ovog grada. ANA-
KSAGORAS (oko 500-428) doneo ih je, pol‘to se mnogo naputovao, onamo i ueio jol 

da Mesec zahvaljuje Suncu svoju svetlost i svoje mene. Optifien zbog ovog ueenja 
za krivoboltvo, spasao se smrtne kazne samo na zauzimanje svoga prijatelja Peri-
kla. Taj dogadaj objalnjava Ito je PLATON (429-348) izbegavao da zauzme jasan 
stay prema novom ueenju, pa je sada nemoguee odrediti kako je on o njemu, u stva-
ri, mislio. Sigurno je, medutim, da je u ono doba pitanje, da li Zemlja miruje ili se 
kreoe, stajalo na dnevnom redu nauene diskusije. Tako je Platonov ueenik HARA-
KLEIDES PONTIKOS ueio da se Zemlja obree oko svoje osovine i time izaziva pro-
menu dana i noei, oko nje da obilaze Mesec i Sunce, a oko ovoga da se kreeti osta-
le planete, u najmanju ruku, Merkur i Venera. Drugi ueenik Platonov, slavni ARI-
STOTELES (384-322), opredelio se, naprotiv, sasvim za geocentrieni sistem sa miru-
jueom Zemljom u sredini vasione. Ovakvo ueenje velikoga filosofa, kojim je nesum-
ljivo obustavio zapoeetu izgradnju heliocentrienog sistema, ne smemo ipak oglasiti 
za nenaueno. Vee zbog toga ne, Ito je Aristoteles, u opreci sa mistiekim rasudiva-
njima Pitagorejaca, ceo problem oblika i kretanja nabeskih tela stavio na eistu na-
uenu osnovu. On je, pre svega, ubedljivim nauenim razlozima, dokazao da je Zem- 
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lja okrugla, pozivajuei se na to da je pri svakom pomrareenju Meseca, u kojem god 
polcdaju Zemlje i Meseca se ono desilo, Zemljina senka ogranieena krugom,sto je 
moguee samo pri okruglom obliku same Zamlje. Ovome dokazu dodao je i ovaj. Iz 
pojave zvezda nad horizontom sleduje da je Zemlja okrugla i da nije bas pretera-
no velika, jer kad podeino jugu iii severu, menja se izgled zvezdanog neba nad ho-
rizontom osetno, tako da se zvezde koje prolaze kroz teme nebeskog svoda, od nje-
ga udaljavaju. Isto se tako mnoge jutne zvezde vidaju u Egiptu i na Kipru, koje se 
u severnim krajevima nikad ne vide, a druge, severnije, zvezde ostaju stalno iznad 
horizonta, dok u jukiim krajevima one, kao i ostale, zalaze pod horizont. 

Ova rasudivanja dokazuju da je konaeno reSenje pitanja o obliku Zemlje delo 
Aristotelovo. A Sto on nije priznao da se Zemlja kreee, i to je imalo svojih nautnih 
razloga. Pre svega, pojava tee govori za mirujueu Zemlju, jer sve sto je teSko te .Zi 
ka centru sveta pa bi i Zemlja onamo pala kad se ne bi vee onde nalazila. A kada 
bi se Zemlja obrtala iii , sta vise, kretala unapred, morali bismo zvezde nekretnice 
u razlieitim vremenima videti u razlieitom medusobnom polcdaju, Sto nije slueaj. 

Ovo su oba Aristotelova argumenta za mirujueu Zemlju, od kojih bi drugi da-
nas naueno izrazili retima da zvezde nekretnice ne pokazuju nikakvu paralaksu. 
Ovim argumentima dodao je, kasnije, PTOLEMAJOS joS jedan koji, verovatno, nije 
ni Aristotelu bio sasvim stran, i to ovaj. Kad bi se Zemlja, zaista obrtala od zapa-
da prema istoku, morali bi se oblaci, ispod kojih bi Zemlja istreavala, kretati pre-
ma zapadu, a isto tako svaki u vis baeeni iii padajuei predmet. Ovaj argumenat 
mode se obesnakti samo principom inercije, a od postavljanja ovakvog principa bi-
lo se u ono doba jog veoma daleko. Bez principa inercije i bez dokaza da je para-
laksa zvezda nekretnica neosetna, nije se mogao heliocentrieni sistern naueno obra- 

Zato je Aristotelovo stanoviSte odgovaralo ondaSnjem stanju nauke, a taj 
veliki mislioc bio je taj koji je osnovni problem o kretanju nebeskih tela bar jasno 
formulisao, a takvo naueno postavljenje problema je skoro polovina njegovog reSe-
nja. Uzme li se joS u obzir da je Aristoteles na srce stavio svom unuku Kalistenu, 
koji je sa Aleksandrom Velikim poSao u Vavilon, da prikupija zapise o astronom-
skim posmatranjima Haldejaca, onda se mogu potpuno oceniti zasluge Aristitela 
za astronomsku nauku. On je, u ostalom, bio duhovni otac visoke aleksandrijske 
Skole kojoj je bilo sudeno da reSi osnovni problem kretanje nebeskih tela. 

3. Aleksandrijci. Kada je Aleksandar Veliki osvojio persijsko carstvo, po- 
digao je 332 godine pre Hr. na morskoj obali Egipta novu jednu varoS koja je 
dobila njegovo ime. Kada je on, devet godina iza toga, sklopio za navek svoje 

oei, raspala se njegova ogromna didava, koju podeliSe izmedu sebe njegove vojsko- 
vode kao kakav ratni plen. Pri toj deobi dode Egipat pod vlast Ptolemaja I, Lagija, 
koji je Aleksandriju odabrao za glavni grad svoje didave. Ta prestonica Ptolemajo- 
vaca—svi naslednici prvog nosili su njegovo ime—razvila se brzo do najlepSe varok 
staroga sveta i postala njegovo duhovno sredike, osobito onda kad je Ptolemajos II, 
Filadelfos, osnovao slavni aleksandrijski muzej, najvelitanstveniji dom nauke staro- 
ga sveta. Medu prvim nastavnicima to visoke Skole nailazimo, jcd za vreme vladavi- 
ne prvog Ptolemaja, na poznatog geometrieara Euklida koji je i potonjim naraStaji- 
ma bio ueitelj geometrije, jer su njegovi Elementi do sada dcdiveli preko 1700 izda- 
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nja. Njegovi savremenici bili su prvi aleksandrijski astronomi TIMOHARIS i ARISTIL 
koji su, nastavljajuai sistematski rad Haldejaca, narotitim istrumentima, armilama, 
odredivali polcdaje zvezda na nebeskoj sferi i sastavili katalog tih zvezda po njiho-
vim sfernim koordinatama. U ono doba stajala je Aleksandrija u 2ivom saobraeaju 
sa Vavilonom koji je dodao pod vlast Seleukovaca, naslednika jednog od vojskovoda 
Aleksandrovih. Greka ueenost dobi znaeaj svetske, a u bibliotekama Aleksandri-
je prikupiSe se, poeev od spisa Aristotelovih, sva nautna blaga sredozemnog sveta. 
Svi koji behu "teljni nauke pohitaSe onamo, a prvi greki nauenici dobiSe poziv da se 
u tamokijem muzeju, Visokoj Skoli i Akademiji Nauka u isti mah, sasvim posvete 
nauenom radu. Pa i oni nauenici koji, kao Sto je to bio slueaj sa slavnim Siraku-
2aninom Arhimedom (287-212), nisu 2iveli u Aleksandriji, stajali su u tako uskoj 
vezi sa aleksandrijskom Skolom nauenika da ih s pravom mo2emo u nju ubrajati. 

Izmedu 280 i 260 godine pre Hr. ueio je u Aleksandriji i vrSio onde astronom-
ska posmatranja ARISTARH SA SAMOSA (roden oko 310, godina i mesto smrti ne-
poznati). Od njegovih nauenih spisa oeuvali su se samo odlomci i citati, no vee ti 
mali ostatci pokazuju jasno da je on bio jedan od najveoili astronoma starog sve-
ta. On je prvi preduzeo da premeri nebeske prostore. To svedoei njegov mali spis 
„O velieini i otstojanjima Sunca i Meseca" koji se oeuvao potomstvu na taj naein 
Sto je uSao u zbirku nazvanu „Mali Astronom" koja je sluzila kao udnenik i upo-
trebljavala se, komentirana od Paposa, kao uvod u Ptolemajov Zbornik, do u sred-
nji vek. U torn svom spisu saopkava Aristarh da je Mesec u trenutku kada je ta-
eno po pola osvetljen, udaljen na nebeskom svodu od Sunca 87 stepeni. To zna-
ei da tada Sunce, Zemlja i Mesec obrazuju pravougaoni trougao, sa pravim uglom 
kod Meseca, a uglom od 87 stepeni kod Zemlje. Oznaeimo li otstojanje Zemlje od 
Sunca sa D, otstojanje Meseca od Zemlje sa d, to je gornja einjenica izradena na-
sim  matematskim oznakama jednaeinom: 

d: D = cos a, 

gde valja staviti a = 87°. PoSto Sunce i Mesec imaju jednake prividne velitine, jer 
se to nebeska tela pri totalnim pomraeenjima Sunca taman poklapaju, to sleduje, 
ako sa S oznaeimo stvarni preenik Sunca, a sa L stvarni preenik Meseca, 

L : S = d: D. 

Aristarh je, sem toga, premerio preenik preseka koniene senke Zembine na onom 
mestu gde Mesec kroz nju prolazi pri totalnim i centralnim svojim pomraeenjima, 
mere& vreme potpunog ulaza Meseca u to senku i vreme potpunog boravka Mese-
eevog u toj senci. Na taj naein je naSao da je preenik senke taman dva puta toli-
ki koliko preenik Meseca. Konus Zemljine senke je, zbog velikog otstojanja Zem-
lje od Sunca, toliko Siljast da je preenik njegovog preseka na onom mestu gde taj 
konus dodiruje Zemlju skoro jednak preeniku Zemlje T, a onde gde dodiruje Sunce 
jednak preeniku Sunca S. Otstojanje tih dvaju preseka je D, a treei presek konu-
sa, kojega je preenik, prema merenjima Aristarhovim, jednak 2L, leii s one strane 
Zemlje u otstojanju d. Odatle sleduje: 

(T —2L): (S —T)= d: D. 

Izmerili se joS prividni preenik 8 Sunca iii , Sto, prema predaSnjem, izlazi na 
isto, preenik Meseca, to je 
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8 = S : D 

poznato, pa se iz prednje eetiri jednaeine mogu velieine D, d, S, L izraziti pomoeu 
preenika Zemlje T. 

Na taj naein naIao je Aristarh ispravan geometrijski metod da premeri, pomoeu 
Zemljinog preenika, otstojanja Sunca i Meseca od Zemlje i velieine tih nebeskih tela. 

U praktienoj primeni tog naeina merenja bio je Aristarh, ne raspola2uei sa do-
voljno usavrIenim instrumentima, manje sretne ruke. Premeravanje ugla a ispalo 
mu je netaeno (87° mesto 89°51'), ne manje ono prividnog preenika Sunca (2° me-
sto 32', da bi kasnije, kao Ito to Arhimedes saopItava, naIao skoro taean rezultat 
od 30'); pri merenju preseka Zemljine senke, na mestu gde Mesec kroz nju prola-
zi, pogreIio je Aristarh za skoro eetvrtinu prave vrednosti. Nisu, dakle, ta stvarna 
merenja, koja je kasnije Hiparhos mogao da, unekoliko, ispravi, veliko delo Aristar-
hovo, nego geometrijski metod premeravanja nebeskih prostora. Od jot veeeg zna-
eaja bilo je to Ito je on, tim merenjima, saznao da je Sunce daleko veee od Zem-
lje i da otstojanja nebeskih tela premaIuju daleko sve dotadanje pretstave. Nenad-
maIna velieina Sunca opredeljavala mu je mesto u sredini vasione, a svojim sme-
lim duhom, osetio je Aristarh da se najudaljenija nebeska svetla, zvezde nekretni-
ce, nalaze u tolikoj daljini koja obesna2uje Aristotelov argumenat protiv kretanja 
Zemlje. Jer ako je, kaosto je to Aristarh uvideo, polupreenik Zemljine putanje oko 
Sunca beskonaeno malen prema polupreeniku sfere zvezda nekretnica, onda ne mo-
2emo, usled godiInjeg kretanja Zemlje, zvezde nekretnice vidati u razlieitim medu-
sobnim otstojanjima. Tim dubokim saznanjem bila je stvorena pouzdana nauena 
osnova na kojoj je Aristarh mogao da sazida svoj heliocentrieni sistem. 

Od spisa kojim je Aristarh postavio i obrazloZio taj svoj heliocentrieni sistem 
nije nam se oeuvao ni sam naslov. No o torn Aristarhovom sistemu izveItavaju nas, 
u istom smislu, nekoliko starih pisaca, a sa toliko pojedinosti da ga molemo potpu-
no rekonstruisati. NajvaZnije i najpouzdanije svedoeanstvo daje nam Arhimedes, 
mladi savremenik Aristarhov, u svom spisu nazvanom Arenarius. I Plutarh izve-
Itava opIirnije o Aristarhovom heliocentrienom sistemu, a spominju ga Stobejon, 
Simplicius, Sekstus i drugi. Iz svih tih svedoeanstava sleduje nesumnjivo da je Ari-
starh postavio hipotezu da Sunce miruje u centru vasione, da se sfera zvezda ne-
kretnica ne obree, a da se Zemlja kreee oko Sunca po krugu, obrouei se, pri tome, 
oko svoje ose, nagnute prema putanji Zemlje. Ovaj sistem ne razlikuje se, svojom 
suItinom, od potonjeg Nopernikovog. 

Po spomenutim svedotanstvima, imao je Aristarh svojih tteenika, a njegov si-
stem svojih pristalica. Za Haldejca SELEUKOSA iz Seleukije, koji je Ziveo oko po-
lovine drugoga veka pre Hr., govori se da je Aristarhov sistem ne samo prihvatio, 
nego ga i dokazao. U eemu se sastojao taj dokaz, ne zna se. 

Aleksandrijskoj Ikoli pripada i slava prvog premeravanja Zemljine lopte, koje 
je izvrsio ERATOSTENES (276-194), slavni upravnik aleksandrijske biblioteke. Do-
znavIi da se u Sijeni, jednom mestu gornjeg Egipta, a juino od Aleksandrije, nalazi 
jedan bursar u kojem se Sunce jedanput u godini, o podne najduZeg dana, ogleda, 
preduzeo je Eratostenes da, pomoeu toga, izmeri velieinu naIe Zemlje. U tome ci-
lju izmerio je, pomoeu jednog jot od Aristarha izradenog instrumenta, strafe, zenit-
sko otstojanje Sunca u Aleksandriji, u samo podne najduZega dana u godini. To je 
otstojanje, zbog ogromne daljine Sunca, jednako centrienom uglusto ga polupre- 

§] 	 ATIEKCAHAPHJIM 

enici povuteni iz srediIta Zemlje prema Sijeni i Aleksandriji medusobno zatvaraju. 
Znajuei taj ugao i odgovarajuei luk meridiana, ogranieen Sijenom i Aleksandrijom, 
lako je izraeunati polupreenik i opseg najveeega kruga naIe Zemlje. Onaj luk me-
rio je, prema podatcima kraljevskih premeravaea puteva, 5000 stadija, a onaj ugao, 
meren u luenoj mefi, jednu pedesetinu punog kruga. Odatle je Eratostenes izraeu-
nao da opseg Zemlje meri 50 5000 -= 250 000 stadija, rezultat koji, ukoliko nam je 
tatno poznata duZina stadija, odgovara neoeekivano dobro stvarnosti. 

Za vreme Eratostena izvrIena je u Aleksandriji reforma starog egipatskog ka-
lendara. Kako nas o tome izveItava jedan 1869 god. pronaden zapis u kamenu (Ka-
nopski edikat), odlueilo je 7 marta 238 god. pre Hr. egipatsko sveItenstvo da svaka 
eetvrta godina bude prestupna, sa 366 dana. Ovo pravilo o prestupnim godinama, 
izvedeno iz staroegipatske periode Sotis, presadio je, dvesto godina docnije, Alek-
sandrijac SOSIGENES u Julijanski kalendar, gde se do danas odrialo. 

Ova kalendarska reforma izvrIena je pod vladom Ptolemaja III, Evergeta, po-
slednjeg od tri velika vladara ptolemajskog Egipta. Njegova viadavina pretstavlja, 
i u nauenom pogledu, zlatno doba aleksandrijske periode. To je doba obuhvati-
lo vek Arhimeda i Eratostena i mlade godine najveeeg naslednika Arhimedovog na 
polju geometrije. APOLONIOS PERGEJSKI (oko 260-170) ueio je u Aleksandriji kod 
naslednika Euklidovih geometriju i u toj varoIi napisao je svoje delo o konienim 
presecima, velieanstveni spomenik aleksandrijske nauke. No Apolonios se bavio i 
problemima astronomije, kako to svedoei jedna njegova teorema saopItena u Pto-
lemajovom Zborniku. VaLro bi bilo znati kojim je povodom doIao Apolonios do to 
svoje teoreme. 0 tome nam Ptolemajos niIta ne saopItava, a spis Apoloniov o tom 
predmetu nije se saeuvao. PokuIajmo, ipak, da odgovorimo na postavljeno pita-
nje, jer je ono od presudnog znaeaja za istoriju heliocentrienog sistema. 

Sigurna je stvar da je Apolonios poznavao Aristarhovo ueenje koje je niklo, u 
doba njegova rodenja, a istoj onoj Ikoli u kojoj je i on, kasnije, ueio i koje je, kao 
Ito smo euli, imalo, i iza smrti Aristarhove, svojih pristalica, medu kojima je bio 
moZda i sam Apolonios, jer ga Hipolitos spominje uz Aristarha. Nesuninjivo je, na 
svaki naein, da je Aristarhova nauka stajala na dnevnom redo nauene diskusije jot 
za vreme boravka Apolonija u Aleksandriji. 0 Aristarhu govori, kao Ito smo euli, 
Arhimedes u svome Arenariusu. U tome delu spominje se i Eratostenovo premera-
vanje Zemlje, pa je zato to delo moralo biti napisano bat u doba Apoloniovog bo-
ravka u Aleksandriji. Sigurno je da se Apolonios upoznao sa tim spisom Arhime-
da, jer je ovaj stajao u tesnoj vezi sa aleksandrijskom Ikolom i svoje spise posveei-
vao aleksandrijskim nauenicima Kononu, Dositeju i Eratostenu. Ako je, dakle, Ito 
nam izgleda nesumnjivo, Apolonios raziniIljao o Aristarhovom sistemu, mogao je 
on da se zapita kako bi izgledala ta Aristarhova kretanja nebeskih tela posmatra-
na sa Zemlje. On je bio nesumnjivo u stanju da to pitanje reIi geometrijskim ra-
sudivanjima na primer na sledeei naein, pri kojem smo se, jednostavnosti radi, po-
sluZili sadaInjim geometrijskim oznakama i orudem. 

Neka nam u sl. 1 pretstavlja S Sunce, a T Zemlju koja, prema Aristarhovoj na-
uci, obilazi oko Sunca po krugu radiusa ST. Neka nam P pretstavlja jednu plane-
tu, recimo Veneru, za koju je vee Herakleides Pontikos govorio da oko Sunca opisu-
je krug, u naIem slueaju krug radiusa SP. .Jednostavnosti radi, pretpostavimo da 
obe ove putanje padaju u ravan slike. Poeetni pololaji uoeenih triju nebeskih tela 
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neka budu, dakle, S, T i P. Sinisao obilalenja Zemlje i planeta oko Sunca oznaeen 
je na slici strelicom. Ako sa t o  oznaeimo vreme obilalenja Zemlje oko Sunca, me- 
reno, danima, a sa T vreme obilalenja planete oko Sunca, onda nam w o  = 3601-co i 

= 3607-c pretstavljaju srednja dnevna kretanja tih nebeskih tela oko Sunca. Za-
to ee se uoeena tri nebeska tela n dana iza poeetnog polol'aja nalaziti u pololajima 
S, T', P', pri eemu je <T ST' = moo; 4PSP' = nw. 

ClalKA 1 CIIIIKA 2 

Posmatrana sa Zemlje, ta ee se kretanja odigravati ovako. Neka nam, u sl. 2, 
T pretstavlja Zemiju. Nacrtajino u toj slici trougao TSP paralelan i kongruentan 
trouglu TSP slike 1. Relativna putanja Sunca prema Zemlji pretstavljena je oei-
gledno krugom SS'S" radiusa TS; po toj prividnoj putanji kreee se Sunce srednjim 
dnevnim kretanjem coo u pravcu oznatenom na slici strelicom. n dana posle potet-
nog pololaja S stiei ee Sunce u pololaj S', pri eemu je <STS' = moo . Poeetni po-
loZaj planete pretstavljen je u sl. 2 takkom P. Da nademo pololaj P' planete n da-
na iza tog poeetnog pololaja P treba da nacrtamo trougao TS'P' paralelan i kon-
gruentan trouglu T'SP' slike 1. OpiIimo jos oko S i S" krugove sa istim radiusom 
SP = S'P', povucimo S'R paralelno sa SP, to sleduje iz uporednosti zraka S'R, 
S'P' sl. 2 sa zracima SP odnosno SP' sl. 1 da je <RS' P' = nco. Pololaj P' plane-
te u sl. 2 je, prema tome, takav kao da se srediIte kruga opisanog oko S pomerilo 
u S', a da se planet na torn krugu za vreme od n dana kretao srednjim dnevnim 
kretanjem co. Relativno kretanje planete prema Zemlji mole se, prema gornjem, 
shvatiti kao sloleno epiciklieno kretanje: po periferiji kruga SS', nazvanog koncen-
tar, putuje, srednjim dnevnim kretanjem co o , centar jednog drugog kruga, nazvanog 
epicikl, a po periferiji toga kruga kreee se planeta srednjim dnevnim kretanjem co. 
Planeta opisuje pri tome, relativno prema Zemlji, epiciklienu krivu PP'P".... 

Odgovorimo jos na pitanje, u kojem ee pololaju planet, posmatran sa Zem-
lje, prividno trenutno zastati, pa zatim obrnuti pravac svoga kretanja. To ee se 
oeigledno desiti onda kad obe komponentalne brzine njegove, normalne na radius-
vektor, budu jednake, a protivnog pravca. Usled kretanja epicikla po koncentru, 
ima planeta u pololaju P brzinu vo , normalnu na radiusvektor TP, koja je jed- 
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naka vo  = cooTP, dok je njena brzina, normalna na SP, usled kretanja po epici- 
klu, jednaka v = wSP. Komponenta v, ove brzine, normalna na TP, jednaka je 

= v cos a = coSP cos a, pa kako v o  i yr, treba da budu jednake i da, kao u sli-
ci, imaju protivan pravac to sleduje odatle cooTP = caSP cosa. Produ2imo li pra-
vu TP do njenog preseka F sa epiciklom, to je, poIto je <SPF = a, dill SP cos a 
jednaka polovini PG tetive PF. Zato je cooTP = wPG iii 

PG :TP = : w. 

Ovaj rezultat, pretstavljen ovde matematskim obrascem, nalazi se, izralen re-
eima, u prvoj glavi dvanaeste knjige Ptolemajovog Zbornika i nazvan je Apoloni-
ovom teoremom. 

Izvodenje ove teoreme otkrilo nam je i suItinu teorije epicikala koja je, kao IIto 
demo videti, igrala valnu ulogu u kasnijoj aleksandrijskoj astronomiji. Apolonios 
se napominje na vile mesta kao tvorac te teorije pa se iz prethodnoga jasno vidi 
da je do teorije ne samo mogao, nego i morao doei, polazeei od Aristarhovog helio-
centrienog sistema. Aristarhova nauka morala je biti, u najmanju ruku, radna hi-
poteza pri stvaranju teorije epicikala, jer je to najprirodniji postanak te teorije. 

Bila je velika nedaea po heliocentrienu nauku da je Apolonios napustio Alek-
sandriju i otisao u Pergamon da, sprijateljen sa tamoInjim kraljem Atalosom, na-
stavi svoj naueni rad. Sa Apolonijom je prekoraeen vrhunac aleksandrijskog nau-
enog perioda, posle njega ne bele nikog vile koji bi u stanju i da razume, a kamo 
li da produli, naueni rad Arhimeda koji je, kao Ito svedoei njegov tek 1906 godine 
pronadeni spis Efodos, bio vee pristupio izgradnji osnova infinitezimalnog raeuna. 

HIPARHOS IZ NIKEJE (u drugoj polovini drugog veka pre Hr.), koji je do ne-
davna smatran za najveeeg astronoma staroga sveta, live° je vee u doba opada-
nja aleksandrijske nauke. To se oseea vee po tome Ito su od njegovih mnogobroj-
nih spisa oeuvani samo beznaeajni. I o ujegovom livotu znamo veoma malo. Vrlio 
je (128 i 129 pre Hr.) posmatranja neba na ostrvu Rodosu koje je onda pripadalo 
egipatskoj drlavi, boravio je sigurno u Aleksandriji, a bio molda i u Vavilonu. To 
se vidi iz toga Ito je sa haldejskom astronomijom bio toliko dobro upoznat da je 
danas te§ko odrediti koliko je originalan u svojim ueenjima o kojima smo izveIte-
ni putem Ptolemajovog Zbornika. Podela kruga u 360 stepena, koju je on prime-
njivao, saznanje o nejednakosti godiInjih doba, raeun sa tetivama, t.j. poeetci tri-
gonometrije, haldejskog su porekla. No Hiparhos je sva ta pravila stavio na stro-
go nauenu osnovu. Zato ga moZ"emo smatrati ocem trigonometrije. Nejednakosti 
godiInjih doba i godiInje kretanje Sunca rastumaeio je, stavli na geocentrieko sta-
noviIte, a ne otstupajuei nikako od kruZnih uniformnih kretanja, time Ito je pret-
postavio da se Sunce kreee ravnomerno po krulnoj ali ekscentrienoj putanji. Cen-
tar te putanje pomerio je, dakle, iz Zemlje pa je, zbog toga, u kasnijoj aleksandrij-
skoj astronomiji, Apoloniosov koncentar zamenjen ekscentrom. Tim se, zaista, mo-
gu jednostavno rastumaeiti nejednakosti godiInjih doba i, pored sve uniformnosti 
stvarnog kretanja, nejednakosti privicinog kretanja Sunca. Isto to sretstvo upotre-
bio je u teoriji kretanja Meseca, sluZ- eei se pri tome haldejskim posmatranjima toga 
kretanja. Naroeitu sreou imao je sa svojim katalogom zvezda u kojem je saopltio 
njihove koordinate u pogledu na ekliptiku. liporedujuei ga sa katalogom Aristila i 
Timoharisa, pronaIao je precesiju ravnodnevnica. To je bilo njegovo najveee Belo 
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o kojem ee joS biti govora. Njegove smo zasluge za merenje otstojanja Sunca i Me-
seca vec spomenuli. 

Nema sonmje da je Hiparhos bio najyeei astronomski posmatrac staroga veka. 
no. baS zhog toga. nije on imao smisla za smele teorije. nego se zadovoljio time da 
svoja posmatranja izvrsi sto tacnije i iz rijih izvuee najneposrednije zakljneke; nije 
imao tti stvaralaekog genija Arhimedovog iii Apoloniovog niti kosmiekog viclokruga 
Aristarhovog. 

Za vrema aleksandrijskog rata Julija Cezara. zadesila je aleksandrijsku nauku 
velika nesreea: slavna biblioteka Muzeja posta Zrtvom plamena. Ia.ko je, uskoro 
zatim. Markus Antonius preneo bogatu biblioteku pergamonsku u Aleksandriju i 
prisajedinio je biblioteci koja je euvana u hramu Serapeionu, aleksandrijska Skola 
nije imala vise pravog poleta. Godine 30 pre Hr. usao je. preko leSeva Antoniusa i 
Kleopatre. poslednje kraljice ptolemajskog Egipta, Oktavian u Aleksandrijn. Egi-
pat posta provincijom rimskoga carstva. 

Sve ove dogaclaje koji su potresali start svet valja imati u vidu also hoe.emo pra-
vedno do ocenimo poslednjeg yelikog astronoma aleksandrijskog o kojem eemo sa.- 
da govorili. 

KLAt'Dius PTOLEMAJOS (87-165?) stoji a zavidnom polo'Zaju iznad svih astro- 
noma staroga veka time sto je njegovo glavno delo 	Zbornik Astronomije" 

Sintaksa - , nazyano kasnije. stapajuei arapsko 	sa grekim „rnegiste". 
„Almagest", potpuno sacuvano i doeekalo svoje ;. tampanje a velikom brojn rukopis-
nih egzemplara. To (1010 je sistematski skup celokupnog astronomskog znanja za-
vrSnog perioda aleksandrijskog. Podeljeno.je u dye syeske i trinaest knjiga od kojih 
prva sluZi kao uvod a kojem su izloleni osnovni pogledi na sastav vasione i potre-
bna geometrijska. sretst .ya ::tstronomije so trigonometrijkhn tablicama. Druga Judi-
ga posvecena je, uglavnom. astronomskoj geografiji i merenju vremena. 'Treea. knji-
go bavi se kretanjem Sum-a, eetvrta i peta kretanjem Meseca, a Sesta pomraeenji-
ma Sunca i Meseca. U petoj knjizi opisana je i konstrukcija astronomskih instru-
menata. koja se u Aleksandriji vrlo usavrSiia. sigurno radom poznatogo geodeta i 
mehaniCara HERON:\ .A.LEKSANDPrisNoG (oko 100 pre Hr.). Druga sveska ..sestina 
svega", kako je Ptolemajos sam naziva. posvecena je, sa svojih sedarn knjiga, zve-
zdama, pa sadr2i katalog 1022 zvezde nekretnice i vrlo cenjenn piSeeyo teoriju kre-
tanja pet starlit planeta. \last ita i strana, starija, astronomska posmatranja. na-
roeita ona koja je izvrSio Hiparhos. iskorWavana su, a i sedate vavilonskih posma-
tranja pomracenja iz razdobja od 721 do 383 pre Hr. 

Koko sto se vee iz ovog kratkog izveStaja mote videti, Ptolemajoyo delo je.. za-
ista. pravi zbornik znanja slavnog aleksandrijskog doba astronomije. U njemo je 
Ptolemajos zauzeo. oslanjajuei se no Hiparha, geocentrieno stanoyiSte, sto se vidi 
vet 17, osnovnilt stavova izlozenih u poeetku dela. To so ovi: 

1. Nabeski svod 1700 obi& 10720 i obr(e se kao ova. 
,(2. Po S10717 	 je Z C111,1j . smatranakao jedna, cclin.a. takode okragla. 
3. Svojim polo±"ojem. 	Zeintja 2:0110ima. kao A:aka?) centar s..c.d ,tite celoku- 

pnog nebe.skog svotia. 
4. Svojom. •?. , cliOn 0711. i ot.stojanjeln. 71030 Zerallu stoji prema sferi .z,vezdo. .nare-

tnica 11, odno.50 jedne tacIe. 
5. Zeinlja nerna kretanja. koje 12 izazvalo promenu njeTtog polo,f0a.  
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Ovi stavovi obrazloleni su i uzdignuti iznad svake sumnje argumentima o koji-
ma smo yee kod Aristotela govorili. Ptolemajos pominje, istina, i protivno miIlje-
nje nekih filosofa koji su „smatrali nebesku sferu nepomienom i uzeli da se Zem-
lja oko ose sveta obree od zapada prema istoku", alt on, tom prilikom, ne spomi-
nje ime Aristarhovo, iako njegova genijalna zamisao prozire jasno kroz eetyrti gor-
nji stay. Bez podataka o poreklu upotrebljava Ptolemajos jednu nesumnjivo Ari-
starhovu trigonometrijsku teoremu i njegov naein premeravanja otstojanja Sunca 
i Meseca. Santo, prilikom izracunavanja du2ine godine, spominje Ptolemajos  Art-
starha. no sa slabom ocenom. I Apolonios, genijalni tvorac teorije epicikala, spo-
minje se jedan jedini put, prilikom izvodenja njegove teoreme o kojoj smo govorili, 
da, oclmah zatim, reeima: mi...", bude ostavljen u dubokoj tami. 

Kao Ito se iz ovih primera vidi. Ptolemajos ne prizuaje rado zasluge drugih. U 
tom pogledu, cirri on izuzetak jedino sa Hiparhom da hi njegovim autoritetom pot-
krepio svoja vlastita saopItenja i staylja ga iznad svih ostalih astronoma, izuzimaju-
ei, prirodno, sebe samoga. Zbog toga govori pokatkad i o Hiparhu sa izvesne visine. 

Zbog svega toga, ne claje nam Ptolemajov Zbornik, pored sve svoje vrednosti i 
za istoriju, potpunu sliku razvitka aleksandrijske nauke pa smo zato bas u najva-
Znijem pitanju, onom o rnedusobnom stavu i o sudbini dvaju glavnih sistema sveta, 
upueeni na naslueivanja i na druga svedoeanstva. Nesumnjivo je da su oba siste-
ma sveta imala ne samo svojih pristalica nego i svoje Ikole u krugu aleksandrijskih 
nauenika. Neko vreme, u doba Aristarha, Apolonija i Seleukosa, izgleda da je he-
liocentrieni sistem nailazio na priznavanje da ga, pojavom Hiparha, izgubi. Ptole-
majos, ubedeni geocentriear, izbegava da govori o shvatanjima heliocentrieara. On 
iskoriIeava za vlastitu upotrebu njihove geometrijske konstrukcije, alt preCutkuje 
njihov stay. To je naroeito slueaj sa teorijom epicikala koja je, kao Ito sum pokaza-
li, verovatno iznikla iz heliocentriekih rasudivanja. Metoda epicikala, shvaeena kao 
matematsko sretstvo, odgovara, ako se broj epicikala proizvoljno uveea, naIim da-
nasnjim razvijanjima u redove, pa se zato pomoeu slolenih epicikala mogu pretsta-
viti najraznolienija kretanja, kako je to pokazao Mebius u svojoj „Nebeskoj Meha-
nici" (1843). Ptolemajos je to sretstvo, kao Ito to sam, i ne bez prava, ka2e, iskori-
stio sa uspehom kao nitro pre njega. On je time, da upotrebitno opet njegove red. 
izvrlio dZinovsko delo, alt je njime prikrio praizvor teorije epicikala toliko da je tre-
balo novog dZinovskog dela da bi se opet pronaIao put ka heliocentrienom sistemu. 

Ptolemajos, oslanjajuei se u tome sasvim Ira Hiparha, dozvolja,va samo unifor-
mna kretanja po krugovima, „jer samo takva odgovaraju prirodi nebeskih biea ko-
jima je nepravilnost i nejednakost strana", pa tumaei tin kretanjima sve nejedna-
kosti hoda nebeskih tela. Zbog toga je bio prinuden da uyeea broj epicikala. On se, 
kao i Hiparhos, posluZio ekscentrienim nosiocem epicikla, ekscentrom, koji .je do-
bio naziv deferenta. U svojoj veoma cenjenoj teoriji Meseca, pretpostavio je Pto-
lemajos da se centar tog deferenta kreee po jednom daljem kruZnom nosiocu retro-
gradno. Da hi mogao da pretstavi kretanja planeta tt Iirinu, dao je ravnima epici-
kala potrebne nagibe prema ekliptici. Nod onih planeta koje se kreeu s one stra-
ne Zernljine putanje, zamenio je, eime konaean efekat nije bio promenjen, meduso-
bno deferenat sa epiciklom, da ne hi radius epicikla ispao \Teel od radiusa deferen-
ta. Sva ova, sa matematskog glediIta potpuno opravdana sretstva, prikrila su pot-
puno stvarni postanak epicikla i put Pa heliocentrienom sistemu. 
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Posle Ptolemaja nije 2iveo u Aleksandriji nitro vise koji bi bio u stanju da taj 
put pronade, jer naslednici Ptolemaja, PAPOS ALEKSANDRIJSKI (kraj treeeg veka) 
i TEON ALEKSANDRUSKI (kraj eetvrtog veka) ne behu drugo no briEljivi komenta-
tori njegoye knjige. Godine 392 po Hr. razorila je pljaekatka rulja, fanatizovana od 
arhiepiskopa Teofila, Serapeion, poslednje pribeitte aleksanclrijske nauke, a godi-
ne 640 pacle Aleksandrija u ruke Arapa. 

4. Srednji vek. Sa srednjim vekom propadote najdragoceniji plodovi gr- 
eke nauke. Nije se vise verovalo da je Zemlja okrugla i da je nebeski svod 
obuhyata sa sviju strana. Hriteanska vera nije clozvoljavala takvu nauku. 

Zato se pogo u shvatanju sveta unatrag, zamitljajuei da je Zemlja okrugla ploea sa 
Jerusalimom u sredini, zapljuskiyana sa svih strana okeanom, a prekrivena, zaje-
dno sa morem, nebom koje ima oblik zvona. Iza toga zvona, na jednom kontinen-
tu na istoku, nalazilo se carstvo blaZenih. Taj se raj rasprostirao i iznad neba gde 
su andeli upravljali kretanjem nebeskih tela; pri tome je Sunce za vreme noei vo-
deno oko osnovice neba do svog ponovnog izlaska. 

To je bila, uglavnom, slika sveta ranog srednjeg veka. Da se takvo shvatanje 
koje je odgovaralo hritianskoni verovanju ne bi nieim uzdrmalo, zabranjeno je uee-
nje starlit, paganskih, klasika. A kada bi crkva bila u nedoumici kako da odredi 
dane svojih vlastitih praznika, ona je slala svoje poklisare u Spaniju da tamo od 
arapskih nauenika clobije potrebna obayettenja. 

Mladi narod Arapa, pun zivotne silage i poleta, ratirio je za neverovatno kratko 
vreme svoju vlast od Indije preko Severne Afrike do u salmi Spaniju. BrZe no osta-
li narodi, utolio je 2elju za razoravanjem stare kulture pa se posvetio njenoj nezi. 
Gajeei nauke, a osobito astronomiju, spasili su Arapi od aleksanclrijske astronomi-
je Ito se jot spasti moglo. Osnivane su velike tkole, poclizane su zvezdare, preme-
ravana Zemlja i vrtena astronomska posmatranja kojima je precesija ravnodnevni-
ca taenije odredena i otkriveno pomeranje apsicla. Sastaybeni su katalozi zvezda, 
trigonometrijske tablice i tablice kretanja planeta, a dekadni sistem i naein pisa-
nja brojeva, koji je nikao u Indiji, presaden je u Evropu. Aristoteles, Euklid, Arhi-
medes, Apolonios, Heron i Ptolemajos prevedeni su na arapski jezik i nasli puta ka 
zapadnim narodima. 

Plodovi jelinske kulture. saeuyani i dostavljeni hriteanskoj Evropi posretstvom 
Arapa, prihvaeent su ovde sa velikim interesovanjem i dali jak potstrek zapadnjaekoj 
nauci. Kada se preteea Kopernikov, uteni kardinal NIKOLA KUZANUS (1401-1464), 
koji je ueio cia se Zemlja kreee, nalazio, kao izaslanik papin, u Carigradu, nije pro-
pustio ovu priliku a da odande ne ponese starih grekih rukopisa u Italiju. Godi-
ne 1453 pade Carigrad Turcima u Hike. a ondatnji greki nauenici izbegote u Rim 
gde nadote gostoprimstvo kod pipe Nikole V. Oni donesote starih rukopisa i 

poznavanje grekog jezika. Prvi zapadnjaeki astronomi ove epolie, GEORG PUR-
BAH (1423-1461) i njegov ueenik JOHAN MILER, REGIOMONTANUS, (1436-1476) 
behu dobri poznayaoci aleksandrijske nauke, pa izyrtite iii popravite latinske pre-
vode Ptolemaja i Arhimeda. I genijalni LEONARDO DA ViNei (1452-1519), koji 
je natu Zemlju smatrao za zvezdu, poznavao je dobro spise sirakutkog nauenika. 
Padu Carigracla sledovate brzim korakom drugi, ne manje vaZni, svetski clogadaji:  

§ 5 1 
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pronadena je Amerika, naden put u Istoenu Incliju. a Zemlja. oplovljena. Slika sve-
ta srednjeg veka nije se mogla vise odr2ati, astronoinija je postala neophodno po-
trebno orude moreplovaca, preporodu umetnosti sledovao je preporod nauke. 

5. Kopernik. Heliocentrieni sistem .velikoga reformatora astronomije NI- § 
ROLE KOPERNIKA (1473-1543) nije drugo do obnova heliocentrienog sistema 
starih Grka. „Potrudio sam se, Ito sam vise mogao". izvettava on sant, „da 

procitam ponovo sve knjige starih filosofa do kojili sam mogao doei, da yidim e cia 
li je kogod drugi bio razheitog mitljenja o kretanju nebeskih tela Rego Ito se sada 
to uei u tkolama matematskih nauka. Tako sam natao kod Cicerona da je Hiketas 
Siraku2anin verovao cia se Zemlja kreee. Posle nadoh i kod Plutarha da su i drugi 
bili istog mitljenja". Na drugom mestu njegovog rukopisa koje je, eudnovatim slu-
eajem, prebrisano pre ttampanja, stoji OVO: „Verovatno je da je Filolaos pretposta-
vio da se Zemlja kreee, koju je pretpostavku ueinio i Aristarh sa Samosa, kako to 
neki saopttavaju". 

Sa ueenjem Aristarha upoznao se Kopernik, kao Ito to Aleksandar Humbolt 
s pravom misli, preko Plutarha, jer tog pisca izrieno oznaeaya kao svoj izvor, a Phi-
tarh govori na dva razna mesta o Aristarhu. Da li je Kopernik poznavao i spome-
nuti izvettaj Arhimedov o Aristarhu, nije sasvim sigurno. Mnogi misle da nije, jer 
prvo potpuno izdanje Arhimedovih spisa izatio je iz ttampe tek 1544 godine. No 
valja uzeti u'obzir cia su spisi Arhimeda bili poznati zapadu vee 1281 godine i. u 
vreme Kuzanusa, bili dovoljno rasprostranjeni u rukopisnim egzemplarima. Jakov 
iz Kremone preveo ih je 1449 godine na latinski jezik, godine 1503 ttampan je u 
Italiji, u nepotpunom izdanju, Gaurikusov latinski prevod Arhimeda, a bat te go-
dine bavio se Kopernik na studijama u Italiji. Zato se ne bi smelo kazati cia Koper-
nik nije poznavao ono va2no mesto o Aristarhu u Arhimedovom Arenariusu. Sva-
kako je sigurno da je Kopernik, bilo posretstvom Plutarha, bilo putem Plutarha i 
Arhimeda, poznavao heliocentrieni sistem Grka, a naroeito sistem Aristarhov. No 
sve to ne umanjuje njegovu slavu da je, snagom titana, ponovo sazidao poruteno 
zdanje heliocentrieke nauke i postavio ga na sigurnu osnovu. On je to izvrtio svo-
jim besmrtnim delom: De revolutionibus orbium coelestium, 1543. 

Kopernikova zgrada vasione ima ovaj raspored. Nepomiena sfera zvezda ne-
kretnica spoljna je granica te zgrade. Koraeajuei prema njenoj unutratnjosti. na-
ilazimo prvo na kruinu putanju Saturna, obilaZenu za 30 godina, dalje na putanju 
Jupitra sa dvanaestgoditnjim obilaienjem, zatim na putanju Marsa koji ju obilazi 
za dye godine. Na eetyrtom mestu nalazi se goditnja putanja Zemljina sa epicikli-
ekom putanjom Meseca. Na petom mestu kruZi Venera u deyet meseci, testo me-
sto zauzima Merkur koji u 80 dana obilazi svoju putanju. U sredini cele ove zgrade 
stoji Sunce, jer „gde bi bilo zanj lepteg mesta u ovom divnom hramu... Tako upra-
ylja Sunce, sedeei na SVOIll kraljevskom prestolu. svoju porodicu zvezda - . 

Po Koperniku, vrti nata Zemlja tri razna kretanja: 

1. Dnevno obrtanje oko svoje ose od zapada prema istoku. iz kojeg sled* pri- 
vidno kretanje svih zvezda od istoka prema zapadu. 

2. Godanje kretanje oko Sunca od zapada prema istoku. iz, kojeg steduje privi-
dno godignje kretanje Sunca istog .smisla obilaz:enja. 
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3. GodiSnje konieno kretanje Zemljine ose oko normale uzdignute no ravan ekli-
ptike u obrnutom smislu predaanfih kretanja. 

Kako je Kopernik, bez ikakve potrebe, pretpostavio da hi, Mate. Zembina osa 
stajala u evrstoj vezi sa pravom Sto spaja Zemlju sa Suncem, to ovo treee kreta-
nje treba, s jedne strane, da osigura skoro nepromenjenu orientaciju Zemljine ose u 
prostoru za vreme njenog obilaska oko Sunca, a, s ciruge strane. cia time Ito perio-
cle poslednjih dvaju kretanja nisu potpuno jednake. rastumaei precesiju ravnodne-
vnica. Od ovog treeeg kretanja ostalo je dams kao prihvaeeno samo lagano prece-
siono kretanje Zemljine ose, poS"to se uvidelo da slobodno telo koje rotira oko svoje 
ose odrZava nepromenjenu orijentaciju te ose u prostoru. 

Kopernikov sistem je, u njegovim osnovnim crtama, identiean heliocentrienom 
sistemu starih Grka. I razlozi koje Kopernik upotrebljava za dokaz svoga siste-
ma nalaze se, veeim delom, kod njegovih prethodnika. Otsustvo godiS.nje parala-
kse zvezda nekretnica tumaei Kopernik, isto tako kao i Aristarh, time Sto je po-
lupreenik Zemljine putanje beskonaeno malen prema otstojanju zvezda nekretnica. 
Argumenat u korist heliocentrienog sistema da se Merkur i Venera na nebu nikada 
mnogo ne udaljuju od Sunca, a da nam ostale planete izgledaju najbliZe kad su u 
opoziciji prema Suncu, nalazi se zabeleZen kod Marcianusa Kapele. Relativna pri-
coda svih kretanja objanjena je bila vee od Nuzanusa. Ali je Kopernik sve te po-
jave i njihove uzroke dublje prozreo no sve njegove preteee i siozio ih u logienu ce-
lint', pa stvorio time potpun jedan sistem koji je zasluZio njegovo ime. On je, iznad 
svega toga, i to je njegova najveea i neprikosnovena zasluga, razmrsio klupee teo-
rije epicikala i prodro do njenog heliocentrienog jezgra. 

Kopernik je genijalnim pogledom uvideo da, kod planeta koje kruZe u unutra-
Snjosti Zemljine putanje, kretanje po deferentu ne pretstavlja niSta drugo no sli-
ku kretanja Zemlje oko Sunca, a kretanje po epiciklu stvarno kretanje planete oko 
Sunca. Tim je naAao da je ovcle srazmera racliusa cleferenta prema radiusu epici-
kla identiena srazmeri otstojanja Zemije i otstojanja planete od Sunca. Kod ostalih 
planeta, gde su, kao Ito smo rekli, deferent i epicikl medusohno zamenjeni, obratan 
je slueaj. Odabere h se, prema tome, radius Zemljine putanje za jedinicu duZine, to 
se mogu iz brojeva Ptolemajovih, koji nam daju ocinose raciiusa epicikla i deferenta, 
oeitati otstojanja planeta od Sunca, merena onom jedinicom. Na taj natin dohivaju 
se ova otstojanja: Merkur 0,375; Venera 0,720; Mars 1,52; Jupiter :5,21; Saturn 9,18. 

Ove su vrednosti veoma bliske stvarnosti pa pokazuju koliko je dragocenog ma-
terijala leZalo skriveno u Ptolemajovom Zborniku. Da hi iz saopStenih relativnih 
vrednosti naS"ao stvarne, uzeo je Kopernik za polupreenik Zemljine putanje Ptole-
majov hroj od 1210 Zembinth radija koji daleko zaostaje iza stvarnosti. No time 
se medusobne proporcije sastavnih delova Suneevog sistema nisu promenile. Zbog 
toga je Kopernik smeo da kaZe sa punim pravom: ,.Oni koji su smislili epicikliene 
krugove nisu bili u stanju da nadu, a kamo li da izraeunaju ono Ito je najvaZnije, 
()bilk svega i sigurnu simetriju njegovih delova". A on ju je, zaista. izraeunao. 

Prirodno je da je Kopernikov sistem imao svojih nedostataka. i astronomskih 
i fizikalnih. Astronomskih, Ito. u koliko se ticalo zakona inercije, nije bio u stanju 
cia obori Ptolemajov argumenat. No Kopernik je Ptolemajovo tvrdenje da hi se na-
sa Zemlja, kada hi se zaista obrtala, morala raspasti, obesnaZio time cia hi takva 
opasnost ugrozila u daleko veeoj meri sferu zvezda nekretnica koja hi se, po Ptole- 

maju. morala obrtati neverovatnom brzinom. Tome je dodao ovo: ..Ako uzinwno u 
obzir beskonatno otstojanje zvezda nekretnica. onda solo jedva u stanju cia zami-
slimo cia bi one bile u stanju cia prevale svoje ogromnu putanju za 24 sata. A i za-
Ito hi se beskonaena vasiona obrtala oko sieuSue Zemlje - . 

Ovo su sve uhedljivi razlozi genija koji je bit) a stanju da kosmicki milli. ali 
je argumenat, cia hi nam rotirajuea Zemlja pri svakom naSem skoku u vis 
la ispod nogu, bio pristupaeniji shvatanju oH.(7atill ljudi. Zato so veliki posmatra• 
neba. Two Bic nn (1546-1601), pored .si g visokog po:4ovanja prema njegovom 
tvor•u, ustrueavao cla prihvati Kopernikov sistem. postavijajitei svoj vlastiti. Po 
tom Braheovom sistemu, stoji naSa Zemlja nepomieno u srediStu vasione, a oko nje 
obilazi Mesec i Sunce, a oko ovog poslednjeg ostale planete. Coo ovaj sistem obu-
hvaeen je sferom zvezda nekretnica koja se za 24 Casa obrue oko svoje osa povla-
eeei, pri tom svom cinevnom obrtanju, celokupnu svoje unutraSnjost. 

U Koperniku i Tiho Braheu olieena su dva klasiena tips. Kopernik je bio Ari-
starh novog veka. a Tilt() njegov Hiparhos. NenachnaSiv posmatrae neha i. u prvom 
redu, njegov vrae, stajao je Tiho Brahe, kao i njegov klasieni preteea. na haldej-
skom tint. Vernjuei samo svojim vlastitim opaZanjima, a pri tom priznati autoritet, 
bio je on skoro nesavladiv protivnik heliocentrienog sistema. kao Ito je to bio i Hi-
pathos. Tako ,je izgledalo da ee se i u novom veku ponoviti stara sudbina heliocen-
trienog sistema. Da se to nije dogodilo zasluga je Galileja. 

6. Galileo Galilei. (1564-1642) skovao je vlastitim rukama dva silna oru- 
Zja kojima je izvojevao konaenu pobedu hopernikove nauke. ledno od njilt 
bila je Dinamika, glavna jedna grana Mehanike. On ju je, uklonivSi, pre sve- 

ga, sva unutraS. nja protivuretja Aristotelove Mehanike, stvorio. naSao njoine zako- 
ne slobodnog pada i pada na strmoj ravni i zakone kosog hitca te prodro do samog 
zakona inercije. Tim je mogao cia obori glavni argumenat protiv heliocentrienog si- 
stema. No joS silnije pokazalo se u toj horbi jecino novo oruzje. astronomski dogled. 
sagraden od Galilejeve nuke. Kada je. prvi od svih ljudi, ovaj dogled upro prema 
nebu. sagleda.o je Meseeeva brda, inene Venerine i mesece Jupitrove. Ovi su meseci 
bili oeigledan dokaz da se kretanja nebeskili tela arse i oko drugih srediSta no Ito je 
Zemlja. Dogled je razmrskao kristalnu sferu zvezda nekretnica. pokazujuei da su te 
zvezde bezbrojne i razlieno od ties udaljene. Sva ova saznanja oprodelila su Galileja 
da static na strauu hopernika i da se bori za njegovu nauku. On je to ueinio svojim 
clulrovitim Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo. Tolemaico e Copernicano 
(1632) sa tolikim naletom da je bio zbog toga izveden prod sud inkvizicije. Zbog 
slienog prekraja bio je, nedavno pre toga. DORDANO BRUNO (1548-1600) Ziv spa- 
ljen na lomaei, a Galilei je umakao takvoj sudbini time Ito je oporekao svoju nauku. 
Ali je pobeda bila ve6 izvojevana. Munje tuna Icopernika i Gableja odbljesnule su u 
dubine vasione toliko silno da se jedanput sa,gledana istina nije mogla vise prikriti. 

Tako je heliocentritka nauka starlit Grka bila ponovo vaspostavljena..Jer da se 
radii° samo 0 obnovi te stare nauke, to su priznavali i sami sledbenici Kopernika. 
RAJNHOLD (1511-1553), koji je izraeunao svoje tablice planetskog kretanja usvaja- 
juci Kopernikov sistem, govori o tome: .,A1oramo biti duboko blagodarni Koperniku 
Ito je vaspostavio pravu nauku o kretanju nebeskih tela .. . Pa i crkva sama prizna- 
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la je prioritet Grka u tome ueenju. Godine 1616 stavljeno je Kopernikovo delo na 
indeks osudenih, pa se u torn reSenju, opozvanom tek 1822, kale OW): „Sveta kon-
gregacija saznala je da se kriva, svetom pismu suprotna, nauka Pitagorejaca o kre-
tanju nebeskih tela, kako je propovedaju Kopernik i neki drugi, sada Siri i od mno-
gih  Da se takvo ueenje ne bi, na Stetu katolieke istine, rasirilo, odlueila 
je sveta kongregacija da se dela Kopernikova i svih ostalih koji isto uee zabrane do-
god se ne isprave. Zbog toga se sva ta dela ovim ukazom zabranjuju i anatemiSu." 

Tim smo se vratili opet Grcima, pa nam ostaje joS da ueinimo pravdu Hipar-
hu i Ptolemaju. Dallas znamo da se mole govoriti samo o relativnim kretanjima. 
Istim pravom kojim govorimo o kretanju planeta oko Sunca, molemo govoriti o re-
lativnom kretanju Sunca i planeta oko Zemlje. Po sadaSnjem stanju nauke su oba 
sistema, Ptolemajov i Kopernikov, kinematski potpuno ravnopravna. Samo jedna, 
eisto praktiena, razlika postoji izmedu ta dva stanoviSta. Planete opisuju oko Ze-
mlje komplikovane epicikliene putanje, dok je njihovo kretanje oko Sunca daleko 
jednostavnije. No bag ta jednostavnost omogueila je pronalazak zakona Keplera i 
Njutna, a i tek tim zakonima smo prekoraeili siroki vidokrug Aleksandrijaca. 

7. Keplerovi zakoni. je JOHANES KEPLER (1571-1630) postavljeu 
za naslednika Tiho Brahea u zvanju dvorskog astronoma i carskog materna- 
tieara sa boraviStem u Pragu, primio je on sa tim zvanjem i dragocene pri-

beleSke o posmatranjima neba koja je izvrsio njegov prethodnik. Sluleei se tim na-
utnim materijalom i usvojivSi Kopernikov heliocentrieni sistem, preduzeo je on da 
ispita i matematskim jezikom opiSe kretanja planeta oko Sunca. Osnovna ideja ko-
ja ga je u torn poslu vodila bila je ova. Tiho Brahe je, dvadeset neprekidnih godina, 

palljivo pratio kretanja planete 
Marsa. Ova planeta, zbog Me-

, ne blizine Zemlji, velikog eks-
centriciteta njene putanje i ma-
log nagiba ravni te putanje pre-
ma ravni Zemljine putanje, bio 
je najzgodniji nebeski objekat 
za preduhvat Keplerov. Zato je 
on svoja ispitivanja otpoeeo na 
putanji Marsa i putanji Zemlje. 

Zbog malog nagiba Marso-
ve putanje prema ravni Zemlji-
ne putanje, koji nagib ne do-
stile ni puna dva stepena, mo-
lemo uzeti da putanje Zemlje i 
Marsa, koje imamo joS da odre-
dimo, leie u ravni slike, a da su 
pretstavljene krivama ToTi  T9 ... 

odnosno Mo M1 M2 ... (slika 3). 
2110 	 Kao polaznu taeku naSih raz- 

CJIIIKA 3 	 matranja odaberimo onu kon- 

stelaciju pri kojoj se Mars nalazi u opoziciji prema Zemlji, t.j. onu pri kojoj Sun-
ce S, Zemlja To i Mars M0  le2e, tim redom, u istoj pravoj. Ta je konstelacija sa-
mo trenutna. Zemlja se kreee brie oko Sunca no njen sused, pa ee zato ona izvrSi-
ti jedno potpuno obilalenje oko Sunca dok ee Mars za to vreme prevaliti tek neSto 
vise od polovine svoje putanje. Zbog toga ee se nova opozicija desiti, posle okru-
glo 800 dana, u pololajima Tr  i A11 , iduea, posle daljih 800 dana, u pololajima T2 
M2. Posle petnaest punih obilaZenja Zemlje oko Sunca izvrSiee Mars 7,98 obilale-
nja, t.j. osma po redu od uoeenih opozicija desire se u blizini poeetnih pololaja To i 
Mo . PoSto su 7,98 Marsovih obilaienja jednaki 15 obilaZenja Zemlje, to obilalenje 
U Marsa oko Sunca traje 686,98 dana. Posle vremena U vraea se Mars, kakavgod 
oblik imala njegova putanja, u svoj stari poloiaj. Posle intervala vremena U, pro-
teklog iza trenutka prve od uoeenih opozicija, stieiee Zemlja u pololaj T' dok ee u 
torn momentu Mars zauzeti pololaj Mo. Posle ponovnog isteka vremena U stici-
ce 

 
Zemlja u poloiaj T", posle novog razdobja U u pololaj T"' i t.d., ah svima tim 

raznim pololajima Zemlje odgovara jedan te isti, nepromenjeni pololaj M 0  Marsa. 
Spojimo li sada te razne pololaje T', T", T"'... Zemlje sa pololajima S i iWo Sun-
ca odnosno Marsa, koji se nisu promenili, to dobivamo trouglove S.1110T", 

koji, svi redom, imaju zajednieku jednu stranu i to SAI 0 . Uglovi tih tro-
ugla, oznaeeni u slici sa a', a", c"..., mogu se odrediti direktnim merenjem poSto 
oni pretstavljaju one uglove koje zatvaraju medusobno obe vizure upravljene iz po-
jedinih pololaja T', T", T"' Zemlje prema Suncu i Marsu. Ti su uglovi °tit° jed-
naki razlici geocentrienih longituda ovih dvaju nebeskih tela. No i uglovi koje smo 
oznaeili sa X', X", V"... mogu se odrediti astronomskim posmatranjem. Iz pololaja 
To  Zemlje izgleda nam Sunce projicirano na nebesku sferu u pravcu T 0 S0, a iz po-
lolaja T' Zemlje, u pravcu T'S'. Ugao X' jednak je, prema tome, razlici geocentri-
enih longituda Suneevih pri onim dvama pololajima Zemlje. To vali anologno i za 
uglove X", X"'.... Kepler je bio, prema tome, u stanju da iz pribeletaka posmatra-
nja svoga prethodnika nade numerieke vrednosti uglova a', a". a"'..., X', X", 
pa je mogao da iz spomenutih trouglova izraeuna strane ST', ST", ST"'..., t.j. da 
matematski pretstavi te radiusvektore Zemljine putanje kao funkciju otstojanja 
Sltilo  = d i uglova A, Sto ih ti radiusvektori, povuteni iz stalne taeke S, zatvaraju 
sa stalnom pravom SIll0 . Tim je bio matematski odreden ne samo oblik Zemljine 
putanje nego i hod Zemljin po toj putanji. PoS- to je izvr§io taj posao, mogao je Ke-
pler da izraeuna i oblik Marsove putanje i kretanje Marsa po njoj. Kao Sto je pre, 
iz poloZaja M0  Marsa i duZine njegovog radiusvektora SA )  naden oblik Zemljine 
putanje, tako je sada bilo moguee, ponavljajuei prethodne ratune za sve opozicione 
pololaje .M.11191113 ... Marsa, iz vee odredenog oblika Zemljine putanje pretstaviti 
radiusvektore Marsove putanje kao funkciju promenljivog ugla 
p i vremena. Pri tome su ostale neodredene apsolutne velitine radiusvektora Zem-
ljine odnosno Marsove putanje, ali su se one mogle izraziti poino&I sreclnjeg otsto-
janja Zemlje od Sunca kao jedinice. Ovim naeinom naSao je Kepler svoja tri zako-
na planetskog kretanja. Prva dva svoja zakona objavio je a svom delu Astronomia 
nova de motibus stellae Mantis 1609, a treei u svojim Harmonices mundi 1619. Ti su 
zakoni ovi: 

I. Planete opisuju oko Sunca eliptione putanje: u zajedniOkoj iizi ttila elipsa na-
lazi se Sunce. 

so  

S"' 
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a 3  
T 2 

 — k, 

pa je zato 

C = 
9nab 

T 
Treei Neplerov zakon pretstavljen je matematski jednaeinom 

(7) 

(8) 

20 	HOCTAHAK H PA3BHTAK HAYKE 0 KPETAH,Y HEBECKHX TEJ1A 	[Fn. I § 8 ] 1-bYTHOB 3AKOH PPABHTAIHIJE 21 

  

II. Radiusvektor povuen od Sunca do planete previa& r7 jednakim delovima vre-
mena jednake povrS-ine. 

III. Kvadrati vremena olidafenja pojedinih planeta oko Banat stoje pmporci-
ji treeih potencija velikih poluosa njihovih putanja. 

Izrazimo ove zakone. da bismo ih kasnije mogli primeniti jezikom matematike. 
Pri tome eemo pod putanjom planete razumevati putanju njenog te2iIta, iz razIo-
ga koji eemo kasnije upoznati. 

Neka nam BC ADB (sl. 4) pretstavlja eli- 
ptiena putanju jedne od planeta. AB je veli-

IP ka. a CD mala osa te elipse. Zia S ove elipse 
neka bade ona koju je zauzelo Suttee. onda se 
B zove perihelium. a _-1 afelium planetske pu-
tanje. Oznaeimo sa a veliku, a sa  b  main polu-
osu, onda je OS = OF = 1a2  — b2 , pa se broj 

V a2 	b2 
e =  	 (1)  

	

dF 	1 .2  dv 

	

dt 	2 7  dt 

zove se sektorska brzina: ona je, po drugom Keplerovom zakonu. konstantna, pa je 
zato 

dF 	1,, 
= 

	

dt 	2 
gde C oznaeava jednu konstantu koja je, dakle, jednaka dvostrukoj sektorskoj brzi-
ni. Zato je 

dv 

	

dt 
= C 	 (6) 

matematski izraZaj drugog Keplerovog zakona. 
Oznaeimo sa T vreme obilaZenja planete oko Sunca. Za to vreme prebriIe ra-

diusvektor celu povrIinu rzab ogranieenu elipsom planetske putanje. Zato je sektor-
ska brzina pretstavljena i ovim izrazom: 

dF nab 

	

dt 	T 

(5 ) 

zove numerieki ekscentricitet elipse. Zato .je 

b2 = 0.2 	e - a - . 

b2  
= — a 

D 

CIIHKA 4 

Du2 

(2) 

(3) 

zove se parametar elipse. 
Spojimo proizvoljnu taeku M elipse. t.j. proizvoljan pololaj planete na njenoj 

putanji, sa Zilama S i F pa oznaeimo radiusvektor S:11 sa r, a radiusvektor 
sa r 1 . onda je, prema samoj definiciji elipse, 

7' + 7'1 = 2a. 

Ole 	Ugao BSM, koji eerno oznaeiti sa v, zove se prava anornalija planete. Iz tro- 
ugla FS3I, gde je FS = 2ea, sleduje po Karnoovom obrascu: 

r? = (2ea) 2  + 7 .2  + 4eot cos v. 

Stavimo ovde za 1 1  njegovu vrednost 7 . 1  = 2a —7 - , to dobivamo 

_ 	2 (1 + e cos v)a/= a 2 e 2 0 2 = b  , 

t.j. 

r 	 (4) 1 + e cos v 

Ovo je jednaeina planetske putanje i matematski izraZaj prvog Keplerovog za-
kona. 

Da drugi Neplerov zakon obuhvatimo matematskim obrascem, oznaeimo sa dv 
priraItaj prave anomalije koji odgovara beskonaeno malenom vremenskom interva-
lu Za vreme tog intervala prebrisao je radiusvektor r povrIimt dF = / 2 dv bes-
konaeno uskog trougla SIP . 

gde je In jedan te isti broj za sve planete. 

8. Njutnov zakon gravitacije. Veliki holandski nauenik HRISTIAN HAJ- § 
GENS (1629-1695), jedan od trojice klasieara nauke a kretanju, saopItio je a 
svome dela Horologium oscillatorium (Paris 1673) do materijalna taeka ko-

ja se kreee uniformno po periferiji kruga him. u svakom svom pololaju, ubrzanje 
napereno stalno prema centru kruga, pa nazvano zbog toga centripetalnim ubrza-
njern, koje je, po svojoj velieini, pretstavljeno izrazom p, = v.21a, gde c oznaeava 
linearnu brzinu taeke, a a radius njene kruZne putanje. 

Iz ove Hajgensove teoreme, eiji je dokaz saopIten tek 1703 godine u posnirt-
nim delima Hajgensovim, izveli su, nezavisno jedan od drugog, tri engleska nau-
enika, VREN, Hui i HALE], ovaj blizak zakljueak. Pretpostavili se. Ito ne otstu-
pa mnogo od stvarnosti, da se planete kreeu po kruZnim putanjama, pa oznaeili se 
sa a radius takve jedne putanje, a sa T vreme obilaZenja uoeene planete oko San-
ca., to je, prema gornjim oznakama. v = 27.a/T. t.j. p, = 4„ 2 a/T2 . Kako je. prema 
trecem Neplerovom zakonu, a/T2  = k/a 2 , to je p, = 47:2 k1a 2 , I to znaei da planete 
podleZe abrzanju. naperenom prema Suncu, a inverzno proporcionalnom kvadratu 
racliusa planetske putanje. 

Daleko su zamaInije konzekvencije koje je iz Keplerovih zakona izveo Ism: 
NJUTN (1643-1727) i saopItio ill u svome besmrtnom debt Philosophiae naturalis 
principia mathematica London 1687, poIto je tim delom podigao do krova zgradu 
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klasiene Mehanike, otpoeetu od Galileja i Hajgensa. Njutn je, kao Ato je pozna-
to, bio jedan od dvaju glavnih pronalazaea infinitezimainog raeuna, ali se ipak ni-
je njime poslutio u tom svom delu, nego, da bi bio pristupaean svojim savreme-
nicima, klasienim geometrijskim rasudivanjima. Mi eemo ujegove rezultate izvesti 
ovde sluieei se modernijim orudem nauke. 

Uoeimo jednu materijalnu taeku koja se kreee proizvoljnim kretanjem u ravni. 
Odaberimo u toj ravni pol 0 i osu OX jednog proizvoljnog polarnog koordinatnog 
sistema, pa oznaeimo sari v polarne koordinate uotenog polo2aja. posmatrane 

materijalne taeke (sl. 5). Oznaeimo sa r vektor po-
lolaja tatke 111 prema taeki 0, a sa ro  jedinieni 
vektor toga pravca, onda je 

r = rto. 	 ( 9 ) 

sa 

(10) 

uoeene materijalne taeke. Isto nam tako pretstavlja dr o /dt vektor brzine krajnje 
taeke jedinienog vektora t o  pri promeni ugla v. Oznaeimo li sa n o  jedinieni vek-
tor normalan na vektor t o , a naperen u smislu rastuoeg v, to je onaj vektor brzine 
pretstavljen sa 

dro _ dv 
 

at 	at no•  
Stavljajuei 

dobivamo 
dr 	dr 

dt 	dt r° 
 +r 

dt
—no, 
dv 

iii 

§ 8 1 
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d2 r 	d 2 r 	((IV 	 d 2 v 	dr dv 
dt2  = dt2 	r  dt }" 	r  dt- 	dt • dt } n°.  

Leva strane ove jednaeine pretstavlja nam vektor akceleracije 

d2 r 

P  = dt2  

uoeene materijalne taeke. Stavljajuei 

d2r(dv 
pr 

= dt2 r  dt ) 

d= v 	dr dv 	1 d 	,dv) 
dt- 	dt dt 	r dt 	dt 

dobivamo 
pr ro + p„no , 

Sto znaei da su p r  i p,, komponente vektora akceleracije u pravcima t o  i no . 
Primenimo prednje rezultate na kretanje planeta, pa poloZimo, u to ime, pol 0 

naSeg koordinatnog sistema u Sunce, a njegovu polarnu osu naperimo prema peri-
helu. Onda koordinate r i v imaju znaeaj dal im u prethodnom paragrafu. Zato je, 
prema jednaeini (6), 

,dv 
T — = 

dt 
gde C oznaeava jednu konstantu. Stavljajuei ovo u (18), dobivamo 

p„ = 0, 

§to znaei da planeta, u svakoj taeci svoje putanje, podleli samo ubrzanju u pravoj 
koja spaja planetu sa Suncem. Da bismo naSli skalarnu veheinu tog ubrzanja, po-
stupieemo ovako. Nako je 

dr dr dv 	dv C 
dt = —dv 	

a 
dt 	r2  

to je 
dr 	C dr r, d (1 
dt 	r2  dv 	dv 

pn 

Izvod po vremenu t ovog izraza pretstavljen je 

dr dr 	dro  
dt = dt r°  + r  dt 

pa nam leva strana ove jednaeine pretstavlja, kao 
sto je poznato, vektor brzine 

dr 

= dt 

dr 
y r  —; 

dt 
dv 

vat = r 
dt 

(12) 

(13) 

(20) 

= vr to  + v„no . 	 (14) 
d2 r 	d2 (1 dv 	C2  d2  (1 

Pono- 
dt 2 	dv2 	- 	(11 2  

Zato nam v, i v„ pretstavijaju komponente brzine n u pravcima ro i n o 
 van izvod od (13) po vremenu daje 

d 2 r 	d 2 r 	dr dro 	dr dv 	 d2v 	dv dno  
dt 2 	dt2 r°  + dt dt + dt dt 

no + r 
elf-' 

	+ r 
dt dt 

pri eemu je, istim rasudivanjima kao pri (13), 

dn o 	dv 

dt 	dt r°.  

Zato je  

pa nam (17) daje ovaj, Bineov, obrazac 

Iz prvog Keplerovog zakona, dakie iz (4), sleduje 

1 	1 	e 
-= - + - cos v , 
r p p 

C' 1 	d° (1 

 r- r +  dv 2  r 
(21) 
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tj . 
d 1 

--e  sin v: 
dv 1' 

d 2 	e 

dv 2 	
) - - cos v, p   

dakle 
1 	d 2   (1 	1 
r 	dv- r 

Stavljajuoi ovo u (21), dobivamo: 

C2  1 
Pr = 	—7, p r- 

a primenjujitei (3) i (7), 

t.j. zbog (8), 

3 
pr  = —47c 2  -(t • 

1 

T2  1•2  

. 	1 
pr  

(22) 

(23) 

Nonstanta k je, prema treeem Keplerovom zakonu, jedna te ista za sve plane-
te, pa je to isto slueaj i za konstantu 

Stavijajuei ovo i (20) u (19) dobivamo: 

P = — Tr° 

Zato je 

.477. 2 1, = 47? 03  =  
T2  

Pr = — 

(24) 

(25) 

(26) 

Ova nam jednaeina kazuje da svaka planeta, u svakom svom pololaju, podleli 
ubrzanju koje je napereno prema Suncu, a eija je skalarna velieina inverzno propo-
cionalna kvadratu otstojanja planete od Sunca. 

Dovde se Njutnovo rasudivanje razlikuje od onoga njegovih preteea, dakako 
znaeajno. saino time Ito vazi za stvarne, eliptiene putanje planeta. No Njutn je, 
doSavSi do gornjeg rezultata. poSao smelim korakom dalje. On je uvideo i dokazao 
na primeru Meseca da je nadeno ubrzanje, po svojoj prirodi istovetno sa pozna-
tim ubrzanjem Zemijine te2e. Njutn je genijainom intuicijom shvatio da se privia-
eno dejstvo naSe Zemlje, koje se ispoljava pri padu teSkih tela, rasprostire u nebe-
sl:e prostore, dakle i do samog Meseca. Da to doka2e, izvrSio je on ovaj raeun. Na 
povrSini Zemlje, u otstojanju I? od Zemljinog srediSta, pri eemu R oznaeava radius 
Zemljine kugle, podleZe slobodna tela ubrzanju koje, po merenjima Galileja, izno-
si okruglo 30 stopa po sec'. Oznaeimo li srednje otstojanje Meseca od srediSta Ze-
mlje sa a, to •e na tom otstojanju ubrzanje usled privlacnog dejstva Zemlje, poSto 
ono opada sa kvadratom otstojanja. biti jednako: 

R2  
P = 2 g 

8] 	 JEYTHOB 3AKOH PPABHTALTHJE 
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Ako, dakle. za  kretanje Meseca oko Zen)* vaZi isti zakon kao i za kretanje pla-
neta oko Sunca, onda morairem4aclobiTioj=jednaeini (22), biti: 

a 3 	1 	47: 2 o 
T 2  a2 	T2  

gde T oznakava vreme obilaZenja Meseca oko Zemlje. 
Iz prednjih jednaeina sleduje: 

a - 	472 	47. 2 a 3  
g = R2 T2 — R2T2 

• 

0 numeriekim vrednostima velieina a. i T imao je Njutn ove. dosta tame, po-
datke: a = 60,4R: T = 27d  71)  43") 48' = 2 360 628', a Pikarovo premeravanje Zem-
lje, koje je has u ono doba izvrSeno, dalo je R = 19 615 000 stopa, pa je Njutn sa 
tint vrednostima, primenom gornjeg obrasca, dobio g = 30,62 stope po sec', dakle 
rezultat koji je dobro odgovorio stvarnosti. Time je bila dokazana ispravnost Njut-
nove zamisli. 

No Njutn se nije zaustavio ni na ovum rezultatu. Uvidev:'5i da jedno te isto telo 
podle2i, prema njegovom otstojanju od srediSta Zeinlje, razlieitom ubrzanju, t.j. da 
poka.zuje ratheitu telinu, uveo je Njutn pojam mase koja je, kao stvarno obeleZje 
tela, nepromenljiva. Tim je on, prvi od sviju, odvojio pojam mase od pojrna te2i-
ne. Ovu teZinu je definisao kao proizvod mase i ubrzanja te2e. Tim je bio dobiven 
opSti pojam sale kao proizvoda mase i ubrzanja Ito ga ta sila telu dodeljuje. U isto 
doba postavio je Njutn svoj poznati princip .jednakosti akcije i reakcije. Kao posle-
dica tog preei§eavanja pojmova, sledovala su sledeCa razmatranja. 

Pomno2imo li jednacinu (26) sa masom m uoëene planete, to dobivamo levo 
proizvocl mase i ubrzanja planete. dakle silu koja dejstvuje na planetu: 

1T1 
T =- (27) 

Ta sila naperena je. zbog znaka minus. prema Suncu. pa pretstavlja silu kojom 
Sunce privlaei plauetu. Po principu akcije i rc ,akcije, privlaci planeta Sunce istom 
takvom silom. no protivnog znaka, a ta sila mora biti proizvod mase 11 Sunca i 
njegovog ubrzanja. Uvedemo h. prema tome, 110V11 jednu velieinu f definisanu jed-
naeinom 

(28) 

zbog (24), jednaeinom 

f = 472 a3  

	

T 2  M 
	 (29) 

to dobivamo. mesto (27). 
1103 

13- f 	to 
	 (30) 

Faktor a imao je jednu to istu numerieku vrednost za sve planete. pa  to vaZi. 
zbog (28), i za faktor f. Upotrebijen u znaeenju koje mu daje jednaeina (29). on 
se pokazao isti i z a Mesec i za Zeinljinu tezu. Zbog toga pretstavlja f jednu kon-
stantu koja vaZi za ceo Suneani sistem i izraava jednu op: ,;tu osobinu materije na-
gomilane u tom dein vasione. Nada je Njutn doT•3ao do ovoga saznanja, on je. obu- 
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hvativi njime celu vasionu, uvideo, a to su potvrdila i sva kasnija iskustva, da jed-
naeina (30) va2i za svaka dva deUa materije u vasioni. To saznanje izrazio je ovim 
svojim zakonom opke gravitacije: 

Svaki delio materije u vasioni privlaci svaki drugi delis silom koja pada u pra-
vu tih delioa, a ima intezitet proporcionalan proizvodu masa mi  i 7n2 tih delida, 
a inverzno proporcionalan kvadratu njihovog otstojanja r. Veliaina te stile pretsta-
vljena je. dakle, izrazorn 

P = f 
ntitn2 

(31) 
7 

Pri tome je faktor f proporcionalnosti jedna univerzalna konstanta. U gornjem izra- 
zu otpao je znak minus, poSto je reeju „privlaei" jednoznatno odreden pravac te stile. 

Njutnovim zakonom posta odgonetnuta hiljadugodikija zagonetka planetskog 
kretanja i nova saznanja sledovak!, sama od sebe, iz njega. Sve nejednakosti kre-
tanja planeta i Meseca ispoljiSe se kao prirodna posledica toga zakona i kao jasni 
izra2aj medusobnog privlatnog dejstva tih nebeskih tela. Ne samo da je priroda 
till nejednakosti postala rastumaeena, one su se mogle izraeunavati i pratiti u pro-
gost i buduenost. Pokazalo se, a za komete ubrzo iza postavljanja Njutnovog za-
kona, da on vaZi za sva nebeska tela bez izuzetka, dakle i izvan Suneevog sistema. 
Precesija ravnodnevuica, koju je, kao gto smo euli, prvi konstatovao Hiparhos, 

je Njutnovim zakonom svoje potpuno razjakljenje, a isto tako, kasnije opaZena, 
nutacija Zemijine ose. I oblik naSe Zemlje, a naroeito njena spljokenost usled ro-
tacije dobi, u svim pojedinostima, svoje mehanieko i geometrijsko obraz16Zenje. To 
isti vaZi i za prastaro pitanje o postanku morske plicate koja se pokazala kao nepo-
sredna posledica privlaenog dejstva Sunca i Meseca. Tako se Njutnov zakon, naj-
velieanstveniji sto ga je ilcad smrtni eovek mogao da dokuei, pokazao kao opki za-
kon prirode kojem se pokorava cela vasiona. Iz toga zakona je iznikla jedna nova 
nauka: Nebeska Mehanika. 

r.TIABA gPYI'A 

Problem dvaju tela 

9. Postavljanje problema. Iako se svi elanovi nageg Suneanog sistema § 
medusobno privlate, godi .S. nji hod svake pojedine planete skoro je sasvim ta- 
kav kao kad bi ona stajala samo pod dejstvom privlatne stile Sunca. Uzrok 

je tome taj, "S'to masa Sunca nadma'S'ava daleko mase svih planeta, pa je zbog to-
ga medusobno privlaeno dejstvo tih planetskih masa prema dejstvu Suneeve mase 
toliko slabo da se ono ispoljava, kao nekakav mali poremeeaj, tek poste duZih ra-
zmaka vremena. Zbog toga pretstavlja, tako nazvani, problem dvaju tela polaznu 
taeku nauke o kretanju nebeskih tela. Taj problem izra2en je ovim zadatkom: Dva 
nebeska tela privlaee se medusobno po Njutnovom zakonu gravitacije; neka se iz 
zadanih poeetnih uslova odredi kretanje till dvaju tela u pogledu na jedan koorcli-
natni sistem, smatran nepomicnim. 

10. Vektorski integrali problema. Da bismo, bez ukrba po opki zna-§ _ 
a

. 
cj sledeeih rasudivanja, imali pred sobom konkretan jedan slueaj, nazovimo 
posmatrana dva tela Sunce i planetu, pa neka nam ill oznaeava masu Sun-

ca, a in masu planete; trenutni polo2aji te2iSta till dvaju nebeskih tela u odabra-
nom koordinatnom sistemu neka budu odredeni vektorima poloiaja 91. odnosno 1. 
Relativni polo2aj planete prema Suncu odreden je onda vektorom pololaja 

r = — 	 (1) 

Oznathno li sa r skalarnu velieinu ill moduo vektora r, to je jedinieni vektor u 
pravcu r pretstavljen izrazom 

To = — . 	 (2) 
7' 

Sila kojom Sunce privlaei planetu pretstavljena je, prema (30) prve glave, izra- 
zom 

711 	
Mm 

— f 	.r0  = — f 3 	r, 
r2  

a sila kojom planeta privlaei Sunce izrazom 

 iL1 m. 
J T 3 r• 
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Zato su vektorske jednaeine kretanja ovih dvaju nebeskih tela ove: 

f  Aim 

j  r3 r  

d7 1 	M772 

dt2 	r3  r' 

gde t oznaeava vreme. 
Oznaeimo sa IS vektor polo2aja zajedniekog tezista S, bolje reei centra masa 

M i ni, to je, prema samoj definiciji tog centra, 

(M + m.)6 = M9 + inf. 

Prvi i drugi izvocl ove jednaeine po vremenu daje: 

e 	 dl 
(M + )

d 
 = /11 	+ in- 
dt 	dt 	dt 

(M + in) 
d26 

= M 
d29i 	d221

(7) 
dt2 	

dt2 + in—
dt2

. 

Saberemo li jednaeine (3) i (4), pa dobiveni zbir uporedimo sa (7), to dobivamo: 

d2 e 
	 = O. 	 ( 8 ) 

Ovaj izraz pretstavlja vektor akceleracije teliIta S, pa kako je on stalno jeduak 
nuli, to se to teliIte kreee pravolinijski i uniformno. Integrisanje prethodne jedna-
eine daje: 

gde je B konstantan jedan vektor koji pretstavlja vektor brzine te2iIta S. Integri-
sanjem prethodne jednaeine dobivamo: 

= 93t + (E, 

gde cE oznaeava opet jedan konstantan vektor. On je odreden inicialnim uslovima. 
Oznaeimo li sa 2l vektor pololaja te2iIta S u inicialnom momentu t o , onda je za 

t= t o ; CS=  21, pa zato 
21 = 93to + 

t.j. 
e = 93(t – to) + 21. 
	 (10) 

Vektori 2l i B odredeni su inicijalnim uslovima pod kojima razumevamo vek-
tore pololaja 9i 0  i to  uotenih dvaju nebeskih tela u inicijalnom momentu i vektore 

Tgo i 2Jo  njihovih brzina. Zato su inicijalni uslovi izraZeni jednaeinama: 

di 
t = t o : 9i= 93o; 	= ;

dt 
= Ego; —dt To- 

Staxljajuei (9), (10), (11) u (5) i (6), dobivamo 21 i B. 
Jednaeine (9) i (10) pretstavljaju prva dva vektorska integrala problema dvaju 

tela, ona kojima je odredeno kretanje zajedniekog te2iIta masa 111 i m.  

§10] 	 BEKTOPpK14 EHTEPPAJII4 IIPOBREMA 	 29 

Skratimo li jednaeinu (3) sa M, a jednaeinu (4) sa m, pa ih oduzmemo jednu 
od druge, to dobivamo: 

d2 1 d2 91 	 + m 
dt2 	dt2 	j 	r3 	t.  

Iz (1) sleduje 
der _ d2 ( d2 9/ 
dt2 	dt2 	dt2  

t.j. 

d2 r 
f

M +
, 	

77/
r 	 (12) 

dt2  = 	r.) 

der 	,m(M +  m)
r. 	 (13) m

dt2 	j 	r3  
Ovo je diferencijalna jednaeina kretanja planete relativno prema Suncu. Ta 

nam jednaeina kazuje da se planeta kreee tako kao kad bi Sunce stajalo nepomi-
eno, imalo masu (111 +in), a privlaeilo planetu po Njutnovom zakonu. Pretpostav-
ka koju smo ucinili u proIloj glavi, smatrajuei Sunce nepomienim bila je opravda-
na samo time Ito je in prema M tako maleno da se (M + in) mote zameniti sa M. 

Iz (12) mote se lako izvesti jedan tree" vektorski integral problema. Pomno2i-
mo li to jednaeinu vektorielno sa r, to dobivamo, po'Ito je [r = 0, ovu jednatinu: 

cl 7 r1 
[r ail] = 

0. 

Kako je prema pravilima vektoiske diferencijacije: 

d VC] = ir
dt2

d7r1 

	

dt [ dt j 	j 

to molemo jednaeinu (14) zameniti ON OM: 

d dri 
dt 	 = ° 

koja, integrisana, daje: 
it  dr] = 
[ dt] 

gde je jedan vektor koji je nezavisan od vremena. 
Geometrijsko znaeenje dobivenog vektorskog integrala je ovo. NapiIemo li ga 

u obliku: 
[r dr] 

	

dt 
	 (16) 

to nam dr pretstavlja elemenat put., Ito ga je planeta relativno prema Sullen preva-
lila za vreme intervala dt. Vektorielni produkat [r dr] pretstavlja nam onaj vektor 
koji stoji normalno na ravni vektora r i dr, naperen na onu stranu to ravni sa ko-
je, posmatrano, kretanje planete sleduje u direktnom smislu, t.j. obrnuto skazaljki 

(3) 

(4) 

(5)  

(6) 

de = 93, 	 (9) 
dt 

ili 

(14) 

(15) 
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na satu, a kojega je skalarna velieina iii inteuzitet jednak povisSini paralelograma, 
ogranieenog vektorima r i dr. Ta je povrSina jednaka dvostrukoj onoj povrsini dF 
sto ju je za vreme intervals dt prebrisao radiusvektor povueen od Sunca ka plane-
ti. Zato nam 

1 [r dr]  

2 dt 
pretstavlja sektorsku brzinu planete u vektorskom obliku. Integral (16) izraiava, 
dakle, drugi fieplerov zakon u vektorskom obliku, kazajuei da je poyr:+ina prebrisa-
na u jedinici vremena vektorom pololaja r planete konstantna, ne samo po svojoj 
skalarnoj velieini, no i po svojoj orientaciji a prostoru. Kretanje planete oko Sunca 
sleduje, dakle, konstantnom sektorskom brzinom u ravni koja, prolazeei kroz Sun-
ce, stoji normalno na vektoru C. Time je odredena jednoznatno ravan planetske 
putanje, smisao obilaZenja planete oko Sunca i sektorska brzina kretanja. 

Da odredimo, raeunski, ravan planetske putanje, poloZimo u Sunce pocetak je-
dnog ortogonalnog koorclinatnog sistema X-Y-Z (sl. 6), vezanoga sa, nebeskom sfe-
rom. Oznaeimo sa i , j, t jediniene vektore u pravcu osa X, Y, Z toga sistema. Po-
eetni pololaj planete, t.j. onaj koji odgovara vremenu t = to , neka bode Mo , koor-
dinate ove taeke neka su zo,  yo, onda je njen vektor pololaja: 

r= 	+ yoj + zot- 	 (17) 

Relativna brzina planete prema Suncu pretstavljena je izrazom: 

dr 	di 	d9=1 u  = = 
dt 	dt 	dt 

njena pocetna vrednost neka bude Do, a v1, v2, v 3  njene koordinate. Onda je: 

Ito = 	+ V2)  + va t. 	 (19) 

C.1711KA 6 

Oznatimo sa Ci , C2, C3 koordinate vektora C, to je 

C = i + C2j + C3 t. 	 (20) 

Za t = to dobiva jednaeina (15). zbog (18), ovaj oblik: 

	

C = [r0  D o ] 	 (21) 

zbog prethodnih jednaeina, 

	

i 	j 	t 
C2j + C3t = 	yo 

	

VI 	Z,'3 

Razvijemo li gornju determinantu. to dobivamo, mnoieei dobivenu vektorsku 
jednaeinu skalarno sa i , j, t, ove tri skalarne jednaeine: 

C1 = yo t'3 - 

(22) 

C3 = 	111:31, 

koje nam daju koordinate vektora C; njegov je moduo 

C = VC? + Cz + C3. 	 (23) 

Ravan planetske putanje stoji normalno na vektoru C, pa zatvara zbog toga sa 
ravni X-Y isti onaj ugao i s-to ga zatvara vektor C sa osom Z. Taj je ugao dat jed-
naeinom: 

	

C = C3 cos i. 	 (24) 

Ugao i zove se nagib planetske ravni, on lei izmedu 0 i 	]cad je veei od 
kreee se planeta retrogradno. 

Ravan planetske putanje seee ravan 	duZ prave g-  A5' koja se zove linijorn 
avorova. Prodorna taeka to prave sa prividnom nebeskom sferom u kojoj se plane-
ta uspne iznad ravni X-Y, u pravcu pozitivnoga Z, zove se uzlazni Ivor. Ugao 
§to ga pravac linije evorova, naperen ka uzlaznom evoru S3 , zatvara sa osom X, 
dakle luk TS3 nebeske sfere, zove se longitude uzlaznoy evora. Tu koordinatu na-
eieemo na ovaj naein. Projekcija vektora C u ravan X-1' ima skalarnu velieinu 
Co. = C sin i, a zatvara sa osom X ugao koji demo oznaciti sa a. Zato je: 

Ci  = Ca  cos a = C' cos a sin i 

C2 = 	sin a = C sin a sin i. 

Linija evorova stoji normalno na ovoj projekciji. pa njena grana. naperena pre-
ma uzlaznom evoru Sl , zatvara sa osom X ugao f2 = a + z. Zato je a = fl - 
Stavljajuei ovo u prethodne jednaeine. dobivamo: 

Ci 	 +C sin ft sin i 	 (25) 

C2 = — C cos S? sin i. 	 (26) 

Jednaeine (24), (25), (26) odreduju jednoznaeno velieine i i ft, t.j. pololaj ra-
vni planetske putanje. 

(18) 
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(27) 

11. Oblik putanje. Odaberimo u ravni planetske putanje polarni koor-
dinatni sistem tako da njegov pol 0 leli u centru Sunca, a njegova polar-
na osa da je naperena prema uzlaznom evoru, pa oznaeimo sa cp i r polarne 

* koordinate planete, to se amplituda cp zove, u ovom slueaju, argumenat latitude, a 
* r radiusvektor. Dvostruka sektorska brzina izraZena je pomoeu ovih koordinata sa 

r2  dcp/dt, pa zato jednatina (16) dobiva ovaj skalarni oblik: 

_ c.  
dt 

(29) v dv =dr. 
7.2 

{ 

PoSto radiusvektor r pretstavlja moduo vektora poloiaja r, to je, prema defini-
ciji skalarnog produkta, 

r2  = (r r). 

I diferencijali ovih dvaju izraza moraju biti medusobno jednaki, pa je zato: 

r dr = r dr. 

Oznaeimo li sa v skalarnu velieinu brzine a, to je, isto tako, 

v dv = a du. 

Ako jog, radi jednostavnijeg pisanja, stavimo 

f( 1)1  + in) = u, 	 (28) 

to jednaeina (12) dobiva, imajuci joS u vidu (18), ovaj oblik 

r. 
dt 	r 3  

Pomnoiimo ovu jednatinu skalarno sa a dt = dr, pa zamenimo, pri tome, u du 
sa v dv, a r dr sa r dr, to dobivamo ovu skalarnu jednaeinu: 

Integracijom ove jednaeine dobivamo: 

2u u 2 V 	- 	 (30) 
a 

gde a oznaeava integracionu konstantu koju valja jcA odrediti. 
Da bismo i prednju jednaeinu integrisali , t.j. odredili zavisnost r od y, dakle 

na§li oblik planetske putanje, postupieemo ovako. Kvadrat vektorskog izraza (14) 
prve glave daje: 

V 2 = V r.2 	v2, 

t.j. zbog (12) 
A  

v2= 
 (

atr + r (
d

P )
2 

 . 

Iz (27) sleduje: 
1 	C 1 

dt 	r2  dy 

(31) 

	

1y. 	 1 	u 

	

- C 2 	 - C2  

(35) 

(36) 

	

y. 1 	u 	C2  1 
= - — • - 

	

C4  C2  a 	C2 1 
	

ti a 

to dobivamo, mesto (33), ovu diferencijalnu jedna.einu: 

)2 	, 
( dz 	+ ,.:__ 	1,  

dy 

dakle 
dz 

dy = vi  

Integrisanjem ove jednaeine dobivamo: 

= arcsin z + (0) -  
9 

pri temu je (co - :15-Tc) uvedeno kao integraciona konstanta. 

pa je zato: 

Kako je: 

to je: 

pa zato: 

Iz (30) i (32) sleduje: 

.v2  = C2  ( dr )2  C2 

 r4  

d  1 	

1 dr 
dy ( -1:) 	r2  dy 

9 	 2 
1 dr 	d 1 

r4  (4) - [€149  ( -11 

2 = 2 d (1
2 

± 
C [ dcp r 	r2  I . 

r  d (1 11
2 	

1 	u 1 	u 1 

r 	
± 

r2= 

 2 

 C2  r C2  :<i 

[ 	( )] 2  

dy r 	e2 ) C4  C2  -a 

Stavimo li 

(32) 

1. 	 (33) 
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1 
Dobivamo, dakle, 

arcsin z = –
2 

+ – co), 

t.j. 
z = cos(p – co). 

Iz jednatina (34) i (37) sleduje: 

C2  1 
1 – — • – cos(y – co), 

t.t 	a 

t.j. 

C 2 

r = 
2  1 C 

1 + 1 – 	– cos(y – 63) 
p. 	a 

Ovo je polarna jednaeina planetske putanje. 
U prethodnoj glavi izveli sum polarnu jednaehm elipse, pretpostavljajuei da pol 

koordinatnog sistema leli u iiii elipse, a da je polarna osa naperena prema najbli-
ioj taeki elipse. Ta jednaeina bila je ova: 

r = 	p   
1 + e cos v 

pri eemu je ugao v nazvan pravom anomalijom. Ista ova jednatina vaZi za sve ko-
niene preseke, samo sa tom razlikom da je za elipsu e < 1, za parabolu e = 1, a za 
hiperbolu e > 1. Zato nam jednaeina (38) pretstavlja jedan konieni presek. Nume-
rieki ekscentricitet tog preseka dat je, kao §to to sleduje iz uporedenja (38) sa (39), 
ovim izrazom: 

C2  1 
p. 	a 

Prema tome da li je to veheina, koju vaija uzeti pozitivno, manja od jedinice, 
jednaka jedinici iii veea od jedinice, pretstavljaee jednaeina (38) elipsu, parabolu 
ili hiperbolu. Parametar tog konienog preseka dat je izrazom: 

b2 	C2 p= —— . 
a 

Jednaeina putanje mase m je, dakle, ova: 

p 
1 + e cos(y – co) 

Iz (39) i (42) sleduje veza: 
v = – 	 (43) 

koja nam prula geometrijsko tumaeenje integracione konstante w. Ako nam 
(sl. 6) pretstavlja proizvoljnu jednu taeku planetske putanje, 	njenu amplitudu, 
a P perihel, to nam ugao P0111 pretstavlja pravu anomaliju v planete. Po'Sto je 
amplitida perihela pretstavljena uglom p – v = w, to nam u (42) w pretstavlja 

amplitudu perihela iii longitudu perihela, merenu od uzlaznog evora. Ako, dakle, * 
P' pretstavlja projekciju perihela P, baeenu iz taeke 0 na nebesku sferu, to je Ion-
gituda perihela. merena od uzlaznog evora, pretstavljena lukom 	nebeske sfere. 

Potrebno je joS" odrediti velieine a, e i w iz inicijalnih uslova. 
Iz (40) sleduje: 

2 C2  1 
1 — e-  = — –, !I • a  

a iz jednaeine (41) i (2) proSle glave: 

b2 	2 
— = 1 — e-  = 

C2  
— • 

1 
–, (44) 

a2  u. a 

pa se iz prednjih dveju jednaeina dobiva: 

a = a. (45) 

Integraciona konstanta a pretstavlja, dakle, veliku poluosu planetske putanje. 
Zato dobivamo, mesto (30), ovu jednaeinu: 

2 2u u 
V = 

r 	a 
t.j. 

a= 
2u – rv2  

Ako, dakle, ro i vo  pretstavljaju skalarne veliene vektora ro i uo, to je njima 
odredena velika poluosa a planetske putanje: 

a= uTo  
 
2u – rov4 

Znatajno je da numerieka vrednost a velike poluose putanje zavisi samo od 
skalarnih veliena, a ne od prostorne orientacije vektora t o  i O. 

Kada smo izraeunali velieinu a, to se dobiva numerieki ekscentricitet e putanje 
pomoeu jednaeine (44). 

Valja joS da odredimo longitudu w perihela, merenu od uzlaznog evora. Iz (12) 
i (28) sleduje: 

d e r 
= — —T. 

dr? 	r3  
PomnoZimo li ovu jednaeinu vektorielno sa C, to dobivamo: 

[ 	2 r 
C

dt2
] 	---5•[C r]. 

Iz (15) sleduje, primenom poznatog obrasca vektorskog raeuna 

[a [b c]] = b (c a) – c (a b), 

dr 	dr) dr 	dr 	 2  dr 
–[C r] = 	 r 	– 	(r r) 

r  —dt r _. dt 

t.j. 
d 2 r1 	u dr 	u. dr 

E.0  dt2  j 	7. 2  dt r 	7' dt • 

1 	!-L_ P- 
7/7  – C2 	C2  

(37) 

(38) 

(39) 

e= (40) 

r = 

(41) 

(42) 

(46) 

(47) 

(48) 
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r = (1 - e)a n o . 

Kako u perihelu velieina r dostile svoj minimum, to je za perihel 

dr 
= O. 

dt 

Stavimo li poslednja tri izraza u (50) to dobivamo: 

= eu no . 

Vektor 3D naperen je, dalde, prema perihelu i ima skalarnu velieinu eu. 
Vektor 0 mole se primenom jednaeine (49), odrediti iz inicijalnih uslova: 

dr 
r = to; — 

dt 
= 00, za t = to : 	= [ro no]; r = ro; 

(51) 

+ 
7' 
 + = 0, 

[c dr] 

dt 
(49) 

Stavljajuei ovamo izraze (20), (19), (17), dobivamo: 

i 	j 	t 
no  = 1 

ey. 
Ci  C2 C3 

vl v2 v3  
(54) 

1 
- —

ero
(roi + yoi + 

36 	 IIPOBJIEM ABAJY TEJIA 	 WIT. II 
§121 	 KPETAIBE IIO EIIMITHLIFIOJ 37 

 

Kako je 
d 	 d2r 1  
dt [ dt ] 	[ 

1- 
dt2 

d 

 (

1 ) 	1 dr 	1 dr 
--T 	— — r + 
r 	r2  dt 	r 

d 	d 	 ) = 0,  

dt [ dt ] 	dt

(Lir

) 

a posle izvrSenog integrisanja, 

gde D oznaeava jedan vektor koji je nezavisan od vremena. 
No kako je, zbog (15), a primenom spomenutog obrasca vektorskog raeuna, 

	

dr 	rr 	= _r (L1 5, . 	dt dr 	dr (r dr ) = 	+ 	. 

	

[ dt j 	[dt [ dt j j 	 dt) 	dt 	dt) 	 dt dt 

to se, uzimajuei u obzir (46), dobiva jednaeina: 

= (u u) r r  dr dr 
r 	a ) 	 dt dt .  

Radiusvektor r perihela B (sl. 4) ima, poSto perihel ima od pola 0 otstojanje 
a - ea, ovu vrednost: 

r = (1 - e)a, 

a vektor pololaja perihela t, pretstavljen je, ako sa no oznaeimo jedinieni vektor u 
prawn SB, izrazom: 

pa je zato: 

= - [ 00] - = ro. 	 (52) 
To 

Kako taj vektor ima moduo eu, to je jedinieni vektor no pretstavljen izrazom: 

 
no  = - 

eu   n
o] - 

1 
— ro• 	 (53) u  
ero  

Sada mo2emo lako odrediti ugaoo"Sto ga taj vektor zatvara sa linijom evoro-
va. Jedinieni vektor ho, naperen iz 0 prema uzlaznom evoru Sb (sl. 6), pretstavljen 
je, po§to taj vektor leii u ravni X-Y, i zatvara sa osom X ugao S2, ovim izrazom: 

bo  = cos f2i + sin f2j. 	 (55) 

Jedinieni vektori 1) 0  i no  zatvaraju izmedu sebe ugao cu koji je, prema samoj de-
finiciji skalarnog produkta dvaju vektora, dat jednatinom: 

cos co = (4o no)- 	 (56) 

Stavljajuei ovamo izraze (54) i (55) dobivamo, po§to su skalarni produkti jedi-
nienih vektora i, j, t iii jednaki jedinici iii nuli, jednu skalarnu jednaeinu kojom je 
ugao Cu izralen pomoeu inicijalnih uslova. 

Na taj naein odredena je relativna putanja mase na prema masi M. Kako se za-

jednitko teil§te S tih dveju masa kreee, prema dobivenim vektorskim integralima, 
na potpuno odreden naein, pravolinijski i uniformno, to je time odredeno i apsolu-
tno kretanje mase M i in u odabranom koordinatnom sistemu. Teli§te S deli stal-

no vektor pololaja r mase nz prema masi M u obrnutoj srazmeri tih masa, pa ee se 
zato one, relativno prema torn teli§tu, kretati tako da ce prava koja ih spaja pro-
laziti uvek kroz to teli -Ste, a radiusvektori njihovih putanja biti pretstavljeni izra-
zom (42) koji treba samo pomnoiiti sa M/(M + in) odnosno + in). 

Te ee putanje biti opet konieni preseci istog ekscentriciteta kao i u (42), no 
smanjenog parametra. Ako je e < 1, onda ee se obe mase kretati po drugom Ke-
plerovorn zakonu po elipsama oko zajedniekog teliSta, a zajedno sa tim teli§tem, 
jo'S vektorom brzine B u prostoru. Zbog toga ee obe to mase opisivati u prostoru 
helikoidalne krive, obavijene oko dvaju valjaka koji imaju za bazu spomenute eli-
pse, a za izvodnicu vektor B. 

12. Kretanje po eliptitnoj putanji. Ostaje jos da matematski opise- 
mo kretanje mase na po putanji eiju smo jednaeinu malotas izveli. Pri tome 
demo se ogranieiti na slueaj planetskoga kretanja kada je to putanja elipsa, 

t.j. kada je e < 1. Zato demo masu ni zvati opet planetom. 
Oznaehno li sa T vreme potpunog, sideriekog obilaska planete oko Sunca, to 

ee za to vreme radiusvektor planete prebrisati celokupnu povrinu ;tab, ogranieenu 
elipsom planetske putanje. Zbog toga je dvostruka sektorska brzina pretstavljena 
izrazom: 

27cab 
C 	 

	

b2 	47c2 a  2 b2 
C2  = U = 	 

	

' a 	T2  

to dobivamo: 

(50) 

(57) 

Iz (41) sleduje: 
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CJTHKA 7 
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t.j. 
a3 

= 41c2 
T2 

 Uzimajuei u obzir (28), dobivamo: 

a3 
f 

T 2  4TE2 
(M + m). 

Ova jednaeina izraZava jednu vaInu relaciju izmedu velieina a i T, koja nije sa-
svim podudarna sa treerm Keplerovim zakonom. Po torn je zakonu kolienik a 3/T2 

 za sve planete jedan te isti, Sto prema prednjoj jednaeini ne bi bio slueaj, jer pri-
sustvo mase in u toj jednaeini menja vrednost spomenutog kolienika od planete do 
planete. No poSto su mase planeta veoma malene prema masi Sunca, to se u gor-
njoj jednaeini mote 711 zanemariti pored M, pa se, na taj natin, dobiva podudar-
nost tre6eg Keplerovog zakona sa zakonima Nebeske Mehanike. 

Kretanje planete po njenoj putanji sleduje po drugom Keplerovom zakonu, pa 
se pomoeu toga zakona mote polo2aj planete u njenoj putanji pretstaviti kao funk-
cija vremena. Taj posao izvrSio je ve6 sam Kepler na ovaj natin. 

Kada su zadane obe ose jedne elipse (sl. 7), onda se taeka elipse koja lezi na je-
dnoj proizvoljnoj ordinati LA/1  mote naei na ovaj naein. Opigmo preko tih obih osa, 

kao preenika, krugove PC 1 AD 1 P i ECFDE, 
spojimo All  sa srediStem 0, pa povucimo GM 
paralelno sa OP. Onda je traZena taeka 
elipse. Zaista, ako sa a i b oznaeimo obe po-
luose elipse, a sa u ugao POM1, to je apscisa 
od Al jednaka x = OL = a cos u, a ordinata 
y = LM = bsinu, pa dobivamo: 

a2 	
y 2 

= cos-9u sin2 u = 1, 

Sto je, u stvari, jednatina elipse. 
Kako je 

LM a 
LA/ 1  = asin u, 	t.j. 	= 

LA1 1 	b 

to elipsa PCA nastaje skraeivanjem ordinata kruga PC 1 A u srazmeri 	Zbog 
toga stoje povrMne sektora PSM i PSI1/1 1  elipse odnosno kruga u istoj toj srazme-
ri, pa je zato: 

area PS Al = —
b 

area PSAli  
a 

Neka nam sada elipsa PC ADP pretstavlja putanju planete oko Sunca, pa ne-
ka nam S pretstavlja onu zizu te elipse u kojoj se nalazi Sunce, P perihel, a e eks-
centricititet elipse. Onda je: 

, 
area PSAII =- area P0.1111 — area OSM 	

1 , 	1 
I  = —

9 CrU — -9 cre sin u, 

pa zato:  

§12] 	 KPETAHDE no EJIIIIITI4T4HOJ 
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area PSM = 
2 
—
1 

ab(u — e sin u). 

Ugao a koji se pojavljuje u prednjoj jednaeini zove se ekscentriena anomalija. 
Sektor PSM elipse raste, prema drugom Keplerovom zakonu, proporcionalno 

vremenu t. Oznaeimo li sa t vreme prolaza planete kroz perihel, to je vreme pro-
teklo od tog prolaza pa do trenutka kada je planeta stigla u pololaj M jednako 
(t — t). Pomno2imo li taj interval vremena sa sektorskom brzinom rcabIT, to dobi-
vamo povrSinu elipsinog sektora PSM. Zato je 

(t — t) = 1  ab(u — e sin u), 
9 

t.j. 

-2-  — = u — e sin u. 

Kolienik 
2:c 

=  
T 

pretstavlja srednju uglovnu brzinu planete iii njeno srednje kretanje, pa je zato: 

n(t — -r) = u — e sin u. 	 (62) 

Pri tome je zbog (59) i (61) n dato jednaeinom: 

n2 = f M m  
(63) 

a3  

Jednaeina (62) naziva se Keplerovom jednaeinorn; ona daje vezu izmedu t i eks- * 
centriene anomalije u. Da bismo na§li vezu izmedu ekscentriene anomalije u i prave 
anomalije v, valja postupiti ovako. Iz trougla SLM sleduje SM 2  = SL2  LM 2  t.j. 

r2 = ( 2, ea)2  + y2  

= a2  [(cos u — e) 2  + (1 — e2 ) sin 2 u1 

= a2 [cos2 u — 2e cos u + e 2  + sin2 u — e 2  sin2 u]  

= a2 (1 — e cos u) 2 

t.j. 
r= a(1 — e cos u). 

Iz (41), (42), (43) i jednaeine (2) prve glave sleduje: 

a(1 — e2 ) 
r = 	 

1 + e cos v 

Poslednje dye jednaeine daju: 

1 — e 2  = (1 + e cos v)(1 — e cos u) 

cos u — e 
cos V = 

1— e cosu 
Zato je: 

	

9  v 	(1 — e)(1 + cosu) 
1+ cosy = 2 cos -  = 

	

9 
	

1— e cos u 

(60) 

(61) 

(64)  

(65) 
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1 — cos v = 2 sin2 v 
	(1 + e)(1 — cos u) 

9 	— ecosu 

2  V 	1 + e rli (1 — cos u) 
	= 

1 + e 
tg

2 u 

	

tg  5 = 1— e 1(1 + cos u) 	1— e 	9 

v .11+ e u 
tg = 	e  tg 	 (66) 

Da nademo, dakle, pololaj planete u njenoj putanji koji odgovara vremenu t, 
treba primenom jednaeine (62) nazi ekscentrienu anomaliju u planete, pa zatim 
pomoeu (64) izraeunati radiusvektor r, a pomoeu (66) pravu anomaliju v. Vreme 
prolaza planete kroz perihel izraeunava se iz inicijalnih uslova na ovaj naein. 

Numerieka vrednost y o  argumenta latitude u inicijalnom momentu je onaj ugao 
Sto ga vektor polo2aja ro  inicijalnog momenta zatvara sa jedinienim vektorom 0 0 , 
pa je zato taj ugao dat jednaeinom: 

to 
COS yo = ( 1)0 —) 

To 

gde je ho  dato jednaeinom (55), r o  jednaeinom (17), a 7-0 jednaeinom 

2 	,2 	2 	2 
7.0 = 	Yo + zo • 

Kada se taj ugao izraeuna, onda je vrednost prave anomalije u inicijalnom momen-
tu data jednaeinom v o  = yo  — co. Pomoeu (66) mole se izraeunati vrednost u o  eks-
centriene anomalije u inicijalnom momentu, pa stavljajuei t = to; u = uo  u (62) 
vreme t. 

Velieina 

7/(t — T) = 2n
t — T 
	 = 	 (67) 

naziva se srednjom anomalijom planete. Ona je jednaka pravoj anomaliji one fik-
tivne planete koja bi se kretala u ravni planetske putanje po krugu oko Sunca uni-
formnom uglovnom brzinom, a prolazila istovremeno sa stvarnom planetom kroz 
veliku osu njene putanje. 

Razlika 

= v — 	 (68) 

izmedu prave i srednje anomalije planete zove se njena jednae"ina centra. 

13. Eliptitni elementi planetskog kretanja. Do sada nismo ueinili 
joS nikakvu pretpostavku o prostornoj orientaciji upotrebijenog koordina- 
tnog sistema, po .Sto to nije bilo od potrebe za prethodna teoretska rasudiva-

nja. U prakticnoj primeni te teorije potrebno je taeno odrediti poloiaj koordina-
tnog sistema. Taj se pololaj odabire ovako: Ravan X—I' valja poloZiti u ravan Ze-
mljine putanje jedne odredene epohe, na primer epohe 1,0 januara 1900. Osu X 
valja naperiti prema proletnjoj taeki T (si. 6) te iste epohe, a osu Z prema sever-
nom polu ekliptike. Posmatran sa severne strane pozitivni smer obilaZenja vodi, 
najkraeim putem, od ose X ka osi Y, u smislu protivnom skazaljki na satu. 

U takvom jednom koordinatnom sistemu mote se, kaosto smo videli, polo-
2aj ravni planetske putanje jednoznatno odrediti longitudom 1l = arc T81 uzlaz-
nog Evora i nagibom i ravni putanje. Orientaciju putanjine elipse odredivali smo, 
do sada, longitudom Co = arc P' perihela, merenom od uzlaznog Evora. Ta se ori-
entacija odreduje u astronomskoj praksi longitudom II, merenom od proletnje ta-
eke T, a razumevajuei pod njom zbir lukova Tgg i 81P' nebeske sfere, koji ne leZe 
u istom glavnom preseku te sfere. Zbog toga je: 

II = arc T2 + arc PP' = 11 + co. 	 (69) 

Elipsa planetske putanje odredena je jednoznaeno njenom velikom poluosom a 
i njenim numeriekim ekscentricitetom e. Tim velieinama odredeno je, pri zadatim 
masama 111 i m , jednatinom (63) srednje kretanje n planete, a jednaeinom (61) nje-
no siderieno vreme obilaZenja T. Potrebno je jog poznavati poloiaj planete u je-
dnom odredenom trenutku, pa da se, iz svih ovih podataka, mole izraeunati polo-
iaj planete u svakom proizvoljnom momentu. Vreme T prolaza planete kroz peri-
hel, kojim smo se do sada sluZili, pretstavljalo je vreme jednog odredenog pololaja 
planete. Da bismo u naSe raeune uveli poloiaj planete u jednom odredenom mo-
mentu, postupieemo ovako. Velieina 

X = n + v 	 (70) 

naziva se pravom longitudom planete, a velieina 

/ = + = + n(t — 7) = — n-r. + nt 	 (71) 

srednjom longitudom planete. U inicijalnom momentu t = 0, t.j. u doba maloeas 
odredene epohe od koje brojimo vreme, ima 1 vrednost 

a = — 7/T, 
	 (72) 

pa se ona naziva srednjom longitudom epohe i pretstavlja traZenu konstantu. 
Svih sest elemenata 

i, 	II, 	a, 	e, 	 (73) 

zovu se elipti6ni elementi ili elementi eliptidnog kretanja planete. 

14. Problem satelita, sveden na problem dvaju tela. Neka nam 

oznaeava jednu planetu a m. r  satelit koji oko nje obilazi. Oznaeimo vek-
tor pololaja mase m sa 9i, a vektor poloZaja mase m l  sa I, to je poloiaj sa- 

telita prema planeti odreden vektorom: 

r --= — 	
(74) 

Svi sateliti naSeg planetskog sistema kruZe u tako uskim putanjama oko njiho-
vih planeta da je skalarna velieina r vektora r veoma malena prema otstojanju p 
planete od Sunca. Zbog toga je dozvoljeno otstojanje satelita od Sunca uzeti jed-
nako p, a, iz istog razloga, pretpostaviti da su sile kojima Sunce privlaei planetu 
odnosno satelit, a koje eemo oznaeiti sa a i ai, medusobno paralelne. Oznaeimo 
dalde, jedinieni vektor u pravcu od planete prema Suncu sa f o , a masu Sunca sa 
Al, to dejstvuje na planetu ova privlaena sila Sunca 
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a = f mm 
fo,  

a na satelit 

Stavimo li 

to je: 

mmi 
= f 	2  fo- 

41 
f = k, (75) 

	

= krnfo ; 	= 
Ako ne uzmemo u obzir, zbog toga Sto su veoma malena, privlaena dejstva 

ostalih elanova naSeg planetskog sistema, to dejstvuje na planetu, pored sile 3, jog 
i privlatna sila satelita, pretstavljena izrazom 

77/77/1 

	

J 	r, T 3  

PoSto je, zbog (74), 
d2 1 	d2 91 	der 

dt2 	dt2  = dt2  
to sleduje: 

ml T-
d2

t2

r „.= 
f

ni i (m + m1)  
r. 	 (81) 

3  
Ovo je diferencijalna jednaeina kretauja satelita oko planete. Ona kazuje da se 

satelit kreee oko planete tako kao kad bi ova bila nepomiena, imala masu (m+n/i) 
i samo ona dejstvovala po Njutnovom zakonu na satelit. Time je problem sateli-
ta redukovan na problem dvaju tela. Oznatimo li, dakle, vreme obila2enja satelita 
oko planete sa T1, a sa a1  veliku poluosu njegove relativne putanje oko planete, to 
dobivamo, koristeei se jednaeinom (59) iz problema dvaju tela: 

3 

f(m+ m i  ) = 41t2  —1  . 	 (82) 
T 2  

Oznaeimo li sa T vreme obila2enja planete oko Sunca, a sa a veliku poluosu 
planetske putanje, to je, isto tako: 

a na satelit, pored sile 3' privlaena sila planete, pretstavljena izrazom 
77/7774 

f  r3 r.  
= 2  

Zbog toga su diferencijalne jednaeine kretauja planete odnosno satelita ove: 	
f (M + + 	

T2 . 
(83) 

d2 91 	mmi  

m CV2-  = f 
	7.3 r + kmfo 	 (76) 

d21 771 	
+ krnifo•r 	3 r 

nil 	= f  
Zbir ovih dveju jednaeina daje: 

d2 93 	d2  
7 	 ± 7 	

1 
7/ 	711 cy2  

dt2 	 = k(m + 71/1)fo. 	 (78) 

Ako nam taeka S pretstavlja centar masa m i m 1i  to je njen vektor polo2aja f 
dat sledeemn jednaeinom: 

(in + 7111)f = n791+ m i  I. 	 (79) 

Odavde sleduje: 
d2  f 	d2 91 	d2 ( 

(77/ + 7774 ) 	= 77/ 	 + 174 
dt 2  dt 2  dt 2  

Zato je, zbog (78) i (75), 

d 2 f 	111(m +111 1 ) 
+ 	= f 	 fo• 	 (80) 2 

P2  
Ovo je jednaeina kretauja centra masa S. Ona kazuje da se zajednieko te2iSte 

planete i njenog satelita kreee oko Sunca tako kao da je u torn telii;lu koncentrisa-
na masa (in + m i ), a ova da je privlaeena od Sunca. 

Skratimo li jednaeinu (76) sa in, a jednaeinu (77) sa m l , pa oduzmemo li je-
dnu od druge, to dobivamo jednaeinu: 

d 2 f 	d2 9ft  
	 = f

ern + 
	r. 

dt2 	dt 2 	r3  

Iz poslednjih dvaju jednaeina sleduje: 

	  =
3  	2  Trt + 	 a 1 

M M 7/7,1 

Masa ra i  je, uglavnom, toliko malena prema masi in da je, u prednjem izrazu, 
molemo zanemariti; to isto vaii, u joS.  veeoj meri, za masu in u odnosu prema ma-
si M. Zato je, dostl taeno 

(a i 	T 
nI = a )3  )2.  

Slu2eei se ovom jednaeinom, mole se iz vremena obila2enja satelita i velike po-
luose njegove putanje izraeunati odnos mase in planete prema masi M Sunca. 

Na ovaj naein je Njutn u svojim principijima izracunao mase Zemlje, Jupitra i 
Satruna. Planete Uranus i Neptun bile su onda joS nepoznate, a isto tako i Marso-
vi sateliti. 

(77) 

(84) 
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d2 ri 

PJIABA TPETIA 

----■11■7411■-- 

Opgt I integrali problema n tela 

15. Problem n tela. Uoeimo proizvoljan broj nebeskih tela koja se pri- 
vlaee po Njutnovom zakonu. Zadatak, da se iz inicijalnih uslova odredi kre- 
tanje tih tela, zove se problem n tela Nebeske Mehanike. Izrazimo taj zada-

tak jezikom matematske analize. Oznatimo, u to ime, sa m i ,m2 ,m3 ,...,m„ mase 
uoeenih nebeskih tela, a sa r1 ,r2,r3,..., r„ vektore pololaja njihovih te2i§ta u je-
doom odabranom koordinatnom sistemu koji smatramo nepomienim. Privlatne Bi-
le koje dejstvuju izmedu dveju proizvoljnih masa m i  i m k  toga materijalnog siste-
ma mogu se matematski pretstaviti na ovaj naein. 

Relativni pololaj mase mk prema mi  pretstavljen je vektorom 

[ik = rk – r i . 

Ako sa pik oznaeimo moduo vektora t i/„, to nam lik/p ik pretstavlja jedinieni 
vektor pravca od m i  ka mk, a lk i /pk i  jedinieni vektor protivnoga pravca. Kako pik 
i pki pretstavljaju dui koje valja uvek smatrati pozitivnima, to je uvek: 

Pik = pki• 

Iz prethodnoga sleduje da masa in k  dejstvuje na masu TIli silom koja je pret-
stavljena sledeohn izrazom: 

1 	[ik 	 rk –  ri f monk • — = Inz i m k 	. 
Pa Pik 	 Pik 

Privlatna dejstva ostalih masa 	 , in,, na masu 	dobieemo ako u 
gornjem izrazu indeks k zamenimo sa 1,2,3, ...,n. Zbog toga ee jednaeina kreta-
nja mase m i  biti ova: 

rk – ri 
m, 

dt2 
 = E fmimk 	3  , 	i = 1,2,3,...,72 	 (1) 

Pik 

pretstavljaju diferencijalne jednaeine kretanja masa nil , 1722 	, Trt„. Ovo su sve 
diferencijalne jednatine drugoga reda, pa bi njihova potpuna integracija dala 2n 
vektorskih iii Gn skalarnih jednaeina, kojima bi vektori polotaja i vektori brzina 
till 7/ masa bili izrazeni kao funkcije vremena. Sada:Snjim matematskim sretstvima 
moguee je, medutim, izvesti samo tri vektorska i jedan skalarni tip integrala. Ti se 
integrali zovu opfti integrali problema n tela. 

16. Optti integrali problema n tela. U jednatinama (1) pojavljuje 
se svaka kombinacija dveju proizvoljnih masa in, i m k  dva puta. Stoji ii, u ti- 
ma jednaeinama, levo izraz m i  d 2 ri /dt 2 , onda se desno, u naznatenom zbi-

ru, pojavljuje elan finirnk(rk – r i )/p ik , a kada levo stoji izraz mk d 2 rk/dt 2 , onda 
se desno pojavljuje elan fin k in i (ri  – rk)/p3ki . Kako je pik = phi, to su ti parovi ela-
nova, iz kojih je sastavljen celokupan skup desnih strana gornjih jednatina, opSte 
pretstavljeni °vim: 

rk – ti 	 ri  — rk 
f77/ i n7, k 	3 	; 	f 771,i 77/ k 	3 	. 

Pik 	 Pik 

Saberemo li , prema tome, svih 17 jednaeina (1), to se desna strana toga zbira 
mote raselanati u same takve parove, a kako svaki takav par daje: 

rk – r i 	ri – rk  f 774714 	3 	+ f'17/0111, 	3 	= 0, 
Pik 	 Pik 

to 6e cela desna strana toga zbira biti jednaka nuli, pa zato i leva. Tako dobivanlo: 

rrn 
d 2 ri  

dt
2 = 0. 

i=1 

Pomno2imo li jednaeine (1), redom, vektorijelno sa r 1 , r2 ,...,r,, pa saberemo 
li ill zatim, to ee u desnom zbiru svaki odgovarajuei par elanova dati: 

Mi Tit k 	, 

j 	3 	{ [ri ( rk 	ri )] + bk(ri 	r1 )] = 	 
771
,
i 
3
/14, 

{ [ri rk] + [rk 	0, f 
Pak rik 

pa ee zato desna strana toga zbira bit" jednaka nuli, a zato i leva. Zbog toga je: 

i=n 
d2 r i  E rn, [r, 	= 0. 
dt2  i =i 

(2) 

(3) 

d 2 ri  

d t 2  

rk – ri 
f 'Min? k 	3 	, 

Pik 

PomnoZimo li jednaeine (1), redom, skalarno sa 	 ,dr„ pa saberemo 
li ill, to ee u desnom zbiru svaki od spomenutih parova dati: 

pri eemu se znak zbira odnosi na sve mase sistema sa jedinim izuzetkom mase 
Ova nam ,jednaeina pretstavlja, u isti mall, jednaeinu kretanja svake proizvoljne 
mase 	 ,711,, sistema, ako samo indeks i zamenimo sa 1, 2,3, ... n. Zato 
nam n vektorskih jednaeina: 

7T/i77/k 
f 	3 	(rk 	ri) dri  + (r 

Pzk 

Kako je 

r1 ) drk = – f 
171,i /7/k

(rk 	ri)(cirk – dr )• 
Pik; 

(r k. – r i )(dr k  – dri ) = lik disk = Pik dPik 
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pa je zato: 

111i772,k 
f 	dEth ,  

Pik 

to se svaki ovaj par redukuje na 
i„ 

E 	= 

J=1 

Integracija to jednaeine daje: 

( 9 ) — U + 

=77 

(7) (13) 
i=1 

1 
93 = — B. 

ilI 

dri  
772,i [ti --] = C, 

dt 

Iz (5) i (12) sleduje: 

111i177,k tr = f 

U gornjem dvostrukom zbiru desne strane pojavljuje se svaka kombinacija masa 
77/i i rak samo pojedanput, poto je svaki od gornjih parova dao samo po jedan elan. 

Diferencijalne jednaeine (2), (3) i (4), koje smo na taj naein dobili, mogu se la-
ko integrisati. Iz (2) sleduje: 

i=n 
dri 

E = 93, 
dt 

gde O3 oznaeava jedan konstantni vektor, nezavisan od - vremena. 
Integracijom prethodne jednaeine dobivamo: 

2= 71 

E n2iLi = 21 + 93t, 
i=1 

gde je vektor 2l nezavisan od vremena. 
Kako je, sasvim op§te, 

d 	dr,1 = 	d2 r, 
dt 	dt j 	dt 2  j 

to mozemo jednatinu (3) zameniti ovom: 

1=11 

—
dt 	

—] = 0. 
dt 

dr i  

i=1 

Integracija ove jednaeine daje: 

pri eemu h oznatava integracionu konstantu. 
Nadena tri vektorska integrala (5), (6). (7) i skalarni (9) koji se, svi zajedno, 

mogu zameniti sa deset skalarnih jednaeina, zovu se opsti integrali problema n tela. 
Oba vektorska integrala (5) i (6) nazivaju se integralima te2i§ta, i to iz ovog 

razloga. Vektor polo2aja 6 te2igta, bolje reoi, centra masa m. 1 , 1222, dat je, 
prema samoj svojoj definiciji, jednaeinom: 

J=” 
M6 = 	 (10) 

i=1 

gde 

M = 
i=1 

oznatava celokupnu masu posmatranog materijalnog sistema. PoSto je vektor brzi-
ne 93 te2i§ta pretstavljen sa 

de 
91= —

dt
, 

to dobivamo diferencijacijom jednaeine (10) po vremenu: 

i= r1 
dr 

dt 
(12) 

gde pretstavlja opet jedan konstantan vektor. 
I jednaeina (4) mote se lako integrisati. Njena desna strana je, u stvari, dife-

rencijal skalarnoga izraza: 

k 	P ik  

u kojem se, kao Sto smo vei napomenuli, svaka kombinacija masa mi i mk poja-
vljuje samo pojedanput. Skalar U naziva se funkcijorn sila posmatranog materijal-
nog sistema. Kako je: 

= —
du, 

dr = u 	 „ = v, dv 
dt " 

pri Ceinu 0, pretstavlja vektor brzine mase in, , a vi njegov moduo, to se jednaeina 
(4) mo2e zameniti ovom: 

a iz (6) i (10) 
1 	1 

6 = —21 + —93t. 
M 

Jednaeina (13) kazuje da je vektor brzine te2iSta celokupnog sistema jedan kon-
stantan vektor, zbog Cega se to te2iSte kreee u prostoru pravolinijski i uniformno. 
Putanja toga te2i•ka pretstavljena je, u vektorskom obliku, jednaeinom (14) u ko-
joj t igra ulogu parametra; 2t/M je vektor pocetnog polozaja tezista za t -= 0. 

Vektorski integral (7) naziva se i integralonl povrMna, a to zbog ovoga. Izraz 
dri /dti pretstavlja, kao §to smo to vei 11 problemu dvaju tela obrazlo2ili, dvo-

struku vrednost orientirane povr§ine koju vektor polo2aja r i  mase Dti prebrie a je-

dinici vremena. Jednaeina (7) kazuje da je vektorski zbir svih orientisanih povri-
na prebrisanih od vektora polo2aja r j , , r„ u jedinici vremena, a ponmcr2enili, 
pre sabiranja, sa odgovarajueim masama, jedan stalan vektor. 

( 8 ) 

(14) 

i=n 	d2 ri 

E ni, 
 dt2 

 dr, = f E ./11i712k 
,2 	dP71,2 

k 	rik 

i=n 	9 

E
172i27 

i=1 
(4) 

i=1 

(5) 

(6) 

dri  
ui: 

dt 

cl 2 r ;  

d
' d 

t 2 
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Integrali (5) i (6) koje mcdemo pisati i u ovom obliku: 

i=n 

E 77/iD = 93 

i=n 

E 	ui] C 

nazivaju se integralima kolitine kretanja iii integralima impulsa, a to zbog ovoga. 
Vektor 

(17) 
naziva se kolieinom kretanja iii impulsom mase m„. Iz poslednjih triju sleduju ove 
dve jednatine: 

i=n 

Eiri Til = C. 

One kazuju da je zbir impulsa svih masa sistema, a i zbir njihovih momenata 
obzirom na taeku 0, nezavisan od vremena. 

Integral (9) naziva se integralom live sile, jer leva strana to jednaeine pretsta-
vlja tiivu silu posmatranog materijalnog sistema. 

17. Translatorno kretanje Suntevog sistema. OpS. ti integrali pro- 
blema n tela dozvoljavaju, primenjeni na na'S.  Suneev sistem, pravolinijsko 
uniformno kretanje tetifS"ta tog sistema prema sistemu zvezda nekretnica, Sto 

je vee Njutn uvideo. Polazeei od toga saznanja, pokuSao je, prvi, V. Herel, a za 
njim i mnogi drugi astronomi, da odrede to kretanje naSeg planetskog sistema po 
metodu kojega je osnovna ideja ova. 

Polotiaj tetii§ta planetskog sistema zavisi od trenutne konstelacije planeta pre- 
ma Suncu. Zbog ogromne mase Sunca, lei to tetiiSte uvek u blizini samoga Sunca, 
pa se, pri istovremenoj opoziciji svih planeta, mole udaljiti od centra Sunca najviSe 
za 2,2 polupreenika Suneeva. Nako je godiSnja paralaksa zvezda nekretnica toliko 

malena da je tek u proSlom veku mogla biti kon- 
statovana, to je otstojanje zvezda nekretnica od 
planetskog sistema toliko ogromno da stajalite 
zemaljskog posmatraea motiemo bez ikakve osetne 
gre§ke identifikovati sa tetiiStem planetskog siste- 
ma. Neka bade, dakle, S l  (sI. 8) polotiaj toga te- 
tiiaa u vremenu t 1 . Kreee li se tetiiSte planetskog 
sistema u pravcu A'A, to ee u jednom drugom mo- 
mentu t 2  vremena stajali'Ste posmatraea biti dru- 
go, pa neka bude pretstavljeno taekom S2. Pret- 
postavimo da zvezde nekretnice nemaju vlastitog 
kretanja, onda ee one iz stajaliSta S 1  posmatraee- 
vog izgledati projicirane u taeke a nebeske sfere, 
a iz stajaliSta S2 u taeke b. Translatorno kretanje 
planetskog sistema ima, prema tome, za posledicu 

§1.81 
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da se zvezde nekretnice od taeke A nebeske sfere privicino udaljuju da bi se, kreeu-
ei se po glavnim krugovima nebeske sfere polotienim kroz taeke A i A', priblitiavale 
taeki A'. Vlastita kretanja zvezda nekretnica pomueavaju ovu jednostavnu sliku i 
otetiavaju znatno taeno odredivanje taeaka A i A' nebeske sfere, od kojih se A zo-
ve apeks, a A' antiapeks. Zato je bilo potrebno koristiti se statistiekim metodama, 
pa se, na taj naein, nago da se ceo naS planetski sistem kreee brzinom od kakvih 
20 kilometara u sekundi prema onoj tatki zvezdanog neba kojoj odgovara rektas-
cenzija od okruglo 270°, a deklinacija od okruglo 30°. 

Pri tome kretanju crta tetiite planetskog sistema pravu liniju, oko ove se oba-
vija putanja tetiiSta Suneevog, neprekoraeavajuei saop§tenu maksimalnu elongaci-
ju. Planete opisuju, pri tome, eliptiene, zbog kretanja Sunca lako zatalasane  heli- 

koidalne linije, a visina hoda tih linija proporcionalna je vremenu obilatienja poje-
dinih planeta. 

18. Laplasova invariabilna ravan. Translatorna kretanja svih elanova 
naSeg planetskog sistema odreduju, prema rezultatima §16, jedan vektor C. 
nezavisan od vremena. Taj smo vektor odredili uz pretpostavku da poznaje-

mo apsolutna kretanja u prostoru ili bar kretanja prema jednom koordinatnom si-
stemu koji motiemo smatrati kao nepomiean. No mi apsolutna kretanja u prostoru 
ne samo da ne poznajemo, nego ne motiemo, prema sadanjem shvatanju nauke, o 
njima ni govoriti, niti smo u stanju da odaberemo jednu nepomienu taeku a prosto-
ru. Zbog toga motiemo govoriti samo o relativnim kretanjima. Zato postavljamo 
pitanje kako stoji sa vektorom C, ako poeetak 0 naSeg koordinatnog sistema po-
lotilmo u jednu odredenu taeku nars'eg planetskog sistema, a taj koordinatni sistem 
orientiSemo tako da se ne zaokrede prema nebu zvezda nekretnica. Vektor polotia-
ja tatke 0 u biv§em, mirujueem koordinatnom sistemu, na koji su se odnosili ra-
sudivanja i oznake §16, neka bude oznaeen sa 91, onda su, upotrebom spomenutih 
oznaka, vektori polotiaja masa ni l , ra9, , m., u novom sistemu pretstavljeni sa 

- 91), (t2 - 91), 	, (r„ - 91). 

Ociaberimo joS jednu, drugu, taeku ill naSeg planetskog sistema koja se, u uoee-
nom momentu, kreoe u prvom mirujueem sistemu brzinom n o . onda su relativne 

brzine masa 'na 1 ,1122, prema tacki III pretstavljene izrazima: 

( 0 1 - uo),( 02 - 	(t), - 00). 

Konstrui:§imo sada jedan vektor 	na isti naein kao i vektor C *16, samo sa 
tom razlikom da vektore apsolutnog polotiaja zamenimo sa vektorima relativnog 
polotiaja prema taeki 0, a vektore apsolutnih brzina sa vektorima relativnih brzi-
na prema taeki ill. Taj de vektor onda biti pretstavljen izrazom: 

a=n 

	

E M, [(r, - 9i)(u, - 0 0 )]. 
	 (18) 

.-1 

avrSimo naznacena mnotienja u gornjem izrazu i izvadimo pied zeal: zbira ono 

Sto je u njemu zajednitko. Na taj naein dobivamo: 

(15) 

(16) 

13 = 71/03i 
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[rn.Iii 

= E [ri — E [91 — E 97/i [ri Do] E mi[91 Do] 

E 772,i [Ti - E mini] + [00 E ,mini] 
[9  Do] E 

Kako je prema (11), (10), (12) i (16) 

E 771.i = M; 	E 712i Ti = 1116, 	E mini = A197; 	E 9// ti 	C, 

to dobivamo: 

= 	M [9193] + [6  bid — 	001}. 
	 (19) 

lieine. 
Ovaj izraz nije nezavisan od vremena, jer su u njemu 91, pot 6 promenljive ye- 

Polo2imo sada poeetak 0 naeg koordinatnog sistema u te'Zi§te planetskog si-
sterna, stavimo, dakle, = 8, to dobivamo: 

= C — M[e 

Ostavimo li poeetak 0 na,:eg koordinatnog sistema u proizvoljnoj taeki planet-
skog sistema, ali zato poloiimo taeku NI, prema kojoj merimo relativne brzine, u 
teli§te planetskog sistema, to valja u (19) staviti 1) 0  = 93, pa dobivamo: 

= C — /11[S 93]. 

Smestimo li , na posletku, obe taeke sravnjivanja O i 1ll u teii§te planetskog si-
sterna, to valja u (19) staviti 92 = 6, n o  = 93, pa dobivamo: 

= C — M[e 93]. 	 (20) 

Vidimo, dakle, da u sva tri slueaja dobivamo jedan te isti vektor E. Potra .Zirno 
izvod toga vektora po vremenu. On je pretstavljen izrazom: 

dE dC 	ide m  
dt dt — dt 	M 6ddt 

C i 2i su, kao r'to smo to pokazali u §16, konstantni vektori, pa je zato 

dQ d93 
dt = dt 

a kako je jos 
de 

Th7 ' 
to iz prednje jednaeine sleduje: 

dE 0  

dt 
sto znaei da je vektor f nezavisan od vremena. 

Tako nam i relativna kretanja u planetskom sistemu odreduju, pri odgovara,ju-
Cern izboru taeaka sravnjivanja 0 i M, jedan vektor E nepomiean prema miruju-
eem koordinatnom sistemu zvezda nekretnica. 

Ravan koja stoji normalno na vektoru E ima nepromenljivu orientaciju u pro-
* storu, pa se zove Laplasova invariabilna ravan. 

(21) 
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Koordinate vektora u koordinatnom sistemu ekliptike proizvoljne jedne epo-
he mogu se izratunati pomoeu jednatine (18) iz svake trenutne medusobne konste-
lacije elanova planetskog sistema i iz njihovih relativnih brzina. Kada su te koor-
dinate, koje eemo oznaeiti sa E l , E2 E3 izraeunate, onda su, na isti naein na koji 
smo u §10 odredili ravan planetske putanje, nagib i i longituda Il uzlaznog evora 
invariabilne ravni dati ovim jednaeinama: 

E = 	+ E2 + 

E3 = E cos i 
	

(22) 
El = E sin ft sin i 

E2 = —E cos it sin i, 

Rime je njen polo2aj jednoznaeno odreden. 
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FITABA LIETBPTA 

Problem triju tela 

19. Centar atrakcije triju tela. Ako je, u problemu n tela, n = 3, onda 
se taj problem redukuje na problem triju tela. Oznatimo li, kao i do sacla, 
mase tih triju tela sa m 1 ,77/2, 7n 3  a njihove vektore polotiaja sa r 1 , r2 , r3 , onda 

su vektorske jednaeine kretanja tih nebeskih tela, obzirom na (1) §15. ove: 

d 2 ri 	ti 

dt2 
	fminik

rk  -
3 

Pik 

gde f oznaeava gravitacionu konstantu, a pik otstojanje masa m i  i m k  pri eemu va-
lja u desnom zbiru uzeti u obzir samo kombinacije razlititih dveju od uoeenih triju 
masa. 

Ove tri vektorske jednaeine drugog reda dale bi, potpuno integrisane, 6 vek-
torskih ili 18 skalarnih integrala, kojima bi vektori polotiaja i vektori brzina uoee-
nih triju masa bili pretstavljeni kao funkcije vremena. Od tih 18 skalarnih integra-
la poznajemo, kao S"to je pokazano u §16, samo njih 10, pa je problem triju tela, 
u opStem slueaju, nereSijiv sadanjim sretstvima matematike. Samo u specijalnim 
slueajevima moguee je, kao .Sto eemo videti, reSiti taj problem u njegovoj potpuno-
sti, u konaenom obliku. 

Pre no Sto pristupimo iznalatienju tih egzaktnih reSenja problema, izveSeemo 
neke korisne konzekvencije iz gornjih jednaeina kretanja. Oznaeimo li Njutnove 
atrakcione sile koje dejstvuju na mase m i., m2, m3 uotenih triju tela, tim redom, 
sa q39, q33, to je, prema osnovnoj osobini jednaeine kretanja slobodnog tela, 

d 2 ri 
771i 	 = 	i = 1, 2, 3. 

dt 2  

Iz jednaeine (2) §16, sleduje onda: 

,=3 

E = o, 

Ti + 932 + 933 = o, 
doic nam jednaeina (3) §16, daje: 

§191 
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i.3 

E[ri q3 ii = o 
	

(5) 

t.j. 

[ri q311 + [t2 q321 + 	933 ] = 0. 	 (6) 

93 1 , 93,, q33 , letie, sve tri, u ravni koja prolazi kroz trenutne polcdaje masa 
m l , m2, 7113, zato se side 	i T32 seku u jednoj taeki te ravni. Pomerimo li ta- 
eku 0, na koju se odnose vektori polotiaja r1, r2, r3 u taeku r, to je, poSto sile 
i 932  prolaze kroz tu taeku, 

[ri 73 11 = [r2 132] = 0 , 

pa je zato zbog (6) 
[r3  q33 1 = 0, 

§to znaei da i sila q33 prolazi kroz taeku F. Sve tri site 	132, q33  prolaze, dakle, 
kroz jednu te istu taeku ravni uoeenih triju tela. Tu tatku nazvaeemo, otstupajuei 
od naziva koji sam joj dao 1901 godine, centrom atrakcije posmatranih triju tela. 

Prema rezultatima §16, kreee se zajednieko teti. ite S posmatranih triju tela 
pravolinijski i uniformno u prostoru. Polotiimo li poeetak 0 naSeg koordinatnog si-
sterna u to tetiiSte S i orienti§erno li ga tako da se ne zaokreee prema sistemu zve-
zda nekretnica, to motiemo taj koordinatni sistem, prema opstim principima Ra-
cionalne Mehanike, smatrati kao inercijalni iii mirujuoi koordinatni sistem. Pada 
li i centar atrakcije r stalno u tu taeku, onda modem° i taj centar smatrati nepo-
mienim, pa ee uoeena tri tela biti izlcdena dejstvu sila koje prolaze kroz jedan ne-
pomiean centar. U takvom slueaju bite reSenje problema znatno uproSeeno, pa se 
zato nameee pitanje: koji uslovi treba da budu ispunjeni da centar r atrakcije pa-
da stalno u tetiiSte S posmatranih triju tela? 

Vektor polotiaja 6 tetii .Sta S prema taeki 0 naSeg koordinatnog sistema dat je 
jednaeinom: 

1116 = m 1 T 1  + 777.9r2  + m3 r3 , 

gde je 
M = 	+1132 + m 3 . 	 ( 7 ) 

Pomerimo li taeku 0 u samo tetiiSte S, to je 8 = 0, pa zato: 

+ m2 r2  + m3 r3  = 0. 	 (8) 

Tetii'Ste masa in1,1772, m 3  lei uvek u trouglu ogranieenom tim masama, pa su 
vektori polotiaja masa r 1 , r2 , r3  napereni od toga tetiiSta. Sile Tr, 013 2, 133 koje dej-
stvuju na mase 77/2, 771 3  padaju uvek u unutraSnje uglove tog trougla i napere-
ne su ka centru atrakcije koji letii takode u unutraSnjosti trougla. Uslov da centar 
atrakcije i tetiiSe padnu zajedno biee, dakle, izratien jednaeinama: 

= -Xri; 	932 = - ;-1 r2; 	9,33 = -Vt3, 	 ( 0 ) 

gde su X, u , v pozitivni skalarni faktori. Saberemo li ove jednatine to dobivamo 
zbog (4) 

Xr i 	+ vr3 = O. 	 (10) 

i = 1,2,3 
	

(1) 
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to dobivamo iz jednaeina (1) i (2): 

3 1  = —
f nt i m2 (r2  — r 1 ) + —f  m3 (r3 — r 1 ) 
C 	 63  

C'132 —a3 ingn3(r3 — r2) + c3 — m2mr(ri — r2) 

q33 —b3
msmi (ri — r3 ) + 

f 
—

3 
 m3n12(r2 — t3). 

(16) 

Pomno2imo jednaeine (10) i (8) vektorielno sa r 3 , to dobivamo: 

k[r i  r3 ] = —u[r2r3]; 	717 1  [ri r3] = —m.2  [r2  r3 ] , 

t.j. deleei ove jednaeine jednu sa drugom, 

X 

mr m2 
Vektorielnim mno2enjem jednatina (10) i (8) sa r1 dobivamo: 

= 
M2 	71/3 

Zato je: 
X 	u 	v = 	= 	= k,  

M1 M2 M3 

gde k oznatava, po§to su 1t , u , v, mi, m2, m3 same pozitivne velieine, jedan pozi-
tivan skalar. Zbog toga je: 

X = km i ; 	u= km2; 	v = km3. 	 (11) 

Sva ova rasudivanja vale i onda kada sve tri mase padnu u istu pravu, jer va-
le za onu konstelaciju koja se beskoneno malo razlikuje od prave. Stavljajuei (11) 
u (9), dobivamo: 

• 	9P = 	 q39 = — kM2r2; 	= —ICM3T3. 	 (12) 

Elimini§emo li iz (9) pomoeu (8) prvo m l , pa zatim m 2  i m3 , to dobivamo ove 

Ne le2e li uoeena tri tela u jednoj pravoj, to su pravci vektora r 1 , r2, r3  razhei-
ti, pa iz (14) i (16) sleduje: 

k _f _ _ff 
a3 

	
b3  — c3 ' 

t.j. 
a = b = c. 	 (18) 

Le2e li, dakle, masa n7. 1 , m2, m3 (koje mogu biti sasvim proizvoljne) na vrho-
vima proizvoljnog ravnostranog trougla, to u svakom takvom slueaju centar atra-
kcije pada u zajednitko te2iSte tih triju masa. 

Le2e li sve tri mase u istoj pravoj, pa uzmemo li, za sada, da su to rnase pore-
dane ovim redom: ml, m2, m3 i obele2imo li jedinieni vektor toga pravca sa i, to je: 

— r3  = —bi; 

	

r3 — r2  = ai; 	 t2  — r 1  = ci. 	 (19)  

U takvom slueaju dobivamo mesto jednaeina (14) i (16) ove: 

= Tv, mim2ci + —m
k 

m i m 3 bi 

(20) T2 = —M. m2m3a — —m2mi ci 

	

T3 = 	 — iv m3m2ai, 

(17) 

f + — f 
- mr i  = 7712 (r2  - r1 ) + m3 (r3  - r1 ) 	 e2  rrion.21 

62 
 inim3i 
 

—11.1r2  = m,3 (r3  — r2 ) + 7711(r1 — r2) 	 (13) 	 ff 
- mr3  = 7711  (ri — r3) +7712 (r2 — r3). 	

—
a2

m2mai — =m2mr i c2  
Stavljajua ovako dobivene vrednosti za r 1 , r2 , r3 , u (12) dobivamo: 	 f 	! 	f 

'133 = — -i--)2-Ingn i  t — -=2  m3 m2 i. 
k 	 k 	 a 

iji i  = —m.r71 i m2 (r2  - t i ) + --i-ii  ini m3 (r3  - r 1 ) Iz ovih jednaeina sleduju ove tri: 

k 	 k 	 k (m2c  + m3b)  = 
7n2  + r1  

'132 = -Hm2m3(r3 — r2) + ---.11  ia2mi (ri — r2) 	 (14) 
f M 	

cT b23 

k 	 k 	 k 
M = 71--i nivii i ( t, — r3 ) + --711  m3 m2 (r2  —  r3 ). 	 fm  (m3 a — m i c) = —"1.3 in 1  

a2  — c2  
Oznaeimo li strane trougla ogranieenog rnasama m l , m2, m3 sa a, b, c, t.j. sta- k , t 	, m l  + m2 vimo li: 	 --km i u + In2a) = — 7-  -• 

P1,2 = p2,1 = C; 

	

	p2,3 = p3,2 = a; (15) 	 f M 	 b2 	a2 
P3,1 = p1,3 = b, 

Od ovih jednaeina samo su tri nezavisne, jer treea sleduje iz prvih dveju. 
Stavimo li 

tri jednaeine: 
13 1 = 

132 = 

to je, zbog (19), 

dakle 

a 
= z, 

6 = a + c, 

a = cz; 	b c(1 + z). 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 
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Podelimo li prvu od jednaeina (22) sa treeom, to dobivamo upotrebom prednjih 
oznatenja: 

n12 + 7713(1  + z) 	M2Z 2  (1 +  z) 2  nt3z 2 

7711 (1 + z) 	7n2Z 	7711 Z 2  ± 7113(1 	z) 2  
t.j. 

7711 Z 2  [1 - ( + Z) 31 ± 77/2(1 + .0 2 ( - z3 ) + m3[(1 + z) 3  - z 3 ] = 0. 	(26) 

Ova jednatina koju je vee, drugim naeinom, izveo Lagran2, odreduje meduso-
bni poloiaj masa 7n 2 , m3 poredanih, tim redone, u jednoj pravoj tako da nji-
hov centar atrakcije padne u njihovo zajednieko teliSte. 

Da bismo odredili broj realnih korenova jednaeine (26), poredajmo njene ela-
nove po padajueim potencijama nepoznate z. Tako uredena, ima ta jednaeina ovaj 
oblik: 

(7721  +77/,)2 5  + (3m 1  + 2.rn9)z 4  + (3m 1  + 771 2 )2 3  

- (m2  + 37n3)2: 2  - (2777 2  + 3m3): - (m2 + m3) = 0. (27) 

PoSto su mase rni, m2, 7723 pozitivne, to ova jednaeina ima jednu promenu zna-
ka i eetiri njegova ponavljanja. Zato ona ima, po poznatom Dekartovom pravilu, 
najviSe jedan pozitivan, a najviSe eetiri negativna realna korena. Taj pozitivni ko-
ren ima jednaeina (27) nasigurno, poSto je neparnog stepena, a njen apsolutni elan 
je negativan. Da vidimo da li ona ima uopSte negativnih stvarnih korenova. Zame-
nimo, da bismo to odredili, u (26) z sa -y. Onda dobivamo: 

m i y 2  [1 - (1 - y) 3] + 771 2 (1 - y) 2 (1 + y 3 ) + '1113 [(1 - y) 3  + y3] = 0 	(28) 

pa pitajmo da li ova jednatina mole imati pozitivnih realnih korenova. Ako je y 
pozitivno, to je, bilo 0 < y < 1, bilo y > 1, 

y2 [1 - ( 1  - 0 3] > 0 ; 	( 1  - 0 2 ( 1  + Y 3 ) > 0 ; 	[( 1 - y) 3 + Y3] > 0 , 

Sto znaei da su u jednaeini (28) koeficienti od m i , 7719, 1713 pozitivni; kako su i ma-
se 77. 1 , 1712, m3  pozitivne, to taj izraz ne mole biti jednak nuli. Zato LagranZova 
jednaeina ne mole imati negativnih korenova, nego samo onaj jedan pozitivan, ko-
ji odreduje pololaj srednje mase 7722 izmedu obeju krajnjih 77 1  i 

Promenimo li red masa tako da on bude ovaj: m 2i  113 1 , 771 3  iii ovaj: 771, 1713, 
2719, to dobivamo po LagranZovoj jednaeini joS dve nove konstelacije koje imaju to 
osobinu da njihov centar atrakcije pada u zajednieko teliSte till masa. Tima tri-
ma konstelacijama odredena je srazmera otstojanja srednje mase od obeju krajnjih; 
apsolutna otstojanja till masa su, zadrZavajuei samo onu srazmeru, proizvoljna. 

20. Egzaktna retenja problema triju tela. U jednoj svojoj klasienoj 
raspravi o problemu triju tela, pokazao je LagranZ da se taj problem mole re- 
Siti u konaenom obliku samo u specijalnim slueajevima, pa se njihova resenja 

zovu egzaktna resenja problema triju tela. Koristeei se rezultatima proSlog para- 
grafa, pokazaeemo da su ti slueajevi oni u kojima je konstelacija masa mi, .n22, 7n3 
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takva da se njihov centar atrakcije P podudara, za vreme celog kretanja. sa  te21Stem 
S tih masa. Ako je to slueaj, onda su, prema (2) i (12), jednaeine uoeenih masa ove: 

d2ri  
= 

	

dt2 	
-k;; 	i = 1, 2, 3 	 (29) 

gde k oznaeava jedan skalarni faktor, koji ee, ako se pri kretanju medusobna otsto-
janja masa budu, no zadovoljavajuoi postavljeni uslov podudarnosti taeaka i S, 
menjala, biti funkcija vremena. 

Da nademo i ispitamo ta egzaktna resenja, zamislimo da se mase m i , 7712, 7213 
nalaze u inicijalnom momentu t = 0 u takvom medusobnom polo2aju da se njihov 
centar atrakcije P podudara sa njihovim teliStem, da se, dakle, te tri mase nalaze 
na vrhovima jednog ravnostranog trougla iii da su rasporedane dui jedne prave ta-
ko da njihova medusobna otstojanja zadovoljavalju jednaeinu (26). Pitajmo sada 
da li je moguee masama 771 1 , m 2 , nt3  dati takve inicijalne brzine da podudarnost 
centra atrakcije i teliSta bude odriavana za, vreme celoga kretanja, t.j. da konste-
lacija masa u svakom momentu t bode sliena onoj u inicijalnom momentu? To ee, 
kao Sto eemo videti, biti onda slueaj ako inicijalni vektori brzina Il i , v.', uoeenih 
masa zadovolje ove uslove: 

1. Ako ti vektori brzina padnu u ravan masa, koja ee, usled toga, biti nepro-
menljiva. 

2. Ako vektori brzina budu sa odgovarajueim vektorima pololaja r 1 , r2 , t3  za-
tvarali isti ugao 6. 

3. Ako inteziteti v 1 , v2, v3  vektora brzina budu propocionalni modulima r 1 , r2, 
r3  vektora pololaja. 

Ako je to slueaj, onda oe vektor pololaja mase m i  po isteku vremena dt biti 
vektorski zbir, t.j. treea strana trougla kojega je jedna strana t i , a druga 13 i  dt. Kako 
su uglovi Sto ill te dve strane medusobno zatvaraju, prema uslovu 2, za sve tri mase 
medusobno jednaki, a velieine tih strana stoje, prema uslovu 3, u istim razmerama, 
to su sva tri trougla, za i = 1, 2, 3 ogranieena teliStem S, pololajem mase u mo-
mentu t = 0 i u momentu dt, medusobno slicna. Pololaji masa 771 1 , 7119, 713  bite po 
isteku vremena dt takvi kao da su se radiusvektori r1 , r2 , r3  masa 111 1 , 1112 , 1713 za-
okrenuli za isti ugao, a njihovi moduli proporcionalno se promenuli. Nova konstela-
cija masa bite, dakle, slie.na njihovoj poeetnoj konstelaciji. Da ee ta konstelacija bi-
ti odrZaria i u idueem elementu vremena, sleduje odatlesto su akceleracije till masa, 
t.j. vremenski izvodi njihovih brzina, prema jednaeini (29) proporcionalni vektori-
ma pololaja. Zato su u momentu dt ispunjeni uslovi 1, 2, 3, pa taj momenat mole-
mo smatrati kao inicijalni, odakle sleduje da ee i po isteku novog intervala vremena 
dt slienost konstelacija ostati odrZana, Sto vaZi i za sve ostale momente kretanja. 

Ovaj Laplasov dokaz, kojim je on zamenio komplikovano izvodenje LagranZo-
vo, mole se zameniti °vim analitiekim. 

PoloZimo u teZiSte S pol 0 polarnog koordinatnog sistema eija osa leli u rav-
ni tela, pa oznaeimo sa p9, cp 3  uglove Sto ill radiusvektori r 1 , r2 , r3  uoee-
nih triju masa zatvaraju sa tom osom, to su, prema (12), §8. radialne odnosno na 
radiusvektor normalne brzine masa pretstavljene sa dr i /dt, odnosno sa ri dpi/dt. 
Ako za inicijalni momenat postoji ova srazmera radiusvektora: 

r2  = kr ; r 

	

za t 	 i 	3 0: 	 (30) 
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d2r2 = d2r1  
dt2 	dt2  

d2r3= 
u 

 d2r1 
dt 2 	' dt 2  

d2 (p i  _ d2 p2 	d2 p3  
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gde su X i u faktori proporcionaliteta, onda mora, prema uslovima 2 i 3, ista to sra-
zmera postojati i za one komponentalne brzine. Zato mora biti: 

dr2  x dri 	dr3  

dt 	dt ' 	d t 

	dr1  
dt 

dy2 ., &pi 
	dy 	&pi 

3 = uri —• za t 0: 	7'2 —  = An. — ; 
dt 	dt 
	

dt 	' 	dt 

Iz (30) i (32) sleduje: 

dy2 dy3
—  za t = 0: 	

dt 	dt 	dt 

Iz (30), (33) i (31) sleduje da je po isteku vremena dt konstelacija uoeenih tri-
ju masa ostala sliena inicijalnoj, jer su uglovi <Q1, (P2  cp3 porasli za iste velieine 
dp i  = dy2 = dp3, a radiusvektori dobili prira§taje koji stoje u srazmeri tih radius-
vektora. Zato se centar atrakcije nije pomerio iz nepomienoga teilta, pa jednaei-
na (29) vaii i po isteku vremenskog intervala dt. 

Tu jednaeinu mo2emo, primenom obrasca (15), §8, rastaviti u dve skalarne, jer 
dobivamo: 

	

p, 	dri &pi 
— ri  ( 1 )

2 
 }r? + {r, 

d2
— + 2-- no, 

dt 	 dt2 	dt dt 

gde oznatava jedinieni vektor u pravcu radiusvektora, a n o  onaj koji je norma-
lan na taj pravac. Zato je r i  = rir?, pa ako prednju jednaeinu poinnoiimo skalar-
no sa r?, a zatim sa no, to dobivamo, po§to je (r?n o ) = 0, ove dve jednatine: 

d2ri 	 2 

dt
2 	kri  — ri 	= 0 

d 2 pi 9 dr, dpi _ 0  
ri 

dt2 	dt dt — 
Ove jednaeine vale, pre svega, za inicijalni momenat. Stavljajuei u njih (30), 

(31) i (33), dobivamo: 

dt 2 	dt2 	dt2  
usled eega je konstelacija uoeenih triju tela i po izmaku daljeg intervala vremena dt 
sliena inicijalnoj. Zato ee jednaeine (34) i (35) valiti ako napravimo njihove izvo-
de po vremenu t, pri eemu treba i k smatrati kao funkciju vremena. Te su jedna-
eine homogene obzirom na ri i njegove izvode, pa demo zato, daljona diferencijaci-
jom tih jednaeina po vremenu i stavljanjem u njih prednjih inicijalnih uslova, do-
biti, korak po korak, ove rezultate: 

dd t" 

ny i 	

dd t" 

fly2 	

ddt"

ny3. 
za t 	0: 	 n = 1, 2,3,... in inf. 

d" r2 , d" r i 	d"r3 	d"r1  
r2 = Xri; 	r3 = rl   = A 	'  

 = u 
	. 

dt" 	dt" 	dt" 	dt"  

Kako su r i  i cpi , i = 1,2, 3, funkcije vremena, to za njih va2i: 

cpt (t) = (pi  (0) + ty:(0) + Zt2  i'(0 ) + —31.2  t 3 Vi" (0) + • • • 

ri (t) = ri(0) + tr:(0) + 4t 2r1'(0) + —319  t3r:"(0) + - • . 

Stavljajuoi u ove izraze relacije (38), dobivamo: 

(pi (t) — p1(0) = p2(t) — (p2 (0) = cp3 (t) — cp3 (0); 

r2(t) = Xr i  (t); 	r3(t) = !in (t). 

Ove jednaeine kazuju ovo: Radiusvektori masa m i  , m2 , rn3  zatvaraju izmedu 
sebe, za vreme celoga kretanja, iste one uglove koje su zatvarali u inicijalnom mo-
mentu, a cluZine tih radiusvektora zadr2avaju svoju medusobnu proporciju koju su 
imali u poeetku kretanja. Iz toga sleduje, pre svega, da su putanje svih triju masa 
medusobno sliene. To va1i i za njihove rnedusobne konstelacije. Ako su se, prema 
tome, mase ni l , m2, m3  nalazile na vrhovima ravnostranog trougla, one ee se kre-
tati tako kao da se taj trougao okreee u svojoj ravni oko te2i§ta masa, rasteei iii ste-
2uei se, ne zadriavajuei svoj ravnostrani oblik. Slieno va2i i za pravolinijsku kon-
stelacija masa koja ne menja svoj pravolinijski oblik ni proporciju rasporeda masa. 

Radiusvektor svake od posmatranih masa prebrisava u jednakim deloviina vre-
mena jednake povr§ine. To sleduje iz jednaeine (34) koju molemo napisati i u ovom 
obliku: 

1 d 	dpi2— — r7 --) = 0, 
r i  dt 	dt 

pa zatim integrisati, time dobivamo: 

ckPi 
= • T •  

dt 
gde Ci  oznaeava jednu konstantu jednaku dvostrukoj sektorskoj brzini u inicijal-
nom momentu. Primenjujuei uslove (30) i (32) dobivamo 

C2 = X2C1; 

C3 = Uz  C1 . 

Sektorske brzine odnose se, dakle, kao kvadrati radiusvektora u inicijalnom iii 
drugom kojem momentu. 

Ako pitamo za oblik putanja posmatranih triju tela, to je, zbog toga §to su to 
tri putanje geometrijski medusobno slicne, dovoljno ispitati oblik putanje jednoga 
od tih triju tela. Tim oblikoin i zakonom (40), koji je identiean drugom Keplero-
vom zakonu, odredeno je i kretanje tela po njegovoj putanji. Oznaeimo li sa a, b, 
strane trougla masa m 1i  m2, m3, smatrane za vektore, sa tim smislom obilaZenja 
oko trougla, to je: 

r3  — r2  = a 

— r3 	b 
	

(42) 
C2 - r1 = C. 

za t = 0: (31)  

(32)  

(33)  

de r 

dt2  

(34)  

(35)  

za t = 0: 

za t = 0: 

(36)  

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 
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(Mi. IV 

Onda dobivamo pomoeu jednaeina (13): 

m2c — m3b 

— Mr2 = m3 a — m c 	 (43) 

—Mt3  = 1n 1 b — nr2a. 

Ispitajmo prvo slueaj kada se uoeena tri tela nalaze za vreme kretanja na vrho-
vima ravnostranog trougla. U tom slueaju imaju vektori a, b, c istu skalarnu veli-
einu a = b = c, pa je 

(a a) = (b b) = (cc) = a 2 . 

Kako, sem toga, dva uzastopna od vektora a, b, c, a zatvaraju izmedu sebe uvek 
ugao od 120°, to je: 

(a b) = (b c) = (c a) = a - a cos 120° =
9

a2  

Ako, prema tome, jednaeine (43) pomnoEmo svaku skalarno sa samom sobom, 
to dobivamo, poSto je (r1 r1) = r?; (t 2  r2) = r3; (r 3  r3 ) = r3, 

M2 r? = (m3 + ni2m3 + m3)a 2  

M2 r3 = (1713 + 17131711 mDa2 	 (44) 

111 2 r3 = (in? + IT/ 1 1112 	17r3)a 2 . 

Bilo je, prerna (17), 

= 
f 
	. 
a3  

Stavimo li 

M 22 

gde M1, M2 , M3 imaju dimenziju mase, to dobivamo, eliminacijorn od a iz (44) i 
(45), 

f 	f 1\42 	f M3  k 	 (47) 
r 3 	1 ,23 	T33 ' 

1 

Stavljajuei ovo u jednaeine (29), dobivamo da de jednaeine kretanja masa mi 
biti ove: 

dTi 

	

dt2
. = f 	i = 1, 2, 3. 	 (48) 

r i  

Ova jednaeina kazuje da se masa m i  kreee oko centra atrakcije F tako kao da je 
iz njega privlaeena nepokretnom mason1M po Njutnovom zakonu. Ta jednaeina 
postaje identiena jednatini (12), §10, iz problema dvaju tela ako u ovoj (M + ra) 
zamenimo fiktivnom masom Mi. Zbog toga de putanja mase 1n, biti jedan koniean 
presek. Ako su inicijalni uslovi takvi da je e < 0, onda de ta putanja biti elipsa.  
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Putanje ostalih dveju masa biee sliene elipse. Posmatrana tri tela kretaee se, dakle, 
pokoravajuei se zakonu povrMna (40), oko njihovog teMta, kao zajednitke ziie, po 
trima shenim elipsama tako da ee u svakom momentu ta tri tela ogranieavati ray-
nostrani trougao koji za vreme kretanja menja svoj polcdaj i velicinu, all ne svoj ra-
vnostrani oblik. Kada je taj trougao najmanji, prolaze sva tri tela, u isti mah, kroz 
svoje pericentriene polcdaje, a kada je on najveei, kroz svoje apocentriene polo2aje. 

Ispitajmo jo§ i drugi slueaj kada se posmatrana tri tela kreou tako da le2e uvek 
u jednoj pravoj. U torn slueaju valja, zbog (42) i (19), staviti 

a = ai; 
	

b = —bi; 	= ci 

t i  = —r 1 i; 	t2  = ±r2i; 	r3 = r3 i, 

pri eemu uzimamo, kao i do sada, da su mase poredane u pravcu jedinienog vek-
tora i ovim redom: m 1 , nr2, ra3. Zbog toga se kod t 1  pojavljuje na desnoj strani 
negativni, a kod t3  pozitivni znak. Da li ce r 2  biti pozitivno iii negativno, to zavi-
si od toga da li se te21§te S masa nalazi izmedu 171 1  i m2 ili izmedu m 2  i 1773. Sada 
dobivamo mesto jednaeina (43) ove: 

Mr!  =1712 c + 7113 b 
±Mr2  = m3 a — mic 	 (49) 

11//r 3  = 	b + m2a. 

Sem ovih su, u ovom slutaju, jo§ u vadnosti jednaeine (22), (23), (24), (25). 
Iz tih jednaeina dobivamo, brinuai se sarno za masu m 1 , 

f ( nag  m3  
k = 	 (50) 

ri 	c2 	b2  

Elimingemo h iz ove jednatine, pomoeu prve od jednaeina (49) i pornoeu (25), 
b i c, to dobivamo, stavljajuoi 

r 
[111,2 	m3 ( 1 +Z  )] 2  Int2 (1 + z) 2  +1113 ] 

M1 — 	 (51) z )2 

gde je M 1  jedna konstanta koja, zbog (26), zavisi samo od masa m i , 172 2 , m3  i ima 
dimenziju mase, 

f Ml  

r3 • 

Jednaeina kretanja mase m 1  bide, dakle: 

d2 r i 	m  
dt2  = 	r3  

Ovo kazuje da su, i u ovom slueaju, putanje masa konieni preseci, a, uz odgo-
varajuee inicijahie uslove ;  elipse. U torn se slueaju uoeena tela kreeu, ostajuei uvek 
u jednoj pravoj, oko njihovog teii ta, kao zajednieke 2de, po trima sliduim elipsa-
ma, prolazeei, u isti mah, kroz svoje ekstremne pokdaje. 

(rn.3 + 11121713 + 774 ) 3 / 2  
	  = MI M2 

( n13 	112 3 111  1 	MT ) 3 / 2  
= M2 X11 2  

(ln? + I17 1 172  + m3) 3 / 2  
= M3 , 

(45)  

(46)  

k = 

(52) 
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Asteroidni problem 

21. Formulisanje problema. Ako je, u problemu triju tela, masa jedno- 
ga od tih tela toliko sieu§na prema masama ostalih dvaju tela da nije u sta- 
nju da utiee na njihovo kretanje, onda ee se ova dva tela, pokoravajuei se za-

konima dokazanim u problemu dvaju tela, kretati oko svog zajedniekog te2iSta po 
Keplerovim elipsama. Ako su inicijalni uslovi kretanja ovih dvaju glavnih tela ta-
kvi da se ona kreeu, mesto po elipsama, po krugovima, onda imamo pred sobom 
jedan specijalni slueaj problema triju tela koji se naziva restringiranim ili asteroid-
nim problemom. Ovaj potonji naziv potice otuda 'Sto kretanja asteroida, sioanih 
nebeskih tela, koja se kreeu mahom izmedu putanja Marsa i Jupitra, ispunjavaju 
u velikoj men pretpostavke ovog specijalnog slueaja problema triju tela, jer se sva-
ki pojedini od tih asteroida ili planetoida kreee pod preponderantnim uticajem pri-
vlatnog dejstva Sunca i Jupitra, ove najveee planete eija se putaja mole, u prvoj 
aproksimaciji, smatrati za krug. 

Da bismo asteroidni problem izrazili jezikom matematske analize, oznaeieemo 
mase glavnih dvaju tela sa M odnosno sa in, pri eemu neka bude in < M. Ravan 
u kojoj se ta dva tela kreeu oko zajednitkog te -Zita po krugovima, odabraeemo za 
ravan X-Y naS'eg koordinatnog sistema kojega pocetak 0 neka leli u te2i§tu ma-
sa Al i in (slo 9). Osa X toga koordinatnog sistema neka pada stalno u pravu tih 
dveju masa, a neka bude naperena od in prema Al . Taj koordinatni sistem obrne 
se, usled kretanja till dvaju tela, oko svoje ose Z, naperene tako da kretanje masa, 
posmatrano sa pozitivne grane te ose, sleduje u direktnom smislu, obrnuto skaza-
ljki na satu. Osa Y neka je naperena tako. da najkraei zaokretaj pozitivne grane, 
ose X u pozitivnu granu ose Y sleduje takode u pozitivnom smislu. Na koordina-
tni sistem je, dakle, kao dosadanji, engleski. Medusobno otstojanje masa M i in, 
koje je, prema ueinjenoj pretpostavci, nepromenljivo, oznaeieemo sa a. Vreme T 
za koje oba ta tela obidu oko svojih putanja, t.j. ono za koje se naS" koordinatni si-
stem obrne oko svoje ose Z, dato je, prema (59), §12, ovom jednaeinom: 

a 3  
f (AI + ni) = 41-c,- —

T2  ' 	
(1) 

a skalarna veleina li uglovne brzine te rotacije, prema (62), §12, jednaeinom: 
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in 

CJTHKA 9 

27 f (AI + in) 
= — = 	 (2)V  

T 	a3  
Rotacija nateg koordinatnog sistema pretstayljena je vektorom rn koji ima pra-

vac ose Z, a kojega moduo jednak n. Oznaeimo li jediniene vektore u pravcu koor-
dinatnih osa sa i , j, t, to je 

rn = nt. 	 ( 3 ) 

Masu asteroida, koja je izvanredno malena prema masama M i in, oznaeiee-
mo sa rn'. Akozelimo da formiramo jednatinu relativnog kretanja mase obzi-
rom na na§ pokretni koordinatni sistem, to molemo, prema teoriji relativnog kre-
tanja, taj sistem smatrati za nepomiean also zamislimo da na masu 777.' dejstvuju, 
sem gravitacionih sila masa M i in , jot ove dye site: 

1. Centrifugalna sila a, normalna na osu rotacije, a intenziteta nr i v2/p, pri ee-
mu v oznaeava linearnu brzinu trenutnog pololaja mase in '  u sistemu, a p radius 
krivine putanje toga pololaja prema nepomienom koordinatnom sistemu. Oznaei-
mo li, prema tome, otstojanje trenutnog pololaja mase 7n /  od ose rotacije Z sa s, a 
sa fo jedinieni vektor toga otstojanja, naperen od ose Z, a normalan na to osu, to je: 

in , n  2 s 2 
= 	fo = 7/7.'n 2f, 	 (4) 

gde 
f = s fo 

pretstavlja vektorski otstojanje mase 	od ose Z. 
2. Koriolisoya sila koja je, ako sa 0 oznaeimo vektor brzine asteroida u pokre-

tnom koordinatnom sistemu, prestayljena ovim izrazom: 

= -2771 / [rn 0] = -277710 In]. 	 (5) 
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grad 	S 2 = 1/ 2 S fo = n 2  f. 
n 2  
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Oznaeimo li sa r 1  vektor pololaja mase m' prema masi 111 , a sa t2  vektor polo-
Zaja mase 772' prema masi in., sa r 1  i r2  module vektora t 1  i r2, to su sile Njutnove 
gravitacije kojom masa M odnosno masa in privlati masu pretstavljene ovim 
izrazima: 

Alin' 
= f 

7 1 
,MM' 

132 = T3 
2 

Oznaeimo li sa r vektor pololaja mase 	prema potetku 0 na§eg koordina- 
tnog sistema, to je jednaeina kretanja asteroida ova: 

d 2 r 
= + q3  2 + + c, dt2 

t.j., imajuei u vidu prethodne jednaeine, 

d 2rr2 .5- = f 111 --3- - f m-3 + n 2 1 + 2[u no]. 
dt- 	 r2 

Ako pitamo, da bismo gornjoj jednatini dali kondenzovaniji oblik, za gradienat 
skalara f M/r i , to valja imati u vidu da su, poSto je u ovom izrazu samo r 1  promen- 

ekviskalarne povrSine toga polja lopte sa centrom u masi M, gradienat stoji 
normalno na tim povr§inama, pa da, zbog toga, on ima pravac jedinienog vektora 
rdr i , a da mu je moduo jednak izvodu skalara f M /r i  po r 1 , t.j. jednak f /4. 
Zato je 

grad f M 1 = f 
111 t 1  

r1 	Ti .T i  
Na isti natin dobivamo i ovaj obrazac: 

r2  
grad fin— = -fm  

T2 	T2 
Gradienat polja skalara 2-n 2 s2  stoji normalno na ekviskalarnim povr§inama to-

ga polja koje su, poSto je samo s promenljivo, krulni cilindri sa osom Z. Zato taj 
gradienat ima pravac jedinienog vektora f o , njegov moduo je jednak izvodu skala-
ra  1 11 2 -2 S po s, t.j. jednak n'- s. Zato je 

Stavimo ti , dakle, 
1 	1 	n 2  .2  

W = f — TP,J-  — 

	

r2 	2 
to je 

grad 14' = 	- 	
r2

+ 71 2 f, 	 (11) 

pa zato molemo jednaeinu (9) napisati u ovom obliku: 

d 2 r 
dt2 = grad W + 2[010]. 	 (12) 

Ovo je jednaeina kretanja asteroida kojom je matematski formulisan asteroid-
ni problem. 

22. Polje skalara 147  i njegove osobine. U jednaeini kretanja aste-
roida pojavljuje se gradienat skalarnoga polja: 

2  W = f Ild 
1 

—  fin-1  + —n  82 
 „ 

ri 	r9 	2 	' 

pa je zato od valnosti ispitati glavne osobine toga skalarnoga polja. To polje na-
staje superpozicijom triju komponentalnih skalarnih polja. Ekviskalarne povrSine 
tih komponentalnih polja pretstavljene su jednaeinama: 

f ivi 1 — = Cl; 
„,  

pn = C2,— 
,. 	1 n

-

2

u 2  = C3, „ 	 (14) 
rj. 	 r2 	 9 

gde su r i , r2, s promenljive, a CI, C2, C3 proizvoljne konstante. Ekviskalarne po-
vr -Sine prvog od ovih polja su lopte sa centrom u M. Dodeljujuei konstanti C 1  nu-

merieke vrednosti koje rastu u aritmetskoj progresiji, opada radius r 1  ekviskalarnih 

povrSina po hiperbolnom zakonu. Ekviskalarne povrSine drugog komponentalnog 
polja su lopte sa centrom u 717,; njihov radius r2 opada, kada C2 raste u aritmetskoj 
progresiji, takode po hiperbolnom zakonu. Ekviskalarne povr§ine treeeg kompo-
nentalnog polja su krulni cilindri sa osom Z. Kada C3 raste u aritmetskoj progre-
siji, raste radius s tih cilindara po parabolnom zakonu. Kako taeke Ill,  m, 0 lele, 

sve tri, u osi Z, to su ta komponentalna polja, pa sletstveno i rezultujuee polje ska-
lara IY, simetriena prema ravni X-Z, a i ravni X-Y naSeg koordinatnog sistema. 
Komponentalna polja skalara 147  su, dakle, veoma jednostavna, pa se dadu lako geo-
metrijski pretstaviti. Njihova geometrijska pretstava postaje naroeito jednostavna 
ako se ogranieimo na slueaj kada se asteroid kreee u ravni X-Y, Sto aemo u buduee 
pretpostaviti. U takvom slueaju imamo pred sobom jedno ravno polje skalara W i 
to u ravni X-Y, pa mesto ekviskalarnih povrlina imamo pred sobom ekviskalarne 
linije. Ekviskalarne linije komponentalnih polja su u ovom slueaju krugovi sa cen-
trom u M, in odnosno 0. Kada su ti krugovi nacrtani za slueaj da konstante C1, 

C2, C3 rastu u aritmetskoj progresiji, onda se ekviskalarne linije rezultujueeg polja 

r  1 	, 	1 	n2 

	

f m — + J711 —  ± — S 2  = C 	 (15) 
Ti 	r2  9  

dobivaju na taj naein da se medusobno spoje one taeke u kojima konstante C1, C2, 

C3 daju isti zbir. To je poznata metoda konstrukcije ekviskalarnih linija u elektro-
statici. Tim natinom su nadene i Sematski pretstavljene ekviskalarne linije, za slu-
eaj M = 10m, u sl. 10. 

Iz te slike mole se razabrati ovo: Ekviskalarne linije su, "Sto sleduje i iz pretho-
dnih rasudivanja, simetriene prema osi X, t.j. prema pravoj koja spaje mase Al i 
in. U neposrednoj okolini taeke M, te su linije jajastog oblika, a isto tako u okoli-
ni take m. U taeki L 1  spajaju se te dve vrste linija u jednu koja ima oblik osmice. 
Oko te, deblje itvueene linije, koja ima u taeki Li singularnu dvojnu taeku, oba-
vijaju se iduee, neukrStene, linije koje imaju oblik meridijanskog preseka peSeanog 
sata, obuhvatajuai, u isti mall, masu Al i m. Kroz taeku L2 prolazi jedna, opet de-
blje izvueena, linija kojoj je ta tatka singularna. UnutraSnja grana te krive, oblika 
peSeanog sata, obuhvata, kao i dosadanje, obe mase M i m, dok njena spoljna gra-
na, koja ima oblik meridijanskog preseka jabuke, obuhvata celu prvu granu. Iduee 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

= f — 
r3  

(10) 

(13) 
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CIIHKA 10 

linije, obuhvaeene jabueastom granom prethodne krive, ne obuhvataju vise mase 
i m nego imaju oblik potkovica. U taeki L3, novom singularitetu, slienom onom 

u L2, kroz koju prolazi jedna deblje izvueena linija, poeinju se te potkovice deliti u 
dve zasebne zatvorene grane od kojih jedna obuhvata taeku L4, a druga taeku L5. 
0 poloiaju till dveju taeaka govorioemo docnije. U tima taekama degenerigu ekvi- 
skalarne linije u izolovane taeke, stvarajuei time nova dva singulariteta. Linije koje 
obuhvataju spoljnu granu krive koja prolazi kroz L2 su jeduostavne zatvorene lini- 
je koje se od jabueastog oblika priblilavaju sve vie kru2nom obliku i koje ne po-
kazuju nikakvih singulariteta. 

Veoma plastienu pretstavu polja skalara YV dobivamo ako ekviskalarne linije, 
nacrtane u sl. 10, smatramo za izohipse jedne topografske povrgine tako da nume-
rieka vrednost konstante C koja odgovara pojedinoj ekviskalarnoj liniji oznaeava 
vision izohipse iznad ravni X-Y. Onda to povr§ina ima ovaj oblik. U okolini masa 
NI i in uzdiZu se dva visoka kupasta brega koja nad taekama Al i •71 idu u beskona-
enost, jer je tu r l  odnosno r2  jednako nuli, pa skalar H postaje beskonaeno velik. 
Ta dva brega sastaju se u jednom prevojnom sedlu iznad taeke L 1  u kojoj funkci-
ja ima u pravcu ose X svoju niinimalnu, a normalno na taj pravac svoju maksi-
malnu vrednost. Izniedu osmiene linije koja prolazi kroz L 1  i linije oblika peeanog 
sata koja prolazi kroz L2, topografska povr§ina stalno je u padu da se na spoljnoj 
jabueastoj grani krive koja prolazi kroz L 2  poene stalno uzdizati u vis do u besko-
naenost, jer sa rastueim s raste skalar 147  u beskonaenost. Zato topografska povr-
gina ima iznad taeke L2 opet jedno prevojno sedlo, poSto ona dostizava u pravcu 
X svoj minimum, a normalno na taj pravac, svoj maksimum, jer topografska po-
vrSina opada prema unutra§njosti potkovieastih linija , dostizavajuei iznad taeaka 
L4 i L5 svoje stvarne najniZe pololaje. Zbog toga dostizava topografska povrMna  

iznad taeke L3 u pravcu ose X svoj minimum, a u pravcu normalnom na tu osu 
svoj maksimum, zato ona ima iznad te taeke opet jedno prevojno sedlo. 

Ravno polje skalara 147 mole se analitieki pretstaviti najjednostavnije pomoeu 
bipolarnih koordinata r 1  i r2 na ovaj naein. 

Stavljajuei (2) u (10), dobivaino: 

= 
{ 1 	711 1 	1 M + 711 S 2  

W f M — + 	 (16) 

	

ri 	r2 2 M a3  • 

Odaberimo jednu proizvoljnu taeku P u ravni X-Y. Vektore pololaja taeke 
prema taekama M, 111, 0 oznaeili smo sa r1, r 2 , r = f. Oznaeimo sa a vektor polo-
2"aja taeke m prema tatki M, onda je 

Mu = 	
m

Onz 
in. 	 + m 

a; = 	a; M +  

pa zato sleduju iz trouglova MOP i OmP ove dve vektorske jednatine: 

Al 
a f = nl  

Pomncdimo svaku od ovih jednatina skalarno sa samom sobom, to dobivamo: 

•112 	 97/2 2 
+ 7702 

a2 + 
M 77/ 

(a f ) + S2 = 7-1 

M22M  
+ m) 2a 	AlM + m 

(a 1) + 3 2  

Pomnolimo drugu od ovih jednaeina sa Al, pa je saberimo sa prvom, to do-
bivamo: 

rn2 +m.ill 2  M + 7n 2 = 2 

+ m)2 
	a + 	 

t.j. 
M + ni 2 	2 11  2 

Al 	a2. 	s = r1 + 
M 

 r2 
Al + m 

Stavljajuei ovo u jednaeinu (16), dobivaino: 

1 1 	m 1 { w  = f iv 	± 	± 1 r? 1 + m r22 	711 

r i  M r i  2a3  2 M a3  2a M + m • 	
(17) 

Tim smo funkciju 147  izrazili pomoeu bipolarnih koordinata ni i r2 . Prelaz od 
tih koordinata na ortogonalne x, y vrlo je jednostavan, no za sada izli§an. U funk-
ciji 147  pojavljuje se jedna aditivna konstanta koju moiemo, poto se u jednatini 
kretanja (12) pojavljuje samo gradienat te funkcije, bez §tete po va2nost jednaeine 
kretanja, ispustiti kao §to to neki autori nine, pa skalar W zameniti sa ovim: 

52 = /MI— + --+ ---±- + ---1. r1  M r2  2 0 2 M a3  

1 	771 1 	1 r; 	1 m 7- .  

Kako je 

grad 1,17 = grad It, 

Al+m
a+f=r1;  

+ 

7/2. „. 

(18) 
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to mesto jednatine kretanja (12) molemo upotrebiti i ovu: 

d2 r 

dt2 
= grad f2 + 2[u rn]. 	 (19) 

Od naroeitog interesa za poznija ispitivanja su singularne taeke polja 14' iii, 'Sto 
izlazi na isto, polja c2, o kojima smo maloeas govorili. 

Jednatina (17) omogueava nam da odredimo pololaje tataka L 4  i L5 u kojima 
W dostizava svoju minimalnu vrednost. Zato je tu 

aw 	aw = 0; 	= 0. 	 ( ) 20 
07'1 	872 

Koristeei se jednaeinom (17), dobivamo: 

f m  _ + a l 
ari

; 

Ti f 

OW
{ 

1 r2 

aT2 = fm  

dakie zbog (20) 

–+ = 0; 
r1 	a 

1 	Ti 
, 

' 2 

1 	7.2 
2 	a3 + — = 0, 

t.j. 
Ti = T2 = a. 	 (22) 

Singularne taeke L4 i L5 obrazuju, dakie, sa taekama M i 771 ravnostrane tro-
uglove. Kako je, zbog (21), 

82 w  
	= f AI 

{
7

3  + a 3  } ; 
2 	1 	82 W = fin  f 2 + 1 

all 	• 	. i 	 87-3 	1.  r2

3 	

a

3 

 j 

; 	

ariar2 
to je za r 1  = T2  = a 

	 = 3 	. 	= 3 	. 
82 IV 	f 111 	 frn a2 W 

	

ar? 	a3  ' 	ar3 	a3  ' 	8riar2 

dakie 
82417 	82 	

art  ar2 

82 w  82w / 82 w )2 
; 

57-3 > 13
; 	 > 0, 

0'72 
> o 	

87- 2 	a 2  T2 

'tc) znaei da u tatkama L4 L5 skalar W dostizava stvarno svoje minimalne vred-
nosti. 

Polozaje ostalih singularnih taeaka odredieemo ovako. Zamislimo da smo bipo-
lame koordinate r l , 73  izrazili pomoeu ortogonalnih x, y, onda je jednaeina proi-
zvoljne od ekviskalarnih linija polja W ova: 

W(x, y) – C = 0, 

gde C oznaeava jednu odredenu konstantu. Koordinate x, y singularnih taeaka mo-
raju, kao Sto je poznato, sem gornje, zadovoljiti joS ove dye jednaeine: 

OW(x, y) aVir (x , 
	 = 0;    = 0. 	 ( 73) 8x 	 ay  

Kako je gradienat ravnoga polja skalara 14 7  pretstavljen izrazom: 
aw 

grad W = ax 	ay i + —j,  

to iz prethodnih jednaeina sleduje da je u singularnim taekama L gradienat polja 
jednak nuli. To sleduje i iz osnovne osobine gradienta koji stoji uvek normalno na 
ekviskalarnim povrSinama, a u naSem slutaju ravnoga polja, normalno na ekviska-
larnim linijama. Kako u singularnim taekama nemaju te linije odredene tangente, 
to nemaju ni odredene normale, pa je zato tu gradienat jednak nuli. Pomoeu te 
osobine singularnih taeaka, moiemo lako odrediti njihov polo2aj. 

Za taeku L l , na primer, za koju je t r  = 	t2  = r2 i; f = si, gde i oznaeava 
jedinieni vektor u prawn pozitivne grane ose X koja je naperena od m ka M, ima-
mo, prema jednaeini (11), 

1 
grad 14 	

1 
= (1M – fm-- 7  – n2 s)i, 

rl 	r2 
pa zato iz uslova da taj gradienat mora biti jednak nuli sleduje: 

1 	1 
f M–y  – fin –1  – n2 s = 0. 

ri 	
r2 

Sem toga je 
rr + r2  = a, 	 (25) 

jer smo sa a oznaeili medusobno otstojanje masa M i m , a kako je teZ1Ste 0 masa 
M i nz udaijeno od M za [m/(M + in)] a, to je 

nz 
s+ 

M+77-t
a= 	 (26) 

Sa poslednje tri jednaeine odredene su jednoznatno duZine T1, T2, s, t.j. polo-
Zaj tatke 

Ako u taeku L i  stavimo asteroid 	onda dobivamo raspored masa M, , nz 

koji je, kao sto eemo odmah videti, identiean sa rasporedom till masa koji odgova-
ra egzaktnom re§enju problema triju tela. Da to uvidimo, upotrebimo, mesto gor-
njih, oznake primenjene u §§19 i 20, t.j. zamenimo gore 

M, 	7n', 	771., 	a, r , T2  
sa 

ml, M2, 771, 3 , b, c, 	a, 

onda dobivamo mesto gornjih jednaeina ove: 

1 	1 
fin i  – 	– n2 s = 0; c2 	a- 

a mesto jednaeine (2) ovu: 
2 = f(mi + Ins) 

b3  
EiimffWffsuoi iz prve od ovih jednaeina, ponioéu ostalih, 71 i s, dobivamo: 

1 	 ni3 	777.1 
(n-t 3  a – nz i c) = –Ta  – 	 (27) 

Ova je jednaeina identiena sa drugom od jednaeina (22), §19, poSto u jednaei-
ni (50), §20 valja za 777 2  staviti masu nil asteroida koja je beskonaeno malena, da-
kie .m 2  = 0, a za Ti  otstojanje mase Al od teliSta 0, dakie c – s, tako da je 

f nz3  
k = 

(21) 

82 w  
= 0, 

82 117  
= o, 

(24) 

c + a = b; 
n7.3 

+ 	b = c, 
nil + In3  

c – s b2  
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dok iz prve jednaeine (49), §20 sleduje: 

(ml + m3)(c - s) = m3b, 
tako da je 

b3  

pa stavljajuei ovo u drugu od jednaeina (22), §19, dobivamo jednaeinu (27). 
Na isti naein molemo da dokalemo da i pololaji L2 i L3 odgovaraju onima koje 

zahtevaju egzaktna reknja problema triju tela, Sto je Yee dokazano za L4 i L5. Za-
to molemo da kalemo: Taeke L 1 , L2, L3, L4, L5 pretstavljaju one pololaje u ko-
je treba staviti asteroid, pa da on sa masama M i m obrazuje one konstelacije ko-
je odgovaraju egzaktnim reknjima problema triju tela. Prve tri od tih taeaka da-
te su Langranlovom jednaeinom (27), §19, u koju valja staviti nt 1  = M; m2  = 0; 

= m, tako da ona dobiva ovaj oblik: 

M z 5  3111 z 4  - 3M:3  - 3inz2  - 3inz - in = 0; 	 (28) 

ostale dye taeke obrazuju sa masama M i in ravnostrani trougao. 
Do ovog rezultata molemo dela i ovim rasudivanjem. U taekama L je, kao Sto 

smo videli, grad W = 0. Ako se u takvu taeku stavi asteroid sa inicijalnom brzi-
nom prema pokretnom sistemu u = 0, onda sleduje iz jednaeine kretanja (12) da 
je u inicijalnom momentu i d 2 r/dt 2  = 0. Asteroid nema, dakle, u inicijalnom mo-
mentu, ni brzine ni ubrzanja prema pokretnom koordinatnom sistemu. Kako je, 
prema tome, u inicijalnom momentu u = 0; do/dt = 0, to znaei da je brzina o i u 
idueem momentu jednaka nuli. Smatrajuei ovaj momenat za inicijalni, sleduje da 
ee i u idueem i svima daljim momentima brzina asteroida biti jednaka nuli, pa za-
to on neee promeniti svoj pololaj u pokretnom koordinatnom sistemu, t.j. medu-
sobna konstelacija masa M, in, in' neee se promeniti, nego ee ona, takva kakva je, 
rotirati uglovnom brzinom n oko teliSta masa 0. 

Tatke L 1 , L9, L3, L4, L5 zovu se, iz razloga koji eemo kasnije upoznati, centri 
libracije polja W. 

23. Jakobijev integral. Hilova granitna kriva. Pomnolimo jedna-
einu kretanja asteroida 

(12 r 
 dt2 = grad W + 2[0 tu] 

skalarno sa 
dr 

=  
dt 

to ee elan 20[o m] ispasti iz te jednatine, jer je o[o ro] 	ro[ti 	= 0, a poSto je 
d2 r/d1 2  = do/dt, to dobivamo: 

to de = dr grad W. 

No kako je 
dr grad W = dW, 

gde d147  pretstavlja promenu skalara W koja odgovara pomeranju dr, to dobivamo: 

ode=dW. 

Integracija ove jednaeine daje: 

U 2 

= IV ± 

gde je h integraciona konstanta. Oznaeimo li skalarnu velieinu brzine n sa v, to je 
02 = v2 , pa je zato: 

V 2 
—
2 

= W + h. 

Ovaj integral diferencijalne jednaeine kretanja asteroida zove se Jakobijev inte-
gral. 

Konstanta h odredena je inicijalnim uslovima. Ako se asteroid nalazio u inici-
jalnom momentu na mestu polja W na kojem skalar W ima vrednost W o  i ako je 
intenzitet inicijalne brzine imao vrednost v o , onda je 

2 
h = —vo 

 - Wo. 
2 

Konstanta h zavisi samo od inicijalnog pololaja i od skalarne vrednosti inici-
jalne brzine, a ne od njenog pravca. 

Iz Jakobijevog integrala izveo je Hil ovu interesantnu konzekvenciju. Leva stra-
na jednaeine (30), kvadrat realne velitine, ne mole nikada postati negativna. Zato je 

W + h > O. 	 (32) 

Skalar W, pretstavljen izrazom (10), je uvek pozitivan, jer sadrli same pozi-
tivne velieine. Zbir W + h mole, prema tome, samo onda biti jednak nuli ako su 
inicijalni uslovi takvi da je konstanta h negativna. Pretpostavimo da je to slutaj i 
da je konstanta h jednaka -ho, gde ho  pretstavlja jednu pozitivnu velieinu koja je 
\Tea od minimalne vrednosti skalara W, dostignute u taekama L4 i L5, onda zbog 
(32), za vreme celog kretanja asteroida, mora biti zadovoljen uslov 

	

W - /to > 0; 	W > ho, 

pa nam jednaeina 
147 = ho 	 (34) 

pretstavlja jednu odredenu ekviskalarnu povrSinu polja W kroz koju asteroid ne 
mole da prode. Ako je ta povrSina zatvorena i ako se asteroid nalazi u njenoj unu-
traSnjosti, onda ona ogranieava jedan deo prostora koji asteroid ne mole da osta-
vi. Ako se kretanje yrSi u ravni X-Y, kao Sto eemo pretpostaviti, onda mesto gor-
nje poythne imamo jednu liniju. Ta se linija zove Hilova graniena kriva. Ispitaj-
mo, koristeei se slikom 10 i topografskom pretstavom polja W, datom u prethod-
nom paragrafu, kada ee postojati takva graniena kriva. 

Ako su inicijalni uslovi takvi da konstanta /1, 0  odgovara kojoj jajastoj ekviskalar-
noj liniji koja se obavila oko taeke M, pa ako se asteroid u inicijalnom momentu na-
lazio u unutraSnjosti te jajaste linije, onda ona pretstavlja granienu krivu preko koje 
asteroid ne mole da prede, a oblast ravni ogranitena torn krivom, onu Oblast 
u kojoj ee se asteroid stalno da kreee, jer ta oblast zadovoljava uslov (33). Slieno 
je i sa jajastim linijama koje obavijaju pololaj mase 'tn. U takvom slueaju molemo 
asteroid nazvati satelitom mase M odnosno mase m. Ako konstantu ho  smanjimo 

= f 
(nt i  + in3) 

k  

(29) 

(30) 

(31)  

(33) 
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toliko da ona lezi ispod one vrednosti koja odgovara osmienoj liniji gto prolazi kroz 
taeku L1, a iznad one vrednosti koja odgovara kojoj od linija oblika pe§eanog sata, 
pa ako se asteroid nalazi u unutra§njosti ove potonje linije, onda ona pretstavlja 
opet jednu granienu krivu preko koje asteroid ne mole da prede. Ako je konstanta 
ho tolika da je dostigla svoju minimalnu vrednost prethodnog slueaja, t.j. onu vre-
dnost koja odgovara tatki L2, a asteroid se nalazi izvan jabueaste linije koja pro-
lazi kroz tu tatku, onda ta jabueasta linija ogranieuje iznutra oblast asteroida koji 
ne mole da prekoraei tu jabueastu krivu, nego se kreee izvan nje, nemajuei spoljne 
granice svoje oblasti. Isto vali i za jabueaste linije koje obavijaju onu koja prolazi 
kroz taeku L2. Ako su inicijalni uslovi takvi da konstanta h o  odgovara jednoj ta-
kvoj jabueastoj liniji onda asteroid, ako se nalazi van oblasti ogranieene takvom li-
nijom ne mole uei u tu oblast, pa je oblast u kojoj se on kreee ogranitena iznutra, 
no ne spolja. Slieno vali i za potkovieaste linije i one koje imaju oblik suze, a obavi-
le se oko taeke L4 ili L5. Ako konstanta ho odgovara jednoj takvoj liniji, pa se aste-
roid nalazi izvan oblasti koja je torn linijom obavijena, on ne mole uei u tu oblast. 

§
24. Perioditne putanje, simetritne prema osi X. Pomnolimo li 
jednaeinu (12) sa in', onda nam leva strana te jednatine pretstavlja silu q3 
pod eijim se uticajem kreee asteroid, pa je 

'13 = in' grad W + 2inIn m]. 	 (35) 

Pretpostavimo da se asteroid kreee u ravni X-Y i da u proizvoljnom momen-
tu ima pololaj M, a vektor brzine n (sl. 11). Tim pololajem i torn brzinom, data 
nam je i sila q3 koja u torn pololaju dejstvuje na asteroid. Ona je rezultanta dveju 
sila: sile 0 = 772,' grad W i sile C = 2m/[ti m]. Prva od tih sila ima pravac gradienta 
polja W u taeki Al , a druga sila stoji, prema definiciji vektorielnog produkta, nor-
malno na vektor brzine u. Ona je zbog (3) pretstavljena izrazom: 

C = 2in'n[n t], 

a kako vektor t stoji normalno na 
C 	ravni X-Y to sila C pada u tu ra- 

van, stoji normalno na vektoru u, a 
ima intenzitet 2minv. Na koju stra- 
nu normale u tatki Al je ta sila nape-

M3 	rena, to zavisi od smisla obilalenja 
asteroida po njegovoj putanji. U na- 
Sem slueaju ona je naperena onako 

M2 	kako je to u slici pretstavljeno. 
Izraeunajmo komponentu D„ si- 

00  0 	 le 5 koja pada u normalu putanje, 
MI 	t.j. u istu pravu u koju pada i si- 

la C. Oznaeimo elemenat u prawn 
po 	 normale, t.j. u pravcu radiusa krivi- 

Mo 	ne, sa ap, to, prema definiciji gradi- 
enta, ta komponenta ima intenzitet arlifKA 11  
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aw 
D = in —, ap 

a naperena je prema onoj strani normale na kojoj skalar W raste. Uzmimo da je 
taj pravac onaj kako je u slici oznaeen, onda komponenta sile 13 , normalna na tan-
gentu putanje, ima intenzitet 

P = —
147 

- 2m I nv. ap 

Ova je sila identiena centripetalnoj sili koja dejstvuje na mobilnu masu 	, 
koja sila ima intenzitet 

V 2  
= 111 1 —, 

gde p oznaeava radius krivine putanje. 
Iz prednjih dveju jednaeina sleduje: 

v2 3J4
= — - 2nv, 

P 	aP 

a iz Jakobijevog integrala (30) 

v2  = 9W + 

Iz poslednjih dveju jednaeina dobivamo: 

2W + 2/i 
= —

OW - 2n ✓2W + 2/i, 
ap 

t.j. 
2W + 2/1 

P  = aw 
aP 2n✓2W + 2h 

Pololajem asteroida i njegovom brzinom dat nam je, dakie, i radius krivine nje-
gove putanje, time je omogueena konstrukcija te putanje, taeka po taeku, na ovaj 
naein. 

Neka se asteroid nalazio u inicijalnom momentu u pololaju Mo  za koji je W= Wo 
i neka ima inicijalnu brzinu no intenziteta v o . Tim je, pre svega, odredena numeri-
eka vrednost konstante h Jakobijevog integrala jednaeinom (30). Pravcem brzine 
no  odredena je vrednost izvoda a14 7/ap skalara normalno na taj pravac. Zato mo-
2emo pomoeu (40) izraeunati dulinu radiusa krivine po u taeki Mo . Opi'Aemo li tim 
radiusom, iz centra krivine 0 0 , maleni luk /1//0 4/1 , onda dolazimo do taeke i  za 
koju molemo, po§to je njom dat novi pololaj asteroida i novi pravac njegove brzi-
ne, izraeunati numerieke vrednosti 147  i a417/ap, a pomoeu jednaeine (40) dulinu pl 
radiusa krivine u taeki M 1 . Tako molemo, od taeke do taeke, konstruisati puta-
nju asteroida. U koliko budu bili krulni elementi, iz kojih sastavljamo tu putanju, 
manji, u toliko to konstrukcija putanje biti tatnija. Ta se taenost mole proizvolj-
no potencirati ako ovu geometrijsku konstrukciju zamenimo raeunom. 

Pretpostavimo da se asteroid nalazio, u inicijalnom momentu, u jednoj taeki 
.M0  ose X i da je vektor inicijalne brzine n o  bio normalan na tu osu pa zamislimo 

(36) 

a 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 
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CEflKA 12 

Al 

dy. 	dx 
- 

dt 	dt 

dz 

dt 
n 

(47) 
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da smo, slutieei se prethodnom metodom, konstruisali one delove putanje astero-
ida koji sleduju inicijalnom momentu i one koji su mu prethodili, to je lako uvideti 
da ee ti delovi putanje biti medusobno simetrieni prema osi X, jer su u taekama 
M1  i Ml simetrienim prema osi X, a koje ogranieavaju elementarne lukove M 0 M1 

 i MIA), bal zbog toga SW je vektor brzine u u taeki Ml  naperen od ose X, a vek-
tor brzine u taeki Mi naperen prema toj osi, Koriolisove sue i C 1 , prema de-
finiciji vektorielnog produkta, simetriene prema osi X. Kako je i polje skalara W 
simetrieno prema toj osi, to eemo u taekama tlh i Ml dobiti iste radiuse krivine, 
pa cemo, nastavljajuei konstrukciju putanje, dobiti je takvu da ee cela ta putanja 
biti simetriena prema osi X. Ako, dakle, asteroid, na ma kojem mestu svoje puta-
nje, presete osu X normalno, onda ta putanja mora biti simetriena prema osi X. 

Ako sada variramo inicijalne uslove, bi-
lo da menjamo inicijalni pololaj Mo  did 
ose X, bilo da menjamo intenzitet vo ini-
cijalne brzine, bilo da menjamo ta oba 
inicijalna uslova, a sa njima i konstantu 
h, dotle dok ne dobijemo takvu putanju 
asteroida koja ee, i po drugi put, preseei 
normalno osu X, onda to ta putanja po-
stati zatvorena. Kreeuei se po takvoj pu-
tanji, asteroid to stizati u svoje bivk po-
lolaje na toj putanji uvek onom brzinom 
kojom je pre pro -Sao kroz to pololaje, jer 
prema Jakobijevom integralu, ta brzina 
zavisi, pri datoj konstanti h, samo od 
numericke vrednosti skalara W na onom 
mestu na koje je asteroid stigao. Zato ee 

se posle jednog potpunog obilaska asteroida oko njegove putanje ponoviti njegovo 
kretanje istim onim brzinama kojima je pre toga kroz nju prolazio. Njegovo kreta-
nje bite periodieno i pretstavljaee jedno periodieno reknje asteroidnog problema. 
SluZeei se ovom osnovnom idejom i izvodeei je raeuski, G. H. Darvin je prvi kon-
struisao i ispitao takve periodiene putanje asteroida, simetriene prema osi. 

25. Perioditna retenja u okolini centara libracije. 2elimo li da vek- 
torsku jednaeinu kretanja asteroida 

d e r  
= dt2 grad W 

zamenimo skalarnima, to valja imati u vidu 
nije ogranieen na ravan X-Y, njegov vektor 

r = xi + yj 

gde su x, y, z koordinate asteroida, a i, j, t j 
osa. Odavde sleduje: 

u 	a-t- 	dt 	dt
+ 
 dt 

dr 	dx. dy. dz  
—1+ 	—t 
	

(43)  
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ate dt 2  dt2  dt2  

d 2 r_ d2x. d2y. d2 z 	
(44) 

Gradienat skalara W pretstavljen je, analitieki, ovim izrazom: 

grad 	
OW aw - 

graa 	+ ---j + 
	

(45) ax 	ay 	Oz 
a bilo je, prema (3), 

ro = nt. 	 (46) 

Koordinate vektora tro su. dakle, 0, 0, n, pa je zato vektorielni produkat [n in] 
pretstavljen determinantom: 

i 	j 

dx dy 
dt 	dt 
0 	0 

do (47) u (41), to mora postojati jednakost za koeficiente od 
i desne strane dobivene jednaeine. Na taj naein, iii mnole6 tu 
sa i, pa zatim sa j, odnosno t, dobivamo ove tri skalarne jedna- 

d 2 x 	dy 814' 
— 
dt2 	dt 	ax 
d2 y 	dx 0147  
dt2 	= ay 

d 2 z aw 
dt2 a. 

Nalazi li se asteroid u ravni X-Y, to padaju site , q3 2  pretstavljene obra-
scima (4), (6), (7), u tu ravan, pa zato leli grad W, koji je jednak zbiru tih vektora, 
u ravni X-Y. Zato je, zbog (45), 014 7/az = 0, a zbog gornjili jednaeina d 2 z/dt 2  = 0. 
Ako se, dakle, u inicijalnom momentu, asteroid nalazi u ravni X-Y, pa ako i njegova 
inicijalna brzina pada u tu ravan, onda on tu ravan nee ostaviti, jer njegova brzina 
i ubrzanje padaju, u torn momentu, pa i u svima ostalima, u tu ravan. U takvom je 
slueaju njegovo kretanje regulisano prvim dvema od jednacina (48) iii, ako mesto 
jednacina (10) i (12) upotrebimo jednacine (18) i (19), ovim dvema jednaeinaina: 

d 2 x 	dy aft 

d 2yds 
+ dt Oy 

9 
	 (49) 

Ove jednaeine ornogueavaju konaena periodiena reS'enja u blizini centara libra-
cije. Videli smo da je u svima tima centrima gradienat od i od f2 jednak nuli, 
pa je zato, ako sa a, b oznaeimo koordinate uoeenog centra libracije, 

aft 	aft = a; y = b, 	gradS2 =
ax 	ay + —j =0 

+ 2[ti na] 	 (41) 

da je u op -stem slueaju, kada asteroid 
pololaja r pretstavljen sa 

+ z t , 	 (42) 

edinieni vektori u pravcu koordinatnih 

[u rn] = 

Stavimo li (42) 
odnosno j, t , s leve 
jednaeinu skalarno 
cine: 

(48) 

- 9n — = 
dt2 	dt 	ax 
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ac2 052 	a2f2 	a2s2 
ax = as 	aa2 + Oa al) 
as? _ ac2 	a2 12 	3212 
ay  — ab C  ab 	ab2 

pri emu smo uveli ove pokraeene oznake: 

01a  as-/ 

	

aa 	f „,b  

	

aQ 	a2 Q  

aaab 

dx 
= 

	

dt 	.dt ' 

	

cl2x 	d2k-. 

	

dt2 	dt 2  

	

DS2 	aQi 
ab — 1 ay  Lo, 

	

32 12 	a2 Q  

	

ab2 	ja ,,, 

3212 

ay 

dy = dn 

	

dt 	dt 

	

d2y 	(12n 

dt 2 	dt 2  

Iz (51) sleduje: 

3a2 	OX2 }a ,b 

02 12 

ck" 
 dt 	
t Ane • 

d2 	2  • t  

dt2 	
; 

to vidimo, stavljajuei (55) i (56) u jednaeine (54), da ee one biti zadovoljene ako 
bude: 

	

82 Q 	82 Q  
Ant — 2n,Bx A 

0a2 
+ B 

as ab 
a2 Q   2 3/-2  

	

BX 2  + 2n_4).= 	A 
0a ob 	ab2 

+ B — 

t.j. 
, 

AI X-  — —
0(12 

— B(2nX +  329  =0 aaab 

A (2n.). 	
2 	B (A2 	2 )  
	 = o. Oa ab ) 	ab2 

(57) 

Iz ovih jednaeina valja odrediti konstante A i B. Te su jednaeine linearne i ho-
mogene algebarske jednaeine, pa ee one, sem trivijalnih korenova A = B = 0, ima-
ti i drugih ako determinants koeficienata od .4 i B bude jednaka nub. Tim uslo-
vom dobivamo jednaeinu: 

dri 
= 

dt 

dt
2 

= 

(56) 

x2 329 
 - 	aa2  

3212 
2n.), 	 

aaab 	ab2 
t j. 

= 0. 	 (58) 

(2n), + 32
12 

ea ab 

.•L 2 	(9 2 51 

Stavljajuei (52) i (53) u (49), a uzimajuei u obzir (50), dobivamo: 

32E.. 	dry 	32 Q., 	32 11  
2n ' = 	c+ 	 

dt 2 	dt 	Da2 	aa 
d25 	d.,,z 	32 12 	32 12 
dt2 + 2n  dt 	aa ab" 0b2 	

Ove jednaeine vane samo za neposrednu okolinu taeke (a, b). One su linearne, 
pa ee zato biti zadovoljene partikularnim integralima: 

.4e)-`;r = Be t , 

gde A. B, X oznaeavaju konstante koje eemo joS odrediti. Kako je 

(54) 

(55) 
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jednostavnije pisano, 
OQ 

 aa 	ab 
as? = 0: 	— = 0. 	 (50) 

Pretpostavimo da se asteroid nalazio a inicijalnom momentu u blizini centra 
libracije (a, b) i da za vreme celog svog kretanja neee, S'to imamo naknadno da pro-
verimo. ostaviti neposrednu okolinu toga centra, onda su njegove koordinate pret-
stavljene sa 

x = a + 

y = b + 
gde su a i b konstante, a `0 0 promenljive velieine koje ostaju, zbog gornje pret-
postavke, uvek male. Zato mo2emo funkcije 0Q/0x i 0S -2/0y razviti po Tejlorovom 
obrascu u red i zanemariti sve elanove koji sadrZavaju vise potencije od 
taj naein dobivamo: 

	

.32 Q 02 Q 	,), .,32Q 02Q i  32 Q  )2 
x4 — ( 	+ 	 4n-  /,- +     =0. 	(59) 3,2 	352 	 3„2 0b2 	aa ab 

Reimo li ovu jednaeinu po X 2 , pa usvojimo, iz razloga koji eemo kasnije upo-
(53) 	 znati, samo onakav koren koji je realan i negativan, onda eemo za X dobiti clva ko- 

rena ovoga oblika: 
= iv; 	X, = —iv, 	 (60) 

gde i. oznaeava imaginarnu jedinicu, a v jedan realan broj. Sa ova dva korena da-
ee nam jednaeine (57) dva beskonaena niza korenova za A i B ili dva para talcvih 
korenova: .4 1 , B 1 , i A2, B2, pri cemu mo2emo A l  i B1 , odnosno A9 i B2 ponmoZiti 
proizvoljnim brojem, pa da jednaeine (57) budu opet zadovoljene. Te nam jedna-
eine daju, u stvari, samo razlomke A l /B 1  i .49/B9 koji su. kao Sto je poznato, je-
dnaki srazmeri subdeterminanata uz prvu ili drugu vrstu determinante (58). Zato 
je. uzimajuei u obzir drugu vrstu to determinante, 

6'0 

	

2nX i  +  	 2n,X9 + .4 1 	3a. 3b 	A 2 	aa ab 
B2 	 329 

Na 

(52) 

(51) 

B 1 	a2 C2 
) - 	 "2   
' 1 	aa2 	 33 22  

32 Q  

(61) 
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t = 0: 	a: = 	T1= no; 	dt — v1, 

Stavljajuei ovo u (65) i (66), dobivamo: 

4 = al; 	So = bl, 	V? = 02v; 

d5 = 
dt 

v2°  = by ,  
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Opgti integrali diferencijalnih jednaeina (54) su, dakle, ovi: 

= 	+ 

+ B2e - 

Primenjujuei poznati obrazac 

e ±"' = cos vt f i sin vt, 

zbog kojega smo i usvojili samo imaginarne korenove jednaeine (59), molemo jed-
naeinama (62) dati ovaj oblik: 

= (A 1  + A2) cos vt + 	— A2) sin vt 

= (B1  + B2 ) cos vt + 	— B2) sin vt. 

-4 1  i _49 su konjugovani kompieksni brojevi, jer A2 nastaje iz A1, ako 	zame- 
nimo sa X2, t.j. iv sa —iv. Isto vaZi i za B1 i B2. Zato molemo staviti: 

a1 	a2 	 al 	a2 
-41 = — — z 	A2 = 	

. 
9 ' 	 7 	9 

= b; 	
61 	.62 

= 75- +1'7 

gde Hain a l , a2, 61, b2  pretstavljaju realne brojeve. Stavljajuei (64) u (63), dobiva-
mo: 

= a l  cos vt + (12 Sill vt 

n = b 1  cos vt + b2  sin vt. 

Iz ovih jednaeina sleduje: 

d 
=  

dt 	
—a l  v sin vt + a2v cos vt 

dr 
= 

dt 	
—b i v sin vt + b2v cos vt. 

Inicijalnirn uslovima dat nam je pololaj i brzina asteroida, t.j. 

eime bi konstante a 1 , a2 , b l , b2  bile odredene. No te konstante treba da, pomoeu 
jednaeina (64), zadovolje obe jednaeine (61). Zato su inicijalnim pololajem odre-
dene komponente v?, t.j. sam vektor inicijalne brzine koji nije, dakle, proizvo-
ljan. Ako su inicijalni uslovi takvi da su konstante a 1 , a2, 61, b2  veoma male, onda 
ee, zbog (65), i koordinate S , r za vreme celog kretanja ostati malene, a asteroid 
se kretati u neposrednoj okolini centra libracije. Tim je ispunjena pretpostavka na 
koju su se oslanjali prethodni raeuni. 

Koordinate 	asteroida su, kao Ito to sleduje iz jednaeina (65), periodiene 
funkcije vremena sa periodom T, pri cemu je 

97. 	 •7. 

T 	
T — 	 (69)  

§251 	IIEPHO,L1W4HA PELIIEIBA Y OKOJIHHH L1EHTAPA JIHEPAIIHJE 
	

79 

pa ee putanja asteroida biti jedna zatvorena kriva. Da odredimo to putanju, za-
okrenimo nag koordinatni sistem kojega pocetak le21 u uoeenom libracionom 
centru, a kojega su ose paralelne sa osama X, I za ugao y, pa oznacimo nove ko-
ordinate sa i n'. Onda izmedu koordinata i n' postoji poznata veza: 

= E„ cos y + n sin y 

sin p + n cos p. 

Stavljajuoi (65) u (70), dobivamo: 

= (a i  cos p + b l  sin p) cos vt + (a 2  cos p + b2  sin p) sin vt 

n' 	(—a l  sin p + b1  cos p) cos vt — (09 sin p — b2 cos p) sin vt. 

Uvedimo sada tri nove konstante il l , 112 , e i odredi  
da te eetiri velieine zadovoljavaju ove eetiri jednaeine: 

a l  cos p + b 1  sin p = MI  sin e 

sill p + b1  cos p = 112  Sill 6 

a2  cos cp + 62  sin cp = MI cos a 

a2 Sill cp — 6 2  cos p = 1112 sin e, 

onda dobivamo: 
= 	+ v t) 

rj = 1112  cos(E + vt), 

t.j. 
71 '  COS(6 	vt). 

/1/2 

Ako kvadriramo i saberemo ove due jednaeine, dobivamo: 

E , 	n, 
+ 	—1 

/1,11 	/112  

kao jednaeinu putanje asteroida. Ta je putanja elipsa. Kreeuei se po toj putanji i 
treestvujuei u rotaciji pokretnog koordinatnog sistema X—Y, asteroid vrda oko cen-
tra libracije koji je zbog toga dobio svoje ime. Takve eliptiene putaje moguee je, 
kao Ito to pokazuje detaljnije ispitivanje u koje se ovde no molemo upuStati, 

oko svih centara libracije, kroz svaku tacku njegove okoline. Pri tome treba 
inicijalne uslove podesiti tako da se asteroid kreee po svojoj putanji u obrnutom 
smislu kretanja glavnih dvaju tela, a to zato sto ee u takvonl slucaju Koriolisova 
sila biti naperena prema libracionom centru. Taj je centar. poSto u njemu skalar S2 
dostizava svoj minimum, a grad 52 je naperen od njega, pololaj labilne ravnoteie, 
pa bi se asteroid postepeno od njega udaljio load ga ne bi Noriolisova sila odrZava-
la u njegovoj blizini i time ueinila njegovu putanju stabilnom. 

(62) 

(63) 

(64) 

(65) 

(66) 

(67) 

(68) 

— = \); 

(70) 

(71) 

mo, njih tri, i ugao p tako 

(72) 

(73) 

— = sin(c + vt): 

(74) 
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mo d291. ° 	
rk 	

ti = lino-no-7  + fmillp 3 - 

	

dt 2 	 r1 	ri  
Skratiino prvu od ovih dveju jednaeina sa in k , drugu samo. oduzmimo drugu 

od prve, pa uzmimo n obzir da je 

FJIABA LTIECTA 

Sila poreme6aja i njeno polje 

26. Definicija i matematski izraz site poreme6aja. Spomenuli smo, 
govoreei o problemu dvaju tela, da se planete kreeu oko Sunca skoro sasvim 
tako kao kad bi svaka od njih stajala samo pod dejstvom privlaene sile Sunca. 

Slieno vaZi i za satelite planeta, koji se kreeu skoro sasvim tako kao kad bi svaki 
od njih stajao samo pod dejstvom privlaene sile svoje planete. Zato molemo, i pri 
stroZijem ispitivanju kretanja tih nebeskih tela, poei od rezultata dobivenih u pro-
blemu dvaju tela, pa ove rezultate postepeno modifikovati da bismo dobili taënu 
sliku stvarnih kretanja. Pri tome je potrebno uvesti jedan nov pojam, silu poreme-
eaja, do kojeg dolazirro na ovaj naein. 

Neka nam in oznaeava ono nebesko telo i njegovu masi.i eije kretanje hoeemo da 
ispitamo, a m o  ono nebesko telo oko kojega se uoeeno nebesko telo kreae skoro elipti-
enim kretanjem. Ako je m 1  planeta, onda nam, dakle, m o  pretstavlja Sunce; ako je 
in k  satelit, onda nam m o  pretstavlja njegovu planeta. Kad ne bi bilo drugih nebe-
skill tela sem tih dvaju, onda hi jednaeina kretanja tela Ink bila, prema (13), §9, ova: 

	

d2 r1 	 , rk 
ink 	. 	f k ( 1110 ± Ink 	 ( 1 ) dt2  

gde rk oznaeava vektor pololaja mase ink prema masi m o , a rk moduo toga vekto-
ra. Zato je 

	

d 2 r1 	 rk 
f (rno + ink ) 

— 

za sada, jos jedno treee nehesko telo 17/, u obzir. Njegovo prisustvo 
poremetiee kretanje nebeskog tela 1111. pretstavljeno jednaeinom (2). zbog eega  ce-
mo telo in, nazvati onim koje prouzrokuje poremeeaj, a telo 1111. onim koje podleli 
tom poremeeaju. 

Oznaeimo sa r i  vektor pololaja tela 	prema telu ni b , sa 1 ti1  vektor pololaja 
tela ink prema telu a sa p ik moduo ovog potonjeg vektora. Ako 91o, odnosno 
9.1k oznaeava vektor pololaja tela m 0 , odnosno tela 77x 1 , prema jednoj nepomienoj 
taeki prostora, onda su jednaeine kretanja ovih dvaju tela ove: 

(1 2 911 	 rk 
mk 	

dt
2 = – finkmo –T – 

Pik  

d-911 	d' 910 	d2 

dt1 	dt2 	dt2  
to dobivamo: 

d2 rk rk 	• 	( 	ri 
dt2  = 

–fern°  + 771.1,) 	- 	 + 	. 	 ( 3 ) 
rk 	Pik 	ri 

yektor 	mole se pretstaviti kao gradienat skalara 1/pik, pri eemu tre- 1

ba smatrati za nepomieno, a Ink za pokretno. Zaista, u tom slue* su ekvi-
skalarne povrSine od 1/pik lopte sa centrom u 771, , gradienat stoji normaino sa tim 
povr§inama, ima, dakle, pravac jedinienog vektora hk/p i k, njegov moduo jednak je 
izvodu –1/p .i2k  od l/pik, pa je zato: 

, 1 	1 	(it: 	b, 
grad — = – — = 

p1 	P:k pik 	Pik 

I vektor r i /q mote se smatrati kao gradienat jedne skalarne velicine. Pitamo 
h za gradienat skalara U, = r i rk /q, smatrajuei, pri tome, samo 7n 1. kao pokretno, 
to dobivamo ovaj rezultat. Prema definiciji skalarnog produkta dvaju vektora, je 

xr 1 	X 
= = r 3 	r 2 

gde x pretstavlja projekciju vektora r 1  u vektor r i . Pri obrazovanju gradienta tre-
ba 	smatrati za konstatno, pa je zato: 

grad U1 = --- 
1 
77 grad x. 

l i  

Ekviskalarne povrSine od a su ravni normalne ne vektor r i  pa zato grad x ima 
pravac jedinienog vektora r i /r i , a njegov moduo je a•/ax = 1. Zato je 

th. 	1 	ti 	r, 
grad U, = grad 	= 9  

13 	 / 

Na taj naein dobivamo: 

3 	 3 
1ik 	r. 

- = - fin ( -7-  7-  
P;k 

Stavimo li. dakle, 
( 1 	r,  r1 

to dobivamo, mesto (3), ovu jednaeinu: 

da rk  rk 
	 = 

	

 
dt2 	

(rno  + Til 1.3 	
grad A . 14. 

(2) 

91k – 910 = rk; 

(Pik 
grad f 	rirk  1 

Pik 

Indeks k pokazuje da pri obrazovanju gradienta treba samo taeku 1111 smatra-

ti za pokretnu. 
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i to 	 , m (ink se ovde ne pojavljuje), onda bismo za Rk dobili ovaj obra- 

Kad bismo mesto jednog jedinog tela mi koje izaziva poremeeaj imali njih (n-1) 

zac: 

	

Rk z 	( 1 	tit?, 

Pik 

U gornjem zbiru ne pojavljuje se masa mk. 
U ovom novom slueaju dobili bismo, mesto jednaeine (5), n takvih jednaeina, 

dodeljujuei indeksu k redom numerieke vrednosti 1,2..... ......n, dakle, 

d2 rk rk  = _f( 77/0  + ink  ) 	gradk  Rk; dt2 	 r k 

Uporedimo li jednaeinu (2). koja va2i za eliptieno kretanje mase mk oko mase 
ino, sa jednaeinom (7), to vidimo da se ova jednaeina razlikuje od prve samo pri-
sustvom svoga elana 

grad k  Rk = 6 k • 
	

(8 ) 

* cijom poremeoaja iii funkcijom perturbacije. 
Vektor ek nazivamo silom poreme6aja iii silom perturbacije, a skalar Rk funk- 

27. Polje site poremeeaja i njegova primena u statitkoj teoriji 
plime. Ako usvojimo ternimologiju op§te teorije fizikalnih polja, molemo 
Njutnov zakon gravitacije izraziti i na ovaj naein: svaki delis m mase u va- 

sioni izaziva jedno gravitaciono polje koje se iz okoline mase m sari u beskonaJnost 
i koje je definisano vektorom: 

3 = — f 3 r, 
r 
ni 

( 9 ) 
gde f oznaeava gravitacionu konstantu, r vektor polotaja uoeene taeke polja pre-
ma masi us, a r moduo toga vektora. Stavimo li na uoteno mesto polja jednu ma-
su in', to se na njoj pokazuje gravitaciona sila 

171171! = f  3  r, 	 (10) 

t.j. masa 171, privlaei masu in' po Njutnovom zakonu. Vektor pretstavlja, Mien() 
kao i u elektrostatskom polju, onu situ koja dejstvuje na jedinicu mase. 

U stvari se polja svih masa koje se nalaze u vasioni medusobno superponiraju, pa 
bi zato bilo moguee govoriti o jednom jedinom poiju koje obuhvata celu vasionu. No 
kako intenzitet F polja mase in opada sa kvadratom otstojanja r od to mase, to je 
moguee oko svake mase in ogranieiti jednu oblast prostora u kojoj je intenzitet F po-
lja mase m proizvoljno puta veei od intenziteta site E izazvane svim ostalim ma-
sama, tako da je u toj oblasti uticaj mase m toliko preponderantan da se, pri prvom 
ispitivanju, samo ona uzima u obzir, kao gto je to ueinjeno u problemu dvaju tela. 

Gravitaciono polje izazvano jednom jedinom koncentrisanom masom in, dakle 
polje (9) zovemo radialnim gravitacionim poljem. Ono se mote, kao S- to smo vide- 

pretstaviti kao gradienat skalara: 

v  = f  11/ t   

Ako se masa in' nalazi, sem mase in, pod uticajem jos jedne mase M koja izazi-
va poremeeaj kretanja mase m', pa ako se, kao 'Sto je u prethodnom paragrafu uti-
njeno, uzmu u obzir sve privlaene site koje dejstvuju izmedu masa Al, in, onda 
je masa m/ izloiena, sem uticaju polja (9), jos i dejstvu gradienta polja Rk pret-
stavljenog jednaeinom (4). U toj jednaeini valja, prema oznakama koje smo sada 
upotrebili, zameniti nzz sa M, rk sa r, a ako vektor poloiaja mase m prema masi M 
oznatimo sa a, onda treba u (5) staviti -a mesto r, a mesto staviti a. Zamenju-
juei jo's" oznaku f ik sa f, a pH;  sa s, dobivamo za funkciju poremeeaja ovaj obrazac: 

R= f M (- + 
S a 

	

1 	a r 
3 

Masa m' nalazi se, dakle, pod uticajem gravitacionog polja koje je gradient ska- 
lara: 

	

U = W + R, 	 (13) 

t.j. 
117 	 1 	a r 

	

U = f — + PI(-
s 

+ —a3 ' 	 (14) 
T 

Ispitajmo osobine ovoga polja. Prema defeniciji skalarnog produkta dvaju vek-
tora, je 

	

a = 
	

(15) 

gde a oznaeava projekciju vektora r u vektor a. Zato je 

U= f ± PI -
1 
 + f M7 

	

-5
x

. 	 (16) 
a- 

Ovo skalarno polje nastaje superpozicijom triju komponentalnih polja. Ekvi-
skalarne povrine prvog od tih komponentalnih polja su lopte sa centrom u m, ekvi-
skalarne povrSine drugog komponentalnog polja su lopte sa centrom u Al, a ekvi-
skalarne povr .Sine treeeg komponentalnog polja su ravni normalne na pravu koja 
spaja mase M i in. Zato je rezultujuee polje skalara LT simetrieno prema toj pra-
voj, pa su njegove ekviskalarne povr•Sine rotacione povrS'ine sa osom u toj pravoj. 
Zato se pri ispitivanju toga polja moramo brinuti samo o meridijanskim presecima 
tih ekviskalarnih povr§ina. 

Da izvedemo jednaeine tih meridijanskih preseka ekviskalarnih povrSina, po-
stupieemo ovako. Kako je (sl. 13) 

	

f = a + r. 	 (17) 

to dobivamo, mno2eei (NU vektorsku jednatinu skalarno sa samom sobom, 

	

s 2  = a2  + 2(a r) + r 2 . 	 (18) 

Oznaehno sa v ugao Sto ga vektor r zatvara sa vektorom a, to je, prema defe-
niciji 	produkta dvaju vektora, 

	

a r = ar cos v. 	 (19) 

Stavljajuei ovo u (18) i (14), dobivamo: 

U= f 	f 	(a2  + r2  + 2ar cos v) -1 /2 	r  + — cos v} , 
a2 

(6) 

k = 1,2, ... , 71. (7) 
(12) 
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t.j. 

	

f 	 -1/2 
U = 	+ 	{(1 + + 2—

r 
COS 1) 	-

r 
cos v}. 

a2 	a 	 a 

CJIHKA 13 

Ako se uoeena taeka Ili polja nalazi u blizini mase in, onda je r/a mali broj 
kojega vise potencije od druge molemo zanemariti. Zato dobivamo, primenom bi-
nomskog obrasca, 

)-/2 	 3 _1-, f__ 	,,2 	 ) r2 	r 	
1 	

1 r2 	 ± ( 2) 	2)  ( i 
, + 2—

r 	
2 

cos v (1+ 	+ 2— cos v 	= 1 — —
9 

(
a2 

+ 9 —
r 

cos v) a- 	a 	 a 	 2.1 	\ as-- : 	a 

	

1 7 .2 	r 	3 r2  
= 1 — — —9-- — cos v + — — cos 2  v. 

	

2 a
9- 

 - 	a 	9  a2  
Stavljajuei ovo u (20) dobivamo: 

171, 	AI 	1 	r2  
LT= f—+ f—+—fM—(3cos'v— 1). 

r 	a 	2 	a3  

Iz ovog izraza molemo aditivnu konstantu fill/a ispustiti, poSto ona ne utiee 
ni na gradienat polja ni na oblik ekviskalarnih povrSina koje dobivamo stavljajuei 
gornji izraz jednak jednoj proizvoljnoj konstanti. Zato molemo pisati: 

11?, 	 7' 2 

	

U= f + 	
a
-

3
(3 cos2  v — 1), 

a za jednaeinu meridijanskih preseka ekviskalarnih povrSina polja U dobivamo ovu: 

1 	1 Al 7' 2 1  
3— + — — 	cos2  v — 1) = C, 	 (22) 

7' 	2 9n a3  
gde C oznaeava jednu proizvoljnu konstantu. 

Dobiveni rezultati imaju svoje primene u statiekoj teoriji morske plime, sa ko-
jom tem() se sada upoznati. 

U drugom odeljku ovog clela pokazatemo da Hasa Zendja privlaei jednu spoljnu 
masu in' skoro sasvim tako kao kad hi celokupna masa in Zemljina bila koncentri-
sana u Zeadjinom centru. Also nam, prema tome, u na§im prethodnim obrascima  

in. oznaeava masu Zemlje koncentrisanu u jednoj taeki, a Si masu Meseca koncen-
trisanu, u otstojanju a od Zemlje, takode u jednoj taeki, pa ako ne uzmemo u obzir 
centrifugalne sile prouzrokovane rotacijom Zemlje oko njene ose i one. izazvane ro-
tacijom duZi a oko zajedniekog te2iSta Zemlje i Meseca. poSto je uticaj tih sila na 
pojavu koju ispitujemo bez osobitog znaeaja, onda nam jednaeina (22) pretstavlja 
jednu od ekviskalarnih povrSina polja atrakcija Zemlje i Meseca, i to u neposrednoj 
blizini Zemlje, poSto smo pri izvodenju to jednaeine pretpostavili da je r/a jedan 
mali broj. Nalazeti se u torn polju atrakcije, mora koja pokriva,ju naSu Zemlju za-
uzete, pod dejstvom sila toga polja, onaj oblik pri kojem ogledalo mora pretstavlja 
jednu od ekviskalarnih povrSina toga polja. Samo u takvom slueaju je sila koja dej-
stvuje na proizvoljan materijalni delis morske povrsine normalna na to povrSinu, 
pa nije u stanju da promeni njen oblik. Ta povrSina bite, prema onome Sto je na-
pied reeeno, rotaciona povrSina a njena osa bite prava koja spaja centar Zemlje sa 
centrom Meseca. Ead ne bi bilo Meseca, onda bi ta povrSina bila lopta sa jednim 
izvesnim radiusom ro , t.j. mesto jednaeine (22), u kojoj bi valjalo staviti 111 = 
imali bismo jednaeinu lopte. Usled prisustva Meseca, ta ce se lopta promeniti u je-
dnu rotacionu poursiffu koja neee mnogo otstupati od lopte, pa zato moiemo staviti 

r =7-0  + h, (23) 

gde h oznaeava jednu malu ue1icinu. Zato je, primenjujuei binomni obrazac i zane-
marujuei vise potencije maloga broja h/7'o 7  

1 

	

1 = 1( 1  + h 	= 1 ( 1  h 
(24) 

r 	ro + h 	ro 	ro 	ro 	To  ) 

Stavimo ovaj izraz u jednaeinu (22) na mesto prvog elana njene leve strane, 
dok u drugom clams, malom zbog toga Sto je r/a malo, molemo r zameniti direkt-
no sa ro . Na taj naein dobivamo kao jednaeinu morske povrSine: 

1 	h 	1 111 7' 2  

	

— - 
o 	Tn a3  

cos 2  v — 1) = C. 
1-0 	r 	2 	.  

Pri tome nam h pretstavlja otstupanje morskog nivoa od lopte radiusa 	Za 
.1i = 0 treba prednja jednaeina da dade h = 0, pa je zato: 

1 
— = C. 
TO 

Stavljajuei ovo u jednaeinu (25), dobivamo: 

1 AI r 4  

	

h 	— — j-)-(3 cos 2  v — 1). 
2 in. a3  

Upotrebom oznaeenja 
111 1- 04  
— — k 
in a3 

dobivamo: 
1 

h. = —9 k(3cos 2  v — 1). 	 (28) 

Ova nam jednaeina pretstavlja presek povrine mora sa jednom od onih ravni 
koje prolaze kroz centar Zemlje i centar Meseca. Taj presek pretstavljen je u sl. 13 
krivom AC B DA. 

(20) 

(21) 

(25) 

(26) 

(27) 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



86 	 C14/1A 110PEMETIAJA 14 1 -13E1-10 IIOJBE 	 lrn. vl 
	

§271 HORDE CHJIE 110PEMETIAJA K 113EPOBA 11P14MEHA Y CTAT. TEOP.  nnitme 87 

Kako su koreni jednatine 

3 cos2  v — 1 = 0 : 
	vl = ±54° 44' 8" 

v2  = ±125 °  15' 52", 

to dobivamo ovo: 

h ={ 0; 

+k; 

— 1 k; 
	v = v1 , v = V2 

V = ±90°. 

v 0, v = 180° 

To znaei da u taekama AiBIL dostizava svoj maksimum k, u taekama P1 , P2, 
P3, Rh h je jednako nuli, a u tatkama C i D h dostizava svoj minimum —4. 

Kada bi se Mesec nalazio u ravni Zemljina ekvatora, onda bi, uzimajudi tu ra-
van za ravan slike, Zemljina osa stajala u tatki in normalno na tu ravan, a Zemlja 
bi, posmatrana sa severa, rotirala oko te ose u smislu kao §to je to u slici naznaeeno 
strelicom, dok bi hidrosfera Zemljina, izdu2ena a pravcu prema Mesecu, zadr2avala 
nepromenjeni pololaj prema tom nebeskom telu. Zemlja i njeni kontinenti obrnu se 
prema Mesecu za 25 h , pa bi zato svako mesto na ekvatoru Zembinom obiSlo za 25h 
celu konturu krive ACBDA, t.j. proSlo kroz dva maksimuma i dva minims ma mor-
skog nivoa, pa do2ive10 u toku dana dve jednake plime i dve jednake oseke. No Me-
sec se, u svome obilaienju oko Zemlje, udaljuje i pribli2uje ravni Zemljina ekvatora 
i tim dobiva cela pojava komplikovaniji tok, koji se menja i tim kada se na povrSini 
Zemlje udaljujemo od ekvatora. Sem toga izaziva i Sunce, svojim privlaenim dej-
stvom, negto slabiju, ali slienu pojavu morske plime koja se superponira sa onom iza-
zvanom Mesecom. Da bismo dobili jasnu sliku svih till pojava, postupidemo ovako. 

U naSim prethoduim rasudivanjima, pretstavlja a = 180° — v onaj ugao S - to ga 
radius uoeenog mesta Zemljine povrkne zatvara sa pravom naperenom prema Me-
secu. Taj je ugao, zbog toga, jednak zenitskom otstojanju Meseca z, pa je zato: 

= 180° — v. 	 (29) 

Polo't"imo li kroz oba pola nebeske sfere i kroz trenutni polo2aj Meseca na toj 
sferi krug, to se deo toga kruga koji lezi izmedu nebeskog ekvatora i Meseca zove 
deklinacija 6 Meseca, a onaj luk nebeskog ekvatora koji le2i izmedu proletnje taeke 
i one taeke gde onaj prvi krug preseca nebeski ekvator zove rektascenzijom a Me-
seca. Zvezdanim vremenom 0 nazivamo easovni ugao proletnje taeke. Izmedu ye-
lieina z, 6, a, 9 i geografske p uoeenog mesta Zemljine povrSine postoji, pre-
ma osnovnim obrascima Sferne Astronomije, ova jednatina: 

cos z = sin y sin 8 + cos y cos 8 cos(0 — a). 	 (30) 

Kako je, zbog (29), 
cos2  z = COS2 

 
 v, 

t . j 

3 cos2  v — 1 =- 3 cos 2  cp cos2  8 cos 2 (0 — a) 

+ 6 sin p cos y sin 8 cos 8 cos(0 — a) + 3 sin 2  cp sin 2  8 — 1, 

a poSto je 
1 + cos 2(0 — a) 

cos2 (0 — a) = 	  
2  

to dobivamo: 

3 
3 cos2  v— 1= —

2 
cos2  cp cos2  8+ 3 sin2  p sin 2  8— 1 

3 	 3 	. 
+ —9 sin 2y sin 28 cos(0 — a) + cos 2  cp cos 2  8 cos 2(0 — a). 	(31) 

Ovaj izraz valja staviti u (28) da bismo dobili plima h izazvanu privlatnim dej-
stvom Meseca. 

Na isti naein dobivamo, ako sa 	oznaeimo masu Sunca, a sa a' njegovo otsto- 
janje od Zemlje, stavljajudi 

	

m o = k/ 	 (32) 

da je plima Ii', izazvana privlaenim dejstvom Sunca pretstavljena izrazom: 

h' = —
1 

k'(3 cos2  v — 1). 	 (33) 
9 

Sada treba u obrascu (31) a zameniti rektascenzijom Sunca, koju demo oznaei-
ti sa a', a 6 deklinacijom Sunca, koju demo oznaeiti sa 8'. Celokupna plima 

	

H = h+ h', 	 (34) 

izazvana dejstvom Meseca i Sunca pretstavljena je, stavljajuei 

H1  = —
3 

k cos2  y cos2  8 cos 2(9 — a) + —
3 

 k
' 	y cos2  8' cos 2(0 — a') 	(35) 
2 

3 
112  = 5  k sin 2y sin 28 cos(0 — a) + —

3 
k' sin 2y sin 28' cos(0 — a') 	(36) 

9 

. 
H3 = k (-

2 
cos 2  y cos2  8 + 3 sin 2  y sin2  8 — 1) 

+ k' -3  cos2  p cos2  8' + 3 sin 2  p sin2  8' — 1 ( 	 ) , 	 (37) 9 

°vim obrascem: 
H = + H2 + H3. 	 (38) 

Najjaee promenljiva velieina a gornjim izrazima je zvezdano vreme 0. Ono na-
raste, mereno u luenoj meri, za vreme jednog zvezdanog dana za 2rt , zato imaju je-
dnostavne trigonometrijske funkcije od 0 periodu jednog zvezdanog dana, a funk-
cije od 20 poludnevnu periodu. Ostale promenljive velicine , ekvatorske koordina-
te a, 8 Meseca i Sunca, menjaju se sporije; perioda Meseeevih koordinata je mesec 
dana, a Suneevih, godina dana. Kada njihovo menjanje ne bismo uzimali u obzir, 
imala hi parcijalna plima H 1  poludnevnu, a plima H2  jednodnevnu periodu. Ispi-
tajmo dejstvo promenljivosti tih ekvatorskih koordinata na clanove H 1 , H9, H3, 
razmatrajuei te clanove svaki za sebe. 

Kako je 

cos 2(0 — a') = cos [2(0 — a) + 2(a — )] 

= cos 2(9 — a) cos 2(a — a') — sin 2(0 — a) sin 2(a — a'), 
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to dobivamo: 

3 
HI = cos 2(6 — a) [ —

3
k cos ' y cos" 8 + —9 k 1  cos -9  y cos2 S t cos 2(a — a') 9 

— sin 2(0 — a)-
3

47' cos' p cos' 8' sin 2(a — a'). 9 

Uvedimo dve nove varijabilne a. 1  i ei , definisane ovim dvema jednaeinama: 

—
3 9 
9  

k cos-  y cos 2  8 + k' cos' y 	
1 

cos2  S '  cos 2(a — a') = a cos 2E 1  

(39) 
—
3

k' cos' cp cos 2  8' sin 2(a — a') = a l  sin 2E1 , 

to dobivamo: 
Hi  = a l  cos 2(ei  + 0 — a), 	 (40)  

dok nam kvadriranje i sabiranje jednaeina (39), odnosno njihovo deljenje, daje: 
3  

a l  = 
9 
— cos -„ 

 
cp \,/k 2  cos4  8 + k' cos4  8' + 2kk' cos' 8 cos' 8' cos 2(a — a') 	(41) 

tg 2E 1  =  	 (42) k cos2  8 + k' cos' 8' cos 2(a — a') • 

k' cos' 8' sin 2(a — a') 

Jednaeinom (40) pretstavljena je percijalna plima H l  jednom oscilatornom fun-
kcijom vremena, pri emu su i amplituda a. 1  i perioda T1  oscilacione promenljive. 
U argumentu funkcije pretstavlja 0 — a njegov glavni clan; on naraste, poSto se 0 i 
a mere u protivnom prawn, za 2r, za vreme dok se Zemlja obrne jedanput prema 
Mesecu, dakie za 25 h . Zato T1  ima sreclnju vrednost od dvanaest i po easova, pa se 
ove oscilacije nazivaju poludnevnima. Oscilujuei tom srednjom periodom, amplitu-
da a l  oscilacije H 1  se postepeno menja. Ona dostizava svoju maksimalnu vrednost, 
usled promena rektascenzija a i a', kada je: cos 2(a — a') = 1, t.j. 2(a — a') = 0; 
2(a — a') = 360°, dakie za 

a = a'; 	a = a' + 180 ° . 

U prvom slueaju nalaze se Sluice i Mesec u konjunkciji, u drugom u opoziciji. 
Oba to slutaja nazivaju se sicigijama. Onda imamo iii mlad mesec iii pun. Tada 
su talasi plime najveei. Oni ce usled promena deklinacija 8 i 8' dostiei svoj najve-
ei maksimum kad cos' 6 i cos' 8' dostignu svoju maksimalnu vrednost, t.j. ako, sem 
gornje relacije, bude bilo 

= 0; 	8' = O. 

To se deava oncla kad u doba ravnodnevnica imarno pun ili mlad mesec, a evo-
rovi Meseeeve putanje nadu se u ravnodnevnicama. U doba sicigija, t.j. kada je 
ispunjena relacija a = a' iii a = a' + 180°, je. zbog (42), E 1  = 0. U to doba do-
stizavaju poludnevni talasi plime svoju amplitudu za cos 2(0 — a) = 1, t.j. kad je 
2(0 — a) = 0: 2(0 — a) = 360°, 

6 = a; 	0 = a + 180 ° . 

To se de:S. ava u doba gornje odnosno donje kulminacije Meseca. 
Amplituda a l  oscilacije H1  dostizava svoju minimalnu vrednost za cos 2(a —a') = 

= —1; 2(a — a') = 180°; 2(a — a') = 540°, dakle kada je  

§27] 110.1bE CHIIE HOPEMETIAJA H HDEPOBA IIPHMEHA Y CTAT. TEOP. MIME  89  

a — a' = 90° ; 	a — a' = 270° . 

To se de'Sava kada se Sunce i Mesec nalaze u kvadraturi, t.j. u doba prve i po-
slednje eetvrti Meseca. I tada je, prema (42), e l  -= 0 pa poludnevni talasi plime 
dostizavaju svoju amplitudu za 0 = a; 0 = 180° + a, t.j. u vreme gornje iii donje 
kulminacije polumeseca, koja se de -Sava, u to doba, u 6 1 ' u jutro iii na veee. 

U sva ostala doba, sem spomenutih dvaju, je e l  0 0, a to znaei da se kulmina-
cija talasa plime ne poklapa sa kulminacijama Meseca. 

U svakom momentu opada, prema (41), amplituda a l  sa geografskom Mrinom 
p, pa je najveea na ekvatoru. 

Isto tako kao Sto smo parcijalnu plimu H 1  pretstavili jednom oscilacijom pro-
menljive amplitude i faze, moiemo isto to uciniti i sa parcijalnom plimom H2. 

Kako je: 

cos(0 — a') = cos(0 — a) cos(a — a') — sin(0 — a) sin(a — a'), 

to dobivamo za H2 

3 
H2 = cos(0 [

3 
 — a) k sin 2y sin 28 + —9 k

, 
 sin 2y sin 28' cos(a — a')

] 

— sin(0 — a) —
3

k' sin 2y sin 28' sin(a — a'). 

Uvedimo dve nove varijabilne 09 i E2, definisane ovim dvema jednaeinama: 

—
3 

k sin 2y sill 28 + —
3 

k' sin 2y sin 28' cos(a — a') = a 2  cos E9 
9 

3 k' k' sin 2y sin 28 1  sin(a — a') = a 2  sin E2 

iii ovim dvema koje dobivamo kvadriranjem i sabiranjem odnosno deljenjem pre-
dnjih dveju jednaeina: 

3 
a2  = —9  sin 2y N/k 2  sin' 28 + k' 2  sin' 28' + 2kk' sin 28 sin 28' cos(a — a') 	(43) 

k' sin 28' sin(a — a') 

Sada dobivamo za H9 

	

= a.2 cos(E2  + 0 — a). 	 (45) 

Amplituda a 2  ovih talasa, koja se menja vremenom, obieno je mania od ampli-
tude 0 1 . Ona sadCZava: mesto cos' 8, cos' 8' funkcije sin 28, sin 28'. Kako deklina-
cija Meseca lei u granicama —28°36' < S < +28°36', a deklina•ija Sunca u grain-
cama —23°27' < 8' < +23°27', to je 

—0,841 < sin 28 < +0,841; 	—0,730 < sin 28' < +0,730 

+0,771 < cos” S < +1; 	+0,842 < cos' 8' < +1, 

pa su zato elanovi izraza (41) obieno veei no oni izraza (43). 

	

Srednja vrednost periode parcijalne plime H2 je, 	je glavni elan argumen- 
ta 0 — a, 25 h ; zato se njeni talasi zovu jednodnevni. 

tg E2 = 
k sin 28 + k' sin 28' cos(a — a') • 

(44) 
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Amplituda a2 te jednodnevne parcijalne plime dostizava, u koliko to zavisi od 
rektascenzija, svoju maksimalnu vrednost kada je a - a' = 0, t.j. a = a', dakle u 
doba mladoga meseca, a svoju minimalnu vrednost kada je a - a' = 180°, dakle u 
doba punog meseca. U oba je slueaja, zbog (44), e2 = 0, eas plime poklapa se sa 
kulminacijom Meseca. U koliko to zavisi od deklinacija, dostizava a2 svoju maksi-
malnu vrednost kada su one najveee. Dnevna oscilacija ne pojavljuje se, zbog fak-
tora sin 2cp u (43), na ekvatoru i na polovima Zemlje nikada, a na ostalima jesiri-
nama jednaka null kada je 8 = 0, 8' = 0, t.j. kada Sunce i Mesec produ, u isti mah, 
kroz nebeski ekvator. 

Parcijalna plima H3 sadrli samo kvadrate trigonometrijskih funkcija od 8 i 8', 
pa zbog toga dostile ona istu visinu za pozitivne i negativne vrednosti deklinacije 
Meseca odnosno Sunca. Zbog toga je njena perioda, u koliko zavisi ona od 8, pola 
meseca dana, a u koliko zavisi od 8', pola godine. Ona je u okolini ekvatora, zbog 
saopItenih granica izmedu kojih variraju 8 i 8', uvek pozitivna; to je srednji nivo 
mora visi no Ito hi bio bez privlaenog dejstva Meseca i Sunca. 

Statieka teorija obuhvatila je sultinu pojave morske plime. Ako talase morske 
plime, opalane na lieu Zemljinom, razIolimo u jednostavne harmonijske oscilacije, 
onda se periode tih oscilacija poklapaju sa periodama eliptiekog prividnog kretanja 
Sunca i Meseca i periodama svih njihovih nejednakosti, izazvanih medusobnim po-
remeeajima. Najjaee morske plime opalaju se, zaista, u doba sicigija, a najslabije 
u doba kvadratura. I dnevna oscilacija usko je vezana na deklinaciju Sunca i Mese-
ca. U nabrojanim pojavama postoji saglasnost izmedu teorije i stvarnosti. No Ma-
ce ima velikih razmimoilalenja. Po statiekoj teoriji plime, a prema jednaeini (28), 
razlika izmedu maksimalne i minimalne vode Ito je Mesec mole da izazove bila bi 
H = k - (- zk) = 2 k , a ona Ito je Sunce mole da postigne H' = k'. Celokupna 
razlika izmedu najnile i najviIe vode bila bi 3-(k + k'). Koristeei se obrascima (27) 
i (32), dobili bismo, poIto je 

.ro = 6377 km; 	
To 	 To 	 M 

•  	- 	
1

- = 322 000, a 	59,678 	a' 	23480' 	in 	82 	m 

svega 0,78m kao najveeu plinth postignutu Suncem i Mesecom. Stvarno postignu-
te plime su, medutim, daleko veee, a isto se tako opaiena vremena najvIle i naj-
nile vode ne podudaraju sa onima Ito ih daje statieka teorija. Uzrok je tomu taj 
Ito more, sledujuei svojim ogledalom promene ekviskalarnih povrIina poremeeaja, 
svojim zamahom daleko ill prekoraeava. Zato morska plima nije hidrostatska po-
java, no hidrodinamiena. Tu pojavu obuhvatila je, dobrim delom, i kvantitativno, 
tek dinamieka teorija plime koja izlazi iz okvira ovoga dela. 

rilABA CEU4A 

Metod varijacije konstanata u jednatinama 
kretanja nebeskih tela 

28. Lagrarflov metod varijacije konstanata. Videli smo da za ne- 
poremeeeno kretanje planete iii satelita vali jednaeina (2), §26, a za pore- 
meeeno jednaeina (7). Izbacimo sada indeks k, koji postaje izlisau , to te dve 

jednaeine dobivaju ovaj oblik: 

der 
 ate= 

-f (m o  + in) 7  

(V) = - f (ino + in) + grad R. 

U jednaeini (2) smo stavili levi elan u zagradu da bismo na taj naein oznaeili 
da se on odnosi na poremeeeno kretanje. 

Integral jednaeine (1), poznat iz problema dvaju tela, mole se simbolieki pret-
staviti sa 

r = F(t,ro,uo), 	 ( 3 ) 
gde t pretstavlja vreme, r o  vektor inicijalnog pololaja planete, a no njen inicijalan 
vektor brzine. Ovim simboliekim oznaeenjem ne mislimo da kale= da se r mole 
vektorskim operacijama izvesti iz r o , no  i t, nego samo to da se koordinate y, 
vektora r, mogu izraziti pomoeu koordinata -ro,  90,  :o vektora r o , koordinata v1, 
v2 , v3  vektora no i pomoeu vremena t. Mesto ovih lest koordinata molemo upo-
trebiti lest drugih skalarnih konstanata c 1 , c2, c3, c4, c5, c6  pomoeu kojih se mole 
izraziti vektor pololaja r neporemeeenog kretanja, pa zato pisati: 

	

= F(t, c1 , C2, C3, C41 C5 ,  C6 )• 	 (4) 

Sluleei se raeunskim jednim postupkom koji je Lagranl usavrlio i nazvao me-
todom varijacije konstanata, moiemo gornji obrazac smatrati i kao integral jedna-
eine (2) ako samo konstante c 1 , c2;  c3, cct,  c5 , co smatramo za funkcije u3, 
u 4 , u5 , .u 6  vremena t, pa stavimo 

	

r = F(t, 41.1 , U9, tl.g , 11 4, 115, Us), 
	

(5) 
gde u 1 , u 2 , u3 , u4, u5, it pretstavljaju funkcije vremena. 

(1) 

(2) 
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Ovakvim postupkom mogli bismo r pretstaviti kao funkciju vremena na besko-
naeno mnogo naeina kad ne bismo funkcije u podvrgli izvesnim uslovima. Vektor-
ska jednaeina (5) ekvivalentna je trima skalarnim pa zato molemo, po slobodnom 
izboru, odabrati tri takva uslova koji ee se, kao lto eemo videti, moei obuhvatiti 
jednom jedinom vektorskom jednaeinom. 

Kako u 1 , u2 , u3 , u4 , u 5 , u6  valja smatrati za funkcije vremena, to je izvoci od 
(5) po vremenu pretstavljen ovim obrascem: 

dr = i=6 ( 
(t 'a l . 	u3. u4 , us , u6) + 

dt 
a 

au, u2,1t3,71.4, US, tt6
dt

• (6 ) 
a 	 , dui ,,, 

1=1 

Podvrgnimo sada funkcije u 1i  u9, u3, u4, u5, 266  nagoveltenoj vektorskoj uslov-
noj jednaeini: 

a , du i  
F ( U1,10,713,1-14 a5 a6)-  = 0. 

=1 ou i 	 dt 

Tim uslovom zahtevamo ovo. Iz jednaeina (6) i (7) sleduje: 

(dr 

at 	
a ,„ = 	 U3, U4, U5, 26 6)• 

Smatramo li numerieke vrednosti od u 1 , u2, u3, u4, us, u.6  koje odgovaraju je-
dnom odredenom vremenskom momentu t za konstante, to se putanja 

r = F(t,ui,u2, 21.3, U4, U5, ad: 	46i,112,1/3,124, 265,  U6 = C011St., 	(9) 

izraeunata sa tim numeriekim vrednostima, zove se neporemeeena putanja trenu-
tka t. Iz prednje jednaeine sleduje, diferencijacijom po t, 

(d2 r) _ a2r 
i=6 ai dci 

OP- 	aci • dt • 

Pri tome smo, zbog jednostavnijeg pisanja, stavili ar/at = r. 
Stavimo h u (14) obrasce (2) i (1), pri emu je ovaj potonji, polto se u njemu 

c smatraju za konstante, jednak a 2r/at 2 , to dobivamo: 

i=6 
ar dci  

	

- • - =- grad R. 	 (15) 
J=1 aci dt 

Obe vektorske jednatine (13) i (15) mogu se zameniti sa lest skalarnih jedna-
eina pomoou kojih se mogu izraeunati vremenski izvodi 

dci 	dcz 	dci 	dc4 	dc5 	dc6 
dt at at 	dt 	dt 	dt 

svih lest elemenata. Taj raeun mole se uprostiti ako drugu od spomenutih jedna-
'dna pomnolimo sa ar/ack, a prvu sa -ar/ack, pa obe jednaeine saberemo. Na 
taj naein dobivamo: 

=6 	. 

- - ' - - 
ar E  ar dci  at 

i= 

- ' - = grad R, 

	

ar dci 	ar 
ack 	aci  dt 	ack 	aci  dt 	ack J=1 	 J=1 

(a, a, 	at a,-) dci 	ar 
- 	- = 

 ack  aci aci ack dt 	ack 
grad R. 

 

i= 

(7) 

(8) 

(14) 

i=6 

i=1 

(16) 

(17) 

dr 	a 

	

dt 
= -

at
F(t

' 	, u2, 263, 214, us, u6), 

dakle iz (8) i (10) 
(dr) dr . 

clt) 	dt 

Postavljenim uslovom zahtevamo, dakle, da a uocenom trenutku t neporeme-
aena i poremeeena putanja imaju isti vektor brzine, t.j. da se dodiruju. 

Ponovisa diferencijacija jednaeine (8) po vremenu, u kojoj treba velitine u sma-
trati za funkcije vremena, daje: 

( d2 r 	a2 
= wi F(t, 	a3 , u 4 , 	11 6 ) 

dt 2  
i=6 a2  

	

z =1 
	F(t, 24. 21.9. U3, U4, aS, a6) -

dt 
• auiat 

	 , dui 	
(12) 

Sada molemo, polto ne postoji vile opasnost nesporazuma, u (7) i (12) za 
F(t,u1 , u2, u3,26 4 ,1/ 5 ,u6) staviti obrazac (4) u kojem valja velicine c1, c2, c3, c4, C5, 
c6 smatrati za funkcije vremena. Na taj naein dobivamo ove dye jednaeine: 

i=6 
dci  

- -= 0 	 (13) 
=1 aci  dt / 

Uvedimo ova simbolieka oznatenja: 

a, a, 	a, a, • 	• 	= ,k, ack aci 	aci ack  
i uzmimo u obzir da je 

ack 	ack  

a, 	an 
grad R = 	, 	 (18) 

to molemo jednaeinu (16) zameniti ovom: 

=6 	
dci _ 

'  

Ova jednaeina vaii za k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, pa zato dobivamo ovili lest jednaeina: 

dci 	dc2 	 dc6 	an ,„., ,, 	+ 	L.,- + • • • + 	_ 
dt 	 dt 	aci 

del dc6 	OR + 	 2, + • • • + ,6,-- 
dt 	dt 	 dt = ac2 

	 (20) 

r,
, 1 

 , dci 	r, „, dc2 	
r,, uj 

 dc6 	aacRG  
Ili j - + - 	to - 

dt 	
dt +• + 

 

(10) 

(19) 
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29. Osobine Lagran2ovih zagrada. Izrazi definisani jednaeinom (17), 
t.j. jednatinorn 

ar Or 	ar ar . 	. 
ock  ac, aci  eck  

(21) 

Sern toga je 

grad U = 
au 

ock 	ock 

at 	au 
— grad Li

, 
 = — 

ac, 	act 
pa zato dobivamo 

zovu se LagranZove zagrade. Oni pretstavljaju, u smislu vektorske analize, razliku 
dvaju skalarnih produkata od po dva vektora, zato su LagranZove zagrade skalar-
ne ve1i ine . into tako kao S- to nam i izraz (18) pretstavlja jedan skalar. 

LagranZove zagrade imaju ove znaeajne osobine. Iz njihove definicione jedna-
eine (21) sleduje, pre svega, da je 

[k, 	= 0, 	 (22) 

dakie 
[1,1] = [2, 2] = [3, 3] = [4, 4] = [5, 5] = [6, 6] = 0, 

a sem toga, 
[i. k] = -[k, i]. 	 (23) 

Zbog toga se broj razlicitih kombinacija [i, k]; i = 1,2,...,6; k = 1,2, ... , 6, ne 
uzimaj u6i a obzir njihov znak, redukuje na petnaest. 

Diferencijacijom izraza (21) po vremenu t, a upotrebom oznaeenja r za drugi 
izvod r, dobivamo: 

d[k, 	ai Or 	ar at 	ar ar 	ar at 
dt 	Ock 	

+ 
act 	ack  ac,. act  ack  act  uck , 

t.j. 

	

d[k,  i] _ ar at 	ar ai 
dt 	ack ac, 	aCi aCk • 

	 (24) 

Iz (1) sleduje: 

= 	(ni o  + 171) 	= grad U, 	 (25) 

pri eenau je, kao Ito je lako uvideti, 

U = f On o  + ni) 
1 
r 
	 (26) 

pa zato dobivamo rnesto (24) 

d[k, i] 	a r a grad U 	Or 0 grad U 
dt 	ack 	ac, 	act 	ack 

	 (27) 

Kako je 

a ( Or 	 2r 	
ar  a  grad 

aci,ck 
grad LT + 	

LT 
	grad Lr) = 	

a 
,..1  g ac, ack 	 ack 	ac, 

a (ar  
 aciack g

rad 	
LT 

	 , grad LT) = 	
32r 	

d L' 
ar a  grad 

	

ac, 	ack ack  cic.,  
to dobivamo oduzimaju6i cirugu od ovih jednaeina od prve i uzimajuei u obzir (27) 

	

d[k, 	a ( O r grad LT) 	a 	at  grad LT). 

	

dt 	aci ack 	ack  ac,  

d[k  _ a ( au 	a ( au o. 

	

dt 	aci 	c.k 	ack 	) = 

Ova jednaeina kazuje da su izrazi [1,7, i] nezavisni od vremena, pa se zato mogu 
izraeunati iz inicijalnih uslova iz stanja kretanja u kojem drugom proizvoljnom 
trenutku vremena. 

30. 0 izboru konstanata za varijaciju. U prethodnim rasudivanjima 
nije ueinjena nikakva ogranieavajuea pretpostavka o konstantama c za va- 

rijaciju, sem te da se pomau tih konstanata mote jednoznaeno pretstaviti 
vektor r neporemeeenog kretanja, definisan jednaeinom (3). Kad bismo za te kon- 
stante odabrali koordinate vektora poloiaja ro i vektora brzine kojeg odre-
denog trenutka t = to, t.j. kad bismo stavili 

c i 	xo ; 	c2  = yo; 	c3  = zor: = tc: = vi; 	c5 = v.); 	C6 = C3, 	
(29) 

onda bi tok raeuna bio ovaj. Kako je 

t = to ; 

i kako se LagranZove zagrade, nezavisne od vremena, mogu izraeunati stavliajuei 
t = to , to bi one, u ovom slueaju, bile pretstavljene obrascem: 

aro aro 	aro  a =0 
ack aci 	ack  

  (30) 

PoloZimo u masu mo, dakie u Sunce ako no pretstavlja planetu, Ito eemo, da 
bismo imali konkretan slueaj pred sobom, pretpostaviti, poeetak 0 naSeg koordi-

natnog sistema X-Y-Z, kako je on bio definisan u §§10 i 13, i oznaeimo jediniene 

vektore u pravcu tih koordinatnih osa sa n 1 , n2 , n3 , to je: 

ro = xoni + yon2 + zon3 	 (31) 
+ 2'2 2, + v3n3, 

dakie zbog (29) 

aro 
 0c, 
= n i ; 
	aro 	aro 	aro 	aro 	aro  

—, = n2; 	—„ = 113;   = 	 --_--- 	= 0 	(32) 

	

oc-, 	oc3 	ac4 	acs 	ac6 

	

aio 	aro 	pie 	aio 	Oro  aio 
o 	

, - c., o 
- —, = O. 	(33) — ni; 	 ti , 	 , = ,,;   = n3 ; , 

c4 	acs 	Oco 	 ac, 	ac, 
Od petnaest LagranZovih zagrada, definisanih u proSlom paragrafu, dobivamo. 

stavljaju6i (32) i (33) u (30), zbog poznatih osobina skalarnih produkata jedinienih 

vektora: 

(ni n1) = (n2 112 ) 	 (n3 n3) = 1; 	(ni n2 = 01 2 113 = (n3 n1) = 0, 

samo tri LagranZove zagrade razlieite od nule i to: 

	

[1, 4] = - [4, 1] = 1; 	[2, 5] = -[5, 2] = 1; 	[3.6] = -[6, 3] = 1. 
	(34) 

(28) 
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CIINKA 14 

(39) 

Iz sl. 14 sleduje primenom obrasca cos c = cos a cos b + sin a sin b cos C sferne tri-

gonometrije da su ti skalarni produkti izraZeni pomoeu eliptienih elemenata oyim 

obrascima: 
(i n 1 ) = cos C2 cos co — sin S2 sin co cos i 

(ins) = sin 1 cos co + cos I/ sin 6) cos 

(i n3 ) = sin co sin i 

(j n 1 ) = — cos St sin w — sin ft cos co cos 'i 

(j n2 ) = — sin f2 sin 6) + cos f2 cos co cos i 

(j n3 ) = cos co sin i 

(t n i  ) = sin fisin i 

(t no ) 	— cosli sin i 

(t n3 ) = cos i. 

dc, 	aR 
dt = ± aci  

dc5 	OR 
dt 	± 5c2 

dc6 	OR 
dt = Oc3 .  

(35) 
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Zato se jednaeine (20) redukuju na ove: 

dci aR - = — 
dt 	ac,' 
dc,OR 
d t

— 
 

dc3 	OR 
dt 

- 

= ac6 ' 

C1 = 	C2 = S-2; 	c3  = n - f2; 	e4 = 
a 

	

c5  = Vf(in0 + m)a(1 — e 2 ) cosi; 	c6  = 	+ m)a(1 — e 2 ), 

onda se, upotrehom Jakohi-Hamiltonovih kanonienih jednaeina i metodom varija-
cije konstanata, dobiyaju, za odredbu zavisnosti kanonienih elemenata od vreme-
na, jednaeine koje su identiene sa (35). Kako je veza izmadu tih kanonienih ele-
menata i eliptienih elemenata yeoma jednostavna, to se, tim naeinom, mole lako 
ocirediti zavisnost eliptienih elemenata od vremena. Ovaj metod pretpostavlja po-
znayanje postanka, prirode i upotrebe kanonienih jednaeina, pa pretstavlja za nas 
jedan zaobilazan put. Zbog toga demo, klasienim LagranZovim metodom, izvesti 
direktnim putem jednaeine koje odreduju zavisnost eliptienih elemenata od vreme-
na, sluZeei se, pri tome, alatom vektorske analize. 

Upotrebimo li eliptiene elemente, nabrojene u (73), §13, pa zamenimo li ele-
mente H i s pomoeu jednaeina (69) i (73), §13, t.j. pomoeu 

= — ft; 	s = — 	 (36) 

elementima ca i i iii , stayljajuei, za sada, jednostavnosti racli, 

X = — 117 	t.j. 	s = II + x, 	 (37) 

elementima i x, to molemo primenjene elemente grupisati u ove dye grupe: 

(a) 	S2 , i, co 

(13) 	a, e, x. 

Elementi S2 i i grupe (a) odreduju, kao .Sto smo videli u problemu dvaju tela, je-
dnoznaeno ravan planetske putanje, a elemenat o iste grupe daje nam longitudu pe-
rihela merenu od uzlaznog evora, dakle pololaj velike ose elipse planetske putanje. 

Elementi a, e, x grupe (3) daju nam oblik to elipse i potrebne podatke o kretanju 
planete po njoj. Upotrebimo, seen Yee primenjenog koordinatnog sistema X—Y—Z, 
koji smatramo nepokretnim, joS jedan drugi, pokretni, koordinatni sistem 
(sl. 14) kojega se potetak poklapa sa poeetkom prvoga, a kojega ravan 	pada u ra- 

van planetske putanje, phi eemu osa neka bude naperena prema perihelu; taj koor-
dinatni sistem neka bude, kao i svi dosadanji. engleski. Oznaeino sa i, j, t jediniene 
vektore u pram' osa ovog drugog koordinatnog sistema, to nam skalarni produkti 

(in1), (in2 ), (in3); 
	

(int), (j 02), (J n3); 	(till), (E n2), (t n 3 ) 

pretstavljaju kosinuse uglovasto ill zatvaraju izmedu sebe koordinatne ose 
X, Y, Z. 

Integracijom ovih jednaeina dobili bismo koordinate a o , Yo,  z0 , vektora ro i ko-
ordinate v 1 , v2 , v3 , vektora co  kao funkcije vremena, pa hi zato 

to = (t); 	ro = /2(0, 

a tim hi, kao Sto je pokazano u problemu dvaju tela, bio odreden vektor pololaja 
r poremeeenog kretanja mase nl. u svakom trenutku t. 

Ovaj izbor konstanata c nije, da sada, nagao primene u ratunu planetskih po-
remeeaja koji se uobieajeno pretstavljaju pomoeu eliptienih elemenata definisanih 
u § 13, jer je veza izmedu till elemenata i gornjih konstanata c, kao Sto smo videli u 
problemu dvaju tela, dosta komplikovana. Uvedu li se, naprotiv, tako zvani kano-
nieki elementi, vezani sa eliptienim elementima ovim jednaeinama: 

f(7720 + nz)  

(38) 
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Oznaeimo koordinate trenutnog poloiaja planete u nepokretnom koordinatnom 
sistemu sa x, y, z, a u pokretnom koordinatnom sistemu sa po§to je = 0, jer 
se ravan planetske putanje poklapa sa ravni rl , to je: 

r xnj + yn2 + zn3 	 (40) 
r = + nj. 	 (41) 

Mnoleei vektorsku jednatinu (40) skalarno sa n 1 , a zatim sa n2  odnosno sa n3, 
dobivamo: 

(r ) = x; 	(r n2 ) = y; 	(r n3) = z. 	 (42) 
Zato je 

	

r = (r n j  )n i  + (tn2)n2 + (r n 3 )n3 . 	 (43) 

	

Stavljajuei u ovu jednaeinu mesto r, jedno za drugim, 	t dobivamo ove tri 
jednaeine: 

i = (i n j  )n i  + (i n2)n2 + (i n3)n3  

	

= (j ni )fli + (j n2)n3 +(jn3)n3 	 (44) 
t = (t n j  )n 1  + (t n2)n2 + (t n3)n 3 . 

Mnoleei ove izraze samim sobom odnosno medusobno i vodeei raeuna o spo-
menutim osobinama jedinienih vektora, dobivamo: 

(i n 1 ) 2  + (i n2) 2  + (i n3) 2  = 1 

(j n1) 2  + (j132) 2  +(jn3) 2  = 1 
	

(45) 

(t n j  ) 2  + (t n2) 2  + (t n3 ) 2  = 1, 

(in j )(j n j ) + (i n2)(J  n2 ) + (in3)(j n 3 ) = 0 

	

nj  )(t ) +(jn 2 )(t n 2 ) + (j n3)(t n3 ) = 0 
	

(46) 

(t n j )(in j ) + (t n2)(i n 2 ) + (t n3)(i n 3 ) = 0. 

	

PoSto je, po prirodi jedinienih vektora, i = [j t]; j = [t 	t = [i j], to dobivamo, 
stavljajuei ovamo obrasce (44), mesto prve od ovih jednaeina, a koristeei se pozna-
tim obrascem za vektorielni produkat, 

n 1 	n2 	n3  

(jni) 	n2) 	(j n3) 

(t 	) 	(tn2) (t n3) 
Ova vektorska jednaeina raspada se, skalarnom multiplikacijom n j , n.), n 3 , u tri 

skalarne pa na taj naein, primenjen i na ostale dve od gornjih jednaeina, dobivamo: 

(in1) = (jn2 )(t n3 ) - (j n3)(e n2) 

(i n2 ) = n3)(t n j ) - nj)(tn 3 ) 

(i n3 ) = (j n j  )(t n2 ) - (j n2)(t n1) 

n j ) = (t n 2 )(i n3 ) - (t n3)(i n2) 
	 (47) 

(j n2 ) = (tn 3 )(in 1 ) - (t n j )(i n3 ) 

(j n3 ) = (t n j )(i n 2 ) - (t n2)(in j ) 

(tn1) = (in2)(j 113) - (in3)(j n2) 

(h32 ) = (in3)(jnj) - (in 1 )(jn3) 	 (47) 

(tn3) = (ini)0 n2) - (i 113)(J ni). 

mnoleei jednaeinu (41) skalarno, redom, sa nj, n2, n3, a uzimajuei u obzir (42), do-
bivamo: 

x = (1 131) + 71(j ni) 
y = n2) + Ti n3) 
	

(48) 

z= 	n3 ) + ri(j n3 ). 

Stavljajuoi ovo u (40) dobivamo: 

r= 	nr) + T101301 111 + 	n2) + 110 n2)} n2 ± {W n3) + n(j n3 )}n 3 . 	(49) 

Sve velieine u zavijenim zagradama ovog obrasca valja izraziti pomoeu elipti-
enih elemenata. Za skalarne produkte koji se u njima pojavljuju, to je yee ueinje-
no obrascima (39) iz kojih sleduje da ti skalarni produkti zavise samo od elemena-
ta ft, i. , ril grupe (a), (38). Ostaje joS da izrazimo koordinate i i1  pomoeu 
enih elemenata. U § 12 pokazano je da su koordinate planete obzirom na koordina-
tni sistem, pretstavljen slikom 7, ove: 

x = a cos u; 	y = b sin u aV1 - e2  sin u. 

Pomerimo li taj koordinatni sistem, da bi se poklopio sa koordinatnim siste-
mom definisanim maloeas, paralelno do ZiZe S, dakle u pravcu ose x za ea, to 
ee koordinate i biti pretstavljene ovim obrascima:. 

= a(cos u - e); 	0 = ai/1 - e2  sin u. 	 (50) 

Pri tome je ekscentriena anomalija u pretstavljena kao funkcija vremena t Ke-
plerovom jednaeinom (62), §12, iii, zbog (37), ovom jednaeinom: 

u - e sin u = nt + x. 	 (51) 

Srednje kretanje n dato je jednaeinom (63), §12, iii, ako stavimo 

f (ono  + m) = K2 , 	 (•2) 

jednaeinom 	
= Ka-3 / 2 . 	 (53) 

Prednjim obrascima pretstavljene su koordinate t i elementima a, e, x, dakle 

elementima grupe (f3), (38) eime je sve pripravljeno za izraeunavanje LagranZovih 
zagrada. 

§ 31. lzratunavanje Lagrankovih zagrada eliptitnih elemenata. 
LagranZove zagrade eliptienih elemenata definisane su obrascima 

or Di 	ar ai 
' 	Coc k  ac, 	aci ack  

r = Nini) + 110 nt )Inj + {;(i n3) + il(J n3)}n2 + fk(in3) + 11(J n3)}n3, 

(in j )n j  + (in 2 )n2  + (i n 3  )n 3  = 

(54) 

(55) 
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an 
 act 	act  ack• 

(60) 
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pri temu su skalarni produkti jedinienih vektora pretstavljeni kao funkcije 
elemenata grupe (a) jednaeinama (39), a koordinate L i r kao funkcije elipti-

enih elemenata grupe (f-3) jednaeinama (50) i (51). Pri obrazovanju izvoda at/ac, 
da bi on bio stavljen u obrazac (55), od presudnog je znaeaja da li elipticui eleme-
nat ck odnosno pripada grupi (a) ili grupi (p). Pripada li taj elemenat grupi (a), 
§to demo oznaeiti sa onda su koordinate i n nezavisne od njega, pa je zato 

ar ra(ini) 	80 ni)  1 
ack = r 	 ac j n  

+ fa(l n2)  + r  ao n2)  1 n2  + f 00 n3 ) + _ao  n3 )  } 
n3 . (56 ) 1 ac 	' ac,, f 	I ac 	9  ac, 

Pripada li taj elemenat grupi (p), §to demo oznaeiti sa c.,3 , onda su skalarni pro-
izvodi jedinienih vektora nezavisni od njega, pa je zato 

ar _ {  aa:  ,. nj  , ± 
an 

87,-,  _ , ki j —0 nj  jni  ,, 	} ac,- 	oc,., 

+ 
 {

DE , 	, 	an , 	, 	N , 	, 	an  , 	, 
--., 0112) 4- —, j n2) 1 n2 + { l ac; 

n3) + --„, 0 n3 ) } n 3 . (57) c/o?, 	oc,e., 	 oc,,, 	oc,• 

Pri obrazovanju izvoda ac/ac valja imati u vidu da samo koordinate i n  za-
vise od vremena t. pa se zato taj izvod dobiva ako u prednja dva obrasca i n za-
menimo sa odnosno sa n. 

Imajudi prethodno i poznate osobine jedinienih vektora u vidu, dobivamo da 
de, ako oba eliptiena elementa pripadaju grupi (a), njihova LagranZova zagrada, 
koju demo oznatiti sa [1,7„ iZ biti pretstavljena obrascem: 

	

[k„ i]  _ (i.i – no I a(ini)  30 ni) 	a(in i ) a(jn i ) 	a(i n2 )  a(j n2 )  
1 ack 	act 	act 	ack  + ack 	ac;  

a(i n2 )  0(j 	n2 ) a@ n3 )  ao n3 ) 	a(i  n3 )  ao  n3 )  }
. (58) – , 	 + , 

ac; 	ack 	ock 	ac, 	act 	ack 

Pripada li elipticni elemenat ck grupi (a), a elemenat c i  grupi (p), onda je nji-
hova LagranZova zagrada pretstavljena obrascem: 

[ 	_ (.&. 	
— 	

ni ) a(aic..i)  +0%)a(ai::) 
 + 

n3)  a(aicnk3)
acn  

	

(f)n. 	
acs

an 	0 ni  ) a(ai n.1) 
 + 

o n2)  a(ai:2)  + n3) 	 ) 1 

_ 	) {
in 

i  ) 	 ± 0 n2)  a(aicn2)  .4_ n3)  a(oicn.:)}  

_ 	(j ni ) 0(aicn i  ) 	o n2)  aa(icn2)  4_ n3) a(ai en:)} .  

Obrazujemo li izvode jednaeina (45) i (46) po ck, dakle po elementu grupe (a), 
to dobivamo: 

	

8(m 1 ) 	a(i n2) 	a(i n3)  
(ini)  ack ± (in2)  ack "n3)  a„ =0 

	

a(Tit) 	a( n2) 	ao n3 ) 
0 ni) ,, 	+ 0112) .., 	+ 011 3) ,_., 

	
=0 

ock 	ock 	ock 

a(jni ) 	. 	80 n2) 	. 	00 n3)  
Om) „ 	+ (In2)  , 	+ (In3) 

o 	
, 

ck 	ock 	ack 

a@ ni) 	ao n2 ) 	ao  n3 )  
+ 0 n i ) ,, 	+ 0 n2) ack + (j n3) „ 	– 0. 

ask 	,, ck 	 ck 

Zato dobivamo za Lagrankwu zagradu [k„ i ,,d ovaj obrazac: 

(. 
1k- = 	 TIDZ) 

	

aono 	ao n3) 	a(' n3 ) 	(59) ' 10 n1) 	+ (012) ack  + 0 n3) ack 	• 

Pripadaju li oba eliptiena elementa ck i grupi (p), onda je njihova Lagran2o-
va zagrada pretstavljena obrascem: 

[k„ = aS - aS – aS • Z) 10 1102  + n2) 2  + n3)2 } 

	

acs act 	ac; 

( 	aac 	582, 	) 1(j111)2 	n2)2  ± n3)2}  

( a 	N 	 an  
ac, ack 	ack  ac;  ) 

• {(ini) 2 0 111 ) 2  + (in2) 2 On2) 2  + (in3) 2 0 n3) 2 1, 

dakle, zbog (45) i (46), obrascem: 

a; _ az 
 :caZk + ack 

Iz jednaeina (50) sleduje: 

dE„ 	du 
= —

dt 
= –a sin u—

dt 

a iz jednaeine (51) 

du 	
1  – e cos u cu 

 

dt 	dt 	
t-- = , 	t.j. 

na sin u naV1 – e 2  cosu 
= 	1 – e cos u 
	 (61) 

dry = 	 du 
at = aV1 – e 2  cos u- 

dt
.  

Zato je 

du .  

• dt 	1 – e cos u 

1 – e cos u 
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Jednatine (50) i (61) daju: 

n 2 V1 — e2  
= 1 — e cos u 
	[(cos u — e) cos n + sin 2  a], 

t.j. imajuei u vidu (53), 

— 0 = na2 	— e 2  = KVa(1 — e2 ). 	 (62) 

Pripada li elemenat ci grupi ((3), kao §to je to u obrascu (59) pretpostavljeno, 
to sleduje iz prethodne jednaeine: 

a 	 .9•4 	.  
= 	 ± n5T, = A 	aci 	• 	(63)  

Stavimo li (62) u (58), a (63) u (59), to dobivamo mesto (58), (59), (60) ova tri 
obrasca: 

all n1) 00 n1) 	.90 n 1)  80 n1) 	ao n2) 00 n2) [k„.ij= na2 
	 o 

— e2 
ack  ck 	 ac, 	ack 	ark 	ac, 

a(j n2) 	all n3) a0 n3) 	00 n3)  80 n3)  (64) ack 	uck 	aci 	OCi 	ack 

a(1 — e2 ) 	a(i n 1 ) 	a(i n2)   	n3)  [k„i:j — A 	) 	+ n2) 5, 	+ n3) n  aCi 	 UCk 	 uCk 	
0 	

uCk ) 
(65) 

(66)

 definitivno uredena za izraeunavanje LagranZovih zagrada eliptiCnih elemenata. 
Pristupimo sada tom izratunavanju! 

Iz (39) sleduje: 

0(m n i.  ),. 	 _ 	 0 
0 n2), 	

0  n2 ) 	 a@ n3) 	0  -_.. 0 n i  ), 

	

0/2 	 aft 	 a52 
a(m 1 ) 	. 

= 0 n2), 	
a( n2) 	. 	 00,13 ) 	0  =- . ni  ), 

	

asz 	 as1 	 as-1 

0(i  n1 )  =— 0 (ni  1  n)  : ) , 
aa  ((aii  cdnn  22  :  : (i (ni2n)2'  ), 

	

aw 	
a(

a
i
w
n3) 

— 0 n3) 

00 n1) 	. 	 ao  n3 ) 	—ti n3)  

	

Ow 	 Ow 	 aw 	' 

a( ao n2)  

	

n1) 	 30%)  = (t n i  ) sin w, 	 — (t n 3 ) sin w ai a 	)= (t n2) sin w, 
oani 2 	 ai 

	

aoni ) 	 ao  n3 ) — (t n i ) cos w,   = (t n2 ) cos Li, 

	

Oi 	 pi 	 Di 	 = (t n3) cos W.  

Ako je 
ck 	 = 

onda sleduje iz (64), uzimajuei u obzir (67) i (68), 

[0,w] = na2  V1 — e2  {(jni)(in2) + (j 11 1)(j 112) — 0 110(i112) — (j ni)(j n 2 )} ,  
t .j. 

[52, w] = 0. 	 (70) 

Ako je 

ck =fl; 	ci =i,  

onda sleduje iz (64), uzimajuei u obzir (67) i (69), 

[f2, i] — na2 	— e2 	(i n2)(t n i  ) cos w + (t )(j n2 ) sin w 

+ ni )(t n2) cos w — (t 112)0 ) sin col 

[Q, i] = na2 ✓ — e 2 	n i. )(t n2 ) — (i n2)(t n i  )1 cos w 

+ [(t n1 )(j n2) — (t n 2 )0 n 1 )] sines}, 

t.j. zbog (47) 

[II, i] = na2  1/1 — e 2  { —(j n3 ) cos co — (i n 3 ) sin co} 

ili zbog (39) 

= —na 2 	— e 2  {cos t  co sin i + sin 2  w sin i}, 

dakie 
i] = —na 2  V/1 — e 2  sin i. 	 (71) 

Ako je 

ck = 6); 
	

ci = 

onda sleduje, iz (64), uzimajuei u obzir (68) i (69), 

i] = na2 	— e 2  {(j )(t n i ) cos w + (t ni )(i ) sin w + 0 n 2 )(e n2 ) cos w 

+ (t n2)(i n 2 ) sin w + (j n3 )((' n 3 ) cos w + (t n 3 )(l n3 ) sin w} 

	

[co, i] = na 2 	— e 2  {[() 	)(t ) + (j n2)(e n2) + (j n3)(t n 3 )] cos co 

+ 	ni )(i  ) + (t n2)(i  n2 ) + (t n3 )(i n3 )] sin w}, 

t.j. zbog (46) 
[co, i] = 0. 	 (72) 

Ako je 

ck = Q; 	 = x, 
t.j. ako ck pripada ma kojem elementu grupe (a), onda treba primeniti obrazac 
(65), no kako je u njemu, u ovom slueaju, 

OVa(1 — e 2 ) 
= 0 , 

Ox 

a(i n2) 
aci 

5JT, •aci 	ac.,• ack  • ack aci 	ac ack' 

(67) 

(68) 

(69) 
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=0; = Ka -1/2 1 + e 
1 — e 

1 + e 
1— e (77) 

onda obrazac 

t.j. zbog (45) 

Ako je 

ck = 6); 
	

= a, 

(65a) dobiva, zbog (68), ovaj oblik: 

[co, a] = -21naV1 	e2  {(j 	n r ) 2  + (j n2) 2  + (j n3) 2 1, 

1 naVl [o.), a] =
9 	- a 2 . 

t= i; 	= 0. 

Zato jednaeine (50), (61) i (53) daju: 

t = T.; 	= a(1 - e); 	n = 0 

na.V1 - e 2  
>j = 	 = na 

1 - e 

Odavde sleduje, poS'to se u obrascu za 7 ne pojavljuje e, 
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to je 

[12,x] = 0 (73) 

[co, x] = 0 (74) 

x] = 0. (75) 

Ako je 

Ck = fl; 6);
= a, 

onda treba primeniti obrazac (65), no kako je u njernu, u ovom slueaju, 

a a(1 - e2 
K 	

) 
= -

1
Ka-1 /2 V1 - e2 , aa 	9 

dakle zbog (53) 

= 
1 

na v
/
1 - e2 , K

a V a(1 - e2) 
aa  

to obrazac (65) valja zameniti ovim: 

Lk„ al  = 1. navi 	_ e2  fo no  a@ 1 )  ± c 

2  ac 

) ao n2) 

 ± `i 
(. 

n3 ' a 
l a(i n3 )  1 

	

ack 	" 	 ck 	
(65a) 

Ako je, dakle, 

	

ck = 0; 	c;= a, 

onda obrazac (65a) dobiva, imajuei u vidu (67), ovaj oblik: 

[1-2,a] = Ana.-V1 - e 2  { - (in1)(in2)+ 0 112)(inr)}, 

t.j. zbog (47) 

[P, a] = 5 na-V1 - e 2  (t n3), 
1 

dakle zbog (39) 
1 

[12,a] = na ✓1 - e2  cosi. 	 (76) 

Also je  
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t.j. zbog (46) 

	

[i, a] = 0. 	 (78) 

Ako je 

ek = 	co; i, 	c, = e, 

onda je u obrascu (65), zbog (53), 

K
a Va(1 -  e2) 

	

= Ka- V 2 	 
ae 	 V1 -

e 

 e2 
= -na2 

V1 - e 2  
pa taj obrazac valja zameniti ovim: 

i;ni) a(in i ) ± 0 n2)  ao n2 )  ± 0 n3)  ao n3 )  [k„ e] = -na2 	 e 	 (65b) _ 	 e2 	ack 	ack 	ack J 
Uporedimo li ovaj obrazac sa obrascem (65a), to sleduje 

	

 

tae
. 	a]. 

Stavljajuei ovamo, jedno za drugim, k z  =12, 	i, to dobivamo, zbog (76), (77) 
i (78), ove obrasce: 

	

[51, e] = na 2   cos i 	 (79) 
V1 - e2  

[G.), e] = na2
V1 e2  

	

e  	 (80) 
 

[i, e] = O. 	 (81) 

Da pomoeu obrasca (66) nademo LagranZove zagrade [a, e], [x, e], [a, x] mo2e-
mo, poSto to zagrade, kao sto smo videli, ne zavise od vremena, dati vremenu t je-
dnu  vrednost. Ova neka bude vreme prolaza kroz perihel, dakle, ima-
juei u vidu (37) i (53), 

X t = T. = — = —
3
/

2
. 

n A 
Vrednost t zavisi od elemenata a i x, Ito valja irnati u vidu. Iz Keplerove jed-

naeine (62), §12, sleduje da je 

ck = 	ci  = a, 

onda obrazac (65a) dobiva, zbog (69), ovaj oblik: 

[i,a] = 	- e 2 {(inr)(t 11 1)+ 0 n2)(tn2) + (j n3)(tn3)} Sill CO, 

az  
-a; 

ae 

34 
ae = 0 ; 

— o ae 

n a 

ae — (1 — 	— 
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Stavimo li, prema tome, u obrascu (66) ci = e, to on dobiva ovaj oblik: 

a' 	 na 	f an  1 [k.,, el = a{- 
ack 

 1 +  	 (66a) 
t„., (1 - e)V 1 - e2  t a ck f ,,, 

Kako se ostala dva elementa a i x grupe (a) pojavljuju u obrascu za T., to se za 
odredivanje prednjih izvoda moramo posluZiti obrascima (50) i (61). Iz tih obraza-
ca sleduje: 

ak
= 
 K au 	. au 
- • - -= -a sm u - 

ack 	au ack 	ack 
ai) an  au 	 au = - • - = 	2  a.V1 - e cos u-n  
ack 	au ack 	 ock  

a
= 	= 

a. au 
-na 

 cos u - e 	On 
-•- 

ack 	On ack 	(1 - e cos u) 2  ack 

ail 
= 

ail  au   - sin u + e sin 2it au  - • - 
 ack On ack 
= naV1 e 2 	  (1 - e cos u) 2 	ack  

Stavljajua sada t = T t.j. u = 0, dobivamo: 

{eka 	= 	- 	, 1 an 
 

ack  

- 

 

ack 	
0 

Ako ovo stavimo u obrazac (66a), dobivamo: 

e] = 0. 

Stavimo li u ovaj obrazac za elemenat a odnosno x, to dobivamo: 

e] = 0 
	

(82) 

[x , e] = 0. 	 (83) 

I LagranZovu zagradu [a, x] molemo naei pomoeu obrasca (66) dajuei vremenu 
t vrednost 

Iz (51) sleduje: 

an. 	a 
- e cos u -

u 	an 
= 1; 	

ax 	1 - e' 
{ -} = Ox 

	
Ox 
	 t=,  

pa jednaeina (66) dobiva, uzimajuei u obzir gornje obrasce, ovaj oblik: 

na 	(Hi 	-  e2  [a. x] = 	 
(1 - e2  ) as f t, 	1 - e 	aa 

Iz (50) sleduje: 

at  
as = cos u - e; 	

as 
	=- 1 - e.  

Iz (61) i (53) sleduje: 

Ka-1/2 V1 	e2  cos u 

1 - e cos u 

t .j.  

as 
ail   cos u   cos u --Ka-312/1 e2 	 e2 	 

2 	 1- e cos u 	2 	1- e cos u 

ail_ n 	+ e  
{ aa} 	2 1 - e 

Stavljajuei prednje u obrazac (66b), dobivamo: 

[a, x] = --
na  

2 
(84) 

32. Obrasci za vremenske izvode eliptitnih elemenata. Stavi-
mo: c1 = a; c2 = e; c3  = x; c4  = 1-2; cs = i; c6 = co, onda sleduje iz obrazaca 
(70) do (84) i imaju6i u vidu da je [k, k] = 0, [k, i] = - [i, kb 

[1,1] = 0; [1, 2] = 0; [1, 3] =- - 51  na 

[1,4] = -- 51 naVl - e2  cos i; [1,5] = 0; [1, 6] = - 7-1,-;± VI - e 

[2, 1] = 0; [2, 2] = 0; [2, 3] = 0 

[2, 4] = na 2 	e 	cos i; [2, 5] = 0; 
e 

[2, 6] - 
✓1 - e2 

na2 
V1 	e2 

[3, 1] = ;51  na; [3, 2] = 0; [3, 3] = 0 

[3, 4] = 0; [3, 5] = 0; [3, 6] = 0 

1 e cos i  
[4, 1] = -

9 
na V/1. - e 2  cos i; [4, 9] = 	

na2  
[4, 3] = 0 

✓1 - e2  ' 

[4, 4] = 0; [4,5] = -na 2  V1 - e 2  sin i; [4, 6] = 0 

[5, 1] = 0; [5, 2] = 0; [5, 3] = 0 

[5, 4] = na 2  V1 - e 2  sin i; [5, 5] = 0; [5, 6] = 0 

[6, 1] = -
1 
 na vil - e 2 ; [6, 2] = 	na2 	e  _; [6, 3] = 0 

[6, 4] = 0; [6, 5] = 0; [6, 6] = 0. 

- 0.  ack t=t  

na 	 ( au 
{Z} 

(66b) 
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(85) 

(86) 

Zbog toga dobivaju jednaeine (20) ovaj oblik: 

, 	du OR --
1

na —
dx 

- -
I
na V1 - e 2  COS 1.,  —d9 - -

1 
 na V1 - — = — 

9  dt 	2 	 dt 	2 	dt 	an 

no e cosi clQ 	na2 e 	d.,) _ a R  — 
V1 - e 2  dt 	e 2  dt 	ae 

1 do DR 
-no— = — 

	

2 dt 	ax 

1 	 a na2 e a2 e cos i de 	 di DR - na N/1 - e 2  cos 
dt 	

v no-  1 - e2  sin dt 
	aaft

=-  9 	 V1 — e 2  dt  

	

no -  1 - e 2  sin 
(152 	DR 
dt 

na2e de DR -1 73a 	— e
.
2 
	do 

= 
2 	dt V1 - e2  dt aw 

Iz ovib jednaeina sleduje: 

do
= 
 2 DR  — • — 

dt no ax 

de 1 - e 2  DR 	-  e 2  DR 
dt na2e ax 	na2 e 	aw 

di 	cos i. 	DR 	1 	DR 
dt 

	

n

- 

o 2  V1 - e2  sin i au) 	na2  V1 - e2  sin i 

clQ 	1 	OR 
dt 	n

- 

o2 V1 - e 2  sin i Di 

dco 	cos i, 	aR 	-  e2  OR 
dt 	n

- 	

o2  V1 - e2  sin i ai 
+ 	na2e 	De  

dc2 	di2 . 	do.) 	dll 	df2 	do . 	dx _dII 
dt 	dt 	dt 	dt 	dt 	 dt 

a na desnoj: 
aR _ aR 8f2 DR an DR a. 

aR _ aR Oft DR an OR a. 
+ an • ow ± a

• 

, • a. 
aR _ aR aft DR an DR a. 
ax 	asz a. -I-  all a. -1-  a

• 

. a.. 

Re§imo li jednaeine (87) po novim elementima, to dobivamo: 

Q=Q; 	II=6)+12; 	e=x+6)+52 

pa zbog toga: 
DRDR OR DR 
as2 = -0 ± 

DRDR DR 
aco = a

• 

ll ± ac 

DR _ DR 
ax 	D

• 

o .  

de
= 
 0.-- e 2  OR 

e2 	  
dt 

	1 - V1 - e 2  DR 
— 

na2 e 	 na2 e 	a. 

dE 	2 OR 	
tg 

OR 	1 - V1 - e 2  a R 
+ 	e2 	 dt 	na as 

+ 
n a2 V1 - e2  az 	 na2 e 	ae 

1 	DR 

(88) 

(89) 

vre- 

(90) 

Stavljajuei (88) i (89) u (86), pa re§avajuei taj novi sistem jednaeina po 
menskim izvodima novih elemenata, dobiva.mo sledeee jednaeine: 

da _ 2 OR 
dt 	na a. 
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dx 	1 - e2  OR 2 OR 
dt 	na2 e De 	na ao 

Vratimo se opet na uobicajene eliptiene elemente, t.j. stavimo, prema (36) i 
(37), 6.) = II - ft: x = E - H. U ovim obrascima se sem elemenata w i x, mesto ko-
jih hoeemo da uvedemo H i E, pojavljuje jo§ elemenat Q. Zbog toga treba provesti 
01'11 transformaciju elemenata: u jednaeinama (86) valja grupu elemenata w , x, Q 
zameniti grupom II. E, Q pomoeu ovih triju jednaeina: 

Q = Q; 	= - Q; 	x E - 	 (87) 

Odavde sleduje da na ievoj strain jednaeina (86) treba izvr§iti zamenu: 

dt 	na2 V1 -e 22 sin i ai 

di 	 1 	DR 	9 	DR DR) 
+ 

dt 	na2  V1 - e 2  sill i 	no2  V1 - e2  all 	DE 

t 
tg 

Ovo su glavni obrasci za izraeunavanje poremeeaja planetskog kretanja. 

i. 
tg 5- DR 	- e2  DR 

dt 	na2 Jl - e 2 	na2 e 	De 

§32] 	OBPACIII'I 3A BPEMEHCKE H3BOXIE ERHIITITLIHHX EJIEMEHATA  
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2 	1 - cos / 

	

sin 	= 	 
I 

cos / = 1 - 2 sin- 9 

FJIABA OCMA 

Ratun poremecaja kretanja 
nebeskih tela 

33. Razvijanje funkcije poremet. aja u red. Praktieno izraeunavanje 
poremeeaja kretanja nebeskih tela svodi se na integrisanje jednaeina (90) 
pro .Slog paragrafa. Pre no to se pristupi toj integraciji, potrebno je funkciju 

poremeeaja R izraziti pomoeu eliptienih elemenata. To se vr§i razvijajuei to funk-
ciju u red. Taj posao, koji je eisto ratunska stvar, toliko je opse"Zan da ga je nemo-
guee ovde izvr§iti u svim njegovim pojedinostima. Zbog toga se rnoramo ogranititi 
na to da u glavnim crtama opi§eino postupak toga raeuna. Pri tome eemo, da bi-
smo imali pred sobom konkretan jedan slueaj, uzeti da je uoteno nebesko telo ko-
je podleli poremeeaju jedna od planeta eiju eemo masu oznatiti sa in. Jednosta-
vnosti radi, uzirnamo, za sada, u obzir samo jednu od ostalih planeta koja izaziva 
poremeeaj; njenu masu oznaeieemo sa in ' . U takvom slueaju dobiva funkcija pore-
meeaja R, prema (4), §26, ovaj oblik: 

R= fin' (-
1 	(rr3')) 

(1) 

gde r oznaeava vektor pololaja mase nt prema Suncu, r vektor pololaja mase in', 
a p medusobno otstojanje tih dveju masa. 

Neka nam u sl. 15 X-Y-Z pretstavlja nepomieni koordinatni sistem, definisan 
u §13, ACM neka pretstavlja projekciju putanje planete na projiciranu na nebe-. 
sku sferu iz taeke 0, a BCM' projekciju putanje planete nil. Trenutni pololaji tih 
dveju planeta neka budu rn i 	a r i r' njihovi vektori polcZaja. Nagibi putanja 
masa Tn i 	neka budu oznaeeni sa i odnosno i'. A i B pretstavljaju uzlazne evo- 
rove naznaeenih dveju putanja. Luena otstojanja tih dveju taeaka od ose X pret-
stavljaju nam longitude Q, uzlaznih evorova. Obe projekcije putanja na ne-
beskoj sferi seku se u taeki C. Sferni ugao ACB oznaeieemo sa I; on pretstavlja 
medusobni nagib uotenili dveju planetskih putanja. Oznatimo lukove AC i BC sa 
a odnosno sa a', to sferni trougao ABC ima ove strane a, b, c i ove uglove A, B, C: 

a = a'; b =-- a; c 	- 12, 	A = i; B = 180° - i'; C = I. 	(2) 

Sferna trigonometrija daje nam moguenost da novo uvedene elemente I, a, a' 
izrazimo pomoeu eliptienih elemenata 	Q,  
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Oznatimo vektor pololaja masa in prema masi in' sa I, a moduo toga vektora, 

kao "Sto je napred retell°, sa p, to je: 

r - r' = I. 

Mnoieei ovu vektorsku jednaeinu sa samom sobom, to dobivamo, poto je (r r)= 
r  2 ; 	= r'2; 
	= p2 ,  

r2 
- 2(r r') + 7

./2 
= p2

. 
	 (3 ) 

Ugao S "Sto ga vektori r i r' medusobno zatvaraju meren je lukom MM' sfernog 

trougla MM'C. Lukovi AM i BM' pretstavljaju nam, kao S. to je u §11 saopAteno, 

argumente latituda masa ni i koje smo lukove oznaeili sa cp i p'. Zato je u sfer-

nom trouglu MCM': arc MC = cp - a; arc M'C = p' - a', zbog eega sleduje iz tog 
trougla, primenom obrasca sterile trigonornetrije, saop'Stenog u §30, ova jednaeina: 

cos S = cos(cp - a) cos(cp' - a') + sin(y - a) sin(y' - a') cos I. 

Kako je: 

to dobivamo: 

cos S = cos(p - p' + a' - a) - 2 sin(y - a) sin(p' - a') sin e  —9  

Po§to je, prema definiciji skalarnog produkta dvaju vektora, 

(r t') = rr' cos S, 

to dobivamo iz (3) i (5): 

= (r2  + r' 2  - 2rr' cos s) 
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-1/2 
[ 

	 / 1  + 4rr' sin(y - a) sin(y' - a') sin -  y. 
 r2  + r' 2  - 2rr' cos(y - y' + a' - a) 

{{1• 2  + r' 2  - 2rr' cos(y -(p'+ a' - a)] 

. 	(6) 
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t.j. zbog (4) 

1/2 
-1  = r2  + r' 2  - 2rr' [ cos(y - + a' - a) - 2 sin(p - a) sin(p' - a') sin e  

iii 

1 

P
- = 

Sem toga je, zbog (5) i (4), 

r) 	r 
	 = r' cos(y - 	+ a' - a) - 2 sin(y - a) sin(y' - a') sin2 

9 
 . 

-  

Stavljajuei (6) i (7) u (1), dobivamo: 

R = fin' { [r 2  + r' 2  - 2rr' cos(p - p' + a' - a)] -1/2  

.„ -1/2 

1 + 	  
4r1'' sin(y - a) sin(p' - a') sin' :I;  

• [ 
r2  r12  - 2rr' cos(cp - p' + a' - a) 

- J r  [ cos(y - 	+ a' - a) - 2 sin(y - a) sin(y 1  - a') sin' 	. (8) 2 	 9 

Razlomak koji se pojavljuje u prednjem obrascu ima, po§to je I nezay . sno od r 
i r', ovu maksimalnu vrednost: 

4rr' 	9  / 
	sin -  -

9
. 

1 .2 ± r ,2 

Ravni planetskih putanja imaju, kao Ito je poznato, veoma male medusobne 
nagibe, zbog eega je numerieka vrednost gornjeg izraza uvek daleko manja od jedi-
nice. Zbog toga se drugi faktor prvog Nana zavijene zagrade obrasca (8) mote po 
binomskom obrascu razviti a apsolutno konvergentan red. Ueinimo li to, onda do-
bivamo mesto (8) 

R = f /71 '  { {r 2  + r' 2  - 21'r' cos(p - p' + a' - a)] -1/2  

- 2rr' sin(p - a) sin(p' - a') sin' ‘ [r 2  + r' 2  - 2rr' cos(p - p' + a' - a)] -3/2  

9 / 	9  
+ 6r - r

2 
 s n -  (y - a) sin 2 (y 1  - a') sin4 -/ [r 2 

r
2 
- 2rr' cos(p - p' + a' - a)] 

/2 
9 

- • + 

- cos(y - 	+ a' - a) + 2r 
	 9 

sin(p - a) sin(y 1  - a') sin ' -
/ 

. Ti  
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Ovim obrascem razvijena je funkcija poremeeaja u red po rastueim potencija-
ma od sin-  

Radiusvektori r i r' menjaju se, zbog skoro kruZnog oblika planetskih putanja, 
izmedu uskih granica. Zbog toga molemo staviti: 

= 	x); 	= 	+ x'). 	 (10) 

gde a i 	oznacavaju velike poluose putanja masa in. i 01', a gde su x i x' promen- 
ljive, no prema jedinici veoma male velieine. 

Funkcija poremecaja R homogena je funkcija od r i r' 

R = F(r,r'), 	 (11) 

a stepena -1, t.j. to osobine da ako u njoj zamenimo r i r' sa kr i kr', onda je, kao 
Ito to sleduje iz obrasca (8), 

1 

	

F (kr, kr') = - 	r'). 

Zamenimo li, dakle, u (8) r i r' sa izrazima (10) ili, Ito izlazi na isto, sa izrazima 

1 + x 	 x - x' 

	

r = a(1 + x)
1 + x' 

= a(1 + x 1 )(1 + 	 
1 + x'); 	

= a(1 + x), 

onda molemo, prema obrascu (12), zajednieki faktor (1 + x), izvaditi pred znak 
funkcije, podiZuei ga na potenciju -1. Na taj nacin dobivamo: 

1  F {(0  ± a  x - x') }. (13) R = 
1 + x' 	1 + x'

,

) 

Razvijemo li ovaj izraz obzirom na a u Tejlorov red, to dobivamo: 

1
}. (14) 

1 	x' 	 1 + x' 1! 	do. 	 x' ) 2! 	Da' 

	

F(a.0 , )+  x - x' a OF(a, a') 	- x' 	a2  02 F(0. a') 

Noeficijenti ((x - x')/(1 + x')"; n = 1,2,3, ... ovoga recta mogu se razviti po 
potencijama od x i x'. Iz (10) i (64), §12, sleduje 

x = -e cos it: 	= -e' cosy!, 

gde e i e' oznacavaju ekscentricitete putanja masa m i In', a a. i u' njihove eks-
centriene anomalije. Zato se ti koeficienti mogu razviti po potencijama od e cosy i 

e' cos it'. 
li se sva to razvijanja, to ee funkcija R biti pretstavljena beskonaenim 

zbirom lazlicitih trigonometrijskih funkcija 	(p' , a. a'. u, a') elemenata cp, gyp ' , a, 
a', a., a', ponmolenili koeficientima Ci(o, 	e, e', I) koji su funkcije elemenata 0, 

a' e, e', sin' 	Zato ee R imati ovaj oblik: 

R = 	Ci(a ,o' 	e',  I) 4. 	, a, a', a, a'). 	 (15) 

Upotrebom jednaeina (62), (67) do (72) glave druge i obrazaca sferne trigono-
metrije koji se odnose na sferni trougao (2), mogu se trigonometrijski elanovi od 

( 7 ) 

r 
(9) 

(12) 

R= 
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(15) razviti u Furijeove redove gde ee se, u argumentima trigonometrijskih funk-
cija, pojaviti zbirovi mnogostrukih od e, e', II , II', 12, f2'. Obrazac (8) svedoei da 
funkcija R ne menja svoj znak ako se promeni znak argumenata trigonometrijskih 
funkcija, pa ee se zbog toga u spomenutim Furijeovim redovima pojaviti samo ko-
sinusi, a ne sinusi. Op§ti elan toga reda imaee, dakle, ako srednje longitude 1 i 
primenom obrazaca (71), (72), §13, zamenimo sa 

	

/ = e + nt; 	= e' + n't, 	 (16) 
ovaj argumenat 

D = j(nt + e) + j' (n't + E ) + kII + 	+ sf2 + s'f2 1 , 	(17) 

gde su j, j', k, k', s, s' proizvoljni celi brojevi, pozitivni, negativni iii jednaki nuli. 
Zato funkcija R ima, ako se uzme u obzir samo jedno telo m' koje izaziva poreme-
eaj, ovaj oblik: 

R= f E c cos D, 	 (18) 

pri eemu je, poao se sin e  4. mole izraziti kao funkcija od 

C = F (a, a', e, e', i , i'). 	 (19) 

Ima li sem mase ni.', koja izaziva poremeeaj, njih vise in', m", 	onda se sve 
to mase imaju mesto in' redom uzeti u obzir. Koeficienti C opadaju brzo sa rastu-
elm apsolutnim vrednostima celih brojeva j, j', k, k', s, s'. 

§
34. Integrisanje diferencijalnih jednatina poremeaja. Obrasci-
ma (17) i (18) i (90), §32, sve je pripremljeno za izraeunavanje vremenskih 
promena eliptienih elemenata. One se dobivaju integrisanjem diferencijalnih 

jednaeina (90), §32. Ta se integracija mole izyr -Mti samo korak -  po korak, izraeuna-
vajuei poremeeaje prvog, drugog, treCeg i t.d. reda. Poremeeaji prvog reda elipti-
enih elemenata, koje eemo oznatiti sa 81ao, Fir rio, 81eo..., dobivaju se na taj naein 
da se svi eliptieni elementi koji se nalaze, bib eksplicitno, bib posretstvom funkcije 
R, na desnoj strani jednaeina (90), smatraju konstantnima pa zato naznaee inde-
ksom nula. Tim eerno indeksom oznaeiti i njihovu funkciju R u kojoj je sada sa-
mo t promenljivo. Na taj naein dobivamo, mesto (90), 'est odgovarajueih jednaei-
na. Da rastumatimo princip i glavne rezultate toga raeuna, dovoljno je da napi§e-
mo dye od tih jednaeina i to, kao najpreglednije, prvu i eetyrtu. One imaju oblik: 

al  ao 2 aRo  
= 	 

 dt 	no a.0  aEo 	
(20)  

al C2 0
= 	

1 	 aRo  
dt 	no4 Vl — es sin io ai, . 	 (21) 

Pri tome je, prema (18) i (17), ako, jednostavnosti radi, uzmemo u obzir samo 
masu na' koja izaziva poremeeaj, 

Ro  = lin' aCo cos Do (22) 

Co  =- (23) 

Do = :1(no1+ 6o) + j' (not + eo ) + klio + VITO  + sfl o  + s'S2 10 . (24) 

Integracija gornjih dveju jednatina, a i onih koje nismo napisali, svodi se na 
kvadrature i to, u stvari, na jednu jedinu f Ro dt, jer ostale zavise od ove, pc§to je: 

aRo  , 	a 
at = 	Ro dt. 

8C, 	act 

Iz (22) do (24) sleduje: 

aRo  = — E ico sin Do 
aco  

	

aRo 	, = frn E aco cos Do . 
02. 

Stavljajuei ovo u (20) i (21), dobivamo integracijom: 

	

Srao = 2f m' 
	

1C0 sin Do dt 
1/0a0 

fm ' 	aco  
sicio = 	— cos Do dt 

	

2  v 	 • E noao  I — eo2  sin to 	aio 

I ostale eetiri jednaeine, koje nismo napisali, vode na iste kvadrature. 
Iz (24) sleduje: 

sin Do dt -= 
jno + j'n'o 

sin Do 
cos Do dt = 

jno + jin'o 

Ovde nismo stavili na desnoj strani integracione konstante, jer ee se one stopi- 
ti sa elanovima nultoga reda rezultujueih integrala, o kojima ee odmah biti rec. 

n  

Stavljajuei (27) u (25) i( 02a60), dobivamo: 

" 

ivam±o: 

2fire E  ico cos Do  

n  

81ao = 

fin' 	 ai, 
61Clo = 	  

	

noaO ✓1 — e6 sin io 	ino ;in; 

U na§im elanovima funkcije poremeeaja za koje je 

j = j' = 0 

ne mogu se primeniti obrasci (27), ali je u takvim elanovima, prema (24), Do kon-
stantno, pa je zato: 

sin Do dt = t sin Do 
(31) 

5 cos Do dt = t cos Do. 

U takyom slueaju sleduje iz (25), (26), (30), (31), imajuei u vidu (30), 

	

81ao = 0 	 (32) 

cos Do 

(25) 

(26) 

(27) 

aco  
sin Do 

(28) 

(29)  

(30) 
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fin't 	aco  sin° = 	 E 	cospo 	 (33) 

	

noa6 V1 — sin i o 	oto 

Izraeunavanje poremeeaja drugog reda svodi se, u glavnom, na ponavljanje pre-
dnjeg postupka, pri eemu se u obrasce (90). §32, stavljaju desno za eliptiene ele-
mente njihove vrednosti pretstavljene gornjim obrascima. Ti ce poremeeaji biti 
proporcionalni kvadratima ni! -  masa koje izazivaju poremeeaj. Na sliean naein 
clobivaju se poremeeaji viSega reda, pa ee konaeni obrasci za poremeCaje bilo kojeg 
eliptienog elementa imati ovaj oblik: 

	

c =-- CO + 8 1C0 	82C0 	• • • 	 (34) 
Pri tome je, obzirom na masu 	koja izaziva poremeeaj, c o  nultoga reda, pa 

se izraeunava iz inicijalnih uslova; elan 6 1 c0  je prvog, elan 82c0  drugog reda i t.d. 
Uzimajuei u obrascu (2), §28, masu m o  glavnoga tela, t.j. u na:Sem slueaju Sunca, 
za jedinicu, bite mase in', In" , in"' svih planeta redom veoma mali brojevi. Zbog 
toga opadaju elanovi reda (34) toliko brzo da ee samo u izuzetnim slueajevima biti 
potrebno uzeti u obzir poremeeaje treeeg reda. Ta konvergencija reda (34) bila je 
uslov za njegovo razvijanje. 

35. Klasifikacija porerneeaja. Pored klasifikacije poremeeaja u one pr- 
vog, drugog, treeeg i t.d. reda, kao Sto je to ueinjeno u proMom paragrafu, mo- 
gu se ti poremeeaji klasifikovati i na drugi naein. Fuukcija poremeeaja, pret- 

stavljena obrascima (22), (23), (24) periodiena je funkcija vremena. U trigonome- 
trijskim elanovima te funkcije, zavisnim od vremena, pojavljuje se vreme t u obliku 

Ono + 

u argumentima kosinusa. Zato je svaki taj elan periodiena funkcija vremena sa pe-
riodom T za koju vaZi jednaeina: 

2rc 	. 
—
T 

= + 

Odavde sleduje: 

T 	. 
3no + 

Istu periodu imaju trigonometrijski elanovi izraza (28) i (29). Zato odgovara 
svakom elanu Co  cos Ro  funkcije poremeeaja sliean elan u izrazu za vremeuske pro- 

* mere eliptienog elementa, a iste periode. Takvi se elanovi zovu periodicni aanovi 
31eiii periodiae nejednakosti., kao Sto ih obieno u Astronomiji nazivaju. Perioda tih 

nejednakosti je, prema obrascu (35), u toliko dula, u koliko je imenitelj (jno  +j'n'o ) 
manji. Kako j i j' pretstavljaju cele brojeve, pozitivne i negativne, to bi taj imeni-
telj, sem slueaja j = j' = 0 o kojem memo zasebno govoriti, mogao postati jednak 
nuli kad bi bilo 

	

no 	li 

	

in° + .1 .4 = 0; 	___ = ___ , 	. 

	

no 	J " 
t.j. kada bi srednja kretanja uoeene planete koja podleli poremeeaju i one koja ga 
izaziva bila strogo komenzurabilna. Taj idealni slueaj nije ostvaren u kretanju pla- 

neta, ali mu se srednja kretanja Jupitra i Saturna osetno pribliZuju. Za Jupiter 
odnosno Saturn je, prema tablici koja ee biti saopStena u idueoj glavi, 

	

no = 299'1 13; 	no = 120"45 

tako da je, mal te 
2no = 

Zbog toga elanovi funkcije poremeeaja za koje je 

	

j = 2; 	j' = —5 

izazivaju poremeeaje nazvane nejednakostima dugih perioda. Nako je u navedenom 
primeru, dovoljno taeno, 5n'o  — 2no = 4n°, to je perioda te nejednakosti 74 puta 
veoa od vremena obila2enja Jupitra oko Sunca, pa ima duZinu od skoro 900 godina. 

Te nejednakosti dugih perioda znaeajne su zbog toga gto se mali broj 
pojavljuje na desnoj strani obrasca (28), (29) u imenitelju, usled mega se ti poreme-
eaji, pored svega togasto su C o  i njegovi izvodi mali, izdvajaju svojom relativnom 
velieinom. 

Sem periodienih elanova, pojavili su se u prednjim obrascima za porerneCaje 
prvog reda, a pojavljuju se, prirodno, i u onima obrascima koji nisu napisani, elano-
vi koji sadrZe faktor t. Na takav jedan elan nailazimo u obrascu (33). Ti se elanovi, 
kao gto smo videli, pojavljuju kada se stavi j = j' = 0. U poremeeajima drugog re-
da pojaviee se, integrisanjem poremeeaja prvog reda, faktor t 2  , u onima treeeg reda 
faktor t 3  i t.d. Takvi elanovi zovu se sekularni poremeaaji ili sekularne nejednakosti. 

Od velikog je znaeaja da je, prema (32), Soo = 0, S. to znaei da, dogod uzima-
mo u obzir samo elanove sa prvim stepenima masa, velike poluose planetskih puta-
nja ne podleZe sekularnim poremeaajima. U torn rezultatu, do kojeg su doSli, neza-
visno jedan od drugog, Laplas i Lagran2, sadrZan je Laplasov dokaz stabiliteta na-
-Seg planetskog sistema, jer sekularna invarijabilnost velikih poluosa planetskih pa-
tanja osigurava planete od medusobnog sudara. Kasnije su Poason. Tiseran i Ma-
tije dokazali da velike poluose planetskih putanja ne podleZe ui sekularnim pore-
meeajima drugog reda. 

36. Oscilatorni karakter sekularnih poremeeaja; obrasci za nui- § 
hovo izratunavanje. U obrascima za poremeeaje eliptienih elemenata 
pojavili su se, kao 'to sino videli, sekularni elanovi oblika: 

con't + c2m. i2 t 2  + c3 m' 3 t 3  + • • • 

gde PI' oznaeava masu koja izaziva poremeeaj, a c stalne ili periodieke koeficiente. 

Zbog toga S- to faktori in', m' 2 , in' 3 ... opadaju veoma naglo, moguee je te poreme-
eaje izraeunati pomocu gornjih obrazaca sa dovoljnom taenosti za dug niz godina. 
Tim su zadovoljene, u punoj meri, potrebe praktiene astronomije, ali ne potrebe 
geofizike, u kojoj je Nebeska Mehanika naSla, u poslecinje doba, §iroku i plodnu pri-
menu u ispitivanju klimatskih promena Zemljine prcAosti. Jer ako u prednji obra-
zac stavimo za vreme t veliku numerieku vreclnost, kako je zahteva Istorija Zemlje, 
onda hi elanovi toga obrasca prekoraeili one granice do kojih ti obrasci vane. No 
ti elanovi dobili su svoj oblik samo usled naeina njihovog izraeunavanja, shell° kao 
. to se razvijanjem trigonometrijskih funkcija u red dobiva n. pr. za f(t) = sin kt 

(35) 
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h2  + 12  e2  

- e2 	- h2  - / 2  

	1 07-e2  V1 - e2  {1 - (1 - e 2 ) } 	V1  - h2  - / 2  
Jl — e2 	 

na2 e2 	na2 e2 {1+ V1 - e2  } 	1 + V1 - h 2  /2  

a iz (38) 
aR 	aR OR 

II 
ae  

e cos 	- sin 11— an = e 
al 

pa zato dobivamo, upotrebljujuei isti postupak i za drugu od jednaeina 
dve jednaeine: 

t.j. uzimajud u obzir (36), 

 -
2 dh 	/ 

 tg 	 OR 	1 ✓1 e2  aR 
e 2  dt 	na2 ✓1 - e 2  ai 	na2e2 

h 
ae 
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f (t) = kt - 
6  k

3  t 3  + • •  

dakle red iz kojega se, bez poznavanja njegovog postanka ne bi inogao oeitati nje-
gov oscilatorni karakter. 

Da sekularne poremeaaje pretstavimo u eksplicitno oscilatornom obliku, t.j. po-
moon trigonometrijskih funkcija vremena, potrebno je vratiti se diferencijalnim jed-
naeinama (90), §32. 

Uvedimo, mesto e i II, dva druga elementa h i 1, definisana ovim dvema jedna-
einama: 

h = e sin II 

1= e cos II, 
	 (36) 

gde 1 ne znati, kao do sada, srednju longitudu, onda je: 

1 
nag 

118 

(37), ove 

(39) 

	

- sin II —
dt 

+ e cos 11 
dll 	 dh V1  - h2  - / 2  OR V1 - V- / 2  

	

dt. 	
de 

	

t 	 dt 	na2 	al 	na2  
(37) i 

dt 

d/ 1 tg 5  

	

= cos II —
de 

- e sin II 
dll 

. 	 h 	aR 	 OR 

	

dt 	dt 	dt 	 +  	

	

Iz prednje transformacije promenljivih sleduje: 	
1 + V1 - h2  - /2  OE 	na2  V1 - h2  - / 2  ai 

OR _ DR ah. OR al 	OR _ OR ah OR al 
ae — ah • ae ± ai • 	an — ah • all+ ai • an' 	

dl 	V1 - h2  - 12  OR vi. — h2 — 12  
.,; — — 	na2 	ah 	na2 

2 
  

t.j. zbog (36) 	 i 
2 aR 	OR 	OR 	 1 	OR 	

h tg 	aR 
ae — sin II--a-ri  + cos II 

al 
(38)

1 + ✓1 - h2  - / 2  ae na2 ✓1 - h2  - /2 ai  . 

Uvedimo, mesto i i SZ, dva druga elementa p i q, definisana ovim dvema jedna-

einama: 

OROR 	. aR = e cosli-a71  - e mull- . 

Stavimo li u jednaeine (37) obrasce za de/dt i dll/dt iz (90), §32, to dobiva-
mo, mesto prve od tih dveju jednaeina, 

	 sin II—
OR 

 V
, 	
1 — e2 	V1 - dh 	 e2  

dt 	 sin 11 —
OR 

	

- - 
V1 - e 	 1 2 

	

na2 e 	an 	 at
e 

tg -9 
	e cos II 

aR 
+ 	— e2 

e cos II —
aR 

na2  V1 - e 2 	ai 	na2 e 	ae 

na2e e 
cos II—

Or 
— sin II—

all 
1. 

p = tg i sin S/ 

q = tg i cos12, 

dp 	d12 	sin I/ di 
= tg i cos 52--.7 

cos2  dt 	 d 	i dt 

dq 	. 	drt 	cos 52 di 
—
dt 

= - tg sin . 
dt 	cos2  i dt 

Iz prednje transformacije promenljivih sleduje: 

OR _ aR ap aR aq 	aR _ aR ap OR aq 

as2 -  Op 	aq  art' 	ai — op • (97 aq  

t.j. zbog (40) 

aR _ sin ft OR cos 5-2 OR 
ai 	cos2 i ap ± cos.,  i aq  Iz (36) sleduje: 

onda je 

✓1 - e2 	
aR 

= tg i cos Si —
O 

OR 	OR 	 a
R 

— 
p 

tg i sin It —aR  aq  -a-d  

(40) 

(41) 

(42) 
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Stavimo u jednatine (41) obrasce za dQ/dt i di/dt iz (90), §32, to dobivamo, 
mesto prve od tih dveju jednaeina, 

dp _ 
	

1 	cos Q DR 	1 	sin Q 	DR 	. dt 	na2  ✓1 - e2  cos t a, 

aR0  
aE 

= 0. 

Zbog toga dobivamo iz prve od jednaeina (90), §32, da je 

da = 0, 

t.j. da velike poluose planetskih putanja ne podleZe sekularnim promenama, rezul-
tat do kojega smo doIli vee u §34. 

Ekscentriciteti e putanja velikih planeta su veoma mali, a isto tako i medusobni 
nagibi ravni planetskih putanja. Zato je, izborom koordinatnog sistema X-Y-Z, 
moguee postiei da nagibi planetskih putanja prema ravni X-Y budu veoma male-' 

Zanemarujuei sve vile potencije od druge ekscentriciteta e i nagiba i u sekular-
nom delu Ro  funkcije poremecaja, redukuju se jednaeine (39) i (43) na ove: 

dh_ 	aRo 	dl 	1 aR0  
dt 	na2  ae ' 	dt = na2  Dh 

	 (44) 

dp = 1 aRo 	dq _- 
	

&  1 a 	
(45) 

dt 	Ita 2  aq ' 	dt 	na2  ap " Iz (42) sleduje 
Do o'vih jednaeina dolazimo, bez poznavanja strukture funkcije R o , pribliZnim 

.DR 	_DR 	2  ,..., DR 	 putem, ako u jednaeinama (39) i (43) stavimo, na desnoj njihovoj strain, e 2  = 0; cos Q cos -  t— = sin Q cos st — + cos -  — Di 	 ap 	aq 	 i = o ti. cosi. = is tg i = 0; p = q = O. 

	

sin Q DR 
= sin Q COS S e 

,,aR 	,, 
It
,, 	

' 	 h.
DR 	 Razvijajuei, po postupku opisanom u §33, funkciju poremeeaja u red, nalazi se 

t i af2 	 — — sin -  — 	 da se izvodi sekularnog njenog dela po elementima , 1, p, q mogu pretstaviti na 

	

g 	 ap 	Dq 	
ovaj naein, Uzimajuei, jol uvek, u obzir samo jednu masu m koja podleli poreme- 
eaju i jednu masu m' koja ga izaziva, a oznaeavajuei sa a i a' velike poluose njihovih 

cos cos 2  i 
Di 	t 	aQ 
DR sin Q DR _DR 	

putanja, koje, kao Ito smo euli, ne podleZe sekularnim poremeeajima, a stavljajuei: 
g i 	aq .  

	 ,- 	
 cos 	

= 	1 	
{a, 

a, }, = a, a 	1 1 a3 	1 • 1 - 1 • 3 a 5  
sin i cos i 	i 	I 	 2 i 	 [ a.' 	2.4 a13 	4.9-4-6 0/ 5  

tg ,3  
i 	 sin :' 

- 	 _ 	 - 

2 sin ,5  cos 3  cos i 	2 cos i cos 

	

{a, a'} =..- a' [a + ( -1 a  + (1 	- 1 a4  + ( 1 	 2) 	2 • 4) a' 4 	2 • 4 • 6) a' 6  

• 1 • 3 2  a6  

(46) 

1 - 3 - 5 - 1 • 1 - 3 - 5 • 7 a' 
to dobivamo, upotrebljujuei isti postupak i za drugu od jednaeina (41), ove dye 
jednaeine: 

 dp = 	1 	DR 	 p 	(DR DR 

	

V1 - e2  cos3 	aci 	
(a, a , ) 	arn' ct2  a' n {a. (-21' }' 

9  i an + & } dt 	na2 	
2na2  V1 - e 2  cos i con-  5. 	 4(a' 2  - a2 ) 

dq 

dt 	na2  V1 - e 2  cos3 	DP 

1  DR 
	 (7--„,n +

DE 	 2(a' 2  - a2 ) 2na 2  V1 - e 2  cos i cos2 

	DR DR) 
	(43) 	

[a, 	- 

ain! an[aa' {a, a') + (a2  + a' 2 ){a, 
2 

dobivamo: 

	

Pristupimo sada, primenom prednjili jednaeina, izracunavanju sekularnih pro- 	 1 aR.o 	 1 aRo  

	

mena elemenata e, II , i, Q. U takvom raeunu valja, kao Ito smo vee kazali u §35,  	= (a, a' )1 [a, all' ; 	
nag ah nag 01 

	

staviti j = j' = 0 ili, to izlazi na isto, zadrZati od funkcije R samo njen sekular- 	
1 aRo  

	

in deo koji cenio oznaciti sa R o , a iz kojega su izbaceni svi elanovi koji zavise od e. 	 1 
nag    

D
ag 
R° 
	 = (a, a' )q + (a, cc' )y Zbog toga je 

na2 V1 - e 2  sin i cos' i aQ 

t.j. uzimajuei u obzir (40), 

— = 	  
dp 	 1 	 , . DR sin Q  DR 
dt na2 V1 - e2  cos3  i 

{ cos Q cos -  t — 
tg 	} 

tg sin Q 
1 	9 	aR DR 

na2  V1 - e2  COS2  i 	ac 

tg -
2  ( DR ±  DR 

nag ✓1 - e 2  sin i cos i 

t.j. 

Kako je 

4-6-8.-2-4.6-8.10 all  

(47) 

- (a, a' )h + [a , (48) 

na2  op 
= (a, )p - (a, a' )p' , 	(49) 
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N,' 
Nl  = ; 

N' 2 = k2.  
Ar2  (57) 

= (a, a )1 — [a, all' ; 

= — (a, a' )g + (a, a' )q' ; 

dh 

dt 

dp 

dt 

dl 

dt 

dq 

at 

= (a', a)p' — (a', a)p. 	(51a) 
dq' 

dt 
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gde se h', 1', p', q' odnose na planetu koja izaziva poremeeaj. Stavljajuei ove obra-
sce u (44) i (45), dobivamo ove diferencijalne jednatine: 

= —(a, a' )h + [a, alle 	(50) 

= (a, a' )p — (a, a')p'. 	(51) 

Ove jednaeine pretstavljaju poremeeaje IIto ih masa 7n' izaziva na kretanju ma-
se rn. Poremeeaji Ito ih masa 7n izaziva na kretanju mase dati su ovim jedna-
einama: 

dh' 
at = (a' , a)1' — [a', a]l; 
	d/' 

at = 
—(a',a)h' + [a', a]h 	(50a) 

at = — (a , a)g' + (a', a)q; 

	

Jednaeine (50) i (50a) eine sistem od 	diferencijalne jednaeine za odredbu 
elemenata h, 1, h', kao funkcija vremena t. Izrazi 

h = N sin(gt +(); 
	1 = N cos(gt + p) 
	

(52) 

h' = 	sin(gt + (3); 	= N' cos(gt + ]3), 	 (52a) 

gde su N, N', g, p konstante, zadovoljavaju gornji sistem ako je, kao Ito to dobi-
vamo stavljajuei (52) i (52a) u (50) i (50a), 

{(a , a' ) — N — [a, 	= 0 

—[a', a]AT + {(a', a) — g} N' = 0. 
	 (53) 

Ove dve algebarske jednatine su linearne i homogene obzirom na N i N' pa ee, 
sem trivialnog reIenja N = N' = 0, dati i druga ako je determinanta koeficienata 
od N i N' jednaka nuli, t.j. ako je 

{ (a, a') — 	— [a, a']  

— [a', a] 	{(a' , a) — g} 

iii 
{g — (a, a' )} {g — (a' , a)} — [a, al[a' , a] = 0 

t.j . 
g2  — { (a, a') + (a' , a)} g = [a, al [a', 	— (a, a')(a', a). 	(55) 

Ova kvadratiena jednaeina daje, Ito sleduje iz osobina zagrada (46) i (47), dva 
realna korena koja cemo oznaeiti sa g 1  i 92 . Sistem homogenih jednaeina (53) daje 
nam, kao Ito je poznato, samo srazmere nepoznatih, koje se odnose kao subdeter-
minante elanova prve iii druge vrste determinante (54). Zato je 

N' 	(a, a') — 9 	[a',  a] 
N — 	 [a, al] 	(a' , a) — g 	

(56) 
 

Kako smo za g dobili dva razna korena, to eemo i za ovu srazmeru dobiti dve 
numerieke vrednosti:  

ne konstante, pretstavljati opIte integrale toga sistema. Ti su integrali, dakle, ovi: 
ljiti sistem diferencijalnih jednatina (50) i (50a) i, sadriavajuei eetiri, josneodrede- 

Zato dobivamo dva razna reIenja oblika (52) i (52a) koja ee, sabrana, zadovo- 

h = N1  sin(g1 t + pi) + N2 sin(g2t + P2) 
/ = NI  cos(git + pi) + N2 cos(g2t 132) 

	

Ii = ki 	sin(gi  t + po + k2N2 sin (g2 t + p2) 
= ki  Nl  cos(git + pi) + k2 N2 cos(g2t + P2). 

Konstante g l , 92, k 1 , k2 odredene su jednaeinama (55), (56), (57), a joI ne-
odredene konstante N1, N2, pi, 132, inicijalnim uslovima. Zaista, ako je za t = 0; 
e = e0, II = 110, e' = e'0 , = IIo, onda su, tim podatcima, a upotrebom jednaei-
na (36), odredene i numerieke vrednosti novih elemenata h0, /0, 14, to za inicijalni 
momenat. Zato dobivamo, stavljajuai t = 0 u (58), ove eetiri uslovne jednatine: 

h0  = Ni  sin pi + N2 Sin P2 

lO =Nl cos pi +N2 cos P2 	
(59) 

= kJ, NI sin pi + k2N2 sin P2 
ki  Nl  cos pi + k2 N2  cos 132 

kojima sudkonstante N1, N2, P i, (32 jednoznatno odredene. , 
Na isti naein valja postupiti i pri reIavanju sistema diferencijalnih jednaeina 

(51) i (51a). 
Ako imamo n planeta ml, m2, ... 	koje medusobno poremeeavaju svoja kre- 

tanja, onda dobivaju diferencijalne jednaeine (50) i (51) ovaj oblik: 

=- E(ak , a,:) — Efak, ail/i  

dik = 
dt 	

—hk E(ak,a i ) + E[ak , ai] h i  

dpk = 
dt 

dqk 
dt 	

Pk E(ak , ai) — E(ak ai)Pi 

Ovakvih jednaeina imamo 4n, pri tome inora u zagradama desne strane, kao 
Ito je naznaeeno, i biti razlieito od k. Na isti 'mein kao i u slutaju dveju planeta, 
dobivamo, za ovaj opIti slueaj, ove opIte integrale gornjih diferencijalnih jednaeina: 

i= rt. 

h, = E 	sin(gi t + pi); 

i= 

Pk = 
	sin (g 'i  t + 	; 

= 0 	 (54) 

(58) 

(ak  , a i) + E(ak , a i )qi  
k = 1,2, ... ,n; 	i # k 	(60) 

,=n 

lk = E No, cos(g,; t + p ) 
i=i 
i= 

qk = E 	cos(g'i t + p:). 
k = 1,2, 	, n 	(61) 

i=1 
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Stavimo li, zbog jednostavnijeg pisanja, 

E (ak,ai) = Ak.k; 	— [0.k 	= Ak,i, i 	k 	 (62) 

Stavljajnei u ovaj obrazac numerieke vrednosti koeficienata. Nk , i, dobivamc onaj 
broj koji numerieka vrednost ekscentriciteta planetske putanje ne mole nikad da 
prekoraei. 

Iz jednaeina (36) i (61) sleduje: 
onda dobivamo za odredivanje konstanata 	,g„, mesto (54), ovu jednaeinu: 

Nk,i sin(git + (pi) (A1.1 - g) 	-41,2 	-41,3 

	

A2 , 1 	(A2,2 	g) 	A2,3 	• 

	

-43 , 1 	-43 , 2 	(.43 , 3 — 9) 	• • • 

A 1,n 

-42,n 

= 0. 	(63) 

eksinIlk = 

i=n 

i= 1 
(66) 

A „ 	A 	 . (A,J,JJ — 

Ova jed meina zove se sekularna determinanta. Ona je n.-tog stepena. zbog ee-
ga njenih n korenova pretstavljaju konstante , Srazmere njenih sub-
determinanata a„,,, bilo koje njene vrste m daju srazmere konstanata 

Nk,1 Nk ,2 Nk,3 • • • = ant,1 Ottn,2 an1,3- 

Ostale konstante odredene su inicijalnim uslovima. 
Istim naelnom odreduju se i konstante sistema za Pk i 9k. Iz prednjih obraza-

ca sleduju joS ovi valni rezuitati. jednaeine (36), primenjene na koju god planetu 
.111 k , daju: 

/6, +/Z. 

Stavimo li u ovu jednaeinu za li.k i /k obrasce (61), to dobivamo: 

ek cos Ilk = 	Ark ,, cos(gi t + pi). 

Neka je j jedan od n indeksa i prednjih obrazaca, onda je 

cos(IIk — git + p; ) = cos Ilk cos(git + (ii ) + sin IIk sin(git + Pi). 

Pomnolimo ovaj obrazac sa ek pa stavirno, na desnoj strain njegovoj, za 
ek sin Hk, ek. cos Ilk obrasce (66). Grupisanjem elanova desne strane toga obrasca, 
dobivamo, a clanovima gde je i razlieito od j. 

Ark,i COS(git ± pi) cos( gi t +13_0 + 	sin(gi t + pi) sin(git + Pi ) 

= Nk, i  cos [(gi — 	+ pi — 

a gde je i jednako j: 

Nk,i cos 2 (gi t + pi ) + Nk , i  sin 2 (gj t + Pi) = Nk,i • 

e = 
- pi) = Ark,i + 

i=n 	 i=n j=n 

2 	Ark,i • Ark
,i c [(g, — gi ft + p i  — p',] , 	(64) 

i=1 	J=1 ,J=1 

Zato je 

ekcos(Il k  — Ark. i cos[(g, — 	+ 	— pd ] 	(67) 

gde u dvostrukom zbiru treba da bude j uvek razlieito od i, a da se svaka kombi-
nacija till dvaju indeksa uzme samo jedanput, posto smo pied zbir stavili broj 2. 

Dvostruki zbir u prednjoj jednaeini dostigao hi svoju mogueu, apsolutno uze-
tu, maksimalnu vrednost kad hi svi iijegovi kosinusi postalijednaki jedinici, a ima- 

takav znak da koeficienti Ark,i ponmoleni tins pozitivnim odnosno negativnim je-
dinicama, budu svi pozitivni iii svi negativni. Oznaeimo apsolutno uze-
te, numerieke vrednosti koeficienata N k ,„ to je dakle, 

1=11 	 1=11 3 =11 

lim sup e2. = 	 k,i1 • 1 Nk,j I • 

J=1 	J=1 J=1 

Desna strana ove jednaeine pretstavlja nam potpuni kvadrat zbira apsolutnih 
vrednosti koeficienata N k , i , pa je zato: 

line sup e•. = 

{7=11 

i= 1 
t.j. 

=II 

lim sup ek = 	I Nk,i l = 1Nk ,1 I + !Ark ,2I + • • • + 
	

(65) 
i=1  

gde u znaku zbira ove jednaeine treba za i staviti sve cele brojeve od 1 do 11 sa izu-
zetkom broja j. Taj zbir ne mole, svojom apsolutnom vrednosti, prekoraeiti zbir 
apsolutnih vrednosti koeficienata Ark , i  koji su u njemu sadrlani. Also se desilo da 
apsolutna vrednost koeficienta A rk,1 nadmasava zbir apsolutnih vrednosti svih osta-
lih koeficienata, onda desna strana. jednaeine (67) ne mole postati jednaka nuli, pa 
ma kako bilo t. To znaei da ugao 

=- 	— 9jt — Pi 

ne mole dostiei vrednost pravog ugla, nego ee ostati steSnjen u izvesnim granicama 

—90°  < —yo < y < +yo < +90 ° , 

oscilujuei izmedu njih. Zato je 

I cPI < Yo- 

Ugao II k , longitudu perihela, treba meriti onako kako je to u § 13 pokazano, a 
isto tako i ugao y. Da bismo jasJ,jje rastumaeili smisao dobivenog rezultata, uzmi-
mo da se ravan planetske putanje poktapa sa ravni X--Y naSeg koordinamog siste-
ma. Tada nam IIk pretstavlja ugao Ito ga prava povueena iz poeetka 0 koorcli-
natnog sistema prema perihelu, dakle prava velike ose planetske putanje, zatvara 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



126 	PALIYEI HOPEMETIATA KPETAH)A HEBECKEX TEIIA 	[I'm VIII 

sa osom X. Zamislimo sada u ravni X—Y, dakle u ravni planetske putanje, jednu 
pravu koja prolazi kroz taeku 0, koja je u inicijalnom momentu t = 0 zatvarala sa 
osom X ugao pi , a koja se kreee, prolazeei stalno kroz taeku 0, u ravni X—Y kon-
stantnom uglovnom brzinom g,. Jasno je da ee ugao ak gto ta prava bude u mo-
mentu t zatvarala sa osom X biti pretstavljen ovim obrascem 

ak = fi + 

Iz prethodnih jednaeina sleduje: 

ilk — ak I < Po. 

Velika osa planetske putanje, naperena prema perihelu, ne udaljuje se, dakle, 
od pomenute prave nikad vise od ugla Kada se ta prava bez prestanka obree 
uniformno u ravni X—Y oko take 0, to ona gura iii povlaei sa sobom veliku osu 
planete mk pa njena uglovna brzina pretstavlja, analogno srednjem kretanju 
planete, rastumaeenom u §12, srednje kretanje perihela. 0 takvom srednjem kre-
tanju perihela mote, kao Sto to sleduje iz prethodnih jednaeina, biti govora samo 
onda ako apsolutna vrednost jednog od koeficienata Nk,, nadmaSava zbir apsolu-
tnih vrednosti svih ostalih takvih koeficienata. 

Na isti natin kao §to smo obrascem (65) pretstavili krajnju granicu ekscentri-
citeta planetske putanje, mo2emo upotrebom jednaeina (40) i (61) izvesti sliean 
obrazac za krajnju granicu nagiba i planetske ravni. 

Izraeunavanje numeriekih vrednosti velieina N, g, 3 koje valja, reSavajuei se-
kularnu determinantsku jednaeinu (63), staviti u integrale (61) da bi se pretstavi-
li medusobni sekularni poremeeaji velikih planeta, ogroman je posao. Zato nije ni 
eudo da je taj raeun izvrSen, u svojoj potpunosti, za minulih 150 godina, svega tri 
puta, od Lagran2a, Leverijea i Stokvela. Lagran2 je u svojim raeunima uzeo u obzir 
samo Sest starih planeta: Merkur, Veneru, Zemlju, Mars, Jupiter i Saturn; plane-
ta Uranus pronadena je bas za vreme Lagran2ovog rada na tom problemu. Leve-
rije je izvr§io svoje raeune pre no S"to je prona'S'ao Neptun, pa zato je u njirna uzeo 
u obzir samo sedam velikih planeta, tako da tek Stokvelovi raeuni uzimaju u obzir 
svih osam tadanjih velikih planeta. 

Ta numerieka izraeunavanja pokazala su da ekscentriciteti planetskih putanja i 
nagibi njihovih ravni osciluju izmedu uskih granica, eime je stabilitet naSeg planet-
skog sistema osiguran za ogroman niz vekova. Dobiveni numerieki rezultati igraju 
valnu ulogu u Astronomskoj Teoriji klimatskih promena Zemljine proSlosti, nave-
denoj u pregledu literature. 

,E( EBETA 

Planetski sistem 

37. Istorijski podatci. Kada je Kopernikov heliocentrieni sistem bio de- 
finitivno usvojen, morala se i naSa Zemlja ubrojati u porodicu planeta koja, 
po reeima velikoga reformatora, okruava Sunce na njegovom prestolu. Ce-

la ta grupa nebeskih tela, zajedno sa Suncem i Zemljinim Mesecom, dobila je ime 
„Suneani sistem". Ovaj naziv ne odgovara vise potpuno naSim danakljim shvata-
njima, jer se taj sistem nebeskih tela ne odlikuje od ostalih prisustvom Sunca, jer 
takvih sunaca ima u vasioni bezbroj, nego baS" Suneevim tamnim pratiocima koji 
ga obilaze, pridr2avani vezom gravitacije. Zato se, u novije doba, mesto gornjega 
naziva, odomaailo ime „Planetski sistem". Nema sumnje da i ostala Sunca vasio-
ne, zvezde nekretnice, imaju svojih tamnih pratioca, ali su nam oni nevidljivi pa hi 
nam samo u izuzetnim slueajevima, pri prolazu ispred svoga sunca iii poremeeajem 
njegovog kretanja, mogli da odadu svoje prisustvo. 

Jog za vreme borbi za vaspostavljanje heliocentrieke nauke, uveean je, kao S"to 
smo vee saopstili, naS planetski sistem novim elanovima, satelitima I, II, III, IV Ju-
pitra, pronadenim 1610 od Galileja, a u into doba i od MARIUSA. Iste godine prime-
tio je Galilei na Saturnu neko slieno rukatkama, aft je tek godine 1656 uspeo Haj-
gens da re§i zagonetku Saturnovog prstena. Njemu je 1655 poslo za rukom da pro-
nade najveeeg pratioca Saturnovog, Thalia, a ubrzo iza toga, pronakto je D. NA-

SINI cetiri nova meseca Saturnova, Japeta (1671), Reu (1672), Tetidu (1684), i Di-
onu (1684). Posle pronalaska tih pet planetskih trabanata proteklo je vise od veka 
do pronalaska novih. 

Trinaestog aprila 1781 pronaSao je V. HERIEL u jatu blizanaca nebesko jedno 
telo koje je menjalo svoj poloZ"aj, jednu novu veliku planetu, koja je dobila ime Ura-
nus. HerSel je naSao i dva satelita nove planete, Oberona i Titaniju (1787), a iza 
toga (1789) i dva pratioca Saturnova, Mima i Encelada. 

Kada je izvrSeno prvo izraeunavanje putanje novo pronadene planete Uranusa, 
pokazalo se da je on vee pre bivao vidan od raznih posmatraea koji nisu upoznali 
njegovu planetsku prirodu. FLEMSTED ga je video vee 1690, a iza toga jos pet pu-

ta, LEMONIJE (1768, 1769), ka vise, osam puta. Te stare pozicije Uranusa, upotre-
bljene za taeniju odredbu njegove putanje, ubedile su 1821 BUVARA da se kretanja 
Uranova ne podudaraju sa teorijom. Godine 1845 preduzeo je LEVERIJE, potstre- 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



128 
	

IIJIAHETCKH CVICTEM 	 En.IX 

kraut od Aragoa, da, obrnutim raeunom poremeeaja, ispita da li koja dalja, nepo-
znata, planeta ne poremeeava kretanje Uranusa, a u takvom slueaju, koja bi bila 
putanja i tadanja pozicija te nepoznate planete. Kao rezultat toga raeuna, dobio 
je berlinski astronom GALE, 23 septembra 1846, pismen izveItaj od Leverijea u ko-
jem mu ovaj saopItava raeunom dobivenu tadanju poziciju nepoznate planete, mo-
leei ga da to planetu potra2i na nebu. \Teo na veee istoga dana bila je nova planeta, 
koja je dobila ime Neptun, pronadena na nebu, na skoro istom onom mestu koje je 
bilo oznaeeno u pismu Leverijeovom. Ta planeta pronadena je, dakle, orudem Ne-
beske Mehanike. Godinu dana iza toga, pronaIao je LASEL Neptunovog satelita. 

Ne treba preoutati da je ADAMS, onda joI student u Kembrid2u, izvrsio slieno 
izraeunavanje, sa skoro istim rezultatom, kao i Leverije i saopItio ga, vee oktobra 
1845, astronomu ERIU koji je propustio da se njime poslufi. Izraeunavanje putanje 
nove planete pokazalo je, prate& je torn putanjom u natrag, da je ona vee 1795 bi-
la videna od LALANDA, all smatrana za zvezdu nekretnicu; ta Lalandova pozicija 
bila je od velike koristi za taeno odredivanje putanje te planete koja se sporo kre-
ee po zvezdanom nebu. 

Godine 1848 pronaden je Saturnov satelit Hiperion od HONDA i njegova sina, 
a nezavisno od njih, i od Lasela koji je 1851 pronaIao i dva meseca Uranova, An-
ela i Umbriela. Godine 1877 pronaIao je HAL oba Marsova meseca, Fobosa i Dej-
mosa, 1892 naIao je BARNAR Jupitrov mesec V, a uskoro iza toga, PIKERING dva 
Saturnova satelita, Febu (1898) i Temis (1905); iste godine pronaIao je PERIN Ju-
pitrove mesece VI i VII. Dva dalja Jupitrova meseca VIII i IX, pronadena su od 
MELOTA (1908) odnosno od NIKOLZONA (1914). 

Treei Keplerov zakon dozvoljava nam, kao Ito smo videli, da iz vremena obi-
laienja velikih planeta izraeunamo njihova relativna otstojanja od Sunca dosta ta-
eno. Iz toga zakona sleduju, ako otstojanje Sunce-Zemlja odaberemo za jedinicu, 
ova, na prvu clecimalu zaokn2ena, otstojanja prvih sedam planeta: 0,4; 0,7; 1,0; 
1,5; 5,2; 9,5. Vee je Kepleru upala u oei velika praznina izmedu eetvrte i pete pla-
nete, t.j. izmedu Marsa i Jupitra. MiIljenje da se ovde radi, zaista, o jednoj ne-
popunjenoj praznini, dobilo je svoga oslonca kada je 1766 vitenberIki profesor 

pronaIao eudnu jednu zakonitost u otstojanjima planeta od Sunca. NapiIe li 
se sledeaa geometrijska progresija sa potetnim elanom nula, koji joj, u stvari, ne 
pripada, 0; 0,3; 0,6; 1,2; 2,4; 4,8; 9,6 pa doda li se svakom njenom elanu broj 0,4, 
to se dolazi do ovoga niza brojeva: 0,4; 0,7; 1,0; 1,6; 2,8; 5,2; 10,0. Ovaj red nam 
pretstavlja, zaista neoeekivano dobro, otstojanja planeta od Sunca, popunjavajuei 
spomenutu prazninu brojem 2,8. 

Kada je, 1 januara 1800, pronaIao PIACI jednog novog elana naIeg planetskog 
sistema, malu planetu Ceres, pa se pokazalo da je radius njene putanje, meren spo-
menutom jedinicom, jednak 2,8, mislilo se da je time popunjena praznina o kojoj 
je maloeas bila rec. Brzo iza toga, pronadene su tri male planete, Palas (1802) 
od OLBERSA, Juno (1804. HARDING) i 'Vesta (1807, Olbers), a radiusi njihovih pu-
tanja malo se razlikovali od radiusa putanje Ceresa, pa se mislilo da su sve te eetiri 
planete ostatci jedne jedine. Tel: godine 1847, uveeana je ta porodica malih plane-
ta sa tri nova elana, a sada ih imamo preko dvanaest stotina na broju. Velike polu-
ose ovih malih planeta, iii, kako ih zovu, planetoida i asteroida, veoma su razli-
eite (Eros 1,458; Helitor 5,278), a kako mnoge od njih imaju velike ekscentricitete,  
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a i velike nagibe putanja, to su one ne samo ispunile nego i daleko prekoraeile pro-
stor izmedu Marsa i Jupitra. Nedavno, 24 aprila 1932, pronadeni i za vreme od 21 
dana posmatrani, pa zatim iz vicla izgubljeni, planetoid 1932 N A ima toliki eks-
centricitet putanje da se u svom perihelu pribli'2ava Suncu vise no sama Venera. 

Pronalazak malih planeta pomogao je, svojim potrebama, veoma razvitak teo-
rije odredivanja putanja nebeskih tela. Takvo odredivanje mote se, kao Ito je to 
vee Njutn pokazao, izvrsiti ako postoje tri mulusobno vremenski dovoljno udaljena 
odredivanja pozicije uoeenog nebeskog tela. \. 7e6 pronalazak prve od malih planeta, 
koja se ubrzo iza toga izgubila iz vida, stvorio je potrebu stvaranja i ispitivanja no-
vih metoda za odredivanje putanja pa je, tim povodom, G.aus objavio (1809) svoju 
teoriju odredivanja putanja nebeskih tela. Prva odredivanja putanja, posle onih ko-
je je Kepler izveo i o kojima smo opIirno govorili, izvrIena su od HALEJA i to za ko-

mete. Ona su pokazala da repatica koja je pri opsadi Beogracla 1456 iza.zvala strah 
i trepet i repatice posmatrane u gochnama 1531, 1607 i 1682 nisu niIta drugo do 
periodiene pojave jedne te iste komete eiju je putanju Halej odredio i koja je dobi-
la njegovo ime. Ponovne pojave te komete u goclinama 1759, 1835 i 1910 pru2ile su 
priliku Nebeskoj Mehanici da, izraeunavanjem tih povrataka. oproba i doka2e sa-
vrIenstvo svojih srestava. Pomoeu te nauke su raeunom identifikovane i starije po-
jave te komete koje se, po kineskim zabeleIkama, mogu pratiti do u jedanaesti vek 
pre Hrista. Tako je Halejeva kometa postala tipienim pretstavnikom ove klase ne-
beskih tela koja se mogu smatrati za punova2ne elanove naIeg planetskog sistema. 

.Jos su stari Aleksandrijci, kao Ito smo vee saopItili, preduzeli da geometrij-
skim metodom premere medusobna otstojanja nebeskih tela. Druga polovina Pe-
te knjige Ptolemajovog Zbornika posvecena je tin pitanjima. Tu su saopstena ova 
rasudivanja. Ako se posmatrano nebesko telo nalazi u takvoj blizini prema Zemlji 
da njegovo otstojanje nije beskonaeno veliko prema dimenzijama Zendje, kao Ito 
je to, na primer, slueaj sa Mesecom, onda ee to imati za posleclicu da prava povu-
eena iz centra Zendje prema tom nebeskom telu neee biti paralelna vizurnoj pravi 
uperenoj prema tom istom telu iz oka posmatraeevog koji se nalazi na jednom me-
stu Zemljine povrIine. Te dve prave zatvaraee izmedu sebe jedan ugao za koji se 
posmatrano nebesko telo razlieito projicira na nebesku sferu iz obe spomenute ta-
eke. Taj ugao paralaksa, clostizava, kao Ito je lako uvideti, svoju maksimalnu vre-
dnost onda kada se posmatrano nebesko telo nalazi u ravni horizonta posmatraee-
vog; onda je paralaksa a 0  data jednaeinom sin 7: 0  = rid, gde r oznaeava radius Ze-
mljine lopte, a d otstojanje nebeskog tela od centra Zemlje. Ugao je uvek toli-
ko malen da njegov sinus mo2emo zameniti sa samim tim uglom, merenim u luenoj 
meri, pa je zato a 0  = r/d. To je, u stvari, onaj ugao pod kojim hi se ukazao radius 
Zemljine lopte, posmatrane sa uoeenog nebeskog tela. Poznajemo li taj ugao, onda 
smo otstojanje d premerili radiusom Zemljine lopte. 

Aleksandrijci su pokusali na razne naeine da odrede paralakse Meseca i Sun-
ca. 0 Aristarhovom radu na tom pitanju vee smo govorili. Izgleda da je on, poIto 
je, spoeetka rdavo premereni, prividni preenik Sunca ispravio docnije na 30', do-
bio za paralaksu Meseca numerieku vrednost od 61'. Hiparhos je napisao o mere-
njima paralaksa veee delo koje je obuhvatilo nekoliko knjiga. ali se ono nije saeuva-
lo. Iz Almagesta i iz Paposove „Matematske Zbirke" znamo da je Hiparhov metod 
u jednak Aristarhovom pa se od ovog razlikuje samo oItrijim rezultatima 
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posmatranja. Na taj naein naSao je Hiparhos za Meseeevu paralaksu vrednost od 
57'. Ptolemajos je poku§ao da Mesetevu paralaksu odredi uporeduju6i posmatra-
nja Meseca, vrena u Aleksandriji, sa rezultatom teorije koja je davala pozicije Me-
seca obzirom na centar Zemlje. Numerieka vrednost paralakse koju je Ptolemajos 
na taj naein dobio ne razlikuje se, u stvari, od Hiparhove. Kad je, na taj naein, pa-
ralaksa Meseca bila dobivena, mogla se, pomoau Aristarhovog metoda sa konusom 
Zemljine senke, odrediti i paralaksa Sunca, jer tada je, iz vremena prolaza Meseca 
kroz to senku, taj konus bio odreden pa je valjalo staviti u taj konus Sunce na ta-
kvom otstojanju da ono, posmatrano sa Zemlje, pokatie takav prividni preenik ka-
kav je dobiven direktnim posmatranjem. Na taj naein naSao je Ptolemajos da se 
Sunce nalazi u otstojanju od 1210 Zemljinih radija, t.j. da Suneeva paralaksa ima 
numerieku vrednost od 2'50". Uzme li se u obzir da je stvarna paralaksa Meseteva 
57'2", a Suneeva 8",80, onda se mote kazati da su Aleksandrijci pri merenju otsto-
janja Meseca doSli istini veoma nablizo, all da su u merenju otstojanja Sunca silno 
pogreSili, Sto nije ni eudo. Paralaksa Sunca je, kao Sto to sleduje iz prethodnog sa-
opStenja, toliko siorkla da nije mogla biti izmerenim tadakijim sredstvima astro-
nomskih posmatranja. 

Aleksandrijski podatci o paralaksama Meseca i Sunca primenjivani su do du-
boko u sedamnaesti vek. Godine 1650 izmerio je VENDELIN na Majorci po Aris-
tarhovom metodu, all slutiki se dogledom, otstojanje Meseca od Sunca u momen-
tu jedne od eetvrti i na'S'ao ga jednakim 89°45'. Odavde sleduje Suneeva paralaksa 
od 14" koja se vee prilieno priblitiava stvarnosti. Tatnije merenje Suneeve parala-
kse izvrSio je 1672 ME koji je zbog toga posla otputovao u Kajen u Jutinoj Ameri-
ci da odande posmatra Mars. Iz rezultata takvih istovremenih posmatranja u Ka-
jeni i u Parizu, izraeunata je Marsova paralaksa, a iz ove, pomo6u tre6eg Keplero-
vog zakona, Sunteva sa numeriekom vrednosti od 9",S. 

Godine 1750 	su LAKAJ i Laland merenje Meseeeve paralakse na taj na- 
ein da je Lakaj na Rtu Dobre Nade, a Laland u Berlinu vrko posmatranja Meseca. 
Dobiveni rezultat bio je 57'4",7. 

Kada je Halej godine 1677 na Svetoj Jeleni proueavao jutino nebo i posmatrao 
prolaz Merkura ispred Sunca, doS"ao je na ideju da bi se takvi prolazi donjih pla-
neta, a naroeito Venerin, mogli iskoristiti za odredivanje Suneeve paralakse. On je 
pokazao da se, ako dva posmatraea, dovoljno udaijena jedan od drugog na Zem-
ljinoj povrSini, taeno odrede trenutke ulaza planete na Suneevu plocu i izlaza sa 
nje, iz tih podataka mogu izraeunati dutiine i otstojanja tetiva projiciranih sa ona 
dva glediSta, putanjom planete na Suneevu ploeu, a tim odrediti i Suneeva parala-
ksa. Blagodarth torn Halejevom predlogu, posmatrana su oba iduea prolaza Vene-
re ispred Sunca, ona u godinama 1761 i 1769, od mnogih, skoro po celoj Zendjinoj 
povrkni rasporeclanih astronoma, all je trebalo joS skoro pola veka dok su rezultati 
till posmatranja redukovani i od ENKEA iskorikeni za izraeunavanje Suneeve pa-
ralakse za koju je dobio vrednost od 8",57. Idu6a, dva prolaza Venere ispred Sunca, 
ona u godinama 1874 i 1882, dala su, pri joS veeem broju posmatraea, Suneevu pa-
ralaksu od 8",80 koja se, potvrdena i drugim metodama, claims smatra za najpo-
uzdaniju. Iz toga broja sleduje srednje otstojanje Zemlje od Sunca od 149 500 000 
kilometara. Sva ostala otstojanja u planetskom sistemu mogu se izraziti tom „astro-
nomskom jedinicom" i time odrediti glavne mere toga sistema.  
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Trinaestog marta 1930 saopkila je Lovelova Opservatorija u Flagstafu (Arizo-
na) telegrafski nauenom svetu da je 21 januara 1930 u jatu blizanaca pronadena i 
od toga doba svakodnevno praeena nova jedna velika planeta petnaestog stepena 
prividne velieine; u istom brzojavu saopkena je i pozicija te planete. Od toga do-
ba, poko je prvo odredivanje putanje te planete izvr§eno, polo je za rukom pro-
naei i starije polotiaje njene na raznirn fotografskim plocama neba, a kao najstari-
ji, takav jedan snimak iz godine 1914. Koristeei se tim podatcirna, odredeni su ele-
menti putanje nova planete koja je dobila ime Pluto. 

Ti elementi su ovi: 

= 109°21'39"; 
	

i = 17°6'58" 

H = 222°23'21"; 	a = 39,60038 

e = 0,24609; 	T = 1989 oktobar 2. 

n = 14"238; 
	

T = 249,21 godina. 

Velikim ekscentricitetom i nagibom ravni svoje putanje, ova se planeta izdvaja 
od svih dosadanjih velikih planeta pa se, u perihelu, priblitiuje Suncu vise no Ne-
ptun. Masa Plutonova, samo priblitino odredena, prevazilazi masu Zemlje najviSe 
za polovinu. 

38. Sastav planetskog sistema. Na§ planetski sistem obuhvata ove 
elanove: 
1. Sunce, kao centralno telo. 

2. Devet velikih planeta: Merkur, Venera, Zernlja, Mars, Jupiter, Saturn, Ura-
nus, Neptun, Pluto. 

3. Veliki broj (preko 1200) malih planeta, nazvanih i planetoidima ili asteroidi-
ma. koje su ispunile i prekoraeile prostor izmedu Marsa i Jupitra. 

4. Dvadeset i sedam planetskih trabanata ili satelita od kojih jedan obilazi Ze-
mlju, dva Mars. devet Jupiter, deset Saturn, eetiri Uranus, a jedan Neptun. 

5. Znatan broj periodiekih kometa od kojih su 28 bile posmatrane bar u dva obi-
laska oko Sunca i bezbroj meteora i bolida; mnogi od ovih meteora kredu se u roje-
vima. 

U priloienim tablicama saopkeni su elementi putanja velikih osam planeta, po-
datci o njihovim velitinama, masama i rotacijama te podatci o satelitima planeta. 

Iz podataka saopkenih u prilotienim tablicama sleduje, pre svega, ovo. Sve pla-
nete imaju isti smisao obilatienja oko Sunca. Posmatramo li to njihovo kretanje sa 
severne strane ekliptike, to ono sleduje od desna na levo, u obrnutom smislu skaza-
like na satu. I rotacija Sunca i svih planeta, u koliko nam je ona poznata, sleduje 
u istom smislu. Ve6 sve ove pravilnosti pokazuju usku pripadnost elanova planet-
skog sistema. Isti smisao obilatienja pokazuju i sve male planete, no ne svi sateliti. 
Iz prilotiene tablice satelita vidimo da su putanje Jupitrovih satelita VIII i IX, Sa-
turnovog satelita Febe, sviju cetiri Uranovih satelita i satelita Neptunovog nagnute 
prema ekliptici za vise od devedeset stepeni pa je zato njihovo kretanje retrogradno. 
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Sa jedinim izuzetkom novopronade-
ne planete, Pluta, kreeu se sve velike pla-
nete oko Sunca u ravnima koje zatvara-
ju medusobno veoma 6§tre ugiove. I eks-
centriciteti njihovih putanja su veoma 
mall, tako da one izgledaju kao krugovi. 

Mase svih velikih planeta. bez izuze-
tka, su veoma malene prema masi Sun-
ca .Sto vaL, prirodno, jo§ a veeoj meri 
za male planete i za satelite. Masa naj-
veee od svih planeta, Jupitera, ne dosti- 

ni hiljaditi deo Sunteve mase. Zbog 
njihovih malenih masa, a velikih otsto-
janja, pokorava se godiSnje kretanje nji-
hovo oko Sunca u velikoj meri zakonima 
problema dvaju tela. 

I\'Iedusobni poremeCaji kretanja pla-
neta, o kojima smo op§irno govorili, ve-
oma su maleni, da bi se ispoljili u veeoj 
men tek u toku vekova. SaopStenja o ti-
ma poremeeajima valja nadopuniti ovi-
ma. Po Ajn§tajnovoj teoriji gravitacije 
nastupa vee u slueaju ako uzmemo samo 
Sunce i jednu od planeta u obzir, dakle, 
u opreci sa Njutnovom teorijom, vee u 
problemu dvaju tela, pomeranje perihela 
planetske putanje. To pomeranje sleduje 
u smislu obila1enja planete oko Sunca pa 
dostizava, za vreme jednog punog obila-
ska planete oko Sunca, ovu vrednost: 

6z ,n2 a2 

81-1= 0(1 - e2) 

gde a oznaeava, kao i do sada, veliku po-
luosu planetske putanje, e njen ekscen-
tricitet, a n srednje kretanje; c oznaeava 
brzinu svatlosti. Koristeei se ovim obra-
scem i tabelarnim podatcima, dobivamo 
kao pomeranje perihela u toku od sto 
julianskih godina: za Merkur 42"89, za 
Veneru 8"607, za Zemlju 3"831, za Mars 
1"348. Ova kretanja, od kojih je naroei-
to prvo dokazano i opaZanjima. dosta su 
malena prema srednjim kretanjima peri-
hela kako ona sleduju iz raeuna poreme-
aaja koji daje n.pr. za srednje kretanje 
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Velitine, mase i trajanja obrtaja Sunca i planeta 
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Ime Pretnik ekvatora Masa Gustina Trajanje obrtaja 

Zemlja =1 kilometara Sunce =1 Zemlja =1 Zemlja =1 

Merkur 0,37 4 700 :6 000 000 0,06  1,1 88 d ? 

Venera 0,87 12 300 1:408 000 0,82 0,91 241' 7  

Zemlja 1 12 756 1333 432 1 1 23h 56m 45  

Mars 0,54 6900 1:3 093 500 0,11 0,69 24h 37" 23d  

Jupiter 11,14 142000 1:1047.3 318,36 0,25 
9 h 55. 

Saturn 9,40 120 000 1 : 3 501,6 95,22 0,13 10 1' 1 4 ' 24 ' 

Uranus 4,0 50 700 1:22 869 14,58 0,23 10 h  45" 

Neptun 4 , 3 54 400  1 : 1 9 314 17,26 0,22 
7 h so m 

Sunce 195,05 1 391 000 1 333 43 2  0,26 
2 5  a_ 27d 

N 

a- 

14Ierkurova perihela stogodi§nju vrednost od 546". Pored sve svoje maloee, ova Ajn-
S- tajnova pomeranja perihela mogu narasti do osetnih velieina u toku geolcaih vre-
mena, no do sada nije se uspelo uzeti ih u obzir u raeunu sekularnih poremecaja. 

Sto se tiee otstojanja i kretanja satelita, vane u velikoj men pretpostavke uei-
njene u §14; zato se sateliti kreeu oko svojih planeta po eliptienim putanjama. Pri 
o§trijem ispitivanju toga kretanja, moraju se uzeti u obzir njegovi poremeeaji. To 
je narotito potrebno kod Zemljinog Meseca zbog njegovog znaeaja a nautici. Pri 
kretanju Meseca Sunce je ono telo koje izaziva poremeeaj. Masa Suneeva je 333 000 
puta veea od glavnoga tela pri kretanju Meseca, Zemlje. No kako je Sunce 390 puta 
dalje od Meseca no Zemlja, to i ti poremeeaji nisu suvik veliki pa su se mogli izra-
cunati. Vee je Njutn glavne nejednakosti Mesetevog kretanja, opakne vee odavno, 
uspeo da rastumati svojim zakonom gravitacije. tako poremeeaje Meseeeve longi-
tude: evekciju (od 1°17, pronadenu od Ptolemaja), varijaciju (do 39'31", pronade-
nu od ABUL VEFE) i godianju nejednakost (do 11'9", pronadenu od Tiho Brahea). 
I kretanje apsidne linije i linije evorova Meseeeve putanje, koje je vee. Aleksandrij-
cima bilo poznato i o kojem ce jo§ biti govora, mogao je Njutn da izvede iz svoga 
zakona. Broj do sada teoretskih izraeunatih i posmatranjem potvrdenib nejedna-
kosti Meseeeva kretanja narastao je na nekoliko stotina. 

Nod satelita spoljnih planeta pojavljuju se, pored poremeeaja izazvanih Sun-
cem, meclusobni poremeeaji tih satelita. Vrlo jakim poremeeajima izloleni su Ju-
pitrovi sateliti VIII i IX, jer se nalaze blizu one granice gde uticaj Sunca postaje 
jako osetan. 

U pogledu na njihovu rotaciju, mogu se elanovi nakg planetskog sistema pode-
liti u tri, jasno odvojeue, kategorije. Tipieni pretstavnik prve od tih kategorija je 
samo Sunce. Njegovo obrtanje nije jednako obrtanju evrstoga tela kod kojega sve 
taeke njegove imaju istu uglovnu brzinu, nego je to brzina za razne zone Suneeve 
povrSine razlieita, opadajuci od ekvatora prema polovima.. Posmatranjem Sunee-
vili pega, na primer, pokazalo se da je trajanje pune jedne rotacije na ekvatoru jed-
nako 2.5 dana, a na heliografskoj Sirini od 40° punih 27 dana. Slienu takvu zonalnu 
rota -..iju pokazuju Jupiter i Saturn, a imaju je, verovatno, i ostale spoljne planete. 
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Podatci o satelitima planeta 

Satelit Sided6u2 vreme 
obilatenja u 

danima 

Otstojanje od planete Ekscentricitet 
putanje 

Nagib 
putanje u poluprednicima 

planete 
u hihadama 

kilometara 

Zemljin 27,32166 60,267 384, 40 0,0549 5 0 ,13  

Marsov 
Fobos 0,31891 2,77 9 ,15 0,0170 27 ,48 
Dejmos 1,26244 6,95 22,85 0,0031 27 ,41 

Jupitrov 

1,76914 5 , 9 1  421,50 0,0 2 ,16 
3,55118 9,40 671 0,0 2 ,51 

7 ,1 5455 14 , 99 1 070 0,0 2  .33 
IV 16,68899 26,36 1 881 0,1 2 ,36 
V 0, 49818  2,53 184 0,1 2 ,0 
VI 250,611 160,0 11 446  0,1550 28 .93 
VII 260,06 164,0 11884 0,2073 31 .00 
WU 738,9 329,0 25610 0,38 151 	,11 
IX 1  745, 0  351,0 27 000 0,248 156 ,19 

Saturnov 
Mimas 0,94242 3,07 181 0,0190 1 7 ,49 
Enceladus 1,37022 3 , 94 233 0,0046 28 ,07 
Tetis 1,88780 4,88 287 0,0000 28 ,68 
Olson 2,73692 6,24 369 0,0020 28 ,07 
Rea 4.5 1 750  8 .72  5 1 5 0,0009 28 ,38 
Titan 1 5.94543 20,22 1193 0,0289 27 ,47 
Temis 20,85 

24.17 1426 0,23 39 ,10 
Hiperion 21,27662 24,49 1 445 0,119 27 ,35 
Japetus 79,33015 58, 9 1  3 476  0,029 18  .47 
Febe 550.48 214,4 12 650 0,1659 175 ,o8 

Uranov 
Ariel 2,52038 7 , 7 1  1 77 0,0 97 .97 
Umbriel 4.11418 10,75 249 0,0 98  , 35 
Titania 8, 70587 17,63 405 0,0 98 ,02 
Oberon 

13,46324 23,57 542 0,0 98 ,28 

Neptunov 
Triton 5,87683 1 5 , 33 354 0,0 1 42 ,67 

Drugoj kategoriji pripadaju oni elanovi naSeg planetskog sistema kod kojih je 
trajanje jedne rotacije jednako vremenu obilatienja oko njihovog glavnog tela. Ti-
pieni pretstavnik ove kategorije je Zemijin Mesec. Trajanje jedne njegove rotacije 
savrSeno je jednako njegovom vremenu obilatienja oko Zemlje. Zato Mesec poka-
zuje Zemlji uvek isto lice. Kad ne bi ona jednakost vremena bila potpuna, morali 
bismo postepeno sagledati celokupnu povrSinu Meseeevu. Medutim, mi ne vidimo 
nego neSto vise od njezine polovine, a taj viSak samo zbog ekscentriciteta i nagi-
ba njegove putanje i njegove ose. Po drugom Keplerovom zakonu, nije, zbog onog 
ekscentriciteta, brzina kojom se Mesec kreee po svojoj putanji stalna, dok je nje-
gova rotacija oko ose konstantna, zbog eega se Mesec prema Zemlji zaokreee neSto  

§381 	 CACTAB THIAHETCKOr CHCTEMA 
	 135 

na levo i na desno, Sto se zove njegovom libracijom u longitudi. Nagib njegove pu-
tanje i njegove ose izaziva slienu pojavu, libraciju u latitudi. 

Jednakost trajanja Meseeeve jedne rotacije sa vremenom njegovog obilatienja 
oko Zemlje nije slutajna i motie se potpuno rastumaeiti. Dok se Mesec nalazio jo§ u 
tiitkom stanju, izazivalo je privlatno dejstvo Zemljino na njemu pojavu slienu mor-
skoj plimi pa se zato njegova povrSina ispupeila na mestu najblitiem Zemlji i na 
onome koje joj letii diametralno. Ta ispupeenja, na pravoj koja spaja centar Mese-
ca sa centrom Zemlje, koeila su, kao kakva koenica, rotaciju Meseca prema Zemlji, 
dok ona nije sasvim priguSena. Ohladeni i stvrdnuti Mesec zadrtiao je taj, prema 
Zemlji neSto izdutieni, oblik, a ovaj odrtiavao to dobivenu orientaciju prema Zem-
lji; oko tog polotiaja ravnotetie vrSi Mesec jednu malu, ali stvarnu, oscilaciju koja 
se naziva fiziekom libracijom. Merkur, a verovatno i svi planetski sateliti, pripada-
ju, u pogledu svoje rotacije, ovoj Meseeevoj kategOriji. Uzrok jednakosti vremena 
njihove rotacije i njihove revolucije.isti je kao i kod Meseca, pri tome valja Merkur 
smatrati za satelit Suneev. 

Treeoj kategoriji pripadaju svi ostali elanovi naSeg planetskog sistema. 0 nji-
hovoj rotaciji bite govora u drugom odeljku ove knjige. 
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PJIABA gECETA 

Teoreme i obrasci Racionalne Mehanike 
potrebni za proutavanje rotacionih 

kretanja nebeskih tela 

39. Nebeska tela kao materijalni sistemi. Svaki elan naSeg planet- 
skog sistema pretstavlja po jedan zasebni materijalni sistem. I naSa Zemlja, 
sa svojom hidrosferom i atmosferom, pretstavlja jedan takav sistem u kojem 

su zastupljena sva tri agregatna stanja materije. Svaki takav materijalni sistem mo- 
Z. emo zamisliti raselanjen u proizvoljno ninogo, toliko sitnih, deliea da svaki takav 
delie moiemo smatrati za materijalnu taeku pa na taj naein dolazimo, konaeno, do 
jednog sistema materijalnih taeaka, za koji vale ova rasudivanja. Sve materijalne 
taeke njegove privlaee se medusobno po Njutnovom zakonu, a bivaju privlaeene, 
po istom zakonu, i od deliea ostalih elanova planetskog sistema. Ove potonje sile 
raeunaeemo u spoljne sile uoeenog materijalnog sistema, dok se privlaene site izme- 
du pojedinih delova uoeenog nebeskog tela imaju raeunati u njegove unutra§nje si- 
le. Pored tih unutra§njih gravitacionih sila dejstvuju u uoeenom materijalnom si- 
stemu i druge unutra§nje sile, molekularne sile, naponi, trenje i sve ostale sile koje 
odgovaraju agregatnom stanju u posmatranom delu uoeenog materijalnog sistema. 
Sve se te sile pokoravaju Njutnovom principu akcije i reakcije, t.j. sila pik kojom 
materijalna taeka ink dejstvuje na drugu materijalnu tatku m i  mora biti jednaka, 
a protivnog pravca, sili p ki  kojom materijalna taeka m, dejstvuje na taeku Ink; obe 
te sile dejstvuju a istoj pravoj, onoj koja spaja uoeene dye tatke. Ta jednakost, a. 
protivni pravac uoeenih dveju sila izraZeni su matematski vektorskom jednaeinom: 

Pik + Pki = 0. 
( 1 ) 

Da matematski izrazimo jos i to da obe te sile dejstvuju u istoj pravoj, oznaei-
mo sa vektor pololaja mase a sa Pik vektor pololaja mase na k  obzirom na 
proizvoljnu jednu taeku uporedivanja, onda je postavljeni uslov izraZen, oeito, vek-
torskom jednaeinom 

[912 Pik] + [1k. pki] = 0. 	 (2) 

Iz dobivenih dveju jednaeina mogu se izvesti sledeee teoreme. 
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40. Teoreme o impulsima. Neka in, bude proizvoljna jedna materijal- 
na taeka uoeenoga sistema, a q3; rezultanta svih spoljnih sila koje dejstvuju 
na nju. Rezultanta svih unutra§njih sila koje dejstvuju na in i  pretstavljena 

je, prema oznakama usvojenim u prosloni paragrafu, sa E k  pri eemu se nazna-
eeni zbir proteie na sve taeke sistema. Zamislimo u prostoru jedan nepomicni ko-
ordinatni sistem X 1 —Y1 —Z 1 , sa poeetkom u taeki 0 1 , pa neka 9ii oznatava vektor 
polozaja mase in i  obzirom na taj koordinatni sistem, onda mo2emo materijalnu ta-
eku n1 i  pod uticajem svih spoljnih i unutranjih sila koje na nju dejstvuju smatra-
ti za slobodnu, zbog eega postoji jednatina: 

d 2 gii 
nt i 	= 

gde t oznaeava vreme. 
Ovakve jednaeine kretanja mogu se zamisliti napisane za sve materijalne taeke 

sistema, kojih neka bude n na broju. Pri tome valja incleksu i dodeliti vrednosti 
1, 2, ... Na taj naein dolazimo do ovih n jednaeina: 

d2 91i 
	 = 13, 	; 	i = 1, 2, 	, n. 	 (4) 
dt 2  

Obrazujemo li zbir svih n jednaeina (4), to de se, na desnoj strani toga zbira, 
pojaviti dvostruki zbir E k  p i t, a u njemu svaka kombinacija indeksa i i k po 
dva puta, jedanput clanom p ik, a drugi put clanom pr i . Kako se ti dvojni elanovi 
medusobno potiru zbog (1), to dolazimo do ove jednaeine: 

d 2 91i E dt2 
PonmoZimo li jednaeine (4), jednu za drugom, vektorielno sa 92 1 , 912 , ... ,91„ i 

obrazujemo li zbir tako dobivenih jednaeina, to demo, poS"to se, kao i u prethodnom 
slueaju, dva i dva elana [91, pid i [91k pk,d, zbog (2), medusobno potiru, dobiti sle-
deal jednaeinu: 

d 2 9i j  E dt2 
Vektorski zbir 

	

A = E 	 ( 7 ) 

pretstavlja nam rezultantu svih spoljnih sila koje dejstvuju na uoeeni materijalni 
sistem, a zbir vektorielnih proizvocla 

9R i  = 
	

[9'L T=] 
	

(8) 

pretstavlja nam mornenat zaokretanja tih spoljnih sila obzirom na taeku 0 1 . Zato je 

d2 91i  E m, 
dt2 

 =A 	 (9) 

d 2 9I  
E 	[91, 	9R, . 	 (10) 

dt 2  
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Izvod 
= 	 (11) 

dt 
pretstavlja nam vektor brzine materijalne taeke mi u nepokretnom koordinatnom 
sistemu pa je zato 

	

d2 91i 	(193i (12) 

	

dt2 	dt 
Kako je, sem toga, 

[91i 

	 = d 19,t, 	= d 

t2  j 	dt 	dt j 	dt 

to dobivamo mesto (9) i (10) ove dye jednaeine: 

E iiii93, = A 
at 

dt
E Mi [91 i 93i] ='931 1 . 

Ove jednaeine izraZavaju matematskim jezikom teoreme o impulsima. Vee je u 
§16 kazano da zbir E nt i 93;  pretstavlja celokupni impuls iii kolieinu kretanja po- 
smatranoga materijalnoga sistema, a E momenat toga impulsa ili, drug-
ee kazano, impuls obrtanja obzirom na taeku 0 1 . Ako je uoeeni materijalni sistem 
evrsto telo, onda se impuls obrtanja naziva i zamahom. Jednaeina (13) kazuje da 
je vremenski izvod impulsa jednak rezultanti spoljnih sila, a jednatina (14) da je 
vremenski izvod impulsa obrtanja jednak momentu zaokretanja spoljnih sila obzi-
rom na taeku 01. 

41. Teorema o kretanju te2itta. Ako je S teliSte, bolje reei centar ma-
sa, posmatranog materijalnog sistema, a 6 njegov vektor pololaja, to je 

	

M6 = 	migli , 	 (15) 

gde 

	

M = 	 (16) 

pretstavlja celokupnu masu uoeenog materijalnog sistema. Dvostrukom diferenci-
jacijom obrasca (15) po vremenu t, dobivamo: 

d26 
111 

d291, 

dt2 	dt2  

t.j. zbog (9) 
d2 6 
	 = 	 (17) 
dt 2  

Ova diferencijalna jednaeina kretanja teliSta S identiena je onoj za slobodnu 
taeku mase M, koja je izIolena jedino dejstvu rezultante . spoljnih sila, pretsta-
vljene obrascem (7). Odatle sleduje: 

Teiiate materijalnog sistema kreoe se tako kao kad bi n njemu sjedinjene bile sve 
mase sistema i sve njegove spoljne sile. Unutarnje sile ne uticu na kretanje tezista. 

ik 
	

( 3 ) 

q3, (5) 

[N `)3 i]. 	 (6) 

(13) 

(14) 
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42. Nezavisnost rotacionog kretanja od translatornog. Pretpo- 
stavimo, za sada, da je posmatrani materijalni sistem jedno evrsto telo, pa 
pitajmo za kretanje toga tela oko njegovog teiriSta. Da odgovorimo na posta-

vljeno pitanje, polotihno poeetak 0 1  koordinatnog sistema X1-Y1-Z1, smatranog, 
za sada, za nepomienog, u teliSte S i oznaeimo taj novi koordinatni sistem koji se, 
bez zaokretanja, kree translatorno u prostoru sa X-Y-Z, a njegov potetak koji 
le2i, kao Sto smo ugovorili, u tetiiStu S sa 0. Vektori pololaja materijalnih taeaka 

, Ha tt  obzirom na 0 neka budu oznaeeni sa r1, r2, 	, ra . Onda je 

iii = 6 + ri; 	i = 1,2, 	, rt, 	 (18) 

a zbog (15), 

M6 = mi (6 - ri) = M6 - 

t.j. 

	

E rniri = 0 
	

(19) 

odakle sleduje 
d2,, 

	

Etta, 	
= dt2  

Stavimo (18) u (10), to dobivamo: 

(d2e d2 ri  
Erni [(6 	dt2 	 dt2 = 

t .j.  

m 	

j 

d 2 61 
 i  dt2 

d26  
Mir] 	

d 2 ri 	d 2 r i l 

	

I C7 dt
2 	 [e 	 ] 

	

tri 	- der] = Teti ' 

dakle, zbog (17), (19) i (20), 

d2,  
E in ;  [ri 

 dt2 
= TT '  - [6 A]. 	 (21) 

Momenat zaokretanja spoljnih sila 	obzirom na te2i§te S, t.j. obzirom na po- 
kretnu taeku uporedivanja 0, pretstavljen je sa 

	

9.31 = 
	

[r ,  9.3d = L [(91, - 6) 3,] = 	[91, 	 — [6 E13,1, 

t.j. zbog (8) i (7), sa 

	

9)/ = 9)1 1  - [6.4 	 (22) 

Zato sleduje iz (21) i (22) 

d2r, 

	

E 171i [r 
dt2 

= '931. 	 (23) 

Kretanje evrstog tela oko njegovog te2i§ta ima tri stepena slobode pa je zato to 
kretanje jednoznaeno odredeno prethodnom vektorskom jednaeinom koja je ekviva-
lentna trima skalarnima. Ta jednaeina, istoga oblika kao jednaeina (10) pri kojoj je 
taeka uporedivanja O 1  smatrana. nepomienom, kazuje da se posmatrano evrsto telo 
lake oko svoga teliSta tako kao kad hi to telite bilo nepomicno. To kretanje zavisi 
samo od momenta zaokretanja 931 spoljnih sila, a ne zavisi od njihove rezultante 

Jednaeine (17) i (23), uzete zajedno. izraZavaju teoremu o nezavisnosti tran-
slatornog i rotacionog kretanja jednog od drugog. Prema (17), redukuje se pro-
blem kretanja slobodnog evrstog tela na problem slobodne materijalne taeke, a, 
prema (23), problem rotacionog kretanja evrstog tela oko njegovog teliSta na pro-
blem obrtanja evrstog tela oko jedne njegove nepomiene tatke. Zato nismo a prvom 
odeljku ove knjige, pri opisivanju kretanja teliSta nebeskih tela, morali voditi ra-
euna o njihovim rotacijama oko teliSta, a ne moramo ni sada, proutavajuei kreta-
nja nebeskih tela oko njihovih teliSta, uzimati u obzir njihova translatorna kreta-
nja, sem ako ova ne menjaju momenat zaokretanja spoljnih sila. 

Jednaeine (17) i (23) ne vaZe samo za slueaj evrstoga tela, nego i za opStiji slu-
eaj materijalnog sistema koji zadovoljava pretpostavke ueinjene u §39, no u ovom 
slueaju, kada posmatrani materijalni sistem ima vise od Sest stepena slobode, nije 
njegovo kretanje odredeno spomenutim dvema vektorskim jednaeinama. 

43. Upotreba pokretnih koordinatnih sistema. Istim naeinom ko- § 
jim smo iz (10) izveli .jednaeinu (14), sleduje iz (23) 

—
d 

Y ./1/ i [r i  b i ]= 9J1 	 (24) 

gde bi pretstavlja vektor brzine materijalne taeke Mi obzirom na koordinatni si-
stem X-Y-Z koji demo, od sada, zvati ukratko „mirujuoim", jer se u njemu sve ta-
ko degava kao kad bi, zaista, mirovao u prostoru. Iz toga razloga demo kretanja i 
brzine obzirom na taj sistem zvati apsolutnima. 

Vektor 
E [ri 	 (25) 

pretstavlja nam, prema napred ugovorenom, apsolutni impuls obrtanja uoeenog 
materijalnog sistema obzirom na taeku 0 pa je, prema prethodnom, 

dit) 	937  

dt 

Cesto puta je ne samo korisno, nego potrebno da pri naSim razmatranjima upo-
trebimo koordinatni sistem koji se obrce prema mirujuaem koordinatnom si-
stemu. Pri tome demo pretpostaviti da se pocetak pokretnog koordinatnog sistema 
x-y-z pokiapa sa poeetkom 0 mirujueeg koordinatnog sistema X-Y-Z i da onaj 
pokretni sistem vr§i u uoeenom trenutku t prema mirujueem sistemu rotaciju koja, 
prema ueinjenoj pretpostavci, mora sledovati oko jedne trenutne ose obrtanja koja 
prolazi kroz taeku 0. Ta rotacija neka bude pretstavljena vektorom to, t.j. taj vek-
tor neka pada u trenutnu osu obrtanja, neka bude nape-
ren na onu stranu to ose sa koje, posmatrano, obrtanje sle-
duje u pozitivnom smislu, t.j. protivno skazaljci na sa.tu, 
a moduo w vektora m neka bude jednak trenutnoj ugao-
noj brzini obrtanja. 

Neka i, j, t pretstavljaju jediniene vektore u pravcu osa 
y, onda de, usled obrtanja pokretnog sistema, kraj-

nje taeke tih vektora imati u trenutku t brzine koje ee, kao 
§to to sleduje iz sl. 16, biti pretstavljene ovim obrascima: 

(20) 

(26) 
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+ W3 — w1 G3 = M2 

+ WI G2 — W2G1 = 1113 . 

dG2  

dt 

dG3 

 dt 

dt =[ml; 	= [mil; 	-dt = 
dj 	. 	dr 	

(27) 

Obrazujemo li skalarni vektorski proizvod (03i), onda je, po poznatom pravilu 
za diferencijaciju takvog proizvoda, 

d 	de3 	di 
05 = 	+ 

dt 	dt 	dt 
t.j., zbog prethodnih jednaeina, 

dti. 	d 
—
dt

t = —
dt

(0. i) - 05[ro i]. 	 (28) 

PomnoZimo li jednaeinu (26) skalarno sa i, onda dobivamo zbog (28) 

at  ( 03 i) - [to i] = (9721). 	 (29) 

Dve dalje jednatine istog oblika dobivaju se zamenjuju6i i sa j odnosno sa C. 
Oznaeimo sa G 1 , G2, G3 koordinate vektora Q:5 obzirom na pokretni koordina- 

tni sistem, sa w 1 , w2 , w3  koordinate vektora to, a sa M l , M2, M3 koordinate vek- 
tora 931, onda je 

= 	+ G2j + G3r 
	

(30) 

to = 	+ w2j + w3 r 
	

(31) 

972= 	+ /112 j + M3 r. 	 (32) 

Uzme li se jos u obzir da je, po poznatom pravilu vektorskog raeuna, 

GI G2 G3 

	

W1 2t) 
	

W3 

1 	0 	0 

onda dobivamo, mesto jednatine (29) i onih dveju slienih koje nismo napisali, ove 
tri jednaeine: 

ddt 
Gi 
	+ w2G3 - w3G2 = 

03[to i] = 

44. Ojlerove jednatine. Ako je posmatrani materijalni sistem jedno 
evrsto telo, onda je od koristi pokretni koordinatni sistem 	o kojem 
je u proSlom paragrafu bila ree, vezati sa tim evrstim telom. U torn sluea-

ju pretstavlja vektor to, u isti malt, i trenutnu rotacionu brzinu evrstoga tela obzi-
rom na mirujuei koordinatni sistem pa je, zbog toga, apsolutna brzina materijalne 
taeke in, pretstavljena izrazom: 

= [ro (34) 
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Zato je impuls obrtanja, pretstavljen obrascem (25), sada jednak 

(I5 = E mi 	ti]] 

	
(35) 

U slueaju evrstoga tela, u kojem je raspored masa kontinuiran, treba gornji zbir 

zameniti integralom 125 = f [r[tti r]] dm (36) 

izvr§enlin preko celokupne mase uoeenog evrstog tela. 
Kako je, prema poznatom obrascu vektorskog raeuna, 

[a[b c]] = b(c a) - c(a h), 

to dobivamo: 	
= ro 5(r r) dm - f r(m r) dm. 

	 (37) 

Oznatimo 11 koordinate vektora pololaja t u pokretnom koordinatnom sistemu 

sa x, y, :, to je: 

r = 	yj + 	( r. = s2 4. y2 ± = 2 ; 	(IV = WIS + w2 y + was. 

Stavimo li ove obrasce u vektorsku jednatinu (37), to se ova raspacla, uzimaju-
ei u obzir obrazac (30), u ove tri skalarne jednaeine: 

G1 = f (y2  + .7. 2 ) dm - w2  f xy dm - w 3  f zx 

C2 = W3 f (Z 2  ± s2 ) dm - w3  5 yz dm - 5 sy dm 

G3 = W3 ( x2 + y2 ) din - w l  5 :x din - w2 f y: dm. 

Ako je pokretni koordinatni sistem .r-y-z poloien i vezan tako sa uoeenim evr-
sthn telom da se koordinatne ose pocluclaraju sa glavnim osama inercije toga tela 

taenije reeeno, sa centralnim osama inercije, buduei da poeetak toga koorcli-
natnog sistema leii u samom teNStu uoeenoga tela, to su onda cleviacioni momenti 
toga tela obzirom na koordinatni sistem jednaki nuli, dakle 

	

5 yz din = 0; 	f zx dm = 0; 	f xy din = 0 	 (39) 

a glavni momenti inercije pretstavljeni ovim izrazima: 

(33) 	 A = f (y 2  + :2) dm: 	B = f (:2  + x2 ) dm; 	C = $(.r 2  + y2 ) dm. 

Zbog svega ovoga, dobivamo mesto jednatina (38) ove: 

	

C 1  = Awl; 	C2 = Bw2; 	G3 — ett73. 

Stavljajuei ovo u jednaeine (33), dobivamo: 

A 
&tut 

+ (C - B)w 2 w3 
dt 

B
du,2 

+ (A - C)w3w1 = :112 
dt 

dw3 

dt 
	+ (B - .4)wov.) = 1113 . 

Ove jednaeine, izvedene (1758) od OJLERA, nose njegovo 

(38) 

(40) 

(41) 

(42) 
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45. Ojlerovi uglovi. Zamislimo da smo oko zajedniekog poeetka 0 mi- 
rujueeg i pokretnog koordinatnog sistema, kao centra, opisali jednu loptu, 
onda prodiru pozitivne grane koordinatnih osa till dvaju sistema povrSinu te 

lopte u taekama X, Y, Z odnosno x, y, z (sl. 17) koje nam, kao temena, ograniea- 
vaju dva sferna trougla XYZ i xyz kojima su i strane i uglovi jednaki po 90°. Ko- 
ordinatne ravni X-Y i x-y seku se medusobno dui prave Ogd koja prolazi kroz ta- 

* eku 0 a koja se zove linijom avorova. Ona prodorna tatka Sd te prave sa spomenu- 
torn loptom, koja zadovoljava uslovu da se pozitivnim smislom obilalenja x-y pro- 
lazi kroz to taeku na pozitivnu stranu ravni X-Y, t.j. onu na koju je naperena po- 

* zitivna grana ose Z, zove se uzlazni Ivor, a pravac OSd pozitivna grana linije evoro- 
va. Ravan poloiena kroz OZ i Oz, koju smo odabrali za ravan slike, stoji normalno 

* na liniji evorova. Ugao T zahvaeen izmedu ose X i linije evorova zove se precesio- 
* ni ugao, nalegli ugao 4, zahvaeena izmedu linije evorova i ose x, zove se rotacioni 
* ugao, a ugao 0 zahvaCen osama Z i z zove se nutacioni ugao. To su tri Ojlerova 

ugla koja odreduju polo2aj pokretnog koordinatnog sistema u mirujueem sistemu. 

K 

CIIIIKA 17 

46. Polhodija i herpolhodija. Oznatimo li , kao i do sada, jediniene vek- 
tore u pravcu osa x, y, z pokretnog koordinatnog sistema sa i. j, t, a jediniene 
vektore u pravcu osa X, Y, Z mirujuceg koordinatnog sistema sa n 1 , n2 . n3, 

onda je vektor rotacije rn u pokretnom koordinatnom sistemu pretstavljen obrascem 

ro = W 1 i + w2 j + w3 t, 	 (43) 
a u mirujueem sistemu obrascem 

to = co l 	+ co 2 n2  + (03n3 , 	 (44) 
gde nam to t , cot, w3  odnosno W 1 , co.), (.) 3  pretstavljaju koordinate vektora ro u po-
kretnom odnosno u mirujueem koordinatnom sistemu. Ojlerovi uglovi T. T, 0 daju 
nam vezu izmedu oba ta sistema. Koordinate zo 1 , w2, W3  odnosno w 1 , co2, izra-
zicemo pomoeu Ojlerovih uglova i njihovih vremenskih izvoda na ovaj naein. Sferni 

trougao XYZ (sl. 17) mole se dovesti do poklapanja sa trouglom xyz pomoeu tri 
rotacije. Zaokrenuv§i trougao XYZ oko ose Z, t.j. oko jedinienog vektora n3, za 
ugao T. doei ee on u pololaj Soli Z, zaokrenuvgi ga, iza toga, oko linije evorova Ogd 
za ugao 0, dovekemo ga u pololaj SIRz, a zaokrenuv§i ga, na posletku, oko 02, 

t.j. oko jedinienog vektora t, za ugao 4i, stiei ee on, zaista, u svoj konaeni poloiaj 
xyz. Sva ta zaokretanja sledovala su u pozitivnom smislu, obrnuto skazaljki na satu. 

Oznaeimo sa 
dT 	de 

• = 
dt 

vremenske izvode Ojlerovih uglova, sa c o  jedinieni vektor koji pada u pravac pozi-
tivne grane linije evorova oko koje smo izvrSili drugu od gornjih rotacija, to je re-
zultujuea rotacija ro koja odgovara vremenskim promenama T', 0', T', Ojlerovih 
uglova pretstavljena sa 

= T'n3  + O'co  + 
	

(45) 

Oznaeimo sa fj o  jedinieni vektor pravca OR, to sleduje iz sl. 17 

4''n3 = (T' cos 0)t + (T' sin 0)4 0  

(T' sin OTho = (T' sill 0 sin (13)i + (T' sin 0 cos T)/ 

0 1 c0  = (0' cos T)i - (0' sin T)j, 
t.j. 

tu = (T'sin 0 sin T + 0' cos T)i 

+ (T'sin 0 cos T - 0' sin T)j + (T' cos 0 + T')t. 	(46) 

Istim naeinom dobivamo, ako sa g o  oznatimo jedinieni vektor pravca OL, 

O'co  = (0' cos T)n i  + (0' sin T)n, 

T't = (T' cos 0)n3  + (43' sin 0)9 0  

(T' sill 0)90  = (43.' sin 0 sin T)n i  - (4,' sill cos T)n2, 

t.j. zbog (45) 

= (0' cos T + sin 0 sill T)nt 

+ (0' sin T - sin 0 cos T)n2 + (T' + )' cos 0)n 3 . 	(47) 

Iz (43) i (46) sleduje 

w i  = T' sin 0 sin + 0' cos T 

702  = 'I' sin 0 cos 4' - e' sin T 
	

(48) 

w3  = T' cos 0 + 
a iz (44) i (47) 

tor = 0' cos T + T' sill 0 sill T 

(02 -= O'sin4J -4YsinOcos cY 	 (49) 

co3 = T 1 + T' cos 0. 

Ako su Ojlerovi uglovi dati kao funkcije vremena t, onda nam obrasci (48) i (49) 
pretstavljaju, ako u njih stavimo jednu prcrizvoljnu odabranu odredenu vrednost t, 
koordinate jedne te iste taeke: krajnje taeke P rotacionog vektora tv. Smatramo li 

dT 
= 

at 
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sada t kao promenljivo, to nam gornji obrasci pretstavljaju dye razne krive: obrasci- 
ma (48) pretstavljena je ona kriva koju opisuje, u toku vremena, krajnja taeka P ro- 
tacionog vektora to u pokretnom, dakle sa pokretnim telom vezanom koordinatnom 

• sistemu; ta se kriva zove polhodija. Obrascima (49) pretstavljena je ona kriva koju 
• taeka P opisuje u mirujueem sistemu, t.j. u prostoru; ova kriva zove se herpolhodija. 

Smatramo li to za vektor poloiaja taeke P, to je (48) vektorska jednaeina polhodi-
je, a (49) vektorska jednaeina herpolhodije. Vektor rotacije to opisuje, prema tome, 
u toku vremena, u uoeenom pokretnour telu jedan konus; direktrisa toga konusa je 

* polhodija, a vrh njegov taeka 0. Taj se konus zove konus polhodije. Vektor rotacije 
tro opisuje u prostoru jedan konus kojemu je direktrisa herpolhodija, a vrh taeka 0; 

• taj se konus zove konus herpolhodije. Konus herpolhodije je nepokretan u prostoru, 
a konus polhodije nepokretan u posmatranom evr-
stom telu, a pokretan u prostoru. U svakom tre-
nutku vremena imaju ta dva konusa jednu zaje-
dnieku izvodnicu, vektor m trenutne rotacije, t.j. 
trenutnu osu rotacije. Oko te ose obree se, u tom 
momentu, uoeeno evrsto telo, a s njim i konus pol-
hodije da hi se, u idueem trenutku, naredna izvod-
nica konusa polhodije poklopila sa narednom izvo-
dnicom konusa herpolhodije i preuzela ulogu tre-
nutne ose rotacije. Odatle sleduje da se oba konu-
sa u svakom trenutku dodiruju dui njihove zaje-
dnieke izvodnice, drugim raeima, da se konus pol-
hodije kotrlja bez klizanja po konusu herpolhodi-
je. Zato molemo rotaciono kretanje uoeenog evr-
stog tela pretstaviti i na ovaj naein. Po konusu 
Iir  herpolhodije (sl. 18), nepokretnom u prosto- 

0 ru, kotrlja se bez klizanja konus K2 polhodije, no- 
CIIHKA 18 
	 sea sa sobom uoeeno evrsto telo. 

47. Funkcija sila atrakcije konatnih tela. U prvom odeljku ove knji- 
ge pretpostavili smo da se nebeska tela privlaee medusobno tako kao kada 
bi masa svakog od tih tela bila koncentrisana u njegovom teilltu. Sada je 

potrehno da ispitamo opravdanost te pretpostavke i otstupanje njeno od stvarno-
sti. Uoeimo, dakle, jedno telo proizvoljnih dimenzija; o obliku i rasporedu mase to-
ga tela ne moramo, za sada, einiti nikakvu naroeitu pretpostavku. PoloZimo u te-
Zilte toga tela potetak 0 ortogonalnog koordinatnog sistema (sl. 19), a ori-
entilimo taj koordinatni sistem tako da se njegove ose poklapaju sa glavnim osa-
ma inercije uoeenoga tela. Glavin moment( inercije toga tela neka budu oznateni 
sa A, B, C. U taeki S. dovoljno udaljenoj od uoeenoga tela, neka se nalazi koncen-
trisana masa Al. Pitajmo kakvom silom privlaci, prema N • utnovom zakonu gravi-
tacije, uoeeno telo masu Al. Oznaeimo li sa vektor pololaja taeke S prema po-
eetku 0 naSeg koordinatnog sistema, a sa r vektor pololaja proizvoljne taeke Al ili 
elementa mase din uoeenoga tela, to je Njutnova sila d.q kojom elemenat mase dnr 
privlaei masu Al oretstavljena obrascem:  

&A. = —f
/3 dm, 
	(50) 

gde f pretstavlja gravitacionu 
konstantu, 1 vektor pololaja ta-
eke S u odnosu na taeku Al, a 1 
moduo toga vektora. Pri tome je 

= 	— r. 	(51) 

Celokupna privlaena sila uo-
eenoga tela na masu Al pretsta-
vljena je vektorskim integralom 

= — f f —
Al

(dm (52) 
/ 3  

izvrSenim preko celokupne mase 711, uoeenoga tela. 
Vektor — f (11111 3 )(din mole, kao Ito smo pokazali n.pr. u §21, biti pretstavljen 

kao gradienat skalara fIlldirt// pa je zato 

A = f grad 
f

1

dm, 

nt 

Kako je, sasvim op§te, proizvoljan, pa i beskonaean, zbir gradienata proizvolj-
nih skalara jednak gradientu zbira tih skalara, to je 

A = grad f f  

ako stavimo 

din 
U = fin f 	 (53) 

A = grad U. 	 (54) 

Iz (•1) sleduje 	
(2 = 9i2 	2 (91r ) 	r2 ;  

Polto je (2 = /2 ; 912 =_ R2 ; r2 = r2, gde R odnosno r oznaeava moduo od 
odnosno r, to je 

= R2 2 ( 91  r) r2. 

Iz ove skalarne jednatine sleduje 

	

1 	1 {
1 2  R2 + 

ow 7.2 -1 / 2  
(55) 

	

1 R 	 R 2  

Sada einimo pretpostavku da je taeka S toliko udaljena od uoeenoga tela da 
vile potencije od druge razionika r/R molemo zanemariti prema jedinici. Razvije-
mo li gornji izraz u red, to dobivamo, zanemarujuoi spomenute potencije i uzima-
juei u obzir da je zbog r < R, (91 r) < Rr, r) < R 2 , 

	

11 	(91r) 	1 r2 	3 4(9i r) 2  1 

	

= 	1 + 	 (56) 
1 R 	R 2 	2 R2  8 R4  f 
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pretstavljaju nam momente inercije uoeenoga tela obzirom na koordinatne ose, 
t.j. glavne momente inercije. Zato je: 

(57) 	 f 	 1 f M X 2  
U= R  + 9 	R5  (B + C - 2A) 

1 f MY 2  
+9 R5  (C ± A 2B) + 9 

1 f ill Z2 
(.4 + B - 2C). (61) 

5  

Ovaj izraz pretstavlja nam, prema (54), funkciju sila atrakcije uotenog tela; 
njegov gradienat daje nam silu . kojom uoeeno telo privlaei masu M. Kad bi bilo 

A = B = C, 

t.j. kada bi elipsoid inercije uoeenoga tela bio lopta, onda bi bilo 

Stavljajuei ovo u obrazac (53), dobivamo: 

f 
U 1±11- dm + —

R3 
(9i f r dm)  - f)RM3  f 7' 2  dm + 	f (91 r) 2  dm. 

In 	 171 

Integral 

5 dm =7n 
77/ 

pretstavlja nam celokupnu masu uoeenoga tela. PoSto taeka 0, na koju se odnose 
vektori poloiaja t, lei u samom teiiStu uoeenoga tela, to je 

5 r 	=-- 0. 

Zato je 
U = f 772 1 f M 2 	3 

R 	23 
r dm + 

Al 
5(91 r) 2  dm. 

2 R5  
rn 

(58) 
dakle 

U = f 
Mm 

Oznaeimo sa x, y, z koordinate take M, a sa X. Y, Z koordinate take S, to je 

r = xi + yj + zt 
(59) 

91 = Xi + Yj + Ze, 
dakle 

2 	2 	2 	2 	= x2 + y2 + z2 ;  7' = 	y + ; 	R2  

(9102 = x2x2 + Y2y2  + Z2z2 + 2X1/:7y + 2YZyz + 2ZXzx. 

Stavimo li ove obrasce u (58), to Ce iz njega elanovi sa xy, yz, zx isteznuti, jer, 
posto su koordinatne ose, u isti mah, glavne ose inercije, to je 

5 zy dm = 5 yz dm = 5 zx dm. 
777 	 771 

Zato je 

f1 f 	. 
U= 	R 	2 R5 
	(X 2  + Y 2  + Z2 ) f (x 2  + y2  + z2 ) 

771 

+ 
9  -
3 fit!  {X 2  272  dm + y 2  5 y 2  dm +  Z 2  5 z 2  dm} , 

R° 
771 	 711 	 711 

t.j. 

771,, 
A = grad U 	-Zrt, 

R 3  

t.j. uoeeno telo privlaeilo bi masu M tako kao kad bi celokupna masa M toga tela 
bila koncentrisana u njegovom teiistu. Takvu smo pretpostavku bili ueinili u prvom 
odeljku ove knjige, pri ispitivanju translatornog kretanja nebeskih tela. Ona bi  bi-
la strogo ispunjena kada bi to tela bila potpune lopte, a sagradena iz koncentrienih 
slojeva od kojih bi svaki za sebe bio homogen. Iako taj slueaj nije strogo ostvaren 
u prirocli, otstupanje od njega ose6a se samo kod kretanja naSeg Meseca, a iz tih 
otstupanja mole se odrediti spljoStenost naSe Zemlje, o 'Cemu ce joS biti govora. 

(91 r) = Xx + Yy + Zz 

[Alm  1 f  { 
U 	+ 

R 	2 R° 5 (21:2 - y2  - z2 ) dm  

771 

+ 372 f (2 y2 z 2 x2) dm  + z2 5(2 :2 	y 2) 

rn 	 //1 

Integrali 

A = 5(y2  + z2 ) dm; 	B = f (z 2  + x2 ) dm; 	C = f (x 2  + y 2 ) dm 	(60) 
En 
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U nagim ispitivanjima zadovoljieemo se, jednostavnosti radi, sa specijalnim obli-
cima karakteristiene jednatine. Za izotermiene promene gasova, t.j. takve pri kon-
stantnoj temperaturi 8 = 00, dobivamo, kao karakteristienu jednaeinu, 

a za adiabatiene promene ovu: 

p = RO OOP, 

P = Pop `1 ` • — c  • 

(7) 

(8) 

1 rilABA JEZAHAECTA 

Rotacija nebeskih tela 
u fluidnom stanju 

48. Zonalna rotacija. Neki elanovi nageg planetskog sistema nalaze se 
jog u fluidnom stanju, t.j. u teenom i gasovitom. I naga Zemlja nalazila se, 
pre no Ito se pokrila evrstom korom, u takvom stanju. Zato je od interesa 

ispitati, na koji naein mogu takva nebeska tela da rotiraju oko jedne nepromenje-
no upravljene ose u prostoru. Pri tome demo pretpostaviti da se medium iz kojeg 
je takvo telo sagradeno pokorava zakonima fluida, koji ne podle"Zi unutragnjem tre-
nju i viskozitetu. Pod torn pretpostavkom, vazi za svaki elementarni delis uoeeno-
ga tela jednaeina hidrodinamike: 

du 

dt 
= 93 — —

1 
grad p. 	 (1) 

	

Pri tome oznaeava n vektor brzine, 	koja dejstvuje na jedinicu mase, p 
gustinu, p pritisak, a t vreme. 

Pored to osnovne jednaeine, vaZi i jednaeina kontinuiteta 

dp 	. 
—
dt 

+ div(pu) = 0 	 (2) 

i karakteristiena jednaeina. Ova karakteristiena jednaeina ima za idealne gasove 
ovaj oblik: 

pv = R0 0, 	 ( 3 ) 

gde v oznaeava zapreminu jedinice mase, R o  gasnu konstantu, a 8 apsolutnu tem- 
peraturu. Kako je v = 1/p, to moZemo karakteristienoj jednaeini dati i ovaj oblik: 

F(p,p, 0) = 0. 

Za nestigljive teenosti vaZi mesto (2) ova jednaeina: 

div = 0. 

a mesto (3) ova: 

P  1 + ku 
P0 

gde k oznaeava koeficienat dilatacije, a p c)  gustinu pri temperaturi u = 0. 

gde c odnosno c' oznaeava specifienu toplotu pri konstantnoj zapremini, odnosno 
pri konstantnom pritisku. Obe jednaeine (7) i (8) ovoga su oblika: 

= f(P) 	 (9 ) 

pa demo se u budude sluZiti samo karakteristienom jednatinom takvoga oblika. 
Uvedimo u nage raeune skalarnu funkciju 

v. (p)  = fLIE 	 (10) 

PO 

to je 

—t = — 

	

grad V = 
aV

i + 
ail

; + 
all 	1 ( ap. 

+ —) 
ap. 

+ — t 	
1 ap 

= - grad p. 1 
ax 	ay 	az 	p as ay az 

Uzmemo li jog u obzir da se sila 43, kao gravitaciona sila, mote takode pretsta-
viti kao gradienat jedne skalarne funkcije sila U, to dobivamo, ako stavimo 

LT _ v = 	 (11) 

mesto (1) ovu jednaeinu: 
du 
—
dt 

= grad Q. 	 (12) 

Odaberemo li u osi rotacije, oko koje se, prema ueinjenoj pretpostavci, uoeeno 
nebesko telo obree, jednu stalnu taeku 0 pa oznaeimo li sa r vektor pololaja uotenog 
deliea u odnosu na taeku 0, a sa n jedinieni vektor pozitivne grane ose rotacije. to je 

= w [n r]. 	 (13) 

Jedinieni vektor n je, prema ueinjenoj pretpostavci, stalan vektor, no skalarna 
vrednost w ugaone brzine mote za razne delove uoeenoga tela biti razlieita, dakle 
biti funkcija od r; od nje zahtevamo samo to da ne zavisi od vremena. Zato je 

dudr 

„Tt = w {n—
dt

i = w[n = w2 [n[n r]] . 	 (14) 

Spustimo li iz pololaja ill uoeenog deliea normalu MS na osu rotacije pa ozna-

eimo li vektor SM sa 91, to je 

[n[n r]] = 
	 (15) 

Oznaeimo li sa R moduo vektora 91, to valja pri odredivanju graclienta od R 

imati u vidu da su, u ovom slueaju, ekviskalarne povrgine kruZni cilindri sa osom 

(4) 

(5) 

(6) 
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Za sada ne smemo joa tvrditi da je orijentacija ose rotacije stalna u prostoru; 
(21) 	 zato vektor tv mole biti funkcija vremena, no u svakozn trenutku jedan te isti za 

sve delove uoeenog tela. Pod tim pretpostavkama sleduje iz (2:5) i (26) 

d 
rot –t 
	 dt 
-tro = rot {—r] + rot [ro 	= 

dt 

d „ 	dna 	dr 
(27) 
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OS, da gradienat stoji normalno na tim povrainama, a da mu je moduo jednak 
aRiaR= 1. Zato je 

grad R = . 

Iz (12), (14), (15) i (16) sleduje: 

do 

dt = –
w 2 R grad R = grad Q. 

Pomnolimo li ovu jednaeinu skalarno sa jednim vektorom df koji neka pretsta-
vlja jedno proizvoljno elementarno pomeranje, to dobivamo 

grad Q df = –w2 R grad R df. 	 (18) 

Kako je, sasvim °pate, 
grad W df = dW, 

gde dW' oznaeava promenu skalara W koja odgovara pomeranju df, to je 

dQ = –w2 R dR. 	 (19) 

U ovoj jednaeini stoji levo egzaktni jedan diferencijal pa zato mora i w 2 R dR 
pretstavljati jedan egzaktni diferencijal, t.j. w 2  sme da bude zavisno samo od R, 
pa mora da bude funkcija oblika 

w = F(R). 	 (20)  

49. Apelova teorema. Pri zonalnoj rotaciji, kakvu smo upoznali u pro- 
Mom paragrafu, pojavljuju se izmedu pojedinih cilindrienih slojeva, koji se 
obreu raznom ugaonom brzinom, sue trenja koje ee biti proporcionalne gra-

dientu tih brzina, dakle izvodu (R). Te sue ee teliti da izjednaee ugaone brzine 
pojedinih slojeva, ali ee, poato svakim korakom na torn iznenadenju te sue postaju 
sve slabije, trebati, makar teoretski, beskonaeno vreme dok se doge do konaenog 
cilja. No ne samo teoretski, nego i stvarno, proteei ee, zbog ogromne mase nebe-
skih svakako izvanredno dugo vreme dok se sve rotacije izjednaee. Onda ee se 
nebesko telo, iako je joa ostalo fluidalno, obrtati kao kakvo evrsto telo. Ispitajmo 
pod kojim uslovima mole nastupiti taj slueaj, pretpostavljajuei da na uoeeno ne-
besko telo ne dejstvuje nikakav spoljni momenat zaokretanja. 

Postavljeno pitanje ispitao je APEL i, svojim odgovorom, postavio svoju teore-
mu. Mi eerno se ovde posluliti ZARDECKOVIM dokazom te teoreme. 

Iz jednaeine (12) sleduje: 

du 
rot —

dt 
= rot grad Q, 

a poato je rotacija gradienta uvek jednaka nuli, to je 

du 
rot — dt = 0. 

Obree li se uoeeno telo kao kakvo evrsto, to je prema jednaeini 
glave 

= [n3 r]. 

(16) 

(17) 

(24) 

(25) 

(34) prethodne 

(26) 

dQ + 43' (R) dR = 0 

odakle sleduje integracijom, uzimajuei obzir (11), 

U – V c1(R) = const. 

Nivoske povraine, t.j. povraine jednakog pritiska dobivaju se dajuei velitini V 
jednu stalnu vrednost. Te su povraine pretstavljene ovom jednaeinom: 

U + 43(R) = C. 	 (23) 

Iz prethodnog sleduje da uoeeno fluidno nebesko telo mole, zaista, vraiti rota-
ciono kretanje oko jedne stalno upravljene ose u prostoru, ali tada ugaona brzina 
w mole biti samo funkcija od R. Porto, dakle, jeclnoj odredenoj vrednosti od R 
odgovara jedna odredena vrednost od w, to imaju svi deli& koji se nalaze na je-
dnom te istom kruinom cilindru, kojega se osa poklapa sa osom rotacije, jednu te 
istu ugaonu brzinu. Svaki takav cilindar rotira, dakle, kao kakva evrsta materijal-
na povraina, oko svoje ose, a svaki takav cilindar ima svoju zasebnu ugaonu brzi- 

Spolja posmatrano, rotira uoeeno nebesko telo tako da svaki njegov uporednik, 
presek povraine nebeskog tela sa jednim takvim cilindrom, ima svoju zasebnu uga-
onu brzinu. Takva rotacija nebeskih tela, kakvu vrai, kao ato smo vec spomenuli 
naae Sunce, zove se zonalna rotacija. 

Oznaeimo sa n i , n2 , n3  jediniene vektore u pravcu mirujueeg koordinatnog si-
sterna, sa 	co 3  koordinate vektora zn, a sa x, y, z koordinate vektora 
ja r, to je 

t.j. 

r dro 

r  dt 

= w I n 1  + (2n2  

{d12 

dt r 

_(dco 2 	dw3  y) I11  

+ co3n3 ; 

ni 

dra t  

r 	xn i  + yn2  

n2 	n3  

de l 	dca 3  

	

+ zn3 	 (29) 

	

cica l 	cico) 

dt 
x 

dco 3  

dt 	dt 
y 	z 

dco i  
dt dt 	) dt  2 

dt 	
(z)n. + 	

dt
- y – 	

dt 
x) n3 

(22) 
	 t.j. poato je dr/dt = 13, 

rot 
 [
LI)  r] 
dt 

+ rot [ru[ro r]] =0. 	 (28) 

Stavimo li, dakle, 
co 2  R = 4)'(R), 

to je zbog (19) 
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ni 	 n., 	 n3 

a 	a 	a 
ax 	 ay 	 az 

( dw2 ddw3) 	(clo) :3 	dcoi ) 	
(dt 	dt 

dcoi 	dca2 
dt_ 
	

dt 	dt 
x 	

dtz 
	 ) 

Y 	 y – 	x 

Pri diferencijacijama, naznaeenill u prethodnoj determinanti, a prema napred 
reeenorn, imaju se izvodi dco i /dt, dco9/dt, dw3/dt smatrati za nezavisne od x, y, z. 
Zato je 

] dro r  = dcol + cicoi ni  + dw2+  (16)2 n2  + (1(.03 + d01 3 
rot [—

dt 	dt 	dt 	dt 	dt 	dt 	dt 
n3, 

t.j . 

rot 
 H

dro 	dm 
= 2—. 

di dt 

Iiako je, po jednom opStem pravilu vektorskoga raeuna, 

[rn[ro r]] = (r ro)rn — w 2 r, 

to je 

rot [rn fin r]] = rot(r tn)ro — w 2  rot r. 	 (31) 

Porto je rotor vektora pololaja uvek jednak null, t.j. 

rot r = 0, 	 (32) 

a seal toga 

ni n2 n3  

a a a 
rot(r rn)n) = ax ay  ar 

(x(or + Y6, 2 + zw.3)(il1 (rtd i + Y(02 + 26)3) 63 3 (x(0 1 + Y6)2 + zo)3)(0 3 

	

to dobivamo. uzimajuei u obzir da su koordinate 	co 2 , 0.) 3  nezavisne od koordi- 
nata x, y, z, 

rot(r to )ro =- 0 	 (33) 

t.j. 

rot {ro 	rli = 0. 	 (34) 

Iz (28), (30) i (34) sleduje 

dt 	
(35) 

Sto znaei da vektor ro mora biti nezavisan od vremena. 
U naSem slueaju, gde se uoeeno telo kreee kao evrsto, vale Ojlerove jednaeine 

(42), §44, u koje valja, zbog ueinjene pretpostavke, staviti M 1  = 112  = 113  = 0. 
Na taj naein dobivamo  
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dwi 
A—

at 
+ (C - B)w9w3  = 0 

10 	 – C)w 3 w 1  = 0 
 22 

dt 
	 (36) 

w3 
 + (B – A)w i  w2  0. 

dt 
Ovde nam w l , w2, w3 pretstavljaju koordinate vektora ro u pokretnom koordi-

natnom sistemu kojega se ose poklapaju sa glavnim osama inercije uoeenoga 
I ako je vektor in nezavisan od vremena, ne moraju njegove koordinate w 1 , w2, w3 
u pokretnom koordinatnom sistemu biti konstantne nego samo njegov moduo w. 
On je dat ovom jednaeinom: 

	

Awl 
dw 1 	dw2 	dw3 

	

dt 	dt 
	+ Bw2  — + Cw3— dt = 0. 

t.j. posle izvrSene integracije, 

	

Aw? + /314 + Cw3 = const. 	 (38) 

Vektor C33 impulsa je, u na.;em slueaju, zbog otsustva spoljnjeg momenta, kon-
stantan, a prema (41), §44, pretstavljen ovim obrascem: 

Oo = Awl i + Bw2 j + Cw3 t. 

Oznatimo li njegov moduo sa Go, to dobivamo kvadriranjem prednje jednaeine: 

	

.4 2 w + B 2 14 + c2 w3 = G. 	 (39) 

Jednaeine (37), (38) i (39) eine jedan sistem od tri jednaeine pomoeu kojih jed-
naeina molemo velieine •wk, w2 , w3 izraziti ostalim velieinama koje se pojavljuju u 
tima jednaeinama i koje su sve same konstante. Zato moraju i 'w9, w 3  biti kon-
stantne velieine. Zato je 

	 – 	- dw 1  dw2  dw3 
 dt 	dt 	dt 

= 	. 

Zbog toga dobivamo mesto (36) 

(C – B)w 2 w 3  = 0 

(A – C)w 3 w 1  = 0 	 (41) 

(B – A)wou 2  = 0. 

Ove tri jednaeine mogu, ako su momenti inercije .4. B, C razlieiti jedan od 
drugog, biti zadovoljene samo onda ako su dve od velieina wl , w2 , w3 , u isti 
.jednake nuli, t.j. ako se vektor rotacije ro poklapa sa jednom od triju glavnih osa 
inercije. Sem toga mogu prednje jednatine i na. taj natin biti zadovoljene da su dve 
od velieina A. B, C medusobno jednake, n.pr. A = B. a da je komponenta vekto-
ra ro normalna na ravan till dveju glavnih osa inercije, dalde u odabranom prime-
ru komponenta w3, jednaka nuli. U takvom slueaju degeneriSe elipsoid inercije na 

dm 
rot 

dt 
 r = 

714 + 	+ 	= w2 . 	 (37) 

(30) 	 Pomno2imo jednaeine (36) redom sa w 1 , w2, w3, pa obrazujmo njihov zbir, to 
dobivamo: 

(40) 
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rotacioni elipsoid te vektor rotacije ro pada u ravan ekvatora tog rotacionog elip-
soida pa se poklapa opet sa jednom od glavnih osa inercije. Ako su jednatine (41) 
zadovoljene tim da je A = B = C, onda elipsoid inercije postaje lopta pa se osa ro-
tacije, kakogod ona bila orientisana, mole smatrati za glavnu osu inercije. Iz sve- 

Ole ga toga sleduje Apelova teorema: Rotacija fluidnog tela mote imati samo onda ka-
rakter rotacije evrstog ako ona sleduje oko jedne od glavnih osa inercije. 

50. Uslovi ravnote2e. Obree li se uoeeno nebesko telo kao evrsta celi- 
na oko jedne stalno upravljene ose konstantnom uglovnom brzinom 

w= , (42) 

onda moiemo, kao Sto je to vee ucinjeno u §21, pokretni koordinatni sistem, vezan 
sa telom tako da se njegova osa z podudara sa osom rotacije, smatrati za nepomi-
ean ali uzeti da na svaki delis tela dejstvuje, sem gravitacione sue q3, centrifugal-
na sila i Koriolisova sila C. Centrifugalna sila dejstvuje u prawn vektora 9 defi-
nisanog u §49 te je, izraeunata na jedinicu mase, pretstavljena, prema (4), §21, a 
upotrebom gornjih oznaka, ovim obrascem: 

=n291. 

Istim naeinom kao i u §21, moiemo to silu pretstaviti kao gradienat skalara 
ovim obrascem: 

= grad 
9 
—
1 

n2R2. 

Koriolisova sila na jedinicu mase pretstavljena je obrascem 

C = 2[0 ro]. 

Mesto jednaeine (1) dobivamo sada ovu: 

du_  

dt 
 q3+a+c- - grad e. 	 (46) 

Pitajmo sada za uslove ravnotele, t.j. za one pod kojima ee se svi delici uoee-
noga tela nalaziti u ravnoteli prema pokretnom koordinatnom sistemu. Tada mo-
ra brzina u proizvoljnog dehea u oduosu na taj sistem biti jednaka nuli pa zato do-
bivamo iz (45) i (46) ovu jednaeinu: 

q3+a= -
1 

grad p. 	 (47) 

Kako je, prema onom Sto je reeeno u §48, 

q3= grad LT, 	 (48) 

to sleduje iz (47), (48) i (44) 

grad LT + grad 
9 
—
1 

n
2
R

2 
= 

-1 
grad p 

grad p p grad (lf + :51,n2R2  

§51] 	 KIIEPOOBA  TEOPEMA  

Stavimo li, dakle, 

 = U + —n2 
9 
 , 

9 

to dobivamo 
grad p = p grad IV. 	 (50) 

Pomnolimo li ovu jednaeinu skalarno sa df, to dobivamo, istim naeinom kao 
§to smo izveli (19) iz (18), dp -= pd11

7. (51) 

dW = 0, t.j. zbog (51) takode dp = 0. Zato su ekvipotencijalne povrSine, u isti 
na kojoj je funkcija TV gravitacionih i centrifugalnih sila konstantna, mora biti 

Pri pomeranju dui jedne ekviskalarne povrSine skalara YV, t.j. duz povrSine 

mah, i povrSine istoga pritiska. Zbog toga je 

	

P f (w) 
	

(52) 

aw 
dp 

 = f
,
(w 

t.j. zbog (51) 

51. Kleroova teorema. Iz pretpostavke da je nasa Zemlja zauzela onaj 
oblik koji odgovara uslovu ravnotele fluidnog nebeskog tela, izveo je Klero 
svoju teoremu o spljoStenosti naSe Zemlje, sa kojom eemo se sada upoznati. 

Iz prednjih uslova ravnotele sleduje da Zemljina povrsina mora biti jedna ekvipo- 
tencijalna povrSina, pretstavljena jednaeinom: 

TV = Wo 	 (54) 

Pri tome je, prema (49), 

TV U + 	. 
9 
1 ., 	 (55) 

Funkcija sila U atrakcije nebeskog tela na masu 	izvedena u §47. pretsta- 

vljena je obrascem (61) tog paragrafa. 
Za naSu Zemlju vaii, u velikoj mefi, jednakost 

A = B. 	 (56) 

Stavimo li OW) a spomenuti obrazac (61) pa zamenhno li u ujemu masu Al sa je-
dinicom mase, t.j. stavimo h 41 = 1, a oznaeimo li sada masu Zemlje sa /I, t.j. za- 

159 

(49) 

p = (IV). 	 (53) 

(43) Ova jednaelna kazuje da se, u slutaju ravnotele, povrSine iste gustine poklapa- 
ju sa ekvipotencijalnim povrSinama. 

Iz opsteg oblika (4) karakteristiene jednaeine, t.j. iz 

(44) F(p,p,O) = 0, 

sleduje da je, u slueaju ravnotele, na ekvipotencijalnoj povrSini, poSto je na njoj p 

(45)
i p konstantno, i temperatura 0 jedna te ista, t.j. te su povrSine, u isti mah, i izo- 
termiene povrSine. 
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141 	C - A 2n2 a 3  
ga = 	1  + f 	2a2 M 	f ) 

gp  = (1 + P)ga , 

pri emu smo stavili 

P = 
2n2a3 
f 

3 C - A 

Zato je 

2 0 2 /11 

P = gP 	 

ga 

ti 
g = ga  + (gp  - ga )sin2  y. 

Jednaeinu (64) molemo dovesti na ovaj oblik: 

povrSini, to molemo u prethodnoj zagra-
cli, poSto su njen drugi i treei elan maleni prema jedinici, r zameniti sa radiusom a 
Zemljinog ekvatora. Na taj naein dobivamo 

c = a [1 

TraZimo li ubrzanje tee Zemljinoj na 

9filf 	2 a2 111 
n 2 a 3  + 3 C - A)]  
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menimo li u onom obrascu no sa M, a radiusvektor R sa radiusvektorom Zemljine Razvijemo poslednju zagradu u red i zanemarimo 	potencije njenih spo- 
rednih r, to dobivamo 	 rednih elanova, to dobivamo: 

[ 	C - A 2n 2 a3 ]  [
1 + 

(2n2a3 
 3  C 	- A  g = 	1 + 	 ) sin -  . 	(66) 

f 	2a2 M 	f 	 f 	2 a2 M 

Oznaeimo sa ga  ubrzanje teZe na ekvatoru, a sa  g), njeno ubrzanje no, polovi-
ma, to dobivamo, stavliajuei u (66) p = 0, a zatim p = 

(67) 

(68) 

(69) 

(70) 

(71) 

(72) 

PI 1 X 2  ± Y2  — 2Z2 
(I = f —r + -2 f 	 (C A). (57) 

Ovaj obrazac pretstavlja nam funkciju sila privlatne silage Zemljine na jedini-
cu mase koja se nalazi na mestu X, Y, Z Zemljine povrSine, pri eemu nam X11 pret-
stavlja celokupnu masu Zemlje. 

Uvedimo geocentriene polarne koordinate, t.j. spomenuti radiusvektor r, geo-
centrienu latitudu cp i geografsku duZinu onda je 

X = r cos y cos (I) 

Y = r cos p sin (1) 	 (58) 
Z = 7' sin cp. 

Za otstojanje od ose rotacije u kakvom znaeenju se ono, pod oznakom R, po-
javilo u obrascu (55), valja, pri upotrebi novih oznaeenja, staviti 

	

R = r cos cp. 	 (59) 

Sada dobiva obrazac (55) ovaj oblik: 

f 	 n2 7,2 
14' f —

r 
+ 

—9r3
(C  - A)(1 - 3 sin 2  y) + 	cos2  y. 	(60) 

Izvod ovog izraza po r daje ubrzanje teZe u taeki r, y,(1), a kako je to ubrzanje 

M + 2 a2  /1.1 
smatrano za pozitivno kada je napereno prema dole, t.j. u pravcu -r, to je 	 r = 

f Al 	 .r1 2,3 [
1 + 

2a2 ill + 
C - A 

2fill1 
( 

9 ./. 
n 2 a3 	3 C 

- A ) sin= m 
. 

	

aw 	
Wo 	 r 

	

9 = ___ 	 (61) 

	

ar 	 Zap = 0 postaje r = a, a za . 1)-rc postaje r = c also sa c oznaeimo po arnu polu- 
osu meridijanskog preseka Zemlje. Zato je 

g = . 1 + 	(1 - 3 sine  y) - 
n  f  ill  [ 	3 C - A 

r 2 	2 r2111 	

27.3 
hot cos' y] . 	 (62) 	

0  = fill  [ i.  + C - A 4,  n 2  a3  1 
I-1/-0 	2aill 	2f M j 

t.j. 

f .M. { 	3 C - A 
(63) 

7/- 	-2 

g 	, 

	

= 	1 + 	(1 	3 sin- y) 	cost y 

	

1 	2 a2M 	
n2a.3 	i 
f Al 

Isto uprokenje molemo izvrSiti i u obrascu (60) ako onde stavimo W = II70. 
Ako iz, na taj naein dobivene, jednaeine izraeunamo r, dobivamo: 

PI [ C- A 2 11203 2 

	

r = 	 . 

	

W 	
1 + 

o 	2a2111 (1 
	3 sin y) + 	 (64) 

EliminiSemo li, pomoeu (64), r iz (63), dobivamo: 

	

TV 	1 	3 C - A 	 11'-a.3 	9 2 

2fill cos y 

g= f:11 	+ 2 a-„11.1 (1 
	 f111 cos- co 

C- 4 	 9 3 
• [1 + 2a211 
	 2f Al 

(1 	3 sing p) + 	CO52 Cp] 	(65) 

(73) 

(74) 

Stavimo  li 	

2 ./ M 2 OM 
n 2  a3  ± 3 C .- A = v. 	 (75) 

a - 	 (76) v= 	 
a 

r = a(1 - v sin 2  y). 	 (77) 

Ovo je jedna6na meridijanskog preseka Zemijinog koja. pri malom v, pretsta-
vlja elipsu. Velieina v, pretstavljena obrascem (76), zove se Zemljina spljoStenost. 

Iz jednaeina (69) i (75) sleduje 

v+p= 
5 n 2 0 3  

2 fill' 
	 (78) 

to sleduje iz (74) 

a iz (72), (73) i (74) 
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t.j. uzevk u obzir (70), 
5 n 2 a3  gr —  ga  

v = 	 (79) 

	

2 f 11/1 	9. 

Ova jednaeina izralava Kleroovu teoremu. Pomoeu nje molemo, merenjem 
ubrzanja teie na ekvatoru i na polovima, odrediti spljokenost v Zemlje. Pomoeu 
takvih merenja i prednjeg obrasca dobilo se 

1 

298 .  

Spljokenost Zemlje mo2e se odrediti i direktnim premeravanjima Zemljine lo-
pte, a kao sto smo spomenuli u §47, i iz nejednakosti Meseeevog kretanja. Nume-
rieke vrednosti za spljokenost Zemlje dobivene na to dva naeina slaZu sa vrlo do-
bro sa gore saopkenom vrednosti,sto dokazuje da je Zemlja zauzela, zaista, onaj 
oblik koji odgovara hidrostatskoj ravnotea 

FRABA ,I4BAHAECTA 

Precesija Zemljine ose 

52. Istorijski podatci. Klaudius Ptolemajos saop§tava u svom Zborni- 
ku „da je Hiparhos, uporedujuei taeno posmatrana pomraeenja Meseca svo- 
jega doba sa onima koja je, davno pre njega, posmatrao Timoharis, uvideo 

da je zvezda Spika udaljena u njegovo doba od jesenje ravnodnevnice, protivno 
redu znakova zodiaka, za 6°, u doba Timoharisa bila udaljena za skoro 8°". Sli-
ena pomeranja na§ao je Hiparhos i kod drugih zvezda posmatranih od Timoharisa 
i Aristila. Pri tome se pokazalo da se tim pomeranjima nije promenilo otstojanje 
zvezda od ekliptike, t.j. njihova nebeska latituda. Iz svega toga zakljutio je Hipar-
hos, sa izvesnom rezervom, „da se ravnodnevnice svake godine pomeraju za u 
retrogradnom smislu". Ovim saopkenjem Ptolemaja utvrden je, i ako se spisi Hi-
parhovi koji se bave tim pitanjem nisu saeuvali, veliki astronomski pronalazak Hi-
parhov o kojem smo vee govorili u prvoj glavi ove knjige. Da li su vee haldejski iii 
drugi koji stari posmatraei neba primetili to pomeranje ravnodnevnica, nije se mo-
glo dokueiti pored svih istralivanja po tom pitanju. 

Ptolemajos je ovoj pojavi, koja je kasnije nazvana precesijorn ravnodnevnica 
posvetio skoro celu sedmu knjigu svog Zbornika, u kojoj saopkava i svoja vlastita 
posmatranja koja su ga, uporedena sa onimasto su ih izvrsili Timoharis, Aristil i 
Hiparhos, osvedoeila, van svake sumnje, da se sfera zvezda nekretnica, pored svoje 
dnevne rotacije oko nebeskih polova, obree, u redu znakova zodiaka, oko ose koja 
prolazi kroz polove ekliptike, usled eega se ravnodnevnice pomeraju u protivnom 
smislu, prevaljujuei za sto godina jedan stepen ili 36" u godini. Ovaj broj naAao je, 
kao sto smo videli, vee Hiparhos pa je zbog toga Ptolemajos neopravdano osum-
njieen od DELAMBRA i TANERIJA da svoj katalog zvezda nije dobio astronomskim 
posmatranjem, nego jednostavnom ekstrapolacijom Hiparhovog kataloga. 

ITSavk u Ptolemajov Zbornik, gde je opSirno, jasno i naueno obradena, posta-
la je precesija ravnodnevnica sastavnim delom stare astronomije i predmetom da-
ljeg ispitivanja i posmatranja. ALBATEGNIUS je, uporedujuai pozicije zvezda, koje 
je oko godine 879 sam odredio, sa onima kako su saopkene u Ptolemajovom kata-
logu, izraeunao da se ravnodnevnice pomeraju za 55" u godini. NASIR EDIN je oko 
1260 godine naSao za to pomeranje numerieku vrednost od 51", eime se veoma pri-
blilio stvarnoj vrednosti tog pomeranja od 50",25. 

(80) 
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Aleksandrijska Skola pripisivala je, kao "Sto smo saop§tili, precesiju ravnodnevni-
ca pomeranju sfere zvezda nekretnica. Kada je Kopernik izgradio svoj heliocentri-
cni sa mirujueom sferom zvezda nekretnica, rastumaeio je, sasvim pravilno, 
precesiju kao posledicu promena orientacije Zemljine ose, ali je to sekularno pome-
ranje kombinovano, bez ikakve potrebe, sa godiSnjim zaokretanjem Zemljine ose. 

Njutn je, svojhn zakonom gravitacije, naAao pravi uzrok precesije i rastuma-
eio njen mehanizain pa je ta pojava postala jedan od mnogih reeitih argumenata 
za ispravnost njegove nauke. Ispitujuei, u drugom odeljku treee knjige svojih Prin-
cipija, nejednakosti Meseeevog kretanja, naSao je Njutn prisustvo Sunca, koje pri 
kretanju Meseca oko Zemlje igra ulogu nebeskog tela koje izaziva poremeCaj, hna 
za posledicu retrogradno kretanje evorova Meseeeve putanje. Dogav§i do ovog sa-
znanja, mogao je Njutn, u tetvrtom odeljku treee knjige, da pokaie da spljoStenost 
naSe Zemlje, zbog koje se njena ekvatorijalna ispupeenost mote smatrati kao skup 
satelita, mora izazvati pojavu slienu predaSnjoj. Sada nam ulogu evorova putanja 
spomenutih satelita igraju preseci nebeskog ekvatora sa ekliptikom, t.j. ravnodne-
vnice; one ee se, dakle, obrnuto stvarnom dnevnom kretanju Zemlje, pomerati dui 
ekliptike, kao 'Sto to zahteva pojava precesije. Na taj skup zamiAljenih satelita dej-
stvuju dva nebeska tela koja izazivaju poremeeaj, Sunce i Mesec, pa se njihova dej-
stva sabiru, no kako se presek njihovih putanja, kao Sto smo videli, pomera retro-
gradno, vrSeei za 19 godina potpuno jedno obilaienje, to ee iz toga sledovati perio-
dieni poremeeaj orientacije Zemljine ose iste periode. Iako je sve ovo sledovalo iz 
Njutnovih Principija, tek je 1748 uspeo BREDLI da opaianjem dokaie taj periodi-
cni  Zemljine ose. Ta pojava, o kojoj demo govoriti u idueoj glavi, dobi- 

310 la je naziv astronomske nutacije Zemljine ose; njenu je teoriju izgradio Dalamber. 

53. Momenat zaokretanja spoljnih sila na Zemlju. Pri ispitiva- 
nju mehanizma precesije potrebno je, kao Sto smo videli, uzeti u obzir spljo- 
Stenost Zemlje, jer samo u tom slueaju izaziva sila kojom Sunce iii Mesec 

Zemlju jedan spreg iii momenat zaokretanja obzirom na teiiSte Zemlje. Doti-
mo, za sada, samo jedno od till dvaju nebeskih tela, zami§ljajuei njegovu masu Al 
koncentrisanu u taeki S (sl. 19). Pokazali smo u §47 da telo konaenih dimenzija 
pretstavljeno torn istom slikom, dakle u na'Sem slueaju Zemlja, privlaei masu M si-
lom A koja prolazi kroz taeku S, a koja je gradienat funkcije sila L1 , pretstavljene 
obrascem (61) spomenutog paragrafa. Zato je 

= grad LT 	 (1) 

111 Ili 	1 f AI X 2  Lr = f 	
R 	R5  

+ 	(B + C — 2A) 

1 
+ 

f MY2 
 (C + A — 2B) + 1 

f Z2  
2 R5 	 9  R5 

(A + B — 2C), (2) 

gde in oznaeava masu Zemlje, a A, B, C njene glavne momente inercije. 
Masa M privlaeiee, prema Njutnovom principu akcije i reakcije, Zemlju silom 

—A, a prava u kojoj ta sila dejstvuje prolaziee, po istom principu, kroz taeku S. 
1\4omenat zaokretanja ove sile obzirom na teiiste Zemlje, koje se ima zamisliti u ta- 
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Lki 0 (sl. 19), pretstavljen je, po§to je vektor poloiaja napadne tacke S bio ozna-
een sa 91, ovim izrazom: 

931 = — [9152], 

t.j. 
911 = —[91 grad UT 

Ako stavimo 

U°  = f  R 

1 f Al 
U1  = 

U2 = (B + C — 2A)X 2  + (C + A — 2B)Y 2  + (A + B — 2C)Z 2 , 

onda je 
= U0  + U1 LT9, 

a prema pravilima vektorske diferencijacije, 

grad U = grad U0 + LT2 grad U1  + LT1 grad U2- 

Zato je 

971 = — [91 grad Uo ] — U2 [91 grad Ud — Ul  [9i grad U2]. 
Kako je 

AEI nt 
grad Uo  = —f 	R3  9=1; 

to je, zbog toga Sto je [9=191] = 0, 

[91 grad Uo ] = 0; 

Zato je 
931 = 	[91 grad U2]. 

Parcijalni izvodi funkcije U2 po X, Y, Z, t.j. 
au., - = 2(B + C 2.4)X; 	 = 2(C + A 2B)Y; 	 = 2(A + B — 2C)Z 
OX 	 c7Y 	 az 

pretstavljaju koordinate vektora grad U 2  dok su koordinate vektora 91 pretstavlje-
ne sa X, Y, Z. Zato je, prema analitiaom obrascu za vektorielni proizvod, 

f  
931 = 

R 5  
(B + C — 2.4)X (C + A — 2B)Y (A + B — 2C)Z 

Koordinate All , 1119, .113  vektora 911 pretstavljene su, prema gornjem obrascu, 
ovim izrazima: 

	

= 3 
f

R5 
	(C — B)ITZ 

1112 = 3 
PI 

 (A C)Z X 

Al 

R 5  

	

2113  = 3 
f 

R5 
	(B — A)XY. 

f M 
grad = 	

R 
	91

' 

[91 grad tri ] = 0. 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

au2 

X 

(7)  
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Za Zemlju je, kao ko smo vee rekli, 

B = A 	 (8) 

pa je zato 

AIL 	
f M 

= 3—
R5

(C — A)YZ 

f 
M2  = —3 .1: (C — A)ZX 

M3 = 0. 

Stavimo li u ove jednaeine masu i koordinate Sunca odnosno Meseca, to dobi-
vamo momenat zaokretanja tih nebeskih tela na Zemlju. 

54. Jednatine kretanja. Permanentni i perioditni tlanovi pore-
mecaja. Oznaeimo sa M masu Sunca, sa R njegovo otstojanje od Zemlje, § 
a sa X, Y, Z njegove koordinate obzirom na koordinatni sistem poloZen u 

glavne ose inercije Zemljinog tela, oznaeimo, dalje, sa ni l  masu Meseca, sa r nje-
govo otstojanje od Zemlje, a sa x, y, z njegove koordinate obzirom na spomenuti 
koordinatni sistem, onda su komponente momenta zaokretanja tih dvaju nebeskih 
tela na Zemlju pretstavljene, prema (9), ovim obrascima: 

n  M1  = 3 
 M 

 R5 
(C 	 h .5 i  A)YZ + 3 	(C — A)yz 

f m 	 fni 1 M2  = —3 
 R5 

(C A)ZX — 3- 5 (C — A)zx 	 (10) 
7 

M3 = 0. 

Ispitivajuei precesiju Zemljine ose, einimo pretpostavku da je nasa Zemlja evr-
sto telo. Zato vane za njeno rotaciono kretanje Ojlerove jednaeine (42), §44, u ko-
je valja, zbog (8), staviti A = B. Zato to jednaeine dobivaju ovaj oblik: 

A 
dw1 

 + (C — A)w2w3 = AI L 
dt 

dw2  
Adt — 
	— A)w3w i  = M2 	 (11) 

„ — = o. at 
Iz jednaeina (10) i (11) sleduje: 

f 	 111  + (C A)w 2 w 3  = 3  R5  (C A)YZ + 3 	(C — A)yzrs  

fna i  
— (C .4)w3w 1  = 3 f11/  (C A)ZX 3 	(C — A)zx

RS 	 r5  

C
, 

dw3 = 0. at 
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Ovo su jednaeine rotacionog kretanja Zemlje pod uticajem privlatne snage Sun-
ca i Meseca. Iz poslednje od tih jednaeina sleduje: 

w3 = n 	 (13) 

gde n oznaeava jednu konstantu. Ova jednaeina kazuje da se uglovna brzina vla-
stite rotacije Zemljine oko njene polarne glavne ose inercije ne menja pod uticajem 
privlatnih snaga Sunca i Meseca. Iz poslednje od jednaeina (49), §46, sleduje: 

W' cos 0 + = n. 	 (14) 

Upotrebom spomenutih jednatina (49) mo2emo i velieine w 1  i w2 izraziti po-
man Ojlerovih uglova 0, W, 43, a kako se i komponente M L , 11/2 , M3 mogu izraziti 
pomoeu tih uglova, to se dolazi do diferencijalnih jednaeina koje nam, integrisane, 
daju uglove 0, kao funkcije vremena, t.j. re§enje postavljenog problema. Pri 
tome valja imati ovo u vidu. U koordinatama X, Y. , Z i x, y, z ispoljavaju se sve 
osobine kretanja Zemje oko Sunca i kretanja Meseca oko Zemlje sa svim njihovim 
poremeeajima i nejednakostima. Ispitivanje uticaja svih tih nejednakosti na rotaci-
ono kretanje Zemljino ogroman je posao. Tako je, na primer, OPOLCER pri svojim 
ispitivanjima uzeo u obzir 202 takve nejednakosti. Veeina od njih su, medutim, i 
za astronomske potrebe sporednijeg znaeaja, zato Cern() se ovde ogranititi samo na 
najglavnije od njih. Uloga tih elanova koji izazivaju poremeeaje kretanja Zemljine 
ose ispoljiee se najjasnije ako ispitamo vremenske promene momenta zaokretanja 
972 nebeskog tela koje izaziva poremeeaj. Pri tome oemo, za sada, uzeti samo Sunce 
u obzir, jer vremenske promene njegovog momenta zaokretanja i njihov uticaj na 
rotaciono kretanje Zemlje pokazuju i sve osobine uticaja Meseeevog na to kretanje. 

Rotacija Zemlje ne menja, poSto je Zemlja rotaciono telo, momenat zaokreta-
nja 972. Zato Cern° se, pri ispitivanju toga momenta 932, poslu2iti ekvatorijalnim ko-
ordinatnim sistemom, vezanim sa nebeskom sferom. Osa x tog koordinatnog siste-
ma neka bude naperena prema proletnjoj tatki, a osa z prema severnom polu ne-
beske sfere. Neka nam 91 pretstavlja vektor pololaja Suneevog; on zatvara sa osom 
x ugao (s, 	koji nam, u isti mah, pretstavlja Suneevu longitudu X. Sa osom z za- 

tvara vektor ER ugao (z,9 22) koji nam pretstavlja polarno otstojanje, a njegov kom- 
plemenat deklinaciju 6 Sunca. Zato je (z, 91) = 90° — S. Ugao (y, 91), §to ga vektor 

zatvara sa osom y, dat je opkom jednaeinom 

cos2 (x, 91) + cos (y, 91) + cos 2 (z, 91) = 1. 

Zato je 
cos(x, 91) = cos X 

cos(z, 91) = sin 6 

cos2 (y, 91) = sin 2  X — sin 2  S. 

Izmedu deklinacije S i longitude X Sunca i nagiba ekliptike e postoji osnovna 
jednaeina Sferne Astronomije 

sin 6 = sin E sin X. 

Zato je 
cos(y, 91) = cos E sin X. 

(9) 

.4 
dwi 
dt 

A 
du-72  
dt 

(12) 
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Koordinate X, Y, Z Sunca pretstavljene su, dakle, ovim obrascima 

X = R cos(x, 91) = RcosX 

	

Y= R cos(y, 	= R cos e sin X 

Z = R cos(z , 91) = R sin e sin X. 

Iz (9) i (15) sleduje: 

f M 
3 

—R3
(C  - A) sin e cos e sin e  X 

./112  = -3 —f m (C - A ) sin E Sill COS X 
R3  

M3 = 0. 

Da ispitamo vremenske promene ovih komponenata momenta 9/1, a naroeito 
njihov godiSnji tok, potrebno je da radiusvektor R Sunca izrazimo pomodu longi-
tude X. Also se stavimo na heliocentrieno stanovi§te, to dobivamo pomodu jednaei-
na (65) i (70), glave druge, 

1 

R
- 

a(1 -
1 

 e
2

) 
[1 e cos(Xh 11)], 

gde a pretstavlja veliku poluosu, e ekscentricitet Zemljine putanje, Xh heliocentri-
enu longitudu Zemlje, a II heliocentrienu longitudu perihela, ovo oboje mereno od 
proletnje tatke. Izmedu heliocentriene longitude Zemlje Xh i geocentriene longitu-
de Sunca X postoji, kao sto je lako uvideti, jednaeina 

X = 180° - Xh 

pa zato dobivamo 
1 	1  

	

[1 	e cos(11 + X)] 3 . 
R3 	a3 ( 1 — e2 ) 3  

Ovaj izraz mole se, poSto je e N,eonla malo, razviti u red i pri tome potencije 
kosinusa izraziti pomodu kosinusa mnogostrukog argumenta. Na taj naein dobiva-
mo obrazac ovog oblika: 

R e-  = 1 [ 1 + - 
9 

 e 
2 	 3 ., 	, 

- 3e cos(11+ X) + -9 cos(21I + 2A) + • . 
3 	a3   

U ovom redu su, kao Sto smo videli u prvom odeljku ove knjige, velieine e i H 
sekularno promenljive, ali tako slabo da ih, za sada, moZemo smatrati za konstan- 

Longituda X naraste u godini dana za 27 pa de zbog toga trigonometrijski ela-
novi gornjeg recta imati periode od godinu dana, od polovine godine, od treeine go-
dine i t.d. Videeemo da je uticaj periodienih elanova. na  rotaciono kretanje Zem-
lje u toliko manji u koliko je manja njihova perioda, a kako su periodi tih elanova 
maleni, a rapidno opadaju, to su ti elanovi prema onima o kojima demo joS govo-
riti toliko maleni da se mogu zanemariti. Zbog toga molemo staviti 

	

R = a. 	 (17)  
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Na taj naein dobivamo mesto (16) ove jednaeine 

3 f M 	 3 f M 
= -

2
a-
73 

(C — A) sine cos e - 5 	(C - A) sin e cos E cos 2X 

f 111 
= - 	(C - A) sin e sin 2X 	

(18) 
 

M3 = 0. 

Oznaeinio li sa i , j, jediniene vektore u pravcu osa x, y, z naS. eg koordinatnog 
sistema pa stavimo li , zbog jednostavnijeg pisanja, 

/11 

9 a3 (C - A) sin e = c, 	 (19) 

to je 

933 = Dh i + M2i ; 	9J1 = (c cos e)i - (c cos E cos 2X)i — (C sin 2X)j. 

Vektor 9J1 mo'Ze se pretstaviti kao zbir dvaju vektora 932, 9  i 931, 

911= gits  + 931,, 

stavljajudi 

	

- -
3 f

9 a3 
	(C - A) sin e cos c 

{3 f 111 
lil; = -,5 

 a3 
(C - A) sin e cos E cos 2X 

3 f M 
M2  = -

7 a3 
(C — A) sin E sin 2X. 

Vektor 911 3 , naperen prema proletnjoj taeki, stalne je velieine, t.j. nezavisan je 
od godiSnjeg prividnog kretanja Sunca. On lei nepokretno u na§em koordinatnom, 
sistemu, zato demo ga nazvati permanentaira delom momenta zaokretanja 9R. Ole 

Vektor 971 P  je, naprotiv promenljiv. NadoveZemo li ga na poeetak naSeg koor-
dinatnog sistema, onda su koordinate njegove krajnje taeke L pretstavljene ovim 
obrascima: 

x = -c cos E cos 2X; 	y = -c sin 2X. 

iz ovih dveju jednaeina X, to dobivamo 

x2 
	 , Y

2 

(C cos 02 	c2 

kao jednaeinu putanje taeke L. Ta je putanja elipsa, dakle zatvorena jedna linija, 
pa je zato vektor 911, periodieno promenljiv; njega demo nazvati glavnim periodi-
&tint delom momenta zaokretanja 932. 

Prema pretpostavci izraZenoj jednaeinom (17), longituda X Sunca raste propor-
cionalno vremenu t. Brojimo li vreme od prolaza Sunca kroz proletnju taeku, da-
kle kroz osu x, to je 

A= —t- 
T 

gde T oznaeava godinu. 

(15) 

(16) 

9R. = Ms i.; 

gjtj, = -Ml - IUD; 

(20) 

(21) 

(22) 

1111 = e rns E COS t; 
47 

/1.1.12  = c sin —
T

t (23) 
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de 
nCd

t 
= -/v/;. (34) 

170 IIPEULECHJA 3EMIIDIIHE OCE 	 (rn. XII §55] 	EJCTBO HOJEAHHHX AEJIOBA MOMEHTA 3A0KPETAHDA 171 

   

Komponente M1  i M2 vektora 971, podle2e, dakle, hormonienim oscilacijama 
od polugodi§nje periode. 

Da smo pri odredivanju longitude X kao funkcije vremena t uzeli u obzir ekscen-
tricitet Zemljine putanje, to bi se, kao §to je pokazano na primeru od 1/R, pojavi-
li i dalji periodieni elanovi koji su, iz navedenih vee razloga, sporednoga znaea-
ja. Zbog toga demo, za sada, uzeti u obzir samo oba glavna dela 93/ 8  i 931p  momen-
ta zaokretanja, jer su oni, pored svoje velieine, u isti mah, tipieni pretstavnici obe 
kategorije elanova poremeeaja pa njihove osobine ispoljavaju karakter i svih °sta-
bil elanova poremeeaja. 

55. Dejstvo pojedinih delova momenta zaokretanja. Ako, za sa- 
da, ne uzmemo u obzir spore i male oscilacije ravni Zemljine putanje, o koji- 
ma ee jo§ biti govora, onda molerno tu ravan smat•ati za nepomienu i oda-

brati nju, dakle ravan ekliptike, za ravan X-Y mirujueeg koordinatnog sistema. 
Neka nam, dakle, (sl. 17) tatka 0 pretstavlja te2i§te Zemlje, a ravan X-Y miru-
jueeg koordinatnog sistema ravan ekliptike. Osa X neka bude, iz razloga koji de-
mo odmah upoznati, naperena prema jesenjoj taeki odredene jedne epohe. Koor-
dinatni sistem vezan sa Zembom neka bude oznaten za x-y-z; njegova osa z ne-
ka se poklapa sa polarnom glavnom osom inercije Zembinog tela, a osa x neka pa-
da u presek Zembinog ekvatora sa ravni grinitkog meridijana. Ravan x-y pokret-
nog koordinatnog sistema neka, u trenutku t, seee ravan X-Y mirujueeg koordina-
tnog sistema duZ prave 02; ova prava stoji normalno na ravni ZOz, koju smo ra-
van odabrali za ravan slike. Prava OR to ravni stoji normalno na pravoj 053. Ta-
eka 53 pretstavlja nam uzlazni Ivor nebeskog ekvatora u odnosu na ekliptiku, a si-
lazni Ivor ekliptike u odnosu na nebeski ekvator. Zato nam 53 pretstavlja jesenju 
taeku koja odgovara trenutku t. Oznaeimo sa co jedinieni vektor pravca 02, a sa 
h o  jedinieni vektor pravca OR, to postoji izmedu tih vektora i vektora i i j, upotre-
bljenih pri obrazovanju jednatina (21) i (22), ova veza: 

	

i = -co; 	j 	= - 4o• 	 (24) 
Zato je 

	

931s  = -Ms co 
	

(25) 

	

Ttp  = Ail co + 	flo 
	 (26) 

Uglovi XO2, 20x, ZOz pretstavljaju nam Ojlerove uglove 43, W, 0 koji odre-
duju pololaj pokretnog koordinatnog sistema prema mirujueem. Ugao O pretsta-
vlja nam, kao sto je lako uvideti, i nagib ekliptike e u trenutku t pa je 

	

= E. 	 (27) 

Ugao meri luk nebeskog ekvatora koji lezi izmedu jesenje taeke i griniekog me-
ridijana, on dopunjuje, dakle, zvezdano vreme, mereno uglavnom merom, od 180°. 

Ispitivajuei precesiono kretanje Zemljine ose, pretpostavieemo da se to osa po-
dudara sa glavnom osom inercije Zembinog tela; o neznatnom otstupanju tih dve-
ju osa bide govora u zasebnoj glavi ove knjige. Kako dakle, prema utinjenoj pret-
postavci, vektor rotacije m pada u osu z na§eg pokretnog koordinatnog sistema, to 
je, prema (43) i (41), glave desete, 

	

It, = W3 
	

(28)  

WI = 1112 = 0; 	C1 = G2 = 0; 	Q5 = Cw3• 

t.j. zbog (13) 
Q5 = nC t. 	 (29) 

Vektor 025 lezi , dakle, nepomieno u osi z pokretnog koordinatnog sistema i ima 
skalarnu velieinu 

G = nC. 

Poloiimo tu velieinu du2 ose z, t.j. ueinimo OT = G pa pitajmo kako se me-
nja vektor Q3 u mirujueem koordinatnom sistemu. Neka nam dW, de, dlk pretsta-
vljaju promene Ojlerovih uglova koje odgovaraju vremenskom intervalu dt. Po§to 
03 Iezi stalno u osi z, to promena ugla ne utiee na pololaj vektora Q3 u miruju-
eem koordinatnom sistemu. Uveea li se ugao 0 za de, to ee se taeka T pomeriti 
u ravni ZOz, normalno na OT, dakle u pravcu protivnom jedinienom vektoru 1)o, 

za dui OT de. Odatle sleduje promena vektora Q5 jednaka -Gho de. Uve6a li se 
ugao 3P za dT, to ee se, usled toga, ravan ZOz obrnuti oko svoje ose Z za taj prira-
§taj ugla, a taeka T se pomeriti za G sin 0 dW, normalno na tu ravan, u pravcu je-
dinienog vektora co . Odatle sleduje promena vektora Q3 jednaka G sin e co  &Y. Ce-
lokupna promena vektora Q3 pretstavljena je, dakle, obrascem 

de) = -G ho de + G sin 0 co dT, 

pa je zato 
dQ3 	„de, 	. ,,c1T 

= -nu —90 nC sin — C0 . 	 (30) 
dt 	dt 	 dt 

Po teoremi impulsa, mora ova promena biti jednaka momentu zokretanja 

931 = 	+ 931p  

spoljnih sila. Zato je, imajuei u vidu (25) i (26), 

„ dW 
-nu dt 
	 dt 

— 1)0 nC sin ).7.1  — co = — Ms  C0 ± MI Co + /WA ° . 

Skalarnom multiplikacijom sa co odnosno sa ho, raspada se ova vektorska jed-
naeina u ove dve skalarne: 

d 

	

nC sin 0—
dt 

= -Ms  + 	 (31) 

nC —
de 	

' = -M' 	 (32) 
dt  

Videeemo da su promene od O toliko malene da se u elanu sin 0 ne ispoljava-
ju skoro nikako, pa zbog toga moiemo promene izazvane, prema (31), komponen-
tama Ms  i M; na uglu izraeunati svaku za sebe. Na taj naein dobivamo da per-
manentni deo 931 s  momenta zaokretanja 9/1 izaziva promenu 

d 
nC sin 0—

dt

313 

 = 
	 (33) 

a periodieni deo 91/i, ove promene: 

nC sin 0— d = 111;; 
t 
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Zato je 

t.j. zbog (14) 

Kako je 

to dobivamo 

ro= 'at + (T' sin 0 )ho• 

OP' sin ON = (''sin 0 cos 43)i + ('I" sin 0 sin 1.)j, 

m = (T' sin ()sin 4i)i + (W' sin 0 cos $)j + nr, 	 (37) 

dakle zbog (31) i (41), glave desete i zbog (8), ove glave, 

G 1  = A sin 0 sin (13 • W' 

G2 = A sin 0 cos .1) • T' 	 (38) 

G3 = TLC. 

Vektor impulsa Cry nije dakle obrascem (29) pretstavljen sasvim tatno, jer on 
ima jednu, doduSe veoma malu, komponentu 

 + 	 (36) 

Iz slike (17) sleduje: 

= (T' cos 0)e + ( T' sin C)ho• 

(4) /  + T' cos 0)E + (T' sin O)ho, 

Iz (33), (21) i (27) sleduje 

dT 	3 fill 1C - A 
dt 

= 
2 
	cos O. 

a3  n C 
Ova jednaeina kazuje da permanentni deo momenta DI  izaziva negativnu uni- 

formnu promenu ugla 	t.j. njegovo smanjivanje, dakle retrogradno kretanje linije 
evorova O. To kretanje ne menja ugao 0, zbog eega je, ako uzmemo u obzir sa-
mo permanentni deo momenta 

0' = 0. 

Vektor rotacije m pretstavljen je, dakle, u ovom slueaju, a prema opStem obra-
scu (45), §46, ovim izrazom: 

G„ = /G + Gz = A sin 0 • W' 	 (39) 

koja pada u ravan x-y pa se zbog toga taj vektor ne poklapa taeno sa osom z, ne-
go zatvara sa ovom jedan mall ugao (I) za koji vaZi jednaeina 

G, 1 A 
tg = —G3  = -a- sin 0 • V. 	 (40) 

Videeemo iz kasnije saop .Stenill numeriekih podataka da su i to komponenta i 
taj ugao toliko maleni da ne utieu skoro nikako na rezultat raeuna pretstavljen obra-
scem (35). Zato nema potrebe dodavati tom rezultatu to poremeeaje drugog reda. 

Obrascu (35) molemo dati i drugi, zgodniji, oblik. Oznaeimo li sa T vreme obi-
laZenja Zemlje oko Sunca, to je prema (59) i (61), glave druge, 

fill 	4;7 2  M 
a3  P M + m 
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(42) 

.11aA3I  M m 

Na taj naein dobivamo, mesto (35), ovaj obrazac: 

d.T = 3 M v2  C - A 
dt 	2 M + 171 n C 
	cos O. 

Obrazac 
dT 	M vC-A

cos 0 	 (45) =PT = --T 	 
dt 	M + n C 

pretstavlja nam apsolutno uzeti godgnji iznos solarne precesije, t.j. pomeranja pro-
letnje taeke izazvanog Suncem za vreme jedne godine. 

Da bismo nasli dejstvo periodienog dela Tl p  momenta privlaene site Sunca, tre-
ba u (34) staviti obrasce (23). Uzimajuei pri tome u obzir (19), (27), (42) i (43), 
dobivamo: 

2 	 

dt
' = 3 M v C - A 

dt 2 + n C 
cos 0 cos 2vt 

dO = 3 M C - A 
dt 	2 M+ na n C 
	sin 0 sin 2vt. 

Integracijom ovih diferencijalnih jednaeina, pri eemu, kao Sto je vee reeeno, va-
lja, u desnim stranama njihovim, 0 smatrati za konstantno, dobiva se, a.ko se t 
broji od onog trenutka u kojem je = 0, a u kojem 0 dostizava svoju maksimal-
nu vrednost, 

3 M v C - A 
=   	cos 0 sin 2vt 

4 M+in n C 

0 = 4 
M+mnCC 

A cos 0 cos 2vt 

t.j. zbog (45) i (42) 

- -

1

7c
7.)T sin 4ic —t 	 (50) 

O= 1 —
47.

pT tg 0 cos —
4n

t. 	 (51) 

56. Precesija ravnodnevnica. Iz rezultata prethodnog paragrafa sle-
duje da permanentni deo momenta privlaene sile Sunca izaziva retrogradno 
kretanje evorova nebeskog ekvatora i ekliptike, du2 same ekhptike. Ovo po-

meranje, izraeunato na jedinicu vremena, pretstavljeno je, prema (44) i (27), obra-
scem: 

&If 	3 M v2  C - A 

dt 	2M+m n C 
	cos E. (41) 

2rc 

(35) 	 gde v oznaeava srednje kretanje Zemlje oko Sunca. Zato je 

(52) 

(43) 

(44) 

(46) 

(47) 

(48) 
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Privlaeno dejstvo Meseca izaziva slieno, no zbog blizine Meseca, josjade pome-
ranje. Obrazac za to pomeranje dobieemo ako u prethodnoj jednaeini zamenimo 
masu AI Sunca masom m 1  Meseca, srednje kretanje v Sunca srednjim kretanjem 
v1 Meseca, a nagib ekliptike E nagibom €2 Meseteve putanje prema ravni nebeskog 
ekvatora. Pri tome valja ovo uzeti u obzir. Ravan Meseeeve putanje zatvara sa ra-
vni ekliptike ugao E l  = .5 0 9' koji se neosetno menja tako da ga mo2emo smatrati 
konstantnim, ali se, o eemu demo kasnije opIirnije govoriti, ravan Meseeeve puta-
nje, zbog poremeeaja izazvanim Suncem, obree odr2avajuei taj svoj nagib prema 
ekliptici, tako da se evorovi Meseeeve putanje retrogradno pomeraju du'2 eklipti-
ke. Zbog svega ovoga osciluje nagib ravni Meseeeve putanje prema ravni nebeskog 
ekvatora izmedu granica (c — e l ) i (e+ Pri izraeunavanju pomeranja izazvanog 
permanentnim delom momenta 932 valja u (52) za e staviti srednju vrednost od €2, 
t.j. onu koja leZ1 u sredini izmedu (c — el) i (e + el), a to je e. Uzimajuei sve ovo u 
obzir, pretstavljeno je stacionarno dejstvo privlatne sire Meseca ovim obrascem: 

d 	3 ml  v? C — A 
	cos E. 	 (53) 

dt 	2 	+ in n C 

Pri tome je, prema (42), 

97c 	 2rt 
T ' 

v = 
	

' i  = 

gde T pretstavlja siderieno vreme obilaZenja Zemlje oko Sunca, a T 1  siderieno vre-
me obila2enja Meseca oko Zemlje. 

Celokupno permanentno dejstvo Sunca i Meseca pri pomeranju ravnodnevni-
ca, dakle lunisolarna precesija, u uZem smislu reei, pretstavljena je obrascem: 

	

67c 2  C — A r  1 	771 1  
dt 	72 	C 	[T2  	772,1 77 cos E. 

Pri tome smo masu m. Zemlje zanemarili, kao veoma malenu, prema masi M 
Sunca. 

Interval za vreme kojega naraste Ojlerov ugao za 2rt zove se zvezdani dan. 
Oznaeimo njegovu duZinu sa T, to je 

	

(1, 	2TE 
43' =

d 
 = 

dt 

PciIto je, kao Ito demo odinah videti, T' cos 0 zanemarivo prema <Pi, to mo2e-
mo staviti: 

	

n = 	 (57) 

Zato dobivamo za apsolutni godiInji iznos lunisolarne precesije ovaj obrazac: 

C — A [ 1 	'nz i  T 
cos E. 	 (58) PT = —dt 

= 37[7 
C 	T 	7/1, in i  

Numerieka vrednost ovog izraza zavisi od slabo promemljive velieine E; ako sta-
vimo za nju njenu sadanju srednju vrednost E = 23°27' i uzmemo jos u obzir da je 

— T =- 366,25T; 	T1  = 27,397-c; 	in i  = 0,0123m; 	
C A 

= 0,003 261,  

to dobivamo 

PT = 50",36 

kao godignji iznos lunisolarne precesije. U njemu ueestvuje Sunce sa 15",88, a Me-
sec sa 34",48. 

Prednje izraeunavanje valja popuniti ovim primedbama. Numerieka vrednost 
velitine pT odreduje se, u stvari, direktnim astronomskim opalanjem, a iz nje se 
izvodi numerieka vrednost razlomka (C—A)1C, a ne obrnuto, Ito, u ostalom, ne 
menja ispravnost prednjega ratuna. Tatno odredena numerieka vrednost lunisolar-
ne precesije iznosi, za epohu 1850,0, 50",3684. 

Usled napred izraeunatog pomeranja ekvinokcijalnih taeaka, izvrIila bi svaka 
od njih za vreme od 

360 • 60 - 60 
	 = 25 735 godina, 

50,36 

dakle za vreme intervala od okruglo 26 000 godina, potpuno jedno obilaZenje du2 
ekliptike. Taj se interval naziva i Platonskom godinom. Usled toga pomeranja ekvi-
nokcijalnih taeaka, opisuju oba nebeska pola, na nebeskoj sferi, krugove oko polo-
va ekliptike sa prividnim radiusom jednakim nagibu ekliptike. Te kruZne putanje 
polova pretstavljaju preseke konusa herpolhodije proueavanog kretanja Zemlje sa 
nebeskom sferom. 

Pitajmo joI kakav ee oblik imati konus polhodije proueavanog kretanja, t.j. onaj 
konus koji opisuje osa rotacije u samom Zembinom telu. Jednaeina polhodije pret-
stavljena je obrascem (37) pri eemu u oznaeava vektor pololaja, a i, j, f jediniene 
vektore koordinatnog sistema vezanog sa Zemljom. Iz (37) sleduje da je polhodija 
jedna kruZna linija koja se, u otstojanju n od centra Zemlje, obavila normalno oko 
glavne, polarne, ose inercije Zemljine, a koja ima radius R dat ovom jednaeinom: 

R2  = (kli f  sin 0 sin (13) 2  + (V sin 0 cos (I)) 2  

iz koje sleduje: 
R = 	sin O. 

Ugao otvora konusa polhodije, t.j. ugao Ito ga izvodnice zatvaraju sa osoui ko-
nusa, pretstavljen je obrascem 

a=--sin0 
	

(•9) 
71 

u kojem smo, pciIto je taj ugao vrlo mali, njegov tangens zamenili lukom. 
Koristeei se obrascima (27), (55), (57) i (58), dobivamo 

1 
a= 	

T 
 —

T 
Sin E, 	 (60) 

a pomoou saopItenih numeriekih vrednosti za T, 6, PT 

a = 0",0087. 

Ovaj ugao zaista je veomamalen, a isto tako i ugao p  pretstavljen obrascem 
(40). Izmedu to dva ugla postoji, zbog (59) ova jednaeina: 

A 
(1) = —a- 

(54) 

(55) 

(56) 
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Koristeei se saop§tenim podatkom o numeriekoj vrednosti razlomaka (C—A)/C, 
dobivamo cp = 0",008 676, a mereei ovaj ugao luenom merom, t.j. deleai prednji 
broj sa 206 265, dobivamo, prema (40), 

G 

G 	
0

'
000 000 042, 

dakle srazmeru zanemarenog dela vektora 	prema onom delu koji smo uzeli u 
obzir. Taj je broj, zaista, veoma malen, eime je dokazana opravdanost ueinjenih 
pretpostavki. 

Iz saop .Stenog sleduje da rotaciono kretanje Zemlje pod uticajem permanen-
tnog dela momenta zaokretanja izazvanog dejstvom Sunca i Meseca moiemo geo-
metrijski pretstaviti na ovaj naein. U 'airokom konusu herpolhodije kojega osa sto-
ji upravno na ravni Zemljine putanje, a kojega izvodnice zatvaraju ugao od 23°30' 
sa tom osom, kotrlja se, bez klizanja, veomasiljasti konus polhodije, sa uglom ose 
i izvodnice od samo 0",0087, vr§eoi za vreme jednog zvezdanog dana potpuno je-
dno obrtanje; za vreme od 26 000 godina opkotrlja taj konus u retrogradnom smi-
slu spolja§nji konus herpolhodije. 

U prethodnim ispitivanjima nismo uzeli u obzir pomeranja ravni Zemljine pu-
tanje. Ta ravan nije, kao .ato smo videli u prvom odeljku ove knjige, invariabilna, 
a to isto vatii i za ravan Meseeeve putanje, nego se obe to ravni, usled medusobnog 
poremeeaja elanova na"Seg planetskog sistema, kolebaju u prostoru. Tim poreme-
eajima ne menja se ravan Zemljinog i nebeskog ekvatora, nego se ekvinokcijalna li-
nija pomera u ravni nebeskog ekvatora. To pomeranje sleduje u pozitivnom smi-
slu uveeavajuei Ojlerov ugao W za 0",1231 godinje, t.j. ono se de•Sava u protivnom 
smislu lunisolarne precesije. Oduzimajuei ovaj broj od broja 50",3684 koji odgova-
ra lunisolarnoj precesiji, dobivamo za celokupno pomeranje ravnodnevnica iznos od 

310 50",2453 koji se zove generalnom precesijorn. Usled kolebanja ravni ekliptike, menja 
se i ugao 0, t.j. nagib ekliptike, pa se to promena, za razliku od periodienih prome- 

le na ugla O o kojima eemo jo§ govoriti, zove sekularnom promenorn nagiba ekliptike. 

57. Perioditni danovi precesije. Momenti zaokretanja Zemlje privla- 
enim dejstvom Sunca i Meseca imaju, kao sto smo videli, pored svojih per- 
manentnih delova i svoje periodiene delove. Ako, za sada, ne uzmemo u obzir 

poremeCaje ravni putanje Meseca, o kojima eemo govoriti u idueoj glavi, onda su 
najvatiniji od tih periodienih elanova oni koji imaji periodu od pola godine odno-
sno pola meseca. Dejstvo tih periodienih elanova na rotaciju Zemlje pretstavili smo 
analitieki u §55 pa nam ostaje samo da izraeunavamo numerieke vrednosti tih pe-
riodienih poremeeaja Zemljine ose. 

Godi§nji iznos precesije izazvane privlaenim dejstvom Sunca ima numerieku 
vrednost od 15",88. Stavljajuai tu vrednost za pT u obrasce (50) i (51), a za e vre-
dnost od 23°27', dobivamo: 

411 
= 1",26 sin —

T
t 

47. 
O 

 
= 0",55 cos —

T 
t. 

Godi'Snji iznos precesije izazvane privlaenim dejstvom Meseca ima numerieku 
vrednost od 34",18. Siderienom obilatienju Tl  Meseca oko Zemlje odgovara iznos 
precesije od 2",58. Stavljajuei tu vrednost za pT u obrasce (50) i (51), dobivamo 

kao dejstvo Meseca 

	

0",205 sin 7-7-1-t 	
(62) 

O = 0".,089 cos 

Ovim periodienim promenama orientacije Zemljine ose menjaju se longitude 
zvezda podjednako, ali u pravcu protivnom onom u kojima ih menja lunisolarna pre-
cesija. U astronomskoj praksi uzimaju se, medutim, i stacionarna i periodiena po-
meranja ravnodnevnica kao pozitivna kad sleduju u retrogradnom smislu pa, u tom 
slueaju, valja u gornje obrasce staviti desno znak minus. Taenije izraeunavanje pe-
riodienih elanova, no §to je ovde bilo izvr§eno, pokazalo bi da bi dobivene koeficiente 

1 11 ,26; 	011 ,55; 	0' 1 ,205; 	0",089 

valjalo zameniti sa 	
1",269; 0",551; 0",204; 0",089. 

novi, glavnim elanovima astronomske nutacije o kojoj eemo govoriti u idueoj glavi. 

ptika stvarno presecaju zove se pravom proletnjom ravnodnevnicom odgovarajueeg 

trenutka, a ona tatka nebeske sfere u kojoj se seku ekvator i ekliptika kada se nu-
tacioni elanovi ne uzmu u obzir, nego samo lunisolarna precesija, u utiem smislu re-

ei, zovu se srednjom ekvinokcijalnom taekom. U istom smislu govori se o pravom i 

Periodiene promene orientacije Zemljine ose dodaju se obieno, kao nutacioni 'Cla-

Proletnja ravnodnevnica u kojoj se, u datom momentu, nebeski ekvator i ekli- 

srednjem nagibu ekliptike. 

(61) 
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Astronomska nutacija Zemljine ose 

58. Poreme6aji ravni Meseteve putanje. Ravan Meseeeve putanje 
ne podudara se sa ravni Zemljine putanje, a odavde sleduju poremeeaji kre- 
tanja Meseca koji se ispoljavaju i u rotacionom kretanju Zemlje, zbog eega 

ih moramo ispitati i uzeti u obzir. 
U §14 resili smo problem satelita u njegovonr najjednostavnijem obliku. Uz pre-

tpostavku da su privlaene sile kojima dejstvuje Sunce na planetu i njen satelit me-
dusobno paralelne, mogli smo problem satelita svesti na problem dvaju tela. Sada 
treba uzeti u obzir i poremeeaj toga kretanja. 

Od mnogobrojnih porerneeaja kojima podle2i kretanje Meseca dolaze, pri ispi-
tivanju rotacionog kretanja Zemljinog, kao najvatrniji, poremeCaji ravni Meseeeve 
putanje u prvom redu u obzir. Da to ispitivanje ne bismo suvige komplikovali, ne-
demo uzeti u obzir ekscentricitet Meseeeve putanje, Rego demo pretpostaviti da je 
ona krug. Pod torn pretpostavkorn, izvode i Zemlja i Mesec oko njihovog zajedni-
ekog teESta 0 kruZna kretanja. Oznatimo li sa a l  srednje otstojanje Meseca od 
Zemlje, sa m masu Zemlje, a sa na i  masu Meseca, to su radiusi r i r 1  tih kruZnih 
putanja Zemlje odnosno Meseca pretstavljeni obrascima: 

7711 
= 	al; 

m + m i  

Sada molemo sistem Zemlja-Mesec smatrati za jedan zasebni materijalni si-
stem koji ne menja svoj oblik, a na koji dejstvuje, kao spoljna sila, privlaena snaga 
Sunca. Taj nepromenljivi materijalni sistem obree se, oko ose koja prolazi kroz te-
ZiSte 0, a stoji uspravno na ravni Meseeeve putanje, konstantnom ugaonom brzi-
nom koja je jednaka srednjem kretanju v l  Meseca oko Zemlje. Isto tako kao S. to je 
pod uticajem privlaenog dejstva Suneevog, orientacija Zemljine ose podleZala sta-
cionarnim i periodienim promenama, morale i osa rotacije uocenog materijalnog si-
stema Zemlja-Mesec menjati stacionarno svoju orientaciju u prostoru. Mi mo2emo 
teoriju takvih promena, izvedenu u pro§loj glavi za slueaj precesije Zemljine ose, 
primeniti i na slueaj Zemlja-Mesec, ako ueinimo jedno uprokenje, potrebno da po-
stignemo potpunu analogiju izmedu oba to slueaja. Rotacija Zemlje oko njene ose 
ne menja, kao Sto smo videli, momenat zaokretanja 932 spoljnih sila, a rotacija si-
stema Zemlja-Mesec oko njene napred definisane ose, menja taj momenat i to, kao  

gto je lako uvideti, periodieki sa periodom T 1 , jednakom siderienom obilaZenju Me-
seca oko Zemlje. Taj momenat podleli dakle, dvema glavnim periodienim prome-
nama, jedna od njih ima za periodu vreme obila2enja sistema Zemlja-Mesec oko 
Sunca, dakle siderienu godinu T, a druga ima za period vreme obilalenja Meseca 
oko Zemlje, dakle siderieni mesec T 1 . 

Periodiene promene ove druge, krade, periode nisu od znaeaja za pitanje kojim 
se bavimo, a valja ih eliminisati zbog potrebne analogije. To demo ueiniti na ovaj 
naein. Za vreme T1  obidu i Zemlja i Mesec svoje kru2ne putanje. Srednju vrednost 
momenta 9/1 koja odgovara tom vremenskom intervalu dobieemo, oeito, na taj 

ako zamislimo masu m Zemlje ravnomerno rasporedenu po njenoj putanji, a 
masu nz 1  Meseca rasporedenu po Mesereevoj putanji pa ako zatim izratunamo mo-
menat kojim Sunce zaokreee sistem tib dvaju materijalnih prstenova. Ovakav me-
tod eliminisanja periodienih promena upotrebio je Gaus u svojoj klasienoj teoriji 
sekularnih poremeeaja planetskih kretanja, dokazavS1 da su to sekularne promene 
identiene onima koje dobivamo ako masu svake planete rasporedimo du2 njene pu-
tanje tako da je gustina tog rasporeda inverzno proporcionalna brzini planete na 
uoeenom delu putanje pa ako zatim izraeunamo atrakcione sile kojima se ti mate-
rijalni prsteni medusobno privlaee. 

IzvrSiv§i spomenuti raspored masa u sistemu Zemlja-Mesec, dobivamo da de mo-
menat inercije toga materijalnog sistema obzirom na njegovu osu rotacije, t.j. nje-
gov momenat inercije C, biti pretstavljen obrascem: 

C = mr2  mi r?. 

Tu istu vrednost ima i polarni momenat inercije Jo, t.j. momenat inercije obzi-
roin na te2i§te 0 uoeenog sistema. Zato je 

Jo = C. 

Kako je, prema op'Stem obrascu za momente inercije, A + B + C = 2J0 , a ka-
ko je, iz razloga simetrije, A = B, to dobivamo 2A = C dakle 

C — A 1 

C 
	 = 2 	 (2) 

Sada imamo pred sobom isti slueaj koji smo imali pri proueavanju promena ori-
entacije Zemljine ose pod uticajem privlaenog dejstva Sunca, valja samo u obrasci-
ma, dobivenim torn prilikom, izvrsiti ove supstitucije. Mesto ose Z upotrebljenog 
koordinatnog sistema, koja se pre podudarala sa osom rotacije Zemlje, valja uvesti 
osu koja stoji uspravno na ravni Meseeeve putanje oko Zemlje. Potetak tog koor-
dinatnog sistema molemo, po .Sto smo vee izraeunali momente inercije sistema, iz 
te2i§ta 0 pomeriti u centar Zemlje, osu X valja pri torn naperiti prema uzlaznom 
evoru ekliptike u odnosu na Meseeevu putanju, t.j. prema silaznom evoru Meseee-
ve putanju. Longitudu Sunca valja zameniti longitudom Sunca X 1 , merenom od 
spomenutog Evora, nagib ekliptike e = 0 valja zameniti nagibom r1 Meseeeve pu-
tanje prema ekliptici. Ugaonu brzinu n Zemlje valja zameniti ugaonom brzinom si-
stema Zemlja-Mesec, t.j. srednjim kretanjem Meseca v i  po njegovoj putanji, masu 
nz Zemlje treba zameniti masom sistema Zemlja-Mesec, t.j. zbirom (71I ) ma-
sa Zemlje i Meseca, a razlomak (C —24)/C njegovom numeriekom vrednosti datom 
obrascem (2). Na taj naein dobivamo, mesto (44), prethodne glave, 
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putanje, F proletnju taeku, D uzlazni evor Meseeeve putanje u odnosu na eklipti-
ku, a C uzlazni Ivor Meseeeve putanje u odnosu na nebeski ekvator. Zato nam ugao 
DFC = e pretstavlja nagib ekliptike, ugao L'DE' = nagib Meseeeve putanje 
prema ekliptici, a ugao DCA' = £2 nagib Meseeeve putanje prema ekvatoru. Luk 
FD = X 1  pretstavlja nam longitudu 
evora D, a luk FC = a rektascenziju 
evora C. 

Videli smo da je permanentni deo 
momenta zaokretanja Zemlje izazva-
nog privlaenim dejstvom Sunca bio 
naperen prema proletnjoj taeki pa ee 
zato permanentni deo fit s  momenta 
zaokretanja 93/ privlaenog dejstva Me-
seeevog na Zemlju biti naperen pre-
ma evoru C, i imati, prema (21), §54, 
skalarni iznos 

Ms = -
3
—
fmi

(C - A) sin E2 cos E2 (9) 
2 a? 

gde 7n i  oznaeava masu Meseca, a al 
njegovo srednje otstojanje od Zemlje. 	 CJIIIKA 20 

Rastavimo li ovaj momenat u dye 
komponente od kojih jedna, M's , pada u ekvinokcijalnu liniju, a druga, 	stoji 

normalno na njoj, to su to komponente pretstavljene obrascima 

M's  = Ms  cos a 

M I; = Ms  sin a 

M' = 3 frni  (C A) sin c.) cos e2  cos a 
s 	2 	? 

(C A) sin e2 cos e 2  sin a. D7,1' = 3 
2 
 fini 

aT 

Iz sfernog trougla FCD sleduju ovi obrasci: 

cos e2  = COS E COS El — sin E Sill £1 COS X i 

 sin £2 sin a = sin e l  sin X 

sin E2 cos a = sin e cos ei + cos E sin c i  cos Xi. 

Stavimo li ove izraze u (10) i (11) i uzmemo li u obzir da je 

1 	1 
cost Xi =— cos 2X1, —9 9 

sill X 1  cos X I  = 7  sin 2X 1 , 

to dobivamo 

111,1  = 
3 frni 

(C .4) sin e cos e - -
3 

sin cos E sin e 
 4. 

	EI 

+ -
1 

cos 2E sin 2e i  cos Xi  - -
1 

sin E cos esin 2  ci  cos 2X1 

t.j. 

(10) 

(12) 

E' 
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dT i 	3 	11.7 
	  \'2 1  cos el. (3 ) 

dt - 2 M + n-/, 	v i  2 

Zbir (m + in 1 ) masa Zemlje i Meseca mo2emo zanemariti prema masi M Sun-
ca pa zato dobivamo, imajuei u vidu obrasce (54) prethodne glave, 

(14' 1  = 	-7-T1  cos el . 	 (4) 
dt 	2 T 2  

Ovaj nam obrazac pretstavlja pomeranje evorova NIeseeeve putanje; ono je re- 
trogradno. Apsolutni god1§nji iznos ovog T1 pomeranja pretstavljen je sa 3   

PT = 
2 T 

cos ci (5) 
 

ako ga merimo stepenima, sa 

PT = 2/0 71  cos EI . 	 (6) 

Sa al  = 5°8'43"; 7'1  = 27,322 dana; T = 365,25 dana dobivamo za PT numeri-
eku vrednost od 20°. Potpuno jedno obila2enje evorova Meseeeve putanje oko ekli-
ptike zahtevalo bi, dakle, okruglo 18 godina. U stvari traje to siderieno obilalenje 
evorova Meseeeve putanje ne§to dune i to 6793,42 dana t.j. 18,6 godina. Razlika 
izmedu izvrenog raeuna i stvarnosti potiee otudasto pomeranje Ti, pretstavlje-
no obrascem (4), nije dovoljno maleno prema srednjem kretanju v l  da bi moglo bi-
ti zanemareno. Zbog toga se obrazac (11) prethodne glave ne mo2e istom tacnosti 
zameniti obrascem (57). 

Pored ovog stacionarnog pomeranja evorova, podle2e rotacioni elementi, i to 
Ojlerovi uglovi i 0, promenama koje dobivamo ako u obrascima (50) i (51) pret-
hodne glave, provedemo naznaeene supstitucije. Koristeei se obrascem (6) i sa-
op§tenom numeriekom vrednosti za E I , dobivamo: 

= 1°36' sin —47c t 	 ( 7 ) 

0 = 8'39" cos —
T 

t. 	 (8 ) 

Obrazac (8) kazuje da nagib 	ravni Meseeeve putanje prema ravni Zemljine 
putanje osciluje oko svoje srednje vrednosti 5°8'43" amplitudom od 8'39". Taeni-
je izraeunavanje prednjih koeficienata 1°36' i 8'39" pokazalo bi da bi ih valjalo za-
meniti sa 1°38' i 8'48". 

59. Astronomska nutacija Zemljine ose. Retrogradno kretanje evo- 
rova Meseeeve putanje izaziva periodiena pomeranja Zemljine ose koja su, 
kao §to smo vee saop§tili, pronadena od Bredlija, dobila naziv nutacije. Taj 

naziv primenjen je kasnije i na periodiene elanove precesije o kojima smo vee go-
vorili, a i na slobodno pomeranje Zemljine ose o kojem eemo jog govoriti pa je, za 
razliku od ostalih, Bredlijeva nutacija nazvana astronomskom nutacijom. 

Da bismo izveli obrasce za astronomsku nutaciju, neka nam (sl. 20) AA' pret-
stavlja nebeski ekvator, EE' ekliptiku, LL' presek nebeske sfere sa ravni Meseeeve 
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3 NI  
/11 1; = 

4 	
(C — A) cos E sin 2c 1  sin Xi  — sin c sin2  el  sin 2X1 • 	(13) 

U obrascu (12) pretstavlja nam 

u3 
(C — A) sin c cos c — 

3 
sin c cos e sin -  el 

J

onu komponentu momenta 932., koja je naperena prema proletnjoj taeki. Ta je kom- 

	

—
2 	 2 
3  fnli 

ponenta vee bila uzeta u obzir pri izraeunavanju lunisolarne precesije Zemljine ose. 
Ostatak, zavisan od poloiaja evorova Meseeeve putanje, pretstavlja onaj promen-
ljivi, periodieni deo 931, momenta 9-113  koji izaziva astronomsku nutaciju Zemljine 
ose. Njegove komponente t111 , t112 koje, zbog prve od jednatina (22) prethodne gla-
ve, moramo uzeti u raeun sa protivnim znakom, pretstavljene su obrascima: 

3 fnli Mi = 	 
4 a3 

(C A) [cos 2e sin 2c 1  cos Al — sin E cos E sin 2  El  cos 2X1i (14) 

3 f ni l  

	

111 1  = 
4 

a3 1 
	 a A) [cos e sin 2e1 sin X1 — sin csin 2  e l  sin d 	(15) 

Uzmemo li u obzir jednaeine (34) i (27) prethodne glave, to dobivamo 

d_ 3 f 7711 1 C— A  [cos 2c 
 sin 2c 1  cos X i  — cos e sin2  El  cos 2X1 dt 	4 a? n C I sin e 

de3 N I  1 C — A =  
dt 	4 a 	

[cos E sin 2E1  sin X i  — sinesin 2  e l  sin 2Xij • ? n C  

Koristeei se jednaeinama (41) i (54) prethodne glave, dobivamo 

	

fail 	7711 	  2 
V1' a3 

	

1 	71/ ± 

Apsolutni godiSnji iznos precesije izazvane Mesecom pretstavljen je, zbog (53) 
prethodne glave, obrascem 

3 mi  v? 7,c - A 
PT = ,  	COS E. 

.e. 772. + MI 71 	C 

Kako je, zbog retrogradnog kretanja evorova Meseeeve putanje, 

2n 
Xi = — —,..,., t 	 (18) 

/2 

gde T2  oznaeava vreme obila2enja till evorova oko ekliptike, to je 

clkP 	1 	1 	 71t 47c I —
dt 

= —
2 

P7-. —
T 

2 ctg 2c sin 2E 1  cos 772. t — sin E1 cos -T2't 	 (19) 

	

de1 	1 [ 	2,7c 	 4rt 
dt 

= — —2 PT —T 
sin 2c1 sin 7.7 t — tg E sin E1  sin 7;  —,r t . 	 (20) 

" Integracija ovih diferencijalnih jednaeina daje, pri istim inicijalnim uslovima 
koje smo postavili pri integraciji jednaeina (46) i (47) prethodne glave, 
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4Tc T 
2TE 	1 

—IpT 	2 ctg 2e sin 2E1 sin 
f2

t — —
2 

sin-
, 	4rc 

El  sin t 
2 

O 	
1 	T2 	 27Z 	1 	 411 

= 
4
—pT T, sin 2ei  cos —

T2
t — —

2 
tg E sin 2  el cos —

T2
t 

Sa 

PT = 34",48; 	T2 = 18,6T; 	E = 23°27'; 	El = 5° 8'43" 

dobivamo 

tY= —17",06 sin 
T411 

 + 0",205 sin t 

= 91'4 	
211 

17 cos 	t — 0'1 ,089 cos 
4rc 

 t. 
1 2 	 / 2 

U Astronomiji je uobieajena praksa da se ugao men retrogradno, zbog ee-
ga, valja prve obrasce jednaeina (61) i (62) prethodne glave i gornjih jednaeina (23) 
upotrebiti sa protivnim znakom. U astronomskoj praksi upotrebljava se, u obrasci-
ma za nuticione elanove, mesto nezavisne variabile t, longituda Sunca 0, longituda 
Meseca ( i longituda S3 uzlaznog evora Meseeeve putanje. PoSto raste retrogra-
dno, to treba u elanovima sa sin 2 izvr§iti joS jednu promenu zuaka. Na taj naein 
dobivaju se za celokupnu nutaciju ovi na dve decimale taeno izraeunati obrasci: 

= —1",27 sin 20 — 0",20 sin 2( — 17",26 sin 2 + 0",21 sin 22 

O = +0",55 cos 20 + 0",09 cos 2( + 9",22 cos 2 — 0 1%09 cos 22. 

Svaki par onih elanova koji imaju istu periodu prouzrokuje pomeranje Zemlji-
ne ose rotacije i to takvo da prodorna taeka te ose sa nebeskom sferom opisuje, za 
vreme odgovarajuee periode, na nebeskom svodu, jednu malu, nutacionu, elipsu. 
Jer, pomerili se to osa za uglove 0 i W, to se njena prodorna taeka pomera na ne-
beskoj sferi za prividne dui 

= 0 

y = sin E, 

pa zato dobivamo, na primer, iz oba glavna elana gornjih obrazaca ova pomeranja, 

x = 9",22 cos 2 

y = —17",26 sin c sin 2. 

EliminiSemo li iz ovih dveju jedna'eina 2, to dobivamo 

X 2 
Y

2 
= 

(9"22) 2 	(17",26 sin c)2 	
1. 

 

Ovo je jednaeina Bredlijeve nutacione elipse. Njene poluose su, pogto je E = 
= 23°27', jednake a = 9",22; b = 6",87; velika osa te elipse naperena je prema po-
lu ekliptike. 

(16) 

(17) 

(21) 

(22) 

(23) 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



§61] 	 MEAHII3AM IIOJABE 
	

185 

PEABA LIETPHAECTA 

Slobodna nutacija Zemlje 

60. Istorijski podatci. Do skoro pred kraj proSloga veka mislilo se da Ze- 
mljina osa rotacije ne menja svoj poloiaj u Zemljinom telu jer su tako govorili 
rezultati astronomskih posmatranja. Zaista, kada bi se osa rotacije pomerala 

u Zemljinom telu, morale bi se menjati i geografske 	pojedinih mesta na Zem- 
a takve promene nisu bile opaiene na astronomskim opservatorijama, raspore-

danim po celoj Zemljinoj povrSini. Smatralo se, dakle, da je Zemlja, o eemu je sve-
doeila i Kleroova teorema, podesila svoj oblik prema svojoj rotaciji tako da se njena 
geometrijska osa, t.j. njena polarna glavna osa inercije, poklapa sa njenom osom ro-
tacije. Ako je to, zaista, slueaj, onda nema, kao Sto oemo odmah videti, razloga da 
Zemljina osa rotacije menja svoj pololaj u Zemljinom telu ako na nju ne dejstvuje 
momenat spoljnite sila. Istina, teorija precesije pokazala je, kao Sto smo videli, da 
Zemljina osa rotacije ne mole biti potpuno nepokretna u Zemljinom telu, jer ako to 
osa menja svoj pololaj u prostoru, onda ga mora manjati i u Zemljinom telu; eim 
postoji herpolhodija kao konaena kriva, mora postojati i konaena polhodija. Ali se 
pokazalo da je polhodija precesionog kretanja Zemljinog toliko uska da nije mogla 
biti konstatovana astronomskim posmatranjima, da se, dakle, mole smatrati za ta-
eku. Iz te pretpostavke, naknadno opravdane, izveli smo glavne obrasce za precesi-
ju i astronomsku nutaciju Zemijine ose. No Ojlerove jednaeine ne iskljutuju, kao Sto 
Cerro videti, ni u slueaju kada na Zemlju ne dejstvuje nikakav spoljni momenat za-
okretanja, moguenost pomeranja Zemijine ose, all je takvo pomeranje smatrano sa-
mo kao neostvarena moguenost. No vee 1814 godine izrazio je, na temelju svojih po-
smatranja, veliki nemaeki astronom BESEL svoju sumnju u nepokretnost Zemijine 
ose rotacije u Zemljinom i rezultati posmatranja ruskog astronoma PETERSA, 
izvrSenih 1842 godine, govorili su u istom smislu. Ali su promene geografskih 
primeeenih od ovih dvaju astronoma, a i drugih koji su se bavili istim pitanjem, bile 
toliko neznatne da su se mogle rastumaeiti i drugim razlozima, na primer, poremeea-
jima opalanja izazvanim optiekom refrakcijom. Kako su, na posletku, 1888 godine, 
posmatranja berlinskog astronoma KISTNERA nesumnjivo dokazala realnost prome-
na geografskih'siring, odlueeno je da se te promene sistematienije ispitaju. Ako se 
Zemljina osa pomera, zaista, u Zemljinom telu, onda se to pomeranje mora ispoljiti 
u protivnom smislu na geografskim Sirinama dvaju mesta, recimo severne hemisfere,  

kojih se geografske duZine razlikuju za 180°, jer u koliko se Zemljin poi rotacije  pri-
blilava jednom od tih dvaju mesta, u toliko se on od drugog mora udaljavati. Da bi 
se definitivno utvrdilo da li je to tako, upueena je jedna nemaeka i jedna amerikan-
ska ekspedicija u Honololu, na Havajskim Ostrvima, da vrk onde posmatranja vari-
jacije geografske §irine u isto vreme sa vrSenjem takvih posmatranja u Berlinu, Pra-
gu i Strasburgu. Ta su posmatranja, vrkna od maja 1891 do juna 1892, dokazala da 
se Zemljina osa, iako neznatno, zaista, pomera u Zemljinom telu. Krajem progoga 
veka organizovana je internacionalna astronomska slulba koja vr§i, na Sest stani-
ca, rasporedanih dui uporednika od 39°8' severne hemisfere, posmatranja promena 
geografske •Sirine i prati time, korak u korak, pomeranje Zemljinih polova. 0 rezul-
tatima tih posmatranja govorieemo poSto ispitamo mehanizam posmatrane pojave. 

61. Mehanizam pojave. Pretpostavimo, poSto smo efekte momenta 
spoljnih sila vee ispitali, da na Zemlju ne utiee nikakav takav spoljni mome- 
nat, t.j. da je, prema upotrebljenim oznakama, 

931 = 0 	 (1) 

M1 =/1472= M3= 0. 	 (2) 

Pretpostavimo, za sada, da je Zemlja evrsto nepromenljivo telo tako da za nju 
vale Ojlerove jednaeine, izvedene u §44, koje zbog prednjih pretpostavka dobivaju 
ovaj oblik: 

AddA 
dwi 

 + (C - B)w2w3 = 0 
t1 

 B 	 + (A - C)w 3 w = 0 
dt 

C 
dw 3 

 at 
Iz jednacine (26), §43, i prednje jednaeine (1) sleduje 

(10 
=0 . 

dt 
Integracija ove jednaeine daje 

= 
gde 05,3  pretstavlja jedan konstantni vektor. Impuls obrtanja je, dakle, jedan u pro-
storu invariabilan vektor. 

Pri izvodenju Ojlerovih jednaeina pretpostavljeno je da je poeetak 0 koordina-
tnog sistema x-y-z, vezanog sa posmatranim telom, pololen u te .2i .S. te toga tela, a 
da se njegove koordinatne ose podudaraju sa glavnim, dakle sa centralnim, osama 
inercije toga tela. Zato je prema jednatinama (41), §44, 

Aw l  + Bw9j + Cw3 t = C5 o 	 (6) 

gde A, B, C pretstavljaju centralne glavne momente inercije posmatranoga tela. 
Srazmera tih momenata inercije odreduje karakter rotacionog kretanja uoeenoga 
tela. 

( 3 ) 

(4) 

(5) 
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Ako je 
A = B = C, 

onda je zbog (6) 

( 7) = B 
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(17) 

w1 dwl  + w2 dw2 = 0. 

Integracija ove diferencijalne jednaeine daje 

W12 + W2
2 
 = C

2 

gde c oznaeava jednu konstantu. Iz (15), (16) i (17) sleduje 

	

awl 	

d 
	= -k dt; 	 = k dt.uiZ_ 	 V 

 awe 
 — 

Integracija ovih dveju diferencijalnih jednaeina daje, ako za inicijalni momenat 
t = 0 odaberemo jedan od onih trenutaka u kojem je w1 = c; w3 = 0, t.j. u kojem 
vektor rotacije to pada bas.  u ravan x-z, 

wl arccos — = kt; 
w2 

arc sin — = kt 
c 

 

(18) 

(19) 

wl = c cos kt 

w9 = c sin kt. 

Aro = (50 

t.j. vektor rotacije m ima isti pravac kao i vektor 00 pa i on ima invariabilnu ori-
entaciju u prostoru; on ne menja svoj polo2aj ni u samom uotenom pokretnom te-
lu, jer je onda zbog (3) 

dw 1  dw2 dw3 = 	 = 
dt 	dt 	dt 

Uoeeno telo obree se, dakle, oko ose, nepromenljive u njemu i u prostoru, kon-
stantnom ugaonom brzinom w. 

Ako su momenti inercije A, B, C nejednaki, onda, u takvom slutaju, vodi ispi-
tivanje kretanja uoeenoga tela na eliptiene funkcije. bli eemo se, po§to imamo da 
ispitamo kretanje na§e Zemlje, zadovoljiti specijalnim slutajem 

ostvarenim u primeru na§e Zemlje. Tu je, po§to osu z naeg koordinatnog sistema 
pola2emo u osu Zemljinoga tela, 

C > A. 

Osa z zove se u ovom slutaju i geometrijskom osom Zemlje. 
Ojlerove jednaeine (3) dobivaju, zbog (7), sada ovaj oblik 

= 0 	 (10) 

= 0 	 (11) 

Iz (11) sleduje integracijom 

	

'w3  = n 	 (12) 

gde n oznaeava jednu konstantu. Zemlja se obree, dakle, oko svoje geometrijske ose 
konstantnom ugaonom brzinom n. Oznaeimo li periodu toga obrtanja sa t, to je 

	

w3 = n = 	 (13) 

Stavimo li, kratkoee radi, 

C - A 
	= 

 T 	C 	
k, 	 (14) 

gde je, zbog (8), k jedan pozitivan, konstantan broj, to dobivamo mesto (9) i (10) 
ove dye jednaeine 

PomnoZimo li prvu od ovih dveju jednaeina sa w 1i  a drugu sa w 2 , pa sabere-
mo li ih, to dobivamo 

t.j. 

Da sa pokretnog koordinatnog sistema x-y-z predemo ne nepokretni X-Y-Z, 
odaberimo pravac invariabilnog vektora 03 0  za pravac ose Z nepokretnog koordina-
tnog sitema, onda se ravan X-Y tog koordinatnog sistema, u kojoj mo2emo osu X 
proizvoljno orientisati, zove invariabilnom ravni. Iz slike 17, §45, sleduje, poto se 
osa Z podudara sa pravcem vektora 0o, 

e3o = Gon3 = (Go sin 0)1)0 + (G0 cos 0)t. 

Kako je 

(G1 sin 0)40 = (G0 sin O sin 4.)i + (Go sin O cos 4 )i, 

to dobivamo 

05o = (Go sin O sin 4))i + (G0 sin O cos 43)j + (Go cos e)t. 

Iz jednaeina (6) i (7) sleduje 

do = Aw1 i + Aw2j + Cw3t, 

a iz (20) i (21) 

Go . 	. 
wi  =  

A 
sin r/ S111 

Go . 
W2 = 	Sin tj COS 4)  

G 
w3 = o — cos 0. 

Iz (21) sleduje kvadriranjem 
GI) A2 14 + A2 w3 c2 w3 

t.j. zbog (17) i (13) 
Go = c2  A 2  + 72 2 C2 . 

A 	 
dw1 

 
dt 

+ (C - A)w2w3 = 0 

A  dw2 
+ (A - C)w3wi 

dt 

dw3  
C 

dt 

(8 ) 

(9 ) 

dw 1  
dt 
	 + kw2  = o 

dw2  
kw 1  = o. 

dt 

(20)  

(21) 

(22) 

(23) 

(24)  

(25) 

(26)  

(15) 

(16) 
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cost  0 = 	  sin e  0 = 62_42 + n2 C2  

7,2 c2 c2 A2  
e2 A2 + n  2 C2 

A 
T = 	 

C - A T  
(41) 
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Jednaeine (24) i (13) daju 

Co  cos 0 = nC 
	

(27) 

c2 A2  

G3 

sin r, = cA 
	

(28) 
Go 

Stavljajuei (28) u (22) i (23), dobivamo 

	

wi = c sin 4. 	 (29) 

W2 = C COS 
	

(30) 

Iz (29), (30), (18) i (19) sleduje 

	

(1)  = 9 — — kt. 	 (31) 

Jednaeina (28), u kojoj na desnoj strani stoje same konstante, kazuje da je 
Ojlerov ugao O nepromenljiv, t.j. da je 

0' = 0. 	 (32) 

Jednaeine koje daju komponente vektora rotacije u pokretnom odnosno miru-
jueem koordinatnom sistemu kao funkcije Ojlerovih uglova bile su, kao Sto smo vi-
deli u §46, ove: 

w i = V sin 0 sin + 0' cos (I. 

= 	sin 0 cos 4) - 0' sin (I) 	 (33) 
w3  = cos 0 + 41' 

ca l  = 0' cos W + <V sin 0 sin 

= 0' sin cY - sin 0 cos 

0)3  = + Vcos 0. 

Iz prednjih jednaeina i obrazaca (22), (23), (24) sleduje: 

Go  
= 	 (35) 

IzvrSimo slobodni izbor orientacije ose X u invariabilnoj ravni tako da je u ini-
cijalnom momentu t = 0; = 0, oncla dobivamo, integracijom prednje jednatine, 

G

Ao 

 
= —1. 	 (36) 

Iz jednaeina (34) i gornjih jednaeina sleduje 

kcA G o  
col 	

Co 	A 
sin 	t 	 (37) 

kcA 	Go  - 
ca.) = COS — t 	 (38) 

Go 	A 
Go knC 

	

6)3  = A ± Go  • 	
(39)  
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Dobivenim jednaeinama opisana je slobodna nutacija Zemlje. Obrasci (12), 
(18) i (19) pretstavljaju nam koordinate vektora rotacije ro u pokretnom koordina-
tnom sistemu, dakle jednaeinu polhodije u parametarskom obliku. Ta je kriva krug 
sa centrom u geometrijskoj osi Zemlje udaljenim za w 3  = n od poeetka koordina-
tnog sistema. Ravan toga kruga stoji normalno na geometrijskoj osi Zemlje, a nje-
gov radius je jednak 

r = Vw? + 4 c. 	 (40) 

Onaj radius toga kruga koji spaja njegov centar sa tatkom polhodije koja odgo-
vara trenutku t zatvara sa ravni x-z ugao cp dat jednaeinom 

tg cp = —
wi 
 tg kt 

iz koje sleduje zbog (14) 
2t C-A 

( = kt = 12 
	
t. 

T A 
Ovaj ugao raste proporcionalno vremenu pa zato osa rotacije Zemlje obide ce-

lu polhodiju za vreme periode 

(42) 

(0 2 	Go 
tg = — col = - ctg 74  t 

iz koje sleduje 
Co  

= -
2 

+ — t. 

I ovaj ugao raste proporcionalno vremenu pa zato osa rotacije Zemlje obide ce-
lu herpolhodiju za vrerne periode 

= 2rr. —
A 

Go 
	 (43) 

i to u pozitivnom smislu. 
NaSavSi polhodiju i herpolhodiju i naein kretanja krajnje taeke rotacionog vek-

tora to po tim dvema krivama, resen je postavljeni problem. Pre no Ito dobiveno re-
S'enje primenimo na naSu Zemlju, daeemo mu joS jecinu geometrijsku interpretaciju. 

Iz (45), §46, sleduje, uzimajitei u obzir (32), 

ro = 	+ 	 (44) 

i to u pozitivnom smislu. 
Obrasci (37), (38) i (39) pretstavljaju nam koordinate vektora rotacije ru u miru-

jueem koordinatnom sistemu, dakie jednaeinu herpolhodije u parametarskom obli-
ku. I to je kriva krug koji se normalno obavio oko ose Z. Radius toga kruga jednak je 

k 
R =cA  

Go  

a onaj njegov radius koji spaja njegov centar, koji iezi u osi Z, sa taekom herpolho-
(34) 	 dije koja odgovara trenutku t zatvara sa ravni X-Z ugao dat ovom jednaeinom 
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Ova jednaeina kazuje da rotaciju m mo2emo sma-
trati za rezultantu dveju komponentalnih rotacija od 
kojih prva sleduje oko ose Z ugaonom brzinom 
a druga oko ose z ugaonom brzinom 	Neka nam 
dakle, OZ (sl. 21) pretstavlja osu Z miruju&g koor-
dinatnog sistema, a Oz osu z pokretnog, t.j. geome- 

P 

	

	osu Zemljinu. Odmerimo na pozitivnoj grani 
ose Z, duZ OR = Ti = Go /A, a na negativnoj grani 
ose z du2 OS = 	= k, to nam dijagonala OP pa- 

a 	ralelograma OSPR pretstavlja, po velieini i nazna- 
eenom smeru, ugaonu brzinu m; ona le2i, po§to je 43' 
negativno, izvan o'atrog ugla Z0z. PoSto su OR, OS 
i 0 konstantne velieine, to se medusobni pololaj obe-
ju osa Z i z i vektora rotacije m ne menja za vreme 
kretanja. Krajnja taeka P vektora rotacije m opisuje 
oko ose Z kruZnu herpolhodiju PV, a oko ose z kru- 
Znu polhodiju PU. Krug polhodije obavio se, zbog 

S 	toga S"to je C > A, oko kruga herpolhodije pa se ko- 

CIILIKA 21 
	 trlja po njemu, povlaeeei sa sobom Zemljino telo. To 

kretanje molemo, prema onom 'Sto smo maloeas izlo-
Zili, i tako interpretirati da se geometrijska osa z Zemlje obree oko ose Z konstan-
tnom ugaonom brzinom kIP, a Zemlja se pri tome obree oko te svoje geometrijske 
ose ugaonom brzinom Iz trougla OPS sleduje sledeea relacija izmedu uglova 
otvora 0 odnosno a polhodije 

sin 	–(1)' 
= 	 (45) 

sin 0 	 T 
Ta relacija sleduje, u ostalom, i iz einjenice da se krug polhodije, kotrljajuei se 

po krugu herpolhodije, obrne jedanput za vreme T, a da mu je potrebno vreme Tr 
 da obide celu herpolhodiju. 

62. Ojlerova perioda i tendlerova perioda. Primenimo dobivene 
rezultate na slueaj na§e Zemlje. Iz njih sleduje da, pretpostavljajuei Zemlju 
kao apsolutno C.vrstu, njena osa rotacije ocrta u Zemljinom telu konus pol-

hodije za vreme T dato obrascem (41). Prodorne taeke te ose sa Zemljinom povrM-
nom pretstavljaju nam trenutne polove rotacije Zemljine, a prodorne taeke geome-
trijske ose Zemljine sa torn povrsinom pretstavljaju nam geometrijske polove Zem-
lje. Za vreme T opi§e, dakle, pol rotacije oko geometrijskog pola, kao centra, krug 
kojega je radius pretstavljen obrascem (40). U obrascu (41) molemo periodu t, za 
vreme koje se Zemlja obrne oko svoje geometrijske ose, kao sto Cern° videti, iden-
tifikovati sa zvezdanim danom; iz numerieke vrednosti razlomka ,4/(C–A) dobiva 
se onda za T interval od 305 zvezdanih ili 304 sredujih Suntevih dana. Ta se per-- 

Ole oda zove Ojlerovom periodom. Radius c kruga polhodije zavisi od inicijalnih uslo-
va. Kada bi ti uslovi bili takvi da u inicijalnom momentu vektor rotacije ro pada 
u geometrijsku osu Zemlje, dakle u osu z naSeg pokretnog koordinatnog sistema, 
onda bi ti uslovi bili izraleni sa 

t = 0; 	w r =w2= 0 

pa bi iz jednaeina (9) i (10) sledovalo 

dwi dw2 
– — 0 

dt 	dt 

t.j. komponente wr i w2 rotacionog vektora bile bi stalno jednake nuli, a to znati da 
hi se Zemlja stalno obrtala oko svoje geometrijske ose. U torn slueaju bi zbog (22) i 

impuls obrtanja 00 , kojega smo pravac odabrali za osu Z mirujueeg koordinatnog 
sistema, pao u geometrijsku osu Zemljinu pa bi bilo O = 0; polhodija i herpolhodi-
je bi degenerisale na jednu zajednieku taeku, a konus polhodije i konus herpolhodi-
je na jednu u prostoru i u Zemljinom telu invariabilnu pravu; Zemlja bi se obrtala 
konstantnom ugaonom brzinom oko svoje u prostoru nepokretne geometrijske ose. 
Da je Zemljina slobodna rotacija takve prirode mislilo se, kao §to smo kazali, dogod 
nisu sistematska posmatranja i proutavanja varijacije geografskih §irina pokazala 
da to nije tako. Iz tih posmatranja sleduje da Zemljin trenutni pol rotacije otstu-
pa od geometrijskog pola i obilazi u predvidenom smislu oko njega. Ta obilaZenja, 
koja nisu medusobno sasvim jednaka, ne razlikuju se osetno od kruZnih putanja, a 
pri tome se pol rotacije ne udaljuje od geometrijskog pola dalje od 10 metara 
ako to otstojanje merimo ugaonom merom, ne dalje od 0",3. Taj ugao pretstavlja 
nam ugao otvora 0 polhodije, t.j. ugao §to ga vektor rotacije m zatvara sa osom z 
koordinatnog sistema vezanog sa Zemljom. Moduo w vektora m dat je jednaeinom 

71,2 =77,i 	7v22 	w3  

t.j. zbog (12) i (17) jednaeinom 
w2 = c2 712 . 	 (46) 

Kako je 
– = tg 
n 

 

to dobivamo, ako u ovu jednaeinu uvrstimo tangens ugla od 0",3, koji molemo, po-
§to je taj ugao vrlo mali, zameniti sa samim tim uglom, 

c= 0,000 000 1 n. 

Stavljajuei ovo u jednaeinu (46), dobili bismo relaciju izmedu ugaone brzine w 
oko trenutne ose rotacije i ugaone brzine n rotacije oko geometrijske ose Zemljine; 
razlika izmedu tih ugaonih brzina toliko je neznatna da smo u (41) za t mogli sa 

pravom da stavimo trajanje zvezdanog dana. SaoOteni numereki podatci pokazu-
ju da je konus polhodije veoma siljast. Kako u jednatini (26) molemo, poSto se 
momenti inercije A i C ne razlikuju osetno jedan od drugog, a c je, kao S. to smo vi-

deli, veoma maleno prema n, zanemariti prvi elan desne strane pa dobivamo 

Go  = nC 

t.j. zbog (12), (13) i (43) 	

A t. 	 (47) 

Perioda Tr  ne razlikuje se, dakle, osetno od duZine jednog zvezdanog dana. 
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Iz relacije (45), u kojoj mo2emo, poao su uglovi a i 0 veoma maleni, njihove 
sinuse zameniti sa samim tim uglovima merenim u luenoj mefi, sleduje 

a Ti = 
O T 

t.j. zbog (47) i (41) 
A 

a— 
C — 
	0. 

C 
Iz saopStenih numeriekih vrednosti za 0 i (C — A)/C sleduje a = 0",00098; 

ugao a ne prekoraeava, dakle, vrednost od 0",001. Pomeranje Zemljine ose rotacije 
u prostoru ne dostiZe ni 300-ti deo pomeranja te ose u Zemljinom telu. To pome-
ranje ose u prostoru toliko je neznatno da ne dostiie granite najoftrijeg astronom-
skog opaZanja; zato molemo orientaciju Zemljine ose pri njenom slobodnom kreta-
nju, iskljueujuei uticaj precesije i astronomske nutacije, smatrati kao invariabilnu. 
Oko te ose klimata Zemlja tako da, relativno prema Zemljinoj povrSini, pol rotaci-
je opisuje svoju usku kruZnu putanju oko geometrijskog pola Zemlje. To kretanje 

* Zemlje zove se njena slobodna nutacija. 
Rezultati internacionalne sluibe posmatranja varijacije geografskih krina poka-

zali su da pol rotacije treba za jedan potpuni obilazak oko geometrijskog pola, me-
sto nadene Ojlerove periode, interval vremena od 437 dana, dakle okruglo 14 me- 

* seci. Ta se perioda zove, po njenom pronalazaeu, Cendlerova perioda. Razmimo-
ilaZenje izmedu teorije i opaZanja, koje se ispoljilo u tim dvema periodama, nallo 
je ubrzo svoje tumatenje od NJUKEMA. Na§a, teorijska ispitivanja izvr -Sena su pod 
pretpostavkom da je nasa Zemlja apsolutno evrsta, S"to nije slueaj. Uzme li se u 
obzir elastienost Zemljina, onda nastupa podudarnost izmedu teorije i opaZanja. 

PRAHA IIETHAECTA 

Sekularno pomeranje Zemljinih polova 

63. Istorijski podatci. Klasiena teorija rotacionog kretanja Zemlje po- 
eiva na pretpostavci da je naSa Zemlja apsolutno evrsta. Iako je ova pret- 
postavka u prirodi samo nepotpuno ostvarena, uspela je klasiena teorija da 

glavne pojave rotacionog kretanja Zemljinog, precesiju i astronomsku nutaciju Ze- 
mljine ose, potpuno rastumaei i matematski savr .Seno opise. Zato nije eudo da je 

pro -Sao vek i po od kada su pololeni bili temelji te teorije, a da se nije ni pomiS1jalo 
staviti u pitanje njene, tako dobro oprobane, pretpostavke. Tek polovinom proMo- 
ga veka, kada je pitanje o unutra§njosti Zemlje postalo aktuelno, postavljeno je i 
pitanje kako bi se odigravala precesija i nutacija Zemljine ose kada bi Zemlja imala 
teenu unutraSnjost, zatvorenu u evrstoj ljusci. Sedam decenija bavili su se naueni- 
ci tim pitanjem da radovima POENKAREA i OPENHAJMA dodu do rezultata da bi i 
teena Zemlja imala istu precesiju kao i potpuno evrsta, S. to je SVAJDAR dokazao i 
za elastienu. Nije, dakle, bilo razloga klasienu teoriju precesije i nutacije zamenji- 
vati novom. Istina da je pronalazak Cendlerove periode slobodne nutacije Zemljine 
pokazao da se, u ovom slueaju, ne mole izaei na kraj sa pretpostavkom apsolutno 
evrste Zemlje, all je ovde bilo dovoljno pretpostaviti Zemlju kao elastienu pa da se 
postigne saglasnost izmedu teorije i stvarnosti. Ali je, svim tim znaeajnim rezulta- 
tima egzaktne nauke, ostalo jedno, i to moida najvaZnije, pitanje nereSeno. Geolo- 
Aa ispitivanja su pokazala da pololaji polova Zemljine rotacije nisu nepromenljivi 
na njenoj povrsini nego da su se oni, a toku geoloMi.e proSlosti, neoeekivano daleko 
pomerali po lieu Zemljinom. Od ninogobrojnih dokumenata geologije koji to sve- 
doee da navedemo samo jedan. Bogate naslage kamenog uglja koje su pronadene 
na Spicberadm Ostrvima i koje se danas u velikoj men eksploatrSu, nisu se mogle 
obrazovati na sadaSnjoj geografskojsirini tih ostrva, jer to ne bi dozvolile njihove 
klimatske prilike. U doba karbona bio je, to svedoCe i ostali dokumenti geologije. 
pololaj Zemljinih polova sasvim drugi no §to je sada, a to vaZi i za ostala geolo- 
Sla doba. Tako su geologija i ostale deskriptivne prirodne nauke postavile egzakt- 
noj nauci pitanje: da li postoje mehaniCki razlozi za pomeranje polova na Zemlji- 
noj povr§ini i da li je moguee to pomeranje ispitati i opisati orudem matematike. 

Poku§aji koji su, u drugoj polovini proSioga veka, cinjeni od TOMZONA, DARVI- 
NA i SKIAPARELIJA da na postavljeno pitanje odgovore, ostali su bezuspe§ni, jer su 

(48) 
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ti nauenici trakli uzrok onoj pojavi u promeni rasporeda masa na Zemlji. Za vreme 
Zemljine pro§losti desavali su se, u istinu, veliki pretovari masa na Zemljinoj povr§i-
ni, a kvarterno ledeno doba, kada su veliki delovi severnih krajeva Evrope i Ameri-
ke bili pokriveni slojem snega i leda, debelim hiljada metara, predoeava nam jedan 
takav slutaj. Ali su te promene u rasporedu masa Zemljinih koje nam, na prvi po-
gled, izgledaju ogromne, bile sasvim nedovoljne da izazovu veea pomeranja polova 
Zemljinih. Na postavljeno pitanje moglo se samo odgovoriti napugtajuei klasienu 
pretpostavku o prirodi Zemljinoga tela i zamenjujuei je novom koja odgovara bo-
lje stvarnosti, t.j. uzimajuei u obzir novija ispitivanja geofizike o prirodi Zemljinog 
tela. Ta su ispitivanja dokazala ovo. Spoljni sloj evrste Zemljine kore, u koji ulaze, 
u prvom redu, Zemljini kontinenti, sagraden je od lak .Seg materijala koji se zove, spa-
jajuei prve slogove njegovih glavnih sastavnih elemenata, silicija i aluminija, ukra-
tko „sial". Pod tim gornjim slojem lek drugi, od teieg materijala, koji se zove „sima" 
(od silicija i magneziurna). Ispitivanja teie pokazala su da sialni pokrivae Zemljin 
poeiva na svojoj simatienoj podlozi „izostatski", t.j. tako kako to zahteva Arhime-
dov princip plivanja. Sialni pokrivat Zemljin, koji se najoeiglednije ispoljio u konti-
nentalnim santama, utonuo je, svakim svojim delom, toliko u svoju simatienu pod-
logo kako to zahteva spomenuti hidrostatski princip. Kako je i ta podloga evrsta, 
u obienom smislu te reei, to bi se moglo, na prvi mah, misliti da sadaSnje stanje nije 
drugo do ostatak iz davnih vremena kada su evrste sialne sante plivale na jo§ 2itkoj 
simi koja se postepeno stvrdnula, ostavljajuei u sadaSnjem stanju Zamljine Ijuske 
svedotanstvo svog nekadakijeg agregatnog stanja. No to nije slueaj. Ona vremena, 
kada je ta podloga bila stvarno 2itka, lee daleko, u prvim epohama Zemljine proko-
sti. Od toga doba prohujala je skoro cela geoloSka istorija Zemlje, a za njeno vreme 
deSavale su se jos velike promene lica Zemljinog koje su ga iz osnova izmenile. Da-
nakije stanje stvari mole se rastumaeiti samo ovako. Podloga sialnog pokrivaea Ze-
mljinog pokazuje, pored sve svoje evrstoee, i dan danas izvesne osobine teenih tela; 
ona je evrsta ali fluidalna, t.j. ona se ponaSa prema kratkotrajnim silama kao evrsto 
telo, a prema dugotrajnim kao teeno, into tako kao Sto to eine neke evrste materije, 
evrsta smola, peeatni vosak i dr. Da na.a, Zemlja ima takve osobine, svedoei, izmedu 
ostalog, jedna dobro ispitana geofiziena pojava. Za vreme kvarternog ledenog doba, 
kada su, kao Sto smo euli, severni delovi Evropskog i Amerie.kog kontinenta leiali 
pod teretom debelog ledenog sloja, ti su delovi kontinentalnih santa utonuli u svoju 
podlogu, a kada se ledeni sloj, koji ih je pokrivao, otopio, oni su se poeeli opet uzdi-
zati u vis, i to njihovo uzdizanje traje i dan danakiji. Na taj naein dobivamo ovu sli-, 
ku o stvarnoj prirodi Zemljinoga tela. Zemlja smatrana kao celina, fluidalno je telo, 
t.j. takvo koje se prema kratkotrajnim silama pona§a kao evrsto, ali uticaju dugo-
trajnih sila postepeno popuka i tek onom stanju ravnote -Ze koje bi odgovaralo te-
enom agregatnom stanju. To je posvedoeila i Kleroova teorema. Na torn fluidalnom 
telu Zemljinom poeiva izostatski njen sialni pokrivae koji ne eini jednu homogenu 
ljusku nego je nejednake debljine, raspucan, a moZda i raspaean na odvojene delove. 
On se samo u svojim pojedinim delovima pokazuje kao evrsto telo, a kao celina ne; 
zato ga molemo smatrati za skup evrstih santa koje su utonule u svoju fluidalnu 
podlogu kako to zahteva hidrostatski princip plivanja. 

Usvajajuei ovu Semu o prirodi Zemljinog tela, izradio je MILANKOVIa svoju teo-
riju pomeranja Zemljinih polova koju eemo upoznati, u njenim glavnim crtama, u  

narednih §est paragrafa ove knjige. Sa svoje strane, stvorio je BiLimovia svoju  se-
mu koju eemo upoznati u poslednjem paragrafu, a u kojoj je shvatio Zemlju koja 
se obree oko svoga taika kao materijalni sistem za Sest stepena slobode i pri tome 
je do§ao do iste osnovne jednatine kretanja polova kao i njegov prethodnik. Zarde-
cki je pak ispitao uticaj zonalne rotacije o kojoj smo vet govorili i pokazao da hi-
poteza o takvoj rotaciji ne stoji u protivreeju sa postavljenom teorijom pomeranja 
Zemljinih polova. 

§
64. Matematska §ema izostazije i fluidalnosti Zemljine. Osobi-
ne Zemljinog tela, saopStene u prethodnom paragrafu, valja, pre no Sto pri-
stupimo postavljenom problemu, opisati jezikom matematike pa tim stvoriti 

jasnu matematsku §emu o prirodi Zemljinog tela, pristupaenu egzaktnom ispitiva-
nju. 1Joeimo, u to hue, na proizvoljnom mestu Zemljine povrkne, jednu elementar-
nu vertikalnu prizmu sialnog pokrivaea Zemljinog sa bazom df ogranieenorn meri-
dijanima 4, i u (4) + chl)), a uporednicima kojima odgovaraju geocentriene urine cp i 
(cp + dp). Oznaeavajuei sa r radiusvektor uoeenog dela Zemljine povrSine, bite ba-
za te elementarne prizme pretstavljena ovim obrascem: 

df = r2  cos cp dy di). 

Oznaeimo sa D debljinu sialnog pokrivata na uocenom mestu Zemljine povr-
Sine, to nam ta dukna pretstavlja, u isti mah, visinu uoeene elementarne prizme. 
Ta prizma utonula je u svoju fluidalnu podlogu kako to zahteva princip izostazije. 
Oznaeimo sa H dubinu do koje je ona utonula, sa p o  gustimu sime, a sa p gustinu 
siala, to je princip izostazije izra2en jednaeinom 

po H = pD, 	 (2) 

jer masa po H df istisnutog dela sime mora biti jednaka celokupnoj masi pD df 
uoeene elementarne prizme. Zamislimo sada da smo nepravilni sialni pokrivae Ze-
mljin, zajedno sa okeanima koji ga pokrivaju, na svakom mestu Zemljine poviSine, 
kondenzovali na gustinu p o  sime, onda ee on izgledati potisnut taeno do nivoske 
povrSine sime koja, zbog fluidalnosti Zemljinog tela, mora pretstavljati jednu ekvi-
potencijalnu povrSinu gravitacionih i centrifugalnih sila kako smo je naki pri izvo-
denju Kleroove teoreme. Zato to Zemlja, mesto svojom stvarnom neravnom povr-
Sinom, biti ogranieena jednom takvom ekvipotencijalnom povrSinom, dakle jednim 
glatkim rotacionim elipsoidom. Pozivajuei se na sliean postupak koji se upotreblja-
va u geodeziji, pola2uei povrknu elipsoida uporedivanja u nivo mora, a kondenzu-
juei mase koje se iznad njega nalaze, nazvaeemo ovaj naS elipsoid, za razliku od 
geodetskog unutra§njim elipsoidom referencije. Jednaeina njegovog meridijanskog 
preseka bite, prema obrascu (Ti), §51, ova 

= a(1 — sin2  cp) 	 ( 3 ) 

gde a oznaeava radius ekvatora tog elipsoida, a v njegovu spljoStenost. Za ovu mo-
Zemo, poko je sialni pokrivae veoma tanak, dakle izvrSena kondenzacija masa ne-
znatna, staviti, dovoljnom taenosti, ovu numerieku vrednost 

1 

— 300 .  

(1) 

(4) 
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= (z2  + x2 ) du; 

dA.', = zx du; 

dr3  = (x2  + y2 ) du 

dA3 = xy du. 
(13) 
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Neka nam A, B, C pretstavljaju glavne momente inercije toga, na svojoj po-
vrkni kondenzovanog Zemljinog tela koji ee se, zbog toga ko je zgusnuti deo nje-
gov vrlo malen prema celokupnoj Zembi, veoma malo razlikovati od stvarnih mo-
menata inercije na§e Zemlje. Zbog rotacionog oblika elipsoida referencije moiemo, 
kao uvek do sada, staviti 

B = A. 	 ( 5 ) 
Poloiimo u centar Zemlje poeetak 0 ortogonalnog koordinat. sistema X—Y—Z 

pa upravimo njegove ose tako da se one poklapaju sa glavnim momentima inercije 
kondenzovanog Zemljing tela; pri tome neka osa Z padne u osu elipsoida referenci-
je i bude naperena prema severu. Momenat inercije T tako formiranog Zemljinog 
tela obzirom na jednu proizvoljnu osu koja prolazi kroz centar Zemlje, a zatvara 
sa osama upotrebljenog koordinatnog sistema uglove a, f3, y, pretstavljen je, pre-
ma poznatoj teoremi Racionalne Mehanike, obrascem 

T = A cost a + B cos2  p + c cos2  y. 	 (6) 

Kako je za svaku pravu koja zatvara sa koordinatnim osama uglove a, f3, y, 

cos 2  a + cos 2  (3 + cos2  y = 1 , 	 (7) 
to dobivamo, imajuei u vidu (5), 

T = A(1 — cos2  y) + C cos2  y 

t.j. 

T = A + (C — A) cos2  y. 	 (8) 

Pri daljim izvodenjima i, u opke, po ceo problem pomeranja polova pokazaee 
se kao vrlo korisna ova geometrijska pretstava o rasporedu momenata inercije. Za-
mislimo da smo iz taeke 0 naSeg koordinatnog sistema opisali loptu proizvoljnog 
radiusa R, onda svakoj taeki povrkne te lopte odgovara jedna odredena osa ko-
ja prolazi kroz tu taeku i centar Zemlje, a opet ovoj osi jedan odredeni momenat 
inercije T. Zato odgovara svakoj taeki povrkne te lopte jedna odredena vrednost 
skalara T pa zato moiemo povrknu te lopte srnatrati za jedno sferno skalarno po-
lje. To polje definisano je jednoznaeno obrascem (8). Ekviskalarne linije toga po-
lja pretstavljene su obrascem 

A + (C — A) cos2  y = const. 

pa su one uporednici lopte ako prodorne taeke ose Z sa torn loptom smatramo za 
polove. 

Zamislimo da je kondenzovani sialni pokrivae Zemijin vraCen u njegovo stvarno 
stanje, t.j. da se istegao na svoju pravu gustinu, a Zemlja dobila time svoju stvar-
nu reliefnu povrknu. Tim ee se momenat inercije T promeniti za jedan odredeni 
iznos S2 zavisan od konfiguracije sialnog pokrivaea. Taj iznos moiemo, ne uzimaju-
ei, za sada, u obzir neznatne promene gravitacionog potencijala usled istezanja si-
alnog pokrivaea, izraeunati na ovaj naein. I\4asa uoeene elementarne sialne prizme 
pretstavljena je izrazom 

du = Dp df . 	 (9 ) 

U kondenzovanom stanju te prizme pretstavljen je momenat inercije njene ma-
se (koju moiemo, poko su njene dimenzije veoma malene prema dimenzijama Ze- 

mlje, zamisliti koncentrisanu u njenom teiiku) obzirom na osu r, ako sa 0 oznaei-
mo ugao §to ga to osa zatvara sa radiusvektorom r toga teiika, ovim izrazom 

r2  sin2  0 du. 

Istegnemo li tu elementarnu prizmu koja, kondenzovana, ima visinu H na nje-
nu stvarnu visinu D, to ee se time njeno teiiste uzdignuti u vis za dui 

zo = 
2 
—
1

(D — H). 	 (10) 

Ovo pomeranje mole zbog (2) biti pretstavljeno i ovim obrascem 

zo = 
po —  P D. 

p0  

Tim pomeranjem teiika mase du promeniee se i njen maloeas saopkeni mo-
menat inercije obzirom na osu u 

(r + Zo ) 2  sin2  0 du, 

iii, poko je dui zo  tako malena prema r da njen kvadrat moiemo zanemariti, u 

(r2  + 2zor) sin 2  0 du. 

Istezanjem elementarne prizme na njenu stvarnu visinu promeniee se, dakle, 
momenat inercije T za iznos 

	

(In = 2zo r sin 2  0 du.. 	 (12) 

Iznos 11 za koji ee se promeniti momenat inercije T ako uzmemo u obzir celoku-
pni pokrivae Zemijin, a koji eemo iznos nazvati dopunskim momentom inercije sial-
nog pokrivczea Zemlje obzirom na osu dobieemo ako izvr .kmo integrisanje prednjeg 
izraza Sirom celokupne Zemljine povrkne. Svakoj osi koja prolazi kroz centar Zem-
lje i njenoj prodornoj taeki sa spomenutom loptom radiusa R odgovara jedna odre-
dena vrednost skalara S2. Zato nam povr§ina te lopte pretstavlja sferno polje skalara 

Analitieki obrazac za to polje dobieemo na ovaj naein. Oznaeimo li sa x, y, z ko-
ordinate tei1ka kondenzovane elementarne prizme, to su momenti inercije odnosno 
momenti devijacije njene mase obzirom na koordinatne ose pretstavljeni obrascima 

dr, = (y 2  + z 2 ) clu; 

dAi = yz du; 

Uvedemo li, mesto ortogonalnih koordinata x, y, z, polarne koordinate r, p, 
to je 

x = r cos p cos 4); 	y = r cos p sin 4) ; 	z = r sin cp, 	(14) 

dr, = r 2 (cos2  cp sin2  + sin2  p) clu 

	

dr2  = r2 (sin2  cp + cos2  cp cos 2 
	

(15) 

d1 3  = r2  cos2  cp du. 

dAi = r2  sin p cos p sin 4)  du 

	

dA2 = r2  sin p cos p cos r.l) 	du 
	

(16) 

dA3 = r2  cos2  p sin 4)  cos Y du. 
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Uzdizanjem mase du vertikalno u vis, t.j. u pravcu radiusvektora r za malu dui 
zo promeniee se gornje velieine za 

a a 	 a dill  
di = - Z0' dA = 

Or 	 O zo,
r 

pa nam ovi izrazi pretstavljaju diferencijale dopunskih momenata inercije odnosno 
devijacije sialnog pokrivaea Zemljinog obzirom na koordinatne ose. IzvrSivSi na-
znaeenu parcijalnu diferencijaciju i stavljajuei, iza toga, u dobivene obrasce zbog 
(1) i (9) 

du = r2 Dp cos cp dcp dc, , 	 (17) 

dolaziino do ovih obrazaca 

dI 1  = 2r3pDzo  (cos 2  cp sin2 4,  + sin2  cp) cos cp dcp dc, 
dI2  = 2r3 pDzo (sin 2  cp + cos2  cp cos2  p) 	cos cp dcp d4, 	 (18) 

dI3  = 2r3 pDzo  cos3  cp clip dp 

dA 1  = 2r3 pDzo  sin cp cos2  cp sin p&p dp 

dA2  = 2r3 pDzo  sin cp cos2  cp cos p 	dcp dci 	 (19) 

dA3  = 2r3 pDzo  cos 3  cp sin p cos 4, 

Dopunski momenti inercije I I , 12, 13 odnosno dopunski momenti devijacije A1, 
A2, A3 sialnog pokrivaea Zemljinog obzirom na ose koordinatnog sistema X—Y—Z 
dobivaju se integrisanjem prednjih obrazaca Sirom cele Zemljine povrSine, a slu2e-
ei se podatcima Geofizike o konfiguraciji tog pokrivaea. Pri tom izratunavanju ko-
je Spada u oblast Geofizike i u eije se pojedinosti ovde ne moramo upuStati, dozvo-
ljeno je ovo uproSeenje. 

U prednje obrasce trebalo bi za r 3 , prema (3), staviti 

r 3  = a3 (1 — v sin 2  cp)
3

. 

Ovaj obrazac mo2emo, poSto je v veoma malo, zameniti sa 

r3  = a 3 (1 — 3v sin 2  cp). 

Uzmemo li u obzir da elan —3v sin 2  cp dosti2e zbog (4) u maksimumu samo je-
dan procenat prvog elana prednje zagrade, to ga moiemo sasvim zanemariti pa sta-
viti r = a, t.j. smatrati radiusvektor r za konstantu. To mo'Xemo ueiniti tim pre Sto 
podatci Geofizike o konfiguraciji sialnog pokrivaea su joS dosta nepouzdani. Uti-
njenu neznatnu greSku koju einimo naznatenim uproSeenjem mo2emo joS vise uma-
njiti ako za r uvedemo srednji radius Zemlje r o . PoSto se pri izraeunavanju mo-
menta inercije 52 radi, u prvom redu, o izostatskom pomeranju z o , to u tom raeunu 
ne igra spljoStenost Zemlje valniju ulogu. Iz istog razloga nismo se do sada obazi-
rali na to da se pri prelazu od kondenzovanog stanja sialnog pokrivaea na njegovo 
stvarno stanje menja i oblik ekvipotencijalnih povrSina koje, u ovom drugom slu-
eaju, nisu sasvim identiene rotacionim elipsoidima. To otstupanje je, kao Sto su to 
pokazala geodetska premeravanja Zemlje, zaista veoma malo. 

Kada su, izvrSenom integracijom, odredene vrednosti velieina I i A, onda je 
tim, prema poznatom obrascu Racionalne Mehanike, odreden i dopunski momenat  
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inercije 52 obzirom na osu koja zatvara sa koordinatnim osama uglove a, (3, y. Taj 
je momenat pretstavljen obrascem: 

ft = I l  cos2  a + 12 COS2  p + 13  cos 2  y 

— 2A1 cos p cos y — 2A2  cos y cos a — 2A3 cos a cos p. (20) 

Kako je 

	

x = r cos a; 	y = r COS P; 	z = r cosy, 	 (21) 

to dobivamo, koristeei se obrascima (14), 

	

cos a = cos cp cos P; 	cos p = cos cp sin p; 	cos y = sin cp. 	(22) 

Stavljajuei ovo u (20), dobivamo 

= Il  cos2  cp cos2 4,  + I2  cos2  cp sin 2  + 13 sin2  cp 
— A l  sin 2p sin 4, — A2 sin 2y cos 4, — A3 cos 2  cp sin 2P. (23) 

Ovaj obrazac odreduje nam jednoznatno sferno polje skalara ft, t.j. dopunskog 
momenta inercije sialnog pokrivaea Zemljinog. To polje igra, kao Sto eemo videti, 
presudnu ulogu u problemu pomeranja Zemljinih polova. 

Prednjim rasudivanjima stvorili smo pravu i najopStiju Semu o prirodi Zemlji-
nog tela, sposobnu za matematsko ispitivanje postavljenog problema. Da je reka-
pituliSemo: Zemlja, smatrana kao celina, fluidalno je telo pokriveno sialnim pokri-
vaeem koji je, raspaean, raspucan iii fleksibilan, utonuo u svoju podlogu po zakonu 
hidrostatske ravnote't. e. Kada bi taj pokrivae bio kondenzovan na gustinu podloge, 
onda bi Zemlja bila ogranieena glatkim elipsoidom referencije, pretstavljenim obra-
scem (3), a njeni glavni momenti inercije bili bi A, B, C, pri eemu je A = B. Oda-
biruei ose tih glavnih momenata za ose X, Y, Z naSeg koordinatnog sistema, bio 
bi momenat inercije obzirom na osu koja zatvara sa koordinatnim osama uglo-
ve a, (3, y pretstavljen obrascem (8). Prisustvo sialnog pokrivaea menja momenat 
inercije T za iznos S2 tako da je momenat inercije J stvarnog Zemljinog tela obzi-
rom na osu pretstavljen izrazom 

J =T + 	 (24) 

pri temu smo ci nazvali dopunskim momentom inercije; on je dat, kao funkcija 
uglova a, [3, y obrascima (20) i (7), a kao funkcija uglova cp i 4), obrascem (23). Ovi 
obrasci daju nam matematsku Semu prirode Zemljinog tela, vodeei raeuna o njego-
voj fluidalnosti i izostaziji. 

65. Polo2aji glavnih osa inercije. Usled izostazije sialnog pokrivaea 
Zemljinog, promenio se momenat inercije T za iznos 52. Tom promenom mo- 
menta inercije izmeniee se i poloiaj glavnih osa inercije Zemljinoga tela. Dok 

je pre osa Z koordinatnog sistema bila, u isti mah, jedna od glavnih osa inercije i dok 
je prodorna taeka F njene pozitivne grane sa elipsoidom referencije, pretstavljala, 
u isti mah, pol inercije, sada to vise neee biti slueaj. Novi, t.j. stvarni, pol inercije 
Zemljinog tela T neee se podudarati sa polom referencije F, ali ee se, zbog toga Sto 
je sialni pokrivae veoma tanak, nalaziti u blizini pola referencije, na onom mestu 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



§66] 	 11PHITAITYBIIBAHDE 3EMIEMHOr TEJIA 
	

201 

Pri sledeeim ispitivanjirna, u kojima ee, kao S . to smo vee rekli i §to sleduje iz 
prethodne jednaeine, polje skalara S2 igrati vaInu ulogu, ukazaee se potreba da 
odredimo polotvaje polova dopunskog momenta inercije S2 , t.j. poloiaje prodornih 
tataka glavnih osa tenzora ft sa elipsoidom referencije odnosno sa sferom radiusa 
R, na koju projektujemo polje skalara ft. Te su tatke one u kojima skalar ft dosti-
2e svoje ekstremne vrednosti, t.j. u kojima je 

	

— 0- 	an  — o 

	

' 	aq, 
(32) 
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elipsoida referencije kojem odgovara ekstremna vrednost velieine J. Polo2imo 
dakle, kroz pol referencije F tangencijalnu ravan na elipsoid referencije i poloZimo 
li u toj ravni, sa svojim potetkom u tatki F, jedan ortogonalni koordinatni sistem 

to ee pololaj pola inercije T u toj ravni biti odreden ovim dvema jednatinama 

aT af2 

	

at 
+ — = 0: 
	aT all_ 0  

an  + Or) – 
	 (25) 

Kako se pol inercije T nalazi u neposrednoj blizini pola referencije F, dakle u bli- 
zini poeetka naSeg koordinatnog sistema to su koordinate i pola inercije, koje 
eemo meriti u luenoj mefi, veorna male. Zato dobivamo razvijanjem u redove i za-
nemarivanjem elanova sa visim potencijama od i 0, mesto (25), ove dve jednaeine 

aT (0,0) 	a2T(o,o) 	asi(o,o) 	a2s-0,0) 
+ 	+ ae: + 	= 0 

aT (o,0) 	a2T(o,o) 	af/(o,o) 	a2Q(o.o)  
+ 	+ 	+ n 	= 0. 

	

an 	8,12 an- 
Iz (8) sleduje 

—
ay 

= –(C – A) sin 2y; 
OT   = 2(C – A) cos 2y. 

a2T 
aye 

Kako, na poeetku koordinatnog sistema, diferencijali x i an  pretstavljaju isto 
Sto i ay, a kako je ovde y = 0, to dobivamo 

	

02T(0,0) _ a2T(0,0) 	a2T(0,o) 

	

aT(o,o) _ aT(o,o) 	aT(0,o) — 0  
— 	— ay  — 

an -2 	aye 
	= –2(C – A). 
	 (27) 

Numerieke vrednosti izvoda a252/K2 i a2Q/an2 su, kao S. to to pokazuje njiho-
vo izratunavanje iz podataka Geofizike, veoma malene prema 2(C– A) pa se zato 
ti izvodi rnogu u jednaeinama (26) zanemariti. Koristeei se jednatinama (27), do-
bivamo iz (26) 

1 	alt I 	as" 

	

=_  	; 	ii =  	. 	 (28) 
2(C – A) aE, 	2(C – A) an

. 
 

Ovo su koordinate pola inercije. Njegov polo2aj u odnosu na pol referencije 
pretstavljen je vektorom pololaja 

a = + 	 (29) 

gde nam i i j oznaeavaju jediniene vektore u pravcu koordinata i n. Iz (28) i (29) 
sleduje 

a = 	 
1 

(30) 
2(C – A) { 	

1+ 
aTi

j 

t.j. 

a = 2(C
1 
 A) grad Si 	 (31) 
–  

eime je odreden polo .Zaj stvarnog pola inercije Zemljinog tela prema polu referencije. 

Koristeei se obrascem (23), mo .Zemo prednje jednaeine zameniti ovim dvema 

2A 1  sin y + 2A2  cos 4, 

13 - (11 +I2) 	(I1 - 13 ) COS 241 + A3 sin 24, 

tg = 
	–  12) sin 24, +  2A3  cos 21/ 

2A 2  sin – 2A1  cos (1, 

	
(33) 

Koreni ovih jednaeina odreduju nam pololaje polova inercije, t.j. glavnih osa 
inercije sialnog pokrivaca. Te eemo korene naCi najjednostavnije grafiekim putem, 
nacrtay .Si obe krive date prednjim jednaeinama i odrediv'Si koordinate preseka tih 
dveju kriva. Tatnost dobivenog rezultata molemo proizvoljno uveeati analitiekim 
raeunom. 

Jednaeine (33) daju nam za interval 	< cp < +17; 0 < < 2rc S'est parova 
realnih korenova od kojih dva po dva para odgovaraju antipodnim taekama na Ze-
mljinoj sferi. Stavljajuei te korene u obrazac (23), dobivamo glavne dopunske mo-
mente inercije 111 i  122, 113 sialnog pokrivaea; oni ee se pojaviti u jednaeini sekular-
ne putanje polova. 

66. Prilagodivanje Zemljinog tela. Prema rezultatima prethodnog 
paragrafa, nalazi se pol inercije T celokupne Zemlje u otstojanju a, merenom § 
luenom merom, od pola referencije F. To otstojanje mo2emo nazvati anorna-

lijorn pola inercije. U prethodnoj glavi smo pokazali da trenutni pol rotacije Zem-
bine opisuje oko pola inercije kruZ. nu putanju, obilazeei je za vreme jedne Cendle-
rove periode. Pri tome je, iskljueujuei njenu precesiju, osa rotacije Zemljine invari-
abilna u prostoru, tako da Zemljino telo stvarno klimata oko te ose. Periodieki ela-
novi toga kretanja, oni koji se ispoljavaju u relativnom kretanju pola rotacije oko 
pola inercije, ili obratno, i centrifugalne sile skopeane sa tim klimatanjem izazivaju 
elastiene deformacije Zemljinog tela koje su bile uzrok otstupanju 0endlerove pe-
riode od Ojlerove. Nasa Zemlja se, kao S. to smo vee saopStili, ponaAa prema tim 
kratkotrajnim, periodienim silama, zaista, kao evrsto elastieno telo. 0 tim njenim 
elastienim promenama ne moramo sada, kad se radi o sekularnom fenomenu pome-
ranja polova, dalje voditi raeuna. No otstupanje pola inercije od pola referencije 
izaziva jedan sekularan elan deformacije Zemljinog tela, a prema tim sekularnim, 
dakle dugotrajnim, silama deformacije ispoljava Zemlja svoju fluidalnost. Pri ispi-
tivanju dejstva tih sekularnih sila valja eliminisati periodiene sile. To eemo ueiniti 
na taj naein alto nademo srednji pololaj pola rotacije koji odgovara njegovom pe- 

tg 2y = 

(26) 
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riodidnom kretanju. To je kretanje krug sa centrom u polu inercije pa je zato sre-
dnji polo2aj pola rotacije centar toga kruga, dakle sam pol inercije. Prema osi ko-
ja prolazi kroz taj pol inercije nagnuta je fluidalna jezgra Zemljina, °Mena u eli-
psoidu referencije, za ugao pretstavljen anomalijom a. Kako su sekularne centri-
fugalne sile simetriene prema srednjoj osi rotacije koja prolazi kroz pol inercije, to 
ee one teEti da deformigu Zemljinu jezgru, t.j. da ispupee elipsoid referencije tako 
da se njegova osa poklopi sa osom inercije. Te su sile, kao sto to pokazuje njihovo 
izraeunavanje, u koje se ovde ne moramo upuSlati, proporcionalne anomaliji a; kad 
ove ne bi bilo, to bi sile iseeznule. Dejstvo tih sila veoma je sporo a sleduje savladi-
vanjem unutrakrjih otpora, zato de brzina deformacije biti proporcionalna tim si-
lama t.j. proporcionalna anomaliji a. Deformacija jezgre Zemljine te2i da pol refe-
rencije pribliai polu inercije, t.j. srednjem polu rotacije, pa ee brzina a kojom se to 
pribli2avanje vr§i biti proporcionalna anomaliji a dakle biti pretstavljena obrascem 

= k a 	 (34) 

gde k oznaeava jedan skalarni koeficienat koji se zove koeficientom prilagodavanja. 
Torn brzinom a, i tim pravcem, do§ao bi pol referencije do poklapanja sa polom ro-
tacije kad bi tim pomeranjem iseeznula anomalija a. No ova, inaee konaena i pro-
menljiva od taeke do taeke Zemljine povr§ine, postaje jednaka nuli tek onda kad, 
prema (31), gradienat polja S2 postaje jednak nuli, a to je samo na onima taekama 
Zemljine povr"Sine gde je prodiru glavne ose tenzora S2. Dogod to nije slueaj, pol ee 
referencije, kreeuei se prema polu inercije, gurati taj pol ispred sebe u pravcu ano-
malije a koja odgovara mestu polja f2 gto ga je pol referencije zauzeo. Zato ee se 
pol referencije i pol rotacije, u medusobnom malom otstojanju a, kretati jedan iza 
drugog pravcem vektora a i brzinom proporcionalnom torn vektoru, dogod ne do-
du do svoga zajedniekog polo2aja ravnoteie u kojem je a = 0. Zato nam obrazac 
(34) pretstavlja brzinu kojom se kreeu oba ta pola, jedan iza drugog, relativno pre-
ma Zemljinoj ljusci. Zbog tog nam vektor n pretstavlja brzinu relativnog pomera-
nja pola rotacije prema Zemljinoj sialnoj ljusci. 

Koristeei se obrascem (31) i stavljajuei 

k 
2(C - A) 

= X
'  

dobivamo 
= x grad O. 	 (35) 

Ovo je osnovna jednaeina sekularnog pomeranja polova. Mi demo je izvesti i 
na drugi naein u iduea dva paragrafa gde demo detaljnije ispitati mehanizam tog 
pomeranja. 

67. Polfugalna sila sialnih santa. Kada je princip izostazije i fluidal- 
nosti Zemlje uhvatio korena u Geofizici, uvideo je KEPEN da ee, usled diver- 
gencije ekvipotencijalnih povrSina Zemljine teie, sialne sante podle2ati dej-

stvu sile koja ee te2iti.da ih pomeri ka ekvatoru. Tu je silu on nazvao „Polflucht-
kraft"; mi demo je zvati polfugalnom Awn. Matematski obrazac za tu silu dobiee-
mo, koristeei se prethodnirn rezultatima, na ovaj naein.  
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Funkcija sila Zemljine gravitacije i centrifugalne sile bila je, prema jednaeini 
(60), §51, pretstavljena ovim obrascem: 

n2r2 
W = f —

M 
+ 	(C - A)(1 - 3 sin2  cp) + 	cos2 cp. 

r 	2r3 	 2 

IJoeimo na proizvoljnom mestu Zemljine povr§ine jednu vertikalnu elementarnu 
prizrnu sialnog pokrivata kako je ona bila naznatena u §64. Ona je utonula izostat-
ski u svoju podlogu do dubine H. Te2i'M,e istisnutog dela sime pretstavlja nam cen-
tar hidrostatskog potiska i nalazi se u polovini visine utonulog dela prime; oznaei-
mo ga sa 111. Te2i§te same prizme, koje se nalazi u polovini njene visine D, oznaei-

mo sa S. Visinska razlika zo  tih dveju tataka pretstavljena je obrascem (10). Masu 
du elementarne prizme mo2emo zamisliti 
koncentrisanu u taeki S. Zato de sila ko-
ja dejstvuje na uoeenu prizmu biti pret-
stavljena gradientom skalara W u taeki 
S, pomno2enim sa masomoz41 prizme. Ta 
ee sila irnati jednu tangencijalnu kompo-
nentu obzirom na ekviskalarnu povr"Sinu 
koja prolazi kroz taeku M, a ta ee kom-
ponenta pretstavljati polfugalnu silu ko-
ja dejstvuje na masu du.. Da tu silu na-
demo, polo2imo u taeku M (sl. 22) poee-
tak ortogonalnog koordinatnog sistema 
x-y koji lezi u rneridijanskoj ravni taeke 
M kojega je osa y naperena vertikalno 
u vis, a osa x prema ekvatoru. U taeki 
M je 

aw 
= 0 	(37) 

ax 

jer u toj taeki tangira osa x ekviskalarnu povr•Snu. Taeka S ima koordinate x = 0; 

y = zo . Zato izvod funkcije W po x neee u toj tatki biti jednak nuli, nego ee biti 
pretstavljen obrascem 

	± a ( aw,o  
ax ay  as ) 

u kojem se izvodi odnose na taeku M. Zato je, imajuei u vidu (37), skalarna vred-
nost polfugalne sile mase du pretstavljena obrascem 

a (aw  
dH = zo 	 ax 

du . 	 (38) 

Menjajuei, •Sto je dozvoljeno, red izvoda, dobivamo 

a ( awl  
dH = 0 	 (39) 

ax ay  
Izvod 

(40) 

(36) 

ow 
ay 
 = — g 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



204 
	

CEKYJIAPHO HOMEPAI-bE 3EMILHHHX HOJIOBA 	[rn. xv 
	

§68] OCHOB ,LIWDEP. JERH CEKYJIAPHOP HOMEPAHDA 3EMIL,HHHX HOHOBA 205  

pretstavlja nam akceleraciju Zemljine tee u taeki ; ta je akceleracija naperena 
prema dole, zbog eega se u prednjoj jednaeini pojavio znak minus. Stavljajuei (40) 
u (39), dobivamo 

a 
dH 	y 

Ox 

Ova jednatina vaZi za svaku taeku Zemljine povrSine ako za g stavimo akcele-
raciju tee u toj taeki, a za ax elemenat tangente na meridijanski presek ekvipo-
tencijalne povrSine. Za taj elemenat molemo, prelazeei na polarne koordinate, a 
vodeei raeuna da je osa x bila naperena prema ekvatoru, staviti  

sile koje dejstvuju na sialnu ljusku medusobno ne potiru, nego stvaraju jedan mo-
menat zaokretanja 911 obzirom na centar Zemlje. Pri izraeunavanju toga momenta, 
molemo za krak polfugalnih sila svugde staviti srednji radius Zemljin r o , vee zbog 
toga SW te sile dostizavaju svoje maksimalne vrednosti na srednjim geografskimsi  
rinama, bas onde gde je njihov krak stvarno jednak srednjem radiusu Zemlje; sem 
toga nam naSi, joS dosta nepotpuni, podatci o konfiguraciji sialnog pokrivaea ne bi 
ni dozvolili veal taenost raeuna. Usvajajuei ovo uprokenje, dobivamo da ee mo-
menat polfugalne sile dH obzirom na centar Zemlje imati skalarnu velieinu 

dM= ro  dH. 	 (46) 

(41) 

g = go + (gp - ga ) sin 2y clu. 

Stavljajuei ovo u (43) dobivamo 

dH —40 	- ga ) sin 2y du. 

Da bismo taj momenat pretstavili, kao Sto je potrebno, u vektorskom obliku, 
poloiimo u centar Zemlje poeetak 0 (sl. 22) ortogonalnog koordinatnog sistema 
X-Y-Z; osa Z toga sistema neka pada u osu rotacije Zemlje i neka bude napere-
na prema severu; osa Y naka leii u ravni meridijana mase du na koju dejstvuje po-
smat•ana polfugalna sila dH. Oznaeimo li jediniene vektore u prawn osa tog ko-
ordinatnog sistema sa i, j, t, to je, poSto i stoji normalno na ravni meridijana mase 
du i poSto momenat zaokretanja oznaeavamo pozitivno kad dejstvuje u smislu pro-
tivnom kretanju skazaljke na satu, momenat zaokretanja d931 polfugalne sile koja 
dejstvuje na masu du pretstavljen vektorski ovim obrascem: 

Oft = 	dH i. 
(45) 	 Koristeei se obrascem (45) i stavljajuei u njega r =7-0 dobivamo 

ax = -r ay. 	 (42) 

Zato je 
zo  ay , 

au 
dH = r ay ' 

— — . 	 (43) 

Zavisnost akceleracije g od geocentriene §irine cp bila je pretstavljena obrascem 
(71), §51, t.j. ovim 

(44) 

(47) 

Ovo je analitieki izraz polfugalne sile koja dejstvuje na masu du; ona je, poSto 
je osa x bila naperena prema ekvatoru i poSto je g P  > ga , naperena od pola, zbog 
eega je dobila svoje ime. 

NaSa sadaSnja znanja o konfiguraciji, a naroeito o debljini D sialnog pokrivaea 
Zemljinog pa, sletstveno, o velieini z o  daleko su od toga da bismo bili u stanju ta-
Eno izraeunati numerieku vrednost polfugalnih sila koje dejstvuju na pojedine delo-
ve sialne ljuske. Sredom, ta okolnost ne igra vaZnu ulogu u pitanjima kojima demo 
se ovde baviti, jer kod ovih dolazi u prvom redu u obzir faktor sin 2y. Prema nje-
mu, zavisi, pri istom o , polfugalna sila samo od geografske §irine pa dostiZe svoj 
maksimum za p = 45°, na polovima i na ekvatoru ona je jednaka nuli. 

68. Osnovna diferencijalna jednatina sekularnog pomeranja 
Zemljinih polova. Kada bi sialni pokrivat Zemljin, obuhvatajuei celu 
Zemlju, imao svugde istu debljinu i gustinu ili kada bi on pokrivao samo de- 

love Zemljine povrSine, no bio simetrienog oblika prema polovima, ne bi polfugal- 
ne site telile da izmedu kakvo pomeranje tog pokrivaea po njegovoj podlozi, jer hi 
se one, simetriene prema polovima, medusobno potirale. Uzrok pomeranja sialne 
ljuske po njenoj podlozi lezi u nepravilnosti te ljuske koje su, zaista, veoma velike. 
Od tih nepravilnosti upada nam najjaee u oei veliki kontrast izmedu kontinenata i 
dna morskog. Njihove povrSine leZe na razlieitim visinama; razlika izmedu srednje 
visine povr'Sine kontinenata i dna morskog iznosi preko 4 000 metara, a visinska ra- 
zlika izmedu najviSe taeke kontinenata i najdublje take mora skoro 20 000 meta- 
ra. Ta nepravilnost i reliefnost sialnog pokrivaea ima za posledicu da se polfugalne 

dfft = -zo (g, - g“) sin 2cp du i. 	 (48) 

Momenat zaokretanja 9Jt celokupnog sialnog pokriva'ea dobiva se integracijom 
prednjeg izraza preko cele Zemljine povrSine. Tu integraciju izvrSieerno na ovaj na-
ein. 

Dopunski momenat inercije c1S2 mase du obzirom na osu koja zatvara sa ra-
diusvektorom r mase du ugao 0 bio je pretstavljen obrascem (12). Stavhno li u taj 
obrazac, prema napred ugovorenom, r = r o , to dobivamo 

dit = 2zoro sin e  6 du. 

Lei li osa u ravni meridijana mase du i zatvara li ta osa sa ravni ekvatora 
ugao to je 

di/ = 2zoro sin 2 R - p) du. 	 (50) 

Ako osa C ne lei u meridijanskoj ravni elementa du, onda valja prednji obra-
zac zameniti drugim, no poSto nam taj obrazac neee biti potreban pri daljem izvo-
denju, mi ga ne moramo ovde napisati. 

Svakoj osi koja prolazi kroz centar Zemlje odgovara jedna odredena vrednost 
skalara HE; isto tako odgovara svakoj taeki lopte opisane oko centra Zemlje radi-
usom 1.0  jedna odredena vrednost skalara dS2. Zato nam povr'Sina te lopte pretsta-
vlja sferno polje skalara dig. Pitajmo sada koliki je gradienat toga polja u sever-  

nom polu, t.j. u prodornoj taeki pozitivne grane ose Z sa sferom radiusa ro. Taj 
gradienat mora, iz razloga simetrije, pasti u ravan meridijana mase du, t.j. on mora 
tangirati meridijanski krug taeke M u taeki P. Jedinieni vektor toga pravca, na-
peren u smislu u kojem raste, pretstavljen je, prema napred ugovorenom. sa  

Zato je traleni gradienat pretstavljen obrascem 

(49) 
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adft . 
grad df/ = 	 

as 
gde as oznaeava elemenat meridijanskog kruga za koji valja staviti as = ro a. Za-
to je 

1 add 
grad (IQ =- 	j. 

ro  aS 

U ovu jednaeinu valja desno za tin staviti obrazac (20) zbog eega je 

grad (K2 = —2z0 
a sin2 ( — cp) 

du j 

t.j. 

grad di/ = —2zo sin 2( — (I)) du j. 

Poto traZimo gradienat u samom polu, t.j. za = 90°, to dobivamo 

grad di/ = —2z o  sin 24) du j. 	 (51) 

Ponmo2imo li ovu jednatinu vektorielno sa t, to dobivamo, poSto je [t j] = 
= 	= —i, 

[t grad dc2] = 2z o  sin 2p du i. 	 (52) 

Iz jednaeina (48) i (52) sleduje 

d97t = —,3 (gp  — g a )[k grad tilt]. 	 (53) 

Ovo je momenat zaokretanja polfugalne sale mase du obzirom na centar Zem-
lje. Momenat zaokretanja 931 polfugalnih sila celokupnog sialnog pokrivaea  Zemlji-
nog dobivamo integracijom prednjeg izraza Sirom celog tog pokrivaea. Zato je, po-
Sto su gp , gp, t konstante, 

931 = — (gr, — g a ){t f grad dill . 	 (54) 

Kako je gradienat zbira skalara jednak vektorielnom zbiru gradienata tih poje-
dinih skalara, to je 

f grad (IQ = grad f dQ = grad Q 

gde nam Q pretstavlja dopunski momenat inercije celokupnog sialnog pokrivaea. 
Zato je 

9Y1 = — 5 (gp  — gr,)[t grad 12]. 	 (55) 

Ovaj momenat zaokretanja teli da zaokrene sialnu Ijusku Zemljinu olio ose ko-
ja, zbog faktora t u vektorskoj zagradi, leli u ravni ekvatora. Pomeranje sialne lju-
ske izazvano tim momentom vrSi se, kao S"to eemo videti, neopisano sporo, uz sa-
vladivanje otpornih sila. Zbog toga ee rotaciona brzina to tog kretanja biti propor-
cionalna gornjem momentu. Zato je 

--(g
P  — g a )[t grad 52] 

9 	 (56) 

gde in oznaeava faktor spomenutog proporcionaliteta. 

Usled ovog zaokretanja sialnog pokrivaea pomeraoe se svaka tatka njegova brzi-
nom 

u = [to r] 

preko Zemljine jezgre pri eemu nam r pretstavlja vektor pololaja uoeene taeke si-
alnog pokrivaca u odnosu na centar Zemlje. Za taeku povrSine sialnog pokrivaea 
koja leli iznad pola rotacije P je 

r = roe; 	= 7.0 [ID e]. 

Pol rotacije Zemljine P pomeraee se istom brzinom no u protivnom pravcu. 
Zato nam izraz 

	

= —7.0 [n) = ro  [e In] 
	

(57) 

pretstavlja vektor brzine kojom se pol rotacije P pomera relativno prema povrSini 
Zemljine ljuske. Iz (57) i (56) sleduje 

711 

	

= — —9  To (g, — g a )[e[e grad 	. 	 (58) 

Upotrebimo li poznati obrazac vektorskog ratuna 

[aft) cl] = b(c a) — c(a b), 

to dobivamo 
[t [t grad 52]1 = t(grad 	t) — grad Q(t t). 

Poko gradienat od Q u tatki P stoji normalno na vektoru t, to je (grad it- t) = 0, 
a kako je, sem toga, (t = 1, to dobivamo: 

[t [t grad Q]] = — grad 52, 

dakle zbog (58) 

0 = 	— go) grad Q. 	 (59) 
175 

9 

Stavimo li 

—9 ro (gp — g.) = x 
	 (60) 

gde x oznaeava jedan konstantan koeficienat, to dobivamo 

u = x grad Q. 	 (61) 

Ova vektorska jednaeina, do koje smo doSli i na drugi natin u §66, pretstavlja 
nam reSenje postavljenog problema. Ona kazuje da se vektor brzine u pomeranja 
pola relativno prema Zemljinoj povrSini u svakoj taeki putanje pola poklapa sa gra-
dientom skalarnog polja Q. To znaei da je putanja jednog iii drugog pola rotaci-
je Zemljine u odnosu na Zemljinu povrknu jedna od vektorskih linija polja grad Q. 
Koja ee od tih vektorskih linija pretstavljati stvarnu putanju pola, to je jednozna-
eno odredeuo sadanjim pololajima polova rotacije na Zemljinoj povrsini. Prema 
jednoj opkoj osobini gradienta, preseca to kriva pod pravim uglom linije jednako-
ga Q pa pretstavlja jednu ortogonalnu trajektoriju ekviskalarnih linija polja Q. 

Videeemo uskoro da se sekularnim pomeranjima polova po Zemljinoj poviSini 
ne menja orientacija Zemljine ose a prostoru, a to znaei da se, posmatrana iz to-
ga prostora, Zemljina ijuska pomera po Zemljinoj fluidalnoj jezgri tako da polovi 
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dt 

Osnovna jednatina pomeranja polova bila je 

= x grad O. 

Oznatimo sa i i j jediniene vektore u pravcima i n, to je 

d. 	dn. 

= 

d 	d4' 

at = r°  dt 

dn 	d 
= To cos (1' —d7. 
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rotacije crtaju po Zemljinoj povrIini svoje sekularne putanje, sve dotle dok Zem-
ljina ljuska ne dode do svoje stabilne ravnote2e prema svojoj podlozi, t.j. dok se 
poi inercije sialnog pokrivata ne poklopi sa polom inercije jezgre. Onda ee Zemlja, 
iako fluidalna, rotirati kao kakvo evrsto telo oko svoje glavne ose inercije, kako to 
zahteva Apelova teorema. 

69. Jednatina sekularne putanje pola i jednatina kretanja pola 
po toj putanji. Kriva koju uoeeni poi rotacije opiIe pri svom relativnom 
sekularnom pomeranju po Zemljinoj povrsini , dakle sekularna putanja pola, 

data je, kao sto smo videli, jednoznaeno poljem skalara SZ i sadaInjim poloiajem 
pola rotacije u tom polju. Skalar s2 dosti2e, kao Ito smo vee kazali, u torn sfernom 
polju na Iest mesta svoje ekstremne vrednosti i to na onima taekama gde glavne 
ose inercije fl prodiru sferu radiusa ro. Prema ravnima koje prolaze kroz te ose je 
polje f2, kao to to sleduje iz opItih teorema o momentima inercije, simetrieno pa 
je zato sfera toga polja podeljena u osam, i po rasporedu vektorskih linija, simetri-
enih oktanata, osam ravnostranih pravougaonih sfernih trouglova kojima su i stra-
ne i uglovi jednaki po 90°. U onome oktantu sfere u kojem se nalazi sadanji po-
lo2aj uoeenog pola rotacije leZ'aee cela njegova putanja, jer sve vektorske linije te 
oblasti polja grad f2 polaze iz onog temena tog oktanta u kojem S2 dostiZe svoj mi-
nimum, a syrIavaju se u onom temenu gde SZ dosti2e svoj maksimum. Potetak tih 
vektorskih linija, taeka izvora vektorskog polja, pretstavlja nam labilni pololaj ra-
vnote2e koji je poi, ako se, zaista, ikada nalazio u torn polo2aju, morao, pri naj-
manjem poremeoaju, kakvih je u burnoj istoriji Zemlje dosta bib°, da ostavi pa da, 
kreeuei se po jednoj od vektorskih linija polja grad f2, stigne konaeno, posle ogro-
mno dugog putovanja, u taeku ponora tih linija gde S2 dosti2e svoj maksimum, a 
koja nam taeka pretstavlja polo2aj stabilne ravnote2e. SadaInji pololaj pola po-
kazuje nam onu od tih vektorskih linija dui koje se poi u proIlosti pomerao i dui 
koje ee se u buduenosti dalje kretati. Da izvedemo jednaeinu te krive i jednaeinu 
kretanja pola po toj krivi, postupieemo ovako. 

PoloNmo u centar Zemlje potetak 0 ortogonalnog koordinat. sistema X-Y-Z 
koji je vezan sa sialnom ijuskom i orientisan tako da njegova osa X prodire u onoj 
taeki powIinu Zemije koja odgovara minimumu skalara ft, osa Y u onoj taeki koja 
odgovara maksimum-minimumu, a osa Z u onoj taeki koja odgovara makshnumu 
skalara S2. Te ose su, dakle, glavne ose dopunskog momenta inercije s2 te je, pre-
ma onome Ito smo sada ugovorili, 

St l  < 92 < 523. 	 (62) 

Jednostavnosti radi, a i iz razloga izIo2enih u prethodnom paragrafu, pretpo-
stavljamo da je Zemljina povrIina sfera radiusa n 3 . Na toj sferi odreden je polo .Zaj 
proizvoljne taeke putanje pola koordinatama i pri eemu nam pretstavlja onaj 
ugao Ito ga radiusvektor uotene tatke zatvara sa ravni X-Y, a W ugao Ito ga pro-
jekcija radiusvektora u ravan X-Y zatvara sa koordinatnom osom X. Smatramo 
dakle, prodornu tatku ose Z sa sferom radiusa r o  za poi mre .Ze meridijana i upored-
nika, to nam pretstavlja latitudu, a longitudu mre .Ze. Poloiimo u uoeenu proi- 
zvoljnu taeku 	T) putanje pola potetak ravnog ortogonalnog koordinatnog si- 
sterna 	kojega ravan dodiruje Zemijinu sferu, a kojega je osa dodirujuei meri- 

dijan maloeas definisane mre2e, naperena prema polu te mreie, dakle na onu stranu 
na kojoj raste, to je elemenat d pomeranja pola u pravcu pretstavljen obrascem 

= ro d4 	 (63) 

dok je elemenat pomeranja pola u pravcu normalnom na onaj prvi, a u smislu ra-
stueega T, pretstavljen obrascem 

dry=r° cos4dtP. 	 (64) 

Komponente vektora brzine n pomeranja pola u tim dvama pravcima pretsta-
vljene su ovim obrascima: 

dkP 
= 7'0 —

dt 
+ ro cos op -cv j. 

grad ft = —
as? 

 + —
an 

j, 

to dobivamo, stavljajuei (69) i (70) u (67) i mno2eei dobivenu vektorsku jednaeinu 
skalarno sa i odnosno sa j, ove dye skalarne jednatine 

r°  dt_ x 	' 
(143  

Vo cos T — X  , 

dqf 	an 
dt 

t.j. zbog (63) 1 (64) 

cl(la _ x as-2 
dt 	ro a4) 

dT x 1 an 
dt 	ro cost aq,  

iz ovih dveju jednaeina vreme t, to dobivamo 

an 
1 	aP  

d4) 
	

cos'- 4) an 
(94) 

kao diferencijahru jednaeinu sekularne putanje pola. 

t.j. zbog (65) 1 (66) 

Kako je 

(65) 

(66) 

(67) 

(68) 

(69) 

(70) 

(71) 

(72) 

(73) 
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(85) 

to je 

(78) 

Stavljajuei 

cos2  'P = 	– 121 sin2  T, 

dT 	 (no – ) sin 2T 
dT 	[(S2 3  – 52 1  – (122  – 12 1  ) sine  W] sin 2T • 

2(31 2 — 91) = 
r0 

gde je u  jedna konstanta, to dobivamo 

dT 
	 = ' dt. 
sin 2T 	2 

 

sin 24:.' 

d‘11 	sin2  T dT 	d'P 
sin 2T 	sin 2T 

d'P 
sin 2T 

dT 
sin 2(1. • 

1 
tgTdT = 9 

a po .Sto je sin 2T = 2 sin W cos T, 

Kako je 

dT = 1 
J sin 2T 	2 

d'P  1 5 sc2  T dT = 1 r  d(tg T) = 1 
sin T cos T 

- 

2 	tg T 	2 	tg T 	2 6  

.

c1(1) 
	 = 	tg + C 
sin 2T 	2 

(87) C2 = tg To. 

Dopunski momenat inercije S2 sialnog pokrivaea obzirom na osu koja, prola-
zeei kroz centar Zemlje, prodire Zemljinu povrSinu u tatki M(T, W), dobivamo ako 
u obrascu (23) zamenimo II, 12, 13 sa hi, 92, 93, a (p, sa T, T i pri tome stavi-
mo, poSto su ose upotrebljenog koordinatnog sistema, u isti mall, glavne ose iner-
cije, A l  = A2 = A3 = 0. Zato je 

11 = 521 cost  cos2  'P + 112 cost  cl) sin 2  'P +12 3  sin2 	 (74) 

(75) 

(76) 

(77) 

Kako je 

to sleduje integracijom jednatine (81) 

lo-/tgT+/cosT=/tgT+/C i , 

dakle 
cos 'P • tg k  T = C1  tg T. 	 (82) 

Ovo je jednatina sekularne putanje pola. 
Konstanta C 1  odredena je sadanjim polo2ajem pola na Zemljinoj povr§ini. Ako 

su To  i Wo koordinate toga poloiaja u odabranoj mreli meridijana i uporednika, 
onda je 

cos To • tgk  To  (83) 
tg To 

Kretanje pola po njegovoj putanji odredeno je jednaeinama (72) i (75). Iz till 
jednaeina sleduje 

dT x 
= –2-ro  kno – hosin 2T. 

—dt 

Stavimo li 

t.j. 
an 
8T 

- 

= —hi cos2  .1. sin 2T + 12 2  cos2  T sin 2T 

asz 
- = —hi sin 2.1 cos2  T – 122  sin 24; sin2  'P + 113 sin 2T. 

Stavljajuei ovo u (73), dobivamo 

d'P_ 	(92 — CII) sin 2T 
d(1) 	(12 3  – 522 sin 2  T – 52 1  cos2  T) sin 2T • 

(84) 

Integracija ove jednaeine daje 

1 	1 	1 
–9 / tg T = 

2
–ut + 

2-1C2, '  

t.j. 
tg T = C2et . 	 (86) 

Brojimo li vreme t od sadaSnjosti, poSto je, prelim napred reeenom, za t = 0; 
T = To, to je 

Poslednje dve jednaeine odreduju nam kretanje pola po njegovoj sekularnoj pu-
tanji. 

(81) 	 Sekularna putanja pola zavisi, kao Sto to pokazuju jednaeine (82), (83) i (79), 
samo od konfiguracije Zemljine ljuske i sadanjeg pololaja pola na njoj, dakle od 
geometrije masa Zernlje; ona se iz till podataka mole izraeunati. U to izratuna-
vanje neeemo se ovde upuStati, jer Spada u Oblast Geofizike. Kretanje pola po toj 
putanji zavisi od koeficienta u, dakle, posretstvom jednaeina (85) i (60), od koefi-
cienta nt o kojem nemamo direktnog numeriekog podatka. Ali se iz dokumenata 
Geologije koji nam, izmedu ostalog, daju, sa izvesnom sigurnosti, pololaj Zemljinih 
polova za vreme karbonske periode, a i interval vremena koje je od toga doba pro-
teklo, mole, makar pribliZno, odrediti numerieka vrednost koeficienta u, a time i 
tok kretanja pola po njegovoj sekularnoj putanji. Iz till podataka sleduje da je po-
meranje Zemljinih polova po njenoj povrSini teklo neopisano sporo pa su od doba 

= k 
no – hi 

gde nam k pretstavlja jednu konstantu, dobivamo 

d'P 	sin 2T 
dT 	(k – sin2  T) sin 2.,T 

t.j.  

t TdT = sin T dT 	d(cos T)  
J g 

cos' 	J cos T = –/cosT+C, 
 

(79) 

(80) 

no —ni 
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karbonske periode, koja, prema odredivanju starosti geologkih naslaga pomoeu ra-
dioaktivnih supstancija, lei 300 miliona godina ispred sadagnjosti, Zemijini polo-
vi prevalili putanje koje su kraee od 90° glavnih krugova Zemljine sfere. I rezulta-
ti internacionalne sluthe posmatranja promena geografskih girina pokazuju da je, 
iskljueujuei periodieno kretanje Zemljinih polova o kojem smo govorili u pretho-
dnoj glavi, sekularno pomeranje Zemljinih polova veoma sporo pa iznosi godignje 
najvige 160 milimetara. Ovi podatci Geologije i Geofizike veoma su vazni , jer po-
moeu njih mcdemo ispitati kako se menja orientacija Zemljine ose u prostoru usled 
pomeranja polova po Zemljinoj povrgini. 

Prema mehanizmu predotenom slikom 21, §61, opkotrlja Zemljina polhodija Ze-
mbinu herpolhodiju za vreme jednog zvezdanog dana, zato je celokupni opseg her-
polhodije jednak dukni luka polhodije koji odgovara jednom zvezdanom danu. Isto 
je tako opseg preseka konusa herpolhodije sa Zemljinom sferom jednak putanji pola 
po toj sferi prevaljenoj za vreme jednog zvezdanog dana. Koristeei se saopgtenim 
podatkom internacionalne slune o sekularnom pomeranju pola, dobivamo da se pol 
rotacije pomerio za vreme jednog zvezdanog dana za 160 : 360 = 0,44 milimetra. 
Ova neopisano mala dukna pretstavlja nam opseg preseka herpolhodije sa Zemlji-
nom sferom pa svedoei da je taj konus izvanredno giljast. Iz gore navedenih poda-
taka Geologije sledovao bi jog ogtriji konus herpolhodije; on je stvarno degenerisao 
na pravu. Kako se konus herpolhodije, kao gto smo videli u prethodnoj glavi, oba-
vio oko vektora 6 0 , invariabilnog u prostoru, to mo2emo orientaciju Zemljine ose u 
prostoru, iskljueujuei njenu lunisolarnu precesiju i nutaciju, smatrati invariabilnom. 

70. Zemlja smatrana kao materijalni sistem sa tetiri stepena 
slobode. Ispitivajuei u vie rasprava problem Zemljine rotacije, stvorio je 
Bilimovie svoju emu o prirodi Zemljinog tela koja, u neku ruku, eini pre-

laz od klasiene geme ka onoj kojom smo se do sada poslukli. Po toj Bilimovieevoj 
'semi, mole se naga Zemlja pretstaviti materijalnim sistemom koji se sastoji iz dva 
glavna dela. Prvi deo je materijalna evrsta lopta polupreenika r o  sa takvim ras-
poredom masa da njeno tekgte lek u centru sfere, a da je njen centralni elipsoid 
inercije spljogten obrtni elipsoid. Tu jezgru obuhvatila je ljuska unutragnjeg radi-
usa To, a proizvoljne spoljne povrgine i proizvoljnog elipsoida inercije kojega se gla-
vne ose ne pocludaraju sa glavnim osama elipsoida inercije jezgre. Taj materijal-
ni sistem ima, ako se ne ispituje njegovo translatorno kretanje, nego samo njegova 
rotacija oko tekka, Best stepena slobode, dakle tri stepena vise no §to ga je ima-
la klasiena S'ema, identifikujuei Zemlju sa jednim evrstim telom. Ispitavgi, u svim 
njegovim pojedinostima, kretanje toga sistema, naSao je Bilimovie, izvikvSi potre-
bna uprokenja koja odgovaraju prilikama na"Se Zemlje, da se jednaeinama kreta-
nja polova rotacije po povrkni jezgre mole dati kondenzovani vektorski oblik na-
kh jednaeina saopkenih u §§66 i 68, a da u njegovom modelu igraju centrifugalne 
sile ulogu koju su u nagirn prethodnim rasudivanjima igrale polfugalne sile. 

1\4i eemo ovde Bilimovieevu Semu, primenjujuei je na Zemlju, neato uprostiti. 
Videli smo da je orientacija Zemljine ose u prostoru, u koliko nije uplivisana spolj-
nim silama, invariabilna, a da ta invariabilnost sleduje odatle Sto je sekularno po-
meranje polova po ljusci koje odgovara intervalu jednog zvezdanog dana veoma ma- 

leno. To sleduje i iz Bilimovieeve geme. Oineei, dakle, pretpostavku da se maloeas 
opisana ljuska, zbog sila trenja koje ima pri svom kretanju po jezgri da savlada, 
kreee po toj jezgri veoma sporo u odnosu na jezgrino i svoje dnevno obrtanje, to iz 
te pretpostavke sleduje da je osa rotacije celokupnog sistema invariabilna u prosto-
ru. Na taj naein dolazimo do ove geme. Cvrsta sterna jezgra uoeenog materijalnog 
sistema obree se oko jedne u prostoru invariabilne ose uglovnom brzinom n, noseei 
i povlaeeei sa sobom svoju ljusku nepravilnog spoljnjeg oblika koja se pomera po 
jezgri, uz savladivanje sile trenja, sporo u odnosu -na rotaciju celokupnog sistema. 
Pitamo kako ee se pomerati ljuska po jezgri, odnosno kako ee se pomerati prodor-
na taeka ose rotacije sa povrknom ljuske po toj povrSini. Ovaj materijalni sistem 
ima, dakle, eetiri stepena slobode. 

0 rasporedu masa u pokretnoj ljusci einimo, vodeei raeuna o izostaziji Zemljine 
kore, pretpostavku da bi ta ljuska kondenzovana svugde na istu gustinu p o  bila ogra-
nieena glatkom sferom. Pretpostavljamo jog, jednostavnosti radi, da je nejednakost 
gustine p ljuske, zbog koje je ona dobila svoju reliefnu povrknu, samo funkcija koor-
dinata i kIf definisanih u prethodnom paragrafu, a da se ta gustina ne menja dui 
vertikala koje prodiru ljusku. Oznaeimo li sa D debljinu ljuske koja se, prema pret-
hodnom, menja od taeke do taeke povrgine, to je, prema ueinjenoj pretpostavci, 

pD = poH, 	 (88) 

gde su po  i H konstante. 
Kada bi ljuska bila svugde kondenzovana na gustinu po, onda bi, imajuei svugde 

i istu debljinu, njen elipsoid inercije bio sfera. Polarni momenat inercije takve lju-
ske obzirom na centar Zemlje bio bi, kao S . to je lako izvesti, pretstavljen obrascem 

To  = 
4
5 rcp o  [(ro  + H) 5  — 4], 	 (89) 

a glavni momenti inercije, jednaki medusobno, koji nam zbog toga pretstavljaju i 
momenat inercije T obzirom na proizvoljnu osu koja prolazi kroz centar Zemlje, 
obrascem 	

8 	 (90) T = —
15

Ty°  [(ro  + H)5  — 4]. 

Uoeimo na proizvoljnom mestu te ljuske jednu vertikalnu elementarnu prizmu 
haze df koja prolazi kroz celu ljusku i ima, prema utinjenoj pretpostavci, na celoj 
svojoj visini istu gustinu p. Njeno tekke koje je u kondenzovanom stanju ljuske le-
Zalo u polovini visine H uzdignuto je sada do polovine njene stvarne visine D, da-

kle za dui 

z o  = 77-(D — H). 	 (91) 

Ovaj obrazac je identiean sa obrascem (10), zato ee se, kao S . to smo pokazali u 
§64, tim uzdizanjem tekka elementarne prizme, njen momenat inercije dT obzi-
rom na osu promenuti za dopunski momenat inercije d1 pretstavljen obrascem 
(12). Dopunski momenat inercije fl celokupne ljuske dobiva se na isti naein kao 
sto je u §64 pokazano. Zato ce stvarni momenat inercije J buskin obzirom na osu 
C biti pretstavljen obrascem 

J=T+ft 
	

(92) 

u kojem je T konstantno, a 12 promenljivo sa pololajem ose C. 
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72 2 r2 
2 sin 2y du. dM = r dH = (97) 
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Da bismo ispitali rotaciono kretanje ovako stvorenog modela na§e Zemlje, polo-
limo u centar njegove jezgre poeetak 0 ortogonalnog koordinatnog sistema 
vezanog sa tom jezgrom; osa Z neka se podudara sa osom rotacije te jezgre i neka 
bude naperena prema severu. I ljuska ueestvuje u toj rotaciji jezgre, pomerajuei se 
po njoj veoma sporo. Mi mo"Zemo, kao •Sto smo ueinili i u asteroidnom problemu, 
koordinatni sistem X-Y-Z smatrati za nepomiean ako zamislimo da na svaki ele-
menat mase posmatranog materijalnog sistema dejstvuju, sem gravitacionih sila, 
joS i odgovarajuea centrifugalna i Koriolisova sila. Smatrajuei jezgru za apsolutno 
evrstu, neee centrifugalne sile moei izvrSiti deformaciju njezinu, a na nju ne dej-
stvuju Koriolisove sile, jer je ona prema koordinatnom sistemu X-Y-Z nepokre-
tna. Pretpostavljajuei, jednostavnosti radii da bismo jasnije ispoljili efekat centri-
fugalnih sila, da je jezgrin elipsoid inercije lopta, stajaee gravitacione site koje dej-
stvuju izmedu jezgre i ljuske, dakle sile tee ljuskine, normalno na granienoj povr-
Sini izmedu tih dvaju delova modela i ua njoj se poniStavati; one neee teiiti da po-
mere ljusku po jezgri. Te su sile, zbog pretpostavke (88) jednake na celoj spome-
nutoj granienoj povrSini. 

Ispitajmo sada raspored dopunskih sila na ljusci. Koriolisove sile su, zbog pret-
postavke da je relativno kretanje ljuske po jezgri veoma sporo, toliko malene pre-
ma centrifugalnim silama da ih ne moramo uzeti u obzir. Ostaje samo da ispitamo 
dejstvo centrifugalnih sila. 

Centrifugalna sila koja dejstvuje na elemenat mase du koji se nalazi u taeki M 
udaljenoj za vektor 9R od ose rotacije, pretstavliena je, prema (43), §50, obrascem 

d = n2 91 du, 	 (93) 

gde n oznaeava ugaonu brzinu koordinatnog sistema dakle, u naSem slueaju, uga-
onu brzinu dnevne rotacije Zemljine. Oznaeimo sa fo jedinieni vektor pravca 91, a 
sa r, y, 4,  polarne koordinate taeke M, to je prema (59), §51, 

R = r cos y, 

dakle 
dy. fo. 	 (94) 

Rastavimo li to centrifugalnu silu u njenu vertikalnu komponentu dV i njenu 
horizontalnu komponentu dH od kojih prva pada u pravac radiusvektora r, a druga 
stoji normalno na torn pravcu, a koja je, tangirajuei meridijan taeke M, naperena 
prema ekvatoru. Kako radiusvektor r taeke M zatvara sa vektorom 91 ugao p, to je 

	

dV = n2 r cost  y du 	 (95) 

	

31 z
7 = n2 r cos p sin p 	= —9 sin 2y du. 	 (96) 

Vertikalna komponenta dV stoji normalno na granienoj povr'Sini izmedu jezgre 
i ljuske pa nije u stanju da izvede pomeranje ljuske po jezgri, zato o njoj ne mora-
mo vise voditi raeuna. Horizontalna komponenta dH upravljena je tangencijalno 
prema toj granienoj povrSini pa te2i da elemenat mase du pomeri po jezgri. Ska-
larna velieina momenta zaokretanja d9JI te site obzirom na centar Zemlje pretsta-
vljena je izrazom 

Kad bi ljuska bila kondenzovana svugde na gustinu pa, onda bi, zamiSljajuei ma- 
su du elementarne prizme koncentrisanu u njenom te21§tu koje se nalazi udaijeno za 

od graniene sferne povr§ine radiusa r o , momenat dM bio pretstavljen obrascem 

2  
2 

	

dM1 = 	
2 

(ro + -
1
H

) 
sin 2y du. 

Momenat zaokretanja 971 1  celokupne kondenzovane ljuske dobili bismo integra-
cijom prednjeg izraza Sirom cele graniene povrgine izmedu jezgre i ljuske, pretstaviv-
§i ga pre toga u vektorskom obliku. Kako su centrifugalne sae, a i njihove horizon-
talne komponente, simetriene prema osi rotacije, one se medusobno potiru pa je zato 

9311 = 0; 	M1 = 0. 

Uzmimo sada u obzir stvarno stanje ljuske. Usled njega je te2i§te mase du uzdi-
gnuto za zo iznad te2i§ta njenog u kondenzovanom stanju pa se usled toga, poSto 
je zo prema ro  veoma malo, momenat dM 1  promenuo za 

ami dM = — zo , 
aro 

dakle za 

dM = n2  (ro + -
1

H) zo sin 2y du. 9 

U ovom izrazu mo2emo, pretpostavljajuei da je ljuska tanka, t.j. H veoma ma-
leno prema ro , zanemariti ZH . To moiemo uciniti i zbog toga Sto je, kao •Sto smo 
videli, H konstantno po celoj ljusci tako da bismo u gornjem obrascu mogli staviti 

-1 = ( 1 H 1  ± _ ) 
° 9 1+ 27 

gde je k jedan konstantan broj; on bi konaeno uSao u koeficienat x pa izeezao iz ra-
euna. Zbog svega toga mo2emo staviti 

dM = n2 rozo sin 2y du. 	 (98) 

Pretstavimo li sada ovaj momenat vektorielno, upotrebom istih onih jedinienih 
vektora kojima smo se posluiiii pri obrazovanju jednaeine (47), to dobivamo 

d9J2 = -n2 ro zo sin 2y du i. 	 (99) 

Pitajmo sada za raspored akceleracije g teie u proueavanom modelu Zembi-
nom. Da na to pitanje odgovorimo, treba da, prema napred ugovorenom, stavimo 
u obrazac (60), §•1, .4 = C pa dobivamo da je funkcija sila T4 pretstavljena, u na-
ern slueaju, obrascem 

m rt 2 r2 
W = f 	cos- y, 

a akceleracija g te2e, prema (40), obrascem 

= 	 
f M 

n 2  r COS2 y. 2 	 -  Or 	r 
Ona je na polu, t.j. za cp = 90°; r = r o , jednaka 

f M 
gp = ro2 ' 

= kro , 
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a na ekvatoru, gde je cp = 0; r = ro, 

f 
ga = 2 	n2ro* 

r0 

Zato je 	
gp  g a  , n2ro. 

Stavljajuei ovo u (99), dobivamo 

d971 = -zo(gp  - ga  ) sin 2cp du i. 

Ova je jednaeina identiena sa naAom jednatinorn (48) pa zato sleduje iz nje, is-
tim natinom kao §to je (61) sledovalo iz (48), 

u = x grad O. 	 (106) 

Ovoj jednaeini molemo, kao Sto je to ueinio Bilimovie, dati i drugi oblik, za-
menjujuei dopunski momenat inercije S2 sa stvarnim momentom inercije J ljuske. 

Zaista, iz jednaeine (92), u kojoj je T konstantno, sleduje 

grad J = grad S2 	 (107) 

pa zato molemo, mesto (106) pisati i ovaj obrazac 

u = x grad J. 

(103) 

(104) 

(105) 
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