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[IPEATOBOP M3MABAYA
e Y G———
Predgovor izdavada

Ne bih da Vas zamaram, Po%tovani &itaote! Pogotovo ne Vas, koji ste odvojili
svoje vreme da se upustite u izu¥avanje Nebeske mehanike. Ali ne mogu da odolim da
Vam se ne poZalim: nije 5to nema, nije ni $to ne moZe, ali jeste 3to nece.

Nele da pogledaju, nede da naprave, nede da u€estvuju ni u kom obliku i pokretu
osim u ,necu"; e, pa, i ja se utlanih u pokret , neéu”, jer neu ni ime da im spomenem.

Hvala Vam na strpljenju, knjige radi i uspomene radi na velikog stvaraoca; kaZu
da nije trebalo da se 3tampa ,,nepreradeno i neizmenjeno" izdanje. Ali to je i bio cilj; i
nista vie.

Nije provereno da netije pravo nije nekako ugroZeno ovim izdanjem; ako jeste,
nadam se da ¢e nam oprostiti. Nije bila namera.

Nema recenzenta. lli, ima jedinog ozbiljnog recenzenta—vreme u kojem je Zivela i
doZivela nekoliko izdanja razlititog obima.

| jo¥ samo ovo: zahvaljujem se Mariji i Danilu, koji su Zrtvovali svoj raspust da bi
tekst ove knjige pripremili za ratunarsku obradu; onako kako su znali. Bili su u 3estom
razredu. Beograd, novembar 1995.

Stevo D. Segan

[IPEATOBOP TEXHUUKOT YPEJHUKA
e Va—
Predgovor tehnitkog urednika

Tehnitkog urednika, zapravo, i nemamo, ali njegov predgovor bi trebalo da izgleda
ovako:

,Ovo izdanje, osim svojevrsne retrospektive dela iz u nas retko zastupljene oblasti
astronomske, treba da predstavlja i samosvojan napor da se podigne nivo $tamparske
kulture, bar u oblasti retkih izdanja i izdanja dela skoro trajnih vrednosti.

Zbog svega toga, stampanje ove knjige pradeno je sa nekoliko posebnih nastoja-
nja na koja ¢emo ovde skrenuti paZnju, a od &italaca i potencijalnih i nepotencijalnih
krititara o&ekujemo korisne sugestije i primedbe.

Nastojanja moZemo podeliti u dve osnovne grupe: grupa modernih redenja svih
¥tamparskih problema i grupa klasi¢nih redenja, gde nade okruZenje i poznavanje prob-
lema ne moZe da izade iz tog okvira dovoljno kvalitetno.

Kod modernih re¥enja posebna paZnja je posveéena izboru tehnologije i pro-
gramskog okruZenja za obradu teksta. Polazeci od izvesnih tvorevina poznatih kao
TEX i ADOBE PostScript, od idejnih astro-inovacija S. D. Segana i tehnologkih ino-
vacija A. B. D. Balaskovica, dobijeno je okruZenje koje nosi radni naslov AstroTeX.
PreteZnost eklektizma i kompilacije raznih ideja i tehnologija vidi se ve¢ i u meZanju
pisama u $tampi, te svi prigovori, u tom smislu, idu na gornje adrese. Razlozi za to
bice nekom prilikom posebno dati. :

Kod klasiZnih re¥enja, problem poveza, papira, boje i sl., prepudten je u ovom tre-
nutku firmi ,Grme® i nadamo se da e i ovaj tekst da se nade u knjizi na &iji povez i
stampu ili nema ili ima, ali malo, prigovora.*
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T'NABA IIPBA

EEESEEEN, J——

Postanak i razvitak nauke
o kretanju nebeskih tela

1. Haldejci i Egipcani. Prve klice naseg znanja o kretanju nebeskih te-

la nikle su u staroj Mesopotamiji. Kao da je priroda sama odabrala taj kraj,

nazvan bastom sveta, za tu setvu! Sve je izgledalo onde kao stvoreno za siste-
matsko posmatranje nebeskih pojava: ravno tle, kristalan vazduh, vedro nebo, ra-
ni zalazak Sunca i no¢na hladovina posle dnevne Zege. Svestenicima Vavilonije sta-
vljeno je posmatranje neba u duznost, pa su oni, na visokim kulama, is¢ekivali prvu
pojavu Mesecevog srpa i tumagili nebeske pojave. Jer ti su svestenici bili, u prvom
redu, nebeski vradi, pa se u tom znacenju o€uvalo potonjim narastajima haldejsko
ime, ostavljajuéi svoj Zig na celokupnoj astronomskoj delatnosti starih Vavilonaca,
isklju¢ujuéi je njime, za dugo vremena, iz oblasti nauke. Tek u novije doba, kad su
pronadene biblioteke zemljanih plogica, ispisanih klinovim pismom, pocelo se pra-
vi¢nije suditi o radu haldejskih posmatraca neba. Sa tih plo¢ica moglo se procita-
ti da su vavilonski svestenici bili, zaista, dvorski astrolozi i da su svojim pretskazi-
vanjima, koja se mogu pratiti do u tre¢u hiljadu godina pre Hrista, drzali u svojim
rukama najvidu vlast u drzavi. Nijedan vaZniji drzavni posao nije preduziman dok
oni nisu upitani za savet. Mogude je, a i verovatno, da su oni, prodavajuéi budu-
¢nost drugima, osigurali sebi ugodnu sadasnjicu, ali, pored svega toga, pretstavlja
njihov rad prve pocetke astronomske nauke. Tumacenje nebeskih pojava zahteva
dva razna posla, prvi, posmatranje nebeskih pojava, a drugi, tumacenje njihovo.
Onaj prvi posao je Cista nauka, pa su zato ti astrolozi postali ocevima astronomi-
Je, isto onako kao 3to su i njima srodni alhimicari postali osniva¢ima hemije.

O starosti i 0 opsegu astronomskog znanja starih Vavilonaca moéi ée se stvori-
ti tek onda pouzdan sud kad budu procitani svi zapisi sa stotina hiljada zemljanih
plocica koje sada leze po muzejima. No jedno je veé sada sigurno. Besprekidnim hi-
ljadagodi3njim posmatranjima neba, prikupili su sveitenici Vavilonije bezbroj po-
dataka o astronomskim pojavama, koje su jedino bile u stanju da obrazuju sigur-
ne osnove astronomskoj nauci i na tim temeljima podignuta je, zaista, astronom-
ska nauka. To svedoce veé oni istorijski dokumenti koje danas imamo u rukama.

Nebeski vraci Vavilonije su opazili i, dugotrajnim posmatranjima neba, o tom
se uverili da nebeske zvezde, sa malim izuzetcima o kojima ¢e odmah biti reéi, ne
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menjaju svoj medusobni polozaj, nego da izgledaju kao prikovane na supljoj ljusci
nebeskog svoda. Oni su grupisali te zvezde u pojedina jata ili sazvezda i izvrsili ti-
me, mozda ve¢ u treéoj hiljadi godina pre Hrista, prvo katalogizovanje neba. Oni
su uvideli da se, preko one ¢vrste mreZe zvezda nekretnica, pomeraju Sunce, Mesec
i pet planeta (Merkur, Venera, Mars, Jupiter i Saturn), dakle sedam pokretnih ne-
beskih svetla. Tako je broj sedam kod njil dobio svoj naroéiti znacaji otuvao se, u
tom svom zmagaju, u naoj sedmodnevnoj nedelji, ¢iji je svaki dan dodeljen po je-
dnom od tih sedam nebeskih svetla. Danasnji nazivi sedmiénih dana u evropskim
Jezicima to jasno pokazuju. (Sonntag od Sonne, Montag od Mond ili lundi od lune,
mardi po Marsu, mercredi po Merkuru, jeudi po Jupiteru, vendredi po Veneri, Sa-
turday po Saturnu. Pric¢alo se da su vavilonske astronomske kule imale po sedam
spratova. Vavilonci su podelili prividnu putanju Sunca na nebu u dvanaest domova
i dali im nazive i oznake koji su jos sada u upotrebi, a duz putanje Meseca raspore-
dili dvadeset i osam konaka. Oni su pratili kretanje tih pokretnih sedam nebeskih
tela toliko pazljivo da su znali ta¢no duzinu godine i upoznali nejednake duzine go-
disnjih doba. Godinu su podelili u dvanaest meseci, a dan u dvanaest dvocasova.
Odredili su ta¢no duzine srednjeg anomalistickog meseca i nashi da za 242 drako-
nisticka obilaZenja (t.j. ona od &vora do ¢vora) Meseca ili za 223 lunacija (ciklu-
sa Mesecevih mena) treba isto toliko vremena kao za 19 drakonistickih obilazenja
Sunca. Kako se pomracenja Sunca desavaju samo onda kada Sunce i Mesec produ
u isti mah kroz ¢vor (presek) njihovih prividnih putanja, to ée se takva pomracenja
ponoviti posle gornje periode vremena koju su oni nazvali Saros. Korak u korak,
pratili su kretanje planeta i odredili velike periode njihovog obilazenja oko zvezda-
nog neba. Ve¢ dve hiljade godina pre Hrista bili su nagisto s time da su zornjac¢a i
veternjaca jedna te ista zvezda, $to su Grei uvideli tek petnaest vekova kasnije.

Da li su Vavilonci nebeski svod rasprostrli do potpune lopte, o tome se mislje-
nja razilaze. Na geografskoj Sirini Vavilona pojavljuju se vise od devet desetina na-
beske sfere iznad horizonta, pa nam zato korak do potpune nebeske sfere izgleda
neminovan. No valja imati u vidu da takvo saznanje nije odgovaralo tadanjim ver-
skim nazorima, a kako su verske predrasude jage od najociglednijih ¢injenica, to je
moguce da se Vavilonci nisu usudili da izgovore ono §to su sagledali, pa je zato tek
slobodoumniji gréki narod objavio ono §to su i Vavilonci uvideli.

Pre no sto pristupimo Greima, posvetimo nekoliko re¢i astronomiji starih Egip-
¢ana. Ona je bila mozda jo$ starija od vavilonske, jer pogetak prvog egipatskog ka-
lendarskog racunanja pada u godinu 4242 pre Hrista. I egipatski svestenici bili su
pazljivi posmatraci neba i odrzavali su u Denderi, Memfisu i Heliopolisu uredene
zvezdare. Razaznavali su se po nebu veoma dobro, a svoje gradevine upravljali ta-
¢no po nebeskim pravcima. Is¢ekivajuéi iz godine u godinu heliaki¢ni izlaz Siriusa
(Sota), kada se on prvi put u godini pojavi na jutarnjem nebu, uvideli su da se ne
samo taj izlaz nego i poplave Nila powmeraju postepeno iz godine u godinu da tek
posle 1460 godina dodu na isto mesto u njihovom kalendaru u kojem je godina bro-
jala 365 dana. To je znatilo da je za vreme tog dugog intervala, koji su oni zvali So-
tisovom periodom, njihov kalendar zaostao prema toku prirode za celu godinu da-
na. Deleéi 365 sa 1460 dobiva se da je njihovoj kalendarskoj godini nedostajala ce-
tvrtina dana pa da dode u sklad sa tokom godisnjih doba. Da se tome ispomognu,
oni nisu znali, hteli ili smeli pa ostavise to, kao §to ¢emo videti, Aleksandrijcima.

2. Grci. U pogetku 3estoga veka pre Hrista presadena su astronomska zna-

nja Vavilonaca i Egipéana u Gréku. TALES MILECANIN (oko 630-540) bio je

taj koji ih je prvi doneo u svoju jonsku otadzbinu. Po majci poreklom iz Fe-
nicije, on je izvrdio velika putovanja koja su ga odvela u Egipat, a sigurno i u Me-
sopotamiju gde se je upoznao sa haldejskim uéenjem o periodicitetu Suncevih po-
mracenja. Samo pomoéu njega mogao je pretskazati pomracenje Sunca od 28 ma-
Ja 585 godine i ste¢i time visoki ugled i naziv svetskog mudraca. On je, kako se bar
pri¢a, utio da ne samo nebeski svod, nego i Zemlja sama, imaju oblik lopte 5to, u
koliko se to tice nebeskog svoda nije nimalo neverovatno, jer je taj plod saznanja
u Vavilonu bio toliko sazrec da ga je samo trebalo uzabrati. Sigurno je da je nje-
gov ucenik i prijatelj ANAKSIMANDROS (611-547) uéio da nebo ima oblik lopte, a
da nasa Zemlja, koju je zamisljao u obliku bubnja, lebdi u sredistu te lopte. Sla-
va logicki obrazloZenog utenja da nasa Zemlja ima oblik lopte pripada grékoj filo-
sofskoj skoli Pitagorejaca u juznoj Italiji. PITAGORAS (oko 580-500) i njegovi u&e-
nici smatrali su da samo takav oblik Zemlje odgovara zahtevanoj harmoniji vasi-
one pa su oni smislili prvi sistem sveta. Po tom njihovom sistemu, lebdi loptasta
Zemlja u sredistu vasione, oko tog sredista obrée se kristalna sfera zvezda nekre-
tnica, a u ovoj se, povlaZene od nje, obréu sedam daljih koncentri¢nih sfera od ko-
jih svaka nosi po jedno od sedam pokretnih nebeskih tela: Mesec, Merkur, Veneru,
Sunce, Mars, Jupiter i Saturn. Polupreénici ovih kristalnih sfera stoje u harmonij-
skim proporcijama pa Sta vise, i jedna, nama neéujna, muzika sfera upotpunjava
ovu harmoniju vasione.

Taj Pitagorejski sistem sveta bio je, stavljajuéi Zemlju u srediste vasione, geo-
centrican. No veé u samoj toj skoli otpoce postepeni razvitak toga sisteina u prav-
cu ka heliocentricnom. FILOLAOS (u drugoj polovini petoga veka pre Hrista) po-
merio je Zemlju iz centra vasione da bi unj stavio nejasno definisanu Centralnu Va-
tru, a kasniji Pitagorejci HIKETAS SIRAKUZANIN i EKFANTOS uéili su da se Zemlja
obrée oko svoje ose, ¢ime izaziva promenu dana i noéii usled éega dotle zamisljeno
obrtanje sfere zvezda nekretnica postaje nepotrebno.

Ucenja Pitagorejske skole stigla su u Atinu u najsjajnije doba ovog grada. ANA-
KSAGORAS (oko 500-428) doneo ik je, posto se mnogo naputovao, onamo i uéio jos
da Mesec zahvaljuje Suncu svoju svetlost i svoje mene. Optuzen zbog ovog ucenja
za krivobostvo, spasao se simrtne kazne samo na zauzimanje svoga prijatelja Peri-
kla. Taj dogadaj objasnjava 3to je PLATON (429-348) izbegavao da zauzme jasan
stav prema novom uéenju, pa je sada nemoguée odrediti kako je on o njeniu, u stva-
ri, mislio. Sigurno je, medutim, da je u ono doba pitanje, da li Zemlja miruje ili se
kreée, stajalo na dnevnom redu naucne diskusije. Tako je Platonov ucenik HARA-
KLEIDES PONTIKOS uéio da se Zemlja obrée oko svoje osovine i time izaziva pro-
menu dana i noci, oko nje da obilaze Mesec i Sunce, a oko ovoga da se kreéu osta-
le planete, u najmanju ruku, Merkur i Venera. Drugi uéenik Platonov, slavni ARI-
STOTELES (384-322), opredelio se, naprotiv, sasvim za geocentri¢ni sistem sa miru-
juéomn Zemljom u sredini vasione. Ovakvo uéenje velikoga filosofa, kojim je nesum-
ljivo obustavio zapocetu izgradnju heliocentriénog sistema, ne smemo ipak oglasiti
za nenauéno. Veé zbog toga ne, §to je Aristoteles, u opreci sa misti¢kim rasudiva-
njima Pitagorejaca, ceo problem oblika i kretanja nabeskih tela stavio na ¢istu na-
uénu osnovu. On je, pre svega, ubedljivim nauénim razlozima, dokazao da je Zem-



lja okrugla, pozivajuéi se na to da je pri svakom pomragenju Meseca, u kojem god

poloZaju Zemlje i Meseca se ono desilo, Zemljina senka ogranitena krugom, 3to je-

moguce samo pri okruglom obliku same Zamlje. Ovome dokazu dodao je i ovaj. Iz
pojave zvezda nad horizontom sleduje da je Zemlja okrugla i da nije bas pretera-
no velika, jer kad podemo jugu ili severu, menja se izgled zvezdanog neba nad ho-
rizontom osetno, tako da se zvezde koje prolaze kroz teme nebeskog svoda, od nje-
ga udaljavaju. Isto se tako mnoge juzne zvezde vidaju u Egiptu i na Kipru, koje se
u severnim krajevima nikad ne vide, a druge, severnije, zvezde ostaju stalno iznad
horizonta, dok u juZnim krajevima one, kao i ostale, zalaze pod horizont.

Ova rasudivanja dokazuju da je kona&no reSenje pitanja o obliku Zemlje delo
Aristotelovo. A 5to on nije priznao da se Zemlja kreée, i to je imalo svojih nauénih
razloga. Pre svega, pojava teze govori za mirujuéu Zemlju, jer sve 3to je tesko tezi
ka centru sveta pa bi i Zemlja onamo pala kad se ne bi veé onde nalazila. A kada
bi se Zemlja obrtala ili, ta viSe, kretala unapred, morali bismo zvezde nekretnice
u razli¢itim vremenima videti u razli¢itom medusobnom poloZaju, §to nije sluéaj.

Ovo su oba Aristotelova argumenta za mirujuéu Zemlju, od kojih bi drugi da-
nas naucno izrazili re¢ima da zvezde nekretnice ne pokazuju nikakvu paralaksu.
Ovim argumentima dodao je, kasnije, PTOLEMAJOS jos jedan koji, verovatno, nije
ni Aristotelu bio sasvim stran, i to ovaj. Kad bi se Zemlja, zaista obrtala od zapa-
da prema istoku, morali bi se oblaci, ispod kojih bi Zemlja istréavala, kretati pre-
ma zapadu, a isto tako svaki u vis baceni ili padajuéi predmet. Ovaj argumenat
moZe se obesnaziti samo principom inercije, a od postavljanja ovakvog principa bi-
lo se u ono doba jo3 veoma daleko. Bez principa inercije i bez dokaza da je para-
laksa zvezda nekretnica neosetna, nije se mogao heliocentri¢ni sistem nauéno obra-
zloziti. Zato je Aristotelovo stanoviste odgovaralo ondasnjem stanju nauke, a taj
veliki mislioc bio je taj koji je osnovni problem o kretanju nebeskih tela bar jasno
formulisao, a takvo nau€no postavljenje problema je skoro polovina njegovog rese-
nja. Uzme li se jos u obzir da je Aristoteles na srce stavio svom unuku Kalistenu,
koji je sa Aleksandrom Velikim posao u Vavilon, da prikuplja zapise o astronom-
skim posmatranjima Haldejaca, onda se mogu potpuno oceniti zasluge Aristitela
za astronomsku nauku. On je, u ostalom, bio duhovni otac visoke aleksandrijske
8kole kojoj je bilo sudeno da resi osnovni problem kretanje nebeskih tela.

3. Aleksandrijci. Kada je Aleksandar Veliki osvojio persijsko carstvo, po-

digao je 332 godine pre Hr. na morskoj obali Egipta novu jednu varos koja je

dobila njegovo ime. Kada je on, devet godina iza toga, sklopio za navek svoje
oti, raspala se njegova ogromna drzava, koju podelise izmedu sebe njegove vojsko-
vode kao kakav ratni plen. Pri toj deobi dode Egipat pod vlast Ptolemaja I, Lagija,
koji je Aleksandriju odabrao za glavni grad svoje drzave. Ta prestonica Ptolemajo-
vaca—svi naslednici prvog nosili su njegovo ime—razvila se brzo do najlepse varosi
staroga sveta i postala njegovo duhovno srediste, osobito onda kad je Ptolemajos II,
Filadelfos, osnovao slavni aleksandrijski muzej, najveliéanstveniji dom nauke staro-
gasveta. Medu prvim nastavnicima te visoke §kole nailazimo, jos za vreme vladavi-
ne prvog Ptolemaja, na poznatog geometricara Euklida koji je i potonjim narastaji-
ma bio ucitelj geometrije, jer su njegovi Elementi do sada doziveli preko 1700 izda-

nja. Njegovisavremenici bili su prvi aleksandrijski astronomi TIMOHARIS i ARISTIL
koji su, nastavljajuéi sistematski rad Haldejaca, naroéitim istrumentima, armilama,
odredivali polozaje zvezda na nebeskoj sferi i sastavili katalog tih zvezda po njiho-
vim sfernim koordinatama. U ono doba stajala je Aleksandrija u zivom saobracaju
sa Vavilonom koji je dosao pod vlast Seleukovaca, naslednika jednog od vojskovoda
Aleksandrovih. Grtka utenost dobi znataj svetske, a u bibliotekama Aleksandri-
je prikupise se, pocev od spisa Aristotelovih, sva nautna blaga sredozemnog sveta.
Svi koji behu Zeljni nauke pohita3e onamo, a prvi gréki nauénici dobise poziv da se
u tamo3njem muzeju, Visokoj Skoli i Akademiji Nauka u isti mah, sasvim posvete
nauénom radu. Pa i oni nauénici koji, kao 3to je to bio slucaj sa slavnim Siraku-
zaninom Arhimedom (287-212), nisu ziveli u Aleksandriji, stajali su u tako uskoj
vezi sa aleksandrijskom skolom nauénika da ih s pravom moZemo u nju ubrajati.

Izmedu 280 i 260 godine pre Hr. u&io je u Aleksandriji i vrsio onde astronom-
ska posmatranja ARISTARH SA SAMOSA (roden oko 310, godina i mesto smrti ne-
poznati). Od njegovih nauénih spisa o¢uvali su se samo odlomci i citati, no veé ti
mali ostatci pokazuju jasno da je on bio jedan od najveéih astronoma starog sve-
ta. On je prvi preduzeo da premeri nebeske prostore. To svedo¢i njegov mali spis
,»O veli¢ini i otstojanjima Sunca i Meseca” koji se otuvao potomstvu na taj nacin
3to je udao u zbirku nazvanu ,Mali Astronom* koja je sluzila kao udzbenik i upo-
trebljavala se, komentirana od Paposa, kao uvod u Ptolemajov Zbornik, do u sred-
nji vek. U tom svom spisu saopstava Aristarh da je Mesec u trenutku kada je ta-
¢no po pola osvetljen, udaljen na nebeskom svodu od Sunca 87 stepeni. To zna-
¢i da tada Sunce, Zemlja i Mesec obrazuju pravougaoni trougao, sa pravim uglom
kod Meseca, a uglom od 87 stepeni kod Zemlje. Oznacimo li otstojanje Zemlje od
Sunca sa D, otstojanje Meseca od Zemlje sa d, to je gornja €injenica izrazena na-
$im danasnjim matematskim oznakama jednaginom:

d: D =cosa,

gde valja staviti a = 87°. Posto Sunce i Mesec imaju jednake prividne velicine, jer

se ta nebeska tela pri totalnim pomracenjima Sunca taman poklapaju, to sleduje,

ako sa S oznac¢imo stvarni preénik Sunca, a sa L stvarni precnik Meseca,
L.:S=d:D.

Aristarh je, sem toga, premerio pre¢nik preseka koni¢ne senke Zemljine na onom
mestu gde Mesec kroz nju prolazi pri totalnimn i centralnim svojim pomracenjima,
mereéi vreme potpunog ulaza Meseca u tu senku i vreme potpunog boravka Mese-
tevog u toj senci. Na taj nadin je naao da je preénik senke taman dva puta toli-
ki koliko pre¢nik Meseca. Konus Zemljine senke je, zbog velikog otstojanja Zem-
lje od Sunca, toliko siljast da je preénik njegovog preseka na onom mestu gde taj
konus dodiruje Zemlju skoro jednak preéniku Zemlje T, a onde gde dodiruje Sunce
jednak preéniku Sunca S. Otstojanje tih dvaju preseka je D, a treéi presek konu-
sa, kojega je preénik, prema merenjima Aristarhovim, jednak 2L, lezi s one strane
Zemlje u otstojanju d. Odatle sleduje:

(T-2L):(S—T)=4d:D.

Izmerili se jos prividni pre¢nik 8 Sunca ili, $to, prema predasnjem, izlazi na
isto, preénik Meseca, to je
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8=S5:D
poznato, pa se iz prednje Cetiri jednacine mogu veli¢ine D, d, S, L izraziti pomodu
precnika Zemlje T'.

Na taj nacin nasao je Aristarh ispravan geometrijski metod da premeri, pomodu
Zemljinog precnika, otstojanja Sunca i Meseca od Zemlje i veli¢ine tih nebeskih tela.

U prakti¢noj primeni tog na¢ina merenja bio je Aristarh, ne raspolazuéi sa do-
voljno usavrienim instrumentima, manje sretne ruke. Premeravanje ugla a ispalo
mu je netatno (87° mesto 89°51’), ne manje ono prividnog pre¢nika Sunca (2° me-
sto 32', da bi kasnije, kao §to to Arhimedes saopstava, najao skoro taéan rezultat
od 30'); pri merenju preseka Zemljine senke, na mestu gde Mesec kroz nju prola-
zi, pogresio je Aristarh za skoro Cetvrtinu prave vrednosti. Nisu, dakle, ta stvarna
merenja, koja je kasnije Hiparhos mogao da, unekoliko, ispravi, veliko delo Aristar-
hovo, nego geometrijski metod premeravanja nebeskih prostora. Od jos veleg zna-
Caja bilo je to 5to je on, tim merenjima, saznao da je Sunce daleko veée od Zem-
lje i da otstojanja nebeskih tela premasuju daleko sve dotadanje pretstave. Nenad-
masna veli¢ina Sunca opredeljavala mu je mesto u sredini vasione, a svojim sme-
lim duhom, osetio je Aristarh da se najudaljenija nebeska svetla, zvezde nekretni-
ce, nalaze u tolikoj daljini koja obesnazuje Aristotelov argumenat protiv kretanja
Zemlje. Jer ako je, kao 5to je to Aristarh uvideo, poluprecnik Zemljine putanje oko
Sunca beskona¢no malen prema polupreéniku sfere zvezda nekretnica, onda ne mo-
Zemo, usled godisnjeg kretanja Zemlje, zvezde nekretnice vidati u razli¢itim medu-
sobnim otstojanjima. Tim dubokim saznanjem bila je stvorena pouzdana nauéna
osnova na kojoj je Aristarh mogao da sazida svoj heliocentriéni sistem.

Od spisa kojim je Aristarh postavio i obrazlozio taj svoj heliocentriéni sistem
nije nam se otuvao ni sam naslov. No o tom Aristarhovom sistemu izveStavaju nas,
u istom smislu, nekoliko starih pisaca, a sa toliko pojedinosti da ga mozemo potpu-
no rekonstruisati. Najvaznije i najpouzdanije svedocanstvo daje nam Arhimedes,
mladi savremenik Aristarhov, u svom spisu nazvanom Arenarius. I Plutarh izve-
Stava opSirnije o Aristarhovom heliocentri¢nom sistemu, a spominju ga Stobejon,
Simplicius, Sekstus i drugi. Iz svih tih svedotanstava sleduje nesumnjivo da je Ari-
starh postavio hipotezu da Sunce miruje u centru vasione, da se sfera zvezda ne-
kretnica ne obrce, a da se Zemlja krece oko Sunca po krugu, obréuéi se, pri tome,
oko svoje ose, nagnute prema putanji Zemlje. Ovaj sistem ne razlikuje se, svojom
suStinom, od potonjeg INopernikovog.

Po spomenutim svedo¢anstvima, imao je Aristarh svojih uéenika, a njegov si-
stem svojih pristalica. Za Haldejca SELEUKOSA iz Seleukije, koji je ziveo oko po-
lovine drugoga veka pre Hr., govori se da je Aristarhov sistem ne samo prilvatio,
nego ga i dokazao. U Cemu se sastojao taj dokaz, ne zna se.

Aleksandrijskoj skoli pripada i slava prvog premeravanja Zemljine lopte, koje
Je izvrSio ERATOSTENES (276-194), slavni upravnik aleksandrijske biblioteke. Do-
znavsi da se u Sijeni, jednom mestu gornjeg Egipta, a juzno od Aleksandrije, nalazi
Jedan bunar u kojem se Sunce jedanput u godini, o podne najduzeg dana, ogleda,
preduzeo je Eratostenes da, pomocu toga, izmeri veli¢inu nase Zemlje. U tome ci-
lju izmerio je, pomocu jednog jos od Aristarha izradenog instrumenta, skafe, zenit-
sko otstojanje Sunca u Aleksandriji, u samo podne najduzega dana u godini. To je
otstojanje, zbog ogromne daljine Sunca, jednako centriégnom uglu $to ga polupre-
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¢nici povuleni iz sredista Zemlje prema Sijeni i Aleksandriji medusobno zatvaraju.
Znajudi taj ugao i odgovarajuéi luk meridiana, ogranicen Sijenom i Aleksandrijom,
lako je izracunati polupreénik i opseg najveéega kruga nase Zemlje. Onaj luk me-
rio je, prema podatcima kraljevskih premeravaéa puteva, 5000 stadija, a onaj ugao,
meren t luénoj meri, jednu pedesetinu punog kruga. Odatle je Eratostenes izracu-
nao da opseg Zemlje meri 50 - 5000 = 250000 stadija, rezultat koji, ukoliko nam je
tacno poznata duzina stadija, odgovara neoéekivano dobro stvarnosti.

Za vreme Eratostena izvidena je u Aleksandriji reforma starog egipatskog ka-
lendara. Kako nas o tome izvestava jedan 1869 god. pronaden zapis u kamenu (Ka-
nopski edikat), odluéilo je 7 marta 238 god. pre Hr. egipatsko svestenstvo da svaka
Cetvrta godina bude prestupna, sa 366 dana. Ovo pravilo o prestupnim godinama,
izvedeno iz staroegipatske periode Sotis, presadio je, dvesto godina docnije, Alek-
sandrijac SOSIGENES u Julijanski kalendar, gde se do danas odrzalo.

Ova Lkalendarska reforma izvriena je pod vladom Ptolemaja III, Evergeta, po-
slednjeg od t1i velika vladara ptolemajskog Egipta. Njegova vladavina pretstavlja,
i u nau¢nom pogledu, zlatno doba aleksandrijske periode. To je doba obuhvati-
lo vek Arhimeda i Eratostena i mlade godine najveéeg naslednika Arhimedovog na
polju geometrije. APOLONIOS PERGEJISKI (oko 260-170) ucio je u Aleksandriji kod
naslednika Euklidovih geometriju i u toj varodi napisao je svoje delo o koui¢nim
presecima, velitanstveni spomenik aleksandrijske nauke. No Apolonios se bavio i
problemima astronomije, kako to svedoé&i jedna njegova teorema saopstena u Pto-
lemajovom Zborniku. Vazno bi bilo znati kojim je povodom dosao Apolonios do te
svoje teoreme. O tome nam Ptolemajos nijta ne saopstava, a spis Apoloniov o tom
predmetu nije se sacuvao. Pokusajmo, ipak, da odgovorimo na postavljeno pita-
nje, jer je ono od presudnog znacaja za istoriju heliocentri¢nog sistema.

Sigurna je stvar da je Apolonios poznavao Aristarhovo ucenje koje je niklo, u
doba njegova rodenja, u istoj onoj skoli u kojoj je i on, kasnije, u¢io i koje je, kao
§to smo ¢uli, imalo, i iza smrti Aristarhove, svojih pristalica, medu kojima je bio
mozda i sam Apolonios, jer ga Hipolitos spominje uz Aristarha. Nesumnjivo je, na
svaki natin, da je Aristarhova nauka stajala na dnevnom redu nauéne diskusije jos
za vreme boravka Apolonija u Aleksandriji. O Aristarhu govori, kao sto smo ¢uli,
Arhimedes u svome Arenariusu. U tome delu spominje se i Eratostenovo premera-
vanje Zemlje, pa je zato to delo moralo biti napisano bas u doba Apoloniovog bo-
ravka u Aleksandriji. Sigurno je da se Apolonios upoznao sa tim spisom Arhime-
da, jer je ovaj stajao u tesnoj vezi sa aleksandrijskom skolom i svoje spise posvedli-
vao aleksandrijskim nauénicima Kononu, Dositeju i Eratostenu. Ako je, dakle, 5to
nam izgleda nesumnjivo, Apolonios razmigljao o Aristarhovom sistemu, mogao je
on da se zapita kako bi izgledala ta Aristarhova Lretanja nebeskih tela posmatra-
na sa Zemlje. On je bio nesumnjivo u stanju da to pitanje resi geometrijskim ra-
sudivanjima na primer na sledeéi nacin, pri kojem smo se, jednostavnosti radi, po-
sluzili sadasnjim geometrijskim oznakama i orudein.

Neka nam u sl. 1 pretstavlja S Sunce, a T Zemlju koja, prema Aristarhovoj na-
uci, obilazi oko Sunca po krugu radiusa ST. Neka nam P pretstavlja jednu plane-
tu, recimo Veneru, za koju je ve¢ Herakleides Pontikos govorio da oko Sunca opisu-
je krug, u naSem slucaju krug radiusa SP. Jednostavnosti radi, pretpostavimo da
obe ove putanje padaju u ravan slike. Pofetni polozaji uocenih triju nebeskih tela
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neka budu, dakle, S, T i P. Smisao obilazenja Zemlje i planeta oko Sunca oznagen
je na slici strelicom. Ako sa 1y oznacimo vreme obilazenja Zemlje oko Sunca, me-
reno, danima, a sa t vreme obilazenja planete oko Sunca, onda nam wg = 360°/1o i
© = 360°/t pretstavljaju srednja dnevna kretanja tih nebeskih tela oko Sunca. Za-
to Ce se uotena tri nebeska tela n dana iza potetnog polozaja nalaziti u polozajima
S, T', P, pri ¢emu je <TST' = nwg; <PSP' = no.

CrHka 1 CIHKA 2

Posmatrana sa Zemlje, ta ¢e se kretanja odigravati ovako. Neka nam, u sl. 2,
T pretstavlja Zemlju. Nacrtajmo u toj slici trougao T'SP paralelan i kongruentan
trouglu TSP slike 1. Relativna putanja Sunca prema Zemlji pretstavijena je oci-
gledno krugom $5'S" radiusa T'S; po toj prividnoj putanji kreée se Sunce srednjim
dnevnim kretanjem wg u pravcu oznatenom na slici strelicom. n dana posle pocet-
nog polozaja S sti¢i ¢e Sunce u polozaj S’, pri ¢emu je <STS' = nwy. Poéetni po-
lozaj planete pretstavljen je usl. 2 tatkom P. Da nademo polozaj P’ planete n da-
na iza tog pocetnog polozaja P treba da nacrtamo trovgao T'S’ P’ paralelan i kon-
gruentan trouglu 7VSP’ skike 1. Opisimo jos oko S i S’ krugove sa istim radiusom
SP = S§'P', povucimo S'R paralelno sa SP, to sleduje iz uporednosti zraka S'R,
§'P' sl. 2 sa zracima SP odnosno SP' sl. 1 da je <RS'P' = nw. Polozaj P’ plane-
te usl. 2 je, prema tome, takav kao da se srediste kruga opisanog oko S pomerilo
u §’, a da se planet na tom krugu za vreme od n dana kretao srednjim dnevnim
kretanjem . Relativno kretanje planete prema Zemlji moze se, prema gornjem,
shvatiti kao slozeno epicikli¢no kretanje: po periferiji kruga S5', nazvanog koncen-
tar, putuje, srednjim dnevnim kretanjem g, centar jednog drugog kruga, nazvanog
epicikl, a po periferiji toga kruga krece se planeta srednjim dnevnim kretanjem .
Planeta opisuje pri tome, relativno prema Zemlji, epicikli¢nu krivu PP'P"....

Odgovorimo jo§ na pitanje, u kojem ¢e poloZaju planet, posmatran sa Zem-
lje, prividno trenutno zastati, pa zatim obrnuti pravac svoga kretanja. To ée se
otigledno desiti onda kad obe komponentalne brzine njegove, normalne na radius-
vektor, budu jednake, a protivnog pravca. Usled kretanja epicikla po koncentru,
ima planeta u polozaju P brzinu vg, normalnu na radiusvektor TP, koja je jed-
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naka vo = wgI' P, dok je njena brzina, normalna na SP, usled kretanja po epici-
klu, jednaka v = &S' P. Komponenta v, ove brzine, normalna na TP, jednaka je
Vo = veosa = wSPcosa, pa kako vy i v, treba da budu jednake i da, kao u sli-
ci, imaju protivan pravac to sleduje odatle wgT P = wSP cosa. Produzimo li pra-
vu TP do njenog preseka F sa epiciklom, to je, posto je <SPF = a, duz SPcosa
jednaka polovini PG tetive PF. Zato je woT P = wPG ili

PG:TP=wp: w.

Ovaj rezultat, pretstavljen ovde matematskim obrascem, nalazi se, izrazen re-
¢ima, u prvoj glavi dvanaeste knjige Ptolemajovog Zbornika i nazvan je Apoloni-
ovoin teoremom.

Izvodenje ove teoreme otkrilo nam je i sudtinu teorije epicikala koja je, kao Sto
¢emo videti, igrala vaznu ulogu u kasnijoj alelsandrijskoj astronomiji. Apolonios
se napominje na vise mesta kao tvorac te teorije pa se iz prethodnoga jasno vidi
da je do teorije ne samo mogao, nego i morao doédi, polazeéi od Aristarhovog helio-
centri¢nog sistema. Aristarhova nauka morala je biti, u najmanju ruku, radna hi-
poteza pri stvaranju teorije epicikala, jer je to najprirodniji postanak te teorije.

Bila je velika nedaéa po heliocentriénu nauku da je Apolonios napustio Alek-
sandriju 1 otisao u Pergamon da, sprijateljen sa tamognjim kraljem Atalosom, na-
stavi svoj nau¢ni rad. Sa Apolonijom je prekoracen vrhunac aleksandrijskog nau-
tnog perioda, posle njega ne bese nikog vise koji bi u stanju i da razume, a kamo
li da produzi, nauéni rad Arhimeda koji je, kao §to svedoéi njegov tek 1906 godine
pronadeni spis Efodos, hio veé pristupio izgradnji osnova infinitezimalnog racuna.

HIPARHOS 1z NIKEJE (u drugoj polovini drugog veka pre Hr.), koji je do ne-
davna smatran za najveéeg astronoma staroga sveta, ziveo je ve¢ u doba opada-
nja aleksandrijske nauke. To se ose¢a veé po tome §to su od njegovih mnogobroj-
nih spisa otuvani samo beznacajni. I o njegovom Zivotu znamo veoma malo. Vrdio
je (128 i 129 pre Hr.) posmatranja neba na ostrvu Rodosu koje je onda pripadalo
egipatskoj drzavi, boravio je sigurno u Aleksandriji, a bio mozda i u Vavilonu. To
se vidi iz toga 3to je sa haldejskom astronomijom bio toliko dobro upoznat da je
danas tesko odrediti koliko je originalan u svojim utenjima o kojima smo izveste-
ni putem Ptolemajovog Zbornika. Podela kruga u 360 stepena, koju je on prime-
njivao, saznanje o nejednakosti godisnjih doba, racun sa tetivama, t.j. pocetci tri-
gonometrije, haldejskog su porekla. No Hiparhos je sva ta pravila stavio na stro-
g0 nauctnu osnovu. Zato ga mozemo smatrati ocem trigonometrije. Nejednakosti
godisnjih doba i godidnje kretanje Sunca rastumacio je, stavsi na geocentricko sta-
noviste, a ne otstupajuéi nikako od kruznih uniformnih kretanja, time $to je pret-
postavio da se Sunce krece ravnomerno po kruznoj ali ekscentri¢noj putanji. Cen-
tar te putanje pomerio je, dakle, iz Zemlje pa je, zbog toga, u kasnijoj aleksandrij-
skoj astronomiji, A poloniosov koncentar zamenjen ekscentrom. Tim se, zaista, mo-
gu jednostavno rastumaciti nejednakosti godisnjilh doba i, pored sve uniformnosti
stvarnog kretanja, nejednakosti prividnog kretanja Sunca. Isto to sretstvo upotre-
bio je u teoriji kretanja Meseca, sluzeéi se pri tome haldejskim posmatranjima toga
kretanja. Narocitu sretu imao je sa svojim katalogom zvezda u kojen: je saopstio
njihove koordinate u pogledu na ekliptiku. Uporedujuéi ga sa katalogom Aristila i
Timoharisa, pronasao je precesiju ravnodnevnica. To je bilo njegovo najvece delo
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o kojem Ce jo$ biti govora. Njegove smo zasluge za merenje otstojanja Sunca 1 Me-
seca ved spomenuli.

Nema sunmje da je Hiparhos bio najvedi astronomski posniatraé staroga veka.
10. has zbog toga. nije on imao smisla za smele teorije. nego se zadovoljio time da
svoja posmatranja izvrsi §to tacnije i iz njih izvuce najneposrednije zakljuéke: nije
imao ni stvaralackog genija Arhimedovog ili Apoloniovog niti kosmickog vidokruga
Aristarhiovog.

Za vrema aleksandrijskog rata Julija Cezara. zadesila je aleksandrijsku nauku
velika nesreca: slavna biblioteka Muzeja posta zrtvom plamena. Iako je. uskoro
zatim. Markus Antonius preneo bogatu bhiblioteku pergamonsku u Aleksandriju i
prisajedinio je biblioteci koja je cuvana n hramn Serapeionu, aleksaudrijska skola
nije mala viSe pravog poleta. Godiune 30 pre Hr. usao je. preko ledeva Antouiusa i
IXleopatre. posleduje kraljice ptolemajskog Egipta, Oktavian u Aleksaudrijn. Egi-
pat posta provincijom rimskoga carstva.

Sve ove dogadaje koji su potresali stari svet valja imati u vidu ako hoéemo pra-
vedno da ocenimo poslednjeg velilkog astronoma aleksandrijskog o kojem ¢emo sa-
da govoriti.

KLAUDIUS ProLEMAIOS (87-1657) stoji u zavidnow polozaju iznad svili astro-
noma staroga veka time $to je njegovo glavno delo . Veliki Zbornik Astronomije™
ili .Velika Sintaksa". nazvano kasnije. stapajuéi arapsko ,al” sa grekim .megiste®.
~Almagest”, potpuno sacuvano i dotekalo svoje stampanje u velikom broju rukopis-
nih egzemplara. To delo je sistematski skup celokupnog astronomskog »unanja za-
vrinog perioda aleksandrijskog. Podeljeno je u dve sveske i trinaest knjiga od kojik
prva sluzi kao uvod u kojem su izlozeni osuovui pogledi na sastav vasione i potre-
bura geometrijska sretstva astronomije sa trigonometrijkim tablicama. Druga kuji-
ga posvedena je. uglavinom. astronomskoj geografiji i merenju vremena. Trec¢a knji-
ga bavi se kretanjemn Sunca, Cetvrta t peta kretanjem Meseca, a festa pomradenji-
ma Sunca i Meseca. U petoj knjizi opisana je i konstrukeija asironomskih instiu-
menata. koja se u Aleksandriji vilo usavrsila. sigurno radom poznatoga geodeta i
mehanicara HERONA ALEKSANDREJSKOG (oko 100 pre Hr.). Druga sveska .sustina
svega®, kako je Ptolemajos sam naziva. posvecena je. sa svojili sedam knjiga, zve-
zdama. pa sadrzi katalog 1022 zvezde nekretrice i vrlo cenjenn pigceva teoviju kre-
tanja pet starih planeta. Vlastita i stvana, starija, astronomska posmatrauja. na-
roéita ona koja je izvrsio Hiparhos. iskoridéavana su, a 1 sedam vavilonsikih posma-
tranja pomracenja iz razdobja od 721 do 383 pre Hr.

IXako §to se ved iz ovog kratkog izvestaja moze videti, Ptolemajovo delo je. za-
ista. pravi zbornik znaunja slavnog aleksandrijsliog doba astronomije. U njemu je
Ptolemajos zauzeo. oslanjajuci se na Hiparha. geocentricno stanoviste, Sto se vidi
ved 1z osnoviih stavova izlozenih u poéetk dela. To su ovi:

1. Nebeski svod ima oblik lopte i obrée se kao ova.

2. Po suom obliau. nasa je Zemlja. smatrana keo jedna celina. takode okrugla.

3. Svogim poloZajem. nasa Zemlja zauzima. kao kakaw centor. srediste celoku-
pnog nebeskog svoda.

4. Svojom velicinom. © otstojanjom. nosSa Zemlja stoji pyrema sferi
iniea 1 odnosu jedne tacke.

5. Zemlja nema kretanja koje bi izazvalo promenu njenog poloZaja.

zda nckre-
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Ovi stavovi obrazloZeni su i uzdignuti iznad svake sumnje argumentima o koji-
ma smo ve¢ kod Aristotela govorili. Ptolemajos pominje, istina, i protivno mislje-
nje nekih filosofa koji su ,smatrali nebesku sferu neponicnom 1 uzeli da se Zem-
lja oko ose sveta obrée od zapada prema istoku®, ali on, tom prilikom, ne spomi-
nje ime Aristarhovo, iako njegova genijalna zamisao prozire jasno kroz ¢etvrti gor-
nji stav. Bez podataka o poreklu upotrebljava Ptolemajos jednu nesumnjivo Ari-
starhovu trigonometrijsku teoremu i njegov naéin premeravanja otstojanja Sunca
i Meseca. Samo, prilikom izratunavanja duZine godine, spominje Ptolemajos Ari-
starha. no sa slabom ocenom. I Apolonios, genijalni tvorac teorije epicikala, spo-
ninje se jedan jedini put, prilikom izvodenja njegove teoreme o kojoj smo govorili,
da, odmah zatim, re¢ima: ,ali mi...*, bude ostavljen u dubokoj tami.

IXao 5to se iz ovih primera vidi, Ptolemajos ne priznaje rade zasluge drugih. U
tom pogledu, &ini on izuzetak jedino sa Hiparhom da bi njegovim autoritetom pot-
krepio svoja vlastita saopstenja i stavija ga iznad svih ostalih astronoma, izuzimaju-
¢i, priroduno, sebe samoga. Zbhog toga govori pokatkad i o Hiparhu sa izvesne visine.

Zbog svega toga, ne daje nam Ptolemajov Zbornik, pored sve svoje vrednosti i
za istoriju, potpunu sliku razvitka aleksandrijske nauke pa smo zato bas u najva-
znijem pitanju, onom o medusobnom stavu i o sudbini dvaju glavnih sistema sveta,
upuceni na nasluéivanja i na druga svedocanstva. Nesumnjivo je da su oba siste-
ma sveta imala ne samo svojili pristalica nego i svoje skole u krugu aleksandrijskilt
nautnika. Neko vreme, u doba Aristarha, Apolonija i Seleukosa, izgleda da je he-
liocentri¢ni sistem nailazio na priznavanje da ga, pojavom Hiparha, izgubi. Ptole-
majos, ubedeni geocentricar, izbegava da govori o shvatanjima heliocentricara. On
iskoriscava za vlastitu upotrebu njilove geometrijske konstrukcije, ali precutkuje
njihov stav. To je narotito sluéaj sa teorijom epicikala koja je, kao 3to smo pokaza-
li, verovatno iznikla iz heliocentrickih rasudivanja. Metoda epicikala, shvacena kao
matematsko sretstvo, odgovara, ako se broj epicikala proizvoljno uveéa, nasim da-
nasnjim razvijanjima u redove, pa se zato pomocu slozenih epicikala mogu pretsta-
viti najraznoli¢nija kretanja, kako je to pokazao Mebius u svojoj ..Nebeskoj Meha-
nici* (1843). Ptolemajos je to sretstvo, kao $to to sam, i ne bez prava, kaze, iskori-
stio sa uspehom kao niko pre njega. On je time, da upotrebimo opet njegove reci.
izvrsio dzinovsko delo, ali je njime prikrio praizvor teorije epicikala toliko da je tre-
balo novog dzinovskog dela da bi se opet pronasao put ka heliocentriénom sistemu.

Ptolemajos, oslanjajuci se u tome sasvim na Hiparha, dozvoljava samo unifor-
mna kretanja po krugovima, ,jer samo takva odgovaraju prirodi nebeskilt bi¢a ko-
Jima je nepravilnost i nejednakost strana®, pa tumagi tim kretanjima sve nejedna-
kosti hoda nebeskili tela. Zbog toga je bio prinnden da uveéa broj epicikala. On se,
kao i Hiparhos, posluzio ekscentri¢nim nosiocem epicikla, ekscentrom, koji je do-
bio naziv deferenta. U svojoj veoma cenjenoj teoriji Meseca, pretpostavio je Pto-
lemajos da se centar tog deferenta kreée po jednom daljem kruznom nosiocu retro-
gradno. Da bi mogao da pretstavi kretanja planeta n $irinu, dao je ravnima epici-
kala potrebne nagibe prema ekliptici. [Kod onih planeta koje se kreéu s one stra-
ne Zentljine putanje, zamenio je, ¢ime konacan efekat nije bio promenjen, meduso-
bno deferenat sa epiciklom, da ne bi radius epicikla ispao veéi od radiusa deferen-
ta. Sva ova, sa matematskog gledista potpuno opravdana sretstva, prikrila su pot-
puno stvarni postanak epicikla i put ka heliocentri¢nom sistemu.
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Posle Ptolemaja nije Ziveo u Aleksandriji niko vise koji bi bio u stanju da taj
put pronade. jer naslednici Ptolemaja, PAPOS ALEKSANDRIISKI (kraj treéeg veka)
i TEON ALEKSANDRIIJSKI (kraj Cetvrtog veka) ne behu drugo no brizljivi komenta-
tori njegove knjige. Godine 392 po Hr. razorila je pljackaska rulja, fanatizovana od
arhiepiskopa Teofila, Serapeion, poslednje pribeziite aleksandrijske nauke, a godi-
ne 640 pade Aleksandrija u ruke Arapa.

4. Srednji vek. Sa srednjim vekom propadose najdragoceniji plodovi gr-

¢ke nauke. Nije se vise verovalo da je Zemlja okrugla i da je nebeski svod

obuhvata sa sviju strana. Hriséanska vera nije dozvoljavala takvu nauku.
Zato se poslo u shvatanju sveta unatrag, zamisljajuéi da je Zemlja okrugla plota sa
Jerusalimom u sredini, zapljuskivana sa svih strana okeanom, a prekrivena, zaje-
dno sa morem. nebom koje ima oblik zvona. Iza toga zvona, na jednom kontinen-
tu na istoku, nalazilo se carstvo blazenih. Taj se raj rasprostirao i iznad neba gde
su andeli upravljali kretanjem nebeskih tela; pri tome je Sunce za vreme noéi vo-
deno oko osnovice neba do svog ponovnog izlaska.

To je bila, uglavnom, slika sveta ranog srednjeg veka. Da se takvo shvatanje
koje je odgovaralo hriséanskom verovanju ne bi ni¢im uzdrmalo, zabranjeno je uce-
nje starih, paganskih, klasika. A kada bi crkva bila u nedoumici kako da odredi
dane svojili vlastitih praznika, ona je slala svoje poklisare u Spaniju da tamo od
arapskih nauénika dobije potrebna obavestenja.

Mladi narod Arapa, pun Zivotne snage i poleta, rasirio je za neverovatno kratko
vreme svoju vlast od Indije prelo Severne Afrike do u samu Spaniju. Brie no osta-
li narodi, utolio je Zelju za razoravanjem stare kulture pa se posvetio njenoj nezi.
Gajedi nauke, a osobito astronomiju, spasili su Arapi od aleksandrijske astronomi-
Je 5to se jo§ spasti moglo. Osnivane su velike skole, podizane su zvezdare, preme-
ravana Zemlja i vrdena astronomska posmatranja kojima je precesija ravnodnevni-
ca tacnije odredena i otkriveno pomeranje apsida. Sastavljeni su katalozi zvezda,
trigonometrijske tablice i tablice kretanja planeta, a dekadni sistem i naéin pisa-
nja brojeva, koji je nikao u Indiji, presaden je u Evropu. Aristoteles, Euklid, Arhi-
medes, Apolonios, Heron i Ptolemajos prevedeni su na arapski jezik i nasli puta ka
zapadnim narodima.

Plodovi jelinske kulture. satuvani i dostavljeni hriséanskoj Evropi posretstvom
Arapa, prihvaceni su ovde sa velikim interesovanjem i dali jak potstrek zapadnjackoj
nauci. Kada se prete¢a Kopernikov, uéeni kardinal NikoLA IKUzANUS (1401-1464),
koji je utio da se Zemlja krece, nalazio, kao izaslanik papin, u Carigradu, nije pro-
pustio ovu priliku a da odande ne ponese starth grékih rukopisa u Italiju. Godi-
ne 1453 pade Carigrad Turcima u ruke. a ondasnji gréki nauénici izbegose u Rim
gde nadose gostoprimstvo kod pape Nikole V. Oni donesose starih rulkopisa i rairi-
Se poznavanje grékog jezika. Prvi zapadujacki astronomi ove epohe, GEORG PUR-
BAH (1423-1461) 1 njegov uéenik JOHAN MILER, REGIOMONTANUS, (1436-1476)
behu dobri poznavaoci aleksandrijske nauke, pa izvrdise ili popravise latinske pre-
vode Ptolemaja i Arhimeda. I genijalni LEONARDO DA VINCI (1452-1519), koji
Je nasu Zemlju smatrao za zvezdu, poznavao je dobro spise sirakuskog nauénika.
Padu Carigrada sledova3e brzim korakom drugi, ne manje vaZni, svetski dogadaji:
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pronadena je Amerika, naden put u Istoénu Indiju. a Zemlja oplovljena. Slika sve-
ta srednjeg veka nije se mogla vise odrzati. astronomija je postala neophodno po-
trebno orude moreplovaca, preporodu umetnosti sledovao je preporod nauke.

5. Kopernik. Heliocentriéni sistem velikoga reformatora astronomije Ni-

KOLE KOPERNIKA (1473-1543) nije drugo do obnova heliocentriénog sistema

starit Grka. ,Potrudio sam se, 3to sam vise mogao®. izve§tava on sam. ..da
procitam ponovo sve knjige starih filosofa do kojilt sam mogao doéi. da vidim e da
li je kogod drugi bio razli¢itog misljenja o kretanju nebeskih tela nego sto se sada
to uéi u skolama matematskih nauka. Tako sam nasao ked Cicerona da je Hiketas
Sirakuzanin verovao da se Zemlja kreée. Posle nadoh i kod Plutarha da su i drugi
bili istog misljenja®. Na drugom mestu njegovog rukopisa koje je, éudnovatim slu-
Cajem, prebrisano pre tampanja, stoji ovo: ,Verovatno je da je Filolaos pretposta-
vio da se Zemlja kreée, koju je pretpostavku uéinio i Aristarh sa Samosa, kako to
neki saop§tavaju®.

Sa utenjem Aristarha upoznao se Kopernik, kao §to to Aleksandar Humbolt
s pravom misli, preko Plutarha, jer tog pisca izri¢no oznacava kao svoj izvor, a Plu-
tarh govori na dva razna mesta o Aristarhu. Da li je Kopernik poznavao i spome-
nuti izves$taj Arhimedov o Aristarhu, nije sasvim sigurno. Mnogi misle da nije, jer
prvo potpuno izdanje Arhimedovih spisa izaslo je iz stampe tek 1544 godine. No
valja uzeti u obzir da su spisi Arhimeda bili poznati zapadu veé 1281 godine 1. u
vreme Kuzanusa, bili dovoljno rasprostranjeni u rukopisnim egzemplarima. Jakov
iz KKremoue preveo ih je 1449 godine na latinski jezik. godine 1503 stampan je u
Italiji, v nepotpunom izdanju, Gaurikusov latinski prevod Arhimeda, a bas te go-
dine bavio se Kopernik na studijama u Italiji. Zato se ne bi smelo kazati da INoper-
nik nije poznavao ono vaino mesto o Aristarhu u Arvhimedovom Arenariusu. Sva-
kako je sigurno da je Kopernik, bilo posretstvom Plutarha, bilo putem Plutarha i
Arhimeda, poznavao heliocentriéni sistem Grka, a naroéito sistem Aristarhov. No
sve to ne umanjuje njegovu slavu da je, snagom titana, ponovo sazidao poruseno
zdanje heliocentricke nauke i postavio ga na sigurnu osnovu. On je to izvriio svo-
jim besmrtnim delom: De revolutionibus orbium coelestium, 1543.

Kopernikova zgrada vasione ima ovaj raspored. Nepomi¢na sfera zvezda ne-
kretnica spoljna je granica te zgrade. Koracajuéi prema njenoj nnutraénjosti. na-
ilazimo prvo na kruznu putanju Saturna, obilazenu za 30 godina, dalje na putanju
Jupitra sa dvanaestgodisujim obilazenjem. zatim na putanju Marsa koji ju obilazi
za dve godine. Na Cetvrtom mestu nalazi se godignja putanja Zemljina sa epicikli-
¢kom putanjom Meseca. Na petom mestu kruzi Venera u devet meseci, 3esto me-
sto zauzima Merkur koji u 80 dana obilazi svoju putanju. U sredini cele ove zgrade
stoji Sunce, jer ,gde bi bilo zanj lepseg mesta u ovom divnom hramu... Tako upra-
vlja Sunce, sedeéi na svom kraljevskom prestolu, svoju porodicu zvezda”.

Po Koperniku, vrii nasa Zemlja tri razna kretauja:

1. Dnevno obrtanje oko svoje ose od zapada prema istoku. iz kojeqg sleduje pri-
vidno kretanje svih zvezda od istoka prema zapadu.

2. Godisnje kretanje oko Sunce od zapada prema istoku. iz kojeq sleduje privi-
dno godisnje kretanje Sunca istog smisla obilazenja.
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3. Godisnje konicno kretanje Zemljine ose oko normale uzdignute na revan ekli-
ptike u obrnutom smislu predasnjih kretanja.

Kako je Kopernik, bez ikakve potrebe, pretpostavio da bi, inace, Zemljina osa
stajala u ¢vrstoj vezi sa pravom §to spaja Zemlju sa Suncent, to ovo treée kreta-
nje treba, s jedne strane, da osigura skoro nepromenjenu orientaciju Zemljine ose u
prostoru za vrente njenog obilaska oko Sunca, a, s druge strane. da time §to perio-
de poslednjih dvaju kretanja nisu potpuno jednake. rastumaéi precesiju ravnodne-
vnica. Od ovog treteg kretanja ostalo je danas kao prihvaéeno samo lagano prece-
siono kretanje Zemljine ose, posto se uvidelo da slobodno telo koje rotira oko svoje
ose odrZava nepromenjenu orijentaciju te ose u prostoru.

Kopernikov sistem je, u njegovim osunovunim crtama, identic¢an heliocentri¢nom
sistemu starih Grka. I razlozi koje Kopernik upotrebljava za dokaz svoga siste-
ma nalaze se, veéim delom, kod njegovih prethodnika. Otsustvo godidnje parala-
kse zvezda nekretnica tumaci Kopernik, isto tako kao i Aristarli, time 5to je po-
lupre¢nik Zemljine putanje beskonaéno malen prema otstojanju zvezda nekretnica.
Argumenat u korist heliocentriénog sistema da se Merkur i Venera na nebu nikada
mnogo ne udaljuju od Sunca, a da nam ostale planete izgledaju najblize kad su u
opoziciji prema Suncu, nalazi se zabelezen kod Marcianusa Kapele. Relativna pri-
roda svih kretanja objasnjena je bila ve¢ od IKuzanusa. Ali je Kopernik sve te po-
jave i njihove uzroke dublje prozreo no sve njegove pretece i slozio ih u logi¢nu ce-
linu, pa stvorio time potpun jedan sistem koji je zasluzio njegovo ime. On je, iznad
svega toga, i to je njegova najveca i neprikosnovena zasliga, razmrsio klupée teo-
rije epicikala i prodro do njenog heliocentritnog jezgra.

Kopernik je genijalnim pogledom uvideo da, kod planeta koje kruze u unutra-
$njosti Zemljine putanje, kretanje po deferentu ne pretstavlja nista drugo no sli-
ku kretanja Zemlje oko Sunca. a kretanje po epiciklu stvarno kretanje planete oko
Sunca. Tim je nasao da je ovde srazmera radiusa deferenta prema radiusu epici-
kla identi¢na srazmeri otstojanja Zemlje i otstojanja planete od Sunca. Kod ostalih
planeta, gde su, kao §to smo rekli, deferent i epicikl medusobno zamenjeni, obratan
jeslu¢aj. Odabereli se, prema tome, radius Zemljine putanje za jedinicu duzine, to
se mogu iz brojeva Ptolemajovili, koji nam daju odnose radiusa epicikla i deferenta,
ocitati otstojanja planeta od Sunca, merena onom jedinicom. Na taj nacin dobivaju
se ova otstojanja: Merkur 0,375; Venera 0,720; Mars 1,52; Jupiter 5,21; Saturn 9,18.

Ove su vrednosti veoma bliske stvarnosti pa polkaznjn koliko je dragocenog ma-
terijala lezalo skriveno u Ptolemajovom Zborniku. Da bi iz saopstenih relativnih
vrednosti nasao stvarne, uzeo je Kopernik za polupre¢nik Zemljine putauje Ptole-
nmajov broj od 1210 Zemljinih radija koji daleko zaostaje iza stvarnosti. No time
se medusobne proporcije sastavnih delova Suncevog sistema nisu promenile. Zbog
toga je INopernik smeo da kaze sa punim pravom: ,,Oni koji su smislili epicikli¢ne
krugove nisu bili u stanju da nadu, a kamo li da izraéunaju ono sto je najvazuije,
oblik sveta i sigurnu simetriju njegovih delova®. A on ju je, zaista, izraéunao.

Prirodno je da je INopernikov sistemn imao svojik nedostataka. i astronomskih
1 fizikalnih. Astronomskih, sto. u koliko se ticalo zakona inercije, nije bio u stanju
da obori Ptolemajov argumenat. No IKopernik je Ptolemajovo tvrdenje da bi se na-
$a Zemlja, kada bi se zaista obrtala, morala raspasti, obesnazio time da bi takva
opasnost ugrozila u daleko vecoj meri sferu zvezda nekretnica koja bi se, po Ptole-
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maju. morala obrtati neverovatnom brzinour. Tome je dodao ovo: .Ako uzmemo u
obzir beskonacno otstojanje zvezda nekretuica. onda smo jedva u stanju da zawmi-
slimo da bi one bile u stanju da prevale svoju ogronu putaju za 24 sata. A i za-
5to bi se beskonaéna vasiona obrtala oko sicusne Zewlje .

Ovo su sve ubedljivi razlozi geunija koji ie bio u stanju da kosmicki misli. ali
Jje argumenat, da bi nam rotirajuéa Zeiulja pri svakom nasem skoku u vis istréa-
la ispod nogu, bio pristupacuiji shvataujn onicnil udi. Zato se veliki posmatraé
neba. TIHO BRrRAUE (1346-1601). pored sveg visokog postovanja prema njegovoln
tvoren, ustruc¢avao da prilivati Koperuikov sistem. postavijajnéi svoj vlastiti. I’o
tom Braheovom sistemu, stoji nasa Zemlja nepomiéno u sredistn vasioue. a oko uje
obilazi Mesec i Sunce, a oko ovog posledujeg ostale plaucte. Ceo ovaj sistan obit-
hvacen je sferom zvezda nekretuica koja se za 24 éasa obrue oko svoje ose. povla-
cedi, pri tom svom dnevnom obrtanju, celokupnu svoju unutrasnjost.

U Koperniku i Tiho Braleu olicena su dva klasi¢na tipa. Kopernik je bio Ari-
starh novog veka, a Tiho njegov Hiparlios. Nenadmasiv posmatraé neba i. u prvom
redu, njegov vrad, stajao je Tiho Brahe, kao i njegov klasiéui preteca. na haldej-
skom thi. Verujuéi samo svojim vlastitim opazanjima. a pri tom priznati autoritet.
bio je on skoro nesavladiv protivnik heliocentriénog sistema. kac &to je to bio 1 Hi-
parhios. Tako je izgledalo da ¢e se 1 u novom veku ponoviti stara sudbina heliocen-
tricnog sistema. Da se to nije dogodilo zaslnga je Galileja.

6. Galileo Galilei. (1564-1642) skovao je vlastitim rukama dva silna oru-

Zja kojima je izvojevao konaénu pobedu Kopernikove nauke. Jedno od njih

bila je Dinamika, glavna jedna grana Mehanike. On ju je, uklonivsi, pre sve-

ga, sva unutradnja protivurecja Aristotelove Mehanike, stvorio. nasao njome zako-
ne slobodnog pada i pada na strmoj ravni i zakoue kosog hitca te prodro do saniog
zakona inercije. Tim je mogao da obori glavni argumenat protiv lieliocentriénog si-
stema. No jos siluije pokazalo se u toj borbi jediio novo oruzje. astronomski dogled.
sagraden od Galilejeve ruke. Kada je. prvi od svih [judi. ovaj dogled upro prema
nebu. sagledao je Meseéeva brda. mene Venerine i imesece Jupitrove. Ovi su meseci
bili o¢igledan dokaz da se kretanja nebeskili tela vrde i oko drugili srediita no $to je
Zemlja. Dogled je razmrskao kristalnu sferu zvezda nekretnica. pokazujuéi da su te
zvezde bezbrojne i razlitno od nas udaljene. Sva ova saznanja opredelila su Galileja
da stane na stranu Kopernika i da se bori za njegovu nauku. On je to uéinio svojiut
duhovitim Dialogo sopra i due massimi sisteni del mondo. Tolemaico e Copernicano
(1632) sa tolikim naletoin da je bio zbog toga izveden pred sud inkvizicije. Zbog
sli¢nog prekriaja bio je. nedavno pre toga, DORDANO BRUNO (1548-1600) Ziv spa-
lien na lomadi. a Galilei je nmakao takvoj sudbiui time $to je oporekao svoju nanku.
Al je pobeda bila veé izvojevana. Munje uma Noperuika i Galileja odbljesnule su u
dubine vasione toliko siluo da se jedanput sagledana istina uije niogla vige prikriti.
Tako je heliocentricka nanka starill Grka bila ponovo vaspostavljena. Jer da se
radilo samo o obunovi te stare nauke, to su prizuavali i sami sledbenici Kopernika.
RAJNHOLD (1511-15353). koji je izra¢unao svoje tablice planetskog kretanja usvaja-

juéi Kopernikov sistem, govori o tome: . Aoramo biti duboko blagodarni Ivoperuiku

§to je vaspostavio pravu nauku o kretanjn nebeskih tela”. Pai crkva sama prizna-
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la je prioritet Grka u tome u¢enju. Godine 1616 stavljeno je Kopernikovo delo na
indeks osudenih, pa se u tom reSenju, opozvanom tek 1822, kaze ovo: »Sveta kon-
gregacija saznala je da se Lkriva, svetom pismu suprotna, nauka Pitagorejaca o kre-
tanju nebeskih tela, kako je propovedaju Kopernik i neki drugi, sada iri i od mno-
gih prihvaca. Da se takvo ucenje ne bi, na stetu katoli¢ke istine, rasirilo, odluéila
je sveta kongregacija da se dela {opernikova i svih ostalih koji isto uce zabrane do-
god se ne isprave. Zbog toga se sva ta dela oviin ukazom zabranjuju i anatemisu.*
Tim smo se vratili opet Greima, pa nam ostaje jo§ da uéinimo pravdu Hipar-
hu i Ptolemaju. Danas znamo da se moze govoriti samo o relativnim kretanjima.
Istim pravom kojim govorimo o kretanju planeta oko Sunca, mozemo govoriti o re-
lativnom kretanju Sunca i planeta oko Zemlje. Po sadasnjem stanju nauke su oba
sistema, Ptolemajov i IXopernikov, kinematski potpuno ravnopravna. Samo jedua,
Cisto prakti¢na, razlika postoji izmedu ta dva stanovista. Planete opisuju oko Ze-
mlje koniplikovane epicikli¢ne putanje, dok je njihovo kretanje oko Sunca daleko
jednostavnije. No ba3 ta jednostavnost omoguéila je pronalazak zakona Ileplera i
Njutna, a i tek tim zakonima smo prekoraili siroki vidokrug Aleksandrijaca.

7. Keplerovi zakoni. Kadaje JoHANES KEPLER (1571-1630) postavljen

za naslednika Tiho Brahea u zvanju dvorskog astronoma i carskog matema-
ticara sa boravistem u Pragu, primio je on sa tim zvanjem i dragocene pri-
beleske o posmatranjima neba koja je izvr3io njegov prethodnik. Sluzeéi se tim na-
ucnim materijalom i usvojivsi Kopernikov heliocentri¢ui sistem, preduzeo je on da
ispita i matematskim jezikom opise kretanja planeta oko Sunca. Osunovna ideja ko-
ja ga je u tom poslu vodila bila je ova. Tiho Brahe je, dvadeset neprekidnih godina,
pazljivo pratio kretanja planete

So Marsa. Ova planeta, zbog nje-

S ne blizine Zemlji, velikog eks-
centriciteta njene putanje i ma-

log nagiba ravni te putanje pre-

ma ravni Zemljine putanje, bio

S Jje najzgodniji nebeski objekat

za predubivat Keplerov. Zato je

on svoja ispitivanja otpoceo na
putanji Marsa i putanji Zemlje.

Zbog malog nagiba Marso-

S§" ve putanje prema ravni Zemlji-
ne putanje, koji nagib ne do-

stize ni puna dva stepena, mo-

Zemo uzeti da putanje Zemlje i
Marsa, koje unamo jo3 da odre-

dimo, leze u ravni slike, a da su

M, pretstavljene krivama Tp7,75...
odnosno MM M,... (slika 3).

My Kao polaznu tacku nasih raz-
Cnuka 3 matranja odaberimo onu kon-

T‘Z M. 2
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stelaciju pri kojoj se Mars nalazi u opoziciji prema Zemlji, t.j. onu pri kojoj Sun-
ce S, Zemlja Tp i Mars Ay leze, tim redom, u istoj pravoj. Ta je konstelacija sa-
mo trenutna. Zemlja se krece brze oko Sunca no ujen sused, pa ée zato ona izvrsi-
ti jedno potpuno obilazenje oko Sunca dok ée Mars za to vreme prevaliti tek nesto
viSe od polovine svoje putanje. Zbog toga ¢e se nova opozicija desiti, posle okru-
glo 800 dana, u polozajima Ty i My, iduéa, posle daljih 800 dana, u polozajima T3 i
M,. Posle petnaest punih obilaZenja Zemlje oko Sunca izvriiée Mars 7,98 obilaze-
nja, t.j. osma po redu od uocenih opozicija desice se u blizini poéetnih polozaja Ty i
AMp. Posto su 7,98 Marsovih obilaZenja jednaki 15 obilazenja Zemlje, to obilazenje
U Marsa oko Sunca traje 686,98 dana. Posle vremena U vraca se Mars, kakavgod
oblik imala njegova putanja, u svoj stari polozaj. Posle intervala vremena U, pro-
teklog iza trenutka prve od uocenih opozicija, sti¢iée Zemlja u polozaj T' dok ¢e u
tom momentu Mars zauzeti polozaj My. Posle ponovnog isteka vremena U stici-
¢e Zemlja u polozaj T", posle novog razdobja U u polozaj 7" i t.d., ali svima tim
razuim polozajima Zemlje odgovara jedan te isti, nepromenjeni polozaj Mo Marsa.
Spojimo li sada te razne polozaje T', 7", T""... Zemlje sa polozajima S i Afy Sun-
ca odnosno Marsa, koji se nisu promenili, to dobivamo trouglove SMyT", SMoT",
SAT™... koji, svi redom, imaju zajedni¢ku jednu stranu i to SMy. Uglovi tih tro-
ugla, oznaceni u slici sa o, a”, a’”..., mogu se odrediti direktnim merenjem posto
oni pretstavljaju one uglove koje zatvaraju medusobno obe vizure upravljene iz po-
jedinih polozaja T, T", T" ... Zemlje prema Suncu i Marsu. Ti su uglovi otito jed-
naki razlici geocentricnil longituda ovih dvaju nebeskih tela. No i uglovi koje smo
oznagili sa 1’, M/, M., mogu se odrediti astronomskim posmatranjem. Iz polozaja
To Zemlje izgleda nam Sunce projicirano na nebesku sferu u praveu 7pSo, a iz po-
lozaja T" Zemlje, u pravcu T'S’. Ugao X’ jednak je, prema tome, razlici geocentri-
¢nih longituda Suncevih pri onim dvama polozajima Zemlje. To vazi anologno i za
uglove N, N"'.... Kepler je bio, prema tome, u stanju da iz pribelezaka posmatra-
nja svoga prethodnika nade numericke vrednosti uglova o', o, «’..., X', X', N""...
pa je mogao da iz sponienutih trouglova izratuna strane S1°, ST7, ST ..., t.j. da
matematski pretstavi te radiusvektore Zemljine putanje kao funkciju otstojanja
SMy = d i uglova X, §to ih ti radiusvektori, povuéeni iz stalne tacke S, zatvaraju
sa stalnom pravom SA,. Tim je bio matematski odreden ne samo oblik Zemljine
putanje nego i hod Zemljin po toj putanji. Posto je izvrsio taj posao, mogao je Ixe-
pler da izra¢una i oblik Marsove putanje i kretanje Marsa po njoj. Ixao 3to je pre,
iz poloZaja Ay Marsa i duzine njegovog radiusvektora SAf, naden oblik Zemljine
putanje, tako je sada bilo moguée, ponavljajuéi prethodne racune za sve opozicione
polozaje Ay A A5... Marsa, iz ve¢ odredenog oblika Zemljine putanje pretstaviti
radiusvektore SNy, S, SAL,... Marsove putanje kao funkciju promenljivog ugla
£ i vremena. Pri tome su ostale neodredene apsolutne veli¢ine radiusvektora Zem-
ljine odnosno Marsove putanje, ali su se one mogle izraziti pomoéu srednjeg otsto-
janja Zemlje od Sunca kao jedinice. Ovim nadinom nasao je Kepler svoja tri zako-
na planetskog kretanja. Prva dva svoja zakona objavio je u svom delu Astronomia
nova de motibus stellae Martis 1609, a treéi u svojim Harmonices mundi 1619. Tisu
zalkoni ovi:

1. Planete opisuju oko Sunca elipticne putanje; u zajednickoj zizi tih elipsa na-
lazi se Sunce.
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1. Radiusvektor povucen od Sunca do planete previuci u jednakim delovimna vre-
mena jednake povrsine.

HIL. Kvadrati vremena obilazenja pojedinik planeto oko Sunca stoje w proporci-
Ji trecih potencija velikih poluosa njihovih putanja.

Izrazinio ove zakone. da bismo ih kasnije mogli primeniti Jezikom matematike.
Pri tome ¢emo pod putanjom planete razumevati putanju njenog tezista. iz razlo-
ga koji ¢emo kasnije upoznati.

Neka nam BCADB (sl. 4) pretstavija eli-
pticnu putanju jedne od planeta. AB je veli-
ka. a C'D mala osa te elipse. Ziza S ove elipse
neka bude ona koju je zauzelo Sunce. onda se
B zove perilielium. a 4 afelium planetske pu-
tanje. OznaZimo sa a veliky, a sa b malu polu-
osu, onda je OS = OF = Va2 — 12, pase broj

_JEE

a

€

(1)

zove numericki ekscentyicitet elipse. Zato je

Cnuka 4 b =a? -2 (2)

Duz

b-z
r= (3)
zove se parametar elipse.
Spojimo proizvoljnu tacku A clipse. t.j. proizvoljan polozaj planete na njenoj
putanji, sa zizama S i F pa ozna¢imo radiusvektor SAf sa +, a radiusvektor FAS
sa 1. onda je. prema samoj definiciji elipse,

r+r; = 2a.

Ugao BSA!, koji éemo oznaéiti sa v, zove se prava anomelijo planete. Iz tro-
ugla FSM, gde je F'S = 2eq, sleduje po Karnoovom obrascu:

, . N Y
1y = (2ea)” + 17 + 4ear cosv.
Stavimo ovde za r; njegovu vrednost r; = 2a — , to dobivammo
. I .
(1+ecosv)ar =a® — e*a® = 12,

t.j.
)
P (4)
1+ecosv

Ovo je jednacina planetske putanje i matematski izrazaj prvog Keplerovog za-
kona.

Da drugi Keplerov zakon obulivatimo matematskim obrasceni, oznacimo sa dv
prirastaj prave anomalije koji odgovara beskonac¢no malenom vremenskont interva-
lu df. Za vreme tog intervala prebrisao je radiusvektor r povrsinu dF = %rzdv hes-
konatno uskog trougla M SAL'. Kolicnik
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dFF 1 ,dv -
—_— =yt D
a2 @ (3)

zove se sektorska brzina: ona je. po drugom Keplerovom zakonu, konstantna. pa je
zato
dFr 1

dt 2
gde C oznacava jednu koustantu koja je, dakle, jednaka dvostrukoj sektorskoj bizi-
ni. Zato je

5 dv

2 ¢ ©)

dt
matematski izrazaj drugog Keplerovog zakona.
Oznatimo sa T vreme obilazenja planete oko Suuca. Za to vreme prebrise ra-
diusvektor celu povisinu rab ograni¢enu elipsom planetske putanje. Zato je sektor-
ska brzina pretstavijena i ovim izrazom:

dF'  mab
dt T
pa je zato
2rab —
Y= _ (7)
¢ T
Tre¢i Keplerov zakon pretstavljen je matematski jednacinom
3
a

gde je k jedan te isti broj za sve planete.

8. Njutnov zakon gravitacije. Veliki holandski nauénik HRIsTIAN HAJ-

GENS (1629-1695), jedan od trojice klasicara nanke o kretanju, saopstio je u

svome delu Horologium oscillatorium (Paris 1673) da materijalna tacka ko-
ja se kreée uniformmno po periferiji kruga ima, u svakom svom polozaju, ubrzanje
napereno stalno prema centru kruga, pa nazvano zbog toga centripetalnim ubrza-
njem, koje je, po svojoj veli¢ini, pretstavljeno izrazom p. = v*/a. gde v oznacava
linearnu brzinu tacke, a « radius njene kruzne putanje.

Iz ove Hajgensove teoreme, ¢iji je dokaz saopsten tek 1703 godine u posmrt-
nim delima Hajgensovini, izveli su, nezavisno jedan od drugog. tri engleska nau-
¢nika, VREN, HUK 1 HALEJ, ovaj blizak zaklju¢ak. Pretpostavili se, §to ne otstu-
pa mnogo od stvarnosti, da se planete kreéu po kruznim putanjama. pa oznadili se
sa a radius takve jedne putanje. a sa T vreme obilaZenja uocene planete oko Sun-
ca. to je, prema gornjim oznakama, v = 2z¢/T. t.j. p. = 4x’«/T?. Kako je. prema
tre¢em Keplerovom zakonu, a/T? = k/a?, to je p. = 472k /a?. §to znaci da planete
podleze ubrzanju, naperenom prema Suncu, a inverzno proporcionalnom kvadratu
radiusa planetske putanje.

Daleko su zamasnije konzekvencije koje je iz IXeplerovih zakona izveo ISAK
NJUTN (1643-1727) i saopstio ih u svome besmrtuom delu Philosophiae naturalis
principia mathematica London 1687, posto je tim delom podigao do krova zgradu
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klasi¢ne Mehanike, otpoéetu od Galileja i Hajgensa. Njutn je, kao 3to je pozna-
to, bio jedan od dvaju glavnih pronalazaéa infinitezimalnog ratuna, ali se ipak ni-
je njime posluzio u tom svom delu, nego, da bi bio pristupacan svojim savreme-
nicima, klasi¢nim geometrijskim rasudivanjima. Mi éemo njegove rezultate izvesti
ovde sluzeéi se modernijim orudem nauke.

Uotimo jednu materijalnu tacku koja se kreée proizvoljnim kretanjem u ravni.
Odaberimo u toj ravni pol O i osu OX jednog proizvoljnog polarnog koordinatnog
sistema, pa oznatimo sa r i v polarne koordinate uotenog polozaja A posmatrane

materijalue tacke (sl. 3). Oznagimo sa r vektor po-

Y lozaja tatke M prema tacki O, a sa vy jedinicni
Pn vektor toga pravca, onda je
ng .
v t = 7tp. (9)
s Ad Izvod po vremenu t ovog izraza pretstavljen je
sa
% Yy de  dr + drg
— = —ry +T—,
v . dt — dt ° 7 de
0] x X . - .
pa nam leva strana ove jednacine pretstavlja, kao
Cruka 5 Sto je poznato, vektor brzine
de
= 10
T (10)

uocene materijalne tatke. Isto nam tako pretstavija drg/dt vektor brzine krajnje
tacke jedini¢nog vektora ry pri promeni ugla v. Ozna¢imo li sa ng jedini¢ni vek-
tor normalan na vektor rg, a naperen u smislu rastuceg v, to je onaj vektor brzine

pretstavljen sa
dl‘o dv

”a? = Eno. (11)
Stavljajuéi
dr dv
Ur d_t’ Un —15: (12)
dobivamo q q 4
T T v
gt— E 0+ 7 Ht-no, (13)
ili
v = v,Tg + v, Ng. (14)

Zato nam v, i v, pretstavljaju komponente brzine v u pravcima tg 1 ng. Pono-
van izvod od (13) po vremenu daje

d2re dz'rc + dr drg + dr dvn . dv + dv dng
— = — _— =t = — T——Ng 47— —,
ez~ deZ T ddt T a @ T T T G

pri Cemu je, istim rasudivanjima kao pri (13),

dng dv
a - A

Zato je
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d?v d3r dv d3v dr dv
o= 22 9 . =2 L 15
e {dt'z (dt) }““{ PR TR T (15)
Leva strane ove jednacine pretstavija nam vektor akeeleracije
_ & (16)
T de?
uoene materijalne tacke. Stavljajuéi
d?r dv .
= —r{ — 17
pr= o ( " ) (17)
d?v dr dv. 1d /[ ,dv
o o= 9 = I (22 18
L T I A T TR T (' dt)’ (18)
dobivamo
p = prto + puno, (19)

Sto znati da su p, i p, komponente vektora akceleracije u pravcima tg i ng.
Priinenimo prednje rezultate na kretanje planeta, pa polozimo, u to ime, pol O

naSeg koordinatnog sistema u Sunce, a njegovu polarnu osu naperimo prema peri-

helu. Onda koordinate r 1 v imaju zna¢aj dat im u prethodnom paragrafu. Zato je,

prema jednacini (6),
5dv
~“_c
T

gde C oznacava jednu konstantu. Stavljajuéi ovo u (18), dobivamo
Pn = 0» (20)

Sto znaci da planeta, u svakoj tagci svoje putanje, podlezi samo ubrzanju u pravoj
koja spaja planetu sa Suncem. Da bismo nasli skalarnu veli¢inu tog ubrzanja, po-
stupicento ovako. Kako je
dr  drdv a dv _C
dt ~ dvdt’ dt — 2’
to je
dr  Cdr d
dt — r2dv dv

d’r oL (\dv _ ¢ d® (1
diz ~ U av\r/)dt T 2 dvi\r )
pa nam (17) daje ovaj, Bineov, obrazac
1 & /1
T2 21
-r+dv'2 (T)} (21)

Iz prvog Keplerovog zakona, dakle iz (4), sleduje
1 1 e
— = — 4+ - cosv,
r.p p

C'Z
Dr = =)
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d LR Esinv- @ (1 = ecs
dv\r/  p " dv2\rJ = p =Y

1@ 1y 1
roodviy\r/) T p

t.j.

dakle

-1
Pr=——"=
p o
a primenjujuéi (3) t (7),
_ 2 a® 1 29
Dr = R (22)
t.j. zbog (8),
5, 1
Pr=— zzk—,. (23)

Nonstauta k je. prema trecemn Keplerovom zakonu, jedna te ista za sve plane-
te, pa je to isto slucaj i za koustantu

3
= 4m2h = 4x? (24)
Zato je
u
Pr= ‘“;__) (25)
Stavijajuci ovo i (20) u (19) dobivamo:
p=—torg. (26)

Ova nam jednacina kazuje da svaka planeta, w svakom svom polozaju, podiezi
ubrzanju koje je napereno prema Suncu, a &ija je skalarna velicina inverzno propo-
cionalna kvadratu otstojanja planete od Sunca.

Dovde se Njutnovo rasudivanje razlikuje od onoga njegovih preteca. dakako
znatajno. samo time $to vazi za stvarne, eliptiéne putanje plancta. No Njutn je,
dosavsi do gornjeg rezultata, posao snielim korakom dalje. On je uvideo i dokazao
na primeru Meseca da je nadeno ubrzanje, po svojoj prirodi istovetno sa pozna-
tim ubrzanjem Zemljine teze. Njutn je genijalnom intuicijom shvatio da se privia-
tno dejstvo nase Zemlje, koje se ispoljava pri padu teskih tela. rasprostire u nebe-
ske prostore, dakle i do samog Meseca. Da to dokaze, izvrsio je on ovaj ra¢un. Na
povriiui Zemlje, u otstojanju R od Zemljinog sredista, pri cemu R oznacava radius
Zemljine kugle, podleze slobodna tela ubrzanju koje, po merenjima Galileja. izno-
st okruglo 30 stopa po sec®. Oznacimo li sreduje otstojanje Meseca od sredista Ze-
mlje sa a. to ¢e na tom otstojanju ubrzanje usled privlacnog dejstva Zemlje. posto
ono opada sa kvadratom otstojaunja. biti jednalko:

R2

P =—q.
: !
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Ako. dakle. za kretanje Meseca oko Zemlje vai isti zakon kao i za kretanje pla-
neta oko Suuca. onda mora. prema dobivenoj jednacini (22). biti:

b g @ 1 477
P==m Em = T
gde T ozuacava vreme obilazenja Meseca oko Zemlje.

Iz prednjil jeduacina sleduje:

_ @ 47’a 4R
I="®R T T TR

O numerickim vrednostima veli¢ina a i T imao je Njutu ove. dosta tacne, po-
datke: @ = 60,4R: T = 279 7" 43" 48° = 2360628°. a Pikarovo premeravanje Zom-
lje, koje je has u ono doba izvr3eno, dalo je R = 19615000 stopa, pa je Njutu sa
tim vrednostima, prinienom gornjeg obrasca, dobio g = 30,62 stope po sec?, dakle
rezultat koji je dobro odgovorio stvaritosti. Time je bila dokazana ispravnost Njut-
nove zamislii.

No Njutn se nije zaustavio ni na ovom rezultatu. Uvidevsi da jedno te isto telo
podlezi, prema njegovom otstojauju od sredista Zemlje, razlicitom ubrzanju. t.j. da
pokazuje razlititu tezinu, uveo je Njutn pojam mase koja je. kao stvarno obelezje
tela, uepronmienljiva. Tim je on, prvi od sviju, odvojio pojam mase od pojma tezi-
ne. Ovu tezinu je definisao kao proizvod mase i ubrzanja teze. Tim je bio dobiven
opsti pojam sile kao proizvoda mase i ubrzanja §to ga ta sila telu dodeljuje. U isto
doba postavio je Njutn svoj poznati princip jednakosti akcije i reakcije. IKao posle-
dica tog pre¢is¢avanja pojmova, sledovala su sledeé¢a razmatranja.

Pommnozimo li jednacinu (26) sa wmasom m uocene plancte, to dobivamo levo
proizvod mase i ubrzanja planete. dakle silu koja dejstvuje na planetu:

m 5=

P =~y (27)

Ta sila naperena je. zbog znaka minus, prema Suncu. pa pretstavija silu kojom

Sunce privlaci planetu. Po principu akcije i reakeije. priviaci planeta Sunce istom

takvom silom. no protivnog znaka, a ta sila mora biti proizvod mase A/ Sunca i

njegovog ubrzanja. Uvedenio li. prema tome, novu jeduu veliéinu f definisanu jed-
nac¢inom

f I (28)
ili, zbog (24), jednacinom
foam 1 (29)
T2 A
to dobivamo. nesto (27),
= -2, (30)

Faktor u imao je jedun te istn numericku vrednost za sve planete. pa to vazi.
zbog (28). i za faltor f. Upotrebljen u znacenju koje mm daje jednacina (29). on
se pokazao isti i za Mesec i za Zemljinu tezu. Zbog toga pretstavlja f jednu kon-
stantu koja vaZi za ceo Sunéani sistem i izrazava jednu opgtu osobinu waterije na-
gomilane u tom delu vasione. Kada je Njutn do3ao do ovoga saznanja, on je. obu-
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hvativsi njime celu vasionu, uvideo, a to su potvrdila i sva kasnija iskustva, da jed-
nacina (30) vazi za svaka dva deli¢a materije u vasioni. To saznanje izrazio je ovim
svojim zakonom opste gravitacije:

Svaki deli¢ materije u vasioni privladi svaki drugi deli¢ silom koja pada w pra-
vu tih delica, a ima intezitet proporcionalan proizvodu masa m, i ms tih delica,
@ inverzno proporcionalan kvadratu njihovog otstojanja r. Velidina te sile pretsta-
vljena je. dakle, izrazom

mym;

@

P=f
Pri tome je faktor f proporcionalnosti jedna univerzalna konstanta. U gornjem izra-
zu otpao je znak minus, posto je re¢ju .,privliaéi jednoznaéno odreden pravac te sile.
Njutnovim zakonom posta odgonetnuta hiljadugodiinja zagonetka planetskog
kretanja i nova saznanja sledovase, sama od sebe, iz njega. Sve nejednakosti kre-
tanja planeta i Meseca ispoljise se kao prirodna posledica toga zakona i kao jasni
izrazaj medusobnog privlatnog dejstva tih nebeskih tela. Ne samo da je priroda
tih nejednakosti postala rastumacena, one su se mogle izraéunavati i pratiti u pro-
glost i buduénost. Pokazalo se, a za komete ubrzo iza postavljanja Njutnovog za-
kona, da on vazi za sva nebeska tela bez izuzetka, dakle i izvan Sunéevog sistema.
Precesija ravnodunevnica, koju je, kao $to smo ¢uli, prvi konstatovao Hiparhos, na-
Sla je Njutnovim zakonom svoje potpuno razjasnjenje, a isto tako, kasnije opazena,
nutacija Zemljine ose. I oblik nase Zemlje, a naro¢ito njena spljostenost usled ro-
tacije dobi, u svim pojedinostima, svoje mehani¢ko i geometrijsko obraziozenje. To
isti vazi i za prastaro pitanje o postanku morske plime koja se pokazala kao nepo-
sredna posledica priviagnog dejstva Sunca i Meseca. Tako se Njutnov zakon, naj-
velicanstveniji 5to ga je ikad smrtni ¢ovek mogao da dokuéi, pokazao kao opsti za-
kon prirode kojem se pokorava cela vasiona. Iz toga zakona je iznikla jedna nova
nauka: Nebeska Mehanika.

I'mABA OPYTA
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Problem dvaju tela

9. Postavljanje problema. Iako se svi ¢lanovi nadeg Suncanog sistema

medusobno privlace, godisnji hod svake pojedine planete skoro je sasvim ta-

kav kao kad bi ona stajala samo pod dejstvom privlaéne sile Sunca. Uzrok
Jje tome taj, 3to masa Sunca nadmasava daleko mase svih planeta, pa je zbog to-
ga medusobno privlacno dejstvo tih planetskih masa prema dejstvu Sunceve mase
toliko slabo da se ono ispoljava, kao nekakav mali poremecaj, tek posle duzih ra-
zmaka vremena. Zbog toga pretstavlja, tako nazvani, problem dvaju tela polaznu
tacku nauke o kretanju nebeskih tela. Taj problem izrazen je ovim zadatkom: Dva
nebeska tela priviace se medusobno po Njutnovom zakonu gravitacije; neka se iz
zadanih potetnih uslova odredi kretanje tih dvaju tela u pogledu na jedan koordi-
natni sistem, smatran nepomiénim.

10. Vektorski integrali problema. Da bismo, bez ustrba po opsti zna-

caj sledecih rasudivanja, imali pred sobom konkretan jedan slu¢aj, nazovimo

posmatrana dva tela Sunce i planetu, pa neka nam A oznacava masu Sun-
ca, a m masu planete; trenutni polozaji tezista tih dvaju nebeskih tela u odabra-
nom koordinatnom sistemu neka budu odredeni vektorima polozaja & odnosno L.
Relativni polozaj planete prema Suncu odreden je onda vektorom polozaja

t={—fR. (1)

Oznacimo li sa r skalarnu veli¢inu ili moduo vektora t, to je jediniéni vektor u
pravcu v pretstavijen izrazom
T = —. (2)
r
Sila kojom Sunce priviagi planetu pretstavljena je, prema (30) prve glave, izra-

zZom
Mm Mm
T = —f—st,
”

a sila kojom planeta priviagi Sunce izrazom

Mm
t.
3

r?
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Zato su vektorske jednacine kretanja ovih dvaju nebeskih tela ove:

d?R Mm
M 7E =f 3¢ (3)
a2t Mm
eI )

gde t oznacava vreme.
Oznadimo sa & vektor poloZaja zajednickog tezista S, bolje reéi centra masa

M i m, to je, prema samoj definiciji tog centra,

(M +m)6 =MR+ml (5)
Prvi i drugi izvod ove jednagine po vremenu daje:
dG dRr d
M — =M— —
(M +m) 7 M i +m @ (6)
‘ 4’6 d?R % -
(.]\’[-F'nl)-az— =M de +7na‘t-§. (()
Saberemo li jednacine (3) i (4), pa dobiveni zbir uporedimo sa (7), to dobivamo:
%6
D (8)

Ovaj izraz pretstavlja vektor akceleracije tezista S, pa kako je on stalno jednak
nuli, to se to teziste kreée pravolinijski i uniformno. Integrisanje prethodne jedna-
¢ine daje: o

T=% (9)
gde je B konstantan jedan vektor koji pretstavlja vektor brzine tezista S. Integri-
sanjem prethodne jednacine dobivamo:

6 =%Bt+ ¢,

gde & oznagava opet jedan konstantan vektor. On je odreden inicialnim uslovima.
Oznaéimo li sa 2 vektor polozaja tezista S u inicialnom momentu to, onda je za
t =ty G = A, pa zato
A = Bty + €,
t..
S =B(t —ty) + A (10)

Vektori 2 i B odredeni su inicijalnim uslovima pod kojima razumevamo vek-
tore polozaja Ry i o uotenih dvaju nebeskil tela u inicijalnom momentu i vektore
MWy i Yo njihovih brzina. Zato su inicijalni uslovi izrazeni jednacinama:

dR falt
t=ty: R=Ry (=l — =W EZ:%' (1)

dt
Stavljajuéi (9), (10), (11) u (5) i (6), dobivamo A i ‘B.
Jedunacine (9) i (10) pretstavljaju prva dva vektorska integrala problema dvaju
tela, ona kojima je odredeno kretanje zajedni¢kog tezista masa M i m.
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Skratimo 1i jednacinu (3) sa M, a jednaginu (4) sa m, pa ih oduzmeno jednu
od druge, to dobivamo:
a1 d*R M+m
- T

dee ~ de r3

Iz (1) sleduje
d’c  dir 4R

dt2 T Az de

t].
d*e M+m
aw =T (12)
ili
d* m(M +m)
KT - (13)

Ovo je diferencijalna jednaéina kretanja planete relativno prema Suncu. Ta
nam jednacina kazuje da se planeta kreée tako kao kad bi Sunce stajalo nepomi-
¢no, imalo masu (A +m), a privladilo planetu po Njutnovom zakonu. Pretpostav-
ka koju smo uginili u prosloj glavi, smatrajuéi Sunce nepomiénim bila je opravda-
na samo time §to je m prema M tako maleno da se (M +m) moze zameniti sa M.

Iz (12) moze se lako izvesti jedan treéi vektorski integral problema. Pomnozi-
mo li tu jednainu vektorielno sa t, to dobivamo, posto je [tt] = 0, ovu jednaginu:

Kako je prema pravilima vektorske diferencijacije:

dfde] [ d%
at || T faE ]

to mozemo jednadinu (14) zameniti ovom:

df.de
de| de| —

[rgt—] =, (15)

gde je € jedan vektor koji je nezavisan od vremena.
Geometrijsko znacenje dobivenog vektorskog integrala je ovo. Napisemo li ga
u obliku:

koja, integrisana, daje:

[cdy]

dt
to nam dr pretstavlja elemenat puta §to ga je planeta relativno prema Suncu preva-
lila za vreme intervala dt. Vektorielni produkat [cdr] pretstavlja nam onaj vektor
koji stoji normalno na ravni vektora t i dr, naperen na onu stranu te ravui sa ko-
Jje, posmatrano, kretanje planete sleduje u direktnom smislu, t.j. obrnuto skazaljki

= ¢, (16)
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na satu, a kojega je skalarna veli¢ina ili intenzitet jednak povriini paralelograma,
ograniCenog vektorima v i dv. Ta je povriina jednaka dvostrukoj onoj povrsini dF
§to ju je za vreme intervala dt prebrisao radiusvektor povucen od Sunca ka plane-
ti. Zato nam

1 [edy]

270t
pretstavlja sektorsku brzinu planete u vektorskom obliku. Integral (16) izrazava,
dakle, drugi Keplerov zakon u vektorskom obliku, kazajuéi da je povrsina prebrisa-
na u jedinici vremena vektorom polozaja v planete konstantna, ne samo po svojoj
skalarnoj veli¢ini, no i po svojoj orientaciji u prostoru. Kretanje planete oko Sunca
sleduje, dakle, konstantnom sektorskom brzinom u ravui koja, prolazeéi kroz Sun-
ce, stoji normalno na vektoru €. Time je odredena jednoznaéno ravan planetske
putanje, smisao obilaZenja planete oko Sunca i sektorska brzina kretanja.

Da odredimo, ratunski, ravan planetske putaije, polozimo u Sunce pocetak je-
dnog ortogonalnog koordinatnog sistema X-Y-Z (sl. 6), vezanoga sa nebeskom sfe-
rom. Oznacimo sa i, j, € jedinicne vektore u pravcu osa X, Y, Z toga sistema. Po-
cetni polozaj planete, t.j. onaj koji odgovara vremenu t = ¢y, neka bude My, koor-
dinate ove tacke neka su @g. yo, 30, onda je njen vektor polozaja:

t = Zpi+ yoj + 2ot. (17)
Relativna brzina planete prema Suncu pretstavljena je izrazom:
_de dl dR

V= — = — — —, 18
dt dt dt (18)

njena pocetna vrednost neka bude vg, a vy, v2, v3 njene koordinate. Onda je:
Vo = 1+ vaj + v3k. (19)

A

)/

CIUKA 6
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Oznagimo sa Cy, Cy, C3 koordinate vektora €, to je

C=Chi+ Cyj + Cst. (20)
Za t = ty dobiva jednaina (15), zbog (18). ovaj oblik:
€ = [ro vo] (21)
ili, zbog prethodnih jednacina,
iy e

Cii+ Cz) + C3¢ = | xg Yo Z=p
v vy U3

Razvijemo li gorju determinantu. to dobivamo, muozeéi dohivenu vektorsku
Jjednaginu skalarno sa i, j, €, ove tri skalarne jednacine:

C1 = yov3 — zpt2
Cy = zuv; — Tovs (32)
C3 = 2pva — yov1,

koje nam daju koordinate vektora €; njegov je moduo

c=yJ/ci+ci il (23)

Ravan planetske putanje stoji normalno na vektoru €, pa zatvara zhog toga sa
ravni X-Y isti onaj ugao i 5to ga zatvara vektor € sa osom Z. Taj je ugao dat jed-
naginom:

C = C3cosi. (24)

Ugao i zove se nagib planetske ravni, on lezi izmedu 0 i x; kad je veéi od L=z
krece se planeta retrogradno. i

Ravan planetske putanje sece ravan X-Y duz prave %8 koja se zove linijom
¢vorova. Prodorna tacka te prave sa prividnom nebeskom sferom u kojoj se plane-
ta uspne iznad ravni X-Y, u pravcu pozitivioga Z, zove se uzlazni ¢vor. Ugao
§to ga pravac linije €vorova, naperen ka uzlaznom &voru §, zatvara sa osom X,
dakle luk T8 nebeske sfere, zove se longituda uzlaznog évora. Tu koordinatu na-
¢itemo na ovaj natin. Projekcija vektora ¢ u ravan X-Y ima skalarnu velicinu
Co = Csini, a zatvara sa osom X ugao koji éemo oznaciti sa a. Zato je:

C, =Cicosa = Ccosasini
Cy = Cysina = Csinasint.
Linija &vorova stoji normalno na ovoj projekciji. pa njena grana. naperena pre-

ma uzlaznom ¢voru &, zatvara sa osom X ugao Q = a + iz Zatoje a = Q — ix.
Stavljajuéi ovo u prethodne jednacine, dobivamo:

[

)

C; = +CsinQsin: 5
6)

Cy = —CcosQsini.

(
(

NI

L

Jednatine (24), (25), (26) odreduju jednoznaéno velicine i i Q, t.j. polozaj ra-
vni planetske putanje.

#® % % %
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11. Oblik putanje. Odaberimo u ravni planetske putanje polarni koor-

dinatni sistem tako da njegov pol O lezi u centru Sunca, a njegova polar-

na osa da je naperena prema uzlaznom &voru, pa oznaéimo sa ¢ i 7 polarne

% koordinate planete, to se amplituda ¢ zove, u ovom slu¢aju, argumenat latitude, a

% r radiusvektor. Dvostruka sektorska brzina izrazena je pomoéu ovih koordinata sa
r2 dg/dt, pa zato jednacina (16) dobiva ovaj skalarni oblik:

>d
209 _ 2
g =C (27)

Posto radiusvektor r pretstavlja moduo vektora polozaja t, to je, prema defini-

ciji skalarnog produkta,
r? = (cr).

I diferencijali ovih dvaju izraza moraju biti medusobno jednaki, pa je zato:

rdr = cdr.

Oznagimo li sa v skalarnu veli¢inu brzine v, to je, isto tako,

vdv = vdo.
Ako jos, radi jednostavnijeg pisanja, stavimo
FOM +m) =y,
to jednagina (12) dobiva, imajuéi jos u vidu (18), ovaj oblik

do u
— =L
dt r3
PomnoZimo ovu jednacinu skalarno sa vdt = dr, pa zamenimo, pri tome, v do
sa v dv, a tdr sa rdr, to dobivamo ovu skalarnu jednaéinu:

v
vdv = —-1“—2 dr. (29)
Integracijom ove jednacine dobivamo:
S 2
=8 (30)
r a

gde a oznacava integracionu konstantu koju valja jos odrediti.
Da bismo i prednju jednacinu integrisali, t.j. odredili zavisnost r od ¢, dakle
nasli oblik planetske putanje, postupi¢emo ovako. Kvadrat vektorskog izraza (14)

prve glave daje:
v’ = 'uf + 0,21,

v = (%%)2 +7? (i—f)z. (31)

1
de’

t.j. zbog (12)

Iz (27) sleduje:

2| =
FS o)
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§11].
pa je zato:
U2 _ CQ El_’_ 2 N CZ
.r4 d(P ,,.'2
Kako je:
dry__1dr
de\r/)  r2de
to je:
1/drY  [d 1\
4\ do de\r/}’
pa zato:
d 1\ 1
2| == = 32
=C Hdcp()] o (32)
Iz (30) i (32) sleduje:
d (1\ u 1 i
— [ - + = 2_'____ -— . -,
do \ 7 r2 C?r C? a
tj. .
AW, (o) wl
de \ r r C*)  Cf C(C?a
2 2
d (1) 1 u
do \ - o2
do \ 7 + r C -1 (33)
w_ouo 1 w oyl
ct C? a ct C? a
Stavimo li
1 u 1 u
o2 r C?
r ¢ __r ¢ .. (34)
ﬁ w1 N c? 1
cse C? a (C? u a
to dobivamo, mesto (33), ovu diferencijaliu jednacinu:
dz\? 5
—_— ¥ =1,
<d¢> i
dakle
do= 2 (35)
Y1 — 22
Integrisanjem ove jeduacine dobivamio:
s (36)

p = arcsin z + ((u - 5) ,

pri éemu je (w — +x) uvedeno kao integraciona konstanta.
! J 5
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Dobivamo, dakle,
arcsinz = g + (¢ — 0),
t.J.
z = cos{gp — w). (37)
Iz jednacina (34) i (37) sleduje:

i A gilcs(—)
cz 2 u 2 T eh

C2

r = u
c? 1
T+ f1- =2 -
+ - acos(q) ©)

Ovo je polarna jednaéina planetske putanje.

U prethodnoj glavi izveli smo polarnu jednacinu elipse, pretpostavljajuéi da pol
koordinatnog sistema lezi u 2izi elipse, a da je polarna osa naperena prema najbli-
zoj tacki elipse. Ta jednatina bila je ova:

N | e

£..

(38)

r=—2Pr (39)

1+ecosv
pri Eemu je ugao v nazvan pravom anomalijom. Ista ova jednacina vazi za sve ko-
ni¢ne preseke, samo sa tom razlikom da je za elipsu e < 1, za parabolu e = 1, a za
hiperbolu e > 1. Zato nam jednagina (38) pretstavlja jedan konicni presek. Nume-

ricki ekscentricitet tog preseka dat je, kao 3to to sleduje iz uporedenja (38) sa (39),

ovim izrazom:
2
e=1/1-—c—~l. (40)
u a

Prema tome da li je ta veli¢ina, koju valja uzeti pozitivno, manja od jedinice,
jednaka jedinici ili veéa od jedinice, pretstavljaée jednacina (38) elipsu, parabolu
ili hiperbolu. Parametar tog koni¢nog preseka dat je izrazom:

»¥  C?
p=L 2 (41)
a u
Jednaéina putanje mase m je, dakle, ova:
P
! 1+ ecos(p ~ w) (42)
Iz (39) i (42) sleduje veza:
V=¢g— o (43)

koja nam pruza geometrijsko tumaéenje integracione konstante ». Ako nam A
(sl. 6) pretstavlja proizvoljnu jednu tacku planetske putanje, ¢ njenu amplitudu,
a P perihel, to nam ugao POM pretstavlja pravu anomaliju v planete. Posto je
amplitida perihela pretstavljena uglom ¢ — v = o, to nam u (42) o pretstavlja
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amplitudu perihela ili longitudu perihela, merenu od uzlaznog évora. Ako, dakle, 3§
P’ pretstavija projekciju perihela P, bacenu iz tacke O na nebesku sferu, to je lon-
gituda perihela. merena od uzlaznog &vora, pretstavljena lukom §2P’ nebeske sfere.
Potrebno je jo§ odrediti velicine a, e i o iz inicijalnih uslova.
Iz (40) sleduje:

LS|
1-—- 82 = C_ - =,
u a
a iz jednacine (41) i (2) prosle glave:
2 2
¥ e 1 (44)
a? u o a

pa se iz prednjih dveju jednacina dobiva:
a=a. (45)

Integraciona konstanta a pretstavlja, dakle, veliku poluosu planetske putanje.
Zato dobivamo, mesto (30), ovu jednacinu:

2
p2= 2 (46)
r a
t.j.
ur
@ 2u - rv? (

Ako, dakle, rg 1 vy pretstavljaju skalarne velicne vektora tg i vg, to je njima
odredena velika poluosa a planetske putanje:
o= 20 (48)
2u — rovg
Znacajno je da numeri¢ka vrednost a velike poluose putanje zavisi samo od
skalarnih veli¢na, a ne od prostorne orientacije vektora to 1 vg. ‘
Kada smo izracunali veli¢inu a, to se dobiva numericki ekscentricitet e putanje
pomocu jednacine (44).
Valja jos da odredimo longitudu © perihela, merenu od uzlaznog évora. Iz (12)
i (28) sleduje:
d?c u

— = — -t
de? r3
Pomnozimo li ovu jednatinu vektorielno sa €, to dobivamo:

d?r u
1z (15) sleduje, primenom poznatog obrasca vektorskog racuna
[a[oc]]=b(ca)—c(ab),

_ de]] dr dr( )—rgt-—‘)""(—if
—[e = gl =g ) 9= % T

¢d2r u d'rt _ude
de2 |~ 2 de rdt’

t.j.
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Kako je
d [ _drc d?c
i[5 - [<5]

d /1y lﬂt+£dt
a\r )T TR rdt’

d | dc d/u)
az[eaz] + a‘t(:t> =0,

a posle izvr3enog integrisanja,

to dobivamo:

de 7

gde © oznatava jedan vektor koji je nezavisan od vremena.
No kako je, zbog (15), a primenom spomenutog obrasca vektorskog ratuna,

cdv| o _[def o] _ _ (de de)  defide) L oL, dr de
TS I TR AT DA O TR T A TN 17 A TR T

to se, uzimajudéi u obzir (46), dobiva jednacina:

uu dr de

Radiusvektor 7 perihela B (sl. 4) ima, posto perihel ima od pola O otstojanje
a — ea, ovu vrednost:
r=(1-—ea,
a vektor polozaja perihela t, pretstavljen je, ako sa ng oznacimo jediniéni vektor u
pravcu SB, izrazom:
= (1-e)ang.
Kako u perihelu veli¢ina r dostize svoj minimum, to je za perihel
dr

E =
Stavimo li poslednja tri izraza u (50) to dobivamo:
D =eung. (51)

Vektor D naperen je, dakle, prema perihelu i ima skalarnu veli¢inu eu.
Vektor © moze se primenom jednacine (49), odrediti iz inicijalnih uslova:

d
za t=1ty: Cz[tobo]; T =Ty, U=ty d—::DO’
pa je zato:
u
D= —[CUQ] — g, (52)
To

Kako taj vektor ima moduo eu, to je jediniéni vektor ny pretstavljen izrazom:

1 1
= ——|[Coy| — —1g. 53
Ng eu[ o] P, To (53)
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Stavljajuéi ovamo izraze (20), (19), (17), dobivamo:
i j £ 1
ng=——|C C» Ci|- ;(l’oi'f' Yoj + z0f). (54)
0

14
! (43 V2 V3

Sada mozemo lako odrediti ugao o 3to ga taj vektor zatvara sa linijom &voro-
va. Jediniéni vektor ho, naperen iz O prema uzlaznom &voru § (sl. 6), pretstavljen
je, posto taj vektor lezi u ravni X-Y, i zatvara sa osom X ugao 2, ovim izrazom:

ho = cos Qi + sin ©j. (55)

Jediniéni vektori hg i ng zatvaraju izmedu sebe ugao o koji je, prema samoj de-
finiciji skalarnog produkta dvaju vektora, dat jednacinom:

cos © = (ho no). (56)

Stavljajuéi ovamo izraze (54) i (55) dobivamo, poito su skalarni produkti jedi-
nicnih vektora i, j, € ili jednaki jedinici ili nuli, jednu skalarnu jednaginu kojom je
ugao  izrazen pomocu inicijalnih uslova.

Na taj naéin odredena je relativna putanja mase m prema masi M. Kako se za-
jednicko teziste S tih dveju masa kreée, prema dobivenim vektorskim integralima,
na potpuno odreden nagin, pravolinijski i uniformuno, to je time odredeno i apsolu-
tno kretanje mase M i m u odabranom koordinatnom sistemu. Tezite S deli stal-
no vektor polozaja t mase m prema masi M u obrnutoj srazmeri tih masa, pa ¢e se
zato one, relativiio prema tom tezidtu, kretati tako da ée prava koja ih spaja pro-
laziti uvek kroz to teziite, a radiusvektori njihovih putanja biti pretstavijeni izra-
zom (42) koji treba samo pomnoziti sa M /(M + m) odnosno m/(M + m).

Te ée putanje biti opet koniéni preseci istog ekscentriciteta kao i u (42), no
smanjenog parametra. Ako je e < 1, onda ée se obe mase kretati po drugom IKe-
plerovom zakonu po elipsama oko zajednickog teZiita, a zajedno sa tim teZiStem,
jos vektorom brzine B u prostoru. Zbog toga ée obe te mase opisivati u prostoru
helikoidalne krive, obavijene oko dvaju valjaka koji imaju za bazu spomenute eli-
pse, a za izvodnicu vektor ‘B.

12. Kretanje po eliptiZnoj putanji. Ostaje jos da matematski opiSe-

mo kretanje mase m po putanji &iju smo jednaginu malo€as izveli. Pri tome

¢emo se ograniéiti na slu¢aj planetskoga kretanja kada je ta putanja elipsa,
t.j. kada je e < 1. Zato ¢emo masu m zvati opet planetom.

Oznaéimo li sa T vreme potpunog, siderickog obilaska planete oko Sunca, to
ée za to vreme radiusvektor planete prebrisati celokupnu povriinu nab, ogranicenu
elipsom planetske putanje. Zbog toga je dvostruka sektorska brzina pretstavljena
izrazom: orab

C = (57)

Iz (41) sleduje:
ct u{)i _ 4r?a?p?
T a T2



t.
3
a
w=dnt s (58)

Uzimajuéi u obzir (28), dobivamo:

3
% = #(1\1 +m). (59)

Ova jednatina izrazava jednu vaznu relaciju izmedu veli¢ina a i T, koja nije sa-
svim podudarna sa tre¢im Keplerovim zakonom. Po tom je zakonu koli¢nik a3/T
za sve planete jedan te isti, to prema prednjoj jednagini ne bi bio sluéaj, jer pri-
sustvo mase m u toj jednatini menja vrednost spomenutog koliénika od planete do
planete. No posto su mase planeta veoma malene prema masi Sunca, to se u gor-
njoj jednatini moze m zanemariti pored M, pa se, na taj natin, dobiva podudar-
nost treteg Keplerovog zakona sa zakonima Nebeske Mehanike.

Kretanje planete po njenoj putanji sleduje po drugom Keplerovom zakonu, pa
se pomocu toga zakona moze polozaj planete u njenoj putanji pretstaviti kao funk-
cija vremena. Taj posao izvrsio je veé sam Kepler na ovaj naéin.

Kada su zadane obe ose jedne elipse (sl. 7), onda se tacka elipse koja lezi na je-
dnoj proizvoljnoj ordinati LM; moZe naéi na ovaj nadin. O pisimo preko tih obih osa,

kao preénika, krugove PC,AD,Pi ECFDE,

%! spojimo M, sa sredi§tem O, pa povucimo GM
C paralelno sa OP. Onda je M traZena tacka
M, elipse. Zaista, ako sa a i b ozna¢imo obe po-
@ b M luose elipse, a sa u ugao POM,, to je apscisa
G od M jednaka r = OL = acosu, a ordinata
A U W ip v= LM = bsinu, pa dobivamo:
F (0] S E|L 22 g
— end? 20
a—2+ﬁ—cos u+sin‘u =1,
8to je, u stvari, jednaéina elipse.
D Kako je
D J— LM
! LM; =asinu, t.. = g,
Cruka 7 LM, b

to elipsa PC'A nastaje skra¢ivanjem ordinata kruga PC) A u srazmeri b/a. Zbog
toga stoje povrsine sektora PSM i PSM; elipse odnosno kruga u istoj toj srazme-
ri, pa je zato:

areaPSM = EareaPSMl.
a

Neka nam sada elipsa PCADP pretstavlja putanju planete oko Sunca, pa ne-
ka nam S pretstavlja onu zizu te elipse u kojoj se nalazi Sunce, P perihel, a e eks-
centricititet elipse. Onda je:

1 1
area PSM, = area POM; — areaOSM,; = 5(1.2u — 50,2e sinu,

pa zato:

<239

§12) - KPETAMETIO EMMNTHYHO) Y TARGH

area PSM = -;-ab(u — esinu).

Ugao u koji se pojavljuje u prednjoj jednaéini zove se ekscentriéna anomalija. %
Sektor PSM elipse raste, prema drugom Keplerovom zakonu, proporcionalno
vremenu ¢. Ozna¢imo li sa t vreme prolaza planete kroz perihel, to je vreme pro- %
teklo od tog prolaza pa do trenutka kada je planeta stigla u polozaj M jednako
(t — ). Pomnozimo li taj interval vremena sa sektorskom brzinom nab/T, to dobi-

vamo povisinu elipsinog sektora PSM. Zato je

E;——b(t —-17)= %ab(u —esinu),
t.j. ”
-‘i,—(t — 1) =u - esinu. (60)
Koli¢nik n‘ P : -
T

pretstavlja srednju uglovnu brzinu planete ili njeno srednje kretanje, pa je zato:
n(t —1) = u — esinu. (62)

Pri tome je zbog (59) i (61) n dato jednatinom:

M+m
2 _
= f—r (63)
Jednatina (62) naziva se Keplerovom jednacinom; ona daje vezu izmedu ¢ i eks-
centri¢ne anomalije u. Da bismo nasli vezu izmedu ekscentri¢ne anomalije u i prave
anomalije v, valja postupiti ovako. Iz trougla SLM sleduje SM?2 = SL2+ LM?, t.j.

r? = (z - ea)? + ¢°
= a*[(cosu — €)® + (1 — €?) sin’u]
= a’[cos’u — 2ecosu + €2 + sin?u — €? sin?u]
=a*(1 — ecosu)?
t.j.
r=a(l —ecosu). (64)
Iz (41), (42), (43) i jednacine (2) prve glave sleduje:
. a(l — €?)
1 +ecosv
Poslednje dve jednacine daju:
1-e*=(1+ecosv)(1—ecosu)

cosu —e
oSV = —————.
1 —ecosu

Zato je:

2V (T—e)(l+cosu)
=2cos’ - =
1+ cosv co 3 1~ econn
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1 - cosv = 2sin? L = QL —cosw)
} 2 1~—ecosu

o2 Y = l+e %(l—cosu)zl-g-etgzg
8§35 1-¢ $(1+cosu) l-e ™ 2
v l+e u
tgé— 1-e tg-?“‘ (66)

Da nademo, dakle, polozaj planete u njenoj putanji koji odgovara vremenu t,
treba primenom jednacine (62) naéi ekscentri¢nu anomaliju u planete, pa zatim
pomoéu (64) izracunati radiusvektor r, a pomocu (66) pravu anomaliju v. Vreme
prolaza T planete kroz periliel izra¢unava se iz inicijalnih uslova na ovaj nagin.

Numeri¢ka vrednost ¢g argumenta latitude u inicijalnom momentu je onaj ugao
5to ga vektor polozaja rg inicijalnog momenta zatvara sa jedini¢nimn vektorom b,
pa je zato taj ugao dat jednainom:

T
COS g = <boi>

gde je ho dato jednacinom (55), tg jednacinom (17), a ry jednaginom

2 2 2, .2

Tog =g + Yo+ Zp-
I{ada se taj ugao izracuna, onda je vrednost prave anomalije u inicijalnom momen-
tu data jednacinom vo = @p — . Pomoéu (66) moze se izracunati vrednost ug eks-
centri¢ne anomalije u inicijalnom momentu, pa stavljajuéi t = tg; u = ug u (62)
vreme T.

Veli¢ina
t—t

T

n{t—1) = 2n = (67)

# naziva se srednjom anomalijom planete. Ona je jednaka pravoj anomaliji one fik-

tivne planete koja bi se kretala u ravni planetske putanje po krugu oko Sunca uni-
formnom uglovnom brzinom, a prolazila istoviemeno sa stvarnom planetom kroz
veliku osu njene putanje.
Razlika
E=v—-"C (68)

% izmedu prave i srednje anomalije planete zove se njena jednacina centra.

13. Elipti¢ni elementi planetskog kretanja. Do sada nismo ucinili

jos nikakvu pretpostavku o prostornoj orientaciji upotrebljenog koordina-

tnog sistema, posto to nije bilo od potrebe za prethodna teoretska rasudiva-
nja. U prakticnoj primeni te teorije potrebno je tatno odrediti polozaj koordina-
tnog sistema. Taj se polozaj odabire ovako: Ravan X-Y valja poloziti u ravan Ze-
mljine putanje jedne odredene epohe, na primer epohe 1,0 januara 1900. Osu X
valja naperiti prema proletnjoj tacki T (sl. 6) te iste epolie, a osu Z prema sever-
nom polu ekliptike. Posmatran sa severne strane pozitivni smer obilazenja vodi,
najkraéim puteni, od ose X ka osi Y, u smislu protivihom skazaljki na satu.
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U takvom jednom koordinatnom sistemu moze se, kao 5to smo videli, polo-
Zzaj ravni planetske putanje jednoznaéno odrediti longitudom 2 = arc TR uzlaz-
nog ¢vora i nagibom i ravni putanje. Orientaciju putanjine elipse odredivali smo,
do sada, longitudom o = arc RP' perihela, merenom od uzlaznog &vora. Ta se ori-
entacija odreduje u astronomskoj praksi longitudom II, merenom od proletnje ta-
¢ke T, a razumevajuéi pod njom zbir lukova T8 i &P’ nebeske sfere, koji ne leze
u istom glavnom preseku te sfere. Zbog toga je:

Il = arc TR + arc QP = N + w. (69)

Elipsa planetske putanje odredena je jednozna¢no njenom velikom poluosom a
i njenim numerickim ekscentricitetom e. Tim veli¢inama odredeno je, pri zadatim
masama M i m, jednatinom (63) srednje kretanje n planete, a jednaginom (61) nje-
no sideri¢no vreme obilazenja T. Potrebno je jo§ poznavati polozaj planete u je-
dnom odredenom trenutku, pa da se, iz svih ovih podataka, moze izracunati polo-
7aj planete u svakom proizvoljnom momentu. Vreme t prolaza planete kroz peri-
hel, kojim smo se do sada shuzili, pretstavijalo je vreme jednog odredenog polozaja
planete. Da bismo u nade ratune uveli polozaj planete u jednom odredenom mo-
mentu, postupi¢emo ovako. Velicina

A=T+v (70)
naziva se pravom longitudom planete, a veli¢ina
=TI+l =0+n{t—<)=I—-nt+nt (71)

srednjom longitudom planete. U inicijalnom momentu t = 0, t.j. u doba malocas
odredene epolie od koje brojimo vreme, ima ! vrednost

e=1II —nr, (72)

pa se ona naziva srednjom longitudom epohe 1 pretstavlja trazenu konstantu.
Svih 3est elemenata
Q, i I, e =€ (73)

zovu se eliptiéni elementi ili elementi eliptiénog kretanja planete.

14. Problem satelita, sveden na problem dvaju tela. Neka nam

m oznatava jednu planetu a m; satelit koji oko nje obilazi. Oznagimo vek-

tor poloZaja mase m sa R, a vektor polozaja mase m, sa |, to je polozaj sa-
telita prema planeti odreden vektorom:

t=[(—"R. (74)

Svi sateliti nadeg planetskog sistema kruze u tako uskim putanjama oko njilo-
vih planeta da je skalarna veli¢ina r vektora r veoma malena prema otstojanju p
planete od Sunca. Zbog toga je dozvoljeno otstojanje satelita od Sunca uzeti jed-
nako p, a, iz istog razloga, pretpostaviti da su sile kojima Sunce privlaci planetu
odnosno satelit, a koje éemo oznaciti sa § 1 §', medusobno paralelne. Oznacimo li,
dakle, jedinicni veltor u pravcu od planete prema Suncu sa fo, a masu Sunca sa
M, to dejstvuje na planetu ova privlaéna sila Sunca
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Mm
§ = f—fo,
P
a na satelit A
, Mm
§ =f——fo
P
Stavimo li M
f= =k, (75)
P

to je:
§=kmfo;  § = knufo.
Ako ne uzmemo u obzir, zbog toga §to su veoma malena, privia¢na dejstva
ostalih ¢lanova naseg planetskog sistema, to dejstvuje na planetu, pored sile §, jo§
1 privlacna sila satelita, pretstavljena izrazom

mmy
i
a na satelit, pored sile §’ priviatna sila planete, pretstavijena izrazom
mm)
—f 5T
Zbog toga su diferencijalne jednacine kretanja planete odnosno satelita ove:
d?Rr mm,
meaE = f o + kmfo (76)
421 mmy
my—5 = —f——=—t+ kmfo. 7
e f S5t kmafo (77)
Zbir ovih dveju jednacina daje:
5 2
“R { ~
mF +my e~ E(m + my)fo. (78)

Ako nam tacka S pretstavija centar masa m i my, to je njen vektor polozaja f
dat slede¢om jednacinom:

(m+my)f = mR + my L (79)

Odavde sleduje:
d2f dZm 42t
= M- +Mm;—

(mtm)ge =mge *Mige:

Zato je, zbog (78) i (75),
d* fZ\;f(m +m,)
de2 pz
Ovo je jednatina kretanja centra masa S. Ona kazuje da se zajednicko teziste
planete i njenog satelita krece oko Sunca tako kao da je u tom tezistu koncentrisa-
na masa (m +m;), a ova da je privlagena od Sunca.
Skratimo li jednaginu (76) sa m, a jednaéinu (77) sa m;, pa oduzmemo li je-
dnu od druge, to dobivamo jednaéinu:
d?f  d*R -
dez  dez

(m + my) fo. (80)

(m +my)
——r
T
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Posto je, zbog (74),
d?t d*m d%c
a2 A2 T A2’
to sleduje: .
d?c my(m +my
mlag = —f(—rs———)t (81)
Ovo je diferencijalna jednadina kretanja satelita oko planete. Ona kazuje da se
satelit kre¢e oko planete tako kao kad bi ova bila nepomiéna, imala masu (m +mi)
i samo ona dejstvovala po Njutnovom zakonu na satelit. Time je problem sateli-
ta redukovan na problem dvaju tela. Oznagimo li, dakle, vreme obilaZenja satelita
oko planete sa Tj, a sa a; veliku poluosu njegove relativne putanje oko planete, to
dobivamo, koristedi se jednaginom (59) iz problema dvaju tela:

ad
T

Oznacimo li sa T vreme obilaZenja planete oko Sunca, a sa a veliku poluosu
planetske putanje, to je, isto tako:

fom +m;) = 4n? (82)

3
fM+m+my) = 47:2%. (83)

Iz poslednjih dvaju jednadina sleduje:

3 2
m -+ my _ (a1 T
M+m+nmy a T/
Masa m,; je, uglavnom, toliko malena prema masi m da je, u prednjem izrazu,
mozZemo zanemariti; to isto vazi, u jo§ veéoj meri, za masu m u odnosu prema ma-

si M. Zato je, dostn taéno .
m_(aY(ZY (84)
M @ A

Sluzeéi se ovom jednaginom, moze se iz vremena obilazenja satelita i velike po-
luose njegove putanje izracunati odnos mase m planete prema masi M Sunca.

Na ovaj naéin je Njutn u svojim principijima izratunao mase Zemlje, Jupitra i
Satruna. Planete Uranus i Neptun bile su onda jos nepoznate, a isto tako i Marso-
vi sateliti.
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Opsti integrali problema n tela

15. Problem n tela. Uogimo proizvoljan broj nebeskih tela koja se pri-

vlace po Njutnovom zakonu. Zadatak, da se iz inicijalnih uslova odredi kre-

tanje tih tela, zove se problem n tela Nebeske Mehanike. Izrazimo taj zada-
tak jezikom matematske analize. Oznagimo, u to ime, sa mi, My, M3, ..., M, mase
uocenih nebeskih tela, a sa t;,t,t3,..., ¢, vektore polozaja njihovih tezista u je-
dnom odabranom koordinatnom sistemu koji smatramo nepomitnim. Privlatne si-
le koje dejstvuju izmedu dveju proizvoljnih masa m; i my toga materijalnog siste-
ma mogu se matematski pretstaviti na ovaj naéin.

Relativni polozaj mase m, prema m; pretstavljen je vektorom

lig =t — ;.

Ako sa p;x oznatimo moduo vektora [, to nam lLik/pix pretstavlja jediniéni
vektor pravca od m; ka my., a l;; /px; jediniéni vektor protivnoga pravca. IKako pix
1 pr; pretstavljaju duzi koje valja uvek smatrati pozitivnima, to je uvek:

Pik = Pri-

Iz prethodnoga sleduje da masa my dejstvuje na masu m; silom koja je pret-
stavljena sledeéim izrazom:

1 lis T — T
fmimy—— - — = fm;my -
ik Pik Pk
Privia¢na dejstva ostalih masa m,mg,...,m, na masu n; dobicemo ako u
1,72 1 L
gornjem izrazu indeks kA zamenimo sa 1,2,3,...,n. Zbog toga ¢e jednaéina kreta-
nja mase m; biti ova:

7711 E fn mk
d? 2

pri ¢emu se znak zbira odnost na sve mase sistema sa jedinin izuzetkom mase m;.
Ova nam jednacina pretstavlja, u isti mah, jednacinu kretanja svake proizvoljne
mase m;,ms,...,m, sistema, ako samo indeks ¢ zamenimo sa 1,2,3,....n. Zato
nam n vektorskih jednaéina:

Pk
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i=1,2,3,...,n (1)

m1 Z fm; nu

pretstavljaju diferencijalne jednagine kretanja masa m,,ms,...,m,. Ovo su sve
diferencijalne jednacine drugoga reda, pa bi njihova potpuna integracija dala 2n
vektorskih ili 6n skalarnih jednacina, kojima bi vektori polozaja i vektori brzina
tih # masa bili izrazeni kao funkcije vremena. Sadasnjim matematskim sretstvima
mogude je, medutim, izvesti samo tri vektorska i jedan skalarni tip integrala. Ti se
integrali zovu opsti integrali problema n tela.

16. Opsti integrali problema n tela. U jednacinama (1) pojavljuje
se svaka kombinacija dveju proizvoljnih mase m; i m; dva puta. Stoji li, u ti-
ma jednaGinama, levo izraz m; d’v;/dt?, onda se desno, u naznacenom zbi-
ru, pojavljuje &lan fm,my(cx — v;)/p3,, a kada levo stoji izraz my d2¢; /dt?, onda
se desno pojavljuje clan fmem;(v; — ve)/pd;. Kako je Pik = Pki, to su ti parovi Cla-
nova, iz kojih je sastavijen celokupan skup desnih strana gornjih jednagina, opste

pretstavljeni ovim:
T — 0 T — T
fmimy ———; fmimy——
ik Pik

Saberemo li, prema tome, svih n jednac¢ina (1), to se desna strana toga zbira
moze rasclanati u same takve parove, a kako svaki takav par daje:

T 6 — T
mmy L+ fmgmyg— =0,
3 3

ik ik
to ¢e cela desna strana toga zbira biti jednaka nuli, pa zato i leva. Tako dobivamo:

t=n

Zmld = =0, @)

Pomnozimo li jednacine (1), redom, vektorijelno sa ty,ts,...,t,, pa saberemo
li ih zatim, to ée u desnom zbiru svaki odgovarajuéi par ¢lanova dati:

{[rz ) + [e t,]} =0,

pa ¢e zato desna strana toga zbira biti jednaka nuli, a zato i leva. Zbog toga je:

iml [t,d t'] =0. 3)

Pomnozimo li jednagine (1), redom, skalarno sa dr;,dry, ..., dr, pa saberemo
li ih, to ¢e u desnom zbiru svaki od spomenutih parova dati:

fm;;nk {[ti(tk —_ l‘i)] -+ [tk(ti - l‘k)]} = f

ik

m;my

"Z:lk{(k—t)dtl ('—tk)dtk}— f

ik

m; mk

(tx — ;) (dex — dri).

Kako je
(tk - 'Cl')(d'C}c — dt,‘) = [ dlix = Pik dPik,
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to se svaki ovaj par redukuje na

mymy
_f dpika
P
pa je zato:
S PPy mymy
2 man =0 T e W

U gornjem dvostrukom zbiru desne strane pojavljuje se svaka kombinacija masa
m; 1 my. samo pojedanput, posto je svaki od gorujil parova dao samo po jedan €lan.
Diferencijalne jednacine (2), (3) i (4), koje smo na taj na¢in dobili, mogu se la-
ko integrisati. Iz (2) sleduje:
=n

dr;
E ey L = B, 5
=1 " dt ( )

gde B oznacava jedan konstantni vektor, nezavisan od vremena.
Integracijom prethodne jednacine dobivamo:

=n

Z m;t; = A + B, (6)
i=1

gde je vektor 2 nezavisan od vremena.
KKako je, sasvim opste,
d dr; d?y;
%= )
to mozemo jednacinu (3) zameniti ovonr:

d i=n dt‘i
I Z m; [tiﬁ] =0.

i==1

Integracija ove jednacine daje:

i1=n dr,- ~
Z m; [fr(g] =g, (7)

i=1
gde € pretstavlja opet jedan konstantan vektor.
I jednacina (4) moze se lako integrisati. Njena desna strana je, u stvari, dife-

rencijal skalarnoga izraza:
myng
U=122 = ®
7 k

u kojem se, kao 5to smo ve¢ napomenuli, svaka kombinacija masa m; i m; poja-

vljuje samo pojedanput. Skalar U naziva se funkcijom sila posmatranog materijal-
nog sistema. Kako je:

d; d2r; d do,

= 0;. —-dat;, = —/—

dt ! de2 ~ ' dt

pri Cemu v, pretstavlja vektor brzine mase m;, a v; njegov moduo, to se jednacina
(4) moze zameniti ovom:

dr; = v, dU,‘ = ’Uidl)i,
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i=n

E mv; duv; = dU.
=1

Integracija te jednacine daje:

=n 9
S =U (9)

=1

pri ¢emu h oznatava integracionu konstantu.
Nadena tri vektorska integrala (5), (6), (7) i skalarni (9) koji se, svi zajedno,
mogu zameniti sa deset skalarnih jednacina, zovu se op3ti integrali problema‘ n tela.
Oba vektorska integrala (5) i (6) nazivaju se integralima tezista, i to 1z OVOg
razloga. Vektor poloZzaja & teziSta, bolje reCi, centra masa mj, ma,...,Mn dat je,
prema samoj svojoj definiciji, jednaginom:

i=n

M6 = Zmirl, (10)
=1

gde

izn
M=) "m, (1)

i=1
oznatava celokupnu masu posmatranog materijalnog sistema. Posto je vektor brzi-

ne ‘U tezista pretstavljen sa
3 = (S
Todt’
to dobivamo diferencijacijom jednacine (10) po vremenu:

t=n

T .
M = gm%. (12)
Iz (5) i (12) sleduje: . . i~
M
aiz (6)1 (10) 1 .
&= 2+ B (14)

Jednagina (13) kazuje da je vektor brzine tezista celokupnog sistema jedan kon-
stantan vektor, zbog cega se to teZiste kreée u prostoru pravolinijski i uniformno.
Putanja toga tezista pretstavljena je, u vektorskom obliku, jednacinom (14) u ko-
joj t igra ulogu parametra; /M je vektor pocetnog polozaja tezista za t = 0.

Vektorski integral (7) naziva se i integralom povrsina, a to zbog ovoga. Izraz
[ri dri/dt] pretstavlja, kao §to smo to ve¢ u problemu dvaju tela obrazloZili, d\:O—
struku vrednost orientirane povrsine koju veltor poloZaja r; mase m; prebrise u je-
dinici vremena. Jednagina (7) kazuje da je vektorski zbir svih orientisanili povrsi-
na prebrisanih od vektora polozaja t;,r2,...,t, u jedinict vremena, a poumnozenih,
pre sabiranja, sa odgovarajuéim masama, jedan stalan vektor.
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Integrali (5) i (6) koje mozemno pisati i u ovom obliku:
—=n
Z m;p =B (15)
=1

i=n
Z‘nl,‘[ti Ui] =C (16)
i=1
nazivaju se integralima koli¢ine kretanja ili integralima impulsa, a to zbog ovoga.
Vektor
m = m;b; (17)

naziva se koli¢inom kretanja ili impulsom mase m;. Iz poslednjih triju sleduju ove
dve jednacine:

SP=%  SlkPl-c
=1 =1

One kazuju da je zbir impulsa svih masa sistema, a i zbir njihovih momenata
obzirom na tacku O, nezavisan od vremena.

Integral (9) naziva se integralom zive sile, jer leva strana te jednatine pretsta-
vlja zivu silu posmatranog materijalnog sistema.

17. Translatorno kretanje Sun&evog sistema. Opsti integrali pro-

blema 7 tela dozvoljavaju, primenjeni na nag Suncev sistem, pravolinijsko

uniformno kretanje tezista tog sistema prema sistemu zvezda nekretnica, §to
Je ve¢ Njutn uvideo. Polazeéi od toga saznanja, pokuiao je, prvi, V.Her3el, a za
njim i mnogi drugi astronomi, da odrede to kretanje naseg planetskog sistema po
metodu kojega je osnovna ideja ova.

Polozaj tezista planetskog sistema zavisi od trenutne konstelacije planeta pre-
ma Suncu. Zbog ogromne mase Sunca, lezi to teziste uvek u blizini samoga Sunca,
pa se, pri istovremenoj opoziciji svih planeta, moze udaljiti od centra Sunca najvise
za 2,2 polupreénika Sunceva. Kako je godisnja paralaksa zvezda nekretnica toliko

malena da je tek u proglomn veku mogla biti kon-

ba_ A statovana, to je otstojanje zvezda nekretnica od
planetskog sistema toliko ogromno da stajaliste
zemaljskog posmatraca mozemo bez ikakve osetne
greske identifikovati sa tezistem planetskog siste-
ma. Neka bude, dakle, S, (sl. 8) polozaj toga te-
zista u vremenu ty. Krece li se teziste planetskog
sistema u praveu A’ A, to ée u jednom drugom mo-
mentu £> vremena stajaliste posmatraca biti dru-
go, pa neka bude pretstavljeno tackom S,. Pret-
postavimo da zvezde nekretnice nemaju vlastitog
kretanja, onda ée one iz stajalidta S, posmatrace-
vog izgledati projicirane u tacke a nebeske sfere,
a iz stajalista Sy u tacke b. Translatorno kretanje
Cruka 8 planetskog sistema imma, prema tome, za posledicu
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da se zvezde nekretnice od tatke A nebeske sfere prividno udaljujq da,» bi se, ’lfrectll-
¢i se po glavnim krugovima nebeske sfere polozenim kroz tacke _.-4 iA, prlbllze‘u"ag
tacki A’. Vlastita kretanja zvezda nekretnica pomuéavaju ovu Jednostz.x_vuu Sl/ll\.u 1
otezavaju znatno tacéno odredivanje tacaka A i A’ 11el?gslqe sfer?, gd 'koph Se(i4 Z0-
ve apeks, a A’ antiapeks. Zato je bilo potrebno koristiti se stz’ltlstlc}{lln meto' E\inléil,
pa se, na taj nadin, nalo da se ceo na3 planetski sistem krecg b‘rzmom od l\a'»Vl
20 kilometara u sekundi prema onoj tacki zvezdanog neba kojoj odgovara rektas-
cenzija od okruglo 270°, a deklinacija od okruglo 30°. o ba

Pri tome kretanju crta teziste planetskog sistema pravu lun.]u,' oko ove se 0ba
vija putanja tezita Sun&evog, neprekoracavajuci sagp:'steuu maksimalnu elonglaclf:
ju. Planete opisuju, pri tome, elipticne, zbog kretanja Sunca lako zaf;alfasa'ne hel
koidalne linije, a visina hoda tih linija proporcionalna je vremenu obilazenja poje-
dinih planeta.

18. Laplasova invariabilna ravan. Translatorna kretanja svil é{au(.)\éa

naseg planetskog sistema odreduju, prema rezultatima §16, jedan vektor <

nezavisan od vremena. Taj smo vektor odredili uz pretpostavku da poznaje-
mo apsolutua kretanja u prostoru ili bar kretanja prema jednom koor'dinat.l?om Sﬂl_
stemu koji mozemo smatrati kao nepomican. No mi apsolut'na kretanja.u plOS?Ol u
ne samo da ne poznajemo, nego e mozemo, prema sada:'snjem' Vshvata'uju ll&l{l\?, o
njima ni govoriti, niti smo u stanju da odaberemq jeduu 11e1301n1011u tatku u«pl[?bt:o
ru. Zbog toga mozemo govoriti samo o relativnim l;retanjlma.. Zato p(?stav jar 10
pitanje kako stoji sa vektorom €, ako pocetak O }1ar§eg koord%natnog. sxstgmft tpm
lozimo u jednu odredenu tacku nadeg planetskog sistema, a taJ.koorclmatm siste
orientiemo tako da se ne zaokrece prema nebu zvezda nekretu.l.ca. Vektor pgb%w
ja tacke O u biviem, mirujuéem koordinatnom sistemu, na koji su se odnosili tah
sudivanja i oznake §16, neka bude oznaten sa R, onda s, npotrebom qumqm i
oznaka, vektori polozaja masa niy,ma, ..., M, U 1LOVOIN SiStemu pretstavijeni sa

(l‘l - m),(tg - 9‘{), N (t,l — ER)

& y & - H -3 ce-
Odaberimo jos jednu, drugu, tacku M naseg planetskog sistema koja se, u upc
irujudé i 71 ; /e
nom momentu, kreée u prvoir mirujuéem sistemu brzinom vy, onda su relativi
brzine masa m;,ms,. .., M, prema tacki A pretstavljene izrazima:

{0y —0g), (02 — 0p), ..., (0, — Vo).

Konstruidimo sada jedan vektor ¢ na isti na¢in kao i vektor € 816, sal}lO sa
tom razlikom da vektore apsolutnog polozaja zamenimo sa vektorima .l‘elfttl\‘;llo_g
polozaja prema tagki O, a vektore apsolutnih brzina sa vektorima relativnih brzi-
na prema tacki A7. Taj ¢e vektor onda biti pretstavljen izrazom:

3 18)
€= m[(t - R)(v; - vo)]. (
1

3

- C o i o0
Izvrdimo naznafena mnozenja u gornjem izrazu i izvadimo pred znal zbira o1
5to je u njemu zajedni¢ko. Na taj nacin dobivamo:
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¢ = Z ’Ini[ti U,‘] . Z m,»[% U,‘] - Z ’m.,‘[l‘i Uo] + Z m,-[% Uo]
= Z m; [t,‘ U,‘] - [ER Z 777.,'01‘] + [Uo Z ’mit,‘] + [ER Uo] Z m;.

Kako je prema (11), (10}, (12) i (16)

Z m; = M; Z mt; = MG; Z m;0; = MD; Z mi[r; v;] = €,
to dobivamo:
€=C~ M{[RD]+ [S0g] - [Rug]}. (19)

Ovaj izraz nije nezavisan od vremena, jer su u njemu R, vy, G promenljive ve-
liéine.

Polozimo sada potetak O naseg koordinatnog sistema u teziste planetskog si-
stema, stavimo, dakle, R = &, to dobivamo:

€=¢- MG

Ostavimo li pogetak O naseg koordinatnog sistema u proizvoljnoj tacki planet-
skog sistema, ali zato polozimo tacku M, prema kojoj merimo relativne brzine, u
teziSte planetskog sistema, to valja u (19) staviti vy = U, pa dobivamo:

€=¢C—- M6

Smestimo li, na posletku, obe tatke sravnjivanja O i M u teziste planetskog si-
stema, to valja u (19) staviti R = &, vy = Y, pa dobivamo:

¢=C- MG (20)

Vidimo, dakle, da u sva tri slu¢aja dobivamo jedan te isti vektor €. Potrazimo
izvod toga vektora po vremenu. On je pretstavljen izrazom:

ac d—C—M[d—G-‘.UJ ~M[(«5@].

dt ~ at at dt
€ i T su, kao $to smo to pokazali u §16, konstantni vektori, pa je zato
d¢ 4y 0
dt — dt ~ 7
a kako je jos
4G
— =0
dt
to iz prednje jednacine sleduje:
de
— =0, 21
T (21)

Sto znati da je vektor € nezavisan od vremena.

Tako nam i relativna kretanja n planetskom sistemu odreduju, pri odgovaraju-
¢em izboru tacaka sravnjivanja O i M, jedan vektor & nepomican prema miruju-
¢em koordinatnom sisteniu zvezda nekretnica.

Ravan koja stoji normalno na vektoru € ima nepromenljivu orientaciju u pro-

#: storu, pa se zove Laplasova invariabilna ravan.

Koordinate vektora € u koordinatnom sistemu ekliptike proizvoljne jedne epo-
he mogu se izratunati pomocu jednatine (18) iz svake trenutne medusobne konste-
lacije clanova planetskog sistema i iz njihovih relativnih brzina. Kada su te koor-
dinate, koje ¢emo oznaciti sa Ey, E,, Ej izraéunate, onda su, na isti nacin na koji
smo u §10 odredili ravan planetske putanje, nagib ¢ i longituda € uzlaznog tvora
invariabilne ravni dati ovim jedna¢inama:

E =\/E}+E; +E}

E; = Ecosi (22)
E; = EsinQ)sint
Ey = —~E cosQsing,

cime je njen polozaj jednoznaéno odreden.
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Problem triju tela

19. Centar atrakcije triju tela. Ako je, u problemu n tela, n = 3, onda
se taj problem redukuje na problem triju tela. Oznatimo li, kao i do sada,
mase tih triju tela sa my,ma, m3 a njihove vektore polozaja sa t1, tz, t3, onda
su vektorske jednaéine kretanja tih nebeskih tela, obzirom na (1) §15. ove:
T —

dzti . :
mi?tz_ = mennk 53 ; 1=1,2,3 (1)
k

1

gde f oznacava gravitacionu konstantu, a p;. otstojanje masa m; i my pri cemu va-
lja u desnom zbiru uzeti u obzir samo kombinacije razli¢itih dveju od wocenih triju
masa.

Ove tri vektorske jednacine drugog reda dale bi, potpuno integrisane, 6 vek-
torskih ili 18 skalarnih integrala, kojima bi vektori polozaja i vektori brzina uote-
nil triju masa bili pretstavljeni kao funkcije vremena. Od tih 18 skalarnih integra-
la poznajemo, kao §to je pokazano u §16, samo njih 10, pa je problem triju tela,
u opitem slucaju, neresljiv sadanjim sretstvima matematike. Samo u specijalnim
sluéajevima moguce je, kao 5to ¢emo videti, resiti taj problem u njegovoj potpuno-
sti, u kona¢nom obliku.

Pre no 5to pristupimo iznalaZenju tih egzaktnih reSenja problema, izves¢emo
neke korisne konzekvencije iz gornjih jednacina kretanja. Oznacéimo li Njutnove
atrakcione sile koje dejstvuju na mase my, ma, mz uocenih triju tela, tim redom,
sa P, P2, Ps, to je, prema osnovnoj osobini jednadine kretanja slobodnog tela,

2

mi%t'.;i =P,; i=1,2,3. (2)

Iz jednacine (2) §16, sleduje onda:

=3
Y Bi=0, (3)

1=1

ili

P+ P2+ P =0, (4)

dok nam jednacina (3) §16, daje:
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1=3
D EBl=0 (3)
=1
tj.
for Ba} + [e2 Po] + [13 B3] = 0. (6)

Sile By, P2, Ps, leze, sve tri, u ravni koja prolazi kroz trenutne polozaje masa
my, My, M3, zato se sile P; 1 P seku u jednoj taéki I' te ravni. Pomerimo li ta-
¢ku O, na koju se odnose vektori polozaja t1, t2, t3 u taéku T, to je, posto sile P
i P, prolaze kroz tu tacku,

[£2 Ba] = [r2P2] = 0,
pa je zato zbog (6)
[vs B3] =0,

5to znadi da i sila B3 prolazi kroz tacku I'. Sve tri sile B;, By, B3 prolaze, dakle,
kroz jednu te istu tac¢ku ravuni uocenih triju tela. Tu tagku nazvademo, otstupajuéi
od naziva koji sam joj dao 1901 godine, centrom atrakcije posmatranih triju tela.

Prema rezultatima §16, kree se zajednicko teziste S posmatranih triju tela
pravolinijski i uniformno u prostoru. Polozimo li pocetak O naseg koordinatnog si-
stema u to teziSte S i orientiSemo li ga tako da se ne zaokreée prema sistemu zve-
zda nekretnica, to mozemo taj koordinatni sistem, prema opstim principima Ra-
cionalne Mehanike, smatrati kao inercijalni ili mirujuéi koordinatni sistem. Pada
li i centar atrakcije I' stalno u tu tatku, onda mozemo i taj centar smatrati nepo-
micnim, pa ée uocena tri tela biti izloZzena dejstvu sila koje prolaze kroz jedan ne-
pomican centar. U takvom slucaju bice resenje problema znatno uproséeno, pa se
zato namece pitanje: koji uslovi treba da budu ispunjeni da centar I' atrakcije pa-
da stalno u teziste S posmatranih triju tela?

Vektor polozaja & tezista S prema taiki O naseg koordinatnog sistema dat je
jednacinom:

MS =myry + maty + mars,

gde je
M =my +my + ms. (7)
Pomerimo li tacku O v samo teziste S, to je & = 0, pa zato:
nyvy + Moty + matz = 0. (8)
Teziste masa my, ma, mg lezi uvek u trouglu ograniéenom tim masama, pa su
vektori polozaja masa t, ra, t3 napereni od toga tezita. Sile B, Pa, Ps koje dej-
stvuju na mase m;, my, m3 padaju uvek u unutragnje uglove tog trougla i napere-

ne su ka centru atrakcije koji lezi takode u unutrasnjosti trougla. Uslov da centar
atrakcije i tezise padnu zajedno biée, dakle, izraZzen jednacinama:

P = —Au; Pz = —vrz, (9)

gde su X, u, v pozitivni skalarni faktori. Saberemo li ove jednacine to dobivamo
zbog (4)

Pa = —ury;

hty +ury +vrg = 0. (10)
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Pomnozimo jednacine (10) i (8) vektorielno sa r3, to dobivamo:

Aey 3] = —ufez €35 my [ty t3] = —ma2[ta £3),
t.j. deleéi ove jednatine jednu sa drugom,
A _
my o omy

Vektorielnim mnozenjem jednacina (10) i (8) sa r; dobivamo:

u v
my  mg

Zato je:
A w v

) -—

my  ma M3 ’

gde k oznacava, posto su A, u, v, my, my, m3 same pozitivne veli¢ine, jedan pozi-
tivan skalar. Zbog toga je:
A =kmy; v=kms. (11)
Sva ova rasudivanja vaze i onda kada sve tri mase padnu u istu pravu, jer va-
ze za onu konstelaciju koja se beskon¢no malo razlikuje od prave. Stavljajuéi (11)
u (9), dobivamo:
PB1 = —kmyry; P2 = —kmary; Pz = —kmars. (12)

P)
Eliminisemo li iz (9) pomoéu (8) prvo m,, pa zatim my i m3, to dobivamo ove
tri jednacine:

W= kmy;

—Mry =ma(ty — 1) + ma(tz —1vy)
~Mry = mg(rz — ra) + my(v) — t2) (13)
~Mrz = my(r1 — t3) + ma(ty —r3).

Stavljajuéi ovako dobivene vrednosti za ty, t, t3, u (12) dobivamo:

k
“pl = H’nllﬂlg(tg - Cl) + M’I)llms(ts - 1'1)

k k .
P2 = Hmzms(rs -t2) + 7\/?777'2'"7'1(tl -1) (14)

k k
Pz = ;‘—anml(rl —rt3) + Hmymz(rz - t3).
Oznatimo li strane trougla ogranicenog masama m;, ma, ms sa a, b, ¢, t.j. sta-
vimo li:
P12=p21 =G P23 =pP32 = @
to dobivamo iz jednaéina (1) i (2):

P31 =p1,3 =D, (15)

f f
Py = c_3mlnw(t2 ~t)+ ﬁ"nl"nS(% - 1)

B, = Lsmzmg(m —-)+ —];mzml(tl —t3) (16)
a c

f f
B = b—smynl(tl ~t3) + ajmgmg(t-z —t3)-
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giels

Ne leze li uogena tri tela u jednoj pravoj, to su pravci vektora ty, ta, 3 razlici-
ti, pa iz (14) i (16) sleduje:

M a3 B &
t.j.
a=b=c. (18)

Leze li, dakle, mase m,, m2, m3 (koje mogu biti sasvim proizvoljne) na vrho-
vima proizvoljnog ravnostranog trougla, to u svakom takvom slu¢aju centar atra-
kcije pada u zajednicko teziste tih triju masa.

Leze li sve tri mase u istoj pravoj, pa uzmemo li, za sada, da su te mase pore-
dane ovim redom: m;, ms, ms i obelezimo li jedini¢ni vektor toga pravca sa i, to je:

t3 — ty = ai; t — 3 = —bi; ty — v =ci. (19)

U takvom slu¢aju dobivamo mesto jednacina (14) i (16) ove:

k .k .
Py = —mymaci+ M—mlmgbl

M
P2 = h%"l-zﬂlsdi - %mzmlci (20)
Pz = —X’i[-mgmlbi - %'m:;’lnzai,
P = Ci.zmlm-zi+ b—J;’m,l?ngi
B = -C{—zmgmgi - g—,zmgmli (21)
Ps = —Ef;mamli - C%’Ingm»zi.

1z ovih jednacina sleduju ove tri:

k _my m3
f—M(mzc+ m3b) = = + 2
k m m ;
W(’H‘Lga - 7711C) = a_23 had C_; (22)
k my My
2 (myb+ maa) = =2 4 12
fM(ml + maa) 5 + o

Od ovih jednaéina samo su tri nezavisne, jer treéa sleduje iz prvih dveju.
Stavimo li :

o, (23)
c
to je, zbog (19),
b=a+c, (24)
dakle
a = cz; b=c(l+3z). (25)
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Podelimo li prvu od jednacina (22) sa treéom, to dobivamo upotrebom prednjih
oznacenja:
my +ma(l+2)  maz(l+2)? + my2?
my(L+z)+maz~ myz2 +ma(l+ 2)2

t.j.
myz?[1 - (1+ 2 4+ ma(1 + 2)%(1 = 2%) + mg [(1+2) - 2] =o0. (26)

Ova jednacina koju je veé, drugim nacinom, izveo Lagranz, odreduje meduso-
bni polozaj masa m;, ma, mz poredanih, tim redom, u jednoj pravoj tako da nji-
hov centar atrakcije padne u njihovo zajednicko teziste.

Da bismo odredili broj realnih korenova jednatine (26), poredajmo njene ¢la-
nove po padajuéim potencijama nepoznate z. Tako uredena, ima ta jednacina ovaj
oblik:

(my +m2)z° + (3my + 2my)z? + (3my + my)2®
— (ma2 + 3mg3)2® — (2ma + 3m3)z — (ma +mg) = 0. (27)

Posto su mase m;, ma, ma pozitivne, to ova jednatina ima jednu promenu zna-
ka 1 Cetiri njegova ponavljanja. Zato ona ima, po poznatom Dekartovom pravilu,
najvise jedan pozitivan, a najvise Cetiri negativna realna korena. Taj pozitivni ko-
ren ima jednacina (27) nasigurno, posto je neparnog stepena, a njen apsolutni ¢lan
Je negativan. Da vidimo da li ona ima uopste negativnih stvarnih korenova. Zame-
nimo, da bismo to odredili, u (26) = sa —y. Onda dobivamo:

myy? [1 -(1- y)s] +m2(1 - y)?(1 + ¢°) +ms [(1 -y + y3] =0 (28)

pa pitajmo da li ova jednacina moze imati pozitivnih realnih korenova. Ako je y
pozitivno, to je, bilo 0 < y < 1, bilo y > 1,

VI-1-9°>0  (1-9*1+¢°)>0  [1-p*+°] >0,

Sto znaci da su u jednacini (28) koeficienti od m,, ma, mg pozitivni; kako su i ma-
se my, mz, mz pozitivne, to taj izraz ne moze biti jednak nuli. Zato Lagranzova
jednatina ne moze imati negativnih korenova, nego samo onaj jedan pozitivan, ko-
Ji odreduje polozaj srednje mase m» izmedu obeju krajnjih n2, i mj.

Promenimo li red masa tako da on bude ovaj: ma, my, mj ili ovaj: my, ms,
Mz, to dobivamo po Lagranzovoj jednaéini jo§ dve nove konstelacije koje imaju tu
osobinu da njihov centar atrakcije pada u zajedni¢ko teziste tih masa. Tima tri-
ma konstelacijama odredena je srazimera otstojanja srednje mase od obeju krajnjih;
apsolutna otstojanja tih masa su, zadrzavajuéi samo onu srazmeru, proizvoljna.

20. Egzaktna re3enja problema triju tela. U jednoj svojoj kiasi¢noj
raspravi o problemu triju tela, pokazao je Lagranz da se taj problem moze re-
Siti u kona¢nom obliku samo u specijalnim sluéajevima, pa se njihova resenja
zovu egzaktna reSenja problema triju tela. Koristeéi se rezultatima proslog para-
grafa, pokazaéemo da su ti sluéajevi oni u kojima je konstelacija masa miy, ma, ma
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takva da se njihov centar atrakcije podudara, za vreme celog kretanja. sa tezistem
S tih masa. Ako je to slucaj, onda su, prema (2) i (12), jednaéine uotenih masa ove:
d2ti
Az
gde k oznacava jedan skalarni faktor, koji e, ako se pri kretanju medusobna otsto-
Janja masa budu, no zadovoljavajuéi postavljeni uslov podudarnosti tacaka I' i S,
menjala, biti funkcija vremena.

Da nademo i ispitanio ta egzaktna refenja, zamislimo da se mase m,, ma, ms
nalaze u inicijalnom momentu t = 0 u takvom medusobnom poloZaju da se njihov
centar atralcije I' podudara sa njihovim teziStem, da se, dakle, te tri mase nalaze
na vrhovima jednog ravnostranog trougla ili da su rasporedane duz jedne prave ta-
ko da njihova medusobna otstojanja zadovoljavalju jednatinu (26). Pitajmo sada
da li je moguée masama m,, M3, my dati takve inicijalne brzine da podudarnost
centra atrakcije i tezista bude odrzavana za vreme celoga kretanja, t.j. da konste-
lacija masa u svakom momentu ¢t bude sli¢na onoj u inicijalnom momentu? To Ce,
kao §to ¢emo videti, biti onda sluc¢aj ako inicijalni vektori brzina v;, v,, b; uocenih
masa zadovolje ove uslove:

1. Ako ti vektori brzina padnu u ravan masa, koja ce, usled toga, biti nepro-
menljiva.

2. Ako vektori brzina budu sa odgovarajuéim vektorima polozaja t;, ta, t3 za-
tvarali isti ugao 6.

3. Ako inteziteti vy, va, v3 vektora brzina budu propocionalni modulima 7y, 72,
r3 vektora polozaja.

Ako je to slucaj, onda ée vektor polozaja mase m; po isteku vremena dt biti
vektorski zbir, t.j. treéa strana trougla kojega je jedna strana t;, a druga v; dt. Kako
su uglovi sto ih te dve strane medusobno zatvaraju, prema uslovu 2, za sve tri mase
medusobno jednaki, a veli¢ine tih strana stoje, prema uslovu 3, u istim razmerama,
to su sva tii trougla, zai =1,2,3 ogranicena tezistem S, polozajem mase m; u mo-
mentu ¢ = 01 u momentu dt, medusobno sli¢na. Polozaji masa m;, m,, my biée po
isteku vremena dt¢ takvi kao da su se radiusvektori Ty, T2, T3 masa m,;, msy, ma za-
okrenuli za isti ugao, a njihovi moduli proporcionalno se promenuli. Nova konstela-
cija masa bice, dakle, sli¢na njihovoj pocetnoj konstelaciji. Da ée ta konstelacija bi-
ti odrzana i u iduéem elementu vremena, sleduje odatle 5to su akceleracije tih masa,
t.j. vremenski izvodi njihovih brzina, prema jednacini (29) proporcionalni vektori-
ma poloZaja. Zato su u momentu d¢ ispunjeni uslovi 1, 2, 3, pa taj momenat moze-
mo smatrati kao inicijalni, odakle sleduje da ée i po isteku novog intervala vremena
dt slicnost konstelacija ostati odrzana, 5to vazi i za sve ostale momente kretanja.

Ovaj Laplasov dokaz, kojim je on zamenio komplikovano izvodenje Lagranzo-
Vo, moZe se zameniti oviim analitickim.

Polozimo u teziste S pol O polarnog koordinatnog sistema &ija osa lezi u rav-
ni triju tela, pa oznatimo sa o, 92, @3 uglove 5to ih radiusvektori 7y, 7y, r3 uoCe-
nibh triju masa zatvaraju sa tom osom, to su, prema (12), §8. radialne odnosno na
radiusvektor normalne brzine masa pretstavljene sa dr;/dt, odnosno sa t; de,/dt.
Ako za inicijalni momenat postoji ova srazmera radiusvektora:

=—kr; i=1,2,3 (29)

za t=20: To = Ary; T3 = ury, (30)
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gde su X i u faktori proporcionaliteta, onda mora, prema uslovima 2 i 3, ista ta sra-
zmera postojati i za one komponentalne brzine. Zato mora biti:

dT-z _ dTl. dT3 _ dTl

. t=0: —_— = A— - =M= 31
7 t=0 dt at’ a Y (31)
_q. o992, doy des _do )
za t=0: EXy =\ s El el At (32)
Iz (30) i (32) sleduje:
—0- dor _ dgo _ dos

Iz (30), (33) i (31) sleduje da je po isteku vremena dt konstelacija uocenih tri-
ju masa ostala slitna inicijalnoj, jer su uglovi ¢, ¢z, ¢3 porasli za iste velicine
d¢; = dg, = do3, a radiusvektori dobili prirastaje koji stoje u srazmeri tih radius-
vektora. Zato se centar atrakcije nije pomerio iz nepomi¢noga tezista, pa jednaci-
na (29) vazi i po isteku vremenskog intervala d¢.

Tu jedna¢inu mozemo, primenom obrasca (15), §8, rastaviti u dve skalarne, jer

dobivamo:
d2r; de: V| o d%g;, _dr;d;
—ky; = -1 : =2
e {dt'~’ “(dt) StYaE e a (O

gde ©? oznatava jedini¢ni vektor u pravcu radiusvektora, a ng onaj koji je norma-
lan na taj pravac. Zato je v; = r;t¢, pa ako prednju jednacinu pomnozimo skalar-
no sa t, a zatim sa ng, to dobivamo, posto je (x!ng) = 0, ove dve jednatine:

dz’l",; dCPi >
rs — i [ =2 ) = 4
e + kr; r‘(dt) (34)
d2‘~Pi d1‘g dcpi
) il et S 35
e a0 (33)

Ove jednatine vaze, pre svega, za inicijalni momenat. Stavljajué¢i u njih (30),
(31) i (33), dobivamo:

d?ry d2r, d?rg d?r
—g. L _,&n =4 36
za t=0 ae? e’ Az Mg (36)
d2 2,,. d2
za t=0: o Lo dgs (37)

dez T de2 T ode
usled Eega je konstelacija uotenih triju tela i po izmaku daljeg intervala vremena dt
sliéna inicijalnoj. Zato ¢e jednatine (34) i (35) vaziti ako napravimo njihove izvo-
de po vremenu ¢, pri éemu treba i k smatrati kao funkciju vremena. Te su jedna-
¢ine homogene obzirom na 7; i njegove izvode, pa ¢emo zato, daljom diferencijaci-
jom tih jednagina po vremenu i stavljanjem u njih prednjih inicijalnih uslova, do-
biti, korak po korak, ove rezultate:

d"(p; _ dnq)-z _ dn({)z.

za t=0: dn = A C dm n=1,2,3,...1in inf. 58)
- ) N d'ry L d"rp drg  d"n
e I R Tt
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Kakosuriig;,i=1,2,3, funkcije vremena, to za njih vazi:

, 1. 1
9:(t) = @:(0) + t¢}(0) + §t2<pi-’(0) + §3t3<pi-"(0) +-e-

7 1 /i
'l‘i(t) = 1','(0) + tTi(O) + ;thi’(O) + 3%&31‘:”(0) +-e
Stavljajuéi u ove izraze relacije (38), dobivamo:

®1(t) = @1(0) = p2(t) — 92(0) = 3(t) — ¢3(0);
Ta(t) = Ay (t); r3(t) = ur(t).

Ove jednacine kazuju ovo: Radiusvektori masa my, my, mgy zatvaraju izmedu
sebe, za vreme celoga kretanja, iste one uglove koje su zatvarali u inicijalnom mo-
mentu, a duzine tih radiusvektora zadrzavaju svoju medusobnu proporciju koju su
imali u potetku kretanja. Iz toga sleduje, pre svega, da su putanje svih triju masa
medusobno slicne. To vazi i za njihove medusobne konstelacije. Ako su se, prema
tOI‘I"le, mase mp, my, ms nalazile na vrhovima ravnostranog trougla, one ée se kre-
tatx. tako kao da se taj trougao okreée u svojoj ravni oko tezista masa, rasteéi ili ste-
zudi se, ne zadrzavajuéi svoj ravnostrani oblik. Slicno vazi i za pravolinijsku kon-
stelaciju masa koja ne menja svoj pravolinijski oblik ni proporciju rasporeda masa.

Radiusvektor svake od posmatranih masa prebrisava u jednakim delovima vre-
mena jednake povrdine. To sleduje iz jednaéine (34) koju mozemo napisati i u ovom

obliku:
1 d 2 dq), _
m (ﬁ?) =0,

pa zatim integrisati, ¢ime dobivamo:

(39)

d(p,'
’?'&T =G, (40)

gde C; oznagava jednu konstantu jednaku dvostrukoj sektorskoj brzini u inicijal-
nom momentu. Primenjujuci uslove (30) i (32) dobivamo

Cy = N*Cy;
C3 = ,42(),,

T

(41)

Sektors.ke brzine odnose se, dakle, kao kvadrati radiusvektora u inicijalnom ili
drugom kojem momentu.

_ Ako Pitamo za oblik putanja posmatranih triju tela, to je, zbog toga §to su te
tri p.utan.Je geometrijski medusobno sli¢ne, dovoljno ispitati oblik putanje jednoga
od tih triju tela. Tim oblikom i zakonom (40), koji je identican drugom Ileplero-
vom zakonu, odredeno je i kretanje tela po njegovoj putanji. Oznacimo li sa a, b, ¢
strane trougla masa m;, ms, ms, smatrane za vektore, sa tim smislom obilazenja
oko trougla, to je:

t3—ty=aqa
t—t3=>b (42)
Ty — T =¢C.
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Onda dobivamo pomoéu jednacgina (13):

—Mry = mac— m3b
—Mrty; = mgza — myc (43)
—Mrez = mb — maa.
Ispitajmo prvo slu¢aj kada se uocena tri tela nalaze za vreme kretanja na vrho-
vima ravnostranog trougla. U tom sluaju imaju vektori a, b, ¢ istu skalarnu veli-

€inu a = b =c, pa je
(aa) = (6b) = (cc) = a’.
Kako, sem toga, dva uzastopna od vektora a, b, ¢, a zatvaraju izmedu sebe uvek
ugao od 120°, to je:

1
(ab) = (bc) =(ca) =a-acosl20° = —;a.z.

Ako, prema tome, jednacine (43) pomnozimo svaku skalarno sa samom sobom,
to dobivamo, posto je (ty ty) = 73; (tav2) = 72; (v3t3) = 73,
M?r? = (m2 + mamz + m?)a?
M?7r3 = (m3 + mamy + m})a® (44)

M3 = (m? + mimy + m)a’.

Bilo je, prema (17), »
M
p=1M (45)
a
Stavimo li ) .
(m3 + mamg +m3)3/2 M
M? !
(m3 +mgmy +mi)3? M, (46)
M?2
(m2 + mymg +m3)3/?
= 1\’/[31
M2
gde M, M,, M3 imaju dimenziju mase, to dobivamo, eliminacijom od a iz (44) i
(45),
k:ﬂ\f‘:ﬂf?:ﬂ\fs_ (47)
1 T3 73

Stavljajuéi ovo u jednaéine (29), dobivamo da ¢e jednacine kretanja masa m;
biti ove:

dzt,‘_

de?

Ova jednacina kazuje da se masa m; kreée oko centra atrakcije I' tako kao da je

iz njega privlaéena nepokretnom masom M; po Njutnovom zakonu. Ta jednacina

postaje identiéna jednaéini (12), §10, iz problema dvaju tela ako u ovoj (M + m)

zamenimo fiktivnom masom M;. Zbog toga ¢e putanja mase m; biti jedan konican

presek. Ako su inicijalni uslovi takvi da je e < 0, onda ée ta putanja biti elipsa.

T

=—fMi=; =123 (48)
e

1
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Putanje ostalih dveju masa bice sli¢ne elipse. Posmatrana tri tela kretaée se, dakle,
pokoravajudi se zakonu povrsina (40), oko njihovog tezista, kao zajednicke zize, po
trima sli¢nim elipsama tako da ée u svakom momentu ta tri tela ograni¢avati rav-
nostrani trougao koji za vreme kretanja menja svoj polozaj i velitinu, ali ne svoj ra-
vnostrani oblik. Kada je taj trougao najmaniji, prolaze sva tri tela, u isti mah, kroz
svoje pericentri¢ne polozaje, a kada je on najveéi, kroz svoje apocentri¢ne polozaje.

Ispitajmo jod i drugi slu¢aj kada se posmatrana tri tela kreéu tako da leze uvek
u jednoj pravoj. U tom slucaju valja, zbog (42) i (19), staviti

a = ai; b = —bi; c=ci
T = —’I'li; Ty = :’:Tgi; t3 = Tgi._,
pri Cemu uzimamo, kao i do sada, da su mase poredane u pravcu jedini¢nog vek-
tora i ovim redom: m;, mg, mz. Zbog toga se kod r; pojavljuje na desnoj strani
negativni, a kod v pozitivni znak. Da li ¢e tp biti pozitivno ili negativno, to zavi-
si od toga da li se tezidte S masa nalazi izmedu m; i m, ili izmedu m, i ms. Sada
dobivamo mesto jednacina (43) ove:
Mry = mac + mzb
+Mry = mza — myc (49)
A’[T;g = 'm.lb + maa.

Sem ovih su, u ovom slu¢aju, jo3 u vaznosti jednacine (22), (23), (24), (25).
Iz tih jednatina dobivamo, brinuéi se samo za masu my,

. f(ma  ms
Eliminidemo li iz ove jednacine, pomoéu prve od jednacina (49) i pomodu (25),
bi ¢, to dobivamo, stavljajuéi
[ma +ma(1 + z)]2 [ma(1 +2)? + m]
M2(1 + z)2 ’

gde je M, jedna konstanta koja, zbog (26), zavisi samo od masa m,, mq, ms i ima
dimenziju mase,

M, = (51)

M

=
7

k:

Jednagina kretanja mase m, biée, dakle:

dztl 3]
5 — "fMl - (52)
de? r3

Ovo kazuje da su, i u ovom sluéaju, putanje masa koniéni preseci, a, uz odgo-
varajuée inicijalue uslove, elipse. U tom se slu¢aju uocena tela kre¢u, ostajuéi uvek
u jednoj pravoj, oko njihovog tezista, kao zajednicke Zize, po trima sliénim elipsa-
ma, prolazedi, u isti mah, kroz svoje ekstremne polozaje.
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Asteroidni problem

21. Formulisanje problema. Ako je, u problemu triju tela, masa jedno-

ga od tih tela toliko si¢usna prema masama ostalih dvaju tela da nije u sta-

nju da utice na njiliovo kretanje, onda ée se ova dva tela, pokoravajuéi se za-
konima dokazanim u problemu dvaju tela, kretati oko svog zajednickog teZista po
Keplerovim elipsama. Ako su inicijalni uslovi kretanja ovih dvaju glavnih tela ta-
kvi da se ona kreéu, mesto po elipsama, po krugovima, onda imamo pred sobom
jedan specijalni slu¢aj problema triju tela koji se naziva restringiranim ili asteroid-
nim problemom. Ovaj potonji naziv potice otuda 5to kretanja asteroida, si¢usnih
nebeskil tela, koja se kreéu mahom izmedu putanja Marsa i Jupitra, ispunjavaju
u velikoj meri pretpostavke ovog specijalnog slu¢aja problema triju tela, jer se sva-
ki pojedini od tih asteroida ili planetoida kreée pod preponderantnim uticajem pri-
vlatuog dejstva Sunca i Jupitra, ove najvee planete ¢ija se putaja moze, u prvoj
aproksimaciji, smatrati za krug.

Da bismo asteroidni problem izrazili jezikom matemnatske analize, oznatiéemo
mase glavuih dvaju tela sa M odnosno sa m, pri ¢emu neka bude m < M. Ravan
u kojoj se ta dva tela kre¢u oko zajednickog tezista po krugovima, odabraéemo za
ravan X-Y nafeg koordinatnog sistema kojega pocetak O neka lezi u tezistu ma-
sa M im (sl. 9). Osa X toga Loordinatnog sistema neka pada stalno u pravu tih
dveju masa, a neka bude naperena od m prema M. Taj koordinatni sistem obrée
se, usled kretanja till dvaju tela, oko svoje ose Z, naperene tako da kretanje masa,
posmatrano sa pozitivie grane te ose, sleduje u direktnom smislu, obrnuto skaza-
ljld na satu. Osa Y neka je naperena tako da najkraci zaokretaj pozitivne grane,
ose X u pozitivnu granu ose Y sleduje takode u pozitivhom smislu. Na3 koordina-
tni sistem je, dakle, kao dosadanji, engleski. Medusobno otstojanje masa M i m,
koje je, prema uéinjenoj pretpostavci, nepromenljivo, oznali¢éemo sa a. Vreme T
za koje oba ta tela obidu oko svojih putanja, t.j. ono za koje se nas koordinatni si-
stemn obrne oko svoje ose Z, dato je, prema (59), §12, ovom jednatinom:

3
2
e

a skalarna vel&ina n uglovne brzine te rotacije, prema (62), §12, jednaginom:

(M +m) =4n (1)
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_2r _ [f(M+m) .
n= —T— = —-‘__—([_3 . (—)‘)

Rotacija naseg koordinatnog sistema pretstavljena je vektorom w koji ima pra-
vac ose Z, a kojega moduo jednak n. Oznaéimo li jedini¢ne vektore u praveu koor-
dinatnih osa sa i, j, €, to je

w = nt. (3)

Masu asteroida, koja je izvanredno malena prema masama A i m, oznagice-
mo sa m’. Ako zelimo da formiramo jednatinu relativnog kretanja mase m’ obzi-
rom na nas pokretni koordinatni sistem, to mozemo, prema teoriji relativiog kre-
tanja, taj sistem smatrati za nepomican ako zamislimo da na masu m’ dejstvuju,
sem gravitacionil sila masa M i m, jos ove dve sile:

1. Centrifugalna sila §, normalna na osu rotacije, a intenziteta m'v?/p, pri ce-
mu v oznaéava linearnu brzinu trenutnog polozaja mase m’ u sistemu, a p radius
krivine putanje toga polozaja prema nepomiénom koordinatnom sistemu. Oznaci-
mo li, prema tome, otstojanje trenutnog polozaja mase m’ od ose rotacije Z sa s,
sa fo jedini¢ni vektor toga otstojanja, naperen od ose Z, a normalan na tu osu, to je:

1.2 .2
§= "o = m'n’}, (4)
gde ‘
f=sfo

pretstavlja vektorski otstojanje mase m’ od ose Z.
2. Koriolisova sila koja je, ako sa b ozna¢imo vektor brzine asteroida u pokre-
tnom koordinatnom sistemu, prestavljena ovim izrazom:

€ = —2m'[ro] = —2m’[o w]. (5)



64 . % ACTBPOU/IHH MPOBNEM » Loy

Oznacimo i sa r, vektor polozaja mase n’ prema masi M, a sa ta vektor polo-
Zaja mase m' prema masi m, sa r; i o module vektora ) i tz, to su sile Njutnove
gravitacije kojom masa A/ odnosno masa m priviaéi masu m’ pretstavljene ovim

izrazima: A
Mm
‘nl = _f 3 131 (6)
5
mm’ _
P2 = ~f—Fr. (7)
T3

Oznatimo li sa v vektor polozaja mase m’ prema potetku O naseg koordina-
tnog sistema, to je jednacina kretanja asteroida ova:

d?e
at7=‘131+‘132+3+¢, (8)
t.j., imajudi u vidu prethodne jednaéine,
d?c n T2
— = —fM—= - fm—= 242 . 9
de2 f 7‘:1; f’7lrg23+n f+ [nm] ( )

Ako pitamo, da bismo gornjoj jednacini dali kondenzovaniji oblik, za gradienat
skalara fM/ry, to valja imati u vidu da su, po3to je u ovom izrazu samo r; promen-
ljivo, ekviskalarne povrsine toga polja lopte sa centrom u masi M, gradienat stoji
normalno na tim povrdinama, pa da, zbog toga, on ima pravac jedini¢nog vektora
t1/71, a da mu je moduo jednak izvodu skalara fM/r; po 7y, t.j. jednak — fAL /2.
Zato je

1 fj‘r{ 151 Ty
rad fM— = -~ — = —fM .
grad f 2} 2o f 3
Na isti nacin dobivamo i ovaj obrazac:
1 T2
rad fm— = — fm—x.
grad fr o fm 3

Gradienat polja skalara $n?s? stoji normalno na ekviskalarnim povrsinama to-
ga polja koje su, posto je samo s promenljivo, kruzni cilindri sa osom Z. Zato taj
gradienat ima pravac jedinitnog vektora fo, njegov moduo je jednak izvodu skala-
ra 1n2s? po s, t.j. jednak n2s. Zato je

2
n
grad 752 =n2sfo = n?f.

Stavimo li, dakle,

1 n?
W= fMl Fmfe 4+ L2 (10)
Ty 7o 2
to je
grad W = — fM 55 = fms +nlf, (11)
Ty T3

pa zato mozemo jednacinu (9) napisati u ovom obliku:
2

d*t .

a2 = grad W + 2[o ). (12)
Ovo je jednaCina kretanja asteroida kojom je matematski formulisan asteroid-

ni problen:.

§22) 7. [O/GE CKATIAPA W W IbEFTOBEOCOBMHE .~ . 05

22. Polje skalara W i njegove osobine. U jednatini kretanja aste-
roida pojavljuje se gradienat skalarnoga polja:
1 1 2,
W=fM— + fin— + —s2, (13)
T1 T2 2

y4

pa je zato od vaZnosti ispitati glavne osobine toga skalarnoga polja. To polje _r'la'
staje superpozicijom triju komponentalnih skalarnih polja. Ekviskalarne povrsine
tih komponentalnih polja pretstavijene su jedna¢inama:

2

flll—l— =Cy; fml = Cy; %52 = Cs, (14)
T Ty Z
gde su r, ra2, s promenljive, a Cy, Cs, C; proizvoljne konstante. Ekviskalarne po-
visine prvog od ovih polja su lopte sa centrom u M. Dodeljujuéi konstanti C1 nu-
mericke vrednosti koje rastu u aritmetskoj progresiji, opada radius r, ekviskalarnih
povrdina po hiperbolnom zakonu. Ekviskalarne povrsine drugog kompoxxelltalllog
polja su lopte sa centrom u m; njihov radius r» opada, kada C; raste u aritmetskoj
progresiji, takode po hiperbolnom zakonu. Ekviskalarne povrsine treéeg kompo-
nentalnog polja su kruzni cilindri sa osom Z. Kada Cj raste u aritmetskoj progre-
siji, raste radius s tih cilindara po parabolnom zakonu. Kako tacke M, m, O leze,
sve ti, u 0si Z, to su ta komponentalna polja, pa sletstveno i rezultujuée polje ska-
lara W, simetriéna prema ravni X—Z, a i ravni X-Y naseg koordinatnog sistema.
Komponentalna polja skalara W su, dakle, veoina jednostavna, pa se dadu lako geo-
metrijski pretstaviti. Njithova geometrijska pretstava postaje narocito jednostavqa
ako se ograni¢imo na slucaj kada se asteroid kreée u ravni X-Y', sto ¢emo u buducej
pretpostaviti. U takvom slucaju imamo pred sobom jedno ravno polje skalara W' i
to u ravii X-Y, pa mesto ekviskalaruih povrsina imamo pred sobom ekviskalarne
linije. Ekviskalarne linije komponentalnih polja su u ovom slucaju krugovi sa cen-
trom u M, m odnosno O. Kada su ti krugovi nacrtani za slucaj da konstante C_l,
C,, C; rastu u aritietskoj progresiji, onda se ekviskalarne linije rezultujuceg polja
2
fM]—' +fml+n—52:C (15)
Ty ) 2

dobivaju na taj nacin da se medusobno spoje one tacke u kojima konstante Ci, Cs,
C3 daju isti zbir. To je poznata metoda konstrukeije ekviskalarnih linija u elektro-
statici. Tim nacinom su nadene i ematski pretstavljene ekviskalarne linije, za slu-
taj M = 10m, u sl. 10.

Iz te slike moZe se razabrati ovo: Ekviskalarne linije su, §to sleduje i iz pretho-
dnih rasudivanja, simetri¢ne prema osi X, t.j. prema pravoj koja spaje mase M i
m. U neposrednoj okolini tatke M, te su linije jajastog oblika, a isto tako u okoli-
ni tag¢ke m. U tacki L, spajaju se te dve vrste linija u jednu koja ima oblik osiuice.
Oko te, deblje izvugene linije, koja ima u tac¢ki L; singularnu dvojnu tacku, oba-
vijaju se iduée, neukritene, linije koje imaju oblik meridijanskog preseka pescanog
sata, obuhvatajuéi, u isti mah, masu M i m. Kroz tacku L, prolazi jedna, opet de-
blje izvucena, linija kojoj je ta tacka singularna. Unutrasnja grana te krive, oblika
pescanog sata, obuhvata, kao i dosadanje, obe mase M i m, dok njena spoljna gra-
na, koja ima oblik meridijanskog preseka jabuke, obuhvata celu prvu granu. Iduce
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linije, obuhvaéene jabucastom granom prethodne krive, ne obuhvataju vise mase
M i m nego imaju oblik potkovica. U tacki L3, novom singularitetu, sli¢cnom onom
u Ly, kroz koju prolazi jedna deblje izvucena linija, po¢inju se te potkovice deliti u
dve zasebne zatvorene grane od kojih jedna obuhvata tacku Ly, a druga tacku Ls.
O polozaju tih dveju tacaka govoriéemo docnije. U tima taékama degenerisu ekvi-
skalarne linije u izolovane tacke, stvarajuci time nova dva singulariteta. Linije koje
obuhvataju spoljnu granu krive koja prolazi kroz L, su jednostavne zatvorene lini-
je koje se od jabucastog oblika priblizavaju sve vise kruznom obliku i koje ne po-
kazuju nikakvih singulariteta.

Veoma plasti¢nu pretstavu polja skalara W dobivamo ako ekviskalarne linije,
nacrtane u sl. 10, smatramo za izohipse jedne topografske povrsine tako da nume-
ricka vrednost kounstante C koja odgovara pojedinoj ekviskalarnoj liniji oznac¢ava
visinu izohipse iznad ravni X-Y. Onda ta povriina ima ovaj oblik. U okolini masa
M i m uzdizu se dva visoka kupasta brega koja nad tackama M i m idu u beskona-
¢uost, jer je tu r; odnosno 7, jednako nuli, pa skalar W postaje beskonaéno velik.
Ta dva brega sastaju se u jednom prevojnom sedlu iznad tacke L; u kojoj funkci-
ja Wima u pravcu ose X svoju minimalnu, a normalno na taj pravac svoju maksi-
malnu vrednost. Izmedu osmiéne linije koja prolazi kroz L, i linije oblika pesScanog
sata koja prolazi kroz Lo, topografska povigina stalno je u padu da se na spoljnoj
Jabutastoj grani krive koja prolazi kroz L, potne stalno uzdizati u vis do u besko-
nacnost, jer sa rastuéim s raste skalar W u beskonacnost. Zato topografska povr-
Sina ima iznad tacke L, opet jedno prevojno sedlo, poito ona dostizava u pravcu
X svoj minimum, a normalno ua taj pravac, svoj maksimum, jer topografska po-
vrsina opada prema unutrainjosti potkovicastih linija, dostizavajuéi iznad tacaka
Ly 1 Ly svoje stvarne najnize poloZaje. Zbog toga dostizava topografska povrsina
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iznad tacke Lz u pravcu ose X svoj minimum, a u pravcu normalnom na tu osu
svoj maksimum, zato ona ima iznad te tatke opet jedno prevojno sedlo.

Ravno polje skalara W moze se analiticki pretstaviti najjednostavnije pomodéu
bipolarnih keordinata r; i r, na ovaj nagin.

Stavljajuéi (2) u (10), dobivamo:

1 mi1 M+nzsz} (16)

1
W= — =
fM{rl tuntITM &
Odaberimo jednu proizvoljnu tacku P u ravni X-Y. Vektore polozaja tacke

prema tatkama M, m, O oznatili smo sa t), ta, t = f. Oznagimo sa a vektor polo-
Zaja tacke m prema tacki M, onda je

m —— M
m_—*‘nl_{_ma, 0171—*M+ma,
pa zato sleduju iz trouglova MOP i OmP ove dve vektorske jednacine:
m M
a4+ f=1; —f=—ra.

—a
M+m M+m
Pomnozimo svaku od ovih jednagina skalarno sa samom sobom, to dobivamo:

2

m 2m

2 _
(-M+nz.)'2a + 1\/1+m(af)+5 =7
M2, 2M .
(.M+m)'2a - A/[+m(°f)+3 =r3.

Pommnozimo drugu od ovih jednagina sa m/M, pa je saberimo sa prvom, to do-

bivamo: )
mi+mM , M+m , =2y M2

(M +m)? ¢ M 1t M
t.j.
M+m , 2 M o m_ 2
M TP MY M+m

Stavljajuci ovo u jednaginu (16), dobivamo:

72 m 2
ml 1lrf 1mr 1 m } (17)

1
W—f‘”{;* Mn Y3 I kM m
Tim smo funkciju W izrazili pomoéu bipolarnih koordinata 71 i ry. Prelaz od
tih koordinata na ortogonalne z, y vrlo je jednostavan, no za sada izlizan. U funk-
ciji W pojavljuje se jedna aditivna konstanta koju mozemo, posto se u jednagini
kretanja (12) pojavljuje samo gradienat te funkcije, bez stete po vaznost jednacine
kretanja, ispustiti kao §to to neki autori éine, pa skalar W zameniti sa ovim:

1 m1 172 1m7r?
=fM{— 4+ — 4L -T2 18
e fI{rl M7y 2a3+2]t103} (18)
Xako je
grad W = grad Q,
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to mesto jednacine kretanja (12) moZemo upotrebiti i ovu:
d’c
de?
Od narotitog interesa za poznija ispitivanja su singularne tacke polja W ili, to
izlazi na isto, polja 2, o kojima smo malo¢as govorili.
Jednacina (17) omoguéava nam da odredimo polozaje tacaka Ly i Ls u kojima
W dostizava svoju minimalnu vrednost. Zato je tu
ow =0 ow =0. (20)
or Ora
Koristedi se jednaginom (17), dobivamo:

aw 1 n
o = {- g i)

= grad Q + 2[o o] (19)

(21)
ow 1 )
o= - E )
dakle zbog (20) . .
T 75
_ﬁ a—; = 0; —';‘%— + 525 = 0,
t.j.
=Ty =a. (22)

Singularne tacke Ly i Ls obrazuju, dakle, sa tatkama A i m ravnostrane tro-
uglove. Kako je, zbog (21),

o231 % 2 1 FPw 2 1 rw
wreniest Grem{Gral aenc
tojezary =r =a
PW _fM PwW _ fm PwW
3_;'%’._ 3 Or? T Arory
dakle
Fw - PW - PW W ’w N,
0% e T e el (37‘131'2) >

§to znaci da u tatkama L4 i Ls skalar W dostizava stvarno svoje minimalne vred-
nosti.

Polozaje ostalih singularnih tacaka odredié¢emo ovako. Zamislimo da smo bipo-
larne koordinate ry, 73 izrazili pomocu ortogonalnih z, y, onda je jednaéina prot-
zvoljne od ekviskalarnih linija polja W ova:

W(z,y)~C =0,
gde C oznatava jednu odredenu konstantu. Koordinate a, y singularnih tacaka mo-
raju, kao 5to je poznato, sem gornje, zadovoljiti jos ove dve jednacine:
oW (z,y) W (z,y)

=0 =0. 23
P ; 3y (23)
Kako je gradienat ravnoga polja skalara W pretstavljen izrazom:
. oW, oW,
gl‘ad W = E’L'—l + By—),
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to iz prethodnih jednadina sleduje da je u singularnim taékama L gradienat polja
jednak nuli. To sleduje i iz osnovne osobine gradienta koji stoji uvek normalno na
ekviskalarnim povrsinama, a u nasem slu€aju ravnoga polja, normalno na ekviska-
larnim linijama. Kako u singularnim ta¢kama nemaju te linije odredene tangente,
to nemaju ni odredene normale, pa je zato tu gradienat jednak nuli. Pomo¢u te
osobine singularnih ta¢aka, mozemo lako odrediti njiliov polozaj.

Za tacku Ly, na primer, za koju je r; = —ri; ta = rpi; f = si, gde i oznacava
jedinicni vektor u pravcu pozitivne grane ose X koja je naperena od m ka M, ima-
mo, prema jednaéini (11),

1 1 .
grad W = (fM—2 - fm= - nzs) i,
Ty T2
pa zato iz uslova da taj gradienat mora biti jednak nuli sleduje:

1 1 .

M= —fm— ~ n?s = 0. (24)
T T2
Sem toga je

r +ry=a, (25)
jer smo sa a oznacili medusobno otstojanje masa M i m, a kako je teZiste O masa

M i m udaljeno od M za [m/(M +m)]a, to je
m
a=r1. 26
M+m ! (26)

Sa poslednje tri jednacine odredene su jednoznaéno duzine 7y, rs, s, t.j. polo-
zaj tatke L.

Ako u tatku L, stavimo asteroid m’, onda dobivamo raspored masa M, m’, m
koji je, kao 5to ¢emo odmah videti, identi¢an sa rasporedom tih masa koji odgova-
ra egzaktnom resenju problema triju tela. Da to uvidimo, upotrebimo, mesto gor-
njih, oznake primenjene u §§19 1 20, t.j. zamenimo gore

s+

M, m', m, a, 7, 1
sa
my, m2, m3, b, ¢, a,

onda dobivamo mesto gornjih jednagina ove:

1 1 . ms
fm,—_,———fmg——.,——nzszo; c+a=ub; s+ ——b=c¢,
[ [ my +ms

a mesto jednacine (2) ovu:
o f(my +m3)
n" = -—-— —m— <
b3
Eliminisuéi iz prve od ovih jednacina, pomoéu ostalili, n i s, dobivamo:

mg  my

1 -
b—3(1nga —myc) = T (27)

Ova je jednacina identi¢na sa drugom od jednacina (22), §19, posto u jednadéi-
ni (50), §20 valja za m, staviti masu m’ asteroida koja je beskonatno malena, da-
kle m; =0, a za r; otstojanje mase M od tezista O, dakle ¢ — s, tako da je

f m3
c—s b?




./ ACTEPOMIHM NIPOBNEM . * . \ &

dok iz prve jednacine (49), §20 sleduje:

(my + m3)(c — s) = msb,
tako da je
b= f(my +mg3)
==
pa stavljajudi ovo u drugu od jednacina (22), §19, dobivamo jednaginu (27).

Na isti na¢in mozemo da dokazemo da i polozaji Lo i L, odgovaraju onima koje
zahtevaju egzaktna reSenja problema triju tela, 5to je ve¢ dokazano za Ly i Ls. Za-
to mozeino da kazemo: Tatke Ly, Ly, L3, Ly, Ls pretstavljaju one polozaje u ko-
je treba staviti asteroid, pa da on sa masama M i m obrazuje one konstelacije ko-
je odgovaraju egzaktnim reSenjimna problema triju tela. Prve tri od tih ta¢aka da-
te su Langranzovom jednacinom (27), §19, u koju valja staviti m; = M; ms = 0;
mg = m, tako da ona dobiva ovaj oblik:

Mz +3Mz* —~3Mz3 —3mz2 - 3mz —m = 0; (28)

ostale dve tatke obrazuju sa masama M i m ravnostrani trougao.

Do ovog rezultata mozemo doéi i ovim rasudivanjem. U tatkama L je, kao §to
smo videli, grad W = 0. Ako se u takvu tacku stavi asteroid sa inicijalnom brzi-
nom prema pokretnom sistemu v = 0, onda sleduje iz jednacine kretanja (12) da
je u inicijalnom momentu i d®c/d¢#? = 0. Asteroid nema, dakle, u inicijalnom mo-
mentu, ni brzine ni ubrzanja prema pokretnom koordinatnom sistemu. Kako je,
prema tome, u inicijalnom momentu v = 0; dv/dt = 0, to znati da je brzina v i u
iduéem momentu jednaka nuli. Smatrajuéi ovaj momenat za inicijalni, sleduje da
¢e i u iduéem i svima daljim momentima brzina asteroida biti jednaka nuli, pa za-
to on nele promeniti svoj polozaj u pokretnomn koordinatnom sistemu, t.j. medu-
sobna konstelacija masa M, m, m’ neée se promeniti, nego ¢e ona, takva kakva je,
rotirati uglovnom brzinom n oko tezista masa O.

Tacke Ly, Ly, L3, L4, L5 zovu se, iz razloga koji éemo kasnije upoznati, centri
libracije polja W.

23. Jakobijev integral. Hilova grani€na kriva. Pomnozimo jedna-
¢inu kretanja asteroida

2
%E; = grad W + 2[o ] (29)
skalarno sa
_dr
T de’

to ¢e ¢lan 2v[vw] ispasti iz te jednacine, jer je v[bw] = woo] = 0, a posto je
d*c/dt? = du/dt, to dobivamo:
vdo = dr grad W.
No kako je
dr grad W = dW,
gde dW pretstavlja promenu skalara W koja odgovara pomeranju dr, to dobivamo:
vdo = dV.
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Integracija ove jednacine daje:

02
*2- =W + h—,
gde je h integraciona konstanta. Oznaéimo li skalarnu veli¢inu brzine v sa v, to je
v? = v2, pa je zato:
2
ki)
5= W + h. (30)

Ovaj integral diferencijalne jednatine kretanja asteroida zove se Jakobijev inte-
gral.

Konstanta h odredena je inicijalnim uslovima. Ako se asteroid nalazio u inici-
jalnom momentu na mestu polja W na kojem skalar W ima vrednost Wy i ako je
intenzitet inicijalne brzine imao vrednost v, onda je

h==2—Ww,. (31)

Konstanta h zavisi samo od inicijalnog polozaja i od skalarne vrednosti inici-
jalne brzine, a ne od njenog pravca.

Iz Jakobijevog integrala izveo je Hil ovu interesantnu konzekvenciju. Leva stra-
na jednatine (30), kvadrat realne veli¢ine, ne moze nikada postati negativna. Zato je

W+ h2>0. (32)

Skalar W, pretstavljen izrazom (10), je uvek pozitivan, jer sadrzi same pozi-
tivne veli¢ine. Zbir W + h moze, prema tome, saino onda biti jednak nuli ako su
inicijalni uslovi takvi da je konstanta h negativna. Pretpostavimo da je to slucaj i
da je konstanta h jednaka —ho, gde o pretstavlja jeduu pozitivnu velicinu koja je
ve¢a od minimalne vrednosti skalara W, dostignute u tatkama L, i Ls, onda zbog
(32), za vreme celog kretanja asteroida, mora biti zadovoljen uslov

W — hg > 0; W > hy, (33)

pa nam jednacina
W = hy (34)

pretstavlja jednu odredenu ekviskalarnu povisinu polja W kroz koju asteroid ne
moZze da prode. Ako je ta povriina zatvorena i ako se asteroid nalazi u njenoj unu-
trasnjosti, onda ona ogranicava jedan deo prostora koji asteroid ne moze da osta-
vi. Ako se kretanje vrdi u ravni X-Y, kao §to ¢emo pretpostaviti, onda nesto gor-
nje povrsine imamo jednu liniju. Ta se linija zove Hilova grani¢na kriva. Ispitaj-
mo, koristei se slikom 10 i topografskom pretstavom polja W, datom u prethod-
nom paragrafu, kada ée postojati takva graniéna kriva.

Ako su inicijalni uslovi takvi da konstanta hy odgovara kojoj jajastoj ekviskalar-
10oj liniji koja se obavila oko tacke M, pa ako se asteroid u inicijalnomn momentu na-
lazio u unutrasnjosti te jajaste linije, onda ona pretstavlja grani¢nu krivu preko koje
asteroid ne moze da prede, a oblast ravni X-Y, ograni¢ena tom krivom, onu oblast
u kojoj ée se asteroid stalno da krece, jer ta oblast zadovoljava uslov (33). Sliéno
Je 1 sa jajastim linijjama koje obavijaju polozaj mase m. U takvom slu¢aju mozemo
asteroid nazvati satelitom mase M odnosuo mase m. Ako konstantu hy smanjimo
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toliko da ona lezi ispod one vrednosti koja odgovara osmi¢noj liniji 5to prolazi kroz
tacku L,, a iznad one vrednosti koja odgovara kojoj od linija oblika pes¢anog sata,
pa ako se asteroid nalazi u unutra$njosti ove potonje linije, onda ona pretstavlja
opet jednu grani¢nu krivu preko koje asteroid ne moze da prede. Ako je konstanta
ho tolika da je dostigla svoju minimalnu vrednost prethodnog slucaja, t.j. onu vre-
dnost koja odgovara tacki Lo, a asteroid se nalazi izvan jabuaste linije koja pro-
lazi kroz tu tatku, onda ta jabucasta linija ograni€uje iznutra oblast asteroida koji
ne moze da prekoragi tu jabu€astu krivu, nego se kree izvan nje, nemajuéi spoljne
granice svoje oblasti. Isto vazii za jabucaste linije koje obavijaju onu koja prolazi
kroz tacku Lz. Ako su inicijalni uslovi takvi da konstanta ko odgovara jednoj ta-
kvoj jabucastoj liniji onda asteroid, ako se nalazi van oblasti ogranitene takvom li-
nijom ne moze uci u tu oblast, pa je oblast u kojoj se on kreée ogranicena iznutra,
no ne spolja. Sli¢no vazi i za potkovicaste linije i one koje imaju oblik suze, a obavi-
le se oko tatke Ly ili Ls. Ako konstanta hg odgovara jednoj takvoj liniji, pa se aste-
roid nalazi izvan oblasti koja je tom linijom obavijena, on ne moze uéi u tu oblast.

24. Perioditne putanje, simetri¢ne prema osi X. Pomnozimo li
jednaginu (12) sa m’, onda nam leva strana te jednagine pretstavlja silu P
pod &ijim se uticajem kreée asteroid, pa je

P =m'grad W + 2m/[v o] (35)

Pretpostavimo da se asteroid kre¢e u ravni X-Y i da u proizvoljnom momen-
tu ima polozaj M, a vektor brzine v (sl. 11). Tim polozajem i tom brzinom, data
nam je i sila P koja u tom polozaju dejstvuje na asteroid. Ona je rezultanta dveju
sila: sile D = m' grad W i sile € = 2m’[or]. Prva od tih sila ima pravac gradienta
polja W u tacki M, a druga sila stoji, prema definiciji vektorielnog produkta, nor-
malno na vektor brzine v. Ona je zbog (3) pretstavljena izrazom:

¢ =2m'nfot],

a kako vektor £ stoji normalno na

ravni X-Y to sila € pada u tu ra-

van, stoji normalno na vektoru v, a

ima intenzitet 2m’nv. Na koju stra-

nu normale u tacki M je ta sila nape-

rena, to zavisi od smisla obilazenja

asteroida po njegovoj putanji. U na-

Sem slucaju ona je naperena onako
kako je to u slici pretstavljeno.

Izratunajmo komponentu D, si-

le D koja pada u normalu putanje,

o1 My tj. u istu pravu u koju pada i si-

la €. Oznacimo elemenat u pravcu

Po normale, t.j. u pravcu radiusa krivi-

My ne, sa Jp, to, prema definiciji gradi-

Cnmka 11 enta, ta komponenta ima intenzitet
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a naperena je prema onoj strani normale na kojoj skalar W raste. Uzmimo da je
taj pravac onaj kako je u slici oznalen, onda komponenta sile 8, normalna na tan-
gentu putanje, ima intenzitet

4

—2m'nv. (36)

—_ !
P.=m

Ova je sila identiéna centripetalnoj sili koja dejstvuje na mobilnu masu m/', a
koja sila ima intenzitet

2
P? = m,lv—, (37)
P
gde p oznacava radius krivine putanje.
Iz prednjih dveju jednatina sleduje:
2 w
A 3_/ — 2nv, (38)
%
a iz Jakobijevog integrala (30)
v? = 2W + 2h. (39)

Iz poslednjih dveju jednacina dobivamo:

2 2 7
2W +2h _ %V;_ — VAW ¥ 2R,
P

t.j.
2W + 2h

P= Tmr
% —2nVv2W + 2h

Polozajem asteroida i njegovom brzinom dat nam je, dakle, i radius krivine nje-
gove putanje, ¢ime je omoguéena konstrukcija te putanje, tatka po tatku, na ovaj
naéin. .

Neka se asteroid nalazio u inicijalnom momentu u polozaju My za koji je W= Wy
i neka ima inicijalnu brzinu vy intenziteta vo. Tim je, pre svega, odredena numeri-
tka vrednost konstante h Jakobijevog integrala jednacinom (30). Pravcem brzine
vy odredena je vrednost izvoda dW/dp skalara normaluo na taj pravac. Zato mo-
zemo pomocu (40) izracunati duzinu radiusa krivine po u tatki Mp. Opisemo li tim
radiusom, iz centra krivine Og, maleni luk MyM,, onda dolazimo do tatke A, za
koju mozemo, posto je njom dat novi polozaj asteroida i novi pravac njegove brzi-
ne, izracunati numericke vrednosti W i 9W/9p, a pomocu jednatine (40) duzinu p,
radiusa krivine u tacki M,;. Tako mozemo, od tacke do tacke, konstruisati puta-
nju asteroida. U koliko budu bili kruzni elementi, iz kojih sastavljamo tu putanju,
manji, u toliko ée konstrukcija putanje biti taénija. Ta se taénost moze proizvolj-
no potencirati ako ovu geometrijsku konstrukciju zamenimo ratunom.

Pretpostavimo da se asteroid nalazio, u inicijalnom momentu, u jednoj tacki
My ose X i da je vektor inicijalne brzine vy bio normalan na tu osu pa zamislimo

: (40)
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da smo, sluZe¢i se prethodnom metodom, koustruisali one delove putanje astero-
ida koji sleduju inicijalnom momientu i one koji su mu prethodili, to je lako uvideti
da Ce ti delovi putanje biti medusobno simetri¢ni prema osi X, jer su u tackama
M, i M] simetri¢nim prema osi X, a koje ogranicavaju elementarne lukove My,
i M| My, ba3 zbog toga 5to je vektor brzine v u tacki M, naperen od ose X, a vek-
tor brzine v’ u tacki M| naperen prema toj osi, Koriolisove sile € i ¢’ , prema de-
finiciji vektorielnog produkta, simetri¢ne prema osi X. Kako je i polje skalara W
simetri¢no prema toj osi, to ¢emo u tackama M; i M { dobiti iste radiuse krivine,
pa ¢emo, nastavljajuci konstrukciju putanje, dobiti je takvu da ée cela ta putanja
biti simetri¢na prema osi X. Ako, dakle, asteroid, na ma kojem mestu svoje puta-
nje, presece osu X normalno, onda ta putanja mora biti simetriéna prema osi X.
Ako sada variramo inicijalne uslove, bi-
lo da menjamo inicijalni polozaj My duz
vg ¢ ose X, bilo da menjamo intenzitet vg ini-
cijalne brzine, bilo da menjamo ta oba
inicijalna uslova, a sa njima i konstantu
D My h, dotle dok ne dobijemo takvu putanju
asteroida koja ¢e, i po drugi put, preseéi
40 normalno osu X, onda ée ta putanja po-
M, stati zatvorena. Kreéuéise po takvoj pu-
tanji, asteroid Ce stizati u svoje bivie po-
lozaje na toj putanji uvek onom brzinom
M| kojom je pre prosao kroz te polozaje, jer
prema Jakobijevom integralu, ta brzina
zavisi, pri datoj konstanti h, samo od
numericke vrednosti skalara W na onom
mestu na koje je asteroid stigao. Zato ¢e
se posle jednog potpunog obilaska asteroida oko njegove putanje ponoviti njegovo
kretanje istim onim brzinama kojima je pre toga kroz nju prolazio. Njegovo kreta-
nje bie periodi¢no i pretstavljace jedno periodiéno resenje asteroidnog problema.
Sluze¢i se ovom osnovnom idejom i izvodeéi je racuski, G. H. Darvin je prvi kon-
struisao i ispitao takve periodi¢ne putanje asteroida, simetricne prema osi.

b

D/

¢I
Cnnka 12

25. Perioditna re3enja u okolini centara libracije. Zelimo li da vek-
torsku jednacinu kretanja asteroida

d?c _y
FTe) = grad W + 2[b ] (41)
zammenimo skalarnima, to valja imati u vidu da je u opstem stu¢aju, kada asteroid
nije ogranicen na ravan X-Y, njegov vektor polozaja t pretstavljen sa

t=ri+yj+ 2, (42)

gde su x, y, z koordinate asteroida, a i, j, € jedini¢ni vektori u pravcu koordinatnih

osa. Odavde sleduje:
dr  dzx dy dz
= — =it 24 —¢ 43
TR TR T Y (43)
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dir  d%z, d%y, 4%
Sr_r gy, 9E 44
-ttt et (#4)
Gradienat skalara W pretstavljen je, analiticki, ovim izrazom:
. OW., oW ow
gra 0ml+ 0y’+03€’ (45)
a bilo je, prema (3),
w =nk. (46)

Koordinate vektora w su, dakle, 0,0,7, pa je zato vektorielni produkat [b o]
pretstavljen determinantom:

i ) 4

de dy d=z dy. dx, -
b == = —|=n-=1-n—j. 47
brl=% @ @|="a% @ (47)

0 0 n

Stavimo li (42) do (47) u (41), to mora postojati jednakost za koeficiente od i,
odnosno j, &, s leve i desne strane dobivene jednaéine. Na taj nacin, ili mnozedi tu
jednatinu skalarno sa i, pa zatim sa j, odnosno &, dobivamo ove tri skalarne jedna-
¢ine: )

d%z d ow
—-— - amY =2
de? dt O
d? de  OW
_‘:/ ms = S
dt? dt Oy
d?z oW

de2 = 9z

Nalazi li se asteroid u ravni X-Y, to padaju sile g, B;, P pretstavljene obra-
scima (4), (6), (7), u tu ravan, pa zato lezi grad W, Lkoji je jednak zbiru tih vektora,
uravni X-Y. Zato je, zbog (45), 9W/dz = 0, a zbog gornjih jednacina d?z/dt? = 0.
Akose, dakle, u inicijalnom momentu, asteroid nalazi u ravni X-Y, paakoi njegova
inicijalna brzina pada u tu ravan, onda on tu ravan nece ostaviti, jer njegova brzina
i ubrzanje padaju, u tom momentu, pa i u svima ostalima, u tu ravan. U takvom je
slu¢aju njegovo kretanje regulisano prvim dvema od jednagina (48) ili, ako mesto
jednatina (10} i (12) upotrebimo jednagine (18) i (19), ovim dvema jedna¢inama:

&2z 9 dy 90

-3 T2 =
dt2 dt Ox
d? dz a0

.y +2n— = —.
de? dt 9y

Ove jednagine omoguéavaju konacna periodi¢na resenja u blizini centara libra-

cije. Videli simo da je u svima tima centrima gradienat od W i od Q jednak nuli,
pa je zato, ako sa a, b oznatimo koordinate nocenog centra libracije,

(48)

(49)

r=a; y=>b, gradQ:a—QH—

dz %):0
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ili, jednostavnije pisano,
N N
=0 — =0. (50)
da b
Pretpostavimo da se asteroid nalazio u inicijalnom momentu u blizini centra
libracije (a, b) i da za vreme celog svog kretanja neée, 3to imamo naknadno da pro-
verimo. ostaviti neposrednu okolinu toga centra, onda su njegove koordinate pret-
stavljene sa
r=a+&
L+ & (51)
y=b+n,
gde su « i b konstante, a & i v promenljive veli¢ine koje ostaju, zbog gornje pret-
postavke, uvek male. Zato mozemo funkcije 9Q/8z i 9Q/dy razviti po Tejlorovom
obrascu u red i zanemariti sve ¢lanove koji sadrzavaju vise potencije od € i n. Na
taj nacin dobivamo:

o o o . a0

or = da T3z T"aqan

(52)
a9 vz 9*Q + a0
dy ~ ab " "aadb T Va2
pri Cemu smo uveli ove pokrad¢ene oznake:
m_fm) o om)
da 9z, ab | oy b
9% (o0 ] 2?0 QZ_Q
oa? | 022 f, ) abz T | 9y? ab
0N [ 8°Q
dadb | 9z dy a,b.
Iz (51) sleduje:
de & dy_dn
dt  de’ de  dt (53)
d?z  d%% d’y  d?y
dr2 T dr?’ de2 T der”
Stavljajuéi (52) i (53) u (49), a uzimajuéi u obzir (50), dobivamo:
dz _oodn a*Q . 9°Q
a = "aGt T 92T daan) .
(54)

d3n dz Q. + 9*Q
: J = T3 37¢T
B TR M T AT
Ove jednacine vaze samo za neposrednu okolinu taéke (a,b). One su linearne,
pa ée zato biti zadovoljene partikularnim integralima:

= 4e't; n = Be™, (55)

gde 4, B, i oznatavaju konstante koje éemo jos odrediti. Kako je
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& Are™t; dn _ e

dt det (36)
d’¢ 2 it dzﬂ 2 7t
‘dtj—fl)\e, F_B)\e,

to vidimo, stavljajuci (55) 1 (56) u jednacine (54), da ée one biti zadovoljene ako
bude:

. 20 a0
AZ_—oapBr=A-2 -
" o " Baam

20 a0

B)\2 1 op4h=4"" bl
+an saas T B

tj.

. 00 20
A[ A" — - 2n7 —_— ) =
(A c’)a'2> B( nA + E)a.ab) 0

REXY) . 0%
.4 2 L ‘\2 —_ =
( n 8ac’)b> +B(’ abz) 0.

1z ovih jednagina valja odrediti konstante A i 3. Te su jednacine linearne i ho-
mogene algebarske jednacine, pa ¢e one, sem trivijalnib korenova 4 = B = 0, ima-
ti i drugih ako determinanta koeficienata od 4 i B bude jednaka nuli. Tim uslo-
vom dobivamo jednaginu:

(57)

A2 o2 (9 N+ 8’-’(2)
) ~ | 2n —

da da db —o -

o — 29 L, 9%

T 9a db ~ a2

t.j.

9?0 920 D\ 920 92q 22q \? ‘
DI il T N PO 2 974 ot _ "
<8a,2 + b2 4n )) + 9a o (_—aaab) 0. (59)

Resimo li ovu jednatinu po 32, pa usvojimo, iz razloga koji ¢emo kasnije upo-
znati, samo onakav koren koji je realan i negativan, onda éemo za x dobiti dva ko-
rena ovoga oblika:

A =1y, ha = —iv, (60)

gde ¢ oznacava imaginarnu jedinicu, a v jedan realan broj. Sa ova dva korena da-
¢e nam jednacine (57) dva beskonacna niza kovenova za A i B ili dva, para takvih
koreuova: 4y, By, i Ay, By, pri ¢emu mozemo A; i B,, odnosno A4, 1 B, pomnoZiti
proizvoljnim brojem, pa da jednacine (57) budu opet zadovoljene. Te nam jedna-
Cine daju, u stvari, samo razlomke 4,/B, i A>/Bs koji su. kao sto je poznato, je-
dnaki srazmeri subdeterminanata uz prvu ili drugu vistu determinante (58). Zato
Je. uzimajuéi u obzir drugu vistu te determinante,

&0 20
2n _— Znka
A "M em a4 PTG (6D)
B, 2 o L, &0
Sh M-S
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Opsti integrali diferencijalnih jednacina (54) su, dakle, ovi:
= Are™ + Age™™
n= Bie™ + Bye ™.
Primenjujuéi poznati obrazac
et™ = cosvt + isinvt,
zbog kojega smo i usvojili samo imaginarne korenove jednagine (59), mozemo jed-
nacinama (62) dati ovaj oblik:
&= (4, + Az)cosvt +i(A) — Az)sin vt
n=(B; + By)cosvt +i(By — By)sin vt.

A; 1 Ay su konjugovani kompleksni brojevi, jer A, nastaje iz A;, ako A zame-
nimo sa ha, t.j. iv sa —iv. Isto vazi i za By i By. Zato mozZemo staviti:

(63)

_a e e e
Ar=5-ign A=odig

64
B b b Bob b (64)
1—-’:2——1,2, 2—34‘ 5

gde nam ay, ay, by, by pretstavljaju realne brojeve. Stavljajuéi (64) u (63), dobiva-
mo:
< = ay cos vt + as sin vt

65
n = by cos vt + by sin vt. (65)
Iz ovih jednacina sleduje:
dg .
E_t. = —@vsinvi 4+ a,v Ccos vt
' (66)
dn .
@ = —byvsin vt + byv cos vt.
Inicijalnim uslovima dat nam je polozaj i brzina asteroida, t.j.
,_ s dg dy
t=0: ¢ = <o; Y= Mo pr =v(1); T :vg. (67)
Stavljajuéi ovo u (65) i (66), dobivamo:
o = ay; o = by; ‘U? = ayv; 'v.g = by, (68)

¢ime bi konstante a;, a2, by, bo bile odredene. No te konstante treba da, pomoéu
jednatina (64), zadovolje obe jednacine (61). Zato su inicijalnim polozajem odre-
dene komponente v¥, v9, t.j. sam vektor inicijalhe brzine koji nije, dakle, proizvo-
ljan. Ako su inicijalni uslovi takvi da su konstante ay, as, by, b veoma male, onda
¢e, zbog (65), i koordinate £, v za vreme celog kretanja ostati malene, a asteroid
se kretati u neposrednoj okolini centra libracije. Tim je ispunjena pretpostavka na
koju su se oslanjali prethodni raéuni.

Koordinate &, v asteroida su, kao $to to sleduje iz jednaéina (65), periodicne
funkcije vremena sa periodom T, pri éemu je

2n
= v; T:—r, (69)

v

it
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pa ¢e putanja asteroida biti jedua zatvorena kriva. Da odredimo tu putanju, za-
okrenimo nas koordinatni sistem &-n kojega pocetak lezi u uotenom libracionom
centru, a kojega su ose paralelne sa osama X, Y za ugao ¢, pa oznaé&imo nove ko-
ordinate sa &' i v/. Onda izmedu koordinata 2. i Z’, v/ postoji poznata veza:

"=Zcos¢g+7sing

] (70)
7 = —Esing +rcos.
Stavijajuéi (65) u (70), dobivamo:
&' = (a1 cos¢ + by sin @) cos vt + (a2 cosp + ba sin¢) sin vt (1)

N = (—a, sing + by cos¢g) cosvt — (aasing — by cos ) sin vi.
Uvedimo sada tri nove konstante M;, Ms, €1 odredimo, njih tri, i ugao ¢ tako
da te Getiri velicine zadovoljavaju ove cetiri jednacine:
aycos@ + bysing = A sine
—ay sing + by cos @ = Mssine

(72)
a3¢0s @ + by sing = AMj cose
a3 Sin @ — by cos = My sine,
onda dobivamo:
&' = M, sin(e + vt) -
(73)
! = M cos(e + vi).
t.j.
! nl
A = sin(e + vt); 7 = cos(e + vt).

Ako kvadriramo i saberemo ove dve jednacine, dobivamo:

N (AN 74
<Ml> +<A12> =1 ()

kao jednainu putanje asteroida. Ta je putanja elipsa. IKreéudi se po toj putanji i
ucestvujudi u rotaciji pokretnog koordinatnog sistema X-Y, asteroid vrda oko cen-
tra libracije koji je zbog toga dobio svoje ime. Takve elipticue putaje moguce je,
kao 3to to pokazuje detaljnije ispitivanje u koje se ovde ne mozemo upustati, po-
loziti oko svih centara libracije, kroz svaku taéku njegove okoline. Pri tome treba
inicijalne uslove podesiti tako da se asteroid kreée po svojoj putanji u obrnutom
smislu kretanja glavnih dvaju tela, a to zato 3to ée u takvom slu¢aju Koriolisova
sila biti naperena prema libracionom centru. Taj je centar. posto u njemu skalar Q2
dostizava svoj minimuni, a grad Q je naperen od njega. polozaj labilne ravnoteze,
pa bi se asteroid postepeno od njega udaljio kad ga ne bi Koriolisova sila odrzava-
la u njegovoj blizini i time ucinila njegovu putanju stabiluom.
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Sila poremecaja i njeno polje

26. Definicija i matematski izraz sile poremeéaja. Spomenuli smo,

govoredi o problemu dvaju tela, da se planete kreéu oko Sunca skoro sasvim

tako kao kad bi svaka od njih stajala samo pod dejstvom priviacue sile Sunca.
Slitno vazi i za satelite planeta, koji se kreéu skoro sasvim tako kao kad bi svaki
od njih stajao samo pod dejstvom privla¢ne sile svoje planete. Zato mozemo, i pri
strozijem ispitivanju kretanja tih nebeskih tela, poéi od rezultata dobivenih u pro-
blemu dvaju tela, pa ove rezultate postepeno modifikovati da bismo dobili taénu
sliku stvarnih kretanja. Pri tome je potrebno uvesti jedan nov pojam, silu poreme-
¢aja, do kojeg dolazimo na ovaj nagin.

Neka nam my, oznacava ono nebesko telo i njegovu masu ¢ije kretanje hoéemo da
ispitamo, a mg ono nebesko telo oko kojega se uo¢eno nebesko telo kreée skoro elipti-
¢nim kretanjem. Ako je my planeta, onda nam, dakle, mg pretstavlja Sunce; ako je
my satelit, onda nam mg pretstavlja njegovu planetn. Kad ne bi bilo drugih nebe-
skih tela sem tih dvaju, onda bi jednagina kretanja tela my bila, prema (13), §9, ova:

2

k Tk
M~ = —fmg(mo + m.;\.)ﬁ, (1)
gde t) oznacava vektor polozaja mase my, prema masi mg, a 1, moduo toga vekto-
ra. Zato je

d"’tk T

— = —f(mg + my)—. 2

= E @)

Uzmimo, za sada, jos jedno tre¢e nebesko telo m, u obzir. Njegovo prisustvo
poremetice kretanje nebeskog tela my, pretstavijeno jednacinom (2), zbog cega ée-
mo telo m; nazvati onim koje prouzrokuje poremeéaj, a telo m; onim koje podlezi
tom poremecaju.

Oznatimo sa t; vektor polozaja tela m; prema telu mg, sa [, vektor polozaja
tela m; prema telu m,, a sa pir moduo ovog potonjeg vektora. Ako R, odnosno
Ry.. oznacava vektor polozaja tela mg, odnosno tela my, prema jednoj nepomiénoj
tacki prostora, onda su jednaéine kretanja ovih dvaju tela ove:

AR, oty Ly
7 = —frumo—3 — foum,—
de? T 3
k plk

my
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d?R, Ty , T,
5— = fmrmoe— + fmame—.
de? 7 r?
Skratimo prvu od ovih dveju jednacina sa my. drugu sa mg, oduzmimo drugu

od prve, pa uzmimo u obzir da je

mo

dszk d2m0 _ dgtk

Me~Fo=ti gy - <
to dobivamo: & ,
s T ik T
el :—f(mo—l-m,\.)ﬁ~fm,-<—p—§;+,—_?—>. (3)

Vektor —1;/p3, moze se pretstaviti kao gradienat skalara 1/g;x. pri cemu tre:*-
ba m; smatrati za nepomi€no. a my za pokretno. Zaista. u tom slucaju su ekvi-
skalarne povrsine od 1/pi; lopte sa centrom u m;, gradienat stoji normaluo sa til'n
povrsinama, ima, dakle, pravac jediniénog vektora l; /pir. njegov moduo jednak je
izvodu —1/p% od 1/pik, pa je zato:

1 1 i L
grad— = = -5 -
Pk Pir Pk Pik

I vektor t, /13 moze se smatrati kao gradienat jedne skalarne velicine. Pitamo
li za gradienat skalara U, = vt /r3, smatrajuéi. pri tome. samo my kao 1)()1{1‘et,}10,
to dobivamo ovaj rezultat. Prema definiciji skalarnog produkta dvaju vektora, je

. ar; €T
L’i = —,; = 7
T "

gde x pretstavlja projekciju vektora vty u vektor t;. Pri obrazovanju gradienta tre-
ba r; smatrati za konstatno, pa je zato:

1
gradU; = 3 grad .
i

Ekviskalarne povrine od 2 su ravni normalue ne vektor »; pa zato grad z ima
pravac jedini¢nog vektora t;/r;, a njegov moduo je dx/dr = 1. Zato je

grad U; = grad

Tt 1 T,
3 ’ 3

Na taj nacin dobivamo:

1 Ttk ) ( [zk T, )
rad fm,; | — — = —fm;| = + —= ).
s (G0 o

Stavimo li, dakle,

f( 2 ) Z R, (4)
pik T
to dobivamo, mesto (3), ovu jednaéinu:
d’cp, Tk _
d:.,k = —f(mo + mk)—.‘; + grad, Ry. (3)
ol l"k

Indeks k pokazuje da pri obrazovanju gradienta treba samo tacku mj smatra-
ti za pokretnu.



%

82 : ** CHJIA IOPEMERAJA U H-EHO TIOJBE o [Tn.vI

Kad bismo mesto jednog jedinog tela m; koje izaziva poremeéaj imali njih (n—1)
itomy, ma,...,m, (my se ovde ne pojavljuje), onda bismo za Ry, dobili ovaj obra-

zac:
. I ur
Ry = fm(——— — —) (6)
2\
U gornjem zbiru ne pojavljuje se masa my.
U ovom novom sluéaju dobili hismo, mesto jednacine (5), n takvih jednaéina,
dodeljujuéi indeksu & redom numeriéke vrednosti 1,2,...k,...,n, dakle,

d2 T

Gz =~ fmo+mi)Z +erad R k=12...n. )
k

Uporedimo i jednacinu (2), koja vasi za elipti¢no kretanje mase m;, oko mase
mg, sa jednatinom (7), to vidimo da se ova jednatina razlikuje od prve samo pri-
sustvom svoga ¢lana

grad, R, = G;.. (8)

Vektor G nazivamo silom poremelaja ili silom perturbacije, a skalar Ry Sfunk-

cijom poremecaja ili funkcijom perturbacije.

27. Polje sile poremecaja i njegova primena u statitkoj teoriji

plime. Ako usvojimo ternimologiju opste teorije fizikalnih polja, mozemo

Njutnov zakon gravitacije izraziti i na ovaj naéin: svaki deli¢ m mase u va-

sioni izaziva jedno gravitaciono polje koje se iz okoline mase m §iri u beskonaénost
i koje je definisano vektorom:

§=-fo, (9)

gde f oznacava gravitacionu konstantu, r vektor polozaja uocene tatke polja pre-
ma masi m, a r moduo toga vektora. Stavimo li na uoteno mesto polja jednu ma-
su m', to se na njoj pokazuje gravitaciona sila
¥ ’
P = -5, (10)
t.j. masa m privla¢i masu m’ po Njutnovom zakonu. Vektor § pretstavlja, sli¢no
kao i u elektrostatskom polju, onu silu koja dejstvuje na jedinicu mase.

U stvari se polja svih masa koje se nalaze u vasioni medusobno superponiraju, pa
bi zato bilo moguée govoriti o jednom jedinom polju koje obuhvata celu vasionu. No
kako intenzitet F polja mase m opada sa kvadratom otstojanja r od te mase, to je
moguce oko svake mase m ograniéiti jednu oblast prostora u kojoj je intenzitet F po-
lja mase m proizvoljno puta veéi od intenziteta sile 3" 3: izazvane svim ostalim ma-
sama, tako da je u toj oblasti uticaj mase m toliko preponderantan da se, pri prvom
ispitivanju, samo ona uzima u obzir, kao §to je to uéinjeno u problemu dvaju tela.

Gravitaciono polje izazvano jednom jedinom koncentrisanom masom m, dakle
polje (9) zovemo radialnim gravitacionim poljem. Ono se moze, kao §to smo vide-
li, pretstaviti kao gradienat skalara:

m

I/szv,—-' (11)
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Ako se masa m' nalazi, sem mase m, pod uticajem jos jedne mase M koja izaz%—
va poremeéaj kretanja mase m’, pa ako se, kao §to je u prethodnom paragrafu uéi-
njeno, uzinu u obzir sve privlaéne sile koje dejstvuju izmedu masa M, m, m', onda
je masa m' izloZena, sem uticaju polja (9), jos i dejstvu gradienta polja Ri pret-
stavljenog jednacinom (4). U toj jednacini valja, prema oznakama koje smo sada
upotrebili, zameniti m; sa M, ¢, sar, a ako vektor poloZaja mase m prema masi M
ozna&imo sa a, onda treba u (5) staviti —a mesto t, a mesto r; staviti a. Zamenju-
judi jos oznaku [;; sa f, a pix sa s, dobivamo za funkciju poremeéaja ovaj obrazac:

R=fM<§+%3E>. (12)

Masa m’ nalazi se, dakle, pod uticajem gravitacionog polja koje je gradient ska-
lara:
U=W+R, (13)
t.j.
m 1 ar
T =f— M{=-+—). (14)
L fr +f <s+a3>
Ispitajmo osobine ovoga polja. Prema defeniciji skalarnog produkta dvaju vek-
tora, je

at =axr, (15)
gde x oznacava projekciju vektora r u vektor a. Zato je
i 1 :
U=f2 4 M- i (16)
r s a?

Ovo skalarno polje nastaje superpozicijom triju komponentalnih polja. Ekv?-
skalarne povrsine prvog od tih komponentalnih polja su lopte sa centrom u m, ekvy
skalarne povriine drugog komponentalnog polja su lopte sa centrom u M, a elcv.x-
skalarne povrsine treeg komponentalnog polja su ravni normalne na pravu koja
spaja mase M i m. Zato je rezultujuée polje skalara U simetri¢no prema toj pra-
voj, pa su njegove ekviskalarne povrsine rotacione povriine sa osom u toj pra.vo J-
Zato se pri ispitivanju toga polja moramo brinuti samo o meridijanskim presecima
tih ekviskalarnih povrsina.

Da izvedemo jednacine tih meridijanskih preseka ekviskalarnih povrsina, po-
stupi¢emo ovako. Kako je (sl. 13)

f =a+r, (l’)
to dobivamno, mnozeéi ovu vektorsku jednacinu skalarno sa samom sobom,
s2=a®+2(ar) + r2. (18)

Oznatimo sa v ugao §to ga vektor r zatvara sa vektorom g, to je, prema defe-
niciji skalarnog produkta dvaju vektora,

at = arcosv. (19)

Stavljajuéi ovo u (18) i (14), dobivamo:

m o o,
U= f% + f]\/[{(a" + 72 + 2arcosv)"V? 4+ pel cogv},
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t.

- M 2 7 -1/
L"=fﬂ+f— (1+T—+27—cosv) + Zeosv b (20)
T a a a

M

Crika 13

Ako se uotena tatka A polja nalazi u blizini mase m, onda je r/a mali broj
kojega vise potencije od druge mozemo zanemariti. Zato dobivamo, primenom bi-
nomskog obrasca,

2 . ~1/2 2 1 3 2 2
4 T 1/r 3 =5)\—3 r T
<1+—.,+2—~cosv =1-= 7—;+21—cosv +w ’—_7+2~Cosv
a* @ 2\ a? a 2-1 a? «
=11 e cosv + 3r? cos® v
- 242 @ 2 a? ’

Stavljajuéi ovo u (20) dobivamo:

B m M o1 72 .
U -_—f"‘—‘ +f— + .—f.M“?(3C052V—-1).
r a 2 a
Iz ovog izraza mozemo aditivnu konstantu fM/a ispustiti, posto ona ne utice
ni na gradienat polja ni na oblik ekviskalarnih povrsina koje dobivaino stavljajuéi
gornji izraz jednak jednoj proizvoljnoj konstanti. Zato mozeuio pisati:

2

U=f2 4 fM(3cos?v 1), (21)
r a
a za jednafinu meridijanskih preseka ekviskalarnih povrsina polja U dobivamo ovu:
1 1M .
-+ (3cos?v —1) =C, (22)

' 2mad
gde C oznatava jednu proizvoljnu konstantu.
Dobiveni rezultati imaju svoje primene u stati¢koj teoriji morske pline, sa ko-
jom éemo se sada upoznati.
U drugom odeljku ovog dela pokaza¢emo da nasa Zemlja privlaéi jednu spoljnu
masu m’ skoro sasvim tako kao kad bi celokupna masa m Zemljina bila koncentri-
sana u Zemljinom centru. Ako nam. prema tome, u nadim prethodnim obrascima
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m oznacava masu Zemlje koncentrisanu u jednoj ta¢ki, a A masu Meseca koncen-
trisanu, u otstojanju a od Zemlje, takode u jednoj taéki, pa ako ne uzmemo u obzir
centrifugalne sile prouzrokovane rotacijom Zemlje oko nujene ose i one, izazvane ro-
tacijom duzi a oko zajednitkog tezista Zemlje i Meseca. posto je uticaj tih sila na
pojavu koju ispitujemo bez osobitog zna¢aja, onda nam jednacina (22) pretstavlja
Jjednu od ekviskalarnih povrsina polja atrakeija Zemlje i Meseca, i to u neposrednoj
blizini Zemlje, posto smo pri izvodenju te jednacine pretpostavili da je r/a jedan
mali broj. Nalazeéi se u tom polju atrakcije, mora koja pokrivaju nasu Zemlju za-
uzece, pod dejstvom sila toga polja, onaj oblik pri kojem ogledalo mora pretstavlja
jednu od ekviskalarnih povrina toga polja. Samo u takvom slu¢aju je sila koja dej-
stvuje na proizvoljan materijalni deli¢ morske povrsine normalna na tu povrsinu,
pa nije u stanju da promeni njen oblik. Ta povisina bice, prema onome &to je na-
pred regeno, rotaciona povréina a njena osa biée prava koja spaja centar Zemlje sa
centrom Meseca. Kad ne bi bilo Meseca, onda bi ta povrsina bila lopta sa jednim
izvesnim radiusom ro, t.j. mesto jednacine (22). u kojoj bi valjalo staviti A = 0,
imali bismo jednatinu lopte. Usled prisustva Meseca, ta ¢e se lopta promeniti u je-
dnu rotacionu povrdinu koja neée mnogo otstupati od lopte, pa zato mozemo staviti

r=7y + h, (23)

gde h oznacava jednu malu veli¢inu. Zato je, primenjujuéi binomni obrazac i zane-
marujudi vise potencije maloga broja /rg,

1 1 AN h
l:-——:—(l-{-—L) =i<1——7). (24)
r 1‘0 + h ]-0 TO ,ro 7»0

Stavimo ovaj izraz u jednaginu (22) na mesto prvog ¢lana njene leve strane,
dok u drugom ¢lanu, malom zbog toga $to je /a malo, mozemo r zameniti direkt-
no sa 9. Na taj nacin dobivamo kao jedna¢inu morske povrsine:

1 ho 1AM 2
ro 3 2mad

Pri tome nam h pretstavija otstupanje morskog nivoa od lopte radiusa 7. Za
M = 0 treba prednja jednacina da dade h = 0, pa je zato:

(3cos®v—~1)=C. (25)

L_c
o
Stavljajuéi ovo u jednaginu (25), dobivamo:
1Mrd ,
h=— r—°(3coszv—1). (26)
2m ad
Upotrebom oznagenja
[ 4
Mo _ @7)
m a3
dobivamo: .
h= Sk(3cos®v —1). (28)

Ova nam jednacina pretstavlja presek povriine mora sa jednom od onih ravni
koje prolaze kroz centar Zemlje i centar Meseca. Taj preselk pretstavljen je u sl. 13
krivom ACBD A.
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Kako su koreni jednaéine
v; = +£54°44'8"

3cos’v—1=0:
{ vy = +125°15' 52",

to dobivamo ovo:
+k; v=0, v=180°
h= 0; V=V, V=
-3k v=£90°

To znati da u taékama A i B h dostizava svoj maksimum k, u tatkama P, P,
P3, Py, h je jednako nuli, a u tatkama C i D h dostizava Svoj minimum —%k.

Kada bi se Mesec nalazio u ravni Zemljina ekvatora, onda bi, uzimajuéi tu ra-
van za ravan slike, Zemljina osa stajala u taéki m normalno na tu ravan, a Zemlja
bi, posmatrana sa severa, rotirala oko te ose u smislu kao sto je to u slici nazna¢eno
strelicom, dok bi hidrosfera Zemljina, izduzena u praveu prema Mesecu. zadrzavala
nepromenjeni polozaj prema tom nebeskom telu. Zemlja i njeni kontinenti obrnu se
prema Mesecu za 25", pa bi zato svako mesto na ekvatoru Zemljinom obislo za 25"
celu konturu krive ACBD A4, t.j. proslo kroz dva maksimuma i dva mininmuma mor-
skog nivoa, pa dozivelo u toku dana dve jednake plime i dve Jjednake oseke. No Me-
sec se, u svome obilazenju oko Zemlje, udaljuje i priblizuje ravni Zemljina ekvatora
i tim dobiva cela pojava komplikovaniji tok, koji se nenja i tim kada se na povrsini
Zemlje udaljujemo od ekvatora. Sem toga izaziva i Sunce, svojim privlaénim dej-
stvom, nesto slabiju, ali sliénu pojavu morske plime koja se superponira sa onom iza-
zvanom Mesecom. Da bismo dobili jasnu sliku svih tih pojava, postupi¢emo ovako.

U nagim prethodnim rasudivanjima, pretstavlja a = 180° — v onaj ugao §to ga
radius uogenog mesta Zemljine povriine zatvara sa pravom naperenom prema Me-
secu. Taj je ugao, zbog toga, jednak zenitskom otstojanju Meseca z, pa je zato:

z=180° - v. (29)

Polozimo li kroz oba pola nebeske sfere i kroz trenutni polozaj Meseca na toj
sferi krug, to se deo toga kruga koji lezi izmedu nebeskog ekvatora i Meseca zove
deklinacija 3 Meseca, a onaj luk nebeskog ekvatora koji lezi izmedu proletnje tacke
i one tatke gde onaj prvi krug preseca nebeski ekvator zove rektascenzijom a Me-
seca. Zvezdanim vremenom 6 nazivamo éasovni ugao proletnje tacke. Izmedu ve-
li¢ina z, 3, @, B 1 geografske Sirine ¢ uocenog mesta Zenljine povrsine postoji, pre-
na osnovuim obrascima Sferne Astronomiije, ova jednaéina:

cosz = singsind + cos ¢ cosdcos(f — a). (30)
Kako je, zbog (29),
' cos? z = cos? v,
t.j.
3cos?v — 1 = 3cos? ¢ cos? 3 cos?(6 — )
+ 6sin g cos ¢ sin Scosd cos(6 — a) + 3sin® @sin®d — 1,
a posto je

1+ cos2(f—a)
5 .

cos?(6 —a) =
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to dobivamo:

3. -
3cosv—1= §coschcos28+ 3sin® gsin?§ — 1

3 . .
+ g sin 2¢ sin 28 cos(B — a) + 5 cos®pcos®Scos2(h—a).  (31)

Ovaj izraz valja staviti u (28) da bismo dobili plimu A izazvanu privla¢nim dej-
stvom Meseca.
Na isti nain dobivamo, ako sa M’ oznaéimo masu Sunca, a sa a' njegovo otsto-
janje od Zemlje, stavljajuéi
M' 7§ .
— L=y (32)
m a3

da je plima &', izazvana privla¢nim dejstvom Sunca pretstavljena izrazom:
1 ;
K= ;k'(Bcosl v—1). (33)

Sada treba u obrascu (31) a zameniti rektascenzijom Sunca, koju éemo oznaéi-
ti sa ', a & deklinacijom Sunca, koju éemo oznagiti sa §’. Celokupna plima

H=h+l, (34)

izazvana dejstvom Meseca i Sunca pretstavljena je, stavljajuéi

H = ;)3—k cos” pcos® cos 2(H — a) + gk’ cos? gcos? ¥ cos2(6 — ') (35)
3 . . 3 I . ' ‘'
H, = §k sin 2¢ sin 23 cos(f — a) + §k sin 2¢ sin 28’ cos(f — ') (36)
Hy =k <g cos® ¢ cos? § + 3sin® sin® § — 1)
+ k' <g cos” g cos? ' + 3sin gsin?§’ — 1), (37)

ovim obrascem:
H=H, + Hy + Hj. (38)

Najjate promenljiva veli¢ina u gornjim izrazima je zvezdano vreme 8. Ono na-
raste, mereno u lu¢noj meri, za vreme jednog zvezdanog dana za 2r, zato imaju je-
duostavue trigonometrijske funkcije od 8 periodu jednog zvezdanog dana, a funk-
cije od 26 poludnevnu periodu. Ostale promenljive veli¢ine, ekvatorske koordina-
te a, § Meseca i Sunca, menjaju se sporije; perioda Mesegevili koordinata je mesec
dana, a Sunéevil, godina dana. Kada njihovo menjanje ne bismo uzimali u obzir,
imala bi parcijalna plima H, poludnevnu, a plima H, jednodnevnu periodu. Ispi-
tajmo dejstvo promenljivosti tih ekvatorskih koordinata na ¢lanove H,, H,, Hs,
razmatrajuéi te ¢lanove svaki za sebe.

Kako je

cos2(8 —~ a') = cos[2(6 — a) + 2(a — o')]

=c0s2(8 — a)cos2(a —a') — sin2(0 - «) sin 2(a — '),
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to dobivamo:

3 . - 3 . ;
H; =cos2(6 — a) 5/; cos® g cos® § + 31\1' cos” g cos? ' cos 2(a — ')

~sin2(6 — a)gk’ cos” g cos? &' sin 2(« — o).
Uvedimo dve nove varijabilne a; i ;. definisane ovim dvema jednadinama:
3 2 2 3.0 2 2 81 ’ .
;kcos @Ccos”™ 8+ ;k cos” @ cos” &’ cos 2{a — a') = a, cos 2e
N B (39)
gk.’ cos” ¢ cos® 8 sin 2(a — o) = a, sin 2¢,,

to dobivamo:
H) = a)cos2(g; +6 ~a), (40)

dok nam kvadriranje i sabiranje jednaéina (39), odnosno njihovo deljenje, daje:

3 2 . ; . :
ap = 3 cos” @V/k2 cos® 3 + k2 cos? 8 + 2k’ cos? § cos? &' cos 2(a —a') (41)

_ k' cos? ¥’ sin 2(a — ')
" kcos?d + k' cos? ¥ cos2a — o)

tg 2e; (42)

Jednatinom (40) pretstavljena je percijalna plima H; jednom oscilatornom fun-
kcijom vremena, pri éemu su i amplituda a, i perioda T} oscilacione promenljive.
U argumentu funkcije pretstavlja 6 — o njegov glavni ¢lan; on naraste, posto se O i
a mere u protivnom praveu, za 2z za vreme dok se Zemlja obrne jedanput prema
Mesecu, dakle za 25", Zato T ima srednju vrednost od dvanaest i po Gasova, pa se
ove oscilacije nazivaju poludnevnima. Oscilujuéi tom srednjom periodom, amplitu-
da a; oscilacije H; se postepeno menja. Ona dostizava svoju maksimalnu vrednost,
usled promena rektascenzija a i o', kada je: cos2(a — o) =1, tj 2(a—a') =0
2(a — a’) = 360°, dakle za

a=a’; a=a’ + 180°.

U prvom slu¢aju nalaze se Sunce i Mesec u konjunkeiji, u drugom u opoziciji.
Oba ta slucaja nazivaju se sicigijama. Onda imamo ili mlad mesec ili pun. Tada
su talasi pline najveéi. Oni ée usled promena deklinacija & i 8 dostiéi SvVOj najve-
¢t maksimum kad cos® 3 i cos® 8’ dostignu svoju maksimalnu vrednost, t.j. ako, sem
gornje relacije, bude hilo

5 =0; d =0.

To se deava onda kad u doba ravnodnevnica imamo pun ili mlad mesec, a évo-
rovi Meseceve putanje nadu se u ravnodnevnicama. U doba sicigija, t.j. kada je
ispunjena relacija @ = o’ ili @ = o’ + 180°, je. zbog (42). ¢; = 0. U to doba do-
stizavaju poludnevni talasi plinie svoju amplitudu za cos 2(0 —a) = 1, t.j. kad je
2(6 —a) =0; 2(6 — a) = 360°,

f=a;  H=a+180"

To se deSava u doba gornje odnosno donje kulminacije Meseca.
Amplituda a; oscilacije H, dostizava svoju minimalnu vreduost za cos 2(a—a')=
= -1 2(a —a') = 180°%; 2(a — «') = 540°, dakle kada je
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a—a =90° a—do =270°

To se deSava kada se Sunce i Mesec nalaze u kvadraturi, t.j. u doba prve i po-
slednje Cetvrti Meseca. I tada je, prema (42), gy = 0 pa poludnevni talasi plime
dostizavaju svoju anmplitudu za 6 = a; 6 = 180° + a, t.j. u vreme gornje ili donje
kulminacije polumeseca, koja se deSava, u to doba, u 6" u jutro ili na vece.

U sva ostala doba, sem spomenutili dvaju, je €, # 0, a to znaéi da se kulmina-
cija talasa plime ne poklapa sa kulminacijama Meseca.

U svakom momentu opada, prema (41), amplituda «a; sa geografskom Sirinom
@, pa je najveta na ekvatoru.

Isto tako kao 3to smo parcijalmu plimu H pretstavili jednom oscilacijom pro-
menljive amplitude i faze, mozemo isto to uéiniti i sa parcijalnom plimom Ho.

Kako je:

cos(8 — a’) = cos(f — a) cos(a — a’) — sin(H — a) sin(a — o),

to dobivamo za Hs
K . 3., . ot ’
Hy = cos(f — a) 5 ~sin 2 sin 28 + 5K sin 2¢ sin 28’ cos(a — o)
. 3 s ,
— sin(6 — a) 5" sin 2¢ sin 28’ sin(a — o).
Uvedimo dve nove varijabilne as i 2, definisane ovim dvema jednacinama:

3 . . 3., . .
3k sin 2¢ sin 28 + 5 k' sin 2¢ sin 23’ cos(a — o) = az cos e,

3., . . . .
§k' sin 2¢sin 23’ sin(a — o) = as sin ey

ili ovim dvema koje dobivamo kvadriranjemn i sabiranjem odnosno deljenjem pre-
dnjih dveju jednaéina:

ay = % sin 2<p\/k'-’ sin? 25 + k'% sin® 25/ + 2k’ sin 28 sin 28’ cos(a — ') (43)

to e — k' sin 28’ sin(a — o) (44)
852 = Tsin 25 + & sin 25 cos(a —a’)’

Sada dobivamo za H,
Hy =asxcos(es + 6 — a). (45)

Amplituda as ovih talasa, koja se menja vremenom, obi¢no je manja od ampli-
tude ;. Ona sadrzava: mesto cos? 5, cos®d’ funkcije sin 23, sin 28’. Kako deklina-
cija Meseca lezi u granicama —28°36" < 8 < +28°36', a deklinacija Sunca u grani-
cama —23°27 < &' < 4+23°27, to je

—0,841 < sin23 < +0,841;
+0,771 < cos? 8 < +1;

—0,730 < sin 2%’ < +0.730
+0,842 < cos? ¥ < +1,

pa su zato ¢lanovi izraza (41) obiéno veci no oni izraza (43).
Srednja vrednost periode parcijalne plime H, je, posto je glavui ¢lan argumen-
ta 6 —a, 25"; zato se njeni talasi zovu jednoduevni.
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Amplituda a te jednodnevne parcijalne plime dostizava, u koliko to zavisi od
rektascenzija, svoju maksimalnu vrednost kada je « —a’ = 0, t.j. « = o, dakle u
doba mladoga meseca, a svoju minimalnu vrednost kada jea—ao = 180°, dakle u
doba punog meseca. U oba je sluaja, zbog (44), €2 = 0, ¢as plime poklapa se sa
kulminacijom Meseca. U koliko to zavisi od deklinacija, dostizava a, svoju maksi-
malnu vrednost kada su one najveée. Dnevna oscilacija ne pojavljuje se, zbog fak-
tora sin 2¢ u (43), na ekvatoru i na polovima Zemlje nikada, a na ostalima je Siri-
nama jednaka nuli kada je § = 0, 3’ =0, t.j. kada Sunce i Mesec produ, u isti mah,
kroz nebeski ekvator.

Parcijalna plima Hs sadrzi samo kvadrate trigonometrijskik funkcija od & i 3,
pa zbog toga dostize ona istu visinu za pozitivne i negativne vrednosti deklinacije
Meseca odnosno Sunca. Zbog toga je njena perioda, u koliko zavisi ona od 3, pola
meseca dana, a u koliko zavisi od &, pola godine. Ona je u okolini ekvatora, zbog
saopstenih granica izmedu kojih variraju & i &', uvek pozitivna; to je srednji nivo
mora visi no §to bi bio bez privia¢nog dejstva Meseca i Sunca.

Staticka teorija obulivatila je sustinu pojave morske pline. Ako talase morske
plime, opazane na licu Zemljinom, razlozimo u jednostavne harmonijske oscilacije,
onda se periode tih oscilacija poklapaju sa periodama elipti¢kog prividnog kretanja
Sunca i Meseca i periodama svih njihovih nejednakosti, izazvanil medusobnim po-
remecajima. Najjate morske plime opazaju se, zaista, u doba sicigija, a najslabije
u doba kvadratura. I dnevna oscilacija usko je vezana na deklinaciju Sunca i Mese-
ca. U nabrojanim pojavama postoji saglasnost izmedu teorije i stvarnosti. No ina-
¢e ima velikih razmimoilazenja. Po statitkoj teoriji plime, a prema jednacini (28),
razlika izmedu maksimalne i minimalne vode 3to je Mesec moze da izazove bila bi
H =k — (~3k) = 3k, a ona §to je Sunce moze da postigne H' = 3k'. Celokupna
razlika izinedu najniZe i najvise vode bila bi -g-(k + k). Koristeéi se obrascima (27)
i (32), dobili bismo, posto je

— To 1 To 1 M 1 M
70—63/11\111, ?—m,
svega 0,78m kao najvecu plimu postignutu Suncem i Mesecomn. Stvarno postignu-
te plime su, medutim, daleko vece, a isto se tako opazena vremena najvise i naj-
nize vode ne podudaraju sa onima 3to ih daje stati¢ka teorija. Uzrok je tomu taj
8to more, sledujuéi svojim ogledalom promene ekviskalarnih povrsina poremeéaja,
svojim zamahom daleko ih prekoracava. Zato morska plima nije hidrostatska po-
Jjava, no hidrodinamiéna. Tu pojavu obuhvatila je, dobrim delom. i kvantitativno,
tek dinamitka teorija plime koja izlazi iz okvira ovoga dela.

— = — —_ = — = 322000,
a 23480 m 82 m 3

I'mABA CEOMA

e Y —

Metod varijacije konstanata u jednatinama
kretanja nebeskih tela

28. LagranZov metod varijacije konstanata. Videli smo da za ne-

poremeceno kretanje planete ili satelita vazi jednacina (2), §26, a za pore-

meceno jednacina (7). Izbacimo sada indeks k, koji postaje izlisan, to te dve
jednatine dobivaju ovaj oblik:

d?c t
@ = —f(mg + 771);3 (1)
d2
(E‘:) = —f(mg + m);}—;— + grad R. (2)

U jednagini (2) smo stavili levi élan u zagradu da bismo na taj nacin oznacili
da se on odnosi na poremeéeno kretanje.
Integral jednatine (1), poznat iz problema dvaju tela, moze se simbolicki pret-
staviti sa
r:F(t,to,Do), (3)
gde t pretstavlja vreme, to vektor inicijalnog polozaja planete, a vy njen inicijalan
vektor brzine. Ovim simbolickim oznaenjem ne mislimo da kazemo da se r moze
vektorskim operacijama izvesti iz tg, bg i £, nego samo to da se koordinate z, [T
vektora t, mogu izraziti pomocu koordinata wxg, yo, zo vektora rg, koordinata v,
vz, vz vektora v i pomocu vremena t. Mesto ovili Sest koordinata mozemo upo-
trebiti Sest drugih skalarnib konstanata ¢y, ¢y, cs, ¢4, 5, cg pomoéu kojih se moze
izraziti vektor polozaja t neporemecenog kretanja, pa zato pisati:
t= F(t,c1,ca,c3,C4,C5,C5). (4)
Sluze¢i se racunskim jednim postupkom koji je Lagranz usavrsio i nazvao me-
todom varijacije konstanata, mozemo gornji obrazac smatrati i kao integral jedna-

cine (2) ako samo konstante c), ¢, 3, ¢4, €5, Cg SMatramo za funkcije uy, u2, us,
Uuq, Us, Ug VIemena t, pa stavimo

Ut
~—

= F(t,u1, w2, us, uq, us, ug), (8

gde uy, us, uz, u4, us, ug pretstavljaju funkcije vremena.
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Ovakvim postupkom mogli bismo ¢ pretstaviti kao funkciju vremena na besko-
natno mnogo nac¢ina kad ne bismo funkcije v podvrgli izvesnim uslovima. Vektor-
ska jednacina (5) ekvivalentna je trima skalarnim pa zato mozemo, po slobodnom
izboru, odabrati tri takva uslova koji ée se, kao 3to éemo videti, moéi obuhvatiti
jednom jedinom vektorskom jednaginom.

Kako u1, ua, us, w4, us, ug valja smatrati za funkcije vremena, to je izvod od
(5) po vremenu pretstavljen ovim obrascem:

t=0
d a du;
(d:) F(t Uy, U2, U3, Ug, Us, Ug) + E F(t, ul,uz,u.g.u.4,'u5,uG)E. (6)

Podvrgnimo sada funkcije uy, us, usz, ug, us, ug nagoveitenoj vektorskoj uslov-
noj jednacini:
=6

a du; .
ZB F(t,uy,uz, uz, g, us, ug) dtl =0. (7
Tim uslovom zahtevamo ovo. Iz jednatina (6) i (7) sleduje:
de a
(;E) = aF(t,ul,’lL2,1L3,U4,’lL5,1.LG). (8)

Smatramo li numericke vrednosti od wy, ua, us, u4, us, ug koje odgovaraju je-
dnom odredenom vremenskom momentu ¢ za konstante, to se putanja

v = F(t,ug, us, uz, ug, us, ug), up, U2, U3, Ug, Us, Ug = const., 9)

izra¢unata sa tim numerickim vrednostima, zove se neporemedena putanja trenu-
tka t. Iz prednje jednatine sleduje, diferencijacijom po ¢,

1 1]
= = ZF(t, ur, w2, u3, g, s, Ug), (10)

dt ~ ot
dr dr
dry) _ dc 11
(dt) dt (11)

Postavljenim uslovomn zahtevamo, dakle, da u uoéenom trenutku ¢ neporeme-
¢ena i poremecena putanja imaju isti vektor brzine, t.j. da se dodiruju.

Ponovna diferencijacija jednacine (8) po vremenu, u kojoj treba veli¢ine u sma-
trati za funkcije vremena, daje:

d? 9?
(th) =on F(t up, Uy, U3, Ug, Us, Ug)

dakle iz (8) 1 (10)

+ IEG —82 F(t, uy,u Uq, Us, Ug) : (12)
L U, U2, U3, Ug, Us, U . 2
1 alliat ) U1, 2. U3 4 5 6 (lf

Sada mozemo. posto ne postoji vise opasnost nesporazuma, u (7) i (12) za
F(t. w1, w2, u3,ug, us, ug) staviti obrazac (4) u kojem valja veli¢ine ¢;, ¢3, c3, ¢4, Cs,
¢ smatrati za funkcije vremena. Na taj natin dobivamo ove dve jednacine:

dt dc1
= 13
Z c')c1 dt 0 (13)
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2 .
a7y _ 2 o ey (14)
de? ar’ 8ci dt
Pri tome smo, zbog jednostavnijeg pisanja, stavili t/dt = t.

Stavimo li u (14) obrasce (2) i (1), pri temu je ovaj potonji, posto se u njemu
¢ smatraju za konstante, jednak 9c/dt?, to dobivamo:

=6
ar dc
— 2 =g . 15
3 2 @t =grad R (15)

Obe vektorske jednacine (13) i (15) mogu se zameniti sa 3est skalarnih jedna-
¢ina pomoc¢u kojih se mogu izracunati vremenski izvodi
dC1 i dCz . dC3 . dC4 . dC5 . dCs
dt’ dt’ dt’ dt’ 4t dt
svih Sest elemenata. Taj ratun moze se uprostiti ako drugu od spomenutih jedna-
¢ina pomnozimo sa dr/dci, a prvu sa —dt/dci, pa obe jednaéine saberemo. Na
taj nacin dobivamo:

ac 2 ot de; It = It dg dr
ac, zla_cl'ﬂ_ Zac, & = ac, B4
t.j.
=0 .
de 9gt  Jr It \dc dt
Bt S A LR 16
; <3q dci ey ack) dt O grad (16)
Uvedimo ova simbolicka oznacenja
v 9t  Ir It
e s = [k 17
dcr O¢i  Jei e [k, 1] (an
i uzmimo u obzir da je
dt OR
g  — 20 18
2, grad R 2 (18)
to mozemo jednacinu (16) zameniti ovomn:
= dc OR
* = eem—— 19
Z: (k, z] er (19)

Ova jednacina vaziza k = 1, 2, 3, 4, 5, 6, pa zato dobivamo ovih 3est jednaéina:

dCl dCQ dCG OR
1,2] -2 4 - . -
1, 1] +[ , ]dt +---+ (1,6 il
dcl des dcs IR
2 —_ 2 1l . = —_— E
[ 1] + [‘ 3 dt + ["’6} dt 862 (20)
des  OR
6, 11 L+ 6, 91 +o 4 [6,6] =2 =

dt ~ dcs
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29. Osobine LagranZovih zagrada. Izrazi definisani jednaginom (17),
t.j. jednaginom ) )
iy = 2L 08 br 0t e
dcr, O¢i e Oy
zovu se Lagranzove zagrade. Oni pretstavljaju, u smislu vektorske analize, razliku
dvaju skalarnih produkata od po dva vektora, zato su Lagranzove zagrade skalar-
ne veli¢ine, isto tako kao $to nam i izraz (18) pretstavlja jedan skalar.
Lagranzove zagrade imaju ove znacajne osobine. Iz njihove definicione jedna-
¢ine (21) sleduje, pre svega, da je

[k, k] =0, (22)
dakle
(1,11 =1[2,2] =[3,3] = [4.4] = [5.5] = [6,6] = O,
a sem toga,
[t. k] = —[k, 1) (23)
Zbog toga se broj razli¢itih kombinacija {i,k}; i = 1,2,...,6; k =1,2,...,6, ne
uzimajuéi u obzir njihov znak, redukuje na petnaest.
Diferencijacijom izraza (21) po vremenu t, a upotrebom oznalenja t za drugi
izvod v, dobivamo:
dfk,i] _ ov ot dr 9t 9t 9t 9Jr O¢F
dt - aCk ac,‘ 8ck (9(21‘, aC,‘ 8ck 6ci 60;; ’

t.
i) _ 0x 0 oc 0% 24
dt e de;  Oci Oy,
Iz (1) sleduje:
t=—f(mg+ 771);%— = gradU, (25)
pri ¢emu je, kao 5to je lako uvideti,
U = f(mo + m)% (26)
pa zato dobivamo mesto (24)
dfk.d] _ 9v dgradl  9r dgradl (27)
dt - aC‘k (907 aCi ack ’

Kako je

g ( dc & Ocv  OgradU
— | z—gradl ) = ad U7 + —  ———
( . gra ) 8c,~6ck gra + aCk aCi

9 [ dc . & dv JgradU
22 eradl — T o T I = et
dcy. (861- gra /> dc;0cy grad U + de, dc,

to dobivamo oduzimajuéi drugu od ovih jednacina od prve i uzimajuéi u obzir (27)

ki a [ e o (or
dt dc; (8ck gra ) dcy (301' gra )
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Sem toga je U 5 ou
It t .
—_— T = — —oradl = —
ey gradU dcr’ dei gradl dci

pa zato dobivamo

dfk,i] _ @ (oU\ _ @ (gg) —o (28)
dt 8c,» a(_‘k ack aCi

Ova jednaina kazuje da su izrazi [k,7] nezavisni od vremena, pa se zato mogu
izratunati iz inicijalnih uslova ili iz stanja kretanja u kojem drugom proizvoljnom
trenutku vremena.

30. O izboru konstanata za varijaciju. U prethodnim rasudivanjinta
nije uéinjena nikakva ograni¢avajuca pretpostavka o konstantama c za va-
rijaciju, sem te da se pomo¢u tih konstanata moze jednoznacno pretstaviti
vektor t neporemeéenog kretanja, definisan jednacinom (3). Kad bismo za te kon-~
stante odabrali koordinate vektora polozaja to i vektora brzine vg bilo kojeg odre-
denog trenutka t = to, t.j. kad bismo stavili
01 =To; Ca=yo; €30 Ca=vn G =vy =i (29)
onda bi tok ra¢una bio ovaj. Kako je
t=t0; Tt =1p, t:to
i kako se Lagranzove zagrade, nezavisue od vremeila, mogu izracunati stavljajuci
t = to, to bi one, u ovom slu¢aju, bile pretstavljene obrascem:
. Otg Ot 9ty Ot
ki) = 2% Zf0 _ Cf0 R0 (30)
der, Oc;  9Oc; Ock
Polozimo u masu ng, dakle u Sunce ako m pretstavlja planetu, sto ¢emo, clfl
bismno imali konkretan slu¢aj pred sobom, pretpostaviti, pocetak O naseg kf)q;clx-
natnog sistema X-Y-Z, kako je on bio definisan u §§10 i 13, i oznacimo jedinicne
vektore u pravcu tih koordinatnih osa sa np, na. n3, to je:
to = ZoNy + YoMz + ZoN3 (31)
to = viny + v2n2 + v3ng,
dakle zbog (29)
8\?0 ato af() (91:0 _ 8r0 _ 8:0 -0 (32)

G " Be " B Y Be dcs des
dtg _ 9 _ o 0% - 9% Ot 0% _, (33
A R TR SR P

0Od petnaest Lagranzovih zagrada, definisanih u proslom paragrafu, (lobivamf),
stavljajuéi (32) i (33) u (30), zbog poznatih osobina skalarnih produkata jedini¢nih
vektora:
(ngm) = (namy) = (ngn3) =1, (nyn9) = (nanz) =(nzny) =0,
samo trt LagranZove zagrade razlic¢ite od nule i to:
[1,4] = -[4,1] = 1; 2,5] = ~[5.2] = 1; [3.6] = ~[6.3] = 1. (34)
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Zato se jednadine (20) redukuju na ove:
dey SR dey _ OR
dt 8cy’ dt da
d __OR  des _ OR
dt dcs' dt ez
deg OR dcg OR

it =~ o @t - taa

Integracijom ovih jednatina dobili bismo koordinate z¢, g, 2o, vektora tg i ko-

ordinate vy, v, v3, vektora tg kao funkcije vremena, pa bi zato bilo:

v = fi1(t); to = fat),
a tim bi, kao 3to je pokazano u problemu dvaju tela, bio odreden vektor poloZaja
t poremecenog kretanja mase m u svakom trenutku ¢.

Ovaj izbor konstanata c nije, da sada, na§ao primene u ra¢unu planetskih po-
remecaja koji se uobicajeno pretstavljaju pomoéu elipticnih elemenata definisanih
u §13, jer je veza izmedu tih elemenata i gornjih konstanata ¢, kao §to smo videli u
problemu dvaju tela, dosta komplikovana. Uvedu li se, naprotiv, tako zvani kano-
nicki elementi, vezani sa elipti¢nim elementima ovimn jednaginama:

flmg + m)
B 2a

cs = v/ f(mo + m)a(l - €2) cosi; c6 = v/ f(mg + m)a(l — e2),

onda se, upotrebom Jakobi-Hamiltonovih kanoniénih jednagina i metodom varija-
cije konstanata, dobivaju, za odredbu zavisnosti kanoni¢nih elemenata od vreme-
na, jednacine koje su identi¢ne sa (35). Kako je veza izmadu tih kanoniénih ele-
menata i elipti¢nih elemenata veoma jednostavna, to se, tim naéinom, moze lako
odrediti zavisnost elipti¢nih elemenata od vremena. Ovaj metod pretpostavlja po-
znavanje postanka, prirode i upotrebe kanoni¢nih jednagina, pa pretstavlja za nas
jedan zaobilazan put. Zbog toga ¢emo, klasi¢nim Lagranzovim metodom, izvesti
direktnim putem jednacine koje odreduju zavisnost eliptiénih elemenata od vieme-
na, sluzedi se, pri tome, alatom vektorske analize.

Upotrebimo li elipti¢ne elemente, nabrojene u (73), §13, pa zamenimo li ele-
mente II i € pomoéu jednacina (69) i (73), §13, t.j. pomocu

w=1I-Q; e=1II —-nt (36)

1= —7 c2 =§) c3=11-Q; C4 =

elementima w i 7 ili, stavljajuéi, za sada, jednostavnosti radi,

X = —nT t.j- e=II +x, (37)
elementima i x, to mozemo primenjene elemente grupisati u ove dve grupe:
() 2,4 o
T (38)
) a, e x.

Elementi Qi7 grupe (o) odreduju, kao §to smo videli u problemu dvaju tela, je-
dnoznacno ravan planetske putanje, a elemenat  iste grupe daje nam longitudu pe-
rihela merenu od uzlaznog ¢vora, dakle polozaj velike ose elipse planetske putanje.
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Elementi a, e, x grupe () daju nam oblik te elipse i potrebne podatke o k}'etimju
planete po njoj. Upotrebimo, sem veé primenjenog koordinatnog sisFel}la X-Y-Z,
koji smatramo nepokretnim, jo§ jedan drugi. pokretni, koordinatni sistem &<
(sl. 14) kojega se potetak poklapa sa pogetkom prvoga, a kojega ravan I pad.a ura-
van planetske putanje, pri ¢emu osa & neka bude naperena prema perihelu; ta].kf)f)l'-
dinatni sistem neka bude, kao i svi dosadanji. engleski. Oznagino sa i, j, ¢ jedlmcne:*
vektore u pravcu osa ovog drugog koordinatnog sistema, to nam skalarni produkti

(im), (im2), (ing); (im), (m2), (ims): (Emy), (Emy), (Eng)
pretstavljaju kosinuse uglova 3to ih zatvaraju izmedu sebe koordinatne ose &, 1, &,
X,Y, Z.

Z
7
7
/
/
/ )
ol 2.
[Aaed |
!
IS =
[ “
En.
( 2 A
& .y 2)
3 1)
X\ o
/ § Ty D) qb
/. 3
& i
131 0
wny
©
Q 3
X
CrnuKaA 14

Iz sl. 14 sleduje primenoin obrasca cos¢ = c0s @ cos b+sin asin b cos C sferne t‘f"
gonometrije da su ti skalarni produkti izrazeni pomoéu elipti¢nih elemenata ovim

obrascima: ) ) )
(im) = cosQcosw — sin Wsinw cos?

(iny) = sin2cosw + cos 2 sin w cosi

(ing) = sinwsin

(i) = — cossinw — sin§ cos w cosi

(jny) = —sin Qsin w + cos 2 cos w cosi (39)
(ing) = coswsint

(€n;) =sinNsint

(Eny) = —cosNsini

(En3) = cosi.
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Oznagimo koordinate trenutnog polozaja planete u nepokretnom koordinatnom
sistemu sa ¥, y, z, a u pokretnom koordinatnom sistemu sa &, 1 posto je { = 0, jer
se ravan planetske putanje poklapa sa ravni &-v, to je:

t=zxn +yny + zng (40)
t=&i+nj. (41)

Mnozeéi vektorsku jednacinu (40) skalarno sa ny, a zatim sa ny odnosno sa ngz,
dobivamo:

(tm) = (tng) = ¥; (tn3) =z (42)
Zato je
t= (tng)n; + (tn2)ny + (tng)ng. (43)
Stavljajuéi u ovu jednaginu mesto t, jedno za drugim, i, j, € dobivamo ove tri
jednagine:
i= (i rl1)“1 + (i l‘lg)l‘lz + (i l‘l3)l‘l3
j=Gnon + (Gn2dng + (jng)ng (44)
€= (Eny)n; + (Eny)ng + (Eng)ng.
Mnozedi ove izraze samim sobom odnosno medusobno i vodeéi racuna o spo-
menutim osobinama jediniénih vektora, dobivamo:

(i l'll)2 + (il‘lg)z + (il‘l3)2 =1
(m)?+(Gn2)? +(ing)? =1 (45)
(Eny)? + (Eng)? + (Eng)? =1,

(in)(Gny) + (in2)(ine) + (ing)(jng) =0
(Gm)(Eny) + (Gn2)(En2) + (jng)(Eng) = 0 (46)
(Eny)(ing) + (Eny)(ina) + (Enz)(ing) = 0.

Posto je, po prirodi jedini¢nih vektora, i = [j €]; j = [ti]; € = [ij], to dobivamo,

stavljajuci ovamo obrasce (44), mesto prve od ovih jednacina, a koristeéi se pozna-
tim obrascem za vektorielni produkat,

n ny ng
(ing)ny + (in2)na + (ingdng = [(ny)  (jne)  (jng)
(Eny) (Eny) (Eng)
Ova vektorska jednatina raspada se, skalarnom multiplikacijom ny. ny, n3, u tri
skalarne pa na taj nacin, primenjen i na ostale dve od gornjih jednacina, dobivamo:
(iny) = (jn2)(Eng) — (ing)(Ens)
(in2) = (jn3)(Eny) — (jny)(Eng)
(ing) = (jni)(Ena) — (jny)(Eny)
(in1) = (Enz)(ing) — (Enz)(iny)
(in2) = (Eng)(iny) ~ (Eny)(ing)
(ins) = (Eny)(inz) — (Eny)(iny)

(47)
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(Eny) = (in2)(jn3) — (ing)(jn2)
(Eng) = (ing)(jny) — (im)(ina) (47)
(Eng) = (ing)(in2) — (in2)(j ).

mnozeéi jednacinu (41) skalarno, redom, sa ny, nz, ng, a uzimajuéi u obzir (42), do-

bivamo: )
z=&(im)+n(n)

y=¢(inz) +7n(jn2) (48)
z=&(in3) +n(jns).
Stavljajuéi ovo u (40) dobivamo:

v={&(in) +n(im) g + {E(inz) +q0n2)}n2 + {E(ins) + n(ins)fns.  (49)

Sve veli¢ine u zavijenim zagradama ovog obrasca valja izraziti pomocu el?pFi—
énih elemenata. Za skalarne produkte koji se u njima pojavljuju, to je ve¢ ucinje-
no obrascima (39) iz kojih sleduje da ti skalarni produkti zavise samo od elem.ene'm-
ta £, 4, © grupe (a), (38). Ostaje jos da izrazimo koordinate & i v pomocu eh})tv
¢nih elemenata. U §12 pokazano je da su koordinate planete obzirom na koordina-
tni sistem, pretstavljen slikom 7, ove:

T = acosu; y=bsinu =av1-e?sinu.

Pomerimo li taj koordinatni sistem, da bi se poklopio sa koordinatnim siste-
mom &-v, definisanim malocas, paralelno do zize S, dakle u pravcu ose z za ea, to
¢ée koordinate & i n biti pretstavljene ovim obrascima.:-

¢ =a(cosu — e); n=aV1-e?sinu. (50)

Pri tome je ekscentri¢na anomalija u pretstavljena kao funkcija vremena ¢ Ke-
plerovom jednaéinom (62), §12, ili, zbog (37), ovom jednacinom:

u—esinu = nt + x. (51)
Srednje kretanje n dato je jedna¢inom (63), §12, ili, ako staviino
f(mg +m) = K2, (52)

jednatinom ‘
n=Ka 3 (53)
Prednjim obrascima pretstavljene su koordinate & i n elementima a, e, x, fial-:lle
elementima grupe (f), (38) ¢ime je sve pripravijeno za izratunavanje Lagranzovih
zagrada.

31. lzratunavanje Lagranzovih zagrada elipti¢nih elemenata.
Lagranzove zagrade elipti¢nih elemenata definisane su obrascima
dr 9t Or Ot

2 AR A (54)
[k’l] ack c’)cl 3c,- Bck

v={&(im) +nGn)ing + {EEn2) + n(in2) tne + {E(ing) +n(ing) fng,  (55)
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pri emu su skalarni produkti jedini¢nih vektora pretstavljeni kao funkcije elipti-
¢nih elemenata grupe (@) jednacinama (39), a koordinate £ i v kao funkcije elipti-
¢nih elemenata grupe () jednaginama (50) i (51). Pri obrazovanju izvoda 8t/dc,
da bi on bio stavljen u obrazac (55), od presudnog je znataja da li elipti¢ni eleme-
uat ¢, odnosno ¢; pripada grupi («) ili grupi (B). Pripada li taj elemenat grupi (a),
Sto éemo oznatiti sa c., onda su koordinate £ i  nezavisne od njega, pa je zato

at 6(1!11) A(jny)
E {E 3(:, TI acz }nl
a(i B(jn; i j

Pripada li taj elemenat grupi (£), to éemo oznagiti sa ¢3, onda su skalarni pro-
izvodi jedini¢nih vektora nezavisni od njega, pa je zato

It oZ . On .
E = {B—C;('nl)+c?—c;(1nl)}nl
& . on . xk .
+ {ac;; &;()ﬂz)}nz'F{a—c?(ms)‘F

Pri obrazovanju izvoda 9t/dc valja imati u vidu da samo koordinate & i n za-
vise od vremena t, pa se zato taj izvod dobiva ako u preduja dva obrasca & i n za-
menimo sa & odnosno sa 7.

Imajuéi prethodno i poznate osobine jedini¢nih vektora u vidu, dobivamo da
Ce, ako oba elipticna elementa pripadaju grupi (a), njihova Lagranzova zagrada,
koju ¢emo oznatiti sa [k,, 2., biti pretstavljena obrascem:

g—;(i".z)}ns- (57)

e Aim) O(Gm) O(im) A(m)  d(ins) (jna)
(ke 2] = (€ Y]E){ dci, dc; dc; dcy, dcy; dc;
dinz) I(imy)  A(ing) A(ing) B(ing) I(jng)
B dc; . Acy, + dey, ’ de, dc; - dcy, } (58)

Pripada li elipti¢ni elemenat ¢, grupi (a), a elemenat ¢; grupi (), onda je nji-
hova Lagranzova zagrada pretstavljena obrascem:

98 . 5% (iny) . O(in, . i
[kl”i?]:(ic’)z —Eac){( n) ( + (iny) gck')+(1n3)agctg)}

+(nge i ){( 2m) (1n.>)—agc“2’+(i SEas:

7 k ‘&
22} o} in in. i

+(s.§2 : "){( 2o on.z)——f’g:)+on3)f’g;§>}.
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Obrazujemo li izvode jednaina (45) i (46) po cx, dakle po elementu grupe (),

to dobivanio:

() 2508 4 (i) 2572 1 1y 2578 — 0
672908 4 5y) 2072 - g 2520
() 208 | (1) 2UT2) ) 200)
+(m) 6(6 +(n 6(‘“’ +(n agc‘:j) -
Zato dobivamo za Lagranzovu zagradu [k, i5] ovaj obrazac:
R G )
.{(;nl)ﬁ%ﬂjng)ag:)+(jn3)‘%':ﬁ}. (59)

Pripadaju li oba eliptiéna elementa ci i ¢; grupi (§), onda je njihova Lagranzo-
va zagrada pretstavljena obrascem:

o o (26 06 B
[’ Z’]— 86;, dc;  Ocy;
460 o0 _On,
dc,, Jde;  Oc;
68 o &
+ Ba ac.- Bci
AGm)2Gm)?
dakle, zbog (45) i (46), obrascem:
% &’ &
ket = 5er e~ e

Iz jednacina (50) sleduje:

dg

&= a = —asmua}f;
a iz jednacine (51)
du du
3 ey = n,
Zato je .
B nasinu
cT T1-ecosu’

1
a%?)ﬂim)z

){(Jm

dex

+ (in2)?(jn2)? + (in3)*(ing)*},

E)ck

n=

+ (ing)*}

)nz) +(jn3)’}

2_5_._01___._

86,‘ ack c’)ck 36,‘

5—62 aCi E)ci BC—;\

du
dn =av1 - e? cosu—,

dt dt

du n
dt ~ 1-—-ecosu’

nav'1l —e? cosu

1—ecosu

(61)
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Jednatine (50) i (61) daju:

.. . na®V1—e?
h-nt =

Tosce [(cosu — e) cosu + sin? ],

t.j. imajuéi u vidu (53),

En—nf=na?y/1-e? = K+/a(1 - e2). (62)

Pripada li elemenat ¢; grupi (), kao 3to je to u obrascu (59) pretpostavljeno,
to sleduje iz prethodne jednacine:

O (g sy _gOM _On B % 0/a(lI-e2)
Jde; (& —nd) = E@ci 8c; n@ci + ”a_ci =k dc; ’ (63)

Stavimo li (62) u (58), a (63) u (59), to dobivamo mesto (58), (59), (60) ova tri
obrasca:

. 2./ 2J06(m) a(Gim) d(iny) 9(Gny) Bling) d(jny)
kz 2] =1 2 —e? . - . .
[kay2a] = na®V1 ~ e { dci ac; ac; ey, + ey, ac;

_ a(lﬂz) . 6() ng) + 6(1“3) . 6(]1’13) _ a(‘ nB) . a(’ 113) (64)
dc; dcy. dey. de; dc; dck

— | | .
ois = = ) E0) 1y 200 1 0y L)

i

) % & & % on oy om o
v el = — s — - 2 —_ = - L, —_— 66
(ks 2] dci. ey dc; ey, + dc 9¢i  de; ey’ (66)
definitivno uredena za izradunavanje Lagranzovih zagrada elipti¢nih elemenata.
Pristupimo sada tom izraCunavanju!
Iz (39) sleduje:

Q

(ing) d(iny) d(ing)

50 = —(iny), a0 - (iny), a0 0 (67)
oo gy, M)y, o) _ o
a(inl) _ (, n]), (?(ing) _ (jnz), 3(in3) — (jns)

d0 9w do (68)
a(jny) — (i) 9(jny) = —(in) A(jng) = —(in3)

w ’ dv , 9o
a(;)?l) = (En)sin o, 3(2?2) = (&n2)sin w, (’)(;;13) = (Eng)sinw (69)
a(g;l) = (En;)cos o, (?(g;z = (Eny)cosw, 3()(?;13) = (En3)cos w.
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Ako je
o, = Q; ¢ = W,

onda sleduje iz (64), uzimajuéi u obzir (67) i (68),
[2,0] = na®V1 e {(im)(inz2) + (n1)(im2) — (im)(in2) — (jm)(n2)},

tJ.
Q0] =0. (70)

Ako je
= ci =1,

onda sleduje iz (64), uzimajuéi u obzir (67) i (69),
[, = na®V/1 - e2 {—(inz)(t‘nl) cosw + (Eng)(jnz)sinw
+ (in1)(Eng) cosw — (Eny)(jny) sin w}

[Q,4) = na®V1 — €2 {[(1 ny)(Eng) — (ing)(Eny)] cosw
+ [(t‘nl)(j ng) — (Eny)(j nl)] sin w},

t.j. zbog (47)
(2,7} = na® V1 — e? {~(jn3) cos w — (in3)sin w}

ili zbog (39)
Q1] = —na® V1 - €2 {cos® wsini + sin® wsini},

[Q,1] = —na®V/1 — e? sini. (71)

Ck = W; ¢ =1,

dakle
Ako je

onda sleduje, iz (64), uzimajuéi u obzir (68) i (69),

[Q,7] = na®V1 —e? {(j ny)(Eny)cosw + (Eny)(ing)sinw + (j n2)(En2) cosw
+ (Enz)(inz)sinw + (jn3)(En3) cosw + (Eng)(ing)sinm}

[w,4] = na’yv'1 — e2 {[(] n)(Eng) + (no)(Eny) + (j n3)(En3)] COsSw
+ [(E np){ing) + (Eng)(iny) + (Ens)(i ng)] sinm},
t.j. zbog (46) )
[w,7] = 0. (72)
Ako je
=90 w; 1, G =X,
t.j. ako ¢ pripada ma kojem elementu grupe (a), onda treba primeniti obrazac
(65), no kako je u njemu, u ovom sluéaju,
9v/a(1 — e?)

Ix =0,
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to je
,x]=0
[w,x] =0
[t,x] = 0.
Ako je
e = w; 1, ¢ =a,

onda treba primeniti obrazac (65), no kako Je u njemu, u ovom sluéaju,

1,8\/a(1—e [’ _1/2\/“62’

dakle zbog (53)
dv/a(l — e?
K—% = ;na\/l - €2,
a 2
to obrazac (65) valja zameniti ovim:

[hasa] = 3na/T— & {( (l 1) (n )(ai;:)”jns)a(ins)}

dci

Ako je, dakle,
cr =1 ¢ =a,

onda obrazac (65a) dobiva, imajuéi u vidu (67), ovaj oblik:

[9.0] = 5nev/T— & {~(my)(in) + G r)(in)),
t.j. zbog (47)
Q4] —na\/l — e? (Eng),

dalkle zbog (39)

1
[©,a] = 5naV1 —e? cosi.

Ako je
Cr = W; C; =,

onda obrazac (65a) dobiva. zbog (68), ovaj oblik:
1 . . Y
[©,a] = Snavl—e? {(jm)® + (in2)? + (jn3)?},
t.j. zbog (45)
1
[w,a] = SnaV1—e?

Ako je
Cr =1; ¢ =a,

onda obrazac (65a) dobiva, zbog (69), ovaj oblik:

[i,a] —na\/l—ez{(Jm J(En1) + (n2)(Eny) + (jn3)(Enz) } sin w,

(73)
(74)
(75)

(65a)

(76)
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t.j. zbog (46)
[t,a] = 0. (78)
Ako je
& =8 w1, c.=e,

onda je u obrascu (65), zbog (53),

K&)__h_va(al—éz) = KgV2__& _ _ 2__€
e

= —ne‘ ——,
1—¢2 " V1 —¢e?

pa taj obrazac valja zameniti ovim:

[y €] = —na? \/T%{(jm)ag;"ﬂ ) 2002) (m)agc'f)}. (65b)

Uporedimo li ovaj obrazac sa obrascem (65&), to sleduje

2
(ks €] = —1—“8—2[1\:,,(4.

Stavljajuéi ovamo, jedno za drugim, k, = Q, o, i, to dobivamo, zbog (76), (77)
i (78), ove obrasce:

el = ——na.zl—e—fz cos i (79)
—e

[, €] = —naz——e—_ (80)
1—e2

[i.e] = 0. (81)

Da pomocu obrasca (66) nademo Lagranzove zagrade [a, e], [x, €], [a,x] moze-
mo, posto te zagrade, kao 5to smo videli, ne zavise od vremena, dati vremenu t je-
dnu odredenu vrednost. Ova neka bude vreme prolaza t kroz perihel, dakle, ima-
juéi u vidu (37) 1 (53), )

—r= X X2
t=t= n_ K a
Vrednost t zavisi od elemenata a i x, §to valja imati u vidu. Iz Keplerove jed-

nacine (62), §12, sleduje da je
t=r; u=0.
Zato jednacine (50), (61) i (53) daju:
t=m1; E=a(l—e) n=20

. V1—e? 1 N 5, [1+e
=0; n= navl-e = nay/ +e =I\a_l/211———.
1-e l1—e l1—e

Odavde sleduje, posto se u obrascu za 1 ne pojavljuje e,

% __ on_

e~ ® de =0

O — 0 o _ na

de at?_(l—e)\/l—fﬂ'
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Stavimo li, prema tome, u obrascu (66) ¢; = e, to on dobiva ovaj oblik:

Kako se ostala dva elementa a i x grupe (a) pojavljuju u obrascu za <, to se za
odredivanje prednjih izvoda moramo posluziti obrascima (50) i (61). Iz tih obraza-
ca sleduje:

PE 0% o ou

der, Ou Ocy dey,

On _dn Ou _ 3 du

2e, = 2 e =av1—e? cosu £

& _% ou o cosu-e du
dcr  Ou dex " (1 —ecosu)? Oci

. . o in?2
ﬂrl_ @ du :na\/l———eQ smu+esm. u_ﬂ

dcr.  Bu Ber (I —ecosu)® Qe

Stavljajuéi sada ¢t = 1, t.j. u = 0, dobivamo:

I . ==

%k ack

%) _  nma [ou) ol _,
8Ck t=< B 1"8 aCk tz:’ aCk t=t T

Ako ovo stavimo u obrazac (66a), dobivamo:

(kz,e} = 0.

Stavimo li u ovaj obrazac za k; elemenat a odnosno x, to dobivamo:
[a,e] =0 (82)
[x,e] = 0. (83)

I Lagranzovu zagradu [a,x] mozemo naéi pomocu obrasca (66) dajuéi vremenu

t vrednost T.
du 1
O f,.. 1-eé

Iz (51) sleduje:
pa jednacina (66) dobiva, uzimajuéi u obzir gornje obrasce, ovaj oblik:

%—ec Su— =1
Ix O Ugx =

(0, %] = — na 23 _avl-—eé? o7
= da |,_. 1—e |0af,_.

T (66b)

Iz (50) sleduje:

a—a—csu—~ 8_{ =1-
9q T daf,_, ¢

§32] . OBPACLY 3A BPEMEHCKE H3BOJE ENUITHYHUX ENEMEHATA 107

Iz (61) i (53) sleduje:

=Ko 21— 22 _

1~ ecosu
t..
o 1. _3p 5 cosu  m 3 cosu
da ZI‘a 1-e 1—-ecosu 2 ! 1—ecosu
@ __n [l+e
daf,_.  2V1-¢
Stavljajuéi prednje u obrazac (66b), dobivamo:
[a,x] = -2, (84)
2
32. Obrasci za vremenske izvode elipti¢nih elemenata. Stavi-
mo: ¢ = @a; C2 = €; €3 = X; ¢4 = {1; ¢5 = 1; ¢ = w, onda sleduje iz obrazaca
(70) do (84) 1 imajuéi u vidu da je [k, k] = 0, [k,i] = —[i, &],
1
(1,1 =0; [L,2]=0; 1,3 = ~5na
[1,4]:-,13na\/1—e2 cosi; [1,5] = 0; 1,6 =-2V1i-e
2,1 =0 2,2 =0; 2,3]=0
e
2,4] = na? \/l_e“? cosi;  [2,5]=0; 2,6) = n* =5
[3.1] = zne; (3,2) = 0; 3,3 = 0
(3,4] = 0; [3,5] = 0; [3,6) =0
1 5 €CO0St
4,1 == 1 — e? cosi; 4,2] = —na? : 4,3]=0
[4.1] = Gnavi—e 2= 220 a3
4,4 =0 [4,5] = —na*V/1 —e? sini; [4,6]=0
(5,1) =0 [5,2] = 0; [5.3] =0
[5.4] = na®V1 - e? sini;  [5,5] = 0; [5,6] =0
1 ; e
6,1 == 1— e 6,2} = —na® = 6,3] =0
[6,1) = Snay/ (6.2 = —na? =S 6,3]
[6,4] = 0; [6,5) = 0; [6,6] = 0.
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Zbhog toga dobivaju jednatine (20) ovaj oblik:

1 1 1 dQ 1 d IR
—;na% - 571m/1 —e2 cosia - snav1— e'~’d~(; = g—(
4 Z Z (s
naecosi dfQ + na’e dw _OR
VIter dt  J1—e2 dt  Oe
1 . de OR
2% T o
1 1 2 i d di  OR (83)
511(1@ (‘OSI',% - hnale_czzz . T: - na")m sinid—: =39
na®V/1 — e? sini@ = 0__1?
dt ot
1 ———da na*e de OR
—_ 1~ 2 T = —
"¢ U Siced de )
Iz ovih jednacina sleduje:
de 2 OR 3
dt  na Ox
de I_-e'2 OR  V1-¢? OR
dt T nale Ox nale Ow
G___csi  or_ 1 or
dt na®Vi—e?sini 0w ne2V1—e sini 00
(86)
aQ 1 OR
dt  na2v1—e? sini i
do cos i _E)R+\/1—e'~’ OR
dt T ne2ViZ-e? sini O naze de
dx__1-¢ OR_ 2 oR
dt = ne?e Oe na da

Vratimo se opet na uobi¢ajene elipticne elemente, t.j. stavimo, prema (36) i
(37), o =TI — Q: x = e —~ II. U ovim obrascima se sem elemenata o i x, mesto ko-
Jjih ho¢emo da uvedemo I i €, pojavljuje jo3 elemenat . Zbog toga treba provesti
ovu transformaciju elemenata: u jednaé¢inama (86) valja grupu elemenata w, x,
zameniti grupom II, e, @ pomoéu ovih triju jednacina:

Q=0 w=I-Q; x =g — Il (87)

Odavde sleduje da na levoj strani jednadina (86) treba izvrsiti zamenu:
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0 _d0 do_dI_do dx_de_dn (@
e At At At At a
a na desnoj:
OR_OF o0 OR O OR 0c
o0~ 90 90" M 90 2 o0
OR OR OQ+0R.0_H+Q_IE.2€—
Jw 9N 9o O do ' O Ow
OR _OR 00 OR 01 OR 0c
x9N ox " O x| De Ox
Resimo li jednatine (87) po novim elementima, to dobivamo:
Q=0Q I=w+Q; e=x+w+Q
pa zbog toga:
pa zhog tog oR _oR , oR , 0R
N 9N Il Je
OR _OR  OR (89)
dw ol + Oe
OR _oR
I O’

Stavljajuci (88) i (89) u (86), pa resavajuéi taj novi sistem jednacina po vre-
menskim izvodima novih elemenata, dobivamo sledeée jednacine:

da_ 2 oR *
dt " na Oe
de _V1-e 0R  j—5l-Vi-¢? OR
dt nale  OIl na?e e
¢ 1
de_ 2 4R °2  0R  s—51-VI=e 0R
d~  na Oa + na?/i1—e i na2e de
dQ 1 OR (90)

ar - na2y1 —e? sini o

di 1 or ‘83 (glj+a_1?‘
dt na2V1 —e? sini 90  na2y1 - e2 \ Ol 96)
L
am - %3 OR  V1-¢ OR
dt na?y1 —e2 O na’e de )

Ovo su glavni obrasci za izratunavanje poremeéaja planetskog kretanja.
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Racun poremecaja kretanja
nebeskih tela

33. Razvijanje funkcije poremeéaja u red. Prakticno izratunavanje

poremecaja kretanja nebeskih tela svodi se na integrisanje jednacina (90)

proslog paragrafa. Pre no 5to se pristupi toj integraciji, potrebno je funkciju
poremecaja R izraziti pomoéu eliptiénih elemenata. To se visi razvijajucéi tu funk-
cyju u red. Taj posao, koji je &isto ratunska stvar, toliko je opsezan da ga je nemo-
guce ovde izvrsiti u svim njegovimn pojedinostima. Zbog toga se moramo ograniéiti
na to da u glavnim crtama opisemo postupak toga raduna. Pri tome éemo, da bi-
smo imali pred sobom konkretan jedan slugaj, uzeti da je uoteno nebesko telo ko-
je podlezi poremeéaju jedna od planeta ¢iju ¢emo masu oznagiti sa m. Jednosta-
vuosti radi, uzimamo, za sada, u obzir saino jednu od ostalih planeta koja izaziva
poremecaj; njenu masu oznagiéemo sa m’. U takvom slu¢aju dobiva funkcija pore-
mecaja R, prema (4), §26, ovaj oblik:

(25

gde r oznacava vektor polozaja mase m prema Suncu, ¢ vektor poloZaja mase m’,
a p medusobno otstojanje tih dveju masa.

Neka nam u sl. 15 X-Y-Z pretstavlja nepomiéni koordinatni sistem, definisan
u §13, ACM neka pretstavlja projekciju putanje planete m projiciranu na nebe-
sku sferu iz tacke O, a BCM' projekciju putanje planete m’. Trenutni polozaji tih
dveju planeta neka budu m i m/, a v i ¢’ njihovi vektori polozaja. Nagibi putanja
masa m i m’ neka budu oznaceni sa 7 odnosno 7. Ai B pretstavljaju uzlazne ¢vo-
rove naznacenih dveju putanja. Luéna otstojanja tih dveju taéaka od ose X pret-
stavljaju nam longitude Q, ' tih uzlaznih évorova. Obe projekcije putanja na ne-
beskoj sferi seku se u tacki C. Sferni ugao ACB oznagiéemo sa I; on pretstavlja
medusobni nagih uotenih dveju planetskih putanja. Oznagimo lukove AC i BC sa
a odnosno sa o', to sferni trougao ABC ima ove straue a, b, ciove uglove A, B, C:

a=d; b=a c=0 -Q, A=4 B=180°-¢; C=1 (2)

Sferna trigonometrija daje nam moguénost da novo uvedene elemente I , o
izrazimo pomocu eliptiénih elemenata 7, i’, Q, .
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VA
M!
! ]‘/1
m/ | 7
’ m
by
v c
%) Y
(4!
L—B
A
X
CIHKA 15

Oznagimo vektor polozaja masa m prema masi m' sa |, a moduo toga vektora,

kao 5to je napred receno, sa p, to je:
t—tv =1L
Mnozeéi ovu vektorsku jednaginu sa samom sobom, to dobivano, posto je (rr)=
=72 (¢ ¢) =77 (1) = 2,
12 —2(cd) + 177 =2 (3)
. . ’ .

Ugao S to ga vektori it medusobno zatvaraju meren je ll.ll{Om MM Sff?l nog

trougla MM'C. Lukovi AM i BM' pretstavljaju nam, kao sto je u §11 sa:opstefllo,

s A, )

argumente latituda masa m i m’, koje smo lukove oznacili sa @ i @'. Zato jeus er

nom trouglu MCM': arc MC = ¢ — a; arc M'C = ¢ — o', zbog Cega slequje lz_.tog.

trougla, primenom obrasca sferne trigonometrije, saopstenog u §30, ova jednacdina:

cos S = cos(p — a) cos(q' — o) + sin(¢p ~ a) sin(¢’ —a’)cosI.

Kako je:

I 1-cosl ool

in? = = ———~; sl =1—2sin” -,

sin” 5 5 co! 3

to dobivaino:
. Y | (4)
cos S = cos(gp — ¢ +a —a)— 2sin(¢ — a)sin(¢’ —a’)sin 5

Posto je, prema definiciji skalarnog produkta dvaju vektora, |
(5

(ct') =11’ cos S,
to dobivamo iz (3) 1 (5):

. : —1/2
l: (r2+r’2—2rr'cosS) / )
e
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t.j. zbog (4)

O |-

-1/2
= {r2 + 7% =2 [cos(cp - ¢ +d —a) = 2sin(p — a) sin(g’ — o) sin® é]} .
ili

1 . g
- =[P+ =2y cos(p — ¢’ + o —a)]

—1/2

N o

I

14 4rr' sin(g — a) sin{p’ — a') sin?
P24t 2 cos(p — ' + o’ —

Q b

Sem toga je, zbog (5) i (4),
() r [

3 2
’ e

cos(p — @' + o' — a) — 2sin(p — a) sin(¢’ — o) sin? é] (7)

-
Stavljajuéi (6) i (7) u (1), dobivamo:

2

R= fm’{[ﬂ +17 =2 cos(p — ' + o — )] -1/2

LOf

1+ 4rr’ sin(p — o) sin(g’ — o) sin® e
12 4% = oy cos(p — @' +a’ — a)

- ,17 [cos(cp - @' +a —a) - 2sin(¢ ~ a) sin(e’ — o) sin? ﬂ} (8)

Razlomal koji se pojavljuje u prednjem obrascu ima, poto je I nezavisno od t
i v/, ovu maksimalnu vrednost:
arr’ LT
——— sin” —.
.I«'Z + r12 2
Ravni planetskih putanja imaju, kao 3to je pozuato, veoma male medusobne
nagibe, zbog tega je numericka vrednost gornjeg izraza uvek daleko manja od jedi-
nice. Zbog toga se drugi faktor prvog flana zavijene zagrade obrasca (8) moze po
binomskom obrascu razviti u apsolutno konvergentan red. Uginimo li to, onda do-
bivamo mesto (8)

R= fm’{[r2 +177 = 2y cos(p — ' + o' —a)] 172

. 4 oI, L

— 2r' sin(p — a) sin(p’ — o') sin? 5 [r* + % = 2y cos(p — @' + o — )] 32
2,02 o2 s 20 nNeadia e —5/2

+6r°r' " sin* (¢ — a) sin*(p’ — o) sin 5[7 =2 cos(p — ¢’ + o — )]

|~

T ro. ) .
= cos(p — @ +a —a)+ 2~ sin(g — a) sin(¢’ — o) sin”
T

b (9)

N

b
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Ovim obrascem razvijena je funkcija poremeéaja u red po rastuéim potencija-
.2
ma od sin” .
Radiusvektori » i v’ menjaju se, zbog skoro kruznog oblika planetskih putanja,

izmedu uskih granica. Zbog toga moZemo staviti:
' =d (1+%). (10)

- - . . . . H ! .
gde a i a’ oznacavaju velike poluose putanja masa m i m'. a gde su x i x' promen-
ljive, no prema jedinici veoma male velicine.
Funkcija poremecéaja R homogena je funkeija od » i1’

R=F(r.r'), (11)

r=a(l+x);

a stepena —1, t.j. te osobine da ako u njoj zamenimo r i+’ sa kr i kr’, onda je, kao
sto to sleduje iz obrasca (8),

1 .
F(kr kr') = ZF(:: ). (12)
Zamenimo li, dakle, u (8) r i 1’ sa izrazima (10) ili, 5to izlazi na isto, sa izrazima
1+x ] x—x"\ i , ,
= a.(1+><')—1 v a(l +x )(1 + T3 +x’>' r=a'(l+x).

onda mozemo, prema obrascu (12), zajednicki faktor (1 + x), izvaditi pred znak
funkcije, podizuéi ga na potenciju —1. Na taj nac¢in dobivamo:

— !
R = ;F at+ a2 Y. (13)
1+ 14+

Razvijemo li ovaj izraz obzirom na a u Tejlorov red, to dobivamo:

{F(a.a’)—i—x_x a OF(a,a )+<x—x )"EO'F((I.G )+.”}. (14)

T ity 1+x 1! oa 1+x) 2 aa
Koeficijenti ((x —x')/(1 +x'))"; n = 1,2.3, ... ovoga reda mogu se razviti po
potencijama od x i x'. Iz (10) i (64), §12, sleduje

X = —eCoSu: « = —e'cosu,

gde e i e’ oznatavaju ekscentricitete putanja masa m i m’, a u i v’ njilove eks-
centri¢ne anomalije. Zato se ti koeficienti mogu razviti po potencijama od e cosu i
e’ cosu'.

Izvrde li se sva ta razvijanja, to ¢e funkcija R biti pretstavijena heskonalnim
zbirom 1azligitih trigonometrijskih funkeija @, (. ¢',a. o' u, u') elemenata ¢, @', ,
o', u, u', pomnozenih koeficientima C;(a.a’. e e’,I) koji su funkcije elemenata a,
a. e, e sin’ :{ Zato ¢e R imati ovaj oblik:

R= Z Ci(a,d' e, e, 1)@, (9.9 a.a  u, ). (15)

Upotrebom jednacina (62), (67) do (72) glave druge i obrazaca sferne trigono-
metrije koji se odnose na sferni trougao (2), mogu se trigonometrijski ¢lanovi od
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(15) razviti u Furijeove redove gde ée se, u argumentima trigonometrijskih funk-
cija, pojaviti zbirovi mnogostrukih od e, €', I, I, Q, @'. Obrazac (8) svedo¢i da
funkcija R ne menja svoj znak ako se promeni znak argumenata trigonometrijskih
funkcija, pa ée se zbog toga u spomenutim Furijeovim redovima pojaviti samo ko-
sinusi, a ne sinusi. Op5ti ¢lan toga reda imade, dakle, ako srednje longitude [ i I’
primenom obrazaca (71), (72), §13, zamenimo sa

l=¢+nt; U'=¢+n't, (16)
ovaj arguinenat
D=jnt+e)+j(n't+€)+klIl+ KT +5Q + 'Y, (17)
gdesu j, 5/, k, k', s, s’ proizvoljni celi brojevi, pozitivni, negativni ili jednaki nuli.
Zato funkcija R ima, ako se uzine u obzir samo jedno telo m’ koje izaziva poreme-
¢aj, ovaj oblik:

R= fm’ZCcosD, (18)
pri éemu je, posto se sin? é moZe izraziti kao funkcija od 1, ¢/,
C = F(a,d,e,€,i,i'). (19)

Ima li sem mase m’, koja izaziva poremecaj, njih vise m’, m", m'”, onda se sve
te mase imaju mesto m’ redom uzeti u obzir. Koeficienti C opadaju brzo sa rastu-
¢im apsolutnim vrednostima celih brojeva j, j/, k, k', s, s'.

34. Integrisanje diferencijalnih jednatina poremecaja. Obrasci-
ma (17) i (18) i (90), §32, sve je pripremljeno za izracunavanje vremenskih
promena elipti¢nih elemenata. One se dobivaju integrisanjem diferencijalnih
jednagina (90), §32. Ta se integracija moze izvrsiti samo korak po korak, izracuna-
vajuéi poremecaje prvog, drugog, treeg i t.d. reda. Poremedaji prvog reda elipti-

¢nih elemenata, koje ¢emo oznaciti sa 8;aq, 5190, d1€q..., dobivaju se na taj nagin .

da se svi elipti¢ni elementi koji se nalaze, bilo eksplicitno, bilo posretstvom funkcije
R, na desnoj strani jednacina (90), smatraju konstantnima pa zato naznace inde-
ksom nula. Tim éemo indeksom oznagiti i njihovu funkciju R u kojoj je sada sa-
mo ¢ promenljivo. Na taj nacin dobivamo, mesto (90), Sest odgovarajuéih jednaéi-
na. Da rastumacimo princip i glavne rezultate toga ratuna, dovoljno je da napise-
mo dve od tih jednalina i to, kao najpreglednije, prvu i éetvrtu. One imaju oblik:

dd 2 OR
d%ao 2 Ghw (20)
dt noag aso
d8100 i 1 aRO
dt noaz+/1—e2 sinig Ao
Pri tome je, prema (18) i (17), ako, jednostavnosti radi, uzmemo u obzir samo
masu m’ koja izaziva poremeéaj,

= fm/ Z Cy cos Dy (22)

Co = F(ao, ag, €0, €0, %0, 1) (23)

(21)

Do = j(not +g9) + j'(not + g) + kIIp + k' + sQ + 5'QY. (24)
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: Integracija gornjih dveju jednagina, a i onih koje nismo napisali, svodi se na
kvadrature i to, u stvari, na jednu jedinu fRo dt, jer ostale zavise od ove, po3to je:

ORy

dt =
60,

Iz (22) do (24) sleduje:
R =—fm’ cho sin Dy

Jeo
| %If: =fm Z =22 cos Dy.
Stavljajuéi ovo u (20) i (21), dobivamo integracijom:
draq = —::L{)Zt; ZjCo Isin Dg dt (25)
¢ 51 = oa%\/lfi—l’ez s Z %f.—: Icos Dy dt. (26)

I ostale &etiri jednacine, koje nismo napisali, vode na iste kvadrature.
1z (24) sleduje:

cos Dy
j sinDodt = —————
Jno + )'ng (27)
sin Dy
j cos Do dt = m

Ovde nismo stavili na desnoj strani integracione konstante, jer ¢e se c?qe stopi-
ti sa ¢lanovima nultoga reda rezultujuéih integrala, o kojima ¢e odmah biti rec.
Stavljajuéi (27) u (25) i (26), dobivamo:

2fm’' <~ jCq cos Dy (28)
S10 = Toag Z jno + 3'ng
! go_ sin Dy
m 0 2
5190 = S (29)

jno +J'ng

noao\/l — e0 sin i

U nadim ¢lanovima funkcije poremecéaja za koje je

! ne mogu se primeniti obrasci (27), ali je u takvim ¢lanovima, prema (24), Do kon-

stantno, pa je zato:
{sin Do dt = tsin Do

: (31)
IcosDo dt =t cos Dy.
U takvom stuéaju sleduje iz (25), (26), (30), (31), imajudi u vidu (30),
drap =0 (32)
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‘m't aC,

5190 = 2 f 5 -QCOSDO. (33)
noag\/1 — e2 sinig dig

Izra¢unavanje poremecéaja drugog reda svodi se, u glavnom, na ponavljanje pre-
dnjeg postupka, pri éemu se u obrasce (90), §32, stavljaju desuo za elipticne ele-
mente njihove vredunosti pretstavljene gornjim obrascima. Ti ée poremeéaji biti
proporcionalni kvadratima m'> masa m' koje izazivaju poremecaj. Na sli¢an nacin
dobivaju se poremeéaji viSega reda, pa ¢ée konaéni obrasci za poremecaje bilo kojeg
elipti¢nog elementa imati ovaj oblik:

C:C0+BICQ+BZCO+"'. (34)

Pri tome je, obzirom na masu m’ koja izaziva poremecaj, cg nultoga reda, pa
se izracunava iz inicijalnih uslova; clan §,¢q Jje prvog, ¢lan 8,¢p drugog reda i t.d.
Uzimajuéi u obrascu (2), §28, masu mg glavnoga tela, t.j. u nasem slu¢aju Sunca,
za jedinicu, bice mase m’, m", m" svih planeta redon veoma mali brojevi. Zbhog
toga opadaju ¢lanovi reda (34) toliko brzo da ¢e samo u izuzetnim slu¢ajevima biti
potrebno uzeti u obzir poremecaje treceg reda. Ta konvergencija reda (34) bila je
uslov za njegovo razvijanje.

35. Klasifikacija poremeéaja. Pored Klasifikacije poremeéaja u one pr-
vog, drugog, treéegi t.d. reda, kao sto Je to uinjeno u proslom paragrafu, mo-
gu se ti poremedaji klasifikovati i na drugi nac¢in. Funkeija poremecdaja, pret-
stavljena obrascima (22), (23), (24) periodi¢na je funkcija vremena. U trigonome-
trijskim clanovima te funkcije, zavisnim od vreniena, pojavljuje se vreme ¢ u obliku

{(3mo + 5 ng)t

u argumentima kosinusa. Zato je svaki taj €lan perioditna funkcija vrenena sa pe-
riodom T za koju vazi jednacina:

2r . o
T =)o+ 7 ng.
Odavde sleduje:
2r
T=—"F (33)

Cogne+g'nf
Istu periodu imaju trigonometrijski élanovi izraza (28) 1 (29). Zato odgovara
svakom ¢lanu Cy cos Ry funkcije poremeéaja slican ¢lan u izrazu za vremeuske pro-
mene elipticnog elementa, a iste periode. Takvi se élanovi zovu periodiéni ¢lanovi
ili periodicke nejednakosti, kao $to ih obiéno u Astronomiji nazivaju. Perioda tih
nejednakosti je, prema obrascu (35), u toliko duza, u koliko je imenitelj (jnq +j'ng)
manji. Kako j i j' pretstavljaju cele brojeve, pozitivie i negativne, to bi taj imeni-

telj, sem slucaja j = j' = 0 o kojem éemo zasebno govoriti, mogao postati jednak

nuli kad bi bilo ,

. . ng

o+ =0, Moo
ny J

t.J. kada bi srednja kretanja uocene planete koja podlezi poremecaju i one koja ga

izaziva bila strogo komenzurabilna. Taj idealni slugaj nije ostvaren u kretanju pla-

Y T
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neta, ali mu se sredunja kretanja Jupitra i Saturna osetno prib.liiuju: Za Jupiter
oduosno Saturn je, prema tablici koja ¢e biti saop3tena u iduéoj glavi,

no =299"13;  nf =120"45
tako da je, mal te ne, ,
2ng = 5ng.
Zhog toga ¢lanovi funkcije poremeéaja za koje je

i=2 j'=—5

izazivaju poremedaje nazvane nejednakostima du.gih pe'zrioda. I{a-ko je u na.v?_(ieno:n
primeru, dovoljno tacno, 5nf — 2ng = 71—471,0, to je l)el'loda“te nejednakosti 7 (-}1)"1 a
veéa od vremena obilaZenja Jupitra oko Sunca, pa ima duzinu od gliorq 990 go .’m’a).
Te nejednakosti dugih perioda znacajne su zl?og tc.)g,a.sto se ma}l broj (}'TL()'F:] z%_
pojavljuje na desnoj strani obrasca (28), (29) u -1me11.1t§IJu, gsl.ed cega se Fli.po'lelom
¢aji, pored svega toga §to su Cp i njegovi izvodi mali, izdvajaju svojom relativi
g . o
\ehcslgl?l periodiénih ¢lanova, pojavili su se u prednji.m obr.atsc'ima za.l-)orvenvlfcl?g)(-a
prvog reda, a pojavljuju se, prirodno, i u onimfl ol?rascuna koji nisu 11a1){balllec aOVi
vi koji sadrze faktor ¢. Na takav jedan ¢lan nallagllmo u o})rascu (3’3): Ti sg ¢ an‘ .
lkao §to smio videli, pojavijuju kada se stavi j = j' =0. U pox;emeca;una cp 1’1gog‘, lde
da pojaviée se, integrisanjem poremecaja prvog reda, fal\tm t*, uonima t}ecegkletg
faktor t3 i t.d. Takvi ¢lanovi zovu se sekularni poremeéagi ili sektf.larne nejedna osti.
Od velikog je znacaja da je, prema (32), 81ap = 0,.éto znati da, clogoc‘l‘ uzima-
mo u obzir samo ¢lanove sa prvim stepenima masa, velike poluosg planetsl\vxl‘l puta-
nja ne podleze sekularnim poremecajima. U tom 1'§zultatu, do kojeg su ilﬁs?h.tiei:-
visno jedan od drugog, Laplas i Lagrauz, s§d1-§a11 je Lal?lgsoxr dokaz stabi ltlej'h >
Seg planetskog sistema, jer sekularna invarlja,bxlno§t vglﬂuh poluosa ple.me‘ts \li I\Ea-
tanja osigurava planete od medusobnog‘sudara. .I\asm,)e su }Doa§oni{ T}‘S?’?‘u -
tije dokazali da velike poluose planetskih putanja ne podleze ni sekularnim p
meéajima drugog reda.

36. Oscilatorni karakter sekularnih poremecaja; qbrgsm za nji-

hovo izraunavanje. U obrascima za poremecaje elipti¢nih elemenata

pojavili su se, kao §to smo videli, sekularni ¢lanovi oblika:

cm't + c‘gm’zt'2 + 03'111'3133 4

gde m’ oznatava masu koja izaziva poremecaj, a ¢ stalne ili period}iél\je koehm.ent.e.
Zhog toga to faktori m’, m' 2 e opadaju veoma nag{o, moguce je t‘? pm?l;(;—
¢aje izracunati pomoéu gornjih obrazaca sa dovolJ.11~0m tacnosti za dug niz got .171 e:
Tim su zadovoljene. u punoj meri, potrebe prakti¢ne :ast.ronon}pe. al; ne po '10.).
geofizike, u kojoj je Nebeska Mehanika nasla. u poslednje 'dol)a, siroku i 1)10(1?1u]p?1—
menu u ispitivanju klimatskih promena Zemljine proélost}. Jer ako u prgfiu]l o )ll‘a-
zac stavimo za vreme ¢ veliku numeri¢ku vrednost, kako je z:ahte.va Istor}Ja Z-enl lire‘
onda bi élanovi toga obrasca prekoracili one granice do kojih ti ob1~a§c1 vaze. : o
ti ¢lanovi dobili su svoj oblik samo usled na¢ina njihovog izratunavanja, shc1hlol}\ao
5to se razvijanjem trigonometrijskih funkcija u red dobiva n. pr. za f(t) = sin kt

#
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f(t):kt-%k3t3+~-,

dakle red iz kojega se, bez poznavanja njegovog postanka ne bi mogao otitati nje-

gov oscilatorni karakter.

Da sekularne poremecéaje pretstavimo u eksplicitno oscilatornom obliku, t.j. po-
mocu trigonometrijskih funkcija vremena, potrebno Je vratiti se diferencijalnim jed-

nacinama (90), §32.

Uvedimo, mesto e i I, dva druga elementa A i [, definisana ovim dvema jedna-

¢inama:
h = esinIl
l=ecosll,

gde [ ne znagi, kao do sada, sreduju longitudu, onda je:

dh . .de diI
a = smﬂa + CCOSHE
dl de . dIl
T cosHEt— - esml'[a.

Iz prednje transformacije promenljivih sleduje:
OR _OR oh OR Ol OR_OR oh oR ol
8e ~ Oh de ' 8l 8e’ 8l ~ 8n oI ' Bl ol
t.j. zbog (36)

R . —OR OR
e = smH% + cosHH
R

— = ecosHa—R - esinH%.

oIl Oh ol

(36)

(37)

(38)

Stavimo li u jednacine (37) obrasce za de/dt i dIl/dt iz (90), §32, to dobiva-

mo, mesto prve od tih dveju jednagina,

dh vV1—e?2 | _OR —1-~V1-e _08R
dt T " naZe smﬂﬁ ~Vi-e naZe Smna_s
; )
g5 Y]
+ ecos]l 1—e~ecosl'l—,
na2y/1 — e2 o nale

T

Iz (36) sleduje:

ecosH% ~sinIl—
de

B2+ 12 =¢é

V1

—€2=\/1—h2_l2

Vi-e{l-(1-¢})} VI-R-P 1

Ji—elzvi-e

a iz (38)

dve jednacine:

dh 1-hZ—1[2 V1—h% -2
a - na? ol na? .
1
h R ‘83  or
1+ 1—h2—12'79?+na2\/1—h2—12 o1
A JI-R-B 8R Vi-h2-1I
- na? Oh na? .
(3
OR hth SR

= =5
na?e? na?e2{1+ v1 - e?} 1+VI—-hR2 -1 na

R
inHa—R =e

HBR _ OR
6o ti%e ~ M enm T “ar
pa zato dobivamo, upotrebljujuéi isti postupak i za drugu od jednatina (37), ove

—R_P 0 na2vi-R2-1 o )

(39)

Uvedimo, mesto i i 2, dva druga elementa p i g, definisana ovim dvema jedna-

éinama:

onda je

p=tgisin§

g =tgicos(Q,
dp , dQ  sinQ di
a:tgzcosﬂﬁz-+cos2i 1
dg _ AR cosQ v
—&Z._—tgzsmﬂdt +—c052i €@

Iz prednje transformacije promenljivih sleduje:

OR _OR 0p
a0~ dp oM
t.j. zbog (40)
R
an
R
C

OR 8q. OR B8R 8p OR 9q

o 8 @ dp & dg o

E) dq

sin? OR cosQ! SR
cos’i Op  cos?i g’

OR .. oOR
tgicosﬂ—; —tgisin Q—

(40)

(41)
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Stavimo u jednagine (41) obrasce za dQ/dt i di/dt iz (90), §32, to dobivamo,

mesto prve od tih dveju jednaéina,

cos IR 1 sin 2 IR

At ntvl-e2 \/1_62557'72'-—na%/l—e'—’SilliCOS;’ivgf—l
t L )
g 5 sin

B 1 IR N IR
na?y1 —e2 cos?i al  oe )’

t.j. nzimajuéi u obzir (40),

dp _ 1 { 050 cos? i dR  s5in (2 . BR}
At~ na?Vi-e2 cosdi | i tgi AN
¢ 1
o ®2 (9R  OR
na’v'1 —e2sinicosi \ Il = e

Iz (42) sleduje

cos Qcoszi%?- = sin Q2 cos Q%I_}j + cos> Qz—f
sinQ? dR ) 9R | , OR
tes 30 = smﬂcosﬂa—p ~— sin Q%—’
t.j.
cosQcos? (O _sn® OR _ OR
O tgi AN ag
Kako je
; sin &
tg 9 cos § 1
sinicosi -

L1 i . L
2sin - cos 5C08i  2cosi cos?

] =~

to dobivamo, upotrebljujuéi isti postupak i za drugu od jednagina (41), ove dve

jednacine:

dp 1 OR p <0R + BR)

T2 /1 - 3;: 9a . > i \OIl '~ 9e
dt wa?v1-¢? cos?i g 2a® /1 — e2 cosicos”% ot * 3

- 43
dg 1 _ JdR B q dR 4 R (43)
dt —na.?\/l —e’cosd: Ip ., > 21 \I 9e )’
2na*y/1 - e? cosicos 5

Pristupimo sada, primenom prednjih jednatina, izratunavanju sekularnih pro-
mena elemenata e, I, 7, Q. U takvom raéunu valja, kao 3to smo veé kazali u §35,
staviti j = j' = 0 ili, $to izlazi na isto, zadrzati od funkcije R samo njen sekular-
ni deo koji éemo oznagiti sa Ry, a iz kojega su izbaceni svi ¢élanovi koji zavise od «.
Zbog toga. je

& S
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ORy
e
Zhog toga dobivamo iz prve od jednaina (90), §32, da je
da =0,

t.j. da velike poluose planetskih putanja ne podleze sekularnim promenama, rezul-
tat do kojega smo dosli veé u §34.

Ekscentriciteti e putanja velikih planeta su veoma mali, a isto tako i medusobni
nagibi ravni planetskih putanja. Zato je, izborom koordinatunog sistema X-Y-Z,
moguce posti¢i da nagibi planetskih putanja prema ravni X-Y budu veoma male-
ni. Zanemarujuéi sve vide potencije od druge ekscentriciteta e i nagiba 7 u sekular-
nom delu Ry funkcije poremecaja, redukuju se jednacine (39) i (43) na ove:

dh 1 OR,  dl_ 1 0R (44)
dt " na® Qe dt = na? 9k
dp _ 1 9Ry d¢ 1 9Ry (45)

dt ~ na® aq’ dt ne* 9p

Do ovih jednacina dolazimo, bez poznavauja strukture funkcije Ry, prib_l)iinim
putem, ako u jednacinama (39) i (43) stavimo, na desnoj njihovoj strani, e* = 0;
i=0tj.cosi=1litgli=0p=¢g=0.

Razvijajuéi, po poétupku opisanom u §33, funkciju poremecaja u red. nalazi se
da se izvodi sekularnog njenog dela po elementima h, I, p, ¢ mogu pretstaviti na ,
ovaj natin, Uzimajudi, jos uvek, u obzir samo jednu masu m koja podlezi poreme-
¢aju i jednu masu m' koja ga izaziva, a oznatavajuéisa a i @’ velike poluose njihovﬂl
putanja, koje, kao 5to smo ¢uli, ne podleze sekularnim poremeéajima, a stavljajuéi:

o 1Y a2 1-1\ at 1'1'3226_{_4.. )
{a,d'} =d'|a + 5 FE-‘— 5.4 07'4- 346 s
Yoo gl Ll @ 11-1.3 @& (46)
ldy =—d |- s T2 06 o
1-3-5 1-1-3-5-7 a' }
" 46:8--2.4-6-8-10 o
(0.a') Im'a?a'n{a.a'}
a,d') = —————
4(a"” - a?) (47)
i
@, ] 3m'anfaa'{a,a'} + (a® + a’*){a, a'}]
a,d | = — S 3 ,
2(a’* — a?)
dobivamo:
a2 1 9R
,1-, _cgo = (¢,a")l - [a,d)I'; -— ——ah" = —(a.d)h + .|k’ (48)
na? al
1 9R
= aai = (et (ad)es 5 = (@ ad), (49)
na’ 9q na?
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gdese &', I', p', ¢’ odnose na planetu koja izaziva poremeéaj. Stavljajuéi ove obra-
sce u (44) i (45), dobivamo ove diferencijalne jednagine:

dh dl

_ = LAY ny. - = _ [ np!
7 (a,a")l — [a,ad']l'; " (a,a'Yh+ [a,a']h (50)
dp _ , e de o, Nt

dt - (a,a )q + (a’)a )(1 ) dt - (ava )p (a’aa )p . (51)

Ove jednatine pretstavljaju poremeéaje 5to ih masa m'’ izaziva na kretanju ma-
se m. Poremedéaji 5to ih masa m izaziva na kretanju mase m’ dati su ovim jedna-
¢inama:

1 ’

% = (a',a)l' - [d', d]l; % = —(a’,a}h’ + [a’,a)h (50a)
! '

(:TZ; = —(a,a)d +(d,a)g; % = (a,a)p’ - (', a)p. (51a)

Jednatine (50) i (50a) Cine sistem od Cetiri diferencijalne jednaéine za odredbu
elemenata h, I, k', I’ kao funkcija vremena ¢. Izrazi

h = Nsin(gt +p); { = Ncos(gt +8) (52)
h' = N'sin(gt + B); ' = N'cos(gt +p), (52a)

gde su N, N’, g, { konstante, zadovoljavaju gornji sistem ako je, kao §to to dobi-
vamo stavijajuéi (52) i (52a) u (50) i (50a),

{(a,a') = g} N — [a,d']N' =0
-la’,a]N +{(a’,a) -~ g} N' = 0.

Ove dve algebarske jednatine su linearne i homogene obzirom na N i N’ pa ée,
sem trivialnog reSenja N = N’ = 0, dati i druga ako je determinanta koeficienata
od N i N' jednaka nuli, t.j. ako je

{wa)=g}  —loe] |_
“ld (@0~ g)

(53)

0 (54)

ili
{g9—(a,a")}{g- (¢ a)} — [a.d][a’,a} = O
t.j.
* = {(a,a') + (¢, a) }g = [a,a')[a’, a] — (a,a’)(d, a). (55)
Ova kvadrati¢na jednatina daje, 5to sleduje iz osobina zagrada (46) i (47), dva
realna korena koja ¢emo oznagiti sa g; 1 go. Sistem homogenih jednacina (53) daje
nam, kao 3to je poznato, samo srazmere nepoznatih, koje se odnose kao subdeter-
minante ¢lanova prve ili druge vrste determinante (54). Zato je
N_@d-g__ldd (56)
N [a, @] (¢'ya)—g
Kako smo za g dobili dva razna korena, to ¢emo i za ovu srazmeru dobiti dve
numericke vrednosti:
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N/
1 ky; 2
A N,
Zato dobivamo dva razna resenja oblika (52) i (52a) koja ¢e, sabrana, zadovo-
ljiti sistem diferencijalnih jednagina (50) i (50a) i, sadrzavajuéi Getiri, jos neodrede-
ne konstante, pretstavljati opste integrale toga sistema. Ti su integrali, dakle, ovi:
h = Nysin(git + B1) + Nasin(gat + B3)
= Ny cos(git + 1) + Na cos(gat + B2)
h' = ky Ny sin(g1t + P1) + ko Ny sin(gat +B2)
I'= ky Ny cos(git + E’l) + ka2 N, cos(g.t + B2).

7!
AZ = kf_). (57)

(s8)

Konstante g1, gz, k1, k2 odredene su jednacinama (55), (56), (57), a jos ne-
odredene konstante Ny, N,, B1, B2, inicijalnim uslovima. Zaista, ako jezat =0;
e = e, Il =1Iy, ¢ = ¢j, II' = ITj, onda su, tim podatcima, a upotrebom jednaci-
na (36), odredene i numericke vrednosti novih elemenata ho, I, hg. 1§ za inicijalni
momenat. Zato dobivamo, stavijajuéi ¢ = 0 u (58), ove &etiri uslovne jednagtine:

ho = NisinB; + N, sin P,
lo = Ny cosP1 + Nacos P
h6 =k N; sinﬁl + k-gNz sin BQ
ly = k1 Ny cosPy + k2 N> cos By

(59)

kojima su konstante Ny, Na, By, B2 jednoznatno odredene.

Na isti nacin valja postupiti i pri resavanju sistema diferencijalnih jednacina
(51) i (51a).

Ako imamo n planeta my,my, ..., m, koje medusobno poremecdavaju svoja kre-
tanja, onda dobivaju diferencijalne jednagine (50) i (51) ovaj oblik:

dhy,
wrale L Z(akaai) - IZ[ak,ai]li

dly,
Tlti = —hy ;(ak,ai) + Z[ak,ai]hi

dpe
TR Z(ak, ai) + Z(ak, @)

dgy
FTEREL Z(ak,ai) - Z(akaai)l)i-
1 T
Ovakvih jednatina imamo 4n, pri tome mora u zagradama desne strane, kao

Sto je naznaceno, 7 biti razlicito od k. Na isti nacin kao i u slucaju dveju planeta,
dobivamo, za ovaj opsti slu¢aj, ove opste integrale gornjih diferencijalnih jednacina:

i=n i=n

hy = ZNk,isin(git—Ff:,»); I = ZN’“ cos(git + B:)
o - k=1,2...n (61)
=n =n

pe=) Ni;sin(gt+B); g = Nj,cos(git + ).
=1

1=1
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Stavimo li, zbog jeduostavnijeg pisanja,

Z(ak,fbi) = Ak ~lak. @] = Api, i#Ek (62)
onda dobivamo za odredivanje konstanata ¢, ¢, - . ., g, mesto (54), ovu jednaéinu:
(A11—9) Ay Ars - An
Az (A22—9) Az e Asn
Az Az (As3—g) ... Az =0. (63)
411 1 ‘4,1 2 -471,3 (. n,n g)

Ova jednacina zove se sekularna determinanta. Ona je n-tog stepena. zbog Ce-
ga njenil n korenova pretstavijaju konstante g;,¢2....,¢,. Srazmere njenih sub-
determinanata a,, ; bilo koje njene vrste m daju srazmere konstanata Ny ;:

J\rk,l : Nk,-z : -"VI\',S Dot = A, c Am,2 A 3

Ostale koustante odredene su inicijalnim uslovima.

Istim nacinom odreduju se i konstante sistema za py i ¢x. Iz prednjih obraza-
ca sleduju jos ovi vazni rezultati. Jednacine (36), primenjene na koju god planetu
my, daju:

e = /Lz + 13
Stavimo li u ovu jednaéinu za hy i l; obrasce (61), to dobivamo:
=S
Vi,
gde u dvostrukom zbiru treba da bude 7 uvek razli¢ito od 7, a da se svaka kombi-
nacija tih dvaju indeksa uzme samo jedanput, poito smo pred zbir stavili broj 2.

Dvostruki zbir u prednjoj jednaéini dostigao bi svoju mogudéu, apsolutno uze-
tu, maksimalnu vrednost kad bi svi ijegovi kosinusi postalijednaki jedinici, a ima-
li takav znak da koeficienti Ny ; pomnozeni tim pozitivhim odrosno negativnim je-

dinicama, budu svi poziti Ni..|, apsolutno uze-
te, numericke vrednosti koeficienata Ny ;, to je dakle,

;\JCOS[(gt _gj)t+g’ —ﬁj]’ (64)

?‘Kv

M‘M u‘

=n i=n j=n
N )
limsupej = E 'VA,+ 2 E E [Nl - [N 1
=1 j=1

Desna strana ove jednaline pretstavlja nam potpuni kvadrat zbira apsolutnih
vrednosti koeficienata Ny ;, pa je zato:

1=n 2
limsupel = { Z |Nk,i|} ,

=1
t.j.
1=n
limsupeg = Z | Nz

1=1

Neal + N2l 4+ + | Neul (65)
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Stavljajuti u ovaj obrazac numericke vrednosti koeficienata N, ;, dobivamc onaj
broj koji numeri¢ka vrednost ekscentriciteta planetske putanje ne moze nikad da
prekoradi.

Iz jednaéina (36) i (61) sleduje:

i=n

ersinlly = Z Ni i sin(git + ;)
i=1 (66)

i=n
ercoslly = Z Ni.,i cos(git + Bi).

i=1
Neka je j jedan od n indeksa i predunjih obrazaca, onda je
cos(Ili — gjt 4+ B;) = cosIlx cos(g;t + [3;) + sin I sin(g,t + B;).
PomnoZzimo ovaj obrazac sa ey pa stavimo, na desnoj strani njegovoj, za
ei sinIlg, ex cos IT;, obrasce (66). Grupisanjem Elanova desne strane toga obrasca,
dobivamo, u ¢lanovima gde je i razli¢ito od j,
Ni,i cos(g;t + f:) cos(gjt + B;) + N sin(git + i) sin(g;t + ;)
= Ne,icos[(gi — g,)t +pi — Pil
a gde je i jednako j:
Nyicos® (gt +B,) + Nii sin:’(gjt +0j) = N
Zato je

er cos(Ily — gt — B;) = Nij + Z Ny icos{(g: — g;)t +B: — B5], (67)

gde u znaku zbira ove jednacine treba za 7 staviti sve cele brojeve od 1 do n sa izu-
zetkom broja j. Taj zbir ne moze, svojom apsolutnom vrednosti, prekoragiti zbir
apsolutnih vrednosti koeficienata Ny ; koji su u njemn sadrzani. Ako se desilo da
apsolutna vrednost koeficienta Ny, ; nadmasava zbir apsolutnih vrednosti svih osta-
lih koeficienata, onda desna strana jednaéine (67) ne moze postati jednaka nuli, pa
ma kako bilo ¢t. To znaéi da ugao

¢ =1 —g;t -
ne moze dostici vrednost pravog ugla, nego ¢e ostati steSnjen u izvesnim granicama
—90° < —gg < ¢ < +¢g < +90°,
oscilujuéi izmedu njih. Zato je
fo] < go.

Ugao IIy, longitudu periliela, treba meriti onako kako je to u §13 pokazano, a
isto tako i ugao ¢. Da bismo jas.ije rastumadili smisao dobivenog rezultata, uzmi-
mo da se ravan planetske putanje poklapa sa ravii X~Y naseg koordinainog siste-

ma. Tada nam II; pretstavlja ugao $to ga prava povuéena iz pocetka O koordi-
natnog sistema prema perihelu, dakle prava velike ose planetske putanje, zatvara
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sa osom X. Zamislimo sada u ravni X-Y, dakle u ravni planetske putanje, jednu
pravu koja prolazi kroz tacku O, koja je u inicijalnom momentu ¢ = 0 zatvarala sa
osom X ugao 3;, a koja se krece, prolaze¢i stalno kroz ta¢ku O, u ravni X-Y kon-
stantnom uglovnom brzinom g;. Jasno je da ¢e ugao a; $to ta prava bude u mo-
mentu ¢t zatvarala sa osom X biti pretstavljen ovim obrascem

ar =f; + gjt.
Iz prethodnih jednacina sleduje:
IHk - a;:| < @g-

Velika osa planetske putanje, naperena prema perihelu, ne udaljuje se, dakle,
od pomenute prave nikad vise od ugla ¢g. Kada se ta prava bez prestanka obrée
uniformno u ravni X-Y oko tacke O, to ona gura ili povlaéi sa sobom veliku osu
planete m, pa njena uglovna brzina g; pretstavlja, analogno srednjem kretanju
planete, rastumatenom u §12, srednje kretanje perihela. O takvom srednjem kre-
tanju perihela moze, kao 5to to sleduje iz prethodnih jednaéina, biti govora samo
onda ako apsolutna vrednost jednog od koeficienata Ny ; nadmasava zbir apsolu-
tnih vrednosti svih ostalih takvih koeficienata.

Na isti na¢in kao 5to smo obrascem (65) pretstavili krajnju granicu ekscentri-
citeta planetske putanje, mozemo upotrebom jednacina (40) i (61) izvesti slican
obrazac za krajnju granicu nagiba i planetske ravni.

Izratunavanje numerickih vrednosti veli¢ina N, g, B koje valja, resavajuéi se-
kularnu determinantsku jednacinu (63), staviti u integrale (61) da bi se pretstavi-
li medusobni sekularni poremeéaji velikih planeta, ogroman je posao. Zato nije ni
Cudo da je taj racun izvrSen, u svojoj potpunosti, za minulih 150 godina, svega tri
puta, od Lagranza, Leverijea i Stokvela. Lagranz je u svojim ra¢unima uzeo u obzir
samo 3est starih planeta: Merkur, Veneru, Zemlju, Mars, Jupiter i Saturn; plane-
ta Uranus pronadena je bas za vreme Lagranzovog rada na tom problemu. Leve-
rije je izvrSio svoje racune pre no §to je pronasao Neptun, pa zato je u njima uzeo
u obzir samo sedam velikih planeta, tako da tek Stokvelovi ra¢uni uzimaju u obzir
svih osam tadanjih velikih planeta.

Ta numericka izracunavanja pokazala su da ekscentriciteti planetskih putanja i
nagibi njihovih ravni osciluju izmedu uskih granica, ¢ime je stabilitet nageg planet-
skog sistema osiguran za ogroman niz vekova. Dobiveni numericki rezultati igraju
vaznu ulogu u Astronomskoj Teoriji klimatskih promena Zemljine proslosti, nave-
denoj u pregledu literature.

I'mABA OEBETA

e Y—

Planetski sistem

37. Istorijski podatci. Kada je Kopernikov heliocentriéni sistem bio de-

finitivno usvojen, morala se i na3a Zemlja ubrojati u porodicu planeta koja,

po retima velikoga reformatora, okruzava Sunce na njegovom prestolu. Ce-
la ta grupa nebeskih tela, zajedno sa Suncem i Zemljinim Mesecom, dobila je ime
»Sunéani sistem“. Ovaj naziv ne odgovara vise potpuno nasim danasujim shvata-
njima, jer se taj sistem nebeskih tela ne odlikuje od ostalih prisustvom Sunca, jer
takvih sunaca ima u vasioni bezbroj, nego has Suncevim tamnim pratiocima koji
ga obilaze, pridrzavani vezom gravitacije. Zato se, u novije doba, mesto gornjega
naziva, odomadéilo ime ,Planetski sistem“. Nema sumnje da i ostala Sunca vasio-
ne, zvezde nekretnice, imaju svojil tamnih pratioca, ali su nam oni nevidljivi pa bi
nam samo u izuzetnim sluéajevima, pri prolazu ispred svoga sunca ili poremecajem
njegovog kretanja, mogli da odadu svoje prisustvo.

Jos za vreme borbi za vaspostavljanje heliocentri¢ke nauke, uveéan je, kao §to
smo veé saopétili, nas planetski sistem novim ¢lanovima, satelitima I, II, III, IV Ju-
pitra, pronadenim 1610 od Galileja, a u isto doba i od MARIUSA. Iste godine prime-
tio je Galilei na Saturnu nesto sliéno rukatkama, ali je tek godine 1656 uspeo Haj-
gens da resi zagonetku Saturnovog prstena. Njemu je 1655 poslo za rukom da pro-
nade najveéeg pratioca Saturnovog, Titana, a ubrzo iza toga, pronasao je D. Ka-
SINI Cetiri nova meseca Saturnova, Japeta (1671), Reu (1672), Tetidu (1684), i Di-
onu (1684). Posle pronalaska tih pet planetskih trabanata proteklo je vise od veka
do pronalaska novih.

Trinaestog aprila 1781 pronasao je V. HERSEL u jatu blizanaca nebesko jedno
telo koje je menjalo svoj poloZaj, jednu novu veliku planetu, koja je dobila ime Ura-
nus. Her3el je nasao i dva satelita nove planete, Oberona i Titaniju (1787), a iza
toga (1789) i dva pratioca Saturnova, Mima i Encelada.

Kada je izvrieno prvo izraéunavanje putanje novo pronadene planete Uranusa,
pokazalo se da je on veé pre bivao vidan od raznih posmatraca koji nisu upoznali
njegovu planetsku prirodu. FLEMSTED ga je video veé 1690, a iza toga jos pet pu-
ta, LEMONIJE (1768, 1769), §ta vi3e, osan puta. Te stare pozicije Uranusa, upotre-
bljene za taéniju odredbu njegove putanje, ubedile su 1821 BUVARA da se kretanja
Uranova ne podudaraju sa teorijom. Godine 1845 preduzeo je LEVERIJE, potstre-
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knut od Aragoa, da, obrnutimn ratunom poremedcaja, ispita da li koja dalja, nepo-
znata, planeta ne poremecava kretanje Uranusa, a u takvom sluéaju, koja bi bila
putanja i tadanja pozicija te nepoznate planete. I{ao rezultat toga rac¢una, dobio
je berlinski astronom GALE, 23 septembra 1846, pismen izvestaj od Leverijea u ko-
jem mu ovaj saopStava ra¢unom dobivenu tadanju poziciju nepoznate planete, mo-
le¢i ga da tu planetu potrazi na nebu. Veé na vece istoga dana bila je nova planeta,
koja je dobila iine Neptun, pronadena na nebu, na skoro istomn onom mestu koje je
bilo oznageno u pismu Leverijeovom. Ta planeta pronadena je, dakle, orudem Ne-
beske Mehanike. Godinu dana iza toga, prona3ao je LASEL Neptunovog satelita.

Ne treba pretutati da je ADAMS, onda jo§ student u Kembridzu, izvrsio sli¢no
izracunavanje, sa skoro istim rezultatom, kao i Leverije i saopstio ga, ve¢ oktobra
1845, astronomu ERIU koji je propustio da se njime posluzi. Izraéunavanje putanje
nove planete pokazalo je, prateéi je tom putanjom u natrag, da je ona veé 1795 bi-
la videna od LALANDA, ali smatrana za zvezdu nekretnicu; ta Lalandova pozicija
bila je od velike koristi za tatno odredivanje putanje te planete koja se sporo kre-
ée po zvezdanom nebu.

Godine 1848 pronaden je Saturnov satelit Hiperion od BONDA i njegova sina,
a nezavisno od njil, i od Lasela koji je 1851 pronasao i dva meseca Uranova, Ari-
ela i Umbriela. Godine 1877 prona3ao je HAL oba Marsova meseca, Fobosa i Dej-
mosa, 1892 nasao je BARNAR Jupitrov mesec V, a uskoro iza toga, PIKERING dva
Saturnova satelita, Febu (1898) i Temis (1905); iste godine pronasao je PERIN Ju-
pitrove mesece VI i VII. Dva dalja Jupitrova meseca VIII i IX, pronadena su od
MELOTA (1908) odnosno od NIKOLZONA (1914).

Tre¢i Keplerov zakon dozvoljava nam, kao Sto smo videli, da iz vremena obi-
lazenja velikill planeta izratunamo njihova relativina otstojanja od Sunca dosta ta-
¢no. Iz toga zakona sleduju, ako otstojanje Sunce-Zemlja odaberemo za jedinicu,
ova, na prvu decimalu zaokruzZena, otstojanja prvih sedam planeta: 0,4; 0,7; 1,0;
1,55 5,2; 9,5. Ve¢ je IKepleru upala u o¢i velika praznina izinedu ¢etvrte i pete pla-
nete, t.j. izmedu Marsa i Jupitra. Misljenje da se ovde radi. zaista, o jednoj ne-
popunjenoj praznini, dobilo je svoga oslonca kada je 1766 vitenberski profesor T1-
CIUS pronasao ¢udnu jednu zakonitost u otstojanjima planeta od Sunca. Napide li
se sledeta geometrijska progresija sa pocetnim &lanom nula, koji joj, u stvari, ne
pripada, O0; 0,3; 0,6; 1,2; 2.4; 4,8; 9,6 pa doda li se svakom njenom ¢lanu broj 0,4,
to se dolazi do ovoga niza brojeva: 0,4; 0,7, 1,0; 1,6; 2.8; 5,2; 10,0. Ovaj red nam
pretstavlja, zaista neocekivano dobro, otstojanja planeta od Sunca, popunjavajuéi
spomenutu prazninu brojem 2,8.

Kada je. 1 januara 1800, prouasao PIACI jednog novog ¢lana naseg planetskog
sistema, malu planetu Ceres, pa se polkazalo da je radius njene putanje, meren spo-
menutom jedinicom, jednak 2.8, mislilo se da je time popunjena praznina o kojoj
je malocas bila re¢. Brzo iza toga, pronadene su jos tri male planete, Palas (1802)
od OLBERSA, Juno (1804, HARDING) i Vesta (1807, Olbers), a radiusi njihovil pu-
tanja malo se razlikovali od radiusa putanje Ceresa, pa se mislilo da su sve te Eetiri
planete ostatci jedne jedine. Tek godine 1847, uvecaua je ta porodica malih plane-
ta sa trl nova ¢lana, a sada il imamo preko dvanaest stotina na broju. Velike polu-
ose ovih malil planeta, ili, kako ih jo§ zovu, planetoida i asteroida, veoma su razli-
cite (Eros 1,458; Hektor 5,278), a kalko mnoge od njih imaju velike ekscentricitete,
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a i velike nagibe putanja, to su one ne samo ispuuile nego i daleko prekoracile pro-
stor izmedu Marsa i Jupitra. Nedavno, 24 aprila 1932, pronadeni i za vieme od 21
dana posmatrani, pa zatim iz vida izgubljeni, planetoid 1932 N A ima toliki eks-
centricitet putanje da se u svom perilelu priblizava Suncu vise no sama Venera.

Pronalazak malih planeta pomogao je, svojim potrebama, veoma razvitak teo-
rije odredivanja putanja nebheskih tela. Takvo odredivanje moze se. kao 5to je to
ve¢ Njutn pokazao, izvriiti ako postoje tri niwdtusobno vremenski dovoljno udaljena
odredivanja pozicije uotenog nebeskog tela. veé¢ pronalazak prve od malih planeta,
koja se ubrzo iza toga izgubila iz vida, stvorio je potrebu stvaranja i ispitivanja no-
vih metoda za odredivanje putanja pa je. timm povodom, GAUS objavio (1809) svoju
teoriju odredivanja putanja nebeskil tela. Prva odredivanja patanja, posle onil ko-
je je Kepler izveo i o kojima smo opsirno govorili, izvrdena su od HALEJA i to za ko-
mete. Ona su pokazala da repatica koja je pri opsadi Beograda 1456 izazvala strah
i trepet i repatice posmatrane u godinama 1531, 1607 i 1682 nisu nista drugo do
periodiéne pojave jedne te iste komete ¢iju je putanju Halej odredio i koja je dobi-
la njegovo ime. Ponovne pojave te komete u godinama 1759, 1835 i 1910 pruzile su
priliku Nebeskoj Mehanici da, izra¢unavanjem tih povrataka. oproba i dokaze sa-
videnstvo svojil srestava. Pomocu te nauke su racunom identifikovane i starije po-
jave te koniete koje se, po kineskim zabeleskama. mogu pratiti do u jedanaesti vek
pre Hrista. Tako je Halejeva kometa postala tipiénim pretstavnikom ove klase ne-
beskih tela koja se mogu smatrati za punovazne ¢lanove naseg planetskog sistema.

Jos su stari Aleksandrijci, kao 5to smo veé saopstili, preduzeli da geometrij-
skim metodom premere medusobna otstojanja nebeskih tela. Druga polovina pe-
te knjige Ptolemajovog Zbornika posveéena je tim pitanjima. Tu su saopsStena ova
rasudivanja. Ako se posmatrano nebesko telo nalazi u takvoj blizini prema Zemlji
da njegovo otstojanje nije beskona¢no veliko prema dimenzijama Zemlje. kao 5to
je to, na primer, slu¢aj sa Mesecom, onda ¢e to imati za posledicu da prava povu-
Cena iz centra Zemlje prema tom nebeskom telu neée biti paralelna vizurnoj pravi
uperenoj prema tom istom telu iz oka posmatratevog koji se nalazi na jednom me-
stu Zemljine povrsine. Te dve prave zatvaraée izmedu sebe jedan ugao za koji se
posmatrano nebesko telo razli¢ito projicira na nebesku sferu iz obe spomenute ta-
¢ke. Taj ugao paralaksa, dostizava, kao to je lako uvideti, svoju maksimalnu vre-
dnost onda kada se posmatrano nebesko telo nalazi u ravui lhiorizonta posmatrace-
vog: onda je paralaksa =g data jednacinom sinzg = »/d, gde r oznacava radius Ze-
mljine lopte, a d otstojanje nebeskog tela od centra Zemlje. Ugao wg je uvek toli-
ko malen da njegov sinus mozemo zameniti sa samim tim uglom, merenim u luénoj
meri, pa je zato ng = r/d. To je, u stvari, onaj ugao pod kojim bi se ukazao radius
Zemljine lopte, posmatrane sa uotenog nebeskog tela. Poznajemo li taj ugao, onda
suo otstojanje d premerili radiusom Zemljine lopte.

Aleksandrijei su pokusali na razne nacine da odrede paralakse Meseca i Sun-
ca. O Aristarhovom radu na tom pitanju veé smo govorili. Izgleda da je on, posto
je, spocetka rdavo premereni, prividni pre¢nik Sunca ispravio docnije na 30, do-
bio za paralaksu Meseca numeri¢ku vreduost od 61'. Hiparlios je uapisao 0 mere-
njima paralaksa veée delo koje je obulvatilo nekoliko knjiga. ali se ono nije safuva-
lo. Iz Almagesta i iz Paposove ,Matematske Zbirke" znamo da je Hiparhov metod
u sustini jednak Aristarhovom pa se od ovog razlikuje samo o3trijim rezultatima
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posmatranja. Na taj nacin nasao je Hiparhos za Mesetevu paralaksu vrednost od
57'. Ptolemajos je pokusao da Mesetevu paralaksu odredi uporedujuéi posmatra-
nja Meseca, vriena u Aleksandriji, sa rezultatom teorije koja je davala pozicije Me-
seca obzirom na centar Zemlje. Numeri¢ka vrednost paralakse koju je Ptolemajos
na taj naéin dobio ne razlikuje se, u stvari, od Hiparhove. Kad je, na taj natin, pa-
ralaksa Meseca bila dobivena, mogla se, pomoéu Aristarhovog metoda sa konusom
Zemljine senke, odrediti i paralaksa Sunca, jer tada je, iz vremena prolaza Meseca
kroz tu senku, taj konus bio odreden pa je valjalo staviti u taj konus Sunce na ta-
kvom otstojanju da ono, posmatrano sa Zemlje, pokaze takav prividni precnik ka-
kav je dobiven direktnim posmatranjem. Na taj nacin nasao je Ptolemajos da se
Sunce nalazi u otstojanju od 1210 Zemljinih radija, t.j. da Sunéeva paralaksa ima
numericku vrednost od 2'50”. Uzme li se u obzir da je stvarna paralaksa Meseteva
57'2", a Sunteva 8”,80, onda se moze kazati da su Aleksandrijci pri merenju otsto-
janja Meseca dosli istini veoma nablizo, ali da su u merenju otstojanja Sunca silno
pogresili, §to nije ni ¢udo. Paralaksa Sunca je, kao $to to sleduje iz prethodnog sa-
opstenja, toliko si¢usna da nije mogla biti izmerenim tadasnjim sredstvima astro-
nomskih posmatranja.

Aleksandrijski podatci o paralaksama Meseca i Sunca primenjivani su do du-
boko u sedamnaesti vek. Godine 1650 izinerio je VENDELIN na Majorci po Aris-
tarhovom metodu, ali sluzeéi se dogledom, otstojanje Meseca od Sunca u momen-
tu jedne od Cetvrti i nasao ga jednakim 89°45’. Odavde sleduje Sunéeva paralaksa

_od 14" koja se ve¢ prili¢no priblizava stvarnosti. Taénije merenje Sunéeve parala-

kse izvrsio je 1672 RISE koji je zbog toga posla otputovao u Kajen u Juznoj Ameri-
ci da odande posmatra Mars. Iz rezultata takvih istovremenih posmatranja u Ka-
jeni i u Parizu, izra¢unata je Marsova paralaksa, a iz ove, pomo¢u tre¢eg Ikeplero-
vog zakona, Sun¢eva sa numeri¢kom vrednosti od 9",5.

Godine 1750 izvrsili su LAKAJ i Laland merenje Mese&eve paralakse na taj na-
¢in da je Lakaj na Rtu Dobre Nade, a Laland u Berlinu vriio posmatranja Meseca.
Dobiveni rezultat bio je 57'4",7.

Kada je Halej godine 1677 na Svetoj Jeleni proucavao juzno nebo i posmatrao
prolaz Merkura ispred Sunca, dosao je na ideju da bi se takvi prolazi donjih pla-
neta, a narocito Venerin, mogli iskoristiti za odredivanje Sunéeve paralakse. On je
pokazao da se, ako dva posmatraca, dovoljno udaljena jedan od drugog na Zem-
ljinoj povrsini, taéno odrede trenutke ulaza planete na Suncevu plocu i izlaza sa
nje, iz tih podataka mogu izracunati duzine i otstojanja tetiva projiciranih sa ona
dva glediSta, putanjom planete na Sunéevu plocu, a tim odrediti i Sun¢eva parala-
ksa. Blagodare¢i tom Halejevomn predlogu, posmatrana su oba iduca prolaza Vene-
re ispred Sunca, ona u godinama 1761 i 1769, od mnogih, skoro po celoj Zemljinoj
povrsini rasporedanih astronoma, ali je trebalo jos skoro pola veka dok su rezultati
tih posmatranja redukovani i od ENKEA iskoriséeni za izracunavanje Sunéeve pa-
ralakse za koju je dobio vrednost od 8”.57. Iduéa dva prolaza Venere ispred Sunca,
ona u godinama 1874 i 1882, dala su, pri jo§ vecem broju posmatrata, Sunéevu pa-
ralaksu od 8”80 koja se, potvrdena i drugim metodama, danas smatra za najpo-
uzdaniju. Iz toga broja sleduje srednje otstojanje Zentlje od Sunca od 149 500000
kilometara. Sva ostala otstojanja u planetskom sistemu mogu se izraziti tom ,astro-
nomskom jedinicom“ i time odrediti glavne mere toga sistema.
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Trinaestog marta 1930 saopstila je Lovelova Opservatorija u Flagstafu (Arizo-
na) telegrafski nauénom svetu da je 21 januara 1930 u jatu blizanaca pronadena i
od toga doba svakodnevno prafena nova jedna velika planeta petnaestog stepena
prividne veli¢ine; u istom brzojavu saopstena je i pozicija te planete. Od toga do-
ba, poito je prvo odredivanje putanje te planete izvrseno, poslo je za rukom pro-
nadi i starije poloZaje njene na raznim fotografskim plotama neba, a kao najstari-
ji, takav jedan snimak iz godine 1914. Koristeéi se tim podatcima, odredeni su ele-
menti putanje nove planete koja je dobila ime Pluto.

Ti elementi su ovi:

Q=109°21'39"; 4 =17°6'58"

IT = 222°23'21"; a = 39,60038

e = 0,24609; T = 1989 oktobar 2.
n = 14"238; T = 249,21 godina.

Velikim ekscentricitetom i nagibom ravni svoje putanje, ova se planeta izdvaja
od svih dosadanjih velikih planeta pa se, u perihelu, priblizuje Suncu vise no Ne-
ptun. Masa Plutonova, samo priblizno odredena, prevazilazi masu Zemlje najvise
za polovinu.

38. Sastav planetskog sistema. Nas planetski sistem obuhvata ove
¢lanove:
1. Sunce, kao centralno telo.
2. Devet velikih planeta: Merkur, Venera, Zemlja, Mars, Jupiter, Saturn, Ura-
nus, Neptun, Pluto.
3. Veliki broj (preko 1200) malih planeta, nazvanih i planetoidima ili asteroidi-
ma, koje su ispunile i prekoracile prostor izmedu Marsa i Jupitra.
4. Dvadeset i sedam planetskih trabanata ili satelita od kojih jedan obilazi Ze-
mlju, dva Mars, devet Jupiter, deset Saturn, cetiri Uranus, a jedan Neptun.
5. Znatan broj periodickih kometa od kojih su 28 bile posmatrane bar u dva obi-
laska oko Sunca i bezbroj meteora i bolida; mnogi od ovih meteora kreéu se u roje-
wma.

U prilozenim tablicamma saopsteni su elementi putanja velikih osam planeta, po-
datci o njihovim veli¢inama, masama i rotacijama te podatci o satelitima planeta.

Iz podataka saopstenih u prilozenim tablicama sleduje, pre svega, ovo. Sve pla-
nete imaju isti siisao obilazenja oko Sunca. Posmatramo li to njihovo kretanje sa
severne strane ekliptike, to ono sleduje od desna na levo, u obrnutom smislu skaza-
ljke na satu. I rotacija Sunca i svih planeta, u koliko nam je ona poznata, sleduje
u istom smislu. Veé sve ove pravilnosti pokazuju usku pripadnost &élanova planet-
skog sistema. Isti smisao obilaZenja pokazuju i sve male planete, no ne svi sateliti.
Iz prilozene tablice satelita vidimo da su putanje Jupitrovih satelita VIII i IX, Sa-
turnovog satelita Febe, sviju &etiri Uranovik satelita i satelita Neptunovog nagnute
prema ekliptici za vise od devedeset stepeni pa je zato njihovo kretanje retrogradno.
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Veli¢ine, mase i trajanja obrtaja Sunca i planeta

Ime Pre¢nik ekvatora Masa Gustina Trajanje obrtaja
Zemlja=1 kilometara Sunce=1 Zemija =1 Zemlja=1
Merkur 0,37 4700 1:6 000 000 0,06 1,1 8gd?
Venera 0,97 12300 1:408 ooo 0,82 0,91 24"?
Zemlja 1 12756 11333432 1 1 23" 56™ 4°
Moars 0,54 6 goo 1:3 093 500 0,11 0,69 24" 37" 23°
Jupiter 11,14 142 000 1:1047,3 318,36 0,25 9" 55™
Saturn 9,40 120 000 1:3501,6 95,22 0,13 10" 14™ 24°
Uranus 4,0 50 700 1:22 869 14,58 0,23 10" 45™
Neptun 4,3 54 400 1119314 17,26 0,22 7" 50™
Sunce 195,05 1391 000 1 333432 0,26 25"-27d

Merkurova perihela stogodisnju vrednost od 546”. Pored sve svoje maloce, ova Ajn-
Stajnova pomeranja perihela mogu narasti do osetnih veli¢ina u toku geoloskih vre-
mena, no do sada nije se uspelo uzeti ih u obzir u racunu sekularnik poremecaja.

Sto se tice otstojanja i kretanja satelita, vaze u velikoj meri pretpostavke uci-
njene u §14; zato se sateliti kre¢u oko svojih planeta po elipti¢nim putanjama. Pri
ostrijem ispitivanju toga kretanja, moraju se uzeti u obzir njegovi poremecaji. To
je narocito potrebno kod Zemljinog Meseca zbog njegovog zna¢aja u nautici. Pri
kretanju Meseca Sunce je ono telo koje izaziva poremeéaj. Masa Sunceva je 333000
puta veéa od glavnoga tela pri kretanju Meseca, Zemlje. No kako je Sunce 390 puta
dalje od Meseca no Zemlja, to i ti poremeéaji nisu suvise veliki pa su se mogli izra-
cunati. Veé je Njutn glavne nejednakosti Mesecevog kretanja, opazene veé¢ odavno,
uspeo da rastumadi svojim zakonom gravitacije, tako poremeéaje Meseceve longi-
tude: evekciju (od 1°17, pronadenu od Ptolemaja), varijaciju (do 39'31”, pronade-
nu od ABUL VEFE) i godisnju nejednakost (do 11'9”, pronadenu od Tiho Brahea).
I kretanje apsidne linije i linije Gvorova Meseceve putanje, koje je veé Aleksandrij-
cima bilo poznato i o kojem ée jo§ biti govora, mogao je Njutn da izvede iz svoga
zakona. Broj do sada teoretskih izracunatih i posmatranjem potvrdenih nejedna-
kosti Meseceva kretanja narastao je na nekoliko stotina.

Kod satelita spoljnili planeta pojavljuju se, pored poremneéaja izazvanih Sun-
cem, medusobni poremecaji tih satelita. Vrlo jakim poremeéajima izlozeni su Ju-
pitrovi sateliti VIII i IX, jer se nalaze blizu one granice gde uticaj Sunca postaje
jako osetan.

U pogledu na njilhovu rotaciju, mogu se ¢lanovi naseg planetskog sistema pode-
liti u tri, jasno odvojene, kategorije. Tipicni pretstavnik prve od tih kategorija je
samo Sunce. Njegovo obrtanje nije jednako obrtanju évistoga tela kod kojega sve
tacke njegove imaju istu uglovnu brzinu, nego je ta brzina za razne zoue Sunceve
povidine razli¢ita, opadajuéi od ekvatora prema polovima. Posmatranjem Sunce-
vil pega, na primer, pokazalo se da je trajanje pune jedne rotacije na ekvatoru jed-
nako 25 dana, a na heliografskoj §irini od 40° punih 27 dana. Slicnu takvu zonalnu
rotaziju pokazuju Jupiter i Saturn, a imaju je, verovatno, i ostale spoljne planete.
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Podatci o satelitima planeta

Satelit SideriZno vreme Otstojanje od planete Ekscentricitet Nagib
Obilzie"ja u u polupreZaicima u hitjadama putanje putanje
danima planete kilometara
Zemljin 27,32166 60,267 384,40 0,0549 5°%,13
Marsov
Fobos 0,31891 2,77 9,15 0,0170 27 ,48
Dejmos 1,26244 6,95 22,8¢ 0,0031 27 ,41
Jupitrov
! 1,76914 5,91 421,50 0,0 2,16
i 3,55118 9,40 671 0,0 2,51
m 715455 14.99 1070 0,0 2,33
w 16,68899 26,36 1881 0,1 2,36
v 0,49818 2,53 184 0,1 2,0
v/ 250,611 160,0 11 446 0,1550 28 ,93
il 260,06 164,0 11884 0,2073 31 ,00
il 738,9 329,0 25610 0,38 151 ,11
X 1745,0 351,0 27 000 0,248 156 ,19
Saturnov
Mimas 0,94242 3,07 181 0,0190 17 ,49
Enceladus 1,37022 3,94 233 0,0046 28 ,o07
Tetis 1,88780 4,88 287 0,0000 28 ,68
Dione 2,73692 6,24 369 0,0020 28 ,o07
Rea 4,51750 8,72 5185 0,0009 28 ,38
Titan 15,94543 20,22 1193 0,0289 27 ,47
Temis 20,85 24,17 1426 0,23 39 ,10
Hiperion 21,27662 24,49 1445 0,119 27 ,35
Japetus 79,33015 58,91 3476 0,029 18 ,47
Febe 550,48 214,4 12650 0,1659 175 ,08
Uranov
Ariel 2,52038 7,71 177 0,0 97 ,97
Umbriel 4,11418 10,75 249 0,0 98 ,35
Titanija 8,70587 17,63 405 0,0 98 ,02
Dberon 13,46324 23,57 542 0,0 98 ,28
Neptunov
Triton 5,87683 15,33 354 0,0 142 ,67

Drugoj kategoriji pripadaju oni ¢lanovi naseg planetskog sistema kod kojih je
trajanje jedne rotacije jednako vremenu obilazenja oko njihovog glavnog tela. Ti-
picni pretstavnik ove kategorije je Zemljin Mesec. Trajanje jedne njegove rotacije
saviSeno je jednako njegovom vremenu obilazenja oko Zemlje. Zato Mesec poka-
zuje Zemlji uvek isto lice. Kad ne bi ona jednakost vremena bila potpuna, morali
bismo postepeno sagledati celokupnu povréinu Mesecevu. Medutim, mi ne vidimo
nego nesto vise od njezine polovine, a taj visak samo zbog ekscentriciteta i nagi-
ba njegove putanje i njegove ose. Po drugom Keplerovom zakonu, nije, zbog onog
ekscentriciteta, brzina kojom se Mesec kreée po svojoj putanji stalna, dok je nje-
gova rotacija oko ose konstantna, zbog tega se Mesec prema Zemlji zaokrece nesto

na levo i na desno, §to se zove njegovom libracijom u longitudi. Nagib njegove pu-
tanje i njegove ose izaziva sli¢nu pojavu, libraciju u latitudi. o

Jednakost trajanja Meseceve jedne rotacije sa vremenom njegovog obl'laz'elvlja
oko Zemlje nije slu¢ajna i moze se potpuno rastumaciti. Dok se Mesec nalazio joS u
zitkom stanju, izazivalo je privlat¢no dejstvo Zemljino na njemu pojavu sliém.{ mor-
skoj plimi pa se zato njegova povrdina ispupéila na mestu najblizem Zemlji i na
onome koje joj lezi diametralno. Ta ispupenja, na pravoj koja spaja centar Mesg—
ca sa centrom Zemlje, kocila su, kao kakva konica, rotaciju Meseca prema Zemnlji,
dok ona nije sasvim prigusena. Ohladeni i stvrdnuti Mesec zadrzao je taj, prema
Zenilji nesto izduzeni, oblik, a ovaj odrzavao tu dobivenu orientaciju prema Zen}-
lji; oko tog polozaja ravnoteze vrii Mesec jednu malu, ali stvarnu, 0891&01]}1 koja
se naziva fizickom libracijom. Merkur, a verovatno i svi planetski sateliti, pripada-
ju, u pogledu svoje rotacije, ovoj Mesecevoj kategoriji. Uzrok jedna,kosq vremena
njihove rotacije i njihove revolucije. isti je kao i kod Meseca, pri tome valja Merkur
smatrati za satelit Sunéev. )

Trecoj kategoriji pripadaju svi ostali ¢lanovi naSeg planetskog sistema. O nji-
hovoj rotaciji bice govora u drugom odeljku ove knjige.

#
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39. Nebeska tela kao materijalni sistemi. Svaki ¢lan naseg planet-

skog sistema pretstavlja po jedan zasebni materijalni sistem. I nasa Zemlja,

sa svojomn hidrosferom i atmosferom, pretstavlja jedan takav sistem u kojem
su zastupljena sva tri agregatna stanja materije. Svaki takav materijalni sistem mo-
zemo zamisliti ras¢lanjen u proizvoljno mnogo, toliko sitnih, deli¢a da svaki takav
deli¢ mozemo smatrati za materijalnu tacku pa na taj naéin dolazimo, konaéno, do
Jjednog sistema materijalnih tacaka, za koji vaze ova rasudivanja. Sve materijalne
tacke njegove privlace se medusobno po Njutnovom zakonu, a bivaju privlacene,
po istom zakonu, i od deli¢a ostalil ¢lanova planetskog sistema. Ove potonje sile
ratunacemo u spoljne sile uoéenog materijalnog sistema, dok se privlacne sile izme-
du pojedinih delova uocenog nebeskog tela imaju racunati u njegove unutradnje si-
le. Pored tih unutranjih gravitacionih sila dejstvuju u uofenom materijalnom si-
stemu i druge unutrasnje sile, molekularne sile, naponi, trenje i sve ostale sile koje
odgovaraju agregatnom stanju u posmatranom delu uocenog materijalnog sistema.
Sve se te sile pokoravaju Njutnovom principu akcije i reakcije, t.j. sila p;x kojom
materijalna tacka my dejstvuje na drugu materijalnu ta¢ku m; mora biti jednaka,
a protivnog pravca, sili pi; kojom materijalna tacka m;, dejstvuje na tacku my; obe
te sile dejstvuju u istoj pravoj, onoj koja spaja uocene dve tacke. Ta jednakost, a
protivni pravac uoéenih dveju sila izrazeni su matematski veltorskom jednaéinom:

Par + pri = 0. oY)

Da matematski izrazimo jo3 i to da obe te sile dejstvuju u istoj pravoj, oznaéi-
mo sa R; vektor polozaja mase m;, a sa Ry vektor polozaja mase ni;, obzirom na
proizvoljnu jednu tacku uporedivanja. onda je postavljeni uslov izrazen, ocito, vek-
torskom jednaéinom

(R pir] + [Ri prs) = 0. (2)

Iz dobivenih dveju jednagina mogu se izvesti sledeée teoreme.
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40. Teoreme o impulsima. Neka m; bude proizvoljna jedna materijal-

na tacka uotenoga sistema, a P, rezultanta svih spoljnih sila koje dejstvuju

na nju. Rezultanta svih unutradnjih sila koje dejstvuju na m; pretstavljena
je, prema oznakama usvojenim u proilom paragrafu, sa >, pix., pri ¢emu se nazna-
Ceni zbir proteze na sve tacke sistema. Zamislimo u prostoru jedan nepomiéni ko-
ordinatni sistem X;-Y;-Z;, sa pocetkom u tacki O, pa neka R; oznacava vektor
polozaja mase m; obzirom na taj koordinatni sistem, onda mozemo materijalnu ta-
¢ku m; pod uticajem svih spoljnih i unutradnjih sila koje na nju dejstvuju smatra-
ti za slobodnu, zbog Cega postoji jednaéina:

m1 e =P; + Z Pik, (3)

gde t oznacava vreme.

Ovakve jednacine kretanja mogu se zamisliti napisane za sve materijalne tacke
sistema, kojih neka bude n na broju. Pri tome valja indeksu ¢ dodeliti vrednosti
1,2,...,n. Na taj nacin dolazimo do ovili n jednacina:

d?R; )
My = B, + Z Pik; 1=1,2,...,n. (4)
&

Obrazujemo li zbir svih n jednatina (4), to ée se, na desnoj strani toga zbira,
pojaviti dvostruki zbir Y, >, pit, & u njemu svaka kombinacija indeksa i i k po
dva puta, jedanput ¢lanom p,i, a drugi put ¢lanom pi,;. Kako se ti dvojni ¢lanovi
medusobno potiru zbog (1), to dolazimo do ove jednagine:

Z nu = Z B (5)

Pomnozimo li jednacine (4), jeduu za drugom, vektorielno sa Ry, Ry, ..., R, i
obrazujemo li zbir tako dobivenih jednatina, to éemo, posto se, kao i u prethodnom
stucaju, dva i dva €lana [R, pi] 1 [Re pii]. zbog (2), medusobno potiru, dobiti sle-

decu jednacinu:
d?R;
m; | R; o= P 6
S| = S ©)

ﬁZZ‘Bi (7

pretstavlja nam rezultantu svih spoljnih sila koje dejstvuju na uo¢eni materijalni
sistem, a zbir vektorielnih proizvoda

M =y (R B ®)

pretstavlja nam mormenat zaokretanja tih spoljnih sila obzirom na tacku O;. Zato je

Yo S pe (9)
ZmlI: d(;f)j} m; . (10)

Vektorski zbir
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Izvod iR
— —y, (11)

dit
pretstavlja nam vektor brzine materijalne tacke m; u nepokretnom koordinatnom

sistemu pa je zato
d?R; _ 4o,

ez — dt (12)
Kako je, sem toga,
4R, d dR; d
[m, d? ] - E[m" dt ] iRt
to dobivamo mesto (9) i (10) ove dve jednatine:
% Z m;V; = K (13)
% Zmi[ml B;] = M. (14)

Ove jednagine izrazavaju matematskim jezikoin teoreme o impulsima. Vec je u
§16 kazano da zbir 3 m;%; pretstavlja celokupni impuls ili koli¢inu kretanja po-
smatranoga materijalnoga sistema, a > m;[R; ;] momenat toga impulsa ili, drug-
¢e kazano, impuls obrtanja obzirom na tacku O;. Ako je uoceni materijalni sistem
&vrsto telo, onda se impuls obrtanja naziva i zamahom. Jednagina (13) kazuje da
je vremenski izvod impulsa jednak rezultanti spoljnih sila, a jednatina (14) da je
vremenski izvod impulsa obrtanja jednak momentu zaokretanja spoljnih sila obzi-
rom na tacku O;.

41. Teorema o kretanju teZita. Ako je S teziste, bolje reci centar ma-
sa, posmatranog materijalnog sistema, a G njegov vektor polozaja, to je

MG = Zmi%i, (15)

gde
M= Z m; (16)

pretstavlja celokupnu masu uocenog materijalnog sistema. Dvostrukom diferenci-
jacijom obrasca (15) po vremenu ¢, dobivamo:

dt’ _Zm' dt’ :

t.j. zbog (9)
d?6 -
M—— = R, 17)
de? (
Ova diferencijalna jednacina kretanja tezista S identi¢na je onoj za slobodnu
tacku mase M, koja je izlozena jedino dejstvu rezultante £ spoljnih sila, pretsta-

vljene obrascem (7). Odatle sleduyje:

Teziste materijalnog sistema krece se tako kao kad bi u njemu sjedinjene bile sve ¥

mase sistema ¢ sve njegove spoljne sile. Unutarnje sile ne utiéu na kretanje tezista.
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42. Nezavisnost rotacionog kretanja od translatornog. Pretpo-

stavimo, za sada, da je posmatrani materijalni sistem jedno ¢vrsto telo, pa

pitajmo za kretanje toga tela oko njegovog tezista. Da odgovorimo na posta-
vljeno pitanje, polozimo pocetak O koordinatnog sistema X;-Y;-Z;, smatranog,
za sada, za nepomicnog, u teziste S i ozuaginmo taj novi koordinatni sistem koji se,
bez zaokretanja, krece translatorno u prostoru sa X-Y-Z, a njegov pocetak koji
lezi, kao 3to smo ugovorili, u tezistu S sa O. Veltori polozaja materijalnih tacaka
M1, Ma, ..., M, obzirom na O neka budu oznaceni sa t;,ts,...,t,. Onda je

R, =6 +r; t=1,2,...,n, (18)

MG = Zm —-t)=MG -~ Zm i,
Zm,ri =0 (19)

d?r
Zyyl,i—cl—tr,_— =0. (20)

Stavimo (18) u (10), to dobivamo:

26 d%y
Zﬂ“ [(G +t1)(d—t2‘- + F)} = ml,

a zbog (15),
t.j.

odakle sleduje

t.J.

26
A/[{G i ] - [dt’ Zm tt] [GZm, " ]-}-Zm {r, cltz] My,

dakle, zbog (17), (19) i (20),

Zm, [ dc:t IJ - [& 8] (21)

Momenat zaokretanja spoljnih sila 3; obzirom na teziite S, t.j. obzirom na po-
kretnu tacku uporedivanja O, pretstavljen je sa

M= [6 Pl = Y[R -&)p] =Y B - [63 B,

t.j. zbog (8) i (7), sa
MM =N, — [G K] (22)
Zato sleduje iz (21) i (22)

Som, [r, ccl“t ] ;M. (23)

Iiretanje évrstog tela oko njegovog tezista ima tri stepena slobode pa je zato to
kretanje jednoznaéno odredeno prethodnom vektorskom jednacinom koja je ekviva-
lentna trima skalarnima. Ta jednagina, istoga oblika kao jednagina (10) pri kojoj je
tatka uporedivanja O; smatrana nepomiénom, kazuje da se posmatrano évrsto telo
krece olo svoga tezista tako kao kad bi to teziste bilo nepomiéno. To kretanje zavisi
samo od momenta zaokretanja 91 spoljnili sila, a ne zavisi od njihove rezultante £.
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Jednadine (17) i (23), uzete zajedno. izrazavaju teoremu o nezavisnosti tran-
slatornog i rotacionog kretanja jednog od drugog. Prema (17), redukuje se pro-
blem kretanja slobodnog &vrstog tela na problem slobodne materijalne tacke, a,
prema (23), problem rotacionog kretanja ¢vrstog tela oko njegovog tezidta na pro-
blem obrtanja ¢vrstog tela oko jedne njegove nepomi¢ne tacke. Zato nismo u prvom
odeljku ove knjige, pri opisivanju kretanja tezista nebeskih tela, morali voditi ra-
¢una o njihovim rotacijama oko tezista, a ne moramo ni sada, proucavajuéi kreta-
nja nebeskih tela oko njihovil teZidta, uzimati u obzir njihova translatorna kreta-
nja, sem ako ova ne menjaju momenat zaokretanja spoljnih sila.

Jednagine (17) i (23) ne vaze samo za slu¢aj évrstoga tela, nego i za opstiji slu-
¢aj materijalnog sistema koji zadovoljava pretpostavke uéinjene u §39, no u ovom
slu¢aju, kada posmatrani materijalni sistem ima viSe od 3est stepena slobode, nije
njegovo kretanje odredeno spomenutim dvema vektorskim jednatinama.

43. Upotreba pokretnih koordinatnih sistema. Istim nacinom ko-
jim smo iz (10) izveli jednaéinu (14), sleduje iz (23)

Ed; Z m;fe;v;] = M (24)

gde v; pretstavlja vektor brzine materijalne tacke m; obzirom na koordinatni si-
stem X-Y-Z koji éemo, od sada, zvati ukratko ,mirujuéim®, jer se u njemu sve ta-
ko desava kao kad bi, zaista, mirovao u prostoru. Iz toga razloga éemo kretanja i
brzine obzirom na taj sistem zvati apsolutnima.

Vektor
6 = Zmi[ri ;] (25)
pretstavlija nam, prema napred ugovorenom, apsolutni impuls obrtanja uocenog
materijalnog sistema obzirom na tacku O pa je, prema prethodnom,
9 _ o, (26)
dt
Cesto puta je ne samo korisno, nego potrebno da pri nagim razmatranjima upo-
trebimo koordinatni sistem x—y—z koji se obrée prema mirujuéein koordinatnom si-
stemu. Pri tone ¢emo pretpostaviti da se poetak pokretnog koordinatnog sistema
2-y—z poklapa sa potetkom O mirujuéeg koordinatnog sistema X-Y-Z i da onaj
pokretni sistem vrai u uodenom trenutku ¢ prema mirujuéem sistemu rotaciju koja,
prema uéinjenoj pretpostavci, mora sledovati oko jedne trenutne ose obrtanja koja
prolazi kroz ta¢ku O. Ta rotacija neka bude pretstavljena vektorom ro, t.j. taj vek-
tor neka pada u trenutnu osu obrtanja, neka bude nape-
ren na onu stranu te ose sa loje, posmatrano, obrtanje sle-
duje u pozitivnom smislu, t.j. protivno skazaljci na satu,
a moduo w vektora o neka bude jednak trenutnoj ugao-
noj brzini obrtanja.
Nekadi, j, € pretstavljaju jedini¢ne vektore u pravcuosa g3
z, ¥, =, onda Ce, usled obrtanja pokretnog sistema, kraj- d¢
nje tacke tih vektora imati u trenutku ¢ brzine koje ée, kao 0}
sto to sleduje iz sl. 16, biti pretstavljene ovim obrascima: CnmkaA 16

10




§aq] - _OINIEPOBE IEJHAYUHE o 145

144 TEOPEME ¥ OBPACIH PAIMOHAJHE MEXAHUKE. .. o x
di . dj de
—_= : - = il —_= 27
it [roi}; 3t [roji; ph [ro g]. 27

Obrazujemo li skalarni vektorski proizvod (®1), onda je, po poznatom pravilu
za diferencijaciju takvog proizvoda,

d .. de&. di

a(@ i) = —d—t-l + Q’a,

t.j., zbog prethodnih jednacina,
de d
e dt(@ i) — Gwi. (28)
Pomnozimo li jednacinu (26) skalarno sa i, onda dobivamo zbog (28)
d
51— &[] = (ant1). (29)

Dve dalje jednacine istog oblika dobivaju se zamenjujuéi i sa j odnosno sa E.

Oznagimo sa G, G2, G3 koordinate vektora ® obzirom na pokretni koordina-
tni sistem, sa w;, wa, w3 koordinate vektora w, a sa M, Ms, M3 koordinate vek-
tora 91, onda je

& =Gii+ Gy + Gt (30)
w0 = wii + waj + wsk (31)
M = Myi+ Moj + M;jk. (32)
Uzme li se jos u obzir da je, po poznatom pravilu vektorskog ratuna,
G Gy Gj
Blwil =|w, ws ws
1 0 0

onda dobivamo, mesto jednac¢ine (29) i onih dveju sliénih koje nisnio napisali, ove
tri jednacine:

Ei—'G—L + ’U.’2G3 —w3Gy = ]\/[1
dt
%Z +w3Gy, —w, Gy = M,y (33)
dG
‘—dTa‘ + 1L’1G2 - ‘szl = ]\/.[3.

44. Ojlerove jednaline. Ako je posmatrani materijalni sistem jedno

¢vrsto telo, onda je od koristi pokretni koordinatni sistem z—y-z, o kojem

je u proslom paragrafu bila re¢, vezati sa tim ¢vrstim telom. U tom sluca-
ju pretstavlja vektor w, u isti mah, i trenutnu rotacionu brzinu évrstoga tela obzi-
rom na mirujuéi koordinatni sistem pa je, zbog toga, apsolutna brzina materijalne
tatke m; pretstavljena izrazom:

0; = [ro ] (34)

Zato je impuls obrtauja, pretstavljen obrascem (25). sada jedunak
6= Z m; [t o] (35)
U slucaju évrstoga tela, u kojem je raspored masa kontinuiran, treba gornji zbir
zameniti integralom

&= j[:[m o] dm (36)

izvrenim preko celokupne mase uocenog ¢vrstog tela.
KKako je, prema poznatom obrascu vektorskog racuna,

[al6 )] = b(ca) —c(ab),

to dobivamo:

6=w J(t tydm — j t(io t) dm. (37)
Ozna¢imo li koordinate vektora polozaja t u pokretnom koordinatnom sistemu
sax,y, z, to je:
t=zit+yj+zl (cr) =2 + 3 + 2% () = unx + way + w3
Stavimo li ove obrasce u vektorsku jednacinu (37), to se ova raspada, uzimaju-
¢ u obzir obrazac (30), u ove tri skalarne jednacine:

Gy =w J‘(y2 + %) dm — wy J.ry dm — w; J zxdm
Gy = wy J(z"’ + 27) dm — w; Jy: dm — w; J;zry dm (38)

Gz = w3 j(.r2 + 4y dm — w J::c dm — w» Jy: dm.

Alko je pokretni koordinatni sistem a~y—z polozen i vezan tako sa uocentim ¢vi-
stim telom da se koordinatune ose podudaraju sa glavnim osama inercije toga telf\
ili. jos taénije refeno, sa centralnim osama inercije, bududi da pocetak toga koorchT
natnog sistema lezi u samom tezistu uocenoga tela, to su onda deviacioni momenti
toga tela obzirom na koordinatni sistem jednaki nuli, dakle

Jy: dm = 0; f zxdm = 0; j.'zvy dm =0, (39)
a glavni momenti inercije pretstavijeni ovim izrazima:
A= J(y2 + %) dm; B = J(:"’ + %) dm, C = J(Ar") +y2)dm.  (40)
Zhog svega ovoga, dobivamo mesto jednagina (38) ove:
G, = Awy; Gy = Buws; G3 = Cws. (41)

Stavljajuéi ovo u jednaéine (33), dobivamo:

4% + (C — B)waws = M,

pde (4 — Cwswy, = My (42)
dt
dll'3

CW + (B — .4)101‘(['2 = Mj.

Ove jednatine, izvedene (1758) od OJLERA, nose njegovo ime.
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45. Ojlerovi uglovi. Zamislimo da smo oko zajednitkog pocetka O mi-

rujuceg i pokretnog koordinatnog sistema, kao centra, opisali jednu loptu,

onda prodiru pozitivne grane koordinatnih osa tih dvaju sistema povrsinu te
lopte u tatkama X, ¥. Z odnosno z, y, z (sl. 17) koje nam, kao temena, ograni¢a-
vaju dva sferna trougla XYZ i xyz kojima su i strane i uglovi jednaki po 90°. Ko-
ordinatne ravni X-Y i 2—y seku se medusobno duz prave O§ koja prolazi kroz ta-
¢ku O a koja se zove linijom évorova. Ona prodorna tatka § te prave sa spomenu-
tom loptom, koja zadovoljava uslovu da se pozitivnim smislom obilazenja z—y pro-
lazi kroz tu tacku na pozitivnu stranu ravni X-Y, t.j- onu na koju je naperena po-
zitivna grana ose Z, zove se uzlazni évor, a pravac O§ pozitivna grana linije évoro-
va. Ravan polozena kroz OZ i Oz, koju smo odabrali za ravan slike, stoji normalno
na liniji ¢vorova. Ugao ¥ zahvacen izmedu ose X i linije &vorova zove se precesio-
ni ugao, nalegli ugao @, zahvacena izmedu linije évorova i ose T, zZove se rotaciont
ugeo, a ugao © zahvaden osama Z i : zove se nutacioni ugao. To su tri Ojlerova
ugla koja odreduju polozaj pokretnog koordinatnog sistema u mirujuéem sistemu.

Cnuka 17

46. Polhodija i herpolhodija. Oznacimoli, kaoi do sada, jedini¢ne vek-
tore u pravcu osa x, y, z pokretnog koordinatnog sistema safi, j, €, a jedini¢ne
vektore u pravcuosa X, Y, Z mirujuéeg koordinatnog sistema sa ny, ns. ng,
onda je vektor rotacije 1w u pokretnoin koordinatnom sisternu pretstavljen obrascem
o = wyi+ w2j + w3k, (43)

a u mirujuéem sistemu obrascem
= win; + wany + wang, (44)
gde nam wy, w, w3 odnosno w;, wy, w3 pretstavljaju koordinate vektora w u po-
kretnomn odnosno u mirujuéem koordinatnom sistemu. Ojlerovi uglovi ¥, &, © daju
nam vezu izmedu oba ta sistema. Koordinate w;, w,, w3 odnosno wy, w,, w3 izra-
zi¢emo pomocu Ojlerovih uglova i njihovih vremenskih izvoda ua ovaj nacin. Sferni
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trougao XYZ (sl. 17) moZe se dovesti do poklapanja sa trouglom zyz pomoéu tri
rotacije. Zaokrenuvsi trougao XYZ oko ose Z, t.j. oko jedini¢nog vektora n3, za
ugao ¥, dodi ¢e on u polozaj QK Z, zaokrenuvsi ga, iza toga, oko linije évorova O§2
za ugao ©, dovescemo ga u polozaj Rz, a zaokrenuvsi ga, na posletku, oko Oz,
t.j. oko jedini¢nog vektora €, za ugao @, stiéi ¢e on, zaista, u svoj konacni polozaj
xyz. Svatazaokretanjasledovalasu u pozitiviom smislu, obrnuto skazaljki na satu.
Oznaéimo sa
l:[I,__dlIJ_ e,_d@_ @,_d_‘lz
Tt Todt’ T odt
vremenske izvode Ojlerovih uglova, sa ¢p jedini¢ni vektor koji pada u pravac pozi-
tivne grane linije ¢vorova oko koje smo izvisili drugu od gornjih rotacija, to je re-
zultujuéa rotacija o koja odgovara vremenskim promenama ¥, ©, &', Ojlerovih
uglova pretstavljena sa
o= lI’Il’lg + (")’Co + ®'E. (45)
Oznacimo sa b jedini¢ni vektor pravca OR, to sleduje iz sl. 17
¥'ng = (¥ cos O) + (¥'sin O)h
(¥'sin ©)ho = (¥'sin O sin ®)i + (¥’ sin O cos d)j
O'co = (O’ cos ®)i — (©'sin @)j,
t.j.
v = (¥'sinOsin  + ©' cos P)i
+ (¥'sin© cos @ — ©'sin @)j + (¥ cos © + &')¢. (46)
Istim nacinom dobivamo, ako sa gy oznatimo jedini¢ni vektor pravea OL,
O'cg = (0" cos ¥)n; + (O'sin ¥)n,
't = (@' cos O)nz + (¥'sin O)gg
(9'sin ©)go = (@' sin O sin ¥)n; — (¥'sin O cos ¥)n,,
t.j. zbog (45)
v = (0 cos ¥ + &' sin O sin ¥)n,
+(0"sin ¥ — @sin © cos ¥)ny + (¥ + @' cos O)ns. (47)
Iz (43) i (46) sleduje
w; = ¥'sinOsin @ + O’ cos ®
wy = ¥'sinOcos® — O sin (48)
w3 = ¥ cos O + &'
aiz (44) 1 (47)
w; =0 cos¥ + &' sinOsin &
w) = O'sinP — &'sin O cos ¥ (49)
w3 =¥ + & cosO.
Ako su Ojlerovi uglovi dati kao funkcije vremena ¢, onda nam obrasci (48) 1 (49)

pretstavljaju, ako u njih stavimo jednu proizvoljnu odabranu odredenu vrednost ¢,
koordinate jedne te iste tacke: krajnje tatke P rotacionog vektora ro. Smatramo li
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sada t kao promenljivo, to nain gornji obrasci pretstavljaju dve razne krive: obrasci-
ma (48) pretstavljena je ona kriva koju opisuje, u toku vremena, krajnja tatka P ro-
tacionog vektora m u pokretnom, dakle sa pokretnim telom vezanom koordinatnom
sistemu; ta se kriva zove polhodija. Obrascima (49) pretstavljena je ona kriva koju
tacka P opisuje u mirujuéem sistemu, t.j. u prostoru; ova kriva zove se herpolhodija.
Smatramo ki 1o za vektor polozaja tacke P, to je (48) vektorska jednacina polhodi-
je, a (49) vektorska jednatina herpolhodije. Vektor rotacije w opisuje, prema tome,
u toku vremena, u uoéenom pokretnoin telu jedan konus; direktrisa toga konusa je
polhodija, a vrh njegov tatka O. Taj se konus zove konus polhodije. Vektor rotacije
1o opisuje u prostoru jedan konus kojemnu je direktrisa herpolhodija, a vrh tacka O;
taj se konus zove konus herpolhodije. Konus herpolhodije je nepokretan u prostoru,
a konus polhodije nepokretan u posmatranom &vr-
stom telu, a pokretan u prostoru. U svakom tre-
nutku vremena imaju ta dva konusa jednu zaje-
dnicku izvodnicu, vektor w trenutne rotacije, t.j.
trenutnu osu rotacije. Oko te ose obrée se, u tom
momentu, uoceno ¢vrsto telo, a s njim i konus pol-
hodije da bi se, u iduéem trenutku, naredna izvod-
nica konusa polhodije poklopila sa narednom izvo-
dnicom konusa herpolhodije i preuzela ulogu tre-
nutne ose rotacije. Odatle sleduje da se oba konu-
sa u svakom trenutku dodiruju duZ njihove zaje-
dnicke izvodnice, drugim ra¢ima, da se konus pol-
hodije kotrlja bez klizanja'po konusu herpolhodi-
je. Zato mozemo rotaciono kretanje uoenog Cvr-
stog tela pretstaviti i na ovaj nacin. Po konusu
K, herpolhodije (sl. 18), nepokretnom u prosto-
ru, kotilja se bez klizanja konus K3 polhodije, no-
se¢i sa sobom uogeno &vrsto telo.

Cnuka 18

47. Funkcija sila atrakcije kona&nih tela. U prvom odeljku ove knji-

ge pretpostavili smo da se nebeska tela privlage medusobno tako kao kada

bi masa svakog od tih tela bila koncentrisana n njegovom tezistu. Sada je
potrebno da ispitamo opravdanost te pretpostavke i otstupanje njeno od stvarno-
sti. Uotimo, dakle, jedno telo proizvoljnih dimenzija; o obliku i rasporedu mase to-
ga tela ne moramo, za sada, ¢initi nikakvu naro€itu pretpostavku. Polozimo u te-
7iste toga tela pocetak O ortogonalnog koordinatnog sistema z—y—z (sl. 19), a ori-
entiS$imo taj koordinatni sistem tako da se njegove ose poklapaju sa glavnim osa-
ma inercije uocenoga tela. Glavni momenti inercije toga tela neka budu oznageni
sa A, B, C. U taeki S. dovoljno udaljenoj od uotenoga tela, neka se nalazi koncen-
trisana masa A7. Pitajmo kakvom silom privlagi, prema Njutnovom zakonu gravi-
tacije, uogeno telo masu A. Oznacimo li sa R vektor polozaja tatke S prema po-
Zetku O na3eg koordinatnog sistema, a sa t vektor polozaja proizvoljne tatke Af ili
elementa mase dm uoéenoga tela, to je Njutuova sila d£ kojom elemenat mase dm
priviaéi masu A7 pretstavljena obrascem:

§47] - OYHKIMIA CUJTA ATPAKIIMIE KOHAYHMX TENA 149

e

dR = —f%[[dm. (50)

gde f pretstavlja gravitacionu
konstantu, [ vektor polozaja ta-
¢ke S u odnosu na tacku M, al [
moduo toga vektora. Pri tome je p

i=R-r (51)
Celokupna privla¢na sila uo-

Cenoga tela na masu M pretsta-
vljena je vektorskim integralom

n

o

U R —
AN
@

M
ﬁ:—ff—(dm (52)
3 T
m Cnuka 19
izvrSenim preko celokupne mase m uolenoga tela.
Vektor — f(M/13)[dm moze, kao §to smo pokazali n.pr. u §21, biti pretstavljen
kao gradienat skalara fMdm/! pa je zato
M d
A= ,{ grad L__l__"l

Kako je, sasvim opéte, proizvoljan, pa i beskonacan, zbir gradienata proizvolj-
nih skalara jednak gradientu zbira tih skalara, to je

_ fMdm
R= gra-d;’[ '-—l—
ili, ako stavimo
A dm
U =fmf—l-, (53)
A =gradU. (54)

Iz (51) sleduje
2 = R? - 2(Re) + 2
Posto je B = I2; ®R? = R?: v = 12, gde R odnosno 7 oznatava moduo od R
odnosno t, to je
2 = R? — 2(Re) + 2.

Iz ove skalarne jednacine sleduje

1 1 Re) 2\ .
- == 1—2(.)+—.‘ . (55)
Il R R? R?

Sada &mimo pretpostavku da je tatka S toliko udaljena od uocenoga tela da
vide potencije od druge razlomka 7/ R moZemo zanemariti prema jedinici. Razvije-
mo li gornji izraz u red, to dobivamo, zanemarujuéi spomenute potencije i uzima-
juéi u obzir da je zbog 7 < R, (Rr) < Rr, (Rr) < R?,

(Re) 142 34(Re)? }

11
T_E{H R? 2R’ '8 R!

(56)
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Stavljajuéi ovo u obrazac (53), dobivamo:

U= fod fM(f ) fo2d +3f1f(mc)2dm. (57)

2 RS
f dm =m
m

pretstavlja nam celokupnu masu uoenoga tela. Posto tatka O, na koju se odnose
vektori polozaja t, lezi u samom teziitu uogenoga tela, to je

f vdm = 0.

m

Integral

Zato je

me 1fM 3fM
g ) rm

.+ ; ﬁ I(ER t)2 dm. (58)

m

Oznatimo sa =, y, = koordinate tacke M, asa X, Y, Z koordinate tatke S, to je

U=

=xi+yj+ ¢t
ety (59)
R=Xi+Yj+ Z¢,

dakle
1 =a? 4y 4 22 R=X?+Y%4+ 2% Re)=Xa+Yy+ 2z
(Re)? = X22? + Y%® + 2222 + 2XYay + 2V Zyz + 22X z2.

Stavimo li ove obrasce u (58), to ¢e iz njega clanovi sa xy, ¥z, za isCeznuti, jer,
posto su koordinatne ose, u isti mah, glavne ose inercije, to je

f zydm = fyz dm = f zx dm.

Zato je
fMm 1fM,
LI:T—EF(’)-FYQ—FZZ I(L +y+ )d17l
7 . . . S 5 )
+ gj;i {Xzfx') dm+)"‘)fy2 dm + szsz dm},
t.j.

__f]\lm 1 ./\1 L ‘ .2

U= 7 5 X2 j(h -2 ydm

+Y? f(?yz — 22— dm+ 22 f(‘_): —z? )dm}

m m

Integrali

A= [(s* + 2% dm; C=[(®+)dm  (60)

m

B= f(:2 + w2y dm;

P
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pretstavljaju nam momente inercije uotenoga tela obzirom na koordinatne ose,
t.j. glavne momente inercije. Zato je:

fMm 1 fMX?

U=+ 57— (B+C—24)
1 fMY? 1fMZ2
+ 5 s (C+A=2B) + 57 —(4+ B-20). (61)

Ovaj izraz pretstavlja nam, prema (54), funkciju sila atrakcije uotenog tela;
njegov gradienat daje nam silu R kojom uoceno telo priviaéi masu A7. Kad bi bilo

A=B=C,
t.j. kada bi elipsoid inercije uocenoga tela bio lopta, onda bi bilo
Mm
f_
dakle
Mm
R =gradU = —me,

t.j. uoceno telo privlacilo bi masu A tako kao kad bi celokupna masa m toga tela
bila koncentrisana u njegovom tezistu. Takvu smo pretpostavku bili uéinili u prvom
odeljku ove knjige, pri ispitivanju translatornog kretanja nebeskih tela. Ona bi bi-
la strogo ispunjena kada bi ta tela bila potpune lopte, a sagradena iz Loncentri¢nih
slojeva od kojih bi svaki za sebe bio homogen. Iako taj slu€aj nije strogo ostvaren
u prirodi, otstupanje od njega oseéa se samo kod kretanja naseg Meseca, a iz tih
otstupanja moze se odrediti spljostenost nase Zemlje, o ¢emu ¢e jos biti govora.



I'TABA JEOAHAECTA

Rotacija nebeskih tela
u fluidnom stanju

48. Zonalna rotacija. Neki ¢lanovi najeg planetskog sistema nalaze se

jos u fluidnom stanju, t.j. u te¢nom i gasovitom. I nasa Zemlja nalazila se,

pre no §to se pokrila €vrstom korom, u takvom stanju. Zato je od interesa
ispitati, na koji na¢in mogu takva nebeska tela da rotiraju oko jedne nepromenje-
no upravljene ose u prostoru. Pri tome éemo pretpostaviti da se medium iz kojeg
je takvo telo sagradeno pokorava zakonima fluida koji ne podlezi unutranjein tre-
nju i viskozitetu. Pod tom pretpostavkom, vazi za svaki elementarni deli¢ uoceno-
ga tela jednacina hidrodinamike:

do 1
— =P - -gradp. 1
%= F o eradp (1)

Pri tome oznacava v vektor brzine, P silu koja dejstvuje na jedinicu mase, p
gustinu, p pritisak, a ¢ vreme.

Pored te osnovne jednacine, vazi i jeduacina kontinuiteta
d .
Ly div(pv) =0 (2)
dt
i karakteristicna jednacina. Ova karakteristi¢na jednacina ima za idealne gasove
ovaj oblik:

pu = Ro, (3)

gde v oznacava zapreminu jedinice mase, Ry gasnu konstantu, a 6 apsolutnu tem-
peraturu. Kako je v = 1/p, to mozemo karakteristi¢noj jednacini dati i ovaj oblik:

F(p,p.0)=0. (4)
Za nestisljive tecnosti vazi mesto (2) ova jednacina:
dive =0, (5)
a mesto (3) ova:
PTT —ip—oku’ (6)

gde k oznacava koeficienat dilatacije, a py gustinu pri temperaturi v = 0.
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U nasim ispitivanjima zadovolji¢emo se, jednostavnosti radi, sa specijalnim obli-
cima karakteristiéne jednacine. Za izotermi¢ne promene gasova, t.j. takve pri kon-
stantnoj temperaturi 8 = 8y, dobivamo, kao karakteristi¢nu jednacinu,

p = Robop, (7
a za adiabati¢ne promene ovu:

p=pop°/*. ®)
gde ¢ odnosno ¢’ oznatava specifiénu toplotu pri konstantnoj zapremini, odnosno
pri konstantuom pritisku. Obe jednacine (7) i (8) ovoga su oblika:

e = f(p) (9)

pa ¢emo se u buduée sluziti samo Larakteristicnom jednalinom takvoga oblika.
Uvedimo u nase ratune skalarnu funkciju

p dp
vip) = [, (10)
Po
to je
ov
rad V = —i hulal = _
grad 8;1"+ c")y’+ 0z P

Uzmemo li jos u obzir da se sila P8, kao gravitaciona sila, moze takode pretsta-
viti kao gradienat jedne skalarne funkceije sila U, to dobivamo, ako stavimo

ov. v, 1(dp. adp. op,\ 1
E= —_— = —gr X
(ax‘ 2y T3zt = g eadr

U-V=Q (11)
mesto (1) ovu jednaéinu:

do

i grad Q (12)

Odaberemo li u osi rotacije, oko koje se, prema ucinjenoj pretpostavci, woteno
nebesko telo obrée, jeduu stalnu tacku O paoznacimo li sa r vektor polozaja uocenog
deliéa u odnosu na tacku O, a sa n jediniéni vektor pozitivne grane ose rotacije, to je

v =wnt. (13)
Jediniéni vektor n je, prema uéinjenoj pretpostavci, stalan vektor, no skalarna

vrednost w ugaone brzine moZze za razne delove uocenoga tela biti razli¢ita, dakle
biti funkcija od t; od nje zahtevamo samo to da ne zavisi od vremena. Zato je

% =w {ng] = w[no] = w?[n[nt]]. (14)

Spustimo li iz polozaja A uocenog deli¢a normalu M S na osu rotacije pa ozna-
cimo i vektor SM sa R, to je

[ant]] = -R. (15)

Oznagimo li sa R moduo vektora R, to valja pri odredivanju gradienta od R

imati u vidu da su, u ovom slucaju, ekviskalarne povrsine kruzni cilindri sa osom
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OS, da gradienat stoji normalno na tim povriinama, a da mu je moduo jednak
dR[IOR = 1. Zato je

R
=, 16
grad R & (16)
Iz (12), (14), (15) i (16) sleduje:
j_: = ~w?Rgrad R = grad Q. (17)

Pomnozimo li ovu jednacinu skalarno sa jednim vektorom df koji neka pretsta-
vlja jedno proizvoljno elementarno pomeranje, to dobivamo

grad @ df = —w?R grad R df. (18)

IKako je, sasvim opste,
grad W df = dW,

gde dWW oznatava promenu skalara W koja odgovara pomeranju df, to je
dQ = —w?RdR. (19)

U ovoj jednacini stoji levo egzaktni jedan diferencijal pa zato mora i w?RdR
pretstavljati jedan egzaktni diferencijal, t.j. w? sme da bude zavisno samo od R,
pa mora da bude funkcija oblika

w = F(R). (20)

Stavimo li, dakle,
w:R = ®'(R), (21)

to je zbog (19)
dQ + ®'(R)dR =0

odakle sleduje integracijom, uzimajuéi v obzir (11),
U —V + ®(R) = const. (22)

Nivoske povrsine, t.j. povrsine jednakog pritiska dobivaju se dajuéi veliéini V
jednu stalnu vrednost. Te su povrsine pretstavljene ovom jedunacinom:

U+ ®R)=C. (23)

Iz prethodnog sleduje da uoceno fluidno nebesko telo moze, zaista, vrsiti rota-
ciono kretanje oko jedne stalno upravljene ose u prostoru, ali tada ugaona brzina
w moze biti samo funkcija od R. Posto, dakle, jednoj odredenoj vrednosti od R
odgovara jedna odredena vrednost od w, to imaju svi deliéi koji se nalaze na je-
dnom te istom kruznom cilindru, kojega se osa poklapa sa osom rotacije. jednu te
istu ugaonu brzinu. Svaki takav cilindar rotira, dakle, kao kakva évrsta materijal-
na povriina, oko svoje ose, a svaki takav cilindar ima svoju zasebnu ugaonu brzi-
nu. Spolja posmatrano, rotira uo¢eno nebesko telo tako da svaki njegov uporednik,
presek povriine nebeskog tela sa jednim takvim cilindrom, ima svoju zasebnu uga-
onu brzinu. Takva rotacija nebeskih tela, kakvu vrsi, kao 3to smo veé spomenuli
naSe Sunce, zove se zonalna rotacija.
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49. Apelova teorema. Pri zonalnoj rotaciji, kakvu smo upoznali u pro-
Slom paragrafu, pojavljuju se izmedu pojedinih cilindriénih slojeva, koji se
obréu raznom ugaonom brzinom, sile trenja koje ée biti proporcionalne gra-
dientu tih brzina, dakle izvodu F'(R). Te sile ée teziti da izjednace ugaone brzine
pojedinih slojeva, ali ée, posto svakim korakom na tom iznenadenju te sile postaju
sve slabije, trebati, makar teoretski, beskonaéno vreme dok se dode do konaénog
cilja. No ne samo teoretski, nego i stvarno, proteéi ¢e, zbog ogromne mase nebe-
skih tela, svakako izvanredno dugo vreme dok se sve rotacije izjednate. Onda ée se
nebesko telo, iako je jos ostalo fluidalno, obrtati kao kakvo ¢vrsto telo. Ispitajmo
pod kojim uslovima moze nastupiti taj slu¢aj, pretpostavljajuéi da na uoceno ne-
besko telo ne dejstvuje nikakav spoljni momenat zaokretanja.
Postavljeno pitanje ispitao je APEL i, svojim odgovorom, postavio svoju teore-
mu. Mi éemo se ovde posluziti ZARDECKOVIM dokazom te teoreme.
Iz jednaécine (12) sleduje:

do
rot — = rot grad @, (24)
dt
a posto je rotacija gradienta uvek jednaka nuli, to je
do
rot — = 0. 25
rot - (25)

Obrée li se uoceno telo kao kakvo tvisto, to je prema jednatini (34) prethodne
glave
o= [wr. (26)
Za sada ne smemo jo3 tvrditi da je orijentacija ose rotacije stalna u prostoru;
zato vektor w moze biti funkcija vremena, no u svakom trenutku jedan te isti za
sve delove uocenog tela. Pod tim pretpostavkama sleduje iz (25) i (26)
d dro de
rot —[wrt] =rot | =—c¢| +rot [w—| = 27
il [dt + dt] 0 @7
t.j. posto je dr/dt = v,

dw
rot [Et +rot [w[wt]] = 0. (28)

Oznac¢imo sa ny, ny, n3 jedini¢ne vektore u pravcu mirujuéeg koordinatnog si-
stema, sa w;, wa, w3 koordinate vektora w, a sa z, y, z koordinate vektora poloza-
jar, toje

W= N} + wny + w3hy; t=an +yny +zng (29)
n ny ng
[glgt] _Jde; dws dos
dt dt  dt de
x y z
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n ny ng
. 2 2 2
rot [—: ] = loks dy az

dop _ dog dog _den ) (doy dop
at - at a T FTRAEEPTE

Pri diferencijacijama, naznacenih u prethodnoj determinanti, a prema napred
re¢enom, imaju se izvodi dw; /d¢, dws/dt, dws/dt smatrati za nezavisne od z, y, z.
Zato je

o |92 = (o dony o, (doz | dea) L (dos | dog)
Sl IFTE  TRLR TR A ae @ )\ T )™

dio dro
ot | —t¢| = 2—. 30
rot [dt t] it (30)

Kako je, po jednom opstem pravilu vektorskoga racuna,

tj.

[[w]] = (tw)o — w?,

to je
rot[w[wt]] = rot(rw)rw — w? rotr. (31)

Posto je rotor vektora polozaja uvek jednak nuli, t.j.

rott =0, (32)
a sem toga
m ny ng
a 9 a
rot(tr)o = Ep 53/- 7= ,

(zo) +ywr + zo3)0; (2] F Y2+ z03)ws (2] + yws + z03)w3

to dobivamo, uzimajuéi u obzir da su koordinate vy, w2, w3 nezavisne od koordi-
nata x, y, z,

rot{(rw)w =0 (33)
tj.
rot {w[w )] = 0. (34)
Iz (28), (30) i (34) sleduje
dw
- =0 (35)

Sto znadi da vektor w mora biti nezavisan od vremena.

U naSem slucaju, gde se uoceno telo krece kao ¢vrsto, vaze Ojlerove jednagine
(42), §44, u koje valja, zbog utinjene pretpostavke, staviti Af; = M, = Mz = 0.
Na taj na¢in dobivamo

§49] .. ANEIOBA TEOPEMA 157
d
A% + (C — B)wows =0
dw'z
BT + (44 — C)'wgwl =0 (36)
d'lL’3
CT + (B - A)wlwg =0.

Ovde nam w1, wz, ws pretstavljaju koordinate vektora r u pokretnom koordi-
natuom sistemu kojega se ose poklapaju sa glavnim osama inercije uotenoga tela.
I ako je vektor m nezavisan od vremena, ne moraju njegove koordinate w;, w2, w3
u pokretnom koordinatnom sistemu biti konstantne nego samo njegov moduo w.
On je dat ovom jednaginom:

. 9 ; -
wf + wg + w; = w?. (37)

Pomnozimo jednacine (36) redom sa w), ws, w3, pa obrazujmo njihov zbir, to
dobivamo: q
w) duwy dws
Awy—— + Bws——= + Cw;— =0,
T pq Tevg =0

t.J. posle izvrsene integracije,
Aw} + Bw? + Cw? = const. (38)

Vektor & impulsa je, u nasem sluéaju, zbog otsustva spoljnjeg momenta, kon-
stantan, a prema (41), §44, pretstavljen ovim obrascem:

By = Awi + Buwsj + Cwst.
Oznacino li njegov moduo sa Gy, to dobivamo kvadriranjem prednje jednacine:
A*w? + B*w? + C*uw? =G2. (39)

Jednacine (37), (38) 1 (39) tine jedan sistem od t1i jednacine pomoéu kojil jed-
nacina mozemo veli¢ine wy, w, ws izraziti ostalim velicinama koje se pojavljuju u
tima jednaginama i koje su sve same konstante. Zato moraju i wy, ws, ws biti kon-
stantue veli¢ine. Zato je

d’lUl dw, dw3
— =2 =2 4
dt de¢ dt (40)

Zbog toga dobivamo mesto (36)
(C - Bluswsz =0
(A - Clwsw, =0 (41)
(B - A)wyw, = 0.

Ove tri jednacine mogu, ako su momenti inercije 4. B, C razli¢iti jedan od
drugog, biti zadovoljene samo onda ako su dve od veli¢ina wy, wy, ws, U isti mah,
Jednake nuli, t.j. ako se vektor rotacije w poklapa sa jednom od triju glavnih osa
inercije. Sem toga mogu prednje jednacine i na taj nacin biti zadovoljene da su dve
od velitina A, B, C medusobno jednake, n.pr. 4 = B, a da je komponenta vekto-
ra o normalna na ravan tih dveju glavnih osa inercije, dakle u odabranom prime-
ru komnponenta ws, jednaka nuli. U takvom slu¢aju degenerise elipsoid inercije na
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rotacioni elipsoid te vektor rotacije ro pada u ravan ekvatora tog rotacionog elip-
soida pa se poklapa opet sa jednom od glavnih osa inercije. Ako su jednaine (41)
zadovoljene tim da je A = B = C, onda elipsoid inercije postaje lopta pa se osa ro-
tacije, kakogod ona bila orientisana, moZe smatrati za glavnu osu inercije. Iz sve-
ga toga sleduje Apelova teorema: Rotacija fluidnog tela moze imati samo onda ka-
rakter rotacije éurstog ako ona sleduje oko jedne od glavnih osa inercije.

50. Uslovi ravnoteZe. Obrée li se uogeno nebesko telo kao &vista celi-
na oko jedne stalno upravljene ose konstantnom uglovnom brzinom

w=mn, (42)

onda mozemo, kao 5to je to ve¢ uéinjeno u §21, pokretni koordinatni sistem, vezan
sa telom tako da se njegova osa z podudara sa osom rotacije, smatrati za nepomi-
¢an ali uzeti da na svaki deli¢ tela dejstvuje, sem gravitacione sile 9B, centrifugal-
na sila § i Koriolisova sila €. Centrifugalna sila dejstvuje u pravcu vektora R defi-
nisanog u 849 te je, izratunata na jedinicu nase, pretstavljena, prema (4), §21, a
upotrebom gornjih oznaka, ovimm obrascen:

F =n’R. (43)

Istim nacinom kao i u §21, moZemo tu silu pretstaviti kao gradienat skalara
ovim obrascem:

1 ;
3 = grad 51121?". (44)
Koriolisova sila na jedinicu mase pretstavljena je obrascem
¢ = 2[om]. (45)
Mesto jednacine (1) dobivamo sada ovu:
do 1
— = - - . 46
ikt Pgradp (46)

Pitajmo sada za uslove ravnoteze, t.j. za one pod kojima ée se svi deliéi uoce-
noga tela nalaziti u ravnotezi prema pokretnom koordinatnom sistemu. Tada mo-
ra brzina v proizvoljnog deliéa u odnosu na taj sistem biti jednaka nuli pa zato do-
bivamo iz (45) i (46) ovu jednacinu:

1
P+ F=—gradp. (47)
P
Nako je, prema onom §to je reCeno u §48,

P =gradl, (48)
to sleduyje iz (47), (48) i (44)

1, . 1
grad U + grad E'ILZRZ = —gradp
- P

1 .
gradp = p grad (U + gngR2>.
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Stavimo li, dakle, .
W=U+ ;anz, (49)

to dobivamo
gradp = pgrad W. (50)
Pomnozimo li ovu jednacinu skalarno sa df, to dobivamo, istim nacinom kao
§to smo izveli (19) iz (18),
dp = pdW. (51)
Pri pomeranju duz jedne ekviskalarne povrsine skalara W, t.j. duz povréipg
na kojoj je funkcija W gravitacionih i centrifugalnih sila konstantna, mora I.JIQ
dW = 0, t.j. zbog (51) takode dp = 0. Zato su ekvipotencijalne povrsine, u isti
mah, i povriine istoga pritiska. Zbog toga je

p=f(W) (52)
L
aw = (W)
t.j. zbog (51)
j. zbog ( o= f(W). (53)

Ova jednagina kazuje da se, u slu¢aju ravnoteze, povrsine iste gustine poklapa-
ju sa ekvipotencijalnim povrsinama.
Iz opsteg oblika (4) karakteristi¢ne jednacine, t.j. iz
F(p,p,0) =0,
sleduje da je, u slucaju ravnoteze, na ekvipotencijalnoj povriini, posto je na njoj p

i p konstantno, i temperatura 6 jedna te ista, t.j. te su povrsine, u isti mabl, i izo-
termi¢ne povrsine.

51. Kleroova teorema. Iz pretpostavke da je nasa Zemlja zauzela onaj

oblik koji odgovara uslovu ravnoteze fluidnog nebeskog tela, izveo je Klero

svoju teoremu o spljostenosti nase Zemlje, sa kojom ¢emo se sada upoznati.

Iz prednjih uslova ravnoteze sleduje da Zemljina povrsina mora biti jedna ekvipo-
tencijalna povrsina, pretstavljena jednacinom:

W = W,. (54)

Pri tome je, prema (49),
1, .
W =U+3n*R" (55)

Funkcija sila U atrakcije nebeskog tela na masu A/, izvedena u §47. pretsta-
vljena je obrascem (61) tog paragrafa.
Za nasu Zemlju vaZi, u velikoj meri, jednakost
4=B. (56)

Stavimo li ovo u spomenuti obrazac (61) pa zamenimo li u njemu masu A sa je-
dinicom mase, t.j. stavimo li A/ = 1, a oznagimo li sada masu Zemlje sa M, t.j. za-



160 . POTAIINJA HEBECKUX TEJA ¥ OIYUOHOM CTAHY [Fn.XI

§51] KIEPOOBA TEOPEMA 161

menimo li u onom obrascu m sa A, a radiusvektor R sa radiusvektorom Zemljine
povrdine r, to dobivamo

. M 1 X24Y%2_222 o

U=z 43— - a), (57)

Ovaj obrazac pretstavlja nam funkciju sila priviaéne snage Zemljine na jedini-
cu mase koja se nalazi na mestu X, Y, Z Zemljine povrsine, pri ¢emu nam A pret-
stavlja celokupnu masu Zemlje.

Uvedimo geocentri¢ne polarne koordinate, t.j. spomenuti radiusvektor T, geo-
centri¢nu latitudu ¢ i geografsku duzinu ¢, onda je

X =rcosqcos¢
Y =rcosgsin¢ (58)
Z =rsing.

Za otstojanje od ose rotacije u kakvom znaéenju se ono, pod oznakom R, po-

javilo u obrascu (55), valja, pri upotrebi novih oznacenja, staviti
R =rcosg. (59)
Sada dobiva obrazac (55) ovaj oblik:

LM f .2 n’r?
W = f7 + F(C — A)(1-3sin? @) + 5

Izvod ovog izraza po r daje ubrzanje teze u tacki r, %, ¢, a kako je to ubrzanje
smatrano za pozitivno kada je napereno prema dole, t.j. u praveu —r, to je

cos® ¢. (60)

oW
g= o (61)
t.j.
M 3C-A . n? )
9="5 320 (1 - 3sin* @) i cos” @|. (62)

Trazimo li ubrzanje teze na Zemljinoj povrsini, to mozemo u prethodnoj zagra-
di, posto su njen drugi i treéi ¢lan maleni prema jedinici, r zameniti sa radiusom «
Zemljinog ekvatora. Na taj nacin dobivamo
M 3C—A y na®
= — |14 -— 1—3sin” @) — —— cos?o]|. 63
9="7 |1+ 3 aar ¢ P) = gRp cosTe (63)
Isto uproséenje mozemo izvrsiti i u obrascu (60) ako onde stavimo W = Wo.
Ako iz, na taj naéin dobivene, jednacine izraéunamo r, dobivamo:

fAM C— A .2 n2a3 2
= ——(1-3s — . 64
o 2aar 38T e) + o cosTe (64)
Eliminisemo li, pomoéu (64), r iz (63), dobivamo:
Wl 3Cc-4 o n?a®
= 1+ 20— - 2= cos?
9= Far |1+ 3 aar (73’ e) - cose

C—4 . 23 12
-{1+T(1—35i112@)+;——10052¢} . (65)

Razvijemo li poslednju zagradu u red i zanemarimo i vise potencije njenih spo-
rednih ¢lanova, to dobivamo:

wg C—-4 Mm% 2n2q® _3C - .—1) sn’ol.  (66)
9= M [H 2t~ | |P T\ Ty @ ¢

Oznadimo sa g, ubrzanje teze na ekvatoru, a sa g, njeno ubrzanje na polovi-

ma, to dobivamo, stavljajuéi u (66) ¢ = 0, a zatim ¢ = ér.,
W5 C-A '271"’(13) (67)
o = F2r (1 3@t T far
9p = (1 +£)da, (68)
pri ¢éemu smo stavili
_ 2n2a? B %C‘ -4 (69)
b= A 2 2N
Zato je
p=9p"5 (70)
7
9= ga + (gp — ga) sin” p. (1)
Jednatinu (64) mozemo dovesti na ovaj oblik:
] . n2ge n2n3 — 4 .
_ f]"[ C—-4 n)(L'i _ n-a EC 4 ) sin“)t ] (72)
m= T M samar Tapr ||t \ap T2 o ?

Za ¢ = 0 postajer = a, a za %r: postaje r = ¢ ako sa ¢ ozna&imo polarnu polu-
osu meridijanskog preseka Zemlje. Zato je

M [ C—4 713(13] (73)

a =

TWo 2aM  2fM
n?a® 3C-A (74)
C:“‘[l - <2fM+§ aM )|
Stavimo li .
avinu 'u,'(LS 3C— 4 . (75)

ofM T2 @M
to sleduje iz (74)

v = a—c (76)
(3

aiz (72), (73) 1 (74) ' N

r=a(l - vsin® g). (77)

Ovo je jednaéina meridijanskog preseka Zemljinog koja. pri malom v. })1'etsta—

vlja elipsu. Veli¢ina v, pretstavljena obrascem (76), zove se Zemljina spljostenost.
Iz jednacina (69) i (75) sleduje

w

- 5n%a
VHEE s

(78)
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t.j. uzevsi u obzir (70),
5n2ad g, — g, (79)
v=—-—u- -2 77 i
2 fM Ga
Ova jednagina izrazava Kleroovu teoremu. Pomoéu nje mozemo, merenjem
ubrzanja teze na ekvatoru i na polovima, odrediti spljostenost v Zemlje. Pomoéu
takvih merenja i prednjeg obrasca dobilo se
1
V= —. 80
298 (80)
Spljostenost Zemlje moze se odrediti i direktnim premeravanjima Zemljine lo-
pte, a kao §to smo spomenuli u §47, i iz nejednakosti Mesecevog kretanja. Nume-
ricke vrednosti za spljostenost Zemlje dobivene na ta dva naéina slazu sa vrlo do-
bro sa gore saopstenom vrednosti, 5to dokazuje da je Zemlja zauzela, zaista, onaj
oblik koji odgovara hidrostatskoj ravnotezi.

'TABA [IBAHAECTA

Precesija Zemljine ose

52. Istorijski podatci. Klaudius Ptolemajos saopstava u svom Zborni-

ku ,da je Hiparhos, uporedujuéi tatno posmatrana pomracenja Meseca Svo-

jega doba sa onima koja je, davno pre njega, posmatrao Timoharis, uvideo
da je zvezda Spika udaljena u njegovo doba od jesenje ravnodnevnice, protiviio
redu znakova zodiaka, za 6°, u doba Timoharisa bila udaljena za skoro 8°“. Sli-
Cna pomeranja naSao je Hiparhos i kod drugih zvezda posmatranih od Timollax'iga
i Aristila. Pri tome se pokazalo da se tim pomeranjima nije promenilo otstojanje
zvezda, od ekliptike, t.j. njihova nebeska latituda. Iz svega toga zakljucio je Hipar-
hos, sa izvesnom rezervom, ,da se ravnodnevnice svake godine pomeraju za -1—010—0 u
retrogradnom smislu“. Ovim saopstenjem Ptolemaja utvrden je, i ako se spisi Hi-
parhovi koji se bave tim pitanjem nisu sacuvali, veliki astronomski pronalazak Hi-
parhov o kojem smo ve¢ govorili u prvoj glavi ove knjige. Da li su veé¢ haldejski ili
drugi koji stari posmatraci neba primetili to pomeranje ravnodnevnica, nije se mo-
glo dokuciti pored svih istrazivanja po tom pitanju. ‘

Ptolemajos je ovoj pojavi, koja je kasnije nazvana precesijom ravnodnevnica
posvetio skoro celu sedmu knjigu svog Zbornika, u kojoj saopstava i svoja vlastita
posmatranja koja su ga, uporedena sa onima $to su ih izvrsili Timoharis, Aristil i
Hiparhos, osvedoéila, van svake sumnje, da se sfera zvezda nekretnica, pored svoje
dnevne rotacije oko nebeskih polova, obrée, u redu znakova zodiaka, oko ose koja
prolazi kroz polove ekliptike, usled ¢ega se ravnodnevnice pomeraju u protivnom
smislu, prevaljujuci za sto godina jedan stepen ili 36" u godini. Ovaj broj nasao je,
kao 5to smo videli, ve¢ Hiparhos pa je zbog toga Ptolemajos neopravdano osuni-
njicen od DELAMBRA i TANERIJA da svoj katalog zvezda nije dobio astronomskim
posmatranjem, nego jednostavnom ekstrapolacijom Hiparhovog kataloga.

Usavai u Ptolemajov Zbornik, gde je opSirno, jasno i nauéno obradena, posta-
la je precesija ravnodnevnica sastavnim delom stare astronomije i predmetom da-
ljeg ispitivanja i posmatranja. ALBATEGNIUS je, uporedujuéi pozicije zvezda, koje
je oko godine 879 sam odredio, sa onima kako su saopstene u Ptolemajovom kata-
logu, izra¢unao da se ravnodnevnice pomeraju za 55" u godini. NASIR EDIN je oko
1260 godine na3ao za to pomeranje numericku vrednost od 51", ¢ime se veoma pri-
blizio stvarnoj vrednosti tog pomeranja od 50”,25.

&
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Aleksandrijska skola pripisivala je, kao §to smo saopstili, precesiju ravnodnevni-
ca pomeranju sfere zvezda nekretnica. Kada je Kopernik izgradio svoj heliocentri-
Cni sistem, sa mirujucom sferom zvezda nekretnica, rastumagio je, sasvim pravilno,
precesiju kao posledicu promena orientacije Zemljine ose, ali je to sekularno pome-
ranje kombinovano, bez ikakve potrebe, sa godisnjim zaokretanjem Zemljine ose.

Njutn je, svojimn zakonom gravitacije, nasao pravi uzrok precesije i rastuma-
¢io njen mehanizam pa je ta pojava postala jedan od mnogih re¢itih argumenata
za ispravnost njegove nauke. Ispitujuci, u drugom odeljku treée knjige svojih Prin-
cipija, nejednalkosti Mesecevog kretanja, nasao je Njutn prisustvo Sunca, koje pri
kretanju Meseca oko Zemlje igra ulogu nebeskog tela koje izaziva poremeéaj, ima
za posledicu retrogradno kretanje évorova MeseCeve putanje. Dosavsi do ovog sa-
znanja, mogao je Njutn, u éetvrtom odeljku treée knjige, da pokaZe da spljostenost
nase Zemlje, zbog koje se ujena ekvatorijalna ispupéenost moze smatrati kao skup
satelita, mora izazvati pojavu sli¢nu predadnjoj. Sada nam ulogu &vorova putanja
spomenutih satelita igraju preseci nebeskog ekvatora sa ekliptikom, t.j. ravnodne-
vnice; one Ce se, dakle, obrnuto stvarnom dnevnom kretanju Zemlje, pomerati duz
ekliptike, kao 5to to zahteva pojava precesije. Na taj skup zamisljenih satelita dej-
stvuju dva nebeska tela koja izazivaju poremecaj, Sunce i Mesec, pa se njihova dej-
stva sabiru, no kako se presek njihovih putanja, kao $to smo videli, pomera retro-
gradno, vrieéi za 19 godina potpuno jedno obilaZenje, to ée iz toga sledovati perio-
dieni poremecaj orientacije Zemljine ose iste periode. Iako je sve ovo sledovalo iz
Njutnovih Principija, tek je 1748 uspeo BREDLI da opazanjem dokaze taj periodi-
¢ni poremecaj Zemljine ose. Ta pojava, o kojoj ¢emo govoriti u iduéoj glavi, dobi-
la je naziv astronomske nutacije Zemljine ose; njenu je teoriju izgradio Dalamber.

53. Momenat zaokretanja spoljnih sila na Zemlju. Pui ispitiva-

nju mehanizma precesije potrebno je, kao §to smo videli, uzeti u obzir spljo-

Stenost Zemlje, jer samo u tom slucaju izaziva sila kojom Sunce ili Mesec pri-
vlagi Zemlju jedan spreg ili momenat zaokretanja obzirom na teziite Zemlje. Uoéi-
mo, za sada, samo jedno od tih dvaju nebeskih tela, zamisljajuéi njegovu masu M
koncentrisanu u tacki S (sl. 19). Pokazali smo u §47 da telo kona¢nih dimenzija
pretstavljeno tom istom slikom, dakle u nasem slucaju Zemlja, privlaéi masu M si-
lom R koja prolazi kroz tacku S, a koja je gradienat funkcije sila U, pretstavljene
obrascem (61) spomenutog paragrafa. Zato je

R =gradU (1)

Mm 1 fMX?
S R

(B +C - 24)

1 fMY? . 1 fMZ?
5 RS (C+A—ZB)+§ RS

gde m oznaCava masu Zemlje, a 4, B, C njene glavne momente inercije.

Masa MM privla¢i¢e, prema Njutnovom priucipu akcije i reakcije, Zemlju silom
—&, a prava u kojoj ta sila dejstvuje prolaziée, po istom principu, kroz tacku S.
Momenat zaokretanja ove sile obzirom na teziste Zemlje, koje se ima zamisliti u ta-

(4+B-20), (2
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¢ki O (sl. 19), pretstavljen je, posto je vektor polozaja napadne tatke S bio ozna-
¢en sa R, ovim izrazom:

m=—[RA (3)
tj.
M = —[R grad U]. (4)
Ako stavimo
Mm
U=/
1fM (5)
U=35w
Up=(B+C-24)X*+(C+A-2B)Y?+(A+ B -2C)Z?,
onda je

U=Uy+ U U,
a prema pravilima vektorske diferencijacije,
grad U = grad Uy + U grad Uy + U, grad Us.

Zato je
M = —[R grad Uy — Uz[R grad U] — U1 [R grad Us].
Kako je
. Mm 5fM
gradUp = —~f g R; gradU; = —-5—7-9‘{,

to je, zbog toga §to je [RR] = 0,

[R grad Up) = 0; [R grad U] = 0.

Zato je
M =~ [R grad Us]. (6)
Parcijalni izvodi funkcije Us po X, Y, Z, t.j.
U, . Oly C Ol
— =2 —-24)X; =2 -2 T — = 2(- -20)Z
£ (B+C )X, 5% (C+A-2B)Y; 57 (A+ B )

pretstavljaju koordinate vektora grad Uz dok su koordinate vektora R pretstavlje-
nesa X,Y, Z. Zato je, prema analitickom obrascu za vektorielni proizvod,

i j ¢
X Y z
(B+C—-24)X (C+A4-2B)YY (A+B-20)Z

Koordinate Afy, My, Mz vektora 90U pretstavljene su, prema gomjem obrascu,
ovim izrazima:

M ;

fM N -
My = 3%(4 - 0)ZX O

fM

M = 3% (B — A)XY.
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Za Zemlju je, kao $to smo veé rekli,

B=4 (8)
pa je zato
M, = f]w(C AYZ
M, = —3—(0 A)ZX (9)
M; =0.

Stavimo li u ove jednacine masu i koordinate Sunca odnosno Meseca, to dobi-
vamo momenat zaokretanja tih nebeskih tela na Zemlju.

54. Jednatine kretanja. Permanentni i periodi&ni ¢lanovi pore-

mecaja. Oznacimo sa M masu Sunca, sa R njegovo otstojanje od Zemlje,

asa X, Y, Z njegove koordinate obzirom na koordinatni sistem polozen u
glavne ose inercije Zemljinog tela, oznatimo, dalje, sa m, masu Meseca, sa r nje-
govo otstojanje od Zemlje, a sa x, y, z njegove koordinate obzirom na spomenuti
koordinatni sistem, onda su komponente momenta zaokretanja tih dvaju nebeskih
tela na Zemlju pretstavljene, prema (9), ovim obrascima:

=380~ Az + 310 ¢ - e
M;=— fM(c A)ZX - f:_zl(C—A)za: (10)
My =0.

Ispitivajudi precesiju Zemljine ose, ¢inimo pretpostavku da je nasa Zemlja évr-
sto telo. Zato vaze za njeno rotaciono kretanje Ojlerove jednacine (42), §44, u ko-
je valja, zbog (8), staviti A = B. Zato te jednacine dobivaju ovaj oblik:

dun

AW (C — A)wawz = M,
dlU)
A T - (C A)103w1 = ]\/[2 (11)
d’wg _
CW —_ 0.

Iz jednacina (10) i (11) sleduje:

d(;n +(C — A)waws _3f_R1(C_ 4)YZ+3fml(C A)y=
Ad;i—’? = (C - Awswy = ~ fM(c A)z X—sf"“( —A)zz (12)
dus _

dt
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Ovo su jednagine rotacionog kretanja Zemlje pod uticajem privlaine snage Sun-
ca i Meseca. Iz poslednje od tih jednatina sleduje:

w3z =n (13)

gde n oznatava jednu konstantu. Ova jednacina kazuje da se uglovna brzina Yla-
stite rotacije Zemljine oko njene polarne glavne ose inercije ne menja pod uticajem
privia¢nih snaga Sunca i Meseca. Iz poslednje od jednalina (49), §46, sleduje:

U cosO+ @ =n. (14)

Upotrebom spomenutih jednadina (49) mozemo i veli¢ine w; i wy izraziti po-
moéu Ojlerovih uglova ©, ¥, ®, a kako se i komponente M, M, M3 mogu izraziti
pomocu tih uglova, to se dolazi do diferencijalnih jednac¢ina koje nam, integrisaneZ
daju uglove ©, ¥, & kao funkcije vremena, t.j. reSenje postavljenog problema. Pri
tome valja imati ovo u vidu. U koordinatama X, Y, Z iz, y, z ispoljavaju se sve
osobine kretanja Zemje oko Sunca i kretanja Meseca oko Zemlje sa svim njihovim
poremeéajima i nejednakostima. Ispitivanje uticaja svih tih nejednakosti na rote.t_ci-
ono kretanje Zemljino ogroman je posao. Tako je, na primer, OPOLCER pri svojim
ispitivanjinra uzeo u obzir 202 takve nejednakosti. Veéina od njih su, medutim, 1
za astronomske potrebe sporednijeg znacaja, zato ¢emo se ovde ograniciti samo na
najglavnije od njih. Uloga tih ¢lanova koji izazivaju poremecaje kretanja Zemljil}e
ose ispolji¢e se najjasnije ako ispitamo vremenske promene momenta zaokretanja
M nebeskog tela koje izaziva poremecaj. Pri tome ¢emo, za sada, uzeti samo Sunce
u obzir, jer vremenske promene njegovog momenta zaokretanja i njihov uticaj pa
rotaciono kretanje Zemlje pokazuju i sve osobine uticaja Mesetevog na to kretanje.

Rotacija Zemlje ne menja, poito je Zemlja rotaciono telo, momenat zaokreta-
nja M. Zato éemo se, pri ispitivanju toga momenta 9, posluziti ekvatorijalnilg ko-
ordinatnim sistemom, vezanim sa nebeskom sferom. Osa z tog koordinatnog siste-
ma neka bude naperena prema proletnjoj tagki, a osa z prema severnom polu ne-
beske sfere. Neka nam R pretstavlja vektor polozaja Suncevog; on zatvara sa osom
x ugao (x,R) koji nam, u isti mah, pretstavija Suncevu longitudu A. Sa osom z za-
tvara vektor R ugao (z, M) koji nam pretstavlja polarno otstojanje, a njegov kom-
plemenat deklinaciju 3 Sunca. Zato je (z,R) = 90° — 8. Ugao (y,R), §to ga vektor
R zatvara sa osom ¥y, dat je opStom jednacinom

cos(z, R) + cos?(y, R) + cos?(z,R) = 1.

Zato je
cos(x,R) = cosh
cos(z, R) = sind
cos?(y, R) = sin® A —sin? 8.
Izmedu deklinacije 8 i longitude A Sunca i nagiba ekliptike € postoji osnovna
jednacina Sferne Astronomije

Sind = sinesin A.

Zato je
cos(y, R) = cosesin .
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Koordinate X, ¥, Z Sunca pretstavljene su, dakle, ovim obrascima

X = Rcos(z,R) = Rcos)
Y = Rcos(y,R) = Rcosesinr (15)
Z = Rcos(z,R) = Rsinesinh.

Iz (9) i (15) sleduje:

M .
M, = 3);23 (C — A)sinecosesin® x
M
My = };23 (C — A)sinesinkcosh (16)
Mz =0.

Da ispitamo vremenske promene ovih komponenata momenta 9, a naroéito
njihov godi3nji tok, potrebno je da radiusvektor R Sunca izrazimo pomoéu longi-
tude h. Ako se stavimo na heliocentri¢no stanoviste, to dobivamo pomoéu jednai-
na (65) i (70), glave druge,

1 1

R~ a(l-e2) [
gde a pretstavlja veliku poluosu, e ekscentricitet Zemljine putanje, h, heliocentri-
¢nu longitudu Zemlje, a II heliocentriénu longitudu perihela, ovo oboje mereno od
proletnje tacke. Izmedu heliocentri¢ne longitude Zemlje \s i geocentri¢ne longitu-
de Sunca X postoji, kao §to je lako uvideti, jednacina

A =180° — A,

1+ ecos(h, —10)],

pa zato dobivamo
1 1 3
=7 = ————— {1 —ecos(TT+))}".
R3 a3(1 _ 62)3 [ ]
Ovaj izraz moze se, poito je e veoma malo, razviti u red i pri tome potencije
kosinusa izraziti pomocu kosinusa mnogostrukog argumenta. Na taj nagin dobiva-
mo obrazac ovog oblika:

% = a13 [1 + ge —3ecos(Il +\) + gez cos(201 + 2h) + - - -

U ovom redu su, kao 5to smo videli u prvom odeljku ove knjige, veli¢ine e i I
sekularno promenljive, ali tako slabo da ih, za sada, mozemo smatrati za konstan-
tre. Longituda X naraste u godini dana za 2r pa ¢e zbog toga trigonometrijski ¢la-
novi gornjeg reda imati periode od godinu dana, od polovine godine, od treéine go-
dine i t.d. Videcemo da je uticaj periodi¢nih ¢lanova na rotaciono kretanje Zem-
lje u toliko mauji u koliko je manja njihova perioda, a kako su periodi tih ¢lanova
maleni, a rapidno opadaju, to su ti ¢lanovi prema onima o kojima ¢emo jos govo-
riti toliko maleni da se mogu zanemariti. Zbog toga mozemo staviti

R=a. 17

s
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Na taj natin dobivamo mesto (16) ove jednacine

M
M = 3 f]u(C A)sinecose — ;fa—(C — A)sinecosecos 2A
M, = —§M(C A)sinesin 2: (18)
M; =0.

Oznagimo li sa i, j, € jedini¢ne vektore u pravcu osa z, y, z naseg koordinatnog
sistema pa stavimo li, zbog jednostavnijeg pisanja,

3ﬂu(C A)sine =c, (19)

to je
M = Mt + Msj;

Vektor M moze se pretstaviti kao zbir dvaju vektora 9, i M,

I = (ccose)i — (ccosecos2h)i — (csin 20)j.

M =M, + M, (20)
stavljajuéi
A:
M, = M,i; {Ms :;faj[(c A)sinecose (21)
M| = 2{33/[(0 — A)sinecosecos 2\
M, = —Mii— Msj; (22)
3fM

M; = —a—(C A)sinesin 2.

Vektor 9, naperen prema proletnjoj tacki, stalue je veli¢ine, t.j. nezavisan je
od godidnjeg prividnog kretanja Sunca. On lezi nepokretno u nasem koordinatnom,
sistemu, zato éemo ga nazvati permanentnim delom momenta zaokretanja 9.

Vektor 9, je, naprotiv promenljiv. Nadovezemo li ga na pocetak naSeg koor-
dinatnog sistema, onda su koordinate njegove krajnje tacke L pretstavljene ovim
obrascima:

X = —CCOSECOS2); y = —csin 2A.
Eliminisemo li iz ovil dveju jednacina A, to dobivamo

2
;'L'Q y-

v 47
{ccose)? ~ ¢2

kao jednaginu putanje tacke L. Ta je putanja elipsa, dakle zatvorena jedna linija,

pa je zato vektor M, perioditno pronienljiv; njega éemo nazvati glavnim periodi- #

énim delom momenta zaokretanja 9.

Prema pretpostavci izrazenoj jednac¢inom (17), longituda A Sunca raste propor-
cionalno vremenu t. Brojimo li vreme od prolaza Sunca kroz proletnju tacku, da-
kle kroz osu z, to je

A= 2—;t; M] = ccosecos 4%tt; M)} = csin %t (23)
gde T oznacava godinu.
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Komponente M| i Mj vektora 9, podleze, dakle, hormoni¢nim oscilacijama
od polugodidnje periode.

Da smo pri odredivanju longitude X kao funkcije vremena t uzeli u obzir ekscen-
tricitet Zemljine putanje, to bi se, kao 5to je pokazano na primeru od 1/R, pojavi-
li jos i dalji periodiéni ¢lanovi koji su, iz navedenih veé razloga, sporednoga znaca-
ja. Zbog toga ¢emo, za sada, uzeti u obzir samo oba glavna dela 9, i 9, momen-
ta zaokretanja, jer su oni, pored svoje veli¢ine, u isti mal, tipiéni pretstavnici obe
kategorije ¢lanova poremeéaja pa njihove osobine ispoljavaju karakter i svih osta-
lih ¢lanova poremedaja.

55. Dejstvo pojedinih delova momenta zaokretanja. Ako, za sa-

da, ne uzmemo u obzir spore i male oscilacije ravni Zemljine putanje, o koji-

ma ¢e jos biti govora, onda moZemo tu ravan smatrati za nepomiénu i oda-
brati nju, dakle ravan ekliptike, za ravan X-Y mirujuéeg koordinatnog sisteina.
Neka nam, dakle, (sl. 17) tacka O pretstavlja teziste Zemlje, a ravan X-Y miru-
juéeg koordinatnog sistema ravan ekliptike. Osa X neka bude, iz razloga koji de-
mo odmah upoznati, naperena prema jesenjoj tacki odredene jedne epohe. Koor-
dinatni sistem vezan sa Zemljom neka bude oznaten za z-y-z; njegova osa z ne-
ka se poklapa sa polarnom glavnom osom inercije Zemljinog tela, a osa z neka pa-
da u presek Zemljinog ekvatora sa ravni grinickog meridijana. Ravan z~y pokret-
nog koordinatnog sistema neka, u trenutku ¢, sete ravan X-Y mirujuéeg koordina-
tnog sistema duz prave O§3; ova prava stoji normalno na ravni Z0z, koju smo ra-
van odabrali za ravan slike. Prava OR te ravni stoji normalno na pravoj O§3. Ta-
tka §2 pretstavlja nam uzlazni ¢vor nebeskog ekvatora u odnosu na ekliptiku, a si-
lazni évor ekliptike u odnosu na nebeski ekvator. Zato nam §3 pretstavlja jesenju
tacku koja odgovara trenutku ¢. Oznacimo sa ¢ jediniéni vektor pravca O§3, a sa
ho jedinitni vektor pravca OR, to postoji izmedu tih vektorai vektoraiij, upotre-
bljenih pri obrazovanju jednacina (21) i (22), ova veza:

i=—co; j = —ho. (24)
Zato je

My = ~M,co (25)

M, = M{co + Mho. (26)

Uglovi X082, §0x, ZO:z pretstavljaju nam Ojlerove uglove ¥, ®, © koji odre-
duju polozaj pokretnog koordinatnog sistema prema mirujuéem. Ugao © pretsta-
vlja nam, kao $to je lako uvideti, i nagib ekliptike € u trenutku ¢ pa je

O=c¢ 27)

Ugao ® meri luk nebeskog ekvatora koji lezi izmedu jesenje tacke i grinickog me-
ridijana, on dopunjuje, dakle, zvezdano vreme, mereno uglavnom merom, od 180°.

Ispitivajuéi precesiono kretanje Zemljine ose, pretpostaviéemo da se ta osa po-
dudara sa glavnom osom inercije Zemljinog tela, o neznatnom otstupanju tih dve-
ju osa biée govora u zasebnoj glavi ove knjige. Kako dakle, prema uéinjenoj pret-
postavci, vektor rotacije w pada u osu z naSeg pokretnog koordinatnog sistema, to
je, prema (43) i (41), glave desete,

o = w3t (28)
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w1=w2=0; G1=G2=0; @:ngi’

t.j. zbog (13)
® =nCt. (29)

Vektor & lezi, dakle, nepomi¢no u osi z pokretnog koordinatnog sistema i ima
skalarnu veli¢inu

G =nC.

Polozimo tu veli¢inu duz ose z, t.j. uéinimo OT = G pa pitajmo kako se me-
nja vektor ® u mirujucem koordinatnom sistemu. Neka nam d@, d©, d¥ pretsta-
vljaju promene Ojlerovih uglova koje odgovaraju vremenskom intervalu d¢. Posto
® lezi stalno u osi z, to promena ugla @ ne utie na polozaj vektora & u miruju-
éem koordinatnom sistemu. Uveéa li se ugao © za dO, to ée se tacka T pomeriti
u ravni ZOz, normalno na OT, dakle u pravcu protivnom jedini¢nom vektoru fo,
za duz OT dO©. Odatle sleduje promena vektora ® jednaka —Gho dO. Uveéa li se
ugao ¥ za d¥, to ée se, usled toga, ravan ZOz obrnuti oko svoje ose Z za taj prira-
Staj ugla, a tacka T se pomeriti za G sin © d¥, normalno na tu ravan, u pravcu je-
dini¢nog vektora cg. Odatle sleduje promena vektora & jednaka Gsin ©c¢gd¥. Ce-
lokupna promena vektora & pretstavljena je, dakle, obrascem

d® = -GhodO + Gsin Oc¢yd ¥,

pa je zato
de do dv
= nC—= ne—c,. 30
& nC & ho + nCsin© T (30)
Po teoremi impulsa, mora ova promena biti jednaka momentu zokretanja
m =9, + M,

spoljnih sila. Zato je, imajuéi u vidu (25) i (26),
dv
dt

Skalarnom multiplikacijom sa ¢y odnosno sa b, raspada se ova vektorska jed-
nadina u ove dve skalarne:

doe
—nC-dTbg +nCsin®——co = ~Mco + Mico + Mjho.

nC'sin @%\f— = ~M, + M, (31)
nC% = —M,. (32)

Videcemo da su promene od © toliko malene da se u élanu sin © ne ispoljava-
ju skoro nikako, pa zbog toga mozemo promene izazvane, prema (31), komponen-
tama M, i M{ na uglu ¥ izratunati svaku za sebe. Na taj natin dobivamo da per-
manentni deo 9, momenta zaokretanja 9 izaziva promenu

dv

i =-NM 33
nCsmG)dt M, (33)

a periodi¢ni deo 91, ove promene:

4w de
o =M nCg =M (34)

nC sin © =
nCsin @,
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Iz (33), (21) i (27) sleduje
dv 3fMlC—Ac

dt = 243 n C

Ova jednagina kazuje da permanentni deo momenta 901 izaziva negativou uni-

formnu promenu ugla ¥, t.j. njegovo smanjivanje, dakle retrogradno kretanje linije

¢vorova O83. To kretanje ne menja ugao @, zbog &ega je, ako uzmmemo u obzir sa-
mo permanentni deo momenta 93,

0s 0. (35)

Q' =0.
Vektor rotacije 1o pretstavljen je, dakle, u ovom sluéaju, a prema opstem obra-
scu (45), §46, ovim izrazom:
w=T'n3 + d'E. (36)
Iz slike (17) sleduje:
U'ng = (¥ cos O)E + (T’ sin O)hyg.
Zato je
w = (&' + ¥ cos O)t + (¥'sin O)hy,
t.J. zbog (14)
w =nt+ (T'sinO)hy.
Kako je
(¥'sin ©)hg = (¥’ sin O cos B)i + (T’ sin O sin d)j,
to dobivaimo
w = (¥'sin O sin ®)i + (¥’ sin O cos B)j + nt, (37)
dakle zbog (31) i (41), glave desete i zbog (8), ove glave,

Gy = Asin®©sind - ¥
Gy = Asin©cosd - V' (38)
G3 =nC.

Vektor impulsa & nije dakle obrascem (29) pretstavljen sasvim taZno, jer on
ima jednu, doduse veoma malu, komponentu

Go=1/GI+ G5 =Asin® . ¥ (39)

koja pada u ravan z-y pa se zbog toga taj vektor ne poklapa tatno sa osom z, ne-
go zatvara sa ovom jedan mali ugao ¢ za koji vazi jednagina
G, 1A
tgp= — = ——=sin© - V. 40
Be=G. =T (40)
Videcemo iz kasnije saopstenih numerickih podataka da su i ta komponenta i
taj ugao toliko maleni da ne uticu skoro nikako na rezultat ra¢una pretstavijen obra-
scem (35). Zato nema potrebe dodavati tom rezultatu te poremecaje drugog reda.
Obrascu (35) mozemo dati i drugi, zgodniji, oblik. Oznagimo li sa T vrenie obi-
lazenja Zemlje oko Sunca, to je prema (59) i (61), glave druge,

M 42 M
@ T*M+m

(41)
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2
T" =y, (42)

gde v oznacava srednje kretanje Zemlje oko Sunca. Zato je
M M,

= . 43
ad Mym' (43)
Na taj nacin dobivamo, mesto (35), ovaj obrazac:
d¥ 3 M C-4
— =t 7 = . 44
dt 2M+mn C cos © (44)
Obr
- = d\IJT— 3 M _vo-4 cos © (45)
Pr==—g*7 "M¥mn C

pretstavlja nam apsolutno uzeti godisnji iznos solarne precesije, t.j. pomeranja pro-
letnje tacke izazvanog Suncem za vreme jedne godine.

Da bismo nasli dejstvo periodi¢nog dela 901, momenta priviacne sile Sunca, tre-
ba u (34) staviti obrasce (23). Uzimajuéi pri tome u obzir (19), (27), (42) i (43),
dobivamo:

cos O cos 2vt (46)

A 3 M VC-A4
dt  2M+mn C
do 3 M V3C-A4A
—_—= - ———— — ——— 5in © sin 2vt. 47)
dt 2M+mn C 1n v (
Integracijom ovih diferencijalnih jednacina, pri ¢emu, kao 3to je veé receno, va-
lja, u desnim stranama njihovim, © smatrati za konstantno, dobiva se, ako se t
broji od onog trenutka u kojem je ¥ = 0, a u kojem © dostizava svoju maksimal-

nu vrednost,
3 M vC-A4A

= ———— e in 2vt 48
4M+mn C cos O sin2v (48)

3 M vC-4
=3 ve-4 2 49
Ry cos O cos 2vt (49)

t.j. zbog (45) i (42)

4

U= ﬁpT sin -fnt (50)
1 4

S} 4‘_LthgG)cos Tt (51)

56. Precesija ravnodnevnica. Iz rezultata prethodnog paragrafa sle-
duje da permanentni deo momenta priviaéne sile Sunca izaziva retrogradno
kretanje ¢vorova nebeskog ekvatora i ekliptike, duz same ekliptike. Ovo po-
meranje, izratunato na jedinicu vremena, pretstavljeno je, prema (44) i (27), obra-

scem: .
d¥ 3 M VC-A cose (52)
dt  2M+mn C ’
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Privlagno dejstvo Meseca izaziva sli¢no, 1o zbog blizine Meseca, jo§ jace pome-
ranje. Obrazac za to pomeranje dobiéemo ako u prethodnoj jednacini zamenimo
masu M Sunca masom m; Meseca, srednje kretanje v Sunca srednjim kretanjem
v; Meseca, a nagib ekliptike € nagibom e, Meseteve putanje prema ravni nebeskog
ekvatora. Pri tome valja ovo uzeti u obzir. Ravan Meseteve putanje zatvara sa ra-
vni ekliptike ugao €; = 5°9’ koji se neosetno menja tako da ga mozemo smatrati
konstantnim, ali se, o ¢emu éemo kasnije opsirnije govoriti, ravan Meseteve puta-
nje, zbog poremecaja izazvanim Suncem, obrée odrzavajuéi taj svoj nagib prema
ekliptici, tako da se ¢vorovi MeseCeve putanje retrogradno pomeraju duz eklipti-
ke. Zbog svega ovoga osciluje nagib ravni Meseceve putanje prema ravni nebeskog
ekvatora iziedu granica (e — ;) i (e+€;). Pri izraéunavanju pomeranja izazvanog
permanentnim delom momenta 9 valja u (52) za € staviti srednju vrednost od e,
t.j. onu koja lezi u sredini izmedu (e — €1) i (e +€,), a to je e. Uzimajuéi sve ovo u
obzir, pretstavljeno je stacionarno dejstvo privlaéne sile Meseca ovim obrascem:

d¥ 3 m VC-A

il s S § . 53
dt 2my+mn C cose (53)
Pri tomne je, prema (42),
2n 2n
v T v) T (54)

gde T pretstavlja sideri¢no vreme obilaZenja Zemlje oko Sunca, a T; sideri¢no vre-
me obilazenja Meseca oko Zemlje.

Celokupno permanentno dejstvo Sunca i Meseca pri pomeranju ravnodnevni-
ca, dakle lunisolarna precesija, u uzem smislu reéi, pretstavljena je obrascem:

d¥ 6m2C - A1 m; 1 cos (55)
—_— —— P —_— OS €.
dt n  C [T* m+mT?
Pri tome smo masu m Zemlje zanemarili, kao veoma malenu, prema masi M
Sunca.
Interval za vreme kojega naraste Ojlerov ugao ® za 2n zove se zvezdani dan.
Oznacimo njegovu duzinu sa T, to je
d = d® _ 2z
dt T’
Posto je, kao sto ¢emo odmah videti, ¥’ cos © zanemarivo prema @', to moze-
mo staviti:

(56)

27
n="2= (57)
T
Zato dobivamo za apsolutni godisnji iznos lunisolarne precesije ovaj obrazac:
d¥ C—Af1 m; T
=——T=3tt— | =+ —— — . 58
br dt " ¢ |\T + m +my T} cose (58)

Numericka vrednost ovog izraza zavisi od slabo promemljive veli¢ine €; ako sta-
vimo za nju njenu sacdanju srednju vrednost e = 23°27' i uzmemo jos u obzir da je

c

—A
T = 366,251; T, = 27,3977; mp = 0,0123m; — = 0,003 261,
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to dobivanio
pr = 50",36

kao godiSnji iznos lunisolarne precesije. U njemu uéestvuje Sunce sa 15”,88, a Me-
sec sa 34" 48.

Prednje izra¢unavanje valja popuniti ovim primedbama. Numeri¢ka vrednost
veli€ine pr odreduje se, u stvari, direktnim astronomskim opazanjem, a iz nje se
izvodi numeri¢ka vrednost razlomka (C — 4;/C, a ne obrnuto, §to, u ostalom, ne
menja ispravnost prednjega ratuna. Taéno odredena numeri¢ka vrednost lunisolar-
e precesije iznosi, za epohu 1850,0, 50",3684.

Usled napred izra¢unatog pomeranja ekvinokcijalnih taéaka, izvriila bi svaka
od njih za vreme od

360 - 60 - 60

50,36

dakle za vreme intervala od okruglo 26 000 godina, potpuno jedno obilazenje duz
ekliptike. Taj se interval naziva i Platonskom godinom. Usled toga pomeranja ekvi-
nokcijalnih tagaka, opisuju oba nebeska pola, na nebeskoj sferi, krugove oko polo-
va ekliptike sa prividnim radiusom jednakim nagibu ekliptike. Te kruzne putanje
polova pretstavljaju preseke konusa herpolhodije prou¢avanog kretanja Zemlje sa
nebeskom sferom. .

Pitajmo jos kakav ¢e oblik imati konus polhodije proutavanog kretanja, t.j. onaj
konus koji opisuje osa rotacije u samom Zemljinom telu. Jednagina polhodije pret-
stavljena je obrascem (37) pri emu tv oznacava vektor polozaja, a i, j, ¢ jedini¢ne
vektore koordinatnog sistema vezanog sa Zemljom. Iz (37) sleduje da je polhodija
jedna kruzna linija koja se, u otstojanju n od centra Zemlje, obavila normalno oko
glavne, polarne, ose inercije Zemljine, a koja ima radius R dat ovom jednacinom:

R? = (¥'sin O sin ®) + (¥’ sin O cos §)>

= 25735 godina,

iz koje sleduje:
R=-%sin0O.
Ugao otvora konusa polhodije, t.j. ugao §to ga izvodnice zatvaraju sa osom ko-
nusa, pretstavljen je obrascem

!

a= —i sin @ (59)

n

u kojem smo, posto je taj ugao vrlo mali, njegov tangens zamenili lukom.
Koristeci se obrascima (27), (55), (57) i (58), dobivamo

a= ,i%pT sine, (60)

2r
a pomo¢u saopStenil numerickih vrednosti za T, €, pr
o = 0",0087.
Ovaj ugao zaista je veoma malen, a isto tako i ugao ¢ pretstavljen obrascem
(40). Izmedu ta dva ugla postoji, zbog (59) ova jednacina:

A
Q= CCI.
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Koristeci se saopstenim podatkom o numeri¢koj vrednosti razlomaka (C—A)/C,
dobivamo ¢ = 0”,008676, a mereéi ovaj ugao luénom merom, t.j. deleéi prednji
broj sa 206 265, dobivamo, prema (40),

Ga
—~ = 0,000 000042,
G

dakle srazmeru zanemarenog dela vektora & prema onom delu koji smo uzeli u
obzir. Taj je broj, zaista, veoma malen, ¢ime je dokazana opravdanost uéinjenih
pretpostavki.

Iz saopstenog sleduje da rotaciono kretanje Zemlje pod uticajem permanen-
tnog dela momenta zaokretanja izazvanog dejstvom Sunca i Meseca mozemo geo-
metrijski pretstaviti na ovaj natin. U sirokom konusu herpolhodije kojega osa sto-
Ji upravno na ravni Zemljine putanje, a kojega izvodnice zatvaraju ugao od 23°30’
sa tom osom, kotrlja se, bez klizanja, veoma 3iljasti konus polhodije, sa uglom ose
1 izvodnice od samo 07,0087, vrieéi za vreme jednog zvezdanog dana potpuno je-
dno obrtanje; za vreme od 26 000 godina opkotrlja taj konus u retrogradnom smi-
slu spoljadnji konus herpolhodije.

U prethodnim ispitivanjima nismo uzeli u obzir pomeranja ravni Zemljine pu-
tanje. Ta ravan nije, kao §to smo videli u prvom odeljku ove knjige, invariabilna,
a to isto vazi i za ravan Meseteve putanje, nego se obe te ravni, usled medusobnog
poremecaja tlanova naseg planetskog sistema, kolebaju u prostoru. Thm poreme-
¢ajima ne menja se ravan Zemljinog i nebeskog ekvatora, nego se ekvinokcijalna li-
nija pomera u ravni nebeskog ekvatora. To pomeranje sleduje u pozitivnom smi-
slu uveéavajuéi Ojlerov ugao ¥ za 0”,1231 godisnje, t.j. ono se dedava u protivnom
smislu lunisolarne precesije. Oduzimajuéi ovaj broj od broja 50”,3684 koji odgova-
ra lunisolarnoj precesiji, dobivamo za celokupno pomeranje ravnodnevnica iznos od
50",2453 koji se zove generalnom precesijom. Usled kolebanja ravni ekliptike, menja
seiugao O, t.j. nagib ekliptike, pa se ta promena, za razliku od periodi¢nih prome-
na ugla © o kojima ¢emo jos govoriti, zove sekularnom promenom nagiba ekliptike.

57. Periodi&ni €lanovi precesije. Momenti zaokretanja Zemlje privla-
¢nim dejstvom Sunca i Meseca imaju, kao §to smo videli, pored svojih per-
manentnih delova i svoje periodi¢ne delove. Ako, za sada, ne uzmemo u obzir
poremecaje ravni putanje Meseca, o kojima ¢emo govoriti u iduéoj glavi, onda su
najvazniji od tih periodi¢nih ¢lanova oni koji imaji periodu od pola godine odno-
sno pola meseca. Dejstvo tili periodi¢nih ¢lanova na rotaciju Zemlje pretstavili smo
analiticki u §55 pa nam ostaje samo da izraéunavamo numericke vrednosti tih pe-
riodi¢nih poremeéaja Zemljine ose.
Godisnji iznos precesije izazvane privlaénim dejstvom Sunca ima numeriku
vrednost od 15”,88. Stavljajuci tu vrednost za pr u obrasce (50) i (51), a za € vre-
dnost od 23°27', dobivamo:

4:
¥ = 1" 26 sin Tnt
4r (61)
© = 0",55 cos —t.
€08

Godisnji iznos precesije izazvane privliatnim dejstvom Meseca ima nume?iéku
vrednost od 34”,18. Sideri¢nom obilazenju T Meseca oko Zemlje odgovara_ 1Znos
precesije od 2”,58. Stavljajuéi tu vrednost za pr u obrasce (50) i (51), dobivamo
kao dejstvo Meseca .

¥ = 0,205 sin —t
h (62)
4w

© = 0,089 cos —t.

; T

Ovim periodiénim promenama orientacije Zemljine ose menjaju se longitude
zvezda podjednako, ali u pravcu protivnom onom u kojima ih menja lunis‘ola'r‘na pre-
cesija. U astronomskoj praksi uzimaju se, medutim, i stacionarna i periodi¢na po-
meranja ravnodnevnica kao pozitivna kad sleduju u retrogradnom smislu pa, u tom
slu¢aju, valja u gornje obrasce staviti desno znak minus. Taénije izratunavanje pe-
riodiénih ¢lanova, no §to je ovde bilo izvr3eno, pokazalo bi da bi dobivene koeficiente

1726; 0”55 07,205; 0”089
valjalo zameniti sa
1”7.269; 0”,551; 0",204; 0",089.

Periodiéne promene orientacije Zemljine ose dodaju se obitno, kao nutacion clg—
novi, glavnim élanovima astronomske nutacije o kojoj ¢emo govoriti u iducoj glav_L
Proletnja ravnodnevnica u kojoj se, u datom momentu, nebeski ekvator 1 ekli-

ptika stvarno presecaju zove se pravom proletnjom ravnodnevnicom odgovarajuceg #¢

trenutka, a ona tatka nebeske sfere u kojoj se seku ekvator i ekliptika kada‘ se nu-
tacioni ¢lanovi ne uzmu u obzir, nego samo lunisolarna precesija, u uzem smislu re-
¢, zovu se srednjom ekvinokcijalnom tackom. U istom smislu govori se 0 pravom 1
srednjem nagibu ekliptike.

&
#*
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Astronomska nutacija Zemljine ose

58. Poremecaji ravni Mese&eve putanje. Ravan Meseceve putanje

ne podudara se sa ravani Zemljine putanje, a odavde sleduju poremeéaji kre-

tanja Meseca koji se ispoljavaju i u rotacionom kretanju Zemlje, zbog Cega
ih moramo ispitati i uzeti u obzir.

U §14 resili smo problem satelita u njegovom najjednostavnijem obliku. Uz pre-
tpostavku da su privlacne sile kojima dejstvuje Sunce na planetu i njen satelit me-
dusobno paralelne, mogli smo problem satelita svesti na problem dvaju tela. Sada
treba uzeti u obzir i poremeéaj toga kretanja.

Od mnogobrojnih poremeéaja kojima podlezi kretanje Meseca dolaze, pri ispi-
tivanju rotacionog kretanja Zemljinog, kao najvazniji, poremedaji ravni Meseteve
putanje u prvom redu u obzir. Da to ispitivanje ne bismo suvige komplikovali, ne-
¢emo uzeti u obzir ekscentricitet Meseteve putanje, nego ¢emo pretpostaviti da je
ona krug. Pod tom pretpostavkom, izvode i Zemlja i Mesec oko njihovog zajedni-
Ckog tezista O kruzna kretanja. Ozna¢imo li sa a, srednje otstojanje Meseca od
Zemlje, sa m masu Zemlje, a sa m; masu Meseca, to su radiusi 7 i r; tih kruznih
putanja Zemlje odnosno Meseca pretstavljeni obrascima:

r= Lal; T = —La;. (1)
m + my m+my

Sada mozemo sistem Zemlja-Mesec smatrati za jedan zasebni materijalni si-
stem koji ne menja svoj oblik, a na koji dejstvuje, kao spoljna sila, privlaéna snaga
Sunca. Taj nepromenljivi materijalni sistem obrée se, oko ose koja prolazi kroz te-
ziSte O, a stoji uspravno na ravni Meseteve putanje, konstantnom ugaonom brzi-
nom koja je jednaka srednjem kretanju v; Meseca oko Zemlje. Isto tako kao sto je
pod uticajem privlaénog dejstva Suntevog, orientacija Zemljine ose podlezala sta-
cionarnim i periodi¢nim promenama, moraée i osa rotacije uocenog materijalnog si-
stema Zemlja-Mesec menjati stacionarno svoju orientaciju u prostoru. Mi mozemo
teoriju takvih promena, izvedenu u prosloj glavi za sluéaj precesije Zemljine ose,
primeniti i na slu¢aj Zemlja-Mesec, ako uinimo jedno uproi¢enje, potrebno da po-
stignemo potpunu analogiju izmedu oba ta slucaja. Rotacija Zemlje oko njene ose
ne menja, kao $to smo videli, momenat zaokretanja 90 spoljnih sila, a rotacija si-
stema Zemlja-Mesec oko njene napred definisane ose, menja taj momenat i to, kao
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§to je lako uvideti, perioditki sa periodom T}, jednakom sideri¢nom obilaZenju Me-
seca oko Zemlje. Taj momenat podlezi dakle, dvema glavnim periodiénim prome-
nama, jedna od njih ima za periodu vreme obilazenja sistema Zemlja-Mesec oko
Sunca, dakle sideri¢nu godinu T, a druga ima za period vreme obilazenja Meseca
oko Zemlje, dakle sideriéni mesec T;.

Periodi¢ne promene ove druge, kraée, periode nisu od znacaja za pitanje kojim
se bavimo, a valja ih eliminisati zbog potrebne analogije. To éemo uéiniti na ovaj
nacin. Za vreme T obidu i Zemlja i Mesec svoje kruzne putanje. Srednju vrednost
momenta 9 koja odgovara tom vremenskom intervalu dobiéemo, o€ito, na taj na-
¢in, ako zamislimo masu m Zemlje ravnomerno rasporedenu po njenoj putanji, a
masu m; Meseca rasporedenu po Mesecevoj putanji pa ako zatim izra¢unamo mo-
menat kojim Sunce zaokreée sistem tih dvaju materijalnih prstenova. Ovakav me-
tod eliminisanja periodiénih promena upotrebio je Gaus u svojoj klasi¢noj teoriji
sekularnih poremecaja planetskih kretanja, dokazavsi da su te sekularne promene
identi¢ne onima koje dobivamo ako masu svake planete rasporedimo duz njene pu-
tanje tako da je gustina tog rasporeda inverzno proporcionalna brzini planete na
uoCenom delu putanje pa ako zatim izraéunamo atrakcione sile kojima se ti mate-
rijalni prsteni medusobno privlace.

Izvr3ivsi spomenuti raspored masa u sistemu Zeinlja-Mesec, dobivamo da ée mo-
menat inercije toga materijalnog sistema obzirom na njegovu osu rotacije, t.j. nje-
gov momenat inercije C, biti pretstavljen obrascem:

C =mr® + myr?.
1

Tu istu vrednost ima i polarni momenat inercije Jo, t.j. momenat inercije obzi-
rom na teziste O uocenog sistema. Zato je

Jo=C.

Kako je, prema opstem obrascu za momente inercije, A + B + C = 2Jp, a ka-
ko je, i1z razloga simetrije, A = B, to dobivamo 24 = C dakle
e 2)
C 2

Sada imamo pred sobom isti slu¢aj koji smo imali pri proucavanju promena ori-
entacije Zemljine ose pod uticajem privlaénog dejstva Sunca, valja samo u obrasci-
ma, dobivenim tom prilikom, izvrsiti ove supstitucije. Mesto ose Z upotrebljenog
koordinatnog sistema, koja se pre podudarala sa osom rotacije Zemlje, valja uvesti
osu koja stoji uspravno na ravni Meseéeve putanje oko Zemlje. Pocetak tog koor-
dinatnog sistema mozemo, posto smo veé izra¢unali momente inercije sistema, iz
teziSta O pomeriti u centar Zemlje, osu X valja pri tom naperiti prema uzlaznom
¢voru ekliptike u odnosu na Mesecevu putanju, t.j. preina silaznom évoru Mesece-
ve putanju. Longitudu Sunca ) valja zameniti longitudom Sunca \;, merenom od
spomenutog ¢vora, nagib ekliptike € = O valja zameniti nagibom &, Meseteve pu-
tanje prema ekliptici. Ugaonu brzinu n Zemlje valja zameniti ugaonom brzinom si-
stema Zemlja-Mesec, t.j. srednjim kretanjem Meseca v, po njegovoj putanji, masu
m Zemlje treba zameniti masom sistema Zemlja-Mesec, t.j. zbirom (m +m,;) ma-
sa Zemlje i Meseca, a razlomak (C — A)/C njegovom numeri¢kom vrednosti datom

obrascem (2). Na taj nacin dobivamo, mesto (44), prethodne glave,
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——d‘Ill =3 M ﬁ cos (3)
dt = 2M4+m4+myv 2 £t

Zbir (m + m;) masa Zemlje i Meseca mozemo zanemariti prema masi M Sun-
ca pa zato dobivamo, imajuéi u vidu obrasce (54) prethodne glave,
d‘Ill _ 3n T1
dt T 271
Ovaj nam obrazac pretstavlja pomeranje ¢vorova Meseceve putanje; ono je re-
trogradno. Apsolutni godisnji iznos ovog pomeranja pretstavljen je sa

COSEY. (4)

37! Tl
pr = 3T COS €y (5)

ili, ako ga merimo stepenima, sa
T,
pr= 270°-7% cosey. (6)

Sa g; = 5°8'43"; T} = 27,322 dana; T = 365,25 dana dobivamo za pr numeri-
¢ku vrednost od 20°. Potpuno jedno obilazenje ¢vorova Meseteve putanje oko ekli-
ptike zahtevalo bi, dakle, okruglo 18 godina. U stvari traje to sideri¢no obilazenje
¢vorova Meseéeve putanje nesto duZe i to 6793,42 dana t.j. 18,6 godina. Razlika
izmedu izvrienog racuna i stvarnosti potice otuda §to pomeranje ¥}, pretstavlje-
no obrascem (4), nije dovoljno maleno prema srednjem kretanju v; da bi moglo bi-
ti zanemareno. Zbog toga se obrazac (11) prethodne glave ne moze istom tatnosti
zameniti obrascem (57).

Pored ovog stacionarnog pomeranja ¢vorova, podleze rotacioni elementi, i to
Ojlerovi uglovi ¥ i ©, promenama koje dobivamo ako u obrascima (50) i (51) pret-
hodne glave, provedemo naznalene supstitucije. Ioriste¢i se obrascem (6) i sa-
opStenom numerickom vrednosti za €, dobivamo:

4n
¥ = 1°36"sin ==t 7
sin = (M)
4n
— U "
O = 839" cos T t. (8)

Obrazac (8) kazuje da nagib g ravni Meseceve putanje prema ravni Zemljine
putanje osciluje oko svoje srednje vrednosti 5°8'43" amplitudom od 8'39"”. Tacni-
je izragunavanje prednjih koeficienata 1°36’ i 8’39" pokazalo bi da bi ih valjalo za-
meniti sa 1°38’ i 8'48".

59. Astronomska nutacija Zemljine ose. Retrogradno kretanje &vo-

rova Meseceve putanje izaziva periodiéna pomeranja Zemljine ose koja su,

kao §to smo veé saopstili, pronadena od Bredlija, dobila naziv nutacije. Taj

naziv primenjen je kasnije i na periodiéne ¢lanove precesije o kojima smo veé go-

vorili, a i na slobodno pomeranje Zemljine ose o kojem ¢emo jo§ govoriti pa je, za
razliku od ostalih, Bredlijeva nutacija nazvana astronomskom nutacijom.

Da bismo izveli obrasce za astronomsku nutaciju, neka nam (sl. 20) AA’ pret-

stavlja nebeski ekvator, EE' ekliptiku, LL' presek nebeske sfere sa ravni Meseceve
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putanje, F proletnju tatku, D uzlazni &vor Meseeve putanje u odnosu na eklipti-
ku, a C uzlazni &vor Mese&eve putanje u odnosu na nebeski ekvator. Zato nam ugao
DFC = e pretstavlja nagib ekliptike, ugao L'DE’ = g, nagib Meseteve putanje
prema ekliptici, a ugao DCA’ = ¢, nagib Mesedeve putanje prema ekvatoru. Luk
FD = )\; pretstavlja nam longitudu
&vora D, a luk FC = a rektascenziju
¢vora C.

Videli smo da je permanentni deo
momenta zaokretanja Zemlje izazva-
nog privlatnim dejstvom Sunca bio
naperen prema proletnjoj tacki pa ce
zato permanentni deo 9, momenta
zaokretanja 9 privlac¢nog dejstva Me-
seCevog na Zemlju biti naperen pre-
ma &voru C, 1 imati, prema (21), §54,
skalarni iznos
3 f'm1

L' E

(C — A)sine; cosey (9)

gde m; oznacava masu Meseca, a a;
njegovo srednje otstojanje od Zemlje. Cruka 20
Rastavimo li ovaj momenat u dve
komponente od kojih jedna, M!, pada u ekvinokcijalnu liniju, a druga, M/, stoji
normalno na njoj, to su te komponente pretstavljene obrascima
M; = M, cosa
M! = M;sina

.
M = %%’%(C — A)sine; cosep cosa (10)
2 o
MY = g%(c — A)siney cose; sina. (11)
1

1z sfernog trougla FCD sleduju ovi obrasci:
COSEy = COSECOSE) — SiN €SN €; COSA;
singy sina = sing; sin
siney COS® = Sin £COSE; + COSESINE) COS ;.

Stavimo li ove izraze u (10) i (11) i uzmemo li u obzir da je

1 1 R . 1.
cos® Ay = 5 + 5 €08 2hy; SinA; COSA; = 5 sin 2\,

to dobivamo

3 fm . 3 . .
M. = ;LB—I(C — A)|sinecose — ;smscosesm2 €
5 ;
1

. 1. . .
cos 2e5in 2g; COS Ay — 5 sinecos esin® €1 cos 2X; (12)

-+

Lo}~
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3fm
M! = y fa Lic - 4) [cos esin 2e; sin A} — sinesin? g; sin 21 J (13)
1
U obrascu (12) pretstavlja nam
3 fmy . 3 . )
3 e (C — A)]sinecose — 3 sin ecosesin® g;

onu komponentu momenta 9, koja je naperena prema proletnjoj tacki. Ta je kom-
ponenta ve¢ bila uzeta u obzir pri izratunavanju lunisolarne precesije Zemljine ose.
Ostatak, zavisan od poloZaja &vorova Meseteve putanje, pretstavlja onaj promen-
ljivi, periodi¢ni deo 901, momenta 9M; koji izaziva astronomsku nutaciju Zemljine

ose. Njegove komponente M;, M} koje, zbog prve od jednadina (22) prethodne gla-

ve, moramo uzeti u ratun sa protivnim znakom, pretstavljene su obrascima:

3
M = fml (C — A)[cos 2esin 2¢, cos\; — sinecosesin? g; cos 21 1] (14)
My == 4 %, sink 2 5
=1 ( )[cosesin 2¢; sink; — sinesin? e, sin 2\]. (15)

Uzmemo li u obzir jednacine (34) i (27) prethodne glave, to dobivamo

d¥ 3fm;y1C— Afcos2e . .2

& __2im_o-4 2 - 2 1

i idnC sin o SinZer Cos A1 — cosesin® g1 cos 201 (16)

do 3 1C -

I Zi(:l;_]ﬁ 5 [cosssinQel sin\; — sinesin® e; sin 2n). (17)
i

Koristeci se jednacinama (41) i (54) prethodne glave, dobivamo

fmy my
3 T Vi
ay m + my

Apsolutni godi3nji iznos precesije izazvane Mesecom pretstavljen je, zbog (53)
prethodne glave, obrascem
my V2 TC - A

3 y
P = — — COSE.
F 2m+m; n C

Kako je, zbog retrogradnog kretanja évorova Meseteve putanje,
2r
Moo= ——t 18
=-% (18)

gde T> oznacava vreme obilazenja tih évorova oko ekliptike, to je

dv 1 1 2 . 4

o = 3TT [2 ctg 2e sin 2¢; cos F:t —sin’ g cos %t] (19)
de 1 1f . .2 . . 4

T —§pTT [sm 2¢; sin %t — tgesin® e sin %t] . (20)

Integracija ovih diferencijalnih jednagina daje, pri istim inicijalnim uslovima
koje smo postavili pri integraciji jednagina (46) i (47) prethodne glave,

[ -
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1 . 4:
¥ = —iIJT:; [’) ctg 2esin 2¢g; sin Tz—t -3 —sin® ¢, sin TZT:t] - (21)
2n 1 4
= %PT% [sm 2€) cos th — —tgesin®e, cos th] (22)
Sa
pr=34"48; T, =186T; e=23°27"; g =5°8'43"
dobivamo

¥ = —17",06sin 2—t + 0,205 sin 4—-t
T T
o o (23)
" "

0=9 117cosT t-0 089cosT2t
U Astronomiji je uobi€ajena praksa da se ugao ¥ meri retrogradno, zbog ce-
ga valja prve obrasce jednagina (61) i (62) prethodne glave i gornjih jednagina (23)
upotrebiti sa protivnim znakom. U astronomskoj praksi upotrebljava se, u obrasci-
ma za nuticione ¢lanove, mesto nezavisne variabile ¢, longituda Sunca ®, longituda
Meseca (i longituda § uzlaznog ¢vora Meseteve putanje. Posto & raste retrogra-
dno, to treba u ¢lanovima sa sin § izvrsiti jos jednu promenu znaka. Na taj nacin

dobivaju se za celokupnu nutaciju ovi na dve decimale ta¢no izra¢unati obrasci:

¥ =-1"27sin2® — 0”,20sin 2 — 17”,26 sin § + 0”,21 sin 28
© = +0",55¢05 2@ + 0",09 cos 2C + 9”,22 cos & — 0”,09 cos 283.

Svaki par onih ¢lanova koji imaju istu periodu prouzrokuje pomeranje Zemlji-
ne ose rotacije i to takvo da prodorna tacka te ose sa nebeskom sferom opisuje, za
vreme odgovarajuée periode, na nebeskom svodu, jednu malu, nutacionu, elipsu.
Jer, pomerili se ta osa za uglove © i ¥, to se njena prodorna tatka pomera na ne-
beskoj sferi za prividne duzi

z=0
y = ¥sine,
pa zato dobivamo, na primer, iz oba glavna ¢lana gornjih obrazaca ova pomeranja,

z=9"22cos§}

y = —17",26sinesin §.

EliminiSemo li iz ovih dveju jednacina 8§, to dobivamo
22 . y?
(97,22)2 © (17",26sin€)?

Ovo je jednacina Bredlijeve nutacione elipse. Njene poluose su, posto je € =
= 23°27', jednake a = 9”,22; b = 6”,87; velika osa te elipse naperena je prema po-
1u ekliptike.
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Slobodna nutacija Zemlje

60. Istorijski podatci. Do skoro pred kraj progloga veka mislilo se da Ze-

mljina osa rotacije ne menja svoj polozaj u Zemljinom telu jer su tako govorili

rezultati astronomskih posmatranja. Zaista, kada bi se osa rotacije pomerala
u Zemljinom telu, morale bi se menjati i geografske Sirine pojedinih mesta na Zem-
lji, a takve promene nisu bile opaZene na astronomskim opservatorijama, raspore-
danim po celoj Zemljinoj povrsini. Smatralo se, dakle, da je Zemlja, o cemu je sve-
docila i Kleroova teorema, podesila svoj oblik prema svojoj rotaciji tako da se njena
geometrijska osa, t.j. njena polarna glavna osa inercije, poklapa sa njenom osom ro-
tacije. Ako je to, zaista, slu€aj, onda nema, kao 5to ¢emo odmah videti, razloga da
Zemljina osa rotacije menja svoj polozaj u Zemljinom telu ako na nju ne dejstvuje
momenat spoljnih sila. Istina, teorija precesije pokazala je, kao 3to smo videlt, da
Zemljina osa rotacije ne moze biti potpuno nepokretna u Zemljinom telu, jer ako ta
osa menja svoj poloZaj u prostoru, onda ga mora manjati i u Zemljinom telu; ¢im
postoji herpolhodija kao konatna kriva, mora postojati i kona¢na polhodija. Al se
pokazalo da je polhodija precesionog kretanja Zemljinog toliko uska da nije mogla
biti konstatovana astronomnskim posmatranjima, da se, dakle, moze smatrati za ta-
¢ku. Iz te pretpostavke, naknadno opravdane, izveli smo glavne obrasce za precesi-
ju i astronomsku nutaciju Zemljine ose. No Ojlerove jednagine ne iskljucuju, kao sto
¢emo videti, ni u slu¢aju kada na Zemlju ne dejstvuje nikakav spoljni momenat za-
okretanja, moguénost pomeranja Zemljine ose, ali je takvo pomeranje smatrano sa-
mo kao neostvarena moguénost. No ve¢ 1814 godine izrazio je, na temelju svojih po-
smatranja, veliki nemacki astronom BESEL svoju sumnju u nepokretnost Zemljine
ose rotacije u Zemljinom telu; i rezultati posmatranja ruskog astronoma PETERSA,
izvrienih 1842 godine, govorili su u istom smislu. Ali su promnene geografskih sirina
primeéenih od ovih dvaju astronoma, a i drugih koji su se bavili istim pitanjem, bile
toliko neznatne da su se mogle rastumagiti i drugim razlozima, na primer, poremeca-
jima opazanja izazvanim opti¢kom refrakcijom. Kako su, na posletku, 1888 godine,
posmatranja berlinskog astronoma KISTNERA nesumujivo dokazala realnost prome-
na geografskih sirina, odluceno je da se te promene sistematicnije ispitaju. Ako se
Zemljina osa pomera, zaista, u Zemljinom telu, onda se to pomeranje mora ispoljiti
u protivnom smislu na geografskim Sirinama dvaju mesta, recimo severne hemisfere,
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kojih se geografske duzine razlikuju za 180°, jer u koliko se Zemljin pol rotacije pri-
blizava jednom od tih dvaju mesta, u toliko se on od drugog mora udaljavati. Da bi
se definitivno utvrdilo da li je to tako, upuéena je jedna nemacka i jedna amerikan-
ska ekspedicija u Honololu, na Havajskim Ostrvima, da vrie onde posmatranja vari-
jacije geografske Sirine u isto vreme sa vrienjem takvih posmatranja u Berlinu, Pra-
gui Strasburgu. Ta su posmatranja, vriena od maja 1891 do juna 1892, dokazala da
se Zemljina osa, iako neznatno, zaista, pomera u Zemljinom telu. Krajem prosloga
veka organizovana je internacionalua astronomska sluzba koja vrsi, na Sest stani-
ca, rasporedanil duz uporednika od 39°8’ severne hemisfere, posmatranja promena
geografske Sirine i prati time, korak u korak, pomeranje Zemljinih polova. O rezul-
tatima tih posmatranja govori¢emo posto ispitamo mehanizam posmatrane pojave.

61. Mehanizam pojave. Pretpostavimo, posto smo efekte momenta

spoljnih sila ve¢ ispitali, da na Zemlju ne utice nikakav takav spoljni mome-
nat, t.j. da je, prema upotrebljenim oznakama,

MM =0 (1

My =My = M; =0. (2)

Pretpostavimo, za sada, da je Zemlja ¢vrsto nepromenljivo telo tako da za nju

vaze Ojlerove jednacine, izvedeune u §44, koje zbog prednjih pretpostavka dobivaju
ovaj oblik:

d
A—d“’—‘ +(C = Bywaws =0
t
d'll)z
B_d;f— +(A—C)?.U3'w1 =0 (3)
d'w;;
CF + (B - A)wywy = 0.
Iz jednacine (26), §43, i prednje jednacine (1) sleduje
d®
5 =0 (4)
Integracija ove jednacine daje
® =6 (5)

gde &g pretstavlja jedan konstantni vektor. Impuls obrtanja je, dakle, jedan u pro-
storu invariabilan vektor.

Pri izvodenju Ojlerovih jednacina pretpostavljeno je da je pocetak O koordina-
tnog sistema z—y-z, vezanog sa posmatranim telom, poloZen u teziste toga tela, a
da se njegove koordinatne ose podudaraju sa glavnim, dakle sa centralnim, osama
inercije toga tela. Zato je prema jednacinama (41), §44,

Awni + Bwsj + Cwszt = B (6)

gde A, B, C pretstavljaju centralne glavne momente inercije posmatranoga tela.
Srazmera tih momenata inercije odreduje karakter rotacionog kretanja uocenoga
tela.
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Ako je
A=B=_C,
onda je zbog (6)
A = B

t.j. vektor rotacije w ima isti pravac kao i vektor ®¢ pa i on ima invariabilnu ori-
entaciju u prostoru; on ne menja svoj polozaj ni u samom uoéenom pokretnom te-
lu, jer je onda zbog (3)
duy _duy _duy o
a — dt T dt
Uoteno telo obrée se, dakle, oko ose, nepromenljive u njemu i u prostoru, kon-
stantnom ugaonom brzinom w.
Ako su momenti inercije A, B, C nejednaki, onda, u takvom slucaju, vodi ispi-
tivanje kretanja uotenoga tela na elipti¢ne funkcije. Mi éemo se, poSto imamo da
ispitamo kretanje nase Zemlje, zadovoljiti specijalnim sluéajem

A=B (7
ostvarenim u primeru nase Zemlje. Tu je, posto osu z naseg koordinatnog sistema

polazemo u osu Zemljinoga tela,
C > A (8)

Osa z zove se u ovom slucaju i geometrijskom osom Zemlje.
Ojlerove jednatine (3) dobivaju, zbog (7), sada ovaj oblik

A%‘Ut—l + (C — A)waws =0 (9)
Ad—dli—z + (A - C)wzw, =0 (10)
d'w3 _
& - 0. (11)
Iz (11) sleduje integracijom
W3 =n (12)

gde n oznatava jednu konstantu. Zemlja se obrée, dakle, oko svoje geometrijske ose
konstantnom ugaonom brzinom n. Oznaéimo li periodu toga obrtanja sa T, to je

2
wy =n= iy (13)
T
Stavimo li, kratkoée radi,
2nC — A
UL 14
Tt C (14)

gde je, zbog (8), k jedan pozitivan, konstantan broj, to dobivamo mesto (9) i (10)
ove dve jednaéine

dw
d—t‘ +kwy =0 (15)
W2 py =0, (16)

dt
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Pomnozimo li prvu od ovih dveju jednagina sa ws, a drugu sa ws, pa sabere-
mo li ih, to dobivamo
wy dwy + wo dwo = 0.
Integracija ove diferencijalne jednacine daje
wi+wi=c? - Q7)
gde ¢ oznatava jednu konstantu. Iz (15), (16) i (17) sleduje

L S dws  _ gt

2 — w? Ve —wi

Integracija ovih dveju diferencijalnih jednacina daje, ako za inicijalni momenat

t = 0 odaberemo jedan od onih trenutaka u kojem je w; = ¢; wy = 0, t.j. u kojem
vektor rotacije w pada bas u ravan z-z,

arccos el R kt; arcsin L2 _ kt
¢ c
tj.
wy = ccoskt (18)
wz = csin kt. (19)

Da sa pokretnog koordinatnog sistema z—y—z predemo ne nepokretni X~Y-Z,
odaberimo pravac invariabilnog vektora ®¢ za pravac ose Z nepokretnog koordina-
tnog sitema, onda se ravan X-Y tog koordinatnog sistema, u kojoj mozemo osu X
proizvoljno orientisati, zove invariabilnom ravni. Iz slike 17, §45, sleduje, poSto se
0sa Z podudara sa pravcem vektora &g,

B = Gong = (Gg sin O)hg + (G cos O)E.
Kako je
(G9sin @)hy = (Go sin O sin B)i + (Gy sin O cos )j,
to dobivamo

By = (G sin Osin )i + (Gg sin O cos )j + (G cos O)E. (20)
Iz jednatina (6) i (7) sleduje
Gy = Aw, i + Awsj + Cwskt, (21)
a iz (20) i (21)

Go . ) .
wy, = X sin © sin ® (22)
wy = % sin © cos @ (23)

G

w3 = C? c0s O. (24)

Iz (21) sleduje kvadriranjem
G3 = A*w} + A%wi + CPw} (25)
t.j. zbog (17) 1 (13)
Gy =A% +n’C?. (26)
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Jednacine (24) 1 (13) daju

Gocos© =nC (27)
202 2 42 2 42
2a n“C ) C 2, c‘A _cA
S O=apiect MO smime -
sin@ = <4 (28)
0
Stavljajuéi (28) u (22) i (23), dobivamo
wy = csin (29)
wy = ccos P. (30)
Iz (29), (30), (18) i (19) sleduje
®=§—m. (31)

8

Jednatina (28), u kojoj na desnoj strani stoje same konstante, kazuje da je
Ojlerov ugao © nepromenljiv, t.j. da je
Q' =0. (32)
Jednatine koje daju komponente vektora rotacije u pokretnom odnosno miru-
jucem koordinatnom sistemu kao funkeije Ojlerovih uglova bile su, kao §to smo vi-
deli u §46, ove:
w; = ¥ sin@sin® + O’ cos P

wy = ¥’'sin® cos ® — O sin (33)
w3 = ¥ cos O + &’

w; =0 cos ¥ + &' sin Osin ¥
wy = O sin ¥ ~ &' sin O cos ¥ (34)
w3 = ¥ + @' cos O.
Iz prednjih jednacina i obrazaca (22), (23), (24) sleduje:
Go
A
Izvrsimo slobodni izbor orientacije ose X u invariabilnoj ravni tako da je u ini-
cijalnom momentu ¢ = 0; ¥ = 0, onda dobivamo, integracijom prednje jednacine,

v =

: (35)

Gy
¥ = —t. 36
Y (36)
Iz jednacina (34) i gornjih jednaéina sleduje
W] = ke sin ﬂ)-1‘, (37)
10 g
kcA G
Wy = —-C% cos ~X0t (38)
g = G0 KRG (39)

A Go
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Dobivenim jednaginama opisana je slobodna nutacija Zemlje. Obrasci (12),
(18) i (19) pretstavljaju nam koordinate vektora rotacije r u pokretnom koordina-
tnom sistemu, dakle jednaginu polhodije u parametarskom obliku. Ta je kriva krug
sa centrom u geometrijskoj osi Zemlje udaljenim za w3 = n od pocetka koordina-
tnog sistema. Ravan toga krnga stoji normalno na geometrijskoj osi Zemlje, a nje-

gov radius je jednak
r=qy/w?+wi=c (40)

Onaj radius toga kruga koji spaja njegov centar sa tatkom polhodije koja odgo-
vara trenutku ¢ zatvara sa ravni z—z ugao ¢ dat jednaéinom

w3
g =— =tgkt
tgo w0, 8
iz koje sleduje zbog (14)
2nC—-A

Ovaj ugao raste proporcionalno vremenu pa zato osa rotacije Zemlje obide ce-
lu polhodiju za vreme periode

T (41)

i to u pozitivnom smislu.

Obrasci (37), (38) i (39) pretstavljaju nam koordinate vektora rotacije ro u miru-
juéem koordinatnom sistemu, dakle jednac¢inu herpolhodije u parametarskom obli-
ku. I'ta je kriva krug koji se normalno obavio oko ose Z. Radius toga kruga jednak je

kcA
R= "= (42)

Go
a onaj njegov radius koji spaja njegov centar, koji lezi u osi Z, sa tackom herpolho-
dije koja odgovara trenutku ¢ zatvara sa ravni X-Z ugao ¢ dat ovom jednaéinom

I8 G
tg¢=;)—f=—ctg7°t

iz koje sleduje
_ T th
vt gt

I ovaj ugao raste proporcionalno vremenu pa zato osa rotacije Zemlje obide ce-
lu herpolhodiju za vrenie periode

A
T, = 2r & (43)
1 to u pozitivnom smislu.

Nasavsi polhodiju i herpolhodiju i naéin kretanja krajnje tacke rotacionog vek-
tora ro po tim dvema krivama, resen je postavljeni problem. Pre no §to dobiveno re-
Senje primenimo na nasu Zemlju, da¢emo mu jos jednu geometrijsku interpretaciju.

Iz (45), §46, sleduje, uzimajuéi u obzir (32)

= ‘I”l‘lg + d'e. (44)
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Ova jednadina kazuje da rotaciju o mozemo sma-
trati za rezultantu dveju komponentalnih rotacija od
kojih prva sleduje oko ose Z ugaonom brzinom ¥’,
a druga oko ose z ugaonom brzinom ®'. Neka nam
dakle, OZ (sl. 21) pretstavlja osu Z mirujuéeg koor-
dinatnog sistema, a Oz osu z pokretnog, t.j. geome-
trijsku osu Zemljinu. Odmerimo na pozitivnoj grani
ose Z,duz OR =¥ = Go/A, a na negativnoj grani
ose z duz OS = —®' = k, to nam dijagonala OP pa-
ralelograma OSPR pretstavlja, po veli¢ini i nazna-
tenom smeru, ugaonu brzinu to; ona lezi, posto je &'
negativno, izvan oitrog ugla ZOz. Posto su OR, OS
i © konstantne veli¢ine, to se medusobni polozaj obe-
ju osa Z iz i vektora rotacije o ne menja za vreme
kretanja. Krajnja tacka P vektora rotacije ro opisuje
oko ose Z kruznu herpolhodiju PV, a oko ose z kru-
znu polhodiju PU. Krug polhodije obavio se, zbog
toga §to je C > A, oko kruga herpolhodije pa se ko-

Ciuka 21 trlja po njemu, povlaceéi sa sobom Zemljino telo. To

kretanje mozemo, prema onom 3to smo malocas izlo-

zili, i tako interpretirati da se geometrijska osa z Zemlje obrée oko ose Z konstan-

tnom ugaonom brzinom ¥’, a Zemlja se pri tomne obrée oko te svoje geometrijske

ose ugaonom brzinom —@’. Iz trougla OPS sleduje sledeca relacija izmedu uglova
otvora © odnosno a polhodije

sina  —®' Ty

sine ¥ T’

Ta relacija sleduje, u ostalom, i iz ¢injenice da se krug polhodije, kotrljajuéi se

po krugu herpolhodije, obrne jedanput za vreme T, a da mu je potrebno vreme Ty
da obide celu herpolhodiju. :

(45)

62. Ojlerova perioda i Cendlerova perioda. Primenimo dobivene

vezultate na slu¢aj nase Zemlje. Iz njih sleduje da, pretpostavljajuéi Zemlju

kao apsolutno ¢vrstu, njena osa rotacije ocrta u Zemljinom telu konus pol-
hodije za vreme T dato obrascem (41). Prodorne tacke te ose sa Zemljinom povrsi-
nom pretstavljaju nam trenutne polove rotacije Zemljine, a prodorne tacke geome-
trijske ose Zemljine sa tom povrsinomn pretstavljaju nam geometrijske polove Zem-
lje. Za vreme T opise, dakle, pol rotacije oko geometrijskog pola, kao centra, krug
kojega je radius pretstavijen obrascem (40). U obrascu (41) mozemo periodu T, za
vrenie koje se Zemlja obrne oko svoje geometrijske ose, kao sto éemo videti, iden-
tifikovati sa zvezdanim danom; iz numericke vrednosti razlomka 4/(C — A) dobiva
se onda za T interval od 305 zvezdanih ili 304 srednjih Suncevih dana. Ta se peri-

#% oda zove Ojlerovom periodom. Radius ¢ kruga polhodije zavisi od inicijalnih uslo-

va. Kada bi ti uslovi bili takvi da u inicijalnom momentu vektor rotacije w pada
u geometrijsku osu Zemlje, dakle u osu = na3eg pokretnog koordinatnog sistema,
onda bi ti uslovi bili izraZeni sa
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t=0; wy =wy =0
pa bi iz jednacina (9) i (10) sledovalo

dw, dw,

dt ~ dt
t.j. komponente w) i w2 rotacionog vektora bile bi stalno jednake nuli, a to znaci dE}
bi se Zemlja stalno obrtala oko svoje geometrijske ose. U tom slucaju bi zbog (22) 1
impuls obrtanja g, kojega smo pravac odabrali za osu Z mirujuceg koordinatnqg
sistema, pao u geometrijsku osu Zemljinu pa bi bilo © = 0; polhodija i herpolhodf—
ja bi degenerisale na jednu zajednitku tacku, a konus polhodije i konus herpolhodi-
je na jednu u prostoru i u Zemljinom telu invariabiluu pravu; Zemlja bi se obrtala
konstantnom ugaonom brzinom oko svoje u prostoru nepokretne geometrijske ose.
Da je Zemljina slobodna rotacija takve prirode mislilo se, kao 5to smo kazali, dogod
nisu sistematska posmatranja i proucavanja varijacije geografskih Sirina pokazala
da to nije tako. Iz tih posmatranja sleduje da Zemljin trenutni pol rotacije otst.u-
pa od geometrijskog pola i obilazi u predvidenom smislu oko njega. Ta obllaiG?nJ&
koja nisu medusobno sasvim jednaka, ne razlikuju se osetno od kruznih putanJaj a
pri tome se pol rotacije ne udaljuje od geometrijskog pola dalje od 10 metara 11.1,
ako to otstojanje merimo ugaonom merom, ne dalje od 0”,3. Taj ugao pretstavlja
nam ugao otvora © pothodije, t.j. ugao sto ga vektor rotacije o zatvara sa 0som =
koordinatnog sistema vezanog sa Zemljom. Moduo w vektora 1o dat je jednacinom

w? = wf + wg + 'w§

t.j. zbog (12) i (17) jednacinom
w? = +n2 (46)

KKako je c
S —te®
n '8

to dobivamo, ako u ovu jednacinu uvrstimo tangens ugla od 0”,3, koji mozemo, po-
§to je taj ugao vrlo mali, zameniti sa samim tim uglom,

¢ =0,0000001n.

Stavljajuéi ovo u jednaginu (46), dobili bismo relaciju izmedu ugaone brzine w
oko trenutie ose rotacije i ugaone brzine n rotacije oko geometrijske ose Zemljine:
razlika izmedu tih ugaonih brzina toliko je neznatna da smo u (41) za < mogli sa
pravom da stavimo trajanje zvezdanog dana. Saopsteni numercki podatci pokazu-
ju da je konus polhodije veoma Siljast. Kako u jednaéini (26) mmozemo, posto s.e
momenti inercije 4 i C ne razlikuju osetno jedan od drugog, a c je, kao 5to smo vi-
deli, veoma maleno prema n, zanemariti prvi ¢lan desne strane pa dobivamo

Go =nC
t.j. zbog (12), (13) i (43)
Tl = ét. (47)
C

Perioda Ty ne razlikuje se, dakle, osetno od duzine jednog zvezdanog dana.
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Iz relacije (45), u kojoj mozemo, posto su uglovi a i © veoma maleni, njihove
sinuse zameniti sa samim tim uglovima merenim u luénoj meri, sleduje

e _T

e T

t.j. zbog (47) i (41) C_a
a= %e. (48)

Iz saopitenih numerickih vrednosti za © i (C — A)/C sleduje a = 0”,00098;
ugao a ne prekoraava, dakle, vrednost od 0”,001. Pomeranje Zemljine ose rotacije
u prostoru ne dostize ni 300-ti deo pomeranja te ose u Zemljinom telu. To pome-
ranje ose u prostoru toliko je neznatno da ue dostize granice najostrijeg astronom-
skog opazanja; zato mozemo orientaciju Zemljine ose pri njenom slobodnom kreta-
nju, iskljutujuéi uticaj precesije i astronomske nutacije, smatrati kao invariabilnu.
Oko te ose klimata Zemlja tako da, relativno prema Zemljinoj povriini, pol rotaci-
Je opisuje svoju usku kruznu putanju oko geometrijskog pola Zemlje. To kretanje
Zemlje zove se 1jena slobodna nutacija.

Rezultati internacionahie sluzbe posmatranja varijacije geografskih sirina poka-
zali su da pol rotacije treba za jedan potpuni obilazak oko geometrijskog pola, me-
sto nadene QOjlerove periode, interval vremena od 437 dana, dakle okruglo 14 me-
seci. Ta se perioda zove, po njenom pronalazatu, Cendlerove perioda. Razmimo-
ilaZenje izmedu teorije i opazanja, koje se ispoljilo u tim dvema periodama, naslo
je ubrzo svoje tumacenje od NJUKEMA. Nasa teorijska ispitivanja izvrsena su pod
pretpostavkom da je nasa Zemlja apsolutno &vrsta, 5to nije slucaj. Uzme li se u
obzir elasticnost Zemljiua, onda nastupa podudarnost izmedu teorije i opazanja.

I'mABA IIETHAECTA

Sekularno pomeranje Zemljinih polova

63. Istorijski podatci. Klasicna teorija rotacionog kretanja Zemlje po-

¢iva na pretpostavci da je nasa Zemlja apsolutuno cvrsta. Ial'io je ova Pret--
postavka u prirodi samo nepotpuno ostvarena, uspela je klasiéna teo‘r'lja da
glavne pojave rotacionog kretanja Zemljinog, precesiju i 'd'Stl'OIIOH]Skl‘l. nl}t&Cl]U Z?‘
mljine ose, potpuno rastumaci i matematski savréeno. pplée. Z&tonlll.]e‘ CudO.flctL' ie
pro3ao vek i po od kada su polozeni bili temelji te teorije, a da se nije i p0111151,Ld 0
staviti u pitanje njene, tako dobro oprobane, pretpostavke. Tek polovmoxq p1'0§10j
ga veka, kada je pitanje o unutradnjosti Zemlje postalo aktuelno, p.ostavlj‘en‘o Jell
pitanje kako bi se odigravala precesija i nutacija Zemljine ose kada b1 Zemlja unaa
tecnu unutrasnjost, zatvorenu u évrstoj ljusci. Sedam decenija bavili su se naulni-
ci tim pitanjem da radovima POENKAREA i OPENHAIMA dotju do rezultata da bi i
tecna Zemlja imala istu precesiju kao i potpuno &vrsta, §to je S'\"A‘IDA? dokazaqlt
za elastiénu. Nije, dakle, bilo razloga klasitnu teoriju precesije i nutacge zamenji-
vati novom. Istina da je pronalazak Cendlerove periode slobodne nutacije Zemljine
pokazao da se, u ovom slu¢aju, ne moze izaéi na kraj sa 1?1'etpostavl<gfx1 apsolutno
&vrste Zemlje, ali je ovde bilo dovoljno pretpostaviti Zen?lju ?ca.o ela?tlftr}u pa da se
postigne saglasnost izmedu teorije i stvarnosti. Ali je, svim .tnu ‘znacaj_mm rez‘ulﬁa—
tima egzaktne nauke, ostalo jedno, i to mozda najvaznije, ])ltAa..n.]e‘neresenO‘ Geoﬂo-.
§ka ispitivanja su pokazala da polozaji polova Zemljine rot.amge nisu n.epl‘onlellljll\-’l
na njenoj povrdini nego da su se oni, u toku geoloske proslosti, neocg}uvaqp daleko
pomerali po licu Zemljinom. Od mnogobrojnih dokuinenata geolo.gl.]e koji to sve-
doce da navedemo samo jedan. Bogate naslage kamenog uglja koje su pronadene
na Spicberskim Ostrvima i koje se danas u velikoj meri eksploatisu, nisu se Tl.mgle
obrazovati na sadainjoj geografskoj sirini tih ostrva, jer to ne bi dozv01.1le 11‘]111(‘)‘\’6‘
klimatske prilike. U doba karbona bio je, to svedoce i ostali do.k.umentl geologije.
polozaj Zemljinih polova sasvim drugi no sto je sada, a to vazii za ost.ala geol_o—
ska doba. Tako su geologija i ostale deskriptivne prirodne nauke postavile egzak‘t_‘-
noj nauci pitanje: da li postoje mehaniéki razlozi za pomeranje polova na Zel.llliljl—
noj povrdini i da li je mogucée to pomeranje ispitati i opxsat'ix orudem matemati e'.
Pokusaji koji su, u drugoj polovini prosloga veka, ¢injeni od TOMZONP:, D{\R\II-
NA i SKIAPARELIJA da na postavljeno pitanje odgovore, ostali su bezuspesni, jer su
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t1 nauénici trazili uzrok onoj pojavi u promeni rasporeda masa na Zemlji. Za vreme
Zemljine proslosti desavali su se, u istinu, veliki pretovari masa na Zemljinoj povrsi-
ni, a kvarterno ledeno doba, kada su veliki delovi severnih krajeva Evrope i Ameri-
ke bili pokriveni slojem snega i leda, debelim hiljada metara, predo¢ava nam jedan
takav slu¢aj. Ali su te promene u rasporedu masa Zemljinih koje nam, na prvi po-
gled, izgledaju ogromne, bile sasvim nedovoljne da izazovu veéa pomeranja polova,
Zemljinih. Na postavljeno pitanje moglo se samo odgovoriti napustajuéi klasi¢nu
pretpostavku o prirodi Zemljinoga tela i zamenjujuéi je novom koja odgovara bo-
lje stvarnosti, t.j. uzimajuéi u obzir novija ispitivanja geofizike o prirodi Zemljinog
tela. Ta su ispitivanja dokazala ovo. Spoljni sloj évrste Zemljine kore, u koji ulaze,
u prvom redu, Zemljini kontinenti, sagraden je od lakseg materijala koji se zove, spa-
jajuci prve slogove njegovih glavnih sastavnih elemenata, silicija i aluminija, ukra-
tko ,sial“. Pod tim gornjim slojem lezi drugi, od teZeg materijala, koji se zove ,sima“
(od silicija i magneziuma). Ispitivanja teze pokazala su da sialni pokriva¢ Zemljin
pociva na svojoj simati¢noj podlozi ,izostatski, t.j. tako kako to zahteva Arhime-
dov princip plivanja. Sialni pokriva¢ Zemljin, koji se najociglednije ispoljio u konti-
nentalnim santama, utonuo je, svakim svojim delom, toliko u svoju simati¢nu pod-
logu kako to zahteva spomenuti hidrostatski princip. Kako je i ta podloga &évrsta,
u obi¢nom smislu te re¢i, to bi se moglo, na prvi mah, misliti da sadasnje stanje nije
drugo do ostatak iz davunih vremena kada su &vrste sialne sante plivale na jos zitkoj
simi koja se postepeno stvrdnula, ostavljajuéi u sada3njem stanju Zamljine ljuske
svedocanstvo svog nekadasnjeg agregatnog stanja. No to nije sluc¢aj. Ona vremena,
kada je ta podloga bila stvarno zitka, leze daleko, u prvim epohama Zemljine proslo-
sti. Od toga doba prohujala je skoro cela geoloska istorija Zemlje, a za njeno vreme
desavale su se jos velike promene lica Zemljinog koje su ga iz osnova izinenile. Da-
nasnje stanje stvari moze se rastumaditi samo ovako. Podloga sialnog pokrivaca, Ze-
mljinog pokazuje, pored sve svoje Evrstoée, i dan danas izvesne osobine teénih tela;
ona je tvrsta ali fluidalna, t.j. ona se ponasa prema kratkotrajnim silama kao &vrsto
telo, a prema dugotrajnim kao teéno, isto tako kao §to to ine neke évrste materije,
¢vrsta smola, pecatni vosakidr. Danasa Zemlja ima takve osobine, svedodi, izmedu
ostalog, jedna dobro ispitana geofizitna pojava. Za vreme kvarternog ledenog doba,
kada su, kao §to smo éuli, severni delovi Evropskog 1 Ameri¢kog kontinenta lezali
pod teretom debelog ledenog sloja, ti su delovi kontinentalnih santa utonuli u svoju
podlogu, a kada se ledeni sloj, koji ih je pokrivao, otopio, oni su se poceli opet uzdi-
zati u vis, i to njihovo uzdizanje traje i dan danasnji. Na taj naéin dobivamo ovu sli-
ku o stvarnoj prirodi Zemljinoga tela. Zemlja smatrana kao celina, fluidalno je telo,
t.j. takvo koje se prema kratkotrajnim silama ponasa kao ¢vrsto, ali uticaju dugo-
trajnih sila postepeno popusta i tezi onom stanju ravnoteZe koje bi odgovaralo te-
¢nom agregatnom stanju. To je posvedotila i Kleroova teorema. Na tom fluidalnom
telu Zemljinom poéiva izostatski njen sialni pokrivaé koji ne ¢ini jednu homogenu
ljusku nego je nejednake debljine, raspucan, a mozda i raspacan na odvojene delove.
On se samo u svojim pojedinim delovima pokazuje kao ¢vrsto telo, a kao celina ne;
zato ga mozemo smatrati za skup ¢vrstih santa koje su utonule u svoju fluidalnu
podlogu kako to zahteva hidrostatski princip plivanja.

Usvajajuci ovu semu o prirodi Zemljinog tela, izradio je MILANKOVIC svoju teo-
riju pomeranja Zemljinih polova koju éemo upoznati, u njenim glavnim crtama, u
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narednih Sest paragrafa ove knjige. Sa svoje strane, stvorio je BILIMOVI( svoju Se-
mu koju éemo upoznati u poslednjem paragrafu, a u kojoj je shvatio Zemlju koja
se obrée oko svoga tezista kao materijalni sistem za Sest stepena slobode i pri tome
je dosao do iste osnovne jednacine kretanja polova kao i njegov prethodnik. Zardg-
cki je pak ispitao uticaj zonalne rotacije o kojoj smo veé govorili i pokazao da 1141-
poteza o takvoj rotaciji ne stoji u protivregju sa postavljenom teorijom pomeranja
Zemljinih polova.

64. Matematska Sema izostazije i fluidalnosti Zemljine. Osobi-
ne Zemljinog tela, saopstene u prethodnom paragrafu, valja, pre no sto pri-
stupimo postavljenom problemu, opisati jezikom matematike pa tim.st\.'o'rltl
jasnu matematsku Semu o prirodi Zemljinog tela, pristupacnu egzaktnom ispitiva-
nju. Uogimo, u to ime, na proizvoljnom mestu Zemljine povrsine, jednu elemental:-
nu vertikalnu prizmu sialnog pokrivata Zemljinog sa bazom df ograniéeno.lq meri-
dijanima ¢ i u (¢ + d¢), a uporednicima kojima odgovaraju geocentrié’ne élr.lfle @1
(¢ + dg). Oznacavajuéi sa r radiusvektor uocenog dela Zemljine povrsine, bice ba-
za te elementarne prizine pretstavijena ovimn obrascem:
df = r? cospde d¢. (1)
Oznacimo sa D debljinu sialnog pokrivaca na uocenom mestu Zemljine povr-
Sine, to nam ta duzina pretstavlja, u isti mah, visinu uoene elementarne prlzryeA
Ta prizma utonula je u svoju fluidalnu podlogu kako to zahteva princip izostazije.
Oznatimo sa H dubinu do koje je ona utonula, sa py gustimu sime, a sa p gustinu
siala, to je princip izostazije izrazen jednacinom

POH =PD7 (2)

jer masa poH df istisnutog dela sime mora biti jednaka celokupnoj mas? pP df
uocene elementarne prizine. Zamislimo sada da smo nepravilni sialni pokrlvacv ‘Ze-
mljin, zajedno sa okeanima koji ga pokrivaju, na svakom mestu Zemljine poyrsme,
kondenzovali na gustinu po sime, onda ¢ée on izgledati potisnut tatno do nlvosk.e
povrsine sime koja, zbog fluidalnosti Zemljinog tela, mora pretstavljati je.dnlf ‘ele-
potencijalnu povrsinu gravitacionih i centrifugalnih sila kako smo je nasli pri izvo-
denju Kleroove teoreme. Zato ¢e Zemlja, mesto svojom stvarnom neravinom povr-
§inomt, biti ograni¢ena jednom takvom ekvipoteucijalnom povrsinom, dakle Jednpn
glatkim rotacionim elipsoidom. Pozivajuéi se na sli¢an postupak koji se upotreblja-
va u geodeziji, polazuéi povrsinu elipsoida uporedivanja u nivo mora, a konflenzu-
juéi mase koje se iznad njega nalaze, nazvademo ovaj nas elipsoid, za razliku od

geodetskog unutradnjim elipsoidom referencije. Jednatina njegovog meridijanskog ¥

preseka biée, prema obrascu (77), §51, ova
r = a(l — vsin® ) (3)
gde a oznacava radius ekvatora tog elipsoida, a v njegovu spljostenost. Za ovu mo-

zemo, posto je sialni pokriva¢ veoma tanak, dakle izvriena kondenzacija masa ne-
znatna, staviti, dovoljnom tacnosti, ovu numeri¢ku vrednost

1
=—. (4)
Y= 300
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Neka nam A, B, C pretstavljaju glavne momente inercije toga, na svojoj po-
vrsini kondenzovanog Zemljinog tela koji ¢e se, zbog toga §to je zgusnuti deo nje-
gov vrlo malen prema celokupnoj Zemlji, veoma malo razlikovati od stvarnih mo-
menata inercije nase Zemlje. Zbog rotacionog oblika elipsoida referencije mozemo,
kao uvek do sada, staviti

B =A. (5)

Polozimo u centar Zemlje potetak O ortogonalnog koordinat. sistema X-Y-Z
pa upravimo njegove ose tako da se one poklapaju sa glavnim momentima, inercije
kondenzovanog Zemljing tela; pri tome neka osa Z padne u osu elipsoida referenci-
je 1 bude naperena prema severu. Momenat inercije T tako formiranog Zemljinog
tela obzirom na jednu proizvoljnu osu { koja prolazi kroz centar Zemlje, a zatvara
sa osama upotrebljenog koordinatnog sistema uglove a, @, y, pretstavljen je, pre-
ma poznatoj teoremi Racionalne Mehanike, obrascem

T = Acos’ a + Bcos’f + Ccos?y. (6)
Kako je za svaku pravu koja zatvara sa koordinatnim osama uglove a, B, vy,
cos’a + cos® b+ cos’y = 1, (7)
to dobivamo, imajuéi u vidu (5),
T=A(1-cos’y) +Ccos’y
t.j.
T=A+(C— A)cos®y. (8)
Pri daljiin izvodenjima i, u opste, po ceo problem pomeranja polova pokazace
se kao vilo korisna ova geometrijska pretstava o rasporedu momenata inercije. Za-
mislimo da smo iz tatke O naseg koordinatnog sistema opisali loptu proizvoljnog
radiusa R, onda svakoj tacki povrsine te lopte odgovara jedna odredena osa { ko-
ja prolazi kroz tu tacku i centar Zemlje, a opet ovoj osi jedan odredeni momenat
inercije T. Zato odgovara svakoj tatki povrsine te lopte jedna odredena vrednost
skalara T pa zato mozemo povrsinu te lopte smatrati za jedno sferno skalarno po-

lje. To polje definisano je jednoznaéno obrascem (8). Ekviskalarne linije toga po-
lja pretstavljene su obrascem

A+ (C — A)cos® y = const.

pa su one uporednici lopte ako prodorne tacke ose Z sa toin loptom smatramo za
polove.

Zamislimo da je kondenzovani sialni pokriva¢ Zemljin vraéen u njegovo stvarno
stanje, t.j. da se istegao na svoju pravu gustinu, a Zemlja dobila time svoju stvar-
nu reliefnu povrsinu. Tim ée se momenat inercije 7 promeniti za jedan odredeni
iznos Q zavisan od konfiguracije sialnog pokrivaga. Taj iznos mozemo, ne uzimaju-
¢i, za sada, u obzir neznatne promene gravitacionog potencijala usled istezanja si-
alnog pokrivaga, izraCunati na ovaj naéin. Masa uocene elementarne sialne prizme
pretstavljena je izrazom

du = Dedf. (9)

U kondenzovanom stanju te prizme pretstavljen je montenat inercije njene na-

se (koju mozemo, posto su njene dimenzije veomna malene prema dimenzijama Ze-
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mlje, zamisliti koncentrisanu u njenom tezistu) obzirom na osu {, ako sa 8 oznaéi-
mo ugao §to ga ta osa zatvara sa radiusvektorom r toga tezista, ovim izrazom

2 sin? 6 dy.
Istegnemo li tu elementarnu prizmu koja, kondenzovana, ima visinu H na nje-
nu stvarnu visinu D, to ée se time njeno teziste uzdignuti u vis za duz

1
20 =5(D - H). (10)
Ovo pomeranje moze zbog (2) biti pretstavljeno i ovim obrascem
20=22"Pp (11)
290

Tim pomeranjem teZidta mase du promenice se i njen malocas saopsteni mo-
menat inercije obzirom na osu { u

(r + 20)%sin® 6dy,
ili; posto je duz zo tako malena prema r da njen kvadrat mozemo zanemariti, u
(r® + 2zor) sin® 6 dp.

Istezanjem elementarne prizme na njenu stvarnu visinu promeniée se, dakle,
momenat inercije 7" za iznos

dQ = 2zprsin?6 du. (12)

Iznos Q za koji ée se promeniti momenat inercije T" ako uzmeno u obzir celoku-
pni pokrivaé Zemljin, a koji éemo iznos nazvati dopunskim momentom inercije sial-
nog pokrivaéa Zemlje obzirom na osu £ dobiéemo ako izvrsimo integrisanje prednjeg
izraza §irom celokupne Zemljine povrsine. Svakoj osi { koja prolazi kroz centar Zem-
lje i njenoj prodornoj tacki sa spomenuton loptom radiusa R odgovara jedna odre-
dena vrednost skalara Q. Zato nam povrsina te lopte pretstavlja sferno polje skalara,
Q. Analiticki obrazac za to polje dobi¢emo na ovaj nagéin. Oznagimo li sa z, y, z ko-
ordinate tezista kondenzovane elementarne prizme, to su momenti inercije odnosno
momenti devijacije njene mase obzirom na koordinatne ose pretstavljeni obrascima

dl = 2+ dy Al =(2+a?)dy  dly = (2 +47)du
dA] = yzdy; dAS = zzdy; dAj
Uvedemo li, mesto ortogonalnih koordinata z, y, z, polarne koordinate r, ¢, ¢,

to je

I
f

(13)

rydu.

T =7 Ccos¢Qcos; y =rcosgsin{; z=rsing, (14)
dI} = r%(cos® @sin® ¢ + sin? @) du
dl, = 73(sin® ¢ + cos® @ cos® §) du (15)
dIj = r® cos® g du
dA) = r?sin @ cos @sin ¢ du
dA% = 7% sin g cos @ cos h du (16)

dAy = r? cos® gsin ¢ cos p du.
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Uzdizanjem mase du vertikalno u vis, t.j. u praveu radiusvektora r za malu duz
zo promeniée se gornje velitine za
o4ar adA’
= 20, dA =
ar or
pa nam ovi izrazi pretstavljaju diferencijale dopunskih momenata inercije odnosno
devijacije sialnog pokrivata Zemljinog obzirom na koordinatne ose. Izvrsivsi na-
znatenu parcijalnu diferencijaciju i stavljajuéi, iza toga, u dobivene obrasce zbog

(1) i(9)

dI

20,

du = 7‘2Dpcoscpdcp d¢, (17)
dolazimo do ovih obrazaca
dl; = 2rpDzo(cos® gsin? § + sin? ¢) cos g dod¢
dI; = 2r%pDzo(sin® ¢ + cos? ¢ cos? ¢) cos ¢ ded¢ (18)
dl = 21'3pDzo cos® odedd

dA; = 2r°pDzqsin ¢ cos? gsin gde d¢
dA; = 2r°pDzq sin ¢ cos® ¢ cos pde d¢ (19)
dAs = 2r3pDzq cos® g sin ¢ cos g dg de.
Dopunski momenti inercije I, I, Is odnosno dopunski momenti devijacije A;,
Az, A3 sialnog pokrivata Zemljinog obzirom na ose koordinatnog sistema X-Y-Z
dobivaju se integrisanjem prednjih obrazaca sirom cele Zemljine povrsine, a sluze-
¢i se podatcima Geofizike o konfiguraciji tog pokrivaéa. Pri tom izracuravanju ko-
je spada u oblast Geofizike i u ¢ije se pojedinosti ovde ne moramo upustati, dozvo-
ljeno je ovo uproséenje.
U prednje obrasce trebalo bi za 73, prema (3), staviti
3 = a3(1 — vsin? cp)a.

Ovaj obrazac mozemo, posto je v veoina malo, zameniti sa
3 = a3(1 — 3vsin® @).

Uzmemo li u obzir da ¢lan —3vsin® ¢ dostize zbog (4) u maksimumu samo je-
dan procenat prvog clana prednje zagrade, to ga mozemo sasvim zanemariti pa sta-
viti r = @, t.j. smatrati radiusvektor r za konstantu. To moZemo uéiniti tim pre §to
podatci Geofizike o konfiguraciji sialnog pokrivaca su jos dosta nepouzdani. Uéi-
njenu neznatnu greSku koju ¢inimo naznacenim uproséenjem mozemo jod vise uma-
ujiti ako za r uvedemo srednji radius Zemlje ry. Posto se pri izracunavanju mo-
menta inercije {2 radi, u prvom redu, o izostatskom pomeranju zg, to u tom racunu
ne igra spljostenost Zemlje vazniju ulogu. Iz istog razloga nismo se do sada obazi-
rali na to da se pri prelazu od kondenzovanog stanja sialnog pokrivaga na njegovo

stvarno stanje menja i oblik ekvipotencijalnil povrsina koje, u ovom drugom slu- .

¢aju, nisu sasvim identi¢ne rotacionim elipsoidima. To otstupanje je, kao 5to su to
pokazala geodetska premeravanja Zemlje, zaista veoma malo.

Kada su, izvrdenom integracijom, odredene vrednosti veli¢ina I i A, onda je
tim, prema poznatom obrascu Racionalne Mehanike, odreden i dopunski momenat

199

ges] .. ¢ TIONOYKAJM I'IABHUX OCA HHEPIMIE'

inercije {2 obzirom na osu { koja zatvara sa koordinatnim osama, uglove a, B, y. Taj
je momenat pretstavljen obrascem:

Q=1 cos?a+Ipcos? B+ Izcos’y
—2A; cosPeosy — 2A; cosy cosa — 2Az cosacosP.  (20)

Kako je

z =rcosq; y = 7 cosf; z =rcosy, (21)

to dobivamo, koristeéi se obrascima (14),

cosa = cos ¢ cos ¢; cosf3 = cos @sin ¢; cosy = sin . (22)

- Stavljajuéi ovo u (20), dobivamo

2 =1, cos® gcos® ¢ + I, cos? gsin® g + Iz sin® ¢
— Ay sin2¢sin g — Az sin2¢cos ¢ — Az cos® @sin 2. (23)

Ovaj obrazac odreduje nam jedroznaéno sferno polje skalara €, t.j. dopunskog
momenta inercije sialnog pokrivata Zemljinog. To polje igra, kao sto éemo videti,
presudnu ulogu u problemu pomeranja Zemljinik polova.

Prednjim rasudivanjima stvorili smo pravu i najopstiju Semu o prirodi Zemlji-
nog tela, sposobnu za matematsko ispitivanje postavljenog problema. Da je reka-
pituliSemo: Zemlja, smatrana kao celina, fluidalno je telo pokriveno sialnimn pokri-
vatem koji je, raspa€an, raspucan ili fleksibilan, utonuo u svoju podlogu po zakonu
hidrostatske ravnoteze. Kada bi taj pokriva¢ bio kondenzovan na gustinu podloge,
onda bi Zemlja bila ograniena glatkim elipsoidom referencije, pretstavljenim obra-
scem (3), a njeni glavni momenti inercije bili bi A, B, C, pri éemu je A = B. Oda-
biruéi ose tih glavnih momenata za ose X, Y, Z naseg koordinatrog sistema, bio
bi momenat inercije obzirom na osu { koja zatvara sa koordinatnim osama uglo-
ve a, 3, y pretstavljen obrascem (8). Prisustvo sialnog pokrivata menja momenat
inercije T za iznos §2 tako da je momenat inercije J stvarnog Zemljinog tela obzi-
rom na osu { pretstavljen izrazom

J=T+% (24)

pri ¢emu smo 2 nazvali dopunskim momenton inercije; on je dat, kao funkcija
uglova a, B, y obrascima (20) i (7), a kao funkcija uglova ¢ i ¢, obrascem (23). Ovi
obrasci daju nam matematsku Semu prirode Zemljinog tela, vodeéi raéuna o njego-
voj fluidalnosti i izostaziji.

65. Polozaji glavnih osa inercije. Usled izostazije sialnog pokrivata
Zemljinog, promenio se momenat inercije T za iznos 2. Tom promenom nio-
menta inercije izmeniée se i polozaj glavnih osa inercije Zemljinoga tela. Dok
je pre osa Z koordinatnog sistema bila, u isti mah, jedna od glavnih osa inercije i dok
je prodorna tacka F njene pozitivne grane sa elipsoidom referencije, pretstavljala,
u isti mali, pol inercije, sada to vide neée biti slu¢aj. Novi, t.j. stvarni, pol inercije
Zemljinog tela T nece se podudarati sa polom referencije F', ali ée se, zbog toga 5to
je sialni pokriva¢ veoma tanak, nalaziti u blizini pola referencije, na onom mestu
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elipsoida referencije kojem odgovara ekstremna vrednost veli€ine J. Polozimo li,
dakle, kroz pol referencije F' tangencijalnu ravan na elipsoid referencije i polozimo
li u toj ravni, sa svojim pocetkom u tacki F, jedan ortogonalni koordinatni sistem
&1, to ée polozaj pola inercije T u toj ravni biti odreden ovim dvema jednaginama
ar 99 aTr
=t =0 —+ ==
o & oy Oy
KKako se pol inercije T nalazi u neposrednoj blizini pola referencije F, dakle u bli-
zini pocetka naseg koordinatnog sistema &—v, to su koordinate & i v pola inercije, koje
¢emo meriti u luénoj meri, veoma male. Zato dobivamo razvijanjem u redove i za-
nemarivanjem ¢lanova sa visim potencijama od & i v, mesto (25), ove dve jednacine

0. (25)

8 2 2
oigp)+éa§$p)+a?$p)+éaggp)zo
armp)+an@p)+anp)+nmﬂmp)=0. (26)
o on? o o
Iz (8) sleduje
aT T

— e — in2v: = =2 - 2v.
By (C — A)sin2y; oy (C — A)cos2y

Kako, na pocetku koordinatnog sistema, diferencijali 9€ i dn pretstavljaju isto
to i dy, a kako je ovde y =0, to dobivamo
aT(0,0) 9T(0,0) I9T(0,0)

* on o " 27)
PT(00) _ &*T(0,0) _ &*T(00) _ (©— 4) }
oz T o oyr T

Numeri¢ke vrednosti izvoda 92Q1/982 i 82Q1/9n? su, kao 3to to pokazuje njiho-
vo izractunavanje iz podataka Geofizike, veoma malene prema 2(C — A) pa se zato
ti izvodi mogu u jednacinama (26) zanemariti. Koristeéi se jednaéinama (27), do-
bivamo iz (26)

= 1 a0 _ 1 N
Toc-a) & "T3c-a) o

Ovo su koordinate pola inercije. Njegov polozaj u odnosu na pol referencije

pretstavljen je vektorom polozaja

(28)

a=Z&i+7nj (29)
gde nam i ij oznacavaju jedini¢ne vektore u pravcu koordinata & i v. Iz (28) i (29)
sleduje
1 . N
= i O 0
o= e aE o) (50
t.
1
a= m gradQ (31)

¢ime je odreden polozaj stvarnog pola inercije Zemljinog tela prema polu referencije.
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Pri sledeéim ispitivanjima, u kojima ée, kao §to smo veé rekli i §to sleduje iz
prethodne jednatine, polje skalara 0 igrati vaznu ulogu, ukazaée se potreba da
odredimo polozaje polova dopunskog momenta inercije 2, t.j. polozaje prodornih
tacaka glavnih osa tenzora 2 sa elipsoidom referencije odnosno sa sferom radiusa
R, na koju projektujemo polje skalara Q. Te su tatke one u kojima skalar 2 dosti-
Ze svoje ekstremne vrednosti, t.j. u kojima je

an o: an
d 7
Koristedi se obrascem (23), mozemo prednje jednacine zameniti ovim dvema
2A;sing + 2A3 cos ¢
13 - %(II + 12) - %(Il b IQ)COSQ(J) + A3 sin'Z(];
Iy —I)sin 2¢ + 2A3 cos 2¢
2A;sing ~ 2A;cos¢

=0. (32)

tg2¢ =
(33)

tge

Koreni ovili jednagina odreduju nam polozaje polova inercije, t.j. glavnih osa
inercije sialnog pokrivaca. Te ¢emo korene naci najjednostavnije grafickim putem,
nacrtavsi obe krive date prednjim jednatinama i odredivsi koordinate preseka tih
dveju kriva. Tagnost dobivenog rezultata mozemo proizvoljno uveéati analitickim
racunom.

Jednatine (33) daju nam za interval —3n < @ < +4m; 0 < ¢ < 2n Sest parova
realnih korenova od kojih dva po dva para odgovaraju antipodnim tatkama na Ze-
mljinoj sferi. Stavljajuci te korene u obrazac (23), dobivamo glavne dopunske mo-
mente inercije £, 22, 3 sialnog pokrivata; oni ée se pojaviti u jednacini sekular-
ne putanje polova.

66. Prilagodivanje Zemljinog tela. Prema rezultatima prethodnog

paragrafa, nalazi se pol inercije T celokupne Zemlje u otstojanju a, merenom

lu¢nom merom, od pola referencije F. To otstojanje mozemo nazvati anoma-
lijom pola inercije. U prethodnoj glavi smo pokazali da trenutni pol rotacije Zem-
ljine opisuje oko pola inercije kruznu putanju, obilazeéi je za vreme jedne Cendle-
rove periode. Pri tome je, iskljuc¢ujuéi njenu precesiju, osa rotacije Zemljine invari-
abilna u prostoru, tako da Zemljino telo stvarno klimata oko te ose. Periodicki ¢la-
novi toga kretanja, oni koji se ispoljavaju u relativiom kretanju pola rotacije oko
pola inercije, ili obratno, i centrifugalne sile skopéane sa tim klimatanjem izazivaju
elasticne deformacije Zemljinog tela Loje su bile uzrok otstupanju Cendlerove pe-
riode od Ojlerove. Nasa Zemlja se, kao 5to smo veé¢ saopstili, ponasa prema tim
kratkotrajnim, periodi¢nim silama, zaista, kao &évrsto elasti¢no telo. O tim njenim
elasti¢nim promenama ne moramo sada, kad se radi o sekularnom fenomenu pome-
ranja polova, dalje voditi ratuna. No otstupanje pola inercije od pola referencije
izaziva jedan sekularan ¢lan deformacije Zemljinog tela, a prema tim sekularnim,
dakle dugotrajnim, silama deformacije ispoljava Zemlja svoju fluidalnost. Pri ispi-
tivanju dejstva tih sekularnih sila valja eliminisati periodiéne sile. To ¢emo uéiniti
na taj natin ako nademo srednji polozaj pola rotacije koji odgovara njegovom pe-
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riodiénom kretanju. To je kretanje krug sa centrom u polu inercije pa je zato sre-
dnji poloZaj pola rotacije centar toga kruga, dakle sam pol inercije. Prema osi ko-
ja prolazi kroz taj pol inercije nagnuta je fluidalna jezgra Zemljina, olicena u eli-
psoidu referencije, za ugao pretstavljen anomalijom a. IKako su sekularne centri-
fugalne sile simetricne prema srednjoj osi rotacije koja prolazi kroz pol inercije, to
e one teziti da deformiSu Zemljinu jezgru, t.j. da ispupce elipsoid referencije tako
da se njegova osa poklopi sa osom inercije. Te su sile, kao §to to pokazuje njihovo
izraCunavanje, u koje se ovde ne moramo upustati, proporcionalne anomaliji a; kad
ove ne bi bilo, te bi sile is¢eznule. Dejstvo tih sila veoma je sporo a sleduje savladi-
vanjem unutradnjih otpora, zato e brzina deformacije biti proporcionalna tim si-
lama t.j. proporcionalna anomaliji a. Deformacija jezgre Zemljine tezi da pol refe-
rencije priblizi polu inercije, t.j. srednjem polu rotacije, pa ée brzina v kojom se to
priblizavanje vrsi biti proporcionalna anomaliji a dakle biti pretstavljena obrascem

v=1ka (34)

gde k oznatava jedan skalarni koeficienat koji se zove koeficientom prilagodavanja.
Tom brzinom v, i tim pravcem, doSao bi pol referencije do poklapanja sa polom ro-
tacije kad bi tim pomeranjem ist¢eznula anomalija a. No ova, inace konaéna i pro-
menljiva od tacke do tactke Zemljine povrsine, postaje jednaka nuli tek onda kad,
prema (31), gradienat polja  postaje jednak nuli, a to je samo na onima tatkama
Zemljine povrsine gde je prodiru glavne ose tenzora 2. Dogod to nije slucaj, pol ¢e
referencije, krecuéi se prema polu inercije, gurati taj pol ispred sebe u pravcu ano-
malije a koja odgovara mestu polja Q sto ga je pol referencije zauzeo. Zato ée se
pol referencije i pol rotacije, u medusobnom malom otstojanju a, kretati jedan iza
drugog pravcem vektora a i brzinom proporcionalnom tom vektoru, dogod ne do-
du do svoga zajednickog polozaja ravnoteze u kojem je a = 0. Zato nam obrazac
(34) pretstavlja brzinu kojom se kreéu oba ta pola, jedan iza drugog, relativno pre-
ma Zemljinoj ljusci. Zbog tog nam vektor v pretstavlja brzinu relativnog pomera-
nja pola rotacije prema Zemljinoj sialnoj ljusci.
Koristeéi se obrascem (31) i stavljajuéi

k

L ——
2(C — A)
dobivamo
v = x grad Q. (35)
Ovo je osnovna jednaéina sekularnog pomeranja polova. Mi éemo je izvesti i
na drugi naéin u iduca dva paragrafa gde ¢emo detaljnije ispitati mehanizam tog
pomeranja.

67. Polfugalna sila sialnih santa. Kada je princip izostazije i fluidal-

nosti Zemlje uhvatio korena u Geofizici, uvideo je KEPEN da ée, usled diver-

gencije ekvipotencijalnih povriina Zemljine teze, sialne sante podlezati dej-
stvu sile koja Ce teziti da ih pomeri ka ekvatoru. Tu je silu on nazvao ,Polflucht-
kraft“; mi ¢emo je zvati polfugalnom silom. Matematski obrazac za tu silu dobiée-
mo, koristeéi se prethodnim rezultatima, na ovaj nagin.

gerf

Funkcija sila Zemljine gravitacije i centrifugalne sile bila je, prema jednacini
(60), §51, pretstavljena ovim obrascem:

2,2
W= f% + —%(C—A)(l — 3sin? ) + nr cos? . (36)
T 2r 2

Uoéimo na proizvoljnom mestu Zemljine povrsine jednu vertikalnu elementarnu
prizmu sialnog pokrivaca kako je ona bila naznacena u §64. Ona je utonula izostat-
ski u svoju podlogu do dubine H. TeZiste istisnutog dela sime pretstavlja nam cen-
tar hidrostatskog potiska i nalazi se u polovini visine utonulog dela prizme; oznaci-
mo ga sa M. Tezidte same prizme, koje se nalazi u polovini njene visine D, oznati-
mo sa S. Visinska razlika zg tih dveju tacaka pretstavljena je obrascem (10). Masu
du elementarne prizme moZemo zamisliti p
koncentrisanu u tacki S. Zato ée sila ko-
ja dejstvuje na uocenu prizmu biti pret-
stavijena gradientom skalara W u tacki j 4G
S, pomnozenim sa masom du prizme. Ta E y
ée sila imati jednu tangencijalnu kompo-
nentu obzirom na ekviskalarnu povrsinu
koja prolazi kroz tatku M, a ta ée kom-
ponenta pretstavljati polfugalnu silu ko- A
ja dejstvuje na masu du. Da tu silu na- i j
demo, polozimo u tatku M (sl. 22) pote-
tak ortogonalnog koordinatnog sistema
22—y koji lezi u meridijanskoj ravni tacke
M kojega je osa y naperena vertikalno
u vis, a osa z prema ekvatoru. U tacki
M je '

J oW P

=0 (37) CnvikaA 22
oz

jer u toj tacki tangira osa = ekviskalarnu povrénu. Tatka S ima koordinate & = 0;
y = zo. Zato izvod funkcije W po z neée u toj tacki biti jednak nuli, nego ¢e biti
pretstavijen obrascem

Q=
=

<0

oW 9 (oW

Bz " ay <E)
u kojem se izvodi odnose na tacku M. Zato je, imajuéi u vidu (37), skalarna vred-
nost polfugalne sile mase du pretstavljena obrascem

o (oW
= 70— — | du. 38)
H °ay< PE ) 2 (
Menjajuéi, 5to je dozvoljeno, red izvoda, dobivamo
a (oW
= 20— — . 39
dH 00x<6y)d‘u (39)
Izvod oW
= 40
En g (40)
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pretstavlja nam akceleraciju Zemljine teze u tatki M; ta je akceleracija naperena
prema dole, zbog Cega se u prednjoj jednaéini pojavio znak minus. Stavljajuéi (40)
u (39), dobivamo

9g
dH = —z9== du. 41
dr ! ( )
Ova jednatina vazi za svaku tatku Zemljine povrsine ako za g stavimo akcele-
raciju teze u toj tacki, a za dz elemenat tangente na meridijanski presek ekvipo-
tencijalne povrsine. Za taj elemenat mozemo, prelazeéi na polarne koordinate, a
vodeti ratuna da je osa 2 bila naperena prema ekvatoru, staviti

Ox = —r dg. (42)
Zato je
299
dH = v 3 du. (43)

Zavisnost akceleracije g od geocentri¢ne sirine ¢ bila je pretstavljena obrascem
(71), §51, t.j. ovim
9= go+ (gp — ga)sin 2¢du. (44)
Stavljajuéi ovo u (43) dobivamo

dH = %(gp — ga)sin 2¢ du. (45)

Ovo je analiticki izraz polfugalne sile koja dejstvuje na masu du; ona je, posto
Je osa z bila naperena prema ekvatoru i posto je 9p > Ya, naperena od pola, zbog
cega je dobila svoje ime.

Nasa sadasnja znanja o konfiguraciji, a naro¢ito o debljini D sialnog pokrivaca
Zemljinog pa, sletstveno, o veli¢ini zq daleko su od toga da bismo bili u stanju ta-
¢no izratunati numericku vrednost polfugalnih sila koje dejstvuju na pojedine delo-
ve sialne ljuske. Srecom, ta okolnost ne igra vaznu ulogu u pitanjima kojima ¢emo
se ovde baviti, jer kod ovih dolazi u prvomn redu u obzir faktor sin 2¢. Prema nje-
mu, zavisi, pri istom o, polfugalna sila samo od geografske sirine pa dostize SVOj
maksimum za ¢ = 45°; na polovima i na ekvatoru ona je jednaka nuli.

68. Osnovna diferencijalna jedna&ina sekularnog pomeranja

Zemljinih polova. Kada bi sialni pokriva¢ Zemljin, obuhvatajuéi celu

Zemlju, imao svugde istu debljinu i gustinu ili kada bi on pokrivao samo de-
love Zemljine povrsine, no bio simetricnog oblika prema polovima, ne bi polfugal-
ne sile tezile da izvedu kakvo pomeranje tog pokrivaca po njegovoj podlozi, jer bi
se one, simetri¢ne prema poloviina, medusobno potirale. Uzrok pomeranja sialne
ljuske po njenoj podlozi lezi u nepravilnosti te ljuske koje su, zaista, veoma velike.
Od tih nepravilnosti upada nam najjace u oéi veliki kontrast izmedu kontinenata i
dna morskog. Njihove povriine leze na razlicitim visinama; razlika izinedu srednje
visine povrsine kontinenata i dna morskog iznosi preko 4000 metara, a visinska ra-
zlika izmedn najvise tatke kontinenata i najdublje tatke mora skoro 20 000 meta-
ra. Ta nepravilnost i reliefnost sialnog pokrivaca ima za posledicu da se polfugalne
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sile koje dejstvuju na sialnu ljusku medusobno ne potiru, nego stvaraju jedan mo-
menat zaokretanja 90t obzirom na centar Zemlje. Pri izra¢unavanju toga momenta,
mozemo za krak polfugalnih sila svugde staviti srednji radius Zemljin rq, veé zbog
toga §to te sile dostizavaju svoje maksimalne vrednosti na srednjim geografs.kim §i-
rinama, bas onde gde je njihov krak stvarno jednak srednjem radiusu Zemlje; sem
toga nam nasi, jos dosta nepotpuni, podatci o konfiguraciji sialnog pokrivaé:?, ne bi
ni dozvolili veéu tacnost racuna. Usvajajuéi ovo uprodéenje, dobivamo da ¢e mo-
menat polfugalne sile dH obzirom na centar Zemlje imati skalarnu veli¢inu

dM = rg dH. (46)

Da bismo taj momenat pretstavili, kao 5to je potrebno, u vektorskom 9blil<u7
poloZzimo u centar Zemlje poCetak O (sl. 22) ortogonalnog koordinatnog sistema
X-Y-Z; osa Z toga sistema neka pada u osu rotacije Zemlje i neka bude napere-
na prema severu; osa Y naka lezi u ravni meridijana mase du na koju dejstvuje po-
smatrana polfugalna sila dH. Oznaéimo li jedini¢ne vektore u pravcu osa tog ko-
ordinatnog sistema sa i, j, €, to je, posto i stoji normalno na ravni meridija}w mase
du i posto momenat zaokretanja oznatavamo pozitivno kad dejstvuje u 51n1§lu pro-
tiviom kretanju skazaljke na satu, momenat zaokretanja dS0t polfugalne sile koja
dejstvuje na masu du pretstavljen vektorski ovim obrascem:

dM = —rodH i. (47)
Koristeéi se obrascem (45) i stavljajuéi u njega r = rg dobivamo
dIM = —z5(gp — ga) Sin 2@ dui. (48)

Momenat zaokretanja 9 celokupnog sialnog pokrivata dobiva se integrac}JOl11
prednjeg izraza preko cele Zemljine povrsine. Tu integraciju izvrdi¢emo na ovaj na-
¢in. ‘

Dopunski momenat inercije d? mase du obzirom na osu { koja zatvara sa ra-
diusvektorom r mase du ugao 6 bio je pretstavljen obrascem (12). Stavimo li u ta]
obrazac, prema napred ugovorenom, r = rg, to dobivamo

dQ = 227 sin® 6 dy. (49)

Lezi li osa L u ravni meridijana mase du i zatvara li ta osa sa ravni ekvatora
ao &, to je
a0 : dQ = 2zg7g sin?(§ — @) du. (50)

Ako osa { ne lezi u meridijanskoj ravni elementa du, onda valja prednji Qbra-
zac zameniti drugini, no po§to nam taj obrazac neée biti potreban pri daljem 12vo-
denju, mi ga ne moramo ovde napisati.

Svakoj osi { koja prolazi kroz centar Zemlje odgovara jedna odredena v%'ednost
skalara df); isto tako odgovara svakoj tacki lopte opisane oko centra Zemlje radi-
usom 79 jedna odredena vrednost skalara dQ. Zato nam povrsina te lopte pretsta-
vlja sferno polje skalara d2. Pitajmo sada koliki je gradienat toga pg}ja u sever-
nom polu, t.j. u prodornoj tacki pozitivne grane ose Z sa sferom radms:a To- Ta_d
gradienat mora, iz razloga simetrije, pasti u ravan r:eridijana mase du, t.j. on mora
tangirati meridijanski krug tacke M u tacki P. Jedinicni vektor toga pravca, na-
peren u smislu u kojem & raste, pretstavljen je, prema napred ugovorenom, sa —}.
Zato je trazeni gradienat pretstavljen obrascem
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a
graddQl = — Td;zj
gde s oznatava elemenat meridijanskog kruga za koji valja staviti 9s = r9%. Za-
to je
1 0dQ
ddft = —— j.
gra o OF )

U ovu jednatinu valja desno za d(2 staviti obrazac (20) zbog cega je

-2 —
graddQ = _2208_5111_8(_2_@ duj

o grad d) = —2z¢sin 2(€ — ¢) duj.
Posto trazimo gradienat u samom polu, t.j. za & = 90°, to dobivamo
graddQ = —2z¢ sin 2¢ du j. (51)
Pomnozimo li ovu jednaéinu vektorielno sa €, to dobivamo, posto je [E)] =
- b= [gradd) = 2zgsin 2¢ dui. (52)
Iz jednatina (48) i (52) sleduje

dom = ~é(gp ~ go)[k grad dqQ). (53)

Ovo je momenat zaokretanja polfugalne sile mase du obzirom na centar Zem-
lje. Momenat zaokretanja 9 polfugalnih sila celokupnog sialnog pokrivata Zemlji-
nog dobivamo integracijom prednjeg izraza sirom celog tog pokriva¢a. Zato je, po-
§to su g,. g,. € konstante,

M = —%(g,, — ga) [Efgraddﬂ]. (54)

Kako je gradienat zbira skalara jednak vektorielnom zbiru gradienata tih poje-
dinik skalara, to je

jgrad d§t = grad f dQ) = grad

gde nam Q pretstavlja dopunski momenat inercije celokupnog sialnog pokrivaca.
Zato je

M= — (9, ~ gt grad ] (55)

Ovaj momenat zaokretanja tezi da zaokrene sialnu ljusku Zemljinu oko ose ko-
ja, zbog faktora £ u vektorskoj zagradi, lezi u ravni ekvatora. Pomeranje sialne lju-
ske izazvano tim momentom vrsi se, kao §to éemo videti, neopisano sporo, uz sa-
vladivanje otpornih sila. Zbog toga ¢e rotaciona brzina o tog kretanja biti propor-
cionalna gornjem momentu. Zato je

o= ‘"%(gp — go)[tgrad Q] (56)

gde m oznacava faktor spomenutog proporcionaliteta.
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Usled ovog zaokretanja sialnog pokriva¢a pomerace se svaka tatka njegova brzi-
nom
v =[]

preko Zemljine jezgre pri éemu nam t pretstavlja vektor polozaja uoene tacke s}-
alnog pokrivaca u odnosu na centar Zemlje. Za tacku povrsine sialnog pokrivaca
koja lezi iznad pola rotacije P je

t =10k v =g §].

Pol rotacije Zemljine P pomeraée se istom brzinom no u protivnom pravcu.
Zato nam izraz i
b = —7o[w €] = ro[Ew] (57)

pretstavlja vektor brzine kojom se pol rotacije P pomera relativno prema povrsini
Zemljine ljuske. Iz (57) i (56) sleduje

v = ——1—;11‘0(91, — ga)[E[Egrad ). (58)
Upotrebimo li poznati obrazac vektorskog racuna
[a[bc]] = b(ca) — ¢(ab),

to dobivamo
(e[egrad Q] = E(grad Q- £) — grad Q(EE).

Posto gradienat od 2 u tacki P stoji normalno na vektoru £, to je (grad 2-£) =0,
a kako je, sem toga, (£€) = 1, to dobivamo:

[e[egrad Q)] = — grad Q,
dakle zbog (58)

0= 1-;17'0(gp ~ go) grad 2. (59)
Stavimo li
m
™ ro(gy — 90) = x (60)
gde x oznacava jedan konstantan koeficienat, to dobivamo
o = xgrad ). (61)

Ova vektorska jednacina, do koje smo dosli i na drugi nac¢in u §66, pretstavlja
nam reSenje postavljenog problema. Ona kazuje da se vektor brzine v poieranja
pola relativno prema Zemljinoj povrsini u svakoj tacki putanje pola poklapa sa gra-
dientom skalarnog polja €. To znati da je putanja jednog ili drugog pola rotaci-
je Zemljine u odnosu na Zemljinu povrsinu jedna od vektorskih linija polja grad 2.
Koja ¢e od tih vektorskih linija pretstavljati stvarnu putanju pola, to je jednozna-
¢no odredeno sadanjim polozajima polova rotacije na Zemljinoj povriini. Prema
jednoj opétoj osobini gradienta, preseca ta kriva pod pravim uglom linije jednako-
ga  pa pretstavlja jednu ortogonalnu trajektoriju ekviskalarnih linija polja §2. o

Videéemo uskoro da se sekularnim pomeranjima polova po Zemljinoj povrsini
ne menja orientacija Zemljine ose u prostoru, a to znaé¢i da se, posmatrana iz tof
ga prostora, Zemljina ljuska pomera po Zemljinoj fluidalnoj jezgri tako da polovi
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rotacije crtaju po Zemljinoj povriini svoje sekularne putanje, sve dotle dok Zem-
liina ljuska ne dode do svoje stabilne ravnoteze prema svojoj podlozi, t.j. dok se
pol inercije sialnog pokrivaca ne poklopi sa polom inercije jezgre. Onda ¢e Zemlja,
iako fluidalna, rotirati kao kakvo &vrsto telo oko svoje glavne ose inercije, kako to
zahteva Apelova teorema.

69. Jednatina sekularne putanje pola i jednatina kretanja pola

po toj putanji. Kriva koju uoteni pol rotacije opige pri svom relativnom

selularnom pomeranju po Zemljinoj povrsini, dakle sekularna putanja pola,
data je, kao Sto smo videli, jednoznatno poljem skalara i sadasnjim polozajem
pola rotacije u tom polju. Skalar Q dostize, kao §to smo veé kazali, u tom sfernom
polju na Sest mesta svoje ekstremne vrednosti i to na onima tatkama gde glavne
ose inercije 2 prodiru sferu radiusa ro. Prema ravnima koje prolaze kroz te ose je
polje 2, kao §to to sleduje iz op5til teorema o momentima inercije, simetri¢no pa
Je zato sfera toga polja podeljena u osam, i po rasporedu vektorskili linija, simetri-
¢nih oktanata, osam ravnostranih pravougaonih sfernili trouglova kojima su i stra-
ne i uglovi jednaki po 90°. U onome oktantu sfere u kojem se nalazi sadanji po-
lozaj uotenog pola rotacije lezaée cela njegova putanja, jer sve vektorske linije te
oblasti polja grad Q2 polaze iz onog temena tog oktanta u kojem Q2 dostize svoj mi-
nimum, a svriavaju se u onom temenu gde Q dostiZe svoj maksimum. Pocetak tih
vektorskih linija, tatka izvora vektorskog polja, pretstavlja nam labilni polozaj ra-
vnoteze koji je pol, ako se, zaista, ikada nalazio u tom polozaju, morao, pri naj-
manjem poremeéaju, kakvih je u burnoj istoriji Zemlje dosta bilo, da ostavi pa da,
krecu¢i se po jednoj od vektorskih linija polja grad 2, stigne konatno, posle ogro-
mno dugog putovanja, u tacku ponora tih linija gde 9 dostize svoj maksimum, a
koja nam tatka pretstavlja polozaj stabilne ravnoteze. Sadasnji polozaj pola po-
kazuje nam onu od tih vektorskih linija duz koje se pol u proslosti pomerao i duz
koje ¢e se u buduénosti dalje kretati. Da izvedemo jednaginu te krive i jednacinu
kretanja pola po toj krivi, postupiéemo ovako.

Polozimo u centar Zemlje poéetak O ortogonalnog koordinat. sistema X-Y-Z
koji je vezan sa sialnom ljuskom i orientisan tako da njegova osa X prodire u onoj
tacki povriinu Zemlje koja odgovara minimumu skalara (2, osa Y u onoj tacki koja
odgovara maksimum-minimumu, a osa Z u onoj tacki koja odgovara maksimumu
skalara 2. Te ose su, dakle, glavne ose dopunskog momenta inercije  te je, pre-
ma onome $to smo sada ugovorili,

Q) <Ny < Q3. (62)

Jednostavnosti radi, a i iz razloga izlozenih u prethodnom paragrafu, pretpo-
stavljamo da je Zemljina povisina sfera radiusa ry. Na toj sferi odreden je polozaj
proizvoljne tacke putanje pola koordinatama & i ¥ pri éemu nam & pretstavlja onaj
ugao §to ga radiusvektor uocene tatke zatvara sa ravni X-Y, a ¥ ugao §to ga pro-
jekcija radiusvektora u ravan X-Y zatvara sa koordinatnom osom X. Smatramo li,
dakle, prodornu tacku ose Z sa sferom radiusa ry za pol mreze meridijana i upored-
nika, to nam & pretstavlja latitudu, a ¥ longitudu mreze. PoloZimo u uoéenu proi-
zvoljnu ta¢ku M (®, ¥) putanje pola pocetak ravnog ortogonalnog koordinatnog si-
stema &-n kojega ravan dodiruje Zemljinu sferu, a kojega je osa &, dodirujuéi meri-
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dijan malotas definisane mreZe, naperena prema polu te mreze, dakle na onu stranu
na kojoj ® raste, to je elemenat d€ pomeranja pola u pravcu  pretstavljen obrascem

df =1 d® , (63)

dok je elemenat pomeranja pola u pravcu normalnom na onaj prvi, a u smislu ra-
stucega ¥, pretstavljen obrascem

dn=rgcos®dV. (64)

Komponente vektora brzine v pomeranja pola u tim dvama pravcima pretsta-
vljene su ovim obrascima:

dg _  d® (65)
at - Oat
dn _ da¥ (66)
T T cos ¢ T
Osnovna jedna¢ina pomeranja polova bila je
o = x grad 2. (67)
Oznac¢imo sa i i j jediniéne vektore u pravcima & i n, to je
=&, dn, (68)
D= al + at N
t.j. zb 65) 1 (66
j. zbog (65) i (66) ) §2+7 Cosq,ﬂ- )
V=" di 1 0 dt )-
Kako j
- dn—@w@' (70)
gra. - a{ an)v

to dobivamo, stavljajuéi (69) i (70) u (67) i mnoze¢i dobivenu vektorsku jednacinu
skalarno sa i odnosno sa j, ove dve skalarne jednacine

@ _ ot T coslI>g ~x@
g T*e 0 at  “on’
t.j. zbog (63) i (64)
d® _ x o0 (71)
dt ~ r2oe®
dv _ x 190 (72)

At T r2cos?d 0¥

Eliminisemo li iz ovih dveju jednacina vreme ¢, to dobivamo

@
o _ 1 9% (73)
d® cos2® ?_Q

a%

kao diferencijalnu jednacinu sekularne putanje pola.
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Dopunski momenat indrcije 2 sialnog pokrivaca obzirom na osu { koja, prola-
zedi kroz centar Zemlje, prodire Zemljinu povrsinu u tacki M (@, ¥), dobivamo ako
u obrascu (23) zamenimo I, I, I3 sa ©;, Q2, 3, a ¢, § sa ®, ¥ i pri tome stavi-
mo, posto su ose upotrebljenog koordinatnog sistema, u isti mah, glavne ose iner-
cije, Ay = Ay = A3 = 0. Zato je

Q= Q, cos? @ cos® ¥ + Q5 cos® Bsin? T + Q3 sin’ @, (74)
tj.
N 9 . P
i —Q; cos® & sin 2¥ + Q4 cos? ® sin 2T (75)
N . 2 . .9 .
S — 8 sin 2@ cos® ¥ — Q5 sin 2@ sin® ¥ + Q3 sin 2&. (76)
Stavljajuéi ovo u (73), dobivamo
dv (2 — Q)sin 2% -
T = .2 R . ({ /)
d® (93 - Qgsin® ¥~ Q cos? ¥)sin 2&
Kako je
Q1 cos? ¥ = — O sin? ¥,
to je
d_‘If _ (QQ —Ql)sin 2¥ (,_8)
d® ~ (@ — O — (2 = Q) sin? U] sin 28 ‘
Stavljajuéi
Q-0 -
(O k, (79)
gde nam k pretstavlja jednu konstantu, dobivamo
dv sin 2%
d® ~ (k —sin? ¥)sin29’ (80)
t.j.
_d¥ s @de 4o
sin 2% sin2%  sin2d’
a posto je sin2V¥ = 2sin Y cos ¥,
dy 1 do
sin2¥ §tg\pd\p ~ osin2é° (81)
Kako je

dv s d¥ 1 (d(tg¥) 1
fsm”‘ll 7fsml1/cosql §f tg ¥ ‘§f tg T :Eltg\I/-i»C

d®
fsm"(} lt d+C

sin ¥ d¥ (cos @)
tg ¥ d¥ = = - [
f J f cos ¥ f cos ¥ fcos ¥ +C,

g08) | YR CBYIAPHB VAL TOIA S8 KPETATIA TOT

to sleduje integracijom jednacine (81)
k-ltg¥ +lcos¥ =1ltgd +1Cy,

dakle
cos ¥ - tgk U = C tg ®. : (82)

Ovo je jednadina sekularne putanje pola.

Konstanta C; odredena je sadanjim poloZajem pola na Zemljinoj povrsini. Ako
su ®g i ¥y koordinate toga polozaja u odabranoj mrezi meridijana i uporednika,
onda je
cos ¥y - tgk T

tg @9 )

Kretanje pola po njegovoj putanji odredeno je jednaginama (72) i (75). Iz tih
jednagina sleduje

C = (83)

‘fi—‘f = 1_—"3-(92 — Q) sin27. (84)
Stavimo li .
%(92 -U)=u, (85)
gde je u jedna konstanta, to dobivamo
dv vl
P T ‘gdt.

Integracija ove jednagine daje
—ltg\I’ = ut + = lCz,

t.j.
tg ¥ = Coett. (86)
Brojimo li vreme t od sadasnjosti, posto je, prema napred reéenom, za t = 0;
¥ = Py, to je
C; = tg ¥,. (87)

Poslednje dve jednacine odreduju nam kretanje pola po njegovoj sekularnoj pu-
tanji.

Sekularna putanja pola zavisi, kao 5to to pokazuju jednacine (82), (83) i (79),
samo od konfiguracije Zemljine ljuske i sadanjeg polozaja pola na njoj, dakle od
geometrije masa Zemlje; ona se iz tih podataka moze izracunati. U to izracuna-
vanje nefemo se ovde upustati, jer spada u oblast Geofizike. Kretanje pola po toj
putanji zavisi od koeficienta u, dakle, posretstvom jednagina (85) i (60), od koefi-
cienta m o kojem nemamo direktnog numerickog podatka. Ali se iz dokumenata
Geologije koji nam, izmedu ostalog, daju, sa izvesnom sigurnosti, polozaj Zemljinih
polova za vreme karbonske periode, a i interval vremena koje je od toga doba pro-
teklo, moze, makar priblizno, odrediti numericka vrednost koeficienta u, a time i
tok kretanja pola po njegovoj sekularnoj putanji. Iz tih podataka sleduje da je po-
meranje Zemljinih polova po njenoj povrsini teklo neopisano sporo pa su od doba
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karbonske periode, koja, prema odredivanju starosti geoloskih naslaga pomocu ra-
dioaktivnih supstancija, lezi 300 miliona godina ispred sadadnjosti, Zemljini polo-
vi prevalili putanje koje su krae od 90° glavaih krugova Zemljine sfere. I rezulta-
ti internacionalne sluzbe posmatranja promena geografskih sirina pokazuju da je,
iskljutujuéi periodi¢no kretanje Zemljinih polova o kojem smo govorili u pretho-
dnoj glavi, sekularno pomeranje Zemljinih polova veoma sporo pa iznosi godidnje
najvise 160 milimetara. Ovi podatci Geologije i Geofizike veoma su vazni, jer po-
mod¢u njih mozemo ispitati kako se menja orientacija Zemljine ose u prostoru usled
pomeranja polova po Zemljinoj povrsini.

Prema mehanizmu predocenom slikom 21, §61, opkotrlja Zemljina polhodija Ze-
mljinu herpolhodiju za vreme jednog zvezdanog dana, zato je celokupni opseg her-
polhodije jednak duzini luka polhodije koji odgovara jednom zvezdanom danu. Isto
je tako opseg preseka konusa herpolhodije sa Zemljinom sferom jednak putanji pola
po toj sferi prevaljenoj za vreme jednog zvezdanog dana. Koristeéi se saopstenim
podatkom internacionalne sluzbe o sekularnom pomeranju pola, dobivamo da se pol
rotacije pomerio za vreme jednog zvezdanog dana za 160 : 360 = 0,44 milimetra.
Ova neopisano mala duzina pretstavlja nam opseg preseka herpolhodije sa Zemlji-
nom sferom pa svedoti da je taj konus izvanredno 3iljast. Iz gore navedenih poda-
taka Geologije sledovao bi jos ostriji konus herpolhodije; on je stvarno degenerisao
na pravu. Kako se konus herpolhodije, kao §to smo videli u prethodnoj glavi, oba-
vio oko vektora &g, invariabilnog u prostoru, to mozemo orientaciju Zemljine ose u
prostoru, isklju¢ujuéi njenu lunisolarnu precesiju i nutaciju, smatrati invariabilnom.

70. Zemlja smatrana kao materijalni sistem sa Cetiri stepena

slobode. Ispitivajuéi u vise rasprava problem Zemljine rotacije, stvorio je

Bilimovi¢ svoju Semu o prirodi Zemljinog tela koja, u neku ruku, €ini pre-
laz od klasi¢ne seme ka onoj kojom smo se do sada posluzili. Po toj Bilimoviéevoj
§emi, moZe se nasa Zemlja pretstaviti materijalnim sistemom koji se sastoji iz dva
glavna dela. Prvi deo je materijalua €vrsta lopta polupreénika ro sa takvim ras-
poredom masa da njeno teziSte leZi u centru sfere, a da je njen centralni elipsoid
inercije spljosten obrtni elipsoid. Tu jezgru obuhvatila je ljuska unutrainjeg radi-
usa rp, a proizvoljne spoljne povrsine i proizvoljnog elipsoida inercije kojega se gla-
vne ose ne podudaraju sa glavnim osama elipsoida inercije jezgre. Taj materijal-
ni sistem ima, ako se ne ispituje njegovo translatorno kretanje, nego samo njegova
rotacija oko tezista, Sest stepena slobode, dakle tri stepena vise no sto ga je ima-
la klasiéna Sema, identifikujuéi Zemlju sa jednim €vrstim telom. Ispitavsi, u svim
njegovim pojedinostima, kretanje toga sistema, nasao je Bilimovi¢, izvrsivsi potre-
bna uproicenja koja odgovaraju prilikama nase Zemlje, da se jednacinama kreta-
nja polova rotacije po povrsini jezgre moze dati kondenzovani vektorski oblik na-
§ih jednacina saopstenih u §§66 i 68, a da u njegovom modelu igraju centrifugalne
sile ulogu koju su u nasim prethodnim rasudivanjima igrale polfugalne sile.

Mi éemo ovde Bilimoviéevu §emu, primenjujuéi je na Zemlju, ne§to uprostiti.
Videli smo da je orientacija Zemljine ose u prostoru, u koliko nije uplivisana spolj-
nim silama, invariabilna, a da ta invariabilnost sleduje odatle $to je sekularno po-
meranje polova po ljusci koje odgovara intervalu jednog zvezdanog dana veoma ma-
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leno. To sleduje i iz Bilimoviéeve seme. Cinedi, dakle, pretpostavku da se malocas
opisana ljuska, zbog sila trenja koje ima pri svom kretanju po jezgri da savlada,
kreée po toj jezgri veoma sporo u odnosu na jezgrino i svoje dnevno obrtanje, to iz
te pretpostavke sleduje da je osa rotacije celokupnog sistema invariabilna u prosto-
ru. Na taj nagin dolazimo do ove eme. Cvrsta sferna jezgra uocenog materijalnog
sistema obrée se oko jedne u prostoru invariabilne ose uglovnom brzinom 7, noseci
i povlageéi sa sobom svoju ljusku nepravilnog spoljnjeg oblika koja se pomera po
jezgri, uz savladivanje sile trenja, sporo u odnosu na rotaciju celokupnog sistema.
Pitamo kako ée se pomerati ljuska po jezgri, odnosno kako ée se pomerati prodor-
na tacka ose rotacije sa povrsinom ljuske po toj povisini. Ovaj materijalni sistem
ima, dakle, Cetiri stepena slobode.

O rasporedu masa u pokretnoj ljusci ¢inimo, vodeéi raéuna o izostaziji Zemljine
kore, pretpostavku da bi ta ljuska kondenzovana svugde na istu gustinu po bila ogra-
ni¢ena glatkom sferom. Pretpostavljamo jo§, jednostavnosti radi, da je nejednakost
gustine p ljuske, zbog koje je ona dobila svoju reliefnu povrsinu, samo funkcija koor-
dinata ® i ¥ definisanih u prethodnom paragrafu, a da se ta gustina ne menja duz
vertikala koje prodiru ljusku. Oznacimo li sa D debljinu ljuske koja se, prema pret-
hodnom, menja od tagke do tatke povrsine, to je, prema uéinjenoj pretpostavci,

eD = poH, (88)

gde su po i H konstante.

Kada, bi ljuska bila svugde kondenzovana na gustinu pg, onda bi, imajuci svugde
i istu debljinu, njen elipsoid inercije bio sfera. Polarni momenat inercije takve lju-
ske obzirom na centar Zemlje bio bi, kao §to je lako izvesti, pretstavljen obrascem

T, = %npo [(ro + H)® — 73], (89)

a glavni momenti inercije, jednaki medusobno, koji nam zhog toga pretstavljaju i
momenat inercije T obzirom na proizvoljnu osu  koja prolazi kroz centar Zemlje,
obrascem

T = %npo [(ro + H)® - 7*3] (90)

Uotimo na proizvoljnom mestu te ljuske jednu vertikalnu elementarnu prizmu
baze df koja prolazi kroz celu ljusku i ima, prema uéinjenoj pretpostavci, na celoj
svojoj visini istu gustinu p. Njeno teziste koje je u kondenzovanom stanju ljuske le-
zalo u polovini visine H uzdignuto je sada do polovine njene stvarne visine D, da-
kle za duz

%:%@—H} (91)

Ovaj obrazac je identi¢an sa obrascem (10), zato ée se, kao 3to smo pokazali u
§64, tim uzdizanjem tezista elementame prizme, njen momenat inercije d7° obzi-
rom na osu { promenuti za dopunski momenat inercije d pretstavljen obrascem
(12). Dopunski momenat inercije 2 celokupne ljuske dobiva se na isti nacin kao
5to je u §64 pokazano. Zato e stvarni momenat inercije J ljuskin obzirom na osu
{ biti pretstavljen obrascem

J=T+Q (92)

u kojem je T konstantno, a Q promenljivo sa polozajem ose L.
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Da bismo ispitali rotaciono kretanje ovako stvorenog modela nase Zemlje, polo-
zimo u centar njegove jezgre pocetak O ortogonalnog koordinatnog sistema X-Y-Z,
vezanog sa tom jezgrom; osa Z neka se podudara sa osom rotacije te jezgre i neka
bude naperena prema severu. I ljuska udestvuje u toj rotaciji jezgre, pomerajuéi se
po njoj veoma sporo. Mi mozemo, kao §to smo u&inili i u asteroidnom problemu,
koordinatni sistem X-Y-Z smatrati za nepomiéan ako zamislimo da na svaki ele-
menat mase posmatranog materijalnog sistema dejstvuju, sem gravitacionih sila,
Jos 1 odgovarajuca centrifugalna i Koriolisova sila. Smatrajuéi jezgru za apsolutno
Cvrstu, nele centrifugalne sile moci izvrsiti deformaciju njezinu, a na nju ne dej-
stvuju Koriolisove sile, jer je ona prema koordinatnom sistemu X-Y-Z nepokre-
tna. Pretpostavijajuéi, jednostavnosti radi i da bismo jasnije ispoljili efekat centri-
fugalnih sila, da je jezgrin elipsoid inercije lopta, stajaée gravitacione sile koje dej-
stvuju izmedu jezgre i ljuske, dakle sile teze ljuskine, normalno na grani¢noj povr-
$ini izmedu tih dvaju delova modela i na njoj se ponistavati; one neée teziti da po-
mere ljusku po jezgri. Te su sile, zbog pretpostavke (88) jednake na celoj spome-
nutoj grani¢noj povrsini.

Ispitajmo sada raspored dopunskih sila na ljusci. Koriolisove sile su, zbog pret-

postavke da je relativno kretanje ljuske po jezgri veoma sporo, toliko malene pre-

ma centrifugalnim silama da ih ne moramo uzeti u obzir. Ostaje samo da ispitamo
dejstvo centrifugalnih sila.

Centrifugalna sila koja dejstvuje na elemenat mase du koji se nalazi u tatki M
udaljenoj za vektor R od ose rotacije, pretstavljenaje, prema (43), §50, obrascem

dF = n*Rdy, (93)

gde n oznatava ugaonu brzinu koordinatnog sistema dakle, u nasem sluéaju, uga-
onu brzinu dnevne rotacije Zemljine. Oznalimo sa, fo jedini¢ni vektor pravca R, a
sa 7, @, ¢ polarne koordinate tacke M, to je prema (59), §51,

R=rcosg,

dakle
dF = n%rcos e dufo. (94)
Rastavimo li tu centrifugalnu silu u njenu vertikalnu komponentu dV i njenu
horizontalnu komponentu d H od kojih prva pada u pravac radiusvektora r, a druga
stoji normalno na tom pravcu, a koja je, tangirajuéi meridijan tatke M, naperena
prema ekvatoru. Kako radiusvektor r tacke M zatvarasa vektorom fR ugao ¢, to je

dV = n’rcos® pdu (95)
. n’r

dH =n’rcosgsingdu = —5~ sin 2¢ du. (96)

Vertikalna komponenta dV stoji normalno na graniénoj povréini izmedu jezgre

i ljuske pa nije u stanju da izvede pomeranje ljuske po jezgri, zato o njoj ne mora-

mo viSe voditi racuna. Horizontalna komponenta dH upravljena je tangencijalno

prema toj graniénoj povrsini pa tezi da elemenat mase du pomeri po jezgri. Ska-

larna veliéina momenta zaokretanja d91 te sile obzirom na centar Zemlje pretsta-
vljena je izrazom

n?r?

dM =rdH =

— sin 2@ du. (97)

P

Kad bi ljuska bila kondenzovana svugde na gustinu po, onda bi, zamisljajuci ma-
su du elementarne prizme koncentrisanu u njenom tezistu koje se nalazi udaljeno za
,i—,H od grani¢ne sferne povrsine radiusa ro, momenat dM bio pretstavljen obrascem

1, 1.V .
dM1=§n ro+§H sin 2¢ du.

Momenat zaokretanja 9; celokupne kondenzovane ljuske dobili bismo integra-
cijom prednjeg izraza Sirom cele grani¢ne povr3ine izmedu jezgre i ljuske, pretstaviv-
§i ga pre toga u vektorskom obliku. Kako su centrifugalne sile, a i njihove horizon-
talne komponente, simetri¢ne prema osi rotacije, one se medusobno potiru pa je zato

ml=0; M1=0

Uzmimo sada u obzir stvarno stanje ljuske. Usled njega je teziste mase du uzdi-
gnuto za zg iznad tezidta njenog u kondenzovanom stanju pa se usled toga, posto
je 2o prema 7o veoma malo, momenat dA{; promenuo za
oM,

M = z
dM (97’0 05

dakle za 1
dM = n? (ro + ;H) zo sin 2¢ du.

U ovom izrazu mozemo, pretpostavljajuci da je ljuska tanka, t.j. H veoma ma-
leno prema rq, zanemariti 3 H. To mozemo uéiniti i zbog toga §to je, kao 5to smo
videli, H konstantno po celoj ljusci tako da bismo u gornjem obrascu mogli staviti

1 1H
ro+ -H=ro\14+ -— ] =krq,
2 2 To
gde je k jedan konstantan broj; on bi kona¢no usao u koeficienat x pa izéezao iz ra-
¢una. Zbog svega toga mozemo staviti

dM = n%rqzosin 2¢ du. (98)

Pretstavimo li sada ovaj momenat vektorielno, upotrebom istih onih jedini¢nih
vektora kojima smo se posluzili pri obrazovanju jednagine (47), to dobivamo

do = —n%ryzo sin 2¢dui. (99)

Pitajmo sada za raspored akceleracije g teze u proucavanom modelu Zemlji-
nom. Da na to pitanje odgovorimo, treba da, prema napred ugovorenom, stavimo
u obrazac (60), §51, A = C pa dobivamo da je funkcija sila W pretstavijena, u na-
Sem slucaju, obrascem

M 2r2

W = f_r— + n{)r cos” @, (100)
a akceleracija g teze, prema (40), obrascem
oW M .
= ——(,; = fT —n?rcos? ¢. (101)
T T
Ona je na polu, t.j. za ¢ = 90°; r = ry, jednaka

M 9
gP = rg 3 (10-‘)
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a na ekvatoru, gde je ¢ = 0; 7 =79,
M
a = IT - n210 (103)
o
Zato je
9p — ga = n’ro. (104)
Stavljajuéi ovo u (99), dobivamo
dIM = —zp(gp — ga) sin 2¢pdui. (105)

Ova je jednagina identi¢na sa nasom jedna¢inom (48) pa zato sleduje iz nje, is-

tim nacinom kao §to je (61) sledovalo iz (48),

v = xgrad Q.

(106)

Ovoj jednagini mozemo, kao §to je to utinio Bilimovié, dati i drugi oblik, za-
menjujuéi dopunski momenat inercije £ sa stvarnim momentom inercije J ljuske.

Zaista, iz jednagine (92), u kojoj je T konstantno, sleduje
grad J = grad
pa zato mozemo, mesto (106) pisati i ovaj obrazac

v = xgrad J.

(107)
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