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Predgovor

Ovaj tekst obuhvata predavanja iz predmeta Algebra za infotarati Namenjen je pre
svega studentima matematike, smer Diplomirani inforéaatiPrirodno-matemadtkog
fakulteta u Novom Sadu. Nastao je iz moje knjige "Predavanja iz Matékeatogike

i algebre”, Univerzitet u Novom Sadu, PMF Novi Sad, 1998.

Knjiga sadzi 8 poglavlja. Tekst sadri brojne primere i urdene zadatke. Sve to treba da
omogLEi brze i lalSe usvajanje gradiva. Deo gradiva ata je u knjizi G. Vojvodt, B.
Sobot: Zbirka zadataka iz matené logike i algebre, Univerzitet u Novom Sadu, PMF
Novi Sad , 2003. Takae, i okviri u kojima su izl@eni pojedini delovi teksta, uslovljeni
su fondomCasova, p&itaoce koji ihzele prd&iriti upucujem na literaturu navedenu na
kraju knjige. Iz tih knjiga preuzeti su neki zadaci,denja, kao i neki primeri. Gradivo
poslednjacetiri poglavlja progava se i préiruje u viée redovnih kurseva za studente
informatike.

Posebnu zahvalnost dugujem Viktoru Kaku, izCijih belezaka sa mojih predavanja je
nastao ovaj tekst. Viktor Kutak je tehntki obradio tekst, dao brojne korisne sugestije i
pazljivo proverio ré&enja zadataka.

Zahvaljujem se recenzentima prof. dr Miodraguwskavicu sa PMF iz Kragujevca i prof.
dr Milanu GruloviEu sa PMF iz Novog Sada na korisnim komentarima i primedbama
koje su mi ukazali nakon @4ivog Citanja rukopisa.

U Novom Sadu, novembra 2007. Gradimir Vojvodi



Glava 1

Grupoidi

1.1 Operacije i algebarske strukture

Ako je A proizvoljan skup, preslikavanje : A x A — A se nazivebinarna operacija
skupaA. Umestoo((a, b)) = ¢ piSemo skréenoa o b = c. Ako je o binarna operacija
skupaA, tada se umeni par(A, o) nazivagrupoid Funkcijaf : A™ — A gden €
{0,1,2,...} se nazivan-arna operacija skupa. Zan = 0 operacijac : A — A se
identifikuje sa konstantome A.

Primer 1.1 Ako je N skup prirodnih brojevaZ skup celih brojeva, & skup realnih
brojeva, onda je sUN,+), (N,-), (Z,4) i (Re,-) grupoidi. Ureden par(N,—) nije
grupoid jera — b nije definisano za sve vrednostib € N. A

Definicija 1.2 Ako je D C A% i A # () tada se preslikavanje : D — A naziva
parcijalna (binarna) operacijaskupaA.

Definicija 1.3 Visezn&na (binarna) operacijakupaA je preslikavanje : A2 — P(A).

Definicija 1.4 (Univerzalna) algebrge struktura

(A, f.q,...)

gde je A proizvoljan skup koji se nazivaosa algebre, af, g, ... operacije skupa.
Ako su arnosti operacijd, g, . . . redomny, no, . .. tada kaemo da se radi o algebri tipa

(nl,ng, .o )

Primer 1.5 Struktura(Re, +, ) gde jeRe skup realnih brojevai- sabiranje, amnazenje
realnih brojeva, je primer univerzalne algebre tipa2). A

7



8 GLAVA 1. GRUPOIDI

Definicija 1.6 Algebarski sisterje struktura
A=A, f,9,...,R,S,...)

gde jeA proizvoljan skupf, g, . . . operacije skupa, a R, S, . . . relacije skupad.

Primer 1.7 Primer algebarskog sistema je struktURe, +, -, <) gde jeR¢ skup realnih
brojeva,+ operacija sabiranja realnih brojevayperacija mnaenja realnih brojava, €
uobiCajena relacija totalnog poretka nad realnim brojevira.

Kada razmatramo algebarski sistém, f, g, ...) podrazumevamo da je na skupu
definisana i relacija jednakosti, $to ne nagldavamo posebno u definiciji algebarskog
sistema.

1.2 Grupoidi

Grupoidi su interpretacije predikatskogttaa sa jednalu sa jezikom7 = {0, ~},
gde jeo funkcijski simbol arnosti 2, a relacijski simbol arnosti 2. Pri tome se
interpretira kao relacija jednakosttésto se izostavlja, pag@mo samg¢/ = {c}. Term
nad jezikom koji sadi neke od primenljivibz, . . ., x,, Se oznéava s&(z1, ..., Ty;0).
Tako je((xoy)o z)o(zox)) jedan term nad jezikorfio }.

Definicija 1.8 Identiteti su formule oblika
(Vz1), ..., (Van) t(x1, ..., zn;0) Ro(x,. .., 20;0),

gde sut i v termi, a kvantifikatori deluju na sve promenljive.
Ubudite umesto simbola koristimo simbol=.

Primer 1.9 Posmatrajmo identitetvx)(Vy) x oy = yox. Ukoliko formulu interpre-
tiramo u skupu prirodnih brojeva + kao operaciju sabiranja prirodnih brojeva, za-
klju€ujemo da je identitet &an nad NV, +).

Interpretirajmo sada formulu u struktutd, -) gde jeA = {a, b}, a operacijskom slovu
o pridrizujemo operaciju definisanu tablicom:

R
ISEERS]
S o o
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Tada formula(vz)(Vy) zy = yx nije ta&€najera - b # b - a. Zato (A, -) nije model za
navedenu formulu. Kemo da nije komutativhaoperacija na skupd. A

Definicija 1.10 Trivijalni grupoid je grupoid oblika({a}, -).

U trivijalnom grupoidu operacija moze biti definisana jedino tako daiaz - a = a.
U ovom grupoidu je vrednost svakog termapa su svi identiteti zadovoljeni. Zato
trivijalne grupoide ne razmatramo. Ovaj pojam sezmbuoystiti.

Definicija 1.11 Trivijalna algebraje algebra oblikd{a}, f, g, .. .).

U nastavkucemo opisati neke postupke konstrukcije novih algebarskih struktura na
osnovu postojeh, kao i osobine koje imaju konstruisani objekti. Zbog jednostavnosti,
sve konstrukcije opisujemo na grupoidima.

1.3 Podgrupoid grupoida

Definicija 1.12 Neka je (A, o) grupoid. Ako jeB C A proizvoljan podskup i V&
(Vx,y € B)xz oy € B, tada se grupoidB, o), gde jeop = o| g2, Nazivapodgrupoid
grupoida(A, o), Sto ozndavamo sdB,op) < (A, o).

Napomena 1.13I prazan skup mbemo smatrati za no§agrupoida tj. i prazan skup
mozemo smatrati podgrupoidom. Ako imamo i nularne operacije, onda je podalgebra
uvek neprazna

Kako je iz konteksta oBno jasno na kojem skupu se primenjuje operacija, umesto
piSemocesto samo.

Primer 1.14 Grupoid(XV, -) je podgrupoid grupoidéZ, -) jer je proizvod dva pozitivha
cela broja opet pozitivan ceo braj

Tvrdenje 1.15Neka je{A; | i € I} familija podgrupoida grupoidad = (A, o), pri

¢emu jed; = (A4;,0). Tadaje
(o)
iel

podgrupoid grupoida4.



10 GLAVA 1. GRUPOIDI

Dokaz. Neka sua, b proizvoljni. Tada

abe (A4 & (Viel)abe A,
i€l
= (Miel)aobe A;
& aobeﬂAi,
i€l

Sto zn&i da je(N;c; Ais0) < (4,0).m

Tvrdenje 1.16 (Prvo tvidenje o stabilnosti) Ako identitet = v vazi u grupoidu( 4, o),
onda on vai i u svakom njegovom podgrupoidi, o).

Dokaz. Neka jet = v proizvoljan identitet( A, o) proizvoljan grupoid i( B, o) njegov
proizvoljan podgrupoid. Neka je proizvoljna valuacija grupoidéB, o). a dodeljuje
svakoj promenljivoj element skupB C A, pa jea istovremeno i valuacija grupoida
(A, o). Kakot = v vazi na grupoidu 4, o), on je t&an i za valuaciju:. Daklet = v je
taCan za sve valuacije na grupoi¢3, o), pa vai na grupoidu B, o). =

Videli smo da je presek podgrupoida podgrupoid. Stegeimer pokazuje da unija
podgrupoida ne mora biti podgrupoid.

Primer 1.17 Neka jeZ = (Z,+) grupoid, gde jeZ skup celih brojeva, a sabiranje
celih brojeva. Posmatrajmo skupove

Zy={2n|neZ}

Zs={3n|ne Z}.

Tada su(Z2,+) i (Z3,+) podgrupoidi grupoiddZ, +), ali (Z2 U Zs, +) nije grupoid,
pa ni podgrupoid grupoid@Z, +), jer2,3 € Zo U Zs, a2+ 3 =5 ¢ Zo U Z3. A

1.4 Neke osobine grupoida

1.4.1 Neutralni element

Definicija 1.18 Elemente € A je neutralni elemengrupoida(A, o) akko va&i (Vx €
A)xoe=eox =ux.

Primer 1.19 Broj 0 je neutralni element grupoid&, +), jer za proizvoljan ceo broj
vaZzizr+0=0+z=x. A
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Za grupoid (A, o) kazemo da ima neutralni element akko postoji elemerkoji je
neutralni element zatj. akko va&i sled€a univerzalno egzistencijalna formula:

(Fy)(Vz)xoy =yox = .

Primer 1.20 Neka je N = {1,2,...} skup prirodnih brojevaNy = N U {0}, a+
operacija sabiranja. Kako je zbir dva pozitivha broja pozitivaij y&, +) < (No, +).
Pri tome(Ny, +) ima neutralni elemert, a (N, +) nema.A

Prethodni primer pokazuje da se svojstvo “imati neutralni element” ne prenosi na pod-
grupoid grupoida. Mde se pokazati da seZenje univerzalno kvantifikovanih formula
na grupoidu prenosi na svaki njegov podgrupoid.

Tvrdenje 1.21 Neka je(A, o) grupoid i e neutralni element operacije. Tada jee
jedinstven.

Dokaz. Neka sue; i es proizvoljni neutralni elementi grupoideA, o). Pdsto jee;
neutralni element, VA e; o x = x za svaki element € A, paizar = ep vaZi e; o
ey = e9. PGSO jeey neutralni elemnt, VA y o e = y zasvakoy € A, paizay = e;
vazZi e o ey = eq. Dakle vai

€1 = €1 0eg = €9.

Kako sue; i e, bila dva proizvoljna neutralna elemnta grupoidh o) sledi da su svaka
dva neutralna elementa jednaka, pa postoji samo jedan neutralni elament.

1.4.2 ldempotentni element

Definicija 1.22 Neka je(G, %) grupoid. Element € GG se nazivadempotentan element
(idempotentakko v&i = * x = x. Ako su svi elementi grupoida idempotentni, tada je
grupoid idempotentan.

Primer 1.23 Ako je e neutralni element grupoidéG, ), tada jee x e = e, pa jee
idempotent. Ako jed proizvoljan skup, a presek skupova, tada je grupdigt(A),N)
idempotentan/A

1.4.3 Inverzni element. Asocijativnhost

Definicija 1.24 Neka je (A,o) grupoid sa neutralnim elementomi nekaz € A.
Elementy € A je inverzni elementlementar akko vé&i

Toy=yox=e.
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Definicija 1.25 Operacijac grupoida(A, o) je asocijativnaakko na grupoidu va
(Vz)(Vy)(Vz)z o (yoz) = (zoy) oz

Tvrdenje 1.26 Neka je(A, o) grupoid sa neutralnim elementom i neka je operacija
asocijativna. Tada svaki elemmte A maze imati najviSe jedan inverzni element.

Dokaz. Neka suy; i yo inverzni elementi elementa € A. Tada prema definiciji
inverznog elementa primenom asocijativnosti dobijamo:
y1=yioe=yro(oys) = (yox)oys=eoys =ys.

Dakle svaka dva inverzna elementa su jednaka, pa postoji u stvari samo jedan inverzni
element. Njega oziiavamo sa-x ako operaciju grupoida ozbavamo sar-, a saz !
inaCe.m

1.4.4 Distributivhost

Definicija 1.27 Neka je (A, o, %) algebra tipa(2,2). Kazemo da je operacija levo
distributivnaprema operacijp akko véi

(Va)(vy)(Vz) 2 * (y o 2) = (z x y) o (v 2).

Analogno se defiSie i desna distributivnost. Ako jei levo i desno distributivna prema
operacijio, kazemo da jex distributivna prema operaciji.

Primer 1.28 U algebri(Z, +, -) gde jeZ skup celih brojeva; sabiranje, a mnazenje
celih brojeva operacijaje distributivna prema operaciji. U algebri(P(S),U,N) gde
je P(S) partitivni skup skupab, U unija, an presek skupova, operacijgje distributivha
preman, a operacija je distributivha prema operaciji. A

1.4.5 Uslov skr&ivanja

Definicija 1.29 Grupoid (A, o) zadovoljava uslov skiavanja sleva akko \&a kvazi-i-
dentitet
(Vz)(Vy)(Vz2)(woy =z0z=y = 2).

Analogno se defidie skr&ivanje zdesna.

Primer 1.30 Skup(N,+) gde jeN = {0,1,...} zadovoljava zakon skeaanja, jer iz
k+4+m =k+nsledim =nzam,n, ke N. A
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1.4.6 Kvazigrupe
Definicija 1.31 Kvazigrupa je grupoid koji zadovoljava jedtiae:

Vu,v € Q)(Fiz,y € Q)uxz =vAy*u=uv)

Primer 1.32 Ako je Q = {a,b,c} i x data sa

xla b c
alb ¢ a
blec a b
cla b c

onda je(Q, *) kvazigrupa.A
Definicija 1.33 Neka je data kvazigrupg?, ). DefiniSemo binarnu operacijy na@
na sledéi natin:
xz\y = zakkoz x z =y, zasver,y € Q
Neposredno se proverava dava

Tvrdenje 1.34 Grupoid (@, \) je kvazigrupa.

Tako za prethodni primer tablica zge:

\la b ¢
alc a b
blb ¢ a
cla b c

Definicija 1.35 Za operaciju\ reci cemo da jedualna operaciji x, a za(Q, \) da je
dualna kvazigrupaza (@, ). Algebru (Q,,\) zvatemo kvazigrupno proSirenjed
(@, ).

Lema 1.36 Kvazigrupno pr8irenje(Q, *, \ ) zadovoljava sledz identitete:

1 o\(wxy) =y

2. vx (x\y) =y

Dokaz.
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1. Prema definiciji operacijg je
z\(x*xy) =y akko zxy=xx*y
2. Ako definiciju za\ primenimo u suprotnom smeru, dobijamo
z* (z\y) =y akko z\y = z\y
.

Neka jeA = {a1,...,a,}, n > 1 azbuka i neka j€ A, ,\) kvazigrupno préirenje.
Ozn&imo saA™ skup svih nepraznih & nad azbukomA. DefinSemo dve unarne
operacijef. i f\ naA" sa:

Definicija 1.37 Neka jeu; € A, k > 1ineka jea; € A izabrani fiksni elemenat iZ.
Tada

fe(ugug .. ug) = vivy ... v, akkovy = ag * uq,

Vigl] =V kUjp1, t=1,2,...,k—1
f\(u1u2 .. uk) = V1V2...Vg akk0v1 = al\ul,

’Uz'+1:uz'\ui+1, i:1,2,...,k‘—1

UredenusSestorku A, x, \, a1, fx, f\) nazivamokvazigrupskonsifromnad azbukon!.

Tvrdenje 1.38 Nekaje(4, %, \, a1, f«, i) kvazigrupsk&ifra nad azbukom = {a1,...,a,}.
Tadavai f\, o f. = 14 gde jel 4 identicko preslikavanje.

Dokaz. Neka jeu; € A, k > 11 fi(ujuz...ux) = vivz...v,. Tadafi o
f*(U1U2 R uk) = f\(’l)lvg ce Uk) = w3 ...Wk. Tada iZQ}l = a1 * Uy, Vjr1 = V; *
Uig1, W1 = a1\V1, Wi+1 = v;\vi+1 2&i = 1,2,...,k — 1, KoristeEi lemu 1.36, direktno
dobijam0w1 = al\(al *ul) = U1, Wit1 = Ui\(’Ui*uz'+1) = Uj41, zai = 1, 2, ceey k—1.

[ ]

Sada je jasno, na osnovudenja 1.34, d&,. mozemo koristiti kao funkciju z&ifrovanje,
dok f\ koristimo kao funkciju za d&frovanje nad azbukom. Naime, ako jeu € At
polazni tekst f.(u) je odgovarajai Sifrovani tekst, i vdi f\ (f«(u)) = u.

Primer 1.39 Neka je data azbuk§ = {a,b,c} i neka dato kvazigrupno psaenje
(Q,*,\) gde sux i \ definisani kao u prethodnom primeru. Neka je dalje= a i
u = bcaaabbca. Tada jeSifrovani tekstv = f.(u) = ccabcbaab. Primenom funkcijefy
dobija sef\ (ccabcbaab) = beaaabbca = u, tj. polazni tekstA



1.5. FAKTOR-GRUPOID GRUPOIDA 15
1.5 Faktor-grupoid grupoida

Sadatemo govoriti o tzvfaktor-strukturama Neka je dat grupoid A, o) i neka je~
relacija ekvivalencije skupa. Tada vai da ako jeA/.. = {a/~ | a € A} kolicnicki
skup skup&, tada zau,b € Avazia/~ = b/ ili a/~.Nb/~. =0, kaoi

UaeAa/N = A.

Prirodno se postavlja pitanje da li se potnaoperacijeo na A moze definisati binarna
operacija® naA/~..

Definicija 1.40 Za relaciju~C A? kazemo da jekongruencijagrupoida(A4, o) akko je
~ relacija ekvivalencije i za svaletiri elementac, y, u, v € A vaZi

r~yAu~v=(rou)~ (you).

Poslednja osobina se nazisaglasnostelacije~ sa operacijono.

DefiniSimo® na A/~ sa

/s @ yfms E(w 0 ) /ms (1.1)

zasver,y € A.
Tvrdenje 1.41 © definisana sa 1.1 jeste operacija dd... akko je
r~uy~v o = (zoy)~ (uowv) (1.2)

tj. ~ je kongruencija na.

Dokaz. Pretpostavimo da je 1.2&no. Tada, ako je/~ = u/~ i y/~. = v/~ imamo
x ~uiy~wv,paizl.2dobijamdz oy) ~ (uowv), odnosnaz o y)/~ = (uov)/~.
Time smo pokazali da desna strana formule 1.1 zavisi samo odklasay /., a ne i od
njihovih predstavnika tj. formulom 1.1 je definisana operacijairia.

Pretpostavimo da je formulom 1.1 definisana operaéjja. Ako je
x~u [ Y~ 0,
imamox /~, = y/~ 1 y/~ = v/~, paje po formuli 1.1
(Zoy)/m =12/ Oy/n =t/ O v/ = (uov)/n
odnosno dobijam@z o y) ~ (u ~ v), pa vai formula 1.2.=

Za dobijeni grupoid A/~., ®) kazemo da jéaktor-grupoidna A u odnosu na-.



16 GLAVA 1. GRUPOIDI

Primer 1.42 Neka jeA = {e, a, b, c} i neka je operacija definisana sa:

O U8 oo
0O S oo
ST0 o QR
Q@ o o oo
o Q oo

Neka je relacija- data particijom{e, a}, {b, ¢} skupaA. TadajeA /.. = {{e,a}, {b, c}}.
Lako se proverava da je relacijakongruencija. GrupoidA4 /-, ®) ima tablicu operacije
datu sa:
® ‘ e/ b/~
€/ | €/ b/
b/ | b/ €/~

Na A postoje i relacije koje nisu kongruencije. Na primer, nekaje; = {{e, a}, {b}, {c}}.
TadajeeBaibpbalinije(eob)F(aobd), tj.nijebfec. A

Sled&e tvidenje govori o vezi izmgu grupoida A, o) i (A/~, ®).

Tvrdenje 1.43 (Drugo tvdenje o stabilnosti) Ako identitet vai na grupoidu (A, o)
onda on vdi i na svakom njegovom faktor-grupoidu.

Ovo tvrdenje je posledica Gpijeg tvidenja 1.51 kojee biti dokazano kasnije. Sletie
primer pokazuje da se na faktor-grupoid ne prenose sva svojstva polaznog grupoida.

Primer 1.44 U grupoidu(N, -) gde jeN skup prirodnih brojeva, aoperacija mnaenja,
vazi zakon skréivanja:

Vx,y,2)(z-y=x-2=y = 2).

Relacija data sa

xwy(d:eg(ajzl/\yzl)\/(m;él/\y;él)

je relacija ekvivalencije i njene klase sty = {1} i Cy = {2,3,4,...}. Pdsto je
mnazenje neopadafia funkcija, proizvod dva broja e od jedan je broj \&@ od jedan.
Zato je~ kongruencija. Kako je

Co©Cy=0C20=0C4=0Cy=0Cy1 =000,

ali ne v&i Cy = (1, sledi da u faktor-grupoidt4 /-, ®) ne vei zakon skraivanja. A
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Sled&e tvdenje pokazuje da se§meke osobine prenose na faktor-grupoid grupoida.

Tvrdenje 1.45Neka jeA = (A, o) grupoid i A/~ = (A/~,®) njegov faktor-grupoid
po kongruenciji~. Tada vae sledéa tvrdenja.

. Ako jeA komutativan, onda je4 /.. komutativan.

. Ako je A asocijativan, onda je 4/~ asocijativan.

. Ako.A ima neutralni element, onda.A/~. ima neutralni element/._.

. Ako element € A ima inverzni element, tada element /.. ima inverzni element
Y/~

A WN P

Dokaz. Primetimo da su tdenja podl i 2 specijalni sli¢ajevi tvidenja 1.43, a tdenja
pod3 i 4 specijalni slidajevi tvidenja 1.53.

1. Neka jeA komutativan i neka sut /., y/~. € A/~ proizvoljni. Tada jeroy = yo
x, pa vai

T/ OY/mo = (T 0Y) /= (YO T) /o =Y/ © T/,

pa je A/~ komutativan.
2. Dokazuje se analogno prvom danju.

3. Neka jee € A neutralni element grupoidd. Neka jex/.. € A/~ proizvoljan.
Tada vai

T/ Oefw = (T 0€) o =X/,

a takale
e/ O T/ = (€0T) /s = T /n,

pa jee/~. neutralni element /.
4. Neka element: € A ima inverzni elemeny. Tada vai

T/ OYfm = (X0 Y) /= €/n

i analogno
Y/ O/ = (Yo r)/n = €/n,

pa jey/~ inverzni element elementa/-.
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Napomena 1.46Cesto operaciju nad klasamaobelezavamo isto kao i operaciju nad
samim elementima; zna&enje operacije je vidljivo iz argumenata na koje se primenjuje.
<o

Primer 1.47 Neka je Z skup celih brojeva;+ sabiranje, a mnazenje celih brojeva.
Algebarska strukturdZ, +, -) je prsten celih brojeva (o prstenint@mo vse govoriti
kasnije). Primetimo da s(Z, +) i (Z, -) grupoidi. Defingimo relaciju kongruencije po
modulum € Z:

rT=y (modm)<d:ef>(5|k:€Z):1:—y:k:-m.

Pokaz&emo da je= kongruencija grupoid&Z, +) i grupoida(Z, -).

Refleksivnost Neka jexz € Z proizvoljno. Kako jex — 2z =0 =0 -m, va&Ziz = x
(mod m).

Simetricnost Neka jex = y (mod m). Zanekok € Z vazi x —y = k- m. Tada je
y—ax = (—k)-m. Kako—k € Z, slediy =z (mod m).

Tranzitivnost Nekax =y (mod m)iy =z (mod m). Tada postojé&,! € Z tako
da

r—y=k-m i y—z=1-m.

Sabiranjem ovih jedri@na dobijamar — z = (k + 1) - m, akakok + [ € Z, sledi
x =2z (modm).

Saglasnostsa- Nekajexr =y (mod m)iu=v (mod m). Tada zaneké,l € Z
vazi
r—y=k-m i u—v=10-m.
Sabiranjem ovih jednakosti dobijanie+u) — (y+v) = (k+1)-m paz+u = y+v
(mod m).

Saglasnostsa Nekajer =y (mod m)iu=wv (mod m). Tadazaneké,l € Z
vazi
r=y+k-m [ u=v+10-m.
Odatle sledi
zu=y-v+m-(y-l+k-v+k-1-m)

par-u—y-v=p-mzap=y-l+k-v+k-l-mStoznd€idaz-u=y-v
(mod m).

Tako smo dobili faktor-grupoid¢Z/=,+) i (Z/=,-), pa m@emo posmatrati faktor-
algebru(Z/=, +,-). Na sl€an n&in se konstriu faktor-strukture i za druge algebre.
A
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1.6 Homomorfizmi

Definicija 1.48 Preslikavanjef : A — B je homomorfizangrupoida(A, o) u grupoid
(B, *) akko vé&i
(Vo,y € A) f(zoy) = f(z) * f(y).

Ako je homomorfizani-1 preslikavanje, naziva saonomorfizanili potapanje. Ako je
homomorfizarma, onda se nazivapimorfizama za grupoid B, x) kazemo da jeho-
momorfna slikagrupoida( A, o). Ako je homomorfizam bijekcija naziva #morfizam
Homomorfizamf grupoida(A, o) u isti grupoid( A, o) naziva seendomorfizama ako je
endomorfizam istovremeno i izomorfizam, onda se on naaitamorfizam

Ako postoji izomorfizam grupoidgA, o) u grupoid(B, ) kazemo da su grupoidiA, o)
i (B, =) izomorfniipisemo(A,o) = (B, ).

Primer 1.49 Neka je Re skup realnih brojeva, &g skup pozitivnih realnih brojeva.
Tada je funkcijaln (prirodni logaritam realnog broja) izomorfizam grupoidag , -) u
grupoid(Re, +), jer jeln bijekcija skupaRg u skupRe i vazi

In(z-y) =Inz +Iny.
A

Tvr denje 1.50 (Osnovno tvdenje o homomorfizmu)

1. Neka je~ kongruencija grupoidgG,-). Tada je(G/~.,®) homomorfna slika
grupoida(G, -) za prirodno preslikavanj@ dato sa®(x) = x/~..

2. Ako je (G',*) homomorfna slika grupoid&G, -), tada grupoid(G,-) ima bar
jednu kongruenciju~ takvu da(G’, %) = (G/~,®). Ako je f homomorfizam
grupoida (G, -) na grupoid (G/, %), tada je izomorfizamp grupoida (G’, *) i
(G/~,®) jedinstven i vai

Pod=Ff
tj. slede€i dijagram komutira:
a L o«
> | o
G/~

Dokaz.

1. Treba dokazati da je prirodno preslikavanje dat@$a) = x/~. na i homomor-
fizam.
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na Neka jeC € G/. klasa ekvivalencije. Ona je neprazna, pa postoji neko
C.Tadavdi C = z/~, pajed(z) =C.

Homomorfizam Neka suz,y € G proizvoljni. Tada je, po definiciji funkcije i
definiciji operacije® na klasama:

O(z-y)=(z-y)/~n =2/ Oy/~n = D(z) © (y).
. Neka jef : G — G’ epimorfizam, tj. neka \a

flz-y) = flz)* f(y)

za svexr,y € G i f je na. Pokazaemo da je traena kongruencija- jezgro
preslikavanjaf, koje se defire sa

z~y &S f(z) = fy).

Direktno iz definicije sledi da je- relacija ekvivalencije.

Refleksivnost Kako je f(z) = f(x), slediz ~ z.

Simetricnost Neka jex ~ y. Tada jef(z) = f(y), paif(y) = f(x), Sto zndi
dajey ~ x.

Tranzitivnost Nekajex ~ yiy ~ z. Tadajef(z) = f(y)i f(y) = f(2), paje
f(x) = f(2), pajexr ~ z.

Sadatemo pokazati da je' saglasna sa operacijomNeka jex ~ y i u ~ v. Tada

jef(z) = fly)i f(u) = f(v). Zatoje
fla-u) = f(x)* fu) = f(y) « f(v) = fy-v),

a to po definiciji znéi da jex - u ~ y - v. Dakle ~ je kongruencija, pa postoji
(G/~,®). Pokazéemo da je funkcijab : G/ — G’ definisana sa

O(z/~) = f(2)
dobro definisana i predstavlja izomorfizam grupai@d ., ®) na grupoid(G’, ).

Definisanost Pasto je vrednost funkcije za datu klasu definisana preko pred-
stavnika klase, treba dokazati da rezultat ne zavisi od izbora predstavnika.
Neka suz/~,y/~ € G/~ dve proizvoljne klase takve da je/.. = y/~.

Tada jex ~ y, pa po definiciji~ vazi f(z) = f(y). Zato je

O(z/n) = f(2) = fy) = (y/~).

Dakle,® je dobro definisana.
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na Neka je sada’ € G’ proizvoljan. Kako jef na, postojiz € G tako da je
f(x) = 2. Tada jed(z/.) = f(z) = 2’. Dakle® je na.

1-1 Nekaje®(z/.) = ®(y/~). Tadajef(z) = f(y), pajer ~ y. Odatle sledi
T/ =1y/~, pajed 1-1.

Homomorfizam Neka suz/~,y/~. € G/~ proizvoljni. Tada je

e(z/nOy/n) = Oz y)/~)

= f(z-y)
= f(z)* f(y)
= ®(x/) * B(y/~)

Dakle ® je izomorfizam grupoidéG/..) i (G, *). Kako je po definiciji®(z /) =
f(x), za svakar € G vazi (® o ®)(z) = f(x), pajedod = f. Akoje ¥
proizvoljno preslikavanjé&r /.. — G’ takvo da je¥ o ® = f, tada za proizvoljno
2/ € G/ vaZi

U(z/n) = W(0(2))

paje¥ = &, $to zn&i da jed jedinstveno.

Tvrdenje 1.51 Neka grupoid(Gy, ;) zadovoljava identitetr = v nad jezikom{x}
i neka je (G2, *x2) homomorfna slika grupoid&Gy, ). Tada i (G2, *2) zadovoljava
identitetu = v.

Dokaz. Podsetimo se da terme nad jezikdm} ozn&avamo s&(zi, ..., Z,;*). In-
terpretacijom terma u grupoidi~,, *1) za date vrednosti,,...,a, € G; dobijamo
vrednost terma(aq, . .., a,;*1), @ interpretacijom terma u grupoiddrz, x2) za vred-
nostiby, . .., b, dobijamo vrednost(by, ..., by; *2).

Neka jef homomorfizam. Pokazamo prvo sledeu lemu.

Lema 1.52 Za svaki termt(zy,...,z,;0) i zZasveay, ..., a, € Gy VaZi

f(t(at,...,an;*1)) =t(f(ar),..., flan);*2).
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Dokaz. Dokaz leme sprovodimo indukcijom po brojuoperacija u termu.
Neka jek = 1.Tada jet = x * y. Po definiciji homomorfizma za svaka dva elementa
ay,az € Gy vazi f(aj 1 ag) = f(a1) *2 f(az). Zato za proizvoljne, as € G vaZi

f(t(ar,az;%1)) = f(a1 *1 az) = f(a1) *2 f(az) = t(f(a1), f(a2),*2).

Pretpostavimo da tdenje vai za sve prirodne brojeve manje &d> 1. Neka jet term
sak operacija. Tada je = t' o¢” gde sut’ i t” termi sa manje od operacija. Prema
induktivnoj hipotezi tada za sve, . .., a, € G vaZi

f (a1, anix)) = t(far),..., flan);*2)
f(t"(ar, ... ani%1)) = t'(f(ar), ..., flan);*2)
Po definiciji vrednosti terma, Bto je f homomorfizam, za proizvoljne, . . . , a,, vazZi
ft(at,...,an;%1) = f(t'(a1,...,an;%1) %1 t" (a1, ..., an;%1))
= f(t,(CLl’“'van;*l)) *9 f( (alu" 7an;*l))

= t(flar),..., flan);*2) %2 t"(f(a1), ..., flan); *2)
= t(f(a1),..., f(an);*2).

Time je dokaz leme zaSen.a

Neka identitetu = v vazi na grupoidu/G1, ;). Tada za sve vrednosti, ..., a, € G,
vazi
w(ay, ... ap;*1) =v(a,...,an;*1).
Neka suy, ..., b, € Go proizvoljni. P&to je f na, postoje elementiy, .. ., a, tako da
zai € {1,...,n} vazib; = f(a;). Tada prema prethodnoj lemizia
u(bi, ... bpix2) = u(f(ar),..., fan);*2)

= f(u(a17 s Anysy 1))

= f('U(CLl, y Aps 1))

= U(f(al)v ( )7 *2)

= v(by,... ,bm*g).

Dakle identitetu = v vazi i na grupoidu(Ga, *2). m

Tvrdenja o prengenju osobina grupoida na njegov faktor-grupoid (odeljak 1.5) specijalni
su sli€ajevi ogovarajtih tvrdenja o homomorfizmima, jer je prirodno preslikavanije (dato
sa®(x) = z/~.) epimorfizam, pa je faktor-grupoid homomorfna slika polaznog grupoida.

Tvrdenje 1.53 Neka je(G1, 1) grupoid i (G, *2) homomorfna slika grupoidéG, 1 ).
Tada v&e sledéa tvrdenja.
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1. Ako je(G1, x1) komutativan, onda je (G2, *2) komutativan.
2. Ako je(G1, #1) asocijativan, onda je {G2, x2) asocijativan.

3. Ako (G1,*1) ima neutralni elemeng, onda je f(e) neutralni element grupoida
(G2, %2).

4. Ako element: € G, ima inverzni elemeng, onda i f(x) ima inverzni element

f(y)-

Dokaz. Tvrdenja 1 i 2 su specijalni sbajevi tvidenja 1.51, jer je grupoid komutativan
akko vé&i identitetz xy = yxx, a asocijativan akko &identitetz « (y x z) = (z*y) * z.
Dokazimo tvidenja 3 i 4.

3. Neka jee neutralni element grupoidd-1, *1) i neka jey € G, proizvoljan. P&to
je f na, postojiz € G, tako daf(x) = y. Tada vai
f(@)*2 fle) = f(z*1e) = f(x),
kao i
fle)#2 f(x) = fex12) = f(=),

pa je f (e) neutralni element grupoid@rs, *2).

4. Neka(G1, *1) ima neutralni elementineka jey € G, inverzni element elementa
x € G1 u grupoidu(Gy, *1). Tada vai

f(@) *2 f(y) = f(@x1y) = fle),
i analogno
fy) *2 f(x) = fly=12) = f(e).

Kako je f(e) prema prethodnom tdenju neutralni element u grupoidars, *2),
sledi da jef (y) inverzni element zg (x) u grupoidu(Ga, *2).

Kao sto je pokazano pri razmatranju faktor-grupoida, postoje osobine koje se ne prenose
homomorfizmom.

Tvrdenje 1.54 Neka su dati grupoidiG1, 1), (Ga, *2) 1 (Gs,*3) i neka suf : G; —
Gs i g : Gy — G3 homomorfizmi. Tadajeo f : G; — G3 homomorfizam.
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Dokaz. Neka suz, y € G proizvoljni. Tada vai

(gofilx*x1y) = g(f(z*1y))

9(f(x) %2 f(y))
g(f(z)) *3 g(f(v))

= (9o f)(x)*3 (g0 f)(x),

$to zn&i da jeg o f homomorfizama

Tvrdenje 1.55 Neka suG, ), (H, xg) i (S, xg) proizvoljni grupoidi. Tada vai

1.
2.
3.

G =G,
G=2H=H=G,
GXHANH=2S5=G=S.

Dokaz.

1.

3.

Identicko preslikavanjd : G — G je 1-1i na, a kako je

lg(z*xqy) =z *xqy = la(z) *a¢ la(y),

preslikavanjel  je i homomorfizam. Daklé je izomorfizam.

. Neka jeG = H. Tada postoji bijekcijaf : G — H koja je homomorfizam.

Inverzno preslikavanjg¢ ! je takade bijekcija. Neka jer,y € H. Tada je

fHexgy) = U N@) #a (W)
= [T @) ke )
f_l('r) *G f_l(y)a

paje f~! homomorfizam. Daklg ! je izomorfizam grupoiddH, ) u grupoid
(G,*q), pajeH = G.

Neka jeG = H i H = S. Tada postoji izomorfizanf : G — H iizomorfizam
g: H— S. Kako suf i g bijekcije,igo f : G — S je bijekcija. Kako suf
i g homomorfizmi, prema taenju 1.54 ig o f je homomorfizam. Zato jg o f
izomorfizam grupoiddG, x¢) u grupoid(S, xg), paG = S.
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Napomena 1.56Pojam homomorfizma se defés za proizvoljne dve univerzalne al-
gebre istog tipa. Ako sud = (A, f1, f2,...) 1 B = (B,g1,9,...) algebre tipa
(n1,ng,...), tada za funkcijuh : A — B kazemo da je homomorfizam algehreu
algebruBB akko za svaka i za svexy, . .., z,, vaZi

h(fi(z1,-.. 2n,)) = gi(h(z1),..., h(xy,)).

Tako se tvdenja 0 homomorfizmu koja smo ovde dokazali za grupoide mogstitiopa
univerzalne algebre:

1.7 Direktan proizvod
Definisimo prvo pojam direktnog proizvoda za skupove.

Definicija 1.57 Direktan proizvodkonanog broja skupoval, ..., A, je skup

Al x Ay x --- A, = (al,...,an) ’ ap € A, k € {1,..., n}}
Prethodni pojam se nze uofstiti na sledéi natin.

Definicija 1.58 Direktan proizvodamilije skupovaF = {A; | i € I} je skup
[Ta={r1r:1—=JA,(Viel)f()e A}

iel iel
Primer 1.59 Neka jel = {1,2} inekajeF = {A;, A2}. Tada je
H A, = {f ‘ f:{l,Q}—>A1UA2,f<1) EAl,f(Q) EAQ}

ie{1,2}
12
= {( )‘a1€A17CL2€A2}.
a1 as

Postoji bijekcija izmedu skupad; x A i skupa][;cq 9y 4i koja elementu(ay, az)
dodeljuje funkciju (a} 52). Prime&ujemo da je proizvod familije skupova usipnje
Dekartovog proizvoda skupova

Definicija 1.60 Neka je dat direktan proizvod familije skupol/g.; A; i neka jei € I
proizvoljno. Funkcijar; : [[;c; Ai — A;, definisana sa

se nazivegrojekcija
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Za svaki proizvod [, ; A; postoji familija projekcija{m; | i € I'}.
Tvrdenje 1.61 Ako jeA = [],c; A; # 0, tada je svaka projekcija; na preslikavanje.

Dokaz. Ukoliko bi za nekoi € I vazilo A; = () tada bi vailo i [];c; Ai = 0, jer ne
postoji preslikavanjef : I — UjerA; takvo daf(i) € A;. Dakle skupovid;, i € I su
neprazni. Neka je dato proizvoljnoc I i neka jex € A; proizvoljan element. Fio
su skupovid;, j € I neprazni, postoji funkcijgf za koju vai f(i) = = (definsemo
f(i) = =z, a egzistencija ostalih vrednosti za funkcjjsledi iz aksiome izbora). Tada
vazi m;(f) = f(i) = z. Kako jex € A; bilo proizvoljno,; jena. =

Definicija 1.62 Neka jeF = {G; | i € I} familija grupoida, gde j&; = (G, *;).
Direktni proizvod familijeF je grupoid[[;c; Gi = (ILic; Gi, *) 9de je zaf, g € [[;c; Gi
vrednostf x g € [];c; G; definisana sa

(f *9)(i) = f(@) % g(i).

Ukoliko je familija grupoida konéna,F = {G1, ..., G,}, tada funkcijef, g € [[;c; G
posmatramo kao udenen-torke (a1,...,ay) i (b1,...,b,), i za njih se prethodna
definicija svodi na

(a1, an) * (b1,...,bn) = (a1 %1 b1, .., an *, by).

Tvrdenje 1.63 Neka je{(Gi,*;) | ¢ € I} familija grupoida i neka je(G,x*) =
[L;c:(Gi, x;). Tada je za svakoe I projekcijar; : G — G; epimorfizam.

Dokaz. Prema tvdenju 1.61, funkcijar; je na. Treba j& pokazati da je homomorfizam.
Neka suf, g € G. Tada po definiciji projekcije i operacijena skupuz vazi

mi(f*g) = (f *g)(@) = f(i) i g(i) = mi(f) *: mi(9),

Sto zn&i da jer; homomorfizama

Tvrdenje 1.64 Neka je(G, x) direktan proizvod familije grupoidéG;, x;). Tada vae
sled€a tvidenja.

1. (Trece tvrdenje o stabilnosti)ldentitetu = v vazi na grupoidu(G, ) akko taj
identitet vai na svakom od grupoid@z;, ;).

2. e € G je neutralni element grupoidé&=, ) akko je za svake € I elemente(7)
neutralni element grupoidéG;, *;).
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3. Elementy € G je inverzni element elementac G akko je za svako< I element
y(7) inverzan element elementg) u grupoidu(Gi, ;).

Dokaz. Jedan smer ovih tdenja sledi direktno iz tetenja 1.51, a drugi smer se dobija
primenom analognog postupka kao u dokazu todewja.

1. Ukoliko identitetu = v vaZzi na grupoidu G, ), tada prema tdfenju 1.51, identitet
u = v vazi i na grupoidu(G;, ;) za proizvoljno: € 1, jer je (G;, ;) homomorfna
slika grupoida(G, ). Obrnuto, neka za svako € I identitetu = v vaZi na
grupoidu(G;, ;). Neka jei € I proizvoljno. Tada za proizvoljng,, ..., f, € G

\Vrd
w(fi, .- foyx)(i) =
=mi(u(fr,- -, fai*)
= u(mi(f1),...,m(fn);*;) Jer jem; homomorfizam
=o(mi(f1),...,m(fn);*i) jeru =wvvaziu (G, *;)
=m;i(f1,..., fn;*) Jerjem; homomorfizam
=o(f1,..., fn)(@).
Kako se funkcijeu(fi,. .., fo;*) i v(f1,..., fa;*) poklapaju za sve vrednosti
1, sledi

w(fiy.ooy fn) =0(f1,.- oy fn)-

Dakleu = v vazi na grupoidu G, ).

2. Ako je e neutralni element u grupoid(7, ), tada je za svake € I element
e(i) € G, neutralni element G, x;) jer je (G, *;) homorfna slika grupoida
(G, *). Obrnuto, neka je za svakoc I elemente(i) € G; neutralni element za
(Gi, *;). Tada za proizvoljna € G za svaka € [ vazi

(exx)(i) = e(i) *; x(1) = x(i),
i analogno

(x*xe)(i) = x(i) *; e(i) = z(7).
Kako jei € I bilo proizvoljno, v&i exxz = z i x xe = z, pa jee neutralni element
u (G, *).

3. Ako jey € G inverzni element elementa € G u (G, *), tada je za svako €
I elementy(i) = m;(y) inverzni element elementa(i) = m;(x) jer je (G, *;)
homomorfna slika grupoidé&, ). Obrnuto, neka za je sviec I elementy(7)
inverzni element element&(i) u grupoidu(G;, ;). Tada je za svakoe

(@ y) (i) = x(@) % y(i) = e(i),
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(y* @) (i) = y(i) *i x(i) = e(i),

pajex*xy =eiyx*x = e, Sto zn&i da jey inverzni element elementa
u

Primetimo da kao specijalni staj prethodnog twtenja vai: direktan proizvod grupoida

je komutativan akko je svaki od grupoida komutativan, a asocijativan akko je svaki od
grupoida asocijativan. Napomenimo da ne moraju sva svojstva sa familije grupoida da se
prenesu na direktan proizvod grupoida.

Zadatak 1.65 Pokazati da svaki grupoid~, o) sa dva elementa zadovoljava identitet:
((xox)ozx)ox =zoux. (1.3)

Da li postoji grupoid sa tri elementa koji ne zadovoljava taj identitet?

ReSenje. Neka je (G, o) proizvoljan grupoid takav d&-| = 2. Neka jex € G

proizvoljan elementy € G \ {«}. Pokaz&emo da za: vazi identitet 1.3. Razlikujemo
sledé&e sliajeve u zavisnosti od definicije operacije G — G.

1. z o x = z. Tada su vrednosti obe strane jednakosti jednake

2. r o x = y. Tada se identitet svodi na

(yor)ox=y.

Ako je y o x = y, tada se identitet svodi ngo x = y, a ako jey o x = x, tada se
svodi nax o z = y. Dakle u oba sltaja identitet vai.

Prema tome, bez obzira na definiciju operacijéentitet 1.3 vdi za element:, a kako
je z € G bio proizvoljan, sledi da 1.3 ¥Ana svakom grupoid(G, o) za koji je|G| = 2.
Sa druge strane, posmatrajmo grup@id= (G, o) gde jeG = {a, b, c}, a operacija je
data sledeom tablicom:

Tada je zar = a vrednost leve strane u 1.3 jednakaa desné. Prema tome, identitet
(*) ne v&i na ovom grupoidus
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KlasiCcne algebarske strukture

2.1 Polugrupa

Definicija 2.1 Polugrupa (semigrupak grupoid(G, *) koji zadovoljava zakon asocija-
tivnosti:
(Vz,y,2 € G)x* (y*2) = (T xy) * 2.

Primer 2.2 Sabiranje prirodnih brojeva je asocijativha operacija, p&/ye+) polu-
grupa.A

Definicija 2.3 Monoidje polugrupa G, =) koja ima neutralni elemerat

(Fee G)(Vr e G)rxe=exx =x.

Napomena 2.4Monoid mazemo definisati i kao algebridz, *, e) na jeziku{c,a}, gde
je o operacijski simbol arnosti 2 koji se interpretira kao binarna operaciga simbol
konstante koja se interpretira kao konstantdada zahtevamo da Ziddentitet:

(Vz)(roa=aANaox =ux).

Egzistencija neutralnog elementa je tako obégma interpretacijom u algebri odgo-
varajlteg tipa, pa je dovoljno navesti osobinu neutralnog elementa. Time je monoid
definisan isklj@ivo univerzalno kvantifikovanim formulamato omogéava prenséenje
veteg broja tvdenja pri konstrukacijama ka&mo su podalgebra, homomorfizam i direktni
proizvod. SlEno se i druge univerzalne algebre mogu definisati nadieimi jezicima.

Ovaj postupak ogovara skolemizaciji i njime se elirdinegzistencijalni kvantifikatori,

ali se pr@&iruje jezik. Mi n€emo posebno voditi &ana o razlici izmdu ova dva oblika

i koristitemo onaj koji nam je u datom trenutku pogodniji.

29
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Primer 2.5 Akoje Ny = {0,1,2,..., } i + sabiranje prirodnih brojeva, tada je struktura
(No, +) monoid. Ako i konstantu O ukltimo u jezik, dobijamo struktur(N, 4, 0). A

Pokaz&emo da u polugrupi vrednost terma ne zavisi od rasporeda zagrada oko promen-
ljivih koje term s&injavaju. Oznaéimo san(xy,...,x,) proizvoljan term u kome se,
redom, pojavljuju promenljive, ..., x,, a raspored zagrada oko njih je proizvoljan.

Tvrdenje 2.6 Neka je (G, x) polugrupa. Neka sur(zi, ...,z,) i ©'(z1, ..., 2n)
proizvoljni termi sastavljeni od promenljivilay, ..., x, u istom redosledw., ..., z,.
Tada za sve vrednosti, . .., a, € Gvazit(ay,...,a,) =7 (a1,...,a,).

Dokaz.Neka(ay, ..., a,) 0zn&ava(.. . ((aj *xaz) xas) - - - * a, ), 5to mazemo definisati
na sledéi nain:
(a1) = a
(arag---a,) = (arag---ap—1)*ap, n>1.

Prvocemo pokazati slede lemu.
Lema 2.7 (ajag - - - an) * (biby - by) = (arag - - anbiby - - - by,

Dokaz. Dokaz leme sprovodimo indukcijom po. Ako jem = 1, tada je(aias - - - a,) *
(b1) = (ara2---ay) * by = (ajaz - - - a,by). Pretpostavimo da tdenje vai zam. Tada
primenom asocijativnosti i induktivne hipoteze dobijamo:

aiag - - an) * ((blbg tee bm) * bm+1)
(alag te an) * (blbg cee bm)) * bm+1

(a1a2 co an) * (blbg cee bmbm+1) = (
(

= (a1a2 cee anblbg s bm) * bm+1
(

= (araz---apbiby - bypbpm1),
Stozn&idalemavdiizam + 1. =
Sadatemo pokazati da za svaki terzy, . . ., z,; o) VaZi

(a1, ... an;%) = (a1,...,an).

Dokaz sprovodimo indukcijom po gde jen broj operacijac u termur(x1, ..., xz,;0).
Ako jen = 0 tada jer = 1, pajen(a1) = a1 = (a1). Pretpostavimo da tdenje
vazi za svakok < n zan > 1. Neka jer(x1,...,x,;0) term san operacija. Tada je
m=non’, paje

m(at, ... an; %) = (a1, ..., am;*) * 7 (Qmit,-- -, )
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prema definiciji interpretacije
= (@102 am) * (@mt1ami2 - an)
prema induktivnoj hipotezi

= (@1a2- GmAm+1Gm42 - - Gp,)

prema lemi.
Neka su sada(zy,...,z,)i 7 (x1,...,z,) proizvoljni. Tada za proizvoljne;, . .., a,
vazi
(a1, ..., an; %) = (a1a2 - a,) = 7' (a1, ..., an; *).

Ubudite n€emo pisati zagrade tamo gde zbog asocijativnosti one e oé vrednost
terma.

Definicija 2.8 Neka je(G, *) polugrupa. Tada za proizvoljnoe G vrednostaa - - - a)

n

ozna&avamo sa”. Ako je (G, , ¢) monoid, tada defigiemo ia’ = e.

Prema prethodnoj lemi 2.7, u polugrupizva

a"xa" =(aa---a)*(aa---a)=(aa---a) =a
—— —— ——
n m n+m

Lako se proverava da u monoidu ovodenje vaiizan = 0ili m = 0.

2.1.1 Polugrupa re&i

Neka jeX neki skup.R& nadX je svaki niz simbola (slovajias . . . a,, gdeas, . ..a, €
X. Ako neka ré& iman slova, onda kd&emo da jen dwzina te ré€i. Ret koja nema ni
jedno slovo zovemo praznade njena daina je0. Skup svih nepraznih @& nad X
obele&zavamo sa\ .

Ako suws i wo dve r&i, onda jekonkatenacijae dve ré&i nova ré& w;ws koja se dobija
ako se nav;, dopiSew,. Dakle definisali smo binarnu operaciju, konkatenaciju, na skupu
X7+ saw; - wy = wywe. Kako vai

(’U)l . ’LUQ) s W3 = WwW2wWw3 = wyq - (’LUQ . ’U)g)
sledi da je konkatenacija asocijativna operacija Aad pa smo tako d&li do grupoida
(X, ) koji se nazivgpolugrupa nepraznih & nad X .

Neka je K neka klasa polugrupa i neka fé polugrupa takva d& C F. ZaF kazemo
da jeslobodna nadX za klasuK ako za svakud € K i svako preslikavanj¢ : X — A
postojihomomorfno préirenje f : F — A tj. homomorfizam polugrupé&’ u polugrupu
A takav dajef|x = f.
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Tvrdenje 2.9 Neka jeX neprazan skup. Tada je polugrupa svih nepraznii nad X
slobodna polugrupa na& u klasi svih polugrupa.

Dokaz. Neka je(.S, x) proizvoljna polugrupa i neka j¢ : X — S. Ovo preslikavanje
proSirujemo do homomorfizma
f: Xt =S

na sledéi natin. Nekajew € X*tj. w = a; ...a, gdeas, ..., a, € X. Tada stavljamo

Fw) € far) = flaz) -+ flan).
Primetimo prvo da jef prosirenje odf. Naime,f(ax) = f(ax) zaa, € X. Pok&imo
sada da jef homomorfizam grupoiddX™*,-) u grupoid (S, *). Zaw; = ay...a, i
wg = by ...b,;, imamo

f(w1~w2) = (al...anbl...bm)

2.2 Grupa
Definicija 2.10 Grupoid(G, ) je grupa akko vai

1 (Va,y,z € Glax(yxz) = (xxy)x2
2. (FeeG) (Ve eG)(zxe=exx=axAN(TyeG)zxy=y*xx =¢)

Dakle grupa je monoid u kome svaki element ima inverzni. Sladkefinicija je ekviva-
lentna prethodnoj i iz nje se dobija skolemizacijom.

Definicija 2.11 Grupa je algebarska struktufd’, =, !, e) tipa (2,1,0) u kojoj vaze
sledei identiteti:

1 (Vo,y,z)xx (y*z) = (xxy) * 2
2. (Vr)xxe=exx =2
3.

(Vr)zxzl=z"lxx =e.
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Primer 2.12 Ako je Z skup celih brojeva;+ sabiranje celih brojeva, a unarna op-
eracija promene znaka, tada je struktUra+, —, 0) grupa. Strukturé N, +) i (No, +)
nisu grupe A

Primer 2.13 Neka jeA = {1, 2,3} i neka jeG skup svih permutacija skup& Tada je

G 123 123 123 123 123 123
N 123)7\132)7\213/)7\231/7\312)7\321 ’

Kompozicija dve permutacije je permutacija, pd{e o) grupoid. Operacija je asocija-
tivha, a preslikavanjé 4 je permutacijaivai 140 f = fol4 = f za svaku permutaciju
f € G. Svaka permutacija ima inverznu, pazvg o f~! = f~l o f = 14. Dakle
(G, 0,71, 14) je grupa. Neposrednom proverom wiujemo da je155) o (323) = (123),

132 213 312
123 123y _ (123 . . . "
a(y13) © (135) = (531), pa operacija nije komutativna operacija na skugl A

Definicija 2.14 Grupa(G, *) je komutativna (Abelova (N. Abel)) akko jekomutativha
operacija tj. vi
(Ve,y)xxy =y *x.

Primer 2.15 Grupa(Z, +) je komutativna, a grupa permutacijé, o) iz prethodnog
primera nije komutativha/

Tvrdenje 2.16 Neka je(G, ) grupa. Tada su téne sledée formule:

l.xxa=yxa=zc=y
2.axr=axy=rcr=y
3. (aHl=a

4. (axb)t=b"txa L.

Dokaz.

1. Neka jex * a = y * a. Ako jednakost pomriomo sa desne strane sa' dobijamo
rxaxa ' =yxaxa L tf.rxe=yxe pavaiz=uy.

2. Dokazuje se analogno kao prethodnaiemje, sam&to mna@imo sa leve strane.

B (aH) =@ txe=(a ) txatxa=exa=a.

4. (axb)t=(axb)txe=(axb)trxaxal=(axb)xaxexa ! = (ax
b lxaxbxblxat=exblxat=blxal.
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Lema 2.17 Neka je (G, *) grupa sa neutralnim elementom Tada jee jedinstven
idempotentni element.

Dokaz. Kako jee x e = e, sledi deae jeste idempotentni element. Nekarjé@dempotentan
element. Tada je+*z = x. Mnozenjem obe strane sa! dobijamozxz+xz~! = zx2~!
thxxe=e,pajer=c.m

2.2.1 Podgrupa

Definicija 2.18 Neka je(G, x¢) grupa,f) # H C G ineka jexy = xg|y. Ako je
struktura( H, ) grupa, tada se ona nazipadgrupagrupe(G, =) i pisSemo(H, 5 ) <
(G7 *G)'

Primer 2.19 Trivijalna grupa({e}, %) je podgrupa svake grupe. Tal®je svaka grupa
sama sebi podgrupa. Ove dve podgrupe se naziviajialne podgrupe Podgrupa je
prava akko je njen nogapravi podskup noga grupe. Ako jeZ skup celih brojeva,
a+ sabiranje, struktur@dZ, +) je grupa. Ako je2Z skup parnih celih brojeva, tada je
struktura(2Z, +) prava podgrupa grupe, +). A

Tvrdenje 2.20 Neka je(G, ) grupa. Tada su sle@euslovi ekvivalentni.

1. (H,*xg) < (G, %)
2. H#0),HCG,(Va,bc H)(axbe HANa ' € H)
3. H#0,HCG, (Va,be Hyaxb"! € H.

Dokaz.

(1)=(2) Nekaje(H,xpy) < (G,x*). Tadaje) # H C G. Neka suz, b € H proizvoljni.
Pdsto je(H, ) grupoid, slediuxgb = axyb € H. Grupa(H, «x) ima neutralni
elemente. On je idempotentni element grugér, «¢), pa je prema lemi 2.17
elemente istovremeno i neutralni element grup€, «). Elementz € H ima
inverzni elementy € H u grupi (H,*y). Za njega vai = *¢ y = e, odakle
mnazenjem sac~! sa leve strane slegi= 2~ !. Daklexz~! € H.

(2)=(3) Nekajel # H C G inekavai (Va,b€ H)(axbe HAa"! € H). Neka su
a,b € H proizvoljni. Tada po pretpostavai ! ¢ H, astogain b~ € H.

(3)=(1) Neka je) # H C G ineka vai (Va,b € H)a* b~ € H. Treba j&
da pokaemo da je(H,*y) grupa. Kako jeH # (), postojiz € H. Tada po
pretpostavcie = = x 2~' € H. Neka jea € H proizvoljan. Kakoe € H,
sledia™! = e xa~! € H. Dakle uH postoji neutralni element i postoje inverzni
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elementi. Neka sa,b € H proizvoljni. Tadab~! € H, paa* (=)~ € H, tj.

axb e H. Dakle(H, ) je i grupoid, pa je podgrupoid grupoid&, ). Kako je

(G, *) grupa,(G, ) je asocijativan grupoid, a identiteti se prenose na podgrupoide,
te je i (H, xp) asocijativan grupoid. DakleH, «) je grupa.

Napomena 2.21S obzirom da se radi o operaciji i hjenoj restrikciji ubédune&emo
praviti razliku izmedu operacijex grupe(G, x) i operacijexy njene podgrup€H, ).
<&

Tvrdenje 2.22 Neka je{H; | i € I} familija podgrupa grupgG, ). Tada je(H, )
gde jeH = ;< H; podgrupa grupeG, ).

Dokaz. H je neprazan skup jer barc H. Neka sw, b € H proizvoljni. Tada za svako
i € Ivazia,b € H;, paprema talenju 2.20 vai axb~! € H;. Odatle sleduxb~! € H,
pa opet prema tdenju 2.20 slediH, ) < (G, *).m

Napomena 2.23Radi kr&ceg zapis&esto izostavljamo binarnu operaciuG, ) grupe,
pa psemoxy umestar * y. ©

Definicija 2.24 Neka je(H,*) < (G,=). Leva klasaelementay € G s obzirom na
podgrupuH je skup
gH ={gh|h e H}.

Desna klasalementay € G s obzirom na podgrupH je skup

Hg=1{hg|he H}.

= ({(12). ()}

grupe(G, o) date u primeru 2.13 za= (35°) je gH # Hg, $to se neposredno proverava.

Tako za podgrupu

Definicija 2.25 Ako je (H,*) < (G, ) tada defirsemo binarne relacije (mody, H) i
= (modp H).

x =y (mody, H) &xilyeﬂ'

xzy(modDH)<d:ef>xy_1 eH
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Lema 2.26 Neka je(H, ) < (G, ). Tada su

= (HlOdL H)

= (modp H)

relacije ekvivalencije na skupG. Pritome zag € G VaZi g/=(moa, 1) = 9H |
g/E(modD H) = Hyg.

Dokaz. Tvrdenje cemo pokazati za= (mody, H), analogno se pokazuje i za
(modp H).

Refleksivnost Neka jer € G. Kako jex 'z = e € H, slediz = z (mody, H).
Simetri¢nost Neka jez = y (mody, H). Tada jer—'y € H, a kako jeH podgrupa,
sledi
(@ ly) =y @) =y e e d,
8to zn&i y = = (mody, H).
Tranzitivnost Neka jex = y (modp, H) i y = z (mody, H). Tada jer™'y € H i
y~lz € H. Kako je(H,*) grupoid v&i z~tyy 'z € Htj. 2712 € H, 5to znd&i
x = z (mody, H).

Treba j& pokazatir/= (meq, ) = vH. Neka jea € G proizvoljan element. Tada #a

a€xH < (3he H)a=zxh
& (BheH)zla=h
o zlaeH
< x=a(mody H)
=

a < x/E (mody, H)>»

Sto zn&i zH = CL‘/E (mody, H)- ™

Lema 2.27 Neka je(H, *) < (G,x). Tada za svake € G vazi |H| = |zH| i |H| =

Dokaz. Neka je(H,*) < (G,*) i neka jex € G proizvoljno. Dokazéemo da je
|H| = |xH|, analogno se dokazujél| = |Hx|. DefiniSimo preslikavanj¢f : H — =H
saf(h) = xh. Pokazéemo da jef bijekcija.

1-1 Nekajef(h1) = f(h2). Tada jexh; = xhy. Kako u grupi vdi zakon skréivanja
(tvrdenje 2.16), sledi; = ho.
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na Neka jexh € xH proizvoljan. Tada jef(h) = zh.

Dakle f je 1-1i na, pa je bijekcija; odatle sledH | = |[xH|. =

U opstem sld@aju ne mora Vati 2z H = Hx. Ukoliko je grupa(G, ) komutativha, onda
to vazi, ali maze vaiti t H = Hz i kada(G, ) nije komutativna. Tako podgrupa

o= (o) o) G <

grupe(G, o) date u primeru 2.13 zadovoljava uslo¥l = Hz za sver € G, a grupa
(G, o) nije komutativna. To nas dovodi do pojma normalne podgrupe.

Definicija 2.28 Podgrupg H, *) je normalna podgrup@rupe(G, *), u 0znaci(H, ) <
(G, *), akko za svaka € G vazizH = Hz.

Tvrdenje 2.29 Neka je(H, ) < (G, x). Tada je(H, *)<1(G, *) akko v&i= (mody, H) =
= (modp H).

Dokaz. Prema lemi 2.26 treba dokazati da je podgrufia+) normalna akko za svako

T € GVaZi /= (mody, H) = T/=(modp, &)- JEDAN SMer trivijalno @, jer ako su relacije

= (mody, H) i = (modp H) jednake, onda su i klase svih elemenata jednake. Obrnuto,
neka za svake € G vazZi x/=mod;, H = /=modp, - Tada

rT=Y (mOdL H) Ang x/z(modL H) — y/z(modL H)
= x/z(modD H) — y/z(modD H)
& =y (modp H),

ato zn&i = (mody, H) = = (modp H). m

Ukoliko je = (mody, H) = = (modp H) tada koristimo oznakee (mod H).

Tvrdenje 2.30 (O kongruencijama grupe)
1. Ako je(H, ) < (G, ), onda je= (mod H) kongruencija grupgG, ).
2. Ako je~ kongruencija grupéG, =), onda postoji H, ) < (G, *) tako da je~ =
= (mod H).

Dokaz.



38 GLAVA 2. KLASICNE ALGEBARSKE STRUKTURE

1. Nekaje(H, x)<1(G,*). Premalemi 2.26 tada je (mod H) relacija ekvivalencije.
Treba j& pokazati saglasnost sa operacijeniNeka jez = y i v = v (mod H).
Tada jexy™' € H i w™! € H, pa postojeh/,h" € H tako dazy~' = A’ i
w™! = 1", pax = hyiu = h"v. Odatle jexu = h'yh'v. Kakoyh” € yH =
Hy, postojih € H tako da jeyh” = hy. Tada jexu = h'hyv, $to znd&i da
ru(yv)~! = W'h € H, pazy = yv (mod H), 5to je i trebalo dokazati.

2. Neka je~ kongruencija u grup{G, ). Neka jeH = ¢/ tj.

H={x|z~e}.

Kako je ~ refleksivna, vai ¢ ~ e, pae € H. Zato jeH # (). Nekax,y € H.
Tada jex ~ eiy ~ e. Kako je~ refleksivna, vai y~! ~ y~!, a pdto je
kongruencija, slediiy~! ~ ey~ ! tj. e ~ y~!. Iz simetrEnosti slediy™! ~ e, a
mnazenjem dobijene formule sa ~ e dobijamoxy ! ~ ee tj. zy~! ~ e, Sto
zn&izy~! € H. Dakle(H, *) < (G, *).

Pok&imo da za svaka € G vazi tH = Hz. Neka jea € G proizvoljan. Tada
primenom saglasnosti sax dobijamo sledé niz ekvivalencija:

aczH < z'acH
o zla~e
< a~x
o arl~e
o axleH
& a € Ha.
To znd&i da jexH = Hz. Kako je z bilo proizvoljno, sledi(H,*) < (G, *).
Preostaje j da se pokze daje~ = =. Zaz,y € G je

T~y & xyilwe

o zy teH
< z=y(mod H).

Na osnovu prethodnog t#enja i tvidenja 1.41, ako jé{ < GG, onda mdemo formirati
grupuG /= koju ozn&avamo s& /g i nazivamofaktor-grupa

Neka jef) # A C GG. Neka je
S={H|(H,*) <(G,*x),AC H}.

Kako je (G, ) < (G, *) slediG € S, pajeS # 0. Zato postojinS. Kako je presek
proizvoljne familije podgrupa grupe opet podgrupa, sledb, ) < (G,*). Grupa
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(NS, x) se nazivgpodgrupa generisana skupomi obelezava se s@A] (Cesto se koristi
i oznaka(A)). Ako je [A] = G, skup A se nazivegeneratorni skumgrupeG, a njegovi
elementigeneratori

Primer 2.31 Za proizvoljnu grupu vai G = [G]. Neka jeG = {e,a,b,ab} i neka je
operacijax data sledeom tablicom.

* ‘ e a b ab
e | e b ab
ala e ab b
b|b ab e

Tada je(G, *) grupa koja se nazivélajnovacetvorna grupaPri tome vdi [{a,b}] = G.
A

Definicija 2.32 Ciklitna grupaje grupa generisana jednim elementom.

U monoidu smo definisali vrednost zak < {0,1,..., }. U grupi m@&emo definisati
a* izak < 0 takosto zan € {1,2,..., } definemoa™" = (a~!)". MoZze se pokazati
da i za proizvoljne cele brojeve,n € Z u grupi v&i

kaoi

Nije teSko proveriti da je

Ha}l ={a” [z € Z}.

Primer 2.33 Grupa(Z, +) gde jeZ skup celih brojeva, a sabiranje, je cikna i jedan
njen generator je brdj (—1 je takade njen generator i nze@ se pokazati da su ovo jedina
dva generatora grugeZ, +)). Grupa(G, =) gde jeG = {e, a,a?,a?, a*, a®} u kojoj vazi

a’a = e je takade ciklicna (ona je izomorfna grupi sabiranja po modulu 6). Jedan njen
generator jei. a® = a~! je takade generator grup@, *). A

Definicija 2.34 Neka je(G, ) grupa. Tada se kardinalni br@r| nazivared grupe Red
podgrup€a] se nazivaed elementa u grupi(G, ).

Lako se proverava da je red elemeatgdnak najmanjem pozitivnom celom brdjuza
koji vaZi a* = e.
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Tvrdenje 2.35 (Lagrart (J. Lagrange)) Neka je (G, ) kon&na grupa i (H,*) <
(G, *). Tada
[H] |G

Dokaz. Prema lemi 2.26 relacija&= (modp H) je relacija ekvivalencije, pa razbija
skup G na disjunktne klaséija je unija ceo skugz. Neka suaq,...,a, predstavnici
klasa (ima ih konéno mnogo jer j&& konana grupa) tako da svaki predstavnik pripada
razlicitoj klasi i za svaku klasu postoji predstavrik Tada je

G=HaiUHayU---UHa,,
a kako su klase disjunktne, sledi
|G| = |Ha1| + |Hag| + - - - + |Hay)|.
Prema lemi 2.27 sve klase imaju isti broj elemenata. Jedna od tih klaga je He, pa

je
|Hay| = |Hag| = --- = |Ha,| = |H|.

Odatle je|G| = n|H|. »

Posledica 2.36Ako je(G, ) kona&na grupa ia € G proizvoljan, tada je

a®l =e.

Dokaz. Neka jea € G proizvoljan. Neka j& red elementa. Tada je prema prethodno
tvrdenju|G| = kn za nekon € N. Zato je

a® = afn = (P = e =e.

2.2.2 Reprezentacija grupe

Definicija 2.37 Neka je G proizvoljan skup,S¢ = {f | f : G%G} skup svih

permutacija skupa i o kompozicija funkcija. Tada jéSq, o) grupa, pricemu je
1 neutralni element, &' inverzni element permutacijg. (Sg,o) se nazivagrupa
permutacija

Sled&e tvidenje govori 0 znéaju grupe permutacija.



2.2. GRUPA 41

Tvr denje 2.38 (Kejlija (A. Cayley) o reprezentaciji grupe) Svaka grupa je izomorfna
nekoj podgrupi grupe permutacija.

Dokaz. Neka je(G, x) proizvoljna grupa. Udimo grupu(Sg, o) i posmatrajmo skup
H={o,]|a€G}

gde jeo, : G — G definisana sa

oo(z) = ax.
Pokaz&emo da jg( H,0) < (Sg,0). Prvotemo proveritiH C S;. Neka jeo, € H
proizvoljna funkcija. Ako jer,(z) = 0,(y) tada jeax = ay, pa kako u grupi va zakon
skretivanija, sledic = y. Dakleo, je 1-1. Neka jer € G proizvoljan. Tadaje 'z € G
i vazi

ou(a™'2) = a0 = ex = .

Kako jex € G bilo proizvoljno, sledi da jer, na. Dakleo, je bijekcija skupas na skup
G, pac, € Sg. Time smo pokazald C Si. Kako jelg = 0. € H, slediH # (). Neka
su sadar,, 0, € H. Tada za svake € G vazi
(04 00p)(x) = 0g(0p(7)) = aop(x) = abx = og(x),
pajeo, o o, = og4. Dakle(H,o) je podrupoid grupéSc, o). Pokaz&éemo da je on
izomorfan sa gruponiG, ). Neka je® : G — H definisano sa
P(a) = o,.
Pokaz&emo da jeb izomorfizam, tj. da jel-1, na i homomorfizam.
1-1 Nekaje®(a) = ®(b). Tada jeo, = oy, pajeio,(e) = op(e), odakle sledue = be,
t. a = 0.

na Neka jeo, € H proizvoljan. Tada jeb(a) = oy,.
Homomorfizam Neka sua, b € G proizvoljni. Prema prethodom, tadaAia

®(ab) = o4 = 04 0 0p = P(a) o D(b),

pa je® homomorfizam.

Kako je struktura( H, o) izomorfna sa(G, *), i (H,o) je grupa, pa je podgrupa grupe
(Sg, o) (inverzni element elementg, je o,-1, neutralni element je.). Dakle(H, o) je
podgrupa grupéSg, o) koja je izomorfna grupiG, *). =

Lema 2.39 Neka jef : G — G’ homomorfizam grupg, =) u grupu(G’, «’). Neka je
e € G jedinitni element u grupiG, ) i ¢’ € G’ jedinicni element u grupiG’, «’). Tada
je f(e) = ¢ izasvakar € G vazi f(z)~! = f(z71).
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Dokaz. Pdsto je f homomorfizam, va

fle) = flexe) = fle) ¥ f(e),

a pasto jee’ jedini idempotentni element u grupi’, «’), sledif(e) = €’. Slicno, p&to
je f homomorfizam, va

fl)¥ fa™) = flaxa™") = fle) = ¢,

a odatle se mrizenjem sa obe strane géx)~! sa leve strane dobija

fla™h) = fla)™

Napomena 2.40Ako se grupe posmatraju na jezik, , !, e) tada prethodno tdenje
sledi direktno po definiciji homomorfizma.

Definicija 2.41 Neka je f : G — G’ homomorfizam grup€G, ) u grupu(G’, «).
Jezgro homomorfizm#, u “naSoj” oznaciK (f), definisano je sa

K(f)={z]| f(z) =€},
gde jee’ neutralni element grup@=’, «’).

Lema2.42Neka jef : G — G homomorfizam grupdG,*) i (G',*). Tada
(K(f), %) 2G.

Dokaz. Pokazali smo da za neutralni elemengrupe (G, x) vazi f(e) =
tvrdenju 1.50, homomorfizarfiindukuje kongruenciju- tako dax ~ y < f(x) = f(y).
Tada jeK(f) = e/~. Prema dokazu tdenja 2.30 tada jeK (f), *) < (G, *). =

m\
LY
)
3
)

Lema 2.43 Neka jef : G — G’ homomorfizam grup@Z, ) u grupu(G’, «'). Tada je
f monomorfizam akko j&E (f) = {e}.

Dokaz. (=): Neka jef monomorfizam. P&to je f(e) = ¢/, sledie € K(f). Neka
x € K(f). Tadaf(x) = ¢ = f(e). Kako je f 1-1, slediz = e. Dakle, e je jedini

element skupd(f).

(<): Neka jeK(f) = {e} i neka sur,y € G proizvoljni elementi za koje \& f(x) =

fly). Tada jef(z)f(y)~' = ¢, pa prema tatenju 2.39 vai f(z)f(y~!) = € tj.

flzy=!) = €. Odatle sledizy~! € K(f), pajexry ! = e. MnoZzenjem sa zdesna
dobijamox = y. Dakle, homomorfizanf je 1-1, pa je monomorfizarma
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Primer 2.44 Neka jeS = (S,-) komutativha polugrupa sa jedinicoinu kojoj vaze
zakoni skré&ivanja.

NaS? = (S x S, -) defingemo relacijy ovako:
(a,b) p(c,d) & ad = bc.
Pokazé&emo da je» kongruencija grupoid&?.
R) (a,b)p(a,b), jer zbog komutativnosti semigrupearab = ba.

S) 1z (a,b) P(c,d) slediad = be. Odatle zbog komutativnosti semigrugesledi
da = cb, 1j. cb = da, a to po definiciji relacije zn&i (¢, d) P(a, b).

T) Nekaje(a,b)p(c,d)i (c,d)p(e, f). To zn&i da vei

ad = bc
cf = de.
Ako prvu jednakost pomriimo sajf sa desne strane, a druguissa leve strane,
sledi
adf = bef
bef = bde

odakle jeadf = bde. Primenom komutativnosti i asocijativnosti dobijamef =
dbe, a kako uS vaze zakoni skréivanja, slediuf = be, tj. (a,b) p(e, f).

Saglasnost. Neka je (a,b) P(c,d) i (e, f)P(g,h). To zn&i da va&i ad = bc
i eh = fg. MnozZenjem levih i desnih strana jednakosti dobijaméeh =
befg, odakle primenom asocijativnosti i komutativnosti sledilh = bfcg, tj.
(ae,bf) p(cg,dh), ato zndi

(a,b) © (e, f)p(e,d) © (g, h).
Time smo pokazali da je kongruencija. Zato postafi? /.. = (5% /-, e) gde je

(a,b)/~ ®(c,d)/~. = (ac,bd)/~.

Pokaz&emo da jeS? /., Abelova grupa. Kao direktni proizvod komutativnih semigrupa
sa jedinicom, iS? je komutativna semigrupa sa jedinicqm 1). 2/ je homomorfna
slika od S? (pri prirodnom preslikavanju), pa je §2/.. komutativna semigrupa sa
jedinicom. Treba j& pokazati egzistenciju inverznih elemenata. Neké&jé)/~. €

S? /.. proizvoljan element. Pokazemo da je(b,a)/~. njemu inverzni element. 1z
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komutativnosti sledizb = ba, pa(ab)l = (ba)l odnosno(ab, ba) p(1,1). Prema tome
(ab,ba)/~. = (1,1)/~, pa vai

(a,b) /@ (bya)/~. = (a,b)® (b,a)/~
= (ab,ba)/~
= (L1)/~

A

Napomena 2.45Ako se radi o skupovima geometrijskog karaktera, kao na primer skup
taCaka prave, ravni, prostora itd., onda su od posebnog interesa ona preslikavanja koja
Cuvaju neko geometrijsko svojstvo (na primer rastojanjaka, paralelnost pravih itd.)
Izometrijske transformacije (kretanja - izometrije) prostBPasu preslikavanjg : R? —

R3 koja Cuvaju rastojanjal(A, B) tataka prostora. Rastojanje : R® x R® — R
zadovoljava sled= osobined(A, B) = 0 akko A = B; d(A,B) > 0 akko A # B;

d(A,B) =d(B,A)id(A,B) <d(A,C)+d(C,B) zasveA, B,C € R3.

Neka jel(R?) skup izometrija prostor®?, to jest
I(R%) = {f|f : R® — R°, d(A, B) = d(f(A), f(B)); A, B € R’}

Tada vai tvrdenje: Skup izometrija u odnosu na kompoziciju preslikav@&magrupu,
tzv. grupu izometrija (grupa kretanja). Da je &ao prethodno tdenje sledi iz:

Pre svega, izometrijska preslikavanja su bijektivna preslikavanja. Proverimo injektivnost.
Iz f(A) = f(B) sledid(A, B) = d(f(A), f(B)), dakle iz f(A) = f(B) i osobine
rastojanja imamd(A, B) = 0, odnosnoA = B. Slicno se proverava sirjektivnost.

Dokazimo sada da je proizvod dve izomatije takoizometrija. Neka jef, g € I(R?),
tadad((f o g)(A), (f o 9)(B)) = d(f(9(A)). f(9(B))) = d(g(A),g(B)) = d(A, B).
Dakle, za ma kojef, g € I(R?) sledi f o g € I(R?). Asocijativnost kompozicije va zi
za svako preslikavanje. Ideatio preslikavanje je izometrija i igra ulogu jedinbg ele-
menta. Dokaimo jos da je svaka inverzna izometrija tal@izometrija. Zaista, akp €
I(R?), tadad(f " (A), 7' (B)) = d(f(f 1 (A)), F(f 1 (B))) = = f((of )(A), (f o
H(B)) = d(A,B), jer f o f~! = id, odnosnof~! € I(R3). Time smo pokazali
tvrdenje

Navedimo na kraju i dva primera:

Prvo, Preslikavanje¢ : R® — R? prostora na samog sebe kojéhka (z,y,z) € R?
preslikava u téku (z + m,y + n, z + p), nazivamdranslacija prostora. Skup takvih
preslikavanja&inegrupu translacija. Jasno, da je to podgrupa grupe izometrija.

Drugo, skup rotacija, oddenih fiksiranom tékom, u odnosu na kompoziciju preslika-
vanja je grupa, tzwgrupa rotacija. ¢
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2.3 Prsten

Definicija 2.46 Prstenje algebarska struktura
(A, +,—, 07 )

tipa(2,1,0,2) koja zadovoljava slede identitete:

Va,y,z)x - (y-2) = (z-y) -2
Ve,y,z)(x - (y+2)=c-y+z-2A(y+z2)-c=y-x+2-x)

o0k wnE

Prethodnom definicijom je prsten zadat u skolemiziranom oblikuzévim posmatrati
prsten i na jeziku A, +, -) i zahtevati da+ i - imaju odgovarajoe osobine:(A,+) je
Abelova grupa( A, -) semigrupa, i vai leva i desna distributivnostpremad+.

Primer 2.47 Ako je Z skup celih brojevas+ sabiranje, a mnazenje celih brojeva, tada
je (Z,+,-) prsten. Ako jeRe skup realnih brojevay sabiranje, a mnazenje realnih

brojeva, tada j¢ Re, +, -) prsten. Zan € {2,3,... } struktura(Z,,, +,, -») je prsten, gde
jieZ,=1{0,1,..., n— 1}, 4+, sabiranje po modulu, a-, mnazenje po modulw. A

Tvr denje 2.48 U svakom prsten(A4, +, ) vazi:

1.2-0=0

2.z (~y)=—(zy)

3. (—z)-y=—(z-y)

4. (—z)-(~y)=z-y
Dokaz.

1. Kakojex-0=z-(0+0)=2z-0+2-0, a0 je jedini idempotent u grugiA, +),
slediz - 0 = 0.

2. Kakojez - (—y)+z-y=z-((—y)+y)=2-0=0,slediz- (-y) = —(z-y).

3. Pokazuje se analogno prethodnontdamju.

4. Primenom prethodna dva tienja dobijamo
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Napomena 2.49Prethodno twitenje nam daje dobro poznate osobine brojgyaR,,
Re, jer su i oni primer prstena:

Ako je (P, +, -) prsten, tada: + (—y) zapisujemo sa — y.

Definicija 2.50 Prsten(A, +, -) je komutativanakko je- komutativna operacija. Prsten
sa jedinicom je prsten u kome postoji neutralni element za operaciju

Definicija 2.51 Za prsten(A, +, -) kazemo danema delitelje nul@kko vai
(Ve,y € A)(x #0Ny#0=xz -y #0).

Definicija 2.52 Integralni domerje komutativan prsten sa jedinicom bez delitelja nule.

2.4 Polje

Definicija 2.53 Struktura(A, +, -) se nazivgolje akko v&e sledée formule:

U skupuA postoje dva razdiita elementa O i 1.
Ve,ye A)z+y=y+=z
(Vz,y,z€c A)x+(y+2)=(x+y) +=2
VreA)z+0==x
VeeA)(Jye A)z+y=0
Ve,ye A)x-y=y-x
(Vo,y,2 € A)z-(y-2)=(z-y) 2
VreAzx-1=x

(Vz € A)(z #0=(3y € A)(z-y = 1))
(Ve,y,z€eA)z-(y+2)=z-y+x- 2

© o Nk WDE

[EEN
©

Primer 2.54 Ako je Zy = {0,1}, +2 sabiranje po modulu 2, @ mnazenje po modulu
2, tada je(Zs, +2, -2) polje. Ako je Re skup realnih brojevas sabiranje, a mnazenje
realnih brojeva, tada jeRe, +, -) polje. Prsten celih brojeveZ, +, -) nije polje, jer ne
zadovoljava formulu 9 (npr. element 2 nema inverzni elemeht).

Poradenjem definicije polja i prstena zakfjuiemo da je svako polje prsten. Zato osobine
prstena vae u svakom polju. Polje ni@mo posmatrati kao komutativni prsten sa
jedinicom u kome svaki element raali od nule ima inverzni element u odnosu na
operaciju-.
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Tvrdenje 2.55 Neka je(A, +, -) polje. Tada je

1. (A, +) komutativna grupa i
2. (A\ {0}, ) komutativha grupa.

Dokaz.

1. Tvrdenja 1-5 u definiciji polja defiBu (A, +) kao komutativnu grupu.

2. Operacija je po definiciji asocijativha i komutativna,lgje neutralni element za
Kako je0 # 1, sledil € A\ {0}. Treba j& pokazati da je skupA \ {0}) zatvoren
za-, i da inverzni elementi, koji po definiciji polja postoje za sve elementé iz
{0}, pripadaju skupw \ {0}.

Nekaz,y € A\ {0}. Pretpostavimo da-y = 0. Tada postoji’ tako day -y’ = 1,
pax =xz-1=xz-y-y = 0-9y = 0, Sto je kontradikcija s&injenicom da
x € A\ {0}. Dakle pretpostavka - y = 0 je bila pogré&na, par -y € A\ {0}.

Neka jex € A\ {0}. Tada postoji’ € A tako dax - 2 = 1. Ukoliko bi bilo
x/ = 0, tada bi bilol = z - 0 = 0, 5to je u suprotnosti sa definicijom elemenata O i
1. Daklez’ € A\ {0}.

Posledica 2.56Svako polje je integralni domen.

Dokaz. Neka je(A,+,-) polje. Polje je komutativni prsten sa jedinicom. Prema
prethodnom twitenju struktura(A \ {0},-) je grupa. Ako zar,y € A vazixz # 0

y # 0, tadaz,y € A\ {0}, pa zbog zatvorenosti grupd \ {0}) za- vaziz-y € A\ {0},

ato povi&i x - y # 0. Dakle polje je komutativni prsten sa jedinocom bez delitelja nula,
tj. integralni domena

Da obrat prethodnog tdenja ne vai pokazuje primer prstena celih brojey4, +, -).
Ovaj prsten je komutativan, ima jedinicu 1 i nema delitelje nule, ali postoje elementi koji
nemaju inverzni element.

Tvrdenje 2.57 Svaki kon&an integralni domen je polje.

Dokaz. Neka je(A, +, ) integralni domen i neka je skup kon&an. Treba samo da
pokazemo egzistenciju inverznih elemenata za elementeCigezid 0. Neka jer € A\
{0}. Kako je- asocijativha operacija i postoji neutralni element 1, postoje elem@mth
n€{0,1,2,...}. Unizu

ao,al,a2,...
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javljaju se neki od elemenata skupa a kako je taj skup kor&@n, u nizu postoji samo
kon&an broj razEitih elemenata. Zato postoje brojevis € {0, 1,...} takvidar < s

i a" = a°. Odatle dobijama™ — a®* = 0, paa”(1 —a* ") = 0. Kako je(A4,+,")
integralni domen & # 0, svi elementi niza su raZiiti od nule, pa je iu” # 0. Zato mora
biti 1 — a*~" = 0, odakle slediz®*" = 1. Kako jer < svaZis—r —1 > 0, paje
a-a*" "1 =1, 8to znd&i da jea® "' inverzni element elementa m

Odsustvo delitelja nule je bitna osobina koja omtapa ré&avanje jednéina. Neka je,
naime, (A, +, -) integralni domen i neka je - y = 0. Ukoliko bi bilox # 01y # 0,
tada bi zbog odsustva delitelja nulezila x - y # 0. Dakle mora bitiz = 0 ili 4y = 0.
Obrnuto, ako jec = 0ili y = 0, tada jer - y = 0. Zato u integralnom domenu ia

z-y=0z=0Vy=0.

Tako se réavanje jedn@na u integralnom domenu svodi na faktorizaciju.
Lema 2.58 (A, +, ) je polje akko

1. (A, +) je komutativna grupa;
2. (A\ {0},-) je komutativna grupa i
3. vazi distributivnost prema+-.

Dokaz.Ako je (A, +, -) tada prema definiciji polja i telenju 2.55 vae sva tri tvdenja.
Obrnuto, neka va 1, 2 i 3. Tada su zadovoljene osobine 1-5 polja i osobine 9 i 10.
Osobine 6-8 tada va za sve elemente razlie od nule. Neposrednom proverom se
uveravamo da te osobinezai ako je neki od elemenatay, z € A bas jednak 0. Tako

za osobinu 6 ako je& = 0 dobijamo0 -y = 0 = y - 0, a ako jey = 0 dobijamo
z-0=0=0"-2. Slicno se pokazuje da ¥a i osobine 7 i 8=

Definicija 2.59 Neka u polju(A, +,-) vaziy € A\ {0}. Tada postojiy !, paiz -y~ 1.
Elementz - y~! nazivamdkolicnik elemenata i y, i oznaavamo sa;, z:yili z/y.

Tvrdenje 2.60 Neka je(A, +, -) polie iz, y, u,v € A. Tada vai:

T u
Y,v#£0 = <:<:)x-v:u-y>
y v

r
yv#0 = —+—=

v y-v
x.

y .
rv

rT-vEtu-y

IS

y,v#0 =

< <

u

=

u
Yyu,vE0 = ——=
v U

SRS ARSI

<
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Dokaz. Dokaz dajemo samo za prvu formulu. Ostale osobine se dokaz€fosli

rT_v_ .. y l=u-v! (po definiciji)
Yy v

1

=z-y ' y-v=u-v 'y -v(MNaZenjem sa - v)

=z-1l-v=u-y-1
>z V=Y U

Implikacija u drugom smeru se dokazuje analogno.

Definicija 2.61 Neka je(A, +, ) polje i e neutralni element za operaciju Neka je za
n € N definisanona = a+a+---+a. NekajeS = {n | ne = 0}. AkojeS # ()
N—_— ———

tada brojpp = min S nazivamd<a?akteristika polja( A, +, ). Ako je S = (), tada za polje
kazemo da ima karakterisiku O (ili beskaie).

Drugim r&€ima, karakteristika polja je red neutralnog elementa operaciggupi( A, +).

Primer 2.62 U polju (Z2, +2,-2) jep = 2jerje21 =1+491 =0,al # 0, pajep
najmanji prirodan broj sa tim svojstvom. Sa druge strane, polje realnih braigvat, -)
ima karakteristikid. A

Lema 2.63 Ako je polje konéne karakteristike £ 0, onda je karakteristika prost broj.

Dokaz. Neka jep # 0 karakteristika poljd A, +, -). Pretpostavimo suprotng:je slazen
broj. Tada jep = nm gde2 < m,n < p. Po definiciji karakteristike jgpe = 0 tj.
(mn)e = 0, 5to zn&i

0 = e+---+e+---+e+---4e€

= (e+ —i—e)-(ez +e)
= (me) - (ne).

Odatle sledinme = 0 ili ne = 0, 5to je kontradikcija sa pretpostavkom dapjeajmanji
prirodan broj sa svojstvompe = 0. =
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Neka u prstenu za elementé b vazia - b = b - a. Tada je
(a+b)-(a+b)=a’4a-b+b-a+bt?=a*+a-b+a-b+b>=a>+2(a-b)+b>

Ovaj rezultat se me uogdtiti primenom matematke indukcije: ako za elementei b
prstena A, +,-) vaZia - b = b - a, tada za njih va binomna formula:

n—1
n
a+bn:an+ an—kbk+bn
wrir =+ £ (]

Lema 2.64 Neka je(A, +, -) polje karakteristike 0. Tada
(Va € A)(Vn € N)(F1z € A)nx = q,

tj. jedn&inanx = a ima jedinstveno &enje par.

Dokaz. Neka jea € A proizvoljnoin € N. Primetimo da vai
nr=a < r+---+r=a
N————’

n
< e rx+---te-rx=a
n
& (e+-t+e)z=a
N————
n

& (ne) -z =a.

Kako je polje karakteristiké), sledine # 0, pa postoji(ne)~!. Tada mndenjem
poslednje jednéine sa(ne)~! dobijamoz = (ne)~! - a. Dakle svako réenje jednéine
je jednako(ne)~! - a. Kako je(ne) - (ne)~! - a = a, sledi da(ne)~! - a jeste r&enje.
Dakle to je jedinstveno Benje jednéine. =

2.5 Ideal prstena

Ako je (G, %) grupoid i A, B C G, tada koristimo oznaku

AB={axb|a€ Abec B}.

Definicija 2.65 Neka je(P, +, -) prsten. Strukturd/, +, -) je ideal prstenaP akkol C
P ivazi

1. (I,+) je komutativna grupa;
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2. IPCI,PICI.

Lema 2.66 Ako jel # (), tada je(I, +, -) ideal prstena P, +, -) akko

1. (Vaj,as € I)ay —ag €1
2. Vae )(Vre P)(r-ac€lNa-rel)

Dokaz. Prema tvdenju 2.20(1, +) €e biti podgrupa grupéP, +) akko v&i prvi uslov.
Komutativnost se, kao identitet, prenosi($a +) na(Z, +). Drugi uslov je ekvivalentan
konjukcijiuslovalP CTiPIC 1. m

Svaki prsten(P,+,-) ima bar dva ideala: trivijalan prstef{0},+,-) i ceo prsten
(P,+, ). Ova dva ideala se nazivaju trivijalni.

Primer 2.67 Neka je(Z, +, -) prsten celih brojevan € N prirodan broj. Pokaz@emo
daje(nZ,+,-) ideal, gde je
nZ ={nz |z € Z}.

Kako0 = n - 0, sledinZ # (). Provercemo da vae oba uslova leme 2.66.

1. Nekanz,ny € nZ. Tadanxz — ny = n(x — y) € nZ.
2. Neka jenx € nZ ir € Z. Tada(nz)r = n(zxr) € nZir(nz) = (rn)x =
(nr)z = n(rx) € nZ.

JAN
Lema 2.68 Neka sul; i I ideali prstenaP. Tada je i/; N I ideal prstenaP.

Dokaz. Kako0 € I i 0 € I, sledi0 € I; N I, pajel; N I # (. Proveravamo uslove
leme 2.66.

1. Nekaa,b € I1N1,. Tadaa,b € I, paa—b € I,. Takadea,b € I, paa—b € L.
Stogaa — b € I1 N Is.

2. Nekaa e 1 NIy ir € P. Tadaa € I i r € P, pakako jel; ideal, ondaur € I,
ira € I,. PdStojea € I, ir € P, al, jeideal, slediar € Iy i ra € I,. Odatle
dobijamoar € Iy NIz ira € I; N Is.
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Neka je(I, +, -) ideal prstend P, +, -). Tada na skup® definsemo relaciju~:
T~y g r—yel.

Pdsto je grupa( P, +) komutativna, &I, +) < (P, +), sledi(Z,+) < (P, +). Zato je
prema tvdenju 2.30 relacija- kongruencija grupépP, +).
Lema 2.69 Relacija~ je saglasna sa operacijom
Dokaz. Neka jex ~ yiu ~v. Tadar —y € [iu—v € I. Nekajex —y = i1
u—v=j. Tadajer=y+iiu=v+j, paje

zu=(y+i)-(v+j)=y-v+y-j+i-v+i-j

Kakoje liie I,aljeideal sledy-j,i-v,i-j€ I.Nekajeiy=y-j+i-v+1i-j.
Pdsto je(I, +) grupoid, sledi; € I. Zatox -u—y-v=1; € I,Stozn&iz - u ~ y - v,
paje~ saglasna sas

Kako je ~ kongruencija u odnosu na obe operacid -, iz tvrdenja 1.50 sledi da se
mogu definisati operacije na klasama tako da va

(x+Ddy+I) = (x+y) +1
(z+DHow+I) = (v-y)+1.

Kako je prirodno preslikavanje epimorfizam, a identiteti se prenose epimorfizmom, lako
se pokazuje da je struktu@®/..,®, ®) takade prsten. Tako dobijen prsten se naziva
faktor-prsten prstengP, +, -) i ozn&ava se séP/r, +, -).

Primer 2.70 Pokazali smo da je svaki od skupowd zan € Z ideal prstend Z, +, -).
Zato postoji faktor-prsteZ/,, , +, -). Odgovarajéa kongruencija je kongruencija celih
brojeva po modulu. A

Primer 2.71 Neka sul, J i K ideali prstengd P, +, -). Dokaz&emo da vai
ICI=I+(JNK)=Jn({I+K).
gdejeI+J={i+j|ieljeJ}.

Q) 1zZICJTIICI+ Ksledi
ICINI+K). (*)

ZzJNK CJiJNK CI+ K sledi
JNKCJIN(I+K). (+#)
1z (%) i (3x) sledil+ (JNK) CIN(I+K).
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D) Nekazx e JN(I+K). Tadax € Jiz =i+ kzaneke € Ii k € K. Kakoi €1,
sledite J. lzz e JiieJsledix—iecJ, fj. ke J. Dakle,icIik e JNK,
par =i+ kecl+ (JNK).



Glava 3

Mre ze i Bulove algebre

3.1 Mreze

3.1.1 S-mreaiA-mreza

Ako je S proizvoljan skup, & relacija poretka (refleksivna, antisimé&ma i tranzitivna)
na skupus, tada (S, <) nazivamo parcijalno udgenje. Relaciju strogog poretka
definBemo sa

a<b<g>a§b/\a7éb.

Za element kazemo da jazmetu a i b akkoa < ¢ < b. AKO je a < b i ne postoji
element izmdu elemenata i b, tada kaemo dab pokrivaa, $to pSemoa < b.

Definicija 3.1 Parcijalno urdenje(S, <) se nazivéS-mr&aakko zadovoljava:
Li: (Va,be S)(Fece S)(c<a,c<b (Ve S)(d <a,d <b=d <))

a

A Y

AN
\

b
I
U
I
s
I4

L4

'I

Cc

Slika 3.1:

Ako suc; i ¢ dva elementa za koje gaosobina iz, tada mora bitc; < ¢ i
co < c1, pajec; = co. To znd&i da je element jedinstven. Oznéavamo ga sa sa
inf{a, b} ili a A b.

54
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I (Va,beS)3deS)a<db<d (Vd € S)a<d b<d=d<d))

Yl AN
;AN
I'd
a//‘\\b
Slika 3.2:

Ako su dati elementi i b, tada odgovarafti jedinstven element ozn&avamo sa
sup{a, b} ili a Vv b.

Primer 3.2 Svaki lanac je mrea, pricemu jea A b = min{a, b}, aa V b = max{a, b}.

a=avbhb
b=asb
Slika 3.3:

Mreze su i strukture predstavljene sléda Haseovim prikazima.

1 1 1

Slika 3.4:
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Sled&a struktura nije mrga, jer ne postoji V b,

3

ali se ma@e dopuniti do mre uvatenjem tri dodatna elementa.

JAN

Osobinel; i I u definiciji mreze obezbduju egzistenciju operacijai V. Posmatréemo
sada strukturygs, A, V).

Lema 3.3 Neka swi, b € S proizvoljni. Tada su sledr formule ekvivalentne:

1.a<b

2.aNb=a

3.aVvVb=0b.
Dokaz.

(1=2): Nekajea <b. Tadav@dia <aia <b,paia<aAb KakojeaAb<a,to
jeanb=a.

(2=3): Nekajea AN b= a. Tadaa < b. Dakle v&ia < bib < b, paiaVb<b. Kako
b<aVvbtojeaVb=h.

(3=1): Nekajea vV b = b. Tada je po definiciju < b. =

Uocimo nekoliko jednostavnih osobina kojedsto koriste u radu sa na@ma. Za svaka
tri elementar, y, z vaZziz Ay < y <y V z. Dalje, ako vdi x < y A ztadavai z <y
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ivazixz < z. Obrnuto, akovaiz < yiz < z,tadavdii z < y A z. Dakle uslov
z < y A z je ekvivalentan konjunkciji uslovat < y i z < z. Analogno se pokazuje da
je uslovy v z < x ekvivalentan konjunkcijiy < z i z < z. Tako je npr. nejednakost
a Vb < ¢ A d ekvivalentna konjunkciji nejednakosti< c,a < d,b < ci b < d. Pored
toga, relacija< je saglasna sa primenomi V tj. vazi

r<y=xNz<yAz,

kao i
r<y=zxVz<yVz

Prva saglasnost ¥aprema prethodnom razmatranju staga izxz < y slediz A z <
x <yizxzAz<z adruga se pokazuje analogno. Kada se wntekazuju jednakosti
oblika A = B, Cesto se dokazujgd < Bi B < A, a odatle sledd = B.

Lema 3.4 Neka je(S, <) S-mrea. Tada su téne sledée formule.

I11I;: (Vz € S)z A x = z (idempotentnost)
VxeS)zVver=z

I1Iy: (Vz,y € S)z Ay =y A x (komutativnost)
(Ve,ye S)xVy=yVz

II3: (Vx,y,z € S)x A (yAz) = (zAy) Az (asocijativnost)
(Vz,y,z€S)zV(yVz)=(xVy) Ve

I11y: (Vz,y € S)x A (z Vy) = x (zakon apsorpcije)
(Vz,ye S)zV(xAy) ==

Dokaz. Dokaz&emo samo prvu polovinu tdenja (za operaciju), ostala se pokazuju
analogno.

I1;: Neka jex € S proizvoljno. Kako jer < z, premalemi3.3VA z A x = x.

115: Dovoljno je primetiti da zamenom mesta simbolima b u formuli 7; dobijamo
ekvivalentnu formulu. Otud za definiciju infimuma nije bitan redosled elemenata
a i b (ovo se implicitno Koristi u oznaéhf{a, b}).

I13: Pokazéemo da vai z A (y A z) < (xz Ay) A z. Dovoljno je pokazati da \&a
xAN(yNz) <zAyixzA(yAz) <z Prvanejednakostslediigh z < yixz < z,
a druga jednakost sledi iz (y A z) < y A z < z. Tako smo pokazali

zAYNz)<(xAy)Az.

Analogno se pokazuje da Xiai suprotna nejednakost, odakle sledizeaa jed-
nakost.

I1,: Kako véi x A (z Vy) < x, dovoljno je pokazati: < x A (z V y). Ova druga
jednakost slediiz < ziz <z Vy.
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Definicija 3.5 Neka jeS proizvoljan skup, a operacije i vV na skupuS zadovoljavaju
osobinel I—I 1, iz prethodnog twienja. Tada se struktu(&, A, V) nazivaA-mreza

Posledica 3.6Ako je(.S, <) S-mr&a, onda jg S, A, V) A-mreza.

Dakle svaka S-mi= se mae posmatrati kao A-mia. U nastavkicemo pokazati da
vazi i obrnuto.

Lema 3.7 Neka je(S, A, V) A-mréza. Tada su za,b € S formulea ANb=aiaVb=15>
ekvivalentne.

Dokaz. Neka jea A b = a. Tada je
avVb=(aNb)Vb=5b
prema zakonu apsorpcije. Obrnuto, akaje b = b, tada je
aNb=aA(aVb)=a

po drugom zakonu apsorpcipe.

Definicija 3.8 Neka je(S, A, V) A-mreza. Definsemo relacij© sa

a@bga/\b:a.

Tvrdenje 3.9 Ako je(S, A, V) A-mre&za, onda jgS,Q) S-mrea.

Dokaz. Neka je(S,A,V) A-mreza. Treba da pokemo da je< refleksivna, anti-
simetritna i tranzitivna kao i da postoje infimum i supremum za svaka dva elementa
izS.

Refleksivnost Neka jex € S proizvoljno. Kako je prema zakonu apsorpcije x = ,
slediz@ x.

Antisimetri ¢nost Neka za proizvoljne:;,y € Svazi xQuiyQx. Tadajer ANy =z i
y A x =y, pa iz komutativnosti sledi

rT=xANy=yANz=uy.
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Tranzitivnost Neka za proizvoljner,y,z € Svazi xQu iy 2. Tadajer ANy = x i

y A z = y. Primenom asocijativnosti dobijamo
xANz = (xAy) Az
= xzA(YyAz)
= TNy
= .T,
a to po definiciji znéi < z.

Infimum Neka sua,b € S proizvoljni. Pokazéemo da jex A b infimum elemanta:
i b u odnosu na poreda®. Kako je primenom asocijativnosti, komutativnosti i
idempotencije

(aANb)Na=((bANa)Na=bA(aNa)=bANa=aAb,
sledia A bQ a. Analogno iz
(aANbD)ANb=aN(bAD)=aANb
sledia A bQ b. Neka jec’ proizvoljan element za koji A’ Q a i ¢ b. Tada je
dNhNa=cdidANb=/{, paje
dN(anb)=( Na)Ab=C Nb={,
to po definiciji znéi ¢ @ a A b. Dakleinf{a, b} = a A b.

Supremum Analogno prethodnom, pokazuje se da je supremum elemenata S u

odnosu n&) elementa V b.

Pokazali smo da za svaku S-rave(.S, <) mozemo konstruisati odgovardju A-mrezu
(S, A, V), a za svaku A-mrau (S, A, V) odgovarajéu S mreza(S,Q).

Lema 3.10 Neka je(S, <) S-mraa. Tada za S-mkel (S,Q) vazi < = Q.

Dokaz. Prema tvdenju 3.3a < b akkoa A b = a, a prema definiciji relacij& vazi
aNb=aakkoaQb. Daklea < b akkoa b, a kako su relacije definisane nad istim
skupom, znéi < =&). n

Lema 3.11 Neka je(S, A, V) A-mreza i (S,&) odgovarajita S-mréa. Tada za A-mizi
(S,®,Q) gde je&p infimum, &) supremum u odnosu na relacig@ivazin =@ iV = ).

Dokaz. Dokaz ovog tvdenja je sadran u dokazu twtenja 3.9 gde smo pokazali da je
infimum za<) upravoA, a supremuny. =

Time smo pokazali da su pojmovi S-rieei A-mreze samo raziiiti naCini definisanja iste
strukture. Zato mpemo koristiti onaj oblik koji nam u datom trenutkusei odgovara.
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3.1.2 Podmrge
Definicija 3.12 Neka je(S, A, V) A-mreza, T C S'i
Vz,yeT)x ANy, xVyeT.

Tada se strukturél’, A, V) nazivapodmraamreze (S, A, V).

Pdsto je A-mrea definisana identitetima koji se prenose na podstrukturu, svaka poaimre
je mreza. |z istog razloga se svojstva maeeprenose homomorfizmom i direktnim
proizvodom.

Primer 3.13

1. Neka je B proizvoljan skup. Lako se proverava da je tada strukt@@s), N, U)
gde jen presek, aJU unija, mrea, priemu je odgovarafia relacija poretka
skupovna inkluzijaC.

2. Ako u prethodnom primeru posmatramo skbpx B, dobijamo da je (P (B x
B),Nn,U) mreza.

3. Neka jec g skup relacija ekvivalencije na skugiuredenih relacijomC. Ako su
o, € ep tada jea N G infimum relacijac i 3 jer jeste relacija ekvivalencija,
vaZzianNnpf C aiang C B, azaproizvoljnoy za koje vai v C iy C 8
vaZzii v C a N B. Relacijaac U 8 medutim ne mora biti relacija ekvivalencije.
Najmanja relacija ekvivalencije koja sadrv i 3 je tranzitivni proizvod relacijax
i B: {a, B}T. Zato je strukturdep, N, V) S-mreza gde jen vV 3 = {a, 8}7. Ova
mrezanije podmrea mrge (P (B x B),N,U) iz prethodnog primera, upravo stoga
Stov # U.

A

3.1.3 Modularnost i distributivnost

Nije teSko proveriti da u mr& (P(B), N, U) podskupova skup® uredenih inkluzijom
za svaka tri elementa, y, z C B vaZi

xCz=z2zU(yNz)=(xUy) Nz,

kao i
zU((yNz)=(zUy)N(xUz).

Pokazéemo da ova svojstva ne z& u svakoj mrgi, Sto cemo iskoristiti za uvdenje
pojma modularne i distributivhe mze.
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Lema 3.14 Neka je(S, A, V) mreza. Tada za svaka tri elementay, z € S vaZi

r<z=zV(@YyAz)<(zVy)Az.

Dokaz.Nekajer < z. Kakovaiz <z Vyiz < z, sledi
x<(zVy) Az (*)
KakojeyAz<yVez=zxzVyiyAz<z, sledi
yNz<(xVy)Az. (xx)
1z (*) i (+x) tada dobijamo

zV(yNz) <(xVy)A -z

Lema 3.15 U svakoj mréi vazi

LaxVv(ynz)<(xzVy A(zVz)
2. (zANy)V(zAz)<zA(yVz2)

Dokaz.

1. Rastavljaj@&i A sa desne strane/isa leve strane, dobijamo da je dovoljno pokazati
r<azVy,r<zVz,yhz<zxVyiyAz<zxVz ato trivijalno vé&i.

2. Postupajai kao u prethodnom stiaju, nejednakost svodimo naA y < z, x A
y<yVz,zAz<zizAhz<yVz.

Definicija 3.16 Mreza (S, A, V) je modularnaakko véi

(Vz,y,z€ S)(x<z=zV(yAz)=(zVy)Az).

Definicija 3.17 Mreza (S, A, V) je distributivnaakko véi

(Vz,y,z€ S)aN(yVz)=(xAy)V(zAz).
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Lema 3.18 U distributivhoj mrei vazi i distributivnosty premaa:

zV(yNz)=(zVy) A(xVz).

Dokaz. Neka je(S, A, V) distributivna mr&a. Primenom distributivnosti za dobijamo

(xVy)A(zVz) = (eVy Az)V((xVy) Az)
xV((xVy)Az)
xV(xAz)V(yAz)

= zV(yAz).

Tvr denje 3.19 Svaka distributivha mi& je modularna.

Dokaz. Neka je(S, A, V) distributivha mr&a i neka suc, y, z € S proizvoljni elementi
takvidajer < z. Tada jex V z = z, pa primenom distributivhosti dobijamo

zV(yNz)=(xVy ANxVz)=(zxVy) Az

Pokazali smo da su modularne rbeeposebne mie, a distributivne mige posebne
modularne mree. Nav&temo primere koji pokazuju da je klasa distributivnih @ae
prava podklasa modularnih na& a ova, pak, prava podklasa klase svihzare

Primer 3.20 Posmatrajmo miai (M, <) gde jeM = {0,a,b,c, 1}, a relacija< data
slede€im Haseovim dijagramom.

1
c
b
a
0
Slika 3.5:

Saslike vidimodava a < ¢, alijeaV (bAc) =aV0 =adokje(aVb)Ac=1Ac=c.
Kako jea # ¢, ne v&i modularni zakon/A
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0

Slika 3.6:

Primer 3.21 Neka je data mi (M, <) saM = {0,a,b,c,1} i relacijom < datom
Haseovim dijagramom na slici 3.6.

Pokaz&éemo da je ova mi@ modularna. Neka st v,z € M proizvoljni i neka vai
x < z. Tada mora nastupiti jedan od sléddri slLtaja.

1.z =2z Tadaje
zVyhz)=xzVyAz)=z=(zVy Ax=(xVy) Az
2. x=0. Tadaje
xV(YyNz)=0V(yAz)=yAz=(0Vy Az=(zVy) Az
3. z=1.Tadaje
zVyhz)=xzVyAl)=zVy=(zVy ANl=(zVy) Az
Dakle ova mréa je modularna. Kako je

aN(bVe)=aANl=a,

(aNb)V(ane)=0V0=0,
i a # 0, sledi da mra nije distributivna/\
Lema 3.22 Mreza (S, A, V) je modularna akko za svaka tri elementay, z € S vazi
zA((xAy)Vz)=(xAy)V(zAz). (%)

Dokaz.

(=): Neka je mréa (S, A, V) modularna i neka su,y,z € S proizvoljni. Pdto je
mreza modularna, avaz Ay < x, sledi

(xAy)V(zAz)=((xAy)Vz)Ax.
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Odatle se primenom komutativnosti dobfjg).

(<): Neka u mréi (S, A, V) za svex,y,z € S vazi (x) i neka jex < z. Tada jex A
z = x, pav&i

(xVy)Nz = zA(zVy)
zA((xNz)Vy)
(xANz)V(zAY) jer vazi (x)
= zV(yA=z).

Prethodno twitenje pokazuje da su i modularne, kao i distributivnezaystrukture koje

se mogu definisati identitetima. Zbog toga su podstruktura, homomorfna slika i direk-
tni proizvod modularnih odnosno distributivih nzgemodularne, odnosno distributivhe
mreze.

3.2 Bulove algebre

Definicija 3.23 Bulova algebrge struktura
(Ba /\’ \/aia Oa ]-)

tipa(2,2,1,0,0) takva da

1. Ve B)(zAN0=0,z2V0=azAl=x,2V1=1),
2. (B, A, V) je distributivha mréa;
3. VxeB)(xaANT=0,zVT=1).

Bulova algebra se nie definisati i kao distributivna mzea (B, A, V) u kojoj postoje
elementi 0 i 1 tako da za svaki elementc B postoji elementy € B tako da vdi

xANy=0iyVaz=1. Pokazuje se da elementi 0 i 1 tada zadovoljavaju osaldinuda
su jedinstveni, a odatle sledi i jedinstvenost elemegr#a dator.

Dakle, kako se Bulova algebra i zadati sa identitetima, sledi da su podstruktura,
homomorfna slika i direktni proizvod Bulovih algebri Bulove algebre.
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Primer 3.24 Struktura(P(A),N,U) za proizvoljan skupd je Bulova algebra. Na slici
su dati primeri za jedridan, dv&lan i traclan skupA.

ta3 &
ta} {b}
&,
A={a} A = {a,b}
{a,b.c}
{a.b} {b.c}
{a} {c}
%)
A ={a,b,c}

Bulove algebre su specijalne distributivne age Mreza na sledeoj slici je primer
distributivne mré&e koja nije Bulova algebra.

A

Primer 3.25 Neka jeS skup svih iskaznih formulay- binarna relacija n& definisana
ovako:
zaA,BeS A~B & E A< B.

1. Pok&imo prvo da je~ relacija ekvivalencije. Prema definicij A < B akko
za svaku valuacijux vazi v,(A) = v,(B). Odatle primenom refleksivnosti,
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simetrtnosti i tranzitivnosti relacije jednakosti slede odgovatajsvojstva relacije
~. Dakle~ je relacija ekvivalencije.

. Definisimo na skup /.. = {A/~ | A € S} operacijéd), ), © ovako:

AJD B/~ = (ANB)/~

A/ B/~ = (AVB)/~
AP = (R4~
0 (AN—=A)/
1 (AV —A)/~

Pokazéaemo da j€S/-.,©,®, ¢, 0, 1) Bulova algebra.

Prvo treba pokazati da su navedene operacije dobro definisane. Ndka je-
A1/~ i B/~ = Bj/~. Tada za svaku valuacijuvazi v, (A) = vo (A1) i va(B) =
vo(B1). Zato za svaku valuaciju vazi v, (A) A ve(B) = va (A1) A ve(B1), 1.

'Ua(A AN B) = Ua(Al VAN Bl)

8to znd&i da(A A B)/~ = (41 A B1)/~.. Dakle) je dobro definisana. Analogno
se pokazuje i z&) i ©. Za svake dve formulel i B vazi A A -A ~ B A =B kao
iAv-A~ BV -B,pasuilildobro definisani. Ostaje da proverimo dZea
aksiome Bulove algebre.

komutativhost: A/~® B/~. = B/~Q A/~ jer = (AV B)&(BV A), a
A/@ B/ =B/ QA jer= (AV B)<=(BV A).
idempotencija: A/~® A/ = A/ jerE(ANA)= A a
AIQ A/~ = A~
jer=(AV A) < A.
asocijativnost: A/ D(B/~DC/~) = (A/~D B/~)D C/~ jer
E(AAN(BAC)<(AANB)AC),

aA/QD(B/~Q CO/n) = (A/~Q B/~)Q C/n jer
= (AV(BVC))&((AVB)VC).

apsorpcija: A/~D(A/~Q B/~) = A/ jer= ANAVB) < A,aA/Q(A/~D B/~) =
A/ jer=AV(ANB)< A
distributivnost:

AIBD(B/~Q C/n) = (A/D B/n)D(A/D C /)
jer= (AN (BVO)a(AAB)V (AAC)).
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A/DO=0jer
ALLDO = (AN(AN=A))/~
= (ANA) A=A/
= (AN-4)/~=0.

Al@1=1]jer

AlL@1 = (AV(AV-A)/o
= ((AVA)V-4)/
= (Av-A)/w=1

AJs® A2 = Af DA = (AN -A) [ = 0
A @ AJ? = A @(~A) o = (AV —A) f = 1

Ovim je dokazano da j&S/~.,©,®, ¢, 0, 1) Bulova algebra.

JAN

3.3 Mreze podalgebri

Ako je A algebra, tad&€emo njen nosaobel@avati saA. Posmatréemo algebru

A i skup svih njenih podalgebi$ub(.A). Jasno je da je svaka podalgebra algebre
A okarakterisana skupo® C A, jer operacije moraju biti restrikcije odgovarajh
operacija algebrel. Zato m@emo za algebriB koristiti oznaku njenog nosa: B.

Neka jeA algebra, aB;, B» C A dve njene podalgebre. Tada j&{ N By podalgebra
algebreA. B; U By u opstem sléaju nije podalgebra, ali je skup

S={CeSubA|B UB,CC}

neprazan p&to A € S, pa postoji podalgebraiS koju ozn&€avamo sgB; U Bs]
(podalgebra generisana Ba U Bs). Ako za podalgebré; i B, definsemoB; A By =
Bi1 N Byi By V By = [B; U By, tada je struktur@Sub(.A), A, V) mreza. Odgovarajta
relacija poretka je skupovna inkluzifa nad noséima podalgebri.

Primer 3.26 [GCBT] Neka je data algebr@Vv, ¢, 4, 7) gde jeN skup prirodnih brojeva,
ap : N — N definisana sa(x) = = + 2. Ispite&temo mréu podalgebri algebre
(N,p,4,7). Svaka podalgebr#® C N sadvi brojeve4 i 7, a zbog zatvorenosti za
operacijuy vazi

ke B=k+2e€B=---=k+2neB, zan € N.
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Zato sve podalgebre saudr prirodan broj 4 i sve brojeve 6, 7, 8,., pa se mdusobno
razlikuju samo po prisustvu ili odsustvu elemenata iz sk{ipe2,3,5}. Najmanja
podalgebra jeVl = {4,6,7,...} = [0], a cela algebraV je generisana skupo#i, 2}.
Mreza sadzi sled€e elemente:

M
1] = {1.3,5)UM
2] = {2lUM
8] = {3,5}UM
5] = {5}uM
2,3 = {2,3,5}UM
2,5 = {2,5}UM
N

Njihov medusobni odnos prikazan je na slici.

/N\
2.3] [
2;5] [

\
2] \[

S~

[
[

N — ) — —

]
]
]

JAN

Ako se zna da su me podalgebri za dve algebre dusobno izomorfne, postavlja se
pitanje kakav je odnos iznde samih algebri. Ovo pitanje je préavano za raite
algebarske strukture.

MreZze se takde javljaju i prilikom poreenja svih kongruencija date univerzalne alge-
bre.



Glava 4

Tri interesantna problema

4.1 Identitet Dudeka

Univerzalne algebre ni@mo posmatrati kao modele teorija prvog reda. Teorije prvog
reda se dobijaju kao ekstenzije predikatskdmira prvog reda sa jednaku, pricemu se
dodaju funkcijski simboli i zadaju dodatne aksiome koje se nazivaju specijalne aksiome.

Broj operacija algebre koja predstavlja model date teorije i njihova arnost sdesdre
brojem i arnostima funkcijskih slova jezika teorije, a zakonitosti kojgeva algebri su
odradene aksiomama teorije. U algebri su od posebnogaa&entiteti kao formule
oblika

(Vay) ... (Vo) w(zr, .oy zn; f1, oo fo) R o(@1, -y f1y- 0 fE)

gde suu i v termi izgradeni pom@u promenljivihxy, . .., x,, i operacijafi, ..., fr, ar
relacijski simbol arnosti 2 koji se interpretira kao jednakost. Ako je data teorija prvog
reda, jedno od osnovnih pitanja je egzistencija i osobine njenih modelagizostalog i
kardinalnost nosa modela.

Uzmimo za primer zakon komutativnosti koji se izeaa identitetom

(Vo)(Vy)z -y =y .

Struktura({0, 1}, A) gde jeA data tablicom

A
0
1

o oo
— Ol

zadovoljava ovaj identitet. Struktuf&Vv, +) gde je N skup prirodnih brojeva, & sabi-
ranje prirordnih brojeva, takte zadovoljava ovaj identitet. Dakle, zakon komutativnosti

69
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ima i netrivijalne konéne, i beskonéne modele. Ukoliko neki identitet (ili skup iden-
titeta) ima netrivijalan kongan model, tada je i direktni proizvod, pa i direktni stepen
tih modela takde model. Zahvaljujti tome, od svakog koritamog modela memo d@i

do beskonénog modela, pa svaki identitet koji ima kdan netrivijalan model ima i
beskon&an model. Pokaz@mo da obrnuto ne ¥a postoje identiteti koji imaju samo
beskonéne netrivijalne modele.

Tvrdenje 4.1 (J. Dudek, 1988.)Neka je’ funkcijski simbol arnosti 1, a funkcijski
simbol arnosti 2. Tada je svaki netrivijalan model identiteta

(' -y)-z=y (%)
beskonaan.

Dokaz. Prvo Eéemo pokazati da identitet ima beskdaa model. Neka jeV skup
prirodnih brojeva, konstantna unarna operacija dataz$a= 1, a - binarna operacija

definisana sa
N 1, z>1
ry= y+1, z=1.
Tadaje(N,,-) model identitetd«), jerjez’ = 1, pajer’-y = y+1, akakojey+1 > 1,
sledi(y+1)-z=(y+1)—1=y.
Sadatemo pokazati da je svaki netrivijalan model identitetabeskonéan. Pretposta-
vimo da je(4, -,” ) model identitetd ), pri Cemu je|A| > 1. Neka je funkcijaly : A —
A, gde jea € A, definisana sa
Ty(z)=d - .
Pokaz&emo da jel, 1-1. Pretpostavimo da za, zo € A vaZzi T, (z1) = To(22). Tada
je
a' cR1 = a' * 29
odakle mnéaenjem obe strane sa proizvoljnine A dobijamo
(@-z)-b=(d-2)-b
Sto se primenom identitetéx) svodi naz; = z2. Medutim, 7}, nije na. Zaista,
pretpostavimo suprotno: da j&, na preslikavanje. Kako je’ € A, tada postojb €
Atako davdiT,(b) =d' tj. a’ - b= d'. Tada za svake € A vaZi
(@-b)-z=d -z
akakoje(a’-b)-z=0bid -z="Ty(z), sledi
b="T,(2).
Pdsto je|A| > 1, postoje dva radiita elementa, y € A. Tadavai T,(x) = b = T,(y),
Sto je u suprotnosti sénjenicom da jel, 1-1. DakleT, nije na. Prema tome, postoji
1-1 preslikavanje skupd u pravi podskup skup4d, a to zndi da je skupA beskonaan.



4.2. GRUPOID PARKA 71
4.2 Grupoid Parka

Sadate nas interesovati sletigoroblem. Pretpostavimo da jéjedna konéna algebra sa
kona&no mnogo konénih operacija. Da li postoji kogan skup:, identiteta koji su téni
na A tako da iz¥xy mozemo izvesti (uz primenu aksioma jednakosti i pravila degja
predikatskog réuna prvog reda) sve identitelakoji vaze u.A. Ovde izlZemo jedan
primer grupoida kod koga je odgovor negativan.zEao da taj grupoid nema kotrau
bazu identiteta. Pozitivan odgovor je u&hju kada jed na primer grupa, prsten, ni&,
komutativna polugrupa.

Grupoid Parka, u oznagls, je ureden par({0, 1,2, a}, -) gde je operacijadata tablicom:

|01 2 a
0/0 1 a a
111 1 2 a
2|la 2 2 a
ala a a a

Tvr denje 4.2 (P. Park, 1980)Grupoid.4, nema konéanu bazu identiteta tj. zadovoljava
beskon&no mnogo identiteta koji nisu posledica jedan drugog.

Dokaz. Primetimo prvo da u grupoidd, vaze zakoni komutativnosti i idempotencije, a
ne va&i asocijativni zakon. Operacijge slitha operaciji maksimuma u lancu, sasto
vazi0-2=2-0=a,anel -2 = 2. Takade va&i i osobina

- (z-y)=x-y.
Ako definemo relacij sa
Ry &L vy =y,

tada je< je refleksivna i antisimettha, ali nije tranzitivna.

Lema 4.3 Neka jeA,, = ({0,1,..., n,a},-) grupoid gde je operacijadata sledéom
tablicom.

. 01 2 3 n—1 n a

0 01 a a a a a

1 1 1 2 a a a a

2 a 2 2 3 a a a

3 a a 3 3 a a a

n—1|a a a n—1 n a
n a a a n n
a a a a a a a a
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Tada grupoid4, zadovoljava té&no one identitete koje zadovoljava grupold.

Dokaz. Operaciju- mozemo opisati na sledenacin.
e zasvakar € A, va&Zix-a=a-x = a;
® 1.7 =1
e i-(i+1)=(i+1)-i=i+1;

e U ostalim sl@¢ajevimajei - j = a.

e

Podgrupoid generisan elementimal, 2, a je upravo grupoid4,. Kako se identiteti
prenose na podstrukture, svaki identitet kogiMaa.A,,, vazZi i na.A,. Treba da pokeemo
da va&i i suprotno: da svi identiteti koji \i&e naAs vaze i naA,. Neka jel proizvoljan
identitet koji v&i na grupoidud,. Kako se identiteti prenose direktnim proizvodom,
vazi i na grupoidu

.A;L_IZ.AQ Xoee ><.A2.

N———
n—1

Posmatréemo podgrupoid3 grupoidaflg‘1 koji sadZi elemente oblika

(0,0,...,0,1,2,2,...,2)

i sve elemente koje satl a bar na jednoj koordinati. Lako se proverava da je ovaj
skup elemenata zatvoren za operacjjuimenjenu po komponentama. 320 se identiteti
prenose na podgrupoid,vaZi i na grupoiduB. Definis&¢emo preslikavanjé grupoida

B na grupoidA,, na sledéi n&tin:

(0,0,0,...,0,0,0,0) +— 0
(0,0,0,...,0,0,0,1) +— 1
(0,0,0,...,0,0,1,2) +— 2
(0,0,0,...,0,1,2,2) +— 3
(1,2,2,...,2,2,2,2) +— n—1

(2,2,2,...,2,2,2,2) — n
(n — 1)-torke koje sadte bar jedn@ +— a
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Treba da pok&emo da je» homomorfizam, tj. da \&:

h((z1y- s zn-1) - (Y1, Yn—1)) = h((21, - s 2n—1)) - A((Y1, - - - s Yn—1))

za sve urdene(n—1)-torke(xy,...,2n—1)i (y1,...,yn—1). UKoliko nijednaodn—1)-

torki ne sadZi a, tada su one okarakterisane pozicijom jedinice gledano sa desne strane
(s tim da uzimamo da se(®, . . ., 0) jedinica nalazi na nultom, a (2, ..., 2) nan-tom
mestu).h slika uredenu(n — 1)-torku upravo u poziciju jedinice. Ako se pdaj jedinice
u(n—1)-torkama(xy,...,z,—1)i (y1,...,yn—1) razlikuje za najse jedno mesto, tada

e rezultat biti ona udena(n — 1)-torkacija jedinica ima véi redni broj:

(0,...,0,0,1,2,2,2,...,2)
-(0,...,0,0,0,1,2,2,...,2)
(0,...,0,0,1,2,2,2,...,2)

Sa druge strane, rezultat primene operacij@ grupoidu.4; na homomorfne slike
(n — 1)-torki je tadamax(h(z1, ..., Tn-1), (Y1, ..., yn—1)) jErj€|h(21,. .., Tp1) —
h(y1,-..,yn—1)] < 1. Dakle u ovom sldaju je uslov homomorfizma zadovoljen. Ako
se pol@aj jedinice u(n — 1)-torkama razlikuje za %e od jednog mesta, tada je zbog
2 -0 = arezultat(n — 1)-torka koja sadti a, pa je

(@1, an—1) - (Y1, Yn—1)) =a=h(z1, ... Tn-1) - B(Y1, - - Yn—1)-

Ako pak jedna odn — 1)-torki sad¥i a, tadace na istoj poziciji i proizvodn — 1)-torki
sadvati a. Neka npr.(x1,...,x,—1) sad¢i a. Tada jeh(x1,...,z,—1) = a, @ kako i

(1, y@n—1) - (Y1,...,Yn—1) SAAEI a, vaZi h((z1,...,Tn-1) * (Y1, Yn-1)) = @,
5to je u skladu sa operacijonma grupoiduA,, jer je

@B, yn 1)) = a.

Dakle i je homomorfizam. Iz definicije se vidi da jena, pa je epimorfizam. Kako se
identiteti prenose epimorfizmom,Jfavazi na grupoiduB, sledi dal vazi i na A,, koji je
njegova homomorfna slika. Dakle, dobili smo da identiteta koji smo pretpostavili da
vazi naAs, vaZii na A, Cime smo pokazali i drugi smer gfenja.a

Da pok&emo dad, nema konénu bazu identiteta pretpostaeimo suprotno, da, ima
kon&nu bazu identitet& i da svaki identitet i23; ima manje och promenljivih.

Uvedimo oznakwzs - - -z za
(- (w1 - 22) - x3) -+ -) - g
Lema 4.4 Zan > 3 grupoid.A; zadovoljava identitet

T1XL9 "  TpX1L Ty = LT3+ Tpdl " Tpkl- (%)
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Dokaz. Neka jeu term sa leve, a term sa desne strane jednakdsji Neka suw, . .., ¢,
vrednosti koje uzimaju redom promenljivg, . . . , z,,. Razlikujemo dva sl¢aja.
1. Medu vrednostimay, . .., ¢, Se ne pojavljuju istovremeno 0 i 2. Tada se vrednosti

racunaju u podgrupoidgo, 1, a} ili podgrupoidu{1, 2, a} datog grupoida. Lako

se proverava da su oba ova grupoida lanci, gdemmasa kao maksimum dva
elementa. Kako je maksimum komutativna, asocijativna i idempotentna operacija,
svaka od promenljivilx; se na obe strane javlja po dva puta,Griace vrednosti

oba terma biti jednake, gz jednakost biti zadovoljena.

2. Medu vrednostimas, . .., c, se pojavljujui0i 2. PokaZa@mo da je tada vrednost
i termav i termau jednakaa. Neka jec; = 0 c¢; = 2. Ako stavimo da vai
0 <1< 2<a,tadase iz tablice za operacijuididavaiz-y > xix-y > ytj.
operacija je monotona. Posmatrajmo proceguaanja vrednosti terma Neka je
e zak € {1,2,...,2n} oznaka za vrednost dobijenutamanjen prvihk clanova
terma. Kako je; = 2, iz monotonosti sledi; > 2. Tada je ie,4;—1 > 2. Kako je
¢ = 0,vrednose,, ; = ey 1;_1-¢;jeili 2:0 = alili -0 = a. Daklee,,+; = a, paje
zbog monotonosti i vrednost celog termgednakaa. Ako analogno razmatranje
ponovimo i za termy, zakljucujemo da je i vrednost termgednakauz (dovoljno je
ucoCiti da prvihn €lanova predstavlja permutaciju promenljivih, . . . , z,, i drugih
n Clanova takde predstavlja permutaciju promenljivihi, . . ., z,).

Treba j& pokazati d4x) nije posledica ni jednog od identiteta skupg Ako bi (x) bio
posledica skupa identiteta,, tada bi svaki grupoid koji zadovoljava, zadovoljavao i
(x). Pokaz&emo da to ne \ia na primeru grupoid#®,, = (B,,, -) gde je- operacija data
sled&€om tablicom:

. b1 bQ bg cee bn—l bn a
by |b1 by a --- a by a
b2 b2 b2 b3 cee a a a
b3 a by by --- a a a

bp—1la a a bp—1 by, a
b, |b1 a a b, bn
a a a a a a a

Lema 4.5 B, E X, tj. B,, zadovoljava sve identiteta skupa.

Dokaz. Pojasnimo definiciju operacijeu grupoidu datom prethodnom tablicom.
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o

e zasvakar € B, vaZiz-a=a-x = q;
o b b; = b
® bj-biy1 = biy1- b = biy1, atakaleb, - by = by - b, = by;

e U ostalim sl@ajevima jeb; - b; = a.

Dakle strukturaB,, je slitha strukturid,,_1, osnovna razlika je da ¥ab,, - b; = b1, ane
by, - b1 = a (zato ova strukturadi na kriznu strukturu).

Neka jel € ¥ proizvoljan identitet. Neka on ima promenljivihzy, ..., x,,. Prema
izbora brojan, vazi m < n. Neka sucy, ..., ¢, vrednosti koje uzimaju promenljive
xr1,...,T,. Tada se mgu vrednostimay, ..., ¢, ne javljaju sve vrednostiy, ..., b,.
Neka jeb; element razit od elemenata, ..., c,,. Kako se elemeng; javlja samo

kao rezultat primene operacijena dva argumenta od kojih je bar jedgn sledi da je
B, \ {b;} podgrupoid grupoid#®,,. MozZe se pokazati da jB,, \ {b;} = A,_». Jedan
izomorfizam je npr. preslikavanje

!

bit1

!

)

by — n—i1-—1
n—1

b2 — n—1+1

1

bi,1 = n—2
a — a
Pdsto identitet! vazi naA,, on v&iinaA,_», Sto zn&i da v&i i na hjemu izomorfnom

grupoiduB,,\{b;}, pa kako su sve vrednosti, . . ., ¢,,, promenljivinzy, .. ., z,, iz skupa
B, \ {b;}, sledi da je za date vrednosti, .. ., ¢,, identitet/ zadovoljen u grupoidis,,.
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Kako su vrednostiy, . . ., ¢,, bile proizvoljne, identitet va za sve vrednostiy, .. ., ¢,
pal vazi na grupoiduB,,, al je bio proizvoljan identitet i2,, paBB, E 3. =

Lema 4.6 U grupoidul3,, ne va&i identitet(x).

Dokaz. Dovoljno je n&i niz vrednosticy, . .., ¢, za koje identite{x) nije zadovoljen.
Neka promenljivery, . .., x, redom uzimaju vrednosti, . .., b,. Zbog “kruzne struk-
ture” grupoidal3,,, pasto su sve promenljive (pa time i njihove vrednosti) sa susednim
indeksima, vrednost prvili elemenata terma je sama vredngstZato je vrednost leve
strane jednakosti,, a desné;. Kako jeb; # b, identitet nije zadovoljers

Tako smo na primeru grupoids,, pokazali da(x) nije posledica skupa formulzy.
Kako (%) vaZi na As, to je u kontradikciji sa pretpostavkom da & baza identiteta
grupoidaA,. Dakle pretpostavka dd, ima kon&nu bazu identiteta je pogsea. Time
smo pokazali dad; nema konénu bazu identiteta

4.3 O klonovima

ViSevrednosna logika je grana matematike koja je nastala kao posledica potrebe za
iskazima sa \#e od dve vrednosti. Ona je uvedena kao3tepje dvovrednosne logike.
Mnogi rezultati koji vae u dvovrednosnoj logiciGuvani su i u Vevrednosnoj logici,

ali kao5to neki rezultati koji su dobijeni u dvovrednosnoj logici ne mogu biti preneseni
na visevrednosnu logiku, tako i neki rezultati dobijeni Bei#rednosnoj logici ne ¥a

u dvovrednosnoj logici. \devrednosna logika je &k svoju primenu u kompjuterskim
naukama. Pri sintezi velikih i kompleksnih sistema I&o su kompjuteri, mali broj
osnovnih elemenata se koristi za izgradnju &g sklopova (logtka, prekidéka kola).

Skup osnovnih elemenata iz kojeg je moguzgraditi svaki sklop se naziva kompletan
skup. U progavanju teorije kompletnosti veliku ulogu igra teorija klonova. Ova grana
opSte algebre prdiava algebre kao nezavisne objekte, i umesto veze sa drugimifsli
algebrama, ispituje uzajamne veze operacija algebre i relacija koje se mogu uvesti na
nos&u algebre. Klonovi su specijalne familije operacija koje izrastaju iz deinin
skupova genesitih operacija.

Sadatemo se baviti samo klonovima na troelementnom skupu. Nekg je {0, 1,2}.
Skup svihn-arnih operacija ndvs ozn&avamo saD?f"), a skup svih operacija nBs; sa

Ps3. Tako
PM = {f|f:EY— B

P o= (PR
n>0
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Definicija 4.7 Neka sui,n € N. i-ta n-arna projekcija nak; je operacijap) : £ —
E5 definisana sa
(X1, . o) = @y

zasvery,...,x, € E3i0<i<n.

Skup svih takvih projekcija n&’s ozna&avamo sdls.

Definicija 4.8 Neka sum,n € N inekasuf € P\" i g1,...,gn € P{™. Kompozicija
operacijaf i g1, ..., gn je operacijaf (g1, ..., gn) € P?)(m) definisana sa
def

flg1y -y gn)(@1y o cyzm) = flgi(x1, oy @m), oy gn(T1, ooy Tm).

Definicija 4.9 Klon operacijaC na E3 je skup operacija n&; koji sadei svei-te n-
arne projekcije i zatvoren je u odnosu ha kompozicij& tje skup operacija n&’s koji
zadovoljava sledm dva uslova:

1. T3 CC,i
2. Ako je f n-arna operacija i€ i ako sug, ..., g, m-arne operacije iZ, tada je
m-arna operacijg (g1, - . . , gm ) takade uC.

Primer 4.10 Klonovi sullsi P3u E5. A

Tvrdenje 4.11 Neka je{C; | i« € N} proizvoljna neprazna familija klonova operacija
na Es. Tada jen;cnC; klon operacija naks.

Dokaz. 1z definicije klona sledi dals C C; za svakoi € N. Tadalls C N;enC;, pa
vazi 1.

Nekaf € NienC™ i g1,....gn € NienC™. Sledidaf € i gy,... g € C™,
za svaka € N. Prema definiciji klona tadafi(gi,...,9n) € Ci(m) za svaka € N, tj.
flgr,...,gn) € ﬁieNC'i(m), pavai2.a

Definicija 4.12 SalL3 ozn&avamo skup svih klonova ;.

Definicija 4.13 Neka jeF neki skup operacija n&s. Klon generisan skupotf je klon

(Fyer, En{ceLs| Fccy

tj. (F')cr, je najmaniji klon koji sadti F'.
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U E3 vazi sled€e tvdenje.
Tvrdenje 4.14 (Janov, M&nik) Ls ima kontinuum mnogo elemenata.

Dokaz. Na kon&nom skupu ima prebrojivo mnogo operacija, pd.jenajvise kardinal-
nosti kontinuum. Daéemo kontinuum mnogo razitih klonova operacija nad’s.

Neka jeF = {f; | ar(f;) =1i,i > 2} gdejef;(1,2,...,2) = fi(2,1,2,...,2) = --- =
fi(2,2,...,2,1) =1i fi(x1,...,2;) = 0usvimdrugim sléajevima. Pokadmo daf; ¢
<F\ {fl}>CL Odavde sledi dﬂl,HQ CF, H 7& Hy pOVlEéI <H1>CL 7& <H2>CL1 Sto
je dovoljno za dokaz tdenja.

Pretpostavimo da za neko> 2 vazi f; € (F'\ {f;})cr. Tada je za nekg # i

gde zasvd < k < jvazi g, € (F \ {fi})cr. Stogaimamo dve mogunosti:

(1) gr =z, =1,

Ako je (2) ispunjeno za bar dva raiia indeksa zamenome; = 1,20 = --- = x; = 2,
odnosno ako je (2) ispunjeno z&te jedan idek# (recimok = 1) zamenom;, = 1,
xj = 2 zaj # is, sledi kontradikcija sa 4.1.

Konatno pretpostavimo staj

fi= fi(@iy, .o, xi;).
Tada ne me bitij < i jer bi tadaf; zavisilo od vée promenljivih negq; (z;,, . .., x;;).

Zato jej > 4, pa melu promenljivinz;, ima jednakih, npri; = i». Zavrednost;, =1,
xj = 2 zaj # i1 imamo kontradikciju kao i u prethodnom skju. s

Napomena 4.15E. Post je pokazao da je, prebrojiv skup.c



Glava 5

Brojevi

5.1 Realni brojevi

Definicija 5.1 Potpuno ureeno poljeF je algebarski sistem
F= (Fa =+, S)

gde jeF neprazan skupt, - : F2 — F binarne operacije skup#, a< C F? binarna
relacija skupat’, pri cemu vae sledée aksiome:

1. (F,+,") je polje;
2. relacija< je refleksivna, antisimettna, tranzitivna i totalno udenje;
3. relacija< je saglasna sa operacijama - tj. vazi

@ (Va,b,ce F)(a<b=a+c<b+c)
(b) (Va,be F)(0<a,0<b=0<a-b)

4. vazi sled&a aksioma potpunosti:
Neka jef) # A C F odozgo ograriien skup, tj. neka postoji € F' tako da za
svakob € A vaZzi b < a. Tada postojsupremunskupaA tj. broj m takav da vai:
(a) m je gornje ograrienje skupad: (Vb€ A)b <mi

(b) m je manje od svih ostalih gornjih ogrd®inja: za svaken; € F' koje je
gornje ogrartenje skupa, tj. za koje a(vb € A)b < my, vazim < m;.

Aksioma potpunosti (4) govori da svaki odozgo ogéam neprazan podskup skupa
F ima supremum (najmanje gornje ogréemje). Ovo svojstvo omo@ava uvaenje
merenja.

79
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Pokazuje se da postoji potpuno de®o polje i da su sva potpuno dema polja izo-
morfna. Pa, pod realnim brojevima ubwdupodrazumevamo potpuno demo polje
koje emo oznéavati sa R,, +, -, <).

Pdsto je (Re, +, ) polje, sve osobine polja ¥& u skupu realnih brojeva. 1zZ8&mo
neke posledice aksioma koje séuiodnosa operacija i - sa relacijom<. Koristimo
uobicajenu oznaku > bzab < a,a<bzaa<bANa#bib>azaa <b.

Tvrdenje 5.2 Za realne brojeve: i p vazi:

l.a>0&-a<0
2.a2>0
3.1>0
4.a>0=a"1>0
5.p>0=(a<b=p-a<p-b)
Dokaz.
1. Neka jea > 0. Prema aksiomi 3a, tadaiau + (—a) > 0 + (—a), pa iz osobina

polja sledi—a < 0. Obrnuto, neka je-a < 0. Tada primenom iste aksiome
dobijamo(—a) + a < a, tj. a > 0.

. Pasto je< totalno ur@enje, mora Vaiti 0 < a ili a < 0.

(@) 0 < a. Tada primenom aksiome 3b dobijafe< a - a = a?.

(b) a < 0. Tada prema prethodno dokazanontsju 1 v&i 0 < (—a). Odatle
primenom aksiome 3b sledi< (—a)(—a), a u polju je(—a)(—a) = a?, pa
je iuovom slEaju0 < a?.

. Prema prethodnoj osobini je=1-1 > 0. Kako je(Re, +, -) polje, v&i 1 # 0,

pajel > 0.

. Neka jea > 0. Pretpostavimo suprotna:! < 0. Tadavai0 < ai0 < —a™!,

pa prema aksiomi 3b sledi< a - (—a~!). Prema osobinama polja tada< —(a -
a~Y) tj. 0 < —1, to primenom aksiome 3a daje< 0, a to je u kontradikciji sa
prethodnom osobinonmt > 0. Dakle pretpostavka~—! < 0 je bila pogr&na, pa
kako je< totalno ureenje vai 0 < o', a kako je0 # a~!, sledi0 < a~!.

. Nekajep > 0i a < b. Pretpostavimo suprotng:- b < p - a. Tada iz aksiome 3a

sledip-b—p-a <0, paiz distributivnosti sled) < p - (a — b). Kako jep # 0,
postojip~!, a prema sldaju 4 ovog tvdenja vai 0 < p~!. Odatle po aksiomi 3b
sledio < p~!-p-(a—b) odnosnd < a — b $to po aksiomi 3a poviab < a, ato
je kontradikcija sa pretpostavkom< b (zbog antisimetinosti relacije<). Dakle
pretpostavka - a > p - b je pogréna, pavaip-a < p-b.
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Skup

Rf={z|z>0}
nazivamo skuponpozitivnihrealnih brojeva. 1 je pozitivan realan broj, prema prethod-
nom tvidenju, a primenom aksiome 3a dobijamo desf1+1>1+0=1> 0,
azatimi3 = 2+ 1,4 = 3 + 1,... pozitivni realni brojevi. SkupV = {1,2,3,...}
dobijen na ovaj nén zovemoskup prirodnih brojeva Skup No = N U {0} zovemo
skup prirodnih brojeva sa nulona skupZ = No U —N gde je—N = {—n | n € N}
skup celih brojeva.R; = {g | p,q € Z,q # 0} je skup racionalnih brojeva, a skup
I, = Re \ Rq skupiracionalnih brojeva.
Nekaa,b € Re i a < b. Za brojc kazemo da jazmetu brojevaa i b akko v&i a < cii
c<hb.

Tvrdenje 5.3 Nekaa,b € Re i a < b. Tada postoji brog koji je izmefu brojevaa i b.

Dokaz. Neka jea < b. Prema aksiomi 3a i komutativnosti sabiranja sledi

ata<a-+bd
a+b<b+b.

Primenom distributivnosti i osobine neutralnog elementa dobijamtoe = 1-a + 1 -
a=(1+1)-a=2a,ianalognd + b = 2b, 5to zn&i da v&i

2a < a-+b
a+b<2b

Pasto je2 > 0, postoji2~!. Prema tvdenju 5.2 tada sledi < 27 !(a +b) i 27 (a +
b) < b. Zato je2~(a + b) trazeni brojc koji se nalazi izmdua i b. m

Dakle u skupuR. za svaka dva broja postoji broj izmhe njih. Za skup koji ima ovu
osobinu kdemo da jeyust

Tvrdenje 5.4 (Arhimedova nejednakost)Neka jea > 0i b € Re. Tada postojin € N
takav da jena > b.

Dokaz. Neka sua > 0i b € Re proizvoljni. Pretpostavimo suprotno: za svake& N
vazi na < b. Tada je skupS = {a,2a,3a,...} ogranten sa gornje strane, pa prema
aksiomi potpunosti (4) postoji supremum

Ukoliko ne bi postojao ni jedan brdja skupasS za koji v&Zi m — a < ka, tada bi svi
brojevi skupaS bili maniji ili jednaki m — a, pa bim — a < m bilo gornje ograréenje,
5to je suprotnosti sa pretpostavkom darjenajmanjegornje ograrienje. Zato postoji



82 GLAVA 5. BROJEVI

broj ka € S (k € N) za koji va&im — a < ka. Tada ik +1 € N,pam = (m — a) +
a < ka+a=(k+1)a. Kako(k+1)a € S, dobijamo dan nije gornje ograrienje Sto
je kontradikcija. Dakle postoji € N tako dana > b. =

Napomena 5.5Moze se pokazati da postoji bijekcija izchedecimalnih zapisa realnih
brojeva i skupa realnih brojevide. ©

Definicija 5.6 Neka jer € Re. Tada jeapsolutna vrednost realnog brojadata sa

| = x, x>0
= -z, xz<0.

Tvrdenje 5.7
1.10]=0
2. 2 #0=|z[ >0
x|l =x Vx| = —x

3
4, —|z| <z < |z

ol

R
6. z|<as—a<z<a
7. |zyl = [=[y|

8. [z +y| < x|+ |yl
Dokaz. Osobine 1, 2, 3, 4 i 5 slede direktno iz definicije.

6. Osobina 6 je posledidéinjenice da je

—a<r<a < —a< —r<a
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7. Osobina 7 je posledica definicije i osobine 5.

8. Iz osobine 5 imamdz + y| = |-z — y|, iz osobine 3 sledix + y| = = +y Vv
|z +y| = —z—y,aizdtakdex < |z|, —x < |z|, —y < |y|, y < |y| odakle sledi
ety <o)+ yli—z—y < |z|+ [yl |z +y| < |z +[y]-

Realni brojevi se mogu prikazati i u ravni pomorealne prave. Neka je data prava

p U ravni. lzaberimo dve radite tacke A i B na pravojp i pridruzimo im redom
brojeve 0i 1. Prengenjem dudi AB dobijamo celobrojne t&kke na realnoj osi, a potom

se odgovarajtim konstrukcijama pridrze t&ke racionalnim brojevima. Kaditenjem
osobine neprekidnosti realne prave dokazuje se da se i iracionalnim brojevima mogu
dodeliti odgovarajae t&ke na pravoj. Mae se pokazati da je takvo preslikavanje
bijekcija. Dalje se mbe uspostaviti bijekcija skup&2 uredenih parova realnih brojeva i
tataka ravni, kao i bijekcija skup& trojki realnih brojeva i tdaka prostora.

5.2 Prirodni brojevi

Videli smo da se skup prirodnih brojeva sa nuldfp moze uvesti kao podskup skupa
realnih brojeva. Drugi n@n zasnivanja prirodnih brojeva su slégdé>eanove aksiome

1. 0 € Ny.

2. Za svaki brojn € Ny postojin’ € Ny koji se naziva sledbenik broja
3. m'=n"=m=n.

4. 0 nije naslednik ni jednog broja i¥j.

5, MC Ny, 0eM, (neM=n"e€M)=M=N,.

Skupove celih i racionalnih brojeva moggi je definisati polazé od skupa prirodnih
brojeva. Dalje se pontw racionalnih brojeva uvode realni brojevi.

Poslednja Peanova aksioma je aksioma indukcije. Onda predstavlja univerzakujevr
koje se odnosi na sve podskupaVe skupaNy. U teoriji prvog reda ovo twdenje nije
mogLEe izraziti jedinstvenom aksiomom. Zato uvodi slealgema-aksioma:

A(0) A (Vo) (A(z) = A(x')) =(Vz) A(z)

za svaku formulA predikatskog réuna. Ovo je samo specijalni ks Peanove aksiome
indukcije, jer svih podskupoval skupalN, ima kontinuum, a formula prvog reda ima
samo prebrojivo mnogo.
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U algebri(Ny,”) operacije sabiranja i mienja defiffemo na sled® nain:

n+0 =n

n+m' = (n+m)

n-0 =0

n-m' =n-m-+n.

Primenom matemdike indukcije pokazujemo da¥@a poznate osobine prirodnih brojeva
kao Sto su komutativnost i asocijativnost sabiranja i distributivnost Zeng@a prema
sabiranju.

Matemattka indukcija se&€esto koristi u ngto modifikovanom obliku. Ukolik@elimo
da pokaemo da neko tdenje vai za sve prirodne brojeve pev od nekog broja,
tada pokazujemo da #azang i da va&enje tvdenja za nekd > ng povlai njegovo
vazenje zak + 1.

Primer 5.8 llustrovatemo n&in primene matematke indukcije tak&totemo pokazati
da za svaki prirodan braej vazi

S(n) : 1+2+--~+n:n(n2+1).
S(1) se svodi nd = %2 &to trivijalno vai.
Pretpostavimo da v Sk
142+ +k= k(k;l)
Ako i jednoj i drugoj strani dodamb + 1, dobijamo
14+24+k+(k+1)= k(k;l)Jr(kJrl),

Sto posle srdivanja daje
(k+1)((k+1)+1)
2 )
a to je upravoS(k + 1). Dakle S(k)=S(k + 1), a kako vai S(1), prema aksiomi
matemaittke indukcije sled{Vn € N) S(n). A

1+2++k+(k+1)=

Napomenimo da se uz odfreno preciziranje meta mateniiiih postupaka (posebno
finitnosti) unutar vrlcSiroke klase formalnih teorija (u koje spadaju sve one kojeZzeadr
elementarnu aritmetiku) ne e pokazati neprotivimost formalne teorije. Osim toga,
za takve teorije va da ukoliko su neprotiviene, tada u njima postoje tienja koja su
neodliva. Dakle postoje izrazi koji su na dogten n&in formirani u toj teoriji, takvi
da ni izraz ni njegova negacija ne mogu biti izvedeni unutar teorije (Gedel §delp.
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5.3 Prsten celih brojeva

Jedné@inaa + = = b nema uvek réenje u skupw,. Zato se javlja potreba za ugenjem
strukture koja bi zadrala neka bitna svojstva strukture skupg ali u kojoj bi jedn&ina

a+x = buvekimalaré&enje. Zahtev da nova struktura zadreka bitna svojstva polazne
strukture koja predstavljala motivaciju za njen nastanak, naziva se “Hankelov (H. Hankel)
princip permanencije”. Kada kamo da smo skup prirodnih brojepeosirili skupom
negativnih brojeva i tako dobili skup celih brojeva, hda smo definisali novu strukturu
celih brojeva koja kao svoju podstrukturu sadstrukturu izomorfnu skupu prirodnih
brojeva.

Opis&emo konstrukciju pontu koje od strukture prirodnih brojeva dolazimo do prstena
celih brojeva.

Nekaje(A, +, -) algebra tipg2, 2) takva da su- i - komutativne i asocijativhe operacije,
vazi zakon skréivanja za operacijy- i zakon distributivnosti prema+. (Primetimo da
(No, +, -) zadovoljava ove osobine.) Deféino operacijet’ i ' na skupud? na sledéi
nacin:

(21, 22) + (y1,92) Z (21 + g1, 22+ y2)
(z1,22) - (y1,92) def (21 - Y1+ 22 - Y2, 21 - Y2 + T2 Y1)

Primenom asocijativnosti, komutativnosti i distributivhosti operagija -, direktno se
dobija da su H' i - komutativne i asocijativne operacije o i da je - distributivna
prema+’. Definiimo relaciju~ na skupud? na sledéi nagin:

def
(w1, 22) ~ (Y1,92) ES 11ty =y1 + 12

Pokaz&emo da je- kongruencija algebre4?, +', /) tj. da je refleksivna, antisimetma,
tranzitivna, saglasna sg i saglasna sd.

Refleksivnost Kako je x1 + xo = x1 + x2, po definiciji sledi(z1,z2) ~ (z1,22) za
proizvoljno (z1, z2) € A2

Sto znd&i (y1,y2) ~ (21, 22).

Tranzitivnost Nekaje(z1,z2) ~ (y1,v2) i (y1,y2) ~ (21, 22). Tadaxr) +y2 = y1 + 2
i y1 + 22 = z1 + yo2. Sabiranjem ovih jednakosti dobijani®; + y2) + (y1 + 22) =
(y1 + x2) + (21 + y2). Odatle primenom asocijativnosti, komutativnosti i zakona
skretivanja za operaciju- dobijamox; + z2 = 21 + 2, paje(zy, x2) ~ (21, 22).

Saglasnost sa-’ Pdsto je+’ komutativna operacija, dovoljno je proveriti dazva

(z1,22) ~ (y1,92) = (21, 22) +' (21, 22) ~ (y1,92) + (21, 22).
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Neka je(x1,x2) ~ (y1,y2). Tadajer; +y2 = y1 + 2. Ako na obe strane dodamo
z1 + zo | primenimo asocijativnost i komutativnost zadobijamo
(1 +21) + (y2 + 22) = (y1 + 21) + (v2 + 22)
ato zn&@i (x1 + 21,2 + 22) ~ (y1 + 21, y2 + z2) odnosno
(w1, 22) +' (21, 22) ~ (y1,92) + (21, 22).
Saglasnost sa | ovde je zbog komutativnosti operacijedovoljno proveriti
(z1,22) ~ (y1,y2) = (21, 22) ' (21, 22) ~ (Y1, 92) - (21, 22).
Neka je(zy,z2) ~ (y1,y2). Tada jer; + y2 = y1 + x2. Odatle sledi
(x1 +y2) 21 = (Y1 + x2) - 21 (%)
Kako je + komutativna operacija, sledp + y1 = yo2 + x1, pai
(T2 +y1) - 22 = (Y2 + 21) - 22 (%)
Sabiranjem jednakosti) i (xx) dobijamo
(T1+y2) 21+ (@2+y1) 22= (1 +22) 21+ (Y2 +21) - 22
Sto posle primene distributivnosti, kao i asocijativnosti i komutativnosti ztaje
T1-21+ T2 22+ Y1 22+Y2-21=Y1 21 +Y2°22+T1- 22+ T2 21,
a to po definiciji znai
(x1-21+x2 20,21 20 +x2-21) ~ (Y121 + Y2 22,y1 - 22 + Y2 - 21)
tj. (z1,22) ' (21, 22) ~ (y1,92) ' (21, 22).

Dakle ~ je kongruencija, pa postoji faktor-algebfd?/.,®,®) algebre(A2, +,-").

Na faktor-algebru se prenosi komutativnhost, asocijativnost i distributivhost operacija.
Pokaz&emo da postoji neutralni element zai inverzni elementi u odnosu na. Za
proizvoljnoa € A vazi

(x1,22) /o ® (a,a) /o = (21 + a, 29 + @) /.

Kako jex; + z2 + a = 1 + a + x9, sledi(z1,22) ~ (x1 + a,z2 + a), Sto zn&i
(z1,22) /o = (1 + a,22 + a)/~. Dakle(a,a)/~ je neutralni element za. Neka je
sada(z1, r9)/~ € A2/ proizvoljan. Tada je zbog komutativnosti za

(21, 22) /o & (22, 21) /o = (21 + T2, 22 + 21) /o = (a,0) /o,
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§to zn&i da je(x2, z1) /~ inverzni element elementa, z2) /~.. Dakle® je asocijativna

i komutativha operacija, postoji neutralni element i postoji inverzni element za svaki
element izA%/., pa je (A%/.,®) grupa. Kako jec® asocijativna operacija i
distributivnost® premaad, zndi da je(A?/-,®, ®) prsten

Ako ovu konstrukciju sprovedemo za struktyivy, +, -), tada dobijamo prstefiVg /-, ©, ©)
koji nazivamo prsten celih brojeva ig@mo sam& = (Z, +,-). Podstruktura prstena
(Z,+,-) koja je izomorfna s¢ Ny, +, ) je odredena skupor{ (m,0)/~ | m € No} i
izomorfizam je upravo preslikavanje datofa) = (n,0)/~ zan € Nj.

Videli smo da je skup realnih brojeva gust. Kada se na prirod@mnavede relacija
totalnog poretka na skupovim¥, i Z moze se zakljgiti da skupovilNg i Z nisu gusti,
ali da u njima vadi aksiom potpunosti.

5.4 Elementi teorije brojeva

Tvr denje 5.9 (Deljenje sa ostatkom)Neka jea € Z proizvoljan ceo brojb € N. Tada
postoje jedinstveni brojevii r tako dag € Z,r € {0,1,...,b— 1} ivaZi

a=qgb+r
Dokaz.

Egzistencijap i . Prvocemo dokazati da za € N, postoje odgovarafti ¢ i . Dokaz
sprovodimo indukcijom pa. Ako jea = 0,tadajea = 0- b+ 0ivazi0 < b, pa
mozemo stavitip = 0 i » = 0. Pretpostavimo da tdenje vai zaa. Tada postoje
girtakodajea =qgb+7i0 <r <b-— 1. Treba da pokeemo da postoje’ i r’
takodavdia+1=¢b+17"i10<r" <b— 1. Razlikujemo dva skaja.

1.r<b-—2 Tadajea+1=¢gb+ (r+1)ivazir+1 <b— 1, pa mazemo
staviti¢/ = qir’ =r + 1.

2.r=b—1. Tadajea+1=gb+b—1+1=q(b+ 1), pa m@&emo staviti
qd=q+1ir"=0.

Treba j& pokazati da postoje odgovargiy’ i ' zaa < —1. Tadaje—a —1 > 0,
pa prema prethodnom razmatranju posipjer tako davdi —a — 1 = gb +r i
0 <r <b—1. Odatle sledi = (—¢)b—r—1, odnosnar = (—q—1)b+(b—1)—r.
Kakoje0 < (b—1)—r <b—1, mazemouzety = —qg—1ir'=b—1-—r.

Jedinstvenostp i ¢ Nekajea = ¢1b+ 711 a = gob + ro pri cemul < rq,79 < b — 1.
Tadaje(q1 — q2)b =19 —ry. Pritome je—(b—1) < ro — 11 < b— 1. Ako bi bilo
q1 — g2 < —1tadabivailo ro — r; = (¢1 — ¢2)b < —b, Sto je nemogce. Ako bi
vazilo ¢; — g2 > 1 tada bi bilory — 1 = (¢1 — ¢2)b > b, Sto je taka@e nemogae.
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Dakle mora bitig; — ¢ = 0, odakle sledij; = ¢2, pair, = r9, 5to zn&i da sug i
r jedinstveni.

Broj ¢ iz prethodnog twilenja se naziviolicnik, a brojr ostatakdeljenja brojaz brojem
b. Pisemog = adivbir = a mod b.

Definicija 5.10 KaZzemo da ceo braj: deli ceo brojn (ili da je n deljivsam), u oznaci
m | n, akko postojik € Z tako da jen = km (tj. n mod m = 0).

Lako se pokazuje da je relacijaelacija parcijalnog u@enja na skupuVy, dok naZ
nije.

Definicija 5.11 Broj d € N je najvei zajednEki delilac brojevaa,b € Z, u oznaci

d = NZD(a,b) ili d = (a,b), akko

l.d|la i d|b
2. zasvakal, € Z zakojevdidy |a 1 dy|bvazii dy |d.

Za cele brojeve: i b kazemo da swzajamno prostako jeNZD(a,b) = 1.

Definicija 5.12 s € N je najmanji zajedritki sadzalacbrojevaa, b € Z, u oznacis =
NZS(a,b) ili s = [a,b], akko

lLals i bl|s
2. zasvakos; € Z zakojevdia | s1ib]| sy vaziis| s.

Napomenimo, da u skupu prirpdnih brojeva relacija se Zgdrrelacija parcijalnog
poretka. U odnosu na relacijuVv b = sup{a,b} = NZS(a,b) je najmanji zajedrdki
sadvalac zauwi b, a A b = inf{a,b} = NZD(a,b) je najvei zajedncki delitelj zaa i b.
Dakle, imamo mréu (N, V, A).

Tvrdenje 5.13 (Euklidov algoritam) Neka sua,b € Z proizvoljni celi brojevi. Tada
postoji jedinstverl = NZD(a, b) i postoje brojevix, 5 € Z tako da

aa + b =d.
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Dokaz. Neka sua,b € Z proizvoljni. Opis&emo postupak kojim se efektivho nalazi
NZD(a,b) i brojevi a, § € Z. JedinstvenosNZD(a, b) je direktna posledica definicije
zaNZD i antisimetrEnosti relacijd na skupuNy.

Lako se proverava da znak brojeva neCetna deljivost. Zato nieemo posmatrati
sluCaj kada jea, b € Ny. 1z definicije najvéeg zajedrikog delioca sledNZD(a,b) =
NZD(b,a), 3to zn&i da m@emo uzeta > b. Neka jeag = a i by = b. Ako jeb; # 0
tada defirsemog;, a;+1 i b;11 na sledéi ntin:

q; = a; div b,‘
ai+1 = b;
bi+1 = Q; mod bz

Tako m@emo r&unati sledée Clanove nizova na osnovu prethodnih sve dok;je- 0.
Kada jeb; = 0, postupak je zawen. Iz definicije sledi da j& .1 < b;. Zato su nizovi;
i b; strogo opadajti, pa postojik € N, tako da jeb, = 0. To zn&i da se postupak uvek
zaviSava u konénom broju koraka. Pokazamo da je za svakv < i < k broja najveti
zajedncki delilac brojevaa; i b;, odakleCe sleditia, = NZD(a,b). Zai = k tvrdenje
vazijeray | ariay | 0, azaproizvoljanl; za koji vaZid, | ax id; | 0vazid; | ag, 5to po
definiciji zn&i ax = NZD(ag,0) = NZD(ay, by). Pretpostavimo sada da tienje vai
zai+1: nekajea, = NZD(CLiJrl, bi+1) = NZD(bZ, bi+1). Tadaay, | b; i ag ’ biy1- Kako
je a; = qib; + b1, slediay, | a;. Dakle,ay, jeste delilac brojeva; i b;, treba j& pokazati
da je najvéi. Nekad’ ‘ a; i d | b, = A4 1- Kako jebiH = a; — Qibi sledid’ | bi+1.
Dakle imamod’ | a;41 i d' | b1, pa p&to je po pretpostavei, = NZD(a;41,bi+1),
sledid’ | ax. Tada iz definicije sledi;, = NZD(a;, b;). Dakle

ay = NZD(ag, bg) = NZD(ag_1,bg—1) = - - = NZD(ag, bg) = NZD(a, b).

Sadatemo opisati postupak za odreanje brojevan i (3 koristeti konstruisane nizove
a;, b;, ¢;. Definisimo nizoveoy,, ag—1, ..., 01 Bk, Br—1, - .., Bo na sledéi natin:

ag =1, Br =1
o = Biv1, Bi= i1 — Bir1¢
Pokazaemo da z& < ¢ < k vazZi
a;a; + Bib; = d.

Zai = k tvrdenje se svodinad- d + 1 -0 = d, 5to v&i. Pretpostavimo da tdenje vai
zai + 1:
Qit10i+1 + Biy1bi1 = d.

Zamenjuju'l:i ai+1 = b; i bit1 = a; — q;b; dobijamo

aip1b; + Biv1(a; — qibi) = d,
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tj.
Biv1a; + (it1 — Bigi)bi = d,
ato je upravo
a;a; + Bibi = d.
Prematome, \& i agag + Boby = d, pa m@&emo stavite = ag i 8 = [y. m

Primer 5.14 Pok&imo da je u ciklénoj grupi C,, redan preslikavanjef(z) = =™
automorfizam akko stn i n uzajamno prosti.

<) : Neka sum i n uzajamno prosti, tNZD(m,n) = 1. Dokazujemo da je pres-
likavanje f : C,, — C,, definisano sg(z) = z™ automorfizam grup€,,,. Kako je
NZD(m,n) = 1, postoje celi brojevi i b takvi da jeam + bn = 1. Pok&imo da jef
1-1 preslikavanje. Neka j¢(z) = f(y) tj. ™ = y™. Pdsto u grupiC,, za svaki element
z € C, vazi 2" = e, sledi

1 _ xam—i—bn _ (xm)a(xn)b _ (ym)aeb

r =2
— (ym)a(yn)b — ,,am+bn

y =yl =y

Kako je f 1-1, aC,, kona&an skup, sledi da j¢ i na. Konano, kako je cikltna grupa
komutativna,

flay) = (@y)™ = 2™y™ = f(x)f(y),
pa jef bijektivni homomorfizam, tj. automorfizam.

=) : Neka je f(x) = 2™ automorfizam ia generator grup&C,,. Pretpostavimo da
NZD(m,n) = d > 1. Tada postojé; i ko tako dam = kid i n = kod. Kakod > 1
sledil < ky < n. Zato jea*? # e. Kako je

fla2) = aFem = gl = (abt) = (@) = e = f(e),
sledi daf nije 1-1, Sto je kontradikcija sa pretpostavkom dafjautomorfizamA

Definicija 5.15 Za prirodan brop > 2 kazemo da jerostakko nije deljiv ni sa jednim
prirodnim brojem razBitim od 1 i p. Prirodan broj véi od 2 jeslozenakko nije prost.

Primer 5.16 (Mala Fermaova (P. Fermat) teorem#&ko je p pozitivan prost broj, tada
za svaki pozitivan ceo braj vazi
a’? =a (mod p)

Dokaz. Indukcijom poa. Zaa = 1 tvrdenje @igledno vai. Pretpostavimo da | a? — a.

Treba da dokgemo d&p | (a + 1) — (a + 1). Kako je

p(p—1)
2!

a oba sabirka na desnoj strani su deljivassledi tr&eno tvdenje.s A

(a+1)p—(a+1)=(ap—a)+<m+ +-~+pap1>
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Lema 5.17 Nekaa, b,c € N. Akoc | abi NZD(c,a) = 1, tadac | b.

Dokaz. Nekaa,b,c € N, ¢ | abi NZD(c,a) = 1. Tada prema Euklidovom algo-
ritmu (5.13) postojey, 5 € Z tako da

ac+ PBa =1,

odakle sledi
ach + Bab = b.

Pastoc | ach i ¢ | Bab, sledic | b. m

Lema 5.18 Neka jep prost brojia,b € Z. Akop | ab, tadap | aili p | b.

Dokaz. Neka jep proizvoljan prost broj iu,b € Z. Ukoliko p | a, tada tvdenje vai.
Ukoliko p/[ a, tada jeNZD(p,a) = 1 jer su jedini delioci broja broj 1 i sam brop, ap
nije delilac brojaa. Prema prethodnoj lemi (5.17)| b. m

Tvrdenje 5.19 (Osnovni stav aritmetike)Neka jen > 1 prirodan broj. Tada se: na
jedinstven néin mdze napisati u obliku

n=p.. .pp* (%)

gde sup; < py < - -+ < p prosti brojeviiag,...,ar € N.

Dokaz. Prvocemo pokazati da se svaki prirodan brojzamapisati u oblikyx). Ako je

n = 2 tada jen = 2!, pa se mie napisati u obliki*). Pretpostavimo da tdenje vai
za sve brojeve manje ad Ako je n prost broj, tada se on rie napisati u obliku .
Ako je n slazen, tada j&r = a - bgdel < a,b < n, pa zaa i b vazi induktivna hipoteza.
Zato seun i b mogu napisati u oblik(x). Tada primenom asocijativnosti i komutativnosti
mozemo sortirati redosled prostthnilaca u proizvodw: - b i sabrati eksponente. Tako
dobijamo brojn predstavljen u oblikyx). Dakle tvdenje vai i zan.

Sada treba pokazati da je razlaganje na préisiece jedinstveno. Pretpostavimo da su
itk qfl ...qlﬁl dva razlaganja broja na proste&inioce. Tada je

pit.ppE = g7 ...qlﬁl.
Pretpostavimo da su razlaganja réitéi, bilo da se neki od prostih brojeva sa jedne strane
ne javlja sa druge, ili se javlja sa ra@tim eksponentom. Tada memo skratiti sve
Cinioce zajedriike za obe strane tako da bar sa jedne strane dobijemo brgjtradlil:

iy iy Bi ?jll
Piy o Piy =Gy,
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Neka je npr.o;; > 0. Tadap;, deli levu stranu, pa mora deliti i desnu. Prema
lemi 5.18 prost brop;, deli neki od prostih brojeva;,, . .. 1 q5,, ato je kontradikcija
sa pretpostavkom da smo skratili sve zajédacinioce.n

Tvrdenje 5.20 (Euklid) Prostih brojeva ima beskoao mnogo.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno: da postoji kéna mnogo prostih brojeva. Neka su
p1,-..,Ppr SVi prosti brojevi. Stavimo

p=p1-p2ppt 1

Broj p je veti od svih brojevapy, . .., px, pa mora biti slden. Zato se on ni® napisati
kao proizvod prostih brojevato zn&i da je deljiv sa nekim od prostih brojews, . . . , pg,
a to je kontradikcija jep daje ostatak 1 pri deljenju sa svakim od brojeva. .., py. =

5.4.1 Linearne Diofantove jedn&ine
Ako sua i b celi brojeviia, b # 0, tada se linearna jeddima oblika
axr+by=c

pri ¢emu promenljiver i y uzimaju vrednosti iz skupa celih brojeva, naziva linearna
Diofantova jednéina. Jedné&ne ovog tipa proéavao je gtki matemattar Diofant u
treCem veku pre rige ere. Zahtev da su3enja celobrojna okava njihovo réavanje. Na
primer, jedn@inaz +y = 1 ima beskonéno r&enja, dok jedn@na8x + 12y = 13 nema
ni jedno, jer je leva strana prethodne jednakosti parna za sve celobrojne vradingsti

Tvrdenje 5.21 Linearna Diofantova jedn@naax + by = ¢ ima reSenje akkal | ¢, gde
jed = NZD(a,b).

Dokaz. =) : Neka jed = NZD(a,b) i neka je(zo,yo) redenje jednéine, tj. axg +
byo = c. Kakod | ai d | b, sledid | axg + byy (= ¢).

<) : Pretpostavimo d@ | c¢. Tada postoji broj € Z tako dac = kd. Na osnovu
tvrdenja 5.13 postoje celi brojewi i i’ takvi da jeax’ + by’ = d. Mnozeti poslednju
jednakost s& dobijamoakz’ + bky' = dk, tj.

a(kx’) + b(ky') = c,

paje(ka’, ky') jedno réenje polazne linearne Diofantove jedime. s
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Primer 5.22 Re&Simo Diofantovu jednéinu 13z 4+ 32y = 5. U ovom sli€aju jea = 13,
b = 32i ¢ = 5. Koristeti Euklidov algoritam dobijamo:

32 =2-13+6; 13=2-6+1; 6=6-1,
te su brojevi 32 i 13 uzajamno prosti, pa broj 1zemo napisati kao
1=13+4+(-2)-6=13+(-2)(32-2-13) =5-13 + (-2) - 32.

MnoZenjem jednénel = 5- 13+ (—2) - 32 sa 5 dobijamd3 - 25 + 32 - (—10) = 5, te
je jedno ré&enje polazne jedGae par(25, —10). A

5.5 Racionalni brojevi

Celi brojevi nam omogeavaju da réavamo jednénu oblikaa + = = b, ali u skupu

Z i dalje nije mog@e reiti sve jednaine oblikaz - a = b. Da bi smo omoggili
reSavanje i ovih jednéna, rukovodéi se Hankelovim principom permanencije uvodimo
skup racionalnih brojeva. Racionalni brojevi se définpom@u celih brojeva stino kao
Sto se celi brojevi defiSu pom@u prirodnih. Na skup& x (Z\ {0}) se definse relacija
(p,q) ~ (1,5) gt p-s=r-qipokazuje da je- kongruencija u odnosu na oeracije

i - definisane sa

(b,a)+ (d,c) = (ad+ bc,ac)
(bya) - (d,c) = (bd,ac).

Dobijeni faktor-prsten je prsten racionalnih brojeva, za koji se pokazuje da je polje. Pri
radu sa racionalnim brojevima pogodno je izabrati jedinstvenog predstavnika svake klase
(p,q)/~-. U ovom sli€aju m@emo uzeti predstavnik@, q) za kojeg vdi NZD(p, q) =

1. Klasu (p,q)/~ tada oznéavamo sal. Tako skup racionalnih brojeva rhemo
q
posmatrati i kao skup

Raz{lewJEZ,q#& NZD(p,q)Zl}.

Cesto skupR, 0zna&avamo say.

Skup racionalnih brojeva je gust, ali u njemu ne&ivaksioma potpunosti. Naime, iz
aksiome potpunosti bi sledilo, recimo, da postoji brdpko da jer? = 2. Pokaz&emo
da to nije sldaj (dokaz koji sledi polie od Euklida). Naime, pretpostavimo suprotno,
da postoji brojr € R, takav da jer? = 2. Kako jex € Rq, vaZi x = 7 gdesuaib
uzajamno prosti celi brojevili # 0. Dakleg—; = 21j. a® = 2b*. Odavde sledi da je®
paran broj, pa je zatod paran broj tj. mae se napisati u oblika = 2p gdep € Z. Iz
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jednakostin® = 2b2 dobijamo saddp? = 2b? tj. 2p? = b?. Sada sledi da j&paran broj,
tji. dajeb = 2q gdeq € Z. Zakljutujemo daz i b nisu uzajamno prosti brojevito je u
suprotnosti sa gietnom pretpostavkom.

Odgovarajgéom konstrukcijom se od skupa racionalnih brojevazenkonstruisati skup
realnih brojeva u kome va@i aksioma potpunosti.

Napomenimo da zbir dve trigonometrijske perioth funkcije ne mora biti periotina
funkcija. Takocos x i sin v/2x su periodéne, a njihov zbir nije. Pretpostavimo suprotno,
da postoji neki realan br@j # 0, takav da za svaki realan brojvazi:

cos(z + T) +sin vV2(x + T) = cos z + sin V2.

Zaz = 0 dobijamocos T + sin /2T = 1, a zax = —T dobijamocos T' — sin /2T =
1. Odatle,cosT = 11isinyv/27T = 0, odnosnol’ = 2n7 i T = nE nam € Z.
Izjedna&avajiEi po T’ dobijamoy/2 = 5, 0dnosno da j&/2 racionalan broj.

5.6 Kompleksni brojevi

Prilikom konstrukcije celih i racionalnih brojeva primenjivali smo osobine direktnog pro-
izvoda i homomorfizma. Tako smo dobili strukture koje Zadaju neke bitne osobine
polaznih struktura. Mbe se, mdutim, pokazati da direktni proizvod polja nije polje,

a homomorfna slika polja je nula-prsten ili polje izomorfnoCptmom. Zato pri dal-
jem “proSirivanju” skupa realnih brojeva koristimo neke druge konstrukcije. Jednu takvu
konstrukciju€emo primeniti da bismo od polja realnih brojeva konstruisali polje kom-
pleksnih brojeva.

Kako je za svaki realan braj?> > 0, slediz? + 1 > 0, pa jedn&inaz? +1 = 0
nema réenja u skupwRe. Kompleksni brojevi omogtavaju ré&avanje i ovih jedn@na.
Definisemo ih kao struktur@ = (R2, ®, ®) gde je

(a,b) ® (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
(a,b) ® (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

MoZze se pokazati da j@k2, ®, ®) polje. (0,0) je nula u polju,1,0) jedinica,—(a,b) =
(_av _b)’ a Za(a> b) 7& (07 0) je

1 a b
(a.0) _(a2+b2’ a2+b2)'

Struktura({ (a,0) | a € Re}, ®, ®) je potpolje poljaC koje je izomorfno sa poljenRe.
Izomorfizam je funkcijaf : Re — RZ definisana sg(a) = (a,0). Zato nema opasnosti
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od zabune ukolikda, 0) piSemo sama. Umesto® i ® piSemo samet i -. Ako sai
ozna&imo (0, 1) tada vai > = —1 i svaki brojz € C se m@e napisati u obliku

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a + bi.

Izraza + bi se nazivaalgebarski oblikkompleksnog brojda, b). Ako je z = (a, b) tada
broj a nazivamarealni deo kompleksnog brojai ozna&avamo s&tz, a brojb nazivamo
imaginarni deo kompleksnog brojai ozna&tavamo s&5z.

Kao Sto je napomenuto, prilikom pggivanja skupa brojeva ne mogu s&€geati sve
osobine. PokaZeamo da se p&rivanjem skupa realnih na skup kompleksnih brojeva
nuzno gubi relacija totalnog udenja saglasna sai -. Naime, pretpostavimo suprotno:
postoji relacija totalnog udenja< na skupu_' koja je saglasna s& i -. Kako jei # 0,
mora bitis > 0ili i < 0. Akojei >0tadajed <ii0 <, pad<i-i,t.0< —1.To
poviti 1 + 0 < 1+ (—1), tj. 1 < 0, 5to je kontradikcija sa tdenjem 5.2. Ako je < 0
tada je0 < —i, pa dobijamd < (—i) - (—i), tj. 0 < —1, a to opet vodi u kontradikciju.

Definicija 5.23 Konjugovano kompleksbioj brojaa + bi, u 0znacia + bi, je a — bi.

Definicija 5.24 Moduokompleksnog broja = a+ bi, u 0znaciz| je nenegativan realan

brojva? + b2.
Sled&e osobine su posledice prethodnih definicija.

Tvrdenje 5.25

Kompleksne brojeve prikazujemdwompleksnoj ravrtiakoSto kompleksnom broj(t, b)

pridruzujemo t&ku sa koordinatamai b. Osax se nazivaealna osaa 0sa imaginarna
osa Geometrijski smisao modula kompleksnog br@jab) je udaljenost téke (a, b)

od koordinatnog ptetka. Ugad koji (za (a,b) # (0,0)) zaklapa dié (0,0)(a,b) sa
pozitivhim smerone-ose se nazivargument kompleksnog broj@zna&ava se sarg z.

Moze se definisati sa
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b arccos ﬁ, b>0
arg(a,b) = — arccos ﬁ, b < 0.

Definisemo i

Argz ={argz+2kn | ke Z}.

Tvrdenje 5.26

1. |z|2=2z
2. |Z’122‘ = ‘21”22‘

|z1]
|22]

3. 12

4. |z1 + 22| < |21| + | 22|

Dokaz.Nekajez = a + bi,z1 = a1 + b1i 1 29 = as + boi.

L |22 = (Va2 + %) = a® + b2 = (a + bi)(a — bi) = 22.

2. |2122\2 = 2122Z122 = Z122%21 22 = Z1Z1%2%22 = \Z1|2\22|2

3. Prema definiciji je

z—l—( O i>— L N RS
C\a2+b2 0 a?4+02 ) a4 a2+ 2z '

Odatle je

21

22

z _ 1, 2121 z
= *171<22 1) = Zim(m) b= f;z% = L:;:

4. Koristeti formuluz +z = 2Rz i Rz < |z|, dobijamo|z; + z2|? = (21 + 22)(z1 +
72) = |21? + |z + 2R(2122) < |21 + |22* + 2|21 |22] = (|21] 4 |22])?, a kako
zasvakor € C'vaZi |z| > 0, sledi|z; + 22| < |z1]| + |22].
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Akoje (a,b) = z € C'\{(0,0)} tada postoj = arg zivaZia = |z|cosfi b= |z|sinb.
Tada je
z=a+bi = |z|(cosf +isind).

Posledniji izraz predstavlfsigonometrijski oblikkompleksnog broja i kize se oznéava
sa|z|cis#. Primenom trigonometrijskih identiteta neposredno se pokazuje da za
|21| cis 91 i 29 = |ZQ| cis 92 vazi

2129 = |2‘1HZQ| cis (91 + (92)

I 2L = ZLcis (61 — 02). Matemattkom indukcijom se mie pokazati da i Moavrova

formula(A. Moivre):
(cis0)" = cisnd,

5to se mae Koristiti za r&avanje jedn@ina oblikaz" = a gde jea € C.



Glava 6

Matrice

6.1 Gausov postupak

Neka je(P, +, -) polje. Sistem odn linearnih jedné&ina san nepoznatih je konjunkcija
sled&ih formula.

a11x1 + apxe + -+ apr, = by
(S)

Am121 + Ama®a + - -+ GmnTyn = by

Elementia;; zal < i < mi 1l < j < n se nazivajukoeficijentj a elementib;
zal < i < m slobodniclanovi Pri tome slobodntlanovi i koeficijenti uzimaju
vrednosti iz polja.Re&enje sistem&s) je uredenan-torka(cy, ..., c,) elemenata polja
P koja zadovoljava sve jediime sistemasS) (kada promenljivery, . . ., x,, redom uzmu
vrednosticy, . . . , ¢, identiteti v&e u poljuP). Skup ré&enja sistemas) je

R(S)={(c1,...,cn) | (c1,...,cn) j€ reSenje sistem&s) }.

Sistem jednéina jehomogerako jeb; = 0 za svel < i < n. Za homogeni sistem je
R(S) # 0 jer (0,...,0) € R(S). ReSenje(0,... ,0) se nazivdrivijalno reSenje Ako
je R(S) = () kazemo da je sister§ protivretan U suprotnom je sistemeprotivr&an
Ako je |[R(S)| = 1 kazemo da sistem imgdinstveno réenje Za |R(S)| > 1 sistem je
neodrefen SistemiS; i Sy suekvivalentnakko R(S;) = R(S2).

Neka jeL = a1x1 + asxo + - - - + apx, i D = b. Tada je svaka jedina ovog sistema
oblikaL = D. Neka jeA = L — D. Vaze sledéa jednostavna tdenja.

Tvrdenje6.1 L =D A=0.

98
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Dokaz. Neka jeL = D. Pdsto je(P,+) grupa, mdemo i levoj i desnoj strani dodati
—D. Tada dobijamd., — D = 0. Obrnuto, neka j& — D = 0. Ako dodamaD i levoj i
desnoj strani, dobijamé = D. »

Primenom prethodnog tdenja sve linearne jeddime u polju md@emo posmatrati u
obliku A = 0. Neka suA = 0i B = 0 dve linearne jedri@ne ik € P.

Tvrdenje6.2A=0AB=0&B=0ANA+kB=0.

Dokaz. NekajeA =0i B =0. TadajeA + kB = 0+ k-0 = 0. Obrnuto, neka je
B=0iA+kB=0.TadajeA+k-0=0,{j. A=0.n

Tvrdenje 6.3 Nekasud = 0i B = 0jedn&ine u poljuP it € P\ {0}. Tada

A=0st-A=0.

Dokaz. Neka jeA = 0. Tada jet - A = 0. Obrnuto, neka je¢ - A = 0. Kako jet # 0,
postojit—! € P. Mnozenjem jednéinet - A = 0 sat~! dobijamot—!-t- A =t"1.0tj.
A=0.m

Za réSavanje sistema linearnih jediiaa od posebnog su ztea sledée elementarne
transformacije

1. promena mesta jedbimama u sistemu

2. mnazenje neke jedr@ne sistema elementoine P razliCitim od 0

3. mnazenje neke jedr@ne elementont € P i dodavanje nekoj drugoj jediani
sistema

Prva osobina je posledica komutativnosti i asocijativhosti konjunkcije. Druga osobina
je posledica twitenja 6.2, a trea tvidenja 6.3. Sistematskog primenom elementarnih
transformacija dolazimo d@ausovog algoritanfk. Gaus).

Gausov algoritam Neka je sistem jedii@na (S) konjukcija jedn&ina Jy,. .., J,, sa
pon promenljivih. Uk-tom koraku algoritma&emo eliminisati po jednu promenljivu iz
svih jedn&inak + 1,k + 2,...,m, ukoliko je to mog@e. Algoritam se za$ava kada
nije mogiee eliminisati ni jednu promenljivu ili kada je = m. k-ti korak algoritma se
sastoji u sledeem:

1. Pron&i proizvoljan koeficijent razdit od nule u nekoj od jedi@@na Ji, . . ., Jp,.
Ukoliko takav koeficijent ne postoji, tada se postupak zava. Ukoliko takav
koeficijent postoji, neka je to;; u jedn&ini J; gde jei > k.
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2. Promeniti redosled jedGaa.Jy, . . ., J,,, tako da se n&-tom mestu nalazi jeditina
J;. Promeniti redosled promenljiviy;, . . ., z,, tako da je promenljivac; k-ta po
redu. Sada se koeficijeat; nalazi na pozicijkk.

3. Svakoj od jednénaJ; zak + 1 < ¢ < m dodati jedn&inu J, pomn@enu brojem
—ap; - a;. Tadate koeficijenti na pozicijik biti

—1
Ajk — Qg Gik - agk = 0,
¢ime smo eliminisali koeficijente uz; u jedn&inamaJy 1, ..., Jn.

4. Ukoliko je k = m, postupak je zaden. U suprotnom seuvetava za 1 i postupak
ponavlja.

Jasno je da se ovaj postupak mora &ivu najvsem koraka. |z prethodnog razmatranja
sledi da se svakim korakom dobija sistem ekvivalentat polaznom sistemu. Razmotrimo
karakter réenja sistema jedma u zavisnosti od &ke u kojoj je algoritam za®io sa
radom.

1. Ukoliko se postupak zasr u koraku 4, tada je polazni sistem ekvivalentan
trouganom sistemu u kome je poslednja jednaa,,,,xm = by. MnoZzenjem
te jednd&ine saa;, !, koje postoji jer je prema uslovu korakaadl,,, # 0, dobi-
jamoz,, = by, -a,},. Sada zamenom,, u jedn&inu .J,,,_; dobijamo jedinstvenu
vrednost zar,, 1. Ponavljajii ovaj postupak dolazimo do jedinstvenogeaja
jedn&ine.

2. Ukoliko se postupak zasr u koraku 1, tada su svi koeficijentj; zak <i < mi
k < j < njednaki nuli. Razlikujemo dve moguosti.
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(a) Svi slobodniclanovib; zak < ¢ < m su jednaki nuli. Tad&e sistem
biti zadovoljen za proizvoljne vrednosti promenljiviky, . . ., x,,, jer os-
tale promenljive mdemo odrediti tak&to zamenimo proizvoljne vrednosti
Tk, ..., Tm Ujedn&ine Jq, ..., J,_1 Cime se sistem svodi na trougaoni sis-
tem iz prethodnog sfiaja 1. P&to vrednostin — k+ 1 promenljivih m@zemo
birati slobodno, kaemo da je sistem neodten i imam — k + 1 stepeni slo-
bode

(b) Jedan od slobodnibllanova je raztit od nule, neka je t@&lanb;. Kako su
leve strane svih jeditana jednake 0, jednakogdt ne m@e biti zadovoljena,
pa je sistenprotivreCan

Primer 6.4 Sistem linearnih jedri&@na u skupu realnih brojeva

T+ \@y =3
V21 + 2y = V6
je neodréen, jer dodavanjem prve jediiae pomndene sa-+/2 drugoj jednéini dobi-
jamo
T+ \/iy =3
0=0

pa sistem ima jedan stepen slobode. Zanimljivo jelntien da ako izvdimo aproksi-
maciju brojay/2 proizvoljnim racionalnim brojen%, dobijamo sistem

T +§y:\/§
§x+2y:\/6

koji ima jedinstveno réenje jer se ne nze desiti dajeZ— : g = 2. Dakle priroda réenja
sistema je osobina koja je vrlo “osetljiva” na zackimanje. A

Primer 6.5 Ukoliko sistem saditi parametre na mestu koeficijenata, tada dekmaemo
primeniti Gausov postupak, ali je egzistencija i vrednoSenga funkcija datih param-
etara. Neka je dat sistem jediiaa u polju realnih brojeva gde jec Re realan param-
etar.

r +ay=a
ar + y =a
Primenimo Gausov postupak na ovaj sistem.
T+  ay = a /- (—a)
ar + Y = a
r + ay = a

y1l—a®)=a—a



102 GLAVA 6. MATRICE

Razlikujemo dva sléaja.

1.1-a®#0. Tadajey = 9=% = ;% iz = ;2.

2.1-a?>=0.Tadajea = 1ili a = —1.

() a = 1. Sistem se svodi na
r+y=1
z+y=1

i on je neodrden sa jednim stepenom slobode.
(b) a = —1. Sistem se svodi na

—r+y=-1
r —y=-—1.

Sabiranjem ove dve jedbime dobijamad) = —2, pa je sistem protiviEn.

A

6.2 \ektorski prostor

Neka je(V, +) komutativna grupa (P, +, -) polje. Elemente skup® nazivamovektori

i 0zna&tavamo sa, y, 2z, a elemente skupR skalarii ozna&avamo sa, b, c. Neka je- :

P x V — V operacija koju nazivamspoljaSnje mnbenje (Primetimo da smo znakom

- ozn&ili i operaciju mna&enja polja i spoljanje mnaenje. Istim znakom smo oz

i operaciju sabiranja skalara u polju i operaciju sabiranja vektora. Prema konvenciji o
oznd&avanju objekata u datom kontekt biti jasno o kojoj se operaciji radi.) Eamo

da grupa'V, +) Cini vektorski prostonad poljem(P, +, -) akko v&e sledée aksiome.

1. YVae P)Vz,yeV)a-(z+y)=a-z+a-y
2. Va,be P)VzeV)(a+b)-z=a-z+b-z
3. Va,be P)Vz €V)(a-b)-x=a-(b-x)

4. (Vx € V)1-2z =z gdel € P jedinica polja.

Napomena 6.6 Vektorski prostor u obliku u kojem smo ga upravo definisali nije alge-
barska struktura jer operacije nisu definisane na zaj&dm skupu. Vektorski prostor se
moze definisati i u obliku

(Va -+, {fa}aGPa 0)

gde suf,, zaa € P unarne operacija na skupd. Operacijaf, odgovara spolfgnjem
mnazenju elementona polja (P, +,-), dakle f,(z) = a - x. Za svaki element polja
a € P uvodi se operacijd, : V — V tako da za beskogao polje P dobijamo algebru
sa beskon&no mnogo operacija:
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Navestemo dva primera vektorskog prostora.

Primer 6.7 Neka jeD? skup svih orjentisanih diiiu prostoru. Uvedimo relacijs- na
skupuD3. Ako suz,y € D? duzi u prostoru, tada ~ y akkoz i y imaju isti

1. pravac,
2. smer (orjentaciju) i
3. duzinu.

Lako se pokazuje da je relacija ekvivalencije. Ozramo saV? skupD?3/.... Elementi
skupaV? se nazivajislobodni vektori oznaavaju se s&, 7/, 7. Intenzitet vektorar je
dwzina proizvoljne dii koja predstavlja taj vektor i ozava se saz|. Na skupuV/3
definSemo operaciju sabiranja vektora sa

T/ Y/~ =2/,

gde jez/.. orjentisana di dobijena nadovezivanjem orjentisanitzdu i y kao na slici.

X+y
y

Operacijat+ na klasama je definisana preko svojih predstavnikaZerse pokazati da je
dobro definisana. SIho postupamo i sa ostalim operacijama. Suprotan vektor vektora
x/~ je vektory/. gde jey orjentisana di koja se odr razlikuje samo po tomé&to

ima suprotan smer (dakle ima isti pravac i intenzitet). Zai dija se p@&etna i krajnja
taCka poklapaju ne defisgémo smer. Sve ovakve Zitsmatramo ekvivalentnim, a klasu
ekvivalencije nazivamo nula-vektor i oztevamo sd. Moze se pokazati da je sa ovako
definisanim operacijam@’3, +) grupa. Neka jé Re, +, -) polje realnih brojeva. Ako je

a € Re i@ € V3, tada jea - 7 vektor&iji je

1. pravac jednak pravcu vektom

2. smer jednak smeru vektofaehkojea > 0, suprotan smeru vektom@ako jea < 0,
aakojes =0Otadajea- ¥ = 0;

3. intenzitet jednaka||Z|.

Pokazuje se da je tad® 3, +) vektorski prostor nad polierfRe, +, -). A
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Primer 6.8 Nekaje(R2,+) = (Re, +)3 direktni stepen grupe realnih brojeviiie, +, -)
polje realnih brojeva. Proverom ustanovljavamo(dZ, +) €ini vektorski prostor nad
polijem(Re, +, -) ako se operacija spoajeg mndenja defirse sa

a - (x1,$2,1’3) = (axl,a:vg,axg).

Pokazuje se da je ovaj vektorski prostor izomorfan vektorskom prostoru slobodnih vek-
tora. Izomorfizam pridrzuje vektoru(zy, ¥, z3) € R2 slobodan vektotiji je jedan
predstavnik dia sa p@etnom t&kom u koordinatnom pietku i krajnjom t&kom sa ko-
ordinatam& 1, z2, x3) u Dekartovom koordinatnom sistem.

Tvrdenje 6.9 Neka je(V, +) vektorski prostor nad poljeriP, +,-). Nekax € Vi
a € P. Tada vae sledéa tvidenja:

1.a-0=0

2.0-2=0

3. (—a)-z=—(a-z)=a-(—2x)
4.0 -z2=0=a=0Vz=0.

Dokaz.

1. Kakojea-0 = a-(0+0) = a-0+a-0ikako u grupi(V, +) vazi zakon skréivanja,
sledia - 0 = 0.

2. Analogno prethodnom sbaju dobijamd -z = (0+0) -2 =0-z + 0 -z, pa po
zakonu skréaivanja0 - z = 0.

3. Kakojea -z + (—a)-z = (a+(—a)) -z =0-z = 0 sledi da je(—a) - = inverzni
element elementa- z tj. (—a) - x = —(a-x). Analogno, iza -z +a-(—x) =a-
(x4 (—z)) =a-0=0sledia- (—z) = —(a-z).

4. Nekajea -z = 0. Ako je a = 0, tada tvienje vai. Ako je a # 0, tada postoji
a”l, paje

r=1l-z=(@"'a)-z=a'l (a-z)=a"1-0=0,

te tvidenje vai i u ovom sli&aju.
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Definicija 6.10 Linearna kombinacijarektoraz(!), ..., z(") € V je izraz oblika
arz® + - 4 apz™,

gdeas,...,a, € P.

Ako za sve vrednostiy, . .., a, € P vaZi
arzM + - a,z™ =0 = ay=---=ap =0,
onda za vektore, . ... 2™ kazemo da suinearno nezavisni U suprotnom kaemo

da su linearno zavisni.

Primer 6.11 Posmatrajmo vektor@, 0,0), (0,1,0)i (0,0, 1) u prostoru R3, +). Neka
je
a1(1,0,0) 4 as(0,1,0) 4 a3(0,0,1) = (0,0,0).

Tada je
(ala 0, 0) + (07 az, O) + (Oa 0, CL3) = (07 07 O)a

8to povi&i (a1, a2,a3) = (0,0,0), pa jea; = aa = ag = 0. Dakle vektori(1,0,0),
(0,1,0) i (0,0,1) su linearno nezavisniA

Primer 6.12 Posmatrajmo vektor¢l,0,1), (0,1,0) i (1,1,1). Zanima nas za koje
vrednostiai, as, ag VaZi

a1(17 07 1) + a2(03 17 0) + a3(1a ]-a ]-) = (07 07 O)a
a to se svodi na

(a1707a1) + (07 ag, 0) + (037 a37a3) = (07 07 0)7

odnosno
ar +a3 =0
as+az3 =0
a1 +az = 0.

Ovaj homogersistem ima i netrivijalna &enja. Jedno takvo $enje jea; = ay = 1,
as = —1. Dakle vektori(1,0,1), (0,1,0) i (1,1, 1) nisu linearno nezavisnia

Definicija 6.13 Ako vektorski prostor(V, +) sadéi n linearno nezavisnih vektora, a
svakihn+1 vektora su linearno zavisni, kamo dd” imadimenzijun i piSemodim V' =
n.
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Definicija 6.14 Bazavektorskog prostordV, +) je skup vektoraB = {e(!), ... e(™}
tako da su vektore™, ... (™ linearno nezavisni, a za svaki vektore V vektori
eM ... e z sulinearno zavisni.

Iz prethodne definicije sledi slede tvidenje.

Tvrdenje 6.15 Neka jeB = {e(1), ... e(™} baza vektorskog prostora. Tada za svaki
vektorz € V postoje jedinstveni skalatii, . . . , a,, tako da vai

z=aje™ 4+ + a,e™

Linearna zavisnost ima odgovarajugeometrijsku interpretaciju ako se posmatraju slo-
bodni vektori. Tako su u vektorskom prostoru slobodnih vektora vektbrie(?) e®)
linearno nezavisni akko nisu komplanarni.

Definicija 6.16 Neka je(V, +) vektorski prostor nad poljerf, +, -). Preslikavanjed :
V — V se nazivdinearna transformacijaakko véi:

Az +y) = Alz) + A(y)
Ala-z) =a- A(x)

Tvrdenje 6.17 Neka jeA linearna transformacija vektorskog prosto(&, +) nad pol-
jem(P,+,.). Tada jeA(0) = 0.

Dokaz. Po definiciji linearne transformacije ¥a
A(0) = A0+ 0) = A(0) + A(0),

a odatle primenom zakona skieanja slediA(0) = 0. =

6.3 Matrice

Matrica tipa (m,n) nad poljem(P,+,-) je preslikavanjed : I x J — P gde je
I ={1,...,m}iJ = {1,...,n}. ElementA(i,j) ozn&avamo sau;;. Matricu A
zapisujemo u oblik&eme:

ail a2 - Qln
a21 az2 -+ A2pn

Gml OGm2 " Gmn
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Celu matricu zapisujemo i u oblikia;;]., . Prema definiciji preslikavanjdg;;m, =
[bij]ts vazi akkom = t, n = sizasvel <1< mil < 7 < n VaZi aij = bzg
Transponovana matricanatrice [a;;]m.», U 0znacila;]y, ,, je matricala; il m. Ako
je m = n matricu [a;;]», Nazivamokvadratna matricaredam. Jedintna matricaje
kvadratna matrica redakod koje jea;; = 1, aa;; = 0 zai # j:

10 -0
01 0
00 -+ 1

Nula matricatipa (m, n) je matrica0 = [0],,,,. Zbir matricala;;]mn i [bijlm.n istih
formata je matrica data sa

def
[@ij]m,n + [bijlmn = [aij + bijlmn.

Ako je [aij]m,n Proizvolina matrica tada je rezultat njenog nieoja brojemk < P
matrica data sa
k- ailmm = [k - aijlmn-
Vektorje matrica tipa(1,n) ili (n,1).
Na osnovu prethodnih definicija pokazuje se daevsledéa tvidenja.

Tvrdenje 6.18 Skup matrica istog tipa u odnosu na sabiranje matrica je komutativha
grupa.

Tvrdenje 6.19 Grupa matrica istog tipa u odnosu na nienje elementom polj&, +, -)
¢ini vektorski prostor nad poljert¥, +, -).

Definicija 6.20 Neka su date matricd = [a;;m,» i B = [bj],». Proizvod matricad i
B je matrica tipam, n) data sa

[@ijlmr - [bijlrn = [@itb1j + asebaj + - + @iy - brjlmn

Ako postoji proizvod matricad i B, ne mora postojati proizvod matrida i A. Ako
postoje oba proizvoda tada rezultat ne moraju biti matrice istog tipa, a ako i jesu istog
tipa ne moraju biti jednake. Dakle, mibenje matrica nije komutativno.

HEEEE

Primer 6.21
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Primer 6.22 Neka je u pravouglom koordinatnom sistemQ@y data t&ka M (z,y) i
neka je izvéena rotacija koordinatnog sistem@y oko koordinatnog peetkaO za ugao
a u pozitivnom smeru. Neka su i zo koordinate tédke M u novom koordinatnom

sistemur Oy, .
Tada vai

r = Tjcosa—yisino

z1sina + y; cos «

ili u matricnom obliku

r | | cosa —sina T
y | | siha cosa Y1
Matrica
cosa —sino
sinav  cos«

dakle opisuje rotaciju ®2 oko koordinatnog peetka za ugae. A

Moze se pokazati da postoji bijekcija izthe linearnih transformacija i matric&to

ilustrujemo sledém primerom.
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Primer 6.23 Neka je(V,+) = (RZ, +) vektorski prostor nad poljerfiRe, +, -). Neka
je A: R} — R} preslikavanje dato sa

A(($,y,2)) = (21‘+y+2,$+2y7l’—y—22)

Direktno se proverava da jé linearna transformacija. Baza ovog vektorskog prostora
je B=1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Nadimo slike elemanata baze pod transformacijom
A.

A((1,0,0)) = <2,1,1>

)
A((0,1,0)) = ( -1
)

A((0,0,1)) = —2)
Tada linearnoj transformacifi odgovara matrica
2 1 1
1 2 0
1 -1 =2

Cije kolone odgovaraju slikama elemenata baze.

6.4 Determinante

Definicija 6.24 Permutacijaf skupaA je bijektivno preslikavanj¢ : A — A.

Mi €emo posmatrati permutacije skuph 2, ...,n}. Skup svih takvih permutacija oz-
natavamo sa5,,. Sliku p(i) elementai permutacijep € S,, ozn&avamo s&;, a celu
permutacijup sa(p1,...,pn). Nad skupom och elemenata postoji! permutacijasto
se lako proverava indukcijom.

Definicija 6.25 Elementip; i p; permutacijep su uinverzijiakko jei < j i p; > p;.

Ukupan broj inverzija u permutaciji ozna&avamo sa(p). Ukoliko je taj broj paran,
kazemo da je permutacija parna. U suprotnonidmo da je permutacija neparna.
Primetimo da je broj inverzija u permutacjji jednak broju inverzija u njoj inverznoj
permutacijip~!. To je zbog togato svaka inverzija elemenatg > p; zai < j u
permutacijip odgovara inverzijp; ' > p, ! zak < I ako stavimdk = p; i | = p;.

Definicija 6.26 Transpozicija; ; (zai < j) je permutacija koja menja mesta elementima
AWK

ti,j(k>:k7 k#ik#j
Elementarna transpozicijge transpozicija oblika; ;11 zal <7 <n — 1.



110 GLAVA 6. MATRICE

Lema 6.27 Svaka elementarna transpozicija menja parnost permutacije.

Dokaz. Neka jep proizvoljna permutacijai; ;1 elementarna transpozicija. Pokéeeno
da permutacija; ;1 o p ima uvek jednu manje ili jednu $e inverziju od permutacie.
Poredak elemenaja i p; u odnosu na ostale elememigzak # 7, j Se primenom trans-
pozicije ne menja, kao ni ndeisobni poredak elemenagig zak # i, j. Ozn&imo sag
broj inverzija koji pottu od parova elemenata od kojih je bar jegarak # i, j. Ako je
pi < pi+1 tada elementp; i p; 41 nisu u inverziji, pa je-(p) = ¢. U permutacijit; ;1 o p
elementip; i p;+1 zamene mesta pa su u inverziji, zato-j&; ;.1 o p) = ¢ + 1. Ako je
pakp; > p;+1 tada su elementi; i p;+1 U inverziji u permutacijip, ali nisu u inverziji u
permutacijit; ;41 o p. Zato jer(p) = q + 1ir(t; ;41 0 p) = q. U svakom sléajur(p) i
r(tii+1 o p) su razltite parnostisto je i trebalo dokazata

Lema 6.28 Svaka transpozicija menja parnost permutacije.

Dokaz. Neka jep proizvoljna permutacijaz;; proizvoljna transpozicija i neka je =

j —1— 1. lzmedu elemenatay; i p; se u permutacijip nalazi k& elemenata. Da
bismo zamenili mesta elementima i p; mozemo dovesti element; do elementa

p; primenomk elementarnih transpozicija, zatim promeniti mesta elementijriap;
jednom elementarnom transpozicijom i potom vratiti elemgnha mesto gde je bio
elementp; sak elementarnih transpozicija. Ukupno je za zamenu mesta elemgnaia
potrebn®k + 1 elementarnih transpozicija. Kako svaka elementarna transpozicija menja
parnost permutacije, rezult@a transpozicija; ; Ce takale menjati parnost permutacije.

Definicija 6.29 Determinantekvadratne matricéu;;|,, , nad poliem(P, +,-), u oznaci
det A ili |A], je data sa

aily a2 -+ Qin
a1 a2 -+ a2p
r
— Z (-1) (P)alp1 g, -
PESn
anl Aap2 - dpn

Za matricu reda 1 dobijaméet[a1;] = a1;. Za matricu reda 2 definicija se svodi na

aip a2
a21 a2

= a110a22 — G120G21,
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a za matricu reda 3 dobijamo

a1 a12 a13
a21 G22 G23 | =
a31 a32 a33

11022033 — 11023033 + A12023031 — 012021033 + G13G21G32 — (13022031 -

Za determinantu matrice reda 3 vrednost determinante ge maunati i po sledeem
Sarusovom pravilu (E. Sarrus):

ail a2 aiz |air a2
21 G22 agz3 | a21 a22
azy az2 asz | azr a2

Trojke na opadajtoj dijagonali se réunaju sa znakom, a trojke na rasttoj dijagonali
sa znakom-.

Postupak réunanja determinanti se pojednostavljuje ako matricazsadte. Zbog toga
su posebno zrtajne transformacije matrice kojima se matricazendovesti na oblik koji
sadwi veti broj nula.

Tvrdenje 6.30 Determinanta se ne menja ako se u matrici vrste zamene kolonama uz
otuvanje poretka (dakle ¥a|A| = |AT| za svaku kvadratnu matricd).

Dokaz. Neka je data matrical = [a;;]n,» | Neka jeB = [b;],,» Njena transponovana
matrica, gde jé;; = a;;. Posmatrajmo proizvoljni sabirak= (—1)"®by, ... by,

u izrazu za determinantu matri@@ On je jednak(—1)"®a,, 1, ..., a,, . Primenom
komutativnosti i asocijativnosti mizenja ma@emo sortiraticinioce u proizvodu po pr-
vom indeksu. Ako LEiniocuay, , stavimoj = py, tada izk = p;l dobijamoay, , =
G-ty gde jep! inverzna permutacija permutacije Time ayp,1,...,ap,, postaje
Ayt e ey Gyt Kako je broj inverzija u permutacip jednak broju inverzija u njoj
inverznoj permutacijp—!, dakler(p) = r(p~!), $to povidi

—1
= (=" g, 1...a -
s=(-1) gt e Gy

To zn&i da je sabirals u izrazu za determinantu matriézkoji je odreden permutacijom
p jednak sabirku koji je odden permutacijonp—! u izrazu za determinantu matrice
A. Sumiranje po svim inverznim permutacijama permutacija sk¥jpge ekvivalentno
sumiranju po svim permutacijama skufa, pa su i cele determinante jednake.

Prethodno twitenje pokazuje da su vrste i kolone ravnopravne kada se razmatraju deter-
minante matrica. Zatéemo u nastavku podrazumevati dademja koja navodimo za
vrste analogno \ize i za kolone (i obrnuto).
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Tvr denje 6.31 Ako su u matricid elementi jedne vrste jednaki elementima druge vrste,
tada je|A| = 0.

Dokaz. Neka jei-ta vrsta jednakg-toj vrsti matrice A: a;;, = aj, zal < k < n.
Uocimo proizvoljantlans u izrazu za determinantu matrigeodreden permutacijonp:

P (_1)T(p)a1p1 e Qip, G, G-

Izraz za determinantu talle sadzi i Clans’ odreden permutacijomy’ = ¢;; o p:
s = (_1)7"(19’)(11}71 Qi Gy G, -

Kako sui-ta i j-ta vrsta jednake, sledi,, = a;p,; 1 ajp, = a;p,, paje

a1p1 .o 'a”ipi .o 'a’jpj .o .anpn — alpl .o 'a’ipj .o 'a’jpi .o .anpn‘ (*)

Permutacijg’ je dobijena primenom transpozicije na permutagijypa su permutacije
razliCite parnostisto povi&i

(=1)"#) = —(=1)r®), ()

Iz (%) i (x*) dobijamos’ = —s. Svakom sabirkus odgovara téno jedan sabirak’
dobijen primenom transpozicije na permutagijua sabirkus’ odgovara upravo sabirak
s. Tako se ceo zbir koji predstavlja vrednost determinante razbije feaparovaciji je
zbirnula, pajejA| =0.u

Tvr denje 6.32 Ako je matricad; dobijena od matriced takosto je svaki element jedne
vrste matriceA pomnaen brojem\, onda je|A;| = A|A|.

Dokaz. Neka je matricad; dobijena od matricel mnazenjem vrste brojem\. Tada je

A1l = Y (1) Payy, - (Nagy,) - anp,
pESH
= A Z (_1)T(p)a1p1 o Qipy t Onpy
pESH
= \A|.

Tvr denje 6.33 Ako su u matricid elementi jedne vrste proporcionalni elementima druge
vrste, tada jg A| = 0.
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Dokaz. Neka su u matricA elementik-te vrste jednaki elementiniae vrste pomngeni
brojem ). Tada prema prethodnom denju vai |A| = A\|A’| gde su u matricd’ vrstek
i [ jednake. Prema tdenju 6.31 tada je4’| = 0, odakle sledjA| = 0. =

Tvr denje 6.34 Ako se matriced i B razlikuju samo pd:-toj vrsti, tada je|A| + |B| =
|C| gde jek-ta vrsta matriceC' jednaka zbiruk-tih vrsta matricad i B, a ostale vrste su
jednake odgovarajtim vrstama matricad i B:

ail a2 e a1n
as1 a2 s a2n
ber +ck1 bra+cr2 o0 brn t+ Crn
anl an2 T Gnn
ailr a2 - Glip ail aiz -+ Qlp
a1 Q2 -+ Q2p a1 a2 - G2p
= +
bk bka - brn Ckl Ck2 ' Ckn
Anl Aap2 -+ Qpn anl Aanp2 - Qpn
Dokaz.
ail a2 ce a1n
as1 a92 e aon,
bpi + k1 bratcka o0 brn + Crn
Gnp an?2 to Qnn
- Z (p)al + (bkpy, + Chpy) -+ Onp,y
pESH
_ r(p) r(p)
= Z ((—1) ( Aipy - Okpy, -+ Anp,, + (=1)"Pary, ... Cpp, - -ann>
pESnH
_ (p)
Z py - - Dppy - - - Anp,, + Z alm o Chpy, - -+ Oppy,
PESn PESH
ail a2 - Gip aiy a2 -+ Glp
a1 Qg2 -+ agp az; Qg2 - G2p
= +
ber bk o brn Ckl Ck2 ' Ckn
anl Aanp2 - Qpp an1 Gn2 -*° Aanp
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Tvr denje 6.35 Determinanta se ne menja ako se elementima jedne vrste dodaju elementi
druge vrste prethodno pomaeni istim brojem.

Dokaz. Pokazéemo da je determinanta matrice u kojojkj¢a vrsta dodaté-toj vrsti
jednaka polaznoj matrici korigtetvrdenja 6.34 i 6.33.

aii ai2 e Aln

a1 a2 e A2n

ak1 ag2 ce Akn

ajp +Aagr aip +Aage 0 @i+ Aagy,

an1 Gn2 e Ann
aip a2 -+ Qin ai1 a12 to ain
az; a2 -+ A2n a21 a22 o a2n,
_ | k1 QK2 - Gkn + a1 Qg2 - Qkn
ap @ v A Aagr Aagz  ccc A
Gpl QAp2 -+ Qpn an1 ap2 -+ Gpp
ailr a2 - Qin ailr a2 -+ Qip
az1 a2 -+ A2n 21 a2 -+ A2n
_ | Gkl Qk2 0 Gkp +0= ag1 Qg2 -+ Qgn
aplr a0 G ap a2 - Qi
apl  QAn2 Ann anl  QAn2 Ann

Tvrdenje 6.36 Ako dve vrste u matrici zamene mesta, determinanta matrice menja znak.

Dokaz. Neka jeA proizvoljna kvadratna matrica. Pokd@&®eano da se zamenom vrgia
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I menja znak determinante.

Prvo primenondamja 6.35 vrsté dodamo vrstk:

ail a2 G1n ail ai2 Q1n
az1 a2 a2n a1 a2 a2n
Al = g1 a2 Akn | _ | Gk1t a1 ak2 + a2 Gkn + Q12
ap a2 Qln a a2 Qin
anl Aan2 Ann an1 an2 Ann

Zatim primenom tvdenja 6.35 vrst& pomnd@enu sa-1 dodamo vrsti, dobijamo

ail ai2 Aln
a1 a2 a2n,
Al = a1 +apn  ag + ap Gn, 1+ Q12
—ak1 —ag2 —Qkn
an1 an2 Ann

Konatno primenom twilenja 6.32 izviemo—1 ispred determinante:

ail ai2 A1n
az1 a2 a2n
a a a
|A| _ _ 11 2 2
ag1  Aag2 Afn
anl Aan2 Gnn

Tvrdenje 6.37 Neka sud i B kvadratne matrice reda. Tada je

|A- B

Dokaz. Za matriceA = [a;j]nn i B = [bijlnnj€ A- B = [>1_1 @ibj]nn. Na osnovu

= |A]|B

tvrdenja 6.34 dobijamo da jel B| jednaka zbiru determinanti oblika

Aip bpi1 Aipybp,y2 a1p, bp,n
a2p, bpi1 A2p,bp,y2 a2p,,bp,n
Anpybpi1 Anpybpy2 Anp, bpan
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gde se sumiranje 8f po svim preslikavanjim@ps, . .., p,) skupa{l,...,n} na sebe.
Prema tvdenju 6.32, svaki od ovih sabiraka je jednak

Alp;  Qlpy -+ Qlp,
A2p;  QA2py, -+ QA2p,

bp110py2 -+ - bpn .. (6.1)
Unpy  Qnpy  *°° OQnp,

Ako su neki od brojeva,...,p, jednaki, onda je sabirak 6.1 jednaka nuli (zbog
tvrdenja 6.31). Ako su svi brojeyi, . . ., p, medusobno raziti, tada jep permutacija,
pa se sabirak 6.1 primenom themja 6.36 svodi na

(=1)"® by 1 .. by, Al

Tako dolazimo do

|A'B| = |A|'Z(_1)T(p)bp11~-bpnn
PESH
= |Al|B"| = |Al|B].

Definicija 6.38 Neka je data kvadratna matrich = [a;;],,, redan. Minor elementa
a;j, U oznaciM;;, je determinanta kvadratne matrice reda 1 koja se dobija od matrice
A izbacivanjemi-te vrste ij-te kolone. Algebarski komplememtiementau;;, u oznaci

Aij, je (—1)i+1MZ’j.

Tvrdenje 6.39

ail a2 - Qin
a1 Gz -+ Q2

=anAn +adi2 + -+ andin
Gpl QAp2 - Gpp

Dokaz. Sve permutacije skupé, mozemo razbiti prema prvom elementy nan
klasa. Uj-toj klasi se nalaze sve permutacije za kojewje= j. Tada ostali elementi
(p2, ..., pn) Cine permutaciju elemenata skuffa= {1,...,n} \ {j}, ozn&imo tu per-
mutaciju sg’. Pdsto je elemenj na prvom mestu, on je u inverziji sa svim elementima
manjim od njega. Zato &r(p) = j — 1 + r(p’). Stoga je

(=1 Payjazp, - anp,

_ j—1+r(p’
= ay;(—1) (p)a2p2 " Onpy,

= a1 (=1 (1) Pagy, -,
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Zato m@emo pisati

Al = >0 3 a1 (1) Pag, - any,

1<j<np’'es’

- Z a;(—1y Z (_1)T(p/)a2p2 " npy,
1<j<n p'es’

= Z alelj.
1<j<n

Tvrdenje 6.40 (Laplas) (M. Laplace) Neka je data matricd = [a;;]n,» | Neka jel <
i < n. Tadaje:

aip aiz - Qin
az Q2 - A2p

Al = : = apndin + aigdiz + - + ainAin
anl1 Aap2 - Aapn

Dokaz. Neka je B matrica dobijena od matricd pomcu : — 1 uzastopnih promena
susednih vrsta tako da se¢a vrsta matriced nalazi na prvom mestu:

a;1 A2 - Qip

ailp a2 -+ Ain
B =

anl Aap2 - dpn

Prema tvdenju 6.36 tada jed| = (—1)'~!| B|. Prema prethodnom tdenju 6.39, vai

ail ai? “ e ain
al]_ alz “e e aln

Bl = . :ail(_l)HlMil +---+am(—1)1+"M1n,
anl an2 P ann

Iz prethodnih formula dobijamo
|Al = ajnAin + - + ainAin
n

Tvrdenje Laplasa omo@ava da determinantu redarazvijemopo proizvoljnoj vrsti ili

koloni i tako svedemo na determinanti reda — 1. Pri tome obtno biramo vrstu koja

ima najvei broj nula jer su sabirai;; A;; zaa;; = 0 jednaki nuli, pad;; ne moramo
racunati. Specijalno, ako je cela vrstaili kolona u matrici jednaka 0, tada je i determinanta
matrice O.
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Tvrdenje 6.41 Neka jeA = [a;;]n,» Proizvoljna matrica,l <i,j <nii# j. Tadaje
aitAj1 + aigAjo + - + AinAjn = 0.

Dokaz. Prema definiciji algebarskog komplementa, vredndsti . . . , A, ne zavise od

elemenata koji se nalazejttoj vrsti. Neka jeB matrica koja uj-toj vrsti ima elemente

jednakei-toj vrsti matrice A, a elementi u ostalim vrstama su jednaki odgovdriaju
elementima u matricil. Tada je prema tdenju 6.40 (ako iz\8imo razvoj pgj-toj vrsti):

|B| = lejl +"‘+bjnAjn :ailAjl +"'+ainAjn‘

Kako je u matriciB i-ta vrsta jednakg-toj vrsti, prema tvdenju 6.31 vai |B| = 0,
odakle sledi traeno tvdenje.n

Van der Mondova determinanta Van der Mondova (A. Van der Mond) determinanta
je determinanta slede matrice reda:

1 1 1
1 T9 Ty
A=| 28 2} x,
N apt
Moze se pokazati da je
1<i<j<n
odakle sledi da jeA| # 0 akko su svi elementi, . .., x,, razliCiti. Proverimo ovaj stav

za Van der Mondovu determinantu reda 3. Prindemio prethodno dokazanadenja da
bismo izr&unali determinantu

1 1 1
x Yy =z
22y 2

Ako prvu kolonu pomnaenu sa-1 dodamo drugoj i treoj, dobijamo

1 0 0
xr Y-z z—x

22 2 — a2 22— g2

Sto se izvldenjem faktoray — x iz druge iz — x iz tre€e kolone svodi na

1 0 0
(y—z)(z—2)| = 1 1

2 y+z z+4w
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a to razvojem po prvoj vrsti daje

1 1

i sia| = WmDGE—DEra-y—a)

(y —2)(z — z)

= (W—2)(z-2)(z-y)

Primer 6.42 Izratunajmo vrednost determinante:

a+1 a o -- 0 0
1 a+1 a --- 0 0
0 0 0 - a+1l a
0 0 0o .- 1 a+1

RazvijanjemD,, po elementima prve kolone, dobija se

a 0 0 0
1 a+1 0 0
Dn:<a+1)Dn_1_ . . . .
0 0 - a+1 0
0 0 1 a

tj. Dy, = (a+1)D,—1 — aD,_s. Sluzeti se ovom formulom mbemo dobiti ogti izraz
zaD,,. Iz gornje formule imamo

D, —aD, 1 =D, 1—aD, o, zan > 2.

Neposredno se proverava daljg — aD;_; za svei = 3,4,...,n konstantna vetina.
Kako su

| a+1 a 9
Dy = 1 ax1 =0 +a+1
a+1 a 0
Dy = 1 a4+1 a |=d*+d*+a+1
0 1 a+1

toje D3 —aDy = 1. Dakle, imamaD,, —aD,_1 = 1ili D,, = aD,,_1 + 1. Iz poslednje
formule dobijamo sleds sistem jednakosti:

D, = aD,1+1
Dy 1 = aDyp 2+1

D3 = aDy+ 1.
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Odavde je
D,=a(aDy o4+ 1)+1=...=a" 2Dy+a" 3 +a" 4+ +a+1
Zamenjuj&i D, dobijamo na kraju
Dp=a"+a" '+ +a+1.
A

6.5 Sistemin linearnih jednacina san nepoznatih

U ovom odeljku govorimo o vezi matrica i determinanti sa sistemima linearnih §auma
Jednostavnosti radi, razmateano samo sisteme od 3 jedir®e sa 3 nepoznate, ali se
tvrdenja kojatemo navesti mogu ugfiti na proizvoljan sistem o@ jedn&ina san
nepoznatih za € N, i na analogan rian dokazati.

Definicija 6.43 Neka je dat sistem od 3 jedtiae sa tri nepoznate.

a1121 + a12T2 + a13x3 = by
a2121 + a2 + a3w3 = bo (S)
az1r1 + azore + azzrs = b3

Determinanta sistemjg data sa

a1 a2 a3
D =|az ax a3 |,
asy azz as3

a determinante promenljivih sa

b1 a2 a3 a1 b1 ais
Dy =1 by a2 a3 Dy =| a1 by a3
bs az2 ass az1 b3 as3z

a1 aiz b
D3 =| a1 axn b
azr azz b3

Tvrdenje 6.44 Ako je D # 0, tada sistem ima jedinstvenoSenje i ono je dato
Kramerovim(G. Cramer)formulama

Dy Dy D3

D D D

I
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Dokaz. Neka je(z1, z2, x3) reSenje sistem&s). Tada je

ailp a2 aig aijry aiz2 as
r1D =1 | aa1 a2 az | =| axnri azg a;
azy azz2 asg aziry azz2 ass

Sto posle dodavanja druge kolone porbeiee sa:, i treCe kolone pomnizene sacs prvoj
koloni daje

a11x1 + aj2T2 + a13x3  ai2 a3 b1 a2 a3
a21%1 + a2 + a3T3 a2 a3 | = | by az a3 | = D;.
a3171 + a3z22 + az3xrs asz ass bs az2 ass

Dakle, 1D = Dy, a analogno se dobijadsD = Dy i 23D = Ds3. Ako je D #
0 tada za svako Benje(z1,z2,x3) VaZi 1 = Di/D, xo = Dy/D i x3 = D3/D,
pa made postojati naj\ie jedno réenje. Treba [ pokazati ddD,/D, Ds/D, Ds/D)
jeste r&enje sistema. Zamenimo vrednadl, /D, D2/ D, D3/ D) ui-tu jedn&inu (i €

{1,2,3}).

D D D: 1
ailfl + aiQBQ + az‘363 = E(QilDl + ajpDa + ai3D3).
Ako D, razvijemo po prvojDs po drugoj, aDs po trecoj koloni, dobijamo
1

D <ai1(b1A11 + bo Aoy + b3Asy)
+aia(b1A12 + baAgg + b3 Asa)

+a;3(b1 A1z + ba Az + b3A33)>,
Sto posle srdivanja postaje

1

D (51(%11411 + ai2A12 + aizAi3)
+ba(a;1 A2 + aipAao + aiz3Aa3)
+b3(ai1As1 + aipAss + ai3A33)>-

Prema tvdenjima 6.40 i 6.41, izraz uz; (j € {1,2,3}) €e biti 0 zaj # i, aD ako je
j = 1. Tako dobijamo

1
BbiD =

8to zn&i da jei-ta jednd&ina zadovoljena. Dakle $enje(D1/D, Dy/D, D3/ D) zado-
voljava sve tri jednéine, a svako r&enje je tog oblika, pa je to jedinstvenGeajen

Ako je D = 0, onda se sistem $ava primenom Gausovog postupka.
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Posmatrajmo sada homogen sistem. U njemthje= b, = b3 = 0, pa svaka od
determinantiDy, D5, D3 ima u jednoj koloni samo nule. Zato jp; = Dy = D3 =

0. Akoje D # 0, tada jexr; = D1/D = 0,29 = D3/D = 0ixz3 = D3/D = 0, pa
sistem ima samo jedno, trivijalno¥enje. Dakle da bi sistem imao i netrivijaln&eaja,
mora bitiD = 0.

Dalje proitavanje sistema linearnih jediiaa zahteva detaljnije poznavanje métiog
racuna.

6.6 Inverzne matrice i primena

Pojmovi vezani za inverzne matrice se uvode za proizvoljnu kvadratnu matricwreda
Mi €emo se ovde ogratiti samo na matrice reda 3, mada svaibmja vde za matrice
proizvoljnog redan i analogno se dokazuju.

Definicija 6.45 Adjungovana matricanatrice

ail a1 AT

A= a1 agy ... QA2n

an1 Qp2 ... Qupn

je matrica

A Axn Ant

. A A A
adJ A= 12 22 n2
Aln A2n Ann

Tvr denje 6.46 Neka jeA matrica redan. Tada je
A-adjA=adjA-A=|A| I,
gde jel, jedinitna matrica redan.
Dokaz. Prema tvdenju 6.40 proizvod-te vrste matriced i i-te kolone matricexdj A

je jednak|A|. Prema tvdenju 6.41 proizvod-te vrste matriced i j-te kolone matrice
adj A zaj # i je jednak0. Zato je

Al 0 ... 0 1 0 ... 0
Aadid—| © Al ... 0 BT R T
0 0 ... |A 0 0 ... 1

a analogno se dobijaizaljA- A. =
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Definicija 6.47 Ako za kvadratnu matricul redan postoji matricaB tako da vdi A -
B =B-A=1,, kazZemo da jeB inverzna matricanatrice A.

Kako je mnd@enje matrica asocijativno, iz t¥enja 1.26 sledi da ako inverzna matrica
postoji, onda je ona jedinstvena. Ozasamo je sal .

Tvrdenje 6.48 Kvadratna matricad redan ima inverznu matricu akko jed| # 0. (Ako
je |A| # 0, onda za matrictA kazemo da je regularna).

Dokaz.

(=): NekaA ima inverznu matrictd—!. Tada jed - A~ = I. Prema tvdenju 6.37 vai
1=[I|=|A A = |A]-|A~!|. 1z |A] = 0 bi sledilol = 0, pa je| A| # 0.

(<): Neka je|A| # 0. Tada postoji‘%'. Prema tvdenju 6.46 tada va

1 1
A (ade) _ (ade) A=T,
A A
paje

1
At adj A.

14

Kramerove formule za sistem adlinearnih jednéina san nepoznatih se mogu izvesti
primenom inverzne matrice.

Sistem jednéina

a1 r1 + ajpre + -+ apr, = by
ao1T1 + Ao + -+ + aspr, = by
n1T1 + ap2®a + -+ apnTn = by

moze se zapisati u matmom obliku

ai; a2 - Ay r1 by
asy Gz -+ A2y xo | | bo

. — )
apl Ap2 - Qpn Tn bn

ti. uobliku A - X = B gde je

a1 a2 -+ Gin 1 b1
a a a T b
A 21 @22 on Y 2 B 2

Gn1 Aan2 --° 0nn Tn by,
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Neka je|A| # 0. Tada r&avaj&i matricnu jedn&inu
A-X=B

po X tj. mnazeti saA~! i to sa leve strane jeddmu A - X = B, dobijamo

1 biA11 + -+ b Am
zy | _ L | biA 4+ b Ao
Tn biAin + -+ by Ann

odakle sledi

1
Tk = m (blAlk + bQAQk + -+ bnAnk)

zak=1,2,...,ntj.

_ Ds

)

gde jeD determinanta sistema, tj. matrige a D, determinanta promenljivey.

L

Primer 6.49 Neka je dat skup

a={] 5 trevenc

Pokaz&emo da jeA = (A, +, -) polje koje je izomorfno polju kompleksnih brojeva.

Dokaz. (A,+) je Abelova grupa jer je sabiranje matrica asocijativno i komutativno,
0 0
0 0
je —A), sto je u ovom sl@aju inverzni element za.

neutralni element je nula matri€a= , a svaka matrica ima suprotnu (Zato

(A\ {0}, ) je Abelova grupa jer je za svake dve matriceliz {0}

a b c d| ac —bd ad+ bc ” 00

-b a —d ¢ | | —(ad+bc) ac—bd 0 0|
MnoZenje matrica je asocijativno, a neutralni element 7@ jedinicna matrical =

10 a b - a
0 1].Kakozal_b a]eA\{O}vam b

matrica iz ovog skupa ima inverznu matricu koja pripada skdpu{0}. Takade za

_ab cd.e
b oal|'| —-d ¢’

SR MU EEEE

= a® +b* # 0, to svaka
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pa je- komutativna operacija. |z ovoga sledi daj&, +, -) polje.

Pok&imo da je ovo polje izomorfno sa poljef. UoCimo preslikavanjes : C — A
definisano ovako

d(a+ib) = l _Z 2]

Tada izp(a+ib) = ¢(c+id) sledi

a b c d |, .. .
b a]_[—d C]StOpOVla:Ia—clb—d,

pajea+ib = c+id, dakleg je 1-1. Ako je [ _a’ € A proizvoljan element, tada je

b

¢d(a+1ib) = [ _Cg ab ] , pa je¢ na. Preostaje j6 da proverimo da jé homomorfizam:

d(z+w) = ¢((a+ib)+ (c+id))
= ¢lat+c+i(b+d))

a+c b+d
| =(b+d) a+ec

_ a b c d
o b a T —d ¢
= ¢(2) + p(w);

d(z-w) = ¢((a+ib)(c+id))
= ¢(ac— bd + i(ad + bc))

_ [ ac—bd ad+ be
N | —(ad+bc) ac—bd
_ a b c d
- b a | =d ¢
= 62)- o).
o(0) = 88]=o ¢<1>=[§,§’]=I.

WAN

Primer 6.50 Skup GL(n, R) svih regularnih kvadratnih matrica redanad poljem
realnih brojeva, u odnosu na operaciju raapja matricaini grupu koja zan > 2
nije komutativna. Grup& L(n, R) se zoveop5ta linearnaili opSta matriCha grupa. A
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Polinomi

Posmatréemo polinome nad komutativnim prstendi, +, -) sa jedinicom 1, &esto
temo zahtevati da taj prsten bude i polje. Pri tome strukture mogu biti kak@kena
tako i beskonéne.

7.1 Prsten polinoma

7.1.1 Prsten funkcija

Neka je(R, +, -) prsten iX # (). Tada postoji direktan stepen prstei +, -):
(R’ =+, )X = (va D, ®)

pritome jeR* = {f | f : X — R}, azaf,g € RX defingemo:
(f®g)(@) = f(z)+ g(x)
(fog)(x) = f(z)-g(z)

Struktura(RX, @, ®) je prsten koji se nazivarsten funkcija Ako prsten(R, +, -) ima
neutralni element 1, tada je funkcija: X — R, definisana s&(z) = 1 za svako
x € X, jedinicni element u prstenu funkcija. Ako jB8 komutativan prsten, tada je i
prsten funkcija komutativan prsten.

7.1.2 Polinomi kao termi

Definicija 7.1 Nekaje(R, +, -) komutativni prsten sa jedinicom &, Ny, ag, ..., a, €
R, z "promenljiva”i neka vdi a,, # 0 ili n = 0. Tada term

p=ap+ax+- -+ apz".

126
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nazivamopolinomnad prstenontR, +, ).

Ako je a,, # 0, tada kaemo da jestepen polinoma jednakn, i piSemost(p) = n.
Konstanta je polinonp = a gde jea € R, ivaZist(p) = 0 ako jea # 0, azaa = 0
stepen polinoma se ne defirsie.

Ako je dat proizvoljan term
ag + a1z + - + apz”,

tada pod postupkom uklanjanja krajnjih nula podrazumevamo postupak odstranjivanja
svih ¢lanovaa;2’ za koje jea; = 0, potev odtlanaa,z”, pa do prvogtlana sa desne
strane koji ima koeficijent raddit od nule (ili do¢lanaay ukoliko su svi koeficijenti
jednaki nuli). Time term postaje polinom prema definiciji 7.1.

Definicija 7.2 Akosup = ag+a1x+---+apx™iq=by+bix+- -+ by,z™ polinomi
i n < m tada jezbir polinomap i ¢ polinomp + ¢

m
cot+acar+---+epT,

gde je
o — a;+b;, 1<i<n
Y s, n+1<i<m.

Ako je n > m, tadap + ¢ definSemo kaay + p.

Definicija 7.3 Akosup = ag+ai1z+---+apz"™iq=byg+biz+-- -+ byux™ polinomi,
tada jeproizvodpolinomap i ¢ polinompg

co+ 1T+ -+ g™,
gde je
Cr = Z aibj.
i+j=k
1,j>0

Polinom0 je neutralni element za sabiranje polinoma, a polifoneutralni element za
mnazenje polinoma. Inverzni element polinomau odnosu na sabiranje polinoma je
polinom —p Ciji su koeficijenti suprotni koeficijentima polinoma jer posle uklanjanja
suvisnih nula za zbip + (—p) dobijamo polinom). Takade se pokazuje da je sabiranje
i mnoZzenje polinoma asocijativno i komutativno. Ako Bér] ozn&imo skup svih poli-
noma nad prstenorti?, +, ), tada je(R[x], +, ) prsten koji se naziva prsten polinoma
nad prstenontR, +, -).
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7.1.3 Polinomi kao nizovi

Definicija 7.4 Neka je (R, +,-) komutativni prsten sa jedinicom 1.Polinom nad
prstenom R, +, -) je svaki niza : Ny — R:

(ao,al,...,an,0,0,...)

koji sadzi samo konéno mnogo elemenata ra@lih od nule.

Skup svih nizova koji imaju kor@o mnogo elemenata ralih od nule oznéavamo sa
(RN)o. Nad takvim nizovima defiemo operacije- i -. Ako jen < m, tada je

(ag,a1,...,an,0,0,...)+ (bo,b1,...,bm,0,0,...)
= (a0+b0,a1+b1,...,an+bn,an+1,...,am,O,O,...),

a za proizvoljnen i n definSemo

(ag,al,...,an,0,0,...)-(bg,bl,...,bm,0,0,...)

= (007017"'acm+n50507"°)

gde je

Cl — Z aibj,

i+j=k
1720

za0 < k <m+n. Tadaje((RN)o, +, ) komutativni prsten sa jedinicom.

Ozn&imo niz (0, 1,0,0,...) saz. Lako se proverava da ¥az" = (0,...,1,0,...) pri
¢emu se jedinica javlja n@ + 1)-vom mestu.

Preslikavanjg: : R — (RY), definisano s(a) = (a,0,0,...) je monomorfizam. To
zn&i da prster((RN)o, +, ) sadri potprsten izomorfan sa prstendm, +, -), zato sa
a, gde jea € R ozna&avamaou(a) € (RV)o. Tada za svaki nitay, . . ., a,,0, .. .) vazi

(agy...,an,0,...) =
= (ap,0,...) +(0,a1,0,...) 4+ ---+(0,...,ap,0,...)
=ap(1,0,...) +a1(0,1,0,...) + -+ an(0,...,1,0,...)

=ag+ a1z + - apz”.

Tako ponovo dolazimo do terma koji predstavlja polinom.
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7.1.4 Polinomne funkcije

Definicija 7.5 Neka je dat polinonp = ag + a1z + - + a,z™ nad komutativhim
prstenom(R, +, -) sa jedinicom 1.Polinomna funkcijgpolinomap je h(p) : R — R
definisana sa

h(p)(t) = ap + a1t + - - - + a,t"
za svaka € R.

Preslikavanje: pridruzuje svakom polinomu i&|[z] funkciju iz R®. Operacije sabiranja
i mnozenja polinoma su tako definisane da je preslikavanfeomomorfizam prstena
polinoma (R[z],+,-) u prsten funkcija(R", @, ®). Pri tome jeh(R[z]) potprsten
prstenaR” Eiji se elementi nazivaju polinomne funkcije.

Slede&i primer pokazuje da homomorfizaline mora biti monomorfizam.

Primer 7.6 Neka je(Zs,+,-) kon&no polje gde jeZs = {0,1,2}, + sabiranje, a
mnazenje po modulu 3. Neka su= 223 + 2z + 1i ¢ = = + 1 polinomi. P&to imaju
razlicite koeficijente (a nisu ni istog stepena), polingimi ¢ su razlEiti. Pokaz&emo
medutim da su njihove polinomne funkcije, kao preslivakafja— Z3 jednake. Zaista,

h(p)(0)=2-0*+2-0+1=1

h(p)(1) =2-1°+2-1+1=2

h(p)(2) =2-2°+2-24+1=0

h(g)(0)=0+1=1
h(g)(1) =1+1=2
h(@)(2)=2+1=0

h(p) i h(q) se poklapaju za sve vrednosti skufia 1,2}, pa jeh(p) = h(q). Dakleh
nije 1-1. A

Moze se pokazati da ako j¢ beskonéno polje (npr. polje kompleksnih broje@), tada
je prsten polinoma izomorfan sa prstenom polinomnih funkcija.

Neka jea € R element prstena. Kada je to iz konteksta jasno, vrednost polinomne
funkcije koja odgovara polinompiu tacki o« umesto sa (p)(«), ozn&avamo sa(«).

7.2 Deljenje polinoma

Neka je(R,+,-) polje. PolinomiR[z]| nad tim poljemCine prsten. U osnovi sledeg
tvrdenja je Euklidov algoritam deljenja polinoma (u induktivnom koraku dokaza se krije
rekurzivna definicija algoritma deljenja).



130 GLAVA 7. POLINOMI

Tvrdenje 7.7 Neka jef proizvoljan polinom ig polinom razlEit od nule. Tada postoje
jedinstveni polinomi i r tako da

f=ag+r

ivazir = 0ili st(r) < st(g).

Dokaz. Neka jef proizvoljan polinom ig polinom razl€it od nule. Prvaccemo pokazati
da postoje; i r tako da vai f = qg + r i pritomer = 0 ili st(r) < st(g). Ukoliko je

f=0,tadajef =0-¢g+ 0, pamaemo uzety = 0ir = 0. Neka je sadg # 0. Tada
postojist(f). Pokaz&emo indukcijom pat(f) da postoje traeniq i r.

1. st(f) = 0. Tada jef = ag. Razlikujemo dva sléaja.
(@) st(g) = 0. Tada jeg = by. Kako je
f=a0 = (aoby")g +0,

mazemo uzetiy = agby ' i 7 = 0.
(b) st(g) > 0. Kako je
f=0-g+f
i kako jest(f) = 0 < st(g), mozemo stavity = 0ir = f.

2. Pretpostavimo da tdenje vai za sve polinome za koje j¢(f) = k gde jek < n.
Neka jef proizvoljan polinom za koji jet(f) = n. Postoje dve modmnosti.

(@) st(g) > st(f). Pcsto vai
f=0-9g+f
i st(f) < st(g), mozemo stavitg =0ir = f.
(b) st(g) < st(f). Neka je

f=a+aiz+---+apa"
g="Dbo+bix+ - +bypa™.

Da bismo sveli ovaj sktaj na induktivnu hipotezu, eliminisamoclana,z™
takoStocemo pronéai polinom koji imaa,, =™ kao prvi koeficijent i deljiv je sa
g. (ovaj korak odgovara natanju kolEnikaclanaa,,z" i b,,z™ u postupku
deljenja Euklidovim algoritmom). Ako stavimo = a,,b;,!z"~™ - g, vidimo
da jeh deljiv sag, a vé&i

anb;nlx"_m cbpx™ = apx™,
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pa jest(h) = n i koeficijent uz€lan 2" je jednak koeficijentu uz™ u
polinomu f. Zato za ostatalf; = f — h vazi st(f1) < n, pa po induktivnoj
hipotezi postojey; i r; tako da vdi

fi=qg+r.
i st(r1) <st(g)ili r1 =0. Tada je
f=h+fi=anb,'a" g+ qg+r1 = (anby, =" + q1)g + 1.
Kako jest(r1) < st(g) ili r; = 0, mazemo uzeti

q = anb;zlxn_m +q
r=r.
Time smo pokazali egzistenciju polinoma r koji zadovoljavaju traene uslove. Treba
joS pokazati jedinstvenost. Neka@w i ¢/, 7’ dva para polinoma za koje ¥ia
f=qg+r, st(r) <st(g)ilir=0
f=dg+r st(r') < st(g)ili v =0.
Tada vai
(¢—d)g=r"—r
Pretpostavimo da jg — ¢’ # 0. Kako jeg # 0, vazice (¢ — ¢')g # 0 i pri tome
st((¢ — ¢')g) > st(g). Odatle sledi’ — r # 0i st(r' — r) > st(g), 5to je kontradikcija
sa uslovom
(st(r) < st(g) Vst(r) =0) A (st(r') < st(g) Vst(r') =0).

Do kontradikcije smo d&li jer smo pretpostavilj — ¢’ # 0. Dakle mora bitig — ¢’ =0
tj. ¢ = ¢’. Odatle sledi

r=f-q=f-qdg="r,
¢ime smo pokazali jedinstvenost polinompar. =

Polinomgq iz prethodnog twitenja nazivamdolitnik, a polinomr ostatakpri deljenju
polinomajf polinomomg. Ako je r = 0 kazemo da polinong deli polinom f.

7.3 Nule polinoma
Nula polinomap = ag + a1z + - - - + a,z™ nad prstenoniR, +, -) je vrednostx € R za
koju polinomna funkcijai(p) ima vrednost O tj. za koju v

ap+ a1+ -+ apa”™ =0.

U nastavkieemo uglavnom posmatrati polinome nad poljem kompleksnih br@eva
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Tvrdenje 7.8 (Bezuov stav)Ostatak pri deljenju polinomg polinomomz — ¢ je f(c).

Dokaz. Prema tvdenju 7.7 polinomyf se na jedinstven @& maze napisati u obliku
f=al@—c)+r

pricemu jer = 0ili st(r) < st(z —c) = 1. Dakler € C. Kako je f(c) = q(c)(c—c) +
r(c) = r(c), ar je konstanta, mora biti = f(c). m

Posledica 7.9Broj ¢ je nula polinomaf akkox — c deli f.

7.3.1 Hornerovasema

HornerovaSema (G. Horner) se koristi za brzo deljenje polinofnpolinomomz — c.
Nekajef = ag + a1z + - - - + ana™. Nekajeq = by + b1z + - - - + b,_12™ ! kolienik
deljenjaf sax — c. Tada vai

ap+a1r+ -+ ap_12" a2
= (=)o +biz 4 +by2z" 2+ by12" ) 7

gde jer konstanta. Izjedriaavanjem koeficijenata sa leve i desne strane dobijamo

anp =bp_1

ap—1 = bp_2o —cby_1

ap = b() — Cb1
ag =1 — cbhy,
iz Cega sledi
bp—1 = an

bp—2 = an_1+cby_1

by =a1 +cby
r = ag+ cbg.

Ove formule nam omodiavaju da u: koraka izr&unamo kolnik deljenja polinomgf
polinomomz — c. Postupak se zapisuje u obliku tablice.
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Donja vrsta matrice daje k@lnik ¢ i ostatakr pri deljenju, a popunjava se takto se na
mestob,,_1 prepsea,, a zatim se popunjavaju ostale kolone prema formut a1 +
cbj11, KoristeEi poznate vrednostii prethodno izraunatu vrednos; ;.

Primer 7.10 Podelimo polinomi5z* — 1323 4+ 22 — 1 saz — 2.

2|15 -13] 0 |2 [ -1
|15 17 [34]70 ] 139

Dakle kolitnik deljenja jel5z3 + 1722 4 34z + 70, a ostatak 139/

Definicija 7.11 Broj c je nula k-tog reda(k € N) polinomaf akko postoji polinony
tako da
f=(@—-cfq

iq(c) #0.
7.3.2 Osnovni stav algebre

Tvrdenje 7.12 (Gaus)Svaki polinom nad poljem kompleksnih brojeva stepena bar jedan
ima bar jednu nulu u skupu kompleksnih brojeva.

Skica dokaza. Neka je dat proizvoljan polinom
f=an2"+ an 12" 4+ ap.

Kako je jedn&ina

2"+ ap 12" M4 4 ag =0
ekvivalentna sa jedii&gom
G a
Z”+LIZ"_1+...+70:0
Qanp Qn

koja se dobija mnzenjem saz; !, polinom f ima iste nule kao i polinom,;! - f. Zato
je dovoljno posmatrati stiaj kada jex,, = 1. Ako je ap = 0, tada jef(0) = 0, pa je0
trazena nula, zato je dovoljno razmatrati&jiag # 0.

Pokaz&emo da je polinomna funkcija— f(z) (dalje ozn&ena samo s#) neprekidna
funkcija na skupu kompleksnih brojeva tj. dazva

(Ve € RE)(30 € RE)(Yh € C)(|h| < d=|f(z+h) — f(2)| < e),

gde suh|i|f(z+ h) — f(z)| moduli datih kompleksnih brojeva.
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Neka jez € C proizvoljan kompleksan broj. Pokazamo da jef neprekidna u ki z.
Neka jes € RZ proizvoljno. Tada vai

f(z+h)—f(z) = zn:ak((z—#—h)k—zk)

odakle zgh| < 1 sledi

[f(z+h) = f(2)] = [Al

SR

k il
ak|<i>!2’\k [
k=1i=1

i\aﬂ(?)!z\’“‘i

IN I
M= I
]

= [hle,

gde jec = S0 S8 |ag|(%)|2*7 velitina koja ne zavisi od. Ako stavimos = %
tada zgh| < § dobijamo

’f<2+h)—f(2)|§\h|0<%c:g.

Dakle m@emo stavitid = minq 1, 6}. Time je pokazana neprekidnost funkcijeu
proizvoljnoj tacki z € C, pajef neprcekidna na skupd.
Posmatrajmo brojeve € C za koje vai |z| = r gde jer > M zaM = max{l, |ag| +
-+ |ap—1|}. Tada je
1f(2) = 2" = |ap_12""' +an_22" 2 + -+ ag|
|an—1][2[" ! + Jan—al[2[" 7% + -+ + |ao]
ap—1|m" " + |an_a|r™ 2 + - + |ag|
jan—1]r" !+ Jan—olr" ™ o fagl Tt Gerjer > 1)
" H(|an-1] + - + |ao)

R

IN

IA

A
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ftz)

z

-/

N

To zn&i da je rastojanje tke f(z) od t&Cke 2™ u kompleksnoj ravnimanjeod rastojanja
tacke 2" od koordinatnog peetka. Kada jgz| = r, a argument kompleksnog broja
z prolazi od0 do 27, taCka z™ opiSen krugova poluprénikar™. Za to vreme téka
f(z) “prati” taCku 2™ (na osnovu prethodne nejednakosti), pa i ond@gatvorenu krivu
liniju koja u svojoj unutr&njosti sadti koordinatni p@etak. To vdi zar > M, a kada
jer =0,t. 2z =0, tadajef(z) = ap # 0, Sto zn&i da se kriva linija kojuf(z)
opisuje degenerisala udieu. P&to je funkcijaf neprekidna, krugovi kojg (=) opisuje
za vrednostiz za koje je0 < |z| < r se neprekidno transfor8u od krive linije koja
obuhvata koordinatni gietak, do tékeay # 0. Odatle sledi d&e za nekd < r; < r
kriva linija koju opisujef(z) za|z| = r prolaziti kroz koordinatni péetak,5to zn&i
da postojiz za koje je|z| = ry ivazZi f(z) = 0. Dakle, u krugu polupr@nika M u
kompleksnoj ravni polinom ima kompleksnu nulu. Time smo &éivskicu dokaza.

Nekajep = a,z" + - - - + ag. proizvoljni polinom stepena zan > 0. Prema osnovnom
stavu algebre on ima kompleksnu nuly. Prema Bezuovom stavu (7.8) tadajdeljiv
sax — «aq, pa se mae napisati u oblikw = (z — a;1)p1, gde jep; polinom stepena — 1.
Neka jen—1 > 0. Primenjuji€i osnovni stav algebre na polingm, dobijamo da postoji
o tako da vdi p; = (x — ag)p2 gde jest(p2) = n — 2. Ponavljaj&i ovaj postupak sve
do polinomap,, koji je konstanta, dobijamo da se svaki polinpmmoZze zapisati u obliku

p=(r—a1)(x—ag) - (z—an)a,

gde jea € C konstanta. Izjedriavanjem koeficijenata polinomai njegovog zapisa,
zakljuCujemo da jex = a,, # 0. MoZe se pokazati da je ovakav prikaz jedinstven. Ako
je B = a; zanekol < i < ntadajep(s) = 0. Ako je pak( # «; zal < i < ntada

su svicinioci u definiciji polinoma raziiti od nule, pa je p(3) # 0. Dakle va&i sled€a
posledica.

Posledica 7.13Svaki polinom stepenau polju komleksnih brojeva imataon nula.
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Primetimo da ovo tutenje vdi i zan = 0, jer polinom stepena nula (to je broj r&itiod
nule) nema nula. Jedino se za bbaje m@e primeniti posledica 7.13, jer se za polinom
0 ne definge stepen.

Tvrdenje 7.14 Ako polinomif i g nad skuponC' za koje vai st(f), st(g) < n imaju
jednake vrednosti za vise adrazlicitih tacaka, onda jef = g.

Dokaz. Polinom f(x) — g(x) ima stepen najgen. Sa druge strane, on imadé odn
nula. Daklef(z) — g(z) = 0. =

7.3.3 Lagrarzov interpolacioni polinom

Zbog svoje jednostavnosti polinomi $esto koriste za interpolaciju i aproksimaciju
funkcija. Interpolacija je problem oddésanja funkcije koja u datim ttkama uzima date
vrednosti. Neka su date ragiie vrednostiz, . . ., x,, i proizvoljne vrednosti, . . ., yn-
Lagrarzov interpolacioni polinonje polinom(n — 1)-vog stepena za koji V& f (z1) =
Y1,---, f(zn) = yn. Za date razlite vrednostixy,...,x, i proizvoljne vrednosti
y1,-- -, Yn POStOji jedinstven Lagraov interpolacioni polinom. Za = 3 on je dat

sa
p(z) = @-m)@—23) ~ @ow)e-z) o (zoz)@-m)
(z1 — z2)(21 — 23) (z2 — z1)(22 — 23) (x5 — 1) (w3 — 22)
Lako se proverava da ovaj polinom prolazi kroéka(z;, y;) zal < i < n. Svaki drugi
polinom p’ stepenan — 1 koji prolazi kroz sve téke (z;,y;) zal < i < n ima iste
vrednosti kao p un > n — 1 ta€aka, pa prema tdenju 7.14 mora bity’ = p. Daklep
je jedinstven.

7.3.4 Vijetove formule

Neka jep = anz" + ap_12" "1 + --- 4+ a1z + ag proizvoljan polinomn-tog stepena.
Prema prethodnom razmatranju on se na jedinstvéimmad’e napisati u obliku

™ + ap 12" ay 02" P 4 b arr Fag = an(z — o) (z — a2) - (T — ay,),

gde swy, . . ., a,, Nule polinoma. Izjedriaavanjem koeficijenata sa obe strane dobijamo:
an-1 = ap(—a1—ag- - —ap)
an—2 = ap(@rag+ o103+ -+ @pop-1)
-1
ay = an(—]_)n (a1a2...an71 + .- +a2a3...an)

apg = ap(—1)"oqag--- oy,
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a odatle slede slede Vijetove formuldF. R. Viete):

an—1
optoaxt+--ta, = —
Qn
Gnp—2
aroo + g+ - F a1, =
an
a1
-1
Qnp
ao
n
o ra, = (=1)"—.
Qan

Primer 7.15 [DM] Neka koreni jednéine
" a4 a, =0

¢ine n uzastopnihClanova aritmetike progresije. Pokazamo da se oni onda mogu
odrediti.

Neka su koreniy = a, 22 = a+d, ...,x, = a+ (n— 1)d. Koristeti Vijetove formule
dobijamo:

1+ T2+ -+ Ty =

=at+a+d+---+a+(n—1)d
-1
:na+ng):_m, (%)

Kako je

(214 -+ 20)? = 2(@122 + T1T3 + -+ Tpo1Tp) = 2T+ -+ 22

ivazi xixo + - -+ + Tp_1T, = ao, Sledi

(—a1)? —2a0 = a*+(a+d)?*+ -+ (a+ (n—1)d)?
= na’+an(n—1)d+n(n—1)2n — 1)622

tj.
d> a3 -2
a+aﬂn—U+{n—U@n—DE<:ﬁ77@a (%)
ReSavanjem sistema jedtiaa (x) i (xx) po « i d mogu se odrediti &enja polazne
jedn&inexy, ..., x,. A
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7.3.5 O resavanju opstih algebarskih jednatina

OpSta algebarska jedbman-tog stepena je jed@aap(x) = 0 gde jep polinomn-tog
stepena. 1z osnovnog stava algebre sledi da svaka algebarskaifedndog stepena
ima ta&&non (ne obavezno raditih) reSenja, ali ostaje problem ndkenja tih r&enja. U
9. veku je r8avana kvadratna jedtiaa: ustanovljeno je da su3enja jednéne

asx? +aix+ayg=0

brojevi

—a+VD —a1 - VD

a1 = g =

2a9 2az

gde jeD = a? — 4agag. Kasnije su pronadjena¥enja i za jedn&ine 3. i 4. stepena,
takode u vidu formula u kojima €estvuju koeficijenti jedri@ne i operacije+, -, —, /,
™ i {/x. Ovakva r&enja se nazivajieSenja putem radikalaPosle réavanja jednéna
3.1 4. reda ostalo je otvoreno pitanjeSavanja jednéna stepena &g od 4. Na ovom
problemu je radio Vijet, Abel je da osnovnu ideju Gesju problema, a Galoa (E. Galois)
je kon&no dokazao da za jedtiau stepena Vg od 4 u optem slé@aju ne postoji
resenje putem radikala. Dokaz ovogdenja se oslanja na teoriju grupa i polja.

7.3.6 Nule realnih polinoma

Tvrdenje 7.16 Neka jep = ag + a1z + - - - + a,2™ polinom nad poljem kompleksnih
brojeva pri¢emu su koeficijentiy, . . ., a,, iz skupa realnih brojeva. Ako za e C vazi
p(a) =0, tada vaiip(a) = 0.

Dokaz. Neka vai
ag+ ara+ -+ apa”™ = 0.

Odatle sledi

ag + aja+ - + apa™ = 0.

Primenom osobina operacije— Z dobijamo

G +aia+ - +aa® =0
at+aa+--+a,a" =0
ap+aia+ - +a, (@" =0,

atozn&ip(@) =0.m
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Tvrdenje 7.17 Neka je racionalan brog € Rq (NZD(p, q) = 1), reSenje jednéine
anz" +---+ap=0

pri emuag, ...,a, € Z. Tadap | ayp | q|ap.

Dokaz. Neka jeg nula jedn&ine a,z" + --- + ap = 0. Zamenomg u jedn&inu
dobijamo:

n n—1
an<p) +an_1<p> +---+a1£+ao =0
q q q

anp" + an—1p" g+ -+ arpg™ Tt + apg”
qn

Odatle slediv,, p™ + a,_1p" 'q+ -+ aipg" ' + agg™ = 0. Kako su prvihn sabiraka
deljivi sap, mora bitip | apq™. KakoNZD(p, q) = 1, sledip | ap. Analogno, poslednjih
n sabiraka su deljivi sa, paq | a,p™, odakle sledi | a,,. m

Ako je dat proizvoljan polinom

ann agn
T)=——x 4+ -+ —
p(z) b, b

sa racionalnim koeficijentima, tada @&mo posmatrati polinom
p'(x) = p(x) - NZS(bp, . .., bo).

Polinomyp’(x) ima iste nule kao i polinonp(x), a ima celobrojne koeficijente, pa na
njega mdemo primeniti prethodno tdenje.

Primer 7.18 [MMV] Neka je dat polinomp = 302° —92* — 1023 4 322 — 402+ 12. De-
liocibroja12 sutl, +2, +3, +4, £6, £12, adelioci broja 30 st-1, £2, +3, +5, 6, £10, =15, +30.
Zato se sve racionalne nule polinomaalaze mdu brojevima

1

+1,£-
Y 27

1 1 12
+— - .. E—.

3775777777730
Neposrednom zamenom proveravamo da je od datih brojevajq%iinola polinomap.
Sada HornerovorSsemom mé@emo na&i polinom ¢ tako da vdi p = (az — 13—0) g. Pri

tome je polinomy stepena 4, pa ni@mo primeniti odgovaragu formulu. A

Napomena 7.19Za kompleksan broj kazemo da jealgebarski ako je on nula nekog
polinoma sa celim (odnosno racionalnim) koeficijentima koji nisu svi jednaki nuli. Ako
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takav polinom za brojx ne postoji, onda Keemo da jex transcedentanbroj. J. Liuvil
je pokazao 1844. godine da je broj

1 1

L=qontqt 7

transcedentan. (Videti [KU]). Takte su i brojevir, e transcedentni. i, algebarskih
brojeva ima prebrojivo mnogo, a transcedentnih ima kontinuum mnogtoZa

Napomena 7.20Funkcijaf je algebarskaako postoji polinom
p(u) = ao(z) + ar(x)u+ -+ ap(x)u”, n € N

gde suag(x),ai(x),...,a,(z) polinomi sa realnim koeficijentima, koji nisu svi is-
tovremeneo identki jednaki nuli, tako dap(f(z)) je indentEki jednaka nuli zar iz
domena funkcijef. Funkcijaf je transcedentnaako nije algebarska. Tako je funkcije
sin transcedentna. Pretpostavimo suprotno, to jest #ia va

ag(x) + ay(x)sinx + - - - + a,(x)sin" x = 0,

gde polinomag(z) nije identtki jednak nuli zax € R. Neka jeay(z) polinom stepena
m € N. Tada zak € Z je ap(km) = 0, pa polinomag(z) iam beskonéno razltitih
nula, a to je suprotno sa posledicom 7.13.

Iz prethodnog neposredno sledi da ne postoje polingitat) i a;(x) sa realnim koefici-
jentima tako da je

ao(z)

ai(z)’

Takodje , transcedentne su i ostale trigonometrijske funkcije, kao i logaritamske i eskpo-
nencijalne funkcijeo

sinz =




Glava 8

Vektori

U odeljku 6.2 data je definicija vektorskog prostora. U ovom odefjgmo se baviti
trodimenzionalnim vektorskim prostoroRy i vektorskim prostorom slobodnih vektora
V3.

8.1 \VektoriuR?

8.1.1 Skalarni proizvod u R

Definicija 8.1 Skalarni proizvod vektoréas, as, a3), (b1, b, b3) € RZ, U 0znaci
(a17 ag, (13) : (b17 627 b3)7

je skalaraib1 + asbs + asbs.

Primer 8.2 Ako su vektorid = (1,2,3) i b = (2,0, —1), onda je
@b=1-242-0+3-(=1)=—1.
A
Primer 8.3 Ako su vektoria = (1,—1,1) i b= (2,3,1) onda je
@ b=0.
A

Za dva vektora raztita od nula vektora Keemo da sunormalnaako je njihov skalarni
proizvod nula.

Navedimo sada neke osobine skalarnog proizvoda.

141
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Tvr denje 8.4 Nekad, 5, ¢€ R} ik € Re. Tada vai:

1.a-b=b-a
2.G-(b+d)=a-b+a-¢c

3. k(@ b)=(k-a-b=ad- (kb
4.d-a>0; @d-d=0sd=0.

Dokaz. Proistte direktno iz definicije, na primer za 1:

G b= a1b1 + asbs + asbs = biay + boas + bgag = b-ad.

Definicija 8.5 Intenzitet vektora = (a1, ag, as), U 0znacidl, je

Kako je dijagonala pravouglog paralelepipeda sa strarama i a3 jednakay/a? + a3 + a3,
to geometrijski smisagi| jeste diina vektoraz, od (0,0, 0) do (a1, a2, as).

Vektor @ za koji je|d| = 1 zovemo jedintni vektor i ozn&avamo ga sa,.

Tvr denje 8.6 (Nejednakost K&i-Bunjakovskog) (A. Cauchy, B. Bunjakovskij) Za pro-
izvoljned, b € R} vazi

@ b] < la|b].
Dokaz. Prema tvdenju 8.4 vdi
@—k-B)@@—k-b) > 0
@-d—2ki-b+k*%-b > 0
b-D)k>+ (=2)(@-b)k+a-a >

Posmatrajmo levu stranu nejednakosti kao funkciju od realnog brajejednakost va
za sve vrednosti broja, a kako jeb - b > 0, za diskriminantuD kvadratne funkcije mora
vaziti D < 0. Zato je

(—2)%@-b)* —4-(b-b)(@-a) <0,

I

odatle sled{@-b)2 < @2-b%. Nalazenjem kvadratnog korena obe strane dobijanitetna
nejednakosts
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Tvr denje 8.7 (Nejednakost trougla za vektore)

@ + 8| < || + [b]

- -\ 2
Dokaz. Pokaz&emo da vai |a@ + b|> < (]d‘| + \b]) . Primenom nejednakosti K&
Bunjakovskog (tvdenje 8.6), dobijamo

- - — - - - -\ 2
@+ B2 = (@+5)(a+b) = |al* + 2ab + 5 < [al* + 2lal|p| + 5 = (|a] + [b])"-

JedinEni vektori su

v (1,0,0)
7 = (0,1,0)
k= (0,0,1).

Oni tine bazu prostor&®?. Vektor?' se zove koordinatni vektar-ose, vektory koordi-
natni vektory-ose, a vektok koordinatni vektorz-ose.

Skalarni proizvodi jediriinih vektora dati su sledem Kejlijevom tablicom:

Tako je, na primer;- 7= 0, ak - k =

Tvrdenje 8.8 Svaki vekto@ = (al, az,as) maze biti predstavljen kao zbir tri vektrora
a; = a1, ds = asj | as = ask, koji imaju iste pravce redom kao i vektati7'i k (.
kolinearni su sa, 7, redom), dakle:

d= a7+ as7+ CL3E.

Dokaz. Iz definicije mnaenja vektora skalarom dobijamg? = (a;,0,0), a2] =
(0,a2,0) i ask = (0,0, as3). Dakle (vidi sliku):

a = (ay,a9,a3) = a17’+ az] + ask.
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7 aa Y

e

Ako sua, 3 i~y uglovi izmedu vektorai = (a1, az,a3) # 0 i jediniénih vektoraz, 7, k
respektivno, onda vada je

cos? o + cos® § + cos? v = 1.

Ova formula neposredno sledi ako se uzme u obzir deosinusi pravcavektoraa dati
sa

a
Ccosy =

cosa = a cosﬂ:aj, —.
|| |l

al’
Nula vektoru0 se ne pridriuje pravac.

Napomena 8.9Ako sug i b dva vektora raztiita od0, tadad, b i @ — b obrazuju trougao.

Na osnovu kosinusne teoreme imamo:

@ — b = |a|* + [b* — 2|a||b| cos v,
tj.
odakle se dobija

@-b=|allb| cos.

Poslednja formula je geometrijska definicija skalarnog proizvoda(u o
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Primer 8.10 Neka je jedna baza vektorskog prostétadata saay, d, a3). Nadimo
novu bazu tako da su vektori nove baze jetlini medusobno normailni.

Neka je, na primeig; = v;. Prvi jedinitni vektor dobijamo sa

- U1
Uy = 5.
1]

|U

Uocimo sada vektor
Uy = do — auliy,

pri Cemua odredujemo iz uslova da vektak bude normalan ndy, tj. da vai

(primetiti da jeii; - w7 = 1). Odatle jea = ds - 1, |
Uy = do — (Aot ).
Vektor iy = ¥, /|U2| je drugi tr&eni vektor. Sada wmo vektor
U3 = d3 — Buy — v
gdeg i v odredujemo iz uslova da vektar; bude normalan i n@; i na s tj. da véi
0 =13ty =dsuy — B 1 0= U3ty = dstia — . Dakle,
B = dsuy i v = d3ia,

pa dobijamovs = a3 — (a3t )iy — (dsiiz)iz. Posledniji trdeni vektor jeis = v /|v3].
Opisani postupak zove ge&ram-Smitov postupak]. Gram, E. Schmidt)A

8.1.2 Vektorski proizvod u R?

Definicija 8.11 Ako su dati vektorid = (a1, az,a3) i b = (bl,bg,bg)J onda podvek-
torskim proizvodontih vektora podrazumevamo vektor ozea sai x b, definisan sa

- 7 def
a x b = (agbs — azbs, agby — a1bs, a1by — azby)

£,
axb= ((Izbg — a3b2)7+ (a3b1 — a1b3)7+ (a1b2 — a2b1)k‘.

Prethodnu formulu mgemo zapisati i u obliku sle@de simboltke determinante

—

|7 ok
axb= ayp a2 asg
by by b3

Znaajna osobina vektorskog proizvoda koja sledi iz definicije jeste:

axb=-bxada.
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Primer 8.12 Akojed = (1,1,—3)ib = (—1,—2,—3), onda je:

—

. D
axb = 1 1 -3
-1 -2 -3

= (=9)7+ 6]+ (—1)k = (=9,6,-1).
A

Tvrdenje 8.13 Vektorid # 01 b # 0 su kolinearni akkdi x b = 0.

Dokaz. Neka je@ = (a1, a2, as) i b = (by, bo, b3) i neka su oni kolinearni, tig = kb.
Tada je

) T 7k T 7k
axb= ay az agz | = al a9 as =0
b1 bg bg kal ka2 ]{203

po tvrdenju 6.33.
Ako je @ x b = 0, tada iz definicije vektorskog proizvoda imamo:

a2b3 — agbg =0 (81)
a3b1 - a1b3 =0 (82)
a1b2 - CLle =0. (83)

Kako jeb # 0, vazi b; # 0 za nekoi € {1,2,3}. Neka je nprb; # 0 (zabs #0ibs #0
dokaz je analogan). Nekaje= a1 /b;. Tada jea; = kb;. 1z 8.2 slediaz = kb3, aiz 8.3
sledias = kby. Zato je

(ala az, a3) = (kbla kb27 kb3) = k(bb b27 b3)
tl.d= kl?, Sto zn&i da su vektori kolinearni

Vektorski proizvod jedirtnih vektoraz, 7, k dat je sa

ol

S FYy
|
O

|
!

??‘lMl B X
|
<) IO )

Na primer7x 7= 0, a7 x 7= —k.
Za vektorski proizvod ne V@ asocijativni zakon. Tako imamo:

@x)x7=0, a 7x((@Tx))=-7.

Za vektorski proizvod vze sledée osobine koje neposredno slede iz njegove definicije.
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Tvrdenje 8.14 Nekad,b,é € R it € Re. Tada

Napomena 8. 15Vektor @ x b normalan j je na vektoréi b (proveri) i triedar vektora,
b, @ x b Cini triedar desne orijentacije. Pri tom je koordinatni sistem u kojem su date
koordinate vektora desno orijentisan.

8.1.3 MeSoviti proizvod u R?

-

Definicija 8.16 MeSoviti proizvod vektorai, b, & € R3 je skalar definisan s@- (b x @).

Iz definicije skalarnog i vektorskog proizvoda sledi da je:

@ (bxd)=

= al(bQCg — bgcg) + ag(bgcl - blcg) + ag(blcg — bQCl).

Izraz na desnoj strani je vrednost determinante

ay az ag
b1 by b3
1 C2 C3
tj.
aip az as
a- (5 X 5) = bl bz b3
c1 Ccy cC3
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8.2.1 Skalarni proizvod uV?

Videli smo da vektore mgemo posmatrati kao orijentisaneziluizatim kako se sabiraju
dva vektora i kako se oni mie skalarom. Kagto znamo, za dva vektorazemo da su
kolinearni ako se nalaze na istoj ili paralelnim pravama. Veljerkolinearan sa svakim
vektorom.
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Tvrdenje 8.17 Ako su vektorii i b kolinearni, tada pOStOje brojevii, n € Re od kojih
je bar jedan razEit od nule, tako da V& na + mb = 0.

Dokaz. Ako je jedan od vektord ili Z;nula vektor, na primef = 0, tada zam = 1 i
n = 0 vazi formula (1). AKko j Jea # 0ib +£ 0, tada je mogée n&i broj ¢ > 0 tako da je
t|b| = |@|. Ako su vektorid i b istog smera, tada je

I
=l

—th
a ako su suprotnog smera

1@ + tb = 0.

Napomena 8.18Prisetimo se da su dva vektora linearno zavisni ako je ispunjen jedan
od sledéa dva uslova:

1. jedan od ta dva vektora je nula vektor;

2. postoje brojevin # 0in # 0 takvi da jemd + nb=10 (. a= —%E).

Prema ovome i tdenju 8.17 imamo: dva vektora su kolinearna akko su linearno zavisni.
<

Za tri vektora kdemo da slkomplanarniako leze u istoj ravni ili su paralelni istoj ravni.

—

Tvrdenje 8.19 Vektorid, b, ¢ € V su linearno zavisni akko su komplanarni.

Dokaz. Ako su vektoria, b i ¢linearno zaV|sn| tada postoje brojewi, n i t od k01|h je
bar jedan raziiit od nule tako da jend + nb + t¢ = 0, ato zndi da vektorimd, nb i ic
obrazuju trougao, tj. e u jednoj ravni. Kako su vektod, bi &kolinearni sama, nb i
tc, sledi da i oni I€e u istoj ravni.

Obratno, ako su vektod, bi ¢ komplanarni, onda ni®mo n&i skalarex, 3, v od kojih
je bar jedan raziit od 0 tako da vai

ad + Bb+ ¢ = 0.
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Definicija 8.20 Skalarni proizvodiva vektoraz i b definie se sa

=,

@b %" \d||b| cos £(@, b)

.a- Eje skalar jednak proizvodu dine oba vektora i bikosinusa ugla zahé&nog sa
ib.

4

a

Iz osobina kosinusa sledi da@’eg =b a tj. vazi komutativni zakon za skalarni proizvod.

Koristeti definiciju 8.20 mdemo n&i ugao izmeu dva vektorar i b:

I
S

cos (@, vb) =

|al|o]

Primer 8.21 Odredimo ugao izndu jedintnih vektorad i b ako je njihov skalarni
proizvod@.

Sl

ST

sledi da jecos o = ¥2, daklea = 2. A

Iz formulecos o = 1

St

A

Tvrdenje 8.22 Akod # 0 i b 0, onda jed normalan nab akko jed - b = 0.

—. -,

Dokaz.@-b = 0 akko/(@,b) = T ili /(@,b) = 3, 1. @ je normalan na. u

Za skalarni proizvod zréajne su i sledee osobine:

kao i

Koristeti distributivnost dobijamo da iz - & = b - & sledi (@ — b) - € = 0. Primenom
tvrdenja 8.22 dobijamo da je vekt@r— b normalan na.

Napomena 8.23Definicija skalarnog proizvoda u anafikiom obliku se mae neposredno
dobiti iz geometrijske definicije kastenjem jedintnih koordinatnih vektora i distribu-
tivnog zakona. Vektori, 7i k koji odgovaraju osaa, y i z uvode se kao tri nausobno
normalna jedirina vektorae

8.2.2 \Vektorski proizvod uV?

Definicija 8.24 Neka sug i b proizvoljni vektori razltiti od 0. Tada defirsemo vektor
a x b na sledéi nacin.
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1. pravac vektora x Eje pravac normale ravni odilene vektorimai i b;
2. smer vektora x b je takav da vektord, b, b x ¢, tim redom, obrazuju desni triedar;
3. intenzitet je dat izrazom
|@ x b| = |@||b| sin £(@, b),
gde je/ (@, b) ugao izmeu vektorai i b (/(a,b) € [0, ).

—

Akojed = (ili b= 0, tadag x b = 0.

A

b

a

Intenzitet vektorskog proizvoda x bima brojnu vrednost posine paralelograma kon-
struisanog nad vektorimai b dovedenim u zajedoki poCetak.

Tvr denje 8.25 Ako sui i b vektori, tada jei x b = 0 akko jed kolinearan sa i je bar
jedan od vektora, b jednako.

Dokaz. Sledi direktno iz definicijes

Tvr denje 8.26 Ako sug i b vektori, tada vii

—

axb=-bxada.

Dokaz. Sledi iz definicijed x b. Promenom mestai b u proizvodu, jedino dolazi do
promene smera u suprotai.

Navodimo j& neke znéajne osobine vektorskog proivoda.

(t@) x b= t(@x b) = @ x (tb)

-,

(@+b)XC=axi+bxC
Primenom tvdenja 8.26 na prethodnu jednakost dobija se

Ax(b+3d)=dxb+adxé
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Napomena 8.27Koristeti geometrijsku definiciju vektorskog proizvoda amose lako
dobiti analittka definicija. Iz analitike definicije se mie dobiti geometrijska&tocemo
i pokazati. Kako je

@ x b =

asbs — a3b2)2 + (agby — albg)2 + (a1by — a2by)

ai + a3 + a3)(b] + b3 + b3) — (arb1 + azby + azbs)®
|@?[b]* — (@- b)?

= |a@l*[b]* — |@|*[b|* cos® £(a, b)
jal?

6|2 sin? /(. b).

(
(

Sledi da je intenzitet vektor@ x b dat sa

|@ x b| = |@||b| sin £(@, b).
Neposredno se proverava @ab i @ x b &ine desni triedar, kao i da j&x b normalan i
nadinab. o

8.2.3 MeSoviti proizvod u V3

-,

Definicija 8.28 MeSoviti proizvod vektora, b, @ je skalar(@ x b) - .

Tvr denje 8.29 Apsolutna vrednost nsevitog proizvod@vektoré, b,éeV? jednaka je
zapremini paralelepipeda obrazovanog nad vektoriing, c.

Dokaz. Neka vektorid, b i &obrazuiju triedar desne orijentacije (vidi sliku).

Ozn&imo sap vektord x b. Tada vi

-,

@xB)-¢ = §-2=plpo-¢
= [71I7o| - 121 cos £ 7. ).
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Kako je|a x §| = B jednako mernom broju po§ine paralelograma obrazovanog nad
vektorimad i b, a visina paralelepipeda iznds] cos /(p,¢) = H, to je

gde jeV zapremina paralelepipeda.
Ako vektorid, b i & obrazuiju triedar leve orijentacije, tadades / (7, @) < 0, pa je(a x

-,

b)-=—-V.nm

MeSoviti proizvod vektoraz, 5,€jednak je nuli ako je bar jedan od vektozab ili @
nula-vektor ili ako sva tri vektora i u jednoj ravni, tj. ako su komplanarni. U &hju
komplanarnosti tri vektora zapremina paralelepipeda konstruisanog nad ovim vektorima

=,

je jednaka nuli, pa jéd x b) - ¢ = 0.

Napomena 8.30Kako su skalarni i vektorski proizvodi dati B2 i V3 ekvivalentni, to
su i mé&oviti proizvodi takvi.c

8.3 Jedn&ine ravnii prave

Koristeti osobine vektora izv&emo jednéine ravni i prave. Saﬁ? ozn&avamo vektor
Ciji je jedan predstavnik orjentisanaZd B. Ako je O koordinatni pdetak, tada sa/

ozna&avamo vektoO M .

8.3.1 Jedn&ina ravni

Neka jeM, data t&ka u prostoru i neka j& # 0 dati vektor. Skup svih tsaka)/ takvih

da je vektorMyM normalan na vektofi naziva seravan kroz tatku M, (vektor i se
nazivavektor normalg

)
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VektorM?M se m@e izraziti preko vektora)ﬁo [ O_M tj.
OM — OMy = MoM .
Kako su vektoriM?M i 77 normalni, njihov skalarni proizvod je jednak nuli:
- (OM — OM,) = 0. (8.4)

Ako jei = (A, B, C), 0740 = (xo0, Yo, 20)s 07\4 = (z, y, 2), tada jednéina 8.4 u
analitickom obliku glasi

Ax+ By+Cz — Axg— By — C2y =0 (8.5)
Ako ozn&imo Axy + By + Czy saD, dobijamo
Az + By +Cz=D. (8.6)

To je opsti oblik jedn&ine ravni u analittkom obliku

Napomena 8.31Jednd&ina 8.6 je linearna jedidaa pozx, y i z. Vazi i obrnuto, tj. ako
je data jednéina Az + By + Cz = D kod koje je bar jedan od brojevé, B, C razliCit
od 0, onda je ona jedr@na ravni. Neka jgxg, yo, z0) jedno réenje jednéne Ax +
By + Cz = D. Ako sada stavimo da jg = (A, B, C) i ako tacka M, ima koordinate

—_—

(20, Y0, 20), onda dolazimo do jed@mer x (OM — OMy) = 0 koju zadovoljava svako
reSenje jednéine Ax + By + Cz = D. o

Kakojeri = (A, B,C)i7 = O_M = (z,y, z) (1. vektor poldaja proizvoljne téke M),
to geometrijski oblik jednéine ravni jeste:

7-i=D.
Koristeti jedn&inu 8.5 ma@emo zapisati i analitki oblik jedn&ine ravni kroz téku My,

normalnu na vektor normale To je jedn&ina

Az —z0) + B(y —yo) + C(2 — 20) = 0.

Dve ravni suparalelneako su im vektori normal&@s i 7o kolinearni, anormalneako su
im vektori normala méusobno normalni.

Ako su date tri razliite tatke My, Ms i M3 koje ne lge na jednoj pravoj onda maemo
odrediti jedn&inu ravni kroz date tri téke na sledéi natin. Neka jeM proizvoljna
taCka ravni, tada su vektod/; M, My M, i My Ms kolinearni, pa je njihov m&oviti
proizvod jednak nuli tj.

MlM’(MlMQ X MlMg) = 0.
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Kako je

MM = OM—OM; = (z.y,2) — (1,41, 71)
= (z—21,y—y1,2 —21)
Mj\)@ = 0742 —0741 = (v2 — 21,92 — Y1, 22 — 21)
MF\)@ = 0743 —OM; = (3 — 21,93 — Y1, 23 — 21),
dobijamo analitki oblik jedn&ine ravni kroz téke M7, My i Ms:
r—r1 Yy—Hhy <2—z2

To—T1 Yo—y1 22—z | =0
T3 —T1 Y3 —Yr 23— 21

Primer 8.32 Napisati jednéinu ravni kroz date tri ke M;(1,2,3), My(—1,0,0) i
M5(3,0,1). Trazena ravan je

t.z4+5y—42+1=0. A

8.3.2 Jednd&ina prave

Kako je prava presek dve ravni koje nisu paralelne, to se f@dagrave mde dati
skupom jednéina dvaju ravni:

71 = Dh i 7 Tig = Do,
ili u analitickom obliku:
A1$+B1y—|—01Z:D1, A2$+BQy+CQZ:D2.

Prava u prostoru je oddena ako je poznatadka M; kroz koju ona prolazi i vektor
a # 0 kome je prava paralelna, dakle

Kako je vektorMTM kolinearan s, tj. MTM = kd, dobijamo

OM = OM, +ki 8.7)



8.3. JEDNACINE RAVNI | PRAVE 155

OM — OM, = ka.

Poslednju jedn&nu mazemo napisati u obliku

(OM —OM,) x @ = 0.

Ako su dati vektorO M = (x,y, 2), 0741 = (x1,y1,21) i d = (m,n, p), tada vektorskoj
jedn&ini 8.7 odgovaraju tri skalarne jedtiae date sistemom:

r = x1+mk
y = y1+nk (8.8)
z = z1+ pk.

Ove jednd@ine predstavljaju tzvparametarski oblikiedn&ine prave. Ako sun, n
i p razliciti od 0, onda mdemo eliminisati parametak i dobiti jedn&inu prave u

segmentnom obliku
r—h _ Y-y _ 2T A

m n p
Ako je, na primerp = 0, onda se sistem 8.8 rhe napisati u obliku:

rT—T1  Y—U
m n

) z=z (8.9)
a ako su na primet i p jednaki nuli, sistem 8.8 glasi
r=x1+m-k, Y=y, z=z. (8.10)

Primer 8.33 Nadimo jedn&inu prave kroz téku (1,2, 3) paralelnu sa vektorori =
(1,—2,1). Prema prethodnom razmatranju dobijamo

r—1 y—-2 2z-3

1 —2 1
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Prava je odrdena dvema ttkamal/, i Ms. Vektora pravca prave j(MH\ZQ. Ako sada

u jednd&ini 8.7 stavimoMﬁlz umestaod, dobijamojedn&inu prave kroz dve tke M i
Mos:

OM = OM, +k My Ms . (8.11)
M,
M,
M
0

AkojeOT\J = (z,y,2), OT/Il = (z1,y1,21) 1 MF}MQ = (r9 —x1,Y2 — Y1, 22 — 21), tada
iz jedn&ine 8.11 dobijamgarametarski oblik jednzine prave kroz dve tkeM; i M,
dat sistemom

x = x1+k(xe —11)
y = y1+k(y2—wy1) (8.12)
z = z1+k(zg—21),

a iz 8.12 eliminacijon% dobijamosimetrtni oblik jedn&ine prave

TTUL_ YT ETAL (M My £ 0). (8.13)
T2 — T Y2 — 1 22—z

Primer 8.34 Prava kroz téke(1,0,—2)i (2, —1, 3) zadata je jedri@anom
r—1 gy z+2

JAN

Neka je data prava

i neka je data ravan sa
Arx+ By+Cz+ D =0.

Odredimo prodor prave kroz ravana. |z jedn&ine prave izrazima,y, z preko k,
pa uvrstimoz,y, z u jedn&inu . Tako dobijamo jedn@nu po k. Nalaze€i to k£ i
zamenjujd@i ga ux = x1 + mk, y = y1 +nk, z = z + pk, dobijamo koordinate
prodora.
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