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5.4.1 Linearne Diofantove jednačine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

5.5 Racionalni brojevi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

5.6 Kompleksni brojevi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

6 Matrice 98

6.1 Gausov postupak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

6.2 Vektorski prostor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

6.3 Matrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

6.4 Determinante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109
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Predgovor

Ovaj tekst obuhvata predavanja iz predmeta Algebra za informatičare. Namenjen je pre
svega studentima matematike, smer Diplomirani informatičar Prirodno-matematičkog
fakulteta u Novom Sadu. Nastao je iz moje knjige ”Predavanja iz Matematičke logike
i algebre”, Univerzitet u Novom Sadu, PMF Novi Sad, 1998.

Knjiga sadřzi 8 poglavlja. Tekst sadrži i brojne primere i uradene zadatke. Sve to treba da
omogúci brže i laǩse usvajanje gradiva. Deo gradiva obraden je u knjizi G. Vojvodíc, B.
Šobot: Zbirka zadataka iz matematičke logike i algebre, Univerzitet u Novom Sadu, PMF
Novi Sad , 2003. Takode, i okviri u kojima su izlǒzeni pojedini delovi teksta, uslovljeni
su fondomčasova, pǎcitaoce koji ihžele prǒsiriti upućujem na literaturu navedenu na
kraju knjige. Iz tih knjiga preuzeti su neki zadaci, tvrdenja, kao i neki primeri. Gradivo
poslednjačetiri poglavlja proǔcava se i prǒsiruje u vǐse redovnih kurseva za studente
informatike.

Posebnu zahvalnost dugujem Viktoru Kunčaku, izčijih belězaka sa mojih predavanja je
nastao ovaj tekst. Viktor Kuňcak je tehnǐcki obradio tekst, dao brojne korisne sugestije i
pǎzljivo proverio rěsenja zadataka.

Zahvaljujem se recenzentima prof. dr Miodragu Raškovícu sa PMF iz Kragujevca i prof.
dr Milanu Grulovícu sa PMF iz Novog Sada na korisnim komentarima i primedbama
koje su mi ukazali nakon pažljivog čitanja rukopisa.

U Novom Sadu, novembra 2007. Gradimir Vojvodić
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Glava 1

Grupoidi

1.1 Operacije i algebarske strukture

Ako je A proizvoljan skup, preslikavanjeσ : A × A → A se nazivabinarna operacija
skupaA. Umestoσ((a, b)) = c pišemo skrácenoa σ b = c. Ako je σ binarna operacija
skupaA, tada se uredeni par(A, σ) nazivagrupoid. Funkcijaf : An → A gden ∈
{0, 1, 2, . . .} se nazivan-arna operacija skupaA. Za n = 0 operacijac : A0 → A se
identifikuje sa konstantomc ∈ A.

Primer 1.1 Ako je N skup prirodnih brojeva,Z skup celih brojeva, aRe skup realnih
brojeva, onda je su(N,+), (N, ·), (Z, +) i (Re, ·) grupoidi. Ureden par(N,−) nije
grupoid jera− b nije definisano za sve vrednostia, b ∈ N . 4

Definicija 1.2 Ako je D ⊆ A2 i A 6= ∅ tada se preslikavanjep : D → A naziva
parcijalna (binarna) operacijaskupaA.

Definicija 1.3 Višeznǎcna (binarna) operacijaskupaA je preslikavanjev : A2 → P(A).

Definicija 1.4 (Univerzalna) algebraje struktura

(A, f, g, . . .)

gde jeA proizvoljan skup koji se nazivanosǎc algebre, af, g, . . . operacije skupaA.
Ako su arnosti operacijaf, g, . . . redomn1, n2, . . . tada kǎzemo da se radi o algebri tipa
(n1, n2, . . .).

Primer 1.5 Struktura(Re, +, ·) gde jeRe skup realnih brojeva,+ sabiranje, a·mnǒzenje
realnih brojeva, je primer univerzalne algebre tipa(2, 2). 4
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8 GLAVA 1. GRUPOIDI

Definicija 1.6 Algebarski sistemje struktura

A = (A, f, g, . . . , R, S, . . .)

gde jeA proizvoljan skup,f, g, . . . operacije skupaA, aR, S, . . . relacije skupaA.

Primer 1.7 Primer algebarskog sistema je struktura(Re, +, ·,≤) gde jeRe skup realnih
brojeva,+ operacija sabiranja realnih brojeva,· operacija mnǒzenja realnih brojava, a≤
uobǐcajena relacija totalnog poretka nad realnim brojevima.4

Kada razmatramo algebarski sistem(A, f, g, . . .) podrazumevamo da je na skupuA
definisana i relacija jednakosti=, što ne naglǎsavamo posebno u definiciji algebarskog
sistema.

1.2 Grupoidi

Grupoidi su interpretacije predikatskog računa sa jednakošću sa jezikomJ = {σ,≈},
gde jeσ funkcijski simbol arnosti 2, a≈ relacijski simbol arnosti 2. Pri tome se≈
interpretira kao relacija jednakosti ičesto se izostavlja, pa pišemo samoJ = {σ}. Term
nad jezikom koji sadřzi neke od primenljivihx1, . . . , xn se oznǎcava sat(x1, . . . , xn; σ).
Tako je((xσ y) σ z) σ(z σ x)) jedan term nad jezikom{σ}.

Definicija 1.8 Identiteti su formule oblika

(∀x1), . . . , (∀xn) t(x1, . . . , xn; σ) ≈ v(x1, . . . , xn; σ),

gde sut i v termi, a kvantifikatori deluju na sve promenljive.

Ubudúce umesto simbola≈ koristimo simbol=.

Primer 1.9 Posmatrajmo identitet(∀x)(∀y) xσ y = y σ x. Ukoliko formulu interpre-
tiramo u skupu prirodnih brojeva i+ kao operaciju sabiranja prirodnih brojeva, za-
ključujemo da je identitet tǎcan nad(N,+).

Interpretirajmo sada formulu u strukturi(A, ·) gde jeA = {a, b}, a operacijskom slovu
σ pridružujemo operaciju· definisanu tablicom:

· a b

a a b
b a b
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1.3. PODGRUPOID GRUPOIDA 9

Tada formula(∀x)(∀y) xy = yx nije tǎcna jera · b 6= b · a. Zato(A, ·) nije model za
navedenu formulu. Kǎzemo da· nije komutativnaoperacija na skupuA. 4

Definicija 1.10 Trivijalni grupoid je grupoid oblika({a}, ·).

U trivijalnom grupoidu operacija· može biti definisana jedino tako da važi a · a = a.
U ovom grupoidu je vrednost svakog termaa, pa su svi identiteti zadovoljeni. Zato
trivijalne grupoide ne razmatramo. Ovaj pojam se može i uop̌stiti.

Definicija 1.11 Trivijalna algebraje algebra oblika({a}, f, g, . . .).

U nastavkućemo opisati neke postupke konstrukcije novih algebarskih struktura na
osnovu postojécih, kao i osobine koje imaju konstruisani objekti. Zbog jednostavnosti,
sve konstrukcije opisujemo na grupoidima.

1.3 Podgrupoid grupoida

Definicija 1.12 Neka je (A, ◦) grupoid. Ako jeB ⊆ A proizvoljan podskup i vǎzi
(∀x, y ∈ B) x ◦ y ∈ B, tada se grupoid(B, ◦B), gde je◦B = ◦|B2 , nazivapodgrupoid
grupoida(A, ◦), što oznǎcavamo sa(B, ◦B) ≺ (A, ◦).

Napomena 1.13I prazan skup mǒzemo smatrati za nosač grupoida tj. i prazan skup
možemo smatrati podgrupoidom. Ako imamo i nularne operacije, onda je podalgebra
uvek neprazna.¦

Kako je iz konteksta obično jasno na kojem skupu se primenjuje operacija, umesto◦B

pišemočesto samo◦.

Primer 1.14 Grupoid(N, ·) je podgrupoid grupoida(Z, ·) jer je proizvod dva pozitivna
cela broja opet pozitivan ceo broj.4

Tvr denje 1.15 Neka je{Ai | i ∈ I} familija podgrupoida grupoidaA = (A, ◦), pri
čemu jeAi = (Ai, ◦). Tada je

B =

(⋂

i∈I

Ai, ◦
)

podgrupoid grupoidaA.
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10 GLAVA 1. GRUPOIDI

Dokaz. Neka sua, b proizvoljni. Tada

a, b ∈
⋂

i∈I

Ai ⇔ (∀i ∈ I) a, b ∈ Ai

⇒ (∀i ∈ I) a ◦ b ∈ Ai

⇔ a ◦ b ∈
⋂

i∈I

Ai,

što znǎci da je(
⋂

i∈I Ai, ◦) ≺ (A, ◦).

Tvr denje 1.16 (Prvo tvrdenje o stabilnosti) Ako identitett = v vǎzi u grupoidu(A, ◦),
onda on vǎzi i u svakom njegovom podgrupoidu(B, ◦).

Dokaz. Neka jet = v proizvoljan identitet,(A, ◦) proizvoljan grupoid i(B, ◦) njegov
proizvoljan podgrupoid. Neka jea proizvoljna valuacija grupoida(B, ◦). a dodeljuje
svakoj promenljivoj element skupaB ⊆ A, pa jea istovremeno i valuacija grupoida
(A, ◦). Kako t = v važi na grupoidu(A, ◦), on je tǎcan i za valuacijua. Daklet = v je
tačan za sve valuacije na grupoidu(B, ◦), pa vǎzi na grupoidu(B, ◦).

Videli smo da je presek podgrupoida podgrupoid. Sledeći primer pokazuje da unija
podgrupoida ne mora biti podgrupoid.

Primer 1.17 Neka jeZ = (Z, +) grupoid, gde jeZ skup celih brojeva, a+ sabiranje
celih brojeva. Posmatrajmo skupove

Z2 = {2n | n ∈ Z}
i

Z3 = {3n | n ∈ Z}.
Tada su(Z2, +) i (Z3, +) podgrupoidi grupoida(Z, +), ali (Z2 ∪ Z3, +) nije grupoid,
pa ni podgrupoid grupoida(Z, +), jer 2, 3 ∈ Z2 ∪ Z3, a2 + 3 = 5 /∈ Z2 ∪ Z3. 4

1.4 Neke osobine grupoida

1.4.1 Neutralni element

Definicija 1.18 Elemente ∈ A je neutralni elementgrupoida(A, ◦) akko vǎzi (∀x ∈
A) x ◦ e = e ◦ x = x.

Primer 1.19 Broj 0 je neutralni element grupoida(Z, +), jer za proizvoljan ceo brojx
važi x + 0 = 0 + x = x. 4
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1.4. NEKE OSOBINE GRUPOIDA 11

Za grupoid(A, ◦) kažemo da ima neutralni element akko postoji elemente koji je
neutralni element za◦ tj. akko vǎzi sledéca univerzalno egzistencijalna formula:

(∃y)(∀x) x ◦ y = y ◦ x = x.

Primer 1.20 Neka jeN = {1, 2, . . .} skup prirodnih brojeva,N0 = N ∪ {0}, a +
operacija sabiranja. Kako je zbir dva pozitivna broja pozitivan, važi (N,+) ≺ (N0, +).
Pri tome(N0, +) ima neutralni element0, a(N,+) nema.4

Prethodni primer pokazuje da se svojstvo “imati neutralni element” ne prenosi na pod-
grupoid grupoida. Mǒze se pokazati da se važenje univerzalno kvantifikovanih formula
na grupoidu prenosi na svaki njegov podgrupoid.

Tvr denje 1.21 Neka je(A, ◦) grupoid i e neutralni element operacije◦. Tada jee
jedinstven.

Dokaz. Neka sue1 i e2 proizvoljni neutralni elementi grupoida(A, ◦). Pǒsto je e1

neutralni element, vǎzi e1 ◦ x = x za svaki elementx ∈ A, pa i zax = e2 važi e1 ◦
e2 = e2. Pǒsto jee2 neutralni elemnt, vǎzi y ◦ e2 = y za svakoy ∈ A, pa i zay = e1

važi e1 ◦ e2 = e1. Dakle vǎzi
e1 = e1 ◦ e2 = e2.

Kako sue1 i e2 bila dva proizvoljna neutralna elemnta grupoida(A, ◦) sledi da su svaka
dva neutralna elementa jednaka, pa postoji samo jedan neutralni element.

1.4.2 Idempotentni element

Definicija 1.22 Neka je(G, ∗) grupoid. Elementx ∈ G se nazivaidempotentan element
(idempotent) akko vǎzi x ∗ x = x. Ako su svi elementi grupoida idempotentni, tada je
grupoid idempotentan.

Primer 1.23 Ako je e neutralni element grupoida(G, ∗), tada jee ∗ e = e, pa jee
idempotent. Ako jeA proizvoljan skup, a∩ presek skupova, tada je grupoid(P(A),∩)
idempotentan.4

1.4.3 Inverzni element. Asocijativnost

Definicija 1.24 Neka je (A, ◦) grupoid sa neutralnim elementome i neka x ∈ A.
Elementy ∈ A je inverzni elementelementax akko vǎzi

x ◦ y = y ◦ x = e.
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12 GLAVA 1. GRUPOIDI

Definicija 1.25 Operacija◦ grupoida(A, ◦) je asocijativnaakko na grupoidu vǎzi

(∀x)(∀y)(∀z) x ◦ (y ◦ z) = (x ◦ y) ◦ z.

Tvr denje 1.26 Neka je(A, ◦) grupoid sa neutralnim elementom i neka je operacija◦
asocijativna. Tada svaki elemntx ∈ A mǒze imati najviše jedan inverzni element.

Dokaz. Neka suy1 i y2 inverzni elementi elementax ∈ A. Tada prema definiciji
inverznog elementa primenom asocijativnosti dobijamo:

y1 = y1 ◦ e = y1 ◦ (x ◦ y2) = (y1 ◦ x) ◦ y2 = e ◦ y2 = y2.

Dakle svaka dva inverzna elementa su jednaka, pa postoji u stvari samo jedan inverzni
element. Njega označavamo sa−x ako operaciju grupoida označavamo sa+, a sax−1

inače.

1.4.4 Distributivnost

Definicija 1.27 Neka je (A, ◦, ∗) algebra tipa(2, 2). Kažemo da je operacija∗ levo
distributivnaprema operaciji◦ akko vǎzi

(∀x)(∀y)(∀z) x ∗ (y ◦ z) = (x ∗ y) ◦ (x ∗ z).

Analogno se definiše i desna distributivnost. Ako je∗ i levo i desno distributivna prema
operaciji◦, kǎzemo da je∗ distributivna prema operaciji◦.

Primer 1.28 U algebri(Z, +, ·) gde jeZ skup celih brojeva,+ sabiranje, a· mnǒzenje
celih brojeva operacija· je distributivna prema operaciji+. U algebri(P(S),∪,∩) gde
jeP(S) partitivni skup skupaS,∪ unija, a∩ presek skupova, operacija∪ je distributivna
prema∩, a operacija∩ je distributivna prema operaciji∪. 4

1.4.5 Uslov skrácivanja

Definicija 1.29 Grupoid (A, ◦) zadovoljava uslov skrácivanja sleva akko vǎzi kvazi-i-
dentitet

(∀x)(∀y)(∀z)(x ◦ y = x ◦ z⇒ y = z).

Analogno se definiše skrácivanje zdesna.

Primer 1.30 Skup(N,+) gde jeN = {0, 1, . . .} zadovoljava zakon skraćivanja, jer iz
k + m = k + n sledim = n zam,n, k ∈ N . 4
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1.4. NEKE OSOBINE GRUPOIDA 13

1.4.6 Kvazigrupe

Definicija 1.31 Kvazigrupa je grupoid koji zadovoljava jednačine:

(∀u, v ∈ Q)(∃1x, y ∈ Q)(u ∗ x = v ∧ y ∗ u = v)

Primer 1.32 Ako je Q = {a, b, c} i ∗ data sa

∗ a b c

a b c a
b c a b
c a b c

onda je(Q, ∗) kvazigrupa.4

Definicija 1.33 Neka je data kvazigrupa(Q, ∗). Definǐsemo binarnu operaciju\ na Q
na sledéci nǎcin:

x\y = z akkox ∗ z = y, za svex, y ∈ Q

Neposredno se proverava da važi:

Tvr denje 1.34 Grupoid(Q, \) je kvazigrupa.

Tako za prethodni primer tablica za\ je:

\ a b c

a c a b
b b c a
c a b c

Definicija 1.35 Za operaciju\ reći ćemo da jedualna operaciji ∗, a za(Q, \) da je
dualna kvazigrupaza (Q, ∗). Algebru (Q, ∗, \) zvácemo kvazigrupno proširenjeod
(Q, ∗).

Lema 1.36 Kvazigrupno prǒsirenje(Q, ∗, \) zadovoljava sledéce identitete:

1. x\(x ∗ y) = y

2. x ∗ (x\y) = y

Dokaz.
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14 GLAVA 1. GRUPOIDI

1. Prema definiciji operacije\ je

x\(x ∗ y) = y akko x ∗ y = x ∗ y

2. Ako definiciju za\ primenimo u suprotnom smeru, dobijamo

x ∗ (x\y) = y akko x\y = x\y

Neka jeA = {a1, . . . , an}, n ≥ 1 azbuka i neka je(A, ∗, \) kvazigrupno prǒsirenje.
Oznǎcimo saA+ skup svih nepraznih reči nad azbukomA. Definǐsemo dve unarne
operacijef∗ i f\ naA+ sa:

Definicija 1.37 Neka jeui ∈ A, k ≥ 1 i neka jea1 ∈ A izabrani fiksni elemenat izA.
Tada

f∗(u1u2 . . . uk) = v1v2 . . . vk akkov1 = a1 ∗ u1,

vi+1 = vi ∗ ui+1, i = 1, 2, . . . , k − 1
f\(u1u2 . . . uk) = v1v2 . . . vk akkov1 = a1\u1,

vi+1 = ui\ui+1, i = 1, 2, . . . , k − 1

Uredenušestorku(A, ∗, \, a1, f∗, f\) nazivamokvazigrupskom̌sifromnad azbukomA.

Tvr denje 1.38 Neka je(A, ∗, \, a1, f∗, f\) kvazigrupskǎsifra nad azbukomA = {a1, . . . , an}.
Tada vǎzi f\ ◦ f∗ = 1A gde je1A identǐcko preslikavanje.

Dokaz. Neka je ui ∈ A, k ≥ 1 i f∗(u1u2 . . . uk) = v1v2 . . . vk. Tada f\ ◦
f∗(u1u2 . . . uk) = f\(v1v2 . . . vk) = w1w2 . . . wk. Tada izv1 = a1 ∗ u1, vi+1 = vi ∗
ui+1, w1 = a1\v1, wi+1 = vi\vi+1 zai = 1, 2, . . . , k − 1, koristéci lemu 1.36, direktno
dobijamow1 = a1\(a1∗u1) = u1, wi+1 = vi\(vi∗ui+1) = ui+1, zai = 1, 2, . . . , k−1.

Sada je jasno, na osnovu tvrdenja 1.34, daf∗ možemo koristiti kao funkciju zǎsifrovanje,
dok f\ koristimo kao funkciju za děsifrovanje nad azbukomA. Naime, ako jeu ∈ A+

polazni tekst,f∗(u) je odgovarajúci šifrovani tekst, i vǎzi f\(f∗(u)) = u.

Primer 1.39 Neka je data azbukaQ = {a, b, c} i neka dato kvazigrupno proširenje
(Q, ∗, \) gde su∗ i \ definisani kao u prethodnom primeru. Neka je daljea1 = a i
u = bcaaabbca. Tada ješifrovani tekstv = f∗(u) = ccabcbaab. Primenom funkcijef\
dobija sef\(ccabcbaab) = bcaaabbca = u, tj. polazni tekst.4
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1.5. FAKTOR-GRUPOID GRUPOIDA 15

1.5 Faktor-grupoid grupoida

Sadaćemo govoriti o tzv.faktor-strukturama. Neka je dat grupoid(A, ◦) i neka je∼
relacija ekvivalencije skupaA. Tada vǎzi da ako jeA/∼ = {a/∼ | a ∈ A} količnički
skup skupaA, tada zaa, b ∈ A važi a/∼ = b/∼ ili a/∼ ∩ b/∼ = ∅, kao i

∪a∈Aa/∼ = A.

Prirodno se postavlja pitanje da li se pomoću operacije◦ naA može definisati binarna
operacijā naA/∼.

Definicija 1.40 Za relaciju∼⊆ A2 kažemo da jekongruencijagrupoida(A, ◦) akko je
∼ relacija ekvivalencije i za svakǎcetiri elementax, y, u, v ∈ A važi

x ∼ y ∧ u ∼ v⇒(x ◦ u) ∼ (y ◦ v).

Poslednja osobina se nazivasaglasnostrelacije∼ sa operacijom◦.

Definišimo¯ naA/∼ sa

x/∼¯ y/∼ def= (x ◦ y)/∼ (1.1)

za svex, y ∈ A.

Tvr denje 1.41¯ definisana sa 1.1 jeste operacija naA/∼ akko je

x ∼ u, y ∼ v ⇒ (x ◦ y) ∼ (u ◦ v) (1.2)

tj. ∼ je kongruencija naA.

Dokaz. Pretpostavimo da je 1.2 tačno. Tada, ako jex/∼ = u/∼ i y/∼ = v/∼ imamo
x ∼ u i y ∼ v, pa iz 1.2 dobijamo(x ◦ y) ∼ (u ◦ v), odnosno(x ◦ y)/∼ = (u ◦ v)/∼.
Time smo pokazali da desna strana formule 1.1 zavisi samo od klasax/∼ i y/∼, a ne i od
njihovih predstavnika tj. formulom 1.1 je definisana operacija naA/∼.

Pretpostavimo da je formulom 1.1 definisana operacijaA/∼. Ako je

x ∼ u i y ∼ v,

imamox/∼ = y/∼ i y/∼ = v/∼, pa je po formuli 1.1

(x ◦ y)/∼ = x/∼¯ y/∼ = u/∼¯ v/∼ = (u ◦ v)/∼
odnosno dobijamo(x ◦ y) ∼ (u ∼ v), pa vǎzi formula 1.2.

Za dobijeni grupoid(A/∼,¯) kažemo da jefaktor-grupoidnaA u odnosu na∼.
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16 GLAVA 1. GRUPOIDI

Primer 1.42 Neka jeA = {e, a, b, c} i neka je operacija◦ definisana sa:

◦ e a b c

e e a b c
a a e c b
b b c e a
c c b a e

Neka je relacija∼ data particijom{e, a}, {b, c} skupaA. Tada jeA/∼ = {{e, a}, {b, c}}.
Lako se proverava da je relacija∼ kongruencija. Grupoid(A/∼,¯) ima tablicu operacije
datu sa:

¯ e/∼ b/∼
e/∼ e/∼ b/∼
b/∼ b/∼ e/∼

NaA postoje i relacije koje nisu kongruencije. Na primer, neka jeA/β = {{e, a}, {b}, {c}}.
Tada jee β a i b β b ali nije (e ◦ b) β(a ◦ b), tj. nije b β c. 4

Sledéce tvrdenje govori o vezi izmedu grupoida(A, ◦) i (A/∼,¯).

Tvr denje 1.43 (Drugo tvrdenje o stabilnosti) Ako identitet vǎzi na grupoidu(A, ◦)
onda on vǎzi i na svakom njegovom faktor-grupoidu.

Ovo tvrdenje je posledica opštijeg tvrdenja 1.51 kojéce biti dokazano kasnije. Sledeći
primer pokazuje da se na faktor-grupoid ne prenose sva svojstva polaznog grupoida.

Primer 1.44 U grupoidu(N, ·) gde jeN skup prirodnih brojeva, a· operacija mnǒzenja,
važi zakon skrácivanja:

(∀x, y, z)(x · y = x · z⇒ y = z).

Relacija data sa

x ∼ y
def⇐⇒ (x = 1 ∧ y = 1) ∨ (x 6= 1 ∧ y 6= 1)

je relacija ekvivalencije i njene klase suC1 = {1} i C2 = {2, 3, 4, . . .}. Pǒsto je
mnǒzenje neopadajúca funkcija, proizvod dva broja veća od jedan je broj véci od jedan.
Zato je∼ kongruencija. Kako je

C2 ¯ C2 = C2·2 = C4 = C2 = C2·1 = C2 ¯ C1,

ali ne vǎzi C2 = C1, sledi da u faktor-grupoidu(A/∼,¯) ne vǎzi zakon skrácivanja.4
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1.5. FAKTOR-GRUPOID GRUPOIDA 17

Sledéce tvrdenje pokazuje da se još neke osobine prenose na faktor-grupoid grupoida.

Tvr denje 1.45 Neka jeA = (A, ◦) grupoid iA/∼ = (A/∼,¯) njegov faktor-grupoid
po kongruenciji∼. Tada vǎze sledéca tvrdenja.

1. Ako jeA komutativan, onda je iA/∼ komutativan.

2. Ako jeA asocijativan, onda je iA/∼ asocijativan.

3. AkoA ima neutralni elemente, ondaA/∼ ima neutralni elemente/∼.

4. Ako elementx ∈ A ima inverzni elementy, tada elementx/∼ ima inverzni element
y/∼.

Dokaz. Primetimo da su tvrdenja pod1 i 2 specijalni slǔcajevi tvrdenja 1.43, a tvrdenja
pod3 i 4 specijalni slǔcajevi tvrdenja 1.53.

1. Neka jeA komutativan i neka sux/∼, y/∼ ∈ A/∼ proizvoljni. Tada jex◦ y = y ◦
x, pa vǎzi

x/∼¯ y/∼ = (x ◦ y)/∼ = (y ◦ x)/∼ = y/∼¯ x/∼,

pa jeA/∼ komutativan.

2. Dokazuje se analogno prvom tvrdenju.

3. Neka jee ∈ A neutralni element grupoidaA. Neka jex/∼ ∈ A/∼ proizvoljan.
Tada vǎzi

x/∼¯ e/∼ = (x ◦ e)/∼ = x/∼,

a takode
e/∼¯ x/∼ = (e ◦ x)/∼ = x/∼,

pa jee/∼ neutralni element uA/∼.

4. Neka elementx ∈ A ima inverzni elementy. Tada vǎzi

x/∼¯ y/∼ = (x ◦ y)/∼ = e/∼

i analogno
y/∼¯ x/∼ = (y ◦ x)/∼ = e/∼,

pa jey/∼ inverzni element elementax/∼.

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



18 GLAVA 1. GRUPOIDI

Napomena 1.46Često operaciju nad klasamāobelězavamo isto kao i operaciju nad
samim elementima◦; znǎcenje operacije je vidljivo iz argumenata na koje se primenjuje.
¦

Primer 1.47 Neka jeZ skup celih brojeva,+ sabiranje, a· mnǒzenje celih brojeva.
Algebarska struktura(Z, +, ·) je prsten celih brojeva (o prstenimaćemo vǐse govoriti
kasnije). Primetimo da su(Z, +) i (Z, ·) grupoidi. Definǐsimo relaciju kongruencije po
modulum ∈ Z:

x ≡ y (mod m) def⇐⇒ (∃k ∈ Z)x− y = k ·m.

Pokazácemo da je≡ kongruencija grupoida(Z, +) i grupoida(Z, ·).

Refleksivnost Neka jex ∈ Z proizvoljno. Kako jex − x = 0 = 0 · m, vǎzi x ≡ x
(mod m).

Simetričnost Neka jex ≡ y (mod m). Za nekok ∈ Z važi x − y = k ·m. Tada je
y − x = (−k) ·m. Kako−k ∈ Z, slediy ≡ x (mod m).

Tranzitivnost Nekax ≡ y (mod m) i y ≡ z (mod m). Tada postojek, l ∈ Z tako
da

x− y = k ·m i y − z = l ·m.

Sabiranjem ovih jednǎcina dobijamox− z = (k + l) ·m, a kakok + l ∈ Z, sledi
x ≡ z (mod m).

Saglasnost sa+ Neka jex ≡ y (mod m) i u ≡ v (mod m). Tada za nekek, l ∈ Z
važi

x− y = k ·m i u− v = l ·m.

Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo(x+u)−(y+v) = (k+l)·m pax+u ≡ y+v
(mod m).

Saglasnost sa· Neka jex ≡ y (mod m) i u ≡ v (mod m). Tada za nekek, l ∈ Z
važi

x = y + k ·m i u = v + l ·m.

Odatle sledi
x · u = y · v + m · (y · l + k · v + k · l ·m)

pax · u − y · v = p ·m zap = y · l + k · v + k · l ·m što znǎci dax · u ≡ y · v
(mod m).

Tako smo dobili faktor-grupoide(Z/≡,+) i (Z/≡, ·), pa mǒzemo posmatrati faktor-
algebru(Z/≡,+, ·). Na slǐcan nǎcin se konstruǐsu faktor-strukture i za druge algebre.
4
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1.6. HOMOMORFIZMI 19

1.6 Homomorfizmi

Definicija 1.48 Preslikavanjef : A → B je homomorfizamgrupoida(A, ◦) u grupoid
(B, ∗) akko vǎzi

(∀x, y ∈ A) f(x ◦ y) = f(x) ∗ f(y).

Ako je homomorfizam1-1 preslikavanje, naziva semonomorfizamili potapanje. Ako je
homomorfizamna, onda se nazivaepimorfizam, a za grupoid(B, ∗) kažemo da jeho-
momorfna slikagrupoida(A, ◦). Ako je homomorfizam bijekcija naziva seizomorfizam.
Homomorfizamf grupoida(A, ◦) u isti grupoid(A, ◦) naziva seendomorfizam, a ako je
endomorfizam istovremeno i izomorfizam, onda se on nazivaautomorfizam.

Ako postoji izomorfizam grupoida(A, ◦) u grupoid(B, ∗) kažemo da su grupoidi(A, ◦)
i (B, ∗) izomorfni i pišemo(A, ◦) ∼= (B, ∗).

Primer 1.49 Neka jeRe skup realnih brojeva, aR+
e skup pozitivnih realnih brojeva.

Tada je funkcijaln (prirodni logaritam realnog broja) izomorfizam grupoida(R+
e , ·) u

grupoid(Re,+), jer je ln bijekcija skupaR+
e u skupRe i važi

ln(x · y) = lnx + ln y.

4

Tvr denje 1.50 (Osnovno tvrdenje o homomorfizmu)

1. Neka je∼ kongruencija grupoida(G, ·). Tada je(G/∼,¯) homomorfna slika
grupoida(G, ·) za prirodno preslikavanjeΦ dato saΦ(x) = x/∼.

2. Ako je (G′, ∗) homomorfna slika grupoida(G, ·), tada grupoid(G, ·) ima bar
jednu kongruenciju∼ takvu da(G′, ∗) ∼= (G/∼,¯). Ako jef homomorfizam
grupoida (G, ·) na grupoid (G′, ∗), tada je izomorfizam̄Φ grupoida (G′, ∗) i
(G/∼,¯) jedinstven i vǎzi

Φ̄ ◦ Φ = f

tj. sledéci dijagram komutira:

G
f−→ G′

Φ ↓ Φ̄↗
G/∼

Dokaz.

1. Treba dokazati da je prirodno preslikavanje dato saΦ(x) = x/∼ na i homomor-
fizam.
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20 GLAVA 1. GRUPOIDI

na Neka jeC ∈ G/∼ klasa ekvivalencije. Ona je neprazna, pa postoji nekox ∈
C. Tada vǎzi C = x/∼, pa jeΦ(x) = C.

Homomorfizam Neka sux, y ∈ G proizvoljni. Tada je, po definiciji funkcijeΦ i
definiciji operacijē na klasama:

Φ(x · y) = (x · y)/∼ = x/∼¯ y/∼ = Φ(x)¯ Φ(y).

2. Neka jef : G → G′ epimorfizam, tj. neka vǎzi

f(x · y) = f(x) ∗ f(y)

za svex, y ∈ G i f je na. Pokazácemo da je trǎzena kongruencija∼ jezgro
preslikavanjaf , koje se definǐse sa

x ∼ y
def⇐⇒ f(x) = f(y).

Direktno iz definicije sledi da je∼ relacija ekvivalencije.

Refleksivnost Kako jef(x) = f(x), sledix ∼ x.

Simetričnost Neka jex ∼ y. Tada jef(x) = f(y), pa if(y) = f(x), što znǎci
da jey ∼ x.

Tranzitivnost Neka jex ∼ y i y ∼ z. Tada jef(x) = f(y) i f(y) = f(z), pa je
f(x) = f(z), pa jex ∼ z.

Sadácemo pokazati da je∼ saglasna sa operacijom·. Neka jex ∼ y i u ∼ v. Tada
je f(x) = f(y) i f(u) = f(v). Zato je

f(x · u) = f(x) ∗ f(u) = f(y) ∗ f(v) = f(y · v),

a to po definiciji znǎci da jex · u ∼ y · v. Dakle∼ je kongruencija, pa postoji
(G/∼,¯). Pokazácemo da je funkcijāΦ : G/∼ → G′ definisana sa

Φ̄(x/∼) = f(x)

dobro definisana i predstavlja izomorfizam grupoida(G/∼,¯) na grupoid(G′, ∗).
Definisanost Pǒsto je vrednost funkcije za datu klasu definisana preko pred-

stavnika klase, treba dokazati da rezultat ne zavisi od izbora predstavnika.
Neka sux/∼, y/∼ ∈ G/∼ dve proizvoljne klase takve da jex/∼ = y/∼.
Tada jex ∼ y, pa po definiciji∼ važi f(x) = f(y). Zato je

Φ̄(x/∼) = f(x) = f(y) = Φ̄(y/∼).

Dakle,Φ̄ je dobro definisana.
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1.6. HOMOMORFIZMI 21

na Neka je sadax′ ∈ G′ proizvoljan. Kako jef na, postojix ∈ G tako da je
f(x) = x′. Tada jeΦ̄(x/∼) = f(x) = x′. DakleΦ̄ je na.

1-1 Neka jeΦ̄(x/∼) = Φ̄(y/∼). Tada jef(x) = f(y), pa jex ∼ y. Odatle sledi
x/∼ = y/∼, pa jeΦ̄ 1-1.

Homomorfizam Neka sux/∼, y/∼ ∈ G/∼ proizvoljni. Tada je

Φ̄(x/∼¯ y/∼) = Φ̄((x · y)/∼)
= f(x · y)
= f(x) ∗ f(y)
= Φ̄(x/∼) ∗ Φ̄(y/∼)

DakleΦ̄ je izomorfizam grupoida(G/∼) i (G′, ∗). Kako je po definicijiΦ̄(x/∼) =
f(x), za svakox ∈ G važi (Φ̄ ◦ Φ)(x) = f(x), pa jeΦ̄ ◦ Φ = f . Ako je Ψ
proizvoljno preslikavanjeG/∼ → G′ takvo da jeΨ ◦ Φ = f , tada za proizvoljno
x/∼ ∈ G/∼ važi

Ψ(x/∼) = Ψ(Φ(x))
= (Ψ ◦ Φ)(x)
= f(x)
= Φ̄(x/∼)

pa jeΨ = Φ̄, što znǎci da jeΦ̄ jedinstveno.

Tvr denje 1.51 Neka grupoid(G1, ∗1) zadovoljava identitetu = v nad jezikom{∗}
i neka je(G2, ∗2) homomorfna slika grupoida(G1, ∗1). Tada i (G2, ∗2) zadovoljava
identitetu = v.

Dokaz. Podsetimo se da terme nad jezikom{∗} oznǎcavamo sat(x1, . . . , xn; ∗). In-
terpretacijom terma u grupoidu(G1, ∗1) za date vrednostia1, . . . , an ∈ G1 dobijamo
vrednost termat(a1, . . . , an; ∗1), a interpretacijom terma u grupoidu(G2, ∗2) za vred-
nostib1, . . . , bn dobijamo vrednostt(b1, . . . , bn; ∗2).

Neka jef homomorfizam. Pokazaćemo prvo sledécu lemu.

Lema 1.52 Za svaki termt(x1, . . . , xn;σ) i za svea1, . . . , an ∈ G1 vǎzi

f(t(a1, . . . , an; ∗1)) = t(f(a1), . . . , f(an); ∗2).
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22 GLAVA 1. GRUPOIDI

Dokaz. Dokaz leme sprovodimo indukcijom po brojuk operacija u termut.

Neka jek = 1.Tada jet ≡ x ∗ y. Po definiciji homomorfizma za svaka dva elementa
a1, a2 ∈ G1 važi f(a1 ∗1 a2) = f(a1) ∗2 f(a2). Zato za proizvoljnea1, a2 ∈ G1 važi

f(t(a1, a2; ∗1)) = f(a1 ∗1 a2) = f(a1) ∗2 f(a2) = t(f(a1), f(a2), ∗2).

Pretpostavimo da tvrdenje vǎzi za sve prirodne brojeve manje odk > 1. Neka jet term
sak operacija. Tada jet ≡ t′ σ t′′ gde sut′ i t′′ termi sa manje odk operacija. Prema
induktivnoj hipotezi tada za svea1, . . . , an ∈ G1 važi

f(t′(a1, . . . , an; ∗1)) = t′(f(a1), . . . , f(an); ∗2)
f(t′′(a1, . . . , an; ∗1)) = t′′(f(a1), . . . , f(an); ∗2)

Po definiciji vrednosti terma, pošto jef homomorfizam, za proizvoljnea1, . . . , an važi

f(t(a1, . . . , an; ∗1) = f(t′(a1, . . . , an; ∗1) ∗1 t′′(a1, . . . , an; ∗1))
= f(t′(a1, . . . , an; ∗1)) ∗2 f(t′′(a1, . . . , an; ∗1))
= t′(f(a1), . . . , f(an); ∗2) ∗2 t′′(f(a1), . . . , f(an); ∗2)
= t(f(a1), . . . , f(an); ∗2).

Time je dokaz leme završen.

Neka identitetu = v važi na grupoidu(G1, ∗1). Tada za sve vrednostia1, . . . , an ∈ G1

važi
u(a1, . . . , an; ∗1) = v(a1, . . . , an; ∗1).

Neka sub1, . . . , bn ∈ G2 proizvoljni. Pǒsto jef na, postoje elementia1, . . . , an tako da
zai ∈ {1, . . . , n} važi bi = f(ai). Tada prema prethodnoj lemi važi

u(b1, . . . , bn; ∗2) = u(f(a1), . . . , f(an); ∗2)
= f(u(a1, . . . , an; ∗1))
= f(v(a1, . . . , an; ∗1))
= v(f(a1), . . . , f(an); ∗2)
= v(b1, . . . , bn; ∗2).

Dakle identitetu = v važi i na grupoidu(G2, ∗2).

Tvrdenja o prenǒsenju osobina grupoida na njegov faktor-grupoid (odeljak 1.5) specijalni
su slǔcajevi ogovarajúcih tvrdenja o homomorfizmima, jer je prirodno preslikavanje (dato
saΦ(x) = x/∼) epimorfizam, pa je faktor-grupoid homomorfna slika polaznog grupoida.

Tvr denje 1.53 Neka je(G1, ∗1) grupoid i(G2, ∗2) homomorfna slika grupoida(G1, ∗1).
Tada vǎze sledéca tvrdenja.
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1.6. HOMOMORFIZMI 23

1. Ako je(G1, ∗1) komutativan, onda je i(G2, ∗2) komutativan.

2. Ako je(G1, ∗1) asocijativan, onda je i(G2, ∗2) asocijativan.

3. Ako (G1, ∗1) ima neutralni elemente, onda jef(e) neutralni element grupoida
(G2, ∗2).

4. Ako elementx ∈ G1 ima inverzni elementy, onda i f(x) ima inverzni element
f(y).

Dokaz. Tvrdenja 1 i 2 su specijalni slučajevi tvrdenja 1.51, jer je grupoid komutativan
akko vǎzi identitetx∗y = y∗x, a asocijativan akko važi identitetx∗(y∗z) = (x∗y)∗z.
Dokǎzimo tvrdenja 3 i 4.

3. Neka jee neutralni element grupoida(G1, ∗1) i neka jey ∈ G2 proizvoljan. Pǒsto
je f na, postojix ∈ G1 tako daf(x) = y. Tada vǎzi

f(x) ∗2 f(e) = f(x ∗1 e) = f(x),

kao i

f(e) ∗2 f(x) = f(e ∗1 x) = f(x),

pa jef(e) neutralni element grupoida(G2, ∗2).

4. Neka(G1, ∗1) ima neutralni elemente i neka jey ∈ G1 inverzni element elementa
x ∈ G1 u grupoidu(G1, ∗1). Tada vǎzi

f(x) ∗2 f(y) = f(x ∗1 y) = f(e),

i analogno

f(y) ∗2 f(x) = f(y ∗1 x) = f(e).

Kako jef(e) prema prethodnom tvrdenju neutralni element u grupoidu(G2, ∗2),
sledi da jef(y) inverzni element zaf(x) u grupoidu(G2, ∗2).

Kao što je pokazano pri razmatranju faktor-grupoida, postoje osobine koje se ne prenose
homomorfizmom.

Tvr denje 1.54 Neka su dati grupoidi(G1, ∗1), (G2, ∗2) i (G3, ∗3) i neka suf : G1 →
G2 i g : G2 → G3 homomorfizmi. Tada jeg ◦ f : G1 → G3 homomorfizam.
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24 GLAVA 1. GRUPOIDI

Dokaz. Neka sux, y ∈ G1 proizvoljni. Tada vǎzi

(g ◦ f)(x ∗1 y) = g(f(x ∗1 y))
= g(f(x) ∗2 f(y))
= g(f(x)) ∗3 g(f(y))
= (g ◦ f)(x) ∗3 (g ◦ f)(x),

što znǎci da jeg ◦ f homomorfizam.

Tvr denje 1.55 Neka su(G, ∗G), (H, ∗H) i (S, ∗S) proizvoljni grupoidi. Tada vǎzi

1. G ∼= G;

2. G ∼= H⇒H ∼= G;

3. G ∼= H ∧H ∼= S⇒G ∼= S.

Dokaz.

1. Identǐcko preslikavanje1G : G → G je 1-1 i na, a kako je

1G(x ∗G y) = x ∗G y = 1G(x) ∗G 1G(y),

preslikavanje1G je i homomorfizam. Dakle1G je izomorfizam.

2. Neka jeG ∼= H. Tada postoji bijekcijaf : G → H koja je homomorfizam.
Inverzno preslikavanjef−1 je takode bijekcija. Neka jex, y ∈ H. Tada je

f−1(x ∗H y) = f−1(f(f−1(x)) ∗H f(f−1(y))
= f−1(f(f−1(x) ∗G f−1(y)))
= f−1(x) ∗G f−1(y),

pa jef−1 homomorfizam. Daklef−1 je izomorfizam grupoida(H, ∗H) u grupoid
(G, ∗G), pa jeH ∼= G.

3. Neka jeG ∼= H i H ∼= S. Tada postoji izomorfizamf : G → H i izomorfizam
g : H → S. Kako suf i g bijekcije, i g ◦ f : G → S je bijekcija. Kako suf
i g homomorfizmi, prema tvrdenju 1.54 ig ◦ f je homomorfizam. Zato jeg ◦ f
izomorfizam grupoida(G, ∗G) u grupoid(S, ∗S), paG ∼= S.
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1.7. DIREKTAN PROIZVOD 25

Napomena 1.56Pojam homomorfizma se definiše za proizvoljne dve univerzalne al-
gebre istog tipa. Ako suA = (A, f1, f2, . . .) i B = (B, g1, g2, . . .) algebre tipa
(n1, n2, . . .), tada za funkcijuh : A → B kažemo da je homomorfizam algebreA u
algebruB akko za svakoi i za svex1, . . . , xni važi

h(fi(x1, . . . , xni)) = gi(h(x1), . . . , h(xni)).

Tako se tvrdenja o homomorfizmu koja smo ovde dokazali za grupoide mogu uopštiti na
univerzalne algebre.¦

1.7 Direktan proizvod

Definišimo prvo pojam direktnog proizvoda za skupove.

Definicija 1.57 Direktan proizvodkonǎcnog broja skupovaA1, . . . , An je skup

A1 ×A2 × · · ·An = { (a1, . . . , an) | ak ∈ Ak, k ∈ {1, . . . , n} }.

Prethodni pojam se može uop̌stiti na sledéci nǎcin.

Definicija 1.58 Direktan proizvodfamilije skupovaF = {Ai | i ∈ I} je skup
∏

i∈I

Ai = {f | f : I →
⋃

i∈I

Ai, (∀i ∈ I) f(i) ∈ Ai}.

Primer 1.59 Neka jeI = {1, 2} i neka jeF = {A1, A2}. Tada je
∏

i∈{1,2}
Ai = {f | f : {1, 2} → A1 ∪A2, f(1) ∈ A1, f(2) ∈ A2}

=

{(
1 2

a1 a2

)
| a1 ∈ A1, a2 ∈ A2

}
.

Postoji bijekcija izmedu skupaA1 × A2 i skupa
∏

i∈{1,2}Ai koja elementu(a1, a2)
dodeljuje funkciju

( 1 2
a1 a2

)
. Primécujemo da je proizvod familije skupova uopštenje

Dekartovog proizvoda skupova.4

Definicija 1.60 Neka je dat direktan proizvod familije skupova
∏

i∈I Ai i neka jei ∈ I
proizvoljno. Funkcijaπi :

∏
i∈I Ai → Ai, definisana sa

πi(f) = f(i)

se nazivaprojekcija.
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26 GLAVA 1. GRUPOIDI

Za svaki proizvod
∏

i∈I Ai postoji familija projekcija{πi | i ∈ I}.

Tvr denje 1.61 Ako jeA =
∏

i∈I Ai 6= ∅, tada je svaka projekcijaπi na preslikavanje.

Dokaz. Ukoliko bi za nekoi ∈ I važilo Ai = ∅ tada bi vǎzilo i
∏

i∈I Ai = ∅, jer ne
postoji preslikavanjef : I → ∪j∈IAj takvo daf(i) ∈ Ai. Dakle skupoviAi, i ∈ I su
neprazni. Neka je dato proizvoljnoi ∈ I i neka jex ∈ Ai proizvoljan element. Pǒsto
su skupoviAj , j ∈ I neprazni, postoji funkcijaf za koju vǎzi f(i) = x (definǐsemo
f(i) = x, a egzistencija ostalih vrednosti za funkcijuf sledi iz aksiome izbora). Tada
važi πi(f) = f(i) = x. Kako jex ∈ Ai bilo proizvoljno,πi je na.

Definicija 1.62 Neka jeF = {Gi | i ∈ I} familija grupoida, gde jeGi = (Gi, ∗i).
Direktni proizvod familijeF je grupoid

∏
i∈I Gi = (

∏
i∈I Gi, ∗) gde je zaf, g ∈ ∏

i∈I Gi

vrednostf ∗ g ∈ ∏
i∈I Gi definisana sa

(f ∗ g)(i) = f(i) ∗i g(i).

Ukoliko je familija grupoida konǎcna,F = {G1, . . . , Gn}, tada funkcijef, g ∈ ∏
i∈I Gi

posmatramo kao uredenen-torke (a1, . . . , an) i (b1, . . . , bn), i za njih se prethodna
definicija svodi na

(a1, . . . , an) ∗ (b1, . . . , bn) = (a1 ∗1 b1, . . . , an ∗n bn).

Tvr denje 1.63 Neka je{(Gi, ∗i) | i ∈ I} familija grupoida i neka je(G, ∗) =∏
i∈I(Gi, ∗i). Tada je za svakoi ∈ I projekcijaπi : G → Gi epimorfizam.

Dokaz. Prema tvrdenju 1.61, funkcijaπi je na. Treba jǒs pokazati da je homomorfizam.
Neka suf, g ∈ G. Tada po definiciji projekcije i operacije∗ na skupuG važi

πi(f ∗ g) = (f ∗ g)(i) = f(i) ∗i g(i) = πi(f) ∗i πi(g),

što znǎci da jeπi homomorfizam.

Tvr denje 1.64 Neka je(G, ∗) direktan proizvod familije grupoida(Gi, ∗i). Tada vǎze
sledéca tvrdenja.

1. (Treće tvrdenje o stabilnosti) Identitetu = v vǎzi na grupoidu(G, ∗) akko taj
identitet vǎzi na svakom od grupoida(Gi, ∗i).

2. e ∈ G je neutralni element grupoida(G, ∗) akko je za svakoi ∈ I elemente(i)
neutralni element grupoida(Gi, ∗i).
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1.7. DIREKTAN PROIZVOD 27

3. Elementy ∈ G je inverzni element elementax ∈ G akko je za svakoi ∈ I element
y(i) inverzan element elementax(i) u grupoidu(Gi, ∗i).

Dokaz. Jedan smer ovih tvrdenja sledi direktno iz tvrdenja 1.51, a drugi smer se dobija
primenom analognog postupka kao u dokazu tog tvrdenja.

1. Ukoliko identitetu = v važi na grupoidu(G, ∗), tada prema tvrdenju 1.51, identitet
u = v važi i na grupoidu(Gi, ∗i) za proizvoljnoi ∈ I, jer je(Gi, ∗i) homomorfna
slika grupoida(G, ∗). Obrnuto, neka za svakoi ∈ I identitet u = v važi na
grupoidu(Gi, ∗i). Neka jei ∈ I proizvoljno. Tada za proizvoljnef1, . . . , fn ∈ G
važi

u(f1, . . . , fn; ∗)(i) =
= πi(u(f1, . . . , fn; ∗))
= u(πi(f1), . . . , πi(fn); ∗i) jer jeπi homomorfizam

= v(πi(f1), . . . , πi(fn); ∗i) jer u = v važi u (Gi, ∗i)
= πi(f1, . . . , fn; ∗) jer jeπi homomorfizam

= v(f1, . . . , fn)(i).

Kako se funkcijeu(f1, . . . , fn; ∗) i v(f1, . . . , fn; ∗) poklapaju za sve vrednostii ∈
I, sledi

u(f1, . . . , fn) = v(f1, . . . , fn).

Dakleu = v važi na grupoidu(G, ∗).
2. Ako je e neutralni element u grupoidu(G, ∗), tada je za svakoi ∈ I element

e(i) ∈ Gi neutralni element u(Gi, ∗i) jer je (Gi, ∗i) homorfna slika grupoida
(G, ∗). Obrnuto, neka je za svakoi ∈ I elemente(i) ∈ Gi neutralni element za
(Gi, ∗i). Tada za proizvoljnox ∈ G za svakoi ∈ I važi

(e ∗ x)(i) = e(i) ∗i x(i) = x(i),

i analogno
(x ∗ e)(i) = x(i) ∗i e(i) = x(i).

Kako jei ∈ I bilo proizvoljno, vǎzi e∗x = x i x∗ e = x, pa jee neutralni element
u (G, ∗).

3. Ako je y ∈ G inverzni element elementax ∈ G u (G, ∗), tada je za svakoi ∈
I elementy(i) = πi(y) inverzni element elementax(i) = πi(x) jer je (Gi, ∗i)
homomorfna slika grupoida(G, ∗). Obrnuto, neka za je svei ∈ I elementy(i)
inverzni element elementax(i) u grupoidu(Gi, ∗i). Tada je za svakoi ∈ I

(x ∗ y)(i) = x(i) ∗i y(i) = e(i),
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28 GLAVA 1. GRUPOIDI

i
(y ∗ x)(i) = y(i) ∗i x(i) = e(i),

pa jex ∗ y = e i y ∗ x = e, što znǎci da jey inverzni element elementax.

Primetimo da kao specijalni slučaj prethodnog tvrdenja vǎzi: direktan proizvod grupoida
je komutativan akko je svaki od grupoida komutativan, a asocijativan akko je svaki od
grupoida asocijativan. Napomenimo da ne moraju sva svojstva sa familije grupoida da se
prenesu na direktan proizvod grupoida.

Zadatak 1.65 Pokazati da svaki grupoid(G, ◦) sa dva elementa zadovoljava identitet:

((x ◦ x) ◦ x) ◦ x = x ◦ x. (1.3)

Da li postoji grupoid sa tri elementa koji ne zadovoljava taj identitet?

Rěsenje. Neka je (G, ◦) proizvoljan grupoid takav da|G| = 2. Neka jex ∈ G
proizvoljan element iy ∈ G \ {x}. Pokazácemo da zax važi identitet 1.3. Razlikujemo
sledéce slǔcajeve u zavisnosti od definicije operacije◦ : G2 → G.

1. x ◦ x = x. Tada su vrednosti obe strane jednakosti jednakex.

2. x ◦ x = y. Tada se identitet svodi na

(y ◦ x) ◦ x = y.

Ako je y ◦ x = y, tada se identitet svodi nay ◦ x = y, a ako jey ◦ x = x, tada se
svodi nax ◦ x = y. Dakle u oba slǔcaja identitet vǎzi.

Prema tome, bez obzira na definiciju operacije◦, identitet 1.3 vǎzi za elementx, a kako
je x ∈ G bio proizvoljan, sledi da 1.3 važi na svakom grupoidu(G, ◦) za koji je|G| = 2.

Sa druge strane, posmatrajmo grupoidG = (G, ◦) gde jeG = {a, b, c}, a operacija◦ je
data sledécom tablicom:

◦ a b c

a b a a
b c a a
c a a a

Tada je zax = a vrednost leve strane u 1.3 jednakaa, a desneb. Prema tome, identitet
(∗) ne vǎzi na ovom grupoidu.
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Glava 2

Klasične algebarske strukture

2.1 Polugrupa

Definicija 2.1 Polugrupa (semigrupa)je grupoid(G, ∗) koji zadovoljava zakon asocija-
tivnosti:

(∀x, y, z ∈ G)x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z.

Primer 2.2 Sabiranje prirodnih brojeva je asocijativna operacija, pa je(N,+) polu-
grupa.4

Definicija 2.3 Monoid je polugrupa(G, ∗) koja ima neutralni elemente:

(∃e ∈ G)(∀x ∈ G) x ∗ e = e ∗ x = x.

Napomena 2.4Monoid mǒzemo definisati i kao algebru(G, ∗, e) na jeziku{σ, a}, gde
je σ operacijski simbol arnosti 2 koji se interpretira kao binarna operacija∗, aa simbol
konstante koja se interpretira kao konstantae. Tada zahtevamo da važi identitet:

(∀x)(xσ a = a ∧ a σ x = x).

Egzistencija neutralnog elementa je tako obezbedena interpretacijom u algebri odgo-
varajúceg tipa, pa je dovoljno navesti osobinu neutralnog elementa. Time je monoid
definisan iskljǔcivo univerzalno kvantifikovanim formulama,što omogúcava prenǒsenje
većeg broja tvrdenja pri konstrukacijama kaošto su podalgebra, homomorfizam i direktni
proizvod. Slǐcno se i druge univerzalne algebre mogu definisati na različitim jezicima.
Ovaj postupak ogovara skolemizaciji i njime se eliminišu egzistencijalni kvantifikatori,
ali se prǒsiruje jezik. Mi nécemo posebno voditi računa o razlici izmedu ova dva oblika
i koristićemo onaj koji nam je u datom trenutku pogodniji.¦

29
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30 GLAVA 2. KLASI ČNE ALGEBARSKE STRUKTURE

Primer 2.5 Ako jeN0 = {0, 1, 2, . . . , } i + sabiranje prirodnih brojeva, tada je struktura
(N0,+) monoid. Ako i konstantu 0 ukljǔcimo u jezik, dobijamo strukturu(N,+, 0). 4

Pokazácemo da u polugrupi vrednost terma ne zavisi od rasporeda zagrada oko promen-
ljivih koje term sǎcinjavaju. Oznǎcimo saπ(x1, . . . , xn) proizvoljan term u kome se,
redom, pojavljuju promenljivex1, . . . , xn, a raspored zagrada oko njih je proizvoljan.

Tvr denje 2.6 Neka je (G, ∗) polugrupa. Neka suπ(x1, . . . , xn) i π′(x1, . . . , xn)
proizvoljni termi sastavljeni od promenljivihx1, . . . , xn u istom redosledux1, . . . , xn.
Tada za sve vrednostia1, . . . , an ∈ G vǎzi π(a1, . . . , an) = π′(a1, . . . , an).

Dokaz. Neka(a1, . . . , an) oznǎcava(. . . ((a1 ∗a2) ∗a3) · · · ∗an), što mǒzemo definisati
na sledéci nǎcin:

(a1) = a1

(a1a2 · · · an) = (a1a2 · · · an−1) ∗ an, n > 1.

Prvoćemo pokazati sledeću lemu.

Lema 2.7 (a1a2 · · · an) ∗ (b1b2 · · · bm) = (a1a2 · · · anb1b2 · · · bm)

Dokaz. Dokaz leme sprovodimo indukcijom pom. Ako jem = 1, tada je(a1a2 · · · an)∗
(b1) = (a1a2 · · · an) ∗ b1 = (a1a2 · · · anb1). Pretpostavimo da tvrdenje vǎzi zam. Tada
primenom asocijativnosti i induktivne hipoteze dobijamo:

(a1a2 · · · an) ∗ (b1b2 · · · bmbm+1) = (a1a2 · · · an) ∗ ((b1b2 · · · bm) ∗ bm+1)
= ((a1a2 · · · an) ∗ (b1b2 · · · bm)) ∗ bm+1

= (a1a2 · · · anb1b2 · · · bm) ∗ bm+1

= (a1a2 · · · anb1b2 · · · bmbm+1),

što znǎci da lema vǎzi i zam + 1.

Sadácemo pokazati da za svaki termπ(x1, . . . , xn; σ) važi

π(a1, . . . , an; ∗) = (a1, . . . , an).

Dokaz sprovodimo indukcijom pon gde jen broj operacijaσ u termuπ(x1, . . . , xn;σ).
Ako je n = 0 tada jeπ = x1, pa jeπ(a1) = a1 = (a1). Pretpostavimo da tvrdenje
važi za svakok < n zan > 1. Neka jeπ(x1, . . . , xn; σ) term san operacija. Tada je
π ≡ π′ σ π′′, pa je

π(a1, . . . , an; ∗) = π′(a1, . . . , am; ∗) ∗ π′′(am+1, . . . , an)
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2.1. POLUGRUPA 31

prema definiciji interpretacije

= (a1a2 · · · am) ∗ (am+1am+2 · · · an)
prema induktivnoj hipotezi

= (a1a2 · · · amam+1am+2 · · · an)
prema lemi.

Neka su sadaπ(x1, . . . , xn) i π′(x1, . . . , xn) proizvoljni. Tada za proizvoljnea1, . . . , an

važi
π(a1, . . . , an; ∗) = (a1a2 · · · an) = π′(a1, . . . , an; ∗).

Ubudúce nécemo pisati zagrade tamo gde zbog asocijativnosti one ne utiču na vrednost
terma.

Definicija 2.8 Neka je(G, ∗) polugrupa. Tada za proizvoljnoa ∈ G vrednost(aa · · · a︸ ︷︷ ︸
n

)

oznǎcavamo saan. Ako je (G, ∗, e) monoid, tada definišemo ia0 = e.

Prema prethodnoj lemi 2.7, u polugrupi važi

an ∗ am = (aa · · · a︸ ︷︷ ︸
n

) ∗ (aa · · · a︸ ︷︷ ︸
m

) = (aa · · · a︸ ︷︷ ︸
n+m

) = an+m.

Lako se proverava da u monoidu ovo tvrdenje vǎzi i zan = 0 ili m = 0.

2.1.1 Polugrupa rěci

Neka jeX neki skup.Rěc nadX je svaki niz simbola (slova)a1a2 . . . an gdea1, . . . an ∈
X. Ako neka rěc ima n slova, onda kǎzemo da jen dužina te rěci. Rěc koja nema ni
jedno slovo zovemo prazna reč i njena dǔzina je0. Skup svih nepraznih reči nadX
obelězavamo saX+.

Ako suw1 i w2 dve rěci, onda jekonkatenacijate dve rěci nova rěc w1w2 koja se dobija
ako se naw1 dopǐsew2. Dakle definisali smo binarnu operaciju, konkatenaciju, na skupu
X+ saw1 · w2 = w1w2. Kako vǎzi

(w1 · w2) · w3 = w1w2w3 = w1 · (w2 · w3)

sledi da je konkatenacija asocijativna operacija nadX+, pa smo tako dǒsli do grupoida
(X+, ·) koji se nazivapolugrupa nepraznih rěci nadX.

Neka jeK neka klasa polugrupa i neka jeF polugrupa takva daX ⊆ F . ZaF kažemo
da jeslobodna nadX za klasuK ako za svakuA ∈ K i svako preslikavanjef : X → A
postojihomomorfno prǒsirenjef̄ : F → A tj. homomorfizam polugrupeF u polugrupu
A takav da jef̄ |X = f .

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



32 GLAVA 2. KLASI ČNE ALGEBARSKE STRUKTURE

Tvr denje 2.9 Neka jeX neprazan skup. Tada je polugrupa svih nepraznih reči nadX
slobodna polugrupa nadX u klasi svih polugrupa.

Dokaz. Neka je(S, ∗) proizvoljna polugrupa i neka jef : X → S. Ovo preslikavanje
prǒsirujemo do homomorfizma

f̄ : X+ → S

na sledéci nǎcin. Neka jew ∈ X+ tj. w = a1 . . . an gdea1, . . . , an ∈ X. Tada stavljamo

f̄(w) def= f(a1) ∗ f(a2) ∗ · · · ∗ f(an).

Primetimo prvo da jēf prǒsirenje odf . Naime,f̄(ak) = f(ak) zaak ∈ X. Pokǎzimo
sada da jef̄ homomorfizam grupoida(X+, ·) u grupoid(S, ∗). Za w1 = a1 . . . an i
w2 = b1 . . . bm imamo

f̄(w1 · w2) = f̄(a1 . . . an b1 . . . bm)
= f̄(a1) ∗ · · · ∗ f̄(an) ∗ f̄(b1) ∗ · · · ∗ f̄(bm)
= (f̄(a1) ∗ · · · ∗ f̄(an)) ∗ (f̄(b1) ∗ · · · ∗ f̄(bm))
= f̄(w1) ∗ f̄(w2).

2.2 Grupa

Definicija 2.10 Grupoid(G, ∗) je grupa akko vǎzi

1. (∀x, y, z ∈ G) x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z

2. (∃e ∈ G)(∀x ∈ G)(x ∗ e = e ∗ x = x ∧ (∃y ∈ G) x ∗ y = y ∗ x = e)

Dakle grupa je monoid u kome svaki element ima inverzni. Sledeća definicija je ekviva-
lentna prethodnoj i iz nje se dobija skolemizacijom.

Definicija 2.11 Grupa je algebarska struktura(G, ∗,−1, e) tipa (2, 1, 0) u kojoj vǎze
sledéci identiteti:

1. (∀x, y, z)x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z

2. (∀x) x ∗ e = e ∗ x = x

3. (∀x) x ∗ x−1 = x−1 ∗ x = e.
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2.2. GRUPA 33

Primer 2.12 Ako je Z skup celih brojeva,+ sabiranje celih brojeva, a− unarna op-
eracija promene znaka, tada je struktura(Z, +,−, 0) grupa. Strukture(N,+) i (N0,+)
nisu grupe.4

Primer 2.13 Neka jeA = {1, 2, 3} i neka jeG skup svih permutacija skupaA. Tada je

G =

{ (
1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
1 3 2

)
,

(
1 2 3
2 1 3

)
,

(
1 2 3
2 3 1

)
,

(
1 2 3
3 1 2

)
,

(
1 2 3
3 2 1

) }
.

Kompozicija dve permutacije je permutacija, pa je(G, ◦) grupoid. Operacija◦ je asocija-
tivna, a preslikavanje1A je permutacija i vǎzi 1A ◦ f = f ◦ 1A = f za svaku permutaciju
f ∈ G. Svaka permutacija ima inverznu, pa važi f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = 1A. Dakle
(G, ◦,−1, 1A) je grupa. Neposrednom proverom utvrdujemo da je

(1 2 3
1 3 2

)◦(1 2 3
2 1 3

)
=

(1 2 3
3 1 2

)
,

a
(1 2 3
2 1 3

) ◦ (1 2 3
1 3 2

)
=

(1 2 3
2 3 1

)
, pa operacija◦ nije komutativna operacija na skupuG. 4

Definicija 2.14 Grupa(G, ∗) je komutativna (Abelova (N. Abel)) akko je∗ komutativna
operacija tj. vǎzi

(∀x, y) x ∗ y = y ∗ x.

Primer 2.15 Grupa(Z, +) je komutativna, a grupa permutacija(G, ◦) iz prethodnog
primera nije komutativna.4

Tvr denje 2.16 Neka je(G, ∗) grupa. Tada su tǎcne sledéce formule:

1. x ∗ a = y ∗ a⇒x = y

2. a ∗ x = a ∗ y⇒x = y

3. (a−1)−1 = a

4. (a ∗ b)−1 = b−1 ∗ a−1.

Dokaz.

1. Neka jex ∗ a = y ∗ a. Ako jednakost pomnǒzimo sa desne strane saa−1 dobijamo
x ∗ a ∗ a−1 = y ∗ a ∗ a−1, tj. x ∗ e = y ∗ e, pa vǎzi x = y.

2. Dokazuje se analogno kao prethodno tvrdenje, samǒsto mnǒzimo sa leve strane.

3. (a−1)−1 = (a−1)−1 ∗ e = (a−1)−1 ∗ a−1 ∗ a = e ∗ a = a.

4. (a ∗ b)−1 = (a ∗ b)−1 ∗ e = (a ∗ b)−1 ∗ a ∗ a−1 = (a ∗ b)−1 ∗ a ∗ e ∗ a−1 = (a ∗
b)−1 ∗ a ∗ b ∗ b−1 ∗ a−1 = e ∗ b−1 ∗ a−1 = b−1 ∗ a−1.
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34 GLAVA 2. KLASI ČNE ALGEBARSKE STRUKTURE

Lema 2.17 Neka je(G, ∗) grupa sa neutralnim elementome. Tada jee jedinstven
idempotentni element.

Dokaz. Kako jee∗e = e, sledi dae jeste idempotentni element. Neka jex idempotentan
element. Tada jex∗x = x. Množenjem obe strane sax−1 dobijamox∗x∗x−1 = x∗x−1

tj. x ∗ e = e, pa jex = e.

2.2.1 Podgrupa

Definicija 2.18 Neka je(G, ∗G) grupa,∅ 6= H ⊆ G i neka je∗H = ∗G|H . Ako je
struktura(H, ∗H) grupa, tada se ona nazivapodgrupagrupe(G, ∗G) i pišemo(H, ∗H) ≺
(G, ∗G).

Primer 2.19 Trivijalna grupa({e}, ∗) je podgrupa svake grupe. Takode je svaka grupa
sama sebi podgrupa. Ove dve podgrupe se nazivajutrivijalne podgrupe. Podgrupa je
prava akko je njen nosǎc pravi podskup nosača grupe. Ako jeZ skup celih brojeva,
a + sabiranje, struktura(Z, +) je grupa. Ako je2Z skup parnih celih brojeva, tada je
struktura(2Z, +) prava podgrupa grupe(Z, +). 4

Tvr denje 2.20 Neka je(G, ∗) grupa. Tada su sledeći uslovi ekvivalentni.

1. (H, ∗H) ≺ (G, ∗)
2. H 6= ∅, H ⊆ G, (∀a, b ∈ H)(a ∗ b ∈ H ∧ a−1 ∈ H)
3. H 6= ∅, H ⊆ G, (∀a, b ∈ H) a ∗ b−1 ∈ H.

Dokaz.

(1)⇒(2) Neka je(H, ∗H) ≺ (G, ∗). Tada je∅ 6= H ⊆ G. Neka sua, b ∈ H proizvoljni.
Pǒsto je(H, ∗H) grupoid, sledia∗G b = a∗H b ∈ H. Grupa(H, ∗H) ima neutralni
elemente. On je idempotentni element grupe(G, ∗G), pa je prema lemi 2.17
elemente istovremeno i neutralni element grupe(G, ∗G). Elementx ∈ H ima
inverzni elementy ∈ H u grupi (H, ∗H). Za njega vǎzi x ∗G y = e, odakle
mnǒzenjem sax−1 sa leve strane slediy = x−1. Daklex−1 ∈ H.

(2)⇒(3) Neka je∅ 6= H ⊆ G i neka vǎzi (∀a, b ∈ H)(a ∗ b ∈ H ∧ a−1 ∈ H). Neka su
a, b ∈ H proizvoljni. Tada po pretpostavcib−1 ∈ H, a stoga ia ∗ b−1 ∈ H.

(3)⇒(1) Neka je∅ 6= H ⊆ G i neka vǎzi (∀a, b ∈ H) a ∗ b−1 ∈ H. Treba jǒs
da pokǎzemo da je(H, ∗H) grupa. Kako jeH 6= ∅, postoji x ∈ H. Tada po
pretpostavcie = x ∗ x−1 ∈ H. Neka jea ∈ H proizvoljan. Kakoe ∈ H,
sledia−1 = e ∗ a−1 ∈ H. Dakle uH postoji neutralni element i postoje inverzni
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2.2. GRUPA 35

elementi. Neka sua, b ∈ H proizvoljni. Tadab−1 ∈ H, paa ∗ (b−1)−1 ∈ H, tj.
a ∗ b ∈ H. Dakle(H, ∗) je i grupoid, pa je podgrupoid grupoida(G, ∗). Kako je
(G, ∗) grupa,(G, ∗) je asocijativan grupoid, a identiteti se prenose na podgrupoide,
te je i (H, ∗H) asocijativan grupoid. Dakle(H, ∗H) je grupa.

Napomena 2.21S obzirom da se radi o operaciji i njenoj restrikciji ubuduće nécemo
praviti razliku izmedu operacije∗ grupe(G, ∗) i operacije∗H njene podgrupe(H, ∗H).
¦

Tvr denje 2.22 Neka je{Hi | i ∈ I} familija podgrupa grupe(G, ∗). Tada je(H, ∗)
gde jeH =

⋂
i∈I Hi podgrupa grupe(G, ∗).

Dokaz. H je neprazan skup jer bare ∈ H. Neka sua, b ∈ H proizvoljni. Tada za svako
i ∈ I važi a, b ∈ Hi, pa prema tvrdenju 2.20 vǎzi a∗b−1 ∈ Hi. Odatle sledia∗b−1 ∈ H,
pa opet prema tvrdenju 2.20 sledi(H, ∗) ≺ (G, ∗).

Napomena 2.23Radi kráceg zapisǎcesto izostavljamo binarnu operaciju∗ (G, ∗) grupe,
pa pǐsemoxy umestox ∗ y. ¦

Definicija 2.24 Neka je(H, ∗) ≺ (G, ∗). Leva klasaelementag ∈ G s obzirom na
podgrupuH je skup

gH = {gh | h ∈ H}.
Desna klasaelementag ∈ G s obzirom na podgrupuH je skup

Hg = {hg | h ∈ H}.

Tako za podgrupu

(H, ◦) =

({(
123
123

)
,

(
123
213

)}
, ◦

)

grupe(G, ◦) date u primeru 2.13 zag =
(123
321

)
je gH 6= Hg, što se neposredno proverava.

Definicija 2.25 Ako je (H, ∗) ≺ (G, ∗) tada definǐsemo binarne relacije≡ (modL H) i
≡ (modD H).

x ≡ y (modL H) def⇐⇒ x−1y ∈ H

x ≡ y (modD H) def⇐⇒ xy−1 ∈ H
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Lema 2.26 Neka je(H, ∗) ≺ (G, ∗). Tada su

≡ (modL H)

i
≡ (modD H)

relacije ekvivalencije na skupuG. Pri tome zag ∈ G vǎzi g/≡(modL H) = gH i
g/≡(modD H) = Hg.

Dokaz. Tvrdenje ćemo pokazati za≡ (modL H), analogno se pokazuje i za≡
(modD H).

Refleksivnost Neka jex ∈ G. Kako jex−1x = e ∈ H, sledix ≡ x (modL H).
Simetričnost Neka jex ≡ y (modL H). Tada jex−1y ∈ H, a kako jeH podgrupa,

sledi
(x−1y)−1 = y−1(x−1)−1 = y−1x ∈ H,

što znǎci y ≡ x (modL H).
Tranzitivnost Neka jex ≡ y (modL H) i y ≡ z (modL H). Tada jex−1y ∈ H i

y−1z ∈ H. Kako je(H, ∗) grupoid vǎzi x−1yy−1z ∈ H tj. x−1z ∈ H, što znǎci
x ≡ z (modL H).

Treba jǒs pokazatix/≡ (modL H) = xH. Neka jea ∈ G proizvoljan element. Tada važi:

a ∈ xH ⇔ (∃h ∈ H) a = xh

⇔ (∃h ∈ H) x−1a = h

⇔ x−1a ∈ H

⇔ x ≡ a (modL H)
⇔ a ∈ x/≡ (modL H),

što znǎci xH = x/≡ (modL H).

Lema 2.27 Neka je(H, ∗) ≺ (G, ∗). Tada za svakox ∈ G vǎzi |H| = |xH| i |H| =
|Hx|.

Dokaz. Neka je(H, ∗) ≺ (G, ∗) i neka jex ∈ G proizvoljno. Dokazácemo da je
|H| = |xH|, analogno se dokazuje|H| = |Hx|. Definǐsimo preslikavanjef : H → xH
saf(h) = xh. Pokazácemo da jef bijekcija.

1-1 Neka jef(h1) = f(h2). Tada jexh1 = xh2. Kako u grupi vǎzi zakon skrácivanja
(tvrdenje 2.16), sledih1 = h2.
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2.2. GRUPA 37

na Neka jexh ∈ xH proizvoljan. Tada jef(h) = xh.

Daklef je 1-1 i na, pa je bijekcija; odatle sledi|H| = |xH|.

U op̌stem slǔcaju ne mora vǎziti xH = Hx. Ukoliko je grupa(G, ∗) komutativna, onda
to vǎzi, ali mǒze vǎziti xH = Hx i kada(G, ∗) nije komutativna. Tako podgrupa

(H, ◦) =

({(
123
123

)
,

(
123
231

)
,

(
123
312

)}
, ◦

)

grupe(G, ◦) date u primeru 2.13 zadovoljava uslovxH = Hx za svex ∈ G, a grupa
(G, ◦) nije komutativna. To nas dovodi do pojma normalne podgrupe.

Definicija 2.28 Podgrupa(H, ∗) je normalna podgrupagrupe(G, ∗), u oznaci(H, ∗) ¢

(G, ∗), akko za svakox ∈ G važi xH = Hx.

Tvr denje 2.29 Neka je(H, ∗) ≺ (G, ∗). Tada je(H, ∗)¢(G, ∗) akko vǎzi≡ (modL H) =
≡ (modD H).

Dokaz. Prema lemi 2.26 treba dokazati da je podgrupa(H, ∗) normalna akko za svako
x ∈ G važi x/≡ (modL H) = x/≡(modD H). Jedan smer trivijalno važi, jer ako su relacije
≡ (modL H) i ≡ (modD H) jednake, onda su i klase svih elemenata jednake. Obrnuto,
neka za svakox ∈ G važi x/≡modL H = x/≡modD H . Tada

x ≡ y (modL H) ⇔ x/≡(modL H) = y/≡(modL H)

⇔ x/≡(modD H) = y/≡(modD H)

⇔ x ≡ y (modD H),

a to znǎci ≡ (modL H) = ≡ (modD H).

Ukoliko je≡ (modL H) = ≡ (modD H) tada koristimo oznaku≡ (modH).

Tvr denje 2.30 (O kongruencijama grupe)

1. Ako je(H, ∗) ¢ (G, ∗), onda je≡ (modH) kongruencija grupe(G, ∗).
2. Ako je∼ kongruencija grupe(G, ∗), onda postoji(H, ∗) ¢ (G, ∗) tako da je∼ =
≡ (modH).

Dokaz.
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38 GLAVA 2. KLASI ČNE ALGEBARSKE STRUKTURE

1. Neka je(H, ∗)¢(G, ∗). Prema lemi 2.26 tada je≡ (modH) relacija ekvivalencije.
Treba jǒs pokazati saglasnost sa operacijom∗. Neka jex ≡ y i u ≡ v (modH).
Tada jexy−1 ∈ H i uv−1 ∈ H, pa postojeh′, h′′ ∈ H tako daxy−1 = h′ i
uv−1 = h′′, pax = h′y i u = h′′v. Odatle jexu = h′yh′′v. Kakoyh′′ ∈ yH =
Hy, postoji h ∈ H tako da jeyh′′ = hy. Tada jexu = h′hyv, što znǎci da
xu(yv)−1 = h′h ∈ H, paxy ≡ yv (modH), što je i trebalo dokazati.

2. Neka je∼ kongruencija u grupi(G, ∗). Neka jeH = e/∼ tj.

H = {x | x ∼ e}.
Kako je∼ refleksivna, vǎzi e ∼ e, pae ∈ H. Zato jeH 6= ∅. Nekax, y ∈ H.
Tada jex ∼ e i y ∼ e. Kako je∼ refleksivna, vǎzi y−1 ∼ y−1, a pǒsto je
kongruencija, slediyy−1 ∼ ey−1 tj. e ∼ y−1. Iz simetrǐcnosti slediy−1 ∼ e, a
mnǒzenjem dobijene formule sax ∼ e dobijamoxy−1 ∼ ee tj. xy−1 ∼ e, što
znǎci xy−1 ∈ H. Dakle(H, ∗) ≺ (G, ∗).
Pokǎzimo da za svakox ∈ G važi xH = Hx. Neka jea ∈ G proizvoljan. Tada
primenom saglasnosti∼ sa∗ dobijamo sledéci niz ekvivalencija:

a ∈ xH ⇔ x−1a ∈ H

⇔ x−1a ∼ e

⇔ a ∼ x

⇔ ax−1 ∼ e

⇔ ax−1 ∈ H

⇔ a ∈ Hx.

To znǎci da je xH = Hx. Kako je x bilo proizvoljno, sledi(H, ∗) ¢ (G, ∗).
Preostaje jǒs da se pokǎze da je∼ = ≡. Zax, y ∈ G je

x ∼ y ⇔ xy−1 ∼ e

⇔ xy−1 ∈ H

⇔ x ≡ y(modH).

Na osnovu prethodnog tvrdenja i tvrdenja 1.41, ako jeH ¢ G, onda mǒzemo formirati
grupuG/≡ koju oznǎcavamo saG/H i nazivamofaktor-grupa.

Neka je∅ 6= A ⊆ G. Neka je

S = {H | (H, ∗) ≺ (G, ∗), A ⊆ H}.
Kako je (G, ∗) ≺ (G, ∗) slediG ∈ S, pa jeS 6= ∅. Zato postoji∩S. Kako je presek
proizvoljne familije podgrupa grupe opet podgrupa, sledi(∩S, ∗) ≺ (G, ∗). Grupa
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2.2. GRUPA 39

(∩S, ∗) se nazivapodgrupa generisana skupomA i obelězava se sa[A] (često se koristi
i oznaka〈A〉). Ako je [A] = G, skupA se nazivageneratorni skupgrupeG, a njegovi
elementigeneratori.

Primer 2.31 Za proizvoljnu grupu vǎzi G = [G]. Neka jeG = {e, a, b, ab} i neka je
operacija∗ data sledécom tablicom.

∗ e a b ab

e e a b ab
a a e ab b
b b ab e a
ab ab b a e

Tada je(G, ∗) grupa koja se nazivaKlajnovačetvorna grupa. Pri tome vǎzi [{a, b}] = G.
4

Definicija 2.32 Ciklična grupaje grupa generisana jednim elementom.

U monoidu smo definisali vrednostak zak ∈ {0, 1, . . . , }. U grupi mǒzemo definisati
ak i zak < 0 takošto zan ∈ {1, 2, . . . , } definǐsemoa−n = (a−1)n. Može se pokazati
da i za proizvoljne cele brojevem,n ∈ Z u grupi vǎzi

aman = am+n

kao i
(am)n = amn.

Nije těsko proveriti da je
[{a}] = {az | z ∈ Z}.

Primer 2.33 Grupa(Z, +) gde jeZ skup celih brojeva, a+ sabiranje, je ciklǐcna i jedan
njen generator je broj1 (−1 je takode njen generator i može se pokazati da su ovo jedina
dva generatora grupe(Z, +)). Grupa(G, ∗) gde jeG = {e, a, a2, a3, a4, a5} u kojoj vǎzi
a5a = e je takode ciklična (ona je izomorfna grupi sabiranja po modulu 6). Jedan njen
generator jea. a5 = a−1 je takode generator grupe(G, ∗). 4

Definicija 2.34 Neka je(G, ∗) grupa. Tada se kardinalni broj|G| nazivared grupe. Red
podgrupe[a] se nazivared elementaa u grupi(G, ∗).

Lako se proverava da je red elementaa jednak najmanjem pozitivnom celom brojuk za
koji važi ak = e.
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40 GLAVA 2. KLASI ČNE ALGEBARSKE STRUKTURE

Tvr denje 2.35 (Lagraňz (J. Lagrange)) Neka je (G, ∗) konǎcna grupa i (H, ∗) ≺
(G, ∗). Tada

|H| | |G|.

Dokaz. Prema lemi 2.26 relacija≡ (modD H) je relacija ekvivalencije, pa razbija
skupG na disjunktne klasěcija je unija ceo skupG. Neka sua1, . . . , an predstavnici
klasa (ima ih konǎcno mnogo jer jeG konǎcna grupa) tako da svaki predstavnik pripada
različitoj klasi i za svaku klasu postoji predstavnikai. Tada je

G = Ha1 ∪Ha2 ∪ · · · ∪Han,

a kako su klase disjunktne, sledi

|G| = |Ha1|+ |Ha2|+ · · ·+ |Han|.

Prema lemi 2.27 sve klase imaju isti broj elemenata. Jedna od tih klasa je iH = He, pa
je

|Ha1| = |Ha2| = · · · = |Han| = |H|.
Odatle je|G| = n|H|.

Posledica 2.36Ako je(G, ∗) konǎcna grupa ia ∈ G proizvoljan, tada je

a|G| = e.

Dokaz. Neka jea ∈ G proizvoljan. Neka jek red elementaa. Tada je prema prethodno
tvrdenju|G| = kn za nekon ∈ N . Zato je

a|G| = akn = (ak)n = en = e.

2.2.2 Reprezentacija grupe

Definicija 2.37 Neka jeG proizvoljan skup,SG = {f | f : G 1-1−→
na

G} skup svih

permutacija skupaG i ◦ kompozicija funkcija. Tada je(SG, ◦) grupa, pri čemu je
1G neutralni element, af−1 inverzni element permutacijef . (SG, ◦) se nazivagrupa
permutacija.

Sledéce tvrdenje govori o znǎcaju grupe permutacija.
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2.2. GRUPA 41

Tvr denje 2.38 (Kejlija (A. Cayley) o reprezentaciji grupe) Svaka grupa je izomorfna
nekoj podgrupi grupe permutacija.

Dokaz. Neka je(G, ∗) proizvoljna grupa. Uǒcimo grupu(SG, ◦) i posmatrajmo skup

H = {σa | a ∈ G}
gde jeσa : G → G definisana sa

σa(x) = ax.

Pokazácemo da je(H, ◦) ≺ (SG, ◦). Prvo ćemo proveritiH ⊆ SG. Neka jeσa ∈ H
proizvoljna funkcija. Ako jeσa(x) = σa(y) tada jeax = ay, pa kako u grupi vǎzi zakon
skrácivanja, sledix = y. Dakleσa je 1-1. Neka jex ∈ G proizvoljan. Tada jea−1x ∈ G
i važi

σa(a−1x) = aa−1x = ex = x.

Kako jex ∈ G bilo proizvoljno, sledi da jeσa na. Dakleσa je bijekcija skupaG na skup
G, paσa ∈ SG. Time smo pokazaliH ⊆ SG. Kako je1G = σe ∈ H, slediH 6= ∅. Neka
su sadaσa, σb ∈ H. Tada za svakox ∈ G važi

(σa ◦ σb)(x) = σa(σb(x)) = aσb(x) = abx = σab(x),

pa jeσa ◦ σb = σab. Dakle (H, ◦) je podrupoid grupe(SG, ◦). Pokazácemo da je on
izomorfan sa grupom(G, ∗). Neka jeΦ : G → H definisano sa

Φ(a) = σa.

Pokazácemo da jeΦ izomorfizam, tj. da je1-1, na i homomorfizam.

1-1 Neka jeΦ(a) = Φ(b). Tada jeσa = σb, pa je iσa(e) = σb(e), odakle slediae = be,
tj. a = b.

na Neka jeσa ∈ H proizvoljan. Tada jeΦ(a) = σa.
Homomorfizam Neka sua, b ∈ G proizvoljni. Prema prethodom, tada važi

Φ(ab) = σab = σa ◦ σb = Φ(a) ◦ Φ(b),

pa jeΦ homomorfizam.

Kako je struktura(H, ◦) izomorfna sa(G, ∗), i (H, ◦) je grupa, pa je podgrupa grupe
(SG, ◦) (inverzni element elementaσa je σa−1 , neutralni element jeσe). Dakle(H, ◦) je
podgrupa grupe(SG, ◦) koja je izomorfna grupi(G, ∗).

Lema 2.39 Neka jef : G → G′ homomorfizam grupe(G, ∗) u grupu(G′, ∗′). Neka je
e ∈ G jedinični element u grupi(G, ∗) i e′ ∈ G′ jedinični element u grupi(G′, ∗′). Tada
je f(e) = e′ i za svakox ∈ G vǎzi f(x)−1 = f(x−1).
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42 GLAVA 2. KLASI ČNE ALGEBARSKE STRUKTURE

Dokaz. Pǒsto jef homomorfizam, vǎzi

f(e) = f(e ∗ e) = f(e) ∗′ f(e),

a pǒsto jee′ jedini idempotentni element u grupi(G′, ∗′), sledif(e) = e′. Slično, pǒsto
je f homomorfizam, vǎzi

f(x) ∗′ f(x−1) = f(x ∗ x−1) = f(e) = e′,

a odatle se mnǒzenjem sa obe strane saf(x)−1 sa leve strane dobija

f(x−1) = f(x)−1.

Napomena 2.40Ako se grupe posmatraju na jeziku(G, ∗,−1, e) tada prethodno tvrdenje
sledi direktno po definiciji homomorfizma.¦

Definicija 2.41 Neka jef : G → G′ homomorfizam grupe(G, ∗) u grupu(G′, ∗′).
Jezgro homomorfizmaf , u “nǎsoj” oznaciK(f), definisano je sa

K(f) = {x | f(x) = e′},
gde jee′ neutralni element grupe(G′, ∗′).

Lema 2.42 Neka je f : G → G′ homomorfizam grupa(G, ∗) i (G′, ∗′). Tada
(K(f), ∗) ¢ G.

Dokaz. Pokazali smo da za neutralni elemente grupe(G, ∗) važi f(e) = e′. Prema
tvrdenju 1.50, homomorfizamf indukuje kongruenciju∼ tako dax ∼ y⇔ f(x) = f(y).
Tada jeK(f) = e/∼. Prema dokazu tvrdenja 2.30 tada je(K(f), ∗) ¢ (G, ∗).

Lema 2.43 Neka jef : G → G′ homomorfizam grupe(G, ∗) u grupu(G′, ∗′). Tada je
f monomorfizam akko jeK(f) = {e}.

Dokaz. (⇒): Neka jef monomorfizam. Pǒsto jef(e) = e′, sledi e ∈ K(f). Neka
x ∈ K(f). Tadaf(x) = e′ = f(e). Kako jef 1-1, sledix = e. Dakle,e je jedini
element skupaK(f).

(⇐): Neka jeK(f) = {e} i neka sux, y ∈ G proizvoljni elementi za koje vǎzi f(x) =
f(y). Tada jef(x)f(y)−1 = e′, pa prema tvrdenju 2.39 vǎzi f(x)f(y−1) = e′ tj.
f(xy−1) = e′. Odatle sledixy−1 ∈ K(f), pa jexy−1 = e. Množenjem say zdesna
dobijamox = y. Dakle, homomorfizamf je 1-1, pa je monomorfizam.
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Primer 2.44 Neka jeS = (S, ·) komutativna polugrupa sa jedinicom1 u kojoj vǎze
zakoni skrácivanja.

NaS2 = (S × S, ·) definǐsemo relacijuρ ovako:

(a, b) ρ(c, d) ⇔ ad = bc.

Pokazácemo da jeρ kongruencija grupoidaS2.

R) (a, b) ρ(a, b), jer zbog komutativnosti semigrupe važi ab = ba.

S) Iz (a, b) ρ(c, d) sledi ad = bc. Odatle zbog komutativnosti semigrupeS sledi
da = cb, tj. cb = da, a to po definiciji relacijeρ znǎci (c, d) ρ(a, b).

T) Neka je(a, b) ρ(c, d) i (c, d) ρ(e, f). To znǎci da vǎzi

ad = bc

cf = de.

Ako prvu jednakost pomnǒzimo saf sa desne strane, a drugu sab sa leve strane,
sledi

adf = bcf

bcf = bde

odakle jeadf = bde. Primenom komutativnosti i asocijativnosti dobijamodaf =
dbe, a kako uS važe zakoni skrácivanja, slediaf = be, tj. (a, b) ρ(e, f).

Saglasnost. Neka je (a, b) ρ(c, d) i (e, f) ρ(g, h). To znǎci da vǎzi ad = bc
i eh = fg. Množenjem levih i desnih strana jednakosti dobijamoadeh =
bcfg, odakle primenom asocijativnosti i komutativnosti slediaedh = bfcg, tj.
(ae, bf) ρ(cg, dh), a to znǎci

(a, b)¯ (e, f)ρ(c, d)¯ (g, h).

Time smo pokazali da jeρ kongruencija. Zato postojiS2/∼ = (S2/∼, •) gde je

(a, b)/∼ • (c, d)/∼ = (ac, bd)/∼.

Pokazácemo da jeS2/∼ Abelova grupa. Kao direktni proizvod komutativnih semigrupa
sa jedinicom, iS2 je komutativna semigrupa sa jedinicom(1, 1). S2/∼ je homomorfna
slika od S2 (pri prirodnom preslikavanju), pa je iS2/∼ komutativna semigrupa sa
jedinicom. Treba jǒs pokazati egzistenciju inverznih elemenata. Neka je(a, b)/∼ ∈
S2/∼ proizvoljan element. Pokazaćemo da je(b, a)/∼ njemu inverzni element. Iz
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44 GLAVA 2. KLASI ČNE ALGEBARSKE STRUKTURE

komutativnosti slediab = ba, pa(ab)1 = (ba)1 odnosno(ab, ba) ρ(1, 1). Prema tome
(ab, ba)/∼ = (1, 1)/∼, pa vǎzi

(a, b)/∼ • (b, a)/∼ = (a, b)¯ (b, a)/∼
= (ab, ba)/∼
= (1, 1)/∼.

4

Napomena 2.45Ako se radi o skupovima geometrijskog karaktera, kao na primer skup
tačaka prave, ravni, prostora itd., onda su od posebnog interesa ona preslikavanja koja
čuvaju neko geometrijsko svojstvo (na primer rastojanje tačaka, paralelnost pravih itd.)
Izometrijske transformacije (kretanja - izometrije) prostoraR3 su preslikavanjaf : R3 →
R3 koja čuvaju rastojanjad(A,B) tačaka prostora. Rastojanjed : R3 × R3 → R
zadovoljava sledéce osobine:d(A,B) = 0 akkoA = B; d(A,B) > 0 akkoA 6= B;
d(A,B) = d(B, A) i d(A,B) ≤ d(A,C) + d(C,B) za sveA,B, C ∈ R3.

Neka jeI(R3) skup izometrija prostoraR3, to jest

I(R3) = {f |f : R3 → R3, d(A,B) = d(f(A), f(B)); A,B ∈ R3}

Tada vǎzi tvrdenje: Skup izometrija u odnosu na kompoziciju preslikavanjačini grupu,
tzv. grupu izometrija (grupa kretanja). Da je tačno prethodno tvrdenje sledi iz:

Pre svega, izometrijska preslikavanja su bijektivna preslikavanja. Proverimo injektivnost.
Iz f(A) = f(B) sledi d(A,B) = d(f(A), f(B)), dakle izf(A) = f(B) i osobine
rastojanja imamod(A,B) = 0, odnosnoA = B. Slično se proverava sirjektivnost.

Dokǎzimo sada da je proizvod dve izomatije takode izometrija. Neka jef, g ∈ I(R3),
tadad((f ◦ g)(A), (f ◦ g)(B)) = d(f(g(A)), f(g(B))) = d(g(A), g(B)) = d(A,B).
Dakle, za ma kojef, g ∈ I(R3) sledif ◦ g ∈ I(R3). Asocijativnost kompozicije va zi
za svako preslikavanje. Identično preslikavanje je izometrija i igra ulogu jediničnog ele-
menta. Dokǎzimo jǒs da je svaka inverzna izometrija takode izometrija. Zaista, akof ∈
I(R3), tadad(f−1(A), f−1(B)) = d(f(f−1(A)), f(f−1(B))) = = f((◦f−1)(A), (f ◦
f−1)(B)) = d(A,B), jer f ◦ f−1 = id, odnosnof−1 ∈ I(R3). Time smo pokazali
tvrdenje

Navedimo na kraju i dva primera:

Prvo, Preslikavanjet : R3 → R3 prostora na samog sebe koje tačku (x, y, z) ∈ R3

preslikava u tǎcku (x + m, y + n, z + p), nazivamotranslacija prostora. Skup takvih
preslikavanjǎcinegrupu translacija . Jasno, da je to podgrupa grupe izometrija.

Drugo, skup rotacija, odredenih fiksiranom tǎckom, u odnosu na kompoziciju preslika-
vanja je grupa, tzv.grupa rotacija . ¦
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2.3. PRSTEN 45

2.3 Prsten

Definicija 2.46 Prstenje algebarska struktura

(A,+,−, 0, ·)
tipa (2, 1, 0, 2) koja zadovoljava sledeće identitete:

1. (∀x, y) x + y = y + x

2. (∀x, y, z)x + (y + z) = (x + y) + z

3. (∀x) x + 0 = x

4. (∀x) x + (−x) = 0
5. (∀x, y, z)x · (y · z) = (x · y) · z
6. (∀x, y, z)(x · (y + z) = x · y + x · z ∧ (y + z) · x = y · x + z · x)

Prethodnom definicijom je prsten zadat u skolemiziranom obliku. Možemo posmatrati
prsten i na jeziku(A, +, ·) i zahtevati da+ i · imaju odgovarajúce osobine:(A, +) je
Abelova grupa,(A, ·) semigrupa, i vǎzi leva i desna distributivnost· prema+.

Primer 2.47 Ako je Z skup celih brojeva,+ sabiranje, a· mnǒzenje celih brojeva, tada
je (Z, +, ·) prsten. Ako jeRe skup realnih brojeva,+ sabiranje, a· mnǒzenje realnih
brojeva, tada je(Re, +, ·) prsten. Zan ∈ {2, 3, . . . } struktura(Zn, +n, ·n) je prsten, gde
je Zn = {0, 1, . . . , n− 1}, +n sabiranje po modulun, a ·n mnǒzenje po modulun. 4

Tvr denje 2.48 U svakom prstenu(A, +, ·) vǎzi:

1. x · 0 = 0
2. x · (−y) = −(x · y)
3. (−x) · y = −(x · y)
4. (−x) · (−y) = x · y

Dokaz.

1. Kako jex · 0 = x · (0 + 0) = x · 0 + x · 0, a0 je jedini idempotent u grupi(A, +),
sledix · 0 = 0.

2. Kako jex · (−y) + x · y = x · ((−y) + y) = x · 0 = 0, sledix · (−y) = −(x · y).
3. Pokazuje se analogno prethodnom tvrdenju.
4. Primenom prethodna dva tvrdenja dobijamo

(−x) · (−y) = −(x · (−y)) = −(−(x · y)) = x · y.
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46 GLAVA 2. KLASI ČNE ALGEBARSKE STRUKTURE

Napomena 2.49Prethodno tvrdenje nam daje dobro poznate osobine brojevaZ, Ra,
Re, jer su i oni primer prstena.¦

Ako je (P, +, ·) prsten, tadax + (−y) zapisujemo sax− y.

Definicija 2.50 Prsten(A,+, ·) je komutativanakko je· komutativna operacija. Prsten
sa jedinicom je prsten u kome postoji neutralni element za operaciju·.

Definicija 2.51 Za prsten(A,+, ·) kažemo danema delitelje nuleakko vǎzi

(∀x, y ∈ A)(x 6= 0 ∧ y 6= 0⇒x · y 6= 0).

Definicija 2.52 Integralni domenje komutativan prsten sa jedinicom bez delitelja nule.

2.4 Polje

Definicija 2.53 Struktura(A, +, ·) se nazivapoljeakko vǎze sledéce formule:

1. U skupuA postoje dva razlǐcita elementa 0 i 1.

2. (∀x, y ∈ A)x + y = y + x

3. (∀x, y, z ∈ A) x + (y + z) = (x + y) + z

4. (∀x ∈ A) x + 0 = x

5. (∀x ∈ A)(∃y ∈ A) x + y = 0
6. (∀x, y ∈ A)x · y = y · x
7. (∀x, y, z ∈ A) x · (y · z) = (x · y) · z
8. (∀x ∈ A) x · 1 = x

9. (∀x ∈ A)(x 6= 0⇒(∃y ∈ A)(x · y = 1))
10. (∀x, y, z ∈ A) x · (y + z) = x · y + x · z.

Primer 2.54 Ako je Z2 = {0, 1}, +2 sabiranje po modulu 2, a·2 mnǒzenje po modulu
2, tada je(Z2,+2, ·2) polje. Ako jeRe skup realnih brojeva,+ sabiranje, a· mnǒzenje
realnih brojeva, tada je(Re, +, ·) polje. Prsten celih brojeva(Z, +, ·) nije polje, jer ne
zadovoljava formulu 9 (npr. element 2 nema inverzni element).4

Poredenjem definicije polja i prstena zaključujemo da je svako polje prsten. Zato osobine
prstena vǎze u svakom polju. Polje možemo posmatrati kao komutativni prsten sa
jedinicom u kome svaki element različit od nule ima inverzni element u odnosu na
operaciju·.
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2.4. POLJE 47

Tvr denje 2.55 Neka je(A, +, ·) polje. Tada je

1. (A, +) komutativna grupa i

2. (A \ {0}, ·) komutativna grupa.

Dokaz.

1. Tvrdenja 1–5 u definiciji polja definišu(A, +) kao komutativnu grupu.
2. Operacija· je po definiciji asocijativna i komutativna, a1 je neutralni element za·.

Kako je0 6= 1, sledi1 ∈ A\{0}. Treba jǒs pokazati da je skup(A\{0}) zatvoren
za ·, i da inverzni elementi, koji po definiciji polja postoje za sve elemente izA \
{0}, pripadaju skupuA \ {0}.
Nekax, y ∈ A\{0}. Pretpostavimo dax ·y = 0. Tada postojiy′ tako day ·y′ = 1,
pa x = x · 1 = x · y · y′ = 0 · y′ = 0, što je kontradikcija sǎcinjenicom da
x ∈ A \ {0}. Dakle pretpostavkax · y = 0 je bila pogrěsna, pax · y ∈ A \ {0}.
Neka jex ∈ A \ {0}. Tada postojix′ ∈ A tako dax · x′ = 1. Ukoliko bi bilo
x′ = 0, tada bi bilo1 = x · 0 = 0, što je u suprotnosti sa definicijom elemenata 0 i
1. Daklex′ ∈ A \ {0}.

Posledica 2.56Svako polje je integralni domen.

Dokaz. Neka je (A,+, ·) polje. Polje je komutativni prsten sa jedinicom. Prema
prethodnom tvrdenju struktura(A \ {0}, ·) je grupa. Ako zax, y ∈ A važi x 6= 0 i
y 6= 0, tadax, y ∈ A\{0}, pa zbog zatvorenosti grupe(A\{0}) za· važi x ·y ∈ A\{0},
a to povlǎci x · y 6= 0. Dakle polje je komutativni prsten sa jedinocom bez delitelja nula,
tj. integralni domen.

Da obrat prethodnog tvrdenja ne vǎzi pokazuje primer prstena celih brojeva(Z, +, ·).
Ovaj prsten je komutativan, ima jedinicu 1 i nema delitelje nule, ali postoje elementi koji
nemaju inverzni element.

Tvr denje 2.57 Svaki konǎcan integralni domen je polje.

Dokaz. Neka je(A, +, ·) integralni domen i neka je skupA konǎcan. Treba samo da
pokǎzemo egzistenciju inverznih elemenata za elemente različite od 0. Neka jea ∈ A \
{0}. Kako je· asocijativna operacija i postoji neutralni element 1, postoje elementian za
n ∈ {0, 1, 2, . . .}. U nizu

a0, a1, a2, . . .
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48 GLAVA 2. KLASI ČNE ALGEBARSKE STRUKTURE

javljaju se neki od elemenata skupaA, a kako je taj skup konačan, u nizu postoji samo
konǎcan broj razlǐcitih elemenata. Zato postoje brojevir, s ∈ {0, 1, . . .} takvi dar < s
i ar = as. Odatle dobijamoar − as = 0, pa ar(1 − as−r) = 0. Kako je (A, +, ·)
integralni domen ia 6= 0, svi elementi niza su različiti od nule, pa je iar 6= 0. Zato mora
biti 1 − as−r = 0, odakle sledias−r = 1. Kako jer < s važi s − r − 1 ≥ 0, pa je
a · as−r−1 = 1, što znǎci da jeas−r−1 inverzni element elementaa.

Odsustvo delitelja nule je bitna osobina koja omogućava rěsavanje jednǎcina. Neka je,
naime,(A,+, ·) integralni domen i neka jex · y = 0. Ukoliko bi bilo x 6= 0 i y 6= 0,
tada bi zbog odsustva delitelja nule važilo x · y 6= 0. Dakle mora bitix = 0 ili y = 0.
Obrnuto, ako jex = 0 ili y = 0, tada jex · y = 0. Zato u integralnom domenu važi:

x · y = 0⇔x = 0 ∨ y = 0.

Tako se rěsavanje jednǎcina u integralnom domenu svodi na faktorizaciju.

Lema 2.58 (A, +, ·) je polje akko

1. (A, +) je komutativna grupa;
2. (A \ {0}, ·) je komutativna grupa i
3. vǎzi distributivnost· prema+.

Dokaz.Ako je (A, +, ·) tada prema definiciji polja i tvrdenju 2.55 vǎze sva tri tvrdenja.
Obrnuto, neka vǎzi 1, 2 i 3. Tada su zadovoljene osobine 1–5 polja i osobine 9 i 10.
Osobine 6–8 tada važe za sve elemente različite od nule. Neposrednom proverom se
uveravamo da te osobine važe i ako je neki od elemenatax, y, z ∈ A bǎs jednak 0. Tako
za osobinu 6 ako jex = 0 dobijamo0 · y = 0 = y · 0, a ako jey = 0 dobijamo
x · 0 = 0 = 0 · x. Slično se pokazuje da važe i osobine 7 i 8.

Definicija 2.59 Neka u polju(A, +, ·) važi y ∈ A \ {0}. Tada postojiy−1, pa ix · y−1.
Elementx · y−1 nazivamokoličnik elemenatax i y, i oznǎcavamo saxy , x: y ili x/y.

Tvr denje 2.60 Neka je(A, +, ·) polje i x, y, u, v ∈ A. Tada vǎzi:

y, v 6= 0 ⇒
(

x

y
=

u

v
⇔x · v = u · y

)

y, v 6= 0 ⇒ x

y
± u

v
=

x · v ± u · y
y · v

y, v 6= 0 ⇒ x

y
· u

v
=

x · u
y · v

y, u, v 6= 0 ⇒ x

y
:
u

v
=

x · v
y · u
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2.4. POLJE 49

Dokaz. Dokaz dajemo samo za prvu formulu. Ostale osobine se dokazuju slično.

x

y
=

u

v
⇒ x · y−1 = u · v−1 (po definiciji)

⇒ x · y−1 · y · v = u · v−1 · y · v (mnǒzenjem say · v)

⇒ x · 1 · v = u · y · 1
⇒ x · v = y · u.

Implikacija u drugom smeru se dokazuje analogno.

Definicija 2.61 Neka je(A, +, ·) polje i e neutralni element za operaciju·. Neka je za
n ∈ N definisanona = a + a + · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n

. Neka jeS = {n | ne = 0}. Ako je S 6= ∅

tada brojp = minS nazivamokarakteristika polja(A,+, ·). Ako jeS = ∅, tada za polje
kažemo da ima karakterisiku 0 (ili beskonačno).

Drugim rěcima, karakteristika polja je red neutralnog elementa operacije· u grupi(A, +).

Primer 2.62 U polju (Z2, +2, ·2) je p = 2 jer je 2 1 = 1 +2 1 = 0, a 1 6= 0, pa jep
najmanji prirodan broj sa tim svojstvom. Sa druge strane, polje realnih brojeva(Re, +, ·)
ima karakteristiku0. 4

Lema 2.63 Ako je polje konǎcne karakteristikep 6= 0, onda je karakteristika prost broj.

Dokaz. Neka jep 6= 0 karakteristika polja(A, +, ·). Pretpostavimo suprotno:p je slǒzen
broj. Tada jep = nm gde2 ≤ m,n < p. Po definiciji karakteristike jepe = 0 tj.
(mn)e = 0, što znǎci

0 = e + · · ·+ e︸ ︷︷ ︸
n

+ · · ·+ e + · · ·+ e︸ ︷︷ ︸
n︸ ︷︷ ︸

m

= e(e + · · ·+ e︸ ︷︷ ︸
n

) + · · ·+ e(e + · · ·+ e︸ ︷︷ ︸
n

)

︸ ︷︷ ︸
m

= (e + · · ·+ e︸ ︷︷ ︸
m

) · (e + · · ·+ e︸ ︷︷ ︸
n

)

= (me) · (ne).

Odatle sledime = 0 ili ne = 0, što je kontradikcija sa pretpostavkom da jep najmanji
prirodan broj sa svojstvompe = 0.
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50 GLAVA 2. KLASI ČNE ALGEBARSKE STRUKTURE

Neka u prstenu za elementea i b važi a · b = b · a. Tada je

(a + b) · (a + b) = a2 + a · b + b · a + b2 = a2 + a · b + a · b + b2 = a2 + 2(a · b) + b2.

Ovaj rezultat se mǒze uop̌stiti primenom matematičke indukcije: ako za elementea i b
prstena(A,+, ·) važi a · b = b · a, tada za njih vǎzi binomna formula:

(a + b)n = an +
n−1∑

k=1

(
n

k

)
an−kbk + bn

Lema 2.64 Neka je(A, +, ·) polje karakteristike 0. Tada

(∀a ∈ A)(∀n ∈ N)(∃1x ∈ A) nx = a,

tj. jednǎcinanx = a ima jedinstveno rěsenje pox.

Dokaz. Neka jea ∈ A proizvoljno in ∈ N . Primetimo da vǎzi

nx = a ⇔ x + · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
n

= a

⇔ e · x + · · ·+ e · x︸ ︷︷ ︸
n

= a

⇔ (e + · · ·+ e︸ ︷︷ ︸
n

) · x = a

⇔ (ne) · x = a.

Kako je polje karakteristike0, sledi ne 6= 0, pa postoji(ne)−1. Tada mnǒzenjem
poslednje jednǎcine sa(ne)−1 dobijamox = (ne)−1 · a. Dakle svako rěsenje jednǎcine
je jednako(ne)−1 · a. Kako je(ne) · (ne)−1 · a = a, sledi da(ne)−1 · a jeste rěsenje.
Dakle to je jedinstveno rešenje jednǎcine.

2.5 Ideal prstena

Ako je (G, ∗) grupoid iA,B ⊆ G, tada koristimo oznaku

AB = {a ∗ b | a ∈ A, b ∈ B}.

Definicija 2.65 Neka je(P, +, ·) prsten. Struktura(I, +, ·) je ideal prstenaP akkoI ⊆
P i važi:

1. (I, +) je komutativna grupa;
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2.5. IDEAL PRSTENA 51

2. IP ⊆ I, PI ⊆ I.

Lema 2.66 Ako jeI 6= ∅, tada je(I,+, ·) ideal prstena(P, +, ·) akko

1. (∀a1, a2 ∈ I) a1 − a2 ∈ I

2. (∀a ∈ I)(∀r ∈ P )(r · a ∈ I ∧ a · r ∈ I)

Dokaz. Prema tvrdenju 2.20(I, +) će biti podgrupa grupe(P, +) akko vǎzi prvi uslov.
Komutativnost se, kao identitet, prenosi sa(P, +) na(I, +). Drugi uslov je ekvivalentan
konjukciji uslovaIP ⊆ I i PI ⊆ I.

Svaki prsten(P, +, ·) ima bar dva ideala: trivijalan prsten({0}, +, ·) i ceo prsten
(P, +, ·). Ova dva ideala se nazivaju trivijalni.

Primer 2.67 Neka je(Z, +, ·) prsten celih brojeva in ∈ N prirodan broj. Pokazácemo
da je(nZ, +, ·) ideal, gde je

nZ = {nz | z ∈ Z}.
Kako0 = n · 0, sledinZ 6= ∅. Proverícemo da vǎze oba uslova leme 2.66.

1. Nekanx, ny ∈ nZ. Tadanx− ny = n(x− y) ∈ nZ.

2. Neka jenx ∈ nZ i r ∈ Z. Tada(nx)r = n(xr) ∈ nZ i r(nx) = (rn)x =
(nr)x = n(rx) ∈ nZ.

4

Lema 2.68 Neka suI1 i I2 ideali prstenaP . Tada je iI1 ∩ I2 ideal prstenaP .

Dokaz. Kako0 ∈ I1 i 0 ∈ I2, sledi0 ∈ I1 ∩ I2, pa jeI1 ∩ I2 6= ∅. Proveravamo uslove
leme 2.66.

1. Nekaa, b ∈ I1∩ I2. Tadaa, b ∈ I1, paa− b ∈ I1. Takodea, b ∈ I2, paa− b ∈ I2.
Stogaa− b ∈ I1 ∩ I2.

2. Nekaa ∈ I1 ∩ I2 i r ∈ P . Tadaa ∈ I1 i r ∈ P , pa kako jeI1 ideal, ondaar ∈ I1

i ra ∈ I1. Pǒsto jea ∈ I2 i r ∈ P , a I2 je ideal, slediar ∈ I2 i ra ∈ I2. Odatle
dobijamoar ∈ I1 ∩ I2 i ra ∈ I1 ∩ I2.
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52 GLAVA 2. KLASI ČNE ALGEBARSKE STRUKTURE

Neka je(I, +, ·) ideal prstena(P, +, ·). Tada na skupuP definǐsemo relaciju∼:

x ∼ y
def⇐⇒ x− y ∈ I.

Pǒsto je grupa(P, +) komutativna, a(I, +) ≺ (P, +), sledi (I, +) ¢ (P, +). Zato je
prema tvrdenju 2.30 relacija∼ kongruencija grupe(P, +).

Lema 2.69 Relacija∼ je saglasna sa operacijom·.

Dokaz. Neka jex ∼ y i u ∼ v. Tadax − y ∈ I i u − v ∈ I. Neka jex − y = i i
u− v = j. Tada jex = y + i i u = v + j, pa je

x · u = (y + i) · (v + j) = y · v + y · j + i · v + i · j.
Kako j ∈ I i i ∈ I, aI je ideal, slediy · j, i · v, i · j ∈ I. Neka jei1 = y · j + i · v + i · j.
Pǒsto je(I, +) grupoid, sledii1 ∈ I. Zatox · u− y · v = i1 ∈ I, što znǎci x · u ∼ y · v,
pa je∼ saglasna sa·.

Kako je∼ kongruencija u odnosu na obe operacije+ i ·, iz tvrdenja 1.50 sledi da se
mogu definisati operacije na klasama tako da važi

(x + I)⊕ (y + I) = (x + y) + I

(x + I)¯ (y + I) = (x · y) + I.

Kako je prirodno preslikavanje epimorfizam, a identiteti se prenose epimorfizmom, lako
se pokazuje da je struktura(P/∼,⊕,¯) takode prsten. Tako dobijen prsten se naziva
faktor-prsten prstena(P, +, ·) i oznǎcava se sa(P/I ,+, ·).

Primer 2.70 Pokazali smo da je svaki od skupovanZ zan ∈ Z ideal prstena(Z, +, ·).
Zato postoji faktor-prsten(Z/nZ , +, ·). Odgovarajúca kongruencija je kongruencija celih
brojeva po modulun. 4

Primer 2.71 Neka suI, J i K ideali prstena(P, +, ·). Dokazácemo da vǎzi

I ⊆ J⇒ I + (J ∩K) = J ∩ (I + K).

gde jeI + J = {i + j | i ∈ I, j ∈ J}.

⊆) Iz I ⊆ J i I ⊆ I + K sledi
I ⊆ J ∩ (I + K). (∗)

Iz J ∩K ⊆ J i J ∩K ⊆ I + K sledi

J ∩K ⊆ J ∩ (I + K). (∗∗)
Iz (∗) i (∗∗) slediI + (J ∩K) ⊆ J ∩ (I + K).
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2.5. IDEAL PRSTENA 53

⊇) Nekax ∈ J∩ (I+K). Tadax ∈ J i x = i + k za nekei ∈ I i k ∈ K. Kakoi ∈ I,
sledii ∈ J. Iz x ∈ J i i ∈ J sledix− i ∈ J, tj. k ∈ J. Dakle,i ∈ I i k ∈ J ∩K,
pax = i + k ∈ I + (J ∩K).

4

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Glava 3

Mreže i Bulove algebre

3.1 Mreže

3.1.1 S-mrěza i A-mreža

Ako je S proizvoljan skup, a≤ relacija poretka (refleksivna, antisimetrična i tranzitivna)
na skupuS, tada (S,≤) nazivamo parcijalno uredenje. Relaciju strogog poretka<
definǐsemo sa

a < b
def⇐⇒ a ≤ b ∧ a 6= b.

Za elementc kažemo da jeizmedu a i b akko a < c < b. Ako je a < b i ne postoji
element izmedu elemenataa i b, tada kǎzemo dab pokrivaa, što pǐsemoa ≺ b.

Definicija 3.1 Parcijalno uredenje(S,≤) se nazivaS-mrězaakko zadovoljava:

I1: (∀a, b ∈ S)(∃c ∈ S)(c ≤ a, c ≤ b, (∀c′ ∈ S)(c′ ≤ a, c′ ≤ b⇒ c′ ≤ c))

Slika 3.1:

Ako su c1 i c2 dva elementa za koje važi osobina izI1, tada mora bitic1 ≤ c2 i
c2 ≤ c1, pa jec1 = c2. To znǎci da je elementc jedinstven. Oznǎcavamo ga sa sa
inf{a, b} ili a ∧ b.

54
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3.1. MREŽE 55

I2: (∀a, b ∈ S)(∃d ∈ S)(a ≤ d, b ≤ d, (∀d′ ∈ S)(a ≤ d′, b ≤ d′⇒ d ≤ d′))

Slika 3.2:

Ako su dati elementia i b, tada odgovarajúci jedinstven elementd oznǎcavamo sa
sup{a, b} ili a ∨ b.

Primer 3.2 Svaki lanac je mrěza, pričemu jea ∧ b = min{a, b}, aa ∨ b = max{a, b}.

Slika 3.3:

Mreže su i strukture predstavljene sledećim Haseovim prikazima.

Slika 3.4:V
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56 GLAVA 3. MREŽE I BULOVE ALGEBRE

Sledéca struktura nije mrěza, jer ne postojia ∨ b,

ali se mǒze dopuniti do mrěze uvodenjem tri dodatna elementa.

4

OsobineI1 i I2 u definiciji mrěze obezbeduju egzistenciju operacija∧ i ∨. Posmatrácemo
sada strukturu(S,∧,∨).

Lema 3.3 Neka sua, b ∈ S proizvoljni. Tada su sledeće formule ekvivalentne:

1. a ≤ b

2. a ∧ b = a

3. a ∨ b = b.

Dokaz.

(1⇒ 2): Neka jea ≤ b. Tada vǎzi a ≤ a i a ≤ b, pa ia ≤ a ∧ b. Kako jea ∧ b ≤ a, to
je a ∧ b = a.

(2⇒ 3): Neka jea ∧ b = a. Tadaa ≤ b. Dakle vǎzi a ≤ b i b ≤ b, pa ia ∨ b ≤ b. Kako
b ≤ a ∨ b, to jea ∨ b = b.

(3⇒ 1): Neka jea ∨ b = b. Tada je po definicijia ≤ b.

Uočimo nekoliko jednostavnih osobina koje sečesto koriste u radu sa mrežama. Za svaka
tri elementax, y, z važi x ∧ y ≤ y ≤ y ∨ z. Dalje, ako vǎzi x ≤ y ∧ z tada vǎzi x ≤ y
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3.1. MREŽE 57

i važi x ≤ z. Obrnuto, ako vǎzi x ≤ y i x ≤ z, tada vǎzi i x ≤ y ∧ z. Dakle uslov
x ≤ y ∧ z je ekvivalentan konjunkciji uslovux ≤ y i x ≤ z. Analogno se pokazuje da
je uslovy ∨ z ≤ x ekvivalentan konjunkcijiy ≤ x i z ≤ x. Tako je npr. nejednakost
a ∨ b ≤ c ∧ d ekvivalentna konjunkciji nejednakostia ≤ c, a ≤ d, b ≤ c i b ≤ d. Pored
toga, relacija≤ je saglasna sa primenom∧ i ∨ tj. važi

x ≤ y⇒x ∧ z ≤ y ∧ z,

kao i
x ≤ y⇒x ∨ z ≤ y ∨ z.

Prva saglasnost važi prema prethodnom razmatranju stogašto iz x ≤ y sledi x ∧ z ≤
x ≤ y i x ∧ z ≤ z, a druga se pokazuje analogno. Kada se u mreži dokazuju jednakosti
oblikaA = B, često se dokazujeA ≤ B i B ≤ A, a odatle slediA = B.

Lema 3.4 Neka je(S,≤) S-mrěza. Tada su tǎcne sledéce formule.

II1: (∀x ∈ S) x ∧ x = x (idempotentnost)
(∀x ∈ S) x ∨ x = x

II2: (∀x, y ∈ S) x ∧ y = y ∧ x (komutativnost)
(∀x, y ∈ S) x ∨ y = y ∨ x

II3: (∀x, y, z ∈ S) x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z (asocijativnost)
(∀x, y, z ∈ S) x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z

II4: (∀x, y ∈ S)x ∧ (x ∨ y) = x (zakon apsorpcije)
(∀x, y ∈ S)x ∨ (x ∧ y) = x

Dokaz. Dokazácemo samo prvu polovinu tvrdenja (za operaciju∧), ostala se pokazuju
analogno.

II1: Neka jex ∈ S proizvoljno. Kako jex ≤ x, prema lemi 3.3 vǎzi x ∧ x = x.
II2: Dovoljno je primetiti da zamenom mesta simbolimaa i b u formuli I1 dobijamo

ekvivalentnu formulu. Otud za definiciju infimuma nije bitan redosled elemenata
a i b (ovo se implicitno koristi u oznaciinf{a, b}).

II3: Pokazácemo da vǎzi x ∧ (y ∧ z) ≤ (x ∧ y) ∧ z. Dovoljno je pokazati da vǎzi
x∧ (y ∧ z) ≤ x∧ y i x∧ (y ∧ z) ≤ z. Prva nejednakost sledi izy ∧ z ≤ y i x ≤ x,
a druga jednakost sledi izx ∧ (y ∧ z) ≤ y ∧ z ≤ z. Tako smo pokazali

x ∧ (y ∧ z) ≤ (x ∧ y) ∧ z.

Analogno se pokazuje da važi i suprotna nejednakost, odakle sledi tražena jed-
nakost.

II4: Kako vǎzi x ∧ (x ∨ y) ≤ x, dovoljno je pokazatix ≤ x ∧ (x ∨ y). Ova druga
jednakost sledi izx ≤ x i x ≤ x ∨ y.
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58 GLAVA 3. MREŽE I BULOVE ALGEBRE

Definicija 3.5 Neka jeS proizvoljan skup, a operacije∧ i ∨ na skupuS zadovoljavaju
osobineII1–II4 iz prethodnog tvrdenja. Tada se struktura(S,∧,∨) nazivaA-mrěza.

Posledica 3.6Ako je(S,≤) S-mrěza, onda je(S,∧,∨) A-mrěza.

Dakle svaka S-mrěza se mǒze posmatrati kao A-mreža. U nastavkúcemo pokazati da
važi i obrnuto.

Lema 3.7 Neka je(S,∧,∨) A-mrěza. Tada su zaa, b ∈ S formulea ∧ b = a i a ∨ b = b
ekvivalentne.

Dokaz. Neka jea ∧ b = a. Tada je

a ∨ b = (a ∧ b) ∨ b = b

prema zakonu apsorpcije. Obrnuto, ako jea ∨ b = b, tada je

a ∧ b = a ∧ (a ∨ b) = a

po drugom zakonu apsorpcije.

Definicija 3.8 Neka je(S,∧,∨) A-mreža. Definǐsemo relaciju<−© sa

a<−© b
def⇐⇒ a ∧ b = a.

Tvr denje 3.9 Ako je(S,∧,∨) A-mrěza, onda je(S, <−©) S-mrěza.

Dokaz. Neka je (S,∧,∨) A-mreža. Treba da pokažemo da je<−© refleksivna, anti-
simetrǐcna i tranzitivna kao i da postoje infimum i supremum za svaka dva elementa
iz S.

Refleksivnost Neka jex ∈ S proizvoljno. Kako je prema zakonu apsorpcijex ∧ x = x,
sledix<−©x.

Antisimetri čnost Neka za proizvoljnex, y ∈ S važi x <−© y i y <−©x. Tada jex ∧ y = x i
y ∧ x = y, pa iz komutativnosti sledi

x = x ∧ y = y ∧ x = y.
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3.1. MREŽE 59

Tranzitivnost Neka za proizvoljnex, y, z ∈ S važi x<−© y i y <−© z. Tada jex ∧ y = x i
y ∧ z = y. Primenom asocijativnosti dobijamo

x ∧ z = (x ∧ y) ∧ z

= x ∧ (y ∧ z)
= x ∧ y

= x,

a to po definiciji znǎci x<−© z.
Infimum Neka sua, b ∈ S proizvoljni. Pokazácemo da jea ∧ b infimum elemantaa

i b u odnosu na poredak<−©. Kako je primenom asocijativnosti, komutativnosti i
idempotencije

(a ∧ b) ∧ a = (b ∧ a) ∧ a = b ∧ (a ∧ a) = b ∧ a = a ∧ b,

sledia ∧ b<−© a. Analogno iz

(a ∧ b) ∧ b = a ∧ (b ∧ b) = a ∧ b

sledia ∧ b <−© b. Neka jec′ proizvoljan element za koji vǎzi c′<−© a i c′<−© b. Tada je
c′ ∧ a = c′ i c′ ∧ b = c′, pa je

c′ ∧ (a ∧ b) = (c′ ∧ a) ∧ b = c′ ∧ b = c′,

što po definiciji znǎci c′<−© a ∧ b. Dakleinf{a, b} = a ∧ b.
Supremum Analogno prethodnom, pokazuje se da je supremum elemenataa, b ∈ S u

odnosu na<−© elementa ∨ b.

Pokazali smo da za svaku S-mrežu (S,≤) možemo konstruisati odgovarajuću A-mrězu
(S,∧,∨), a za svaku A-mrězu (S,∧,∨) odgovarajúcuS mrěza(S, <−©).

Lema 3.10 Neka je(S,≤) S-mrěza. Tada za S-mrežu(S, <−©) vǎzi≤ = <−©.

Dokaz. Prema tvrdenju 3.3a ≤ b akko a ∧ b = a, a prema definiciji relacije<−© važi
a ∧ b = a akkoa<−© b. Daklea ≤ b akkoa<−© b, a kako su relacije definisane nad istim
skupom, znǎci ≤ = <−©.

Lema 3.11 Neka je(S,∧,∨) A-mrěza i (S, <−©) odgovarajúca S-mrěza. Tada za A-mrězu
(S,∧©,∨©) gde je∧© infimum, a∨© supremum u odnosu na relaciju<−© vǎzi∧ = ∧© i ∨ = ∨©.

Dokaz. Dokaz ovog tvrdenja je sadřzan u dokazu tvrdenja 3.9 gde smo pokazali da je
infimum za<−© upravo∧, a supremum∨.

Time smo pokazali da su pojmovi S-mreže i A-mrěze samo razlǐciti načini definisanja iste
strukture. Zato mǒzemo koristiti onaj oblik koji nam u datom trenutku više odgovara.
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60 GLAVA 3. MREŽE I BULOVE ALGEBRE

3.1.2 Podmrěze

Definicija 3.12 Neka je(S,∧,∨) A-mreža,T ⊆ S i

(∀x, y ∈ T ) x ∧ y, x ∨ y ∈ T.

Tada se struktura(T,∧,∨) nazivapodmrězamrěze(S,∧,∨).

Pǒsto je A-mrěza definisana identitetima koji se prenose na podstrukturu, svaka podmreža
je mrěza. Iz istog razloga se svojstva mreže prenose homomorfizmom i direktnim
proizvodom.

Primer 3.13

1. Neka jeB proizvoljan skup. Lako se proverava da je tada struktura(P(B),∩,∪)
gde je∩ presek, a∪ unija, mrěza, pri čemu je odgovarajúca relacija poretka
skupovna inkluzija⊆.

2. Ako u prethodnom primeru posmatramo skupB × B, dobijamo da je i(P(B ×
B),∩,∪) mrěza.

3. Neka jeεB skup relacija ekvivalencije na skupuB uredenih relacijom⊆. Ako su
α, β ∈ εB tada jeα ∩ β infimum relacijaα i β jer jeste relacija ekvivalencija,
važi α ∩ β ⊆ α i α ∩ β ⊆ β, a za proizvoljnoγ za koje vǎzi γ ⊆ α i γ ⊆ β
važi i γ ⊆ α ∩ β. Relacijaα ∪ β medutim ne mora biti relacija ekvivalencije.
Najmanja relacija ekvivalencije koja sadrži α i β je tranzitivni proizvod relacijaα
i β: {α, β}T . Zato je struktura(εB,∩,∨) S-mrěza gde jeα ∨ β = {α, β}T . Ova
mrězanije podmrěza mrěze(P(B×B),∩,∪) iz prethodnog primera, upravo stoga
što∨ 6= ∪.

4

3.1.3 Modularnost i distributivnost

Nije těsko proveriti da u mrězi (P(B),∩,∪) podskupova skupaB uredenih inkluzijom
za svaka tri elementax, y, z ⊆ B važi

x ⊆ z⇒x ∪ (y ∩ z) = (x ∪ y) ∩ z,

kao i
x ∪ (y ∩ z) = (x ∪ y) ∩ (x ∪ z).

Pokazácemo da ova svojstva ne važe u svakoj mrězi, što ćemo iskoristiti za uvodenje
pojma modularne i distributivne mreže.
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3.1. MREŽE 61

Lema 3.14 Neka je(S,∧,∨) mrěza. Tada za svaka tri elementax, y, z ∈ S vǎzi

x ≤ z⇒x ∨ (y ∧ z) ≤ (x ∨ y) ∧ z.

Dokaz. Neka jex ≤ z. Kako vǎzi x ≤ x ∨ y i x ≤ z, sledi

x ≤ (x ∨ y) ∧ z. (∗)

Kako jey ∧ z ≤ y ∨ x = x ∨ y i y ∧ z ≤ z, sledi

y ∧ z ≤ (x ∨ y) ∧ z. (∗∗)

Iz (∗) i (∗∗) tada dobijamo

x ∨ (y ∧ z) ≤ (x ∨ y) ∧ z.

Lema 3.15 U svakoj mrězi vǎzi

1. x ∨ (y ∧ z) ≤ (x ∨ y) ∧ (x ∨ z)
2. (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ≤ x ∧ (y ∨ z)

Dokaz.

1. Rastavljajúci ∧ sa desne strane i∨ sa leve strane, dobijamo da je dovoljno pokazati
x ≤ x ∨ y, x ≤ x ∨ z, y ∧ z ≤ x ∨ y i y ∧ z ≤ x ∨ z, a to trivijalno vǎzi.

2. Postupajúci kao u prethodnom slǔcaju, nejednakost svodimo nax ∧ y ≤ x, x ∧
y ≤ y ∨ z, x ∧ z ≤ x i x ∧ z ≤ y ∨ z.

Definicija 3.16 Mreža(S,∧,∨) je modularnaakko vǎzi

(∀x, y, z ∈ S)(x ≤ z⇒x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ z).

Definicija 3.17 Mreža(S,∧,∨) je distributivnaakko vǎzi

(∀x, y, z ∈ S) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z).
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62 GLAVA 3. MREŽE I BULOVE ALGEBRE

Lema 3.18 U distributivnoj mrězi vǎzi i distributivnost∨ prema∧:

x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z).

Dokaz. Neka je(S,∧,∨) distributivna mrěza. Primenom distributivnosti za∧ dobijamo

(x ∨ y) ∧ (x ∨ z) = ((x ∨ y) ∧ x) ∨ ((x ∨ y) ∧ z)
= x ∨ ((x ∨ y) ∧ z)
= x ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z)
= x ∨ (y ∧ z).

Tvr denje 3.19 Svaka distributivna mrěza je modularna.

Dokaz. Neka je(S,∧,∨) distributivna mrěza i neka sux, y, z ∈ S proizvoljni elementi
takvi da jex ≤ z. Tada jex ∨ z = z, pa primenom distributivnosti dobijamo

x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) = (x ∨ y) ∧ z.

Pokazali smo da su modularne mreže posebne mreže, a distributivne mrěze posebne
modularne mrěze. Navěsćemo primere koji pokazuju da je klasa distributivnih mreža
prava podklasa modularnih mreža, a ova, pak, prava podklasa klase svih mreža.

Primer 3.20 Posmatrajmo mrězu (M,≤) gde jeM = {0, a, b, c, 1}, a relacija≤ data
sledécim Haseovim dijagramom.

Slika 3.5:

Sa slike vidimo da vǎzi a ≤ c, ali jea∨(b∧c) = a∨0 = a dok je(a∨b)∧c = 1∧c = c.
Kako jea 6= c, ne vǎzi modularni zakon.4
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Slika 3.6:

Primer 3.21 Neka je data mrěza (M,≤) saM = {0, a, b, c, 1} i relacijom≤ datom
Haseovim dijagramom na slici 3.6.

Pokazácemo da je ova mrěza modularna. Neka sux, y, z ∈ M proizvoljni i neka vǎzi
x ≤ z. Tada mora nastupiti jedan od sledeća tri slǔcaja.

1. x = z. Tada je

x ∨ (y ∧ z) = x ∨ (y ∧ x) = x = (x ∨ y) ∧ x = (x ∨ y) ∧ z.

2. x = 0. Tada je

x ∨ (y ∧ z) = 0 ∨ (y ∧ z) = y ∧ z = (0 ∨ y) ∧ z = (x ∨ y) ∧ z.

3. z = 1. Tada je

x ∨ (y ∧ z) = x ∨ (y ∧ 1) = x ∨ y = (x ∨ y) ∧ 1 = (x ∨ y) ∧ z.

Dakle ova mrěza je modularna. Kako je

a ∧ (b ∨ c) = a ∧ 1 = a,

a
(a ∧ b) ∨ (a ∧ c) = 0 ∨ 0 = 0,

i a 6= 0, sledi da mrěza nije distributivna.4

Lema 3.22 Mreža(S,∧,∨) je modularna akko za svaka tri elementax, y, z ∈ S vǎzi

x ∧ ((x ∧ y) ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z). (∗)

Dokaz.

(⇒): Neka je mrěza (S,∧,∨) modularna i neka sux, y, z ∈ S proizvoljni. Pǒsto je
mrěza modularna, a važi x ∧ y ≤ x, sledi

(x ∧ y) ∨ (z ∧ x) = ((x ∧ y) ∨ z) ∧ x.
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64 GLAVA 3. MREŽE I BULOVE ALGEBRE

Odatle se primenom komutativnosti dobija(∗).
(⇐): Neka u mrězi (S,∧,∨) za svex, y, z ∈ S važi (∗) i neka jex ≤ z. Tada jex ∧
z = x, pa vǎzi

(x ∨ y) ∧ z = z ∧ (x ∨ y)
= z ∧ ((x ∧ z) ∨ y)
= (x ∧ z) ∨ (z ∧ y) jer vǎzi (∗)
= x ∨ (y ∧ z).

Prethodno tvrdenje pokazuje da su i modularne, kao i distributivne mreže, strukture koje
se mogu definisati identitetima. Zbog toga su podstruktura, homomorfna slika i direk-
tni proizvod modularnih odnosno distributivih mreža modularne, odnosno distributivne
mrěze.

3.2 Bulove algebre

Definicija 3.23 Bulova algebraje struktura

(B,∧,∨, , 0, 1)

tipa (2, 2, 1, 0, 0) takva da

1. (∀x ∈ B)(x ∧ 0 = 0, x ∨ 0 = x ∧ 1 = x, x ∨ 1 = 1);
2. (B,∧,∨) je distributivna mrěza;
3. (∀x ∈ B)(x ∧ x = 0, x ∨ x = 1).

Bulova algebra se može definisati i kao distributivna mreža (B,∧,∨) u kojoj postoje
elementi 0 i 1 tako da za svaki elementx ∈ B postoji elementy ∈ B tako da vǎzi
x ∧ y = 0 i y ∨ x = 1. Pokazuje se da elementi 0 i 1 tada zadovoljavaju osobinu(1) i da
su jedinstveni, a odatle sledi i jedinstvenost elementay za datox.

Dakle, kako se Bulova algebra može zadati sa identitetima, sledi da su podstruktura,
homomorfna slika i direktni proizvod Bulovih algebri Bulove algebre.V
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3.2. BULOVE ALGEBRE 65

Primer 3.24 Struktura(P(A),∩,∪) za proizvoljan skupA je Bulova algebra. Na slici
su dati primeri za jednǒclan, dvǒclan i trǒclan skupA.

A = {a} A = {a, b}

A = {a, b, c}
Bulove algebre su specijalne distributivne mreže. Mrěza na sledécoj slici je primer
distributivne mrěze koja nije Bulova algebra.

4

Primer 3.25 Neka jeS skup svih iskaznih formula,∼ binarna relacija naS definisana
ovako:

zaA, B ∈ S A ∼ B ⇔ |= A⇔B.

1. Pokǎzimo prvo da je∼ relacija ekvivalencije. Prema definiciji|= A⇔B akko
za svaku valuacijuα važi vα(A) = vα(B). Odatle primenom refleksivnosti,
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simetrǐcnosti i tranzitivnosti relacije jednakosti slede odgovarajuća svojstva relacije
∼. Dakle∼ je relacija ekvivalencije.

2. Definišimo na skupuS/∼ = {A/∼ | A ∈ S} operacije∧©, ∨©, ® ovako:

A/∼∧©B/∼ = (A ∧B)/∼
A/∼∨©B/∼ = (A ∨B)/∼

A/∼® = (¬A)/∼
0 = (A ∧ ¬A)/∼
1 = (A ∨ ¬A)/∼

Pokazácemo da je(S/∼,∨©,∧©,®, 0, 1) Bulova algebra.

Prvo treba pokazati da su navedene operacije dobro definisane. Neka jeA/∼ =
A1/∼ i B/∼ = B1/∼. Tada za svaku valuacijuα važi vα(A) = vα(A1) i vα(B) =
vα(B1). Zato za svaku valuacijuα važi vα(A) ∧ vα(B) = vα(A1) ∧ vα(B1), tj.

vα(A ∧B) = vα(A1 ∧B1)

što znǎci da(A ∧ B)/∼ = (A1 ∧ B1)/∼. Dakle∧© je dobro definisana. Analogno
se pokazuje i za∨© i ®. Za svake dve formuleA i B važi A ∧ ¬A ∼ B ∧ ¬B kao
i A ∨ ¬A ∼ B ∨ ¬B, pa su i0 i 1 dobro definisani. Ostaje da proverimo da važe
aksiome Bulove algebre.

komutativnost: A/∼∧©B/∼ = B/∼∨©A/∼ jer |= (A ∨ B)⇔(B ∨ A), a
A/∼∨©B/∼ = B/∼∨©A/∼ jer |= (A ∨B)⇔(B ∨A).

idempotencija: A/∼∧©A/∼ = A/∼ jer |= (A ∧A)⇔A, a

A/∼∨©A/∼ = A/∼
jer |= (A ∨A)⇔A.

asocijativnost: A/∼∧©(B/∼∧©C/∼) = (A/∼∧©B/∼)∧©C/∼ jer

|= (A ∧ (B ∧ C))⇔((A ∧B) ∧ C),

aA/∼∨©(B/∼∨©C/∼) = (A/∼∨©B/∼)∨©C/∼ jer

|= (A ∨ (B ∨ C))⇔((A ∨B) ∨ C).

apsorpcija: A/∼∧©(A/∼∨©B/∼) = A/∼ jer |= A∧(A∨B)⇔A, aA/∼∨©(A/∼∧©B/∼) =
A/∼ jer |= A ∨ (A ∧B)⇔A.

distributivnost:
A/∼∧©(B/∼∨©C/∼) = (A/∼∧©B/∼)∨©(A/∼∧©C/∼)
jer |= (A ∧ (B ∨ C))⇔((A ∧B) ∨ (A ∧ C)).
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3.3. MREŽE PODALGEBRI 67

A/∼∧© 0 = 0 jer

A/∼∧© 0 = (A ∧ (A ∧ ¬A))/∼
= ((A ∧A) ∧ ¬A)/∼
= (A ∧ ¬A)/∼ = 0.

A/∼∨© 1 = 1 jer

A/∼∨© 1 = (A ∨ (A ∨ ¬A))/∼
= ((A ∨A) ∨ ¬A)/∼
= (A ∨ ¬A)/∼ = 1.

A/∼∧©A/∼® = A/∼∧©(¬A)/∼ = (A ∧ ¬A)/∼ = 0

A/∼∨©A/∼® = A/∼∨©(¬A)/∼ = (A ∨ ¬A)/∼ = 1

Ovim je dokazano da je(S/∼,∨©,∧©,®, 0, 1) Bulova algebra.

4

3.3 Mreže podalgebri

Ako je A algebra, tadácemo njen nosǎc obelězavati saA. Posmatrácemo algebru
A i skup svih njenih podalgebriSub(A). Jasno je da je svaka podalgebra algebre
A okarakterisana skupomB ⊆ A, jer operacije moraju biti restrikcije odgovarajućih
operacija algebreA. Zato mǒzemo za algebruB koristiti oznaku njenog nosača:B.

Neka jeA algebra, aB1, B2 ⊆ A dve njene podalgebre. Tada je iB1 ∩ B2 podalgebra
algebreA. B1 ∪B2 u op̌stem slǔcaju nije podalgebra, ali je skup

S = {C ∈ SubA | B1 ∪B2 ⊆ C}

neprazan pǒsto A ∈ S, pa postoji podalgebra∩S koju oznǎcavamo sa[B1 ∪ B2]
(podalgebra generisana saB1 ∪B2). Ako za podalgebreB1 i B2 definǐsemoB1 ∧B2 =
B1 ∩B2 i B1 ∨B2 = [B1 ∪B2], tada je struktura(Sub(A),∧,∨) mrěza. Odgovarajúca
relacija poretka je skupovna inkluzija⊆ nad nosǎcima podalgebri.

Primer 3.26 [GCBT] Neka je data algebra(N, ϕ, 4, 7) gde jeN skup prirodnih brojeva,
a ϕ : N → N definisana saϕ(x) = x + 2. Ispitácemo mrězu podalgebri algebre
(N, ϕ, 4, 7). Svaka podalgebraB ⊆ N sadřzi brojeve4 i 7, a zbog zatvorenosti za
operacijuϕ važi

k ∈ B⇒ k + 2 ∈ B⇒· · ·⇒ k + 2n ∈ B, zan ∈ N.

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



68 GLAVA 3. MREŽE I BULOVE ALGEBRE

Zato sve podalgebre sadrže prirodan broj 4 i sve brojeve 6, 7, 8,. . ., pa se medusobno
razlikuju samo po prisustvu ili odsustvu elemenata iz skupa{1, 2, 3, 5}. Najmanja
podalgebra jeM = {4, 6, 7, . . .} = [∅], a cela algebraN je generisana skupom{1, 2}.
Mreža sadřzi sledéce elemente:

M

[1] = {1, 3, 5} ∪M

[2] = {2} ∪M

[3] = {3, 5} ∪M

[5] = {5} ∪M

[2, 3] = {2, 3, 5} ∪M

[2, 5] = {2, 5} ∪M

N

Njihov medusobni odnos prikazan je na slici.

4

Ako se zna da su mreže podalgebri za dve algebre medusobno izomorfne, postavlja se
pitanje kakav je odnos izmedu samih algebri. Ovo pitanje je proučavano za različite
algebarske strukture.

Mreže se takode javljaju i prilikom poredenja svih kongruencija date univerzalne alge-
bre.
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Glava 4

Tri interesantna problema

4.1 Identitet Dudeka

Univerzalne algebre možemo posmatrati kao modele teorija prvog reda. Teorije prvog
reda se dobijaju kao ekstenzije predikatskog računa prvog reda sa jednakošću, pričemu se
dodaju funkcijski simboli i zadaju dodatne aksiome koje se nazivaju specijalne aksiome.

Broj operacija algebre koja predstavlja model date teorije i njihova arnost su odredeni
brojem i arnostima funkcijskih slova jezika teorije, a zakonitosti koje važe u algebri su
odredene aksiomama teorije. U algebri su od posebnog značaja identiteti kao formule
oblika

(∀x1) . . . (∀xn) u(x1, . . . , xn; f1, . . . , fk) ≈ v(x1, . . . , xn; f1, . . . , fk)

gde suu i v termi izgradeni pomócu promenljivihx1, . . . , xn i operacijaf1, . . . , fk, a≈
relacijski simbol arnosti 2 koji se interpretira kao jednakost. Ako je data teorija prvog
reda, jedno od osnovnih pitanja je egzistencija i osobine njenih modela, izmedu ostalog i
kardinalnost nosǎca modela.

Uzmimo za primer zakon komutativnosti koji se izražava identitetom

(∀x)(∀y) x · y = y · x.

Struktura({0, 1},∧) gde je∧ data tablicom

∧ 0 1
0 0 0
1 0 1

zadovoljava ovaj identitet. Struktura(N, +) gde jeN skup prirodnih brojeva, a+ sabi-
ranje prirordnih brojeva, takode zadovoljava ovaj identitet. Dakle, zakon komutativnosti

69
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70 GLAVA 4. TRI INTERESANTNA PROBLEMA

ima i netrivijalne konǎcne, i beskonǎcne modele. Ukoliko neki identitet (ili skup iden-
titeta) ima netrivijalan konǎcan model, tada je i direktni proizvod, pa i direktni stepen
tih modela takode model. Zahvaljujúci tome, od svakog konačnog modela mǒzemo dóci
do beskonǎcnog modela, pa svaki identitet koji ima konačan netrivijalan model ima i
beskonǎcan model. Pokazaćemo da obrnuto ne važi: postoje identiteti koji imaju samo
beskonǎcne netrivijalne modele.

Tvr denje 4.1 (J. Dudek, 1988.)Neka je ′ funkcijski simbol arnosti 1, a· funkcijski
simbol arnosti 2. Tada je svaki netrivijalan model identiteta

(x′ · y) · z = y (∗)
beskonǎcan.

Dokaz. Prvo ćemo pokazati da identitet ima beskonačan model. Neka jeN skup
prirodnih brojeva,′ konstantna unarna operacija data sax′ = 1, a · binarna operacija
definisana sa

x · y =
{

x− 1, x > 1
y + 1, x = 1.

Tada je(N,′ , ·) model identiteta(∗), jer jex′ = 1, pa jex′ ·y = y+1, a kako jey+1 > 1,
sledi(y + 1) · z = (y + 1)− 1 = y.

Sadaćemo pokazati da je svaki netrivijalan model identiteta(∗) beskonǎcan. Pretposta-
vimo da je(A, ·,′ ) model identiteta(∗), pri čemu je|A| > 1. Neka je funkcijaTa : A →
A, gde jea ∈ A, definisana sa

Ta(x) = a′ · x.

Pokazácemo da jeTa 1-1. Pretpostavimo da zaz1, z2 ∈ A važi Ta(z1) = Ta(z2). Tada
je

a′ · z1 = a′ · z2

odakle mnǒzenjem obe strane sa proizvoljnimb ∈ A dobijamo

(a′ · z1) · b = (a′ · z2) · b
što se primenom identiteta(∗) svodi naz1 = z2. Medutim, Ta nije na. Zaista,
pretpostavimo suprotno: da jeTa na preslikavanje. Kako jea′ ∈ A, tada postojib ∈
A tako da vǎzi Ta(b) = a′ tj. a′ · b = a′. Tada za svakoz ∈ A važi

(a′ · b) · z = a′ · z
a kako je(a′ · b) · z = b i a′ · z = Ta(z), sledi

b = Ta(z).

Pǒsto je|A| > 1, postoje dva različita elementax, y ∈ A. Tada vǎzi Ta(x) = b = Ta(y),
što je u suprotnosti sǎcinjenicom da jeTa 1-1. DakleTa nije na. Prema tome, postoji
1-1 preslikavanje skupaA u pravi podskup skupaA, a to znǎci da je skupA beskonǎcan.
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4.2. GRUPOID PARKA 71

4.2 Grupoid Parka

Sadáce nas interesovati sledeći problem. Pretpostavimo da jeA jedna konǎcna algebra sa
konǎcno mnogo konǎcnih operacija. Da li postoji konačan skupΣ0 identiteta koji su tǎcni
naA tako da izΣ0 možemo izvesti (uz primenu aksioma jednakosti i pravila izvodenja
predikatskog rǎcuna prvog reda) sve identitetaΣ koji važe uA. Ovde izlǎzemo jedan
primer grupoida kod koga je odgovor negativan. Kažemo da taj grupoid nema konačnu
bazu identiteta. Pozitivan odgovor je u slučaju kada jeA na primer grupa, prsten, mreža,
komutativna polugrupa.

Grupoid Parka, u oznaciA2, je ureden par({0, 1, 2, a}, ·) gde je operacija· data tablicom:

· 0 1 2 a

0 0 1 a a
1 1 1 2 a
2 a 2 2 a
a a a a a

Tvr denje 4.2 (P. Park, 1980)GrupoidA2 nema konǎcnu bazu identiteta tj. zadovoljava
beskonǎcno mnogo identiteta koji nisu posledica jedan drugog.

Dokaz. Primetimo prvo da u grupoiduA2 važe zakoni komutativnosti i idempotencije, a
ne vǎzi asocijativni zakon. Operacija· je slična operaciji maksimuma u lancu, samošto
važi 0 · 2 = 2 · 0 = a, a ne0 · 2 = 2. Takode vǎzi i osobina

x · (x · y) = x · y.

Ako definǐsemo relaciju<−© sa

x<−© y
def⇐⇒ x · y = y,

tada je<−© je refleksivna i antisimetrična, ali nije tranzitivna.

Lema 4.3 Neka jeAn = ({0, 1, . . . , n, a}, ·) grupoid gde je operacija· data sledécom
tablicom.

· 0 1 2 3 · · · n− 1 n a

0 0 1 a a · · · a a a
1 1 1 2 a · · · a a a
2 a 2 2 3 · · · a a a
3 a a 3 3 · · · a a a
...

...
...

...
...

...
...

...
...

n− 1 a a a a · · · n− 1 n a
n a a a a · · · n n a
a a a a a · · · a a a
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72 GLAVA 4. TRI INTERESANTNA PROBLEMA

Tada grupoidA2 zadovoljava tǎcno one identitete koje zadovoljava grupoidAn.

Dokaz. Operaciju· možemo opisati na sledeći nǎcin.

• za svakox ∈ An važi x · a = a · x = a;

• i · i = i;

• i · (i + 1) = (i + 1) · i = i + 1;

• u ostalim slǔcajevima jei · j = a.

Podgrupoid generisan elementima0, 1, 2, a je upravo grupoidA2. Kako se identiteti
prenose na podstrukture, svaki identitet koji važi naAn, vǎzi i naA2. Treba da pokǎzemo
da vǎzi i suprotno: da svi identiteti koji vǎze naA2 važe i naAn. Neka jeI proizvoljan
identitet koji vǎzi na grupoiduA2. Kako se identiteti prenose direktnim proizvodom,I
važi i na grupoidu

An−1
2 = A2 × · · · × A2︸ ︷︷ ︸

n−1

.

Posmatrácemo podgrupoidB grupoidaAn−1
2 koji sadřzi elemente oblika

(0, 0, . . . , 0, 1, 2, 2, . . . , 2)

i sve elemente koje sadrže a bar na jednoj koordinati. Lako se proverava da je ovaj
skup elemenata zatvoren za operaciju· primenjenu po komponentama. Pošto se identiteti
prenose na podgrupoid,I važi i na grupoiduB. Definisácemo preslikavanjeh grupoida
B na grupoidAn na sledéci nǎcin:

(0, 0, 0, . . . , 0, 0, 0, 0) 7→ 0
(0, 0, 0, . . . , 0, 0, 0, 1) 7→ 1
(0, 0, 0, . . . , 0, 0, 1, 2) 7→ 2
(0, 0, 0, . . . , 0, 1, 2, 2) 7→ 3

· · · · · · · · ·
(1, 2, 2, . . . , 2, 2, 2, 2) 7→ n− 1
(2, 2, 2, . . . , 2, 2, 2, 2) 7→ n

(n− 1)-torke koje sadřze bar jednoa 7→ a
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4.2. GRUPOID PARKA 73

Treba da pokǎzemo da jeh homomorfizam, tj. da vǎzi:

h((x1, . . . , xn−1) · (y1, . . . , yn−1)) = h((x1, . . . , xn−1)) · h((y1, . . . , yn−1)).

za sve uredene(n−1)-torke(x1, . . . , xn−1) i (y1, . . . , yn−1). Ukoliko ni jedna od(n−1)-
torki ne sadřzi a, tada su one okarakterisane pozicijom jedinice gledano sa desne strane
(s tim da uzimamo da se u(0, . . . , 0) jedinica nalazi na nultom, a u(2, . . . , 2) nan-tom
mestu).h slika uredenu(n−1)-torku upravo u poziciju jedinice. Ako se položaj jedinice
u (n−1)-torkama(x1, . . . , xn−1) i (y1, . . . , yn−1) razlikuje za najvǐse jedno mesto, tada
će rezultat biti ona uredena(n− 1)-torkačija jedinica ima véci redni broj:

(0, . . . , 0, 0, 1, 2, 2, 2, . . . , 2)
· (0, . . . , 0, 0, 0, 1, 2, 2, . . . , 2)
(0, . . . , 0, 0, 1, 2, 2, 2, . . . , 2)

Sa druge strane, rezultat primene operacije· u grupoiduA2 na homomorfne slike
(n − 1)-torki je tadamax(h(x1, . . . , xn−1), h(y1, . . . , yn−1)) jer je |h(x1, . . . , xn−1) −
h(y1, . . . , yn−1)| ≤ 1. Dakle u ovom slǔcaju je uslov homomorfizma zadovoljen. Ako
se polǒzaj jedinice u(n − 1)-torkama razlikuje za više od jednog mesta, tada je zbog
2 · 0 = a rezultat(n− 1)-torka koja sadřzi a, pa je

h((x1, . . . , xn−1) · (y1, . . . , yn−1)) = a = h(x1, . . . , xn−1) · h(y1, . . . , yn−1).

Ako pak jedna od(n− 1)-torki sadřzi a, tadaće na istoj poziciji i proizvod(n− 1)-torki
sadřzati a. Neka npr.(x1, . . . , xn−1) sadřzi a. Tada jeh(x1, . . . , xn−1) = a, a kako i
(x1, . . . , xn−1) · (y1, . . . , yn−1) sadřzi a, vǎzi h((x1, . . . , xn−1) · (y1, . . . , yn−1)) = a,
što je u skladu sa operacijom· na grupoiduAn jer je

a · h((y1, . . . , yn−1)) = a.

Dakleh je homomorfizam. Iz definicije se vidi da jeh na, pa je epimorfizam. Kako se
identiteti prenose epimorfizmom, aI važi na grupoiduB, sledi daI važi i naAn koji je
njegova homomorfna slika. Dakle, dobili smo da identitetI za koji smo pretpostavili da
važi naA2, vǎzi i naAn, čime smo pokazali i drugi smer tvrdenja.

Da pokǎzemo daA2 nema konǎcnu bazu identiteta pretpostavićemo suprotno, daA2 ima
konǎcnu bazu identitetaΣ0 i da svaki identitet izΣ0 ima manje odn promenljivih.

Uvedimo oznakux1x2 · · ·xk za

(· · · ((x1 · x2) · x3) · · ·) · xk.

Lema 4.4 Zan ≥ 3 grupoidA2 zadovoljava identitet

x1x2 · · ·xnx1x2 · · ·xn = x2x3 · · ·xnx1 · · ·xnx1. (∗)
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74 GLAVA 4. TRI INTERESANTNA PROBLEMA

Dokaz. Neka jeu term sa leve, av term sa desne strane jednakosti(∗). Neka suc1, . . . , cn

vrednosti koje uzimaju redom promenljivex1, . . . , xn. Razlikujemo dva slǔcaja.

1. Medu vrednostimac1, . . . , cn se ne pojavljuju istovremeno 0 i 2. Tada se vrednosti
računaju u podgrupoidu{0, 1, a} ili podgrupoidu{1, 2, a} datog grupoida. Lako
se proverava da su oba ova grupoida lanci, gde se· ponǎsa kao maksimum dva
elementa. Kako je maksimum komutativna, asocijativna i idempotentna operacija,
svaka od promenljivihxi se na obe strane javlja po dva puta, znači daće vrednosti
oba terma biti jednake, páce jednakost biti zadovoljena.

2. Medu vrednostimac1, . . . , cn se pojavljuju i 0 i 2. Pokazácemo da je tada vrednost
i termav i termau jednakaa. Neka jeci = 0 i cj = 2. Ako stavimo da vǎzi
0 < 1 < 2 < a, tada se iz tablice za operaciju· vidi da vǎzi x · y ≥ x i x · y ≥ y tj.
operacija· je monotona. Posmatrajmo proces računanja vrednosti termau. Neka je
ek zak ∈ {1, 2, . . . , 2n} oznaka za vrednost dobijenu računanjen prvihk članova
terma. Kako jecj = 2, iz monotonosti slediej ≥ 2. Tada je ien+i−1 ≥ 2. Kako je
ci = 0, vrednosten+i = en+i−1 ·ci je ili 2·0 = a ili a·0 = a. Dakleen+i = a, pa je
zbog monotonosti i vrednost celog termau jednakaa. Ako analogno razmatranje
ponovimo i za termv, zakljǔcujemo da je i vrednost termav jednakaa (dovoljno je
uočiti da prvihn članova predstavlja permutaciju promenljivihx1, . . . , xn i drugih
n članova takode predstavlja permutaciju promenljivihx1, . . . , xn).

Treba jǒs pokazati da(∗) nije posledica ni jednog od identiteta skupaΣ0. Ako bi (∗) bio
posledica skupa identitetaΣ0, tada bi svaki grupoid koji zadovoljavaΣ0 zadovoljavao i
(∗). Pokazácemo da to ne vǎzi na primeru grupoidaBn = (Bn, ·) gde je· operacija data
sledécom tablicom:

· b1 b2 b3 · · · bn−1 bn a

b1 b1 b2 a · · · a b1 a
b2 b2 b2 b3 · · · a a a
b3 a b3 b3 · · · a a a
...

...
...

...
...

...
...

...
bn−1 a a a · · · bn−1 bn a
bn b1 a a · · · bn bn a
a a a a · · · a a a

Lema 4.5 Bn |= Σ0, tj. Bn zadovoljava sve identiteta skupaΣ0.

Dokaz. Pojasnimo definiciju operacije· u grupoidu datom prethodnom tablicom.
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4.2. GRUPOID PARKA 75

• za svakox ∈ Bn važi x · a = a · x = a;

• bi · bi = bi;

• bi · bi+1 = bi+1 · bi = bi+1, a takodebn · b1 = b1 · bn = b1;

• u ostalim slǔcajevima jebi · bj = a.

Dakle strukturaBn je slična strukturiAn−1, osnovna razlika je da važi bn · b1 = b1, a ne
bn · b1 = a (zato ova struktura liči na krǔznu strukturu).

Neka jeI ∈ Σ0 proizvoljan identitet. Neka on imam promenljivihx1, . . . , xm. Prema
izbora brojan, vǎzi m < n. Neka suc1, . . . , cm vrednosti koje uzimaju promenljive
x1, . . . , xm. Tada se medu vrednostimac1, . . . , cm ne javljaju sve vrednostib1, . . . , bn.
Neka jebi element razlǐcit od elemenatac1, . . . , cm. Kako se elementbi javlja samo
kao rezultat primene operacije· na dva argumenta od kojih je bar jedanbi, sledi da je
Bn \ {bi} podgrupoid grupoidaBn. Može se pokazati da jeBn \ {bi} ∼= An−2. Jedan
izomorfizam je npr. preslikavanje

bi+1 7→ 0
bi+2 7→ 1

...

bn 7→ n− i− 1
b1 7→ n− i

b2 7→ n− i + 1
...

bi−1 7→ n− 2
a 7→ a

Pǒsto identitetI važi naA2, on vǎzi i naAn−2, što znǎci da vǎzi i na njemu izomorfnom
grupoiduBn\{bi}, pa kako su sve vrednostic1, . . . , cm promenljivihx1, . . . , xm iz skupa
Bn \ {bi}, sledi da je za date vrednostic1, . . . , cm identitetI zadovoljen u grupoiduBn.

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



76 GLAVA 4. TRI INTERESANTNA PROBLEMA

Kako su vrednostic1, . . . , cm bile proizvoljne, identitet vǎzi za sve vrednostic1, . . . , cm,
paI važi na grupoiduBn, aI je bio proizvoljan identitet izΣ0, paBn |= Σ0.

Lema 4.6 U grupoiduBn ne vǎzi identitet(∗).

Dokaz. Dovoljno je náci niz vrednostic1, . . . , cn za koje identitet(∗) nije zadovoljen.
Neka promenljivex1, . . . , xn redom uzimaju vrednostib1, . . . , bn. Zbog “krǔzne struk-
ture” grupoidaBn, pǒsto su sve promenljive (pa time i njihove vrednosti) sa susednim
indeksima, vrednost prvihj elemenata terma je sama vrednostcj . Zato je vrednost leve
strane jednakostibn, a desneb1. Kako jeb1 6= bn, identitet nije zadovoljen.

Tako smo na primeru grupoidaBn pokazali da(∗) nije posledica skupa formulaΣ0.
Kako (∗) važi naA2, to je u kontradikciji sa pretpostavkom da jeΣ0 baza identiteta
grupoidaA2. Dakle pretpostavka daA2 ima konǎcnu bazu identiteta je pogrešna. Time
smo pokazali daA2 nema konǎcnu bazu identiteta.

4.3 O klonovima

Vi ševrednosna logika je grana matematike koja je nastala kao posledica potrebe za
iskazima sa vǐse od dve vrednosti. Ona je uvedena kao uopštenje dvovrednosne logike.
Mnogi rezultati koji vǎze u dvovrednosnoj logici ǒcuvani su i u vǐsevrednosnoj logici,
ali kaošto neki rezultati koji su dobijeni u dvovrednosnoj logici ne mogu biti preneseni
na vǐsevrednosnu logiku, tako i neki rezultati dobijeni u viševrednosnoj logici ne važe
u dvovrednosnoj logici. Vǐsevrednosna logika je našla svoju primenu u kompjuterskim
naukama. Pri sintezi velikih i kompleksnih sistema kaošto su kompjuteri, mali broj
osnovnih elemenata se koristi za izgradnju logičkih sklopova (logǐcka, prekidǎcka kola).
Skup osnovnih elemenata iz kojeg je moguće izgraditi svaki sklop se naziva kompletan
skup. U proǔcavanju teorije kompletnosti veliku ulogu igra teorija klonova. Ova grana
op̌ste algebre proǔcava algebre kao nezavisne objekte, i umesto veze sa drugim, sličnim
algebrama, ispituje uzajamne veze operacija algebre i relacija koje se mogu uvesti na
nosǎcu algebre. Klonovi su specijalne familije operacija koje izrastaju iz odredenih
skupova generišúcih operacija.

Sadaćemo se baviti samo klonovima na troelementnom skupu. Neka jeE3 = {0, 1, 2}.
Skup svihn-arnih operacija naE3 oznǎcavamo saP (n)

3 , a skup svih operacija naE3 sa
P3. Tako

P
(n)
3 = {f | f : En

3 → E3}
P3 =

⋃

n≥0

P
(n)
3
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4.3. O KLONOVIMA 77

Definicija 4.7 Neka sui, n ∈ N . i-ta n-arna projekcija naE3 je operacijapn
i : En

3 →
E3 definisana sa

pn
i (x1, . . . , xn) = xi

za svex1, . . . , xn ∈ E3 i 0 ≤ i ≤ n.

Skup svih takvih projekcija naE3 oznǎcavamo saΠ3.

Definicija 4.8 Neka sum, n ∈ N i neka suf ∈ P
(n)
3 i g1, . . . , gn ∈ P

(m)
3 . Kompozicija

operacijaf i g1, . . . , gn je operacijaf(g1, . . . , gn) ∈ P
(m)
3 definisana sa

f(g1, . . . , gn)(x1, . . . , xm) def= f(g1(x1, . . . , xm), . . . , gn(x1, . . . , xm)).

Definicija 4.9 Klon operacijaC na E3 je skup operacija naE3 koji sadřzi sve i-te n-
arne projekcije i zatvoren je u odnosu na kompoziciju tj.C je skup operacija naE3 koji
zadovoljava sledéca dva uslova:

1. Π3 ⊆ C, i

2. Ako je f n-arna operacija izC i ako sug1, . . . , gn m-arne operacije izC, tada je
m-arna operacijaf(g1, . . . , gm) takode uC.

Primer 4.10 Klonovi suΠ3 i P3 u E3. 4

Tvr denje 4.11 Neka je{Ci | i ∈ N} proizvoljna neprazna familija klonova operacija
naE3. Tada je∩i∈NCi klon operacija naE3.

Dokaz. Iz definicije klona sledi daΠ3 ⊆ Ci za svakoi ∈ N . TadaΠ3 ⊆ ∩i∈NCi, pa
važi 1.

Nekaf ∈ ∩i∈NC(n)
i i g1, . . . , gn ∈ ∩i∈NC(m)

i . Sledi daf ∈ C
(n)
i i g1, . . . , gn ∈ C(m)

i ,

za svakoi ∈ N . Prema definiciji klona tada if(g1, . . . , gn) ∈ C(m)
i za svakoi ∈ N , tj.

f(g1, . . . , gn) ∈ ∩i∈NC
(m)
i , pa vǎzi 2.

Definicija 4.12 SaL3 oznǎcavamo skup svih klonova naE3.

Definicija 4.13 Neka jeF neki skup operacija naE3. Klon generisan skupomF je klon

〈F 〉CL
def= ∩{C ∈ L3 | F ⊆ C}

tj. 〈F 〉CL je najmanji klon koji sadřzi F .
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78 GLAVA 4. TRI INTERESANTNA PROBLEMA

U E3 važi sledéce tvrdenje.

Tvr denje 4.14 (Janov, Mǔcnik) L3 ima kontinuum mnogo elemenata.

Dokaz. Na konǎcnom skupu ima prebrojivo mnogo operacija, pa jeL3 najviše kardinal-
nosti kontinuum. Dácemo kontinuum mnogo različitih klonova operacija nadE3.

Neka jeF = {fi | ar(fi) = i, i ≥ 2} gde jefi(1, 2, . . . , 2) = fi(2, 1, 2, . . . , 2) = · · · =
fi(2, 2, . . . , 2, 1) = 1 i fi(x1, . . . , xi) = 0 u svim drugim slǔcajevima. Pokǎzimo dafi /∈
〈F \ {fi}〉CL. Odavde sledi daH1, H2 ⊆ F , H1 6= H2 povlǎci 〈H1〉CL 6= 〈H2〉CL, što
je dovoljno za dokaz tvrdenja.

Pretpostavimo da za nekoi ≥ 2 važi fi ∈ 〈F \ {fi}〉CL. Tada je za nekoj 6= i

fi = fj(g1, . . . , gj) (4.1)

gde za sve1 ≤ k ≤ j važi gk ∈ 〈F \ {fi}〉CL. Stoga imamo dve mogućnosti:

(1) gk = xik = pi
ik

(2) gk = fik(gki1
, . . . , gkik

)

Ako je (2) ispunjeno za bar dva različita indeksak zamenomx1 = 1, x2 = · · · = xi = 2,
odnosno ako je (2) ispunjeno za tačno jedan ideksk (recimok = 1) zamenomxi2 = 1,
xj = 2 zaj 6= i2, sledi kontradikcija sa 4.1.

Konǎcno pretpostavimo slǔcaj

fi = fj(xi1 , . . . , xij ).

Tada ne mǒze bitij < i jer bi tadafi zavisilo od vǐse promenljivih negofj(xi1 , . . . , xij ).
Zato jej > i, pa medu promenljivihxik ima jednakih, npr.i1 = i2. Za vrednostxi1 = 1,
xj = 2 zaj 6= i1 imamo kontradikciju kao i u prethodnom slučaju.

Napomena 4.15E. Post je pokazao da jeL2 prebrojiv skup.¦
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Glava 5

Brojevi

5.1 Realni brojevi

Definicija 5.1 Potpuno uredeno poljeF je algebarski sistem

F = (F, +, ·,≤)

gde jeF neprazan skup,+, · : F 2 → F binarne operacije skupaF , a≤ ⊆ F 2 binarna
relacija skupaF , pri čemu vǎze sledéce aksiome:

1. (F, +, ·) je polje;

2. relacija≤ je refleksivna, antisimetrična, tranzitivna i totalno uredenje;

3. relacija≤ je saglasna sa operacijama+ i · tj. važi

(a) (∀a, b, c ∈ F )(a ≤ b⇒ a + c ≤ b + c)

(b) (∀a, b ∈ F )(0 ≤ a, 0 ≤ b⇒ 0 ≤ a · b)
4. važi sledéca aksioma potpunosti:

Neka je∅ 6= A ⊆ F odozgo ogranǐcen skup, tj. neka postojia ∈ F tako da za
svakob ∈ A važi b < a. Tada postojisupremumskupaA tj. broj m takav da vǎzi:

(a) m je gornje ogranǐcenje skupaA: (∀b ∈ A) b ≤ m i

(b) m je manje od svih ostalih gornjih ograničenja: za svakom1 ∈ F koje je
gornje ogranǐcenje skupa, tj. za koje važi (∀b ∈ A) b ≤ m1, vǎzi m ≤ m1.

Aksioma potpunosti (4) govori da svaki odozgo ograničen neprazan podskup skupa
F ima supremum (najmanje gornje ograničenje). Ovo svojstvo omogućava uvodenje
merenja.

79
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Pokazuje se da postoji potpuno uredeno polje i da su sva potpuno uredena polja izo-
morfna. Pa, pod realnim brojevima ubuduće podrazumevamo potpuno uredeno polje
koje ćemo oznǎcavati sa(Re,+, ·,≤).

Pǒsto je (Re, +, ·) polje, sve osobine polja važe u skupu realnih brojeva. Izvešćemo
neke posledice aksioma koje se tiču odnosa operacija+ i · sa relacijom≤. Koristimo
uobǐcajenu oznakua ≥ b zab ≤ a, a < b zaa ≤ b ∧ a 6= b i b > a zaa < b.

Tvr denje 5.2 Za realne brojevea i p vǎzi:

1. a ≥ 0⇔−a ≤ 0
2. a2 ≥ 0
3. 1 > 0
4. a > 0⇒ a−1 > 0
5. p > 0⇒(a < b⇒ p · a < p · b)

Dokaz.

1. Neka jea ≥ 0. Prema aksiomi 3a, tada važi a + (−a) ≥ 0 + (−a), pa iz osobina
polja sledi−a ≤ 0. Obrnuto, neka je−a ≤ 0. Tada primenom iste aksiome
dobijamo(−a) + a ≤ a, tj. a ≥ 0.

2. Pǒsto je≤ totalno uredenje, mora vǎziti 0 ≤ a ili a ≤ 0.

(a) 0 ≤ a. Tada primenom aksiome 3b dobijamo0 ≤ a · a = a2.

(b) a ≤ 0. Tada prema prethodno dokazanom slučaju 1 vǎzi 0 ≤ (−a). Odatle
primenom aksiome 3b sledi0 ≤ (−a)(−a), a u polju je(−a)(−a) = a2, pa
je i u ovom slǔcaju0 ≤ a2.

3. Prema prethodnoj osobini je1 = 1 · 1 ≥ 0. Kako je(Re, +, ·) polje, vǎzi 1 6= 0,
pa je1 > 0.

4. Neka jea > 0. Pretpostavimo suprotno:a−1 ≤ 0. Tada vǎzi 0 ≤ a i 0 ≤ −a−1,
pa prema aksiomi 3b sledi0 ≤ a · (−a−1). Prema osobinama polja tada0 ≤ −(a ·
a−1) tj. 0 ≤ −1, što primenom aksiome 3a daje1 ≤ 0, a to je u kontradikciji sa
prethodnom osobinom:1 > 0. Dakle pretpostavkaa−1 ≤ 0 je bila pogrěsna, pa
kako je≤ totalno uredenje vǎzi 0 ≤ a−1, a kako je0 6= a−1, sledi0 < a−1.

5. Neka jep > 0 i a < b. Pretpostavimo suprotno:p · b ≤ p · a. Tada iz aksiome 3a
sledip · b − p · a ≤ 0, pa iz distributivnosti sledi0 ≤ p · (a − b). Kako jep 6= 0,
postojip−1, a prema slǔcaju 4 ovog tvrdenja vǎzi 0 < p−1. Odatle po aksiomi 3b
sledi0 ≤ p−1 · p · (a− b) odnosno0 ≤ a− b što po aksiomi 3a povlǎci b ≤ a, a to
je kontradikcija sa pretpostavkoma < b (zbog antisimetrǐcnosti relacije≤). Dakle
pretpostavkap · a ≥ p · b je pogrěsna, pa vǎzi p · a < p · b.
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5.1. REALNI BROJEVI 81

Skup
R+

e = {x | x > 0}
nazivamo skupompozitivnihrealnih brojeva. 1 je pozitivan realan broj, prema prethod-

nom tvrdenju, a primenom aksiome 3a dobijamo da su2 def= 1 + 1 > 1 + 0 = 1 > 0,
a zatim i3 = 2 + 1, 4 = 3 + 1, . . . pozitivni realni brojevi. SkupN = {1, 2, 3, . . .}
dobijen na ovaj nǎcin zovemoskup prirodnih brojeva. SkupN0 = N ∪ {0} zovemo
skup prirodnih brojeva sa nulom, a skupZ = N0 ∪ −N gde je−N = {−n | n ∈ N}
skup celih brojeva.Ra = {p

q | p, q ∈ Z, q 6= 0} je skup racionalnih brojeva, a skup
Ir = Re \Ra skupiracionalnihbrojeva.

Nekaa, b ∈ Re i a < b. Za brojc kažemo da jeizmedu brojevaa i b akko vǎzi a < c i
c < b.

Tvr denje 5.3 Nekaa, b ∈ Re i a < b. Tada postoji brojc koji je izmedu brojevaa i b.

Dokaz. Neka jea < b. Prema aksiomi 3a i komutativnosti sabiranja sledi

a + a < a + b

a + b < b + b.

Primenom distributivnosti i osobine neutralnog elementa dobijamoa + a = 1 · a + 1 ·
a = (1 + 1) · a = 2a, i analognob + b = 2b, što znǎci da vǎzi

2a < a + b

a + b < 2b

Pǒsto je2 > 0, postoji2−1. Prema tvrdenju 5.2 tada sledia < 2−1(a + b) i 2−1(a +
b) < b. Zato je2−1(a + b) traženi brojc koji se nalazi izmedua i b.

Dakle u skupuRe za svaka dva broja postoji broj izmedu njih. Za skup koji ima ovu
osobinu kǎzemo da jegust.

Tvr denje 5.4 (Arhimedova nejednakost)Neka jea > 0 i b ∈ Re. Tada postojin ∈ N
takav da jena > b.

Dokaz. Neka sua > 0 i b ∈ Re proizvoljni. Pretpostavimo suprotno: za svakon ∈ N
važi na ≤ b. Tada je skupS = {a, 2a, 3a, . . .} ogranǐcen sa gornje strane, pa prema
aksiomi potpunosti (4) postoji supremumm.

Ukoliko ne bi postojao ni jedan brojka skupaS za koji vǎzi m − a < ka, tada bi svi
brojevi skupaS bili manji ili jednaki m − a, pa bim − a < m bilo gornje ogranǐcenje,
što je suprotnosti sa pretpostavkom da jem najmanjegornje ogranǐcenje. Zato postoji
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82 GLAVA 5. BROJEVI

broj ka ∈ S (k ∈ N ) za koji vǎzi m − a < ka. Tada ik + 1 ∈ N , pam = (m − a) +
a < ka+ a = (k + 1)a. Kako(k + 1)a ∈ S, dobijamo dam nije gornje ogranǐcenje,̌sto
je kontradikcija. Dakle postojin ∈ N tako dana > b.

Napomena 5.5Može se pokazati da postoji bijekcija izmedu decimalnih zapisa realnih
brojeva i skupa realnih brojevaRe. ¦

Definicija 5.6 Neka jex ∈ Re. Tada jeapsolutna vrednost realnog brojax data sa

|x| =
{

x, x ≥ 0
−x, x < 0.

Tvr denje 5.7

1. |0| = 0

2. x 6= 0⇒|x| > 0

3. |x| = x ∨ |x| = −x

4. −|x| ≤ x ≤ |x|
5. |−x| = |x|
6. |x| < a⇔−a < x < a

7. |xy| = |x||y|
8. |x + y| ≤ |x|+ |y|

Dokaz. Osobine 1, 2, 3, 4 i 5 slede direktno iz definicije.

6. Osobina 6 je posledicǎcinjenice da je

−a < x < a ⇔ −a < −x < a
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5.2. PRIRODNI BROJEVI 83

7. Osobina 7 je posledica definicije i osobine 5.

8. Iz osobine 5 imamo|x + y| = |−x − y|, iz osobine 3 sledi|x + y| = x + y ∨
|x + y| = −x− y, a iz 4 takodex ≤ |x|,−x ≤ |x|,−y ≤ |y|, y ≤ |y| odakle sledi
x + y ≤ |x|+ |y| i −x− y ≤ |x|+ |y| tj. |x + y| ≤ |x|+ |y|.

Realni brojevi se mogu prikazati i u ravni pomoću realne prave. Neka je data prava
p u ravni. Izaberimo dve različite tǎcke A i B na pravojp i pridružimo im redom
brojeve 0 i 1. Prenǒsenjem dǔzi AB dobijamo celobrojne tǎcke na realnoj osi, a potom
se odgovarajúcim konstrukcijama pridrǔze tǎcke racionalnim brojevima. Korišćenjem
osobine neprekidnosti realne prave dokazuje se da se i iracionalnim brojevima mogu
dodeliti odgovarajúce tǎcke na pravoj. Mǒze se pokazati da je takvo preslikavanje
bijekcija. Dalje se mǒze uspostaviti bijekcija skupaR2

e uredenih parova realnih brojeva i
tačaka ravni, kao i bijekcija skupaR3

e trojki realnih brojeva i tǎcaka prostora.

5.2 Prirodni brojevi

Videli smo da se skup prirodnih brojeva sa nulomN0 može uvesti kao podskup skupa
realnih brojeva. Drugi nǎcin zasnivanja prirodnih brojeva su sledećePeanove aksiome.

1. 0 ∈ N0.

2. Za svaki brojn ∈ N0 postojin′ ∈ N0 koji se naziva sledbenik brojan.

3. m′ = n′⇒m = n.

4. 0 nije naslednik ni jednog broja izN0.

5. M ⊆ N0, 0 ∈ M, (n ∈ M ⇒n′ ∈ M)⇒M = N0.

Skupove celih i racionalnih brojeva moguće je definisati polazéci od skupa prirodnih
brojeva. Dalje se pomoću racionalnih brojeva uvode realni brojevi.

Poslednja Peanova aksioma je aksioma indukcije. Onda predstavlja univerzalno tvrdenje
koje se odnosi na sve podskupoveM skupaN0. U teoriji prvog reda ovo tvrdenje nije
mogúce izraziti jedinstvenom aksiomom. Zato uvodi sledećašema-aksioma:

A(0) ∧ (∀x)(A(x)⇒A(x′))⇒(∀x) A(x)

za svaku formuluA predikatskog rǎcuna. Ovo je samo specijalni slučaj Peanove aksiome
indukcije, jer svih podskupovaM skupaN0 ima kontinuum, a formula prvog reda ima
samo prebrojivo mnogo.
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84 GLAVA 5. BROJEVI

U algebri(N0,
′ ) operacije sabiranja i množenja definǐsemo na sledéci nǎcin:

n + 0 = n

n + m′ = (n + m)′

n · 0 = 0
n ·m′ = n ·m + n.

Primenom matematičke indukcije pokazujemo da važe poznate osobine prirodnih brojeva
kao što su komutativnost i asocijativnost sabiranja i distributivnost množenja prema
sabiranju.

Matematǐcka indukcija sěcesto koristi u něsto modifikovanom obliku. Ukolikǒzelimo
da pokǎzemo da neko tvrdenje vǎzi za sve prirodne brojeve počev od nekog brojan0,
tada pokazujemo da važi za n0 i da vǎzenje tvrdenja za nekok ≥ n0 povlǎci njegovo
važenje zak + 1.

Primer 5.8 Ilustrovácemo nǎcin primene matematičke indukcije takǒstoćemo pokazati
da za svaki prirodan brojn važi

S(n) : 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
.

S(1) se svodi na1 = 1·2
2 što trivijalno vǎzi.

Pretpostavimo da važi Sk:

1 + 2 + · · ·+ k =
k(k + 1)

2
.

Ako i jednoj i drugoj strani dodamok + 1, dobijamo

1 + 2 + · · ·+ k + (k + 1) =
k(k + 1)

2
+ (k + 1),

što posle sredivanja daje

1 + 2 + · · ·+ k + (k + 1) =
(k + 1)((k + 1) + 1)

2
,

a to je upravoS(k + 1). Dakle S(k)⇒S(k + 1), a kako vǎzi S(1), prema aksiomi
matematǐcke indukcije sledi(∀n ∈ N) S(n). 4

Napomenimo da se uz odredeno preciziranje meta matematičkih postupaka (posebno
finitnosti) unutar vrlǒsiroke klase formalnih teorija (u koje spadaju sve one koje sadrže
elementarnu aritmetiku) ne može pokazati neprotivrěcnost formalne teorije. Osim toga,
za takve teorije vǎzi da ukoliko su neprotivrěcne, tada u njima postoje tvrdenja koja su
neodlǔciva. Dakle postoje izrazi koji su na dopušten nǎcin formirani u toj teoriji, takvi
da ni izraz ni njegova negacija ne mogu biti izvedeni unutar teorije (Gedel (K. Gödel)).
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5.3. PRSTEN CELIH BROJEVA 85

5.3 Prsten celih brojeva

Jednǎcinaa+x = b nema uvek rěsenje u skupuN0. Zato se javlja potreba za uvodenjem
strukture koja bi zadržala neka bitna svojstva strukture skupaN0, ali u kojoj bi jednǎcina
a+x = b uvek imala rěsenje. Zahtev da nova struktura zadrži neka bitna svojstva polazne
strukture koja predstavljala motivaciju za njen nastanak, naziva se “Hankelov (H. Hankel)
princip permanencije”. Kada kažemo da smo skup prirodnih brojevaproširili skupom
negativnih brojeva i tako dobili skup celih brojeva, znači da smo definisali novu strukturu
celih brojeva koja kao svoju podstrukturu sadrži strukturu izomorfnu skupu prirodnih
brojeva.

Opisácemo konstrukciju pomócu koje od strukture prirodnih brojeva dolazimo do prstena
celih brojeva.

Neka je(A, +, ·) algebra tipa(2, 2) takva da su+ i · komutativne i asocijativne operacije,
važi zakon skrácivanja za operaciju+ i zakon distributivnosti· prema+. (Primetimo da
(N0,+, ·) zadovoljava ove osobine.) Definišimo operacije+′ i ·′ na skupuA2 na sledéci
nǎcin:

(x1, x2) +′ (y1, y2)
def= (x1 + y1, x2 + y2)

(x1, x2) ·′ (y1, y2)
def= (x1 · y1 + x2 · y2, x1 · y2 + x2 · y1)

Primenom asocijativnosti, komutativnosti i distributivnosti operacija+ i ·, direktno se
dobija da su i+′ i ·′ komutativne i asocijativne operacije naA2 i da je ·′ distributivna
prema+′. Definǐsimo relaciju∼ na skupuA2 na sledéci nǎcin:

(x1, x2) ∼ (y1, y2)
def⇐⇒ x1 + y2 = y1 + x2.

Pokazácemo da je∼ kongruencija algebre(A2, +′, ·′) tj. da je refleksivna, antisimetrična,
tranzitivna, saglasna sa+′ i saglasna sa·′.

Refleksivnost Kako je x1 + x2 = x1 + x2, po definiciji sledi(x1, x2) ∼ (x1, x2) za
proizvoljno(x1, x2) ∈ A2.

Simetričnost Neka(x1, x2) ∼ (y1, y2). Tadax1 + y2 = y1 + x2, pay1 + x2 = x1 + y2,
što znǎci (y1, y2) ∼ (x1, x2).

Tranzitivnost Neka je(x1, x2) ∼ (y1, y2) i (y1, y2) ∼ (z1, z2). Tadax1 + y2 = y1 +x2

i y1 + z2 = z1 +y2. Sabiranjem ovih jednakosti dobijamo(x1 +y2)+(y1 + z2) =
(y1 + x2) + (z1 + y2). Odatle primenom asocijativnosti, komutativnosti i zakona
skrácivanja za operaciju+ dobijamox1 + z2 = z1 + x2, pa je(x1, x2) ∼ (z1, z2).

Saglasnost sa+′ Pǒsto je+′ komutativna operacija, dovoljno je proveriti da važi

(x1, x2) ∼ (y1, y2)⇒(x1, x2) +′ (z1, z2) ∼ (y1, y2) +′ (z1, z2).
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86 GLAVA 5. BROJEVI

Neka je(x1, x2) ∼ (y1, y2). Tada jex1 +y2 = y1 +x2. Ako na obe strane dodamo
z1 + z2 i primenimo asocijativnost i komutativnost za+ dobijamo

(x1 + z1) + (y2 + z2) = (y1 + z1) + (x2 + z2)

a to znǎci (x1 + z1, x2 + z2) ∼ (y1 + z1, y2 + z2) odnosno

(x1, x2) +′ (z1, z2) ∼ (y1, y2) +′ (z1, z2).

Saglasnost sa·′ I ovde je zbog komutativnosti operacije·′ dovoljno proveriti

(x1, x2) ∼ (y1, y2)⇒(x1, x2) ·′ (z1, z2) ∼ (y1, y2) ·′ (z1, z2).

Neka je(x1, x2) ∼ (y1, y2). Tada jex1 + y2 = y1 + x2. Odatle sledi

(x1 + y2) · z1 = (y1 + x2) · z1. (∗)

Kako je+ komutativna operacija, sledix2 + y1 = y2 + x1, pa i

(x2 + y1) · z2 = (y2 + x1) · z2. (∗∗)
Sabiranjem jednakosti(∗) i (∗∗) dobijamo

(x1 + y2) · z1 + (x2 + y1) · z2 = (y1 + x2) · z1 + (y2 + x1) · z2

što posle primene distributivnosti, kao i asocijativnosti i komutativnosti za+ daje

x1 · z1 + x2 · z2 + y1 · z2 + y2 · z1 = y1 · z1 + y2 · z2 + x1 · z2 + x2 · z1,

a to po definiciji znǎci

(x1 · z1 + x2 · z2, x1 · z2 + x2 · z1) ∼ (y1 · z1 + y2 · z2, y1 · z2 + y2 · z1)

tj. (x1, x2) ·′ (z1, z2) ∼ (y1, y2) ·′ (z1, z2).

Dakle∼ je kongruencija, pa postoji faktor-algebra(A2/∼,⊕,¯) algebre(A2,+′, ·′).
Na faktor-algebru se prenosi komutativnost, asocijativnost i distributivnost operacija.
Pokazácemo da postoji neutralni element za⊕ i inverzni elementi u odnosu na⊕. Za
proizvoljnoa ∈ A važi

(x1, x2)/∼⊕ (a, a)/∼ = (x1 + a, x2 + a)/∼.

Kako je x1 + x2 + a = x1 + a + x2, sledi (x1, x2) ∼ (x1 + a, x2 + a), što znǎci
(x1, x2)/∼ = (x1 + a, x2 + a)/∼. Dakle(a, a)/∼ je neutralni element za⊕. Neka je
sada(x1, x2)/∼ ∈ A2/∼ proizvoljan. Tada je zbog komutativnosti za+

(x1, x2)/∼⊕ (x2, x1)/∼ = (x1 + x2, x2 + x1)/∼ = (a, a)/∼,
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5.4. ELEMENTI TEORIJE BROJEVA 87

što znǎci da je(x2, x1)/∼ inverzni element elementa(x1, x2)/∼. Dakle⊕ je asocijativna
i komutativna operacija, postoji neutralni element i postoji inverzni element za svaki
element izA2/∼, pa je (A2/∼,⊕) grupa. Kako je¯ asocijativna operacija i važi
distributivnost̄ prema⊕, znǎci da je(A2/∼,⊕,¯) prsten.

Ako ovu konstrukciju sprovedemo za strukturu(N0,+, ·), tada dobijamo prsten(N2
0 /∼,⊕,¯)

koji nazivamo prsten celih brojeva i pišemo samoZ = (Z, +, ·). Podstruktura prstena
(Z, +, ·) koja je izomorfna sa(N0, +, ·) je odredena skupom{ (m, 0)/∼ | m ∈ N0} i
izomorfizam je upravo preslikavanje dato saf(n) = (n, 0)/∼ zan ∈ N0.

Videli smo da je skup realnih brojeva gust. Kada se na prirodan način uvede relacija
totalnog poretka na skupovimaN0 i Z može se zakljǔciti da skupoviN0 i Z nisu gusti,
ali da u njima vǎzi aksiom potpunosti.

5.4 Elementi teorije brojeva

Tvr denje 5.9 (Deljenje sa ostatkom)Neka jea ∈ Z proizvoljan ceo broj ib ∈ N . Tada
postoje jedinstveni brojeviq i r tako daq ∈ Z, r ∈ {0, 1, . . . , b− 1} i važi

a = qb + r

Dokaz.

Egzistencijap i q. Prvoćemo dokazati da zaa ∈ N0 postoje odgovarajúci q i r. Dokaz
sprovodimo indukcijom poa. Ako je a = 0, tada jea = 0 · b + 0 i važi 0 < b, pa
možemo stavitiq = 0 i r = 0. Pretpostavimo da tvrdenje vǎzi zaa. Tada postoje
q i r tako da jea = qb + r i 0 ≤ r ≤ b− 1. Treba da pokǎzemo da postojeq′ i r′

tako da vǎzi a + 1 = q′b + r′ i 0 ≤ r′ ≤ b− 1. Razlikujemo dva slǔcaja.

1. r ≤ b − 2. Tada jea + 1 = qb + (r + 1) i važi r + 1 ≤ b − 1, pa mǒzemo
staviti q′ = q i r′ = r + 1.

2. r = b − 1. Tada jea + 1 = qb + b − 1 + 1 = q(b + 1), pa mǒzemo staviti
q′ = q + 1 i r′ = 0.

Treba jǒs pokazati da postoje odgovarajući q′ i r′ zaa ≤ −1. Tada je−a− 1 ≥ 0,
pa prema prethodnom razmatranju postojeq i r tako da vǎzi −a − 1 = qb + r i
0 ≤ r ≤ b−1. Odatle sledia = (−q)b−r−1, odnosnoa = (−q−1)b+(b−1)−r.
Kako je0 ≤ (b− 1)− r ≤ b− 1, mǒzemo uzetiq′ = −q − 1 i r′ = b− 1− r.

Jedinstvenostp i q Neka jea = q1b + r1 i a = q2b + r2 pri čemu0 ≤ r1, r2 ≤ b − 1.
Tada je(q1− q2)b = r2− r1. Pri tome je−(b− 1) ≤ r2− r1 ≤ b− 1. Ako bi bilo
q1 − q2 ≤ −1 tada bi vǎzilo r2 − r1 = (q1 − q2)b ≤ −b, što je nemogúce. Ako bi
važilo q1 − q2 ≥ 1 tada bi bilor2 − r1 = (q1 − q2)b ≥ b, što je takode nemogúce.
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88 GLAVA 5. BROJEVI

Dakle mora bitiq1 − q2 = 0, odakle slediq1 = q2, pa ir1 = r2, što znǎci da suq i
r jedinstveni.

Broj q iz prethodnog tvrdenja se nazivakoličnik, a brojr ostatakdeljenja brojaa brojem
b. Pǐsemoq = adiv b i r = a mod b.

Definicija 5.10 Kažemo da ceo brojm deli ceo brojn (ili da je n deljiv sam), u oznaci
m | n, akko postojik ∈ Z tako da jen = km (tj. n mod m = 0).

Lako se pokazuje da je relacija| relacija parcijalnog uredenja na skupuN0, dok naZ
nije.

Definicija 5.11 Broj d ∈ N je najvéci zajednǐcki delilac brojevaa, b ∈ Z, u oznaci
d = NZD(a, b) ili d = (a, b), akko

1. d | a i d | b
2. za svakod1 ∈ Z za koje vǎzi d1 | a i d1 | b važi i d1 | d.

Za cele brojevea i b kažemo da suuzajamno prostiako jeNZD(a, b) = 1.

Definicija 5.12 s ∈ N je najmanji zajednǐcki sadřzalacbrojevaa, b ∈ Z, u oznacis =
NZS(a, b) ili s = [a, b], akko

1. a | s i b | s
2. za svakos1 ∈ Z za koje vǎzi a | s1 i b | s1 važi i s | s1.

Napomenimo, da u skupu prirpdnih brojeva relacija se sadrži je relacija parcijalnog
poretka. U odnosu na relacijua ∨ b = sup{a, b} = NZS(a, b) je najmanji zajednǐcki
sadřzalac zaa i b, a ∧ b = inf{a, b} = NZD(a, b) je najvéci zajednǐcki delitelj zaa i b.
Dakle, imamo mrězu (N,∨,∧).

Tvr denje 5.13 (Euklidov algoritam) Neka sua, b ∈ Z proizvoljni celi brojevi. Tada
postoji jedinstvend = NZD(a, b) i postoje brojeviα, β ∈ Z tako da

αa + βb = d.
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5.4. ELEMENTI TEORIJE BROJEVA 89

Dokaz. Neka sua, b ∈ Z proizvoljni. Opisácemo postupak kojim se efektivno nalazi
NZD(a, b) i brojevi α, β ∈ Z. JedinstvenostNZD(a, b) je direktna posledica definicije
zaNZD i antisimetrǐcnosti relacije| na skupuN0.

Lako se proverava da znak brojeva ne utiče na deljivost. Zato mǒzemo posmatrati
slučaj kada jea, b ∈ N0. Iz definicije najvéceg zajednǐckog delioca slediNZD(a, b) =
NZD(b, a), što znǎci da mǒzemo uzetia ≥ b. Neka jea0 = a i b0 = b. Ako je bi 6= 0
tada definǐsemoqi, ai+1 i bi+1 na sledéci nǎcin:

qi = ai div bi

ai+1 = bi

bi+1 = ai mod bi.

Tako mǒzemo rǎcunati sledéce članove nizova na osnovu prethodnih sve dok jebi 6= 0.
Kada jebi = 0, postupak je završen. Iz definicije sledi da jebi+1 < bi. Zato su nizoviai

i bi strogo opadajúci, pa postojik ∈ N0 tako da jebk = 0. To znǎci da se postupak uvek
zavřsava u konǎcnom broju koraka. Pokazaćemo da je za svako0 ≤ i ≤ k brojak najvéci
zajednǐcki delilac brojevaai i bi, odakleće sleditiak = NZD(a, b). Za i = k tvrdenje
važi jer ak | ak i ak | 0, a za proizvoljand1 za koji vǎzi d1 | ak i d1 | 0 važi d1 | ak, što po
definiciji znǎci ak = NZD(ak, 0) = NZD(ak, bk). Pretpostavimo sada da tvrdenje vǎzi
zai+1: neka jeak = NZD(ai+1, bi+1) = NZD(bi, bi+1). Tadaak | bi i ak | bi+1. Kako
je ai = qibi + bi+1, slediak | ai. Dakle,ak jeste delilac brojevaai i bi, treba jǒs pokazati
da je najvéci. Nekad′ | ai i d′ | bi = ai+1. Kako jebi+1 = ai − qibi sledid′ | bi+1.
Dakle imamod′ | ai+1 i d′ | bi+1, pa pǒsto je po pretpostavciak = NZD(ai+1, bi+1),
sledid′ | ak. Tada iz definicije slediak = NZD(ai, bi). Dakle

ak = NZD(ak, bk) = NZD(ak−1, bk−1) = · · · = NZD(a0, b0) = NZD(a, b).

Sadaćemo opisati postupak za odredivanje brojevaα i β koristéci konstruisane nizove
ai, bi, qi. Definǐsimo nizoveαk, αk−1, . . . , α0 i βk, βk−1, . . . , β0 na sledéci nǎcin:

αk = 1, βk = 1
αi = βi+1, βi = αi+1 − βi+1qi

Pokazácemo da za0 ≤ i ≤ k važi

αiai + βibi = d.

Za i = k tvrdenje se svodi na1 · d + 1 · 0 = d, što vǎzi. Pretpostavimo da tvrdenje vǎzi
zai + 1:

αi+1ai+1 + βi+1bi+1 = d.

Zamenjujúci ai+1 = bi i bi+1 = ai − qibi dobijamo

αi+1bi + βi+1(ai − qibi) = d,
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90 GLAVA 5. BROJEVI

tj.
βi+1ai + (αi+1 − βiqi)bi = d,

a to je upravo
αiai + βibi = d.

Prema tome, vǎzi i α0a0 + β0b0 = d, pa mǒzemo stavitiα = α0 i β = β0.

Primer 5.14 Pokǎzimo da je u ciklǐcnoj grupi Cn redan preslikavanjef(x) = xm

automorfizam akko sum i n uzajamno prosti.

⇐) : Neka sum i n uzajamno prosti, tj.NZD(m,n) = 1. Dokazujemo da je pres-
likavanjef : Cn → Cn, definisano saf(x) = xm automorfizam grupeCm. Kako je
NZD(m,n) = 1, postoje celi brojevia i b takvi da jeam + bn = 1. Pokǎzimo da jef
1-1 preslikavanje. Neka jef(x) = f(y) tj. xm = ym. Pǒsto u grupiCn za svaki element
z ∈ Cn važi zn = e, sledi

x = x1 = xam+bn = (xm)a(xn)b = (ym)aeb

= (ym)a(yn)b = yam+bn = y1 = y.

Kako jef 1-1, aCn konǎcan skup, sledi da jef i na. Konǎcno, kako je ciklǐcna grupa
komutativna,

f(xy) = (xy)m = xmym = f(x)f(y),

pa jef bijektivni homomorfizam, tj. automorfizam.

⇒) : Neka jef(x) = xm automorfizam ia generator grupeCn. Pretpostavimo da
NZD(m,n) = d > 1. Tada postojek1 i k2 tako dam = k1d i n = k2d. Kako d > 1
sledi1 ≤ k2 < n. Zato jeak2 6= e. Kako je

f(ak2) = ak2m = ak2k1d = (ak2d)k1 = (an)k1 = e = f(e),

sledi daf nije 1-1, što je kontradikcija sa pretpostavkom da jef automorfizam.4

Definicija 5.15 Za prirodan brojp ≥ 2 kažemo da jeprostakko nije deljiv ni sa jednim
prirodnim brojem razlǐcitim od1 i p. Prirodan broj véci od 2 jeslǒzenakko nije prost.

Primer 5.16 (Mala Fermaova (P. Fermat) teorema)Ako je p pozitivan prost broj, tada
za svaki pozitivan ceo broja važi

ap ≡ a (mod p)

Dokaz. Indukcijom poa. Zaa = 1 tvrdenje ǒcigledno vǎzi. Pretpostavimo dap | ap−a.
Treba da dokǎzemo dap | (a + 1)p − (a + 1). Kako je

(a + 1)p − (a + 1) = (ap − a) +
(

pa +
p(p− 1)

2!
+ · · ·+ pap−1

)

a oba sabirka na desnoj strani su deljiva sap, sledi trǎzeno tvrdenje. 4
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Lema 5.17 Nekaa, b, c ∈ N . Akoc | ab i NZD(c, a) = 1, tadac | b.

Dokaz. Nekaa, b, c ∈ N , c | ab i NZD(c, a) = 1. Tada prema Euklidovom algo-
ritmu (5.13) postojeα, β ∈ Z tako da

αc + βa = 1,

odakle sledi
αcb + βab = b.

Pǒstoc | αcb i c | βab, sledic | b.

Lema 5.18 Neka jep prost broj ia, b ∈ Z. Akop | ab, tadap | a ili p | b.

Dokaz. Neka jep proizvoljan prost broj ia, b ∈ Z. Ukoliko p | a, tada tvrdenje vǎzi.
Ukoliko p |/ a, tada jeNZD(p, a) = 1 jer su jedini delioci brojap broj 1 i sam brojp, ap
nije delilac brojaa. Prema prethodnoj lemi (5.17)p | b.

Tvr denje 5.19 (Osnovni stav aritmetike)Neka jen > 1 prirodan broj. Tada sen na
jedinstven nǎcin mǒze napisati u obliku

n = pα1
1 . . . pαk

k (∗)
gde sup1 < p2 < · · · < pk prosti brojevi iα1, . . . , αk ∈ N .

Dokaz. Prvoćemo pokazati da se svaki prirodan broj može napisati u obliku(∗). Ako je
n = 2 tada jen = 21, pa se mǒze napisati u obliku(∗). Pretpostavimo da tvrdenje vǎzi
za sve brojeve manje odn. Ako je n prost broj, tada se on može napisati u oblikun1.
Ako je n složen, tada jen = a · b gde1 < a, b < n, pa zaa i b važi induktivna hipoteza.
Zato sea i b mogu napisati u obliku(∗). Tada primenom asocijativnosti i komutativnosti
možemo sortirati redosled prostiȟcinilaca u proizvodua · b i sabrati eksponente. Tako
dobijamo brojn predstavljen u obliku(∗). Dakle tvrdenje vǎzi i zan.

Sada treba pokazati da je razlaganje na prostečinioce jedinstveno. Pretpostavimo da su
pα1
1 . . . pαk

k i qβ1
1 . . . qβl

l dva razlaganja brojan na prostěcinioce. Tada je

pα1
1 . . . pαk

k = qβ1
1 . . . qβl

l .

Pretpostavimo da su razlaganja različita, bilo da se neki od prostih brojeva sa jedne strane
ne javlja sa druge, ili se javlja sa različitim eksponentom. Tada možemo skratiti sve
činioce zajednǐcke za obe strane tako da bar sa jedne strane dobijemo broj različit od 1:

p
αi1
i1

. . . p
αik1
ik1

= q
βj1
j1

. . . q
βjl1
jl1

.
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92 GLAVA 5. BROJEVI

Neka je npr.αi1 > 0. Tadapi1 deli levu stranu, pa mora deliti i desnu. Prema
lemi 5.18 prost brojpi1 deli neki od prostih brojevaqj1 , . . . , qjl1

, a to je kontradikcija
sa pretpostavkom da smo skratili sve zajedničkečinioce.

Tvr denje 5.20 (Euklid) Prostih brojeva ima beskonačno mnogo.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno: da postoji konačno mnogo prostih brojeva. Neka su
p1, . . . , pk svi prosti brojevi. Stavimo

p = p1 · p2 · · · pk + 1.

Broj p je véci od svih brojevap1, . . . , pk, pa mora biti slǒzen. Zato se on može napisati
kao proizvod prostih brojeva,što znǎci da je deljiv sa nekim od prostih brojevap1, . . . , pk,
a to je kontradikcija jerp daje ostatak 1 pri deljenju sa svakim od brojevap1, . . . , pk.

5.4.1 Linearne Diofantove jednǎcine

Ako sua i b celi brojevi ia, b 6= 0, tada se linearna jednačina oblika

ax + by = c

pri čemu promenljivex i y uzimaju vrednosti iz skupa celih brojeva, naziva linearna
Diofantova jednǎcina. Jednǎcine ovog tipa proǔcavao je gřcki matematǐcar Diofant u
trećem veku pre nǎse ere. Zahtev da su rešenja celobrojna otežava njihovo rěsavanje. Na
primer, jednǎcinax+y = 1 ima beskonǎcno rěsenja, dok jednǎcina8x+12y = 13 nema
ni jedno, jer je leva strana prethodne jednakosti parna za sve celobrojne vrednostix i y.

Tvr denje 5.21 Linearna Diofantova jednǎcinaax + by = c ima rěsenje akkod | c, gde
je d = NZD(a, b).

Dokaz. ⇒) : Neka jed = NZD(a, b) i neka je(x0, y0) rěsenje jednǎcine, tj. ax0 +
by0 = c. Kakod | a i d | b, sledid | ax0 + by0 (= c).

⇐) : Pretpostavimo dad | c. Tada postoji brojk ∈ Z tako dac = kd. Na osnovu
tvrdenja 5.13 postoje celi brojevix′ i y′ takvi da jeax′ + by′ = d. Množéci poslednju
jednakost sak dobijamoakx′ + bky′ = dk, tj.

a(kx′) + b(ky′) = c,

pa je(kx′, ky′) jedno rěsenje polazne linearne Diofantove jednačine.
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5.5. RACIONALNI BROJEVI 93

Primer 5.22 Rěsimo Diofantovu jednǎcinu13x + 32y = 5. U ovom slǔcaju jea = 13,
b = 32 i c = 5. Koristéci Euklidov algoritam dobijamo:

32 = 2 · 13 + 6; 13 = 2 · 6 + 1; 6 = 6 · 1,

te su brojevi 32 i 13 uzajamno prosti, pa broj 1 možemo napisati kao

1 = 13 + (−2) · 6 = 13 + (−2)(32− 2 · 13) = 5 · 13 + (−2) · 32.

Množenjem jednǎcine1 = 5 · 13 + (−2) · 32 sa 5 dobijamo13 · 25 + 32 · (−10) = 5, te
je jedno rěsenje polazne jednačine par(25,−10). 4

5.5 Racionalni brojevi

Celi brojevi nam omogúcavaju da rěsavamo jednǎcinu oblikaa + x = b, ali u skupu
Z i dalje nije mogúce rěsiti sve jednǎcine oblikax · a = b. Da bi smo omogúcili
rěsavanje i ovih jednǎcina, rukovodéci se Hankelovim principom permanencije uvodimo
skup racionalnih brojeva. Racionalni brojevi se definišu pomócu celih brojeva slǐcno kao
što se celi brojevi definišu pomócu prirodnih. Na skupuZ× (Z \{0}) se definǐse relacija

(p, q) ∼ (r, s) def⇐⇒ p · s = r · q i pokazuje da je∼ kongruencija u odnosu na oeracije+
i · definisane sa

(b, a) + (d, c) = (ad + bc, ac)
(b, a) · (d, c) = (bd, ac).

Dobijeni faktor-prsten je prsten racionalnih brojeva, za koji se pokazuje da je polje. Pri
radu sa racionalnim brojevima pogodno je izabrati jedinstvenog predstavnika svake klase
(p, q)/∼. U ovom slǔcaju mǒzemo uzeti predstavnika(p, q) za kojeg vǎzi NZD(p, q) =
1. Klasu (p, q)/∼ tada oznǎcavamo sa

p

q
. Tako skup racionalnih brojeva možemo

posmatrati i kao skup

Ra =
{

p

q
| p, q ∈ Z, q 6= 0, NZD(p, q) = 1

}
.

Često skupRa oznǎcavamo saQ.

Skup racionalnih brojeva je gust, ali u njemu ne važi aksioma potpunosti. Naime, iz
aksiome potpunosti bi sledilo, recimo, da postoji brojx tako da jex2 = 2. Pokazácemo
da to nije slǔcaj (dokaz koji sledi potǐce od Euklida). Naime, pretpostavimo suprotno,
da postoji brojx ∈ Ra takav da jex2 = 2. Kako jex ∈ Ra, vǎzi x = a

b gde sua i b

uzajamno prosti celi brojevi ib 6= 0. Dakle a2

b2
= 2 tj. a2 = 2b2. Odavde sledi da jea2

paran broj, pa je zato ia paran broj tj. mǒze se napisati u oblikua = 2p gdep ∈ Z. Iz
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94 GLAVA 5. BROJEVI

jednakostia2 = 2b2 dobijamo sada4p2 = 2b2 tj. 2p2 = b2. Sada sledi da jeb paran broj,
tj. da jeb = 2q gdeq ∈ Z. Zaključujemo daa i b nisu uzajamno prosti brojevi,što je u
suprotnosti sa pǒcetnom pretpostavkom.

Odgovarajúcom konstrukcijom se od skupa racionalnih brojeva može konstruisati skup
realnih brojeva u kome važi i aksioma potpunosti.

Napomenimo da zbir dve trigonometrijske periodične funkcije ne mora biti periodična
funkcija. Takocosx i sin

√
2x su periodǐcne, a njihov zbir nije. Pretpostavimo suprotno,

da postoji neki realan brojT 6= 0, takav da za svaki realan brojx važi:

cos(x + T ) + sin
√

2(x + T ) = cosx + sin
√

2x.

Za x = 0 dobijamocosT + sin
√

2T = 1, a zax = −T dobijamocosT − sin
√

2T =
1. Odatle,cosT = 1 i sin

√
2T = 0, odnosnoT = 2nπ i T = mπ√

2
, n,m ∈ Z.

Izjednǎcavajúci poT dobijamo
√

2 = m
2n , odnosno da je

√
2 racionalan broj.

5.6 Kompleksni brojevi

Prilikom konstrukcije celih i racionalnih brojeva primenjivali smo osobine direktnog pro-
izvoda i homomorfizma. Tako smo dobili strukture koje zadržavaju neke bitne osobine
polaznih struktura. Mǒze se, medutim, pokazati da direktni proizvod polja nije polje,
a homomorfna slika polja je nula-prsten ili polje izomorfno početnom. Zato pri dal-
jem “prǒsirivanju” skupa realnih brojeva koristimo neke druge konstrukcije. Jednu takvu
konstrukcijućemo primeniti da bismo od polja realnih brojeva konstruisali polje kom-
pleksnih brojeva.

Kako je za svaki realan brojx2 ≥ 0, sledi x2 + 1 > 0, pa jednǎcina x2 + 1 = 0
nema rěsenja u skupuRe. Kompleksni brojevi omogúcavaju rěsavanje i ovih jednǎcina.
Definišemo ih kao strukturuC = (R2

e,⊕,¯) gde je

(a, b)⊕ (c, d) = (a + c, b + d)
(a, b)¯ (c, d) = (ac− bd, ad + bc)

Može se pokazati da je(R2
e,⊕,¯) polje. (0, 0) je nula u polju,(1, 0) jedinica,−(a, b) =

(−a,−b), a za(a, b) 6= (0, 0) je

(a, b)−1 =
(

a

a2 + b2
,− b

a2 + b2

)
.

Struktura({ (a, 0) | a ∈ Re},⊕,¯) je potpolje poljaC koje je izomorfno sa poljemRe.
Izomorfizam je funkcijaf : Re → R2

e definisana saf(a) = (a, 0). Zato nema opasnosti
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od zabune ukoliko(a, 0) pišemo samoa. Umesto⊕ i ¯ pišemo samo+ i ·. Ako sai
oznǎcimo (0, 1) tada vǎzi i2 = −1 i svaki brojz ∈ C se mǒze napisati u obliku

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (b, 0) · (0, 1) = a + bi.

Izraza + bi se nazivaalgebarski oblikkompleksnog broja(a, b). Ako je z = (a, b) tada
broj a nazivamorealni deo kompleksnog brojaz i oznǎcavamo sa<z, a brojb nazivamo
imaginarni deo kompleksnog brojaz i oznǎcavamo sa=z.

Kao što je napomenuto, prilikom proširivanja skupa brojeva ne mogu se sačuvati sve
osobine. Pokazaćemo da se prǒsirivanjem skupa realnih na skup kompleksnih brojeva
nužno gubi relacija totalnog uredenja saglasna sa+ i ·. Naime, pretpostavimo suprotno:
postoji relacija totalnog uredenja≤ na skupuC koja je saglasna sa+ i ·. Kako jei 6= 0,
mora bitii > 0 ili i < 0. Ako je i > 0 tada je0 < i i 0 < i, pa0 < i · i, tj. 0 < −1. To
povlǎci 1 + 0 < 1 + (−1), tj. 1 < 0, što je kontradikcija sa tvrdenjem 5.2. Ako jei < 0
tada je0 < −i, pa dobijamo0 < (−i) · (−i), tj. 0 < −1, a to opet vodi u kontradikciju.

Definicija 5.23 Konjugovano kompleksnibroj brojaa + bi, u oznacia + bi, je a− bi.

Definicija 5.24 Moduokompleksnog brojaz = a+bi, u oznaci|z| je nenegativan realan
broj

√
a2 + b2.

Sledéce osobine su posledice prethodnih definicija.

Tvr denje 5.25

1. z = z

2. z1 + z2 = z1 + z2

3. z1z2 = z1 z2

4. <z = 1
2(z + z)

5. =z = 1
2i(z − z)

6. |z| = |z|

Kompleksne brojeve prikazujemo ukompleksnoj ravnitakošto kompleksnom broju(a, b)
pridružujemo tǎcku sa koordinatamaa i b. Osax se nazivarealna osa, a osay imaginarna
osa. Geometrijski smisao modula kompleksnog broja(a, b) je udaljenost tǎcke (a, b)
od koordinatnog pǒcetka. Ugaoθ koji (za (a, b) 6= (0, 0)) zaklapa dǔz (0, 0)(a, b) sa
pozitivnim smeromx-ose se nazivaargument kompleksnog brojai oznǎcava se saarg z.
Može se definisati sa
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96 GLAVA 5. BROJEVI

arg(a, b) =
{ arccos a

a2+b2
, b ≥ 0

− arccos a
a2+b2

, b < 0.

Definišemo i
Arg z = { arg z + 2kπ | k ∈ Z }.

Tvr denje 5.26

1. |z|2 = zz

2. |z1z2| = |z1||z2|

3. | z1
z2
| = |z1|

|z2|

4. |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|

Dokaz. Neka jez = a + bi, z1 = a1 + b1i i z2 = a2 + b2i.

1. |z|2 = (
√

a2 + b2)2 = a2 + b2 = (a + bi)(a− bi) = zz.

2. |z1z2|2 = z1z2z1z2 = z1z2z1 z2 = z1z1z2z2 = |z1|2|z2|2

3. Prema definiciji je

z−1 =
(

a

a2 + b2
+

−b

a2 + b2
i

)
=

a

a2 + b2
+

b

a2 + b2
i =

z

zz
= (z)−1.

Odatle je

∣∣∣∣
z1

z2

∣∣∣∣ =
z1

z2

(
z1

z2

)
=

z1

z2

(
z1z

−1
2

)

=
z1

z2
z1

(
z−1
2

)
=

z1

z2
z1(z2)

−1 =
z1z1

z2z2
=
|z1|
|z2| .

4. Koristéci formuluz + z = 2<z i <z ≤ |z|, dobijamo|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z1 +
z2) = |z1|2 + |z2|2 + 2<(z1z2) ≤ |z1|2 + |z2|2 + 2|z1||z2| = (|z1|+ |z2|)2, a kako
za svakoz ∈ C važi |z| ≥ 0, sledi|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|.
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5.6. KOMPLEKSNI BROJEVI 97

Ako je (a, b) = z ∈ C \{(0, 0)} tada postojiθ = arg z i važi a = |z| cos θ i b = |z| sin θ.
Tada je

z = a + bi = |z|(cos θ + i sin θ).

Poslednji izraz predstavljatrigonometrijski oblikkompleksnog broja i kráce se oznǎcava
sa |z| cis θ. Primenom trigonometrijskih identiteta neposredno se pokazuje da zaz1 =
|z1| cis θ1 i z2 = |z2| cis θ2 važi

z1z2 = |z1||z2| cis (θ1 + θ2)

i z1
z2

= z1
z2

cis (θ1 − θ2). Matematǐckom indukcijom se mǒze pokazati da vǎzi Moavrova
formula(A. Moivre):

(cis θ)n = cisnθ,

što se mǒze koristiti za rěsavanje jednǎcina oblikazn = a gde jea ∈ C.
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Glava 6

Matrice

6.1 Gausov postupak

Neka je(P, +, ·) polje. Sistem odm linearnih jednǎcina san nepoznatih je konjunkcija
sledécih formula.

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

· · ·
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

(S)

Elementiaij za 1 ≤ i ≤ m i 1 ≤ j ≤ n se nazivajukoeficijenti, a elementibi

za 1 ≤ i ≤ m slobodni članovi. Pri tome slobodnǐclanovi i koeficijenti uzimaju
vrednosti iz polja.Rěsenje sistema(S) je uredenan-torka (c1, . . . , cn) elemenata polja
P koja zadovoljava sve jednačine sistema(S) (kada promenljivex1, . . . , xn redom uzmu
vrednostic1, . . . , cn identiteti vǎze u poljuP ). Skup rěsenja sistema(S) je

R(S) = { (c1, . . . , cn) | (c1, . . . , cn) je rěsenje sistema(S) }.

Sistem jednǎcina jehomogenako jebi = 0 za sve1 ≤ i ≤ n. Za homogeni sistem je
R(S) 6= ∅ jer (0, . . . , 0) ∈ R(S). Rěsenje(0, . . . , 0) se nazivatrivijalno rešenje. Ako
je R(S) = ∅ kažemo da je sistemS protivrečan. U suprotnom je sistemneprotivrěcan.
Ako je |R(S)| = 1 kažemo da sistem imajedinstveno rěsenje. Za |R(S)| > 1 sistem je
neodreden. SistemiS1 i S2 suekvivalentniakkoR(S1) = R(S2).

Neka jeL = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn i D = b. Tada je svaka jednačina ovog sistema
oblikaL = D. Neka jeA = L−D. Važe sledéca jednostavna tvrdenja.

Tvr denje 6.1 L = D⇔A = 0.

98
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6.1. GAUSOV POSTUPAK 99

Dokaz. Neka jeL = D. Pǒsto je(P, +) grupa, mǒzemo i levoj i desnoj strani dodati
−D. Tada dobijamoL−D = 0. Obrnuto, neka jeL−D = 0. Ako dodamoD i levoj i
desnoj strani, dobijamoL = D.

Primenom prethodnog tvrdenja sve linearne jednačine u polju mǒzemo posmatrati u
obliku A = 0. Neka suA = 0 i B = 0 dve linearne jednǎcine ik ∈ P .

Tvr denje 6.2 A = 0 ∧B = 0⇔B = 0 ∧A + kB = 0.

Dokaz. Neka jeA = 0 i B = 0. Tada jeA + kB = 0 + k · 0 = 0. Obrnuto, neka je
B = 0 i A + kB = 0. Tada jeA + k · 0 = 0, tj. A = 0.

Tvr denje 6.3 Neka suA = 0 i B = 0 jednǎcine u poljuP i t ∈ P \ {0}. Tada

A = 0⇔ t ·A = 0.

Dokaz. Neka jeA = 0. Tada jet · A = 0. Obrnuto, neka jet · A = 0. Kako jet 6= 0,
postojit−1 ∈ P . Množenjem jednǎcinet ·A = 0 sat−1 dobijamot−1 · t ·A = t−1 · 0 tj.
A = 0.

Za rěsavanje sistema linearnih jednačina od posebnog su značaja sledéce elementarne
transformacije:

1. promena mesta jednačinama u sistemu
2. mnǒzenje neke jednǎcine sistema elementomk ∈ P različitim od 0
3. mnǒzenje neke jednǎcine elementomt ∈ P i dodavanje nekoj drugoj jednačini

sistema

Prva osobina je posledica komutativnosti i asocijativnosti konjunkcije. Druga osobina
je posledica tvrdenja 6.2, a tréca tvrdenja 6.3. Sistematskog primenom elementarnih
transformacija dolazimo doGausovog algoritam(K. Gaus).

Gausov algoritam Neka je sistem jednačina (S) konjukcija jednǎcina J1, . . . , Jm sa
po n promenljivih. Uk-tom koraku algoritmácemo eliminisati po jednu promenljivu iz
svih jednǎcinak + 1, k + 2, . . . , m, ukoliko je to mogúce. Algoritam se završava kada
nije mogúce eliminisati ni jednu promenljivu ili kada jek = m. k-ti korak algoritma se
sastoji u sledécem:

1. Pronáci proizvoljan koeficijent razlǐcit od nule u nekoj od jednačinaJk, . . . , Jm.
Ukoliko takav koeficijent ne postoji, tada se postupak završava. Ukoliko takav
koeficijent postoji, neka je toaij u jednǎcini Ji gde jei ≥ k.
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100 GLAVA 6. MATRICE

2. Promeniti redosled jednačinaJk, . . . , Jm tako da se nak-tom mestu nalazi jednačina
Ji. Promeniti redosled promenljivihxj , . . . , xn tako da je promenljivaxj k-ta po
redu. Sada se koeficijentaij nalazi na pozicijikk.

3. Svakoj od jednǎcinaJi zak + 1 ≤ i ≤ m dodati jednǎcinuJk pomnǒzenu brojem
−a−1

kk · aik. Tadaće koeficijenti na pozicijiik biti

aik − a−1
kk · aik · akk = 0,

čime smo eliminisali koeficijente uzxk u jednǎcinamaJk+1, . . . , Jm.

4. Ukoliko je k = m, postupak je završen. U suprotnom sek uvécava za 1 i postupak
ponavlja.

Jasno je da se ovaj postupak mora završiti u najvǐsem koraka. Iz prethodnog razmatranja
sledi da se svakim korakom dobija sistem ekvivalentat polaznom sistemu. Razmotrimo
karakter rěsenja sistema jednačina u zavisnosti od tǎcke u kojoj je algoritam završio sa
radom.

1. Ukoliko se postupak završi u koraku 4, tada je polazni sistem ekvivalentan
trouganom sistemu u kome je poslednja jednačina ammxm = bm. Množenjem
te jednǎcine saa−1

mm koje postoji jer je prema uslovu koraka 1amm 6= 0, dobi-
jamoxm = bm ·a−1

mm. Sada zamenomxm u jednǎcinuJm−1 dobijamo jedinstvenu
vrednost zaxm−1. Ponavljajúci ovaj postupak dolazimo do jedinstvenog rešenja
jednǎcine.

2. Ukoliko se postupak završi u koraku 1, tada su svi koeficijentiaij zak ≤ i ≤ m i
k ≤ j ≤ n jednaki nuli. Razlikujemo dve mogućnosti.
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6.1. GAUSOV POSTUPAK 101

(a) Svi slobodničlanovi bi za k ≤ i ≤ m su jednaki nuli. Tadáce sistem
biti zadovoljen za proizvoljne vrednosti promenljivihxk, . . . , xm, jer os-
tale promenljive mǒzemo odrediti takǒsto zamenimo proizvoljne vrednosti
xk, . . . , xm u jednǎcineJ1, . . . ,Jk−1 čime se sistem svodi na trougaoni sis-
tem iz prethodnog slǔcaja 1. Pǒsto vrednostim−k+1 promenljivih mǒzemo
birati slobodno, kǎzemo da je sistem neodreden i imam− k + 1 stepeni slo-
bode.

(b) Jedan od slobodniȟclanova je razlǐcit od nule, neka je tǒclan bi. Kako su
leve strane svih jednačina jednake 0, jednakostJi ne mǒze biti zadovoljena,
pa je sistemprotivrečan.

Primer 6.4 Sistem linearnih jednǎcina u skupu realnih brojeva

x +
√

2 y =
√

3√
2x + 2y =

√
6

je neodreden, jer dodavanjem prve jednačine pomnǒzene sa−√2 drugoj jednǎcini dobi-
jamo

x +
√

2y =
√

3
0 = 0

pa sistem ima jedan stepen slobode. Zanimljivo je medutim da ako izvřsimo aproksi-
maciju broja

√
2 proizvoljnim racionalnim brojemp

q , dobijamo sistem

x +
p

q
y =

√
3

p

q
x + 2y =

√
6

koji ima jedinstveno rěsenje jer se ne može desiti da jepq · p
q = 2. Dakle priroda rěsenja

sistema je osobina koja je vrlo “osetljiva” na zaokruživanje.4

Primer 6.5 Ukoliko sistem sadřzi parametre na mestu koeficijenata, tada takode mǒzemo
primeniti Gausov postupak, ali je egzistencija i vrednost rešenja funkcija datih param-
etara. Neka je dat sistem jednačina u polju realnih brojeva gde jea ∈ Re realan param-
etar.

x + ay = a

ax + y = a

Primenimo Gausov postupak na ovaj sistem.

x + ay = a /·(−a)
ax + y = a

x + ay = a

y(1− a2) = a− a2
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102 GLAVA 6. MATRICE

Razlikujemo dva slǔcaja.

1. 1− a2 6= 0. Tada jey = a−a2

1−a2 = a
1+a i x = a

1+a .

2. 1− a2 = 0. Tada jea = 1 ili a = −1.

(a) a = 1. Sistem se svodi na
x + y = 1
x + y = 1

i on je neodreden sa jednim stepenom slobode.
(b) a = −1. Sistem se svodi na

−x + y = −1
x − y = −1.

Sabiranjem ove dve jednačine dobijamo0 = −2, pa je sistem protivrěcan.

4

6.2 Vektorski prostor

Neka je(V, +) komutativna grupa i(P, +, ·) polje. Elemente skupaV nazivamovektori
i oznǎcavamo sax, y, z, a elemente skupaP skalari i oznǎcavamo saa, b, c. Neka je· :
P × V → V operacija koju nazivamospoljašnje mnǒzenje. (Primetimo da smo znakom
· oznǎcili i operaciju mnǒzenja polja i spoljǎsnje mnǒzenje. Istim znakom smo označili
i operaciju sabiranja skalara u polju i operaciju sabiranja vektora. Prema konvenciji o
oznǎcavanju objekata u datom kontekstuće biti jasno o kojoj se operaciji radi.) Kažemo
da grupa(V,+) čini vektorski prostornad poljem(P, +, ·) akko vǎze sledéce aksiome.

1. (∀a ∈ P )(∀x, y ∈ V ) a · (x + y) = a · x + a · y
2. (∀a, b ∈ P )(∀x ∈ V ) (a + b) · x = a · x + b · x
3. (∀a, b ∈ P )(∀x ∈ V ) (a · b) · x = a · (b · x)
4. (∀x ∈ V ) 1 · x = x gde1 ∈ P jedinica polja.

Napomena 6.6Vektorski prostor u obliku u kojem smo ga upravo definisali nije alge-
barska struktura jer operacije nisu definisane na zajedničkom skupu. Vektorski prostor se
može definisati i u obliku

(V, +, {fa}a∈P , 0)

gde sufa, zaa ∈ P unarne operacija na skupuV . Operacijafa odgovara spoljǎsnjem
mnǒzenju elementoma polja (P, +, ·), daklefa(x) = a · x. Za svaki element polja
a ∈ P uvodi se operacijafa : V → V tako da za beskonačno poljeP dobijamo algebru
sa beskonǎcno mnogo operacija.¦
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6.2. VEKTORSKI PROSTOR 103

Navěsćemo dva primera vektorskog prostora.

Primer 6.7 Neka jeD3 skup svih orjentisanih dǔzi u prostoru. Uvedimo relaciju∼ na
skupuD3. Ako sux, y ∈ D3 duži u prostoru, tadax ∼ y akkox i y imaju isti

1. pravac,
2. smer (orjentaciju) i
3. dužinu.

Lako se pokazuje da je∼ relacija ekvivalencije. Označimo saV 3 skupD3/∼. Elementi
skupaV 3 se nazivajuslobodni vektorii oznǎcavaju se sa~x, ~y, ~z. Intenzitet vektora~x je
dužina proizvoljne dǔzi koja predstavlja taj vektor i označava se sa|~x|. Na skupuV 3

definǐsemo operaciju sabiranja vektora sa

x/∼ + y/∼ = z/∼,

gde jez/∼ orjentisana dǔz dobijena nadovezivanjem orjentisanih duži x i y kao na slici.

Operacija+ na klasama je definisana preko svojih predstavnika i može se pokazati da je
dobro definisana. Slično postupamo i sa ostalim operacijama. Suprotan vektor vektora
x/∼ je vektory/∼ gde jey orjentisana dǔz koja se odx razlikuje samo po toměsto
ima suprotan smer (dakle ima isti pravac i intenzitet). Za duži čija se pǒcetna i krajnja
tačka poklapaju ne definišemo smer. Sve ovakve duži smatramo ekvivalentnim, a klasu
ekvivalencije nazivamo nula-vektor i označavamo sa~0. Može se pokazati da je sa ovako
definisanim operacijama(V 3, +) grupa. Neka je(Re, +, ·) polje realnih brojeva. Ako je
a ∈ Re i ~x ∈ V 3, tada jea · ~x vektorčiji je

1. pravac jednak pravcu vektora~x;
2. smer jednak smeru vektora~x ako jea > 0, suprotan smeru vektora~x ako jea < 0,

a ako jea = 0 tada jea · ~x = ~0;
3. intenzitet jednak|a||~x|.

Pokazuje se da je tada(V 3,+) vektorski prostor nad poljem(Re, +, ·). 4
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104 GLAVA 6. MATRICE

Primer 6.8 Neka je(R3
e, +) = (Re, +)3 direktni stepen grupe realnih brojeva i(Re, +, ·)

polje realnih brojeva. Proverom ustanovljavamo da(R3
e, +) čini vektorski prostor nad

poljem(Re, +, ·) ako se operacija spoljašnjeg mnǒzenja definǐse sa

a · (x1, x2, x3) = (ax1, ax2, ax3).

Pokazuje se da je ovaj vektorski prostor izomorfan vektorskom prostoru slobodnih vek-
tora. Izomorfizam pridrǔzuje vektoru(x1, x2, x3) ∈ R3

e slobodan vektořciji je jedan
predstavnik dǔz sa pǒcetnom tǎckom u koordinatnom pǒcetku i krajnjom tǎckom sa ko-
ordinatama(x1, x2, x3) u Dekartovom koordinatnom sistemu.4

Tvr denje 6.9 Neka je(V,+) vektorski prostor nad poljem(P, +, ·). Nekax ∈ V i
a ∈ P . Tada vǎze sledéca tvrdenja:

1. a ·~0 = ~0

2. 0 · x = ~0

3. (−a) · x = −(a · x) = a · (−x)

4. a · x = ~0⇒ a = 0 ∨ x = ~0.

Dokaz.

1. Kako jea·~0 = a·(~0+~0) = a·~0+a·~0 i kako u grupi(V, +) važi zakon skrácivanja,
sledia ·~0 = ~0.

2. Analogno prethodnom slučaju dobijamo0 · x = (0 + 0) · x = 0 · x + 0 · x, pa po
zakonu skrácivanja0 · x = ~0.

3. Kako jea · x + (−a) · x = (a + (−a)) · x = 0 · x = ~0 sledi da je(−a) · x inverzni
element elementaa · x tj. (−a) · x = −(a · x). Analogno, iza · x + a · (−x) = a ·
(x + (−x)) = a ·~0 = ~0 sledia · (−x) = −(a · x).

4. Neka jea · x = ~0. Ako je a = 0, tada tvrdenje vǎzi. Ako je a 6= 0, tada postoji
a−1, pa je

x = 1 · x = (a−1 · a) · x = a−1 · (a · x) = a−1 ·~0 = ~0,

te tvrdenje vǎzi i u ovom slǔcaju.
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6.2. VEKTORSKI PROSTOR 105

Definicija 6.10 Linearna kombinacijavektorax(1), . . . , x(n) ∈ V je izraz oblika

a1x
(1) + · · ·+ anx(n),

gdea1, . . . , an ∈ P .

Ako za sve vrednostia1, . . . , an ∈ P važi

a1x
(1) + · · ·+ anx(n) = ~0 ⇒ a1 = · · · = an = 0,

onda za vektorex(1), . . . , x(n) kažemo da sulinearno nezavisni. U suprotnom kǎzemo
da su linearno zavisni.

Primer 6.11 Posmatrajmo vektore(1, 0, 0), (0, 1, 0) i (0, 0, 1) u prostoru(R3
e, +). Neka

je
a1(1, 0, 0) + a2(0, 1, 0) + a3(0, 0, 1) = (0, 0, 0).

Tada je
(a1, 0, 0) + (0, a2, 0) + (0, 0, a3) = (0, 0, 0),

što povlǎci (a1, a2, a3) = (0, 0, 0), pa jea1 = a2 = a3 = 0. Dakle vektori(1, 0, 0),
(0, 1, 0) i (0, 0, 1) su linearno nezavisni.4

Primer 6.12 Posmatrajmo vektore(1, 0, 1), (0, 1, 0) i (1, 1, 1). Zanima nas za koje
vrednostia1, a2, a3 važi

a1(1, 0, 1) + a2(0, 1, 0) + a3(1, 1, 1) = (0, 0, 0),

a to se svodi na

(a1, 0, a1) + (0, a2, 0) + (a3, a3, a3) = (0, 0, 0),

odnosno
a1 + a3 = 0
a2 + a3 = 0
a1 + a3 = 0.

Ovaj homogensistem ima i netrivijalna rěsenja. Jedno takvo rešenje jea1 = a2 = 1,
a3 = −1. Dakle vektori(1, 0, 1), (0, 1, 0) i (1, 1, 1) nisu linearno nezavisni.4

Definicija 6.13 Ako vektorski prostor(V, +) sadřzi n linearno nezavisnih vektora, a
svakihn+1 vektora su linearno zavisni, kažemo daV imadimenzijun i pišemodimV =
n.
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106 GLAVA 6. MATRICE

Definicija 6.14 Bazavektorskog prostora(V, +) je skup vektoraB = {e(1), . . . , e(n)}
tako da su vektorie(1), . . . , e(n) linearno nezavisni, a za svaki vektorx ∈ V vektori
e(1), . . . , e(n), x su linearno zavisni.

Iz prethodne definicije sledi sledeće tvrdenje.

Tvr denje 6.15 Neka jeB = {e(1), . . . , e(n)} baza vektorskog prostora. Tada za svaki
vektorx ∈ V postoje jedinstveni skalaria1, . . . , an tako da vǎzi

x = a1e
(1) + · · ·+ ane(n)

Linearna zavisnost ima odgovarajuću geometrijsku interpretaciju ako se posmatraju slo-
bodni vektori. Tako su u vektorskom prostoru slobodnih vektora vektorie(1), e(2), e(3)

linearno nezavisni akko nisu komplanarni.

Definicija 6.16 Neka je(V,+) vektorski prostor nad poljem(P, +, ·). PreslikavanjeA :
V → V se nazivalinearna transformacijaakko vǎzi:

A(x + y) = A(x) + A(y)
A(a · x) = a ·A(x)

Tvr denje 6.17 Neka jeA linearna transformacija vektorskog prostora(V, +) nad pol-
jem(P, +, ·). Tada jeA(~0) = ~0.

Dokaz. Po definiciji linearne transformacije važi:

A(~0) = A(~0 +~0) = A(~0) + A(~0),

a odatle primenom zakona skraćivanja slediA(~0) = ~0.

6.3 Matrice

Matrica tipa (m, n) nad poljem(P, +, ·) je preslikavanjeA : I × J → P gde je
I = {1, . . . ,m} i J = {1, . . . , n}. ElementA(i, j) oznǎcavamo saaij . Matricu A
zapisujemo u oblikǔseme:




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn



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6.3. MATRICE 107

Celu matricu zapisujemo i u obliku[aij ]m,n. Prema definiciji preslikavanja,[aij ]mn =
[bij ]ts važi akko m = t, n = s i za sve1 ≤ i ≤ m i 1 ≤ j ≤ n važi aij = bij .
Transponovana matricamatrice [aij ]m,n, u oznaci[aij ]Tm,n je matrica[aji]n,m. Ako
je m = n matricu [aij ]mn nazivamokvadratna matricaredam. Jedinǐcna matricaje
kvadratna matrica redan kod koje jeaii = 1, aaij = 0 zai 6= j:




1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 1




Nula matricatipa (m,n) je matrica0 = [0]mn. Zbir matrica[aij ]m,n i [bij ]m,n istih
formata je matrica data sa

[aij ]m,n + [bij ]m,n
def= [aij + bij ]m,n.

Ako je [aij ]m,n proizvoljna matrica tada je rezultat njenog množenja brojemk ∈ P
matrica data sa

k · [aij ]m,n = [k · aij ]m,n.

Vektorje matrica tipa(1, n) ili (n, 1).

Na osnovu prethodnih definicija pokazuje se da važe sledéca tvrdenja.

Tvr denje 6.18 Skup matrica istog tipa u odnosu na sabiranje matrica je komutativna
grupa.

Tvr denje 6.19 Grupa matrica istog tipa u odnosu na množenje elementom polja(P, +, ·)
čini vektorski prostor nad poljem(P, +, ·).

Definicija 6.20 Neka su date matriceA = [aij ]m,r i B = [bij ]r,n. Proizvod matricaA i
B je matrica tipa(m,n) data sa

[aij ]m,r · [bij ]r,n = [ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ air · brj ]m,n

Ako postoji proizvod matricaA i B, ne mora postojati proizvod matricaB i A. Ako
postoje oba proizvoda tada rezultat ne moraju biti matrice istog tipa, a ako i jesu istog
tipa ne moraju biti jednake. Dakle, množenje matrica nije komutativno.

Primer 6.21
[

1 1
1 1

]
·
[

1 1
−1 −1

]
=

[
0 0
0 0

]
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108 GLAVA 6. MATRICE

dok je [
1 1

−1 −1

]
·
[

1 1
1 1

]
=

[
2 2

−2 −2

]

4

Primer 6.22 Neka je u pravouglom koordinatnom sistemuxOy data tǎcka M(x, y) i
neka je izvřsena rotacija koordinatnog sistemaxOy oko koordinatnog pǒcetkaO za ugao
α u pozitivnom smeru. Neka sux1 i x2 koordinate tǎcke M u novom koordinatnom
sistemux1Oy1.

Tada vǎzi

x = x1 cosα− y1 sinα

y = x1 sinα + y1 cosα

ili u matričnom obliku
[

x
y

]
=

[
cosα − sinα
sinα cosα

] [
x1

y1

]

Matrica [
cosα − sinα
sinα cosα

]

dakle opisuje rotaciju uR2
e oko koordinatnog pǒcetka za ugaoα. 4

Može se pokazati da postoji bijekcija izmedu linearnih transformacija i matrica,što
ilustrujemo sledécim primerom.
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6.4. DETERMINANTE 109

Primer 6.23 Neka je(V,+) = (R3
e, +) vektorski prostor nad poljem(Re, +, ·). Neka

je A : R3
e → R3

e preslikavanje dato sa

A((x, y, z)) = (2x + y + z, x + 2y, x− y − 2z).

Direktno se proverava da jeA linearna transformacija. Baza ovog vektorskog prostora
je B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}. Nadimo slike elemanata baze pod transformacijom
A.

A((1, 0, 0)) = (2, 1, 1)
A((0, 1, 0)) = (1, 2,−1)
A((0, 0, 1)) = (1, 0,−2)

Tada linearnoj transformacijiA odgovara matrica



2 1 1
1 2 0
1 −1 −2




čije kolone odgovaraju slikama elemenata baze.4

6.4 Determinante

Definicija 6.24 Permutacijaf skupaA je bijektivno preslikavanjef : A → A.

Mi ćemo posmatrati permutacije skupa{1, 2, . . . , n}. Skup svih takvih permutacija oz-
nǎcavamo saSn. Sliku p(i) elementai permutacijep ∈ Sn oznǎcavamo sapi, a celu
permutacijup sa(p1, . . . , pn). Nad skupom odn elemenata postojin! permutacija,̌sto
se lako proverava indukcijom.

Definicija 6.25 Elementipi i pj permutacijep su uinverziji akko jei < j i pi > pj .

Ukupan broj inverzija u permutacijip oznǎcavamo sar(p). Ukoliko je taj broj paran,
kažemo da je permutacija parna. U suprotnom kažemo da je permutacija neparna.
Primetimo da je broj inverzija u permutacijip jednak broju inverzija u njoj inverznoj
permutacijip−1. To je zbog togǎsto svaka inverzija elemenatapi > pj za i < j u
permutacijip odgovara inverzijip−1

k > p−1
l zak < l ako stavimok = pj i l = pi.

Definicija 6.26 Transpozicijati,j (zai < j) je permutacija koja menja mesta elementima
i i j:

ti,j(i) = j

ti,j(j) = i

ti,j(k) = k, k 6= i, k 6= j

Elementarna transpozicijaje transpozicija oblikati,i+1 za1 ≤ i ≤ n− 1.
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110 GLAVA 6. MATRICE

Lema 6.27 Svaka elementarna transpozicija menja parnost permutacije.

Dokaz. Neka jep proizvoljna permutacija iti,i+1 elementarna transpozicija. Pokazaćemo
da permutacijati,i+1 ◦ p ima uvek jednu manje ili jednu više inverziju od permutacijep.
Poredak elemenatapi i pj u odnosu na ostale elementepk zak 6= i, j se primenom trans-
pozicije ne menja, kao ni medusobni poredak elemenatapk zak 6= i, j. Oznǎcimo saq
broj inverzija koji potǐcu od parova elemenata od kojih je bar jedanpk zak 6= i, j. Ako je
pi < pi+1 tada elementipi i pi+1 nisu u inverziji, pa jer(p) = q. U permutacijiti,i+1 ◦ p
elementipi i pi+1 zamene mesta pa su u inverziji, zato jer(ti,i+1 ◦ p) = q + 1. Ako je
pakpi > pi+1 tada su elementipi i pi+1 u inverziji u permutacijip, ali nisu u inverziji u
permutacijiti,i+1 ◦ p. Zato jer(p) = q + 1 i r(ti,i+1 ◦ p) = q. U svakom slǔcajur(p) i
r(ti,i+1 ◦ p) su razlǐcite parnosti,̌sto je i trebalo dokazati.

Lema 6.28 Svaka transpozicija menja parnost permutacije.

Dokaz. Neka jep proizvoljna permutacija,tij proizvoljna transpozicija i neka jek =
j − i − 1. Izmedu elemenatapi i pj se u permutacijip nalazi k elemenata. Da
bismo zamenili mesta elementimapi i pj možemo dovesti elementpi do elementa
pj primenomk elementarnih transpozicija, zatim promeniti mesta elementimapi i pj

jednom elementarnom transpozicijom i potom vratiti elementpj na mesto gde je bio
elementpi sak elementarnih transpozicija. Ukupno je za zamenu mesta elemenatapi i pj

potrebno2k+1 elementarnih transpozicija. Kako svaka elementarna transpozicija menja
parnost permutacije, rezultujuća transpozicijati,j će takode menjati parnost permutacije.

Definicija 6.29 Determinantakvadratne matrice[aij ]n,n nad poljem(P, +, ·), u oznaci
det A ili |A|, je data sa

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · ... · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
∑

p∈Sn

(−1)r(p)a1p1 · · · anpn .

Za matricu reda 1 dobijamodet[a11] = a11. Za matricu reda 2 definicija se svodi na

∣∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21,
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6.4. DETERMINANTE 111

a za matricu reda 3 dobijamo
∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

a11a22a33 − a11a23a33 + a12a23a31 − a12a21a33 + a13a21a32 − a13a22a31.

Za determinantu matrice reda 3 vrednost determinante se može rǎcunati i po sledécem
Sarusovom pravilu (E. Sarrus):

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

Trojke na opadajúcoj dijagonali se rǎcunaju sa znakom+, a trojke na rastúcoj dijagonali
sa znakom−.

Postupak rǎcunanja determinanti se pojednostavljuje ako matrica sadrži nule. Zbog toga
su posebno značajne transformacije matrice kojima se matrica može dovesti na oblik koji
sadřzi veći broj nula.

Tvr denje 6.30 Determinanta se ne menja ako se u matrici vrste zamene kolonama uz
očuvanje poretka (dakle važi |A| = |AT | za svaku kvadratnu matricuA).

Dokaz. Neka je data matricaA = [aij ]n,n i neka jeB = [bij ]n,n njena transponovana
matrica, gde jebij = aji. Posmatrajmo proizvoljni sabiraks = (−1)r(p)b1p1 , . . . , bnpn

u izrazu za determinantu matriceB. On je jednak(−1)r(p)ap11, . . . , apnn. Primenom
komutativnosti i asocijativnosti množenja mǒzemo sortiratǐcinioce u proizvodu po pr-
vom indeksu. Ako ǔciniocuapkk stavimoj = pk, tada izk = p−1

j dobijamoapkk =
ajp−1

j
, gde jep−1 inverzna permutacija permutacijep. Time ap11, . . . , apnn postaje

a1p−1
1

, . . . , anp−1
n

. Kako je broj inverzija u permutacijip jednak broju inverzija u njoj

inverznoj permutacijip−1, dakler(p) = r(p−1), što povlǎci

s = (−1)r(p−1)a1p−1
1

. . . anp−1
n

To znǎci da je sabiraks u izrazu za determinantu matriceB koji je odreden permutacijom
p jednak sabirku koji je odreden permutacijomp−1 u izrazu za determinantu matrice
A. Sumiranje po svim inverznim permutacijama permutacija skupaSn je ekvivalentno
sumiranju po svim permutacijama skupaSn, pa su i cele determinante jednake.

Prethodno tvrdenje pokazuje da su vrste i kolone ravnopravne kada se razmatraju deter-
minante matrica. Zatócemo u nastavku podrazumevati da tvrdenja koja navodimo za
vrste analogno vǎze i za kolone (i obrnuto).

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



112 GLAVA 6. MATRICE

Tvr denje 6.31 Ako su u matriciA elementi jedne vrste jednaki elementima druge vrste,
tada je|A| = 0.

Dokaz. Neka jei-ta vrsta jednakaj-toj vrsti matriceA: aik = ajk za 1 ≤ k ≤ n.
Uočimo proizvoljančlans u izrazu za determinantu matriceA odreden permutacijomp:

s = (−1)r(p)a1p1 · · · aipi · · · ajpj · · · anpn .

Izraz za determinantu takode sadřzi i člans′ odreden permutacijomp′ = tij ◦ p:

s′ = (−1)r(p′)a1p1 · · · aipj · · · ajpi · · · anpn .

Kako sui-ta i j-ta vrsta jednake, slediaipj = ajpj i ajpi = aipi , pa je

a1p1 · · · aipi · · · ajpj · · · anpn = a1p1 · · · aipj · · · ajpi · · · anpn . (∗)

Permutacijap′ je dobijena primenom transpozicije na permutacijup, pa su permutacije
različite parnosti,̌sto povlǎci

(−1)r(p′) = −(−1)r(p). (∗∗)

Iz (∗) i (∗∗) dobijamos′ = −s. Svakom sabirkus odgovara tǎcno jedan sabiraks′

dobijen primenom transpozicije na permutacijus, a sabirkus′ odgovara upravo sabirak
s. Tako se ceo zbir koji predstavlja vrednost determinante razbija nan!/2 parovačiji je
zbir nula, pa je i|A| = 0.

Tvr denje 6.32 Ako je matricaA1 dobijena od matriceA takošto je svaki element jedne
vrste matriceA pomnǒzen brojemλ, onda je|A1| = λ|A|.

Dokaz. Neka je matricaA1 dobijena od matriceA mnǒzenjem vrstei brojemλ. Tada je

|A1| =
∑

p∈Sn

(−1)r(p)a1p1 · · · (λaipi) · · · anpn

= λ
∑

p∈Sn

(−1)r(p)a1p1 · · · aipi · · · anpn

= λ|A|.

Tvr denje 6.33 Ako su u matriciA elementi jedne vrste proporcionalni elementima druge
vrste, tada je|A| = 0.
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6.4. DETERMINANTE 113

Dokaz. Neka su u matriciA elementik-te vrste jednaki elementimal-te vrste pomnǒzeni
brojemλ. Tada prema prethodnom tvrdenju vǎzi |A| = λ|A′| gde su u matriciA′ vrstek
i l jednake. Prema tvrdenju 6.31 tada je|A′| = 0, odakle sledi|A| = 0.

Tvr denje 6.34 Ako se matriceA i B razlikuju samo pok-toj vrsti, tada je|A| + |B| =
|C| gde jek-ta vrsta matriceC jednaka zbiruk-tih vrsta matricaA i B, a ostale vrste su
jednake odgovarajúcim vrstama matricaA i B:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
bk1 + ck1 bk2 + ck2 · · · bkn + ckn

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
bk1 bk2 · · · bkn

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
ck1 ck2 · · · ckn

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Dokaz.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
bk1 + ck1 bk2 + ck2 · · · bkn + ckn

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=
∑

p∈Sn

(−1)r(p)a1p1 · · · (bkpk
+ ckpk

) · · · anpn

=
∑

p∈Sn

(
(−1)r(p)a1p1 . . . bkpk

. . . anpn + (−1)r(p)a1p1 . . . ckpk
. . . anpn

)

=
∑

p∈Sn

(−1)r(p)a1p1 . . . bkpk
. . . anpn +

∑

p∈Sn

(−1)r(p)a1p1 . . . ckpk
. . . anpn

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
bk1 bk2 · · · bkn

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
ck1 ck2 · · · ckn

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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114 GLAVA 6. MATRICE

Tvr denje 6.35 Determinanta se ne menja ako se elementima jedne vrste dodaju elementi
druge vrste prethodno pomnoženi istim brojem.

Dokaz. Pokazácemo da je determinanta matrice u kojoj jek-ta vrsta dodatal-toj vrsti
jednaka polaznoj matrici koristeći tvrdenja 6.34 i 6.33.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
ak1 ak2 · · · akn

· · · · · · · · · · · ·
al1 + λak1 al2 + λak2 · · · aln + λakn

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
ak1 ak2 · · · akn

· · · · · · · · · · · ·
al1 al2 · · · aln

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
ak1 ak2 · · · akn

· · · · · · · · · · · ·
λak1 λak2 · · · λakn

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
ak1 ak2 · · · akn

· · · · · · · · · · · ·
al1 al2 · · · aln

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ 0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
ak1 ak2 · · · akn

· · · · · · · · · · · ·
al1 al2 · · · aln

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Tvr denje 6.36 Ako dve vrste u matrici zamene mesta, determinanta matrice menja znak.

Dokaz. Neka jeA proizvoljna kvadratna matrica. Pokazaćemo da se zamenom vrstak i
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6.4. DETERMINANTE 115

l menja znak determinante. Prvo primenom tvrdenja 6.35 vrstul dodamo vrstik:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
ak1 ak2 · · · akn

· · · · · · · · · · · ·
al1 al2 · · · aln

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
ak1 + al1 ak2 + al2 · · · akn + al2

· · · · · · · · · · · ·
al1 al2 · · · aln

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Zatim primenom tvrdenja 6.35 vrstuk pomnǒzenu sa−1 dodamo vrstil, dobijamo

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
ak1 + al1 ak2 + al2 · · · akn + al2

· · · · · · · · · · · ·
−ak1 −ak2 · · · −akn

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Konǎcno primenom tvrdenja 6.32 izvǔcemo−1 ispred determinante:

|A| = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
al1 al2 · · · al2

· · · · · · · · · · · ·
ak1 ak2 · · · akn

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Tvr denje 6.37 Neka suA i B kvadratne matrice redan. Tada je

|A ·B| = |A| · |B|.

Dokaz. Za matriceA = [aij ]n,n i B = [bij ]n,n je A ·B = [
∑n

k=1 aikbkj ]n,n. Na osnovu
tvrdenja 6.34 dobijamo da je|AB| jednaka zbiru determinanti oblika

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1p1bp11 a1p2bp22 · · · a1pnbpnn

a2p1bp11 a2p2bp22 · · · a2pnbpnn

· · · · · · · · · · · ·
anp1bp11 anp2bp22 · · · anpnbpnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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116 GLAVA 6. MATRICE

gde se sumiranje vrši po svim preslikavanjima(p1, . . . , pn) skupa{1, . . . , n} na sebe.
Prema tvrdenju 6.32, svaki od ovih sabiraka je jednak

bp11bp22 · · · bpnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1p1 a1p2 · · · a1pn

a2p1 a2p2 · · · a2pn

· · · · · · · · · · · ·
anp1 anp2 · · · anpn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(6.1)

Ako su neki od brojevap1, . . . , pn jednaki, onda je sabirak 6.1 jednaka nuli (zbog
tvrdenja 6.31). Ako su svi brojevip1, . . . , pn medusobno razlǐciti, tada jep permutacija,
pa se sabirak 6.1 primenom tvrdenja 6.36 svodi na

(−1)r(p)bp11 . . . bpnn|A|.
Tako dolazimo do

|A ·B| = |A| ·
∑

p∈Sn

(−1)r(p)bp11 . . . bpnn

= |A||BT | = |A||B|.

Definicija 6.38 Neka je data kvadratna matricaA = [aij ]n,n redan. Minor elementa
aij , u oznaciMij , je determinanta kvadratne matrice redan−1 koja se dobija od matrice
A izbacivanjemi-te vrste ij-te kolone.Algebarski komplementelementaaij , u oznaci
Aij , je (−1)i+1Mij .

Tvr denje 6.39
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · ... · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= a11A11 + a12A12 + · · ·+ a1nA1n

Dokaz. Sve permutacije skupaSn možemo razbiti prema prvom elementup1 na n
klasa. Uj-toj klasi se nalaze sve permutacije za koje jep1 = j. Tada ostali elementi
(p2, . . . , pn) čine permutaciju elemenata skupaS′ = {1, . . . , n} \ {j}, oznǎcimo tu per-
mutaciju sap′. Pǒsto je elementj na prvom mestu, on je u inverziji sa svim elementima
manjim od njega. Zato važi r(p) = j − 1 + r(p′). Stoga je

(−1)r(p)a1ja2p2 · · · anpn

= a1j(−1)j−1+r(p′)a2p2 · · · anpn

= a1j(−1)j+1(−1)r(p′)a2p2 · · · anpn .
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6.4. DETERMINANTE 117

Zato mǒzemo pisati

|A| =
∑

1≤j≤n

∑

p′∈S′
a1j(−1)j+1(−1)r(p′)a2p2 · · · anpn

=
∑

1≤j≤n

a1j(−1)j+1
∑

p′∈S′
(−1)r(p′)a2p2 · · · anpn

=
∑

1≤j≤n

a1jA1j .

Tvr denje 6.40 (Laplas) (M. Laplace) Neka je data matricaA = [aij ]n,n i neka je1 ≤
i ≤ n. Tada je:

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · ... · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= ai1Ai1 + ai2Ai2 + · · ·+ ainAin.

Dokaz. Neka jeB matrica dobijena od matriceA pomócu i − 1 uzastopnih promena
susednih vrsta tako da sei-ta vrsta matriceA nalazi na prvom mestu:

B =




ai1 ai2 · · · ain

a11 a12 · · · a1n

· · · · · · ... · · ·
an1 an2 · · · ann




.

Prema tvrdenju 6.36 tada je|A| = (−1)i−1|B|. Prema prethodnom tvrdenju 6.39, vǎzi

|B| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1 ai2 · · · ain

a11 a12 · · · a1n

· · · · · · ... · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= ai1(−1)1+1Mi1 + · · ·+ ain(−1)1+nM1n.

Iz prethodnih formula dobijamo

|A| = ai1Ai1 + · · ·+ ainAin.

Tvrdenje Laplasa omogućava da determinantu redan razvijemopo proizvoljnoj vrsti ili
koloni i tako svedemo nan determinanti redan − 1. Pri tome obǐcno biramo vrstu koja
ima najvéci broj nula jer su sabirciaijAij za aij = 0 jednaki nuli, paAij ne moramo
računati. Specijalno, ako je cela vrsta ili kolona u matrici jednaka 0, tada je i determinanta
matrice 0.
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118 GLAVA 6. MATRICE

Tvr denje 6.41 Neka jeA = [aij ]n,n proizvoljna matrica,1 ≤ i, j ≤ n i i 6= j. Tada je

ai1Aj1 + ai2Aj2 + · · ·+ AinAjn = 0.

Dokaz. Prema definiciji algebarskog komplementa, vrednostiAj1, . . . , Ajn ne zavise od
elemenata koji se nalaze uj-toj vrsti. Neka jeB matrica koja uj-toj vrsti ima elemente
jednakei-toj vrsti matriceA, a elementi u ostalim vrstama su jednaki odgovarajućim
elementima u matriciA. Tada je prema tvrdenju 6.40 (ako izvřsimo razvoj poj-toj vrsti):

|B| = bj1Aj1 + · · ·+ bjnAjn = ai1Aj1 + · · ·+ ainAjn.

Kako je u matriciB i-ta vrsta jednakaj-toj vrsti, prema tvrdenju 6.31 vǎzi |B| = 0,
odakle sledi trǎzeno tvrdenje.

Van der Mondova determinanta Van der Mondova (A. Van der Mond) determinanta
je determinanta sledeće matrice redan:

A =




1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn

x2
1 x2

2 · · · x2
n

· · · · · · ... · · ·
xn−1

1 xn−1
2 · · · xn−1

n




Može se pokazati da je
|A| =

∏

1≤i<j≤n

(xj − xi),

odakle sledi da je|A| 6= 0 akko su svi elementix1, . . . , xn različiti. Proverimo ovaj stav
za Van der Mondovu determinantu reda 3. Primenićemo prethodno dokazana tvrdenja da
bismo izrǎcunali determinantu ∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1
x y z
x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣∣
.

Ako prvu kolonu pomnǒzenu sa−1 dodamo drugoj i trécoj, dobijamo
∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0
x y − x z − x
x2 y2 − x2 z2 − x2

∣∣∣∣∣∣∣

što se izvlǎcenjem faktoray − x iz druge iz − x iz treće kolone svodi na

(y − x)(z − x)

∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0
x 1 1
x2 y + x z + x

∣∣∣∣∣∣∣
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6.4. DETERMINANTE 119

a to razvojem po prvoj vrsti daje

(y − x)(z − x)

∣∣∣∣∣
1 1

y + x z + x

∣∣∣∣∣ = (y − x)(z − x)(z + x− y − x)

= (y − x)(z − x)(z − y).

Primer 6.42 Izračunajmo vrednost determinante:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a + 1 a 0 · · · 0 0
1 a + 1 a · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · a + 1 a
0 0 0 · · · 1 a + 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

RazvijanjemDn po elementima prve kolone, dobija se

Dn = (a + 1)Dn−1 −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a 0 · · · 0 0
1 a + 1 · · · 0 0
· · · · ·
0 0 · · · a + 1 0
0 0 · · · 1 a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

tj. Dn = (a + 1)Dn−1 − aDn−2. Služéci se ovom formulom mǒzemo dobiti op̌sti izraz
zaDn. Iz gornje formule imamo

Dn − aDn−1 = Dn−1 − aDn−2, zan > 2.

Neposredno se proverava da jeDi − aDi−1 za svei = 3, 4, . . . , n konstantna velǐcina.
Kako su

D2 =

∣∣∣∣∣
a + 1 a

1 a + 1

∣∣∣∣∣ = a2 + a + 1

D3 =

∣∣∣∣∣∣∣

a + 1 a 0
1 a + 1 a
0 1 a + 1

∣∣∣∣∣∣∣
= a3 + a2 + a + 1

to jeD3−aD2 = 1. Dakle, imamoDn−aDn−1 = 1 ili Dn = aDn−1 +1. Iz poslednje
formule dobijamo sledéci sistem jednakosti:

Dn = aDn−1 + 1
Dn−1 = aDn−2 + 1
· · ·
D3 = aD2 + 1.
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120 GLAVA 6. MATRICE

Odavde je

Dn = a(aDn−2 + 1) + 1 = . . . = an−2D2 + an−3 + an−4 + · · ·+ a + 1.

Zamenjujúci D2 dobijamo na kraju

Dn = an + an−1 + · · ·+ a + 1.

4

6.5 Sistemin linearnih jednačina san nepoznatih

U ovom odeljku govorimo o vezi matrica i determinanti sa sistemima linearnih jednačina.
Jednostavnosti radi, razmatraćemo samo sisteme od 3 jednačine sa 3 nepoznate, ali se
tvrdenja kojaćemo navesti mogu uopštiti na proizvoljan sistem odn jednǎcina san
nepoznatih zan ∈ N , i na analogan nǎcin dokazati.

Definicija 6.43 Neka je dat sistem od 3 jednačine sa tri nepoznate.

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

(S)

Determinanta sistemaje data sa

D =

∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣
,

a determinante promenljivih sa

D1 =

∣∣∣∣∣∣∣

b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣
D2 =

∣∣∣∣∣∣∣

a11 b1 a13

a21 b2 a23

a31 b3 a33

∣∣∣∣∣∣∣

D3 =

∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 b1

a21 a22 b2

a31 a32 b3

∣∣∣∣∣∣∣
.

Tvr denje 6.44 Ako je D 6= 0, tada sistem ima jedinstveno rešenje i ono je dato
Kramerovim(G. Cramer)formulama:

x1 =
D1

D
x2 =

D2

D
x3 =

D3

D
.
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6.5. SISTEMIN LINEARNIH JEDNAČINA SA N NEPOZNATIH 121

Dokaz. Neka je(x1, x2, x3) rěsenje sistema(S). Tada je

x1D = x1

∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

a11x1 a12 a13

a21x1 a22 a23

a31x1 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣

što posle dodavanja druge kolone pomnožene sax2 i treće kolone pomnǒzene sax3 prvoj
koloni daje

∣∣∣∣∣∣∣

a11x1 + a12x2 + a13x3 a12 a13

a21x1 + a22x2 + a23x3 a22 a23

a31x1 + a32x2 + a33x3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

b1 a12 a13

b2 a22 a23

b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣
= D1.

Dakle, x1D = D1, a analogno se dobija ix2D = D2 i x3D = D3. Ako je D 6=
0 tada za svako rešenje(x1, x2, x3) važi x1 = D1/D, x2 = D2/D i x3 = D3/D,
pa mǒze postojati najvǐse jedno rěsenje. Treba jǒs pokazati da(D1/D, D2/D, D3/D)
jeste rěsenje sistema. Zamenimo vrednosti(D1/D, D2/D,D3/D) u i-tu jednǎcinu (i ∈
{1, 2, 3}).

ai1
D1

D
+ ai2

D2

D
+ ai3

D3

D
=

1
D

(ai1D1 + ai2D2 + ai3D3).

Ako D1 razvijemo po prvoj,D2 po drugoj, aD3 po trécoj koloni, dobijamo

1
D

(
ai1(b1A11 + b2A21 + b3A31)

+ai2(b1A12 + b2A22 + b3A32)

+ai3(b1A13 + b2A23 + b3A33)
)

,

što posle sredivanja postaje

1
D

(
b1(ai1A11 + ai2A12 + ai3A13)

+b2(ai1A21 + ai2A22 + ai3A23)

+b3(ai1A31 + ai2A32 + ai3A33)
)

.

Prema tvrdenjima 6.40 i 6.41, izraz uzbj (j ∈ {1, 2, 3}) će biti 0 zaj 6= i, a D ako je
j = i. Tako dobijamo

1
D

biD = bi

što znǎci da jei-ta jednǎcina zadovoljena. Dakle rešenje(D1/D, D2/D, D3/D) zado-
voljava sve tri jednǎcine, a svako rěsenje je tog oblika, pa je to jedinstveno rešenje.

Ako je D = 0, onda se sistem rešava primenom Gausovog postupka.
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122 GLAVA 6. MATRICE

Posmatrajmo sada homogen sistem. U njemu jeb1 = b2 = b3 = 0, pa svaka od
determinantiD1, D2, D3 ima u jednoj koloni samo nule. Zato jeD1 = D2 = D3 =
0. Ako je D 6= 0, tada jex1 = D1/D = 0, x2 = D2/D = 0 i x3 = D3/D = 0, pa
sistem ima samo jedno, trivijalno rešenje. Dakle da bi sistem imao i netrivijalna rešenja,
mora bitiD = 0.

Dalje proǔcavanje sistema linearnih jednačina zahteva detaljnije poznavanje matričnog
računa.

6.6 Inverzne matrice i primena

Pojmovi vezani za inverzne matrice se uvode za proizvoljnu kvadratnu matricu redan.
Mi ćemo se ovde ograničiti samo na matrice reda 3, mada sva tvrdenja vǎze za matrice
proizvoljnog redan i analogno se dokazuju.

Definicija 6.45 Adjungovana matricamatrice

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann




je matrica

adjA =




A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann


 .

Tvr denje 6.46 Neka jeA matrica redan. Tada je

A · adjA = adj A ·A = |A| · In

gde jeIn jedinična matrica redan.

Dokaz. Prema tvrdenju 6.40 proizvodi-te vrste matriceA i i-te kolone matriceadjA
je jednak|A|. Prema tvrdenju 6.41 proizvodi-te vrste matriceA i j-te kolone matrice
adjA zaj 6= i je jednak0. Zato je

A · adj A =




|A| 0 . . . 0
0 |A| . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . |A|


 = |A|




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


 ,

a analogno se dobija i zaadjA ·A.

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



6.6. INVERZNE MATRICE I PRIMENA 123

Definicija 6.47 Ako za kvadratnu matricuA redan postoji matricaB tako da vǎzi A ·
B = B ·A = In, kǎzemo da jeB inverzna matricamatriceA.

Kako je mnǒzenje matrica asocijativno, iz tvrdenja 1.26 sledi da ako inverzna matrica
postoji, onda je ona jedinstvena. Označavamo je saA−1.

Tvr denje 6.48 Kvadratna matricaA redan ima inverznu matricu akko je|A| 6= 0. (Ako
je |A| 6= 0, onda za matricuA kǎzemo da je regularna).

Dokaz.

(⇒): NekaA ima inverznu matricuA−1. Tada jeA ·A−1 = I. Prema tvrdenju 6.37 vǎzi
1 = |I| = |A ·A−1| = |A| · |A−1|. Iz |A| = 0 bi sledilo1 = 0, pa je|A| 6= 0.

(⇐): Neka je|A| 6= 0. Tada postoji 1
|A| . Prema tvrdenju 6.46 tada vǎzi

A ·
(

1
|A| adjA

)
=

(
1
|A| adj A

)
·A = I,

pa je

A−1 =
1
|A| adjA.

Kramerove formule za sistem odn linearnih jednǎcina san nepoznatih se mogu izvesti
primenom inverzne matrice.

Sistem jednǎcina

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

može se zapisati u matričnom obliku



a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann


 ·




x1

x2

· · ·
xn


 =




b1

b2

· · ·
bn


 ,

tj. u obliku A ·X = B gde je

A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann


 , X =




x1

x2

· · ·
xn


 , B =




b1

b2

· · ·
bn


 .
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124 GLAVA 6. MATRICE

Neka je|A| 6= 0. Tada rěsavajúci matrǐcnu jednǎcinu

A ·X = B

poX tj. mnǒzéci saA−1 i to sa leve strane jednačinuA ·X = B, dobijamo



x1

x2

· · ·
xn


 =

1
|A|




b1A11 + · · ·+ bnAn1

b1A12 + · · ·+ bnAn2

· · ·
b1A1n + · · ·+ bnAnn




odakle sledi

xk =
1
|A| (b1A1k + b2A2k + · · ·+ bnAnk)

zak = 1, 2, . . . , n tj.

xk =
Dk

D

gde jeD determinanta sistema, tj. matriceA, aDk determinanta promenljivexk.

Primer 6.49 Neka je dat skup

A =

{[
a b
−b a

]
| a, b ∈ Re

}
.

Pokazácemo da jeA = (A,+, ·) polje koje je izomorfno polju kompleksnih brojeva.

Dokaz. (A, +) je Abelova grupa jer je sabiranje matrica asocijativno i komutativno,

neutralni element je nula matrica0 =

[
0 0
0 0

]
, a svaka matrica ima suprotnu (zaA to

je−A), što je u ovom slǔcaju inverzni element za+.

(A \ {0}, ·) je Abelova grupa jer je za svake dve matrice izA \ {0}
[

a b
−b a

]
·
[

c d
−d c

]
=

[
ac− bd ad + bc

−(ad + bc) ac− bd

]
6=

[
0 0
0 0

]
.

Množenje matrica je asocijativno, a neutralni element za· je jedinǐcna matricaI =[
1 0
0 1

]
. Kako za

[
a b
−b a

]
∈ A \ {0} važi

∣∣∣∣∣
a b
−b a

∣∣∣∣∣ = a2 + b2 6= 0, to svaka

matrica iz ovog skupa ima inverznu matricu koja pripada skupuA \ {0}. Takode za[
a b
−b a

]
,

[
c d

−d c

]
je

[
a b
−b a

]
·
[

c d
−d c

]
=

[
c d

−d c

]
·
[

a b
−b a

]
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6.6. INVERZNE MATRICE I PRIMENA 125

pa je· komutativna operacija. Iz ovoga sledi da je(A, +, ·) polje.

Pokǎzimo da je ovo polje izomorfno sa poljemC. Uočimo preslikavanjeφ : C → A
definisano ovako

φ(a + ib) =

[
a b
−b a

]
.

Tada izφ(a+ ib) = φ(c+ id) sledi

[
a b
−b a

]
=

[
c d

−d c

]
što povlǎci a = c i b = d,

pa jea+ ib = c+ id, dakleφ je 1-1. Ako je

[
a b
−b a

]
∈ A proizvoljan element, tada je

φ(a + ib) =

[
a b
−b a

]
, pa jeφ na. Preostaje jǒs da proverimo da jeφ homomorfizam:

φ(z + w) = φ((a + ib) + (c + id))
= φ(a + c + i(b + d))

=

[
a + c b + d

−(b + d) a + c

]

=

[
a b
−b a

]
+

[
c d

−d c

]

= φ(z) + φ(w);
φ(z · w) = φ((a + ib)(c + id))

= φ(ac− bd + i(ad + bc))

=

[
ac− bd ad + bc

−(ad + bc) ac− bd

]

=

[
a b
−b a

]
·
[

c d
−d c

]

= φ(z) · φ(w).

φ(0) =

[
0 0
0 0

]
= 0 φ(1) =

[
1 0
0 1

]
= I.

4

Primer 6.50 Skup GL(n, R) svih regularnih kvadratnih matrica redan nad poljem
realnih brojeva, u odnosu na operaciju množenja matrica,̌cini grupu koja zan ≥ 2
nije komutativna. GrupaGL(n,R) se zoveopšta linearna ili opšta matrična grupa. 4
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Glava 7

Polinomi

Posmatrácemo polinome nad komutativnim prstenom(R, +, ·) sa jedinicom 1, ǎcesto
ćemo zahtevati da taj prsten bude i polje. Pri tome strukture mogu biti kako konačne,
tako i beskonǎcne.

7.1 Prsten polinoma

7.1.1 Prsten funkcija

Neka je(R, +, ·) prsten iX 6= ∅. Tada postoji direktan stepen prstena(R, +, ·):
(R, +, ·)X = (RX ,⊕,¯).

pri tome jeRX = {f | f : X → R}, a zaf, g ∈ RX definǐsemo:

(f ⊕ g)(x) = f(x) + g(x)
(f ¯ g)(x) = f(x) · g(x)

Struktura(RX ,⊕,¯) je prsten koji se nazivaprsten funkcija. Ako prsten(R, +, ·) ima
neutralni element 1, tada je funkcijah : X → R, definisana sah(x) = 1 za svako
x ∈ X, jedinični element u prstenu funkcija. Ako jeR komutativan prsten, tada je i
prsten funkcija komutativan prsten.

7.1.2 Polinomi kao termi

Definicija 7.1 Neka je(R, +, ·) komutativni prsten sa jedinicom 1,n ∈ N0, a0, . . . , an ∈
R, x ”promenljiva”i neka vǎzi an 6= 0 ili n = 0. Tada term

p = a0 + a1x + · · ·+ anxn.

126
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7.1. PRSTEN POLINOMA 127

nazivamopolinomnad prstenom(R, +, ·).

Ako je an 6= 0, tada kǎzemo da jestepen polinomap jednakn, i pišemost(p) = n.
Konstanta je polinomp = a gde jea ∈ R, i važi st(p) = 0 ako jea 6= 0, a zaa = 0
stepen polinomap se ne definǐse.

Ako je dat proizvoljan term

a0 + a1x + · · ·+ anxn,

tada pod postupkom uklanjanja krajnjih nula podrazumevamo postupak odstranjivanja
svih članovaaix

i za koje jeai = 0, pǒcev odčlanaanxn, pa do prvoǧclana sa desne
strane koji ima koeficijent različit od nule (ili do članaa0 ukoliko su svi koeficijenti
jednaki nuli). Time term postaje polinom prema definiciji 7.1.

Definicija 7.2 Ako sup = a0 +a1x+ · · ·+anxn i q = b0 + b1x+ · · ·+ bmxm polinomi
i n ≤ m tada jezbir polinomap i q polinomp + q

c0 + c1x + · · ·+ cmxm,

gde je

ci =
{

ai + bi, 1 ≤ i ≤ n
ai, n + 1 ≤ i ≤ m.

Ako je n > m, tadap + q definǐsemo kaoq + p.

Definicija 7.3 Ako sup = a0 +a1x+ · · ·+anxn i q = b0 +b1x+ · · ·+bmxm polinomi,
tada jeproizvodpolinomap i q polinompq

c0 + c1x + · · ·+ cm+nxm+n,

gde je
ck =

∑

i+j=k
i,j≥0

aibj .

Polinom0 je neutralni element za sabiranje polinoma, a polinom1 neutralni element za
mnǒzenje polinoma. Inverzni element polinomap u odnosu na sabiranje polinoma je
polinom−p čiji su koeficijenti suprotni koeficijentima polinomap, jer posle uklanjanja
suvǐsnih nula za zbirp + (−p) dobijamo polinom0. Takode se pokazuje da je sabiranje
i množenje polinoma asocijativno i komutativno. Ako saR[x] oznǎcimo skup svih poli-
noma nad prstenom(R, +, ·), tada je(R[x], +, ·) prsten koji se naziva prsten polinoma
nad prstenom(R, +, ·).
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128 GLAVA 7. POLINOMI

7.1.3 Polinomi kao nizovi

Definicija 7.4 Neka je (R, +, ·) komutativni prsten sa jedinicom 1.Polinom nad
prstenom(R, +, ·) je svaki niza : N0 → R:

(a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .)

koji sadřzi samo konǎcno mnogo elemenata različitih od nule.

Skup svih nizova koji imaju konǎcno mnogo elemenata različitih od nule oznǎcavamo sa
(RN )0. Nad takvim nizovima definišemo operacije+ i ·. Ako je n ≤ m, tada je

(a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .) + (b0, b1, . . . , bm, 0, 0, . . .)
= (a0 + b0, a1 + b1, . . . , an + bn, an+1, . . . , am, 0, 0, . . .),

a za proizvoljnem i n definǐsemo

(a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .) · (b0, b1, . . . , bm, 0, 0, . . .)
= (c0, c1, . . . , cm+n, 0, 0, . . .)

gde je

ck =
∑

i+j=k
i,j≥0

aibj ,

za0 ≤ k ≤ m + n. Tada je
(
(RN )0, +, ·

)
komutativni prsten sa jedinicom.

Oznǎcimo niz(0, 1, 0, 0, . . .) sax. Lako se proverava da važi xn = (0, . . . , 1, 0, . . .) pri
čemu se jedinica javlja na(n + 1)-vom mestu.

Preslikavanjeµ : R → (RN )0 definisano saµ(a) = (a, 0, 0, . . .) je monomorfizam. To

znǎci da prsten
(
(RN )0, +, ·

)
sadřzi potprsten izomorfan sa prstenom(R, +, ·), zato sa

a, gde jea ∈ R oznǎcavamoµ(a) ∈ (RN )0. Tada za svaki niz(a0, . . . , an, 0, . . .) važi

(a0, . . . , an, 0, . . .) =
= (a0, 0, . . .) + (0, a1, 0, . . .) + · · ·+ (0, . . . , an, 0, . . .)
= a0(1, 0, . . .) + a1(0, 1, 0, . . .) + · · ·+ an(0, . . . , 1, 0, . . .)
= a0 + a1x + · · · anxn.

Tako ponovo dolazimo do terma koji predstavlja polinom.
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7.2. DELJENJE POLINOMA 129

7.1.4 Polinomne funkcije

Definicija 7.5 Neka je dat polinomp = a0 + a1x + · · · + anxn nad komutativnim
prstenom(R, +, ·) sa jedinicom 1.Polinomna funkcijapolinomap je h(p) : R → R
definisana sa

h(p)(t) = a0 + a1t + · · ·+ antn

za svakot ∈ R.

Preslikavanjeh pridružuje svakom polinomu izR[x] funkciju iz RR. Operacije sabiranja
i množenja polinoma su tako definisane da je preslikavanjeh homomorfizam prstena
polinoma (R[x], +, ·) u prsten funkcija(RR,⊕,¯). Pri tome jeh(R[x]) potprsten
prstenaRR čiji se elementi nazivaju polinomne funkcije.

Sledéci primer pokazuje da homomorfizamh ne mora biti monomorfizam.

Primer 7.6 Neka je(Z3, +, ·) konǎcno polje gde jeZ3 = {0, 1, 2}, + sabiranje, a·
mnǒzenje po modulu 3. Neka sup = 2x3 + 2x + 1 i q = x + 1 polinomi. Pǒsto imaju
različite koeficijente (a nisu ni istog stepena), polinomip i q su razlǐciti. Pokazácemo
medutim da su njihove polinomne funkcije, kao preslivakanjaZ3 → Z3 jednake. Zaista,

h(p)(0) = 2 · 03 + 2 · 0 + 1 = 1
h(p)(1) = 2 · 13 + 2 · 1 + 1 = 2
h(p)(2) = 2 · 23 + 2 · 2 + 1 = 0

h(q)(0) = 0 + 1 = 1
h(q)(1) = 1 + 1 = 2
h(q)(2) = 2 + 1 = 0

h(p) i h(q) se poklapaju za sve vrednosti skupa{0, 1, 2}, pa jeh(p) = h(q). Dakleh
nije 1-1. 4

Može se pokazati da ako jeR beskonǎcno polje (npr. polje kompleksnih brojevaC), tada
je prsten polinoma izomorfan sa prstenom polinomnih funkcija.

Neka jeα ∈ R element prstena. Kada je to iz konteksta jasno, vrednost polinomne
funkcije koja odgovara polinomup u tǎcki α umesto sah(p)(α), oznǎcavamo sap(α).

7.2 Deljenje polinoma

Neka je(R, +, ·) polje. PolinomiR[x] nad tim poljemčine prsten. U osnovi sledećeg
tvrdenja je Euklidov algoritam deljenja polinoma (u induktivnom koraku dokaza se krije
rekurzivna definicija algoritma deljenja).
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130 GLAVA 7. POLINOMI

Tvr denje 7.7 Neka jef proizvoljan polinom ig polinom razlǐcit od nule. Tada postoje
jedinstveni polinomiq i r tako da

f = qg + r

i važi r = 0 ili st(r) < st(g).

Dokaz. Neka jef proizvoljan polinom ig polinom razlǐcit od nule. Prvócemo pokazati
da postojeq i r tako da vǎzi f = qg + r i pri tomer = 0 ili st(r) < st(g). Ukoliko je
f = 0, tada jef = 0 · g + 0, pa mǒzemo uzetiq = 0 i r = 0. Neka je sadaf 6= 0. Tada
postojist(f). Pokazácemo indukcijom post(f) da postoje trǎzeniq i r.

1. st(f) = 0. Tada jef = a0. Razlikujemo dva slǔcaja.

(a) st(g) = 0. Tada jeg = b0. Kako je

f = a0 = (a0b
−1
0 )g + 0,

možemo uzetiq = a0b
−1
0 i r = 0.

(b) st(g) > 0. Kako je
f = 0 · g + f

i kako jest(f) = 0 < st(g), mǒzemo stavitiq = 0 i r = f .

2. Pretpostavimo da tvrdenje vǎzi za sve polinome za koje jest(f) = k gde jek < n.
Neka jef proizvoljan polinom za koji jest(f) = n. Postoje dve mogúcnosti.

(a) st(g) > st(f). Pǒsto vǎzi
f = 0 · g + f

i st(f) < st(g), mǒzemo stavitiq = 0 i r = f .

(b) st(g) ≤ st(f). Neka je

f = a0 + a1x + · · ·+ anxn

g = b0 + b1x + · · ·+ bmxm.

Da bismo sveli ovaj slǔcaj na induktivnu hipotezu, eliminisaćemočlananxn

takoštoćemo pronáci polinom koji imaanxn kao prvi koeficijent i deljiv je sa
g. (ovaj korak odgovara nalaženju kolǐcnika članaanxn i bmxm u postupku
deljenja Euklidovim algoritmom). Ako stavimoh = anb−1

m xn−m · g, vidimo
da jeh deljiv sag, a vǎzi

anb−1
m xn−m · bmxm = anxn,
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7.3. NULE POLINOMA 131

pa je st(h) = n i koeficijent uz član xn je jednak koeficijentu uzxn u
polinomuf . Zato za ostatakf1 = f − h važi st(f1) < n, pa po induktivnoj
hipotezi postojeq1 i r1 tako da vǎzi

f1 = q1g + r1.

i st(r1) < st(g) ili r1 = 0. Tada je

f = h + f1 = anb−1
m xn−mg + q1g + r1 = (anb−1

m xn−m + q1)g + r1.

Kako jest(r1) < st(g) ili r1 = 0, mǒzemo uzeti

q = anb−1
m xn−m + q1

r = r1.

Time smo pokazali egzistenciju polinomaq i r koji zadovoljavaju trǎzene uslove. Treba
još pokazati jedinstvenost. Neka suq, r i q′, r′ dva para polinoma za koje važi

f = qg + r, st(r) < st(g) ili r = 0
f = q′g + r′ st(r′) < st(g) ili r′ = 0.

Tada vǎzi
(q − q′)g = r′ − r.

Pretpostavimo da jeq − q′ 6= 0. Kako je g 6= 0, vǎziće (q − q′)g 6= 0 i pri tome
st((q − q′)g) ≥ st(g). Odatle sledir′ − r 6= 0 i st(r′ − r) ≥ st(g), što je kontradikcija
sa uslovom

(st(r) < st(g) ∨ st(r) = 0) ∧ (st(r′) < st(g) ∨ st(r′) = 0).

Do kontradikcije smo dǒsli jer smo pretpostaviliq − q′ 6= 0. Dakle mora bitiq − q′ = 0
tj. q = q′. Odatle sledi

r = f − qg = f − q′g = r′,

čime smo pokazali jedinstvenost polinomaq i r.

Polinomq iz prethodnog tvrdenja nazivamokoličnik, a polinomr ostatakpri deljenju
polinomaf polinomomg. Ako je r = 0 kažemo da polinomg deli polinomf .

7.3 Nule polinoma

Nula polinomap = a0 + a1x + · · ·+ anxn nad prstenom(R, +, ·) je vrednostα ∈ R za
koju polinomna funkcijah(p) ima vrednost 0 tj. za koju važi

a0 + a1α + · · ·+ anαn = 0.

U nastavkúcemo uglavnom posmatrati polinome nad poljem kompleksnih brojevaC.
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Tvr denje 7.8 (Bezuov stav)Ostatak pri deljenju polinomaf polinomomx− c je f(c).

Dokaz. Prema tvrdenju 7.7 polinomf se na jedinstven način mǒze napisati u obliku

f = q(x− c) + r

pri čemu jer = 0 ili st(r) < st(x− c) = 1. Dakler ∈ C. Kako jef(c) = q(c)(c− c) +
r(c) = r(c), ar je konstanta, mora bitir = f(c).

Posledica 7.9Broj c je nula polinomaf akkox− c deli f .

7.3.1 Hornerovašema

Hornerovašema (G. Horner) se koristi za brzo deljenje polinomaf polinomomx − c.
Neka jef = a0 + a1x + · · ·+ anxn. Neka jeq = b0 + b1x + · · ·+ bn−1x

n−1 količnik
deljenjaf sax− c. Tada vǎzi

a0 + a1x + · · ·+ an−1x
n−1 + anxn

= (x− c)(b0 + b1x + · · ·+ bn−2x
n−2 + bn−1x

n−1) + r

gde jer konstanta. Izjednǎcavanjem koeficijenata sa leve i desne strane dobijamo

an = bn−1

an−1 = bn−2 − cbn−1

...

a1 = b0 − cb1

a0 = r − cb0,

iz čega sledi
bn−1 = an

bn−2 = an−1 + cbn−1

...

b0 = a1 + cb1

r = a0 + cb0.

Ove formule nam omogúcavaju da un koraka izrǎcunamo kolǐcnik deljenja polinomaf
polinomomx− c. Postupak se zapisuje u obliku tablice.

c an an−1 · · · a1 a0

bn−1 bn−2 · · · b0 r
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7.3. NULE POLINOMA 133

Donja vrsta matrice daje količnik q i ostatakr pri deljenju, a popunjava se takošto se na
mestobn−1 prepǐsean, a zatim se popunjavaju ostale kolone prema formulibj = aj+1 +
cbj+1, koristéci poznate vrednostic i prethodno izrǎcunatu vrednostbj+1.

Primer 7.10 Podelimo polinom15x4 − 13x3 + 2x− 1 sax− 2.

2 15 −13 0 2 −1
15 17 34 70 139

Dakle kolǐcnik deljenja je15x3 + 17x2 + 34x + 70, a ostatak 139.4

Definicija 7.11 Broj c je nula k-tog reda(k ∈ N ) polinomaf akko postoji polinomq
tako da

f = (x− c)kq

i q(c) 6= 0.

7.3.2 Osnovni stav algebre

Tvr denje 7.12 (Gaus)Svaki polinom nad poljem kompleksnih brojeva stepena bar jedan
ima bar jednu nulu u skupu kompleksnih brojeva.

Skica dokaza. Neka je dat proizvoljan polinom

f = anzn + an−1z
n−1 + · · ·+ a0.

Kako je jednǎcina
anzn + an−1z

n−1 + · · ·+ a0 = 0

ekvivalentna sa jednačinom

zn +
an−1

an
zn−1 + · · ·+ a0

an
= 0

koja se dobija mnǒzenjem saa−1
n , polinomf ima iste nule kao i polinoma−1

n · f . Zato
je dovoljno posmatrati slǔcaj kada jean = 1. Ako je a0 = 0, tada jef(0) = 0, pa je0
tražena nula, zato je dovoljno razmatrati slučaja0 6= 0.

Pokazácemo da je polinomna funkcijaz 7→ f(z) (dalje oznǎcena samo saf ) neprekidna
funkcija na skupu kompleksnih brojeva tj. da važi

(∀ε ∈ R+
e )(∃δ ∈ R+

e )(∀h ∈ C)(|h| < δ⇒|f(z + h)− f(z)| < ε),

gde su|h| i |f(z + h)− f(z)| moduli datih kompleksnih brojeva.
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134 GLAVA 7. POLINOMI

Neka jez ∈ C proizvoljan kompleksan broj. Pokazaćemo da jef neprekidna u tǎcki z.
Neka jeε ∈ R+

e proizvoljno. Tada vǎzi

f(z + h)− f(z) =
n∑

k=0

ak

(
(z + h)k − zk

)

=
n∑

k=0

ak

(
k∑

i=0

(
k

i

)
zk−ihi − zk

)

=
n∑

k=1

ak

k∑

i=1

(
k

i

)
zk−ihi

= h
n∑

k=1

ak

k∑

i=1

(
k

i

)
zk−ihi−1,

odakle za|h| < 1 sledi

|f(z + h)− f(z)| = |h|
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

k∑

i=1

ak

(
k

i

)
zk−ihi−1

∣∣∣∣∣

≤ |h|
n∑

k=1

k∑

i=1

|ak|
(

k

i

)
|z|k−i|h|i−1

≤ |h|
n∑

k=1

k∑

i=1

|ak|
(

k

i

)
|z|k−i

= |h|c,
gde jec =

∑n
k=1

∑k
i=1 |ak|

(k
i

)|z|k−i veličina koja ne zavisi odh. Ako stavimoδ =
ε

c
,

tada za|h| < δ dobijamo

|f(z + h)− f(z)| ≤ |h|c <
ε

c
c = ε.

Dakle mǒzemo stavitiδ = min
{

1,
ε

c

}
. Time je pokazana neprekidnost funkcijef u

proizvoljnoj tǎcki z ∈ C, pa jef neprekidna na skupuC.

Posmatrajmo brojevez ∈ C za koje vǎzi |z| = r gde jer > M zaM = max{1, |a0| +
· · ·+ |an−1|}. Tada je

|f(z)− zn| = |an−1z
n−1 + an−2z

n−2 + · · ·+ a0|
≤ |an−1||z|n−1 + |an−2||z|n−2 + · · ·+ |a0|
= |an−1|rn−1 + |an−2|rn−2 + · · ·+ |a0|
≤ |an−1|rn−1 + |an−2|rn−1 + · · ·+ |a0|rn−1 (jer je r > 1)

= rn−1(|an−1|+ · · ·+ |a0|)
< rn−1r = rn = |z|n.
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7.3. NULE POLINOMA 135

To znǎci da je rastojanje tǎckef(z) od tǎckezn u kompleksnoj ravnimanjeod rastojanja
tačke zn od koordinatnog pǒcetka. Kada je|z| = r, a argument kompleksnog broja
z prolazi od0 do 2π, tǎcka zn opišen krugova poluprěcnika rn. Za to vreme tǎcka
f(z) “prati” tačkuzn (na osnovu prethodne nejednakosti), pa i ona opiše zatvorenu krivu
liniju koja u svojoj unutrǎsnjosti sadřzi koordinatni pǒcetak. To vǎzi zar > M , a kada
je r = 0, tj. z = 0, tada jef(z) = a0 6= 0, što znǎci da se kriva linija kojuf(z)
opisuje degenerisala u tačku. Pǒsto je funkcijaf neprekidna, krugovi kojef(z) opisuje
za vrednostiz za koje je0 < |z| < r se neprekidno transformišu od krive linije koja
obuhvata koordinatni pǒcetak, do tǎckea0 6= 0. Odatle sledi dáce za neko0 < r1 < r
kriva linija koju opisujef(z) za |z| = r1 prolaziti kroz koordinatni pǒcetak,što znǎci
da postojiz za koje je|z| = r1 i važi f(z) = 0. Dakle, u krugu poluprěcnika M u
kompleksnoj ravni polinom ima kompleksnu nulu. Time smo završili skicu dokaza.

Neka jep = anxn + · · ·+a0. proizvoljni polinom stepenan zan > 0. Prema osnovnom
stavu algebre on ima kompleksnu nuluα1. Prema Bezuovom stavu (7.8) tada jep deljiv
sax−α1, pa se mǒze napisati u oblikup = (x−α1)p1, gde jep1 polinom stepenan−1.
Neka jen−1 > 0. Primenjujúci osnovni stav algebre na polinomp1, dobijamo da postoji
α2 tako da vǎzi p1 = (x− α2)p2 gde jest(p2) = n− 2. Ponavljajúci ovaj postupak sve
do polinomapn koji je konstanta, dobijamo da se svaki polinomp može zapisati u obliku

p = (x− α1)(x− α2) · · · (x− αn)a,

gde jea ∈ C konstanta. Izjednǎcavanjem koeficijenata polinomap i njegovog zapisa,
zaključujemo da jea = an 6= 0. Može se pokazati da je ovakav prikaz jedinstven. Ako
je β = αi za neko1 ≤ i ≤ n tada jep(β) = 0. Ako je pakβ 6= αi za1 ≤ i ≤ n tada
su svičinioci u definiciji polinoma razlǐciti od nule, pa je ip(β) 6= 0. Dakle vǎzi sledéca
posledica.

Posledica 7.13Svaki polinom stepenan u polju komleksnih brojeva ima tačnon nula.
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136 GLAVA 7. POLINOMI

Primetimo da ovo tvrdenje vǎzi i zan = 0, jer polinom stepena nula (to je broj različit od
nule) nema nula. Jedino se za broj0 ne mǒze primeniti posledica 7.13, jer se za polinom
0 ne definǐse stepen.

Tvr denje 7.14 Ako polinomif i g nad skupomC za koje vǎzi st(f), st(g) ≤ n imaju
jednake vrednosti za više odn različitih tačaka, onda jef = g.

Dokaz. Polinomf(x) − g(x) ima stepen najvišen. Sa druge strane, on ima više odn
nula. Daklef(x)− g(x) = 0.

7.3.3 Lagraňzov interpolacioni polinom

Zbog svoje jednostavnosti polinomi sečesto koriste za interpolaciju i aproksimaciju
funkcija. Interpolacija je problem odredivanja funkcije koja u datim tǎckama uzima date
vrednosti. Neka su date različite vrednostix1, . . . , xn i proizvoljne vrednostiy1, . . . , yn.
Lagraňzov interpolacioni polinomje polinom(n− 1)-vog stepena za koji važi f(x1) =
y1, . . . , f(xn) = yn. Za date razlǐcite vrednostix1, . . . , xn i proizvoljne vrednosti
y1, . . . , yn postoji jedinstven Lagraňzov interpolacioni polinom. Zan = 3 on je dat
sa

p(x) =
(x− x2)(x− x3)

(x1 − x2)(x1 − x3)
y1 +

(x− x1)(x− x3)
(x2 − x1)(x2 − x3)

y2 +
(x− x1)(x− x2)

(x3 − x1)(x3 − x2)
y3.

Lako se proverava da ovaj polinom prolazi kroz tačke(xi, yi) za1 ≤ i ≤ n. Svaki drugi
polinom p′ stepenan − 1 koji prolazi kroz sve tǎcke (xi, yi) za 1 ≤ i ≤ n ima iste
vrednosti kao ip u n > n− 1 tačaka, pa prema tvrdenju 7.14 mora bitip′ = p. Daklep
je jedinstven.

7.3.4 Vijetove formule

Neka jep = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0 proizvoljan polinomn-tog stepena.

Prema prethodnom razmatranju on se na jedinstven način mǒze napisati u obliku

anxn + an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + · · ·+ a1x + a0 = an(x− α1)(x− α2) · · · (x− αn),

gde suα1, . . . , αn nule polinoma. Izjednǎcavanjem koeficijenata sa obe strane dobijamo:

an−1 = an(−α1 − α2 · · · − αn)
an−2 = an(α1α2 + α1α3 + · · ·+ αnαn−1)

...

a1 = an(−1)n−1(α1α2 · · ·αn−1 + · · · + α2α3 · · ·αn)
a0 = an(−1)nα1α2 · · ·αn,
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7.3. NULE POLINOMA 137

a odatle slede sledećeVijetove formule(F. R. Viete):

α1 + α2 + · · ·+ αn = −an−1

an

α1α2 + α2α3 + · · ·+ αn−1αn =
an−2

an

...

α1α2 · · ·αn−1 + · · · + α2α3 · · ·αn = (−1)n−1 a1

an

α1α2 · · ·αn = (−1)n a0

an
.

Primer 7.15 [DM] Neka koreni jednǎcine

xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0

čine n uzastopnihčlanova aritmetǐcke progresije. Pokazaćemo da se oni onda mogu
odrediti.

Neka su korenix1 = α, x2 = α+ d, . . . ,xn = α+(n− 1)d. Koristéci Vijetove formule
dobijamo:

x1 + x2 + · · ·+ xn =
= α + α + d + · · ·+ α + (n− 1)d

= nα + d
n(n− 1)

2
= −a1. (∗)

Kako je

(x1 + · · ·+ xn)2 − 2(x1x2 + x1x3 + · · ·+ xn−1xn) = x2
1 + · · ·+ x2

n

i važi x1x2 + · · ·+ xn−1xn = a2, sledi

(−a1)2 − 2a2 = α2 + (α + d)2 + · · ·+ (α + (n− 1)d)2

= nα2 + αn(n− 1)d + n(n− 1)(2n− 1)
d2

6

tj.

α + αd(n− 1) + (n− 1)(2n− 1)
d2

6
=

a2
1 − 2a2

n
. (∗∗)

Rěsavanjem sistema jednačina (∗) i (∗∗) po α i d mogu se odrediti rěsenja polazne
jednǎcinex1, . . . , xn. 4
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7.3.5 O rěsavanju op̌stih algebarskih jednǎcina

Op̌sta algebarska jednačinan-tog stepena je jednačinap(x) = 0 gde jep polinomn-tog
stepena. Iz osnovnog stava algebre sledi da svaka algebarska jednačina n-tog stepena
ima tǎcnon (ne obavezno različitih) rěsenja, ali ostaje problem nalaženja tih rěsenja. U
9. veku je rěsavana kvadratna jednačina: ustanovljeno je da su rešenja jednǎcine

a2x
2 + a1x + a0 = 0

brojevi

α1 =
−a1 +

√
D

2a2
i α2 =

−a1 −
√

D

2a2

gde jeD = a2
1 − 4a2a0. Kasnije su pronadjena rešenja i za jednǎcine 3. i 4. stepena,

takode u vidu formula u kojima ǔcestvuju koeficijenti jednǎcine i operacije+, ·, −, /,
xn i n

√
x. Ovakva rěsenja se nazivajurešenja putem radikala. Posle rěsavanja jednǎcina

3. i 4. reda ostalo je otvoreno pitanje rešavanja jednǎcina stepena véceg od 4. Na ovom
problemu je radio Vijet, Abel je da osnovnu ideju o rešenju problema, a Galoa (E. Galois)
je konǎcno dokazao da za jednačinu stepena véceg od 4 u op̌stem slǔcaju ne postoji
rěsenje putem radikala. Dokaz ovog tvrdenja se oslanja na teoriju grupa i polja.

7.3.6 Nule realnih polinoma

Tvr denje 7.16 Neka jep = a0 + a1x + · · · + anxn polinom nad poljem kompleksnih
brojeva pri čemu su koeficijentia1, . . . , an iz skupa realnih brojeva. Ako zaα ∈ C vǎzi
p(α) = 0, tada vǎzi i p(α) = 0.

Dokaz. Neka vǎzi

a0 + a1α + · · ·+ anαn = 0.

Odatle sledi

a0 + a1α + · · ·+ anαn = 0.

Primenom osobina operacijex 7→ x dobijamo

a0 + a1α + · · ·+ anαn = 0
a0 + a1 α + · · ·+ anαn = 0

a0 + a1α + · · ·+ an (α)n = 0,

a to znǎci p(α) = 0.
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7.3. NULE POLINOMA 139

Tvr denje 7.17 Neka je racionalan brojpq ∈ Ra (NZD(p, q) = 1), rešenje jednǎcine

anxn + · · ·+ a0 = 0

pri čemua0, . . . , an ∈ Z. Tada p | a0 i q | an.

Dokaz. Neka je p
q nula jednǎcine anxn + · · · + a0 = 0. Zamenomp

q u jednǎcinu
dobijamo:

an

(
p

q

)n

+ an−1

(
p

q

)n−1

+ · · ·+ a1
p

q
+ a0 = 0

anpn + an−1p
n−1q + · · ·+ a1pqn−1 + a0q

n

qn
= 0.

Odatle sledianpn + an−1p
n−1q + · · ·+ a1pqn−1 + a0q

n = 0. Kako su prvihn sabiraka
deljivi sap, mora bitip | a0q

n. KakoNZD(p, q) = 1, sledip | a0. Analogno, poslednjih
n sabiraka su deljivi saq, paq | anpn, odakle slediq | an.

Ako je dat proizvoljan polinom

p(x) =
an

bn
xn + · · ·+ a0

b0

sa racionalnim koeficijentima, tada možemo posmatrati polinom

p′(x) = p(x) ·NZS(bn, . . . , b0).

Polinomp′(x) ima iste nule kao i polinomp(x), a ima celobrojne koeficijente, pa na
njega mǒzemo primeniti prethodno tvrdenje.

Primer 7.18 [MMV] Neka je dat polinomp = 30x5−9x4−10x3+3x2−40x+12. De-
lioci broja 12 su±1,±2,±3,±4,±6,±12, a delioci broja 30 su±1,±2,±3,±5,±6,±10,±15,±30.
Zato se sve racionalne nule polinomap nalaze medu brojevima

±1,±1
2
,±1

3
,±1

5
, . . . ,±12

30
.

Neposrednom zamenom proveravamo da je od datih brojeva jedino3
10 nula polinomap.

Sada Hornerovom̌semom mǒzemo náci polinom q tako da vǎzi p =
(
x− 3

10

)
q. Pri

tome je polinomq stepena 4, pa možemo primeniti odgovarajúcu formulu.4

Napomena 7.19Za kompleksan brojα kažemo da jealgebarski ako je on nula nekog
polinoma sa celim (odnosno racionalnim) koeficijentima koji nisu svi jednaki nuli. Ako
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140 GLAVA 7. POLINOMI

takav polinom za brojα ne postoji, onda kǎzemo da jeα transcedentanbroj. J. Liuvil
je pokazao 1844. godine da je broj

L =
1

101!
+

1
102!

+ · · ·+ 1
10k!

+ · · ·

transcedentan. (Videti [KU]). Takode su i brojeviπ, e transcedentni. Inǎce, algebarskih
brojeva ima prebrojivo mnogo, a transcedentnih ima kontinuum mnogo. (Zaťo?).¦

Napomena 7.20Funkcijaf je algebarska, ako postoji polinom

p(u) = a0(x) + a1(x)u + · · ·+ an(x)un, n ∈ N

gde sua0(x), a1(x), ..., an(x) polinomi sa realnim koeficijentima, koji nisu svi is-
tovremeneo identički jednaki nuli, tako dap(f(x)) je indentǐcki jednaka nuli zax iz
domena funkcijef . Funkcijaf je transcedentna, ako nije algebarska. Tako je funkcije
sin transcedentna. Pretpostavimo suprotno, to jest da važi

a0(x) + a1(x) sin x + · · ·+ an(x) sinn x = 0,

gde polinoma0(x) nije identǐcki jednak nuli zax ∈ R. Neka jea0(x) polinom stepena
m ∈ N . Tada zak ∈ Z je a0(kπ) = 0, pa polinoma0(x) iam beskonǎcno razlǐcitih
nula, a to je suprotno sa posledicom 7.13.

Iz prethodnog neposredno sledi da ne postoje polinomia0(x) i a1(x) sa realnim koefici-
jentima tako da je

sinx =
a0(x)
a1(x)

.

Takodje , transcedentne su i ostale trigonometrijske funkcije, kao i logaritamske i eskpo-
nencijalne funkcije.¦
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Glava 8

Vektori

U odeljku 6.2 data je definicija vektorskog prostora. U ovom odeljkućemo se baviti
trodimenzionalnim vektorskim prostoromR3

e i vektorskim prostorom slobodnih vektora
V 3.

8.1 Vektori u R3

8.1.1 Skalarni proizvod u R3

Definicija 8.1 Skalarni proizvod vektora(a1, a2, a3), (b1, b2, b3) ∈ R3
e, u oznaci

(a1, a2, a3) · (b1, b2, b3),

je skalara1b1 + a2b2 + a3b3.

Primer 8.2 Ako su vektori~a = (1, 2, 3) i ~b = (2, 0,−1), onda je

~a ·~b = 1 · 2 + 2 · 0 + 3 · (−1) = −1.

4

Primer 8.3 Ako su vektori~a = (1,−1, 1) i ~b = (2, 3, 1) onda je

~a ·~b = 0.

4

Za dva vektora različita od nula vektora kǎzemo da sunormalnaako je njihov skalarni
proizvod nula.

Navedimo sada neke osobine skalarnog proizvoda.

141
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142 GLAVA 8. VEKTORI

Tvr denje 8.4 Neka~a,~b,~c ∈ R3
e i k ∈ Re. Tada vǎzi:

1. ~a ·~b = ~b · ~a
2. ~a · (~b + ~c) = ~a ·~b + ~a · ~c
3. k(~a ·~b) = (k · ~a) ·~b = ~a · (k~b)
4. ~a · ~a ≥ 0; ~a · ~a = 0⇔~a = ~0.

Dokaz. Proistǐce direktno iz definicije, na primer za 1:

~a ·~b = a1b1 + a2b2 + a3b3 = b1a1 + b2a2 + b3a3 = ~b · ~a.

Definicija 8.5 Intenzitet vektora~a = (a1, a2, a3), u oznaci|~a|, je

√
~a · ~a =

√
a2

1 + a2
2 + a2

3.

Kako je dijagonala pravouglog paralelepipeda sa stranamaa1, a2 i a3 jednaka
√

a2
1 + a2

2 + a2
3,

to geometrijski smisao|~a| jeste dǔzina vektora~a, od(0, 0, 0) do (a1, a2, a3).

Vektor~a za koji je|~a| = 1 zovemo jedinǐcni vektor i oznǎcavamo ga sa~a0.

Tvr denje 8.6 (Nejednakost Kǒsi-Bunjakovskog) (A. Cauchy, B. Bunjakovskij) Za pro-
izvoljne~a,~b ∈ R3

e vǎzi
|~a ·~b| ≤ |~a||~b|.

Dokaz. Prema tvrdenju 8.4 vǎzi

(~a− k ·~b)(~a− k ·~b) ≥ 0
~a · ~a− 2k~a ·~b + k2~b ·~b ≥ 0

(~b ·~b)k2 + (−2)(~a ·~b)k + ~a · ~a ≥ 0.

Posmatrajmo levu stranu nejednakosti kao funkciju od realnog brojak. Nejednakost vǎzi
za sve vrednosti brojak, a kako je~b ·~b ≥ 0, za diskriminantuD kvadratne funkcije mora
važiti D ≤ 0. Zato je

(−2)2(~a ·~b)2 − 4 · (~b ·~b)(~a · ~a) ≤ 0,

odatle sledi(~a ·~b)2 ≤ ~a2 ·~b2. Nalǎzenjem kvadratnog korena obe strane dobijamo traženu
nejednakost.
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8.1. VEKTORI UR3 143

Tvr denje 8.7 (Nejednakost trougla za vektore)

|~a +~b| ≤ |~a|+ |~b|

Dokaz. Pokazácemo da vǎzi |~a + ~b|2 ≤
(
|~a|+ |~b|

)2
. Primenom nejednakosti Koši-

Bunjakovskog (tvrdenje 8.6), dobijamo

|~a +~b|2 = (~a +~b)(~a +~b) = |~a|2 + 2~a~b + |~b|2 ≤ |~a|2 + 2|~a||~b|+ |~b|2 =
(
|~a|+ |~b|

)2
.

Jedinǐcni vektori su

~ı = (1, 0, 0)
~ = (0, 1, 0)
~k = (0, 0, 1).

Oni čine bazu prostoraR3
e. Vektor~ı se zove koordinatni vektorx-ose, vektor~ koordi-

natni vektory-ose, a vektor~k koordinatni vektorz-ose.

Skalarni proizvodi jedinǐcnih vektora dati su sledećom Kejlijevom tablicom:

· ~ı ~ ~k

~ı 1 0 0
~ 0 1 0
~k 0 0 1

Tako je, na primer,~ı · ~ = 0, a~k · ~k = 1.

Tvr denje 8.8 Svaki vektor~a = (a1, a2, a3) mǒze biti predstavljen kao zbir tri vektrora
~a1 = a1~ı, ~a2 = a2~ i ~a3 = a3

~k, koji imaju iste pravce redom kao i vektori~ı, ~ i ~k (tj.
kolinearni su sa~ı, ~, ~k redom), dakle:

~a = a1~ı + a2~ + a3
~k.

Dokaz. Iz definicije mnǒzenja vektora skalarom dobijamoa1~ı = (a1, 0, 0), a2~ =
(0, a2, 0) i a3

~k = (0, 0, a3). Dakle (vidi sliku):

~a = (a1, a2, a3) = a1~ı + a2~ + a3
~k.
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144 GLAVA 8. VEKTORI

Ako suα, β i γ uglovi izmedu vektora~a = (a1, a2, a3) 6= ~0 i jediničnih vektora~ı, ~, ~k
respektivno, onda važi da je

cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1.

Ova formula neposredno sledi ako se uzme u obzir da sukosinusi pravcavektora~a dati
sa

cosα =
a1

|~a| , cosβ =
a2

|~a| , cos γ =
a3

|~a| .

Nula vektoru~0 se ne pridrǔzuje pravac.

Napomena 8.9Ako su~a i ~b dva vektora razlǐcita od~0, tada~a,~b i ~a−~b obrazuju trougao.

Na osnovu kosinusne teoreme imamo:

|~a−~b|2 = |~a|2 + |~b|2 − 2|~a||~b| cos γ,

tj.
(~a−~b) · (~a−~b) = ~a · ~a +~b ·~b− 2|~a||~b| cos γ,

odakle se dobija
~a ·~b = |~a||~b| cos γ.

Poslednja formula je geometrijska definicija skalarnog proizvoda (uV 3). ¦
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8.1. VEKTORI UR3 145

Primer 8.10 Neka je jedna baza vektorskog prostoraR3 data sa(~a1, ~a2, ~a3). Nadimo
novu bazu tako da su vektori nove baze jedinični i medusobno normalni.

Neka je, na primer,~a1 = ~v1. Prvi jedinǐcni vektor dobijamo sa

~u1 =
~v1

|~v1| .

Uočimo sada vektor
~v2 = ~a2 − α~u1,

pri čemuα odredujemo iz uslova da vektor~v2 bude normalan na~u1, tj. da vǎzi

~v2~u1 = ~a2~u1 − α~u1~u1 = 0.

(primetiti da je~u1 · ~u1 = 1). Odatle jeα = ~a2 · ~u1, i

~v2 = ~a2 − (~a2~u1)~u1.

Vektor~u2 = ~v2/|~v2| je drugi trǎzeni vektor. Sada uočimo vektor

~v3 = ~a3 − β~u1 − γ~u2

gdeβ i γ odredujemo iz uslova da vektor~v3 bude normalan i na~u1 i na ~u2 tj. da vǎzi
0 = ~v3~u1 = ~a3~u1 − β i 0 = ~v3~u2 = ~a3~u2 − γ. Dakle,

β = ~a3~u1 i γ = ~a3~u2,

pa dobijamo~v3 = ~a3 − (~a3~u1)~u1 − (~a3~u2)~u2. Poslednji trǎzeni vektor je~u3 = ~v3/|~v3|.
Opisani postupak zove seGram-Šmitov postupak(J. Gram, E. Schmidt).4

8.1.2 Vektorski proizvod u R3

Definicija 8.11 Ako su dati vektori~a = (a1, a2, a3) i ~b = (b1, b2, b3), onda podvek-
torskim proizvodomtih vektora podrazumevamo vektor označen sa~a×~b, definisan sa

~a×~b
def= (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

tj.
~a×~b = (a2b3 − a3b2)~ı + (a3b1 − a1b3)~ + (a1b2 − a2b1)~k.

Prethodnu formulu mǒzemo zapisati i u obliku sledećesimbolǐcke determinante:

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣∣

~ı ~ ~k
a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣
.

Znǎcajna osobina vektorskog proizvoda koja sledi iz definicije jeste:

~a×~b = −~b× ~a.
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146 GLAVA 8. VEKTORI

Primer 8.12 Ako je~a = (1, 1,−3) i ~b = (−1,−2,−3), onda je:

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣∣

~ı ~ ~k
1 1 −3
−1 −2 −3

∣∣∣∣∣∣∣
= (−9)~ı + 6~ + (−1)~k = (−9, 6,−1).

4

Tvr denje 8.13 Vektori~a 6= ~0 i ~b 6= ~0 su kolinearni akko~a×~b = ~0.

Dokaz. Neka je~a = (a1, a2, a3) i ~b = (b1, b2, b3) i neka su oni kolinearni, tj.~a = k~b.
Tada je

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣∣

~ı ~ ~k
a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

~ı ~ ~k
a1 a2 a3

ka1 ka2 ka3

∣∣∣∣∣∣∣
= ~0

po tvrdenju 6.33.

Ako je~a×~b = ~0, tada iz definicije vektorskog proizvoda imamo:

a2b3 − a3b2 = 0 (8.1)

a3b1 − a1b3 = 0 (8.2)

a1b2 − a2b1 = 0. (8.3)

Kako je~b 6= ~0, vǎzi bi 6= 0 za nekoi ∈ {1, 2, 3}. Neka je npr.b1 6= 0 (zab2 6= 0 i b3 6= 0
dokaz je analogan). Neka jek = a1/b1. Tada jea1 = kb1. Iz 8.2 sledia3 = kb3, a iz 8.3
sledia2 = kb2. Zato je

(a1, a2, a3) = (kb1, kb2, kb3) = k(b1, b2, b3)

tj. ~a = k~b, što znǎci da su vektori kolinearni.

Vektorski proizvod jedinǐcnih vektora~ı, ~, ~k dat je sa

× ~ı ~ ~k

~ı 0 ~k −~

~ −~k 0 ~ı
~k ~ −~ı 0

Na primer,~ı×~ı = ~0, a~×~ı = −~k.

Za vektorski proizvod ne vǎzi asocijativni zakon. Tako imamo:

(~ı×~ı)× ~ = ~0, a ~ı× (~ı× ~) = −~.

Za vektorski proizvod vǎze sledéce osobine koje neposredno slede iz njegove definicije.

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs
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Tvr denje 8.14 Neka~a,~b,~c ∈ R3
e i t ∈ Re. Tada

~a× (~b + ~c) = ~a×~b + ~a× ~c

(~a +~b)× ~c = ~a× ~c +~b× ~c

t(~a×~b) = (t~a)×~b.

Napomena 8.15Vektor~a ×~b normalan je na vektore~a i ~b (proveri) i triedar vektora~a,
~b, ~a × ~b čini triedar desne orijentacije. Pri tom je koordinatni sistem u kojem su date
koordinate vektora desno orijentisan.¦

8.1.3 Měsoviti proizvod u R3

Definicija 8.16 Mešoviti proizvod vektora~a,~b,~c ∈ R3
e je skalar definisan sa~a · (~b× ~c).

Iz definicije skalarnog i vektorskog proizvoda sledi da je:

~a · (~b× ~c) =
= a1(b2c3 − b3c2) + a2(b3c1 − b1c3) + a3(b1c2 − b2c1).

Izraz na desnoj strani je vrednost determinante
∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣

tj.

~a · (~b× ~c) =

∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣

8.2 Vektorski prostor slobodnih vektora V 3

8.2.1 Skalarni proizvod uV 3

Videli smo da vektore mǒzemo posmatrati kao orijentisane duži, zatim kako se sabiraju
dva vektora i kako se oni množe skalarom. Kaǒsto znamo, za dva vektora kažemo da su
kolinearni ako se nalaze na istoj ili paralelnim pravama. Vektor~0 je kolinearan sa svakim
vektorom.
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148 GLAVA 8. VEKTORI

Tvr denje 8.17 Ako su vektori~a i ~b kolinearni, tada postoje brojevim,n ∈ Re od kojih
je bar jedan razlǐcit od nule, tako da vǎzi n~a + m~b = ~0.

Dokaz. Ako je jedan od vektora~a ili ~b nula vektor, na primer~a = ~0, tada zam = 1 i
n = 0 važi formula (1). Ako je~a 6= ~0 i ~b 6= ~0, tada je mogúce náci broj t > 0 tako da je
t|~b| = |~a|. Ako su vektori~a i ~b istog smera, tada je

1~a− t~b = ~0,

a ako su suprotnog smera
1~a + t~b = ~0.

Napomena 8.18Prisetimo se da su dva vektora linearno zavisni ako je ispunjen jedan
od sledéca dva uslova:

1. jedan od ta dva vektora je nula vektor;

2. postoje brojevim 6= 0 i n 6= 0 takvi da jem~a + n~b = ~0 (tj. ~a = −m
n
~b).

Prema ovome i tvrdenju 8.17 imamo: dva vektora su kolinearna akko su linearno zavisni.
¦

Za tri vektora kǎzemo da sukomplanarniako lěze u istoj ravni ili su paralelni istoj ravni.

Tvr denje 8.19 Vektori~a,~b,~c ∈ V su linearno zavisni akko su komplanarni.

Dokaz. Ako su vektori~a,~b i ~c linearno zavisni, tada postoje brojevim, n i t od kojih je
bar jedan razlǐcit od nule tako da jem~a + n~b + t~c = ~0, a to znǎci da vektorim~a, n~b i t~c
obrazuju trougao, tj. lěze u jednoj ravni. Kako su vektori~a,~b i ~c kolinearni sam~a, n~b i
t~c, sledi da i oni lěze u istoj ravni.

Obratno, ako su vektori~a,~b i ~c komplanarni, onda mǒzemo náci skalareα, β, γ od kojih
je bar jedan razlǐcit od0 tako da vǎzi

α~a + β~b + γ~c = ~0.
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Definicija 8.20 Skalarni proizvoddva vektora~a i ~b definǐse se sa

~a ·~b def= |~a||~b| cos 6 (~a,~b)

tj. ~a ·~b je skalar jednak proizvodu dužine oba vektora~a i ~b i kosinusa ugla zahvaćenog sa
~a i ~b.

Iz osobina kosinusa sledi da je~a ·~b = ~b ·~a tj. važi komutativni zakon za skalarni proizvod.

Koristéci definiciju 8.20 mǒzemo náci ugao izmedu dva vektora~a i ~b:

cos 6 (~a, vb) =
~a ·~b
|~a||~b|

.

Primer 8.21 Odredimo ugao izmedu jedinǐcnih vektora~a i ~b ako je njihov skalarni
proizvod

√
2

2 .

Iz formulecosα = ~a·~b
|~a||~b| sledi da jecosα =

√
2

2 , dakleα = π
4 . 4

Tvr denje 8.22 Ako~a 6= ~0 i ~b 6= ~0, onda je~a normalan na~b akko je~a ·~b = 0.

Dokaz.~a ·~b = 0 akko 6 (~a,~b) = π
2 ili 6 (~a,~b) = 3π

2 , tj. ~a je normalan na~b.

Za skalarni proizvod znǎcajne su i sledéce osobine:

(t~a) ·~b = t(~a ·~b) = ~a · (t~b)

kao i
~a · (~b + ~c) = ~a ·~b + ~a · ~c.

Koristéci distributivnost dobijamo da iz~a · ~c = ~b · ~c sledi (~a − ~b) · ~c = 0. Primenom
tvrdenja 8.22 dobijamo da je vektor~a−~b normalan na~c.

Napomena 8.23Definicija skalarnog proizvoda u analitičkom obliku se mǒze neposredno
dobiti iz geometrijske definicije korišćenjem jedinǐcnih koordinatnih vektora i distribu-
tivnog zakona. Vektori~ı, ~ i ~k koji odgovaraju osaax, y i z uvode se kao tri medusobno
normalna jedinǐcna vektora.¦

8.2.2 Vektorski proizvod uV 3

Definicija 8.24 Neka su~a i ~b proizvoljni vektori razlǐciti od ~0. Tada definǐsemo vektor
~a×~b na sledéci nǎcin.
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1. pravac vektora~a×~b je pravac normale ravni odredene vektorima~a i ~b;

2. smer vektora~a×~b je takav da vektori~a,~b,~b×~c, tim redom, obrazuju desni triedar;

3. intenzitet je dat izrazom

|~a×~b| = |~a||~b| sin 6 (~a,~b),

gde je6 (~a,~b) ugao izmedu vektora~a i ~b (6 (~a,~b) ∈ [0, π)).

Ako je~a = ~0 ili ~b = ~0, tada~a×~b = ~0.

Intenzitet vektorskog proizvoda~a ×~b ima brojnu vrednost površine paralelograma kon-
struisanog nad vektorima~a i ~b dovedenim u zajednički početak.

Tvr denje 8.25 Ako su~a i ~b vektori, tada je~a×~b = ~0 akko je~a kolinearan sa~b ili je bar
jedan od vektora~a,~b jednak~0.

Dokaz. Sledi direktno iz definicije.

Tvr denje 8.26 Ako su~a i ~b vektori, tada vǎzi

~a×~b = −~b× ~a.

Dokaz. Sledi iz definicije~a × ~b. Promenom mesta~a i ~b u proizvodu, jedino dolazi do
promene smera u suprotan.

Navodimo jǒs neke znǎcajne osobine vektorskog proivoda.

(t~a)×~b = t(~a×~b) = ~a× (t~b)

i
(~a +~b)× ~c = ~a× ~c +~b× ~c.

Primenom tvrdenja 8.26 na prethodnu jednakost dobija se

~a× (~b + ~c) = ~a×~b + ~a× ~c.
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Napomena 8.27Koristéci geometrijsku definiciju vektorskog proizvoda može se lako
dobiti analitǐcka definicija. Iz analitǐcke definicije se mǒze dobiti geometrijska,̌stoćemo
i pokazati. Kako je

|~a×~b|2 = (a2b3 − a3b2)2 + (a3b1 − a1b3)2 + (a1b2 − a2b1)
= (a2

1 + a2
2 + a2

3)(b
2
1 + b2

2 + b2
3)− (a1b1 + a2b2 + a3b3)2

= |~a|2|~b|2 − (~a ·~b)2
= |~a|2|~b|2 − |~a|2|~b|2 cos2 6 (~a,~b)
= |~a|2|~b|2 sin2 6 (~a,~b).

Sledi da je intenzitet vektora~a×~b dat sa

|~a×~b| = |~a||~b| sin 6 (~a,~b).

Neposredno se proverava da~a, ~b i ~a ×~b čine desni triedar, kao i da je~a ×~b normalan i
na~a i na~b. ¦

8.2.3 Měsoviti proizvod u V 3

Definicija 8.28 Mešoviti proizvod vektora~a,~b, ~c je skalar(~a×~b) · ~c.

Tvr denje 8.29 Apsolutna vrednost mešovitog proizvoda vektora~a,~b,~c ∈ V 3 jednaka je
zapremini paralelepipeda obrazovanog nad vektorima~a,~b, ~c.

Dokaz. Neka vektori~a,~b i ~c obrazuju triedar desne orijentacije (vidi sliku).

Oznǎcimo sa~p vektor~a×~b. Tada vǎzi

(~a×~b) · ~c = ~p · ~c = |~p|~p0 · ~c
= |~p||~p0| · |~c| cos 6 (~p0,~c).
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Kako je |~a × ~b| = B jednako mernom broju površine paralelograma obrazovanog nad
vektorima~a i ~b, a visina paralelepipeda iznosi|~c| cos 6 (~p,~c) = H, to je

(~a×~b) · ~c = B ·H = V.

gde jeV zapremina paralelepipeda.

Ako vektori~a,~b i ~c obrazuju triedar leve orijentacije, tada jecos 6 (~p,~c) < 0, pa je(~a ×
~b) · ~c = −V .

Mešoviti proizvod vektora~a,~b,~c jednak je nuli ako je bar jedan od vektora~a, ~b ili ~c
nula-vektor ili ako sva tri vektora lěze u jednoj ravni, tj. ako su komplanarni. U slučaju
komplanarnosti tri vektora zapremina paralelepipeda konstruisanog nad ovim vektorima
je jednaka nuli, pa je(~a×~b) · ~c = 0.

Napomena 8.30Kako su skalarni i vektorski proizvodi dati uR3
e i V 3 ekvivalentni, to

su i měsoviti proizvodi takvi.¦

8.3 Jednǎcine ravni i prave

Koristéci osobine vektora izvěsćemo jednǎcine ravni i prave. Sa
−→
AB oznǎcavamo vektor

čiji je jedan predstavnik orjentisana duž AB. Ako je O koordinatni pǒcetak, tada sa~M

oznǎcavamo vektor
−→
OM .

8.3.1 Jednǎcina ravni

Neka jeM0 data tǎcka u prostoru i neka je~n 6= ~0 dati vektor. Skup svih tǎcakaM takvih

da je vektor
−→

M0M normalan na vektor~n naziva seravan kroz tǎcku M0 (vektor~n se
nazivavektor normale).
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Vektor
−→

M0M se mǒze izraziti preko vektora
−→

OM0 i
−→
OM tj.

−→
OM −

−→
OM0 =

−→
M0M .

Kako su vektori
−→

M0M i ~n normalni, njihov skalarni proizvod je jednak nuli:

~n · (
−→
OM −

−→
OM0) = 0. (8.4)

Ako je ~n = (A, B, C),
−→

OM0 = (x0, y0, z0),
−→
OM = (x, y, z), tada jednǎcina 8.4 u

analitǐckom obliku glasi

Ax + By + Cz −Ax0 −By0 − Cz0 = 0 (8.5)

Ako oznǎcimoAx0 + By0 + Cz0 saD, dobijamo

Ax + By + Cz = D. (8.6)

To jeopšti oblik jednǎcine ravni u analitǐckom obliku.

Napomena 8.31Jednǎcina 8.6 je linearna jednačina pox, y i z. Važi i obrnuto, tj. ako
je data jednǎcinaAx + By + Cz = D kod koje je bar jedan od brojevaA,B, C različit
od 0, onda je ona jednačina ravni. Neka je(x0, y0, z0) jedno rěsenje jednǎcine Ax +
By + Cz = D. Ako sada stavimo da je~n = (A, B,C) i ako tǎckaM0 ima koordinate

(x0, y0, z0), onda dolazimo do jednačine~n× (
−→
OM −

−→
OM0) = ~0 koju zadovoljava svako

rěsenje jednǎcineAx + By + Cz = D. ¦

Kako je~n = (A,B,C) i ~r =
−→
OM = (x, y, z) (tj. vektor polǒzaja proizvoljne tǎckeM ),

to geometrijski oblik jednǎcine ravni jeste:

~r · ~n = D.

Koristéci jednǎcinu 8.5 mǒzemo zapisati i analitički oblik jednǎcine ravni kroz tǎckuM0,
normalnu na vektor normale~n. To je jednǎcina

A(x− x0) + B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

Dve ravni suparalelneako su im vektori normala~n1 i ~n2 kolinearni, anormalneako su
im vektori normala medusobno normalni.

Ako su date tri razlǐcite tǎckeM1, M2 i M3 koje ne lěze na jednoj pravoj onda možemo
odrediti jednǎcinu ravni kroz date tri tǎcke, na sledéci nǎcin. Neka jeM proizvoljna

tačka ravni, tada su vektori
−→

M1M ,
−→

M1M2 i
−→

M1M3 kolinearni, pa je njihov měsoviti
proizvod jednak nuli tj.

−→
M1M ·(

−→
M1M2×

−→
M1M3) = 0.
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Kako je

−→
M1M =

−→
OM −

−→
OM1 = (x, y, z)− (x1, y1, z1)

= (x− x1, y − y1, z − z1)
−→

M1M2 =
−→

OM2−
−→

OM1 = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1)
−→

M1M3 =
−→

OM3−
−→

OM1 = (x3 − x1, y3 − y1, z3 − z1),

dobijamo analitǐcki oblik jednǎcine ravni kroz tǎckeM1, M2 i M3:
∣∣∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣∣∣
= 0

Primer 8.32 Napisati jednǎcinu ravni kroz date tri tǎcke M1(1, 2, 3), M2(−1, 0, 0) i
M3(3, 0, 1). Trǎzena ravan je

∣∣∣∣∣∣∣

x− 1 y − 2 z − 3
−2 −2 −3

2 −2 −2

∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

tj. x + 5y − 4z + 1 = 0. 4

8.3.2 Jednǎcina prave

Kako je prava presek dve ravni koje nisu paralelne, to se jednačina prave mǒze dati
skupom jednǎcina dvaju ravni:

~r · ~n1 = D1 i ~r · ~n2 = D2,

ili u analitičkom obliku:

A1x + B1y + C1z = D1, A2x + B2y + C2z = D2.

Prava u prostoru je odredena ako je poznata tačka M1 kroz koju ona prolazi i vektor
~a 6= ~0 kome je prava paralelna, dakle

−→
OM =

−→
OM1 +

−→
M1M .

Kako je vektor
−→

M1M kolinearan sa~a, tj.
−→

M1M = k~a, dobijamo

−→
OM =

−→
OM1 +k~a (8.7)
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i −→
OM −

−→
OM1 = k~a.

Poslednju jednǎcinu mǒzemo napisati u obliku

(
−→
OM −

−→
OM1)× ~a = ~0.

Ako su dati vektori
−→
OM = (x, y, z),

−→
OM1 = (x1, y1, z1) i ~a = (m,n, p), tada vektorskoj

jednǎcini 8.7 odgovaraju tri skalarne jednačine date sistemom:

x = x1 + mk
y = y1 + nk
z = z1 + pk.

(8.8)

Ove jednǎcine predstavljaju tzv.parametarski oblikjednǎcine prave. Ako sum, n
i p različiti od 0, onda mǒzemo eliminisati parametark i dobiti jednǎcinu prave u
segmentnom obliku:

x− x1

m
=

y − y1

n
=

z − z1

p
.

Ako je, na primer,p = 0, onda se sistem 8.8 može napisati u obliku:

x− x1

m
=

y − y1

n
, z = z1 (8.9)

a ako su na primern i p jednaki nuli, sistem 8.8 glasi

x = x1 + m · k, y = y1, z = z1. (8.10)

Primer 8.33 Nadimo jednǎcinu prave kroz tǎcku (1, 2, 3) paralelnu sa vektorom~a =
(1,−2, 1). Prema prethodnom razmatranju dobijamo

x− 1
1

=
y − 2
−2

=
z − 3

1
.

4
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Prava je odredena dvema tǎckamaM1 i M2. Vektor~a pravca prave je
−→

M1M2. Ako sada

u jednǎcini 8.7 stavimo
−→

M1M2 umesto~a, dobijamojednǎcinu prave kroz dve tǎckeM1 i
M2: −→

OM =
−→

OM1 +k
−→

M1M2 . (8.11)

Ako je
−→
OM = (x, y, z),

−→
OM1 = (x1, y1, z1) i

−→
M1M2 = (x2−x1, y2−y1, z2−z1), tada

iz jednǎcine 8.11 dobijamoparametarski oblik jednǎcine prave kroz dve tǎckeM1 i M2,
dat sistemom

x = x1 + k(x2 − x1)
y = y1 + k(y2 − y1)
z = z1 + k(z2 − z1),

(8.12)

a iz 8.12 eliminacijomk dobijamosimetrǐcni oblik jednǎcine prave:

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
=

z − z1

z2 − z1
(

−→
M1M2 6= ~0). (8.13)

Primer 8.34 Prava kroz tǎcke(1, 0,−2) i (2,−1, 3) zadata je jednǎcinom

x− 1
1

=
y

−1
=

z + 2
5

.

4

Neka je data prava

a :
x− x1

m
=

y − y1

n
=

z − z1

p
= k

i neka je data ravanα sa
Ax + By + Cz + D = 0.

Odredimo prodor pravea kroz ravanα. Iz jednǎcine prave izrazimox, y, z prekok,
pa uvrstimox, y, z u jednǎcinu α. Tako dobijamo jednǎcinu po k. Nalazéci to k i
zamenjujúci ga ux = x1 + mk, y = y1 + nk, z = z1 + pk, dobijamo koordinate
prodora.
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