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PREDGOVOR 1

Analogni elektronski ra&unar se pokazao kao veoma pogodno 1 ko-
risno sredstvo za analizu matematifkih modela, koji potifu iz
raznih oblasti istra¥ivanja. Zato ovaj ra¥unar, danas u svetu,
zauzima znadajno mesty u istrafiva¥kim i raXunskim centrima, a
narofite u veéim lahoratorijama gde se koristi za izu®avanje ra-
znih tehni&kih problema.

U naZoj zemlji analogni ra&unari zauzimaju takodje znadajno me-
sto u naufnoistra¥ivatkim laboratorijama i na univerzitetima,
gde se koriste za analizu i sintezu dinamiZkih sistema ! za gi-
mulaciju raznih procesa. Stoga se i pokazalo neophodnim da se
#to vedi broj nau¥nika i stru¥njaka upozna sa moguénostima ove
grane rafunske tehnike, pa je u nastavi na viZe fakulteta uvede-
na ova oblast u okviru raznih predmeta,

Ova je knjiga pisana sa namerocm da upozna #itaoce sa osnovnim
principima analocgnih elektronskih ra®unara kao i sa korisdenjem
analogne rafunske tehnike. Knjiga je sastavljena iz:

- uvodnog dela u kojem se izla¥u principi rada analog-
nih raéunsk;h sredstava i razvoj ove ra¥unske tehnike kroz isto-
riju,

- prvi deo kn}ige sadrZi opis radunskih elemenata 4%
organizaciju analognih radunara, a

- drugi deo knjige se odnosi na primenu analognih ra=-
dunara i obuhvata postavljanje, reSavanje I analizu matematikih
modela iz raznih oblasti matematike, mehanike i tehnike.

Knjiga je pisana kao udZbenik iz oblasti analognih radunara, ali
njome fe se moéi koristiti 1 mnogi saradnici nau®nih i privred-
nih organizacija zainteresovanih za ovu oblast ra¥unske tehnike.

Koristimo priliku da se zahvalimo Nadi Pejovié& na saradnji oko
priprema za Stampu i vodjenju korekture, kao i saradnicima Si-
ni%fi Kaludjerskom, Dufanu Jojkidu i Milanu Stanojevidu koji su
nam pomogli u sredjivanju rukopisa, a posebno se zahvaljujemo
Prirodno-matematidkom i MaSinskom fakultetu u Novom Sadu, kao 1
Zavodu za fiziku i matematiku Univerziteta u Novom Sadu koji su
omogucéili izdavanje ove knjige,

NOV1 SAD, 1970. AUTORI .
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1. FIZISXI OBJEKT I MATEMATIZKI MODEL

U tehni&koj praksi, kod projektovanja raznih konstrukcija i ure-
djaja, neophodno je da sé izvrie prethodne analize i proraduni
koristedi matemati¥ki aparat. U raznim nau&nim i drugim istra-
¥ivanjima matematika predstavlja neophodan alat u radu istraZi-
vada. Ali, kako mAtematika predstavlja apstraktnu naunu disci-
plinu, postavlja se pitanje kako se matematifke metode mogu ko=
ristiti u ispitivanju fiziZkih objekata.

Pod fizi¥kim objektima podrazumevaju se kako tehnifke konstruk-
clje, tako i razne pojave i procesi iz realnog sveta. Pri ovo-
me, za nas je posebno interesantan onaj prilaz izudavanju fizi-
&kih objekata koji se zasniva na koriicdenju matematilkog apara-
ta. Odmah je potrebno da se naglasi da su fizi&ki objektl naj-
Gelce tako sloZfeni da ih matematidke formule ne mogu u potpuno-
sti opisati. Medjutim, sa odredjenog stanovista matematifke fo-
rmule mogu dovolino ta¥no opisati neke oscbine fiziZkog 6bjekta.
Skup matemati&kih formula, koje opisuju ponaSanje fizi&kog ob-
jekta naziva se matematiZki model fiziZkog_cbjekta. Prema tome,
matematifki model moZe da prufi samo idealizovanu sliku posma-
tranog fiziZkog objekta. Medjutim, izufavanje fizifkog objekta
odnosi se, najlesde, samo na odredjene osobine objekta. pa pre-
ma tome i matematifki model treba da opisuje samo one oscbine
objekta koje se Zele izu¥avati. Zato je prvi i najva¥nijil zada-
tak prilikom primene matematiZkih modela, da se isti postavi u
onom obliku u kojem de najbolje opisivati objekt u smislu ist-
raXivanja.

Ispitivanje fizifkih objekata putem analize osobina matemati&-
kog modela svakako nije jedini put istraZivanja. Mogufe je pre-
dpostaviti da sva potrebna ispitivanja istraZiva® izvrsi na sa-
mom fizi&kom objektu. Dakle, ako je u pitanju tehni&ki objekt
ili uredjaj, onda se misli na njegovu izgradnju i ispitivanije
radi utvrdjivanja dobrih i loZih osobina. U tehnifkoj praksi
ovo je poznato kao ispitivanje na prototipu. Ovakav na&in ispi-
tivanja fizi&kih objekata u vedini slu¥ajeva zahteva velika in-
vesticiona ulaganja, duge vremenske rokove izrade prototipa,
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a Zesto je skopfan sa ozbiljnim opasnostima u toku istraZiva-
nia.

Kao primer ovakvog na&ina ispitivanja mo¥e se navesti ranija
izgradnija novih tipova aviona. Avion se ranije gradio po zami-
sli konstruktora, 1 kao prototip ispitivao. Pored tega 3to se
ulagao veliki rad oko izgradnje prototipa, ispitivanja ovakvih
aviona cesto su se i katastrofalno zavrSavala po %ivot pilota.

IstraZivanja preko matematiZkih modela, medjutim, pored toga
$to nemaju nedostatke ovakvog na&ina ispitivanja, pru¥aju i
znatno vede moguénosti u izgradnji optimalnih konstrukeija,
kako u pogledu utrofka materijala, tako i u tehni&kim karakte—
ristikama konstrukcije.

1.1. Fizidka analogija

%Za ispitivanje oscbina fizi&kih objekata Sesto se koristi iz-
gradnja fizi&kih modela obiekta koji se ispituje. Pod fizidkim
modelom podrazumeva se izgradnja fizidkog objekta slidnog obje-
ktu koji se ispituje, ali sa umanjenim dimenzijama. Na ovaj su
nadin sve fiziéke veli&ine, koje se pojavljuju ked fizidkog ob-~
jekta iste prirode i kod modela. Za izgradnju £izi¥kih modela
nije potrebno postavijanje matematifkih modela, ved uspostay-
ljanje fizitke analogije izmedju objekta 1 modela. Ovakav na-
¢in ispitivanja fizi&kih objekata, u nekim slu®ajevipa ima zna-
tne prednosti nad matematifkim modelom, jer na fizikom modelu
mogu da se ispituju i one fizidke pojave kole nisu mogle biti
obuhvadene matematidkim relacijama.

.lzgradnja fizi&kih modela objekata Zesto se koristi u avionskoj
industriji. Kako je ranije redeno, vidi se da izgradnja proto-
tipa novih avionskih konstrukcija 1 njihovo ispitivanje ima
znatne nedostatke. Zato se pribegava izgradnji modela avigna,
koji zadrZavaju gotovo sve osobine realnog aviona. Ovakvi se
modeli ispituju u specijalnim aerodinamiZkim tunelima, gde se
obezbedjuje vazdufno strujanje i svi ostali uslovi, tako da se
dobija uvid u ponaZanje budude konstrukcije u vazduhu,

Na sliZan na&in, putem izgradnje elektri#nih modela., mogu se i-
spitivati osobine elektridnih dalekovoda, pa i celokupue elek-
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tri¥%ne mrefe. Isto tako veliki hidrosistemi Zesto se ispituju
putem izgradnje modela, na kojima se proufavaju razni uticaji
oblika brana, nagiba zemljji¥ta, itd.

tako fiziZka analogija omoguduje ispitivanje f£iziZkih objekata
na modelima, koji su znatno lak3i i jeftiniji za izgradnju i 1~
spitivanje nego prototipovi cbjekata, ipak ovaj na&in ispitiva
nja ne nalazi vedu primenu. Najveéi redostatak ovakvog na&ina
ispitivanja svakako je nemanipulativnost kod promena u konstruk-
ciji. Za svaku novu varijantu fiziZkog objekta mora se gradity
odgovarajuéi fizi¥ki model. '

1,2, Matemati¥ka analogija

Odavno je uodena &injenica da se razlifiti fizi&ki objekti mor
gu opisivati istim matematifkim modelom. Izmedju dva fizifka
objekta A i B, koji imaju iste matematifke modele, ka¥e se
da postoji matematiZka analogija. Medjutim, strofije postavke
matematiZkih modela, a to zna¥i dublje izudavanje £iziZklh ob
jekata, najtesfe pokazuje da razlifiti fizitki objektl imaju
sliéne matematiZke modele, kojl sé mogu do izvesne ta&nostl
smatrati istovetnim. Istovetnost matematikih modela objekata
A i B pruza moguénost da jedan od fizitkih objekata bude
korisden za analizu matematifkog modela drugog objekta. Fizie
ki objekt A, koji se koristi za analizu matematiZkog modela
_objekta B, sa kojim ima gliZan matematiZki model, naziva se
analogni model ili analogon objekta B. -

Prema tome, lzmedju fizi&kog objekta koji se ispituje i analog-
nog modela postoji matematifka analogija. FiziZke veli¥ine u
objektu 1 analognom modelu po praviiu nisu iste prirode kao
3to. je to bio slu¥aj kod fizi&ke analogije. Matematifka analo
gija se sastojl u sliZnosti matématiZkih modéla analogona i fii-
zi¥kog objekta. '

Radi ilustracije matematifke analogije izmedju fizi&kih obje-
kata dat je primer matematifkog klatna 1 oscilatornoﬁ’élektxi-
&nog kola. Ako se masa matematiZkog klatna oznali sa m , a sa
£, rastojanje od tefi¥ta mase do taZke veSanja 0 (sl.l.2.1},
onda je matematiZki model, koji opisuje kretanje klatna, tj.




“ 5 =
ugac ¢ u funkciji vremena t, dat jednadinom:
2
792 4 gt sing = 0 (1.2.1)
dt?

sa poletnim uslovima: ¢ 7(G) = ¢5 i ¢(06) =9 .

51. 1.2.1. Matematiéko klatno

U jednaini (1.2.1) sa J je oznaden moment inercije u odnosu
na osu obrtanja. Za kretanje u blizini ravnoteZnog polo¥aja mo-
Ze se uzeti da je sing = ¢, pa jednadina (1.2.1) dobija oblik:

2
J ae gl ¢ = 9 {1.2.2)
dte?

Ako se uzme elektrino oscilatorno kolo prikazano na sl. 1.2.2,
koje se satoji od kondenzatora kapaciteta C i induktivnog
kalema induktivnosti L vezanih na red, tada matematidki mo-
del koji opisuje promenu elektri&nog punjenja g kondenzato-
ra u vremenu, dat je jednadinom:

2
149 Llg=0 (1.2.3)
agz  ©

sa pofetnim uslovima: g (0) = qg i g{0) = A
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Poredjenjem diferencijalnih jednaZina {(1.2.2) 1 (1.2.3), vidi se

C L

_|

S§1. 1.2.2. Oscilatorno elektri¥no kolo

da se one razlikuju samo u konstantama. Prema tome, mehanilZke
pojave vezane 2za kretanje matemati¥kog klatna u okolini ravno-
teinog polofaja mogu se proufavati na elektriZfnom modelu (sl.
1.2.2). Isto tako i elektri¥ne pojave u elektri¥nom kolu sa ka-
pacitetom i induktivnoBdu vezanim na red mogu biti izudavane
na mehanifkom kretanju matemati¥kog klatna u okolini ravnoteZ-
nog poloZaja, '

Na sl. 1.2.3 #ematski su prikazani neki mogudi na¥ini ispiti-
vanja i proutavanja fizi¥kih objekata. Na ¥emi su prikazani
prilazi u izuZavanju £izi¥kih objekata koji se najle¥de koris-—
‘te u savremenoj nau¥no-tehnilkoj p’i:aksi.

Fizi%ki objekt koji je predmet izu¥avanja, obi¥no predstavlja
idejnn -zamisao konstruktora nekog bududeg tehniZkog uredjaja.
Jedan naéin provere osm:rvne ideje je direktna realizacija obje-
kta, kao protot.i.pa, Pored ovoga nafina, mo¥e se za bududu kon-
strukciju graditi f£izi¥ki model i sva potrebna ispitivanja vr-
§iti na takvom fizi¥kom modelu, odnosno maketi. Tada se govori
o fizi¥koj analogiji izmedju objekta 1 modela. Izufavanjem fi-.
:1Ek1h'zakoni. oni vaZe u posmatranom fizilkom -ohjok‘tu.'___uo,!e
se doéi do matematiZkod modela koji opisuje objekt- u smislu

istraiivania. Kiko su sve interesantns usvbine cbjekta implici
tno sadrane u matemati¥kom modelu, -postavlja se problem njiho
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vog eksplicitnog izraZavanja, a posebno kada su u pitanju slo-
feni matematiZki modeli. Dragocenu pomoé istraZijivadu ovde pru-

MATEMATICKI

ANALOGNI | atemantkal FIZICKI FIZIRKA FIZICKI

MODEL [~ ANATSGUA"| QBJEKT [ AWALOGUA ~| MODEL
3=
R
3l2
g
PROTOTIP

$l. 1.2.3. nNafini ispitivanja osobina fiziZkih objekata

Zaju analogni modeli, tj. £iziZki objekti &ije se pona3anje
opisuje sli¥nim (nekada identi®nim) matemati¥kim modelcm sa
onim koji se ¥eli analizirati.

Jasno je da je tefiko pretpostavitli da ¢e se za svakl fizi&ki
objekt, kojl se proudava, naéi odgovarajuéi analogon, na kojen
¢e se analizirati matemati®kl model objekta. Medjutim, znadaj
istraZivanja preko analognih modela dobija punu vrednost samo
ako je mogude relativno lako izgraditl analogni model fiziZkog
objekta. Ovo je mogude udiniti pogodnim povezivanjem elemenata
analognog radunara, %to je i predmet jzu&avanja ove knjige.

2. PRINCIPI ANALOGNIH RACUNSKIH SREDSTAVA

Ideja analognih raZunskih sredstava sastoji se u iznalaZfenju
takvih fiziZkih objekata, koji fe moéi da se koriste za anali-
zu matematitkih modela, pomodu kojih su istl objekti matemati-
&ki opisani. Prema tome, principi rada analognih ra%unskih
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uredjaja zasnovani su na £fizifkim zasonima koji vaZe za omaj
£izi¥ki objekt koji se koristi u ratunske svrhe.

Slededa dva primera ilustruju analogni na&in radunanja:
Primer 1. Predpostavlja se da je potreimo da se izvrii mnoZe-
nje dve veli¥ine x 1 y. Prema tome, zadati matematitki mo-
del je:  ! Lo .

z = Xoy (2.1)
Sa druge strane, iz elektrotehhike je poznato da je za elektri-
&no kolo, prikazano na slici 2.1., prema Omovom zakonw, relaci-

!

Sl. 2.1. ElektriZno kolo
ja koja daje vezu izmedju napona .U, gstruje I, i otpora R
data jednaZinom:

U = ReI ' U (2.2)

Kako elektriZno kolo na sl. 2.1. ima matematiZki model (2.2)
koji je identi&an sa matematiékim modelom (2.1), samo #to ‘oz-
nake u modelu (2.1) ptedstavljaju ‘matematiZke veliéine, au
modelu (2.2) fizitke Veliéine, to elektri¥no kolo na 51. 2 1.
mo¥e da predstavija analogni uredjaj za mnoZenje. "

Primer 2. Neka je zadat matemati¥ki model. T
y = WX C(2.3)

Nagini se levak od lima u obliku kupe (sl. 2.2.) tako da je
odnos polupre&nika otvora-levka i odgovarajuce visine

A e




Kako je zapremina kupe:

V=%mrth (2.5)
Smenom {2.4) u (2.5) doblja se:

h =34 {2.6)

Prema tome, ako se naspe x[cm?] te¥nosti u levak, onda e vi-
sina te¥nostl u levku u cm predstavljati broj y prema re-
lacidi {(2.3), a na osnovu (2.6).

A

Sl. 2.2. Levak za lzrafunavanje kubnog korena

Iz ovih se primera jasno vide osnovne osobine analognog radu-
nanja. Naime, za dati matemati¥ki model, koji je predmet izu-
%avanja, nalazi se odgovarajuéi fizi¥kl objekt, Zije se pona-
Zanje opisuje sli¥nim ili identi&nim matematiZkim modelom kao
ito je i onaj koji se izulava.

Svaka matemati®ka velidina u matematiXkom modelu ima svoju
predstavu u analognom modelu, kao odgovarajuda filziZka velidi-
na. Prema tome, neke od fizi&¥kih veli¥ina odgovaraju poznatim
veli®inama, a neke nepoznatim velifinama u matematifkom mode-
lu. Davanjem pdgovarajudih vrednosti prvima, posredstvom fizi-
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¢kih zakona, dobijaju se druge fizifke velifine, koje ustvari
predstavljaju trafena reienja matematickog modela.

Pogledajmo kakva je tainost radunanja pomocu analognih raénn-
skih uredjaja. Osnovni zahtev za talnost analognih raZunskih
uredjaja je pre svega identi¥nost matemati¥kog modela kojl se
apalizira, sa modelom uredjaja. Medjutim, kako analogni ure-
djaj predstavija fizifki objekt kod kojeg postoj ‘mnogi utica-
31 na fizi%ke veliine, koje sluie 3a raéuaanje. a kojl éultb
ne mogu da budu obuhvadeni matematiZkim modelom, to je :n ana-
logne raZunske uredjaje veoma va¥no da se ispitaju svi ovi uti-
caji na matematiZki model. Drugim retima, kako je izmedju £i-
zi%koy objekta i analognog modela uspostavljens matematifka a-
nalogija, to ispitivanje razlika u matematifkim modelima obje-
kta i analogona je ustvari ispitivaaje stepena uspostavljene
analogije. Ako je stepen analogije veliki, razlike u matemati-
&kim modelima su male.

Tako naprimer, taZnost rezultata u prvom primeru vezana je za
tafnost merenja napona, struje i otpora. PrikljuZivanje instru-
menata za merenje na sl. 2,1. smanjuje ta¥nnst mnoZfenja po for-
muli (2.2), jer u ovoj formuli nije uget u obzir (unutra¥naji)
otpor instrumenata. Sa druge strane ta¥nost je ogranifena i mo-
guénoddu preciznog #itanja izmerenih velifina sa skala inatru-
menata.

U drugom primeru ta¥nost je ograni¥ena preciznoécdu izrade lev-
ka, kao i nerenja zapremine i visine teZnosti.

Prema tome, povefanje taZnosti analognog raZunskog uradjaja
vezane je 1 za preciznost 1zrade samoq uredijaja.

Iz istih se primera vidi jaﬁ jedna bitna oscbina anaqua;h ra-
Zunskih sredstava. Ova osobina je brzina ra¥umanja, koja je
takva, da praktiZno &im se postave vrednosti za poznate fizifke
velifine trenutno se dobija i rezultat. U primeru 1., kads
se postavi ieljena vrednost otpora R i uapostavi struja I,
istog trenutka poutoji i rezultat U. U primeru 2., &im s@ us-
pe odgovarajuca zapremina teéno:ti u levak, trenutno fa rllpo~
lafe rezultatom, pa je potrebno samo konstatovati visinu’ té%—
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nosti u levku.

Prema tome, kod analognih ra¥unskih sredstava ne postoji pro-
ces rafunanja, ved proces uspostavljanja fizifkih veliZina pre-
ma f£izi&kim zakonima koji vaZfe za odgovarajuéi uredijaj.

Prema rafunskim mogudnostima analognih raunskih sredstava,
kao i prema naZinu koriSdenja, analogna ra¥unska sredstva mogu
8se podeliti u dve velike grupe 1 to (s1.2.2.1):

- prirulna analogna radunska sredstva,

- analogne raunare,

Priru®na anpalogna raZunska sredstva au specijalno napravljena

da olakBaju rafunanje po odredjenim matemati¥kim formulama ko-
je se Zesto ponavljaju. Ovoj grupi pripadaju logaritmar i no-

mogrami. I jedno i drugo sredstvo kao fizifke veliZine koriste
dufinu na lenjiru (logaritmar) ili na dijagramu (nomogram), a

tadnost im je za veliki broj primena zadovoljavajuca,

Analogni ralunarj su sloXenija ra&unska sredstva koja automat-
ski mogu da obave izveatan niz rafunskih operacija. ObiZno se
sastoje od viSe radunskih elemenata (komponenata), koji se me-
djusobno mogu na razlifite na¥ine povezivati. Na taj se nadin
mogu obavljati vrlo slofene matematidke operacije. Moderni ana-
logni rafunari mogu da reSavaju 1 takve probleme kao Ito su
diferencijalne, integralne, pa i neke parcijalne jedna&ine,

kao i neke algebarske i druge probleme., Razni tipovi ra&unara
koriste razne veliine za analogiju, kao napone,struje, meha-
ni&ka kretanja 1itd,

2.1. Prirudna analogna radunska sredstva

0d priru&nih analognih rafunskih sredstava ovde ¢e ukratko bi-
ti objaiEnjeni osnovni principi rafunanja pomodu logaritmara i
nomograma, I jedno i drugo ra&unsko sredstvo se i danas veoma
uspedno koristi za brza i priru¥na rafunanja u onim problemima
koji se mogu reSavati sa ograni¥enom ta&no#éu, koju ova areds-
tva mogu da obezbede.

- Logaritmar

Ovde ce biti objaZnjenl samo osnovni principi na kojima je za-
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snovan rad logaritmara.

Logaritmnr je sastavljen od nepokretnog dela i pokretnog lenji-
ra koji se moZe pomerati duZ nepokretnog dela (si. 2.1.1). Na
oba su dela nanesene iste logaritamske skale. Osnovne operaci-
je na logaritmaru su mnoZenje i delenje brojeva.

851. 2.1.1. Skale logaritmara

Mnofenje dva broja na logaritmaru vrii se sabiranjem duzina na
nepokretnom delu i pokretnom lenjiru. DuZine koje se sabiraju
sragmerne su logaritmima brojeva naznadenih na logaritamskoj
skali. Matemati¥®ki model &ija se realizacija Zeli pomodu loga-
ritmara je ustvari: :
zZ = X'y {2.1.1)
Medjutim, logaritmar obezbediuje matematilki model:

logz = logx + logy ‘ (2 ' 1.2)

-\I
Kako se relacija (2 1.2) dobija logaritmovunjem jednaginq (2.
1.1), i kako su na skali logaritmara naneseni hrojavi Xe Yo
1 z, mo¥e se direktno ¥itati rezultat mnoZenja.

Da bi se na primeru prikazao rad logaritmara, neka je potrebno
da se izra¥una proizvod

z = 24 .
Na nepokretnoj skali se nadja broj 2 1 pomakne pokratn%. lg-
njir tako da pofetak skale lanjira bude naspram broja 2 na
nepokretnoj skali. Sada se nd skali pokratnOQ lenjira pronadje
broj 4, a broj na nepokretno] akali ko]i se nalazi nasprar
broja 4 skale pokretnog lenjira predstavija rezultat. u ovom
primeru broj 8, Dufina nepokretnog dela izmediju b:ojeva 1 i
2 predstavija u odredjencj razmeri log2, duZfina izncdju bro-
jeva 1 1 4, na sgkali pokretnog lenjira, predstavlja u istoj
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razmeri logd4. Ako je k koeficijent razmere na obe skale, on-
da naspram broja 4 pokretnog lenjira na nepokretnoj skali je
log8 u istoj razmeri, pa sledi:

k log8 = k log2 + k logd

odakle se antilogaritmovanjem dobija:
8 =24

Na slidan nad®in, porodu istih skala, mo¥fe se obavljati i delenje,
samo ¥to sada treba oduzimati dufipe na nepokretnom i pokret-
nom delu logaritmara. Na logaritmaru je mogude obavljati i ni=z
drugih matematidki operacija, o ¢emu se ovde nefe posebno go-
voriti.

- Nomogrami

Nomogram je grafifki prikaz funkcionalnih zavisnosti izmedju
promenljivih velifina. Oblast matematike koja se bavi proua-
vanjem i izradom nomograma naziva se nomografija. Nomogram je
ustvari crtef na kojem su funkcionalne zavisnosti izmedju ne-
koliko promenljivih velidina prikazane na pogodan nadin, pomo-
du du¥ina, sa skalama, tako da se moZe pribli¥no veoma brzo i
lako izradunati jedna od velidina, kada su ostale zadate. Dru-
gim redima, funkcionalna zavisnost izmedju matematidkih velidi-
na na nomogramu je odredjena polofajem tadaka na funkecijskim
skalama.

U datom primeru potrebno je konstruisati nomogram za matemati-

&ki model oblika

£4(w) = %‘;—%— (2.1.3)

Ovakav matemati¥ki model moZe se redavati na tzv. Z nomogramu,
koji je sastavljen od dve paralelne prdave linije a 1 b, pre-
sefene tredom pravom linijom c (sl. 2.1.2}.

Na pravoj a, od ta®ke B, nanesu se vrednosti funkcije £, (u},
a na pravoj b, od tadke A, vrednosti £;(v). Kroz tatke A i
B povude se prava ¢, i izaberu se tafke C i E, na pravama
a odnosno b, tako da prava d preseca pravu ¢ u tafki D.
PolazeS) od ta®aka A 1 B nanose se vrednosti odgovarajuéih
funkcija u odredjenim razmerama, tako da je:
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AE = nyfslv)

— {(2.1.4
BC = m;f, {u) '

gde su m; 1 m; koeficljdnti'ramre.

Sada je potrebno vrednosti funkcije f£,(w) odrediti i naneti

pa pravuy ¢, pofevii od tadke B, tako da relacija (2.1.3) bu-

1. 2.1.2. Z - nomogram

de zadovoljena za svaki par vrednosti f£;{u) 1 £ylv). Mole
se geometrijski pokazati kako se odredjuju i nanose ove vred-
mu. . . . . MO

Iz sliZnosti trouglova ADE i BCD sledl da je:

' B 1 AE = 85 :+ (AB - BD) 42015

Zamencm iz (2.1.4) u (2.1.5), te nakon sredjivania dobd.ja’se
£2(v) _ m; AB - BD

Tﬂ-‘;} i (2.1.6
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Kako je leva strana jednaline {(2.1.6), prema (2.1.3) ustvari
funkcija f3(w), to je

my E\E - -.;]5.
f£i{w) = o 2.1.7)
¢t BD
odakle se dobija da je
—_— my _—
ED = AT W) 4D (2.1.8)

Prema tome, funkcijske skale na pravama a i b {sl, 2.1.2)
nanose se polevii od tafaka B, odnosno A, prema relacijama
(2.1.4), dok se funkcijska skala na duZi B {prava <¢) nano-
si prema relaciji (2.1.8) po&evii od tatke B,

Da bismo objasnili upotrebu nomograma konstrui3imo najpre z -
nomogram za funkeije f£,(u) =u, £f(v) = v i £,(w) = w.

Matemati&ki model {2.1.3) svodi se sada na obi&no delenje, tj.

w =L (2.1.9)

Predpostavimo da se promenljive u 1 v krecfu u opsegu

0 <u=< 10, 41 0 < v < 19, Odredimo najpre koeficijente
razmere m; i mp. Ako se uzme da je u = 10 i BT = 10 ¢m,
kao i v = 10 i AE = 10 cm, onda prema (2.1.4) sledi:

i

m, = 1 o,

<|e =1&l

my = = 1 cm,.

Na sli&an nadin iz relacije (2.1.8) sledi da je

5 = -AB (2.1.10)

I +w

Ako se usvoji da razmak izmediju pravih za u {1 v iznosi

10 cm, onda de du¥ AB biti 10/2 cm, (jer je najbolje da duZ
AB le%i pod 45° u odnosu na prave za u i v), te se jedna~
Cina (2.1.10) moZe napisati u obliku:

T = 290 (2.1.11)
1 + w

Prema tome, nhomogram koii odgovara relaciji (2.1.9) ima iZgled
kao na slici 2.1.3. U slededem primeru bide obja%njeno koriZde-
nje nomograma (sl. 2.1.3). Napr. traZi se vrednost koliénika
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4:8, onda na skali za v se nadje broj 4, a na skali za w
broj 8. PovlaZenjem prave kroz ove dve talke, koja sele pravu
w, dobija se tafka, na pravoj w, koja predstavlja traZeno re-
senje, t}. w = 0,5. Isti nomogram moe da sluZ¥i i za obavlja-
nje operacije nnoZenja, jer iz relacije (1.2.9) sledi da je

v = "W

51..2.1.3. Nomogram za mnoZfenje i delenje

Kako kod logaritmara tako i kod nomograma ta¥nost je ogranile-
na ta®noséu nanofenja odgovarajucih logaritamskih, odnosno fu-
nkcijskih skala. Medjutim, makako da su skale ta¥no nacrtane,
tafnost sa kojom se rafuna ogranidena je moguénosdu postavlja-
nja pofetnih podataka na skalama, a takodje i moguénoiic¢u &ita=
nja rezultata sa skale logaritmara odnosnc nomograma. Bez obzi-
ra na ova ograni¥enja, koja su vezana za upotrebu logaritmara
i nomograma, oba se radfunska sredstva Sircko koriste u ;aéunﬁ
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ske svrhe, s obzirom da se sa njima lako manipulife i da su je-
ftina. (Detaljnija objasnjenja o konstrukeiji i koriiéenju lo-
garitmara i nomograma Zitalac mo¥e da nadje u literaturi).

2,2 Analogni ra¥unari bK/

Osnovna karakteristika priru®nih analognih raZunskih sredstava
je stalna intervencija &oveka u toku rada. Take, ako se Zeli da
se pornoZe dva broja na logaritmaru, mora se postaviti pokretni
deo na ¥eljeni broj, pa posle ofitati rezultat. U slufaju da se
izvodi neka slededa operacija potrebna je ponovna intervencija.
Pod analognim radunarima podrazumevaju se slo¥eniji rafunski u-
redjajl koji su sposobni da cbezbede i lzvesnu automatiku u re-
Savanju radunskih operaciia, kao 1 veéu univerzalnost matemati-
&kih mcdela koii se analiziraju, nego 5te je to sludaj keod pri-
ruénih ragunskih sredstava.

Analogni radunari dele se u dve grupe (sl. 2.2.1):

ANALOGNA
RAL . SREDSTVA
PRIRUCNA ANALOGNI
SREDSTVA RACUNARI
SPECIJALNI UNIVERZALNI

REPETITIVNI SPORI

81. 2.2.1. Podela analognih ra&unskih sredstava
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- gpecijalni analogni ra&unari,
'~ univerzalni analogrfi rafunari,

Specijalni radunarl se grade u odredjene svrhe 1 sluZe za ana-
lizu jednog ili manjeg broja matematifkih modela.

Univerzalni analogni ra¥unari sastoje se iz vi¥e rafunskih kom-
ponenata, pri femu svaka od njih mo¥e da obavi jednu ili_viﬁe
matemati¥kih operacija.  Savremeni moderni analognl raunari
grade se isklju®ivo kao elektronski raunari. Kod ovih raturia-
ra fizi¥ke veli¥ine nad kojima se obavljaju matematifke opera-
cije su naj&e3de jednosmernl naponi, a u najnovije vreme poja-
vili su se radunari koji rade sa visokofrekventnim naponima,
Zija frekvencija iznosi oko 0,5 MHz. Univerzalni raZupari slu-
¥e za analizu raznih matemati&kih modela. Da bi se ovo omogu-
6ilo radunar raspola¥e sa rafunskim komponentama koje mogu da
obavljaju ra¥unske operacije sabiranja, mnoZenja, integracije

i sliZ%no. Za svaki matematifki model ove komponente moxaju bi-
ti na odgovarajuéil na&in povezane. Posao koji se sastoji u po-
vezivanju radunskih komponenata u cilju postavljanja konkretnog
matematidkog modela na raZunaru naziva se programiranje. Mate-
matiZfki modeli koji se najdedfe reZavaju na savremenim analog-
nim rafunarima su sisteml diferencijalnih jedna®ina, pa se za-
to ovi rafunari nazivaju &esto i diferencijalni analizatori.

Univerzalni analogni rafunari grade se kao:
- repetitivni i
- spori.

Repetitivni radunari rade velikom brzinom i na njima se redenje
obi¥no ponavlja 20 do 100 puta u jednoj sekundi, a postoje re-
petitivni rafunari kod kojih frekvencija ponavljanja iznosi i
po nekoliko hiljada puta u.sekundi:(ultrabrzi repetitivni ra-
Sunarl). Zbog velike ufestanosti reZenja, ono se mo¥e vizuel-
no posmatrati na ekranu katodnog osciloskopa u vidw krive li-
nije. Spori radunari rade u tzv. realnom vremenu, tj. tako Eto
se refenje dobija samo u jednom ciklusu rada radunarxa. Da bi
se moglo koristiti, ovakvo, reSenje se obi&no crta na pisafu ili
na specijalnom XY - pisadu. Kod savremenih najmodernijih ana-
lognih ra®%unara, postoji i kombinovan rad tako da radupar mo#e
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da radi ili kao spori ili kao repetitivni, Za neke probleme
ovakva kombinacija pruZa drasocene moguénosti prilikem analize
matematidkih modela.

Kako se univerzalni analogni radunar koristi za analizu matema-
ti¢kih modela? Kac 3te je raniie obja%njenc prvi posao je ko-

rektno formulisati matemati¢ki mosdel fizidkog objekta. Na osno-
vu matematitkog modela programer sastavlja program povezivanjem

radunskih elenenata,ns rafunaru.

Program se ob.ifno kod analognih radunara priprema u obliku blok
Sema, na osnovu koje se vr3i povezivanje radunskih elemenata
pomocu elektridnih vodova. Mederni radunari velikog kapaciteta
konstruisani su tako da su sve ulazne i1 izlazne veze sa radun-
gkim elementina izvedene na jeunoj centralnoj tabli. ¥a ovu se
tablu postavlia nokretna programska ploda, na kojoi su pomodu
gajtana uspositavlijens oldycvarajude veze izmedju radunskih ele-
fenata. Na ovaj se padin povezivanje radunskih elemenata vrii
na programsker plodi van rafunara, pa se analiza matematidkog
modela na samom rafunnru obavlia postavljanjem programske plo-
fe. Kada se postavi picgramsks nloda, izvrii se postavljanie
brojnih vredncsti, pofietnih us’lova i drugih konstanata koje
figuridu u matematidkom modela. Xada su postavlijene polazne
vrednosti konstanata, raluner se dovodi u refim da raduna. Tra-

Zeno se relenje obifno posmatra na osciloskopu i1li pisadu.

Prosednoc resavanje jednog problema na analognom radunaru traje
i0 do 60 sekundi. Ovo vreme reSavanja nije vezanc za slo¥enost

problema, red diferencijalne jednedine i slidno, veé zavisi od

vremenskog intervala o kojen se f2l1i da se raSenje posmatra.
Kod repetitivrih radunsra resSenjs se dobija u delovima sekunde.
‘ako se refenie dobija u vrlc krabkem vremenskom intervalu, to
Su andlegni radunari pogodni wza ispitivanje promena u redenju

nastalih menjanjen paranmetara u matematidkom modelu.

Opisanl nacin kori&denja analognih radunara polazi od matemati-—
tkog modela. Fedjutim, v natematidkom modelu kada se radi o slo-
Zenim [izi&kinm objektima, vrlo se 8esto gubi £iziZki smisaoc po-
Jedinih konstanata i parametara. Analogni radunari pruZaju mogu-

¢nost postavijanja analogona za odredijene delove fiziCkog obje-
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kta odvojeno, i njihovo medjusobno povezivanje prema stvarnom
fizi¥kom objektu. Ovakav na¥in postavljanja problema na analog-
nim raSunarima naziva se simulacija. Prema tome, simulacija je
takvo postavljanje analogona fizifkog objekta da se konstante
i parametri unutar analogona mogu lako identifikovati sa odgo-
varajuéim konstantama i parametrima na fizifkom objektu. Razli
xa izmedju radunanja na analognom rafunaru postavlijanjem mate-
matiZ¥kog modela i simulacije dolazil od svrhe u koju se radunax
koristi.

Naprimer, ako se Zeli da se ispita kakvo de biti ponadanje no-
vosagradjenog autopilota {uredjaja za automatsko upravljanje
avionom) kada se on ugradi u avion, onda se to mo¥e uSiniti i
bez aviona. Naime, na analognom se raZunaru postavi matematiZ-
ki model aviona, a u njega "ugradi®" autopilot. Red “ugraditi®
ovde oznaZava pogodno spajanje stvarnog uredjaja - autopilota
sa analognim radunarom. Ka¥e se tada da rafunar sluii kao si-
mulator datog aviona. Tom prilikom se mogu izvrEiti ispitivanja
auotbpilota, pa Zak i ona koja bi dovela do katastrofe u realr
noj fizi¥koj situaciji leta aviona, a da pri tome ne dodje do
nefeljenih posledica. Pored toga, mogu se ispitivati ponafanja
istog autopilota kada on radi u sastavu nekog drugoy tipa
aviona, pri Zemu je dovoljno izvréiti potrebne izmene samo u
matematiZkom modelu aviona, odnosno na analognom radunaru.

.Prema izlofenom, mogu se na kraju izdvojiti bitne dobre i lo¥
osobine analognih raéunnra. Dobre osobine su:

) ~ welika brzina rada (koja sledi- iz prirode ‘samih raZu
nara
‘. moguénost brze promene parametara u—mntenatiékon mode-

lu { ocene uticaja parametara na refenje,
- moguénost simulacije,
- mogudnost rada ralunara sa realnim objektom.
- = prosto progr;niranje i
< slofencst matematiZkog modela ne utife na vreme ra¥u

nanja. .

Lole osobine analognih ra¥unara gu:
- _ogranifena talnost,

- oqraniéenu univerzainost u odnouu na oblik nlti.ltiﬁ




- 2] -

kog modela i
-~ povedanje taZnosti zahteva savr¥eniju izradu radunskih
elemenata.

3. ISTORIJAT ANALOGNIH RACUNSKIH SREDSTAVA

3.1, Razvoj analognih rafunskih sredstava kroz istoriju

Prva ra¥unanja koja je ¥ovek obavljac vezana su za pojam pre-
broiavanja i za sabiranje i oduzimanje take nastalih brojeva.
Kasnije su se javile i druge, danas poznate, matematilke opera-
cije. Odmah pada u ofi da sve ove ideje pripadaju klasi cifar-
skih ra#unara, te i prva pomagala na pelju rafunara javljaju

se u obliku cifarskih radunskih sredstava. Ova sredstva datira-
ju jo¥ od Vavilenaca i Egipfana.

Medjutim, najznadajniji napredak na polju analegnih ra&unskih
pomagala, omoguéen je pronalaskom logaritama brojeva. 1600~te
godine Zkotski matematidar DZon Neper (John Napier 1550-1617)
otkrio je logaritme pomoéu kojih se, kao 3to je poznato, ope~
racije mnoZenja i delenja svode na sabiranje i oduzimanje. Ovo
je 1624 godine iskoristio E. Ganter (E. Gunter} da bi napravio
vrlo jednestavnu napravu pomodu koje je lako mogac da obavlja
operacije mnoZfenja i delenja. On je na jedno] dasci naneo bro-
jeve u logaritamskoj skali, pa je sabiranjem duZina srazmernih
logaritmima brojeva obavljao mnoZenje datih brojeva. Ove je ra-
dic uzimanjem du¥ina u otvor Zestara i njihovim nancZenjem na
logaritamsku skalu na dasci. Dobijeni je rezultat merio opet
pomodu Sestara, i uz pomo¢ tablica (danas poznatih kao logari-
tamske tablice) preradunavao i dobijao tra¥eni broj. Nedostatak
ovakve "sprave" je %to se njome vrlo te3ko i sporo rukovalo. O-
vo je otklonio engleski matematiar Outred (William Oughtred) i
1632 god, konstruisao pokretnu leogaritamsku skalu. Na taj nadin
pojavila se sprava, koja mnogo podseéa na danadnji logaritmar.
Sa ovom se spravom tada moglo laksSe 1 brZe raunati, te se ona
smatra pretefom dana%njeg logaritmara (sl. 1 wu prilogu).

U razvoju analognih ra&unskih sredstava znaajno mesto pripada
i nomogramima. Osnovi nomografije po¢ivaju na Dekartovo] anali-
ti%ko] geometriji. Nomoyrami su, kao ¥to je veé refeno, grafifki
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- erte%i na kojima su funkcionalne zavisnosti izmedju tri ili vi
%e promenljivih predstavljene tako, da je na lak na¥in mogude
utvrditi vrednost jedne kada su vrednosti ostalih promenljivih
zadate. Oko 1890 godine M.D"0Okanj {Maurice D’Ocagne) postavl]
osnove nomografije u obiiku u kojem se i danas koriste nomogra-
mi. Zbog jednostavne izrade i lakoy korisdenia nomoqrnmi su nar
11 Biroku primenu u raznim oblastima inienjerakog rada. Na
slici 2.1.3. prikazan je nomogram za nnofenje i delenje broje-
va od 0 do 10.

Oko ‘1815 godine bavarski inZenjer Herman (J. H. Herman) prona-
Bao je spravﬁ za merenje povriine oiviZene nekom proizvoljnom
zatvorenom krivom.linijom koja je nacrtana na papiru. Ova spra-
va je poznata kao planimetar. Nju je 1854 godine uaavniié Jd.
Amsler (Jakob Amsler), tako da se danadnji planimetri vrloc ma-
lo razlikuju od nje. Pomodu ove sprave (sl.2 u Prilogu) resa~
van je slofen problem izrafunavanja p6Vr§ine oivi&ene nekom za-
tvorenom Kkrivom linijom na vrlo jednostavan na¥in. U drugo] -
lovini 19. veka radeéi nezavisno jedan od drugog A.Abakanovi

(Abdank Abakanovicz) i C.V.Bojs (C.V.Boys) konstruisali su in

tegraf, tj. spravu koja je izraZfupavala i crtala 1ntegrél ne~

ke proizvoljne funkcije, kada je ta funkcija bila nacrtana na |
Papiru u odgovarajuéoj razmeri. Sa ovam Je spravom ‘B1lo mogud

putem sukcesivnih aproksimacija reSavati i 1zvesne klale dife

rencijalnih jedna¥ina. JoB jedno znaZajno otkriée na poiju angd-
lognih ra¥unskih sredstava usledilo je u drugo3} polavini 19.
veka._ Brada Tomson (willgam Thomson - Lord Kelvin i James Thom-
aon) pronaﬁli su i uspeli da naprave mehani¥ki integrator.

Oko 1927 godine V. Bu§ {(Vannevar Dush) sa instituta u Mtsaéuseﬁ-
su— {Massachusetts Institute of Technology) je po¥eo 1stra§iva»-
'nja na polju brzog redavanja diferencijalnih jednaZina analogt
nim putem. Integracija je obavljana pomocu mehaniZkih integra-+
tora &iji je princip prikazan na slici 3.1.1. Ovaj iptegrator
' se sastojac od diska sa osovinom b po kojem moZe da :ﬂ&ira

manji tofak sa osovinom “a. Ako se pretpostavi da na mestu do+
dira—izmedju diska i nanjeg to¥ka nema klizanja, onda dg-ohr—
tanjé diska za ugao dy proizVesti abrtanje izIASne ou&#lné

b =za ugao de, po relaciji.
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R d8 = x dy {3.1.1)

gde je R polupre&nik manjeyg to¥ka, a x razmak izmedju ose
osovine b 1 taZke dodira manjeg tofka i diska. Ako se obezbe-
di da veliZ®ina x bude proporcicnalna sa funkcijom koju treba
integraliti, a y da bude proporcionalna promenljivoj integra-
cije, onda se dobija tzv. mehanilki integrator, jer je iz

(3.1.1): )
8 =EJ x dy (3.1.2)

Tokom vremena mehani¥ki integratori su usavr3avani, tako da su

se u toku Drugog svetskog rata koristili mehaniZki analogni ra-
&unari za re3avanje diferencijalnih jednafina, koje se javlja-

ju u balistifkim problemima.

1. 3.1.1. Mehani¢ki integrator

Uporedo sa razvojem elektronike polinje i razvoj elektriénih i
elektronskih analognih razunara. Za vreme Drugeg svetskog rata
javljaju se tako diferencijalni analizatori, kod kejih se kao
rafunski elementi koriste pojaZavadi, potenciometri, generato-
ri funkcija, a krajem rata se uvode i elektromehanifki uredja-
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ji kao Eto su servomehanizmi.

Po zavrietku Drugog svetskog rata analogni rafunari dofivijava-
ju nagli razvoj. Do danas je razvijeno vide tipova rafunara. U
potiatku su sa za pojafavae koristile aelektronske cevi, te su.
isti bili glomazni. Pored toga, problem ta¥nosti zadavao je
mnogo muke konstruktorima, jer su elementi, od kojih su bili
gradjeni pojaZava¥i bili podloini promenama u odnosu na tempe-
raturu, vlaZnost, itd. Medjutim, kasnije su i ovi nedostaci o=
tklonjeni, jer je omogudena automatska kompenzacija uticaja o-
vih promena, ali su pojafava&i imali vedu potro#nju elektrilne
energije gzbog povedanog broja elektronskih cevi.

Pojavom tranzistora polelo se 1 sa razvojem tranzistorskih apa-
lognih radunara, koji su sada postali manji, kompaktniji 1 tra-
jniji 1 koji imaju manju potronju elektri¥ne energije. Na taj
pa¥in je i problem odr¥avanja ra¥unara u mnogome smanjen, jer
je radni vek tranzistora znatno du¥i od elektronskih cevi.

Pored toga, posledniih godina, znatno je povedana i preciznost
ra¥unskih komponenata, od kojih savisi ta¥nost raZunanja kod
analognih rafunara, tako da danadnji ralunari obavljaju opera-
cija sabiranja i integracije sa taZno#cu boljom od 0,01%.

ovo je relativno velika tadnost, s obzirom da se radi o analog-
nim radunskim sredstvima, a imajudi u vidu jednostavnost posta-
vljanja i reSavanja vrlo sloZenih problema, analognl raZunari
su nasli veliku primenu u raznim oblastima istraZivanja.

Poslednjih godina u laboratorijama C.S5.P-a (Compagnie Géné-
rale de Télégraphie sans Fil) u Fraﬁcuskpj razvijen je novi
tip analognog ra¥unara koji koristi visckofrekventne nosece
struje za ra¥unanje. Glavna prednost ovakvih radunara je ta
5to je olak#ano rukovanje i 3¥to mu je ta¥nost za algebarske
probleme mnogo bolja, nego ¥to je to sluXaj sa analognim radu-
narima koji koriste jednosmerne struje. Za ostale probleme, ko-
ji se mogu raZunati sa analognim ;é&unqkim sredstvima ohaHtipa
rafunara daju priblifno iste rezultats.

L&
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3.2. Razvoj_analognih radunskih sredstava u naZoj_zemlji

Posle Drugog svetskog rata i u naZoj zemlji su ulagani napori
na pelju razveja radunske tehnike. Prvi su rezultati vezani
ba¥ za razvoj analognih radunskih sredstava.

Jedan od najvaZnijih tehnié¢kih problema u posleratnej izgradnji
naSe zemlje bic je problem elektrifikacije. Izgradnja dalekovo-
da 1 ostalih elektriénih mrefa za prencs elektri&ne energije
do udaljenih naselja i industrijskih centara predstavljala je
posebne probleme. Za ispitivanje raznih pojava koje su vezane
za lzuXavanje problema prencsa elektri¥ne energije gfade se
posebna analogna radunska sredstva tzv. mrefnl analizatori.

Kod nas se pristupilo izgradnji takvog jednog mreZnog analiza-
tora 1948. godine. U relativno kratkom vremenu uredjaj je bio
napravljen u Institutu "Nikola Tesla" u Beogradu, gde se sa u~
spehom koristico u problemima ispitivanja i projektovanja elek-
trié¢nih mreZa.

Uskoro posle izgradnje mreZfnog analizatora pristupilo se izgra-
dnji analognog radunara za reSavanje sistema linearnih algebar-
skih jednafina. Rafunar je gradjen u laboratoriji za matematid-
ke maSine u Institutu “Boris Kidri&® u Vin&i. Radunar je pusten
u rad 1952 godine. Na njemu se moglo reSavati 30 jednadina sa
30 nepoznatih.

Na rafunaru su sa uspehom resavanl mnogi problemi 1 sistemi
algebarskih jedna&ina za potrebe Instituta "Boris Xidrid&" u
Vin&i, kac 1 za potrebe raznih naudnih instituta i drugih usta-
nova u nasSoj zemlji, pa €ak i u inostranstvu.

Izgradnja prvog domadeg analognog radunara za refavanje diferen—
cijalnih jednadina takodje je izvr3ena u laboratoriji za mate-
matitke masine u Institutu "Boris XKidrid&é" u Vin&i 1956 godine.
Rafunar je bio izradjen kao laboratorijski prototip repetitiv-
nog diferencijalnog analizatora. Ufestanost repeticije sa kojom
je radunar radio bila je oko 5¢ puta u sekundi. Radunar je bio
opremljen potenciometrima, sabira®ima, integratorima i univer-
zalnim nelinearnim elementima, sa kojima je bilc mogude cbav-—
ljati generiranje funkcija i mncZenje funkcija. Re3enje dobije-
nc na radunaru moglo se posmatrati na ekranu katodnog oscilos-

R



- 26 ~
kopa.

U periodu od 1959 godine ‘do 1963 godine na osnovu steéenih is-
kustava konstruisan je poboljﬁani ‘tip repetitivnog diférenci-
jalnog analizatora, koji je proizvela Elektronska industriji
za potrebe viZe nasih instituta.

U istom periodu Elektronska 1ndustr1ja proizvela je i spbrf ‘A=
ferencijalni analizator. ovaj analizator opremljen ja sa 1133-'
arnim ra®unskim elementima, kac'i sa uervomno!aéima i geb

rima funkcija potencicmetarskog tipa. S

Krajem 1964 godine u Institutu *Mihailo Pupin" razvijen. je tra-
nzistorski analogni rafunar koji ima kapacitet od 50 raZungkih

pojadavata, sa odgovarajuéim ostalim rafunskim elementima. Ovaj
radunar je predvidjen za spori i repetitivni rad. Jediniéni ra-
¢unski. napon mu je 10 V, a tadnoat reda 0,1% za linearne ope-
racije (sl. 3 u prilogu).
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I. RACUNSKI ELEMENTI UNIVERSALNIH ANALOGNIH RACUNARA

1. FUNKCIJA RACUNSKIH ELEMENATA

U matematicl su definigane razne elementarne operacije, kao

Sto su sabiranje, oduzimanje, mnofenje, delenje, diferencira-
nje, integriranje i dr. Slo¥eni matematiZki problemi izra¥ava-
Ju se nizom elementarnih operacija primenjenih na skup matema-
titkih velifina (brojeva ili funkcija). Na sliZan je na¥in na-
stala ideja izgradnje univerzalnih analognih ra¥unara. Rafunar
se sastojl od ra¥unskih elemenat&, koji predstavljaju firiéke
uredjaje namenjene za obavljanje pojedinih matematifkih opera-
cija. Pogodnim povezivanjem ratunskih elemenata, a prema mate-

matiXkom modelu, na rafunaru mogu da se reSavaju slo%eni i razno-

vrsnl matemati¥ki problemi. Zbog ove osobine, ovakvi radunari
8u i dobili ime univerzaini analogni radunari. U daljem izlaga:
nju ukoliko se govori o analognim raunarima, podrazumevaju se
samo univerzalni analogni- radunari.

Neka je operacija f primenjena na watematike veli¥ine: x;,
Xgy sweyg xn' tako da jel i

y= f(x“ X3y evey xn) (1-1‘

Iz skupa mtematiék_ih velifind Xy, X35 «ae X, neke mogu bir
ti konstante, parametri +li promenljive veliZine. Fizifki ob-
jekt 81jt je matemati¥ki model: '

. *7- - Y‘ r(i‘g x;, .ee § -K ¥ ] t_‘.g.-E;. et g em) (1-2)
no!e da predstavlja rafunski element, ako je:

’ Y o« f(x:' x:g aee ¢ xn) ) . ’ (1-3)

. Relacija (1.3) pokizuje da matematiZki model radinskog elgiunta
mora bitd sli&an nltmtt&kom modelu (1.1}, za koji se ¥eli re-
' al:l.zovati ra.éunski element. Pod-sli¥nofdu matematifkth nodela

' L———;ﬂ Tp— e, e AR
. ' ' T ] ) :
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podrazumeva se njihova identi¥nost do izvesne taZnosti. Pored
sli¥nosti matemati®kih modela (1.1) i {1.3) mora postojati i
odredjena proporcionalnost izmedju fiziZkih veliZina Y, X1,

Xis e xn, i matematifkih veli&ina y, %y, Xz, ... , X .

Ozna%imo ove koeficijente proporcionalnosti sa:

Y Xy
k = ;’ ki = ;;: (i =1, 2; ves g n) (1-4)

Koeficijenti k 1 ki (i =1, 2, +v. +» n) u relacijama (1.4)
pokazuju sa koliko jedinica fizi¥ke veli¥ine je predstavijena
odgovarajuda matematifka veli¥ina. Zhog ove oscbine koeficijen-
ti k., ki (i =1, 2, ... , n) nazivaju se koeficijenti razme-
re. Koeficijenti razmere mogu da se defini¥u i odnosima

*y

X
1

k¢ =§ =35 K "R Tl e m @)

whts

Medjutim, u daljim ¢fe se izlaganjima koristiti definicija data
sa (1-4)-

Zamenom vrednosti iz {(1.4) u (1.3) dobija se:

y = % E(kixis KaXas oue o K X)) {1.6)

Da bi relacija (1.6) bila sli&na sa (1.1) mora postojati odre~
djena veza izmedju koeficijenata k i kg (i =1, 2, ... , n).
Jednadine koje definiZu vezu izmedju koeficijenata 'k i ki

(1 =1, 2, ... , n) nazivaju se jednaline razmere:. Ove se jed—

nadine dobijaju poredjenjem relacija (1.1) £ (1.6).

U modelu rafunskog elementa (1.2} pored fizi&kih veliZina X,,
Xas vee 4 X o figuri%u i veliine €,, €2, -2+ , €n’ &iji uti-
caj na operaciju F mora biti takav da egzistira relacija

{1.3) sa odredjenom ta&nosdéu,

Iz.ovoga sledi da pored funkcije svakog rafunskog elementa mo-
ra da se analizira tadnost izvrSene operacije. Drugim re&ima,
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potrebno je da se utvrdi kakav je uticaj fizi¥kih veli¥ina €,
E2s ese o Enr Na tafnost izvriavanja Zeljene matematiZke ?pe-
racije pomofu izvesnog rafunskog elementa. U ovom de ‘se poglav-

lju analizirati i ta&nost rafunskih elemenata u onoj meri koli+

ko Je to potrebno za opite poznavanje radunskih elemenata pri
eksploataciji rafunara. Detaljnije analize, koje su od zZmadajas
sa gledifta konstrukcije ra¥unskih elemenata nede biti obuhva-
dene. Na kraju knjige data je literatura u kojoj gitalac mofe
naéi opfirnije o analizi ta¥nosti rafunskih elemenata.

Uobifajeno je da se fizifke velifine X;, X2, +es » xn nad ko~
jima je primenjena operacija F nazivaju ulazne velidine u ra-
Cunaki element, a velifina Y izlazna velilina. Kako se savre-
meni analogni radunari grade kao elektronaski, to .gu ulazne ve-
1li&ine naj¥esde naponi, a izlazna veli&ina je takodje napon.
Naponi kao ulazne fizi%ke veliZine nazivaju se ulazni naponi,

a napon kao izlagna veliZina izlazni napon. FiziZko mesto u ra-

funakom elementu gde se dovodl ulazni napon naziva se ulas, a
fizifko mesto gde se pojavljuje izlazni napon, naziva se izlaz,

Buduci da se dalje izlaganje neéfe odnositi na detaljé'b slekt- |

ronskim kolima od kojih su rafunski elementi izgradjeni, ova de
kola biti ozndfena grafifkim simbolima., Na sl. 1.1 prikazan je
rafunski element F sa ulazima X;, Xas «er X, i izlazom ¥

P 1

= r —.

Xy —

§1. 1.1. Rafunski element

Pored razwnskih elemensta kod kojih je mitematiiki modsf oblii-|

~ka (1.2}, postoje i takvi'rafunski elements kod kojili"je:*

Y'F(X;,'x;; ces 3 lin,f; €19 €35 e r En) (1.1)
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Pri ovome mora biti zadovoljena relacija (1.3). Karakteristika
ovakvih rafunskih elemenata je ta da operacija F deluje i na
izlaznu veli&inu Y. Grafidki simbol ovakveg radunskog elementa
dat je na slici 1.2. Operacije ¥, i F; =zajedno prema slici
1.2, realizuju operaciju F prema (1.7).

Za sistem kod kojeg se i izlazna velifina dovedi na ulaz siste-
ma kaZe se da ima povratnu spregu. Ako je izlazna velidinpa sup-
rotneg znaka od ulazne onda se kaZe da je povratna sprega nega-
tivna, a ako su istog znaka onda je povratna sprega pozitivna.

Rafunski elementi sa kojima su opremljeni savremeni radunari

F.

X1 —_—
Xy —= E Y

Xn

Sl. 1.2. Ralunski element sa povratnom spregom

dele se u 5est grupa. Podela je izvr$ena prema funkciji radun-
skih elemenata:

13 MnoZenje promenljive velidine sa konstantom

EE} Algebarsko sabiranje viSe promenljivih velifina

{3, Integracija jedne ili viSe funkcija

‘4; Operacije mnoZenja i delenja izmedju promenljivih
veliéiné":

(5. Generiranje funkcija

\6. Logi&ke operacije

Pored radunskih elemenata, svaki rafunar sadrZi i pomodéne ure~
djaje za komandovanje, postavljanje potrebnih poZetnih uslova,
ofitavanje rezultata, kao i instrumente i elemente za kontrolu
rada ra®unara.

U daljem su izlaganju opisani principi rada pojedinih -radunskih
elemenata, matematifke operacije koje svaki od gfih cbavlia,
kao i tadnost i ogranienja koja prate svaki od ovih uredijaja.
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2. POTENCIOMETAR

olo PM I_M_ W
Neka je potrebno da se realizuje urodjaj za obavljanje matema-
tizke operacije mno¥enja promenljive velié:l.ne sa konstlntum t).

yl(t) = ax(t) , -(2.1.1)

gde je a konstanta, a x(t) promenljiva veli¥ina sa vreme-
nom.

Xod savremenih analognih radunara operacija (2.1.1) mofe da se
ostvari preko rafunskog elementa koji se naziva potenciometar.
To je ustvari jedan omski otpornik sa kliszalem na Eije se kra-
jeve dovodi promenljivi napon X{t), a sa klizala, xoji mole
da se postavi u ma koji polo¥a} izmediju krajeva potencicmetra,
odvedi se napon Y(t). Vrednost konatante sa kojom 'je pomnolen
ulazni napon X(t) odredjena je polofajem klizala na telu ot~
pornika. Po priredi ovog uredjaja mora da bude:

Y(t) € X{t) {(2.1.2)

Prema tome, potenciometar omogucuje mno¥enje promenljivog ulaz-
nog napona X(t) sa konstantom manjom ed jedinice. Na slici
2.1.1. prikazan je otpor Rp koji sluZi kao potoncimt.ar,
kao i zavisncst faktora {A) sa kojim se mno#i ulazni napon

X(t) ed polofaja klizada na telu otpornika. Da bi ova zavisnose-
bila linearna mora otpor n-p hiti linearno rasporedjen na du-
%ini otpornika L. Ovakvi potenciometri poznati su pod nazivam
‘1inearni potenciometri, za razliku ed onih kod koiih otpornoss
nije linearno rasporedjena po duZini otpornika. '

Da bismo cbjasnili kako potenciometar vrii mnoZenje sa Konstag~
tom, pogledajmo sliku 281.1. Ako se na ulaz potm:l.cn.tra {iz-
medju tafke 1 i mase) dovede napon X{%¥), tada- ‘krok potenci-
cmetar, &iji je otpor np, tete promenijiva struja. .X dags iz- &

Xazom: . PR
1(e) = 58 (2.3.3)
P

Izlasni nnpon (1zmedju talke 2 4 mu) Od'-'edjen jﬁ P°1°i‘jlﬂ
klizada potenciometra, tj. , - S
¥{t) = AR I(t) ST EP__'ﬂj:,;:c)
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Zamenom {2.1.3) u (2.1.4) doblja se da je:
Y(t) = A-X(t) {2.1.5)

Na slici 2.1.1. sa A je ozna&en odnos:

A== (2.1.6)

e AR, ——{— (AR, —
- v—12
X{(t)

r

- S1. 2.).1. Linearni potenciometar
Kako je u relaciji (2.1.6) 2 £ L, tada sledi da je A < 1.

Relacija (2.1.5) predstavlja dakle matematiZki model za poten-
ciometar povezan prema slici 2.1.1. Sli&nost matematiZkih mode-
la (2.1.1) 1 (2.1.5) je ofigledna i ide do identiZnosti, s tim
%to su razli#itl simboli upotrebljeni u jednom- i drugom mode=-

lu.

. Uvedimo koeficijente razmere izmedju fiziZkih veliZina Y(t),
A, X(t) 1 matemati®kih veli¥ina vy(t), a, x(t) tako da je,
prema (1.4)

Uvodjenjem (2.1.7) u {(2.1.5) dobijg se: _ -

k. k
y(t) = —ﬁ—" a x(t) (2.1.8)
b4
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Poredjenjem relacije (2.1.8) sa (2.1.1) dobija se jednalina
razmere u obliku:

a_X . (2.1.9)

Potenciometri koji se koriste kao rafunski elementi na savreme-
nim analognim radunarima snabdeveni su skalama od 0 do 1. Ska-
la je postavliena tako da se ofitava vrednost O, kada se kli-
zaZ nalazi na jednom kraju otpora Rp' dok se vrednest 1 ofi-
tava kada se kliza¥® nalazi na drugom kraju otpora. Zeljeni po-
lo%aj klizaZ%a lako se postavlja prema ovoj skali. PodeSavanje
potenciometra, medjutim, ne mofe se izvrSiti idealno taéno,

ved ako se kliza& %eli postaviti'na‘duiinu' %, to je u¥injenc
sa izvesnom grelkom AL, pa je prema relaciji (2.1.6)

A=t (2.1.10)

Iz ove relacije sledi da je g:elka‘kéd podésavanja potenciomet-
ra manja, #to je dufina otpornika R_ vefa. Da bi se postigla
$to veda dufina ovog otpora na Eto marnjoj zapremini, grade se
tzv. helikoidalni desetoobrtni petenciometri kod kojih je ot-
por Rp savijen u obliku helikoidalne (zavojne) krive, a kli-
zaZ se nalazl na jednoj osovini duZ koje mofe i da klizi. Na
taj se na¥in prilikom okretanja osovine potenciometra kliza¥
krede du¥ zavojne linije, i prelazi celu du¥inu otpbﬁhﬁki“z!

10 punih obrta osovine potenciometra. TaEnost podeZavania owa- -
kvih potenciometara je vrlo velika. "

2.2.. Analiza ta¥nopsti UC/

Veé je refenc da potenciometar slu%i za mnoZenje nékog ulaznog
napona X(t) = konstantom A, koja je odredjena poloZajem ki~ -
za&a potenciometré na skali potnncicmatra.-Potenciqme$arggmﬁo
radunski element povezuje se sa drugim radunskim elemqntima,
tako da se nmapon X(t), koji treba pomnoZiti sa kbpatantpm, do-
vodi iz nekog raéunskoé-eiementa na ulaz potencioﬂétfh.iiélaz-
ni napon ¥ (t) iz potenciometra pojavljuje se kao ulazni nagon
za nekl drugi radunski elemeﬁt.u_'f{i:’hi'ﬁaki element u kbj’n'-‘f%{é%‘ﬁd‘gf
vadi napon sa potenciometré ima ddredjenw ulaznu otpornost RB.
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Na slieci 2.2.1. prikazana je Sematski fiziZka situacija ovako-
povezanoy potenciometra. Paralelno vezani otpori ASRP i R,
(sl. 2.2.1), daju rezultujudéi otpor R;, koji je dat izrazom:

ASR R

R, = (2.2.1)

ASRP + R
gde indeks s oznafava da se radi o konstanti A pro&itanoj

na skali potenciometra.

1)
|
(1-A)Rp
X(t) Rg t
AR IR v

I I !

Sl. 2.2.1. Potenciometar sa opteredenjem

Prema Omovom zakonu struja kroz potenciometar odredjena je sa:

X(t) ’
I(t) = (2.2.2)
(1 - As)Rp + Rl
tako da je izlazni napon
Ry
¥(t) = Ry*I(k) = — X (t) (2.2.3)
(1 =~ AS)RP + R,
Zamenom (2.2.1) u (2.2.3) dobija se da je:
Y(t) = (A, - 4A)-X(t) (2.2.4)
gde je sa AA- oznadeno: A
A= 5 - >0 (2.2.5)
1 + ——rr——— )
As(l - As)Rp

Prema tome, kada je potenciometar optereden javlja gse grelka
4A  koja je utoliko manja ukoliko je otpor opterefenja R ve-
¢i. Kada R + = ; gre¥ka 4A + 0. Na slici 2.2.2. data je
gredka AA u zavisnosti od poloZaja klizada potenciometra.
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1
|
——
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ez G Ok b 06 07 08 09 10 As

s8l. 2.2.2. Grelka kod potanc:l.unatra u zavisnosti od polo¥aj
N ) klizada

Racrtane krive dobijqju se iz formule (2.2.5) za otpor potenc
ometra R-P = 50 k * . i otpore opteredenja R = 100 X, R = 500 k
1 R= 1M, *,~ - :

Ista krive vaie :|. za otpor potenciomtrn od 5k 1 otpore op
redenja od R = 10k, 50k, 100k, xoji se javljaju kod tranzis
torskih analognih raéunara. Ako se klizal potencicmetra &iji e
otpor R = 0,5 MK posuvinnvrcdnut A, = 0,5 euhjo:pl
- ma slici 2.2.2. uticaj groike. naprimer ualed otpora oy .
nja R = 100k, takav da de potmicnetar umes to mlnj& sa

0,5 vriiti mnofenje sa ‘konstamtom manjom od 0,5.. m:q&n re=
Eima rlaija istaknuta linearna zavisnost (sl. 2.1.1) :i.:-odju
pololaja klizalia i faktora sa kxojim se mpofi ulasai - upn. ta-
da. nije satuvana. MNa slici 2.2.3 data je zavisnost vrednosti
A, na skall pmimismwmu kosficijemta A
Vubjh uwu-olmj-n&potmn uvroamﬂ.otpub—

-‘m k ammuulm 11:-1000&--
*s0gnaka M umum; 13-10‘(-‘-.
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A
'_o | — e e b —— p— 4 L . —
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07 --"4*““F""L—“P““ —-—%—“j
I
| i
06 +—-+——4— —
T I
05 g
]
04 | —11
0} —— ~
|
I
2 e i
! i
o - ,
! IL 4 i M M ! 2 1 ;
0 01 02 03 04 05 06 07 Q8 Q9 10 As
§1. 2.2.3. Zzavisnost izmedju stvarnog koeficijenta A

i vrednostl na skali potenciometra As

ra opteredenja od

100k. Ovo je u praksi naj&e¥fa vrednost ot-

pora opteredfenja za koilu treba vr3iti korekciiju poloZaja kliza-

fa potenciometra. Za vede vrednosti otpora

{500k ili 1M) najée3ce se ne vr3i korekci

opteredenja

ja, s obzirom da je

jreska veoma mala, Veza izmedju vrednosti na skali AS i koefi-

cijenta A kojom se vrii mnoZenje ulaznog

sa
A=A = AA
3

Korisdenjem

napona odredjena je

(2.2,6)

dijagrama na slici 2.2.3 moZe se za svaku vred-

nost A odrediti A_. Tadniie odredjivanje uticaja opterefe-
nja potenciometra mofe se vrEiti koriZdenjem tabele 2.2.1. U

tabeli su date vrednosti koeficijenta A

sa korakom 0,05. In-

terpolacijom izmedju datih vrednosti u tabeli 2.2.1 mogu se do~
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voljno ta¥no izradunati vrednosti koje treba postaviti na ska-
1i potenciometra i za ostale vrednosti koeficijenta A. U tabe-
11 2.2.1 date su vrednosti za A za otpor potenciomet:a od
50k i otpore opte:eéenja od 100k, 500k 1 IM, Iste "; ostl
za Aa vaie i za otpor potenciometra od Sk % otpore oqtare-
Genja od 10k, S0k i 100k, koji se najlelce. javljaju kod
tranzistorskih rafunara. B

R = 100k - R = 500k R = 1N

AA A. AR Ag AK "Aa

0. 05 0.00116 ; 0.05116 0.00024 | 0.05024 0.00012 |.0.05012
0.10 J 0.00431 | 0.10431 0.00089 | 0.10089 0.00045 ‘0 16045
0.15 | 0.00899 | 0.15899 | 0.00189 ! 0.15189 0.00095 [:0,150985
|0.20 | 0.01481 | 0.21481 | 0.00315 : 0.20315 | 0,00159 "o 20159
0.25 | 0.02143 | 0.27143 | 0.00460 | 0.25460 | 0.00232 {0.25232
0.30 0.02851 | 0.32851 0,00617 | 0.30617 0.00312 10530312
0.35 | 0.03575 % 0,38575 | 0.00779 | 0,35779 | 0.00394 {:0.3539%4
0.40 0.04286 | 0.44286 0.00938 | 0.40938 0.00474 1 0,40474
0.45 0.04956 | 0.49956 0.01087 | 0.46087 0.00550 | 0.45550
0.50 0.05556 | 0.55556 0.01220 | 0.51220 0.00617 | 0.50617
0.55 | 0.06057 [ 0.61057 | 0.01328 | 0.56328 0.00672 {0.58672
0.60 | 0.06429 | 0.66429 | 0.01406 | 0.61406 | 0.00711 | 0.60711
0.65 0.06639 { 0.71639 0.01446 | 0.66446 0.00731 | 9.65731
0.70 | 0.06652 | 0.76652 | 0.01440 | 0.71440 | 0.00727-{ 8,70727
0.75 0.06429 | 0.81429 | 0.01380 | 0.76380 0.00697 | 0.75697
0.80 0.05926 | 0.85926 | 0.01260 | 0.81260 - 0.00€35-[0.80635
0.85 | 0.05094 | 0.90094 | 0.,01070| 0.86070 | 0.00538 | 0.85538
0.90 | 0.03876 | 0.93876 | 0,00803 | 0,90803 | 0.00403 | 0.90403
0.95 | 0.02204 } 0.97204 { 0.00449 | 0.95449 0.00225.] 0,95225

-

,Tahélajfz.z.l.' Greéka usled optereéenja pbtéhetamitra

! 2:3. Naéin koriﬁéggj‘_potencianatra v
| 'Potenciometar se kod annlognih radunara koristi u dve avrhe.
.- S miza dobijanje koastantnih napona 0 cilju postnvlja~o
nja pnﬁetnlh uslova u raﬁunskim.modelima i .
- . = za_mnoZenje promenljivog napona sa po:itivnon kob
nsunten mjen od jer.unice. : i X '

T Ucbisajen- ma¥in koriiéonja potencionatta, je kada . je jndgnrquj'
. potenciémetra’na nultom potemcijali (spojen sa masgw). Owakvo
R npa}-nje petencianntra,o=na§tv1 se grafi¥kin simbolom kag na

l slicx -2.3.1, sa- oznaéenam vrndnoEdu konstante A undtar kruga

i
1
1
1
i
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X(t) @ (v

1. 2.2.1. GrafiXki simbol za potenciometar sa jednim
slobodnim krajem

ili pored kruga koji oznafava potenciometar.

Pored ovog nadina kori¥denja, mogu oba kraja biti spojena sa
potencijalima., Naj¥e3ce se jedan spaja sa pezitivnim, a drugi
sa negativnim potencijalom. Na slici 2.3.2 prikazana je ova-
kva veza potenclometra sa dijagramom koji pokazuje promenu iz~
laznog napona Y(t) u funkciji od poloZaja kliza¥a potencioc-
metra. Na ovaj nafin stvorena je moguénost da se izlazni napon
menja u intervalu -4 (t) € ¥(t) € X(t), tako da se na skall
potenciometra mogu postaviti vrednosti za -1 € A_ < 1. Grafi-
ki simbol za ovakvu vezu potenciometra dat je na slici 2.3.3.

Na kraju demo objasniti praktiZan naZin korekcije gredke usled
opteredenja potenciometra bez upotrebe tabela il£hazgggrama za
korekcije. Neka je potenciometar P, ratunski element u ana-
lognom medelu {sl. 2.3.4). Ulaz u potenciometar delazi sa 1z~
laza iz predhodnog radunskoy elementa, dock izlaz iz potencio-
metra P; ide na ulaz u slededi raZunski element. Ulazna ot-
pornost slededeg rafunskog elementa nredstavlja otpor optere-
denja za potenciometar P,. Ako se Zeli postaviti potenciome-

tar, radi mno¥enja sa konstantom A, onda se ova vrednost po-

X () ===+

AL

——— o ] el

=X (t)

51, 2.3.2. Potenciometar sa dva slobodna kraja
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stavi na referentn:L' potoncimti‘: Pa,» koji nije opteredemn. . -
Prekida® § se prebaci u polokaj 1 i na oba potenciometrs

X(t)
Y(t)
*(t)

s1. 2.3.3. Grafiftki simbol za potenciometar sa
dva slobodpa kraja -

se dovodl istl napon U, Preciznl instrument (mikroampermetar}
A indicira postojanje razlike u potencijalima na izlagime’§e-

§1. 2.3.4. Xorekcija grelike potenciometra usled:.
' opteredenja

' dnog i drugog potencicmetra. Kliza® potencicmetra P; se sada

' pomera dok se ne postavi na vzednost A, takvu da instrument
registruje nepostojanja potemijalne-ra;\lj,lﬁe izmedju dva kliza-
ta. - :

Na ovaj na¥in odredjonl jo u:adnost A,  bax izratunavanja 111

korifdenja dijagrama. : ;

3. POJACAVAS KAO ucuusn mmm

Xod elektronakih nnalogns.h ra&mra najvﬂnijn ‘uldgu ima poja-
Zavag, kojl se mzivn Joi. i opo:acioni il1 raZunski pojléav:!
To je ustvari elektronski uredjaj koji ima vrlo vol.iko pojata-
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nje. Pomodu njega se mogu 6havljat1 razne matematilfke cperaci-
je, 1 u zavisnosti od toga sa kojim pasivnim rafunskim elemen-
tima je spregnut, on nosi naziv sabira¥, integrator, itd:

3,1. Sabirad

Matematidka operacija algebarskog sabiranja n promenlijivih
velidina koju Z¥elimo da igvrSimo, neka je data fzrazom:

n
y(e) m= I ax, (v {3.1.1)
iml

gde su a, konstante kojima se mnofi odgovarajuéa promenliiva
veli&ina xi(t).

RaZunski element na analognom racdunaru, koji omogufuje realiza-
ciju matemati¥ke operacije (3.1.1) naziva se sabirad., Fizi&ke
veli&ine Xi(t). (i =1, 2, ... , n) koje odgovaraju promenlji-
vim x, (t), ({ =1, 2, ... . n} su ulazni naponi u sabiraé,
Napon Y(t) kao izlazna veli¥ina iz sabirafa odgovara matemati-
gkoj veli&ini y(t). ’

Xolt) S

Xa(t)—

81. 3.1.1, MreZa otpora za sabiranje

Na sl. 3.1.1 data je elektrifna Zema koja se, pod odredjenim u-
slovima, mo¥e koristiti za sabiranje ulaznih napona xitt}.
Oznalimo napon u tatki G sa Ug. Prema Kirhofovom pravilu o
grananju struja za Svor G vaifi relacija:’
Uy) - UG . n Xi(t} - UG
R i=1 ‘Ri

= I (3.1.2)

G
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Predpostavimo da se¢ na neki nadin mofe podesiti da je ‘hapon
ul{t) u relacij‘i\(\ 1.2) takav, da je ia svako t vredno;t ha-
pona u tadxi G jednaka nuli, tj da je UG =0, odaklg sladi
da je i Iz = 0, Jedna¥ina (3.1. 2) mo¥e se tada napisati u ob-
liku:

n R B
Ult) = - { --R;-xitt) Ci4344.3)
= W{"_'i';

Prema tome, napon U(t) treba uzeéti kao izlani nag¥n sdtfra-
éh, pa €e bitl ozna¥en sa Y(t), te rela¢ija (3.1.3} pdséaje

N :
Y{t) = - 121 AjX, (t) - (3.1.4)

gde je sa A; oznaden odnos “R/R;; (4 =1y 2, eee pB) .
Iz relacije (3.1.4) sledi da je. matematidki model elekt¥ifne Xe-
me date na sl. 3.1.1, pod uslovom da. jé‘u~svakdm trenutko Ug = 0
slidan matematidkom modelu (3.1. 1), Prema tome,. daEb*nlaktri»
Zho kolo mo¥e. da predstavlja uredjaj za obavljanje algebarakog
sabiranja promenljivih naponskih veliZina. Madjutim, nstade ne-
redenc. pitanje automatskog podefavanja napona U(t) tako da je
za svako ¢ napon U, = 0. Na slici 3.1.1 prikazana Ji mogud-
nost da se pomofu preciznog instrumenta pA kontrolife uslov
¢ = 0, na taj nain 5to se napon'EUft) bira rufno tako da in-
strument pokazuje stalno nnlu. Jgsnazja*da se ru¥na promena na-
pona U{t) moZe zamisliti samG radi objaﬁnjenja principa rada
sabiraZa. Kod analognih radvhéra sabira¥i moraju imati automat-
sko podeSavanje uslova Ug - ﬂ 1 to véiikom brzinom, 8 obzirom
da se ulazni naponi x (t) mogu vrlo brzo menjati sa vremenom.

A&tomatsko podedavanje uslova Uy =0 postife se uvodjenjem
pojatavaia sa negativnom povratnem: ‘spregam; Pojafava¥' je figi-
Eji uredjaj koji ima csobine da ulazni napon U, pojatpva, ta-
ko da je izlaz iz pojaéava&a dat relacijnm:

Y(t) = - K:.UG('t) Loid Craa (RIEES)
gde je X konstanta pojadanja: Iz relacije (3.1.5) sé vid#'da
pojasava¥, pored toga ito pojafava ulazni napon K puta, veEL
i bromenu znaka ulaznom hdpo@u:”ﬁi‘nlici 3.1.2 dat je grafiZki
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simbol koijli se koristi za prikazivanje pojadavada. Pojadavali
koji se koriste kod analognih radunara pripadaju klasi tzv. Jje-
dnosmernih pojaZava¥a, po¥to su i fizi¥ke veli&ine kojima se
predstavijaju odgovarajude matematifke veliBine, jednosmerni

naponi. Na slici 3.1.3 prikazana je modifikovana Sema elek-

um——{}—— ¥{t)=-KUg{t)

§1. 3.1.2. Pojadavad

tri¥nog kola sa slike 3.1.1. Pojadava® na ovoj slicl je pove-
zan tako, da automatski podeSava uslov U, = 0. I ovde vaZi re-

Ry
X () F——E:'—R""
Kolt) —— o

S1. 3.1.3. Sabirad

lacija (3.1.2) s tim ito treba uvesti uslov (3.1.5). Kako je
pojadavad tako konstruisan da je struja I. vrio mala, tj. re-
da veliZine 10_10A, mofe se uzeti da je desna strana relacije
(3.1.2) pribli¥no jednaka nuli. Pored toga, kod pojaZavala, ko-
ji se koriste u savremenim analognim rafunarima, pojafanje K

je vrlo veliko i krede se od 10° do 108, tako da je pri tim
uslovima napon UG vrlo mali u odnosu na napene Y(t) i Xi(t),
{(t =1, 2, «.. , n). Iz ovoga sledi da se u relaciji {3.1.2)
moZe uzeti da je U, pribliZno jednako null, pa se relacija
{3.1.2) svodi na (3.1.3) 1 za slufaj pojatavaa ukljuencd u

elektridno kolo prema siici 3.1.3.

Iz relacije (3.1.3) vidi se da su fizi®ki elementi, od kojih za-

vigi tadnost izvriene operacije, otpori Ri i R, Zbog ove o=

sobine otpori R, 1 R #esto se nazivaju i raZunski otpori i
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oni moraju biti precisno isradjeni. Pored ovoga, kod nekih vrip
preciznih rafunars, ovi se otpori drie u specijalaim termomta~
tima u kojima se kontrolille temperatura, tako da se wredsost
ovih otpora ne menja sa promencm spoljainje tempersturs.

Uvedimo koeficijente razmere ismedju fiziZkih veliliisa ¥(t),
Ay L X (t), (£ =1, 2, ..., n) { matematiZkih velidima y(t),
a, 1 x,(t), (1 =1, 2 ve s n}, ti. '

i - .
Y(t) A, X0 -
bl k.""'*x “EhE o 4L 2 e _
yit) i 1 (3.1.6)
Uvodjenjem (3.1.6) u (3.1.4) dobija se:
Xy Ky _
n a - s
yiy == ] —A-dax e aaD
T Ty o

Poredjenjem (3.1. 'H (3.1.1) dobijaju se jednalins rammere u
chliku: . :
Ky kx

—""""k'r—"; =] l(i‘- 1' 2, ssn ¥ n) (301-8)
Iz relacije (3.1.8) l).odi da, ako se uzme ista rasmera za ula-
zne 1 hhm vel:l.étno, odhosno L . ky,.u. =1, 2, a0 5-N),
‘ondaj‘e:l. ky L-1, aodathprouiiuidlju ’

T;u-:,z,...'.n) ‘_ (3.1.9)

Prema tome, konstarte a;  u relaciji: (3.1.1) dobijsiu se hao
odno- otpora u povutnoj sprezi i Wm:}udng ulashoy otpum.

- h&:l.g korudtnja sahi;u“.n v '

1z fnnke:l.jc ubiraén, kod mlognih n&uwa, vidi u dn sabi-

rad moke da d:nvt dve matematiZke opunc:ljn

- moolenje Ulagnog napona sa-konstantom £ = -

- a];qcblrlko sabiranje vﬂc uhlnth nlponl.

nko se prva tunkcija moiuja ulasnog napona sa koultlm d

_1sveljan. Medjutim, prakti¥ic ovaj se odpos bira o néloliko
u.nap:od odabran:lh ‘vrednosti ulgsnih otpora 11 1 ROUSCANLNOg
otpora u povratnoj sprezi. jéeiée je otpor u povratnoi spr

P
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z2i o8 1M, a ulagni otpori mogu da budu od 1 M, 0,5 M ili
0,1 M, tako da su za te vrednosti odnosi: ’

R 1
A = e — = 1
1 1
R )3
A, n—R-—a—-s 2 (3.1-10)
2 0,5
R 1
Ay = —— = —— = 10
Ry 01

FKod tranzistorskih ra¥unara otpor u povratnoj sprezi je 0,1 M,
a ulazni otpori su 0,1 M, 0,05 M 41 0,01 M, pa vrednostl koe~
ficijenata Ai, (i =1, 2, 3) ostaju iste.?*)

Kao ulazni otpori, mogu se pojaviti 1 druge vrednosti, all su
navedene vrednosti ucbifajene kod savremenih analognih raduna=

ra.

39 =&
=t

S1. 1.1.4. Grafi¥ki simbol za sabirad’

Na slici 3.1.4 dat je grafi¥ki simbol za sabira®. Pored svakog
ulaza nazna¥uje se obi¥no odgovarajuda vrednost konstante Ai.
Ako je potrebno posebno oznafiti neki sabiraZ u Semi, to se
gini upisivanjem broja unutar trougla koji oznafava sabiraZ.
Na slici 3.1.4 sabira® je oznalen brojem N, gde N moZe biti
ma kojl ceo pozitivan broj.
Pokazademo sada kako se sabira® koristi:

- za mno¥enje sa negativnom konstantom 1

- za mno¥enje sa pozitivnom kongtantom vefom od jedini-

ce,.

*) Oznaka M koristi se za megaome; 1 M = 10° oma
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Za mnofenje napona sa pozitivnom koastantum manjum od jsdinice.
kao 5to je ved refenc, slu¥i potenc:l.ometar. Da bl se mogudilo
mno¥enje sa negativnim konatantama razl:l.é:l.tim od cel:l.h brojeva
1, 2, 10, prema (3.1. 10), koje se dohi]ljl.‘l kao proat odnos ot-
pora povratne sprege i ulaznog otpora, korlati se veza potencior-
metra i sabira®a, Tako, ako gse maksimalna vrednost pdnosa otpo-
ra povratne sprege i ulaznog otpora ozna¥l sa A » & vrednost
postavljena na potenciometru ozna¥i sa a, tada j;, prema slici

{3.1.5)
x(t) ¥(t)

81. 3.1.5, Mnofenje sa konstantom vedom od jedan,

¥(t) =~ a-n xtt) : T (3.1.11)

gde je 0 < a< 1, a vrednost za Amax'- prema (3.1.10), uzima
se najdelide 10, te Jes
) 0« l'%ax 6 19 (3.1.12)

3] apecijalnom sluﬁaju. ako se fell izvrditi mno!enje ulaznog
napona x(_t) ga -1, odnosno dobiti napon suprotnog znaka od
ulaznog napona, treba uzeti sabira® kod kojeg je: . .
- : Y(t) = - X(t) C - (3.2.13)
Relacija (3.1.131) dobija se iz relnc‘ije (3.1.4) prostim stiv-
1ja’njcn da je n=1, X =R/R = 1. Ako sabira ima. fnw:ci-

ju (3: 1,13}, t3- menjanje zmka ula:nog napona takav ubmé
'_s&mxiva :I.nvertor {81, 301.6)-

- - "sl.,_LifG. Invartor
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Da bi se omogudilo mnoZenje napona X(t) sa pozitivnom konstan-
tom vedom od jedinice, a manjom od 10, potrebno je obezbediti
da izlazni napon Y(t) u (3.1,11) bude pozitivan, odnosno i-
stog znaka kao i ulazni napon X(t). Ovo se mo%e postiéi na dva
natina. Jedan na%in je da se promena znaka izvrsi pa izlazu iz
sabira¥®a na slici 3.1.5, a drugi je nadin da se izvrii prome-
na znaka na ulazu u potenciometar. Prvi je na&in prikazan na
slici 3.1.7, a drugi na slici 3.1.8. U oba sludaja je

Y{t) = a'Amax X(t) (3.1.14)

X(t)V(ﬁ

S1. 3.1.7. Mno¥enje pozitivnom konstantom vedfom od jedan

X() Y(t)

Sl. 3.1.8. Mno%enje pozitivnom konstantom vedom od jedan

Algebarsko sabiranje koje se vrii pomodu sabirada prikazademo
na jednom primeru. Uzmimo da Je potrebno na analognom radunaru
izvr¥iti sledeée sabiranje

Y(t) = 1,80°X,(t) ~ 7,42+Xz2(t) + 0,25+X (t) (3.1.15)

X, (t) L rso )

X (1) Pz 2b Y (1)
x3(t)

§l. 3.1.9. Primer algebarskog sabiranja napona -

Na slici 3.1.9 data je ¥ema povezivanja potenciometara i sabi-
rada, pomofu koje se mofe ostvariti relacija (3.1.15) na analo



- 48 -

gnom radunaru. Naponima X;(t) i X;(t) su promenjeni znaci po-
modu sabirada (1) i (2). Ronstanta 1,80 sa kojom se mnoZi na-
pon X;(t) postavljena je na taj nadin Hto je brojna vrednodt .
1,80/2, tj. 0,90, postavljena na potenciometru P, a mepksijs
sa faktorom 2 vrSi se na ulazu u sabira® (3). Na sli%an j.‘»
na&in postavljena i druga konstanta. 7,42, g tim dto se ovie
 izlax iz potenciometra P, mno¥i faktorom 10 na. odgwan;um
ulazu u sabira¥® (3). Podto je treca konstanta 0,25 & u opsegu

' izmed3ju nule i jedan, to je ona postavljena na potenciometru Pj,
" a faktor mmo¥enja na odgovarajudem ulazu u sabiraZ (3) je jo?n

3.2. Integrator 1/
- Punkcija integratora ./
MatematiZka operacija koja se Zeli realizovati pomofu integra=
tora ima oblik t
y{t) = - a ] x(t) dt {(3.2.1)
B 0

gde je a konstanta.

. Pizi®ki element koji se kod analognih rafunara koristi za obav-
1janje operacije intégracije je Kondenzator. Pri ovome @e korts-
. ti pozxnati zakon fizike o odnosu izmedju struje napona i kapa-

- citeta kondenszatora, kojl glasi da ako je na krajevima kondan—

' satora kapac:l.tata C doveden napon U, onda je struja kro: xan-~
' densator, (sl. 3 2.1) odredjena odnosom

c
|
]

1]

-U(t) :

31. 3-2-1. KOMQRI.@DI

Far

Qau ()

.I-C.—-EE—':;_';-Z-_ o L (3.362)
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Posmatrajmo Zemu na slici 3.2.2. Ova je Zema sli&na Semi sa 81i-

C

R Us
X(t)”“—m“*—l Y{(t)
G s

§1. 3.2.2. Integrator sa jednim ulazom
.

ké 3.1.3, s tim 3to se u kolu povratne sprege pojadavaZa ne na-
lazi otpor nego kondenzator kapaciteta C. Na ulaz pojatavada
dovodi se napon X(t}. Primenom kirhofoveg pravila o grananju
struja za dvor G dobija se relacijas

X(t) - U_{t) afvee) - u, ()
G +C [ o®!] =1
R at

G (3.2.3}
Kako je napon Y(t} izlaz iz pojafavaa, &iji je ulazni napon
UG(t) to sledi da je

Y(t) = = K Ug(t) (3.2.4)

Kako je, kao %ito je bilo refeno, poja¥anje K kod pojatavada
koji se koriste kod analognih rafunara vrlo veliko, to sledi
kao 1 kod sabiraZa, da se u relaciji (3.2.3) napon u taZki G
mo¥e zanemariti u odnosu na napone X({t) i Y(t), kao i struja
I pa se relacija (3.2,3) moZe napisati u obliku:

G'
ay(t) 1
———— = - — 3.2.5}
qc " X (8 (
odnosno L t
¥(t) = - = j X(t) dt (3.2.86)
0
gde je uzeto da je Y(0) = 0. Uvedimo
A = 1 (3.2.7)
RC k 2

pa jednadina (3.2.6) dobija oblik N
Y{t) = - A I X(t) dat (3.2.8)
0
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Poredjenjem relacija (3.2.1) i (3.2.8) vidi se da su one naLe-
matitki slifne, samo #to se u relaciji (3.2.1) pojavlijuju mate-
mati¥ke veli¥ine, a u relaciji (3.2.8) fizitke velidine., Odavde

sledi da elektri¥no kolo prikazano na slici 3.2.2 realizuje
matematifku operaciju integracije, ' -

Roeficijenti razmere izmedju fiziZkih veli¥ina ¥{(t), A, X(t)
i matematifkih veliZina y(t), a, x(t) kao i ranije imaju ob-
Iik:

Y(t) A X(e) .2
B —— k  — k | - | . 30 -9)
y(t) &  a * x(v _
Uvodjenjem odnosa (3.2.9) u jedna¥inu (3.2.8) dobija se._ '
y(t) = - Fal j x(£)dt (3.2.10)
) _ _

a poredjenjem poslednje jednaéine (3.2.10) sa (3.2.1) dobija
se da je:

k. k
AX . : : (3.2.11)

Ako se izaberu iste razmere za ulaznu i izlaznu veliinu, tj.

ako ge stavi da je k, = ky' onda iz relacije (3.2.11}) sledi

da je 1 .k, = 1.

Ako, medjutim, na uldz pojaSavada dovodimo vide napona: X, (83,
L =1, 2, ... , n), preko odgovarajudih ulaznih atpuca R (ul,

3.2,3}, tada relacija (3.2.3) dohija oblik: N
&(tk-—m——
°-—CJ—"
X{t) 1 Y(t)
T Re
Xn(t)“——_:::'—

S1. 3.2.3. Integrator sa vie ulaza

n X (t) -U.(t) af¥(e) - U aﬂ
EL———GP—*‘C [ ) G( = I

- (3.2.12)
i=1 - Ry - at ¢ '
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Uzimajuéi u obzir relaciju (3.2.4}) 1 zanemarujudci UG(t) irI
iz (3.2.12) dobija se:

G.

t
Y(e) = - & J 7 xi(t)} at (3.2.13)
--L]; 4 2
0 j=1 i

Relacija (3.2.13) moZ%e se napisati i u obliku:

t
n
Y(t) =~ ] Ay J X, (t)dt (3.2.14)
i=1 " )
gde je Ai = 1/RiC.

Jednafina (3.2.14) kazuje da integrator moZe da obavlja, pored
matematifke operaciije oblika (3.2.1), i operaciju oblika:

t
2}
y(t) = -] a; J x, (t)at {3.2.15)
B

Uvodjenjem koeficijenata razmere izmedju fizi®kih wveli¥ipa u
(3.2.14) i matematifkih velifina u (3.2.15) dobijaju se, kao 1
ranije, jednadine razmere oblika:

k. k
a; "%,
——= =1 (i=1;, 2, +4v. 4 D) (3.2.16)
k
Yy
gde je: Y(t) Ai xi(t)
y (8 i1 Lox(8) (3.2.17)

(i =1, 2, +.. , 1)

U relacijama (3.2.1) i (3.2.15) uzeto je da vrednost funkci je
y(t), za t = 0, iznosi y(0) = 0. Ako je, medjutim, y(0) # 0,
onda jednadina (3.2.1) dobija oblik:
t ]
y({t) = - a J x(t}dt + y(0) (3.2.18)
0

Relacija (3.2.18) mo¥e se realizovati preko integratora sa jed-
nim ulazom &iji je matematifki model:
t
¥{t) = - A J X{t)at + Y (0} (3.2,19)
0



.ie e vrliti ‘na. dva nm!tu:

- 52 -

Na sliZan naZin Je:.

t .
n
ylt) = = ) a, l xi(t)dt + y(0) (3.2.20)
i=1 * 3

za y(0) O u relaciji (3.2.15). MatematiZkl model ;I.ntog:n
ra sa vife ulaza je praln tome oblika:

it = - 1A ] x,(ae + YO - (3.2.2D
i=1

Uslov Y(0) u relacijama (3.2. 19) 1 (3.2.21) realizuje se
5to kondenzator u povratnoj sprezi integratora u trematku
mora biti napunien koliZinom elektriciteta Q(0), tako da
njegovim krajevima postoji napon:

Qo)
Y(o) | — (3-2- 2)
Cc

Postavijanie 1ntegracione konstante ¥(0) na integratorima kod
analégnih radunara bide objainjeno u narednom izlaganju.

- HNa¥in korili¢enja mtegratora o

Integrator se oznalava grafifkin smbol.on ko3i je dat na sliel
3.2.4, gde hroj N predstavlja oznaku 1ntagratora. ukoliko| je

X g
Xolt) = v(t)
Xalt) = '

sl. 3. 2 4. Gut:l.éld. simbol za tntagrator

potrohm nvriiti. cheleiavanje pejedinih inugtm -
' Integrator sa- postavljence integracioncm konstantom oanal
. gao na.slici 3.2.5, yde je sa Y (0) omwhﬁmpon kojim
vriii posuvljuje integracions kenstante.

7 Poanv:.janje 1nt.ognctom kmltnnu kod mlagnlh u&mu uo- '

~ - punjenjes mnma u povutnoj lp:lli integra-
" tors pre po«‘.atlu 1ntngrmijo. i
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- dodavanjem integracione konstante posle izvrsene
integracije.

»\(1 (o)

X a
) A ]>—« v(t
Xn (1) — ’

51. 3.2.5. Grafidki simbol za integrator sa podetninm uslovom

pPrvi na%in postavlianja integraciocne konstante prikazan je na
slici 3.2.6. Pre pofetka rada integratora vr3i se punjenje kon-

Xn(t)

1. 3.2.6. Postavljanje poZetnih uslova

denzatora C prekc otpora R. Pri ovome su prekida&i s, 1
§» u poloZajima 1. Oznafimo sa Y, (t) dzlaz iz integratora
kada su prekida¥i u poloZaju 1, za razliku od izlaza Y(t),
kada su prekidaZi u polofaju 2.

U kolu povratne sprege, ustvari, nalaze se paralelno spojeni
otpor R i kondenzator C, tako da, prema Kirhofovom pravilu,
za tadku G va¥i relacija:

afi® -] mw -u 1O -G

+ =1 © o (3.2.23)

c
dt R R
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_ ‘Zanmrivan_je.m, kao i u ranijim slufajevima, velidina UG i
Iz dobija se '
ay, (t) ‘nde)  Y(0) ‘
dt RC RC o
Diferencijalna jednafina (3.2,24) ima redenje oblika
Yi(e) = ¥(0) (1 - & /R (3.2.25)

pri Y;(0) =0,
Iz izraza (3,2.25) vidi se da brzina punjenja kondenzatora C
zavisi od vremenske konstante RC. Na slici 3.2.7 aat jo gra=

Y,(t),
Y(o)

sl. 3.2.7. Pnnjenje kondenzatora

ﬂ.ék:l. prikas punjenja kondensétora C, pri postavljanjn :I.mogra-b

cione konsdtante. Posle doveljno dugog vramena, u odnosu as kond

' stantu - RC, kondmator je napunjen, a na :I.:luu iz i.atogntoh
ra jw.‘l.ja 86 napon: :

r. (t) = Y(0) zn‘_ t>> RC : mz.m

dmma, . “kada e intagraciona kongtanta poahv‘tjun. pre~
kidadi' 85, 1 8 =me: prcbacujn u polohj 2, pa i.ntogratar do-
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bija na ulaz napone X;(t), Xz(t), ... , Xn(t) 1 obavlja ope~
raciju integracije prema (3.2.1).

Drugi na¢in postavijanja integracione konstante vrii se dodava-
njem integracione konstante iza integratora, To se prakti&no i-
zvodi tako &to se izlaz integratora, na &ijem kondenzatoru nije
izvrSeno dodavanje integracione konstante, dovodi na ulaz u sa-
bira& i sabira sa integracionom konstantcm, Na slici 3.2.8 pri-
kazan je ovaj na¥in postavljanja integracione konstante,

X (1) —ZN Y)Y
Xo(t) — ] o
X m% [_D Y(t)

Y(o)

Sl. 3.2.8. Postavljanje pofetnih uslova

Nedostatak ovog naina je 3to se na izlazu iz integratora poja-
vljuje napon Y (t) - ¥(0), tako da je potrebno upotrebiti jod
jedan rafunski element, u ovom slufaju sabiraé, da bi se obezbe-
dio napon Y (t).

Konstante A, (1=1, 2, ... + n), sa kojima se mnoZi odgovara-
juéi ulazni napon xi(t), odredjene su relacijom:

Ay = ;i— (3.2.27)
i

Ako se usvoji, kao $to je to uradjeno kod vedine analognih ra-
¢unara da je C = 1 ufF = 10-6 F, a ulagni otpor 1 M; 0.5 H,
$1% 0,1 M, onda e ulazni napon biti pomnoZfen sa odgovarajuéim
faktorom 1; 2; ili 10. Prema tome, integrator, kao i sabi-
ra¥, moZe vrditi i mnoZenja ulaznih napona sa faktorom 1; 2;
ili 10 8to gavisi od izbora ulaznog otpora.

Ovo demo ilustrovati jednim primerom. Predpostavimo da treba
naéi integral

t
Y(e) = - J[lﬂxl(t) + 0.8Xp(t) - 2Xg(t)] dt (3.2.28)
Q



3 —56-

Na slici 3.2.9 prikazana je Sema povezivanja radunskih elemena-

N

X(t)

¢

X;ﬂ)"'ll::>>""

sl. 3.2.9. primer integracije vide ulaznih napona

ta za jzratunavanije integrhla (3.2.28) , Sabirat slu¥i za prome-
nu znaka naponu Xa{t). koji se na ulazu u integrator mnoZfi fa-
ktorom 2. Kako 5e napon Xz (t) mno¥i faktorom manjim od jedi-
nice, upotrebljen je potenciometar. MnoZenje napona X;{(t) sa
gaktorom 10 igvrieno je na ulazu u gam integrator.

3.3, Ostale moguéggéti pojatavata kao ratunskog_elemanta

Pojakavaé kao rafunski element upoznali amo u funkgiji sabira-
Za § integratora. Videli smo da se kod sabirafa na ulazu u po-
jatava# nalaze otpori, a u povratnoj sprezi takodje otpor. Kod
integratora se na ulazu takodje nalaze otpori, ali v povritno]
sprezi nalazi se kondenzator.

Kod izvodjenja matematifkog modela za sabira¥, definisanog je-
dna¥inom (3.1.4), kao 1 za integrator, datod jednainom {(3.2.14)
nigde se ne pojavljuju karakteristike pojadavata. Jedino se
predpostavlja da je pojadanje ppjaéavaaa K dovoljno veliib.
i da pojatavat vrii promenu zpaka ulaznom naponu, Stogpfje“mat-»
matifka operacija koja se reali:ujg'ponodu poja&ava&a‘kaajiaaumﬁ
skog elementa definisana jedino vrednostima otpornosti kao i kat
paciteta na ulazu i u povratnoj sprazi.’Uloga poja&avaéa sa sa-
stojala u automatsko] ragulaciji'pribliﬁnd*nultog'pot&ndijala
u tagki G na slici 3.1.3 kod gabirada i na slic¢i 3.2.3 kod
integratora. :
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Sada ¢emo posmatrati opitiji sluZaj primene pojaavaZa u analo-
gnoj radunskoj tehnici. Predpostavidemo da se u kolu povratne
sprege nalazi ma kakva impedansa Z{p), a na ulazu impedanse
Z:(p), Z2(p)s .- 5 Z (P}, {s1.3.3.1). Uloga pojafavaZa na sli-

Z:(p)

X, (1) ——3- 21
X,(t) ——3-2PY . Z(p)

SR () T

X,(t) — 322 (P}

Y(t)

$1. 3.3.1. Opsta funkcija pojatavala

ci 3.3.1 je i dalje da odrZava pribliZno nulti potencijal talke
G. Prema Kirhofovom pravilu za &vor G, u ovom slufaju dobija
se

+
Z(p} i

Y{t) - U, § Xi(t) - Us
————— =1

(3.3.1)
1 oz ©

Bududi da je poja%ava® konstruisan tako da je struja I na

-10 G
ampera, u odnosu

ulazu u pojadavad veoma mala, tj. reda 10
na struje kroz impedanse Zi(p), (t =1, 2, ... , n) i 2z(p),

to je desna strana jedna&ine (3.3.1) pribliZno jednaka nuli.
Isto tako, kod modernih radunara, pojaZanje K se krede izmedju
10° i 10%, pa je stoga i U; malo u odnosu na Y{t} 1 X,{t),
(i=1, 2, «o. , n), pri &emu su ovi poslednji istog reda, te

se moZe smatrati da je pribliZneo Ug = 0. Na taj nadin jednadina
{3.3.1) svodi se na oblik

n Zip
Y(t) = -

xi(t) 3.3.2)
i=1 Zi(p)

Iz relacije {3.3.2) sledl da pogodnim izborom impedanse Z{p) i
Z;tp)y U =1,2, ..., n}, mo¥emo po Zelji menjati funkciju ra-
#unskcg pojafavafa. U tabeli (3.3.1) date su neke kombinacije
otpora i kondenzatora, sa oznakom odgovarajude prenosne impedan-
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PRENOSNA VREDNOST! VRE LI ¥
MRE2A IMPEDANCA | KONSTANATA v?nﬁ o |
—iy A A=R ReA
”E - 5 BeC. C+8
2 ¢ 1 BeC n-i
~—=—-"—— i) Trac i,
] A A= R R= A
Tpsd T= RC c‘_x_
__{.C
Tpe1 ‘ ‘
ASE A= R +R; R,=aA
% e T= R.C Ry=A(1-a)
R 1
acl G'R_ﬂtﬁ: c:m
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Tabela 3.3.1. Prendmc 1mpedansé nekih pasivnih mreia

noj impedansi.

Postavljanjem impedansi navedenih u tabeli (3.3.1) na ulazu u
pojadavad ili u povratnoj sprezi mogu se dobiti razli¥ite funk-

~cije pojafavaZa, kao linearnoy ra¥unskog elementa. Naveiém_no

. ovde neke primere:

1. 2a Z(p) =R { zi(p). *Ri, (L1, 2, ..., n)

- dobija se iz (3.3.2)
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I &x, ¢
Y(£) = - 2 x, (&) (3.3.3)
i=1 By 1

Relacija (3.3.3) predstavlja, dakle, rafunski poja&avaZ u funk-
ciji sabiracda.

2. za z(p) = 1/Cp 1 Z,(p) =R, (1 =1, 2, ... , 1),

dobija se n
1
Y(t) =~ } X;(t) (3.3.4)
i=1 Ricp *
odnosno
ay(t) n 1
. = - 12 ﬁIE X;(v) (3.3.5)
t =]
ili
o
Y(t) = - z e J X;{t)dt {(3.3.6)
i=1 i 0

gde je predpostavljenc da je Y(9) = 0. Relacija (3.3.6) kao
fto se vidi opisuje radunski pojacava¢ kao integrator.

3. 2a Z{p) = R 1 Zi(p) = l/Cip, (L =1,2,..., n),

dobija se

n
Y (t) -1 RC;p X, (£) (3.3.7)

i=1
odnosno dxi(t)

¥ (&) {3.3.8)

]
'

[ }=}
T
2]

dt

Iz relacije {3.3.8) sledi da ako se na ulazu u pojafaval nala-
ze kondenzatori kapaciteta Ci, a u povratnoj sprezl otpor R
{sl. 3.3.2), onda je izlazni napon Y{t) proporcionalan sumi
diferencijala ulaznih napona xi(t). U praksi se radunski poja-
Bava® retko koristi kao uredjaj za diferenciranje ulaznih napo-
na, jer je tafnost ove operacije ogranifena. Uzroci ove gredke
bicde detaljnije razmatrani u sledefem odeljku, gde se govori o

analizi gre3aka kod rafunskog pojadavada.

4, Za Zi(p) = Ri
sprezi neka se nalazl paralelno vezan otpor R 1 kondenzator

(t =1, 2, ... s n), a u povratnoj

C, pri gemu je R

i{fp) = ——
RCp + 1
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X0 =——II-%’—
R —I By v

Xn(t) =——I|—i-

$1. 3,3.2. Operacija diferenciranja ulaznih napona

Primenjujuéi relaciju (3.3.2) na radunski pojaXava® povesan
prema slici (3.3.3) sledi da je
n 1 . R
Y(t) =~ ] ——— — X (t) (3.3.9)
i=) RCp + 1 Ry :
odakle se dobija
ay (¢t ol _ :
_ﬁ(..). + % Y(t) = = 1§1 G X, (t) {3.3.19)

Prema tome, ra¥*unski poja&ava& povezan prema slici 3.3.3 moie

| R ¢

X)) — O F— —F—

Xe(t) — R f | R
vt

Xalt) — —@—

sl. 3.3.3. 5ema poverivanja pojadavala za
' resavanje jednatine (3.3,10)

se koristiti za re!avanje diferencijalne jedna&ine (3,3.10),
s tim #to se pofetni uslov Y(0) mora postaviti na kondenzatp~
ru ¢ pre pofetka redavanja jedna&ine.
5. 22 z(p) =R, Z,{p) = Ry & Z:(p) = C, dobija se

dX, (t) '

T y(e) = - %x.(t) - RC — {3.3.11)
_ t . -
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Izlazni napon je u ovom slufaju zbir napona na prvom ulazu i
diferencijala napona na drugom ulazu koji su pomnoZeni odgova-
rajudéim konstantama. Na slici 3.3.4 data je Sema povezivanja e-
jemenata R, R, i C 1 radunskog pojadavada koji realizuje
relaciju (3.3.11).

R
Xy () ——
C

Xa(t)e ;}

Y (t)

S1. 3.3.4. &ema povezivanja pojatavata
za refavanije jednaline (3.3.11)

Izborom razliditih kombinacija mrefa sastavljenih od otpora i
kondenzatora, i postavijanjem istih na ulazu u pojataval 1 u
povratnoj sprezi pojadavata, lako se dolazi do razli&itih funk-
cija pojadavaZa, 3to je ilustrovano navedenim primerima. Ovaj
na®in koriZdenja radunskog pojafavata je posebno vaZan, jer
prufa moguénosti znatne uitede u broju ra%unskih peojafavaZa ko-
ji se koriste prilikem re3avanja sloZenih problema na analognim

ra®unarima.

3.4. Analiza grefaka kod raéunskog“pgjaéavaéa

videli smo da se sa radunskim pojafavaem mogu vrZitl razne 1i-
nearne matematike operacije. Svaka takva operacija vaZi pod
izvesnim ogranifenjima koje pojagava& kao elektronski uredjaj
ima.
Razmotridemo sada ogranidenja i gredke koje ta ogranienja uno-
se u radun, kake bismo videli sa kojom tano&éu pojataval moZe
da obavlja pojedine radunske operacije, koje se od njega zahte-
vaju.
Sve neta&nosti koje se javljaju kod radunskog pojatava&a mogu
se svrstati u sledede grupe:

- grefke usled kona¥nog pojatanja,

- gredke usled Zetanja nule (drifta),
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- grefke usled konatne ulazne struje,

- grelke usled kadnjenja na vi¥im frekvencijama {1
: - sluajne greike.
Prve Zetiri grupe grelaka mogu se na neki na%in i pod izvesn
ﬁslovima otkloniti, 1li bar sveati na najmanju meru, dok se slu-
Zajne gredke veoma tefko otklanjaju. Stoga ¢emo analizirati sa-
mo prve Zetiri grupe grefaka i to na neiéto uproiécen natin. Eita-
lac koji se interesuje samo za eksploatacione moguénosti anal
gnth raZunara, mo¥e ovaj odeljak preskoliti, jer materija o ana-
lizi grefaka nede mnogo uticati na razumevanje ostale materij
izloZene u ovoj knjizi.

Da'bismo analizirali grelku koja nastaje usled toga 5to pojasa-
va% ima konaZno pojadanje, iako dosta veliko, mofemo podli od
;| naZine (3.3.1). Za sada éemo smatrati da je ulazpa struja
I:T:ao. Ako se zameni (3.1.5) u (3.3.1), posle sredjivanja se
dobija:
Y(t) = - zp) } ol KA L] N 2(p) |} -;-TJ' (3.4.1
| _ am 8B Ty RN e

061dlddno je da ako pojafanje K teXi beskona®nosti i.ﬂn.éiij,

=

(3.4L1) svodi se.na (3.3.2), jer drugi &lan na desno} strani j
dnaine (3.4.1) te%fi nuli, pa se mo¥e zanemariti. Ali, kako =
iz konstrukcionih razloga ne mole napraviti beskona¥no pojada-
nje, razmotridemo kako se ovo odraiava na taZnost.
Stavimo da Jje 7

Y(t) n 1

£ = — |1+ Z(p) ] — (3.4.2)
- K i=1 Zitp)

pri Semu je sa g, oznalena gredka usled kona¥nog pojadanja.
Apsolutna vrednost ove greike moZe se smanjiti na viZs naZina
1 to: ‘ ) o
- = smanjivanjem maksimalne vrednosti rafunskog (izlaznog)
napona = Y(t), ' '
- smanjivanjem maksimalne vrednosti faktora u.srednjoj
zagradl 1 ‘
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- povedanjem pojaanja K.

Ako bismo smanjili radunski napon, onda bismo smanjili odnos
najmanjeg i najvedeg signala, koji obi&no iznosi 1:10000, jer
su kod svakog elektronzkog uredjaja Sumovi i smetnje reda neko-
liko milivolti. Stoga je i izabran radunski napon * 100V ({ili
10V kod tranzistorskih radunara). Prema tome, da ki se 3to vi3e
umanjio uticaj Sumova, treba raditi sa visSim naponima, te sma=~
njenje rafunskoyg napona nije preporuéljivo, pa se u praksi i

ne vrii.

%to se tide faktora u srednjo) zagradi, trebalo bi da on bude
5to manji. ali njegovo smanjenije moZz da ide samo do izvesnih
granica, jer odnosi Z/zi {za slufaj sabirada R/Ri} ustvari
odgovaraju konstantama sa kojina se mnoZe ulazni naponi. Ove
konstante, kao 3to smo videli, kredu se od 1 do 10. U prak-
si se obifno, kod sabirala najfelde radi o tri ulaza sa fakto-
rima mnoZenia od 1 i tri ulaza sa faktorima mnoZenja od po
10, pa za sabira&, kada su svi ulazi povezani, faktor u sred-

njoj zagradi u relaciji (3.4.2) iznosi: (3x1 + 3x10} = 33,

Pojaanje K rafunskog pojaavaa, koje se moZe izrafunati na
taj nadin ito se pomnofe faktori pojafanja pojedinih stepena po-
jatavada, obidno se krede u granicama od cko 2000 do 10000 kod
repetitivnih i manje preciznih radunara pri jednosmernom napo-
na, a oko 10% do 10% kod preciznijih radunara sa automatskom

kompenzacijom Zetanja nule ({(drifta).

Prema toms:, kako se na napon Y(t}) i na faktor u srednjecj zag-
radi ne mofe uticati, pockuZademo da izradunamo kolike treba da
bude poja¥anje KX, da bi se postigla Zeljena talnost pomecdu sa-
birada. Predpostavimo da Zelimo da nam sabirad radi sa tadnod-
du 0.1% i da radi sa 100V, kao i da su mu svi ulazi povezani.

Kako je relativna gre3ka u procentima data sa

_AY _ Ex
8y = 5 100% = == 100% (3.4.3)

i bududi da smo ostale greike za sada zanemarili, iz izraza

(3.4.2) proizilazi

Yé 6

k Y 1

Eg = —— = =(1 + R se— 3.4.4
T %{ 1£1 Ri) ( )
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odakle je
100 .
K3 33-(1+R —) (3.4.5)
k 12-1 Ry _

pa se za ranije naveden slufaj dobija

K3 ﬂf-u + 3x1 4 3%10) = 34000 (3.4.6)

Odatle se vidi da pojafanje pojatavafa treba da je vocc od
34000, da bi greidika, samo usled konaZnog poja&anja, bila nlnjn
‘od 0.1%, Iz ovog se razloga grade pojasavadi sa velikim poja-
fanjem,

Videfemo sada kako konalno pojatianje utiZe na rad pojadavada u
sklopu integratora. Ako, naprimer, imamo integrutor sa istim u-
lazima kao i gornji sabira® (trl ulaza sa faktorom mnoienja
sapo 1 1 tri ulaza sa faktorom mnofenja sa po 10), i ako
on treba da radi sa tano¥du 0.1% za vreme od pet minuta, onda
prema (3.4.3) i (3.4.2) sledl

Yék

-kl |
€ = 750 " K1 * 1£1 1?1?' (3.4.7)

u kompleksnom domenu, jer. je Z2 = 1/Cp. 'r_rmlfomcijon jodn;r
Eine (3.4.7) u vremenski domen i redavanjem po K, dobija se da
je

) Y "°°(1+ }_’ —t) : (3.4.8)

a nakon zamene zadatih vrednosti

K3 -l-ﬂ [1 + (3 + 30} 300] = 9,9.10% = 107 (3.4.9)
ti. pojatanje ra._&unlkog pojaZavaZa, da bi u sklopu integratora
radio sa tafno¥cdu od 0.1% za vreme.od pet minuta, pri gornjim
uslovima, treba da bude vede od 107. Stoga je preporuljivo ne
koristiti vidie ulaza u integratore, niti pustiti da rafupar ra-
di du¥e od pet minuta, jer kao Nto se vidi greska kod integra-
tora raste sa vremenom. :

Rafunski poja&nv;é je nap_ravlj_-n od ta:nih otpornika, kondenza-
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tora, elektronskih cevi 1li tranzistora i drugih elemenata ko~
ji mogu da menjaju svoje nominalne vrednosti i parametre tokom
vremena usled temperature i vlaZnosti vazduha, usled promene na-
pona napajanja, promena karakteristika sa vremenom, itd. Svi o-
vi uzroci utidu tako, da kada je na ulazu u pojadava¥ napon
Uz = 0, tada napon na izlazu Y nije ravan nuli veé pokazuje
tendenciju lagane promene oko nule, te se kaZe da "Seta nula®
ili da pojaZava¥ ima "drift". Ove promene napona na izlazu mogu
se preradunati na ulaz i smatrati da se radi sa idealnim poja-
Eavadem na koji deluje neki ulazni napon Ud' koji se naziva na-
pon drifta i koji nikada nije nula. Prema tome, jedna&ina
{3.1.5) koja ka%fe da, ako se na ulaz poja¥ava®a dovede mapon
DG, na izlazu se pojavljuje napon Y suprotnog znaka, koji
predstavlja prosto K puta pojadan napon UG, sada se mora mo-
difikovati, jer postoji 1 napon drifta Ud. Stoga nova jednaZi-
na pojafava&a glasi:

Y = - K(UG + Ud) (3.4.10)

Izlazni napon Y moZe se dovesti na nulu pomodu uredjaja za

kompenzaciju drifta koji se, kod manje tafhih ra¥unara, podela-
va rufno, a kod ta¥nijih i rudno 1 automatski. Medjutim, i kod
najbolje xonstruisanih ra&unara nije postignuta potpuna kompen-—
zacija drifta, te izlazni napon poja&ava&a, ipak #Zeta oko svoje
nominalne (nulte) vrednosti, a to utife na ta&nost rada pojada-
vata. Ovo je narodito uc¥ljivo kod integratora, jer se kod nje-
ga svaka grelka integrira, i, prema tome, raste sa vremenom.

Ako se iz jednadina (3.3.1) 1 (3.4.10) eliminiZe UG (pri uslo-
vu da je I; = 0), nakon sredjivanja se dobija:
n X,({t) n
i 1
z(p) | 1+ z2(p) |}
121 %1 (P 1=1 %4 (P)
Y(t) = - = = =03
1+l1+z()n 1 1+l1+-z)§' 1
K Pl g )] K P Z, (p)
im=1 #1070 ] i=1 “1"P7
' (3.4.11)

Grekka koja poti¥e usled drifta mofe se lzraziti u oblika

i=1

- n -1 .
€g Ui[l + 3(p) ) W ) (3.4.12)
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Relacija (3.4.12) se dobija iz drugog &lana na desnoj strani re-
lacije (3.4.11), kada se predpostavi da je K dovoljno veliko.
U slufaju sabirada grefka g je veoma mala, naroZito kod sabi-
rafa koji imaju automatsku kompanzaciju drifta. U slufaju inte-
gratora kod kojeg Je Zi{p) = 1/Cp 1 zilp) = R;, OVa greika
prema (3.4.12) iznosi

t

n n
1 1 1 1 J ,
€, = U, |1 + === =| =u, +. 1 U, dt (3.4.13)
a d[ Cpoym By| 4T g RyyeT

Jasno je odavde da, kako grefka ugled drifta raste sa vremenom,
potrebno je da koeficijent ispre& integrala u jedna¥ini (3.4.
13) bude %to manji. Naprimer, ako bi bilo Uy = 0,1 v 1 ako bi
postojao jedan ulaz u integrator preko konstante RC = 1, izla~
zni napon integratora, posle rada od pet minuta, iznosic bi vi-
Se od 30V, iako bi na ulazu bio napon nula.

O8lgledno je stoga da drift mofe da unese ozbiljﬁe gredke u re-
fenje koje se doblija na analognom ra&unaru, naro¥ito ako reia-

vanje problema traje duZe vremena. Stoga je preporuéljivo da

gse prilikom dufeg rada sa radunarom ZeSée proveravaju 1 podela-
vaju "nule" kod pojaZavada, naro¥ito kod integratora.

Isto tako, ako nekl problem ima nestablilno resenje, i1li ako jea
one na granlici stabilnostl, mogu se dobiti potpuno pogrelni re-
zultati. Ovo je narofito izraZfeno kod problema koji~p°;aﬂ03dj
strukturi nemaju kod analognih blok ¥ema povratne veze, jer
greXke na krajnjem radunskom elementu mogu da budu vecma velike.
Stoga je postojalo ozbiljno ogranifenje u pogledu problema koji
su se mogll refavati pomodu elektronskih analognih rafunara pre
nego 3to su se pojavili pojaéavaéi'sa automatskom koﬁpeﬁhacijbﬁ
drifta. Medjutim, pojavom ovakvih pojaZavaZa, grefka usled dri-
fta je smanjena za -500 do 2000 puta, Drift.kod-;ﬁtagratgra ga
-ovakvim pojatavadem, pri ulaénoj RC konstanti rdvﬂoi 1 jévma-
nji od 1V/%as 4 T ' :

= GreXke usled konafne ulazne gtruje . TR
Kod radunskih pojadavaZa kao ulaznl elementi koriste se speci-
jalné elektronske cevi i1i txanzistori, kod k¢jih je ulazna




=2

-y
- r

struja IG vemaz mala, Uobidajene vrednosti ovih struja su re-
da 1071%. a1i soved toga #to su te struje male, one izagi-
vaju izvesne grefke. Da bisme ispitalil koliki je uticaj ulazne
struje ra tafnost rada pojagavaca, podi femo od jednadina
(3.1.5) i (3.3.1}, pri Zemu vide nedemo predpostaviti da je

Io = 0. Iz ovih se jadnadina doolja

Z(p} I

n
- .;E[l rzw § 5_4@.]
(3.4.14)
Prema tome, graska koijz se javliia, na izlazu iz pojadavaa, u-
sled ulazne struje bhide:
Zip} I

G
ep = (3.4.15)
i1+z,){
< {p -—(——‘.
ili ake je X dovoling wolikd, tako da je 1/K  pribliZno nula,
iz {3.4.15) se Jdobija
By Z{p} . (3.4.186)
Naprimey, za siufaj sabirada, ul..na struja je reda IC_IOA, a

otpor povratne §prege R = 1 M, .a grefka iznosi e, = 107%,

U slugaiju inteyratora, kod kojeo je kapacitet u povratnoj spre-
zi 1 wf 1 prl istoj ulaznoj struji, ova de gredka biti

L
{ ~4

=gIGdt = 10 Tt {3.4.17)
r

b

t}. promena napeona na Lzlazu integratora usled konaZne ulazne

struje iznosi 6 mV/uin.

Ova razmatranj: pokazuju do, iako je uticaj ulazne struje poja-
¢avafa veoma mall, ipak Se ne wmoZe zanemariti, Naro@ito kod ra-
gunskih pojafavacda sa autcmatskom kompenzacijom drifta ova gre-
gka moZe da bude veda od yreSke usled kona¥nog pojadanja i us-
led drifta,.

Rako je gredka usled ulazne struje na prvom mestu funkcija im-



pedanse povratne sprege, to ako se Zell da ratunar relava

probles dule vreme potrebno je da kapacitet kondensatora kod {n-
tegratora bude vedi. Isto tako, manii otpor u kolu povratne
sprege sabira%a smanjuje utitaj ulazne struje, i poboljava
%nost rada sabiraZa. '

= Gre¥ke usled kalnjenja na_vilim frekvencijama |

U dosadaiinjim razmatranjima smatralo se da pojadaval radi
da se svi signali, koji mu se dovode na ulaz trenutho prencse
pojatani na izlaz, te da je odnos izlaznog napona i ulasmnog
pfolthl ixragom (3.1.5), odnosno (3.4.10), ako se uzme u cbzi
drift, Medjutim, konstruktivno je nemogude napraviti takav
jatavad, -te su ove navedene formule ustvari samo prva aproksi
 macija stvarnog stanja.

Ako se napon U menja veoma brzo, onda se, kao i kod svakog
elektronskog uredjaja izlazni napon javija sa izvesnim kailnj
njem, koje sve vile dolazl ac izrataja, ¥to je frexvencija na
pona na ulazu vilia. Pored efekta kadnjenja dolazl i do razli¥
tog pojadanja ulaznog signala u zavisnosti od ajegove frekven
clje. Stoga se ne moZe vilie smatrati da vaZi relacija (3.1.5)
kod koje ja K konstentno, ved prenosna karakt.rutilu poj

" va¥a ima oblik- .
Y= -k oy, , 3.4.1

" &lan _."!ﬂ' izraava kainjenje u operatorskom obliki, a vel

T vremensku konstantu kadnjemja. Ova konstanta poti¥e od pa
_ sitnih kapaoitivnosti I drugth veliZina unutar pojasavada, ko
daprinose kaBnjenju. Ono se mofe izmeriti i obiino se daje.
kouuukuuf podntal: za- ralSunski pojadaval.

Jednném (3. 4.18) -o!t u nlp:l.uti. aprokshinjndi. fm:l.ju
Py uobltks -

X , .
Ova - juhﬁinl émvlj-o ﬁn‘.no ptdltnvlja prmnu hnkmis
ku pjm

s-h Geimo preko mm (3,4.19)’ M:l.r.t kako se: puh
- jJadava® za razne trokmijo nmnog napona, tj. mm-» t
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frekventnu karakteristiku pojatava&a, predpostavljajuéi da je
ulazni napeon sinusnog oblika i da je dat izrazom

Us = Eg sinuwt (3.4.20)

gde je w = 28f, a £ frekvencija sinusoide i da se ona menja
od 0 do w=,. Ovo razmatranje je opravdano jer je poznato da

se svaka periodi®na funkcija moZe razviti u Fourler-ov red, ko-
ji se sastojl od zbira prostoperiodi&nih funkcija. Frekventna
karakteristika pojatavaZa opisuje kako se svaka od tih funkcija
prenosi kroz pojatavaé.

Ako zanemarimo prelazna stanja u poja¥avafu, koja vrlo brzo iz-
%ezavaju, jer je pojatava® tako konstruisan, 1 koja zavise sa-
mo od poZetnih uslova, napon na izlazu pojafavada, kada mu se
na ulaz dovede sinusni napon (3.4.20), biée

Y(t) = E sin(wt + ¢) (3.3.21)
gde je K, Eq
E = i tge = -Tw (3.4.22)
1+ Tl . :

Izlazni napon je dakle, takodje sinusnog oblika, iste frekven-
¢lije, alli razli&ite amplitude E, i pomeren fazno za ugao ¢ u
odnosu na ulaznl signal. I amplituda i fazni ugao zavise od fre-
kvencije w,

Nas ustvari interesuje da razmotrimo kako se menja odnos E/EG,
tj. pojadanje K, kada se frekvencija menja u jednom Zirem op-
segu. Ofigledno je, prema (3.4.22), da ovaj odnos prili&no va-
rira, te demo razmatranje vriiti u tzwv. loéaritamskom dijagra-

ma, tj. E
log = = ¥(logw) : (3.4.23)
og EG

Iz izraia (3.4.22} vidi se da kada w+0, onda odnos E/EE=K* Ko,
t}. kxiva ima jednu asimptotu a, paralelnu sa apscisnom osom.
Sama kriva teZi toj asimptoti sa leve strane dijagrama

{s1. 3.4.1). To je ustvari tzv. statifko pojafanje pojatavada
{ ono vaZi za relativno spore promene ulaznog napona. Kada o+
izraz E/Eg + K/Tw, %to u logaritamskom dijagramu predstavlja
pravu a:, koja sefe gornju asimptotu u tadki P, za K = 1 1
za w = 1/T, 1 koja je nagnuta prema osi logw pod uglom od
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- 45°, Ustvari za w = 1/T kriva data jednadinom (3.4.22) imh

N
m:-}- +‘ \ Iogw

0 1 2 3 4 5 s 7 8

51. 3.4.1, .Prakventna karakteristika poja&avasa

vrednost E/E; = K,/¥2, 1 to je ta%ka -P°, koja je u logari-
tamskom dijagramu po vrednosti veoma bliska ta¥ki P. Prema to-
' me, stvarna se kriva vrlo brzo pribliZava obema asimptotama
a; 1 ap (sl. 3.4.1). Stoga se u praksi retko crta sama kri-
va, veé se frekventna karakteristika pojaZavaZa predstavlja po-
modu asimptota, u ovom sluXaju a, i a.. Frekvencija o = 1/T
naziva se grani¥na frekvencija pojaavada,

Kao ¥to smo videli u logaritamskom dijagramu (sl. 3.4.1) nagib
_asimptote a, iznosi - 45°, tj. opadanje frekventne karakte-
ristike od grani¥ne frekvencije je 1l:1. Ali, vecma se Zesto
ovakvo opadanje frekventne karakteristike sa porastom frekven-
cije izraZava u decibelima po oktavi, i za. gornji sluaj ono
iznosi Gdn/oct., pa demo ovde objasniti kako se dobija i Bta
znadi pva’ vrednost. ' '

Premn_definiciji nAponskog qua&anji, izraZenog u decibelima
{dB) , ako odnos -izlaznog i ulaznog napona Liznosi E/EG.‘onda j

B ]




_ E
N[GBI = 20 ng _= (3.4.24)

Tako, ako je pojadanje pojaava®a 10, onda se kaZe da pojafa-
nje iznosi 20 dB. Isto tako, iz akustike je poznato da jedna
oktava predstavija dve frekvencije &iji je odnos 2, 3to u lo-
garitamskoj predstavi iznosi log 2 = 0,301, Prema tome, ako
se frekvencija promeni za 2, onda, prema asimptoti a., poja-
Zanje pojadavada opadne za

N = 20xlog 2 = 20x 0,301 = & dB/octavi (3.4.25)
pa se kajte da strmina, ili brzina opadanja frekventne karakte-
ristike, iznosi, u logaritamskom dijagramu, 6 decibela po ok-
tavi. Stvarna karakteristika pojaZavaZa predstavljena je na
slici 3.4.2, gde se vidi da je asimptota a, sastavljena od
vise pravolinijskih segmenata kaji su ne¥to pomereni jedan u
odnosu na drugi, a svaki segment odgovara jednom stepenu poja-
Zavada. Srednji nagib asimptote ovakvog pojadavaZa je nedto ma-
nji ed - 450, ali zato za vrlo viscke frekvencije, tj. iznad
1 MHz, moZ¥e se zapaziti br¥e opadanje frekventne karakteristike,
to nije u skladu sa jedna&inom (3.4.19)}, jer za taj sludaj veé
dolaze do izraZaja vi$i &lanovi reda koje smo zanemarili. Za
jedan prakti&no dobro izgradjen rafunski pojaZaval ucbifajene
vrednosti ovih veli&ina treba da budu:

- grani&na frekvencija reda 10 do 100 Hz

- frekvencija na kojoj pojadanje pada na 1, veda od 1MHz

- opadanje pojafania od graniéne frekvencije oko 6dB/oct.
Fazni dijagram (sl. 3.4.2) treba da bude takav da na grani&noj
frekvenciji pomeranje po fazi bude oko -45° { da posle toga
lagano teZi ka -30°. 2a sve frekvencije, za koje je pojacanje
vedfe od 1, pomeranje po fazi ¢ ne bi smelo da bude vede od
-90%, jer tada dolazi do samooscilacija pojafavaga. Stoga, da
bi pojadava® dobro 1 stabilno mogao da obavlja svoju funkeciju,
pomeranje po fazi mora da bude manje od -90° za poja&anje ve-
e od 1. Ovo se postiZfe ugradjivanjem raznih specijalnih £il-
tera i drugyih sistema za kompenzaciju faze u pojatavadu.

Ispitademc sada kakav uticaj ovakva karakteristika pojaavada
ima na rad pojadavada kao rafunskog elementa. Uzedemo prvo sa-
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biraZ - sa jednim ulazom (invertor). Jedna¥ina (3.3.1) pri Ig=0

AMPLITUDNA
KARAKTERISTIKA

01234'5sva\\slogw

FAZNA
KARAKTERISTIKA
- P, .
81. 3.4.2, Stvarna. frekventna i fazna karakteristika
_ pojatavata
u ovom slufaju glasi: '
Y-U, X -U N
84 —=Cuy . (3.4.26)
R _ Ry

imajuci u vidu relaciju (3.1.5) lako se dobija da je

R .
x‘Rl_ . L
Y == (3.4.27)
1,. R TE e
A LSy
. o - R - -
ili ako sa a oznadimo izraz - T s onda je

E
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R ak

¥ == X5 T+ axK

(3.4.28)

Bududi da pojaSanje K zavisi od frekvencije ulaznog signala,

to je prema (3.4.19) K

K=—2=2 (3.4.29)
1+ 7p

Zamencm (3.4.29) u (3.4.28) doblja se prenosna karakteristika
sabirada (invertora) sa jednim ulazom u obliku:

KO
a—_
1+ 7Tp aK
%, - iR'{ — = - R%- 9 (3.4.30)
1+ a o 1 + aK0 + Tp
1+ Tp

Ako se zanemari jedinica u odnosu na aK0 i posle sredjivania,
jednaZina (3.4.30) postaje

¥ 1
e (3.4.31)
xl R; 1l + Tlp
gde je T
T; = K (3.4.32)
(4]

Jedna&ina (3.4.31) je istog oblika kao i (3.4.29), pri &emu je
P = jw, s tim 3to je statifko pojafanje ustvari odnos R/R;= A,
(5to smo ved ranije videli). Medjutim, vremenska konstanta T,
je ustvari vremenska konstanta pojafavaZa podeljena sa akK_,
tj. sa vrlo velikim brojem.

Ako sada na slici 3.4.1 povufiemo pravu paralelnu sa apscisnom
oscm, na visini 1l/a, (pri %emu je & broj uvek manji od 1),
tj. prava A~ Q, onda je duf¥ MP jednaka sa aK u logaritam-
skim razmerama. Apscisa taSke P je 1/T, a apscisa talke Q,
tj. grani®na frekvencija je 1/T; = aK_/T. Tafka ( se nalazi
gsa desne strane ta®ke M, 1 to na rastojanju MQ = aKO, %¥to Zna-
&1 da ta¥ka Q le¥i na pravoj a;z, baZ kao 5to je to pokazano
na slict 3.4.1. odavde prolzilazi da je za nalaZenje grani&ne
frekvencije sabiraSa sa jednim ulazom potrebno na dijagramu,
koji predstavlﬁa frekventnu karakteristiku pojaBavala, povucti
pravu paralelnu apgcisnoj osi na rastojanju 1/a. Presek te
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prave sa karakteristikom, tj. ta¥ka Q, daje graniZnu frekven-
ciju sabira&a. :

Eod praktiéno izvedenih ra&unskih pojatavata, kada rade kao sa-
bira&i, ova graniéna frekvencija pomerena je za 4 do 5 dekas
da prema visim frekvencijama, a u vezi sa tim {1 kriva falnog

pomeraja. Ako naprimer, pojafava& ima grani&nu frekvencijﬁ oko
10 Hz 1 ako on radi u nekom radunskom kolu sa 2 Hz, fto je red
veli&ine koji se vrlo &esto javlja u praksi, mo¥e se pgmoigk ogf
nje analize pokazatli da Ge se na pojaéavaéu pcjaviti fa:ni .
raj, a prema (3.4.22), od PSR

tgé = T = I% = 0.2 ; ¢ = 11,5°

a to je vrednost koja je prili¥no velika. Ali, ako .ovakav poja-
Bava® ®ije pojadanje iznosi Kb = 10% radi u sklopu sabirada
{obrta&a znaka - invertora) kod kojeg je odnos otpornosti u po-
vratnoej grani 1 na ulazu jednak 1, odnosno a = 2. graniépa
frekvencija ¢e, prema (3.4.32), biti povedana aK, puta, t}.
iznosi 2x10%Hz, a fazni pomeraj ¢e za iaste uslove iznositi:

ol

= 10 ¢ = 4)'(10—4 uglovnih sekundi

2x10%
to je mnogo povoljnije.

tg’ = -‘l’Tl=

Faznl pomeraj, ako ima veliku vrednost, lzaziva nestabilnost u
radu pojafavada. Jo¥ ranije smo videli da je prvi uslov. stabil-
nog rada radunskog pojadavada u sklopu sahiraéa,'dauﬁunpoj§éar
nje stalno bude negativno. Medjﬁtim} ako postoji fazni pemeraj,
onda se stvaraju uslovi kada to pojaZanije postaje pozitivne, a
to se delava u svakoj'poluperiodi nalzmeni&noy éignala, dzmediu
ta%aka ¢, 8 i a7, 87, kao Bto je prikazano na slici 3.4.3,
Bto naro&ito dolazi do izraZaja pri vi%im frekvencijama Ovo
izaziva. nestabilnost rada pojaéavaéa, te unogi 1 gaatnje u rad
raéunara, pa se Javljaju grefke koje su sva vade ukgliko se ‘ra-
di sa vifim frekvencigama Stoga. kod reiavanja pxgblena treba
1zhegavati vrlo visoke frekvencije.

Nedito se drugatije manifestuje wticaj frekventne karakﬂatishs-
xe ratunskog pojatavada kada on radl u_ sklopu integratora,: fa
ovaj sindaj-je Z(p) = 1/Cp, _ pa- ako postoji snno jﬁdla ‘ulse.u
integrator, onda jednaéxna (3.391} danac . LD B A
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Y (t5
Xy(t)
X
77X\ 77X\
// \ // \
X ' )

\\ /A /N\\/
A X/

S1. 3.4.3. Fazni pomeraj naizmenifnog signala

1

= - 2
Yy = - X, RP 15 1 4 T (3.4.33)
¥ RCp
5to se moZe napisati u obliku
1
Y = = X} ————aee (3.4.34)

RCp + ngﬁt—l

Videli smo, medjutim, da stvarno pejadanje pojadavaga, usled u-
ticaja kasnjenja, ima oblik dat jedna&inom (3.4.29), pa kada
se vrednost za X zameni u jednalinu (3.4.34) dobija se
1
Y = - X {(3.4.33)

RCp + {RCp + 1) {Tp + 1)

Ko

sa druge strane da bi integrator pravilno radioc potrebno je da
ima idealnu prenosnu funkeiju oblika '

§—1-= - &% (3.4.36)
1z poslednje se jednaline vidi da kada p -+ 0, odnos Y/X; *» .
Medjutim, stvarni pojaaval ima za niske frekvencije konaéno
pojafanje K , te u sklopu integratora pojataval nede dati ta-
Zne rezultate pri niskim frekvencijama ({sl. 3.4.4)., Za ovaj
sluiaj granifpa frekvencija, :ao i ranije, data je slinim izra-
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11
0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 |lgw
Sl. 3.4.4. Rad integratora pri niskinm frekvencijama

zom kao i kod pojaéava&#, ti.

1 1 ' ’
W o E e {3.4.37)
| § T, TEK .
Prema tome, u gluéaju intggratora, trebalo bi da raZunski poja~
%ava% ima vrlo veliko pojalanje za ni¥e frekvencije (prava iz-
vulena isprekidano na slici 3.4.4), te se stoga i Ppredvidjaju
specijalne metode da bi se ovo postiglo.

‘4._’ MNOEAL

4. l-.'rr ci am!_.agg-
MatematiZka operacije -no!enja dv. prc-.nljive velifine naka je
data 1mu-
. ) ) lﬂ;) = x(t)-y(t) . )
gde“sn x(t) i -y(t) prm’n.‘l.jﬁ'e veliSine sa VX emOnon .
-Rﬂéunsn cl-atuunmmlomrﬁumhjj.mhdn
obavlja mtnntim nporuljn {4.1.1) naziva se mnolad.
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Fizidke veli&ine X(t) i ¥Y(t), koje odgovaraju promenljivim
veli&inama x(t) i y({t), nazivaju se ulazni naponi u mnoZa¥,
a fizi¥ka veli&ina 2Z(t) koja se javlja na izlazu mnoZa&a, a
koja odgovara promenljivoj z(t), naziva se izlazni napon.

Kod analognih ra&unara mnofenje dve promenljive veliZine moZe
se obavljati na viZe na&ina, 1 u zavisnosti od toga postoje ra-
zni tipovi mnoZa&a. Ali svi ovi tipovi mogu se podeliti u dve
glavne grupe i to:

- mno¥a¥i koil koriste elektromehanike metode, i kojl se
nazivaju servomnoZa®i i

- mnoZa&i koji koriste elektronske metode i koji se nazi-
vaju elektronski mnoZal&i.

U ovoj demo se glavi ograni&iti samo na opis rada onih mnoZaZa
koji se najfefde javljaju kod modernih analegnih rafunara.

4.2 ServomnoZadl

Ranije smo videli da se mnoZenje nekog promenljiveg napona, u
naSem slufaju X{t) sa konstantom, manjom od jedinice, moZe
vrEiti pomodu raZunskog elementa koji se naziva potenciometar.
Videli smo da je za ovo potrebno na ulaz potenciometra dovesti
napon X(t), kliza® potenciometra postaviti na vrednost konstan-
te, manje od jedinice, i na izlazu ée se prema (2.1.5) pojaviti
napon X(t) pomno¥en sa konstantom, koju smo oznafili sa A.

Ideja servomnoZafa potekla je baZ od ove osobine potenciometra.
Naime, ako je na neki nadin mogufe napraviti takav elektromeha-
ni&ki uredjaj, kojl moZe da pomera klizal nekog potenciometra u
zavisnosti od neke druge promenljive veliline, u naSem sludaju

¥(t), onda bi se na klizafu toga potenciometra, kao izlazu do-

bijao napon odredjen izrazom

CZ(t) = BeX(t)-¥Y(t) ' (4.2.1)

Za pokretanje klizafa potenciometra u zavisnosti od funkcije

Y(t), kod analognih ra&unara koristi se tzv. pézicioni servome-
hanizam, pa se stoga i mnoZa& koji radi sa servomehanizmom, na-
ziva servomnoa%. Na slici 4.2.1 prikazana je principska Se-
ma servomno¥a&a. Deo Zeme koji se sastoji od diskrimipatora D,
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poiafava&a P, elektromotora EM, mehanitkog reduktora MR i
potenciometra P,; predstavlja tzv. pozicionl servomehanizam.

-y X(t)
1 !

51. 4.2.1 Principska %ema servomnoZada

Napon Y{t), kao jedna od ulaznih veli¥ina, dolazi na diskrimi-
nator D, u kojem se vrEi uporedjenje sa naponom ¥(t). Diskri-
minator D je napravljen tako, da se na njegovom izlazu javlji

razlika ova dva napona koja je definisana sa |
' AY(t) = Y(t) + F(x) (4.2.2)
|

jer je sign ¥(t) = - sign Y(t). Veli%ina AY(t), iz diskrimi-
natora D, dolazi na ulaz specijalnog pojadavafa P, koji po-
red pojafanja napona AY({t) daje i odredjenu snagu, za pokreta-
nje elektromotora EM. Elektromotor pokrefe kliza® potencicme-
tra P,, preko mehanifkog reduktora MR (skup zup®anika sa od-
re&jenim prencsnim ddnosom) u jednom ili druqom'smeru u zavisno}

sti od znaka napona na elektromotoru.

Ako na kraj 1 potenciometra P, (sl. 4.2.1) dovedemo napon
- U, onda vrednost napona na klizadu 2 moZe aa bude u grani-
. Cama [ .
: U< ¥(t) s @ {4.2.3)
Rad pozicionog servomehanizma sastoji.se u sledefem: Promena
napona Y¥(t) izaziva promenu napona AY(t), ova se promena po-

P I T [ Y ey S
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ja¥ava u pojatavafu P i stvara napon za pokretanje elektromo-
tora u jednom ili drugom smeru, Motor preko reduktora pokrece
kxliza® potenciometra P, tako da Y(t) na klizau 2, te%l da

. se izjednadi po apsolutnoj vrednosti sa naponom Y(t), tako da
AY + 0, jer su naponi Y(t) 1 ¥(t) suprotnog znaka. Kada se
ostvari uslov AY(t) = 0, onda se i na izlazu pojafavaZa ne ja-
vija nlkakav napon, te motor ne pokrede kliza#. Tada kaZemo da
je servomehanizam u ravnotefl. Napon T(t) dakle prati napon
Y(t) po apsolutnoj vredmosti, a to zna%l da se osovina na kojoj
se nalazl kliza® potenciometra P,, pokrecde tatno u zavisnosti od
napona Y(t). Ovo sledi iz relacije (4.2.2) kada je AY(t) = 0.

Vaino je ovde napomenuti da vrednost ulaznog napona Y(t) mora
da bude u granlcama

0< ¥Y(t) £ + U (4.2.4)

kako bl prema (4.2.2) 1 (4.2.3) moglo u svakom trenutku da bude
AY = 0,

Ako se na zajednl&koj osovini potenciometra P, nalazi 1 poten-
cliometar P;, &ijl je kliiza® podelen mehanifki tako da se nala-
zi u istom poloZaju u odnosu na krajeve potenciometra kao 1 kli-
za® potenciometra P,, Bto znaZi da se i kliza® potenciometra

P, krefe u zavisnosti od funkcije Y¥(t). Dovoljno je sada na
kraj 1° potenciometra P; dovesti napon X(t) (sl. 4.2.1)

pa da se na kliza¥u, tj. u tadki 2” pojavi napon Zz(t) defi-
nisan jedna&inom (4.2.1).

Uvedimo sada koeficlijente razmere lzmedju fizi¥kih veliZina
X(t), Y(t), 1 2Z(t) i matemati&kih velifina x(t), y(t) i
z(t), tako da je

ke x(t)f ky yie)’ * z{t) (4.2.5)

Fizifka veli&ina U naziva se raéuns&i napon 1 kod raznih ti-
pova radunara ona ima vazlidite vrednésti. Uobi#ajeni radunski
naponi kod savremenih amalognih radunara su: U = 100V, U = 50V
i U = 10V. Vrednost konstante B, odredjena je& iz fiziZkog
uslova , : C S

D% BY(t) €1 ’ {4.2.6)
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Kako je gornja granica napona Y(t) napon U, to se iz (4.2.6)

dobija
BU = 1 (4.2.7)

odakle je B ,_‘1_7 (4.2.8)

Ako se sada u jedna&inu (4.2.1) uvedu vrednosti iz (4.2.5), do-
bija se

k. k
z(t) = £ XX y(t)ey(t) (4.2.9)
[§] kz
Poredjenjem jedna&ina (4.2.9) 1 (4.1.1) dobija se da je
kyky
1l X
i 1 (4.2.10)
z
Ako se ugvoje isti faktori razmere za obe ulazne veliine, tj.
kx = ky, onda iz (4.2.10) faktor razmere za izlaznu velidinu
bic¢e dat izrazom 2 2
k= Eé = E! (4.2.11)
z U u e

0 kojem treba voditi rafuna prilikom kori¥cenja mnoZaZa.

ServomnoZa&, kojl je prethodno opisan, oznaden je grafi¥kim
simpolom prikazanim na slici 4.2.2, gde oznaka SM 1 oznadava

X(t)

Y{t)>0 "_DSM1 X(1) Y(t)
+ [ ﬁ}'—* Zﬁ)="'TI"f

51. 4.2.2, Graficki simbol za servomnoZad

da je to servomnoZa¥® broj 1, posto se kod re3avanja pojedinih
problema mofe koristiti vi¥e servomnoZaZa, oznaka + kazuje da
je velifina Y(t) > 0, prema formuli (4.2.4), a 1 oznadava

da se na taku gde se dobija veli¥ina 2z(t) moZe prikljuditi
neki drugi ra&unski element koji ima ulazni otpor 1M,
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PoSto se prikljudivanjem nekog drugog raZunskog elementa na iz-
laz potenciometra P, (sl.4.2.1) javlja gredka koja je istog ka-
raktera kao i gre¥ka kod potenciometra za mncfenje konstantom,
to se ona na neki na¥in mora odkloniti. U odeljku 2.2 ove
glave, videli smo od Sega ova gredka zavisi i kako se koriguje,
ali u sludaju servomnoZafa ova se gre3ka menja, u zavisnosti od
veli&ine Y(t). Odklanjanje gre3ke vr3i se stoga na taj nadin
$to se na kliza¥® potenciometra P,, koji pripada servomehanizmu,
priklju¥i otpor jednak ulaznom otporu rafunskcg elementa, koji
se priklju¥fuje na potenciometar P,. Tada se kliza® potenciome-
tra P, postavlja na korigovanu vrednost, kako ki AY(t) bilo nu-
la, a zajedno sa njim i kliza¥® potenciometra P,. Ovo se simbo-
1li1&no oznadava u donjem desnom uglu sa brojem 1, kao 3to to
prikazuje slika 4.2.2. Ako bi ulazni otpor slededeg raZunskog
elementa bio 0.5 ili 0.1 (mnoZenje sa 2 1ili 10), onda bi
umesto 1 na tom mestu stajale 0.5 ili 0.1 .

Ako matemati¥ka velidina y(t) nije istog znaka, veé woZe biti
pozitivna i negativna u intervalu u kojem treba vr3iti mnoZenje
ove velifine sa x(t), onda se i fizi&ka veli&ina Y(t) mora

menjati u granicama - U £ Y(t) £ + U. Tada se keoristi 3ema
veza data na slici 4.2.3. Potenciometri P; i P2 se povezuju
+X(t)

¥{e) |
7 ) . 2= xgtzuvgt)

QM

S51. 4.2.3. Rad servomnoZafa u Setiri kvadranta

tako da im se krajevi vezuju za -U 1 +U, odnosno +X(t) 1
-X(t), a srednji izvodi (koji svaki servopotenciometar ima) ve-
zuju se za masu (nulu). Kretanje kliza¥a vrii se sada i u pozi-
tivnoj i u negativnoj oblasti obe ulazne veli¥ine, te se kaie
da servomno#a® radi u sva ¥etirj kvadranta OXY ravni. To znali
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da za Y(t) > 0 klizad potenciometra P, Je u delu +X(t), ta-

ko da je znak proizvoda odredjen znakom velifine X(t), Za

Y{t) ¢ 0 kliza® potencicmetra P; je u delu - X(t), tako da
je znak proizvoda suprotan znaku veli&ine X(t). Pri ovome tre-
ba imati u vidu da je na potenciometar P, doveden napon -~ U,
na kraj kojl odgovara kraju potenclometra P,;, gde je doveden
napon +X(t), i + U na drugi kraj potenciometra P,. Ovako
povezan servomnofa® obelefava se sa + u donjem levom uglu
pravougaonlka (sl. 4.2.3).

Na sli&an na&in, ako je ulazna velifina ¥Y(t) stalno u oblasti
negativnlh napona, tj. - U £ ¥Y(t) € 0, onda se koristl servo-

mnoZa& tako da se potenciometar P; (sl, 4,2,1) vezuje jednim kra-

jem na napon + U, a drugim krajem za masu. Tada se to oznaZava
znakom - u donjem levom uglu pravougaonika.

ServomnoZal obi&no sadrZi vi¥e potenciometara za mnoZenje. Mo-
derni analognl ra&unarl raspola¥u sa servomnofaima koji imaju
jest potenciometara na istoj osovini. Jedan od njih sluZi za
pozicioniranje dok ostalih pet slufe za mnoZenje. Slike 4,2.4,
4.2.5 i 4.2.6 prikazuju na&ine korisdenja servomnofa&a.

Sl. 4.2.4. Rad servomno¥afa u prvom I drugom kvadrantu

Servomno%a& se naj&e3de koristi u zajednici sa jednim sabira-
&em, koji obifno slufi za prilagodjenje izlaznog napona servo-
mno¥afa sa ulaznim otporom slededeg radunskog elementa. Ovo se
¢ini zbog toga da ne bi do¥lo do preopteredenja servopotencio-
metra. Prema tome, potpuna Sema servomnofada lzgledala bi kao
na slici 4.,2.7. Ovde treba napomenuti da postoje dve vrste
servomnoZada. Jedna vrsta sadrZi desetoobrtne potenciometre,

FETI TR T TAR \ bk e e erod Hieal bl b ' I
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te daje ta¥nije proizvode, all pritom ulaznli napon ¥ ({t) ne

+Xs

Sl. 4.2.5. Rad servomnofa®a u sva Setiri kvadranta

S1. 4.2.6. Rad servomno¥aa u tredem u Fetvrtom kvadrantu

sme da se menja suviSe brzo. oruga pak vrsta sadrZl jednoobrt-
ne potenciometre, te daje manje tafne rezultate, ali zatoc se

+X

SM4 1 _ Xy
U

?

1+
—

Sl. 4.2.7. ServomnoZad sa izlaznim sabiraéem_

ulazni napon Y{t) moZe menjati nedtc brie,. Mgdjutim,'usled
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toga #to svaki servomnoZal ima mehanilke kretne sisteme, njego-

va je tadnost ogranifena. DinamiZka greska zavisi od inercije,
trenja, karakteristika motora, itd. U primeru na slici 4,2.8 i
date su krive, za razli¥ite tadnosti potenciometara, koje poka-
zuju dinamifku ta¥nost u procentima, ako je veliSina Y{t), ko-
ja se dovodi na ulaz, sinusnog oblika, tj. Y{(t) = E sin wt, }
w = 2nf, za razne frekvencije f 1 razne amplitude E, date
procentima ra¥unskog napona U, Sa ovih se krivih vidi da mno-
¥a%i sa desetoobrtnim potenciometrima imaju bolju tadnost, al*
za relativno sporije funkcije, dok mnoZafi sa jednoobrtnim pot
tenciometrima mogu da postignu vedu brzinu, alli su pritom net#-
&nijl. !

E.
o | U0
10 -
Y 024,
80 HH
60 \N X ul.".}
™ 1%
40 Py 005%
N
20 :: h" -
‘H. '
| o 1 10 [H2]
E 0) Mnolai sa desetoobrinim potenciometrom
o | T
TTTEI IRERL
100 0125% 025% 0S% Ph (2%
: y
% N\ \
h
60
e \
20 \\ )
1
0 1 ® 100 M

b) Mnotaé sa jednoobrinim potenciometrom

S1, 4.2.8 Dinamidka tadnost servomnofada
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U pogledu ulazne velifine X({t) ne postoje nikakva ogranife-
nja. Stoga ako treba pomnofiti dva promenljiva napona od kojih
se jedan sporo menja a drugi brie, obi%no se sporiji dovodi na
ulaz 7Y {t), dok se br#i dovodi na ulaz X{t).

4.3. Elektronski mpo¥a¥

Druga se grupa mnoZa®a bazira na &isto elektronskom principu.
Postojl viZe tipova elektronskih mno%a¥a. Svi ovi mnoZa®i imaiu
prednost nad servomnoZfafima, jer se cbe promenljive mogu br¥e me-
njati, a da se pritom ne javljaju ozbiljnije dinami&ke greske.
Ovde demo se ograni®iti samo na one tipove elektronskih mnoa-

Za koji se danas koriste najfe#de u analognim ra&unarima.

4,3.1, Diodni mnoZa&i

Diodni mno%a&i su sastavljeni od Ltzv. diednih generatora nekih
fiksnih funkcija i radunskih poja&avada. O diodnim generatori-
ma funkcija bide re&i kasnije, ali za sada je dovoljno da se
naglasi da je u op3tem sluaju generator funkcija ra&unski ele-
ment konstruisan tako, da kada mu se na ulaz dovede veli&ina
X{t), on na svom izlaze daje veliZinu F[X(t)]. Diodni gene-
rator funkcija se naziva zato 3to koristl diode kao osnovne e-
lemente za konstrukeciju.

Za izgradnju mnoZafa najfeice se koriste dva tipa diodnih gene-
ratora funkecija, keoji daju sledefe fiksne funkcije:

F{X) = x2
F,{X) = in X - : (4.3.1)
Fy(X) = X

Osnovna jednaZina na kojoj bazira prvi tip diodnog elektronskog
mnoZada glasi

Flx+ 92 - (x - y2] = xy : (4.3.2)
Prema tome, da bismo ostvarili mnoZenje dve veli¥ine X 1 v,
mofemo ostvariti razliku kvadrata zbira I razlike te dve veli-
€ine. Analogna blok Sema koja mo¥e da realizuje ovakvu jednadi-
nu data je na slici 4.3.1, Blokovi oznaZeni sa DGF su diedni
generatori funkcija koji su podeSeni tako da generjraju funkeci-

jus

——
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w -Evz (4-3-?)

gde je V ulazni napon u blok DGF, U ratunski napon, a Wi

Xey,2 ‘
~ -X+Y U (2) 1
|1 2 | U i
) DGF
Y —¢ ‘
, Xy
U
1 - DGF -
_(X Y)z
U U
§1. 4.3.1. Elektronski mno¥a® zasnovan na kvadratnim
funkcijama

1zlazni napon iz bloka DGF, Cbi¥no se oba generatora nalaze‘u
jednom bloku, kao i sve druge potrebne veze koje zadovoljava%
levu stranu relacije (4.3.2}.

Za razliku od servomnofada, ovaj tip elektronskog mnoZa&a imé
bolje karakteristike, te se vile i koristi, naro¥ito kod brzih
analognih radunara, Njégovg je statidka tadnost dodule nelto.
‘losija négo kod servomnofa¥a i krede se u granicama od oko :
0.2%, ali zato je dinami¥ka ta¥nost ista i za relativno veli&e
brzine promene bile nap0na X{t) 1li y(e).

Drug; tip elektronskog mpo!aéa bazira na relaciji:-
x-y = e _ (4.344)

gde je z = 1nx + 1n y. .

Despa strana ove relacije moZfe sge ostvariti ako se raspolaiei
“ga dva- gene:atora logaritamskih funkcija i jednim qeneratorom
et ‘funkcije. Blok iema za resavanje ove ‘relacije prikazana e
na slici 4.3, 2, Nedostatak ovakvog elektronskeg mnofa¥a je !#o
mora biti uvek ’ : . - ‘

X(t) > 0 L ¥({t) >0 (4.3;5)

[ TT S it e |
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pa je mnoZenje ogranifeno samo na jedan kvadrant ravani OXY.

U
-LnX
X — LnX - U
2 XY
. ¢ U
Y —1 LnY
-LnY
V)

1. 4.3.2., Elektronski mnoZa& zasnovan na logari-
tamskoj i eksponencijalnoj funkciji
Pored toga, obe ulazne velifine moraju biti razli&ite od nule.

Alil, ako su ovl uslovi. zadovoljeni, onda je tafnost ovog tipa
nnofada istog reda kao 1 predhodnog.

Ovde treba napomenuti da postoji jod &itav niz elektromskih
mnoZa¥a koji bagiraju na raznim principima, all opisana dva ti-
pa su na#la naj¥iru primenu kod savremenih analognih radunara.

Grafi¥ki simbol za predstavljanje elektronskih mnoZa®a na ana-
lognim blok Yemama dat je na slici 4.3.3.

Y(t)

|

xtty — X f— z(e-HUHY

S1. 4.3.3. Erafi¥ki simbol za elektronski mnofa¥

4.4, Koriifenje mno¥ate s delenje

Hatematifka operatija delenja dve promenljive véll&ine neka je
data izrazom: tt) oo
- . z2(t) = ~ 3 3 (4.4.1)
; x{t}

gde su, kao 1 ranijé, x{t) 1 yit) pramenljive'veliéine sa
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vremenom,

Ratunski element, mno¥ad, koji je opisan, moZe pod izvesnim
uslovima da obavlja ovu operaciju.

Posmatrajmo Semu datu na slici 4.4,1. Za ovu Femu vaZi da je

X(t) [ smi
x>0

Y(t)

51. 4.4.1, Operacija delenja pomodu servomno¥aa

zbir struja u &voru G odredjen sa

At _ -
z2(t) 2 Ug | ¥(&) - Uy .

R R

(4.4.2)

G

Buduci da je pojaava® konstruisan tako da ima vrlo veliko po-

iz
G G
mogu zanemariti, pa jedna¥ina (4.4.2) posle skradivanja sa R,
dobija oblik:

jatanje i vrlo malu ulaznu struju, to se veli&ine U

2 () EEL + y(y) = o (4.4.3)
odakle se dobija da je
- Y{t
z(e) = - v £ (4.4.4)

Uvedimo sada koeficijente razmere izmedju fizi¥kih velifina
X{t), ¥Y{t) i z{t), i matemati®kih veli#ina x{t), yi{t) 1i
z(t), tako da je

- X{t) | o () | = Z{t)
k, = O ky = ey k, Z(E {4.4.5)

Zamenom vrednosti 1z {4.4.5) u (4.4.4) doblija se da je

IR L . I e e Hire
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k
Yy yl(t)
z{t = = ——
{t) E;E; (D) {4.4.6)
Poredjenjem jednadina (4.4.6) i (4.4.1) dobija se
k .
U vmdee = 1 (4.4.7)

kxz

Ako se izaberu isti faktori razmere za ulazne veliine, ti.

ako je kx = ky, onda se iz (4.4.7) dobija

k, =0 (4.4.8)

Ovde treba napomenuti da delitelj, tj. promenljiva X(t), ne
sme da uzima vrednosti oke nule, niti da menja znak, jer bi ta-
da, prema (4.4.4) vrednost Z{t) »+ =, §to se prakti®no ne moZe
ostvariti. Stoga, da bi se delenje cbavljale sa zadovoljavaju-~
dom tafnofdéu treba da je ispunjen uslov

fX(e)| > |e(e)! (4.4.9)

Ako je ovaj uslov zadovoljen za svako t, onda fe i delenje
biti izvrSeno sa tanoiéu koja se krecde oko 0.25%.

Vrlo #esto se na analognim blok Zemama servomnoZa® sa kojim se
vrii delenje prikazuje upro3cenc kao 3to to pokazuje slika
4.4.2,

X [SMIN _ >H
e +i1}} (A)—{N Z(t)

—
-

Y(t)

Si. 4.4.2. Grafifki prikaz operacije delenja pomoéu

servomngZada

4.5. FKoriicenje mnofala za obavljanije jo¥ nekih ra¥unskih

operacija

MnoZa® mofe da se koristi i za obavljanje jo3 nekih matemati-
kih operacija. Waprimer, dizanje neke funkecije na kvadrat i1i
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na tredi stepen, vrii se tako ito se koristi servomnofa& pove-
zan prema Semi datoj na slici 4.5.1.

X()

TD—J*—D—

51. 4.5.1. Blok Bema za izra¥unavanje treceq stepena
funkecije X(t)

Integracija oblika T
z = |yedx (4.5.1)
0
gde su y 1 x funkeije vremena t, moZe se cobaviti prema }
blok Zemi povezivanja datoj na slici 4.5.2,, ako se moZfe dobiti

y

[ X(t)
T
vty — X ——{D»-—- ‘—‘U-'Svdx
0

Sl. 4.5.2, Blok ZSema za izrafunavanje integrala (4.5.1)

izvod  dx/dt. Skup rafunskih elemenata povezan prerma Zemi na
slici 4.5.2. ustvari reSava jednadinu oblika

T
z = Jy-(g%)-dt _ (4.5.2)
0
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5. GENERATORI FUNKCIJA

Vrlo se festo, u matematitkim problemima, javlja potreba da se
neka velidina, recimo vy, izrazi kao funkcija neke druge veli-
gine, recimo x. U matemati¥koj simbolici ovo se izraZava na
sledeéi natin - )

= £ (x) {5.1)
gde operator £ oznafava da velifina y zavisi od veli&ine x,
po nekom odredjenom zakonu, a x i ¥y mogu biti i funkcije

vramena.

U analegnoj raZunskoj tehnici, fizi¥ki uredjaj koji moZe da os-
tvari matemati¥®ku operaciju (5.1) naziva se generator funkcija.
Prema tdme, matemati&ki model, koji treba da ima generator fun-
kcija bide '

Y = £(X) ; {5.2)
Ovde treba napomenuti da operator f mo¥e biti dat ne samo u
matemati&kom obliku kao neka analiti¥ka funkcionalna zavisnost,
veé i kao neka grafi&ka zavisnost (kriva linija) ili u obliku
tabele parova digkretnih vrednosti za x_ i Y-

U analognoj rafunskoj tehnici koriste se danas dve grupe genera-
tora funkcija. Prvu grupu sa¥injavaju generatori specijalnih
fikgﬂi&aggggg;ja, kod kojih je Zeljena funkcija postabljena je-
dnom za svagda. Druga grupa su univerzalni generatori funkcija

koji se mogu po %elji pode¥avati na onu funkciju za koju se
trenutnt ukaZe potreba prilikom reZavania odredjenih prcoblema.

Pored ove podele generatofi funkcija se dele na elektromehanid-
ke i elektronske generatore, prema tome, od kojihrsu komponena-—

ta konstruisani.

Generatori funkcija rade tako da Zeljenu funkciju (5.2) aproksi-

miraju na neki .odredjen nadin
¥=Ff@® - - {5.3)

Tako postoje generatori koji funkciju (5.2) odnosno™ (5.3) apro--
ksimiraju pomoéun pravoliniiskih odseaka, takc da se, umesto -da-
te funkcije, javlja poligonalna izlomljena linija. Drugi tip ge-
neratora aproksimira funkciju (5.2) pomodu étepenasterlinije.
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Postoje 1 drugi tipovi generatora koji ¥eljenu funkciju mogu dé
aproksimiraju na razne nadine, napr. pomoéu polinoma koiji prol#—
zi kroz odredjene tafke krive, itd. Medjutim,prva se dva tipa
praksi najfeSfe koriste. Stoga demo se prilikom opisivanja zadj
¥atl samo na pomenuta dva tipa generatora funkecija. j

|
|
Univerzalni generatori funkcija koji rade tako da funkeiju (5.2)
aproksimiraju pomocu poligonalne linije sastavljene od pravoliq
nijskih odseZaka, (sl. 5.1.1) generiraju funkciju koja se mo!e;

5.1, Generiranje funkcija pomodu pravolinijskih odsefaka

YV

|
Xo Xy X2 X3 X

S51. 5.1.1. Segmentna pravolinijska aproksimacija funkcije
sa gredikom istog znaka

predstaviti u obliku

j=n

FT=F(x) =Y + - ' .1. ?

£ (X) o j£0 xj(x xj) _ {5.1.1)
gde je ' . - 1—’j+1 - -Y-j -Y_j - ?j-l
F T TR TR TR TR TR

(3 =0, 1, 2, ... , n)y, pri Bemu su X, 1 ¥y koordinate ta-
&aka koje se nalaze na funkciji (5.2), izmedju kojih se vrii
linearna interpolacija, a n broj pravolinijskih odsefaka.

R R Ve e el o] s
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Ovaj broj je odredien konstruktivnim karakteristikama generato-
ra funkcija. Da bismo aproksimirali funkciju (5.2} pomodu funk-
cije (5.1.1), potrebno je odrediti pParametre funkcije (5.1.1)
tako da u opsegu promene argumenta X, bude

PE(X) - F(0 | < ¢ (5.1.2)

gde je 6 dozvoljena gredka sa kojom funkeija (5.2) treba da
bude aproksimirana. Pritom se predpostavlja da je u intervalu
promena X funkecija f£{X) dJednozna¥na i neprekidna i da pos-
toji njen prvi izved u svakoc] ta&ki intervala.

Prema tome, zadatak aproksimacije pomodu pravolinijskih segme-~
nata svodi se na aproksimaciju date funkecije £(X) u intervalu
xj+1 - Xj, (3 =0, 1, ... , n), polinomom pPrvog stepena. Gre#ka
sa kojom je izvr#ena interpolacija moZe se izradunati pomodu i-
Zraza za ostatak, koji za linearnu interpolaciju prema Njutno-
voj formuli ima oblik

= £L8) - - _
Re (X) 3 (x xj)(x xj+1) (5.1.3)
gde je f£({£) vrednost drugog izvoda u nekoj tadki intervala
Xyp = Xgo =0, 1, oo, n).

Vrednost Re(X) po modulu dosti¥e maksimum ako istovremeno i

f(g) 1 (x - Xj)(x = X,,,) dostignu maksimalne vrednosti.

3+1
Prema tome de

[£(5) | Xeo . - X2\
IRe(x) [ = — j+12 ] (5.1.4)

odakle se debiija izraz za odredjivanje dufine koraka aproksima-
cije hj = Xy T X;. Rko se stavi da je IRe(X)maxl =4, iz
izraza (5.1.4) dobija se

(5.1.5}

Izraz (5.1.5) dobijen je pod predpostavkom da se vrednosti apro-
ksimativne funkcije Y, nalaze na funkoiji £(x) koju treba ap-
roksimirati (sl. 5,1.1) i da gre$ka 6§ ne menja znak u interva-
iu Xy € X s xj+1, {3 =0,1, ..., n}.
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Ako bismo vr¥ili aproksimaciju na taj nadin da se prelomne ta-
ke nalaze na funkciji £(X) + & (sl. 5.1.2.a) 1li na funkci+
ji £(X) - & (sl. 5.1.2.b) u zavisnosti od toga da 11 je funk-
cija f£(X) konveksna ill konkavna, a da pravolinijski ndseéci

YyY

i . a— ,.‘ - g — - ’i
R LT, . R
" S1. 8.1.2. Segmentnd pravolinijska aproksimacija -

o . fupkcije sa grelkom oba zmaka =
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sa kojima se aproksimira funkcija £(X) u pojedinim intervall-
ma dodiruju funkciju, u prvom slu¥aju f£(X) - §, a u drugom
£(X) + §, tada je o¥igledno da greZka prilikom aproksimacije
iznosi 28. Prema tome, sli¥nim razmatranjima, za duZinu kora-
ka hj' prema (5.1.5) dobili bismo

8§
hj = 4 ———— (5-1-6)

@), .

U ovom sludaju gredka prilikom aproksimacije funkecije £(X)
menja se u opsegqu :§, dok se du¥ina koraka aproksimacije pove-
dava /2 puta.

U praksi, kada se koristi ova aproksimacija, Sesto je zgodno da
se konstruife kriva drugog izvoda funkelje koju treba aproksimi-
ratli. Odesé&cl hj se sada odredjuju na taj na¥in Zto se polazi
od odsedks u kojem je vrednost drugog izvoda najveda, a prema
(5.1.5) 411 (5.1.6).

Ako je funkcija f(X) data u obliku krive, ili tablice parcva
vrednosti za X i Y, pa je nalaZenje drugog izvoda skopfanc sa
velikim te3kodama i1 grefkama, tada se ova aproksimacija izvedi
grafifki, 3rafi¥ka se metoda sastoji u tome %to .se pored funkci-
je f(X) nacrtaju jo¥ i funkcije f£(X) + 8§ 1 £(X) - & u po-
vedfanoj razmeri. Zatim se, polazedi -4 ta¥ke Xor povla&i izlo-
mljena linija koja sefie krivu f£(X), a dodiruje 111 se prelama
na krivoj £(X) + §, odnosno krivoj f£(X) - &§. Tadke prelama-
nja X5 ¥, sada se ofitavaju sa crtefa, a pravolinijski seg-
menti izmedju njih odredjuju korake hj'

Ukoliko se koristi aproksimacija kod koje¢ ¢ ne manja znak,
onda se aproksimacija vr¥i na taj na¥in, 5to se ta¥ke X . ¥
nalaze tako da polazedi od taZke xo, tetiva izmedju susednih
dveju tafaka dodiruje krivu f£(X) + §, odnosno krivu f{x) - 6.

5.2. -Potenciometarski generatori funkcija

= Naponsko podeZavanje Zeljene funkecije

Jedan od naSina generiranja funkcije Y = f(X) koristl potenci-
ometar koji je napravljen tako da du¥ otpernog tela ima® izvode
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na jednakim rastojanjima (Sl. 5.2.1). Broj ovakvih izvoda zavi-

+U Yg

X T—:‘—D“ _____ ;[]._ V=T (x)

-U Yo
8l. 5.2.1, Potenciometarski generator funkeija
si od konstrukcije potenciometra. Kod savremenih rafunara naj¥e-

5¢e se koristi 19 izvoda pored dva krajnija, tako da je poten-
ciometar podeljen u 20 otpornih segmenata.

Ovakav potenciometar se stavlja na osovinu Jednog serveamnoZfaZa
koji pokrede kliza¥ potenciometra, u zavisnosti od ulazne funk-
clje X.

Da bi se na takvom generatoru postavila neka funkcija Y = £(x),’
zadata u intervalu X, € X € X , podell se interval [xo' xn] ‘
na 20 ekvidistantnih segmenata, zatim se za svako X, (j =

0, 1, 2, «v. , 20) izrafunaju vrednosti za Yj (3 =0, 1, 2,
v+ ¢ 20). Ovako dobijene vrednosti (sl. 5.2.2) postavljaju se
kao odgovarajuéi naponi na izvode potenciometra cbeleZfene sa

¥y (3 =0, 1, 2, ..., 20). Na taj na&in je funkcija postavlije-
na na generator. Ako se sada kliza® potenciometra krede du¥ ot—
pora potenciometra, onda e se na njeme za svako X javljati
napon Y = F{X). Ovde je potrebno da se napomene da se izmedju
pojedinih izvoda na potenciometru funkcija menja pravolinijgki,
pa se prilikom izraZunavanja pojedinih napona, koje treba pos-
taviti na izvode, mora voditi raduna o grefki, o kojoj je bilo
reti u predhodnom odeljku.
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Postavljanje pojedinih vrednosti Yj (3 =0, 1, ... , 20) vr#i

se pomodu posebnih potenciometara Pj (j=0,1, ... , 20), a

Yi Yo Ys Y Yis
AEREEOERREEEEREEERE
—] = Yo
‘— ¥=T(x)

81, 5.2.2. Princip postavlianja funkcije na
potenciometarskom generatoru

prema Semi datoj na slici 5.2.3. Prekidaé&i Sj (3 =0,1, ...,
20) sluZe da odrede znak odgovarajude vrednosti za Yj. Postav-

+|) ——y
-1 l|s°
|2 %
v
- v,
—. vﬁ
A [ V.:D—-V-Ttu)
T
| Vs
|
[—~ls,. Yo
e[l 20

Si. 5.2,3, &ema postavijanja funkcije na potenciometarskom

generatoru
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ljanje napona Yj mora biti pa%ljivo izvedeno. Stoga se treba,
prilikom postavljanja ovih napona, pridrZavati uputstava, koja '
se uz ovakav generator funkcija dobijaju, a samo postavljanje
treba nekoliko puta kontrolisati snimanjem krive ¥ = E(X).

Upro3den na&in prikazivanja ovog generatora funkcija dat je na
slici 5.2.4.

+U
= Fx) ,
-U
§l. 5.2.4. Grafigki simbol za potenciometarski generator
funkcija

Treba napomenuti da ake se na krajeve ovog generatora obelefene
sa +U0 1 -U dovede neka funkcija +Z 1 -Z, onda se na izla-
zu dobija funkcija ZE(X). Na taj se na¥in, pomoéu ovakvog tipa -
generatora funkcija, moZe izvriiti 1 mnoZenje date funkcije )
f(X) sa nekim promenljivim naponom Z(t).

Tafnost ovakvog generatora funkcija je oko 1%, a zavisi od ob-
lika funkcije f£{X).
- Potenciometarski generator funkcija sa paralelnim promenlji-

vim otporima

Ovaj generator funkcija sastoji se od jednog potenciometra otpo{
ra Rp sa izvodima, €iji se klizal ﬁokreée pomodu servomehaniz-
ma i niza promenljivih otpornika Pk k =1, 2, ... , 20) ko- '
ji su povezanl na natin prikazan na slici 5.2.5. Svaki od ot-
pornika Pk ik =1, 2, ... , 20) vezan je paralelno delu otporaj
potenciometra Rp izmedju dva uzastopna izvoda.

Ekvivalentni otpor k-tog dela potenciometra, tij. izmedju taZa-

ka 2 i Zk+1 bide r
R(Zk+1 - zk)

k r

k

"r +r

{5.2.1)
Tx

IR ST CH e teaitreabe e e |
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Tim

8l1. 5.2.5. Potenciometarski generator funkcija sa paralel-
nim promenljivim otporima -

gde je sa T oznalena vrednost promenljivog otpornika Pk;
a sa r oOtpor izmedju dva uzastopna izvoda potenciometra Rp'
Veli¥ina R oznadava ukupan ekvivalentni otpor izmediu tada-
ka A i B.

Usvajanjem gornjih oznaka mofe se pokazati da je ukupni otpor
" izmedju ta¥aka A i izvoda Zy proporcionalan ordinati ?k'
funkcije ¥ = T(X) koju Zelimo da postavimo.

Da bismo ovo pokazali predpostavidemo da maksimalna vrednost ra=

zlike izmedju dve uzastopne ordinate date funkcije mora da za-
dovolji uslov r, r
Kmax

R( - ¥ T

) § —
k'max r
Kmax

Na osnovu oveg uslova bira se vrednost za K.

Yy sl (5.2.?)
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Radi jednostavnijeg obja3njenja predpostavidemo takodje da se
radi o monotono rastudoj funkeiji ¥ = F(X) u intervalu
_lgx€+l 1 0g¢Yg1 koju treba postaviti na generator.

Vrednost funkcije Yo postavija se pomodu otpora P_, tako da

otpor izmediju tadke A i Z, {sl. 5.2.5) bude

i
Ro = R Yo (5.2.39

Izmedju izvoda Z%; i Zo' pomoéu otpora P; postavlja se vreF
dnost otpora - _ ﬁ
R; = R{Y, - Yo) {5.2.4)
Na sliZan na&in izmedju izvoda Zy i Zk-l pomodu otpora Py
postavlja se otpor _ _ :
R, = R(Y, - ¥ ) (5.2.5)

I na kraju-pomoéu otpora PB postavlja se otpor
Ry = R(1 - ¥} (5.2.6)

Postupajuéi na ovaj na&in ukupni otpor izmedju ta%aka A 1 B
bide

iEZO
R = R, +
ap L Fi*Rp
(5.2.7)
Ryg = RI¥; + (1 - ¥ ) + (T ~ 1) + oo + (Y- ¥ ) + 1 - ¥y
i1 ,
RAB = R (5.2.8?

Pored toga otpor izmedju izvoda Zy, 1 izvoda A bice

i=k o , \ |

Ryp -1£o Ry = RIY, + (Y1 = ¥) + (¥p = V1) + oov + (Y - ¥ )]

, _ : , (5.2.9)
tj. izmedju ma kojeg izvoda k i tafke A Dbice :

Ry = ReY, {5.2.10)

Prema tome, ako se tafka A prikljudi na nulti napon, a tatka
B na napon +U onda ¢e se na svakom izvodu %, Ppojaviti na-
pon Zeljene funkcije Yk' pa kada se kliza® krefe od tafke A :
prema tafki B, na njemu-e bitl promenljivi napon E(X). Poner

kad je zgodnije, da bi se izbegle kumulativne greske, postavlj&-
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ti stalno otpor izmedju tadaka A 1 zk.

Opisani postupak va¥i za postavljanje monotono rastudih ili o-
padajuéih funkcija. NameXtanje funkcija koje imaju i opadajude

i rastucde ordinate sa viZe ekstremuma vr#i se na taj na¥in Sto
se na priklju&ke zj, ko}i odgovaraju ordinatama ekstremuma,
priklju€e dodatni potenciometri i pomocu njih postave odgovara-
jude vrednosti, a zatim u opsezima gde je funkcija monotona pri-
meni prethodno opisani postupak.

Va¥no je ovde napomenuti da se podefavanje funkcije vrsi nepo-
sredno nameftanjem odgovarajuéih vrednosti ekvivalentnih otpo-
ra u pojedinim ta&kama zk.

5.3. Diodni generator funkei ja

Diodni generator funkcija sastoji se od diodnih elemenata, koji
najZelfe rade u sprezl sa radunskim jednosmernim pojafavaZima.

Svi diodni elementi razvijeni su iz osnovnog diodnog kola pred-
stavljenog na slici_ 5.3.1. WNa slici je prikazanra i karakteri-

R D

" s

Is

1
""_R

5l. 5.3.1. Diodno kolo
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stika struje u zavisnosti od napona na ulazu ovog kola. Puna
linija predstavlja idealnu karakteristiku, dok isprekidana preﬁ-
stavlja stvarnu karakteristikt diodnog kola. 1

posmatrajuéi idealnu karakteristiku diodnog kola vidimo da se
dioda vezana u ovoj sprezi, mo¥e smatrati kao naponski osetljiF
vi prekidaZ. Naime, strujno se kolo zatvara, ako je napon na a
nodi diode pozitivan u odnosu na katodu, tj. za U, > UB. is
tako, strujno se kolo otvara, ako je napon na anodi negativan
u odnosu na katodu, tj. za U, < U,. Napon Uy se mofe po ¥elji
podeﬁavati Zime se taZka prelamania pomera du¥ apscisne ose.

Xarakteristike ovakvog diednog kola iskorifi¢ene su na razne na-
¢ine da bl se napravili diodni elementi. Na slici 5.3.2. dati
su diodni elementi koji se koriste u sklopu sa raZunskim poja&a-
vatem za diodne generatore funkcija, zajedno sa niihovim strui~
nim karakteristikama.

I
R L
U—0F '* 1, U
Re 1
Up— Ur
Up= }h
(a) Us €0
' I
R 1
U g T— H
- Ry " Up U
Ug— 33— :: o
7 ’ Uﬁ’{tp.
) . - (b) - . Ug2?0

—Si.,5.3.2. (a,b) Diodni elementi za generatore funkciﬁa

Diodni generatori funkcija dele se u dve grupe. Prvﬁ—grupu

[ R e W e e
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satinjavaju tzv, delitelji napona, koji imaju promenljive koe-

A,

UP UF z% UB

Up —

&
L pe T2

j'“ 3

&
¢P
| S
\
llw
5

I Re
(d) / Ug <0

51l. 5.3.2. (c,d) Diodnl elementi za generatore funkcija

ficijente delenja, a drugu grupu sa¥injavaju raZunski pojaZava-
Z1 koji imaju promenljivi prenosni faktor, jer se u ovim kolima
nalaze diodni elementi. Na slici 5.3.3 date su Zeme dva delite-
lja napona sa karakteristikama koje se pritom dobijaju.

Drugi tip diodnog generatora funkcije koji koristi diodne ele-
mente, prikazan je na slici 5.3.4. Funkcije f£,{(X) 1 £ (X)
dobijaju se kombinovanjem niza diodnih elemenata sa slike 5.3.2.
Naprimer, ako ¥felimo da napravimo generator funkcije koji Ge da
generira funkciju Y = AX?, onda se podesi da nam bude £, (X) =
X*, 1 £,(X) = A = 1/R, (tj. stavimo u povratnu spregu otpor R).
Potpuna Sema generatora kvadratne funkcije data je na slici
5.3.5. Otpori Rj 1 rj biraju se tako da se dobije ba% kvad-
ratna karakteristika struje I kada se X menja u granicama

0 £ X £ U, Na sli¢an na¥in jizborom vrednosti otpora R, 1 r,
mogu se dobiti i druge funkcije. Ovakvi generatori funkcija u-
glavnom se koriste za generiranje fiksnih funkcija, koje se u-
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potrebljavaju kod mnoZa%a 11i za generiranje tipi&nih funkcija

R Y
R, R, Ry Uns —
X Y U i
|
T
Unn U U i L
X A X3 X
r R Y Y
Ry Rz Ra
X ]
Uy
Uy Ug, Uos

Sl. 5.3.3. Delitelji napona

kao ex, tnx i drugih.

L (V)

—11= £{X)

S§1. 5.3.4. Princip specijalnih diodnih generatora funkcija

Univerzalni diodni generatori funkeija, koji se mogu lako po-
deXavati na proizvoljnu funkeiju obi¥no se grade iz diodnih e-
lemenata u obliku mosta kao ¥to prikazuje slika 5. 3.6.a. Ova-.
kav jedan element daje pravolinijski segment, kod kojeg se na-i
gib o 1 ta¥ka prelamanja M mogu lako menjati (s1.5.3.6. b}.
pPostupak dobijanja jednog segmenta moie se objasniti uz pomod
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slike 5.3.6. a 1 b, ako predpostavimo da se X menja u grani-

—— R
W]

X o—a

y=AX?

i

Ups—

S1. 5.3.5. Dlodni generator kvadratne funkeije -
a Rz L Rz - R Y:i(x)
Ry }
2}
X
R, | ~4=E?*-%
b
L]
1 2 3
+U -u (a)

Y

\\
(b} .
s1. 5.3.6. Princip jednog elementa univerzalnog,diodnog gene-
ratora funkcija
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cama -U € X £ +U. Kada je ulazni napon X = -U, onda dioda D
ne provodi, jer je napon na anodi diode negativan u odnosu na
katodu. Kako kroz diodu ne protie struja, naponi u talkama a
i b su jednaki, pa je napon na izlazu Y =Y . Ako napon X
raste ovli se uslovi zadrZavaju sve dotle dok dioda D ne po&ne
da provodi. Ta¥ka u kojoj dioda po¥inje da provodi moZe se po-
deZavatl pomodu potenciometra P, Bto odgovara pomeranju tadke
M du¥ horizontale Y =~ ¥ . Kada dioda provodl, onda vide nisu
jednaki naponi u tafkama a i b, pa se napon Y na izlazu iz
érugog pojadavada menja linearnc, u zavisnosti od napona na u-
lazu. Nagib ove promene zavisl od polofaja klizaZa potenciome-
tra P,. BAko je kliza¥ potenclometra P, na sredini, onda je

a = 0, a ako je kliza¥ bli¥e kraju a, tada Je a > 0.

Paralelnim vezivanjem, preko ta%aka 1, 2, i 3, vike ovakvih
diodnih elemenata na iste pojaZavaZe mogu se dobitl viZe pravo-
linijskih segmenata, te se mo¥e generiratli funkcija sastavljena
od vi%e segmenata. Otpornik R, sluZi da se préko njega dovodi
napon pomodu kojeg se podeSava Y,.

Ovakav generator funkcija gradi se obi¥no sa 20 diodnih eleme-
nata, tako da se funkcija mo¥e aproksimirati pomo¢u 20 pravoli-
nijskih segmenata u domenu -U & X & +U, i -U & Y £ +U. Pode-
javanije generatora je relativmno prosto. Posebno se podeSavaju
taXke prelamanja na taj naZin 8to se ulazni napon X postavi
na vrednost gde treba da se nalazi ta¥ka M {sl. 5.3.6.b) 1
potenciometar P; se podeSava sve dotle dok se ne primeti pro-
mena napona na izlazu, ito pokazuje da je dioda D poela da
provodi. Na isti se nafin podese sve ostale tafke prelamanja.
Kada su prelomne taZke podeSene, onda se podefava nagib svakog
segmenta polazedi od X = -U. Merenje napona se vr3i na izlazu.

Osobine diodnog generatora funkcija su prili¥no dobre. TaZke
prelamanja se mogu postavljati po ¥elji, pa nije potrebno da
su intervall za X ekvidistantni, ito je glavnl nedostatak po-
tenciometarskog generatora funkcija. Na taj se nafiin moZe veél
broj segmenata postaviti tamo gde su krivine vede, pri Zemu se
posti¥e veda ta¥nost i fleksibilnost ovog generatora. Pored to-
ga, diodni generator funkcija ne sadrfi nikakve mehanike delo-—
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ve koji se krecu, pa je njegov propusni opseg (dinamiXka ta&-
nost) prilidno veliki. U pogledu statike tanosti 1 potenciome-
tarskl 1 diodni generator ponafaju se pribliZno isto.

6. UNIVERZALNI NELINEARNI ELEKTRONSKI RAZUNSKI ELEMENT

Princip rada univerzalnog nelinearnog elektronskog rafunskog
elementa objasnidemo najpre na principu generiranja funkcije,
a zatim demo pokazatl kako se ostale nelinearne operacije mogu
izvriavati pomodu ovog radunskog elementa.

Neka je potrebno generirati funkeciju
y = £(x) (6.1)

MatematiZkim veli&inama x i y neka odgovaraju naponi X i
Y. Prema tome, problem generiranja funkcije se svodi na problem
dobijanja napona Y =za dati napon X (sl. 6.1).

an, xax’x- Xos Xo

S51. 6.1, Stepenasta aproksimacija funkcije

Izvriimo stepenastu aproksimaciin naponske funkcije Y (sl. 6.1),
tako da je

Yo = f(Xo)
Y1 = £(xy) (6.2)
Yn= f(Xn)
OznaZimo sa
aY, =¥, - ¥ 5 (k=0,1, ..., n) (6.3)
gde je Y = (0, tada fe biti

-1
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k N
¥y “’igo Y, = £ )5 k=0, 1, cc M) (6.4)

o%igledno da tafnost stepenaste aproksimacije (sl. 6.1) zavisl
od broja n. §to je n vede generirana funkcija bife ta¥-,
nija. Iz jednaZine (6.4) se vidi da Je za realizaciju 1zlo!e-f
nog principa generiranja funkcije potreban jedan elektronski j
sabira®. Za postavljanje priradtaja AYk, koji od slu¥aja do
slu¥aja mogu biti razli&iti, potrebni su potenciometri, a za
sukcesivno dovodjenje priradtaja na ulaz sabiraZa neophodni su
amplitudno zavisni elektronski prekidaZi. Ovakvi prekidaZi su
sagradjeni od kombinacije amplitudnoy komparatora i obiénog e~

lektronskog prekidaZa.

LogiZtka $ema elektronskog uvredjaja za generiranje funkcija po
izlo¥enom principu prikazana je na slici 6.2. Na ulaz I dovo-
d1 se napon X, a na ulaz II konstantan napon U. ‘

u POo
+ 05M OS5M
-

ULAZ1

ke

+* -

51. 6.2. Logifka %ema univerzalnog nelinearnog radunskog
elementa

Postavlianije zadate funkcije (6.1) sastoji se u slededem: Na |
potenciometre qznaﬁene sa Phk, (k =0, 1, .20 , M) postavljiju
se naponi proporcionalni vrednostima apscisa xk’ Samo suproq-
nog znaka, a4 na potenciometrima PO, naponi proporcionalni sq
vrednostima A4Y,, (k =0, 1, ... , n). Posle ovoga nije tekkd
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objasniti rad generatora funkelja.

Amplitudni komparator AK, poredi vrednost ulaznog napona X

sa naponom na kliza®u potenciometra PAk, a to je napon xk'

Sve dok je X < xk izlazni nivo amplitudnog komparatora je vi-
sok, usled Zega jebe}ektronski prekigfﬁ_vﬁgkigggqgggn, te pri-
raitaj AYk sa potenézsﬁéEEE’“Ea;j_ne dospeva na ulaz pojadava-
%a A. Medjutim, &im bude X > X, izlazni nivo amplitudnog kom-
paratora postaje manji od nule i to toliko da elektronski preki-
dad EP, prekine vezu sa masom {uzemlienjem) , te napon sa poten-
ciometra PO, prelazi na ulaz pojafavata A. Prema tome, kada je
zadovoljen uslov X 2 xk' napon na izlazu iz generatora dobija
priraitaj AYk, preko potenciometra pok, 3to je u saglasnosti

sa oblikom funkcije na slici 6.1.

Na ulaz II na slici 6.2 doveden je napon +U i napon -U, &3~
me je omogudenc generiranje i opadajuéih funkcija. O&igledno je
da vrednost napona U utife samo na razmeru, a da je oblik
stepenaste funkcije odredjen polo%ajima potenciometara POk i
PA, (k =0, ¥, ... , n).

ozna&imo sa YG paponsku funkciju na izlazu generatora na sli-
ci 6.2, a sa F stepenasto aproksimiranu funkciju £, postav-
ljenu na potenciometrima pok, za ekvivalentne vrednosti apsci-
sa odredjenih potenciometrima PAk' Tada je

YG = U+F{X) (6.5)

Ako umesto konstantnog napona U dovedemo vremensku naponsku
funkciju z(t), a umesto naponske funkcije X, proizvoljnu vre-
mensku funkciju g{t), gde je t vreme, onda se 1z {6.5) lako
dobija )

Y () = z(t) *F[g(t)] {6.6)
1z relacije (6.6} vidi se da univerzalni nelinearni element mo-
¥e da generira datu funkciju F, od proizvoljne ulazne funkcije
g{t) 1 da rezultat ove operacije pomno#i sa drugom projzvoli-
nom ulaznom funkcijom z{t).

Navedimo osnovne operacije koje se mogu izvriavati pomodéu uni-

verzalnog nelinearnog ra&unskog elementa.



- 110 -

1. Za z(t) =1 1 g{t) =t, dobija se generiranje funk-

clje:
YG(t) = F{t) (6.7)

2, Za z(t) proizvoljno i g(t) = t, dobija se mnoZenj

funkcija, ti.

Yo (£) = z(t)«F(t) (5.%)
3. Za z(t) =1 1 g(t) proizvoljno, doblja se qeneri4

ranje zadate funkclije od proizveljne ulazne funkcije git), tj.

YG(t) = Flg(t)] (6.9)
‘4, Za z(t) 1 g(t) proizvoljno dobija se operacija (6J6),
t3. Y (t) = z(t)-Fg(t))] (6.10)

Primer: Wa slici 6.3 prikazan je izgled funkcije
Yo (t) =vuQ - et (6.11)

kada se generira. pomodu univerzalnog nelinearnog elektronskeg:
radunskog elementa, Funkcija je generirama u intervalu

0 £t £ 3. Ovaj interval je podeljen na 20 podintervala, a vred-
nost funkcije unutar svakog podintervala je konstantna 1 jedn#ka
vrednosti funkcije na sredini intervala.

Ys
v
10
o8

0,84

04t

0.2

-

o os 18 H [ 3

Sl., 6.3. Izgled funkcilje (6.11) geherirane pomodu univer-
zalnog nelinearncog elektronskog radunskog elementa
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7. LOGIEKI I DRUGI ELEMENTI ANALOGNIH RACUNARA

Poja¥ava¥, potenciometar, mnoZa& i generator funkcija &ine os-
novne rafunske elemente jednog univerzalnog analognog radunara.
Medjutim, vrlo festo takvi rafunari, ako su vefeg kapaciteta,
sadrfe i neke logifke i druge elemente, koji slu¥e kao dopuna,
da bi se mogli redavati i neki sloZeniji problemi. U ovu grupu
spadaju naprimer: dioda, komparator, rezolver i razni pasivni
elementi pomodu kojih se mogu praviti pasivne mrefe. Na taj se
na&in prodiruju mogquénosti univerzalnih analognih radunara i

na redavanje nelinearnih problema, koji se vrlc Sesto tedko ili
nikake ne mogu refitl matemati®kim metodama.

7.1. Dicda

Dicda se ustvari ponaBa kao neka vrsta ventila. Ova njena oso-
bina se koristi narofito kod diodnih generatora funkcija, o ko=
jima je ve¢ bilo refl, gde ona slufi da se generator prebaci iz
jednog radnog stanja u drugo. Obi&no se koristi u zajednici sa
rafunskim pojafava®em. Ona je sastavljena od dve elektrode, a-
node i katode, i nekog, tzv. poluprovodnifkog medijuma. Kada je
elektriéni potencijal na anocdi diode ve€l od potencljala na ka-
todi, onda ona provodi struju, i pona#a se kao provodnik. ARko
je pak, potencijal katode vi3i od potencijala anode, onda dio-
da ne provodi struju, ved se pona%a kao izolator, te kaZemo da
je dioda zatvorena. Stoga se dioda moZe uporediti sa nekim ven-
tilom koji u jednom smeru propulita, a u drugom ne propufta ted-
nost, odnosno u slufaju diode radi se o provedjenju ili nepro-
vodjenju elektrifne struje. Idealna kdrakteristika diode je ta-
kva da je njen elektrifni otpor u propuanom smeru nula, a u ne-
propusnom beskonafan. Medjutim, stvarna karaktaristika diode u
propusnom emeru ima neki veoma mali otpor, razliéit od nule,
dok u nepropusnom smeru ima veliki, ali ipak kona&ni otpor, O-
vaj odnos otpora, kod dioda koje se koriste u radunske svrhe
iznosi od 10000:1 do 100000:1, pa se za praksu karakteristi-
ka diode moZ¥e smatrati idealnom (sl. 7.1.1)
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idealna

j—stvarna
f

e 7]

S1. 7.1.1. Xarakteristika diode

— " - — o

Dioda se mo¥e koristiti na dva na¥ina. Prvi je nafin kada se
ona koristi kao usmera&, tako da prenosi pozitivan potencijal,
a2 ne prenosi negativan potencijal sa svog ulaza na izlaz. Ako
je izlazni napon iz nekog radunskog elementa Y¥;(t}, i ako se
taj napon dovodi na ulaz u diodu (sl1.7.1.2) na izlazu iz diode
se dobija napon

Y, (t) za Y () » 0
Y{t) B{ (7.1.1).

0 za Y {t) £ 0

koji moZe biti ulazni napon za slededi raZunskil element.

PREDHODN! t Y(t EOEC
—1 RaBUNSKI v‘”ﬂ L RACONSK) =

ELEMENT " ELEMENTY

8l. 7.1.2. KXoriidenje diode kao usmerala

Drugl naZin kori¥denja diode sastoji se u povezivanju diode sa
dva otpornika, kako je to ozna¥eno na slici 7.1.3. U ovom slu-
Zaju napon Y, {t) dovodi se na jedan kraj otpora R,, &iji je
drugi kraj preko otpora R: spojen sa potencijalom -U. Kada
dioda ne provedi, struja kroz ova dva otpora odredjena je izra-

zom: ¥Y;(t) + 0
I{t) = ——m— (7.1.2)
Ry, + R -



¥(t) YY)

R,

-U
Sl. 7.1.3. ¥Xori%denje diode kao logiZkog elementa

Prema tome, potencijal ta%ke D bide

R,Y, (t) - R;U

Up = Yi(t) -~ RiI(t) = (7.1.3)
Ry + R;
Iz (7.1.3) sledi da &fe se ta%ka D nalaziti na nultom potenci-
jalu ako je Ry
¥, (t) ='E;U (7.1.4)

tako da za izlazni napon diode Y(t) wvaZi

Ry
UD’ za Y, (t) > ﬁ; U
Y(t) = R, (7.1.5)
lo, za Y3 (t) < v
2

Dioda se ovde pojavljuje kao logi&ki element sa Hirim moguéno-
stima, nego %to je to bilo u predhodnom slu¥aju, kada je prime-

njena Kac usmera®. Ovaj nadin korisdenja diode primenjen je kod
generatora funkcija.

7.2. Komparatcr

Na sliZan na¢in kao i dioda, komparator je ra¥unski element ko-
ji1 ima dva razlidita stanja v zavisnosti od toga kakav je odnos

hapona na njegovim ulazima. UproXdena blok Zema komparatora da-
ta je na slici 7.2,1.

- & -

o= L 1]

U—2 Ky

1 2
S51. 7.2.1. Principska Zema komparatora
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Komparator se sastoji od jednog elektronskog pojatava¥a 1 jed-
nog relea sa dva prebacivatka kontakta. Pojafavafki dec ima
dva ulaza na koje se dovode rafunski naponi U; i Ua, a pode-
Sen je tako da kada je zbir ovih napona manji od nule, onda se
kontakti relea nalaze u jednom poloZaju (ozna¥enom sa =}, a !
kada je zbir veéi od nule, kontaktl relea se prebacuju u drugi
polofaiy (oznalen sa +).

Dobre strane komparatora su Sto se promenljivi naponi X(t) ili:
Y(t), ako se dovedu na kontakte ozna¥ene sa (-~} odnosno sa (+},
mogu u potpunosti preneti na kontakt (1} 1l (2) u zavisnosti
od kriterijuma na ulazu. Na ta] na¥in, slededi ra¥unski element,
ako je spojen sa tafkom (1) ili (2) dobija odgovarajuéi napon
X{t) 111 ¥ (t), u zavisnostl od stanja napona U, 1 U, na
ulazima komparatora. Medjutim, loBa strana komparatora je nemo-
guénost trenutnog prebacivanja relea, Vreme prebacivanjs relea
koje obi¥%no iznosi 1 do 2 ms, u zavisnoeti od tipa pojadavad-
Xog dela i samog relea, unosi izvesnu gredku u rad radunara,
Ali, u najvedem broju tehni&kih problema, koji se reZavaju na
analognim ra¥unarima, vreme prebacivania relea je zanemarljivo
malo.

Komparator se moZfe koristiti na vi¥e na¥ina i u razlidfite svr-
he. Ovde demo Be ograni¥iti samo na najprostije na¥ine kori¥de-
nja u cilju obja3nienja osnovnih mogucdnosti ovog elementa u a-
nalognom radunaru. SloZenije primene komparatora za generira-
nje tipi&nih nelinearnosti 1 za promene strukture programa na
analognim radunarima bide date u daljem tekstu.

Komparator kao raunski element omoguduje uvodjenje logifkih
uslova u matematidke modele koji se postavljaju na analognom
rafunaru. Na ovaj nadin je mogude automatski menjati strukturu
programa u zavisnosti od rezultata dobijenih u toku rada ratu- |
nara. Na slici 7.2.2. data je blok ¥ema komparatora sa jednim
prekida¥em.

Rad komparatora K, matematiZki se opisuje slededim relacijama:

[ EEE L e o e i o
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X(t) za Up(t) + Uz(t) £ 0
Z(t) = (7.2.1)
¥{t) za  U({t) + U2(t) >0

X1 Y
- +
Uy(——— I
A K -
Z()

Sl. 7.2.2. KXomparator

Izborom raznih vrednosti za napone U,(t) 1 U, (t) mogu se pos-
tavljati razlié&iti uslovi za izlaznu funkciju Z(t). Tako, ako
je U,(t}) = const., onda se moZ¥e usloviti izlaz 2Z(t} u zavi-
snosti od nivoa funkeije U, (t). Takodje 1 jedna od funkciija
X(t) 414 ¥(t) moZe biti konstanta, pa prema tome, izlazna
funkecija Z(t) moZe predstavljati promenljivu funkciju 1li kon-
stantu, a u specijalnim slufajevima i nulu.

Komparator mo¥e da slu¥fi i1 za dobijanje apsolutne vrednosti
(modula} neke funkcije, ako se povefe sa jo¥ jednim pojaZava-
Cem (s8l, 7.2.3), Kada je X £ 0, onda se kontakt relea nalazi u

X ““"“D_ﬁs_é IXI

S1. 7.2.3. Korildenje komﬁzratora za dobijanije funkcije
[x () |

tafki (-), pa se u ta¥ki A javlja veli¥ina -X sa promenje-
nim znakom, tj. |X|. Akc je pak X > 0, onda de se kontakti re-
lea prebaciti u polo¥aj (+) i u tadki A se javlja veliZina
+X. Prema tome, na izlazu 1z ovako povezanog komparatora, tj.

u tagki A, pojavijuje se funkcija [xX|, &1L je grafiZki pri-
kaz dat na slici 7.2.4.




- 116 -

v= Wl

Iy

51. 7.2.4, 1Izlaz iz komparatora sa Zeme na slici 7.2.3.

7.3. Rezolver - razlagaé

U problemima koji se odnose na stabilnost i putanje letilica,
aviona, raketa, brodova, podmornica i sli¢nih objekata, javlija
se potreba za korifdenjem raznih koordinatnih sistema u jednom
istom zadatku koji se re¥ava na raunaru. To se narofito ispo-
ljava kada ovi problemi sadr¥e sile, momente i sliZne velidine,,
#ije komponente treba da budu izraZene u raznim koordinatnim ‘
sistemima. Stoga, da bl se ovakvi problemi mogli lakZe refava-
ti potrebno je vr3iti transformaciju raznih vektorskih veli&ina
iz jednog u drugi koordinatni sistem., Pritom se javlja potreba3
za generiraniem trigonometrijskih funkcija neke promenljive, ai
najéedde sinusa i kosinusa.

Da bl se omogudila transformacija neke vektorske veliZine iz
jednog koordinatnog sistema u drugl potrebnc je na prvom mestu
izvrSiti razlaganje vektorske velifine na komponente, u odredjé-
nom koordinatnom sistemu, Radunski element koji moZe da vr3i o-
vakvu operaciju naziva se razlagal® ili rezolver. Ustvari razla-
ga& ili rezolver je ra¥unski element koji moZe da di na svojim
izlazima sinus i kosinus nekog promenljivog ugla € koji je u
obliku napona €6 doveden na ulaz rezolvera, :

Po svojoj konstrukciji rezolver je ustvari servomnoZaZ, koji u-=
mesto svih linearnih potenciometara sadr?i i nelinearne potenci-
ometre koji su gradjeni tako da se na njihovim kliza&ima javljd
napon proporcionalan sa sin0 umesto sa €, kao Zto je to slu-
a3} kod linearnog potenciometra. Ustvari na osovini motora ser-

- G g c RIS TR
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vomnoZa&a nalaze se dva potenciometra sa po dva klizaZa, koji
su kod jednog potenclometra pomereni za 90° jedan u odnosu
na drugi (sl. 7.3.1). Na jednom klizadu javlja se napon propor-

POZICIONI
SERVO

Rsin © Rcos®

51, 7.3.1. Rezolver - razlagal
cionalan sa sin® a na drugom sa cos0.

Potenciometar, koji se naziva jo¥ 1 sinus-kosinus potenciometar,
napravljen je tako da ima 4 kvadranta koji su ekvivalentni sa
4 kvadranta sinusne funkcije ugla € izmedju +180° ¢ © < -180°
U tadkama koje odgovaraju uglu 8 = 0° i o= :180° potencio-
metar je spojen sa masom (napon nula), dok se u taZkama, koje

odgovaraju © = +90° na potenciometar dovodi napon *R, propor-
cionalan sa intenzitetom vektora ;, koji treba razloZiti na

komponente u pravouglom kocordinatnom sistemu. Prema tome, kada
se na ulaz u servosistem dovodi promenljiv napon @, proporcio-
nalan uglu 6, na kliza&ima se javlja napon proporcionalan sa

Rsing i Rcos® (sl. 7.3.1). Na osovini serva ovakvog rezolve-
ra nalaze se obi%no dva sinus-kosinus potenciometra i 2 do 3

linearna poténciometra, od kojih jedan sluZi za pozicioniranje,
kac kod servomnofada, dok se ostali mogu koristiti za mnoZenje.

7.3.1. Transformacija koordinata pomoéu rezolvera

U analognoj radunsko} tehnici koriste se razliZite tranaforma-
cije koordinata koje se uglavnom svode .nz
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a) Transformaciju polarnih u pravougle koordinate,

b} Transformaciju pravouglih 1t polarne koordinate i
¢) Rotaciju pravouglog koordinatnog sistema za ucao ¢.

— o — — e — A ey v e e m— e —

Da bi se kcordinate r i1 © neke tatke P date u polarnom ko-
ordinatnom sistemu, izrazile u pravouglom koordinatnom sistemu,
kao koordinate x 1 y, koriste se poznate relacije (sl. 7.3.2),

Yy
P
<
y
X
o——= Q

1. 7.3.2. Veza polarnih i pravouglih koordinata

x = 1 cosh i y = r ging (7.3.1)

Ove se relacije mogu lako ostvariti pomodu rezolvera povezanog :
prema slici 7.3,1, pri femu se na kliza&ima nelinearnog poten—
ciometra javljaju naponi R 8in® 1 R cosd, gde je O napon |
koji se dovodi na ulaz rezolvera. Radi lakZeg odredjivanja raz-
mere umesto O, na ulaz se dovodi napon 60/2, a na krajeve po- .
tenciometra za pozicloniranje dovodi se napon #0.9 U (U je' e~
dini¥ni napon radunara). Prema tome, na klizadima se javlijaju

naponi ;
X = R cos® i Y = R sind (7.3.2)

- Transformacija pravouglih u polarne_koordinate

Koordinate x i y neke tatke P iz pravouglog kooxdinatnog
sistema mogu se transformisati u polarne koordinate r L @
uz pomoé relacija

r = x2 + y? - i 6 = arctg § (7.3.3)
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Umesto direktnih matemati®kih operacija, koje su definisane re-
lacijama (7.3.3) za ovu transformaciju koristi se implicitni
ra¥un, Time se izbegava kvadriranje veliina x 1 vy, generi-
ranije kvadratnog korena, kao i delenje veli&ina x i y 1 ge-
neriranje inverzne funkcije tangensa.

Da bi se koristile implicitne matematiZke operacije posmatraimo
sliku 7.3.3. Sa slike se vidi da je du¥ OP odredjena u pra-

y
3 P
)
B R
*tﬁ v y
\4 4
0l X Q

S1. 7.3.3. Transformacija pravouglih u polarne koordinate

vouglom sistemu sa
OP =r = x cosb + y sind (7.3.4)

Isto tako e a5 _ ¢ ging = y cos® (7.3.%

Relacija (7.3.5) moZe da poslufi za odredjivanie ugla 0. Sto-
ga, ako se na odgovarajude potenciometre rezolvera dovedu napo-
ni X i Y (sl. 7.3.4), a sa klizaéa naponi X sin® i Y cos@
vode na sabira®, a razlika ova dva napona dovodi na pojadaval
koji se koristi za pozicioniranje serva, onda ¢e relacija
(7.3.5) biti zadovoljena samo za ono 0, za koje je razlika

X sin® 41 Y cos® djednaka nuli. Ofigledno je da se tada na iz-
lazu servopoja¥ava&a javlja napon nula, te osovina motora zau-

zima odredjen ugao 6.

Po#to se napon za pozicioniranje osovine serva dobija kao raz-
lika veli&ina X sin® i1 Y cos®, to e ova razlika koja se
vodl na servopojadava&, za odredjeno B,‘zavisiti od vrednosti
X i Y. Prema tome, napon greike koji pokrede servomotor zavi-
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side i od veli¥ine R, pa e pojadanje servomehanizma biti pro-

=X+Y =Y
Xsin & Ysin & Ycos©
Xeas® ‘R

51. 7.3.4. Rezolver za transformaciju pravouglih u polarne
koordinate

menljivo, tj. proporcionalno sa R. Ovo bl sa tehni&ke strane
dovelo do velikih smetnji, naro¥ito pri malom R, jer bi dove-
lo do nestabilnog rada serva. Stoga, da bi se izbegla ova poja-
va, koristl se jedan uredjaj za automatsku regulaciju poja¥a-
nja (ARP), koji podefava pojafanje serva tako da je ono uvek
konstantno bez obzira na promene R,

Sabiranjem napona sa preostala dva kliza&a preko jednog sabira-

ta, dobija se
X Y
R = X-cos® + Y*s8ing = X +Y = /Xt 4 y?

] 622 F
+ Y + Y (7.3.6)

8to ustvaril nije nista druge nego relacija (7.3.3).

Ovako izvedena implicitna realicacija za dobijanje ugla © i
veliZine R, veoma se Zesto koristl i ima veliku vaZnost u ana-
lognoj raZurskoj tehnici. Stoga je potrebno ispitati da 11 je
sistem, povezan prema slici 7.3.4, stabilan, Kriterijum stabil-
nosti zavisi od znaka parcijalnog izvoda po ©, i ako. je ovaj
izvod negativan u okolini nulte tafke, onda je sistem stabilan.

) TR - - e me e ae
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Kako je prema (7.3.5)

F ==X 8in0 + Y cos@ (7.3.7)
to je R R
P
g—é=—Xcose-Ysin9=-—§R—-%—=-R (7.3.8)

pa kako je R uvek pozitivno parcijalni izvod bide uvek nega-
tivan te fe ovako povezan sistem biti gtabilan u sva %etiri kva-
dranta za 6.

Ovde treba napomenuti da se napon koji odgovara uglu ¢/2, moZe
dobiti na kliza¥u potenciometra za pozicioniranje, koji se u
ovom slufaju ne koristi u kolu servosistema (sl. 7.3.4)

-— e e ame .

Rotacija pravouglog koordinatnog sistema za ugao ¢, tj. tran-
sformisanje koordinata neke tatke P iz sistema Oxy u sistem
0xy (sl. 7.3.5) mo¥e se vriiti pomodu relacija
X = x cosd + y sing
_ (7.3.9)
Yy = ~-X 3in¢ + y cos¢
gde je sa ¢ oznafen ugao izmedju pozitivnog smera x-ose 1
pozitivnog smera X-ose meren ut obrrutom smeru kazaljke na sa-
tu.
y P

81. 7.3.5. Rotacija pravouglog koordinatnog sistema

Relacije (7.3.9) mogu se ostvariti pomodu Zeme na slici 7.3.6,
gde se izlazl sa kliza¥a pojedinih sinus~kosinus potenciometa-
ra dovode na odgovarajuce sabirafe. Ugao ¢ pozicionira se po-
mo6u ﬁapona ¢ koji podeEava sve klizalZe potencipmeﬁnra.
Jedna¥ine (7.3.9) mogu se smatrati i kao izrazi za tranaforma-
ciju koordinata (rotacija pravouglog koordinatnog sistema)
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jednog vektora iz jednog pravouglog koordinatnog sistema u dru-~

-X+Y -y
Yan . 3
Xeos @ .

Xsin @ Yeu : >;v

51. 7.3.6. Rezolver za rotaciju pravouglog
kooordinatnog sistema

gi. Neka su naprimer 1 i 3 jedini&ni vektori duZ
osa respektivno, a a i b jediniZni vektori duf X

osa rotiranog sistema (sl. 7.3.7). Vektor

sl. 7.3.7. Transformacija koordinata vektora
zi u tadki P u Oxy sistemu se razla¥e na
r=xi+yj
odnosne u sistemu 0§§ na

+ - -
r = xa + yb

X

iy
iy

¥ &iji se vrh nala-

(7.3.10)

(7.3.11)
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gde su x L y odnosno x 1 y komponente vektora r u
pravcu odgovarajuéih osa.

Veza izmedju dva koordinatna sistema u matrifnom obliku data jé
relacijom
X iz 3.3 [x
= . {(7.3.12}
y 1.6 3.8] |y
Kada se ova matrica razvije daje relacije (7.3.2), jer kvadrat-
na matrica daje kosinuse pravaca u oba koordinatna sistema, tj.

1.3 3-3 cosé singd
= (7.3.13)
i:6  3+B] [-sine cos¢
poito je
3.3 = Igl-lglcosw = cosy (7.3.14)

-+

gde je ¢ wugao izmedju dva vektora, u ovom sludaju } i a.
Kako je medjutim, prema slici 7.3.7 '

b = 90° - ¢ {7.3.15)
to se izraz (7.3.14) svodi na
}-5 = sing {(7.3.16)

Na slifan se nafin dokazuje pravac ostalih jedini&nih vektora
iz relacije (7.3.13).

Pos3to je rezolver u sustini potenciometarski uredjaj, on ima
veliku izlaznu impedansu, pa je stoga, kao 1 svaki potenciome-
tar, podloZan grefkama usled opterefenja kliza¥a ulaznom otpor-
no3du’ sledefeq ralunskog elementa. Ali za razliku od obi&nog
potenciometra ove se grefke ne mogu lako korigovati obi®nim do-
davanjem jo¥ jednog otpora na kliza¥ potenciometra za pozicio-
niranje, jer su sinus-kosinus potenciometri nelinearhi. Zboa
toga se ved prilikom konstrukcije ovakvog potenciometra mora
voditi o tome rafuna, te se sinus-kosinus potenciometar gradi
tako da se na njemu javlja tafan napon samo onda kada je njeqov
klizal opetereden jedini¥nim ra¥unskim otporom (kod ra®unara
koji rade sa 100V ovaj otpor iznosi 1IM). Na taj na®in se e-
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limini%e gre¥ka, ali samc u slutaju kada rezolver daje napon
ratunskom pojatava¥u preko jedini¥nog ulaza.

Ostale osobine rezolvera su iste kao i kod servommoZa&a koji ir
" ma jednocbrtne potenciometre, Stoga se cbi¥no na osovinu rezolf
vera dodaju jo¥ nekoliko {1 do 3) linearnih potenciometara

za mno¥enje, pa ako se ne koristi kas rezolver, ovaj rafunski
element mofe da se koristi kao obi¥an servomnc¥a¥. Ovde treba
napemenuti da i u pegledu razmera za X, Y i R va¥i isto :
§to i za servomnoZa¥. .

Sto se ti¥e razmere za ulaznu promenljivu ©, ona se odredjuje
tako da za ugac 8 = 1° napon na ulazu 6 treba da je 0.5V
(kod ra¥unara koji rade sa U = 100V), 111 © = 0.05vV (kod ra-
gunara koji rade sa U = 10V). Zbog toga se na potenciometar
za pozicioniranje i ne dovodi pun jedini¥ni ra¥umski napon,
ved 0.9U. Ovo daje dovoljno dobru ta¥nost, ali ogranidava u-~
gac 0 u opsequ -180% < @ £ +180°,

[T e fruw
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II. ORGANIZACIJA UNIVERZALNIH ANALOGNIH ELEKTRONSKIH RACUNARA

1. wUvop

U predhodnoj glavi bilo je re#i o pojedinim rafunskim elementi-
ma analognih elektronskih ra%unara. Svaki ovakav rafunski ele-

ment, kao 5to smo videli, konstruisan je tako da izvr¥ava odre-
djenu elementarnu matematifku operaciju. Refavanje slofenih ma-
temati®kih zadataka obavlja se odgovarajuéim povezivaniem pot-

rebnog broja radunskih elemenata, a u zavisnosti od oblika ma-

tematifkog modela koji se Zeli analizirati pomoéu rafunara.

Sastavljanje blok %eme za povezivanje rafunskih elemenata u ci-
lju prenofenja problema - postavljanja i re¥avanja, na analog-
nom rafunaru, naziva se programiranje. Fizifko povezivanje ra-
Sunskih elemenata prema zadatoj blok Semi - programu, kod raznih
rafunara, izvodl se na razlifite nafine u zavisnosti od konstru-
kecije rafunara.

Struktura blok ¥eme - programa, po kojoj se povezuju ra¥unski
elementi na analognom radunaru zavisi od oblika matematidkog
modela. Medjutim, na analognom rafunaru mogu se reSavati camo
oni problemi koji imaju odredjene konkretne vrednosti svih ma-
tematiZkih veliSina koje ulaze u matematifki model. Kada je red
o diferencijalnim jednafinama, to zna®i da svirpoéetni uslovi
kao i svl koeficijenti moraju biti odredjeni brojnc i postavlje-
ni na analognom ra&unaru. Stoga se pre pofietka refavanja nekog
problema mora cbezbediti na¥in postavljanja pofetnih uslova na
radunaru. Sa postavlienim pofetnim uslovima radunar mofe da pre-~
dle na reZfim rada u kojem se dobija relenje matemati¥kog mode-
la. Ovo redenje naj¥efide je funkcija koja se na analognom rafu-
naru predstavlja odgovarajufom naponskom funkcijom.

Uredjaj koji sluZi za prikazivanje naponske funkcije, u obliku
pogodnom za pradenie refienja matematiékog modela od strane-ko*
risnika raéunara, naziva se izlagni uredjaj 114 uredjaj za ofi-

tavanje refenia. : :

Svi problemi, kao ¥to sn prenoéemje,programa na analogni rafu~
nar, postavljanje poSetnih uslova, ofitavanie i indikacija re-
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%enja, komandovanje radom radunara i sl. bide razmatrani u ovoj

glavi. Prema tome, pod organizacijom analognih radunara podra#u-
mevamo ne samo tehnifka refenja vezana za rad raZunskih elemeﬁa-
ta, veé i za rad analognog rafunara u celini. Poslednjih se go-

dina znatno usavriio na&in kori%¥€enja savremenih analognih ra#u—
nara, te smatramo da ova oblast zasluZuje da bude tretirana iz-

dvojeno od radunskih elemenata ratunara.

Na siici 1.1. data je %ema na kojoj je prikazana struktura an%—

lognog rafunara u celini. Izvori za napajanje cbezbedjuju pot#e-
bne napone za rad rafunara. Ovde je potrebno razlikovati raéuﬁs~

ke napone i napone napajanja pojedinih elemenata i uredjaja ré—

&unara,
Program
Izvori Ractunski 1zlazni
napajanda elementi uredjaj
] ? T
| i |
| : A I
| Komandni ]
I blok }F—-e—-—— 4

S1. 1.1. Organizacija analognog rafunara

Program se ha ra¥unaru postavlja fizifkim povezivanjem odgovara-
j&éih ra®unskih elemenata. Pored ovoga, kod najmodernijih radu-
nara, programom se mogu predvideti i posebne intervencije sa;ko-
mandnog bloka radunara.

Komandni blok obezbedjuje sve komandne signale koji apravijaju
radom analegnog rafunara. Osnovni signali ove vrste su namenje—
ni za pustanje rafunara u rad i zaustavljanje rafunara. Pored
ovoga, komandrni blok obezbedjuje razlifite refime rada radundra,
kao 3to su podeSavanje koeficijenata, pofetnih uslova, radni}re-
3im i dr. Savremeni rafunari, grade se take da mogu-da rade ﬁe-

petitivno i sporo, pa se 1 za ove reZime na komandnom bloku ﬁa-

) TR (R St bt 0
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laze odgovarajude komande.

2. REPETITIVNI ANALOGNI RACUNARI

2.1, Repetitivnl rad racdunara

Repetitivni analogni rafunaril su dobili ime po osobini da se re-
Zenje kod ovakvih ra¥unara ponavlija vi¥e puta u sekundi. Oni ra-
de velikom brzinom i na njima se reSenje obi¥no ponavija 20 do
100 puta u sekundi, a postoje repetitivni ra¥unari kod kojih u-
Cestanost ponavljanja reSenja iznosi 1 po nekoliko hiljada u
sekundi (ultrabrzi repetitivni ra®unari). Zbog velike brzine i
velike ulestanosti refenja, ono se mofe vizuelno pratiti na ek-
ranu katodnog osciloskopa.

Rad rafunara za vreme jedne repeticije, ili jednog ciklusa sas~
toji se iz dva dela (sl. 2.1.1). Prvi deo je neradni ili pri-
premni period, u kojem se vrEi dovodjenje podetnih uslova i pri-
prema raZfunara za radni re¥im. U ovom periodu vrii se praZnjenie
kondenzatora u povratnoj sprezi kod integratora, i integratori
se dovode u stanje od kojeg treba da po¥ne refavanje problema,
koji je u vidu programa postavljen na radunar:

———~Neradni period -—l-— Radni period——

Vreme ciklusa——— .

81. 2.1.1. vVremenski ciklus kod repetitivnih raZunara

Iza ovog perioda nailazi radni deo ciklusa kojl se obi¥no nazi-
va radni period. U ovom delu rafunar obavlja reSavanje postav-
ljenog problema.

Da bi se omoguéio automatskl prelazak iz neradnog u radni peri-
od, a zatim ponavljanje ovog ciklusa, u integratore su ugradje-
ni spécijalni elektronski ili elektromehaniki sistemi koji pre-
bacuju integratore u po¥etni ili radni refim., Ked rainih radu-
nara-evaj sLstéu-je izveden na razne nadine. Haprimer, kod ra-
funara koji rade sa maniim brojem ponavijanja u sekundi paralel-
no sa kondenzatorom nalazi se jedan relejni prekida® (RP)
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{sl. 2.1.2) Xoji je za vreme neradnog perioda zatvoren, tako da
se kondenzator prazni, a integrator je doveden na nulu. U rad-

nom periodu ovaj prekida¥ je otvoren, te je omoguden pravilan
rad integratora. Kod brzih ra¥unara koriste se elektrenski pre-

kida&i.

§1. 2.1.2. Pra¥njenje kondenzatora u povratnoj
sprezl integratora

Upravljanje radom ovih prekida¥a (relea) vrii se iz komandnog
bloka pomoéu pravougacnih naponskih impulsa. Oblik ovih impul-
sa prikazan je na slici 2.1.3,'gde je uzeto da impuls zatvara
prekida¥. Kada nema impulsa prekida¥ je otvoren 1 integrator je
u radnom reZimm.

[

Neradni Radni Neradni Radni
period period period period

Sl. 2.1.3. FKomandni naponski signal

Kod modernijih radunara sistem za promenu radnog refima integra-
tora je ne3to komplikovaniji 1 vrii jo¥ neke funkcije, pa demo
u narednom izlaganju o ovome detaljnije govoriti.

2.2, Izbor repeticije

Za pravilan rad repetitivnih rafunara potrebnc je obezbeditl po-
godne dufine trajanja radnog i neradnoc perioda. Izbor radnog
perioda zavisi od toga kako de se posmatrati reSenje koje daje

P . e ek
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rafunar i kako ¢e se meriti vreme, kao nezavisno promenljiva.
DuZina neradnog perioda odredjuje se tako da rafunaru ostane
dovoljno vremena kako bi se svi radunski elementi dowveli u po-
fetno stanje. Prema tome, da bi repetitivni rafunar pravilno
radio, potrebno je pogodno odabrati repeticiju, tj. ufestanost
repeticije.

Prilikom izbora repeticije kod repetitivnih analognih ra&unara,
treba imati u vidu i sledede:
- ufiestanost repeticije mora biti dovoljno visoka da o-
moguél vizuelno pradenje reSenja na ekranu katodnog osciloskopa,
= visoka ufestanost repeticije zahteva dobre konstruk-
tivne performanse pojalavala,

Ova dva zahteva su medjusobno kontradiktorna. Prvi zahtev name~
¢e da donja granica repeticije ne ide ispod 2C Hz, a drugi da
gornja ne ide preko 100 Hz,

Neka je, naprimer, na ulaz integratora repetitivnog analognog
rafunara doveden napon u obliku jedini¥ne odsko&ne funkcije

0 za t < 0
X{t) = (2.2.1)

_Uo za t > 0

gde je u, jedini®ni rafwnski napon. Neka_je kondenzator u po-
vratnoj sprezi integratora, u trenutku t = 0, na nultom naponu,
tj. integrator po&inje rad od nule., Tada je izlaz iz integrato-
ra odredjen sa

T
Y(t) = - % IU°°dt (2:2.2)
0

gde je T vreme trajanja radnog perioda. Iz (2.2.2) za t = T,

dobija se .
Y(T) = - 5= U, . 2.2.3)

Ozna¥imo sa t, mafinsko vreme. Ako Zelimo da nam radni period
rafunara bude t_ = 1 sek. onda iz (2.2.3) sledi da je .

t, = Tl 1 (2.2.4)
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odakle se dobija
T = RC (2-2-5)

Kod repetitivnih rafunara treba omogudliti da se refenje ponav-
lja viZe puta u sekundi. OznaZimo broj ponavljanja relenja u se-
kundi sa f,- Uzmimo da je trajanje neradnog perioda n+T, u o-
dnosu na radni, gde n moZe biti razli¥ita konstanta, ¥to za-
visi od toga, kojom se brzinom integrator moZe dovestli u polet-
no stanje. Naj&eSce se uzima da je n = 1, 35to zna¥i da su rad-
nl i neradni period istoga trajanja. Prema tome, trajanje celog
ciklusa T, lznosi _

T, =T + n-T (2.2.6)

Odavde je ufestanost ponavljanja refenja odredjena sa

£ = (2.2.7)

Ako Zelimo, naprimer, da raunar ponavlja reZenje 20 puta u se-
kundi, a da radni 1 neradni period budu jednakog trajanja, tada
je fm = 20, a 1z (2.2.7) se dobija

T = gﬁ = 0,050 sek (2.2.8)

Kako je 1 n = 1, tada je iz (2.2.6)

T .
T = £ « 0,025 sek (2.2.9)
2

Ako Zelimo sada da radni period od 25 msek odgovara realnom
vremenu od 1 sek, dnda, prema (2.2.5), treba da je:

RC = 0,025 (2.2.10)

Iz ove se relacije mogu proizvoljno birati R 1 C. Radl lak-
Seg ratunanja obiZno se uzima uwlazni otpor od R = 1 M, pa iz
(2.2.10) sledi da je

0,025 6

c = — = 0,025-10 ° ¥ = 0,025 uF (2.2.11)
10

Rod nekih tranzistorskih rafunara je R = 0,1 M, pa se iz rela-

cije (2.2.11) dobija
0,025
C=—22"" - 0,25 P (2.2.12)
0,1-10° : :
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Prema tome, pri udestanosti od 20 ponavljanja refienja u sekun-
di 1 izboru R= 1M1 C = 0,025 uF, na kraju radnog perioda ma-
&insko vreme de odgovarati realnom vremenu od 1 sek. Ovo sledi
iz relacije (2.2.4), tj.

T 0,025

t = ==

r T m = ] sek (2.2.13)

Kod nekih tipova repetitivnih ra¥unara uzima se promenlijiva u-

Zestanost repeticije. Tada se pri najvedoj ﬁéestnnosti uzima da
radni period bude jednak S makinskih jedinica vremena {sekun-

di), a pri najmanjoj oko 100 maZinskih jedinica.

Ovde se nedemo upultati u analizu veze.repeticije i frekventnih
ograniZenja koja su diktirana konstruktivnim karakteristikama
pojadavada. Napomenimo samo da se ova analiza izvodi na osnovu
analize tafnosti rada integratora (PRVI DEO, I, 3.4).

2.3. Postavljanje pofetnih uslova

Napomenuto je ranije da se postavljanje poZetnih uslova vrii pu-
njenjem kondenzatora u povratnoj sprezi integratora, koli&inom
elektriciteta Q(o), tako da je

Y({o) = (2.3.1)

Q{o)
c
Kod repetitivnih analognih raZunara, najdefée se ne vr¥i posta-
vljanje pofetnih uslova punjenjem kondenzatora u povratnoj spre-
zl integratora, jer ovaj na¥in zahteva posebna tehni&ka. resenja.
Zato ¢emo najpre objasniti na¥in postavljanja pofetnih uslova
koji ne zahteva punjenje kondenzatora za vréme neradnog perio-

.da. - . '

Ovaj se nafin sastoji u tome Xto se kodenzator prazni, tj. in-
tegrator dovedi na nultl napon za vreme neradnog perioda. Kada
integrator pofinje integraciju ulaznog napona X(t) na izlazu "~
iz integratora pojavlijuje se napon '

t .
T = - & JX(t)dt : (2.3.2)
R _ ]

Prema tome, na izlazu iz integratora u trenutku ¢t =0, je i
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Yi(o) = 0. Medjutim, ako je velitina Y(o) # 0, onda izlaz iz

integratora predstavija funkciju Y(t) umanjenu za vrednost
Y{o}, tj. :
Y(t) = Y(t) - Y(o) (2.3.3)

Zamenom (2,.3.3) u (2.3.2) dobija se

t : |
&= Ixtt)dt + Y (o) (2.3.4)
o - |

Y(t) = -

Na slici 2.3.1 prikazana je ¥ema koja obezbedjuje postavlijanje:
pofetnih uslova kod repetitivnih analognih rafunara. Izlaz iz
integratora umanjen je za vrednost podetnog uslova Y(o). Iza
integratora dolazi sabira® na kojem se vrSi sabiranje izlaza 1ig
integratera i konstantnog napona Y({o). Na izlazu iz sabiraZa
dobija se veli&ina Y (t) sa obrafunatim polfetnim uslovom.

X(t) < Y-V, -¥(t)

Y(o)

Sl. 2.3.1. Postavljanje pofetnih uslovi_preko sabiraéar

Umesto sabira®a na slici 2.3,1 ﬁq!e biti i integrator, ako to
2ahteva matemati®ki model. Dodavanjem poletnog uslova na ulaz u
integrator, dobide se takodje korektna vrednost na izlazu iz
drugog integratora. . Naprimer, neka je pofrebno da se odredi:

. t :
¥ (t) = - IY(t)dt (2.3.5)
. | A _ ) ,
gde je Y¥,(o) = €, a f(t} zadato relacijom (2.3.4). Na slicl

2.3.2 data je Eema koja chezbedjuje korektno povezivanje elemer
nata’ prema relaciji (2.3: 5).

Ukaliko matema:i&ki model zahteva da se izlnzni napon iz inte-
gratora (bez ah:aéun;tog po&egnog uslova) devodi na ulaze u vi-
e ra¥funskih elewenata, onda je potrebno na ulaz svakog od tih
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elemenata_dodati jo3 1 pofietni uslov Y(o), kako bl se cbezhe-

X(t) Y(1)-¥(o), vy (t)

Y(o)

51. 2.3.2. Postavljanje pofetnih uslova preko
ulaza u slededi integrator

dilo da svaki od elemenata rafuna sa funkcijom Y(t). Ovo je
prikazano na slici 2.3.3. 2bog toga je ovakav na¥in postavlja-
nja pofetnih uslova nepcgodan, jer ovo znatno povedava broj ve~-
za pri postavljanju programa na ra&unaru.

X(t) [D Y()-Y(o) .

Yio) —

81, 2.3.3., Postavljanje po¥etnih uslova na veéi
broj radunskih elemenata.

Kod repetitivnih analognih ra&unara, kao 3to je redeno, mora se
obezbediti ﬁrainjenje kondenzatora za vreme neradnog beridda.
Kod rafunara sa vifom udestanoidu repeticijé ovo se postife po-
modéu elektronskih prekidada, koji se komanduju pravougaonim im-
pulsom, kojil definife neradni period. Na slicl 2.3.4 prikazan

je elektronski prekida& kroz koji se vrii praZnjenje konden-

zatora. Rad eléktronskog prekida®a sastojl se u slededem: Kada
se na refetke cevi dovede pozitivan napon {od oko 20V}, onda
bar kroz jednu od cevi proclazi maksimalna struja, te se cevi
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ponafiaju kao zatvoren prekida¥, Tada je kondenzator u kratkom

T

Xt) R —lclL (t)
t _ _.Vt-m

sl. 2.3.4. Prainjenje kondenzatora preko
elektronskog prekidada

gspoju 1 integrator -na izlazu daje napon nula. Ako se sada na
refetke dovede negativan napon (reda okc 120 V), onda su obe
refietke na negativnom potencijalu u odnosu na cbe katode, te
kroz cevi ne protife nikakva struja. Tada se cevi pona¥aju kao
otvoren prekida¥, te integrator integrira veli¥inu dovedenu na
njegov ulaz. ‘

Drugi naXin postavljanja pofetnih uslova, koji se primenjuje
kod repetitivnih radunara sa nifom frekvencijom repeticije prir
kazan je na sliect 2.3.5. Pofetni uslovi se dovode direktno na
integrator (PRVI DEO, I, 3.2}, ali u neradnom periodu. Kada ner
ma komandnog impulsa, rele A je otpusteno, pa je prekida® P
u polofaju (1), te se na kondenzator C integratora dovodt na-
pon =Y{o} preko otpornika R;. Izbor otpornika R; treba 12}
vriiti tako da se na kraju neradnog perioda na izlazu iz inte-
gratora dobija napon Y(o).

Kada na rele A dodjé komandni signal radnog peribda, ptekida§
P se prebaci u pdloiaj'(Z), te se na ulaz integratora dowvodi
napon. X{t}; i izlazni napon integratora definisan  je relacijom
(2.3.4). - o ' '
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Ry Ry

-Y(o)

R !
X(t) — = | —< >‘J—° Y(t)

Komandni
signal -

51. 2.3.5. Postavljanje pofetnih uslova
punjenjem kondenzatora

2.4. Programiranje

Postupak izrade strukturne blok %eme, Po kojoj se na osnovu ma-

temati¥kog modela povezuju rafunski elementi na analognom ra&u-

naru, tj. sastavljanje programa, isto je kako za repetitivne ta-
ko 1 za spore rafunare.

Medjutim, fizifka realizacija programa koja se sastoji u uspos-
tavljanju elektri¥nih veza izmedju pojedinih radunskih elemena-
ta, kako je to predvidjeno blok Zemom programa, mofe da bude
razli¥ita u zavisnosti od konstrukcije rafunara.

Moguéa su, uglavnom, dva na®ina realizacije programa
- direktnim povezivanjem ra&unskih elemenata 1
- povezivanjem rafunskih elemenata preko tzv.
programske plode,

Direktno povezivanje radunskih elemenata vrii se spoljnim veza-
ma na samom rafunaru. Svaki ra¥unski element ima na svojoj pre-
dnjo) plofi izvedene priklju¥ke za ulaz i izlaz i njihovo se
povezivanje vrii u saglasnosti sa programom koji'se postavlija.

Drugi na&in postavljanja programa -je preko programske Ploée,
Svi fzlazi i ulazi u radunske elemente su izvedeni na posebne
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kontakte na koje mo¥e da se postavlja programska plota. Povezi-
vanie programa vrii se na programskoj plodi odvojeno od rafuna-
ra. Kada je program na programskoj plo&l povezan, plofa se po-
stavli na raZunar, Gime se 1 fizi&ki uapostavliaju potrebne veze.
Posle toga rafunar je spreman za refavanje programiranog zadat-
ka, te se odgovarajuéim uklju€ivanjem komandnih signala za pofe-
tak rada dobijaju naponske funkecije koje predstavljaju trafena
refenja.

Programska plofa ima znatne prednosti, jer omoguduje efikasnije
koriSéenje rafunara. PrenoZenje programa na programsku plofu
vrii se odvojeno od rafunara. Tako, dok se program prenosi na
jednu plo&u, rafunar se mofe koristiti za reSavanje matematidi-
kog modela postavljenog na drugoj programskoj plo¥i. Eventualne
grefke kod sastavljanja programa takodje se mogu lakBe uoditi 1
ispraviti bez nepotrebnog angaZovanja rafunara. Program postav-
ljen na jednoj programskoj plo&i moZe se #uvati proizvoljno du-
go 1 prema potrebl koristiti, a da se radunar ne angaZfuje celo
vreme, veé samo kada se ova programska plo¥a koristl. Sve ove
prednosti programske ploZe nad direktnim postavljanjem programa
na radunaru Zine da se dana¥nji vedi analogni radunari uglavrom
grade sa programskom plofom, a uz svaki rafunar korisnik mo¥e
dobiti ¥eljeni broj programskih plo€a.

2.5. Uredjaj_za o¥itavanje rezultata

Za posmatranje 1 oZitavanje naponskih funkcija koje se dobljaju
kao refenja na repetitivnom analognom radunaru koriste se speci-
jalni izlazni uredjaji. Kako vreme rada, tj. radni perjiod repe-
titivnih radunara iznosi od nekoliko milisekundi do nekolikc de-
setina milisekundi, to se za ovu svrhu ne mogu koristiti elektro-
mehaniZki uredjaji, kao pisa®i 114 sli¥no, veé se koriste speci-
jalni osciloskopi kod kojih se refienje posmatra na zastoru kato-
dne cevi.

Katodna cev csciloskopa cmoguéuje da se mlazom elektrona, koji pa-
da na zastor cevi i izaziva svetlu ta&ku, mo%e upravljati spo-
1ja (sl. 2.5.1). U cevi su ugradjene plofe pomocu kojih se moZe
pomerati zrak horizontalno i vertikalno. Na plote za horizontal-
no pomeranje mlaza, kod repetitivnih raunara, dovodi se pravo-

Cogmws Ca o
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linijski testerasti napon oblika kao na slici 2.5.2. Na potetku

zastor

Plofe za horizontalno
Izvor mlaza pomeranje mlaza

elektrona

yAY 4 -
o> ———— ] l
L7 K
{
Ploé¢e za vertikalno
pomeranje mlaza

sl. 2.5.1. Katodna cev osciloskopa

radnog perioda ovaj napon je nula, a zatim raste do kraja rad-
nog perioda T. U zavisnosti od ovog napona mlaz elektrona, ko-

1. 2.5.2. Naponska funkcija za horizontalno pomeranije
mlaza katodne cevi

ji na zastoru katodne cevi daje svetlu ta&ku, krede se s leva

na desno, tako da tagka opilsuje horizontalnu, tj. vremensku osu,
Na kraju radnog perioda, tafka se nalazl na desnoj strani zas-
tora. Posle ovoga napon pada na nulu, te se ta¥ka na zastoru
vrada u krajnjl levi poleZaj gde ostaje sve dok napon ne potne
ponovo'da'rasta, da bi je pomerao u desno za vreme radnog perio-
da. Yesto se mlaz slektrona gasi prilikom vradanja taZke na po-
fetak kako se slika na zastoru ne bl kvarila, u toku neradnog
perioda. Na plode za vertikalno pomeranje elektronskog mlaza
dovodi se naponska funkcija Y(t) koja se ¥eli posmatrati.
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Ovaj napon pomera tafku na zastoru osciloskopa po vertikali, pa
kako se u radnom periodu tafka krede i horizontalno, na zasto-

ru se javlja kriva linija koja predstavlja grafi®ki prikaz na-

pona Y(t) kao funkcije vremena.

Pored moguénosti vizuelnog pradenja reSenja na zastoru katodne
cevi, izlazni uredjaj treba da obezbedi i moguénost merenja or-
dinata naponske funkcije koja se posmatra. U tu svrhu koriste
Se razna elektronska refenja, koja obezbedjuju dovoljnu brzinu
rada kao i dovolinu taZnost merenja odabrane ordinate. Jedno od
najprostijih reZenja je upotreba komparatora, koji uporedijuje
testerasti napon proporcionalan vremenu t sa nekim naponom U
koji se bira pomodu potenciometra Py (sl. 2.5.3). U vremenskom

®

Y
0sC

—e X

¥Y(t)

O ¢ e

t=t1

¥*(,)=Const.
Y (t)
EP

8l. 2.5.3. Merenje ordinata naponskih funkcija

trenutku t; u kojem su ova dva napona jednaka, a suprotna po
znaku, aktivira se komparator K, koji omoguéi da za veoma kra-
tko vreme elektronski prekida% EP propusti trenutnu vrednost
napona Y(t) na tzv. kolo za paméenje H (holding cirecuit),

Na izlazu iz ovog kola javlja se konstantan napon Y*({t;) &ija
je vrednost jednaka ordinati naponske funkecije Y(t) u trenut-
ku t;. Na izlaz ovog kola prikljufuje se obifan voltmetar, ko-
ji meri vrednost napona Y*{t,}. Po%to se reSenje ponavlja u ri-
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tmu repeticlje rafunara, to se u istom ritmu javlja i napon
¥{t;), te se na voltmetru V meri konstantna vrednost sa do-
voljnom tadnoSdu.

Za merenje ordinata naponskih funkcija postoje i druga tehnidka
reSenja. Medjutim, ona se zasnivaju na sliZnom principu, tj. na
principu merenja trenutnih vrednosti napona.

Na slici 4 u Prilogu prikazan je fotografski snimak naponske
funkcije, koji je dobijen na ekranu katodne cevi izlaznog ure-
djaja radunara.

U najnovije vreme koriste se tzv. prostorni osciloskopi sa te-
levizljskim ekranom, tako da se mogu posmatrati krive u ravnl
ekrana koje daju utisak da su u prostoru, Pogodnim programira-
njem sa ovakvim osciloskopom moZe se dobiti i prikaz povrXina u
prostoru,

3. SPORI ANALOGNI RACUNARI

3.1. ReZimi rada sporih analognlh ra&unara

Kod repetltivnih analognih rafunara vreme integracije, tj. rad-
ni period, je tako mall da za vreme rada radunara ne dolazi u
obzir nikakva intervencija &oveka. Isto tako i vreme pra¥njenja
integratora je malo i obavlja se automatski bez intervencije &o-
veka. Kod sporih amalognih rafunara, medjutim, potrebna je in-
tervencija &oveka, preko komandnih dirki, da bi rafunar po&eo
da radi 1ili da bi se zaustavio u toku rada. Stoga da bi se omo-
.gufio normalan rad sporog analognog rafunara potrebni su slede-
¢é1 reZiml rada uv koje se radunar moZe dovesti spoljaZnjom inter-

vencijom doveka:

postavljanje potenclometara,
- postavljanje podetnih pslova,

normalni rad radunara - "ra¥unanje",

- zaustavljanje raunara - "pamcenje" i

repetitivni rad ra&unara.

Pored ovih osnovnih re¥ima rada, kod savremenih vedih ra¥unara,
postoje 1 drugl refimi rada koji obavljaju specijalne operacije,



~ 14¢ -

naprimer proveru pojedinih rafunskih elemenata, ispitivanje pro-
blema u statifkom refimu, itd, Uz pomoé ovih refime u nekim siu-
Zajevima se mogu lako otkriti gre¥ke koje se javliaju bilo us%
led kvara nekog od rafunskih elemenata, bilo usled pogreZnog '
programiranja, &ime se olak3ava i ubrzava rad sa rafunarom.

U daljem izlaganju demo se zadrZati samo na Osnovnim reiimima;
rada raunara.

Svaki od navedenih pet osnovnih re¥ima rada bide posebno razmé-
tran.

3.2. Postavljanje potenciometara

Kada su rafunski elementi elektri&no povezani prema postavlje-
nom programi, treba izvr$iti postavljanje svih potenciometara
koji u¥estvuju u programu. Postavljanje potenciometara se ras-
toji u prenofenju brojnih vrednosti za konstante i parametre iz
matematifkog modela na odgovarajuée potenciometre u analognom
modelu na rafunaru. Prilikom postavljanja potenciometara treba
voditi rafuna ¢ eventualnom opteredenju potenciometra ulaznom
otpornoddu slededeg radunskog elementa. Uticaj opteredenia na
tafnost potenciometra razmatran je u Prvom delu (I,2). Da bi se
kod postavljanja potenciometara uzelo u obzir i opteredenje po-
tenciometra, potrebno Jje najpre izvriiti elektri®no povezivanije
- rafunskih elemenata pomodu odgovarajuéih spojnih vodova tako da
svaki potenciometar dobije ono opteredenje koje €e imati u nor-
malnom radu rafunara, U re¥imu postavljanja potenciometara na
rele PP dovodi se napon U (sl. 3.2.1), koji vrii prebaciva-
nje prekida%a P 1z'polo§a§a (A) u poloZal (B). Na taj su na-
¢in svi ulazni otpori, kod sabirada odnosno integratora, odvojeni
od samog pojatava®i i spojeni sa masom. Ako je neki od ulaznih
otpora R, (i=1,2, ..., 0) bio vezan za klizhé nekog od potén-
ciometara, on ostaje vezan i u ovom re¥imu, Otpor ili kondenzq-
tor u povratnoj sprezi pojaéavaéa ostaje spojen te je izlazni
napon svakog pojafavala nula. U isto vreme napon U vrEi pre-
bacivanje i prekidafa P . na slici 3.2.2 u polo¥aj (B), te se
na svaki od potenciometara dovodi konstantan raXunski napon U.
Izmedju klizata potenciometra ©P,, koji se ¥eli postaviti, 1

I e B R RCLSIR I T
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referentnog potenclometra Pref nalazi se osetljivi instrument

Z(p)

&£ PP

S1. 3.2.1. Sabira® u reZimu postavljanja potenciometara

- mikroampermetar, pomodu kojeg se precizno konstatule postojanie

Uo—
BlP
PREDHODKI SLEDECI
—~ ratunski p——1 RACUNSKI }—=
ELEMENT A ELEMENT -
U"—_E-—_L'
R f Plfcf
PA Ulf

S1. 3.2.2. Postavljanje potenciometara

naponske razlike. Na referentni potenciometar se takodje dovo-
di napon U. Vrednost koja se ¥eli postaviti na potenciometar,
postavi se najpre na referentnom potenciometru, a zatim se kli-
za& %eljenog potenciometra pomera dok precizni mikroampermetar
ne pokafe nulu. Tada je Uy = U., pa Je potencicmetar podefen
na zeljenu vrednost bez cbzira na opteredenje.

Kod vedih savremenih radunara u ta¥ki (C) (sl. 3.2.2) vezan je
precizni numeri¥ki voltmetar, umesto'mikroampermetra-i referen-
tnog potencicmetra. Ovaj instrument ima vrlo veliki unutraénji
otpor, te ne optereéuje klizad& potenciometra. Pomodu njega se
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podeavanje potenciometra vr3i veoma lake i brzo, jer se vred-
nost napona U; indicira u obliky dekadnog broja.

3.3, Postavljanje pofetnih uslova

U ovom refimu rada treba izvrsiti punjenje kondenzatora u pov-
ratnoj sprezi svih integratora do naponske vrednosti koja odgo-
vara odredjenom potetnom uslovu svakog od njih. Da bi se ovo
realizovalo potrebno ie odvojiti ulazne otpornike od ylaza u
pojatava® i na kondenzator dovesti napon koji odgovara po&etnom
uslovu (sl. 3.3.1).

U

sl. 3.3.1. Postavljanie po&etnih uslova

Signal Upn' koji sé javlija u ovom re%imu rada raéﬁnara, posred-
stvom relea PU, vrii prebacivanje prekida®a P, i P; na slici
3.3.1 iz polo¥aja  (A) u polofaj (B). Preko potenciometra P
dovodi se deo napona U koji odgovara poéetnom uslovu. Napon
U  je pozitivan i1i negativan u zavisrosti od znaka poéetnog u-
slova. Punjenije kondenzatora C (sl. 3.3.1) Bse vr&i preko ot~
pora R, tako da je vreme’ postavljanja po&etnog uslova odredje—
no vremenskom konstantom - RC. .Otpori R se obi¥no biraju tako
da vreme punjenja- kondenzatora bude dovoljno malo u odnosu na
vreme intervencije manipulanta u cilju promene reiima rada ra-

[P . R Tl S R
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&unara.

3.4. Normalni rad raunara - "ralunanje'

U ovom refimu rada vr3l se reSavanje postavljenog problema na
analognom radunaru. Prema tome, u ovom reZimu treba obezbediti
da svi rafunski elementi dodju u stanje predvidjeno programom.
Po%to ne postoje signali Upp i Upu’ to de potenciometri do-
¢i u stanje predvidjeno programom, jer se prekida® P na slici
3.2.2 nalazi u polofaju (A}. Integratori €e imati funkciju za
koju su namenjeni, jer odsustve signala U u’ (sl. 3.3.1) dovo-
di prekidae P, & P, u poloZfaj (A). Prekida&é P, u poloZa-
ju (A} ostavlja u povratnoj sprezi integratora kondenzator C,
a prekida® P, u poloZaju (A) uspostavlja vezu izmedju ulaznih
otpora i pojadava¥a, take da integrator mofe normalno da obav-
1lja svoiu funkeiju, Pre ovog reZfima rafunar se mora nalaziti u
refimu postavljanja pufetnih uslova. Za vreme refima postavlja-
nja pofetnih uslova izvr¥eno je punjenje odgovarajuéih kondenza-
tora na napon kojl odgovara pofetnim uslovima. Ako se zatim pre-
dje na re¥im normalnog rada rafunara, svaki rafunski element o-
bavljade odgovarajuéu funkeiju i bilée povezan sa ostalim rafun-
skim elementima prema postavljenom programu.

3.5, DZaustavljanje rafunara - "pamcenje"”

Kada se ra%unar nalazi u refimu normalnog rada integratori oba-
vljaju funkeciju integraljenja, pa se u skladu sa tom funkcijom
menja i naponski nivo na kondenzatorima u povratnoj sprezi. Kao
5to je veé od ranije poznato, nezavisno promenljiva kod analog-
nih radunara je vreme., Prema tome, integracija se obavlja u vre-
menu. Akc se, medjutim, Zeli prekinuti proces Ilntegracije u ne-
kom vremenskom trenutku, a da se naponski nivoi na kondenzatori-
ma zadrZe na onim vrednostima koje su bile u trenutku prekida
integracije, radunar treba dovesti u reZim zaustavljanja ili
"paméenja”.

Ovde treba napomenuti da ako bi se posle reZfima normalnog rada,
rafunar doveo u reZim postavljanja pofetnih uslova, takodje bi
proces integracije bio zaustavljen, ali bl kondenzatori, u pov-



- 144 -

ratnoj sprezi integratora, bili ponovo dovedeni na napone poZet-
nih uslova. '

Medjutim, u reZfimu zaustavljanja - "pamcenija” izvrisi se odvaja-
nje ulaznih otpora od ulaza u pojafava® integratora, a konden-
zator u povratnoj sprezi oOstaje na dostignutom naponskom nivou
(sl, 3.5.1), Signal UPA' kojl definiZe ovaj re¥im rada radunara,
vr3i prebacivanije prekidata P;, preko relea PA, na slici
3.5.1 1z polo¥aja (A) u polo%aj (B).

o

Upa

= PA

81, 3.5.1, Zaustavljanje ratunara sa "pamcenjem"”

Ako se posle refima zaustavljanja - "paméenja” predje ponovo u
reZim normalnog rada, ra&unar nastavlja rad, od vremenskog tre-
nutka zaustavljanja né dalje, sa korektnim naponskim stanjima
na svim rafunskim elementima. Na ovaj na¥in proces radunanja se
nastavlje kao da nije ni bio prekinut.

3.6, Repetitivnl rad

Kod repetitivnih analognih radunara, videli smo, da se radni i
neradni period automatski smenjuju. Ovakav rad omoguéuje da se
za vreme rada rafunara vrie promene parametara u analognom mo-
delu 1 da se re3enje odmah prati na ekranu katodnog oscilosko-
pa. Kako je ovo vrlo &esta prakti¥na potreba, kada se reZavaju
tehni¥ki problemi na analognim rafunarima, to se repetitivani
rad omogufuje i kod sporih analognih ra¥unara. Ve¢ je ranije re-
fenc da se repetitivnl rad sastojl iz normalnog rada za vreme
radnog pericda i dovodjenja pofetnih wuslova, za vreme narad-
nog pericda. Prema tome, da bl se kod sporog analognog radunara

o e . e B SIRRUTE . Vo
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ostvario repetitivni rad, potrebno je obezbediti automatsko sme-
njivanje ova dva refima rada, tj.

- normalnog re¥ima rada i

- postavljanja podetnih uslova,.
Ovo se mo¥e ostvaritl ako se komandni signal Upu (sl. 3.3.1)
periodiZno ponavlja, kao $to je prikazano na slici 3.6.1.

Upu(t)

1 1 [«

Pocdetni Normalan Poéetni Normalan
uslovi rad uslovi rad

81, 3.6.1. Oblik komandnog signala za repetitivni rad

U vremenu kada je napon komandnog signala UPu razlidit od nu-
le prekidai P, i1 P, se prebacuju u pcloZaje (B), a kada je
napon U__ nula, prekida¥*i se vradaju u pcloZaj (A)., Na ovaj na-
Zin je cbezbedjen repetitivni rad kod sporih analognih rafunara.
Medjutim, treba imati u vidu da su prekida®i P; 1 P, kod
sporih analognih ra&unara mehanifki, pa prema tome, ufestanost
repeticije ne moZe biti viscka. NajfeXde se koristi repetitivni
rad sa repeticijom od 1 do 30 radnih perioda u jednoj sekun-
di. Kako je vreme integraclje, kod repetitivnog rada, vrlo malo,
to se povedava vremenska razmera izmedju maZinskog i realnog
vremena , promencm kondemzatora u povratnoj sprezi integratora.
Najfelde se u povratnoj sprezi integratora nalazi vife konden-
zatora (sl. 3.6.2).

51. 3.6.2. Kondenzatori u povratnoj sprezl integratora
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Ako su ulazni otpornici od 1M (sl. 3.6.2), a u sluZaju kada je
preklopnik § u polofaju (1), vremenska konstanta iznosi

RC = 10%+10 ¢ = 1 sec,
te se rafunar koristi kao spori analogni ra¥unar. Kada se pre-
dje na repetitivni rad, mo¥e se izabrati poloZaj (2) 1ili {3),
gde je kondenzator 10 odnosno 100 puta manjeg kapaciteta od
oneg pri sporom radu, &ime se vremenska razmera ubrzava 10 11i
100 puta. U repetitivnom refimu rada ne mogu se koristiti ele-
ktromehanidki ra¥unski elementi, kao ¥to su servomnoZa¥i. Pored
toga, kac izlazni uredjaj za o¥itavanje redenja u ovom re¥imu
rada obi¥no se koristi osciloskop, jer pisa& ne mofe da prati
ovako brze promene napona.

3.7. Programiranje

Postupak programiranja kod sporih analognih raffunara je potpuno
isti, kao i kod repetitivnih rafunara. Razlika je u vedem izho-
ru radunskih elemenata, po3to se ovde pojavljuju i elektromeha-
nifki rafunski elementi. Realizacija programa na rafunaru tako-
dje moZe biti

- direktnim povezivanjem ratunskih elemenata ili

- preko programske plofe.

5ve 8to je refeno o oschinama jednog i drugog nafina programira-
nja kod repetitivnih analognih rafunara, va¥i i za spore analog-
ne radunare.

3.8. Uredjaji za ofitavanje rezultata

Xod sporih analognih rafunara za posmatranje i ofitavanje reZe-
nja koristi se vi%e razliZitih uredjaja. Dana3nji analogni ra¥u-
nari koriste uglavnom tri tipa ovakvih uredjaja 1 to

- osciloskope,

- voltmetre i

- pisade.

Kada spori analogni radunar radi u repetitivnom reZimu rada, on-
da se koristi osciloskop. O osciloskopu je veé hilo redi u ode-
liku 2.5. ove glave.

e e g s e gl e
r
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Za ofitavanje 1 podeZavanje pojedinih konstantnih naponskih
vrednosti sluZi voltmetar. Moderni veéi analogni rafunari sadr-
%e obi®no dva tipa ovakvih voltmetara, sa kazaljkom i sa numeri-
Zkom indikacijom. Voltmetar sa kazaljkom sluZi za koentrelu napo-
na napajanja i drugih pomoénih napona, dek numerilki veltmetar
sluzi za tadno ofitavanje pejedinih ra¥unskih napcna. Voltmetri
koji se koriste kod analegnih rafunara su klase 0,5 5to odgo-
vara gresci merenja od 0,5% maksimalne vrednosti na skali, a
numeridki voltmetri imaju tri iii fetiri cifre, take da mogu da
oitavaju 1 mere sa taénesZéu 0,1% do 0,01% rafunskog napona.

Kod sporih analognih raffunara u normalnom radu naponske funkci-
~je nemaju brze promene, te se za ofiltavanje promenljivih napona
koriste pisati. Postoje dva tipa pisa&a. Jedna grupa pisala be-
leZl naponske funkcije u zavisnosti od vremena. To su pisafi ko-
ji rade sa rolnama papira i imaju mehanizam za kentinualno pok-
retanje papira. Ked njih se perc krecfe same po jednom pravcu u
zavisnostl od naponske veliéine dovedene na ulaz mehanizma. Me-
hanizam za pokretanje papira vu¥e papir stalnom brzinem upravne
na pravac kretanja pera, te se tako na papiru pejavljuje kriva
linija koja prédstavlja grafi®ki prikaz posmatrane naponske veli-
%ine u funkciji vremena. Ovakvih pisafa ima viSe vrsta w zavis-
nosti od broja pera i kanala koji se zapisuju. Postoje pisali
sa 1, 2, 4, 8, 12 i 24 kanala. Ovakvi viZekanalni pisali se ko-
riste kada je potrebno istovremenc beleZiti vi¥e naponskih funk-
cija.

Drugi tip pisaZa je tzv, X - Y pisa&. To je pilsaf kojl se koris-
ti kada je potrebno snimiti jednu naponsku funkciju u zavisnos-
ti od druge naponske funkcije, pri femu se obe menjaju sa vre-~
mencm. On se sastoji od dva nezavisna servosistema, od kojih pr-
vi pomera jedah pokretni lenjir duZ horizontalne ose u zavisnos-
ti od naponske funkcije X(t) dovedene na ulaz pisafa (cznaden

sa X), a drugi servosistem pomera pero duZ lenjira u zavisnosti
od naponske funkcije Y(t) dovedene na ulaz pisada (oznaden sa Y}.
Papir koji se koristi kod ovakvih pisaa je obian milimetarski
papir i on se pomodu vakuuma drZi na plo#i za ispisivanje, ili
na neki drugi na¥#in u zavisnosti od konstrukcije pisa&a.

-
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Pomodu specijalnih potenciometara za kontrolu "paralakse", mo¥e
ge pero poataviti u bilo koji poletni polo¥aj na papiru, a pomo-
¢u odredjenih preklopnika mo¥e se podesiti ¥eljena osetljivost
svake od veli#ina X ili Y, Statika taZnost ovakveg pisaZa,
ogranidena je jedino mrtvim hodom servosistema 'l obi¥no je bo;
lja od ©,1% pune skale. DinamiSka ta%nost je dovoljna da pr#-
ti 1 brZe promene napona (1 do 2 Hz) koje se javljaju kao izla-
zne velifina u rafunaru, ali je ograni¥ena, tako da se mogu po-
stiéi brzine od oko 25 do 50 cm/sec

X - Y pisa® se mo¥e koristiti 1 za bele¥enje naponskih funkci~
ja u zavisnosti od vremena. Ovo se postiZe na taf naZin Sto seé
na ulaz X dovodi napon X(t) = K<t, Ovaj napon se dobija iz
jednog od integratora na rafunaru, ako se na ulaz lntegratora
dovede konstantan napon, preko potenciometra. Na ulaz Y pisa¥a
dovodi se naponska funkcija &1ji se grafiZki oblik Zeli zabele-
£iti (nacrtatl) u zavisnostl od vremena, Na slici 5 u Prilogu
prikazan je izgled X - Y pisad&a.

3.9. Automatskil izhor izlaza ~ selektor

Prilikom reSavanja nekog problema na analognom raunaru, kao iz-
lazna funkciia koja“se £eli posmatrati il1i beleZXiti, mo¥e da bu-
de 1zlazna veliZina iz ma kojeg raZunskog elementa. Pored toga,
u toku rada je vrlo &esto potrebnb kontrolisati izlazne veli¥i-
ne koje se javljaju na pojedinim radunskim elementima. Naprimer,
‘u refimu postavljanja potenciometara treba omoguéiti lako pos~
matranje izlaza iz pojedinih potenciometara, kako bl se lako i
brzolmogli'postavljati Potenciometri prema referentnom potencio-
metru {vidi sl, 3.2.2).

Da bi se olakZala manipulacija oko dovodjenja izlaza iz pojedi-
nih rafunskih elemenata na uredjaje za ofitavanje i kontreolu, u
savremenim rafunarima nalazi se posebna logi¥ko - prekida&ka
mrefa - selektor pomocdu koje se moZe na jednostavan nadin odab-
rati naponska funkcija koja se ¥eli posmatrati. Komandovanije o-
vom logiéko-prekida¥kom mreZfom vr¥i se pomodu tri niza dtrki.f
od kojih je prvi niz obelefen slovima A i P, a druga dva ni-
za cbelefena su brojevima od ¢ do 9. Pritiskom na po jednu dir-

N b e pedtes S Voo
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ku iz svakog niza formira se trozna®ni k&d, a na izlaz selekto-
ra prenosi se izlaz onog radunskog elementa koji nosi odgovara~
juéi k84. Kod analegnog rafunara TARA=-50, naprimer, koji sadr-
Z1 50 racdunskih pojatavada, svi pojacdavafi su rasporedjeni na
selektoru od A00 do A49. Potenciometri, kojih ima 60, raspo-
redjeni su od P00 do P59. Pritiskom na po jednu dirku iz sva-
kog niza dirki na selektoru (sl. 3.9.1) formira se naprimer oz-
naka A26 3to zna®i da je na izlaz selektora doveden izlazni na-
pon koji dolazl iz pojaava¥a cbelefenog sa brojem 26. Na sli-
&an nadin, ako se pritiskom na dirke selektora formira oznaka
P38, na izlazu selektora bide doveden izlazni napon sa potencio~
metra oznafenog sa brojem 38,

A 00—

A Q1 ———

IZLAZ
(A26}

O\
CIoISIIGICIOINIOJO,
@EOMNVOOOOO

8l. 3.9.1. Selektor

Ako se sada, izlaz selektora povefe sa instrumentom, ili se do-
vede na Y osu pisa%a 111 osciloskopa, onda se vrlo lako i brzo,
samo pritiskom na tri dirke, moZe dovesti izlaz iz bilo kojeg
ratunskog elementa na odgovarajudéi uredjaj za o&itavanje rezul-
tata.
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I. RESAVANJE OBIENIH DIFERENCIJALNIH JEDNASINA

Univerzalni analogni rafunari prvenstvenc su namenjeni za rela-
vanje problema koji se mogu opisati pomodu ohi¥nih diferemcijal-
nih jednafina kac i sistema diferencijalnih jednaZina. U owoj
¢emo glavi razmatrati refavanje obi#nih diferencijainih jedna-
Zina pomodu analognog ra¥unara.

Matemati®ki posmatrano, obi&ne diferencijalne jednatine sogu se
podeliti u tri osnovne grupe i to:
1. Linearne diferencijalne jedna¥ine sa konstantnim ko—
eficijentima,
2. Linearne diferencijalne jedna¥ine sa promenliivim ko-
eficijentima i
3. Nelinearne diferencijalne jednadine.

Prve dve grupe mogu se podeliti na homogene i nehomogene difere—
ncijalne jednacine.

U ovom ¢femo se izlaganju najpre osvrnuti na matematifke osnove
refavanja ovih jednaZina.

1. HOMOGENE LINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE SA KONSTANTNIN
KOEF ICIJENTIMA

1.1, Matemati®ke osnove

Pod linearnom diferencijalnom jednadinom n-tog reda podrazume-
va se, kao %to je poznato, jedna¥ina koja je linearna po nmepoz-
natoj funkciji i njenim izvodima do reda n, a ma kako fiqurisa-
la nezavisno promenljiva. To je, dakle, jednaZina oblika

d™x an-lx

_—

R ogen n=1 ggn=1

teeta, Ey g ) (1.1.1)
gde su a; (1=0,1, «.. , n) i £f(t) funkcijeod t ili
konstante. Ako funkcija £f(t) ne figuriZe u jednafini (1.1.1),
g W=o,
1, ... , n) konstante, onda se jednaZina (1.1.1) naxziva line—-
arna diferencijalna jedna¥ina sa konstantnim koeficijentima.

onda se ovakva jedna¥ina naziva homogena. Akc su a

JednaZina (1.1.1) moZe se napisati i u obliku
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L{p)'x = £(t) (1.1.2)

ako su koeficijenti a; (i=0,1, ... , n) konstante, gde je sa
L(p) oznaden linearni operator oblika

n=1

Lip) = anpn +a p + se0 4+ ap + a, {1.1.3)

n-1

gde je p = d/dt 1 predstavlja diferencijalni operator po t.
Funkcija f£(t) naziva se ponekad ulazna funkcija. Vrednosti
funkeije =x(t) 41 njenih (n-1) izvoda za t =0, nazivaju se
pofetni uslovi, koji su dati u obliku

x(0) = x5, x'(0) =x, oo, =P (o) = x2 19

gde je sa x(i) oznafen izvod funkcije dix/dti.

Iz teorije diferencijalnih jednaZina, poznato je da se opite re-
%enje nehomogene linearne diferencijalne jednaline (1.1.1) do-
bija kao zbir op3teg refenja homogenog dela jedna¥ine 1 partiku-
larnog reZenja date jedna&ine (koje ne sadr#i proizvoljne kons-
tante). Stoga femo se najpre osvrnuti na reSavanje homogene li-
nearne diferencijalne jednaZine sa konstantnim koeficijentima.

JednaZina .
L(p)ex =0 (1.1.5)

je homogena jedna&ina i dobija se kada se leva strana jednafine
(1.1.1), odnosno (1.1.2) izjedna®i sa nulom, a mo¥e se re3iti

ako se stavi rt
X =e (1.1.6)

i jedna®ina (1.1.5) skrati sa faktorom et # 0. Kao rezultat
ove smene doblija se jedna%ina n-tog stepena po r, cbllka

L(r) = 0 ' (1.1.7)
koja se nazlva karakteristi¥na jednaina.

Algebarska jednatina (1.1.7), n-tog stepena po r, ima n ko-
rena £yr Y34 +»» 5 L,. Svakom od ovih korena odgovara pc je=-
dno redenje (1.1.6) diferencijalne jedna&ine (1.1.5). Za nala-
Jenje op%tey refenja jednafine (1.1.5) potrebno je analizirati
sledede mogufe slufajeve korena karakteristi&ne jednadine.

1°. 3vi koreni karakteristi®ne jedna®ine (1.1.7) su re-

i e e IR 2 I SR . o



- 153 -

alni i razliiti. Kako su funkcije

rt

rpt
e , e 27,

ve. , €0t (1.1.8}

refenja diferencijalne jedna&ine (1.1.5}, a linearno su ﬁezavi-
sne, to opite redenje ima oblik

t

* + Czerz_

t

x(t) = Cre’! + +es 4 Cpe'n (1.1.9)

gde su ¢€,, C», ... , C, proizvoline konstante.

2°, sSvi koreni karakteristifne jednadine su realni,
ali medju njima ima i viZestrukih korena. Da bi se i u ovom
slufaju dobilo n linearno nezavisnih funkcija, radi debijanja
opiteg re3enja, potrebno je za svaki koren Ty koji se'javlja
ki puta obrazovati funkcije

rit' r:t rit 1 rst

e teTit, g2eTit, .., tRi7! Ti (1.1.10)

Mofe se pokazati da ovako obrazovane funkcije &ine n linear-
no nezavisnih reSenja diferencijalne jednadine (1.1.5), pa nji-
hova linearna kombinacija sa n proizvoljnih konstanata C,
(1 =1, 2, ... , n) daje opite refenje JednaZine (1.1.5).

3°. Medju korenima jedna&ine (1.1.7) nalaze se i ko-
njugovano kompleksni koreni. Koristeéi relacije iz teorije-kom—
pleksnih funkcija realne promenljive mo¥e se pokazati da je za
dobijanje n 1linearno nezavisnih funkcija, u cilju formiranja
opSteg refenja jedna¥ine (1.1.5) pdtrebno svakom konjugovano
kompleksﬁom korenu pripisati fﬁnkcije

e®it cospit, "% singit (1.1.11)
gde je predpostavljeno da je koren r; konjugovaho kompleksan,
tj. n, jBi' Linearnom kombinacijom ovih funkcija sa n pro-
izvoljnih konstanata C, (i=1 2, ... , n) doblja se opste

refenje jednaZine (1.1.5).

4°, Medju korenima jednadine (1.1.7) nalaze se viZe-
struki konjugovano kompleksni koreni. U ovom sluiaju treba pri-
meniti sliZan postupak kao i u sluZaju viZestrukih realnih ko-
rena. Tako, ako se koren r, = a, ¢ 8, pojavljuje k; puta,
to za viSestrukost korena a, + jB; treba uvestl funkclje
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elogtiByt  (ageiBydt k-l (age3Bg)t (1.1.12)

a za viSestrukost korena a, - jBi treba uvesti funkcije
e(ui-JBi)t’ te(Gi“JBi)t, vee , thimlg(ai-JB4)t (1_1_135

Razdvajajuéi realne i imaginarne delove, lako se dolazi do
2k; realnih refenja jedna¥ine (1.1.5) oblika

eait

cosBit, te“itcosait, ees tki'le“itcosait (1.1.14)

e“itsinsit, te“itsinﬁit, ces tki'leaitsinﬂit (1.1.15)

Na ovaj se na&in formira n linearno nezavisnih funkcija 1 nji—
hovom linearnom kombinacijom sa n proizvoljnih konstanata

Ci (i=1, 2, ... , n) dobija se opite reZenje jednadine
(1.1.5).

Da bi se dobilo potpuno refenje nekog fizifkog problema koji Je
opisan linearnom diferencijalnom jedna&inom, potrebno je uvest]
i pofetne uslove, koji odredjuju jedno partikularno refenje ho-
mogene jednadine. Uvodjenjem pofetnih nslova u op#te redenje
homogené linearne diferencijalne jednaline sa konstantnim koefi~-
cijentima, ocdredjuju se proizvoljne konstante c; (1 =1, 2,

+++ ¢ N). Ovo zahetva re3avanje n simultanih linearnih alge-
barskih jednafina od n nepoznatih, jer je potrebno izjednasiti
vrednosti za x i prvih n -1 izvodaod x, za t = 0, sa n
datih konstanata X,, Xgs ss- o xén'l), a prema (1.1.4). Prema
tome, ako se uzme refenje (1.1.9) jedna¥ine (1.1.5), nadje pr-'
vih n -1 izvoda, te za t = 0 izjedna¥l sa odgovarajuéim
konstantama (1.1.4) dobija se sistem

Cy +Cy + oo 4+ C = x,

Ciry+ Caxp + *** + Cpr, = x),
v gl y il s cnrﬁ'l = xén'l) (1.1.16)

iz kojeg se mogu odrediti proizvoljne konstante C; (i = 1, 2,
eee £ D). '

Predhodna izlaganja pokazuju koliko treba uloZiti truda i rada
da bi se reXila jedna homogena linearna diferencijalna jedna&i~
na sa konstantnim koeficijentima za odredjene pofetne uslove,
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iako je teorijski potpuno jasan put i na¥in refavanja iste.
Akoc je, naprimer, red n visok i ako se tra¥i analiza redenja
jedna&ine za slu¥aj variranija koeficijenata i poZetnih uslova,
onda se mora neki od koraka reZavanja ponavljati vi%e puta za
avaku od navedenih promena bilo koeficijenata bilo pofetnih us-
lova. U praksi, broj ovih varijacija moZe da bude na stotine i-
11 hiljade, tako da matematifko ili numerifko reZavanje postaje
vrlo zamorno i dugotrajno. Medjutim, analogni radunar ovde moZe
da posluZi kao vrld pogodno pomoéno sredstvo bad za ovakva is-
traZivanja, jer se svaka promena bilo konstante bilo poletnog
uslova, kao Zto de se videti, svodi na jednostavno podefavanje
nekog potenciometra i na posmatranje reSenja.

1.2 Struktura programa

Ako na analognom ra®unaru trebz da se relava jedna chiéna line-
arna homogena diferencijalna jednadina sa konstantnim koefici-
jentima, onda je potrebno imati na raspelaganju sledede rafun-
ske elemente:

- sabirate,

- integratore i

- potenciometre za mnoZenje sa konstantom.
O ovim komponentama bile je refi ranije (I deo, 1, 2, 3}.
Diferencijalne jednaZine se na analognom rafunaru reSavaju tako
da se lzbegava operacija diferenciranja, po3tc se ova operacija
ne mofe pogodno realizovati usled pojave nezanemarljive velikog
5uma. Stoga se redenje diferencijalnih jedna&ina dobija pomodu
aperacije integracije, pa se programirahje sastoji u tome da se
jedngtina transformiZe tako da se najvi¥i izved po nezavisno
promenljivoj nalazi na levoj strani, a svi ostali Zlanovi na
desnoj strani jednafine. Drugim refima, diferencijalnu jedna&i-
nu treba reSiti po najviZem izvodu. Da bismo pokazali naé&in pro-
gramjranja uzmimo kac primer jedna&inu .

a | .
agp+ bx = 0 _ (1.2.1)

koju treba refiti za podetni uslov x{0} = x,.
Posle refenja po najviSem izvodu jednafina (1.2.1}) postaje
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g% = - -E X (1-2-2}
Da bi se ova jednalina postavila na raXunar, potrebno je da sei
svaka veli&ina predstavi pomocdu napona. Predpostavimo da se u
nekoj tafki raZunara ved nalazi napon proporcionalan sa dx/dat.
Ako se taj napon dovede u integrator, koji ujedno i menja znak
{Prvi deo I, 3.2), onda se na njegovom izlazu javlja napon
proporcionalan sa - x (sl. 1,2.1}. Ako se sada oV;j napon po~

‘%—M—‘-%

s1. 1.2.1. Formiranje programa za reSavanje
diferencijalne jednaSine (1.2.2)

rno¥i sa b/a, pomodu potenciometra na kojem se postavi brojna
vrednost b/a (0 < b/a < 1), onda se dobija ¥lan koji se nalazi
na desnoj strani jedna¥ine (1.2.2). Polito jedna¥ina (1.2.2) is-
kazuje tvrdnju da su dx/dt i -(b/a}x Jjednaki, to je potrehno
ove dve velifine i naponski izjedna®iti. Ovo se postife, ako de
tafke na rafunaru, u kbj:l.m'a se javlijaju ove dve velifine, spo-
je na kratko, kao‘§to prikazuje slika 1.2.2. Na ovaj na¥in do-

N L I .~ bfa

dt -X . b

s1. 1.2.2._'Strukturi programa za relavanje
jedna&ine (1.2.2)

- bija se struktu:na blok Eema programas 1a reiavanje jednaZine :
. (1.2:2) na analognom raEunaru.

Neka je potrehno re!iti na annlognom racunaru diferencijnlnu je-
dnaainu,dzugog reda oblika '

..—! + a;ﬁ +* a;y = 0 (1.2.3)

C A B e S T . Vo
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za pofetne uslove y(0) =y, 1 y'(0) = y; .
Ako se jednadina (1.2.3) re$i po najviSem izvodu dobija se

2 Az
d_yu—-_-.é.y._._.y (1.2.4)

Iz jedna®ine {1.2.4) se vidi da je potrebno sabrati veliline
dly

a; 4dy _ a2 .
a, dc i a y da bi se dobio najvidi izvod P . Ovo se

izvodi pomodu sabirafa (sl. 1.2.3). Na njegovom se izlazu dobi-

L ¥
[« :::’___mm Eﬁ%
LGy T dt
a; dt

S1. 1.2.3. Formiranje programa za re3avanje diferen-
c¢ijalne jedna&ine (1.2.4); korak 1.
az
ja sada napon proporcionalan sa - __% r jer sabirad pored ope-
dt
racije sabiranja vrEi i promenu znaka (v. Prvi deo I, 3.1).

Ako se uzmu dva integratora i dobijeni izlaz iz sabiraga do-
vede na ulaz prvog, a izlaz prvog potom na ulaz drugog integra-
tora, dobijaju se naponi proporcionalni sa dy/dt 1 sa -y

{sl, 1.2.4), na izlazima odgovaraiuéih integratora. Da bi se

-{%y dg dy

AN dt? dt -y
_ady"
ardt

81. 1.2.4. Formiranje programa za reSavanje diferen-
cijalne jednafine (1.2.4); korak 2.

formirala strukturna %ema za reSavanje jednacine (1.2.4) potre-
bno je veliZinu dy/dt pomnoZiti sa a./a . (0 < a/a; < 1},
pomodu potenciometra na kojem se postavi brojna vrednost ove
konstante. Na isti se na®in pomnoZi i velifina - y sa ay/a.
{0 < as/a; < 1). Kako je veli¥ina {ay/a,) {dy/dt) pozitivna,
a jedna¥ina (1.2.4) zahteva da ova velifina bude negativna,
mora se izvrXiti promena znaka pomodu jo3 jednog sabiraffa. Sada
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se ovako formirane veliZine - {a;/a)){dy/dt) 1 - (as/a1}y
dovode na odgovarajude ulaze sabirafa, na kojima je predposta-
vljeno da se veé nalaze (sl. 1.2.3), te se tako dobija struk-
turna blok Sema programa za redavanje (sl1. 1.2.5) Jjedna¥ine
(1.2.4).

-

§1. 1.2.5. Struktura programa za relavanje
jednadine (1.2.4).

Iz ova dva primera se vidi da je, za dobijanje strukturne blok
Seme programa za red3avanje homogenih linearnih diferencijalnih
jednatina na analognom rafunaru, potrebne pridr¥favati se slede-
deg postupka:

1. Diferencijalna jednaZina se reXi po najvilem izvedu, tj.
sa leve strane se ostavi Zlan koji sadrfi najvisi izvod, dok se
na desnu stranu prebace svi ostali &lanovi jednadine.

2. Predpostavi se da na izlazu jednog sabiraZa postojl na-
pon proporcionalan najviZem izvodu u diferencijalnoj jednadini.

3. Ovaj se napon integrali onpoliko puta koliko je potrebno
da se dobiju sve promenljive koje figuriZu na desnoj strani di-
ferencijalne jednaiine

4. Funkcija 1 njeni izvodi mnoZe se odgovarajudim konstanta-
ma, & ako je potrebno menja im se znak, zatim se dovode kao u-
lazne velifine u sabira® na #ijem izlazu, prema 2. postoji na-
pon proporcionalan najviZem izvodu.

5. Na kraju se obezbedi prisustvo pofetnih uslova na odgo-
varajude integratore, o %emu de bitl re&i kasnije, ¥ime je pro-
gram sastavlijen.

Na isti se natin sastavija program i za sistem homogenih line-
arnih diferencijalnih jedna¥ina sa konstantnim koeficijentima.
Svaka od jednafina sistema se najpre ré¥i po majvifem izvedu

jedne funkcije i predpostavi se da je taj najviii izwvod poznat.

L e e Ca T P . . 0
|
i
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Zatim se svaki od njith integrali potrebar bro} puta i obrazuju
se svi &lanovi koji se pojavlijuju u sistemu diferencijalnih je-
dna¥ina. Ovako obrazovani &lanovi se dovode na odgovarajude u-
laze, tako da e ostwvare uslovi zadati sistemom diferencijalnih
' jednaina, &ime se dobija struktuxna blok Bema progzuma Radi
objainjenja naveden je slededéi primer:

Neka je aadat gsistem diferencijalnih jednaZina koji treba re¥i-
ti pomodu analognog rafunara

o+ my +mz b anie0 (1.2.5)
Z 4+ bid + byz-byy=0

gde su a;, &2, &3, b3, b, i b, pozitivhe konstante manje
od jedinice. Kada se sistem (1.2.5) reli pc najvi¥im izvodima

dobija se f = - A,y - a2 - az : (1.2.6)
z

= - h;i - biz + Day
Frimenem opisanog postupka lako se dolazi do programa za reSava-
nje sistexa diferencijalnih jedna®ina (1.2.6) na analognom ragu-
naru (sl. 1.2.6).

e e

81. 1 2.&. Em wn t T4 rn,hmju mu— .
' d.tturmijthuh jadndm {1.2.6)
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- Smanjenje broja rafunskih elemenata

Ako se postupa po gornjim pravilima onda se dobija taZna struk-
turna blok Zema programa. Medjutim, prilikom sastavljanja blok
%eme programa mogu se radunskl elementl koristiti ekononi¥nije
ako se ima u vidu Zinjenica da integrator vr#i i sumiranje ula-
znih napona.

U primeru prilikom reSavanja jednaZine (1.2.4) koristi se blok
%Yema data na slici (1.2.5). Ovde se na dva ulaza u prvi integra-
tor dovode veli¥ine ~- (ap/a;)(dy/dt} 1 =(as/a;)y. pri Semu

se na njegovom izlazu javlja veli¥ina - (dy/dt), a na izlazu
drugog integratora + y (sl. 1.2.7). Odavde se odmah vidi da

je za dobijanje prvog &lana dovoljno pomnoZiti izlaznu velitinu
iz prvog integratora , pomodu potenciometra, sa az/a; 1 dove-

- _dy +y -y
o &

sl. 1.2.7. Struktura programa sa smanjenim brojem rafun-
gkih elemenata za reSavanje jedna¥ine (1.2.4)

sti je direktno na jedan od ulaza istog integratora. Za dobija-

nje drugog &lana potrebno je veliZini + y prvo promeniti znak,
pomodu sabirada, a .zatim tako dobijenu veli&inu pomno#iti, pomo-
éu drugog potenciometra, sa as/a,; i dovesti na drugi ulaz pr-

vog integratora.

Poredjenjem slika 1.2.5 i 1.2.7 wvidi se da je, uz malu tran-
sformaciju strukturne blok Zeme, ustedjen jedan ra¥unski elemant;
u ovem sluXaju sabira®. Na slian se na¥in, posmatranjem slike
1.2.6, mo¥e zakljufiti da izlazna veli¥ina - y iz sabirada

{1) ne slu¥i nifemu drugom, sem kao ulazna velifina u integra-
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tor (2). Isto tako se i izlazna vellZina iz sabiraZa (4) dovo-
di samo na ulaz integratora {5). Ako se 1 ovde igkoristi nave-
dena osobina integratora, mogu se jzvriiti sli¥ne u¥tede, te se
tako dobija upro¥éena strukturna blok 3ema data na slieci 1.2.8,
za refavanje sistema jedna¥ina {1.2.6). Ovde treba napcmenuti

8,2 a:;z D - ——b—}—:y

()

mn
&)

-b,y +Z -2 +Z

b,z by2 p_ b _ —

S1. 1.2.8. Struktura programa sa smanjenim brojem radunskih
elemenata za refavanje sistema jednafina {1.2.6)

da se ovakve ultede, tj. iombinovanje sabiranja i integriranja,
mogu vrliti uvek kada se najvisi izvod promenljive odgovarajuce
jedna&ine ne pojavljuje na nekom drugom mestu u jednatini ili
sistemu jednaina, 1li ako nije potrebno da postoji radi mere-
nija 111 o&itavanja. ’ ‘
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1.3. Uvodienje poletnih usiova 7
Kao ¥to je ranije refemo (Prvi deo I, 3.2) integrator radi ta-
ko da mu se na izlazu javlja funkcija proporciocnalna sa
t
yit) = - I x{t)dt + y(0) : (1.3.1)
0

gde je x(t) ulasna veliZina u integrator, a y(0)} veliZina .
koja se dovodi na poseban ulas integratora. Ova se veli¥ina na+
siva integraciona komstanta ili podetni uslov, od koje mbagrar
tor polinje da radi, tj. t.o je napon na koji je napunien konden-
zator integratora pre potetka rada. Takodje je poznato da se pb-
stavljanje integracione konstante 11i polietnog uslova kod analo-
gnog rafunara mofe vriiti na dva nafina i tos '

- punjenjem kondensatora u povratnoj spresi integratora.
pre pofetka intogruc:lje i1i

- dodavanjem integracione konstanu posle izvriene inte- !} .
gracije.

Prema tome, ako se Jale postaviti po¥etni uslovi, prilikom re-
Savanja nekog prohl.eun na analognom rsd®unary, mogu se koristiti
jedan od ova dva. opum na¥ina. Vrednost poletnog uslova se do-
vodi prekc potenciometra na poseban ulaz u integrator, akeo se

_ koristi prvi nafin. Tako napriser, potpuna strukturna Blok Bema
programa sa re#avanje jednafine (1.2.2) data je ma slici 1.3.1.

} S-_L.-A-l;g!_-;l. ?mn- u gm nm n Me
' j.dnl&lm (1.2.2)



- 163 -

Vrednost x(0) = x, formira se tako $to se jedini¥ni radunski
napon U pomnofi pomodu potenciometra sa brojnom vrednoldu x,,
u nekoj razmeri i dovodi se na ulaz za pofetni uslov u integra-
tor. ‘ '

Na slifan na%in, prilikom relavanija jednaZine (1.2.4) poletni
uslovi se dovode na integratore, kao prema slieci 1.3.2. '

sl. 1.3.2. Program sa podetnim uslovima za refavanje
jednadine (1.2.4)

Ako gse koristi drugi naZin postavljanja poetnih uslova, napri-
mexr, za reSavanje jednafine (1.2.4), onda bi strukturna blok
Sema programa izgledala kac na slici 1.3.3. Sa slike se vidi da
se 1zlaz iz integratora (1) vodi preko potenciometra na njegov
ulaz 1 na integrator (2). Stogs je potrebno dovesti pofetni u- -
slov y,, na oba mesta, a pored toga, tamo gde je potrebno, pom—
no¥iti ga sa odgovarajuéom konstantom (Prvi deo II, 2.3). To

je u ovom slufaju i u€injeno na ulazu_u'integrator (1), te je
njegov poletni uslov pemno¥en konstantom a./a, preko potencl-
ometra (1). :

1.4, Razmers za 3avisno Promenliivu

ﬂndznatg_jerd'rnnije_aa se analogni rafunax sastbjt’od skupa

ra&ﬁnaiih elemenata koli, predstavijaju fizilke urg@jajé name-
njene za obavljanje odredjenih matematifkih operacija. Prema



- 164 -

tome, ako se ovi rafunski elementi poveZu prema strukturnoj
blok #emi programa, onda se mofe uspostaviti analogni model Ze~

S1. 1.3.3. Program sa uvodjeniem pofetnih uslova
preko ulaza u sledede ralunske elemente

ljenog problema. Medjutim, kao i svaki fiziZki objekt, elektron-
ski analogni rafunar ima svoja ogranifenja, unutar kojih vaZe
matematifke relacije nad fizikim veli¥inama, u ovom slufaju na-
ponina, koje opisuju ponafanie pojedinih rafunskih elemenata.
Stoga je potrebno da promenljive problema koji se reZava, budu
postavljene na rafunar tako da se odgovarajudi naponi menjaju

u radnom opsegu svakog ratunskog elementa. To znadi, treba od-
rediti razmere za svaku promenljivu koja figurile u problemu,
kako bi ocdgovarajudi napon na rafunskom elementu bio u dozvo-.
ljenim granicama. Naponi, ili maZinske promenljive, koje su ve-
zane za pojedine rafunske elemente, moraju se obavezno menjati
unutar unapred utvrdjenih granica (obi¥no #100V, 250V 114 tlév),
da bi se izbegla preopteredenija ili zasidenja covih elemenata.
Univerzalni analogni ra¥unari imaju ugradjene indikatore preop-
teredenja koji upozoravaju operatora na eventualno preopterede-
nje nekog od rafunskih elemenata.

Sa druge strane, da bi se utlcaj gresaka, keje smanjuju tanost
operacije koju izvrSava odredjeni rafunski element (kao Sto si
greske usled kona¥nog pojafanja, drifta, kona¥ne ulazne struje
kod pojatavaZa i sl., - Prvi deo, I, 3.4), smanjio na najmanin

[ L e el e T i
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meru, pofeljno je da se svaka mafinska promenljiva menja u gra-
nicama najveéih dozvoljenih ra¥unskih napona rafunara. Tako,
ako se radl o radunaru sa rafunskim naponom 10V, poZeljno Jje
da se naponske funkcije kreéu u granicama - 10V, + 1l0V.

Ranlje su definisani (Prvi deo, I) koeficljentil razmere k za
svaki rafunski element kada je refeno da ti koeficijenti pokazu-
ju sa kolike jedinica fiziZke velifine, tj. napona je predstav-
ljena odgovarajufa matematika veli&ina (Prvi deo, I.1l). Ovde

je ta definicija profirena, tj. na univerzalnom analognom rafu-
naru su promenljive veli&ine nekog problema, odnoshno X, ¥, «..
predstavljene pomodu odgovarajuéih maZinskib wvelifina il1i napon-
skih veli&ina - tj. napona X, ¥, ... , tako da je

X =kyX, Y = Kky¥s -:» (1.4.1)

gde su ky, ky,'... , koeficijenti razmere, preko kojih se usa-
gladavaju brojne vrednosti pojedinih fizi&kih veli&ina. Koefici-
jente razmere ky, ky, .+. . treba birati tako da apsolutna vre-
dnost svake ma¥%inske promenliive X, ¥, ... , bude 5to veéa, a
da pri tome ne predje dozvoljene grani¥ne vrednosti (+100V,
50V 111 *10W).

Maksimalni dozvocljeni napon po apsolutnoj vrednosti, koji se ko-
risti v nekom elektronskom analognom rafunaru, obifno se naziva
radunski napon radunara U. Tako naprimer, ako raZunar radi sa
£100V rafunski napon radunara U d¢e biti 100V, ako rafunar
radi sa *50V, rafunski napon &e biti 50V. Za tranzistorske a-
nalogne rafunare, kojl rade sa *10V, rafunski napon 1§ 10V.
U svim ovim slufajevima koeficijent razmere definiSe se relaci-
“jom: Ky = % ¢ U [ \ ]
X T ox jedinica za x

(1.4.2)
i%|max
gde je |x|pax hajveda ofekivana vrednost promenljive x po
modulu. Ovde treba primetiti da se sve maSinske promenljlive
krefu u opsegu +U i -U. Iz praktifnih razloga kod univerzail-
-nih analegnih rafunara koeficijent razmere %, bira se take da
_ima pogodnu zackrufenu vrednost oblika 108, 2-30" 411 5e100
{n =0, *1, 2, ... ), ili, redje, 2,5-107 i 4-10°, Medjutim,
kod specijalizovanih ra¥unara ky mo¥e se izabrati taxo da je
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N
[%| max

Treba primetiti da je za izbor koeficijenata razmere potrebno
odrediti maksimalne vrednosti pojedinih promenljivih veli&ina
problema. Ako je problem fizifke prirode, onda se &esto, na os-
novu fizifkih zakona mogu pribliZno odrediti maksimalne mogude
vrednosti pojedinih veliZina. Ponekad se uzimaju proizvolijne
razmere i problem se tako postavi ne radunar, pa se posle jedne
ili nekoliko proba na radunaru izvr¥i izbor razmere, Kod sloZe-
nijih problema metoda probanja se fe¥de koristi, jer se brie do-
lazi do rezultata.

Kada su faktori razmere odabrani, onda se pi¥u tzv. mafinske

jednaZine. Ove jedna&ine su ustvari veze izmedju naponskih ve-
li%ina unutar rafunara. Ma¥%inske jednaline se, prema tome, do-
bijaju kada se promenljive Xy ¥r v+« , ZzZamene na slededi na-

&in
X b4
x—'}-{-;-, -E, ‘e {(1.4.3)

vaZno je ovde napomenuti da se promenljive X, ¥, ... , javlja-
ju kao naponi &ije maksimalne apsolutne vrednosti ne mogu da
predju rafunski napon rafunara.

Koeficijenti razmere k. kyr ++. . odredjuju broj volti po je-
dinici fiziZke veli&ine x, y, ... , pa se &esto ovaj napon na-
ziva jediniZni napon za odgovarajudu promenlijivu x, v, ... .
ako u nekom problemu figurife vife promenliivih, pogodno je da
jediniZni napon za sve promenljive bude jednak, medjutim, ako
je sa gledi&ta razmere na rafupnaru ovo nepogodno, onda razli&i-
te promenljive wogu imati razlifite jedini¥ne napone.

Na primeru algebarskog sabiranja
Y = a;x, + a,x, (1.4.4)

gde Je 0« a, <1; 0<a, £2; |x| 80 |[x,] < 60; prika-
zan je nadin odredjivanja razmera.

Neka je rafunski napon radunara U 10v. Stavimo da je

X
K o=t d0 .y % 10
xy X,y 80 X, X2 60

{1.4.5)

pa kako je
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Y = {aX; + a¥z2] € Jayx;| + |axa| € 80 + 120 = 200
to je
Ky = 4 ¢ L0 (1.4.6)
y“"y\zoo « 8.

Zamenom vrednosti za x,, x, i y iz {(1.4.5) i (1.4.6) u
(1.4.4) dobija se maZinska jedna®ina

1,k ak
Y ="2Lx 4+ ~§—1 X, (1.4.7)
kX1 X2

Ovde se mogu usvojiti razliZiti koeficijenti razmere:

1° ako Se, naprimer, usvoje slededi koeficijenti razmere
kx1 = kx2 = 0,1 i ky = 0,05 jednafina (1.4.7) posta-
je:
Y =20,5 a¥; +0,5 a:X, (1.4.8)
2° Ako se usvoji da su svi koeficijenti razmere jednaki, onda
se to ¢ini na osnovu najmanjeg, pa je tada
kyy = kg, = ky = 0,05

i jednaZina (1.4.7) postaje
Y = a;% + a:X; (1.4.9)

Kako koeficijent a; mofe da uzima vrednosti do a, = 2,
to se veliina X; mora pomnofiti sa 0,lra; i dovesti
na ulaz 10 u sabiraé&.

3° ako se, pak, usvoje slededi koeficijenti razmere
kx, = 0,1; kx,=0,15 1 ky=0,05; tada jednadina
(1.4.7) glasi
Y = 0,5 a;X; + 0,333 a,X, - (1.4.10)
Na sliei 1.4.1. a, b 1 ¢ prikazani su sabira®i i potencio-
metri pomocu kcjih se realizuju maZinske jednadine (1.4.8),

{1.4,9) 1 (1.4.10).

1.5. Razmera za nezavisnc promenljivu

Svaki racunski element, kako je ranije re¥eno, cbavlja ievesnu
matematidku coperaciju nad naponima koji se menjaju u toku vreme-
ha. Prema tome, nezavisno promenljiva veliZina kod analognih ra-
Cunara je vreme. Stoga ako se neki matematifki problem reZava
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pomoéu analognog rafunara, onda nezavisno promenljiva problema

mora da odgovara , u nekoj razmeri, vremenu rada rafunara. Za
obi¥ne diferencijalne jednafine, koje se reSavaju na analognom
rafunaru, nezavisno promenljiva se predstavlja sa vremenom <
rada ra&unara. Ovo je naro¥iton pogodno, ako se pomo€u ana-
lognog ra&unara proufavaju dinamiZki sistemi, koji su opisani
pomodu diferencijalnih jedna&ina, jer je £ kod njih nezavisno
promenljiva vreme.

05gq,

S1, 1.4.1. - Primeri odredjivanja razmere z& zavisno
promenljivu

Prema tome, ako se nezavisno promenljiva problema ili vreme ¢t
predstavi sa maZinskim vremenom T u razmeri 1:1 {t = 1),
tada se kaZe da radunar radi u realnoj vremenskoj razme.i. Jed-
noj sekundi u problému odgovara jedna sekunda rada radunara, te
se na radunaru dobija realna vremenska interpretacija svih pro-
menljivih velidina fizi¥kog procesa koji se proudava ili simuli-



- 169 -

ra. Rad u realnoj vremenskoj razmeri €esto se zahteva kada je,
naprimer, analogni raunar ukljuZen u sam proces te &ini njegov
sastavni deo, ili kada se ponaZanje pojedinih stvarnih elemena-
ta ili vredijaja ispituje pomoéu analognog rafunara.

Medjutim, vrlo Sesto, realna vremenska razmera mofe da bude ne-
podesna za refavanje problema pomodun analognog ra¥unara. Tako,
ako se, pomodu analognog ra¥unara, ispituju vrlo brze pojave,
tada rafunar treba da u vrlo kratkom vremenu cbavi potrebne o-
peracije, pa se javljaju problemi prencsa visokih ufestanosti.
S druge strane, kod sporih pojava, dugotrajna integracija bi i-
zazvala velike kumulativne greske. U takvim sluajevima, lzme-
dju vremena, ili nezavisno promenljive t i ma3inskog vzemena
T uspostavlja se relacija ' '

L T

T = a.t T (1.5.1)

gde je a; koeficijent razmere za vreme. Odmah treba primetiti
da je za a; > 1 vreme t usporeno na ralunaru, tj. da ratu-

nar radi sporije nego ¥to se stvarni proces odvija, a za inter-

val 0 < a, <1 vreme t na radunaru je ubrzanoc.

Prema tome, ako je potrebno izvriiti promenu vremenske razmere
u nekoj diferencijalnoj jednalini tada se, prema (1,?.1), svako
t+ mora zameniti niegovom vrednodéu, ti. :

1 - .
t= T T (1.5ﬂ2)
Pojedini izvodi, prema (1.5.1) i (1.5.2) bide tada
da d - .
E = q,t E = U‘t'p - . (1.1.‘-/}-3)
© 111 u opitem sluaju
e _  pdl _ n o - y .
d.tn at '_""‘"dtn ut P V(n'_ 1;?. .-o) : (1.5-‘)

U pogledu izbora vremenske razmere treba :géi da za probieme za
kcje se ne zahteva rad rafunara u realnom vremenu, izbor ove
razmere predstavlija kompromis izmedju Zelje za briin rafuna-
njem i moguénosti rada radumskih elemenata i uredjaji'sq ofita-
vanje refenja u pogledu frekventnog opsega koji daje optimalnu
ta¥nost. MaZinsko vreme rada jednoy sporoy analognog faﬁunara
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obifno iznosi 5 do 200 s, a prosefno traje 10 do 60 s.
Ako bi se uzelo da radunar radi du¥e od 300 s, tada bi greéké
usled drifta i kona&ne ulazne struje kod integratora (Prvi deé
I, 3.4) mogle da dovedu v pitanje ta%nost dobijenih re3enja. d
druge strane, suviZe brze promene utiZ%u na ta¥nost rada elektﬁo—
mehaniZkih radunskih komponenata. Stoga izbor vremenske razme-
re treba da bude takav da se izbegnu svi ovi uzroci grefaka. !

[
1.6, Primeri i

— . — i — - T e w me i e mem e

Kao primer proufavanja homogene linearne diferencijalne jednadii-
ne posmatrajmo mehaniki harmonijski oscilator (sl. 1.6.1), ko-

M “ x(t)

§1, 1.6.1, Mehani3ki harmonijski oscilator

ji se sastoji od mase M obeSene pomoéu opruge sa koeficijen-
tom elastifnosti K. Ako se masa M nekom spolja%njom silom i-
zvede iz ravnoteZfnog polo¥aja po vertikali i pusti, tada de kre-
tanje x(t) ove mase biti opisano diferencijalnom jednaZinom

M¥+Kx=0 (1.6.1)
za podetne uslove
x{0) = Ay ; 1 x(0) = A (1.6.2)

Jednadina (1.6.1) je homogena linearna diferencijalna jednai-
na sa konstantnim koeficijentima, Zije oplite refenje glasi

x =C; edut 4 C, e-Jut (1.6.3).

gde su C; i C; proizvoljne integracione konstante, a w je

G - s Ferd v o e ciBans bk Ak - s
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dato kao w = /ﬁ?ﬁ . Uvritavanjem pofetnih uslova i transfor-
macljom jednadine (1.6.3) dobija se jedna&ina kretanja mase M
u obliku

Ay
X = Ao coswt + - sinwt {(1.6.4)

koja se moZfe napisati u obliku

x = A sinlwt + ¢} {1.6.5}
gde su A
. Al s a2l -_O\Jz
A= A, + A% i tap = x in (1.6.6}

Iz jednadina (1.6.4), (1.6.5) 1 (1.6.6} vidi se da je karak-
teristika ovakveg sistema da mu je kretanje sinusnog oblika,
&¢ija je ugaona ufestanost w = YK/M, ili prirodna ufestanost

=0 L 1K
£ = 55 < 37 \m {1.6,7}
a amplituda A, te da je kretanje neprigufenc. Akc je x{0) =0

tada se re¥enije {1.6.5) jednadine (1.6.1} svodi na oblik

X = A, cos| %-t) {1.6.8)

Da bi se jednacina (1.6.1) postavila na radunar, treba je naj-

pre rediti po najviSem izvodu, t3.
. _ _K
X = N X (1.6.9)

Sada se predpostavi postojanje napona proporcionalnog sa X. 0d
ovako predpostavlijencg X treba na neki nadin dobiti &lan

- {X/MYx koji treba izjedna¥iti sa X, kao £to zahteva jednadi-
na {1.6.9). Kada se napon proporcionalan sa - ({K/M)x dobije,
isti se tada vodi u taéku gde se ranije predpostavile postoja-

nje napona proporcionalnoy sa . Ovakav se proces naziva "za-
tvaranje povratne sprege”, jer se ranije predpostavljena veli-
#ina (k) dobija ustvari vradanjem unazad velidine dobijene po
izvrienim odredjenim matematidkim operacijama nad predpostav-
lijenom velifinom (X). Ovo je jedan od najva¥nijih principa na

kojem se zasniva analogni radun i analogna tehnika.

Ako se velifina X dovede na ulaz integratora (1) (sl. 1.6.2},
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tada se na njegovom izlazu javlja velidina - x. Ponovnom inte-

§1l. 1.6.2. Principska blok Zema za re3avanje
jednadine (1.6.9)

gracijom veli¥ine - x pomodu integratora (2) dobija se velil-
Sina x. Da bi se dobila veli&ina ~(K/M)x, mora se upotrebiti
jedan sabira® (3), koji ovde slu%il samo za promenu znaka i na
#ljem se izlazu dobija -x i potenciometar (1) na kojem se
postavl brojna vrednost K/M. Predpostavimo da je u konkretnom
primeru (K/M) < 1. Sada se izlaz i potenciometra (1) spaja sa
ulazom u integrator (1), &ime je povratna sprega zatvorena i
zahtev jednafine (1.6.9) zadevoljen,

Da bi se dobllo re¥enje jedna¥ine (1.6.9) za odredjene pofetne
uslove (1.6.2}, potrebno je ma odgovarajucfe ulaze svakog 1nte{
gratora, preko potencicmetara (2) i (3), dovesti vrednosti po-!
tetnih usliova (sl. 1.6.2) sa odgovarajuéim znakom, Time jé re-
alizovana'strukgurqﬁ'blok Sema programa za postavljanje date
jednaZine na rafunar. Potrebno je jo¥ odrediti. razmere za poje-
dine veli¥ine, kako bi se re§enje datog problema dobilo sa Eto
vedom taénoﬁéu.

- odredjivanje—:azmera ’

- Radi . jednostavnonti, predpostavlmo najpra da je 7%-- 0,25. Tada
jeﬂnaéina £1.6.9) glasi

£ =-0,25x . - (1.6.10)
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Neka su podetni uslovi
x(0) = 1 cn i x(0) =0 {(1.6.11)

i neka je potrebno ovaj problem postaviti na tranzistorski ana-
logni ra¥unar &iji je ra¥unski napon U = 10V, tada se izbor
razmere vr¥i na slededi na&in:

Maksimalna vrednost za x u toku vremena ne moZfe biti veda od
1 cm, 3to se mo¥e zaklju¥iti iz prirode samog problema, pa se
uzima

kx CENEGS VY. 4 (1.6.12)

=
|%| max 1 cm

Mmajuéi u vidu relaciju (1.4.3) 1 uzimajuéi iste razmere za
funkeiju x(t) 4 njen drugi izvod #k(t), bide

X .. X

P 0,25 Ky (1.6.13)
odnosno madinska jedna¥ina u ovom primeru ima oblik

¥ =-20,25X (1.6.14)

Kako je samo jedan pofetni uslov razli&it od nule, to je i za
njega uzeta ista razmera, pa je, prema (1.6.11) i (1.6.12),

X({0) = ky x{0) = 10 V (1.6.15),

Na slici 1.6.3 prikazana je blok Sema programa za analogni ra-
Zunar. Na potenciometru (1) postavljena je vrednost 1.

§1. 1.6.3. Blok Zema za reSavanje jedna®ine (1.6.14)
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Kako je, prema jedna¥ini (1.6.7) frekvencija

1 0,5
£ = 77 70125 = == = 0,0796 perioda/sec (1.6.16)

bira se sledefa razmera za vreme a, = 1, tj. radl se u realnoj
vremenskoj razmeri. U tcku vremena od 10 sekundi izvriide se
0,796 ; ili neito manje od jedne osclacije. Na slici 1.6.4 pri-
kazana su grafi®ki reSenja x(t) i x(t) jedna¥ine (1.6.10)
dobijena na analognom rafunaru, za pofetne uslove (1.6.11).

084 .
H
o0 / !
) 70 [sec)
-05;

S§1. 1.6.4. Grafik re¥enja i njegovog izvoda jednaZine
(1.6.10) za pofetne uslove (1.6.11)

U slufaju da je dato & = 25 tada bi jedna¥ina (1.6.9) imala
oblik .

X = - 25 x {1.6.17)
Sada se vidi da je prirodna f:ekvencija povedana u odnosu na
predhodni slufaj, te se mora usvojiti druga razmera za vreme.

Neka je @y = 10 (1.6.18)

tada iz (1.5.3) i (1.5.4) sledi

a a’ az d2
— = 10 — i e = 100 — {1.6.19)
dt drz at? dz?

P . I I T T
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Ako se ove vrednosti uvrste u jedna®inu (1.6.17) i ako se usvo-
je iste razmere za x i X kao i ranije, dobija se

7
100 9—% -- 25X (1.6.20)
dr

ili

Q:E = = 0,25 X {1.6.21)

dr?
Ova jednaZina je istog oblika kao i jedna®ina (1.6.14). Prili-
kom postavlijanja na rafunar treba jedino voditi rafuna ds je ma-
Bingko vreme 1t 10 puta sporije od realnog vremena ¢t, te da
10 sec maZinskog vremena odgovara 1 sec realnog vremena, To
znai da je vremenska skala razvulfiena. Ugacna ulestanost u ovom
sluZaju je

w = /25 = 5 rad/sec {1.6.22)

Pa Jje ©
£ =5- = 0,796 Hz {1.6.23)

Ako bi, naprimer, bilo é = 0,0001; tada bi jednaZina {1.6.9)
bila '

& = - 0,0001 x {1.6.24)
Tada se mora uvesti sledefa razmera za vreme, tj. e = 0,01;

pa je
t = 100 T {1.6.25)

Kada se ova vrednost uvrsti u jedna¥inu (1.6.24} i vodedéi radu-
na da je prema {1.5.3) 1 (1.5.4)

d 1 _d a? 1 a
- 05" i - {1.6.26)
Tt 10 Tt dt! 10~ drz
dobija se .
axX . _x {1.6.27)
dr?

Ovako dobijena jednaZina lako se postavlja na raZunar, jer nije
potreban potenciometar (1) (sl. 1.6.2). Prilikom ofitavanja re-
Senja treba voditi rafuna da je

w = /10"% = 0,01 rad/sec (1.6.28)
pa se jedna oscilacija dobija za ‘
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1 i

T = =5 - 100+2n = 628 sec {1.6.29)

odnosno za T' = 6,28 malinskih jedinica za vreme.

— - - — — - —

U ovom se primeru proufava kretanje mase M mehani¥kog harmo-
nijskoyg oscilatora koji pored opruge ima i jedan viskozni (hidra-
uli&ni) priguiiva® (sl.1.6.5). Otporna sila prigu¥ivaZa propor-

M _,{ x(t)

Sl. 1.6.5. Mehani&ki harmonijski oscilator sa priguSenjem

cionalna je brzinl x. Kretanje mase M opisano je linearnom
diferencijalnom jedna&inom drugog reda oblika

ME+Cx+Kx=0 (1.6.30)
za pofetne uslove
x(0) = xq 1 x(0) = x, (1.6.31)

gde je sa x obeleZen pomeraj mase M meren od ravnoteZnog
poloZaja. Velidine M, C i X su konstante,

Kod ovog su problema interesantne velidine vezane za kretanlje
mase M, tj. put x(t), brzina x(¢) 1 ubrzanje X({t). Neka
se u pofetnom treputku ¢ = 0 masa M nalazi u polofaju
x{0) = x, i neka ima pofetnu brzinu i(O) = 0. Pored toga, he-
ka su date sledede brojne vrednosti
- 0,18 ¢« x5 0,18 m; Xo = 0,18 m

M= 0,08 [kq] (1.6.32)

K = 420 [ka/s?]

c 2 [kg/s]
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JednaZina (1.6.30) je homogena linearna diferencijalna jednadi-
na sa konstantnim koeficijentima #ije opite reSenje glasi

t

x=Ce " + c,e’2t (1.6.33)

gde su r; 1 r: koreni karakteristilnog polinoma, 2 C; {1
C: integracione konstante. Izrazi za korene I, i r; dati
8u relacijama:

(1.6.34)

Kao 3to je poznato ovde mogu da nastupe tri sluaja:

1. Ako je C? > 4MK tada su r; 1 I, oba realna i nega-
tivna, te je refenje (1.6.33) aperiodi¥no, 4 kada t -+ =,
x + 0.

2. Ako je C? = 4MK tada su r; i r, jednaki, realni i
negativni, pa je reSenje (1.6.33) jednafine (1.6.30) kriti&no
aperiodidno, tj. predstavlja granicu izmedju aperiodifnog i pri-
gusfenog oscilatornog kretanja., Vrednost C = 2/MK naziva se
kriti¥ni faktor prigulenja.

3. Ako je C? < 4MK tada su r; 1 r: konjugovano komp-
leksni brojevi, pa se refenje (1.6.33) moZfe napisati u obliku

®x=2e (D;coswt + Dzsinut) (1.6.35)

gde su D1 L Do integracione konstante koje se odredjuju iz

pofetnih uslova, a
- 2
w = HHESC (1.6.36)

ugaona kruZna udestanost.

Da bi se jedna&ina (1.6.30) mogla reSavati pomocu analognog ra-
funara potrebno je najpre re¥iti je po najvisem izvodu, pri e~
mu se dobija

X = = x (1.6.37)

% = =

=0
=
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Jednaéina (1,6.37) razlikuje se od jedna¥ine (1.6.9) iz predho~

dnog primera samo po tome Sto je drugi izvod jednak zbiru dva
Zlana, Stoga de blok XZema programa za postavljanje jednaZine
(1.6.37), na analogni raXunar, izgledati kao na slici 1.6.6.

-U

8l. 1.6.6. Principska blok Zema za reXavanje
jedna&ine (1.6.37)

vidi se da se veliZini -x mora promeniti znak pomodu sabira-
Za (4) i-da se tako dobijena veliZina mnofi sa C/M pomocu po-
tenciometra (1) i vodi na sabira® (1) gde se sabira sa veli&i-
nom (K/M)x, koja se dovodl sa potenciometra (2).

- Odredjivanjs razmera
Da bi se edredile razmere za pojedine funkcije i za vreme, pred-

postavimo da de. se-za relavanje jedna¥ine (1.6.37) koristiti
tranzistorski analogni rafunar &iji je rafunski napon U = 10 V.

Kako je prema (1.6.32) u ovom sludaju C? < 4KM, reSenje ée bi-
ti oscilatorno i priguieno., Prirodna ulestanost sistema bide

0y -‘vg-_ \’_ﬂ’. = 73 rad/sec (1.6.38) .
8,08 . }

Budufi da su oscilacije prigu¥ene, maksimalna amplituda oscila-
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cija nastupa samo u prvom ciklusu. Predpostavimo da je C = 0,
pa redenje (1.6.35) ima oblik

X = x, cosut (1.6.39)
Odavde je
X = -x,» 8inut i = ~x°w’cosut (1.6.40)

Uzimajuéi sada da je |[x|_ . = 0,18 m, mogu se odrediti maksi-
malne vrednosti brzina i ubrzanja, tj.

Xpax * Xgax® Xpax * 0,18¢73 = 13 m/sec (1.6,41)

Xpax = ¥maxw? Xmax = 0,18:73% = 950 m/sec?

U cilju odabiranja pogedne razmere uzima se da je Xpgax < 0,2 m;
Xmax < 20 m/sec i X < 1000 m/sec®. S obzirom da je U=10V
razmera za gornje veli¥ine bide

ra  x3 ky = -0-2”‘50; X = 50x ; x=3j%

: 10 1 hd
za %3 k:-‘ -56 TR X= :

- 1 - - - -
za X k; 10_00 < 1o6) X = Tom¢ ¥ = 100X

Uvedimo izabrane razmere (1,6.42) u jedna&inu (1.6. 37) pa ée
biti

NXe

; x = 2X (1.6.42)

B =-§t ke -ELxe (1.6.43)
x X X o .

a zamenom brojnih vrednostli za razmere dobija se

X(t) = - % < k) - So67 & X(6) © T (1.6.44)
Kako je . . '
X(e) =Fs Rw) = %{Q- | (1.6,45)

odnosno uvodeél razmere za funkclje, prema (1.6.42), dobija se
da je - 7
2k(t) = ag-[ié-ﬁl]; 100k(t) = gS[2k(e)] (1.6.46)
Iz (1.6.46) sledi da je ‘ '

. . .
X(t) = ![lﬂ()i(t)]dt © (1.6.47)
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t
X{t) = [[soitt)]dt (1.6.48)
0 i

Kao &to se vidi, usvajanjem razmere za vreme, model procesa se
na analognom radunaru mofe ubrzati ili usporiti. Kako je prema
(1.6.38) ufestanost w,, u ovom primeru, velika, bira se takva
razmera za vreme da se izvril usporenje odvijanja procesa u a-
nalognom modelu. Neka je ot = 100 te prema (1.5.3) & (1.5.4ﬂ
sledi

43002 1 -4 . 10000 £ (1.6.49)

de dt de? dr?

Zamenom (1.6.49) u {1.6.46) doblija se

2% (1) = 100 ag-[x—“l]

50 |
. (1.6.50)
100% (1) = 100 a%[z:’:m] N

odnosno T '
X{1) = J[)'{('t)]d'r {1.6.51)

0 .

K

X(1) = I'[o,s-im]dr (1.6.52)

0

Poredjenjem (1.6.51) i (1.6.52) 8a (}1.6.47) 1 (1.6.48) vidl se
da je za predlofenu tranaformaciju vremenske baze potrebno std
puta smanjiti vremensku konstantu svih integratora u programu,
Do istog se zakljufka delazi i ako se ima u vidu princip rada .
integratora (Prvi deo I, 3.2). Blok ¥ema programa za redavanig
jednadine (1.6.44), uzimajuéi u obzir 1 relacije {(1.6.50), th
(1.6.51) i (1.6.52), data je na slici 1.6,7, Konstanta 0,5 u
relaciji (1.6.52) je dobijena u programu na slici 1.6.7 tako
5to je dodat potenciometar (1) koji je postavljen na vrednost;
0,5 ; a iz ovog se potenciometra sada ulazi u integrator. Po-f
tenciometar (2), kao $to se vidi iz relacije {1.6.51) treba pq-
staviti na vrednost 1, Sto zna®l da prakti&no ovaj potenciome-
tar ne postoji u programu, ved se direktno sa izlaza prvog 1dé
na ulaz drugog integratora. PoZetni uslov kojl treba postaviti
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na potenciometar (3), prema (1.6.32) i (1.6.42), bide

X(0) = 50+0,18 =9 V = 0,910V (1.6.53)

K
oS
S1., 1.6.7. Blok 3ema za re3avanje jednaZine (1.6.44)

3to znafi da se na potenciometar (3) postavlja vrednost 0,9.

x§ x
0007 201 (42

0-

5l. 1.6.8, Grafik refenja i njegovih izvoda jednadine
(1.6.30) za vrednosti konstanata (1.6.32)
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Ovako dobijena blok 3Zema sada se postavija na analogni rafunar

i o&itavanjem naponskih funkcija u tafkama A, B i C dobijaju

se refenja =x(t), x(t) 4 %(t) u odgovarajuéim razmerama. Sa- -
da se mo%e proudavati kako se funkcije x{t), x(t) 1 %(t) me-:
njaju kada se menjaju konstante M, C i K, Za vrednosti konsta-
nata (1.6,32) grafidki izgled reZenja x(t) i njegovih izvoda
dobijenih na analognom ra¥unaru dat je na slici 1.6.8.

2, NEHOMOGENE LINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNAYINE SA KONSTANTNIM
KOEFICIJENTIMA

2.1. Matematifke osnove

Ako u jednaZini (1.1,1) odnosno (1.1,2) funkcija £(t) nije nu-
la vedé konstanta razlifita od nule ili funkcija od nezavisno
promenlijive t, onda se takva jednafina naziva nehomogena line- :
arna diferencijalna jedna®ina. Funkcija £(t) se u matematici
naziva slobodan &lan, a u tehniZkoj praksi ulazna ili pobudna
funkcija.

Iz teorije diferencijalnih jedna¥ina poznato je da se opdte re-
Senje nehomogene linearne diferencijalne jednaZine dobija kao

zbir op%teg reSenja homogenog dela date jednaline i partikular-
nog refenja date jedna¥ine koje ne sadrZfi proizvoljne konstante.

Prema tome, opite redenje jednadine
Lip)-x(t) = £(t) {(2.1,1)

bide

x(t) = xp(t) + xp(t) {2.1.2)
gde je xh(t) re3enje homogenog dela, & Xp(t) partikularno
reSenje jednafine (2.1.1). Postupak re3avanja homogenog dela
jednaZine je opisan u predhodnom odeljku. Sada demo se ukratko
osvrnuti na dobijanje partikularnog refienja xp(t) nehomogene
jednadine.

Partikularni integral nehomogene jednaine mofe se nadéi pomodu
dve metode: - . . -
19 LagranZeve (Lagrange) metode varijacije konstanata, 1
29 Koiijeve (Caushy) metode,
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Po prvoj metodi kada se zna opd3tli integral homogenog dela jed-
nasine (2.1.1) tj. opiti integral jednafine

L(p)+x(t) = 0 ' C o {2.1,3)

onda se pomodu kvadratura mofe nadl integral jednafine (2.1.1),
na taj na&in 5to se op#ti integral jedna¥ine (2.1.3) napide u
obliku n

x(t) = ] Cyx;(¢) (2.1.4)

iml

gde x;(t) (i =1, 2, ... , n) &ine osnovni sistem re3enja
{2.1.3) a c; (i=1, 2, ... , n) proizvoljne konstante integ-
racije. Ako se predpostavida C; (1 =1, 2, ... , n) nisu kon-
stante nego funkcije od nezavisno promenljive, tj. C;(t), onda
je potrebno odrediti ove funkcije tako da izraz (2.1.4) identi-
&kl zadovoljava jedna&inu (2.1.1).

Da bismo odredili nepoznate funkcije Cj(t) (L =1, 2, ... , n)
potrebno je n uslova. Radi toga se uvodi

. ,
x(t) = ] Ci(e)x;(v) (2.1.5)
i=1

odakle se diferenciranjem dobija

n n
') = I citedxi(e) + ] cilt)x;(t) (2.1.6)
i=] im]

Uvedimo uslov
1 ocittixite) =0 (2.1.7)

1=

kojli izvod funkcije (2.1.6) svodi na oblik

n '
x'(t) = _il C; (k) x; (&) (2,1,8)
1=

Diferenciranjem (2.1.8) dobija se

- n n -
") = § ocyeaxi(e) + ] cieix;(t) (2.1.9)
i=) i=l .
Uvedimo uslov _ . )

_{1 Ci(e)x;(t) =0 (2.1.10)
1=
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pa se iz (2.1.9) dobija

n
L] - L]
x"{t) = }§ ¢, (t)x (t) {2.1,11)

j=]
Primenjujuéi isti postupak na izvode viSeg reda sve do n-1, tj.

n g E
L2y e T e ex @ + ] cpwmx{P i 2z |

151 151
dobija se uslov n
I e 0)x{®(e) =0 (2.1.13)
i=1 ! N
koji daje
. ,
ey = 1 e ™ ie (2.1.14)

i=]
Diferenciranjem (2.1.14) docbija se

It
Mo = 1 oo™+ oo (2.1.15)

1 i=]

Il t~13

i
Zamenom funkcije (2,1.5) i svih njenih izvoda (2.1.8), (2.1.11)
sve do {2.1.14) i (2,1.15) i imajuéi u vidu da je

L(p)xi(t) =0 (1i=1, 2, ... , n) {2.1.16)
dobija se poslednji uslov
Y ' {n-1)
I c.{t)ix; (t) = £{t) {2.1.17)
i=1 .

Prema tome, da bi refenje jednadine (2.1.1) imale oblik (2.1.5),
dovoljno je da funkcije Cj{t), (L =1, 2, ... , n) ispunjavaju
uslove (2.1.7), (2.,1.10) itd. do (2.1.13) i (2.1.17). Take re3a-
vanjem sistema jedna&ina

n
!

2 Ci(t)xi(t)

n
o

n ' '
i£l c,{t)x, (x) =

I
(=2

{2.1.18)

L N I A N A X
AR R RN RN NN NN
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s ' {n=-z)
_{1 c, (t)x; {(t) =0
Ja

n t
I e ox™ ey = g0 : (2.1,18)
i=1

dobijaju se funkecije

c; (&)

Ag() (L1 =131, 2, ass 4, M) {2.1.19)

odakle se dobija

c; = Il(t)dt + D, ui(t) + D, (£ =1, 2, ... , n) (2.1.20)

gde su D; integracione konstante.

Zamenoft relacije (2.1.20) u jedna&inu (2.1.5) dobija se op3ti
integral jednadine (2.1.1) u obliku

n n
x(¢) = ] Dyx (v) + ]

i=1 & by ledx, (8) = x, (1) + x () (2.1.21)

Odredjivanje integracionih konstanata D;, vr¥i se kao i rani-
je, na osnovu poéetnih uslova.

Po drugoj - Ko%ijevej metodi partikularni integral jednaline
{2.1.1) moZe se odrediti iz opditeg integrala (2.1.4), ako se
konstante C; (i =1, 2, ... , n) odrede take da integral
(2.1.4) i njegovih n=-2 uzastopnih izvoda po t budu jednaki
nuli, a n-] izved jednak jedinici za neku vrednost t' = t,.
Chelefimo tako dobijenu funkeiju sa ¢(tftv" MoZe se pokazati
da funkcija '

¥lt) = | dlt,ty)Eltat, = xp(t) - (2.1.22)

o

OF Sy

predstavlja partikularni integral xp(t) jedna&ine (2.1.1).
Op%te reZenje je, kao i ranije, oblika ‘

X(t) = xp(t) + ¥(t) 212

kod kojeg se integracione konstante odredjuju iz poéétnih uslo~
Va.

Ako je funkcija f£f(t) pogodnog oblika} moZe se koristiti meto-
da neodredjenih koeficijenata 3a bi se naSao partikﬁlarni inte-
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gral jednaZine (2.1.1).

2.2. Struktura programa

Strukturna blok Sema programa za refavanje nehomogene linearne
diferencijalne jednadine sa konstantnim koeficijentima, je is~
tog oblika kao 1 za resavanje homogene jednaZine, s tim Xto ji
potrebno uvest!l jo¥ i funkeilju £(t) u program, Radl ilustra-
cije, uzmimo jednadinu )

aXk + bx = c {2.2.1)

za pofietni uslov x{0) = 0, Homogenl deo ove jednaline istl je
kao kod jednaZine (1.2.1}).

Da bi se ova jednaZina postavila na raZunar, potrebno je, kao!
i ranije, refiti je po najviem izvodu, tj. _
- b c :

iada &lan </a ne bi postojao, tada bi strukturna blok Zema
proqramp'iquedala kao na slici 1.2.2. Medjutim, prema (2.2.2)
vidi se da je potrebno izvr#it!l sabiranje dva Zlana da bi se
dobio izraz X , Stoga strukturna Sema programa ima oblik prid
kazan na slicl 2.2.1. SabiraZ (1) slufl da se na njemu konstad-

s |
1 ot
(DS Py

§1.. 2.2,1. :Blok Sama éa refavanje jedna&ine (2,2.2)

tna vrednest c/a i promenljiva =(b/a)x(t) saberu, pa se .
" na njegovom izlazu javlja veli¥ina =~x(t), Sa slike 2.2.1 vidi
se da sabira® (3) slufi samo za promenu znaka velifine x{(t). -
ko bi se integrator koriétio i za sabiranje, onda mogu da'se i=-
zostave oba sabirada, te nakon ovih transformacija, strukturn#
Yema.za reSavamie jedna%ine (2.2,2} izgleda kac na slici 2.2,3.
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'é%* b/a
__@_4

sl. 2.2.2. Blok %ema sa minimalnim brojem ra¥unskih
elemenata za reSavanje jednaline (2.2.2)

Na sli#an se na¥in formiraju strukturne Seme i za druge nehomo-
gene jednaZine. Naprimer, strukturna Zema za redavanje jednaé&ine
oblika

aty dy
a,——— + a,= + a,y = f(t) . (2.2.3)
dt? dt

koja re¥ena po najvifem izvodu ima oblik

d a, d a 1 :
ol A A At R Ty A% ) (2.2.4)
dtz al dt al al -

izgleda kao na slici 2.2.3. Kao Sto se vidi na sabira%u (1) se
vrii sabiranje veli¥ina =(a,/a,) (dy/df), -(a,/a,}y- 1 ulazne
funkcije £(t) pomnoZene sa 1l/a,.

#(t) -&—1 "%2 da% o '& "
0t i

~

S1. 2.2.3. Blok Bema za refavanje jednaZine (2.2.4)

Ako je funkcija f(t) konstanta onda se lako formira mnofenjem
radunskog napona U sa odgovarajudim faktorom. #edjutim, ako
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je potrebno da ta funkcija bude promenljiva sa vremenom, onda
je potrebno generirati je. Stoga demo u narednim izlaganjima
datl neke metode generiranija funkcija f£(t) koje se po:avljumu
kao pobudne funkecije za relavanje nekih homogenih nelinearnih
diferencijalnih jednaZina.

2.3. Generiranje funkcija nezavisno promenljive

Ranije smo govorili o generatorima funkcija (Prvi deo I, 5).
Tada je refeno, da je generator funkcija fizi¥ki uredjaj koji
moZe da ostvari operaciiju

y = f{x) {(2.3. 1)

gde su x i y funkcije vremena, a operator f oznafava da'
velifina y =zavisli od veliine x po nekom odredjenom zakon#.

Ako se u relaciji (2.3.1) uvede da je
= kt (2.3.2]
gde je k koeficijent proporcionalnosti, tada se dobija
) Yy = £(kt} = ¥(t) (2.3.3)

Prema tome, generator funkcija se moZe upotrebiti, ako se ieli
generirati neka funkcija vremena., Za ovo je potrebno generatax
podesiti na 2eljenu funkciju, a na ulaz generatora dovesti na=
pon koji raste linearno sa vremenom. Za dobijanje napona defi«
nisanog jedna&inom (2.3.2) mofe se koristiti integrator povezin
prema XZemi na slici 2,3.1. Ma izlazu iz integratora dobija se .

K k f(x).

Sl.r2.3.1. Generiranje funkcije vremena

veliina x = kt koja se uvedi u generator funkcija GF, sa
&ijeg se izlaza. dobija feljena funkcija {2.3.3).

Ovderﬁreba'napémenuti da se integrator povezan prema slici
2.3.1 moZe koristiti i za pokretanje pera pisafa u pravcu X~osk,
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kada se pisal koristi za ofitavanje reSenja u zavisnosti od
vremena.

Generiran]e funkcije F{t) na analognom rafunaru mofe se izvr-
Qiti 1. pnmndn,linearnih radfunskih elemenata TEEEI;;E;:—IEEEEra-
tora 1 potenciometara), ako_se funkcija F(t) javlja kao refe-
nje neke obiZfne linearne diferencijalne jednaZine sa konstant-

nim kOeficijentima za odredjene poletne uslove, Ovakav nadin
genézizsaﬁgﬁ?ﬁﬁiezja u nekim sluajevima daje vedu ta¥nost i
lakXu realizaciju funkcije na ra¥unaru. Tako, funkcije sinwt,
cosut, eat, t" i neke slolene funkclje sastavljene od ovih
funkcija mogu se dobiti kao refenja homogenih linearnih difere-

ncijalnih jedna&ina sa konstantnim koeficijentima pri odredje-

nim pofetnim uslovima.

U slededem uzlaganju bide pokazano kako se na ovaj nafin gene-
riraju sinusna, eksponencijalna i stepena funkcija nezavisno
promenljive ¢t.

Veé je refeno u predhodnoj glavi da se funkcije sinut i
coswt mogu dobiti kao dva nezavisna reSenja diferencijalne je-
dnadine drugog reda

& = -ulx {2.3.4)
Da bismo ovo proverili, stavimo da je

x = A+ginwt {2.3.5)
gde je A neka proizvolijna konstanta, pa je

X = Awu*cosut (2.3.6)

% = -Awleginut = =wlx (2.3.7)

Na isti se natim moZe proveriti da je i x = B coswt, gde je.
B neka druga proizvoljna konstanta, takodje reZenje jednaline
{2.3.4), pa je na osnovu principa superpoziclje, i

= A sinwt + B cosut . {2,3.8)

reSenje jedha&ine (2.3.4), MoZe se pokazati da se redenje
(2.3.8) moZe dobiti, ako se stave vrednosti za pofetne uslove



- 190 -

x(0) = B 1 %(0) = Aw (2.3.9)
Isto tako, za pofetne uslove

x(0) =0 i x(0) = A (2.3.10)
refenje (2.3.8) jednaZine (2.3.4) je

X = A sinwt : (2.3.11)
a za podetne uslove

x(0) =B i x(0) =0 (2.3.12)
refenje je

x = B cosut (2.3.13)

Sada demo pokazati kako se mogu generirati funkcije (2.3.11) i
(2.3,13) pomoéu jedne blok Zeme. Posmatrajmo blok Semu na sli-
ci 2.3.2. Ako se na potenciometre (1) i (2) postave iste vred-
nosti w, onda se na izlazima odgovarajudih integratora, za po-

51, 2.3.2, Generiranje sinusnih i kosinusnih funkecija

fetne uslove A i B, dobijaju funkcije naznaene na sl.2.3.2,
Lko se stavi da je B = 0 na izlazu iz generatora (2) dobija

se

ol Bl

== :l‘;i:.‘.:,?.:?.“.’_.‘:’ = A coswt (2.3.14)

a na izlazu iz integratora (3)
x = A sinwt {2.3.15)

tomeduy blok Seme na sliei 2.3.2 mogu se, dakle, generirati obe
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funkcije (2.3.14) 1 (2.3.15), pri ¢emu se amplituda A lako
podefava pomodu potenciometra (3). Promena vrednostl za w ne
uti®e na amplitudu oscilacija. Pored toga, ako se Zeli da se
generira funkcija (2.3.8), onda je potrebno lzlazne veli&ine iz
integratora (2) i (3) dovesti na sabira®, pri gemy veliinu 1z
integratora (2) treba pomodu potenciometra pomnoZiti sa B/A.

Ako je potrebno da bude w > 1, onda se ulazl u odgovarajuée
integratore mnofe faktorom vedéim od 1, Medjutim, kada se uzi-
maju velike vrednosti za w javljaju se greBke koje nastaju u-
sled kaZnjenja na vi¥im frekvencijama (Prvi deo I, 3.4) 5to

se manifestuje time da amplitude oscilacija rastu sa vremenom.
Da bismo ovo pokazalli predpostavimo da svaki poja¥ava¥ unosi
kadnjenje. Tako, ako je na ulaz u pojafavad dovedena velidina

y = sinuwt (2.3.16)
na izlazu fe se javiti
Xg = - sin{uwt ~ ¢) ¢ >0 (2.3.17)

Izlaz iz integratora, za ulaznu velidinu (2.3.16) bide

% =--L]jsin(wt-%— 6) =%cos(mt- 4) (2.3.18)

jer integracija sinusnib funkcija unosi pomeranje faze za n/2.
Prema toms, ako se otvori povratna sprega skupa ra¥unskih ele-
menata koji generiraju sinusne funkcije (sl. 2.3.3) i ako se

sl. 2.3.3. Analiza grefke generatora sinusnih
funkcija pri vidim frekvencijama

na ulaz sabira®a (1) dovede veli&ina
x = sinuwt (2.3.1M
na njegovom ée se izlazu pojaviti velilira

~x = -sinf{wt - $1) (2.3.20)
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Ulazna veli&ina u integrator (2) bide tada

- wx = = = -—wsin(ut - ¢) (2.3.21)
pa se na njegovom izlazu javlja veli¥ina
- % = cos{ut - §; = $3) {2.3.22)

Ulazna veliZina u integrator (3), na slifan na&in, bide
-x = coslut - ¢1 - ¢2) (2.3.23)
pa je izlazna velidina iz istog integratora data sa
x = sin(wt - ) {2.3.24)

gde je
b = ¢y + by + by > 0 (2.3.25)

pri Gemu su ¢, > 0, ¢z >0 1 ¢, > 0, fazni pomeraji sabira=-
&a (1) i integratora (2) odnesno (3), a ¢ ukupan fazni pome-
raj celog kola na slici 2,3.3., U idealnom slufaju treba da je
¢ =0, pa je

X

— = = X = - ginut (2.3.26)

w?
Medjutim, kada se ¢ ne mo¥e zanemariti, onda se prilikom zat-
varanja povratne sprege, dobija da je

Z = - sin(ut - ¢) {2.3.27)
mz

Rastavljanjem desne strane jednadine (2.3.27) dobija se

—5; = = ginwt cos¢ + coswt sing (2.3.28)
w

i kako je ¢ mala veliZina, mo¥e se uzeti da je sin¢ = ¢, a
cos¢ = 1, pa jednadina (2.3.28) postaje

-

X
— = = ginwt + ¢*coswt {2.3.29)
w

koja se od jedna¥ine (2.3.26) razlikuje za veliZinu

¢rcosut = ¢ = ‘ (2.3.30)
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Prema tome, na radunaru je stvarno postavljena jednadina,

Lo x+gk (2.3.31)
2 w
w

lan ¢ (x/w) odgovara negativnom prigu¥enju, tj. on utile na
oscilacije tako da im se amplituda povedava tokom vremena., Sto-
ga da bl se uticaj ovog #lana poniitio uvodl se pozitivno pri-
guZenje u integrator (2), koje je proporcionalno sa i, kao
prema slici 2,3.4, Za svako w moZe se podesiti vrednost po-

KOREKCIJA AMPLITUDE

Sl., 2.3.4. FKorekcija greZke pri visokim frekvencijama

tenciometra (3) tako da se uticaj &lana $(x/w) u jedna#ini

{2.3.31) ponisti, Zime se postife da amplituda oscitacija bude
konstantna. Na taj se na&in mogu generirati i sinusne i kosinu-
sne funkcije kod kojih w moZe da bude prili&no veliko, a pri
temu amplitude ostaju konstantne 1 za duZe vreme rada rafunara.

'Kao ¥to Je poznato eksponencijalna funkeija

x = R.olt*signc

(2.3.32)
je reSenje linearne diferencijalne jednadine prvog reda oblika

%% = arx . (2.3.33)

za poletni uslov .
x(0) = A | (2.3.34)

Prema tome, za generiranje funkciije (2;3.32)‘moie se koristiti
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strukturna blok %ema programa data na slici 2,3.5, pri demu se.
%ema na slici 2.3.5a koristi za generiranje funkcije (2.3.32)
za « < 0, a 3ema na slici 2.3.3b za a > g,

+J

(a)

S1. 2.3.5. Generiranje eksponencijalnih funkcija
Eksponencijalna funkcija
x =a® (2.3.35)
je ustvari resenje linearne diferencijalne jednaline :

X = xetn a (2.3.34)

za podetni uslov
x(0) =1 (2.3.37)

Stoga se funkciia (2.3.35) moZfe generirati pomodu strukturne
blok Zeme prikazane na slici 2.3.6a, ako je in a < g, a pomo4
6u -3eme prikazane na slici 2.3.6b, ako je £n a > O.

Red oblika
v i n=-1 n

x= ] atl=a_ +at+a,t?+eerta t +a t (2.3.38)
i=0 ? o n=1 n :

naziva se potencijalni ili stepeni red nezavisno promenljive -
t. Uzastopnim diferenciranjem reda (2.3.38) dobija se !
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-xiha xind

tna ina
(a) (b)
sl. 2.3.6. Generiranje funkcija a‘
x = a, + 2a,t + 333t2 + e+ (n—l)an_ltn'1 + nantn"l
x" = 2a, + 3.2a,t + +++ + (n-1) (m-2)a _ t777 + nin-1)a t"7°

R R R R R R T N A A A R LI I L NI BN R

R R R R R R RN R N N A A A A I AU A NI I B B I B B B ] (2.3039)

) o (n-1)1 a +n! a t
n-=j n

Prema tome, diferencijalna jednadina

1 =5 a (2.3.40)

n

sa pofetnim uslovima

345

a,

2a2

rreravasae (2.3.419

23 330 E B E 4

x{0)
x' (0)
x" (0)

(n-1) = fne
X (0) = (n=1)1 a

dade refenje oblika (2.3.38), Stoga se red (2.3.38) moZe gene-
rirati pomodu blok Zeme prikazane na slici 2.3.7. Znak izlazne
velifine x odredjen je stepenom polinoma n, tako ako je n

paran ceo oroj znak je pozitivan, a ako je n neparan ceo broj
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znak je negativan,

(a-1)t a__ - =(n-2)1 a__, -(~1)" a,

(n-2)
X
(~1)"x

—— — —_—

'Sl. 2.3.7. Generiranje potencijalnog reda

Drugl na&in generiranja potencijalnih redova moZe se ostvariti
pomodu blok Zeme programa prikazane na slici 2.3.8. Pomocu ove

P

— -¥{®)
Sl..2.3.8. Drugi na&in generiranja potencijalnog reda
Zeme se generiraju #lanovi reda
TR €2 e W ;
x =k - kt + k 2T k 5T+ + (-1)"k o (2.3.4;}

kori¥denjem integratora i bez dovodjenja poZetnih uslova, veé:
samo integracijom konstantnceg napona prqporcionalnog sa k. Na
izlazu iz,inteqraﬁora dobijaju se odgovarajuéi &lanovi-reda
(2.3.42), a potenciometri izmedju integratora slufe za izbor
najpogodnije razmere za pojedine &lanove reda. Pomodu potencio-
metara P,, P;, ... , P 1 gabirada (1) lako se generira red i

' 2 ] n ,
yle) = k[_at_,r- at + a gy - adr 4 oo 4 ke ﬁl—] (2.3.43)

gde se koeficijenti a,, a,, -+« ¢ ap postavljaju na potenci@-
met;ima Por Pysy vee 4 P, respektivno.

Primer: Za generiranije funkciie
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sint

x(t} = e (2.3.44)

razvijanjem u Maklorenov red i uzimanjem Zetiri prva &lana ovog
reda dobija se da je

2 L}

Diferenciranjem izraza (2.3.45) dobija se

x'=1+t-%t’
x" =1 - % t?
(2.3.46)
k111 = - 3¢

X == 3
pa jednafina koju treba relavati da bi se dobila funkcija
(2.3.45) kao resSenje, glast

xIv = = 3 (2-3.47)
za poletne uslove

x(0) 1 x'(0) =1

(2.3.48)
x"(0) =1 x1II() = 0

Na slici 2,3.9 data je analogna blok %ema programa za pribli-
no generiranje funkcije (2.3.44).

sint

5l. 2.3.9. Generiranje funkcije e razvijanjem u red

Na sli¢an nadin, formiranjem diferencijalnih jedna¥ina i odre-
djivanjem pojedinih poZetnih uslova mogu se generirati razne
funkcije nezavisno promenljive t.

2.4. Primeri

polju {slobodan pad)
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Jednatina kretanja materijalne tafke mase M u zemljinom gra-
vitacionom polju glasi
Mx=Mg (2.4.1)
ili posle skradivanja sa M
x=g (2.4.2]
gde je g ubrzanje zemljine tefe (gravitacije) koje deluje naé
ta®ku u slobodnom padu, Obelefimo rastojanje iznad horizontal-!
ne ravni sa negativnim, a ispod nje sa pozitivnim znakom i ne-:

ka se ta¥ka u po¥etnom trenutku t = 0 nalazi na visini
%x(0) = x, 1 neka je pofetna brzina x(0) = io, usmerena navi§§.

Opite resenje homogenog dela jednaZine (2.4.2) je

Partikularno reZenje jedna¥ine (2.4.2) dobija se integracijom
jedna&ine (2.4.2), ti. '

- - l 'y
x, = gt i x, = 3 gt (2.4.4)

Prema tome, opite refenje jednafine (2.4.2) glasi

x=xh+x =At+B+%qtz . (2.4.59)

p

Uvritavanjem poZetnih uslova u jednadinu (2.4.5) dobija se za:

putanju (zakon kretanja)
1

% = Xq + Xot + 3 gt? (2.4.6)
a za brzinu :
i = io + gt (2-4.1)

s1. 2.4.1; Blok ¥ema za reSavanje jednaZine (2.4.2)
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Strukturna blok Zema za relavanje jedna¥ine (2.4.2) data je na
slici 2.4.1. 3ema se sastoji od dva integratora (1) 1 (2) 1 je=~
dnog potenciometra (1) na kojem se postavlja vrednost ubrzanja
zemljine tefe g u odredjenoj razmeri., Sema na slici 2.4.1 sa-
stavljena je sa sledeéim koeficijentima razmere k, = ki = 0,1
i kg = G/g = 0,1. ReZenje jedna?ine {2.4.2) po x i x za
potetne uslove x, = - 10 m 1 Xx, = - 40 m/s dato je na slici
2.4.2. Ovde treba primetiti da je reSenje x parabola a x

prava linija, kao ¥to kazuju relacije (2.4.6) i (2.4.7), Od ka-

-

X X

[w/s]  [m]
100 100 4
50 504

0 0

-50  -50

-100 -100

Sl. 2.4.2. Grafik promene puta i brzine u sludaiu
kretanja materijalne tafke u gravitaci-
onom poliju

rakteristika koje treba kontrolisati, kada se reSeénje dobije,
jeste da 1i je nagib prave x(t) jednak g 1 da 1li je pravac
tangente na krivu xo(t) za t =0 upravo ‘io. Isto tako, ako
kriva x(t) ima minimum, treba proveriti da 1i se minimum jav-
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lja za . .
X, *+ gt; = 0 (2.4.8):
odakle je za gornje vrednosti io i g é
x, 40 i
t) =~ — = —— = 4,07 sec, {2.4.9)

9 9,81

Predhodni s¢ primer moZe proZiriti ako se predpostavi da se ma-
terijalna tafka krece kroz otpornu sredinu. Neka je sredina
kroz koju se tafka krede viskozna., Tada je otpor sredine pro-

porcionalan brzini x, pa diferencijalna jednadina kretanja
glasi .

ME+Cx =Mg {2.4.11)
gde je M masa materijalne taXke, a C konstanta koja karak-
terile viskozitet sredine. Predpostavimo kao i ranije, da su
pofetni uslovi

%(0) = x,
. . (2.4.11)
x(0) = x,
Jednacdina (2.4.10) moZ¥e se napisati u obliku
R+ x=g (2.4.12)
Homogeni deo jednadine (2.4.12) ima refenje
- %-t _
X, = A + Bee (2.4.13)

gde su A 1 B proizvoljne integracione konstante, Partikula-
rno refenje jednadine (2.4,12) je

=M
¥, =g 9t (2.4.14)

pa je opite reZenje jednadine (2.4,12)

“Et .M
X=X, +X;=A+Be +Egt (2.4.15)

Uvodjenjem pofetnih uslova (2.4.11) moZfe se pokazati da relenje

jednaline (2.4.10), tj. zakon kretanja, glasi
M,» M M, M %t
X = x5 + E(xo - ¢ g) - E(xo -z g)re +

™

gt (2.4.16) -

[e]<4
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a zakon promene brzine

o_o_ﬁ E
x = (x, g g) e +z9 {2.4.17)

MoZ¥e se pokazati da za £ > =, x - % g, a x te¥l asimptoti
definisanoj jednad&inom

. M M

Da bismo napravili strukturnu blok ¥emu programa za re3avanije
gornjeq problema, re¥imo jednadinu (2,4,10} po najvifem izvodu,
tj. R

c
x=-mgxtyg (2.4.19)

Na osnovu relacije (2.4.19} strukturna blok Zema programa izgle-
da kao na slici 2.4.3. Vidi se da se ova blok #Sema razlikuje od

5l., 2.4.3. Blok Zema za reSavanje jednadine (2.4.19)

one date na slici 2.4.1 samo po tome %to je uvedena povratna
sprega u prvi integrator preko potenciometra (4) na kojem je
podedena vrednost C/M. Re3enja x(t} i i(t) za poletne uslo-
ve x,==-10m i x, = - 40 m/s, kao za odnos konstanata

C/M = 0,75 data su na slici 2.4.4.

U primerima 1 i 2 predhodne glave razmatrali smo slcbodne
oscilacije jednog linearnog sistema drugey reda, Sada femo, me-
djutim, posmatrati prinudne oscilacije istog sistema. To su u~-
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stvari oscilacije, koje nastaju kada na sistem stalno deluje

X X
[m/s]  [m] |
50 50
X
25 25 T
X
/ / t[s]
0 0 +
5 10
=25 =25
=50 =50

S1l. 2.4.4. Grafik promene puta i brzine u sludaju
kretanja materijalne tadke kroz otpornu
sredinu u gravitacionom polju

neka spoljna sila.

Neka na sistem drugog reda, koji ima i prigusenie, deluje spo-
" 1jna sila sinusnog oblika, definisana izrazom

gde je A amplituda, a w wugaona ufestanost promene sile
{(sl. 2.4.5). Diferencijalna jedna&ina kretanja ovakvog sistema

data je sa R
MX+Cx+Kzx=A cosut (2.4.21)

koja se posle reBavanja po najvifiem izvodu mofe napisati u ob-
liku _ ' '
- R

i

X - M

X0

x + A cosut (2.4.22)
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Usvojimo, radl jednostavnosti, da su svi po#etni uslovi nule,
tj, x(0) = x(0) = 0. :

o

it

yit)
M _f x(t)

sl. 2.4.5. MehaniZki oscilator sa prigufenjem
i prinudnom silom . y(t)

Kako je jedna&ina (2.4.21) nehomogena, njeno opite relenje bi-
de dato kao zbir opiteg refenja homogenog dela, koje je izvede-
no u primeru 2 predhodne glave i koje ima oblik -

x, = c,e”’ + cpeft - (2.4.23)

gde su C), Cz, r1 i r, definisani u primeru 2 predhodne
glave i partikularnog redenja jednaZine (2.4.21) koje se moZe
naéi metodom neodredjenih koeficijenata (T. Pejovié, Diferenci-
jalne jedna&ine, Nau&na knjiga 1951, Beograd, str., 275). Ovo
partikularnc redSenje je oblika

xp = B, coswt + Bz sinuwt ' {2.4.24}
gde je A(K - Mw?)

B =
YK - Me?)? + (Cw)?

(2.4.25})
A+Crw .

Bz-w- ' :

CO(K - Mw?)? + (Cu}? )
Prema (2.4.23), (2.4.24) 1 (2.4.25) opite resenje jednaline
(2.4.22) glasi - : : )

T xp.i C,e#’t-+ C,er’t + B,coswt ¥ B,sinwt  (2.4.26}

Proixvﬁljne konstants C, i €:; odredjuju se péneéu*poéetnih
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uslova, a vrednosti za r, i r, date su relacijama (1.6.34),
Ako su riy i r; realni i negativni ili kompleksni sa negati=
vnim realnim delovima, onda de redenje u ustaljenom stanju, kod
je nastaje posle prelaznog pericda, biti sinusnog oblika, sa
frekvencijom jednakom frekvenciji pobudne sile w.

Jedna&ina (2.4.22) mo¥e se postaviti na radunar prema blok Ze-
mi programa koja je prikazana na slici 2,4.6. Kao 3to se ga sli

gﬁ%if‘\gf
./

S1. 2.4.6. Blok %ema za re3avanje jednaZine (2.4.22)

ke vidi blok Zema se sastoji iz dela koji generira funkeciju
(a/M)coswt, sastavljenog od integratora (1) i (2), sabirada (3}
i potenciometara (1) i (2) i dela koji reZava gsamu jedna&inu,
Generiranje funkcije ostvareno je ovde reSavanjem diferencijal-'
ne jednadine drugog reda (2.3.4).

ReSenja jedna&ine (2.4.21) x(t), x(t} i %(t), za podetne
uslove x(0) = x(0) =0 i za vrednosti konstanata M = 0,08 kg
K = 420 kg/s?; C = 2 kg/s ; & = 0,568 kg'm/s2; w = 20 rad/s
data su na slici 2.4.7.
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#Im/s?] x[m/s] x[m]

100 2 0,2 -

=100 -2 -0,2 -
51, 2.4.7. Promena puta brzine i ubrzanja u funkeiji
vremena u slu¥aju prigufenih prinudnih
oscilacija

3. LINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNAZINE SA PROMENLJIVIM
KOEFICIJENTIMA

3.1. MatematiZke osnove

Linearna diferencijalna jednadina
dBx af~ix ax :
a {t}— + a_ (t) + +o0 + a,{t)— + a_{t}x = £(t) (3.1.1)
R L e °

dtn-:

sa pocetnim uslovima

X(tg) = %5 % (£ = xoi vee 3 x 27 (e = x (270 (3.1.2)

gde su ai(t) {i=0,1, ... , n) funkcije od nezavisno promen-
ljive t, naziva se linearna_diferencijalna_jednafina_sa pro-

menljivim koeficijentima. U teoriji obiZnih diferencijalnih je-
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dna¥ina, linearne diferencijalne jedna¥ine sa koeficijentima ko=
ji su funpkecije od nezavisno promenljive, tretiraju se kao pbse-
bna klasa jedna&ina. Ove se jedna¥ine u opitem sluZaju te¥ko re-
gavaju u konadnom obliku, mada i kod njih va¥i princip superpo—?
zicije, koji u nekim slufajevima olakSava redavanje,

Metode analize linearnih diferencijalnih jednadina sa konstant-
nim koeficijentima ne vaZe ili su nepodesne za jedna&ine sa pro-
menljivim koeficijentima, Tako naprimer, analiza u vremenskom
domenu, pomodu koje se dobija konvolucija impulsnog odziva (te-
Zinske funkcije) i pobudne funkcije, se vrlo telko moZe sprove-
sti kada su koeficijenti promenljivi sa vremenom, jer se javlja%
ju velike te3kofe prilikom izradunavanja konvolucionog integra-
la, Kod jednafina sa konstantnim koeficijentima te¥inska funkci-
ja je ustvari impulsni odziv sistema za odredjene vrednosti ko-
eficijenata u jedna¥ini. Medjutim, ako se koeficijenti menjaju
sa vremenom, jasno je da fe se i oblik tefinske funkcije menja-
ti sa vremenom, pa ¢e konvolueioni integral, koji predstavlja
reSenje jednadine (3,1.,1), imati oblik

t

x(t) = Jf(x)w(t,t)dr (3.1.3)
0

pri demu sada teZinska funkcija wlt,t) ne zavisi samo od raz-
like t - 1, ved je to funkcija dve promenljive t i T. Funk-
cija f(r) je ulazna funkcija ili desna strana jednadine
{3.1.1).

Klasa linearnih diferencijalnih jedna&ina sa promenljivim koefi-%
cijentima ne moZfe se u opitem sluBaju resavati pomodu kvadratu-
ra. Veoma je mali broj ovakvih jedna&ina, koje se posle izves-
nih transformacija mogu integraliti. Stoga je bilo potrebno u-
vesti druge metode za integraciju ovakvih jednadina. Jedna tak-
va metoda, koja se najde3de koristi za matematidko relavanje o-
vakvih jednalina je integracija pomodu redova. U nekim klasid-
nim sluajevima ovi redovi mogu da daju veoma pogodno analitid&-
ko reSenje. Ukratkc demo pokazati kako se moZe nadi relenje je- _
dne linearne diferencijalne jedna&ine n~tog reda sa promenlji- i
vim koeficijentima pomodu reda. ’
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Jedna®dina (3.1.1) se mo¥e napisati u obliku
' -
<P ey = olt, x, X, aes x" {3.1.4)

gde je ¢ neprekidna funkecija kao i njeni parcijalni uzvodi po
£, Xy Xp eoe s x{(B=1) 4 posmatranom intervalu, Potra%imo reSe-
nje jedna¥ine (3.1.4) u obliku Tajlorovog reda

k- t)?
x(t) = X+ (t = t)xy + T Xg o+ ree 4
(t -t )" t -t )"
——e 0 (n+1) _ ...
+ nl xO + (n + 1)! fo) + (3-1.5}

Predpostavimo da je ovaj red konvergentan u ckolinl talke
t=¢t, 1da zadovoljava poletne uslove (3.1.2), koji odredju-
ju prvih n koeficijenata reda (3.1.5).

Vrednosti ostalih koeficijenata xén), xén+1), .es ¢ reda

{3.1.5) mogu se odrediti iz jedna&ine (3.1.4) 1 njenih izvoda
po t, kada se uvrste po¥etni uslovi (3.1.2). Tako se iz jedna~-
%ine (3.1.4) dobija

xén) = ¢{t,, xg0 x;, ess 4 xén-:)} (3.1.6}

a iz njenog izveda
¢ 3¢

2B (4) s Db m k' b —m x4 e b ——— x (3.1.7)
at ax ax ax (n-1)
zamenom xén) sa (3.1.6) doblija se
x§n+') = ¢1[togr Xor Xgr ses v xé““"] {3.1.8)

zamenom vrednosti (3.1,2), (3.1.6) i (3.1.8) u red (3.1.5}, pod
predpostavkom da je isti konvergentan u okolini tadke t = tg,
dobija se funkcija

x(t) = ¥[t, to0 Xgp Ky ene s xin")] {3.1.9)

koja zavisi od nezavisno promenljive t 1 podetnih uslova
{(3.1.2), pri Zemu vrednosti xéi) (i =0,1, ... , n-1) mogu bi~-
ti proizvoljne. Funkeija (3.1.9), predstavljena Tajlorovim re-
dom (3.1,5} zadovoljava jednadinu ¢3.1.4) i pofetne uslove

(3.1.2). Stoga ona predstavlja. opite reSenje jedna&ine (3.1.4),
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u okolini tadke t = t,.

Ako se u redu (3.1.5) stavi ¢, = 0, onda se dobija Maklorenov
red, koji predstavlja re3enje jednaline (3.1.1) odnosno (3,1.4)
i zadovoljava pofetne uslove

x(0) = %05 x' (0) = xn; ven 3 %271 (0) = x{B71) (3.1,10)

ReSenje jednadine (3.1.1) odnosno (3.1.4) moZe se traZiti i po-
modu reda oblika

X =85 + a,t + a,t? + see 4 ajt? 4+ e (3.1.11)

gde su a; (L =20, 1, ... , n, ... ) konstante koje treba odre-
diti tako da red (3.1.11) zadovoljava jednadinu (3.1.1). Ako se
x 1 njegovih 1n uzastopnih izvoda po t iz (3.1.11) zamene u
jednadini (3.1.,1), a zatim izjednae koeficijenti uz iste stepe~:
ne po t, dobide se svi koeficijenti a; (t =0, 1, 2, .vv ,
n, ... ) reda (3.1.11}) kao funkcije prvih n koeficljenata aj
(1=0,1, ... , n-1).

Zamenom tako dobijenih koeficijenata u red (3.1.11) dobide se
reSenje jednadine (3.1.l1) predstavljeno redom (3.1.11), pod u-
slovom da je red konvergentan u intervalu u kojem se trafi re-
Senje. Ovo de redenje zavisiti od n nepoznatih koaficljenata
a; (i=9,1, ..., n-1), koji se mogu odrediti pomoéz n po-
Zetnih uslova (3.1.2). Ovde treba napomenuti da je red (3.1.11)
ustvari specijalan slu€aj Maklorenovog reda,

Kod fizig¢kih sistema, linearne diferencijalne jednadine sa pro-
menljivim koeficijentima javljaju se uglavnom u dva slu¥aja. U
prvom slufaju kada koeficijenti u jednadinama zavise od fizi%-
kih parametara sistema, a ovi se parametri menjaju sa vremenom.
Tako, masa rakete se menja kada se tro#i gorivo; brzina hemij-
ske reakcije u nekim sluZajevima se menja u zavisnosti od tem~
perature, brzine me3anja, koncentracije katalizatora; parametar-.
ski pojadava® sadr¥i promenljive kapacitivne 1li induktivne elew:
mente €ijim variranjem spolja moZe da se menja pojaanje nekog :
ulaznog signala u pojafava®, itd.

U drugom sluZaju do linearnih diferencijalnih jednaZina sa pro~ ?
menljivim koeficijentima se dolazi kada se ponafanje fizilkog
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sistema opisuje u nekom drugom koordinatnom sistemu a ne u De-
kartovom, Naprimer, problem izraZen u ortogonalnim cilindri&nim
ili sfernim koordinatama gotovo se uvek svodi na jedna&inu &iji
su koeficijenti promenljivi.

3.2. Struktura programa

Linearne diferencijalne jednatine sa promenljivim koeficijenti-
ma programiraju se na analognom radunaru slifno kao 1 jednadine
gsa konstantnim koeficijentima. Kao osnovni rafunski elementi
koriste se kao i ranije:

- sabiradi,

- integratori i

~ potenciometri za mnoZenje konstantom.

Ali, posto se u ovakvim jednadinama javljaju funkcije nezavisno
promenljive ¢, kao i mnoZfenje odnosno delenije funkcija, to je
pored gornjih elemenata potrebno imati i nelinearne ra&unske e-
lemente kao:

- mnoZade,

- generatore funkcija i

- logidZke 1 druge radunske elemente,
o kojima je ved bilo govora (Prvi deo I, 4, 51 6).

Programiranje se vrZi na isti nadin kao i ranije, Naime, jedna-
¢ina se refi po najviSem izvodu, a zatim se formiraju svi Zla-
novi sa desne strane jednaéine i dovode se sa odredjenim znakom
kao ulazne velidine u sabira® ili prvi integrator. Medjutim,
podto se u ovim jedna&inama javljaju koefic;jeﬁti koji su funk-
cije nezavisno promenlijive +t, to je potrebno generirati poseb-
" no ove funkcije, a zatim ih mnoZiti odgovarajudéim izvodima u
diferencijalnoj jednadini.

Neka je data diferencijalna jedna&ina

g—’: + alt)x = £(t) : ) - (3.2.’1?

sa pofetnim uslovom

x{0) = xg ) (3.2.2)

OpSte reSenje jednadine (3.2.1) ima oblik
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t t
-/ a(t)at t / a(t)ds ;
x(t) = e®0 [c + Jf(t)-e"" dt (3.2.3)

to
gde je C integraciona konstanta. ;

za redavanje jedna¥ine (3.2.1) na analognom raunaru potrebno i
je reditl je po najvidem izvodu, pa je i
dx
3¢ = - aft)x + £(t) (3.2.4?

jednadina (3.2.4) se postavlja na rafunar prema blok Semi na
slici 3.2.1. Za generiranje funkcija f£(t) 1 a(t) moZe se
koristiti neki od ranije opisanih naZina generiranja funkcija

v
%o
BLOK ZA
GENERIRANJE ft) —x(t) @)
) ———— 4|: >
BLOK ZA )
GeneaTauaE aft) X a(t)x(t)
a(t

51, 3.2,1, Blok Zema za refavanje jedna&ine (3.2.4)

iPrvi deo I, 2.3). Medjutim, za formiranje prvog &lana na de;-
noj strani jednaline (3. 2 4) moraju se pomnoZfiti funkcije al(t)
i =x(t) i tako dobijeni proizved uvoditi na ulaz integratora;
(1). 2a ovu svrhu koristi se mnoZaZ,

3.3. MnoZenje funkciija

MnoZenje funkcija mofe se vr3iti na viSe na&ina i u zavisnosti
od toga postoje razni tipovi mnoZafa (Prvi deo I, 4}. Mi éemd
se ovde ograni¥iti na mnoZenje funkcija pomodu servomnoZada i
pomoéu elektronskog diodnog mnoZaga, kao i na delenje funkcija.

Veé je ranije reteno da se mnoZfenje nekog promenljiveg napona'
sa konstantom moZe vriiti pomoéu potenciometra. Za ovo je biid
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potrebno promenljivi napon dovesti na ulaz potenciometra, a kli-
zaé postavitl na vrednost konstante i na izlazu se javlja proil-
zvod konstante i promenljiveg napona.

Medjutim, ako se omoguéi da se klizal potenciometra pomera po
nekoj funkciji, onda se dobija proizvod dve funkcije. Pokreta-
nje kliza%a se ostvaruje pomodu elektromehanikog pozicionog
servomehanizma, pa se takav mnoZa& naziva servomnoZad.

Servomnofad (Prvi deo I, 4.2} se oznatava grafifkim simbolom
prikazanim na slici 3.3.1, gde je sa =z(t} oznadena funkcija

+x(t)

- xtt)

S1. 3.3.1. crafidki simbol servomnoZada u sluaju
mnoZenja funkecija proizvoljnog znaka

na izlazu iz servomnoZa®a, sa U radunski napon, a sa Al po-
tenciometar servomnofada, Ako cbe funkcije koje se mnoZe, tj.
a{t) i =x(t) mogu da budu istog ili razli&itog znaka, kaZe se
da servomnoZa& radi u sva Getiri kvadranta ravni Oax. Medjutim,
ako su obe funkcije nenegativne, ili ako funkcija a(t} ne me-
nja znak, onda se mo¥e servomnofal povezati préma SZemi na slici
3.3.2, gde je sa z (t) oznadena funkcija na izlazu iz servo-

+x(t)

a(t) SM 2
+

0=alt) =1

51. 3.3.2. Grafi&ki simbol servomnofada u sluédaju
mnoZfenja funkcija od kojih jedna ne menia
znak
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mnoZada, a sa A2 potenciometar servomnoZfata. Pritom se 1 gref—
ke, koje se pri mno¥enju neminovno javljaju, smanjuju (Prvi
deo I, 4) .

Treba napomenuti da postoje dve vrste servomnofaZa. Jedna vrsth
slufi za sporo-promenljive funkcije i njihova taZnost Je veéa,
jer sadr¥e desetoobrtne potenciometre., Druga vrsta slufi za brp
Ze promenljive funkcije, ali im je tafnost manja, jer sadrie
jednoobrtne potenciometre. Prilikom koriicenja servomnoZata
treba uvek funkciju, koja se sporije menja dovestl na ulaz serr
vopojatava¥a, a funkciju koja se brZe menja na ulaz potenciomer
tra. Time se smanjuju gredke koje nastaju usled inercije meha-
ni¢kih delova servesistema. E

Elektronski mnoZa®i imaju prednost nad servomnoZafima, jer se .
obe promenljive, koje se mnoZe, mogu br¥e menjati a da se pri
tome ne javljaju vefe dinamilke greSke. Postoji vife vrsta ele}
ktronskih mnoZfaZa, alli se diodni mnoZa&l najSire primenjuju u -
savremenim analognim rafunarima. Elektronski mnoZag ge na ana-
lognim blok femama prikazuje grafi¥ki u obliku datom na slici
3.3.3, gde su a(t) 1 =x(t) ulazne funkcije u mnoZal, a z(ﬂ)
izlazna funkcija, odnosno rezultat mnoZenja. Na slici je sa U

oznaen rafunski napon. Treba napomenuti da se na izlazu ovak-~l
vog mnoZaZfa dobija proizvod sa promenjenim znakom. '

a(t)
e o % | zn=- Ly

S1. 3.3.3. Grafi&ki simbol za elektronski mno¥al :
QvakQ; mnoZadi mogu da rade u razli¥itim kvadrantima, Sto zavﬂ-
si od njihovih konstruktivnih osobina (Prvi deo I, 4.3).
Posto kod. lineatnih diférencijalnih jednadina sa promenljivim -

}oeficijentima, neki.od élanova_ ai(t) x(l) mogn.da_quu rac#-
onalne funkcije oblika : :
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$3 (L)

a; (t) x {3.3.1)
to se javlja potreba i za delenjem funkcija. Za ovu se svrhu,
kao ¥to je ranije redeno (Prvi deo I, 4.4.), koristi mnoZad,.

U analognim 3emama uredjaj za delenje funkcija &esto se prikazu-
je w obliku datem na slici 3.3.4, gde je sa z;{t) oznalena i-
zlazna velitina, tj. rezultat delenja, @2 sa U radunski napon.

Hit) |

l

(t)erod +— F— z{t)=—vu

i)

!

sl. 3.3.4. GrafiZki simbol elektronskog uredjaja
za delenje funkcija

3.4, Primeri

Primer_ 1, Diferencijalna_jednadina_ prvog reda sa_promenljivim

koeficijentima
Neka je data diferencijalna jednadina prvog reda sa promenlji-

vim koeficijentima
1

2
dx -3t
w— - 3 e %
it tex(t} e (3.4.1)
sa pofetnim uslovom
x(0} = x4 (3.4.2)

koju treba re3iti na analognom radunaru.

Jednadina (3.4.1) ima op3te reSenje

1 .2
- ..2_ t
x(t) = (C + t)+e . (3.4.3)

5to se lako dobija primenom formule (3.2.3), gde je C 1integra-
ciona konstanta. Iz uslova da reSenje (3.4.3) mora da zadovoljl
pofetni uslov (3.4.2) lako se dobija da je
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C = Xxo (3.4.4)
take da reSenje jedna¥ine glasi
1 .2
-t
x{t) = {x, + t)re 2 (3.4.5)

Da bismo sastavili program za analogni rafunar, mora se jedna-
&ina {3.4.1) re3iti po najvifem izvodu, tako da je
S .

dx 2
—— R - [ ] .4-6
= tex(t) + e 3 )

Blok Zema programa za re3avanje jednafine (3.4.6), sa podetnim |
uslovom (3.4.2}, data je na slici 3.4.1. Program je prilagodjen@

~10v

oft) x(¢)
025  -o(t)o— 10 -
+10V
10 -z{t) +z(t)
-+
.
Y _amz()
LO'OZS —u(t)o; 10
0.1

+10 1 _alt) +a(t)

sl. 3.4.1. Program za re3avanje diferencijalne jednadine
prvog reda sa promenljivim koeficijentima

za analogni ra&unar TARA-50 i brojne oznake odgovaraju ovom .
radunaru. U programu je funkcija na desnoj strani jednadine i

(3.4.1), koja je oznadena sa |
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1.2
- t
z(t) = e 2 {3.4.7)

realizovana reienjem diferencijalne jednaZine

dz
E = = t.z(t) (3.4.8)

ga pofetnim uslovom
z{(g) = 1 (3.4.9)

Primenom formule (3.2.3) lako se moZfe proveriti da je relacija
(3.4.7) refenje diferencijalne jedna¥ine (3.4.8) za podetni us-
lov {3.4.9). Generiranje promenljivog koeficijenta uz funkeiju
x(t) u jedna¥ini {3.4.1), kojeg cemo ozna&iti sa aflt), tj.

aft) = ¢ {3.4.10)
tako se realizuje reSavanjem diferencijalne jednaZine

da{t)
dt

=1 (3.4.11)

za pofetni uslov
a{o) =0 {3.4.12)

il1i na na®in kako je opisano u glavi 2.3 (sl. 2.3.1) za pokre-
tanje pera pisafa u pravcu X - ose,

Na siici 3.4.2 prikazana su re3enja diferencijalne jednatine
{3.4.1) za podetni uslov x, = - L, dobijena na analognom rafu=-
naru TARA-50. ‘

Primer 2. Mathieu-ova jedna&ina

Matieova {(Mathieu) jedna¥ina je linearna diferencijalna jedna-
¢ina sa promenljivim koeficijentima. Do ove se jednadine dola-
zi pri matematiZkom opisu raznih fizi&kih pojava. Tako se ova
jedna¥ina javlja u kvantnoj teoriji metala, gde se opisuje kre-
tanje elektrona kroz neke kristalne redetke, Do ove gse jednati-
ne dolazi i prilikom proufavanja prostiranja elektromagnetnih
talasa kroz sredine koje imaju periodi#nu strukturu {B.B. Bon-
THH: [MHaMWYECHaEA YCTOMYMBOCTE YNPYFHX CHCTEM, Foa. Tex-. Hagar.
Mockea, 1956, cTtp. 22). ’
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Matieova jednafina se mo¥e napisati u obliku

d?x ;
w—— + {a = 2prcos 2t)*x = 0 {3.4.13)
at? !

sa podetnim uslovima

i
x(ty) = Xg3 x'(ty) = X3 (3.4.14))

gde su a i p konstante,
Da bismo sastavill program za refavanje Matieove jednadine po~§

moéu analognog ra&unara, potrebno je najpre da se ona redi po
najvidem izvodu.

z(t) alt) x(&) |
1.0 z

r

§1. 3.4.2. Re¥enja diferencijalne jednafine (3.4.1)
Tako se dobija

d?x : : : ' :
E:;\= “ a*x + 2p-x-cos 2t (3.4.15),

Uvedimo sledeéursmenu :

t = % wt . (3.4.16ﬁ
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gde je sa w = 2v/T oznadena kruZna ufestanost promene parame-
tra p, pa jednafina (3.4.15) postaje ’

dz
SX Ll rax+ d w?pxrcoswT (3.4.17)
d.l.z T 2

Izraz z = % wlprcesut mofe se generirati refavanjem diferen-
cijalne jednadine drugeg reda

datz 2
—_—tw
dar?

z =0 (3.4.18)

za podetne uslove
2(0) = 3 w?p; 1 2(0) = 0; (3.4.19)

Prema tome, blek Sema za reSavanje jednafine (3.4.17) imade iz-
gled dat na slici 3.4.3. Program je prilagodjen za analogni
radunar TARA-50 i brojne oznake odgevaraju evom radunaru.

Za date konstante p 1 a 1i pofetne uslove
P=2; a=2,38; x(0) =1 i x(0) =0 (3.4.20)

1 za izabrano w = 1, dobija se

z(0) = 3 wlp = 1
(3.4.21)
§ o'a=12,38 = 0,595 '
Diferencijalna jednaZina (3.4.17) jé refena na analognom rafuna-
ru TARA-50, Na potenciometrima POl 41 PO2 postavlja se ken-
stanta « i pomodu integratera (02) i_(03), kao i sabiraga
(05) reBava se diferencijalna jednaéiné_(a.l.lal sa po¥etnim u-
- slevima (3.4.19). Na potenciometru P15 post&vlja se konatanta
4 w?a i pomodu integratora (i6) i (17), kao i sabira%a {(14)
refava se diferencijalna jednaZina (3.4.17), pri %emu se za -
formirinje'p:ﬁisvoﬂa - :

% w2epex (1) *coalwr)

keristi mneiaé,_raktcr razmere pri reSavanju jednaZine (3.4.18)
Je k, = 10; a pri refavanju jednaZine (3,4.17) k; = 2. Na -
glici 3.4.4 prikazane je reSenje Matieove jednaline.



— Jl%zp cos (i) 5

-gpcosm

px cos €I(}

81, 3.4.3, Program za re3avanje Matieove jedna&ine
na rafunaru TARA = 50

4. NELINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNASINE

4,1. Matematifke osnove

Nelinearne diferencijalne jednaline mogu se definisati kao jed?
nadine kod kojih su koeficijenti zavisni ne samo od nezavisno
promenljive, veé i od zavisno promenljive i njenih izvoda. Ovih
se jednadinama opisuje najveéi broj fizifkih sistema, jer je pb-
nasanje velike vedine tih sistema u su§tini nalinearno.

Karakteristike nelinearnih sistema se vrlo Sesto bitno razlikubu
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S1. 3.4.4. ReZenje Matieove jednaZine

od karakteristika linearnih sistema, te se ni u kakvom obliku
ne mogu predstaviti linearno. Tako naprimer, razni fenomeni kao
subharmonici prinudnih oscilacija, slobodne oscilacije niskih
utestanosti, itd. koji se javlijaju kod nelinearnih sistema, po-
tpuno su nemoguci za linearne sisteme, Stoga se metode linear-
ne analize ne mogu Xoristiti ni u kom obliku za prou¥avanje ne-
iinearnih sistema. Velike se teZkode javljaju ako se nelinear-
ni sistem aproksimira linearnim sistemom sa promenljivim ili sa
konstantnim koeficijentima i ako se pobudjuje malim signalima.
Ponekad se ova linearnizacija ne moZe ni koristiti, jer daje

veoma Velika odstupanja.
IstraZivanje da se kod nelinearnih sistema nadju 1 konstatuju

karakteristiZni fenomeni vrlo lesto, prilikom projektovanja,
predstavlja osnovni zahtev, jer prisustvo ovakvih fenomena moZe
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da predstavlja znafajnu osobinu sistema. Stoga ovakva proulava- .

nja nelinearnosti u fiziZkim sistemima uzimaju sve ozbiljnije
razmere poslednjih godina. Ona imaju za cilj poboljSavanje ka-
rakteristika i efikasnosti sistema, Matemati¢ki aparat, koji
tretira nelinearne diferencijalne jednadine jo3 uvek je mnogo
manje efikasan od onoga koji tretira linearne jednaZine,

Kod linearnih diferencijalnih jedna¥ina vaZi princip superpozi-

cije kojl ka%e da je i linearna kombinacija reSenja takodje re- |

Zenje sistema. Pored toga, zbir dva refenja, ili redenje pomno~- |

Zeno sa konstantom takodje su reSenja sistema., Metode reSavanja !

linearnih jedna®ina pomocéu redova (Furijeov, Tajlorov i drugi
redovi) baziraju ba¥ na principu superpozicije. Medjutim, ovaj
princip ne va%¥i za nelinearne sisteme, pa se uobidajene metode

koje se korigte pr analizi linearnih jedna®ina, ne mogu koristi- :

ti za nelinearne jedna®ine. Kao posledica ovoga, nasuprot tome
&to je teorija linearnih sistema potpuno razradjena, o op3tim

karakterlistikana nelinearnih jednafina nista se ne zna., Teorija .

i analiza nelinearnih jedna®ina je ograni®ena samo na specijal-~

ne sludajeve, koji se odnose na diferencijalne jedna¥ine drugog !

reda, a koje oplsuju oscilacije. O osobinama jedna®ina viSeg
reda se mnogo manje zna,

Proplemi kojli se svode na nellnearne diferencijalne jednadine

bili su predmet izufavanja mnogih istraZivafa, ali do danas ni-

jedna razvijena metoda nije tako efikasna da u potpunosti reda~

va problem nelinearnih diferencijalnih jednadina., Veéi broj o-
vih metoda su ili nepodesne za primenu u praksi ilil daju nedo-
‘voljno tadne rezultate zbog aproksimacija koje se koriste, ili
pak daju malo informacija o op3tem refenju nelinearnog sistema
jednatina.

Nave§éemo %etirl metode koje se danas uglavnom koriste za refa- -

vanje nelinearnih diferencijalnih jednaZina:
= iteraciona metoda Pikara,
-~ metoda linearne aproksimacije,
- metoda fazne ravni 1 '
~ metoda opisne funkcije.

Lo e [ U
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Ova se metoda mo¥fe koristiti 1 za refavanje linearnih i neline-
arnih diferencijalnih jedna&ina pod uslovom postojanja jedinst-
venog resenja. Metoda se sastoji u slededfem:

Neka je data diferencijalna jednadina

d
d—z = £(t,y) (4.1.1)
Integracijom leve i desne strane ove jednaline dobija se
t
ylt) =y, + If(z,y)dz (4.1.2)
to

gde je y, = y(ty). JednaZina (4.1.2) sadrZi na desnoj strani,
pod integralom nepoznatu funkciju y(t) i po metodi Pikara ona
se mo¥e zameniti proizvoljnom funkcijom vy;(t)*, tako da se mo-
%e odrediti integral, pri &emu se dobija
t
yalt) = yq + If(z,y,)dz (4.1.3)

to

Posle ovoga funkeiju y,(t) treba zameniti na desnoj strani
jednaine (4.1.2}, &ime se odredjuje '
t
Yy, (E) = Yo *+ Jf(z,yz)dz (4.1.4)
to

Proces iteracije se nastavlja tako da vaZi op3ta rglacija
_ t
yi(t} =¥, t If(z,yi_‘)dz (1=2,3, ...} (4.1.5)

to

Pri dovoljno velikom n funkcija y,(t) te¥i funkeiji y(t),
koja predstavlja reSenje jednaZine (4.1.1), nezavisno od izab-
rane funkcije y,;(t) na pofetku iteracionog procesa.

Nedostaci ove metode su sledeéi:
- mo¥e se dogoditi da je tedko izvrEiti potrebnu integraciju,
~ brzina konvergencije funkeija yi(t) (i=1, 2, ... ) ka
funkciji y(t) moZe biti spora i

*} Za prvu aproksimaciju obinc se uzima po#etni uslov y
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- refenje se dobija u obliku beskonanog reda.

Ova se metoda koristi u_dva vida:

12 Nelinearna diferencijalna jednaZina se zamenjuje linear-
nim diferencijalnim jedna&inama u pojedinim segmentima nezavis-
no promenljive, i i

2% Razvijanjem u red nelinearnih ¥lanova diferencijalne je-!
dnafine i zanemarivanjem Zlanova vifeg reda &ime se nelinearna |
jedna®ina svodi na linearnu diferencijalnu jedna&inu. 5

Nedostatak prvog vida ove metode je §to mofe biti veoma sloie-é
na u sludaju kada se radi sa veéim brojem segmenata, a nedosta~-
tak drugog vida ove metode je Zto se linearizacija ne moZe uve&

primeniti. Oba vida ove metode su vrlo ograniZene tagnosti. E

Primer: Jedna¥ina kretanja matematifkog klatna ima oblik
2 :
49 .3 sine =0 (4.1.6)
dtz L :

gde je % udaljenje mase M od tatke oko koje se vr%i oscilo-
vanje (du¥ina klatna), a ¢ wugac koji zaklapa klatno prema ve{
rtikali. :
Jedna&ina (4.1.6) je nelinearna diferencijalna jednalina drugoé
reda 1 za male amplitude moZe se uzeti da je :

sin 0 = 8 (4.1.7)
{(vidi Uved, 1.2), &ime se jédna¥ina (4.1.6) svodi na oblik ;

da%e, g

+29 =0 (4.1.8)
dt? g ! ;

Razlika 8{t) - 0:(t) &ini gresku ufinjenu zamenom nelinear-'
ne diferencijalne jednadine (4.1.6) linearnom jednaZinom !
{4.1.8). Za velike vrednosti ugla €& relacija (4.1.7) ne vaiig
pa i gre$ka ne moZe biti zanemarljivo mala,

- Metoda fazne ravni
Ova se metoda odnosi na nelinearnu diferencijalnu jednadinu
drugog reda oblika
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d‘x * . [
— + a(x,x)*x + b(x,x)*x = ¢C (4.1.9)
de?

gde je ¢ - konstanta.
Ogranifenja ove metode sus

- %to se moZe primeniti na jednadinu oblika (4.1.9), kod
kojih se nezavisno promenljiva ne javlja eksplicitno u koefici~
jentima a i b 1

- #to ne mo¥e biti pobudne funkcije osim konstante.

Analiza metodom fazne ravni vr¥l se na sledeéi nadin:
19 Uvodl se promenlijiva y = %, pa jednadina (4.1.9) dobi-
ja oblik
%% + a(x,y)*y + bix,y)*x = ¢ (4.1,10)
2° Delenjem leve i desne strane jednatine (4.1.10) sa ¥
dobija se

1 dy : X _ €
= i - = s ks
7 at aix,y) + blx,y) T° 3 (4.1.11)
kako je
pa J dy Ex‘dx a
i CHRR: i S (4.1.12)
Y at
jedna¥ina (4.1.11) postaje
d
E;Y; = - alx,y) - b(x,y) ?Y-( + % (4.1.13)

Ako se u faznoj ravni Oxy konstrulde sada kriva yi(x) takva.
da za svaku tadku Ni(x,y) na toj krivoj koeficijent pravca ta-
ngente u toj talki bude jednak dy/dx 1 da zadovoljava jednadi-
nu (4.1.13), onda je ta kriva refenje jednafine (4.1.9). Kriva
u faznoj ravmni, koja predstavlja redenje jednaZine (4.1.9), Ze-
sto se naziva fazni portret 1li fazna trajektorija., Da bi se o=
lakialo crtanje fazne trajektorije za razlidite pbéetne uslove
‘u faznoj ravni se najpre odredi familija krivih linija koje 1-
maju kenstantan nagib

Ez.uk

ax (4.1.14)

gde je k - konstanta. Ove se linije nazivaju izokline. Posto-
janjem izoklina lako se crta fazna trajektorija.
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Pomodu analognog radunara fazne trajektorije se vrlo lako mogu
dobiti, 5to e u daljem tekstu na primeru biti pokazano,

- Metoda opisne funkcije

Metoda opisne funkecije koristi se za analizu nelinearnih homo-
genih diferencijalnih jednadina n-tog reda. Sustina metode je
da se utvrdi kakav se oblik sinusne funkcije moZe uzeti kao
pribli%no refenje nelinearne diferencijalne jedna&ine, Ako se
sinusna funkcija mo¥e uzeti kac pribli%no re3enije, onda ge me-
todom opisne funkcije mofe odrediti njena amplituda i udesta-
nost. Ako sinusna funkecija nije reSenje, onda se ovom metodom
mogu odrediti uslovi pod kojima e reSenje date jednadine biti
harmonijsko. ;

Ova se metoda najfesfe koristi prilikom analize stabilnosti si-
stema automatskog upravljanja.

4.2, Struktura programa

Analogni rafunar se pokazao kao idealno sredstva za reZavanije .
ba% nelinearnih diferencijalnih jedna¥ina bez cbzira kako komp-
likovan bic problem i bez obzira na red diferencijalne jednadi-
ne i oblik ulazne funkcije. Izrada i struktura programa za re- !
Savanje nelinearnih diferencijalnih jednadina u sustini se ne ;
razlikuje od izrade { strukture programa za linearne jednadine.
Razlika je jedino u tome Zto se javlja mno¥enje i generiranje f
funkcija, o Zemu je ved bilo re¥i kod linearnih sistema sa pro-
menljivim koeficijentima. Prema tome, da bi se mogle reSavati

nelinearne difereacijalne jédnaéine pomodu analognog radunara :
potrebno je imati, pored linearnih radunskih elemenata, kaoc sa=-
birada, integratora i potenciometara, jof i1 mnoZade, generato-

re funkcija i neke logi¥ke radunske elemente, o kojima je bilo !

redi u Prvom delu (I), ) ) 7 I

Primer; Kretanje materijalpe tatke u nelinearnoi_otpornoj |

sredini .

Ako se materijaina tatka krede pod uticajem zemljinog gravita-
cionog polja u sredini koja ima otpor proporcionalan kvadratu

C wee e e a1 ‘ i
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brzine, onda diferencijalna jednaina kretanja glasi
M%=-Cx%+ Mg (4.2.1)

Ovo je nelinearna diferencijalna jedna&ina, jer se javlja &lan
koji sadrZi kvadrat prvog izvoda funkcije. Uzmimo poZetne uslo-
ve x{0) =0 i x(0) =0,

Izabrali smo ovaj problem kao ilustrativni jer je jedna&ina
(4.2.1} jedna od malog broja nelinearnih diferencijalnih jedna-
¢ina koie se mogu re¥iti analiti¥ki, pa se ovo refenje moZe ko=
ristiti da bi se proverili rezultati dobijeni na analognom xa-
¢unaru.

Analiti&ko reSenje jednaine (4.2.1) moZfe se dobiti ako se sta-
vi da je

X =y ) ' (4.2,2)
odakle se dobija 7 -
dy ’
% = v {4,2.3)

Jedna®ina (4.2,1), prema (4.2.2) i (4.2.3), postaje sada

- dy C .2
— N = e + _4.2.4
@& ¥ v 79 - . “.2.4)

Op3te reSenje ove jednaline glasi

,\JE‘_E g '
Y T th(v—; t + A) 7 (4.2.5)

gde je A inteqraciona'konsﬁanta, koja za Q(D) = y(0) =0
postaje A = 0, pa refenje (4.2.5) glasi

ﬂ'ﬁth(f—:_gt) _ u;z‘.s)'

Refenie jednaéine (4.2.1), prema (4.2 2) i (4.2,6) i za poetni
uslov x(O) = 0, glasi - -

M ) - : . C - ) . - - -
x=% _ch(ﬁ% t) - 3 2
Kako je. - o ‘
1im th(F2 t) = 1 . {4.2.8)
t.p“ M . - - A

to je
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Mg

lm x = limy = |= : (4.2.9).
t-t-w t-h@ -
pa je 1 :
1im % = 0 (4.2.10)i
Lt H

Prema tome, funkcije x(t) 1 %(t), kada t+=, asimptotski se |

pribliZavaju konstantnim vrednostima (4.2.9) i (4.2.10). !

Da bismo jedna&inu (4.2.1) postavili na analogni ralunar, pot-é
rebno je re3iti je po najvidem izvodu, tj. [

% o= - 2 ’
% Fx+g (4.2.11{

Struktﬁrna blok Sema programa za reavanje gornje jednatine da+
ta je na slici 4.2.1. Program je prilagodjen za analogni raéu—g

. t -
1ov -/ P 0 —

43

S1., 4.2,1. Blok ﬁema za reiavauje jednadine (4.2 11)

nar TARk - 50 i hrojne vrednosti odgovaraju ovom raunaru, da
dobijanje nelinearnosti upotrebljen je mnoZa& kojim se vrii mno-
fenje funkcije x{t) same sa scbom da bi se dobio njen kvadr#t.
_Za ovu svrhu se mofe koristiti i generator na kojem treba pode-
siti kvadratnu funkciju. :

Krive, koje_prédstav;jkju reianja' x(t), i(t} 1 %(t) za vré-
dnosti C/M = 0,8; dobijene na analognom rafunaru TARA-50, pri-
kazane su na slici 4.2,2. Veli¥ina x(t) te¥li konstanti /3
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&ija je vrednost 3,5 m/s, a veli¥ina R(t)+ 0, kada t + =,

% x X
[m/s?] [m/s] [m]
37,5 7,5 15

25 5,0 50

12,5 2,5 25

Sl. 4.2.2.

e

10

ReSenje jednadine (4.2.11)

20
t[s]

Ovaj primer pokazuje da sa gledi¥ta programiranja nelinearnih

problema na analognom radunaru ne postoje nikakve te&koée, Pro-

gramiranje se izvodi kaoc i za linearne sisteme, 8 tim &to je

jedino potrebno voditi raduna o ispravnom korisdeniju generato-

ra funkcija i mnoZaZa.
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1I., MODELIRANJE PRENOSNIH FUNKCIJA

1. uvop ,
1

U predhodénoj glavi razmatrano je reSavanje obiZnih diferencijal-
nih jednaZina pomoéu analognih ra¥unara., Medjutim, u mnogim te-
hni&kim problemima, kao 5to su problemi iz aerodinamike, teori-
je automatskog upravljanja i sl., ovakav prilaz primene analog-:
nih radunara nije pogodan. UobiZajeno je da se analiza i sinte- |
za tehni&kih sistema vrEi primenom prenosnih funkcija. Ovakav
prilaz ima viZestruke prednosti u odnosu na matematifke modele E
istih sistema 'u obliku diferencijalnih JjednaZina. Pogodnosti
koje prufaju prenosne funkcije ogledaju se pre svega u moguéno-?
sti posmatranja nekog slofenog sistema kao objekta saZinjenog :
od viZe manjih podsistema, za koje su pozZnate prenosne funkcijeJ
Svaki podsistem pritom zadr#ava parametre u okviru svoje pre- :
nosne funkecije, tako da se pri modeliranju na analognom raéuna-?

ru takodje zadr#fava struktura podsistema, kao i sistema u celi-
ni. Ovo ocmoguduje jednostavan uvid u uticaje pojedinih parame-
tara u sistemu i njihovo lako podeSavanje na analognom radunaru.

Kako se analogni radunari najviZe primenjuju baZ za analizu te-i
hnidkih sistema, to je ova glava posvedena prilazu modeliranja i
na analognim radunarima primenom prenosnih funkcija. Medjutim, !
kako pojam prenosnih funkcija bazira na Laplasovo]j transforma=- |
ciji, to je u prvom delu ove glave detaljnije obradjena Lapla- :
sova transformacija; C¢italac koji je veé upoznat sa Laplasovom ;
transformacijom mofe presko¥iti materijal u odeljku 2. Medjutimé
za one koji nisu upoznati sa Laplasovom transformacijom ovaj ded
je neophodan, da bi mogli da prate ostali materijal obradjen u '

ovoj glavi.
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2, LAPLASOVA TRANSFORMACIJA \/

2.1, Definicija Laplasove transformacije

Pre nego 5to predjemo na definiciju Laplasove transformacije po-
stavidemo izvesna ograniZenja za funkcije na koje demo primenji-
vatli ovu transformaciju. Kako nas interesuju uglavnom prakti-
ni problemi vezani za realne fizifke objekte, to moZemo odmah
konstatovati da demo raditi sa funkcijama £(t) realne promen-
ljive t, gde je t vreme, Pored toga, interesovade nas pona-
Sanje objekta od nekog trenutka koji demo proglasiti za pofetni,
tj. t = 0, 3to zna&i da nas interesuju vrednosti funkcija za

t > 0, pa se mo¥e smatrati da je

f{t) =0 za t«< 0 (2.1.1)

Predpostavimo, isto tako, da je funkeija £(t) za t > 0 ne-
prekidna, ili da ima u konafnom broju tafaka prekide prve vrste
i da je ogranifena, tako da se uvek moZfe nadéi pozitivan broj M
takav da je

|e(e)| <« ® za t >0 (2.1.2)

Vrednost funkcije f£f(t), za t > 0, odredjena je sa

£(0) = lim £(t) t>0 {2.1.3)
t + 0
Ogranienja (2.1.1), (2.1.2) 4 (2.1.3) nad funkcijom £(t), su
najcesfe prisutna za sve funkcije koje potifu iz realnih prob-
lema, Stoga ona i ne predstavljaju nikakve posebne uslove za
funkecije sa kojima femo se sresti u tehnidkej praksi.

Relacija w
F(s) = [ £(t)-e"%*at (2.1.4)
0

koja definiSe funkciju F(s) za sve vrednosti s za koje in-
tegral egzistira, naziva se Laplasova transformacija funkcije
f(t). Integral na desnoj strani relacije (2.1.4) naziva se La-
plasov integral. Funkcija £(t) naziva se original, a funkci-
ja F(s), dobijena Laplasovom transformacijom, naziva se komp=
leksni 1ik i1i slika funkcije f£(t). Veza izmedju £(t) i F(s)
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data relacijom (2.1.4), simboliZki se cbeleZava sa
F(s) = L[£(t)] (2.1.5) °

U relaciji (2.1.4) 8 Jje kompleksan broj koji se moZe napisa- i
ti u obliku
s = 0 + juw (2.1.6)

2.2, Laplasova transformacija nekih funkcija

U ovom odeljku demo izvesti Laplasovu transformaciju & dati komq
pleksne likove nekih funkcija koje se &esto Koriste u tehnigko] !
praksi, Na kraju odeljka data je tablica (tab. 2.2.1) sa komp-
leksnim likovima vedeg broja funkeija koje se javljaju u prak-
tiénim problemima.

= Jedini&na funkeija

Ova je funkeija definisana sa

0 za t <0
ult) = (2.2.1)°
1 za t 20

Grafi&ki prikaz funkcije u(t) dat je na slici 2.2.1.

u(t)

0 t

sl, 2.2.1. Jediniéna funkeija

Laplasova transformacija funkcije u({t) daje :

u(s) = [ e %tar = -[é e"“] -2 (2.2.2)
0 ;

U relaciji (2.2.2) je predpostavljenc da je Re(s) = o > 0.
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- Impuisna (Dirakoya) fumkgija

Posmatrajmo funkciju

i} za £t <0
s(t,h) = tlute) ~wie-my| =< & za 0 <ct<n  (2.2.3)
h b
0 t>h

Grafitki prikaz ove funkcije dat je na slici 2.2.2.

d(th)
L
h

h t
81, 2.2.2. Impulsna funkcija

Funkeija 6(t,h) moZe se fiziZki predstaviti i posmatrati kao
konstantna sila 1/h, koja dejstvuje za vreme h, Impuls ove 8i-
le bice

0

U sluXaju kada je intenzitet sile veliki, a prema relaciji
{2,2,3) vreme dejstva vrlo kratko, sila dejstvuije trenutno.
Stoga se ovakva funkcija

6{t) = lim &(t,h) {2.2.5)
h+0

naziva impulsna ili Dirakova funkcija.

Laplasova transformacija ove funkcije daje
L[6(t)] = lim [e"ts(t,h)dt (2.2.6)
h-"Oo .
Zamenom relacije (2.2.3) u (2.2.8) dobija se
1 - e™®h
sh

L[s¢(t)] = lim = 1 (2.2.7)
h+0



- 232 -
Prema tome, kompleksni lik impulsne funkcije je jedinica.

= Silnusna funkecija

§liénim razmatranjem za sinusnu funkciju dobija se :

L[sinwt] = Ie‘Stsinmt at = oy——r (2.2.8)
0 |

Koristedi relaciju (2.1.4) moZe se izvesti Laplasova transfor-
macija i za druge funkcije. Kompleksni likovi funkcija koje se |

najfedde koriste u praksi dati su u tabeli 2,2.1.

FUNKCIJA LAPLASOVA TRANSFORMACIJA
6(t) 1
u(t) i/8
t 1/s%
£n nt /gb+!
ekt 1/(s - k)
sinut w/(8* + w?)
cosut 8/(s? + w?)
ektsinut w/[(s-k)? + w?]
eftcosut (8=k)/[(8=k)2? + w?]
e *'sinut w/[(s+K) % + w?]
e~Etcosut (s+k) /[(s+k) + w?)]

Tablica 2,2,1

2.3. Laplasova transformacija funkcija pod operacijom u
vremenskom domenu

U ovom je odeljku izloZena primena Laplasove transformacije na
funkcije nad kojima je primenjena operacija u vremenskom domenu
(diferenciranje, integracija i sl.), po nezavisno promenljivojit.
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- Teorema zbira

Pod ovom teoremom podrazumeva se Laplasova transformacija sume
originala funkeija f£;(t), (i =1, 2, ««s 2 D). Lako se dokazu-
je relacija

n n
L c.E.(&)]| = C,F.(8) {2.3.1)
[izl i~i } izl i“i

Odnosno, kompleksni lik sume originala C;f;(t) jednak je sumi od-
govarajuéih kompleksnih likova C;F; (8), gde je

LE ()] = Fi(s)s (1 =1, 2, «evy n)

- Teorema slinosti

Odredimo Laplasovu transformaciju funkcije f(at), gde je a
realan pozitivan broj. Prema (2.1.4) sledi da je
L[f(at)] = % I e~®ts(at)dt (2.3.2)
0

Uvedimo novu promenljivu 1 = at. 1z relacije {2.3.2) dobija se

T

L{f(at)] = & J e * f(ndr (2.3.3)
0
kako je = _ 8.
F(g) = l e ® f(udar (2.3.4)
te je
L[g(at;) = 2 F(2) . o (2.309)

Relacidja (2.3.5) izra%ava teoremu sliZnosti © promeni kompleks=
nog lika kada se menja razmera argumenta funkelje originala.

- Teorema o kaZnjeniju

Neka je funkcija £(t) pomerena translatorno du¥ apscise t
{sl. 2.3.1), tako da jepri 1 > 0,

0 ’ za t < T
f(t-T) L ) ) ’ (2.3'6)
£(t-1) za t 2 1 '
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f(t) t{t-1)
L~ (\_/

0 % 0

.ﬂ e

S§1, 2.3.1. KaBnjenje funkcije

Veza izmedju kompleksnog lika funkcije £({t} i funkcije f(t‘&)
data je relacijom 5

L[E(t-1)] = e *5L{£(t)] (2.3.7)
Relacija (2.3.7) se mo¥e dokazati na slededi nadin, é
- ;
L[£(t-1)] = J e g (t-1)dt (2.3.8)
0 f
Iz definicije funkecije £(t-t} sledi da je
L[£(t=-T)] = J et f(t-1)dt (2.3.@)
T |
 Uvedimo novu promenljivu t' = t=1, tada se iz (2.3.9) dobija:
o . !
L[£(t=)] = I et e ®Te(erat’ (2.3.10)
0 :
odnosno .
L[£(t=1)] = e"""F(s) (2.3.11)}
Zime je relacija (2.3.7) dokazana. I
- Laplasoya transformacija izvoda funkcije originala
Potra¥imo kompleksni lik izvoda funkelje £(t), tj.
L' (] = ] e”®t£' (t)at ' (2.3.12)
0

Integracijom relacije (2.3.12) dobija se
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L[ (e)] = [e"®*2(e)], + 8 I e“%f(t)dt = ~ £(0) + 8 F(s)

0 (2.3.13)
ako je f£{0) = 0, iz (2.3.13) se doblja
L[£ (£)] = s F(s) (2.3.14)
Ako se u relaciji (2.3.13) f£(t) zameni sa £ (t) dobija se
L[ ()] = s L[E ()] - £'(0) (2.3.15)

odakle se, prema (2.3.14) dobija
L{£" (t)] = s?F(s) - s £(0) - £'(0) (2.3.16)

U opitem sluXaju se na slifan na¥in dobija relacija

t[£® ()] = sPFis) - s"TPE(0) - SO IE (0) = eee - £/871)(0)

{(2.3.17)
U sluZaju da su svi podetni uslovi jednaki nuli, tj.
£(0) = £'(0) = »o» = £ (0) = 0 (2.3.18)
Relacija (2.3.17) svodi se na oblik
L[ ()] = s"F(s) (2.3.18)

- Laplasoyva transformacija funkcije pod_znakom integrala

Neka je funkcija F(s) kompleksni lik funkcije £(t). Oznadi-
mo sa ¢(t) funkciju
t
$(t) = If(t)dt {2.3,20)
0

Iz (2.3.20) sledi
o' (t) = £(&) 1 ¢(0) =0 (2.3.21)

Ako se relacija (2.3.14) primeni na funkciju (2.3.21) dobija se

s-L{e(r)] = F(s) . (2.3.22)
odnosno N
L[ [f(t)dt] = 1 #(s) (2.3.23)

0
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U sludaju da donja granica integrala nije nula, lako se dokazu~
je, na osnovu osobine (2.3.13), da je ‘ :

1] a :
L[[f(t)at] =3F(s) -2 If(t}dt (2.3.24)]
a 0 i

U sludaju viZestruke primene operacije integracije funkcije
£{t), na osnovu (2.,3.24), dobija se

i
t t t
n 2 F‘s) !
L Jdtn-idtn_loo- lf(tl}dtl = = (2.3.25%

0
= ZTeorema proizvoda :
Neka su date funkecije £,(t) 1 £,(t), obrazujmo funkciju f(ﬂ)
na sledeéi na&in ;

t
£(t) = Jfl(t-T)f,(T)dT (2.3.26),

Funkcija £(t) naziva se konvolucija funkcija f£,(t) 1 £,(t).
zamenom t-T = t u (2.3.26) dobija se 5
t :
£,(8Nf, (t=t")at' = If,(t)f,(t-T)dt (2.3.27):
8 :

£{t) = «

o ———

Iz (2.3.27} i (2.3.26) sledi da konvolucija f(t) ne zavisi od
toga koja je funkcija pod znakcom integrala sa argumentom t-r.g

Neka su poznati kompleksni likovi F, (s} i Fa{s}) funkecija
£i1{t) 4 £2(t). MoZe se pokazati da kompleksni 1lik funkcije
f(t) definisane sa (2.3.6) ima oblik

L[£(t)] = F, (s)*F,(s) (2.3.28))

2.4. Operacije nad Laplasovom transformacijom

Diferencijacijom relacije (2.1.4) po 8 n-puta dobija se
n ® -

d :
— F(s) = (-1* I e " e f(t)de (2.4.1)
ds 0 :
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gde smo predpostavili da je moguda diferencijacija integrala na
desnoj strani relacije (2.1.4) po parametru s.

Posmatranjem relacije (2.4.1) moZfe se zaklju&iti da je

- a(F(s)]
L{-17t7 ()] = ——— (2.4.2)
ds

- Integracija Laplasove_transformacije

Predpostavimo da je moguda integracija desne strane relacije
{2.1.4) i ako se ista izvr3i u granicama od s do =, tada se
dobija w© o
-8t 1
F(s)ds = |e Ef(t)dt : (2.4.3)
;3

Poslednija relacija kazuje da je ustvari

L[% f(t)] = JF(s)ds (2.4.4)

- Translacija Laplasove transformacije

Ako se u relaciji (2.1.4) zameni s sa s-a, gde je a kons-
tanta, dobija se

F(swa) = Ie""a’tfct)dt - Je*’te‘tf(t)dt (2.4.5)
0 0

Iz relacije (2.4.5) sledi da je

F(s-a) = L[e®YE(t)] (2.4.6)

2.5, Inverzna Laplasova transformacija

Ako je u relaciji (2.1.4) poznata funkcija F(s), a treba odre-
ditl funkciju £(t), ovo se simbolilki oznadava sa

£(t) = L7 [F(s)] (2.5.1)

Operacija nalafenja funkcije originala £(t) na osnovu komplek-
snog lika F(s) naziva se inverzna Laplasova transformacija.

[y
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Relacija {2.1.4) posmatrana kaco jednafina u kojoj je nepoznata
funkcija f({t), predstavlja integralnu jedna&inu Laplasovog ti-
pa bt
ff(t) e"5%at = F(s) {2.5.2)
0

Opite reZenje jednadine (2.5.2) moZfe se odrediti. Medjutim, za
primenu Laplasove transformacije u problemima modeliranja ovo
reSenje nije interesantno. 2a nas je mnogo interesantnije da se
ispitaju neke osobine integralne jednadine (2.5.2) i njena rese-
nja za specijalne slufajeve.

Neka je desna strana jednaine (2.5.2) zbir poznatih funkcija,
tj.

F(s) = F,(s) + F,{s) + r++ + F,(s) (2.5.3)
Predpostavimoc da su origipali funkcija F;(s) dati sa £;(8),
(t =1, 2, ... , n), Odavde sledi da je

Jf,(t)-e'Stdt = F, (s}

0

ff LomSta )

j 2 (t)re dt = F, (s)

0

RO (2.5.4)
an(t)-e Stdat = Fp(s)

0

Sabiranjem levih i desnih strana jednafina (2.5.4) dobija se re-
lacija '
o {2.5.5)
J[f,(t) + t, () 4 cee 4 E ()} ]e” At = P (s) + Fy(s) + eer + Fn(?’
0 .

Relacija {2.5.5) omogucduje jednostavno dobijanie inverzne Lapla-
sove transformacije oriyinala sume funkciia (2.5.3), tj. kada je !

mogucde odrediti originale pojedinih sabiraka u zbiru (2.5.3).
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Neka funkcija na desnoj strani jednadine (2.5.2) ima oblik

sy = 2450 - (2.5.6)
g(s)

gde su pi(s) 1 qg(s) polinomi po s, koji nemaju zajedni&ki
Sinilac, tj.

-t
pis) = amsm + a, g + err + a8 + a,

-1
q(s) = b s" +b "' + e + b5 + b,

(2.5.7)

pri &emu je m < n,

Ovde demo izlo¥iti osnovwne slufajeve inverzne Laplasove trans=-
formacije racionalne funkcije (2.5.6) ne upudtajudéi se u dokaze
svih stavova, koje Citalac moZfe nadi u navedenoj literaturi.

a, Neka pelinom g(s) ima proste korene koji se mogu napisati
u obliku

g(s) = (s=s;)(s=g,)-*(s-5) (2.5.8)

Racionalna funkcija (2.5.6) moZe se tada napisati, rastavljanjem
na proste razlomke, u obliku

A A A
p(s) _ _l + _2 1 oeee & __:E_. (2.5.9)
q(g) 8 8, g S, s Sh
gde je -
5.
A = Eé_;l_ (A=1, 2, ves s 0 (2.5.10)
q (s;)

Zamenom {2.5.10) u (2.5.9) dobija se

n ,
pls) pesy) 1 : (2.5.11)

a(s) 423 q'(s;) § T 83

Kako je A
: L-’['_.__] = eSit | (2.5.12)
g - si

to na osnovu (2.5.5) sledi da je

B pis.;) 1 B pi(s,) N
-1 ] = : es (205013)
8
1

£(t) = L'I[ I .

i=1 q"(sg) 8 - i=1 q'isi}
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Prema tome, original kompleksne funkcije F(s) koja predstav-
1ja koli&nik dva polinoma p(s) 1 g(s), pri femu je stepen
polinoma q(s) veéi od stepena polinoma p{s), a za sludaj da
g{s) ima sve proste korene, dat je relacijom

n pi(s.) .
£(t) = L' [F(s)] = L"[pm] - ] —i g%t (2,4.14)
ats)) 121 g'(sy)
b. HNeka je funkcija F(s) data u obliku
F(s) = 2L (2.5.15)

sr(s)

pri Zemu stepen polinoma p(s) nije vedi od stepena polinoma
r{s). ReSenje integralne jednadine (2,5.2) moZe se odrediti iz
relacije (2.5.13) smenom

g{s) = s+*r(s) (2.5.186)

gde polinom r(s) nema viSestrukih korena i korena jednakih nu-
li. Ako se vrednost (2.5.16) zameni u relaciju (2.5.13) dobijla
se

n pis., .
£(t) = | - S e®it (2.5.17)
i=]
3=ls r(s)]s=si
Imenilac¢ u izrazu (2.5.17) moZe se napisati u obliku
d '
E;[s-r(s)}s=si = r(s;) + s;r (8;) (2.5,18)

Polinom {(2.5.16) ima jedan koren jednak nuli. Neka je taj koren
s, = 0. Tada se relacija (2.5.18) za s = s, moZe napisati u
chliku

4
--d*--g[s-r(s)]s=s = r(0) . {2.5.19)
1

Prema tome, izraz (2.5.17) svodi se sada na oblik

. n pis.)
frey = 200 4 7 T2 gsit (2.5.20)
T g osirtsy)

Ako pradpostavimo ¢a je polinom r(s) stepena n, a ne n-1l,
kao u relaciji {2.5.20), tada se indeks i moZe menjati od 1
do n, umestc od 2 do n, tij.
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n . .
ey = 24O lsg) sit

(0 |
q(0) = j2; sir'(s;g) (2.5.21)

Relacija (2.5.21) naziva se Hevisajdova teorema razvoja i pred-
stavlja redenje Laplasove integralne jednadine .(2.5.2) kada je
funkecija F(s) oblika (2.5.15), sa navedenim ogranilenjima za
pelinom r(s).

c. Ako polinom q(s) ima viSestruki koreni &inilac (s - a)k
reda k, onda se funkcija (2.5.6) mo¥e napisati u obliku
p(s) p(s) r(s)

F{s) = = = (2.5.22)
a(s) (s - a)kq,(s) (s - a)k

gde je «r(s) = p(s)/q,(s).

Rastavljanjem racionalne funkcije (2.5.22) na proste razlomke

dobija se
Ak Ak-l Al
F(s) = ——be + —EZh— 4 vor 4 — 4 g(s) (2.5.23)
(s-a) (s-a) ! s-a

Naveifemo rezultat inverzne Laplasove transformacije funkcije
(2,5.23) bez dokaza. Citaoce koje ovaj dokaz interesuje mogu
ga naéi u literaturi navedenoj na kraju knjige.

Inverzna Laplasova transformacija daje original kompieksne fun-
keidje {(2.5.23) u obliku

£(t) = L7 [F(s)]

odnosno
£t) = eot|-ZL8L. (k-1 Eifa) k=2 . .. 1) o)
(k-1)? 1f(k-2)1 (k=1}t
+ L7 [gts)] ' (2.5.24)

d. Prilikom‘rastavljanja funkcije (2.5.6) na proste razlomke,

nismo vodili ra¥una da 1i su koreni polinoma gq(s) realni ili

kompleksni. Medjutim, kada pelinom g(s} ima konjugovano kom-

pleksne korene, onda se rastavljanje funkcije (2,5.6)moie upro-
stiti. ’

Neka su

5, = - a + jB b s, =~ a - j8 fA 7. 251
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kompleksni koreni polinoma g{s). Tada se funkecija (2.5.6) mbie

napisati u obliku

pcs) r(s) Ms + n
- = +
a(8)  (g4q)2 + g2 (sta)? + B2
odakle je .
r(s) = Ms + N + g(s) [(s+a)?

Zamepom vrednosti za s, 1 s, 1z (2.5.25) u (2.5.27) dobija

se
r(s,) = M{- o + jB) + N

r{s:) = M(- o - jB) + W

Leve strane relacija (2.5.28) su kompleksni brojevi, pa se mofe

pisati

g(s)

+ B#]

r(s,) = r, + jr, =M{-a+ jB) + N
r(sg) = ry - j rz ’M("‘ﬂ.- ja) + N
odakle se dobija
r, = = Mas + N
r, = M8
pa je. X, ;8 + r,a
M=—B— i N =

Zamenom (2.5.31) u (2.5.26) dobija se

AP'(S)
q(s)

(s+ax)r, + Br,

1 S
2 o= v - +g(
B (s+a)? + B2
Kako je prema tabeii 2.2.1
. s + a
L= - _ = e % cospt
(s+a)? + B2

) 8 1 .
o e = = e"%tgynpt
‘5*’“)2 + .82 . .
to, ma osnovu.(§,5.5) sledl da je

(s+a)r; + Br,

£(t) s‘1"[l .
s fs+a)? + g2

s}

* 9(8)] =

I T P S P

(2.5.26)

(2.5.27)

(2.5.2B)

(2.5.29)

(2.5.3b)

(2.5.5})

(2.5.3#)

(2.5.33)
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**(r,cosBt + r sinBt) + L”'[g(s)] (2.5.34)

o

e. HNeka polinom g{s} ima viSestruke kompleksne korene reda
k. Tada se funkcija (2.5.6) moZe napisati u obliku

r{s) k M.s + N,
pls) = 7 - o+ g(s) (2.5.35)
q(s) (5"’0)2 + BZ =1 [(S‘Hl)z + lel .

Vrednosti za M; 1 N; (1 =1, 2, «v. ; k) mogu se odrediti me-
todom jednakih koeficijenata. Kada se odrede vrednosti za M; )
i N, tada ih treba zameniti u relaciju (2.5.35) i naéi inver-

znu Laplasovu transformaciju svakog &lana posebno,

Prema tome, pri traZenju inverzne Laplasove transformacije ne-
ke racionalne funkcije, potrebno je datu funkciju rastaviti na
proste razlomke i traZiti invefznu Laplasovu transformaciju
svakog razlomka ponacscb,.

f. Ozna®imo realne korene jednaine

gf{s) = 0
sa s, (1 =1, 2, evs s m), a kompleksne korene sa oa; * JjB;
(i =1, 2, vea ); i uvedimo oznake '
p(s;) :
Ai = —-—T—L—- {2.5.36)
s;r'(s;)
Plaj * jB;)
% e i = ' (2.5.37)

(a;23B; )-r (o0;23B;)
Relaci}a {2.5. 21} prema (2.5.36) i (2,5.37) tada dobija oblik

=M .
i) = BLO) -, { Ajetit + I [ VBT ST
al i=}1 i=]

(2.5.38)
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3. ANALIZA LINEARNIH SISTEMA PUTEM MODELIRANJA

3.1, Prenosna funkcija

U tehnifkoj praksi vrlo se Zesto koristi pojam prenosne funkci-
je. Ovaj se pojam narodito koristi, odnosnc ima izgradjen mate-
matidki aparat, za analizu i sintezu sistema automatskog uprav-
ljanja. Na slici 3,1.1 prikazan je Sematski tehniki uredjaj
ili sistem na &iji se ulaz dovodi funkcija x(t}. Pod ulaznom
funkcijom podrazumeva se neko spolja3nje dejstvo na sistem. Re-
akeiju sistema na spolja3nje dejstvoe x(t} oznadimo sa y(t)|
Funkecija y(t) naziva se izlazna funkcija ili odziv sistema n
funkciju x(t). Odnos kompleksnih likova izlazne funkcije yIt}

X 1gisrem 3

$l. 3.1.1. Sematski prikaz sistema

i ulazne ulazne funkecije x(t), pri nultim pofetnim uslovima,i
naziva se prencsna funkeija. '

Ozna®imo prenosnu funkciju sa G(s), pa je prema gornjoj) defi+
niciji ’ ;
Y(s)

Gls) = X(s)

{(3.1.10

Haveidfemo neke osobine prenosnih funkecija za stabilne dinamié#e
sisteme: :
- Prenasna funkpija je racioanina funkcija oblika (3.1.1)L
takva da su Y¥Y{(s) i X(s) polinomi po 3, pri &emu stepen p%-
linoma Y{s) nikada nije veéi od stepené polinoma X(s),
- = svi~koeficijénti.polinoma ¥{s) i X(s) s8u realni i
- sve nule polinoma X{s) imaju negativme realne delove.

Nule polinoma X(s) nazivaju se polovi prenosne funkcije G(F).
a nule polinoma Y(s) nazivaju se nule prenosne funkcije G(B).

Kae Eto je poznato, opSti oblik matematifkog modela linearnih
sistema dat je diferenciqunom jednainom :

ap oY e H, =b d7x + x
B Ten 3 Ag¥ = D E:; + b, E: + hex (3.1.?)
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sa odgovarajuéim poZetnim uslovima, gde su a; i by konstan~-
te.

Primenom Laplasove transformacije na levu 1 desnu stranu jedna-
Z#ine (3.1.2), za slu¥aj kada su svi potetni uslovi jednaki nuli,
prema (2.3.18), dobija se

¥(s) bs®+b a®! 4+ .0 +bs+h
- m-1 ] (3.1.3)

-l
X(s) ansn +a 8771 4 eer 4 oays + oA

-l

Iz (3.1.3) sledi da su polovi prenosne funkcije ustvari nule
karakteristidneg polinoma diferencijalne jedna&ine (3.1.2).

za analizu dinamiZkih oscbina linearnih sistema, doveljno je
poznavati izlaznu funkciju, tj. odziv sistema na jedini&nu fun-
kciju u(t), koja je dovedena na ulaz, a definisana je relaci-
jom (2.2.1). Ponadanje linearnog sistema {(sl. 3.1.2) kada mu se
na ulaz dovede jedini¥na funkeija u(t), od stanja mirovanja do
novog stabilnog poloZaja, naziva se jedini&na funkcija prelaza
11i jedini®ni odziv i oznadava se sa h(t).

u(t) als) h(t)

51. 3.1.2. Sistem sa jedini¢nom funkeijom na ulazu

Poznavanjem funkcije h(t) moZe se odrediti reagovanje linear-
nog sistema na ma koju ulaznu funkciju x(t), pomoéu obrasca

t -
yit) = x{0)h(t) + JQ"E{-H- hit - 1)drT {(3.1.4)
0 .

Prema tome, funkcija h(t) koja nosi sve dinami&ke karakteri-

stike linearnog sistema dobija se dovodjenjem jedinifne funkci-
je u(t) na ulaz sistema. Ovo je narofito va¥no kada se radi o
modelitranju linearnih sistema na analognim ra¥unarima i njiho-

voj analizi pomodu analognih modela. Funkeiju uf{t) Jjednostav-
no je ostvariti na rafunaru a naponski nivo ove funkeije pred-

stavlja jedini¥ni napon za rad na modelu. )
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Poznavanjem funkcije h{t) lako se uspostavlja veza sa impuls- :
nom funkcijom prelaza ili impulsnim odzivom w(t}, koja se do-
bija kada se na ulaz lineranog sistema dovede impulsna funkeija
definisana relacijama (2,2.3} 1 (2.2.4) pod uslovom {2.2.5).
Ova je veza definisana sa

dh(t)

wit) = ¢

(3.1.5)

Da bismo ovo pokazali primenimo Laplasovu transformaciju na
(3.1.5) odakle se dobija

L{wit)] = s+L{n(t)] (3.1.6)
Kako prenosna funkeija po definiciji glasi
Lih(x)
G(s) = -l-—-l = s+ L{h(t)] (3.1.7)

L{u¢t)]
iz (3.1-6) 1 (3-1-7) sledi da je
Gls) = L[w(t)] (3.1.8)

odnosno i

G(s) = Iw(t)'e'St
0

dt (3.1.9)

ili zamenom {3.l1.5) u (3.1.9)

Gls) = th(t) -8t

e dt (3.1.10)
dt

Na ovaj naZin relacije {3.1.5) i (3.1.10) daju vezu izmedju je-
dini¢nog odziva h(t), impulsnog odziva wi{t) i prenosne funk-
cije G(s).

U nekim sluZajevima za analizu sistema pogodnije je primeniti
tzv. analizu u frekventnom domenu. Ovde su karakteristike line-
arnog sistema prikazane kao zavisnost amplitude izlazne funkci-
je od uZestanosti ulazne funkcije, a ova funkcija se naziva am-
Plitudna frekventna karakteristika. Amplitudna frekventna kara-
kteristika A(w) se dobija kada se u prencsnoj funkeiji G{(s)
argument s zameni sa jw i izra%una modul ove funkceije, tj,

Alw) = |G(jw) | (3.1.11)
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Eksperimentalno se ova funkcija mo¥e dobiti ako se na ulaz sis-
tema dovodi sinusna funkcija poznate amplitude i u@estanosti i
meri amplituda izlazne funkcije. Odnos amplituda izlazne i ulaz-
ne funkcije za razne ufestanosti ulazne funkcije definiZe amp-
litudnu frekventnu karakteristiku.

Druga karakteristika linearnih sistema pri analizi u frekvent-
nom domenu je fazna karakteristika.

Akeo se u prenosnoj funkeciji G(s} argqument g zameni sa ju,
dobija se
gju) = A(w)e?? 1) (3.1.12)
Funkcija A(w) Jje definisana sa (3.1.11) a funkcija ¢(w) je
fazna karakteristika. I fazna karakteristika se moZe dobiti ek-
sperimentalno, Ovo se postiZfe ako se pa ulaz sistema dovede pe-
riodi&na (sinusna) funkcija i meri zaostajanje izlazne periodi-
éne funkcije u odnosu na ulaznu u funkciji u¥estanosti ulazne
funkei je.

3.2. Strukturne blok Seme sloZenih modela

Kod realnih sistema automatskog upravljanja vrlo &esto je tedko
i nepraktiéno sastavljati matemati&ki model sistema u obliku je-
dnog izraza koji predstavlja prencsnu funkciju sistema. Primena
prenosnih sistema u modeliranju sloZenih sistema ima baZ tu pre-
dnost da se slofeni sistemi razhbijaju na blokove, a zatim se vr-
51 modeliranje prenosnih funkcija pojedinih blokova. Model ce-
log sistema dobija se sada povezivanjem modela pojedinik blokc-
va na na&in kako su onli medju sobom povezani kod realnog siste-
ma, koji je predmet modeliranja. Prednost modeliranja putem pre-
nosnih funkcija u odnosu na matematiZki model definisan skupom
diferencijalnih jedna&ina, takodje je znatna kada se radi o mo-
deliraniju sloZenih sistema. U matematilkim modelima datim u ob-
liku diferencijalnih jedna&ina, Zesto se gubi fiziZki smisao po-
jedinih parametara, dok je pri modeliranju putem prenosnih funk-
cija svaki parametar sistema zadrZfan i na modelu u odgovaraju-~
éem bloku sistema.

Prikazivanje slo¥fenih sistema razdvajanjem na blokove, koji pre-
dstavljaju fizidke celine i njihovo povezivanie u jedinstven si-
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stem vrEi se preko strukturnih ¥ema.

Strukturna Sema kod sistema automatskog upravljanja sastoji se
od fetirl osnovna elementa i tos

- blokova sa definisanim prenosnim funkcijama,

- elemenata za sabiranje ili oduzimanje signala,

= &vorova u kojima se vr3i grananje signala, radi dovo-
djenja na viZe blokova sistema i

= veza izmedju pojedinih elemenata strukturne Seme sa na-
znakom pravca prenoSenia signala izmedju blokova.

Na slici 3.2,1 dat je primer strukturne blok Seme ga oznakama

pojedinih elemenata. S5a W,, W,, Wy i W, oznafeni su blokovi
8a odgovarajuéim prenosnim funkcijama, sa S; 1 S, oznafeni
su elementi za sabiranje, asa A i B oznaleni su &vorovi.

Ulazni signal je oznafen sa x(t), a izlazni sa y(t).

] W;
Sy
x(t) A Sz y(p)
W, W2 B Y

Sl. 3,2,1, Strukturna blok Zema

Razli¥ite strukturne Heme sa iatim odzivom na isti ulazni sig-
nal zvademo medjusobno ekvivalentnim, Einjenica da razliZite
strukturne Seme mogu u osnovi prikazivati isti sistem, koristi
se festo kod modeliranja u cilju transformacije istih na pogo-
dan oblik sa gledijta samog modeliranija.

Ovde su date fetiri osnovne transformacije strukturnih Sema:

a, Strukturna blok Zema sastavljena od viZe blokova vezanih na
red (sl. 3.2.2) koji imaju prenosne funkcije W;, Wa, .o. » W
transformife se u blok sa prenosom

n

n
W(s) = M W(s) (3.2.1)
i=]l
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t
f&l__ Wi Wz — " —1 Wn T——!g)

S5l. 3.2.2. Strukturna blok 3ema na red vezanih blokova

b. Strukturna blok Zema sastavljena od vi3Se paralelno vezanih
blokova (sl. 3.2.3) sa prenosnim funkcijama W,, W,, ... , Wy
transformi3e se u blok sa prenosnom funkcijom

n
Wis) = ] W;(s) (3.2.2)
i=1
Wy
x(t) W, y(t)

I oy

Sl. 3.2.3. Strukturna blok Sema paralelno vezanih blokova

¢. Strukturna blok Sema sastavljena od bloka obuhvadenog sa ne-
gativnom povratnom spregom (sl. 3.2.4) ima prenosnu funkciju o-

blika W, (s)
Wig) = —oo (3.2.3)

1 + W (5)

x(t) y(t)

+ 1

Sl. 3.2.4. Strukturna blok 3ema sa povratnom spregom

d, Strukturna blok 3ema sastavljena od bloka W,(s) obuhvade-
nog povratnom spregom prekd bloka W, (s), (sl. 3.2.5) ima pre-
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nosnu funkeiju W, (8) ?
W(s) = (3.2.4)
1t W, (8)W,(s) :
x(t) (t)
: Wi (s) J
¥
Wa(s)

sl., 3.2.5. Strukturna blok #ema sa blockom u povratnoj
sprezi

gde je znak + u sluZaju negativne povratne sprege, a znak +
u slu&aju pozitivmne povratne sprege. i

U sluZaju sloZfenijih strukturnih Sema mofe se primenocm navadaia
Setirl sludaja izrafunati prenosna funkcija sistema u celini.|

4. MODELIRANJE PRENOSNIH FUNKCIJA NA ANALOGNOM RACUNARU

MatematiZki modeli fizi¥kih objekata koje treba modelirati naj

analognom rafunaru najte#fde su datl u obliku sistema diferenci-
jalnih jednadina ili jedne diferencijalne jednaline viZeg red .
Prenosna funkcija, medjutim, definisana je sa

¥(s) :
G(s) =~ X(s) ;
i ona sadr#i argument s, kojl je ustvari kompleksna promenljﬁ-
va. U matematiZkim modelima lzrafenim preko diferencijalnih jé-
dna¥ina primenjuje se na funkclle operator diferencijacije. U|
tehni&kim problemima najefde se radi o diferencijaciji po vrp-
menu, pa je operator diferencijacije po vremenu, koji Je ovde!o-

znaden sa p, definisan kao

P =3t

Neka je data diferencijalna Jedna&ina koju treba modelirati nh
analognom radunaru u obliku



a* dly d?y dy
a, =t bt oy, —ta, L ra T Loy
' ae? Yae?  toaet tge | oY

d%x ax
= by —r + by = + byx
at? dt
gde je x(t) poznata funkcija, a y(t) funkcija koja se tra-
¥i. Primenom Laplasove transformacije na gornju diferencijalnu

jednaZinu, za nulte poletne uslove, dobija se da je

¥(s) b;8? + b;s + b,

X(s) a,8* + a8’ +a,8* +a;8+a,
Medjutim, uvodjenjem operatora p, ista diferencijalna jednadi-
na dobija oblik

y(t) b,p* + byp + b,

x(t)  a,p' +a,p® + a,p? +a,p + a,

Prema tome, ako su svi pofetni uslovi jednaki nuli, prencsna
funkcija koja se dobija zamenom prvog izvoda sa p, drugeg iz~
voda sa p? itd. je ista kao i prenosna funkcija koja se dobi-
ja primenom Laplasove transformacije. Na ovaj na%in je modelira-
nje prenosnih funkcija izra¥enih pomodu operatoraz p savedeno
na realizaciju operatora u vremenskom domenu, ¥to odgovara prin-
clpu rada analognih radunara,

4.1. Ra¥funski poja¥ava¥ sa pasivnim mrefama
Prenosna funkcija rafunskog pojaavaia definisana je sa

t L 4.1.1
Y()--izlmxi“’-) (4.1.1)

gde je z(p) impedansa u povratnoj sprezl raZunskeg pojadavada,
a zi(p) impedansa 1i-tog ulaza u pojadava® (vidi Prvi deo I,
3.3). Za jedan ulaz u pojaZavad, relacija (4.1.1) daje

yeey _ _ zlp)
X1 (t) z, (p) (4.1.2)

Impedanse z(p) i z;(p) mowu biti razliZite kombinacije R-C
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elemenata. U tabeli 3.3.1 (Prvi deo I, 3,3) data su neka pa-
sivna R -~ C kola koja se megu koristiti kao z(p) ili z; (p)
impedanse. Pogodnim izborom pasivnih mreZa u kolu povratne spre-
ge i ulaznom kalu radunskog pojafavafa mogu se modelirati razli-
¢ite prenosne funkcije. Ovaj na%in modeliranja ima tu prednos
5to se 1 sloZene prenosne funkcije modeliraju pomodu jednoyg ra-
funskog pojatavafa. Kako pojafavad predstavlja najskuplji rafun-
ski element, vrlo &festo je vaZno izvrEiti modeliranje slofeni
prenosnih funkcija sa 3to manjim brojem raXunskih pojadavaa.
i..
verzalnim analognim rafunarima, jer korisniku radunara najéeicde

Ovaj nafin modeliranja se ipak ne primenjuje na standardnim

nije dostupno da menja pasivna kola na ulazu, a pogatovu u pov—
ratnoj sprezi rafunskih pojatavacda. !

Nedostatak ove metode modeliranja prenosnih funkcija je u tomi

£to su potrebne odredjene, razlifite, vrednosti otpornika i kon-
denzatora, pri svakoj promeni prenosne funkcije, a %to nije 1$-
ko obezbediti za ve€inu korisnika analognih ra¥unara. Stoga sl
u ove] knjizi prvenstveno obradjene one metode modeliranja koje
koriste standardne elemente univerzalnih analognih ra&unara.

4.2, Metoda uzastopne integracije

Neka diferencijalna jedna&ina

dny dnnly a"x a" 'x
+ ——— e ® e = —

ath 8-y aei=! 3oY = by atm + bm-x aei=1

+ s*+ + box
(4.2.1)
sa konstantnim koeficijentima aj, (1 =0,1, ... , n) 1 bk'
{k =0, 1, ... , m), predstavlja matemati%}i model nekog fizi%-
kog objekta. Isti matemati&ki model izrafen preko prenosne fud-
kcije ima oblik i

b Pm + bm‘.lpm-—l

n +-oo+b°

Wip) = 2

- . (4.2.%)
P an_lp ao )

Predpostavimo, u daljem tekstu, da stepen polinoma u imeninioéu
racionalne funkcije {4.2.2) nije manji od stepena polinoma u !
brojiocu, tj. da je m«£ n, i

Diferencijalna jednadina (4.2.1) mo%e se napisati u obliku i
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1 1
yit) = b x + 3(bn-tx -a,_ ¥+ ;?(bn_zx -a Y+

b oeee 4 ;%(box - agy) (4.2.3)

gde je b; =0 za i > m, Jednadina (4.2.3) moZe se napisati
u obliku pogodnom za modeliranje u vidu niza integracija, tako
da je

1 l - 7 [
ylt) = b x + E(bn X -a _.y*+ p[bn_zx a y+

-1 n=2
cen 4 %(box - aoy)]} (4.2.4)

Na slici 4.2.,1 data je blok Zema koja omoguéuje modeliranje pre-
nosne funkcije (4.2.2) primenom relacije (4.2.4).

x(t)

-x(t)
| bol

“1"'b,
-0, y

el

- | Y
! ' f
i l l f!fn

51. 4.2.1. Blok Sema za modeliranje racionalne funkcije

metodom uzastopne integracije

Primer: Predpostavimo da je ovom metodom potrebno modelirati

prenosnu funkelju

pz -0,2p+1

 W(p) = = {4.2.5)

p? +0,2p +1

Koristedéi opitu Semu na slici 4.2.1, lako se dolazi do Seme na
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slici 4.2.2 za modeliranje prenosne funkcije (4.2.5).

x(t)

y(t)

51. 4.,2.2, Primer modeliranja racionalne prencsne
funkcije metodom uzastopne integracije

4.3. Metoda uvodjenja nove promenljive

Modeliranje prenosne funkcije (4.2,2) moZe se izvrXiti i na dru-

gi naéin. Ako se uvede nova promenljiva z(t), takva da je

1
z = = x (4-3-1)
p + a p + ¢+ + a;p + ag

odnosne z(t) zadovoljava diferencijalnu jednadinu

datz a d?"!l,

-_— 4

dtn n-1 dtn—l

+ eee 4 a, -3-:- + aoz = x(t) (4.3.2)

Imajudi u vidu relaciju (4.2.2) i {4.3.1) lako se dolazi do ve-
ze izmedju izlazne funkecije y(t) i nove promenljive z(t)

m M=l
y(e) = b E—E +b d _z'+ se* + b, 9, b,z (4.3.3)
dt Bt g™ : dt

Modeliranje prenosne funkcije ovom metodom vr¥i se na taj nain
8to se modelira diferencijalne jednaZina (4.3.2) radi dobijanja
funkcije z(t) 1 njenih izvoda, a zatim se obrazuje funkcija
y(t) prema relaciji (4.3.3). Na slici 4.3.1 data je op3ta blok
Sema ra modelirinje prenosne funkcije (4.2.2) po ovéj metodi,

Primer: Radli ilustracije modeliranja prenosnih funkcija metodom
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uvodjenija nove promenljive uzmimo ponovo funkciju (4.2.5), tj.

x(t)

M
Y

AN

i’

Sl, 4.3.1. Blok Sema za modeliranje racionalne prenosne
funkclje metodom uvodjenja nove promenljive
p? - 0,2p + 1

Wwip) = - (4.3.4)
p? + 0,2p + 1

Koristeéi opitu %emu datu na slici 4.3.1 lako se dolazi do 3eme
za modeliranje prenosne funkeije (4.3.4), koja je prikazana na
slici §.3.2.

: -y(t) D y(t)

Sl. 4.3.2. Primer modellranja racionalne prencsne funkclje
metodom uvodjenja nove promenljive

S
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Poredjenjem metode uzastopne integracije i metode uvodjenja no-
ve promenljive, po broju angaZovanih raZunskih pojadavada za
modeliranje prenosne funkcije (4.2.2), moZe se zaklju&iti da o=
be metode zahtevaju n integratora, a da prva metoda zahteva

3 sabirada, dok druga zahteva 4.

Obe izloZene metode modeliranja prenosnih funkcija oblika
(4.2.2) predpostavljaju da su pofetni uslovi za funkeiju i nje-~
ne izvode jednaki nuli. Uvodjenje podetnih uslova bicde cobjaZnje-
ne na sledefoj metodi modeliranja prenosnih funkeija,

4.4. Metoda Laplasove transformacije

vVe¢ je refeno da je prenosna funkcija izraZena pomocéu Laplasove
transformacije, za nulte pofetne uslove, identidna sa prenosnom
funkcijom datom preko operatora p. Prema tome je i metoda mode~
liranja primenom Laplasove transformacije identi&na sa ved opi=-
sanim metodama uzastopne integracije ili uvodjenja nove promen-
ljive, za slu®aj nultih pofetnih uslova. Medjutim, ako su pole~
tni uslovi razli&iti od nule, tada primena Laplasove transforma-
¢ije na diferencijalnu jedna¥inu (4.2.1) ne daje samo &lan
(4.2.2) vec¢ t &lan koji zavisi od poletnih uslova. Kako je, za
opiti oblik jedna®ine (4.2.1), &lan koji sadr¥i pofetne uslove
veoma ¢lomazan, razmatranije demo sprovesti za diférencijalnu je~
dnacinu oblika

d? d? d dix dx
=X, az ==X + a A a,y = by ~—— + by — + bgx {4.4.1)
de? dt? dt dt? at

gde su a; 1 b; konstante, sa pofetnim uslovima

b

¥(0) = yq
y(0) = v,
¥(0) = §,
x(0)
x{0)

]
g

{d.4.2)

Xa
.
X

il

[+}

7

Primenom Laplasove transformacije na jednadinu (4.4.1) sa poéet-i
nim usiovima (4.4,2), a prema (2.3,16) dobija se da je i
|

v(s) = K, (s) + K,(s) (4.4.3)



- 257 -
gde je b,8% + b;s + by
K, ({8) = X(s) (4.4.4)
s + a,s? + a;s + a,
i
K, (s) ¥o32 + (2,7,4¥ob,%o)5 + 8,¥5 + 3,90 * ¥o = by%g - b, %,
,(8) =

s + a,s® + a;5 + a, .
(4.4.5)

Po%to je sistem linearan, problem modeliranja funkcije (4.4.3)
moZe ge razdvojiti v dva dela; prvi dec se sastoji u modelira-
nju prvog &lana K;(s), a drugi u modeliranju drugog &lana

" K, (8). Neka su originali funkcija K,(s) i K,(s) funkcije
k;{t) i k,(t). Tada je 7

Y(t) = k;(t) + kz(t) (4-4.6)

gza modeliranje racicnalne funkcije {4.4.4) mofe se primeniti me-
toda sukcesivne integracije ili metoda uvodienja nove promenlji-
ve. Ulazna funkcija u ovakav model bila bi funkcija x{t), a na
jzlazu se tada debija funkcija k;(t). Za modeliranje prenosne
funkcije {4.4.5), oblika

c,s* + ¢,8 +¢C
K,(s) = : . ° (4.4.7)

3 2
s + a,s* + a;s + a,

gde je . - .
Cy = 1Yy + ?ZYQ t ¥o © blxo = bzxo
c; = az;¥y + Yo ™ DaXg {4.4.8)
€ = ¥o

mo¥e se takodje primeniti jedna od ranije izlo¥enih metoda. Me=
djutim, ulazna funkcija bi u ovom sludaju bila impulsna {Dirako-
va funkcija), jer je njen kompieksni lik, prema {2.2.7), jednak
jedinici, pa se mote smatrati da ona mnoZi &lan na desnoj stra-
ni izraza (4.4.7). Dobijanje impulsne funkcije, prema njeno) de-
finiciji, {2.2.5), vrlo teko je izvodljivo na analognom rafuna-
ru. Medjutim jediniéna funkcija uit) moZe se na- radunaru lako
dobiti. Stoga je pogodnije modifikovati izraz (4.4.7) u oblik

3 2 . .
c.5" + ¢c,8° + Cc S .
z : 9 é— (4.4.9)

Kz(S) = "
s® + a,s* + a;s + a,
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Podto je, prema (2.2,2), 1/s kompleksni 1ik jedini®ne funkci-

je uit), to je iz (4.4.9)

c,8' + c;s’ + 8
Kz(s) - 'U(S) (4.‘.10)

3 2
8" + a,s® + ajs + a,

Prema tome je ulazna funkcija u blok koji modelira funkciju
(4.4.10) jediniZna funkeija u(t). Na izlazu iz ovog bloka do-
bija se k;(t}. Prostim sabiranjem funkcija k,(t) 1 k,(t)
dobija se sada traZena funkcija y(t).

1 kq(t ;
x() K,(s) 1{t) |

—-yit)

uit) (t)
( Ka(s) a

S5l. 4.4.1. Blok Sema za modeliranje prenosne
funkcije sa pofetnim uslovima !

5. MODELIRANJE NELINEARNOSTI

U ovom su odeljku opisane neke specijalne vrste nelinearnosti
koje se javljaju u fiziZkim sistemima, a koje ne zahtevaju ni
mnoZenje niti generiranje funkcija, da bi se realizovale na a-
nalognom radunaru. To su tzv. tipidne nelinearnosti, koje se
gu predstaviti pomodu pravolinijskih segmenata i koje pripada:#
klasi diskontinualnih funkcija.

Ima mnogo tipova diskontinuiteta koji se pojavijuju u raznim f}
zi&kim sistemima. Medjutim, prili&nc je ograniden broj ovih ne+
linéarnosti koje se &ese pojavljuju. To su relativno jednostat
vni diskontinuiteti koji se mogu svrstati u sledede grupe: pro+
sta ograni®enja, suvo Kulonovo trenje, mrtav hod (zazor, napris
mer kod zupSanika), histerezisna karakteristika, relejna karnkl
teristika, itd. Sve ove diskontinualne funkcije mogu se dovnlj+
no dobro predstaviti pomodu standardnih logikih ra®unskih ela+

v

menata, o kojima je veé bilo govora (Prvi deo I, 6), a koje s+-
éinjavaju diode 1 komparatori. U narednom izlaganju dati su ne*i
- !

I R T TIE TR v [P R T T
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primeri upotrebe ovih logifkih elemenata za generiranje tipiZ-
nih nelinearnosti. ;

5.1. Prosto ograni¥enije

vrie &esto se kod linearnih €izi%kih sistema javljaju diskonti-
nuiteti koji prouzrokuju da gistem u nekom domenu postane neli-
nearan. Ovi diskontinuiteti se javijaju kada neki od elemenata
sistema dostigne odgovarajuéi maksimum 11i minimum, ili dodje
do odredjene granice. Stoga se ovakvi diskontinuiteti i naziva-
ju ogranidenja.

MatematiZka relacija koja definise ogranifenje moZe qe‘napisati
u obliku ’

B za X« %
B A

Y = kX za ¥ £ X< X {5.1.1)
A za X > %

gde su A, B 1 k konstante, X ulazna veli¥ina, a Y izlaz-
na veli&ina nelinearncg elementa. Ova je relacija grafiZki pri=-
kazana na slici 5.1.1, gde je uzeto da je A <0, B >0 1

k < 0.

{ \J

k=

A
K ‘
oo X
A__._

x|@ |- —

Si. 5.1.1. Nelinearnost tipa ograniZenja

Relacija (5.1.1) moZe se na analognom raéuﬁaru realizovﬁti-pdmo-
éu Seme prikazane na slici 5,1.2, pri Cemu su upotrabljene-dio—

de, pojatava¥i i potenciometri, 111 pomodu Zeme na slici 5.1.3,

gde se koriste pojagava#i i komparatori. -

RKada je izlazni napon iz pojatavaia u granicama As Y < B,
tada diode D, 1 D ne provode, te poja¥ava& radi kao da



~ 260 -

ovih dioda i potenciometara (2) i (3) (sl. 5.1.2) nema.

x —(1
k
OA 1
B
b=0+8

51. 5.1.2. 3Sema modeliranje ogranifenja pomoéu dioda
@ >

1 ---Y“

k2 -——Y‘

0 ~ ;

Sl. 5.1.3. 3ema za modeliranje ogranifenja pomoéu komparatora

Medjutim kada postane Y = B tada dioda D, ima takav polaritét
da predstavlja kratku vezu, drZeéi na taj nadin konstantnu vreh—
nest B na izlazu, jer se ukupni otpor povratne sprege poja6a+
vata smanjic. Isti se efekat javlja i kada napon na izlazu pos+
tane. ¥ = A, s tinm 3to sada pofinje da provodi dioda D,. E
Prilikom pode3avanja vrednosti A i B koje treba da daju gr#-

ni¢ne vrednosti, treba voditi rafuna i o otporu dioda. Stoga sé
potenciometri (2) i (3) ne pode%avaju na vrednosti i

B et R e RCIN
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A i b = B
U+ A U+ B

a= (5.1-2)

veé se pribliZno podese na te vrednosti, a zatim se merenjem na
izlazu i korigovanjem podese na prave vrednosti. Ovde Je potre-
bno napomenuti da otpor diode utife i na to da izlazni napon ni-
je konstantan tj. A 1ili B, ve¢ se nelto maloc menja kada X
raste ili opada van opsega B/k < X < A/kK.

Ako je potrebno da mapon ¥ = A ili Y = B Dbude konstantan za
X< B/k i X> A/k respektivno, onda se koristi blok Zema pri-
kazana na slici 5.1.3. Ovde se koriste relejni komparatori koii
prebacuju kontakte relea na tafno podeden konstantni napon A
ili B kada napon na izlazu pojafavafa dostigne cdgovarajudu
vrednost.

Ako je potrebno generirati funkeiju

Xk,X + B(l - k,) za X < B/k
Y =4 kX za B/k < X ¢ A/k {5.1.3})
kk, X + A(l - k;) za X > A/k

kod koje van intervala B/k € X € A/k vrednosti za Y nisu
konstantne (sl. 5.1.4), ved se linearno menjaju, mofe Se koris-
titi Sema na slici 5.1.5, gde je uzeto da je A <0, B >0

i k < 0. Vrednosti otpornika R; 1 R, biraju se prema felje-

{IY

ZTT18 ketgy

Ar—— —— v,

sl. 5.1.4. GrafiZki prikaz funkecije (5.1.3)
-nom nagibu karakteristike, a prema relacijama
Xy ko
i Rz T — (5.1.4)
1 -k, 1 -k,




- 262 -

§1. 5.1.5. B8ema za realizaciju funkeije (5.1.3)

Vrednosti a i b koje se postavljaju na potenciometre (2) i
{3) takodje su date relacijama (5.1.2). Ukoliko se Z¥eli veda
taZnost pode3avanja potrebno je uzeti u obzir i otpore potenci-
ometara.

Ovde treba napomenuti da potenciometri (2) i (3) na slici 5.1.2.§
kao i na slici 5.1.5, treba da imaju oba kraja izvedena da bi '
se mogli koristiti kao 3to pokazuju Zeme. Vedina savremenih ra-
funara raspolafe sa ovakvim potenciometrima, ¢ija su oba kraja
izvedena na preogramskoj plo¥i,

5.2, Suvo trenje

{esto je potrebno prilikom modeliranja nekog fizifkog sistema
na analognom racunaru uzeti u obzir i tzv. suvo ili Kulonovo
trenje, koje se suprotstavlja bilo kakvom kretanju sistema, Si-
stem ostaje u miru sve dok sila ubrzanja ne predje vrednost si-
le trenja, a posle Zega sila trenja ostaje konstantna., Prema
tome, sila Kulonovog trenja mofe se definisati izrazom

Y, = = C+sign X (5.2.1)
ili r .
C za X < 0
\{c = . (5.2.2)
{-C za X >0

Grafifki prikaz funkcije (5.2.1) dat je na slici 5.2.1.

Funkcija definisana relacijom 5.2.1, odnosno 5.2.2, mofe se re-
alizovati na analognom radunaru pomodéu #eme na slici 5.2.2, ili
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pomoéu Heme na slici 5.2.3. U oba slutaja napon na izlazu ¥

b ¥

- |r—

S1., 5.2,1, Nelinearnost tipa suvog trenja

_U ..,

Cc
MY
Sl., 5.2.2. &ema za modeliranje suvog trenja pomodéu
dioda
-uU +U
C c
X K1}~
- Y

sl. 5.2.3. &ema za modeliranje suvog trenia
pomodu kKomparatora

je konstantan za X # 0, 8 tim %5to u zavisnostli od znaka funk-



- 264 -

cije X zavisi i znak izlazne veli¥ine Y. Kada je X = d; on-
da treba da je Y = 0, ali izlazni napon je nedefinisan i krede
se izmedju +C 1 -C, 3tc zavisi od podeSenosti pojadavala.

Kod komparatora (sl. 5.2.3) postoji nedefinisanost u okolini nu-
le, jer je potrebno oko 10 mV da se rele komparatora prebaci,
5to medjutim, za praksu nema znafaja, jer se ulazni napon X
menja u Eirim granicama, a kroz zonu neosetljivosti komparato-
ra funkcija X naj&e¥ce prolazi prili&no brzo. Stoga se moZe
smatrati da ova neosetljivost i ne postoji i da se prebacivanje
iz +C u =C praktiZno vr3i u tafki X=0.

5.3, Mrtva zona i zazor u zupfanicima

Mrtva zona je matemati¥ki definisana relacijom

k(X + X)) zZa Xsg - X,
Y = 0 za -XD < X < + xo (503-1)
k(x = X} za X3 X

Funkcija (5.3.1) grafi&ki je prikazana na slici 5.3.1. Relaclja !

\

—Xq Xo X
k=tge

51. 5.3.1. Grafi&ki prikaz mrtve zone

{5.3.1) moZe se na analognom rafunaru realizovati pomoéu dioda,
potenciometara i poja¥avafa, ako se koristi hlok 3ema data na

slici 5.3.2, ili pomodu komparatcra, pojafavafa i potenciometa- ;

ra, ako se koristi blok Zema data na slici 5.3.3, U prvom sluda-

ju potencicmetre (1) i (2) treba podesiti na vrednost
|%o]
A= (5.3.2)
U+ | %]
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51. 5.3.2. 3ema za modeliranje mrtve zone
pomoéu dioda

+U -U

K1|-- “‘l |
O :
K2 |- ']

-u +U
51. 5.3.3. 3ema za modeliranje mrtve zone
pemodu komparatora

pri &emu treba izvr&iti korekciju zbog otpora dioda, dok se u
drugom sluZaju svi potenciometri podeZavaju na vrednost Xg.
Regulisanje nagiba pravih vri se pomcéu potenciometra (3) na
siici 5.3.2, ili pomodu potenciometra (5) na slici 5.3.3.

Pomodu kola koje generira mrtvu zonu moZe se generirati funkci-
ja histerezisne petlije, &iji je grafiéki prikaz dat na slici
5.3.4. Blok Sema na slici 5.3.5 prikazuje 3emu povezivanja ra-
Zunskih elemenata pomodu Kojih se na analogﬁom rafunaru moZe
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realizovati histerezisna karakteristika, koja ujedno predstav-
1ja i karakteristiku zazora w zupZanicima,

\j

sé?y Xo X
LA

Sl. 5.3.4. Grafifki prikaz histerezisne karakteristike

sl. 5.3.5. Sema za modeliranje“histerezisne karakteristike

Ovde treba napcmenuti da navedena 3ema ima ograniZen frekventni
opseg, Bto zna¥i da je pogodna za sporo promenljive funkcije.
Medjutim, ako se radi o brzim promenama, javljaju se velike gre-
Ske. Naime, dok napon X raste do neke vrednosti X,, koja od-
redjuje mrtvu zonu i koja je data izrazom (5.3.2), izlazni na-
pon Y se ne menja i ostaje nula dok ne bude X - ¥ = X,. Kada
postane X - Y > X5, onda se izlazni napon integratora menja
brzinom

X=¥ =% |yl
B

(R; +-aR):C
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gde je Rq otpor diode D, ili D,, R otpor potenciometra,

a C kapacitet kondenzatora u povratnoj sprezli integratoraQ
Prema tome, kolo se ponaZa kao da posto}i ka3njenje prvog reda,
&1ja vremenska konstanta iznosi (Ry; + aR)C. Kako su otpori Ry
i R mali, treba izabrati i mali kapacitet kondenzatora C,
tako da ova vremenska konstanta bude X¥to manja., Na taj na&in
nede doél do kasnienja kada se napon X menja relativno brzo.

Kada napon X po&ne da opada oko zone neosetljivosti nede da
df izlazni napon sve dok ne bude X - Y < - X,. Kada se ovo os~-
tvari dioda D, pofinje da provodi i odrZfava relaciju

X - ¥ = - X,. Stoga se dobija karakteristika prikazana na sli-
¢l 5.3.4.,

Upotrebom diodnih i relejnih kola sliZnih opisanim, mogu se si-
malirati i razni drugi fizi¥ki fenomeni Zije su karakteristike
sastavljene od pravolinijskih segmenata. Postavljanje i pode3a-
vanje ovakvih kola vr¥i se na sliZan na&in, te ih ovde nedemo
dalje opisivati.

5.4. Ka3njenje

Kod modeliranja raznih fizi&kih sistema i1li procesa Zesto se

pojavljuje potreba za realizacijom kaZnjenja na analognom rafu-
naru. Postoji vi¥e razlifitih metoda realizacije kaZnjenja. Ov-
de su obradjene samo one metode, koje omoguduju realizaciju ka-
$njenja sa standardnim raZunskim elementima analognog rafunara,

pod kainjenjem funkciie £(t) podrazumeva se dobijanje funkci-
je £(t - 1), kada je data funkcija £(t), gde je t nezavis-
no promenljiva, a t Vvelifina kadnjenja. Da bismo realizovali
kaénjenje, potra¥imo najpre prenosnu funkciju sistema koji ima
ovu osobinu. Na ulaz takvog sistema (sl. 5.4.1) dovodi se funk-
cija f(t), & na izlazu se dobija funkecija f(t - T).

Prenosna funkcija za sistem na slici 5.4.1 lako se dobija, ima-

juéi u vidu csobinu (2.3.7), tako da Jje

f{t) f{t-T)

Wis)

51, 5.4.1, Blok sa ka3njenjem



F(s).e™5T

W(S) = _’ e (5-‘-1)

F(s}

Za idealnu prenosnu funkciju kadnjenia (5.4.1) amplitudna kara-
kteristika je konstantna za sve ulestanosti w, jer je

Wijw) = e 997

= coswt - j sinwt : {5.4.2)
pa je amplitudna karakteristika data sa
|Wijw)| =1 (5.4.3)
Fazna karakteristika prema (5.4.2) je tada
9w} = - wt (5.4.4)

tj. fazni pomeraj je proporcionalan uestanosti w, funkcije
£(t}.

Prenosna funkcija (5.4.1) ne mo¥e se direktno modelirati na ana-
lognom ra&unaru, ved se mora aproksimirati nekim pogodnim izra

zom koji dozvoljava pribliZno modeliranje na analognom raunaru.

Posmatrajmo najpre aproksimaciju funkcije ka¥njenja pomocu redo-
va. Razvijanjem funkcije (5.4.1) u Maklorenov red dobija se

(st)?
e %t =1 - 3851 +

+ s (5.4.53)
2!

Kona¥an broj &lanova reda (5.4.5) za male vrednosti proizvoda
é . daje dosta dobru aproksimaciju, ali za vede vrednosti ka3-+
njenja i vide uestanosti ne zadovoljava., Pored toga, modelira-
nje desne strane relaqijé {5.4.5) na analognom ra&unaru zahteva
operaciju-diferenciranja 3to takodije &ini ovaj prilaz modelira-
nja kainjenja nepodesnim, ' : o

Madjutim, za realizaciju ké§njenja na analognom ra¥unaru, pogo-
dnija je aproksimacija funkcije (5.4.1) pomodu racionalnih pre-
nosnih funkcija. Takvu aproksimaciju daje Padé-ova aproksimaci
~ja funkcije (5.4.1), prema kojoi je : '

F_. (=31}
e-BT = 1im ab | N

—_— (5.4.6)
(a+b)+h‘Gab(-31)

B T | IR EEEE R T T
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gde je
b(-s1) bi(b=1)(~-s1}?
- = - > sae (5-‘.7)
Fau! s1) 1 a+b ¥ {a+b) {a+b-1}21
a(-s1) a{a-1) (-s1)?
Gap(=3T) = 1 = =% * by (asb-n) 21 (5.4.8)

Za konkretne vrednosti konstanata a i b docbijaju ss racio-
halne funkcije pomodu kojih se mo¥e aproksimirati prenosna fun-
kcija kadnjenja. Zbir a+b odredjuje red Padé-ove aproksimaci-
je. Tako naprimer, z2a a=b = 2 dobija se da je

s821? - gst + 12

8%1? + 681 + 12

Ovo je Padé-ova aproksimacija Zetvrtog reda funkcije kaZnjenja
(5.4.1), Na slici 5.4.2 data je fazna karakteristika prenosne
funkcije (5.4.9, kriva b), i idealna fazna karakteristika
(5.4.4, kriva a), za 5 = juw.

0 2 4 6 8 10 rad
wt
F

-100
N
\::\\\ b

~200 ) \‘<
a” N\
X \

-300 A

ol

Sl. 5.4.2, Fazna karakteristika Padé-ove aproksimaciije
Getvrtog reda

Sa slike 5.4.2 vidi se da - se za wtT > 2,5 javlja znatno ocdstu-
panje fazne karakteristike prencsne funkcije (5.4.9) od idealne
- fazne karakteristike funkcije kasnjenia. Prema tome, racionalna
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funkcija (5.4.9) aproksimira zadovoljavajuée prenosnu funkciju
(5.4.1) samo za male vrednosti kadnjenja 1T, odnosno za niske
ufestanosti w.,

1) L ! _,D_‘ -0
o 10

1 06
T T

Sl. 5.4.3. Blok Sema za modeliranje Padé-ove aproksimacije
tetvrtog reda

Na slici 5.4.3 data je Zema povezivanja radunsklh elemenata za
modeliranje funkcije (5.4.9).

Padé-ove aproksimacije viSeg reda daju bolje aproksimacije pre-
nosne funkcije kaZnjenja. Naprimer, Padé-ova aproksimacija sed-
meg reda oblika

840 - 360st + 608?1? - 457!

w(s) = (5.4.10)
840 + 48081 + 120s%t? + 1631 + s*t*

mo¥e se modeliratli na analognom raZunaru prema Zemi datoj na
slici 5.4.4

N H-D
g
sl. 5.4.4. Blok #ema za modeliranje Padé&-ove aproksimacije
sednog reda ' -

Na slici 5.4.5 prikazan je odziv sistema Zija je prenosna funk-
cija (5.4.10) kada mu se na ulaz dovede jediniZna funkcija u(t)

T R T Oy O e ;...‘T.Jm....u e ' . o <o




ey

-2N -

pri femu je T = 1 8, gde je sa u(t - T) oznadena aproksimaci-
ja funkcije ult = 7).

uft)
o(t-T)

Sl. 5.4.5. Ka¥njenje jediniZne funkcije za sluZajl
Padé-ove aproksimacije sedmog reda

5,5. PribliZgo diferenciranje

U glavi I {(Prvi deo) jednaZine (3.3.7) 1 (3,3.8) ilustruju mogu-
énost modeliranja operacija diferenciranja na analognom raduna-
ru. Medjutim, operacija diferenciranja se ne moZe realizovati
kada se na ulazu radunskog poja¥ava®a nalazi kondenzator, a u
povratno} sprezi otpor, jer dolazi do velikih pojaZanja Zumova,
#ije prisustvo u ulaznom signalu je neminovno, narofito pri vi-
sokim udestanostima ulaznog signala.

rofto se ne moZe postiéi idealna karakteristika diferenciranja,
pribegava se aproksimaciji operacije diferenciranja. Jedan na-
#in je da se idealnom kolu za diferenciranje (sl. 3.3.2, glava
I, Prvi dec) doda kondenzator C paralelno spregnut sa otporom
u povratnoj sprezi pojadavaZa (8l. 5.3.1)

%
L~ Y(t)

vid

i ¢

-

81, 5.5.1. Kolo za diferencixanje sa kondezatorom
u povratnoj sprezi
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Ako je ulazna impedansa 2Z;(p), a impedansa u povratnoj sprezi
Z(p), tada je prenosna funkcija pojafavata na slici 5.5.1 data

sa
Y{t) Z{p) RC,P
X&)  _Z,(p . 1 +RCp
Ako se izabere mala vrednost kapaciteta ¢, tada prenosna funk-
cija (5.5.1) aproksimira operaciju diferenciranja. Kada C + 0
prenosna funkcija (5.5.1) tefi idealnoj karakteristici diferen-
ciranja -« RC,p.

{5.5.1)

Na slifan se natin moZe dobiti prenosna funkcija za aproksima-
clju operacije diferenciranja, dodavanjem otpora R; na ulaz
pojaavada, kao #to je prikazano na sliei 5.5.2,

R
o
Ry
x(u»—”—::t‘l——‘;——l— V(D)

Sl. 5.5.2. FKolo za diferenciranje sa otporom na ulazu

Za ovaj slufaj prenosna funkclja glasi

Y(t) - - R:C,p (5.5.2)
X(t) 1 + R C,p *

Za male vrednosti otpora R, prenosna funkcija (5.5.2) aproksi-
mira operaciju diferenciranja. Kada R, + 0, prencana funkcija
(5.5.2) teZi idealnoj karakteristici diferenciranja ~ RC,p.
Neka je, naprimer R = 1M; €, = luF; € = 0,01yF. Tada je pre-
ma (5.5.1),

Y{t P

(e) = - {5.5.3)

X(t) 1 + 0,01p

Ako je X{t) = at iz (5.5.3) dobija se diferencijalna jednali-

na

+ Y(t) = = a (5.5-4)

day
0,01 (e)
t

sa poletnim uslovima Y(0) = 0. ReSenje jednalfine (5.5.4} ima
oblik

o MR B R R TR Y ' ' .
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¥(t) = - a1 - o"100%, (5.5.5)

Prema tome, razlika izmedju tafnog re#enja pri idealnoj operaci-
ji diferenciranja i dobijencg prenoanom funkcijom (5.5.3) je

-160t .om100t

AY(t) = - a =[-a(l -~ e )] = - a (5.5.6)

gde AY(t} predstavija gredku koja se dobija primenom predioZe~-
ne aproksimacije operacije diferenciranja. Ova grefka je najve-
da za t = 0, a zatim brzo opada i teZi nuli kada t raste,
Oove je prikazano na siici 5.5.3, gde je uzeto da je a = 1.

X (t)
L

/—V(t)

/. K(t)

Yit)

-1
5l. 5.5.3. Aproksimacija diferenciranja

Drugi nain realizacije operacije diferencirania na analognom
ratunary sastoji se u modeliranju implicitno izrafencg diferen-

ciranja izrazom
t

X(t) + IY(t)dt =0 ' (5.5.7)
: 0

gde je
Y(t) = - g% ,  (5.5.8)

Posmatrajmo Semu na slici 5.5.4. 2a prvi pojatava¥ na slici
5.5.4 vaii jednaina %

X(6) + ure) + [vmae = - gy (5.5.9)
0
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X® - ¥{t)

: m-v(t) :l

51, 5.5.4. Blok Sema za aproksimaciju operacije diferenciran

Diferenciranijem leveli desne strane jednadine (5.5.9) dobija
Y(E)[1 + (u + %)p] = - peX(t) (5.5.1

Kake je u jednaZini (5.5.10) pojafanije pojafavaZa vrlo veliko

moZe se uzetl da je 1/K pribliZno nula, pa je
" pX(t)
1 + up

Y(t) = - (5.5.1

Biranjem malih vrednosti za p skup rafunskih elemenata pove
zanih prema Semi na slici 5.5.4 vrdi pribliZno operaciju dife
nciranja.

Pribli¥no diferénciranje moZe se na analognom rafunaru vriiti
na driugi na&in, ako se radunski elementi, naprimer, poveZu ka
na slicl 5.5.5. -

51; 5.5.5. Druga varijanta blok N¥eme za aproksimacliju
diferencirania -

Za prvi sabira& na slici 5.5.5 vafi relacija
© g i )

x(¢) -Tz_mdt - Te¥(t) (5.5.1
+)

ja

se

0}

re=

[=]

2)
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pDiferenciranjem leve i desne strane jedna&ine {5.5.12} dobija
se

Y(t) {1 + pT] = pX(t} {5.5.13)
odakle je P )
Y{t) = ——— X(t) : : (;.5.14)

Ako predpostavimo da je veli&ina T dovolino mala, onda posle-
dnja relacija aproksimira operaciju diferenciranja. Vrlo mala
vrednost za T postife se ako se potenciometar na 8i. 5.5.5 po~
stavi na vrednost blizu jedinice, a ulaz u drugl sabiraZ odabe-
re se tako da prenosni odnos sabiraa bude 10.

5.6. Primer: Oscilacije sa suvim trenjgg

Posmatrajmo oscilacije mase M oko ravnoteZnog poloZaja pod
dejstvom elastilne orpuge sa koeficijentom elastitnosti K. O-
vo kretanje opisuje diferencijalna jednaZina

M&+Xx=0 (5.6.1)

sa pofetnim uslovima x(0) = X453 x(0) = ﬁo. Ova Jjedna&ina je po-

znata iz nepriguZenih harmonijskih oscilacija (Drugi deo I, 1.6).

Posmatrajmo slignu fiziZku situaciju uz prisustvo suvog trenja
izmedju mase M 1 podloge po kojoj se masa M kreée (3l.5.6.1).

—_—
xt)
§1. 5.6.1. Mehani¥ki oscilatorni sistem sa suvim trenjem

Diferencijalna jednafina koja opisujé kretanje u ovom sluaju
ima ablik ) .
Mek + Crgign X + Kex = 0 : {5.6.2)

sa podetnim uslovima x(0) = x, 4 x(0) = X,. Xonstanta C u
u jednadini (5.6.2) predstavlja vrednost sile trenja. '
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Neka je u diferencijalnoj jednadini (5.6,2) M= K= 1 1 pospa-
trajmo silu trenja kao parametar &iji se uticaj na refenje ispi-
tuje. JednaZina koja se postavija na ra¥unar ima oblik

X = = C-sign X = X (5.6.3)

sa pofetnim uslovima x(0) = x, i =x{0) = x,. Na slici 5.6.2
dat je program za refavanje jedna¥ine (5.6.3).

-0V

30) x(0)
[>—— -

+10V -0V

c S

P32 12
+sign x

Si. 5.6.2. Blok 3ema programa za reZavanije
diferencijalne jedna¥ine (5.6.3)

U ovom programu primenjena je ¥ema za modeliranje suvog trenja
opisana u odeljku 5.2, ove glave,

Na slici 5.6.3 prikaéana-su redenja diferencijalne jednadine
(5.6.3) za C = 0,25; pofetni uslov x{0) = 0 i dve vrednosti
za pofetni uslov ;(0), tj. x(0) = 2,5 i x{0) = 1,5,

Na slici 5.6.4 prikazano je refenje jednaZine (5.6.3) u faznoj
ravai za C = 0,25; x(0) =0 i x(0) = 3.

Na slici 5.6.5 prikazana su reSenja diferencijalne jedna&ine
{5.6.3) za C = 0,5; podetni uslov x(0) = 0 i dve vrednosti
za poletni uslov x(0}, tj. =(0) = 2,5 1 x(0) = 1,5.

Na slici 5.6.6 prikazano je reSenje diferencijalne jedhaéine
(5.6.3) u faznoj ravmni za € = 0,5; X(0) = 0 4 x(0) = 3,

T P . R T il e ' . " 4
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0 [\ 4. |

\\h:y/ 20 {sec)
-1,0

20 €=0,25

X
1,0
0 N t
\/ 0 20 (5ec)
-40

sl, 5.6.3. Refenje diferencijalne jednaZine (5.6.3) za
C = 0,25; x(0) = 0; x{0) = 2,5 i =x(0) = 1,5

sl. 5.6.4. Re3enje jedna¥ine (5.6.3) u faznoj ravani za
C=0,25; x(0) =0 i x(0) =3



X
30

20
10
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C=05

1,0
0 © 20 t

\_— (sec)
-1,0
5l. 5.6.5. ReZenja diferencijalne jedna¥ine (5.6.3) za
C=0,5 x(0) =0; x(0) =2,5 x(0) = 1,5
H
. C=05
30 r‘——r——lr————r‘——;"*—}
T P
L e .
; [
0 - EIN -
|
0 | 4 X
_zp }___
ol 1 _ 1
=30 20 -0 0 1020 30
Sl. 5.6.6. ReSenje jednafine (5.6.3) u faznoj ravni za

C=0,5 x(0) =0 1 x(0) =3
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é. MODELIRANJE SLOYENIH SISTEMA POMOCU ZADATE STRUKTURNE SEME

6.1, Modeliranje prostih prenosnih funkcija

U odeljku 4 ove glave videli smo kako se mofe modelirati prenos-
" na funkcija, ake je ona data u obliku racionalne funkeije
{4.2.2), Medjutim, pored ovog opiteg prilaza u modeliranju pre-
nosnih funkcija, vrlo Zesto je potrebno modelirati pojedine pre-
nosne funkcije u obliku u kakvom su zadate bez njihovog dovodje-
nja na oblik (4.2.2)}. Ovo zna¥i da je nekada pogodnije zadrZati
U imeniocu ili brojiocu proizvod polinoma, nego svoditi brojioc
ili imenioc prenosne funkcije na jedan polinom viSeg reda, pri
%emu koeficijenti ne zadrZavaju prvobitno fizifko znalenje io-
dgovarajude mesto u modelu. U odeljku 2 je redeno da se prime-
nom Hevisajdove teoreme razvoja racionalna funkcija mocfe rasta-
viti na razlomke i na taj nadin odredjivati inverzna iLaplasova
transformacija. Rastavljanje racionalne funkeije takodje omogu-
éuje i jedan poseban prilaz u izgradnji modela. Imajuéi u vidu
pravila za dobijanje prenosnih funkcija sloZanih sistema (ode-
1jak 3.2) jasno je .da u praktiénim problemima pojedini blokovi
imaju Zesto proste prenosne funkcije. Naveidemo neke vainije
prenosne funkcije i blok 3eme za njihovo modeliranje na univer-
zalnim analognim radunarima.

-]

17 Prenosna funkcija

¥ | _X (6.1.1)
x{t) Tp + 1

mo¥e se modeliratli povezivanjem raZunskih slemenata prema slici
6.1.1,

xv—(8)

> -vo
(&)

1. 6.1.1. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.1)

Vrednosti A i B koje se postavljaju na potenciometrima na
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gslici 6.1.1 vezane su sa konstantama u prenosnoi funkeiji
(6.1,1) slededim relacijama
1

K
A=:r- i B:E (6.1.2)
27 Prenosna funkcija

y(t) . _Xp
x(t) ™o + 1

{(6.1.3)

mofe se modelirati povezivanjem rafunskih elemenata prema slici
6.1.2,

X(t)— (a)

o > >—~-v(t)

8l. 6.1.2. Modeliranje prenosne funkciie (6,1,3)

Vrednosti A 1 B koje se postavljaju na potenciometrima na
slici 6.1.2, vezane su sa konstantama K i1 T u prenosnoj fun-
keiji (6.1.3) slededim relacijama
a=L B=2 (6.1.4)
T T
3? Prenosna funkcija kod koje je imenilac polinom drugog stepe-
na, rastavljen na dva binomna #inioca, u obliku

y(t) K

- (6,1.5)
x(t) (T,p + 1)(T,p + 1)

MoZe se modelirati povezivanjem ra¥unskih elemenata prema slici
6.1.3,

81, 6.1.3. Modeliranje prenosne funkcije (6,1.5)
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Veze izmedju konstanata A, B 1 C, koje se postavlijaju na po-
tenciometrima i konstanata K, T: 1 T, u prenosnoj funkcijl

{6.1.5) date su sledeéim relacijama

R 1 X
A= T, ¢ B = T, i c= T, {6.1.6)

4° prenosna funkcija
y(t) Kp
x{t) (T,p + 1)(P,p + 1}

(6.1.7)

MoZe se modelirati povezivanjem ratunskih elemenata prema slici
6.1.4.

S1. 6.1.4, Modeliranje prenosne funkcije (6.1.7)

Veze izmedju konstanata A, B, ¢ i D na slici 6.1.4 i kom-
stanata X, T, i T, u prenosncj funkeciji (6.1.7) odredjene
su relacijama

1 1 K K
A== B = — 3 C = = i D = w—e— (6-1.8)
T, T, r? T,T,

5. Prenosna funkcija sa istim imeniocem kaec u slu®ajun funkcije
{6.1.5) samo sa kvadratnim #lanom u brojiocu, tj.
oy - Kp?

= ) (6.1-9)
x(€)  (Tip + 1) (T2p + 1)

moie se modelirati povezivanjem racunskih elemenata prema slici
6.1.5. Veze izmedju konstanata A, B, 1+ C u Zemi na slici
6.1.5 i konstanata K, T, i T, u prenosnoj funkciji (6.1.9)

date su relacijama

A = le i C = = ' (6.1.10)
T, :

1
T,
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XQLJ ‘!'

S5l. 6.1.5. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.9)

6° Prenosna funkcija

y(t) K
— I e 6.1.11
x(t)_ P ( )

moZe se modelirati povezivanjem rafunskih elemenata prema slipi

6.1.6,
x(t)~—®—D—-vm

Sl. 6.1.6. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.11)

7° Prenosna funkcija

y(t) “_ X

- - - 21.12
" pva . (6.1.12)

mofe se modelirati skupom radunskih elemenata povezanih kao pre-
ma slici 6,1,1, Vrednosti A i B, koje se sada'pOStgvljaju na
potenciometre su '

A=a i B=K _ (6.1.13)
87 Prenosna funkcija
yit) K

— - - {(6.1.14)
x(t) P’ +a,p + a

moZe se modelirati povezivanjem rafunskih elemenata prema slidi

TR L TR R R ' . i 1
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6.1.7. Vrednosti konstanata aog, a; 1 K direktno se postav-
1jaju na odgovarajude oznafene potenciometre.

Sl. 6.1.7. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.14)

Prenosna funkcija (6.1.14) moZe se napisati i u obliku

2
t Kw .
yie) . ° (6.1.15)
x(t) pz + 2:moop + wg -

gde 7 predstavlja koeficijent priguenja, a w, Pprirodnu ne-
prigu3enu udestanost, Prenosna funkcija (6.1.15) moZe se modeli-
rati povezivanjem rafunskih elemenata kao prema slici 6.1,.8.
Vrednosti za I, w, i K direktno se postavljaju na odgovara-

juée potenciometre.

YO > @& >

S1. 6.1.8. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.15)

9% prenosna funkcija

y{t) K(p + b) . :
= - (6.1.16)

x(t) pl+ap+a

mofe se modelirati povezivanjem raéuqskih elemenata prema slici
6.1.9. Vrednosti kxonstanata a,, a,, b t K postgvljaju se
neposredno na odgovarajuée potenciometre.
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Pﬁt)

X5 D

51, 6.1,9, Modeliranje prenosne funkcije (6.1,16)

é;&;..ﬂeﬂsllssﬂig_2A2222552_22£$2_952£2§2
Kao #to je ve¢ refeno, prednost modeliranja putem prenosnih bilo~-
kova je u tome 5to se svaki blok u slofenom sistemu modelira ne~
zavisno od celine sistema, a zatim vrii povezivanje pojedinih
blokova prema strukturli sistema. Jasno je da se u razli¥itim te-
hniCkim objektima vrlo Sesto ugradjuju isti podsklopovi. Pr
tome, prenosne funkcije i na®in modeliranja takvih ‘podsklopov
mogu se izugavati nezavisno od strukture sistema. U konkretn
problemu modeliranja sloZenih sistema, bice strukturnom Semom
zadato mesto svakog pddaklopa u sistemu,

U ovom odeljku prikazan je na&in modeliranja elemenata nekih
procesa bez ypuitanja u strukturu samog sistema u celini.

1. Posmatrajmo prost primer procesa Zematski prikazanog na sli
ci 6.2.1. U rezervoar povriine A dotife tednost Q,, a pumpa

51. 6.2.1., Primer elenmenta proaaéa

T T T b ke e A b
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p omoguduje isticanje tefnosti Q.. Neka je'povrilna A mere-
na u m?, a koli&ine tenosti Q;, {=1, 23 u_n'/s, Natemati-
&ki model ovakvoy procesa mo¥e se opisati diferencijainom jed-
na&inom

A dH (£}
dt

= Q, (t) - Q,{t) {(6.2.1)
gde je H visina vode u rezervoaru merena u metrima. KoiiZina
tetnosti Q,, koja otile iz rezervoara proporcionalna je ugao-
noj brzini rotora pumpe, ti.

Q, (t) = Ku(t) (6.2.2)
gde je K konstanta koja zavisi od konstruktivnih karakteristi-
ka pumpe. Zamenomn (6.2.2) v {6.2.1) dobija se

dH({t)
at

A = Q, {t) - Ku(t) {6.2.3)

gde je H(0) = Hgy.
Jedna®ina (6.2.3) napisana u operatorskom obliku glasi
= 11 . £
H{t) = p[A Q, (t) A w(t)] {6.2.4)

Funkcije Q,(t) i wlt) su poznate funkcije koje predstavlja-
ju ulazne velifine u blok koji se modelira, Na slici 6.2.2 pri-
kazana je blok Zema za modeliranje opisanog procesa.

Q,(t) |
H{t)

-wft)

sl. 6.2.2. Blok Bema modeliranja elementa procesa
sa slike 6.2.1

2. U hemijskim i biohemi jskim reakcijama dolazi do prelaska
jedne supstance A u drugu supstancu B. Ne ulazeéi n mehani-

zam ove pojave 1st§ se mofe simboliZki oznaZiti sa

AF—E‘-B

ito zna%l da supatanca A prelazi u supstancu B brzinom k.
Neka se obe supstance nalaze u zapremini V. Koliinu supstance
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A oznatimo sa X, a koli®inu supstance B sa B, Matematiki
model ovakvog procesa je

=2

g%--kﬁ;

sa poletnim uslovima X(0) =X, i B(0) = By. Jedna&ine (6.2.5)
mogu se napisati u obliku jedne jedna&ine '

d*a _
F—— I - sz (61206)
de? '
sa pofetnim uslovima
X(0) = &, . A(0) = = k+B, (6.2.7)

Primenom Laplasove transformacije na jednadinu (6.2.6) ux pole-
tne uslove (6.2.7) dobija se
- Eos - kB,
AlS) = — (6.2.8)
82 + k2
Primena metode Laplasove transformacije (vidi odeljak 4.4) za
modeliranje izraza {(6.2.8) daje slededu relaciju

- 0 1 )

A(s) = ——;;—:—;;—— e (6.2.9)
ili Zop? - kBop

A(e) | 2o 2 (6.2.10)

ult) p? + k?

gde je u(t) Jedinidna funkcija,

Prema opStoj Z3emi (sl. 4.2,1) za modeliranje prenocsne funkecije
{6.2.10) dobija se Zema prikazana na slici 6.2.3,

Medjutim, ako se Primeni metoda modeliranja-preko diferencijal-
ne jednadine (6.2.5) sa pofetnim uslovima {6.2.7), dobija se
#ema prikazana na slici 6.2.4,

Poredjenjem Zema sa slika 6.2.3 1 6.2.4 lako se zakliuZuje da
Su ove dve Zeme ekvivalentne.

[T N PR R L I TS S S o
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wt)—

Sl. 6.2.3. Model heﬁijake reakciie preko prenosne
funkcije procesa

k By - Ay
A x _
—-e —A(t)
(D
_ \
Sl. 6.2.4. Model hemijske reakcije preko diferencijalne
" jednaZine )
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Fotografski snimak naponske funkeije

sl. 5. Izgled X-Y pisa¥a
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