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PREDGOVOR 

Analogni elektronski radunar se pokazao kao veoma pogodno i ko-

risno sredstvo za analizu matematidkih modela, koji potidu iz 

raznih oblasti istradivanja. Zato ovaj radunar, danas u svetu, 

zauzima znadajno mesto u istrativadkim i radunskim centrima, a 

narodito u vedim laboratorijama gde se koristi za izudavanje ra-
znih tehniokih problema. 

U naioj zemlji analogni ra*unari zauzimaju takodje znadajno me-

sto u naudnoistradivadkim laboratorijama i na univerzitetima, 

gde se koriste za analizu 1 sintezu dinamidkih sistema i za si-

mulaciju raznih procesa. Stoga se i pokazalo neophodnim da se 

Ato vedi broj naudnika i strudnjaka upozna sa mogudnostima ove 

grane radunske tehnike, pa je u nastavi na viAe fakulteta uvede-

na ova oblast u okviru raznih predmeta. 

Ova je knjiga pisana sa namerom da upozna ditaoce sa osnovnim 

principima analognih elektronskih radunara kao i sa koriAdenjem 

analogne radunske tehnike. Knjiga je sastavljena iz: 

- uvodnog dela u kojem se izlatu principi rada analog-

nih radunskih sredstava i razvoj ove radunske tehnike kroz isto-
riju, 

- prvi deo knjige sadrii opts radunskih elemenata 
organizaciju analognih radunara, a 

- drugi deo knjige se odnosi na primenu analognih ra-

dunara i obuhvata postavljanje, reAavanje i analizu matematidkih 

modela iz raznih oblasti matematike, mehanike i tehnike. 

Knjiga je pisana kao udAbenik iz oblasti analognih radunara, ali 

njome de se modi koristiti i mnogi saradnici naudnih i privred-

nih organizacija zainteresovanih za ovu oblast radunske tehnike. 

Koristimo priliku da se zahvalimo Nadi Pejovid na saradnji oko 

priprema za Atampu 1 vodjenju korekture, kao i saradnicima 

Kaludjerskom, DuAanu Jojkidu 1 Milanu Stanojevidu koji su 

nam pomogli u sredjivanju rukopisa, a posebno se zahvaljujemo 

Prirodno-matematidkom 1 Malinskom fakultetu u Novom Sadu, kao 

Zavodu za fiziku i matematiku Univerziteta u Novom Sadu koji su 
cmogudili izdavanje ove knjige. 

NOVI SAD, 1970. 	 AUTORI 
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1. FIZIftI OBJEKT I MATEMATIeKI MODEL 

U tehnlakoj praksi, kod projektovanja raznih konstrukcija S ure-

djaja, neophodno je da se Dyne prethodne analize 1 proraauni 

koristedi matematiaki aparat. U raznim nauanim i drugim istra-

fivanjima matemataa predstavlja neophodan alat u radu istraff-

vaaa. Ali, kako metematika predstavlja apstraktnu naudnu disci-

plinu, postavlja se pitanje kako se matematiake metode mogu ko-

rist1t1 u ispitivanju flzfak1h objekata. 

Pod fiziekim objektima podrazumevaju se kako tehnlake konstruk-

cije, tako i razne pojave i proces1 1z realnog sveta. Pri ovo-

me, za nas je posebno interesantan onaj prilaz 1zuaavanju fizi-

akfh objekata koji se zasniva na korifdenju matematiakog apara-

ta. Odmah je potrebno da se naglasi da su fiziak1 objekti naj-

aende tako slofen1 da 1h matematiake formula ne mogu u potpuno-

st1 opisati. Medjutim, sa odredjenog stanoviAta matematiake fo-

rmula mogu dovoljno taano opisati neke osobine fiziakog objekta. 

Skup matematiakih formula, koje opisuju ponafanje fiziakog ob-

jekta naziva se matematiak1 model fiziakog  objekta. Prema tome, 

matematiak1 model mofe da pruf/ samo idealizovanu sliku posma-

tranog fiziakog objekta. Medjutim, 1zudavanje fiziakog objekta 

odnosi se, najaefEe, samo na odredjene osobine objekta, pa pre-

ma tome 1 matematiaki model treba da opisuje samo one osobine 

objekta koje se fele fzuaavati. Kato je prvi I najvalnij1 zada-

tak prilikom primene matematiakih modela, da se lett postavi u 

onom obliku u kojem Ee najbolje opisivati objekt u smislu ist-

rafivanja. 

Ispitivanje flziakih objekata putem analize osobina matematie-

kog modela svakako nije jedini put istrafivanja. Mogude je pre-

dpostaviti da sva potrebna ispitivanja Istria/Dad lzvrA1 na sa-

mom fiziakom objektu. Dakle, ako je u pitanju tehniak1 objekt 

/1/ uredjaj, onda se misli na njegovu izgradnju / ispitivanje 

radi utVrdj1vanja dobrih i lollh osobina. U tehnlakoj praksi 

ovo je poznato kao ispitivanje na prototipu. Ovakav naa1n ispi-

tivanja fiziakih objekata u veEln1 sluaajeva zahteva velika in-

vesticiona ulaganja, duge vremenske rokove izrade prototipa, 
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a aesto je skopaan sa ozbiljnim opasnostima u toku istragiva-
nja. 

Rao primer ovakvog naaina ispitivanja mote se navesti ranija 

izgradnja novih tipova aviona. Avion se ranije gradio po zami-

sli konstruktora, i kao prototip ispitivao. Pored toga gto se 

ulagao veliki rad oko izgradnje prototipa, ispitivanja ovakvih 

aviona desto su se i katastrofalno zavrgavala po givot pilota. 

Istragivanja preko matematiokih modela, medjutim, pored toga 

gto nemaju nedostatke ovakvog nadina ispitivanja, prugaju 

znatno vede mogudnosti u izgradnji optimalnih konstrukcija, 

kako u pogledu utrogka materijala, tako i u tehniakim karakte-
ristikama konstrukcije. 

1.1. Fiziaka analogija 

Za ispitivanje osobina fiziakih objekata aesto se koristi iz-

gradnja fiziakih modela objekta koji se ispituje. Pod fiziakim  
modelom  podrazumeva se izgradnja fiziakog objekta slionog obje-

ktu koji se ispituje, ali sa umanjenim dimenzijama. Na ovaj su 

naain sve fizioke veneine, koje se pojavljuju kod fiziakog ob-

jekta iste prirode 1 kod modela. Za izgradnju fiziokih modela 

nije potrebno postavljanje matematiekih modela, ved uspostav-

ijanje fiziake analogije izmedju objekta i modela. Ovakav na-

din ispitivanja fiziokih objekata, u nekim sluaajevima ima zna-

tne prednosti nad matematiokim modelom, jer na fiziakom modelu 

mogu da se ispituju i one fiziake pojave koje nisu mogle biti 
obuhvadene matematiakim relacijama. 

Izgradnja fiziakih modela objekata aesto se koristi u avionskoj 

industriji. Kako je ranije rearm, vidi se da izgradnja proto-

tipa novih avionskih konstrukcija 1 njihovo ispitivanje ima 
znatne nedostatke. Zato se pribegava izgradnji modela aviona, 
koji zadr2avaju gotovo sve osobine realnog aviona. Ovakvi se 

modeli ispituju u specijalnim aerodinamiakim tunelima, gde se 

obezbedjuje vazdugno strujanje i svi ostali uslovi, tako da se 

dobija uvid u ponaganje budude konstrukcije u vazduhu. 

Na slioan naain, putem izgradnje elektrianih modela, mogu se i-

spitivati osobine elektrianih dalekovoda, pa i celokupue elek- 
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trine =age. Isto tako veliki hidrosistemi aesto se ispituju 

putem izgradnje modela, na kojima se prouaavaju razni uticaji 

oblika brana, nagiba zemljiAta, itd. 

Iako fiziaka analogija omoguduje ispitivanje fizidkih objeka 

na modelima, koji su znatno lakai i jeftiniji za izgradnju i 

spitivanje nego prototipovi objekata, ipak ovaj nadin ispitiv 

nja ne nalazi ve6u primenu. Najvedi redostatak ovakvog nadina 

ispitivanja svakako je nemanipulativnost kod promena u konstr 

ciji. za svaku novu varijantu fiziakog objekta mora se gradit 

odgovarajudi fiziaki model. 

1.2. Matematidka analogija 

Odavno je uoaena Oinjenica da as razliaiti fizidki objekti mo 

gu opisivati istim matematidkim modelom. Izmedju dva fizidka 

objekta A i B, koji imaju iste matematidke modele, kale se 

da postoji matematiaka analogija. Medjutim, strogije postavke 

matematiakih modela, a to znadi dublje izdaavanje fizidklh ob 

jekata, najdeide pokazuje da razlieiti fizieki objekti imaju 

sliane matematiake modele, koji as mogu do izvesne taenosti 

smatrati istovetnim. Istovetnost matematiakih modela objekata 

A i B pruEa mogudnost da jedan od fizi*kih objekata bude 

koriAdea za analizu matematiftog models drugog objekta. Fizid 

ki objekt A, koji se koristi za analizu matematiakog modela 

objekta B, sa kojim ima sliaan matematiaki model,naziva se 

analogni model ili analogon objekta B. 

Prema tome, izmedju fiziakog objekta koji as ispituje i analo - 

nog_modela postoji matematiaka analogija. Fizieke veliaine u 

objektu i analognom modelu po pravilu nisu iste prirode kao 

Ato je to bio sludaj kod fiziake analogije. Matematiaka anal 

gija as sastoji u 8116nosii matematidkih models analogona 1 fi-

ziakog objekta. 

Radi ilustracije matematiake analogije izmedju fizi6kihobje 

kata dat je primer matematidkog klatna icacilatornog elektr 

dnog kola. Ako - se masa mateMatiakog klatna oznaai sa m , a =a 

L, rastojanje od telibta masa do taake ve5anja 0 (81.1.2.1), 

onda je matematiaki model, koji opisuje kretanje klatna, tj. 
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ugao 0 u funkciji vremena t, dat jedna6inom: 

alt J 	+ mg/ sin0 = 0 
dt 2  

sa podetnim uslovima: S"(0) = @g 	i 0(0) = S o - 

(1.2.1) 

S1. 1.2.1. Matematieko klatno 

U jednanni (1.2.1) sa J je oznaoen moment inercije u odnosu 

na osu obrtanja. Za kretanje u blizini ravnote/nog polo/aja mo-

2e se uzeti da je sin0 = 0, pa jednaftna (1.2.1) dobija oblik: 

J 1.11  + mg/ 0 = 0 

	

dt2 	
(1.2.2) 

Ako se uzme elektriono oscilatorno kolo prikazan0 na sl. 1.2.2, 

koje se satoji od kondenzatora kapaciteta C i induktivnog 

kalema induktivnosti L vezanih na red, tada matematieki mo-

del koji opisuje promenu elektriOnog punjenja q kondenzato-

ra u vremenu, dat je jednaoinom: 

	

L 
at, 	C 

1 	+q= 0 	 (1.2.3) 

sa poOetnim uslovima: q"(0) = qg 	i q(0) = q . 
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Poredjenjem diferencijaln1h jednaaina (1.2.2) i (1.2.3), vidi 

Si. 1.2.2. Osc1latorno elektriano kola 

da se one razlikuju saw u konstantama. Prema tome, mehanlake 

pojave vezane za kretanje matematiakog klatna u okolini ravno 
teknog pololaja mogu se prouaavati na elektrianom modelu (Si. 

1.2.2). Isto tako 1 elektriane pojave u elektrianom kolu sa k 
pacitetoa 1 induktivnadu vezaniM na red mogu bit/ izuaavane 

na mehaniakom kretanju matematiakog klatna u okolini ravnotet 

nog pologaja. 

Na sl. 1.2.3 lematski su prikazani neki mogudi naaini ispiti 

vanja 4 prou6avanja fiziakih objekata. Na Neal su prikazani 

prilasi u izuaavanju fiziakih objekata koji se najaside koris 

-te u aavremenoj nauano-tehniakoj praksi. 

Fiziaki objekt koji je predmet izuaavanja, obiano predstavlja 

idelnu zamisao konstruktbta nekog bududeg tehniekog uredjaja. 

-Jedan naain provere'osnovde ideje Jo direktna realizacija obj - 

kta, kao prototipa, Pored -wogs naaina, mole se za badudu kon 
strukcitu'graditl fiziaki model 1 sva potrebna ispitivanja Vr 
diti na-takVom fiziakosaodelu, odnosno maketi.;Tadit ae govor 

o- fiziakoj analogiji iziedju objekta i modela. Izaavanjem fi 
ziakih takona, koji vake u posmatranom fiziakomobjektu,a04 
se Jodi do matematiakog modela - koji op/suje objekt-uamislu 

istrativanja. Sabo sdsvi'interesahtne osobinaobjekba 
sadriani u mateMatiakom modelu,-pOstavlja se problem njih 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



7- 

vog eksplicitnog izratavanja, a posebno kada su u pitanju slo- 

leni matematidki modeli. Dragocenu pomod istragivadu ovde pru- 

HMATEMATICKI [Th 
 MODEL  

n 
Za: 

V 
N 
LL 

1 401ALOGNIkeEmAnel FIZICKI le  CUDtKA FIZIOU 
MODEL ""13174A OBJEKT  ANAThour MODEL  

a 

O 

PROTOTI P 1 

Si. 1.2.3. Nadini ispitivanja osobina fizidkih objekata 

taju analogni modell, tj. fizidki objekti *ije se pona5anje 

opisuje slidnim (nekada identi*nim) matematidkim modelom sa 

onim koji as fell analizirati. 

Jasno je da je teAko pretpostaviti cia de se za svaki fizidk1 

objekt, koji as proudava, nadi odgovarajudi analogon, na kojem 

de se analizirati matematidk1 model objekta. Medjutim, znadaj 

istrativanja preko analognlh modela dobija punu vrednost samo 

ako je mogude relativno lako izgraditi analogni model fizidkog 

objekta. Ovo je mogude udiniti pogodnim povezivanjem elemenata 

analognog radunara, Ato je i predmet 1zudavanja ove knjige. 

2. PRINCIPI ANALOGNIE RACUNSEIS SREDSTAVA 

Ideja analognih radunskih sredstava sastoji as u iznalatenju 
takvih fizidkih objekata, koji de modi da se koriste za anali-
zu matematidkih modela, pomodu kojih su isti objekti matemati-
dki opisani. Prema tome, principi rada analognih radunskih 
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uredjaja zasnovani su na fiziakim za ■onima koji vale za onaj 

fiziaki objekt koji se koristi u raaunske svrhe. 

Slededa dva primera ilustruju analogni main raaunanja: 

Primer 1. Predpostavlja se da je pOtrebmc da se izvrli mnole-

nje dve veliaine x i y. Prema tome, Zadati matematiaki mo- 

del je: 	
z 	x•y 	 (2.1) 

Sa druge strane, iz elektrotebnike je poznato da je za elektri- 

ano kolo, prikazano na slici 	prema Omovom zakona, relaci- 

Sl. 2.1. Elektriano kolo 

ja koja daje vezu izmedju napona U, struje I, i otpora 

data jednaainom: 
U ■ 	 (2.2) 

Kako elektriano kolo na sl. 2.1. ima matematiaki model (M) 

koji je identiaan sa matematiakimmodelom (2 1), samo (Satz-

nake u modelu (2.1) predstaVljajC matematieke veliaine, a u 

modelu (2.2) fiziake veliaine, to elektridno kolo na ai. 2.1. 

mole da predstaVlja analogni uredjaj za mnolenje. 

Primer 2. Neka je racist matematiaki model . 

■ 	 (2.3) 

Eadini se levak od lima u obliku kupe (al. 2.2.) tako da je 

odnos polupreanika otvora leVka i Odgovatajude visinm 

r 	/5 	 (2.4) 
4- V 
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Kako je zapremina kupe: 
1 V = 3 - n r 2 h (2.5) 

Smenom (2.4) u (2.5) dobija se: 

h a 2 1V 	 (2.6) 

Prema tome, ako se naspe x[cm 3 ) teanosti u levak, onda de vi-

sina teanosti u levku u cm predstavljati broj y prema re-

laciji (2.3), a na osnovu (2.6). 

Si. 2.2. Levak za izraaunavanje kubnog korena 

Iz ovih se primera jasno vide osnovne osobine analognog raau-

nanja. Naime, za dati matematiaki model, koji je predmet izu-

eavanja, nalazi se odgovarajuei fiziaki objekt, aide se pona-

6anje opisuje slionim iii identianim matematiakim modelom kao 

6to je 1 onaj koji se izu6ava. 

Svaka matematiaka veliaina u matematiakom modelu ima svoju 

predstavu u analognom modelu, kao odgovarajuda fizieka veliai-

na. Prema tome, neke od fiziekih veliaina odgovaraju poznatim 

veliainama, a neke nepoznatim veliainama u matemati6kom mode-

lu. Davanjem odgovarajudih vrednosti prvima, posredstvom fizi- 

 - 
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0k1h zakona, dobijaju se drugs fit eke veliaine, koje ustvari 

predstavljaju tralena reienja matematiekog models. 

Pogledajmo kakva je taanost raeunanja pomodu analognih raaun-

skih uredjaja. Osnovni zahtev za taanost analognih raeunskih 

uredjaja je pre svega identionost matematiakog models koji as 
analizira, sa modelom uredjaja. Nedjutim, kako analogni ure-

djaj predstavlja //flak/ objekt kod kojeg postojeymnogi. utica-

ji na fiziake ve1161ne, koje elute se raunaje, )a koji Note 

ne mogu da budu obuhvadeni meteiatiekim modelom, to ja:teana-

logne raaunske uredjaje veoma valno da se ispitaju rad ovi uti s

-caji na matematieki model. Drugim reaima, kako je izmedju 

z10kog objekta i analognog models uspostavljena matemat10ka a-

nalogija, to ispitivanje razlika u matematiakim modelima obje-

kta 1 analogona je ustvari ispitivaaje stepena uspostavljene 

analogije. Ako je stepen analogije veliki, ratlike u matemati-

eilm modelima su male. 

Tako naprimer, taanost rezultata u prvom primeru vezana je za 

taanost merenja napona, struje totpora. Prikljuaivanje instru-

menata za merenje na sl. 2.1. smanjuje taennst mnolenja po for-

mul/ (2.2), jer u ovoj formuli n1je %met u °bait (unutraiinj1) 

otpor instrumenata. Sa druge straws taanost je ogranieena 1 mo-

gudnoleu preciznog aitanja 1tmerenth velialna sa skala instru-

menata. 

U drugom primeru taanost je ogranlasna preciznoldu itrade lev-

ka, kao 1 merenja zapremins i visine teenosti. 

Prema tome, povedanje taanosti analognog radunskog uredjaja 

vezano je i za preciznost Janda samog uredjaja. 

Iz istih se primers vi01 J0§ Jelina bitna osobina analognih ta-
aunskih sredstava. Ova osobina je brz/na taounanja, koja Jo , 

takva, da praktiano aim se postave vrednosti za poznate fiztake 

veltaine trenutno se dobija i rezultat. U primeru 1., 

se postavi /aliens vrednost otpora R i uspostavi struja I, 
istog trenutka postojii rezultat U. O primeru 2., aim ei Wi-

pe odgovarajuda zapremina teanosii u levak, trenutno Se reslo-

late rezultatom, pa je potrebno samo konstatovati visinutei- 
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nosti u levku. 

Prema tome, kod analognih raaunskill sredstava ne postoj1 pro-

ces raaunanja, ved proces uspostavljanja fiz1akih vel1a1na pre-

ma ftzidkim zakonima koji vale za odgovarajud1 uredjaj. 

Prema raaunskim mogudnost1ma analognih raaunskih sredstava, 

kao 1 prema naalnu kor1Adenja, analogna radunska sredstva mogu 

se podel1t1 u dve velike grupe 1 to (s1.2.2.1): 

- priruana analogna raaunska sredstva, 

- analogne raaunare. 

Pr1rudna analogna raaunska sredstva su specijalno napravljena 

da olakAaju radunanje po odredjenim matemat1ak1m formulama ko-

je se aesto ponavljaju. Ovoj grupi pripadaju logaritmar 1 no-

mogrami. I jedno i drugo sredstvo kao fiziake vel1a1ne koriste 

dul1nu na lenjiru (logaritmar) 111 na dijagramu (nomogram), a 

tadnost 1m je za vel1k1 broj primena zadovoljavajuda. 

Analogni radunar1 su slo/en1ja radunska sredstva koja automat-

ski mogu da obave izvestan niz radunskih operacija. Obiano se 

sastoje od vine raaunskth elemenata (komponenata), koji se me-

djusobno mogu na razliftte naaine povezivati. Na taj se main 

mogu obavljati vrlo slolene matematiake operacije. Modern1 ana-

logni radunar1 mogu da regavaju i takve probleme kao Ato su 

diferencijalne, 1ntegralne, pa 1 neke parcijalne jednadine, 

kao 1 neke algebarske i druge probleme. Razni tipovi raaunara 

koriste razne velleine za analogiju, kao napone,struje, meha-
ntaka kretanja std. 

2.1. Pr1rudna analogna raaunska sredstva  

Od pr1ruan1h analognih raaunskih sredstava ovde de ukratko b1- 

t1 objaAnjen1 osnovni principi raounanja pomodu logaritmara 

nomograma. I jedno i drugo ra&insko sredstvo se 1 danas veoma 

uspegno kor1st1 za brza i pr1ruana raounanja u on1m problemlma 

koji se mogu regavati sa ogranidenom taenogdu, koju ova sreds-
tva mogu da obezbede. 

- Logaritmar 

Ovde de b1t1 objagnjen1 samo osnovn1 principi na kojima je za- 
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anovan rad logaritmara. 

Logaritmar je sastavljen od nepokretnog dela i pokretnog lenji-
ra koj1 as mote pomerat1 dui nepokretnog dela (el. 2.1.1).. Na 

oba su dela nanesene iste logaritamske skale. Osnovne operaci-

je na logaritmaru su mnOlenje i delenje brojeva. 

 

I  
2 

 

2 	3 	4 	5 	I 9 lo 	I 
4 	3 	I 	I 

4 	S 6 7 9 919 I 

  

  

   

SI. 2.1.1. skale logaritmara 

Mnodenje dva broja na logaritmaru vrii as sabiranjem cludina na 
nepokretnom delu i pokretnom lenjiru. Dunne koje se sabiraju 
srazmerne su logaritmlma brojeva nasnadenik na logar1tamekoj 

akali. Matematidki model aija as realizacija deli pomodu loga- 

ritmara je ustvari: 
z 	x•y 	 (2.1.1) 

Medjutim, logaritmar obezbedjuje matemati8k1 model: 

logs loge + logy 	 (2.1.2) 

Kako se relacija (2.1.2) dob1ja logaritmovanjem jedna4ine (2. 

1.1), i kako su na skali logaritmara naneseni broje41 x, .74 

i z, more as direktno eitati rezultat mnodenja. 

Da b1 as na primeru prikazao rad logaritmara, neka je potrebno 

da se izraduna proizvod 

z 	2.4 

Na nepokretnoj skal1 se nadje broj 2 / pomakne pokretn1 la-

njir tako da podetak skate lenjira bude naspram broja 2 . na . 
 nepokretnoj skali. Sada se na skali pokretnog lenjira pronadje 

broj 4, a broj na nepokretnoj skali koji se nalasi neuppeer 
broja 4 skale poketnog lenjira predstavlja resultat,u ovum 

primeru broj 8. DaiMA nepokretnog dela izmedju brojavg,1 

2 predstavlja u odredjenoj rasmeri log2, dul1na 1emedIn'11co-
Java 1 i 4, na skali pokretnog lenjira, predstavlja u istoj 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 13- 

razmerl log4. Ako je k koeficijent razmere na obe skale, on-

da naspram broja 4 pokretnog lenjira na nepokretnoj skali je 

log8 u istoj razmer1, pa sled1: 

k log8 = k log2 + k log4 

odakle se antilogaritmovanjem doblja: 

8 = 2.4 

Na slioan nao1n, ponodu istih skala, mote se obavljati i delenje, 

samo Ato sada treba oduzimati duEine na nepokretnom i pokret-

nom delu logaritmara. Na logaritmaru je moguee obavljati i niz 

drugih matematidk1 operacija, o 6emo se ovde nede posebno go-

voriti. 

- Nomogrami 

Nomogram je graflak1 prikaz funkcionaln1h zavisnosti izmedju 

promenljivih velidina. Oblast matematike koja se bavi prouda-

vanjem i lzradom nomograma naziva se nomografija. Nomogram je 

ustvari crteE na kojem su funkcionalne zavisnost1 izmedju ne-

koliko promen1j1v1h vel1dina prikazane na pogodan nadin, porno-
du duElna, sa skalama, tako da se mote priblifno veoma brzo 1 

lako 1zradunati jedna od velldina, kada su ostale zadate. Dru-

gim redima, funkcionalna zavisnost izmedju matematieldh  velibi-

na na nomogramu je odredjena pololajem taeaka na funkcijskim 

skalama. 

U datom primeru potrebno je konstruisati nomogram za matemati-

eki model oblika 
f 3 (w) 	geh jVar 	(2.1.3) 

Ovakav matematiak1 model mote se regavati na tzv. Z nomogramu, 

koji je sastavljen od dve paralelne prave linije a 1 b, pre-

seeene tredom pravom linijom c (si. 2.1.2). 

Na pravoj a, od tadke B, nanesu se vrednosti funkcije fi(u), 

a na pravoj b, od take A, vrednost1 f 2 (v). Kroz taoke A 1 

B povude se prava c, i izaberu se taake C i E, na pravama 

a odnosno b, tako da prava d preseca piavu c u tadk1 D. 

Polazedi od tadaka A 1 B nanose se vrednost1 odgovarajudih 

funkcija u odredjenim razmerama, tako da je: 
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AS • mitil(v) 

BC 

(2.1.4 

gde su m1 i m2 koeficijenti razmere. 

Sada je potrebno vrednosti Zunkcijs fl(w) odrediti i nanet1 

na pravu c, poaev11 od taeke B, tako da relacija (2.1.3) b 

Si. 2.1.2. Z - nomogram 

de zadovoljena sa svaki par vrednosti fl(u) 1 Z2(v). Mole 

se geometrijski pokazat1 kako se odredjuju / nanosi ove vred- 

rat!. 

Is slianostl trouglova ADE 1 BCD sled1 da jet 

BC : BE - BD : (BB - BD) 	 '42.1.5 

Zamenom 1z (2.1.4) u (2.1.5), to nakon sredjivanja dobd4ft'se 
ZA N.  es  AB - BD (2.1.6 
21(u) m2 BD 
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Kako je leva strana jednadine (2.1.6), prema (2.1.3) ustvari 

funkcija f3(w), to je 
mi AB - BD 

f3(w) = 
...2 	

(2.1.7) 
BD 

odakle se dobija da je 
mi 

BD = 	  AB 
mi + m2f3(w) 

(2.1.8) 

Prema tome, funkcijske skale na pravama a i b (sl. 2.1.2) 

nanose se podevgi od tadaka B, odnosno A, prema relacijama 

(2.1.4), dok se funkcijska skala na duEi AB (prava c) nano-

si prema relaciji (2.1.8) podevgi od tadke B. 

Da bismo objasnili upotrebu nomograma konstruigimo najpre Z -

nomogram za funkcije fi(u) = u, f2(v) = v i f,(w) = w. 

Matematioki model (2.1.3) svodi se sada na obidno delenje, tj. 

w 	 (2.1.9 ) 

Predpostavimo da se promenljive u i v kre6u u opsegu 

0 < u < 10, i 0 < v c 10. Odredimo najpre koeficijente 

razmere au i m2. Ako se name da je u = 10 i BC = 10 cm, 

kao i v = 10 i AE = 10 cm, onda prema (2.1.4) sleds: 

BC m i  = 	= 1 cm, 

i 

m 2  = AE = 1 cm. 

Na slidan nadin iz relacije (2.1.8) sled:, da je 

BD - 	AB 	 (2.1.10) 
1 + w 

Ako se usvoji da razmak izmedju pravih za u i v iznosi 

10 cm, onda de duE AB biti 10,/f cm, (jer je najbolje da duE 

AB leEi pod 45 °  u odnosu na prave za u i v), to se jedna-

eina (2.1.10) moEe napisati u obliku: 

BE — /Icier  
1 + w 

(2.1.11) 

Prema tome, nomogram koji odgovara relaciji (2.1.9) ima iZgled 

kao na slici 2.1.3. U slededem primeru bide objagnjeno koriade-

nje nomograma (sl. 2.1.3). Napr. trail se vrednost kolienika 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 16- 

4:8, onda na skali za v se nadje broj 4, a na skal1 za u 

broj 8. Povlaaenjem prave kroz ove dve taake, koja seas pravu 

w, dobija se taaka, na pravoj w, koja predstavlja traieno re-

Aenje, tj. w = 0,5. Isti nomogram mole da slu21 i za obavlja- 

nje operacije mnolenja, jar iz relac/je (1.2.9) sledi da je 
v = u•w 

S1.-2.1.3. Nomogram za mnolenje / delenje 

Kako kod logaritmara tako i kod nomograms taanost je ograniae -

na taanolift nanaenja odgovarajudih logaritamskih, odnosnolu-

nkcijskih skala. Nedjutim, makako da su skale taano nacrtane, 

taenost sa kojom se raauna ograni8ena je mogudnoAdu postavlja -

nja poaetn1h podataka na skalama, a takodje i mogudnoAdu olta-

nja rezuitata sa skale logaritmara odnosno nomograms. Bea obzi-

ra na ova ograniaenja, koja su vezana ca upotrebu logaritmara 

i nomograma, oba se raaunska sredstva Airoko koriste u raaun- 
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ske svrhe, s obzirom da se sa njima lako manipullie i da su je-

ftina. (Detaljn1ja objaEnjenja o konstrukc1j1 i koriEdenju lo-

garitmara i nomograma eitalac mole da nadje u literaturi). 

2.2 Analogni radunar1 v(/ 

Osnovna karakteristika priru6n1h analognih radunskih sredstava 

je stalna intervencija doveka u toku rada. Tako, ako se Ee11 da 

se pomnoEe dva broja na logaritmaru, mora se postavit1 pokretni 

deo na ieljen1 broj, pa posle oditati rezultat. U sluaaju da se 

izvodi neka slededa operacija potrebna je ponovna intervencija. 

Pod analognim raounarima podrazumevaju se sloEen1j1 raounski u-

redjaj1 koji su sposobni da obezbede i izvesnu automatiku u re-

Eavanju radunskih operacija, kao i vedu univerzalnost matemati-

dkih modela koji se analiziraju, nego Eto je to sludaj kod pri-

ruen1h radunskih sredstava. 

Analogni ra6unar1 dela se u dve grupe (sl. 2.2.1): 

Si. 2.2.1. Podela analogn1h radunskih sredstava 
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- specijalni analogni raaunari, 

- univerzalni analogdi raaunari. 

Specijalni raounari se grade u odredjene svrhe i slule za ana-

lizu jednog ili manjeg broja matematidkih modela. 

Univerzalni analogni ra6unari sastoje se iz vile raaunskih kom-

ponenata, pri aemu evaka od njih mote da obavi jednu iii vile 

matematiakih operacija.•SaVremeni modern/ analogni raaunari 

grade se iskljudiVo kao elektronski raaunari. Kod ovih ratuna-

ra fiziake veliaine nad kojima se obavljaju matematiake opera-

cije su najaelde jednosmerni naponi, a u najnovije vreme poja-

viii su se raaunari koji rade sa visokofrekventnim naponima, 

aija frekvencija iznosi oko 0,5 MHz. Univerzalni radunari slu-

le za analizu raznih matematiakih modela. Da bi se ovo omogu-

dilo radunar raspolale sa raaunskim komponentama koje mogu da 

obavljaju radunske operacije sabiranja, mnoEenja, integracije 

i sliono. Za svaki matematiaki model ove komponente moraju bi-

ti na odgovarajudi nadin povezane. Posao koji se sastoji u po-

vezivanju radunskih komponenata u cilju postavljanja konkretnog 

matematidkog modela na radunaru naziva se programiranje. Mate-

matidki modeli koji se najdelde relavaju na savremenim analog-

nim radunarima su sistemi diferencijalnih jednadina, pa se za-

to ovi raaunari nazivaju oesto i diferencijalni analizatori. 

Univerzalni analogni raaunari grade se kao: 

repetitivni 

- spori. 

Repetitivni radunari rade velikom brzinom i na njima se relenje 

obidno ponavlja 20 do 100 puta u iednoj sekundi, a postoje re-

petitivni radunari kod kojih frekvencija ponavljanja iznosi 

po nekoliko hiljada puta u sekundi (ultrabrzi repetitivni ra-

aunari). Zbog velike udestanosti relenja, ono se mole vizuel-

no posmatrati na ekranu katodnog osciloskopa u vida krive li-

nije. Sport radunari rade u tzv. realnom vremenu, tj. tako lto 

se rekenje dobija samo u jednom ciklusu rada radunara. Da bi 

se mogto koristiti, ovakvo, regenje se obiano crta na pisadu ili 

na specijalnom XY - pisaau. Kod savremenih najmodernijih ana-

lognih raaunara, postoji i kombinovan rad tako da radunar mole 
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da radi iii kao spori iii. kao repetitivni. Za neke probleme 

ovakva kombinacija pruga dragocene mogu6nosti prilikom analize 

matematiakih modela. 

Kako se univerzalni. analogni radanar koristi za analizu materna-

tiekih modela? Kao to je ranije objagnjeno prvi posao je ko-

rektno formulisati matematigki fiziOkog objekta. Na osno-

vu matematiOkog modela programer sastavlja program povezivanjem 

raounskih elemenatarna raeanaru. 

Program se °bland kod analognih raOunara priprema u obliku blok 

game, na osnovu koje se vrgi povezivanje raeunskih elemenata 

pomodu elektrionih vodova, Moderni ragunari velikog kapaciteta 

konstruisani su take da su sve ulazne i izlazne veze sa ragun-

skim eiementima izvedene na jeunoj centralnoj tabli. Na ovu se 

tablu postavl:a pokretna programska plooa, na kojoj su pomodu 

gajtana uspostavijene oagcvarajude veze izmedju raeunskih ele-

menata. Na ovai se naOin povezivanje radunskib elemenata vrgi 

na programskop plodi. van raganara, pa se analiza matematidkog 

modela na samom radunoxu obavlja postavljanjem programske plo-

de. Kada se postavi picgramska ploaa, izvrgi se postavljanje 

brojnih vrednosti, podetnih uslova i drugih konstanata koje 

figurigu u matematidkom .model,. Nada su postavljene polazne 

vrednosti konstanata, raganar se dovodi u relirn da raduna. Tra-

Zeno se regenje abaft° posmatra na osciloskopu ili pisagu. 

Prosegno regavanje jednog problema na analognom raOunaru traje 

10 do 60 sekuodi. Ovo vreme regavanja nije vezano za slogenost 

problema, red diferencijalne jednagine i sliOno, ve6 zavisi od 

vremenskog intervala d kojen se 	da se reSenje posmatra. 

Kod repetitivnih ragunara reerjo se dobija u delovima sekunde. 

Kako se regenje dobija a vrlc kratkom vremenskom intervalu, to 

su analogni raeunari pogodni za ispitivanje promena u regenju 

nastalih menjanjem parametara u matematiakom modelu. 

Opisani nagin koriggenja analognih raeunara polazi od matemati-

ekog modela. redjutim, u oatematiCkom modelu kada se radi o slo-

genim fizigkim objektima, vrlo se 'gest° gubi fizieki smisao po-

jedinih konstanata 1 parametara. Analogni raOunari prugaju mogu-

&lost postavljanja analogona za odredjene delove fiziOkog obje- 
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kta odvojeno, i njihovo medjusobno povezivanje prema stvarnam 

fiziakom objektu. Ovakav naain postavljanja problema na anal 

nim ra6unarima naziva se simulacija. Prema tome, simulacija j 
takvo postavljanje analogona fiziakog objekta da se konstante 

i parametri unutar analogona mogu lako identifikovati sa odgo 
varajudim konstantama i parametrima na fiziakom objektu. nazi 
ka izmedju rabunanja na analognom radunarn postavljanjem mate 

matiakog models i simulacije dolazi od svrhe u koju se raauna 

koristi. 

Naprimer, ako se tali da se ispita kakvo de biti ponalanie no 

vosagradjenog autopilota (uredjaja za autamatsko upravljanje 

avionom) kada se on ugradi u avion, onda se to mote uainiti 

bez aviona. Naime, na analognom se raaunaru postavi matematia 

ki model aviona, a u njega •  ugradi autopilot. Rea ougraditi" 

ovde oznaaava pogodno spajanje stvarnog uredjaja - autopilota 

sa analognim reunarom. Rate se tada da raaunar sluti kao si-
mulator datog aviona. Tom prilikom se mogu izvrfiti ispitivan a 

auotopilota, pa aak i ona koja bi dovela do katastrofe u real 
noj fiziakoj situaciji Leta aviona, a da pri tome ne dodje do 

nefeljemih posledica. Pored toga, mogu se ispitiviti ponalanj 

istog autopilots kada on radi u sastavu nekog drugog tipa 
aviona, pri demu je dovoljno izvrtiti potrebne izmene samo u 
matematiakom modelu aviona, odnosno na analognom newtons. 

-Prema islofenom, mogu at na kraju izdvojiti bitne dobre i lot 

oiobine analognih mallows. Dobre osobine sus 

- velika breina rada (koja sledi-iz prirode samih raft 
nara), 

- mogudnost brze proton. parametara u matematiakci mod 

lu 1 wens uticaja parameters na refenje, 

- mogudnost simulacije, 

- mogudnost rada raaunara sa realnim objektam, 

7 prosto programiranje 
= slofenost matematiakog model& ne utiae na vane raft 

nanja. 
Lola osobine ahalognih reaumara sus 

- ogranieena taancat4 

- ograniaena universatnost u odnosu na oblik matematia 
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kog modela 
- povedanje taonosti zahteva savrgeniju izradu raaunskih 

elemenata. 

3. ISTORIJAT ANALOGNIH RAeUNSKIH SREDSTAVA 

3.1. Razvoj  analognih raaunskih sredstava kroz istoriju 

Prva radunanja koja je oovek obavljao vezana su za pojam pre-

brojavanja i za sabiranje i oduzimanje tako nastalih brojeva. 

Kasnije su se javile 1 druge, danas poznate, matematiake opera-

cije. Odmah pada u odi da sve ove ideje pripadaju klasi cifar-

skih raounara, te i prva pomagala na polju radunara javijaju 

se u obliku cifarskih raaunskih sredstava. Ova sredstva datira-

ju jog od Vavilonaca i Egipdana. 

Medjutim, najznaaajniji napredak na polju analognih raaunskih 

pomagala, omoguden je pronalaskom logaritama brojeva. 1600-te 

godine gkotski matematiaar Dion Neper (John Napier 1550-1617) 

otkrio je logaritme pomodu kojih se, kao gto je poznato, ope-

racije mnoienja 1 delenja svode na sabiranje i oduzimanje. Ovo 

je 1624 godine iskoristio E. Ganter (E. Gunter) da bi napravio 

vrlo jednostavnu napravu pomodu koje je lako mogao da obavlja 

operacije mnoienja i delenja. On je na jednoj dasci naneo bro-

jeve u logaritamskoj skali, pa je sabiranjem duiina srazmernih 

logaritmima brojeva obavljao mnoienje datih brojeva. Ovo je ra-

dio uzimanjem duEina u otvor gestara i njihovim nanogenjem na 

logaritamsku skalu na dasci. Dobijeni je rezultat merio opet 

pomodu gestara, i uz pomod tablica (danas poznatih kao logari-

tamske tablice) preraeunavao i dobijao traieni broj. Nedostatak 

ovakve "sprave" je gto se njome vrlo tegko i sporo rukovalo. 0- 

vo je otklonio engleski matematiaar Outred (William Oughtred) i 

1632 god. konstruisao pokretnu logaritamsku skalu. Na taj naain 

pojavila se sprava, koja mnogo podseda na danagnji logaritmar. 

Sa ovom se spravom tada magic lakge i brie raaunati, te se ona 

smatra preteaom danagnjeg logaritmara (sl. 1 u prilogu). 

U razvoju analognih raaunskih sredstava znaaajno mesto pripada 

i nomogramima. Osnovi nomografije poeivaju na Dekartovoj anali-

tiakoj geometriji. Nomogrami su, kao gto je ved reaeno, grafiaki 
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erteti na kojima au funkoionalne zavisnosti izmedju tri ili vi 

Ae promenljivih predstavljene tako, da je na lak main mogu6e 

utvrditi vrednost jedne kada su vrednosti ostalih promenljivih 

zadate. Oko 1890 godine M.D -Okanj (Maurice D'Ocagne) postavlj 

osnove nomografije u obliku u kojem se i danas koristemomogra 

mi. Zbog jednostavne izrade i lakog korildenja nomogrami su na 

ali eiroku primenu u raznimoblastima indenjerskog rada. Na 

slici 2.1.3. prikazan je nomogram za mnoienje i delenje broje - 

va od 0 do 10. 

Oko '1815 godine bavarski intenjer Herman (J. H. Herman) prona 

aao je spravu za merenje povrAine oividene nekom proizvoljnom 

zatvorenom krivom.linijom koja je nacrtana na papiru. Ova spr 

va je poznata kao planimetar. Nju je 1854 godine usavr910 J. 

Amsler (Jakob Amsler), tako da se danainji planimetri vrlo ma 

to razlikuju od nje. Pomodu ove sprave (s1.2 u Prilogu) re9a-

van je sloien problem izraaunavanja pdvr9ine oiviaene nekom z 

tvorenom krivom linijom na vrlo jednostavan nadin. U drugoj 

lovini 19. veka radedi nezavisno jedan od drugog A.Abakanovi 

(Abdank Abakanovicz) i C.V.Bojs (C.V.Boys) konstruisali su in 

tegraf, tj. spravu koja je izraeunavala i crtala integral ne-

ke proizvoljne funkcije, kada je to funkcija bila nacrtana na 
papiru u odgovarajudoj razmeri. Sa ovom je spravom bilo moque 

putem sukcesivnih aproksimacija relavati i izvesne dife 

rencijalnih jednaaina. Jai jedno znaaajno otkride na poIju'an 
lognih radunskih sredstava usledilo je u drugoj polovini 19. 

veka._nra6a Tomson(4illiam Thomson - Lord Kelvin i James Th 

son)pronalli su i 

.
uspeli da naprave mehani8ki integrator. 

Oko 1927 godine V.Bu$ (Vannevar Bush) sa inatituta u Masaause 

By- Massachusetts Institute of Technology) je,poaeo iatragiva 

nja na polju brzog reaavanja diferencijalnih jednaaina analog 
nim putem. Integracija je obivljana pomodu mehaniakih integra 
tora aiji je princip prikazan na slici 3.1.1. Ovaj integKator 

se sastojao od diska sa osovinom b po kojem moiada'regira 

manji toaak sa esevinom la. Ako se pretpostavi da na mestu do 

dire- izmedju diska i manjeg toaka nema klizanja, onda Earobr-
tanje diska za ugao- dy proizvesti obrtanje izlasne oioiine 

b za ugao de, po relaciji: 
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R de = x dy 	 (3.1.1)  

gde je R polupreanik manjeg toaka, a x razmak izmedju ose 

osovine b 1 taake dodira manjeg toaka i diska. Ako se obezbe-

di da veliaina x bude proporcionalna sa funkcijom koju treba 

integraliti, a y da bude proporcionalna promenljivoj integra-

cije, onda se dobija tzv. mehaniaki integrator, jer je iz 

(3.1.1): 	 1 

	

e = 7  j x dy 	 (3.1.2) 

Tokom vremena mehanieki integratori su usavrgavani, tako da su 

se u toku Drugog svetskog rata koristili mehaniaki analogni ra-

aunari za regavanje diferencijalnih jednaaina, koje se javlja-

ju u balistiakim problemima. 

Si. 3.1.1. Mehaniaki integrator 

Uporedo sa razvojem elektronike poeinje i razvoj elektrianih 

elektronskih analognih raaunara. Za vreme Drugog svetskog rata 

javljaju se tako diferencijalni analizatori, kod kojih se kao 

raeunski element' koriste pojaeavaai, potenciometri, generato-

ri funkcija, a krajein rata se uvode i elektromehaniaki uredja- 
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ji kao Ato su servomehanizmi. 

Po zavr*etku Drugog svetskog rata analogni raaunari dolivljova-

ju nagli razvoj. Do danas je razvijeno vile tipova raaunara. U 

poaetku su se za pojaaavaae koristile elektronske =Isi s  to su 

isti bili glomazni. Pored toga, problem taanosti zadavao je 
mnogo muke konstruktorima, jer su elementi, od kojih su bili 

gradjeni pojaaavaai bili podlolni pranenama u odnosu na tempo-

raturu, vlalnost, itd. Medjutim, kasnije su i ovi nedostaci o-

tklonjeni, jer je omogudena automatska kompenzacija uticaja o-

vih promena, ali su pojaaavaai imali vedu potrolnju elektriens 

energije *bog povedanog broja elektronskih cevi. 

Pojavom tranzistora podelo se i sa razvojom tranzistorskih ana-

lognih raaunara, koji su sada postali manji, kanpaktniji i tra-

jniji i koji imaju manju potrognju elektriane energije. Na taj 

naain je i problem cdrfavanja raaunara u mnogame smanjen. jer 
ja radni vek tranzistora znatno duff. od elektronskih nevi. 

Pored toga, poslednjih godina, znatno je povedana i preciznost 

raaunskih komponenata, od kojih savisi taanost rabunanja kod 

analognih raaunara, tako da danalnji raaunari obavljaju opera- 

cije sabiranja i integracije sa taanoNeu hi:ajar% od 0,01%. 
Ovo je reiativno velika tadnost, s obsirom.da se radi o analog-

nim radunskim sredstvima, a imajudi u vidu jednostavnost pasta-
vljanja i rolavanja vrlo slofinih problema, analogni raaunari 

su nafli veliku primenu u raznim ablastima istrativanja. 

Poslednjih godina u laboratorijamaC.S.F-a (Compagnie Gdnd-

rale de T414graphie sans Fil) u Francuskoj razvijen je novi 
tip analognog raaunara koji koristi visokofrekventne nosede 

struje za raounanje. Glavna prednost ovakvih raaunara Jo to 
Ato je olakiano rukovanje 1 Ato mu le taenost za algebarske 
probleme mnogo bolja, nego Ato je to sluaaj sa analognim raeu- 

narima koji koriste jednosmerne struje. Za ostale probleme, ko-

ji se mogu radunati sa analognim raaunskim sredstvima oba tips 

raaunara daju priblifno iste rezultate. 
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3.2. Razvoj analognih raaunskih sredstava u naAoj zemlji 

Posle Drugog svetskog rata i u naSoj zemlji su ulagani napori 

na polju razvoja raeunske tehnike. Prvi su rezultati vezani 

baA za razvoj analognih'radunskih sredstava. 

Jedan od najvainijih tehniokih problema u posleratnoj izgradnji 

naAe zemlje bio je problem elektrifikacije. Izgradnja dalekovo-

da i ostalih elektrianih =elms za prenos elektriane energije 

do udaljenih naselja 1 industrijskih centara predstavljala je 

posebne problems. Za ispitivanje raznih pojava koje su vezane 

za izu6avanje problema prenosa elektriane energije grade se 

posebna analogna raaunska sredstva tzv. mreEni analizatori. 

Kod nas se pristupilo izgradnji takvog jednog mreEnog analiza-

tora 1948. godine. U relativno kratkom vremenu uredjaj je bio 

napravljen u Institutu "Nikola Tesla" u Beogradu, gde se sa u-

spehom koristio u problemima ispitivanja 1 projektovanja elek-

trianih mre/a. 

Uskoro posle izgradnje mreInog analizatora pristupilo se izgra-

dnji analognog raaunara za reAavanje sistema linearnih algebar-

skih jecinaeina. Raeunar je gradjen u laboratoriji za matematia-

ke maAine u Institutu "Boris Kidri6" u Vinoi. Raounar je paten 

u rad 1952 godine. Na njemu se moglo reAavati 30 jednaaina sa 

30 nepoznatih. 

Na raaunaru su sa uspehom reAavani mnogi problemi i sistemi 

algebarskih jednaaina za potrebe Instituta "Boris Kidrie" u 

Vinoi, kao i za potrebe raznih nauanih instituta i drugih usta-

nova u naAoj zemlji, pa oak 1 u inostranstvu. 

Izgradnja prvog domadeg analognog raaunara za reAavanje diferen-

cijalnih jednaaina takodje je izvrgena u laboratoriji za mate-

matioke marine u Institutu "Boris Kidria" u VinO4 1956 godine. 

Raaunar je bio izradjen kao laboratorijski prototip repetitiv-

nog diferencijalnog analizatora. Uaestanost repeticije sa kojom 

je raaunar radio bila je oko 50 puta u sekundi. Raaunar je bio 

opremljen potenciometrima, sabiradima, integratorima i univer-

zalnim nelinearnim elementima, sa kojima je bilo mogude obav-

ljati generiranje funkcija i mnoIenje funkcija. ReAenje dobije-

no na raeunaru moglo se posmatrati na ekranu katodnog oscilos- 
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kopa. 

U periodu od 1959 godine do 1963 godine na osnovu steeenih is-

kustava konstruisan je poboljeani tip repetitivnog difei4nai-

jalnog analizatora, Soil je ptdizvela Elektronska industrill 

za potrebe vile nakih instituta. 

U istom periodu Elektronska industrija proizvela je i1sPOrrdi-

ferendijalni analizator. Ovaj analizator opremljen je Sa 

aznim raeunskim elementima, kaO i SA servcanogailta 

rims funkcija potenciometarskog tipa. 

xrajem 1964 godine u Institutu "Mihailo Pupin" razvijen je tra-

nzistorski analogni raeunar koji ima kapacitet od 50 radunskih 

pojadavada, sa odgovarajudim ostalim ra*unskim elementima. Ovaj 

radunar je predvidjen za spori 1 repetitivni rad. Jedinieni ra-

dunski napon mu je 10 V, a taenost reda 0,1% za iinearne ope-

racije (al. 3 u prilogu). 
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I. RAdONSILI ELENENTI UNIVESEALNIE ANALOGNIN RAdUNANA 

1. PUNXCIJA RAtUNSXIH ELEMENATA 

U matematidi su definisane razne elementarne operacije, kao 

Ato su sabiranje, oduzimanje, mnbienje, delenje, diferencira-

nje, integriranje i dr. Sloieni matematiaki problem/ izraiava - 

ju as nizom elementarnih operacija primenjenih na skup materna-

tiakih veliaina (brojeva ill funkcija). Na sliaan je naain na-

stala ideja izgradnje univerzalnik analognih raaunara. Samar 

as sastoji od raeunskih elemenata, koji predstavljaju f/s/ake 

uredjaje namenjene za obavljanje pojedinih matematiakih opera - 

cija. Pogodnim povezivanjem radunsk/h elemenata, a prams mate - 
matiakom modelu, na radunaru mogu da se relavaju sloteni i rat 

wen/ matematiaki problem/. Zbog ove osobine, ovakvi raftnari 
su i dobili ime univerzalni analogni raaunari. U daljem islaga 
nju ukoliko as govori o analognim radunarima, podrazumevaju as 
samo univerzalni analogni-raaunari. 

Neka je operacija f primenjena na matematiake velLaine: xi, 
xs, 	xn, tako da je: 

y ■ 8(x 1 , xl, 	xn) 

Iz situps matematiakih veliaina xl, xe, 	, xn, neke mogu bi 
ti konstante, parametri ill promenljive veliaine. Piziaki ob-
jekt aiji je matematiaki model: 

	

= P(4, XI, 	Xn • 	 • sm) 
	

(1.2) 

mole da predstavlja raaunski element, ako jai 

Y = f(X1,:X2, ... • Xn) 
	

(1.3) 

HAsli-cila (1.3) pokezuje di matemataki model rail/man slap 

more - bit/ sliaai atematiakom modelu J1.1); za koji se Kali r 
alIzoVati radUnski element. Pod-slianoAdu matematiakth modela 

o- 
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podrazumeva se njihova identidnost do izvesne tadnosti. Pored 

slidnosti matematidkih modela (1.1) i (1.3) mora postojati 

odredjena proporcionalnost izmedju fiziakih velidina Y, X I , 
X2, 6.. 	Xn, i matematidkih velidina y, xl, x2, 	, xn . 

Oznadimo ove koeficijente proporcionalnosti sa: 
Xi  

k = —; k = -- 
Y 	x (1 = 1, 2, ... 	n) 	(1.4) 

Koeficijenti k 	ki  (i = 1, 2, ... 	n) u relacijama (1.4) 

pokazuju sa koliko jedinica fizifte velidine je predstavljena 

odgovarajuda matematidka velioina. Zbog ove osobine koeficijen-

ti k, ki  (i = 1, 2, ... , n) nazivaju se koeficijenti razme-

re. Koeficijenti razmere mogu da se definigu 1 odnosima 

x 	
1 Y k* = 	= 1  ; kt = 7- = k  ; (i = 1, 2, ... , n) 	(1.5) 

1 	i 

Medjutim, u daljim de se izlaganjima koristiti definicija data 

sa (1.4). 

Zamenom vrednosti iz (1.4) u (1.3) dobija se: 

y = 	f(k2x2, 	 , knxn ) 
	

(1.6) 

Da bi relacija (1.6) bile slidna sa (1.1) mora postojati odre-

djena veza izmedju koeficijenata k 1 k1  (i = 1, 2, ... , n). 

Jednadine koje definigu vezu izmedju koeficijenata k i k i  
(i = 1, 2, ... , n) nazivaju se jednadine razmere. Ove se jed-

nadine dobijaju poredjenjem relacija (1.1) 1 (1.6). 

U modelu raeunskog elementa (1.2) pored fiziekih velidina X I , 

X2, ... 	Xn , ficurigu 1 velieine Cl, e2, 	, Cm , diji uti- 

caj na operaciju F mora biti takav da egzistira relacija 

(1.3) sa odredjenom tadnogdu. 

Iz ovoga sledi da pored funkcije svakog radunskog elementa mo-

ra da se analizira tadnost izvrgene operacije. Drugim redima, 
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potrebno je da se utvrdi kakav je uticaj fizioldh velidina c 1 , 
c2, , cm, na tadnost ftvrgavanja geljene matematieke ope-

racije pomodu izvesnog raounskog elementa. U ovom de ee loglav 

lju analizirati i tadnost radunak/h elemenata u onoj meri kol1 

ko je to potrebno za opgte poznavanje radunskih elemenata pri 

eksploataciji radunara. Detaljnije analize, kojemu od triedajs 
sa gledigta konstrukcije radunskih elemenata nede bit1 obuhva-

dene. Na kraju knjige data je literatura u kojoj ditalac mote 

nadi op:11210de o analizi tadnost1 radunakih elemenata. 

Uobiocjeno je-da se fizigke velid/ne XI, K2, 	Xn  nad ko 

jima je primenjena operacija F nazivaju ulazne ventilate-  u ra 

ounski element, a velidina Y izlazna vel1d1na. Kako se savr 

meni analogni radunar1 grade kao elektronaki, to au ulathe Ve-

Udine naidegde naponi, a izlazna velidina je takodje napon. 

Naponi kao ulazne fizidke velidlne nazivaju se ulna naponi, 
A napon kao izlazna velidina izlazni napon. Fizieko mesto u ra 

dunskom elementu gde se dovod1 ulazni napon naziva se ulas, a 

fizidko mesto gde se pojavljuje 1zIazni napon, naziva se -izlaz 

&Kluft da se dalje 1z1aganje nede odnositi na detalje o elekt-

ronskim kolima od kojih su radunski element1 1zgradjeni, ova d 

kola biti_cmnadena graf1dkim simbolima. Na al. 1.1 prikazan je 

radunski element F sa ulaz/ma XI, X2, Xn  1 1:gloom 

    

    

X„ 

   

   

    

     

SI. 1.1. Radunak1 element . 

Pored raeumskih eleMenata kod - kojih je matematIoki nadeVobli-
ka 	postOje . 1 taklaradunski element/ kod 

- I 	FUEI,Ati g 	, Xn, Y, el, El, 	F 
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Pri ovome mora biti zadovoljena relacija (1.3). Karakteristika 

ovakvih radunskih elemenata je to da operacija F deluje i na 

izlaznu velidinu V. Grafidk1 simbol ovakvog radunskog elementa 

dat je na slici 1.2. Operacije Fl i F2 zajedno prema slic1 
1.2, realizuju operaciju F prema (1.7). 

Za sistem kod kojeg se i izlazna velidina dovodi na ulaz siste-

ma kale se da ima povratnu spregu. Ako je izlazna velidina sup-

rotnog znaka od ulazne onda se kale da je povratna sprega nega-

tivna, a ako su istog znaka onda je povratna sprega pozitivna. 

Kadunsk1 element1 sa kojima su opremljen1 savremen1 radunari 

      

	[-- 

      

      

      

      

     

Xi 
X2 

xn 

    

    

    

    

    

    

Si. 1.2. Radunski element sa povratnom spregom 

dele se u gest grupa. Podela je izvrgena prema funkciji radun-

skih elemenata: 

a2) 

k. Mnolenje promenljive velidine sa konstantom 

. Algebarsko sabiranje vibe promenljivih velidina 

i3 	Integracija jedne 111 vige funkc1ja 
\ i 
4. Operacije mnolenja i delenja izmedju promenljivih 

■. 
velidina 

(5. Generiranje funkcija 

6. Logidke operacije 

Pored radunskih elemenata, svaki raaunar sadrfi i pomodne ure-

djaje za komandovanje, postavljanje potrebnih pobetnih uslova, 

oaitavanje rezultata, kao i instrumente i elemente za kontrolu 
rada raeunara. 

U daljem su iziaganju opisani principi rada pojuOinih-radunskih 
elemenata, iatematiake operacije koje svaki od Sib obavlja, 
kao i tadnost i ogranidenja koja prate svaki od ovih uredjaja, 
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2. POTZICIOMETAR 

2.1. Fusko/jii_potenciometra  0(4( 

Reka je potrebno da se realizuje uredjaj sa obavljanje matema-

t1ake operacije acolenja promenljive velidine sa konstaatOs, tj. 

y(t) - a•X(t) 	 (2.1.1) 

gde je a konstanta, a x(t) promenljiva vel1a1na sa news 

nom. 

Xod savremen1h analognih raaunara operacija (2.1.1) mole da is 

oetvari preko raeunskog elements koji se naziva potemoiemetar. 

To je ustvari jedan omski otpornik it klizaaem na aide se kra-

jove dovodi promen1j1vi napon X(t), a ea klizaaa, koji mole 
da se postavi u ma koji polofaj ismedju krajeva potenclometra, 

*dyadi se napon Y(t). Vrednost konstante sa kojom je pommoden 
ulazni napon X(t) odredjena je pololajem kl/zaaa na telu ot-

pornika. Po prirodi ovog uredjaja mora da bude: 

Y(t) 4 X(t) 	 (2.1.2) 

Prema tame, potenaometar omoguduje mnofenje promenljivog alas-

nog napona X(t) sa konstantom manjom od jedinice. Na slici 

2.1.1. prikazan je otpor Rp koji sluli kao potenclometar, 

kao i zavisnost faktora (A) ea kojim as mmol1 ulasni napon 
X(t) od polofaja klizaas na telu otpornika. Da b/ ova a:Avis:no:14r 

bila linearna mora otpor Rp  bit/ linearno rasporedjen na du-

fin1 otpornika L. Ovakvi potenciomstri poznati su POd nosimoo 

linearn1 potenciomstr1, za railiku ad on1h kod koj1h otparsomh 

nije linearno rasporedjena po dufini otpornika. 

Da bismo objasn111 kako potenc1ometar vrli mnofenle sa koslitaa-

tom, poglsdajmo sliku 241.1. Ako as na Islas petOnCiamitti (1z-

medju taake 1 1 mass) donde napon Kit), tads kroi potenci-

costar, a1ji je otpor ap, teas promma4vo struja 4%1 *g-

ran 
I(t) ■ 	 (24. 3).  

Wawa napon (ismedju taake 2 i mass) odredjen je pea:Aides 

klizaaa poteaciometra, tj. 

Y(t) • A•A•I(t) 	 (2.1.4) 
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Zamenom (2.1.3) u (2.1.4) dobija se da je: 

Y(t) = A.X(t) 

Na slici 2.1.1. sa A je oznaden odnos: 

A = 

(2.1.5) 

(2.1.6) 

Y(t) 	2 

	 x 
lf 

Sl. 2.1.1. L1nearn1 potenciometar 

Kako je u relaciji (2.1.6) L 4 L, tada sled1 da je A 4 1. 

Rglacija (2.1.5) predstavlja dakle matematiak1 model za poten-

ciometar povezan prema slici 2.1.1. Slianost mateMatidkih mode-

la (2.1.1) 1 (2.1.5) je oaigledna i ide do identianosti, s tim 

6to su raz1161t1 simbol1 upotrebljen1 u jednom i drugom mode-

lu. 

tivedimo koeficijente razmere ismedju fiz1dk1h vel/dina Y(t), 

A, 	X(t) 	1 matemat1dkih velidina 	y(t), 	a, 	x(t) 

prema (1.4) 

tako da je, 

_k 
Y 

XIS/ s  
Y(t) 	' 

k 	 k 	= AhIL 
a 	A 	x 	xcel (2.1.7) 

Uvodjenjem (2.1.7) u (2.1.5) dobija se: 

ki  k x 
( 2.1. 8 ) Y(t) ° 	a x(t) 
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Poredjenjem relacije (2.1.8) sa (2.1.1) dobija se jednaeina 

razmere u obliku: 

ka kx 1 (2.1.9) 

Potenciometri koji se koriste kao raaunski elementi na savreme-

nim analognim radunarima snabdeVeni su skalama od 0 do 1. Ska-

la je postavljena .tako da se o*itava vrednost 0, kada se kli-

zaa nalazi na jednom kraju otpora 	dok se vrednost 1 oai- 

tava kada se klizaa nalazi na drugom kraju otpora. Eelleni po-

lolaj klizaaa lako se postavlja prema ovoj skali. Podegavanje 

potenciometra, medjutim, ne mote se izvrtiti idealno taano, 

ved ako se klizaa ieli postaviti na duEinu t, to je uainjeno 

as izvesnom greakom At, pa je prema relaciji (2.1.6) 

it 	At 
A t AA L  t — L 

(2.1.10) 

It ove relacije s1edi da je 	kod podeiavanja potenciomet- 

ra manja, Ato je dulina otpornika R veda. Da bi se postigla 

Ato veda duiina ovog otpora naito manjoj zapremini, grade se 

tzv. helikoidalni desetoobrtni getenciometri kod kojih je ot7 

por R savijen u obliku helikoidalne (zavojne) krive, a kli-

zaa se nalazi na jednoj osovini dui koje mote i da klizi. Na 

taj se naain prilikom okretanja osovine potenciometra klizaa 

krede dui zavojne linije, i prelati ce14 duiinu Ott:Stith/Rana 

10 punih obrta osovine potenciometra. Taanost podenaVanliidita-

kvih potendiometara je vrlo velika. 

aaStati 

Ved je redone) da potenciometar slat za mnolenje nekog ulaznog 

napona X(t) konatentom A, koda je -o4redjena pololai4MAA 

sada potenciometra na skali potenciometra.•Potencidmetar*YAR0 

raaunski element povezuje se sa drugim radunskim elemq4t4m4*., 

tako 4' se napon X(t), koji treba pomnoiiti sa kopotantom, do-

vodi iz nekog raaunskog elementa na ulaz potenciometia.'islaz-

ni napon Y(t) it potenciometra , gdjavljuje se kao ulazni Miran 

za neki drugi raaunski elementjltilautiski element u Rojrcili 

vodi napon sa potenciometra imaddiedjemulaznu otpornost R. 
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Na slici 2.2.?. prikazana je gematski fizidka situacija ovako 

povezanog potenciometra. Paralelno vezani otpor1 A sRp  R, 

(sl. 2.2.1), daju rezultujud1 otpor RI, koji je dat izrazom: 

A R •it 
s p  R I 	 (2.2.1) 

A R + R s p 

gde indeks s oznadava da se radi o konstanti A proditanoj 

na skali potenciometra. 

I(t) 

X 0 R0  
(1-As)Rp 

AsRp R )(t) 

Si. 2.2.1. Potenciometar sa opteredenjem 

Prema Omovom zakonu struja kroz potenciometar odredjena je sa: 

X ( t ) 

I(t) 
(1 - As )Rp  + R I  

tako da je izlazni napon 

RI 
Y(t) = RI•I(t) 

(I - As )Rp  + R I  

Zamenom (2.2.1) u (2.2.3) dobija se da je: 

Y(t) = (As  - LA)•X(t) 

As 

1 + A
s (1 - A )RP p 

Prema tome, kada je potenciometar optereden javlja se gregka 

AA koja je utoliko manja ukoliko je otpor opteredenja R ve-

61. Kada R + m ; gregka AA + O. Na slici 2.2.2. data je 

gregka AA u zavisnosti od polo/aja klizada potenciometra. 

gde je sa AA oznadeno: 

AA 

(2.2.2) 

	 X(t) 	(2.2.3) 

(2.2.4) 

> 0 	 (2.2.5) V
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Sl. 2.2-2. Grelka kod potanciometra u zavisnosti od,pololaj 
klitada 

Mortone krive dobijoju se is formula (2.2.5) sa otpor potenc 

moan Rile  = 50 k • i otpore opteredenja R = 100 k s  R = 50' k 

i R = 1 M. my. 

Iste krive vale i it otpor potancicentra ad 5k i 'capon op 

redonja od R = 10k, 50k, 100k, koji se javljaju kod transit 

torakik analognikradunam. Ako as klisad potenciciStra 

otpor R = 0,5 It postavi na vrednOst As  = 0,5 ends JO, pr 

ni -slici
P 
 2.2.2. utimaj grab napriner usled otpora 

nia R = 100k, takav da de potencionetat west° uncifenja ea 

0,5 vriiti anolenje sa konitanton asnjon od 0,6.,provju r 

lima ranija.  istaknuta ltssarpa savisnost (z):: 2.1.1) isiedju 

poloieja klirata i faktora ga kojin -ei snots ulasal-aapea, 

da Allei_•Aftwana. Ma Allot 2.2.3 data je saviemet vredaost1 

A tie Mean pOutaissstrs _ i stvarne vredneati koefteijaata 

satejle neat maoleaja - awpoteaeametre. at vradaeO4 

• °Maki k teriorlet1 -said-loom; 1- k ■ 1000 coma. 

- 4■Osamka 	itaitielet1 laaniamisi 1 M m  10s  00a. 
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1 	 i 	I 	I 	I 

as 

1 	1 	I 	 I 
- - - t- - -1- - -; -1- - 	 -4---I 

	

-1 -1.- 1 	i I 	I 	I 	I 	 R=100k i  I 	I 	, 	 I 	1 	1 	_1 OA 	 r---h—r--r--- 1--  1 
1 	1 	a 	1 	1 	 1  
I 	1 	 i 	

1 	
1 1 	I 	1 	I 

03 	 -1--  1 -- 1---1---i-  — r - 
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1 	; 	1 	I 	1 	1 
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al 	
1 	1 	1 	" 1 I I 
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I 	

I 	I 	, 	I 
I 	I 	I 	, 	I 	I 	I 	1 	I 

0 0.1 02 03 0.4 OS 0.6 0.7 08 09 ID 

Sl. 2.2.3. Zavisnost izmedju stvarnog koeficijenta A 

i vrednosti na skali potenciometra As  

ra opteredenja od 100k. Ovo je u praksi najdelda vrednost ot-

pora opteredenja za koju treba vrgiti korekciju pologaja kliza-

da potenciometra. Za vede vrednost1 otpora opteredenja 

(500k i11 1M) najdegde se ne vrgi korekcija, s obzirom da je 

jregka veoma mala. Veza izmedju vrednosti na skali A s  i koefi-

cijenta A kojom se vrgi mnogenje ulaznog napona odredjena je 

sa 
A = As 

- to 	 (2.2.6) 

Korigdenjem dijagrama na slici 2.2.3 mode se za svaku vred-

nost A odrediti A. Tadnije odredjivanje uticaja opterede-

nja potenciometra mode se vrgiti korigdenjem tabele 2.2.1. U 

tabeli su date vrednosti kOeficijenta A sa korakom 0,05. In-

terpolacijom izmedju datih vrednosti u tabeli 2.2.1 mow se do- 

1.0 ---r --4----1---- 1-----F---i--- t---fr-h- 

I 	I 	i 	I 	I 	1 	: 

---- 4-------1---t--- -- I--  I- 	1 

	

il 	 ' 09 	 4 	- --I--- 
1 	1 	i 	t  

O 	
1 	i 	1 	i 

il 	 __..1 
I 	I 	I 	1 	1 	I 	I 	I 

1 
I  

0.7 -- 4 ---1--- 1--- 1--- f --k-  1 

	

I 	R-....00 	1 

	

I 	• 	 I 	i 	1 
__i___;__ ' 
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voljno tadno 1zradunati vrednosti koje treba oostaviti na ska-

1/ potenciometra i za ostale vrednosti koeficijenta A. 0 . labe-

11 2.2.1 date su vrednosti za As  za otpor potenciometra od 

50k 1 otpore opteredenja od 100k, 500k 1 1M. Isee viast1 

za As  vale i ma otpor potenciometra od 5k 1 otpore °ere-

denja ad 10k, 50k 1 100k, koji se najdelde javljajd kod 

tranzistorakih radunara. 

A 
R 	100k 	 R 	500k 	 xi 

LA A 
 

0.05 0.00116 0.05116 0.00024 0.05024 0.00012 0.05012 
0.10 0.00431 0.10431 0.00089 0.10089 0.00045 M.10045 
0.15 0.00899 0.15899 0.00189 0.15189 0.00095 0,15095 
0.20 0.01481 0.21481 0.00315 0.20315 0.00159 0.20159 
0.25 0.02143 0.27143 0.00.460 0.25460 0.00232 0.25232 
0.30 0.02851 0.32851 0.00617 0.30617 0.00312 0.30312 
0.35 0.03575 0.38575 0.00779 0.35770 0.00394 0.35394 
0.40 0.04286 0.44286 0.00938 0.40938 0.00474 0.40474 
0.45 0.04956 Q.49956 0.01087 0.46087 0.00550 0.45550 
0.50 0.05556 0.55556 0.01220 0.51220 0.00617 0.50617 
0.55 0.06057 0.61057 0.01328 0.56328 0.00672 0.55672 
0.60 0.06429 0.66429 0.01406 0.61406 0.00711 0.60711 
0.65 0.06639 0.71639 0.01446 0.66446 0.00731 0.65731 
0.70 0.06652 0.76652 0.01440 0.71440 0.00727 0.70727 
0.75 0.06429 0.81429 0.01380 0.76380 0.00697 0.75697 
0.80 0.05926 0.85926 0.01260 0.81260 0.00838 0.80635 
0.85 0.05094 0.90094 0.01070 0.86070 0.00538 0.85538 
0.90 0.03876 0.93876 0.00803 0.90803 0.00403 0.90403 
0.95 0.02204 0.97204 0.00449 0.95449 0.0024 0.85225 

. 	- 
Tabela- 2.2.1. -  Grelka usled opteredenja poteneimetra 

Nadin korildenjs_potenclometra  

Potenciometar se kod analogaih radunara koristi u dve sake: 

7 - 	'za dobijanje_konstantn1hinapona.g cilju:_piettavlja 

nja po*etnih uslova u radunsktomodelioa / 
sa_mnofenje prOmenljivog napona sa pozitivpoo ko-

nstantakimanjomM,od jedinice. 

Uoliaajen iiAaa toriadenja potencioletra,'je kada Joleden:kra 
pomeneidoetra'Abeltoe POtemoijaIe lavolfa as Oasaar.onakvn 

spaliaSe pOtennioastra :ostaattva sagraftekim ombOon :kaa na 

slidi 2.3.1, sa-tiznidersoivridnoldU konstante- A undtar kruga 

ce, 	 1 
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X t A Yt) 

Si. 2.3.1. Grafi6ki simbol za potenciometar sa jednim 

slobodnim krajem 

ill pored kruga koji oznadava potenciometar. 

Pored ovog nadina korlSdenja, mogu oba kraja biti spojena sa 

potencijalima. Naj6eEde se jedan spaja sa pozitivnim, a drugi 

sa negativnim potencljalom. Na slici 2.3.2 prikazana je ova-

kva veza potenciometra sa dijagramom koji pokazuje promenu lz-

laznog napona Y(t) u funkciji od poloEaja klizada potencio -

metra. Na ovaj nadin stvorena je mogudnost da se izlazni napon 

menja u intervalu -X(t) 4 Y(t) X(t), tako da se na skali 

potenciometra mogu postaviti vrednosti za -1 4 A s  4 1. Grafi-

oki simbol za ovakvu vetu potenciometra dat je na slici 2.3.3. 

Na kraju demo objasniti praktldan nafin korekcije greSke usled ------------- 
opteredenja potenciometra bez upotrebe tabela iii dijagrama za 

korekcije. Neka je potenciometar P I  raounski element u ana-

lognom modelu (sl. 2.3.4). Ulaz u potenciometar dolazi sa iz-

laza iz predhodnog radunskog elementa, dok izlaz iz potencio -

metra PI ide na ulaz u slededl radunski element. Ulazna ot-

pornost slededeg radunskog elementa predstavlja otpor optere-

denja za potenciometar P I . Ako se e1i postaviti potenciome-

tar, radi mnolenja sa konstantom A, onda se ova vrednost po- 

SI. 2.3.2. Potenciometar sa dva slobodna kraja 
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stavi na referentni potenciometar Pa, koji nije optereden. 

Prekidaa S se prebaci u poloiaj 1 J. ma oba potenaiommtre 

Si. 2.3.3. Grafiaki simbol za petenciometar sa 
dva slobodna kraja 

se dovodi isti napon U. Precizni instrument (mikroampermetar) 

uk indicira postojanje ratlike u potencijalima na 

SI. 2.3.4. . 	grafts potencicmetra usled 

opteredenja 

dnog i drugog potenciometra. Kline potenciometra PI as sada 

pomera dok se ne postavi na vrednost A e , , takvu da instrument 

registruje nepostojanje potencijalne - razlike izmedju dva kliza-

aa. 
Na ovaj naain odredjena je vrednost k s  bes'izraaunavanja iii 

korildenja dijagrama. 

3. POJAeflke MO RA4UNSEI ELEMENT 

Mod elektronakin analognih ra*unara najvainiju -ulegu ima poja- 

eavaa, koji se native jolt / gpcsoloni iii raaunski pojeaavae. 

To je ustvari elektionski uredjaj koji-  ima vrio veliko'iojes- 
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nje. Pomodu njega se mogu obaVljati razne matematifte operaci-

je, 1 u zavianosti od toga sa kojim pasivnim radunskim elemen-

time je spregnut, on noes nasty sabirad, integrator, itd: 

3.1. Sabiraa 

z Fugkcila_sabiraaa 

Hatematiaka operacija algebarskog sabiranja n promenljivih 

velidina koju gelimo da izvrgimo, neka je data izrasom: 

Y(t) a - f  aixi(t) 
isl 

(3.1.1) 

gde su ai  konstante kojima se mnoti odgovarajuda promenljiva 

veliaina 	x (t). 

Kadunski element na analognom radunaru, koji omoguduje realiza-

ciju matematifte operacije (3.1.1) naziva as sabiraa. Fiziake 

veliaine X i (t), (i 	1, 2, 	, n) koje odgovaraju promenlji- 

vim x (t), (i = 1, 2, 	, n) su ulazni naponi u sabiraa. 

Napon 1(t) kao 1slamin4 veliaina iz sabiraaaoagovara matemati-

dkoj veliaini y(t). 

XJt) 

Sl. 3.1.1. Mreta otpora za sabiranje 

Na al. 3.1.1 data je elektriana gema koja se, pod odredjenim u-

slovima, mote koristiti za sabiranje ulaznih napona X (t). 

°zeta° napon u taaki G sa UG . Prams Kirhofovom pravilu o 

grananju struja za avor_ G vagi relacija: 

_U(t) - UG 	n X (t) - U G  IG 	 (3.1.2) 
R 	1=1 	Ai 
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Predpostavimo da se na neki naain mole podesiti da je napon 
Ult) u relacifi>0.1.2) takav, da , je za svako t vra4O0atfla-
Pon& u Saki G jednaka nuli, tj. -  thi je U0  0, odakleisledi 
de je i 1G  - 0. Jednaaina (3.1.2) mogajle tads napisati ob- 
liku: 

U(t) = - E g xl(t) 	 .3) 
i=1 i 

Prema tome, napon U(t) treba uzeti kao izlatni 	 re- 
aa, pa de biti oznaaen sa Y(t), to relacija (3.1:31POefaje 

Y(t) = -
i1 

 A X (t) 	 (3.1.4) 
= 

gde je sa Ai  ozniaen odnos 'R/R i , (i 0 1, 2, ... , ii). 

relacije (3.1.4) sledi 4a je matematiaki model elektiane lie-
* date na 814 3.1.1, pod usloVom da iartravakOm trenutkaik = 0 
:Olean matematiakom modelu (3.1.1).. Prema tome,:aitfliektri-
deo kolo mole.da predstavlja uredjaj za obavljanje algeharakcg 

sabiranja promenljivih napcnokih veliaina. Nedjutim, ostaje ne-
rageno pitanjo automatskog podelavanja napona U(t) tako de. je 
za svako t napon UG  • 0. Na slici 3.1.1 prikazana - Jt mogua-
nest da se pomodu preciznog instrumenta 111: kontrolige uslov 
U0 • 0, na taj naain Ito se napon 	bird ruano tako da in- 
strument pokazuje stain° n011174ANOUturz,da Be.ruana promena na-
Puna U(t) mole zamipliti samo radi obiagnjenja principa rada 
sabiraaa. !cod analognih raauterasahlrapi moraju imati automat- -  
sko podegavanje uslova UG 	to-vatikom brzinom, a obzirom 
da se ulazni naponi Xi(t) moon vrlo brzo menjati sa vremetom. 

Adtomatsko podegavanje uslova UG  0 postige se uvodjenjem 
pojaaavada sa negativnom povratnom spregeac Pojaaavaale fizi-
aki uredjaj koji ima osobinada ulazni napon UG P9)4!Pvi)p-ta-
id da je izlaz iz pojaaavaaa dat.roiaciJOes,  

Y(t).= - XiiG (t) - LA 	 titattS)' 
gde je K konatanta pojaaanji. fi relacije (3.1.5) ad +theft 
pojaaavaa, pored toga :Ito pcjaaava u/azni.napon K puta, vtgi 
Promenu znaka ulasnom niponu, 	slici 3.14 dat je grafiaki 
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simbol koji se koristi za prikazivanje pojadavada. Pojadavadi 

koji se koriste kod analognih radunara pripadaju klasi tzv. je-

dnosmernih pojadavada, podto su i fizidke velidine kojima se 

predstavljaju odgovarajude matematiOke velidine, jednosmerni 

naponi. Na slici 3.1.3 prikazana je modifikovana derma elek- 

Sl. 3.1.2. Pojadavad 

tridnog kola sa slike 3.1.1. Pojadavad na ovoj slici je pove-

zan tako, da automatski podedava uslov U G  = 0. I ovde van. re- 

V (t) 

SI. 3.1.3. Sabirad 

lacija (3.1.2) s tim dto treba uvesti uslov (3.1.5). Kako je 

pojadavae tako konstruisan da je struja IG  vrlo mala, tj. re-

da velidine 10-10A, mole se uzeti da je desna strana relacije 

(3.1.2) pribllino jednaka null. Pored toga, kod pojadavada, ko-

ji se koriste u savremenim analognim radunarima, pojadanje K 

je vrlo veliko i krede se od 10
5 do 10

8 , tako da je pri tim 

uslovima napon 0G  vrlo mall u odnosu ha napone Y(t) i X
i (t), 

(i = 1, 2, ... 	n), Iz ovoga sled1 da se u relaciji (3.1.2) 

mole uzeti da je U0  pribliZno jednako null, pa se relacija 

(3.1.2) svodi na (3.1.3) 1 za sludaj pojadavada ukljudenog u 

elektrleno kolo prema slici 3.1.3. 

Iz relacije (3.1.3) ladi se da su fizidki elementi, od kojih za-

visi taanost izvrdene operacije, otpori R i  I R. nog ove o-

sobine otpori R 1  i R desto se nazivaju i raounski otpori 
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PoredJenJes (3.1.7) as (3.1.1) -  dobijaju is Jednaine rase 
obi/Au: 

ka k 
1 	(1 a 1, 2, ... 	n) 	 (3.1.8) 

- 44 - 

oni moraju bit/ punditho isradjani. Pored ovoga, kod sea vr 

preammth radunara, ovi is otpori dris u spacijalain taranata-
tins u . koJina me kontrolile temperature, tako da aeltedeput 
ovih otpora ne menJa as prOMemom spolJainta temperatuto.1 

Cvediao koefidiJenti raisers issadJu fisakih vs118114 
n) / aatamataklh velidina y(t 
n), 

X1  (t) 

1 	1 rrir 

uvodjenjen (3.1.6) u (3.1.4) dad)* ass 

k k 
E 

d i  LI  
y(t) 	—1.— a

ia
xi (t) 	 (3.1.7) * 

141 ky  

Is raise/Jo (3.1.8) sled/ da, ako as uses ista raw/era as ula 
sea i 121amne velidlne, °Cam NI(  ky1.44 ■ 1, 2, ... en), 
old& fa 1 Ica]: 7  1, a odatia pro/slims/ da Jet 

ai - -w-  i (1 ■ 1, 2, ... , n) 	 (3.1.9) 
- i 

Proms tome, henna/its- ai l&relae1ji-: (3.1.1) dobileju SO bao 
°duos otpora u poiratnolaptez1 1 odgovaiajudeg Ulaintog 

- Mein koradenla sabizafts V 
II funkoije seixtra8a, kod - ena/ognih ra8unara, vidi eq -de mab/ 

rae - sole da ;bar/ dive patematiOke opera -a/Jet - 
_ - mcofenle ularmog napona eashonstantos 1 

- alasbarsko sabiranli v144; ulamah napona. 

Maio se prim tunko1Ja mnolenla.ulasnog napona as kometantceill 

fipffe odnomma-(3.1.9),;to tier/4phi ovaj °duos-mei. bits 
1svolJan. Iledlutiso praktiSaval as odpos-_b1re OdU4Seilko 
unepred odabranib -vtednost1 ulasniketpora RI  1 Xonataltnoq 
otpora u povratnoj spired- MaJbelde Je otpor u povratng apr 

A

a 

ky  

1 (t), 

i 	x (t), 

Y(t) 

(/ 

(1 

ka 
1 

1, 
1, 

A 

1 

2, 
2, 

. 1 
y(t) 

■ 1, 2, 	n) 

(3.1.6) 
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zi od 1 il, a ulazni otpori mogu da budu od 1 M, 0,5 M 111 

0,1 M, tako da su za to vrednosti odnosi: 

R 1 
A I  = 1 

RI 1 

R 1 
A2 22  (3.1.10) R 

 2  0,5 

R 1 
As = = 10 

S 	0,1 

Rod tranzistorskih raaunara otpor u povratnoj sprezi je 0,1 M, 

a ulazni otpori su 0,1 M, 0,05 M 1 0,01 M, pa vrednosti koe-

ficijenata Ai , (1 = 1, 2, 3) ostaju 1ste.*) 

Kao ulazni otpori, mogu se pojaviti i druge vrednosti, all au 

navedene vrednosti uobiaajene kod savremenih analogn1h raduna-

ra. 

t 
Y(t) 

Si. 3.1.4. Grafiek1 simbol za sabiraa .  

Na alio/ 3.1.4 dat je grafiak1 simbol za sabiraa. Pored svakog 

ulaza naznaauje se obiano odgovarajuda vrednost konstante A i . 

Ako je potrebno posebno oznaa1t1 neki sabiraa u tend, to se 

ain1 up1s1vanjem broja unutar trougla koji oznaaavasabiraa. 

Na sl1c1 3.1.4 sabiraa je oznaaen brojem N, gde N mote bit1 

ma koji ceo pozitivan broj. 

Pokazademo eada kako se sabiraa koristi: 

- za mnotenje sa negativnom konstantom 

- za mnofenje sa poz1tivnom konOtantom vedom od jed1n1- 

ce. 

*) Oznaka M korist1 se za megaome; 1 M = 10 4  oma 
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Za mnatteje napona sa pozitivnom konstantom manjom od 

kao Ito je ved re*eno, alai potenciometar. Da b/ se omogudilo 

mnolenje sa negativnim konstantama razliaitim od celih brojeva 
1, 2, 10, prema (3.1.10), koje se dobijaju kao proei odnos ot-

pora povratne sprege i ulaznog otpora, koristi se veza potencio 

:ultra I sabirada. Tako, ako se maksimalna vrednost odnosa otpo-

ra povratne sprege i ulaznog otpora ozna81 sa Ate, a vrednost 

postavljena ha potenciometru oznaa1 sa a, tada je, prema slici 

(3.1.5) 

Si. 3.1.5. Mnoienje sa konstantom vedom od jedan , 

T(t) 	- a•A 	X(t) 	 (3.1.11) 

gde je 0.4 a 4 1, a vrednost za A 	prema (3.1.10), usima 
se najMeZde 10, to jet 

0 4 a•Amax  4 10 	 (3.1.12) 

U specijainom slu*aju, ako se lea izvriati mnolenje ulaznog 
napona K(t) sa -1, Odnosno dobit1 napon suprotnog znaka od 
ulaznog c naponh,_treba uset1 **Wad kod kojeg jet 

Y(t) 7 - 	 (344.13) 

helhcija (3.1411) dob1ja ee4.41 relacije (3.1.4) prostIm tans, 
 ljanjes da je n • 1, Al ■ Rai  ■ 1. Ako sab1raM ima.tedkcis' 

ju (311.13), tj.-annianje znaka ulaznog napona Wov iabiee6 
se_naz1vainvertor (el. 3:1.6)-. 

xer--1) 	xio 

Si._ 3-.1.6. Znvertor 
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Da bi se omogudilo mnolenje napona X(t) sa pozitivnom konstan-

tom vedom od jedinice, a manjom od 10, potrebno je obezbediti 

da izlazni napon Y(t) u (3.1.11) bude pozitivan, odnosno i-

stog znaka kao i ulazni napon X(t). Ovo se mole postidi na dva 

nadina. Jedan nadin je da se promena znaka izvrti na izlazu iz 

sabirada na slici 3.1.5, a drugi je nadin da se izvrti prome-

na znaka na ulazu u potenciometar. Prvi je nadin prikazan na 

slici 3.1.7, a drugi na slici 3.1.8. U oba sludaja je 

Y(t) n "max X(t) 
	

(3.1.14) 

X( t) Y(t) 

Si. 3.1.7. Mnoienje pozitivnom konstantom vedom od jedan 

X(t) Y(t) 

Si. 3.1.8. Mno/enje pozitivnom konstantom vedom od jedan 

Algebarsko sabiranje koje se vrti pomodu sabirada prikazademo 

na jednom primeru. Uzmimo da je potrebno na analognom radunaru 

izvrtiti sledede sabiranje 

Y(t) = 1,800X1(t) - 7,42•X2(t) + 0,25•X3(t) 
	

(3.1.15) 

XI (t) 

X2 (t) 

X3(t) 

Y(t) 

Si. 3.1.9. Primer algebarskog sabiranja napona 	- 

Na slici 3.1.9 data je tema povezivanja potenciometara i sabi-

rada, pomodu koje se mole ostvariti relacija (3.1.15) na analog 
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gnom radunarm. Naponima 	Xs(t) au promenjani anise! 

modu sab1raaa (1) 1. (2). 'Constant& 1,80 as kojoa aa,meeikea-

pen xt(t) postavljena je na taj naain Ito je brojna vredeS , 

1,80/2, tj. 0,90, postavljena na potenciometru Pt, a 4,0004, 

sa faktorom 2 vrAl se net ulazu u sabiraa (3). Na sliaan je-

naain postavljena i druga konstanta. 7,42, s tim Ato as omde,, 

islets 1z potenciometra P, mnol1 tatters 10 tia odepeasajeOir 

ulazu u sabiraa (3). Polito je treat konstanta 0,25, wppsign 

izmedju nule i jedan, to je ona postavljena net potenciceetru 0 ► , 

a faktor mnoienja na odgovarajndem nlazu u labiraa (3) le jet. 

3.2. Integrator  if 

- Funkcija 1ntegratom 
Natematiaka operacija koja se len realizovati pomodu integra-

tort Lma oblik 
y(t) = - a I x(t) dt 	 (3.2.1) 

0 

gde je a konstanta. 

Fiziakl element koji se kod analogn/h raaunara koristi za obav-

ljanje operacije intigracije je kondenzator. Pri ovome se karts-

ti posnati zakon fiance o odnosu izmedju atruje napona14,0- 

 casts kondensatora, koj/ glas1, da alto je pa. krajeyima kopslen-

zatora kapaciteta C doveden napon U, onda je struAs swag xpn-

denzator, (sl. 3.2.1) odredjena odnosom 

SI. 3.2.1. Kondensator 

d0 (t) 
C . 

 

dt' 
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Posmatrajmo emu na slici 3.2.2. Ova je gema sliena gem'. sa 811- 

X(t) Y(t) 

Si. 3.2.2. Integrator sa jednim ulazom 

ke 3.1.3, s tim gto se u kolu povratne sprege pojaaavaaa ne na-

lazi otpor nego kondenzator kapaciteta C. Na ulaz pojaaavaaa 

dovodi se napon X(t). Primenom kirhofovog pravila o grananju 

struja za avor G dobija se relacijas 

X(t) - UG (t) 	d[Y(t) - UG (t)I 
	  + C 	 4 	IG 	(3.2.3) 

R 	 dt 

Kako je napon Y(t) izlaz 1z pojaeavaaa, 61j1 je ulazni napon 

UG (t) to sled1 da je 
Y(t) = - K UG (t) 	 (3.2.4) 

Kako je, kao to je bilo redeno, pojaoanje K kod pojaaavaaa 

koji se koriste kod analogn1h raaunara vrlo veliko, to sled1 

kao 1 kod sab1rada, da se u relaciji (3.2.3) napon u taak1 G 

moge zanemariti u odnosu na napon X(t) 1 Y(t), kao 1 struja 

IG' 
pa se relacija (3.2.3) mole napisati u obliku: 

	

dYd(t) 	
1. 

- 
RC 

 X(t) 
t  

odnosno 

	

Y(t) = - 	J X(t) dt 
RC 

0 

gde je uzeto da je Y(0) = O. Uvedimo 

1 
A= 

RC 

pa jednaallia (3.2.6) dobija oblik t  

Y(t) = - A X(t) dt 

(3.2.5) 

(3.2.6) 

(3.2.7) 

(3.2.8) 
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Poredjenjem relacija (3.2.1) i (3.2.8) vidi se 

matiaki sliane, samo Ito se u relaciji (3.2.1) 
matiake veliaina, a u relaciji (3.2.8) fiziake 

sledi da elektriano kolo prikazano na slici 3. 
matematiaku operaciju integracije. 

da su one MiAKs -
pojavljuju mate-

veliaine. Odavde 
2.2 realituje 

Koeficijenti razmere izmedju fiziakih veliaina 

matematiakih veliaina y(t), a, x(t) kao 
lik; 	Y(t) 	A 	 X(t) 

kfl  ■ 	 ka  ■ 	; 	k ■ 

y(t) 	a 	 x(t) ' 

31(t), A , X(t) 

ranija imaju ob- 

(3.2.9) 

Uvodjenjem odnosa (3.2.9) u jednaainu (3.2.8) dobija se: 

y(t) ■ - -=
ic_ 

 -= I a x(t)dt 
t 

Y 	0  

(3 .2.10) 

a poredjenjem poslednje jednaaine (3.2.10) sa (3.2.1) dobija 
se da je: 

kakx 1 

ky 

(3.2 .11 ) 

Ako se izaberu iste razmere za ulaznu i izlaznu veliainu, tj." 
ako se stavi da je kx  ■ ky , onda iz relacije (3.2.11)- sledi 
da jei ka  ■ 1. 

Ako, medjutim, nh ulas pojaaavada dovodimo vile napama• X i (ti, 
(i ■ 1, 2, , n), pieko odgovarajudih ulasnib otpere Ri (01. 
3.2.3), tada relacija (3.2.3)•dobija - oblik: 

 

Y (t) 

 

St. 1.2.3. Integrator sa vile ulaza 
n X (t) - UG  (t) 	d[7(t) 	LIG (t)l 

Ri 	 dt 
+C 	Zr 	(3.2.12) !  
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Uzimajudi u obzir relaciju (3.2.4) i zanemarujudi U G (t) i IG 

 iz (3.2.12) dobija se: 

n X, (t) 
Y(t) = - 	j 	11' 	 dt 

i=1 
(3.2.13) 

Relacija (3.2.13) moge se napisati i u obliku: 

Y(t) = - 	Ai  j Xi (t)dt 	 (3.2.14) 
1=1 	0 

gde je Ai  = 1/RiC. 

Jednaeina (3.2.14) kazuje da integrator mote da obavlja, pored 

matematidke operacije oblika (3.2.1), i operaciju oblika: 

t 

y(t) = - 1 a i j xi (t)dt 	 (3.2.15) 
1=1 0 

Uvodjenjem koeficijenata razmere izmedju fiziekih velioina u 

(3.2.14) i matematidkih veliaina u (3.2.15) dobijaju se, kao i 

ranije, jednadine razmere oblika: 

k k a, x. 
	1  - 1 	(i = 1, 2, ... , n) 

k 

gde je: 	Y(t) 	 Ai  
k = 	, 	k 	= -4"- ; 	k 	- 	 
Y 	y(t) 	ai 	ai 	

xi 	xi (t) 

(1 = 1, 2, ... , n) 

(3.2.16) 

(3.2.17) 

U relacijama (3.2.1) i (3.2.15) uzeto je da vrednost funkcije 

y(t), za t = 0, iznosi y(0) = 0. Ako je, medjutim, y(0) # 0, 

onda jednadina (3.2.1) dobija oblik: 

Y(t) = - a j x(t)dt + y(0) 	 (3.2.18) 

0 

Relacija (3.2.18) moge se realizovati preko integratora sa jed-

nim ulazom diji je matematidki model: 

Y(t) = - A j X(t)dt + Y(0) 	 (3.2.19) 
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Na Olean naain jet 

	

n 	t  
Y(t) ■ - I ai J xi

(t)dt + y(0) 	 (3.2.2 ) 

i∎1 0 

ma y(0) 0 0 u relaciji (3.2.15). Natematiaki model integrat 

ra sa Vies Mama je prema tome Oblika: 

1(t) ■ - I xi (t)dt + Y(0) 	 (3.2.2 ) 
Sal Al 0 

Oslov Y(0) u relacijama (3.2.19) J. (3.2.21) realizuje se t 

Ato kondenzator u povratnoj spresi integratora u transom 	0 

more biti napunjen konainom elektriciteta MO), tad da 

njegovim krajevima postoji napont 
Y(0) . 4(0) (3.2. 2) 

C 

POStaVljanie integraCiOne konstante, Y(0) na intsgratorima od 

analognih raounara bide objetinjeno u narsdnom imlaganju. 

Naain korildenja integratora 

Integrator se oznaeava granakis simbolom koji je dat na sl ci 
3.2.4, gde broj N predstavlja osnaloi integratora, ukoliko je 

)40) 

	

X2() 	 Y(t) 
Am(t) 

51. 3.2.4. Grafiek1 sinkol sa integrator 

potrebno isvrAiti obelelavanie pojediall integrators* 
Integrator sa postavljenom integraolonom konstantom awl 

kao na slici 3.2.5, gde la ea -Y(0) male, napon Molts 

vrAi nostamlianje integraolone konetante. 

Postavljanie integraoione kosotanto kod analognik radasara 
mo- 

le se matti ma an meal:mat 
- yooloolom kondookaters u povratnOi Weal in 

tors pre podotka intograolio, 
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- dodavanjem integracione konstante posle izvr2ene 

integracije. 

X)  ( t) 
X2(t) 
Xn  --- 

 -Y (0) 

Al 

Y(t) 

Si. 3.2.5. Grafidki simbo1 za integrator sa 

Prvi nadin postavljanja integracione konstante 

slici 3.2.6. Pre pooetka rada integratora vrdi 

—Y(o) 

XI  ) 

X2 (0 

Xn(t) 

Si. 3.2.6. Postavljanje podetnih uslova 

denzatora C preko otpora R. Pri ovome su prekidadi Si i 

Si 
u polo2ajima I. Oznadimo sa VI(t) izlaz iz integratora 

kada su prekidadi u polo/aju 1, za razliku od izlaza Y(t), 

kada su prekidadi u pologaju 2. 

U kolu povratne sprege, ustvari, nalaze se paralelno spojeni 

otpor R i kondenzator C, tako da, prema Kirhofovom pravilu, 

za tadku G vaii relacija: 

d[Y1(t) - UG  ] 	
Y1(t) - UG 	

-Y(0) - UG  
IG 

dt 

(3.2.23) 

podetnim uslovom 

prikazan je na 

se punjenje kon- 
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Zanemarivanjem, kao i u retails) sluaalevina, velfaina U 
IG dobija as 

di, (t) 	Yi (t) 	Y (0) 

dt 	RC 	RC 
(3.2.24) 

Diferencijalna jednaftna (3.2.24) in relenje °Ulla 

-Vito Yt(t) ■ Y(0)•(I - e 	) 	 (3.2.25 

pri YI(0) ■ 0. 
Is Ursa (3.2.25) vidi as da brsina punjenja kOndensatora C 
aavidi od vremenske konstinte RC. Na alici 3.2.7 dat'lazsra- 

SI. 3.2.7. Punjenjelcondensatora 

fiati imams punjenja-kondesisatora C, pri postavIlagin'Istegra 
clone konirtante. Posle dovoljno dugog vremena,.0 odzioas so 
staniu RC, kondeneator Jo napnnjen, a ma imlai4 is tntoirstoi-
ra javllase naponz , 

- Yi(t1 ■ Y(0) - 	sa t 	 i3e2;26 

Nos je postavIlena integracIOna konstanta. PosIzspunlenlOon 
densitorat fj. kada le intiminOiStia koisraita PoOtRAIS#1. Or 
kidabi Si i 8e _se prisbaculwu pOlciaj 2, pa integrator do 
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bija na ulaz napone Xl(t), X2(t), 	, Xn (t) i obavlja ope- 

raciju integracije prema (3.2.1). 

Drugi nadin postavljanja integracione konstante vrbi se dodava-

njem integracione konstante iza integratora. To se praktidno i-

zvodi tako lto se izlaz integratora, na eijem kondenzatoru nije 

izvr5eno dodavanje integracione konstante, dovodi na ulaz u sa-

birad i sabira sa integracionom konstantom. Na slid 3.2.8 pri-

kazan je ovaj nadin postavljanja integracione konstante. 

X i  (0 	Al 

°)1  )(t)-  X2(t) 	11)14 
Xn 	

Y(t) 

Y(o) 

SI. 3.2.8. Postavljanje podetnih uslova 

Nedostatak ovog nadina je 5to se na izlazu iz integratora poja-

vljuje napon Y(t) - Y(0), tako da je potrebno upotrebiti jo5 

jedan radunski element, u ovom sludaju sabirad, da bi se obezbe-

dio napon Y(t). 

Konstante A1 , (i = 1, 2, ... , n), sa kojima se moll_ odgovara-

judi ulazni napon X i (t), odredjene su relacijom: 

1 
Ai  = RC 
	 (3.2.27) 

Ako se usvoji, kao 5to je to uradjeno kod vedine analognih ra-

dunara da je C = 1 VF = 10 -6 F, a ulazni otpor 1 M; 0.5 A, 

ili 0.1 M, onda de ulazni napon biti pomnogen sa odgovarajudim 

faktorom 1; 2; ili 10. Prema tome, integrator, kao i sabi-

rad, mote vr5iti i mnogenja ulaznih napona sa faktorom 1; 2; 

ili 10 5to zavisi od izbora ulaznog otpora. 

Ovo demo ilustrovati jednim prLmerom Predpostavimo da treba 

nadi integral 

Y(t) = - 1[10X1(t) + 0.8X2(t) - 2X2(t)] dt 	(3.2.28) 
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Na slici 3.2.9 prikazana je lama povesivanja raaunskih elemena - 

X1(t) 

X2(t) Y(t) 

X30 

Sl. 3.2.9. Primer integracije vile ulaznih napona 

to za izraaunavanle integrala (3.2.28). Sabiraa slufl za prome-

nu znaka naponu Ks(t), koji se na ulasu u integrator mnoli fa-

ktorom 2. Kako as napon Ki(t) mnofl faktorom manjim od jedi-
nice, upotrebljen je potenciometar. Nnolenje napona KI(t) sa 

faktorom 10 izvrieno je na ulazu u sam integrator. 

3.3. Ostale molgu6nosti poiadavaaa kao raaunskog21mana 

Pojaaavaa kao raadnski element Uposnali smo u funkciji 
sabira-

aa i integratora. Videli smo da se kod sabiraaa na ulazU u po-
jaaavaa nalaze otpori, a u povratnoj sprezi takodje otpor. Kod 
integratora se na ulasu takOdje nalaze otpori, all u podtetnoj 

sprezi nalazi se kondenzator. 

Kod izvodjenja matematiakog models za sabirae, definisanog je-
dnaainom (3.1.4), kao i za integrator, datog jednaainom (3.2.14), 

nigde se ne pojavljuju karakteristike pojaeavaea. Jedino se 

predpostavlja da je pojaaanje pojaaavapa K dovoljno 
da pojaaavaa vrli promenu znaka ulaznoa naponu. StogaIe"mato 

matiaka operacija koja as realizuje pomodu pojaaavaaa kao raeun 

skog elementa definisana jedino yrednostima otpornosti tad 1 ka 
paciteta na ulazu i u povratnoj sprezi. Uloga pojaaavaaa Se sa-

stojala u automatskoj regulaciji Oribliindrnultog potetaijala 
u taaki G na slici 3.1.3 kod sabiraaa i na slidi 3.2;3 kod 

integratora. 
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Sada demo posmatrati opEt1j1 sluaaj primene pojadavaaa u analo-

gnoj raounskoj tehnici. Predpostavidemo da se u kolu povratne 

sprege nalazi ma kakva impedansa Z(p), a na ulazu impedanse 

Z i (p), Z2(p), 	Zn (P), (51.3.3.1). Uloga pojadavaaa na s11- 

X i  (t) 

X2(t) 

Xn(t) 

Y(t) 

Si. 3.3.1. OpEta funkcija pojaaavaaa 

at 3.3.1 je 1 dalje da odrEava pribliino nulti potencijal taake 

G. Prema Kirhofovom pravilu za avor G, u ovom sludaju dobija 

se Y(t) - UG 	n X (t) - UG  

Z 1 (p) 
- IG 	 (3.3.1) 

Z(p) 	1=1 

Bududi da je pojaaavaa konstruisan tako da je struja I G  na 

ulazu u pojaaavad veoma mala, tj. reda 10 -10  ampera, u odnosu 

na struje kroz impedanse Z 1 (p), (1 = 1, 2, ... , n) i Z(p), 

to je desna strana jednaa1ne (3.3.1) pribl1Eno jednaka nu11. 

Isto tako, kod modernlh radunara, pojadanje K se krede 1zmedju 

10 5  1 10 e , pa je stoga i UG  malo u odnosu na Y(t) i X i (t), 

(i = 1, 2, ... 	n), pri demu su ovi poslednj1 istog reda, to 

se mote smatrati da je pribl1Ino UG  = 0. Na taj naain jednaa1na 

(3.3.1) svodi se na °bilk 

n 	Z(p) 
Y(t) = - I ----- Xi (t) 

1=1 Z 1 (p) 
0.3.2) 

Iz relacije (3.3.2) sled1 da pogodnim izborom impedanse Z(p) 

Z i (p), (1 = 1, 2, ... , n), moEemo po lelj1 menjati funkciju ra-

dunskog pojadava6a. U tabell (3.3.1) date su neke kombinacije 

otpora 1 kondenzatora, sa oznakom odgovarajude prenosne impedan- 
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se, kao i vezom izmedju fizi*kih veliaina i konstanti u prenos- 

PRENOSM
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A valaCen 
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"V , 
F12 
vat INA 

R 
• A A=R R A 

-If - I 
ii B2C C2B 
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1 10020 B.0 

'NBC C. 
A 
Win 
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C. - 4131....  : 

11-14, 
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4341 
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12 
Ts 
caL 
N.'N 

oicIA 
RReAO-W 
, 	T 
`la-7 

R 1 _Vil 
aIS 
a 

8•C1 
T2R(CeC2) 
0 ,„_AL 

co,Z, 

nsiikAL 
8 ci28 , 

9 07 
N 	R: 

.--77..  —2 

Iatl A_ salq1 012  
Tel iii Ci 

VVIA;M:00 
;2  R2 Ce 

R A1:J1 I 	T3 ' T1 
"'A +1 
Cis 	littl 
Ce 	R: 11 

, 	MpOW4/0) 
T1 021; 

Tabela 3.3.1. Prenowne impedance nakih pasivnih mreta 

noj impedansi. 

Postavljanjem impedansi navedenih u tabeli (3.3.1) na ulazu u 
pojadavad /1/ u povratnoj eras/ mogu se dobiti razliaite funk-
cije pojadavada, kao linearnog radunskog elements. NaveAdemo 
ovde neke primeret 

1. Sa Z(p) 	Zi(p) es Si , (1 - 1, 2, ... 
dobija se is (3.3.2) 
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n 
Y(t) = - y R

1
C 	1 X.(t)dt . 

i=1 1 

111 t 

0 

(3.3.6) 
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n a  
Y(t) = - 1 H- xi (t) 

1=1 i 
(3.3.3) 

Relacija (3.3.3) predstavlja, dakle, radunski pojadavae u funk-

c1j1 sabirada. 

2. Za Z(p) = 1/Cp 1 Z(p) = R 1  (i = 1, 2, ... 	n), 
dobija se 

(3.3.4) 

odnosno 

dY(t) 	y1 

	

Xi (t)
dt 	1=1 i 

(3.3.5) 

Y(t) = 	F 	1  x (t) R.0 	1  i=1 1 p 

gde je predpostavljeno da je Y(0) = 0. Relacija (3.3.6) kao 

gto se vidi opisuje radunski pojadavae kao integrator. 

3. Za Z(p) = R i Z 1 (p) = 1/C ip, (i = 1,2 , 	 n), 

dobija se 

odnosno 

Y(t) = - 1 RC1p X1 (t) 
1=1 

n 	dX,(t) 
Y(t) = - I RC i 	s  

1=1 	dt 

(3.3.7) 

(3.3.8) 

Iz relacije (3.3.8) sledi da ako se na ulazu u pojadavad nala-

ze kondenzatori kapaciteta C 1 , a u povratnoj sprezi otpor 

(sl. 3.3.2), onda je izlazni napon Y(t) proporcionalan sumi 

diferencijala ulaznih napona X 1 (t). U praksi se radunski poja-

davad retko kOristi kao uredjaj za diferenciranje ulaznih napo-

na, jer je taenost ove operacije ogranieena. Uzroci ove gregke 

bide detaljnije razmatrani u slede6em odeljku, gde se govori o 

analizi gregaka kod raounskog pojaeavada. 

4. Za Z i (p) = Ri  (i = 1, 2, ... 	n), a u povratnoj 

sprezi neka se nalazi paralelno vezan otpor R i kondenzator 

C, pri demu je 

Z(p) 
RCp + 1 
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Xi(t) 

X2(t) Y(t) 

Si. 3.3.2. Operacija diferenciranja ulazn/h nipona 

Primenjujudi relaciju (3.3.2) na raaunski pojaaavaa povezan 

prema slici (3.3.3) sledi da je 

	

n 1 	R 
Y(t) 	-  

	
Xi (t) 

1■I RCp + 1 Ri  

odakle se dobija 
n 

	

Mt/ + 1  Yeti e 	 ele X (t) 	 (3.3.1 ) 
dt 	IE " 	iml  RiC i 

Prema tome, raaunski pojadavaa povezan prema slici 3.3.3 mote 

X1 (t) 

X2(t) 

Xn(t) 

Y(t) 

SI. 3.3.3. dema povezivanja pojaaavaaa za 
relavanje jednadine (3.3.10) 

se keristit1 za relavanje diferencijalne jedna8ine (3.1.10), 
s tim Ato se poeetni uslov Y(0) mora postaviti na kondenza 

ru C pre poaetka raliavanja jednaaine. 

5. Za Z(p) 	R2 Xi(p) 	RS  1 zi(p) a C, debija e 

dX2(t) 
Y(t) 	- R1 Xi(t) - RC 	 (3.3.1 ) 

dt 

(3.3. ) 
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Izlazni napon je u ovom sludaju zbir napona na prvom ulazu i 

diferencijala napona na drugom ulazu koji su pomnogeni odgova-

rajudim konstantama. Na slid 3.3.4 data je gema povezivanja e-

lemenata R, R I  i C i raaunskog pojaaava6a koji realizuje 

relaciju (3.3.11). 

Y (t) 

Si. 3.3.4. aema povezivanja pojeavaaa 

za regavanje jednaaine (3.3.11) 

Izborom razliaitih kombinacija mreia sastavljenih od otpora 

kondenzatora, i postavljanjem istih na ulazu u pojaaava6 I u 

povratnoj sprezi poja6ava6a, lako se dolazi do razliaitih funk-

cija poja6avaaa, gto je ilustrovano navedenim primerima. Ovaj 

na6in korigdenja raaunskog pojaaavaaa je posebno vagan, jer 

pruga mogudnosti znatne ugtede u broju raaunskih pojadavaaa ko-

ji se koriste prilikom regavanja slogenih problema na analognim 

radunarima. 

3.4. Analiza  gregaka kod raaunskog_pojaaava6a  

Videli smo da se sa raaunskim pojeavaaem mogu vrgiti razne li-

nearne matematiake operacije. Svaka takva operacija vafi pod 

Izvesnim ogranthenjima koje poja6avaa kao elektronski uredjaj 

ima. 
Razmotridemo sada ogran16enja i gregke koje to ograni6enja uno-

se u radian, kako bismo videli sa kojom ta6nog6u pojaaavaa mode 

da obavija pojedine raaunske operacije, koje se od njega zahte- 

vaju. 
Sve netadnosti koje se javljaju kod ra6unskog pojaaava6a mogu 

se svrstati u sledede grupe: 
- gregke usled konaanog pojaaanja, 

- gregke usled getanja nule (drifta), 
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- gretke usled konaane ulazne struje, 
- gretke usled katnjenja na vitim frekVendijama 1 
- sluaajne granite. 

Rrve aetiri grupe gretaka mogu is na neki naain 1 pod izvesn 
Uslovima otkloniti, 111 bar avast/ na najmanju meru, dok se s u-

aajne gretke veoma teat) otklanjaju. Stoga demo analizirati s 
00 prve astiri grupe gretaka i to na netto uprolden naein. el a-
lac koji se interesuje samo za eksploatacione mogudnosti anal 

gab raeunara, mote ovaj odeljak preskoditi, jer materija o a a-

11z1 gretaka nede mnogo uticati na razumevanje ostale materij 
iZlotene u ovoj knjizi. 

- Grafts usled konaanog_pgladanja  

0a;b1smo analizirali gretku koja nastaje usled toga tto pojaa 

va4 ima konadno pojaaanje, iako dosta veliko, motemo pod1 od 

Sine (3.3.1). Za aada demo smatrati da je ulazna struja 
I a 0. Ako se zameni (3.1.5) u (3.3.1), posle aredjivanja s 
dob4ja: 

Y(t) a - Z(p) 1 -7-7=r ---- 1 + 2(P) / 7-7=1 (3.4 . ) 

	

D Xi (t) 	Y(t) 	 n 	1 

	

ial "1"" 	 ial 1"" 

Oailedno je da ako pojaaanje X tat/ beskonadnosti jedsuain 
(3.41.1) svodi se-na (3.3.2), jer drugi elan na deans* Mutant j 
dnaaine (3.4.1) tofs nuli, pa se mote sanemariti. Ali, kako m 
lz konatrukcionih razioga ne mots napraviti beskonalino ponds- 
nje, razmotridemo kako se ovo odratava na taanost. 

Stavimo da je 

ck us. 
Y ( t)

1  
n 	1 

+ 2(p) I 
Lai i (p) 

(3.4. 

pri demu je sa k otnadena grelka usled konaanog pojaaanja. 
Apsolutna vrednost ove grafts mole se amanjiti na vile niaina 
1 to: 
- - smanjimanjem maksimalne vrednoati radunskog (iziaznog) 

napona 2(t), 
smanjivanjem maksimalne vrednost1 faktora u.sradajoi 

zagradi 1 
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- povedanjem poja6anja K. 

Ako bismo smanjili raounski napon, onda bismo smanjili odnos 

najmanjeg i najve6eg signala, koji obigno iznosi 1:10000, jer 

su kod svakog elektronskog uredjaja gumovi i smetnje reda neko-

liko milivolti. Stoga je i izabran ragunski napon 	100V (ili 

10V kod tranzistorskih radunara). Prema tome, da bi se gto vige 

umanjio uticaj gumova, treba raditi sa vigim naponima, to sma-

njenje ragunskog napona nije preporugljivo, pa se u praksi i 

ne vrgi. 

gto se tide faktora u srednjoj zagradi, trebalo bi da on bude 

gto manji- all njegovo smanjenje mote da ide samo do izvesnill 

granica, jer odnosi Z/Z i  (za sludaj sabirada R/R 1 ) ustvar1 

odgovaraju konstantama sa kojima se mnole ulazni naponi. Ove 

konstante, kao gto smo videli, kredu se od 1 do 10. U prak-

si se obigno, kod sabirada najeegde radi o tri ulaza sa fakto-

rima mnoIenja od 1 1 tri ulaza sa faktorima mnoIenja od po 

10, pa za sabirao, kada su svi ulazi povezani, faktor u sred-

njoj zagradi u relaciji (3.4.2) iznosi: (3x1 + 3x10) = 33. 

Pojaganje K ragunskog pojadavada, koje se mole izragunati na 

taj nagin gto se pomnoIe faktor1 pojaganja pojediniii stepena po-

jadavaga, obi:ono se krede u granicama od oko 2000 do 10000 kod 

repetitivnih i manje preciznih ragunara pri jednosmernom napo-

nu, a oko 10 5  do 10 5  kod preciznijih ragunara sa automatskom 

kompenzacijom Setanja nule (drifta). 

Prema tome, kako se na napon Y(t) i na faktor u srednjoj zag-

radi ne mole uticati, pokugademo da izragunamo koliko treba da 

bude pojadanje K, da bi se postigla Ieljena tagnost pomodu sa-

birada. Predpostavimo da ielimo da nam sabirag radi sa tagnog-

du 0.1% i da radi sa 100V, kao 1 da su mu svi ulazi povezani. 

Kako je relativna gregka u procentima data sa 

AY  
A k  = 	100% 	

k 
 100% (3.4.3) 

i bududi da smo ostale gregke za sada zanemarili, is izraza 

(3.4.2) proizilazi 
Y6kY, 	6 	1 r 

ek = 	= 	+ R  100 	K 	1=1 ni 
(3.4.4) 
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odakle is 

	

100 	6 
+ R I do--) 

	

It 	 -1 

pa se sa ranije naveden siueaj dobija 

A  

_ 1" (Tr (1 + 3"1 + 3x10) ■ 34000 

(3.4.5) 

(3.4.6 ) 

Odatle se vidi da pojaaanje pojaaavaaa treba da Jo Veda 044 ! 

 34000, da bi great, samo usled konaanog Pojaaanja, bili maaja 

od 0.1%. Is ovog se rasloga grade pojaaavaa1 sa velikim poja-

conjs.. 

Cidedemo sada kako konaano pojaaanje utiae na rad pojaaavada u 

sklopu integratora. Ako, naprimer, imamo integri.tor sa Latin u-

lniaa 	1 gornji sabiraa (tr/ ulasa sa faktorom mnolsnja 

sa po 1 i tr1 ulna sa faktorom mnolenja sa po 10), 1 ako 

on treba da radi sa ta*notdu 0.1% sa vreme od pet minuta, onda 

prema (3.4.3) 1 (3.4.2) sledi 

e 	154  41 + 	
, 

k 	200 	
(3.4.7) 

1■1 

u kompleksnom domenu, jer je 8 ■ 1/Cp. Transformacijom jednZ-

aim (3.4.7) u vremenski dawn i refavanjem po K, dobija as da 

js 6  100 (3.4.8) 14 3 ----(1 + 	t) ak 	jai SiC 

a nakon znmene zadatih vrednosti 

100 
K 	[1 + (3 + 30).300] • 9,9.10' 	10' (3.4.9) 

0.1 

tj. pojaaanje ratunskog pojaoavaea, da bi u sklopu intagratora 

radio sa taanoidu od 0.1% sa vreme.od pet minute, pri gornjim 

uslo►ima, treba da buds vede od Stoga je preporualjivo ne 

koristiti vine ulna u integrator., niti pustiti da ra*unar ra- 

di dale od pet minuta, jer kao Ito se vidi grelka kod integra-

tora raste sa vremenom. 

- GreAke usledAetanja Bale Adrifti 

liabmnaki pojeaavaa je napravljen od ninth otpornika, kondenza- 
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tora, elektronskih cevi ili tranzistora i drugih elemenata ko-

ji mogu da menjaju svoje nominalne vrednosti i parametre tokom 

vremena usled temperature i vlafnosti vazduha, usled promene na-

pona napajanja, promena karakteristika sa vremenom, itd. Svi o-

vi uzroci utiau tako, da kada je na ulazu u pojaaavaa napon 

U = 0, tada napon na izlazu Y nije ravan nuli tree pokazuje 

tendenciju lagane promene oko nule, te se kale da "beta nula" 

ili da pojaeavaa ima "drift". Ove promene napona na izlazu mogu 

se preradunati na ulaz i smatrati da se radi sa idealnim poja-

aavadem na koji deluje neki ulazni napon Ud , koji se naziva na-

pon drifta i koji nikada nije nula. Prema tome, jednaaina 

(3.1.5) koja kale da, ako se na ulaz pojaaavaea dovede napon 

UG , na izlazu se pojavljuje napon Y suprotnog znaka, koji 

predstavlja prosto K puta pojaean napon U G , sada se mora moo-

difikovati, jer postoji 1 napon drifta Ud . Stoga nova jednaai-

na pojaaavada glasi: 

Y = - K(UG  + Ud ) 	 (3.4.10) 

Izlazni napon Y mote se dovesti na nulu pomodu uredjaja za 

kompenzaciju drifta koji se, kod manje taehih raaunara, podela-

va nano, a kod taanijih i nano i automatski. Medjutim, i kod 

najbolje konstruisanih radunara nije postignuta potpuna kompen-

zacija drifta, te izlazni napon pojaaavaoa, ipak beta oko svoje 

nominalne (nulte) vrednosti, a to utide na taanost rada pojada-

vaaa. Ovo je naroaito uoaljivo kod integratora, jer se kod nje-

ga svaka grefka integrira, i, prema tome, raste sa vremenom. 

Ako se iz jednaaina (3.3.1) 1 (3.4.10) eliminitle UG  (pri uslo-

vu da je IG  = 0), nakon sredjivanja se dobija: 

n Xi (t) 
Z(P) I 7-77X 	 1 + Z(p) 

i=i PP'  Y(t) = - 	 d 
1 + 	+ no y z  In  I 1 + 	+ (p) ? 

i=1 / 	L 	1=1 i 43.1 
(3.4.11) 

Grelka koja potiae usled drifta mole se izraziti u obliku 

n 	, 
td  = Udll + Z(p) I -0:7rd 

1=1 
(3.4.12) 
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Relacija (3.4.12) se dobija is drugog alana na desnoj strani.re-

lacije (3.4.11), kada at predpostavi da je K dovoljno veliko. 

U sluaaju sabirada grelka ed  je veoma mala, naroaito kod 
raaa koji imaju automatsku kompenzaciju drifta. U sluaaju  Snta- 

gratora kod kojeg je Z(p) = 1/Cp i 21 (p) = R1 , ova gra.. 

prams (3.4.12) iznosi 

ed = Ud 
[1 + 	i jid 	u + 	111 dt 	(3 4 13) Cp 	Ri 	d 	C i , KJ.  d 	 ' 

Jasno je odavde da, kako greAka ugled drifta raste sa vremenom, 

potrebno je da koeficijent ispred integrala u jednadini (1.4. 

13) bude Ito manji. Naprimer, ako bi bilo U d  = 0,1 V i ako bi 

postojao jedan ulaz u integrator preko konstante RC= 14 isla-

zni napon integratora, posle rada od pet minuta, iznosid bi 

le od 30Vi iako bi na ulazu bio napon nula. 

Odigledno je stoga da drift mole da unese ozbiljne greAke u re-

Aenje koje se dobija na analognom raaunaru, narodito ako reAa-

vanje problema traje dude vremena. Stoga je preporualjivo da 

se prilikom duleg rada sa raaunarom deAde proveravaju i podela-

vaju "nule" kod pojaaavaaa, naroaito kod integratora: 

Isto tako, ako neki problem ima nestabilno reaenje, iii ako jo 

ono na granici stabilnosti, mogu se dobitl potpuno poignant re-
zultati. Duo je narodito israleno kod problema koji , posvoJOJ 
strukturi nemaju kod analognih blot Aema povratne veserler 

greAke na krajnjem raaunskom elementu mogu da budu veoma velike. 

Stoga je postojalo ozbiljno ogranidenje u pogledu problema koji 

su se mogli reaavati pomodu elektronskih analognih raaunarayre 

nego Ato su se pojavili pojaaavaai sa automatskom kompenzacijom 

drifta. Medjutim, pojavom ovakvih pojaaavaaa, gredka usled dri-

fta Jo smanjena za -500 do 2000 puta. Drift kod.integratora pa 
ovakvim pojadavadem, pri ulaznoj RC konstanti ravnoj. 1 je ma- 

, 
nji od 1V/aas 

= GreAkeusledkonadaeulazne atruje 

Kod raaunskih pojaaavaaa kao ulazni elementi koriste se speci-

jalne elektronske cevi iii tcanzistorl, kod kojih je ulazna 
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struja 	In 	mala. Uobidajdne vrednosti ovih struja su re- 

da da 10 A. All i pored toga gto su to struje male, one izazi-
vaju izvesne gregke. Da bismc ispitali koliki je uticaj ulazne 

struje na taanost rada pojadavada, podi demo od jednadina 

(3.1.5) 1 	(3.3.1), pri eener vile nedemo predpostaviti da je 

IG  = O. Iz ovih se jelnaCina drbija 

K, (t) 

Z(P)  L 72,t7,7,7 	 Z(p) 	1G  

Y(t) 	- 

1 + 111 + Z(p) y 	7- t
+ I Td + z(P) 

LL 	

11 
	z1(p) J 11 	,  

(3.4.14) 
Prema tome, grogka kola se i , na izlazu iz pojadavada, u-

sled ulazne struje bide: 

1 G 
(3.4.15) 

ill ako je Y, dovoljnr 	tako da je 1/K pribliEno nula, 
iz (3.4.15) se dobija 

(3.4.16) 

Naprimer, za sLudaj sabirada, u 	struja je reda 10 -10A, a 

otpor povratne sprege R = 1 M, 	gregka iznosi c T  = 10-4V. 
U sludaju integratora, kcd kojec je kapacitet u povratnoj spre-
zi 1 pF 1 psi istoj ulaznoj struji, ova de gregka biti 

Gdt = 10
-4 t 	 (3.4.17) 

0 

tj. promena napona na !zlazu integratora usled konadne ulazne 

struje iznosi 6 mV/min. 

Ova razmatranil pokazuju da, iako je uticaj ulazne struje poja-
davada veoma mali, ipak se ne mole zanemariti. Narodito kod ra-

dunskih pojadavada sa automatskom kompenzacijom drifta ova gre-

gka mote da bude vela od gregke usled konaenog pojadanja i us-

led drifta. 

Kako je gregka usled ulazne struje na prvom mestu funkcija im- 
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pedanSe p0Tratne aprons, to ako se deli da radunar regatta 

problei dude creme petrebno je da kapacitet kondensatOra kod n-
tegratora buds vedi. Isto tako, aanji otpor u kolu paVratne 
spray° sabiraaa smanjuje ntidaj ulazne struje, i potibljleva 
afloat rada sabiraaa, 

.7.  Grafts uslad kalajanja na vilim frelvencijama 

• dosadalnjim rasmatranjisa smatralo se da pojadavad radi 

da se svi signali, koji mu se dovods na ;Alas trenutno prenose 

pojadani no Was, to da Jo odnos islasnog napona i slumps 
prostim Straus (3.1.5), odnosno (3.4.10), ako so uses n obsi 
drift. Medjutia, konstrnktivno je nemogude napraviti takes 

jaaavaa, to su on navadene formula ustvari samo prva aproksi 

macija stvarnog stanja. 

Ako as napon Oa  mania veoma brio, onda ea, kao i kod svakog 

elektronskog uredjaja Wound napon javlja ea izvesnim kainj 
njem, koje eve vide dolasi do izralajn, Ito je frekvencija na 
pans na ulasu vita. Pored efekta kalijenja dolasi i do raslia 

tog pojaaanja ulaznog signala u savienosti od ujegove frekvsn 
olio. Stoga se ne mole vile =strati da vali relacija (3.1.5) 
kod kale je X Aonstantno, ved prencana karakteristika poj 
vaaa ima oblik- 	- 

Y ■ -Xo e •11G 	 (3.4.1 

'alai e-PT  isralava-kalinjenje u operatorskom oblikU, a vol 

• vreakensku konsiantn-kalnjenja. Ova konstanta potato od pa 

sitniflapacitivnosti iTdrigth volidinaunutar poja8ama8m, ko e 
&orisons kalsjenju. On° as mole J.:merit/ i obiano so Caie 
komatruktini podatakna-raannaki. Poimaavaa. 

Jadnaaina (3.4.I8) mole so nspisati, - aproksiairajudi funkcijn 
eP u °bilks 	- 	X 	 - 	 - 

	

1 4. 	
(3.4.1 

Oss-jednadina.dosoljno teen; predstavlja prenosmz-katakteri 
ki pojaiavalle;  

Sags dew psalm 'stating - (3,4.19Y raiment kako M pansta 
- Wane sa rases irelammoije ulasnog napona, ti• PiOmeldollo t 
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frekventnu karakteristiku pojadavada, predpostavljajudi da je 

ulazni napon sinusnog oblika i da je dat izrazom 

UG = EG sinwt 	
(3.4.20) 

gde je w = 2nf, a f frekvencija sinusoide 1 da se ona menja 

od 0 do =. Ovo razmatranje je opravdano jar je poznato da 

se svaka periodidna funkcija mote razviti u Fourier-ov red, ko-

ji se sastoji od zbira prostoperiodidnih funkcija. Frekventna 

karakteristika pojadavada opisuje kako se svaka od tih funkcija 

prompt/ kroz pojadavaa. 

Ako zanemarimo prelazna stanja u pojaeavaau, koja vrlo brzo iz-

aezavaju, jer je pojaaavao tako konstruisan, 1 koja zavise sa-

mo od podetnih uslova, napon na izlazu pojadavaaa, kada mu se 

na ulaz dovede sinusni napon (3.4.20), bide 

Y(t) = E sin(wt + 0) 	 (3.3.21) 

Ko EG 	 (3.4.22) E -  	 tg0 = -Tw 
✓ 1 + T 2 w 2  

Izlazni napon je dakle, takodje sinusnog oblika, iste frekven-

cije, ali razliaite amplitude E, i pomeren fazno za ugao 0 u 

odnosu na ulazni signal. I amplituda i fazni ugao zavise od fre-

kvencije w. 

Nas ustvari interesuje da razmotrimo kako se menja odnos E/E G , 

tj. pojaaanje K, kada se frekvencija menja u jednom Airem op-

segu. Odigledno je, prema (3.4.22), da ovaj odnos prilidno va-

rira, to demo razmatranje vrEiti u tzv. logaritamskoM dijagra-

mu, tj. 
EG  log -- = T(logw) 	 (3.4.23) 

Iz izraza (3.4.22) vidi se da kada w+0, onda odnos E/EG=K+ Ko , 

tj. kriva ima jednu asimptotu at paralelnu sa apscisnomosom. 

Sama kriva teii toj asimptoti sa lave strane dijagrama 

(sl. 3.4.1). To je ustvari tzv. statiako pojadanje pojadavada 

i ono vats za relativno spore promene ulaznog napona. Kada w+= 

izraz E/EG  + K/Tw, to u logaritamskom dijagramu piedstavlja 

pravu a2, koja seae gornju asimptotu u tadki P, za K = 1 i 

za to = 1/T, i koja je nagnuta prema osi logw pod uglom od 

gde je 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 70 - 

- 45° . Ustvari za w • 1/T kriva data jednad1nom (3.4.22) iM 

to=1 

0 	1 	2 	3 4 5 7 8 

SI. 3.4.1. Frekventna karakteristika pojaaavada 

vrednost E/EG  - %H/, i to je tadka P', koja je u logari-
tamskom dijagramu po vrednosti veoma bliska tadk1 P. PraMa 

me, stvarna se kriva vrlo brzo pribl1fava obema asiraptotama 

al i a2  (Si. 3.4.1). Stoga se u praks1 retko tia sama kri 
va, veil se frekventna karakteristika pojadavada predstavlja 
modu asimptota, u ovom sluaaju al i a2. Frekvencija m o 1 T 
naziva segranidna frekvencija pojadavada. 

Kao Ato smo videlt u logaritamskom dijagramu (sl. 3.4.1) nag/ 

asimptote al iznosi - 45 tj. opadanje frekventne karakte 

ristike od graniane frekvencije je 1:1. A11, veoma ae Lento 

ovakvo opadanje frekventne karakteristlke sa porastom frekven 

cije imratavec u decibellma po oktavi, i za gornji sleaaj ono 
iznosi 6dS/oct.2. pa demo ovde objasniti kako se dOb1j11 i gta 
anal ova vrednost. - 

Prema defImiclj1 naponakog pojaAanja, izra2enog u decibelima 

(d13), ako odnos izliznog i ulaznog mapona iznosi E/EG , ionda 
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N 	= 20 log — [dB 	 E
G 

(3.4.24) 

Tako, ako je pojadanje pojadavada 10, onda se kaie da pojada-

nje iznosi 20 dB. Isto tako, 1z akustike je poznato da jedna 

oktava predstavlja dve frekvencije diji je odnos 2, ito u lo-

garitamskoj predstavi iznosi log 2 = 0.301. Prema tome, ako 

se frekvencija promeni za 2, onda, prema asimptoti a2, poja-

danje pojadavada opadne za 

N = 20xlog 2 = 20x 0.301 = 6 dB/octavi 	(3.4.25)  

pa se kale da strmina, 111 brzina opadanja frekventne karakte-

ristike, iznosi, u logaritamskom dijagramu, 6 decibela po ok-

tavi. Stvarna karakteristika pojadavada predstavljena je na 

slici 3.4.2, gde se vidi da je asimptota a 2  sastavljena od 

vile pravolinijskih segmenata koji su neito pomeren1 jedan u 

odnosu na drugi, a svaki segment odgovara jednom stepenu poja-

davada. Srednji nagib asimptote ovakvog pojadavada je neito ma-

nil od - 45 ° , ali zato za vrlo visoke frekvencije, tj. iznad 

1 MHz, moire se zapaziti brie opadanje frekventne karakteristike, 

§to nije u skladu sa jednadinom (3.4.19), jer za taj sludaj %red 

dolaze do izralaja viii alanovi recta koje smo zanemar111. Za 

jedan praktiono dobro izgradjen radunski pojadavai uobioajene 

vrednosti ovih velieina treba da budu: 

- granidna frekvencija reda 10 do 100 Hz 

- frekvencija na kojoj pojadanje pada na 1, vela od 1MHz 

- opadanje pojaeanja od graniane frekvencije oko 6dB/oct. 

Fazni dijagram (sl. 3.4.2) treba da bude takav da na granienoj 

frekvenciji pomeranje po fazi bude oko -45 °  i da posle toga 

lagano teii ka -90 ° . Za sve frekvencije, za koje je pojadanje 

vede od 1, pomeranje po fazi 0 ne bi smelo da bude vede od 

-90 ° , jer tada dolazi do samooscilacija pojadavada. Stoga, da 

bi pojadavad dobro i stabilno mogao da obavlja svoju funkciju, 

pomeranje po fazi mora da bude manje od -90 °  za pojadanje ve-

de oil 1. Ovo se postlie ugradjivanjem raznih specijalnih f11- 

taro. i drulih sistema za kompenzaciju faze u pojadavaeu. 

Ispitademo sada kakav uticaj ovakva karakteristika pojadavada 

ima na rad pojadavada kao raeunskog elementa. Uzedemo prvo sa- 
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birea•sa j•dnim nasal= (invertor). Jednaftna (3.3.1) pri I Ge 

AMPUTUONA 
KARAKTERISTIKA 

2 

1 

0 

9 WO 

FAZNA 
KARAKTERISTINA 

-90° --f 

Sl. 3.4.2. Stvarna.frekventnai Zama karakterietika 
pojaaavada 

u owe slueaju glad: 

Y - UG XI - UG +. 	 0 (3.4.26) 

imajudi u vidu relaciju (3.1.5) laic se dobija da j• 

XI-- El 
(3.4.27) 

I + ICI 
RI 	. 

aka ea a osnaOino isms 	rT,..-17, ands is 
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1 Y 	R 
Ki 	R1 1 + Tip 

(3.4.31) 
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y  R 	aK 
Y  = 	alR1 1 + al( 

(3.4.28) 

jusclud1 da pojadanje K zavisi od frekvencije ulaznog signala, 

to je prema (3.4.19) 
(3.4.29) 

1 + Tp 

Zamenom (3.4.29) u (3.4.28) dobija se prenosna karakteristika 

sabirada (invertora) sa jednim ulazom u obliku: 

Ko  
a 

X i  = R i 	Ko 	 aK 

Y 	R 	  

1 + a 

	

1 + Tp 	R 	aKo 	 (3.4.30) 

1 + Tp 

Ako se zanemar1 jedinica u odnosu na aK 0  i posle sredjivanja, 

jednadina (3.4.30) postaje 

gde je 
T1  = aKo 
	 (3.4.32) 

Jednadina (3.4.31) je istog oblika kao i (3.4.29), pri demu je 

p = jw, s tim to je statidko pojadanje ustvar1 odnos R/11 1 = A s 

 (ito smo vet ranije videl1). Medjutim, vremenska konstanta T1 

je ustvari vremenska konstanta pojadavada podeljena sa aK o , 

tj. sa vrlo vel1k1m brojem. 

Ako sada na slici 3.4.1 povudemo pravu paralelnu sa apscisnom 

osom, na visini 1/a, (pri emu je z broj uvek manji od 1), 

tj. pravu A" Q, onda je dui MP jednaka sa aK0  u logaritam-

skim razmerama. Apscisa tadke P je 1/T, a apscisa tadke Q, 

tj. gran1dna frekvencija je 1/T 1  = aK0/T. Tadka Q se nalazi 

sa desne strane tadke M, i to na rastojanju MQ = aKo , Ato zna-

ei da taeka Q leA1 na pravoj a2, baA kao Ato je to pokazano 

na slic1 3.4.1. Odavde proizilazi da je za nalaienje granidne 

frekvencije sablrada sa jednim ulazom potrebno na dijagramu, 

koji predstavlja frekventnu karakter1stiku pojadavada, povudi 

pravu paralelnu apscisnoj osi na rastojanju 1/a. Presek to 
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prave sa karakteristikom, tj. taaka Q, daje granianu frekven-

ciju sabirada. 

Hod praktiano izvedenih raaunskih pojaaavada, kada rade kao sa-

biraai, ova grani*nd frekvencija pomerena je za 4 do 5 deka 
da prema victim frekvencijama, a u vest sa tim 1 kriva . famnog , 

 pomeraja. Alto na rimer, pojaaavaa ima granianu frekvencild tiko 
10 Hz i ako on radi u nekom raaunskom kolu sa 2 Hz, Ato je red 

veliaine koji se vrlo aesto javlja u prakai, mote seiocoOdu ,gor 

nje analize pokazati da de se na pojadavaau po3avitt fiOnrlaeS 
raj, a prema (3.4.22), od 

tgA = -wT = 	= 0.2 ; 	a u 11.50  

a to je vrednost koja je priliano velika. Ali, akoovakav poja-
aavaa aije pojaaanje iznosi 	10' radi u sklopu sabiraaa 

(obrtaaa znaka - invertora) kod kojeg je odnos otpornosti u po-

vratnoj grani i na ulazu jednak 1, odnosno a = 2, grantana 

frekvencija de, prema (3.4.32), biti povedana alt o  pukalti. 
iznosi 2u10'Hz, a fazni pomeraj de za iste uslove iznositi: 

2 
tg41 04 - 	---- 10-6 	0 s 4010-4 uglovnih sekundi 

2u10 6  
fito je mnogo povoljnije. 

Fazni pomeraj, ako ima veliku vrednost, izaziva nestabilnost u 
radu pojaaavada. Joa ranije auto 	da je prvi uslOv- 00447' 
nog rada-raaunskog pojadavada usklopu sabirada, daviu-pojaaa-

nje stalno buds negativno. madjotim, ako postoji fazni petaaraj t 

 onda se stvarajt ualovi kada to pojaaanje postaje pomitivoo, a 
to se deAava u svakoj poluperiodi naizmenianog signala, iznedju 

tadaka a, 0 i a', 0', kao Ato je prikazano na slici 
Ato naro*ito dolazi do izrafaja pri flout frekvencijama. Ovo 
izaziva nestabilnost rada pojadayaba, to unoai i ,gpetnje u rad 
raeunara p  pa se javljajugreAke koje au sve vade Ubolikoje ra-
di ea victim frekvencijama. Stoga,kod regavenla,p;ofilemitFiba 
izbegavati vrlo visoke frekvencije. 

meAto se drugadije manifestuje_uticaj-frekventne karaOterasOt-
ke raaanshog pejadavada kada,ci radi u,oOlopu intsgrgagralf0a 
ovaj sindorie Z(p) 40 1/CP, pa ako postoji slaa -iadfWatOsAa: 
integrator, onda jednana (344) dales . ..  H, 
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1 
I  = 	XI  RCp 	1 	1 " i(1 + 113 ) 

ato se mole napisati u obliku 

1 
(3.4.33) 
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Si. 3.4,3. Fazni pomerag naizmeni6nog signala 

1 
Y - X1 	RCp + 1  

RCp + 

Videli smo, uedjutim, da stvarno poja6anje 

ticaja kagnjenja, ima oblik dat jednadinom 

se vrednost za K zameni u jednaCinu (3.4. 

(3.4.34) 

poja6avaea, usled u-

(3.4.29), pa kada 

34) dobija se 

1 
Y = - 

   

(3.4.35) 

RCp + 
(RCp + 1)(Tp + 1)  

K o 

Sa druge strane da bi integrator pravilno radio potrebno je da 

ima idealnu prenosnu funkciju oblika 

= _ 1  
X, 	RCp 

Iz poslednje se jedna6ine vidi da kada p 	0, odnos Y/Xi 	m. 

Medjutim, stvarni poja6ava6 ima za niske frekvencije kona6no 

poja6anje Ko , to u sklopu integratora pojaaava6 neee dati ta-

ene rezultate pri niskim frekvencijama (sl. 3.4.4). Za ovaj 

slueaj graniona frekvencija, 	i ranije, data je slionim izra- 
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SI. 3.4.4. Rad integratora pri niskin frekvencijsna 

soot kao i kotpojaaavaaa, tj. 

	

1 	1 
T
o 

m  RC 
!Co 

Prena tone, u sluaaju integratora, trebalo bi do raaunski poje - 
aavad 1na vrlo wink° pojaaanje to n1fe frekvencije (pram is - 

vuaena isprekldano no slic1 3.4.4), to se stoga 1.predvidjaju 
specijalne-netode da bi se ovo postiglo. 

4. MtiniPZ 

4.1. Punkcija unoiaaa  

natenatiaka operacijr anotenja dve prcemenljive veliaine neka je 
data israson 

	

a(t) 	x(t)•7(t) 	 (4.1.1) 

gde su .x(t) 1 y(t) pro•se-111v° vel1a/ne so wen. 

Ramat element as savramonamaaalagada radunaralcali sofa do 
°boils natenataku aperaciJd (4.1.1) nasiva as nuoSia. 

(3.4.37) 
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Fizidke velidine X(t) i Y(t), koje odgovaraju promenljivim 

velidinama x(t) i y(t), nazivaju se ulazni naponi u mnolad, 

a fizidka velidina Z(t) koja se javlja na izlazu mnolada, a 

koja odgovara promenljivoj z(t), naziva se izlazni napon. 

Kod analognih radunara mnoienje dve promenljive velidine mo/e 

se obavljati na vine naeina, i u zavisnosti od toga postoje ra-

zni tipovi mnonada. Ali svi ovi tipovi mogu se podeliti u dve 

glavne grupe i to: 

- mnoladi koji koriste elektromehanidke metode, i koji se 

nazivaju servomnoladi 

- mnoladi koji koriste elektronske metode i koji se nazi-

vaju elektronski mnoladi. 

U ovoj demo se glavi ograniditi samo na opis rada onih mnoZada 

koji se najeende javljaju kod modernih analognih radunara. 

4.2 ServomnoEad  

Ranije smo videli da se snoienje nekog promenljivog napona, u 

nanem sludaju X(t) sa konstantom, manjom od jedinice, mole 

vrAiti pomodu radunskog elementa koji se naziva potenciometar. 

Videli smo da je za ovo potrebno na ulaz potenciometra dovesti 

napon X(t), klizad potenciometra postaviti na vrednost konstan-

te, manje od jedinice, i na izlazu de se prema (2.1.5) pojaviti 

napon X(t) pomnoien sa konstantom, koju smo oznadili sa A. 

Ideja servomnolada potekla je ban od ove osobine potenciometra. 

Naime, ako je na neki nadin mogude napraviti takav elektromeha-

ni6ki uredjaj, koji mote da pomera klizad nekog potenciometra u 

zavisnosti od neke drugs promenljive velidine, u nanem sludaju 

Y(t), onda bi se na klizadu toga potenciometra, kao izlazu do-

bijao napon odredjen izrazan 

Z(t) = B•X(t)•Y(t) 	 (4.2.1) 

Za pokretanje klizada potenciometra u zavisnosti od funkcije 

Y(t), kod analognih raounara koristi se tzv. pozicioni servome-

hanizam, pa se stoga i mnonad koji radi sa servomehanizmom, na-

ziva servomnolad. Na slici 4.2.1 prikazana je principska as-

ma servomnoia6a. Deo Aeme koji se sastoji od diskrisinatora D, 
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pojaaavaea P, elektromotora EM, mehaniokog reduktora MR i 

potenciometra P I  predstavlja tzv, pozicioni servomehanizam. 

Si. 4.2.1 Principska aema servomnoiada 

Napon Y(t), kao jedna od ulaznih veliaina, dolazi na diskrimi-

nator D, u kojem se vr§i uporedjenje sa naponom Diskri-

minator D je napravijen tako, da se na njegovom izlazu javlja 

razlika ova dva napona koja je definisana sa 

AY(t) = Y(t) + 
	

(4.2.2) 

jar je sign V(t) = - sign . Y(t). Veliaina AY(t), iz diskrimi-

natora D, dolazi na ulaz specijalnog pojaaavaaa P, koji po-

red pojadanja napona AY(t) daje 1 odredjenu snagu, za pokreta-

nje elektromotora EM. Elektromotor pokre6e klizae potenciome-
tra P I , preko mehaniakog reduktora MR (skup zupaanika sa od-

redjenim prenosnim odnosom) u jednom ili drugom smeru u zavisno 

sti od znaka napona na elektromotoru. 

Ako na kraj 1 potenciometra PI (sl. 4.2.1) dovedemo napon 

- U, onda vrednost napona na klizaau 2 mole da bude u grani-
.cama 

- U 	Y(t) 4 0 	 (4.2.3) 

Rad pozicionog servomehanizma sastoji se u slededem: Promena 

napona Y(t) izaziva promenu napona AY(t), ova se promena po- 
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jaaava u pojaaavaau P i stvara napon za pokretanje elektromo-

tora u jednom ill drugan smeru. Motor preko reduktora pokrede 

klizaa potenciometra P1 tako da V(t) na klizaau 2, ten da 

se izjednaai po apsolutnoj vrednosti sa naponom Y(t), tako da 

AY • 0, jer su naponi Y(t) i V(t) suprotnog znaka. Xada se 

ostvari uslov AY(t) = 0, onda se 1 na izlazu pojaaavaaa ne ja-

vlja nikakav napon, to motor ne pokrede klizat. Tada kaZemo da 

je servomehanizam u ravnotefi. Napon Y(t) dakle prati napon 

Y(t) po apsolutnoj vrednosti, a to znaai da se osovina na kojoj 

se nalazi klizaa potenciometra P1, pokrede taano u zavisnosti od 

napona Y(t). Ovo sled/ iz relacije (4.2.2) kada je AY(t) = O. 

Vaino je ovde napoMenuti da vrednost ulaznog napona Y(t) mora 

da bude u granicama 

04 Y(t) 4 + U 	 (4.2.4)  

kako bi prema (4.2.2) i (4.2.3) moglo u svakom trenutku da bude 

AY = O. 

Ako se na zajedniakoj osovini potenciometra P1 nalazi i poten-

ciometar P2, aiji je klizaa podehen mehaniaki tako da se nala-

zi u istom polofaju u odnosu na krajeve potenciometra kao i kli-

zaa potenciometra P1, Ato znaai da se i klizaa potenciometra 

P2 krede u zavisnosti od funkcije Y(t). Dovoljno je sada na 

kraj 1" potenciometra P2 dovesti napon X(t) (sl. 4.2.1) 

pa da se na klizaau, tj. u taaki 2" pojavi napon Z(t) defi-

nisan jednaainom (4.2.1). 

Uvedimo sada koeficijente razmere izmedju fiziakih veliaina 

X(t), Y(t), 1 Z(t) i matematiakih vellaina x(t), y(t) 

z(t), tako da je 

	

k 	Z(t) (4.2.5) k = 3111 1 	k = Y(° • 
X 	x(t) 	Y 	y(t) . 	z 	z(t) 

Fizieka velieina U naziva se raaunsMS napon 1 kod raznih ti-

pova radunaka ona ima razliaite vtednOsti. Itobiijajeni raouneki 

naponi kod savremenih analognih radunara out U - = 100V, U = 50V 

U = 10V. Vrednost kOnstante B; odredjena j* it f1z16kog 

uslova 

0 4 BY(t) $ 1 	 (4.2.6) 
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Kako je gornja granica napona Y(t) napon U, to se iz (4.2.6) 

dobija 

	

BU - 1 	 (4.2.7) 

odakle je B  (4.2.8) 

Ako se sada u jednadinu (4.2.1) uvedu vrednosti iz (4.2.5), do-

bija se kx uk 
z(t) = u 	x(t)•y(t) (4.2.9) 

z 
Poredjenjem jednadina (4.2.9) i (4.1.1) dobija se da je 

k 1 xk  Y 
U 	1  (4.2.10) 

Ako se usvoje isti faktori razmere za obe ulazne velidine, tj. 

kx  = ky , onda iz (4.2.10) faktor razmere za izlaznu velidinu 

bide dat izrazom 	k 2 
 kY k = x= z 	U 	U 

o kojem treba voditi raduna prilikom korifidenja mnoIada. 

- Nadin koriAdenja servomnofada 

Servomnolad, koji je prethodno opisan, oznaden je grafidkim 

simbolom prikazanim na slici 4.2.2, gde oznaka SM 1 oznadava 

X(t) 

y(t) >0  r77 0-1, 
+ 11 ir Z(t)- 

X(t) Y(t) 
U 

Si. 4.2.2. Grafidki simbol za servomnoiab 

da je to servomnolad broj 1, poAto se kod regavanja pojedinih 

probiema mote knristiti vi'e servomnolada, oznaka + kazuje da 
je velidina Y(t) 	0, prema formuli (4.2.4), a 1 oznadava 

da se na tadku gde se dobija velidina Z(t) mole prikljuditi 

neki drugi radunski element koji Dna ulazni otpor 1M. 

(4.2.11) 
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Pogto se prikljuaivanjem nekog drugog radunskog elementa na 1z-

laz potenciometra P2 (s1.4.2.1) javlja gregka koja je istog ka-

raktera kao i gregka kod potenciometra za mnotenje konstantom, 

to se ona na neki nadin mora odkloniti. U odeljku 2.2 eve 

glave, videl1 smo od dega ova gregka zavisi i kako se koriguje, 

all u sluaaju servomnogaaa ova se gregka menja, u zavisnosti od 

velidine Y(t). Odklanjanje gregke vrgi se stoga na taj nadin 

gto se na klizaa potenciometra P 1 , koji pripada servomehanizmu, 

prikljua1 otpor jednak ulaznom otporu radunskog elementa, koji 

se prikljuduje na potenciometar P2. Tada se klizad potenciome-

tra P1 postavlja na korigovanu vrednost, kako bi AY(t) b1lo nu-

la, a zajedno sa njim i klizaa potenciometra P2. Ovo se sistho-

lidno oznadava u donjem desnom uglu sa brojem 1, kao gto to 

prikazuje slika 4.2.2. Ako bi ulazni otpor slededeg radunskog 

elementa blo 0.5 ill 0.1 (mnogenje sa 2 111 10), onda bi 

umesto 1 na tom mestu stajalo 0.5 111 0.1 . 

Ako matematiaka velidina y(t) nije istog znaka, ved mole bit1 

pozitivna 1 negativna u intervalu u kojem treba vrg1t1 mnoienje 

ove velidine sa x(t), onda se i fizidka vel1dina Y(t) mora 

menjati u granicama - U 4 Y(t) S + U. Tada se koristi gema 

veza data na slic1 4.2.3. Potenciometri P1 1 P2 se povezuju 

+X(t) 

---.1  Z(t)-X(t) Y(t) 

QCOM 	

U 

-X(t) .1. 

Sl. 4.2.3. Rad servomnoaaoa u 8et1r1 kvadranta 

tako da im se krajevi vezuju za -U i +U, odnosno +X(t) 

-X(t), a srednji izvodi (koji svaki servopotenciometar ima) ve-

zuju se za masu (nulu). Xretanje klizaaa vrai se sada 1 u poz1- 

tivnoj i u negativnoj oblast/ obe ulazne velidine, to se kale 

da servomnoaaa radi u sva aet1r1 kvadranta OXY ravn/. To znaa1 
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da za Y(t) > 0 klizaa potenciometra Pa je u delis +X(t), ta- • 

ko da je znak proizvoda odredjen znakom veliaine X(t). Za 

Y(t) < 0 klizad potenciometra PI je u delis - X(t), tako da 

je znak proizvoda suprotan znaku velidine X(t). Pri ovome tre-

ba imati u vidu da je na-potenciometar P /  doveden napon - U, 

na kraj koji odgovara kraju potenciometra P2, gde je doveden 

napon +X(t), i + U na drugi kraj potenciometra P. Ovako 

povezan servomnofaa obelelava se sa ± u donjem levom uglu 

pravougaonika (sl. 4.2.3). 1.  

Na slidan naain, ako je ulazna veliaina Y(t) stalno u oblasti 

negativnih napona, tj. - U 4 Y(t) 4 0, onda se koristi servo-

mnoiaa tako da se potenciometar PI (s1. 4.2.1) vezuje jednim kra-
jem na napon + U, a drugim krajem za masu. Tada se to oznadava 

znakom - u donjem levom uglu pravougaonika. 

Servomnolad obidno sadrli vise potenciometara za mnoienje. 140-

derni analogni raeunari raspolafu sa servomnoclaaima koji imaju 

nest potenciometara na istoj osovini. Jedan od njih slufi za 

pozicioniranje dok ostalih pet slide za mnoienje. Slike 4.2.4, • 

4.2.5 i 4.2.6 	prikazuju naaine korigdenja servomnofaaa. 

XI 	X2 	X3 	X4 	X5 

Y 
	

I smi  
 1 4. 1 1  

 

11; 	Yx3 	YX4 	YX5 

Si. 4.2.4. Rad servomnofaaa u prvom i drugom kvadrantu 

Servomnofad se najaegae koristi u zajednici sa jednim sabira-

aem, koji obiano slufi za prilagodjenje izlaznog napona servo - 

mnoiaaa sa ulaznim otporom slededeg radunskog elementa. Ovo se 

aini zbog toga da ne bi dodo do preopteredenja servopotencio-

metra. Prema tome, potpuna soma servomnotaaa izgledala bi kao 

na slici 4.2.7. Ovde treba napomenuti da postoje dve vrste 

servomnolada. Jedna vrsta sadrii desetoobrtne potenciometre, 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



--X i 	-X2 	-X 3 	-X 4 	-X 5  

YX1 	YX2 	YX3 	YX4 	YX5 
U 	U 	U 	U 	U 
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te daje tadnije proizvode, alI pritom ulazni napon Y(t) ne 

+X2 	+X 3 	+X4 
	+X5 

-Xi 	-X2 	-X3 	-X4 	-X5 

YX1 	YX2 	YX3 	YX4 	YX5 
U 	U 	U 	U 

Si. 4.2.5. Rad servomnoiada u sva det ri kvadranta 

Si. 4.2.6. Rad servomnolada u tredem u detvrtom kvadrantu 

sme da se menja auviie brzo. Oruga pak vrsta sadrti jednoobrt-

ne potenciometre, te daje manje tadne rezultate, ali zato se 

+x 

Y I ± SM41)  
 1 1  

XY 
U 

O 

 

 

-x 

Sl. 4.2.7. Servomnofad sa IzIaznim sabiradem 

ulazni napon Y(t) mole menjati neito brie. Medjutim, usled 
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toga Ato svaki servomnotaa ima mehaniake kretne sisteme, njege-

va je taanost ogranidena. Dinamiaka gregka zavisi od inercije, 
trenja, karakteristika motora, itd. U primeru na slici 4.2.8 

date su krive, za razliaite taanosti potenciometara, koje pokt-

zuju dinawiaku taanost u procentima, ako je veliaina Y(t), k4- 

ja se dovodi na ulaz, sinusnog oblika, tj. Y(t) - E sin wt, 
to = 2wf, za razne frekvencije f i razne amplitude E, date 

procentima raaunskog napona U. Sa ovih se krivih vidi da mno 

gad/ sa desetoobrtnim potenciometrima imaju bolju taanost, ali 

za relativno sporije funkcije, dok mnolaai sa jednoobrtnim pot 
tenciometrima mogu da postignu vedu brzinu, ali su pritom neta-

aniji. 

SI. 4.2.8 pinamiaka taanost servomnolada 
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U pogledu ulazne velidine X(t) ne postoje nikakva ograni6e-

nja. Stoga ako treba pomnoiiti dva promenljiva napona od kojih 

se jedan sporo menja a drugi brie, obit° se sporiji dovodi na 

ulaz Y(t), dok se brit dovodi na ulaz X(t). 

4.3. Elektronski mnolad  

Druga se grupa mnotada bazira na disto elektronskom principu. 

Postoji vie tipova elektronskih mnotada. Svi ovi mnolaei imaju 

prednost nad servomnolaftma, jer se obe promenljive mogu brie me-

njati, a da se pritom ne javljaju ozbiljnije dinamidke greake. 

Ovde demo se ograniditi samo na one tipove elektronskih mnota- 

da koji se danas koriste najeeEde u analognim radunarima. 

4.3.1. Diodni mnoiadi  

Diodni mnoIadi su sastavljeni od tzv. diodnih generatora nekih 

fiksnih funkcija i radunskih pojadavada. 0 diodnim generatori-

ma funkcija bide reas kasnije, ali za sada je dovoljno da se 

naglasi da je u opEtem sludaju generator funkcija radunski ele-

ment konstruisan tako, da kada mu se na ulaz dovede velidina 

X(t), on na svom islazu daje velioinu 	r[x(t)]. Diodni gene- 
rator funkcija se naziva zato Eto koristi diode kao osnovne e-
lemente za konstrukciju. 

Za izgradnju mnotada najdeEde se koriste dva tipa diodnih gene-

ratora funkcija, koji daju sleaede fiksne funkcije: 

F I (X) = X 2  

F 2 (X) = to X 	 (4.3.1) 
F3(X) = eX  

Osnovna jednaeina na kojoj bazira prvi tip diodnog elektronskog 
mnotada glasi 

711-[(x + y) 2  - (x - y) 2 ] E xy 	 (4.3.2) 

Prema tome, da bismo ostvarili mnoEenje dve velidine x 	y, 
moEemo ostvariti razliku kvadrata zbira i razlike to dve veli- 
dine. Analogna blok 

nu data je na slici 

generatori funkcija 

ju: 

Eema koja mote da realizuje ovakvu jednadi-

4.3.1. Blokovi oznadeni sa DGF su diodni 
koji su podeEeni tako da generiraju funkci- 
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1 
W - V1 	 (4.34) 

gde je V ulazni napon u blok DGF, U radunski napon, a W 

81. 4.3.1. glektronski mnoiad zasnovan na kvadratnim 

funkcijama 

izlazni napon iz bloka DGF. Obidno se oba generatora nalaze u 

jednom bloku, kao i sve druge potrebne veze koje zadovoljavaju  

levu stranu relacijs (4.3,2). 

Za razliku od servomnolada, ovaj tip elektronskog mnotada ima 

bolje karakteristike,,te se viaei koristi, narodito kod brz h 

analegnih radnnara. Njegova je statidka tadnost dodu2e nebto , 

'1o2ija nego kod servomnolada i krede se u granicama od oko 

0.2%, ali zato je dinamidka ta6nest iota i za relativno veli$e 

brzine promene bile napon X(t) ili Y(t). 

Drugi tip elektronskog mno2ada bazira na relaciji: 

	

•y m 0 z 
	

(4.3 4) 

gde je z e  In x + In y. 

Desna strana ove relacije mole se ostvariti ako se raspola2e 

sa dVa-generatora logaritamskih funkcija i jednim generatorOW 
X e funkcije. 81ok lama za regavanje ove relacije prikazana je 

na aliei 4.3.2. Nedosiatak cmakvog elektronskog mno*a*a je 2ho 

mora bitl uvek 

X(t) > 0 	i 	Y(t) > 0 	 (4.315) 
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X( t) Z(t)= X(t)•(t)  
U 
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pa je mnolenje ogranideno samo na jedan kvadiant ravni OXY. 

Si.

U  
-LnX 

XY 
U 

-LnY 
U 

 4.3.2. Elektronski mnofad zasnovan na logari-

tamskoj i eksponencijalnoj funkciji 

Pored toga, obe ulazne velidine moraju biti razlidite od nule. 

Ali, ako su ovi uslovi zadovoljeni, onda je taonost ovog tipa 

mnolada istog reda kao i predhodnog. 

Ovde treba napomenuti da postoji joe ditav niz elektronskih 

koji baziraju na raznim principima, ali opisana dva ti-

pa su naila najeiru primenu kod savremenih analognih radunara. 

Grafidki simbol za predstavljanje elektronskih mnofada na ana-

lognim blok Ilemama dat je na slici 4.3.3. 

Y(t) 

SI. 4.1.3. Grafifti simbol za elektronski unclad 

4.4. Kari-Van-le maolada 	delenja 

MatematOka apacareija delenja dye premenljive velidine neka je 

data Lerma: _
z(t) ■ - r iS 

"x 	
(4.4.1) 

(t) 

gde su, kao 1 ranije, x(t) i y(t) promenljive velidine sa 
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vremenom. 

Radunski element, mnotad, koji je opisan, mote pod izvesnim 

uslovima da obavija ovu operaciju. 

Posmatrajmo emu datu na slici 4.4.1. Za ovu temu va31 da je 

Z( t) 

Y(t) 

Si. 4.4.1. Operacija delenja pomodu servomnotada 

zbir struja u dvoru G odredjen sa 

Z(t) A6IL UG 	Y(t) - UG  

R 	 R 
(4.4.2) 

Bududi da je pojadavad konstruisan tako da ima vrlo veliko po- 

jadanje i vrlo malu ulaznu struju, to se velidine UG 	IG 
mogu zanemariti, pa jednadina (4.4.2) posle skradivanja sa R, 
dobija oblik: 

v-
L

t 2ILL Y(t) = 0 

odakle se dobija da je 

(t) 	U Y(t)  X(t) 

(4.4.2) 

(4.4.4) 

Uvedimo sada koeficijente razmere izmedju fizieldh veliaina 

X(t), Y(t) i Z(t), i matematiakih velidina x(t), y(t) 
z(t), tako da je 

X(t) 	_ Y(t) 	ELL k = 	 (4.4.5) x 	x(t) 	ay 	y(t) ' 	kz 	z(fi 

Zamenom vrednosti iz (4.4.5) u (4.4.4) dobija se da je 
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Z(t) 
X(0 sm  
X>0 	

I
o 	+ 1 1  
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KEcir 	y(t) z(t) = -  
x(t) 

Poredjenjem jednaeina (4.4.6) 1 (4.4.1) dobija se 

U 	1 
krky  

(4.4.6) 

(4.4.7) 

Ako se izaberu isti faktor1 razmere za ulazne vellaine, tj. 
ako je kx  = k y , onda se 1z (4.4.7) dobija 

kz = U 	 (4.4.8) 

Ovde treba napomenut1 da delitelj, tj. promenljiva X(t), ne 

sme da uzima vrednosti oko nule, nits da menja znak, jer bi ta-

da, prema (4.4.4) vrednost Z(t) 	gto se praktiano ne mole 
ostvariti. Stoga, da bi se delenje obavljalo sa zadovoljavaju-

dom taenogau treba da je ispunjen uslov 

IX(t)I 	IY(t); 	 (4.4.9) 

Ako je ovaj uslov zadovoljen za svako t, onda de i delenje 

bit1 izvrgeno sa taanogat koja se krede oko 0.25%. 

Vrlo aesto se na analognim blok gemama servomnolae sa kojim se 

vr51 delenje prikazuje uprogdeno kao gto to pokazuje slika 

4.4.2. 

Y(t) 

Sl. 4.4.2. Graflak1 prikaz operacije delenja porno& 

servomnplaaa 

4.5. Korigdenje mnolaaa za obavljanje jog nek1h raaunsk1h 

peracija 

Mnolaa mole da se koristi i za obavljanje jog nek1h matemati8-

kih 	Naprimer, dizanje neke funkcije na kvadrat 111 
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na tredi stepen, vrei se tako Ito se koristi servomnoIa pove-

zan prema semi datoj na slic1 4.5.1. 

 

_ X 3  
U 

Si. 4.5.1. Blok Eema za 1zraaunavanje tredeg stepena 

funkcije X(t) 

Integracija oblika z = fy•dx 
	

(4.5.1) 

0 

gde su y i x funkcije vremena t, moEe se obaviti prema 

blok Aem1 povez1vanja datoj na slic1 4.5.2., ako se moEe dobiti 

X(t) 

Y(t) 	 YdX 

Si. 4.5.2. Blok Eema za 1zra6unavanje integrala (4.5.1) 

izvod dx/dt. Skup raounskih elemenata povezan prema gem1 na 
slic1 4.5.2. ustvari reeava jednaainu oblika 

t 

z = fr(.—dx  ) dt at (4.5.2) 

0 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 91 - 

5. GENERATORI FUNKCIJA 

Vrlo se desto, u matematidkim problemima, javlja potreba da se 

neka velidina, recimo y, izrazi kao funkcija neke druge veil-

dine, recimo x. U matematidkoj simbolici ovo se izraEava na 

slededi nadin 
y = f(x) 	 (5.1) 

gde operator f oznadava da velidina y zavisi od velidine x, 

po nekom odredjenom zakonu, a x i y mogu biti i funkcije 

vremena. 

U analognoj raeunskoj tehnici, fizidki uredjaj koji mote da os-

tvari matematidku operaciju (5.1) naziva se generator funkcija. 

Prema tome, matematidki model, koji trebi- da ima generator fun-

kcija bide 
Y = f(X) 	 (5.2) 

Ovde treba napomenuti da operator f mote biti dat ne samo u 

matematidkom obliku kao neka analitieka funkcionalna zavisnost, 

ved i kao neka grafidka zavisnost (kriva linija) iii u obliku 

tabele parova diskretnih vrednosti za x .  i y.. 

U analognoj radunskoj tehnici koriste se danas dve grupe genera-

tore funkcija. Prvu grupu saeinjavaju generatori specijalnih 

fiksnih funkcija, kod kojih je Eeljena funkcija postavljena je-------. 
dnom za svagda. Druga grupa su univerzalni generatori funkcija 

koji se mogu po Eelji podeEavati na onu funkciju za koju se 

trenutno ukaie potreba prilikom redavanja odredjenih problema. 

Pored ove podele generatori funkcija se dele na elektromehanie-

ke 1 elektronske generatore, prema tome, od kojih su komponena-

-ta konstruisani. 

Generatori funkcija rade tako da Eeljenu funkciju (5.2) aproksi-

miraju na neki odredjen nadin 

7(4) 	 45.3) 

Tako postoje generatori koji funkciju (5.2) odnosno (5.3) apro-- 

ksimiraju pomodu pravolinijskih odseeaka, tako da se, umesto-da-

te funkcije, javlja poligonalna izlopliena linija. DrUgi tip ge-

neratora aproksimira funkciju (5.2) pomodu stepenaste linije. 
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Postoje 1 drugi tipovi generatora koji /eljenu funkciju mogu da 
aproksimiraju na razne nadine, napr. pomodu polfnoma koji prola-

zi kroz odredjene tadke krive, itd. Medjutim,prva se dva tipa t 

praksi najdelde koriste. Stoga demo se prilikom opisivanja zad - 

lati samo na pomenuta dva tipa generatora funkcija. 

5.1. Generiranje funkc1ja_pomodu pravolinijskih odsedaka 

Univerzaln1 generator1 funkcija koji rade tako da funkciju (5.2) 

aproksimiraju pomodu pol1gonalne linije sastavljene od 

nijsk1h odsedaka, (sl. 5.1.1) generiraju funkciju koja se mole 

Si. 5.1.1. Segmentna pravolinijska aproksimacija funkcije 

sa greakom istog znaka 

predstavit1 u obliku 

gde je .  

= 
- 1(x) = Yo  + j In K,(X - X,) 

5=0  

= tga j  - 	 :J+1 YJ 	YJ 	YJ-1. 
X
j+i 

 - xj 	xj  - x. 
J - 1 

(5.1.1) 

(j = 0, I, 2, ... , 	pr1 &emu su X
J 
 i Yj  koordinate ta- 

daka koje se nalaze na funkciji (5.2)- , Jamedju kojih as vrli 
linearna interpolacija, a n bioj pravolinijskih odsedaka. 
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Ovaj broj je odredjen konstruktivnim karakteristikama generato-

ra funkcija. Da bismo aproksimiral1 funkciju (5.2) pomodu funk-

cije (5.1.1), potrebno je odred1t1 parametre funkcije (5.1.1) 
tako da u opsegu promene argumenta X, bude 

If(X) 	I(X)I 4 6 	 (5.1.2) 

gde je 6 dozvoijena greAka sa kojom funkcija (5.2) treba da 

bude aproksimirana. Pritom se predpostavlja da je u intervalu 

promena X funkcija f(X) jednoznaana i neprekidna i da pos-
toji njen prvi izvod u svakoj tadk1 intervala. 

Prema tome, zadatak aproksimacije pomodu pravolinijskih segme-

nata svodi se na aproksimaciju date funkcije f(X) u Intervalu 
- X., (j = 0, 1, ... 	n), polinomom prvog stepena. Grelka Xi+, 

sa kojom je izvrAena interpolacija mofe se 1zradunati pomodu 1- 

zraza za ostatak, koji za linearnu interpolaciju prema Njutno-
voj formuli ima oblik 

Re(X)
2 	x )(X - X

j+1 ) (5.1.3) 

gde je fg) vrednost drugog izvoda u nekoj tadk1 intervala 
Xj+, - Xj , (j = 0, 1, 	, n). 

Vrednost Re(X) po modulu dostife maksimum ako istovremeno 
f(0 1 (X - XA )(X - Xj+1 ) dostignu maksimalne vrednost1. 

Prema tome ie 

odakle se dobija 1zraz za odredjivanje dufine koraka aproks1ma- 
C1je 11

3 
 . = X

j+1 	X. - X, Ako se stavi da je 
J 	 IRe(X) x l = 6, 1z 

izraza (5.1.4) dobija se 

8 

3 	
Ii(E)Imax 

(5.1.5) 

Izraz (5.1.5) dobijen je pod predpostavkom da se vrednost1 apro-

ksimativne funkcije nalaze na funkc1j1 f(X) koju treba ap-

roksimirati (sl. 5.1.1) 1 da greAka 6 ne menja znak u interva-
lu Xj  $ X $ Xj+1 , (j = 0, 1, , n). 

!Re(x)Imax 
!E(E) Imax (XJ+1 	Xi:f 

2 	 2 
(5.1.4) 
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Ako bismo vrg11/ aproksimaciju na taj nann da se prelomne ta-r 

dke nalaze na funkciji f(X) + 6 (sl. 5.1.2.a) 111 na funkci4 

j1 f(X) - 6 (sl. 5.1.2.b) u zavisnosti od toga da 11 je funk-

cija f(X) konveksna 111 konkavna, a da pravolinijski ndsedc1 
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sa kojima se aproksimira funkcija f(X) u pojedinim intervall-

ma dodiruju funkciju, u prvom sluaaju f(X) - 6, a u drUgom 

f(X) + 6, tada je oalgledno da greAka prilikom aproksimacije 

iznosi 26. Prema tome, slianim razmatranjima, za duEinu kora-
ka hi , prema (5.1.5) dob111 bismo 

6 

l i(t) Imax 

U ovom sluaaju greAka prilikom aproksimacije funkcije f(X) 

menja se u opsegu ±6, dok se dutina koraka aproksimacije pove-
dava 	puta. 

U praksi, kada se koristi ova aproksimacija, aesto je zgodno da 

se konstru1Ae kriva drugog izvoda funkcije koju treba aproks1m1- 
rati. Odesaci h a  se sada odredjuju na taj nadin Ato se polazi 

od odseaka u kojem je vrednost drugog izvoda najveda, a prema 
(5.1.5) 111 (5.1.6). 

Ako je funkcija f(X) data u obliku krive, 111 tablice parova 
vrednost1 za X 1 Y, pa je nalafenje drugog izvoda skopaano sa 
velikim teAkodama i greAkama, tada se ova aproksimacija izvodi 

grafiaki. 3raf16ka se metoda sastoji u tome stone pored funkci-

je f(X) na‘rtaju joA 1 funkcije f(X) + 6 1 f(X) - 6 u po-

vedanoj razmeri. Zatim se, polazedi Dd taake X0 , povlao1 1z10-
mljena 11n1ja koja sea° krivu f(X), a dodiruje 111 se prelama 

na krivoj f(X) + 6, odnosno krivoj f(X) - 6. Take prelama-
nja 	

' 
X.
7  V sada se otitavaju sa crtela, a pravolinijski seg- 

ment1 izmedju nj1h odredjuju korake h.. 

Ukoliko se koristi aproksimacija kod koje 6 ne menja znak, 

onda se aproksimacija vrIIi na taj naain, Ato se taake Xi , Vj 
 nalaze tako da polazedi od taake X0 , tetiva izmedju susednih 

dveju tadaka dodiruje krivu f(X) + 6, odnosno krivu f(X) - S. 

5.2. - Potenciometarsk1 generator1 funkcija 

- Naponsko podsfavanje teljene funkcije 

Jedan od nadina generiranja funkcije Y = f(X) koristi potenc/- 

ometar koji je napravijen tako da duE otpornog tela imeelzvode 

hi  = 4 (5. 1 .6) 
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na jednakim rastojanjima (Si. 5.2.1). Broj ovakvih izvoda zavi- 

    

  

 

V= T (x) 

 

    

51. 5.2.1. Potenciometarski generator funkcija 

si od konstrukcije potenciometra. Kod savremenih raaunara najoe-

Ede se koristi 19 izvoda pored dva krajnja, tako da je poten-
ciometar podeljen u 20 otpornih segmenata. 

Ovakav potenciometar se stavlja na osovinu jednog servomnoga6a 

koji pokrede klizaa potenciometra, u zavisnosti od ulazne funk-
cije X. 

Da bi se na takvom generatoru postavila neka funkcija Y = f(X), 

na 20 ekvidistantnih segmenata, zatim 

zadata u intervalu X
o  < X 4 Xn , podeli as interval [x0 , Xn] 

se za svako X 2  (j = 
za 	I. (j = 0, 1, 2, 
5.2.2) postavljaju se 

kao odgovaraju6i naponi na izvode potenciometra obeleEene sa 
= 0, 1, 2, 	, 20). Na taj naain je funkcija postavlje- 

na na generator. Ako se sada klizaa potenciometra krede dug ot-

pora potenciometra, onda de se na njemu za svako X javljati 
napon Y = Y(X). Ovde je potrebno da se napomene da se izmedju 
pojedinih izvoda na potenciometru funkcija menja pravolinijski, 
pa se prilikom izraaunavanja pojedinih napona, koje treba pos-

taviti na izvode, mora voditi raauna o greEki, o kojoj je bilo 
real u predhodnom odeljku. 

0, 1, 2, ... , 20) izraaunaju vrednosti 

, 20). Ovako dobijene vrednosti (sl. 
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PostavljanjepojedirallArrednostiy.(j = 0, 1, 	, 20) vr§i. 
se 'DOM U 130 SIT* tiara 	= 0, 1, . . . , 2 0 ) , a 

Vs V2 	Y5 	 Y10 	 V15 
ITITITITITT TIMM  

Yom 	 fre .1120 

V-114 
Si. 5.2.2. Princip postavljanja funkcije na 

potenciometarskom generatoru 

premagelludatoinaslici5.2.3.procidafts3 .0 = 0, 1, ... 

20)slule clamlre"znakaa3 116evredrlostiza-Y3
—Postav- 

U•—•—i I so  

Si. 5.2.3. iema postavljanja funkcije na potenciometarskom 

generatoru 
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ljanje napona YJ  mora biti pailjivo izvedeno. Stoga se treba, 

prilikom postavljanja ovih napona, pridrgavati uputstava, koja 

se uz ovakav generator funkcija dobijaju, a samo pootavljanje 

treba nekollko puta kontrolisati snimanjem krive V = f(X). 

UproO6en na6in prikazivanja ovog generatora funkcija dat je na 

slici 5.2.4. 

7= -TOO 

-u 
Si. 5.2.4. Grafifti simbol za potenclometarski generator 

funkcija 

Treba napomenuti da ako se na krajeve ovog generatora obeleiene 

sa +U i -U dovede neka funkcija +Z i -Z, onda se na 

zu dobija funkcija 21(X). Na taj se nadin. P  amodu ovakvog tipa 

generatora funkcija, mote izvrOlti i mnoienje date funkcije 

f(X) sa nekim promenljivim naponom Z(t). 

Taenost ovakvog generatora funkcija je oko 1%, a zavisi od ob-

lika funkcije f(X). 

- Potenciometarski - generator funkcija sa_paralelnim promeniji-

vim otporima 

Ovaj generator funkcija sastoji se od jednog potenciometra otpo-

ra R sa lzvodima, oiji se klizad pokreee pomodu servomehaniz-

ma i niza promenljivih otpornika Pk  (k = 1, 2, ... , 20) ko-

ji su povezani na na6in prikazan na slici 5.2.5. Svaki od ot-

pornika Pk (k = 1, 2, ... , 20) vezan je paralelno delu otpora 

potenciometra Rp  izmedju dva uzastopna izvoda. 

Ekvivalentni otpor k-tog dela potenciometra, tj. izmedju taft 

ka Zkk+1 bide  
R(2k+1 - 2k ) 	rrk 	r (5.2.1) 
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Sl. 5.2.5. Potenciometarski generator funkcija sa paralel-

nim promenljivim otporima 

gde je sa rk  ozna6ena vrednost promenljivog otpornika P k , 

a sa r otpor izmedju dva uzastopna izvoda potenciometra Rp . 

Veliaina R oznaOava ukupan ekvivalentni otpor izmedju tada-

ka A i B. 

Usvajanjem gornjih oznaka mote se pokazati da je ukupni otpor 

izmedju taftka A i izvoda Zk  proporcionalan ordinati Yk 

 funkcije 17-,  f(X) koju ielimo da postavimo. 

Da bismo ovo pokazali predpostavidemo da maksimalna vrednost 

zlike izmedju dve uzastopne ordinate date funkcije mora da za-

dovolji uslov 	 r 
MaX 

Y,) 	 (5.2.2) 

	

K MaX r 	+ r kmax   

Na osnovu ovog uslova bira se vrednost za R. 
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Radi jednostavnijeg objainjenja predpostavidemo takodje da se 

radi o monotono rastudoj funkciji Y = Y(x) u intervalu 
-1 s x4 +1 i 0 4 Y 4 1 koju treba postaviti na generator. 

Vrednost funkcije Yo  postavlja se pomodu otpora Po , tako da 
otpor izmedju taake A i Z o  (nl. 5.2.5) bude 

Ro = R•Yo 	 (5.2.0 

izmedju izvoda Z1 i Z o  pomodu otpora P I  postavlja se vrek- 

	

dnost otpora 	
R I  = 	- Yo) 	 (5.2.4) 

Na sliaan nadin izmedju izvoda Z k Zk-1 pomodu otpora 
postavlja se otpor 

Rk  = R(Yk  - 	 (5.2.5) 

I na kraju pomodu otpora P B  postavlja se otpor 

RB  = R(1 - Y20 ) 
	

(5.2.6) 

Postupajuei na ovaj naain ukupni otpor izmedju taaaka A i B. 
 bide 

i=20 

RAR m iI 0  Ri RB = 
(5.2.7) 

	

RAS m R[70 	ell - 70) + (Y2 4  YI) + 
	
+ (Y20-  Y19) + (1  - Y20 )  

111 
R 	R AB (5.2.8) 

Pored toga otpor izmedju izvoda Z k  i izvoda A bide 

i=k 

RAI m  I R1 m  TOO 	(Ti Yo ) 	- Y1) 	(Yk Yk-1 ) , lase  
(5.2.9) 

tj.. izmedju ma kojeg izvoda k i taake A bide 

R 	= R•Yk 	 (5.2.10) Ak 

Prema tome, ako se tadka A prikljudi na nulti napon, a tadkai 
B na napon +U onda de se na svakom izvodu Zk  pojaviti na-
poh feljene funkcije Yk , pa kada se klizaa krede od taake A 
prema taaki a, na niemu-de bitipromenljivi napon Y(X). Pone4- 

kad je zgodnije, da bi se izbegle kumulativne graft°, postavlja- 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 10 1 - 

ti stalno otpor izmedju tagaka A i Z k . 

Opisani postupak vafi za postavljanje monotono rastudih ili o- 

padajudih funkcija. NameAtanje funkcija koje imaju i opadajude 

rastude ordinate sa vige ekstremuma vrgi se na taj nagin gto 

se na priklju6ke 2., koji odgovaraju ordinatama ekstremuma, 

prikljude dodatni potenciometri i pomodu njih postave odgovara-

Jude vrednosti, a zatim u opsezima gde je funkcija monotona pri- 
meni prethodno opisani postupak. 

Vagno je ovde napomenuti da se podegavanje funkcije vrgi nepo-

sredno namegtanjem odgovarajudih vrednosti ekvivalentnih otpo-
ra u pojedinim taekama Z k . 

5.3. Diodni  generator funkcija 

Diodni generator funkcija sastoji se od diodnih elemenata, koji 

najgegde rade u sprezi sa ragunskim jednosmernim pojadavadima. 

svi diodni elementi razvijeni su iz osnovnog diodnog kola pred-

stavljenog na slici 5.3.1. Na slici je prikazana i karakteri- 

Si. 5.3.1. 	Diodno kolo 
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stika struje u zavisnosti od napona na ulazu ovog kola. Puna 

linija predstavlja idealnu karakteristiku, dok isprekidana prea-

stavlja stvarnu karakteristikt diodnog kola. 

Posmatrajudi idealnu karakteristiku diodnog kola vidimo da as 

dioda vezana u ovoj sprezi, mole smatrati kao naponski osetljiH 

vi prekidaa. Naime, strujno se kolo zatvara, ako je napon na a -

nodi diode pozitivan u odnosu na katodu, tj. za U s  > Us. Isto  

tako, strujno se kolo otvara, ako je napon na anodi negativan 

u odnosu na katodu, tj. za Ui  < UB. Napon UB  se mole po fel i 

podegavati aime se taaka prelamanja pomera dug apscisne ose. 

Karakteristike ovakvog diodnog kola iskorigdene su na razne na-

dine da bi se napravili diodni elementi. Na slici 5.3.2. dati 

su diodni elementi koji se koriste u sklopu sa raaunskim pojaaa-

vaaem za diodne generatore funkcija, zajedno sa njihovim strul-

nim karakteristikama. 

I 

Up 

UpsitUe 

Us ( 0 

I 

Wipe 
Us  > 0 

Sl. 5.3.2. la,b) Diodni elementi za generatore funkcija 

Diodni generatori funkcija dale se u dve grupe. Prvu grupu 
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saainjavaju tzv, delitelji napona, koji imaju promenljive koe- 

(c ) 

 

I 

Up U 

lo 	Up - R BU B  

Us  <0 

 

 

Si. 5.3.2. (c,d) Diodni elementi za generatore funkcija 

ficijente delenja, a drugu grupu saainjavaju radunski pojadava-

ai koji imaju promenljivi prenosni faktor, jer se u ovim kolima 

nalaze diodni elementi. Na slici 5.3.3 date su genre dva delite-
lja napona sa karakteristikama koje se pritom dobijaju. 

Drugi tip diodnog generatora funkcije koji koristi diodne ele-

mente, prikazan je na slici 5.3.4. Funkcije f1(X) i f2(X) 

dobijaju se kombinovanjem niza diodnih elemenata sa slike 5.3.2. 

Naprimer, ako Eelimo da napravimo generator funkcije koji de da 

generira funkciju Y = AX2 , onda se podesi da nam bude f 1 (X) = 
X 2 , i f2(X) = A = 1/R, (tj. stavimo u povratnu spregu otpor R). 

Potpuna gema generatora kvadratne funkcije data je na slici 
5.3.5. Otpori RA  i r

A3 
 biraju se tako da se dobije bag kvad-

ratna karakteristika struje I kada se X menja u granicama 

0 .< X < U. Na sliaan nadin izborom vrednosti otpora R
A3 
 i rA 

 mogu se dobiti i druge funkcije. Ovakvi generatori funkcija u-
glavnom se koriste za generiranje fiksnih funkcija, koje se u- 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



X 

- 104 - 

potrebljavaju kod mno2aaa ill za generiranje tipianih funkcija 

Si. 5.3.3. Delitelj1 napona 

kao e
x , tnX i drugih. 

Si. 5.3.4. Princip specijaln1h diodnih generatora funkcija 

Univerzaln1 diodn1 generator1 funkcija, koji se mogu lako po-

dedavat1 na proizvoljnu funkciju °bid= se grade iz diodnih e-

lemenata u obliku mosta kao dto prikazuje slika 5.3.6.a. Ova-

kav jedan element daje pravolin/jski segment, kod kojeg se na-

gib a i tadka prelamanja M mogu lako menjati (s1.5.3.6.b). 

Postupak dobijanja jednog segmenta mole se objasniti uz pomod 
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alike 5.3.6. a i b, ako predpostavimo da se X menja u grant- 

X 

YzAX2  

Si.

Us  

 5.3.5. D1odni generator kvadratne funkcije 

a 	 R2 	R yzf(x) 

M 

(b) 	\N 
Si. 5.3.6. Princip jednog elementa univerzalnog.diodnog gene-

ratora funkcija 
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cama -U 4 X $ +U. Kada je ulazni napon X = -U, onda dioda D 

ne provodi, jer je napon na anodi diode negativan u odnosu na 
katodu. Kako kroz diodu ne prot1ae struja, naponi u taakana a 

i b su jednaki, pa je napon na izlazu Y = Y o . Ako napon X 

raste ovi se uslovi zadrgavaju sve dotle dok dioda D ne poane 

da provodi. Taeka u kojoj dioda poanje da provodi mole se po-

degavat1 pomodu potenciometra P2, Ato odgovara pomeranju take 

M dug horizontale Y Yo
. Rada dioda provodi, onda vile nisu 

jednaki naponi u taakama a i b, pa se napon Y na izlazu iz 

drugog pojadavada menja linearno, u zavisnosti od napona na u-

lazu. Nagib ove promene zavisi od pologaja klizaaa potenciome-

tra PI. Ako je klizaa potenciometra Pi na sredini, onda je 

a = 0, a ako je klizad blige kraju a, tada je a > O. 

Paralelnim vezivanjem, preko taaaka 1, 2, 1 3, vibe ovakvih 

diodnih elemenata na iste pojadavaae mogu se dobiti vibe pravo-

11n1jskih segmenata, to se mote generirati funkcija sastavljena 

od vibe segmenata. Otpornik R o  slug1 da se preko njega dovodi 

napon pomodu kojeg se podegava Y o . 

Ovakav generator funkcija grad1 se obi6no sa 20 diodnih eleme-

nata, tako da se funkcija mole aproksimirati pomodu 20 pravoli-

nijskih segmenata u domenu -U 4 X 4 +02 i -U 4 Y 4 +U. Pode-

Aavanje generatora je relativno prosto. Posebno se podegavaju 

tante prelamanja na taj naain Ato se ulazni napon X postavi 

na vrednost gde treba da se nalazi taaka M (sl. 5.3.6.b) i 

potenciometar P2 se podelava sve dotle dok se ne primeti pro-

mena napona na izlazu, Ato pokazuje da je dioda D pooela da 

provodi. Na isti se haain podese sve ostale take prelamanja. 

Kada su prelomne take podeAene, onda se podegava nagib svakog 

segmenta polazedi od X = -U. Merenje napona se vrA1 na izlazu. 

Osobine diodnog generatora funkcija su priliano dobre. Make 

prelamanja se mogu postavljati po gelj1, pa nije potrebno da 

su interval1 za X ekvidistantni, Ato je glavni nedostatak po-

tenciometarskog generatora funkcija. Na taj se !lain mole vedi 

broj segmenata postaviti tamo gde su krivine vede, pri aemu se 

postile vela taanost i fleksibilnost ovog generatora. Pored to-

ga, diodni generator funkcija ne sadri1 nikakve mehaniake delo- 
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Ve kuji Se kredu, pa je njegov propusni opseg (dinam1dka tab-

nost) prilidnOvelik1. U pogledu statidke tadnost1 i potenciome-
tarski / diodni generator ponaNaju se priblifno isto. 

6. ONIVERMLNI NELINEARNI ELEKTRONSKI RAdONSKI ELEMENT 

Princip rada univerzalnog nelinearnog elektronskog raounskog 

elementa objasnidemo najpre na principu generiranja funkcije, 

a satin demo pokazati kako se ostale nel1nearne operacije mogu 

lzvrfavati pomodu ovog ra6unskog elementa. 

Neka je potrebno generirati funkciju 

y = f(x) 	 (6.1) 

Matematiek1m velielnama x i y neka odgovaraju naponi X i 

Y. Prema tome, problem generiranja funkcije se svodi na problem 

dobijanja napona Y za dati napon X (81. 6.1). 

Si. 6.1. Stepenasta aproksimacija funkcije 

Izvrflmo stepenastu aproksimaciju naponske funkcije Y (sl. 6.1), 

tako da je 	
Y
o = f(Xo ) 

Y 1  = f(X1) 	
(6.2) 

Y n  f (Xn ) 

Oznadlmo sa 

AYk = Yk 	Yk-1 ; (k  = 0, 1, 	, n)- 

	

(6.3) 

gde je Y_ 1  = 0, tada de bit1 
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k 
Yk a I AYi  - f(Xk

); (k - 0, 1, 	, n) 	(6.4) 1  

is° 

Odigledno da tadnost stepenaste aproksimacije (sl. 6.1) zavisi 

od broja n. 	gto je n vede generirana funkcija bide tad- 

nija. Iz jednadine (6.4) se vidi da je za realizaciju izlofe-

nog principa generiranja funkcije potreban jedan elektronski 

sabirad. Za postavljanje priraftaja Afk, koji od sludaja do 

sludaja mogu biti razliditi, potrebni su potenciometri, a za 

sukcesivno dovodjenje priragtaja na ulaz sabirada neophodni su l,  

amplitudno zavisni elektronski prekidadi. Ovakvi prekidadi su 

sagradjeni od kombinacije amplitudnog komparatora i obidnog e- 

lektronskog prekidada. 

Logidka gema elektronskog uredjaja za generiranje funkcija po 

izlofenom principu prikazana je na slici 6.2. Na ulaz I dovoh 

di se napon X, a na ulaz II konstantan napon U. 

Si. 6.2. Logidka gema univerzalnog nelinearnog radunskog 

elementa 

Postavljanje zadate funkcije (6.1) sastoji se u slededem: Na 

potenciometre oznadene sa PAk , (k = 0, 1, 	, n) postavljaju 

se naponi proporcionalni vrednostima apscisa X k , samo suprob-

nog znaka, a na potenciometrima POk  naponi proporcionalni sa 

vrednostima AYki 
(k = 0, 1, 	, n). Posle ovoga nije tegke 
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objasnit/ rad generatora funkcija. 

Amplitudni komparator AlCk  poredi vrednost ulaznog napona X 

sa naponom na klizaau potenciometra PAk, a to je napon Xk . 

Sve dok je X < Xk  izlazni nivo amplitudnog komparatora je vi- 

sok, usled Oega je elektronski prekidaa EP zatvoren, te pri-_ 
raAtaj AYk  sa potenciometra POk , ne dospeva na ulaz pojaaava-

aa A. Medjutim, 61m bude X 3 X k , izlazni nivo amplitudnog kom-

paratora postaje manji od nule 1 to toliko da elektronski preki-

daa EPk 
prekine vezu sa mason (uzemljenjem), te napon sa poten-

ciometra POk 
prelazi na ulaz pojadavaaa A. Prema tome, kada je 

zadovoljen uslov X 3 Xk , napon na izlazu 1z generatora dobija 

priragtaj AYk , preko potenciometra POk , Ato je u saglasnosti 

sa oblikom funkcije na slic1 6.1. 

Na ulaz II na slic1 6.2 doveden je napon +U i napon -U, Si-

me je omogudeno generiranje i opadajudih funkcija. 061gledno je 

da vrednost napona U utiae samo na razmeru, a da je oblik 

stepenaste funkcije odredjen pologajima potenciometara PO k  

PAk  (k = 0, 1, 	, n). 

Oznaftmo sa YG 
naponsku funkciju na izlazu generatora na sli-

ci 6.2, a sa F stepenasto aproksimiranu funkciju f, postav-

ljenu na potenciometrima POk , za ekvivalentne vrednosti apse/- 

se odredjenih potenciometrima PAk . Tada je 

YG = U•F(X) 

Ako umesto konstantnog napona U 

funkciju z(t), a umesto naponske 

mensku funkciju g(t), gde je t 

YG
(t) = z(t)•F[g(t)] 	 (6.6) 

Iz relacije (6.6) yid/ se da univerzalni nelinearni element mo-

te da gener1ra datu funkciju F, od proizvoljne ulazne funkcije 

g(t) 1 da rezultat ove operacije pomnoli sa drugom proizvolj -

nom ulaznom funkcijom z(t). 

Navedimo osnovne operacije koje se mogu izvrAavati pomodu uni-

verzalnog nelinearnog raOunskog elementa. 

(6.5) 

dovedemo vremensku naponsku 

funkcije X, proizvoljnu vre-

vreme, onda se 1z (6.5) lako 

dobija 
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1. Za z(t) = 1 i g(t) 	t, dobija se generiranje funk- 
cije: 

YG (t) = F(t) 	 (6. ) 

2. Za z(t) proizvoljno 1 g(t) = t, dobija se nnogenj 

funkcija, tj. 	
YG (t) = z(t)•F(t) 	 (6.$) 

3. Za z(t) = 1 i g(t) proizvoljno, dobija se generi4 

ranje zadate funkcije od proizvoljne ulazne funkcije g(t), tj. 

YG (t) = F[g(t)] 	 (6.0) 

4. Za z(t) i g(t) proizvoljno dobija se operacija (66), 

tj. 	 YG (t) = z(t)•F[g(t)] 	 (6.10) 

Primer: Na slici 6.3 prikazan je izgled funkcije 

YG (t) = U(1 - t ) 	 (6.11) 

kada se generira pomodu univerzalnog nelinearnog elektronskog , 

ragunskog elementa. Funkcija je generirana u intervalu 

0 s t 4 3. Ovaj interval je podeljen na 20 podintervala, a vr4d-

nost funkcije unutar svakog podintervala je konstantna 1 jed$ka 

vrednosti funkcije na sredini intervala. 

Sl. 6.3. izgled funkcije (6.11) generirane pomodu univer-

zalnog nelinearnog elektronskog raeunskog elementa 
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7. LOGI6KI I DRUGI ELEMENTI ANALOGNIE RAeUNARA 

Pojaaavaa, potenciometar, mnofaa i generator funkcija Line os-

novne raaunske elemente jednog univerzalnog analognog raaunara. 

Medjutim, vrlo aesto takvi raOunari, ako au vedeg kapaciteta, 

sadrfe i neke logiake i druge elemente, koji slufe kao dopuna, 

da bi se mogli relavati 1 neki sloleniji problemi. U ovu grupu 

spadaju naprimer: dioda, komparator, rezolver 1 razni pasivni 

elementi pomodu kojih se mogu praviti pasivne mrefe. Na taj se 

naOin profiruju mogudnosti univerzalnih analognih raOunara 

na refavanje nelinearnih problems, koji se vrlo aesto tegko iii 

nikako ne mogu rebid matematiOkim metodama. 

7.1. Dioda  

Dioda se ustvari ponafa kao neka vrsta ventila. Ova njena oso-

bina se koristi naroaito kod diodnih generatora funkcija, o ko-

jima je ved bilo 	gde ona sluff. da se generator prebaci iz 

jednog radnog stanja u drugo. ObiOno se koristi u zajednici as 

raOunskim pojaOavaOem. Ona je sastavljena od dve elektrode, a-

node i katode, i nekog, tzv. poluprovodniOkog medijuma. Kada je 

elektriOni potencijal na anodi diode vedi od potencijala na ka-

todi, onda ona provodi struju, i ponafa se kao provodnik. Ako 

je pak, potencijal katode vifi od potencijala anode, onda dio-

da ne provodi struju, ved se ponafa kao izolator, to kafemo da 

je dioda zatvorena. Stoga se dioda mofe uporediti sa nekim yen-

tilom koji u jednom smeru propulta, a u drugom ne propulta teO-

nost, odnosno u sluOaju diode radi se o provodjenju iii nepro-

vodjenju elektriane struje. Idealna kdrakteristika diode je ta-

kva da je njen elektriOni otpor u propusnom smeru nula, a u ne-

propusnom beskonaOan. Medjutim, stvarna karakteristika diode u 

propusnom smeru ima neki veoma mali otpor, razliOit od nule, 

dok u nepropusnam smeru ima veliki, ali ipak konaOni otpor. 0- 

vaj odnos otpora, kod dioda koje se koriste u raOunske svrhe 

iznosi od 10000:1 do 100000:1, pa se za praksu karakteristi-

ka diode mofe smatrati idealnom (al. 7.1.1) 
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(7.1.1) 

0 	za 	Yi(t) 4 0 

koji mote biti ulazni napon za slededi radunski element. 

'i 

(Y 1  (t) 	za 	y i (t) > 0 

Y(t) = 

- 112 - 

idealna 
1----stvarna 

Si. 7.1.1. Karakteristika diode 

- Nadin korideenja diode 

Dioda se moEe koristiti na dva nadina. Prvi je nadin kada se 

ona koristi kao usmerad, tako da prenosi pozitivan potencijal, 

a ne prenosi negativan potencijal sa svog ulaza na izlaz. Ako 

je izlazni napon iz nekog radunskog elementa Y l (t), i ako se 

taj napon dovodi na ulaz u diodu (s1.7.1.2) na izlazu iz diode 

se dobija napon 

PRONOUN] 
RACUNSKI 
ELEMENT 

\;(t) 	Y(t) 

 

SLEDECI 
RAIUNSKI 
ELEMENT 

  

   

Si. 7.1.2. Koriddenje diode kao usmerada 

Drugi nadin koribdenja diode sastoji se u povezivanju diode sa 

dva otpornika, kako je to oznadeno na slici 7.1.3• U ovom slu-

daju napon Y i (t) dovodi se na jedan kraj otpora R 1 , fiji je 

drug/ kraj preko otpora R2 spojen sa potencijalom -U. Kada 

dioda ne provodi, struja kroz ova dva otpora odredjena je izra 

ZOM: 	 Yi(t) 	U 
I(t) =  	 (7.1.2) : 

R I  + R2 
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za 
RI 

FT; U 
 R/ 

R2 U  

Yi(t) 

za 	Y 1  (t) 

UD , 
Y(t) = SI 

10, 
(7.1.5) 
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Y(t) 

-U 

Si. 7.1.3. Korigdenje diode kao logiokog elementa 

Prema tome, potencijal tadke D bide 

(7.1.3) 
R1 	R2 

Iz (7.1.3) sledi da de se tadka D nalaziti na nultom potenci-
jalu ako je 	 RI  

Y i  (t) = 177 U 	 (7.1.4) 

tako da za izlazni napon diode Y(t) vaEi 

- 
UD = Y 1  (t) - RII(t) = 112Y1 (t) 
	RIU 

  	

Dioda se ovde pojavljuje kao logidki element sa girim mogudno- 

stima, nego ato je to bilo u predhodnom sludaju, kada je prime-

njena kao usmerae. Ovaj nadin koriadenja diode primenjen je kod 
generatora funkcija. 

7.2. Komparator 

Na slidan naoin kao i dioda, komparator je raounski element ko- 

ji ima dva razlieita stanja u zavisnosti od toga kakav je odnos 

napona na njegovim. ulazima. Uprogdena blok gema komparatora da-
ta je na slici 7.2.1. 

 

U2 

 

 7.2.1. Principska gema komparatora 
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Komparator se sastoji od jednog elektronskog pojaaavaaa i jed- 
nog relea sa dva prebacivaaka kontakta. Pojaaavaaki deo ima 

dva ulaza na koje se dovode radunski naponi Ui i Ulf a pode-

gen je tako da kada je zbir ovih napona manji od nule, onda se 

kontakti relea nalaze u jednom polobaju (oznadenom sa -), a 

kada je zbir vedi od nule, kontakti relea se prebacuju u drugi 

P01010 (oznaaen sa +). 

Dobre strane komparatora su bto se promenljivi naponi X(t) 

Y(t), ako se dovedu na kontakte oznaaene sa (-) odnosno sa (+), 

mogu u potpunosti preneti na kontakt (1) ili (2) u zavisnosti 

od kriterijuma na ulazu. Na taj naain, slededi raannski element, 

ako je spojen sa taakom (1) ili (2) dobija odgovarajudi napon 

X(t) ili Y(t), u zavisnosti od stanja napona U 1  i Uz na 

ulazima komparatora. Medjutim, loba strana komparatora je nemo-

guenost trenutnog prebacivanja relea. Vreme prebacivanja relea 

koje obiano iznosi 1 do 2 ms, u zavisnosti od tipa pojaaavaa-

kog dela i samog relea, unosi izvesnu gregku u rad raaunara. 

Ali, u najvedem broju tehniekih problems, koji se rebavaju na 

analognim radunarima, vreme prebacivanja relea je zanemarljivo 

malo. 

- Kadin koribdenja komparatora 

Komparator se mote koristiti na vibe naaina i u razliaite svr- 

he. Ovde demo se ograniaiti samo na najprostije naaine korib6e-' 

nja u cilju objaAnjenja osnovnih mogudnosti ovog elementa u a-

nalognom raaunaru. Slobenije primene komparatora za generira-

nje tipienih nelinearnosti i za promene strukture programa na 

analognim raaunarima bide date u daljem tekstu. 

Komparator kao raaunski element omoguduje uvodjenje logiakih 

uslova u matematiake modele koji se postavljaju na analognom 

radunaru. Na ovaj naein je mogude automatski menjati strukturu 

programa u zavisnosti od rezultata dobijenih u toku rada raau-

nara. Na slici 7.2.2. data je blok Berra komparatora sa jednim 

prekidadem. 

Rad komparatora K, matematiaki se opisuje slededim relacijama: 
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X(t) 	za 	VI(t) + U2(t) s 0 

Z(t) 

Y(t) 	za 	,U1(t) + U2 (t) > 0 

(7.2.1) 

 

Sl. 7.2.2. Komparator 

Izborom raznih vrednost1 za napone U1(t) i U2(t) mogu se pos-

tavljati raz1161t1 uslov1 za 1zIaznu funkciju Z(t). Tako, ako 

je U1(t) - const., onda se mote uslovit1 izlaz 2(t) u zav1- 

snost1 od nivoa funkcije U1(t). Takodje i jedna od funkcija 

X(t) 111 Y(t) mole b1t1 konstanta, pa prema tome, 1zIazna 

funkcija 2(t) mole predstavljati promenljivu funkciju 111 kon-

stantu, a u specijalnim sludajevima i nulu. 

Komparator mole da sluf1 i za dobijanje apsolutne vrednost1 

(modula) neke funkcije, ako se povele sa jog jednim pojadava-

dem (sl. 7.2.3). Kada je X 4 0, onda se kontakt relea nalazi u 

lx1 

alk 

Si. 7.2.3. Korifdenje komparatora za dobijanje funkcije 

IX(t)I 

tadk1 (-), pa se u tadk1 A javlja velidina -X sa promenje-

nim znakom, tj. IXI. Ako je pak X > 0, onda de se kontakt/ re-

lea prebacit1 u polofaj (+) i u tadk1 A se javlja vel1d1na 

+X. Prema tome, na 1z1azu 1z ovako povezanog komparatora, tj. 

u tadk1 A, pojavljuje se funkcija IXI, 61j1 je grandk1 pr/- 

kaz dat na slic1 7.2.4. 
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Sl. 7.2.4. Izlaz iz komparatora sa geme na slici 7.2.3. 

7.3. Rezolver - razlagad 

U problemima koji se odnose na stabilnost 1 putanje letilica, 

aviona, raketa, brodova, podmornica 1 slionih objekata, javlja 

se potreba za korigdenjem raznih koordinatnih sistema u jednom 

istom zadatku koji se regava na radunaru. To se narodito ispo-

ljava kada ovi problemi sadrEe silt, momente i slidne veli6ine,, 

dije komponente treba da budu izrafene u raznim koordinatnim 

sistemima. Stoga, da bi se ovakvi problemi mogli lakge regava-

ti potrebno je vrgiti transformaciju raznih vektorskih veliSina 

iz jednog u drugi koordinatni sistem. Pritom se javlja potreba 

za generiranjem trigonometrijskih funkcija neke promenljive, a 

naj6egde sinusa i kosinusa. 

Da bi se omogudila transformacija neke vektorske veliftne iz 

jednog koordinatnog sistema u drugi potrebno je na prvom mestu 

izvrgiti razlaganje vektorske velidine na komponente, u odredje-

nom koordinatnom sistemu. Radunski element koji mote da vrgi o-

vakvu operaciju naziva se razlagad 111 rezolver. Ustvari razla-

gad iii rezolver je raaunski element koji mode da di na svojim 

izlazima sinus i kosinus nekog promenljivog ugla 0 koji je u 

obliku napona 0 doveden na ulaz rezolvera. 

Po svojoj konstrukciji rezolver je ustvari servomnoEao, koji u 

mesto svih linearnih potenciometara sadrLi i nelinearne potenci-

ometre koji su gradjeni tako da se na njihovim klizaoima javlji 

napon proporcionalan sa sine umesto sa 0, kao gto je to slu -

daj kod linearnog potenciometra. Ustvari na osovini motora ser-4 
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vomnogaga nalaze se dva potenciometra sa po dva klizaga, koji 

su kod jednog potenciometra pomereni za 90°  jedan u odnosu 

na drugi (sl. 7.3.1). Na jednom klizaft javlja se napon propor- 

2 

+R 

Ftsi+ 0 Rana 

Sl. 7.3.1. Resolver - razlagag 

cionalan sa sine a na drugom sa cos0. 

Potenciometar, koji se naziva jog i sinUs-kosinus potenciometar, 

napravljen je tako da ima 4 kvadranta koji su ekvivalentni sa 

4 kvadranta sinusne funkcije ugla 0 izmedju +180 °  4 0 4 - 180 ° 

 U tagkama koje odgovaraju ugiu 0 = 0 °  i 0 = ±180 °  potencio-

metar je spojen sa masom (napon nula), dok se u tagkama, koje 

odgovaraju 0 = tee na potenciometar dovodi napon ±R, propor-

cionalan sa intenzitetom vektora ;, koji treba razlogiti na 

komponente u pravouglom k000rdinatnom sistemu. Prema tome, kada 

se na ulaz u servosistem dovodi promenljiv napon 0, proporcio-

nalan ugiu 0, na klizagima se javlja napon proporcionalan sa 

Rsino 1 RcosO (sl. 7.3.1). Na osovini serva ovakvog resolve-

ra nalaze se obigno dva sinus-kosinus potenciometra i 2 do 3 

linearna potenciometra, od kojih jedan sluEi za pozicioniranje, 

kao kod servomnolada, dok se ostali mogu koristiti za mnolenje. 

7.3.1. Transformacija koordinata pomodu rezoivera  

U analognoj ragunskoj tehnici koriste se razlioite transforma-

cije koordinata koje se uglavnom svode.na  
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a) Transformaciju polarnih u pravougle koordinate, 

b) Transformaciju pravouglih u polarne koordinate 
c) Rotaciju pravouglog koordinatnog sistema za uaao $. 

- Transformacija polarnih u pravougle koordinate 

pa b1 se koordinate r i e neke take P date u polarnom k0- 

ordinatnom sistemu, izrazile u pravouglom koordinatnom sistemu,, 

kao koordinate x 1 y, koriste se poznate relacije (al. 7.3.2), 

Si. 7.3.2. Veza polarnih 1 pravouglih koordinata 

x= r cosi) 	1 	y= r sine 	 (7.3.1) .  

Ove se relacije mogu lako ostvar1t1 pomodu rezolvera povezanog 

prams slic1 7.3.1, pri emu se na klizatima nelinearnog poten-

c/ometra javljaju naponi R sine i R cos0, gde je 0 napon 

koji se dovodi na ulaz rezolvera. Radi lakteg odredjivanja flirt 

mere umesto 0, na ulaz se dovodi napon 0/2, a na krajeve po-

tenciometra za pozicioniranje dovodi se napon U (U je je 
dinitn1 napon ratunara). Prema tome, na klizatima se javljaju 

naponi 

X = R core 
	

i 	4 = R sine 	 (7.3.2) 

- Transformacija pravouglih u polarne koordinate  

Koordinate x i y neke tatke P 1z pravouglog koordinatnog 

sistema mogu se - transformisati u polarne koordinate r i e 

uz prod relacija 

r = r7;77 
	

= arctg I 
	

(7.3.3) 
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Umesto direktnih matematiakih operacija, koje su definisane re-

lacijama (7.3.3) za ovu transformaciju koristi se implicitni 

raaun. Time se izbegava kvadriranje veliaina x i y, generi-

ranje kvadratnog korena, kao i delenje veliainaxiyige-

neriranje inverzne funkcije tangensa. 

Da bi se koristile implicitne matematiake operacije posmatrajmo 

sliku 7.3.3. Sa :alike se vidi da je dui OP odredjena u pra- 

Sl. 7.3.3. Transformacija pravouglih u polarne koordinate 

vouglom sistemu sa 

OP = r = x cos0 + y sine 	 (7.3.4) 

Isto tako je -- QPI = x sine = y dose (7.3.5 

Relacija (7.3.5) mote da poslugi za odredjivanje ugla O. Sto-

ga, ako se na odgovarajude potenciometre rezolvera dovedu napo-

ni X i Y (sl. 7.3.4), a sa klizada naponi X sine i Y dose) 

vode na sabira6, a razlika ova dva napona dovodi na pojaaavae 

koji se koristi za pozicioniranje serva, onda de relacija 

(7.3.5) biti zadovoljena samo za ono 0, za koje je razlika 

X sine i Y rose jednaka nuli. Oaigledno je da se tada na iz-

lazu servopojaeavada javlja napon nula, to osovina motora zau-

zima odredjen ugao O. 

Porto se napon za pozicioniranje osovina serva dobija kao raz-

lika veliaina X sine i Y rose, to de ova razlika koja se 

vodi na serVopojaaavaa, za odredjeno 0, zavisiti od vrednosti 

X i Y. Prema tome, napon gregke koji pokrede servomotor zavi- 
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side i od vel1o1ne R, pa de pojaaanje servamehanizma bit1 pro- 

S1. 7.3.4. Rezolver za transformaciju pravouglih u polarne 

koordinate 

menljivo, tj. proporcionalno sa R. Ovo bi sa tehniake strane 

dovelo do velikih smetnji, naroftto pri malom R, jer bi dove-

lo do nestabilnog rada serva. Stoga, da bi se izbegla ova poja-

va, koristi se jedan uredjaj za automatoku regulaciju poja6a-

nja (ARP), koji podeAava pojaeanje serva tako da je ono uvek 

konstantno bez obzira na promene R. 

Sabiranjem napona sa preostala dva klizaaa preko jednog sabira- 
aa, dobija se 

X 
R = 'Cocos° + Y•sin0 = X   +Y 	 _ Az + Y2 

,X 2  + Y2 	/X2  + Y2  

Ato ustvari nije niAta drugo nego relacija (7.3.3). 

Ovako izvedena implicitna realizacija za dobijanje ugla 0 i 

velidine R, veoma se aesto koristi i ima veliku vainost u ana-

lognoj radunskoj tehnici. Stoga je potrebno ispitati da 11 je 

sistem, povezan prem.  s11c1 7.3.4, stabilan. Rriterijum stabil-

nost1 zavis1 od znaka parcijalhog izvoda po 0, i ako je ovaj 

izvod negativan u okolin1 nulte taake„onda je sistem stabilan. 

(7.3.6) 
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Kako je prema (7.3.5) 

F = -X sin() + Y cos0 	 (7.3.7) 

to je 
DP = -x core - Y sin0 = - 	- 1E- = - R (7.3.8) 

pa kako je R uvek pozitivno parcijalni izvod bide uvek nega-

tivan to de ovako povezan sistem biti stabilan u eva aetiri kva-

dranta za 0. 

Ovde treba napamenuti da se napon koji odgovara uglu 0/2, mode 

dobiti na klizaau potenciometra za pozicioniranje, koji se u 

ovom slu*aju ne koristi u kolu servosistema (sl. 7.3.4) 

z Rotacija pravouglogkoordinatnog_sistema 

Rotacija pravouglog koordinatnog sisters za ugao f, tj. tran-

sformisanje koordinata neke tine P iz sistema Oxy u sistem 

Oxy (sl. 7.3.5) mode se vrAiti pomodu relacija 

7 	x cow) + y sin* 

y -x sine + y cos* 
	 (7.3.9) 

gde je as 4  oznaaen ugao izmedju pozitivnog smera x-ose 

pozitivnog smera R-ose meren u obrnutom smeru kazaljke na sa-

tu. 

SI. 7.3.5. Rotacija pravouglog koordinatnog sistema 

Relacije (7.3.9) mogu se ostvariti pomodu Aeme na slid 7.3.6, 

gde se izlazi sa klizaea pojedinih sinus-kosinus potenciometa-

ra dovode na odgovarajude sabira5e. Ugao * pozicionira se po-

modu napona 0 koji podedava sve klizade potenciometara. 

Jednaaine (7.3.9) mogu se smatrati i kao /nazi za transforma-

ciju koordinata (rotacija pravouglog koordinatnog sistema) 
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jednog vektora iz jednog pravouglog koordinatnog sistema u dru- 

SI. 7.3.6. Rezolver za rotaciju pravouglog 

k000rdinatnog sistema 

gi. Neka su naprimer I i j jed1n16n1 vektori dui x i y 
• 

osa respektivno,aaitjediniOni vektori duER1cr 

osa rotiranog sistema (sl. 7.3.7). Vektor r 61j1 se vrh nala- 

Si. 7.3.7. Transformacija koordinata vektora 

zi u taeki P u Oxy sistemu se razlaEe na 

(7.3.10) • = xi + yj r  

odnosno u sistemu Oxy na 

r = xa + yb 	 (7.3.11) 
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gde su x i y odnosno x i y komponente vektora i u 

pravcu odgovarajudih osa. 

Veza izmedju dva koordinatna sistema u matrianom obliku data je 

relacijom 

  

a 	I.t 

1.11 

  

x 

y 

 

(7.3.12' 

    

Kada se ova matrica razvije daje relacije (7.3.9), j er kvadrat-
na matrica daje kosinuse pravaca u oba koordinatna sistema, tj. 

1•I cos4 	sine 

(7.3.13) 

I.L -sing) 	core 

potto je 

3•; = 	41•1;lcoss 	= cos* 	 (7.3.14) 

gde je 4i  ugao izmedju dva vektora, u ovom slaaju 3 i a. 

Kako je medjutim, prema slici 7.3.7 

= 90 °  - 4, 	 (7.3.15) 

to se izraz (7.3.14) svodi na 

t 4- j.a = sing (7.3.16) 

Na sli6an se nadin dokazuje pravac ostalih jedinidnih vektora 

iz relacije (7.3.13). 

Potto je rezolver u suttini potenciometarski uredjaj, on ima 

veliku izlaznu impedansu, pa je stoga, kao 1 svaki potenciome-

tar, podlolan gretkama usled opteredenja klizada ulaznom otpor-

notdu slededeg radunskog elementa. All za razliku od obidnog 

potenciometra ove se gretke ne mogu lako korigovati obi6nim do-

davanjem jot jednog otpora na klizad potenciometra za pozicio-

niranje, jer su sinus-kosinus potencionetri nelinearni. Zbog 

toga se ved prilikom konstrukcije ovakvog potenciometra mora 

voditi o tome raduna, to se sinus-kosinus potenciometar gradi 

tako da se na njemu javlja tadan napon samo onda kada je njegov 

klizae opetereden jedinidnim raeunskim otporom (kod radunara 

koji rade sa 100V ovaj otpor iznosi 1M). Na taj nadin se e- 
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liminile graka, all samo u sludaju kada rezolver daje napon 
radunskom pojaaava6u preko jedinidnog ulaza. 

Ostale osobine rezolvera su iste kao i kod servonnolada koji it 
ma jednoobrtne potenciometre. Stoga se obit° na osovinu rezol+ 

vera dodaju jog nekoliko (1 do 3) linearnih potenciometara 

za mnogenje, pa ako se ne koristi kao rezolver, ovaj radunski 
element mote da se koristi kao obidan servomnogad. Ovde treba ' 

napomenuti da i u pogledu razmera za X, Y 1 R vagi istO 
to i za servomnogad. 

gto se tide razmere za ulaznu pranenijivu 0, ona se odredjuje 
tako da za ugao a = 1 °  napon na ulazu 8 treba da je 0.5V 
(kod radunara koji rade sa U = 100V), 111 0 mm 0.05V (kod ra-
dunara koji rade sa U = 10V). 2bog toga se na potencicaletar 
za pozicioniranje i ne dovodi pun jedinidni radunski napon, 

ved 0.9U. Ovo daje dovoljno dobru tadnost, ali ogranidava u-
gao e u opsegu -180 °  4 0 $ +180 ° . 

I 	 I 	I • 	1 .-"• 
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II. ORGANIZACIJA UNIVERZALNIH ANALOGNIH ELERTRONSKIH RAdUNARA 

1. UVOD 

U predhodnoj glavi bilo je redi o pojedinlm raounskim elements-

ma analogn1h elektronskih radunara. Svaki ovakav radunski ele-

ment, kao gto smo videli, konstruisan je tako da izvrfava odre-

djenu elementarnu matematidku operaciju. Refavanje slofen1h ma-

tematidkih zadataka obavlja se odgovarajudim povezivanjem pot-

rebnog broja radunskih elemenata, a u zavisnosti od oblika ma-

tematidkog modela koji se felt anallzirati pomodu radunara. 

Sastavljanje blok fame za povezivanje raeunskih elemenata u ci-

lju prenogenja problema - postavljanja i regavanja, na analog-

nom radunaru, naziva se programiranje. Fizieko povezivanje ra-

dunskIll elemenata prema zadatoj blok fend - programu, kod raznih 

radunara, lzvodl se na razlidite nadine u zavisnosti od konstru-
kcije radunara. 

Struktura blok fame - programa, po kojoj se povezuju radunskl 

element1 na analognom radunaru zavisi od oblika matematidkog 

modela. Medjutim, na analognom radunaru mogu se refavat1 samo 

oni problem1 koji tmaju odredjene konkretne vrednosti svih ma-

tematldkih velidina koje ulaze u matematiekl model. Hada je red 

o diferencijalnim jednadlnama, to znad1 da svi podetni uslovi 

kao i svi koeficijenti moraju bit1 odredjen1 brojno i postavlje-

n1 na analognom radunaru. Stoga se pre podetka refavanja nekog 

problema mora obezbediti naeln postavljanja podetnill uslova na 

radunaru. Sa postavljenim pooetnim uslovima radunar mofe da pre-

dje na reflm rada u kojem se dobija regenje matematidkog mode-

la. Ovo regenje najdegde je funkcija koja se na analognom radu-

naru predstavlja odgovarajudom naponskom funkCijom. 

oredjaj koji slugf za prikazivanje naponske funkclje, u obliku 

pogodnom za pradenje regenja matematidkog modela od strane ko-

risnika radunarai naziva so lzlasni uredjaj ill uredjaj zit odi;- 
tavanje regenja. 

Svi probleml, kao gto an prenogenja programa na analogni radu- 

nar, postAvljanje Podetnih uslova, oaitavanje i indikaclia re-; 
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§enja, komandovanje radom raftnara i sl. bide razmatrani u ovqj 
glavi. Prema tome, pod organizacijom analogn1h radunara podraZu- 

mevamo ne samo tehnidka regenja vezana za rad radunskih elemela- 

ta, ved 1 za rad analognog radunara u celini. Poslednjih se 0-- 
alma znatno usavrgio nad1n korigdenja savremen1h analogn1h radu- 

nara, to smatramo da ova oblast zasluguje da bude tretirana 14- 

dvojeno od radunskih elemenata radunara. 

Na slici 1.1. data je gema na kojoj je prikazana struktura ana-

lognog radunara u celini. Izvor1 za napajanje obezbedjuju potie-

bne napone za rad radunara. Ovde je potrebno razlikovati raduas-

ke napone i napone napajanja pojedinih elemenata i uredjaja ra-

dunara. 

Program 

Izvori 
napajanje 

RatunsM 
Mernerei 

IzIazni 
uredjaj 

L 
Komandni 1:-- 

Wok 

Si. 1.1. Organizacija analognog radunara 

Program se na radunaru postavlja fizidkim povezivanjem odgovara-

jud1h radunskih elemenata. Pored ovoga, kod najmodernijih radu-

nara, programom se mogu predvideti i posebne intervencije sa ko-

mandnog bloka radunara. 

Komandni blok obezbedjuje sve komandne signale koji upravljajU 

radom analognog radunara. Osnovni signal1 ove vrste su namenje-

ni za pugtanje radunara u rad 1 zaustavljanje radunara. Pored 

ovoga, komandr.1 blok obezbedjuje razlidite regime rada radunara, 

kao gto su podegavanje koeficijenata, podetn1h uslova, radni Ire- 

lim i dr. Savremeni radunari, grade se tako da mogu da rade re- , 
petitivno i sporo, pa se i za ove regime na komandnom bloku na- 
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laze odgovarajude komende. 

2. REPETITIVNI ANALOGNI RAtUNARI 

2.1. Repetitivni rad radunara 

Repetitivni analogni raftnari su dobili ime po osobini da se re-

genje kod ovakvih raaunara ponavlja vile puta u sekundi. Oni ra-

de velikom brzinom i na njima se regenje obi8no ponavlja 20 do 

100 puta u sekundi, a postoje repetitivni raftnari kod kojih u-

aestanost ponavljanja regenja iznosi i po nekoliko hiljada u 

sekundi (ultrabrzi repetitivni raftnari). Zbog velike brzine 

velike uaestanosti regenja, ono se mofe vizuelno pratiti na ek-

ranu katodnog osciloskopa. 

Rad raaunara za vreme jedne repeticije, ill jednog ciklusa sas-

toji se iz dva dela (sl. 2.1.1). Prvi deo je neradni 111 pri-

premni period, u kojem se vrgi dovodjenje pofttnih uslova i pri-

prema raftnara za radni relim. U ovom periodu vrgi se praEnjenje 

kondenzatora u povratnoj sprezi kod integratora, i integratori 

se dovode u stanje od kojeg treba da pofte regavanje problema, 

koji je u vidu programa postavljen na raftnar; 

—Nsradni period—t—Radni period—i 

	Vreme ciklusa 	  

El. 2.1.1. Vremenski ciklus kod repetitivnih raftnara 

Iza ovog perioda nailazi radni deo ciklusa koji se °Maw nazi-
va radni period. U ovom delu raftnar obavlja regavanje postav-

ljenog problema. 

pa bi se omogudio automateki prelazak iz neradnog u radni peri-

od, a zatim ponavljanje ovog ciklusa, u integratore su ugradje-

ni spec/Jain' elektronski iii elektromehaniaki eisteml koji pre- 

bacuju integratore u poaetni ill radni regime Nod rainih raft- 
. 

nata - ovaj sister -je irdeden na razne naaine. Nepriner, kod ra- 

ftnara koji reds sa manjim brojem ponavljanja U sekundi paralel-

no sa kondenzatorom nalazi se jedan relejni prekidaa (RP) 
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(81. 2.1.2) koji je za vreme neradnog perioda zatvoren, tako da 

se kondenzator prazni, a integrator je doveden na nulu. U rad-

nom periodu ovaj prekidaa je otvoren, to je omoguden pravilan 
rad integratora. Rod brzih raaunara koriste se elektronski pre-

kidaai. 

Si. 2.1.2. Pragnjenje kondenzatora u povratnoj 

sprezi integratora 

Upravljanje radom ovih prekidaaa (relea) vrgi se iz komandnog 

bloka pomodu pravougaonih naponskih impulsa. Oblik ovih impul-

sa prikazan je na slici 2.1.3, gde je uzeto da impuls zatvara 

prekidaa. Kada nema impulsa prekidaa je otvoren i integrator je 

u radnom regimn. 

	I 	I 	I 	r 

	

Neradni 	Radni 	Neradni 	Radni 

	

period 	period 	period 	period 

Si. 2.1.3. Komandni naponski signal 

Rod modern1j1h raeunara sistem za promenu radnog regima integra-

tora je negto komplikovaniji 1 vrgi jog neke funkcije, pa demo 

u narednom izlaganju o ovome detaljnije govoriti. 

2.2. Izbor repeticije 

za pravilan rad'repetitivnih raaunara potrebno je obezbediti po-. 

godne dugine trajanja radnog i neradnog perioda. Izbor radnog 

perioda zavis1 od toga kako de se posmatrati regenje koje daje 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 129 - 

raaunar i kako tie se meriti vreme, kao nezavisno promenljiva. 

Dufina neradnog perioda odredjuje se tako da radunaru ostane 

dovoljno vremena kako bi se svi radunski elementi doveli u po-

detno stanje. Prema tome, da bi repetitivni raaunar pravilno 

radio, potrebno je pogodno odabrati repeticiju, tj. udestanost 

repeticije. 

Prilikom izbora repeticije kod repetitivnih analognih radunara, 

treba imati u vidu i sledede: 

- uaestanost repeticije mora biti dovoljno visoka da o-

mogudi vizuelno praeenje reaenja nd ekranu katodnog osciloskopa, 

- visoka uaestanost repeticije zahteva dobre konstruk-

tivne performanse pojaeavaea. 

Ova dva zahteva su medjusobno kontradiktorna. Prvi zahtev name-

tie da donja granica repeticije ne ide ispod 2C Hz, a drugi da 

gornja ne ide preko 100 Hz. 

Neka je, naprimer, na ulaz integratora repetitivnog analognog 

raaunara doveden napon u obliku jediniane odskoane funkcije 

0 za t 4 0 

X(t) = 

Uo za t > 0 

(2.2.1) 

gde je U0  jedinidni radunski napon. Neka je kondenzator u po-

vratnoj sprezi integratora, u trenutku t = 0, na nultom naponu, 

tj. integrator poainje rad od nule. Tada je izlaz iz integrato-

ra odredjen sa 

Y(t) = - 	f JLC  u .dt R 0  o (2.2.2) 

gde je T vreme trajanja radnog perioda. Is (2.2.2) za t = T, 

dobija se 
Y(T) = - RC  Uo 	 2.2.3) 

Oznadimo ea tr maiinsko vreme. Ako Eelimo da nam radni period 
raaunara bude tr  = 1 sek. onda is (2.2.3) sledi da je - 

(2.2.4) 
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odakle se dobija 

T = RC 	 (2.2.5) 

Kod repetitivnih raaunara treba cnoguditi da se reEenje ponav-

lja vine puta u sekundisOznaaimo broj ponavljanja regenja u se-

kundi sa fm' Uzmimo da je trajanje neradnog perioda n•T, u 0- 

dnosu na radni, gde n mote biti razliaita konstanta, gto za-

visi od toga, kojom se brzinom integrator mote dovesti u poEet-
no stanje. Najaeade se uzima da je n = 1, gto znaai da su rad-

ni i neradni period istoga trajanja. Prema tome, trajanje celog 

ciklusa Tc , iznosi 

Tc = T + n•T 
	

(2.2.6) 

Odavde je uaestanost ponavljanja regenja odredjena sa 

f = 1  -- 
m Tc 

(2.2.7) 

Ako gelimo, naprimer, da raaunar ponavlja regenje 20 puta u se-

kundi, a da radni i neradni period budu jednakog trajanja, tada 
je fm  = 20, a iz (2.2.7) se dobija 

T = 1 = 0 '  050 sek 	 (2.2,8) c 20  

Kako je i it = 1, tada je iz (2.2.6) 

T = -2  = 0,025 sek 
	

(2.2.9) 
2 

Ako gelimo sada da radni period od 25 msek odgovara realnan 
vremenu od 1 sek, dhda, prema (2.2.5), treba da je: 

RC = 0,025 	 (2.2.10) 

Iz ove se relacije mogu proizvoljno birati R i C. Radi lak-

geg raaunanja obiano se uzima ulazni otpor od R = 1 M, pa iz 

(2.2.10) sledi da je 

C 
	

0,025 
	 - 0,025.10 -6 F = 0,025 pF 
10 6  

(2.2.11) 

Kod nekih tranzistorskih raaunara je R = 0,1 M, pa se iz rela-
cije (2.2.11) dobija 	

0,025 
	 - 0,25 pF 
	

(2.2.12) 
0,1.10 6  
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Prema tome, pri udestanosti od 20 ponavljanja relenja u sekun-
di i izboru -  R = 1 M i C = 0,025 pF, na kraju radnog perioda ma-

ainsko vreme de odgovarati realnom vremenu od 1 sek. Ovo sledi 
iz relacije (2.2.4), tj. 

T 0,025 
tr RC 

= 	= 0,025 1 sek (2.2.13) 

Kod nekih tipova repetitivnih radunara uzima se promenljiva u-

destanost repeticije. Tada se pri najvedoj udestanosti uzima da 

radni period bude jednak 5 madinskih jedinica vremena (sekun-

di), a pri najmanjoj oko 100 mailinskih jedinica. 

Ovde se nedemo upubtati u analizu veze repeticije i frekventnih 

ogranidenja koja su diktirana konstruktivnim karakteristikama 

pojadavada. Napomenimo samo da se ova analiza izvodi na osnovu 

analize tadnosti Dada integratora (PRVI DEO, I, 3.4). 

2.3. Postavljanjepodetnih uslova  

Napomenuto je ranije da se postavljanje podetnih uslova vr4i pu-

njenjem kondenzatora u povratnoj sprezi integratora, kolidinom 
elektriciteta Q(o), tako da je 

Y(o) = 	 (2.3.1) 

Rod repetitivnih analognih radunara, najdelde se ne 	posta- 
vijanje podetnih uslova punjenjem kondenzatora u povratnoj spre-

zi integratora, jer ovaj nadin zahteva posebna tehniaka.reAenja. 

Zato demo najpre objasniti nadin postavljanja podetnih uslova 

koji ne zahteva punjenje kondenzatora za vreme neradhog perio- 
da. 

Ovaj se nadin sastoji u tome 6to se kodenzator prazni, tj. in-

tegrator dovodi na nulti napon za vreme neradnog perioda. Kada 

integrator podinje integraciju ulaznog napona X(t) na izlazu 

iz integratora pojavljuje se napon 

V(t) = - 	IX(t)dt 	 (2.3.2) 

Prema tome, na izlazu iz integratora u trenutku t = 0 , je 

C 
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Y(o) m 0. Medjutim, ako je velieina Y(o) 0 0, onda izlaz 12 

integratora predstavlja funkciju Y(t) umanjenu za vrednost 

1(o), tj. 

V(t) = Y(t) - 1(0) 	 (2.3.3) 

Zamenom (2.3.3) u (2.3.2) dobija se 

Y(t) - - 	12(t)dt + Y(o) 	 (2.3.4) 

Na slici 2.3.1 prikazana je lama koja obezbedjuje postavljanje 

potetnih uslova kod repetitivnih analognih raaunara. Izlaz iz 

integiatora umanjen je za vrednost poaetnog uslova Y(o). Iza 

integratora dolazi sabiraa na kojem as vrli sabiranje izlaza iS 

integratora 1 konstantnog napona Y(o). Na izlazu iz sabira*a 

dobija se veliaina Y(t) sa obraaunatim poeetnim uslovom. 

X(t) 	- Y(t)-Y(o) 	-Y(t) 

Y(0) 

51. 2.3.1. Postavljanje poaetnih nslove preko sabiraaa 

Umesto sabiraaa na slici 2.3.1 mole biti i integrator, ako to 

sahteva matematieki model..Dodavanjem podetnog uslova na ulaz u 

integrator, dobidese takodje xorektna vrednost na izlazu iz 
drugog integratora.-Naprimer, neka je pofrebno da se odredi; 

TI(t) = - 12(t)dt 	 (2.3.5) 

o 

gde je  Y1(0) - 2, a _2(t) zadato relacijom (2.3.4). Na slici 

2.3.2 data- je Zama koja obezbedjuje korektno povezivanje clear 

natzpzema relaciji (2.3,5). 

Malik() matematiaki model zahteva da se izlazni napon is inte-

grator& (bee Obraftnatog Poatztuog uslova) dovodt na ulaze u 

raeunskih elemenata, onda je potrebno na ulaz svakog od tih 
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elemenata dodati jog i po*etni uslov Y(o), kako bi se obezbe- 

X(t) 	Y(t) —Y(o) n 	Yi 

Y(o) 

Si. 2.3.2. Postavljanje podetnih uslpVa preko 

ulaza u Bladed/ integrator 

dilo da svaki od elemenata raduna sa funkcijoi Y(t). Ovo je 

prikazano na slici 2.3.3. Zbog toga je ovakav naain postavlja-

nja poeetnih uslova nepogodan, jar ovo znatno povedava broj ve-

za pri postavljanju programa na radunaru. 

Si. 2.3.3. Postavljanje poeetnih uslova ha vedt 

broj raeunskih elemenata. 

Kod repetitivnih analognih raeunara, kao Ato je reeeno, mora se 

obezbediti prafnjenje kondenzatora za vreme neradnog periOda. 

Kod raeunara sa viAom ueestanadu repeticije ovo se postige po-

modu elektronskih prekidaaa, koji se komanduju pravougaonim im-

pulsom, koji definige neradni period. Na slici 2.3.4 prikazan 

je elektronski prekidaa kroz koji se vrgi pragnjenje konden-

zatora. Rad elektronskog prekidaea sastoji se u sledeeem: Kada 

se na regetke cevi dovede pozitivan napon (od oko 20V), onda 

bar kroz jednu od cevi prolazi maksimalna struja, to se cevi 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 134 - 

ponaAaju kao zatvoren prekidaa. Tada je kondenzator u kratkom 

Si. 2.3.4. Pragnjenje kondenzatora preko 

elektronskcg prekidaaa 

epoju i integrator-na izlazu daje napon nula. Ako se sada na 

reIetke dovede negativan napon (reda okc 120 V), onda su obe 

reletke na negativnom potencijalu u odnosu na obe katode, te 

kroz cevi ne protide nikakva struja. Tada se cevi ponagaju kao 

otvoren prekidao, te integrator integrira veliainu dovedenu na 

njegov ulaz. 

Drugi naain postavljanja podetnih uslova, koji se primenjuje 

kod repetitivnih radunara sa nigom frekvencijom repeticije prig 

kazan je na slici 2.3.5. Poaetni uslovi se dovode direktno na 

integrator (PRVI DEO, I, 3.2), ali u neradnom periodu. Rada new 

ma komandnog impulsa, rele A je otpugteno, pa je -prekidaa P 

u pololaju (1), te se na kondenzator C integratora dovodi na-

pon . -Y(o) preko otpornika R. Izbor otpornika R1 treba izt 

vrgiti tako da se na kraju neradnog perioda na islazu is intet 

gratora dobija napon Y(o). 

!Cada na rele A dodje komandni signal radnog perioda, prekidaa 

P se prebaci upologej - (2), te se na ulaz integrators dovodi 

napon X(01 i islazni napon integratora definisaa je relacijoa 
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Y(t) 

	1, 17 
Komandni 

signal 

Si. 2.3.5. Postavljanje poaetn1h uslova 

punjenjem kondenzatora 

2.4. Programiranje 

Postupak izrade strukturne blok Name, po kojoj se na osnovu ma-

tematiakog modela povezuju raaunski element1 na analognom raft-

naru, tj. sastavljanje programa, isto je kako za repetitivne ta-
ko i za spore raaunare. 

Medjutim, fiz1aka realizacija programa koja se sastoji u uspos-

tavljanju elektriann veza izmedju pojedln1h raeunskih elemena-

ta, kako je to predvidjeno blok Nemom programa, moge da bude 

razlialta u zavisnost1 od konstrukcije raftnara. 

Moguda su, uglavnom, dva nadina realizacije programa 

- direktnim povezivanjem raaunskih elemenata 

- povezivanjem raaunskih elemenata preko tzv. 
programske plooe. 

Direktno povezivanje raeunskih elemenata vr61 se spoljnim veza-

ma na samom raounaru. Svaki raaunski element Ina na svojoj pre-

dnjoj ploa1 izvedene prikljuake za ulaz i izlaz i njlhovo se 

povezivanje vro1 u saglasnosti sa programom koji se postavlja. 

Drugi nadir) postavljanja programa je preko programske ploae. 

Svi 1z1azi i ulazi u raaunske elemente su 1zveden1 na posebne 
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kontakte na koje mote da se postavlja programska ploaa. Povezi-

vanje programa vrgi se na programskoj plod/ odvojeno od raauna-

ra. Kada je program na programskoj ploai povezan, ploaa se po-

stavi na raeunar, *Use se i fiziaki uspostavljaju potrebne veze. 

Posle toga raaunar je spreman za reaavanje programiranog zadat-

ka, to se odgovarajudim ukljudivanjem komandnih signals za poae-

tak rada dobijaju naponske funkcije koje predstavljaju tragena 

regenja. 

Programska ploaa ima znatne prednosti, jer omogueuje efikasnije 

korigeenje raaunara. Prenogenje programa na programsku ploau 

vrgi se odvojeno od raaunara. Tako, dok se program prenosi na 

jednu ploau, raaunar se mote koristiti za regavanje vatematia-

kog modela postavljencg na drugoj programskoj ploai. Eventualne 

gregke kod sastavljanja programa takodje se mogu lakge uoaiti 

ispraviti bez nepotrebnog anga/ovanja raaunara. Program postav-

ljen na jednoj programskoj ploai mole se auvati proizvoljno du-

go i prema potrebi koristiti, a da se raaunar ne angaEuje celo 

vreme, ve6 samo kada se ova programska ploaa koristi. Sve ove 

prednosti programske ploae nad direktnim postavljanjem programa 

na raounaru dine da se danagnji veal. analogni raounari uglavnom 

grade sa programskom ploaom, a uz svaki raaunar korisnik mole 

dobiti ieljeni broj programskih ploaa. 

2.5. Uredjaj  za oaitavanje rezultata 

Za posmatranje i oaitavanje naponskih funkcija koje se dobijaju 

kao regenja na repetitivnom analognom raaunaru koriste se speci-

jalni izlazni uredjaji. Kako vreme rada, tj. radni period repe-

titivnih raeunara iznosi od nekoliko milisekundi do nekoliko de-

setina milisekundi, to se za ovu svrhu ne mogu koristiti elektro-

mehaniaki uredjaji, kao pisaai ili sliano, lied se koriste speci-

jalni osciloskopi kod kojih se regenje posmatra na zastoru kato-

dne cevi. 

Katodna cev osciloskopa omogueuje da se mlazom elextrona, koji pa-

da na zastor cevi i izaziva svetlu taaku, mole upravljati spo-

lja (sl. 2.5.1). U cevi su ugradjene ploae pomodu kojih se mole 

pomerati zrak horizontalno i vertikalno. Na ploae za horizontal-

no pomeranje mlaza, kod repetitivnih raaunara, dovodt se pravo- 
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11n1jski testerasti napon oblika kao na slid 2.5.2. Na podetku 

zastor 

Izvor mtaza 
elekt rona  

Plat za horizontalno 
pomeranje mlaza 

Plote za vertikalno 
pomeranje mlaza 

Sl. 2.5.1. Katodna cev osciloskopa 

radnog perioda ovaj napon je nula, a zatim taste 	kraja rad- 

nog perioda T. U zavisnosti od ovog napona mlaz elektrona, ko- 

Si.

t  

 2.5.2. Naponska funkcija za horizontalno pomeranje 

mlaza katodne cevi 

j/ na zastoru katodne cevi daje svetlu tau, krede se s leva 

na desno, tako da tadka opisuje horizontalnu, tj. vremensku osu. 

Na kraju radnog perioda, tadka se nalazi na desnoj strani zas-

tora. Posle ovoga napon pada na nulu, to se tadka na zastoru 

vrada u krajnji levi poloEaj gde ostaje sve dok napon ne poone 

ponovo da taste, da 61 je pomerao u desno za vreme radnog patio-

da. testo se mlaz elektrona gasi prilikom vra6anja tans na po-

detak kako se slika na zastoru ne bi kvarila, u toku neradnog 

perioda. Na plode za vertikalno pomeranje elektronskog mlaza 

dovodi se naponska funkcija Y(t) koja se Ee11 posmatrati. 

do 
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Ovaj napon pomera taau na zastoru osciloskopa po vertikali, pa 

kako se u radnom periodu taka krede i horizontalno, na zasto-
ru se javlja kriva linija koja predstavlja grafidki prikaz na-
pona Y(t) kao funkcije vremena. 

Pored mogudnosti vizuelnog pradenja reIenja na zastoru katodne 

cevi, izlazni uredjaj treba da obezbedi i mogudnost merenja or-

dinata naponske funkcije koja se posmatra. U to svrhu koriste 

se razna elektronska re§enja, koja obezbedjuju dovoljnu brzinu 

rada kao i dovoljnu tadnost merenja odabrane ordinate. Jedno od 

najprostijih re§enja je upotreba komparatora, koji uporedjuje 

testerasti napon proporcionalan vremenu t sa nekim naponom P 

koji se bira pomodu potenciometra P I  (sl. 2.5.3). U vremenskom 

Y(t) 

Si. 2.5.3. Merenje ordinata naponskih funkcija 

trenutku t l  u kojem su ova dva napona jednaka, a suprotna po 

znaku, aktivira se komparator K, koji amogudi da za veoma kra-

tko vreme elektronski prekidao EP propusti trenutnu vrednost 

napona Y(t) na tzv. kolo za pamdenje H (holding circuit). 
Na izlazu iz ovog kola javlja se konstantan napon Y*(ti) dija 

je vrednost jednaka ordinati naponske funkcije Y(t) u trenut-
ku t 1 . Na izlaz ovog kola prikljuduje se obidan voltmetar, ko-
ji meri vrednost napona Y*(t i ). Pogto se regenje ponavlja u ri- 
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tmu repeticije raaunara, to se u istom ritmu javlja 1 napon 

Y(t1), to se na voltmetru V meri konstantna vrednost sa do-

voljnom taanadu. 

Za merenje ordinata naponskih funkcija postoje i druga tehniaka 

reaenja. Medjutim, ona se zasnivaju na principu, tj. na 

principu merenja trenutnih vrednosti napona. 

Na slici 4 u Prilogu prikazan je fotografski snimak naponske 

funkcije, koji je dobijen na ekranu katodne cevi izlaznog ure-

djaja radunara. 

U najnovije vreme koriste se tzv. prostorni osciloskopi sa te-

levizijskim ekranom, tako da se mogu posmatrati krive u ravni 

ekrana koje daju utisak da su u prostoru. Pogodnim programira-

njem sa ovakvim osciloskopom mote se dobiti 1 prikaz povr6ina u 

prostoru. 

3. SPORI ANALOGNI RA6UNARI 

3.1. Retimi rada sporih analognih raaunara  

Kod repetitivnih analognih raaunara vreme integracije /  tj. rad-

ni period, je tako mali da za vreme rada raaunara ne dolazi u 

obzir nikakva intervencija aoveka. Isto tako i vreme pratnjenja 

integratora je malo i obavlja se automatski bez intervencije ao-

veka. Kod sporih analognih raaunara, medjutim, potrebna je in-

tervencija doveka, preko komandnih dirki, da bi raeunar poaeo 

da radi ill da bi se zaustavio u toku rada. Stoga da bi se omo-

gudio normalan rad sporog analognog raounara potrebni su slede-

di retimi rada u koje se raeunar mote dovesti spoljatnjom inter-

vencijom aoveka: 

- postavljanje potenciometara, 

- postavljanje poaetnih uslova, 

- normalni rad raeunara - "raaunanje", 

- zaustavljanje radunara - "pameenje" 

- repetitivni rad raeunara. 

Pored ovih osnovnih retina rada, kod savremenih vedih raounara, 

postoje 1 drugi retimi rada koji obavljaju specijalne operacije, 
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naprimer proveru pojedinth radunskih elemenata, ispitivanje pro- 

blema u statiakom reEimu, ltd. Uz pomod ovih reEima u nekim tau- 
aajevima se mogu lako otkriti grake koje se javljaju bilo us4 
led kvara nekog od raounsk1h elemenata, bib usled pogreinog 

programiranja, dime se olakAava 1 ubrzava rad sa raraunaram. 

U daljem izlaganju demo se zadrlati samo na osnovnim reg1m1ma . 
 rada raaunara. 

svaki od navedenih pet osnovnih refima rada bide posebno razma-
tran. 

3.2. Postavljanje potenciometara 

Kada su rahunski elementi elektriano povezani prema postavlje, 

nom programu, treba lzvrA1t1 postavljanje svlh potenciometara 

koji udestvuju u programu. Postavljanje potenciometara se sas-

toji u prenoeenju brojnih vrednosti za konstante i parametre iz 

matematiakog modeler na odgovarajude potenciometre u analognom 
modelu na raaunaru. Prilikom postavljanja potencianetara treba 
voditi ra6una o eventualnom opteredenju potenciometra ulaznom 

otpornoadu slededeg raeunskog elements. Uticaj opteredenja na 

tadnost potenciometra sazmatran je u Prvom delu (1,2). Da b1 se 
kod postavljanja potenciometara uzelo u obzir i opteredenje po-

tenciometra, potrebno je najpre izvrA1t1 elektriano povezivanje 

raeunskih elemenata pomodu odgovarajudih spojnih vodova tako da 
*yak' potenciometar doblje ono opteredenje koje de /mat/ u nor-

malnom radu raftnara. U refimu postavljanja potenciometara na 
rele PP dovodi se napon U 

PP 
 (81. 3.2.1), koji oral prebaciva-

nje prekidada P 1z polofaja (A) u polofaj (B). Na taj su na-
Sin svi ulazni otpor1, kod sabiraaa odnosno integrators, odvoleni 

od samog pojadaVaaa i spojeni sa ransom.-  Ako je neki od ulaznih 
otpora Pi  (1 = 1,2, ..., n) bio vezan za klizao nekog od poten-
ciometara,-on ostaje vezan i u ovan refimu. Otpor 111 kondenza-

tor u povratnoj sprezi pojadavaaa ostaje spojen to je izlazni 

napon svakog pojaaavada nula. U isto vreme napon U
PP 
 vrli pre-

bacivanje i prekidaaa P na slid 3.2.2 u polofaj (B). te se 
na svaki od potenciometara doVodi konstantan raaunski napon U. 
Izmedju klizada potenciometra 	koji se fell postaviti, i 
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referentnog potenciometra Pref 
nalazi se osetljivi instrument 

Si. 3.2.1. Sabiraa u reEimu postavljanja potenciometara 

- mikroampermetar, porno& kojeg se precizno konstatuje postojanje 

 3.2.2. Postavljanje potenciometara 

naponske razlike. Na referentni potenciometar se takodje dovo-

di napon U. vrednost koja se deli postaviti na potenciometar, 

postavi se majpre na referentnom potenciometru, a zatim se kli-

zee Eeljenog potenciometra pomera dok precizni mikroampermetar 

ne pokate nulu. Tada je U 1  = Ur , pa je potenciometar podeEen 

na zeljenu vrednost bez obzira na opteredenje. 

Nod vedih savremenih raaunara u taaki (C) (el. 3.2.2) vezan je 

precizni numeridki voltmeter, umesto mikroampermetra i referen-

tnog potenciometra. Ovaj instrument ima vrlo veliki unutraEnji 

otpor, to ne optereduje klizaa potenciometra. Pomodu njega se 
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podeiavanje potenciometra vri1 veoma lako i brzo, jar se vred-
nost napona U l  1ndic1ra u obliku dekadnog broja. 

3.3. Postavljanje podetn1h uslova  

U ovom refimu rada treba izvrf1t1 punjenje kondenzatora u pov-

ratnoj sprez1 sv1h integratora do naponske vrednosti koja odgo-

vara odredjenom pooetnom uslovu svakog od njih. Da bi se ovo 

realizovalo potrebno je odvojiti ulazne Otpornae od ulaza u 

pojadavad i na kondenzator dovesti napon koji odgovara podetnom 
uslovu (sl. 3.3.1). 

SI. 3.3.1. Postavljanje podetn1h uslova 

Signal Up u , koji se javlja u ovom retImu rada ra*unara, posred 

stvom relea PU, vrf1 prebacivanje prekidada PI 1 PI na slid 
3.3.1 1zpololaja .  (A) u polofaj (B). Preko potenciometra P . 
dovodi se deo napona U koji odgovara podetnom uslovu. Napon 

U je pozitivan 111 negativan u zavisnosti od znaka podetnog u-

slova. Punjenje kondenzatora C (sl. 3.3.1) se vrE1 preko of 
pora R, tako da je vreme postavljanja podatnog uslova odredje-

no vremenskom konstantom .RC.:Dtpor1 R se obidno biraju tako 

da vreme punjenja kondenzatora bude dovoljno malo u odnosu na 

vreme intervencije man1pulanti p cilju pranene refima rada ra- 
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eunara. 

3.4. Normalni rad raounara - "raftnanje" 

U ovom refimu rada vrgi se regavanje postavljenog problema na 

analognom ra6unaru. Prema tome, u ovom refimu treba obezbediti 

da svi raounski elementi dodju u stanje predvidjeno programom. 

Pogto ne postoje signali U
PP 
 i U pu 

 , to de potenciometri do-

di u stanje predvidjeno programam, jer se prekida P na silos 

3.2.2 nalazi u poloiaju (A). Integratori de imati funkciju za 

koju su namenjeni, jer odsustvo signala U pu , (sl. 3.3.1) dovo-

di prekidaee PI i P2 u poloiaj (A). Prekida6 PI u poloEa-

ju (A) ostavlja u povratnoj sprezi integratora kondenzator C, 

a prekida P2 u pologaju (A) uspostavlja vezu izmedju ulaznih 

otpora i poja6avaaa, tako da integrator mole normalno da obav-

lja svoju funkciju. Pre ovog regimes raounar se mora nalaziti u 

refimu postavljanja pu6etnih uslova. za vreme relima postavlja-

nja po6etnih uslova izvrgeno je punjenje odgovarajudih kondenza-

tora na napon koji odgovara po6etnim uslovima. Ako se zatim pre-

dje na re/im normalnog rada ra6unara, svaki ra6unski element 0- 

bavljade odgovarajudu funkciju i bide povezan sa ostalim raftn-

skim elementima prema postavljenom programu. 

3.5. Zaustavljanje raftnara - "pamdenje" 

Kada se raeunar nalazi u refimu normalnog rada integratori oba-

vljaju funkciju integraljenja, pa se u skladu sa tom funkcijom 

menja i naponski nivo na kondenzatorima u povratnoj sprezi. Kao 

gto je ved od ranije poznato, nezavisno promenljiva kod analog-

nih raeunara je vreme. Prema tome, integracija se obavlja u vre-

menu. Ako se, medjutim, ieli prekinuti proces integracije u ne-

kom vremenskom trenutku, a da se naponski nivoi na kondenzatori-

ma zadrEe na onim vrednostima koje su bile u trenutku prekida 

integracije, raftnar treba dovesti u refim zaustavljanja ili 

"pamdenja". 

Ovde treba napomenuti da ako bi se posle relima normalnog rada, 

raounar doveo u relim postavljanja poaetnih uslova, takodje bi 

proces integracije bio zaustavljen, ali bi kondenzatori, u pov- 
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ratnoj sprezi integratora, bili ponovo dovedeni na napone poaet-
nib uslova. 

Medjutim, u refimu zaustavljanja - "pamdenja" izvrbi se odvaja-

nje ulaznih otpora od ulaza u pojaaavaa integratora, a konden-

zator u povratnoj sprezi ostaje na dostignutom naponskom nivou 

(sl. 3.5.1). Signal UPA, koji definite ovaj refim rada radunara, 

vrAi prebacivanje prekidada P2, preko relea PA, na slici 

3.5.1 iz polofaja (A) u polofaj (B). 

Si. 3.5.1. Zaustavljanje radunara sa "pamdenjem" 

Ako se posle refima zaustavljanja - "pamdenja" predje ponovo u 

reiim normalnog rada, ra*unar nastavlja rad, od vremenskog tre-
nutka zaustavljanja na dalje, sa korektnim naponskim stanjima 

na svim raaunskim elementima. Na ovaj naain proces raaunanja se 
nastavlja kao da nije ni bio prekinut. 

3.6. Repetitivni rad  

Kod repetitivnih analognih raaunara, videli smo, da se radni 

neradni period automatski smenjuju. Cmakav rad omoguduje da se 

za vreme rada raaunara vrle promene parametara u analognom mo-

delu i da se reNenje odmah prati na ekranu katodnog oscilosko-
pa. Kako je ovo vrlo aesta praktidna potreba, kada se reNavaju 

tehniaki problemi na analognim raaunarima, to se repetitivni 

rad omogueuje i Iced sporih analognih radunara. Ved je ranije re-
aeno da se repetitivni rad sastoji iz normalnoc rada za vreme 

radnog perioda 1 dovodjenja podetnih uslova, za vreme nerad-
nog perioda. Prema tome, da bi se kod sporog analognog raaunara 
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ostvario repetitivni rad, potrebno je obezbediti autanatsko sme-

njivanje ova dva refima rada, tj. 

- normalnog refits rada 

- postavljanja poaetnih uslova. 

Ovo se mofe ostvariti ako se kanandni signal Upu  (sl. 3.3.1) 

periodiano ponavija, kao Ito je prikazano na slici 3.6.1. 

UN (t) 

r- 
Podetni Nornnalan Podetni Norrnalan 
uslovi 	rad 	uslovl 	rad 

Si. 3.6.1. Oblik komandnog signala za repetitivni rad 

U vremenu kada je napon komandnog signala Upu  razliait od nu-

le prekidaft P, i P2 se prebacuju u polotaje (B), a kada je 

napon Upu 
 nula, prekidaei se vradaju u polofaj (A). Na ovaj na-

tin je obezbedjen repetitivni rad kod sporih analognih raaunara. 

Medjutim, treba imati u vidu da su prekidaai P I  i P2 kod 

sporih analognih raaunara mehaniaki, pa prams tome, uaestanost 

repeticije ne mote biti visoka. Najaelde se koristi repetitivni 

rad sa repeticijom od 1 do 30 radnih perioda u jednoj sekun-

di. Kako je vreme integracije, kod repetitivnog rada, vrlo malo, 

to se povedava vremenska razmera izmedju maiinskog i realnog 

vremena , promenom kondenzatora u povratnoj sprezi integratora. 

Najaeldi se u povratnoj sprezi integratora nalazi vile konden-

zatora (sl. 3.6.2). 

Si. 3.6.2. Kondenzatori u povratnoj sprezi integratora 
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Ako su ulazn1 otporn1c1 od 1M (sl. 3.6.2), a u slu6aju kada je 

preklopnik S u poloiaju (1), vremenska konstanta iznosi 

RC = 10 6 .10 6  = 1 sec, 

to se raeunar koristi kao sport 

dje na repetitivni rad, mote se 

gde je kondenzator 10 odnosno 

analogni raaunar. Kada se pre-

izabrat1 poloiaj (2) 111 (3), 

100 puta manjeg kapaciteta od 

onog pri sporom radu, alma se vremenska razmera ubrzava 10 111 

100 puta. U repetitivnom reEimu rada ne mogu se koristiti ele-

ktromehan1aki raaunski elementi, kao Ato su servomnoEaai. Pored 

toga, kao izlazni uredjaj za oaitavanje relenja u ovom regimu 

rada ob16no se koristi osc1loskop, jar plead ne moie da prati 

ovako brze promene napona. 

3.7. Programiranje 

Postupak programiranja kod sporih analogn1h raaunara je potpuno 

isti, kao i kod repetitivnih raaunara. Razlika je u vedem izbo-

ru raaunskih elemenata, poAto se ovde pojavljuju i elektromeha-

rafti raaunski elementi. Realizacija programa na raaunaru tako-

dje moEe bits 

- direktnim povezivanjem raaunsk1h elemenata 111 

- preko programske ploee. 

Sve Ato je reeeno o osobinama jednog i drugog naaina programira-

nja kod repetitivn/h analognih reunara, vaE1 i za spore analog-

ne raaunare. 

3.8. Uredjaji za oaitavanie rezultata 

Rod sporih analogn1h raaunara za posmatranje s oaitavanje reAe-

nja koristi se vise raz1161tih uredjaja. Danagnji analogni raau-

nari koriste uglavnom tr1 tips ovakv1h uredjaja 1 to 

osciloskope, 

- voltmetre 

- pisaft. 

Kada sport analogni raeunar rad1 u repetitivnom ran= rada, on-

da se koristi osciloskop. 0 osciloskopu je \red bilo reas u ode-

ljku 2.5. ove glave. 
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Za oaitavanje 1 podeEavanje pojedinih konstantnih naponskih 

vrednosti sluli voltmetar. Moderni veal analogni raaunari sadr-

ie obiano dva tipa ovakvih voltmetara, sa kazaljkom 1 sa numeri-

akom indikacijom. Voltmetar sa kazaljkom slugi za kontrolu napo-

na napajanja i drugih pomodnih napona, dok numeriaki voltmetar 

sluEi za taano oaitavanje pojedinih raaunskih napona. Voltmetri 

koji se koriste kod analognih raaunara su klase 0,5 Eto odgo-

vara graci merenja od 0,5% maksimalne vrednosti na skali, a 

numeriaki voltmetri imaju tri iii eetiri cifre, tako da mogu da 

oaitavaju i mere sa taanoEdu 0,1% do 0,01% raaunskog napona. 

Kod sporih analognih raaunara u normalnom radu naponske funkci-

je nemaju brze promene, te se za oaitavanje promenljivih napona 

koriste pisaft. Postoje dva tipa pisaoa. Jedna grupa pisaaa be-

leEi naponske funkcije u zavisnosti od vremena. To su pisaai ko-

ji rade sa rolnama papira i imaju mehanizam za kontinualno pok-

retanje papira. Kod njih se pero krede samo po jednom pravcu u 

zavisnosti od naponske veliaine dovedene na ulaz mehanizma. Me-

hanizam za pokretanje papira vuae papir stalnom brzinom upravno 

na pravac kretanja pera, te se tako na papiru pojavljuje kriva 

linija koja predstavlja grafiaki prikaz posmatrane naponske veli-

eine u funkciji vremena. Ovakvih pisea Jima viEe vrsta u zavis-

nosti od broja pera 1 kanala koji se zapisuju. Postoje pisaai 

sa 1, 2, 4, 8, 12 1 24 kanala. Ovakvi viEekanalni pisaai se ko-

riste kada je potrebno istovremeno beleEiti viEe naponskih funk-

cija. 

Drugi tip pisaaa je tzv. X - Y pisaa. To je pisaa koji se koris-

ti kada je potrebno snimiti jednu naponsku funkciju u zavisnos-

ti od druge naponske funkcije, pri aemu se obe menjaju sa vre-

menom. On se sastoji od dva nezavisna servosistema, od kojih pr-

vi pomera jedan pokretni lenjir dui horizontalne ose u zavisnos-

ti od naponske funkcije X(t) dovedene na ulaz pisaft (oznaden 

sa X),  a drugi servosistem pomera pero duE lenjira u zavisnosti 

od naponske funkcije Y(t) dovedene na ulaz pis's& (oznaaen sa Y). 

Papir koji se koristi kod ovakvih pisaaa je obiaan milimetarski 

papir i on se pomodu vakuuma drEi na ploei za ispisivanje, iii 

na neki drugi naoin u zavisnosti od konstrukcije pisaaa. 
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Pomodu specijalnih potenciometara za kontrolu eparalakse", mofe 

Be pero postaviti u bilo koji poUtni polaaj na papiru, a pomo-

du odredjenih preklopnika mole se podesiti feljena oset1j1vost 

svake od veliaina X 111 Y. Statiaka taanost ovakvog pima 

ogranioena je jedino mxtvim hodcm servos1stemali obiano je bo# 

ija od 0,1% pune skale. Dinam1aka taanost je dovoljna da pre-

ti i brie promene napona (1 do 2 Hz) koje se javljaju kao izla-

zne veliaina u raaunaru, all je ogranidena, tako da se mogu pp-

st1d1 brzine od oko 25 do 50 an/sec 

X - Y 'Alma se mofe koristiti 1 za belefenje naponsk1h funkci-

ja u zavisnosti od vremena. Ovo se postife na taj naa1n gto se 
na ulaz X dovodi napon X(t) = X•t. Ovaj napon as dobija iz 

jednog od integratora na radunaru, ako se na ulaz 1ntegratora 
dovede konstantan napon, preko potenciometra. Na ulaz Y p1saaa 

dovodi se naponska funkcija a1j1 se grafiak1 oblik felt zabele-

fiti (nacrtati) u zavisnost1 od vremena. Na slici 5 u Prilogu 

prikazan je izgled X - Y pisaaa. 

3.9. Automatski izbor izlaza - selektor  

Pr111kom regavanja nekog problema na analognom raaunaru, kao iz-

lazna funkcija koja se fell posmatrati /11 belegit1, mofe da 

• izlazna veliaina iz ma kojeg raaunskog elementa. Pored toga, 
u toku rada je vrlo aesto potrebno kontrolisati izlazne ve101- 

ne koje se javljaju na pojedinim raaunskim elementima. Naprimer, 

u refimu postavijanja potenciometara treba omogudit1 lako pos.% 

matranje izlaza iz pojed1n1h potenciometara, kako bi se lako 

brzo mogli postavljati potenciometri prema referentnom potencto-

metru (vidi si. 3.2.2). 

Da b1 se olakgala manipulacija oko dovodjenja 1z1azi iz pojedl-

nib raaunsk1h elemenata na uredjaje za otitavanje i kontrolu,.0 
savremenim raaunarima nalazi se posebna logieko - prokidadka 

=efts - selektor pomodu koje se mofe na jednostavan naain odab-

rata naponska funkcija koja se feli pommatrati. Komandovanje o-

vum logiako-prekidaakom mrelom vrli se pomodu tri niza 

od kojih je prvi niz obelefen slovima A 1 P, a druga dva ni-

za obelefena su brojevima od p do 9. Pritiskom na po jednu dlr- 
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ku 1z svakog niza formira se troznaen1 Iced, a na izlaz selekto-

ra prenos1 se izlaz onog reunskog elementa koji nosi odgovara-

judi k8d. Rod analognog raeunara TARA-50, naprimer, koji sadr-

/1 50 raaunskih pojaaava6a, svi pojaaavaa1 su rasporedjen1 na 

selektoru od A00 do A49. Potenciometri, kojih Jima 60, raspo-

redjeni su od P00 do P59. Pritiskom na po jednu dirku iz sva-

kog niza dirk1 na selektoru (sl. 3.9.1) formira se naprimer oz-

naka A26 gto zna61 da je na izlaz selektora doveden 1z1azni na-

pon koji dolazi iz pojaaavaaa obeleienog sa brojem 26. Na s11- 

aan naain, ako se pritiskom na dirke selektora formira oznaka 

P38, na izlazu selektora bide doveden izlazni napon sa potencio- 

metra oznaaenog sa brojem 

A 00 

38. 

IZLAZ 0 
0 

0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 
0 
O 
0 
0 
0 

0 
0 
0 

A01 

A 49 

(A26) P00 

P01 

P59 

Si. 3.9.1. Selektor 

Ako se sada, izlaz selektora pove/e sa instrumentom, 111 se do-

vede na Y osu p1saaa 111 osciloskopa, onda se vrlo lako 1 brzo, 

samo pritiskom na tri dirke, no/a dovest1 izlaz 1z bile kojeg 

raaunskog elementa na odgovarajudi uredjaj za oaitavanje rezul-

tata. 
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PRIMENA ANALOGNIN RAeUNARA 
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I. REAAVANJE OBIeNIN DIFERENCIJALNIE JEDNAdINA 

Univerzalni analogni raaunari prvenstveno su namenjeni sa rein-
vanje problema koji se mogu opisati pomodu obienib difezemeljal-

nih jednadina kao i sistema diferencijalnih jednaaina. O end 

demo glavi razmatrati renavanje obienih diferencijalnik jedna-

aina pomodu analognog radunara. 

Natematiaki posmatrano, obiene diferencijalne jednaaine seen se 

podeliti u tri osnovne grupe i to: 

1. Linearne diferencijalne jednatine sa konstantnim kur 

eficijentima, 

2. Linearne diferencijalne jednaaine sa promenijivia  to-
eficijentima 

3. Nelinearne diferencijalne jednaaine. 

Prve dve grupe mogu se poddliti na homogene i nehomogene difere-

ncijalne jednaaine. 

U ovom demo se izlaganju najpre osvrnuti na matematiake omnove 

renavanja ovih jednaaina. 

1. RONOGENE LINEARNE DIFERENC/JALNE JEDNAtINE SA KONSWAHMCD9 

XOEFICIJENTIMA 

1.1. Matematiake osnove 

Pod linearnom diferencijalnom jednaainom n-tog reda podrassee.- 

va se, kao nto je poznato, jednaaina koja je linearna po nepom-

natoj funkciji 1 njenim izvodima do reda n, a ma kako figurlsr 

la nezavisno promenljiva. To je, dakle, jednaaina oblika 

dnx 	dn- I x 	 dx a 	a 	----- 	.1- a -- + aox = f(t) 	(1 - 1.1) 
n 
--- 
dtn 	

an -1 
dtn-I 	 1  dt 

gde au as  (i = 0, 1, 	, n) i f(t) funkcije od t ill 

konstante. Ako funkcija f(t) ne figurine u jednaain1 (1.1.1), 
onda se ovakva jednaaina naziva homogena. Ako su as  (I = 0, 
1, 	, n) konstante, onda se jednaaina (1.1.1) satin line- 

arna diferencijalna jednaaina sa konstantnim koef1c1jentIma. 

Jednaeina (1.1.1) :none se napisati i u obliku 
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L(p)•x = f(t) 	 (1.1.2) 

	

ako su koeficijenti a i  (1 = 0, 1, 	, n) konstante, gde je se 

L(p) oznaden linearn1 operator oblika 

L(p) = anpn  + an_ i prz I  + • • • + op + ao 	 (1.1.3) 

gde je p = d/dt / predstavlja diferencijalni operator po t. 

Funkcija f(t) naziva se ponekad ulazna funkcija. Vrednosti 

funkcije x(t) i njenih (n-1) izvoda za t = 0, nazivaju se 

podetn1 uslovi, koji su dati u obliku 

x(0) = xo , x' (0) = xo, 	x (n-1) (0) = xo
(n-1) 
	(1.1.4) 

gde je sa x (i)  oznaaen izvod funkcije dx/dt. 

Iz , teorije diferencijalnih jednaalna, poznato je da se opgte re-

genje nehomogene linearne diferencijalne jednatine (1.1.1) do-

bija kao zbir opgteg regenja homogenog dela jednaaine 1 partiku-

larnog regenja date jednaaine (koje ne sadrt1 proizvoljne kons-

tante). Stoga demo se najpre osvrnuti na regavanje homogene li-

nearne diferencijalne jednaelns sa konstantnim koeficijentima. 

Jednaaina 

	

L(p)•x = 0 	 (1.1.5) 

je homogena jednaaina i dobija se kada se leva strana jednaaine 

(1.1.1), odnosno (1.1.2) izjednao1 sa nulom, a mole se renti 

ako se stavi 	
x = e

rt 	 (1.1.6) 

1 jednatina (1.1.5) skrati sa faktorom e rt  0 0. Kao rezultat 

ove smene dobija se jednad1na n-tog stepena po r, oblika 

	

L(r) = 0 	 (1.1.7) 

koja se naziva karakteristiana jednaaina. 

Algebarska jednaoina (1.1.7), n-tog stepena po r, ima n ko-

rena r 1 , r„ , ro . Svakom od ovih korena odgovara pc je-

dno regenje (1.1.6) diferencijalne jednaaine (1.1.5). za nala-

fenje opgteg regenja jednaaine (1.1.5) potrebno je analizirati 

sledede mogude sluaajeve korena karakterist1ane jednaaine. 

1 ° . Svi koreni karakteristi6ne jednaaine (1.1.7) su re- 
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alni i razliaiti. Kako su funkcije 

erit er2t , 	, e
rn t (1.1.8) 

relenja diferencijalne jednaaine (1.1.5), a linearno su nezav1- 

sne, to opAte reAenje ima oblik 

r2t  + x(t) = C l e r l t  + C2e 	 + Cnernt 	 (1.1.9) 

gde su C I , C2, 	, Ca  proizvoljne konetante. 

2 ° . Svi koreni karakteristiane jednaaine su realni, 

all medju njima 1ma i viAestruk1h korena. Da b1 se 1 u ovom 

sluaaju dobilo n linearno nezavisnih funkcija, radi dobijanja 

°Stag reAenja, potrebno je za svaki koren r i  koji se javlja 

k. puta obrazovati funkcije 

it, 	
2 	.t ex i t , te r   	t er 1 
	 tki-1  er i t 	(1.1.10) 

Mote se pokazati da ovako obrazovane funkcije eine n linear-

no nezavisn1h reAenja diferencijalne jednaaine (1.1.5), pa nj/- 

hova linearna kombinacija sa n proizvoljn1h konstanata C i  

(1 = 1, 2, ... , n) daje opAte regenje jednaftne (1.1.5). 

3° . Medju korenima jednaaine (1.1.7) nalaze se I. ko-

njugovano kompleksni koreni. Koristea1 relacije 1z teorije kom-

pleksn1h funkcija realne promenljive mote se pokazati da je za 

dobijanje n linearno nezavisn1h funkcija, u cilju formiranja 

opateg regenja jednanne (1.1.5) potrebno svakom konjugovano 

kompleksnom korenu pripisati funkcije 

a.t 	ea  e 1  COSSit, 	e 1 sinB 1 t (1.1.11) 

gde je predpostavljeno da je koren r i  konjugovano kompleksan, 

tj. a i  t je i . Linearnom kombinacijom ovih funkcija sa n pro-

izvoljn1h konstanata C i  (1 = 1, 2, ... , n) dob1ja se opAte 

reSenje jednaaine (1.1.5). 

4 ° . Medju koren/ma jednaaine (1.1.7) nalaze se vine-

struki konjugovano kompleksni koreni. U ovom sluaaju treba pri-

meniti sliaan postupak kao i u slu6aju viAestruk1h realn1h ko-

rena. Tako, ako se koren r i  = a i  ± j8 i  pojavljuje k i  puta, 

j8 1  treba uvesti funkcije 
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e (aeiB i )t , te (ai rni )t , 	, tki -1e(ai +J81)t 	(1.1.12) 

a za vifestrukost korena a.1  - jf i  treba uvesti funkcije 

e (ai-J9i)t tn (ai-jfi)t , 	tki-ln (ai-jfi)t (1.1.13) 

Razdvajajudi realne i imaginarne delove, lako se dolazi do 
2ki  realn1h refenja jednaftne (1.1.5) oblika 

eaitcosAit, teaitcosOit, 	tk leai tcosfit 
i 

a-t 	 -t e 1  sinait, tea 1  sinfit, 	, tki-1 eaits1n9it 

(1.1.14) 

(1. 1.1 5) 

Na ovaj se naain formira n linearno nezavisnih funkcija i nj1- 

hovom linearnom kombinacijom sa n proizvoljn1h konstanata 

Ci (1 = 1, 2, ... , n) dobija se °pate refenje jednaftne 

(1.1.5). 

Da b1 se dobilo potpuno refenje nekog fiziakog problema koji je 

opisan linearnom diferencijalnom jednaainom, potrebno je uvest1 

i poOetne uslove, koji odredjuju jedno partikularno refenje ho-

mogene jednadine. Uvodjenjem poaetn1h uslova u opfte refenje 

homogene linearne diferencijalne jedna*ine sa konstantnim koefl.- 
cijentima, odredjuju se proizvoljne konstante Ci (1 = 1, 2, 

, n). Ovo zahetva relavanje n simultan1h linearn1h alga-

barskih jednadina od n nepoznatih, jer je potrebno izjedna6iti 

vrednost1 za x i prvih n - 1 izvoda od x, za t = 0, sa n 
datih konstanata xn , x;, 	, xin-1),  a prema (1.1.4). Prena 

tome, ako se uzme reAenje (1.1.9) jednaa/ne (1.1.5), nadje pr-

vih n - 1 izvoda, to za t = 0 izjednaft sa odgovarajuan 

konstantama (1.1.4) dobija se sistem 

C I  + C2 	.** 	Cn  = X0  
C i r 2 + Ckr2  + ••• + Cnrn  = xo 

n-1 	n-1 	 n-1 	(n-1) Cir, 	+ C2r, 	+ ••• + Cnrn 	= xo 	(1.1.16) 

1z kojeg se mogu odrediti proizvoljne konstante Ci (1 = 1, 2, 
... , n). 

Predhodna iziaganja pokazuju koliko treba ulof1t1 truda i rada 

da b1 se reAila jedna homogena linearna diferenc1jalna jednaai4 

na sa konstantnim koeficijentima za odredjene po*etne uslove, 
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Lao je teorijski potpuno jasan put i naain relavanja iste. 

Ako je, naprimer, red n visok i ako se trail analiza relenja 

jednaaine za sluaaj variranja koeficijenata i poaetnih uslova, 

onda se more neki od koraka relavanja ponavljati vile puta za 

svaku od navedenih promena bilo koeficijenata bilo poaetnih us-

lova. U praksi, broj ovih varijacija mole da bude na stotine 

• hiljade, tako da matematiako ill numeriako relavanje postaje 

vrlo zamorno i dugotrajno. Medjutim, analogni raaunar ovde mole 

da posluli kao vrlb pogodno pomodno sredstvo hal za ovakva is-

tralivanja, jar se svaka promena bilo konstante bilo podetnog 

uslova, kao Ito de se videti, svodi na jednostavno podelavanje 

nekog potenciometra i na posmatranje relenja. 

1.2 Struktura programa 

Ako na analognom raaunaru treba da se relava jedna obiana line-

arna homogena diferencijalna jednadina sa konstantnim koefici-

jentima, onda je potrebno imati na raspolaganju slede6e raaun-

ske elemente: 

- sabiraae, 

- integratore 

- potenciometre za mnotenje sa konstantom. 

O ovim komponentama bib je real. ranije (I deo, 1, 2, 3). 

Diferencijalne jednaaine se na analognom raaunaru relavaju tako 

da se izbegava operacija diferenciranja, polto se ova operacija 

ne mole pogodno realizovati usled pojave nezanemarljivo velikog 

Num. Stoga se relenje diferencijalnih jednatina dobija pomodu 

operacije integracije, pa se programiranje sastoji u tome da se 

jednsaina transformile tako da se najvili izvod po nezavisno 

promenljivoj nalazi na levoj strani, a svi ostali alanovi na 

desnoj strani jednaaine. Drugim reaima, diferencijalnu jednaai-

nu treba reliti po najvilem izvodu. Da bismo pokazali naain pro-

gramiranja uzmimo kao primer jednaainu 

dx a au  + bx = 0 	 (1.2.1) 

koju treba reliti za poaetni uslov x(0) = xo . 

Posle relenja po najvilem izvodu jednaaina (1.2.1) postaje 
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dx 
al" 	x  (1.2.2) 

Da bi se ova jednaaina postavila na raaunar, potrebno je da sel 

svaka veliaina predstavi pomodu napona. Predpostavimo da se u 

nekoj taaki raeunara ved nalazi napon proporcionalan sa dx/dt. 

Ako se taj napon dovede u integrator, koji ujedno i menja mak! 

(Prvi deo I, 3.2), onda se na njegovom isle= javlja napon 

proporcionalan sa - x (a. 1.2.1). Ako se sada ovaj napon pot-,  

a 	 to  

Si. 1.2.1. Formiranje programa za relavanje 

diferencijalne jednaaine (1.2.2) 

mnoli sa b/a, pomodu potenciometra na kojem se postavi brojna 

vrednost b/a (0 < b/a < 1), onda se dobija Alan koji se nalazi 

na desnoj strani jednaaine (1.2.2). Poito jednaaina (1.2.2) is-

kazuje tvrdnju da su dx/dt i -(b/a)x jednaki, to je potrebno 

ove dve veliaine i naponski izjednaaiti. Ovo se postile, ako se 

taake na raaunaru, u kojime se javljaju ove_dve veliaine, spo-

je na kratko, kao Ito prikazuje slika 1.2;2. Na (WO naein do- 

51. 1.2.2. Itruktura programa to relavanje 

jednaaine (1.2.2) 

bija se strukturna blok lama programa za relavanje jednaaine 

(1:242) na -analognom raaunaru. 

Neka je potrebno reAiti no analognom radunaru diferencijalnu je-

dneainu drugog redo oblika 

asy = 0 	 (1.2.3) 
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za poOetne uslove y(0) = Yo 1  Y'(°) = yo • 
Ako se jedna61na (1:2.3) re61 po najviAem izvodu dobija se 

d 2 1,  r  _ a2  dY _ a2  

dt 2  a 1  dt 	a Y  

Iz jedna61ne (1.2.4) se vidi da je potrebno sabrati ve1161ne 

as dy 	a 	 d2y 
- 	 - 

s  y da b1 se dobio najv1A1 izvod 	. Ovo se 
a s  dt 	al 	 dt2 

izvodi pomodu sabirada (sl. 1.2.3). Na njegovom se 1zIazu dob1- 

a3u  
ail 
	

dZ 
dt az dy 

al dt 
Si. 1.2.3. Formiranje programa za reAavanje diferen-

cijalne jednadine (1.2.4); korak 1. 
d 2 y 

ja sada napon proporcionalan sa - 	, jer sabirae pored ope- 
dt 2  

racije sabiranja vrAi i promenu znaka (v. Prvi deo I, 3.1). 

Ako se uzmu dva integratora i dobijeni izlaz iz sabiraaa do-

vede na ulaz prvog, a izlaz prvog potom na ulaz drugog integra-

tora, dobijaju se naponi proporcionalni sa dy/dt i sa -y 

(sl. 1.2.4), na izlaz1ma odgovarajud1h integratora. Da bi se 

-11,Y 	dif 	dy dt 	-Y 

SAY 
didt 

Si. 1.2.4. Formiranje programa za reAavanje diferen-

cijalne jedna61ne (1.2.4); korak 2. 

formirala strukturna Aema za regavanje jednaeine (1.2.4) potre-

bno je velinnu dy/dt pomnont1 sa as/al. (0 < a2/al 4  1), 

pomodu potenciometra na kojem se postavi brojna vrednost ove 

konstante. Na isti se naein pomno/1 i ve1161na - y sa as/al, 

(0 < as/al < 1). Kako je ve1161na 	(as/a1)(dy/dt) pozitivna, 

a jedna61na (1.2.4) zahteva da ova velleina bude negativna, 

mora se izvrAit1 promena znaka pomodu joy jednog sabira6a. Sada 

(1.2. 4 ) 
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se ovako formirane veliaine - (adal)(dy/dt) i - (a3/a1)3 1 

 dovode na odgovarajude ulaze sabiraaa, na kojima je predposta-

vljeno da se ved nalaze (81. 1.2.3), to se tako dobija struk-

turna blok Aetna programa za refavanje (el. 1.2.5) jednaaine 

(1.2.4). 

51. 1.2.5. Struktura programs za relavanje 

jedneine (1.2.4). 

Iz ova dva primera se vidi da je, za dobijanje strukturne blok 

gems programa za refavanje homogenih linearnih diferencijalnih 

jednaaina na analognom raaunaru, potrebno pridriavati se slede-

deg postupka: 

1. Diferencijalna jednadina se raft po najvifem izvodu, tj. 

sa love strane se ostavi Alan koji sadrfi najvai izvod, dok se 

na desnu stranu prebace svi ostali alanovi jednaaine. 

2. Predpostavi se da na izlazu jednog sabirada postoji na-

pon proporcionalan najvaem izvodu u diferencijalnoj jednaaini. 

3. Ovaj se napon Integrali onoliko puta koliko je potrebno 

da se dobiju sve promenljive koje figural] na desnoj strani di-

ferencijalne jednaaine 

4. Funkcija i njeni izvodi mnofe se odgovarajuam konstanta-

ma, a ako je potrebno menja km se znak, zatim se dovode kao u-

lazne veliaine u sabiraa na *ijem izlazu, pram 2. postoji na-

pon proporcionalan najvaem izvodu. 

5. Na kraju se obezbedi prisustvo poaetnih uslova na odgo-

varajude integratore, o aemu de biti re5i kasnije, dime je pro-

gram sastavljen. 

Na isti se naain'eastavtjaiprogram i za sista homogenih line-

arnih diferencijalnih jednadina as konstantnim koefickjentima. 

Svaka od jednaaina sistema se najpre refi po najvi8em izvodu 

jedne funkcije 1 predpostavi se da je taj najvia izvod poznat. 
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Sags se soaki od njih integrali potreban broj puta 1 obrazuju 

as svi dlanovi koji se pojavljuju u sistemu diferencijalnih je-

dnadina. Ovako obrasovani Olanovi we dovode na odgovarajude u-

laze, tako da se ostvere uslovi zadati sistemom diferencijalnih 

jedmadina, atme se dobija strukturna blok Aema programa. Radi 

objaAnjenja navedm je *laded/ primer: 

Neka je aadat sister diferencijalnih jednadina koji treba real-

ti pomodu analognog ra*unara 

+ atY 
+ bli + 

a2z + a1i ■ 0 

b2z - 62y - 0 
(1.2.5) 

gde su al, 412, al, b1, b2 i 122 pozitivne konstante manje 

od jedinice. dada se sister (1.2.5) reit po najviA1m izvodima 

dom/ja se i a - alp - a2z - ail (1.2.6) 
- - b1i - b2z + bay 

 

Primenom opisanog postupka lako se dolazi do programa za reAava-

nje sistema diferencijalnih jedratina (1.2.6) na analognom radu-

naru (el. 1.2.6). 

81. 1.2 ,.E. StratrapiTegransarediavente sista 
dlfmreMmA/Mlnik jednadlea (1.2.6) 
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- Smanjenje 	broja raaunskih elemenata - - 	- -    

Ako se postupa po gornjim pravilima onda se dobija taana struk-

turna blok flema programa. Medjutim, prilikom sastavljanja blok 

6eme programa mogu se radunski elementi koristiti ekonomianije 
ako se ima u vidu ainjenica da integrator vrli i sumiranje ula-

znih napona. 

U primeru prilikom reiavanja jednaaine (1.2.4) koristi as blok 

6ema data na slici (1.2.5). Ovde se na dva ulaza u prvi integra-

for dovode veliaine - (a s /as)(dy/dt) i -(as/as)y, pri damn 

se na njegovom izlazu javlja veliaina - (dy/dt), a na izlazu 

drugog integratora + y (el. 1.2.7). Odavde se odmah vidi da 

je za dobijanje prvog alana dovoljno pomnoliti izlaznu veliainu 

iz prvog integrators , pomodu potenciometra, sa as/as i dove- 

Sl. 1.2.7. Struktura programa sa smanjenim brojem raeun-
skih elemenata za relavanje jednaaine (1.2.4) 

sti je direktno na jedan od ulaza istog integratora. Za dobija-

nje drugog alana potrebno je veliaini + y prvo promeniti znak, 

pomodu sabiraaa, a zatim tako dobijenu veliainu pomnotiti, porno-
& drugog potenciometra, sa as/as S dovesti na drugi ulaz pr-

vog integratora. 

Poredjenjem silica 1.2.5 i 1.2.7 vidi as da je, uz malu tran-

sformaciju strukturne blok game, ubtedjen jedan raaunski elements 

u ovom sluaaju sabiraa. Na sliaan se naain, posmatranjem alike 

1.2.6, mole zakljuaiti da izlazna veliaina - y iz sabirada 
(1) ne sluli niaemu drugom, sem kao ulazna velieina u integra- 
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for (2). Isto tako se i 1zIazna velioina iz sabirada (4) dovo-

di samo na ulaz integratora (5). Ako se / ovde iskor1st1 nave-

dena osobina integratora, mogu se izvr4it1 slidne uitede, to se 

tako dobija uproAdena strukturna blok Aema data na slit/ 1.2.8, 

za relavanje sistema jednadina (1.2.6). Ovde treba napomenuti 

Si. 1.2.8. Struktura programa sa smanjenim brojem radunskih 

elemenata za reAavanje sistema jednadina (1.2.6) 

da se ovakve ultede, tj. kombinovanje sabiranja 1 /ntegriranja, 

mogu vr6/t1 uvek kada se najvifl 1zvod.promenljive odgovarajude 

jednadine ne pojavljuje na nekom drugom meaty u jednadin1 111 

sistemu jednad1na, 111 ako nije potrebno da postoji radi mere- 

nja 111 oditavanja. 
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Rao ito jo ranije raw (Prvi deo I, 3.21 integrator radi ta' 

ko da au se na islasu javlja funkcija proporcionalna as 

Y(f) 	- J x(t)dt + y(0i 	 (1. 3. 1) 

0 

qds je it(t) ulasna velidina u integrator, a y(0) velieina 

koja se dovodi na poseban Atlas integratora. Qva as velidina na+ 

siva integraciona kometanta iii podetni ualov, od koje integra-

tor pantie da radi, tj. to je napon na koji je napunjen konden-
sator integrators pre podetka rada. Takodje ja ponnato da se par-

stavljanje integracione 'constants ili podetnog uslova kod ana10- 

gnog raeunara mole vrliti na dva nadina i to; 
- punjenjam kondensatora u povratnoj spresi integrators 

pre podetka integracije ili 
- dodavanjem integrations 'constants posit isvrgene inter 

gracije. 

Pram tom, ako 	gale poetaviti podatni usiovi, prilikoa to- 

lavanja nekog problems na anaiognom raft-nary, saga se koristiti 
jedan od ova dva opisana nadina. Vrednost po6etnog vision se do-

vodi preko potenctometra na poseban alas Al integrator, ako se 

koristi prat naein. Tako naprimer, pakpassstruktaznablok seen 

programa as regavanja Jednedine (1.2.2) data je as slici 1.3.1. 
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Vrednost x(0) = x o  formira se tako &to se jediniani raunski 

napon U pomnoli pomodu potenciometra sa bran= vrednoidu x o , 

u nekoj razmeri i dovodi se na ulaz za poaetni uslov u integra-

tor. 

Na sliaan nain, prilikom redavanja jednaaine (1.2.4) poaetni 

uslovi se dovode na integratOre, , kao prams slici 1.3.2. 

Si. 1.3 2. Program sa podetnim uslovima za redavanja 

jednaine (1.2.4) 

Ako se koristi drugi naain postavijanja potetnih uslova, napri-

mer, za redavanje jednatine (1.2.4), onda bi strukturna blok 

dem programa izgledala kao na slici 1.3.3. Sa slike Se vidi da 

se izlaz iz integratora (1) vodi preko potencianetra na njegov 

ulaz i na integrator (2). Stoga je potrebno dovesti. paetni u-

slov yo , na oba mesta, a pored toga, tamo gde je potrebno, pom-
noliti ga sa odgovarajudom konstantom (Prvi deo. II, 2.3). To 
je u ovum sluaaju i ainjeno na ulazu u integrator (1), to je 

njegov po4etni uslov pemnolen konstantom a2tel preko potenci-

ometra (1). 

lomat* je.od Male da se aaalogni raaunat sastaf od skupa 

raaunakih elemenatakoji, predatavijaju fizake uredjajo name-

njene za obavljanje odredjenih.matematiakih operacija. Press 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



-164- 

tome, ako se ovi rgunsk1 elementi poveku prema strukturnoj 
blok lem1 programa, onda se mole uspostaviti analogni model ge4- 

Si. 1.3.3. Program sa uvodjeniem podetn1h uslova 

preko ulaza u sledede raeunske elemente 

ljenog problema. Medjutim, kao i svaki fiziak1 objekt, elektron-

ski analogni raeunar ima svoja ogranieenja, unutar kojih vale 

matematiake relacije nad fiziakim ve1161nama, u ovom sluaaju na-

ponima, koje opisuju ponatanje pojedinih raaunskih elemenata. 

Stoga je potrebno da promenljive problema koji se retava, budu 

postavljene na raeunar tako da se odgovarajudi naponi menjaju 

u radnom opsegu svakog raaunskog elementa. To =aft, treba od-

red1t1 razmere za svaku promenljivu koja figurite u problemu, 

kako bi odgovarajudi napon na raaunskom elementu bio u dozvo-

ljenim granicama. Napon1, 111 matinske promenljive, koje su ve-

zane za pojedlne radunske elemente, moraju se obavezno menjati 

unutar unapred utvrdjen1h granica (obiano ±100V, ±50V 111 ±10V), 

da bi se izbegla preopteredenja 111 zasidenja ovih elemenata. 

Univerzalni analogni radunar1 imaju ugradjene indikatore preop-

teredenja koji upozoravaju operatora na eventualno preopterede-

nje nekog od raeunskih elemenata. 

Sa druge strane, da bi se uticaj gretaka, koje smanjuju taanott 

operacije koju izvrtava odredjeni raaunski element (kao tto 50 

greSke usled konaenog pojaaanja, drifta, konaane ulazne struje 

kod pojaaavaea i sl., - Prvl deo, I, 3.4), smanjio na najmanju 
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meru, poteljno je da se svaka matinska promenljiva menja u gra-

nicama najveeih dozvoljenih raeunskih napona radunara. Tako, 

ako se radi o raeunaru sa radunskim naponom 10V, poteljno je 

da se naponske funkcije kredu u granicama - 10V, + 10V. 

Ranije su definisani (Prvi deo, I) koeficijenti razmere k za 

svaki radunski element kada je redeno da ti koeficijenti pokazu-

ju sa koliko jedinica fizidke velidine, tj. napona je predstav-

ljena odgovarajuda matematidka velidina (Prvi deo, I.1). Ovde 

je to definicija protirena, tj. na univerzalnom analognom radu-

naru su promenljive velidine nekog problema, odnosno x, y, 

predstavljene pomodu odgovarajudih matinskih velidina iii napon-

skih velidina - tj. napona X, Y, 	, tako da je 

X = kmx, Y = kyy, 	 (1.4.1) 

gde su km , ky , 	, koeficijenti razmere, preko kojih se usa- 

glaaavaju brojne vrednosti pojedinih fiziokih velidina. Koefici-

jente razmere km , ky , 	, treba birati tako da apsolutna vre- 

dnost svake matinske promenljive X, Y, 	, bude tto vela, a 

da pri tome ne predje dozvoljene granidne vrednosti (±100V, 

±50V iii ±10V). 

Maksimalni dozvoljeni napon po apsolutnoj vrednosti, koji se ko-

risti u nekom elektronskom analognom radunarn, obidno se naziva 

radunski napon radunara U. Tako naprimer, ako radunar radi sa 

=100V radunski napon radunara U de biti 100V, ako radunar 

radi sa ±50V, radunski napon de biti 50V. Za tranzistorske a-

nalogne radunare, koji rade sa ±10V, radunski napon je 10V. 

U svim ovim sludajevima koeficijent razmere definite se relaci- 

jam: 	 V  
km  =   x 

4 I x IU
MaX 

ljedinica za xl 
(1.4.2) 

gde je H amm  najveda odekivana vrednost promenijive x po 

modulu. Ovde treba primetiti da se ave matinske promenljive 

kredu u opsegu +U i -U. Iz praktidnih razloga kod universal-

-nih analognih radunara koeficijent razmere kx  bira se tako da 

ima pogodnu zaokrutenu vrednost oblika 10n , 2•10n ill 5•10 21 

 (n = 0, ±1, ±2, 	), ill, redje, 2,5•10 n  i 4•10n . Medjutim, 

kod specijalizovanih radunara km  mote se izabrati taxo da je 
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k,„  
x U 

 

Treba primetiti da je za izbor koeficijenata razmere potrebno 

odrediti maksimalne vrednosti pojedinih promenljivih velidina 

problema. Ako je problem fizidke prirode, onda se Onto, na os-

novu fiziakih zakona mogu priblilno odrediti maksimalne mogude 

vrednosti pojedinih velidina. Ponekad se uzimaju proizvoljne 

razmere I problem se tako postavi na radunar, pa se posle jedne 

ili nekoliko proba na radunaru izvrgi izbor razmere. Kod slo/e-

nijih problema metoda probanja se deride koristi, jer se brEe do-

lazi do rezultata. 

Kada su faktori razmere odabrani, onda se pigu tzv. maginske 

jednadine. Ove jednadine su ustvari veze izmedju naponskih ve-

Udine unutar radunara. Maginske jednadine se, prema tome, do-

bijaju kada se promenljive x, y, 	, zamene na slededi na- 
din 	 X 

x = r— , y = r— , 	 (1.4.3) 
Ax 	AY 

Vanno je ovde napomenuti da se promenljive X, Y, 	, javlja- 

ju kao naponi oije maksimalne apsolutne vrednosti ne mogu da 

predju ranunski napon ranunara. 

Koeficijenti razmere kx , ky , 	, odredjuju broj volti po je- 
dinici fizioke velioine x, y, 	, pa se nest° oval napon na- 

ziva jedininni napon za odgovarajudu promenljivu x, y, 	. 
Ako u nekom problemu figurine vine promenljivih, pogodno je da 

jedininni napon za sve promenljive bude jednak, medjutim, ako 

je sa gledinta razmere na raounaru ovo nepogodno, onda razlini-

te promenljive mogu imati razlinite jedininne napone. 

Na primeru algebarskog sabiranja 

y = a i x i  + a2x2 	 (1.4.4) 

gde je 0 4 a 1  4 1; 0 4 a 2  . 2; 	'x i ( s 80; 	lx 2 1 	60; prika- 
zan je nanin odredjivanja razmera. 

Neka je ranunski napon raeunara U = 10V. Stavimo da je 

X 1 	10 	 X2 	10 

	

k =-- 4 -- 	k = -- 4 -- 	 (1.4.5) x i 	x i 	80 	x 2 	x2 	60 

pa kako je 
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y = laixi + a2x21 4  lalKil + Ja2X21 $ 80 + 120 = 200 

to je 
Y 	10 

k, = 4 
4 	y 	200 (1.4.6) 

Zamenom vrednost1 za x 1 , x 2  1 y 1z (1.4.5) 1 (1.4.6) u 
(1.4.4) dobija se maainska jednaftna 

a s k y I 
	

a2kv 
Y = 	 + ---t X2 kx , 	kv (1.4.7) 

Ovde se mogu usvojiti raz1161t1 koeficijenti razmere: 

1? Ako se, naprimer, usvoje slede6i koeficijenti razmere 

k11 = kX2  = 0,1 	1 	k 	= 0,05 	jednaaina (1.4.7) posta- 
je: 

Y = 0,5 a 1 X 1  + 0,5 Eta: 	 (1.4.8) 

2? Ako se usvoji da su svi ,koeficijenti razmere jednaki, onda 

se to 61211 na osnovu najmanjeg, pa je tada 

kx , = kx2  = ky  = 0,05 

1 jednaftna (1.4.7) postaje 

Y = a l X, + a2X2 	 (1.4.9) 

Kako koeficijent a 2  mode da uzima vrednost1 do a2 = 2, 
to se velifina X2 mora pomnofiti sa 0,1•a 2  1 dovesti 
na ulaz 10 u sabiraa. 

3? Ako se, pak, usvoje slede61 koeficijenti razmere 

kx l  = 0,1; 	kx2 = 0,15 1 ky= 0,05 ; tada jednaalna  
(1.4.7) glas1 

Y = 0,5 a 2 X, + 0,333 a2X2 	 (1.4.10) 

Na slici 1.4.1. a, b i c prikazani su sablrae1 i potencio-

metri pomodu kojih se realizuju maginske jednaaine (1.4.8), 
(1.4.9) 	i 	(1.4.10). 

1.5. Razmcra za nezavisne  promenljivu 

Svaki raunski element, kako je ranije reaeno, obavlja Sevesnu 

matematieku operaciju nad naponima koji se menjaju u toku vreme-

na. Prema tome, nezavisno promenljiva velleina kod analogn1h ra-

aunara je vreme. Stoga ako se neki matematiok1 problem reaava 
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pomodu analognog raeunara, onda nezavisno promenljiva problem. 

mora da odgovara , u nekoj razmeri, vremenu rada reunara. Za 
obiane diferencijalne jednaaine, koje se relavaju na analognom 

raaunaru, nezavisno promenljiva se predstavlja sa vremenom 
rada radunara. Ovo je narodito pogodno, ako se pomodu ana-

lognog radunara prouaavaju dinam1ak1 sistemi, koji su opisan1 

pomodu diferencijalnih jednaa1na, jar je i kod njih nezavisno 

promenljiva vreme. 

0.501  

- 

- X2 

-  

—X: 

0.5 a, 

- 

-X: 

Si. 1.4.1. - Primer1 odredjivanja razmere za zavisno 

promenljivu 

Prema tome, ako se nezavisno promenljiva problems 111 vreme t 

predstavi sa maainskim vremenom t u razmeri 1:1 (t = r), 

tada se kale da raaunar rad1 u realnoj vremenskoj razmea•. Jed-

noj sekundi u problemu odgovara jedna sekunda rada radunara, to 

se na raeunaru dobija realna vremenska interpretac/ja svih pro-

menljivih vellaina fiziakog procesa ko-ji se proudava 111 s1muli- 
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ra. Rad u realnoj vrenenskoj razmeri aesto se zahteva kada je, 

naprimer, analogni raeunar ukljuaen u sam proces to aini njegov 

sastavni deo, ili kada se ponaganje pojedinih stvarnih elemena-

ta ili uredjaja ispituje pomodu analognog raeunara. 

Medjutim, vrlo aesto, realna vremenska razmera mole da bude ne-

podesna za regavanje problems pomodu analognog radunara. Tako, 

ako se, pomodu analognog raaunara, ispituju vrlo brze pojave, 

tada raeunar treba da u vrlo kratkom vremenu obavi potrebne o-

peracije, pa se javljaju problemi prenosa visokih uaestanosti. 

S druge strane, kod sporih pojava, dugotrajna integracija bi 1- 

zazvala velike kumulativne gregke. U takvim sluaajevima, izme-

dju vremena, ili nezavisno promenijive t i maginskog vremena 

✓ uspostavlja se relacija 

T 	at t 	m 	 (1.5.1) 

gde je at  koeficijent razmere za vreme. Odmah treba primetiti 

da je za at  > 1 vreme t usporeno na radunaru, tj. da raau-
nar radi sporije nego gto se stvarni proces odvija, a za inter-

val 0 < at  < 1 vreme t na raaunaru le ubrzano. 

Prema tome, ako je potrebno izvrgiti promenu vremenske razmere 

u nekoj diferencijalnoj jednaaini tada se, prema (1.5.1), svako 

t mora zameniti njegovom vrednogdu, tj. 

t 
	1 

T 	 (1.5.2) 

Pojedini izvodi, prema (1.5.1) i (1.5.2) bide tada 

Ut ' at ai 7 atP 
	 (1.5.3) 

ili u opatem slUaaju 

dn 	A dm 	n  
n 	at 	= at  p 	(n-= 1,2, ...) 	(1.5.g) 

dt 	din  

U pogledu izbora vremenske razmere treba redi da za probleme za 

koje se ne zahteva rad radunara u realnom vremenu, izbor ove 

razmere predstavlja kompromis izmedju lelje za brlim retina-

njem i mogudnosti rada raaunskih elemenata i uredjaja za oaita-

vanje regenja u pogiedu frekventnog opsega koji daje optimalnu 

taanost. Maiinsko vreme rada jednog sporog analognog radunara 
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obiano iznosi 5 do 200 s, a prose6no traje 10 do 60 s. 

Ako bi se uzelo da raaunar radi duge od 300 s, tada bi gregke 

usled drifta i. konaane ulazne struje kod integratora (Prvi deo 

I, 3.4) mogle da dovedu u pitanje taanost dobijenih regenja. d 
druge strane, suvige brze promene utiau na taanost rada elektro-

mehaniakih raounskih komponenata. Stoga izbor vremenske razme H 
re treba da bude takav da se izbegnu svi ovi uzroci gregaka. 

1.6. Primers 

Primer 1. Neprigugene harmonijske oscilacije 

Kao primer prou6avanja homogene linearne diferencijalne jednaai-

ne posmatrajmo mehaniaki harmonijski oscilator (sl. 1.6.1), ko- 

X(t) 

Si. 1.6.1. Mehaniaki harmonijski oscilator 

ji se sastoji od mase M obegene pomodu opruge sa koeficijen- , 
 tom elastianosti K. Ako se masa M nekom spoljagnjom silom i-

zvede iz ravnotegnog pologaja po vertikali i pusti, tada de kre-

tanje x(t) ove mase biti opisano diferencijalnom jednaainom 

Mil+Kx=0 	 (1.6.1) 

za poeetne uslove 

x(0) = A0  ; 	1 	ii(0) = A I 	 (1.6.2) 

Jednaeina (1.6.1) je homogena linearna diferencijalna jednaai-

na sa konstantnim koeficijentima, 6ije opgte regenje glasi 

x = CI eiwt  + C2 0 -J" 	 (1.6.3) 

gde su C I  i C2 proizvoljne integracione konstante, a w je 
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dato kao m = ii717) Uvr5tavanjem poaetnih uslova i transfor-

macijom jednaOine (1.6.3) dobija se jednadina kretanja mase M 

u obliku 

x = AO cosmt + 
AI 

sinwt 	 (1.6.4) 

koja se moEe napisati u obliku 

x = A sin(wt + 0) 	 (1.6.5) 

gde su 	

A = Aa + FL 	 Al tgO = AT  q 	(1.6.6) 

Iz jednadina (1.6.4), (1.6.5) i (1.6.6) vidi se da je karak-

teristika ovakvog sistema da mu je kretanje sinusnog oblika, 

eija je ugaona ugestanost w = 1)177R, 111 prirodna ugestanost 

f 	
27r 	2n M 

fif 	 (1.6.7) 

a amplituda A, to da je kretanje neprigugeno. Ako je X(0) = 0 

tada se regenje (1.6.5) jednagine (1.6.1) svodi na oblik 

x = A0  cos(lig•t) (1.6.8) 

- Priprema za postavljanje na_ragunar 

Da bi se jednadina (1.6.1) postavila na ragunar, treba je naj-

pre retiti po najvigem izvodu, tj. 

K 
= -  x (1.6.9) 

Sada se predpostavi postojanje napona proporcionalnog sa R. Od 

ovako predpostavljenog k treba na neki nadin dobiti flan 

-(K/M)x koji treba izjednaflti sa k, kao gto zahteva jednael-

na (1.6.9). Kada se napon proporcionalan sa -(K/M)x dobije, 

isti se tada vodi u tatku gde se ranije predpostavilo postoja-

nje napona proporcionalnog sa R. Ovakav se proces naziva nza-

tvaranje povratne sprege", jer se ranije predpostavljena veil-

aina 	dobija ustvari vradanjem unazad velitime dobijene po 

izvtgenim odredjenim matematigkim operacijama nad predpostav-

ljenom veliginom (Z). Ovo je jedan od najvagnijih principa na 

kojem se zasniva analogni ragun i analogna tehnika. 

Ako se velioina z dovede na ulaz integratora (1) (sl. i.6.2), 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 172 - 

tada se na njegovom izlazu javlja velidina - Z. Ponovnom inte- 

Sl. 1.6.2. Principska blok 6ema za reaavanje 

jednaaine (1.6.9) 

gracijom veli6ine 	X pomodu integratora (2) dobija se vett- 

6ina x. Da bi se dobila veliaina -(E/M)x, mora se upotrebiti 

jedan sabiraa (3), koji ovde sluli samo za promenu znaka i na 
aijem se izlazu dobija -x i potenciometar (1) na kojem se 
postavi brojna vrednost X/M. Predpostavimo da je u konkretnom 

primeru (K/M) < 1. Sada se izlaz i potenciometra (1) spaja sa 
ulazom u integrator ■ 1), dime je povratna sprega zatvorena 
zahtev jednaaine (1.6.9) zadovoljen. 

Da bi se dobilo reaenje jednaaine (1.6.91 za odredjene poaetne 
uslove (1.6.2), potiebno je na odgovarajude ulaze svakog inte-

grators, preko potenciomStara (2) i (3), 4ovesti vrednosti pot 
aetnih uslova (sl. sa odgovarajudim znakom. Time je re-' 

aLizovana ptrukturna blok lama programama postavljanje date 

jedflaaine na raeunar. Potrebno je jot odrediti.razmere za polar-
dine veliaine, kako bi se reaenje datog problema dobilo sa AtO 
vedom taapo6du. 

- Odredjivanje- reamers  

Radi tednostavnosti, peedpostavimo nalpre da je F- = 0,25. Tad* 
jedaaaina 11.6.9) glisi 

= 	0,25 x 	 (1.6.10) 
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Neka su podetn1 uslovi 

	

x(0) = 1 an 	i 	X(0) = 0 	 (1.6.11) 

neka je potrebno ovaj problem postaviti na tranzistorski ana-

logni raaunar alj1 je raaunski napon U = 10V, tads se izbor 

razmere vrAi na sleded1 naain: 

Naksimalna vrednost za x u toku vremena ne mole bit1 veda od 

1 cm, Ito se mole zakljuaiti iz prirode samag problema, pa as 

uzima 10 	V 	 (1.6.12) kx 	1 1 	= 10 a  
lximax 	1 

lmajudi u vidu relaciju (1.4.3) i uzimajudi late razmere za 

funkciju x(t) i njen drugi izvod x(t), bide 

k = - 0,25 iL 
k kx x   

(1.6.13) 

odnosno mallyska jednaaina u ovam primary ima obiik 

= - 0,25 X 	 (1.6.14) 

Kako je samo jedan poaetn1 uslov razliait od nule, to je i za 

njega uzeta ista razmera, pa je, prema (1.6.11) 1 (1.6.12), 

X(0) = lc, x(0) = 10 V 	 (1.6.15). 

Na slici 1.6.3 prikazana je blok Aema programa za analogni ra-

aunar. Na potenciometru (1) postavljena je vrednost 1. 

-10V 

Si. 1.6.3. Blok Aema za regavanje jednaaine (1.6.14) 
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Zak° je, prema jednaain1 (1.6.7) frekvencija 

f = 17  = 	ibTfg = 0 = 0,0796 perioda/sec 	(1.6.16) 

bira se siededa razmera za vreme at  = 1, tj. radi se u realnoj 

vremenskoj razmer1. U toku vremena od 10 sekundi Jevrigide se 

0,796 ; 111 neat° manje od jedne osclacije. Na sl1c1 1.6.4 pr1- 

kazana su grafiak1 reNenja x(t) i 11(t) jednaelme (1.6.10) 

dobijena na analognom raaunaru, za poaetne uslove (1.6.11). 

Si. 1.6.4. Grafik re8enja i njegovog izvoda jednaaine 

(1.6.10) za po6etne uslove (1.6.11) 

U sludaju da je dato R  = 25 tada b1 jednaaina (1.6.9) imala 
oblik 

= - 25 X 	 (1.6.17) 

Sada se vidi da je prirodna frekvencija povedana u odnosu na 

predhodni sluaaj, to se mora usvojit1 druga reamers za vreme. 
Neka je 

at ' 10 	 (1.6.18) 

tada iz (1.5.3) i (1.5.4) sledi 
d 	d 	 d2 	d2  

(1.6.19) — = 10 -- 	 = 100 
dt 	di 	 dt' 
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Ako se ove vrednost1 uvrste u jednaainu (1.6.17) i ako se usvo-

je iste razmere za x i 5 kao / ran/je, dobija se 

cl 2 X 

	

100 	= - 25 X 	 (1.6.20) 
dz 2  

111 

(1 2X 

dz 2 
 = - 0,25 X 	 (1.6.21) 

Ova jednaaina je istog oblika kao i jedna6ina (1.6.14). Pr111- 

postavljanja na raaunar treba Jed/no voditi raauna da je ma-

Ainsko vreme T 10 puts sporije od realnog vremena t, to da 

10 sec malinskog vremena odgovara 1 sec realnog vremena. To 

zna81 da je vremenska skala ramvuaena. Ugaona udestanost u ovom 

sluaaju je 	
w . /75 = 5 rad/sec 	 (1.6.22) 

Pa je 
f ■ 	■ 0,796 Hz 	 (1.6.23) 

Ako b1, naprimer, bilo 	■ 0,0001; tads b1 jednaaina (1.6.9) 

bile 
• ■ - 0,0001 x 	 (1.6.24) 

Tada se mora uvesti slededa razmera za vreme, tj. at  ■ 0,01; 

pa je 
t = 100 z 	 (1.6.25) 

Kada se ova vrednost uvrsti u jednaa/nu (1.6.24) i voded1 raft-- 

rm. da je pram (1.5.3) i (1.5.4) 

(1.6.26) 1 	d 	 c12 	1 	d2  • w 	 • 

	

tit 100 dz 	 de 10 b  dz 2  

dobija se 	

dIX = - X 
	

(1.6.27) 
dz 2  

Ovako dobijena jednaaina lako se postavlja na raaunar, jar Idle 

potreban potenclometar (1) (al. 1.6.2). krilikom oaitavanja re-

Aenja treba voditi raauna da je 

w ■ /71 7  . 0,01 rad/sec 	 (1.6.28) 

pa se jedna oscilacija dobija za 
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T = 1 = 	= 1004, 2w = 628 sec 	 (1.6.29) 

odnosno za T' = 6,28 maEinskih jedinica za vreme. 

Primer 2. PriguEene harmonijske oscilacije 

U ovom se primeru prouaava kretanje mase M mehaniakog harmo-

nijskog oscilatora koji pored opruge ima i jedan viskozni (hidra-

uliani) priguEivaa (s1.1.6.5). Otporna sila priguEivaaa propor- 

X(t) 

Si. 1.6.5. Mehaniaki harmonijski oscilator sa priguEenjem 

cionaina je brzini X. Kretanje mase M opisano je linearnom 

diferencijalnom jedna*inom drugog reda oblika 

Mil+CX +Kx= 0 	 (1.6.30) 

za podetne uslove 

x(0) = xo 	i 	)1(0) = it o 	 (1.6.31) 

gde je sa x obeleEen pomeraj mase M meren od ravnoteEnog 

polaaja. Veliaine M, C i K su konstante. 

Kod ovog su problema interesantne veliaine vezane za kretanje 

mase M, tj. put x(t), brzina X(t) i ubrzanje i(t). Neka 

se u podetnom trenutku t = 0 masa M nalazi u pololaju 

x(0) = xo  i neka ima podetnu brzinu x(0) = O. Pored toga, ne-

ka su date sledede brojne vrednosti 

- 0,18 4 x 4 0,18 m; 	xo  = 0,18 m 

M = 0,08 [kg] 	 (1.6.32) 
K = 420 [kg/s 2 j 

C = 	2 [kg/s] 
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Jednadina (1.6.30) je homogena linearna diferencijalna jednad1- 

na sa konstantnim koeficijentima d/je opfte reilenje glas/ 

x 	cierlt 	c2er2t 	 (1.6.33) 

gde su ri i r2 koreni karakteristidnog polinoma, a CI 1 

C2 integracione konstante. Izrazi za korene r1 i r2 dati 

su relacijama: 
-C + 14c 2  - 4MX 

2M 	
(1.6.34) 

-C 
r 2 	2M 

Kao gto je poznato ovde mops da nastupe tri sludaja: 

1. Ako je C 2  > 4MX tada su r i  / r2  oba realm i nega-

tivna, to je regenje (1.6.33) aperiod1dno, i kada t + =, 

x + O. 

2. Ako je C 2  = 4MK tada su ri / r2 jednaki, realni i 

negativni, pa je regenje (1.6.33) jednadine (1.6.30) kritidno 

aperiodidno, tj. predstavlja granicu izmedju aperiodidnog 1 pri 

gugenog oscilatornog kretanja. Vrednost C = 2 ✓ R naziva se 

kritidni faktor prigugenja. 

3. Ako je C 2  < 4MK tada su r1 i r2 konjugovano komp-

leksni brojevi, pa se regenje (1.6.33) mole napisati u obliku 

- --st 
x = 2 e 2M  (Dicoswt + D2s1nwt) (1.6.35) 

gde su Di i D2 integracione konstante koje se odredjuju Az 

podetn1h uslova, a 
V4MK - C 2  

2M 
(1.6.36) 

ugaona kru/na udestanost. 

- Priprema_za postavljanje na_radunar 

Da bi se jednadina (1.6.30) mogla regavati pomo6u analognog ra-

dunara potrebno je najpre regit1 je po najvigem izvodu, pri de-

mu se dobija 
C • R = -Rx-Rx 	 (1.6.37) 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 178 - 

Jednaaina (1.6.37) razlikuje se od jednaaine (1.6.9) iz predhoi. 

dnog primera sans po tome Ito je drugi izvod jednak zbiru dva 
alana. Stoga de blok lama programa za postavljanje jednaaine 

(1.6.37), na analogni radunar, izgledati kao na slid 1.6.6. 

Si. 1.6.6. Principska blok Boma za redavanje 

jednaaine (1.6.37) 

	

Vidi se da se veliaini 	mora promeniti znak pomodu sabira- 

aa (4) i-da se tako dobijena velioina mnofi sa C/M pomodu po-

tenciometra (1) i vodi na sabiraa (1) gde se sabira sa 

nom (K/M)x, koja se dovodi sa potenciometra (2). 

- Odregjivanje razmera 

Da bi se edredile rid:mere za pojedine funkcije 1 za vreme, pred-

postavimo da de.se_za redavanje jednaaine (1.6.37) koristiti 

tranzistorski analogni raaunar diji je raaunski napon tl - 10 V. 

Rako je prema (1.6.32) u ovom sluaaju C 2  1 4RN, relenje de bi-

ti oscilatorno i priguieno. Prirodna uaestanost sistema bide 

w 
 sr

. 	420 . 73 rad/sec 	 (1.6.38) 
K 	o,os 

Bududi da su oscilacije priguiene, maksimalna amplituda oscila- 
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odnosno uvodedi razmere za funkcije, prema (1.6.42), dobija se 
da je 

2X(t) dt 
dply] 

/z (1.6.46) sledi da je 

X(t) a 1[100i(t)]dt 

100i(t) a af[2i(t)] 	 (1.6.46) 

(1.6.47) 

- 179 

cija nastupa samo u prvom ciklusu. Predpostavimo da je C = 0, 

pa reienje (1.6.35) ima oblik 

x a x0  coswt 	 (1.6.39) 

Odavde je 

x = -xow sinwt 	i 	2 a -x0w 2 coswt 	(1.6.40)  

Uzimajudi sada da je lxi oox  a 0,18 m, mogu se odrediti maksi-
malne vrednosti brzina i ubrzanja, tj. 

"Max = XMEAW 	;CMOJE = 0,18.73 = 13 m/sec 	(1.6.41) 

imax xmaxw 
2 
	

imMX 2  0,18.73 2  = 950 m/sec 2  

U cilju odabiranja pogodne razmere 

;CMEM < 20 m/sec i i < 1000 m/sec 2 . 

razmera za gornje velidine bide 

=0 	;es 	= 	10 

uzima se da je 	xmax  

S obzirom da je 

X x a 37  

Z . 271 

2 - look 

u jednadinu (1.6.37) 

< 0,2 m; 

U a 10 V 

(1.6.42) 

pa de 

	

50; 	X a 50x kx 	777.4 	 ; 

to 	1 7 	• 	Z za 	ic: 	ki a 7u  4 	1 	x . 	; 7 

za 	Xi 	
ki :11 	

10 	1 	- 	2 
x  ' 1000  4  TUS; 	WV 

Uvedimo izabrane razmere (1.6.42) 

biti 

C 1 • 	K 1 X(t) 	- R 	X(t) - M 	X(t) 

a zamenom brojnih vrednosti za razmere dobija ee 

X(t) a - 100  hi(t) - 
5 	X(t) 

Kako je 

11.6.43) 

(1.6.44) 

i(t) a --g  2(t) a lx(l)  dt (1.6.45) 
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t 

i(t) 	1[50X(t)]dt 	 (1.6.48) 

0 

Kao Ato se vidi, usvajanjem razmere za vreme, model procesa *la 

na analognom ra6unaru mole ubrzati iii usporiti. Kako je pram* 

(1.6.38) uaestanost to n , u ovom primeru, velika, bira se takva, 

razmera za vreme da se izvrli usporenje odvijanja procesa u 

nalognom modelu. Neka je 

sledi 

a= 100 	4 	i 

at = 100 	to prema (1.5.3) i 

02 10000 	02 

(1.5.4) 

(1.6.49) m 
dt t 	dil  dt 	dt 

famenom (1.6.49) u (1.6.46) dobija se 

2k(T) = 100/2 [X(T)  
aT 	SO 

(1.6.50) 

100i(t) = 

odnosno 

100 3,44121C(T)] 

X(T) 1[ic(1)]th (1.6.51) 

0 

f [0,5•7C(r)]dt (1.6.52) 

0 

Poredjenjem 	(1.6.51) 	i 	(1.6.52) 	sa 	(1.6.47) 	i 	(1.6.48) vidi se 

da je as predlo/enu tranaformaciju vremenske base potrebno stq 

puts smanjiti vremensku konstantu svih integratora u programu. 

Do istog se zakljuaka dolazi i ako se ima u vidu princip rada' 

integratora (Prvi deo I, 3.2). Blok lama programa za relavanja 

jednaaine (1.6.44); uzimajudi u obzir i relacije (1.6.50), tj. 

(1.6.51) i (1.6.52), data je na slici 1.6.7. Konstanta 0,5 4 
relaciji (1.6.52) je dobijena u programu na slici 1.6.7 tako 

ito je dodat potenciometar (1) koji je postavljen na vrednost 

0,5 I  a iz ovog se potenciometra sada ulazi u integrator. Po-

tenciometar (2), kao lto se vidi iz relacije (1.6.51) treba p4- 

staviti na vrednost 1, lto znaai da praktiano ovaj potencioma-

tar ne postoji u programu, ved se direktno sa izlaza prvog ida 

na ulaz drugog integratora. Podetni uslov koji treba postavit4. 
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na potenciometar (3), prema (1.6.32) 1 (1.6.42), bide 

X(0) = 50.0,18 = 9 V = 0,9•10V 	 (1.6.53 1  

K 
5104 140 	  

Si. 1.6.7. Blok Aema za reAavanje jednaoine (1.6.44) 

Ato znadi da se na potenciometar (3) postavlja vrednost 0,9. 

Si. 1.6.8. Grafik reAenja i njegovih izvoda jednaaine 

(1.6.30) za vrednosti konstanata (1.6.32) 

-10V 

II 
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Ovako dobijena blok Aema sada se postavlja na analogni ra*unar 

i oaitavanjem naponskih funkcija u taakama A, B i C dobijaju 

se regenja x(t), x(t) i R(t) u odgovarajudim razmerama. Sa- 

da se mole proudavati kako se funkcije x(t), X(t) i R(t) me-

njaju kada se menjaju konstante M, C i K. Za vrednosti konstar 

nata (1.6.32) grafiaki izgled reAenja x(t) i njegovih izvoda 

dobijenih na analognom raaunaru dat je na slici 1.6.8. 

2. NEHOMOGENE LINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNA6INE SA KONSTANTNIM 

KOEFICIJENTIMA 

2.1. Matematidke osnove  

Ako u jednadini (1.1.1) odnosno (1.1.2) funkcija f(t) nije nu-

la ved konstanta razlidita od nule iii funkcija od nezavisno 

promenljive t, onda se takva jednaaina naziva nehomogena line-

arna diferencijalna jednadina. Funkcija f(t) se u matematici 

naziva slobodan flan, a u tehnidkoj praksi ulazna iii pobudna 

funkcija. 

Iz teorije diferencijalnih jednadina ooznato je da se opAte re-

benje nehomogene linearne diferencijalne jednadine dobija kao 

zbir opAteg regenja homogenog dela date jednadine i partikular-

nog regenja date jednadine koje ne sadrii proizvoljne konstante. 

Prema tome, opfite relenje jednaaine 

L(p)•x(t) = f(t) 	 (2.1.1) 

bide 
x(t) * xh(t) ♦ sp(t) 	 (2.1.2) 

gde je xh (t) reAenje homogenog dela, a x -p(t) partikularno 

re5enje jednadine (2.1.1). Postupak relavanja homogenog dela 
jednaaine je opisan u predhodnom odeljku. Sada demo se ukratko 

osvrnuti na dobijanje partikularnog reitenje xv (t) nehomogene 

jednaaine. 

Partikularni integral nehomogene jednadine mole se sad/ pomodu 

dve metode: 

1? Lagranieve (Lagrange) metode varijacije konstanata, 

2? Kolijeve (Caushy) metode. 
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Po prvoj metodi kada se zna opAti integral homogenog dela jed-

nadine (2.1.1) tj. opAti integral jednadine 

t(p)•x(t) 	0 	 (2.1.3) 

onda se pomodu kvadratura mote nadi integral jednadine (2.1.1), 

na taj main fito se opiti integral jednadine (2.1.3) napile u 

obliku 

x(t) - ! Cizi (t) 	 (2.1.4) 
isl 

gde xi(t) (i - 1, 2, ... , n) dine osnovni sistem reienja 

(2.1.3) a Ci (i = 1, 2, ... 	n) proizvol-jne konstante integ- 

racije. Ako se predpostavi da Ci (i = 1, 2, 	, n) nisu kon- 

stante nego funkcije od nezavisno promenljive, tj. Ci(t), onda 

je potrebno odrediti ove funkcije tako da izraz (2.1.4) identi-

dki zadovoljava jednadinu (2.1.1). 

Da bismo odredili neposnate funkcije Ci(t) (i = 1, 2, ... 	n) 

potrebno je n uslova. Radi toga se uvodi 

x(t) - ! Ci(t)zi(t) 	 (2.1.5) 
isl 

odakle se diferenciranjem dobija 

a 	 a 
'e(t) - I Ci(t)xl(t) + E  Cl(t)zi(t) 

isl 	 isl 
(2.1.6) 

Uvedimo uslov 

! VI(Oxi(t) = 0 
isl 

(2.1.7) 

koji izvod funkcije (2.1.6) svodi na oblik 

K i (t) - F Ci(t)xl(t) 
	

(2.1.8) 
i-1 

Diferenciranjem (2.1.8) dobija ae 

x"(t) s ! C i (t)x(t) + 	Cl(t)xi(t) 	(2.1.9) i isi 

Uvedimo uslov 

a ei mxim 0 
isl 

(2.1.10) 

II 
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x(n-1)(t) 	ci  ( t)x ( n-1) (t)  i (2.1.14) 
1=1 
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pa se 1z (2.1.9) dobija 

x"(t) = I C.(t)x7(t) 
1=1 " 

(2.1.11) 

Primenjujudi ist1 postupak na izvode v1Aeg reda sve do n-1, tj. 

x (n-1) (t) = ! C 4 (t)xl n-1) (t) + ! C:(04 11.-2) (t) 	(2.1.12) 
i=1 	 1=1 ' 

dobija se uslov 

1=1 
c i ( oxIn- 2 ) (t) = 0 
	

( 2. 1.1 3 ) 

koji daje 

Diferenciranjem (2.1.14) dobija se 

x (n) (t) = ! C.(t)x 11) (t) + ! C i (t)x n-1) (t) 
i=1 1 	1 	1=1 	1  

(2.1.15) 

Zamenom funkcije (2.1.5) i svih njenih izvoda (2.1.8), (2.1.11) 

sve do (2.1.14) i (2.1.15) 1 imajudi u vidu da je 

	

L(p)x i (t) = 0 	(i = 1, 2, ... , n) 	 (2.1.16) 

dobija se poslednji uslov 

I C.(t)x.(n-1)  (t) = f(t) 	 (2.1.17) 1=1  

Prema tome, da b1 retenje jednaftne (2.1.1) imalo oblik (2.1.5), 

dovoljno je da funkcije C1(t), (i = 1, 2, ... , n) ispunjavaju 

uslove (2.1.7), (2.1.10) itd. do (2.1.13) 1 (2.1.17). Tako reAa-

vanjem sistema jednadina 

n 	, 
C.(t)x.(t) = 0 

	

1=1 1 	1  

c:(t)2(t) = 0 
i = 1 1 	

1 (2.1.18) 
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n , 
I C i  (t)x

(n-2) (t) = 0  i 1=1 

I 

• 

C.1  (t)x.( 
	

) (t) = f(t)  1 1=1 
(2.1.18) 

dobijaju se funkcije 

COO = A i (t) 	(i = 1, 2, ... 	n) 	(2.1.19) 

odakle se dobija 

C i  = fi(t)dt + Di  = p i (t) + D i 	(i = 1, 2, ... 	n) 	(2.1.20) 

gde su D i  integracione konstante. 

tamenoM relacije (2.1.20) u jedna6inu (2.1.5) dobija se °Ott 

integral jednaaine (2.1.1) u obliku 

x(t) = ! D.x.(t) + 	p i (Oxi (t) = xh (t) + xp (t) 	(2.1.21) 
1=1 " 	i=1 

Odredjivanje integracionih konstanata D i , vrgi se kao i rani-

je, na osnovu poaetnih uslova. 

Po drugoj - Kogijevoj metodi partikularni integral jednaaine 

(2.1.1) mote se odrediti iz opgteg integrala (2.1.4), ako se 
konstante Ci (i = 1, 2, ... , n) odrede tako da integral 

(2.1.4) i njegovih n-2 uzastopnih izvoda po t budu jednaki 

null, a n-1 izvod jednak jedinici za neku vrednost t'= t v . 

Obeletimo tako dobijenu funkciju sa O(t,t v ). Mote se pokazatl 

da funkcija 	t  

- t(t) = j S(t,tv)f(tv)dtv  = xp(t) 	 (2.1.22) 

to 

predstavlja partikularni integral x p (t) jednaaine (2.1.1). 

OpIte regenje je, kao i ranije, oblika 

x(t) = xh(t) + T(t) 	 (2.1.23) 

kod kojeg se integracione konstante odredjuju iz podetnih uslo-

va. 

kko je funkcija f(t) pogodnog oblika, mote se koristiti meto- 

da neodredjenih koeficijenata 1a bi se nagao partikularni inte- 
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gral jednadine (2.1.1). 

2.2. Struktura programa 

Strukturna blok lama programa za relavanje nehomogene linearne 

diferencijalne jednadine sa konstantnim koeficijentima, je is-

tog oblika kao i za relavanje homogene jednadine, s tim Ito je 

potrebno uvesti jog i funkciju f(t) u program. Radi 

cije, uzmimo jednadinu 

ai + bx = c 	 (2.2.1) 

za podetni uslov x(0) = O. Homogeni deo ove jednadine isti je 

kao kod jednadine (1.2.1). 

Da bi se ova jednadina postavila na raeunar, potrebno je, kao 

i ranije, reliti je po najvilem izvodu, tj. 

. x 	b 	a 

	

- - x + - 	 12.2.2) 
a  

Kada elan c/a ne bi postojao, tada bi strukturna blok lema 

programa izgledala kao na slici 1.2.2. Medjutim, prema (2.2.2) 

vidi se da je potrebno izvrliti sabiranje dva dlana da bi se 

dobio izraz 	Stoga strukturna Tema programa ina oblik pri-4 

kazan na slici 2.2.1. Sabirad (1) slut/ da se na njemu konstan- _ 

81.. 2.2.1. .Hlok lama za relavanje jednadine (2.2.2) 

tna vrednoat c/a i promenljiva -(b/a)x(t) sabers, pa se 

' na njigovom tzlazu javlja velidina -aft). Sa alike 2.2.1 vidi 

se da sabirad . (3) sluli samo za promenu inaka velidine x(t). 4- 
k° bi se integrator kortstio i za sabiranje, onda mogu da se 4- 
zostave oba sabtrada, te- nakon ovih transformacija, strukturna 

Aema za redavanje jednadine 12.2.2) izgleda kao na slici 2.2.2. 
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SI. 2.2.2. Blok lama sa minimalnim brojem radunskih 
elemenata za reAavanje jednadine (2.2.2) 

Na slidan se nadin formiraju strukturne ieme i za druge nehomo-

gene jednadine. Naprimer, strukturna Aema za reAavanje jednadine 

oblika 

(2.2.3) 
d 2  y 	dy 

a l 	+ a 2 	+ a 2y = f(t) 
dt 2 	dt 

koja redena 

d 2 y 
= 

dt 2  

izgleda kao na 

vrdi sabiranje 

funkcije f(t) 

ima oblik 

a, 
at a

2 	1 

- Ta - T Y+  t f (t)  

slici 2.2.3. Kao Ato se Nadi na sabiradu (1) 

velioina -(a 2 /a 1 )(dy/dt), -(a 2 /a 2 )y- 1 ulazne 

pomnoIene sa 1/a 1 . 

po najvigem izvodu 

(2.2.4) 

se 

Si. 2.2.3. Blok lama za relavanje jednadine (2.2.4) 

Ako je funkcija f(t) konstanta onda se lako formira mnofenjem 

radunskog napona U sa odgovarajudtm faktorom. Medjutim, ako 

11 
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je potrebno da to funkcija bude promenljiva sa vremenom, onda 

je potrebno generirati je. Stoga demo u narednim izlaganjima 

dati neke metode generiranja funkcija f(t) koje se pojavljujU 

kao pobudne funkcije za reEavanje nekih homogenih nelinearnih 
diferencijalnih jednadina. 

2.3. Generiranje funkcija nezavisno  promenljive 

Ranije smo govorili o generatorima funkcija (Prvi deo I, 5). 

Tada je redeno, da je generator funkcija fiziaki uredjaj koji 
mote da ostvari operaciju 

y = f(x) 	 (2.3.1) 

gde su x i y funkcije vremena, a operator f oznadava dal 

velidina y zavisi od velidine x po nekom odredjenom zakon4. 

Ako se u relsciji (2.3.1) uvede da je 

x = kt 	 (2.3.2) 

gde je k koeficijent proporcionalnosti, tada se dobija 

y = f(kt) = F(t) 	 (2.3.3) 

Prema tome, generator funkcija se mote upotrebiti, ako se ieli 

generirati neka funkcija vremena. Za ovo je potrebno generator 

podesiti na teljenu funkciju, a na ulaz generatora dovesti naH 
pon koji raste linearno sa vremenom. Za dobijanje napona defi 4 

 nisanog jednadinom (2.3.2) mote se koristiti integrator povez*n 

prema Eemi na slici 2.3.1. Na izlazu iz integratora dobija se 

51. 2.3.1. Generiranje funkcije vremena 

velieina x = kt koja se uvodi u generator funkcija GF, sa 
dijeg se izlaza-dobija Eeljena funkcija (2.3.3). 

Ovde treba napcmenuti da se integrator Povezan prema slici 

2.3.1 mote koristiti 1 za pokretanje pera pisada u prevail X-os 
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kada se pisaa koristi za oaitavanje regenja u zavisnosti od 

vremena. 

Generiranje funkcije F(t) na analognom raaunaru mole se izvr-
. 	- 

bit/ i.rimpdu linearnih raounskih elemenata (sabiraaa, integre-. 
torai pot=nrinmetara), ako se funkcija F(t) javlja kao reAe-_- 
nje neke obiene linearne diferencijalne jednaoine sa konstant-

nim koeficijentima za odredjene poaetne uslove. Ovakav naain 

generiranja funkcija u nekim sluaajevima daje vedu taanost 

lakBu realizaciju funkcije na radunaru. Tako, funkcije sinwt, 

coswt, eat , is 	neke slo/ene funkcije sastavljene od ovih 

funkcija mogu se dobiti kao regenja homogenih linearnih  difere-

nctjalnih jednaaina sa konstantnim koeficijentima pri odredje-

nim po6etnim uslovima. 

U slededem uzlaganju bide pokazano kako se na ovaj naain gene-

riraju sinusna, eksponencijalna i stepena funkcija nezavisno 

promenljive t. 

- Generiranje sinusnih funkcija  

Ved je reaeno u predhodnoj glavi da se funkcije sinwt i 

coswt mogu dobiti kao dva nezavisna reAenja diferencijalne je-

dnaaine drugog reda 

3% = -w 2 x 	 (2.3.4) 

Da bismo ovo proveriti, stavimo da je 

it = Aisinwt 	 (2.3.5) 

gde je A neka proizvoljna konstanta, pa je 

x = A•coswt 	 (2.3.6) 
i 

= -Aw 2 .sinwt = -w 2 x 	 (2.3.7) 

Na isti se naaim mole proveriti da je 1 it = B coswt, gde je . 

B neka druga proizvoljna konstanta, takodje regenje jednaaine 

(2.3.4), pa je na osnovu principa superpozicije, 

it = A sinwt + B coswt 	 (2.3.8) 

relenje jedhadine (2.3.4). Mole se pokazati da se reAenje 

(2.3.8) mole dobiti, ako se stave vrednosti za poaetne uslove 
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x(0) = 8 	i 	k(0) = Aw 	 (2.3.9) 

Isto tako, za poaetne uslove 

x(0) = 0 	1 	k(0) = A 	 (2.3.10) 

reAenje (2.3.8) jednaaine (2.3.4) je 

x = A sinwt 	 (2.3.11) 

a za podetne uslove 

x(0) = B 	i 	k(0) = 0 	 (2.3.12) 

reAenje je 

x = B coswt 
	

(2.3.13) 

Sada demo pokazati kako se mogu generirati funkcije (2.3.11) i 

(2.3.13) pomodu jedne blok Ames Posmatrajmo blok Aemu na sli-

ci 2.3.2. Ako se na potenciometre (1) i (2) postave iste vred-

nosti w, onda se na izlazima odgovarajudih integratora, za po- 

+U 
	

- U 

Si. 2.3.2. Generiranje sinusnih i kosinusnih funkcija 

oetne uslove A i B, dobijaju funkcije naznaoene na s1.2.3.2. 

Ako se stavi da je B = 0 na izlazu iz generatora (2) dobija 

se 
_ 	= 	 =. A coswt 
	

(2.1.14) 

a na iziazu iz integratora (3) 

x = A sinwt 	 (2.3.15) 

Prnnodu L ok erne na slid 2.3.2 mogu se, dakle, generirati obe 
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funkcije (2.3.14) i (2.3.15), pri demu se amplituda A lako 

podeAava pomodu potenciometra (3). Promena vrednosti za w ne 

utide na amplitudu oscilacija. Pored toga, ako se hell da se 

generira funkcija (2.3.8), onda je potrebno izlazne veltdine iz 

integratora (2) i (3) dovesti na sabirad, pri demu velidinu iz 

integratora (2) treba pomodu potenciometra pomnoEiti sa B/A. 

Ako je potrebno da bude w > 1, onda se ulazi u odgovaraju6e 

integratore mnote faktorom ve6im od 1. Medjutim, kada se uzi-

maju velike vrednosti za to javljaju se greAke koje nastaju u-

sled kaAnjenja na viaim frekvencijama (Prvi deo I, 3.4) Ato 

se manifestuje time da amplitude oscilacija rastu sa vremenom. 

Da bismo ovo pokazali predpostavimo da svaki pojadavad unosi 

kagnjenje. Tako, ako je na ulaz u pojaeavad dovedena velidina 

y = sinwt 	 (2.3.16) 

na izlazu 6e se javiti 

xs  = - sin(wt - 0) 	 0 > 0 	 (2.3.17) 

Izlaz iz integratora, za ulaznu velidinu (2.3.16) bide 

7 	 1 
X
I 

= 	
1 	

2 sin(wt - — - $) = — cos (wt - 0) (2.3.18) 

jer integracija sinusnih funkcija unosi pomeranje faze za 1/2. 

Prema tome, ako se otvori povratna sprega skupa raounskih ele-

menata koji generiraju sinusne funkcije (sl. 2.3.3) i ako se 

_x x(t)x 
l■ 0 I©0 I> 

C.) 

Si. 2.3.3. Analiza greAke generatora sinusnih 

funkcija pri vi31m frekvencijama 

na ulaz sabiraaa (1) dovede velidina 

x = sinwt 

na njegovom de se izlazu pojaviti velldina 

-x = -sin(wt - 4)1) 

(2.3.19) 

(2.3.20) 
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Ulazna veliaina u integrator (2) bide tada 

- wx = — = - w sin (wt - 02) 

pa se na njegovom izlazu javlja veliaina 

x • — = cos(wt - 01 - 02) 

(2.3.21) 

(2.3.22) 

Ulazna veliaina u integrator (3), na sliaan naain, bide 

- x = w cos(wt - 02 - 02) 	 (2.3.23) 

pa je izlazna veliaina iz istog integratora data sa 

x = sin(wt - 0) 	 (2.3.24) 

gde je 

0 s 01 	02 + Os > 0 	 (2.3.25) 

pri emu su 01 > 0, 02 > 0 i 02 > 0, fazni pomeraji sabira-

aa (1) 1 integratora (2) odnosno (3), a $ ukupan fazni pome-

raj celog kola na slid 2.3.3. U idealnom sluaaju treba da je 
0 = 0, pa je 

• = - x = - sinwt 
	

(2.3.26) 
w 2  

Medjutim, kada se $ ne mote zanemariti, onda se prilikom zat-

varanja povratne sprege, dobija da je 

	

- sin(wt - 0) 	 (2.3.27) 

Rastavljanjem desne strane jednaaine (2.3.27) dobija se 

= - sinwt cos0 + coswt sin$ 
w z 

(2.3.28) 

kako je 	mala veliaina, moist se uzeti da je sin+ = 0, a 

cos$ = 1, pa jedna6ina (2.3.28) postaje 

w 2 
 = - sinwt + 0•coswt 	 (2.3.29) 

koja se od jednaaine (2.3.26) razlikuje za veliainu 

O•coswt = 0 ! 
	

(2.3.30) 
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Pre= tome, na radunaru je stvarno postavljena jednaaina. 

(2.3.31) 

elan g(Z/w) odgovara negativnom priguAenju, tj. on utide na 

oscilacije tako da Sm se amplituda povedava tokom vremena. Sto-

ga da bi se uticaj ovog alana poniltio uvodi se pozitivno pri-

guAenje u integrator (2), koje je proporcionalno sa x, kao 

prema slid 2.3.4. Za svako w mote se podesiti vrednost po- 

SI. 2.3.4. Korekcija grelke pri visokim frekvencijama 

tenciometra (3) tako da se uticaj alana cp(X/w) u jednaaini 

(2.3.31) poniAti, dime se posti/e da amplituda oscilacija bude 

konstantna. Na taj se naain mogu generirati i sinusne i kosinu- 

sne funkcije kod kojih w mote da bude priliano veliko, a pri 

emu amplitude ostaju konstantne 1 za chile vreme rada raaunara. 

- Generiranje eksponencijalnih funkcija 

Rao ?to je poznato eksponencijalna funkcija 

x - Afieat•si gna  
(2.3.32) 

je re5enje linearne diferencijalne jednaaine prvog reda oblika 

dx = a•x 	 (2.3.33) 

za poaetni uslov 

x(0) = A 	 (2.3.34) 

Prema tome, za generiranje funkcije (2.3.32) mote se koristiti 
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strukturna blok gema programa data na slici 2.3.5, pri emu se 

gema na slici 2.3.5a koristi za generiranje funkcije (2.3.32) 

za a < 0, a Aema na slici 2.3.5b za a > 0. 

(a) 
	

(b) 

Si. 2.3.5. Generiranje eksponencijalnih funkcija 

Eksponencijalna funkcija 

	

x = a t 	 (2.3.35) 

je ustvari regenje linearhe diferencijalne jednaaine 

dx = x•tn a 	 (2.3.38) 

za pooetni uslov 

	

x(0) = 1 	 (2.3.31) 

Stoga se funkcija (2.3.35) moge generirati pomodu strukturne 

blok Acme prikazane na slici 2.3.6a, ako je R.n a < 0, a pomo4 

 du geme prikazane na slic1 2.3.6b, ako je In a > 0. 

- Generiianje potencijaln1h redova nezavisno promenljive 

Red oblika 

x = 	a.ti  = a + 	+ a2 t 2  + ••• + a 	tn-1  + antn 
 (2.3.3$) 

1=0 1 	
n-I 

naziva se potencijalni ill stepeni red nezavisno promenljive 

t. Uzastopnim diferenciranjem reda (2.3.38) dobija se 
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-xlna Ana 

Ina 	 Ina 

(a) 	 (b) 

sl. 2.3.6. Generiranje funkcija a t  

x .  = a, + 2a 2 t + 3a 3 t 2  + ••• + (n-1)an-I  tnI  + na n tn-I 

 xm  = 2a 2  + 3.2a 3 t + ••• + (n-1)(n-2)an-I 
 to-3  + n(n-1)a n

tn-2  

(2.3.39) 

x
(n-1) = (n-1)1 an-3 + n! a n

t 

x (n) 	n! an 

Prema tome, diferencijalna jednaaina 

x (n) = n! an 

sa podetnim uslovima 

x(0) = a o 

 xt (0) = a l 

 xm (0) = 2a 2  

• is 	....... 

x (n-1) (0) = (n-1)( a n-I 

lade regenje oblika (2.3.38). Stoga se red 

rirati pomodu blok game prikazane na slici 

veligine x odredjen je stepenom polinoma 

paran ceo oroj znak je pozitivan, a ako je 

(2.3.40) 

( 2.3. 4 11 

(2.3.38) mode gene-

2.3.7. Znak izlazne 

n, tako ako je n 

n neparan ceo broj 
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znak je negAtivan. 

(n- I)I nn_ 4 . 	-(n-2)1 an-2 	-(-1) n  ao  

Si. 2.3.7. Generiranje potencijalnog reda 

Drugi naain generiranja potencijalnih redova mote se ostvariti 

pomodu blok game programa prikazane na slid 2.3.8. Pomodu ova 

 

 

©0. 

L 

     

     

     

     

     

     

Sl. 2.3.8. Drugi naain generiranja potencijalnog reda 

Aeme se generiraju alanovi reda 

• 	 tn t! 	ts  k - kt + k IT  - k .5T  + 	+ (-1) n  k 11T 	(2.3.42) 

koriAdenjem integratorai bez dovodjenja poaetnih uslova, vet 

samo integracijom konstantnog napona proporcionalnog sa k. Na 
izlazu iz _integratora dobijaju se odgovarajudi alanoyi reda 

(2.3.42), a potencionetri izmedju integrators silage za izbor 
najpogodnije razmere za pojedine elanove reda. Pomodu potencio- 
metara 

y(t) 

13 3 , 	P 1 , 	PPEI 1 sabirada 	(1) 

t2 	t' k[ao  - (t i t + a 2IT - a,3! + 4, •• 

lako se generira 

tn  + 	(-1)na 

red 

(2;3.42) 
n n1 

gde se koeficijenti a o , a 1 , 	an  postavljaju na potencio- 

metrima P o , P I , 	, Pn  respektivno. 

Primer: Za generiranje funkcije 
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x(t) 
= es int 	

(2.3.44) 

razvijanjem u Maklorenov red i uzimanjem detiri prva dlana ovog 

reda dobija se da je 

t  
X(t) = 1 	t 	- 3 

2! 	4! 

Diferenciranjem izraza (2.3.45) dobija se 

1 x i  =1+t - 2 

x" = 1 - 3  r  t 2 

xIII = - 3t 

Iv x = - 3 

(2.3.45) 

(2.3.46) 

pa jednadina koju treba regavati da bi se dobila funkcija 

(2.3.45) kao rebenje, glasi 

xIv = - 3 	 (2.3.47) 

za podetne uslove 

	

x(0) = 1 	x'(0) = 1 

	

x"(0) = 1 	xIII,o. = 0 
	 (2.3.48) 

Na slici 2.3.9 data je analogna blok Ulna programa za pribliE-

no generiranje funkcije (2.3.44). 

Si. 2.3.9. Generiranje funkcije e sint  razvijanjem u red 

Na slioan nadin, formiranjem diferencijalnih jednadina 1 odre-

djivanjem pojedinih podetnih uslova mogu se generirati razne 

funkcije nezavisno promenljive t. 

2.4. Primeri  

Primer 1. Kretanje materijalne tadke u zemljinom gravitacionom 
polju islobodan padj 

II 
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Jednaaina kretanja mater/jalne taake mase M u zem1j1nom gra-

vitacionom polju glas1 

M x = M g 	 (2.4.1) 

111 posle skradivanja sa 

X = g 	 (2.4.2) 

gde je g ubrzanje zemljine tele (gravitacije) koje deluje 
taaku u slobodnom padu. Obelelimo rastojanje iznad horizontal-' 

ne ravni sa negativnim, a ispod nje sa pozitivnim znakom / ne-

ka se taaka u poaetnom trenutku t = 0 nalazi na visinl 

x(0) = x o  i neka je poaetna brzina X(0) = Z o , usmerena navige. 

OpAte reAenje homogenog dela jednaalne (2.4.2) je 

xh  =At+ B 	 (2.4.3) 

Partikularno regenje jednaeine (2.4.2) dobija se integracijom 

jednaaine (2.4.2), tj. 

X = gt i 	
1 1 xp  = 7  gt 	 (2.4.4  

Prema tome, opAte reAenje jednaaine (2.4.2) glas1 

1 x = xh  + xp  = At + B + 7  gt 2 	 (2.4.5) 

UvrAtavanjem podetn1h uslova u jednaainu (2.4.5) dobija se za 

putanju (zakon kretanja) 

(2.4.6) 

a za brzinu 

(2.4./) 

+ U - u 

Si. 2.4.1. Blok gem za relaVanje jednaaine (2.4.2) 

x = xo  + 	+ gt2  

• 
= xo  + gt 
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Strukturna blok gema za regavanje jednagine (2.4.2) data je na 

slici 2.4.1. §ema se sastoji od dva integratora (1) i (2) i je-

dnog potenciometra (1) na kojem se postavlja vrednost ubrzanja 

zemljine tele g u odredjenoj razmeri. gema na slici 2.4.1 sa-

stavljena je sa slededim koeficijentima razmere kx  = ki = 0,1 

i kg  = G/g = 0,1. Regenje jednadine (2.4.2) po x i X za 

podetne uslove xo  = - 10 m i X0  = - 40 m/s dato je na slici 

2.4.2. Ovde treba primetiti da je regenje x parabola a X 

prava linija, kao gto kazuju relacije (2.4.6) i (2.4.7). Od ka- 

Sl. 2.4.2. Graflk promene puta i brzine u slueaju 

kretanja materijalne tagke u gravitaci-

onom polju 

rakteristika koje treba kontrolisati, kada se regenje dobije, 

jeste da li je nagib prave X(t) jednak g i da li je pravac 

tangente na krivu x o (t) za t = 0 upravo 'Xo . Isto tako, ako 

kriva x(t) ima minimum, treba proveriti da 11 se minimum jav- 
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lja za 
X0  + gt i  =0 

odakie je za gornje vrednosti xo  i g 

xo 	40 
t i  = - 	= 	4,07 sec. 

g 	9,81 

(2.4.8) 

(2.4.9) 

Primer 2. Kretanje materijalnetaftekroz otpornu sredinu 

Predhodni se primer mole progiriti ako se predpostavi da se ma-

terijalna taaka krede kroz otpornu sredinu. Neka je sredina 

kroz koju se ta8ka krede viskozna. Tada je otpor sredine pro-

porcionalan brzini X, pa diferencijalna jednadina kretanja 

glasi 

	

Mic+CX =Mg 	 (2.4.10) 

gde je M masa materijalne taake, a C konstanta koja karak-

terige viskozitet sredine. Predpostavimo kao 1 ranije, da su 

podetni uslovi 

x(0) = x o  
(2.4.11) 

X(0) = Xp  

Jednaaina (2.4.10) mole se napisati u obliku 

C • +.11x= g 

Homogeni deo jednadine (2.4.12) ima regenje 

- -ct 
xh = A + B.e 
	

(2.4.13) 

gde su A i B proizvoljne integracione konstante. Partikula-

rno regenje jednadine (2.4.12) je 

xp  = 	gt 	 (2.4.14) 

pa je opgte regenje jednaaine (2.4.12) 

	

- 	t 
x = xh  + xp  = A + B e 	+ 	gt 
	

(2.4.15) 

Uvodjenjem podetnih uslova (2.4.11) moire se pokazati da regenje 

jednaaine (2.4.10), tj. zakon kretanja, glasi 

m • 	 M • 
	

M 
x = xo  + u(xo  - 	g) - u(x 0  - 	g)ce 	+ 	gt 

	
(2.4.16) 

(2.4.12) 
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a zakon promene brzine 

•
- 	t 

U g) 

• 	

+ g x = (X0  - M  (2.4.17) 

Mote se pokazati da za t + =, x + g g, a x teti asimptoti 
definisanoj jednadinom 

M • 

	

x = xo + u(x0 	M g) + 	gt 	 (2.4.18) 

Da bismo napravili strukturnu blok ?emu programa za relavanje 

gornjeg problema, reg1mo jednaeinu (2.4.10) po najvigem izvodu, 

tj. 	_ _ C •+ g x 
M 	

(2.4.19) 

Na osnovu relacije (2.4.19) strukturna blok gema programa izgle-

da kao na slici 2.4.3. Vidi se da se ova blok gema razlikuje od 

Si. 2.4.3. Blok §ema za regavanje jednadine (2.4.19) 

one date na slici 2.4.1 samo po tome gto je uvedena povratna 

sprega u prvi integrator preko potenciometra (4) na kojem je 

podegena vrednost C/M. Regenja x(t) i x(t) za podetne uslo-

ve xo  = - 10 m i X o  = - 40 m/s, kao za odnos konstanata 

C/M = 0,75 data su na slici 2.4.4. 

Primer 3. Sistem drugog reda sa_prinudnim oscilacijama  

U primerima 1 i 2 predhodne glave razmatrali smo slobodne 

oscilacije jednog linearnog sistema drugog reda. Sada demo, me-

djutim, posmatrati prinudne oscilacije istog sistema. To su u- 
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stvari oscilacije, koje nastaju kada na sistem stalno deluje 

[mist 

X 
[m] 

50 50 

25 25 

0 

-25 -25 

-50 -50 

Si. 2.4.4. Grafik promene puta i brzine u sludaju 

kretanja materijalne ta6ke kroz otpornu 

sredinu u gravitacionom polju 

neka spoljna sila. 

Neka na sistem drugog reda, koji ima i priguaenje, deluje spo-

ljna sila sinusnog oblika, definisana izrazom 

y = A coswt 
	

(2.4.20) 

gde je A amplituda, a w ugaona udestanost promene sale 

(sl. 2.4.5). Diferencijalna jednadina kretanja ovakvog sistema 

data je sa 

	

MR+CX +Kx=Acoscat 	 (2.4.21) 

koja se posle relavanja po najvilem izvodu mote napisati u ob- 

liku 
C • M X 	A 

M 

	

- — x - — z + — coswt 	 (2.4.22) M  
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Usvojimo, radi jednostavnosti, da su svi po6etni uslovi nule, 

tj. x(0) = X(0) = O. 

Si. 2.4.5. Mehaniaki oscilator sa prigudenjem 

prinudnom silom y(t) 

Kako je jednadina (2.4.21) nehomogena, njeno opite redenje bi-

de dato kao zbir opateg redenja homogenog dela, koje je izvede-

no u primeru 2 predhodne glave i koje ima oblik 

x = C er I t + C 2 e
Z2t (2.4.23) 

gde su C1, C2, r1 i r2 definisani u primeru 2 predhodhe 

glave 1 partikularnog redenja jednaeine (2.4.21) koje se mole 

nadi metodom neodredjenih koeficijenata (T. Pejovid, Diferenci-

jalne jednadine, Naudna knjiga 1951, Beograd, str. 275). Ovo 

partikularno redenje je oblika 

xP  = B1 coswt + 82 sinwt .(2.4.24) 

gde je A(K - Mw 2 ) 
B 1  = 	  

(K - Mw2 ) 2  + (Cs) 2  
(2.4.25) 

A•C•w 
B 2 	  

(K MO2 ) 2  + 0:0 2  

Prema (2.4.23), (2.4.24) i (2.4.25) opite relenje jednaeine 

(2.4.22) glas/ 

'x =xh  +xP  =C I e
rit Cer2t 	6 1 044Blit 	5051.1454- 	12.4426) 

Proizvoljne konstante C1 	C odredjuju se posedit podetnih 
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uslova, a vrednost1 za ri i r2 date su relacijama (1.6.34). 

Ako su r; i r2 reala i negativni 111 kompleksni sa negati■ 

vnim realnim delovima, onda de regenje u ustaljenom stanju, koi 

je nastaje posle prelaznog perioda, bit1 sinusnog oblika, sa 

frekvencijom jednakom frekvenc1j/ pobudne site w. 

Jednaaina (2.4.22) mote se postaviti na raaunar prema blok ge-

mi programa koja je prikazana na slici 2.4.6. Kao gto se sa 

1 	0,5 	 1,0 
W 	X 	1 	— -NiJc_ 

.40 

2C 
10011 	 1 

IMO 	  

Si. 2.4.6. Blok gema za reAavanje jednaftne (2.4.22) 

ke vidi blok gema se sastoji iz dela koji generira funkciju 

(A/M)coswt, sastavljenog od integratora (1) i (2), sabiraaa (3) 

potenciometara (1) 1 (2) 1 dela koji regava samu jedna6inu. 

Generiranje funkcije ostvareno je ovde regavanjem diferencijal-
ne jednaaine drugog reda (2.3.4). 

Regenja jednaftne (2.4.21) x(t), x(t) i it(t), za poaetne 
uslove x(0) = ;(0) = 0 1 za vrednosti konstanata M = 0,08 kg 
K = 420 kg/s 2 ; C = 2 kg/s ; A = 0,568 kg•m/s 2 ; w = 20 rad/s 
data su na slic1 2.4.7. 
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x[m/x 2 1 [m/s]X 	x[m] 

100 	2 	0,2 - 

0 	0 	0  

-100 	-2 	-0,2 I/  
S1. 2.4.7. Promena puta brzine 1 ubrzanja u funkc1j1 

vremena u sluaaju prigaenih prinudn1h 

oscilacija 

3. LINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE SA PROMENLJIVIM 

KOEFICIJENTIMA 

3.1. Matematiake osnove  

L1nearna diferencijalna jednadina 

dnx 	 do-'x 	 dx 
an (t) --- + an-t (t) dtn-I + 	+ a 1  (t)—+ ao (t)x = f(t) (3.1.1) 

dtn 	 dt 

sa poaetnim uslOvima 

x(t o ) = xo y x i (to ) = 	; x (n-I) (to ) = x!n-I) 	(3.1.2) 

gde su a.2 (t) (1 = 0, 1, 	
, n) - funkcije od nezavisno promen- 

ljive t, naziva se linearna diferencijalna  jednaaina sa  pro-

menljivimkoeficijentima. U teoriji obion1h diferencijalnih je- 
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dnaeina, linearne diferencijalne jednadine sa koeficijentima ko-

ji su funkcije od nezavisno promenijive, tretiraju se kao pose-

bna klasa jednadina. Ove se jednadine u opAtem sludaju tegko 

gavaju u konaenom obliku, made 1 kod njih vagi princip superpo-

zicije, koji u nekim sludajevima olakgava regavanje. 

Metode analize linearnih diferencijalnih jednadina sa konstant-

nim koeficijentima ne vage ill su nepodesne za jednadine sa pro- 1 
 menljivim koeficijentima. Tako naprimer, analiza u vremenskom 

domenu, pomodu koje se dobija konvolucija impulsnog odziva (te-

2inske funkcije) i pobudne funkcije, se vrlo tegko mole sprove-

sti kada su koeficijenti promenljivi sa vremenom, jer se javlja-

ju velike tegkode prilikom izradunavanja konvolucionog integra-

la. Kod jednadina sa konstantnim koeficijentima te2inska funkci-

ja je ustvari impulsni odziv sistema za odredjene vrednosti ko-

eficijenata u jednadini. Medjutim, ako se koeficijenti menjaju 

sa vremenom, jasno je da de se i oblik teEinske funkcije menja-

ti sa vremenom, pa de konvoluoioni integral, koji predstavlja 
regenje jednadine (3.1.1), imati oblik 

x(t) = ff(T)w(t,T)dT 	 (3.1.3) 
0 

pri emu sada te/inska funkcija w(t,t) ne zavisi samo od raz-
like t - T, ved je to funkcija dve promenljive t i T. Funk-
cija f(r) je ulazna funkcija Ili desna strana jednadine 
(3.1.1). 

Klasa linearnih diferencijalnih jednadina sa promenljivim koefi-

cijentima ne mote se u opgtem sludaju regavati pomodu kvadratu-

ra. Veoma je mali broj ovakvih jednadina, koje se posle izves-

nih transformacija mogu integraliti. Stoga je bilo potrebno u-

vesti druge metode za integraciju ovakvih jednadina. Jedna tak-

va metoda, koja se najeedde koristi za matematidko regavanje o-

vakvih jednadina je integracija pomodu redova. U nekim klasid-

nim sludajevima ovi redovi mogu da daju veoma pogodno analitie-

ko regenje. Ukratko demo pokazati kako se mode nadi regenje je-

dne linearne diferencijalne jednadine n-tog reda sa promenlji-
vim koeficijentima pomodu reda. 
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Jednadina (3.1.1) se mote napisati u obliku 

x (u) (t) = 0[t, x, x, 	, x (n-1) ] 
	

(3.1.4) 

x(t) = x o  + (t - 

gde je 0 neprekidna 

t, x, x, 	, x (n-1)  

nje jednadine (3.1.4) 

funkcija kao i njeni parcijalni uzvodi po 

u posmatranom intervalu. Potragimo rage-

u obliku Tajlorovog reda 

(t - to ) 2  • 
to  )x o  + 	2! 	

xo  + ••• + 

(t - to)n+1 

(n + 1)1 

(t - to ) n  
x
(n) + 

n1 
(n+1) xo 	+ 	(3.1.5) 

Predpostavimo da je ovaj red konvergentan u okolini tadke 

t = to  i da zadovoljava podetne uslove (3.1.2), koji odredju-

ju prvih n koeficijenata reda (3.1.5). 
( 

	

Vrednosti ostalih koeficijenata x(n) xo
n+1 ) , 
	, reda 

(3.1.5) mogu se odrediti iz jednadine (3.1.4) i njenih izvoda 

po t, kada se uvrste podetni uslovi (3.1.2). Tako se iz jedna-

dine (3.1.4) dobija 

x(0n) = 0[t0 , xo , x:, 	, x (n-1) ] 	 (3.1.6) 
0 

a iz njenog izvoda 

a, 	a, • 	a, 	. 	as 
x
01+1), . tt) = — + — x + 	x + 	+ 	x (n) 	(3.1.7) 

at 	ax 	ax' 	 ax ( n-1) 
 

( zamenom xo n)  sa (3.1.6) 

(n+1) xo 	= Ol[to , xo , 

dobija se 

x,1 11 -I) ] (3.1.8) 

Zamenom vrednosti (3.1.2), (3.1.6) i (3.1.8) u red (3.1.5), pod 

predpostavkom da je isti konvergentan u okolini tadke t = to , 

dobija se funkcija 

x(t) = t Lt, to , xo , x:, 	, x(on-I) ) 
	

(3.1.9) 

koja zavisi od nezavisno promenljive t i podetnih uslova 

(3.1.2), pri emu vrednosti xo 	(i = 0, 1, 	, n-1) mogu bi- 

ti proizvoljne. Funkcija (3.1.9), predstavljena Tajlorovim re-

dom (3.1.5) zadovoljava jednadinu (3.1.4) i podetne uslove 

(3.1.2). Stoga ona predstavlja.opite regenje jednadine (3.1.4), 
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u okolini tante t = t o . 

Ako se u redu (3.1.5) stavi t o  = 0, onda se dobija Maklorenov 

red, koji predstavlja regenje jednaaine (3.1.1) odnosno (3.1.4) 

1 zadovoljava poaetne uslove 

x(0) = xo ; x (0) = Xo ; 	; x ( /2-1  ) (0) a X o
(n-I) 	(3.1.10) 

Regenje jednaaine (3.1.1) odnosno (3.1.4) mote se trafiti i po-

moat; reda oblika 

x = ao  + a l t + a 2 t2 	••• 	antn  (3.1.11) 

  

gde su a i  (1 = 0, 1, 	, n, 	) konstante koje treba odre- 

diti tako da red (3.1.11) zadovoljava jednaftnu (3.1.1). Ako se 

x i njegovih n uzastopnih izvoda po t 1z (3.1.11) zamene u 

jednaaini (3.1.1), a zatim izjednaae koeficijenti uz iste stepe-

ne po t, dobiee se svi koeficijenti ai (1 = 0, 1, 2, ... , 

n, 	) reda (3.1.11) kao funkcije prv1h n koeficijenata ai 

(1 = 0, 1, 	, n-1). 

Zamenom tako dobijenih koeficijenata u red (3.1.11) dobide se 

regenje jednaaine (3.1.1) predstavljeno redom (3.1.11), pod u-

slovom da je red konvergentan u intervalu u kojem se trafi re-

genje. Ovo de regenje zavisiti od it nepoznatih koeficijenata 

ai (i = 0, 1, , n-1), koji se mogu odrediti pomodu n po-

aetn1h uslova (3.1.2). Ovde treba napomenuti da je red (3.1.11) 

ustvari specijalan sludaj Maklorenovog reda. 

Kod fizidkih sistema, linearne diferencijalne jednaaine sa pro-

menljivim koeficijentima javljaju se uglavnom u dva sluaaja. U 

prvom sluaaju kada koeficijenti u jednaainama zavise od fizia-

k1h parametara sistema, a ovi se parametri menjaju sa vremenom. 

Tako, masa rakete se menja kada se trogi gorivo; brzina hemij-

ske reakcije u nekim sluaajevima se menja u zavisnosti od tem-

perature, brzine meganja, koncentracije katalizatora; parametar-

ski pojaeavaa sadrii promenljive kapacitivne 111 induktivne ele-

mente aijim variranjem spolja moge da se menja pojaaanje nekog 

ulaznog signala u pojaaavaa, itd. 

U drugom sluaaju do linearn1h diferencijaln1h jednaaina sa pro-

menljivim koeficijentima se dolazi kada se ponaganje fiziakog 
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sistema opisuje u nekom drugom koordinatnom sistemu a ne u De-

kartovom. Naprimer, problem izragen u ortogonalnim cilindridnim 

ili sfernim koordinatama gotovo se uvek svodi na jednadinu diji 

su koeficijenti promenljivi. 

3.2. Struktura programa 

Linearne diferencijalne jednadine sa promenljivim koeficijenti-

ma programiraju se na analognom raeunaru slidno kao i jednadine 

sa konstantnim koeficijentima. Kao osnovni radunski element/ 

koriste se kao i ranije: 

- sabiradi, 

- integratori i 

- potenciometri za mnoEenje konstantom. 

Ali, pogto se u ovakvim jednadinama javljaju funkcije nezavisno 

promenljive t, kao i mnoienje odnosno delenje funkcija, to je 

pored gornjih elemenata potrebno imati i nelinearne radunske e-

lemente kao: 

- mnolade, 

- generatore funkcija 

- logieke i druge radunske elemente, 

o kojima je ved bilo govora (Prvi deo I, 4, S'i 6). 

Programiranje se vrgi na isti nadin kao i ranije, Naime, jedna-

dine se regi po najvigem izvodu, a zatim se formiraju svi ela-

novi sa desne strane jednadine i dovode se sa odredjenim znakom 

kao ulazne velidine u sabirad iii prvi integrator. Medjutim, 

pogto se u ovim jednadinama javljaju koeficijenti koji su funk-

cije nezavisno promenljive t, to je potrebno generirati poseb- 

- no ove funkcije, a zatim ih mno/iti odgovarajudim izvodima u 

diferencijalnoj jednadini. 

Neka je data diferencijalna jednaeina 

dx at 	a(t)x = f(t) 
sa podetnim uslovom 

x(0) = xo  

°pate regenje jednadine (3.2.1) ima oblik 

(3.2.1) 

(3.2.2) 

I I 
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t 	 t 
4 a(t)dt 	t 	/ a(t)dt ] 

	

x(t) a et° 	[C + ff(t) ,,et° 	dt 

to  

(3.2.3) 

gde je C integraciona konstanta. 

Za regavanje jednaaine (3.2.1) na analognom raaunaru potrebno 

je reliti je po najvilem izvodu, pa je 

dx 
a(t)x + f(t) 	 (3.2.4) 

dt = 

jednaaina (3.2.4) se postavlja na radunar prema blok Semi na 

sl/c1 . 3.2.1. Za generiranje funkcija f(t) i a(t) mote se 

koristiti neki od ranije opisan1h naaina generiranja funkcija 

U 

BLOK ZA 
GENERIRAN3E 

BLOK ZA 
GENERIRAN3E 

a(t)  

• 
10,-x(t) 

-a(t)x(t) a(t) 

t(t) x(t) 

Si. 3.2.1. glok tem za retavanje jednadine (3.2.4) 

(Prvi deo I, 2.3). Medjutim, za formiranje prvog flan na dee-

noj strani jednadine (3.2.4) moraju se pomnot1t1 funkcije a(h) 

i. x(t) 1 tako dobijeni proizvod uvoditi na ulaz integratora 

(1). Za ovu svrhu koristi se =oho. 

3.3. Mnotenje funkcija 

Mnotenje funkcija mote se vrgiti na vita naaina i u zavisnosti 

od toga postoje razni tipovi mnotada (Prvi deo I, 4). M1 demo 

se ovde ogran1e1t1 na mnotenje funkcija pomodu servomnotaaa 

pomodu elektronskog diodnog mnotaaa, kao i na delenje funkcija. 

Ved je ranije reeeno da se mnoienje nekog promenljivog napona 

sa konstantom mote vrA1t1 pomodu potenciometra. Za ovo je bile 
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potrebno promen1j1v1 napon dovesti na ulaz potenciometra, a kn.- 

zao postaviti na vrednost konstante i na izlazu se javija prol-

zvod konstante i promenljivog napona. 

Medjutim, ako se omogudi da se klizao potenciometra pomera po 

nekoj funkcija, onda se dobija proizvod dve funkcije. Pokreta-

nje klizada se ostvaruje pomodu elektromehanidkog pozicionog 

servomehanizma, pa se takav mnogad naziva servomnogad. 

Servomnogad (Prvi deo I, 4.2) se oznadava graflakim simbolom 

prikazanim na slid 3.3.1, gde je sa z(t) oznadena funkcija 

z(0 _ a(0.0)  
U 

- x(t) 

Si. 3.3.1. Grafidk1 simbol servomnogaea u sludaju 

mnogenja funkcija proizvoljnog znaka 

na 1z1azu iz servomnogada, sa U radunski napon, a sa Al po-

tenciometar servomnogada. Ako obe funkcije koje se mnoge, tj. 

a(t) i x(t) mogu da budu istog 111 razliditog znaka, kate se 

da servomnolao radi u sva det1r1 kvadranta ravni Oax. Medjutim, 

ako su obe funkcije nenegativne, 111 ako funkcija a(t) ne me-

nja znak, onda se mote servomnogao povezati prema gem/ na slid 

3.3.2, gde je sa z(t) oznadena funkcija na 1z1azu iz servo- 

0 4 a(t) 1 
Si. 3.3.2. Grafiek1 simbol servomnogada u sludaju 

mnoienja funkcija od kojih jedna ne menja 

znak 

1 1 
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mnolada, a sa A2 potenciometar servomnofada. Pritom se i gra, 

gke, koje se pri mnoienju neminovno javljaju, smanjuju (Prvi 1 

 deo I, 4). 

Treba napomenuti da postoje dve vrste servomnofada. Jedna vrsta 

slui/ za sporo-promenljive funkcije i njihova tadnost je veda, 

jer sadrie desetoobrtne potenciometre. Druga vrsta sluli za brf-
te promenljive funkcije, all im je taenost manja, jer sadrie 

jednoobrtne potenciometre. Prilikom korifdenja servomnofada 

treba uvek funkciju, koja se sporije menja dovesti na ulaz se# 

vopojadavada, a funkciju koja se brie menja na ulaz potenclome 

tra. time se smanjuju grefke koje nastaju usled inercije neha-' 

n/dkih delova servosistema. 

Elektronski mnoiad1 imaju prednost nad servomno/adima, jar se 

obe promenljive, koje se mnofe, mogu brie menjati a da se pri 

tome ne javljaju vede dinamidke grefke. Postoji vile vrsta ale-
ktronskih mnolada, ali se diodni mnoiadi najfire primenjuju u 

savremenim analognim radunarima. Elektronski mnofad se na ana-
lognim IA* femama prikazuje grafidki u obliku datom na slici 

3.3.3, gde su a(t) i x(t) ulazne funkcije u mnolad, a z(b) 
izlazna funkc/ja, odnosno rezultat mnofenja. Na slic1 je sa 

oznaden radunski. napon. Treba napomenuti da se na izlazu ovak-I 

vog neciada dobija proizvod sa promenjenim znakom. 

a(t) 

El. 3.3.3. Grafidki simbol za elektronski mnofad 

Avakvl mno/adi mogu da rade u razliditim kvadrantima, ito 

51 od njihovih konstruktivn1h osobina (Prvi deo I, 4.3). 

Pato kod linearnih diferencljalnih jednadlna sa promen1j1v1m 

peficijentima, neki.od elanova a i (t) x (i)  mogu da budu raci-

onalne funkcije oblika 
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to se javlja potreba 1 za delenjem funkcija. Za ovu se svrhu, 

kao gto je ranije regeno (Prvi deo I, 4.4.), koristi mnogag. 

U analognim gemama uredjaj za delenje funkcija gesto se prikazu-

je u obliku datom na slici 3.3.4, gde je sa zi(t) ozna6ena i- 

zlazna veligina, tj. rezultat delenja, a sa U raeunski napon. 

SA) 

x (i) (t)  
zi(t)=- u 

C(t) 

81. 3.3.4. Grafigki simbol elektronskog uredjaja 

za delenje funkcija 

3.4. Primeri 

Primer 1. Diferencijalna jednagina_prvog reda sa_promenljivim 

koeficijentima 

Neka je data diferencijalna jednagina prvog reda sa promenlji-

vim koeficijentima 

dx 	 - t 2 

+ t•x(t) = e 
dt 

sa pogetnim uslovom 

x(0) = xo  

(3.4.1) 

(3.4.2) 

(3.4.3) 

gto se lako dobija primenom formula (3.2.3), gde le C integra-

ciona konstanta. Iz uslova da regenje (3.4.3) mora da zadovolji 

pogetni uslov (3.4.2) lako se dobija da je 

koju treba regiti na analognom ragunaru. 

Jednagina (3.4.1) ima opgte regenje 

- 

1 t 2  

x(t) = (C + t)•e 2  
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C = xo 	 (3.4.4) 

tako da retenje jednaftne glasi 

1 t 2 

x(t) = (x0  + We 2  (3.4.5) 

Da bismo sastavili program za analogni raaunar, mora se jedna-

aina (3.4.1) retiti po najvitem izvodu, tako da je 

1 t 2 
dx 2 

= - t•x(t) + e 
at 

Blok tema programa za retavanje jednaaine (3.4.6), sa po6etnim 

uslovom (3.4.2), data je na slici 3.4.1. Program je prilagodjen 

-10y 

(3.4.6) 

-z(t) 

o(t) x (t)  
10 

a(t) z(t) 
io 

NO 	1 	-a(t) 	♦ 0 0) 

Si. 3.4.1. Program za retavanje d/ferencijalne jednatine 

prvog reda sa promenljivim koeficijentima 

za analogni raounar TARA-50 i brojne oznake odgovaraju ovom 

raounaru. U programu je funkcija na desnoj strani jednaeine 

(3.4.1), koja je oznaaena sa 
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- 1t 2 

z(t) = e 

realizovana reAenjem diferencijalne jednadine 

dz 
t•z(t) 

at = 

(3.4.7) 

(3.4.8) 

sa podetnim uslovom 

z(0) = 1 	 (3.4.9) 

Primenom formula (3.2.3) lako se moEe proveriti da je relacija 

(3.4.7) regenje diferencijalne jednadine (3.4.8) za podetni us-

lov (3.4.9). Generiranje promenljivog koeficijenta uz funkciju 

x(t) u jednadini (3.4.1), kojeg demo oznaditi sa a(t), tj. 

a(t) = t 	 (3.4.10) 

lako se realizuje reeavanjem diferencijalne jednadine 

da(t) 	1 	 (3.4.11) 
dt 

za podetni uslov 

a(0) = 0 	 (3.4.12) 

ili na nadin kako je opisano u glavi 2.3 (sl. 2.3.1) za pokre-

tanje pera pisada u pravcu X - ose. 

Na slici 3.4.2 prikazana su re5enja diferencijalne jednaftne 

(3.4.1) za podetni uslov xo  = - 1, dobijena na analognom radu-

naru TARA-50. 

Primer 2. Mathieu-ova  jednadina  

Matieova (Mathieu) jednadina je linearna diferencijalna jedna-

Una sa promenljivim koeficijentima. Do ove se jednadine dola-

zi pri matematidkom opisu raznih fizidkih pojava. Tako se ova 

jednadina javlja u kvantnoj teoriji metala, gde se opisuje kre-

tanje elektrona kroz neke kristalne regetke. Do ove se jednaei-

ne dolazi i prilikom proudavanja prostiranja elektromagnetnih 

talasa kroz sredine koje imaju periodidnu strukturu (B.B. Bon- 

THHI 41414eMH4FICKae yCTOA4MOOCT6 ynpyrHx CHOTeM, HOC. TeX: H3487. 

Mocxems, 1956, crp. 22). 
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Matieova jednadina se mote napisati u obliku 

d 2 x 
+ (a - 2p•cos 2t)•x - 0 (3.4.13)1 

dt 2  

sa podetn/m uslov1ma 

x(to ) = xo ; 	x i (to ) = x;; 	 (3.4.14) 

gde su a i p konstante. 

Da bismo sastav111 program za redavanje Matieove jednadine po-

modu analognog radunara, potrebno je najpre da as ona real po 
najvidem izvodu. 

z(t) a(t) x(t) 

1.0 

0.5 

-0.5 

- 1.0 

Si. 3.4.2. Relenja diferenc1jalne jednaftne (3.4.1) 

Tako as dobija 

d2 x 
= - a•x + 2p•x•cos 2t 

dt 2  
(3.4.15), 

Uvedimo slededu smenu 

1 t 7  WT (3.4.16), 
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gde je sa w = 2w/T oznaaena krufna uaestanost promene parame-

tra p, pa jednaaina (3.4.15) postaje 

d 2 x  

dT2 	
1 2 	1 

= - 
	w .ax + 7 w 2  px.cosuc 	 (3.4.17) 

1 Izraz z = 7 w2 
 p.coswT mote se generirati relavanjem diferen- 

cijalne jednaaine drugog reda 

dl z 
+ wz = 0 

dT 2  
(3.4.18) 

za poaetne uslove 

I z(0) = 7 w 2  p; 	1 	1(0) = 0; 	 (3.4.19) 

Prema tome, blok lama za relavanje jednaaine (3.4.17) (made 1z-

gled dat na slici 3.4.3. Program je prilagodjen za analogni 

raaunar TARA-50 1 brojne oznake odgovar&ju ovom radunaru. 

Za date konstante p i a i poaetne uslove 

p w. 2; a 	2,38; x(0) 	1 	i 	X(0) = 0 	 (3.4.20) 

i za izabrano w = 1, dobija Re 

Z(0) = 7w2p 	I 

(3.4.21 . ) 
1 2 m a 	2,38 e 0,595 

Difereneijalna jednatina (3.4.17) je reiena na analognom raduna-

ru TARA-50. Na potenciometrima P01 1 P02 postavlja se kon-

stanta m i pomodu integrators (02) i (03), kao 1 saibitaaa 

(05) reaava se diferencijalna jednaains (3.4.18) sa poaetnim u- 

- slovima (3.4.19). Na potenciometru P15 postavlja se konstanta 
I 2 Twa ipomodu integratora (16)1117),- kaoisablraaa (14) 

relava se diferencijalna jednaftna (3.4.17), pri &mu se za - - 
formiranje prof-nod& 

(0 2 •p•x(T)•cos(wT) 

koristi mnofaa. Faktor razmere pri relavanju jednaaine (3.4.18) 
je 	= 10; a pri relavanju jednaaine (3.4.17) ki R 2. Na 

slici 3.4.4 prikazano je refienje Matieove jednaaine. 
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-1011 

 

 

Siep costa) 

to 2  pcos j 

x(r1 -x(t) 

 

2p cos WO 

- Lep cos (LSO 
2 

I kipxcosta) 
10 2 

-101/ 

„2 

s=pcos00” 
10 2 

-x CO 

Si. 3.4.3. Program za rehavanje Natieove jednaaine 

na raaunaru TARA - 50 

4. NELINEARNE DIFERENCIJALNE JEDNAtINE 

4.1. Matematitke osnove  

Nelinearne diferencijalne jednadine mogu se definisati kao jedt-

nadine kod kojih su koeficijenti zavisni ne samo od nezavisno 

promenljive, ved i od zavisno promenljive i njenih izvoda. OviO 

se jednaainama opisuje_najvedi broj fiziakih sistema, jer je pO-

nahanje veltke vedine-tih sistema u suitini neiinearno. 

Karakteristike'nelinearnih sistema se vrio aesto bitno razlikuju 
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1 

t[s] 

0 

50 

I 
p 

Si. 3.4.4. ReAenje Matieove jednadine 

od karakteristika linearn1h sistema, to se ni u kakvom obliku 

ne mogu predstaviti linearno. Tako naprimer, razni fenomeni kao 

subharmonici prinudnih oscilacija, slobodne oscilacije niskih 

udestanosti, /td. koji se javljaju kod nel/nearn1h sistema, po- 

- tpuno su nemogudi za linearne sisteme. Stoga se metode linear-

ne analize ne mogu koristiti ni u kom obliku za proudavanje ne-

linearnih sistema. Velike se tegkode javljaju ako se nelinear-

ni sistem aproksimira linearnim sistemom sa promen1j1v1m /11 sa 

konstantnim koeficijentima i ako se pobudjuje malim signalima. 

Ponekad se ova 11nearnizacija ne mole ni koristiti, jer daje 

veoma velika odstupanja. 

Istraiivanje da se kod nelinearnih sistema nadjui konstatuju 

karakteristion1 fenomen1 vrlo desto, prilikom projektovanja, 

predstavlja osnovni zahtev, jer prisustvo ovakvih fenomena mote 

25 
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da predstavlja znaaajnu osobinu sistema. Stoga ovakva prouaava-

nja nelinearnosti u fiziakim sistem/ma uzimaju sve ozbiljnije 

razmere poslednjih godina. Ona imaju za cilj poboljgavanje ka-

rakteristika 1 efikasnosti sistema. Matematiaki aparat, koji 

tretira nelinearne diferencijalne jednadine jog uvek je mnogo 

manje efikasan od onoga koji tretira linearne jednadine. 

Kod linearnih diferencijalnih jednaelna vail princip superpozi-

cije koji kage da je i linearna kombinacija regenja takodje re-

genje sistema. Pored toga, zbir dva regenja, ill regenje pomno-

geno sa konstantom takodje su regenja sistema. Metode regavanja 

linearnih jednaaina pomodu redova (Furijeov, Tajlorov i drugi 

redovi) baziraju bag na principu superpozicije. Medjutim, ovaj 

princip ne vagi za nelinearne sisteme, pa se uoblaajene metode 

koje se koriste u analizi linearnih jednaaina, ne mogu koristi-

ti za nelinearne jednadine. Kao posledica ovoga, nasuprot tome 

gto je teorija linearnih sistema potpuno razradjena, o opgtim 

karakteristikama nelinearnih jednaalna nigta se ne zna. Teorija 

i analiza nelinearnih jednaaina je ograniaena samo na specijal-

ne sludajeve, koji se odnose na diferencijalne jednadine drugog 

reda, a koje opisuju oscilacije. 0 osobinama jednaaina vigeg 

reda se mnogo manje zna. 

Probleml koji se svode na nelinearne diferencijalne jednadine 

bill su predmet lzuaavanja mnogih istrallvada, all do danas ni-

jedna razvijena metoda nije tako efikasna da u potpunosti raga- 

va problem nelinearnih diferencijalnih jednaaina. Vedi broj o-

vih metoda su ill nepodesne za primenu u praksi ill daju nedo-

voljno taene rezultate zbog aproksimacija koje se koriste, ill 

pak daju malo informacija o opgtem regenju nelinearnog sistema 

jednaolna. 

Navegoemo detirl metode koje se danas uglavnom koriste za raga-

vanje nelinearnih diferencijalnih jednaalna: 

- iteraciona metoda Pikara, 

- metoda linearne aproksimacije, 

- metoda fazne ravni 

- metoda opisne funkcije. 
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- Iteraciona metoda Pikara 

Ova se metoda mote koristiti 1 za reAavanje linearnih 1 neline-

arnih diferencijalnih jednadina pod uslovom postojanja jedinst-

venog retenja. Metoda se sastoji u slededem: 

Neka je data diferencijalna jednadina 

dy az 	f(t,y) 
Integracijom leve i desne strane ove jednadine dobija se 

y(t) = y o  + ff(z,y)dz 	 (4.1.2) 

t o  

gde je y o  = y(to ). Jednadina (4.1.2) sadrEi na desnoj strani, 

pod integralom nepoznatu funkciju y(t) i po metodi Pikara ona 

se mole zameniti proizvoljnom funkcijom y i (t)*, tako da se mo-

le odrediti integral, pri demu se dobija 

Y2(t) = y o  + ff(z,y i )dz 	 (4.1.3) 

t o  

Posle ovoga funkciju y a (t) treba zameniti na desnoj strani 

jednadine (4.1.2), dime se odredjuje 

y 3 (t) = y o  + ff(z,y 2 )dz 	 (4.1.4) 

t o  

Proces iteracije se nastavlja tako da van optta relacija 

y i (t) = y o  + ff(z g y i _ i )dz 	(i=2,3, ...) 	(4.1.5) 

t o 

Pri dovoljno velikom n funkcija yn (t) teti funkciji y(t), 

koja predstavlja retehje jednatine (4.1.1), nezavisno od izab-

rane funkcije y 1 (t) na podetku iteracionog procesa. 

Nedostaci ove metode su slededi: 

- mole se dogoditi da je tetko izvrtiti potrebnu integraciju, 

- brzina konvergencije funkcija y i (t) (i = 1, 2, ... ) ka 

funkciji y(t) mote biti spora 

*) Za prvu aproksimaciju °bid= se uzima podetni uslov y o  

(4.1.1) 
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- re§enje se dobija u obliku beskonaonog reda. 

- Metoda linearne aproksimacije 

Ova se metoda koristi u dva vida: 

Nelinearna diferencijalna jednaaina se zamenjuje linearH 

nim diferencijalnim jednaainama u pojedinim segmentima nezavisH 

no promenljive, 
Razvijanjem u red nelinearnih alanova diferencijalne je-I 

dnadine i zanemarivanjem alanova viAeg reds mime se nelinearna 

jednaaina svodi na linearnu diferencijalnu jednaainu. 

Nedostatak prvog vida ove metode je ito mode biti veoma slole-

na u sluaaju kada se radi sa %ream brojem segmenata, a nedosta- 

tak drugog vida ove metode je Ato se linearizacija ne mote uvek; 
• 

primeniti. Oba vida ove metode su vrlo ograniaene taanosti. 

Primer: Jednaaina kretanja matematiakog klatna ima oblik 

ee + — sin0 = 0 
	 (4.1.6)i 

dt 2 	t 

gde je R udaljenje mese M od take oko koje se vrAi oscilo-

vanje (dufina klatna), a 0 ugao koji zaklapa klatno prema ve-t 

rtikali. 

Jednaaina (4.1.6) je nelinearna diferencijalna jednadina drugog 

reda i za male amplitude mote se uzeti da je 

sin 0 = 0 	 (4.1.7)1 

(vidi Uvod, 1.2), dime se jednaaina (4.1.6) svodi na oblik 

eel g 
+ 	e, = 0 	 (4.1.8)! 

dt 2  

Razlika 	0(t) - 01(t) aini greAku uainjenu zamenom nelinear 

ne diferencijalne jednaaine (4.1.6) linearnom jednaainom 

(4.1.8). Za velike vrednosti ugla 0 relacija (4.1.7) ne vali, 

pa i greAka ne mote biti zanemarljivo mala. 

- Metodafazneravni 

Ova se metoda odnosi na nelinearnu diferencijalnu jednaainu 

drugog reda oblika 
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ex + a(x,k)•k + b(x,X)•x s c 
dt 2  

(4.1.9) 

gde je c - konstanta. 

Ogranidenja ove metode sus 

- Ato se mole primeniti na jednadinu oblika (4.1.9), kod 

kojill se nezavisno promenljiva ne javlja ekspl/c/tno u koefici-

jentimaa/b/ 

- Ato ne mole biti pobudne funkcije osim konstante. 

Anal/za metodom fazne ravni vrAi se na slededi nad/n: 

1? Uvodi se promenljiva Y = k, pa jednadina (4.1.9) dob1- 

ja oblik 
+ a(x,y) .1, + b(x,y)•x - c 	 (4.1.10) 

dt  

2? Delenjem love i desne strane jednadine (4.1.10) sa y 

dobija se 
(4.1.11) 

pa kako je 
dy 	dy dx 
JE 	dx 9 dt 	dY 

dx 
at 

(4.1.12) 

jednadina (4.1.11) postaje 

dy s 	 x 	c 
Y 	

(4.1.13) 
dx 

- a(x,y) - b(x,y) 
Y  

Ako se u faznoj ravni Oxy konstruiie sada kriva y(x) talcm 

da za svaku tadku N(x,y) na toj krivoj koeficijent pravca ta-

ngents u toj tadki bude jednak dy/dx 1 da zadovoljava jedna61- 

nu (4.1.13), onda je to kriva regenje jednadine (4.1.9). Kriva 

u faznoj ravni, koja predstavlja relenje jednadine (4.1.9), de-

sto se naziva fazni portret 11/ fazna trajektorija. Da b1 se o-

laklalo crtanje fazne trajektorije za razlidite podetne uslove 

u faznoj ravni se naipre odredi familija krivih linija koje 1- 

maju konstantan nagib 

Ay s k 	 (4.1.14) 
dx 

gde je k - konstanta. Ove se 11n/je nazivaju izokline. Posto-

janjem izoklina lako se crta fazna trajektorija. 

Y1 dy - 	+ a(x,y) + b(x,y) 
dt 

x = c 
Y Y 

II 
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Pomo& analognog ra6unara fazne trajektorije se vrlo lako mogu 
dobiti, Sto de u daljem tekstu na primeru biti pokazano. 

- Metoda opisne funkcije   Metoda_ opisne      

Metoda opisne funkcije koristi se za analizu nelinearnih homo-

genih diferencijalnih jednaaina n-tog reda. SuAtina metode je 

da se utvrdi kakav se oblik sinusne funkcije mole uzeti kao 

pribligno regenje nelinearne diferencijalne jednadine. Ako se 

sinusna funkcija mole uzeti kao priblilno relenje, onda se me-

todom opisne funkcije mole odrediti njena amplitude i uaesta-

nost. Ako sinusna funkcija nije relenje, onda se ovom metodom 

mogu odrediti uslovi pod kojima de relenje date jednaaine biti 

harmonijsko. 

Ova se metoda najaeAde koristi prilikom analize stabilnosti si-i 

sterna automatskog upravljanja. 

4.2. Strukturaprograma 

Analogni raaunar se pokazao kao idealno sredstvo za reaavanje 

bag nelinearnih diferencijalnih jednaftna bez obzira kako komp-i 

likovan blo problem i bez obzira na red diferencijalne jednadi-! 

ne i oblik ulazne funkcije. Izrada i struktura programa za re-

Aavanje nelinearnih diferencijalnih jednaa/na u suAtini se ne 

razlikuje od izrade i strukture programa za linearne jednadine. 

Razlika je jedino u tome Ato se javlja mnaenje 1 generiranje 

funkcija, 0 aemu je ved bilo redI kod linearnIh sistema sa pro-

menljivim koeficijentima. Prema tome, da bi se mogle relavati 

nelinearne diferencijalne jednadine pomodu analognog radunara 

potrebno je imati, pored linearnih radunskih elemenata, kao 

birada, integratora i potenciometara, joA i mnolaae, generato-

re funkcija i neke logi6ke raaunske elemente, o kojima je bile 

real u Prvom delu (I). 

Primer( Kretanje materIjalne_tadkeunelinearnojotpornoj 

sredini 

Ako se materijalna taaka krede pod uticajem zemljinog gravita-

cionog polja u sredini koja imiaotpor proporcionalan kvadratu 
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brzine, onda diferencijalna jednaaina kretanja glas1 

M = - C % 2  Mg 

ovo je nelinearna diferencijalna jednaaina, jer se javlja Ulan 

koji sadrE1 kvadrat prvog izvoda funkcije. ()amino poaetne uslo-

ve x(0) = 0 1 X(0) = 0. 

Izabrali smo ovaj problem kao ilustrativni jer je jednaaina 

(4.2.1) jedna od malog broja nelinearnih diferencijalnih jedna-

aina koje se mogu re61t1 analitiaki, pa se ovo reSenje mole ko-

ristiti da bi se proverili rezultati dobijeni na analognom ra-

*unaru. 

Analitiako relenje jednaaine (4.2.1) mote se dobiti ako as sta-

v1 da je 

X = y 

odakle se dobija 
R  dy 

dt 

(4.2.2) 

(4.2.3) 

Jednaaina (4.2.1), prema (4.2.2) 1 (4.2.3), postaje sada 

dy 	C 2 

	

dt - R Y 	g  

Opate reeenje ove jednaaine glasi 

yth( 	 t + A) 

	

m 	
(4.2.5) 

gde je A /ntegraciona konstanta, koja za X(0) = y(D) = 0 

postaje A= 0, pa reienje (4.2.5) glasi 

y fa th(n t) c 	m 	 (4.2.6) 

Relenje jednaa1ne (4.2.1), prema (4.2.2) i (4.2.6) i za poaetn1 
uslov x(0) = 0, 

C 	

glass 

m x = - to ch(la t) 	 (4.2,7) 

Xako je 

lim th(ri t) = 1 	 (4.2.8) 

-(4.2.4) 

(4.2.1) 

to je 
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lim = lim y =f-11 
 t.= 	t.= 

(4.2.9) 

pa je i 

(4.2.10) lim = 0 
t.= 

Prema tome, funkcije Z(t) i Z(t), kada t+=, asimptotsk1 se 

pribl1favaju konstantnim vrednostima (4.2.9) i (4.2.10). 

Da bismo jednaainu (4.2.1) postav111 na analogni raaunaz, pot-

rebno je redit1 je po najvilem izvodu, tj. 

C• = - 171  x2  + g 	 (4.2.11 

Strukturna blok Zama programa za reSavanje gornje jednaaine 
to je na slici 4.2.1. Program je prilagodjen za analogni raau-

Si 

-10V 

81. 4.2.1. Blok Sem za relavanje jednaaine (4.2.11) 

nar TARA - 50 i brojne vrsdnosti odgovarajuovom radunaru. 

dobijanje nelinearnosti upotrebljen je mnolaa kojim se vrai mno-
fenje funkcije x(t) same sa sobom da b/ se dobio njen kvadr4t. 

8a ovu svrhu se mote koristiti i generator na kojem treba pode4- 

sit1 kvadratnu funkciju. 

Zr1ve, loje predstavijaju reienja x(t), Z(t) i i(t) za vre- 

dnosti 	= 0,8; dobijene na analognom ra6unaru TARA-50, pr1- 

kazane su na alio/ 4.2.2. Ventina x(t) telt/ konstanti 4.707 
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aija je vrednost 3,5 m/s, a veliaina *W. 0, kada t + ce. 

x 	x 
[m/s 2 ] [m/s] [m] 

37,5 7,5 75 

25 5,0 50 

12,5 2,5 25 

0 0 0 

SI. 4.2.2. ReAenje jednaaine (4.2.11) 

Ovaj primer pokazuje da sa glediAta programiranja nelinearnih 

problema na analognom raaunaru ne postoje nikakve teAkode. Pro-

gramiranje se izvodi kao i za linearne sisteme, s tim Ato je 

jedino potrebno voditi raauna o ispravnom koriAdenju generato-

ra funkcija i mnoaaaa. 
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II. MODELIRANJE PRENOSNIH FUNKCIJA 

1. UVOD 

U predhodnoj glavi razmatrano je regavanje obion1h diferencijal-

nih jednadina pomodu analognih radunara. Medjutim, u mnogim te-

hnidkim problemima, kao gto su problemi iz aerodinamike, teori-

je automatskog upravljanja i sl., ovakav prilaz primene analog-

n1h radunara n/je pogodan. Uobidajeno je da se analiza i sinte-

za tehnidkih sistema vrg1 primenom prenosnih funkcija. Ovakav 

prilaz ima vigestruke prednost1 u odnosu na matematidke modele 

istih sistemau obliku diferencijalnih jednadina. Pogodnosti 

koje prugaju prenosne funkcije ogledaju se pre svega u mogudno-

sti posmatranja nekog slogenog sistema kao objekta sadinjenog 

od vige manjih podsistema, za koje su poznate prenosne funkcije. 

Svak1 podsistem pritom zadriava parametre u okviru svoje pre-

nosne funkcije, tako da se pri modeliranju na analognom raduna-

ru takodje zadriava struktura podsistema, kao i sistema u celi-

ni. Ovo omoguduje jednostavan uvid u uticaje pojedinih parame-

tara u sistemu i njihovo lako podegavanje na analognom radunaruJ 

Kako se analogni radunari najvige primenjuju bag za analizu te-

hn1dkih sistema, to je ova glava posvedena prilazu modeliranja 

na analognim radunarima primenom prenosnih funkcija. Medjutim, 

kako pojam prenosnih funkcija bazira na Laplasovoj transforma-

ciji, to je u prvom delu ove glave detaljnije obradjena Lapla-

soya transformacija. ditalac koji je ved upoznat sa Laplasovom 

transformaci jom moge preskoditi materijal u odeljku 2. Medjutim 

za one koji nisu upoznati sa Laplasovom transformacijom ovaj de4 

je neophodan, da b1 mogli da prate ostali materijal obradjen u 

ovoj glavi. V
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2. LAPLASOVA TRANSFORMACIJA 

2.1. Definicija Laplasove transformacije 

Pre nego Ato predjemo na definiciju Laplasove transformacije po-

stavidemo izvesna ogranieenja za funkcije na koje demo primenji-

vati ovu transformaciju. Kako nas interesuju uglavnom praktia-

ni problemi vezani za realne fizieke objekte, to molemo odmah 

konstatovati da demo raditi sa funkcijama f(t) realne promen-

ljive t, gde je t vreme. Pored toga, interesovade nas pona-

Aanje objekta od nekog trenutka koji demo proglasiti za podetni, 

tj. t = 0, Ato znaai da nas interesuju vrednosti funkcija za 

t > 0, pa se mole smatrati da je 

f(t) = 0 	za 	t < 0 	 (2.1.1) 

Predpostavimo, isto tako, da je funkcija f(t) za t > 0 ne-

prekidna, iii da ima u konaanom broju taaaka prekide prve vrste 

da je ogranidena, tako da se uvek mote nadi pozitivan broj M 

takav da je 

If(t)I < M 	za 	t > 0 	 (2.1.2) 

Vrednost funkcije f(t), za t > 0, odredjena je sa 

f(0) = lim f(t) 	t > 0 
	

(2.1.3) 
t 4  0 

Ogranieenja (2.1.1), (2.1.2) i (2.1.3) nad funkcijom f(t), su 

najaeAde prisutna za eve funkcije koje potiau iz realnih prob-

lema. Stoga ona i ne predstavljaju nikakve posebne uslove za 

funkcije sa kojima demo se sresti u tehniakoj praksi. 

Relacija 

F(s) = f f(t)oe-stdt 	 (2.1.4) 
0 

koja definite funkciju F(s) za sve vrednosti s za koje in-

tegral egzistira, naziva se Laplasova transformacija funkcije 

f(t). Integral na desnoj strani relacije (2.1.4) naziva se La-

plasov integral. Funkcija f(t) naziva se original, a funkci-

ja F(s), dobijena Laplasovom transformacijom, naziva se komp-

leksni lik iii slika funkcije f(t). Veza izmedju f(t) 1 F(s) 

11 
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data relacijom (2.1.4), simboliaki se obelegava sa 

F(s) = L[f(t)] (2.1.5) 

U relaciji (2.1.4) s je kompleksan broj koji se mote nap/sa- 

t/ u obliku 
s = a + jw 	 (2.1.6) 

2.2. Laplasova transformacija nekih funkcija 

U ovom odeljku demo izvesti Laplasovu transformaciju i dati kom= 

pleksne likove nekih funkcija koje se desto koriste u tehniekoj 

praksi. Na kraju odeljka data je tablica (tab. 2.2.1) sa komP-

leksnim likovima ve6eg broja funkcija koje se javljaju u prak-

tiOnim problemima. 

- Jed/niana funkcija 

Ova je funkcija definisana sa 

u(t) = JO 

za t < 0 

za t 0 

(2.2.1) 

Grafieki prikaz funkcije u(t) dat je na slid 2.2.1. 

u(t) 

1 

0 

Si. 2.2.1. Jediniana funkcija 

Laplasova transformacija funkcije u(t) daje 

U(s)
= 	e-st] = 1 

= J e-stdt 

0 	 0 

U relaciji (2.2.2) je predpostavljeno da je Refs) = a > O. 

(2.2.2) 
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- Impulsna piraknval funkcija 

Posmatrajmo funkciju 

0 	za 	t < 0 
1 	 I 

6(t,h) - 4u(t) - u(t-h)] = 	E h 	
za 0 < t < h 

0 	t > h 

Grafi*ki prikaz ove funkcije dat je na slid 2.2.2. 

INN 
1 

(2.2.3) 

  

 

t 

Si. 2.2.2. Impulsna funkcija 

Funkcija 6(t,h) mole se fiziaki predstaviti i posmatrati kao 

konstantna sila 1/h, koja dejstvuje za vreme h. Impuls ove Bi-

le bide 

1 6(t,h)dt = 1 
0 

(2.2.4) 

U sluaaju kada is intenzitet sale veliki, a prema relaciji 

(2.2.3) vreme dejstva vrlo kratko, sila dejstvuje trenutno. 

Stoga se ovakva funkcija 

6(t) = lim 6(t,h) 	 (2.2.5) 
h.0 

naziva impulsna iii Dirakova funkcija. 

Laplasova transformacija ove funkcije daje 
CO 

146(t)] 	lim fe-"6(t,h)dt 
h+0 0 

Zamenom relacije (2.2.3) u (2.2.6) dobija se 

-"  4 	 1 - e  
6(t)] = lim 	= 1 

h.0 	sh 

(2.2.6) 

(2.2.7) 
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Prema tome, kompleksn/ lik impulsne funkcije je jedinica. 

- Sinusna funkcija 

S116n1m razmatranjem za sinusnu funkciju dobija se 

L[sinwt] - fe

• 

■ stsinwt dt a 17-770

• 

7 	 (2.2.8)
1
1 

0 

Koristedi relaciju (2.1.4) mote se izvesti Laplasova transfor-  

macija i za drupe funkcije. Komplekani likovi funkcija koje se 

najaeAde koriste u praksi dat1 su u tabel1 2.2.1. 

FUNKCIJA LAPLASOVA TRANSPORMACLIA 

6(t) 1 

u(t) 1/8 

t 1/s 2  

to 111/10+1 

ekt 1/(S - k) 

sinwt w/(s 2  + w 2 ) 

coswt s/(s 2  + w 2 ) 

ekt sinwt w/[(s-k) 2  + w 2 ] 

ekt coswt (s-k)/[(s-k) 2  + w 2 ] 

e-ktsinwt w/[(s+k) 2  + w 2 ] 

e-ktcoswt (s+k)/[(s+k) + w 2] 

Tablica 2.2.1 

2.3. Laplasova transformacija funkcija pod operacijom u 

vremenskom domenu 

U ovom je odeljku 1zlogena primena Laplasove transformacije na 
funkcije nad kojima je primenjena operacija u vremenskom doMenul 

(diferenciranje, integracija i sl.), po nezavisno promenljivoj 
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kako je 

to je 

F(t) a e 

0 

L[f(at)] = a F(!) 

(2.3.4) 

(2.3:5) 

L 
a 	,, ItT)dt 
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- Teorema zbira 

Pod ovom teoremom podrazumeva se Laplasova transformac1ja sume 

originals funkcija fi(t), (/ = 1, 2, ... , n). Lako se dokazu-

je relacija 

I C.f i  (t)] = I C
iF i (s) (2.3.1) 

11 	 1=1 

Odnosno, kompleksni l/k sume originals C i f i (t) jednak je sumi od-

govarajudih kompleksn1h likova CiFi(s), gde je 

L[f i (t)] = F i (s); 	(1 = 1, 2, ... , n) 

Teorema slidnost1 

Odreilimo Laplasovu transformaciju funkcije f(at), gde Je a 

realan poz1tivan broj. Prema (2.1.4) sled1 da je 

L[f(at)] - 	f e-st- s(at)dt 

0 

Uvedimo novu promenljivu t at. Iz relac1je (2.3.2) dobija se 

L[f(at)J - I 	 (T )ch j e- 	 (2.3.3) 

0 

(2.3.2) 

Relacija (2.3.5) izralava teoremu s110nosti o promen1kompleks-

nog lika kada se menja razmera argumenta funkc/je originals. -  

- Teorema o kafinjenju 

Neka je funkcija f(t) pomerena translatorno dui spec/se t 

(sl. 2.3.1), tako da je pri t > 0, 

0 	za t < 

i(tT)  

f(t-1)  za t ; T 

(2.3.6) 

I I 
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f(t) 

  

0 

 

   

Si. 2.3.1. Kainjenje funkcije 

Veza lzmedju kompleksnog lika funkcije f(t) i funkcije f(t-h) 

data je relacijom 

L[f(t-T)] 	e-I8 L[f(t)] 	 (2.3.7) 

Relacija (2.3.7) se mote dokazati na Bladed/ nadln. 
CO 

L[f(t-T)] ■ f e-stf (t-T)dt 

0 

Iz definicije funkcije f(t-t) sled/ da je 

L[f(t-T)] ■ I e atf(t-T)dt 

t 

(2.3.8 

(2.3.9) 

Uvedimo novu promenljivu t' 	t-t, tada se iz (2.3.9) dobija 

L[f(t-T)] 	f e-at' e-) sTf(e)de 	 (2.3.10  

0 

odnosno 

L[f(t-t)] ■ e-sIP(s) 	 (2.3.111 

Dime je relacija (2.3.7) dokazana. 

- Laplasova transformacija izvoda funkcije originala 

Potrailmo kompleksa Ilk izvoda funkcije f(t), tj. 
CO 

L [e (t) ] 	f e-atf. (t)dt 	 (2.3.12) 

0 

Integracijom relacije (2.3.12) dobija se 
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L[f' ( 1
1 . fe st f(0 1 0  + s f e-stf(t)dt = - f(0) + s F(s) 

0 	 (2.3.13) 

Ako je £(0) = 0, 1z (2.3.13) se dobija 

L[f ' (t)] = s F(s) 	 (2.3.14) 

Ako se u relacija (2.3.13) f(t) zamen/ sa f t (t) dobija se 

1[f a (t)] = s ge(t)] - e(0) 	 (2.3.15) 

odakle se, prema (2.3.14) dobija 

L[e(t)] = s 2F(s) - s f(0) - e(0) 	(2.3.16) 

U opAtem sluaaju se na sii6an naafi' dobija relacija 

L[f (n) (t)] = snF(s) - s n-l f(0) - an- Y(0) - 	- f (n-2) ( 0 ) 
(2.3.17) 

U sluaaju da su sift podetn1 usiovi jednak/ nu11, tj. 

f(0) = f (0) = ... = f
(n - 1) 
 (0) = 0 	 (2.3.18) 

Relacija (2.3.17) svodi se na oblik 

1[f (n) (t)] = snF(s) 	 (2.3.19) 

- Laplasova transformacija funkcije pod znakom integrals  

Neka je funkcija F(s) kompleksni 11k funkcije f(t). Oznaa1- 

mo sa $(t) funkciju 

$(t) = ff(t)dt 
	 (2.3.20) 

0 

Iz (2.3.20) sled1 

0 1 (t) = f(t) 	i 	0(0) = 0 	 (2.3.21) 

Ako se relacija (2.3.14) primeni na funkciju (2.3.21) dobija se 

	

s.L[+(t)] = F(s) 	 (2.3.22) 

odnosno 

L
L 
 ff(t)dt] = I t(s) 	 (2.3.23) 

0 
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U sluaaju da donja granica integrala nije nula, lako se dokazu= 

je, na osnovu osobine (2.3.13), da je 
a 

	

141f(t)clt] = 	F(s) - I jf(t)dt 	 (2.3.24) 
a 	 0 

U sluaaju vitestruke primene operacije integracije funkcije 

f(t na osnovu (2.3.24), dobija se 
t 
	

to 	t2 

	

Lifdteidtn_ i m I 	 sn f(tddt s ] 	F(s)  (2.3.25) 

0 	0 

- Teorema pro1zvoda 

Neka su date funkcije f l (t) i f 2 (t), obrazujmo funkciju f(ti) 
na Bladed'. naain 

f(t) = ff i (t-T)f 2 (T)dT 
	

(2.3.26) 
0 

Funkcija f(t) naziva se konvolucija funkcija f 1 (t) / f 2 (t). 

Zamenom t-t = t i  u (2.3.26) dobija se 
0 	 t 

f(t) = - if i (e)f 2 (t-t i )de = ff 2 (t)f 2 (t-T)dT 	(2.3.27) 

t 	 0 

Iz (2.3.27) i (2.3.26) sledi da konvolucija f(t) ne zavisi od 
toga koja je funkcija pod znakom integrala sa argumentom t-T. 

Neka su poznati kompleksni likovi 17 2(s) i F2(s) funkcija 
fl(t) 1 f2(t). Note se pokazati da komplekani lik funkcije 
f(t) definisane sa (2.3.6) Una oblik 

L[f(t)] = F 2 (s)•F 2 (s) 	 (2.3.28Y 

2.4. Operacije nad Laplasovom transformacijom 

- Izvod Laplasove_transformacije 

Diferencijacijom relacije (2.1.4) po a n-puta dobija se 
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gde smo predpostavili da je moguda diferencijacija integrala na 

desnoj strani relacije (2.1.4) po parametru s. 

Posmatranjem relacije (2.4.1) mote se zakljualt1 da je 

dfl (F(s)] 
1[(-1) ntn f(t)] 

ds t  
(2.4.2) 

- Integracija Laplasove _transformacije 

Predpostavimo da je moguda integracija dean strane relacije 

(2.1.4) i ako se ista izvrii u granicama od s do =, tada se 

dobija 	= 
- st 1 IF(s)ds = fe 	-f(t)dt 	 (2.4.3) 

0 

Poslednja relac1ja kazuje da je ustvari 

Llt f(t)] = IF(s)ds 
	

(2.4.4) 

- Translacija Laplasove transformacije 

Ako se u relaciji (2.1.4) zameni s sa s-a, gde je a kons-

tanta, dobija se 

F(s-a) = 1e-(s-a)tf(t)dt = l e-stea tf(t)dt (2.4.5) 

0 	 0 

 

Iz relacije (2.4.5) sleds da je 

F(s-a) = L[e at f(t)] 	 (2.4.6)  

2.5. Inverzna Laplasova transformacija 

Ako je u relaciji (2.1.4) poznata funkcija F(s), a treba odre-

diti funkciju f(t), ovo se simboliak1 oznaaava sa 

f(t) = L 1 [F(s)] 	 (2.5.1) 

Operacija nalaienje funkcije originala f_(t) na osnovu komplek-

snog lika F(s) naziva se inverzna Laplasova transformacija. 
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Relacija (2.1.4) posmatrana kao jednaaina u kojoj je nepoznata 

funkcija f(t), predstavlja integralnu jednaainu Laplasovog t1- 

pa 

If(t) e-stdt = F(s) 
	

(2.5.2) 

0 

Otte re6enje jednaaine (2.5.2) moire se odrediti. Medjutim, za 

primenu Laplasove transformacije u problemima modeliranja ovo 

re5enje nije interesantno. za nas je mnogo interesantnije da se 

ispitaju neke osobine integralne jednaaine (2.5.2) i njena rale-

nja za specijalne sluaajeve. 

:1? Inverzna transformacija zbira funkcija 

Neka je desna strana jednaeine (2.5.2) zbir poznatih funkcija, 

tj. 
F(s) = F,(s) + F 2 (s) + ••• + F n (s) 	 (2.5.3) 

Predpostavimo da su originali funkcija F i (s) dati sa f i (t), 

(i = 1, 2,, n). Odavde sledi da je 
co 

f f,(t).e stdt = F,(s) 

0 

CO 

if 2 (t).e
-stdt = F 2 (s) 

)  

(2.5.4) 

CO 

f fn( t ) • e -st dt = F n (s) 

Sabiranjem levih i desnih strana jednaaina (2.5.4) dobija se re-

lacija 

(2.5.5) 

f ill ( t) 	1 2 (t) .+ 	+ fn (t)le-stilt = F,(s) + F 2 (s) + 	+ FOs) 

Relacija (2.5.5) omoguouje jednostavno dobijanje inverzne Lapla-

sove transformacije originala sume funkcija (2.5.3), tj. kada je 

moguae odrediti originala pojedinih sabiraka u zbiru (2.5.3). 
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2?_ Heav/s/de-ova teorema razvoja 

Neka funkcija na desnoj strani jednaftne (2.5.2) ima oblik 

F(s) = p(s) 
q(s) 

gde su p(s) 1 q(s) polinomi pa s, koji nemaju zajedniek1 

ainilac, tj. 

p(s) = amsm  + am-1  sm-I  + ••• + a s s + ao 

 q(s) = bn s
n + b 	sm

-1  + • • • + ti t s + bo 

 pr1 aemu je m < n. 

Ovde demo izlogiti osnovne sluaajeve inverzne Laplasove trans-

formacije racionalne funkcije (2.5.6) ne upuatajudi se u dokaze 

svih stavova, koje aitalac mole nadi u navedenoj literaturi. 

a. Neka polinom q(s) ima proste korene koji se mogu napisati 

u obliku 

4(0 	= 	(S-s 1 )(s-s 2 )•••(s_s n ) 

Racionalna funkcija (2.5.6) mote se tada napisati, 

na proste razlomke, u obliku 

p ( s) 	Al 	A2 An 

6 

(2.5.8) 

rastavljanjem 

(2.5.9) 

(2.5.10) 

(2.5.11) 

(2.5.12) 

(2.5.13) 

q (s) 

gde je 

A 

Zamenom (2.5.10) 

p(s) 

s - s i 

 P(si) 

4  s - S2 

	

(1 = 	1, 	2, 

	

(2.5.9) 	dobija 

1 

S 	so 

... 	, 	n) 

se 

P(a) i 
I 

= 
cl t (s i ) 

u 

P(si) 
q(s) 

Kako je 

LI 

to na osnovu 

f(t) - 

1=1 q
,  

1  

(si) 	ssi 

ex i t  

sled1 da je 

1 

Is - s i 
 I 

(2.5.5) 

n 
) 	. 
iml ,e( si ) 	a - i-i q

, 

(si) 

(2.5.6) 

(2.5.7) 
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Prema tome, original kompleksne funkcije F(s) koja predstav-

lja kolianik dva polinoma p(s) i q(s), pri aemu je stepen 

polinoma q(s) veal. od stepena polinoma p(s), a za sluaaj da 

q(s) ima sve proste korene, dat je relacijom 

f(t) = 1 - '[F(e)] = LIE12121 	! 	P(si) e sit 
q(s) 	1=1 ce(so   (2.4.14) 

b. Neka je funkcija F(s) data u obliku 

p(s) F(s) = 

	

	 (2.5.15) 
sr(s) 

pri aemu stepen polinoma p(s) nije yea/ od stepena polinoma 

r(s). Regenje integralne jednaeine (2,5.2) mote se odrepiti iz 

relacije (2.5.13) smenom 

q(s) = s•r(s) 	 (2.5.16) 

gde polinom r(s) nema vigestrukih korena i korena jednakih nu-

Ako se vrednost (2.5.16) zameni u relaciju (2.5.13) dobija 

se 

	

n 	p(s i ) e sit 

	

f(t) = 1 	  
i=1 d r 

-- Ls'r(s)] ds 	s=si 

Imenilac u izrazu (2.5.17) mote se napisati u obliku 

(2.5.17) 

d 
ds [ser(s)] S=S 

= r(s i ) + s i r
; 
 (s i ) 	 (2.5.18) i 

Polinom (2.5.16) ima jedan koren jednak null. Neka je taj koren 

s l  = 0. Tada se relacija (2.5.18) is s = s i  mole napisati u 

obliku 

ds [s•r(s)] 
S=S = 

r(0) 

Prema tome, izraz (2.5.17) svodi se sada na oblik 

n(0) 	 p(zi) 	 s t f(t) = 	 . + y 
r,o) 	 e 1  

.N4).  sir , (si) 

(2.5.19) 

(2.5.20) 

Ako predpostavimo da je polinom r(s) stepena n, a ne n-1, 

kao u relaciji (2.5.20), tada se indeks i mote menjati od 1 

do n, umesto od 2 do n, tj. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 241 - 

f(t) P(0) + P 	P(si)  exit  =  
q(0) 	i.1 sie(si) 

(2.5.21) 

Relacija (2.5.21) naziva se Hevisajdova teorema razvoja i pred-

stavlja reaenje Laplasove integralne jednaeine (2.5.2) kada je 

funkcija F(s) oblika (2.5.15), sa navedenim ogranidenjima za 

polinom r(s). 

c. Ako polinom q(s) ima viaestruki koreni dinilac (s - a) k 

 reda k, onda se funkcija (2.5.6) mote napisati u obliku 

	

P(s) 	P(s) 	
r(s) 

F(s) = (2.5.22) , , - 

	

q(s) 	(s - s)kql(s) 	(s - a) k  

gde je r(s) = p(s)/q 2 (s). 

Rastavljanjem raclonalne funkcije (2.5.22) na proste razlomke 

dobija se 

	

Ak 	A 	 A 
k- F(s) = 	 1  

(s-a) 	
+ 	 + g(s) 

( k + 	
(2.5.23) 

(s-a) 
 

s-a 

Nave46emo rezultat inverzne Laplasove transformacije funkcije 

(2.5.23) bez dokaza. eitaoce koje ovaj dokaz interesuje mogu 

ga nadi u literaturi navedenoj na kraju knjige. 

Inverzna Laplasova transformacija daje original kompleksne fun-

kcije (2.5.23) u obliku 

f(t) = 1 -1 [F(s)] 

odnosno 

	

f(t) = e at  r(a) 
	

t 
	
+ 

r'(a) 

	t 	
+ 	

fir (k-t) (a)  

	

(k-1)( 	1((k-2): 	 (k-1): 

+ L-1  [g(s)] 	 (2.5.24) 

d. Prilikom rastavljanja funkcije (2.5.6) na proste razlomke, 

nismo vodili raduna da li su koreni polinoma q(s) realni ili 

kompleksni. Medjutim, kada polinom q(s) ima konjugovano kom-

pleksne korene, onda se rastavljanje funkcije (2.5.6)mcOs upro-

stiti. 

Neka su 
- a + ja 
	s z 	- a - j8 

1 1 
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kompleksni koreni polinoma q(s). Tada se funkcija (2.5.6) mode 

napiiati u obliku 

pis) 	r(s) 	Ms + n 
	  + g(s) 	 (2.5.2h) 

g (6) 	(s+a) 2  + 0 1 	(s+a) 2  + 0 2  

odakle je 

r(s) • Ms + N + g(s)[(s+a) 2  + 02] (2.5.2 

2amenom vrednosti za s1  z s 2  iz (2.5.25) u (2.5.27) dobij 
se 

r(s1) = M(- a + j0) + N 
(2.5.2 k ) 

r(s2) = M(- a - jB) + N 

Lave Straus relacija (2.5.28) su kompleksni brojevi, pa Se mo8e 

pisati 
r 1  + j r2  = M(- a + j5) + N 	

(2.5.2)) 
r1 	r 2  0 M(- a - jB) + N 

r(s1) 

r(s2) 

odakle se dobija 

(2.5.30) 

(2.5.31) 

ri = - Ma + N 

r2 	MS 

pa je 	
r 1 8 + r 2 a 

0 	
N = 

2amenom (2.5.31) u (2.5.26) dobija se 

 

p(s) 	1 (s+a)r 2  + Br 
+ g(s) 	 (2.5.38) q(s) 	B 	(s+a) 2  + 0 1  

Kako je prema tabeli 2.2.1 

.2 a 
.e atcos5t 

(s+a) 2  _+ 0 2 1 

e atsinOt 
(s+a) 2  + 82  

to, na osmovU (2.5.5) sled1 da je 

(2.5.31) 

f(t) = 1 -1 [1  • 
(s+a)r2  + Br, 

+ g(s)] = 
(s+a) 2  + 0 2  
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1 -at 	 -t 
= a 
- e 	(r COSI3t 	r sinat) + L [g (s) (2.5.34) 

e. Neka pol1nom q(s) ima vitestruke kompleksne korene reda 

k. Tada se funkcija (2.5.6) mote napisati u obliku 

P(s) 	r(s) M.s + N. 
1 
	  + g(s) 	(2.5.35) 

q(s) 	(s+a) 2  + s 2 	i=1 [(s+a)2 	0211 

Vrednosti za Mi  i Ni  (1 = 1, 2, ... , k) mogu se odred1t1 me-

todom jednakih koeficijenata. Kada se odrede vrednosti za Mi 

i N., tada 1h treba zameniti u relaciju (2.5.35) 1 nadi inver-t 
znu Laplasovu transformaciju svakog dlana posebno. 

Prema tome, pri tratenju inverzne Laplasove transformacije ne-

ke racionalne funkcije, potrebno je datu funkciju rastaviti na 

proste razlomke i tratiti inverznu Laplasovu transformaciju 

svakog razlomka ponaosob. 

f. Oznaftmo realne korene jednadine 

q(s) = 0 

sa s1, (i = 1, 2, ... , m), a kompleksne korene sa ai ± jai 

(1 = 1, 2, 	, niM), i uvedimo oznake 

p(s i ) 

sir 1 (si) 
(2.5.36) 

P(ai± jai) 

7 1  B i  e I ni 	 (2.5.37) 
(ai=jai)•r 1 (aii- jai) 

Relacija (2.5.21) prema (2.5.36) i (2.5.37) tada dobija oblik 

n-m 
p(0) 	M 	 2 B i  

f(t) = 	+ 1 A.e s i t  + 1 -- e  
q(0) 	1.1  1 	i=1  2 

fei(s,t+y i ) +e-J(8 i t+T i :i 

(2.5:38) 
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3. ANALIZA LINEARNIH SISTEMA PUTEM MODELIRANJA 

3.1. Prenosna funkcija 

U tehnidkoj praksi vrlo se desto koristi pojam prenosne funkc 

je. Ovaj se pojam narodito koristi, odnosno ima izgradjen ma 

matidki aparat, za analizu i sintezu sistema automatskog upra 

ljanja. Na slici 3.1.1 prikazan je gematski tehnidki uredjaj 

ili sistem na diji se ulaz dovodi funkcija x(t). Pod ulaznom 

funkcijom podrazumeva se neko spoljagnje dejstvo na sistem. 

akciju sistema na spoljagnje dejstvo x(t) oznadimo sa y(t) 

Funkcija y(t) naziva se izlazna funkcija iii odziv sistema n 

funkciju x(t). Odnos kompleksnih likova izlazne funkcije y t) 

x(t) 	I SISTEM I 	y(t)  

Si. 3.1.1. gematski prikaz sistema 

i ulazne ulazne funkcije x(t), pri nultim podetnim uslovima, 

naziva se prenosna funkcija. 

Oznadimo prenosnu funkciju sa G(s), pa je prema gornjoj deft}  

niciji 

G(s) = Y(s)  

	

X(s) 	
(3.1.1 

Navegeemo neke osobine prenosnih funkcija za stabilne dinamidke 

sisteme: 

- Prenosna funkcija je racioanina funkcija oblika (3.1.1) 

takva da su Y(s) i X(s) polinomi po s, pri demu stepen 

linoma Y(s) nikada nije vedi od stepena polinoma X(s), 

svi koeficijenti polinoma Y(s) i X(s) au realni i 

- sve nule polinoma X(s) imaju negativne realne delove. 

Mule polinoma X(s) nazivaju se polovi prenosne funkcije G( 6),  

a nule polinoma Y(s) nazivaju se nule prenosne funkcije G1R). 

Rao gto je poznato, opgti oblik matematidkog models linearniK 

sistema dat je diferencijalnom jednadinom 

dmy 	 dy 	 dmx 	 dx 
an 	 1. 1 	aoy = bm 	+ .. + b 1 	+ box (3.1.0 

dt" 	 dt 	 dtm 	 dt 
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"cldgavarnilidinlE0060tialausloviraa,00011.1-13 konstan-

te. te. 

Primenom Laplasove transformacije na levu i desnu stranu jedna-

dine (3.1.2), za sludaj kada su svi podetn1 uslovi jednaki null, 

prema (2.3.18), dobija se 

Y(s) 	beam + b m-I 
sm-1 	+ b i s + bo  

X(s) 	ans
n + an-1  •n-1  +  + al e + ao  

Iz (3.1.3) sledi da su polovi prenosne funkcije ustvari nule 

karakteristidnog polinoma diferencijalne jednadine (3.1.2). 

Za analizu dialamiekih osobina linearnih sastema, dovoljno je 

poznavati izlaznu funkciju, tj. odziv sistema na jedin1dnu fun-

kciju u(t), koja je dovedena na ulaz, a definisana je relaci-

jom (2.2.1). Ponaianje linearnog sistema (el. 3.1.2) kada mu as 

na ulaz dovede jed/n1dna funkcija u(t), od stanja mirovanja do 

novog stabilnog pololaja, naziva se jedinidna funkcija prelaza 

111 jedinidni odziv i oznadava se sa h(t). 

u(t) 	G(s) 
I 	t(t) 

Sl. 3.1.2. Sistem sa jedinidnom funkcijom na ulazu 

Poznavanjem funkcije h(t) mole se odrediti reagovanje linear-

nog sistema na ma koju ulaznu funkciju x(t), pomodu obrasca 

t
r  

y(t) 	x(0)h(t) + J dTt  h(t 	T)dT 	 (3.1.4) 

0 

Prema tome, funkcija h(t) koja noel sve dinam16ke karakteri-

stike linearnog sistema dobija se dovodjenjem jedinidne funkci-

je u(t) na ulaz sistema. Ovo je narodito vaEno kada se radi o 

modeliranju linearn1h sistema na analognim radunarima 1 njiho-

voj analizi pomodu analogn1h modela. Funkciju u(t) jednostav-

no je ostvariti na radunaru a naponski nivo ove funkcije pred-

stavlja jedin1dni napon za rad na modelu. 

(3.1.3) 
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Poznavanjem funkcije h(t) lako se uspostavlja veza sa ampule
- 

nom funkcijom prelaza iii impulsnim odzivom w(t), koja se do-
bija kada se na ulaz lineranog sistema dovede impulsna funkcija 

definisana relacijama (2.2.3) i (2.2.4) pod uslovom (2.2.5). 

Ova je veza definisana sa 

w(t) 	dh(t) 
dt ( 3.1.5) 

Da bismo ovo pokazali primenimo Laplasovu transformaciju na 
(3.1.5) odakle se dobija 

L[w(t)] = 13•1.[h(t)] 	 (3.1.6) 

Kako prenosna funkcija po definiciji glasi 

L[h(t)] 
G(s) = 	 s i[h(t)] 

l[u(t)] 	
(3.1.7) 

iz (3.1.6) i (3.1.7) sledi da je 

G(s) = L[w(t)] 	 (3.1.8) 

odnosno 

G(s) = fw(t)•e-stdt 	 (3.1.9) 
0 

ili zamenom (3.1.5) u (3.1.9) 

G(s) - 
jdh(t) 

e-stdt 
dt 

0 
(3.1.10) 

Na ovaj naain relacije (3.1.5) i (3.1.10) daju vezu izmedju je-

dinianog odziva h(t), impulsnog odziva w(t) i prenosne funk-
cije G(s). 

U nekim sluaajevima za analizu sistema pogodnije je primeniti 

tzv. analizu u frekventnom domenu. Ovde su karakteristike line-

arnog sistema prikazane kao zavisnost amplitude izlazne funkci-

je od uaestanosti ulazne funkcije, a ova funkcija se naziva am-

plitudna frekventna karakteristika. Amplitudna frekventna kara-

kteristika A(w) se dobija kada se u prenosnoj funkciji G(s) 

argument a zameni sa jw i izraauna modul ove funkcije, tj. 

A(w) = IG(j 14 )1 	 (3.1.11) 
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Eksperimentalno se ova funkcija mole dobiti ako se na ulaz sis-

tema dovodi sinusna funkcija poznate amplitude i uOestanosti 

meri amplituda izlazne funkcije. Odnos amplituda izlazne i ulaz-

ne funkcije za razne uaestanosti ulazne funkcije definite amp-

litudnu frekventnu karakteristiku. 

Druga karakteristika linearnih sistema pri analizi u frekvent-

nom domenu je fazna karakteristika. 

Ako se u prenosnoj funkciji G(s) argument s zameni sa jw, 

dobija se 	
g(jw) 	A(w)e " (w) 	 (3.1.12) 

Punkcija A(w) je definisana sa (3.1.11) a funkcija •(w) je 

fazna karakteristika. I fazna karakteristika se mole dobiti ek-

sperimentalno. Ovo se postife ako se na ulaz sistema dovede pe-

riodiana (sinusna) funkcija i meri zaostajanje izlazne periodi-

ane funkcije u odnosu na ulaznu u funkciji ueestanosti ulazne 

funkcije. 

3.2. Strukturne blok genre slofenih modela 

Kod realnih sistema automatskog upravljanja vrlo aesto je tegko 

nepraktiano sastavljati matematiaki model sistema u obliku je-

dnog izraza koji predstavlja prenosnu funkciju sistema. Primena 

prenosnih sistema u modeliranju slofenih sistema ima bag to pre-

dnost da se slofeni sistemi razbijaju na blokove, a zatim se vr-

gi modeliranje prenosnih funkcija pojedinih blokova. Model ce-

log sistema dobija se sada povezivanjem modela pojedinih bloke-

va na nadin kako su oni medju sobom povezani kod realnog siste-

ma, koji je predmet modeliranja. Prednost modeliranja putem pre-

nosnih funkcija u odnosu na matematiaki model definisan skupom 

diferencijalnih jednaaina, takodje je znatna kada se radi o mo-

deliranju slofenih sistema. U matematiakim modelima datim u ob-

liku diferencijalnih jednaaina, aesto se gubi fiziaki smisao po-

jedinih parametara, dok je pri modeliranju putem prenosnih funk-

cija svaki parametar sistema zadrfan i na modelu u odgovaraju-

dem bloku sistema. 

Prikazivanje slofenih sistema razdvajanjem na blokove, koji pre- 

dstavljaju fizieke celine 1 njihovo povezivanje u jedinstven si- 
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stem vrfii se preko strukturnih Tema. 

Strukturna Aema kod sistema automatskog upravljanja sastoji se 

od aetiri osnovna elements i tos 

- blokova sa definisanim prenosnim funkcijama, 

- elemenata za sabiranje iii oduzimanje signala, 

- Ovorova u kojima se vrAi grananje signala, radi dovo-

djenja na vile blokova sistema 

- veza izmedju pojedinih elemenata strukturne game sa na-

znakom pravca prenolenja signala izmedju blokova. 

Na slici 3.2.1 dat je primer strukturne blok Aeme sa oznakama 

pojedinih elemenata. Sa W1 , W2, Ws J. W, oznaaeni su blokovi 

sa odgovarajudim prenosnim funkcijama, sa S I  i 52 oznaaeni 

su elementi za sabiranje, a sa A i B oznaaeni su avorovi. 

Ulazni signal je oznaaen sa x(t), a izlazni sa y(t). 

SI. 3.2.1. Strukturna blok 8ema 

Nazliaite strukturne creme sa istim odzivom na isti ulazni sig-

nal zvademo medjusobno ekvivalentnim. einjenica da razliaite 

strukturne Aeme mogu u osnovi prikazivati isti sistem, koristi 

se aesto kod modeliranja u cilju transformacije istih na pogo-

dan oblik sa gledilta samog modeliranja. 

Ovde su date aetiri osnovne transformacije strukturnih lamas 

a. Strukturna blok Aema sastavljena od vile blokova vezanih na 

red (sl. 3.2.2) koji imaju prenosne funkcije W 1 , W2 , , Wn 
 transformile se u blok sa prenosom 

W(s) = n 

• 

W1 (s) 
1-1 

(3.2.1) 
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Si. 3.2.2. Strukturna blok 6ema na red vezanih blokova 

b. Strukturna blok Soma sastavljena od vies paralelno vezanih 

blokova (sl. 3.2.3) sa prenosnim funkcijama W 1 , W2, 	Wn 
transformigse se u blok sa prenosnom funkcijom 

W(s) = 	W1 (s) 	 (3.2.2) 
i=1 

Si. 3.2.3. Strukturna blok Soma paralelno vezanih blokova 

0. Strukturna blok gema sastavljena od bloka obuhvadenog sa ne - 

gativnom povratnom spregom (sl. 3.2.4) ima prenosnu funkciju o - 

blika 	 W1 (s) 
W(s) -  	 (3.2.3) 

1 + Wi(s) 

Si. 3.2.4. Strukturna blok Aema sa povratnom spregom 

d. Strukturna blok §ema sastavljena od bloka W i (s) obuhvade - 

nog povratnom spregom prek0 bloka W 2 (s), (sl. 3.2.5) ima pre- 
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nosnu funkciju 
W( s ) 

W140 
(3.3. 1 ) 

 

1 t W1(s)W2(s) 

SI. 3.2.5. Strukturna blok dema sa blokom u povratnoj 

sprezi 

gde je znak + u sludaju negativne povratne sprege, a znak + 

u sludaju pozitivne povratne sprege. 

U sludaju slofen/j/h strukturnih lama mole se primenom navedeea 

detiri sludaja izradunat1 prenosna funkcija sistema u celini. 

4. MODELIRANJE PRENOSNIH FUNKCIJA NA ANALOGNOM RAdUNARU 

Matematiak1 model1 fiziakih objekata koje treba modelirati na 

analognom radunaru najdeide su dati u obliku sistema diferenc - 

jaln/h jednadina 111 jedne d/ferencijalne jednadine 'Agog red . 

Prenosna funkcija, medjutim, definisana je sa 

Y 
G(s) 	

(s) 
 

X(s) 

• ona sadri1 argument s, koji je ustvari kompleksna promenljI-

va. U matematidkim modelima Izrafenim preko diferencijaln/h je-

dnadina primenjuje se na funkcije operator diferencijacije. 

tehniakim problemlma najdee6e se radi o diferencijaaji po vre-

menu, pa je operator diferencijacije po vremenu, koji je ovde o-

znaden sa p, definisan kao 

p a dt  

Neka je data diferencijalna jednadina koju treba modelirati ne 

analognom radunaru u obliku 
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d 	day 	d2y 	
ay + aoy 0 a, 	+ a l 	+ al 	+ a l  

dt 	de 	dt 2 	dt 

dx 	dx 

	

b2 	+ bl 	+ box 
dt' 	dt 

gde je x(t) poznata funkcija, a y(t) funkcija koja se tra-

fi. Primenom Laplasove transformacije na gornju diferencijalnu 

jednadinu, za nulte potetne uslove, dobija se da je 

Y(s) 	b2s2  + b l e + 60  

X(s) 	a,s4  + a,s' + a 2 s 2  + a s s + ao  

Medjutim, uvodjenjem operatora p, ista diferencijalna jednadi-

na dobija oblik 

y(t) 	b2p2  + b l p + bo  

x(t) 	a,p4  + a sps + a2 p' + a l p + ao  

Prema tome, ako su svi podetni uslovi jednaki null, prenosna 

funkcija koja se dobija zamenom prvog izvoda sa p, drugog is-
voda sa p 2  itd. je ista kao 1 prenosna funkcija koja se dobi-

ja primenom Laplasove transformacije. Na ovaj nadin je modelira-

nje prenosnih funkcija izra*enih pomodu operatora p svedeno 

na realizaciju operatora u vremenskom domenu, Ato odgovara prin-

cipu rada analognih radunara. 

4.1. Radunski pojadavad sa pasivnim mrelama 

Prenosna funkcija radunskog pojadavada definisana je sa 

n A(P) 
y(t) 	- 

io 
 E 
1 i 
777 xi (t) 	 (4.1.1) 

gde je z(p) impedansa u povratnoj sprezi radunskog pojadavada, 
a z i (p) impedansa i-tog ulaza u pojadavad (vidi Prvi deo I, 

3.3). Za jedan ulaz u pojadavad, relacija (4.1.1) daje 

Y(Z) 	Z(p) 

XI(Z) 	ZI(P) 
(4.1.2) 

Impedanse z(p) i z i (p) mogu biti razlidite kombinacije 

Ii 
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elemenata. 	U tabeli 3.3.1 (Prvi deo I, 3.3) data su neka a- 

sivna R - C kola koja se mogu koristiti kao z(p) ili z i ( ) 

impedanse. Pogodnim izborom pasivnih mrela u kolu povratne sp e-

ge i ulaznom kolu radunskog pojadavada mogu se modelirati raz 

cite prenosne funkcije. Ovaj naein modeliranja ima to prednos 

gto se i sloEene prenosne funkcije modeliraju pomodu jednog r 

dunskog pojadavada. Kako pojadavae predstavlja najskuplji rad 

ski element, vrlo desto je vaino izvrgiti modeliranje sloleni 

prenosnih funkcija sa gto manjim brojem radunskih pojadavada. 

Ovaj nadin modeliranja se ipak ne primenjuje na standardnim i-

verzalnim analognim radunarima, jer korisniku radunara najdeg e 

nije dostupno da menja pasivna kola na ulazu, a pogotovu u po - 

ratnoj sprezi radunskih pojadavada. 

Nedostatak ove metode modeliranja prenosnih funkcija je u tom 

gto su potrebne odredjene, razlidite, vrednosti otpornika k n-

denzatora, pri svakoj promeni prenosne funkcije, a gto nije 14- 

ko obezbediti za vedinu korisnika analognih radunara. Stoga si 

u ovoj knjizi prvenstveno obradjene one metode modeliranja koje 

koriste standardne elements univerzalnih analognih radunara. 

4.2. Metoda uzastopne integracije 

Neka diferencijalna jednadina 

d
n
y 
	do ,
ydmx 	dm l x 

--- + a 	---■■ + 	+ aoy = b_ --- + b 
dt° 	21-1  dtm-1 	 "A  dtm 	m-1  de-1 

+

(:.13x 2:) 

sa konstantnim koeficijentima a i , (i = 0, 1, ... , n) i bk , 
(k = 0, 1, ... , m), predstavlja matematieki model nekog fizi4-

kog objekta. Isti matematidki model izralen preko prenosne fun-
kcije ima oblik 

bpm +b pm-I 

	

+ 	+ ba 
W(p) 	 2-1  

	

pn +an-I p
°-1  + 	+ ao 

Predpostavimo, u daljem tekstu, da stepen polinoma u imeninio4u 

racionalne funkcije (4.2.2) nije manji od stepena polinoma u 

brojiocu, tj. da je m 4 n. 

Diferencijalna jednadina (4.2.1) mole se napisati u obliku 
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1 	 1 
y(t) = bnx + 17(b 12, 1 x - an_ l y) + -T(b n- 2x - an-2Y) + p 

1 

	

+ ••• + ;27 ox - aoy) 	 (4.2.3) 

gde je 13 2  = 0 za > m. Jednagina (4.2.3) mote se napisati 

u obliku pogodnom za modeliranje u vidu niza integracija, tako 

da je 

y(t) = b n 	p x + libn-1 x - an-:Y + p 11-2 
x - a

n-2
y + ••• 

1 
—(boX 	aoy)]) (4.2.4) 

Na slici 4.2.1 data je blok gema koja omoguduje modeliranje pre-

nosne funkcije (4.2.2) primenom relacije (4.2.4). 

Si. 4.2.1. Blok gema za modeliranje racionalne funkcije 

metodom uzastopne integracije 

Primer: Predpostavimo da je ovom metodom potrebno modelirati 

prenosnu funkciju 

p 2 	0 p - ,2p + 1 
K(p) 

p 2  + 0,2p + . 1 

Koristedi opgtu gemu na slici 4.2.1, lako se dolazi do geme na 

(4.2.5) 
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slici 4.2.2 za modeliranje prenosne funkcije (4.2.5). 

x(t)  

Sl. 4.2.2. Primer modeliranja racionaine prenosne 

funkcije metodom uzastopne integracije 

4.3. Metoda uvodjenja nove promenljive 

Modeliranje prenosne funkcije (4.2.2) mote se izvriiti i na dru-

gi naain. Ako se uvede nova promenljiva z(t), takva da je 

1 
z x 	 (4.3.1) = 	  

pn + a n-I p
n-1  + ••• + a l p + ao  

odnosno z(t) zadovoljava diferencijalnu jednaainu 

u 	 n-1 I.  d d z a 	 dz + a -- + ao z = x(t) dtu 	n-1 de

-z 

1 	 dt 
(4.3.2) 

Imajudi u vidu relaciju (4.2.2) i (4.3.1) lako se dolazi do ve-

ze izmedju izlazne funkcije y(t) i nove promenljive z(t) 

dmz 	M-1 dz y(t) = b m dtm --- + b
M-1 dt 	

+ b 1 
dt 
-- + bo z 	(4.3.3) Z-1

z 

 +  

Modeliranje prenosne funkcije ovom metodom vrAi se na taj naain 

Ato se modelira diferencijalne jednaaina (4.3.2) radi dobijanja 

funkcije z(t) i njenih izvoda, a zatim se obrazuje funkcija 

y(t) prema relaciji (4.3.3). Na slici 4.3.1 data je °pita blok 

dem 7a modeliranje prenosne funkcije (4.2.2) po ovoj metodi. 

Primer: Radi ilustracije modeliranja prenosnih funkcija metodom 
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uvodjenja nove promenljive uzmimo ponovo funkciju (4.2.5), tj. 

Si. 4.3.1. Blok le= za modeliranje racionalne prenosne 

funkcije metodom uvodjenja nove promenljive 

p2  - 0,2p + 1 
W(p) 

p2  + 0,2p + 1 

Koristedi opatu 4emu datu na slici 4.3.1 lako se dolazi do leme 

za modeliranje prenosne funkcije (4.3.4), koja je prikazana na 

slici 4.3.2. 

S1. 4.3.2. Primer modeliranja racionalne prenosne funkcije 

metodom uvodjenja nove promenljive 

(4.3.4) 
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Poredjenjem metode uzastopne integracije i metode uvodjenja ne-

ve promenljive, po broju angagovanih raaunskih pojaaavada za 

modeliranje prenosne funkcije (4.2.2), mole se zakljuaiti da o-

be metode zahtevaju n integratora, a da prva metoda zahteva 

3 sabira6a, dok druga zahteva 4. 

Obe izlogene metode modeliranja prenosnih funkcija oblika 

(4.2.2) predpostavljaju da su podetni uslovi za funkciju i nje-

ne izvode jednaki null. Uvodjenje podetnih uslova bide objagnje-

no na slededoj metodi modeliranja prenosnih funkcija. 

4.4. Metoda Laplasove transformacije 

Ved je reeeno da je prenosna funkcija izragena pomodu Laplasove 

transformacije, za nulte poaetne uslove, identiana sa prenosnom 

funkcijom datom preko operatora p. Prema tome je i metoda mode-

liranja primenom Laplasove transformacije identiana sa ved opi-

sanim metodama uzastopne integracije ill. uvodjenja nove promen-

ljive, za sludaj nultih podetnih uslova. Medjutim, ako su poae-

tni uslovi razliaiti od nule, tada primena Laplasove transforma-

cije na diferencijalnu jednaainu (4.2.1) ne daje samo Ulan 

(4.2.2) ved i flan koji zavisi od podetnih uslova. Kako je, za 

opgti oblik jednaaine (4.2.1), alan koji sadrgi poaetne uslove 

veoma glomazan, razmatranje demo sprovesti za diferencijalnu 
dnaainu oblika 

d 3 y 	 dy 	 d2x 	dx + a 2 	+ a l 	+ aoy = b2 	+ 131 -- dt 3 	dt2 	dt 	 dt2 	dt 
+ box 	(4.4.1) 

gde su a i  i b. konstante, 

Y( 0 ) = Yo 
;(0) = Yo 

1) (0) a Yo 

sa poaetnim uslovima 

(4.4.2) x ( 0 ) = xo  
X (0) = xo  

Primenom Laplasove transformacije na jednaainu (4.4.1) sa podet-

nim uslovima (4.4.2), a prema (2.3.16) dobija se da je 

Y(s) = R 1  (s)+ K2(s) 	 (4.4.3) 
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gde je b 2 s 2  + b i s + bo  
1( 1 (s) = 	  )(Cs) 	 (4.4.4) 

s 3 	52 5 2 	a 1 s + a o 

yo s 2 	(a 2 yo+yo-b 2 xds + a I y0 + a 2 yo  + Yo  - lo i xo  - b 2 xo  
K2 (5) 

(4.4.5) 

Pato je sistem linearan, problem modeliranja funkcije (4.4.3) 

mote se razdvojiti u dva dela; prvi deo se sastoji u modelira-

nju prvog alana K l (s), a drugi u modeliranju drugog elana 

K2 (s). Neka su originali funkcija K,(s) i K 2 (s) funkcije 

k l (t) i k 2 (t). Tada je 

y(t) = k i (t) + k2(t) 	 (4.4.6) 

Za modeliranje racionalne funkcije (4.4.4) mote se primeniti me-

toda sukcesivne integracije ili metoda uvodjenja nove promenlji-

ve. Ulazna funkcija u ovakav model bila bi funkcija x(t), a na 

izlazu se 

funkcije 

gde je 

tada dobija funkcija 	k 1 (t). 

(4.4.5), oblika 

cs 2  + c s + co 

Za modeliranje 

- b 2 x0  

prenosne 

(4.4.7) 

(4.4.8) 

K,(s) 
s 3 	a2 S

2 	a s 

co  = a l yo  + a,y0  + 9 0  - 

c, a a a y o  + yo  - C2X0  

+ ao 

 bi x o  

mole se takodje primeniti jedna od ranije izlolenih metoda. Me-

djutim, ulazna funkcija bi u ovom slueaju bila impulsna (Dirako-

va funkcija), jer je njen kompleksni lik, prema (2.2.7), jednak 

jedinici, pa se mote smatrati da ona mnoli elan na desnoj stra-

ni izraza (4.4.7). Dobijanje impulsne funkcije, prema njenoj de-

finiciji,(2.2.5), vrlo talk° je izvodljivo na analognom raeuna-

ru. Medjutim jediniana funkcija u(t) mole se na , raeunaru lako 

dobiti. Stoga je pogodnije modifikovati izraz (4.4.7) u oblik 

c 2 s 3 + C 2 5 2 	C
o
S 

1
' 

K2(5)
(4.4.9)  

s' + a2 s 2  + a s s + ao 

5
3 	a 2 s 2 	a 1 s + ao  

= C2 y o  
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Poito je, 

je u(t), 
prema (2.2.2), 1/s kompleksni lik jediniane funkci-

to je iz (4.4.9) 

C28 3 + C18 2 + C0 8 
K2(8)   U(s) 	 (4.4.11) 

8 + a2 S
2  + a 1  s + a o  

Prema tome je ulazna funkcija u blok koji modelira funkciju 

(4.4.10) jedinidna funkcija u(t). Na izlazu iz ovog bloka d 

bija se k2 (t). Prostim sabiranjem funkcija k i (t) i k2 (t) 
dobija se sada trafena funkcija y(t). 

Si. 4.4.1. Elok lama za modeliranje prenosne 

funkcije sa podetnim uslovima 

5. RODELIRANJE NELINEARNOSTI 

U ovom su odeijku opisane peke specijalne vrste nelinearnosti 

koje se javljaju u fizidkim sistemima, a koje ne zahtevaju ni 

mnofenje niti generiranje funkcija, da bi se realizovale na a-I 

nalognom radunaru. To su tzv. tipidne nelinearnosti, koje as 4- 

gu predstaviti pomodu pravolinijskih segmenata i koje pripadajji 
klasi diskontinualnih funkcija. 

Ima mnogo tipova diskontinuiteta koji se pojavljuju u raznim fL-

zidkim sistemima. Medjutim, prilidno je ograniden broi ovih 

lindarnosti koje se defde.pojavljuju.To su relativno jednostaf 

vni diskontinuiteti koji se mogu svrstati u sledede grupes pro 

sta ogranidenja, suvo Kulonovo trenje, mrtav hod (zazor, naprit 

mer kod zupdanika), histerezisna karakteristika, relejna karak; 

teristika, itd. Sve ove diskontinualne funkcije mogu se dovolj+ 
no dobra predstaviti pomodu standardnih logidkih raaunskih ale+ 
menata, o kojima je ved bilo govora (Prvi deo I, 6), a koje sa-
dinjavaju diode i komparatori. U narednom islaganju dati su n4i 
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primeri upotrebe ovih logiakih elemenata za generiranje tipia-

nih nelinearnosti. 

5.1. Prosto ogranidenje  

Vrio desto se kod linearnih fiziakih sistema javljaju diskonti-

nuiteti koji prouzrokuju da sistem u nekom domenu postane neli-

nearan. Ovi diskontinuiteti se javljaju kada neki od elemenata 

sistema dostigne odgovarajudi maksimum ili minimum, iii dodje 

do odredjene granice. Stoga se ovakvi diskontinuiteti i naziva- 

ju ograniaenja. 

Matematiaka relacija koja definiee ogranidenje mote as napisati 

u obliku 

y 

gde su A, B i k konstante, X ulazna veliaina, a Y izlaz-

na veliaina nelinearnog elementa. Ova je relacija grafiaki pri-

kazana na slici 5.1.1, gde je uzeto da je A < 0, B > 0 i 

k < O. 

Si. 5.1.1. Nelinearnost tipa ograniaenja 

Relacija (5.1.1) mote se na analognom raaunaru realizovati polo-

du Same prikazane na slici 5.1.2, pri dernt su upotrebljene dio- 

de, pojaaavadi i potenciometri, ili pomodu Awe na slici 

gde se koriste pojaaavaai i komparatori. 

Xada je izlazni napon iz pojaaavaaa u granicama A 4 Y 4 B, 

tada diode DI i D2 ne provode, to pojaaavad =di kao da 

:A

x 

za 	X < B  

B 	A 
za iz  4 X: iz  

za 	X > A  r x 

(5.1.1) 
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ovih dioda i potenciometara (2) i (3) (sl. 5.1.2) nema. 

+u 

Si. 5.1.2. §ema modeliranje ogran1aenja pomodu dioda 

Si. 5.1.3. gema za modeliranje ogranlaenja pomodu komparatora 

Medjutim kada postane Y =13 tada dioda Da  Ina takav polaritet 
da predstavlja kratku vezu, dried1 na taj naein konstantnu vred-

nost B na izlazu, jer se ukupni otpor povratne sprege pojaaai-

vaaasmanjio. Isti se efekat javlja i kada napon na izlazu po4 

tane I = A, s tim gto sada poainle da Provod1 diOda D 1 . 

Prilikom podegavanja vrednosti A i B koje treba da daju gra-

!done vrednosti, treba voditi raauna i o otporu dioda. Stoga se 

potenciometr1 (2) i (3) ne podegavaju na vrednosti 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 261 - 

aU + A 	i 	b =U + 8 	
(5.1.2) 

ved se pribligno podese na to vrednosti, a zatim se merenjem na 

izlazu i korigovanjem podese na prave vrednosti. Ovde je potre-

bno napomenuti da otpor diode utide i na to da izlazni napon ni-

je konstantan tj. A ili B, ved se negto malo menja kada X 

raste iii opada van opsega B/k < X 4 A/k. 

Ako je potrebno da napon Y = A ili Y = 8 bude konstantan za 
X < 8/k i X > A/k respektivno, onda se koristi blok gema pri-

kazana na slici 5.1.3. Ovde se koriste relejni komparatori koji 

prebacuju kontakte relea na tadno podeien konstantni napon A 

ili B kada napon na izlazu pojadavada dostigne odgovarajudu 

vrednost. 

Ako je potrebno generirati funkciju 

kk 2 X + B(1 - k 2 ) 	za X < B/k 

Y = kX 

kk i X + A(1 

za 

- k l ) 	za 

B/k 4 X 4 A/k 

X > A/k 

(5.1.3) 

kod koje van intervala B/k 4 X 4 A/k vrednosti za Y nisu 

konstantne (sl. 5.1.4), ved se linearno menjaju, mote se koris-

titi gema na slici 5.1.5, gde je uzeto da je A < 0, B > 0 

i It < 0. Vrednosti otpornika R, i R2 biraju se prema Eelje- 

SI. 5.1.4. Grafidki prikaz funkcije (5.1.3) 

nom nagibu karakteristike, a prema relacijama 

k, 	 k2 
R I  = 	 i 	R2 = 

1 '" k, 	 1 - k 2  
(5.1.4) 
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-U +U 

Si. 5.1.5. gema za realizaciju funkcije (5.1.3) 

Vrednosti a 1 b koje se postavljaju na potenciometre (2) 1 

(3) takodje su date relac1jama (5.1.2). Ukoliko se ge11 vela 

taenost podegavanja potrebno je uzeti u obzir i otpore potenci-

ometara. 

Ovde treba napomenuti da potenciometri (2) i (3) na slici 5.1.2, 

kao 1 na slici 5.1.5, treba da imaju oba kraja izvedena da bi 

se mogli koristiti kao Ato pokazuju Aeme. Vedina savremenih ra-

dunara raspolage sa ovakvim potenciometrima, dija su oba kraja 

izvedena na programskoj plod1. 

5.2. suvo trenje 

Oesto je potrebno prilikom modeliranja nekog f1z1dkog sistema 

na analognom raeunaru uzeti u obzir i tzv. suvo 111 Kulonovo 

trenje, koje se suprotstavlja bilo kakvom kretanju sistema. Si-

stem ostaje u miru sve dok sila ubrzanja ne predje vrednost Bi-

le trenja, a posle dega sila trenja ostaje konstantna. Prema 

tome, sila Kulonovog trenja moge se definisati izrazom 

Y e  = - C•sign X 	 (5.2.1) 

ill 
C 

- 	
za 	k < 0 

vc =  (5.2.2) 
za 	k > 0 

Grafiek1 prikaz funkcije (5.2.1) dat je na slici 5.2.1. 

Funkcija definisana relacijom 5.2.1, odnosno 5.2.2, mole se re-

alizovati na analognom radunaru pomodu §eme na slic1 5.2.2, 111 
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pomodu Aeme na slici 5.2.3. U oba sludaja napon na 1z1azu Y 

C 

-C 	  

Si. 5.2.1. Nelinearnost tipa suvog trenja 

- U 

C= 
U+C 

SI. 5.2.2. Aema za modeliranje suvog trenja pomodu 

dioda 

Si. 5.2.3. gema za modeliranje suvog trenja 

pomodu komparatora 

je konstantan za X 0 0, s tim Ato u zav/snost1 od znaka funk- 
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cije X zavisi i znak izlazne velidine Y. Kada je X = 0, on-

da treba da je Y = 0, ali izlazni napon je nedefinisan i krede 

se izmedju +C i -C, Ato zavisi od podelenosti pojadavada. 

Xod komparatora (sl. 5.2.3) postoji nedefinisanost u okolin1 nu-

le, jer je potrebno oko 10 mV da se rale komparatora prebaci, 

Ato medjutim, za praksu nema znadaja, jer se ulazni napon 

menja u Airim granicama, a kroz zonu neoset1j1vost1 komparato-

ra funkcija k najdebde prolazi prilldno brzo. Stoga se mote 

smatrati da ova neoset1j1vost i ne postoji i da se prebacivanje 

iz +C u -C praktidno vrAi u tadk1 k = o. 

5.3. Mrtva zona i zazor u zupdanicima 

Mrtva zona je matematidk1 definisana relacijom 

Y = j 

k(X + Xo ) 

0 

k(X - X0 ) 

za 

za 

za 

X 4. 

-Xo  < 

X 

- 

X 

Xo  

xo  

< + xo  (5.3.1) 

Funkcija (5.3.1) graf1dki je prikazana na slic1 5.3.1. Relacija 

krtget. 

Si. 5.3.1. Grafidki prikaz mrtve zone 

(5.3.1) mole se na analognom radunaru realizovat1 pomodu dioda, 

potenciometara i pojadavada, ako se koristi blok Aema data na 

slici 5.3.2, 111 pomodu komparatora, pojadavada i potenciometa-

ra, ako se koristi blok Aema data na slic1 5.3.3. U prvom sluda-

ju potencicmetre (1) i (2) treba podesiti na vrednost 

IXol 
a -  	 (5.3.2) 

U + 1X01 
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+U 

-U 

Si. 5.3.2. tema za modeliranje mrtve zone 

pomodu dioda 

+11 	-U 

-U 	 +U 

Si. 5.3.3. tema za model/ranje mrtve zone 

pomodu komparatora 

pri demu treba lzvrAlti korekciju zbog otpora dioda, dok se u 

drugom sludaju svi potenciometri podetavaju na vrednost X o . 

Regulisanje nagiba pravih vrti se pomodu potenciometra (3) na 

slici 5.3.2, II/ pomodu potenciometra (5) na slici 5.3.3. 

Pomodu kola koje generira mrtvu zonu mole se generirati funkci-

ja hIsterezisne petlje, diji je graf/dki prikaz dat na silo/ 

5.3.4. Blok tema na slici 5.3.5 prikazuje Aemu povezivanja ra-

dunskih elemenata pomodu koj/h se na analognom radunaru mote 
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realizovati histerezisna karakteristika, koja ujedno predstav- 

ija i karakteristiku zazora u zupaanicima. 

Sl. 5.3.4. Grafiaki prikaz histerezisne karakteristike 

+11 

Si. 5.3.5. gema za modeliranje'histerezisne karakteristike 

Ovde treba napomenuti da navedena gema ima ograniaen frekven / 

opseg, gto znaai da je pogodna za sporo promenljive funkcije. 

Medjutim, ako se radi o brzim promenama, javljaju se !alike g s-

ake. Naime, dok napon X raste do neke vrednosti X 0 , koja 

redjuje mrtvu zonu i koja je data izrazom (5.3.2), iziazni na 

pon Y se ne menja i ostaje nula dok ne bude X - Y ∎  Xo . Ka .-

postane X - Y > X0 , onda se izlazni napon integratora menja 

brzinom 

- Y - X0  

(Rd  +-aR)IC 181 
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gde je Rd otpor diode D I  ili D 2 , R otpor potenciometra, 

a C kapacitet kondenzatora u povratnoj sprezi integratora. 

Prema tome, kolo se ponaga kao da postoji kaAnjenje prvog reda, 

dija vremenska konstanta iznosi (Rd + aR)C. Kako su otpori Rd 

R mali, treba izabrati i mali kapacitet kondenzatora C, 

tako da ova vremenska konstanta bude Ato manja. Na taj nadin 

node dodi do kaAnjenja kada se napon X menja relativno brzo. 

Kada napon X podne da opada oko zone neosetljivosti node da 

di izlazni napon eve dok ne bude X - Y < - Xo . Kada se ovo os-

tvari dioda Dy  podinje da provodi i odrEava relaciju 

X - Y = - Xo . Stoga se dobija karakteristika prikazana na sli-

ci 5.3.4. 

Upotrebom diodnih i relejnih kola slidnih opisanim, mogu se si-

mulirati i razni drugi fizidki fenomeni dije su karakteristike 

sastavljene od pravolinijskih segmenata. Postavljanje i podega-

vanje ovakvih kola vrAi se na slidan nadin, to ih ovde nedemo 

dalje opisivati. 

5.4. KaAnjenje 

Kod modeliranja raznih fiziekih sistema ili procesa east° se 

pojavljuje potreba za realizacijom kagnjenja na analognom radu-

naru. Postoji vine razlieitih metoda realizacije kaAnjenja. Ov-

de su obradjene samo one metode, koje omoguduju realizaciju ka-

Anjenja sa standardnim radunskim elementima analognog radunara. 

Pod kagnjenjem funkcije f(t) podrazumeva se dobijanje funkci-

je f(t - r), kada je data funkcija f(t), gde je t nezavis-

no promenljiva, a t velidina kaAnjenja. Da bismo realizovali 

kagnjenje, potralimo najpre prenosnu funkciju sistema koji ima 

ovu osobinu. Na ulaz takvog sistema (sl. 5.4.1) dovodi se funk-

cija f(t), a na izlazu se dobija funkcija f(t - r). 

Prenosna funkcija za sistem na slici 5.4.1 lako se dobija, ima-

judi u vidu osobinu (2.3.7), tako da je 

f( t) 	
W(s) 	

f(t-1-) 

Si. 5.4.1. Blok sa kagnjenjem 
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F(s).e S T 

W(s) 

 

(5.4.1 

 

F(s) 

Za idealnu prenosnu funkc/ju kalnjenja (5.4.1) amplitudna kar 

kterlstika je konstantna za sve uaestanost1 w, jer je 

W(jw) = e -cwt  = COSWT 	j sinwT 	 (5.4. ) 

pa je amplitudna karakteristika data sa 

1 14 (2 0 )1 = 1 	 (5.4. ) 

Fazna karakteristika prema (5.4.2) je tada 

O(W) = 	OT (5.4. ) 

tj. fazni pomeraj je proporcionalan u6estanost1 w, funkcije 

f(t). 

Prenosna funkcija (5.4.1) ne mote se direktno modellrati na a a-

lognom radunaru, yea se mora aproksimirati nekim pogodnim lzr 

zom koji dozvoljava pribliEno modeliranje na analognom non•u. 

Posmatrajmo najpre aproksimaciju funkcije kaEnjenja pomodu re o-

va. Razvijanjem funkcije (5.4.1) u Maklorenov red dobija se 

(ST) 2  
e-ST = 1 - ST + 	 ( 5.4. ) 

2! 

Konadan broj alanova reda (5.4.5) za male vrednosti proizvoda 

s daje dosta dobru aproksimaciju, all za vede vrednosti kal 

njenja i vide uaestanosti ne zadovoljava. Pored toga, modelir 

nje desne strane relacije (5.4.5) na analognom radunaru zahte a 

operaciju - diferenciranja ito takodje dus ovaj prilaz modelir 

nja kainjenja nepodesnim. 

Madjutim, za realizaciju kaanjenja na analognom radunaru, pog 

dnija je aproksimacija funkcije (5.4.1) pomodu racionalnih pr 

nosnih funkcija. Takvu aproksimaciju daje Padd-ova aproksimac 

ja funkcije (5.4.1), prema kojoj je 

F (-sT) 
e-ST ab  

■ lim (5.4. 
(a+b).■ Gab (-yr) 
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b(-sT) 	b(b-1)(-sT) 2  

a+b 	(a+b)(a+b -1)21 
(5.4.7) 

Gab ( -ST) w 1 - 

	

a( -sT) 	a(a- 1)( -sT) 2  

	

a + b 	(a+b)(a+b-1)21 
(5.4.8) 

Za konkretne vrednosti konstanata a J. b dobijaju se racio-

halne funkcije pomodu kojih as mole aproksimirati prenosna fun-

kcija kalnjenja. Zbir a+b odredjuje red Padd-ove aproksimaci-

je. Tako naprimer, za a - b a 2 aobija se da je 

s 2 T 2 - 6ST + 12 
W(s) a  	 (5.4.9) 

et a  + 6sT + 12 

Ovo je Padd-ova aproksimacija detvrtog reda funkcije kalnjenja 

(5.4.1). Na slici 5.4.2 data je fazna karakteristika prenosne 

funkcije (5.4.9, kriva b), i idealna fazna karakteristika 

(5.4.4, kriva 

0 

-100 

-200 

-300 

Aso 

a), 	za 	s = jw. 

2 	4 	6 	5 	10 rad 

■ 

■ 

Si. 5.4.2 Fazna karakteristika Padd-ove aproksimacije 

detvrtog reda 

Sa slike 5.4.2 vidi se da -  se za wT > 2,5 javlja znatno odstu- 

panje fazne karakteristike prenosne funkcije (5.4.9) od idealne 

fazne karakteristike funkcije kalhjenja. Proms tome, racionalna 
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funkcija (5.4.9) aproksimira zadovoljavajude prenosnu funkciju 

(5.4.1) samo za male vrednosti kainjenja To odnosno za niske 

udestanost1 w. 

Si. 5.4.3. Blojc gema za modeliranje Padd-ove aproksimacije 

detvrtog reda 

Na slici 5.4.3 data je gema povezivanja radunsklh elemenata za 

modeliranje funkcije (5.4.9). 

Padd-ove aproksimacije vigeg reda daju bolje aproksimacije pre-

nosne funkcije kagnjenja. Naprimer, Padd-ova aproksimacija sed-

mog reda oblika 

840 - 360sr + 60s 2 r 2  - 4s 2 T 2  
W(s) 	 (5.4.10) 

840 + 480sr + 120s 2 r 2  + 16s't' + s 4 T h  

mote se modelirati na analognom radunaru prema gem1 datoj na 

slici 5.4.4 

Si. 5.4.4. Blok lama za modeliranje Padd-ove aproksimacije 

sedmog radii 

Na slici 5.4.5 prikazan je °dal,/ a/sterna dija je prenosna funk-

cija (5.4.10) kada mu se na ulaz dovede jedlnidna funkcija u(t) 
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pri aemu je t • 1 a, gde je sa 71(t - r) osnaaena aproksimaci-

ja funkcije u(t - rt. 

u(t) 

0 

Si. 5.4.5. KaAnjonje jedirdane funkclje za sluaaj 

Padd-ove aproksimacije sedmog reda 

5.5. Priblilao diferenciranje 

U glavi I (Prvi deo) jednata1ne (3.3./) i (3.3.8) ilustruju mogu-

dnost modeliranja operacija diferenciranja na analognom raauna-

ru. Medjut/m, operacija diferenciranja se ne mole real/zovati 

kada se na ulazu rataunskog pojaaavaaa nalazi kondenzator, a u 

povratnoj sprezi otpor, jar dolazi do vel1k1h pojaaanja Aumova, 

alje priaustvo u ulaznom signalu je neminovno, naroaito pri v1- 

sokim uaestanostima ulaznog signala. 

Polto se ne mote postidi idealna karakteristika diferenciranja, 

pribegava se aproksimaciji operacije diferenciranja. Jedan na-

bin da se /dealnom kolu za diferenciranje (sl. 3.3.2, glava 

I, Prvi deo) doda kondenzator C paralelno spregnut sa otporom 

u povratnoj sprezi pojadavaaa (sl. 5.5.1) 

Si. 5.5.1., Solo za diferencivinle sa kondezatorom 

u povratnoj sprezi 
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(5.5.1) 
X(t) 	Z 1 (p) 	1 + RCp 

Ako se izabere mala vrednost kapaciteta C, tada prenosna funk-

cija (5.5.1) aproksimira operaciju diferenciranja. Kada C + 0 

prenosna funkcija (5.5.1) tei1 idealnoj karakteristici diferen-

ciranja - RC 1 p. 

Na sliaan se na*in mole dobiti prenosna funkcija za aproksima-

ciju operacije diferenciranja, dodavanjem otpora R 1  na ulaz 

pojaaavaaa, kao gto je prikazano na slici 5.5.2. 

v(t) 

Si. 5.5.2. Kolo za diferenciranje sa otporom na ulazu 

Za ovaj sluaaj prenosna funkcija glas1 

Y(t) 	R.Cip 
(5.5.2) 

X(t) 	1 + RiC i p 

Za male vrednosti otpora R 1  prenosna funkcija (5.5.2) aproks/- 

mira operaciju diferenciranja. Kada R 1  + 0, prenosna funkcija 

(5.5.2) teg1 idealnoj karakteristici diferenciranja - RC I p. 

Neka je, naprimer R = 1M; C 1  = luF; C = 0,01pF. Tada je pre-

ma (5.5.1), 

Y(t) 
(5.5.3) 

X(t) 	1 + 0,01p 

Ako je X(t) = at 1z (5.5.3) dobija se dlferencijalna jednaai- 

na 
dY(t) 

0,01 	+ Y(t) = - a 	 (5.5.4) 
dt 

sa poeetnim uslovima Y(0) = 0. Regenje jednaaine (5.5.4) ima 

oblik 

Ako je ulazna impedansa Zi(p), a impedansa u povratnoj sprezi 

Z(p), tada je prenosna funkcija pojadavaaa na slici 5.5.1 data 
sa 

Y(t) 	Z(p) 	RCip 
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Y(t) = - a(1 - e
-100t

) 	 (5.5.5) 

Prema tome, razl/ka izmedju taCnog reienja pri idealnoj operac1- 

j1 diferenciranja i dobijenog prenosnom funkcijom (5.5.3) je 

e-100t = - a.e
-100t  

AY(t) = - a -Nadi - 	 (5.5.6) 

gde AY(t) predstavlja greAku koja se dobija primenom predloie-

ne aproksimacije operacije diferenciranja. Ova greoka je najve-

da za t = 0, a zatim brzo opada i tef1 nul1 kada t raste. 

Ovo je prikazano na slim/ 5.5.3, gde je uzeto da je a = 1. 

Si. 5.5.3. Aproksimacija diferenciranja 

Drug/ nadin realizacije operacije diferenciranja na analognom 

radunaru sastoji se u modeliranju implicitno izrafenog diferen- 

ciranja /zrazom 

X(t) + IY(t)dt = 

0 

(5.5.7) 

dX 
Y(t) = at  

Posmatrajmo 8emu na slim/ 5.5.4. Za pry/ pojadava6 na slim/ 

5.5.4 val1 jedna61na 

X(t) + la(t) + IY(t)dt = - 1 Y(t) 

0 

gde je 
(5.5.8) 

(5.5.9) 
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X(t) Y(t) 

51. 5.5.4. Zack gema za aproksimac1ju operacije diferenciran a 

Diferenc/ranjem love J. deans strane jednaaine (5.5.9) dobija 

1(0[1 + (p + i)p] = 	p•)((t) 	 (5.5.1 

Kako je u jednaa1n1 (5.5.10) pojaaanje pojaaavaaa vrlo veliko, 

mole se uzeti da je 1/K pribligno nula, pa je 

	

M 	
(5.5.1 

	

1 + pp 	
) Y(t) 	

LA 
 

Biranjem malih vrednost1 za p skup raaunskih elemenata pove 

zan/h prema geml na slici 5.5.4 vr01 priblilno operaciju dife e-

nciranja. 

Priblilno diferenciranje mole se na analognom raaunaru vri1t1 i 

na drdgi naain, ako se ra*unski elementi, naprimer, povegu ka 

na slici 5.5.5; 

Y(t) 

Si; 5.5.5. Druga varijanta blok Dome za oproksimacilu 

diferenciranja 

Za prvi sabireb na slici 5.5.5 vafi relacija 

X(t) - fr(t)ift = r•V(c) 
	

(5.5.1 
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Diferenciranjem leve i desne strane jednaaine (5.5.12) dobija 

se 
Y(0[1 + pT) = pX(t) 	 (5.5.13) 

Y(t) = 1,p1  
X(t) 	 (5.5.14) 

 

Ako predpostavimo da je veliaina T dovoljno mala, onda posie-

dnja relacija aproksimira operaciju diferenciranja. Vrlo mala 
vrednost za T postile se ako se potenciometar na sl. 5.5.5 po-

stavi na vrednost blizu jedinice, a ulaz u drug/ sabiraa odabe-

re se tako da prenosni odnos sabiraaa buds 10. 

5.6. Primer: oscilacije sa suvim trenjem 

Posmatrajmo oscilacije mass M oko ravnotegnog polofaja pod 

dejstvom elastione orpuge sa koeficijentom elastianosti K. 0- 

vo kretanje opisuje diferencijalna jednaaina 

M ic+ Xx = 0 (5.6.1) 

sa poaetnim uslovima x(0) = x o ; Z(0) = Zo . Oda jednaaina je po-
znata iz neprigufenih harmonijskih oscilacija (Drugi deo I, 1.6). 

Posmatrajmo slianu fizieku situaciju uz prisustvo suvog trenja 

izmedju mass M S podloge po kojoj se masa M krede (s1.5.6.1). 

41--- -TA 
61. 5.6.1. Mehaniaki oscilatorni sistmm se suvim trenjem 

Diferencijalna jednaaina koja opisuje kretanje u ovoM sluaaju 

ima oblik 
M•Z + C•sign x + Itpx - 0 	 (5.6.2) 

sa poaetnim uslovima x(0) = xo  S Z(V) = 10 . luxusiauta C u 

u jednaaini (5.6.2) predstavlja vredhost sale trenja. 

odakle je 
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Neka je u diferencijalnoj jedna6ini (5.6.2) M = K = 1 1 po 

trajmo silu trenja kao parametar diji se uticaj na reAenje is .i 
tuje. Jednadina koja se postavlja na radunar ima oblik 

it 	- C•sign IC • x 	 (5.6. ) 

sa podetnim uslovima x(0) = x o  i X(0) = Zo . Na slici 5.6.2 
dat je program za relavanje jednadine (5.6.3). 

Si. 5.6.2. Blok lama programa za regavanje 

diferencijalne jednadine (5.6.3) 

U ovom programu primenjena je Mama za modeliranje suvog trenj 

opisana u odeljku 5.2. ove glave. 

Na slici 5.6.3 prikazana - su relenja diferencijalne jednadine 

(5.6.3) za C - 0,25; podetni uslov Z(0) = 0 i dve vrednost 

za podetni uslov x(0), tj. x(0) = 2,5 i x(0) - 1,5. 

Na slici 5.6.4 prikazano je relenje jednadine (5.6.3) u fazno 
ravni za C = 0,25; Z(0) = 0 i x(0) = 3. 

Na slici 	prikazana su relenja diferencijalne jednadine 

(5.6.3) za C = 0,5; podetni uslov X(0) = 0 i dve vrednost 
za podetni uslov x(0), tj. x(0) = 2,5 i x(0) = 1,5. 

Na slici 5.6.6 prikazano je reAenje diferencijalne jednadine 
(5.6.3)_u faznoj ravni za C t  0,5; X(0) = 0 1 x(0) = 3. 
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X 
2,0 

1,0 

0 

-1,0 

20 (see) 

Si. 5.6.3. ReSenje d/ferencijalne jednadine (5.5.3) za 
C = 0,25; X(0) = 0; x(0) = 2,5 / x(0) = 1,5 

C =0,25 

%. 

_ m  _ _r_ _ 7  

1 	! 	
! 	1 	; 

2,0 h- _Ai_ __I 

1 ,0 r  1 	 1  

0 I  
Wi -zo I- 

1 	1 1 	I 
0 io 2p 3,0 

Si. 5.6.4. Segenje jednaCine (5.6.3) u faznoj ravni za 

C = 0,25; X(0) = 	i 	x(0) = 3 

-3,0 I-- 	- 
-3P -2P -1,0 
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C•0,5 

51. 5.6.5. Reitenja diferencijalne jednaaine (5.6.3) za 

C s 0,5; X(0) = 0; x(0) s 2,5 1 x(0) - 1,5 

51. 5.6.6. Regenja jadnafine (5.6.3) u faznoj ravni za 
C ∎  0,5; X(0) ■ 0 	i x(0) ■ 3 
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6. MODELIRANJE SLOZENIR SISTEMA POMOdU ZADATE STRUKTURNE lEME 

6.1. Modeliranjeprostih prenosnih funkcija 

U odeljku 4 ove glave videl1 smo kako se mole modelirati prenos-

na funkcija, ako je ona data u obliku racionalne funkcije 
(4.2.2). Medjutim, pored ovog oplteg prilaza u modeliranju pre-

nosnih funkcija, vrlo desto je potrebno modellrati pojedine pre-
nosne funkcije u obliku u kakvom su zadate bez njihovog dovodje-

nja na oblik (4.2.2). Ovo znad1 da je nekada pogodnije zadr/ati 
u imeniocu 11/ brojiocu proizvod polinoma, nego svoditi brojioc 
111 imenioc prenosne funkcije na jedan polinom vileg reda, pri 

*emu koeficijenti ne zadrlavaju prvobitno fizidko znadenje i o-

dgovarajude mesto u modelu. U odeljku 2 je redeno da se prime-
nom Hevisajdove teoreme razvoja racionalna funkcija mole rasta-

viti na razlomke i na taj nad1n odredjivati inverzna Laplasova 

transformacija. Rastavljanje racionalne funkcije takodje omogu-
duje / jedan poseban pr1laz u izgradnji modela. Imajudi u vidu 

pravila za dobijanje prenosnih funkcija slo/en1h sistema (ode-

ljak 3.2) jasno je da u prakt1dnim problemima pojedini blokovi 
imaju desto proste prenosne funkcije. Navel6emo neke valnije 
prenosne funkcije i blok dome za njihovo modeliranje na univer-

zalnim analognim radunarima. 

1? Prenosna funkcija 

y(t) 	 (6.1.1) 
x(t) 	Tp + 1 

mole se modelirati povezivanjem radunskih elemenata prema slici 

6 .1.1. 

At) 
Y(t) 

51. 6.1.1. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.1) 

Vrednosti A i S koje se postavljaju na potenclometrIma na 
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51. 6.1.3. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.5) 

(6.1.2) 

(6.1.3) 

(6.1.1) slededim relacijama 

1 	 X A =i 	B = 

2? Prenosna funkcija 

y(t) 	Kp 
x(t) 	Tp + 1 

-280- 

slici 6.1.1 vezane su sa konstantama u prenosnoj funkciji 

mole se modelirati povezivanjem radunskih elemenata prema slici 
6 .1.2. 

-Y(t) 

Si. 6.1.2. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.3) 

Vrednosti A i B koje se postavljaju na potenciometrima na 

slici 6.1.2, vezane su sa konstantama K i T u prenosnoj fun-

kciji (6.1.3) sledeoim relacijama 

A = 1 	i 	B= A 	 (6.1.4) 

3? Prenosna funkcija kod koje je imenilac polinom drugog stepe-

na, rastavljen na dva binomna einioca, u obliku 

y(t) 

x(t) 	(T i p + 1)(T 2 p + 1) 

Mole se modelirati povezivanjem raCunskih elemenata prema slici 
6 .1.3. 

Y( t) 

(6.1.5) 
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Veze 1zmedju konstanata A, B i C, koje se postavljaju na po-

tenciometrima i konstanata K, Ti i T2 u prenosnoj funkciji 

(6.1.5) date su slededim relacijama 

A= 1 
; 	B= 

1
T7 	 C = T7 

T, 	
(6.1.6) 

4. Prenosna funkcija 

y(t) 	 Kp 
(6.1.7) 

    

     

x(t) 	(T 1 p + 1)(T 2 p + 1) 

Mole se modelirati povezivanjem radunskih elemenata prema slici 

6 .1.4. 

X (t) -Y(t) 

51. 6.1.4. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.7) 

Veze izmedju konstanata A, B, C 1 D na slid 6.1.4 1 kon-

stanata K, T. i T 2  u prenosnoj funkciji (6.1.7) odredjene 

su relacijama 
K 	 K 1 	1 1 	D = 	 (6.1.8) 

T, 	T2 	Ti 	 T1T2 

5. Prenosna funkcija sa istim imeniocem kao u sludaju funkcije 

(6.1.5) samo sa kvadratnim Clanom u brojiocu, tj. 

Y(t) 	 Kp2 

x(t) 	(Tip + I)(T2p + 1) 

mole se modelirati povezivanjem raeunskill elenenata prema slici 

6.1.5. Veze izmedju konstanata A, B, i C u §eml na slici 

6.1.5 1 konstanata K, T, i T 2  u prenosnoj funkciji (6.1.9) 

date su relacijama 

- 1 	
1 	 C._ 	 (6.1.10) 

A - T 2 	B s  T2 	 T1T2 

(6.1.9) 
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X 

Si. 6.1.5. Modellranje prenosne funkcije (6.1.9) 

6? Prenosna funkcija 

Y(t) 	K 
x(t) 	p 
	 (6.1.1 ) 

mole se modelirati povezivanjem raaunskill elemenata prema sli i 
6.1.6. 

X( t) Y(t) 

SI. 6.1.6. Modellranje prenosne funkcije (6.1.11) 

7? Prenosna funkcija 

Y(t) 
x(t) 	pta 
	 (6.1.1 ) 

Mole se modelirati skupom raaunsk1h elemenata povezanih kao p e- 

ma slIci 6.1.1. Vrednost1 A i B, koje se sada postavljaju a 
potenclometre su 

A t a t (6.1.1 ) 

8 ? 
Prenosna funkcija 

y(t) 

x(t) 

K 

 

(6.1.1 ) 

 

4 /3 + a0  

male se modelirati povezivanjem raaunsk/h elemenata .prema all•1 
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6.1.7. Vrednosti konstanata ao, a l  i K direktno se postav-

ljaju na odgovarajude oznaaene potenciometre. 

X (t ) 

Y(t) 

Sl. 6.1.7. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.14) 

Prenosna funkcija (6.1.14) mote se napisati i u obliku 

y(t) 

 

Kw I  
(6.1.15) 

   

x(t) 	p 2  + 2;w•p + 4 

gde 4 predstavlja koeficijent prigugenja, a w o  prirodnu ne-

pr1gugenu udestanost. Prenosna funkcija (6.1.15) mole se modeli-

rati povezivanjem raaunskih elemenata kao prema slici 6.1.8. 

Vrednosti za 4, mo  i K direktno se postavljaju na odgovara- 

Jude potenciometre. 

Si. 6.1.8. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.15) 

9? Prenosna funkcija 

y(t) 	K(p + b) (6.1.16) 

x(t) 	p' + a l p + ao  

mole se modelirati povezivanjem raaunsiih elemenata prank slid/ 

6.1.9. Vrednosti konstanata ao , 	b i K postavljaju as 

neposredno na odgovarajude potenciOmetre. 
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SI. 6.1.9. Modeliranje prenosne funkcije (6.1.16) 

6.2. Modeliranje elemenata nekih procesa 

Kao to je ved redeno, prednost modeliranja putem prenosnih b o-

kova je u tome Ato se svaki blok u slofenom sistemu modelira e-

zavisno od celine sistema, a zatim vrai povezivanje pojedinih 

blokova prema strukturi sistema. Jasno je da se u razliditim e-

hnidkim objektima vrlo desto ugradjuju isti podsklopovi. Pr 

tome, prenosne funkcije i nadin modeliranja takvil•oodsklopov 

mogu se izudavati nezavisno od strukture sistema. U konkretn 

problemu modeliranja slofenih sistema, bide strukturnom Aemom 

zadato mesto svakog podsklopa u sistemu. 

U ovom odeljku prikazan je na*in modeliranja elemenata nekih 

procesa bez upugtanja u strukturu samog sistema u celini. 

1. Posmatrajmo prost primer procesa fematski prikazanog na sl 

ci 6.2.1. U rezervoar povrline A dotide tednost Q 1 , a pump 

SI 6.2.1. Primer elementa procesa 
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P omogueule isticanje tednosti Q2. Neka je povrA/na A nexe-

na u m2 , a kolidine tednosti Q1, i = 1, 2; u, m
2 (s. Natesati-

aki model ovakvog procesa mote se opisati diferencijalnom jed-

nadinom 
dH(t) 
Ac)2 (t) - Q2(t) 	

(6.2.1) 
dt  

gde je H visina vode u rezervoaru merena u metrima. Kolidina 

tednost1 Q 2 , koja ot/de /z rezervoara proporcionalna je ages- 

noj brzini rotora ppmpe, tj. 

Q 2 (t) = Kw(t) 	
(6.2.2) 

gde je K konstanta koja zavisi od konstruktivnih karakterist1- 

ka pumpe. Zamenom (6.2.2) u (6.2.1) dobija se 

dH(
dt

t) 
I  

A ----- Q (t) - Kw(t) 	
(6.2.3) 

gde je H(0) = H o . 

Jednadina (6.2.3) napisana u operatorskom obliku glasi 

H(t) = Q 2 (t) - w(t)] (6.2.4) 

Funkcije Q 1 (t) i w(t) su poznate funkcije koje predstavlja
-

ju ulazne velidine u blok koji se modelira. Na slici 6.2.2 pri-

kazana je blok gems za model1ranje opisanog procesa. 

Q1(t) 

—COM 

SI. 6.2.2. Blok Barna modeliranja elementa procesa 

sa slike 6.2.1 

2. U hemijskim i biohemijskim 
reakcijama doled_ do prelaska 

jedne supstance A u drugu supstancu B. Ne slated'. a =Masi-

zam ove pojave ista se mole simboliak1 ozna6iti sa 

ito zna61 da supseanca A prelazi u supstancu B brzisow k. 

Neka se obe supstance nalaze u zapremin/ V. Kolieinu supstance 

H (t) 
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A oznadimo sa A, a kolidinu supstance B sa IL Matematidki 
model ovakvog procesa je 

dx 	 di 
as -kg  	at kA  (6.2.5) 

sa poaetnim uslovima K(0) = Ko  i g(0) = No. Jednaaine (6.2.5) 
mogu se naplsati u obliku jedne jednaaine 

d2 K 

dt2 	 (6.2.6) 

sa podetnim uslovima 

K(0) = Ko 	A(0) = - k•g° 	 (6.2.7) 

Primenom Laplasove transformacije na jednaainu (6.2.6) la poae-
tne uslove (6.2.7) dobija se 

Aos - kgo  
a z 	kz 

Primena metode Laplasove transformacije (vidi odeljak 4.4) za 
modeliranje izraza (6.2.8) daje slededu relaciju 

	

Ao s 22 	k 
K(s) = 	g°8 1  

	

p 2 	k2 

	

ili 	
at/ 

KOP2 	kg0P 

- k 2 K 

A ( s ) 

(6.2.8) 

(6.2.9) 

(6.2.10) u(t) 	p2  + k 2  

gde je u(t) jedinlana funkcija. 

Prema opltoj Amid (al. 4.2.1) za modeliranje prenosne funkcije 
(6.2.10) dobija se lama prikazana na slici 6.2.3. 

Medjutim, ako se primeni metoda modeliranja preko diferenc/jal-

ne jednaaine (6.2.6) sa poaetnim uslovima (6.2.7), dobija as 
Aema prikazana na slici 6.2.4. 

Poredjenjem lama sa slika 6.2.3 i 6.2.4 lako se zakljuauje da 
su ova dve lame ekvivalentne. 
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u(t) 

A c t) 

SI. 6.2.3. Model hemljske reakcije preko prenosne 

funkcije procesa 

kBo  

SI. 6.2.4. Model hemijske reakcije preko diferencijalne 

jednatine 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



-288- 

LITERATURA 

1. Rogers A.E. and Connoly T.W. : 

Analog Computation in Engineering Design 

Mc Graw-Hill, New York, 1960. 

2. Fifer S. : 

Analogue Computation, vol. I, II, III and IV, 

Mc GrawHill, New York, 1960. 

3. Korn G.A. and Korn T.M. 

Electronic Analog Computers, 

Mc Graw-Hill, New York, 1956. 

4. Soroka W.W. : 

Analog Methods in Computation and Simulation, 

Mc Graw-Hill, New York, 1954. 

5. Johnson C.L. : 

Analog Computers Techniques, 

Mc Graw-Hill, New York, 1956. 
6. Karplus W.J. 

Analog Simulation: Solution of Field Problems, 

Mc Graw-Hill, New York, 1958. 

7. Grabbe S.M., Ramo S. and Wooldridge D.E. : 

Handbook of Automation, Computation and Control, vol. II. 

John Wiley and Sons, New York, 1956. 

8. Karplus W.J. and Soroka W.W. 

Analog Methods, Computation and Simulation. 
Mc Graw-Hill, New York, 1959. 

9. Huskey H.D. and Korn G.A. : 

Computers Handbook. 

Mc Graw-Hill, New York, 1962. 

10. Tomovid R. : 

Calculateurs Analogiques Repetitifs 

Masson et Comp, Paris, 1958. 

11. Tomovid R. and Carplus W.J. : 

High-Speed Analog Computers 

John Wiley and Sons, New York, 1962. 

12. Pdlegrin M. 

Machines A Calculer Electroniques 

Dumod, Paris, 1959. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 289 - 

13. Mac Kay D.M. and Fisher M.E. : 
Analogue Compitation at Ultra-High Speed 

Chapman and Hall LTD, London, 1962. 

14. Scott N.A. 
Analog and Digital Computer Technology, 

Mc Graw-Hill, New York, 1960. 

15. Danloux-Dumesnil M. : 

Is Calcul Analogique par Courants Continue 

Dunod, Paris, 1964. 

16. Levine L. 
Methods for Solving Engineering. Problems 

Using Analog Computers. 

Mc Graw-Hill, New York, 1964. 

(postoji prevod na ruskom jeziku pod naslovom: 

AesHm A. 	MBTDAU peweHmn TBXHHHEICKHX 3BAB4  C HCMDAb - 

3OBBHMEIM BH8A0rOBUX EIS4HCAHTBASHUX 
mawmH, MOCHEIB, 1966.) 

17. Sydow A. : 
Programmierungstechnik fir elektronische Analogrechner, 

VEB Verlag Technik Berlin, 1967. 

18. Behey G.A. and Karplus W.J. : 

Hybrid Computation 
John Wiley and Sons, New York, 1968. 

19. HoraH 6.H. : 

assmtpommwe moAssmpymmme yCip0ACTEM H MX MpliMBHEIHNB 

Ann HOCABAOBEWIHR CHCTBM BBTOMBTH4EICK0r0 peryAHpOBBHHH, 

Mocmaa, 1963. 

20. MenbAtaym A.A. : 

BM4HCANTEIBbHUEI yurpoActsa B BBTOMBTH4OCHNX cmcremax. 

- Mocsea. 1959. 

21. 3TTBIDMBH N.H. 

MaTOMEITH4SCKHO mammmw mennepwsmorn Aelicisma, 

Moonset 1951. 

22. Stiebitz G.R. and Larrivee J.A. : 

Mathematics and Computers 

Mc Graw-Hill, New York, 1957. 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 290 - 

23. Braid V. : 

Tehnika ra*unanja 

.Gradjevinska knjiga, Beograd, 1961. 

24. Pejovid P. i Parezanovid N. : 

Analogue radunske maeine i njihova primena 

Rad, Beograd, 1963. 

25. Korn G.A. and Korn T.M. 

Electronic Analog and Hybrid Computers 

Mc Graw-Hill, New York, 1964. 

26. Gilbert C.P. 

The Design and Use of Electronic Analogue Computers 

Chapman and Hall, London, 1964. 

27. Bingulac S. i Dujmovid J. : 

Elektronske radunake manna I. 

Say. stud. Elektrotehn. fak. Beograd, 1967. 

28. Dujmovid J. : 

Elektronske radunske manna - Analogna radunska 

sredstva - Zadaci 

Izdanje ETAN, Beograd, 1966. 

29. Simid D. 4 

Elektronski analogni raaunari - Uvod u tehniku 

programiranja 

Izdanje Tehniaka knjiga, Beograd, 1970. 

30. Uputstva za upotrebu raaunara 

a) TARA - 50 (proizvodnja IAT "M. PUPIN", Beograd) 
.b) EAL PACE 231 R (Electronic Associates) 

c) TR - 10-- 	 , a 

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



- 291 - 

SI. 1. Logaritmar 

Si. 2. PlanImetar 
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SI. 4. Fotografski snimak naponske funkcije 

SI. S. Isqled X-Y pisaaa 
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