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1. Uvod

Pojavom masovne proizvodnje javio se problem pracenja i odrzavanja kvaliteta
proizvoda, koji je ukazao na potrebu primena statistickih metoda u procesu proizvodnje. Prvi
teorijski radovi i prakti¢ni pokuSaji primene matematicke statistike i kontrole kvaliteta
datiraju jo§ iz 1923. godine, kada je Volter Sjuhart® rade¢i u Bel telefonskoj laboratoriji (eng.
Bell Telephone Laboratories) sprovodio istrazivanje kako bi se povecao kvalitet, a smanjili
troskovi. Sjuhart je predlozio reSenje uvodenjem kontrolnih karata kao metode kontrole
proizvodnog procesa.

Edvards Deming se nadogradivao po ugledu na Sjuhartov rad i tokom Drugog svetskog
rata drzao je kurseve o kontroli kvaliteta, ¢ime je uveo nove tehnike u ameri¢ku industriju.
Takode, koncept statisticke kontrole kvaliteta prvi je predstavio japanskoj industriji koja je
poznata po kvalitetu proizvoda.

Cilj ovog rada bio je da se prikazu modeli vremenskih serija koji mogu biti primenjeni
u kontroli procesa kao i osnovni principi statisticke kontrole procesa.

! Volter A. Sjuhart (1891-1967) — americki fiziGar, inZenjer i statisticar.



2. Sekvencijalni test koli¢nika verodostojnosti (STKV)

Ideja sekvencijalnog testa koli¢nika verodostojnosti je da se ne uzima fiksna veli¢ina
uzorka prilikom testiranja hipoteza ve¢ da se taj uzorak uzima sekvencijalno, tj. da nakon
svakog izvlacenja elementa uzorka odluujemo da li ispitivanu hipotezu prihvatamo,
odbacujemo ili se testiranje nastavlja. Ovaj test predstavlja poboljSanje testa koli¢nika
verodostojnosti koji primenjujemo pri testiranju H (6 =46,) protiv H,(6=46,), kada se za

uzorak X, =(X,...,X,) obima n i dati prag znaCajnosti & kriti¢na oblast odreduje iz uslova da

za koli¢nik verodostojnosti vazi

L(X,.6) )

2.1
o) @1
pri ¢emu c, zavisi od « i
L(x,,6)=]]f(x;.6) =12 (2.2)
j=1

gdesu f(x;,8), j=1n, i=12 odgovarajuce uzoracke gustine.

Postupak testiranja se vr$i na slede¢i nacin: u svakom koraku, odnosno za n=1,2,...,

L(Xn’el)
(Xn’eo)

v ey . . . , v H 2 v
racunamo koli¢nik verodostojnosti . Za date verovatnoce greSaka « i f° raCunamo

konstante Ai B (B<A)i zatim

(1) ako je B< L0, 8) < A, testiranje se nastavlja,

L(X,60)
L%, 6)
L(X,.6,)
L(X,.0)
L(X,.6,)

(2) ako je < B, odbacujemo H, i testiranje je zavrseno,

(3) ako je > A, odbacujemo H, i testiranje je zavrseno.

Oznac¢imo sa N broj elemenata uzorka koje treba uzeti de se obavi testiranje ovom
metodom, tj. broj koraka potrebnih da se donese odluka o prihvatanju H, ili H,. Kako taj

broj nije unapred fiksiran to znaci da je N slu¢ajna promenljiva.
Postavljaju se sledeca pitanja u vezi sa STKV:

1. Pod kojim uslovima se postupak zavrSava posle konacno mnogo koraka?
2. Kako se u funkciji od « i f racunaju konstante A i B?

3. Koji je ocekivani broj koraka u testiranju u zavisnosti od ta¢ne vrednosti parametra 6?

2 - greska prve vrste tj. greska koja se €ini ako se odbaci Hyu situaciji kada je ona taéna.
P - greska druge vrste tj. greska koja se ¢ini ako se odbaci H; u situaciji kada je ona ta¢na.



4. Kako se ratuna funkcija operativne karakteristike® i funkcija moéi testa *

raspodela zavisi od neprekidnog parametra 6?

kad

Neka je Z, = IOQM, gdeje k=1n,a (X,,...X,,) prost slucajan uzorak za posmatrano

f(X,,6,)
obelezje X Cija je gustina raspodele f(x,60).

1. Ako je D(Z,)>0, k=12,.. onda je P(N <w)=1, tj. postupak skoro sigurno

dovodi do odluke nakon kona¢no mnogo koraka.

2. Neka je A, skup svih tacaka za koje se na n-tom koraku odbacuje H,, a B, skup

svih tacaka za koje se na n-tom koraku odbacuje H,. Tada za date verovatnoce gresaka o i

B vazi:
o= i [/ on (%00,
n=L A,
l-a= ng (Xgyeees X, )AX, - - dX
B= 30 P06 )0
gde su h

Do) = Pry ) =T £, 0)

Pin (X %) = P (X,) = Hf(X.,H)

funkcije verodostojnosti za uzorke obima n pri €=46,,6,.
U trenutku odbacivanja H, na n-tom koraku je

L(X0:6) _ P (X,) > A
L(Xn,eo) pon(xn)

pOn(X )< pln(x )

odavde sledi da je

j 2 (%,)dx, ——(1 B)

a<ty
Al LA

® Funkcija operativne karakteristike - verovatno¢a prihvatanja H.
* Funkcija moéi testa - verovatnoca odbacivanja H.

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)



pa dobijamo

<l (2.11)
A
Na sli¢an nacin dobijamo i da je
1-g>28 2.12)
B
Iz prethodne dve nejednakosti sledi:
a<if_n B L _p 2.13)
a l-«a

U praksi se u postupku STKV, takvog da verovatnoca greske prve vrste ne prelazi o i
da verovatnoca greSke druge vrste ne prelazi £, mogu Koristiti A" i B’ umesto A i B.

Takva aproksimacija moze da dovede do neznatnog povecanja broja posmatranja, ali svakako
ne dovodi do smanjenja mo¢i testa.

U nastavku pretpostavljamo da raspodela zavisi od neprekidnog parametra 6.

3. Neka je
U=>72-= IogM (2.14)
k=1 k=1 f(xk’eo)
f(X,6)
Z =log——2~ 2.15
97 (X.0) (2.19)

Da bismo odredili ocekivani broj koraka u postupku STKV formuli§imo prvo sledecu
teoremu:

Teorema 1: Fundamentalni identitet Valda
Neka je g,(t)=E,(e”) generatorna funkcija momenata za Z i neka su ispunjeni

slede¢i uslovi:
a) E,(2)=0,
b) P(Z>0)>0i P(Z<0)>0,
c) g,(t) <o zasvako konacno t.
Tada za N vazi:

E({(gj(%j 1, vt zakoje je g, (t)>1 (2.16)

Diferenciranjem (2.16) po t, pri uslovu da je E,(Z) =0, dobijamo



E, e Uy —N(g,®) g, M) | _ (2.17)
(g, ()"

Kako je g,(0)=1, g,(0)=E,(Z) iakouzmemo da je t=0, to identitet (2.17) postaje

E,U,—NE,(Z))=0 (2.18)
Odavde dobijamo identitet Valda
E,(Uy)
E,(N)=—21~ 2.19
N=Z (2.19)

U praksi, ako se na N -tom koraku odbaci H, onda je U, ~log A, a ako se prihvati
H, onda je U, =log B . Odavde sledi da ¢e priblizno raspodela za U biti diskretna

logA logB
(M 6 1-M (e)j (2.20)

gde je M () = P,(odbacivanjaH,) funkcija mo¢i STKV. Ako to uvrstimo u (2.19) dobijamo

da je o¢ekivani broj koraka do donosenja odluke:

M (@) logA+(1-M(#))logB

E,(N)~ E,(2)

(2.21)

4. Neka je t,(6) =0 ona vrednost t za koju je g,(t,(8)) =1 (Teorema 1).

Formula za pribliZzno izrac¢unavanje funkcije moc¢i testa glasi:

1— Bto(ﬁ)

M(6) ~ A6 _gu®

(2.22)

Kako je K(6)=1-M(#) funkcija operativne karakteristike, onda sledi da je

Ato(e) _ 1

K(9) = Ao _ g

(2.23)

Prednost STKV, u odnosu na testove sa fiksiranim obimom wuzorka i istim
verovatno¢ama greSaka, ogleda se u tome Sto zahteva manje posmatranja (i do 50%). To je
posebno znacajno kada je postupak za dobijanje elemenata uzorka komplikovan ili skup. Jo§
jedna prednost je ta Sto | S zadajemo pre pocetka testiranja, pa njihove vrednosti mogu

biti proizvoljno male.



2.1. Primena STKYV u statistickoj kontroli kvaliteta

Pretpostavimo da Zzelimo da ispitamo kvalitet skupa proizvoda. Oznacimo sa P
procenat neispravnih proizvoda u tom skupu (tj. relativni deo neispravnih proizvoda). Pri
tome zadajemo sledece vrednosti p,, p, (P, < p,), @ i B gde je:

P, - prihvatljiva granica kvaliteta (maksimalni procenat neispravnih proizvoda u skupu),
p, - neprihvatljiva granica kvaliteta (procenat neispravnih iznad kog odbacujemo skup),
o - verovatnoca odbacivanja skupa proizvoda kada je p<p, i

J - verovatnoca prihvatanja skupa proizvoda kada je p > p,.

Cilj nam je da testiramo hipotezu H,(p=p,) protiv H,(p=p,) za date verovatnoce
a i [, gde obelezje X ima binomnu raspodelu sa parametrom p. Tada, pri hipotezi H;,

i=01izak=1n, vaz:
L(x,, p) = p&* (- p,)" =" (2.1.1)

Monotonost logaritamske funkcije nam omogucéava da u postupku STKV posmatramo
logaritam koli¢nika verodostojnosti, pa koriste¢i (2.1.1) dobijamo:

log L(Xq: Py) =[|Og&_|ogl__plj2xk +n Iog]]:_—pl = aZXk +nb (2.1.2)

L(Xn, po) Po 1- Po Jia 0 k=1
gde je
a= Iog&—logl_—pl, b= Iogﬂ (2.1.3)
0 1- 0 1- Po

Procedura STKV odredena je na slede¢i nacin:

. logB—nb logA-nb o .
e akoje 095 Zxk < g—, testiranje se nastavlja,
a = a

e akoje > x, < logB-nb
k=1

. log A—nb
a

, prihvatamo H, i

e akoje ) x > , odbacujemo H,,

k=1

pri éemuje A~ A, BB’ k=1n.



Veli¢ine
a :IogB—nb, . :IogA—nb (2.1.4)

n

a a

n

nazivaju se brojevi prihvatanja i odbacivanja hipoteze H, i graficki se predstavljaju kao dve
paralelne prave |, i |, respektivno, za n=1,2,... (Slika 2.1.1).

odbaciti Ho

nastaviti
testiranje

prihvatiti Ho

0 7

Slika 2.1.1. Granice prihvatanja i odbacivanja hipoteze H0

Plan kontrole kvaliteta proizvoda sprovodi se na slede¢i nacin:

e kontrola se nastavlja sve dok za ukupan broj neispravnih proizvoda vazi
a, <Y X <, (2.1.5)
k=1
e kontrola se obustavlja prihvatanjem skupa proizvoda ako je
D x <a, (2.1.6)
k=1
e kontrola se obustavlja odbacivanjem skupa proizvoda ako je

> X =, (2.1.7)
k=1

Na sli¢an nacin dolazimo i do plana kontrole kvaliteta proizvoda ako obelezje X ima
normalnu N(m,1) raspodelu. U tom slu¢aju testiramo hipotezu H,(m=m,) protiv alternative

H,(m=m) za dato « i S, pri ¢emu je m, <m,. Brojevi prihvatanja a, i odbacivanja r,

dati su slede¢im formulama:



logB Mo+ m,

N = (2.1.8)
m, —m, 2

- log A L+ Mot M, (2.1.9)
m, —m, 2

Ovde smo pretpostavili da se proizvodi sa velikim vrednostima m smatraju neispravnim.

Kontrola kvaliteta se moze odvijati i u toku proizvodnje i tada govorimo o statistickoj
kontroli proizvodnog procesa. Dokle god je Kkarakteristika proizvedenih elemenata u
odredenim granicama proizvodnja se nastavlja, a ¢im se konstatuje izlazak van tih granica
proizvodnja se prekida.

3. Kontrola procesa

U bilo kom procesu proizvodnje, bez obzira na to koliko dobro je dizajniran ili pazljivo
odrzavan, odredena prirodna varijabilnost je uvek prisutna. Ta prirodna varijabilnost ili
"pozadinski Sum" je kumulativni efekat razli¢itih neizbeZnih uzroka. U okviru statisticke
kontrole kvaliteta, ova prirodna varijabilnost se Cesto naziva "stabilni sistem slu€ajnih
uzroka". Za proces kod koga su prisutni samo slucajni uzroci varijacije kazemo da je u
statisti¢koj kontroli. Drugim re¢ima, sluc¢ajni uzroci su sastavni deo procesa.

Drugi tipovi varijabilnosti mogu povremeno biti prisutni na izlazu procesa. Ova
varijabilnost karakteristike kvaliteta obi¢no poti€e od tri izvora: nepravilno podeSene ili
kontrolisane maSine, greske operatera ili loSe sirovine. Takva varijabilnost je u opStem
slu¢aju velika u odnosu na pozadinski Sum i obi¢no predstavlja neprihvatljivi nivo rada
procesa. Takve izvore varijabilnosti, koji nisu deo slucajnog uzroka, nazivamo specijalnim
(dodeljenim, specifiénim) uzrocima varijabilnosti. Proces koji radi u prisustvu specijalnog
uzroka je proces van kontrole.

Ovi slucajni i specijalni uzroci varijacije ilustrovani su na slici 3.1. Do trenutka t,

proces koji je prikazan je u stanju kontrole, tj. prisutni su samo slucajni uzroci varijacije. Kao
rezultat toga, srednja vrednost i standardno odstupanje procesa su u svojim kontrolnim
granicama (npr. x4, i o,). U trenutku t, javlja se specijalni uzrok i srednja vrednost procesa

se pomera na novu vrednost g4 > u,. U trenutku t,, u =y, ali je o, >0,. U trenutku t,

javlja se jo$ jedan specijalni uzrok varijacije koji doprinosi da i srednja vrednost procesa i
standardno odstupanje imaju vrednosti koje su van kontrole.

10
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Prisutan treci G120g
specijalni uzrok /{W
I3 Uy < g
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1 - karakteristika kvaliteta procesa
Slika 3.1. Slucajni i specijalni uzroci varijacije

Termin kontrola procesa koristi se na razli¢ite na¢ine. Sjuhartove karte i druge karte za
kontrolu kvaliteta naj¢esce se koriste u industriji za proizvodnju delova i takav oblik kontrole
naziva se statisticka kontrola procesa. Ovakvom kontrolom zapravo se vrsi praenje procesa
kako bi se detektovali, a zatim i uklonili specijalni uzroci varijacije.

Medutim, neki procesi se ne mogu u potpunosti dovesti u zadovoljavajuce stanje
stabilnosti na ovaj nacin. To moze biti posledica poznatih uzroka koje ne mozemo da
kontroliSemo (varijacije u sobnoj temperaturi, vlaznost i kvalitet sirovine,...) ili trenutno
nepoznatih uzroka. U takvim okolnostima koriste se sistemi za podeSavanje ili regulaciju
procesa u kojima se koristi dodatna promenljiva koju moZemo da menjamo tzv.
kompenzatorna promenljiva pomocu koje nadoknadujemo odstupanje karakteristike kvaliteta
od ciljane vrednosti.

Ukoliko ulaznu smetnju procesa mozemo da merimo i da na osnovu tih merenja vr§imo
podesavanje onda se takav nacin kontrole zove kontrola unapred (engl. feedforward control).
Ako je ulazna smetnja nemerljiva i ako na osnovu izlaznih odstupanja karakteristike kvaliteta
podesavamo kompenzatornu promenljivu onda se takav oblik kontrole naziva kontrola
povratnom spregom (engl. feedback control). Ovakvi tipovi podeSavanja su zastupljeni U
procesnoj i hemijskoj industriji i ¢ine inzenjersku kontrolu procesa.

Cilj kontrole procesa je da se smanji varijabilnost procesa zato Sto se entropija sistema’
koji je izolovan 1 prepuSten samom sebi nikada nefe smanjiti ve¢ ¢e se obi¢no povecati
(sistem Ce preci iz manje verovatnog u verovatnije stanje).

® Entropija sistema - stepen neuredenosti sistema.
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4. Kontrolne karte

Kontrolna karta je graficki prikaz karakteristike kvaliteta koja se meri u zavisnosti od
veli¢ine uzorka ili vremena (Slika 4.1). Karta sadrzi centralnu liniju (CL) koja predstavlja
prosecnu vrednost karakteristike kvaliteta kada je proces u stanju kontrole (prisutni su samo
slucajni uzroci), kao i dve horizontalne linije: gornju kontrolnu granicu (GKG) i donju
kontrolnu granicu (DKG). Ove kontrolne granice biraju se tako da ako je proces u stanju
kontrole skoro sve uzoracke vrednosti ¢e se naci izmedu njih. Dokle god su unete vrednosti
unutar kontrolnih granica za proces se pretpostavlja da je u stanju kontrole i nikakvo
delovanje nije potrebno preduzeti. Medutim, vrednost koja se nade van kontrolnih granica
interpretira se kao dokaz da je proces van kontrole i da je potrebno pronaci i otkloniti uzroke
koji narusavaju stabilnost procesa. Cak i ako su sve vrednosti unutar kontrolnih granica a
istovremeno ispoljavaju neslucajan Sablon (npr. 18 od 20 vrednosti nalazi se iznad centralne
linije, a samo dve ispod) postoji indikacija da nesto nije u redu.

Gorja kontrolna granica

Karaktenstika kvaliteta

Donja kontrolna granica

Velifina uzorka ili vreme

Slika 4.1. Kontrolna karta

4.1. Sjuhartove kontrolne karte

Ovde ¢emo prikazati uopSteni model kontrolne karte. Neka je W uzoracka statistika
koja meri posmatranu karakteristiku kvaliteta i pretpostavimo da je njena srednja vrednost
4, a standardno odstupanje o,,. Onda su centralna linija, gornja i donja kontrolna granica

date izrazima:

12



GKG =y, + Lo,
CL=gy, (4.1.1)
DKG = 4, - Lo,

gde je L rastojanje kontrolnih granica od centralne linije i ono je izrazeno u jedinicama
standardne devijacije (u praksi se najcesce koristi L = 3).

Kontrolne karte mogu da se klasifikuju u dve grupe:
e kontrolne karte za numericke karakteristike kvaliteta (vreme, temperatura, masa,...)

- X kontrolna karta
- s kontrolna karta
- R kontrolna karta

e kontrolne karte za atributivne karakteristike kvaliteta (boja, ispravno ili ne,...)

- P kontrolna karta (za pracenje udela losih jedinica proizvoda)

- U kontrolna karta (za prosecan broj defekata po jedinici proizvoda)
- ¢ kontrolna karta (za broj defekata na jedinici proizvoda)

Kada posmatramo karakteristike kvaliteta koje se mogu numericki izraziti, obi¢no je
neophodno pratiti i njenu srednju vrednost i njenu varijabilnost. Kontrola srednje vrednosti
procesa najéesce se vrsi pomocu kontrolne karte za sredinu tj. pomocu X kontrolne karte, a
varijabilnost procesa moZze da se prati pomocu kontrolne karte za standardno odstupanje koja
se naziva Skontrolna karta ili pomoc¢u kontrolne karte za rang tzv. R kontrolne karte, s tim
Sto je R karta ¢eSc¢e u upotrebi.

Sada ¢emo na primeru kontrolnih karata za X i R ilustrovati postupak odredivanja
kontrolnih granica i centralne linije.

Pretpostavimo da je posmatrana karakteristika kvaliteta normalno raspodeljena i da su
njena srednja vrednost 4 i standardno odstupanje o poznati. Ako je Xx,X,,...,X, uzorak

obima n, onda je njegova prose¢na vrednost

x=at X et (4.1.2)
n

I X ima normalnu raspodelu /\/'(y,i).

n

Dalje, imamo da za uzoracku sredinu vazi da je

13



o2 o2
P(,u—Za/zﬁ,,u+Za/2ﬁ):l—a (413)

Stoga, ako su u i o poznati, gornja i donja vrednost intervala poverenja u jednacini (4.1.3)
moze da se koristi kao gornja i donja kontrolna granica za kontrolnu kartu za uzoracku
sredinu. Ako uzoracka sredina nije u ovim granicama, onda je to znak da srednja vrednost
procesa nije viSe jednaka .

Pretpostavili smo da je raspodela karakteristike kvaliteta normalna. Medutim, gornji
rezultati su 1 dalje aproksimativno tacni Cak i ako raspodela nije normalna, zbog centralne
grani¢ne teoreme. U praksi, obi¢no su & i o nepoznati. Stoga, njih ocenjujemo na osnovu
preliminarnih uzoraka ili podgrupa koji su uzeti u trenutku kada se smatralo da je proces u
stanju kontrole. Ove ocene obi¢no se zasnivaju na najmanje 20 do 25 uzoraka. Pretpostavimo
da imamo m uzoraka, od kojih svaki sadrzi n posmatranja karakteristike kvaliteta, gde je n
obi¢no malo 4,5 ili 6. Ovakvi mali uzorci su posledica konstrukcije racionalnih podgrupa i
zbog ¢injenice da su uzimanje uzorka i troskovi proveravanja merenja obi¢no relativno veliki.
Neka su X,X,,...,X, prosecne vrednosti za svaki uzorak. Onda je najbolja ocena za u,

srednju vrednost procesa, ukupna prosecna vrednost

X =

x1+x2;;...+xm (4.1.4)

Zato ¢emo X Koristiti kao centralnu liniju za X kartu.
Da bismo odredili kontrolne granice, moramo da ocenimo standardno odstupanje o . Ovde
¢emo koristiti metod rangova. Ako je X,X,,..., X, uzorak obima n,onda je rang uzorka razlika

izmedu najvece 1 najmanje vrednosti, to jest
R=x__ —X._ (4.1.5)

max min

Nekasu R,R,,...,R, rangovi m uzoraka. Prosecan rang je

R+R,+..+R,

R= (4.1.6)
m
Sad mozemo dati formule za kontrolne granice za X Kkartu:
GKG=X+AR
CL=X (4.1.7)
DKG=X-AR

Konstanta A je dobijena iz uzoraka razli¢itih veli¢ina.
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Varijabilnost procesa moze da se prati ucrtavanjem vrednosti za rang R uzorka na kontrolnu
kartu. Centralna linija i kontrolne granice R karte su sledece:

GKG =D,R
CL=R (4.1.8)
DKG =DR

Konstante D, i D, racunaju se pri razli¢itim vrednostima za n.

4.2. Kusum kontrolne karte

Kusum Kkarte ili karte kumulativnih suma (Slika 4.2.1) koriste se kada su vazna mala
odstupanja. Neka je

2%
X =42 (4.2.1)
n
uzoracka sredina i-tog uzorka. Ako je g, ciljana srednja vrednost procesa, onda se za j -ti

uzorak racuna rastu¢a kumulativna suma odstupanja od z4, zaklju¢no sa j-tim uzorkom, tj.
j —_—
C =3 (% ) (4.22)
i=1

Ako je proces pod kontrolom on ima normalnu raspodelu sa parametrima z, i o . Ozna¢imo
sa C" akumulirano odstupanje od 4, koje je iznad ciljane vrednosti, a sa C~ akumulirano

odstupanje ispod g, . Parametri C* i C™ su jednostrana gornja i donja kumulativna suma,
respektivno:

C; =max{0, (1, +K)—x +C,} (4.2.3)

C =max{0,x — (¢ + K)+C/, | (4.2.4)

N P Uiy ] B , N

gde su pocetne vrednosti C; =C; =01 K =S I 4, je srednja vrednost procesa Koji

nije pod kontrolom. Ako jedna od ove dve kumulativne sume prede preko granice 50 onda
se smatra da je proces van kontrole.
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Slika 4.2.1. Kusum kontrolna karta

4.3. EWMA kontrolne karte

EWMA kontrolna karta (Slika 4.3.1) je takode dobra alternativa za Sjuhartovu kartu
kada nam je bitno da detektujemo mala pomeranja. Kao i Kusum i EWMA karte se obi¢no
koriste za individualna posmatranja. EWMA Karta se definiSe na slede¢i nacin:

z,=Ax+1-)z, (4.3.1)

gde je 0< A <1 konstanta i pocetna vrednost (neophodna sa prvim uzorkom na i=1) je
ciljana vrednost procesa, tj. z, = 1, . Ponekad se aritmeti¢ka sredina preliminarnih podataka

koristi kao pocetna vrednost za EWMA, odnosno uzima se da je z, =X.

EWMA se koriste prilikom modeliranja vremenskih serija i prognoziranja. Kako se
EWMA moze posmatrati kao tezinski prosek svih proslih i sadasnjeg posmatranja ona je
veoma neosetljiva na pretpostavku normalnosti. Zbog toga je idealna kontrolna karta za
individualna posmatranja.

Ako su posmatranja x, nezavisne sluajne promenljive sa disperzijom o, onda je disperzija

za z

2 2 A 2i
o, =0’ (1-0-2)") (4.3.2)
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Centralna linija i kontrolne granice za EWMA kartu su sledece:

A 2i
GKG = g, + La\/ﬁ(l—(l—/l) ) (4.3.3)
CL = 4
A 2i
DKG = p, — Lo-\/ﬂ(l—(l—l) ) (4.3.4)

Primetimo da ¢lan (1—(1—/1)”) tezi jedinici kad i raste. To znac¢i da nakon §to se EWMA

karta primeni za nekoliko perioda, kontrolne granice ¢e se pribliziti vrednostima stabilnog

star |ja datih sa
Hy L 1/ 7 0.

DKG = 4, - Lo % (4.3.6)

Bez obzira na to preporucuje se upotreba taénih kontrolnih granica u jednac¢inama (4.3.3) i
(4.3.4) za male vrednosti i, jer ¢e se na taj nacin brze detektovati proces koji je van cilja.

10.75
2= 10.62
10.50 AI—,_I_,_'_,_/
10.25
=T
=
Z 10.00 10
9.75
9.50
9.38
3 6 9 12 15 18 21 24 27 30

Posmatranje

Slika 4.3.1. EWMA kontrolna karta
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5. Vremenske serije

Pojam vremenske serije z,, z,,..., Z, moze da se interpretira na vise nac¢ina. Moze da

se posmatra kao uredeni niz posmatranja u toku vremena ili kao jedna realizacija stohastickog
procesa.

Ako su sve n-torke (z,,z,,...,z,) saistom raspodelom tj. ako je

F(Zt11 Ziyseens Ztn) = F(Zt1+k1 Zi, oo Ztn+k) (5.1)

za sve moguce izbore t,,...,t, €T ={0,+1,%2,..} kao i za svako k€T, onda je {z} strogo
stacionaran niz.

Zaniz {z,} kazemo da je slabo stacionaran ako vaze slede¢i uslovi:
e Ez,=p=const,zasvako teT
e E|z[<+w,zasvako teT

* 7x(rls):7/x(r+tls+t) tj COV(Xr7Xs):COV(Xr+t’XS+t)’ za Svako r,S,tGT.

Stacionarni modeli pretpostavljaju da proces ostaje u stanju statisticke ravnoteZe €ije se
karakteristike ne menjaju tokom vremena, tj. da variraju oko fiksirane konstantne srednje
vrednosti i konstantne varijanse. Medutim, mnogi procesi u industriji nemaju konstantnu
srednju vrednost 1 predstavljaju se nestacionarnim vremenskim serijama. Stohasti¢ki model
za koji EWMA prognoza dovodi do minimalne srednje kvadratne greske pripada klasi
nestacionarnih procesa koji se zovu autoregresioni integrisani procesi pokretnih sredina ili
ARIMA modeli.

Defini§imo sada dva operatora koja ¢emo ovde koristiti. Operator translacije unazad B
definisan je izrazom

Bz, =2, (5.2)
B"z,=1z, . (5.3)

Jos jedan vazan operator je diferencni operator unazad V Koji je definisan sa

Vz,=2,-17,, (5.4)
Ovaj izraz moze da se napise i u slede¢em obliku
Vz,=2,-2,,=(01-B)z, (5.5)
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Beli Sum je niz {at} nekorelisanih slucajnih veli¢ina za koji je
1) Ea =0,
2) Da =01
3) 5 =Cov(a,a_,)=0,zasvako k#0.

Odavde sledi da je proces belog Suma stacionaran ¢ija je autokovarijaciona i autokorelaciona

funkcija
o’, k=0
= ' 5.6
Yk { 0, k= 0} (5.6)
1, k=0
= 5.7
Pk {0, K ;éO} (5.7)

respektivno. Vaznost procesa belog Suma u analizi vremenskih serija ne proilazi iz njegove
pogodnosti za modeliranje vremenske serije, nego zbog toga $to on sluzi za konstruisanje
drugih procesa.

Stohasticki modeli koje ovde razmatramo zasnivaju se na ideji da je posmatrana
vremenska serija z, kod koje su uzastopne vrednosti zavisne generisana procesom belog

Suma a,. Proces belog Suma a, transformiSe se u proces z, pomoc¢u linearnog filtera koji

predstavlja tezinsku sumu prethodnih sluc¢ajnih vrednosti &, :

L=pta -ty ty,a ,t.

(5.8)
= u+y(B)a,
U opstem slucaju i je parametar koji odreduje nivo procesa i
w(B)=1+y,B+w,B" +... (5.9

je linearni operator koji transformiSe a, u z, i naziva se funkcija prenosa filtera.

Niz v, v,, ... moze biti, teorijski, konacan ili beskonacan. Ako je ovaj niz konacan ili

beskonacan i apsolutno sumabilan tj. Z"//i |<oo, onda je filter stabilan i proces z, je
j=0
stacionaran. U tom slucaju parametar u je srednja vrednost oko koje proces varira. U

suprotnom, z, nestacionaran i x nema neko posebno znacenje.
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5.1. Nestacionarni modeli

Postoji mnogo nacina na koji proces moze biti nestacionaran. Medutim, serije koje se
javljaju u industriji i koje ovde analiziramo Cesto ispoljavaju posebnu vrstu homogenog
nestacionarnog ponasanja koje moze da se reprezentuje modifikovanom formom ARMA
modela. ARMA model dat je jednacinom

#(B)z, = 0(B)a, (5.1.1)
gde su ¢(B) i &(B) polinomi od B stepena p i g, respektivno.

ARMA proces je stacionaran ako ako su koreni jednaCine ¢(B)=0 van jedini¢nog

kruga, a nestacionaran ako su unutar jedini¢nog kruga. Medutim, $ta se deSava ako su na
jedini¢nom krugu? Ispostavlja se da su upravo takvi modeli veoma znacajni za reprezentaciju
homogenih nestacionarnih vremenskih serija. Razmotrimo model

#(B)2, = 6(B)a, (5.1.2)
gde je ¢(B) nestacionarni operator autoregresije takav da je d korena jednacine ¢@(B)=0
na jedinicnom krugu, a da ostali leZe van jedini¢nog kruga. Tada model (5.1.2) moZemo

izraziti 1 na slede¢i na¢in
o(B)Z, = 4(B)(1-B)' 7, = 6(B)a, (5.1.3)

gde je @(B) stacionarni operator autoregresije. Kako je V°Z =V%z za d>1, gde je

V =1-B diferencni operator, onda vazi:
$#(B)Vz, = 0(B)a, (5.1.4)
Ekvivalentno, proces je definisan pomoc¢u dve jednacine:

#(B)w, = O(B)a, (5.1.5)
w, =V°z (5.1.6)

Odavde vidimo da nestacionaran proces nakon d diferenciranja prelazi u stacionarni,
invertibilni ARMA proces. Invertovanjem jednacine (5.1.6) za d >1 dobijamo

z, =Sw, (5.1.7)
gde je S operator definisan sa
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Sx, = ; =(1+B+B*+...
X h;oXh (L+B+B"+..)x (5.1.8)

~(1-B) "% = VX

Odavde sledidaje S=(1-B)*'=V".
Operator S* definise se na sli¢an nadin:
S?X, = SX, +SX_, +SX_, +...
t i
=2 > X, =1+2B+3B’+..)x,

i=—00 h=—00

(5.1.9)

i tako dalje za S*, S*,..., S. Na osnovu jednagine (5.1.7) sledi da se proces (5.1.4) moze
dobiti sumiranjem (integrisanjem) stacionarnog procesa (5.1.5) d puta. Zbog toga se proces
dat jednac¢inom (5.1.4) naziva autoregresioni integrisani proces pokretnih sredina odnosno
ARIMA proces. Model (5.1.4) mozemo interpretirati i na slede¢i nacin: proces z, je izlaz
linearnog filtera (osim ako je d =0, jer je tada linearni filter nestabilan) kome je ulaz beli

Sum @, . Drugim refima, to je model za transformaciju nestacionarnog procesa z, U Niz

nekorelisanih slu¢ajnih veli¢ina a, .

Ako je ¢(B) operator autoregresije reda p, d broj uzastopnih diferenciranja i &(B)
operator pokretnih proseka reda ¢, onda kazemo da imamo ARIMA model reda (p,d,q) ili
krace ARIMA (p,d,q) model.

5.2. UopSteni oblik ARIMA modela

Ponekad postoji potreba da se razmotri proSireni oblik ARIMA modela dodavanjem
konstantnog c¢lana 6, koji predstavlja stohasticki ili deterministi¢ki trend. U tom slucaju

model koji koristimo za opisivanje vremenske serije je

»(B)z, = ¢(B)V'z, = 6, + 6(B)a, (5.2.1)
gde je

¢(B)=1-4B—-¢,B*—..—¢,B" (5.2.2)

6(B)=1-6B-6,B°-...—6,B" (5.2.3)

pri ¢emu sledi:
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1. @(B) je operator autoregresije; pretpostavlja se da je stacionaran tj. koreni jednacine
#(B) =0 su van jedini¢nog kruga.

2. @(B)=¢(B)V* je uopsteni operator autoregresije; to je nestacionaran operator sa d
jedini¢nih korena jednacine ¢(B)=0.

3. 6(B) je operator pokretnih proseka; pretpostavlja se da je invertibilan tj. koreni
jednacine #(B) =0 su van jedini¢nog kruga.

Kada je d =0, onda model (5.2.1) predstavlja stacionaran proces. Zahtevi stacionarnosti i
invertibilnosti su nezavisni i u opstem slu¢aju operatori ¢(B) i (B) nece biti istog reda.

Specijalni slucaj: IMA(0,1,1) proces
vz,=a,-8a, = (1-6B)a (5.2.4)

gdeje p=0,d=1, g=1, ¢(B)=1i 6(B)=1-6B.

5.3. Eksplicitni oblici ARIMA modela

Razmotrimo sada neke vazne oblike uopStenog ARIMA modela. Trenutna vrednost

procesa z, moze da se izrazi na tri na¢ina:

1. U terminima prethodnih vrednosti za z i trenutne i prethodnih vrednosti za a
direktnom upotrebom diferencne jednacine.
2. U terminima trenutne i prethodnih vrednosti a,_; .

3. U terminima tezinske sume prethodnih vrednosti z,_. i trenutne vrednosti a, .

t-]
1. Model izrazen u obliku diferencne jednacine:

Ako je
¢(B)=¢(B)(1-B)' =1-pB-¢,B°~.~¢, ,B"" (5.3.1)

onda se uopsteni ARIMA model za €, =0 mozZe napisati u slede¢em obliku

=07+t @, 42,4~ 03, —.—0a ,+a (5.3.2)
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2. Model izrazen preko procesa a:

Linearni model moze da se napiSe kao izlaz z, linearnog filtera

=ty tyLa , t...
=a +Z(//ja[_j (5.3.3)
=

=y (B)a

gde je ulaz beli sum. Ako obe strane gornje jednacine pomnoZzimo sa ¢(B) dobijamo

¢(B)z, = p(B)y(B)a, (5.3.4)
Kako je
(B)z, =0(B)a, (5.35)
sledi da je
o(B)y(B) =6(B) (5.3.6)

Tezine y dobijamo izjednacavanjem koeficijenata uz B u sledecoj jednacini:
(1-¢,B-¢,B? —...—(pp+dBp+d)(1+ w,B+y,B*+..)=(1-0B-0,B° —-..—g,B") (5.3.7)
Stoga, tezine y/; odredujemo koristeci rekurzivnu formulu
Wi=QW it O o+t PpgVipa— b i>0 (5.3.8)
gdeje w,=1,w,=0za j<0i @ =0z j>q.
3. Inverzni oblik modela:

Model z, =y /(B)a, mozemo napisati u inverznom obliku

v (B)z,=a (5.3.9)
ili
7(B)z, :(1—27551}4 =a, (5.3.10)

gde je 7(B) =y "(B). Odavde dobijamo da je

Z, =Mz + 7,2 ,+...+8, (5.3.11)
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Zbog uslova invertibilnosti tezine 7 moraju da formiraju konvergentnu seriju tj. 7(B) mora

da konvergira na ili unutar jedinicnog kruga. Da bismo dobili tezine 7 za uopSteni ARIMA
model zamenimo jednacinu (5.3.10) u
#(B)z, =0(B)a (5.3.12)
Dobijamo da je
»(B)z, =6(B)x(B)z, (5.3.13)
Izjednacavanjem koeficijenata uz B u jednacini
¢(B) =06(B)7(B) (5.3.14)
dobijamo rekurzivnu formulu za teZine 7,
Ti=07 ,+07, ,+. A O, + j>0 (5.3.15)
gdeje my=-1, 7;=02za j<0ig =02za j>p+d.
Za d >1 ako stavimo da je B =1 dobijamo da je

¢(B)=¢(B)(1-B)’ =0 (5.3.16)

i (1) #0 jer su koreni jednacine 8(B) =0 van jedini¢nog kruga. Onda iz jednacine (5.3.14)
sledi da je 7(1) =0, pa dobijamo da je

Yo =1 (5.3.17)

Zbog toga, za d >1 proces moze da se napiSe u slede¢em obliku

2z, =7(7)+q, (5.3.18)
gde je
thl(ﬂ-)zzﬂ'jztfj (5.3.19)
j=1

tezinski prosek prethodnih vrednosti procesa.
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5.4. IMA(0,1,1) proces

Nestacionarni model kojim se Cesto reprezentuju smetnje u industrijskim procesima je
proces integrisanih pokretnih proseka reda (0,1,1) odnosno IMA(0,1,1) proces:

Vz,=2,-7,,=8,—-60a_,=(1-6B)a, , -1<6<1 (5.4.1)
Ako desnu stranu gornje jednacine napisemo u slede¢em obliku
1-B=(1-60)B+(1-B)=(1-6)B+V=4AB+V (5.4.2)

gdeje 1=1-6 i 0< A <2 dobijamo
Vz, = Aa_, +Va, (5.4.3)

Posmatrajmo sada model oblika 7(B)z, =4, ili ekvivalentno

Z = Zﬁjzt—j +a = Zt—l(ﬂ-) +a (5.4.4)
j=1

gde je 7, ,(7) tezinski pokretni prosek prethodnih vrednosti procesa. Koriste¢i jednacinu

(5.3.14), tezine 7 IMA(0,1,1) procesa date su jedna¢inom

(1-6B)z(B)=1-B (5.4.5)
tj.
2(B) = 1-B _1-6B-(1-6)B _
1- 6B 1-6B (5.4.6)
=1-(1-60)(B+6B*+6°B%+..)
gde je
i =[1-0)0""=21-2)"" j>1 (5.4.7)

Sledi da se proces moze napisati u obliku
2,=7,(4)+q, (5.4.8)
Kako tezine 4, A(1-A4), A(1—A1)?,... eksponencijalno opadaju, onda je

7,(1)=4Y, -1z, (5.4.9)

eksponencijalni tezinski pokretni prosek.
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Kako je IMA(0,1,1) proces nestacionaran on ne varira oko fiksirane srednje vrednosti.
Medutim, EWMA 7,(1) moze da se posmatra kao mera nivoa procesa u trenutku t. Na

osnovu jednacine (5.4.9) dobijamo rekurzivnu formulu za EWMA:

Z.(A) =1z, +(1-A)Z_,(2) (5.4.10)

6. PodeSavanje procesa

Posmatrajmo proces u trenutku t, gde je Y, izlazna veli¢ina koju zelimo da odrzimo §to
blize ciljanoj vrednosti T . Kada nema podeSavanja procesa smetnja N, je definisana kao

odstupanje karakteristike kvaliteta od ciljane vrednosti T , tj. kao pozadinski Sum.
Pretpostavimo da postoji ulazna promenljiva X koju mozemo da menjamo tako da jedinica
promene u X proizvodi ¢ jedinica promene u Y u jednom vremenskom intervalu. Ako je
X =X, utrenutku t, onda ¢e u trenutku t+1 odstupanje od cilja biti ¢, =Y,,, =T, a nakon

podesavanja
8t+1 = gxt + Nt+1 (61)

Smetnja u jednacini (6.1) obi¢no se reprezentuje odgovaraju¢im modelom vremenske
serije, naj¢eS¢e ARIMA modelom. Takav model je neophodan jer su izlazne veli¢ine procesa
koji nije pod kontrolom obi¢no autokorelisane.

Pretpostavimo sada da u trenutku t mozemo da odredimo prognozu N, (1) za N, tako
da vazi
Nes =N, +e 6.2)
gde je €,(1) greska te prognoze. Tada koriste¢i (6.1) i (6.2) dobijamo
£ =X +N (D) +e (1) (6.3)
Ako X podesimo tako da u trenutku t bude
1 -
X - N, (@) (6.4)
onda za podeseni proces dobijamo da je
&.,=6@) (6.5)

Tako ¢e, umesto odstupanja N,,, koje je mereno kada proces nije podeSen, odstupanje od

cilja &, podesenog procesa biti greska prognoze €, (1) .
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Ako za odredivanje prognoze Nt(l) za N,,, koristimo merenja jednog ili viSe ulaznih

faktora koji izazivaju smetnju (npr. sobna temperatura) onda imamo primer kontrole unapred.
Ukoliko tu prognozu rac¢unamo koriste¢i samo sadaSnje i proSle vrednosti izlazne smetnje
N.,N,;, N, ,,... onda jednacina (6.4) definise sistem kontrole povratnom spregom.

6.1. Kontrola povratnom spregom

Kako za odredivanje prognoze N, (1) koristimo sadasnje i prosle vrednosti izlazne
smetnje onda se N,, moze adekvatno prognozirati pomocu eksponencijalnih tezinskih
pokretnih proseka (EWMA), gde najskorija merenja imaju najvecu tezinu. Pretpostavimo
onda da je

N, (D) =A(N,+6N_,+6°N_,+..) 0<6O<1 (6.1.1)

gde je @ konstanta izravnavanjai A=1-6.
Ako jednacinu (6.1.1) napisemo u rekurzivnom obliku onda dobijamo

N, (1) = AN, +(1- )N _, (1) (6.1.2)
Kako je €_,(1) =N, —N,,(1) odavde sledi da je
N,@) - N, @) = 2(N, =N, (1)) = 2e., (1) (6.1.3)

Razmotrimo situaciju kada se podeSavanje neprekidno odvija nakon svakog posmatranja kao
§to je 1 najceS$¢i sluCaj u procesnoj industriji. Tada koriste¢i jednacinu (6.4) dobijamo
jednaginu za podeSavanje koje je izvrSeno u trenutku {

1

X=Xy = __(Nt(l) - Nt—l(l)) (6.1.4)
g

Za svaku $emu kontrole povratnom spregom, u kojoj je promenljiva X nameStena tako da
otkloni prognoziranu smetnju, potrebno podesavanje treba da bude

A A
X =X :_Eet—l(l):_agt (6.1.5)

Sumiranjem jednacina (6.1.5) dobijamo ukupno podesavanje u trenutku t:
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X, =k +k D ¢ (6.1.6)

gde je k,=X, i k,=—4/g . Dakle, u ovom sluéaju procedura podeSavanja zavisi od
kumulativne sume greSaka podeSavanja & . Takode sledi iz prethodnog da je podeSavanje

ekvivalentno prognoziranju u svakom trenutku t slede¢e vrednosti ukupne nepodeSene
smetnje N,,, pomocu eksponencijalnih tezinskih proseka njenih prethodnih vrednosti i

koris¢enju ove prognoze za izvrSavanje potrebnog podesavanja.

Primer 1. Na slici 6.1.1 prikazano je 100 merenja molekulske mase polimera koja su
vrsena svaka Cetiri sata. Cilj je bio da se molekulska masa Y odrzi $to je blize moguce
vrednosti T=2000. Uzoracka sredina molekulske mase za ovih 100 posmatranja je 2008, a
uzoracko standardno odstupanje 19.4. U ovom procesu postoji odstupanje od ciljane
vrednosti i to je verovatno posledica kvaliteta sirovina koje se koriste, ali to odstupanje moze
da se nadoknadi promenom koliCine katalizatora X. Promena koli¢ine katalizatora ¢e uticati
na promenu molekulske mase u jednom vremenskom periodu i zbog toga je procedura
kontrole povratnom spregom pogodna za odrzavanje molekulske mase blizu ciljane
vrednosti.

2060
2040
" 2020
2000
1980
1960
1040

192O] 5 913172125203337 414549535761 6569737781 85809397

Slika 6.1.1. Molekulska masa polimera, ciljana vrednost T=2000 (proces koji nije pod kontrolom)
Pretpostavimo da je g=1.2, tj. povecanje koli¢ine Kkatalizatora za 1 jedinicu
prouzrokuje povecanje molekulske mase za 1.2 jedinice. PodeSeni proces onda ima sledeci

oblik:

Y, —2000 =N, , +1.2X, (6.1.7)
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Smetnju N,,, ¢emo prognozirati pomoéu EWMA prognoze za A=0.2° Ta prognoza za
jedan korak unapred je

I\Alt(l) = I\Altfl(l) +let71(1) = I\Altfl(l) + O'Z(Nt - I\Altfl(l))

. . (6.1.8)
=0.2N, +0.8N, (1) = 0.2(Y, —2000) + 0.8N, , (1)
Podesavanje koli¢ine katalizatora dato je sledeCcom jednacinom
A
X, — X, =——(Y,—2000)
£1J (6.1.9)
=3 (Y, —2000)

Na slici 6.1.2 prikazane su vrednosti molekulske mase nakon podeSavanja koli¢ine
katalizatora. Uzoracka sredina sada iznosi 2001, a uzoracko standardno odstupanje 10.35. Na
taj nacin je varijabilnost procesa smanjena skoro za 50%.

2030
2020

AN IS I Iy I A |
15 9131721252933374145495357616569737781 85899357

Slika 6.1.2. Vrednosti molekulske mase nakon podesavanja

Na slici 6.1.3 prikazane su vrednosti na koje je podesavana koli¢ina katalizatora u svakom
trenutku da bi se proces odrzao blizu ciljane vrednosti.

® Optimalna vrednost za A je ona koja minimizira sumu kvadrata gresaka prognoze. U praksi se najéedée koriste
vrednosti izmedu 0.2 1 0.4.
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Slika 6.1.3. Vrednosti koli¢ine katalizatora

6.2. Karte podeSavanja povratnom spregom

|
13172125203337414549535761606873 778185809397

Sema pode$avanja povratnom spregom moze da se implementira tako da se

podesavanja vrSe automatski.

To obi¢no ukljuéuje kombinaciju senzora i mernih

instrumenata, upotrebu kompjutera i pogona koji vrse podeSavanje promenljive X . Kada se
podeSavanje povratnom spregom vrsi na ovaj nacin onda je to automatska kontrola procesa.

U mnogim procesima, ovakva podesavanja mogu da se vrSe ru¢no. Osoblje koje vrsi
kontrolu procesa posmatra trenutno izlazno odstupanje od cilja, ra¢una iznos podes$avanja i

zatim postavlja X, na novu vrednost. Kada se podeSavanje vr$i na ovakav nacin onda

koristimo kartu ruénog podesavanja povratnom spregom.

Skala
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katalizatora
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Slika 6.2.1. Karta pode$avanja molekulske mase
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Na slici 6.2.1 prikazana je karta ru¢nog podeSavanja molekulske mase. Primetimo
takode da su na njoj prikazana uzastopna merenja koja bi se desila nakon podesavanja kao 1
da se pozadinska smetnja ne vidi na ovoj karti. Na njoj je prikazana jo$ jedna vertikalna skala
tzv. skala podeSavanja. Odstupanja na skali podeSavanja su takva da je jedna jedinica
podesavanja jednaka Sest jedinica molekulske mase.

Ovakve karte podesavanja su veoma lake za koriS¢enje. Na primer, vrednost
molekulske mase Y, =2006 je 6 jedinica iznad cilja T =2000, tj. ¢, =6 i odgovarajuca

vrednost na skali podeSavanja je —1. To znaci da koli¢ina katalizatora treba da se smanji za
jednu jedinicu. Slede¢e posmatranje Y, =1997 je 3 jedinice ispod cilja, tj. &,=3 i
odgovarajuca vrednost na skali podeSavanja je 0.5 Sto znaci da koli¢ina katalizatora treba da
se poveca za 0.5 jedinica.

6.3. Modifikacije karte podeSavanja povratnom spregom

Seme kontrole povratnom spregom Kkoje su prethodno opisane zahtevaju da se
podesavanje vr$i nakon svakog posmatranja. U hemijskoj i procesnoj industriji to 1 nije veliki
problem jer se podeSavanja vrSe automatski 1 troSkovi tog podeSavanja su obi¢no zanemarljivi
u odnosu na troSak koji bi nastao da proces nije pod kontrolom. Medutim, problem se javlja
kada se moraju uzeti u obzir troSkovi kao 1 sam tip podeSavanja. Na primer, u industriji za
proizvodnju delova moze biti neophodno da se proces proizvodnje zaustavi da bi se izvrsilo
podesavanje. Zbog toga se javlja potreba za modifikovanjem procedure kontrole sa ciljem da
se smanji broj neophodnih podesavanja.

Ovo se moZe posti¢i na nekoliko nacina. Jedan od najjednostavnijih je tzv. karta
podesavanja sa granicama gde se podeSavanje vr§i samo u periodima gde je EWMA
prognoza izvan granica datih sa £L . Grani¢ne linije se odreduju tako da minimiziraju ukupni
troSak uzimajuéi pri tome u obzir i troSkove podeSavanja i troSak koji bi nastao da nema
podesavanja. Njihova svrha nije da otkrije statisticki znacajno odstupanje od cilja.

Radi ilustracije posmatrajmo 50 vrednosti izlazne karakteristike Y, hemijskog procesa. Ove

vrednosti su izraZzene kao odstupanja od ciljane vrednosti T =0. Suma kvadrata odstupanja
od cilja je 21 468. Ulazna promenljiva koju podesavamo je X, inekaje g =0.8. Tada je

Y, -T =0.8X, (6.3.1)

Pretpostavimo da je L=10. To znaci da ¢emo podesavati proces samo u sluc¢aju kada
EWMA prognoza prede granice L =10 ili L=-10. EWMA prognoza (4 =0.2) kre¢e od
nule i prvi period kada prede granicu L =10 je period 4 (Slika 6.3.1). 1zlazno odstupanje od
cilja u periodu 4 je +29 1 odgovarajuc¢e podeSavanje iznosi
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X,— X, :—%(Y4—0)=—7.25 (6.3.2)

Odavde sledi da ¢emo ulaznu promenljivu X, u periodu 3 da promenimo za -7.25 jedinice.

Efekat ovog podesavanja ¢e se primetiti u slede¢em periodu 5. EWMA ¢e se resetovati na
nulu na kraju perioda 4 i procedura prognoziranja ¢e krenuti od pocetka. Sledece podesavanje
se javlja u periodu 7 i znosi -5.938 jedinice.

Primetimo da je izvrSeno samo pet podeSavanja za 50 posmatranja. Na slici 6.3.1
prikazane su izlazne promenljive pre i posle podeSavanja, odgovaraju¢a EWMA prognoza i
vrednosti podeSavanja procesa. Varijabilnost procesa je znatno smanjena, suma kvadrata
odstupanja od cilja je 9780 §to predstavlja smanjenje od preko 50% .

50 -12
% Nepodefenizlaz -11
A0 PodeZen irlaz -10
—o— EWMA -9
Podesavanje procesa -8
30
20
&,
g
L=+10 10 B
g
E:
0 &
o]
g
L=-10 -10 i
-20
-30
40
-50

1 6 11 16 21 26 31 36 41 46

Slika 6.3.1. Karta podeSavanja sa granicama. Zaokruzene EWMA tacke oznacavaju
tacke gde je izvrSeno podesavanje

Karte podeSavanja sa granicama su Cesto veoma dobra zamena za karte gde se
podesavanje vr$i nakon svakog posmatranja. Ovo obi¢no rezultuje malo manjim ucinkom
kada se uporedi sa Semama “stalnog podesavanja”, ali je to smanjenje obi¢no malo.

Druga modifikacija karte podeSavanja koja se srec¢e u praksi je karta podeSavanja sa
zaokruzivanjem (Slika 6.3.2). Skala podeSavanja je podeljena na 4 ili 5 zona iznad i ispod
centralne linije i svakoj od ovih zona odgovara podeSavanje za npr. %1 jedinicu, +2 jedinice,
itd. Vrednosti koje se nadu u centralnoj zoni nije potrebno podesavati. Ovakav tip karte se
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veoma lako primenjuje, jer su vrednosti podeSavanja graficki prikazane i nije potrebno vrsiti

bilo kakvo racunanje.

+2 T T T

T2 3 4 5 6 7 8 81011121314 1516 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Slika 6.3.2. Karta podeSavanja sa zaokruzivanjem

6.4. Modeliranje sistema povratne sprege

Nesto uopsteniji sistem kontrole povratnom spregom prikazan je na slici 6.4.1. Proces
je pogoden smetnjom 1 odsustvo kompenzatornog delovanja uzrokuje da izlazna veliCina
odstupa od ciljane vrednosti za iznos N,. Prema tome, N, je vremenska serija koja pokazuje
Sta bi se desilo na izlazu procesa kada se ne bi vrSila kontrola. U stvari, kompenzatorna
promenljiva X, (koli¢ina katalizatora u primeru 1) moze da se podesava i da se na taj nacin,

koliko je to moguce, ukloni smetnja. Promene u X ¢e pro¢i kroz proces i proizvesti u
trenutku t iznos kompenzacije )} na izlazu (koja se meri kao odstupanje od cilja). U meri u

kojoj ova kompenzacija )} ne uspe da otkloni smetnju N, postojace greska, ili odstupanje od
cilja & =Y,—T, koja je jednaka & =N, +);. Kontrolor je neko sredstvo (automatsko ili

ru¢no) koje sprovodi kontrolnu jednacinu i na taj na€in podeSava izlaznu veli¢inu procesa u
zavisnosti od sadasnjih 1 proslih greSaka.
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Slika 6.4.1. Sistem povratne sprege

Uredaj koji se koristi u procesnoj industriji naziva se proporcionalno-integralni-
diferencijalni (PID) regulator. Ovakav regulator obi¢no radi automatski i koristi kontinualna
merenja 1 podeSavanja. Ako je &, greSka na izlazu u trenutku t, onda kontrolno dejstvo moze

zavisiti od greSke, njenog integrala ili prvog izvoda greske po vremenu. PID regulator koristi
linearnu kombinaciju ova tri na¢ina kontrolnog dejstva i u trenutku t kontrolna jednacina ima
sledeci oblik:

X, = k0+kD%+kpgt +k,Jgtdt (6.4.1)
gde su k;, k, i k, konstante.

Cesto su u upotrebi samo jedan ili dva od ova tri nadina dejstva:
- ako je k, #0 (ky =0, k, =0), onda imamo integralnu kontrolu

-ako je k, #0 i k, #0(k, =0), onda imamo proporcionalno-integralnu (PI) kontrolu.

U prethodnom razmatranju dinamika procesa je predstavljena na slede¢i nacin:

N =9X, =9BX, (6.4.2)

t
Kontrolna jednacina X, =K, +K, Zgi predstavlja diskretnu analogiju integralne kontrole.
i=1

Uopsteno, diskretna analogija jednacine (6.4.1) je

t
X, =k, +kpVe, + ko, K, Zgi (6.4.3)

i=1
ili
X =X, —X, = kDVZe?t +KkoVe, +K g =Ce +C6 ,+CE (6.4.4)
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gde su c,, C, i ¢, odgovarajuce konstante. Kontrolne jednacine ovakvog tipa imaju veoma

znacajnu prakticnu primenu, posebno u hemijskoj i procesnoj industriji.

Na slikama 6.4.2 i 6.4.3 prikazane su autokorelacione funkcije za uzorak iz primera 1
pre i posle podeSavanja procesa, respektivno. Ocigledno je da je pre podeSavanja bila prisutna
jaka autokorelacija medu posmatranim vrednostima, a da su nakon podeSavanja izlazna
odstupanja od cilja nekorelisana. InZenjerski regulatori ne mogu uvek da eliminiSu
autokorelaciju. Na primer, moguce je da dinamika procesa nije dovoljno poznata da bi se
implementirao odgovarajuci regulator. Primetimo takode da inzenjerski regulatori zapravo
prebacuju varijabilnost sa jednog dela procesa (molekulska masa) na drugi (koli¢ina
katalizatora) i postoje procesi u kojima ovo nije prihvatljiva alternativa.

1.0 1.0
0.5 / 0.5
T Tk

0 0
0.5 \ -0.5
~1.0 -1.0

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Slika 6.4.2. Autokorelaciona funkcija uzorka Slika 6.4.3. Autokorelaciona funkcija uzorka

molekulske mase pre podesavanja molekulske mase nakon podesavanja

6.5. Modeli za smetnju i dinamiku procesa

Ovde ¢emo prikazati neke jednostavne modele za smetnju i dinamiku procesa, jer
efikasnost bilo kog sistema podeSavanja zavisi od njihove prirode.
Karakterizacija odgovarajuceg modela za smetnju pomocu variograma

Standardizovani variogram se definiSe kao odnos varijansi na slede¢i nacin:

_var[Ne, =N _V, (65.1)

G,=——tr 4
V&I‘[NM - Nt] 1

Za stacionarni proces je G, =(1-p,)/(1—p), gde je p autokorelaciona funkcija. Medutim,

variogram se moze koristiti i za karakterizaciju nestacionarnih procesa.
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U idealnom sluc¢aju kada bismo imali savrSeno stabilno stanje, smetnja bi mogla da se
modelira pomoc¢u belog Suma i odgovarajuci variogram G, bi bio nezavisan od m i jednak

1. Ali u stvarnosti proizvodne masine se habaju, dolazi do uticaja ljudskog faktora na rad, itd.
1 to sve utiCe na to da proces ponovo odstupi od cilja. Tako za smetnju koja nije pod
kontrolom mozemo da ocekujemo da ima monotono rastu¢i variogram. Kod linearnog
stacionarnog modela variogram G_ ¢e prvobitno da raste sa porastom M, ali ¢e nakon toga

imati asimptotsko ponasanje (Slika 6.5.1).

stacionarmi =047

_ — — Tamforegresiomi
’ _ nestacionarni
N A=03 DLjL
Gm

o bka e o (]
-

m

Slika 6.5.1. Teorijski variogrami za beli Sum, autoregresionu i IMA(0,1,1) vremensku seriju

Model kojim mozemo da aproksimiramo ponasanje sistema koji nije pod kontrolom i
Cija se entropija neprekidno povecava je sledeéi:

N, =b +2z (6.5.2)
gde smo pretpostavili da se smetnja sastoji iz dva dela, prolaznog b, i neprolaznog z, .

Prolazni deo b, zavisi samo od posmatranja u trenutku t i nezavisan je od posmatranja
u bilo kom drugom trenutku. Tipicni izvori ovakve smetnje su greske koje se javljaju

prilikom merenja ili uzimanja uzorka. Prolazni deo b, predstavljamo pomocu belog Suma ¢ija

je srednja vrednost 0 i disperzija o; .

Neprolazni deo z, predstavlja novine koje se s vremena na vreme jave u sistemu i koje

ostaju u njemu. Ovakve novine mogu da se jave iz viSe razloga, kao Sto su habanje, korozija,
ljudski faktor, itd. Svaki sistem je podlozan takvim uticajima i to neprekidno dovodi do
povecanja entropije sistema. Upravo ovakve neprolazne novine stvaraju nezeljeni signal koji
ho¢emo da uklonimo. Model kojim predstavljamo ovaj neprolazni deo ima variogram koji
linearno raste sa m. Specijalni slucaj takvog modela je IMA(0,1,1) model:

N,—N,,=a —6a_, (6.5.3)
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Kako za IMA model EWMA sa parametrom izravnavanja 6 obezbeduje
srednjekvadratnu prognozu sa greSkom prognoze €, ,(1) =a,, onda odgovarajuca diskretna

integralna kontrola (6.1.6) sa k, = —A/g prouzrokuje srednjekvadratnu kontrolu sa ¢, =a,.

Dinamika procesa
Kada smo razmatrali Semu integralne kontrole jednacine (6.1.6) pretpostavili smo da ¢e

bilo koja promena ulazne promenljive sistema imati puni efekat na izlazu u jednom
vremenskom intervalu. Zbog toga smo pretpostavili da je dinamika procesa data jedna¢inom

¥ =9gBX, (6.5.4)

gde smo sa X,, oznacili fiksni nivo unosa X u vremenskom intervalu od t do t+1. Nesto

uopstenija pretpostavka je da se sistem moze opisati diferencnom jednac¢inom prvog reda

(1+&V)Y = gBX,, (6.5.5)
ili ekvivalentno
(1-6B)) =(1-5)gBX,, 1<s<1 (6.5.6)
gdeje &= % . U tom sluc¢aju u trenutku t+1 odstupanje od cilja nakon podeSavanja je
8t+l = Nt+1 + 3{+l (657)
tako da
1-0)g ~
- (1_5)3 X+ N (D)+e @) (6.5.8)

gde je Nt(l) prognoza za N,,, u trenutku t sa greskom prognoze e, (1).

Koriste¢i prethodnu jednacinu dobijamo da je

1-6B
(1-5)9

X=X =% == [Nt(l) - Nt—l(l):| (6.5.9)

i odstupanje &, od cilja je jednako gresci prognoze €,(1) . Tako opet zamenjujemo

odstupanje N,,, sa greskom njegove prognoze. Specijalno, ako je N,(1) EWMA prognoza sa
parametrom izravnavanja €, A =1-6 onda koriste¢i jednac¢inu (6.1.3) dobijamo

(1 _ _A(1-6B)  A(1-8)+AV
X =(1-B)X, = (o) % (io)g ° (6.5.10)
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Konacno, ako N, moze da se reprezentuje IMA(0,1,1) procesom sa parametrom &, onda je

& =@, 1 ovo podeSavanje doprinosi srednjekvadratnoj kontroli. Nakon sumiranja jednacina
(6.5.10) dobijamo

t
X, =k, +Koe +k D& (6.5.11)
i=1
u kojoj je
Ko :-ig i k= A (6.5.12)
g g

Kontrolna jednacina (6.5.11) dovodi do diskretne analogije neprekidne Pl kontrole koju smo
ranije spominjali. Jednacina podeSavanja koja odgovara diskretnoj integralnoj kontroli je

X =Cé& c, =Kk, (6.5.13)
a za Pl kontrolu
X =Cé& +C& , ¢ =k +k, i c,=—K. (6.5.14)

Na osnovu prethodne dve jednacine vidimo da podeSavanje x, linearno zavisi od poslednje,
odnosno od poslednje dve greske, respektivno.

6.6. Uopstena Sema kontrole povratnom spregom

Ovde ¢emo da izvedemo kontrolnu Semu za uopstenije modele za smetnju 1 dinamiku
procesa. Pretpostavimo da je serija podeSavanja ulazne promenljive X, koju menjamo

reprezentovana dinami¢kom funkcijom prenosa
) =L"(B)L,(B)B""X,, (6.6.1)
gde su L (B) i L,(B) polinomi od B. Ova relacija dozvoljava da se javi f perioda Cistog

mrtvog vremena tj. kasnjenja pre nego Sto promena ulazne veli€ine izazove promenu izlazne
veli¢ine. Pretpostavimo jo§ da je smetnja procesa tj. Sum N, predstavljen linearnim

stohastickim ARIMA modelom koji se definiSe na sledec¢i nacin

N, = ¢ (B)8(B)a, {HiwiBijat (66.2)
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gde je a, beli Sum. Onda greska na izlazu &, =Y,,,;,,—T U trenutku t+ f +1 moze biti

zapisana kao
gt+f+1 = ){+f+l + Nt+f+1 = Lll(B) LZ(B)Xt+ + Nt+f+1 (663)

Uticaj smetnje u trenutku t+ f +1 bi mogao da se ukloni ako bismo X,, postavili da bude
X,, =-L(B)L'(B)N,,;,,, ali kako je f +1 pozitivno to nije moguée. Umesto toga mozemo

da smetnju N zamenimo njenom optimalnom prognozom N, (f +1) u trenutku t i da na

t+f+1

taj nacin dobijemo kontrolu sa minimalnom srednjekvadratnom greskom. Dobijamo

N, ., =N(f +1)+e(f +1) (6.6.4)

t+f+1

gde su N,(f +1) prognoza u trenutku t i e (f +1) greska te prognoze za f +1 Kkoraka
unapred. Sum N, je nepoznat u trenutku t, ali se njegova srednjekvadratna prognoza

mozZe izvesti na osnovu niza posmatranih greSaka &,¢, ,,¢, ,,... Odatle sledi da ¢e kontrolna
jednacina

X, =—L(B)L (BN (f +1) (6.6.5)

u trenutku t+ f +1 da proizvede takvu vrednost izlazne promenljive koja ¢e da otkloni
prognoziranu vrednost Suma za f +1 koraka unapred i greSka na izlazu ¢e biti greska
prognozetj. &, =¢(f +1).

Kontrolnu jednacinu mozemo napisati koriste¢i niz gresaka &, tj.
=6 y(f+D)=a +ya,+..+yia_ =L,(B)a (6.6.6)

N(F+D) =@+ 08+ = L(B)a, (6.6.7)

gde su polinomi L,(B) i L,(B) odredeni modelom za sum N, =¢*(B)&(B)a, = (B)a, .
1z jednacina (6.6.6) i (6.6.7) sledi da je

N, (f +1) = L,(B)L;*(B)s, (6.6.8)
Na osnovu toga dobijamo jednacinu srednjekvadratne kontrole povratnom spregom

__LBLE) (6.6.9)
Y L(B)L(B) " o

Odavde sledi da podesavanje X, = X,, —X,,, utrenutku t iznosi
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_LBL(BA-B)

L(B)L,(B) (6.6.10)

Xt:

6.7. Kontrola unapred

Pretpostavimo da su Y,, u,, X, i N, odstupanja od referentnih vrednosti koje su takve

da ako bi se uslovi u=0, X =0 i N =0 neprekidno odrzavali onda bi proces bio u
ravnoteznom stanju i izlazna veli¢ina procesa bi bila jednaka ciljanoj vrednosti tj. Y =0.
Pretpostavimo da je model funkcije prenosa koji povezuje posmatranu ulaznu smetnju u,

koju ne mozemo da kontroliSemo i izlaznu promenljivu Y, dat jednac¢inom
), =67 (B)w(B)B"y, (6.7.1)

Promene u X ce se desiti u trenucima t, t—1, t—2,... odmah nakon $to su posmatranja U,
U s U,_,,... zabelezena. Vrednost za X u intervalu izmedu t i t+1 oznaavamo sa X, . Za

ovakav pulsni unos pretpostavljamo da je model funkcije prenosa koji povezuje promenljivu
koju menjamo X, i izlaznu veli¢inu Y, dat sa

X =L (B)L,(B)B™X,, (6.7.2)

gde su L (B) i L,(B) polinomi od B. Ako ne bi bilo kontrole (tj. ako je X, =0 fiksirano)
onda bi ukupno odstupanje &, =Y, —T od cilja T =0 na izlazu procesa bilo

& =0"'(B)w(B)u,_, + N, (6.7.3)
Ocigledno je da je mogucée da se nadoknadi efekat merenih delova ukupne smetnje tako Sto
¢emo podesavati X, . Sada u trenutku t imamo
1. ukupni efekat ulazne smetnje u je
5(B)w(B)u,, (6.7.4)

2. ukupni efekat kompenzacije X je

L (B)L(B)X, . (6.7.5)
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I pretpostavljamo da je efekat ulaznih uticaja u i X na izlaznu veli¢inu Y aditivan. Onda ¢e
efekat posmatrane ulazne smetnje u biti otklonjen ako stavimo da je

L' (B)L,(B)X, (4, =—6 ' (B)a(B)u,, (6.7.6)
Zbog toga, kontrolno delovanje u trenutku t treba da je takvo da
L'(B)L,(B)X,, = _571(B)w(8)ut—(b—f—1) (6.7.7)

Slucaj I: b> f +1

U trenutku t vrednosti u,,,, U, ... SU nepoznate. Zato kontrolno dejstvo (6.7.7) moze da se
realizuje samo ako je b— f —1>0. U tom slu¢aju u trenutku t promenljivu X koju menjamo
postavljamo na vrednost

__L(Bo®) 6.78)
" LB -

Odnosno, veli¢ina promena u X koju ¢emo izvrsiti odmah nakon $to je posmatranje U,

dostupno je sledece

X = XH - X171+ = _%(ut(bfn - ut—l—(b—f—l)) (6-7-9)

Slucaj 2: b< f +1

Moze se desiti da je f+1>b. To zna¢i da posmatrana ulazna smetnja dode do izlaza pre
nego Sto kompenzatorno delovanje stupi na snagu. U ovom slucaju kontrolno delovanje dato
jednacinom (6.7.8) ne moze da se realizuje zato Sto u trenutku t relevantna vrednost u,, (.,

ulazne smetnje jo§ uvek nije dostupna. Ovakve situacije bi trebalo izbegavati npr. tako Sto
¢emo uzeti neku drugu kompenzatornu promenljivu koja brze deluje. Ipak, ponekad takva
mogucénost ne postoji.

Predstavimo u/ = 5 (B)w(B)u, linearnim modelom

= [1+ Zwi’Bi]at (6.7.10)
i=1

gde je «, beli Sum ¢&ija je srednja vrednost nula i disperzija o2. Tada je
U, ¢ap =0/ (fF+1-b)+e/(f +1-b) (6.7.11)

Greska prognoze data je slede¢im izrazom
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e(f +1-D) =t 1y + WA 1o+ VO (6.7.12)

Sada desnu stranu jednacine (6.7.8) mozemo da napiSemo u obliku
—L,(B)L,'(B)u/(f +1-b)—L (B)L,'(B)e/(f +1-b) (6.7.13)

Greska prognoze €/(f +1—b) je funkcija nekorelisanih slu¢ajnih veli¢ina ¢, (h>1) koje se
jos§ uvek nisu desile u trenutku t i koje su nekorelisane sa bilo kojom promenljivom koja je
poznata u trenutku t (i zbog toga se ¢,,, ne moze prognozirati). Odatle sledi da se optimalno

kontrolno dejstvo u smislu minimizacije srednjekvadratne greske postize ako X postavimo
tako da je

__L(B) . _
= Lz(B)ut(f+1 b) (6.7.14)

odnosno, veli¢ina promene u trenutku t je

X, -X . =-0B) s by (f +1-bY) (6.7.15)

Xt t+ t-1+ L2 (B)

U odstupanju ¢, od cilja javlja se dodatna komponenta (nemerljiva smetnja N,) tj. dobija se
daje
&=N,+e_; (f+1-b) (6.7.16)

Ako je wulazna smetnja data modelom ¢,(B)u, =6,(B)e, , onda se model za

u/ =5 (B)w(B)u, moZe napisati u slede¢em obliku:
AL (B =0 (B)a; (6.7.17)

gde je ¢;(B)=¢,(B)o(B) i g,(B) =6,(B)(B).

6.8. Kontrola unapred sa viSestrukim ulaznim smetnjama

Jedna¢inu kontrole unapred mozemo da izvedemo i u slucaju kada posmatramo
nekoliko aditivnih ulaznih smetnji u,, u,,..., u, . Pretpostavimo da je efekat svih ulaznih

smetnji dat jedna¢inom
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N=>5"(B)w,(B)B"u;, => B, (6.8.1)
j=1 j=1

gde je uj, =5J.‘1(B)coj(B)uj,t i, kao i ranije, model funkcije prenosa je
X =L (B)L,(B)B™X,, (6.8.2)

Koriste¢i isti postupak kao u slucaju jedne ulazne smetnje dobijamo trazeno kontrolno
dejstvo tj. u trenutku t veli¢ina promene u X izNnosi

XI :_Ll(B)Lgl(B)Z(u;,HHl—bj _u},t+f—bj) (683)
i1
, , u;,t+f+l—bj _u;,uf—bj f +1_bj <0
(uj,t+f+1—bj _uj,t+f—bj): ar . (6.8.4)
ai (f +1-b;)-0; ,(f +1-b;) f+1-b,;>0

Ako je N, nemerljiva smetnja, onda ¢e odstupanje od ciljane izlazne vrednosti biti
=N+ €&, (f+1-b)) (6.8.5)
j=1

gde je €], ,(f +1-b;)=0 ako je f+1-b; <0, a ako je f+1-b; >0 onda je to greska

prognoze koja odgovara j -toj ulaznoj veli€ini U, .

S jedne strane, kontrola unapred nam omogucava da brzo delujemo i da na taj nacin
otklonimo efekte ulaznih smetnji i ako je f +1-b; <0 da u potpunosti predvidimo takve
smetnje, bar u teoriji. S druge strane, da bismo koristili ovakav tip kontrole moramo biti u
mogucénosti da merimo smetnje i da dobro poznajemo (ili bar da mozemo dobro da ocenimo)
vezu izmedu svake ulazne smetnje 1 izlazne veli€ine procesa. Ipak, u praksi nikad ne moZzemo
meriti sve smetnje koje utiCu na sistem. Smetnje koje ostanu u sistemu tj. na koje nije uticala
kontrola unapred oznacili smo sa N, i one naravno mogu da povecaju izlaznu varijansu
sistema ili da izazovu da proces odluta od cilja. Da bismo izbegli ovakvu situaciju uvodimo
kombinovanu kontrolu.

43



6.9. Kombinovana kontrola

Kombinovana kontrola omoguéava da se ulazne smetnje koje mozemo da
identifikujemo eliminiSu kontrolom unapred, a da se smetnja koja je nakon toga ostala u
sistemu smanji kori§¢enjem kontrole povratnom spregom.

Posmatrajmo sistem na koji utice m ulaznih smetnji u,, u,,..., U, koje mozemo

identifikovati. Pretpostavimo kao i do sada da je kombinovani efekat na izlazu procesa svih
ulaznih smetnji i kompenzatorne ulazne promenljive X, aditivan. Ozna¢imo sa N

neidentifikovanu smetnju i pretpostavimo da se uvecani sum N, sastoji od N, i dela smetnje

koja ne moze biti prognozirana u trenutku t. Koriste¢i jednacinu (6.8.5) dobijamo

N, = Nt!+ze;,t—f—1(f +1-b;) (6.9.1)
j=1
gde je €], ;,(f+1-b;)=0 ako je f+1-b;<0. Ako pretpostavimo da se N, moze

reprezentovati linearnim stohastickim procesom, onda se veza izmedu prognoze Suma i
greske prognoze moze napisati u slede¢em obliku

L(B)2-B)
YORE N, (f +1)— N, (f +1) (6.9.2)

gde & =e_,(f +1)=N,—N_,,(f +1).

Analognim postupkom kao i ranije dolazimo do optimalnog kontrolnog dejstva koje
minimizira srednjekvadratnu grSku na izlazu procesa

__L®B) U’ L,(B)1-B)
- L (B) {Z( jit+ f+1-D; jt+f—bj)+ L4(B) gt} (693)

gde je (Ujifan —Ujrs,) Kao u (6.8.4). Prvi ¢lan u kontrolnoj jednadini (6.9.3) je

kompenzacija kontrolom unapred, a drugi ¢lan kontrolom pomocu povratne sprege.
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Zakljucak

U ovom radu razmotreni su osnovni principi statisticke kontrole procesa kao i
sekvencijalni test koli¢nika verodostojnosti koji moze biti primenjen u kontroli kvaliteta.
Uvedeni su osnovni pojmovi vremenskih serija i prikazani neki modeli kojima se mogu
modelirati smetnje i dinamika industrijskih procesa. Nakon toga prikazani su razli¢iti sistemi
podesavanja procesa.

Koris¢enjem gore navedenih metoda omoguéeno je detektovanje i uklanjanje razlicitih

uzroka varijacije koji se javljaju u procesu, sto doprinosi stabilnosti procesa a samim tim i
poboljsanju kvaliteta.
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