UNIVERZITET U BEOGRADU

DJORDJIE DUGOSIJA

FRII0C TEORIJAMA SEMIINFINITNOG I VISEKRITERIJUMSKOG
PROGRAMIRANJA

-doktorska disertaci ja-

PBHGBA L T U ARNSA ?ﬂF?ﬂ::ET!HF PAAA ’
IA MATZMATSCY, HMEXANHKY H ACTPOHOMUD)
PUBABAOCGTERRA

Bpoj: ‘DC’M *'437"4
Ravyw: A6, 4o 1986 .

Beograd, juna 1986




Mojoj nesrecnoj majeci

SENOERHA Dpr RI3ARMIA YAPYINENOT P

SA MATEMATHKY, MEXAMUKY H ACTPOHOMRIY
busiaiaBaoTE KA

Bpoj:

S L

——

Aatyu: _

e —

___—-l“._




1. UVOD

Ovaj rad sadr2i priloge iz dve aktuelne oblasti matemati-
ckog programiranja,teorije semiinfinitnog programiranja
(glave 2-7) i teorije videkriterijumskog programiranja
(glave 8-11).

U teoriji semiinfinitnog programiranja razmatraju se pro-
blemi optimizacije kod kojih se promenljiva nalazi u konadno-
dimenzionom Euklidskom prostoru ali je prisutno beskonacno
mnogo ogranicenja.Takvi se problemi javljaju bilo neposredno
pri matematickom modeliranju raznih po java-procesa,bilo kao
transformisani oblik ili aprokeimacija drugih matematicdkih
zadataka.Na primer,slededi problem ima matematidki model u
formi zadatka semiinfinitnog programiranja:

problem kontrelisania zagadjenja vazduha (Gustafson 1972)

Data je oblast S u ravni u kojoj treba da se garantuje odredje-—
ni kvalitet vazduha.Data je funkeija v na S koja Zadaje

gornju granicu zagadjenja vazduha u datoj tadki iz S,koja

nije stetna po zdravlja.Date su takod je funkecije u; ,i=1,..,n
ko je pokazuju koliko zagad jivacd i doprinosi zagadjenosti vazdu-
ha u tacdki iz S.Pitanje jeskoliko puta treba svaki zagad jivac
da umanjl svoju funkeiju zagad jivanja pa da ukupno zagad jenje

u svakoj tackiizS ne predje dozvoljenu gorniju granicu a da

pri tom sve 1o najmanje ko8ta(poznato je da se smanjenje
ostvaruje izmenom proiz?odnih planova ,ugradnjom dodatnih

filtera 1 drugim postupcima koji donose trosak), Hatematidiki

model glasi: (min) f(x > oo 3 X_ )
n 1 n
p.o. 2 xiui(s) < v(s) , za svako se S

1=1

mnoo.




gde je sa f oznacdena funkeija troskova .
Kao primer matematickog zadatka koji se svodi na .roblem
semiinfinitnog programiranja navodimo

v
vroblem linearne Cebisevljeve aproksimacije

Date su neprekidne funkecije £, Vi3 eV, D& kompaktu K C RY,

Odrediti konstante c,,..,c, za koje se dostiZe

(min) max fj £(x)- Z civi(x)l
x i

Problem je o€igledno ekvivalentan sa problemom linearnog
semiinfinitnog programiranja
(min) ¥y

P.O. v+ Z_civi(x) =z f(x) , xeX
i

y- 2 c.v.(x) 2 -f(x) , x€K
Tl

laxo je problem semiinfinitnog programiranja na izgled
specljalan,kuriozotetno je da se svaki problem minimizaei je
svodi nua problem linearnog semiinfinitnog programiranja.
Zaista,problem (min) f(x) ,p.o. x €X ekvivalentan je sa

(max) ¥y , po. y=f(x) ,za svako xe X.

Semiinfinitno programiranje je novija matematicdka oblast
koja se intezivno razvija .Smatra se¢ da je podela radovima
Charnesa,Coopera,Kortaneka (1962),Duffin-g i Karlowitza (1965),
Pdenicnog (1969) i drugih ,premda je i ranije bilo radova iz
ove problematike(npr.Fritz Fohn 1948 ).U podetku su razradji-
vanl uslovi optimalnosti i dualnosti za linearan i konveksan
problem a kasnije i metode za reﬁhvanje (vidi[52],[5}),para-
metarska optimizaci ja ([19]) i dr,

Frilozi teoriji semiinfinitnog prograniranja ragsporedjeni

su po glavama na slededi nadin:
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U drugoj glavi dokazan je bazicdan rezultat u teoriji

beskonadnih sistema linearnih nejednadina  koji predstavlja

wopStenje klasidnih teorema Farkasa( t.1.1.)i Haar-a(t.1.2.)

Rezultat je saopSten u prolece 1981 na seminaru iz primenjene
matematike pri Matematickom institutu SANU .Slicni rezultati

su se pojavili i kod drugih autora(vidi [43} ,[57],[94] y [96] ),

Ovaj se rezultat koristi u kasnijim glavama,

Jednz od glavnih osobenostl problema semiinfinitnog progra-
miranja je postojanje,u mnogim sludajevima,konaénog podprogra-
me  ekvivalentnog sz celim programom.U linearnom slucaju to
se dogadja akko dopustivi skup ima zatvoren karakteristidni
konus odnosno ako je tipa F-M (Farkas-Minkowski).Naziv je

uvela grupa Spanskih matematicara ([45%[4{],[ﬁ5]).U'glavizj

razmatrano je pitanje "geometrije" skupova tipa ¥-l,specijalno
pitanje njihove dimenzije.Pokazano je (t.3.11) da vrede iste
fornule koje su vredele za poliedarske skupove tj.skupove zada-
ney&onaéhim brojem linearnih ogranicdenja.Regultat je inade
ranije dokazan i za jednu uzu klasu tzv. normalno reprezento-

vanih beskonacnih sistema ([33]).

U glavi 4 daju se primalna i dualna kargkterizacija opti-

1.alnog resenja problemﬁ linearnog semiinfinitnog programiranja,
Dobljenl rezultati su uglavnom poznati.Nova je jedino veza
izmed ju dve dualne karakterizacije ( (2) i (3)) ostvarena

pomocu leme 4.4 (tj. ne izlazecdi iz duala),.

U glavi o razmatran je problem konveksnog seniinfinitnog
programiranja.Na bazi linearizacija dopustivog skupa dobijens
je karakterizacija optimalnosti(+t.5.3) koja Jini teorijsku

osnovu za dalje analize, Pokazano je da su usimptotski uslovi
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ruhn-Tucker-a (t.5.4) dovoljni za optimalnost neke dopustive
tadke.Taj je rezultat poznat 1z [10] samo je owvie dokaz druk-
Jiii,izveden bez vradanja u primalni problem.Fotom je istrazi-
vano pitanje neophodnosti Kuhn-Tucker-ovih uslova.Dokazano je
jedno poboljSanje rezultata iz [69] (£.5.6),8ija je sustina

u tome da se S:iater-ov uslov(standardna pretpostavka u teoriji)
ne mora zahtevati za ona linearna ogranidenja koja vec obrazu-
ju F~M sisten.

U glavi 6 razmatrano je pitanje dualnosti u konveksnom

semiinfinitnom programiranju.Razmatranc je specijalno pitanje
wode 1i se dualni jaz umanjiti sa proSirenjem duala? Pokazano
je (t.6.,12) da"prebrojivo" prosirenje duala ne menja dualni
jaz,tj.da su "prekrojivi® 1 standaracni dual uvek ekvivalentni,
Dokaz je dug i zahteva ditav niz iskaza u vezl sa afinim mino-
rantama za (konadne i beskonacdne)sume konveksnih funkeil ja,
Osnovn: rezultati su sadrZani u teoremama 6.6,6.7,1 korolaru
5.8(koji je uopStenje rezultata iz [99]1[]5}. Cela ova glava
pisana je prema radu autora "Lagrangian Duals and Affine Mino -
rants" primljenog za Stampu u J.0.T.A. Pitanje ekvivalencije
(neekvivalencije)drugih drala ,konstruisanih pomocu teorije
mere je daleko sloZenije i ostaje otvoreno,sem u slucaju
problera sa linearnim ogranicdenjima i duala koji koriste re-
gularne mere,za kKoje je pokazano da sum ekvivalentni standard-
nom dualu (t.6.13).

Glava T je posvecena pisanju stabilnosti kvazikonveksnog
semiinfinitnog programa u smislu Eremin-Astafiev-a 1z [37].
Osnovni rezulfati (¢+.7.8,%.7.9 1 t.7.11) daju dovoljne uslove
za stabilnost dime se uopsStavaju rezusati iz [37] i[ﬁé}.U

ovoj glavi je takodje razmatrana stabilnosi po vrednosti




programa 1 dati uslovi pri kojima stabilnost po vrednosti
povladi stabilnost programa(t.7.20).7ime je uopgten i korigo-
van jedan rezultat 1z [@10].

Drugi deo rada je posvecen nekim pitanjims visekriterijumske
optimizacije.Ova grana matematickog programiranja ima korene
u ekonomiji gder se pojavljuju problemi u kKojiima treba minimi-
zirati ne jednu nego vide funkecija cilja(kriterijuma).foliko
je ova oblast "mlada" najbolje svedoCi podatak da mnoge bazis-
na pitanja w njoj ,puvcevdi od koncepcije redenja pa do metoda
za njihovo odredjivanje, jo§ uvek nisu u potpunosti redena,

Teskoce oko koncepcije resenja su ovde prirodne, jer,najcdesce
nije mogucde jednovremeno minimizirati sve funkecije cilja.Jedna
0d najprihvatljivijih koncepeija reSenja potide odavno od ekono-
miste Pareta.TraZe se argumenti za koje se odgovarajucdi ishodi
ne mogu ni po jednom kriterijumu umanjiti a da pri tom ne poras-
te vrednost nekog drugog kriterijuma,Takvi se @argumenti zovu
Pareto redenja.Postoje naravno i druge koncepecije redenja. la
primer,ako se od datih kriterijuma formira nov kriterijum koji
ih sve zamenjuje i traZi minimum po tom kriterijumu,dobija se
tzv.kompromisno resenje.lNajdesce je kompromisni kriterijum
pozitivna kombinacija podetnih kriterijums a moze bitid i
sloZeniji.Koji ce se kompromisni kriterijum uzeti zavisi od
onog kKo donosi odluke a i od same pojave koja se modelira kao
problemn viSekriterijumske optimizacije.U nekim sludajevima
kriterijumi su poredjani po vaznosti,pa je koncepcija resenja
prirodna:prvo se minimizira najvazniji kriterijum,na skupu
njegovih optimalnih redenja sledecdi po vazZnosti kriterijum,itd.
Ka ovaj nacin se dobijaju  leksikografska resenja.

U _glavi 8 razmatrana je koncepcija resenja u manje jasno]




situaciji kad su neki kriterijumi uporedivi po vaznosti a
drugi to nisu.PredloZena koncepcija refenja(Def.8.2) se svodi
na Pareto redenje u sludaju potpune neuporedivosti kriteri juma
a na leksikografska refenja u slucaju potpune uporedivosti
kriterijuma.Potom je razmatrano pitanje karzkterizacije
ovakvih refenja(t.8.3) i njihove egzistencije (t.8.4).Formu-
lisana su i otvorena pitanja koja se tidu svojstava i izra-
dunavanja skupa svih ovakvih redenja.

U glavi 9 razmatran je problem definisanja,karakteriza-

cije i svojstava pribliZnih refenja u videkriterijumskom
programiranju.Uveden je pojam €& -slabog Pareto redenja kao
relaksacija pojma € -Pareto redemja i pokazano je da ovo
resenje postoji pri dosta blagim pretpostavkama o funkcijama
cilja(bez konveksnosti i diferencijabilnosti)kao i da vafi
generalisani princip Ekelanda(t.9.5),k0ji se moZe slobodno
interpretirati kao c¢injenica da u blizini svakog & -slabog
Pareto refemja,postoji od njega boljk(ne losij€) & -Pareto
resenje problema sa malo izmenjenim kriteri jumima.Potom su
razmatrane posledice ovog principa u slucdaju problema sa
diferencijabilnim funkecijama sa i bez ogranicdenja(t.9.11,
£,9.12,t.9.13).0va je glava pisana prema autorovom radu

" £ -weak Pareto solutions in multicriteria-optimization™®
saopsStenom na GAMM kongresu ,Dubrovnik aprila 1985.

U glavi 10 izlaZe se jedan nacin konstruisanjs duala za

problem konveksnog diferencijabilnog visekriterijumskog

programiranja,koji se u skalarnom slucdaju svodi na Frank-
Wolfe-ov dual.Razmatraju se analogonl slabe, jake 1 obrnute
dualnosti(t.10.3,t.10.4,t.10.7)Primetan je paralelizam ove

i teorije u skalarnom sludaju.
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U glavi 11 razmatra se problem linearnog vektorskog progra-

miranja i zavisnost skupe njegovin Pareto resenja od "prirod-
nog ’ parametra problema tj.od matrice cilja,matrice tehno-
1oskih koeficijenata i desne strane ogranicdenja.Uvodi se
(Def.11.10)pojam stabilnog problema prenoseci definiciju
stabilnosti iz glave 7 na viSekriterijumski slucaj i daje
tkonstruktivni” uslov stabilnosti(t.11.11)koji se u skalarnom
sludaju poklapa sa rezultatima glave 7.Pokazuje se rezultat
(t.11.14) da je skup svih stabilnih programa svuda gust u
klasi problema koji zadovoljavaju Slaterov uslov 1 ilmaju
kompaktan dopustivi skup i izlaZe jedan nacin regularizacije
nestabilnog problema sa malim izmenama matrice cilja,

Utvrdjuju se takodje potrebni i dovoljni uslovi pri koji-
ma je skup Pareto resenja problema linearne vektorske opti-
mizacije kompaktan i neprazan(t.11.6) kao i dovoljni uslovi
da se skup Pareto redenja poklapa sa skupam slabih Fareto
redenja(lema 11.13).Interesantan je takodje rezultat(t.11.5)
da se i u vektorskom linearnon programiranju optimalna
vrednost,ukoliko postoji,obavezno dostiZe u nekoj dopustivoj
tadki.Naravno,treba najpre adekvatno definisati pojam opti-
malne vrednosti u vektorskom sludaju(Def.11.4).0vaj rezultat
vukazuje na odredjenu dualnost u vektorskom linearnom progra-
miranju.

Oznake kXoje u radu koristimo su standardne.Ipak prilaZemo

spisak nekih oznaka koje u tekstu ne definisemo,
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implikacija,konjukelja,disjunkecija,ekvivalencl ja

negaclja




2.1

2. GERERALIZACIJA FARKASEVE I HAAROVE TEOREME

Jedan od kamena temeljaca teorije matematicdkog programi-
ranja je klasicna Farkasevsa lema[40]. Njome se opisuju li-
nearne homogene posledice konacdnog sistema linearnih homoge-
nih nejednadina, Postoje brojna uwopstenja ove leme.Ona se,
kao 1 sama lema,obiéno koriste za izvodjenje uslova optimal-
nosti u raznim problemima matematickog programiranja. U na-
Joj generalizaeiji opisuju se posledice beskonacdnog sistema
linearnih nejednadina koje;izraﬁhvaju*nenegativﬁost funkei je
oslonca nekog kompaktnog skupa iz Rn; Rezultat se primenjuje
u narednim glavama za dobijanje uslova optimalnosti u semi-
infinitnom programiranju, Napomenimo da je nad rezultat dobi-
jen nezavisno od mnogih autora koji su dobili slicdne rezulta-—
te (apr. [43],[57],[94], [06]).

feorema 2,1. Neka je K neprazan kompaktan skup u R® i

a: T - R preslikavanje iz 1zvesnog nepraznog skupa T u R
pri demu + = a, . Tada je nejednakost

max <k,x> = O (1)
ke X

posledica sistema

<at’x> =z 0 ,tel (2)

ako i samo ako je

convX N el cone {at: tET} £ @ (3)

Dokaz, Neka CeconvkK n el cone{at:te T}. Tada postoji niz
(cn), c, & cone {at:te:{[‘} takav da tedi ¢ kad n » o . Za
roizvol jno redenje x sistenms (2) vredi <Cp»X> 2 0,n=1,2,.. .

Prelaskom na limes dobljamo <c¢,x>»20 ,odakle sledi (1).
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pretpostavimo sada da ne vaZi (3).Tada se kompaktan skup
convk 1 konus clcone{at:t'e T} mogu strogo razdvoji-
ti pomocu lzvesne hiperravni tj. postoji c-eRn\{O} i reg-~
lan broj 4 takvi da je ,za ave keK i sve. xecone{at:tefﬂ}
(e,x> >d > {c,k> | | (4)
Odavde ,ZzZa x=0,s8ledl
<g,k» < d<£0 za 8ve kéK
odnosno v |

max <k,c$ <0 . . (5)
ke K

'S druge atrane, iz (4) sledi
<c,la> =4 za sve A20 i sve te€T
te mora biti
<a,,c>20 2za sve teT (6)

Iz (S)if(GJ) ‘gledi da (1) n_ije-*posledica od (2),kontradikeija.
 Time je teorema dokazana, ,i.
Klaai&a Farkaa-evé. lema se dobi ja hako je T konadan 2

K 'jednoelementni skup.Pri tom se zatvaranje konusa u (3)
moZe izostaviti jer je konus. generisan nad konaénim skupom
”zatvoren. |
| .Siedec"a teorema predstavlja uwopstenje Haar-ove teoreme
47] .
Teorema 2,2. Neka je dat mogud sistem

<a,x>=b, , tel (7)
pri' c?ému je T neprazan indeksni skup. Neka je K neprazan

xompaktan skup iz R® i v realan broj. Tada je nejednakost
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"sup<k,xy >V (8)
k€K

. posledica sistema (7) ako i samo ako

conv Kx{v} al clcone{(zt) £ e ,(_?\ } £ 9 .

Dokaz, DokaZimo,najpre,slededu lemu :
Tema é.zi Najédnakoat (8) je posledica sistema(7) ako i
samo ako je nejednakost

sup <k,x> > vy (9)
keX -

poaledica sistema

(10)

Dokaz leme, Neka je (9) posledica sistema (10) .DokaZimo

da proigzg}jpp reﬁénje-aisﬁemé‘(7).zadovoljava ne jednakost

(8).i;ista, (f) je redenje sistena (19) te vaZi (8),
_Pretpdstavimo sada da jefnejednakoét (8) posledica

moguceg sistema (7) i dokaZimo da proizvoljno redenje (;}

sistema (10)'zadovoljava nejednakost (9). Ako je y >0
onda je x/y redenje sistema (7) te vazi |

sup <k,x/y> =2 v | .
keX

odakle sledi (9). Pretpostavimo sada da je y=0.0znacdimo
sa x, proizvoljno redenje sistema (7). Kako su.(g) i'($o)
redenja sistema (10) &iji je skup svih redenja konveksan,

bide za svako s €(0,1)

-s(§]+ (1-3)(?0)




12 2.4

sx+(1-8)x

takodje redenje za (10).Pri tom je —=-5—=¢ redenje

gsistema (7) te. vredi
8x+(1-8)x

sup <k, -—1—_3——0 2

ke X

Odavde,zbog nejednakosti

sup <ax+(1-s)x k> ¢« 8 sup <x,k> + (1-8) sup <x_,k>

T

keK ~ kek keK

sledl

‘& sup <k,x> + (1-8)sup <k,x > > v(1-8)
keK ke K
odakle, prelaskom na limes kad 8 > 1-0 dobijamo (9). Time

je dokaz leme zavrsen,

S obzirom da se sistem (10) moZe napisati u obliku

(bt\ ( >>o ,-teT

_____ ()3 o

a nejednakoat (9) u obliku

'iuepé[ﬁ) L5> 20

teorema 2.2, sledi neposredno iz leme 2.3, i teoreme 2.1,.
U ap&cijalnom'sluééju za K = {c} teorema 2.2.8e svodi na
Koi*olar 2.4, ([57], [4*3]) Nejednakost <c¢,x> 2V Jje posledi-

ca mogudeg sistenma < 8.,X> ;bt , b €T ako 1 samo ako

(g) < ¢l cone{(%i] te T,(_? }

" Pitanje postojanja redenja beskonacnog sistema linearnih
nejednadina redava
- _Teorema 2,5, 'Sist_em(at,x) z2b.,tel jJe moguc ako i samo

?,kp (?) ¢ cl cone{(%ﬂ :t €T [ 91)} | ;11 )
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 Navedeni sistem je nemogu¢ ako i samo ako jJe y>0

teT a to

Dokaz,
posledica (mogﬁéeg) sistema <a,,x)+ bty?,O ’

da,saglasno korelaru 2.4, vaziti ako 1 samo ako ne vazi (11).
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3. SISTEMI LINEARNIH NEJEDNACINA TIPA FARKAS-MINKOWSKI

LY

Neka je |
X ={xGRn: <84 ,X> ;:z.bt , tET} | (1)

neprazan skup.

Definici ja 1 Konus C = eone{ (%t\ teT °? (__? )} se 2Zove
t

karakteristidni konus skupa X (odnosno sistema iz (1)),
Definicija 3,2, Skup X (odnosno sistem (1) linearnih neje-
dnadina) je tipa Farkas-Minkowski ,skraceno F-M ,ako je
karakteristiéni konus C skupa X zatvoren.

Sisteme linearnih ne jednadina tipa F-M uvela je grupa
Spanskih matematidara ( (43}, [4 4, (45)) i pokazala njihovu
vazZnu ulogu u teoriji semiinfinitnog programiranja. Iz ko-
rolara 2:_{._.“;-zliéposred.no se vidi osnovno svojstvo sistema
- linearnih nejednacina tipa F-M: svaka#"njegova linearna pos-
ledica,poal’edi-ca je 1 nekog njegovog konaé’nog podsistensa {43]
Teorema 3,6. Slededi uslovi su dovoljni da skup X dat sa (1)

bude tipa' F-M, :
(A) Postoji funkeija p:T - (0,m) takva da je skup

{ p(t) (%’2

i postoji xeR" takvo da je <a,,x> >0 2za sve tel.

) beT } kompaktan u go+1 (2)

(B) Vazi (2) i postoji x ¢RY takvo da je

<at,x> >bt Zza sve teT

(C) X£9 1 c.one{ (%ﬂ th}je zatvéren .

Dokaz. MoZe se nacdi npr.u [4'4],korolar Zelel,s8tr.2% .
 Primetimo da vaZi (4) 3 (B) (C) [ibidem,korolar 3.2.2.]




Cil_j ov'cig' bdeljka Je izvodjenje rezultata u vezi sa
dimenzi jom skupova tipa F-M, Dobijeni rezultati predstav-

ljaju uwopsStenja poznatih teorema o dimenziji skupa X pred-

stavl jenog sistemom lin'aarnih nejednading aemikova [27]
u sluea;ju konacénog i Eckhardt-a [33] -u sludzaju beskonacnog

s:.stema U tu svrhu wedlmo,nagpre,neke po jmove,

Definieiia 3,3, Konus K (iz R®) je zaoftren akko KN _K ={0}
e:f:.nieiaa. 5,_4,_, Konveksan konus K iz R® ima bazu B ako je

B neprazan konveksan podskup od K koji ne sadrZi nulu takav
da svaki x€ K\{0}ima jedinatvenu reprezentaciju oblika pb
pri €emu je beBi p>0 . |
Lema 3,7. Neka je K netrivijalan konveksan zatvoren i zgo-
~ dtren konus u R%,Tada K ima kompaktnu bazu i post.o;ji';;f_c-eK
takav da je |
T <e,k> > 0' za Sve ke K\ {0} | | (3)

- Dokaz, Heka je S —{xeR 3 <x,x>- 1} i1 A= conv(EKEnS) .,
| Tada Je A neprazan kompakt.l]okaﬂ'imo da O¢A ., U suprotnom ’
postojal;ﬁi bi_ pozitivni Bra‘jevi PiresesDy sa p1+.';.+p =1
i vektori k1 ,...,km iz K sa duZinama jednakinm 1,takvi da

fde. pkteapk =0 .
" Prd tom je m>1 te vektor
k = p1k1 = 'sz.?""'"Pmkm
pripada EnN(-K) 1 k # 0 , Sto je kontradikeija. Stoga,
O¢4 , '

~ Neka je e prokjekc':ija nule na A (tj. tadka skupa A najbliZa
ta&ki_O).Pcznato je (teorema o striktnoj separaciji tadke
od. konveksnog skupa) da je <'c,k> >0 2a sve ke A ,Sto0

povliaci (3) . Lako se da proveriti da je




B = {ke'K i <ckd> = 1}
baze konusa K.Pokadimo jod kompaktnost baze B.Dovoljno je

pokazati ogranlcenost skupa B, jer je B zatvoren skup.Pret-

postavimo da postoji niz (kn) k €B takav da k, oo

kad n > ® . Niz (k, /|| k, i) je ogranicden te ima kKonvergen-

tan podniz _Ne. umanjujuci opStost,pretpostavimo da ovaj niz

L.ra ka k .Zbog zatvorenosti konusa KX, k pripada K\{O}.

konverg:

Prelaskom na limes ,iz relacije

| < &k o Wk W D> = 1/ 0k W
dobi jamo tada kontradikediju
o .

|

< crko ?
Time je& lema dokazana.,

Neks je X neprazan skup tipa F-M zadan sa formulom (1).

Oznadime

T

T :={t €T :<é.£,x>= bt za gve xex} .

. Teorema 3.8, Uz navedene pretpostavke sistem
<BLX>>by , te AN

ima redenja.

Dokaz. Oznadimo sa U najvedi podprostor sadrzZzan u karakteris-

tidnom konusu C skupa X a sa V njegovu ortogonalnu dopunu.
Pokaimo,najpre,da

(%)eU ako i samo ako<a,x)>= b za sve x€X  (4).
Zalsta,ako (%) e U, zbog UcC i korolara 2.4.,vazi
ca,x>32b za sve x€X.Kako i (] eU vadi takodje

<=8,X> > —b,dakle <a,x>'= b.Time je "samo ako" deo dokazan,
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Pretpostavimo sada da je <a,x> = b za sve x eX, Tada su

<a,x>2b 1i¢-a,x>z-b posledice sistema (1).0tuda (%)

i (:%) pripadaju elC=C te (%)ECF\(-C) = U .Time je
dokazano (4). Neka je K = CnV, Tada je K konveksan zat-
voren i zaodtren konus i C je direktan zbir od U i K. Da
je X 1 iletrivijaian sledi iz &'injenice— da _(1}) ne pripada’
U a pripada konusu C, Ako bi,naime, (21) pripadalo U onda
?) pripadalo C,8%0 je nemoguce, jer je X neprazan skup.
Prema lemi 3.7.,konus X ima kompakinu bazu B i postc;ji

(y )e K takav da je
0

: <a,x0> + byO > 0 za sve (%]e KN\ {0} (5)

Tadka (_(1)) iz C moZe se na jednoznadan nadin napisati kao

zbir neke tacke ( 1) iz U i neke ta&'ke (b) iz XK 1 pri tom
( )15 0 _ . Zbog (5) tada vail |

<O,X )y =y, =<8y ,X> +b Y+ <8,X, > +by, =<a,x > +by >0,

S

dakle 'yo< 0. Oznacéimo =x_= xo/(—yo) i dokaZimo. da x_ € X,
Za proizvoljno t €T, razlaZudi |

(t) u.~+v , uel, vek o (6)

i akalarno mnoz'ecl sa (§o) ¢ X dobili bi

< 84rX> 4byy, =<V, ({o)y >0 )

Yo
odakle slédi,deobom sa -yo; <ag,x. > ;bt . Stoga xse}{.

O

Zbog (4), za teT\ T Dbide u razlaganju (6) odgovaraju-
de v razlidito od O pa cde u (7) vaZiti stroga nejednakost,

To zna€i da je X,

refenje sistema iz teoreme 3.8,
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Slpdgdﬁ-lqﬁa'pokazuje detalje odnosa zatvorenog konusa ge-
nerisanog skupom A 1 njegovog najvecdeg podprostora.
Lema 3,9 Neka je C zatvoren konus u R® generisan skupom
A 1 U najvedi podpromtor sadrZan u C . Tada je U ili trivi-
jalan ili ima bazu sastavljenu od elemenata skupa A.
Dokaz. Kao u dokazu prethodne teoreme vazi C =U@®ZK gde
jé' K =7VnC ,pri demu je V ortogonalna dopuna prostora U a
K '.Je.: konveksan zatvoren i zaostren konus. Uz to postoji
ac€K tako da jJe

<c,x> 20 za sve x€C | (7)
(u sludaju da jé K netrivijalan uzeti ¢ iz (3),inade c=0)
U (7) jednakost vredi ako i samo ako x €U,Pretpostavimo da
U nije trivijalan prostor.Tada postoji uelU oblika

u= P1a1+¢|-+Pma za neke &1_,-.-’am iz A i P:]’-.-c’pm> 0-

m
Kako je . -
mora bitl <c,a4> = ... =<c,a >=0 ‘te a,l,...,ameU.

Time je pokazano da skup W = {a.e'.& 1 L CaD = 0} nije prazan
a lako se vidi da je U = spanW¥W ,Maksimalan linearno nezavis-
_ni' podskup od W je onda baza za U.Time je lema dokazana. |

Koristedi izvedenu lemu moZemo preciznije okarakterisati
najvedi podprostor U sadrZan u karekteristicnom konusu C
&kupa 'I:ipa. F-M :

- a,\. =

Teorems 3,10. - U= span { (b:z). te1=}

_Dokaz., Iz (4) sledi apa.n{~ (.an't] st eT=} cy , frema
| £ | -

 lemi 3.9. § ima bazu formiranu od elemenata skupa -
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{(%z) teT"(-?)}' ) Kako(_?)‘#u i zbog (4) ta jel baza sas-

tavljena  od elemenata skupa {(%t) te T k . Otuda je
' | +
U< apan { (%t] te T=} . +Time je teorema dokazana,
t

Slededl rezultat je centralni u ovom odeljku.On pokazuje
da skupovi tipa F-M imaju "geometriju" poliedarskih skupo-
va. |
Teorema 3,11, Neka je X neprazan skup tipa F-M dat sa (1),
Tada Je:

(1) najmanja afina mnogostrukost . koja sadrZi X
(tzv. noseda mnogostruxost skupa X) data sa

H={xeR: <a,x> =b, , teT }

(2)  4imX = aimE

n - ra_.ng{at: teT=}

Dokaa,l___l[,_dokazu teoreme 3.8. konstatovano je da se karakte-
ristiéni konus C moZe prikazati kao direktan zbir prostora

..U =C n(--C) i konusa K = CHV koji ima kompaktnu bazu B,
PokaZimb da se skup X mc}z,_g predstaviti kao skup redenja

gistema
' <a,x>3b , (})e€B - (8)

< 8y X P = btr t el (9)

Oznadimo sa Y skup redenja ovog sistema, Ako x €X onda,

zbog BcC, vredi (8) . a (9) je oé’evidno.Stoga! XcY, Poka-

Zimo obrnutu inkluziju.Neka =xe Y. Primetimo da se relaci-

ja (9) moZe,zbog teoreme 3,10.,zameniti ekvivalentnom
<a,x> =b, (}|eU (10}

‘a da iz (8) sledi

<a,x>32b , (%)e}{ o (11)
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Koristedi razlaganje

a u v u v
t-\ = + , €T ,( )eK
&bt (uO] (VO\ (U‘o\ Vs
za prolizvoljno t e T kao i relaecije (10)1 (11) dobijamo
{a;srX> -by = <U,X > -U, + L VX5 =V, > 0 , Dakle, x € X,
Stoga X = Y . Iz relacije (5) se vidi da redenje x_, siste-

me iz teoreme 3.8. zadovoljava nejednakost <a,xp>>Db ,

s
za proizvoljno (%) €B . Kako je B kompaktno postojl pozi-
tivan ;nro j & takav da vredl

<a,x > >Db+d za SVe (%) e B

| vrhovi | -
Neka 'BU X ,XyyesesXy simpleks maksimalne dimenzije u skupu -

H.Tada ,za dOovoljno male P_,PysesssPy 70 tacke X +Dpx =% )

1=1y 9 %.1.%g ~ obrazuju simpleks u X jer:

.
(1) za t€T 1 svako p; >0 vredi

RS e A pi(xi-—xo) >= by
(ii) za, (%) eB . 1"-
< a,xsj}-pi(xi—xob -b > 4+ pif <a, ;=X > > 0
ze sve dovoljno male Py

Otuda , dim H <dim X .Obrnuta nejednakost je tafna zbog
X CH, Dakle, dim X = dim H

n- rang{at: t ET=} . Time

je teorema dokazana,
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4, USLOVI OPTIMALNOSTI ZA LINEARNO SEMIINFINITNO
PROGRAMIRANJE

U ovom odeljku bavimo se problemom karakterizacije opti-
malnog redenja problema
(min) <e,x3
(LP)
P.O. <at,x>>;.-bt y L€l
(T#¢ , ¢ceR?, a:l - R™, b:? >R ).
Primalnu karakterizaciju daje sledecda teorema:
Teorema 4,1. Dopustiva tadka X, problema (LP) je njegovo
optimalno redenje-ako i samo ako sistem
<c,d>< 0

(1)

nema redenje d<R® .

Dokaz, AJ":E:' sistem (1) ima redenje d ,tadka x, ne moZe biti
optimalna, jer je x +d dopustiva tacka 1 < c,zo+d><<c,x°‘>.

Ako je pak X optimasino rééénje problemna (LP),onda,za svako

'dstn' takvo da je xo+d dopustiva tacka za (LP),vredi

<c,x0+d§ 2 <¢,x> .Otuda <c,d> >0 .Dakle (i) je nemogud,
Dualnu karakterizaeciju optimalnosti daje

Teorema 4.2, Dopustiva tacka x  problema (LP) je optimalno

redenje ako i samo ako

(g)‘:‘ elcone{ ( bzz <ai,X .y )4 T’-(-?)} (2)

Dokaz, Na osnovu prethodne teoreme,x  je optimalno redenje
za. (LP) ako i samo ako je nejednakost < ¢,d>z0 posledica

sistema (at,d) _:_v-_b_b—<at,xo>,t e? (kome je d=0 ;jedno resenje).
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Né OSNOvL korolafa 2.4.,t0 ca biti ako i samo ako vaZi (2),.
Primenjujudf!: korolar 2.4. na dinjenicu da je dopustiva
tacka X, ,0ptimalno redenje problema (LP) ako i samo ako je
nejednakost <¢c,x>><c,x> posledica sistema ogranidenja

w {(ILP) , nalazimo da je i uslov

Qc?ig) ¢ clC (3)

karakterizacija optimalnosti.Pri tom je C karakteristicdni -
konus dopustivog skupa u (LP).
~ Neka je |

K(x0)= enne{(bt_ ?gt,xou,)teﬁ? ’ (-? )}

Ako je: X, dopustiva tacka za (LP) i konus K(xo) zatvoren

postoje. konadan podskup Toc: T 1 skalari Py = C,t eTO is820
takvi da je

SR = X opl P, ) +s (D)
odnosno
c= 2 D, a,- (4)
t 7%
't.eTo
s = 2. Pt(bt'<at’x >)>0
‘tETO

1z poslednje relacije,zbog nepozitivnosti sabiraka,sledi
P'b(bt"'<at’xo>) = 0 ’ tETO | | (5)

Uslovi (4) i (5) pokazuju da je x_ optimalno refenje

| 0
konacdnog podprograma:

(min) <c,x >

P.O. <at,x>3bt . eTO

Pri tom su Pyst €T odgovarajuci Kuhn-Tucker-ovi mnoZioci.
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Na taj nadn :vredi -
Teorema 4.3, Ako je konus K(x_ ) zatvoren,onda je x, optimal-.
no redenje problema (LP) ako i samo ako je x, optimalno rede-
nje mnekog konadnog podprograma od (LP).

Dokaz, Prethodno rasudjiﬁanje dokazuje "samo aké“ deo,dok

je "gko" deo trivijalan, '

Lema 4.4, Neka je K konveksan konus u RY i A 1i.nearn'i opera-—
tor iz R® na R®, Tada je A(e¢lK)= clA(K).

Dokaz, Neka je y € A(clK},Tada postoji x e-clK y y= Ax 1
niz (zn) r X, e K X, >Xx . Pri tom y := Ax e A(K) i

o> ¥ . Dakle, y € ¢1A(K) . Otuda, A(clX) < clA(K) , Pretpos-

tavimo sada da postoji ye ¢lA(K) koje ne pripada A(clK). Ka-
ko je: linearno preslikavanje A otvoreno  skup A(clK) je
zatvoren konveksan konus od koge se tadka y mode strogo raz-

dvojiti.Postoji dakle, c eR®\{0} 1 deR +takvi da je

.-_.e C,¥y> < d £ <C,X? Za '8Ve X A(clK)
Otuda vazZi
<C,¥> < d € <, Ak > za sve kekK

Uzimajud'i niz (kn),kneK za koji Ak +>y i pué’tgjud’;i da
n->o dobili bi kontradikeiju
<c,'y> < d = <¢C,¥> .
Time je lema dokazana.
Kako je
K(xo) = A(C)

pri ¢emu je A invertibilan linearni operator sa matricom

A=(I: O)
-xo 1
(I je jedinicdhna nxn matrica) sledi da je K(xo) zatvoren

ako 1 samo ako je zatvoren karakteristiéami konus C,.
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5. USLOVI OPTIMALNOSTI ZA KONVEKSNO SEMIINFINITNO
" PROGRAMIRANJE

I

"Posma¥ramo problem rkonveksnog semiinfinitnog programi-

ranja
(min) £(x)
(CP)
PeOe x €X
Fiji je dopustivi skup X oblika |
={xe‘-Rn: gt(x)éo,t'e{['} (1)

( funkeije £ i 84 I 7 eT su konveksne na Rn)

Definicija 5,1. ILinearizacija skupa X je sistem linearnih
nejednaﬁﬁna eiji je skup redenja jednak X.

Svakl neprazan zatvoren konveksan.skup u R ime bar jednu
' 1inaarizaclju,jer ae:mo£é=pr1kazat1 kao presek svojih nose-
¢ih poluprostora Jagno je takodje da su.moguce razne linea-
rizacije konveksnog zatvorenog skupa. Primetimo da je skup
X dat sa (1) konveksan i zatvoren.

Lema H,2. OSistem
<=b,x> > gt(y) <b,y> yeRnteT, beagt(y) - (2)

je jedna linearizacija doPuaiivog skupa X.
Dokaz. Za avako x ¢X i proizvoljne yeRn,'b €T, be Bgt(y)
vredi

g, (y)+ <b,z-y> < g.(x) £ O

te je x redenje siatema (2). Obratno,ako je x redenje siste-
ma (2-)',biraju¢'5. za proizvoljno teT , y=x 1 be 3gt(y) u (2)
dobi jamo

| g (x) <0




-'dakle xe€ X-.Tiniel-je dokaz zavrden,

Analizom prethodnog dokaza,vidi se da je X skup redenja
i podsistema od (2) dobijenog izborom samo jednog b=b(y,t)
iz Bgt(y) za ved izabrane yeR" 1 teT . Takva lineari-
zacija skupa X je nedto prostija nego (2).

Koristedi lineariZaciju (2) mogucde je na osnovu rezultata

iz odeljka 4,dobiti slededu karakterizaeciju optimalnosti
za problem (CP)
Teorema 5,3. Tacka x € X je optimalno redenje problema

(CP) ako i samo ako postoji aes3f(x ) takvo da je

-b
(<a?x >) € clcone{( gt(x)— <b,x> )x e RP ,t € T,be Bgt(x)’ )}(3)

Dokaz, Prema teoremi 3.4.3 iz [7] tacka x € X je optima-
1no. redenje problema (CP) ako i samo ako funkeija £ ima u
ta&ki"xbyaubgradijent a:za koga‘vredi <:a,x-xo> 2 0 .za
sve x €X. Ekvivalentno tome,nejednakos?
< a,#> 2<a,X >

je posledica (mogudeg) sistema (2).Tvrdjenje onda sledi iz
korolara 2.4,'

Uslovi optimalnosti (3) dobijaju drugi oblik ako se
na obe stréﬁe relacije (3) primeni linearna transformacija

ga matriconm

(1 - 1 ) ( I je jedinicdna nxn matrica )
: | ,

i iskoristi lema 4.4. :

(3 )ectoone{(y (2)2,xx 5% ¢ B2, tem,bedg, ()7 (-1} (4)

Da je (4) ekvivalentno sa (3) vidi se primenom inverzne

linearne transformacije na obe strane u (4).
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iéko teofemé 5;3;rdaje potpunu karakterizaciju optimalnog
redenja mdguéhost njene primene ogranicavaju dve potedkoce:;
(1) izradunavanje subdiferencijala funkeija g, t €T u proi-
zvoljnoj tadki iz R™ ;

(1i) izraéhnévanje karakteristidhog konusa linearizacije (2)
Dok je:(i) moguce zadovoljavajude rediti bar u nekim speci-
jalnim sludajevima (ﬁpr‘ u sludaju diferencijabilnosti fun-
cija g ),dotle (2) &ini ozbiljne potedkode (dak i u linear-
nom slucéaju).Stoga je od interesa nadi prostije dovoljne,od-
nosno neophodne,uslove optimalnosti, |

Za p:dizvoljnu dopustivu tadku x problema (CP) defini-
dimo skup indeksa ogranidenja aktivnih u x sa

- 7(x) ={te'.13 : gt(x) = 0}'
Teorema 5,4. 4ko je x e€X 1 |
"’"”:'i;f(xo) N c:].c.é.ne{l-égt(xo): t e T(xo)} ¢ '(5)

onda Jje 16 optimalno regenj'eS problema "'(CP).

Dokaz. Neka je aeéf(xo‘) takav da
a ¢ cleone ( - ag_l;(:xo): ’ce'l‘(xo)) . Tada je nejednakost
<a,x>20 posledica nejednakosti

<-b,x> >0, tel(x,)), be égt(xo)
Otuda,
()« dmne{(-g)teT(xo),be dg,(x )" (9} (6)
Kako je
cone { (-8)1:.& T(x,),be dg, (x,) ’(-?)}

‘odigledno deo od

—
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-b O
<b, X=X, >)xeR ,t e T,be Qgt(x),(-d)}

cﬁne{-(gt(i)
iz (6) sledi (4) a time i da je x, optimalno redenje za (CP).
Peorema 5.4. daje asimptotske dovoljne uslove Kuhn-Tueker- a.
primetimo da je uslov (5) zahvaljujudi teoremi 2.1. i cinje-
nici da je:Bf(xo) neprazan konveksan kompakd (vidi t.,23.4 u
[94] ) ekvivalentan sa: |
sistem

max <a,x> <0
ae Bf(xo)

<=b,x>20, % (-:T(xo,) ,be 3gt(x0)

je nemogud.

Ako se u (5) izostavi zatvaranje konusa doblja se stan-

e —— e e —— e —t—— ]

d.&l‘@mrk Kuhn-Tucker-ov (dovolini) uslov optimalnostii
3 f(x,) N eone ( -dg,(x,) : teT(x)) # ¢ (7)

Priro'di}d_’;st_% 'postavlj_a pitanje pri kojim uslovima su uslovi
- (7) odnosno (5) i neophodni za optimainost neke dopustive
tadke problema (CP). Da to nije uvek sludaj pokazuje
Primer. (min) f(x,y)n—-- max {x+2y-1 ,2x-53'-2,-2x-y+2}
. p.o.  xP-tyet® , te[0,1]
DokaZimo da je,- (0,1) optimalno resenje ovog problema
211 ga uslov (5) u toj tadki nije ispunjen.Dopustivi skup
je X= {(O,y) 0} ,Fto se lako vidi uzimajudi prvo t=0 ,
a flmkclga max{2y—1 y =Dy =2 ,-2-3'} dostiZe minimum na skupu
y20 u tacki y=1 ,Otuda je (0,1) optlmalno redenje.
Koristecdi teoremu Valadiera ( vidi npr. [55], str.212 )
mogude je izradunati
: | 3£(0,1) = conv { (}),(CH)}

Pored togea cone ( -3g,(0,1):t € 2(0,1)) = cone (~Vg, (0,1)) ={o0}
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vidi se da uslov (5) nije ispunjen.
Mogucde je takodje proveriti optimalnost tacdke (0,1) pomo-
¢u teoreme 5¢3 Kako je

clcone{ (gt(x) b<b x>)xeR2 t € [0,1] ,be Bgt(x)’ —1)} N

T (-2x 0
cl cone{ % s O }
( 2 2} xeR,te(0,1] (_1 |

-X =%

It
I

[ x ',

¢l COD.&{ t 1 O }

i
i

= {(x,y,z) : y=20, 2z £ O}
uslov (3) zadovoljen je za & = ( "2) e o£(0,1)

Sledecda teorema - iz [69] daje uslove pri kojima je

¥uhn-Tucker-ov uslov (7) i neophodan za optimalnost,
Teorema'ﬁgﬁl"'Ako je linéaxizacija (2) dopustivog skuja X

tipa F-M , éﬁﬁa optimalno redenje X, préblema (CP) zadovolja-
va uslov (7).
Dokaz. U spomenutom radu dokazano je da pri pretposfavkama
u. teoremi postoji konadan podprogram od (CP)

| (min) f£(x)

P.0. gt(x) , el , T, konacdan deo od T

i nenegativni brojevi p,, t €T, takvi da je (xo’(Pt)teT )
gsedlasta tadka Lagrange-ove funkecije pridruZene ovom pod-
pfogxamu,é%o“je.ekvivalentno sa (7)
U istﬁm.radu pokazanc je takodje da je. uslov (7) neop-
hodan za optimalnost pri sledecinm pretpastavkama:.
‘ (1) T je kompaktan podskup od RT ; |
(11) funkeija (x,t)|4>gt(x) je neprekidna na R%x T
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(i1i) poatoji T eX takvo da je gt(i)<0 za sve t €T
( Slater-ov uslov)

Na kraju ovog odeljka pokazacdemo poboljSanje ovog rezulta-
ta pokazujudi da se Slater-ov uslov ne moi'a zahtevati za
linearna ogranicenja koja obrazuju F-M sistem. U tom cilju
pretpostavimo da je dopustivi skup X problema (CP) zad%n u

A,
obliku: -
g"b(x) <0, tel

<as,x> > bs, g8 €S
pri demu
(1) 1 je kompaktan . skup
(ii) (x,t) :-}gt(x) ‘je neprekidno na RPx T
1(:i.ii) postoji X €X takvo da je gt(i)-f.o, t el

(iv) cone;{( %g ) sgS} Jje zatvoren .

Téoremamﬁ_'d_;__é. Ako je xoei optimalno refenje problema (CP)

i vaXe uslowi (i)~ (iv) ,tada je

d1(x)noone { (sy(x.) e nx )r Bgdsesx )} #9  (8)
y o

pri demu je
2(x,) ={t eT: g, (x, )= 0}

S(xo) = {s € S: <as,xo> = bs}.-

Dokaz., DPretpostavimo najpre da je dopustivi skup X ograniden.
PokaZimo da je u tom sludaju linearizacija (2) skupa X tipa
F.M, Zakljuéak odatle sledi na osnovu teoreme 5.5, Uvedimo
oznake | |

g(x)= max.{g_b(x) s te T}

Y = {xeX : g(x) =0}
'I‘,alco je videti da je x = g(x) konveksna neprekidnsa funkei-




;]‘a. ns R- _i.‘da -jé'Y kompaktan skup . Neka je Z skup redenja
siatema “ |
| <U,X> =2 <1,¥y> , YE€Y ,u e -Bg(.?')

<ag XD 2 b y B €D N (9)

DokaZimo da je (9) jedna linearizacija skupa X tipa F-M,
7a proizvoljno xeX, ye¥, uedg(y) vredi

<u,x-y> < g(x)-gly)= g(x) <0
i stoga x€Z ,Dakle, XCZ , Pretpostavimo da postoji
z€ Z\X .Tada je g(z) >0 .Kako je g(X)<O0,postoji
y= (1-p)X + pz 2a neko p €(0,1),takva da je g(y) =
Pi‘i tom vaZe nejednakosti

<as,y>;:.bs s BEDS

te yeY. Neka je uedg(y) proizvoljno izabranmo i
h(x) —<u,x-—y> Kako je  h(X) < g(X)<0 i h(y)=0

bide

n(z)= - _152_ n(z) > 0

sto se protiﬁ'i pretpostavel da z € 4, Doblijena kontradikeci-
Ja pokazuje da je X = Z“.

PokaZimo sada da je (9) tipa F-M,
. Neka je

{ (<u,3r> yei, 115-38(3’)}

Kako su skupovi Y i Bg(Y) $= U{ag(y) : Y€ Y} kompaktni
(vidi t.24.7 u (94] ) skup A je odigledno ograniden . Da
je i1 zatvoren sledi iz sledecdeg rasudjivenja:

ako je ( “n niz w A koji konvergira ka ( = ),

<Y, >) e

onda
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Pri tom ueﬁag(‘f) a iz niza (y.). u Y se moZe izdvojiti

n

konvergentan podniz (yn ), g, * ¥, yel. Koristedi teo-
) k k
remu o zatvorenosti grafa subdiferencijala dg ( t.24.4. u

(91) iz w, e-dely, ) sledl ue-dg(y) a iz

< v, 1 Ip> > C i da je ¢ =<u,y> . Stoga (g)e.&,
k k
Karakteristicdni konus sistema (9) moZe se napisati u
obliku
| cone ( AUB)

gde Jje - |
B={ ( %2")5&8’ (-(1) )}

Eako je A kompaktan skup a coneB zatvoren (vidi t.3.6.)

1 sisten < a,x> >0 ,ael

<b,x>20 ,be€B
ima redenje '(_f ), na osnovu teoreme 2.3. iz [44-] zakl ju-
fojemo da je sistem (9) tipa F-M.

S obzirom da je |
> g(y) = conv égt(y) : tel, (¥))
gde: je T, (¥) ={tem ; g, (y)= max{g. (y) : tET}.}
(vidi t.3,str.212 u [58]) za yeY bide T,(y) = T(y)i
- 28(y) = conv( dg.(y) : te(y))

Otuda je sistem
<u’x>;}<u’y> y Y€ Y,ue—Bgt(y) ’teT(Y) (10)

<as,x>; ‘DS sy BE€ED

ekvivalentan sa (9).Njegov karakteristidni konus je jednak

karakteristidnom konusu sistema (9) (jer je konveksan konwus

.
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generiaan,izvesﬁim skupom jednak konveksnom konusu generi-
sapom nad konveksnim omotacem tog skupa),dakle zatvoren,
To znadi da je i (10) jedna F-M linearizacija skupa X, Kako
je sistem .

<UWyXD 2 gt(y) +<U,y> TE R% ,teT, ue-—égt(y) (2)

<ag,x>2by , SEDS

dobijen dopisivanjem nekih posledieca na sistem (10) ,bice
i on F-M linearizacija skupa X,dto smo i hteli da dokazemo,
Ukoliko dopustivi skup X nije ograniden umesto proble-

ma (CP) posmatramo problem

(min) f£(x)

P.O. x€eX

hx- XU €T

birajudi r tako da dopisano ogranidenje (koje je o€igled-
no konveksno ) ne bude aktivno u optimalnom redenju X, po-
‘laznog préﬁiema (CP) “a da x_ bude dgpustiva tac¢ka . Po-
mocni problem zadovoljava i ostale pretpostavke teoreme

( formalno,dopisanc ogranidenje odgovara nekom indeksu.ta)

'Za_koga se moZe uzeti da ne pripada skupu TUS )i ima
ograniden dopustivi skup . Primenom izvedenog rezultata

na pomocni problem dokazujemo relaciju (8) i u ovom slu-

daju, Time je dokaz zavrden,
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6. DUALNOST U KONVEKSNOM SEMIINPINITNOM PROGRAMIRANJU

- Neka je T n‘eprazan skup 1 A skup svih preslikavanja N
iz T w [0,m) koja imaju konadan nosad

| supp A ={t-e Ts AE) # 0}
Za problem konveksnog semiinfinitnog ;programir;anja.

(inf) f£(x)
P.O. gt(x) & 0, teT (P)
xe(C

pri demu je C konveksan skup u R® ,£:C > R , gt:C >R su
konveksne: :Eunkcijé, definide se Lagrange-ova funkecija
L:CxA<=R sa

L(x,A) = £(x)+ Z A(t) g (x)
' teT

Kako je

cup L(x,r'l) ‘={ f{(x) ako g_t(x) £0 2za sve t &7
Ae A

problem (P) je ekvivalentan problemu nalazenja

v(P)= inf sup L(x,\)
xeC 2eA

s 43 inace

-- Diﬂ_jni-éi-jaffi,‘i . Pod dualnim problemom problema (P) podrazume-
vamo nalaz. enje .

v(D)= sup inf L.(x,x)." (D)
AeA xe C .

Dopustive: tadke duala (D) su funkeil je Ae A\ za koje je
MCL(x,l) kona¢no , a v(D) je.-,éptimalna vrednost .
X & | .
" Lako se: dokazuje nejednakost
v(P)3 v(D)
ko ja predstavlja iskaz slabe teoreme dualnosti.Razlika

v(P)-v(D)} se zove jaz dualnosti.Ukoliko je v(P)=v(D) kae
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sejda #aﬂiljaka;dualnost. Iz teorije igara je poznato da,
u slu&ju da ;j:‘: v(P) konadno, jaka dualnost vaZi ako i samo
ako za svakd E >0 postoji € -sedlasta 'l:ac’:'_ka Lagrange-ove
funkéj_.ja: L +j. poatoje-iae C i _)\ge/\ takve da vaZi
L%, A )-€ € L( %, ) € L( x, X)) +€

za sve AeAil xeC, Za &€ = O prethodna nejednakost defi-
niﬂhesedlaétu_ta&ku (xe,io) Lagrange-ove funkeije L. Lako
&&Fvi&ixda sedlasto taéki Lagrange-ove funkelje odgovara
par opitimalnih redenja primala i duala i obratno.Takodje
vaZi da dual (D) ima optimalno redenje A ako i samo ako
jé:ﬁ?im&l (P) ekvivalentan nekom svom konacnom podprogramu
(dobij&nom'izboram.onih ogranicdenja iz (P) koja odgovaraju
multiplikatorima A(t) razliditim od nule).

Pitanje dovoljnih uslova pri kojima vazi jaka dualnost
je jgﬁpgﬁod.osnovnih'u.teoriji; Navodimo sledece fundamen-
talne rezultate: -

Deorema 6,2, (Borﬁéin- [14]) Ako je

(1) T kompaktan topologki.prostor ;
| (i1) C zatvoren konveksan neprazan skup u B.n;

(iii) v(P) konaéno ;
(iv) funkeije f i gy t €T imaju konveksna odozgo polunep-
rekidna produZenja na R" sa vrednostima u R v {w}(oznadena
istim slovima;)i pri tom su funkeije + > g.b(i) sy X € R polu-
neprekidne odozgo na T; |
(v) za ayakih n+1 tacaka tyrtysew »t, iz T postoji xeC
takﬁa da'j&f-gfi(x)dto za 1=0,1; ey » (Slater-ov uslov),

. tada (D) ima optimalno redenje i v(P).= v(D) . |

R TR S . T . !
-

B LI LRl L >
P AaE T BT T [ - + . . ot e )
- . t ) y

) - . r a7 - : . .
: . . .
- *= } : T . L Lo
- R T, L ’ E e
L] . ' . .
| . '
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Teorema 6,3, (Jeroslow [57] ) Ako je

(1) C zatvoren konveksan skup u R® ;

(ii) £ i gt,t e T su konveksne zatvorene funkeije ;

(1ii) (P) dopustiv program sa konacénom optimalnom vrednoscu,

tada postoji d€R" tako da je

1lim sup inf (F(x)+e<d,x>+ 2 'A(t).g,t(x) = v(P)
£>+0 2eA x€C | €T
Ako je: jod

(iv) dopustivi skup X problema (P) ograniden
onda (P) ima optimelne redenje i v(P)= v(D) .

Umesto uslova (1y) postoje sloZeniji uslovi u sludaju da

 dopustivi skup X nije ograniden (vidi [63] i [17]).

U ovoj glavi centralno mesto je posveceno ne problemu
jake dualnosti, nego poku.é’aju smanjivanja jaza dualnosti
progsirenjem definici je --@ﬁalnag’programmNaime,ako gse A Pro-
glrina;kup /\o svih preslikavanja A :T > [0,@ ) 2za 'koje su

.Z X(t) gt(x)
t €T | -

u izvesnom smislu sumabilni na C i na Cx A\, definide

- profirena Lagrange-ova funkcija

L (x, A = £(x)+ 2 A(L) gifx)
_ tel

a pomodu nje unopdteni dual

sup inf I.ro(x,'l) (D)
kﬁAg xe’c

odmah je vidljivo da je
v(P) > v(D_) > v(D) .

Pitanje je:moZe 1i se nacdi neko prodirenje ('Do) tako da je

| v.(DO) > v(D) u slucdaju kada ne vazZi jaka dualnost ?

e A L
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U pokugaju odgovora na ovo pitenje prirodno je najpre
razmatrati tzv. prebrojivi dual (D) dobijen zamenom skupa
/\ sa skupom Am svih nenegativnih preslikavanja iz T u

[0,0) sa najvide prebrojivim nosadem za koje red

2 A(t) gy (x)
te T

(apsolu‘tne) xonvergira na C. To je u ovoj glavi ucinjeno ,
al:. Je dobijeni rezultat iznenadjujuci.Ovakvo produZenje
nikad ne menja dualni jaz! Slican rezultat(uz dodatnu pret-
posta&ku Qa je. suma svih multiplikatora konacna)dobili su
T™js 1 Borwein [9'9] i DBorwein [15] a za linearni sludaj
Jeroslow 1 Xarney [5'8] . 2a druge vidove prodirenja duala
poatavljeno pitanje ostaje otvoreno!

Za izvod;enje navedenog rezultata neophodan je niz lskaza
u vezi sa afinim minorantama konveksnih funkci;;a.Pojedini
od tih iskaza predsta.vljagu pobolaé’an;;a poznatih teorema
i imaju 2znadaj nezavisan od -gore postavlJ enog pitanja.
Lema 6.4. Neka je 0 neprazaﬁ konveksan skup u R® i f: C-R
g£:C + R redom konveksna i konkavna funkeija 2a ko‘je vaZi

' ' g(x) < £(x) za sve xe C.

- Tada postoji afina fuked ja hix)=<a,x>+b ( aeRn_,beR)
takva da je

| g(x)<h(x)=s £(x) Z8, sﬁe xeC,

" Dokaz, Skupovi |

| A= {(x,y)_e gAtl, xeC,f(I)_f-.F}

B={ (x,7) ¢ R**: zec,g(x)> Y]’
su neprazni konveksni disjunkini sa dis junktnim relativaim

unutrafnjostima pa se mogu sopstveno razdvojiti nekom hiper-
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~ravnl, 'bj postoji nenula vektor (c, ¢, ) € Rr'“"'1 takav da je

<c,x>+coy > <Gy XY +C T4 za sve (x,y) €A, (x ,y1)eB (1)

pri cemu je ne jednakost (1) stroga bar u nekim tackama.
Spé.c.ijalno za X=X, ,y=f’(x),y1=g(x)-5 , 4> 0 proizvoljno

odavde gledi

co(f(X)-g(x:) )+ °o‘§ =20

te je ¢, 20. DokaZimo da je co# 0 .U suprotnom,bilo bi
<c,x>- 2 (CyXy> za BVe XX, € C

te bi <e,x> bilo konstantno na C i nejednakost (1) ne bi
mogla piti stroga. Znaci c, »0. Neka je a = - e.-/c .
Deledi " sa ¢ 1 puﬂ'ta;uc:. da ¥, teZi g(x ) odozdo,
jz (1) bi dobili

-.<'a_.,x> +£(x)2 - ¢ a,X,) | +g(_x1) za Sve X,X, €C

te .3je

@ < SUD (g(x )—<a, > )< inf (f(x)- <a, x>)<c0
160 | xeC ,

Stavljajuci b= inf(f(x)- <a,x>) iz posledn;je ne jednakos-
ti ge: vidi da h(X)-— <a,x>+ b zadovoljava ftvrdjenje leme.
Lema 6.5, Neka je C neprazan konveksan skup u RP 1 (n )ne. N

niz afinih funkel ja kona&'nih na C. Tada postoji. pbd.niz (.hnk)
tog niza koji konvergira u svako] tadki skupa C.

-Dokaz. Neka je S simpleks maksimalne dimenzije. sadrZan u C
c:i:jl su Vrhovi XX,y e Xy (i znacdi dimC = m).Kako je niz
(hn(x ),...,hn(z )) ograniden u RV mt postoji podniz (hn )

takav da (h (x)) konvergira za svako xe{x 2Xq 5 eee s X }
| Dy

' Kako je svaka tadka iz S konveksna kombinacija tadaka X9 oo s X

a hn gu afine , podniz (hn(x)) konvergii'a za svako X € O e
S k |
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. Ksik’o' ge ava.ka -' ta&’ka ¥ e C moZe napisati u obliku
X= ta+(1¥-t)b za neke teR,ae€S,beS 1
hn(:z'.)= thn(a)+z1 -t)b (b) sledi da (hﬁ;)) konvergira za
svako. x € C, | . -

Primen’om prethodnih lema dokazujemo slededi rezultat
o afinim minorantama za red konveksnih funkeija,koji pred-
atavlja uopdtenje odgovarajuceg rezulfa’ca za konacne sume
(v. [75]).
 Teorema 6.6.  Neka je C neprazan konveksan skup u RP 1

(£,) niz konveksnih funkeija £,:C >R za koji je funkei-
'.ija=' |

O

£(x)= 3 £ (x)

n=1
konadna i ogranidena odozdo na skupu C Trealnim brojem v,
Tada postoje afine funkeije' |

e "“hn(x) =<a ,X> +b1'1 (a, € Rp,bne R, n=1,2,. )

- 'kao i niz celih brojeva
0=n'o< n1< Ny ees

. takav da je za sve X €C

hn(x) < -In(x) y D=1 324 eee - (2)

. .

: kz=0(hnk+1(x)+hnk+2(x)-h“.+hnk+1 (x)) =2 v (3)

 pri demu red u (3) konvergira,

‘_f%DokazI' Neposredno Je jasno da je funkeija f konveksna

' na '__skupﬁ. C.Koristedi lemu 6.4.,konstruidemo funkeije h,
 induktivno :
(1) izaberimo h, tako da je za sve X €C

. ®
T E__gfl(lx) < hy (x) < £ (rx)

ey
‘!’\lj.._

Yea e g te o
SwT o
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'(ii). ako -Bﬁ ’h;l ', S ved nadjene,izaberimo h tako da

za sve x€C vredi

by

v-h, (X)=00om

®
(2)- T f,.(x)&h (x) < £ (x)

n-1 k=n+1

Kako je ta&a—~ -

v Z £, (x) < (x)+...+k&l(x) £, (x40 oty (x) n=1,2 .. (4)
- k=n+1

afine funkel je
,..,- Hn(x)=h1 (X)-l'. . -+hh(x) 9 n=1 ’2’ . ®
su konacdne na C, Prema lemi 6.5. postoji podniz (" k) ko ji

konvergira na C.Uvodedl n_= O,ta se ¢injenica moZe izraziti

o
u formi : red u (3) konvergira na C.Zbog (4),suma tog reda
nije manja od v,.Time je teorema dokazana,
U Blﬁé'aju da au fk(x) =0 za sve ky»n ,teorema se 8vo-
di na iskaz da se nejednakost

1(x)+.....*+f (x) > za sve x€ C

.. moZe. profiniti na | ;

| (x)+...+hn(x) v 2za sve Xe€C

za neke afine minorante h; funkeija f,,k=1,...,n ,Sto je
~ rezultat iz [75]. |

U slucaju da je C=Rp,moﬁ’emo precizirati iskaz teoreme 6.6,.

| konvekﬁﬂ_ih'funkcija f]ﬁ::]?ln -» B konvergentan na R® i
v=inf £(x) > -
xe R
tada postoje afine minorante h, za fi0k=1,2,... takve da

- n
2 h(x) =+ za Sve Xé€ER
k=1 &

Rt - = B L Y

el sk o G e el ST,

O T A S T S S T I A S SR,



Dokaz.  Neka je (b, ), h (x)=<ay,x>+b, niz afinih funkei-
ja definisan induktivno kao u dokazu prethodne teoreme. Do-
kaZimo da Je

D)

21 a, =.0 (5)
1 ®

2 b, = (6)

ok

Neka je &1,...,ep standardna baza za RP.Koristedi (4)

imano, za.pron.zvoljno t>0,
n

Z £y (‘te Y&t 3 a ey + Z b
k=n+1 | iy K =1 £

tﬁke.d& je

n n n
&+ 2 bk)f-tllm Z a,e.+lim 2 b

é. lim{( t > a.,e
K =] n->o k=1 J nam k=1

ns®@ k=i k

i Kako Je:

Iim z bk lim Z h (o) - 1im z £y (0) = £(0)
Y@ k-1 n>wm k=i n»>® k=1

!

R a:led:i.

| v—f(O) < t lim '2__ a za sve >0

=1 k:,]
i stcjga n '“

m > ae. >0 .
nro k=1 J

" 'Zamenj'u;juéi'e.:j sa -e 3 dobili bi

n n
Iim > a,e, =~ lim > ak(—e.) < 0
nr®;; k=1 J - nva@ k=1 J o

Iz dve poslednje. nejednakosti sledi da jJe

~k 1a.ke = za j=198yeeerd

e otuda vredi (5) Puaftajué'i da n»® u (4),dobili bi

v<lim Z b, < 1im Z bkéf(x) za sve x€C
. . nem k=1 n-»® k=1 ~

T --.-:‘--'-_ I“.} rrrrrr




.te_j;el o n . n
- 1im Z_bk=lim Zbk:::
n-vcok=1 n-@®» k=1

dime je dokazana relacija (6).
Slededi korolar je uopﬁ%enje rezultata iz [13]
;-Korelar-G.B, - Neka je C neprazan konveksan skup u.RP,

fk:.c' S5 R',k=0,1 s wse g ONVeksne funkeije i uk’k=-1 325 oo

- pozitivni brojevi takvi da je funkei ja

. ;'_f(x) fe(x)+ EE1ukf (x)

 :konaéha_na_C i

‘ | | v= inf f(x) > -o .
- x€C ‘

Tada,postojejafine minorante hk(x) za fk(x) ,k=1,2,“. i
niz eelih brojeva

0=n0<:n1<:...

takvi da ja . o P
- :ze(3 k=0 mfnk

- pri demu red na desno j strani konverglra na C.
| U'siuéﬁju da Jje c=RP qmesto poslednje nejednakosti moZe
iése~tvrditi da je

inf (f (x)+ éz1ihk(x)) .

Dokaz, . Primeniti teoreme 6.6,0dnosno 6.7. na konveksne
funkei je £yr Wty Hk=1,2,.. .
Primetimo da je korolar 6.8. dokazan u [99] i [15} 8a

dodatnom pretpas&gvkom da je red
j[ uk konvergentan .

Sledeca lema predstavlia uopﬁ%enje Caratheodory-eve
 teoreme za konuse (v.[gs]);Varijanta koja se odnosi na

| verqvatnosﬁe mere ,dokazana je u [99] .
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Lema 6,9, Neka je m nenegativna regularna Borel-ova mera

na Rn, pj_:RmL 5> R definisano sa (x1,12,...,xn) > Xs i neks

postoji
{ xam(x) &% ([ p, (x)am(x),...,§ p,(x)an(x)) ¢ B
R" R" R™

Tada postoje x1,x2,"_,xk € Rn, ken 1 nenegativni brojevi

B4 5857 eee y 8y takvi da je

PR - k
‘fxdm(x) = 8, X +8,X +.. 08 X (7)

on
Dokaz, Oznadimo sa supp m nosac mere m tj.

supp m = {xeRn: m(U)>0 za svaku otvorenu okolinu U od x}
Lako se vidi da je supp m zatvoren skup,te je m-merljiv.,Do-
kaZimo da je

m((supp m)°) = O

Ako poslednje ne bi vaZilo,postojao bi kompaktan skup K
sadrdan u (supp m )© i pozitivihe m-mere (koriscena je re-
gularnost mere m).Svaka tacdka iz K pripadala bi nekom otvo-
renom skupu m-mere nula.Usled kompaktnosti skupa K,konacno
mnogo tih otvorenih skupova pokriva K.No,tada bi K imao m-
meru nula,dto je nemoguce.Dakle,mora biti m(supp mf;ta.

Razlikujemo dva slucaja:
g 3

Tada je hfxdm(x)= 0 +te k=1,x1=0,s1= O zadovoljava lemu,

1) supp m

2) supp m # @ ;

DokaZimo da je u ovom sludaju

j xdm(x) ¢ ri cone(supp m) (8)
D

U suprotnom,mogla bi se tacka j‘xdm(x) sopstveno odvojiti

od konveksnog konusa generisanog nad supp m ,tj. postojao bi
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nenula'- vektor ceR® takav da je
{e, \S zdm{x)> <0 < {c,x) =za sve-.xe'suppm

i pri tom bar za neko X € suppm
0 <<e,x, >

Za neku okolinu U tadke x_ bilo bi tada

0« 1'<@”"Io> <e,xy , x€e U
2

te bl wvaZilo
0> (e, § xdm(zx)> = { ¢eyx> dm(x) =

= J <c,xddm + §  <e,x>dm
supp m " (suppm)®

_S' {C,X Y dm
supp m

§ <ox>am + § <e,x>am
UNsuppm - W%n supp

-

Y %—.<c, x,>-n( Unsupp m )

= l..{c,_xc))-ml( U) > 0
2 .

- dto je kontradikterno . ! .-E-D:Lme' je (8) dokazano., Odatle sledi

; "poatojan-jei‘baéaka x1 ,xz,...,xk € suppnm 1 nenegé:bivnih bro je-

) va- | si,i_=1 yeesX 28 koje vredi (7). Zbog standardne Caratheo-

| dory—eve teoreme za konuss moZe se uzeti da je k<n ,
Specijalan slxié’aj, leme 6,9, je

~ Korolar 6,10, FKonvergentan vektorski red

wy

o _
Zo (BT, k1,2, )

moZe biti predstavljen kao konacdna suma
o
& Tk %

gde su e, ,u2,...,11m_izvesni nenegativni brojevi 1 n<p ,
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1 ako x=cC

0 ako X#c

e "
Dokaz, Uzeti m(x)= 12:1 Ick(x)- , gde je Ic:(x)={

n

Inade korolar 6.10.dokazan je direkino u [53] a moZe e
izvesti i kao posledica teoreme 1 iz [92].
Posledica leme 6.9 je takodje slededi rezultat formulisan
w(15] (bez‘dokaza):

 Lema 6,11, Neka su h, (x) ,k=1 ,2safine funkeije za koje

@
red 2 hk(x) kanvergira na konveksnom skupu C cRP, Tada
k=1

po's.toje n'anegatimi brojevi Wy p Uy s oo ' 8q s 1 <p+! takvi da

e

@ | 1l
h.ix) = - ] Cc .
§1 k(x) kZ=1ukhk(x) za svVe X €

Dokaz, Neka je S simpleks najvece dimenzije sadrZen u C sa

vrhovima X o?Fqree s Xy - Prema. korolaru 6.10. va:ZJ.

kZ1 (hk(x ) hk(x ) r oee shk(x )) = E1uk(hk(x ) ’hk(x ) y soey h (Z ))
za neke nenegativne brojeve u,,Uss... ,ul s 1 < o+l ,

Odavde sledi da je ;

1 v N
1:21 h (x) = Z_ ukhk(X)

" najpre za s TEE S P . } 8 po-hom za x€ S 1 konacno za

"xeC (kmo u dokazu leme 6.5.). |
Izvedene leme omogucduju nam da dokaZemo glavni rezultat

o odnosu. prebrojivog duala (D) i standardnog duala (D)

~ za izvestan konveksan semiinfinitan progranm (P). Ponovimo

 da je prebrojivi dual (Dm) definisan sa

(Dm) . v(D )-:;1/1\3 ;.ngc I.m(.x, A)

- gde Je /\mslmp svih preslikavanja iz T u [O,m) koja imaju

-
w




na;]vié’e prebrojiv nosa€ supp A 1 za koje je red

- 2 AMt)g, (x)
. tel

apsolutno konvergentan na C.{Izabrali smo apsolutnu konver-

genciju da suma reda ne bi zavisila od redosleda sabiraka ,

jer ni problem (P) ne zavisi od redosleda ogranidenja g, ).

Pri tomn je L o© prebro jiva Lagrange-ova funkeija definisana

na CxA_ <sa
Lix, A) = £(x)+ 2 Mt)ge(x)
tel®
Dopustive tacdke duala (D ) su one funkecije )\e/\m za kKoje je
inf T (x,A)
xeg ©
konaéan .

. Teorema 6,12, Uvek vaZi v(Dm) = v(D) ! éta vide, (Dco) ima
optin;_\.alno redenje ako i samo ako (D) ima optimalno redenje.

Dokaz, Ako (D co) nema dqpﬁativ’ih tadaka ne moZe ih imati ni
. (D)ﬁ.'”Préﬁ:i;sv%éﬁimo stoga da (Dw) ima c}opuativih tadaka, Do-
‘kafimo da’' za svaku dopusrbim'taé'ku e N, duala (Dm) posS-
toji dopuativa_ tadka 2 ue€N duala (D) takva da je

1nf'Lm(x,A)ﬁ'.e inf L(x,u) (9)

- x€C xeC

- Neka ‘je supp l={t1,t2,...} .Kombinujudi korolar 6.8. i
lgmﬁ 6.11. zakljuéujem.o da pOs.'I;oje:

(i) afine minorante hk(x) za g, (x} ,k=1,2,.. (na C)

K
(ii) eeli brojevi O=n,<n,<n, ...

(iii) nenegativni ‘brojevi Wy k=1,2,..,s

?takvi da je |
inf I (x, 1) -2 (2(x)+ 3 At e, (x)

lEA xe C k=1 Il k
®
| inf ( f(x)+ 2. Z X(tm)hm(x))

1=0 m—n1+

| .
£inf ( £(x)+ 24 p (x))
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Stavljajucd
y T=t. ;k=1,2, eeesS
alt) ={ Y k
QO , inace
dobijamo relaciju (9) a iz nje neposredno sledi

inef_ch( x,}) <« v(D) za AN\

Otuda je V'(Dm) < v(D) .
Kako je obrnuta nejednakost takodje tacdna,vredi
¥(D ) = ¥(D) .
Sta vide, ako je A optimalno redenje za (Dm) ,odgovarajuce
ueA za koje vaZi (9) je optimalno redenje za (D) ,jer vazi

V(DCD) <« inf L(x,u) « v(D)
X e C

Takod je,odmah je vidljivo da je svako optimalno redenje za (D)
optimalno i za (D¢J . Time je dokaz zavrden,

Na kraju ove glave vratimo se na postavljeno pitanje
odnosa raznih duala konveksnog semiinfinitnog programa (P).
Razmotrimo,najpre,jedan generalni nacdin formiranja duala
pomocu ‘teorije mere . i
Neka je indeksni skup T metridki prostor i % pripadna Borel- E
ova G -algebra,ti. najmanja familija podskupowva od T koja |
je zatvorena u odnosu na komplementiranje i prebrojivo mnogo
operacija uniranja i koja sadrZi sve otvorene podskupove od T.

Pod merom na Borelovom prostoru (T,B) podrazumevacdemo funk-

cije pm: B EO,CD] sa svojstvima: (i) px(@) = 0;(ii) 2za svaki

niz A1 ,Ag,. . Medjusobno disjunktnih elemenata iz B vredi

;*(E:}*An) = Ef"(ﬂn) .

n=1
riera pna (T,B) je regularna akko za svako Be® vredi

H(B)= sup { #(K):KCB,K kompakt} = inf{fx(U):Bc_ U,U otvoren}
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Oznadimo sa M skup svih mera pna (1,%) za koje su funkeije
t 1= gt(x), xeC p-merljive i i)ostoje integrali
%gt(x)dﬁ(t) € R , X C ,

Definidimo Lagrangeovu funkciju L: CxM->R sa

L(x,/w)' = :E(x)-i-:%. g_t(x.)_d.}-t(t)

Odgovarajudi dmalni problem problema (P) se definide sa
(sup) inf L(x, )

x€ C (D(HX) )
P«Oe X M

Standardni (prebrojivi)dual se dobija odavde ako se skup 4
smanji na skup A (Am) mers sa konadnim(prebrojivim) nosadem
(jer se tada integrali svode na konadhe sume odnosno red ).
Zhog toga vredi

v(DWM)) > v(D_) = w(D) .
Postavlja se pitanje moZe 1i ovde ‘ponekad vaZiti stroga nejed-
nakost ili su sva: tri dﬁ-ala uvek ekvivalentna?

Razmotrimo sludaj konveksnog semiinfinitnog programa (P)

sa linearnim ogranicdenjima

g.(x) = <a,,x>-b, , teT

pretpostavljajudi da su funkcije ¢ = a; » t+> b, neprekidne
na T . Ako dualne promenjive ogranicdimo na skup regularnih
mera Mr na (T, B) dobijamo dual (D(ﬂr)).Tada vaZi

Teorema 6.13. v(D(ﬂr)) = v(D) .

Dokaz ove teoreme bazira na slededem uopStenju rezultata
Rogosinskog [92] :
Lema 6,14, Neka je f=(f1,...,fn) neprekidno preslikavanje

iz T u R™ i‘ﬁregulama mera na (T,B) takva da paostoji
Te(t)ap(s) =( 2 ()ap(t) ey J2p (1)0p(E) ) € R
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Tada postoje prirodan broj k, kK<«n , tacke t1 "“’tk iz T 1
nenegatiwmi brojevi Dyseme s Py takvi da je

J;Ef(t)d}&(t) = p1f(t1)+...-|:-pkf(tk) .

Dokaz: Ako je suppy-—-ﬁ , onda je za svaki kompakt KcT, )J-(K): 0,
te je p(T) = sup{ p(K):KcT ,K xompakt } = O . Stoga je
;Ef(t)d.fu(t) =0 pa k=1, p,= 0, t,€ T dokazuje tvrdjenje.

Neka je suppf# ¢ . Lako se vidi da je supp ¢ zatvoren skup.
Ponavlijajudi rezonovanje iz leme 6.9 ,moZe se pokazati da je
/A(supp}»-).c = QO ., DokaZimo da je

a = Jf(t)dr(t) e ri cone £(T N supp)u-) (10)
' T

Ako to ne bi bilo tacno,mogla bi se tadka a € R™ gopstveno
odvojiti od konveksnog konusa geﬁerisanog skupom £(T n supp )u.)
tj. postojalo bi ce RN {0} tako da je

¢c,a> <<c,y> za svako y € cone f(suppp) (11)
pri &emu postoji bar jedno y_ € cone f(suppps) tako da je

<C,a> <<C!YO> (12)

Stavlijajudi u (11) najpre y=O a potom y= p f(t) za proizvolj-
ne p>0 1 tesuppp , dobill .bi da vaZi
ey < 0 < <c,f(t)> za.sve t € supp p (13)
PokaZimo da postoji bar jedno t e suppp tako da je
0 < <c,.f(t0)> (14)

U suprotnom,vredelo bi

, S<e, (% £y = J§ 0
{c,a> T<c (tpap(t) £ d}u(t)

i

0

a takodje i
< Cp¥y> = O

Jto protivuredi relaciji (12) .
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Zbog neprekidmosti funkecije f iz (14) sledi egzistencija
okoline U tadke t, za koju je
<e,2(8)y > 1/2<e,£(8)> > 0 , teU

No,tada je |
0 2<¢,a> = '~g<c-,f(t)> a (%)

= j -+ Jl o
8upp g (supp p)

— j -+ 5 c
SUPDPEN U Suppp NnU

> S
suppﬁr\U

> 1/2<e,f(%)> (suppp n U )
= 1/2 <e,£(%)>p(U)
> 0

2
kontradikeija ! Time je relacija (10) dokazana.Ostatak dokaza
ide kao u lemi 6.9.

Dokaz teoreme 6,13. Dovoljno je dokazati da za svako xe¢C i

svako j~ €M, postoji AeA tako da je IL(x,p) = L(x,A) .,

Primenjujudi lemu 6.14 , nalazimo da je

{ . 2y
T | n+1

1

za neke nenegativne p,,..., . Neka je A: T > [0,0)

pn+1
definisano sa

Alt) ={

pi y z‘a t=ti ] i= 1 § eue ,n+1
0 , inacde
Tada je |

L(x,p)= £(x)+ ,{“at’” b, )dp(t)

= f(x)+<%'atdp(t), XD = \&btdr(t)

L(xrl) .
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"' 7, STABILNOST U SEMIINFINITNOM PROGRAMIRANJU

U ovom odeljku razmatramo problem parametarskog semi-
infinitnog programirania
(inf) £(x,8)

. (P,B)
P.0. gﬂxﬁJ&O,téT

ga pretpostavkama:

(1) vektor nepoznatih x pripada E" ;

(2) parametar 8 pripada izvesnom metricdkom prostoru M;

(3) indeksni skup T je kompaktan topoloski prostor;

(4) funkeija (x,8) » £(x,8) je neprekidna ng E- x M ;

(5) funkecija (x,B,t) n-gf(x,ﬁ) je. neprekidng na E"xMxT .
Zg: swako fikglirano B8<M, (P,8) je ofito problem semiinfinit-
ncg{programiranja.OZnaEimb sa: - |

;]ﬁ) dopustivo redenje ‘
X(8) skup svih dopustivih rééhnja

2(8) optimalnu vrednost

£(8) optimalno ;eéénje

i(ﬁ) skup avih optimalnih redenja
ovog problema, Osnovni problem parametarskog programiranja
je isplitivanje funkeija

Bn—}i(ﬁ) » 8= 2(8) , Bt-)ZE(B) .
Ono obuhvata |

(1) utvrdjivanje domena ovih funkcija tj. najvedeg skupa
parametara za koje odgovarajuca slika postoji (nije
prazan'akup ); J

(11) utvrdjivanje strukture (geometrijsko-topoloﬁkih'svoj-

stava) domena ovih funkeija ili njihovih restrikeija;




(iii) utvrdjiﬁanje neprekidnosti (poluneprekidnosti,
- difereﬁcijabilnosti i dr.) ovih funkeija ili
njihovih restrikei ja;

(iv) efektivno izradunavanje ovih funcija (ako je mogucde)
i raznaxdruga pitanja .

Na razmatranje problema parametarske optimizacije navo-
de mnogi problemi iz prakse.Tako npr. nije redak sludaj da
pojedini podaci u matematicdkom modelu kojim se opisuje neka
po java variraju sa vremenom),koje je u ovim slucajevima
prirodni parametar .Tako npr. u ekonomskim problemima
céneatroﬁkovi,patrebe, itd. variraju sa vremenom pa se pri-
rodno namece. pitanje kada i kako menjati neki proces proiz-
vodnje da se oatvari maksimalna dobit,

Generalno pﬁsmatrano,sa'svakim problemom matematickog
programirﬁnja;kaosmatemafi&kim modelom za neku drugu pojavu-

procea,priiéﬁno se pojé?ljuje“problem_ﬁarame¢arskesoptimiza—

cije, u kojem au.paramstri1sémi podaci polaznog problema,koji
su obidno samo aprokaimacijé realnih{tacnih) podataké.Pitanje
osetljivosti modela (problema) na polazne podatke je od izuzet-
nog znadaja (Festo puta i vaZnije od redavanja samog problemsa),

I'razna;tebrijska pitanja vode ka problemu parametarskog
prograﬁiranjaaTako npr. poznata Je veza teorije dualnosti i
pertnrbgaija "desnih strana™ konvekaﬁih(linearnih) problena.
(wiai [7] ,[34] ). Spemenimo da se problem videkriterijalne
optimizacije moZe sﬁeati na parametarsko programiranje ([68]).
Rézne:druga primene parametarskog programiranja mogu se tako-




Prdblem parﬁmetarskog programiranja (P,B8) bi se mogsao
amatrati potpuno redenim sko bi se funkelje Bs+-£(ﬁ) i
B - i(B) mogle konstruktivno odrediti. To jJe moguce samo
ﬁaa@eﬂijalnim gludajevima npr. u linearnom prog:amiranju
ga realnim paramefrom ‘od- koga funkeija cilja (i/ili desne
gtrane ogranidenja )linearno zavise ([84]). Ukoliko se para-
metar pojavljﬁje i u "matriei tehnologkih koeficijenata® ,
problem parametarskog programiranja je znatno tedi pa,
i pored velikog broja radova, pravih "konstruktivaih" rezul-
 4ata je malo (uporedi [28),(37],[110],09l, (61).

. 0d mnogobrojnih pitanja parametarske optimizacije u daljem
demo se baviti samo pitanjﬁm stabilnosti problema (P,B8) u
smislu Eremin-Astafiev-a [37] Pokazacdemo da se njihov kon-
gtruktivan rezultat iz [37] mozé proSiriti na semiinfinitan
| kvagikonveksan'program'sa parametrom,
  ‘Da£inicij£'I,1, _Problem (P,8) je'stébilan_u.taéki BOGEM

ako postoji okolina H(Bo) tacdke 8, takva da:
(i) za sve BGN(BO) skup E(B) nije prazan;
(ii) za swvaki niz tadaka (Bn),Bntsﬂ(Bo).koji tedi
B8 ,ﬁiz proizvoljno'iiabranih optimalnih reden ja
(x(B )) Je ogranidan i ima tafke nagomilavanja
u skupu x(s ). | |
S obzirom da se kod drugih autora [19] [6] ) stabilnost
opisuje pomoéﬁ polunaprekldnoati odozgo (0dozdo) preslikava-
nja B HFX(B) u taékl B ,pokaZimo najpre u kakvom je
odnosu stabilnost programa (P,8) u tadki 8, sa poluneprekid-
noﬁbu odozgo (po Berge-u) prealikavanja qu-X(B) u B8
efinlci;a 7,2, Preslikavanje 8 F(8) iz metrickog pros4
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t_tﬁzrip'a__ M .palzi'ti'biﬁli skup skupa EX je poluneprekidno odozgo
w Be; eM (po B?rge—u) ako i samo ako,za svaki otvoren skup

G koji sadrZi F(Bo) postoji okolina N(BO) tacke B, takva da
. za sve B eN(BO)' vredi F(B)CG .
Teorema 7.3. . Ako je problem (P,8B8) s.tﬁbilan u Boé M , onda
je funkeija 8 n-'ai(ﬁ) poluneprekidna odozgo u Bo"

Dokaz, Ako tvrdjenje ne vaZi,postoji otvoren skup G koji
sadri __ i(BO);niz.taé'aka (Bn) koji teZi 8, 1 niz odgovaraju-
éih optimalnih reden ja (i(Bn)) ko ji pripada zatvorenom sku-
.‘pu Rl_i\ G . Stoga su i tacdke nagomilavanja poaslednjeg niza
w R%\G , te ne mogu biti u i(ﬁo). Ovo je u kontradikeiji
sa pretpoatavkom o ssabilnoati programa (P,8) u B,
Da obratno tvrd:jenje ne mora da vaZi pokazuje

Primer 7.4, Neka je. (P,8) :
| . A{in®) f(x,B) . xeR®

. gde Je

o Bx , x<0 ’
- f(z,B)={ BeR
. O, x20
Ovde je " 0,m g ako B8<0
X(8) ={(—€D,03 ako B =0
ako B>

te je funkecija 8 » E(B). poluneprekidna odozgo ulavakoj
tadki 8,< 0,all (P,8) nije stabilno u B,» Jjer,za proizvoljan
niz (Bn) koji tedi 8 o ymoZemo izabrati neogranideni niz

£(Bn) =n , | -

Teorema 7,5, Ako je skup i(ﬁo) ograniden,skupovi X(8)
-"n;_epra-,znif za sve B iz neke okoline tacke 8 o i ako je funkci-
ja 8 = X(8) polﬁneprekid.na odozgo u tadki 8, , enda je
(P,B8) atabilno w BO .

Dokaz, Neka Bn-a-.Bo i neka je (x(Bn)) niz proizvoljno iza-
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branih oPtimalnih redenja.DokaZimo da on ima bar jednu
$adicu nagomilavanja. U auprotnom,,pocevé’:l. od dovoljno veli-
kog indeksa n,svi &lanovi ovog nlza su van kompaktnog sku-
pai(ﬁ o)'. Ne: umanjujuéi" opdtoat,moZemo pretpos.ta?iti da su
svi &lanovi niza (;(Bn)) van E(Bo) .Kalm (;(Bn)) nema
tacdku nagoﬁilavanja njegov trag F-{i(B ) : ne N} je
zatvoren skup Skup G= R2\ F je otvoren i sadr2zi X(B )
Zbog poluneprekidnosti odozgo u B8, treba da vezZi X(B )C G
za gve dovoljno velike n,dto je nemoguée' Dakle,n:.z (x(B ))
ima bar jednu tacdku nagomilavanja.Kako isti zakl judak vredi
i..za. aveki podniz ovog niza,ceo niz je ograniéen.DokaZimo
da su.mu tacke nagomilavanja u i(ﬁo). Neka je X, prdizvolj-
na tadka nagomilavanja ovog niza.Ne umanjujuci opstost,

moZemo pretpostaviti da ~x(Bn)q > X o Sa pretpostavkama iz

o

uvoda,lako-je dokazati da je "X(B ) zatvoren skup. Ako X,

. ne priﬁpa&a: X(B ), postojali bi otvoreni disjunktni skupo-

vl G, i6

1 oy Gy D {xo} (}2 - X.(B ) ,te bi za dovoljno
veliko n bilo X(B )CG i x(B ) € Gy 4o je kontra-
diktorno., Otuda x ¢ X(Bo) ,fime je dokaz zavrden,
| ' Za dalje ilaganje nuzna je sledeca |
- Definieiija 7,6, Neka je-';‘f(_"'?s n ) niz podskupova od R™ .Tada:
(1) Iim S, ={xeR™: x je;'taé'ka nagomilavanja nekog niza (z,),

X, € S, ,n=1, 2,...} I
(ii) lim S -{xeR P X -ulim x Zza neki niz (x ), y X, € Sn,n=1,2,..
(iii) Ako je lim sn= lim S = 5 kafemo da S, u smislu Kuratow-
skog konvergira ka S i pidemo S, »5 .
(iv) :Za zadano preslikavanje B8 v S(8) iz metricdkog prostora

NP mo, o
M u partitivnl skup od R".3j zedani skup ScR™ definifemo




S(8) »S kad' 8 » B8, akko za svaki niz(8) koji teZi 8
vredi S(Bn) > 9 .
Takodje je neophodna |
.De:finic:ija 7,7. Funkelja £:R" » R je kvazikonveksna na R?
akko |
| £ (px+(1-p)y) < max { £(x),2(y)}za sve x,ye R"i p e (0,1)
a striktno kvazikonveksna na R® akko za sve X,y takve da je
| f(?)é f(y) vredi £(px+(1-p)y) < £(y) za sve pe (0,1)
Lako je wideti da je svaka konveksna funkeija siriktno kvazi-
 konveksna,a striktno kvazikonveksna funkeija je kvazikonveksna.
| Sledecda teorema daje dovoljne uslove za stabilnost kvazi-
- konveksnog paramsatarskog semiinfinitnog programa u nekoj
- taéki.
- Tedrem&. 7.8, Neka je (P,8) problem parametarskog semiinfi-
u niﬁnog pmgramiranja iz.'uvoda kjod koga su funkeija cilja' f
i :fu.nkci;je agranic!enga gt,t eT kvazikonvekgne po x za svako
:'flks:r.rano 8, 1 pri tom Je X(B ) neprazan kompakt. Ako

- X(8) »X(8,) kad 8 » B  ;denda je (P,8) stabilno u 8,

o &
_}ﬂDOEaz, _frema teoremi 7.5, ,dovoljno je dokazati:
: "-(:L)' E(B) # @ 2za sve B iz neke okoline tacdke By

- (ii) preslikavanje 8 » X(B) je poluneprekidno odozgo u B,
Pretposstavimo da (i) ne vaZi.Tada posto;jl niz (8, ),8 B,
';.za koga je X(B ) = @ Neka je X, EX(B ) i K. kugla radi-
. jusa.r sa centrom O i ko ja sadrzZi skup K(B Y. Kako

X(B ) -rZ(B ), poatoji niz (x,), x, €X(B,) koji tedi x .

- Dokaﬂ'imo da pos:l:oji pravac 4 # O takav da x +p d €X(8 )
z8& ave p20 1 pri tom Je |
f(xn+p dn’_Bn) < f(xn,Bn)
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Kako aﬁﬁ_'g};upovi: "x(sn) zatvoreni i i(ﬁn) = ¢ mora x(sn) biti
neograniden.Stoga postoji niz (ym_), ymeX(Bn) takav da
\ Yn'll\ >o , £(y,,8,)) »-® kad m > o. Neka je d tad-
ka nagopmilavanja za (' Yo /1 Yol ) Ne umanjujudi opdtost,
pretpostavimo da je d = 1lim (ym/ W ¥t ) . Iz konveksnosti

| - m 3 @
skupa X(8 ) sledl |
| P P )
(] o — ) X, + = ¥ € K(B ) za p»0 i m dovoljno veliko
B B

te,kad m > o ,sledl x + p d € X(8) . Zbog kvazikonvek-

- snosti Je
£((1= 2)x e 2 g, 8 )¢ max { 2(xy,8,) £ (v } = 2(x,8,)
- —— — Y max X Yo ? I
¥, | o Ny R an . ’

te kad m > W dobija.mo

£(x +p%,ﬁ ) £ f.(x'n,ra.: g (1)

L ——

Blrajud':l. p, tako da y,= xn+pnd11 € Kgr\Kr dobide se
ograniden niz koji ima tadku nagomilava.n;]a T, @ X(B )\X(B )e
‘Ne umanjujudéi opﬁtos:t,pre:l:poarbavmo da y, *¥, kad o > o .
--Iz (1) onda sledi | :

N 2(y,.8,) < 2(x,,8,)
- &%o se protivi sa Y, ¥ }I(Bo).Dabijena kontradikeija pokazuje
da (1) vafi.

Tvrdjenje (ii) je upravo dokazano u teoremi I.3.3. u (28] .
S obzirom da je uslov . X(8) > ﬁ{(BO) kad B + B, obicno tesko
~ proverljiv,korisno je ukazatl na neke dovoljne uslove koji
ovo garantuju. ' |
 Peorema 7.9. Ako je za problem (P,3) parametarskog semiinfi-

nitnog programiranja iz uvoda ispunjeno:

ot o R }
= iy N N -
S R
. L

-
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o |

(i) . flinkm:ije g;cl(:x:,ﬁ ) su striktno kvazikonveksne po X za s8vVa-—

ko fiksirano ‘te T

(1ii) wvazi S1ater-ov uslov za (P, B, ) tJ. pogtoji X € R
tako. da Je. o
' gh(x 8, )<0 za ave t €T ,

onda I(ﬁﬂ) »>Xx(8,) kad 8 > 8.
Za dokaz ove teoreme potrebna je
Lema 7,10, . Neka je T kompaktan skup,funkeija (x,t) » g_b(x)

| ru&pr ekiﬁna na _RH‘ x T,striktno kvazikonv eksna 1&:0 X za svako

fiksirano t 1 neka postoji x, € R® takav da je gt(xo) <0
za sve t<T. Tada je ' |

int{x. gt(x)d-o te T} {x. gt(x)< 0, 'l;'e T}

Dokaz, Neka ic—R zadovoljava gt(i) <0 za sve t € T, Ako ne
pe:ﬂstoai okolina K(%,r) takva da za svako x iz te okoline
vradi & (x)<0 za sve €T, onda postoji niz (xn) i niz (t )

=T

'bak:vi da je g_t (xn); >0, n=1,2p0 1 X, > %X . Zbog kompak-

tnosti alm‘pa T,posto;]:. podniz (t, ), t, »t e T .Tada bi iz

k
g (x, )2 0, k=t 2,
nk k -

. zbog neprakidnosti funkeije g (x),sledilo g, (%) 2 0,suprotno
'..‘. o
-;_pretpoaxavci 0d koje smo pogli. Otuda

ie:l.nt{x. gt(x)f-o .t € T}

_Ob::nuto, ako X zadoveljava poslednju relaciju,postoji oko-
'lj li.na. EK(£,r) takva da 2za svako x ¢ K(%,r) vredi gt(x)r:.o Za
s:re teT Pre‘bpo&tavlmo da postoji t €T takvo da je gt(x)
'Naka je X, tadka iz K(%,r) takva da je £ izmedju X (Slater-
 ove tat‘fke ) 1 x,. Kako Je

.\ .o 0= g, (&) ¢ max {gt(x )18, (x4 )< o0
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m;falofbiibiti-'éf(x1) = 0,No,tada bi zbog striktne kvazi-
konvekanosti.f?nkcije. gt(x) vaZilo

g (8) <« gy (x,)=0 '
fto je kontradiktorno pretpostavljenom.Stoga,za sve t €T
?redi- gt(i)c:o ,§to je i trebalo dokazati, |

Dokaz teoreme 7,9, Neka 8 = 8 . DokazZimo,najpre,da je
X(Bn)# ¢ za sve dovoljno velike n (2)
ddkazujudi da j&.xo Slaterova tacka svih tih skupova,poéévéi
od dovoljno velikog n .U suproinom,postojao bi podniz (tIl ),
| k

t e T takav da je

By |

| &4 (xOan ) >0 (%)
n) k

Kako je T kompakt,postoji tacka nagomilavanja %  niza (tn )
| X

a T kao i podniz (t_ ) koji joj konvergira.Zbog (3) i zbog

'
neprekidnost%mbiéé
"' gto(xo,ﬁo)?, 0 :
‘dto je suprotno pretpostavei (ii). Time je (2) dokazano.
. DokaZimo da Jje i -
Tim X(8,) € X(8,) (4)
~ Neka xe1Iim X(8 ) .Tada posteji niz (x,), x € X(8,),n=1,2, ..
‘i.takav-ﬁa neki njeggv podniz (;nk) konvergira ka x. Pri tom
wvaZi
- gt-(xnk,ﬁnk)é_o ,teT

odakle kad k < o sledi
g,(x,8,)<0 ,tel
; Jime je (4) dokazano,

| DokaZimo sada da je

- X(8,) € 1im X(8,) L (5)
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Dovoljno Je dokazati
¢g£1n1: X(8, )c:lim X(B) (6)
jer Jje
~ x(8y) = el int X(8))
Prema lemi 7.10. ,
int X(8, )= {x: g, (x,8,)<0 tET} # ¢

Neka % ¢ int X(BO).Tada je ¢ Slaterova tadka za problem (PfBO)'
Ponavljajuéli rezonovanje pri dokazu relacije (2) u lemi 7.10.
dokazali bi da je £ Slaterova tadka i za (2,8,),podevdi od
dovoljno velikog n. Tada vi konstantan niz (xn), X, = 2
ﬁoéévgi od dovoljno velikog n,zadovoljaﬁao X éEX(Bn) i

n
x, > & , dime bi relacija (6) bila dokazana (prvih konacno
mnogo &lanova ne utice na xonvergenciju).

Iz (4) i (5) sledi X(Bn) a-X(BO),éﬁo je i trebalo doka-
zati, - | |

Objediﬁjujuéi teoreme 7.8. 1 7.10.80bijamo operativni
rezultat za stahilnoat kvazikonveksnog parametarskog semi-
infinitnog programa (P,8):
~ Teorema 11  Problem (P,B8) kvazikonveksnog parametarskog
semiinfinitnog programiranja s pretpostavkama iz ﬁyoda je
stabilan u tacki B, €M ako dodatno vredi:

(i) X(B ) je ograniden neprazan skup;

(ii) . (P, 8, ) zadovoljava Slater-ov uslov 1 ima funkei je

ogranicdenja striktno kgazikonveksne po X ,

Izvedeni rezultat predstavlja dalje uopstenje teoreme 11,
iz.[19] str. 213 , gde je za ciljnu funkeiju pretpostavljena
gublinearnost a za parametar 8 izabrani polazni podaecl ogra-

nicdenja .
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Sladeéi priméri pokazuju da je swaka od pretpostavki u
teoremi 7.11., bitna .
Primer 7.12, DNeka je M= E1, B°= O 1

- (inf) =B8x+y
'(P:B) | 2 |
p.0s t B8 x <y%1 ,te [0,11
y =20
Ovde je:

| {(1/82,0)} ako 8# O

X(B)

{(x,0): xeR} ako 8=0 .

Problem je meetabilan u 8,=0 Jer za 8 =1/n niz x(8/ ) =
-(n 0) ru.je ograniden, Primetimo da je Slater-ov uslov
:l.spunjen npr.za X —(0,1) ali da skup X(B ) nije ograniéen.

r 7,13, Neka je M= ¢[0,1)x ¢c[0,1] , B=(a(t) b(t))em
,_,,-(t. t)e M i
| (inf) -y

(P,8) - - . SR
A plo. x4al(t)y € bt) vt € (0,1]

X+ ¥y € 2 t

x20
yz0

" Problem (P,8) je nestabiién.u.ﬂo jer za npr.izabraﬁo
Bf(aﬁ(t) ,bn(‘b)_) |

' t ako 1/n< t <1

8, (8)=b, (8)=1

i/n ako 0 <€ t<1/n
' vredi. Bﬁ > 8, ( 3. an(t) = % ,bn'(t):::t na [0,1] ),
£(Bn)='(0,1) ,n=1,2,.. & njegove tacke nagomilavanja
nisa u X(Bo)= i (0,2)} .
U ovom primeru;nije zadovoljen Slater-ov uslov dok su
oatali‘ﬁalovi zadovoljeni,

Primer 7.14, DNeka je M= E1, B,= 0 1

(inf) -x
P.0. g(x)+ B
x >0

(P,B) 2

< 0
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gﬂ&rja 
- X=1 ,

X <1
g(x)={.‘ 0 , 1=£x=2

Problem (P,8) je nestabilan u 8 =0 jer kad 8 3 B, ,
2(8) = 1-132-» 1 ali i(BO) ={2}. U ovom primeru je
 dopustivi skup ograniden,vai Slater-vw uslov (npr. x = 1/2)
ali ogranidenje g(x) nije strikino kvazikonveksno (nego samo
kvazikonveksno). |
Imédm-a teorija obuhvata za primene vazan salucdaj linear-
In:c'g_ paranetarskog semiinfinitnog programiranja:
' Primer T.15. Hek_a' je T kompaktan metricki prostor,
M= ¢(T,B®)x C(B)x B* , ‘B=(a(t),b(t),e)eM i
| (inf) < ¢,x>
(P,8) -
p.o., <a(t),x> 2> b(t), t T
) IE,Rn |
'-'““Eovem- primeru parametar B8 &ine u:llazni podaci standard-
‘nog linea'.rnog semiinfinitnog problema..Mogud-'e je razuml jivo
I kao . parah&tar pc;amatratiﬁsamo neke od ulaznih podaltaka,npr.
vektor ¢ 111 "desne strane ogranidenja" tj. funkeiju b(t).
Prvi sludaj odgovara izboru ‘8= c e M=E" a drugi izboru
B= _b(v'l:)_é M=C(T).Iskaz teoreme T.11. u ovim slucdajevima
daje rezultate Colgen-a i Schnatz-a (vidi (19]str.113-116,
i 216-218) i Colgena [24] .
Sledéd':l. primer .ilustruje primenu teoreme 7.11.
primer 7.16, Neka je T = [0,1], M= ¢[0,1]x E',8=(a(t),b)e N

| Bos(‘ﬁ,,2) i
' (inf) x°+by

2

(P,8)
| , te[0,1]

P.0. 12+y2+a(t)x+2y <t




o

Tada je (P B8) Konveksan program stabilan u B8 jer Je
dopustxvl skup X(8_ ) neprazan 1 ogranicen (pa je takav i X(B )).
Osim toga tadka (0,-1) je Slaterova za (?,8, ) . \

U kontraprlmerima T 12-14. funkei ja optimalne vrednosti

8 & f(B) |

imala Jje ﬁregid u tacdki Bo.Lako je videti da vazi
Teorema 7,17, Stabiinost programna (P ,8) u tacki Bo povliaci
neprekidnost optimalne vrednosti programa u isfoj tadki .
Definicija‘2.18. Problem (P,B8) parametarskog semiinfinitnog
programiranja je stabilan po vrednosti u tadki Boe M ako je
'fgnkmija 8 »» %(B) definisena u nekoj okolini tacke B0 i
neprakidna u toj tadki.

Sledédi_primer pdkazuje da je uvedeni pojam slabiji od
po jma stabilnosti. |
Primer 7.19, Neka Je M~E1ii

(P B) _ (mf) o™ . '
PO, xsé B
‘Problem (P,8) stabilan je po vrednosti u svakoj tadki 8 <R

alnije;_ﬁi_gde'a‘babilan. o
. Sledeca teorema'ipak pokazuje da su uvedeni pojmovi a
nekim slucajevima ekyivalentni.
Teorema 7,20, U gludaju kvazikonveksnog-prbgrama (P,8B)

kod koga Je X(8) neprazno za Sve B iz neke okoline tacke

8, iz M i pri tom je X(E ) ograniden skup,atabllncat po

- vrednoaxi u taékl 8, povlacl stabilnost programa (P B) u

o istoj tadki.
.Dokaz. Neka B8 -8 .:i. X € X.(Bn), n=1_,2,... . Dokazimo da
je niz (;n) ograniden. U suprotnom,postojao bi podniz tog




niza & je norme teZe +m .Ne umanjujudi opdtost pretpostavimo
da X W » @ . Neka je Re X(BO) proizvoljna tacdka i d, tacka
nagomilavanja niza (dn), a = (xn-i)( i xn"&“)-1 . Ne umanjuju-
¢i opdtost moZemo pretpostaviti da d, »d, . PokaZimo da je
£+pdoé K(Bo) za svako p»0 . (7)

Kako je |

f+pd;= (1-p )% + D, x, , p, =p (hx - &1)""
i za dovoljno velike n , 'f}'pn_e (0,1) , iz kvazikonveksnosti
ogranidenja sledi

gt(i + pdn,Bn) < max { g‘b(i’ﬁn) , g_b(xn,Bn)}

< max { g.(%,8 ) , 0} (jer anX(Bn))

Prelaskom na limes kad n + ® ,zbog neprekidnosti ograniden ja

i funkeije (x,y) » max {x,y} , dobijamo

 8;(%+pd;.8,) ¢ max {g,(2,8)), 0} =0 ,ten
‘Time je -;ﬁ’"aghﬁilﬁo_‘%_ da -.
2 +p d, € X(BO)"' za svako p>0 (8)

- Po pretpostavei, za proizvoljno £ >0 vredi |
| f(Bn) < f(BO) 1‘+E. podevdi od dovoljno velikog n,
| Stoga,za dovoljno velike n ,vredi
f.(i-i-pdn,ﬁn) < max{f(ﬁ,ﬂn),f(xn,ﬁn)}
= max { £(£,8 ),£(8 )}
< max {£(%,8 ),2(8 )+€} .
Puftajuci da n < o dobijamo odavde
K : L A
f(i+pdo,Bo).§_ max {£(%,8 ),£(8 )+€}=£(8) + ¢
~Kako je € >0 proizvoljno ,vredi i
| r s
. f(£+pdo,ﬁo) < £(8,)
g%o sa (8) daje (7).Fo,(7) je u kontradikeiji sa pretpostavkom
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0. ogr'aﬁi&’enoa;ti'skupa X(BO).Dak_'Le,niz (x,) Je ogranicen,

Neka je x bilo kaja tadka nagomilavanja tog niza i (:1:Il )

k
podniz koji joJ konvergira. Tada

£(x, 8y )= 7(8 a) £(3,)

a takodje
£(x, ’Bn ) > f(xrﬁo)
k .

Otuda je f(x,&' )= (B ) .

'8, Y« (0 aledi neposredno gt(xB )< 0 te je
k k

x i dopustiva tadka za (P,8 ). Dakle, xEX(B;O) i (p,8) je

1z g (x,

~ stabilno w 8.

.Hapomena. Prethodna teorema formulisgana je 1 (110 ,T.1,str.
B '1'3-] za sludaj obicnog parametarskog nelinearnog programi-
ranja. sa konveksnom funkcijom cilja Dhez pretpoatavke- o
konvekanoati (ili bar }cvazikonvekanostl ) ogranicdenja.Da to

_.—-—-—'_'_.

n:l.je korektno pokazuje

- Primer 7.21. Neka je P={1}, M={n~ 'neN} {o}CE ,
(min) £(x,8)
(p,8) :

P.0. &, (x,8)< 0

pri demu je f(x,B)=O 23 éve xeRn,BeM i
| za 8=0

| g1(x,3) {llx-B - B"'1| za B8e€ M\{0}
Ovde: je -

o}
X.(B) x(ﬂ) { {

f0,28"1}, B8# 0
| 'pa je problem (P,B8) s.tabilan po vrednosti u 130:0 ali ne moZe_

| biti stabilan u B, jer za B = n~! ,niz (;(En))= (2n) nije ogra-
niden,Primetimo da funkeija g, nije kvazikonveksna po x .
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8. VISERRITERIJUMSKO PROGRAMIRANJE SA DELIMICNIM UREDJENJEM

YRITERIJUMA PO VAZNOSTI

Mnogi prakticdni problemi imaju sledecdi matematidki oblik:

iz na neki nadin zadanog nepraznog dopustivog skupa X igabrati
element "najbolji" za zadanu familiju funkeija cilja fi:x R,
i=1,2,..,p (kriterijuma) koje,pojedinacno gledano,treba gto
vide umanjiti. Kako najéesce,ne postoji tadka u kojoj sve
funkecije cilja jednovremeno dostizZu minimum (idealni minimum),
mora se posebno definisati gta se podrazumeva pod "majboljim"

izborom odnosno redenjem problema vektorske minimizacije

P (VP)
p.o. xe€X
U sludaju da nikoja dva kriterijuma nisu uporediva po vaZe
nosti,prirodno je pod redenjem problema (VP) podrazumevati

skup Pareto redenja tj. tadaka £¢X za koje sistem

fi(x)égfi(ﬁ),i=1,“m,p i bar jedna nejednakost
je stroga

xe X
nema redenija.(Pojam potide od italijanskog ekonomiste Pareta).
Drugim redima, % je Pareto redenje problema (VP) ,ako pobolj~-
Janje vrednosti jedne funkcije cilja uvek uzrokuje pogordanje
vrednosti neke druge funkeije cilja.
Drugi u literaturi obradjivan slucaj je , kada su svi krite-
rijumi poredjani po vaznosti tj.postoji najvazniji kriterijum

recimo f, ,zatim sledecdi po vazZnosti £, ,itd. sve do f; .

i 2 P
Resenje problema tzv,leksikografske minimizacije
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( lex-min) (fi (x),“_,fi (x))
1 p
p.0o., x€X
dobija se po slededoj proceduri: najpre se minimizira fi na X

1

i sa X, oznadi skup optimalnih redenja;zatim se minimizira f.

1

na 11 i sa X, oznaci skup dobijenih optimélnih resenja ; postg;
pak se produZava sve dok se na kraju ne mimimizira £, na pret-
hodno odredjenom skupu optimalnih reéénja‘ﬁip_1 . Optigalna
redenja dobijena u poslednjem koraku su leksikografski minimumi.
Pitanjima leksikografske optimizaci je posveé?na je monografija
(85] . '

U realnim situacijama mogude je da su neki kriterijumi upo-
redivi po vaZnosti a drugi nisu! Na primer,ako X oznacava skup
mogudih izbora nadina proizvodnje,f,- opisuje kvalitet proiz-
voda, f2 - cenu proizvoda ,f3 - zagadjenost okoline pri
izabranom procesu proizvodnje, prirodno je pretpostaviti da
je kriterijum f, vaZniji od oba kriterijuma f, i1 f, od kojih
pak.ni jedan nije vaZniji od drugog .

U ovoj glavi razmotridemo osnovne elemente teorije bvaﬁvih
problema vektorske minimizacije sa kriterijumima delimiéﬁo
ured jenim po vazZnosti.

Definicija 8,1, Pod videkriterijumskim programiranjem sa
delimicnim ured jemjém kriterijuma po vaZnosti podrazumevamo
par (VP, <) sastavljen od problema vektorske minimizacije (VP)
i izvesne tranzitivne i antireflekslvne binarne relacije =

u skupu svih kriteri juma.

Ako je fiyifj kaZemo da je kriterijum £, vaZniji od £

j L
Ako W(fi=<fj) i 'ijmcfi),kaﬂémo da su kriterijumi f i fj neupo-

redivi po vaZnosti.
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7Za relaciju << kaZemo da delimidno uredjuje kriterijume po
vaZnosti.Pogodno je ovakve relacije predstavljati grafom
(orgrafom) kome su d&vorovi kriterijumi a luci povezuju

kriterijume u relaeiji,Tako navedenom primeru odgovara graf

' 'Fi'

Primetimo takodje da tranzitivna 1 antirefleksivna rela-
cija =< ima i svojstvo

£, < £ =>‘I(fj=-r: £.) .

J

Uvedimo oznake
T(f) = { & :'I(fm:g)}, f,g ¢ {f1’“"’fp}‘

Tada je za svaki kriterijum f,skup T(f) neprazan skup sastav-
ljen od kriterijuma g koji su ili vazZniji od f ili neuporedivi
ga £ . Definidimo sada dsta je redenje problema vektorske
minimizaclje sa kriterijumima delimicno uredjenim relacijom =< .

Definiecija 8,2, Pod redenjem problema (VP,><) podrazumevamo

A

tacku x€X koja ima svojstvo:
za 8vako ie-{1,“.,p} 1 svako xe€X takvo da je

£,(x) < £, (x)

posto ji fj+e T(fi) takvo da je
f.(x f . .
j( ) > J(x)

Drugim recima,poboljsanje vrednosti nekog kriterijuma uvek
uzrokuje pogorsanje vrednosti nekog drugog kriterijuma med ju
onim kriterijumima ko ji su vaZniji od ili neuporedivi sa

pobel jsanim kriterijumom. Primetimo da je pri tom i # j .
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U sludaju da je =< = @ uvedeni pojam se evidentno poklapa

sa pojmom Pareto redenja problemﬁ (VP) .PokaZimo da se u slu-
daju da je =< landasto uredjenje svih kriterijuma uvedeni

pojam Poklapa sa pojmom leksikografskog minimuma pripadnog

problema leksikografske minimizaclje. Neka je

... Ti< By = fip ...
i x € X refenje problema (VP,=<).Pretpostavimo da x nije
redenje pripadnog problema leksikografske minimizacije,Tada

postoji ke€{1,2,u.,p~1} i xeX takvo da je

£, (x) = 25 (x), 321,25,k (1)
J J
i A
T f. 2
ik+1(x) ) lk+§X) (2)

Kako je x redenje problema (VP,<) postoji £, T(fi )
‘ k+1

tako da jJe A
£,(x) > £(x) (3)

Zbog T(fik+1) ={fi1,f12,...,fik’fik+1} relacija (3)

je u kontradikeciji sa (1) i (2). Time je dokazano da x jeste
leksikografski minimum pripadnog problema ,

Sledeca teorema omogucdava karakterizaciju redenja problema
(Vp,<).

Teorema 8,3, Tacka x ¢ X je redenje problema (VP,=<) ako i

samo ako je ¥ optimalno redenje svih problema (Pi),i=1,2;“.,p

gde je
(min) £, (x)
(Pi) P.0. fj(X)=é fj(;) , fj € T(fi)\_{fi}
xe X

A

Dokaz. Pretpostavimo da je x redenje problema (VP, <),
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A

Ako X nije optimalno redenje nekog problema (Pi) postoji
x<€ X tako da je

£, (x) < £, (x) (4)

£.(x) < £5(x) , £5 € MEON {23} (5)
Zbog (4),postoji fje.T(fi)\{fi} takvo da je

£(x) > £,(x) ‘
No,to je u kontradikciji sa (5).Stoga je x optimalno rederje
za sve (P;), i=1,2,..,D .

Obrnuto,pretpostavimo da je £€ X optimalno reSenje za sve
(Pi), i=1,2,0.,0 . Tada su svi sistemi (4)=(5) 2a 1=1,2, ey
nemoguci na X. Otuda,ako za neko i€{1,2,n.,p} i neko x¢X
vredi fi(x)‘:afi(;) mora postojati fjéiT(f%) tako da
je fj(x)‘> fj(x) . Saglasno definieciji 8.2. , x ﬁe redenje
problema (VP,=<),

S obzirom na komplikovanost karakterizaclije aktuelno je
pitanje egzistencije redenja!

Teorema 8,4, Ako je skup X neprazan kompakt a funkcije cil ja

f1,“_,fp neprekidne na X , onda problem (VP,°<) ima bar
jedno redenje,
Dokaz., Dokazacemo tvrdjenje indukcijom po broju p funkeija
cil ja.
Za p=2, mogucda su dva slucaja:

(i) kriterijumi f, i f, su neuporedivi ; kako postoji Pareto

minimum , on j® ujedno i resenje problema .

(ii) kriterijumi £, 1 £, su uporedivi; problem se svodi na
traenje leksikografskog minimuma,dto postoji .

Pretpostavimo da je tvrdjenje tadno za sve probleme sa p kri-

terijuma,., Neka je (VP,=<) problem sa p+1 kriterijuma.
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Bar jedan od kriterijuma je zavrsni tj. nije vazniji ni od
jednog drugog kriterijuma.Oznaﬁiﬁo sa fz taj kriterijum a
sa (VPP,=<) problem dobijen izostavljanjem kriterijuma f
i svih lukova odgovarajuceg grafa kojima je f, ¢vor. Po
indukeci jskoj hipotezi,problem (VPP,“f) ima bar jedno redenje
X . Posmatrajmo problem
(min) £, (x)
p.o. f.(x) < £,(X), 1=1,2, .. ,pH (6)

x € X

kome je X jedna dopustiva tacka. Zbog pretpostavki o kom-
paktnosti skupa X i neprekidnosfi funkeija c¢ilja ,postoji
optimalno redenje ; ovog problema. DokaZimo da je ; refe-
nje celog problema (VP,-<) . Pretpostavimo suprotno. Prema
teoremi 8.3. postoji 1.6{1,2,.",p+1} i xe€X tako da je

£, (x) < fi(;)

£i(x) < £,(x) , 25 € DEON {1;]

Zbog T(fz) =n{f1,,“,f } i dinjenice da je x optimalno rede-

p+i
nje problema (6) mora biti i # z . Kako je
fi(x).é fi(i) g1=1, ces y P+1
bicde _
fi(x) c.fi(x)
£i(x) < £5(0), £y 6 Mg N {22, ]

odakle zakljudujemo da X nije resenje problema (VPP,bd),
gto je suprotno pretpostavci.Time je dokazano da je ; resenje
problema (VP,*<) i time je zavrden dokaz teoreme,

Na kraju ove glave formulisimo nekoliko otvorenih pitanja

koja ostaju za buduci rad:
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A) Kako odrediti bar jedno redenje problems (VP,°<)?
Jedan iterativni postupak kojim se odredjuje bar jedno

redenje dat je u dokazu teoreme 8.4, Vidljivo je naime da

ako umemo da redimo problem s& manjim brojem kriterijums

moZemo rediti i problem sa vedim brojem kriterijuma,

B) Kako odrediti sva redenja makar u sludaju linearnosti

svih kriterijuma?

C) Kakva geometrijska svojstva ima skup svih redenja?
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9. PRIBLIZNA RESENJA U VISEKRITERIJUMSKOM PROGRAMIRANJU

U ovom poglavlju razvijamo teoriju pribliZnih redenja

za problem vektorske minimizacije
(nin) f(x) = (f1(x),...,fp(x)) (VP)
P.0O. xe X
bez uredjenja kriterijuma po vaZnosti.Kao i obicno , X je
dopustivi skup izbora a fi: X 3R ,i=1,...,p su funkecije
cilja (kriterijumi).Za dva vektora a=(a1,m",ap) i b=(b1,“_,bp)
iz RP definidemo
ash < aif_;-‘-._ bi 2151, e P
a<b <> a; < bi 31=1) ey P
a<bhb <= (ag<b A af b)

Inverzne relacije ovih relacija oznacdavamo redom S8a = , >4 > .

Neka je € = (81,...,€P) > 0 fiksirani vektor iz RP,

Definiecija 9.1. Za X cX kaZemo da je &£-Pareto redenje

problema (VP) akko ne postoji x <X takav da je
f(x) « £(X)~¢
Definieija 9,2. Za X ¢ X kademo da je £ -slabo Pareto rede-

nje problema (VP) akko ne postoji x ¢X takav da je
f(x) < £(X)-¢& .

7a & = 0 uvedeni pojmovi se svode na Pareto(slabo Pareto)
refenje problema (VP),

Postoji vide razloga za uvodjenje pribliznih redenja.Prvo,
tadna redenja mogu da ne postoje,dok pribliZna postoje.Drugo,
numeridki postupel za odredjivanje tadnih redenja cesto zavr-
favaju na pribliZnom redenju sa zadanom gredkom & .Pri tom

metode za redavanje problema (VP) (osim u linearnom sludaju)
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jod uvek nisu dovoljno razvijene.Trecdi razlog je teorijske
prirode. |

Pojam ¢&-Pareto redenja uveo je Loridan wu radu [7{].
On se bavio pitanjem egzistencije ,karakterizacije i
izvesnim svojstvima ovakvih redenja. U radu ima (otklonjivih)
netadnhosti (propositions3.1,3.2,4.1 ) a"tehnika" izvodjenja
je "skalarizacija" vektorskog problema i primena poznate
teorije za pribliZna redenja u skalarnom slucdaju ({36L[7d]) .

Ovde razmatramo analogna pitanja za na prirodan nacdin
uveden drugi tip pribliZnih redenja, &£ -slabo Pareto redenja.
Osnovni rezultat je unopstenje varijacionog prineipa Ekelanda
(EBGE,{ﬁﬁ}J?{]) koje zadrZava vektorski karakter,kao i
njegove posledice za videkriterijumske probleme sa i bez
ogranidenja.

Prvi rezultat se odnosi na postojanje ¢ —-slabo Pareto
redenja problema (VP).
Teorema 9.3. Neka je € >0, Ako problem (VP) ima ¢ -=slabo

Pareto redenje,onda je funkeija

£(x) = max f, (x)
x m?x l(x

ogranicena odozdo na X, U sludaju da je £>0 vredi i obrauto.

Dokaz, Neka je u€X neki £€-slabi Pareto minimum problema (VP).

Pretpostavimo da funkcija f nije ogranidena odozdo na X .
Tada,za svako realno M postoji x<X takav da je f(x)< M,
Birajuci M= min ( fi(u)-Ei.) dobili bi da je za sve i=1,..,p

XL A
£,(x) ¢ £(x) < M g £i(u)-&

te u ne bi bilo & -slabo Pareto redenje.lzvedena kontradikeija

dokazuje prvi deo teorene,
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Pretpostavimo sada da je €>0 1 da Je %(x),g a ze neko
realno a i sve x iz X ., Formirajmo niz sistema na X
f(x) <« a+ne  ,0=0,1, s, (Sn)
Sistem (SO) je nemoguc a bar jedan medju (Sn), n=1,2, e
je mogud. Neka je n najmanji prirodan broj za koga je (Sn)
mogud¢ i u eX redenje za (S ).Tada je u £-slabi Pareto
minimum problema (VP), jer ne postoji x <X takvo da jJe
£(x) < f(u)-¢
(takvo x bi bilo régénje za (Sn_1)).

Karakterizaciju € -slabo Pareto redenja problema (VP) daje

Teorema 9.4, wue€X Je £-slabo Pareto resenje problema (VP)

ako 1 samo ako Je

inf max (f.(x)-f.(u)+ €;) = O
xe X 1 1 1 1

Dokaz. Sledi neposredno iz definieilje 9.2.

Slededi rezultat je glavni u ovom poglavlju i predstavlja
uopStenje varijacionog principa Ekelanda [36] za €-slabo
Pareto redenja problema (VP),

Pretpostavimo da je dopustivi skup X kompletan metricki
prostor sa metrikom d, da su funkecije ollja £y X R ,1i=1, 4,
poluneprekidne odozdo i da je funkeija E(x)= max f,(x) ogra-

i
nidena odozdo na X, Tada vazi

Teorema 9.5. Neka je usX jedno ¢g-slabo Pareto redenje

problema (VP), € >0 i A proizvoljan pozitivan broj.Tada

postoji ve X takav da je

f(v) £ f(u) (1)
d{u,v) £ 1/ (2)
£(x) £ £(v)-2ed(x,v), x€X = x=v (3)

Dokaz, Dovoljno je dokazati teoremu za A= 1 ,
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jer se promenom metrile d u metriku Ad komnletnost prostora
X ne narusava.DefiniSimo u X niz tadaks (z,) .n=0,1,2 e induk-
tivno.Neka X = w ,Pretyostavim da jJe X, definisano i

Hfefinisimo xn+l.Oznacimo s a
Kp= { xeX | f(x) & f(xy)-€d(x.x)} .n=0.1.... (4.)

1 primetimo da su X neprazni(sadzrie xn) 1 zatvoreni(zbog
soluneprekidnosti odozdo ciljnih funkcija)skupovi,Ako je
x, optimalno reSenje problema
(min)f(x). xe¢ X

[ 3 L] v L 3 L)
—_— . r? ) v
definisemo Xn+l N U suprotnom, biramo Yn+l‘EXn tako da je

A‘ b e — p - L ﬁ - p
£(x,, ) ;L{ri_fxf(x) s #( £(x,) ;nefx:lf;(:t) (5)

n
Cvo jehmoguée uciniti zahvaljujicl ogranicenosti odozdo fun-
kcije f (prema teoremi 9,3) i njenoj nolunevrekidnosti odo-
zdo (Jor su takve ciljne funkcije).Dokazimo da je (xn)
Cauchyev niz. Ako se u (5 ) desna st¥ana za neko n anulira,

niz (xn) je poCev od tog n stacionaran,dakle Cauchyev.U

sunr¥rotnom. zbo € 273
unrotnom, zbog Xl Xn vazi

f(xml) _é_f(xn) ~ min Ei~d(x

: xn)‘n=0,l,... (6)

n+1°
te Je (f(xn}) 0padajuéi niz.uz to ogranicen odozdo,.dakle
konvergira ka nekom realnom broju c.Tada i red

2. (f(xn)"f(xm-l))
konvergira,te iz () sledi da konvergira i red Y d(x

Zbog

n+l’xn)'

d(xn+p’xn) $ d(xn’xn+l)+d(xn+l'xn+2)+"'* d(xn+p-l‘xn+p)

za doto 9 > O,sve dovoljno velike n i sve prirodne p vazi
d(xn+p,xn)¢ o ,dakle (x,) je Cauchyev niz. Zbog kompletnos-
t1i X postoji veX kome (Xn) konvergira.Dokazimo da vazi
(1). Sabiranjem nejednakosti

3 Gni) €85 (xp, 1 1) - €4a(x

n+k’xn+k-l)’k=l’2""

2D
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9.5
n=lazimo
fi(xn+p)g;fi(xn)- Ei(d(xn’xn+l)+';'+d(xn+p—l‘xn+pn
oAnosno
:E':‘i_(:'z“-ni-}':))'é fi(xn)_ Eid(xn’xn+p)

Kad p =» o ,2zbog polunevnrekidnosti funkeije fi,odavde sledi
£.(v) & f(x,)- €,d(x,,¥)
Kako je ovo tacno za svako i=1,2,...,m bice
fv) < f(xn)—zid(xn,v) ,n=0,L1,...
Specijalno za n=0 dobijamo (1).

(7)

Dokozimo ds vazi (2). Kako je ueX €-slabi Pareto
minimum za (P),postoji indeks i tako da je

fi(v)g fi(u)-—Ei (8)
Iz (7)i( 8) sledi _éig—-eid(u,v) i odatle (2).

Dokazimo da vazi (3). U suprotnom,postojalo bi w#v
tako da je

f(w) €f(v)-€d(w,v) < f(v) (9 )
Otuda sledi
f(w) < £{v) (10)

S druge strane,s-biranjem nejednzkosti (7) i (10) zakKl ju-
¢ili bi da vredi

fw) g :f‘(;x:n)- Ed(w,xn) za n=0,1, ..

dakle da wéixn za n=0,1l,... .5 obzirom na konstrukciju

niza (xn) bilo bi
2f(x,, 1)-7(x,) & inf £(z) < f(w)
od~kle bi,puStajuci da ® teZi = ,dobili
c ¢ f(w) X (1)
tbog poluneprekidnosti odozdo funkecije f bilo bi takodje

f(v) & lim }(xn) = C

sto sa (10) i (11) daje kontradikeciju.Time je dokaz zavrsen.
Napomena 9,6, Za p=1

iskaz teoreme Jje upravo Ekelandov
varijacioni prineip u najopstijoj formi,
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Napomena 9.7, Pogodno je izabrati
A= (T e)V2 (12)

(13)

ili A A
A=( & )"1/2 , £ := max €i
i

Napomena 9,8. Iz (3) sledi da je veX Pareto redenje

problems
(min)  f£(x)+Aed(x,v)
p.o. xeX .

Takve tacdke se prema radu [71] nazivaju € -kvazi Pareto
resenja problema (VP),ukoliko je A birano sa (12).Smisao
teoreme 9.5. je onda u tome da se u okolini radijusa 1/7)
proizvoljnog £-slabo Pareto minimuma (sa € > 0) moZe nacdi,

po svim kriterijumima ne lodiji € -kvazi Pareto minimum,

Zbog (1), jasno je da je v takodje €& -slabi Pareto minimum.

Napomena 9.9, Ako su neke komponente vektora € 2 0 nule,

vazZi analogon teoreme 9.5. ukoliko se (%) zameni sa
f(x) & £(v)= A(e+Na(x,v), x X > x=v (3)
Pri tome je 9 proizvoljni nenegativni vektor iz RP  takav

da je £+d > 0. Uvek je ,npr. moguce naci 53. O tako da
je

A

E+9 = (&, €,u, £) > O

Napomena 9,10. 12z dokaza teoreme 9.5.,vidljivo je da je

uslov (1) moguce pojacdati sa
£(v) < £(w)=-2Aed(u,v) (1)
U daljem cemo pokazati neke posledice teoreme 9.5.
Razmotrimo,najpre, problem (VP) tez ogranicdenja ,pretpos-

tavijajucdi da je dopustivi skup X Banachov prostor i da su
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funkeije cilja f;,i=1,..,p GAteaux—diferencijabilne na X tj.
da za ve X i i=1, w.,p postojli neprekidni linearni funkecional

fikv) S X* takav da ja za svako u€X
lim  —— = (v),u> .
t - +0 t

Teorema 9.11., Neka je ueX jedan €& -slabl Pareto minimum

problema (VP) pri navedenim pretpostavkama.Tada postoji
£ =8labli Pareto minimum oznacden sa v i skalari )13;0 y
i=1,2, e ,P €ija je suma jednaka 1 ,takvi da je

| A . 8 [ (14)
XL

]\uavHébfg. (15)

Dokaz. Prema teoremi 9.5. postoji veX koje zadovoljava

(1),(2) i (3') birajuéy hsa (13) i J= 0 tako da je
e+ 0 = ( g,...,g) saglasno napomeni 9.9. Pri tom je
v €-slabi Pareto minimum problema (VP) i vazZi (15). Za

proizvoljno weX , W £ 0 , zbog (3| ) iz
£, (vetw)=£, (V)42 t1wius0 ,1=1,2,.0,p

sledi t=0. Otuda ,za sve pozitivne t vredi

. (v+tw)-=f. (v)
DAY e S W .
i t

Pustajudi da t teZi +0 dobijamo

1
max <fi(V) WD 2 -Jg It W]

te je sistem strogih konveksnih nejednadina (po w )

]
<ffi(v),wj>+J§'uwn-d;O y 1=1,2,4 ceeyP

nemoguc na X. Koristeci poznatu teoriju konveksnih nejedna-

ina (vidi npr. [87] ),zakljudujemo da postoje multiplikato-
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ri li > 0 sSa sumom jedan takvi da je

inf ((Z_Ll f__;_(v), WO+ J§ lwi 2 O

weX

Otuda je
inf <ZA:E (v), wd = =y .
Nwil =1 1

Zamenom W Sa =W odavde dobijamo

sup <Z>tf (v),ws < J&

twil=1 1
¢ime je dokazana relacija (14).

Kombinujudi teoreme 9,.,3.i 9.5. moguce je dokazati
sledecdu teoremu:
Teorema 9.12, Ako je X Banachov prostor,funkeije c¢ilja fi

A

GAdteaux—-diferencijabilne, f := max f, ogranidena odozdo,
i

tada,za svakl vektor £ >0 postoji veX koje je £-slabi

Pareto minimum problema (VP) a takodje postoje skalari

xi;;;o sa sumom jedan,takvi da je

| Zﬂif 'V)“ Jﬁﬁ
1

Razmotrimo sada problem videkriterijumskog programiranja
sa ogranicdenjima,Pretpostavimo da su funkecije cilja s,
i=1,2,.w.,p PFréchet-diferencijabilne na izvesnom Banachovom
prostoru V a funkeije ogranicenja g5 V>R ,j=1,2,.,0
neprekidno Frechet-diferencijabilne., Problem koji posmatramo
je
(min) f(x)=(f1(x),“.,fp(x))
P.O. gj(x)= O ,3=1 4 eee s (VP)
85 (x)£0 ,j=q+1, e pm

Pretpostavimo da je dopustivi skup X ovog problema neprazan

i regularan tj. da je za svako xeX
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¢{g;(x) : jch(x)} linearno nezavisan (16)

pri demu je sa J(x) oznalen skup indeksa ogranicdenja aktiv-
nih u tadki x +tj

je J(x) akko gj(x) = 0
Teorema 9.13, Neka je (VP) problem videkriterijumskog

programiranja sa ogranicenjima kome je dopustivi skup X
regularan i funkeija f := max f, ogranicdena odozdo na X,
i

Tada,za svako € >0 postoji veX koji je €-slabi Pareto
minimum problema (VP) kao i skalari 11,12,".,)b Sa sumom

jedan , skalari f&1""’f{q e R ,;*q+1,...,/‘m__‘f;0 takvi da je

] §i7~if;_('ir) + %}‘jg;(ﬂ I o <\Jf (17)

Dokaz, Primetimo da Jje dopustivi skup X zatvoren neprazan

deo Banachovog prostora i,kao takav,kompletan metricki pro-
stor sa indukovanom metrikom.Prema teoremi 9.3. postoji
£ —slabi Pareto minimum problema (VP).Koristedi teoremu 9.5.
zakl jucujemo da postoji ve X koje je € -slabi Pareto minimum
za (VP) takav da vaZi
£(x) £ £(v)-€( &)~ V2 a(z,v) , xeX = x=v (18)
DokaZimo da ne postoji he X takvo da je
<gi(v), h> =0, j=1,u,q (19)
<g;(v), h><0, je {gtl,.,m} N J(v) (20)
<E (V)b >+ € £)1/2 {ni<0 ,i=1,2,.,p (21)

Neka h € X zadovoljava (19) i (20) 1 h# O . Koristedi
teoremu o implieitnoj funkeiji zakluéhjemo da postoji
neprekidno diferencijabilna kriva wu:{0,T] = X takva da

je u(0)=v i w(0) = h . Zbog (18),za svako t ¢ (0,T) je

max (£, (u(t))-£, (u(0)) + €, (&)~ Zuu(t)-u(0) » 0 .

%
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Deleci sa t i pustajudi da t teZi nuli,odavde dobijamo

max (< £1(v),n>+ €, (8)1/2 1 ny 30
1
Znaci h ne zadovoljava (21). Primenjujudi teoriju sistema
konveksnih nejednac¢ina na (19),(20) i (21),zaklju5hjemo
p 2 0 sa sumom jedan, skalari
}*1,...,}“(1 € R, Faid? = fm >0 (1 pri tom je #j= O za j<¢J(v))

da postoje skalari 31,“,,R

takvi da je

: ' | ay=1/2 '
hjénfi ( %Gllfl(v) yh >+ %Aiei(g) thil+ %< f-t.}g,] (v) ya > )?;'0

Odavde sledi

inf (< INE (V) o+ Spgl(v),n>) s —(8)"1/2 s e,
thp=1 1+ °7 57953 it

Kako je Z'Aisi < & i zamenom h sa -h, dobi jamo
! t
sup <2A £ (v)+ 2 fes(v) , B> & (&)1/2

bt =1 * J
odnosno (17).Time je teorema dokazana.

lzvedene teoreme prenose Ekelandov varijacioni princip
i njegove posledice na probleme visekriterijumske optimiza-
cije.One pokazuju da su znacdajna ona priblizZna redenja koja
su 1 privliZno stacionarna(odnosno pribliZno kvazi Pareto
minimalna) i koja pri vrlo blagim pretpostavkama postoje.

Takva bi se s pravom mogla zvati pravilna priblizZns redenija.
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10. DUALNOST U VISEKRITELIJUMSKOM PROGRAMIRANJIU

PridruZivanje dualncg problema zadanom problemu matematic-
kog programiranja predstavlja jednu od naijplodotvornijih ide-
ja u teoriji skalarnog matematickog programiranja.Stoga Je
prirodno odekivati da adekvatne konstrukcije duala budu od
znacdaja i kod problema'viﬁékriferijumske optimizacije., U pds—
lednje vreme pojavio se vecdi broj radova u kojima se razne
dualne konstrukcije,poznate u skalarnom slucaju,prenose na
probleme videkriterijumske optimizacije.fTako npr. u [801,[36],
[98], [103], [72] xonstruisu se duali Lagrangeovog tipa (bazi-
rani na pojmu sedlaste tadke za odgovarajuce konstruisanu
Lagrangeovu funkciju) a u[ﬁ12] dual Fenchelovog tipa (baziran
na pojmu konjugovane funkcije)., Cilj ovog odeljka je konstru-
keija duala Wolfeovog tipa za problem konveksnog diferencija-
bilnog videkriteri jumskog programiranﬁa:

(min) (f1(x),".,fp(x))

p'o' gi(X) éo ’i=1jii- ,m

(P)

Pri tom pretpostavljamo da su f1,"m,f 181900098 konveksne

i diferencijabilne funkcije na R, ’
U cilju uprosdenja zapisa u daljem koristimo sledece oznake:
f(x):= (f1(x),“.yfp(x))
g(x):= (g (%)) r8(x))
L, (x,A) = £, (x)+ <X, g(x)> ,1=1, 00,0
L{x,\):= (L1(x,k),“,,Lp(x,k))
e:= (1,1,0e,1)
Vf(x):=(‘0f1(x),...,VfP(x))
g&(x):=(7g, (x), w 8, (%))
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Y:={ (x,\, 1) e RURUxP: A2 0, po0,<p,e> =1, <, 91 (2> +<X,0g(x)> =o}

Definiciija 10,1, Dual problema (P) u Wolfeovom smislu je

probiem

(max) L(x,\)
(D)
p.o. (x,A,M)e¥
Primecujemo da se u skalarnom sludaju (kad je p=1) problem
(D) svodi na Wolfeov dual (vidi npr.[74)) a promenljiva p
nestaje 1 iz ogranicdenja.

Sledece teoreme su analogoni teoreme slabe dualnosti:

Teorema 10.2, (skalarna slaba dualnost)

Ako je x dopustiva tacka primala a (%,5,~) proizvoljna dopus-
tiva tacdka duala (D),onda je
< for LR, 3> gcpn £(x)> (1)

Dokaz. Zbog konveksnoati i diferencijabilnosti funkelja cilja

i ogranidenja vaZe nejednakosti
'fj(x) > fj(i)+<vfj(:‘&),x-i>‘-- y 351, e s D
g;(x) > g;(£)+<vg,; (&) ,x-2> , i=1,..,m
te je
<fof(x)y > i, UE(R)> ,x=8>+ <A, £(%)>
<= <5 08(EPyx-8> + <, £(X) >

< n1<Tg(R),x-2>+ <5, £(R)>
2 - < 5Ny glx)=g(R)> + <L 1(R)>
> < L8R)> +< L, (X)>

= ¢ p,L(X, A)>

Teorema 10.3, (vektorska slaba dualnost)

Ako je x dopustiva tacdka primala (P) a (%,3%,R) dopustiva

tadka duala (D) i f£(x) £ L(%,3) , tada je f(x)= L(f;%) .
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Dokaz, Iz f(x)gL(%,3) sledi <A, f(x)> =<k L(X,R)> te,
zbog teoreme 10.2, vredi {cﬁ,f(x):>=<P,L(i,i)>. Kako je
% >0 odavde sledi da je f(x)= L(&,5),Sto je i trebalo
dokazati. Primetimo da pri tom vaZi  3,g(x)> =0 (vidi dokaz
teoreme 10,2.).
Teorema jake dualnosti ima sledecdi analogon:

Tgorema 10,4, (jaka dualnost)

Pretpostavimo da primal (P) zadovoljava Slaterov uslov

(2x) g(x) <0

Tada,za svako sopstveno Pareto redenje X primala (P),postoje
i p  takvi da je (X, X, » ) Pareto redenje duala (D) i
pri tom je

£(x) = L(x, X) .

Dokaz, Kako je X sopstveno Pareto resSenje primala (P),na

osnovu teoreme Geofriona (vidi' t.4,8tr.108 u [86]),postoji
®>0 Ba < p,e>=1 tako da je X mininum funkeije
< FL ,f(x)> mna skupu X ={ x € RM: g(x) < 0}- . Zbog Slatero-
vog uslova,postoji X 20 tako da X minimizira funkeiju
4<)C,f(x)> +<a,g(x)> na R™® ( na osnovu Kuhn-Tuclkerove teore-
me ) i pri tom vredi
< 70(X)> +<X,0g(¥)> =0 (2)
<A, g(x)> =0 (3)
Stoga je (X,7,7) dopustiva za (D).Da bi dokazali da je
ta tadka Pareto resenije za (D),pretpostavimo da je (x,A, M)
proizvoljna dopustiva tacdka za (D) takva da je
L(x,A) zL(%,3X) | (4)
Kako je, zbog (3), L(Z,N) = £(X) ,iz (4) sledi |

L(x,A) = £(X) ,te prema teoremi 10.3 ,vredi £(X)= L(x,A.
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"Otuda je L(x, M= L(%,%),te je (X, X, ) Pareto maksimum za (D).
Uz to jod vadi f(X)=L(x, \) .Time je dokaz zavrden,

Slededi primer pokazuje da teorema jake dualnosti ne mora
da vaZi za Pareto resenja koja nisu sopstvena.

Primer 10,5, U problemu

(min) (x,y)

P.0O. x2—y <0
tadka (0,0) je ocdigledno Pareto (ali nesopstveno) resgenje.
No,ne postoje Az0, p>0  takvi da ((o,0),A,) Dbude Pareto
redenje duala (D) koji glasi:

(max) ( x+1(x2—y),y+1(x2—y))

oo (Nap (D)) = ()
0 1 -1 0

Pyolo 0,320

Ovde ,x=0 implicira I -2Ax =0 , /m2=',\= 1 .

Primedba 10.6. Slaterov uslov je u prgthodnoj teoremi bio
potreban da bi se na problem (min) <dF,f(x)>, xe X mogla
primeniti Kuhn-Tuckerova teorija.Umesto njega mozZe se pret-
postaviti neki drugi uslov regularnosti koji to omogucava npr.
linearnost ogranidenja.

Interesantno je pitanje kada se iz Pareto resenja duala (D)
moZe "odbacivanjem" multiplikafora dobiti (sopstveno)Pareto
redenje za (P).To je pitanje obrnute dualnosti.Sledeca teorema
je analogon Mangasarianove striktne obrnute dualnosti (vidi
(74) str.117 ).

Teorema 10,7, (striktna obrnuta dualnost)

Neka je (%,5,}) Pareto redenje duala (D).Pretpostavimo da je
furikcija x »<p,L(x,3)> striktno konveksna,da dopustivi skup

X primala ima Slaterovu tacku i da problem

| P .

e pe— | Tyeg— | T —y by L )
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(min) <):-:f(x)>, xeX
ima optimalno resenje X .Ako vaZi bar jedaa od uslova
(i) (%,4) je refenje problema
(max) < K,L(x,A)>
P.0, <F,‘Jf(x)> +< A,Pg(x)> =0
AzZO
(ii) f£(¥ ) 2 L(%,%)
onda je £= X , X je sopStveno Pareto resenje za (P) i
(%) = L(%,3) .

Dokaz, Primetimoc da je X sopstveno Pareto resenje za (P) i

da zbog vaZenja Kuhn-Tuckerove teorije postoji 3 2z 0 tako
da Je

< A, VE(X)> +<A,V8(X)> =0
1 <x8(X)> =0

Kao u dokazu jake teoreme dualnosti dokazujemo da je (X,x, M
Pareto reé%nje za (D).Pri tom je f(ij = L(x,\). U slucdaju
da vaZi (i) dimali bi nejednakost
<AL, A0 <R L(E,R) =< R, £(E)>
koja zbog vaZenja slabe teoreme dualnosti T.10.,2 daje
' < f0L(%,R)> = <}, L(%,3)> (5)

U sludaju da vaZi (ii) iz dinjenice da je (%,4, Pareto
redenje za (D) i nejednakosti

L(X,X) = L(%,3)
sledi da Je

L(X,2) = L(%,A
Otuda zakljudujemo da u oba slucaja véii relacija (5).

DokaZimo sada da je x = £ ., Pretpostavimo suprotno X # %

- Kako je % stacionarna tadka striktno konveksne funkeije
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<:;1L(x,i)7 ona je njen jedinstvenl minimum, Otuda je

< A L(E, > > (LR, 30
te je ,prema (5) ,

<o L%, 302> <y LR, R )2
ili uw razvijenoj formi

<P f(E)> +<¢%,8(X P> <R E(R)> +<X,8(X)>
odakle sledi
¢ 5 18(X)> >0
gto je zbog A 20 , X ¢ X nemogucde. Dobijena kontradikcie
ja pokazuje da je x = %, Ostatak dokaza je trivijalan,
‘Na kraju primetimo da je uslov (i) u skalarnom sludzaju

auntomatskil ispunjen.
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11. PARAMETARSKO LINEARNO VEKTORSKO FPROGR AMIRANJE

U ovoj glavi problemu linearmog vektorskog programiranja

(min) Cx
p.0o. AX 2D (P(3))

(4,b,C su realne matrice formata redom mxkmmxt,pxk)
pridruéujemo prirodan parametar B:(A,b,c)e&Rmk+m*Pkl i
obratno i ispitujemo razna svojstva funkelje

8 > Q(B)
gde je sa %(B) oznacen skup Pareto reSenja ovog problema.
Razmatraéemo samo parametre B za koje je dopustivi skup X(8)
problema (P(B)) neprazan. Skup slabih Pareto reSenja oznaéi-
temo sa S{(B), vrste u matrici C sa CysesesCy @ vrste u mat-
rici A sa a,,...,a.. Najveé&i skup parametvara B8 za koje je
%(B) neprazan skup zovemo domen funkeil je ﬁ; i oznacdavamo
dom i.
Povremeno &emo za parametar birati samo matricu C (i to Ce

biti posebno istaknuto). Parametarska analiza u slucaju da

je parametar reduciran samo na vektor b, moze se naéi u Y?é}.

Teorema 11.1. Slede&i uslovi su ekvivalentni:

(a) B=(A,b,C) € dom i;

(b) postoje vektori M > 0 sa ﬁFe =1 1 Az 0 takvi da je
wBo = ala;

(¢) ri cone { c1,...,ep}r\cone{a1,...,am} 0

(d) sistem Ad>=0, Cd< 0 je nemoguc ;

(e) postoji m>0 sa pﬁe = 1 tako da funkcija F}CX dostize

minimum na skupu %X(3).

—_— . - eem— e e e —_—
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Dokaz. (a)& (b) .Poznato tvrdjenje ([86] yt.6,8tr.161 )

(b) & (c). {c) je geometrijska interpretacija uslova (b).
(d) © (b) na osnovu Tucker-ove teoreme alternative ([741,str.29)
(e) © (b) zbog Kuhn-Tucker-ove teoreme .
(a) & (e) poznato ({861 yt.T,8tr.112).

Na osnovu lizvedene teoreme vidi se da je dom i konus ,
jer iz Bedom?{ sledi tBedom;[ za sve $t 20 .PokaZimo na
primerima da dom % moZe da imaqneugcdna svojstva da nije
konveksan a ni zatvoren skup,fak ni kad se parametar B redu-
cira samo na matricu C., Taj se fenomen u jednokriterijumskom
sludaju ne dogadja.

Primer 11.2. Neka su A=(é ? i b=(8) fiksne matrice i 8=C .

- or=6 )4 epr(y

Jje §(01)% @ :i(02)# @ ali je i(2/3 C1+ 1/3 02) = @ . Provera
ovoga je laka ako se iskoristi uslov (c). U ovom primeru

dom ﬁ(c) nije konveksan skup.

Primer 11,3. Neka su A i b iste kao u prethodnom primeru ,3=C,

: : T -1 . o -
Niz matrieca Cn=(0 1/n)' n=1,2,.. pripada dom X (npr.(g)ex(ﬁn)

za sve neN), C, »C, kadn »wm, ali

Co=(é "é) ne pripada skupu dom i .
Otuda dom i. nije zatveoren skup.

Prethodni primeri ukazuju da je parametarskas analiza zadatks
linearnog vekterskog programiranja znatno sloZenija nego u
jednokriteri jumskom slucdaju,PokaZimo ipak da se neki kvalitativ-
ni iskazi iz teorije linearnog programiranjas mogu "preneti"
na videkriterijumski sludaj.

Poznata tvrdnja da problem linearnog programiranja koji

ima vrednost ima i optimalno redenje,moZe se iskazati i u
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videkriterijumskom sludaju.U tom cilju nuzZno je najpre
definisati dta podrazumevamo pod vrednoé’c'u problema linearne
vektorske minimizacije.

‘Definicija 11.4. Tadka v € RP je vrednost problema(P(8))

akko:
(i) sistem A;;g je nemogud€ ;
(ii) za svako £ 20 mogu€ je sistem §;§§+E .

Drugim redima,® e RP je vrednost problema (P(8)) akke je
¢ Pareto maksimum problema
(max) v

p.o. sistem (po x) gi ;g je nemogud .

Teorema 11.5. Ako je ¢ vrednost problema (P(8)) onda poatoji

Pareto minimum £ problema (P(8)) takav da je CX =

Dokaz. Primetimo najpre da je sistem (po x)

xer ()

nemogucé,akko je nemogud sistem(po (x,¥),y€R )
~Cx + vy 20
Ax - by 20
y >0
tj.akko je nemogud sistem

~-Cx + vy 20
Ax - by 20
y >0
-et(}x+etvy >0
Na osnovu lMotzkinove teoreme alternative ([74],8*01‘.28 ) ypOS-

lednje de vazZiti akko je mogud sistem (po pm, A, %X, 3)

-(rﬁ+pet)c + ;FA = 0
()lepe®)v vt a= 0 (2)

f20,220, (x,8) 20
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Neka je ¥ vrednost problema (P(8)) i ( wrarets p ) resenje

sistema (2)( sa ¢ umesto v).DokaZimo da je s >0.U suprotnon,

‘("5= O i & >0.Birajudi € 20 dovoljno malo po normi vidimo
da je (p,5,x - R€, 0 ) redenje sistema (2) (sa T+€ umesto
v).S5toga je nemogud sistem (1)(sa ¥+& umesto v).Dobi jena

kontradikeija pokazuje da je p>0 , Stavimo [+ = f+ pse

Tada je
~>0 (3)
Erteagn (4
mo -C =5 A (5
Odavde sledi , za proizvoljno x € X(B),
Ft-"e’ < ?\t- (Ax) = F.t- Cx (6)

Neka je (sn), € 20 niz vektora koji teZi nuli i (xn)

niz redenja sistema (1) (sa G+En umesto v) .Kako xn*EX(B),

vredl -
-t - t - T/ A
odakle sledi
;t.c X -)}'a.t*& kad n » @ (7)

Iz (6)1i(7) sledi

;Lt-fv" = :i.nftf_;«"'...t C x : xeX}
Na osmovu poznatog rezultata za linearno programiranje,pos-

toji R eX tako da je

F_t. =}-.4.t0ﬁ

Odavde,zbog (3) i (6) sledi = C % ,Sto je i trebalo dokazati.
Trivijalno je videti da vredi i obrat teoreme 11.5.,%ako
da se skup svih vrednosti problema (P(8)),u oznaci V ,poklapa

sa {Cx : xei(ﬁ)} .

Sledece pitanje koje refavamo je za ko je parametre B je

skup X(B8) neprazan kompakt. Vazi
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Teorema 11.6. Sledeci iskazi su ekvivalentni:

(a) i(B) je neprazan kompakt;

(b) za svako u>0 sa rﬁe=1 skup tacaka minimuma funkeije rﬁCx
na skupu X(8) je neprazan kompakt;

(¢) Ako je p>0, pPe=t i a# 0,Ad 20 onda je K ca > 0;

(d) Ako d£ 0 i AdzO0 onda je €430

Dokaz, (a) = (b):

PokaZimo ,najpre,da svaka funkeija oblika pﬁCx y2a M >0 sa
fate=1 ,dostiZe minimum na X.U suprotnom, postoji neko o1
niz tadaka (xn),xneX y tako da ,&tc x, *>® kad n >,
Koristedi poznat rezultat o dominantnosti skupa svih vrednosti
V nad skupom { Cx: xeX} Bragard-a i Vangeldeére-a ([9] ),
zakl juéujemo da postoji niz Pareto redenja (in) takav da je

C X, £ C X .
Otuda je ,utc :‘En < ,.:.CC x, te ,u.tc in 2>-® kad n » ®.
No,to je nemoguce zbog

p&tC in = min{ﬁtc X :ﬁgo,ﬁeﬂ, xEX}E R .,

Dakle,svaka funkeija pﬁCx dostiZe minimum na X.Kako su tacdke
minimuma Pareto redenja,skup svih takvih tadaka je zatvoren
skup sadrZan u kompaktu ﬁ(ﬁ),dakle kompakt.

(b) > (a):
Na osnovu teoreme Arrow,Barankin,Blackwell-a [86] str, 164)
X(B) se moze predstaviti kao unija konadno mnogo skupova, X
1=1, ese yq xo3t sy skupovi tadaka minimums funkclaa.ﬂi Cx na X,
zad neke i‘>0 sa pfe=1 y1=1, ..,q9.Kako su ii kompekti bicde
to i i(B),gﬁo je 1 trebalo dokazati,

(b) & (c):

Sledi iz cdinjenice da linearna funkei ja yPCx ima na X neprazan
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kompaktan skup tacdaka minimuma akko raste u svakom nenula
recesivnom smeru d skupa X (a takvi su odredjeni sa Ad3z0,
d # 0),ukoliko takvi postoje.

(¢) © (a):

Pugtajudi da s teZi jedinidnim vektorima u RP, iz k¥ca >0
bi zakljudili da je Cd2z0.,Uzimajudi m=e dobili bi Cd# O,
dakle Cd 0. Stoga {c) = (d).0bwatno je trivijalno.

Lema 11,7, Ako je %(B) neprazan kompakt i X(B) ima Slater-

ovu tacku,onda Beint dom X ,

Dokaz. Pretpostavimo suprotno da 8 ¢ int dom X. Tada postoji

niz Bn=(1-\.n,bn,cn) koji teZi 8= (4,Db,C) ('t:j.An-‘r A,bn-'rb,cn-) ¢)
takav da problemi

(min) C x

(P)
p.0. A X gbn

nemajﬁ Pareto reSenja.Primetimo da je Slaterova tacdka za X(B8)
dopustiva za sve (Pn),poéevgi od dovoljno velikog indeksa n.
Prema teoremi 11.1 (c) ,postoje (recesivni) smerovi d, koji
zadovol javaju

Ad 20, Cda <0, pd It =1 ()
Neka je 4 bilo koja tadka nagomolavanja niza (dn). Iz ( ),
prelaskom na limes po odgovarajudem podnizu,sledi

A d

W

O, Cd<0,ndi=t
sto 8e,prema teoremi 11,6.(d4),protivi pretpostavei da je
X(3) neprazan kompakt. Time je lema dokazana,

Napomena 11.8. U sludaju da je parametar 8 samo matrica C,

prethodno tvrdjenje vaZi i bez pretpostavke o postojanju

Slaterove tac¢ke u X(B8),
U jednokriterijumskom slucdaju vredi i obratno tvrdjenje,

pod uslovom da je 8= C .Slededi primer pokazuje da to
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ne vazZi u sludaju veceg broja kriterijuma,

Primer 11.9. Posmatrajmo problem

. X
e Oy (2(c))
P.0. X30,y20
gde je C parametar matrica formata 2x2 sa vrstana CysCh
Za sve matrice C 1z neke okoline matrice C0=(é '}) skup
Pareto redenja E(C) je neprazan ( jer
ri cone {cﬂ,cz}.q cone{(1 0),(0 1)} £ @

kad je ¢, dovoljno blizu (1 0) i c, dovoljno blizu (0 1) )

dakle Coe int dom;I . Na,i(co)= {(?f}: ¥ 20 nije kompaktan
skup,

Na kraju razmotrimo pitanje stabilnosti problema (P(8)),

prencseci definielju stabilnosti iz glave 7 ovog rada na

sludaj videkriterijumskog programiranija.

Definieija 11.10, Problem parametarskog linearnog vektOrskog

programiranja (P(8)),8=(A,b,C) je stabilan u tadki
BO=(A0,bO,CO) akko za svaki niz (Bn),Bn=(An,bn,Cn) koji tei
Bo kad n = ® ,postoji nOeN tako da

(1) za svako nzn, , i(Bn);é g ,

(2) svaki niz (2n),(in € %(Bn) je ogranicden i ima tacdke

nagomolavanja u ﬁ(ﬁo) .
Sledeca teorema daje dovoljne uslove za stabilnost i pred-

stavlja generalizaciju osnovnog rezultata za jednokriteri jum-
ko programiranje ( vidi [37] ili glavu 7 u radu).

teorema 11.11, Problem (P(8)) je stabilan u tadki 8, ako je

ispunjeno:

(1) X(8,) ima Slaterovu tadku;
(2) f(Bo) je neprazan kompakt;
(3) X(8,) = s(a) .
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Dokaz, Neka B ->Bo kad n » @ . Prema lemi 11.7, Bo pri-

pada int dom X , te X(B8 )# @ za sve dovoljno velike n,
Neka je (%, ) proizvoljan niz takav da %, €X(8 ) .Tada pos-
toji miz (N), K >0 , wie =1 takav da je £  redemje pro—
blema

t
Jclcnx

(min) pm
P.O. Anx :}bn
DokaZimo da je niz (in) ograniCen, U suprotnom,postoji njegov
podniz oznaden ponovo sa (in), neN, <N takav da ﬁn -~ ®
kad nelN, i teZi ka ® .Niz (/%n) nelN, je ogranicden te ima
podniz (,un) ne N2 ko ji konvergiras ka nekonm /Mo 2z 0,8a f"25‘=1 .
Opdti problem linearnog programirania koji zavisi od prirod-
nog parametra (A,b,c)
(min) o x
P.0. AxX>Db
: . . t . .
stabilan je u tadki (Ao'bo’ oC ) jer za te vrednosti
problem linearnog programiranja zadovoljava Slaterov uslov
1 1ma neprazan i kompaktan skup optimalnih redenja. Kako
t t .
(.ﬂ.n,bn, ,uncn) > (Ao,bo, /uoco) kad n > ® i neN,,

podniz ( % ) mora biti ograniden,Sto je u kontradik-

nelN
ciji sa pretpostairéama. Otuda jeniz (in) ogranié'en.'
Reonujudi slicno prethodnom,mogli bi dokazati da su
tacke nagomilavanja niza (in) med ju optimalnim redenjima
programa,
(min) #gcox
P.0., on ;bo

te stoga u S(8,)= X(8,). Time je teorema dokazana.




96 11.9

Slededi primer pokazuje bitnost uslova (3) u teoremi.Inace,
taj je uslov u skalarnom programiranju automatski ispunjen.
Primer 11.12, Problem (P(8)),8=(4,b,C) nije stabilan u

tacki B;:}:(AO’bO’CO) y

01 0 10
Ao=[é ? y Bo™ 8 r Co= (0 1) . Zaista, za

1/n 1 1/n 1 C _
An =K é ? y bn= 8 ’Cn=(0 1) 1mamo Bn=(An,bn,Cn)arBO,
1/2

\ A( Vg 1/2
€ X(B.), £ >
1/2n - 10

2| ¢ 18)={ (3]} .

Lako se vidi da su uslovi (1) i (2) ispunjeni a (3) nije.

Provera uslova (3) moZe u opstem sludaju da pravi potedko-
de.Stoga je od znadaja slededi test za njegovu proveru:

Lema 11,13, Ako linearni program

(max) y
P.O. M3 V-€
miC = At (8)
M3 0, pKle=t (9)
Az0 (10)

ima pozitivau vrednost,onda su X(B8) i S(8) jednaki.

Dokaz, Optimalna vrednost ovog programa je jednaks minimalnoj

komponenti vektora m koji sa nekim vektorom A zadovoljava
uslove (8),(9),(10).Njena pozitivnost znadi je kod svakog
redenja sistema (8),(9),(10) M >0, Ako je 2¢S(8),onda
postoje m, A koji zadovoljavaju (8),(9),(10) i pri tom je
% redenje problem (min) Jwth p.o. Ax2b ,Kako je »>0
iz poslednjeg sledi ﬁ:&i(ﬁ) . Dakle, S(B)c:i(B) . Obrnuta
inkluzija je uvek tacdna.Znadi,S(8)= i(B),é%o je i trebalo

dokazati,
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Razmotrimo sada specijalnu klasu problema (P(B8)) koji
zadovoljavaju Slaterov uslov i imaju kompaktan dopustivi
skup X(B). Za njih je odmah vidljivo da je uslov (2) teoreme
ispunjen.

Teorema 11,14. OSkup stabilnih problema je svuda gust u

klasi problema koji zadovoljavaju Slaterov uslov 1 im ju
kompaktah dopustivi skup,

Dokaz. Neka (P(8)) pripade ovoj klasi probleme i nije sta

bilan u tadki 8, =(A ,b ,C ).Tada su (1) i {2) u teoremi 11.1
zadovoljeni ali nije i (3).DokaZimo da se moZe nacdi tacdka
B, = (AO,bO,CE) proizvoljno bliska tacki B, u kojoj je
program (P(8)) stabilan.Neka su Gy s e sCy VISte U matrici Cj
i & proizvoljno mali pozitivan broj.PokaZimo da je problem
(P(B)) stabilan u tacki (Ao’bo’cﬁ) pri demu je C, matrica
sa vrstama c;+ € Z ¢, ,i=1,u.,p . Dovoljno je proveri-
jrifi ! |
ti da vaZi uslov (3) odnosno da linearni program iz leme 11.13
ima pozitivnu optimalnu vrednost.Kako taj program sa matri-
cama Ao i Co,ima vrednost jednaku nuli,bar jedna komponenta
vektora A u njegovom optimalnom refenju { [,A,0) jednaka
je nuli,Neka je I skup indeksa i takvih da je 4ﬁi=0.03tale

komponente su pozitivne pa de za sve dovoljno male € >0 biti
2= ms =€ 2 he 2 c. > 0 za ig¢l
l » l n ] -
ﬁl * i * jejAl v

Oznadimo sa w vektor ¢ije su komponente jednake O za i el

a Fi ako i¢1I ,i=1,..,p . Neposredno se proverava da je

( wohs min p. ) dopustiva tadks programa iz leme 11.13(sa
i

matricama A i QJ 84 pozitivnom vrednogdu funkecije eilja.
Stoga je odgovarajuda vrednost pozitivna i problem (P(8))

je stabilan u (Ao,bo,c ) za sve dovoljno male £>0,
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Time je teorema dokazana,

U dokazu ove teoreme pokazan je zapravo jedan nacin
tregularizacije” nestabilnog problema,tj.zamena problema
sa njemu bliskim stabilnim problemom, Ovo je od znaca ja
pri primeni bilo koje metode (npr.simpleks metode) za
izradumavanje skupa Pareto resenja problema linearne

vektorske optimizacije.
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