YHHUBEPIHTET
: *TY HOBOM Caspy
TIPI-IPO,-'IHO-M:\TF\! -\TI/[‘I(R-",;‘TL:}

TPHUMME 0
OPI'ABLR I

2 7 DAKYATET
-12.

060 » 107

|

Parcijalna uredjenja izomorfnih
podstruktura relacijskih struktura

Doktorska disertacija

Borisa Kuzeljevi¢ Mentor: dr Milo§ Kurili¢

UNIVERZITET U NOVOM SADU
PRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET
DEPARTMAN ZA MATEMATIKU | INFORMATIKU
2013.



SadrZaj

Uvod

1 O linearnim uredjenjima
1.1 Prebrojive gusto linearno uredjenje . . . . . . . . ... ...
1.2 Neprebrojiva linearna uredjenja . . . . . . . . .. ... ...
1.3 Maksimalni lancikopijaQ . . . ... ... ...

2 O relacijskim strukturama
2.1 Ulwahomogene strukture . . . . . . ... ... ...
22 TFrafsséoveklase . . . . . . . . ... Lo
2.3 Parcijalnauredjenja . . . . ... ... oL
24 Grafovi . . . . e

3 Konstrukcija maksimalnih lanaca
3.1 Neophodniuslovi . . ... ... ... .o
3.2 Pozitivne familije . . . . .. ...
3.3 Konstrukcija maksimalnih lanaca . . . . . . ... ... ...

4 Ultrahomogeni grafovi
41 Radograf . .. ... .. .. ... oo
42 Hensonovigrafovi. .. .. ... ... .. .. ...
4.3 Disjunktne unije kompletnih grafova . . . . . ... ... ..

5 Ultrahomogena stroga parcijalna uredjenja
51 Randomposet . . . .. .. ..o
52 LancikopijaB, ... ... ... ..o
53 LancikopijaCp . .. . . oo oo o

Literatura
Indeks

Biografija

19
20
21
22
26

31
31
33
36

43

48
52

55
56
62

69
71

73



Rezime

Cilj ove teze je da se ispitaju lanci u parcijalnim uredjenjima (P(X}, C),
pri éemu je P(X) skup domena izomorfnih podstruktura relacijske strukture
X. Posto se svaki lanac u parcijalnom uredjenju moZe produZiti do maksi-
malnog lanca, dovoljno je ispitati maksimatne lance u P(X). Dokazano je da,
ako je X ultrahomogena relacijska struktura koja ima netrivijalne izomorfne
podstrukture, onda je svaki maksimalan lanac u {P(X) U {8}, C) kompletno
linearno uredjenje koje se utapa u R i ima neizolovan minimum. Ako je X
relacijska struktura, dat je dovoljan uslov da za svako kompletno linearno
uredjenje 1. koje se utapa u R i ima neizolovan minimum, postoji mak-
simalan lanac u (P(X) U {#}, C) izomorfan L. Dokazano je i da ako je
X neka od sledeéih relacijskih struktura: Rado graf, Hensonov graf, ran-
dom poset, ultrahomogeni poset B, ili ultrahomogeni poset Cy,; onda je
L izomorfno maksimalnom lancu u (P(X) U {@}, C) ako i samo ako je L
kompletno, utapa se u R i ima neizolovan minimum. Ako je X prebrojiv
antilanac ili disjunktna unija g kompletnih grafova sa v tadaka za v = w,
onda je L izomorfno maksimalnom lancu u {P{X) U {#}, C) ako i samo ako
je bulovsko, utapa se u R i ima neizolovan minimum.

Abstract

The purpose of this thesis is to investigate chains in partial orders {P(X}, C),
where P(X) is the set of domains of isomorphic substructures of a relational
structure X. Since each chain in a partial order can be extended to a maxi-
mal one, it is enough to describe maximal chains in P(X). It is proved that,
if X is an ultrahomogeneous relational structure with non-trivial isomorphic
substructures, then each maximal chain in (P(X) U {0}, C} is a complete,
R-embeddable linear order with minimum non-isolated. If X is a relational
structure, a condition is given for X, which is sufficient for (P(X) U {#}, C)
to embed each complete, R-embeddable linear order with minimum non-
isolated as a maximal chain. It is also proved that if X is one of the follow-
ing relational structures: Rado graph, Henson graph, random poset, ultraho-
mogeneous poset B, or ultrahomogeneous poset Cy; then L is isomorphic
to a maximal chain in {(P(X) U {0}, C) if and only if L is complete, R-
embeddable with minimum non-isolated. If X is a countable antichain or
disjoint union of p complete graphs with v points where pr = w, then L
is isomorphic to a maximal chain in (P(X}U {0}, C) if and only if L is
Boolean, R-embeddable with minimum non-isolated.



Uvod

Osnova za istraZivanje ¢iji rezultat je ova teza, bila je naredna teorema.

Teorema 1.33 ([16]) Neka je P(Q, <) = {A C Q: A= (Q,<)}. Tada su
za svako linearno uredjenje L sledeci uslovi ekvivalentni:

(a) IL. je izomorfno maksimalnom lancu u posetu {(P(Q, <) U {8}, C)s

(b) L se utapa u R, kompletno je i min I. nema sledbenika;

(¢) L je izomorfno kompaktnom skupu K C R €iji je minimum neizolovan.

Dakle, elementaran problem na osnovnoj matematickoj strukturi. Takve
strukture su po pravilu toliko izu€avane da je uvek potrebno pronaéi neki
novi pristup, ili uociti neke potpuno nove strukturne osobine objekata koji se
proucavaju. Mi smo u ovoj tezi Zeleli da damo $to opétiji okvir za izu¢avanje
fenomena primeéenog u teoremi 1.33.

U prvoj glavi dajemo pregled teorije linearnih uredjenja. DefiniSemo os-
novne pojmove i formuliSemo tvrdjenja koja e nam koristiti. Uz poznata
tvrdjenja dajemo skicu dokaza, jer je sam dokaz ovih tvrdjenja vaZniji za
na$ rad nego formulacija. Izmedju ostalog, skicira¢emo Cantorovu tehniku
back-and-forth da bismo stekli dobru intuiciju za rad sa ultrahomogenim
strukturama. Pored davanja okvira u kojima razmisljamo u tezi 1 navodjenja
osnovnih pojmova, u ovoj glavi dokazujemo par tvrdjenja koja ¢e nam biti
neophodna za dokaz glavnih teorema. Pokazujemo i kako se koriste kon-
denzacije da bi se analizirala struktura linearnog uredjenja. Na kraju ove
glave dajemo motivaciju za nade istraZivanje. Naime, teorema Kuratowskog
iz 1921. daje potpunu karakterizaciju maksimalnih lanaca u parcijalnom
uredjenju (k) za proizvoljan kardinal . Teorema 1.33, i rezultati dobijeni
u ovoj tezi opisuju maksimalne lance podskupova prebrojivog skupa, ali ne
bilo kojih podskupova, ve¢ samo onih koji Euvaju unapred zadatu strukturu.
Metateorija u kojoj radimo je ZFC.

U drugoj glavi precizno definiS§emo i opisujemo osnovne osobine rela-
cijskih struktura. Predstavljamo uop§tenje racionalne linije - ultrahomogene
i univerzalne strukture. Pri tome izlaZemo elemente Fraisséove teorije, koja
pokazuje jednostavan nadin za pronalaZenje ultrahomogenih univerzalnih
struktura ispitivanjem posebnih klasa konacnih struktura - Fraisséovih klasa.
Na kraju opisujemo parcijalna uredjenja i grafove. I klasa svih konacnih
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strogih parcijalnih uredjenja i klasa svih konagnih grafova su Fraisséove
klase, pa postoje prebrojivi univerzalni ultrahomogeni graf i strogo parci-
jalno uredjenje - Rado graf i random poset. Detaljno ispitujemo strukturu
njihovih izomorfnik kopija i pokazujemo sliénosti 1 razlike u odnosu na
racionalnu liniju, Predstavljamo i Hensonove grafove, koji su jof jedna klasa
ultrahomogenih grafova, univerzalna za [K,-slobodne prebrojive grafove.
Pokazujemo da se njihova struktura ipak bitno razlikuje od strukture raciona-
Ine linije, Rado grafa i random poseta. U ovoj glavi, da bi Citalac lakse pratio
tekst, na primeru konstrukcije Rado grafa pokazujemo kako koristimo lemu
Rasiowa-Sikorski u dokazima glavnih teorema.

U trecoj glavi pocinjemo dokaz glavnih teorema, i to tako Sto izolujemo
neke osobine relacijskih struktura neophodne za pronalaZenje maksimalnih
lanaca u {P(X) U {0}, C) (gde je P(X) = {A ¢ X : A = X}), koji odgo-
varaju kompaktnim podskupovima realne prave. Dokazujemo da za sve ul-
trahomogene strukture za koje je P(X) # {X} vaZi da je maksimalan lanac
u (P(X)U {0}, C) izomorfan nekom kompaktnom podskupu realne prave
sa neizolovanim minimumom (teorema 3.4). Ukoliko naga relacijska struk-
tura ispunjava jo$ neke dodatne uslove, pokaznjemo da tada i za svaki kom-
paktan skup X' C R kome je minimum neizolovan, moZemo konstruisati
maksimalan lanac u (P(X) U {0}, C) izomorfan K (teoreme 3.913.11).

U cetvrtoj glavi dokazujemo glavnu teoremu za prebrojive ultrahomo-
gene grafove (teorema 4.2). Lachlan i Woodrow klasifikovali su sve prebro-
jive ultrahomogene grafove, to su Rado graf Grag,, Hensonovi grafovi H,
za n > 3, disjunktne unije kompletnih grafova G, za pv = w, kao i njihovi
komplementi.

Teorema 4.2 Neka je G prebrojiv ultrahomogeni graf. Tada vaZi:

(I) Ako je G = GRrago ili G = H, za neko n > 3, onda su za svako
linearno uredjenje L sledeéi uslovi ekvivalentni.
(a) L je izomorfno maksimalnom lancu u (P(G) U {0}, C);
(b) L se utapa u R, kompletno je i min L. nema sledbenika;
(¢) L je izomorfno kompaktnom skupu K C R &ji je minimum
neizolovan.
(I) Ako je G = Gy, za pr = w, onda su za svako linearno uredjenje
sledeci uslovi ekvivalentni:

(a) L je izomorfno maksimalnom lancu u {P(G) U {8}, C);

(b} L se utapa u R, bulovsko je i min L. nema sledbenika;

(¢) L je izomorfno kompaktnom nigde gustom skupu K C R &iji je
minjmum nejzolovan,

U slu€aju Rado grafa i Hensonovih grafova dajemo novu prezentaciju ovih
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struktura. Pogodno definiemo parcijalna uredjenja Prado 1 P,.. pa ko-
riste¢i Lemu Rasiowa-Sikorski, pronalazimo filtere u ovim parcijalnim ure-
djenjima, koji nam daju strukture {Q, <, prado) 1 {Q, <, pn,, )» za koje je
{Q, <) racionalna linija, {Q, prado) Rado graf, a (Q, py, ) Hensonov graf
za neko n > 3. Pored toga, ove strukture ispunjavaju kljuéni uslov da su
(—o0,2) NQ, z € R izomorfne kopije Rado grafa i Hensonovih grafova,
dok (—oc, g] N Q. ¢ € @ nisu izomorfne kopije Rado grafa i Hensonovih
grafova.

U petoj glavi dokazujemo glavnu teoremu za prebrojiva ultrahomogena
parcijalna uredjenja (teorema 5.2). Schmerl je klasifikovao sva prebrojiva
ultrahomogena stroga parcijalna uredjenja, to su random poset I, antilanac
od n disjunktnih kopija Q za 1 < n < w koji oznatavamo B;,, prebrojiv anti-
lanac A, i C,, unija prebrojivo mnogo antilanaca kardinalnosti n poredjanih
u prebrojivo gusto linearno uredjenje bez krajevazal < n < w.

Teorema 5.2 Neka je IP prebrojivo ultrahomogeno strogo parcijalno uredje-
nje. Tada vazi:

(I) AkojeP =DijlijeP=B,zanckol <n <wilijeP =C, za
neko 1 < n < w, onda su za svako linearno uredjenje I sledeéi uslovi
ekvivalentni.

(2) L jeizomorfno maksimalnom lancu u (P(P) U {0}, C);

(b) L se utapau R, kompletno je i min L. nema sledbenika;

(¢) L je izomorfno kompaktnom skupu K C R ¢iji je minimum
neizolovan.

(Il) Ako je P = A, onda su za svako linearno uredjenje sledeci uslovi
ekvivalentni:

(a) L je izomorfno maksimalnom lancu u {P(P) U {0}, C});

(b) L se utapa u R, bulovsko je i min I. nema sledbenika;

(¢) L je izomorfno kompaktnom nigde gustom skupu K C R &iji je
minimum neizolovan.

U dokazu teoreme 5.2, kao i u &etvrtoj glavi, konstruisali smo novu prezen-
taciju random poseta, koja ima iste osobine kao prezentacije Rado grafa i
Hensonovih grafova. Dakle, dobili smo prezentaciju (Q, <, <), pri éemu je
< ekstenzija parcijalnog uredjenja <, a istovremeno i uredjenje racionalne
linije, dok je {Q, <) random poset.

Posebno bih se zahvalio svom mentoru, profesoru Milo$u Kuriliéu, na
pomoéi u izradi ove doktorske disertacije. Od profesora sam mogao da
naufim koliko je vaZna posveéenost radu i koji je pravi nalin da se pris-
tupi istraZivanju u matematici. Medjutim, istakao bih da su u izradi ove teze
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klju¢ne bile profesorove ideje, kako u uofavanju fenomena tako i v odabiru
tehnika za rad.

Profesorki Mili Mrfevi¢ takodje dugujem veliku zahvalnost, jer me je
usmerila na pravi nafin onda kada je to bilo najpotrebnije. Zahvalio bih se
i Clanovima komisije, profesorima Stevanu Pilipovi€u, Milanu Gruloviéu,
Zarku Mijajloviéu i Borisu Sobotu na pomoéi u izradi ove teze. Naravno, za
sve gredke i nedostatke odgovoran sam samo ja. Od svih €lanova naseg sem-
inara na Departmanu za matematiku i informatiku Prirodno-matemati¢kog
fakulteta u Novom Sadu nauio sam puno i svima se zahvaljujem, Zahvalio
bih se i svim kolegama sa Matemati¢kog institata SANU, a posebno profe-
soru Predragu Tanovi¢u, od koga sam dobio mnogo korisnih saveta. Profe-
sorima Aleksandru Jovanoviéu i Aleksandru Peroviéu zahvaljujem se jer su
me uveli u teoriju skupova i pokazali da je jedna od najlepsih matematickih
disciplina.

Takodje, zahvalio bih se svojim roditeljima na podrici tokom svih godina
mog Skolovanja. Bojani se zahvaljujem u ovom pasusu jer je deo porodice,
ali slobodno je mogla da se nadje u prethodnom paragrafu jer je paZljivo
proditala prvu verziju teksta i ispravila veliki broj pravopisnih i stilskih gre-
Saka. Na kraju, zahvaljujem se Mariji i Sofiji na strpljenju i motivaciji da
privedem tezu kraju.

Ovo istraZivanje je finansirao Matemati&ki institut SANU preko projekta
MPNTR ON174006.



GLAVA PRVA

O linearnim uredjenjima

U ovoj glavi izlaZemo osnovne pojmove teorije linearnih uredjenja, koji ce
u tezi biti kori¥éeni. Prvo, zbog kompletnosti teksta, navodimo osnovne
definicije teorije skupova.

Prazan skup oznafavamo sa # i defini¥emo ga kao skup koji nema ele-
menata. Dalje, neuredjeni par je skup {z, y} ¢iji su jedini elementi z 1y, a
uredjeni par (z,y) je skup {{z},{z,y}}. Formula X C Y oznatava da je
skup X podskup skupa Y (tj. X C Y & Vr € X z € Y), a C oznalava
pravi podskup (§j. X CY & X C Y A X # Y). Skup svih podskupova
skupa X oznafavamo sa P(X). Dekartov proizvod skupova X 1Y jeste
skup X x Y = {(z,y) : z € X A y €Y} Binarna relacija p na skupu X
jeste bilo koji podskup Dekartovog proizvoda X x X. Za binarnu relaciju p
na skupu X kaZemo da je refleksivna ako i samo ako Vz € X (zr,x) € p,
simetri¢na ako i samo ako Vz,y € X ((z,y) € p= (y,1) € p), anti-
simetricna akko Vx,y € X ( .y €EpAN{y,x) Ep=>a = y), tranzitivna
akko Va,y,z € X ((z,y) € p A {y,2) € p= (z,2) € p). Refleksivna,
simetriéna i tranzitivna relacija naziva se relacija ekvivalencije. Ako je p
binarna relacija, onda je relacija p~! = {{a,b) : (b,a) € p} inverzna relaciji
p. Uredjeni par {P, <), pri ¢emu je P skup, a < refleksivna, antisimetri¢na i
tranzitivna relacija naziva se parcijalno uredjenje. Prestikavanje f skupa X
uskup Y je podskup proizvoda X xY takavdaVzr € X Sy € Y (z,¥) € f:
piSemo f: X — Y. Zapreslikavanje f skupa X uskup Y kaZemo da je “1-
1" akko V21,20 € X (f(21) = flxa)=21 = x3). Za preslikavanje f skupa
X uskup Y kaZemo da je “na” akoisamoako Vy € Y Jx € X f(x) = v,
a da je bijekcija ako je “1-1” 1 “pa”. N, Z, @ i R su oznake za skupove
prirodnih, celih, racionalnih i realnih brojeva. Niz u skupu X jeste bilo koje
preslikavanje f : N — X, pri femu f(7) piSemo skraceno sa f; za: € N,
a niz oznafavamo i sa {f; : i € N). KaZemo da je skup X beskonacan ako
postoji bijekcija f : X — Y ¢ X, a u suprotnom kaZemo da je konacan.
Beskonacan skup X je prebrojiv ako postoji bijekeija g : N — X, au
suprotnom kaZemo da je neprebrojiv. Skupovi N, 7 i @ su prebrojivi, dok
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6 GLAVA I

je dobro poznato da je skup R neprebrojiv. Za skupove X i Y kaZzemo da
su iste kardinalnosti, u oznaci | X| = |¥|, akko postoji bijekcija iz X na
Y. Formula | X| < |Y| oznadava da postoji “1-1” preslikavanje iz X uY, a
formula | X| < [Y|daje | X| < |Y]i|X|#Y]

Sada moZemo definisati linearno uredjenje:

Definicija 1.1 Linearno uredjenje je uredjeni par . = (L, <}, pri ¢emu je
L skup, a < binarna relacija na skupu L takva da za svako x, y, = € L vaii:

(1) < x; (irefleksivnost)
iz<yrhy<z=r<s (tranzitivnost)
(i) z=y Vr<yVy<ez (trihotomija)

Ako je I. = (L, <) linearno uredjenje, onda na skupu L definifemo
relaciin <sax <y &z <y V x=y,ainverzno uredjenje I.* = (L, <,)
dato je sa <, =<1,

Definicija 1.2 Neka je L. = (L, <) linecarno uredjenje. Tada je X c L
pocetni segment linearnog uredjenja L akoizx € X iy < zslediy € X.
KaZemo da je Y C L zavrsni segment linearnog uredjenja I akoizy € Y i
y < xsledi z € Y. SalInit(IL} oznatavamo skup svih podetnih segmenata od
I, a istu oznaku koristimo i za linearno uredjenje (Init(I.), C). Primetimo
da ), L € Init(L).

Definicija 1.3 Nekaje L = (L, <) linearno uredjenje. Za x € L kaZemo da
je:

o minimum uredjenja IL. akko Vy € L = < y, to piSemo x = minL;

o maksimum uredjenja L akko Vy € L y < z, to pifemo z = max L;
sledbenik elementay € Lakkoy < zxi-Jz€ Ly <z < x;
prethodnik elementay € Lakkor < yi—~Jz e Lx <z <y

Minimum i maksimum jednim imenom nazivaju se krajnje tacke linearnog
uredjenja. Intervale u L definifemo uobi¢ajeno. Zax,y € Liz < yje

o (mylr={z€Ll:z<2<y};
o (r,ylp={2€L:z<z<y};
o [r,y)p={z€Ll:2<2<y};
e [rylr={z€L:z<z<y}

Ukoliko je interval naveden bez indeksa, recimo (x, v}, to ée uvek oznalavati
intervalu R, tj. (z, y)g.
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Definicija 1.4 Ako je X = (X, <x} linearno uredjenje, onda kaZemo da
je Y = (Y, <y) poduredjenje uredjenja X ako i samo ako je Y C X i
<y=<xy (Y xY).

Na primer, uredjenje prirodnih brojeva N je poduredjenje uredjenja celih
brojeva Z, kao $to je Z poduredjenje od Q. Pri tome, {1,2,3} je pocetni
segment od N, dok su {00, 0) NQ, (—oe, 0] NQ i (—oo, v/2) N Q podetni
segmenti od . Linearno uredjenje N ima minimum, a nema maksimum,
dok Z i {@ nemaju ni minimum ni maksimum.

Definicija 1.5 Linearno uredjen skup L. = (L, <) je dobro uredjen ako i
samo ako svako neprazno poduredjenje X uredjenja LL ima minimum.

Definicija 1.6 Skup X je tranzitivan ako i samo ako Vzr € X (z C X).
Skup X je ordinal ako 1 samo ako je tranzitivan i dobro uredjen relacijom €.
KaZemo da je ordinal o manji od ordinala 3 ako je o € §1to pifemo a < .
Ordinal o je kardinal ako i samo ako V3 € a |8| < |«|. Kardinalnost skupa
X, uoznaci | X |, je jedmstveni kardinal x, takav da je x = [x| = | X|.

Ordinale éemo oznafavati sa o, 3,7y, ..., aKkardinale sax, A, f,.... Ako
je X skup a x kardinal, oznaCavamo:

o (X]"={YCX |Y|=kr]h

o [X]*"={Y CX:Y|<&};

o [ X|5F={Y CX:|Y| <k}

Kofinalnost beskonaénog kardinala «, u oznaci cf (x), defini§emo kao
cf(k) =min{A:3X Cw (| X| =AAUX =x)}.

Kardinal je regularan ako i samo ako je cf{x) = x. Najmanji neprebrojiv
kardinal je regularan i oznacavamo ga sa wj.

Definicija 1.7 Niz {z, : n € N) u linearnom uredjenju L = (L, <} je kofi-
nalan ako i samo ako Vx € L 3n € Nz < z,, a koinicijalan ako i samo ako
Yz € L3n € Nz, < x. Ka¥femo da je L prebrojive kofinalnosti (ili kofinal-
nosti w) ako i samo ako postoji niz u L koji je kofinalan, a da je prebrojive
koinicijalnosti ako i samo ako postoji niz u L koji je koinicijalan.

Definicija 1.8 Nekasu X = (X, <x) 1Y = (Y, <y} linearna uredjenja.
Preslikavanje f : X — Y je izomorfizam linearnog uredjenja X na linearno
uredjenje Y ako i samo ako je f bijekcija i za sve z1,xg € X vaZi:

) <x Tg & f{x1) <y f(z2). (1.1)
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Izomorfizam linearnog uredjenja X na samo sebe nazivamo automorfiz-
mom, a skup svih automorfizama obeleZavamo sa Aut(X).

Za preslikavanje f : X — Y kaZemo da je wrapanje ako je f “1-17
preslikavanje i zadovoljava uslov (1.1).

Ukoliko postoji izomorfizam linearnog uredjenja X na linearno uredjenje
Y, kaZemo da su X i Y izomorfpa linearna uredjenja (ili da imaju isti tip
uredjenja) i to beleZimosa X = Y,

Primetimo da su svaka dva konacna linearna uredjenja iste kardinal-
nosti izomorfna, ali da ne moraju svaka dva prebrojiva linearna uredjenja
biti izomorfna. Na primer, N i Z nisu izomeorfni jer u N ne postoji element
manji od 1, dok u Z od svakog elementa postoji manji. Iz slinog razloga
ni Z i @ nisu izomorfna linearna uredjenja: izmedju 1 i 2 ne postoji nijedan
element u Z, dok u Q izmedju svaka dva elementa postoji neki element.
Kada su u pitanju uredjajni tipovi @ 1 R, ne postoji bijekcija izmedju ta dva
skupa, pa samim tim ne moZe postojati ni izomorfizam linearnih uredjenja.
Medjutim, za razliku od prethodna dva sluéaja, poslednje objasnjenje nije
izrazivo jezikom teorije linearnih uredjenja, a nas zanima koje su to uredja-
jne karakteristike koje razlikuju Qi R. U sledecem delu detaljnije opisujemo
uredjenje racionainih brojeva.

1.1 PREBROJIVO GUSTO LINEARNO UREDJENJE

Ako je . = (L, <) linearno uredjenje i X,Y C L, pisaéemo X < Y ako
Ve XVyeYzxz<y.

Definicija 1.9 Uredjeni par {A, B) je rez u linearnom uredjenju L = (L, <)
akoisamoakoje AUB =L ANB=0,A,8B#0i A< B. Rez {A,B)
je praznina u L ako ne postoji ni max A ni minB. KaZemo da je linearno
uredjenje I Dedekind-kompletno ako i samo ako ne postoje praznine u L.

Sada moZemo videti da je Dedekind-kompletnost karakteristika koja ra-
zlikuje Q@ 1 R. U uredjenju Q postoje praznine, to su svi rezovi odred-
jeni iracionalnim brojevima (jedan rez je par (A, B8), pri &emu je ispunjeno
A={geQ:¢?<2}iB={g€Q:2< ¢%})dok, po definiciji skupa
realnih brojeva, u R ne postoje praznine. Sto se tite termina prazning, u ne-
dostatku uobicajenog termina mi smo ga preuzeli iz knjige Djura Kurepe iz
1951. godine {13]. On u svojoj knjizi koristi 1 termin provalija za isti pojam.

Definicija 1.10 Za linearno uredjenje kazemo da je komplemo ako i samo
ako je Dedekind-kompletno i ima maksimum i minimum.
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Na primer, R je Dedekind-kompletno, ali nije kompletno, a interval [0, 1]
je jedno kompletno linearno uredjenje, bas kao 1

[~00, 00] = {—o0} UR U {oo}.

Primetimo da su i w i Z takodje Dedekind-kompletna linearna uredjenja koja
nisu kompletna. Dakle, medju elementarnim primerima prebrojivih linearnih
uredjenja Q se izdvaja postojanjem praznina. Medjutim, ba$ taj nedostatak
uredjenju racionalnih brojeva daje bogatu strukturu - najbogatiju medju pre-
brojivim linearnim uredjenjima. Da bismo detaljnije proufavali strukturu
uredjenja racionalnih brojeva, prvo dajemo definiciju gustog linearnog ure-
djenja.

Definicija 1.11 KaZemo da je linearno uredjenje . = (L, <) gusto ako i
samo ako za svake dve razlifite tacke z,y € L takve da je x < y postoji
element z € Ltakavdajez < z < y.

Dobro je poznato da je {Q, <) prebrojivo gusto linearno uredjenje bez
krajeva. S tim u vezi, dajemo sledeéu ¢uvenu Cantorovu teoremu i samo
skicu dokaza koji je bio inspiracija za tehniku back-and-forth. Detaljan
dokaz se moZe pronaéi u [24].

Teorema 1.12 (Cantor) Neka su X = (X, <x) i Y = (Y, <y) prebrojiva
gusta linearna uredjenja bez krajnjih tadaka. Tada je X = Y.

Skica dokaza: Konstruisaéemo izomorfizam f izmedju X1 Y tatku po taCku.
Prvi klju¢ni detalj jeste da su X i Y prebrojiva linearna uredjenja, te ih
moZemo numerisati: X = {x1,22,23,...}1Y = {y1,42.y3,...}. Sada
defini¥emo konadan izomorfizam f) na sledeéi nain, f(z1) = yi, dakle
fi : {z1} — {¥1}. Da bismo definisali f2, uzmemo ta¢ku sa najmanjim in-
deksom u Y koja nije u kodomenu fi, to je yo. Sada posmatramo u kakvom
je poloZaju y2 u odnosu na y; i nadjemo tacku x;, sa najmanjim indeksom
u X koja je u istomn poloZaju u odnosu na z1. DefiniSemo f> kao jednoele-
mentnu ekstenziju izomorfizma f, koja slika z;, u y2. Ovo je drugi kljuCni
detalj, jer je tatku x;, moguce pronaéi zato $to je X linearno uredjenje bez
krajnjih tataka. Opet, f3 definiSemo kao jednoelementnu ekstenziju izomor-
fizma f» i to tako §to tatku sa najmanjim indeksom u X koja nije u domenu
f2, recimo x;,, slika u talku sa najmanjim indeksom u Y koja je u istom
poloZaju u odnosu na y; i y2, kao i x;; u odnosu na z;, i ;. Ovo je
mogude jer je Y gusto i bez krajnjih tacaka. Ukoliko ovako nastavimo za
svako n € N, traZeni izomorfizam ée biti f = |J,cx fr- 0O

Sledeée dve teoreme koje se sli¢no dokazuju predstavljaju one opste o-
sobine uredjenja Q, koje ée imati strukture koje razmatramo u ovoj tezi.
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Teorema 1.13 Svako prebrojivo linearno uredjenje utapa se u Q.

Skica dokaza: Neka je X proizvoljno prebrojivo linearno uredjenje. Nu-
meri§imo ga X = {x1,z3,...}. Talku z; preslikamo u proizvoljnu tatku
y1 iz Q, potom xo preslikamo u talku y» iz @ koja je u istom poloZaju u
odnosu na y; kao i x2 u odnosu na z;. Dalje nastavljamo po ugledu da
dokaz teoreme 1.12. 0O

Teorema 1.14 Neka su X,Y konaéna izomorfna poduredjenja Q, i neka je
f izomorfizam koji to svedo¢i. Tada postoji F € Aut(Q, <) rakav da je
FIX=/f

Skica dokaza: Nekaje X = {x1,z2,23,..., 2k }1Y = {y1, 92,3, - -, Wk }-
Sada numerifemo @ na dva naina, Q = {zy,..., Zg, tkt1, tkto, - . -} ali
iQ = {y1,..., Yks Sk+1. Sk+2, - - - }, tako da su t-ovi i s-ovi izabrani pro-
izvoljno. Sada je f konalan podetak u konstrukciji izomorfizma F' a dalje
nastavljamo kao u dokazu teoreme 1.12. Primetimo da bi traZeni automor-
fizam bila i deo po deo linearna funkcija koja slika z; u y; za 1 < k - ovo je
specificnost uredjenja Q. O

Prebrojivo gusto linearno uredjenje bez krajeva ima jo% jednu zanimljivu

osobinu koja je kljuéna za nase dokaze, a oslikava bogatstvo strukture raci-
onalne linije.

Lema 1.15 Neka je 1 < « < w ordinal. Tada postoji familija skupova
{Jn : n € a}, koja &ni particiju Q, takvu da su svi Elanovi particije gusti u
Q, ada zasvakin € «iza svaki elementx € JovaZiz—1,z+1 ¢ J,.
Dokaz: Pre svega, dobro je poznato da postoji particija {J}, : n € w} skupa
[0, 1)NQ takva da je svaki element particije gust u {0, 1) NQ (dokaz se moZe
pronaéi u [27], strana 216). Sada definisemo

Jo={q+m:qeJ, AmeZ}.

Jasno daje {J, : n € w} Zeljena particija Q za ¢ = w. Akojel < o < w,
onda je traZena particija {J{), Y [T Unew\(a_l) Jn}. O

Sledeci pojam koji uvodimo je pojam rasejanog linearnog uredjenja (en-
gleski termin je scattered linear order). Poito u literaturi na srpskom jeziku
nema odgovarajuéeg termina, mi smo se odluéili za naziv rasejano linearno
uredjenje u nadi da ée najbolje oslikati prirodu pojma.

Definicija 1.16 KaZemo da je linearno uredjenje L rasejano ako i samo ako
se Q ne moZe utopiti u L.

T T T T ST T S Ty
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1.2 NEPREBROJIVA LINEARNA UREDJENJA

Osnovni primer neprebrojivog linearnog uredjenja je skup realnih brojeva R.
Podsetimo se da R defini$emo kao skup svih netrivijalnih poetnih segme-
nata skupa racionalnih brojeva ( koji nemaju maksimum (trivijalni pocetni
segmenti @ su @i Q).

Definicija 1.17 Ako je X poduredjenje uredjenja R, kazemo da je X ogra-
ni¢eno odozdo ako postoji realan broj M takavdavz € X M < r,ada
je ograni¢eno odozgo ako postoji realan broj M takav dave € X z < M.
Dalje, kaZzemo da je y € R:

. supremumXakkoV;rGX;cSyi‘v’neNElsce(y—%,y}ﬁX;
. inﬁmumXakko‘v’zEXyériVnENEIJ:E[y,y-I-%)ﬂX.

Svako neprazno odozgo ograni¢eno poduredjenje R ima supremum, a
svako neprazno odozdo ograni¢eno poduredjenje R ima infimum.

Na skupu realnih brojeva podrazumevamo uobicajenu topologiju, a ako
je K C R, sa K' ¢emo oznacavati skup svih tadaka nagomilavanja skupa K.

Definicija 1.18 Neka je L linearno uredjenje, skup D < L je gust u L ako
i samo ako za proizvoljne razli¢ite tatke x,y € L takve da je x < y postoji
d € Dtakavdajer < d < y. L je separabilno ako i samo ako postoji
prebrojiv skup gust u L.

Lema 1.19 ([24), str. 36.) Svako gusto poduredjenje R je separabilno.
Lema 1.20 Svako gusto [ kompletno linearno uredjenje je neprebrojivo.

Dokaz: Neka je L. gusto i kompletno linearno uredjenje. PoSto je gusto,
LL sadrzi kopiju Q. Posto je kompletno, sadrZi i kopiju kompletiranja @, tj.
kopiju intervala [—oc, co] koji je neprebrojiv. Dakle, i L je neprebrojivo. [

Teorema 1.21 ([24], teorema 2,30.) Svako separabilno, Dedekind-komple-
tno linearno uredjenje bez krajnjih tadaka je izomorfno sa R.

Lema 1.22 Neka je R uredjenje skupa realnih brojeva. Tada:

{a) Svako poduredjenje R je prebrojive kofinalnosti i koinicijalnosti;

(b) u R ne postoji neprebrojiva familija po parovima disjunktnih otvorenih
intervala;

(c) svako gusto i kompletno linearno uredjenje koje se utapa u R izomor-
fino je intervalu [—oc, 0ol;
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Dokaz: (a) Neka je X poduredjenje R. Pokaza¢emo da je prebrojive kofinal-
nosti; koinicijalnost se pokazuje analogno. Ako X nije ograni¢eno odozgo,
kofinalan niz (a, : n € N) dat je izborom tataka a,, € (n,00) M X. Dakle,
moZemo pretpostaviti da je X ograni€eno odozgo. Tada X ima supremum y,
a kofinalan niz {a, : n € N) dat je izborom ta¥aka an, € (y — 1,y N X.

(b) Neka je {U; : i € I'} familija po parovima disjunktnih intervala u R.
Izaberimo iz svakog U; po jedan racionalan broj g;. Tada je preslikavanje
f:I — Qdatosa f(i) = g; bijekcijaiz I na f[I] C @, pa poito je @
prebrojivo i I je prebrojivo.

(¢) Neka je L = (L, <) linearno uredjenje iz (c). Tada je uredjenje
L\ {minL, max L} Dedekind kompletno i gusto linearno uredjenje koje se
utapa u R. Svako gusto linearno uredjenje koje se utapa u R je separabilno
(lema 1.19), pa iz teoreme 1.21 sledi da je L \ {min L, maxL} = R. Sada
je jasno da je L. = [—00, 00]. O

Glavni deo ovog odeljka je prezentacija odredjenih neprebrojivih lin-
earnih uredjenja. U literaturi postoje izvesna odstupanja u tome ko je prvi
dobio sli¢ne rezultate. Naime, u [24] je teorema 1.24 pripisana Hausdorffu
[7], dok je u [12] ista teorema pripisana Schénfliesu [26]. Na kraju ove
sekcije data je modifikacija navedene teoreme koja je vaZna za dalja razma-
tranja. Da bismo razumeli tvrdjenje ove teoreme, potrebno je da znamo §ta
predstavlja suma linearnih uredjenja.

Definicija 1.23 Neka je (I, <;) linearno uredjenje i neka je za svako ¢ € [
dato linearno uredjenje X; = (X, <;). Neka su skupovi X; po parovima
disjunktni. Defini¥emo sumu linearnih uredjenja, u oznaci Eie 1 X5, kao
linearno uredjenje na skupu Y = | J;; X;, pri temu je z <y y akko je za
neko i € I ispunjeno z,y € X;ix <; yili je za neke razlidite i, 7 € [
ispunjenoz € X;iy e X;ii <y j.

Teorema 1.24 (Schonflies, Hausdorff) Svako linearno uredjenje L je ili ra-
sejano ili suma rasejanih linearnih uredjenja, pri femu je indeksni skup
gusto linearno uredjenje.

Skica dokaza: Posmatrajmo slede¢u relaciju ekvivalencije na L. x je u
relaciji sa y ako i samo ako je [min {z, y} , max {x, y}]. rasejano linearno
uredjenje. Ispostavlja se da su sabirci iz tvrdjenja teoreme ba3 klase ekviva-
lencije ove relacije. a

Relacije ekvivalencije koje li¢e na relaciju iz dokaza prethodne teoreme
nazivaju se kondenzacije. Vide detalja se moZe naéi u [24]. Napominjemo
da je klasifikaciju svih rasejanih linearnih uredjenja dao Hausdorff u {7].
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Hausdorffov vrlo znaajan rezuitat se pokazuje iteriranom primenom kon-
denzacija na proizvoljno linearno uredjenje. U zavisnosti od duZine iteracija
koje je potrebno primeniti odredjen je rang linearnog uredjenja, koji ga sme-
Sta na njegovo mesto u hijerarhiji rasejanih linearnih uredjenja.

Definicija 1.25 Linearno uredjenje L je bulovsko ako i samo ako je kom-
pletno i ima guste skokove (tj.

Ve,yeL{r<y=3s,tel(z<s<t<y A -3deLls<d<t)).

Lema 1.26 Ako je I najvise prebrojivo komplemo linearno uredjenje, onda
Jje L bulovsko.

Dokaz: Neka su z,y € L takvida je r < y. Pretpostavimo da za sve
s,t € [x,y]L koji zadovoljavaju s < ¢ imamo (s,t);, # 0. Tada bi [z, y]L
bilo gusto kompletno lineamo uredjenje, §to je nemogude jer je L prebrojivo
(lema 1.20). Dakle, L ima guste skokove. O

Primer linearnog uredjenja koje nije bulovsko (nije ni Dedekind-kom-
pletno), ali ima guste skokove je Zq&@ Xy, gde su X, disjunktne kopije
uredjenja {{0, 1}, <} ukome je 0 < 1.

Sada dajemo najavljenu prezentaciju klase neprebrojivih linearnih ured-
jenja koju éemo koristiti u daljem radu.

Teorema 1.27 ([18]) Neka je L. neprebrojivo kompletno linearno uredjenje
u kom minimum nema sledbenika i koje se utapa u R. Tada je

L= Eme[“oo,oo] La,
pri femu vazi:
(L1) L. su najvise prebrojiva kompletna linearna uredjenja;

(L2) skup M = {z € |—oc, oc] 1 |Ly| > 1} je najvise prebrojiv;
(L3) |L_oo| = 1ili minL_q nema sledbenika u L.

Dokaz: Defini§imo relaciju kondenzacije ~ na L datu na sledeéi naCin
z ~y < [[min{z,y}, max{z, y}]| < Rg

(drugim re¢ima, z i ¥ su u relaciji ako i samo ako izmedju njih postoji najvise
prebrojivo mnogo elemenata). Jasno je da je ~ relacija ekvivalencije i da
ako su X 1Y razii¢ite klase ekvivalencije, z € X,y € Y iz < y, onda
je X < Y. Dakle, skup svih klasa ekvivalencije je linearno uredjen, pa ga
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moZemo indeksirati nekim linearnim uredjenjem I = (f, <}. U tom slu¢aju
je L = > .c; Li, gde su L; klase ekvivalencije.

Dalje, posto je L Dedekind-kompletno, isto vaZi i za I. Da bismo ovo
pokazali, posmatrajmo jedan rez (A, B) u I. Ukoliko bi on &inio prazninu
u I, onda bi rez {|J;c 4 Li, ;e L) Einio prazninu u L, §to je nemoguée
jer je L kompletno. Osim toga, [ ima maksimum, jer L ima maksimum, i
ima minimum, jer L ima minimum, odakle sledi da je kompletno linearno
uredjenje (L je kompletno ako je Dedekind-kompletno i ima maksimum i
minjmum),

Posto se L utapa u R, jasno je da seil utapau R, ali i da se svi L; utapaju
u R. Podto se svi L; utapaju u R, iz leme 1.22(a) sledi da su im kofinalnosti i
koinicijalnosti prebrojive. Odatle sledi i da je I gusto linearno uredjenje. Da
bismo ovo videli, pretpostavimo da su z,y € [ takvi da ni za jedno ¢ € T
nije z < ¢ < y. Posmatrajmo L, i L,. Po§to je kofinalnost L, prebrojiva,
nadjimo neopadajuéi kofinalan niz (z; : { € w) C Ly, a posto je i koinici-
jalnost L, prebrojiva, nadjimo nerastuéi koinicijalan niz (y; : ¢ € w) C L.
Tada iz Cinjenice da je [Ty, Tm41]] < Ro b {yn+1,un]l S Rozam € wi
n € w, sledi da izmedju xg i iy ima najviSe prebrojivo mnogo tataka, pa bi
bilo zy ~ yo, to je u kontradikeiji sa Ly # Ly.

Dakle, pokazali smo da je I kompletno, gusto i da se utapa u R. Oda-
tle, na osnovu leme 1.22(c) sledi I = {—o0, c0]. Odavde imamo i da su
svi L; kompletni (jasno je da su Dedekind-kompletni jer bi rez koji &ini
prazninu u LL; bio praznina i u L, a2 imaju maksimum i minimum zato $to
bi u suprotnom, na primer, rez <Uz‘sz‘g L;, Ui>i0 Li> bio praznina u L), pa
iz minL; ~ maxL;, imamo i da su svi L; prebrojivi. Odatle sledi da je
L; bulovsko (lema 1.26), pa, posto se L utapa u RR, iz leme 1.22(b) sledi
M| < Wo. Tvrdjenje (L3) sledi iz &injenice da minimum L nema sled-
benika. g

1.3 MAKSIMALNI LANCI KOPIJA Q@

U ovoj sekciji predstavljamo poznate rezultate koji su motivisali celokupno
nase istraZivanje. Prvo napomenimo da je Kazimierz Kuratowski prvi ispiti-
vao sli¢ne fenomene. Konkretno, on se pitao koji su uredjajni tipovi lanaca
podskupova proizvoljnog skupa, tj. koji su uredjani tipovi lanaca u parcijal-
nom uredjenju (P{X), C). PoSto znamo da je u svakom parcijalnom ure-
djenju svaki lanac sadrzan u maksimalnom lancu, potpun odgovor bi dao
opis maksimalnih lanaca podskupova skupa X. Sledi rezultat Kuratowskog
iz 1921. godine i njegovo uopStenje koje je dao Day (Bulova algebra B je
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< x-kompletna ako svaki X C I kardinalnosti manje od & ima supremum
u B, linearno uredjenje L je < x-kompletno ako i samo ako svaki ¥ < L
kardinalnosti manje od « ima supremum u L).

Teorema 1.28 (Kuratowski [11]) Lirnearno uredjenje je izomorfno maksima-
Inom lancu u P(x) za neki kardinal s ako i samo ako je izomorfno linearnom
uredjenju Init(L) za neko linearno uredjenje L kardinalnosti k.

Teorema 1.29 (Day [3]) Linearno uredjenje je izomorfno maksimalnom la-
ncu u < w-kompletnoj atomicnoj Bulovoj algebri ako i samo ako je < k-
kompletno, ima maksimum { minimum { ima guste skokove.

Napomena 1.30 OgraniZimo se za trenutak na prebrojiva linearna uredjenja - -

da bismo bolje rastumacili prethodni rezultat; w je jedno prebrojivo linearno
uredjenje, Init(w) ima uredjajni tip w + 1, pa zakljudujemo da u P(w) pos-
toji maksimalan lanac tipa w + 1. Ukolike Zelimo primer neprebrojivog
lanca, uzmimo prebrojivo uredjenje €. Svi njegovi pocetni segmenti su ob-
lika §,Q, (—oo,z)g zaxz € Ri(—o0,q] zag € Q. Dakle, u P(w) postoji
lanac izomorfan sa R, ali lanac {@}U{(—o00,z) : z € R}U{Q} = [~o0, o0
nije maksimalan lanac. Prema rezultatu Daya nije moguce konstruisati mak-
simalan lanac tipa [—oc, oo] u P{w) jer on mora imati guste skokove.

Medju narednim rezultatima koji su se pojavili su radovi Monka [23],
Monka i McKenzija [22] i Koppelbergove [10]. Izdvajamo sledeéi rezultat
(intervalna algebra nad linearnim uredjenjem L koje ima minimum, IntalgL,
je Bulova algebra svih konalnih unija poluotvorenih intervala oblika [z, y),
zaz,y & LU{ooc}iz <y, pridemu je oo element vedi od svih iz L).

Teorema 1.31 ([10}) Linearno uredjenje je izomorfno maksimainom lancu
u intervalnoj algebri Intalg[0,1) ako i samo ako je izomorfno gustom o-
kompaktnom podskupu intervala [0, 1] koji sadrZi 07 1.

Poslednji rezultat je posebno interesantan jer daje karakterizaciju maksi-
malnih lanaca u parcijalnom uredjenju kori§éenjem topoloskih osobina pod-
skupova realne prave. Prirodno je postaviti pitanje da li je moguce dobiti
sli¢an rezultat i za sluaj P(x). Odmah se vidi da ako je « > w nece biti
moguée pronaéi topoloSku karakterizaciju na realnoj pravoj, zato §to je R
kofinalnosti w, a nije teSko konstruisati maksimalan lanac u P(w; ) kofinal-
nosti wy. Jasno je da takvih lanaca nema u R. Dakle, pitanje je bilo da li
je mogude preformulisati rezultat Kuratowskog u prebrojivom slucaju tako
da dobijemo neku topolodku karakterizaciju maksimalnih lanaca u P(w).
Potvrdan odgovor daje sledeca teorema.
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Teorema 1.32 ({15]) Linearno uredjenje L je izomorfno maksimalnom lan-
cu u P(w) ako i samo ako je izomorfno kompaktnom nigde gustom skupu
K cC [0,1] koji sadrzi 07 1.

Nakon ove reformulacije teoreme Kuratowskog bilo je priredno postaviti
neka ograniCenja na podskupove w i posmatrati takve lance. Naravno, naj-
prirodnije je zahtevati da svi imaju istu strukturu. U radu [15] Kurili¢ re§ava
ovaj problem kada na skupu w posmatra prirodno linearno uredjenje (w, <)
i uopstenje tog problema (pri tome napominjemo da i u tom slu€aju mak-
simalni lanci moraju imati guste skokove kao u slufaju P{w)), a za sada
se zadrzavamo na nama najznalajnijem rezultatu. Sta ako na prebrojivom
skupu zadarno strukturu prebrojivog gustog linearnog uredjenja bez krajeva
1 posmatramo samo podskupove koji Cuvaju tu strukturu? Konkretno, ako
posmatramo parcijalno uredjenje (P(Q), C) pri ¢emu je

PQ) ={X CQ: (X, <q) = (Q <g}}
S tim u vezi, imamo sledeéu teoremu.

Teorema 1.33 (Kurili¢ [16]} Za svako linearno uredjenje 1L slededi uslovi
su ekvivalentni:

(a} L je izomorfno maksimalnom lancu u (P(Q) U {0}, C);
(b) L se utapa u R, kompletno je i minimum nema sledbenika;
(c) L je izomorfno kompaktnom K C [0,1] takodaje0 € K'i1 € K.

Ovaj rezultat je znalajan iz viSe razloga.

Prvo, prethodna teorema daje novi uvid u strukturu racionalne linije, a
samo po sebi je iznenadjujude da ni sliCan rezultat nije poznat za ovo toliko
1zuCavano linearno uredjenje. Da bi se videlo da ovo pitanje nije trivijalno,
primetimo da zapravo teorema 1.33 kaZe da postoji maksimalan lanac kopija
Q koji je izomorfan, recimo, Cantorovom skupu bez nule ili intervalu {0, 1],
ali da isto tako postoje i prebrojivi maksimaini lanci, recimo, izomorfni w*.
Takodje, kopije { se mogu dobijati na najrazlifitije nacine. Postoje trivijalne
kao {—oo, 0)NQili (0, 1)NQ, ali i netrivijalne, moguée je da kopija Q bude
nigde gusta u ). Na primer, skup sredina izbaCenih otvorenih intervala u
izgradnji Cantorovog skupa. Da bismo dali intuiciju za delove teze, dajemo
jednu familiju za koju je lako utvrditi da je familija kopija ¢:

Po = {@\UmEZFm:VmEZ Fn € [[m,m+l)ﬂQ]<w}_

Drugo, ovaj primer se su§tinski razlikuje od lanaca u P{w). Dok je tamo
svaki maksimalan lanac morao da ima guste skokove, ovde to nije sluaj.

e ratbhtah ok e e g g ool g
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Pogledajmo samo lanac £ = {@} U {(—oc,z)NQ: z € R}U{Q} = [0,1].
Prirodan zadatak je utvrditi §ta se defava sa ostalim strukturama, posebno
sa onim koje imaju neke zajedni¢ke osobine sa Q. Na primer sa ultraho-
mogenim strukturama, koje Ce biti definisane u sledeoj glavi. Sada ¢emo
samo re¢i da su u poslednje vreme aktuelne zbog skoro otkrivenih lepih os-
obina njihovih grupa automorfizama.

Trece, parcijalno uredjenje (P{Q), C} zanimljivo je i za teoriju forsinga,
$to je pokazano u radu Kuriliéa i Todorevi¢a [20]. Naime, u radu [20], oni
su pokazali da je forsing sa podskupovima Q koji nisu rasejani ekvivalentan
iteraciji S« # pri ¢emu je S Sacksov forsing, a 7 je o-zatvoren u modelu
koji se dobije prvom iteracijom sa S. U velikom broju prirodnih modela,
recimo ako vazi CH ili PFA, = je bas ekvivalentan algebri P(w)/Fin u mod-
elu koji se dobije prvom iteracijom sa S. Posto je (P(Q), C) gusto u par-
cijalnom uredjenju nerasejanih podskupova (), navedeno tvidjenje zapravo
opisuje forsing sa (P(Q), C). Zanimljivo je pitanje i kako izgleda forsing
kopijama raznih drugih struktura.

U ovoj tezi, mi smo se koncentrisali na ispitivanje fenomena iz teoreme
1.33 za ultrahomogene strukture. Dobili smo neke opste teoreme, koje daju
dovoljne uslove koje treba da zadovoljava struktura da bi imala iste maksi-
malne lance kopija kao i Q. Ovi rezultati su sistematizovani u trecoj glavi.
U &etvrtoj i petoj glavi smo pronali neke primere koji se ponafaju kao Q.
Generalno, sve ultrahomogene strukture li¢e jedna na drugu, ali su sve i
toliko razli¢ite da je malo tcorema u literaturi koje ih tretiraju kao celinu.
Uglavnom se istraZivanje svodi na ispitivanje svake strukture ponaosob, s
tim §to za mali broj ultrahomogenih struktura znamo kako zapravo izgledaju.
To je poseban problem, a i dalje otvoren pravac istraZivanja.
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O relacijskim strukturama

U ovoj glavi dajemo pregled osnovnih pojmova vezanih za relacijske struk-
ture, koje éemo koristiti u nastavku, kao i primere nekih relacijskih struktura.

Definicija 2.1 Relacijski jezik je indeksirana familija L = {(R; : ¢ € I) re-
lacijskih simbola. Smatramo da je svakom relacijskom simbolu pridruZen
pritodan broj ar(R;) > 0. Uredjeni par X = (X, {RX :i € I)) je struk-
tura relacijskog jezika L = {R; : i € I) (ili struktura jezika L) ako i samo
ako je X skup, a BX < X*(R) zasve i € 1. Tada kaZemo da je R in-
terpretacija relacijskog simbola R;, a skup X je domen relacijske strukture
X. Pod kardinalno§cu relacijske strukture X podrazumevamo kardinalnost
domena.

Definicija 2.2 Nekasu X = (X, (RX:ieD))i¥Y = (Y,(Rl,iel))
relacijske strukture istog jezika. Preslikavanje f : X — Y je utapanje
strukture X u struktura Y ako i samo ako je “1-17 i ako je za sve ¢ € T isve
(1, Tar(ry)) € X2 (R:) spunjeno

<3:1,...,3:ar(Ri)> € RI-X & <3:17---7'rar(R;.;)> € Rly.

Utapanje se naziva izomorfizam ako je “na”. Da su X1 Y izomorfne
strukture oznatavamo sa X = Y. Izomorfizam strukture X na samu sebe
naziva se automorfizam.

Skup svih utapanja X u Y oznafavamo sa Emb(X, Y), a skup svih auto-
morfizama strukture X sa Aut(X).

U nameri da navedenu karakterizaciju maksimalnth lanaca izomorfnih
kopija racionalne linije uopitimo, u tezi éemo za relacijsku strukturu X ispi-
tivati parcijalno uredjenje {(P{X) U {@}, C), pri Cemu je

P(X) = {fX]: f € Emb{X X)}.

Sto se tice neophodnih pojmova, ostalo nam je jo§ da definiSemo podstruk-
ture,

19
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Definicija 2.3 Nekasu X = (X, (RX :ieI))iY = (Y,(Rf :i€I))
relacijske strukture istog jezika. KaZemo da je X podstruktura strukture Y, i
to pifemo X C Y, akoje X C Y iVi € I RX = RY n x» (&),

Ubuduée, kada ne mo¥e doéi do zabune, identifikujemo R¥ i R. Sada
vidimoidajezaX = (X, {R} :i e I}):

P(X) = {Ac X <A,<R;~X N AR g eI>> gx}_

Sve strukture kojima se bavimo u ovoj tezi relacijske su strukture i date su
na prebrojivom skupu. Posebno su nam bile zanimljive strukture sa velikim
brojem automorfizama.

2.1 ULTRAHOMOGENE STRUKTURE

Da bismo objasnili pojam veliki broj automorfizama, osvrnimo se na trenutak
na linearna uredjenja. Jasno je da recimo (w, <) ima samo jedan automor-
fizam (identi¢ko preslikavanje), dok sa druge strane, (Z, <} 1 {Q, <) imaju
veliki broj automorfizama: ako izaberemo dve tacke x, y € Z, postoji auto-
morfizam f € Aut(Z) takavdaje f(z) =y, toje f(z) = z+y—m,ato
preslikavanje svedoCi da istu osobinu ima i . Medjutim, ukoliko pofnemo
antomorfizam u vi$e od jedne tacke - recimo, dobijemo zadatak da pres-
likamo 1 u 212 u 4 i da dalje nastavimo tako da dobijemo antomorfizam,
onda, ako se nalazimo u strukturi (Z, <}, ovaj zadatak nije regiv, jer ne pos-
toji tatka koja je izmedju 1 i 2 koja bi morala da se slika u 3. Ovaj primer
pokazuje da je struktura @ ipak bogatija automorfizmima, jer je na$ problem
lako rediv u @ (funkcijom f(t) = 2¢).

Dakle, videli smo da Q, u odredjenom smislu, ima vi$e automorfizama
nego Z, a ispostavlja se i vi¥e nego ostala prebrojiva linearna uredjenja
(videti teoremu 1.14). Ova osobina se naziva ultrahomogenost i precizno
Jje formulisana u sledecoj definiciji.

Definicija 2.4 Za relacijsku strukturu X kaZemo da je ultrahomogena ako i
samo ako se svaki izomorfizam f konaénih podstruktura od X moZe produ-
Ziti do automorfizma strukture X. Izomorfizam kona&nih podstruktura nazi-
vamo i konacan izomorfizam.

Osim ultrahomogenosti, linearno uredjenje @@ ima jof i dobru osobinu da
sadrZi sva prebrojiva linearna uredjenja (videti teoremu 1.13).

Definicija 2.5 Za relacijsku strukturu X kaZemo da je univerzalna za neku
Klasu struktura K istog jezika ako i samo ako se svaka struktura iz X moZe
utopiti u X.

......
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Francuski matematicar Roland Fraissé je bio prvi koji je sistemati¢no
proucavao ultrahomogene univerzalne strukture. On je uspeo da izoluje nji-
hove osobine prouavajuéi csobine klasa svih njihovih konacnih podstruk-
tura.

2.2 FRAISSEOVE KLASE

Definicija 2.6 Neka je X relacijska struktura u jeziku L. Tada je Age X
klasa svih kona¢nih relacijskih struktura koje se mogu utopiti u X.

Ako je X relacijska struktura, nije teSko videti da Age X ima sledeca
svojstva:

(HP) Svojstvo nasledjivanja: ako je Y1 € Age X i Y relacijska struktura
koja se moZe utopitiu Yy, ondaje Yo € Age XL

(JEP) Svojstvo zajednickog utapanja: ako su Yy, Yy € Age X, onda postoji
Y3 € Age Xtakvadasei Y1 Yy utapajuu Y.

Glavna zasluga Fraisséa je §to je primetio da ako je relacijska struktura X
ultrahomogena, onda Age X zadovoljava i dodatni uslov:

(AP) Svojstvo amalgamacije: ako su Yy, Yo, ¥3 € AgeXi f: V1 — Vo,
g : Y1 — Y3 utapanja, onda postoji struktura Y, € Age X i utapanja
r:Yy—= Ysis: Yg— Vytakvadajero f=s0g.

Dalje, jasno je da, ako je X prebrojiva relacijska struktura, onda Age X sadrZi
samo prebrojivo mnogo neizomorfnih relacijskih struktura,

Teorema 2.7 ([6]) Neka je L najvise prebrojiv relacijski jezik, a K klasa
konacnih relacijskih struktura jezika L koja je neprazna, sadrii najvise pre-
brojive neizomorfnih struktura i zadovoljava (HP), (JEP) i (AP). Tada pos-
toji jedinstvena, do na izomorfizam, prebrojiva ultrahomogena relacijska
struktura X jezika L takva da je Age X = K i da za svaku najvife pre-
brojivu relacijsku strukturu Y jezika L, ako je Age Y C K, onda se Y utapa
u X,

U sludaju da neka klasa K konaZnih struktura u istom jeziku ima os-
obine (HP), (JEP) i (AP) nazivamo je Fraisséova klasa, a jedinstvena ultra-
homogena struktura X takva da je Age X == K naziva se Fraisséov limit od
K. Najpoznatije Fraisséove kiase su (uklju€ujemo 1 kiase struktura koje nisu
relacijske zbog sveobuhvatnosti):

- klasa svih konatnih linearnih uredjenja;
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- klasa svih kona&nth kompletnih grafova;

- klasa svih konatnih grafova;

- klasa svih konagnih K,,-slobodnih grafova;
- klasa svih konac¢nih parcijalnih uredjenja;

klasa svih kona¢nih metrickih prostora sa racionalnim rastojanjima;
klasa svih kona&nih vektorskih prostora nad konaCnim poljem F;
klasa svih kona¢nih Bulovih algebri.

Sledeca teorema daje zgodnu karakterizaciju ultrahomogenih relacijskih str-
uktura i dopunu prethodne teoreme koju ¢emo koristiti.

Teorema 2.8 ([6, 9]) Neka je L najvise prebrojiv relacijski jezik. Tada:

(a) Prebrojiva relacijska struktura X u jeziku L je ultrahomogena ako i
samo ako za svaki konaclan izomorfizam p od X i svaki element t i7
X \ dom{) postoji konacan izomorfizam o od X koji je ekstenzija @
tako da x € dom(y).(f6] strana 389. ili {9] strana 326.)

(b) Ako su X iY prebrojive ultrahomogene relacijske strukture jezika L i
AgeX = Age Y, onda je X =2 Y.([6] strana 333. ili [9] strana 326.).

2.3 PARCIJALNA UREDJENJA

U ovoj sekciji posmatramo stroga parcijalna uredjenja. Ona su u bliskoj vezi
sa parcijalnim uredjenjima. Naime, svakom parcijalnom uredjenju odgovara
jedno strogo parcijalno uredjenje, a sve informacije o parcijalnom uredjenju
mogu se dobiti iz odgovarajuceg strogog parcijalnog uredjenja i obratno.
Uvodimo ih zato $to je ultrahomogena parcijalna uredjenja jednostavnije
opisivati jezikom strogih parcijalnih wredjenja.

Definicija 2.9 Relacijska struktura P = (P, <) je strogo parcijalno uredje-
nje ako je < irefleksivna i tranzitivna relacija na skupu P. Tada binarnu
relaciju < na Pdefinfemosa: r <y zr <y V z=yi (P, <) je odgo-
varajuée parcijalno uredjenje. Oznaka || predstavlja relaciju neuporedivosti i
ima znadenje z||y < —(z < y V y < ). Napominjemo da iz irefleksivnosti
1 tranzitivnosti sledi asimetri¢nost.

Primetimo da je, prema definiciji 1.1, svako linearno uredjenje istovre-
meno i strogo parcijalno uredjenje. Osim uredjenja Q &ije smo osnovne 0s-
obine vec naveli, postoji i poseban predstavnik klase svih prebrojivih strogih
parcijalnih uredjenja &ije se osobine u velikoj meri poklapaju sa osobinama
ractonalne linije.
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Lema 2.10 ([2]) Klasa svih konalnih strogih parcijainih uredjenja ispun-
java uslove (HP), (JEP) i (AP), pa je Fraisséova klasa. Dakle, postoji jedin-
stveno prebrojivo ultrahomogeno strogo parcijalno uredjenje koje je uni-
verzalno za sva konacna i prebrojiva stroga parcijalna uredjenja.

Definicija 2.11 Prebrojivo ultrahomogeno strogo parcijalno uredjenje uni-
verzalno za sva konaéna i prebrojiva stroga parcijalna uredjenja naziva se
random poset.

Random poset oznatavamo sa D = (D, <} i to je standardna oznaka.
Mi Zelimo da imamo karakterizaciju random poseta sa kojom mozemo lak3e
da konstruiSemo objekte u random posetu. Najzgodnije bi bile kada bismo
imali definiciju po ugledu na racionalnu liniju. Podsetimo se da je Q jedin-
stveno prebrojivo gusto linearno uredjenje bez krajeva. To zapravo znadi da
svaki konaZan podskup skupa Q@ moZe da se produzi u @, u kom god smeru
Zelimo - ili da nadjemo tatku izmedju date dve ili manju od svih ili vedu
od svih. Sledeéom definicijom opisujemo saglasnost uslova za postejanje
jednoelementnih ekstenzija kona&nih podskupova random poseta.

Definicija 2.12 Neka je P = (P, <} proizvoljno strogo parcijalno uredje-
nje. C(P) je skup trojki (L, G, U) konacnih disjunktnih podskupova skupa
P takvih da je ispunjeno:

(ClyvieLVge Gl<g;

(CH VuelUvVieL-u<l;

(C3) VueUVg e G g <u.

Definicija 2.13 Neka je P strogo parcijalno uredjenje i (L, G, U) € C(P).
Sa Py, ;) oznatavamo skup svih p € P\ {L UG UU) koji zadovoljavaju:

SHVieLp>L
(S2) Vg e Gp<y;
(S3) Yu € U pllu.

KaZzemo da je Py, ) orbita trojke (L, G, U).
Sada imamo glavnu lemu.

Lema 2.14 ([2]) Prebrojivo strogo parcijalno uredjenje P je izomorfno ran-
dom posetu ako i samo ako za sve {L,G,U) € C(P) vaZi P g # 0.

Sledece tvrdjenje pokazuje da su orbite trojki (L, G, U} urandom posetu
izomorfne kopije random poseta. Ta &injenica omogucava da se jednostavno
konstruidu izomorfne kopije random poseta u raznim odnosima,
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Lema 2.15 VaZi Dy gy € P(D) za svako {L,G,U) € C(D). Specijalno,
odatle sledi |D; gyl = w, aondai D\ F € P(D) za svaki F € [D]<¥.

Dokaz: Nekaje (L,G,U) € C(D). Tadasu L, Gi U dijsunktni podskupovi
od D, i vazi

VIELYgeGVuel (udl<gdu), 2.1

i D(L,G,U) N(LUGUU) = 0. Neka su sada (L1,G1,Uy) € C(D(L,G,U))-
Tada su Ly, Gy i Uy disjunktni podskupovi od Dy, 7y, pa imamo da je
(L1,G1,U1) € C(D) $to povlaci

Vi, € 14 ,Vg1 € Gy Yuy e Uy (U1 7{ h < [ 7{ ul). (2.2)
P0§t0je L1 U G1 W) Ul - D(L,G,U)’ 1Z (Sl)—(SB) sledi

Ve e LiUGHUU; VIEL VgeG VueU (I <z <gAz & uiu £ ).
(2.3)
Prvo ¢emo pokazati da je (L U L1, GU G, UU Uy) € C(D). (C1) Neka su
'eLUL1ig € GUGH. Tadal’ < g’ slediiz: (2.1),ako ' € Lig’ € G;
(2.2),akol' € L1ig' € G1; 23) akol' € Lig' =z € G1ilil! =z € Ly
ig € G.(C2)Nekal! e LULyiw € UUU,. Tadav' &£ ' sledi iz:
(2.1),ako ! e Livw' € U;(22),akol' € L1ivw € U1; (23), ako ' € L
iv =zeUy(Qerl! <whilil’! =z € L1 iv € U. Naisti nacin bismo
pokazali (C3).
Dakle, postoji z € D1y, qua, pwuty» Sto poviadi

z € Doy N Dy ooy = (Puauy) L)

Odavde na osnovu leme 2.14 sledi da je Dy, ¢ 1y € P(D).
Drugi deo tvrdjenja, | D1 g 17| = w, lako sledi iz ve¢ pokazanog jer je
D prebrojiv. Sada, za svaki uslov (L, G, U) € C(D'\ F), vaii

(D\F)reum ND\F#0
jer je F konalan a Dy, 1y prebrojiv. a

Pored svih ovih sli¢nosti sa {, i Ramseyevske osobine I dosta podsecaju
na osobine racionalne linije. Napomenimo da za svaku particiju Q na kona-
¢no mnogo delova, bar jedan od elemenata particije sadrzi kopiju Q. Isti
slu¢aj je 1 ovde.

Lema 2.16 Akoje D =X UY i X NY =, tada se D utapa u X ili Y.
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Dokaz: Iz prethodne teoreme je jasno da tvrdjenje sledi ukoliko je X ili ¥
konacan. Zato pretpostavimo da su i X i Y prebrojivi. Dalje, pretpostavimo
da X ne sadrZ kopiju random poseta. Tada postoji neki

(L,G, U € C(X) C C(D)

takav da je Dy, ¢,y C Y. Medjutim Dy, ; 17y € P(DD) pa se random poset
utapau Y. a

Pre nego §to predjemo na osobine parcijalnih uredjenja koje e nam biti
neophodne u daljem radu, napomenimo i da ne postoji jednostavna prezen-
tacija Random poseta. U doktorskoj disertaciji Jana Hubicke, pod men-
torstvomn Jaroslava NeZetrila, dato je nekoliko interesantnih prezentacija ran-
dom poseta, ali ni jedna nije dovoljno jednostavna da bi sa njom moglo lako
da se radi.

Po3to ¢emo u naSim konstrukcijama ultrahomogenih struktura koristiti
razne filtere u specijalno izabranim parcijalnim uredjenjima, dajemo par
neophodnih pojmova.

Definicija 2.17 Neka je P parcijalno uredjenje. Skup G C P je filter ako i
samo ako je ispunjeno:

(F1) zasvep,g € Gpostojir € Gtakavdajer <ptr < g¢;

(F2) akojepe Gip<gqgondajeige G.

Definicija 2.18 Skup D C F je gust u parcijalnom uredjenju IP ako i samo
ako za svako p € P postoji g € Dtakavdaje g < p.

Sledeéa lema omoguéava sve nade konstrukcije.

Lema 2.19 (Rasiowa-Sikorski) Neka su Dy, n € w skupovi gusti u parcijal-
nom uredjenju ®. Tada postoji filter G u P takav da je za sve n € w ispunjeno

GND, #£0.

Skica dokaza: Izaberimo proizvoljan pg € Dy, 1 za svako n € w izaberimo
Pnst € Dy takav daje poy1 < pp. Tada je lako pokazati da je

G={peP:3Incwp, <p}
jedan filter koji see sve Dy,. J
Definicija 2.20 Skup X u parcijalnom uredjenju [P je antilanac ako i samo

ako
Vo, ye X (z#y=>-3z€P(z<z A 2<y)).

Antilanac X je maksimalan ako ne postoji antilanac Y takavdaje X ¢ Y.
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U ovoj sekciji posmatramo grafove.

Definicija 2.21 Relacijska struktura G = (G, I'} je graf ako i samo ako je
I' simetri¢na i irefleksivna relacija na skupu G.

Graf se moZe definisati i kao par (G, T') gde je T’ C [G]%. U ovom sludaju
I' nije relacija, ali joj se moZe pridruZiti refleksivna i simetri&na relacija pr
na G gde zpry < {z,y} € I, zasve z,y € G. Iz praktiénih razloga u tezi
koristimo navedenu ekvivalenetnu definiciju. Graf (G, T') je kompletan ako
jeT = [G]? a G je prazan ako je I' = §). Ako je x kardinal, onda kompletan
graf kardinalnosti x oznatavamo sa K.

Da pojednostavimo zapis u radu sa grafovima uvodimo sledeéu oznaku.
Ako je G = (G,T') graf i H i K njegovi konaéni disjunktni podskupovi
definiemo

Gi'¥ ={zeG:YVhe H{z,h} el AVk € K {z,k} ¢T}.

Osim toga, pod pojmom podgrafa podrazumevamo ono §to se Zesto u
literaturi naziva indukovani podgraf. To je i jedini raziog zasto posebno
izdvajamo definiciju podgrafa, naime podgraf je prosto podstruktura grafa
kao relacijske strukture.

Definicija 2.22 Graf (H, A} je podgraf grafa (G, I") ako je ispunjeno
HcG A A=Tn[H?

Kao Sto smo veé rekli, posebno ¢e nas zanimati grafovi koji imaju veliki
broj automorfizama. Erdés i Rényi su u radu [5] ispitivali pojam simetriéno-
sti grafa. Oni su u svom radu razmatrali kona¢ne i beskonaéne grafove.
Zadali su prirodnu meru na skupu svih grafova i ispostavilo se da su u toj
prirodno izabranoj meri skoro svi kona¢ni grafovi asimetriéni, dok su skoro
svi1 prebrojivi grafovi simetri¢ni. Zapravo vazi i viSe. Skoro svi prebrojivi
grafovi su u toj meri izomorfni jednom specijalnom grafu koji je nazvan
Rado graf (ovaj graf se jo§ naziva i random graf). Mi smo se odlugili da
u ovoj tezi koristimo naziv Rado da bismo izbegli pote¥koée oko prevoda
(doslovni prevod bi bio slu€ajni graf ali je termin random graf odomacen u
toj meri da bi bilo izuzetno neprirodno prevoditi ga), a i da bismo izbegli
bilo kakvu sli¢nost sa konaZnim random grafovima kojima se u ovoj tezi ne
bavimo. Dobra referenca za Rado graf je rad Camerona [1].
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Lema 2.23 ({11 Klasa svih konacCnih grafova ima svojstva (HP), (JEP) i
(AP), pa je Fratsséova klasa. Dakle, postoji jedinstven prebrojiv ultraho-
mogen graf koji je univerzalan za klasu svih konacnih i prebrojivih grafova.

Definicija 2.24 Prebrojiv ultrahomogen graf, univerzalan za sve konaéne 1
prebrojive grafove naziva se Rado graf, 1 obeleZava se sa Grado-

Sledeca lema daje operativnu definiciju Rado grafa.

Lema 2.25 ([1]) Prebrojiv graf G = {G,T) je izomorfan Rado grafu ako i
samo ako je za svaka dva disjunkina H, K € [G]|<Y ispunjeno G{{IIUK # .

Kao 1 za {Q, <), vaZe sledeée dve leme. Pri tome prvu treba shvatiti
na sledeéi nagin: ako uzmemo bilo koja dva racionalna broja p 1 ¢, onda
je (p,g}g = Q. Upravo je to osobina koju ima i Rado graf, naime ako
pogledamo lemu 2.25, ta karakterizacija Rado grafa neodoljivo podseca na
karakterizaciju @ kao prebrojivog gustog linearnog uredjenja bez krajeva.

Lema 2.26 Neka je Grago = {G,T') Rado graf. Ako su H K € [G|<¥
disjunktni, tada je GEYK € P(GRrado)-

Dokaz: Izaberimo proizvoljne disjunktme Hy, K3 € [GHYX]<“. Primetimo

da jetada

HUKHIUKD  ~HUHIUKUK,
(GH )Hl - GHUHl ?-L- @,

pa prema lemi 2.25 sledi tvrdjenje teoreme. O

Lema 2.27 Neka je G = (G,T) Rado graf. Ako je F konacan podskup
skupa G, onda je G\ F € P(GRrado)-

Dokaz: Pretpostavimo da G \ F ¢ P(GRrado), tj- da za neke disjunktne
H K € [G\ F]< vazi (G \ FYZYK = 0, . GEVE\ F = 0. Iz leme 2.26
sledi da je skup GgUK beskonadan, pa ne moZe biti sadrzan u konaCnom
skupu F. O

Medjutim, kada su u pitanju Ramseyevska svojstva Rado grafa, postoji
razlika u odnosu na Q i . Dok su Q i D nedeljive strukture (relacijska
struktura X je nedeljiva ako iz X = A U I3 sledi da se X utapa u A ili ),
Rado graf je jako nedeljiva struktura (relacijska struktura X je jako nedeljiva
akoiz X = AU Bsledidaje A € P(X) ili B € P(X)).

Lema 2.28 Neka je Graqo = {G,T") Rado graf. Ako je G = Gy U G par-
ticija G na dva disjunktna skupa, onda G € P(Grado} ili G2 € P(GRrado)-
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Dokaz: Pretpostavimo da ni G ni G nisu u P(GRrag,). U tom sludaju oba
moraju biti beskonacna, Sto sledi iz leme 2.27. To znati da postoje disjunktni
Hi . K; e [G1]<u i disjunktni Hy, Ky € [G2]<w daje GgiUKl NG =01
ngLJKz N Ga = . Medjutim, iz leme 2.25 znamo da postoji neko

H1UHUK UK HiUK, HaUK 2
p e Gt C GHVE GV,

Polto je G = G U G, tatka p mora pripadati bar jednom od G ili G2, §to
daje kontradikciju. (]

Rado graf je kao Fraisséov limit klase svih kona¢nih grafova univerzalan
za sve konalne i prebrojive grafove. To nije jedina klasa grafova koja ima
amalgamaciju. Fiksirajmo prirodan broj n > 3. Za graf G kaZemo da je
K, -slobodan ako ne sadrZi kompletan graf K,, kao podgraf.

Lema 2.29 ([8]) Klasa svih konacnih K, -slobodnih grafova ima svojstva
(HP), (JEP) i (AP), pa je Fraisséova klasa. Dakle, postoji jedinstven prebro-
Jivultrahomogen graf koji je univerzalan za klasu svih konaé&nih i prebrojivih
Kn-slobodnih grafova.

Graf iz prethodne leme se oznacava H,, a klasa svih H,,, zan > 3 se
naziva klasom Hensonovih grafova. Najbolja referenca je Hensonov rad [8].
Ovakva definicija Hensonovih grafova nije ba¥ zgodna ukoliko Zelimo da
konstruiSemo neki objekat u H,. Iz tog razloga bi bilo lepo da imamo neku
karakterizaciju po ugledu na lemu 2.25.

Definicija 2.30 ([8]) Neka je Hl = (H,A) graf, an > 3 prirodan broj.
Cy(H) je skup parova (F, F}) koji zadovoljavaju sledece uslove:

(Gl) F, F, € [H]<¥;
(G2) F C FC H;
(G3) K, -1 seneutapaulF;.

Lema 2.31 ([8]) Neka je n > 3 prirodan broj. Prebrojiv graf H = (H, A)
Je izomorfan Hy, ako i samo ako za sve (F, F1) € Cp(H) vazi HE # 0.

Sli¢no kao i u slu¢aju Rado grafa vaZe sledeée dve leme, s tim $to ni
Hensonovi grafovi nisu jako nedeljive strukture kao Rado graf, ve¢ samo
nedeljive, lema 2.33, kaoi QiID. Lema 2.33 je u slu¢aju Hensonovih grafova
netrivijalna Cinjenica, dokazana u radu Sauvera i El-Zahara.

Lema 2.32 ([8]) Neka je n > 3 prirodan broj i H,, = (H,T') Hensonov
graf. Tada je |HE | = w za sve (F, Fy) € Cn(H,), kaoi H \ K € P(H,)
za svaki K € [H|<%.
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Lema 2.33 ([4]) Neka je n > 3 prirodan broj i H,, = {H,["} Hensonov
graf. Tada ake je H = Gy U Gy particija H na dva disjunkina skupa, onda
se H,, urapa u Gy ili u Go.

Sledeéa lema pokazuje da iako su Rado graf i Hensonovi grafovi sli¢ni,
u njihovoj strukturi postoji sudtinska razlika.

Lema 2.34 ([8]) Nekaje n > 3 prirodan broj i neka je w proizvoljna tacka
u Hensonovom grafu H,, = {H,T). Tada H {{;”}} ¢ P(H,, ).

Nakraju ove glave, da bismo pomogli €itaocu u pra¢enju teksta, pokazu-

jemo kako se konstrui¥u ulirahomogene strukture uz pomo¢ leme 2.19. U
primeru 2.35 koristimo parcijalno uredjenje konacnih funkeija, dok u daljem
radu koristimo parcijalna uredjenja konalnih relacijskih struktura. Citaocu
koji je upoznat sa tehnikom forsinga je svakako bliZa notacija funkcijama,
pa smo je dali u prvom primeru, dok kasnije zbog skracenja zapisa dajemo
notaciju u kojoj su elementi parcijalnog uredjenja strukture.
Primer 2.35 GeneriZka konstrukcija Rado grafa. Posmatrajmo parcijaino
uredjenje P = (Fa(|w]?, {0, 1}), D), pri Semu je Fn([w]?, {0, 1}) skup svih
konaénih parcijalnih funkcija iz [w]® u {0,1}. Pre svega, primetimo da su
skupovi

Dmn = {p e Fn[w}®, {0,1}) : {m,n} € dorn(p)}

gusti u parcijalnom uredjenju P za proizvoljan izbor prirodnih brojeva m, n.
Zaista ukoliko uzmemo bilo koju funkciju p € Fa([w]% {0,1}) \ Dmyn.
Tada je funkcija p' = p U {{{m,n},0}} u Fn([w]?, {0,1}) i imamo da je
{m,n} € dom(p'). Vaz i sledece tvrdjenje.

Stav 2.36 Neka su K, L € [w]<¥ disjunkmi i mg ; = max(K UL) + 1.
Tada je skup

Dir = {p€Fn([w]?{0,1}):3r > mxr
vke K ({k,m}, 1) epvle L {Il,m},0) € p},

gustu 2,

Dokaz: Uzmimo proizvoljnu funkeiju p iz Fn([w]?, {0,1}) \ Pk,z. Skup
|Jdem(p) je konacan jer je p konatna funkcija. Dakle, moZemo izabrati
prirodan broj m iz skupa (w\ mg r) \|Jdom(p). Jasno je da je tadan # &
zasve k € Kim #[zasvel € L. Defini§imo

P =pUu| J{{k,m}, 1) ke Kpu| J{{{l,m},0): L € L}.
Jasno je daje p € Fn(jw]?, {0,1}) idajep’ < p. 0
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Na osnovu leme Rasiowa-Sikorski postoji filter G koji sece prebrojivu fami-
liju gustih skupova

{'Dm,n:m,n,Ew}U{DK,L:K,LE [w]<¥ A KﬂL=@}.

Tada je f = Upeg p funkcija koja slika skup neuredjenih parova prirodnih
brojeva u {0, 1} (podto je G filter, ne moZe biti nekompatibilnih parova u f,
a posto G sele skupove D, ,, domen je ceo [w]?), a par (w, f~1[{1}]) je
Rado graf (ako uzmemo disjunkine K, L € [w}<“, postoje p € G N Dk, i
rcew\(KUL)takvidaVk € K p({k,z}) =1iVl e L p({l,z}) = 0, 1j.
WYL £ @, pa je ispunjen uslov leme 2.25).
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Konstrukcija maksimalnih lanaca

U ovoj glavi ¢emo dati op$ti okvir za ispitivanje maksimalnih lanaca u par-
cijalnim uredjenjima oblika (P(X) U {} ,C}, za neku prebrojivu ultraho-
mogenu relacijsku strukturu X. Prvo dajemo uslove koje takav lanac mora
da ispunjava. Nakon toga, pokazujemo da egzistencija pozitivne familije
‘P na X takve da je P C P(X), garantuje postojanje maksimalnog lanca
izomorfnog proizvoljno izabranom nigde gustom kompaktnom podskupu re-
alne prave u kome je minimum neizolovan. Na kraju ove glave dajemo do-
voljne uslove da bi postojao maksimalan lanac L u (P(X) U {0}, C} izomor-
fan proizvoljnom kompaktnom podskupu realne prave u kome je minimum
neizolovan.

3.1 NEOPHODNI USLOVI

U ovoj sekeiji opisujemo uslove koje moraju da ispunjavaju maksimalni
lanci u parcijalnim uredjenjima (P(X) U {0}, C}, za neku prebrojivu ultra-
homogenu relacijsku strukturu X.

Napomena 3.1 Ako je linearno uredjenje L izomorfno maksimalnom lancu
u (P(X), C) za prebrojivu strukturu X, onda L. ne moZe sadrzati poduredje-

nje izomorfno nekom neprebrojivom kardinalu. Pretpostavimo suprotno, da
(Xg:aer) CPX)1{{(Xg:aer), Q)= (k €),gdek > w. Tadabi

{Xo1 \ Xo:a €k}

bila familija x-mnogo disjunktnih nepraznih podskupova X, $to b1 znacilo
da je X neprebrojiva struktura.

Napomena 3.2 Primetimo takodje da ako relacijska struktura zadovoljava
uslov X 22 X\ {p}, za proizvoljno izabranu tatku p € X, onda u {P(X), C)
postoji maksimalan lanac tipa w*. Ako je X = {xq,1,72,... }, Zeljeni
lanac L konstruiSe se na sledeéi nacin:

X=X\ {20, ... Zn-1}.

31
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Nije tesko videti da je L = (X, : n € w) maksimalan lanac u (P(X), C).

Vratimo se sada za momenat na teoremu 1.33. Kada je u pitanju uslov
da mora biti kompletno linearno uredjenje tu je opst slufaj malo drugaciji
od situacije koju smo imali sa @Q. Naime, svaka izomorfna kopija racionalne
linije je istovremeno 1 elementarni podmode] gustog prebrojivog linearnog
uredjenja bez krajeva. Dakle, u tom slu¢aju lanci izomorfnih kopija su za-
pravo elementarni lanci, pa se uslov kompletnosti maksimalnog lanca svodio
na dobro poznatu Einjenicu da je unija elementarnog fanca elementarni lanac.
Da bi se pokazalo da je za neku ultrahomogenu strukturu maksimalan lanac
u (P(X) U {0}, C) kompletno linearno uredjenje, bilo bi lepo pokazati da je
unija lanca izomorfnih kopija ultrahomogene strukture X izomorfna sa X.

Znatajno je posmatrati i treéi ustov, da je minimum maksimalnog lanca
u {P(X) U {#}, C) neizolovan. Jasno je da je ovo taéno uvek kada X ima
netrivijalnu izomorfnu Kopiju, tj. postoji ¥ € P(X) \ {X }, jer u tom sludaju
izomorfizam f : X — Y daje f[Y] < Y, pa proizvoljno izabran ¥ € P(X)
ne moZe biti sledbenik @ u P(X)U{(}. Postavlja se pitanje da li je moguée da
prebrojiva ultrahomogena relacijska struktura nema netrivijalnu izomorfnu
kopiju? Odgovor je da postoje 1 takve ultrahomogene strukture. Za takve
strukture trivijalno je okarakterisati maksimalne lance izomorfnih kopija, to
su jednoelementna linearna uredjenja. Dajemo primer relacijske strukture
takve daje P(X) = {X}.

Primer 3.3 ([6], strana 399.) Posmatrajmo na skupu celih brojeva Z relacije
T,, definisane sa (z,y} € 7, < |z — y| = n. Prebrojiva relacijska struktura
X = {Z, {7, : n € w}) je primer strukture za koju su sva utapanjai : X = X
automorfizmi. To su refleksije ¢(z) = —=z, translacije 7,(z) = z+ 2z i njihove
kompozicije.

Za strukture sa osobinama iz primera 3.3 moze se re¢i da nisu tipi¢ne ul-
trahomogene strukture. Sledeca teotema pokazuje da za prebrojivu ultraho-
mogenu relacijsku strukturu X koja ima netrivijalne kopije uslove iz teoreme
1.33 zadovoljavaju svi maksimalni fanci u (P(X) U {@}, C).

Teorema 3.4 ([19]) Neka je X prebrojiva ultrahomogena relacijska struk-
tura u najvise prebrojivom jeziku takva da je P(X) # {X}. Tada je svaki
maksimalan lanac C u parcijalnom uredjenju (P(X) U {0}, C) kompletno
linearno uredjenje koje se utapa u R i min L{= @) nema sledbenika.

Dokaz: Prvo pokazujemo

JA € P(X), za svakilanac A u {P(X), C). 3.1
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Neka je > kona¢an izomorfizam podstrukture | JA 12 € |JA\ dom(p).
Posto je A lanac, postoji A € A da je dom(y) Uran(p) U {z} C A. Polto
je A = X, na osnovu teoreme 2.8(a) postoji element y € A takav da je
¥ = U {{x,y)} izomorfizam, pa je onda s i konatan izomorfizam [ A.
Dakle, na osnovu teoreme 2.8(a) struktura | J A je ultrahomogena. Posto je
X2 ACUAC X, vali AgeX = Age A C Age | JA C Age X, Stona
osnovu teoreme 2.8(b) povlati | J A 2 X, . |J A € P(X).

Numeridimo sada X = {z,, : n € N}. Posmatrajmo funkciju f : £L —+ R
definisanu sa f(A) = > y27" - xa(zn) (pri Cemu je x4 : X — {0,1}
karakteristiéna funkcija skupa A C X). Podto je > 427" = 1 imamo
fl£] < (0,1]. Treba jo§ da pokaZemo da je f utapanje. Za A C B ispunjeno
je f(B) = flA) +3,en2" - xpralzn) > f(A). Obratno, ako je za
A, B € L ispunjeno f(A) < f(B), treba pokazati da nije B C A. Ako
bismo imali B € A, onda bi bilo

f(A) ZnEN 277 xalxn)

Sonen 2 xa(@n) + 2 en 27" Xavs(Tn)
= [(B)+ 3 nen2 " xas(®a)

> f(B),

J

§to je kontradikcija. Dakle, f je utapanje.

Jasno je da je min £ = 0 i max £ = X. Neka je sada (A, B) rezu L.
Ako je A = {f}, onda je max A = (. Akoje A # {#}, onda iz (3.1) imamo
|JA € P(X),aposto A C|JA C B,zasve A € Ai B € B, maksimalnost
L povlati | JA € L. Dakle, ako je [ JA € A, onda je max A = [ JA U
suprotnom je | J A € BiminB = | J A. Dakle, {£, C) je kompletno.

Pretpostavimo sada da je A sledbenik od § u £. Poto je P(X) # { X},
postoji B € P(X) \ {X}, paako je f : X — A izomorfizam, onda je
fIB] € B(X), f{B] ¢ Ai LU {f[B]} jelanac u F(X) U {#}. Kontradikcija
sa maksimalno$éu £. d

3.2 POZITIVNE FAMILLJE

U ovoj sekciji za prebrojivu ultrahomogenu relacijsku strukturu X dajemo
dovoljne uslove da svako bulovsko linearno uredjenje koje se utapa u R sa
neizolovanim minimumom bude izomorfno nekom maksimalnom lancu u
{P(X) L {0}, C}. Ispostavlja se da je jedan dovoljan uslov egzistencija poz-
itivne familije P C P(X).

Definicija 3.5 Familija P podskupova prebrojivog skupa A naziva se pozi-
tivaa familija ako 1 samo ako ispunjava sledece uslove:
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(P1) 0 ¢ P;

P2) P2 XCYCA=Y P,

(P3) XeP A FeFin=X\FeP,
(P4) dX e P|A\ X| = A.

Ukoliko je P pozitivna familija na w, zbog (P2) i (P3) P sadrZi Fréchetov
filter, ali zbog (P4) Fréchetov filter nije pozitivna familija. PoSto je presek
Fréchetovog filtera (), za svaku pozitiviu familiju P vaZi P = 0. Zbog
(P1)i (P3) P C [w]¥ i maksimalna pozitivna familija na w je skup [w]®.

Primer 3.6 Identifikujmo «w i Q. Tada je jedna pozitivna familija na ( i
familija svih gustih podskupova od Q, koju oznaavamo sa Dense(Q). Svo-
jstva (P1) i (P2) oigledno su ispunjena. Da bismo pokazali (P3), uzmimo
bilo koje dve tatke z,y € X za neki X € Dense(Q). Ako je F iz Fin(Q),
posto je F'kona€an, postoji a = min(x, y)gNE. Papodtoje X € Dense(Q),
postojit € X dajer < t < @ < y. Ovako izabrano { jeiu X \ F,
paje X \ F € Dense(Q). Za (P4) posmatrajmo skupove Q@ i Q + /2.
Njihova unija je prebrojivo gusto linearno uredjenje bez krajeva, pa postoji
izomorfizam f : Q — QU (Q + +/2), i pri tome su f~1[Q] € Dense(Q) i
FYQ + V2] € Dense(Q) prebrojivi i disjunktni podskupovi Q.

Primer 3.7 Identifikujmo ponovo w i Q. Prisetimo se pozitivne familije iz
prve glave

Po = {Q@\Unez Fr 1 ¥m € Z Frn € [[m.m +1) nQ[<}.

Nije teSko videti da je Pg, pored toga 3to je familija kopija Q, istovremeno
i pozitivna familija na Q. Ova familija ée nam predstavljati sredstvo za kon-
strukciju pozitivnih familja u parcijalnim uredjenjima kopija raznih ultraho-
mogenih struktura.

Sledec¢a teorema opisuje maksimalne lance u proizvoljnoj pozitivnoj fa-
miliji na w.
Teorema 3.8 (Kurili¢, [ 15]) Neka je P C P(w) pozitivna familija. Za svako
linearno uredjenje L slede(i uslovi su ekvivalentni:

(a) L je izomorfno nekom maksimalnom lancu u (P U {0}, C);
(b) L se utapa u R, bulovsko je i min L nema sledbenika;
(c) L je izomorfno kompaktnom nigde gustom K C R, damin K € K'.

Veza pozitivnih familija i lanaca izomorfnih kopija data je u sledeéoj,
najvaznijoj teoremi ovog odeljka.

R TI— e o b bttt et W A MY a1 ]
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Teorema 3.9 ([19]) Neka je X prebrojiva relacijska struktura. Ako postoji
pozitivaa familija P na X takva da je P C F(X), onda:

fa) za svako bulovsko linearno uredjenje L koje se utapa u R i u kome
min L nema sledbenika, postoji maksimalan lanac u (P(X) U {0}, ©)
izomorfan 1L;

(b} za svako prebrojivo kompletno linearno uredjenje L. u kome min L
nema sledbenika postoji maksimalan lanac u (P(X) U {0}, C) izo-
morfan I..

Dokaz: (a) Na osnovu teoreme 3.8 postoji maksimalan lanac £ u P U {0}
izomorfan L i koji zadovoljava [}(£ \ {#}) = @. Pretpostavimo da skup
C € P(X) U {0} svedo&i da £ nije maksimalan lanac u (P(X) U {8}, ).
Podto je C # 0 i [P = 0 (posto P sadrzi Fréchetov filter), sledi da postoji
A € £L\{0} takavdaje A C C, pazbog(P2)iC ¢ P. Dakle, LU{C} bibio
lanac u P U {} koji je ekstenzija £, §to je kontradikcija sa maksimalno$éu
lanca L.

{b) Sledi iz (a}ileme 1.26. O

Sledeéa lema je tehni¢ka, ali neophodna za konstrukcije maksimalnih
lanaca. Navedimo je u ovoj sekceiji jer je povezana sa maksimalnim lancima
u P(w), koji kao i maksimalni lanci u pozitivnim familijama moraju imati
guste skokove.

Lema 3.10 ([16]) Neka je C relacijska struktura, L najviie prebrojivo kom-
pletno linearno uredjenje, A, B ¢ P(C), A C B, |B\ A| = |L}|— 11 neka je
jos [A, Blpcy = [A, Bl p(py. Tada postoji lanac L u [A, Blp(c) koji zadovo-
liava A, B € £ = Lizakojivati|J A NB e Li|B\JA| <1 zasvaki
rez (A, B) u L.

Dokaz: Ako je |B \ A| konaéan, recimo B = A U {a1,...a,}, onda je
Li=n+1il={A AU{a1},AU{a1,az},..., B} je traZeni lanac.
Ako je |B \ A| = w, onda je L prebrojivo linearno uredjenje te se na os-
novu teoreme 1.13 utapa u R. Posto je LL prebrojivo i kompletno, na osnovu
leme 1.26 L. je bulovsko, pa na osnovu teoreme 1.32 postoji maksimalan
lanac £y u P{B \ A) izomorfan sa L. Nekaje L = {AUC : C € £L;}.
Posto 0, B\ A € £, imamo A, B € Lidaje f : £, — L, dato sa
fl(CYy = AU C, svedok da je {£1,G) = (£,&) pa je £ izomorfno L. Za
svaki rez {A, B) u £; imamo |J A C [} B pa na osnovu maksimalnosti £y,
UANB e Lyimamoi |[(B\JA| < 1. Jasno je da je ovo tatno za svaki
rezu L. O
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3.3 KONSTRUKCIJA MAKSIMALNIH LANACA

Prema teoremi 3.4, za ultrahomogenu strukturu X svaki maksimalan lanac
u P(X) U {#} je kompletan, utapa se u R i min £ nema sledbenika. U ovoj
sekeiji dajemo dovoljne uslove da za svako linearno uredjenje sa navedenim
osobinama postoji maksimalan lanac u P(X) U {#}

Teorema 3.11 ([17]) Neka je X prebrojiva relacijska struktura.

(A) Ako postoji particija {J, : n € w} skupa racionalnih brojeva Q i
struktura sa domenom Q u istom jeziku kao X takva da je:
(i) Jo gustu {Q, <),
(ii) Jn. n € N, jesu koinicijalni podskupovi od (Q, <),
(iii) za svako x € RU {oo} i svako A:

JoN(—o0,z) CACQN(~o0,z)=> AZX,
(iv) za svako q € Jy i svaki C:
JoN{—oo,ql CCCQN(-o0,q|=CEX

tada za svake neprebrojivo kompletno linearno uredjenje L koje se
utapa u R, u kome minlL nema sledbenika i takvo da su svi podemi
segmenti od IL \ {minIL} neprebrojivi, postoji maksimalan lanac u
(P(X) U {0}, C) izomorfan L.

(B} Ake vazi i dodami uslov da:

(v) za svako prebrojivo kompletno linearno uredjenje I u kome mi-
nimum nema sledbenika postoji maksimalan lanac u parcijalnom
uredjenju (P{X) U {0}, C) izomorfan L,

tada za svako kompletno linearno uredjenje 1. u kome minlL nema
sledbenika i koje se utapa u R postoji maksimalan lanac u parcijainom
uredjenju {(P(X) U {B}, C) izomorfan L.

Dokaz: U dokazu teoreme ¢emo Koristiti prezentaciju svih kompletnih lin-
earnih uredjenja koja se utapaju u R i u kojima minimum nema sledbenika,
koju smo pokazali u teoremi 1.27. Dakle, vazi L = 5" L, i

2&[—oc,00]
(L1) L, su najvi$e prebrojiva kompletna linearna uredjenja;
(L2) skup M = {z € [—o0,00] : |Lg| > 1} je najvile prebrojiv;
(I.3) |{L_s| = 1ili minL_, nema sledbenika u L_ .

Sada dokazujemo teoremu, prvo deo (A).

(A) Svi su potetni segmenti od L\ {min L} neprebrojivi. Tada je na osnovu
teoreme 1.27, |L_o| = 1,tj. —oo ¢ M, i imamo dva podslucaja:
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Slucéaj I: oc € M. Iz (L2) sledi da postoji “1-1” preslikavanje @ : M — N,
Iz (L1), za y € M imamo |Ly| < w, aiz (i) sledi [/ ¢, M (—00,y)| = w
pa moZemo izabrati I, € [J ) M (—oc, y)]IEvI=1. Definigimo sada skupove
A, 7 €]-20,0x]i Af, x € M, na sledeéi nadin:

A = { 9, zar = —0,
T‘ (Jo M {—oc,z)) U yertn(=comydy, Zax € (—00,0);

Ar =A,Ul,, zaze M

Posto je Jy € AL = JoU U epr Iy € Q. iz (iii) sledi Ay, € P(X) paje
dovoljno da konstrui§emo maksimalan lanac £ u {P{AL) U {0}, C), takav
daje L =1

Stav 3.12 Skupovi 4,, z € [~o0,00] 1 AY, z € M su podskupovi skupa
AT Dalje. za sve z, 21, 2 € [ 00, 00] vaii

(a) Az C{—00,2);

(b) AL C{~o0,z), akoje z € M;

(€) zy <xg = Ay, & Ay,:

(d) M2z <zp= A, ¢ Aus;

(@) |AS \ Az| = 1Ls| — 1, akoje z € M;

(H A, e P(AL), zasvez € (—00, ).

(@) A7 €P(AL)1[As Al lpoar) = [Ae, A | prary zasvez € M.

Dokaz: Tvrdjenja (c) i (d) su tadna jer je Jy gust podskup u Q; (a), (b) 1 (e)
slede iz definicija A, i A} kao i izbora skupova I,. Za z € (—50, 00| imamo
JoN(—=oc,z) C A, € QN {~oo,z)paiz (iii), 4, X X = AL tejei(f)
tatno. Akoje x € M, ondaje JoN {—20,2) C A, C AT C QN {—o0,x)
pa iz (iii), A, C A C A Stopovladi A 2 X = A7 tejei(g) tacno. O

Sada, za x € [—o0, 00| definifemo lance £, u {P(AL) U {0}, C) na
slededi nacin.

Zax & M definifemo £, = {A,}. Primetimo da je £_ = {#}.

Zax € M, iz stava 3.12(g) 1 leme 3.10 sledi da postoje lanci skupova
Ly C [Ag, Al p ) takvidaje (Ls, &) 2 (Lg, <o} i da ispunjavaju uslove

Ap, AT € Lo C Az, AlTp(at): (3.2)

UANBe L, 1 |[NBVUAI <1, zasvakirez (A, B)uly. (3.3)

Da bismo skratili notaciju, za A, B € P(AY)) pidemo A < B ako i samo ako
je AC B,zasve Ac A1 B B.
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Stav 3.13 Neka je £ = ), ¢|_ o oc) £o- Tada vaZi:

(a) Akoje —oo <z <z < oo,onda Ly, < Ly, 1

ULs; € Az, CULs,.

(b) £ jelanac u (P(AZ,) U {0}, C) izomorfan sa L = 3 o (_ o o) Lo
(¢) L je maksimalan lanac u (P(AZ) U {0}, C).

Dokaz: (a) Nekaje A € L, i B € L;,. Akojex; € (—oc,00] \ M,
onda na osnovu (3.2) i stava 3.12(c) imamo A = A;, ¢ A,, C B. Ako je
x1 € M, onda na osnovu (3.2) i stava 3.12(d), A C A7, & A, C B. Poito
je Az, € L;,, imamo i kompletan dokaz tvrdjenja (a). ,

(b) Iz dela pod (a) je ([—o0, 0], <} = ({L; : T € [—00,00]}, <). Posto
je Lo =1y, zax € [—o00, 00|, imamo da je

(ﬁa g) = Zme[—oo,oo] (ﬁxa Q) = Z:L‘E[—oo,co] ]Lx =1L.

(c) Pretpostavimo da postoji skup C € P(AL) U {0} koji svedoti da
L nije maksimalan lanac. Skup C odredjuje jedan rez u I na sledeéi nacin
L=AUB A<B,gleje A={AcL:ACC}iB={Bel:Cg B).
Da bismo videli da je (4, B} zaista rez, primetimo da je §) € £_, a poito
je 5o € M, na osnovu (3.2) zakljuujemo AL € L. Dakle, §, AL € £,
Sto povladi A, B # 0 paje (A B) rezu (£,Q). Iz (3.2) znamo i da je
{A; -z € (—o0,00]} € L\ {0}, pa na osnovu stava 3.12(a), vaZi

n(ﬁ\ {m}) - nze(fco,oo] A-T - ﬂ:re(—oo,oo](_ooﬁx) = @1
§to povladi A # {#}. Sada je jasno da je,
UAcccnNs. (3.4)

Slu¢aj 1: Postoji neki zy € {—oo, o] takav daje ANL,, # 01 BNL,, # 0.
Tada je {Lz,{ > 1, pajexy € M i (AN Ly, BN Ly,) jerez u L, koji
zadovoljava (3.3). Na osnovu (a) je

A= UIQU L:U(ANLy)

iodatle | JA = [J(AN L) € L. Sligno, \B={(BN L) € L, pa
posto je {1 B\ JA| < 1,iz (3.4) sledi da i skup C mora biti u £, §to je
kontradikcija sa izborom C.

Slucaj 2: — Shugaj 1. Tada za svako z € {—oc, 00| imamo ili £, C A ili
L; C B. Pofto je ispunjeno £ = A U B, A # {0} i A, B # 0, skupovi
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A ={z e (-oc,x]: L CA}IB ={z € (—,00]: L; C B}su
neprazni i {20, 00] = A’ U B'. Posto A < B,zaz; € A’ 125 € B imamo
Ly < Ly, paiz(a), z1 < z3. Dakle {4, B') je jedan rez u {—o0, oc] pa
postoji g € {—00, oo takvo da je zg = max A’ ili zg = min .
Podsiucaj 2.1: wo = max A’. Tada va%i da je 79 < oo, jerje B # 0 i
A =1 <., L. pa iz dela tvrdjenja pod (a) imamo

UA = Uzg.:m LJEI = U:c<;r:g U["’T U UE’-TU = UEZ‘D?
§to zajedno sa (3.2) daje

[ Ag, akoxp € M,
UA= { Al akoxg € M. (3.3)
Podto B = U,¢(ry,00] La» Imamo (1B = Mae(zo,00 (1 La- 12 (3.2) sledi da
je Ly = Ay, paimamo

(1B = (ﬂme(mo,oo](_oov m) n JU) U (nme(mo,oo] UyEMﬂ(~OO,$)Iy)
= ((—OO, 330] M JO) U UyeMn(—oo.a:o]Iy
= Az U ({5’30} M JD) U UyEMﬂ{zo}I.U’

dakle vazi
Aaso ako xp ¢ Jo Az ¢ M,
) AgpU{ze} ako zp€Jy A om0 € M,
nB - A;—O ako xq ¢ Jo A mpE M, (3-6)
Al U{z} ako zpedy A mzpeEM.

Ako je g ¢ Jo, onda iz (3.4), (3.5)1 (3.6), imamo ([ JA=NB=C¢c L
$to je nemoguée zbog izbora skupa C.

Akojexg € Jyixp € M, ondaje JA = Ay i (1B = Az U{zo}.
Dakle, iz (3.4) i posto C ¢ £, imamo da je C' = (B = Az, U {zo}. Odatle
je Jo N (—o0,29] C C ina osnovu stava 3.12(a), sledi C C (=00, zq).
Medjutim, iz (iv) imamo C 2 X(= AL ) jto je nemoguce.

Akojezg € Jimg € M,ondaje|JA = A} i(1B = Af, U{zo}.
Opet, iz (3.4) i posto C ¢ L, imamo da je C' = (1B = A} U {xo}. Dakle,
Jo N (=0, 2p] C C ina osnovu stava 3.12(b), C' C (—oc, xp]. Opet, iz (i)
imamo C 2 X(=* A} ) §to je nemogude.

Podslucaj 2.2: xy = min 3. Tada na osnovu (3.2), A,, € Ly, C B, §to
zajedno sa delom tvrdjenja pod (a) daje {| B = Ay, Poftoje A; € L, za
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z € (—o00,00,1 A = U, q, Lo, imamo

UA= UscnoULs D Uspey, 4o

= U:c<a:o ((_001 z) N JU) U Uz<a:o UyeMﬁ(—oo,x) Iy
(("OO’ z0) N JO) U UyEMﬂ(—oo,a:o) I,
= A:soa

paje
Ay CUACNB = A,

odakle sledi C' = A, € L, §to je nemogude zbog izbora skupa C, g

Sluéaj II: oo € M. Tada je Lo, = {max L} i suma L + 1 pripada sluéaju I
(00 € M). Dakle, postoji maksimalan lanac £ u (P(X) U {#}, C) i izomor-
fizam f: (L+1,<) = (£, C). Utom sludaju je A = f(max L) € P(X) i
L' = f[L} = L. 1z maksimalnosti lanca £, sledi da je £’ maksimalan lanac

u({P(A) U {0}, C) = (P(X) U {0}, C).

(B) PoSto vaZi (v), pretpostaviéemo da je L neprebrojivo linearno ured-
jenje. Ako su svi pocetni segmenti od L \ {minL} neprebrojivi, tvrdjenje
je dokazano u (A). U suprotnom, na osnovu prezentacije iz teoreme 1.27,
imamo da je

L= Zze[—-oo,oo] Lz,

pri Cemu (L1) i (L2) 1 dalje vaze, a umesto (L3) je ispunjen uslov

(L3") L_g je prebrojivo kompletno linearno uredjenje u kome minL_,
nema sledbenika.

Jasnoje L = L_o + LT, gde je
L™ = ¥ee(-o0,00) Lr = 2oye(0.00) Liny
(ovde podrazumevamo In oo = o0). Neka su L), y € [~o0, o0], disjunktna
linearna uredjenja takva da L, = 1, zay € [~00,0], i L 2 Ly, za
y € (0, 00]. Tada je
Zye[foo,oo] L; = ['"OO’ 0] +L*,
i na osnovu (A) imamo maksimalan lanac £ u P(X) U {#} i izomorfizam

[ {[=00,00 + LT, <) — (£,C). Jasno, za Ay = f(0)i Lt = fILF]
imamo Ag € Li LT = LT,
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Na osnovu pretpostavke teoreme i uslova (L.3), P(Ag) U{@} sadrzi mak-
simalan lanac £_, & L_,. U tom sludaju imamo daje Ap € L_oo i

L ULYEL L +LT =L

Pretpostavimo da skup B iz P(X) U {8} svedodi da £_ U £ nije mak-
simalan lanac u P(X) U {@}. Tadaje ili Ay € B, §to je nemoguce jer je £
maksimalan u P(X) U {0}, ili B & Ay, §to je nemoguce jer £_ je maksi-
malan u P(Ag) U {0}. O
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Ultrahomogeni grafovi

Klasifikaciju prebrojivih ultrahomogenih grafova dali su Lachlan i Woodrow
u[21].

Teorema 4.1 (Lachlan i Woodrow) Prebrojiv graf G je ultrahomogen ako i
samo ako je izomorfan jednom od sledecih:

1. Grada, Rado grafu;

2. H,, ultrahomogenom K, -slobodnom grafu zan > 3;

3. Gy, uniji p disjunkmih kopija K., za pv = w;

4. komplementu nekog od grafova pod 1, 2 i 3.

U ovoj glavi ispitujemo uredjajne tipove maksimalnih lanaca izomorfnih
kopija ultrahomogenih grafova. Prvo primetimo da ako je p binarna relacija,
a X = (X,p) relacijska struktura, onda je Emb(X,p) = Emb(X, o)
(definidemo komplement relacije p sa p° = (X x X))\ p). Odatle imamo
da je P(X, p) = P(X, o°) pa je dovoljno okarakterisati maksimalne lance
izomorfnih kopija za klase grafova pod 1, 2.1 3. Glavni rezultat ove glave je
sledeéa teocrema.

Teorema 4.2 Neka je G prebrojiv ultrahomogeni graf. Tada vaZi:
(I) Ako je G = GRago ili G = H, za neko n > 3, onda su za svako
linearno uredjenje L slede¢i uslovi ekvivalentni.
(a) L je izomorfno maksimalnom lancu u (P{(G) U {0} , C);
(b) L se utapa u R, kompletno je i min . nema sledbenika;
(¢) L je izomorfno kompakmom skupu K C R u kome min K € K'.
(II) Ako je G = Gy, za pr = w, onda su za svako linearno uredjenje
sledeéi uslovi ekvivalentni:
(a) L je izomorfuo maksimalnom lancu u (P(G) U {0}, C);
(b) L. se utapa u R, bulovsko je i min [ nema sledbenika;
(c) L je izomorfno kompaktmom nigde gusiom skupu K C R u kome

jemin K € K.
Primetimo da su ekvivalencije (b)<(c) za (I) i (II) date u teoremi 1.33 1
u teoremi 3.8. Dakle, dovoljno je pokazati samo ekvivalenciju (a)<>(b).

43
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4.1 RADO GRAF

U ovoj sekceiji dokazujemo teoremu 4.2 za Rado graf, Gg,q4o. Znacaj tog
rezultata je u tome $to daje novi uvid u strukturz Rado grafa. Pri refavanju
ovog problema potrebno je pronaéi zgodnu prezentaciju Rado grafa iz koje
bismo pro€itali sve osobine koje nas zanimaju. Medjutim, problem pronala-
Zenja prezentacija ultrahomogenih relacijskih struktura koje su pogodne za
rad nije jednostavan. Istorijski prvu prezentaciju dao je Richard Rado: na
skupu prirodnih brojeva definifemo relaciju mpn ako i samo ako je m-ta
cifra u binamom zapisu broja n jedinica ili je n-ta cifra u binarnom zapisu
broja m jedinica. MoZe se pokazati da je ovako zadata relacijska struk-
tura na skupu prirodnih brojeva Rado graf (§to mi ovde ne &¢inimo jer ovu
prezentaciju ne€emo koristiti).

U nastavku dajemo novu konstrukciju Rado grafa pogodnu za konstruk-
ciju maksimalnih lanaca njegovih kopija. Generalno, u strukturama kao
Sto je Rado graf, strukturama u kojima “sve moZe da se desi”, relativno je
lako konstruisati Zeljene objekte. Problem u radu sa ovim strukturama nas-
taje kada Zelimo neSto zabranimo. U nafem sluéaju, Zelimo da zabranimo
skokove izmedju kopija u posetu (P{Ggaq,) U {0}, C). Da bismo dobili
prezentaciju u kojoj je to mogude, dajemo konstrukciju Rado grafa u kojoj
ée domen relacijske strukture biti (3, a relacija p ée biti tako definisana da
za svaki realan broj z, vaZi (—oc,z) N Q = GRrado, dok ni jedan zatvoreni
interval {—o0, g N Q, g € Q nede biti izomorfan sa Gg,q,. Sada poinjemo
dokaz glavne teoreme za Rado graf.

Definicija 4.3 (Poset aproksimacija Rado grafa) Neka je Prago skup grafo-
vap = (Gp, pp) takvih da je G, € [Q]<“ idazasve a,b € Q vai
(R1) {a,b} eppA{a+ 1,0} €Epp=b>a+1,
a neka je relacija < na Pg, 4, data sa
p<ge Gy DGy A ppN(Gy? = pg. @.1)

Teorema 4.4 ([18]) Za svako linearno uredjenje 1L sledeéi uslovi su ekviva-
lentni:

(a) L je izomorfno maksimalnom lancu u (P{Ggago) U {#}, C);

(b) L se utapa u R, komplemo je i min L nema sledbenika.

Dokaz: (a)=(b) sledi iz teoreme 3.4.

(b)=(a). Koristimo teoremu 3.1}, Neka je {J, : n € w} particija skupa
Q iz leme 1.15. Uslovi (i) i (ii) teoreme 3.11 su zadovoljeni. Dalje radimo
sa parcijalnim uredjenjem iz definicije 4.3.
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Stav 4.5 ({Prago. <) je parcijalno uredjenge.

Dokaz: Jasno je da je relacija < refleksivna i antisimetri€na. Ako je ispu-
njeno p < g < r,ondaje Gr C Gg C Gpi

pr =g N [Gr]? = pp N [Gel? NG = pp NG,
pa je p < r. Dakle, < je tranzitivna relacija. 0

Stav 4.6 Za svaki g € Qskup Dy = {p € PRrado : ¢ € Gy} gustjeu
parcijalnom uredjenju {Prado, <)-

Dokaz: Akojep = (Gp. pp) € PRrado \ Dy, onda je ¢ ¢ Gp, pa posto jeza
sve r € G, ispunjeno {g,z} & pp, imamo da je p1 = (G, U {q}, pp) arafi
da zadovoljava (R1). Dakle, py € Dyip1 < p. O

Za H, K € [Q]<“ oznadimo my x = max(H UK).
Stav 4.7 Za proizvoljne disjunktne H, K € [Q]<“ i svaki m € N, skup
Dy xm = {p € PRado : 39 € Jo N {mp,x. mu x + )
vhe H ({g.h} € o)) AVEEK ({0} €pp)) |
gust je u Prado-
Dokaz: Neka je p € PRrade. Izaberemo
g € JoN{mp,g. mux + ) \Useg, {@:a — L+ 1},
i defini§emo (primetimo da ¢ > mpy, x paq ¢ HUK)

m = {GpU{gh, ppU{{a. R} : h € H}). (4.2)

Prvo, jasno je da je Gp, € [Q]<* 1daje p1 graf. Treba jo3 pokazati da je u
PRado. Da bismo pokazali (R1) pretpostavimo da je zaneke a, b € Q

{a,b} € ppy A {a+ 1,0} €Epyy ADZa+ 1 (4.3)

Tada, podto je p € PRrado. bar jedan od ova dva para ne pripada p, pa imamo
q € {a,a+ 1,b}. Dakle, moguéa su tri slucaja.

g = a. Tada iz (4.3) imamo b # g, aiz (4.2), {g+1,b} € pp odakle sledi
q + 1 € G,, §to je nemoguée zbog izbora ¢ (g je izabran da bude razli¢it od
svihz — lzax € Gp).
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g = a + 1. Tada iz (43) imamo b # ¢, aiz a # ¢, zbog (4.2) vaii
{a, b} € pp Sto povladi a € G, medjutim to je nemoguce zbog izbora q.

g = b. Tada iz (4.3)i (4.2) imamo {a,q},{a + 1,4} € pp, \ pp Sto
povlatia,a+ 1€ H. PoSto g > my g imamo ¢ > a+ 1,4. b > a + 1 5to
je kontradikcija sa (4.3).

DakKle, p; € PRado. apolto je H UK C G, C Gy, 11z (4.2) imamo
{g,h} € pp,zasve h € H,i{q,k} & pp,, zasve k € K, sledi da je
Pt E€EPrkmip < p O

Prema lemi 2.19 postoji filter G u posetu (Prado, <) koji sede skupove
Dy, q € Q, i skupove Dy g m, za disjunktne H, K € [Q]<“im € N,

Stav 4.8 Za filter G vazi:

(a) U;pEQ Gp =Q;

(b) Akojep = Upeg Pp, onda je (Q, p) graf;

(€} pN[Gp)? = pp,zasvep € G;

(d) Akoje AC @, pa=pn[A%,peG,iH C AN Gy, tadaje

pa [HP = pp 0 [H]2.

Dokaz: (a)Zaq € Qnekajepy € GND,. Tadaje g € Gy, C U,eg G pa
Q= Upeg Gp.

(b) Posto su elementi p samo elementi skupa [Q}2, par (Q, p) je graf.

(e) Inkluzija “>” je oligledna. Ako je {a,b} € p N [Gy)?, onda postoji
element p; € G takav da je {a, b} € pp,, a podto je G filter, postoji element
p2 € G takav da je py < p,p;. Na osnovu definicije < imamo p,, C pp,, ¥to
povladi {a, b} € pp, i {a,b} € pp, N [Gp)% = pp.

(d) Iz (c) sledi da je

paNHR = pO[ARNHE = pO [H]?
= PO[GPPO[H]Q:PPH[HF- O
Sada pokazujemo da su uslovi (iii) i (iv) teoreme 3.11 zadovoljeni.
(ili) Neka je z € RU {00} i
JoN(—o0,z) CAC QN (~o0,x).

Dalje pokazujemo da je (A, pa) = GRrado. Neka su dati disjunktni skupovi
H,K € [A]<¥. PoStoje my x € HUK C Aimamo my kg < x,pa postoji
m € N koji zadovoljava my x + L < z. Na osnovu stava 4.7 postoji
P € G N Dy km, ana osnovu istog stava postoji

g€ JoN(mux,murx+L)C Jyn(~oc0,z)C A
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takav da je {q. h} € p, C p, Stopovlatidaje {q,h} € pazasveh € H,a
{g.k} & pyida{g k} € pazasvek € K. Dakle, g € ABYK 1z 1eme 2.25
sledi {A, p4) = GRago pa je uslov (iii) teoreme 3.11 ispunjen

(iv) Neka je g € Jp i neka je (' takav da

JoN(—0.q C C CQN{~0,q.

Sada pokazujemo da (C, pc} 7 GRado. Pokto je ¢ € Jy, iz izbora Jy (lema
1.15)sledig — 1€ Jyi H = {q—1,q} C C. Pretpostavimo daje b € Cg.
Tada {g — 1,5}, {g,b} € pc i, podto je G filter, {g — 1,b},{q.b} € pp, za
neko p € G. Iz (R1)imamo b > ¢, §to je nemogude jer je g = max C. Dakle,
CH = Piizleme 2.25 sledi (C, pe) 2 Grago pa jei uslov (iv) teoreme 3.11
ispunjen.

Stav 4.9 Familija skupova

<
P={Q\Upez Pa: ¥ €Z Fy & [[n,n+ 1)m@] }
je pozitivna familija na @ takva da je P C P(Q, p).

Dokaz: Svojstva (P1)-(P4) su ispunjena. Za A = Q\ |J,z Fn € P, iz-
aberimo proizvoljne disjunktne H, K € [A]<“. Tada postoji ng € Z da
muK € [ng,no+ 1) NQ. Posto || <wimpux € AC Q\ Fy, postoji
m € N tako da je (mg,mpg + L) N Q C A. Naosnovu stava 4.7 postoji
p € GN Dy km.ipostojig € Jo N (my k, mu K + %) C A tako da je:

- za sve h € H ispunjeno {q,h} € pp §to daje {q,h} C ANGy, asa
stavomn 4.8(d) povlagi {q, h} € pa;

- za sve k € K ispunjeno {q,k} & p,, odakle iz stava 4.8(c) sledi

{qv k} g P pa {Q'J k’} g PA
Dakle g € A#Y¥. Sada po lemi 2.25 imamo

(A, pa) = GRrago = (Q. p),

pa A € P(Q, p). Dakle, P C P(Q, p). O

Implikacija (b) = (a) teoreme 4.4 za prebrojivo L sledi iz stava 4.9 i teo-
reme 3.9(b). Dakle, uslov (v) teoreme 3.11 je zadovoljen pa iz (B) teoreme
3.11, sledi implikacija (b) = (a) teoreme 4.4 za neprebrojivo L. O
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4.2 HENSONOVI GRAFOVI

U ovom odeljku za proizvoljno n > 3 dokazujemo teoremu 4.2 za ultraho-
mogeni K, -slobodni graf H,,. Potrebno je modifikovati poset aproksimacija
Rado grafa da bismo dobili prezentaciju Hensonovih grafova pogodnu za
primenu teoreme 3.11.

Definicija 4.10 (Poset aproksimacija Hensonovih grafova) Neka je n > 3.
Oznatimo sa Py, skup svih K,-slobodnih grafova p = (G}, pp) takvih da
jeGpelQ<“idazasvea,be QvaZi

H1) {a,b} epyA{a+1.b}ep,=>b>a+1,
(H2) {a,a -1} ¢ pp,

a neka je relacija < na Py, data sa
p<ge GGy A pN[GY* = p,. (4.4)

Teorema 4.11 ([17]) Za svako n > 3 i svako linearno uredjenje L. sledeci
uslovi su ekvivalentni:

{a) L je izomorfno maksimalnom lancu u (P{(H,,) U {0}, C);
(b) L se utapa u R, komplemo je i min L. nema sledbenika.

Dokaz: (a)=-(b) sledi iz teoreme 3.4.

(b)=-(a). Koristimo teoremu 3.11. Neka je {J,, : n € w} particija skupa
Q iz leme 1.15. Uslovi () i (ii) teoreme 3.11 su zadovoljeni. Dalje radimo
sa parcijalnim uredjenjem iz definicije 4.10.

Stav 4.12 (Py,,, <} je parcijalno uredjenje.

Dokaz: Jasno je da je relacija < refleksivna i antisimetrina. Ako je ispu-
njenop <g<r,ondaG, C Gy C Gpi

pr=pa NG = pp NG NG = pp N (G2,
paje p < rteje < tranzitivna relacija. (I
Stav 4.13 SkupoviDy = {p € Py, : ¢ € Gp}, g € Q, gusti su u (Py_, <).

Dokaz: Akojep = (Gp, pp) € Pu,, \ Dy, onda g ¢ G, aposto {¢,z} & p,,
zasve z € Gy, imamo da je p1 = (Gp U {g}, pp) jedan K,-slobodan graf i
da zadovoljava (H1) i (H2). Dakle, p; € Dyip < p. 0

Za F € [Q]<Y oznalimo mg = max F.
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Stav 4.14 Za proizvoljne skupove K ¢ H € [Q]<¥ i svaki m € N, skup
D= {pePu,:HCG,
A ((H, KYeCulp) = 3g € Jon(mu,mg + ﬁ)
ke K ({¢.k} € o) AVh € H\K ({g.h} € pp)) }
gustje u P .

Dokaz: Neka je py € Py, . Na osnovu stava 4.13 postoji p € P, takav da
jep<poi H C Gp.

Ako (H,K) ¢ Cu(p) ondap € DY i dokaz je gotov.

Ako (H, K) € C,(p), izaberemo

q € Jo N (myg,mpr + 77) \Ugeg, {ea — La+ 1},

pa definiSemo

m={GpU{gl,ppU{{a.k}: k€ K} (4.5)

i prvo pokazujemo da je p; € Py, Jasno G, € [Q]<* pa proveravamo da
li je p1 jedan KK,,-slobodan graf. Pretpostavimo da postoji F' € [Gp, |" takav
daje [F]? C pp,. Poito je p jedan Ky-slobodan graf imamo ¢ € F' i postoje
razliditi f1,.... fa—1 € Gp N F takvi da je {g, fi} € pp,» 284 < n—1,
§to uz (4.5) povladi {f1,..., fam1} € K. Podto je [FP C pp,» imamo
{f1,. -, fao1}? C pp. Medjutim, (H, K) € Cp(p) povlatidaje K jedan
K,,_1-slobodan graf. Kontradikcija.
(H1) Pretpostavimo da je zaneke a, b € Q@

{a,b} €pp, A {a+ 1,0} E€py AD<a+ 1 (4.6)

Tada, poSto p € Py, , bar jedan od ova dva para ne pripada p, pa imamo
q € {a, a + 1,b}. Dakle, moguca su tri slucaja.

g = a. Tada iz (4.6) imamo b # ¢, a iz (4.5), {¢ + 1,b} € p, odakle
sledi ¢ + 1 € Gy, §to je nemoguce zbog izbora tatke g.

g = a + 1. Tada iz (4.6) imamo b # ¢, aiz ¢ # g, zbog (4.5) vaii
{a,b} € p, §to povlati a € Gy, pa opet imamo kontradikciju sa izborom g.

g = b. Tada iz (4.6) i (4.5) imamo {a,q},{a + 1,9} € pp, \ pp Sto
povlatia,a+1¢€ K. Poftog >mygiK C HvaZig>a+1L, 4. b>a+1,
§to je kontradikcija sa 4.6.

(H2) vazijerje p € Pm, 1 ¢ € Upeg, {06 — La+ 1}.

Dakle, p; € Py,,. Posto H C Gy C Gp,, aiz (4.5) imamo {q,k} € pp,,
zasvek € K.i{qg,h} & pp,.zasve h € H\ K, sledidajep; € Df .

Poito Gy, D Gp i pp, NGyl = pp, imamo p1 < p < po. O
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Prema lemi 2.19 postoji filter G u (Py,, , <) koji seCe skupove Dy, ¢ € Q.
i skupove D ,za K C H € [Q]™im € N.

Stav 4.15 Za filter G vaZj:

(@) Upeg Gp = @

(b) (Q,p) je graf, gde je p = Upeg pp, takodje {a,a — 1} ¢ p, za sve
a€Q;

(©) pN[Gp)* = pp.zasvep € G;

(d) Akoje A C Q@ ps = pn[4dpe G iH C AN Gy, tada je
pa N[H? = p, N[H]% Akoje joi i (H,K) € Cr(A, pa), onda je
(H, K) E Cn(p)!

{(e) (Q, p) je K, -slobodan graf.

Dokaz: (a)Zag € Qnekajepy € G NDy. Tadag € Gy, C U,eg G-

(b) Na osnovu definicije Py,, imamo {a,a — 1} ¢ p, C [Q]% za sve
P € Pu,.

(c) Inkluzija “>” je o¢igledna. Ako je {a,b} € p M [Gy)?, onda postoji
7 € G takav daje {a,b} € pp,, a posto je G filter, postoji pz € G tako
da je p» < p,p1. Na osnovu definicije < imamo p,, C pp,. Sto povlaci
{a.b} € pp, i {a.b} € py, N[G]* = pp.

(d) Iz (c) sledi

paNHP = pO AP [H]
= pN[HP =pn |G N[H] = p, N[H].

Akoje (H, K) € Cr(A, pa), K je onda K,,_1-slobodan grafu (A, p4),
a posto je pa N [K]? = p, N [K]?, K je K,,1-slobodan graf i u p. DaKle,
(H,K) € Calp).

(e) Pretpostavimo da je (A, pa) kopija K, i neka p, € GND,, zag € A.
Posto je G filter, postojip € Gtakavdajep < p,,zasve g € A, pai A C Gp,
Sto zajedno sa (d) povlagi pa = p, M [A]2. Medjutim, ovo je nemoguée jer
je p jedan K -slobodan graf. O

Sada pokazujemo da su uslovi (iii) i (iv) teoreme 3.11 zadovoljeni.
(iii) Nekaje z € RU {oo} i

JoN {(—o0,z) CAC QN (~o0,x).

Pokazacemo da je (A, pa) = H,. Na osnovu stava 4.15(b) (4, p4) je
Kn-slobodan graf. Neka je (H, K} € C,(A, pa). Poftomyg € H C A
imamo my < z, pa postoji m € N koji zadovoljava my + + < z. Neka
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jep € GNDE . Tada K C H C Gy, i iz stava 4.15(d), sledi da je
{H,K) € Cy(p}. Dakle, postoji

1
q e Jor‘l(mH,mH-ﬁ-’—r—;) cJon{~o0,x) CA

da{g,k} € pp C p,Stopovladi {g, k} € ps,zasvek € K,ida {q,h} & pp,
pa{q, h} & p, zasve h € H. Dakle, ¢ € A, Prema lemi 2.31 imamo
{A, pa) = H, paje uslov (iii) teoreme 3.11 ispunjen.

(iv)Nekaje g € Joi

Jon(=s0,¢) CC CQN(-00,q]

Pokazaéemo da (C, pc} % Hn. Podto je g € Jo, izizbora Jysledig—1 € Jy
i na osnovu pretpostavke, H = {g — 1,¢q} < C. Sada na osnovu stava
4.15(b) imamo {g — 1,¢} & p §to povladi da je H jedan K,_;-slobodan
oraf, pa je (H,H) € Cy(C,pc). Pretpostavimo da je b € CHf. Tada je
{q - 1,b}.{g,b} € pi, poSto je G filter, {g — 1,b},{q,b} € pp, za neko
p € G. Sada iz (HI) imamo b > ¢, to je nemoguce jer je ¢ = max C.
Dakle, CH = 0i iz leme 2.31 sledi {C, po) 3 H, pa je i uslov (iv) teoreme
3.11 ispunjen.

Stav 4.16 Familija

<w
P= {Q\UHEZFH Vn€Z F, € [[n,n+1) m@] }
je pozitivna familija koja zadovoljava P C F(Q, p).

Dokaz: Lako je proveriti (P1)-(P4). Poito je © \ {¢} € Pzasve g € Q,
imamo (P = 0. Nekaje 4 = Q\U,,cz Fn € P.(H,K) € Cn(A,p4) 119
ceo broj takav da je niy = max H € [ng, ng + 1) N Q. Podtoje [Fpy| <wi
mg € A C Q\ Fy, postojim € Ntakoda (my,my + =) NQ C A. Neka
jep € gan}m. Tada H C G,, 1naosnovu stava 4.15(d), {H, K} € Cy(p}.
Dakle, postoji g € Jo N (mg, my + %) C Adaje

-za sve k € K ispunjeno {q,k} € py 5to, kako je {¢,k} C AN Gy, sa
stavom 4.15(d) povladi {q,k} € pa:

-zasve h € H\ K ispunjeno {q,h} & pp. 5to sa stavom 4.15(c) daje

{a,h} & p.pa{g, h} & pa.
Dakle g € Af. Sada premi lemi 2.31 imamo

(A, pa) = H, =(Q,p),
pa A € P(Q. p). O
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Implikacija (b} = (a) teoreme 4.11 za prebrojivo L sledi iz stava 4.16
i teoreme 3.9(b). Dakle, uslov (v) teoreme 3.11 je zadovoljen pa iz (B)
teoreme 3.11 sledi implikacija (b) = (a) teoreme 4.11 za neprebrojivo .. [

4.3 DISJUNKTNE UNLJE KOMPLETNIH GRAFOVA

U ovoj sekeiji dokazujemo teoremu 4.2 u slucaju kada je G = G, za
kardinale /1 1 v za koje je v = w. Da bismo razumeli dokaz teoreme 4.20,
dajemo par pojmova i tvrdjenja iz [14].

Ako su X; = (X;, pi), i € I, relacijske strukture, p; binarne relacije i
X; N X; =0 zarazlitite 4, j € 1, onda relacijsku strukturu

Uz’el X; = <Ui€1 Xi, Uie[ Pi)

nazivamo disjunktna unija struktura X;. Ako je (X, p) relacijska struk-
tura sa binarnom relacijom p, onda je tranzitivno zatvorenje p,q; relacije
Prs = Ax UpUp~! (dato sa x p,s y ako i samo ako postoje n € Ni zg =
Zy 21, ..., 2n = Yy tako da je 2; prs 2;41 2a sve 1 < n) minimalna relacija ek-
vivalencije na X koja sadrZi p. Klase ekvivalencije ove relacije nazivaéemo
komponente relacijske strukture (X, p), a klasu elementa  éemo oznadavati
sa [x]. Struktura (X, p) je povezana ako relacija p,s; ima samo jednu klasu,
Primetimo da je u slu¢aju grafova, recimo grafa (G, T'), komponenta ele-
menta r € G skup svih elemenata y € G takvih da je {x,y} € .

Teorema 4.17 ([141) Nekaje (X, p) = (\U;c; Xi, Uje pi) disjunktna unija
relacijskih struktura, pri Cemu su p; binarne relacije za i € I. Tadua za sve
1 € lisvex € X; imamo:

(a) [z] C Xy
(b) |x] = X, ako je {X;, p;) povezana struktura.

Teorema 4.18 ([14]) Ako je (X, p) relacijska struktura i p binarna relacija,
onda je (| e xz], Upex Pz ) Jedinstvena prezentacija strukture (X, p) kao
disjunktne unije povezanih relacijskih struktura.

Teorema 4.19 ([14]) Neka je X; = (X;, p;) familija disjunkmih povezanih
relacijskih struktura, pri Cemu su p; binarne relacije, a X njihova unija. Tada
Jje C € P(X) ako i samo ako postoje f : I — J i utapanja g; - X; — Xray
i €I, tako dajeC = Uz‘e[gi[Xi] i

V{i,7} € I Vz € X; Yy € X ~gi(z) prs 9;(v).
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Teorema 4.20 ([17]) Ako su p i v kardinali koji zadovoljavaju pv = w,
onda su za svako linearno uredjenje 1L sledeéi uslovi ekvivalentni:

(a) L je izomorfno maksimalnom lancu u (P{G,,) U {0}, C);
(b) L se utapa u R, bulovsko je i min L nema sledbenika.

Dokaz: Jasno je da s obzirom na vrednosti y i v imamo tri sluCaja.
L Gun = Uie, Girgdejen € NiG; = (G, [Gi]?), i € w, su disjunktne
kopije kompletnog grafa K,,. Tada je jasno da je

P(Gun) = {Uiea Gi - A € W7},

a odatle je

(B(Gun) U {0}, ) = ([w]* U {0}, O)-

Poto je jw]“ pozitivna familija u P{w) ekvivalencija (a)<>(b) sledi iz
teoreme 3.8,

IL Gnw = Ujern Gi gde je m € NiG; = (G, (G, i < m, su
disjunktne kopije kompletnog grafa K. Tada, posto svaka kopija od G
mora imati m komponenti kardinalnosti w (teorema 4.19), imamo

P(Gmw) = {Ui<m A Vi<mA; € [G;}w}

i lako je videti da je P{G,,.) pozitivna familija u P (G ), pa ekvivalencija
(a)<>(b) opet sledi iz teoreme 3.8.

ML G, = ;. Gi gde suG; = (G, [Gi]*), i < w, disjunktne kopije
kompletnog grafa K.

(a) = (b). Ako je £ maksimalan lanac u (P(G,.,) U {8}, C), tada, na
osnovu teoreme 3.4, £ s¢ utapa u R, kompletno je i min £ nema sledbenika.
Dakle, treba jo¥ pokazati da £ ima guste skokove. Pokto svaka kopija G
mora imati «w komponenti kardinalnosti w (teorema 4.19), imamo

P(Guw) = {Uieg Ai - S € W] AVi€ S A € Gy} 4.7

Za A =J,-¢ Ai € P(Gyy,) oznalimo S = supp A.
Nekasu A, B e L\ {#},gdeje A& B.

Stav 4.21 Postoji C € Ldaje AC C C BidajeCNG; ¢ BNG;, za
neko ¢ € supp C.

Dokaz: Pretpostavimo da za sve C € LN [A, B] vazi CNG; = BN Gy,
za sve i € supp C. Tada, poSto je A ¢ B, imamo supp A G supp B i
biramo i € suppB \ suppA. Za skupove £~ = {C € L : i &€ supp C}
iLt={CeL:iesuppClvati L =L ULT1C, & (o, zasve
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Cy € L71Cy € LT, Na osnovu teoreme 3.4 vazi C~ = |J£~ € P(Guw)
iposto je L~ < L1, iz maksimalnosti £ sledi C~ & £. VaZi i ¢ supp C~,
Sto poviali C~ = max£~. Neka je C* = C~ U (BN G;). Na osnovu
(4.7) imamo C* € P(G,,,). Za C € L imamo i € supp C, a na osnovu
pretpostavke, CNG; = BNG;, §to povlali C* C C. Sada iz maksimalnosti
L,CT € L,ijo§CT =minL*. Nekajea € BN G;. Tadaje

C=C"U(BNG;\{a}) € P(G,.)

iC™ & C & CT,3to povladi da £ nije maksimalan lanac u P(G,,,). Kon-
tradikcija. 0O

Neka su Cy € L114g € supp Cp objekti sa osobinama iz stava 4.21. Neka
jeace(B\Co)NGy, LT={CeL:agC}iLT={CeL:acC}
Tada imamo £ = L7 ULY, Cop € L7iC, G Co,zasve Cy € £ i
Cy € L*. Na osnovu teoreme 3.4 imamo C~ = |J £~ € P(G,.), a iz
maksimalnosti £, C~ € £. Pofto a ¢ C~ vazi C~ = max £, §to povladi
Co € C~,paig € supp C~. Dakle, iz (4.7) sledi

C* = C~ U{a} € P(Guw).

Za C € L% imamo CT C C, pa, zbog maksimalnosti £ va¥i C* € £, j.
C* = min £*. Jasno, par (C~,CT) je skoku £. Poto A C Cpi B e L+
imamo A C C~ C C* C B. Dakle, £\ {#}} ima guste skokove, a po§to
min £ nema sledbenika, isto vaziiza L.

(b) = (a). Jasno je da je

Purs = {Use,, 4i 1 Vi € w A; € [Gi]*}

pozitivna familija sadrzana u IP(G,,,, ). Sada tvrdjenje sledi iz teoreme 3.9(a).
£
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Ultrahomogena stroga parcijalna uredjenja

Schmerl je klasifikovao prebrojiva ultrahomogena stroga parcijalna ured-
jenja u [25]. Dajemo ih u sledecoj teoremi i pridrzavamo se notacije iz liste
do kraja ove glave.

Teorema 5.1 (Schmerl) Prebrojivo strogo parcijalno uredjenje (P, <) je ul-
rrahomogeno ake i samo ako je izomorfno jednom od sledecih:

1. A, prebrojiv entilanac (1. prazna relacija na w);
2.B,=nxQl<n<wilkq)<{mg@)ek=mnq<a)
3C,=0xn1<n<wilg,k)<{gm < (g <q);

4. D, random poset.

U ovoj glavi opisujemo maksimalne lance izomorfnih kopija ultraho-
mogenih strogih parcijalnih uredjenja. Slede¢a teorema daje potpunu klasi-
fikaciju ovih lanaca.

Teorema 5.2 ([19]) Neka je P prebrojivo ultrahomogeno strogo parcijalne
uredienje. Tada vazi:

(1) AkojeP = DilijeP =B, zanckol < n < w, ilijeP = Cy za
neko 1 < n < w, onda su za svako linearno uredjenje L. sledeci uslovi
ckvivalentni:

(a) L je izomorfno maksimalnom lancu u (P(P) U {#},C);
(b) L se utapa u R, komplemo je i minl. nema sledbenika;
(¢) L je izomorfuo kompaktnom skupu K C R u kome min K € K'.

(1) Ako je P = A, onda su za svako linearno uredjenje sledeci uslovi
ekvivalenini:

(a) L je izomorfno maksimalnom lancu u (P(P) U {B}, C);

{(b) L se utapa u R, bulovsko je i min Il nema sledbenika;

(¢) L je izomorfuo kompaktnom nigde gustom skupu K C R u kome
jemin K € K.
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Primetimo da dokaz dela (II) teoreme 5.2 direktno sledi iz teoreme 3.8
jer (P{AL), C) = {[w]¥, C}, tako da ostaje da se dokaZe deo (I) teoreme.

Pored toga, ekvivalencije (b)<>(c) za (I) i (II) su veé pokazane u teoremi
1.33 i u teoremi 3.8. Dakle, ostalo je da se dokaZe ekvivalencija (a)<(b) u
sluéaju (I).

5.1 RANDOM POSET

U ovoj sekciji dokazujemo teoremu 5.2 za random poset. I u ovom dokazu
¢emo dati novu prezentaciju posmatrane strukture. Sli¢no kao i u sluaju
Rado grafai Hensonovih grafova, na strukturi (@, <g) defini¥emo relaciju <
takvu da je (QQ, <0) random poset. Medjutim, u ovom slu€aju, ne samo da ée
otvoreni levi intervali biti kopije random poseta dok zatvoreni levi intervali
nece biti kopije random poseta, veé ée se relacija <1 slagati sa relacijom <g
na {Q. Precizno, ovo znati da je za sve z,y € Qispunjeno x <y = r <g y.

Dajemo prezentaciju random poseta koja ¢e omoguéiti konstrukcije ma-
ksimalnih lanaca u P(ID).

Definicija 5.3 (Poset aproksimacija random poseta) Oznacimo sa Pr, skup
svih parova p = (P, <p) takvih da je:

(DI) P, € [Q]<¥,
(D2) «,C P, X P, je strogo parcijalno uredjenje na skupu P,
(D3) <q je ekstenzija <, tj.

V1,92 € By (@ <p 2 = 1 <q g2)-

Neka je relacija < na Pp data sa:
PLge B D P A NP x P) =q,. 5.1

Teorema 5.4 ([19]) Za svako linearno uredjenje L. sledeci uslovi su ekviva-
lentni:

(aj L je izomorfno maksimalnom lancu u (B(D) U {0}, C);

(b) L se utapa u R, kompleno je i min L nema sledbenika.

Dokaz: (a)=-(b) sledi iz teoreme 3.4.
(b)=-(a) U dokazu radimo sa parcijalnim uredjenjem iz definicije 5.3.

Stav 5.5 {Pp, <) je parcijalno uredjenje.
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Dokaz: Refleksivnost relacije < je ofigledna. Akoje p < g < p, onda je
P, = Py, pai

Ap =< N (P x Bp) = < N (Fy x Py) = <4
pa je p = g irelacija < je antisimetriina.
Akojep < ¢ <r,onda P, D F; O P, aodatle
Ap N (Pr X B) = p N (Py x P N (P x Pr) = <9, N (P X B) = <y
Sadaje p < r paje <itranzitivna relacija. O
Stav 5.6 SkupoviD, = {p€Pp:q € Fp}, ¢ € Q,sugustiu Pp.

Dokaz: Akoje p € Pp\ Dy, j. ¢ € P, onda je <, irefleksivna 1 tranzitivna
relacija na P, a i na skupu F, U {gq}. Takodje, <1 C<g pa imamo da je
m = {P,U{q}, <p) € Pp. Dakle p; € Dyips <p. O

Sada uzmimo particiju {J, : n € w} skupa Q iz leme 1.15. Dalje, za
svaku trojku konatnih skupova (L, G, U) € ([Q]<%)*\{(0, 0, ®)}, oznatimo

myr.Guy = IIIEIX<Q,<Q)(L UGu U).

Stav 5.7 Za sve (LG, U) € ([QJ@P \{(0.0.0)} i sve m € N, skup
Di1.6,v),m J& gustu Pp, pri cemu je

D(L,GkU),m:{p ePp: LuUuGuUUC Pp FAN ((L, G, U> ¢ C(p) \%
(GO AP ey NJo#0)V
(G=0Apu.cu N (mEcuymeey + 5 NJ#0))}

Dokaz: Neka je p' € P\ Dip ¢ 1y,m- D2 Osnovu stava 5.6 postoji p € Pp
takavdajep < pi LUGU P C P, Akoje (L,G,U) ¢ C(p) onda
p € D g.uy,m 1 dokaz je gotov. Akoje

{L,G,U) € C(p), (5.2)

onda nastavljamo dokaz.

Siu¢aj 1: G +# 0. Definifimo maxg .y @ = —oo. 1z (52) 1 (Cl) za
p, ako je L # 0, onda je maxgg <oy L <Ip mingg <y G, 11z (D3) sledi
max(g <,y L <g ming <4 G. Sada, posto je Jy gust skup u (Q, <g)
moZemo izabrati

qgec (max(QKQ) L,min(Q1<Q) G) M Jg \Pp (5.3)
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i definisati py = (P, U {g}, <p, ) pri &emu je
Uy = <pU{{x,q): N eL 2} Uu{{gy):TeCG gIpy). (5.4

Prvo pokazujemo da je p; € Pp. Jasno je da py zadovoljava uslov (D1).

(D2) Posto je <, irefleksivna relacija, i iz (5.3) sledi ¢ € P,, 1z (5.4)
imamo da je relacija <1, irefleksivna.

Pretpostavimo da <1, nije asimetri€na. Tada posto je <1, asimetri¢na,
postoji ¢ € P, takav da je {t,q), (g,t) € <p,, a1z (54), 9 Dyt <, 1, za
neko! € Lig € G, 3to sa tranzitivno$¢éu <, povlati g <, I. Medjutim,
prema (5.2) i (C1) imamo [ <0, g. Kontradikcija.

Neka je (a, D), (b,c) € <p,. Sada, poito je relacija <1, irefleksivna i
asimetricna, imamo a # b # ¢ # a. Ako je ¢ & {a,b,c}, onda (a, ) € <,
na osnovu tranzitivnosti <l,. Inae imamo tri moguénosti:

a = q. Tada (b, c) € <ip i postoji g € G takvodaje g <, b. Dakle g <dpc
$to uz (5.4), povlati (g, ¢} € <p,, tj. (a,¢) € <p,.

b=q. Tadapostoje! € Lig € Gtakodajea <y lig <, c. [z(Cl)
sledi [ <p g i zbog tranzitivnosti <1, ¢ <Ip ¢ pa (a,c) € <p,.

¢ = g. Tadaje (a,b) € <p i postoji ! € L takvo da je b <, I. Dakle,
a <p [ 8touz (5.4), povladi (a, q) € <p,, 4. {a,c) € <p,.

(D3) PoSto p € Pp, imamo <, C<q. Akoje (z,q) € <, il € L,
gde z <y, 1, onda posto <, zadovoljava (D3), imamo z <g I. Prema (5.3)
imamo ! <g ¢, pa ¢ <q ¢. Na sli¢an nadin pokazujemo da (q,y) € <,
povlali ¢ <q y.

Sadap, € Pp, P, D F, 2 LUGUU 1iz(5.4) sledi <5, N(Fp X Pp) =<,
Sto povlati daje p; < p (< p'). Dakle, p je poduredjenje od py, pa prema
(5.2) imamo da je (L, G,U) € C(p1). Podto G # Big € Jy, za dokaz da
p1 € Dy 6 u),m ostaje dase pokaZe g € (p1) 1 ¢y 12 (5.4) je l<0p, ¢<1p, g,
zasvel € Lig € G, pasu uslovi (81) i (S2) ispunjeni. Za u € U,
(u,9) € <p, bidalo! € L takvo dau <, I, i posto je U N L = @ imali
bismo u <Jj, 1, $to je nemogude zbog (5.2) i (C2). Sli¢no, (g, u) € <, nije
mogude, pa je q ||p, « i (S3) je zadovoljeno.

Slucaj 2: G == (. Opet, poSto je Jo gust u linearnom uredjenju (Q, <g)
moZemo izabrati

g€ (mucuy,™Lew +=)NJh\ P (3.5)
i definisati p; = (P, U {q}, <y, ), gde je

Upy = pU{{z,q):F €L 9,1} (5.6)
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Prvo pokazujemo da je p1 € Pr. Jasno je da p; zadovoljava uslov (D1).

(D2) Iz (5.5) imamo ¢ € P, pa je na osnovu (5.6), relacija <, ireflek-
sivna.

Neka je {a,b), (b,c) € <p,. Akoje g & {a,b,c}, onda {a,c) € <p,
7bog (5.6) i tranzitivnosti <,. U suprotnom, iz (5.6) imamo a, b # g1 odatle
¢ = q. Dakle, postoji [ € L takav daje b <, [. Sadaa,b # ¢,1iz (5.6) sledi
a < b, paa < L, §to povlati (a, q) € <p,, tj. (a,c} € <p,.

(D3) Poéto p € Pp, imamo <1, C<g. Akoje (r,q) € <, il € L, gde
r <, 1, tada, kako <, zadovoljava (D3), imamo z <g I. 1z (5.5) imamo
I <gmucu <gdpaz<gg

Sada znamo da je p; € Pp. Kao i u slu¢aju 1, pokazacemo da je ispun-
jeno LUGUU C By, p1 <p ()i (L,G,U) € C(py). 1z(5.5)i podto je
G = 0, za dokaz da je p1 € Dz ¢ 17}, OStaje da se pokaZe ¢ € {p1)(L.c,u):
(82) je trivijalno, a iz (5.6), za [ € L imamo (I,q) € <, pa vaZi i (S1).
Pretpostavimo da = ¢ ||, u, za neko u € U. Tada na osnovu (5.5) i {5.6),
{u,q) € <, pa postoji | € L koje zadovoljava u <, I, 3to je nemoguce zbog
(5.2) i (C2) za p. Dakle, i (53) je ta¢no. O

Na osnovu leme 2.19 postoji filter G u (P, <) koji se€e sve skupove Dy,
qc Q.1 D{L,G,U).m’ <L1Ga U) € ([Q]<w>3° m € N.
Stav 5.8 Za filter G vazi:
@ Upeg P = Q:
(b) <= Upeg <l je strogo parcijalno uredjenje na Qs
() <N (P, x Pp) = <, 7asve p € G
(d) <g je ekstenzija <, tj. Vg1,q2 € Q (1 < 2 = @1 <g 32).

Dokaz: (a)Zaq € Qnekajepo € G ND,. Tada
q € Ppo C Upeg Pr-

(b) Relacija < je irefleksivna jer su sve relacije <, irefleksivne.

Neka je {a. b}, (b,c) € <, {a,b) € <Tp, i {b,c) € <p,, gde p1,p2 € G.
Posto je G filter, postoji p € G takav da je p < p1. P2, Sto sa (5.1) povladi
Qpyy Lpy © <p. Sada je (a, b}, (b, c) € <p, 1 na osnovu tranzitivnosti <,
imamo {a.c) € <, C <.

(c) Inkluzija “ > sledi iz (D2) i definicije <. Akoje (a,b) € AN{FxFp),
tada postoji p1 € G takvoda je (a,b) € <p, i podto je G filter, postoji py € G
takvo da je pa < p,p1. Iz (5.1) imamo <1, C <yp,, $to povlati (a, b) € <p,
iiz (5.1) opet {a, by € <p, N (Pp X Pp) = <p.

(d) Ako je (g1, q2) € Qip e G gde (q1,q2) € <lp, onda prema (D3,
g1 <q @2 L]
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Stav 5.9 (a) (A, <) je random poset, za sve z € (—o0, 00] i svaki skup
A koji zadovoljava

(—00,z)NJg C A C (—00,z)NQ. (5.7)

(b) Akoje Jo C A C Q onda je (A, <) (specijalno i (Q, <)) je random
poset.
(c) Akoje C' C Qimaxig <o) C postoji, onda (C, <1) nije random poset.

Dokaz: (a) Na osnovu tvrdjenja 5.8(b), (A, <0 je strogo parcijalno uredje-
nje. Neka je (L, G,U) € C(A, <). Tada je

LUGUUCA A LNG=GnU=UnA=0, (5.8)

VieLVgeG YuelU ({Lg) e A () €< A {g,u) €<). (59)

Pokazademo da je (A, ) gy # 0. Za (L,G,U) # {0,0,0) imamo dva
slucaja.

Sluéaj I: G # @ Neka]ep € g M D(L,G,U),l' Tada
LUGUUC P, (5.10)

Prvo pokazujemo da je (L, G,U) € C(p). Nekajel € L,ge Giu e U.
12 (5.9), (5.10) i stava 5.8(c) sledi {{,g) € <p- pa je (C1) talno. Posto je
<p C <, naosnovu (5.9) imamo (u,l) &€ <, i (g, u} & <p, pasu (C2)i(C3)
takodje taéni.

Podto je p € Dyp ¢iny,1 postoji ¢ € pi,auy N Jo. Dokazujemo da je
q € (A, <)oy Zag € G'imamo g <, g, i prema (D3), ¢ <g g. Na
osnovu (3.7} i (5.8) imamo g € G C A C (—o0,z),pag <g g <R =.
Dakle ¢ € (—o0,2) NJo C A Nekajel € L, g € Giu € U. Posto je
9 € pir.guyimamo [ <, g <1, gi <9, C < §to povlati l<1g < g. Dakle (S1) i
(§2) su taCni. Pretpostavimo da je ~ ¢ | (4,<) © Postog & U imamo q # u
1odatle, g < uili uw <g. Medjutim, iz u, g € F,, na osnovu stava 5.8(c) imali
bismo g <, wili u <, ¢, §to je nemoguée jer g € p,gu)- Dakle, i (83) je
tacno.

Slu¢aj 2: G = 0. Prema (5.7)i (5.8) imamo LU G U U C (—o0, ), §to
povla&i m g, 515y < x pa postoji m € N takvo da je

Moy + = < . (5.11)

Neka je p € GNDyy, ¢ 11y . Tada (5.10) ponovo vaZi, pa na isti nain kao u
slu¢aju 1 pokazujemo da (L, G, U} € C(p). Sada, poito je p € D16y m
postoji

¢ €preu N(mueuynmeey + =)0 Jo
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iiz (5.11), imamo da je ¢ € Jy N (—oc, 7). Dakle, na osnovu (5.7), g € 4,
pa onda kao i u slu¢aju 1 pokazujemo da je g € (4, <)z ¢

{b) Sledi iz (a) za x = o©.

{c) Pretpostavimo da je maxg <) ¢ = ¢idaje {C, <) random poset.
Tada Cyqy 009 # 0 12bog (S1), postoji g1 € C takvo da je g < ¢, Sto na
osnovu stava 5.8(d) povlali ¢ <g g;. Kontradikcija sa maksimalno¥éu ¢ u
poretku racionalne linije. O

Za particiju Q izabranu na pocetku dokaza ocigledno su ispunjeni uslovi
(1) i (i) teoreme 3.11. Uslov (iii) iste teoreme sledi iz stava 5.9(a), dok uslov
(iv) sledi iz stava 5.9(c).

Stav 5.10 Familija skupova

<w
P-{Q\Uper Fa:¥n €2 Fre (i, + 1) ngl }
je pozitivna familija koja zadovoljava P C P{@Q, <).
Dokaz: Lako je proveriti (P1)-(P4). Neka je A = Q\J,,cz Fn € P.neka je
(L,G, Uy € C{A, <) inekajeng € Ztakavdamax L € (ng, ng+1)NQ.
Poito je || < wimp € AC Q\ Fy, postoji m € N takav da je

(mp,min{m; + £ minG})NQ C A.

Neka jep € G N Dz guym. Tada LU GUU < Gpijasno je da je
{L.G,U) € C(p). Dakle, postoji

g€ JoN(mp, min{minG, myg + %}) CcA
takav da je ¢ € Ayp ¢ 17)- Sada je prema lemi 2.14
(A, pa) =D ={Q ),

pa A € P(Q, <). O

Implikacija (b) => (a) teoreme 5.4 za prebrojivo L sledi iz stava 5.10
i teoreme 3.9(b). Dakle, uslov (v) teoreme 3.11 je zadovoljen, pa iz (B)
teoreme 3.11 sledi implikacija (b) => (a) teoreme 5.4 za neprebrojivo L. 0
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5.2 LANCIKOPIJA B,

U ovoj sekeiji dokazujemo teoremu 5.2 zaP = B,, 1 < n < w. Uovom
dokazu smo se oslanjali na poznatu karakterizaciju maksimalnih lanaca u
P(Q, <) iz teoreme 1.33. Da bismo dokazali sludaj n < w nije tesko
primetiti da ako uzmemo maksimalan lanac kopija @ na prvoj koordinati,
a na ostalim koordinatama sve vreme stoje po&etne komponente, tako dobi-
jeni lanac Ce biti maksimalan lanac u P(B,,), a trivijalno izomorfan maksi-
malnom lancu na prvoj koordinati. U sludaju n = w je zgodno zalepiti sve
kopije racionalne linije koje Cine By, na @, i to tako da na taj nadin dobijena
relacijska struktura {Q, <,,) zadovoljava uslove (i)-(v) teoreme 3.11, odakle
sledi tvrdjenje.

Teorema 5.11 ([19]) Neka je n > 1 prirodan broj. Za svako linearno ure-
djenje L sledeci uslovi su ekvivalentni:

(a) L je izomorfno maksimalnom lancu u (P(B,) U {#}, C);

(b) L se utapa u R, kompletno je i min L nema sledbenika.

Dokaz: (ay=(b) sledi iz teoreme 3.4.
(b)=-(a) Podsetimo se da je uredjenje na

B, = Ui<n Q; = Ui<n{‘i} x Q

dato sa
(i1, q1) < {i2,q2) @ i1 =is A q1 <g G2-

Jasno, fi : (Q, <g) = (Q;, <) je izomorfizam, gde je f;(q) = (i, q), za sve
g€ Q. paje
P(Qi) = {{i} xC: C e P(Q)}.

Ako je f : B, — B, utapanje, onda je za sve i < n restrikcija f | Q;
izomorfizam, pa postoji j; < n daje f[Q;] C @, i vaii f[Q;] € P(Q;,).
Jasno je da i) # 4y povladi j;, # ji,, pa odatle imamo

P(Bn) = {Uicn{i} X Ci: Vi< n C; € PQ)}. (5.12)

Sada na osnovu teoreme 1.33, postoji maksimalan lanac £ u (B(Q)U {0}, ©)
izomorfansa L. Za A € £\ {0} neka je

A= ({0} x A)u U0<i<n{'é} x Q. (5.13)
Iz (5.12) imamo

L ={A":Ae L\ {0} u {0} C P(B,) U {0},
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pa je {£*, C) lanac u (P(B,) U {0}, C) izomorfan sa (£,C) pa i sa L.
Pretpostavimo da skup C' = |J,..{i} x C; € P(B,) svedoti da L* nije
maksimalan lanac. Prema (5.12)1 (5.13), iz C C ﬂAeE\{@} A* bi sledilo
P(Q} > Cy € ML\ {0}), Sto je nemoguce (£ je maksimalan Janac u
PQ)U {0} i Co\ F € P(Q) za sve konatne F' C Cp). Dakle, postoji
A e £\ {0} takav daje A* C C, aprema (5.13),

C = {0} x CoUUgpeicnlit x @ (5.14)

Podto je £* U {C} lanac, zasve A € L\ {0} imamo A* C C v C & A*
§to zajedno sa (5.13) i (5.14) daje A C Cy ili Cy & A. Kontradikcija sa
maksimalno§éu £. . O

Teorema 5.12 ([19]) Za svako linearno uredjenje L. sledeci uslovi su ekvi-
valentni:

(a) L je izomorfno maksimalnom lancu u (P(B,) U {0}, C);
(b) L se utapa u R, kompletno je i min L. nema sledbenika.

Dokaz: (a)=-(b) sledi iz teoreme 3.4.
(b)=(a) Prvo ozna&imo xg = oo i izaberimo (xy, : n € N) opadajudi niz
u R\ Q koji nije ograniéen odozdo. Tada je

Bw = (Q* <w> = U’iEw((Ii-i-}a I'n’.) M @a <z>1
(u daljem tckstu identifikujemo B, i (Q, <.,}) pri Cemu je
G <o@peIew (.9 € @, z) A ¢ <g )

Tada za skupove Q; = (z; 11, 7;) N Q. i € w, vazi (@, <;) = {Q, <g), §to
povladi P(Q;, <;) = P(Q, <g). Jasno je da vaZi

P(B,) = {UieS C;:Se [w]"‘J AVieS C; e P{Q;)}. (5.15)

Neka je L linearno uredjenje sa datim osobinama. Prvo, neka je |Lj = w.
Jasno je da je Dense(Q;), familija gustih podskupova Q;, podskup P(Q) i
da je na osnovu (5.15) ispunjenc

P ={Uc, Ci:¥i€w Ci€ Dense(Qs)} C P(B.).

Nije te§ko primetiti da je P pozitivna familija, pa na osnovu teoreme 3.9(b),
postoji maksimalan lanac (P(B.,) U {0}, C) izomorfan L. Koriste¢i teoremu
3.11 pokazaéemo da tvrdjenje vaZi i za neprebrojivo L.
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Na osnovu prethodnog razmatranja, uslov (v) teoreme 3.11 je ispunjen,
Da bismo zavriili dokaz, dovoljno je pokazati da postoji particija koja zado-
voljava i uslove (i)-(iv) teoreme 3.11. Neka je {J, : n € w} particija Q iz
leme 1.15.

Uslovi (i) i (ii) su ispunjeni samim izborom particije. Da bismo pokazali
da je uslov (iii) ispunjen, uzmimo z € R i skup A tako da je

JoN(—o0,z) CACQN(—o0,2). (5.16)

Neka je ip najmanji ¢ € w tako da z;, < z. PoSto je Jp gust u Q, imamo
Jo N (xip1, 25) € Dense(Q;) C P(Q;) zasve i > ig, a

Jon (:Eiou-rio—l) S Dense(@io N (-7-71;0,337;0—1)) C ]P(@io)'

Prema (5.16), imamo A M (z;11, ;) € Dense(Q;) C P(Q;) za sve i > i,
kao i A N (zsy, Ti5-1) € Dense(Qi, N (24, Tig—1)) T P(Qy, ), pa posto iz
(5.16) sledi A N (x;,2_1) = P za i < iy, skup A ispunjava uslov (5.15) te
A € P(B,) i uslov (iii) teoreme 3.11 je ispunjen.
Sto se tife uslova (iv), pretpostavimo da je za neko C i neko g € Jp koji
zadovoljavaju
Jo N (=00,9] CC C QN (~00,q]

ispunjeno C' € P(B,,). Tada je jasno daje g € Cig = maxC, pa onda
postoji i € w takav daje ¢ € (2441, T4, ), a u tom sluéaju je i ¢ = max Qi
pa Qi, # Q. Dakle, C ¢ P(B,), kontradikeija. Podto su ispunjeni uslovi
(1)-(v) iz teoreme 3.11, sledi tvrdjenje teoreme 5.12. [l

5.3 LANCIKOPIJA C,

U ovoj sekeiji dokazujemo teoremu 5.2zaP =C, 11 < n < w. Slufajn <
w se lako svodi na karakterizaciju maksimalnih lanaca u P(Q, <). Naime,
ako izbacimo bilo koju tatku u C,, vidimo da onda moramo da izbacimo i ceo
antilanac u kom se nalazi da bismo dobili izomorfnu podstrukturu. U sludaju
n = w moramo konstruisati maksimalne lance koji odgovaraju kompletnim
linearnim uredjenjima koja se utapaju u R i u kojima je minimum neizolovan,
dok je jednostavno pronaéi pozitivnu familiju.

Teorema 5.13 ([197) Neka je n > 1 prirodan broj. Za svako linearno ure-
djenje L sledeci uslovi su ekvivalentni:

(a) L je izomorfno maksimainom lancu u (P(C,) U {0}, C);
(b) L se utapa u R, kompletno je i min L nema sledbenika.



ULTRAHOMOGENA STROGA PARCIJALNA UREDJENJA 65

Dokaz: (a)=>(b) sledi iz teoreme 3.4.
(b)=>(a) Podsetimo se da je uredjenje < na C,, = @ x n, dato na sledeci
nadin
{q1.11) < {ga,i2} & q1 <g g2-

Jasno je da je relacija neuporedivosti allb < a £ b A b £ a na C,, relacija
ekvivalencije sa klasama {g} x n, ¢ € Q, kardinalnosti n i odgovarajuci
koli¢nik, C, /|, je izomorfan sa {Q, <g). Posto svaki element iz P(C,) ima
iste klase sledi da je

B(C,)={Axn:A€P(Q, <g)}
Lako je videti da je preslikavanje
fP(Q<g) L {8} = P(Cr) L {8},

dato sa f(A) = A x n, izomorfizam uredjenja (P(Q, <g) U {0},C} i
(P(C,) L {0}, C). Dakle, tvrdjenje sledi iz teoreme 1.33. O

Teorema 5.14 ([19]) Za svake linearno uredjenje L sledeci uslovi su ekvi-
valentni:

(a) L je izomorfno maksimalnom lancu u (P(C,) U {0}, C);
(b) L se utapa u R, kompletno je i min 1L nema sledbenika.

Dokaz: (2)=>(Db) sledi iz teoreme 3 4.
(b)=>(a) Podsetimo se da je strogo parcijalno uredjenje < na

Co=0xws= quQ{q} X W= ququ

dato sa {g1,41) < {go,i2) € @1 <@ @. Zaskup X C C, definisimo
supp X = {g € Q: X Nuw, # 0}. Sada su klase relacije neuporedivosti wy
beskonadne, pa je opet odgovarajuéi kolienik, C., /], izomorfan racionalnoj
liniji (Q, <g). Posto isto vaZi za kopije C,, nije tesko proveriti da je

P{C,) = {quA{Q} xCy: AeP(Q,<g) AVge ACq € [w]“}. (5.17)
X < C, A postoji maxsupp X = X ¢ P(C,). (5.18)
Iz (5.17) sledi da je
P ={U,eqla} x Cs: Ve € Q C; € W]} C P(C),

a posto je P ujedno i pozitivna familija na w, za prebrojivo L tvrdjenje sledi
iz teoreme 3.9(b).
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Neka je sada L neprebrojivo linearno uredjenje. Tada, na osnovu teo-
reme 1.27, moZemo zapisati L u obliku L = Zze[ﬁm’m] L., pri &emu su
uslovi (L1-L3) teoreme 1.27 ispunjeni.

Sluéaj I: ~oc & M > oo. Neka je Q@ = (J,cpr Jy particija Q u [M] dis-

junktnih gustih skupova, a za y € M izaberimo I, € [J, N (—ooc, y)]iLsl—1.
Dalje, oznalimo w™ = w\ {0}, padefini§imo A_, = @,iza z € (—o0, ],

A.:c = (("OO,ﬁ)Q X w+) UUyEMﬂ(—oo,m) Iy x {0}1
A=A, U(I; x{0}), zaze M.
Iz (5.17)sledi da je At = C,, a mi éemo konstruisati maksimalan lanac
£ = L u parcijalnom uredjenju (P(AL) U {0}, C). 1z (5.17), sledi da je za
sve = € (—o0, 00] 1 svaki skup A C C,, ispunjeno

(—oo,x)g X wh CAC (-0, z)gxw = AePC,). (5.19)

Stav 5.15 Skupovi Az, € [-o0, 00} i Af, € M su podskupovi od A%,
Dalje, za x, x1, z9 € [—00, oo vai:

(@) Az C (—o00,2)g X w;

(b) A} C (~oc,x)g X w, ako x € M,

() ry <zp = Az & Agys

d) M>xn < o = AI+1 E; Azg;

) |AF \ Az = L.} — 1, ako x € M;

(f) Az € P(AL),zasve z € (—c0, ).

(8) AF e P(AL)i[AL, Aflpazy = [Az, Aflpazy, zasver € M.
Dokaz: Tvrdjenja (c) i (d) su taéna jer je @ gust u R; (a), (b) i (e) slede iz
definicija skupova A i A] iizbora skupova I,. Posto je

(—oo,z)g x wh C A; C AF C (—o0, 1)g X w,
tvrdjenja (f) i (g) slede iz (5.19). O
Sada, za z € [--o0, 00| izaberimo lance £, C P(AL) U {#} na sledeci
nadin.
Zaz ¢ M definiSemo £, = {A;}. Specijalno, £_, = {0}.
Zax € M, iz stava 5.15 i leme 3.10 postoji skup £, C [A,, Aflpoaty
takav daje (L;, G) = (Ly, <¢)i

Az, A7 € L2 C [As, Aflpras (5.20)

UANBeL: i |[NB\UA| <1, zasvakirez (A, B)uLl,. (5.21)

Za A, B C P(AL) pifemo A < Bakoisamoako A C B,zasve A € Ai
BeB.
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Stav 5.16 Neka je £ = [ ¢[_ o 00) Lo- Tada
(a) Ako —xc <1y <zo <oo,ondaly <Lyl

U Ler € Aey, € Lo

(b) L jelanac u {P(AL) U {0}, C) izomorfansa L = Exe[_ooml L.
(¢) £ je maksimalan lanac u {P(A} ) U {0}, C).
Dokaz: Dokazi (a) i (b) su identiéni dokazima (a) i (b) stava 3.13, ako za-
menimo (3.2) i stav 3.12 sa (5.20) i stavom 5.15.

(c) Pretpostavimo da je C' € P(AZ,) U {0} svedok da £ nije maksimalan
lanac. Koristeéi (5.20)1 stav 5.15, na sli¢an nadin kao u dokazu stava 3.13(c)
zaAd={4eL:ACC}iB={BeL:C ¢ B} pokazujemo da je
(A, Byrezu (£, &), AF# {0}

UAc CcNB. (5.22)

Slucaj 1: AN Ly # 01BN Ly, # 0, zaneko zp € {—oo,c0]. Tada
dobijamo kontradikciju kao u dokazu stava 3.12.

Slu¢aj 2: — Slugaj 1. Tada na isti na€in kao u dokazu stava 3.12 za skupove
A ={z € (~o0,x): L C AYiB = {z € (—o0,0¢] : £y C B}
pokazujemo da je (A', B’y rez u (—o0, ac). Dakle, postoji zo € (—00, o]
takvo da je zp = max A’ ili g = min B’

Podslucaj 2.1: xg = max A'. Tada kao u dokazu stava 3.12 pokazujemo

Ay, akozg & M,

UA= { A} akozg € M. (5.23)

PO‘StO B = USEE(
Lr = Az, pa

ﬂ B:(ﬂ gre(cco,oc](wooa -r)Q‘ X w"‘“)U(ﬂ z€(xn,00] UyeMﬁ(ﬁoo,x}I"y x {0})
=((-, mo]g ¥ wT)U UyeMm(—oo,zo]Iy x {0}
=Age U ({20} NQ) x w™) VU yenrn(zo} v * {0},

odakle dobijamo

Ly, imamo da je B = Nype(zgo0] [ 1£a- 12 (5.20)

20,00]

Ay, ako ¢ Q A zp €M,

) Apu({ze} xwt) ako zpEQ A T ¢ M,
5= At ako ¢ Q@ A 1z €M, (5.24)

A U({zo} xwt) ako zpeQ A zpeM.
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Ako zq ¢ Q, tada iz (5.22-5.24), imamo [ J A = (B = C € L. Kontradik-
cija.

Akozg € Qixg € M,onda{JA = Az i) B = Az U({zo} x wh).
Sada iz (5.22) i posto C' ¢ Limamo C=A4;,US, gde § # S C {z¢} x wt.
Na osnovu stava 5.15(a), zg = maxsupp C pa iz (5.18), C ¢ P(AL).
Kontradikcija.

Ako zg € Qizg € M, ondalJA = AL iNB = A} U({zo} x wH).
Opet, iz (5.22) ipodtoje C & Lsledi C = A5, US,gde @ £ S C {zo} xw™.
Na osnovu stava 5.15(b), o = maxsupp C pa iz (5.18), C ¢ P(AL).
Kontradikcija.

Podslu¢aj 2.2: 1q = min B'. Tada iz (5.20), A, € Ly, C B §to zbog (a)
poviati (B = Ag,. Posto A, € Ly, zasve 7 € (—o0, o0 1.4 = Uzea, Lo
imamo

UAD Uzeq, Az
= U:c<x0((_007 I)Q X w+) U Ux(zo UyeMﬂ(-—oo,:c) I"y X {0}
= ((—o0, To)g % w+) U UyEMﬂ(—oo,:co) Iy X {O}
= A:r:oa

Pa Az, C A C B = Agy, odakle sledi C = A,, € £. Kontradikcija.
O

Sluéaj II: ~co & M F oo ili —oo € M. Dokaz se izvodi na isti nadin kao
u slucaju 11 stava 3.12. O
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