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1. YBoa

3anarak ¥ UUJb HACTABE HUjE BHILE Y MEMOPUCAbY U PEIPOAYKOBamY, Beh y CYIITHHCKOM CXBaTamby
10jaBa M Ipoleca y3 aKTHUBHO M CBECHO yuelnhe ydyeHHKa. Y HacTaBM MaTeMaTuke TpeGa KOPUCTUTH
pemraBame NpOOIEMCKHX 3aJaTaka KOoju JOMYIITajy YYEHHKY Ja CaMOCTalHO HCTpaxyje, pa3Buja
JOTUYKO, CTBApaJlayko M alCTPaKTHO MHIUBEHE Kao M Aa u3rpalyje mo3utuBHE OCOOMHE CBOje
JMYHOCTH, Ka0 IITO Cy: YHOPHOCT, CHCTEMaTHYHOCT, CMHCA0 3a CaMOCTalaH pajJ U pelIaBambe
npobnema. bezo03upa na u ce paau o o0pajy, MOHABIbAY, BEXKOAmY MU IPUMEHH 3Hamba y MPAKCH,
CTaJTHO Tpeda TEeKUTH OTKPUBAY YHMIbeHHUIlA, onpeheHux nepuHuuMja U (dopMmyranuja MpaBUia,
3aKJbYUMBaIbY, pacyhuBamy U Tpakermhy HOBUX HEja y pellaBamy HEKOT MaTeMaTHUKOT ITpodiiema.

Kako Ou y4eHHMIIM OCTBAapHIIM BEJIMKE pe3yiTare y pellaBamy MpOOJEeMCKHX 3a/aTaka, MoTpeOHO je
JOIII OJT IPEAIIKOJICKOT y3pacTa ca ACLOM PaJUTH M PEIIaBaTH JIAKIIE MPOOJIEMCKe CUTYaIHje Kao IITO
Cy 3aroHeTke, peOycH, jeTHOCTaBHHUjU JIOTHUKH 3ananu (,,Hedopmanna” Matemarnka).Kama mohy y
IIKOJTY, YICHHUIIM UMajy opel)eHo UCKYCTBO | JIaKIle HaJ0BE3Yjy HOBA 3Haba, Y OBOM CIIy4ajy 3Hama
0 TpOOJEMCKHM 3ajalliMa, HOBHM CTpaTerrjaMa ¥ HOBHM IOCTYIIMMA pellaBama MPOOIeMCKHUX
MaTeMaTHYKUX 3a1aTaka (,,(popMaHa” MaTeMaTuka).

[Tponazehu kpo3 erame pemiaBama 3ajaTaka U J0JaXKEHEM JI0 oAronapajyhe crparervje y4eHUKy je
OyT 70 pelliema 3aJaTKa 3arapaHToBaH.YKOJUKO Hauja3d Ha MoTelkohe, Ty je HAaCTaBHMK Ja ra
ycMepH, 1a My oJlakIia (ajld HUKAaKo Ja My ypaJu 3ajaTak).

[TocToje mpoGneMcky 3aanyl Koje je TEHIKO CBPCTaTh y OWJIo KOju ojapeheHH neo mareMaTHke, Ha
IPOCTO CIyXe Kao BexOa 3a pa3Bujame JOrMUYKOr MUIIUbewka. Hajuemhe ce npu \BUXOBOM pellaBamy
Mopa JI0Ka3aTH MOoCTojamke o0jekara Koju umajy oapeheno cojctno./la Ou ce mokasano 1a cBU 00jeKTH
YOYEHOT CKYIIa MOCeayjy HeKa CBOjCTBA, MOTPEOHO je JOKa3aTH Jla TO CBOjCTBO MOCEAYje CBAKH O] THX
oOjekara.lla 6u ce, mak, Ta TBphemwa OMoOBpIIIa, JOBOJBHO j€ YTBPAUTH Ja Oap jeaH o MoCMaTpaHuX
objexara HeMa To cBojcTBO.Kaxe ce na je mpoHal)eH KOHTpampumep.

Y HekuM ciydajeBUMa je TemKOo Hahum KOHTpampuMep — HpUMEp KOjU OIOBpraBa OIIITE
TBpheme.UecTo je makine nmoka3aT a oaroapajyhu mpumep moctoju Hero ra nmpoHahu.V pernaBamy
pa3IMUUTUX MpodiemMa, HApOUUTO 3a JIOKAa3HMBaWkE IMOCTOjama o0jeKkaTra KOju MMajy HeKo onpeheno
(TpaxxeHOo) CBOJCTBO, YECTO CE€ BEOMa YCIEIIHO MPUMEHYje TaKO3BaHU JIMpUXJICOB MPUHIIHII.

VY oBoM paxy je mpencraBibeH JMPUXIICOB MPHHIMIT U HETOBa MPUMEHA Y 3aJaliMa Pa3TuIuTHX
HuB0a.OBy wuzejy je Moryhe mpeacTaBUTH 4Yak W JelM MNpeAmKojckor ys3pacra.Heompasnano
3aroCTaB/b€H HAa PEIOBHUM YacOoBHMMa MaTeMaTHKe, OBaj] NPHUHIMUII CE€ YIIaBHOM KOPHCTUTOKOM
npunpeme 3a TakMudema.llomohy JlupuxiieoBor mpuHIUIA MOXXEMO BpJO JEIHOCTABHO PEUIUTH
3aJaTKe U3 pa3InIUTUX 00JIaCTH MaTeMaTHKE IITO j€ jOI je/Ha HEeroBa MpeaHoCT.



2. Uctopujat

Y wmarematunu, [lupuxneoB npunnun je npBu  popmymucaoJoxan Ilerep I'ycraB Jleiken
Jupuxiae1834.ronuue oy nveroM Schubfachprinzip (,,mpusuun Gpuoka” Wiy ,,IpUHIAI HOIALEA”).
YmpaBo u3 oBoOr paszjora oOMYHO c€ Ha3uBa W ,,JIMPUXJICOB MpUHIMN KyTHja” wiu ,,JlupuxieoB
npuHIUN proka’.

Jupuxie je y cBojoj kmu3u ,,Vorlesungen Uber Zahlentheorie” (,,IIpenaBama o Teopuju Gpojera”,
npBo u3game 1863. TOMUMHE)UCKOPUCTHO OBaj MPUHIMI Kako OM J0Ka3ao TBpheme O
anpoKCHMalldjaMa HUpPAlMOHAIHUX OpojeBa palMOHAIHUM U Ty TEOpeMy je ymoTpebuo Kako Ou
MO0KA3a0 J1a MOCTOjU 0ap jeHO pelieme Y CKynmy mpupoaHux OpojeBa IlenmoBe jennaumHe unju hemo
JI0Ka3 KacHUje HaBECTH.

MUHKOBCKH TIOMHISE ,,ayBenn J{uprxieos MeTon” y Kisu3u ,,Geometrie der Zahlen”1905. roxuse.

VY Enrneckoj ce xopuctd u HasuB ,,Pigeonhole principle”, koju ce mojaBuo y paay ,,On the
Simultaneous Approximation of Two Real Numbers’koju jePagaen Po6uucon’npeacrasuo
aMepUYKOM MaTeMaTHuKoM ApyinTtBy (,,American Mathematical Society”’) noBemOpa 1940. romuwe.
Takohe ce momume U y pany,A partition calculus in set theory”, Bull. Am. Math. Soc. 62 (Sept.

1956)unju cy ayropu MoaEpaem‘nPuuapy Pano”.

V pa3auuuTAM 3eMibaMa IOCTOje pa3iuvuTe BapHjaHTe MMeHa OBOT TBphema, y Dpaniyckoj ,le
principle des tiroirs de Dirichlet” (,,JJupuxsieoB npunimn kytuja”), y [lopryranuju ,,principio da casa
dos pombos” (,,nmpuniun kyhe ronxyoosa”) , y Uranuju ,,principio dei cassette” (,,npunnumn ¢puoka”)
UT/I.

3. Pazimmunre dgopmynanuje JupuxaeoBor npuHIHUIA

Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 - 1859), Hemauku matematidap
Hermann Minkowski (1864 - 1909), remauku MaremaTn4ap u Gpusnyap
Raphael Mitchel Robinson (1911 - 1995), amepuuku MaTematryap

Paul Erdés (1913 - 1996), mahapcku MmatemaTnyap

Richard Rado (1906 - 1989), nemauku MaTeMaTH4ap
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JupuxiieoB IpUHIMI CE IMOMYyJapHO WIYCTpyje Kpo3 ,,lipobiieM 3eueBa W Kapes3a’, ,,Ipo0iemM
rojryooBa u xyhuia” vy ,,Iipo0seM npeaMera u kyruja’.
! y »IP p yTy]

[IpeTrnocraBumMo, penuMo, 1a je jaTo TojyOboBa J0JIeTeI0 y TOJIyOapHHK.Y CBOjOj OPUTHHAIIHO]
Bep3uju, JAMpUXIICOB MPUHIIMIT KaXKe Ja aKO UMa BUIIIE ToJy0oBa Hero Kyhwuiia y roiny0apHuKy, Taja he
ce Oap y jennoj kyhuiu nHahu Gap nBa rosyoa.HapaBHOo, OBaj MpUHIMI je TPUMEHJBUB U HA JpyTe
o0jekTe, a HE caMO Ha roJyOoBe.

HaBenumo Hajripe HEKOIUKO hopMyalja HajjeTHOCTaBHUjeT 00rKa JIupuXIIeoBOT MPUHIINIIA:

Teopema 3.1.Axko cemmnpenmera pacropeqi y n KyTHja v ako je m > n, Tana he y 6ap jeqHoj Kytuju
OuTHu Oap JBa MpeaMeTa.

Jlokas3.

[IpermocTaBUMO J1a CMO pacIoOpeIviIn CBE MpEeaIMeTe y N KyTHja W JIa MPU TOME HE MOCTOjH KyTHja
KOja cap>ku 6ap JBa mpeameTa.

Tanma cBaka o1 n KyTHja caJp KM WM jeJaH MpeIMeT WIH je Tpa3Ha, IMa je yKylaH Opoj mpeaMmera y
CBUM KyTHjama HajBumie n. To je KOHTpaJauKiMja ca MPETIIOCTaBKOM Ja je YKymaH Opoj mpeamera
Behu o1 6poja KyTuja.3aTo Mopa J1a IOCTOjU HEKa KyTHja ca Oap /Ba mpeamera. |

Kopuctu ce u jenHocTaBHU]ja Bep3rja IPETXOJHE TeOpeMe:

Teopema 3.2.Axko n + 1 npeamera pacopeIuMo OMIIO Kako Y M IMpa3HUX KyTHja, OHZa MOCToju Oap
jeaHa KyTuja Koja cajip>ku 6ap 2 mpeamera.

®opmainHo raenano Teopema 3.1.Moxke ce mocmaTpaTu kKao npedopmynaiyja cienehe Teopeme:

Teopema 3.3.Ak0 cy m U n NPUPOAHH OpOjEeBU TaKO Ja je m > n, Taja HE TMOCTOjW WHjEKIHja U3
ckymaM ={1,2,3,...,m} yckynN = {1,2,3,... ,n}.

AKo nMamMo m mpeaMeTa HyMepucaHux OpojeBuma 1, 2, .., m u n KyTuja HyMepucaHux OpojeBuma 1,
2, ..., N, TaJa ce CMEUITamke MpeIMeTa y KyTHje MOKe MpencTaBuT GyHKujom f: M — N Tako na je
f (@) = j ako je objekar i cmemiter y kytujy j. ITo Teopemu 3.3., ako je m > n, pyHkuuja f He MOKe
na Oyze WHjeKIja, a MoCToje JBE Pa3InvuTe BPEIHOCTH i1 U i, Tako na je f(i;) = f(i;) =j , mro
3HA4YM J]a KyTHja j caip>ku ABa 00jeKTa iy U Iy.

Cneneha Teopema je 6y1aro yonueTewne OCHOBHE Bep3uje AMpHXIeoBOr MPUHIIMIIA.

Teopema 3.4.Heka cy n,mu k mnpupoaHu OpojeBH M Heka je m > kn. Ako je m mnpeamera
pacniopeheno y n xyruja, Taja mocToju O6ap jeaHa KyTHja y K0joj ce Hayrasu 6ap k + 1 mpenmer.

Jlokas.



[IpernocraBumo cynpoTHo.Heka cMo cBUX m mpeaMeTa pactopeuin y N KyTHja U HEeKa He IMOCTOjU
KyTHja Koja caapxu k + 1 mpeamer.

Tana cBaka o1 KyTHja caap>ku HajBuie k nmpeamMera.l3 oBora MOKeMO 3aKJbYYHTH Ja je YKyIaH Opoj
npenMera HajBuie kn. JloOWim cMO KOHTPAJUKIIHM]y CTOTa CIEAH Ja MOCTOju Oap jeqHa KyTHja Koja
canpxu k + 1 npeamer.m

Hagemrhemo jorr HeKOJIMKO TeopeMa Koje ce JIaKo JI0Ka3yjy.
Teopema 3.5.11Hjekmuja u3 N — TOWIAHOT CKyIla y N — TOWIAHKCKYM je OujeKIuja.
Cneneha Teopema nokasyje 1a ce JMpuxiaeoB MPUHIMIT MOXKE OJHOCUTH M Ha OECKOHAYHE CKYTIOBE.

Teopema 3.6.(,,beckonauan” JIupuxiieoB NpUHIMI) AKO ITOCTOjU OECKOHAYHHU CKYII MPEIMETa KOjU
je pacnopehen y konauan O6poj KyTHja, TaJia mocToju 6ap jeqHa KyTHja Koja caapu OeckoHadaH Opoj
TUX o0jeKaTa.

Jloka3 je aHamoraH NMpPEeTXOAHHUM, Tj.YKOJIMKO MPETIOCTaBUMO Ja jé Y CBUM KyTHjama KOHadaH Opoj
npeaMeTa Taja je yKymaH Opoj mpeaMmeTa y CBUM KyTHjamMa KOHAYaH, IITO j€ KOHTPAJAMKIMja ca
YCJIOBOM 3a/1aTKa.

Teopema 3.7.He noctoju nHjekuuja u3 ckymna sehe kapIuHaTHOCTH Y CKYIl Malbe KapJUHATHOCTH.

Kao mTo ce Moke BUAETH W3 MPETXOAHUX Teopema, JMpHxXJieoB NMPUHLMI je jeaHocTaBaH.TexuHa
3aJaTaka y KojuMa ce€ KOPUCTH je y TOMe Ja ce Iperno3Ha Imra cy ,KyTuje” a ImTa
»iopeamern”.JloHekana je ToO BeoMma TEUIKO, Ma CE€ OBM 3aJalld YecTO II0jaBJbyjy Ha pa3HUM
MaTeMaTHYKUM TaKMUYeHHMa U OJMMIIMjaJaMa, JOK ce TBplema Koja KOpHCTe OBaj NMPHUHIIMII jaKO
yecTo cpehy y HaydHUM pajioBUMa.

Jla Oucmo Joka3anu HEKO TBpheHe WM pelIwiv 3aJaTak moMohy OBOI MPHMHLMIIA MOPAMO CIEAUTH
cneneha vetupu kopaka.llpBo je BaXHO Ja oapeauMoO IITa Cy ,,IpeaMeTH’ WIH ,,roly0oBU”.3aTUM,
nocTaB/baMo KyTuje.2KeauMo oBO Ja ypaauMo jep YKOJUKO Cy JBa MpeaMeTa y HCTOj ,,KyTHju~ OHHU
uMajy ucta cBojctBa. /la Oucmo ymorpeOmnu [IMpuxiieoB MPUHIUI HEONXOAHO j€ HMMaTH Mame
,»KyTuja” Hero ,,ipeamera’. Tpehu kopak je na oapenuMo MpaBWIO MO KOME J0JeJbYjeMO MpEeaMETE
onpehennm kytujama.Oapehyjemo mpaBuiio Tako Aa Kajaa ce JOBOJHHO ,,lIpeMeTa’” Haja3u y MCTO]
,»KYTHJU” KOJIEKI[Mja MMa CBOJCTBO KOj€ MH KeJTUMO.UeTBpTOo je Aa MPUMEHUMO OBaj NMPHUHIMII Ha
Hallly TOCTaBKY U JJOOM]eMO JKeJbeHH 3aKJbYydaK.

4. Ilpumena /InpuxjieoBOr MPUHIIUAIA Y OCHOBHOJ IIKOJIH



be3 o03upa Ha HETOBY HEMOCPEIHY OYHUTIICTHOCT, J(MPUXJICOB MPHUHIMII HHUje Oall Tako JIAKo
NpUMEHUBATH TIPU pelllaBamy 3ajaTaka.3a OBO je MoTpeOHa ojapeleHa BENITHHA y palrdiambHBamby
yclIoBa 3ajlaTaka M KiIacH(HUKOBaWmy IOCMAaTpaHUX TMpeaMera, Tj.IoTpebHa je oarorapajyha
»IpunpeMa” 3afaraka mpe Hero IITO CTYNH Y J€jCTBO ,,IPUHIMUN KyTuja~. 3agaly KOjU CE€ MOTY
pemaBaTtu y3 nmomoh /IMpuxieoBOT NPUHINIIA, HE 3aXTE€Bajy HApOUYMWTAa MaTeMaTHYKa 3Hamba, Maja ce
Ha MPBH MOTJIe] YUHE HEOOMYHUM, Na 3aTo U TemkuM.Behuna ce 3acHuBa Ha 37ApaBOM pazymy, Te je
HajBa)XHHUj€ MPABWJIHO CXBAaTUTH CMHCA0 3aJaTaka M pacyhuBaTH MOCTYMHO M JIOTHYKH.YTIPABO U3
OBHX paszjora [IMpuxJeoB NPUHIUII C€ Y OCHOBHO] IIKOJIM MPBH MYT TIOMHUE HA YaCOBHMA JIO/IaTHE
HACTaBe WM MPUWIMKOM MPHUIIPEME 32 TAKMUYCHa U3 MaTemMaruke. HaBerrhemo HEKOIMKO nipumepa.

IIpumep 1.a) Mosxe 11 ce TBPIAUTH Ja y ofieJbeby 0/ 34 ydeHHKa CUTYpHO MOcToje O6ap JABa yuyeHUKa
yHja Mpe3uMeHa MOYUbY UCTUM CIIOBOMCPIICKE a30yke?

0) A ako je y ofesbemy 0mino 29 yuenuka?
Pememe:
Osre ,,nipeameTe” mpe/cTaBibajy yueHuiw (uma ux 34), a ,,kyruje” ciosa azoyke (uma ux 30).

a) Y ,,HajHENIOBOJbHHjEM ™ CIIy4ajy, 3a mpe3umena npBux 30 ydenuka ouhe ,,3ay3ero” cBux 30 cioBa,
na nMpe3ruMeHa OCTalluX YYeHHKa (MMa ux 4) Mopajy HouumaTH HEeKUM of Beh ,,3ay3etux’ cioBa. OHia
OBO 3HAYH JIa y OJICJbCHY 3aCUTYPHO MOCTOje¢ yueHUIH (0ap JBOjUIA) YMja MPE3UMEHa TOYUEbY HCTUM
CJIOBOM.

6) Ilomro je 6poj yueHuka Mamu 0] Opoja cioBa, TBpheme He BaXkH jep MOCTOju MOIyhHOCT Jja CBako
MMPE3UME MMOYULEC PA3TITUIUTHUM CIIOBOM.

IIpumep2./Joxaxu na ce mehy 14 npuponnux OpojeBa Mory Hahu 2 uuja je pa3iuka nespuBa ca 13.
Pememe:

[Ipu pemewy Opojem 13 moryhu cy cmemehwm ocramum: 0, 1, 2, .., 12. Hdaxme, 13 pa3nuuuTux
moryhHocTH (KJj1aca), CBakd NMpHpoJiaH Opoj je y Hekoj o mux.lIpumerumo na pasnuka OpojeBa u3
ucre kiace mopa outu nespuBa ca 13 (Hmp. 6poj 1 u 6poj 27 cy u3 knace 1, 27—1=26 nespuB ca
13).14 npuponnux OpojeBa cmemramo y 13 kmaca (,,kytuja”), 6ap 2 mopajy 6utu y ucroj.tbuxosa
pasinka aesbuBa je ca 13.

Ipumep3.Tabimmna5 X 5 monyHu ce Ha MPOU3BOJbAH HAYWH OpojeBuMa -1, 0, 1. 3aTuM ce u3pauyHajy
30MpOBHU y TOJEIMHUM BpPCTaMa M KOJIOHaMa W y o0e aujaronaine. Jlokaxxu /a ce y OBUM 30MpoBUMa
Mopajy Hahu Oap nBa jennaka. (XpBarcka, PemyOmmuko takmuuemwe, 1982, VII paspen; Cpbuja,
Penyonmuko Takmudewe, 1993, VII pazpen).

Pemreme:



Moryhe BpenHocTH 30upoBa cy: -5 (ako Cy HIp. y MOCMaTpaHO] BPCTH, KOJOHHU WM AWjarOHalld CBU
op.-1),-4,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 4, 5. Maxue, ykynao 11 moryhuoctu. Bpoj BpcTa, KoJIoHa U AHMjaroHaia
je ykymHo 54+ 542 =12 (12 ,,npenmera” cmemramo y 11 ,,kytuja”). 3Haun, 6ap JBa o] elieMeHarTa
(mujaronana, Bpcra, KojoHa) uMmahe UCTH 30up.

Hcro nurame ce MOKe MOCTAaBUTH 3a Ta0HIy n X n.bpoj BpcTa, KoloHa U [ujaroHanaje n +n+ 2 =
2n + 2. 3a 306up umamo 2n + 1 moryhux BpegHocTd mna no JMpHXJEOBOM NPUHLUIYY Clead Aa
TBphHEHE BaAXKH.

IIpumep4.Bojauk myma y Mmety obimka kBajapara, crpanuiie 70cm. Mcnanumo je 50 meTaka u CBak je
MIOTOJIMO METY, ajli HU Y je[Hy TauyKy HHUje IOTOANO BUIIE O] jeAaHmyT. /loka3atu Ja ce Ha TOj METH
MOTY Hahu JIBe pyIe o] TOTOTKa, ca Mel)yCOOHMM pacTojambeM MambuM o1 15cm.

Pemreme:

M3nenumo mety Ha 49 kBagparuha, ctpanune 10cm. Iloromaka je 50, makne, y Gap jemHoM
KBagpaTuhy cy aBe pyrne ol MeTKa. IbHXoBO pacTojame je Mame WIM jeIHAKO OJ] IHjaroHaie

kBaxpatihal0v2cm. Kako je d = 10v/2 < 15, Te aBe pyme ucnymbapajy Tpaxkenu yciaos.(Ciuka 1)

70cm

10 cm

70 cm

Cmuka 1

ITpumep5./lar je jenHakocTpaHUYHU TPOYTao uHja je cTpanuia 31dm, yHyrap kora je Ha NPOU3BOJbaH
HayuH pacnopeheno 1989 tauaka. [lokazatu 1a mocToju Kpyr, MOJyImpedHrKa 6CM, yHyTap Kora ce
Hanase 0ap 3 tauke garor ckyma. (Cpouja, Penmyonuuko Takmuuerse, 1989, VIII paspen).

Pememe:

Jlati Tpoyrao mOJEIMMO Ha jeJHAKOCTpaHWYHEe TpoyrioBe crpanuie ldm. Hbux wmma 1+ 3 +
5+...+61 = 961. Kako ce y tpoyrny Hamazu 1989 tawaka (1989 = 961-2 + 67), mo
Hupuxneoom npuniuy (Teopema 3.4.), mocroju HajMame | Manu Tpoyrao y KoMe ce Hamaze Oap

3rauke. Kako je momympedHHK Kpyra ONMHUCAHOT OKO MaJior TpOyTJja \gjdm < 1,8/3dm= 6 cm, 10

TIOCTOjH U KPYT MOJyIpedHnKa 6 CM yHyTap Kora ce Haiasze 0ap 3 Tauke garor ckyna. (Ciuka 2)



31 dm

31dm

Cnuka 2

IIpumep6. PaBan je obGojeHa miaBoM u npBeHOM 00joMm./[okazaTu ga MOCTOjU MPABOYTaOHHK KOJH
IpUIiaja TOj paBHHU U YHja Cy TeMeHa ucte 0oje.

Pemreme:

Tpeba 3amazutu 1a 3a Npou3BOJHHO M3abpane 3 Tauke, 6ap 2 mMopajy OutH ucre 0oje. AKO y paBHU
Oupamo 9 mapajenHUX NpaBUX, MPECCYCHUX ca 3 mapajeiHe mpase a,b,C, koje cy HOpMalHe Ha
nperxoaHux 9, umamo 9 ypeheHux TpojKu mpeceka:

(A1; B1; Cl)' ey (A9' B9' C9)

bynyhu na cBaku unan ypehene Tpojke Moke OUTH TUIaB WM I[pBeH, yKymHO je 8 moryhnoctu: TIIIT,
[TITLY, TTOIT, TOTIIT, TIOOIT, LOETLL, TTOLL, L. Jdakmne, pa3nuuutux Tpojku je 8, a Mu ux umamo 9, na
cy 6ap nBe ucte ([JupuxneoB mpunmumn, Teopema 3.2.). Y Te ABe UCTE TPOjKE CY MO JIBE TAUKEe UCTE
00je Koje Cy TeMeHa TPakKeHOT TPaBOYTaOHHKA.



5. [Ipumena /Iupuxsie0BOT NPUHLUMIIA Y CPEIH-0j KON

JIMpuXJIeoB MPUHILKUII CE y CPEAKBHMM LIKOJIaMa yIIIaBHOM HPBH IIyT [IOMHEGE HAa YacOBUMa JOJATHE
HACTaBe WJIM TOKOM IIPHUIPEMe 3a TakMH4era.llako ¢y y4eHHIM CTEKIN JOBOJPHO 3HaKa U UCKYCTBA
U3 MaTeMaTuke, Ja OM MOTJIM YCHELIHO Jia pa3yMejy U MpuMeHe J[MprxIieoB MPHHIMI Y 3a/1allUMa, OH
ce He Haja3W y HACTaBHMM IUJJAHOBMMA M IMpOrpaMHMa Kao jeJMHULA Koja Ou ce oOpahuBanma Ha
PEAOBUM I-Ia,COBI/IMa..I_III)I/IMCH":I OBOI' IpUHIMWIIA 3aBHUCH HajBI/ILHe O HaCTaBHHKA HW HCIOBC
MOTHUBUCAHOCTU Oa YYCHHUKE ITOJCTAKHC Ha pa3BI/IjaH:e JIOTUYKOTI' MUIIJbCHa M 3aKJbydHBalba Kao U
IErOBE CIIPEMHOCTH J]a yHECe HOBHHE y HACTAaBHE CaJpiKaje.

Hagemhemo Hekomnmko nmpuMepa y Kojuma ce J{upuxiieoB MpUHIIMIT MOKE UCKOPUCTUTH a pelaBajy ce
Ha peJOBHUM YacOBHUMaA.

IIpumep 1.V nenposuanoj Bpehunu ce nanaze 10 6enux, 20 upsenux u 30 miaBux kyriuna.Komuko
HajMame Kyrmna Tpeda n3Byhu u3 Bpehuiie 1a 6ucMo CUTypHO UMaNK TpU Kyruuie ucre 6oje?

Pemreme:

Ogne ce moxe uckopuctutu Jupuxieos npunnun (Teopema 4.). Ako 6oje mpencTaBibajy ,,KyTHje” a
Kyriune cy ,JpeaMmeru’, Taaa je Opoj kytuja jennak 3 (n = 3), a Opoj mpeamera je TpaKeHH
MHUHHMaJIHKA Opoj Kyrnna y 3aaatky (m = ?). U3 ycnosa Teopeme 3.4.30amo na m > k - n (k mopa
OoutH jegHak 2 jep ce 3aXTeBa Ja MMaMo TPU Kyrjiuie ucte 0oje, Tj. Ja jeaHa KyTHja Caap>Ku TpU
npenMeta). M3 mperxoaHor 3akipydyjeMo Jja MUHUMalaH Opoj Kyriiuia Koje Tpeba /a u3By4eMmo Ja
O61CcMO cUTYpHO UManu Tpu ucte 6ojeje 3:-2+1=7(n = 3,k = 2).

IIpumep 2.V npocropuju je nocoda./lokasaru aa mel)y wuMma 1nocroje aABe ocobe Koje UMajy UCTU
0poj MO3HAaHUKA Y TOj COOU.

Pemreme:

Ocoba (,,mpeamet”) uzae y ,,KyTHjy”’ ako uma ino3Hanuka. FMimamo N ocoba v N KyTHja HyMEpHCAHUX
0,1,..,n—1. Amu kxyruje ca O6pojeBuma 0 u n— 1 He Mory ucroBpemeHo OuTH 3ay3ere./lakie,
nocToju 0ap jeaHa KyTHja ca BUIIIE O] JEAHUM ,,lTPEIMETOM .

Hapenuu npumepu onHocuhe ce Ha 3aJaTKe KOJU C€ pajieé Ha 4acOBHMMa JI0/IaTHE HACTaBe Kao U OHE
KOjU Cy OMJIM Ha MOjeJMHUM TaKMUYEHhUMa U3 MaTeMaTHKe.

IIpumep 3./lokazatu fa MOCTOjU NpUpOAaH Opoj Koju nounmse udpama 9876543210, a nesbuB je ca
2011.



Pememe:

Youumo OpojeBe x; = 9876543210, x, = 98765432109876543210 ..., X012 OI KOjUX CBaKH
caJip’ku jelHy,aBe, ..., 2012 rpyna nudapa 9876543210. Ilpu nememwy ca 2011 tux 2012 6pojeBa
najy ocrarke 0,1,...,2010. Kako je 2012 OpojeBa, a 2011 ocraraka To Mel)y youeHHUM OpojeBHMa
nocToje 1Ba Opoja Koju uMajy jeanake ocratke. Heka cy To 6pojesu x; = 2011a + rux; = 2011b +
T.

Tana Baxux; — x; = 2011a +r — (2011b + ) = 2011(a — b).U3 oBora MOXeMO 3aKJbY4UTH 1a
2011 nenu 6p0j9876543210 ...0000 (i — jrpymna mudapa 9876543210 u cBe ocTaso HyIe).

Ipumep 4.IlocmatpajMo HU3 4YeTBOpoIrMdpeHUXx OpojeBa KOjH MPEACTaBIbajy IOCICAHE YETUPH
mudpe 6pojea 3,32,33,34, ... To je nu3 0003,0009,0027,0081,0243,0729,2187,... Jlokasatn na
je TI04eB 0J1 HEKOT 4YJIaHa JIaTH HU3 MEPUOINYaH.

Pemreme:

Huz 3,32%,33,3%,... uma majsume 10-10-10 -4 = 4000 yerBopouuppeHUX 3aBpIIeTaKa (3a HpBe
Tpu nudpe kanauaatu cy cBaka on 10 uudapa, a 3a nocnenmwy uudppy camo 1, 3, 7 u 9). Ha ocHoBy
JlupuxieoBor mpuHIMIA 3akjbydyjemMo aa Beh y Huzy 3, 32, 33, ..., 34000, 34001gocroju 4001 Opoj, a
4000 uerBopouu(dpeHUX 3aBplIeTaka, IITO 3HAYU Ja I[OCTOje JIBa KOjU HMajy jeaHake
4eTBOPOLM(pEHE 3aBpIIETKE.

Hexka cy To 3¢ = 10*m + ru3? = 10*n + r.Tanma je 3% — 3% = 10*(m — n) u3 tora cnean3¢tP —
30+P = 37 . 10*(m — n), To 3Haum na u 6pojesn 3¢Pu 3°*P3a cpakm npuponan 6poj puMajy jenHaKe
4eTBOpoLM(peHe 3aBpIlIeTKe, ITO J0Ka3yje Aa je HU3 4eTBOpoLU(PEeHHX 3aBplleTaka cTeneHa opoja
3MoueBIIN 0J1 HEKOT YaHa MepPHOIUYaH.

IIpumep 5.V xpyry nospmuHe 16cm?, mare cy 33 tauke. Jlokaxu Aa ce o JaTHUX Tadaka MOTy
n3abpaTu TpH Koje Cy TeEMEeHa TPOoyTJiia Yrja je TMOBpIIMHA Mamka o1 1 cm?.

Pememe:

[Tonenumo kpyr Ha 16KpyKHUX HCE€YaKa MOBpIIMHE 1cm?® Tauaka je 33=16x2+1, na mno
HupuxneoBom npuHuumy, Teopema 4., 6ap y jeqHoM uceuky Mopajy 6utu 3 tauke. OHe cy TeMeHa
TpaskeHor Tpoyrina. (Cnuka 3)
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Crnuka 3

IIpumep 6.Ha TtakmMuuemy yuecTBOBaJIa Cy 22 y4deHHMKA MU38 MIKOJA.YKYIHO Cy MPAaBUIHO PELIMIH
50 3agaraka.CBH y4eHUIIM U3 HCTE MIKOJIE PEIIMIIN Cy UCTU Opoj 3a7aTaka, a YICHULU U3 Pa3InIuTUX
IIKOJIa PN Cy Pa3InduT Opoj 3anataka.CBaky y4eHHK je mpaBmiiHO pemno O0ap 1 3amarak.Kommko
j€ y4eHUKa MPaBUIIHO pelImiio TagHo 1 3amarak?

Penremse:

Y3MuUMO U3 CBaKe IIKOJIE TI0 jeIHOT YYSHHUKA U MPETIIOCTaBUMO JI1a je YUeHUK U3 |.IIKoJe pemuo jeaan
3a/aTtak, u3 2. 1Ba,..., U3 8. ocaM 3aJaTaka, jep aKo je jeJaH YYCHHK pemuno 9, Opoj pemeHnx 3aaaraka
je6ap9+7+6+5+4+3+2+15-1 =51, wro je Hemoryhe.3Haun, TUX § ydEHHKA PEUINIIO je
1+ 2+...+8 = 36 3amaraka.Ocraje jomr 14 ydyenunka u 14 3ajmaTtaka, IITO 3HAYM Ja je CBAaKU O]
octayiux ydeHuka pemuno 1 3apatak.Ca onum u3 1. mkone, 14 + 1 = 15 ydyenuka pemnio je tauso 1
3ajiaTax.

IIpumep 7./Joka3aTé aa CKyI O]l MIECT Pa3IUMYUTUX jeAHOIUPPEHUX OpojeBa CalpiKH JIBa MOACKYIIa
0e3 3ajeJHNYKMX elleMeHaTa TaKBHX Ja je 30up elleMeHara MpBor MOJCKYyIa jeHaK 30upy eleMeHara
npyror noackymna. (Pemy6nuka Cpricka, Pernonanno TakMuueme cpenmolikonana, 1999, 1V paspen).

Pememse:

Ckyn of 6 enemenara uma 2% — 1 = 63 menpasna nojckyna.OJ1 CBEX MIECTOYIAHUX CKYHOBA UHjH CY
esieMeHTH jenHouuppenu Opojesu ckyn {4,5,6,7,8,9} uma Hajpehu 30up enemenara.Hajpehu meron
MOJICKYT je OH caM. 30up meroBux enemeHata je 4 + 5+ 6 + 7 + 8 + 9 = 39. CBaku meroB Apyru
NOJCKYI HMMa €JeMeHTe 4Huju je 30up Mawmu on 39. M3BpmuMo NpuapyXHUBame HEMpazHUX
MOJICKYIIOBa IIECTOYJIAHOT CKymna (MMa ux 63) 30upoBHMa eleMeHaTa THX MOACKYNoBa (HajBehu on
wux je He Behu o 39). To npecnukaBame HUje 1-1 3aT0 mWITO TOMEH UMa 63, a KOAOMEH HE BHILE O]1
39 enemenara. Tako ce HajMame J1Ba MMOJCKYIa CIMKA]y Y UCTH Opoj, Tj.30Mp HUXOBUX eleMeHara je
UCTU. AKO TH TOJCKYNOBHM HHUCY IUCJYHKTHH, M3BaJUMO MM 3ajeJIHUYKH [0, Ma MpeocTaja JBa
HOJICKYTIA HCITYHhaBajy YCJIOB 3a/1aTKa.

Ipumep 8./lokazatu na ce mehy cBakux 6 umpanuoHaIHUX OpojeBa mory u3zabpatu Tpu Opoja a,
b,crakBa na cy OpojeBu a+ b, b +c, ¢ + a oner upanuonanuu.(bocua u Xepuerosuna, denepanHo
IPBEHCTBO y4YCHUKA cpelmbux mkoina, 2011, 11 paspen).

Pemreme:

Jlema: JlaTo je 6 Tayaka y paBHH, O] KOJHX HHUKOje TPH HUCY KOJHMHEapHe. AKO CBE CErMEHTE, Koje
rpajge oBe Tauyke 000jUMO jeAHOM oJf ABe Ooje, oHAa mocToju Oap jeJaH MOHOXPOMATCKU
Tpoyrao(cTpaHule Tpoyria cy ucte 6oje).

Jloka3s jieme:
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®dukcupamo jenHy Tauky.OBa Tadka rpajy IeT cerMeHara ca octaauM tadkama.llpema {upuxieoBom
NPUHIMITY, TIOCToje Oap Tpu cermMeHTa ucre Ooje.Heka cy oBa Tpu cermeHTa o0oOjeHa IIAaBOM
00joM.AKO OWJIO KOjU CEIrMEHT KOjH HacTaje 0J BPXOBa IUIABUX CErMeHaTa 000jMMO IUIABOM 00joM,
Taja *MaMO MOHOXPOMATCKH Tpoyrao./lakie, CBU CErMEHTH KOjU HACTajy OBUM BPXOBHMA CY LPBEHE
00je.Y TOM citydajy ©Mamo [PBEHN MOHOXPOMATCKH TPOYTao0.

[Ipunpyxumo cBakoM Opojy TauKy y paBHH, TaKo Jla HUKOje TpH HHUCY KoauHeapHe.O00juMO CEeTMEeHT
KOjH Cliaja JBa WpamnroHaHa Opoja riaBoM 00joM, ako je cyMa Ta JBa Opoja mparuoHanaH 0poj.Ako
je cyma aBa TakBa Opoja pamuoHanaH Opoj, cerMeHT 060juMo IpBeHOM OojoM.IIpema semu, mocroju
yBeK 0ap jeaH MOHOXPOMATCKH TPOYrao.AKo je Tpoyrao miaBe 00je, OHaa je TBpIamba JAokazaHa.Heka
j€ MOHOXpOMATCKH TpOoyrao IpBeHe 6oje. Heka cy uBuie tor tpoyria a+ b, b +c¢, ¢ + a. [TocmaTpajmo
caza u3pas:

(a+b)+(b+c)—(c+a)=2b.

OBne crneau na je b pamnuoHanad Opoj, HITO je KOHTPAAMKIMja ca MPETHOCTaBKOM 3anaTka./lakie,
a + b,b + c¢,c + acyupanuonanHu 6pojeBH.

Mpumep 9.®yuxiuja f(x) = cos x + cos(xV2) Huje nepuoaUUHa.
Pememse:

[pernocraumo na f(x) uma mepuon T. Tama Baxku cos(x +T) + cos(x\/f +T\/§) =cosx +
cos xv2 3a cBako x. 3Hamo 1a 3a x = Oumamo cosT + cosTV2 = 2. U3 osora ciemn T = 2k,

TV2 = 2nm, 1j/2 = % € Q, T je KOHTpaAUKIH]a jep je V2 upaunoHanas 6poj.
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6. CJj10:keHUju TAKMUYAPCKH PodeMn — /{upuxiieoB NpUuHUIMI

MHoru TakMHUYapcKu 3a7aly ca MaTeMaTUYKUX OJMMIIMjajia MOTy ce pemuTu nomohy lupuxieoBor
npunuumna.Hasenrthemo HeKoIMKO mpuMepa KOju WIIYCTPYjy OBaKBe 3a/1aTKe.

IIpumep 1./laTo je cenam ayxu ox kojux je cBaka eha og 10cm, a mama ox 1m. Jlokazatu aa mehy
JIaTHM TIOCTOje TPH AYXKH OJl KOjUX ce Moke cacraButu Tpoyrao. (Manhattan, MaremaTnyka
onmummujana, 2004)

Pememe:

Heka cy nyxune natux nyxu dq, d,...,d.be3 ryOuTKa OmmTOoCTH MOXEMO MPETIIOCTABUTH Ja CY
nyxu y Heonamajyhem pemocneny.Tama je 10cm <d;<d,< ... <d,<100cm. On HajMame TPU TYKHU CE
HE MOXE CacCTaBUTHU TPOyrao, ako je dz>d;+ d,>10 + 10 = 20cm. CnuyHO TpOyrao ce He MOXKe
CacTaBUTH HU ako je d4 =dp +d3 =10+ 20 = 30cm. Axo ce mocTymak HacTtaBu Jo0uja ce
ds > d3+dy =20+ 30 =50cm, dg = dy +ds =30+ 50 =80 cm u xoHauHo ako je d; = ds +
dg = 50 + 80 = 130 cm. Kaxo je mo mpernoctaBiu d><100CmM 1o0unu cMO NPOTUBYPEYHOCT, IITO
3HAYM Ja C€ OJ] IATHX JYKU YBEK MOXKE CACTAaBUTH TPOYTao.

IIpumep 2./Jokazatu aa og 100 uenux 6pojeBa MoxkeMo u3abpatu 15TakBuX /1a je pa3iuka cBaka JBa
nesbuBa ca 7. (Manhattan, Matematuyka onmummnujana, 2005)

Pemreme:

Ocranm nipu nemwewy ca 7 ¢y 0,1,2,3,4,5,6. OBu ocTanu TNpencTaBibajy ,,KyTHje” y Kojuma cy
cmemtenn Tx 100 6pojea.llpumehyjemo na je 7 - 14 + 2 = 100. 13 Teopeme 3.4.3aksbydyjeMo na
ce Oap y jeaHoj ,,KyTuju” Haja3u 15 OpojeBa, KOjU MMajy UCTH OCTaTaKk Ipu jAesbemy ca 7. Pazmuka
cBaka JiBa 6poja ox1 oBux 15 je nespuBa ca 7.

Ipumep 3.[okazatu ga u3 6mio kojer ckymna ox 100 menux OpojeBa MokeMo n3abpatu jeaaH Opoj
koju je nespuB ca 100, wmm Hekoiuko OpojeBa umja cyma je nesbuBa ca 100. (Manhattan,
Maremaruuka ojgumiujaaa, 2003)

Pemiemse:

IMocmarpajmMo ckym OpojeBa {xq,...,X199}. Ilocmarpajmo 100 momckymoBa oBor ckyma {xi},{x,
X2}, s {X1, e, X100 } ¥ 32 CBAKH O] OBHX CKYIOBA U3pAauyHajMO CyMy.AKO HH je/IHA O]l OBUX CyMa HHje

nespuBa ca 100, taga umamo 100 cyma u 99 kiaca ocraraka (ocum 0).Ha ocnHoBy [lupuxneoBor
NPUHIUIIA TIOCTOj€ JBE CyMe KOje MMajy UCTe OcTaTKe MpH Jesbemy ca 100.

Tama Baxku x; +x; + -+ x; = x1 + x + -+ + x(mod 100) (i < j).Cnemu na je X414 + -+ % =0
(mod 100), Tako A2 cMO POHAILIN CyMy KOja 3aJ10BOJbaBa yCJIOB 3aJaTKa.
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IIpumep 4./lokazatu ga ako noctojul0 Tayaka Ha Kpyry npedHHKa 5, HajMame 2 Cy Ha pacrojamy
MameM o]l 2 jenHa ox Apyre. (Jaman, MatemaTnuka onumnujana, 1997)

Penremse:

[MomynpeyHnMa MOKEMO TOACTUTH KPYT Ha JIEBET jeAHaKkux aenosa. Jloounhemo neBer nykoBa 4ymja

2:2,5'w

je IyXHuHa jenaka < 2, WITO je jeJHaKO MaKCHUMAaJIHOM pacTojamy u3Mel)y JABe Tauke Ha jeHOM

ayky. [Tomrto umamo 10 Tadaka, mo JupuxiieOBOM MPUHITUITY HA jeJHOM OJICBET JyKoBa Hanaszuhe ce
JIBE TAYKE YHj€ pacTOjambe MOpa OMTH Mame o1 2.

IIpumep S./lat je kBagpar U AEBET pa3IMYUTUX NPABUX Y HEroBoj paBHU. CBaka 0]l OBUX MpaBUX
JIeN KBaJpaT Ha 2 Tparesa, Ydje ce MOBpIIMHE ofHoce Kao 2 : 3. Jlokaxu na Mehy naTum mpaBama
nocroje 3 koje nMajy 3ajennnuky tauky. (COPJ, CaBe3no takmuuewe, 1989, VIII paspen).

Pememwe:Heka je ABCD natm kBaapar, Heka cy tauke M,L,N u K cpenwHe CTpaHUIa DPEIOM
AB,BC,CD v DA,a p; jenna on matux npasux. [loBpiinHa Tpanesa je P = m - h (m — cpenmba nuHuja
Tpamne3a, h — BUCHHA Tpamne3a). [lopmude P; U P, Tpanesa oapeheHux mpaBoM p; Z1ajy jeIHAKOCT
Pi:P,=2:3, 1. my-a:my-a=2:3(BUCHHEC OBUX Tpames3a jeJHaKe Cy CTpPAaHWUIM KBajpaTa, a
my Um, Cy [Ba Jeja AY)XH Koja Claja CpeIrHe CYNPOTHHX CTpaHMIAa KBajapara m; + m, = a).
Opaae cienu my : my = 2 : 3.

Jaxie, TpakeHe mpase Mopajy npohu kpo3 taduky P, 3a kojy je KP : PL = 2 : 3 unm xpo3 Tauky Q 3a
kojyje LQ : QK = 2 : 3 (P,Q € KL) wiu xpo3 Ta4uky R 3a kojy je MR : RN = 2 : 3 uiu Kpo3 Tauky S
3a kojy je NS:SM =2:3(R,S € MN). Axo 9 mpaBux mpoyiasu Kpo3 4 Tauke, Taja HajMame 3
Mopajy npohu kpo3 jenHy on oBux Ttadaka (9 =4- 2 + 1, 4 tauke — ,,kyruje”, 9 npaBux — ,,ipeamMeTH’).
(Cnuxka 4)

Cnuka 4

Ipumep 6.Heka je A moackyn ckyma S = {1,2,...,1000 000} xoju cagpxu tauno 101 enemeHr.
Jlokaszaru ia noctoje 6pojeBu ty, ty, ..., t1go U3 S TAKBU Ja Cy CKYIOBU

A ={x+¢t|x€Azaj=12.,100

1o mapoBuma aucjyHktHu. (MehyHnapoana maremarnuka onummujana, 2003)
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Pememe:

Heka je D ={x —y|x,y € A}. Bpoj enemenara ckyna D nuje Behu ox 101- 100 + 1. CkymoBu
A+t mA+ 1t cy NUCJyHKTHH aKko U caMo ako t; —t; € D. JloosbHO je jour uzabparu 100 TakBux

CcJIEMCHAaTa tl) tz, vy thO .

Heka je t; mpousBosbaH eneMeHT ckyma S \ D (TakaB €JIEMEHT IOCTOjH, MOIITO je Opoj elemMeHaTa
ckyna S Behu o Opoja enemenara ckyna D). Heka je uzabpano k (k < 99)enemenara tq, ty, ..., t,u3
D, tako na pa3nuka Ipou3BOJbHA JIBa OJ BUX He npunaaa ckyny D. Enement t, ., ce 6upa Tako na
NpuIaaa cKymy S ¥ He NMpumnana HUjeqHOM oA ckymoBa t; + D, t; + D, ..., t, + D (oBo je moryhe,
MOILITO CBAKM O] MPETXOAHUX CKyrnoBa caapxu Hajpuie 101- 100 + 1 enemenarta, Tj. BUXOBa yHHU]a
caapxu Hajpumie 99- (101 - 100 + 1) = 999999 < 1000000 enemMeHara).
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7. llpumena /IlupuxsieoBOr NPUHLIMUIIA Y BUCOKOIIKOJCKOM 00pa3oBamby

Kao mto ce MOrio BHAETH U3 MPETXOJHHUX NpuMepa JUpuXIIcoB MPUHIMII MOXKE CE MPUMEHUBATH
NPUIMKOM pelllaBarma 3aJaTaka U3 pa3IMuuTHX 00JacTH MaTeMaThKe, Kao MITO Cy KOMOMHATOPHUKA,
reomerpuja, Teopuja OpojeBa, anrebpa uta.Ha pasHum dakyiareTimMa Ha KOjUMa je MareMaTHhKa
obaBe3aH npeaMeT JupuxIIeoB MPUHITUIT CE YBEIIMKO KOPUCTH 32 IOKA3UBAKE PA3IMUUTUX TBphema.

Kao mTo cmMo Hamomenynu JIupuxjeoB NpUHOMI Ce€ TNpPUMEHYje Yy MHOTUM TNOApYyYjuMa
marematuke.CaM JIMpHXiie TPHMEILMBAO Ta je y NPH JOKAsHBamy IOCTOjama pernemallenone’
jennaunne./la 6ucmo oBo TBpheme aokazanu HaBemheMmo u JIMPUXIICOBY TEOPEMY O alpOKCHMAIUjU
UpPALMOHAIHUX OpojeBa palliOHATHHUM.

Teopema 7.1.(lupuxieoBa Teopema) Heka je aupanmoHasian un mpuponad Opoj. Tamga moctoje

. _p 1
p EZuq € {1,2,..,n} taksu 1a je |a q| < D7

Jlokas.

. . : 1
Hejennakoct u3 tBphemba je eKBUBaICHTHA HEjeTHAKOCTH |qa — p| < —

Heka, {x}o3HauaBa pasnomibeHu Jico peasHor opoja x. Mehy n + 2 6pojesa 0, {a}, {2a}, ..., {na}, 1y
unrrepsainy [0,1], 6ap aBa ce pasiuKyjy 3a Mame O ﬁ . Axo cy To 6pojesu {ka} u {la}, noBosbHO je
nocraBut q = |k — 1|, a ako cy 1o {ka}, 0 wiam 1, 10BOJBHO je mocTaBuTH q = k; y 00a citydaja p je

11eo 6poj Hajomku Opojy ka.m

IMocnequna 7.1.Axo je a mpou3BoJbaH peanaH Opoj, OHAA MOCTOjU OECKOHaYHO MHOI0 MapoBa
npupoaHuX Opojesa (p, q) TakBUX 1a je |a - §| < ql—z .

Jlokas.

Onmax cnenu u3 Jlupuxieose TeopeMe.

Nedununuja 7.1.ITenoBa jenHaunmHa je jemHaumHa obmuka x2 —dy? =1, x,y € Z,3a mato d €
Nkoje HMje MOTIYHU KBapar.

[TocraBspa ce muTame 3amro je y nepununuju [lenose jeqHaunHe BaXkaH yclioB Jia d HHje MOTIYHU
kBazpaT. Ako jecte, penumo d = c?, onja ce jenmaumna x> — dy? = 1 Moxke QakTOpHCATH Kao
(x — cy)(x + cy) = 1, a oBakBe jeqHaYMHE YMEMO TPHUBHjaJHO Ja PEIIUMO. 3aTO y HACTaBKy TEKCTa
nopazymeBamo J1a d HUje KBaapar.

Jemnaunny x? — dy? = 1 jom yBex MOKEMO Pas3IOKUTH HA YUMHHOLE:

®John Pell (1611 - 1685), eHrmecku MaTeMaTHIap
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(x + yVa)(x —yVd) = 1.

Jla OMcMO HMCKOPUCTHIIM OBAKBO pasliarame, MOpPaMoO Jia PaJiMO ca CKYIOM CBUX OpojeBa 0oOIuKa
x +yvd,raecy x,y € Z. OBaj ckymn oO3HauaBamo ca Z[\/d] U JIaKO ce MOXeE JO0Ka3aTh Ja OH

Mpe/ICTaBJba jeaH anredapcku NmpcTeH. BaxHOo je Ja mpuMeTuMo 1a 30up, pasinka U MPOU3BOJ J1Ba
€JIEMEHTA CKYIIa OCTajy y CKYIIY:

(x+yVd) £ (u+vVd) =(x £ w)+ (y + v)Vd,
(x + yVd)(u + vVd) = (xu + dyv) + (xv + yu)Vd.

Takohe je Beoma OWUTHO Ja Cy 3a Jaro ZEZ[\/H] nenu OpojeBH X,y 3a Koje je z =Xx+
—X

yVdjemmucreeno onpehenn.3ancra, us x + yvVd = x; + y;V/d = zuy # y, 6u cnequno Vd = il—y,
—J1

mTo je nemoryhe jep je Vd upauuonaiso.

Jedunnnuja 7.2.Konjyrar 6pojaz = x + yvd ce nepunuie kao Z = x — yvVd, a Hopma Gpoja z Kao
N(z)=zz=x*>—-dy’ €.

Teopema 7.2.Hopma u KOHjyraT cy MyATHIUIUKATUBHHU:

N(z1z;) = N(z;)N(2;) n212; = 71 - 3.
Jloka3.
Axo jez, = x; + y1Vdu z, = x, + y,\/d, nupexTHO U3 nedUHHULEje Cenn

7z =(x — J’1\/E)(X2 - 3’2\/3) = (X123 + dy1y,) — (x1y; + x2)Vd =
= (x1x3 + dy1y2) + (1Y, + x29)Vd = 7173

U3 nocnenme jennakoctu cinenu N(212y) = 212,212, = 2121222 = N(z1)N(z;). m

Tojam HOpme Ham omoryhyije na jernaunny x2 — dy? = 1 3anmumemMo y eKBHBAIEHTHOM OOIHKY
N(z) =1, raejez = x—y\/HEZ[\/E].

Cneuujanno, IlenoBa jenHaunHa je ekBuBaneHTHa jenHaunuau N(z) =1, z € Z[\/H] Hanasme hemo
94eCTO KOPUCTUTH OBE O3HAKE.

Kako cy z u Z ucroBpemeno pemewa jenHaunne [lenosor tuma, yoyayhe noapazymeBamo 06e3
CMameHha OMIITOCTH 11a je Z > 0.
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IMenoBa jennaurHa uMa TpuBHjaiHo pememe (x,y) = (1,0), koje onrosapa pemewy z = 1 jenHadnHe
N(z) = 1. Axo 3HaMO W HajMame HerpuBHjanHO periebe(a, f)(To OBIe 3HAYH OHO MO3UTHBHO

perrerse Koz Kojer jea + B/ duajmase), oHaa 3HaMo cBa perera. To mokasyje u cienelie TBpheme:

Teopema 7.3.AKk0 je @ HajMambHU €JIECMEHT CKyIia Z[\/E] takaB 1a je « > 1u N(a) = 1, onna cy cBu

€JIEMEHTHU Z € Z[\/E] 3akojeje N(z) = 1 natucaz = +a™,n € Z.
Jloka3s.

Ipernocrasumo aa je N(z) = 1 3a nexo z > 0. ITocroju TauHo jexan neo 6poj k 3a koju je a* < z <
a**1. Tama 3a 6poj z = za™* =za® Baxu 1<z <au N(z)=NE@)N(@)™* = N(z) =1. U3

MUHUMAJIHOCTH @ cienu aaje z = 1,1j. z = ak. m

IMocaeanua 7.3.Axo je (a, B) Hajmame pemnieme IlenoBe jenHaunne 3a 1ato d, OHIA Cy CBa MPUPOIHA
pememsa (x,y) = (X, ¥,) Te jennaunue gata ca x, + y,vVd = (a + fVd)", n € N.

[Tpumetumo ga cy x u y oapehenn u3 z = x + y\/a dbopmymnama x = %I/I = % . Tako cy cBa
pemiemsa [lenose jennaunne aara ca (x,y) = (x,, V), e je
a + a” a® — a™
x o —— I/I o ——
n 2 yn 2

Cana hemo nomohy J[upuxiieoBe TeopeMe 0 anmpoKCUMAIMjU UPALMOHATTHUX OpojeBa palliOHATHUM /1a
nokaxkemo n1a [lenoBa jeqHaunHa yBeK MMa HETPUBHUJAIHO PEIICHE.

Teopema 7.4.ITenoa jennaunna x> — dy? = 1 uma Gap jeaHO peleme y CKymy IPUPOIHNX Opojesa.
Jlokas.

Tephewe [locneauna 7.1.mpumemeHo Ha a = vVd roBOpM Ja MOCTOjU OECKOHAYHO MHOTO IapoBa

. .1 p| _ Ip*-dq?| - 2
npuponHux OpojeBa (p,q) 3a koje je — > |\/ ——| = ——— , IITO je eKBHBAICHTHO ca [p* —
q al  q2(2+Va)

dq?| < 2 ++/d . Kaxko je :—) ++/d < 2v/d + 1, cienn na |p? — dq?| < 2v/d + 1 Baxu 3a GeckoHAYHO
MHOTI'0 TapoBa NPUPOJHUX OpojeBa p, q.

I[Ipema ToMe, moCTOjH 1eo 6poj n,|n| < 2v/d + 1, Taka ma jemmaumna u® — dv? = n uma
OeckoHayHo MHOTO pemema (u,v) y ckymy N. Mehy oBuM pememnma moctoje 1Ba pa3jidddTa
penumo (uq,v)u (uy, v,), KOjH 3a10BOJBABAjY Uy = Uy U U1 = Uy(Mod n).

OsHaunMo w; = Uy + v;Vd Hw, = U, + v,Vd, u Heka je w; > w,. [locMarpajmo 6poj z = % >

2
1.
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_(1)1(1)_2 uluZ—d'Ule_*_uZUl—ule\/E

n n

.. . uluz—d U1 U Uz V1—U1 V2 .
VY ropmoj jenHakocTH KoepuuujeHTn x = —— Hy=————cyuem OpojeBu, WTO CIeaAn

13 KOHTPYCHIIHja
wuy —dvy v, =ud —dvi = 0uu, vy — Uy vy = Uy vy — Uy v; = 0 (Mod n).

3akJpydyjeMo J1a je Z €JIeMEHT CKylia Z[\/E] IIpu Tom je |z| = % = 1, ma 3ato z oxapelhyje
2

jenno peuremse (x,y) Ienose jeqHaunne. W

VYV HapegHOM oOfiebKy IokazalhiemMo mpuMmeHy JIMpHXJICOBOr MNpHHIMIA Yy TEOpUju OpojeBa
Tj.yTBpauheMo na ce cBaku mpocT Opoj obmmka 4k + 1 moxe 3ammcaTi Kao 30up JBa kBaapara. Jla
OMCMO TO 3aKJbYYWIIM HEOITXOIHO HaM je cienehe TBpheme:

Teopema 7.5.3a O6uno xoja jaBa 1ena Opoja n U U, MOCTOje e OPOjeBH X U Y PA3THUUTH O]l HYJIC
TaKO J1a BaXXu —\/ES x < \/ﬁ,—\/ﬁs y < \/ﬁ U X — Uy je IeJbHUBO ca n.

Jloka3.

Hexka jek 1meo 6poj Tako na Baxuk < vn < k + 1. Pasmarpahemo 6pojeBe o6auka x — Uy 3a Koje
BakM 1a ¢y x U y u3 ckyna {0,1,2, ..., k}. 3a x u ymocroju k + 1 moryhrocr, Tako na mmamo (k + 1)
moryhux 6pojeBao6muka x — uy. INomro Baxu a2 je n < (k + 1)? Tama no JupuXI€0BOM NPHUHIAITY
II0CTOj€ JIBa KOja J1ajy MCTU OCTaTaK IpHU JieJbeby ca N. AKO ¢y TO OpojeBH X{ — UY{ U Xy — U5,
muxoBa pasiauka (x; — xp) —u(y; — y,) je nesprBa ca n. AKO y3MEMO X = X1 — X Uy = Y1 — Vo,
OB OpOjeBH Cy pa3IHUYHUTH OJ Hylie jep ¢y napoBu (X1, Y1) U (X, ¥,) paznuuntu. Takohe, x uy cy y
KeJbeHUM MHTEpBaInMa. i

Jla Oucmo JoKa3zamM J1a MOKEMO CBaku TpocT Opoj obnmuka 4k + 1 mpencraBuTé kKao 30up JBa
KBaJIpaTa HEOMXO/IHA HaM je cieneha TeopeMa.

Teopema 7.6.3a cBaku npoct 6poj p obmmka 4k + 1 moctoju u Takso Aa je u? + 1 gespuBo ca p.

OBy TeopeMy MOXXEMO JIOKa3aTH M KOMOMHATOpPHO, padyHajyhu KOJIMKO mapoBa OpojeBa
a,bwus {0,1,2,...,p — 1} 3agoBosbaBa ab = —1 (Mod p) u KOIKKO MapoBa pasIMIUTHX OpojeBa a, b
3a70BosbaBa ab = 1 (mod p), anu HeheMo HABOWTH Taj TOKa3.

Teopema 7.7.CBaxu npoct Opoj p obnuka 4k + 1 Moske ce 3amucaru Kao 30up JBa KBaapara.

Joxka3s.

Heka je u 1eo 6poj Tako na je u? + 1 gemuso ca p. Kopucrehu Teopemy 7.3.3HaMo ja TIOCTOje Lemu

OpojeBH X My PA3IMUYUTH OJf HYJIE TaKO Ja BAKU —,/p < x < \/E, —\/5 <y< \/5 X —Uuy je
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lesbuBO ca p. YCIOBH Cy eKBUBaleHTHH ca x2 < p,y? < p.IlomTo je p mpocT 6poj, Baxu jaa HHje
TIOTHYH KBAJpaT, Na cy HejeqHakocTH crpore. Ilomro je x = uy (mod p), umamo x? = u?y? = —y?

(mod p), a u3 Tora cienm na je x> + y? nemuBo ca p. Mehyrum,
0<x?+y?<2p.
Opnase UMaMo J1a Baxu x> + y2 = p.m

Takohe Baxu nma ce mpoct Opoj p obmmka 4k + 1 moxe 3ammcaTd Kao 30up JBa KBajapara Ha
JEIMHCTBEH HA4yMH, Tj.0Ba NpHMeHa J{MPUXJICOBOr MPUHIMIA je MPOHAILIA jSAMHCTBEH Map KOjU
3a10BOJbaBa OBaj yciuoB. OBMM MOKa3yjeMO Jla MAaKO TEXHHKa Jelyje eJIeMEHTapHO, Jaje BeoMa
Ipenu3He pe3ynrare.

Hagenthemo many depmaoBy TeopeMy, jep ce IpHU BEHOM JOKa3UBaby KOPUCTH [IMPHXIICOB PUHIIHIT
u merosa ¢opmynanuja uz teopeme 3.5.Takohe oBUM MIyCTpyjeMO U MPUMEHY OBOT MPUHLUIA Y
anreopu.

Teopema 7.8.(Mana depmaoBa Teopema) AKO je p MpocT U a 1eo Opoj y3ajaMHO MPOCT ca p, OHAA
Baxku a’~! = 1(mod p).

Jlokas.

Moryhu ocramm npu nememy ca pcy 0,1, ...,p — 1. I[locmarpajmo Hu3 OpojeBa a,2a, 3a, ..., (p —
1)a. Ocraraka npu Jebely ca puUMa p, a WwiaHoBa OBOT HHU3a mMa p — 1, ma u3 [lupuxiieoBor
NPUHIIKAIA BaKK Ja TIOCTOje JBa wiaHa Tako ja je ai = aj(modp)3aHeko 0 <i<j<p—1, tana
umamo i = j(mod p).

W3 oBora Mo»emo 3aKJbY4UTH J1a Cy CBU WIAHOBU HU3a Mel)yCOOHO pa3ivyuuTH U pa3iuduTH OJ1
HyJe, Tj., OHU MOpajy HEKUM peaoM OuTH KoHrpyeHTHHM ca 1,2,3,..,p — 1. MHOXewmeM CBHX
KOHI'pyeHIIH]ja 1001jaMo

a-2a-3a-...(p—1a=1-2-3-..-(p—1)(mod p), onaxie Baxu
a’ 1(p — 1! = (p — 1! (mod p).
Kaxo je (p, (p — 1)) =1, ciequ a?~! = 1(mod p). m

Y OKBHPY eHyMepaTHBHE KOMOUHATOpHKe JIHPHXIICOB IPHHIMMI Ce KOPHCTH 3a yBoherbe Pem3ujeBux’
opojeBa.Hepopmanno rosopehu, Pem3ujeBa Teopuja kaxe Ja y JOBOJBHO BEIMKOM Opojy objekara,
YBEK IOCTOjH MpaBUJIHA CTPYKTypa YHANpes 3aJjaHe BeTUYHHE.

OCHOBHy I/I,Z[ij MOKCMO HITYCTpOBAaTHU jCI[HOCTaBHI/IM IMpuUMEpoOM, KOjI/I CC€ 4YC€CTO HOjaBJ'bI/IBaO Kao
3aJaTaK Ha MAaTCMAaTUYKUM TaKMHUYCHHUMA.

"Frank Plumpton Ramsey (1903 - 1930), 6purancku ¢uno3odh, MaTeMaTndap u eKOHOMUCTA
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IIpumep 1.[lokazatu na y rpynu of mMeCT JbYAW YBEK Bpeau Oap jeaHa on cieaehux tBphema:

a) [Tocroje Tpu YoBEKa TaKko J1a ce CBakKa JiBa MO3Hajy.

0) [Tocroje Tpu YoBeKa Tako Ja ce HUKOja JIBa YoBeKa Mel)y irMa He MO3Hajy.

Pememwe oBor TBphema je Beh mirycTpoBaHO JOKa30M JieMe U3 METe IJIaBe Y OKBHPY OCMOT IpUMEDA.

[IperxoqHO pa3MaTpame ce MOXKe 3rOJHO OmucaTtH ,,rpadpuukn’Jbyne mpeactaBUMo Kao Tadke y
paBHH, Tako Ja Cy CBake TPH Tayke y TOM CKyIly HEKOJIMHEapHe.AKO ce J[Ba 4YOBEeKa IO3HAjy,
onrosapajyhe Tayke crojuMo ca IIyHOM JIMHHjOM, a aKo C€ He IMO03Hajy ca ucnpekuganom.Tako cy
CBaKe JIB€ TaYKe CII0jeHE MyHOM WJIM UCIPEKUIAHOM JIMHH]OM.

VYnpaBo ¢MO MOKa3ajaM Jia ce y CKyNy O IIeCT Tayaka, y KOjeM Cy CBake JIBE€ Tauke CIIOjeHe
IyHOM WJIM UCTIPEKUJAAHOM JIMHUJOM, YBEK MOKe HahM KOMIUIETaH TPOYrao KOjeM Cy CBE WBHUIIE HIIH
»IyHe” uni ,,ucnpekuaane”. (Cnuka 5)

N

Ciuka 5

VY rpymnu of met Jbyau TBpheme U3 MPEeTXOMHOT IpUMepa He Mopa Ja Bpeau: AKO Cy CTPaHHIIC
MyHE a IMjaroHajie UCTIPEeKHUIane, HeMa KoMIuIeTHOT Tpoyria. (Cnuka 6)

Cnuka 6
MoTuBHCaHH PETXOJHUM IPUMEPOM MOKEMO MOCTABUTH MUTAE:

Jla i 3a IpOM3BOJEHE MPUPOJHE OpojeBep W ¢ MOCTOjH HajMamM mpupojaH O0poj R(p, q)Tako ma y
CBaKoM JpywmTBy ca 6ap R(p, q) jbyau MOCToju:



a) WIN BUX P, TAKO JIa C€ CBaKa JBOjHIla Mel)y lbuMa MO3Hajy,
0) Wiu BUX q U3Mehy KOjux ce HMKOja JABOjHIlA HE MO3HAjy?

W oBo muTame MMa HCTYy N€OMETPHjCKY HHTEpIIpeTalujy Kao U y MpeTXoAHOoM mpumepy. Haume,
NUTaMO Ce€ Jla JIM 3a CBakW cKym ox 0ap R(p,q) Tayaka y paBHHM y KOjeM HHKOje TPH TayKe HHUCY
KOJIMHEapHE, U y KOjeM Cy CBaKe JIBE TauKe CIOjeHE UM ITyHOM WJIM UCIPEKUIAHOM JIMHHI]OM BpPEIH:

a) WIK TIOCTOJH P-TOYTao y KOjeM Cy CBE CTPAHHIIE U CBE JHjaroHaie myHe;
0) WK TIOCTOjU -TOYTa0 Y KOjeM Cy CBE JIMjaroHalie u CTpaHUIle ucupekuaane?

Ha moueTky nmpumeTrnmo na 3a cBe p,q = 2 Bpeau R(p,2) = pu R(2,q) = p. Ilpumep 1.Ham
kaxe n1aje R(3,3) = 6.

3a mpou3BOJpHE MPHUPOJHE OpojeBe P U g, Y OBOM TPEHYTKYy, He 3Hamo na jau O0poj R(p,q)
yomuiTe noctoju. Moxa je Mmoryhe n Tauaka y paBHU (Ma KOJMKO 1 OMO BEJIHUKH) CIOJUTU MYHUM H
UCTIPEKUIAHUM JIMHHjaMa TaKo Ja He TOCTOjU KOMIUIETaH pP-TOyrao OJ IyHHX JIHMHHU]ja, HUTH
KOMIUIETaH -TOYTrao O] HCIIPEKUIaHUX JIMHUja?

Teopema 7.9.(Pem3m)Heka cy p uq npupognu OpojeBu Behu on jeman. Ako moctoje OpojeBu
R(p,q—1uR(p —1,q), Tana nocroju u R(p, q) v Bpeau:

R(p,q) <R(p,q—1)+R(@p—-19). 1)
Jloka3s.

Younmo ckynm ox n = R(p,q— 1)+ R(p —1,q) myau, u y ToM cKymy o1abepeMo jeITHOT YOBeKa.
[peoctanux n — 1 Jbyau pacropeuM y aBe rpyre:

a) y IpBOj TPYIMH Cy CBU OHU KOJU MTO3HA]y 0/1a0paHor;
0) npyry rpyiy 4vHe JbyIU KOjU He M03Ha]y 0Aa0paHor YOBEKa.

[To InpuxieoBOM MPHUHIUITY, HJIM c€ y TIPBOj Tpynu Hana3u 6ap R(p — 1,q) jpymu, win ux y
npyroj rpymu uma 6ap R(p,q — 1).
Axo y mpBoj rpynu nocroju R(p — 1,q) myau, Ha ocHOBY aedununuje 0poja R(p — 1,q),

Bpeau 6ap jeaHo ox cieneha na TBphema:

a) Mehy mwuma moctoju p — 1 ocoba Tako Ja ce cBake JBE OJf KUX MO3Hajy. Kaga um ce mona
o/labpaHu YOBEK, KOJU UX CBE MO3HAje, TO je TPAXKECHUX P JbyIu u3Mel)y KOjuxX ce CBH IMO3HA]Y.

6) Mehy TiM JpyuMa 1ocToju q ocoda Mel)y kojuMa ce HUKOja JBa He MO3Hajy.

Ha cnanuan HaunH nokazaheMo Ja HejeHaKOCT BaKU M aKO y JPYroj TPymnH MOCTOjU R(p,q —
1)pynn.
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N3 nejennakoctu (1) ce MHAYKIMjOM 1O P + g MOXeE JIAaKO MOKA3aTH J1a 3a CBE P U q TOCTOjU
HajMamu pupoaan 6pojR(p,q). m

BpojR(p, q), unjy cMO eTr3UCTEHIIN]yY 3a CBE P U q YIpaBo IOKa3aju, Ha3uBa ce Pem3ujeB 6poj.

Ha ocHoBy wnejennakoctu (1) moxemo 3akipyuutd ga je R(4,3) < R(4,2) + R(3,3) = 10.
Melyyrum,To HHje TauHa BpeaHOCT 3a Pemsujes 6poj R (4, 3).

Ilpumep 2./lokaszaru na je R(4,3) < 9.
Pemense:

[IpeTnocraBuMo J1a y Tpynu O]l ACBET JbYIU MOCTOjH 0coba 4 Koja mo3Haje Oap mecT Jpyau. Kako je
R(3,3) = 6, Meljy TOM HIECTOPHIIOM WJIM IIOCTOj€ TPOjHUIla HE3HAHAIA (YUME je JT0Ka3 3aBpIIEH), WK
nocroje Tpu Mehy kojuma ce cBM Mmo3Hajy. Ta Tpojuila TO3HAHWKA, 33ajeTHO ca 0COOOM A dHHE
TPaXXCHY YETBOPKY MMO3HAHUKA.

Ha cnryan HaumH 3a7aTak MOXEMO PEIIUTH aKo TOCTOju ocoba B koja He mo3Haje Oap uyeTmpu
4yoBeKay TOj rpymu.3a Ty derBopuily, 30or R(4,2) =4 Bpeau wim ce cBa yerBopuua Mel)ycoOHO
no3Hajy(IITO je omeT Kpaj J0Ka3a), WK MOCTaje Mmap KOju ce He Mo3Haje.AKO ce TOM Mapy He3HaHala
nona B, noGuiu cMo TpojKy JbyAH KOJU C€ HE MO3HA]y.

Jenunu ciydaj koju HMje oOyxBaheH NPEeTXOAHUM Pa3MaTpamEM je Kaja CBaka o]l AeBeT ocoba nma
TayHO TIET MO3HAHWKA M TayHO TpH He3HaHIa.MelyTum, TakBa rpymna Jbynu HE MOXE Ja IOCTOjH.
Haume, ako Ou To Ouno moryhe, Opoj mapoBa MO3HAHUKA(IIYHUX MOYXH Y TE€OMETPHU]jCKO]

UHTEPIIPETalNjH1) Y TOM JIPYLITBY j€ 92;5, LITO HUj€ MpupoaaH Opoj.m

3a Benuke OpojeBe p U q, pa3nuka usMely crBapHe BpegHocTH PemsujeBor 6poja R(p, q) u oHe
,»[IpolleeHe” MpUMeHOM HejenHakocTu (1) je jour u Beha.

OHO mTO je cBakako BeOMa 3aHHMMJBMBO j€ Jla ce TayHe BpeJHOCTH PemsujeBux OpojeBa M 3a
penaTuBHO Maie OpojeBe p U ¢ BeoMa Temko padyHajy.Ha mpumep, taune Bpemnoctu 3a R(5,5) u
R(6,4) cy jour Heno3HaTte. JlaHac je MO3HATO Jla BaXKU

43 <R(5,5) <49 n 35 < R(6,4) < 41.

VY nocagammsuM pazMaTpambUMa CMO TOCMATpalIM CKYM X ca 7 eleMeHaTa U CBe JBOWIaHE MOICKYIIOBe
TOT CKyIa CMO JAETHJIM Y JiBe Tpyne (y T€OMEeTpHjCKO] MHTEPIPETALUjU CMO CBE JIy>KH 00jaju ca JBe
60je). Enementn ckyma X cy OwiM JbyOu WIM Tauyke y paBHU, a Tpyne cy Oune ,nyHa  H
,,ACTIpEKHIaHa” TUHHU]a, OTHOCHO, ITO3HAHUITY WJIH HE3HAHIIH.

AKo je Opoj 7 10BOJbHO BEJHMKH, HA OCHOBY Teopeme 7.5 3HaMo:

-WJIU TIOCTOJH P-WIAHU MOJACKYH 01X Yy KOjeM Cy CBH JIBOWJIAHHU MOJICKYTIOBH 000j€HU jeTHOM 00jOM.
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- WM TOCTOjU @-YJIaHU MOJCKYN cKyna X KOjeM Cy CBHU JBOWIAHH IOACKYIOBH 000jeHH Ipyrom
0ojom.

OBo pa3maTpame ce MOXe Ha MPHUPOJIaH HAuYMH yONIITHTH.MOXKeMO ca HEeKOJIMKo 0oja by, by, ..., b,
o6ojutu cBe k — unane nmoackymnoBe oa X. Ako ckyn X MMa JOBOJHHO BEIMKU OpOj eleMeHara, 1a Ju
MOKEMO OYCKHBATH JIa YBEK (3a Omiio kKakBo 0ojeme k — wiaHuX mojackymnoBa on X) mocroju ¥ € X
JKEJbEHE BEIIMYMHE, KOjeM CYy CBH k — WiIaHHW MOJCKYNOBH 000jeHH HCcTOM Oojom? OaroBop Ha TO
nuTame Jaaje cieneha Teopema.

Teopema 7.10.(Yommrenun Pem3ujeBn OpojeBu)Hexka cy gatm mnpuponHu  OpojeBu
k,c,aq,a,, ...,a._1,a.. Tana nocroju Hajmamu npupoaan 6poj R = R(k,c; a4, ..., a,) TakaB a Bpeau:

AKo ce cBH k — wiaHU MOACKYIIOBM HEKOT CKyma oJi ReremeHnartaoboje ca ¢ 6oja by, by, ..., b, Taga
nocroju i € [c] U HekW @; — YJAHM MOJCKYNl MOCMATPAHOT CKyma KOjeM Cy CBH Kk — uiaHu
MOJICKYTIIOBH 000j€HU UCTOM 00joM b;.

bpojesu R(k,c; a4, ...,a.) ce HazuBajy yommuteHu PemsujeBu OpojeBU. Y 0OBOj TEPMHHOJIOTUJU j€
R(p,q) = R(2,2;p,q).Jase, MmoxxemMo mpuMeTHTH na je JMPUXIICOB MPHHIMI CaMO CICHHjaaaH
ciyuaj Pem3ujese Teopuje.

Jlokas.

Kopuctumo maayknujy o k u mo a; + a; + ... + a, Ha ocHOBY MHIYKTHBHE TPETIIOCTABKE,
3HaMO J1a ITOCTOje OpojeBH

A, =R(k,c;a4,..,a;_1,a; — 1,a;44,...,a.),3acBe i = 1,2, ..., c.
Taxole, Mo MHAYKTUBHO] MPETIOCTABLIX OCTOJU OpOj

R=R(k—1,c4..,4,) + 1.

Heka je X mpousBosbaH ckyn caR enemeHnara u f: (X) — {by, by, ..., b} pou3BoBHO GOjerHE

k
cBuX k — wianux mojackymnosa ox X. OmxabepumMo mpousBosban X € X u younmo ckyn Z = X\{x}.

Hexka je g: ( f 1) — {by, by, ..., b }oojeme(k — 1) — wiaHUX MOACKYNOBa 011 Z Ie(UHNUCAHO ca

k
g(8) = f(S U {x).

[To MHAYKTHBHOj NPETHOCTaBIM, nocToju i € [c] m Y < Tca A; enemenara uuju cy csu (k —
1—y4/1aHH IOJICKYTIOBH 000jeHu 00joM A7,

Kaxo A;uma R(k,c;aq,...,a;_1,a; — 1,a;41,...,Q,) eneMeHara, u3 JIeUHUIU]C YONIITSHUX
PemsujeBux 6pojeBa 3HaMo0 na mocToju j € [c]u Y C Tca a; enemenarta (ocuM 3a j = i, Kaga ckym ¥
uma a; — 1 enemenara) uuju Cy cBU k — WiaHu MOJACKYNOBH 000jeHH ca 6ojom b;. Axo je j =i n
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|Y| = a; — 1,y Taj ckym momamo eigeMeHT X u jobuhemo a; — 4wiaHu MOACKYN o7 X ca TpakeHUM
CBOjCTBOM. M

Jeman ox Hajmo3HATHjUX pe3ynTaTa y Teopuju OpojeBa je u cieache tBpheme koje je OMUCKO
Pem3ujeBoj Teopuju.

Teopema 7.11. (Ban aep Bapumen®) 3a cse k,7 € N nocroju npuponan 6poj W (k,r),raxas na 3a
cBako 0ojeme OpojeBa us [W (k,r)] ca r 6oja moctoju jeqHOO0jaH apUTMETHYKH HU3 JyKUHEK.

[Toctoju u OeckoHauHa BapHjaHTa BaH Jiep BapaeHoBe Teopeme.

Teopema 7.12.Axo je ckyn nenux OpojeBa MOACHEH HAa KOHAYHO MHOTO JMC]YHKTHUX TOJCKYIIOBA,
Tajia ce 3a cBaku N € N y HeKOM 0J1 TIOICKYIIOBa HAJIa3U apUTMETUYKU HU3 Ty)KHHE N.

Hagenthemo u jenan npumep koju je 6uo HaCprickoj MaTemaTrukoj onumnujaau 2008.rogquHe y Kome
ce mpUMemYje IPeTX0JHa TeopeMa.

IIpumep 3.CBaka Tauka paBHU je 000jeHa ca jeAHOM o Tpu Ooje. JlokazaTu J1a IOCTOjU TPOYTao 3a
KOJU BaXH:

a) cBa 3 TeMEeHa TOT TPOyIJIa Cy 000jeHa UCTOM O0joM;
0) MOTYNPEYHHK ONKMCaHe KPYKHUIE TOT Tpoyria je 2008;

B) jelaH yrao TpOyIJja je [Ba WIK TpH ITyTa Behu o] HEKOT oA Apyra ABa yria.

Pememse:

ITo Bau mep BepmenoBoj Teopemu, mocroju k (= W (4,3)), Tako aa npu mojenu ckyna {1, 2, ..., k} na
TPU MOJCKYIA, y JETHOM O]l HbUX MOCTOjU apUTMETHUYKa nporpecuja nyxxuHe 4. Cienu na y 0ojemy
TeMeHa TpaBwIHOT 2k + 1 — Toyrnma ymucanor y kpyr moaynpednnka 2008 ca Tpu 0oje, mocroje
temeHa A, B, C, D o6ojeHa nctoM 60joM, Tako Ja Cy IIEHTpalTHu yriosu nykosa AB, BC,CD jennakw,
na je A ABD TpaxeHu.

Jomr jenHa BaxkHa mpuMeHa JIMpUXJIEOBOr MPUHIMIIA CE OJJHOCH Ha HHU30Be OpojeBa. [lutame Ha Koje
KEJTUMO J1a OZITOBOPHUMO je: ,,AKO MIMaMO JIOBOJbHO BEJIMKH HHU3 PAa3IUUUTHX OpojeBa Cq, €y, ... Cy, Kaaa
y BeMy NocToju pactyhu nmoanus wiu onanajyhu nonuus?’llpenusnuje, ako cy gaTta JBa MO3UTHBHA
niena Opoja anb, na MM MOCTOjU Kk TOBOJHHO BEITMKO TaKo Ja OWJI0 KOju HU3 o1 k paznmuuautux OpojeBa
caJip>ku uim pactyhu noguus ox a + 1 6pojeBa unu onanajyhu vHuz ox b + 1 6pojesa.

®Bartel Leendert van der Waerden (1903 - 1996), xomaHacKu MaTeMaTHIap
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[omrTo 3Hamo fa moctoje Pem3ujeBu OpojeBH J1ako je BUACTH Ja TakBO Kk moctoju.To Baxu jep ako
Haml Hu3 canpxku 6ap R(a + 1,b + 1) OpojeBa, MU MOKEMO CBaku OpoOj MPEICTABUTH KAaO TadKy Y
paBHu.CBake JIB€ Tayke IMOBE3yjeMO IUIABOM JIMHHJOM aKo je Hu3 koju (opmupajy pactyhu wmmm
3eJIEHOM YKOJIUKO 00pa3yjy omanajyhu uuz.Tama, mocroju a + 1 Tauka koje cy moBe3aHe caMmo TUIaBHM
nuHUjama Wik b + 1 Tauka Koje cy IoBe3aHe caMmo 3eJIeHUM JinHujama.OBaj CKyII MPEJICTaBIba MOTHU3
KOjU CMO TPayKUJIH.

Epuem - Cekepennr’teopema alie HaM IpeLE3HA]y IpoLeHy 6poja k OHCaHOT rope.

Teopema 7.13. (Epnem - Cekepem)Axo je nat 6usio koju Hu3 o1 ab + 1 paznuuutux Opojesa, yBek
noctoju pactyhu noguus ox 6ap a + 1 Opojesa unm onagajyhu noguus o b + 1 6pojesa.

Jloka3.

[locmarpamo HU3 €1, Cy, ... Cqp 41 KOJH caipku ab + 1 pasmuuutux Opojea. CBakom Opojy ¢ OBOT
HU3a npuapyxuhemo map (aj, b]) MO3UTHBHUX LenuX Opojesa, Tie je ¢ Jy)KUHA HajayKer pactyher
TOJIHU3a KOJH Ce 3aBpIlaBa ca ¢, a by je nyxuHa Hajayxer onanajyher mojHusa Koju ce 3aBpiiasa ca

G-

3a nBa O6poja ciuc, L < jyHusy nokazahemo 1a luXxoBH maposu (a;, bl-)u(aj, b-) HE MOTy OUTH
jennaku. Axo je ¢; < ¢, MOKEMO C; JIOaTH HAjIy:KeM pactyhem MOAHM3Y KOjU ce 3aBpuiaBa ca ¢,
Tajia uMamo pactyhu noxnus nyxuue a; + 1 xoju ce 3aBpiuasa ca ¢;. Onasne cnenn @; = a; + 1. Ako
je ¢; > ¢, Taja MoXkeMO ¢
umamo onanajyhu noguus nyxune b; + 1 koju ce 3aBpuiasa ca ¢;. Onasne Baxu by = b; + 1.

J0JIaTH HajaykeM omajajyhemM moJHU3y KOjU ce 3aBpliaBa ca C;, Tajaa

AKoO He MmocToje TMOAHM30BU JTYyXKHHE KOje TpakuMmo, Taga 3a cBako 1 < j < ab + 1 umahemo
1<aj<aum 1<b <b. Oo he nam naru Gap ab pasnuuutux mnaposa.llomro umamo ab + 1

napoBa, o JlupuxJyieoBoM MpUHIMITY Oap Ba MOpajy OUTH jeAHAaKa, IITO j€ KOHTPaJuKI1ja. |

Taxohe JlupuxieoB IPUHIMII UMa BaKHY yJIOTYy U y f0oKa3y cienehe teopeme. 3 oBe Teopeme BUIUMO
J1a ce moMohy OBOT IPUHIIMIIA MOTY PEIIaBaTH U MpoOJIeMu U3 TeOMETpH]eE.

Hexka je ST = {(x,y) € R%: x% 4+ y? = 1} jenunuyHa Kpy)KHHUIA Y PABHH.

Teopema 7.14.Hexka je @ Hekn peanan 6poj Takas ja % € R\ Q. Tasme, Hexa je f: St — S poranmja
3a yrao a ¥ Heka je P mpou3BoJbHA Tauka Ha KpyxHUIM S'. Tasna, 3a cBaky Tauky A € S u 3a cakm
€ > Onocroju npupojian 0poj m TakaB Ja je ayxuna iyka Af ™ (P) mama o] &.

Jlokas.

9George Szekeres (1911 - 2005), mahapcku matemaTuaap

25



.2 . .
3a mpousBosbaH € > 0 omabepumo n € N takaB na je Tﬂ < €. 3a Taj npuponaH Opoj N MOACIUMO

KpYXHHITy S Ha N jeHAKKX JeT0Ba.

Iocmatpajmo ckyn Z = {f*(P) : k € N}.Kaxo je % UpalMoHaaH, CBE TayKe M3 CKyna Z Cy
pasimuunte. 3aTo, mo JupuxiaeoBoM NpuHIHMY, moctoje i,j € N, i # j Takse ma cy f'(P)uf’ (P)

yHyTap ucTor unTepBaia. Jlpyrum peunma, nyxuna ayka usmehy fL(P)uf’ (P) je mama on 27”
Heka je d = |i — j|. Cycenne tauke y nusy P, f4(P), f24(P), ..cy ynabene Mame o 27” <e.
Crora he y uHTepBally Jly’HuHe € OKO Tauke A CUrypHO GUTH Heka Tauka obmika f ¢ (P).m

JlMpuxJeoB MPUHIMII j€ HALIA0 CBOjy MPUMEHY U Y MaTEMAaTUYKO] aHAJIU3U UAKO C€ TO EKCIUIMIIUTHO
He Harnamasa.llpuMmeny youaBamo y fokasy cienehe reopeme.

Teopema 7.15.Ako je METpUYKHU IPOCTOP X KOMIAKTaH, Taja:

1) cBakM HBEroB OECKOHAYHU MOJICKYT MMa 0ap jeJJHy TauKy HaroMujIaBama,
2) cBaku OeckoHauHU HU3 y X MMa MOJHU3 KOjU KOHBeprupa y X.

Jloka3.

Heka je A mpowmsBosbaH OecKOHA4aH IOJACKYN KOMIakTHOr mpoctopa X. I[IpermocraBumo,
cynpotHO TBphemy 1) Teopeme, 1a A HeMa HUjeqHY TAauKy HaroMmiaBama. 10 3HAYM Ja 3a CBaKy
Tauky x € X moctoju okosnnHa U(x) Koja He cagpXKU HHUjeJAHY TauKy CKymna A, ocCUM MOX/Aa came
tauke X. VM3 orBopenor mokpuBada {U(x)|x € X} kommakTHOr mpoctopa X W3/1BajaMO KOHAYaH
NOTIOKPHUBaY — OH jeé W KOHAa4yaH MOKpWBad ckyma A, a mpema KOHCTpyKuuju ckynosa U(x) moxe
calpkaTH HajBHINE KOHAYHO MHOro Tawaka ckyna A. Jlakme, ckym A je KOHadaH, CYIPOTHO
IPETIOCTABIIH.

Heka je (a,) 6eckonavan Hu3 y X. U3 TBphema 1) Teopeme ciiequ na mocToju 0ap jeqHa Tadyka
HaroMuiaBama a OBOr Hu3a.lM3 peduHMIMje Tauke HAaroMuiaBama CIEIU Ja MOCTOjU MOIAHHU3 OBOT
HU3a KOjU KOHBEprupa Ka a.m

N3 cnenehe teopeme 3akibyuyjeMoO KOjU Cy YCJIOBH HEONXOJIHM 3a KommakTHocT.Hasemrhemo je 6e3
JI0Ka3a.

Teopema 7.16.Kje xkoMIakTaH CKyIl y METPUYIKOM MPOCTOPY X aKo M caMo aKko je 3aTBOPEH U TOTAIHO
OTrpaHUYEH.

IIpumep 4.Ha nox coGe nopuinHe | mocraBibeHO je 2 Tenuxa. Temucu cy mpou3BOJHHOT OONIMKa, a

) 1 )
TMOBPIIMHA CBAKOT j& HE Makba OJ1 - . JlokaszaTu 1a MoCTOju Tauka MpeKpUBeHa ca 00a Tenuxa.
Penreme:

26



Hexa je X mon, Heka npBuU Tenux MpekpHBa ckyn A, a apyru ckyn B u Heka je P(Y) moBpiimHa ckyma
Y. Heka cy y, u yp kapakrepuctuuHe (yHkimje oBux ckymnoBa. OHma je x4 (x) + xp(x) = 2 ako u
camo ako X € A N B. Cneaw, ako je A N B = @ 1 nipu ycIOBUMa 3a/1aTKa, BaXKH

1< P(A) + P(B) = f
X

xa(x)dx + f

Xs@dx = | (aG) + xpC0)dx < [ dx =1,
X X X
ITO je Hemoryhe.

IIpumep 5.Ha nox cobe moBpmmHE 5 moctaBbeHO je 9 Tenuxa.Temnucu cy mpou3BoJHLHOT 00JIMKaA, a
noBpInuHa cBakor je 1. Jlokazaru fia mocroje aBa Tenuxa KOju ce MPeKIIanajy Ha CKYyITy IMOBPIIUHE He

1
Mame of1 5 .

Pememe:
Hexa je mon X, neka je 4; (1 < i < 9) obnact xojy npekpuBa i-tu Tenux u P(Y) moBpmuHa ckyna Y.

) . 1 .,
Heka je B; = A; \ (Uj#Aj). Ako je P(Al- N Aj) <5 3aceel ¥ j,cnemm

1=P(B)+ Z P(4;n4), i€f1,..,9}
199
j#i
nputoM Baxku,; P(B;) + X+ P(Al- N Aj) < P(X), onakiie je, cabupameM
1
9 =ZP(Bi)+ZZP(Ai nN4)< 5+ZP(Al- nN4)< 5+36-5=9,
i i) i)

. 1
ITo j€ HCMOFYhC, ma ¢ 63.13 ABa TCIUXa CCKY IO CKYITy MOBPIINHEC HE MalbC O/ 5 .

[Tperxoanu nmpuMepu Hac ynyhyjy ka jeqHoM oA Moryhux yomnmTema J[upuxieoBor npuHIMma,
y KOjeM ce ,,kiacuuaH J{MupHuxieoB NpUHIMIT MOKE BHAETH Kao JUCKpeTHa BapujaHTa. Hasemhemo
caMoO HaJOCHOBHH]Y BapHjaHTy, KOja j€ U YOIIITEHE YSTBPTOT IPUMeEpa.

Teopema 7.17.Heka je (X, u) mepssus npoctop u A, B € Xtaksu na jeu(X) = 1u u(4) + u(B) > 1.
Omnpa noctoju 6ap jeaHa Tayka Koja npunaaa ckyny A N B.

. . . 1 Lo .
Hajmoznatuje yommreme oBor oOnmka je bopen O-KaHTeHI/I_]eBa TeopeMa.yY HacTaBKy je JaTa
dbopmyramnuja u J0Ka3 OBOT TBpherma, Kao U jeTHA HheHa MPUMEHA.

Axo mocMatpamo HU3 cKkymoBa Aq, Ay, ... € X, Tama Mmoxkemo neduHuCcCaTH

"Félix Edouard Justin Emile Borel (1871 - 1956), dppaniryckn MaTeMaTH4ap
Y Francesco Paolo Cantelli (1875 - 1966), uranujanckun MmateMatuIap
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Ckyn limA,, je ckynm cBHX Tayaka Koje Ipumaaajy OSCKOHA4YHO MHOTO CKyrnoBa A,, Tj. HEeKa
BpCTa ,,TAYKEe HArOMUJIaBama’ OBOT HHU3a CKYIOBA.

Teopema 7.18. (bopen-Kanreau) Heka je (X, ) MmepspuB pocTop u Heka ¢y Ay, A,, ... € X cKymoBH,
TaKBU J1a BAXKH

[0e]

Z u(4,) < oo.

n=1

Tana

Jlokas3.

—- 0 xamaN — oo, MOMPETIOCTABIU. M
Jlema 7.1.Hexka je (X, u) mpocrop ca mepom u(X) < co. Onpa je
M eot(An) < p(limy e Ay).
Jloka3s.

Heka je By = Uyp—y 4,32 N € N. Kao y nperxoaHoj iemu By 4nHU onajgajyhn HA3 CKyoBa, a Kako je
u(X) < oo, cnenm limy_e p(By) = p(lim,_,A,). Kako je Ay S By, cnenn p(Ay) < u(By), na je
limy, oo (Ay) < Timyy o ft(By) = limyy oo (By) = p(limy, 0 4). W

Jlema 7.2. Heka je m JleGeroBa mepa Ha R,KkomnakTan ckyn u (X, ),en OTpaHndeH Hu3. OHia
jem(K) < m(limy,_,e, (x, + K)).

Jlokas.

Kaxo je m tpancnaTopHo nHBapujaHTHa, Baxku m(x, + K) = m(K). Kako je (x,),ey OrpanudeH, a K
KOMIIakTaH, ako je A, = x, + K, cienn nma je m(U, 4,) < 0, ma Mo MpeTXOJHO] JIEMH CICIH

m(K) = limy, e, m(K) = limy e m(Ay) < m (T 0 (4,) ) = MM,y s (3, + K)). m
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Teopema 7.19. (JIysunoBateopema'’)Heka jem JleGerosa wMepa,f:(a,b) = R JleGer MmepibuBa
¢ynkuuja u Heka je € > 0. Taga nmocroju Jleber-mepsbuB ckyn A € (a, b) Takas aa je m((a, b)\4) <
E u f je nenpekuHa Ha A.

Teopema 7.20. (®peme™) Heka je f:R — R Jle6er mepibuBa (yHKumja 3a kojy je f(x +y) =
f(x)+ f(y)saceex,y € R. Tamaje f(x) = Ax3acBe x € R, rme je A = f(1).

Jlokas.
[TpBo mokasyjeMo aa TBpheme Baxku 3a parmoHanHe OpojeBe. Heka je x = y = 0, Tama Baxu
f(0) = 2£(0), onakne cieau aa je f(0) = 0.
Crauhemo na je 1 = f(1). Ako je f(n) = An umamo:
fm+D)=fM)+f)=n+A1=An+1)

U3 nedpununuje A, umamo f(n) = Anzan = 1.Muaykuujom cMo fokasanu fa Baxu f(n) = An,
3aceakon € N. Ommrruje, MoskeMo jokasatu 1a3a X € Q u n € N Baxu f(nx) = nf(x). Jacuo je na
jemnakoct Baxku 3a n = 1. Ykonuko Baxu f (nx) = nf (x), raga ciean

f((n+Dx) = fnx +x) = f(nx) + f(x) = nf () + fF(x) = (n+ Df (x).

Heka je XmosutuBaH panumonHanaH Opoj, koju hemo 3amucatu xao x = —, n,m € N. Caga
m

MMaMo,
mf(x) = mf () = F(m) = nf(1) = An
m
AXO OBY jeJHaKOCT mojie Mo ca m nobuhemo f(x) = f (%) =1 (%) = Ax. Jlasbe Baxu,

0=7(0)=f(x+(—x) = f(x) + f(—x)

na npema Tome Baxu f(x) = —f(—x). Axo cBe 3ajenHo mocmatpamo uMamo f(x) = Ax3acBakox €

Q.

Jla 6ucmo jmokazanm TBpheme JOBOJBHO je TIOKa3aTH Ja je [ HenmpeKuaHa QyHKIHja. 3ancra, ako je f
HENpPEeKUJHA M YKOJIUKO I[MOCMaTpaMo HU3 pallMOHAIHUX OpojeBa Xx,, KOju KOHBeprupa ka x € R,
uManu 6ucMo

fG) = £ (lim x,) = lim £Cxy) = lim A, = Ax,

12Nikolai Nikolaevich Luzin (1883 - 1950), pycku MaTemati4ap
BMaurice Fréchet (1878 - 1973), (paniycku MaremaTayap
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Axo f Huje HempekuaHa, moctoje € > 0 u (X, ), >0, TAKO Ja X, = Xo Kax n — o u |f(x,) —
f(0)| > e3an € N. Ilo Jly3suHoBoj TeopeMu moctoju kommakrad ckyn K, tako na je m(K) >0 u f je
uenpekunaa Ha K. Hu3z (x,,),>o je KOHBepreHraH, ma je u orpanudet. [1o ropmoj nemu je 0< m(K) <
m(im, e (—x, + K)), ma je lim,_ e (—x, + K) # 0. Cnexu 1a moctoju y u (xnk)k>1TaK0 na
y + x,, € K 3acBako k € N. Kako x,, = xokann — o, cnequ y + xy € K (K je koMnakran, na je u

3aTBOpEH), a KaKo je f HenpekuaHa Ha K, cienu
lim (f (xn, +¥) = f(x0 +3)) = 0.

Mebyrnm, oBo je memoryhe, jep je |f(xn, +¥)— f(xo +¥)| = |f(xn,) — F(x0)| > €, ma
cienu 1a je f HempeKuaHa. W

3akibyuak

JlupuxieoB MpUHIMII HMMa 3a HAacTaBy MaTeMaTHKe JiBa BaXKHA CBOJCTBA: J€JHOCTAaBHOCT U
OUUTJIETHOCT. 3aTo je merona npuMmeHa moryha Beoma pano.lMako ce Hajuemhe Ha TakKMHUYCHHMA U3
MaTeMaTHKe T110jaBJbyjy 3aJald y KOjUMa C€ Kao jeJdaH HauuH pellaBama Hamehe mpuMeHa
JlupuxiieoBor nmpuHIUIA, HACTaBHUIM OM Tpebaio J1a OCBeXe CBOja Ipe/laBama M Ja Ha PeJOBHUM
4acoBUMa IIOMEHY 3aJaTke 13 oBe oOsacTu.lusp HacTaBe MaTeMaTHKeE j€ CBAKaKO Ja C€ YUYEHHIH IITO
BUIIE MHCAOHO aKTUBUPA]y U pa3BHjajy JOTUYKO MHILBEHE U 3aKJbYUHBAHE a TO C€ JAKO MOXKe
OCTBapUTH NPUMEHOM [[MpHUXIICOBOT MPUHIINIIA Y 3aal[MMa.

VY cpenmoj MIKOIM TJe YYEHUIIH MOCEAY]Y JOBOJHHO 3Hama M3 MaTeMaTHKe Tpedasio OW MOMEHYTH
HOBE M jJEAHOCTaBHHUJE€ HAuMHE pellaBalkba [OJeJUHUX KOMOMHATOPHUX U TI'€OMETPH])CKUX
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3agataka.Kako O ydyeHunrMa mpUOIMKUAIM MAaTeMaTUKy HEOMXOJHO je pellaBaTH M 3aJaTKe W3
peasTHOT )KHBOTA y KOJUMa CE MOXE MMOMEHYTH U J{MpUXIIeoB MPUHIUI.

JupuxieoB MNpUHIUI Cc€ MNpUMEyje Y pa3auuuTtuM obnactuma wmarematuke.lako wusriena
JETHOCTAaBHO HEroBa NMPUMEHA HEOMXOAHA j€ M Y BUCOKOLIKOJICKOM 00pa3oBamy jep y BEIUKO] Mepu
OJIaKIIaBa JI0Ka3MBake BAXKHUX MaTEeMAaTUYKUX TBphHema.
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