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Predgovor

Kroz vekove mnogi filozofi su podr�avali ideju da razumevaǌe matematike pre-
dstavǉa najve�i standard znaǌa. Mi, koji volimo matematiku, u potpunosti �emo
se slo�iti sa ovom konstatacijom, ali postavǉa se pitaǌe kako objasniti uqeniku
koji od prvog dana ima problema sa razumevaǌem matematike ǌenu va�nost i uticaj
na ostale grane kako druxtvenih tako i prirodnih nauka.

Ovaj master rad je zamixǉen i napisan iz perspektive profesora matematike.
Kroz moje dugogodixǌe iskustvo u nastavi matematike uvidela sam znaqaj istorije
matematike da bi se probudila znati�eǉa uqenika za izuqavaǌe pojedinih problema.

Matematiku mnogi studenti do�ivǉavaju kao predmet lixen istorije. Profesor
postaje izvor svega xto treba da se nauqi i razumevaǌe procesa nastajaǌa mate-
matiqkih kreacija i tvrdǌi su u potpunosti izgubǉeni. Da bi se razbila ta pre-
drasuda profesor mo�e ukǉuqiti u svoje predavaǌe pozadinu problema, oboga�enu
anegdotama o matematiqarima ukǉuqenim u otkri�e i rexeǌe problema, a boǉeg
primera za to nema od tri quvena problema antiqke Grqke koji su tema ovog rada.

Tema prvog poglavǉa je znaqaj poznavaǌa istorije matematike od strane pre-
davaqa, gde predavaq mo�e da zainteresuje sluxaoca za problem davaǌem istori-
jskog razvoja problema koji predaje jer povezuje ne samo kako je rexen problem ve�
kako i zaxto je nastao.

Drugo poglavǉe opisuje elementarne konstrukcije koje su baza za ove probleme
i uopxte definixe pojam konstrukcije. Znaqaj ovih problema je u tome xto se oni
mogu taqno geometrijski rexiti pomo�u konaqnog broja konstrukcija pravih linija
i kru�nice. U svojoj kǌizi Istorija grqke matematike, T. Hit pomiǌe da su Grci
klasifikovali probleme prema metodama korix�enim da se oni rexe. Oni su ih
delili na planimetrijske, stereometrijske i linearne probleme.

Poglavǉe o udvostruqeǌu kocke poqiǌe sa uprox�enim problemom udvostruqeǌa
kvadrata, zatim se dotiqe istorijskih qiǌenica i legende problema. U nastavku
su izlo�eni slede�i dokazi: Arhitin koji koristi trodimenzionu konstrukciju,
Menehmov dokaz koji u svom pokuxaju da rexi Delski problem otkriva krive koje
�e kasnije biti poznate kao elipsa, parabola i hiperbola, na kraju poglavǉa je
Platonova konstrukcija koja koristi instrument da bi se rexio problem xto u isto
vreme predstavǉa kontradikciju sa ǌegovim stavovima o pomagalima za rexavaǌe
konstrukcijskih problema.

Poglavǉe kvadrature kruga poqiǌe sa problemom br. 48 staro-egipatskog Rindo-
vog papirusa. Zatim se objaxǌavaju ideje starih Grka, Antifonta i Brisona.
Nakon toga jedan deo je posve�en Hipokratovim lunulama kao i pokuxaji rexavaǌa
problema uz pomo� krivih: Hipijine kvadratise i Arhimedove spirale.

Peto poglavǉe, trisekcija ugla, poqiǌe rexeǌem problema korix�eǌem kvadra-
tise, zatim se predstavǉa Arhimedovo rexeǌe koje se mo�e smatrati jednim od
prvih mehaniqkih rexeǌa i nastavǉa sa Nikomedesovom mehaniqkom napravom da
bi se konstruisale krive konkoide. Poglavǉe se zavrxava sa rexeǌem koje koristi
konusne preseke.
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Slede�e poglavǉe opisuje rexeǌa ovih problema savremenom matematikom sa
pomenom Vencelovog rexeǌa i transcedentnosti broja π. Posledǌe poglavǉe pre-
dstavǉa refleksiju istorijskog znaqaja ovih problema.

Zahvaǉujem se na podrxci svojoj porodici kao i profesoru Luqi�u i nadam se
da �e moj rad podsta�i sadaxǌe i budu�e predavaqe matematike na razmixǉaǌe o
implementaciji istorije matematike u svoja predavaǌa.

Matematiqki fakultet Jasmina Ra�enovi�
Beograd, 2014. godina
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1 Znaqaj istorije matematike sa
osvrtom na nerexene probleme

1.1 Istorija matematike u uqionici i zaxto je
nastavnici moraju znati

Efektivno predavaǌe ukǉuquje mnogo vixe nego matematiqku kompetenciju pre-
davaqa. Boǉe matematiqko znaǌe pojedinca ne znaqi da �e biti i boǉi predavaq.
Matematika je poznata kao disciplina koju nije jednostavno predavati. Postavǉa se
pitaǌe da li boǉe poznavaǌe matematiqke istorije mo�e pomo�i profesoru u boǉem
razumevaǌu, a samim tim i boǉem pristupu u objaxǌavaǌu problema prihvatǉivom
za uqenike.

Istoriju matematike nije jednostavno ukǉuqiti u gradivo matematike. Ukoliko
pitate nastavnike xta oni misle o toj temi ve�ina �e odgovoriti da su svesni
va�nosti istorije matematike, ali da nemaju dovoǉno vremena da i to ukǉuqe pored
svih oblasti koje moraju da pokriju. Obimnost gradiva, prevelik broj uqenika
u razredu i prezauzetost xkolskom administracijom mnoge nastavnike u sredǌim
xkolama odbija od ove teme, a oni koji se usude da to predaju obiqno to rade kao
uqeniqko istra�ivaǌe istorijskih doga�aja od va�nosti za matematiqare i to u
obliku projekta, odnosno individualnog rada uqenika.

Upravo zbog ovih razloga, mnogi �e da odbace i omalova�e ideju da je znaǌe
istorije matematike od znaqajne va�nosti kako za profesore, tako i za uqenike.
Ja smatram da je istorija matematike va�na i pedagoxki jer obezbe�uje potrebu
da razumemo zaxto nexto uqimo u matematici. Va�nost nastave nije samo u memo-
risaǌu qiǌenica i unapre�eǌu vextina ve� kako pomo�i uqenicima da nauqe kako
da primene svoje znaǌe. Moje ube�eǌe o va�nosti istorije matematike u nastavi je
zasnovano na dvema pretpostakama o naqinu uqeǌa:

1. Xto su vixe zainteresovani, uqenici �e vixe i da nauqe;
2. Rexavaǌem ve�eg broja zadataka dolazi do boǉeg razumevaǌa sadr�aja.

”da bi se odr�alo dobro predavaǌe iz geometrije, postoji uslov bez
kojeg se ne mo�e, a to je znaǌe geometrije. Ako se tome doda znaǌe
istorije problema kome je predavaǌe posve�eno, a uz to i poznavaǌe
dometa u ǉudskom stvaralaxtvu, graditeǉskom, nauqnom, umet-
niqkom, vojnom ili kakvom drugom, koji su nastali zahvaǉuju�i ge-
ometrijskim znaǌima, onda ima vixe izgleda da predavaǌe bude oceǌe-
no uspexnim”
(Z.Luqi� - Ogledi, 2008.)
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Istorijska analiza razliqitih problema omogu�uje i profesorima da boǉe
razumeju zaxto uqenici imaju potexko�e sa odre�enim gradivom. Gotovo u svakoj
oblasti matematike mogu se na�i primeri kroz qiju integraciju se unapre�uje
predavaǌe i uqeǌe matematike. Tri nerexiva problema antiqke Grqke korix-
�eǌem leǌira i xestara: Udvostruqeǌe kocke, Kvadratratura kruga i Trisekcija
ugla, predstavǉaju upoznavaǌe uqenika sa klasiqnim problemima iz istorije mate-
matike i izuqavaǌe ǌihovog znaqaja i va�nosti. Ova vrsta zadataka mo�e znaqajno
uve�ati uqeniqku zainteresovanost i razviti pozitivni stav prema uqeǌu mate-
matike. Verujem da upotreba odre�enih istorijskih problema mo�e doprineti jaqa-
ǌu razvoja matematiqkih vextina i rasu�ivaǌa kod uqenika.

Istorija matematike snabdeva ǉudsku pozadinu predmeta, povezuje matematiku
sa ǉudima i ǌihovim potrebama. Ona nije nexto magiqno i totalno strano, mate-
matika je znaǌe usavrxeno od ǉudi u periodu od preko 10 000 godina. Ti ǉudi kao
i mi, ili naxi uqenici pravili su grexke i qesto su bili zapaǌeni i zbuǌeni,
ali su ostali uporni u rexavaǌu problema. Matematika je bila i ostala okrenuta
ǉudskim potrebama tako da ǌeno predavaǌe treba ovo da prepozna i gradi na qiǌeni-
ci da ukǉuqivaǌe istorije matematike postane fundamentalni deo uqeǌa.

Aktivnosti koje ukǉuquju kopiraǌe istorijskih iskustava i doga�aja omogu�a-
vaju uqenicima da aktivno uqestvuju u izvrxavaǌu matematiqkih otkri�a. Izvr-
xavaǌe klasiqnih grqkih konstrukcija leǌirom i xestarom predstavǉa izvrstan
primer te aktivnosti. Uqenici poqiǌu da razumeju eksperimentalnu prirodu mate-
matiqke istrage i ujedno cene kreativnost matematiqara tog vremena.

Naqin na koji se istorija matematike mo�e koristiti kao i obrazlo�eǌe o
ǌenom korix�eǌu razlikuju se od obrazovnog nivoa uqenika. Studenti na uni-
verzitetu i uqenici u osnovnoj xkoli imaju drugaqije potrebe i mogu�nosti. Da
bi se odredilo na kom nivou to postaje znaqajno, neophodno je razlikovati pitaǌa
o korix�eǌu istorije matematike u situacijama gde je neposredna svrha ustvari
predavaǌe matematike ili ǌeno predavaǌe kao posebna mini lekcija. Razliqite
oblasti matematiqkog programa, u zavisnosti od uzrasta uqenika, upu�uju naravno
na drugaqije aspekte istorije matematike i korix�eǌe razliqitih modela se mo�e
pokazati relevantno. Iskustvo predavaǌa i uqeǌa matematike u razliqitim de-
lovima sveta, kao i kulturni konteksti lokalnog znaqaja tako�e su od znaqaja za
matematiqki razvoj. Ukoliko uqenik shvati da je lokalno nasledstvo od direktnih
potomaka na neki naqin doprinelo znaǌu i iskustvu izuqavaǌa matematike, poqevxi
od arapske, grqke, kineske, moderne evropske matematike, osposobi�e ga za va�nu po-
drxku samog procesa uqeǌa. Posledice ukǉuqeǌa istorije su dalekose�ne.

1.2 Istinitost legendi ovih problema

Ova tri problema predstavǉaju verovatno jedan od najvixe dokumentovanih pro-
blema matematiqke istorije. Sa rexeǌima koja su se ponavǉala od pre Euklidovog
perioda, kroz helensko i grqko-rimǉanskog perioda dok konaqno nisu rexena u 19.
veku. U takvom obimu dokumenata qesto su se nalazili dokazi pisani od ǉudi koji
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su vrlo malo znali o matematici i koji su imali problema da u potpunosti razumeju
kako problem tako i rexeǌe problema, pa su pribegavali raznim interpretacijama.
Jedan od prvih primera gde korix�eǌe nematematiqkih izvora za ilustraciju pro-
blema udvostruqeǌa kocke je u delu Plutarha1 koji u svom delu Demoni Sokrata
prvi put navodi problem i nagovextava uticaj politiqkih, ekonomskih pa i religi-
jskih faktora. Problem se neobjaxǌava samo sa tehniqke prirode ve� kako ǌegovo
rexeǌe ustvari prepli�e filozofiju i matematiku.

Knor2 predla�e da se prvo ostvari hronoloxka linija raznih rexeǌa xto se,
iako u osnovi jednostavan zadatak pokazuje kao dosta te�ak. Atraktivnost ova tri
problema su iznova postajala zanimǉiva otkrivaǌem novih tehnika. Tako otkri�e
specijalnih sluqajeva za trisekciju ugla vra�aju pa�ǌu na udvostruqeǌe kocke i
predstavǉaju opciju kao mogu�e rexeǌe problema. Kako odrediti hronoloxki niz
ovih dokumenata je izazov za svakog ko se bavi istra�ivaǌem ovih problema.

Za drugu preporuku Knor predla�e da se rexeǌa klasifikuju prema zavisnosti
kako su stari Grci delili probleme: prema naqinu na koji su rexavani, zatim
prema va�nosti kojem su im davali i na kraju koja su ograniqeǌa postavǉali za
prihvatǉivo rexeǌe problema.

Kao tre�u preporuku navodi da se obrati pa�ǌa koliko pisci ovih problema u
stvari obra�aju pa�ǌu na originalnost teksta problema, kao i kakvu i koliku svrhu
imaju te promene u tekstu. Problem u tekstovima �e se odnositi na geometrijski
problem odnosno na konstrukciju figure kao rexeǌa. U svakom sluqaju da bi se
odluqilo o originalnosti nekog dokumenta potrebno je imati na umu da je geometrija
ukoreǌena u suxtini u rexavaǌu praktiqnih problema.

1Plutarh iz Heroneje(46 nove ere-120) jedan od najobrazovanijih i najplodnijih pisaca u ri-
mskom periodu helenske kǌi�evnosti, poznat po radu Biografije vojskovo�a i dr�avnika kao i Etiqkom
zborniku mexovitim spisima pod nazivom Moralia.

2Knor(Avg.1945-Mart 1997) Ameriqki istoriqar matematike, profesor na Stanford univerzitetu,
koji se qesto pomiǌe kao jedan od velikih autoriteta iz oblasti istorije antiqke matematike
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2 Geometrijske konstrukcije

2.1 O geometrijskim konstrukcijama koje se
izvrxavaju ograniqenim sredstvima

Geometrija je jedna od najstarijih matematiqkih disciplina. Antiqki Grci su
poreklo svoje nauke zasnivali na tradicijama jox starijih civilizacija, Sumeri�a-
na, Vavilonaca, Egip�ana. Ono xto ih je razlikovalo od ostalih je to xto su oni
prvi insistirali na razumevaǌu matematike koje nije inspirisano religijom ili
politikom tog vremena. Sa ovim novim filozofskim razmixǉaǌem promovisalo
se razumevaǌe, i uskoro je zapoqeta matematiqka revolucija, naroqito geometrije,
koja se u pore�eǌu sa ostalim nauqnim granama najdaǉe usavrxila za vreme antiqke
Grqke.

Za korix�eǌe i produbǉivaǌe geometrijskih znaǌa qesto su se koristili ko-
nstruktivni problemi. Ovi problemi razvijaju strogost u rezonovaǌu, teraju na
ispuǌeǌe formalizma, razvijaju algoritmiqan naqin razmixǉaǌa, podstiqu maxtu
i klasifikuju ideje. Standardna sredstva za izvo�eǌe geometrijskih konstrukcija
su leǌir i xestar. U principu leǌir slu�i samo za povlaqeǌe prave spajaǌem
dveju taqaka. Me�utim postoje leǌiri sa podelom koji slu�e za interpretaciju
metriqkih problema, leǌiri sa dvema paralelnim ivicama koji slu�e za povlaqeǌe
paralelnih pravih, zatim trouglovi koji slu�e crtaǌu uglova od 30◦, 45◦, 60◦ . U
Euklidovo vreme, smatralo se da xestar kolabira qim se makar jedna ǌegova no�ica
podigne sa hartije. Kasnije se kao nova vrsta pribora pojavio xestar sa fiksnim
otvorom. Tek kasnije se pojavio xestar sa prilagodǉivim otvorom. Stari Grci
su izvodili svoje konstrukcije korix�eǌem raznih pribora, ali su najvixe cenili
one koje su ura�ene korix�eǌem samo leǌira i xestara. Kasnije se ispostavilo da
svaka konstrukcija koja mo�e da se izvede pomo�u leǌira i kolabiraju�eg xestara
mo�e da se izvede i pomo�u leǌira i xestara sa prilagodǉivim otvorom. Leǌir i
xestar u geometrijskoj konstrukciji nemaju prvenstveno karakter tehniqkog, nego u
prvom redu logiqkog sredstva. Va�nost izuqavaǌa ovih konstrukcija le�i u boga-
tstvu problema koji se mogu postaviti na ovaj naqin. Va�no je da se analizira
konstrukcija da bi se videlo zaxto je primeǌiva.
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2.2 Osnovne konstrukcije

U Euklidovim elementima istaknuto mesto su zauzimale grqke geometrijske ko-
nstrukcije, koje su se ponekad zvale i Euklidove konstrukcije. Ove konstrukcije su u
osnovi tri klasiqna geometrijska problema (1) kvadrature kruga, (2) udvostruqeǌu
kocke i (3) trisekciji ugla. Stari Grci nisu mogli da rexe ove probleme. Tek negde
poqetkom devetnaestog veka dokazano je da su to nerexivi problemi pod limitima
predstavǉenim u problemima. Sve konstrukcije su povezane sa prva tri Euklidova
postulata : Neka se pretpostavi:

1. Da se mo�e povu�i od svake taqke ka svakoj drugoj taqki prava linija
2. Da ograniqena prava mo�e biti produ�ena u svakom pravcu neprekidno.
3. Da se mo�e opisati od svakog sredixta svakim rastojaǌem krug
4. Da su pravi uglovi jednaki me�usobno
5. Da �e se, ako jedna prava u preseku sa drugim dvema obrazuje sa iste strane

dva unutraxǌa ugla qiji je zbir maǌi od dva prava ugla, te dve prave, beskrajno
produ�ene se�i i to sa one strane sa koje su ovi uglovi maǌi od dva prava.

Mnoge Euklidove konstrukcije ukǉuquju geometrisjku formu algebre. Ukoliko
je data jediniqna du�, du�i a i b mogu�e je konstruisati slede�e du�i: a+ b,|a+ b|,
ab,

a

b
i
√
ab. Da bi se uradile ove konstrukcije neophodno je napraviti konstrukciju

paralelne linije. Postupak ove konstrukcije kao i ovih predhodnih je objaxǌen u
slede�ih nekoliko pasusa koriste�i upravo prva tri Euklidova postulata.

2.2.1 Paralelne linije

Neka je dato: Prava AB i taqka C koja nije na pravoj AB
Konstruisati: Pravu paralelnu AB koja prolazi kroz datu taqku C

Slika 1: Paralelane linije
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1. Konstruisati pravu koriste�i leǌir.
2. Xestarom konstruisati krug sa centrom u A i polupreqnikom |AB|. Neka

taqka D predstavǉa presek prave AC i ovog kruga.
3. Xestarom konstruisati krug sa centrom C i polupreqnikom |AB| . Neka taqka

E predstavǉa taqku preseka prave AC i ovog kruga. Taqka E nije izme�u taqaka A
i C.

4. Xestarom konstruisati krug sa centrom u taqki E i polupreqnikom |DB|.
Neka je taqka F presek ova dva kruga.

5. Leǌirom konstruisati pravu koja prolazi kroz C i F . Tada je AB ‖ CF .

2.2.2 Zbir dve du�i

Neka je dato: Dve du�i x i y
Konstruisati: x+ y

Slika 2: Zbir dve du�i

1. Leǌirom konstruisati pravu AD tako da je AD > x+ y.
2. Xestarom konstruisati krug sa centrom A i polupreqnikom x. Neka taqka B

predstavǉa presek ovog kruga i prave AD.
3. Xestarom konstruisati krug sa centrom u B i polupreqnikom y. Neka je C

taqka preseka ovog kruga i prave BD.
4. Leǌirom povezati taqke A i C. Tada je AC = x+ y.

2.2.3 Razlika dve du�i

Neka je dato: Dve du�i x i y
Konstruisati: x− y

1. Leǌirom konstruisati pravu AD.
2. Xestarom konstruisati krug sa centrom A i polupreqnikom x. Neka taqka B

predstavǉa presek ovog kruga i prave AD.
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Slika 3: Razlika dve du�i

3. Xestarom konstruisati krug sa centrom u B polupreqnikom y. Neka je C
taqka preseka ovog kruga i prave AB.

4. Leǌirom povezati taqke A i C. Tada je AC = x− y.

2.2.4 Proizvod dve du�i

Neka je dato: tri du�i x, y i jediniqna du�
Konstruisati: xy

Slika 4: Proizvod dve du�i

1. Leǌirom konstruisati pravu AF tako da AF > 1 + x.
2. Xestarom konstruisati krug sa centrom u A i polupreqnikom od jediniqne

du�i. Neka taqka B bude presek ovog kruga i prave. Tada je AB = 1.
3. Xestarom konstruisati krug sa centrom u B i polupreqnikom x. Neka je C

taqka preseka ovog kruga i prave BF . BC = x.
4. Leǌirom konstruisati pravu AG tako da taqka G nije na pravoj AF .
5. Xestarom konstruisati krug sa centrom u A i polupreqnikom y. Neka je D

taqka preseka ovog kruga i prave AG. AD = y.
6. Leǌirom konstruisati pravu DB.
7. Konstruisati pravu paralelnu pravoj DB koja prolazi kroz C.
8. Neka je E taqka preseka ove prave sa pravom AG.
9. Leǌirom spojiti taqku D sa taqkom E. Tada je DE = xy.
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Kako je BD ‖ CE,4ACE ∼ 4ADB(dva trougla su sliqna, ako imaju po dva odgo-

varaju�a ugla jednaka). Prema tome slede�a proporcija je taqna
1

x
=

y

DE
, DE = xy.

Prema tome konstrukcija proizvoda je mogu�a.

2.2.5 Koliqnik dve du�i

Neka je dato: tri du�i x, y i jediniqna du�
Konstruisati:

y

x

Slika 5: Koliqnik dve du�i

1. Leǌirom konstruisati pravu AF .
2. Xestarom konstruisati krug sa centrom u A i polupreqnikom od x du�i. Neka

taqka B bude presek ovog kruga i prave AF . AB = x.
3. Xestarom konstruisati krug sa centrom u A i polupreqnikom 1. Neka je C

taqka preseka ovog kruga i prave AF . AC = 1.
4. Leǌirom konstruisati pravu AG tako da taqka G nije na pravoj AF .
5. Xestarom konstruisati krug sa centrom u A i polupreqnikom y. Neka je D

taqka preseka ovog kruga i prave AG. AD = y.
6. Leǌirom konstruisati pravu DB.
7. Konstruisati pravu paralelnu pravoj DB koja prolazi kroz C.
8. Neka je E taqka preseka ove prave sa pravom AG.
9. Leǌirom spojiti taqku A sa taqkom E. Tada je AE =

y

x
.

Kako je BD ‖ CE,4ACE ∼ 4ADB (dva truogla su sliqna, ako imaju po dva

odgovaraju�a ugla jednaka). Prema tome slede�a proporcija je taqna
1

x
=

AE

y
,

AE =
y

x
. Prema tome konstrukcija koliqnika je mogu�a.
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2.2.6 Kvadratni koren

Neka je dato: Du� x i jediniqna du�
Konstruisati:

√
x

Slika 6: Kvadratni koren

1. Leǌirom konstruisati pravu AF .
2. Xestarom konstruisati krug sa centrom u A i polupreqnikom od jediniqne

du�i. Neka taqka B bude presek ovog kruga i prave AF . AB = 1.
3. Xestarom konstruisati krug sa centrom u B i polupreqnikom x. Neka je C

taqka preseka ovog kruga i prave BF . BC = x.
4. Konstruisati taqku D koja predstavǉa sredinu du�i AC.
5. Xestarom konstruisati krug sa centrom u taqki D i polupreqnikom jednakim

du�i |AD|.
6. Konstruisati pravu koja prolazi kroz B i upravna je na AC.
7. Neka je E taqka preseka ove linije i kruga sa centrom u D.
8. Tada je BE =

√
x.

Kako je i AC ⊥ BE i AE ⊥ EC, 4ABE ∼ 4EBC (dva trougla su sliqna, ako

imaju dva odgovaraju�a ugla jednaka), tada va�i slede�a proporcija:
1

BE
=

BE

x
,

x = BE2, BE =
√
x. Tako da je konstrukcija kvadratnog korena mogu�a.

Da bi se objasnila nerexivost tri problema antiqke Grqke, neophodno je po-
znavaǌe pet konstrukcija. Kako mo�emo koristiti samo leǌir i xestar, jedine ko-
nstrukcije koje se mogu napraviti su krugovi i du�i. Taqke preseka su konstruisane
kao preseci lukova kruga (koji su delovi nekog kruga), tako da je svaka slede�a taqka
presek dve linije, dva kruga ili linije i kruga. Da bi se pronaxle koordinate
preseka potrebno je rexiti ili linearnu ili kvadratnu jednaqinu, xto znaqi da �e
broj biti dobijen korix�eǌem zbira, razlike, proizvoda, koliqnika ili kvadratnog
korena xto je predstavǉeno ovim konstrukcijama. Tri problema su nerexiva pod
striktnim grqkim uslovima za konstrukcije jer rexeǌa nemaju ove karakteristike.
Dokazi nerexivosti problema su nastali tek kada su se geometrijski koncepti mogli
objasniti korix�eǌem algebre.
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3 Udvostruqeǌe kocke

Prvo znaqajno i saquvano geometrijsko delo su Euklidovi Elementi. U ǌima su
obuhva�ena mnoga ranija geometrijska dela za koje se smatralo da imaju veoma mali
znaqaj. Isto tako mnogi rukopisi su igubǉeni jer se nisu koristili u predavaǌima
u sredinama antiqke matematike, pa se samim tim nisu ni prepisivali i tokom
vremena su nestajali.

Proklo, kao lider Akademije u Atini u 5.veku pre Hrista u svoja predavaǌa
je ukǉuqio elementarnu geometriju. Kroz ǌegove komentare se mogu videti radovi
pre Euklidove geometrije sakupǉeni od Aristotelovog uqenika Eudema sa Rodosa
poqetkom qetvrtog veka pre Hrista. Proklo i Simplikije su prepisivali delove
Eudemonovog dela. Tekstovi iz preeuklidovog vremena su veoma retki, po koji pasus
vezan za matematiku qesto kao deo Platonovog ili Aristotelovog dela koji su u
mnogome komentarisali antiqke mislioce. Znaqaj ovih tekstova je veliki jer nam
daje uvid u to kako su nastali dokazi pojedinih matematiqkih istina.

Udvostruqeǌe kocke je problem kojim se zahteva konstrukcija ivice kocke qija
zapremina je dvostruko ve�a od zapremine zadate kocke. Ovom problemu prethodi
problem

3.1 Udvostruqeǌe kvadrata

Umesto trodimenzionog problema kocke problem se svodi na dvodimenzioni pro-
blem kvadrata koji je jednostavno rexiti. Najstariji dokaz ovog problema se po-
javǉuje u Platonovom delu Menon gde Sokrat pokuxava da doka�e da je svako saznaǌe
se�aǌe. Da bi ilustrovao ovu tvrdǌu Platon uvodi Sokrata u detaǉnu mate-
matiqku diskusiju. Interesantno je da je to jedini primer gde Platon predstavǉa
tako detaǉan matematiqki dokaz.

Problem kako konstruisati kvadrat koji ima dvostruku povrxinu originalnog
kvadrata se rexava tako xto dijagonala originalnog kvadrata postaje stranica
dvostruko ve�eg. Sokrat, koji uzima ulogu uqiteǉa kroz pitaǌa i napomene, pokuxa-
va da dovede uqenika, Menonovog roba, do zakǉuqaka koje on nije mogao prethodno
znati.

Sokrat navodi roba da konstruixe kvadrat kome �e stranica biti dvostruko
ve�a od poqetnog kvadrata. Tada dobija kvadrat koji je qetiri puta ve�i od orig-
inalnog.

Ako se konstruixu qetiri dijagonale, tada se dobija centralni kvadrat koji
je napravǉen od qetiri podudarna trougla dok je originalni napravǉen od dva.
Samim tim je centralni kvadrat povrxinski dva puta ve�i. U objaxǌeǌu ovog
dokaza se mo�e prepoznati dokaz Pitagorine teoreme koji predstavǉa preure�eǌe
delova kvadrata.
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Slika 7: Udvostruqeǌe kvadrata

Slika 8: Dokaz Pitagorine teoreme

3.2 Istorija nastanka problema udvostruqeǌa kocke

Postoje dve verzije o nastanku problema. U jednoj Teon iz Smirne navodi E-
ratostena3 koji u svom radu Platonik povezuje bogovsko proroqanstvo sa prestankom
kuge koja je razarala ostrvo Dele, gde stanovnici treba da naprave oltar dvostruko
ve�i nego xto je postoje�i da bi se zaustavilo xireǌe bolesti. Suoqeni sa pro-
blemom koji nisu mogli rexiti Deli odlaze do Platona da ga pitaju xta je bog
mislio kad im je poslao to proroqanstvo, naxta im Platon odgovara da bogu nije
do dvostrukog oltara koliko da Grke posrami za zapuxtaǌe uqeǌa matematike i
prezir prema geometriji. Kuga je naravno bila veliki doga�aj u istoriji Atine i
skoro qetvrtina stanovnixtva je umrla od ǌe. To se dogodilo 430 godina pre Hrista
pa ako ima neke istine u priqi mo�emo dati relativno taqan datum postanka prob-
lema. Ovo je tako�e dosledno sa ranim doprinosom Hipokrata problemu. Problem
je postao poznat kao Delski problem. Druga verzija problema je malo drugaqija.
Pojavǉuje se kao pismo Eratostena kraǉu Ptolomeju. Ovo pismo navodi Eutokije u
svom komentaru Arhimedovog dela O sferi i cilindru sferi i cilindru”. Iako se
ispostavilo da ovo pismo nije autentiqno i da ga je Eutokije prepisao bez provere
i pridru�io svom komentaru pisac ipak navodi neka prava pisaǌa Eratostena. Ova
priqa je vixe zasnovana na grqkoj mitologiji nego na istorijskim qiǌenicama.

3Eratosten(275-194 stare ere) iz Kirene, jedan od najsvestranijih nauqnika helenistiqke epohe,
poznat po mereǌu obima Zemǉine kugle kao i zbog naqina na koji je rasporedio proste brojeve- Er-
atostenovo sito.
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”Ka�u da je jedan od drevnih tragiqkih pesnika na scenu postavio
Minoja koji je dao da se za Glauka izgradi grob. Kada je quo da je
grob dug sto stopa u svakom pravcu, rekao je: ”Naqinili ste pre-
malo kraǉevsko prebivalixte, ono mora biti dvaput ve�e. Brzo
udvostruqite svaku stranu groba, ne kvare�i ǌegov divan oblik.”
Qini se da je on naqinio grexku. Kada se udvostruqi ivica, povr-
xina se uve�a qetiri, a zapremina osam puta. Geometri su stali
da izuqavaju kako da udvostruqe dato telo ne meǌaju�i mu oblik, a
ovaj problem nazvan je udvostruqeǌem kocke, budu�i da su poqeli sa
kockom u nameri da je udvostruqe.”
(Z.Luqi� - Ogledi, 2008.)

Prvi veliki korak u rexavaǌu ovog problema je uradio Hipokrat verovatno ne
zadugo poxto se problem pojavio. On ga skra�uje na slede�i problem: Ukoliko
su date dve du�i dovoǉno je prona�i ǌihove dve sredǌe proporcionale. Xto bi
znaqilo ako su a i b zadate du�i, dovoǉno je na�i du�i x i y, ǌihove dve sredǌe
proporcionale, takve da je

a : x = x : y = y : b.

Da bi se rexio problem udvostruqeǌa kocke sa naxim modernim razumevaǌem
matematike jednostavno se razume da su ova dva problema jednaka. Ako su x i y
sredǌe proporcionale za a i b, tada je

a3

x3
=

(a
x

)3

=
a

x
· x
y
· y
b
=
a

b

pa, ako je a ivica kocke i ako je zadat odnos a : b, tada �e i odnos zapremina kocki
kojima su ivice a i x biti jednak zadatom odnosu. Isto tako

y3

b3
=

(y
b

)3

=
a

x
· x
y
· y
b
=
a

b

pa je i odnos zapremina kocki kojima su ivice y i b jednak zadatom odnosu a : b. U
posebnom sluqaju kada je odnos du�i zapremina kocke qija je ivica x bi�e dvostruko
maǌa od zapremine kocke sa zadatom ivicom, a dok je zapremina kocke sa ivicom
dvostruko ve�a od zapremine kocke sa zadatom ivicom b.

Hipokrat, kao i drugi geometri, prepoznaju da ovakva redukcija problema ne
predstavǉa ǌegovo rexeǌe ve� da Hipokrat redukcijom ovog problema u oblik koji
dozvoǉava primenu novih geometrijskih tehnika proporcionalnosti omogu�ava novi
naqin rexavaǌa texkih problema. On postaje prethodnik geometrijske analize.
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3.3 Arhitina konstrukcija

Rexeǌe koje je predlo�io Arhita4 predstavǉa najstarije i najoriginalnije re-
xeǌe tog vremena. Kada uzmemo u obzir da je on �iveo u prvoj polovini qetvrtog
veka pre Hrista ǌegova ideja da predlo�i trodimenzionalnu konstrukciju je jox
znaqajnija. U osnovi on rexava redukovani problem Hipokrata o dve sredǌe pro-
porcionale. On pokuxava da prona�e dve sredǌe proporcionale AI i AK izme�u
dve date du�i AM , AD primeǌuju�i sliqnost trouglova prikazanih na doǌoj slici

Slika 9: Arhitina konstrukcija

On polazi od prvouglog trougla ADK sa pravim uglom u temenu K. Taqka I pre-
dstavǉa podno�je prave pod pravim uglom iz taqke K na AD, gde se formira novi
pravougli trougao AIK. Taqka M predstavǉa podno�je prave pod pravim uglom iz
taqke I na AK. Tada je odre�en niz pravouglih sliqnih trouglova AMI, AIK i
AKD iz kojih proizilaze slede�e proporcije

AD

AK
=
AK

AI
=

AI

AM

i odavde sledi po Hipokratovom skra�enom problemu da je

AD

AM
=

AI2

AM2
.

Arhitin dokaz je kompleksan jer koristi trodimenzionalnu konstrukciju. Kǉuqna
taqka K predstavǉa presek dve rotiraju�e ravne figure. Prva figura je krug koji
je upravan na ravan ABDZ i koji poqiǌe sa preqnikom AED i fiksiranom taqkom
A koji se rotira u poziciju AKD. Drugi je trougao APD koji rotira od ravni
kruga ABDZ to poziciju ALD. Kada ove figure rotiraju prave liniju na povrxini
polucilindra koja je upravna na ravan ABDZ i ima ABD kao bazu. Ne zna se xta
je navelo Arhitu da napravi ovaj neverovatan prostorni dokaz da bi konstruisao

4Arhita iz Taranta(428-350 stare ere) bio je Pitagorejac i najpoznatiji je kao osnivaq mehanike.
ǋegov rad je imao uticaja na antiqku teoriju muzike. Osma kǌiga Euklidovih elemenata sadr�i
rezultate koji se pripisuju Arhiti.
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Slika 10: Arhitina Konstrukcija

trouglove sa stranicama u odgovaraju�oj proporciji i zamisli ovu taqku K kao
presek ovih figura. Detaǉni dokaz sledi u nastavku.

Neka su zadate dve du�i AD i G. Treba na�i dve sredǌe proporcionale uz AD
i G. Neka se oko ve�e du�i AD opixe krug ABDZ i neka se nacrta tetiva AB = G.
Du� AB je produ�ena tako da seqe tangentu kruga iz taqke D u taqki P . Neka se
povuqe paralela liniji PDO, i neka se zamisli polucilindar upravan na polukrug
ABD, a nad AD vertikalni polukrug u ravni pravougaonika tog polucilindra. Ako
se ovaj polukrug (u vertikalnom polo�aju) zavrti od D prema taqki B tako da A
miruje kao kraj preqnika, se�i �e povrx polucilindra i opisa�e na ǌemu neku
liniju. Ako se opet trougao APD, dok miruje AD, zavrti u suprotnom smeru od
polukruga, prava AP opisa�e povrx konusa koji �e u kru�eǌu prese�i liniju na
cilindru u nekoj taqki. Ujedno �e i taqka B opisati polukrug na povrxi konusa.
Sada neka polo�aj polukruga u kretaǌu bude D′KA, a polo�aj trougla koji se kre�e
u suprotnom smeru neka bude DLA. Kada se ove dve linije preseku taqka pomenutog
preseka �e biti K.

Sad neka BMZ bude polukrug koji opisuje taqka B, a zajedniqka tetiva tog
polukruga i kruga BDZA neka bude BZ. Od taqke K neka se povuqe upravna na
ravan polukruga BDA. Ona �e pasti na obod kruga jer je cilindar prav. Neka ona
bude KI, a prava koja povezuje I i A neka seqe pravu BZ u taqki T , a prava AL neka
seqe polukrug BMZ u taqki M . Neka se spoje K i D′, M i I, M i T . Kako je svaki
od dvaju polukrugova D′KA i BMZ upravan na osnovnoj ravni, ǌihova zajedniqka
tetiva MT je upravna na ravni kruga, (3. dodatak Euklidov stav XI.19) zato je i
MT upravna na BZ. Dakle, pravougaonik nad TB i TZ, i zato i nad TA i TI,(4.
dodatak stav III.35 iz Euklidovih elemenata)jednak je kvadratu nad MT . Stoga je
trougao AMI sliqan svakom od trouglova MIT i MAT , a zato je ugao IMA prav.
Ali i ugao D′KA je prav. Paralelne su dakle prave KD′I i MI i zbog sliqnosti
trouglova je odnos KA prema AI isti kao odnos AI odnosi prema AM . (Drugim
reqima, D′A : AK = KA : AI = IA : AM)Dakle, qetiri du�i D′A, AK, AI i AM su
neprekidno proporcionalne. Du� AM jednaka je du�i G, zato xto je jednaka i du�i
AB. Dakle, dvema zadatim du�ima AD i G na�ene su dve sredǌe proporcionale AK
i AI.
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3.4 Menehmov dokaz

Menehmo (380-320 pre Hrista) je navodno prvi u pokuxaju da rexi Delski pro-
blem otkrio krive koje �e kasnije biti poznate kao elipsa, parabola i hiperbola
koje su dugo bile poznate kao Menehmove krive. Brat u to doba poznatog geometra
Dinostrata, Menehmo je ro�en u Alopekoneji u Trakiji (sadaxǌoj Turskoj). Bio
je prijateǉ Platona i Eudoksov uqenik i kako je bio poznat kao veliki nastavnik
Geometrije bio je postavǉen za uqiteǉa Aleksandra Velikog. ǋegovo rexeǌe pro-
blema je prona�eno u Eutokijevoj antologiji Komentari o Arhimedovim sferama i
cilindrima.

Naqin na koji on definixe elipsu, parabolu i hiperbolu je interesantan jer
bira ravan upravnu na jednoj izvodnici konusa, pa u zavisnosti od toga da li je ugao
konusa pri ǌegovom vrhu oxtar, prav ili tup, presek ravni i konusa naziva elipsom,
parabolom ili hiperbolom. Problemi koji se odnose na konusne preseke postaju
poznati posle Apolonija iz Perge i postaju jedna od najrazvijenijih problematika
matematike.

Menehmo tako�e polazi od rezultata Hipokrata sa Hiosa (430g pre Hrista) koji
je prethodno pomenut i koji rexeǌe Delskog problema redukuje na konstrukciju
dveju sredǌih proporcionala x i y zadatih du�i a i b takvih da je

a

x
=
x

y
=
y

b

i za sluqaj duplikacije kocke

a3

x3
=

(a
x

)(
x

y

)( y

2a

)
=

a

2a
=

1

2

Menehmo je predstavio dve metode gde pokazuje kako pomenute krive dovode do
rexeǌa problema dupliraǌa kocke.

Ako je
x

y
=
y

b
tada y2 = bx

Ako je
a

x
=
x

y
tada x2 = ay i

Ako je
a

x
=
y

b
tada xy = ab,

Prve dve jednaqine predstavǉaju parabolu dok je tre�a hiperbola. Menehmovo prvo
rexǌe koristi presek parabole i hiperbole, a drugo dve parabole .

Ako pretpostavimo da je problem rexen, te da je ON = x i PN = y, a ON i PN
dve upravne prave, iz pretpostavǉenih proporcija sledi da je

x2 = ay i xy = ab
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Slika 11: Menehmova konstrukcija

Dakle, zakǉuqujemo da taqka P pripada jednoj paraboli kojoj je teme O, i je-
dnoj hiperboli qije su asimptote prave ON i OM xto znaqi da se taqka P mo�e
konstruisati kao presek jedne parabole i jedne hiperbole.

Sliqno tome, kako je y2 = bx, taqku P je mogu�e konstruisati i kao presek dve
parabole.

Iako je Menehmova konstrukcija sasvim teorijska jer se u ǌoj ne pomiǌe nikakvo
sredstvo za konstrukciju, ve� samo definicija konusnih preseka, malo je verovatno
da je on imao bilo kakvu ideju o relaciji izme�u krivih i jednaqina. Ne postoji ni
jedan dokaz o postojaǌu simboliqkog predstavǉaǌa nepoznate osim u geometrijskom
smislu.

Slika 12: Menehmova konstrukcija
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3.5 Platonova konstrukcija

Prema Knoru pripisivaǌe ovog rexeǌa Platonu mora da je bila grexka jer
sam Platon5 bi verovatno prigovorio korix�eǌu bilo kakvog instrumenta za re-
xavaǌe problema jer bi se to kosilo sa pravilima postavke problema. Tako da Knor
predla�e da se ovo rexeǌe ustvari pripixe Eudoksu6. Prema Eratostenu, Platon
se ne bavi rexeǌem problema, vixe ga pomiǌe u diskusiji o prirodi geometrije
i tumaqi proroqanstvo problema u skladu sa svojim mixǉeǌem da bi se �alio na
nerazvijenost stereometrije.

Problem se svodi na to da bi se za date du�i OA i OB konstruisale ǌihove
sredǌe proporcionale, dovoǉno je na upravnim pravama OB i OA konstruisati
taqke M i N takve da su AMN i BNM pravi uglovi.

Slika 13: Platonova konstrukcija

Trouglovi AOM , MON i NOB su me�usobno sliqni, pa je zato

AO : OM = OM : ON = ON : OB.

Kao xto smo napomenuli u Platonovom rexeǌu se opisuje i mehaniqko sredstvo
za konstrukciju, ”instrument” verovatno napravǉen od drveta, pravougaonog oblika
sa �lebovima koji su omogu�ili da se jedna ”ivica” pomera paralelno du� susednih
dveju.

Ako se pokretna ivica KL podesi tako da rubom prolazi kroz A, a DΘ kroz G,
dok je H na pravoj BA, a K na BG, tada K i H odre�uju taqke M i N na pravama BA
i BG, koje treba konstruisati. Ovo je prvo praktiqno i izvodǉivo rexeǌe Delskog
problema.

5Platon iz Atine(427-347 stare ere) osnovao filozofsku xkolu- Akademiju. ǋegova dela su saqu-
vana u celosti. Uz Aristotela, on je najuticajniji od svih filozofa antike.

6Eudoks (oko 480-355 stare ere) bio je astronom, geometar, lekar, zakonodavac i bavio se astronomi-
jom i geografijom. Zasnovao je geometrijsku teoriju proporcija nazavisno od uslova samerǉivosti
veliqina i metodu pristupa problemu graniqne vrednosti - teorija ekxaustije.
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Slika 14: Platonov instrument
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4 Kvadratura kruga

Slede�i problem, koji su vekovima rexavali matematiqari, nauqnici i mnogo-
brojni ǉubiteǉi matematike, je kako konstruisati kvadrat qija je povrxina jednaka
povrxini datog kruga.

Slika 15: Kvadratura kruga

Prvo ime koje je povezano za rexavaǌe ovog problema je Anaksagora7 koji ga je
izuqavao dok je bio u zatvoru. Za antiqke Grke izuqavaǌe povrxine je bilo veoma
znaqajno. Oni su izuqavali povrxine geometrijskih figura koriste�i povrxinu
kvadrata. Grci su znali da izraqunaju povrxinu trougla, pravougaonika, svakog
mnogougla, kao i geometrijskog tela koje je sastavǉeno od vixe ravnih geometrijskih
figura.

Kako korix�eǌe leǌira i xestara predstavǉa konstrukciju pravih i krugova,
pitaǌe povrxine kruga se postavǉa kao znaqajno za savremene geometre. Gledaju�i
iz perspektive danaxǌe matematike problem kvadrature kruga bi se sveo na konstru-
kciju kvadratnog korena broja π.

Kako je povrxina datog kruga, polupreqnika r, jednaka P = r2π;

a povrxina kvadrata stranice a P = a2

izjednaqavaǌem povrxina dobija se r2π = a2

Nakon korenovaǌa je: a = r
√
π

Ako se pojednostavi problem i stavi da je r = 1 dobija se

a =
√
π.

Iz toga proizilazi da je stranica kvadrata qija je povrxina jednaka po-
vrxini jediniqnog kruga jednaka a =

√
π.

7Anaksagora iz Klazomene(450-428 g.stare ere) filozof koji je optu�en za bezbo�nistvo, jer je
smatrao Sunce usijani kamen i Mesec naqiǌen od Zemǉe. U zatvoru se bavio kvadraturom kruga.
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Kako su stari Grci znali kako da konstruixu kvadratni koren xto je
pokazano u poglavǉu 2. Geometrijske konstrukcije, problem kvadrature kruga
se svodi na problem konstrukcije broja π.

Rindov papirus, koji se quva u Britanskom muzeju predstavǉa kolekciju
do tada poznatih matematiqkih saznaǌa, i sadr�i 87 zadataka od kojih je 80
algebarskih. Na ǌemu se pojavǉuju slede�a saznaǌa koja se mogu povezati
sa kvadraturom kruga.

1. Broj π je aproksimiran sa 256/81 ( π =
256

81
≈ 3, 1605).

2. Povrxina kruga se izraqunava po formuli:

( P =
64

81
d2)(d je preqnik kruga).

3. Ako se preqnik kruga umaǌi za 1/9, dobija se stranica kvadrata pri-
bli�no iste povrxine kao zadati krug.

Interesantan je problem 48 u kome se pojavǉuje sukcesivno smaǌivaǌe
povrxine kvadrata tako da se pojavǉuje pokuxaj aproksimacije broja π.

Slika 16: Rindov papirus
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1. Ako se pretpostavi da je pribli�na vrednost Po povrxine kruga pre-
qnika d, jednaka povrxini kvadrata koji je opisan oko tog kruga, tada je
Po = d2, pa je pribli�na vrednost broja π jednaka 4.

2. Ako povrxinu kvadrata umaǌimo za qetiri kvadrata kojima su stranice
d/6, tada �e pribli�na vrednost povrxine kruga biti:

P = d2 − 4

(
d

6

)2

=
8

9
d2

Odakle sledi da je π ≈ 3.5555.
3. Ako se nastavi ovaj proces pa se povrxina ovog kvadrata umaǌi za osam

kvadrata kojima su stranice a/9 tada �e pribli�na povrxina kruga biti

Slika 17: Sukcesivno smaǌivaǌe povrxine kvadrata

P =
8

9
d2 − 8

(
d

9

)2

=

(
8

9

)2

d2

Sve ovo dovodi do slede�e aproksimacije broja π.

4.1 Antifont iz Atine

Antifontova8 ideja je da se u zadati krug upisuju pravilni mnogouglovi
i u svakom narednom upisivaǌu sa duplo ve�im brojem stranica. Prema

8Antifont je ro�en u Atini u petom veku stare ere, bavio se kosmologijom, fizikom i matematikom,
kao i teorijom kulture etikom i politikom.Saquvana su dva ǌegova dela Istina u dve kǌige i O
slo�enosti
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Simplikiju9 polazna figura je kvadrat dok prema Temistiju10 taj poligon
bi bio jednakostraniqan trougao. Kao autentiqna verzija smatra se trougao,
ali se u literaturi opisuje metod sa polazno upisanim kvadratom.

Slika 18: Antifontov metod

Kvadrat se upixe u zadati krug, i nad ǌegovim stranicama se konstru-
ixu jednakokraki trouglovi. Teme svakog trougla naspram osnovne ivice tj.
stranice kvadrata le�i na kru�nici. Temena kvadrata i navedena temena
trougla (osam ukupno) su temena pravilnog osmougla upisanog u krug. Uko-
liko se postupak ponovi dobija se pravilni xesnaestougao upisan u krug.
Svaki naredni put se broj ivica udvostruquje, obim i povrxina mnogougla
su sve bli�i obimu i povrxini kruga i jednom bi se konaqno mnogougao i
krug podudarili. Kako Antifont zna da konstrixe kvadrat iste povrxine
kao i zadati mnogougao iz jednakosti povrxina kruga i mnogougla sledi i
jednakost povrxina kruga i kvadrata. Praktiqna va�nost Antifontove kon-
strukcije je ilistrovana u Arhimedovoj metodi gde korix�eǌem upisanog
i opisanog pravilnog poligona sa 96 stranica, Arhimed dokazuje vrednost

3
1

7
> π > 3

10

71
.

Aleksandar iz Afrodizije daje primedbu na Antifontovu ideju kome-
ntarom da krug mo�e dodirnuti pravu samo u jednoj taqki, kao i Eudem11

koji napomiǌe da je du� neograniqeno deǉiva. Ipak Antifontova ideja je
zaqetak Antiqke teorije mere koja je u Novom veku nazvana ekshaustija, a
temeǉi se na V kǌizi Elemenata i principu indirektnog dokaza.

Euklid je u XII kǌizi Elemenata izlo�io teoriju mere koju je razvio
Eudoks. Posle Antifonta sliqnu ideju upisivaǌa pravilnih mnogouglova u
krug koristi Brison.

9Simpliki je �iveo u prvoj polovini 6. veka. Napisao je komentare za Aristotelovu fiziku.
ǋegovi komentari su dragoceni jer je u ǌima saquvano mnoxtvo citata starijih geometriqara i
filozofa.

10Temistije (oko 317-388) je najquveniji grqki sofista. Bio je senator, vaspitaq carevi�a Arkadija
i upravnik retorske xkole.

11Eudem je bio najznaqajniji Aristotelov uqenik, bavio se matematikom i medicinom i sastavio je
znamenituIstoriju matematike .
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4.2 Brisonov metod

Brison(5.vek pre Hrista) koji se pojavio generaciju kasnije nego Antifon,
doxao je na sliqnu ideju. On je pored toga xto je upisao kvadrat u krug i
isto tako opisao krug drugim kvadratom, koristio sredǌi kvadrat izme�u
ova dva. Po ǌemu, ako je ovaj sredǌi kvadrat ve�i od unutraxǌeg, a maǌi od
spoǉaxǌeg i kako su stvari koje su ve�e ili maǌe od iste figure prema tome
jednake, sledi da je povrxina sredǌeg kvadrata jednaka povrxini kruga. Sa
ovim proraqunima Brison je mogao da aproksimira broj π, i qak postavi
doǌe i gorǌe granice vrednosti ovog broja. Ali zbog kompleksnosti metode
aproksimirao je π na pet decimala.

Razlika izme�u ove dve metode je u tome xto Brison koristi kvadrate
upisane i opisane oko kruga dok Antifont pravilne poligone. Kritiqari
tog vremena su napomiǌali va�nost ovog principa jer se mo�e primeniti
na oblasti nevezane za geometriju. Neki su smatrali ovaj da je ovaj me�u
kvadrat aritmetiqka sredina ova dva kvadrata, dok su drugi to tumaqili
kao geometrijsku sredinu. Brison je verovatno umno�avao broj stranica
poligona smatraju�i da �e ukoliko se nastavi ovaj proces u jednom trenutku
upisani i opisani poligon biti jednak ovom me�u poligonu.

4.3 Hipokratove lunule

Hipokrat(470 - 410g. pre Hrista) je grqki matematiqar iz vremena pre
Euklida. Ve�i deo svog �ivota je proveo na Hiosu pa je logiqno pre-
tpostaviti da je tu i ro�en. On se posebno isticao na poǉu konstrukcija i
smatra se kao tvorac mnogih geometrijskih otkri�a. Hipokratu se pripisuje
otkri�e metode za izraqunavaǌe povrxine lunule.

O ǌemu je pisao Proklo (410 - 485g.) koji je bio upravnik neoplatonske
xkole u Atini qiji komentari prve kǌige Euklidovih Elemenata i danas
slu�e kao va�an izvor znaǌa istorije geometrije preeuklidskog vremena.

Hipokrat u svojim radovima prvi pokuxava da geometrijska znaǌa izlo�i
u deduktivnoj formi. Prema Eudemu, on je sastavio prve Elemente i time
zapoqeo dugu istoriju zasnivaǌe geometrije kao deduktivne teorije. ǋegove
stavove Euklid je kasnije ukǉuqio u I, III i V I kǌigu svojih Elementa.
Izme�u ostalog tvrdi se da od Hipokrata potiqe ”hvaǉena grqka strogost”
u geometriji.

Hipokrat je bio prvi koji je koristio ravansku konstrukciju da doka�e
postojaǌe kvadrata jednake povrxine kao figure sa kru�nim stranicama.
Pri tim pokuxajima rexio je problem kvadrture lunule (polumesec dobi-
jen od dva polukruga) i time pokazao da ”krivolinijski lik” mo�e biti

28

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



jednak ”pravolinijskom”. Iako je Hipokrat kvadrirao pojedine lunule, on
nije pokazao da se svaka lunula mo�e kvadrirati. Posebno je interesantno
da lunula koju je on kvadrirao korix�eǌem ravanske konstrukcije kvadrata
qija je povrxina jednaka povrxini odre�ene lunule, ali i da krug nije mo-
gao kvadrirati korix�eǌem tih metoda. To naravno predstavǉa logiqan
zakǉuqak jer bi u tom sluqaju Hipokrat rexio problem kvadrature kruga.

Prvi podaci o Hipokratovim lunulama dolaze od Aleksandra iz Afrodi-
zije u Kariji. On je bio savremenik cara Septimije Severa (193 - 211g.)
i u to doba najznaqajniji komentator Aristotelovih dela. On je dao inte-
rpretaciju kvadrature lunula u dva sluqaja. U Simplikijevim komentarima
Aristotelove Fizike zapisani su Aleksandrovi citati [7, vol. I, str.185],
kao i segmenti Eudemove Istorije geometrije o Hipokratovim lunulama [5,
vol. I, str. 346].

Hipokratov dokaz koristi tri preliminarna tvr�eǌa:
1. Pitagorinu teoremu ( a2 + b2 = c2 )
2. Ugao nad polukrugom je prav ugao
3. Povrxine dva kruga se odnose kao kvadrati nad ǌihovim preqnicima.
(Euklid XII.2)

Ako je dat jednakokrako-pravougli trougao zbir povrxina lunula odre�e-
nih od polukruga na hipotenuzi i polukruga na katetama je jednaka povrxini
trougla. Neka je AB preqnik kruga kome je D sredixte, a AC i BC ivice
kvadrata koji je upisan u taj krug. Nad ivicom AC kao nad preqnikom je
opisan je polukrug AEC. Pove�u se taqke C i D. Kako je

AB2 = 2AC2

a krugovi se, kao i ǌihovi polukrugovi, odnose kao kvadrati nad ǌihovim
preqnicima, sledi da je

Slika 19: Kvadratura lunula
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P (polukruga ACB)=2P (polukruga AEC).

Tako�e je :

P (polukruga ACB)=2P (segmenta ADC).

Gde sledi : P (polukruga AEC)= P (segmenta ACD).

Oduzimaǌem zajedniqkog odseqka AFC sa leve i desne strane jednakosti
dobija se da je:

P (lunule AECF )= P (4ADC)

pri qemu je izvrxena kvadratura lunule.

Neka od Hipokratovih tadaxǌih saznaǌa koja su primeǌivana u poje-
dinim dokazima su i:
• konstrukcija pravilnog xestougla
• u pravilnom xestouglu kvadrat nad dijagonalom je qetiri puta ve�i od

kvadrata nad stranicom.

Hipokratu su tako�e bila poznata i slede�a znaǌa:
• odnos izme�u upisanih uglova i lukova u krugu
• princip sliqnosti: povrxine sliqnih figura su proporcionalne kvadra-

tima homologih stranica.
• konstrukcija opisanog kruga oko trougla i jednakokrakog trapeza
• Pitagorina teorema za pravougli trougao i ǌeno uopxteǌe za tupougle

i oxtrougle trouglove.

Ono xto izdvaja Hipokrata od ostalih matematiqara ǌegovog vremena je
da on zahteva visok stepen strogosti u svojim dokazima kao i to da je pose-
dovao i vextinu demonstrativne tehnike. Pri konstrukciji lunula on se nije
zadovoǉavao da samo sa crte�a nexto bude jasno kao npr. da je spoǉaxǌa
granica ve�a od unutraxǌe, on koristi i tadaxǌi matematiqki aparat da
to i doka�e. Hipokratove lunule su znaqajne jer je pokazana kvadratura
krivolinijskih geometrijskih likova, kao i ǌegova ideja redukcije problema
udvostruqeǌa kocke na konstrukciju sredǌih proporcionala. ǋegovi Ele-
menti su inspirisali Euklida da prikupi tadaxǌa geometrijska znaǌa i
sistemacki ih izlo�i u svojim neprevazi�enim Elementi.
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4.4 Kvadratisa

Pod uticajem Platona, tadaxǌim matematiqarima je utemeǉen zahtev,
koji do danas nije odbaqen, a to je da je u geometrijskim konstrukcijama
dozvoǉeno korix�eǌe samo osnovnih pomagala: xestara i leǌira. Na taj
naqin je pri rexavaǌu matematiqkih problema bilo dozvoǉeno konstruisati
samo krugove i prave.

Antiqki matematiqari bi, kada uvide da ne mogu da rexe problem samo
konstrukcijama pravih i krugova, uspevali da prona�u odre�ene krive koje
bi im omogu�ile da do�u do tih rexeǌa. Najpoznatije me�u ǌima su: Hi-
pijina kvadratrisa i Arhimedova spirala.

Hipijina kriva kvadratrisa qije prvobitno otkri�e nastaje u rexavaǌu
problema trisekcije ugla, mo�e se primeniti i kod kvadrature kruga. Naziv
kvadratrisa potiqe od Lajbnica. Proklo u svojim komentarima za prvu
kǌigu Euklidovih Elemenata, navodi da je quveni Hipija iz Elide ”izveo
simptome” kvadratrise. Jezikom savremene matematike znaqi izveo jedna-
qinu te krive. Opis Hipijine kvadratrise mo�e se na�i kod Paposa Ale-
ksandrijskog, u IV kǌizi ǌegovog ”Zbornika”. Papos opisuje kvadratrisu
na slede�i naqin:

Neka je ABCD kvadrat i BED kru�ni luk sa centrom u temenu A. Pre-
tpostavimo da se polupreqnik kruga kre�e ravnomerno oko taqke A, od pozi-
cije AB do pozicije AD, i da se u isto vreme du� BC kre�e ravnomerno, uvek
paralelno samoj sebi, od pozicije BC do pozicije AD, pri qemu se taqka B
kre�e po du�i AB do taqke A.

Na kraju svojih kretaǌa pokretna du� i rotiraju�i polupreqnik �e se
podudarati sa du�i AD. U bilo kom prethodnom trenutku ǌihovih kretaǌa
du� i polupreqnik �e se se�i u nekoj taqki, npr. u F ili L. Skup svih
preseqnih taqaka naziva se kvadratrisa.

Iz definicije kvadratise mo�e se primetiti da je odnos du�i AB i BC
jednak odnosu du�ina luka BED i du�i AB. Svakoj taqki te krive se mo�e
pri�i dovoǉno blizu stalnim polovǉeǌem: najpre luka BED i du�i AB,
zatim ǌihovih polovina, itd. stoga je konstrukcija ove krive ”praktiqno”
izvodǉiva.

Kako kvadratisu karakterixe da je odnos du�i AB i upravne FH, jednak
odnosu lukova BD i ED, odnos upravnih FH i LM iz dveju taqaka F i L
kvadratise bi�e jednak odnosu lukova ED i ND, gde je N taqka luka BED
koja odgovara taqki L kvadratise. Tada se rexava problem podele ugla BAD
na n podudarnih uglova, pa tako�e i za n = 3, u posebnom sluqaju to pre-
dstavǉa rexeǌe trisekcije ugla.
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Slika 20: Paposova kvadratisa

4.4.1 Jednaqina kvadratise

Koriste�i se savremenim analitiqkim aparatom jednostavno je utvrditi
jednaqinu kvadratise.

Neka su na prethodnoj slici prave AD i AB, x i y osa, neka je kvadrat
ABCD jediniqni, AB = AD = 1, i neka je α du�ina luka ED, tada je:

π

2
: α = 1 : FH

Ako su x i y apscisa i ordinata taqke F , onda je

π

2
: α = 1 : y

Tada je

y =
2α

π
i α = y

π

2
.

Kako je:
y

x
= tanα

Jednaqina kvadratise je:

y = x tan
(
y
π

2

)
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Kvadratisa definisana na ovaj naqin seqe x-osu u taqki 2/π. Iz prethodnih
relacija sledi:

x =
y

tan
(
y π
2

) =
2

π

α

sinα
cosα ,

Kad α→ 0, cosα→ 1 i

sinα

α
→ 1, x→ 2

π

xto znaqi da je:

AG =
2

π
,

pa kvadratisa seqe x-osu u taqki 2/π.

4.4.2 Kvadratisa i kvadratura kruga

Kako se pomo�u kvadratrise mo�e konstrisati du� AG =
2

π
ako je zadat

polupreqnik r nekog kruga, koriste�i se osobinama sliqnih trouglova, mo�e
se konstrisati du� u tako da va�i relacija:

2

π
:r = r:u

2u = πr2

Tada je mogu�e konstruisati i du� a, tako da je:

2u : a = a : 1

odnosno

a2 = 2u

ako se primeni sliqnost trouglova.

Neka su taqke R i R′, redom, taqke sa koordinatama (r, 0) i (0,−r), i
U(0,−u) taqka u kojoj prava u taqki R paralelna pravoj koja sadr�i taqke
T (2/π, 0) i R′ seqe y-osu. Va�i da je:

2

π
:r = r:u
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Slika 21: Konstrukcija ivice kvadrata jednakog datom krugu

Ako je A(a, 0) taqka u kojoj x-osa seqe krug kojem su dijametralno suprotne
taqke B(0, 1) i U ′(0,−2u), va�i:

2u : a = a : 1

Na taj naqin �e povrxina kvadrata qija je ivica podudarna konstrusanoj
du�i a = OA biti jednaka povrxini zadatog kruga polupreqnika r = OR.

Prema Paposu, Dinostrat je prvi zajedno sa Nikomedom upotrebio kvadra-
tisu za rexeǌe problema kvadrature kruga. U prethodnoj Paposovoj defini-
ciji kvadratrise nejasno je kako se dobija taqka G, jer na kraju ravnomernog
kretaǌa obe du�i: rotiraju�i polupreqnik AB i pomeraju�a du� BC, dolaze
u isti polo�aj, tj. poklapaju se sa du�i AD, pa se ne mo�e jasno odrediti
ǌihova preseqna taqka. Prethodna definicija mogla bi se upotpuniti do-
datkom da je AG = 2/π:

Tada je:

luk BED : AB = AB : AG.

Va�i i obrnuto tvr�eǌe, pa je dovoǉno dokazati istinitost prethodne
relacije da bi se dokazalo da je AG = 2/π.

Dokaz se izvodi metodom kontrapretpostavke
tj. svo�eǌa na apsurd (reductio ad absurdum), pretpostavkom da navedeni odnos
nije taqan. Onda bi va�ilo:

luk BED : AB = AB : AK,

pri qemu je AK > AG ili AK < AG.

Ovde �emo razmotriti sluqaj AK > AG. Iz temena A opixe se luk
polupreqnika AK, koji seqe stranicu AB u taqki L, tako da se mo�e oznaqiti
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sa KFL. F je preseqna taqka luka i kvadratrise. Ako produ�imo du� AF
ona seqe luk BD u taqki E. Podno�je normale iz taqke F na stranicu AD je
taqka H.

Slika 22: Sluqaj kada je AK ve�e od AG

Po pretpostavci je:

luk BED : AB = AB : AK,

a kako je AK = AL, va�i i relacija:

AB : AK = luk BED : luk LFK.

Iz prethodne dve relacije sledi odnos:

luk BED : AB = luk BED : luk LFK,

pa i jednakost:

AB = luk LFK

Iz definicije kvadratrise sledi:

AB : FH = luk BED : luk ED = luk LFK : luk FK

Iz posledǌe dve relacije bi se dobilo:

FH = lukFK

xto je nemogu�e tj. apsurd, pa i polazna pretpostavka da je AK > AG ne
va�i.

Na sliqan naqin se dokazuje da je AK < AG zamenom uloga taqaka H i K.
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Slika 23: Arhimed

4.4.3 Kvadratura kruga pomo�u Arhimedove spirale

Arhimed je ro�en u Sirakuzi na Siciliji 287. godine stare ere, a umro
je (verovatno ubijen od strane rimskih vojnika) 212. godine. Arhimed, se
smatra jednim od najve�ih fiziqara starog veka, samim tim se bavio i mate-
matikom, a bio je isto i in�iǌer, pronalazaq i astronom. Arhimed je svojim
otkri�ima i delima dao veliki doprinos nauci. ǋegova saquvana dela su: O
ravanskom ekvilibrijumu (dve kǌige), Kvadratura parabole, O sferi i cilindru
(dve kǌige), O spiralama, O konoidima i sferoidima, O plutaj�im telima
(dve kǌige), Mereǌe kruga, Prebrojavaǌe zrna peska i Metoda.

Arhimed se ponosio svojim delom O sferi i cilindru, tj. izraqunavaǌem
povrxine i zapremine lopte i vaǉka, pa su mu po ǌegovoj �eǉi prijateǉi
i srodnici na nadgrobni spomenik uklesali vaǉak sa loptom. U spisu O
mereǌu kruga Arhimed je pribli�no izraqunao vrednost broja π. ǋegova
tri citata: ”Na�ite mi mesto na koje da stanem i pomeri�u Zemǉu”, ”Ne
dirajte moje krugove”, i ”Eureka!” qesto su korix�ena u ilustracijama kako
nauqnih tako i nenauqnih dokumenta.

Za potrebe ovog rada interesantno je kako je dokazana kvadratura kruga
korix�eǌem Arhimedove spirale.

1. Konstruixe se jediniqni krug sa centrom u taqki O.
2. U pomenutom krugu konstruixe se Arhimedova spirala koja qini jedan

poluobrt pre nego xto preseqe krug.
3. Iz preseqne taqke R konstruixe se tangenta na spiralu. Presek no-

rmale na polupreqnik kruga (prava OP ) i tangente je taqka S. OS = π, xto
se zakǉuquje na osnovu Arhimedovih teorema pod rednim brojevima: 2, 5, 7,
8, 14, 16 i 20 - I .

4. Konstruixe se taqka T , tako da je TS = TP , centar novog kruga.
5. Opixe se krug polupreqnika TS, da bi se izraqunao kvadratni koren

iz broja π
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Slika 24: Kvadratura kruga korix�eǌem Arhimedove spirale

6. Presek prave koja prolazi kroz taqku O i koja je normalna na du� TS
sa kru�nicom polupreqnika TS je taqka B. Du� OB je stranica kvadrata
povrxine π.
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5 Trisekcija ugla

Ovaj problem je verovatno najmaǌe quven od sva tri problema Antiqke
Grqke. Problem trisekcije zadatog ugla je verovatno jedan sa najvixe pogre-
xnih dokaza, xto je savrxeno normalno jer je dokazano da je takva podela
nemogu�a korix�eǌem leǌira i xestara.

Postoji nekoliko razloga zaxto je ovaj problem drugaqiji nego prethodna
dva. Prvo, istorija problema se ne mo�e povezati sa time kako je on pokuxa-
van da se rexi. Drugo, problem je drugaqijeg tipa, jer je nemogu�e dupli-
rati kocku odnosno kvadrirati krug, dok je mogu�e podeliti odre�ene uglove
na tri dela. Podeliti ugao od 90◦ je jednostavna konstrukcija.

Slika 25: Trisekcija ugla od 90◦

Za zadati prav ugao CAB konstruisati krug sa centrom u taqki A koji seqe
stranu AB u taqki E. Tada konstruisati drugi krug sa centrom u taqki E i
polupreqnikom EA. Neka je taqka D, taqka preseka ova dva kruga. Trougao
DAE je jednakostraniqni pa samim tim je i ugao DAE ugao od 60◦. Tada je
ugao CAD jednak 30◦. Prema tome izvrxili smo trisekciju ugla CAB.

5.1 Rexeǌe trisekcije ugla korix�eǌem
kvadratise

Hipia iz Elise je bio me�u prvima koji je pokuxao da rexi ovaj problem.
Hipijina kvadratisa koja je objaxǌena u prethodnom poglavǉu kao speci-
jalan sluqaj ima trisekciju ugla. Kao xto smo rekli kvadratisa predstavǉa
skup taqaka ( BFIH) koji nastaje presekom dve linije koje se pomeraju, AE
( polupreqnik kruga AB) i prave B′C ′ koja je paralelna pravoj BC i pomera
se u pravcu AD.
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Slika 26: Kvadratisa

Neka je ugao EAD taj koji treba da bude podeǉen na tri jednaka dela.

Neka je F taqka preseka strane AE i kvadatise i neka je JK =
1

3
FK. Ko-

nstruisati pravu paralelnu AD koja prolazi kroz K. Neka je presek ove
prave i kvadratise taqka I, tada je ugao GAD tre�ina ugla EAD.

5.2 Mehaniqka rexeǌa trisekcije ugla

Jedan od razloga zaxto je ovaj problem bio maǌe privlaqan antiqkim
matematiqarima je taj xto je rexeǌe bilo jednostavno prona�eno korix-
�eǌem mehaniqkih pomagala, pa samim tim nije zadovoǉavao znati�eǉnost
koja proizilazi iz nemogu�nosti rexeǌa koja postoji kod prethodna dva
problema. Arhimedovo rexeǌe se mo�e smatrati jednim od prvih mehaniqkih
rexeǌa problema.

Slika 27: Arhimedov dokaz

Neka je dat ugao AOB, ako se produ�i prava OA u oba pravca i konstruixe
polukrug sa centrom u O i polupreqnikom OA, tako da je C taqka preseka
polukruga i produ�ene prave OA. Leǌir se obele�i sa dvema taqkama E,D
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Slika 28: Verzija Arhimedovog dokaza

qiji je razmak jednak du�i OA tj. polupreqniku. Leǌir se pomera tako da
taqka E le�i na pravoj OA, taqka D je na polukrugu i leǌir prolazi kroz
taqku B.

Tada je:

DE = OA = OB = OD.

Kako su 4OBD i 4DOE jednakokraki, tada su

∠DEO = ∠DOE = α i ∠OBD = ∠ODB = 2α

Ovo se lako dokazuje korix�eǌem teoreme o spoǉaxǌim uglovima u trouglu
gde znamo da je spoǉaxǌi ugao u trouglu jednak zbiru dva nesusedna ugla.
Tada je

∠DEO + ∠DOE = ∠ODB

i tada je

∠OBD = ∠ODB = 2α.

Isto tako je ∠AOB = ∠DEO + ∠OBD tako je

∠AOB = α + 2α = 3α.

Arhimedova spirala predstavǉa jox jedan naqin da se ugao podeli na tri
jednaka dela, ali se sama spirala ne mo�e konstruisati pomo�u leǌira i
xestara. Slede�a slika ilustruje tu trisekciju.

Bitno je znati da je odnos razdaǉina izme�u temena ugla i bilo koje taqke
na spirali (R) i formiranih uglova uvek konstantna. Iz ove proporcije
trisekcija ugla svodi se na trisekciju du�i od temena ugla do R tj. do
spirale. Ako se rezultiraju�e podeǉene du�i rotiraju tako da seku spiralu
tada uglovi dobijeni na ovaj naqin predstavǉaju trisekciju polaznog ugla.

Kao i Arhimedes tako je i Nikomedes(280-210 pre Hrista) koristio o-
znaqeni leǌir u svom dokazu. Nikomedes je poznat po krivoj koju zovemo
Nikomedesova konkoida koja slu�i kao osnova trisekcije ugla. Datum ǌegovog
rexeǌa je relativno lako utvrditi po Hitu jer se Nikomedes istakao po
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Slika 29: Arhimedova spirala i trisekcija ugla

nepovoǉnim kritikama Erastotenovih dokaza o dupliraǌu kocke, a Apolonije
je nazivao svoje krive sestrama konkoida. ǋegov dokaz je verovatno nastao u
periodu izme�u Erastotena i Apolonija. Po Paposu postojale se razliqite
verzije ove krive, ali ”prva” je korix�ena u trisekciji ugla. Nikomedes je
napravio mehaniqku napravu da bi konstruisao ovu krivu.

Slika 30: Hit,Istorija grqke matematike, p.239

Sprava se sastojala od tri leǌira, AB sa prorezom paralelnim ǌegovoj
du�ini, ǌemu upravnog FE sa fiksnom klinom C i pokretnog PC sa vrhom P
i prorezom za C. Klin D se slobodno kretao du� proreza na leǌiru AB, a
sliqno tome klin C se kretao po prorezu na leǌiru PC. Nikomedesov dokaz
trisekcije se mo�e ilustrovati slede�im dijagramom

Slika 31: Nikomedesov dokaz

Neka je dat ∠AOB . Konstuixe se prava BD paralelna pravoj OA. Zatim
se konstruixe BE upravna na OA. Taqka C je izabrana tako da je |FC| =
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2|OB|, i taqka G je sredina du�i FC. Tada je

∠AOC ∼= ∠BCO i ∠CBE ∼= ∠BEO

(uglovi sa paralelnim kracima) |BG| = |FG| = |CG| = |OB| jer je G sre-
dina hipotenuze pravouglog trougla, pa prema tome podjednako udaǉena od
ǌegovih temena.

Tada su 4GBC i 4BEO jednakokraki pa su i slede�i uglovi
podudarni

∠CBG ∼= ∠BCO i ∠BOG ∼= ∠BGO.

Po teoremi o spoǉaxǌim uglovima trougla

∠BGO = 2∠BCO

i prema tome je

∠BOC = 2∠AOC, xto pokazuje

∠AOB = 3∠AOC.

5.3 Rexeǌa korix�eǌem konusnih preseka

Apolonije12 je rexio problem trisekcije ugla koriste�i konusne preseke
konkretno hiperbole. Sliqno ǌemu i Papos predla�e rexeǌa koja koriste
hiperbolu, i ǌegov rad Kolekcija sadr�i diskusiju trisekcije ugla na vi-
sokom nivou. Ove diskusije objaxǌavaju kako su antiqki Grci poboǉxali
rexeǌe od mehaniqkog do rexeǌa koje koristi konusne preseke. Daǉa pro-
gresija rexeǌa problema na ravan je naravno bila nemogu�a jer kao xto
znamo danas, takvo rexeǌe je nemogu�e. Hit u svojim odlomcima o Paposu
komentarixe o izvanrednosti dokaza koji je postoje�i do danas i koji se
odnosi na centar i direktrisu hiperbole.

Slika 32: Paposovo rexeǌe

Neka je data prava AC i taqka B tako da ako se formira trougao BAC
pretpostavimo da je

12Apolonije ro�en u Pergi, uz Arhimeda i Euklida predstavǉa jednog od najznaqajnijih grqkih
matematiqara.
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∠BCA = 2∠BAC

Neka se konstruixe upravna kroz B na AC sa presekom u D. Neka je taqka
E na du�i DA takva da je DE = DC.

Tada, kako je BE = BC, sledi da je ∠BEC = ∠BCE

∠BEC = ∠BAE + ∠EBA (spoǉaxǌi ugao u trouglu je jednak zbiru
dva nesusedna ugla),

i po pretpostavci ∠BCA = 2∠BAE sledi

2∠BAE = ∠BAE + ∠EBA onda je jendostavnom redukcijom

∠BAE = ∠ABE , pa prema tome i

AE = BE.

Ako se AC podeli taqkom G tako da je

AG = 2GC ili CG =
1

3
AC i neka je

FE = ED tada je CD =
1

3
CF

GD =
1

3
(AC − CF ) = 1

3
AF

Sada je BD2 = BE2 − ED2 = BE2 − EF 2

Isto tako DA · AF = AE2 − EF 2

= BE2 − EF 2

Pa prema tome BD2 = DA · AF = 3AD ·DG
Koriste�i gore navedene jednakosti

BD2 : AD ·DG = 3 : 1

= 3AG2 : AG2.

Otuda je D na hiperboli gde je AG realna osa, a imaginarna osa je jednaka√
3AG.
Ako �elimo da podelimo luk AB kruga sa centrom u O na tri jednaka

dela, tada se odredi tetiva AB i podeli taqkom C tako da je AC = 2CB
i konstruixe hiperbola kojoj je AC realna osa, a prava jednaka

√
3AC ko-

ǌugovana osa. Neka se hiperbola i luk dodiruju u taqki P . Ako se povuku
du�i PA, PO, PB, tada je po gorǌem primeru

43

V
ir

tu
al

 L
ib

ra
ry

 o
f 

F
ac

ul
ty

 o
f 

M
at

he
m

at
ic

s 
- 

U
ni

ve
rs

it
y 

of
 B

el
gr

ad
e

el
ib

ra
ry

.m
at

f.
bg

.a
c.

rs



Slika 33: Trisekcija ugla korix�eǌem hiperbole

∠PBA = 2∠PAB i dupli uglovi se odnose

∠POA = 2∠POB i prema tome

prava OP deli luk APB kao i ugao AOB na tri jednaka dela.
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6 Rexeǌa problema savremenom
matematikom

Antiqki Grci su znali da konstruixu mnoge komplikovane figure, kao
i mnoge uglove koriste�i samo leǌir i xestar, dodaju�i, oduzimaju�i i
dele�i osnovne uglove poput 60◦, 90◦ i 180◦. Oni su svoj fokus stavǉali na
geometrijsku konstrukciju i izvanredano poxtovaǌe se mora dati ǌihovoj
mudrosti u rexavaǌu naroqito problema udvostruqeǌa kocke i trisekcije
ugla jer su obezbedili neophodnu osnovu za rexavaǌe kvadratnih i kubnih
jednaqina. Vremenom svi koji su se bavili ovim problemima su se odmakli
od fiziqkih geometrijskih konstrukcija i poqeli da upotrebǉavaju prve
trigonometrijske relacije u svojim objaxǌeǌima koje su povezane sa alge-
barskim jednaqinama. Evolucija teorija jednaqina se mo�e povezati sa rado-
vima na ovim problemima.

U xesnaestom veku Kardano(1501-1576) je objavio opxtu formulu za rexe-
ǌe jednaqine tre�eg i qetvrtog stepena u svom radu Magiqna umetnost ili
samo Ars Magna 1545, i dao geometrijska objaxǌeǌa svog metoda. Fransoa
Vijet(1540-1603) i Rene Dekart(1596-1650) su imali instrumentalnu ulogu
u uvo�eǌu i usavrxavaǌu simboliqkog obele�avaǌa neophodnog za manipi-
laciju promeǌivih i koeficijenata u jednaqinama, napredak bez koga tragaǌe
za rexeǌima jednaqina vixeg stepena bi bilo praktiqno nemogu�e. Speci-
jalno je va�no naglasiti u diskusiji ovih problema qiǌenicu da je Vijet
primetio vezu izme�u jednaqina na kojima je on radio i trigonometrije,
posebno kada je radio sa nesvodǉivim kubnim jednaqinama koje su se pokazale
u osnovi dokaza problema o nemogu�nosti konstrukcije trisekcije ugla ko-
rix�eǌem leǌira i xestara. Jox jedan va�an razvoj je Dekartovo otkri�e
da se konstrukcije korix�eǌem leǌira i xestara u Euklodovoj geometriji
mogu predstaviti kvadratnim jednaqinama.

Gaus je tvrdio da je dokazao da je bilo koji pravilni n-tougao mogu�e
konstruisati ako je n − 1 stepen broja 2, ali taj rad nikad nije objavio.
Konstruisaǌe pravilnih poligona je direktno povezano sa konstruisaǌem
uglova, pa samim tim i trisekcijom ugla. U stvari ako se problem trisekcije
ugla uprosti na podelu od n delova problem se upravo svodi na problem
konstrukcije n-tagona.

Poqetkom devetnaestog veka ovi su problemi konaqno rexeni. Dokazano
je da nijedan od ova tri problema nije konstruktibilan korix�eǌem samo
pravih i krugova. Taj dokaz sadr�i algebarasku, a ne geometrijsku metodu
koja se zasniva na tome da se prave i krugovi mogu opisati linearnim i
kvadratnim jednaqinama. Jednaqine koje se koriste u opisu udvostruqeǌa
kocke, trisekcije ugla i kvadrature kruga se ne mogu redukovati na linearne
i kvadratne.
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Razlog zaxto se toliko qekalo na rexeǌa ovih problema le�i u saznaǌu
da je bilo neophodno unaprediti razumevaǌe matematike tako sto �e se
utemeǉiti i razviti algebarska teorija koja rexava jednaqine oblika

a0 + a1x+ · · ·+ anx
n = 0

gde su a0, a1,...,an dati, a x nepoznati kompleksan broj.

Nils Abel je rexio ovaj problem 1826 g. tako xto je dokazao da se je-
dnaqine vixeg stepena ne mogu uopxteno rexiti, tj. da se ǌihova rexeǌa
ne mogu izraziti formulama koje se sastoje samo od koeficijenata jedna-
qine, korix�eǌem aritmetiqkih operacija i korenovaǌa (pre svega drugog,
tre�eg, qetvrtog itd.). Prvi potpuni dokaz je dao P. L Vencel (1814 -1848)
u svom radu Istra�ivaǌe problema geometrije koji se mogu rexiti leǌirom
i xestarom koji je bio jedva sedam stranica dugaqak i objavǉen je 1837 g.
u Dnevniku matematike iz Luivila( vol 2, 1837, pp 366-372). Konaqno 2200
godina nakon sto su postavǉeni ovi su problemi bili rexeni.

Vencel u svom dokazu prvo pokazuje da problemi koji se mogu rexiti
leǌirom i xestarom se mogu rexiti serijom kvadratnih jednaqina.

x2i + Ai−1xi +Bi−1 = 0 (i = 1, 2, ..., n) (S)

gde su A0 i B0 racionalne funkcije od datih brojeva p,q,..., i gde su Ai i Bi

racionalne funkcije od xi, xi−1,...,x1,p, q,.. Zatim on pokazuje da ako se u An−1
i Bn−1 sukcesivno zamene dve vrednosti za xn−1 dobijene iz jednaqine

x2n−1 + An−2xn−1 +Bn−2 = 0,

a zatim pomno�imo zajedno dva rezultiraju�a izraza sa preostalim qlanom
od

x2n + An−1xn +Bn−1 = 0,

dobija se jednaqina qetvrtog stepena za xn. ǋeni koeficijenti su racionalne
funkcije od xn−2, xn−3, ..., x1, p, q,...Proces se ponavǉa i sukcesivno se
eliminixu xn−2, xn−3, ..., x1, pa Vencel dolazi do jednaqine stepena 2n uz
xn, qiji su koeficijenti racionalni brojevi. Slede�e, on pokazuje da je
jednaqina 2n-tog stepena, koja nastaje kao rezultat od najmaǌeg mogu�eg
broja kvadratnih jednaqina koje su neophodne za rexeǌe problema korix-
�eǌem leǌira i xestara nesvodǉiva. Na kraju on razmatra testove da
bi odredio da li jednaqina 2n-tog stepena mo�e biti rexena va�eǌem niza
kvadratnih korena. Ovo je ura�eno tako xto su izjednaqeni koeficijenti
pretpostavǉene jednaqine sa onima u opxtoj jednaqini stepena dobijene iz
sistema (S). Prema tome ako mo�emo da na�emo koeficijente kvadratnih je-
dnaqina va�eǌem kvadratnih korena, ali ne i korena vixeg stepena tada se
zadata jednaqina mo�e rexiti na predlo�eni naqin.

Vencel dodaje primedbu da je jednaqina
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x3 − 2a3 = 0

koja nastaje iz problema dupliraǌa kocke nesvodǉiva, ali nije stepena 2n,
zato kocka ne mo�e duplirati svoju zapreminu koriste�i konstrukciju leǌi-
rom i xestarom.

U sluqaju trisekcije ugla nemogu�nost konstrukcije dolazi iz qiǌenice
da se problem mo�e predstaviti kubnom jednaqinom

x3 − 3

4
x+

1

4
a = 0.

koja nema konstruktibilne korene. Kao xto smo ve� napomenuli da bi broj
bio konstruktibilan on se mora predstaviti kao kombinacija zbira, razlike,
koliqnika, proizvoda i kvadratnih korena (konstrukcije koje su objaxǌene
u glavi 2) i pozitivnih brojeva. Kako se trisekcija ugla svodi na kubnu
jednaqinu koja se ne mo�e redukovati, qiǌenica poznata Vijetu, jedini naqin
da se na�e rexeǌe je da se prona�e tre�i koren, do koga se ne mo�e do�i
gore objaxǌenom kombinacijom.

Ako posmatramo Vencelov dokaz i koriste�i danaxǌe znaǌe trigono-
metrije mo�e se pokazati da trisekcija nije mogu�a ni u jednom sluqaju,
pa samim tim i generalno nemogu�a. To se mo�e pokazati na primeru ugla
od 60◦. Ako je mogu�e podeliti ugao od 60◦ onda je mogu�e konstruisati ugao
od 20◦.

Ako krenemo od trigonomtrijske jednakosti

cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ gde za θ = 20◦

cos 60◦ = 4 cos 20◦ − 3 cos 20◦ neka je α = cos20◦

Nakon zamene i uprox�avaǌa dobija se slede�a jednaqina

1

2
= 4α3 − 3α odnosno 8α3 − 6α− 1 = 0 i ako stavimo x = 2α ,

nakon zamene i uprox�avaǌa dobija se slede�a jednaqina

x3 − 3x− 1 = 0,

Ova jednaqina je nesvodǉiva jer su joj jedini mogu�i racionalni koreni do-
bijeni uz pomo� koeficijenata prvog i posledǌeg qlana,a oni ujedno nisu
rexeǌa ove jednacine. Ukoliko se koristi Kardanova formula za rexeǌe
kubne jednaqine mo�e se do�i do kompleksnih rexeǌa, pa samim tim i ko-
mpleksnog rexeǌa koja oqigledno nisu konstruktibilna po opisu u pre-
dhodnom paragrafu. Samim tim ni ugao od 60◦ se ne mo�e podeliti na tri
jednaka dela, pa i tvr�eǌe o trisekciji bilo kog ugla je nemogu�e.
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Transcedentnost broja π je direktna posledica Lindeman-Vajerxtrasove
teoreme. To znaqi da broj π ne mo�e biti koren jednaqine sa racionalnim
brojevima kao koeficijentima. Da bi se pokazala nemogu�nost rexeǌa u
ravni problema kvadrature kruga, treba pokazati da broj π nije konstru-
ktibilan. Znamo da taqke u Euklidskoj ravni koje se mogu dobiti konstru-
kcijama primenom leǌira i xestara su konstruktabilne. Koriste�i metode
analitiqke geometrije taqke se oznaqe kao ure�eni parovi realnih brojeva.
Broj x je konstruktabilan ako je par (x, 0) konstruktabilan. Tako�e, a i b
su konstruktabilne taqke ako i samo ako je par (a, b) konstruktabilan. Za
konstruktabilne taqke va�e slede�e osobine, tj. sve dozvoǉene konstru-
kcije su svodǉive na slede�e koje se navode. Ako su A, B, C i D razliqite
konstruktabilne taqke, tada va�i:

1. Ako se prave AB i CD seku, onda je i ǌihova preseqna taqka konstru-
ktabilna.

2. Ako je K krug sa centrom u taqki A i polupreqnikom AB koji seqe
pravu CD, tada su preseqne taqke kruga K i prave CD konstruktabilne.

Ako se pretpostavi da koordinate taqaka A,B, C i D le�e u nekom podpoǉu
F realnih brojeva, koriste�i se metodama analitiqke geometrije neposredno
se nalazi da:
• Ako va�i navedeni sluqaj 1. koordinate nove taqke le�e u poǉu F .
• Ako va�i navedeni sluqaj 2. koordinate nove taqke le�e u F ili u

F (
√
a), gde je a ∈ F neki pozitivan broj.

Zakǉuqak je da za svaki konstruktabilan broj a postoji n ∈ N tako da je

Q = F0 ∈ F1 ∈ · · · ∈ Fn

Svaki konstruktibilan realan broj je algebarski nad poǉem Q i ǌegov stepen
nad Q jednak je stepenu broja 2.

Kako broj π nije algebarski nad poǉem Q, nije ni konstruktabilan, tj.
problem kvadrature kruga nije mogu�e rexiti pomo�u leǌira i xestara.
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7 Istorijski znaqaj ovih problema

U istoriji matematike ova tri problema su sa nesmaǌenim �arom intri-
girala intelektualce vixe od 2000 godina. Sami problemi lixeni svih
implikacija qesto izgledaju kao totalno neinteresantni, a opet do danaxǌeg
dana velika energija je potroxena na ǌihovo rexavaǌe. Interesanto je ra-
zmotriti zaxto su se ovi u suxtini jednostavni matematiqki problem izdvo-
jili od ostalih matematiqkih problema. Sama postavka bilo kog problema se
mo�e izvesti koriste�i jednostavne pojmove i niko nije uplaxen sa kompli-
kovanom terminologijom uobiqajenom za matematiqke probleme. Upravo ta
jednostavnost u postavci je podsticala mnoge u rexavaǌu problema. Lekari,
advokati, mesari i pekari, mladi i stari, amateri kao i profesionalni
matematiqari su se okuxali u ǌihovom rexavaǌu. ǈudi raznih okru�eǌa
su bili privuqeni ovim problemima gde su upadali u podmukle zamke nastale
u mre�i raznih pokuxaja i samim tim otvarali vrata za neoqekivana otkri-
�a i poglede na nova poǉa matematike. Ova tri problema slu�ila su za
muqeǌe i zagonetstvo matematiqara u istra�ivaǌu novog aparata, metoda i
teorema za ǌihovo rexavaǌe. Danaxǌe strukture algebre i geometrije su
izrasle iz ovih pokuxaja.

Neprekidno tragaǌe za rexeǌem kroz tako dugaqak period je dalo neverova-
tna otkri�a, qesto otkrivena pukom sluqajnox�u, i time obasjalo na neuo-
biqajeni naqin ponekad udaǉene stvari. Elipsa, parabola i hiperbola,
su nesumǌivo jedna od najinteresantnijih otkri�a. Teorije jednaqina i
Teorije grupa, doktrine od velikog znaqaja za mnoge nauqnike poput fiziqara
i hemiqara u ǌihovom izuqavaǌu atomskih struktura i teorije relativiteta.
Nije ni qudno zaxto su ovi problemi toliko slavni kada je toliko matemati-
qkih otkri�a nastalo ǌihovom zaslugom.
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