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Rad je podeljen na tri dela,

I deo: U talki 1, izlo¥ena je jedna formulacija ekwiwalentna aksiomi
isbora. Ovo tvrdenje ilustrovand je sa nekoliko primera, U tafki 2, izlo-
fenl su neki stavovi teorije modela. Napominjemo, da je T.5. od bitne ve=
fnosti u rasmmatrnju u delu III,

I1 deo: Ova) deo satojl se iz pet tadaka,

U talki 1, navedeni su neki aksiomatski sitemi Bool-ovih algebri.

U tadki 2., data Je definicija Bool-ove algebre sa operatorima (¥, 840
55. 8¢ algebre).

U tafki 3. navedene su osnovne definicije i tvrdenja u vezi sa Bool-
ovim algebrama (pojam ideala, filtra, atomske, kompletne Bool=ove algebre,
S*ome-ov o reprezentaciji Bool-ovih algebri itd.)

U tafki 4, prikesana su neka gapaZanje u vesl sa Bool=ovim algebrama.
U ove] talki uveden je pojam rastavljemog skupa (R-skup, Def.l.) 1 celu-
larnost Bool-ove algebre B: celB = supflﬂl S £B, 8 Je l—.k..} . HoZemo
reél, da je ideje uvodenja celB u vezl sa /6/. U vezi sa R=skupovima, ko-
Je moZemo da shvatimo kao poobitenja skupa atoma Bool-ove algebre B, 1~
lo¥ena su nekoliko tvrdenja (T.1l, T.2, 1.7, T.,8, T:9). U nekim slufaje-
vima naden je celB, naprimer, kada je B atomska algebra, i1 ake je B Bool-
ova algebra regularno otvorenih gkupova topoleikog prostora. Takeode, i=-
skupovi su koriséeni u dokazu, da u svakoj beskonainoj Bool-ove] algebri
poetojl ideal I da Je VI =1, i takode, da se svaka konalna Bool-ova
algebra moZe utopiti w svaku beskonaénu Bool-ovu algebru. U ovo] talki,
igreieno je 1 nekolike tvrdenja u vesi sa distributivmim mreliama (7.13,
T.14). Tvrdenje T,16, pokazuje da se neki stavovi 1z teorlje skupova mogu
prensti na Bool-ove algebre.

U tadki 5, ukagano je na neke pritodmm vesze izmedu operatora satvara-
nja sool-ove algebre B i binarnih relacija na A, gde jJe A skup atoma



algebre B (C.5.1=4). Tvrdenje T.4. koristi se u delu III u vesi sa 85 i
S¢ algebrama.

I1I deo: sato)i se 1z 8 talaka., Ova) deo moEe se ematrati, da jJe cent-
valnl dec rada. Uvde se Bool-ove algebre ragmatraju u okvirm vife forme-
Inih teorija 1 to na raznim nivoima: teorija Bool-ovih algebri u jednadi-
nskom refunu (teorija ﬂo), teorija Tool=-ovih algoh! 'S hhm rafunu
(teorije By o B)s teorija Bool-ovih slgebri u predikatskom raSumu (teo-
rija J). Takede, izreéeno je vide meta tvrdenje u vesi sa navedenim teo-
rijama.

U tadki 1. uvedena je teorije /b . Osmovmo tvrdenje je 2.2. koje uka-
guje na razne interpretacije teorije 5o « Deo dohu u .2, P —1°
u Yonovi zasnive se na ideji dokaza u /11/, str. 299.

U tadki 2, uvodi se teorija /3, , koja je ustvari teorije universalnih
(etvorenih) iskaza m teorijé Bodlovih algebri u predikatskom ralunu.

U tagki %, uvodi se teorija B , koja Je pomoénog karaktera., Osmo-
vno je, da je mf:o:a formule teorije /Y7 ekvivalentna elementarmoj for-
mull oblike u = v teorije J); . Yokewo reéi, da ideja ( meda daleks), po-
tide it (14), gde je sliéna rainje vriena na formulama teorije prirodnih
brojeva iz drugih rasloga. Tu je takode dokaszano, da Je ‘756 a time 1 $7
odludiva,

U tadki 4., dokasuje se, da se mogu koristiti Kripke-ovi modeli u postu-
pku utvrdivanje da 11 je neka formula teorije ]5,, » teorema., U osnovi ,
koristi se ldeja semantilkih t-bloa za modalni T pelun, preme /3/. Osno-
voo tvidenje Jje T.l. Interesanina posledica je T.XR.

U tatki 5, ragmatra se red terma t, u oznacd r(t). U osnovi, ideja po-
ti8e 1z reda formule za modalni radun Sgs prema /3/. Eao glavne tvrdenje
ove talke molie se umeti T.2,

U talki 6, razmatre se elementarna teorije Bool-ovih algebri u predi~
katskon r-8unu, U 7,2, dokazuje se, da jJe u nekin formulama mogufe elimi-
nisatl kventifikatore, Takode, pokazano je, kako se teorija Bool-ovih
Bool-ovih algebrl mofe dopuniti do kompletne teorije, 1 takede , da jJe



teorija besz atomsikih Boel-ovih algebri odluiva.

U taiki 7., rammatra se teorija Bool=ovih jednadina, Tvrdenje T.1. 1
Te2. pokazuju da Je svaka Iool-ova jednaSina efektivmo rediva.

U tafki 8, rasmatra se odnos teorije Bool-ovih algebri prema drugim
teorijama, specijalno prems iskaznom rafwm < (€.3), i modalnom s
radunu, Takode je pokagano da su universalni iskasi eiementarme teorije
ddstributivnih mrela odludivi (T.2). Pored toga, dat je topoloski dokas
atave kompaktnosti (kemafnosti; lalcev,G8del) sa iskasni ralun o .

KoriSéene su sledede oznakes
1. b X Jje Boolean skupa X.

ZoSimbol 2 ima m&enje "Je gamena", il1 je meta jednakost.

Se F,JT < ima gmalenje: A jJe teoremiteorije " .

e w‘r}-eé ima znalenje: ol .ni;)e teoremn teorije T

Se B =« Iima znadenje: X Je tofna formmle u modelu 5 .

S¢ B i=od ims snadenjes & nije tafna formuls u modelu B,

. & je oznaka ga iskasni raZun (v. /3/).

8, Ako je o formula (term), « (=) ima sledeée mmadenje:
L(x[t) je formala (term) koji se dobija, kada se sva pojavljivanja
nyomenljive x u o zamene sa t. Kad god je jasno, umedo 7 (!"t) pi=-
sademo o (t).

9., S5imbol < Je gnek inklusije, dok jJe C gnak stroge inklusije.



1. avodimo nckoliko formulacije ekvivalentnih aksiomi izbora, koje
¢emo u doljem kordistiti, Pre toga uvodino nekoliko definleije. Ovde je P
iskasna shema (u teorijl koja u sebi sadr#i teoriju skupova), X je kar-
dinalni broj.

Def,l. rormile (V4 B)P je zamens sa (Y B)(B<S A=>PF) ,

pag,2, 1° £(a) & (¥,B) (kB =ol=>#(B))

E (1) & (¥3B) (kB 2= #(B))
39 1»4(5.) (¥4 B) (ki 2L => »(B))
4k () 2 (N (ks 3 =2(B))
57 r_(a) & (% B)(k8 >< = r(B))

A\

’-‘-.

2 ,,L(;‘
Defe5. Familija clkupova M je induktivna akko svaki < — lanac u JA(

iZa supremun.
T,1, ieka je JU induktivna familija 1 A € A , Tadas

?4, ,f“) =@M/ (AcH A p%gn) A (WRefJ)(Ac A P<)_(d(l) A HCE =N = N))
%5. ako ovl konaZni podskupovi skupa A imaju svojetvo P, tada posteoji
pgksimalon skup M e A da jJe Aclk 1 da svaki konalan podskup od ¥ ima
svo jJotve .

Dokaz ieks Je T =fxejbqnc_‘1/\r<%(x)} . kako Je AcF , to
F ¢ $o ek je . € ~-1lunscu F 1neka je N = U, Tada W& M Nee
ka je ki g }(o s DCN., Kako je " konadan 1 o\( Je lénw, to postoji
L,eX da BSL,. Foito Je L X< F , o L, € F , odakle P(H). Ctuda
P_(H), te W eF ., Prema tome F je induktivna femilija, te prema Zor-

<f1(0 r——
novod lenl postoji meksiuslan olup © u f .

[~

g.l, Kako je D X induktivna fanilija, to ako jJe A<X 4 %{u).
to postojli makcinmulon MSX da - (W)ag ASM,



o
Takode vaii opdtije tvrGenje: Neks je gx (1) & (¥,5) (kB 2L =B(ByA)).
Neka je A ¢ AZ:;>(P(B,A1) -@p(n,az)). Teda vaii 7,1, ko se P sameni
sa P.
Ba slisan nadin se dokasaju sledeéa tvrdemja. Nekn Jo <{ Smisktives
Pamili ja, 'ada, ako je n prirodan broj i Q jJe bilo bj_i od predikata
(a), vn(a), tada:

P<'n(‘)’ fgq\ ,
2. WA= (FH e (Acnagu)A (P elQ(A<HAQN)A HECHS N = N))
Ako se u 4°, 5° uzme da je B konalan skup, vaie analogna tvrdenja.
Primer 1° leka je f£: A— 1. lade postoji maksimalan A° (u odnésu na

C)da je AC A1 £]A° je 141 preclikavanje.

Dokaz  1° £ je konstanto. Tada ze A mofemo ugeti ma koji jednodlan
podekup slkupa A. .‘
2% £ nije konstanta, Tadn postoji Ay da Je ki > 2 1 da Je

4 on 1=1 preslikavanje. lekae jJe P(B) & (¥x,yc B){(f(x)=£f(y) > ==y) 4

M= DA, Otude #,(4)). Frena T.2, postoji maksimalan A" da A,C A°C A

12

A° Je 1-1 preslikavanje.

Primetio do odavde neposredno sleduje sksioma izbora. Zaista, neka
jo T 52 koja fanilijs neprasnih dizjunktnih skupova. Neka je f3 UF—F
zde xeF )(¥xex)(£(x)=x). Tadn je £ preslikavanje na, a rasbljange
2o jJe odgovara Jezgru preclikavanja £ je upravo familija F + Prema pre-
thodnon, postoji maksimelan A < UF aa _!}Al A';? T + Pretpostavimo
da je za neki X,Je?rr ispunjenc AN Xy = #. leka je X,€ Xo» A**= AL {%0)
L ogr A"~ F , tako da gly=fly 1 glx)) = X,. Tada A"€A*" 4
2 {pn je 1-1 preslikevanje sto je kontradikeija.

Premo prethodnon gaklgudujeno do je sa Q 2 22(1). T.2, ekvivlientno
sa akglomom izbora. |

Primer 2° leka je data slgebra (A,62) 1 sakon 23 ty=t, (n?d <2
1
u OBNOvVIWIN alfabet].l ”{_xogxl,}-..g,.o. S )c m pﬂﬂtﬁj’- "é@L(‘) ’ ha
zadovel java sekon Z, onda postoji meksimalna podalgebra algebre A koja

sadovol java zakon §.

1) 9_;?_(;‘;) je skup podalgebrl algebre A.
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Dokaz Neposredno se proverava da Je @;L (A) induktivna familija, Ne=
ka je n broj slove (promenljivih) koje udestvuju u gakomu Z. Neka je
F(B) & "5 sadovoljava sakon 2 (td. (YDysByeesesd € B)(8(Dyseecsly) =
= (b 1seeesb)))e leka je A%el(4) koja sadovoljava saken Z. Tada
%, (8)y to prema 1.2, posteji meksimolna algebra A, € B,(4), da 2., (4)).
Kako je Pgﬂ(a') akko A, sadovoljeve gzakon Z, to A, sadovoljava sakon Z.

Primecba ODa amo umesto @;1(&) za JU usgell 7> Ay, tada bi prethodno
vrden je bilo da postoji maksimalan skup AC A, da A® sadovoljava sakon
Z, Jasno je da u opdtem slufaju nije AZB,(4).

Ge2.1, Ako (4,5]) ima trivijelnu podalgebru, tade sa wvaki sakon Z
=ed (] postoji mekeimelna podalgebra koje zadoveljava saken .
Sokos neposredno sledi iz Einjenice da trivijalna algebra sadoveljava

=vratd 2akon.

342+2, U svakoj grupl postoji maksimalne komutativna podgrupa.
Uvde je Z: xy=yx. Tvrdenje sledi iz Sinjenice da svaka grupa ima
“rivijalinu podgrupu.

Ce2.3. U svakej lupi postoji maksimelna pedlupa, koja je grupa.
Ovde je Zs (xy)s=x(yz). Tvrdenje cledi iz Einjenfice da svaka lupa ima
srivijalnu podlupu. ”

.. K |
Priner 3° (Tukey, Teichsfiller) U cvakej familiji skupova'konalnog

.‘:smktcral) posto ji maksimalan skup A.

Bolnz  leka je M= D(VX), #(5) & BEK . Nekn Jo Ac (. Tada
ré}éa). Prema T.l. poctoji meksimalan M €M da 2 (). Wo kako je
?, Eu)@ue]{ o to e Ko Kako Je X CM o to Je H makeimelan u K .

jor 4° Swaki antilanac u (X,4 ) sadrian je u makeimelnom antile-

2)
Pokosz = Neposrednom primenom T.2. na JL(-ﬁI, p(n) 2 Cfx.yel)(ﬂyﬁxﬂy).

1) je konaBnog keraktera akko (¥A)(AeX&S (v;n)(nd{‘,:)nej( )
2) xljy& Hzsyvy yzex)



4,

2;. U ovom delu iglo#idemo nekoliko &injenica iz teorije modela koje
éemo uw daljem koristiti,

Pod modelon teorlje J podrazumevademo standardne modele, omako kake
=u opisani, naprimer, u /9/, odnosne u /2/.

Za datu teoriju [ 1 unarni predikat P moSie se komstruisati teorija
'J} relativigacijom kvantifikatora u T na ? (ta procedura opisana je u
/18/). Postupek se sastojl u tome, &to se sa formmlu ¥ teorije 7 sve
potformule formule F oblika ('v‘x)Fl(x). G’x)rl(x) gamenjuju respektivno
formuleme  (Vax) (P(x)=> Fl(x)). gx)(r(x)A !1(_1)). Tako dobijena formuls
¥p Je formula teorije 7, . Uvde demo ugzimati da je P(x) oblika x< A4,
sde Je (4,57) model teorije J .

Neka je struktura (A,52) model teorije U . Pod veluaeljom podrasu-
mevamo proslikavenje vi I— A, gie je I skup promenljivih teorije 7~ .
Helka je P predikat u Jesiku teorije J . Pisademo A=k, ako Je
?('ﬂl....,vxn) ispunjenc na (4,52) ( precimmije, ako je relativiszacije
formule P(Viy,e..,VX,) u odnosu na mx "xc A" talna). O ovemesje raspra~
»ljens, naprimer, u /2/, /3/.

Ako je za proizvoljnu valusciju v ispunjeno A};: P pisafemo A= P.

Algebra A Je karakteristidna za teoriju ) akkos }—q;oz akko Ajl=K.
Cwde je o formula teorije 7 .

Neka ou algebarske strukture (4,52), (B,SC) modeli teorije 7 . Tada

P,1. Ako su strukture (4,52), (1,52) 1izomorfne sa izomorfizmon f
sada 2o proizvoljni predikat 7 teorlje T H

A%l'(llgxzpooo.x]l) aicko .B]: P(fxl'rleaoo.%) .
To tvidenje je, neprimer, dokasano u /4/ (str. 92.). Ha

§ i e pouhine fowde © T3P Pt hiie

se dokazuje da ako Je (L‘ ..Q) homomorfna slika strukture (1.52) preko
homomorfiss f, onda, sko Je ﬂ!\i—‘ P(leo--,xn) tada BE P(ul.o-..%)o
T.2. Tieka jJe (By,R), (1£I) skup algebri 1 B = ;’;l[ B, sa proisvo-
i€
dnom ptrukturom., Teda: ako je 22 svaki ic1l By u=v, onda Bl= u=v,
Ovde su u, v termi,



&

Do Dokaz leka je ga svaki 1€1 1, |= u=v, Kako Je t,c : B> D_t homomo~
rml), to uz'll(\&...o,vh) = U(L(L 4.-.00’Q¢Yn) -'(u,i\f .pqo.t,( m =
® {,(,L"(‘f,(..o..)efn), gde Y{ gecey \fﬁé De Utuda n(\€4.ooop%")-'(?4’0lno\"€ﬂ)

) o pm’-mljnﬁ %/].o-o, %/né.ﬂg t,jo B“’:_‘ U=V,

Ce2. Ako je B homomorfna slika od || B,, pri uslovima 7.2., onda
D = u=v. - ‘

T.,3. lieka je teorija 7; podteorija teorije jz_ (tj, 3t§1k MJ.I(
sadrian je u jesiku teorije 7, i akeiome teorije 77 su skeiome 111 su
igvodljive u teoriji fz_ ). Heka sa svaki model A teorije 7; pooto ji mo-
del‘jb teorije J; koji je prodirenje sa A , tj. ake je S - (:1.52).
Pla (5,02) tadd ALB 1 sa sveki weS2 postojl v eflda coylpmeo
felea Je F universalni iskaz teorije \7; . Tada %'_1' F akke ,——f F.

Dokuz (=) Uéigledno.

(& ) UNeka E F, lieks je JUC proimﬂljan f:nﬁol nﬂ; . JE Jc sagrian
u nekou ) koji je model za 7. ioiito Je = P to B=¥. Nedutia ¥ jJe
Shlike  (¥xp)eeo (VX )Py, . ¥ & (Vxl)...ﬁ‘x,,)rl. te je formula
Yz €38)...(¥x c B)F, talne. kako jJe A<B=3((Yxc B)P=>(VYxcA)P) h onda
(Vxlé.&)...(’/xnéil)l-l, tj. A= F, Otuda F veli na ovim modelima
weorije J te =

2,4, lieka su ispunjenl uslovi tvrdenja T.35., s tim #to 3' skupovnl
deo modela ﬂF jednak skupovnom delu modela B, tj. A = B, Tada =a proi-
zvoljni iskaz'teorije J4 @ b F e b R

Dokaz je slidan dokarzu u T.3., & tim Sto se F predstavi u preneksnoj
formi i iskoristi Zinjenice da Je A=B 2 ({xcA)P(Jx<n)p).

Ravodimo teoremm Vaughta—.:\z)

2,5. lieka je J elementarns teorija besz konadnih modele, koja Je o —
kategoriina sa beskonasni kardinalni broj <, gie <X 2> k 2. Tada jJe 7
kompleina (potpuna) teorija.

1 ’u't je projekelja.
2) Applications of the LOvenhein~skolem~-Tarski th-oru to problems of

completness and decidability, Indig. Math. 16 (154) ,467=472. Tekode/2/.
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1, Akaiomaicid sistemi Fool-ovih algebrd.
Bool-ova algebra, koja se ponekad nasiva & algebra logike, je algeba-

rski sistem sa mnogobrojnim, wainin primensma u rasnim delovima matema—
%ike, specijalno u matematiikoj logici, Postoje vilie ekvivalentnih sade~
vanja Zool-ove algebre. Navedimo jedno koje se najleSde koristi., Algeba~
veki pistem (B,A,V, ,0,1) je Bool-ova algebra akko je B skup, \ ,V,
binarne operacije na 3, / je unarma operacija ma B, a 0, 1 su nularme
operacije sa sledeéim aksiomana:

Bl. (A YA z=xA(yA 8) mnl (zxvy)ves=xVv(yve)
B2, zA(yve) = (xAy)V (zAe) 227 xv(gas) = (v (zV 8)
B3. XAy = yAXx 737 XvVy = yvx
B4, zNAX" =0 B4 xVx® al
B5. x Al = x B5® xV0U = x
B6. U # 1

Ovaj sictem aksioma dao je (bes 51, Bl”) Huntingtom, E.V.D). Havede-
nl sistem aksioma nije minimalan, Naprimer, B2-B4, B2°-B4°, BS, B6, BT
je miiimalan sistem akéioma?), Takede neki autori ne uzimsju B6 kao aksi-
2T

Hungtinton je takode dao sledeéu aksiomatisaeijus 1° xvy = yvx,

2% (xvy)ve=xV(yve), 3° (x"Vy]" x"Vvy) = x . P

Alternativnu aksiomatizeciju predsctavlja Byrneeov sistem (B,/ ,I,-o.l)

1) Sets of Indé'pendent Fostulates for the Algebra of logle, Trans.Anal,

Hath. .oc. 5, 286~309, takode T.A.liu5. 35, 274~304, 557-558, 971 (1933).
2) U /8/ je dat dokms da su navedene aksiome nesavisne.
3) Byrme L. Two Drief Formulation of Boolean Algebra, Bull, Aur Fath,

Sec. 52. 2695272 (1946), takode Lhort Formulations of Boolean Algebra
nasing ring operations, Canadian J. lath. 3, 31=33, 1951.



sa aksiomamas 1° xAy = yAx, 2° {(xAry)A e = xA(yr8), 3° xAx = x,
£ Ay =0 xNy =x, 5 0407,

Takode Byrne-u pripada sledeéa asksiomatizaecijas 1° x = xA y &

xAy” = 8Az", 2° fAy)AE = (FABAX .

" Pored ovih, Tarcki rasmatra u /17) dva sistema od kojih prvi sadrii
sedam ckolona Ul=UT7 ( 1 prodireni sistem aksioma Ul=-UlU, koje se odnose
na konpletne Bool—-ove algebre), dok drugi sistem aksioma sadriif Jetird
u.isionc Hl~-134 1 dve definiclije 15-06. Ova] poslednji sistem odnosi se mna
teoriju konpletnik Bool=ovih algebri.

U ovake] Bool=ovoj algebri (B,A ,V,’ ,0,1) operacija A (odnosmo \/)
;l!}l—mimmdenjo definisano sa x4y akke X = xAy. Tada Je (B,<, ']
ozplenentarna, distributivne nrela, gle je 1) sup(x,y) = xvy &

{2} Inr(x,7) = xAy , U tom sludaju U,1 su nRajmanji odnosno najvedi ele~
ment u B u odnoen ma < o Otuds struktura (B, < ,”) pogodno je svatd
Bocl-cvon mrelom. Prema tome Dool-ova algebra na B inducira na B Bool=owvu
nrefu, Medutim ve¥i 1 obrmutos Bool-ova mrelia (B,%,7,0,1) inducira na

B Bool~ovu algebru (B, A ,V, ,0,1) uprave preko jednakosti (1) i (2). otu-
da teorljn Pool-ovih :lgebri ekvivolentna je sa teorijom Bool-Ovih mh})

Pxeten (B, 2, A) sovemo .so‘ol-ovi_mz) aklo su ispunjeni uslovi
xAx = O, xAx = x. Vaii tvrdenje (neprimer /19/, /4/): Bool-ova algebra
(ByA ,V ,7,0,1) dinducirs na B Jool-ov preten sa jedinicom, gide
(xAy°) V(2"A y)o Takode Dool-ov prsten (B,A ;A\ ,0,1) inducira
na B wol=-ovu olgebru (B, ¥ .A}',c.l). gle XVy = XOAFAXAY X" = 1A X,
Prd tom, nko je (B, 8,/ ,1) inducireno sa (BeA,V s"s0sl)s & (Bed, e, 40,1)
indueirano sa (B, 8, A1), tada (B, Vie s0,1) = (By A,V 3 5051)s 504~
&no, ako je Hool=ova clgebra B inducirsns Bool-ovim protemom P, tada Neol-
ov prsten 9‘ indueiran qfjeévom B, jednak je prstemm P,

Prona tone, teorija Tool-ovih alsebrd ekvivalentna je teoriji Bool-ovih

1
praten:. )

smdsiu /1/, sbr. 252. _
2) Formulncija “ool=ovih prstena pripada Stohé-u.

It

]

€AY
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Ubuivnée pod Bool-ovom strukturom podraszumevamo (BoA , Ve“9l,0,1,4)
gde su nivedcme operacije 1 uredenje £ saglasne,

2: Iool-ove algebre sa operatorima.

Unorna operacija = u Bool-ove] algebri (B.A;V,’.B.I) zove se
sperator. Uperator o definisan se x° = x%° zovemo dualnim u odnosu
A8 %, leposredno se proverava da Je dualni operator u odnosy na ¢ upra-
vo =, las ¢e specijalno interesovati ake = sadovoljava neke od aksiomai

L., (® =0 02. x<x° 03. (xvﬂ? - =y
94, ™= . 05, xéx’n - 06. r‘-t‘
07. (x = 0) v (x* =)

Uvcdlmo sledcée definicije. Ba algebru (B, A, V,%0,1,2)e P 1
1% Algebra B u kﬂ?oao&%%?: zadovol jene aksiome 0_1.-;03- Je T=algebra. Ova
algetre je u vezl sa'? radunima. , -
2% Mgebra P u ko joJ su zadovoljene aksiome 01-04 Je 8‘ algebra, U
ovem slulaju A  je u vesi sa modalnim S 4 Tabunon.
3% AMlgebra P u kojoj su zadovoljene sksiome 01-03 1 05 je I algebrs.
Qve alrebra je u veri sa intulcionistiSkim iskasnim raSunom. |
5°_. Algebras > sa aksiomama 01-03 1 06 Je Sg algebra. Ove algebra je
4 vesi se modalnim :55 ratunom, Primetimo da je 04 posledica navedenih ak-
sioma, Zailsta: Stavljajuéi u 06 x° dobija se x_"_"" -‘x'-. Otuda
=% o 2™, tj. (1) =2°% = :°. Dalje, primenjujuéi (1) 1 06, dobija se
0% . ™ = ¥, dok prema 06 FOT = X, Otuda ¥ = 2, tj. ovaka S
algebra Je 54 algebra. | o .
3° Algebra /})) u ko joj su zadovolene aksiome 01 1 OT7 Je l‘ algebra. ILa-
ko pe proverava da su u S, sadoveljene 1 ostale aksiome 02-063

Vi#e o ovim algebrame raspravljenc je, naprimer, u /3/ & /i11/.

———— i S ——

1) Hesivi T, Sgv Sg useti sv prem= /3/.
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3, laovodime nekoliko posnatih definieija 1 tvrdenja koja se mogu nadl
naprimer, u /4/, /7/, 711/, /15/ 1 /17/. U nekim sludajevims navedimo
autore koji su uveli navedene pojmove, odnosno dokasali tvrdenja.

Def,l. Algehral) D o= (B, ¥V, Ay%y 4,0)  je dualna algebdri (‘tﬂavilon!n
1. PP . Preslikavanje * ostvaruje isomorfizam izme-
du ovin ilgebri.

2. @D Je atom akko (Vxeid)(x<a=3=0 v m=a). Skup atoma
:’nguhreu B oznadavs ne sa ﬁ (B). slgedbra B je atomska akko
Wxcr)dac A(B))(esx). (Tarski /17/). | |

Def.>. Ailgebra B Je kompletna akio Je kompletna u odnosu na w
Juie nx'eaeije [ | _

2ef.4. 3B je vopiteno distributivna akko Jx kuwpkwinx sa proisvoljne
Panild je skupova {btl T, bye B%. '(ru| néY, T = L‘gz‘ﬁ ,

z={rce| Gueme, N s d) e A\ ¥vy=Vab, T (zerers 7)),
u weu +eT, Yek tey

T,2. Svaki parcijalno uredeni skup (I,‘é) utape se u neki kompletno
wredeni skup (X, é)‘(g?pitenje Dedekindovog stava v. /4/, /5/). Komple-
tno prodirenje Pool-ove ':‘é kompletna deol—-ova algebra.

Def,5. I Jje ideal u mreZi B akko:
1° yexaxel=yel, 2° xyél=xycl, 3° 148
P je filter u mreZi B akko:
1° 3y A xeFo3c? 2° x,yeFoxAyer, 3° P 4B

Def.6. Idesl I u distributivnoj mreli je prost akkos:
XAY<EI %€l v yels Dualno, filter F je prost akke:
XVyET x€P Vv yeF.

pef.], ldeal (filter) je maksimalen ( uw tom sludaju tove se ultraideal
odnosno ultrafilter) akko nije pravi podskup drugog idesla (filtra).

1) "ilgebra® ovde ima znafenje Bool-ova algebra. ‘
2) N\ 2(x) & tar{T(x) | xes . s1iime "‘x¥ 2(x) & .up{:m \zes‘).

tmests /\ x pisademo /\ 5 1 dualno sa Vx, Vs.
X€S xes
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Navodimo nekolike tvrdenja mz idenle (filtre). Takode wvalie dualna twvr=-
denja sa filtre (ideale).

Ie3s U distributivne] mrefi svaki ideal Je sadrian u nekom prostom
ldealu (v. /4/). .

T,4. oveka netrivijelna mreZa sa nulom sadr¥i meksimalni M(ﬁ '
tvrden je ekvivalentno je sa aksiomom igbora, v. /13/). |

Te5: U Bool-ove] strukturi (B, A,V ,%,0,1,2,4) sledefe Ginjenice
pm ekvivalentne: 1° 1 je ideal Hool-ove algebre (By A s Ve sOol) »
2° I je algoberski ideal Bool-ovog prstena £B, 0, A 41)s

T.6. Gvaki filter je algeberski ideal duslne Bool-ove algebre (' .
Iz tog remopga, filtri se desto sovu dualnim idealima,

2,7. U Bool-ovej algebri pojam prestog filtra poklaps se sa pojmom
alirariltra, P Je ultra filter akko (Yx<EB)} (x&F v x¢F).

2,6, U distributivnoj nrefi sa nulom, svaki filter sadriasn je u nekom
amaksincinom filtru (Tarski 1930).

Navodine nekoliko stavova o reprezentaciji Bool-ovih algebri.

1,0, FKompletna 1 atomoka Dool-ova algebra isomorfma Je sa I5 I sa
meki X (Tarski /17/).

2,18, FKompletna i potpuno distributivna Bool-ove algebra isomorfna je
sa 51 za neki 1 (Tarski /17/). _ u

Ill. Svake dictributivna mrefa izomorfna jJe nekoj mreli skupova (Stdne)

2,12, ovoka Hool-ove slgebra izomorfna je nekem &j‘ skupova (Stene).

2,15, Sveka konadmm Dool-ova algcbra isomorfna je sa /> X sa meki X,

Tolis, U Dool-ovo] algebrl 5, ideal I je maksimalan akko B/1 —“4{0.131)
(Tarski)
2,15, Cveko monotono preslikavanje u kompletno] mreZl ima nepokretnu
tadku (larski), ake sva.k? monotono preslikevanje u mrelifi B ima nepokretmm
ot ke oy &)

tadku, tada je svaki'lanac u B kompletan (Kogalveki, v./15/).
£,16, uvake dve prebrojiwe alg-bre bes atome su izomorfne,

1) B/I je koliiniéka struktura Zecl-oveg prstena (B, 23A) u odnosu na
mml’ﬁki ideal I, Ve TobHe
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Eximedba Teks od navedenih tvrdenja bife dokazana u kontekstu tvrde~
nja koja nlede.

Navodimo nekoliko primera primers loel-ovih algebri.

1° Jlgebra {u,llj ( Negie se omnadava i sa {T,_LB).

2° (Bx,n,UsCubh)y X je skup. Ova algebra je atomska 1 kempletna.

3% _lobodne Bool-ove algebra 5(A) nad skupem A. Ab Je i beskonaZan
skup, tada 5(4) nije ni atomska ni kompletma. .

4° iool-ova algebre kerakteristidnih funkcija skupa I, ‘KOJSI o Ova
algebra je imomorfua sa P I, odnosno sa preizvednon strkichurom ll_h!{".“}

5° mmestvo B regularno zatvorenih (otvoreanih) gkupova, hph.ng
prostora (X.7), gde ma 8,DEBr aVb & alb, apd 2 a/\i, a” & Ikl .
94¢g, 12 1, Ova elgebra je kompletna (v. /4/, /12/), melutim ne mora da
wose stomekg, neprimer, sa Suklidskl prostor r2,

6° 'moitve X; skupova potpuno nesvesanog kompakinog topolelkdg pro-
stera (1,’?)1.) ko jl su otvoreni i zatvorenl sa skupovnim operacijams N
v] { o InaSe za svelu Bool-ovm algehru B postojl topoloiki proster (x,T)
, mo¢ tipa da V=B (Stome, v, 181y 11/).

4. Ovde ¢emo izloZiti nekoliko gapallanja ¢ Bool-ovim Il’“.).

pileks je S<B sa svojstvom: 1° 5 4 ¢, 2° o¢s,
3% Wx,yes)(x £y D XAy = 0). U tom slubaj: 5 sovemo rastavljedh skup
{Krafe cemo oznaavati sa EK-skup).

f1, %a svaki R~cskup S postoji maksimelan (u odnosu ma < ) R-siump s
da 8 <5 .

Doksz Jasno Je da Je s rastavijen akke Je svaki njegov dvodlan skup
rastavljen, leks je P(B) 2 (Yx,v¢ B)(mfy =xAy=0) £ M =pB. Primenon
I.l.7.2. (n=2), tvrdenje neposredno sledl.

Primetine ds maksimslan i-skup ne mora da bude 1 maksimalni antilanac
(u odnosu na € u B), mada jJe Jasno da Je svaki R—skup antilonsc. Napri-

——

1) Takav prostor zove se Bool—-ov prostor.
U ovej tadkl D ée oznalavatl Sool-ovm algebru.
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mer, {x,x} je mokeimelno rastavljen skup sa x # 0,1.
Dof.2, oeld =hyks | SCB, 8 je msssimeigm R-skup ] .
D8L.o. Y, (a) «{xecs|xando .

2,8, Feka Je 5 PBeskup u B, Tadas

5 jJe maksimalno rastavljen slup u B akko V 8 = ks
Bolez (=) 1° oBigledne (vxz¢s) x<1.,

Hekn jJe bE D tako da (Yx¢ 8) bz x, Pretpostavime da d< 1. Otuda »“#0.
fglje, sa x££ 5, poditeo Je b2>x, bide B°A 3= ¢. Otuda 'I. luib ja-
B=glup i 5C 35, Eto je kontradikeija.

(&) rretpostavimo da 5 nije maksimalsn R~skup. Tada postodl d< B,
B¢ 0 dz ma svaki x¢<cS, bAx = 0. Otlld.]',)' b=DbAl= A Vx V(I/\z)-

;G

: xe§ xeg
= V@ = 0, odakle b = 0, #to je kontradikeija.
XZ5
.42, Ako je 5 meksimnlan Reskup tada Je sa ac¢B ispumjeno a =V (o x)
X&S

Frivetimo da je sveki skup atoma u B R-gkup. Ake je B atomska algebrs
i as=sh(n), teda je A makoimelan R-ckup. Zaista, ske x¢4, x £ 0 tada
~osteji a<A da alx, tj. A pe ne moBe profiriti do mekog drugog N~
tkupa. Veka je Y (x) -'ﬁ (x)s Xako jJo ma aci ispmmjens x/\a = 0 121
=Aa =a; to Y (x) -{aél'\z/\lﬂj-ftétlasx}]. Otuda prems T.2.,
C,2. neposredno imamo eledm tvrden jas

23 1° \/Azl, 2% z=aVa=VY(x), tj. Sunkeija ¥ 3 B> PA
léx
d¢ injektivno preslikavanje ( uolﬂt*lﬂﬂl preslikavanje a—> as Je
injektivno, sko je 5 meksimalan f-elup. Zaista sko jJe {xaa|xc8) =
{x/\bixé 5,91‘813& 2. n-\/x/\a) -'\/ (x/\i)-b.ﬂ.r« a=b) .
Prinetimo da vaZi 1 obrat tvﬂonja 1.3.1 , ti. @i Je A =/(B) 1 ake
Je V A =1, tade jJe D atomska ool-ova algebra. Zalsta, ake jJe x <B, ni0
‘hﬂa.x =V{(xAa), te poiito Je x # 0, to je bar za jJedno a <A ispunjeno

RE K
xAa ¥ U, tJe XAm = a, odakle (VxeB)HacAd) a<x.

1) Koristino tvrdenje o ‘oolwovim algcbrama: Ako postodi \z/\’c—S‘. tada
posto ji 1 Viiaax) 1 an(vz = vVianx), v. /4/, otrgdss.

. xes Xes  xes
i) TR'[»SIQL >
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2,4, Veka je B atomska Bool-ova algebra, A = 7 (B). Tadas
1° Yizay) =¥ (0T, 2° Yixvy) =Y ) Viy)
3° Y (x") =cY(x), gte ¢¥(x) =« Ba=-Y(x),
4° Ako postoji VR (AR), gde RCB, tada Y (VR) -VYCI)
(Y (A R) =NiR) ).

Dokag 1° Neks je acA. Kako jJe a<xzAye(ag R)A{I <y), %0
Y (xAy) = {aCA[ BLXAY = {.eA{ (aéx)/\(aay)ﬁ -"(lé.ll akxﬁﬂ
N{mea| asyj= Y (x)nY(x). ‘
3° Y(x°) ={aci]|asx - -{néﬂ a/\n-oj ={aca|aix)=0¥(x).
2° Prema 1%, 3° dovija se Y (xvy) = Y ((x°A y*)*) = o(eY ()N Y (x))=
- ¥ (@)UY (). |
4° Welka postoji N x. Tada Y (AR) ={acalasnxlu={aca| tzem)
(sAz)j-; \K\aeft\n xlj- nY(m). a

Dalje neka postoji \' R. Tada postoji x/é\ﬂ x* (v. /4/, otx.260) te
YLV x) .\f((/\x) Y =ecneY¥(z) =U¥x) =LY (R).

xeR X &R XCR

2,5, UNekn je B atomsks Dool=ova algebra 1 A = A (B). Tadas

(By A,V 4%00,1) = (B(R) N,V ,C,4)e

Dokos. Kako je VY (1) ={ xcA|x <1} =4, Y (0) ={zcA|xc0] =y
to prema T.4. tvidenje meposredno sledi. Sem toga, primetime da preslike-
vanje \/ odriave beskomsini supremwsm 1 infimm (4°) bile kojeg pod=
akupa cltupa 3, Otuda minimalnoe kompletmo prodirenje algebre B bide
uprave D A.

Prethodno tvrdenje ustvari Je stav o represendaciji atomskih Noel-ovih
algebri u polje skupova. Primetimo de smo ovo tvrdenje dokasali bes pri-
nemne ackoiome iszbora, i1li njenog ekvhvalenta.

2,6 Ako je B atomsks i komplet s Bool-ova algebra, tads je B “(2A.

(2erski)

Dokag Xako je sups > A—> 3 definisano, to prema T.4.4° ma R<SA
imame Y (VE) =UY(R) =U{al=k, tj. V1 B2SPHi, Otuda prema T.5.
tvrdenje sledl, nes
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Eako je cvaka konadéne Nool-ova algebra atomska i kompletna , to je
sa konaimm Bool-ovu algebru B, 5 —PX sa neki skup X. Otuda kB = 2"
2a neki prirodni broj n. Talmceaknaull, nz.mm-w
1::1-:32. onda H]_'ZB:JI .

L7, k8 2, cels > 1.,

Dokaz  1° Veka je B atomska Bool-ova algebra 1 A = 4 (B). Kako je
A meksinalne rastavljen skup, to kA <celB, 5 druge strane akeo bi A blo
konafen skup, onda bi 1 B blo konafan skup (v. T.6.), §to je protivne pre
tpostavel, Utude kA 2N, t]. kB 22X . .

2° Ao D nije etomska algebrs, tada postojl e ¢ B, take da me postodd
gtom ko ji je manji od a. Tada:s
1) (VzeR)(x<armfo >0y B)(y<x Aplo)).

Neko je £ funkelje isbora sa B (B)=f 1 0(x) ={ y¢B |y<x ], Nelm 3o
ui= (ah)ne_" dofinisan sa a; = @, &,.4 = f(OfI‘}-,‘) (takav nis
poztojli prema (1)), Tada a;>ave.. L &, #0 (ncH), Neka Je
5y ® 8,0y, o Tada ako n>k onda a,>a,, olakle &, >80 8,.> G, -
Studa 5, By = N B AR A = A By V)T = i By <
< apenag =0y the {nnlnenﬁ je prebrojiv i-skup, tj. celB > X .

2,8, Alb je D atomska algebrs 1 A = A4 (B), tada celB = ki,

Dokag 1° Kalke je A maksimalan i-ckup, to ki <oelB,

2° feka je 5 bile koji maksimalan i-skup, Neka su X,y<5. Tads, po-
%0 jJe XAy = U (pretpostavljemo da je miy), bide Y (DN L(y) = 0,
(premn 7.5.). & druge strane A = \/J“f(x) (prema 7.2.). Otuda familije
b4 -t‘j/(x)' 1655 jeste jedno ;a;;aij.n}o skupe 5. Neka je £ fimkeije
igboyn 3a J . Tada f£3: J — A. Kako je £ injektivno preslikavanje, to
RKYF< ki, Otuda cels < ki,

Is 1° 1 2° sleduje celd = kA.

L,9, Ueks je B . wol-ove algebra regulaamo otvorenih skupova topolc
dkog proctora (X,7 ). Veka sa svaki nepresan, otvorem skup V prostora ]
posto ji nepraszen regularno otvoren siup U da U<V, Tada “I'!c‘. O.I.T!..



gde je cel X (topolodka) celularnost prostors X.

Dokaz 1° lieka je S€B  bilo koji makeimalno rastavljen simp. Ako
- U,Ve 35, Ug V,onda UNVe=UAV =g, Dalje, avi skupovi u § su otve-
rend, tj. J Je familija otvorenih, disjunktnih skopova prostora x.'m
kS < eel XL, Odavde sleduje celdB, < cel i.

2° teks je 7 ma koja disjunktne familija otvorenih meprasnih skupova

v,t Teploavo o€ oten,

WX Neka Je U cF , ¥, -“(veafjm. V<U| . Prema pretpostavei,

€, # #. Obigledno Uj,Uyc T , UyhU, povials €y, Yy, = o Nekn Jo £
funkelje izbora sa familiju € =1 CulveF/ .. tata go 5« 2(7) n-
skap u B, te podito je £ 1~1 preslikavanje, to kgé' ks £ 'lll{z_. Otuda
ul,zj < cel.;‘sT.

Prema 1° 1 2° tvr@enje sledi.

Ui . .
e Gs9.1. Weka je (X,7T) normslan topoloBki prostor. Tada celB = cel X
Dokaz neposredno sleduje iz Sinjenice, da se u svakd otvoren ckup nor-
medno; prostora mole upisati regularno otvoren skup.

9s9.2. leka je B Dool-ove algebra wegularmo otvorenih skupova Bu-
kKlidskog proestora K%, Tada celnns/L{D . ‘
Dokaz neposredno sleduje iz Ginjenice da je eelx™ =X .

2,10, HNeka je kll;){ « Tada postoji ideal I algebre B, da je V Is=l.
Bokaz liekn je kB 2} . Tada posto )i maksimelon R-gkup Sc B, da Je
kS 2, (prema 7.7.). Beka Je {8),8,0000s8, | C Se Pretpostavime da je
81V 8,V eeeV e, = 1, Kako Je S={a),85000e08, | # #y neln Jo =
'éH“l"‘z'""“nS . Tada n/\(s,lvczv...v.ln) =aAl =a, a polite jJe
as= (a/\al)v(a/\ag)\/... ViaAe, ) = 0, blée as 0, 2 to je kontradi-
keija. Otuda idealYgenerisan sa 5 je sobstven, Kake je S< I, preme
P,2. biée VI=1,

Odavde se nepoeredno lzvedi dualno tvrdenje: Fostoji filter F wu bes—
konadino] Dool-ovoj algebri da je A F =0,

Rﬁfdenje tvidenje karakteristiinoe je sa beskonalne Bool—-ove algebre.
Ako jJe I ideal konatne Dool-ove algebre, tada jJe I = I{l)]'f) s £de

e ECEaTTE

5 Tla)={xeBl xcal
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a=V %, tje ovi ideali konoéne Bool-ove algebre su Jhmwiidd,
xel
Primctinmo clededée &injenice.

1° ko je B atomska Bool-ova elgebra i l-f]C(B). ‘hﬁll.ji-
‘deal T icpunjeno V I =1, onda ACI, Zaista, ako Je acA, onds
s= V (aAx), odakle bar za jedan x<I biée arx # 0, tJ. a<x,

xel
odakle a¢l ,

2° Mo je VI=1, I nemora da bude prost (maksimalan) ideal, kao
Sto polnmuje sledoéi primer: licke je B = (N) (N je skup prirednih
o jeva), I=‘();éBf X je hom&an}.oﬁialodm_ Uxen, ald I nige
prost, jer 2041, 2N+14I (v. 17.7.). xel

I,11, Neka je B, komalna Bool-ova algebra. Tada u svakej beskenalno]
Dosl=eve | algebri B postoji podalgebra Bo da Je Bl_"_’l..

Dokog leka je § beskomaSen mekeimalan k-skup u B 4 AZ= (Speeecsi}ic
$“By goe Je n (n>2) broj atoma u Uye bokakimo da je podalgebra B, g~
nexigena sa A, izomorfma algebri B;. Ako Je 1 # 3, 1,3 < o1, onda
f1) agaay =0, odakle ui\/ 5 = 1. Otuda
{2) ni/\::t:'j = B4

- K

Za 5 = e.l/\ seeA Bpyo a.;_({é{al, aizj postoje sledede moguénostis

1° = al/\ se e/ ai/\ .oo/\aa/\ see %‘l -t 0. M (no
2° 8= a’ /\.../\ ai_l/\ ai/\ 8“'1 ooo/\‘;-l = ;1' ahog (2).

30 8 = 81/\000/\9-”_1 ° lm 8 * 01 S/\.‘. .. °. - 16{1‘2.‘."1}
Jaistc ako Je s = 0, tada & Veeevae 4 =1, #to je kontradikeija
ive T.10). Ja Je sA8y = 0, sleduje neposredno.

Nelc Je a.n;ai/\ oooq/\a;l_l i %-‘;U{%%. Prmh““

mttvl,}mi skup.
!G]\'I'_ Je ail\/ eos V ai = Q.Jl\/ .-.Vl ( lp %ql,z. ooo.‘})t
a s O a = 81V eseeV =3 N a V aee V
L, 1i)/\ ( ilv veeV ail-;) &ij-’/\ ( 3 ‘Js) (.1’ 11’
e \"4 (ai‘_,/\ QJS) . Kako je ai/\ QJ = 0 m .1/\ aa = ‘1 L 3 ‘j. .

.{,\0 = ai;‘(_ sa neko r&tl.Z,...,Bﬁ . Otuda:
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(3) ailv voe Vaik = ajl\/ see Vﬂjs;—;fail....."‘t}] '{"‘a.oool’.z) 1 k=g,

Iz prethodnih Zinjenica sleduje da Je B, konalna BDool—-ova algebra, gle
A (B) = A, Kako je ki, = x:%(.al), to 3, TRA" B .
Be sliSan nacéin mo¥e ce dokasati: Ako Je Bl kompletna Doolsova algebra,

B, atomska Dool-ova algebra Y celld, < eelB]_. tada postoji podalgebra B,
algebre 3, da B, 3. Tada Je 7.5. specijalan sluliaj ovog tvrdengs . Da
posledinje tvrdenje ne mors da vaZl pod opitijim uslovima, vidi se iz sle-
deéeg primera, lieka je D Bool-ova algebra regularno otverenih simpova to-
polod.og prostora X = {-0,151 sa proisvodnom %opologlijom, gie je diskre-
tna topologija na {U,l?] o Tada Je celB -XO(IIZ/. str. 32), dok
kB> kI (kB> kI, jer sa cvaki 1i¢€1I Q;('(,Ub),(éﬂ). Otuda sa kI = lz'
Algebrs B nije predstavljive P K, mada. celB < celBPR (R je skup re-
alaih hrojeva, o= kit).

Radi potpunoctl davjemo dokas Stone-ove teoreme o representaciji Bood~
ovih algebri,

2,12, oSveka Dool-ova algebra mofic ce utopiti u atomeku Bool-ova alge—
bru 3, .

Dokaz lieka je 4 skup svih ultrafiltera algebre B 1 noks Je
B s B_5P(F) dofinisano sa O (x) = PeT | 2c? ), Primetine ds alo Je
x # 0, tada GFreT)(zér) 16(0) = @ Tdda koristeél svojatve ultra-
filtero imamo: .

1° G(x/\y) =°<zr‘é F[ x/\yé}‘} = {régjl XEF A yél‘ﬁ-
-{ré?} xery./\'{re?{ yér}u 9(:)/76(30_.

2° 19(::Vy) =(F6?[ xv,véi‘ﬁ -‘{ré?} xél‘yyé!‘ﬁ-
-"Cfé?‘ xe:.-‘ﬁu“(re?[ yéb‘ﬁaQ(x) U ).

3° & (x*) ={re?| x'éFSu{re?[x¢rb = ¢ O(x). (g@-(x’-j})\?__ﬂﬂ)

#° licka je O (x) = B (y). Tada r(x)ll N PN Pa/) 7=y,

XEFeF Fe€x) FéQ—(;)
odakle x = y. (Jer za ma koji filter 8, S = /) 7). ‘

S<cFred

1) P(x) -«)Lu'ési uyx j je glavni filter gemerisan elementom x.



&,

otnda B = B(3), B(8)<DF, 1ada Je¢ O utapanje slgebrg B m By,
gle je B, podalgebra algebre hF , gemerisena skupom O DU{'(!H?GJ’:S'.‘
Osim toge (% (B) je polje skupova, te imamo representaciju algebre B u
polje skupova (Stone).

Cs12., CelB< kT o Ako je B konalna Bool-ova elgebra, tada su svi
altrariltrd oblike P(a), gde je a aton algebre B, U tomslulajn ecelB =
» k7 =n, gle je n =K#(B), Nepomenimo resultat Tarskog (v. /4/, £.303)
da je broj ultraideala (ultrafiltera) u beskonainoj Bool-ovoj algebri
B %, jednak zzno Otude gornja nejednskost moke biti sm ne jednakost,
(Jex cel D1 = kX).

Ha slifan na&in, kao u 7.12.,, dokazuje se stav o representaciji di-
st=ibutivnih mrefa (v. /4/).

2,13, Svaka disributimna mrefa moie se proSiriti do Bool-ove algebre.

Dokog Prems 1,2.11 2a distributivom mrelfu (D,N\ ,V) wvaiid
(ZpNA,yV) = (M,N,U) za neku mreZu skupova M. Neka je A= UN,
B= (A9 rada Je (¥,M,U) podmrela Bool-ove algebre (B, ", ,0p,#,4),
odeXle tvrdenje slediy Primetimo da se prema prethodnom, svaki linearmo
uredeni siup (L,<), moke proSiriti do Bool-ove algebre B, U tom slu~
gaju L Je lanac 4 B. '

Bavedimo jo& nekolilko &injenica o representacliji Bool-ovih slgebri.
Ako se u gkupu 7 ultra filtera Dool-ove algebre B uvede topologija ta-
ko da je (- (B) basa, dobije se takozveni Stome-ov prestor Y (B), ko-
J1 Je lompaktan i potpune nesvezan., U tom smislu postoje mmogs wopitenja,
napriner, representacije Bool-ovih algebri ss operatorima (Tarski-Jonson),
reprezentacija ¢ idealal) (Luis), | epresentacija pseudo Bool-ovih alge-
bri (Gikorski, Laseeva), topololke representacija prostih ideals (alge-
barskog) protens (Zariski). ViSe o ovome videti, naprimer, m /11/.

Z,14. Slededa tvrdenja sa distributivim mrelu (B, A, V) su ekvive-
lentno:
1° Svaki dobro ureden lanac u B ime supremunm,

1) TS (7@ F.,,,Liga,é akko 2a svoal p%éij SQI‘ Vs¢



2%5vaxi lanac u U ima supremun, _ | 0.

3% Svako usmeremo (filtrirajuée) rmoStve u B ime supremum,

4° Svaka podmroBia B°< B ima supremum.

5° 2 je kompletna mrela.

Dokaz Oiigleano 5°— 4% 3°5 2°51° . pa 19— 2°— 3°, sleduge
prema /2/,-str. 46, Dokafimo da 37> 4°, Heka je 3° 1 neka je (B°,/,V)
podalgebra algebre (B,A ,V ). EKako Je (Vx,y<B’)(xVvy<cB A < XVFA
AN y£xVy) to Je B usmereno mnoStvo, te po pretpostavel postoji V x.

x €8
DokaZino da 4° 5 5°, leka je 4° i S< B, Neka je B” algebra generi=-

m K

sana skupom 5., Otnda xenﬁy(ﬂs“....,un&e ) x=V A TR Po pre-

t=4 g=4
tpostovel postoji V x . Neka Je D aXV x. PoSto jJe scl to

xepl e
(yxe &) x < b, Teka jJe c<B, tako da (\v‘xés) X4 €. Tada ako Je
'li""’sljcl'”"snkné S, bide ¢ > 9/> 81: » 16’(1.2.....‘3. ﬂ’lﬂl
e>\//\sj Prema tome (¥x<¢B) x ¢ ¢, odakle b<e, tje b-\/sx.

Cel4. Ako svako monotono preslikavnje distributivme mrefie B u samm
sebe ime nepokretnu todku, Tada je P kompletna mrelia (Diluors).
Dokagz leposredno prema T.l4, 1 3,.7.15.

2,15. Na ovekom beskonsinom slkupu X postojl atomska Bool-ova algebra.
Bokez Jeka Je B = (5Sx| %5 <}, }. Prema eksiomi Lzbore, kB = kX.
Pada je (8,2, N,¥) BHool-ov prsten bes jedinice., Minimslno proSirenje
protens (55440 48)_ de (5,200 4eX)s gl SEBRE W SVO8<(,
Otude kB, = kB + kB, odakle kB = kX, PFPrema tome postoji fumkeija
£3 X 25 8. Tade = (LAY ,%0,0) 52 (Byan oU oGeffed), gie

#
0= i@, 1=, 2aab X, adb= £1(2(2) N 2(0)),

aVvb = £ H(2(a) U £(b))y 2° = £1(Cyf(a)) (ti. Pumkeija £ premosi .-
~trukturu sa By na X). koké je By atomska algebra, %o Je i 2
atom k= Dool-ove elgebra.
S5 druge ot®one ako Jje i beskonuéan skup, mole se na X preneti struo-
ktur: slobodne Jool-ove algebre 5(X) mad X, jer ks(X) = kX. Algebra
X Je bez atoma, te vaZl Cinjenica da na svakom beskonaénom skupu X po-
stojli struktura bez atomske Bool—-ove algebre.



<0,

Prems prethodnom, na gvakom beskonalnom skupu postoje bar dve neiso-
morfne Sool-ove algebre, sa rasliku od komafnih Boolo-ovih algebri.

negl stavovi u teorlji skupova émaju svog analogona u teoriji Bool-o-
vih algebri, lavodimo sledcéi primer,

2,16, Neka su A,B Bool-ovi prsteni od kojih je bar Jlﬁ kompletan,
ineka su f1 A— B g B >4 moy. tona preslikavanja sa svojstvom
Crxpyec a) flxy) = 2(x)-2(y)s (Vx,7) g(=y) = g(x)-gl(y) gde
x=y=xb(xay)e Nekasu a€i, bed 1 £A)< I(D), glB)< Ea) .
Pada poatoje 8 28, EL bl.bzén das

a=0,Vay, 8gA8, =0, Debd Vh, BAd =0, Na) =10,
g(by) = a,. |

Doknz Pretpostavimo da je A kompletam Bool-ov preten. Neka Je
Pr A —> A, definisano sa #(x) = (a-g(d))\ g(£(x)). Kako su f,g mono-
tena preslikavenja, t0 je 1 F monotono preslikavanje.  Otuda prema 5.%2.15.
se meko 2,4 bife P(ay) = ay, Kako Jo 2, = (e-g(d))ve(fle)) 1
a-g(b) .g(f(al)) Say to 8, % a. leka Je 8, = a8, b = t(ll) i
W B-by. Tada s =a Ve, jney =0 BBV e WAy w0 SN

Delje, g(b,) = g(b=b;) = g(b)=c(b)) = g(b)-g(f(a,;)) =
= a~((e=g(D)) vV al£(ag))) = &y, ti. a(by) = ay.

C,16,1, Ako ok f,g homomorfizmi ﬂl—oﬂ' protena A, B od o jhh je
bar jedan kompletan i 2a ac A,flb¢B je ispunjenmo £(A) < I(d) ,
‘g(B) € I(a), tada vaZi tvrdenje T.16.

£,16,2 (BDanach—ova lema, V. /5/), Ako su f;,8 1~1 preslikavanja
£q8 X — ¥, g3 ¥ — X, tada postoje skupovi !1.1‘,1'1.!: h "llull'
0N, =@, LUY, =X, LAY, = ¢ 1 21(11) = Yy ‘1“33 = Xy
Dokagz neposredno sledi primenom T.16. ma A= AX, B=RY, f1 A > B,
g B —> A, glesa CecRrXx, £(C) = {rl(x)\ :ec}, ga DcPY,
(0) =~{ 54(:;)) x&0 Y. (Inake odevie neposredno sleduje Cantor-Bermstein-
v stav ¢ kardinalnim brojevima skupova). ‘



21.

5: U ovom delu ukesedemo na neke prirodne vese immedu operatora
Bool-ove algebre B 1 binarnih operacije ne A gde je A = /A (B).

Neks je B konadna Bool-ova algebra 1 A = J(B).

Def,1 lNeka je SJ C 4%, oOperator = (plsademo =(¢) ako Helimo da

istaknemo udediée relacije § ) Je induciren relscijom § skko =a sveki
x¢B je ¥ o= VS (‘i’(x))l).

Def,2. lNeka je = operator na B, Binarma relacija S’{—_ ‘2 Je gene-
risane operatorom = akko (¥a,b<A)(agb&b¢a®),

Yaie clededa tvrdenja (v. /3/, £1.XVII, takede Jonson-Tarski sa Sy al~
gebre) @

Zol, 1° ko je § refleksivna relacija, onda Je =($) T-operator.
A je = T-operator, onde je ¢ (=) refleksivna relacija (/3/).

2° Ao e ¢ refleksivne 1 sinetrilna relacija, onde Je =(§) I~
operator, Ako je « I-operator, onda Je ¢ (=) reflcksiwvna 1 simetri-
¥na relacija. _

32 Ako jJe ¢ refleksivne 1 tranzitiwna relacijs, onda je =(¢ ) S,
operator, Ako Je = 5,~ operator , tada Je ¢ () refleksiwvna i tre-
nzitima relacija,(Tarski-Jonson). :
4° Ako je ¢ relacija ekvivelencije, ondagm je =(S ) Sg-operator. Ako
je = Sg-operator , onda je € (=) relacija ekvivalencije.

Pyrdenja 2%, 3°,4° inafe se mogu dokasati keo ¥to je to uradeno sa
1° w 13/,

2,12, Neka je R skup refleksivnih relacije ma A, - /{ skup T-opera~
tora nn B 1 A ¢ R AL, j‘*=M%~R ’ ﬂ')‘(ﬁ)'ﬂ(fh
MK =§ (®)s Tada su A , ¢ uzajemo invermme bljekeije.

Dokaz 1% Neks Je §, = MX  , =;=A§ gle PcR . Neka
a,b€4, ag¢b. Tada, kako je Y (a) -(a}‘, b9 (Y(a)), sleduje

1) € () ={x|0yes) xg7Y .



2.

» <Vo(Y(a)), t;j. b ¥, Otuda af b, odakle (1) PEP1 o Neka
ag by Otuda bSa®, tj. b~<\/ c. Prema tome h;é/c(b/\o).m-ll-
&ujedums‘hoji ¢, da je agc 1 b/\e = 0. Kako su b,c, atoni %o
b-c, te agbe Otuda (2) g c¢ o Iz (1) 1 (2) sleduje ¢ =0,
odmosnc (3) j«% 1%

2° Jeka Je m sAf g Mx=¢ , :EM, Kako je = Teoperator
%o prema T.l. §  Je refleksivna relacija 1 =, Je T-operator. lalje po
pretpoastavei, B je konafina Mwol-ove algebra, te sa x ¢B H.iol
e (Va)yfl o VBl eV (V) =V(yD = V(I ViE) =

aeY(x) a € Y¥(x) ac:ﬂx) afg ae¥ eozw ae \f(
= V a = ( V a)’- x’. t:. I’ = x’l. otm (‘) Aﬁ - lM.
A <Y (x) AeY(x)

Premn (3) 1 (4) tvrdenje pledi,
n"]bm:‘uéi T.l. Tele dOb‘.aﬂ Be

Qol,1l, Weka je B konafna Sool-ova algebra, A =1 (B). Tada Je broj
reslifitin T (I 5,5 S;) algebri na B jednak broju refleksivnih (%1-
trifnin} i trangitivanih, relacija ekvivalencija) relacija na A.

Gel.2, Broj topologlija na konaénom skupu X jednak je broju refleksi-
wnih i transitivnih relacija na X. Zaista, primetimo da jJje svaki topolo-
8ki prostor (1.—)1) .‘.54 algebra na \73)!, te primenom C.l.1 tvrdenje
sledi.

2,5, leka jJe B kompletna Bool-ova algebra, K skup svih kompletnih
podalgebrl algebre B i gB Je klasa svih 55 algebri nad B. Neka sa
l.éj(v. AB tax:, gle ga svakl x€B, x’-/\{tlxén,lé).ﬁ.l
za né@. M= 238, gle B, ={u[(}vel) -v’ﬁ. Tada preslikavanje
A:K-—a(j‘, jiz(?—s]( cu ugejammo inverzne bijekeije. -

Dokaz 1° Heka je ué@ 1 B, -'{n](?lvén) —u’ﬁ.

(1) Is=x= x €8y, (x¢®).
(2) Deka je x&Bye Tade se nekl wéB pide x = wh. Otuda
x® = u™ = u®, tj. X = x. Frema tome x<B,=) X=X,

1) = je operator satvorenja (Kuratoveki).



(3) Beka x,ye By« Tde xVy = 2®vy® a(zvy)®, i, xvyeB,.
(4) Kako je ma 5. algebre TAF = (A%, to ma X,y €3, sledis
XAy = TAY = (A7), ti. XAy EB,.
(5) EKako je sa ..S'M.gebre % o x°. biée ma =x €8, 1
%’ = x = x% x°%, ¢j. X" £B.
(6) ¥eka ge S<B 1 a =5, Tada sa xES, eix, odakle a®< =%,
Kako jo x" = x (Jer x€B)), to a'<AS., Otuda a%<a. 5 druge strane
ala®, te a = a®, odakle af Bys

Is (3)-(6) eleduje da je B, kompletna podalgebra algebre B.

20 lieka Je BoeK 122 x€8, =& /\{ u[x{l, ‘lélo?j .
(1) 08i ledno x> x. |
(2] EKako Je 0€B, t 0&(u|ofu, ueny te o =o.
3jKalko Je B, kompletna algebra, to X B,
(4] RKako Je xycxvy, to x5, < (xvy)%, odakle x®vy*< (xvy)™.
Dalje zhog &). =V y > xVy, te zveg (3) (fvfél.).'ﬁ“
vy > (zvy)®. otuda (xvy)™ = Bvyh,
(5) J'rém (1) , ¥ £ X, 5 druge =trane poSto je x’el.. to
x’é{u’ < u, uénolj o Eako jJe . /\‘(u/x’é a, Ién.j s %o
< X%, Otuda X = X
(6) rrema (5) x™eB,. Otuda polto je B, Bool-ova algebra, =" cB,,
sdakle x* = x™! Otuda, X' =27, t]. T =2%,

Iz (1)=(6) sleduje da je = 55 operator.

3° veka je B CB, konpletna podalgebrs algebre B, infucirana Sg
operatoron = 1 neka Je =, operator induciran algebrém ’o' Kako Jje
™ = A5 sameki SCB, to X e B. Otuda L & y* sameki yc3.
Kako je x < x1, to x4y®, odikle X<y, tj. X<y . Otuda
(1) z"< x"l. 5 druge strane, kako je x<xt 1 XC !o' biée (2) =L < ="

Is (1) 1 (2) sleduje x* =x™, tj. XM =1,

£ teka jo = operitor induciran kempletnonm podalgebrom B,cB 1
neka je B, kompletna (prena 1°) podalgebra inducirana operatorom =. (Pre—

ma §° = Je S5 operator),



<M
Neka je x€B,. Tada x" = z, odakle x€B,. Otuda (1) B, C B,.
Weka xc¢By. Tada X = V' sza neki vcB., Kako Je V" = AS sa meki
SCB, 13 Je kompletna slgebra, V'cB,, tj. xcB,. Otuda (R)B,<B.
Is (1) 1 (2) sleduje By = B/, ti. MA= Iy.
Is 3° 1 4° sleduje da su M , A  medusobmo inversne bijekeije.

P
3.1, Broj kempletnih podalgebri hn}em Iool-ove algebre B jednak
S © to na B,
s lco:'??fcc‘r /,(p«{‘; f:QMC) 18e e 0a fuwéen,/«:. 24 konacmy Bool -ovy qé’ye&« A
Ce3+2. (Kardinalni) broj podalgebri llphra B jednak je broju 85 ope~
ratora na B (Jer ako je B konadna Bool-ova algebra, onda je ona kompletna

i sve njene podalgebre su kompletne).

Cs5.3. PBroj podalgebri algebre B Jednak je broju ank ckwivalen—~
etja na 4, gde A = \/%(lh

. , ;
Csleds Ako je kA = n, toda je broj nizomorfnih podalgebri algebre B
Jednak broju partieija prirodnog broja n.

_'i Ao jJe B konaéna Ss algehra;;, tada Wl“:. 5. ‘z'ooo.& 8‘
algebre da B C ﬂ By (gde je .ﬂ B, sa proiszvodnom strukturom).

X A |

Dokag Prema T.l, T.2. operator * algebre B inducira relaciju ekvivale-
neije § na A,gde A = A (B)., leka je Ays Agpeee,d, odgovarajude
raghi janle slkupa A 1 neka Je By ¢ algebra &1j1i je skup atoma uprave
skup: Ai), (odntle neposredno sledl da li'-‘iBLi). O8igledne mofemo useti
da Je 16’111 akko je X = 8;Va,V .ee\V/ly 852 neke 8),850e0esly & Ay
Neka je B = 11:\1" B, 4 f1 B —> B definisano sas

Be o€ By tde A = (ReXypecerX)s By EBgy (1 €(0e2000nem)

£(X) =L\{:L:1 s tie 1’(0() = \//L .

Neposredno se proverava da je f izomorfizem. Primetimo samo h Je in-
verzn, funkelija funkeiji f, upravo preslikavanje g definisano na llol.“.

nadin: g(x) =X , gde Apd = \/‘( aéAil léxg, (xem),

1) 3, Jje slobodna Hool-ove algebra nad Ay, gde su a; atomi u to] algebri.



III

U ovom delu razmatracdemo icol-ove algebre kao formalne teordje.

d. Teorija b .

Promenljive teorije (o je me koji, najmenje prebrojiv skup simbola I.
Pretpostavl jamo da su simboli XyY9BsXy oYysigrecee W skupu I. Konsta—-
nte ove teorije su U.l. OUperacijski simboli su A ,V, *, Termi se re-

kurgivno definisu na uobilajen nadin, Zmak = je relacijeki simbol duiine
dva, 5v@ formule teorije /o su oblika u = v, gde su u,v termi, Za
aksiome uzimamo foruule Bl-BS5” , II.1 (bes B.6.).

Pravila lzvodenja su:

?{;\,;_E.ﬁﬂ._. » U(lgm-’ 9(35——%—. o(v.——L
y=¥ X=2 X =y ZAB=y /NS
S s =
xVg=yVz

Takode pravile substitmclje: b ou(x@) = v —> Iy u(T) = v¢7) gde su
W, V,T termi .

Lako se izvode pravila o(; @ =Y R — - | s 1
2 AX=R Ay sVz=gVy

takode tvrdenje x=x.

Zele —EE . | pde je T term teorije = .

T(x)=1(y)

Bo Dokag Lokag sprovodine potpunon mhkeijon po broju operacijeskih si-
mbole u T.
Neka je m T(x) n operucijskih simbola 1 neka tvrdenje vaZii sa k < n.
Posto ]l sledcca mogucénodt: '
1° 1(x) & 7,(x) V T,(x).
Po induktivno] hipoteszi X=y » =y o Tada:

7 ,(x)=3(y) '&(!)-3\(:1)




<6,

(1) x =y (hipoteza), (2) Tl(x) - zl(t)l (3) ’l(:') . !2(7)

(4) (0 V 1,(x) = 7,(x) V 1,(3) (18 (3) po £3)
(5) 2(x) V T,(y) = 2,(y) V 1,(3) (15 (2) po *s)

(6) 2,(x)V 1,(x) = 2,(5) VET,(y) (15 (4),(5). po )
(1) T(x) = 2(y) ( definicija 1°).

Ha s5lian nalin se razmatraju ostale moguénostis
2° 2(x) & 1(x0) AT(x) , 3° n(x) 8 B(x). |
ole XLyt x=2xAYy.

Nadl dMemtracdje dajemo dokase sledeéih tvrdenjas

I.l. 2° *E X =XAZ
2* [%, X<X .
D Dekaz 1° (1) x=xAl {B5], (2) 1=xVx* (8f],
(38 =Al=xA(xvx’) ((2), %J, (&) A {xVvx") = (zAx)V (xAx")
fﬂj. (5) xAx" =0 (34}, (o) (IAI)V(xAx’) = (x Ax) VO C(s),
3 71, (7) (xAx)VOo = xAx {m5°], (8) x=xA(xvx")
f61),(5), o 7 (9) x= (xAx)V(xAX") (9.8, 4 ],
(10) x = (xAx)V (9.6, 4 J» Q1) z=xax  ([(20),(N%)
2° X = XAX {19, x<éx (Def.l1.)

Na slifan nalin mogu se dokazatli drugil Bool-ovi identiteti. U daljem
mi €emo ih pretpomtavljati.

Te2, Slededa tvrdenja su ekvivalcotmas Neka su f,g termi teorije .
1° Fﬁ; f=g
2° Ll 2 €

0—
3 f =g Je ispunjeno na svekom polju skupova pri iterpretaciji |

/' AV o 1
\n v ¢ ¢ x
‘0 "(Uslg j"-‘—f = B v 14
59 — & e pri inderpretaeciji A )7)
< ' :

( & je lskemni radun, videti na rimer /9/ )



Shema dokasas:

/!

Uy &~

1° 5 2°  oigleano

2° 5 3° odigledno

3° > 2° pPrema II1.3.T.12 (stav ° rcprcte.l}ntacij.‘l Bool-ovih algebri)

1°_ 5 5° Neposredno, Jer su pri navedeno) r;arprcmui akel ome Bool-
ove algebre teoreme rafuna X 4 pravila imauni‘ a Po uveju svoje-
tvo "biti teorems" u X . |

579 — 47  Jer je svaka teoremz u ) tautologija, §to se neposrednd
dokazu je.

4 — 17 okaz lNeka Je T skup terma teorije (Po 1 relacija ~
Yl d-finisans sa: f ~g akko I f= g . Heposredno se dokasuje
ds 8a proisvoljne terme f,z,h (u A, ) wvail:

(x) £ ~2, (2) £f~gl1 g~h poviali £~ h, (3) Ako Je f g,
orda g~~f, (4) Ako Je £~ g, onda f’& & (5) Ako Je £~ g,
t=da fANB~gAh, £fVvh~gVh,

Tvrdenja (1)=(5) pokazuju da je ~ kongruencija. OUmnalimo sa
P/= skup T/~ . 0O&igledno, T/= je slobodna Tool-ova algebra nad
slmpom I, Primetimo da je T/= karakteristilma algebra sa VTP tJ.
'r?;n=vakko /= Fu = v. |

Feka je ¢ 31 T —> ?/= kononsko preslikavanje , Tada, ¢ £°= (£ 2)°,
EQtng) = (EDA(eE), E(2ve) =(eDVI(ER, £0=0, £1=3),
Kako Je iggcf-g akko Eng-G. to je dovoljmo dokasati
4° > 1° za formule oblika h = U,

Pretpostavimo da Je '(1) {0.1}1;:1: =0 1 ~ 13—3: h =0, Tada nije
Eh=0U, tjo Eh# 0 (jer je T/= karakteristiine algebra). Neka je
P wltafilter, da £h € P (FEB) =yx|ehex, xc/= Jo filter te
preme I1.3,T.3. postoji ultrafilter ¥ da F(Eh) C F, odakle, postji ultre-

1) Najveéi i najmenji element Dool-ove algebre T/= takode su oznaleni

L4

sa 0,1, 5li%na primedbe je 1 za operacije "\, V , “.



2,
__u»x“"”—}
fiter o Ch EF), Tada Je I = Cy/ 7 meksimalan ideal da Eh ¢ I
prema I1.5.T.14, tada (T/=)/I 3-’{0,13. Neka je ks /= — (2/=)/1
kanoneki homomorfisaem 1 72’ = k&, Tada .‘ h(ﬁ.ooopx.)' ”.h ” : ')Z

_& T/ homomorfizam, ozl[xl...‘..x.) B h(’?x,_.....?t.)o
\ kako je £ h¢ I, to k(fh) =1, tj. 7h=1.
K (/=) Otuda B2 7 Xypeees?7 X,y €[0,1), bide (R ERE

3 druge strauc. prema (1), Jje ”Lo.l_sf:l =0, &t
Je kontradikeija,

C2.1 Algem{o,ﬂ] Je karckteristilam model sa 3, ., Kake Je 2%—1°
Yo vafl stav potpunosti sa \73) .
Ce2e2s Kako je 0,1} karskteristilna elgebra, to je L° odlubiva

teorlja.

8e2.3, Kako je F—— akko é—ﬁ,zc xvx’ m-o\gé—o( &HxV]x

akso i;o( s t0 Je ;C odlugiv raéun, Jasno Je pﬁnm. da

2a skup za skup iskesnih slove moZemo usetl ma koji skup simbola.

Ce204, MNeposredno sledi da je odldEi direnje rafuna (X sg dve
komstante T, 1 (0, 1) 4 aksiomama L =4, 4 =T,

1.3, Z%e svaki term f teorije (Bo, postoje termi a,b teorije Do, m
ko jima nema pojavljivanjs promenljiva x 1 da Jo (- f= (aax)V(vAZ).
Dokaz Kako je {u.l}i—_—r(x) = (£(1)A x) v(z(o)/\;’). to prema T.2.
to0 tvrdenje neposredno sledd, \;_timjnéi da je &= £(1), b= £(0). Pre=-
:a prethodnom sleduje, da za svicd 73 term postoji (efektivna) represe-

ntacija u disjuntivmo j normalnoj formi.

Primetimo, da svaki term teorije B, , mofkemo da interpretirame kao
Bool-ovi( funkelijl, te Je B, teorija o rafunmi sa Bool-ovim funkeljaman

h 'l‘eorilja \73\1 .
Ternd teorlje pr{ au termi teorije @o s elementarne formule su fo-
romle teori je P. , a formile pu elementarne forsmle i ne wobiZajen
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1)
nafin isgradene formule sa logifki- simbolime A ,V , =, &, Pored
aksioma Bool-ove algebre , uzimn se i jedna lkaioutimién (klasidnog)
iskagnog raduna, naprimer, rafumse o (v. /9/). Pravilo isvodenja je
modus ponens (MP) i eventuzlno, pravile substitueije (ake logitke aksiome
alsu date koo shema aksiome).

Prems prethodnom, vidi se da su formule teorije 754 ave -m')

formule teorije Bool-ovih algebri wu predikatskom ;a&m.

Lol. 1z Iy =7T, akke th"z' gde su T,,?, termi teori-
J. ﬁo ( %4).

Dokaz (—) Xako Je [P, proSirenje teorije Po » tvrdenje nepo-
syedno sledl,.
me-1l.T.2. tvrdenje neposredno sledi.

. , _
2° nagin., FNeka Je & -( I~ v o= )
T A V1 18

j u radun X o Neposredno se dokazuje da E—/l < — o'Z— () (dokas se
sprovodi potpunom indukeijom po duZini dokaza m B ). Specijalno, sa

A & u=v bife F* usy —> 55 un&v , te prema 1,7.2, tvrdenje sledl.
Ddavde sleduje da Je J/31 neprotivureina teorija (u odmosu nma 7] ).

interpretacija teorije

o

Prema p- cthodnon imamos

Cel. Teorija 31 Jje neecencijalno proSirenje teorlje B g

h Teorijg \%GQ
Teorija Pe dobija se dodavanjem jeziku teorije $4 simbola X
(koji ime znalenje unarmog operatora) i aksioma

> ¥
1°0=O, 2° 7(:-:0):): = L.

1) simboli A , V omnalavaée operaclije Bool-ove algebre a takode 1 lo-

gllke simbole (i, ili), Iz konteksta biée jasno na #ta se §ta odnosi, U

tom suiclu siaboll = , & omalavade 1 operacije Bool-ove algebre
(xﬁ.‘raxvy. uliém l" (_—) )o
2) Ha modelu B uzima se zatvorenje odgovarajuée formule.



30

Heposredno se vidi da su formule teorlje ¢ otvoreme formule teo—
rije s, algebri u piedikatskon rafumm.

7,1, Fe postoji term U teorijé 3, da Ex b
. e postoji term eorij / Je 954,!.'

Dokaz rretpostavimo da Je 1—; x = U oanekt 551 = termn U. Tads,
prema 2,7.3. i~ U - (a/\x)\/(b/\x') ga neke 3, - terme a,b ban
ad.rie u sebi saimbol X. Otuda &? x = (arx) V (bAx"). In 1-%— o 0
dobl ja e b—'bno.diéno.sa X =1 imamo hn-l.mr—l-t.
Hedutin ~ = x= x u bto se neposredno mu“lhﬂ!. l‘alp—

bru ¢! 4 elementa.

L2, ko je K formila teorije By, tada - &> b
{
Dokaz (—>) Kako je teorija P proSiremje teorije B, , to tvr-

denje neposre .0 sleddl.

(¢&—) o&igledno, na proizveljncj Bool-ovo] algebri molemo uvesti S¢
ogerator * . Tada su ispunjeni uslovi tvrdenje I.2.T.4. te tvrdenje
va#l ko je o formula teorije Bool-ovih algebri u predikatskom reSumu,
a othde nko je o« otvorena formmla,

o2, Teorija A, Je neesencijalne pfeilranj. teorije J3/.

Primetimo da se na slidan nalin mogu dokesati analogna tvrdenja sa
teorije T , T , SL, algebri u iskasnom (predikatskom) radunu.

23, G, nema konafne karskteristiSne algebre.
Dokag Fretpostavimo da je B konadma karakteristilnma algebrs sa [,
ineka je m= kB, n = ml,

Reka Je L & xlnxz\/ xl-xj\/ soe Vxlilnv 12“3 V' eee V."lq‘ .

Tada Bl=d ali N'Ec’( .Jermumog}—& onda bi sve Dool-ove
Py 1

algebre imale najviiie n elemenata, 5to nije tadno.

Cole A, nema konadne karakterictilne algebre.
Tvrdenje neposredno sleduje prema T.2.
1.4, Ako Nfﬁ- A » tada postoji konafna Dool-ova algebra § 1 valua-
21
eljae v do S~ ol .
v
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Dokaz lNeka Je I skup promenljivih u formmli <. Neka ~ (< ..M
posto ji Dool-ova algebra B i valuacija vda B~ L . Neka jJe vI = 5,
i S minimslna podalgebra algebre I koja sadrii skup So° O&igledno
8§ ~FL o Kako Je I, konadan skup, %o 3‘15.““..“‘

i algebra 5 ja tekode konadma, te tvrdenje sledi. Primetimo da Je

I
kS £ 2 s %s ksézzk s te imamo:

Cede f:P_—w,"L akko usvimﬁool-vovinalgobrmn.nk%ljc ué!zq('
fispumeno B =,

Odavie sleduje da je P71 odludiva teorija, Kasnije éemo navesti efe-
ktiwniju proeeduru , ko jom Je mogule hpittti da 11 je formula 4 teo-
rije 5{ teorema ili ne.

Jedne posledica od (.4, Jje odluiivost raduna jednakosti (}). (Eleme~
ntarne formule raduna }7 su formule oblika Xy = 13' gde su "!"j
poamenljive, a formile su tlementarne formule 1 na wobilajen nadin is-
geallene formule preko logidkih simbola A , V ,= , T , € 4. Aksione
S X=Xy Xm=y =Dy=X, X=yA\y=8DOX=28 ). Zaista, pre sve-
ge prdmetimo do su modeli ma y skupovi. dedutinm . « svaki skmp X
moBe se utopitl u neku Bool-ovu algebrun (maprimer u \%n, te prema
1.2.7.5. %o formlu 7 raduna | vai fr 7 e {5 ¥ Otuda tve-
defje cledi prema C.4.

pefyl, 1° x&yt(x=y°, 2% x=y2 (xSy)° 3 xax’.
2,5, Neka je o/ formula teorije A, . Tada posteji texm U teo-
rije A, aa je gd‘@uac.
Bz ko Jo (Dipx-yE xby=0,
(2) — X=0A ¥y=20>DxVy=0,

Bg _
(3) \;;b—;'\(x-nu)é:)xaoﬁ. 5
(4) i X=0V y=055 3 A 3y =0
P
(5) b= E 2 Y75 X=XAY

Be
tvrdenje neposredno sledi ( dokaz se sprovedi potpunem indukeijom po bro—

ju loglckih snakova 1 smaka = u { ).



Lo
A

Primer 1° leka jJe K& x<Lyay<s X<, Tads nis slededih
formula dovodl nas do terma Us.

(x=xAy)A(y=yAr8) Dx=xA8

xA{zAay)éde Vyo(yNAs) g0 Vzao(xNg) =0,

x2(xAy) =0V yNA(y/\ z) =0V x a{x A8) =0
—

U23A(zry) Aya (34 8) Alx O(x Ag)) =0 .
Pada — L &0 = 6.
;7’56

DefeZ. lieka je T preslikavanje slkupa formmla teorije @(, u skup

terms, definiscano sa D A e W - kvm ke
| (W=«

.
(

2% LAko su w,v termi tada e
T (avw) =T vT(v , T(uAnv) =T (a)a T(vy) ,
T*) = T ()’ , G T(u=v) = T(a)="T (v) ,
Tw*) = T (W) LTl & T (W< TW)

3° Ao sm £ , /5 formile, tads %)

T (s 2 T ) VTR T(LAP) =T (*)A T(r)

1° iko Je x promenljiva, tada T (x) & x.

T (14) 2 T(%)' , T (x2r)=T)=2T(R)

2,6, Ako je o  formula teorije 3¢ , tada Je @géT(x):OV'T(*F”
Dokag Dokag indukcijom po broju logifkih snakova 1 simbola = u .,
(1) A 2 u=v. Tada ¢
T ()2 Tu=v) =aT=7( = (T@WSU® . xako Jo
[y =0y x =1, to }EQ-T(M).-Q v T(X) =1 .
(2) Fretpostavimo da tvrdenje vak! za k < mn, gde je n broj logifkih

snakova u X o+ Tada raslikujemo slulajeve: .
(1) L=avd o Tads TE)=T(B)VT(¢) o Po inauktivioj hipo-

tesi Jjc -‘rg;e”f(v’b):ov T(3)=1 1 E_T(X):va(d)z 4« Otuda

. T)=cv T(A)="1

1) Bz desnoj ctrani jednakosti, simbold 4 , V o =, su maei operacija.
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(11) siucajevdi X &2 /00NY , X875 dokazuju se kao pod (4}

Ll b, L O T (&)=
Dokag okaz édemo sprovesti potpunom indukeijom po broju logilkih
gnakova u X . |
(1) dtu=v, pgie su u, v 7}6vtcn1.
Neka je m=v u B¢ . Tadat (&S v)=1, (av) =0,
(u= v) s Uy, (0& v)? =1, tjo u=v=1,
Neks Je u=v-1 u B.. rtada: (WO W2 =1, (uV)* T =0,
(W& v)’=0, ucdv=l u=v.
(2) iretpootavimo da tvrdenje va’i za k< mn, n je mxiradam broj logi-
8kih znakovae u K , .
(1) L 217, Po induktivio] hipotesi (3 ®(T(’6)- 1). Otuda @
18 1§ (6)= 1)
Po T.6. biée ”L(fb)- UV "C('f’a) = 1, Otuda
15 < (TB)=0), 16 S (TPB) 1), 16 STAs)=1).
(1) o 2 24v ¥y . Fo inductivnoj hipotesi bide A T(8)= 1,
Yy & ("’[ ()= 1). Dalje 4inamo ¢
LDBvy v Bvkes(T)-)v(T()=1) o+ o 2.6, dobija
se (T(3)=1)v(T(¥)=1)& RV I0=1) » (T(P)vT(¢))=1& T(Ave)=1
Utude A A T ()= 4 . '
keko Jo L AAODT(1LVIA) 4 (L=DA)DTLV A, T su
ovi cludnjevi izv@dljivi iz (1), (ii). Otuda tvrdenje sledi.

Primer 2° (1) Weka je « 2 (alDBVe)s(a s‘_b)\)(-éc), Tada
T)s (ac(dVe)) = (alv)V (a<e) . |

(2) eka je A &a=bv a=c vy b=c¢ ., Tada Je

‘T(oL),% (a=b)VvV(iea=e) V(b =e) .

@l.  fk wm =T(«) -1, gife X P ~temm.
B

Te8e Ako thp( =1, gde je ré @é-hn.‘hﬂaplhxhﬂ-
1) e

éna Jool=ova slgebra i valusecija v da B/v)::_p{ =1.
v .
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Dokaz Neka je T skup term~ teorije ”%6. i /= slobodna \736 alge-
bra ncd I, gde je I skup promenljivih teorije B; (v. 1.7.2.). Tada je
?/= kotakteristi®ma algebra za formule oblika u= v, Neka je N‘Ej = 1.
Iada postoji veluacija ws I, —> /= (I  Je skup promenljivih u termu & ),
da 2/=~i=d= 1. eks Jo 5, = VI, 1B minimalna 3, algebra nad s,.
Eako je 5  komatan skup, to je B konalan skup, precismije kBS 2° °,
jer B jJe ustvari minimslna Bool-ovn algebra nad 7_5. (u T/=). Ako je U pod-
term terma o , tafa v(U) € B, te se v mole susiti na preslikavanje
£ 1— B da za ma koji podterm /> terma X , bude V(/b)= \7(/5).
Otuda B ~ =« = 1. Frinetino da Je kné:gzu"‘.t_oi-n

8.8, Feke je oL 3¢ formulae, . Ako je sa sve (B algebre
kI
B, ma ko je Je xB £ 22 "(. ispunjeno B = T(»L). 1, tada jg.—z;‘,( g

Ovo Swrdenje neposredno :«leduje prema C.,7. 1 T.8. Otudas:

C,9, Teorije P je odluiiva,

4. Dosad swo razmatrali Teoriju Sool-ovih algebri preko standardnih
modela i algeberskim metodama (odeljak 3., preslikevanje T ). U ovom delm
primeniéemo metod, ko ji u osnovi sadrii Iripsk:ov metod Mtﬂm' tablon
(ve /3/, str. 82.). Ovaj netod omoguéiée da'ma proisvoljnd formmlu ol
teorije fb(, (a na osnovu 2.C.l, 3Ce2 4 ®ma 80, jbfl formmle), utvrdi |
da 11 je X teorems, a takode @ ol nije teorema da odredime model
B i valuaciju v ukojoj B lfo( o Napomenimo da Je mlmm al-
gebra po pravilu atomska. '

lieka je T skup terma teorije A, 4 u,v& T, A Je neki konalam skup,
vexa je P, 1 axt® 5 {0,151 @ produlienje preslikavanje &,

1) Kako na Bool-ovej algebri (B,A,V,%,0,1) poste]i talno Jedan

operator seglusan sa operaclajma A , V ,°, to Jje moguée govoriti wmesto
75(, algebri, prosto Bool-ova algebrag.
2) I je skup promenljivih teorije ﬁg .



na T, tj. _dL?sumA{ols d?)xxz-cﬁo , tako da je za ach
29 (a, uVywvy) 2 @ (2,1) V ?E(a.v) ’
b (asu”) 2 CP (a)” i
O (au™) & N, @ (xou) , D (anu®) # X/;ké (x,u) ,
@ (a, u=v) = AN\ (Cp(x.u)(—;)@ (x,v)).
Jasno je d- jJe q;eﬁjedmmaéno odredeno sa Cﬁo o Zato ¢emo ubudude
umesto @o pisati odimah @9 v
Sa obziron na 7.7., moZemo @ definisati samo ga terme a ne 1 ma
proigzvol jne formule.
Neka je B atomske R kompletna Bool-ova slgebrel), da 4 =/ (B) (.
B= 4a), za dato (I ncka je \7@ valuacija \ﬁ@ t I —> B, tako da
-@3 (x) = @(a xa o KaZemo da Je valuaciga ‘}Cﬁ induecirana proslihm;l-@

Def.l, Ake Je (Jfaéa)q?(u.ﬁ’(o()) = 1 , kaiemo da Je (A.@) x2)-
model za / o Ako je ma svakl k;omém skup A, (4, @) model sa X , pve-
é5 éemo da je A K-valjana. yresih venje é zvatemo K-presliksvanje.

Def.2, leka je data valuaclija vi I —> B , Neka je preslikavanje

C@v,s AxI -@<0.1?) definisano sa 47 (ayx) =1 akko a < w(x), (CEAI
Kakemo da Je /3_5\} indueirano valuacijom v,

L,l 1° Neka je k-preslikavanje <? inducirano velumacijom v, 1 neka
Je valuacija vy inducirana preslikavanjem @ e Tada V= Vye

2° leka je valuacija v induciranc K-preslikavenjem d;’ i neka Je é
E=-preclikavanje inducirano valuacijon v. Tada q) QD

mlmsl"m definiciji imamo CP (2,x) = 1 &S adv(x) « Dalje:
vy(x) = \/{a[@(a.x)-lﬁ V{a[név(x).nézgs

9‘3(‘1
< \/j/ (t(x)) = v(x) (prema 1T.4.7.3.2%). Otuda w(x) = vl(x). %J.

'-'1.

1) U nadaljen stalno éemo proetpostavljati da je ispunjen naveden uslov
2a B u odnosu na A,
2) Prema Kripke-u.
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3° o definiciji dmamo v(z) =V a= \/{a ] @(u.x) - 13
Otuda za a £ A inamo: Kl

(@(a.x) =15 asvix)e a eV(v(x))© a € \P\/‘{tl @ (a,x) = 1}@
) IF:“< t &) (aex) = 15&3 QZB (8yx) = 1, Otuda
@ (a,x) = 1> ) {’D(a.x) =1, tj,. @ = (f4 (jer vrednosti fumkeije

@ @4 su samo (O,1).

Le2, Ako je valuacija v inducirana E-preslikavanjem @ ’ m o)

sroigvolini term t vail v(t) 25\(/ a .
at)=
Dokaz Dokagz ¢emo sprovesti potpunom :I.ldnl:eijom po broju snakova ope-

raclija u t, : : .
1° +#x, x je promenljiva., Teda w(x) = \/ a , neposredno
s @ (Cil)(): A

prema definieiji,
2® ¢ tl\/ t, . Fo induktivoj hipotesi ispunjend Je

"‘ \.a. = ° v 1‘, = \/ a » ﬁdme alodnj.
@ \t’\‘ A ( ) @(i l:l) \/ ‘
b ) t = ¥ t] t = v t v t = ., \/ =

- (\/( @ (a,%y) = 1}) Vo \/t a. 2)_--- 1}) =

= \/"(u[@(a.tl) a1} V {a @(a, t,) - 1})1) -

S{a|Dtaty =1 vV P (a, )-17J

V{8 €8 (arty) V D (are ))s’\?) u{a\@u.ﬁwz;.xg V a =

L \/ I @(Q 64V§) 4
blat)=
3° ta2 t; . FPo induktivnoj hipotezi bide v(s,) Va o tes

th) {

v(t) = v(t]) = v(t))° = (\/{a) - /\ e /\v( Dlaty) =1 2L,
8 druge strane Je: A%l

a = \/aa\/ka\ @(a.tl)-os 2/,
@QMM« ?q(h)m ,
e cel(A). Tade ¢ £+ Ctuda sa svaki a za koji jJe mﬂ

1) EKoristi se da Je V (AU B) = (Vi) V(VB).

2) Jer su vrednosti preslikawvanja gP samo 0,1,
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& (n.tl) =1, bife ¢ £ a”, Pretpostavimo da jJe @ (e.tl) = 1., Otuda
e e’ , 0dekle c=¢ Ae=0 s dto je kontradikecija (Jer je ¢ atom). Prema
tome q; (c,tl) =0, tj. ¢ éi/(@). Prema prethodnom imamo:
(1) VY (x)< \_\3(/5)

Neka je ¢ é\i’(@). Tada ‘f (c.tl) =0, Neka je a< A 2a koji Je
C? (u.tl) = 1, Pretpocstavimo da e £ a’. Otuda sleduje ¢ < &, Kako su
¢, & atomi ta e=a, odakle Y’ (e,t;) =1, #to je komtradikeija. Pre-
ma tome c<a’, tje ¢ £{, Otuda e eY(o()-, odakle
(1) M (?) ¢ ¥ (=)

Iz (1), (11) sleduje Ef("() = Ef[/b) , te s> -

& t=t, . Fo induktivnoj hipotesi bide v(t;) Vo ) 2, OFuRS

(act)=1
1, I:n J; hrai(joln) n%&
. : €eno &y =
vit) = vt ) = vt = (V) s Ve ol -
(}E(qlh);'\ @(%H""f ispunjeno (.,,il) = O

3 druge strane imamos

\V a= Voa [@(a,tl)‘* @ 16 -=\/{;, \né A.\/@(x,tl) = 1}-

(hg, £%)=1
(lftlt") Xek 'V Ay alto jJe 2128 {0—
-\,/{a [a{: A,"bar sa Jedno fo.jZ? (x,tl) = 1'}- dno a €4, Pla, )=1
Ve, ako cvaki a
ae&fba.ﬁ)-ﬂ.
1, ako Jo_bar za jedno
- ’ aél;.l &/ (x,tl) =1 - :
U, inafie
Ovde smo koristili da JB \/ A=l ('. II.‘.!.B.]-.).
Esko su operacije A , =) izrasive preke “, V, a operacija o
preke X , to tvrdenje sledi, @- | |

LeJe. leka je K—praslikuvanjm“irm valuacijom v, Tada sa ﬁé
term t bléer  (Yae D) Pla,t) =1 asw) .

Dokag FPrema L.l., V Je takofe inducirano preslikavanjem CP o Tada
preme premn L.2. biée v(t) = V{a /@(a,t) = 19 o Odakle

z/f (v(t)) = ‘{B [@ (a,t) =1 3. Otuda neposredno 3
) (a,t) = 1 & a < v(t) .
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Le4s Ako je valuacije v inducirana K-preslikavanjem (f o 0dnosno
C? valuacijonm v, tada za Pé formuln o bibe:
(4, Cf) Je_f;odel za o akko B &

Primedba (4, (f’ ) je E-model za X akko (Yaca) P (a.TGL)) =1
pokag (—> ) Neka je (A, () k-model ma o + Prems Le2. bide
v(T(#) ) = v{a|d(a,T(«) ) = 1f. 5 aruge strane po pretpostavei
(A.CF) je k-model za X , tj. (Yac A) CE(.,%&)) =1, te Je

v(T(‘A}) = VA=1l, tj. (1) v(T(oi)) = 1,

Prema 3.€,7.: ;«—« Lé=d T(L)=1 o Otuda B g—\;oz akko
v(T(#)) = 1. z.aiata. pretpostavimo da Je B (=< . Kako Je
e T =1 to oL & T(X)=1 - Bleu& TH)=4,
\"4

p= sbog pretpostavke B FJ_ A @leduje B }'V:'T("()”I. a to je ekvivalentno
v(T(®)) =1 u B (primetimo do Je T(T(¢)) =T(X), Jer ako Je ¢
term u Bi, tada T (%) = € ). 511%no, ako se pretpostavi da je
viT()) =1 u B dobljase da B o o Prema tome v(TK)) = 1 akko
B{:\foi o Utnda sbog (1) B{*;‘—o(. A

(@-) seks Jo Bl . Tada (1) v(T)) =1 uB. Zakeo Je
@ (e.. ) = 1akko aZ V(T(o( (prema L.3.), to zbog (1):
Gaca) a<v(Tl), ti. (faca) @ (a,T(¢]) =1, odakle sleausp
da 3¢ (4pd ) K-model za £ ,

?

T,l. ol Je E-valjana akke fgcj’t .

Dokag (—>) Feka Je ;;;4 o Heka jelmimuunhp. B komple-
tna stomska algebra, tako da A = A(B) 1 neka je éD K=preslikavanje.
Tade 22 induciranu valuaciju v Dbiée B JF? < (prema L.4.). Otude
formula ./ jc K-valjana.

(¢—) rretpostavimo da ~ (-~ < o Tada prema 3.T.8. postoji konalna
Bool-ova algebra B i valuachja v da B~ EoL o Medutim, podto je B

~ Bana®ne tool-ova algebra, to B —PA, gie A= ft‘())d Tada sa induei-
rano K- preslikavanje % » Drema Lede (A‘ é) 'nlgp, I—u«l ga o o
tj. « nije E-valjena formmla.
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Frimetimo da se prema prethodnom moZiemo ogranifiti usimajuéi da je
A komofen skup, tj. C Je K-valjena ako je za svaki komalen skup A,
(A, @) model za L ,

Favedimo i ovu &injenicu koja sleduje iz 5.0.4,

1,2, Svaki univergalni iskag u teoriji skupova koji sadrii samo sku-
povane operacije (N , U, — o O 1td,) 1 inklusiju (< ) Je odludiv,

Preko k-modela (A, g}) moguée je nmeposredno utvrditi de 11 je <
formula teorema, Ako o« nije teorema, moguée je neposredno odrediti dar
jedan model (A, QS) u kojem Je o oboriva, & time i Bool-ovu algebru
B 1 valuaciju vukojoj B vao( » drugim redima, Bool-ovu algebru u
kejoj K nije ispunjems, U tom cilju, de ne bi suviino prevedili fo- .
=alu < na oblik T(“) = 1, moguée je produkiti @ na sve formule
teori je P , toko da je za formule K /> 3 "

Ot )t P a4y
Plartvd)t B lasdl IV P (a0 )
1 8liéno ma ortale logldke simbole .

Jasno je da (A.@) je model za < akke (Yac& A)ég(a.o()-l.

Tada ispitivanje waljanosti (odnosmo da 1i je. teorema ) formmle <

sasto ji se u slededem. :

Pretpfstavnw da fﬁw%: é?) i ac<a,
da Je (Ié‘ (aso{ ) = 0o' Eoristeél svojs pres @ i sve~-
Jstve logiékih 1 Bool=ovih operacija imamo sledede moguénosti:

1° L 2V, otuda &E(.l,o(q\/o{,{)-.. odakle
D tay, 1) =0y P (ag0 o ) = 0.

2 Lt ;=0 . Otuda @ (a5 X4 =<) = 0, odakle
b (a1, i) =1, O (ag, %2 ) = 0.

3° L & Ty o Utuda @ (11.70(4) = 0, odakle

CFP (sl, L) = 1.

1) ouvde simdol V je smak BSocl-ove operaclje.



40.
° Lo liAdy |, (tuas @(11.00/\041)'0- odulkle
(@(al.olﬂ) =0 i qp(aq_-o(z ) = 0, 114, @(51. 1)=0 1
O logs ol =3 11, P e s) =1 1 Play, ) =0
Svake mo uénost kasnije se sasebno rasmatra.
5° o(&uléuzl gie sw u,,u, B6  termi, Otuda
@(al,ul éu.) =0 o To gnadi do je 2a meko a €A ispunjeno
@ (2,1 2u,) = 0. Uvodimo kostantu a, (f a,) sa koju Je
&)(a,ul,pu)ab, . A @(a.ul)-l, @(nz.-‘)oo.
€ (= w o= u, o, gd: Su uy,u, B¢ termi, Otuda @ (8, yuy=u,)=0
odakle za neki a €4, Q) (a,u]_(n) ) = 0, Uvodimo konstantu &, (hl)
i@ P (16w, =0, Tea (agou) =0 1 (D layomy) = 1,
11, @(a‘.ul) -1 1 @ (aym,) =0,
Svalm od ovih moguénosti posebno rasmatramo.
Teskama 1°-6° iscrpljene su sve moguénosti sa polasnu formulu. Dalje
pemavl jomo proeeduru opisamu sa 1° - 6%, tJj. odredujemo vrednosti od
‘éﬁ(ai,u). gde je u neki neki podterm (ptd,tomll) termax (formmle)
Vv, %2 koji smo inafie odredili u prethodnom koraku vrednost (M)
sa QP (a;,v), 1 eventualno uvodino movn konstantu o ‘#'1’“'":-1}
i odredujemo vrednost za @ (aJ.u)
Primetimo da se mogu pojaviti névi momentl u odnosu na opisame 3
7° @ (ag,v) = 1 gle je v ﬁé tern. Tada vrednnst od @(t‘.t)
gde je u neposredni podtem terma v nviu!. od toga kako je v iagraden,
naprimer ako su u p.i.tg:nju Bool-ove operaclje bide kao pod 1°-6°,
8° iogu se pojaviti moguénosti @ (a,n ) = 1, odnosno
417(0..'.1*) = 0, Ako Je @(a.u ) = 0, tada je $leeum) = 0 sa sve
prethodno uvedecne konstante c.

Reka je $(a,f) = 1. Tada postejl ¢ da Je Sﬁ (e,u) = 0. Onda
I el :
uvodino konstantu b, koja Je rezlilfita prethodno uvedenih, da Je
@ (b.u) - 1.

Kako je u® - n°™ s to se sludej @(I,lo) = 0, odnosno _d?(l...)-l.

svodi na prethodno oplsani,
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Ovin su opipane sve moguénosti u odredivanju wvrednosti pheslikavanja
@ (a,u). |

U t.ku oplsanog postupkn, moZfe se doéi do kontradikeije, tj. da je sa
nekd uvedenu konstantu a, gf) (ai,u) =0 1 CP (-.1,!) =1, U tom glu-
Eaju, shog Tel., polazma formulas o Je teorema teorije Be o Ao se
ne dode do kontradikelje, onda je odreden skup konstanti A -{&.....59
i vrednonti g) (al.n) (ove ne moraju biti jednozmaiimoe odredene),
gde je w podterm ill pdformula formale «{ . Tada Je (4, j‘;) I=modsl
teorkje /D¢ u kojem formula o nije ispunjena. Komalma Bool-ova al-
gebra olgebra B, 2= koju Je A = /7 (B), je model teorije ¢ ., Prema
L.#. biée B N)zoé s gdec je valuaeija v definisana sa
vit) = V’"a]dj(at) -13]. gie je ¢t podterm (mm) formule « .

Prema prethodnom valki:

.53, Neka je «  formula teorije @é. Tade se mofe efektiwvmo odredi~-
¢4 @a 11 je o{ teorema. Ako X nije teorema, tada se efektivmo odreduje
K~-model (A,é), odnosno Jool-ova algebra B 1 valuacija v, da « mije
ispunjena na modelu (A, qs) i B~ f=°4 .

s 2 % .
Primey 1 oL x=y V x=8 Vy=z ., Resultatl ispitivanja ﬁo mal

dati cu u tabeli. Znek ¢ znali da na ton mestu mole da st0j1'0d sinbols
0,1. Mi éemo po pravilu birati vrednost 0. ’

¢ |

X Yy = v X=y V X=8 V y=g
ay 1 v e 8, 0 Q ¢
a, 1 9 0 0.1 1 0
EL,- @ l A 3.2 1 C!

p v
ag . 1 ¢

Vrednosti valuacije v: v(x) = aVvaq, v(y) = 13. v(z) =0 .

U Jool-evoj algebri od 8 elementu, 81ji je skup ntyn {.1.12.-.,3 .
formuls o nije lspunjens u B, tj, nije (‘1 v a, :n3).v{0(4 quw)v(qs =0)
(Bimbol "=" interpretira se kao dijagonalns relacija wu !).



Priner 2° Lt (x<yDx<sz) Dyg<s.

0 (x<y=>x2x€8) = y<L o Broj u sagradi govori u ko-
a, 1 (2) o) o ® jen koraku je odredena vred-
8, 0(c) 1 up 0@ 14 o) nost.
. Cj t X vy £ v(x) = 0, v(y) = a5, v(z) =0 .
;. ! g T
a) [ vu 1 ¢

Otuda 2a Bool-ovu algebru 53, w kojoJ 4 nijc ispinjena, :nim ugeti

dve atomsku Bool-ova algebru.

e o / ‘ ,
Primer 3 o<-’-xléy1/\ Xy £ Yp = xIszéyJ_Vyz.

0 L S L x, < Vo =D XV X% £ NV ¥,

8, 1) 1@ 18 oW 0 Q)

ay o L U oul U ¥ ].(w)u= e 0@ 0@ 0d)
0@3)

Kako Je ? (til,xl \Y 12) = ]‘. § (.1.!1 v xz) = 0. u kontradi-
keiju. Otuda ,,(@ je teorema,

1y Lhed terma { LU oznaci r(t),

pef,1,1%2k0 je t promenljive 114 0,1, tada »(t) = 0.

2EJ Ako su u, v termi 1 r(u) = m, r(v) = n , tada:
rfulAv), r(uVyv), riu=v), r(7Tu) jJe max(m,n)

32 r(u* =r(w) + 1, r@? =x(a) + 1.

Def.2. Ake je ol ¢ — formula, tada, (') = »(T[) .

Lyl. Vafe sledcéi identiteti u B .

1° (xv y°)° = OV §° € (xVy) =x"vy*
2° (xv yM°% = x° vy¥ 7 % =x® |
5% (x /\f’)* . 8% 0 . gt
2 (x AP = xFA gt 9 £ - g™
5 (x Ay)’ =2x"A y° w  x7 =x°
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DokaZimo naprimer 3°. leka je y #.1. Tada (x A y’)* = (x A 0)* =
= 0" =0 m(x*A 0)= xAy%. ko je y=1, tada (xAy°) = (x A1) =
cx (@AY x AL

51i¢éno se dokazuju ostala tvrdenja,

?,1, leka je t term teorije jb‘;' ¢ Tada:

(1) Pootéji JMJ(Q term u da je r(u) =1 1 l};ct = .

(11) Postoje termi ul,uz.....nn da Je t= ulv ‘2 ooo-V% ia Ba
avaki “e{“l'nz"""’n)} poctoje termi teorije ]54 y R VooVyreees

o...Vn,V da (:'”Té' u = "o A Vik/\ooo- A';-/\ Té'.

Dokag (1) ©Heka je E(t) skup podterma terma t sa uredenjem:
ge t,,t, € K(t) t, 4 t, akko t, je podterm terma t,. Kako je
K{t) konalan skup, to svaki nepragni podskup skupa K(t) ima meksimalni
i‘minimslni element, Keka Je K*(t, < K(t) definisan sas uc l’(‘-t)
altko postojl v E XK(t), da Jeu=v" 111 u=v", Terme iz skupa
I'i(t) nagovimo modelniu, Feka jJe S = A{tl,._...t‘} skup maksimalnih
elemenata iz K (t) 1 maksimalnin .- By« podterma terma t. Otuda je
t 2 F(t ,eeest )y gde Je F(xjseee,x)) By term, tj. me sadrii opera-
tore x , 0.
frimer t2 (x> (x) = ) A ((xp < x5) vV x) A xg
Tada: ti (n = (2 %)) A Ux; =%3)% v !:) A Xg o
(6 {20 550 x50 7 (G x3)% (353,
s ={x, (ex)% (x, »x)% x, %7
Xy xp0Xgex,) & (%, 5x,) A (25 v X)) A Xy
Dokaz ¢emo sprovesti potpunom indukeijom po broju operacija koje ule-
stvaju u t, Neka Je n broJ operacija u t 1 neka tvrdenje vaZi sa k <n.
Tada postoje sledeée mogudénosti: ' B
1° Ako u t udestvuje jeden 11i nijedan operacijski simbo}, tada tvr-
denje odigledno vaii,
2° t = ti e Broj operacija u 1:1 Je n~1, te po pretpostavei postoji
term u da je r(u)<1l 1 t, = u. Otuda Jo ¢ = u’ , te r(t)-r(n'}-r(n)‘l.
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te tvrdenje vaii,

$° ts t, V t, o Bro] operaclja 1: t].'tz Je manji oda n, te po dndu-
ktivnoj hipotezi postoje termi u, e, da Je tl = Uy tz = u, i
r(ul). r(uz) < 1, Tada je =x(t) = r(uy V lz) m(r(ll).r(‘z)) <1, te
tvrdenje sledi, '

4 t=1%]. Broj operacijskin simbola u t, Je n-1, te po induk-
tivnoj nipotesi, postojh term u da ¢, =m 1 r(u) € 1. Ao r(¥) = 0,
tada r(u ) = 1, te tvrdenje sledi. '

Heka Je r(u) = i. Frema prethodnom, u = !’(tl....,t.). gde Je
r(xl.....xk) :/51 termy & tiye.0,% sm 'ﬁg‘tcmi od kojih je bar jedan
modalan, Neka je F predstavljen u obliku disjunktiwvme normalne forme:

q
Ay

rv' °‘-{4 V °L1v °‘iz
‘:.“Ilgono,xk) = (xl A ooo-/\xk ) X V(ll/\o-o A’k ) . Tada

oiff v Y Y
Wm (5 ees AEX IV es V(E'A 4ei Aty ") o Otuda prema Gel.6°

W - (504 e /\t‘;“ YV eee VA e 85" WV oees Vo

Neka je v G{ul....,ukﬁ o HRazlikujemo sledede sluliajeWe:
(1) 1 termu v ne ulestvuje nijedan modalan operator. U tom sludaju
r(v) = 1.
(2) Pretpostavimo da u v ulestvuje bar jedan operator % , o, Prema
L.1, 5°,7°.8°. za peke ]51 terme VooVpeeeesVosVoy bice
(8) v=v,AvA 000 A v:/\ ':»-1
111 (e) v=voAVY, 111 (Q) Y=UAVIA eeec AV

Korisbeci L.1,1°,2°,3°,4°,99,10° dobijamo, naprimer sa (a),

111 (D) Y=V AV Awee A V]

v¥ =(v A vf/\ cer AV A v';_l)* = v:'_/\ v; N eee /\v:/\ ':-1-1 o

81i&no je za ostale sluéajeve,

Otuia rluy) £ 1, te r(uyV.es Vu) = max(r(uy),e..,rin)) < 1,
tj. r(t) < 1.

Iz 1%-4° tvrdenje sledil

{11) Veposredno sleduje prema (i), Primetimo da sdbog 1.1,5°.6° mo Eemo
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va o1 oy * o
usetd da je v, oblike (xl/\ .../\xt“). e da je ¥, oblika

’('V ses I/ xk‘(y‘ ){i gde BU  XypeeesXy promenl jive, U tom slufaju
WV eee VU sovemo modalnom disjunktivmom formom (MDF), terma + (ane-
logno prema /3/). Ako je o« formula teorije f)g , tada WDF terma
sovemo DY formule < . |
Priuer X 2 XLYAFLET=DX=Fe rm:.nrramx.oé;
T = (xAy) V(xA 9V ((xVy)°A (x°V 9%

Za n promenljivih X),ece,X bro) raliSitih israsa oblika

(!{:Y\ cee A X P) A (I f’i /\ ees N ij;’)i) N eee A‘xﬁ‘/\ eee /| 3/bki‘§/\

<

A (x Y'Y ava ¥ x_ 6 ) » gde su promenljive X4 0 xj
= Sy v A

nljivih EysecesXy o oltigledno je konaian. Otuda ne postoji beskonatan
niz terms tl....,tn,... u ko jima su Jedino promenl jive TyseceoXy

as Je sa 14 ) fspunjemo -ty oty . Koristeél 3.0.7. dobija se:
: (A

2,2, Proj ne ekvivslentnih b formula u kofine su jedine promen-
ljive neke od promenl jivih XysevesX, Je konalan,

neke od prome—

Dokaz FPretposavimo da postoje formule o{; 41 seee tako da su svake

dve me ekvivalentne medusobom. Tada sa odgovarajude texme 1) o T(4%)pess

valls ako je 1 ¢# J onda ﬁ‘l(&)f 1(0(3) dto je kontradikeija.
.

6, Teorija jb Bool-ovih algebri urgl__ihm

T,0. ko Je f£(x) B term, tada je u teoxriji B

1°  (Ix)(£(m) = 0) &= 2(0) N £(1) = 0 . "

2% (¥x)(£(x) = u) <> 2(0) V(1) = 0 .

Dokas 17 Neka je (Fx) £(x) = ¢. Kako Je £(x) = (£(1)A x)V (2(0)Ax")
to Bx)(2(L)NAx)Vv(£(L)Ax") = U. Uvodenjem konstante a doblija se
(£(1) A a) V (£(0) A &°) = 0, odakle £(1) Aa=0, 2(0)A a’° =0, te
a s £(1)* , £(0)4 a. Otude £(0) < 2(1)° , tj. f£{e) A £2(1) = Q.

Bekz jJe f£(0) A £(1) = u, Tada (£{(1) A £(0)) V (£(0) A £(0)°) = 0



odakle, £(f£(0)) = 0. Otuda (¥x) £(x) = O.
2° reka je (fx) £(x) = 0. Tada £(0) = 0, £(1) = 0, odakle
£(o) v £(1) = 0,
Neka je £(0) vV £(1) = 0, Tada £(0) = 0, £(1) = 0, odakle, podte je
£(x) = (£(1) A =) V (£(0) A x°), £(x) = (0AZ) V(0 Ax°) = 0, %I
£(x) = 0. obuda (x) £(x) = 0.

2,2, lieks su t,,t, B terni . Tada sa formmlu
) (kﬁ)(kﬂ---(“nﬁ) t, = t,, pdesu kg universalni odnosno ugﬂ— '
stencijalni kvantifikatori, postojl efektivan postupak, kojim se utvrduje
da 11 JB C,% ¥ .

Dokag Kako Je %) = ¢, &St A tzso. to se mollemo ograniliti na
fﬁ)r}m].e oblika F 2 (klxl)oo-(knxn) f(xl‘.ooo’ﬁ) = 0,
Feka Je o

| f(x,| 0) AL(x,|X ako je k -
t".z (xljouotx1_1011+1..0.’x!1) = (X1| ) /\ (x‘l\ ) m-‘}‘!*m
i f(xifo) \/t(xﬂl) ako je k; universalni

kvantifikator.

T eyl ¢ N PR e geeely = 0

ne sadirii kvantifikstore, ona je odluiva, te je odlufiva 1 formmla F.

Tada prema Tels

Primer 1° 5 (*u) Ga)(Fb)(¥x) u = b A (a A x).
Weka je F2ulAbdbdaAx, Tada (VFx)F S(uadbLo(ar0))Vv
viuaba (aAal) =0, ti. (tx)FPe>(uAad) VinA S aa) =0,
bal je, .
@Go)irx)r<= ((uac) viuaoaa)) A((lual)V (aAlALa)) =0
Dmvuaa) A(u’"v(e"Aa)) =¢
s va) A(u"va)=0a=0.
Dalje, | |
Ga)(@n)(vx)F (= 3a) a=0E 0 A1 =20<0=0, tj.
):p;—(}a)(}b)(h)r. odaekle i:/(—}—(v*u)(}a)(a‘b)(ifx)r.

Primer 2° jeka je ¥ ) - term. Tada ij;—(slx) ¢ (x)=x>A0)< (1)



b3,

Dokag DNeka je F % (}x) U(x) = . Tada
Fee(x) ¥(x)ax=0, F<& (€(0)20)A(¥(1)al) =0,
P &Y(0)A (1) =0, F %)< ().

Defyl, ol(s) & af0 A (Fx)(x<a =x=0).

Ako sksiomams Dool-ove algebre dodamo aksiomm
(4) x)Fe)(f(a) 4 acx) ,
tada dobijamo teeriju atomskih Bool-ovih algebri. Kake 'mbu hnnh-
ska Bool=ova algebra (naprimer slobodna Bodl-ova algebra nad beskonadnim
ekupon 1), sakljutujemo da je (A) nezavisna od ogtalih aksioma. Pri-
metino da je (A) lspunjena na svia kemalnin Beel-evim algebrames Oda-
vae sleduje da se ne mogu iz svake formmle teorije Bool-ovah algebri eli-
mindsnti kvantifikatori. Zalsta,nska je F upravo formula (A). Ako bl po~
stojele By formula ¥, da e - ® €OF , tada polto Je B =¥

B .
u svako] konafnoj bool-ovoj elgebri B, tada B4 i BIFEF, u svakej ko-
naéno ] Mol=ovo] algebrl B, a otuda prema 3.C.4 b’b_" s oOdakle
1
IE—PD. te 1 D,S—F. fto Je kontradikedja,

Akc aksiomems Bool-ove algebre dodamgéd formulu
(4°%) ()@ (x# v 2D(y k0 A ¥y <x))
dobijomo teoriju bez-atomskih Sool-ovih algebri. Ksko postoji Bool-ova

algebra sa atomima ( naprimer sveka konadna Bool-ova algebra) sakl julu-
jemo da je (A°) negavisna od ostalih aksioma.

Def.2. leka Je o formumla teorije ﬁ s t(x) texrm, Tada

as= N\ t(x) je zamena s
<L(x)

(=) (¥x) (4 (x) D=t ((Fx) (K (x) =7 < ¢(x)) >y<a) .
Definteija je korektna jer s(ay) A s(l.a) =8y = 8,
Ako akolomama Bool=—ove algebre prikljufime shema aksiosm

(K) (In) a = d/(})t(x)

doblje se teorija kompletnih iool-ovih algebri. Ova aksioma nije posledica
ostalih (jer naprimer slobodna Hool-ova slgebra nad beskonainim skupom I
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nije kompletma)}.

MoZemo postaviti pitanje koje formule Jev dovoljno prikl jufiti eksio-
mama ool-ove algebre, da bi dobili kompletnu teoriju. Frema IX.3.T.16
gvaite lve prelbrojive bez-atomske Iool-ove algebre su isomorfne, tj. teo—
rija bes-2tomskih Bool-ovih algebri je )——( o ¥ategorima., Otuda prema
I1,2.%.5. teorlja bes-atomskih Bool-ovih algebri je kompletna (tj. ne mole
se profiriti do neke Sire teorije). Tada prema (v. /17/,2%x.14)

2,3, Ze kompletnu teoriju J  sledeéa tri uslova su ekvivalentna
1° T je neodludiva, 2° 7  je meesencijalno neodludiva
3° 7 nije akoiomatizabilne.

iglazl da je teorija bez-atomskih Soolw=ovih algebrl odluliva, jer odi-
giedno ime konaino mnoge akeioma a time je 1 aksiematizabilna.

Ako aksiomans teorije atomskih, kompletnih Bool=-ovih algebyri dodamo
skheme aksiomm v ‘
(:*{,:1)...(51:1“)(::1#:2 A Xyfxg A ees A X Fx, A xzﬁxs/\ she A :._1#!‘)
dobl o se teorija beskonaénil stomskih, konpletnih Bool-ovih algebri,

Preme 11.5.Te9. ova teorijﬂ. ja ZH‘)

kategorilna, te prema I.2.7.5. ona
Je kompletna teorija. A

Fapominjemo da je Tarsk;)doknaao neodludivest teorije mreka, modula-
rnih arefa, komplenenternih modularnih mrefa, dok je Grsegorcsyk 2y doble
analogne resultate za teoriju distributivnih mrefa i Bruowerdeme algebre.

(prems tome teorija Hool-ovih algebri u predikatskom rafumu je neodludiva

\

Medutim sa obziyom da ima konalno odluiive proiirenje (teorija bes-atom-
skih wol-ovih ulgebri) vidimo da nije esencljalno neodlufiva,

1) Alfred Tarski, Undecidability of tke theories of lattéices and pro-
Jective 'get.metries. Journ=zl of Symbolic Logle, 14(1949), str.77-78,

2) Ardrze] Crzegoresyk, Undecidablity of some topological theories,
Pundenenta llathematicae, 38(1951), str.137=-152.
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1s Bool-ove jednacine,

Neka sm u,v :54 termi, ( u ovo] talki po pravilu svi termi su Z{
termi), Tako Je u=v<Sul vas U, dovoljno jJe posmatrati jednaline
obliko t = 0. Lalje kako je

B, =04 eae At =0tV sVt =0,
svaki sistem jednallna ekvivalentan Je jednoj jednadini, Najszad, podto Je
tl < t2é9 o=t AL, ne jednafine su specijalan slula] jednaSina.

Def,l. £(x) * xA £(1) A x 4 £(0) A x°. | ‘fm= x 8 {(x)

Ll, U B e
1° ?(x) = F(x)
2° 2(x) = 0 e>x = £(x)
3% f(x) = 0D (x = 2(x)) A (£(0) A 2(1) = 0)
£ (Fx) £2(x) = 0& £7(0) A £(1) = 0 <> £(2(x)) = £(x)
5% (Ix) 2(x) = 0 = (2(x) = 0 > G){x = 2())), tj. ako jednadina
Z) £(x) = 0 ina ber jedno reSenje, tada je £(J) ob¥te reSenje Jjednali-
ne (J). ‘
Dokag 1° ?(x) = X A f\(l) Az A f(o) Ax" =z 2(1)°Ax A £{0) A x°=
=x A £(1) & 2(UY A x°= £(x), Jer ?‘(l) = £(1)°, ?(0) = £(0).
2° kako je f(x) = £(1) A x A £(0U) A x°, to Je tvrdenje oligledno.
3° (&) vaZl prema 2° ‘
(=) Neka je f(x) = U, Frema 2° x= f(x). palje (3Ix) £(x)= ©
te prama 6.7.1.1° £(0) A £(1) = 0O.
4° irva ekvivalencija je prems 6.7.1.1°%. valjes
}(}(x)) = (xA (1) A xAafu)Aax’)azi)A(xas 2(1) A x A £(0) A x°)A
ALo) N(x22(1)A x AL(0) A xX°) = )
=xA f(1)A x4 £(0) A x"A2(L)A x A2(A)A x A 2(0) A1) A X4
A (W) A x°af(0) A L()A x A F(0) A X =
=x A (1) A x A £(0) A x4 £(0) A £(1) , t]e
F(E(x)) = x4 £ A x4 £(0) A 274 £(0) A £(1) . Otuda neposredns sle—

de ostale ekvivalencije,



[?

Ofuda isglagi da je jednaéina x = ;(x) reproduktivna 1) fim ima (124
Jednatina 7(x) = 0) bar jedno redenje. v

§° 1z formule molemo eliminlsnti mufiatorm
(1) ru) A2(l) D04 A x L1(0) A 2°=0e>(x A i‘(o))/\ (zAfA(l}) = Q)
te se preko E-modela utvrduje dd je (1) teorema., Medutim sleduje 1
neposredno prema prethodnim tadkamg, jer sko jJe (Ux) f£(x) = 0, tada
sbog 4°, ?(x) = X Je reproduktivia jednalina a sa druge strane ona jJe
ekvivelentna sa f(x) = 0 (prema 27).

Prema tome alo Jednaiina f£(x) = U ima bar jedne redenje (3to se efe-
ktivno utvrduje zbog 4°), tada je njeno obite redenje i'\(*)z) s koje se,
ked Bto vidimo, efektivno komnstruiie,

Te2o  (3x) X(x) = x =2¥%¥(x)) = ¥(x),
ti. ako Jt;dnaéina ¥¢(x) = x 1ima bar jedno redenje, ona je reproduktivaa,
Doknz deka Je (Ix) €(x) = xo Kako Je €(x) = x=>¥(x) & x =0,
te'ma f(x) = €(x) A x, Dbiée
$(x) = (P AI) Axa(C(U) AUV AXAX=
= (L) 4 x A¥(u) A x" = ¥€(x) , tj.
(1)  fl0= ¥,
Posto Je (Ix) € (x) = u < (Ix) £(x) = 0 , biée prema pretpostavel
(#x) £(x) = 0. rirema T.1.4° onda je #(£(x)) = f(x), odakle, prems
(1),€(e(x)) = ¥(x).

L ow b ¥R o o v
1) Fojam repreoduktivine jednaZine u Bocl-ovoj algebri, potife od S.Rude-

anu-a: 0Ofoolean Lguations and thely Applications to the Study of Bridge
Circuts, I, ull, uath, 50c. ath. rhys. RePle, 3, 447-473, 1959.

8. Fredlé jo u:s Une Claosse d’iquations Matdicielles et 1'Rguation fo-
netionneile £ = f, Publ, Inst, “ath, P. 8(22), 1968 dao opiti pojam
repreduktivne jednadine, Takode u /10/ implicitno se koriste svojstwa
reproduktivne Jjednaline.

2) obite redenje u t-‘;it;ll.{l.& je 1° £(f(L)) =0, 2° £(2)=0SEH) 2= £{<).



H,

!’2. leka Jje f ./3,' term, Tada

1° (Jxl)...(}xh) f(llgooo.ln) = 0@ /\ f()4,oo¢.ﬁ€° = 0
(}L, )«)610,15”

2° Ako jednatina £(X9000,% ) = 0 ima ber~ jedno yeSenje, tada se
mofie efektivno odrediti njeno obiéte redemje.
Dokas 1° Neposredno sleduje prean 6.7.151°.
2° ookaz se sprovedi indukeijom po broju nmeposnatih. Pretpostavime da
(1) (Fx))eee@x)FR) £(X0000sXp3) = 0,  Prema T,3° doblije se
(2) 2(xypenssXox) = 6 <D (X = £, (X pa0esByox)) A
A(t(xl.....xn.u).A r(xl.....xl,l) = 0).
Prena (1) 1 6.7.1.1° je
(3x1) 000 (Fx) T(Xpoeeerx 00) A £(x 000esx,1) = 04
Preme induktivnoj hipotesi, jednafina f£(X)seeesXp)0) AL(XypecesXyel)=
iss obste redempe X, = Cgees, Xy = %% gie su CoesesCn termi,
Prema (2) dobija ce:
r(xl.....xn,x) = 0 &
d = (X000 X ;) A (B4)eee(FhI(X) =G A eee ARy = )
> (Fdy)eeel( T (3= 2 (XypeeesXyoX) A X = GA wee A Xy = Cu)
2 (3h) 0ae (3 (U3 3= £ (% penastd) A Xy = YA eee AXy = Ty)
E2 (34)0es(F) (3L (x = £ (Crpenealisl) A Xy = A vae A Xy =Ty )
Prems tome i yeeesUys Bylt)reecaCp«) Jo obite redenje jednadine
£(Xy poeesX,9x) = Uy te tvrdenje sledi.
Prinetimo, da prema uokasu, moZemoc efektivno odrediti obite reiemje
jednatine od n+l nepoznatih, ako mofemo da odreddo efektivmo bile ko je
\ZZ jedna&ine od n nepoznatih, lMedutim,kako se efektivmno edr.llqc obite
redenje J%ﬂ Jednadine sa jednon nepolnatﬁl. to jJe swvaka 554 Jjednadina

f(xl.....xn) = U efektivno reéivnl).

1) U smislu da 1° da 11 jednadina ima bar Jedno redienje, 1,2° ako ga

ima naél jedno opite redenje,
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Eimer (J)  f(x,y) = U
1° (J) ims redenje akko £(0,0) A £{0,1) A 2(1,0) A £(1,1) = O,
2 ek go ) - cﬁg&:gx.xﬂA (£(0,5) A 2(1,3) = 0) &
& (o= £ (x,0)) A (7 = 2(0,y) A £(1,7)) » to je
y= /> 020,1) A2(1,1) A B4 2(0,0) A 21,0045 & C(p)
x= XA 21, ¥MINLa 20, €Ly AL

obiite redenje jednaéine (J), ukoliko ima bar jedno redenje, tj. ako je
ispunjen uslov i®.

Primetimo, da ako prosirimo jezik teorije 11) skupom konstanti W
i aksomama oblika (1) 'i = W WA w’ = W, 1li nekim shema aksioma-
me, &1je ou posledice formule (1), onda svi iskasi u 7.,8, wvale,

8. uvde éemo ragmatrati odnos nekih druglih teorija prema teorijams
%c J j’?(,
/

Neka je D teorija Sg-algebri,

2,1, Ueks su u,v by termil), Teda z_u_-:‘v akko Eg,—ansv.

Dokog kakeo Je u=v<udv’ =1, to se moliemo ograndiiti na for-
mule oblika u = 1. - |

1° (—>) Kako je teorija pmihonae teorije $,; to tvrdenje
neposredno sledi.

2° (&) lleka je ~ relacljs ekvivalencije u sgkuph T svih terma
teorije s definisine kao u 1.T.2. Teda je T/= karakteristilna alge-
bra =o formule oblika u = v, Neka Je ~ 5—1 = 1, Tada !/-rvl—l = 1,
gde Je f: T — T/= Kkanonsko preslikamae. Heka Je B, ghup svih kle-
sa ekvivalencije potformula od u. B, Je konalan skup i n, C T/=, Tada
se B, moZe prosiriti do konatne B+ algebre B (vemaprimer /3/ sa T-al-

gebre), tako da £B < B, Neka je & oulenje preslikavanja £ na B.

1) Primetimo da za termil teorlje 3_{' i ﬁé mﬂ.«‘.ti pothptd!. Ul‘hlr.‘l._
teorijs J})é Je proéirenje teorije jf’_r °
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Tada, zbog izbora skupa Byy B f?— u=1l, Kako je B konalan skup, te-
m [4
da prema II.5.Te4, B = ’:’ Bi s Ede Bu Bi SG -llpll't. Prema 1I.2,T.2.
A . -
onda barYjedan 1 €{1ly24eeeyn) Bi~k u=l, t§e ~FHu=1l
6
Cslel, Formule teorije A~ oblika u = v su odlubive.

1)

Cpls2. Modalni s¢ ratun je odludiv (v.naprimer /3/).

De bi to dokazall, moZemo uzeti preslikavanje & , koje preslikava
skup formula For(sg) rafuns 5, u skup terma T teorije R o 8 tim
to ge sinbeld A , V , 1 , = preslikavaju u odgovarajuém Bool-ove
operacije, dok je GrHA = (X )*. BLod = (6L)°.

Keko Je !;J_a( akko je w proizvoljmo} s5 algébr:l. B, B [F0«X=1
(atav potpunostf sa radun Sge Ve /3/), to !S-roi akko BEbBA = 1, 0t

de nepocredno sleduje odluivost rafuna 35.

Primetinc da se J?u— i 55 dokazuju analogna tvrdenja, tvrdeaju $.T.1

(= slutajn Sg red "term" treba gameniti sa "formmla®, a simbole * , 0'7’

simbolima M, L, 7 ). ‘
Prinetimo da se tvrdenje I.,l, ne moke primeniti na bilo koje (otvorens)
formule, jer naprimer za formmlu A 2xd0—= x* =1, Je |-

dok ~ o Pe

i .
Sledeée tvrdenje govori o odnosu teorije distributivnih mrelia ( o0 )
1 teorhje ) . Uilgledno moZemo used da je J>  prefirenje teori-

je X (aksioﬁama teorije £ dodejemo nove atsiﬁm).

2,2, Ako je o« otvorens formala teorije o ., tada
b < akke ;54 L
Dokas rodto za svalu distributivou mrefw D postoji prodirenje do Bool-
ove clgebre B (prema II.4.7.13.) to tvidenje neposredno sledi prema

1) Sg pored iskasnih operaclja sadrii 1 modalne operacije N (mogude je),

L (mu%no je ) sa akeiomama, pored akslomsa iskasmog rafuna, NM(p V @) &
4> Mp Vg, p —ip, Kp >Lip, Lp= TH1p, 1 dodatma pravila isvo-

denjo — ¢ —5 — oL +—o(z=)/s——>fs———M,<,<i—_)H(5'
_ : ‘ n

Y Vs ) S



1e2,7.3.. Otuda, sve otvorene formule teorije of su odlulive. Speelja-
lno, clementerna formulw o (oblika u = v) dovoljne je proveriti da J4
vali no elgebri 40,1} , da bl se utvirilo da 11 Je £« o Prime
timo, da analogne tvrdenje molemo iskesati 1 sa Bool-ove pratene bes jJe-
dinice, jer se svaki Dool-ov p sten bez jedinice moSie profilriti do Bool-m
ovog prstena sa Jediniconm,

Rezultate o teoriji jb, moZemo primeniti na odreden nalin mna ralun

& , taénije no jedan deo metateorije rafuma X v

Jasno je da svaku formulu oL raduna < moZemo da shvatimo kao
term teorije 2’5 e balje, zbog potpunosti rafuna % Je
(1) F';e L akko Z(#xl)...(Vxn) o (Hypeeeexy) =1 &

Medutim, prema 6.7.2. formule obliks (¥x;)eee(VX) L(Zppeeesx)) =1
st odlulive.

Fekn je sa —> ognaliecna meta 1np1mc131. sa & meta "i¥, 1 neka
"ra®, "111i" imaju uobidajenn znalenja, 1) Tada lbog (1), formmla oblika
(2) p(zol, ....,;44‘. & »111, >,ne), gde su o formule rafuns
O & o bibe tafna akko je e F(Z, seeerdn o A oV o=, ), gle

Je X, 2 ($21) oo (¥x,) oL (Xypeesyx)) = 1. Za konkrekhe <« , formmle
obliks (2) su odludive (taj cludaj 1 nije toliko interesantan), dok sa
ae koje o4 dobijaju se sheme 2a koje ne mora da postoji opiti postupak
ga lspitivanje njihove taénosti. Naprimer formula )

+~a< & —p —> i— LA prevodenjem postaje

L Z
(/\o< IS /\/5(#))——5 A (<Ap)(V)
PYZTH) o /et Ve {041

Medutim, teorija ?31 prufa mogucnost, da se prdrodno opilu isvedenja
w rafunu ¥ .

1) Pretpostavljemo da svi novo uvedeni simboli sadovel jJavaju m e~
Suna % , naprimer A—>(B —4), slifno ga ostale, Formule A,B su obli-
ka (2).

2) Y= (%N peeesNs)s n Je broj promenljivih u.{ .



Fogledajmo sledeé¢l primer u teoriji 0\5 ]

Ao je p 1 ako Je ¢, onda Je p N qe

Ovu relenicu mofiemo zapisati u oblikms
(1) p4d a —pAra.

U teoriji Py (1) ée biti- X dpmlAqel = pAgs=1, Kake
Jo Thr=1:20en 2", o T 45 2 "= (» 19)°% N
posreédno se proverava da Je T{&) =1, odakle | X o Otuda formula
(1) je tafna. 1

Substitucijom u ol dobija se za proizveline terme P,Q
(2) 24 4o — P AQ, odakle |
(3) ?P=1AQ0=1=PAQ=1,

Akc gatvorimo formwlu (3) dobija se
() eee(¥x)(F =1 A Q=1 5P A Q=1)y gle 88 XjseessX, prome-
nijive u P,Q. ' '

Otuda, kako je  (Fx)(L (x) =/ (1)) = ((¥x) L (&) = (=) 4 (x)
valjens formuls, to ((Vxl)...(b‘xn) P=l)A “Vﬁ)"°“’1.3 R=1)=
= (x)eeelhny) (PAQ =1, otakle (P 10 —-PAQ (ake
Je P teoruma 1 ( teorema, tada Jed P A | teorema).

Prethodno rasmatranje moZemo formaligzowveti na sledeéi nalin,

Nekn je X, prodirenje rafuna < sa novim operacijama & , — ,
"me”, "ili", > koje zadovoljavaju aksiome rafuma X (v. str.54. fu-
snota 1)). Jeszi: teorije &f, e%raﬁen Je na gledeéi naéin:

1° jorumle ratuna o su elementarme formule raluna =¥4 .

2° rflementarnme formule ratuna °, su formule raluna <, .,

3° Ao su £ L0 foruule raduna ,' , tada su me £ ,L &P,

o{ﬂiﬂv, oL——>/} » oL =/(> formule rafuns oé‘,, .

4° Axo je o formula raduna .>°, , tada se dobija nekim od pra-
vila 1°,2°,5°,

Pravilo igsvodenja Je modus ponens: w, u — V¥ izvodl se .

2,75, 'Ako Je ¥ formla raduns £  , tada o « akke )—;ofé
1
2 i,, je odluéiva teorija.



Dokaz ( — ) Kako Je oZ padrian u kﬁ o tvrdenje sledi,
(&) Jdeka je « elementarna formula i /"°L .mtmlmﬁ
f\,i—oé . Tada z2 neke vrednootl 8;,eee08y :hlhnih elova X peeepx, fo-
e 2a koje Je £ <> , samenimo redom u o  umesto
% 90009%, Neke teoreme, odnosno kontradikeije (12 o ) /54 sosiiy /I
1t M e teorema akko ay = T, /5 Je kontradikeija sko Je mg= |
Tako ce dobija formula /5 2 ol (/jeeses 5n) koja Je kontradiked ja,
adakle (:87/5.-21':;4&1"!5!7,6 + lNo kako je g,;'i to

£ o Btc je nemoguée ( jer je 7 neprotivurelan, §to se mole
dokasz=ti, naprimer kso u 2,T.1.2°%).

2° teka Je F(oly pesesiy s § ne,dli, —>) formula teorije <7
gin su X, geeey Xu elementarme formule, HNeka je |

BF « P(d 0e0nsxle A 0’y V .-) « EKako je 504 akko FD&
ako 715—744 =4 1 u obe teoriJEVL_ iste logi¥ke aksiome (to su mu-o
iszasnog rafuna) 1 jedino pravilec iszvedenja je modus ponens, imamo

":1 F( \/4 .oo.r’zh’&.n’.ili. “‘b) akko ﬁ I( Xy -1.00" 9(& =l, A .7 oV ® 33)
Dal je !
}-7;:’!'(,(,=1,....9/H=1./\ QV_’. V."’)) é='> ’(01;5 1.000. ol;’?-l./\ ,".V .‘=9)
a podto je 6,3-9(‘54 >l ? to
(2
—~ F akko ~ E&r
& D

Navodimo topolodki dokasz stava kompaktmosti (konadmosti; m.m
s iskagni radun,

Neka je F  skup formula isksznog raduma (ili, #to je iste, terma
teori je Ny ), ca svojstvom da svaki konaian podskup od ?:!.u model ‘tj.

HeF Arng=>0p ¢ & (e CH )(r(p) =1), gde je:

I je skup indeksa ickagnih clova , tj. ‘ = {p’_} b I} Je skup 1o~
kagnih slova, {u 19I Jje topolediki proster sa proiszvednom topolo-
gljom, gde je diskretna tupologija na '{O 1} o Fin 5?~ Je zamena ma
ﬁj’ Je konalan skup. 7

Prema teoremi Tihonova, §~ Je kompaktan prostor, jer je (0.1} komp—
aktan prostor.
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—_ ) 1 )
Weka je 3a svaki ® & F  funkeija Fi {0,1f —> 40,1} definise-
na na sledeéi nadin: ga P ex p) = l‘(ﬁ;'p.u..ﬁ,"( P) » @gde jJe
pl"...’p‘n skup iskagnih slova u “mll !. t:o Ir-{ ’11’...”%13 .Q

Neka je ti:x‘{ E‘ }P C’?y o« Molfemo smatrati da ¥ {0.1}4"—;{0’1} »
( ako je ’é = (’(qo---w&) G{O,l}“. tada r(-‘() - ﬂ"(f pocey ’(k) -
= 2oy [4seserny [«) Do Ovie Jo 4i1{0,157> 0,1  projeketsa.

Neka je Le§0,1Y o Neka je :sf- ALYy %3 s;(-fy}p(i)-od ‘

« Ay
Neka je :;f""i" = 19
l... n J j

skupovi u Z)u,l} 1 AT,‘ je neprekidmoz preslikavanje, to su 1 skupovi

N
S
=1

e Kake su {Oj ,flﬁ satvorenl i otvereni

ol 1ol I

S, 2 time 1 :31' °‘;‘ gatvoreni i otvorenl skupovi u fo,lﬁ + Prime-
als 1... n

: ‘ co(i - oy s

timo da su skupovi 5” s W baza prostora .

Lel. Ako Je 01640.15 o tada je ;'l(eé) satvoren skups
Dokag Formula P(pll.....pi) ugime vrednost 1 za nekih k aiso-
n

va 0,1 duZine n. Neka jJe F(pll”"'p-tn) =1 sa

P P XX P
11 j‘.? i11.
oLy olgy - - sl

oy Lkr - - oLk

Kako je F(p) = F(p(1;),00esp(1)) to
F(p) = 1 alko (p(i)= oliyAeee A PE)=otin ) V oo VIp(dy)=molyt e ehAp(iy)=
o odisi B4
odakle F ' (1)={p |(Bli)=clyAseehn(ip)=did V ooV (plig)mclioh o sAD(Lp)wdic}f
Otude '
FLa) wfp | (a(1))=diphees Ap(E ) dn Thoo Ufp]pllp) A enctpll )=l =

= ({p[p(i)=dn JA eee Np[p(2)=41 )V oee Ut{p]p(il)-o&ly;.../;tw (1) =4,))

od, ot ,
) Kh) - SO;:HOQQIMUQQQ V 804“4 'ockh
4 h

{44 ol oy g KA
- s ' X at . ooou ' see wt ®
(85,"Neee N5 ML ( 1g 1, P

odakle



;-11 = U 0‘31
(1) d"‘ 11...1

Frema tome ¥ (1) je kon-&ans unija satvorenih skupova, odakle
l"l(l) je zatvoren skup. S1liéno se dokasuje da je ?’-"(a) satveoren skup,
Presa prenodnon,  Of =fF1(1)] Fe FJ  je familija matvorenin

skupova u %
Le2, HNeke je My = [F'lcl)} r(—ﬁ} , £ cF . Tada

NFy#e & é#m nodel.
pkaz N td & Fpehy & G0 (#r 4)(F(p) = D
@ Fp) (Fr € )(F(p) = 1) ©A ima model. |

2,0, F ima model akko svaki konadan podskup skupa 7  ima model

okaz ( =) oOtigledno.
(& ) HNeka svekl konafam podskup skupa F ima model, Prems Lel. H
Je familija zetvorenih skupova., lieke Je % < 7€ ’ K Jje konalan,
Tada je L n{#(l)lreﬂ"j , =anext HSF gie Je '  ko-
nadan skup. FPrema uslovu tvrdenja - \5’{’ ima model, te prema L.2, A

NE, # ¢ otuas ‘X  je centrirena familija setvorenih skupova u kom-
paktno; prostoru * , te N # #. Neka Je pé/]y( o« Tada
Kred pe ¥, tie (WeF ) #p) = 1, odakle sleduje da F
ima models

Tela rosirenje < +F ickaszneg raduna & Je neprotivareino
akko je swvaki konaéan podckup skupa formula Sl" neprotivaredan,

Dokaz ( =>) Otigledno.
(& ) 1Tvrdenje neposreano sleduje prema TA. ako dokaliemos

P+ F je neprotivureéna teorija akke F  1ims model.

Keka Je Lt ? neprotivuredna teorija. Tada Je:.‘l svaki konafan pod-

skup: od ;I‘ neprotivuredan. Neka '!'1.....]"6-9? & Illll/l,,.,\,] -
Tada » nije kontradikeija, kako je [-F akke {0,1JFP , to sa neko
oL, ¥GL) = 1. Otuds {¥1seeesi, | ime model, te prems T.4. ¥
ime model.

Neka gf ima ,.lodelfs,k‘rutpast—'.wim da jJe ? protivuretan skup
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formula, Teda postojli F da Je ?&T F, ?5 T7F . Otunda, sa neke
formale Plgooo,fn bide Flyooog?n ; " 7’ t:.

[EFIA see NF = F, FiAc A, => 717 . Koristeél tautologiju’

P21 =D (p=>491T14q) dobija se
S?r.l/\ ces NEL DFA Tr odakle §7(114 eee AR o te

1'1 A.-oo A .-E‘n Je kontradikcija. Otuds (1'1/\ cee rn)(p) = 0 ® sto
Je protivne pretpostavel.
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