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Rezime

Nelinearna analiza konstrukcija sa kablovima

U radu je prikazana nelinearna analiza konstrukcija sa kablovima. Formulisan je
odgovarajué¢i matematicki model problema. Pretpostavljeno je da je materijal konstruk-
cije izotropan i linearno-elastican. Primenom korigovane Lagrange-ove formulacije i ne-
linearnog polja pomeranja popre¢nog preseka, izvedene su linearizovane inkrementalne
jednacine ravnoteze elementa. Na osnovu analitickog reSenja za lancanicu, a za razli¢ite
pocetne pretpostavke, izvedeni su konaéni elementi za plitku i duboku lanc¢anicu. Ovi
konacni elementi su koriSéeni za aproksimaciju kablova u konstrukcijama. Kao sto sledi
iz samog naziva, kablovi u konstrukcijama sa kablovima obi¢no su povezani sa drugim
tipovima elemenata, te je osim modeliranja kablova, uradeno i modeliranje tankozidnih i
grednih nosaca. Izvedeni konacni elementi za gredne nosace, takode, mogu da se upotre-
bljavaju za aproksimaciju kablova u konstrukcijama sa kablovima. U slucaju nelinearne
staticke analize usvojen je inkrementalno-iterativni postupak za reSavanje sistema neli-
nearnih jednacina, u varijanti Newton-Raphson-ovog i/ili modifikovanog Newton-Raphson-
ovog postupka. U slucaju nelinearne dinamicke analize usvojena je direktna numericka in-
tegracija, u varijanti Newmark-ovog postupka, u kombinaciji sa inkrementalno-iterativnom
analizom u vremenskim koracima. Uradena je objektno orijentisana analiza matematickog
modela i dobijen je objektno-orijentisani model podataka zasnovan na objektno orijenti-
sanoj paradigmi. Na osnovu matemati¢kog modela i objektno-orijentisanog modela po-
dataka, uraden je racunarski program u jeziku C++. Dobijeni program omogucava line-
arnu i nelinearnu analizu konstrukcija sa kablovima, usled dejstva statickog i dinamickog
optereéenja. Tacnost racunarskog programa proverena je kroz test primere dostupne u
literaturi.

Kljuéne recéi: kabl, lancanica, nelinearna analiza, metod konac¢nih elemenata

Abstract

Nonlinear anlysis of cable supported structures

The nonlinear analysis of cable supported structures is considered. The correspond-
ing mathematical model of the problem is formulated. It is supposed that material of the
structure is isotropic and linearly elastic. Linearized increamental equations of equilibrium
of finite elements are derived, by applying the updated Lagrange formulation and nonli-
near field of cross sectional displacements. Based on the analytical catenary solutions, for
various starting suppositions, the corresponding catenary finite elements for the so-called
flat and deep catenaries, where derived. Obtained catenary finite elements are used in
representation of cables in considered cable supported structures. As the name implies,
cables in cable supported structures are also combined with the other types of elements,
usually of the line-like structure. Therfore, besides consideration of cables, modeling of
thinwalled beams and beam-columns was analyzed too. Derived beam finite elements



could also be used in approximation of cables. In the case of nonlinear static analysis, the
solution of nonlinear equations is performed by the incremental - iterative procedure in the
form of the Newton Raphson and/or modified Newton Raphson method. In the case of
nonlinear dynamic analysis, direct numerical integration by the Newmark method is com-
bined with incremental-iterative procedure in each time step. Object oriented analysis
of mathematical model was done and the corresponding data model based on object ori-
ented paradigma was obtained. According to matematical model and object oriented data
model, computer software using C++ language was developed. The computer software
enables linear and nonlinear analysis of cable supported structures due to static and/or
dynamic load. Accuracy of the computer code was checked out by testing corresponding
examples given in the literature.

Key words: cable, catenary, nonlinear analysis, finite element method



Predgovor

Model je pojednostavljeni prikaz stvarnosti. Dobar model je onaj koji ukljucuje one
elemente posmatranog problema koji su bitni, a izostavlja one koji nisu bitni za dati prob-
lem. Jedan isti problem moze se predstaviti razli¢itim modelima. Izbor modela ima kljuc¢ni
uticaj na to kako se problem resava i kako se oblikuje reSenje. U savremenom projektovanju
i proracunu konstrukcija zahteva se analiza na $to realnijim ra¢unskim modelima.

Predmet ove disertacije je nelinearna analiza konstrukcija sa kablovima. Rad se
satoji iz dvanaest poglavlja i tri priloga.

U prvom uvodnom poglavlju dato je stanje u oblasti istrazivanja kablovskih kon-
strukcija i kona¢nih elemenata za kablove, kao i cilj i svrha istrazivanja.

U drugom poglavlju izvedene su osnovne jednacine ravnoteze elementa i data je
inkrementalna formulacija osnovnih jednacina ravnoteze elementa korigovanom Lagrange-
ovom formulacijom.

U tre¢em poglavlju definisana je lanc¢anica kao nosa¢. Dato je analiticko reSenje za
neelasti¢nu i elasti¢nu lan¢anicu. Kod analitickog resenja, pretpostavlja se da je lancanica
uravni i da je optere¢enje koje deluje na lanc¢anicu jednakoraspodeljeno optereéenje u ravni
lancanice. Na osnovu analitickog reSenja, definisana su dva kona¢na elementa za hiper-
bolicko resenje i jedan konacni elemenat za parabolicko reSenje lan¢anice. Da bi racunske
vrednosti dobijene razvijenim programom mogle da se prekontrolisSu, izlozena su reSenja
koja se zasnivaju na pribliznoj teoriji lancanice. Izvedene su jednacine promene stanja
lanc¢anice. Data su reSenja kada je lancanica optereéena jednakopodeljenim opterecenjem
i koncentrisanom silom. Razmotren je i uticaj krutosti na savijanje lan¢anice na uticaje u
tancanici.

U cetvrtom poglavlju razmatran je tankozidni nosa¢ otvorenog i zatvorenog popre-
¢nog preseka. Definisani su vektori pomeranja, vektori deformacija, konstitutivne ma-
trice kao i vektori i matrice Cauchy-jevih napona, vektori ¢vornih pomeranja i vektori
¢vornih sila. Zatim su izvedene tangentne matrice krutosti, vektori ekvivalentnog ¢vornog
opterecenja i vektori internih ¢vornih sila tankozidnog nosaca sa otvorenim i zatvorenim
poprecnim presekom.

U petom poglavlju razmatran je gredni nosa¢. Gredni nosa¢ aproksimiran je sa
pravim i krivolinijskim kona¢nim elementima. U sluc¢aju krivolinijskog konacnog ele-
menta uvode se unutrasnji ¢vorovi u elementu. Za sve ove elemente definisani su vektori
pomeranja, vektori deformacija, konstitutivne matrice kao i vektori i matrice Cauchyjevih
napona, vektori ¢vornih pomeranja i vektori ¢vornih sila. Zatim su izvedene tangentne
matrice krutosti i vektori ekvivalentnog ¢vornog opterecenja i vektori internih ¢vornih sila
grede. Takode je razmatran prosti Stap. Prosti Stap je aproksimiran sa krivolinijskim
kona¢nim elementom i pravim elementom sa ekvivalentnim modulom elasti¢nosti.

U Sestom poglavlju dati su postupci redukcije modela fleksibilnih sistema i matrice
transformacije kona¢nog elementa iz globalnog u lokalni koordinatni sistema i na sistemnu
liniju elementa.

U sedmom poglavlju dat je na¢in formiranja matrice masa i matrice prigusenja si-
stema, a zatim postupak formiranja jednacine ravnoteze sistema.

U osmom poglavlju opisane su numericke metode za: reSavanje linearnog sistema
jednacina, nelinearnog sistema jednacina, problem svojstvenih vrednosti i numeri¢ku in-
tegraciju.



U devetom poglavlju dato je objasnjenje objektno orijentisanog programiranja i mo-
deliranja. Dat je kratak prikaz osnova objektno orijentisanog modeliranja na jeziku UML
(Unified modeling language) . Koriséenjem jezika UML, dat je strukturni model problema
razmatranog u radu, u vidu dijagrama klasa.

U desetom poglavlju dat je opis programa ELAN (ELasticna ANaliza) i sadrzaj
ulaznih datoteka u program. Program je testiran. Rezultati testiranja programa su
uporedeni sa poznatim teorijskim i numerickim vrednostima.

U jedanaestom poglavlju izvedeni su zakljuéci rada i date su preporuke za dalji
razvoj.

U prilogu A date su vrednosti submatrica matrica krutosti dobijene resavanjem
integrala u poglavlju 4.6 1 5.1.3.

U prilogu B dat je naéin izracunavanja Jacobi-ana sistema.

U prilogu C dato je kratko objasnjenje izoparametarskih elemenata i veza izmedu
lokalnih i globalnih koordinata elementa.

Zelim ovom prilikom da se zahvalim mentoru ove doktorske teze prof.dr.Stanku
Bréi¢u, na pomodi, podrsci, konsultacijama i sugestijama koje mi je pruzio u toku rada.
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Matrica interpolacionih funkcija oblika za pomeranje w
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Vektor generalisanih ubrzanja ¢vorova elementa

Jednakopodeljeno optereéenje sopstvenom tezinom duz luka lancanice
Jednakopodeljeno optereéenje sopstvenom tezinom duz horizontalne
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Vektor ekvivalentnog ¢vornog opterecenja

Virtelni rad spoljasnjih sila

Virtelni rad unutrasnjih sila

Sila zatezanja u lancanici

Sila zatezanja u oslonackim ¢vorovima lancanice

Matrica transformacije elementa iz globalnog u lokalni koordinatni sistem
Matrica transformacije uticaja sa tezivsne linije na sistemnu liniju preseka
Saint-Venant-ov moment torzije

Torzijski momenat vitoperenja

Cisto torzijsko izvijanje

Matrica transformacije u korigovanom Lagrange-ovom postupku

Vektor parametara pomeranja koji odreduju deformaciju
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x Uzduzna teziSna osa elementa

X Vektor polozaja proizvoljne tacke poprecnog preseka
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poprecnog preseka

0 Veli¢ina deplanacije tankozidnog nosaca zatvorenog poprec¢nog preseka
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1.1. KABLOVSKE KONSTRUKCIJE 23

1.1 Kablovske konstrukcije

Kablovi, kao konstruktivni elementi, upotrebljavaju se u mnogim oblastima inze-
njerstva i predstavljaju vitalni noseéi deo raznih konstrukcija kao $to su: mostovi velikih
raspona sa kablovima - vise¢i mostovi i mostovi sa kosim kablovima, krovnih konstru-
kcija sa kablovskim mrezama, komunikacijskih tornjeva sa kosim zategama, konstrukcija
za eksploataciju nafte u morima sa kablovima za sidrenje, vodovi za prenos elektri¢ne
energije itd (slika 1.1). Kablovi su obi¢no napravljeni od posebno legiranih celika koji

RS G )

Slika 1.1: Kablovske konstrukcije: a) Most sa kosim kablovima b) Kabl kod dalekovoda
¢) Komunikacijski toranj sa kosim zategama d) Resetka sa kosim zategama e) Energetski
vod za napajanje lokomotive strujom f) Obeseni most

imaju povoljne mehanicke karakteristike, pre svega visoku ¢vrstoéu na zatezanje. Takve
konstrukcije su obi¢no veoma ekonomiécne.

Konstrukcije sa kablovima spadaju u konstrukcije sa nelinearnim ponasanjem. Ne-
linearnost, kod konstrukcija sa kablovima, je posledica:

1. Nelinearnog ponasanja kabla - aksijalna krutost kabla je nelinearna funkcija pome-
ranja krajeva kabla. Deo ovoga pomeranja posledica je deformacije materijala, a
drugi deo je posledica efekta ugiba kabla. Kada aksijalna sila u kablu raste, ugib se
smanjuje i pomeranje krajeva je uglavnom posledica deformacije materijala. Prema
tome, ocigledno je da aksijalna krutost kabla postaje veca kako se normalna sila

povecava.

2. Nelinearnog ponasSanja elementa izlozenog savijanju - kod konstrukcija izlozenih
malim deformacijama, aksijalna krutost i krutost na savijanje elementa izlozenog
savijanju, smatraju se nezavisnim. Kada deformacije nisu viSe male, postoji in-
terakcija izmedu aksijalnih deformacija i deformacija savijanja u elementu, usled
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kombinovanog efekta aksijalnih sila i momenata savijanja. Dodatni moment savi-
janja koji se pojavljuje usled bo¢nog izvijanja elementa i koji je u vezi sa aksijal-
nom silom uveéava ili umanjuje orginalni moment savijanja u elementu. Rezulat
interakcije aksijalnih sila i deformacija savijanja je ta da se efektivna krutost na
savijanje elementa uvecava kako aksijalna sila raste ili smanjuje kako se aksijalna
sila smanjuje. Na slican nacin, prisustvo momenata savijanja ¢e uticati na aksijalnu
krutost elementa, kroz oc¢igledno skracenje elemeta prouzrokovanog deformacijama
savijanja. U najveéem broju konvencionalnih konstrukcija, ova interakcija se zane-
maruje. U konstrukcijama izlozenim velikim deformacijama, kao §to su mostovi sa
kosim kablovima, ova interakcija moze da bude znacajna i treba da bude razmotrena
u bilo kojoj nelinearnoj analizi.

. Promena geometrije konstrukcije usled velikih pomeranja - u linearnoj analizi kon-

strukcija pretpostavlja se da je pomeranje ¢vorova konstrukcije usled optereéenja
neznatno u odnosu na orginalne koordinate ¢vorova. Promena geometrije konstru-
kcije se ignoriSe i krutost nedeformisane i deformisane konstrukcije pretpostavlja
se da je ista. Kod kablovskih konstrukcija, pomeranja ¢vorova pod optereéenjem
mogu da budu znacajna i saglasno tome geometrija konstrukcije moze da se promeni
znacajno. U tom slucaju, krutost deformisane konstrukcije razlikuje se od pocetne
krutosti konstrukcije u nedeformisanom polozaju i to mora da bude uzeto u obzir.

Kao rezultat svega ovoga, vidi se da je analiza konstrukcija sa kablovima veoma komp-
likovana.

Analiza konstrukcija, primenom analitickih reSenja, je mogucéa samo za pojedinaéne

izolovane kablove.

Kod slozenih konstrukeija, sa veéim brojem kablova i drugih tipova elemenata (slika

1.1), upotrebljavaju se numericka reSenja zasnovana na primeni metode konaénih eleme-
nata. Nelinearni metod konaé¢nih elemenata je najpopularniji na¢in u istrazivanju neline-
arnog ponaSanja konstrukcija sa kablovima. Ima nekoliko formulacija nelinearne metode
konaénih elemenata [90]: totalna Lagrange-ova formulacija, korigovana Lagrange-ova for-
mulacija, korotaciona formulacija. Svaka od ovih formulacija ukljucuje velika pomeranja,
velike rotacije i male deformacije.
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1.2 Stanje istrazivanja konac¢nih elemenata za kablove

U analizi konstrukcija svi elementi strukture kao sto su: ploce, grede, kablovi itd.
treba da budu predstavljeni odgovaraju¢im kona¢nim elementima. Ovi konaé¢ni elementi
su tako formulisani da $to bolje opiSu ponasanje stvarne konstrukcije. U komercijalnim
softverima, definisani su mnogobrojni konaéni elementi za gredne nosac¢e. Na drugoj strani,
konaéni elementi za kablove su veoma retki. U svim tim softverima, za modelovanje kabla,
upotrebljava se prav gredni elemenat. Za veoma zategnute kablove, prav gredni elemenat
dobro aproksimira kabl.

Nelinearnost kabla, koja je pre geometrijska nego materijalna, proistice iz veoma
male krutosti na savijanje kabla (slika 1.2). Ako je kabl izlozen sili pritiska on ¢e se saviti
i izgubice krutost. Promena krutosti zavisi od relacije izmedu fizickih osobina kabla (slika
1.3). Niska krutost na savijanje otezava modelovanje kabla. U ovom odeljku neée biti dat

(m)

[3=0 o
=

s 3 . . a
G 8 10 12
L

Slika 1.2: Razlic¢ite konfiguracije nerastegljivog kabla duzine Lo, a za razli¢ite horizontalne
raspone: x = 2,4,6,8,10,11.9,11.99,11.999m i z = —5m [39]

istorijski pregled svih elemenata koji se upotrebljavaju za modelovanje kablova. Umesto
toga, bi¢e prikazane razli¢ite formulacije konacnih elemenata koje se upotrebljavaju za
modelovanje kablova. Postoje generalno dva prilaza u razvoju kona¢nih elemenata za
kablove. Prvi prilaz je upotreba polinoma u opisu oblika i polja pomeranja. Drugi prilaz
je upotreba analitickih izraza za lancanicu koji u matemati¢kom smislu ta¢no opisuju kabl
pod razli¢itim uslovima opterecenja.

1.2.1 Elementi zasnovani na polinomima kao interpolacionim funkcijama

U ovoj grupi postoje Cetiri tipa elemenata koji se mogu naéi u literaturi:

1. Prosti $tap sa dva ¢vora [9, 62].
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Slika 1.3: Uporedenje krutosti rastegljivog kabla i pravog grednog elementa sa istim karak-
teristikama [39)]

2. Prosti stap sa unutrasnjim évorovima [25, 62, 35].
3. Greda sa dva évora [9, 62, 71].
4. Greda sa unutranjim ¢évorovima.
Prednosti elemenata zasnovanih na polinomima kao interpolacionim funkcijama su:
1. Formulacija polinomima je univerzalna.

2. Ako se primeni krivolinijski elemenat, moze da bude uhva¢eno pomeranje kabla van
ravni.

3. Moze da se dobije konzistentna matrica masa.
Mane su:

1. Ako se jedan kabl modelira sa vise elementa bez rotacionih stepeni slobode pomera-
nja (prosti Stap, prosti §tap sa unutrasnjih é¢vorovima), moze da se javi diskontinuitet
u nagibu izmedu dva prosta Stapa u ¢voru gde ne deluje koncentrisano opterecenje.
Sistem se tada ponasa kao mehanizam i moze da prouzrokuje numericke probleme
vezane za konvergenciju [39].

2. Da bi se modelovao labav kabl tj. kabl sa velikim odnosom ugib-raspon, mora da
bude upotrebljeno puno kona¢nih elemenata.
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Prosti stap sa dva ¢vora

Prosti Stap je najcesée upotrebljavani elemenat u modeliranju kablova. Ovaj ele-
menat poseduje samo aksijalnu krutost. Posto poseduje samo aksijalnu krutost, podesan
je za modeliranje visoko napregnutih kablova kao §to su kablovi u kablovskim mrezama
i reSetkama. Labavi kablovi, kod kojih je odnos strele prema duzini tetive kabla ve-
liki, moraju da se zamene velikim brojem prostih Stapova. Nepogodnost ovoga je pojava
diskonitinuiteta u nagibu u ¢voru gde ne deluje koncentrisano optereéenje. Ovaj diskon-
tinuitet je posledica pretpostavki koje su uvedene u definisanju ovoga elementa i moze da
proizvede probleme sa konvergencijom.

U modelovanju kablova ¢esto se upotrebljava prosti stap sa ekvivalentnim modulom
elasti¢nosti. Prosti Stap sa ekvivalentnim modulom elasti¢nosti ukljucuje efekte geometrije
kabla (ugib kabla) preko ekvivalentog modula elasti¢nosti. Ekvivalentna krutost je funkcija
sile u kablu, sopstvene tezine kabla i duzine kabla.

Prosti Stap sa unutra$njim évorovima

Krivolinijski prosti Stap sa unutrasnjim ¢vorovima, ukljucuje efekte geometrije kabla,
uvodenjem internih ¢vorova elementa.

Najcesce se upotrebljavaju prosti Stapovi sa tri ili ¢etiri ¢vora. Kod njih se upotre-
bljavaju paraboli¢ne ili kubne interpolacione funkcije respektivno. Tangentna matrica
krutosti i vektor ekvivalentnih ¢vornih sila dobijaju se upotrebom izoparametarske formu-
lacije konacnog elementa. Posto se pri tome dobijaju slozeni izrazi, za njihovo reSavanje
koriste se metode numericke integracije. Ovi krivolinijski elementi daju tacne rezultate
za kablove sa malim ugibima. U ¢voru, na spoju dva elementa, postoji samo kontinuitet
pomeranja.

Greda sa dva ¢évora i greda sa unutrasnjim ¢vorovima

Da bi se dobio kontinuitet u nagibu na spoju dva elementa, u ¢vorovima moraju da
budu dodati rotacioni stepeni slobode pomeranja ¢vorova. Ovi elementi mogu da budu
upotrebljeni za plitke paraboli¢ne kablove. Za modelovanje kablova sa velikim krivinama
mora da bude upotrebljen veéi broj konaénih elemenata. Ovi elementi obezbeduju konti-
nuitet nagiba u ¢vorovima na spoju dva elementa.

Pri prora¢un kablova kod kojih je poznata krutost na savijanje, upotrebom grednih
elemenata dobijaju se bolji rezultati u odnosu na rezultate dobijene sa prostim Stapovima.
Fleksibilni kablovi, pri prora¢unu, moraju da se dele na veliki broj grednih elemenata sa
veoma malom kruto$éu na savijanje. Posto je kod grednog elementa nepoznata i obrtanje
¢vora, broj stepeni slobode pomeranja u odnosu na prosti Stap je vedi.

1.2.2 Elementi zasnovani na analiti¢kim izrazima za lan¢anicu

Druga grupa elemenata je zasnovana na analitickim izrazima za lancanicu. U lite-
raturi mogu da se nadu tri tipa elemenata:

1. Parabolicki elemenat - ¢esto se upotrebljava u analizi kablovskih konstrukcija. Odnos
strela-raspon elementa je manji od 0.125. Raspodeljeno optereéenje je konstantno
duz horizontale projekcije raspona kabla [39].
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Elemenat kao elasti¢na lancanica - raspodeljeno optereéenje je konstantno duz sre-
dnje linije nerastegljivog kabla. Ovaj elemenat daje ta¢no reSenje za potpuno savitljiv
kabl optereéen samo sopstvenom tezinom [10, 39, 44, 70].

Elemenat kao pridruzena lancanica (eng. associate catenary) - raspodeljeno optere-
¢enje je konstantno duz srednje linije istegnutog kabla. Optereéenje ovoga tipa je
sneg. Pod dejstvom snega kabl se isteze i povec¢ava se duzina na koju sneg moze da
padne. Totalno optereéenje zavisi od pomeranja. Optereéenje je nekonzervativno i
tangentna matrica krutosti je nesimetri¢na [39].

Glavna prednost ovih elemenata je $to kod staticke analize jedan kabl moze da se predstavi
samo sa jednim elementom ovoga tipa i da se dobiju rezultati visoke tac¢nosti. U slucaju
dinamicke analize, svaki kabl treba modelovati sa vise elemenata. Zahvaljujuci tome $to su
ovi elementi izvedeni na osnovu ta¢nog analitickog reSenja, ne pojavljuje se diskontinuitet
nagiba u ¢voru na spoju dva elementa. Ovi elementi imaju i neke nedostatke:

1.

2.

3.

Ekvivalentne ¢vorne sile i tangentna matrica krutosti nalaze se u iteracijama.

Upotreba trigonometrijskih funkcija u formulaciji elemenata dovodi do nedefinisanih
stanja izraza za pojedine uglove ili slucajeve optereéenja.

Nije moguca upotreba konsistentnih matrica masa.

Analiticka reSenja za lanCanicu, u svojoj osnovnoj formi, se ne upotrebljavaju, osim za
pojedinacne izolovane kablove.
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1.3 Cilj i svrha istrazivanja

Metod kona¢nih elemenata je numericka procedura koja se upotrebljava u inze-
njerskim analizama za proracun odgovora sistema. Ovo je najpopularnije orude mehanike
kontinuuma koje inzinjeri upotrebljavaju pri analizi problema. Uzrok popularnosti metode
konacnih elemenata, u odnosu na druge metode analize, lezi u Cinjenici da je formulacija
metode konaénih elemenata narocito pogodna za programiranje.

Inzenjeri prakticari analizu konstrukcija, metodom konaénih elemenata, danas rade
upotrebom nekog od programskih paketa zasnovanih na metodi kona¢nih elemenata. Ti-
pi¢ni programski paket sastoji se od nekoliko hiljada linija proceduralnog koda pisanog u
FORTRAN-u. Kod je tako dizajniran da analiticari nemaju moguénost da eksperimentisu
sa svojim liénim kona¢nim elementima i algoritmima za analizu.

Moguénost modifikovanja i prosSirivanja softvera, zasnovanog na kona¢nim elemen-
tima, je osnova da bi taj softver ostao u toku sa razvojem tehnologije konacnih elemenata.

Ciljevi istrazivanja su:

1. Matematicko modeliranje nelinearnog ponaSanja konstrukcija sa kablovima, usled
dejstva statickog i dinamickog opterecenja, zasnovano na metodi konacnih elemenata
i numerickim algoritmima. Posebna paznja ¢e se obratiti modeliranju kablova.

2. Dizajniranje softvera, zasnovano na objektno orijentisanoj paradigmi, koje ¢e omogucéiti
laku prosirivost softvera novim kona¢nim elementima i numerickim metodama za
proracun.

3. Implementacija objektno orijentisanog modela u ra¢unarski program, koji ¢e omoguéiti
nelinearnu analizu konstrukcija sa kablovima.
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2.1 Osnovne jednacine ravnoteze

Osnovne jednacine ravnoteze konacnog elementa mogu se izvesti polazeéi od prin-
cipa virtuelnih pomeranja i opstih nelinearnih jednacina mehanike kontinuuma. Polje
pomeranja u konacnom elementu moze da se aproksimira sa

gde je u, vektor pomeranja proizvoljne tacke popreénog preseka, A matrica operator, a
q vektor generalisanih pomeranja u ¢vorovima elementa. Kada je poznato q moze da se
odredi polje deformacija elementa

e=Lru,+enyr(u) =Brg+ens(q) (2.2)

gde je By, linearna matrica transformacije, L, linearna matrica operator, a €y, nelinearni
deo deformacije. Ako se za vektor virtuelnih pomeranja usvoji vektor dq, tada izraz (2.2)
moze da se napiSe kao

de = (Br, + By1) dq = Bég (2.3)
gde je By, nelinearna matrica transformacije. Tada, na osnovu principa virtuelnog rada
0Rs =0R, (2.4)
gde je dR; virtelni rad spoljasnjih sila a é R,, virtuelni rad unutrasnjih sila, sledi
rloq = / oldedV = / oT'BdViq (2.5)
\%4

|4

U izrazu (2.5) r je vektor ekvivalentnog évornog optereéenja, a o matrica Cauchy-jevih
napona. Posto je vektor virtuelnih pomeranja razlicit od nule dq # 0, iz izraza (2.5) sledi

Kq=r (2.6)
gde su
K= / Bl odv (2.7)
|4
T
r= / pAThdV — / (AS) pdS (2.8)
|4 S

matrica krutosti sistema i vektor ekvivalentnog ¢vornog optere¢enja elementa respektivno.
Jednacina data izrazom (2.6) je nelinearna, posto je matrica krutosti elementa K nelin-
earna (u opStem slucaju zavisi od pomeranja i napona).

Jednacina (2.6) moze da se napise u obliku

R(q)=r-Kq (2.9)

ili skraéeno
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U (2.10) fi; je vektor internih ¢vornih sila. Ako je spoljasnje optereéenje nezavisno od
pomeranja, iz (2.10) sledi

IR (q) _ Ofini (q)
oq oq

= Kr (2.11)

gde je Kr tangentna matrica krutosti. Ona ima veliki znac¢aj u nelinearnoj analizi kon-
strukcija.

2.2 Inkrementalna formulacija osnovnih jednacina ravnoteze
- korigovana Lagrange-ova formulacija

Ako se umesto generalisanih pomeranja, za osnovne parametre u ¢vorovima, usvoje
prirastaji pomeranja dobija se inkrementalna formulacija osnovnih jednacina. Za razliku
od jednacina ravnoteze sa parametrima pomeranja kao nepoznatim veli¢inama, koje su ne-
linearne, inkrementalne jednacine ravnoteze su linearne i u njima su nepoznati inkrementi
pomeranja.

Posmatra se proizvoljno telo u toku deformacije. Sa °C' je oznacena pocetna, sa ™C
tekuéa, a sa ™T1C naredna konfiguracija tela (slika 2.1). OXYZ predstavlja globalni koor-
dinatni sistem. U korigovanoj Lagrange-ovoj formulaciji referentna konfiguracija je tekuéa
konfiguracija ™C'. Ravnoteza sila, formulisana primenom principa virtuelnih pomeranja,
za ™T1C konfiguraciju glasi

Y

Slika 2.1: Element u pocetnoj °C, tekuéoj ™C' i narednoj ™1 C konfiguraciji

m+15Ru — m+16Rs (212)
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U (2.12) m*1§R, je virtuelni rad unutrasnjih (rad stvarnih napona na virtuelnim defor-
macijama), a ™T1§ R, viruelni rad spoljasnjih sila (rad zapreminskih i povrsinskih sila na
virtuelnim pomeranjima) za ™*!C konfiguraciju.

Posto se za referentnu konfiguraciju usvaja tekucéa konfiguracija tela ™C', rad un-
utrasnjih sila za ™*1C konfiguraciju moze da se izrazi kao

mHSR, = / mALgT smtlem gy (2.13)
my

gde je ™*18 Piola Kirchoff-ov tenzor napona druge vrste u konfiguraciji ™+1C, ali meren
u konfiguraciji ™C, a ™*te Green Lagrange-ov tenzor deformacije u konfiguraciji ™*1C,
ali meren u konfiguraciji "C.

Kada se pretpostavi da su sve veli¢ine za konfiguraciju "C poznate, tada se odgo-
varajuée velicine u ™1 konfiguraciji mogu odrediti koriséenjem sledeée inkrementalne
dekompozicije

milg =Mt + AS = "o + AS (2.14)
mle = Ae (2.15)
mHly = "u + Au (2.16)

gde su AS i Ae inkrementi Piola Kirchoff-ov tenzor napona druge vrste i Green Lagrange-
ovog tenzora deformacije koji se odnose na tekuéu konfiguraciju "C', ™o Cauchy-jev tenzor
napona u konfiguraciji ™C, a Au inkrement pomeranja.

Inkrement Piola Kirchoff-ov tenzora napona druge vrste Ae moze se razlozi i tada
se pise kao

Ae = Ae+ Ang (2.17)

zde su Ae i An linearni i nelinearni tenzor inkrementalnih deformacija, koji se odnose na
tekuéu konfiguraciju "™C'. Vrednosti komponenti za Ae i An su

1
Aej; = i(mAuiJ + mAu;;) (2.18)

mAuk,imAuk,j (219)

1
Angj = B

Izraz za ravnotezu sila (2.12) sada dobija oblik

/ (o™ 1 AST)SAE™V = "SR, (2.20)
my

odnosno
/ ASTSAE™dV + / moT ARV = "SR, — / moT 5 Ae™dV (2.21)

Veza izmedju inkrementalnog tenzora napona i deformacije je data u obliku

AS = ,,DAe (2.22)
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gde je ,,D konstitutivni tenzor. PoSto se nalazimo u domenu elasti¢nosti tj. materijal
elementa se ponasa u skladu sa linearnim Hooke-ovim zakonom, konstitutivni tenzori su
konstantni, tako da je

mD = oD =D (m=0,1,2,...) (2.23)

Ako se u (2.21) uvrsti (2.22) i vodeéi rac¢una o (2.23) dobija se
/ (DA 5A™AV + / moTsA™dV = ™SR, — / moTsAe™dV (2.24)
Iz izraza (2.24) se vidi da inkrementalne deformacije neposredno zavisne od inkremen-

talnih pomeranja. Inkrementalna pomeranja su nepoznata i izraz (2.24) je nelinearan.
Linearizacija izraza (2.24) je moguéa, ako se uvedu pretpostavke

AS = DAe ~ DAe (2.25)
SAe ~ §Ae (2.26)

Linearizacijom izraza (2.24), dobija se linearizovana jednacina ravnoteze u korigovanoj
Lagrange-ovoj formulaciji koja glasi

/ 5Ae"DAC™AV + / moTSAR™AV = SRy — / moT§A™ AV (2.27)

Linearna jednacina korigovane Lagrange-ove inkrementalne formulacije predstavlja po-
laznu osnovu za primenu metode konacnih elemenata u analizi geometrijski nelinearnih
problema.

Ako se pretpostavi da veli¢ine i pravci povrsinskih i zapreminskih sila ne zavise od
deformacije tela i da je gustina tela p nepromenjiva tokom deformacije, dobija se da je
virtuelni rad spoljasnjih sila jednak

T T
m+1R5 _ /(5 (m+1u) pg’b-i-lhmdv _ /5 (m+1uS) 6n+1pmdS (2.28)
14 0s
gde je OmHh vektor zapreminskih sila, Ome vektor povrsinskih sila i t1u® pomeranje na

konturi u konfiguraciji ™*!'C u odnosu na °C. Obzirom da je
5(™a) = §(™u + Au) = 6Au (2.29)

izraz (2.28) glasi

mHLR, = / sAuT gAY — / sAuTTH p S (2.30)
\% ms
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2.2.1 Formulacija reSsenja metodom konacnih elemenata

Jednacina ravnoteze (2.27) je linearna po inkrementalnim pomeranjima. Za resavanje
jednacine (2.27) primenice se metod kona¢nih elemenata. Vektor pomeranja u,, proizvoljne
tacke u popre¢nom preseku konacnog elementa u pravu osa lokalnog koordinatnog sistema
elementa, moze da se aproksimira sa

w.("x) = A(Mx)"q (2.31)
ili u skra¢enom obliku
Tu="A"q (2.32)

U (2.31) i (2.32) ™x je vektor polozaja proizvoljne tacke poprecnog preseka elementa, ™A
matrica operator, " q vektor generalisanih pomeranja ¢vorova elementa u konfiguraciji "C
u lokalnom koordinatnom sistemu elementa.

Vektor inkrementalnog pomeranja iz trenutne u narednu konfiguraciju dat je sa

Au="AAq (2.33)

pri ¢emu prefiks A u izrazu (2.33) oznacava inkrementalnu veli¢inu.
Linearni deo inkrementalnog tenzora deformacije moze da se presdtavi u obliku

Ae =LpAu, =L;"AAq=,"B;Aq (2.34)

gde je Lz, linearna matrica operator, a ;B; linearna matrica transformacije u konfigu-
raciji "*C'. Zamenom izraza (2.34) u podintegralni izraz u prvome integralu sa leve strane
jednacine (2.27) dobija se

/ sAeTDAC™AV = 5AqT (K Aq) (2.35)
my
zde je
mKy = / mBTDMB ™AV (2.36)
my

linearna matrica krutosti elementa.

Imajuéi u vidu izraz (2.19), dobija se da je

"odAn; ="0j0 A0 = maijéé(AuiAuj) = %(maij(SAuiAuj+maji5AujAui)(2.37)
i posle sredivanja

"odAn = dAu;" o Auy = 5Au*T7dmaAu*7d (2.38)

U (2.38) u. 4 je vektor gradijenata pomeranja. U izrazu (2.27) drugi podintegralni izraz
sa leve strane, vodedi ra¢una o izrazu (2.38), sada moze da se napise

/ moT s AV = / sAuT o Au, AV = 5AqT(TK v, Aq) (2.39)
my my
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gde je
Au,g =Ly AAq =By Aq (2.40)
mKNL = / "B omByLdV (2.41)

my/

U (2.40) Ly je nelinearna matrica operatora. U (2.40) i (2.41) "By, je nelinearna ma-
trica transformacije (sadrzi izvode interpolacionih funkcija), "Ky, geometrijska matrica
krutosti elementa i "o matrica Cauchy-jevih napona u konfiguraciji ™C.

Drugi podintegralni izraz sa desne strane izraza (2.27) iznosi

/ moTSAS™AV = SAG ™ s (2.42)
my
gde je
e = / B8 dV (2.43)
my

U (2.42) Mt je vektor internih ¢vornih sila koje su ekvivalentne naponima u elementu, a
™G je vektor Cauchy-evih napona.

Virtuelni rad spoljasnjih sila (2.28) sada moze da se napiSe u obliku

T
m—l—le — /p(;AquAT(r)nJrlhde _ / 5(AqS)T (mAS) 6n+1pmds (244)
% mg
ili skrac¢eno
m+1R8 — (5Aqu+1I‘ (2.45)
T
e = [ aTptnnay - [ (mAS) priprds (2.46)
\% mgs

gde je ™*lr vektor ekvivalentnog ¢vornog optereéenja koje odgovara elementu u ™1 C tj.
Jednacina ravnoteze (2.27), vodeéi ra¢una o izrazima (2.35), (2.39), (2.42), (2.45)
moze da se pise kao

"KrAq = "Mr — M, (2.47)
gde je
mKr =K + 7Ky (2.48)

Matrica "Kr predstavlja tangentnu matricu krutosti elementa.
U dinamickoj analizi, u zapreminskim silama ukljucene su i inercijalne sile i sile
prigusenja, te inkrementalna jednacina ravnoteze za jedan elemenat glasi

mKpAq ="t — (2.49)
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m+1r* — m—i—lr _ ]_\/Im—i-l(-:-1 _ %Cm—l-lq (250)

mtle* predstavlja vektor ekvivalentnog ¢évornog optereéenja za dinamicku analizu, M
ozna¢ava matricu masa u °C’, ™C matricu prigusenja u ™C, a ™+1¢ vektor generalisanih
brzina i ™*1§ vektor generalisanih ubrzanja évorova elementa u ™1 C.

Posto se u radu obraduju samo linijski elementi, u nastavku teksta ¢e se pretpostaviti
da je povrsina popre¢nog preseka elementa konstantna tokom deformacije, odakle sledi da

je povrsina omotaca elementa linearno proporcionalna sa duzinom elementa.
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3.1 Teorija lan¢anice - analiticko resenje

3.1.1 Osnovne pretpostavke i relacije

U klasi¢noj analizi, lanc¢anica se posmatra kao idealno savitljiva i idealno elasti¢na
materijalna linija. Veoma ¢esto se lancanica tretira i kao nerastegljiva materijalna linija,
a ne kao idealno elasti¢na.

Ako je lancanica fiksirana na krajevima, oblik lan¢anice zavisi od opterecenja koje
deluje na njoj: za konscentrisane sile lancanica je poligonalna, a za raspodeljene sile
lancanica je kontinualna linija (slika 3.1).

-

'\(ﬂp/ ~__ : R

Slika 3.1: Oblik lan¢anice u zavisnoti od opterecenja

Zbog pretpostavke o idealnoj savitljivosti lancanice, sledi da je jedina unutrasnja sila u
lancanici normalna sila, koja uvek ima pravac tangente na liniju koja predstavlja oblik
lancanice, tj. na luk lancanice, a smer sile u lancanici je takav da odgovara zatezanju.
Zmadi, sila u lancanici je data u obliku:

T(s)=T(s)-7 (3.1)

gde je s koordinata duz luka lan¢anice, a 7 jedini¢ni vektor tangente na luk linije (tj. ose)
lancanice. Ako na lancanicu deluje neko proizvoljno raspodeljeno optereéenje p(s), onda
je diferencijalna jednac¢ina ravnoteze luka lanc¢anice u vektorskom obliku data sa:

Z—Z +p(s) =0 (3.2)
Za razliku od uslova ravnoteze kod krutog tela, koji imaju oblik kona¢nih vektorskih
jednacina, kod lancanice ¢ak i kada se tretira kao nerastegljiva, odn. kao "kruta”, jednacina
ravnoteze je diferencijalna, a ne kona¢na. To je zbog toga Sto je oblik lan¢anice inicijalno
nepoznat, tj. Sto oblik lancanice zavisi od optere¢enja koje deluje na lanc¢anicu, pa se
uslovi ravnoteze postavljaju samo na diferencijano malom luku lan¢anice. U tom smislu
je lancanica staticki neodredena.

Moze da se pokaza da ako na lancanicu deluje raspodeljeno opterecenje stalnog
pravca, p(s) = p(s) - €, gde je €= const, onda vaze sledeéi zakljucci:
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e Lancanica opteretena raspodeljenim optereenjem stalnog pravca predstavlja ravnu
krivu liniju (pravac optereéenja i pravac tangente na luk lancanice pripadaju istoj
ravni):

€ X T = const (3.3)

e Za lancanicu opterecenu raspodeljenim optereéenjem stalnog pravca, projekcija un-
utrasnje sile u lan¢anici na pravac koji je upravan na pravac opteretenja, a u ravni
lancanice, je konstantna:

T-h=H = const (3.4)

gde je h jedini¢ni vektor u ravni lancanice, koji je upravan na pravac raspodeljenog
opterecenja.

To znaci da ako je lancanica optereéena samo gravitacionim optereenjem (sopstvenom
tezinom i eventualno nekim korisnim vertikalnim optereéenjem), onda je lancanica neka
kriva linija koja pripada samo vertikalnoj ravni, a pri tome je projekcija sile zatezanja
u lancanici, na horizontalan pravac u vertikalnoj ravni, u svim tackama ose lancanice
konstantna. Znaci, horizontalna projekcija sile u gravitaciono optereé¢enoj lancanici je
svuda ista.
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3.1.2 Neelasti¢na lanc¢anica optereéena gravitacionim opterec¢enjem

Da bi se izvele jednacine nerastegljive lancanice moraju da se uvedu neke pret-
postavke o osobinama lanc¢anice. Pretpostavlja se da je lancanica idealno fleksibilna
(EI = 0), nerastegljiva (AEF — 00), nema torzionu krutost i moze da primi samo sile
zatezanja (slika 3.2). Sila zateznja ima pravac tangente u svakoj tacki lan¢anice. Imajuéi
u vidu izraz (3.1), ako se diferencijalna jednacina ravnoteze (3.2) projektuje na ose dekar-
tovog pravouglog sistema zyz, onda se dobijaju sledeée skalarne jednacine ravnoteze:

d dx

—(T.== . =

dSO( d50)+p 0

d dy

T%(T'T%)‘pr =0 (3.5)
d dz

—(T.= -

dso( dso)+p 0

gde su pg,py 1 p. projekcije optere¢enja na ose x,y, 2, a so je duzina luka nerastegljive
lancanice.

Neka je vertikalna ravan u kojoj se nalazi lanc¢anica oznacena sa x — z, pri ¢emu
je z osa vertikalna, sa smerom na gore, onda su komponente opterecenja koje deluje na
lanc¢anicu:

dz d dz
T—+ (T—) Asg

dsy ~ dsp

|-
Bl
dr d dzx
Td_‘?u + a (Ta) Asg

Slika 3.2: Segment nerastegljive lancanice

Pz =0, Dy = 0, Pz = *Q(SO) (3'6)
Diferencijalne jednacine ravnoteze u skalarnom obliku su date sa:
d dx
—(T.-ZZ) =
dS() ( dS() ) 0
d dy
—(T.=2) = .
a5 T 3sr) 0 (3.7)
d dz
—— (T ——) —q(s) = 0

dsg
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Iz prve jednacine od jednacina (3.7) sledi da je horizontalna komponenta sile u lancanici
svuda ista i jednaka je

d
T- d—;; = H = const (3.8)

Iz druge jednacine od jednacina (3.7) sledi da lancanica pripada samo x — z ravni
dy
T—L — t=0 3.9
dsg cons (3.9)
tj y = const. Treéa jednacina od jednacina (3.7), vodeéi racuna da je

dz dz dx dz H dz

T— T2 72" —_ g~ 1
dsg dx dsg de T dx (3.10)
transformise se u
d dz
— | H— ) — =0 3.11
(1)~ ats0) (3.11)
odnosno, zbog H = const u
d (dz
H—|— |- =0 3.12
i (52) — a0 (312)
koja posle sredivanja daje
dz’'
HZ = 1
== () (3.13)

Jednacina (3.13) predstavlja diferencijalnu jedna¢inu ravnoteze lancanice.

Za dalja razmatranja usvoji¢e se dispozicija lancanice kao na slici 3.3. Usvaja se da
je lancanica na svojim krajevima vezana za nepokretne oslonce. Pocetak koordinatnog
sistema oxz usvojen je u osloncu na levom kraju lancanice. Pri tome je horizonta-
lan razmak izmedu oslonaca, dakle raspon lancanice, oznacen sa [;, dok je vertikalna
denivelacija oslonaca oznacena sa [,. Posmatrana lancanica optere¢ena je jednakopode-
ljenim optereéenjem sopstvenom tezinom ¢ duz luka ili jednakopodeljenim optereéenjem
sopstvenom tezinom ¢; duz horizontalne projekcije lanc¢anice.

Hiperbolicko resenje
Pretpostavice se da je q(sg) = g = const. Ako levu i desnu stranu jednacine (3.13)
podelimo sa dx, preuredimo i uzmemo da je

dso
dx

jednacina (3.13) se transformise u oblik

— (1 + 2/2) (314)

HZ" = q\/(1+ 2?) (3.15)

Jednacina (3.15) predstavlja diferencijalnu jednac¢inu ravnoteze lancanice. Funkcija z =
z(x) u diferencijalnoj jednacini ravnoteze (3.15) predstavlja jednac¢inu luka lancanice (ne-
poznati oblik lancanice).
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Slika 3.3: Lancanica u koordinaatnom sistemu oxz

Diferencijalna jednacina ravnoteze (3.15) ima opsti integral u obliku
qr

" = sinh(= +C
z sin (H +Ch)
H qx
= —.cosh(=+C)—-C
z . cos (H +Ch) 2
Imajuéi u vidu sliku 3.3, grani¢ni uslovi su dati sa
= 0: 2(0)=0

= I 2(1) =1,

Ako se uvedu oznake

Ay
AZ%H
o= arsinh(i) —-A=0-2A
l; - sinh A
onda integracione konstante mogu da se dobiju u obliku
ci = @
Cy = ZI - cosh(®)

tako da je konac¢no reSenje dato sa

2 = sinh (q};ﬂ + <I>> = sinh (2)\;3 + <I>)

xT

z = E {cosh (qx + @) — cosh CD] = E [cosh (2)\33 + <I>> — cosh CI)}
q H q le

47

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Resenje z = z(x) predstavlja jednacinu hiperbole. Ukupna duzina luka nerastegljive hiper-

bolicke lancanice moze da se izracuna iz izraza

Loz/dsoz %-dmz V1+ 22 dx
s0 0 X 0

(3.23)
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Prema dobijenom resenju (3.21) i vodeéi ra¢una o izrazima za transformaciju hiperbolickih
funkcija dobija se da je

14+ 2% = coshQ(% + ) (3.24)
te se dobija ukupna duzina luka nerastegljive lancanice u obliku
2H
Ly = — -sinh(\) - cosh(® + \) (3.25)
q

Sile duz luka za hiperbolicko resenje mogu se izraziti na sledeéi nacin

H(z) H 1 1
V(z) | = HZ'(z) =H 2 (x) = H | sinh (2)\% + (I)) (3.26)
T(x) H? +V2(x) 1+ 2"%(x) cosh (2/\% + <I>)
Vertikalne komponente reakcija u osloncima su
V(0) = F3=—Hz'(0) = —Hsinh ® (3.27)
V (lz) = Fg = HZ' (I;) = H sinh (2\ + ®) (3.28)
Ako se koriste izrazi
qLo
h = .2
cosh® = o b (3.29)
: gl
sinh® = SH suh (3.30)
(A4 @) = -1 (3.31)
cos ~ 2H sinh A ‘
inh (A 4+ @) = — =9 (3.32)
> ~ 2Hsinh A '

vrednosti za F3 1 Fg, posle sredivanja i transformacija, izrazene preko ukupne duzine luka
lanc¢anice glase

Py = —g (I, coth A — Lo) (3.33)

Fy = g (1. coth A + L) (3.34)
Sile zatezanja na krajevima lancanice su

T(0) =Ty, = Hcosh® (3.35)

T (l,) =T, = H cosh (2)\ + ) (3.36)

Koristeéi izraze za transformaciju hiperbolickih funkcija i izraze (3.19), (3.29) i (3.30)
izrazi za sile T i Ty izrazeni preko duzine luka lancanice Ly glase

T = g (Locoth A — 1) (3.37)
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T, = %(LO coth A + 1) (3.38)

Koristeéi izraze (3.33), (3.34), (3.37) 1 (3.38) mogu da se izvedu sledece jednakosti

Fy+ Fg = qLo (3.39)
Fg — F3 = ql, coth \ (3.40)
Ty 4+ T» = gLy coth A (3.41)
Ty — Ty = ql, (3.42)

Iz jednacine (3.41) dobija se

coth A = Lo (3.43)
a zatim
T + T 1. T+ T L
A—coth !l A2 Ly Dt et ate (3.44)

= —In——- - -
qLo 2 Ty + Ty —qLy

gde je In prirodni logaritam sa osnovom e = 2.17.... Izjednacavajuéi (3.18) i (3.44) dobija
se

—Hl T+ T5 4+ qLg

ly =—1In 3.45
Y g Ti+Ty—qlo (3.45)
Kombinujudi izraze (3.39) i (3.42) dobija se
Ih—-T
= L 3.46
? F3 + Fy 0 ( )
ili samo iz (3.42)
Ty — T
[, =-2""1 (3.47)
q
1z izraza (3.22), ako stavimo = = [, dobija se
H
2 (lz) =1, = — (cosh (2\ + @) — cosh @) (3.48)
q
odnosno posle preuredenja
H . .
l, = 2—sinh (A + @) sinh A (3.49)
q
Kada izraze (3.25) i (3.49) kvadriramo i oduzmemo, dobija se
AH? inh? \
L3 —12 = ——sinh?) = zgsmT (3.50)
q
a posle preuredenja, dobija se da je kvadrat duzine luka nerastegljive lanc¢anice
sinh? A
LE=1+12 (3.51)

)\2
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Parabolicko resenje

Opterecenje, koje je izrazeno kao raspodeljeno po projekciji luka lancanice, vezano
je sa optereéenjem koje je raspodeljeno po duzini projekcije luka lancanice preko relacije

dSO 1

a(z) = Q(SO)% = Q(SO)E (3.52)
dso
odnosno u obliku
a(x) = ‘I(SO%M;@O) — (s0) sec (s0) (3.53)

Ako se pretpostavi da je ¢qi1(x) = ¢q1 = const, diferencijalna jednacina ravnoteze moze da
se napiSe u obliku

H"=q (3.54)

Opsti integral diferencijalne jednacine (3.54) je dat sa

7 = %-x—f—C’l
= %-x2+cl.x+02 (3.55)

Integracione konstante se odreduju iz grani¢nih uslova (3.17), tako da se dobija kona¢no
resenje diferencijalne jednacine (3.54) u obliku

J(z) = A (2;” - 1) + 5— (3.56)
2

() = N, ((;) _ f) e (357)

A= Asecl = q;;; (3.58)

Funkcija z = z(x) predstavlja jednacinu parabole. Duzina luka nerastegljive paraboli¢ne
lanc¢anice data je kao

L Iy Iy 5
Loz/dsoz/\/1+z/2dazz/\/1+ (2:1:—1—01) dx (3.59)
0 0 0

Posle integraljenja i sredivanja imamo [15]

H
Ly=— (-Kl,/l + K? —sinh ' K} 4 Kyy/1 4+ K2 4 sinh ™! K2> (3.60)

B 2q1
gde je
lz q1lx lz X
Kp=2-$e_=_ 3 3.61
YT L 2H T, (3.61)
l ly l, -
Ky N _ = X (3.62)

T, 2H I,
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Sile duz parabolicke lanc¢anice mogu da se izraze na sledeéi nacin

H(x) 1 1
Viz) | =H % =H | A2f-1)+f (3.63)
T(x) V1+272 1+2G(x)

U izrazu (3.63) izraz za G(x), dobijen zamenom izraza (3.56) u izrazu (3.63-3) i posle
sredivanja, glasi

G(xr) = Da? + Ex+ F (3.64)
1 q@\? 2X
al, 1 (Q1>2 L 2N A
E=—Z2__(Z2) =222 - =22K :
Hl, 2\H Azg [ M (3.66)

1L/q\? o 1/(/q LN\ 1o, I 1/0L\*> 1_,
po (Y e Loy, LENT lgp gl 1YL .
8(H> L 2(H>l+2<zx) 2" Al%*z(zm) T (367)

Vertikalne komponente reakcije u osloncima prema (3.63-2) su

I, 1
V(0)=—-HZ(0)=F3 = _HT + ithlx = —Htanb, (3.68)
/ I, 1
Vls) = H'(Is) = Fo = H” + Saqly = Htan 6y (3.69)

iz (3.61), (3.62), (3.68) i (3.69) vidi se da je K; = tanf; i Ky = tanfs te duzina L, data
sa (3.60), moze da se napiSe i u obliku

_ H [ —tanbV1+ tanZ@; — sinh ™! (tan @) + (3.70)
"~ 2go \ +tanfoy/1+ tan? @y + sinh™! (tan 6y) '

Jednagina (3.70), vodeéi rac¢una o (3.68), (3.69) i izrazima za transformaciju hiperbolickih
funkcija, posle sredivanja glasi

Lo

Lo = 2q1‘H {F6T2 4 BT, + H?In I;f f?ﬂ (3.71)
Posto je

G (0) = %tanQ 01 (3.72)

G(l,) = %tanQ 0, (3.73)

na osnovu (3.63-3), sile zatezanja u oslonac¢kim ¢vorovima lancanice su

T(0) =Ty = H\/1+ tan? 6, = H sect; (3.74)
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T(ly) =Ty = H\/1 +tan? 6y = H sec s (3.75)

Koristedi izraze (3.68), (3.69) dobija se
F3+ Fs = quly (3.76)

Strela lancanice, tj. vertikalan ugib u sredini raspona lanc¢anice, meren od tetive lancanice,
dat je sa

o lx lz _ q1lg2g
f—z<2)—2—8H (3.77)
Ako odnos strele f i duzine horizontalne projekcije lancanice [, ima vrednost datu izrazom
f q1 lx 1
- = < - 3.78
le 8H — 8 ( )

onda se moze re¢i da imamo plitku parabolicnu lanc¢anicu. Kod plitke lanc¢anice vazi i
odnos

—7q1l1’
A= 2H

Kod plitke lancanice, veli¢ina 2’ je dovoljno mala te moZe da se usvoji aproksimacija

1
V1+22~1+ 52’2 (3.80)

Duzina luka nerastegljive plitke parabolicne lancanice glasi

<05 (3.79)

Iy
1
Ly = / (1 + 2;;'2)@13; (3.81)
0

a posle integraljenja i sredivanja dobija se
1 QIlr 2 1 lz 2
Lo = 14+ = - = .82
’ lx[+6<2H>+2<zm> (352

Analogno, kao §to su izvedene jednacine (3.63) za sile duz parabolicke lancanice, sile duz
plitke paraboli¢ne lan¢anice mogu se izraziti na sledeéi nacin

H(x) 1 B 1
Vi) |=H| 7 —H| A2£-1)+§ (3.83)
T(x) 1+ 527 1+ G(x)
Vrednosti sila F3 i Fg su iste kao i kod parabolicke lancanice, dok su vrednosti sila T i T5
1 H
TO)=T1=H(1+G((0)=H (1 +5 tan? 01) =5 (1 + sec? 91) (3.84)
1 2 H 2
T(l)=To=H1+G()=H(1+tan’by) = (1 + sec?0,) (3.85)

Na osnovu izraza (3.84) i (3.85) dobija se
Ty =T = ql. (3.86)

Jednacine izvedene u ovom delu koriste se za definisanje konacnog elementa datog u delu
3.2.1.
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3.1.3 Elasti¢na lanc¢anica optereéena gravitacionim optereéenjem

Kod elasti¢ne lan¢anice dolazi do promene duzine lancanice usled opterecenja. Ukupna
duzina lancanice tada je

AL =Ly+ALg (3.87)
gde je
17 L F
_ _ s
ALp=— 0/ Tdsy = — 0/ T(2)" 2 (3.88)

elasti¢no izduZenje lancanice.

Rastegljiva hiperboli¢ka ranéanica

Ako se u izrazu (3.88) T'(x) zameni sa izrazom (3.26-3) i dso sa izrazom (3.24), dobija

se
I le I le
A1 2
ALp = A/ =7 /cosh 2\ + D) dx (3.89)
0 0
Resenje integrala (3.89) je dato u obliku
1HIl, 1 H? . :
ALp = SEA + 1qEA [sinh(4\ + 2®) — sinh 2] (3.90)

Vodeéi racuna o izrazima za transformaciju hiperbolickih funkcija, posle transformacije
{3.90), dobija se

H L?] 1 /1, \? [sinh2A

Ako se u (3.91) hiperbolicke funkcije razviju u red i izraz se sredi, dobija se

HLZ[ N\ AP Io \?
ALp=—="|14+>[1-(+ 1+3
E=FAL, |' T3 ( <L0> BTG (LO) *
Ako se u (3.92) zanemare svi ¢lanovi osim prvog ¢lana dobija se priblizno resenje za
promenu duzine lancanice usled elasti¢nog izduzenja

(3.92)

ALp~ — 10 (3.93)

Koordinate drugog ¢vora elasti¢éne hiperbolicke lancanice, vodeéi racuna o (3.45) i (3.47),
glase
H T +T5 4+ qlg HL

Uy l .94
T1+T2—qL0+EA (39)

(3.95)

I _T2T1+<F3+F6>Lo
g 2 EA
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Rategljiva paraboliéna lanéanica

Ako se u izrazu (3.88) uzme da je T'(x) jednako izrazu (3.63-3) i %} je dato izrazom

(3.24) dobija se

Iy
_ 7 2Y gy = 2
ALp= 7 (1+22)de = EAO/(l—i—QG(x))dx (3.96)

O\HN

Integraljenjem (3.96) i sredivanjem dobija se resenje u obliku

Hl, 22 [,\?
ALgp = A l1+ 7T (l) ] (3.97)

Koordinate drugog ¢vora elasti¢ne parabolicke lan¢anice, vodeéi ra¢una o (3.76) i (3.86),
glase

o Fs + Fg HLy
==+ (3.98)
T — T F3+F6) Ly
l, = — 3.99
: ¢ " ( 2 EA (3.99)
Vodeéi ra¢una o (3.71), ALr moze da se izracuna i na drugi nac¢in kao
HLy 1 9 Fg+ 1T
ALgp=—+=—— |FgTo + F31T1 + H"1 3.100
E="FA 2EAq1{62+ T ) (3.100)

3.1.4 Jednacina elasticne lancanice opterecene gravitacionim optereé¢enjem
u parametarskom obliku

Stvarni kabl ima kona¢nu aksijalnu krutost. Diferencijalne jednacine ravnoteze
rastegljive lancanice zadovoljavaju Hooke-ov zakon. Jednacine ravnoteze dela kabla u
horizontalnom i vertikalnom pravcu su (slika 3.4)

dx

T—=H 101
T (3.101)
dz

gde je sy duzina luka nerastegljivog kabla. Takode, geometrijsko ogranicenje
2 2
dz dz\“ _
(%) + (&) =1 (3.103)

mora da bude zadovoljeno. Posto materijal lan¢anice zadovoljava Hook-ov zakon, dobija
se
ds

T = AE (dSO - 1) (3.104)

gde je A povrSina poprec¢nog preseka nepotereéenog profila.
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Fa

Slika 3.4: Segment elasti¢ne lanc¢anice

Ako se jednacine (3.101) i (3.102) kvadriraju i zamene u jednacini (3.103), dobija se
silu u bilo kojoj tacki sy kabla kao

1/2

T(s0) = (H? + (gso — F3)?) (3.105)
Vodedi racuna da je
der  dz ds
— = —— 3.106
dsy  ds dsg ( )
dz dz ds
-z 1
dsg dsdsg (3.107)
tada je
50 dx ds
_ [*dz 1
x(s0) | ds dsg dso (3.108)
50 dz ds
= —_—d 1
z(s0) o ds dsg 50 (3.109)

Vrednosti za dz/ds, dz/ds i ds/dsy mogu da se dobiju transformacijom jednacina (3.101),
(3.102) i (3.104) respektivno i iznose

de  H H
d;z === (3.110)
\/(H2 + (q0s0 — F3)”)
— Fy — Fy
dz _ gso—F3 _ 75 — 13 (3.111)

ds T \/(H2 + (gso — F§)2)
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ds T \/(H2+(QSO‘F5)2>

Zamenom (3.110), (3.111), (3.112) u (3.108) i (3.109) parametarske jednacine lancanice
glase

Hso H ~F F
(s0) = 2 4 = [sinh_l (qSOH:%) — sinh™! (—f}”)] (3.113)

(o (=) ) = (o)) o

Ako se u jednacini za z(sg) i z(so), stavi da je s9 = Lo dobiée se koordinate ¢vora 2
lancanice (videti sliku 3.3)

HLy, H Lo — F. F.
z(Lo) =1, = TEO + 7 {sinh_l (“H‘S) —sinh™! (—I;’)] (3.115)

(- (=) () Jo

Jednacina (3.115) je transcedentna, a jednacina (3.116) je algebarska. Ako je poznato
q, duzina nerastegljive lancanice Lo i koordinate ¢vora 2, iz jednacina (3.115) i (3.116),
iterativnim postupkom mogu da se dobiju sile u kablu H i F3.

Jednacine (3.115) i (3.116) mogu da se prikazu i na drugi nac¢in. Vodeéi ra¢una
o vezi hiperbolickih i logaritamskih funkcija kao i o izrazima (3.39) - (3.42) dobijaju se
parametarske jednacine u obliku

F3sg (qso ) H
p— —_—— 1 JR—
2s0) = 45 \am, T

Z(Lo) = lz =

20 )2
AE *

F3L0 (qLo > H
2F3 q

H_ Fy+1T5 HL
Il = —1 11
¢ 'T\ - F  EA (3.117)
l, = T5 —T: 11
— g, (11 - T7) (3.118)

Izrazi (3.117) i (3.118) se koriste za izvodenje matrice krutosti konacnog elementa u
poglavlju 3.2.1.
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3.2 Konacni elementi na bazi analitickih resenja

Na slici 3.5 date su oznake koje su koriSéene kod izvedenih konac¢nih elemenata na
bazi analitickih izraza. Konaéni elementi leze u ravni ozz. Jednakopodeljeno opterecenje
g lezi u ravni kabla i u pravcu je ose z.

Slika 3.5: Lancanica u ravni z — 2

3.2.1 Elasti¢ni hiperbolicki elemenat - tip 1

Elasti¢ni hiperboli¢ki elemenat - tip 1 moze da se upotrebljava za lan¢anicu sa bilo
kojim odnosom strela-raspon. Ovim elementom, sa veoma visokom ta¢noSéu, moze da se
analizira i labava i nategnuta lancanica. U literaturi se mogu nadi reSenja za prostornu
lancanicu [32, 83] 1 lan¢anicu u ravni [71, 44]. U radu ¢e biti prikazano resenje za lanc¢anicu
u ravni, prema izrazima datim u delu 3.1.

Posmatra se elasti¢na lancanica koja lezi u vertikalnoj ravni oxz i opterecena jed-
nakopodeljenim optereéenjem ¢ duz ose elementa (slika 3.5). Koristi¢e se izrazi (3.18),
(3.33), (3.39),(3.51), (3.117), (3.118) izvedeni u delu 3.1.2 i 3.1.3, a dati za hiperbolicko
reSenje lanc¢anice, u modifikovanom obliku

12
L=02+ zg%sm; A (3.119)
q |l
A= \’FJ! (3.120)
cosh A
Fs= g {_l'z sinh A * L} (3.121)

Fs=qLo—Fs (3.122)
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Ly 1 Fs+ 1T
=-—F|-—+-1 12
L, I(AE+anI_F3> (3.123)
e (13 - 12) + (3.124)
Koristice se i sledeéi izrazi
Fy=—-F (3.125)

Ty =\/F+ F} (3.126)
Ty =\/F} + F? (3.127)

Ako se izrazi (3.122), (3.125), (3.126) i (3.127) zamene u izrazima (3.123) i (3.124), vidi
se da su (3.123) i (3.124) funkcije sila F} i F3

ly = l(F1, F3) (3.128)
. = 1,(Fy, F3) (3.129)

Diferenciranjem izraza (3.123) i (3.124) dobija se

- ][ a) ] e ]
U izrazu (3.130) f je matrica fleksibilnosti ¢iji su koeficijenti

1= [;ZJF; <%+§f)} (3.131)

omti= [ZI (z-z)] (3.132)

n=-la (5 n) .13

Matrica krutosti je inverzna matrici fleksibilnosti f i jednaka je

k=f"!= @ [ Z; IZ ] (3.134)
gde je

ki = fa (3.135)

ko =ks = —fa (3.136)

ki = fi (3.137)

detf = fifs— f3 (3.138)
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Tangentna matrica krutosti lanc¢anice iznosi

k1 ke k1 ke

-k k 1 —ks  ka kg4
K p— p— -1
T [ K —k] det f ki —ky (3.139)
sym —ky

i predstavlja vezu izmedu vektora inkrementalnih internih évornih sila Ar i vektora inkre-
mentalnih ¢vornih pomeranja Aq. Ova veza je data jednacinom

KrAq = Ar (3.140)
gde je
AFy
Ar = ﬁf;i (3.141)
AFg

i vektor inkrementalnih ¢vornih pomeranja

Aul
. Awl
Aq = Aty (3.142)

Awsg

Da bi se nasla tangentna matricu krutosti K7 moraju prvo da se odrede vrednosti sila F}
i F3. Te sile su usvojene kao redundantne sile i odreduju se, u odnosu na datu poziciju
krajnjih ¢vorova lancanice, upotrebom iterativne procedure. Ta procedura zahteva pocetne
vrednosti redundantnih sila. Pocetna vrednost sile F moze da se odredi iz izraza (3.120)
kada se umesto H stavi F

qly

F)=-_=
! 20

(3.143)
U izrazu (3.143) vrednost promenjive A\’ odreduje se iz izraza (3.119), kada se zameni
duzina L rastegljivog elementa sa duzinom Lg nerastegljivog elementa i zadrzi prvi izraz
u razvoju funkcije sinh?A/A? u red. Izraz za \° glasi

L2—12
2\ = J6 ( Ozg — 1) (3.144)

U slucaju da je Lo < I, usvaja se vrednost \° = 0.2, §to odgovara plitkoj lan¢anici. U
sluc¢aju da je kabl vertikalan tj. I, = 0 izraz A\’ — oo te se usvaja dovoljno velika vrednost
za A0 = 106 [69].

Pocetna vrednost sile FY dobija se iz izraza (3.121) zamenom L sa Lg i glasi

q cosh A
Fy=2|-l,—=+1L 14
379 s sinh A T ho (3.145)
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Sada moze da se odredi nova projekcija kabla koja odgovara silama Fy i F3, vodedi racuna
o izrazima (3.122), (3.125), (3.126), (3.127), direktno iz jedna¢ina (3.123) i (3.124) kao i
vektor korekcije

Al
Al = [ Al ] (3.146)

Cvorne sile mogu da se koriguju upotrebom vektora korekcije Al

AR | AL

N ] —k [ AL ] = kAl (3.147)
[ FHY] [ F AF,

FiH ] = l SARARN (3.148)

Iterativna procedura veoma brzo konvergira. Iterativni proces se nastavlja sve dok ne

bude
|All| < e (3.149)

gde je € neka unapred zadata vrednost. Da bi se odredila duzina nerastegljivog kabla Lg,
kada je data pocetna sila zatezanja FY, prvo se iz jednacine (3.119) odredi L, a zatim se
Ly odreduje iz izraza

_ _|RNL
Lo=L <1 TEL (3.150)

Ovo je priblizno reSenje jer se pretpostavlja da je sila zatezanja duz kabla konstantna i
jednaka F1°L/l,. Vrednost data sa (3.150) je veoma ta¢na.

3.2.2 Elasti¢ni hiperbolicki elemenat - tip 2

Elasti¢ni hiperbolicki elemenat - tip 2, kao i element izveden u delu 3.2.1, moze da
se upotrebljava za lancanicu sa bilo kojim odnosom strela-raspon. Ovim elementom, sa
veoma visokom tac¢no§éu, moze da se analizira kako vrlo labava tako i nategnuta lancanica.
Prvu formulaciju, koja je zasnovana na metodi fleksibilnoti dao je O’Brien. Drugu formu-
laciju, koja se predstavlja ovde, dao je Ahmadi-Kashani i primenjena je u radu [39].

Posmatra se elasti¢na lancanica koja lezi u vertikalnoj ravni oxz. Lancanica je
optere¢ena jednakopodeljenim optereéenjem ¢ duz ¢itavog raspona (slika 3.5). Tangentna
matrica krutosti, u lokalnom koordinatnom sistemu elementa, glasi

K= [ —kk _kk ] (3.151)
gde je
L0 | (sinfy —sinfy) 0 cos 1 — cos By
k=a 0 ool 0 (3.152)

cos 81 — cos B9 0 % + (sin by + sin ;)
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q lz Lo
— _ 1
p= [H AE} (3.153)
g = a — (3.154)
4sin 250 [,ucos 0t82 _ sin 92591} + L
: _ qLo
= sinh [cosh™! [ ——— ) — 1
tan 61 = sin [cos <2H sinhu) u] (3.155)
L
tan 3 = sinh {cosh_1 <2Hq51r?hu) + ,u] (3.156)

Izraz za tangentnu matricu krutosti (3.151) primenjiv je samo, ako je ¢vor 2 na visem
ili istom nivou kao ¢vor 1. Ovo ne predstavlja ve¢u poteskocu pri implementaciji. Treba
samo promeniti redove i kolone tangentne matrice krutosti i vektora ekvivalentnih ¢vornih
sila.

Posebnu paznju treba obratiti slu¢aju kada je intezitet optereéenja ¢ blizak 0. Sub-
matrica (3.152) tangentne matrice krutosti (3.151) glasi

AE

ALE cos 26, + % 0 sin 01 cos 61

limk = 0 I (3.157)
q—0 AE L ag T
sin 64 cos 64 = sin 20, + T

zde je relacija izmedu Lg i L za pravi elasti¢ni elemenat

T
L=Ly(1+ — 3.158
o (1+ 55 (3.158)
Submatrica (3.152) tangentne matrice krutosti (3.151) moze da se upotrebljava za
analizu lanc¢anice sa malom tezinom, ako se lancanici zada mala vrednost za g. To se radi
da bi se izbegla numericka nestabilnost.
Vektor ¢vornih sila iznosi

F R _ 1 -
F 0
F3 . —tan@l
p|=H : (3.159)
F5 0

| I | tan 0y

Vektor ¢vornih sila i tangentna matrica krutosti su funkcije jedne varijable, hor-
izontalne sile H. Za datu geometrijsku konfiguraciju, H nalazimo iz slede¢e nelinearne
jednacine
4H? l
sinh? p + z 3

{1 + (gjOE) coth ,u}

F(H) = —12=0 (3.160)
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Jednacina (3.160) se resava Newton-Raphson-ovim algoritmom za nelinearnu jednacinu sa
jednom varijablom. Pri tome je potreban prvi izvod jednacine (3.160), koji glasi

dFF  8H 21 I.L l 2
T =~ sinh® = =L sinh 2y — 0 <H ?qh ) (3.161)
q q 2AF {1 + (gj%) coth™ ] S p

Za slucaj nerastegljive lancanice, kada AE — oo, jednac¢ina (3.160) se pojednostavljuje i
svodi se na jednac¢inu (3.51).

Konvergencija resenja

Da bi se dobio vektor ¢vornih sila i tangentna matrica krutosti, mora da se resi
jednacina (3.160). Ona moze da se resi klasicnom Newton — Raphson-vom metodom.
Zbog prirode ove iterativne tehnike, ne moze da se garantuje konvergencija dok se ne
modifikuje orginalni algoritam [39].

Relacija izmedu horizontalne sile H i duzine Ly data je izrazom (3.160) kao i graficki
na slici 3.6. Sa slike 3.6 moze da se vidi da za elemenat kod koga je Ly < L¢ imamo jedin-
stvenu relaciju izmedu H i Lg. Za labav elemenat kod koga je Lo > L postoje tri
vrednosti za H, od kojih svaka predstavlja neko ravnotezno stanje. Ove tri vrednosti
oznacene su Hi, Hy i Hs. Samo vrednost H = H; odgovara korektnom resenju. Za ostale
dve vrednosti imamo da je H < 0 i elemenat je pritisnut (slika 3.7). Ahmadi-Kashani je

L (m)

=] 1u4 1'[r3 —1'1'_12 —1I1J1 = P —1'1]-1 - 10-1 1'1JO 1'0L 1ﬁ9 107 108 10°
I H (kN)

angle
Slika 3.6: Tri moguca resenja za lanc¢anicu [39]

predlozio slede¢u modifikaciju Newton-Rapshon-ovog algoritma da bi se izbegla nezeljena
reSenja. Vrednost sile H u ¢ + 1 iteraciji je

H™*Y = H'— F(HY)/(4); H' <0

H*' = Hi/2 H' >0
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(b) (c)

Slika 3.7: Konfiguracija elementa za tri razli¢ita reSenja: a) H = Hy, b)H = Ha, c)H = H3
citeTibert

Broj iteracija zavisi od pocetne vrednosti za H. Ahmadi-Kashani predlaze sledeée vrednosti
pocetne sile, u zavisnoti da li je kabl labav ili zategnut,

1. Slucaj kada je Lo > Le.
Ako se zanemari elasti¢nost, duzina lancanice data je izrazom (3.51). Bezdimenzion-
alni geometrijski prametar § definisan je kao

13- 12
5= (013 ) (3.162)

U zavisnosti od vrednosti ovoga parametra slededi izrazi daju dobru pocetnu vred-
nost za silu H

A \/( (1205 — 20) - 10) 1<6<367
A A& 23374 1.095Ind — 0.00473 (7.909 — In §)**%  3.67 < § < 450000

Q

Kada se odredi A , H se odreduje iz jednacine (3.18).

2. Slucaj kada je Lo < L.
U ovom slucaju elasti¢nost lancanice ne moze da se zanemari. Ocekivana pocetna
vrednost za silu u lancanici T' odreduje se iz jednacine

T ~ Vba+% Vby>a

T ~ PZtay Ybh<ap
a3

gde je

L
ay = AE <1 - Lg) (3.163)
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L
by = ABL0 o2 16 (3.164)
24
Vrednost H sada moze da se odredi kao

H—1= (3.165)

3.2.3 Elasti¢ni plitki paraboli¢ni elemenat

Resenje kada je odnos ugib - raspon lancanice mali, koje ¢e biti predstavljeno ovde,
dao je Ahmadi-Kashani i primenjeno je u radu [39].

Za ovaj tip elementa, kao Sto je receno u delu 3.1.2, optereéenje g1 je raspodeljeno
duz horizontalne projekcije lan¢anice (slika 3.5). Tangentna matrica krutosti, u lokalnom
koordinatnom sistemu elementa, iznosi

k1 ko
k=a; - (3.166)

ko ks

U (3.166) izrazi imaju vrednosti

L L.— L 212
ki = L—Ocos B+ ( I O)Sin B8+ ngg cos® Bsin® 3 (3.167)
l2
( 8T2 coS ﬁ) sin (3 cos 3 (3.168)
L.—L 212
2 0 2 ity 4
ks = Lc 0 Sin Bcos? g+ ( I ) cos” 3 + ST °08 3 (3.169)
AFE
ar = (3.170)
L, (1 + f%Tﬂ AF cos? B)

gde je T oznaka za silu u kablu. Tangentna matrica krutosti u lokalnom koordinatnom
sistemu elementa oxz iznosi

k -k
K = l r x ] (3.171)

Tangentna matrica krutosti je funkcija nepoznate sile u kablu T. Ova sila moze da se nade
iz sledece kubne jednacine [39]

f(r) = —Tg <LC _ LO) T2 + qllx cos* B | T — ail; cos’ =0 (3.172)
AE L. 12AF 24
Ako se u jednacini (3.172) zanemari doprinos treéeg ¢lana [39], jednacina (3.172) glasi

1 Le—L 22
F(T) = —T3 - <L°) T2 — q;f cos2B=0 (3.173)
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Na osnovu Deskartes-ovog pravila o znaku, jednacina (3.173) ima samo jedan poziti-
van koren. Jednacina (3.173) moze da se resi primenom Newton-Raphson-ove metode
ili metodom za reSavanje kubne jednacine.

Kada je poznato T, da bi se nasla vrednost za H u (3.166), polazi se od izraza za
osrednjenu vrednost sile T' za plitku paraboli¢nu lanc¢anicu

lg

1 H 5
T = L()/T(s)ds_ L()Q/(l—i—z )da (3.174)
S0

Vodedi ra¢una o (3.63-3), izraz (3.174) posle integraljenja i sredivanja, glasi

l _
H [ Hl, N2
T O/ (1426()) do = = [1 o4 <Zx> ] (3.175)

1z izraza (3.175) se dobija

o TLoly 1 @&l

eyt Tneve

(3.176)

i predstavlja kvadratnu jedna¢inu po H. ReSavanjem kvadratne jednacine (3.176) dobija
se vrednost sile H.
Vektor évornih sila za paraboliénu lan¢anicu, vodeéi racuna o (3.63) i (3.83), glasi

iR _01
0
Ly q1ls
F3 | _ - (E - QH)
p | =H , (3.177)
0 0
Lz ly
LB ()

3.3 Uporedenje resenja za razlicite formulacije konacnih ele-
menata za kabl

Pretpostaviée se da je § pomeranje desnog ¢vora horizontalnog kabla. Inicijalna
horizontalna projekcija kabla je takva da je inicijalna horizontalna komponenta sile H =
|F1| = F}, = 0.

Za prosti §tap sa ekvivalentnim modulom elasti¢nosti oznakama T i L., iz dela
5.4, odgovaraju respektivno oznake Fj i Lg na slici 3.8. Posto je Stap sa ekvivalentnim
modulom elasti¢nosti horizontalan dobija se da je Ly, = °L..

Na slici 3.8 prikazani su deformisani polozaji kabla za primenjene razli¢ite tipove
konacnih elemenata. Sa slike 3.8 se vidi da se ponaSanje prostog stapa (engl. Truss Ele-
ment - videti deo 5.1) i prostog Stapa sa ekvivalentnim modulom elasti¢nosti (engl. Modi-
fied Elastic Modulus Element - videti deo 5.4) ne slaze sa ponasanjem elasti¢ne lancanice
(engl. FElastic Catenary Element - videti deo 3.2.1, 3.2.2 1 3.2.3).

Horizontalno pomeranje 9, sa uve¢anjem sile H od nule, za prosti Stap, prosti Stap
sa ekvivalentnim modulom elasti¢nosti i elasti¢nu lancanicu je prikazano na slici 3.9.
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Lo
(Unsiretched length)

la-

F=0
Truss Element r Fy==0
Py

Modified Elastic Modulus Element I—- B=0

By

K=0 Fy=0 Fyz==0

Hastic Catenary Element

Small cable-
sag effect

Lelo
(Stretched length)

ﬁ»\ -

Slika 3.8: Razliciti konacni elementi za kablove: deformisana konfiguracija [12]
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0/,

4
M”T
15
E Maodified elastic modulus element
: .
: - -
—
Sull ! U
- -
\\ H - - i
. S - Elastic catenary element
101 : »
4

i
I:
I
U

osfl
| i

byla
Billo
= Fh

TN

Truss element

Slika 3.9: Razli¢iti konac¢ni elementi za kablove: dijagram horizontalna sila - horizontalno

pomeranje [12]
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3.4 Jednacina promene stanja za plitku lancanicu

Kao sto moze da se vidi u delu 3.1, ta¢na analiza jednostavnih problema kod
lanc¢anice, moze da bude ogranicenje jer je komplikovana. Pojednostavljenje analize moze
da se napravi u situacijama kada je strela lan¢anice mala. Ovo je veoma Cest slucaj
u inzinjerskoj praksi. Priblizna teorija daje direktne, konzistentne metode za nalazenje
statickog odgovora na primenjeno opterecenje sa velikom ta¢noscu.

Pojednostavljeni izrazi, u odnosu na ta¢nu analizu, koristi¢e se za kontrolu resenja
u primerima u delu 10.3.3, koja se dobijaju kao izlaz iz razvijenog programa zasnovanog
na kona¢nim elementima na bazi tacne analize.

Za neko dato jednakopodeljeno optereé¢enje sopstvenom tezinom ¢ lancanica zauzima
polozaj u vertikalnoj ravni koji je odreden ili sa hiperbolickim (3.22) ili sa parabolickim
(3.57) resenjem. Kod parabolickog resenja uzima se da je ¢ = q; = const jednakopodeljeno
optereéenje sopstvenom tezinom po jedinici duzine horizontalne projekcije, a kod hiper-
bolickog reSenja uzima se da je ¢§ = ¢ = const jednakopodeljeno opeterecenje sopstvenom
tezinom po jedinici duzine luka lanc¢anice. Duzina elementa luka lanc¢anice je data sa

ds® = dz? + dz? (3.178)

Usled nekog dodatnog jednakopodeljenog opterec¢enja p lancanica se pomera iz prvobitne
ravnotezne konfiguracije, koja odgovara uticaju datog jednakopodeljeno opteretenja ¢, u
neku novu ravnoteznu konfiguraciju. Ako se komponente pomeranja tacaka ose luka u
pravcima osa x i z, merene iz prvobitne do nove ravnotezne konfiguracije, obeleze redom
sa u i w, onda je duzina elementa luka lan¢anice u novoj ravnoteznoj konfiguraciji data sa

ds? = (dz + du)® + (dz + dw)? (3.179)

Ako imamo plitaku lanc¢anicu, tj % < 0.125, dilatacija e elementa lan¢anice, uzimajuc¢i u
obzir i male veli¢ine drugog reda, data je sa

ds'—ds dr du dz dw 1 dw.,
5:7:7.74_7.74_,.(7)
ds ds ds ds ds 2 “ds
U sluc¢aju zanemarivanja malih veli¢ina drugog reda, poslednji ¢lan izraza (3.180) moze da
se zanemari. Ako se sa T obelezi prirastaj sile zatezanja T' lancanice, koji se javlja usled
dodatnog optere¢enja p, onda je horizontalna komponenta tog prirastaja sile zatezanja
lanc¢anice data sa

dz
h=1— =7-cosf ~T1-cosf3 (3.181)
ds
gde je 0 ugao koji tetiva lanc¢anice zaklapa sa x osom i tan 8 = f—;
Ako se sa E obelezi modul elasti¢nosti lancanice, a sa A povr§ina poprecnog preseka,
onda Hook-ov zakon moze da se piSe u obliku

(3.180)

_ T
 AFE

pri ¢emu se ovde ne posmatraju dilatacije usled temperature. Unoseéi relacije (3.180) i
(3.181) u (3.182), dobija se posle mnozenja sa (42)2

£ (3.182)

he(%)¥  du dz dw 1,dw

AFE dx + dr dzx + 2(da:) (3.183)
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Jednacina (3.183) je jednac¢ina promene stanja lancanice u diferencijalnom obliku. Ako
se jednacina (3.183) integrali po & duz raspona lancanice, dobija se nelinearna jednacina
promene stanja u integralnom obliku

hL.
AE

u(ly) — u(0) +/ Zw' - de + 3 / (w')? - da (3.184)
0 0

U (3.184) L. je oznaka za virtuelnu duzinu lancanice

la ds
Le= ) .d 1
/0 (5) - de (3.185)

Prema izrazu (3.185), posle integraljenja i sredivanja, virtuelna duzina lanc¢anice za paraboli¢no
reSenje je

D+ S (D) 3 [s(f) +qems]m
Lo =141 Ea 2L °h = - 1
l { +8<lz + 5\ +2 +38 L +4tan B tan” (3.186)
a za hiperboli¢no resenje je
H . Lr. 3 .3
L.= " 2 cosh(A + @) sinh A + 3 [smh (2A 4+ @) — sinh <I>} (3.187)

Ako radi kratkoce pisanja uvedemo oznake

u(0) = ug
u(ly) =
Zg?j)::“;fl (3.188)
2'(0) = z{,
2(ly) = 2

i na prvi integral sa desne strane u izrazu (3.184) primeni se parcijalna integracija, izraz
(3.184) se svodi na

lg lg
hLe _ " 1 N2
AE_Q O/Z wdm+20/(w) dx (3.189)

U izrazu (3.189) je
Q = Uy — U + ZZ/wl — Z(/)w(] (3190)
i zavisi od pomeranja oslonaca. Ukoliko su oslonci lancanice 1 i 2 nepomerljivi, onda je

Ako se zanemari uticaj malih veli¢ina drugog reda u (3.189), linearizovana jednacina
promene stanja lancanice (3.189) ima oblik

Iy
=0- /z”wdm (3.191)
0

hL,
AFE
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3.5 Uticaji u plitkoj lanc¢anici usled dodatnog poprecnog
opterecenja

Za izvodenje izraza za uticaje u plitkoj lanc¢anici, usled dodatnog popre¢nog optere-
¢enja, koriséena je literatura [56, 57].

3.5.1 Dodatno jednakopodeljeno optereéenje duz celog raspona

Neka je €2 = 0 i neka je lancanica optereéena dodatnim poprec¢nim optereéenjem
p. Kod paraboli¢nog resenja p = p; = const je jednakopodeljeno optereéenje po jedinici
duzine horizontalne projekcije (slika 3.10), a kod hiperbolickog resenja p = p = const
je jednakopodeljeno opetereéenje po jedinici duzine luka lancanice. Usled ovog dodatnog
opterecenja, lanc¢anica zauzima novi ravnotezni polozaj definisan sa dodatnim pomeranjem
u vertikalnom pravcu w(x), koje se meri od polozaja prvobitne ravnotezne konfiguracije
z(x). Ovom dodatnom opterecenju p odgovara i promena sile zatezanja lanc¢anice, tako da
je horizontalna komponenta sile zatezanja, koja odgovara novoj ravnoteznoj konfiguraciji,
data sa

P,

bV b B

| X |
g 1

Slika 3.10: Lancanica optereéena jednakopodeljenim opteretenjem

H=H+h=H(1+«a) (3.192)

gde je sa h obelezena horizontalna komponenta dodatne sile zatezanja lancanice, dok je
H; horizontalna komponenta ukupne sile zatezanja i « = h/H. Diferencijalna jednac¢ina
ravnoteze lanc¢anice u pravcu z usled istovremenog dejstva optereéenja ¢ ii p data je sa

(H+h)- (2" +w") = (g+p)z(x) =0 (3.193)

gde je za parabolicko resenje z(x) = 1, a za hiperbolicko

z(x) = cosh (QAZ + <I>) (3.194)
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Imajuéi u vidu diferencijalnu jednacinu ravnoteze za slucaj uticaja samo opterecenja ¢

w_ 4d
2’ = ﬁz(x) (3.195)

jednacina (3.193) dobija oblik
(H +h)-w" = (—ag+p)z(z) (3.196)

ili posle sredivanja

o9 a—g7 z(xz) = z(x
W' =~y (0= 2) 20 = Apa(@) (3197)

Problem moze da se linearizuje tako Sto ¢e da se zanemari ¢lan hw” kao mala veli¢ina u

jednacini (3.196) i jednacina (3.197) sada glasi

w” = —% <a - 2) 2(x) = Aprz(x) (3.198)

Resavanjem jednacine (3.197) i unoseéi reenje u jednac¢inu promene stanja (3.189), odnosno
resavanjem jednacine (3.198) i unoseéi reSenje u jednacinu promene stanja (3.191) i posle
odredenih transformacija dobija se jednacina po «. Nalazenjem a moze da se nade H;
prema jednacini (3.192). Ukupan novi polozaj lan¢anice odreden je u obliku zbira ugiba
z(x) usled g (gde su obuhvaceni svi inicijalni efekti i izduzenje usled elasti¢nosti kabla) i
ugiba w(x) usled p i iznosi

z1(x) = z(x) + w(x) (3.199)
Jednacina (3.197) odnosno jednacina (3.198) resavaju se za homeogene grani¢ne uslove

w(0) = w(ly) =0 (3.200)

Elastiéna parabolicka lanc¢anica

Opéste resenje diferencijalne jednacine (3.197) i (3.198) dato je u obliku

1
= EAPQCQ + Chx + Cy (3.201)

gde su C7 i Co integracione konstante, a A, = Apn za nelinearno ili A, = A,z za line-
arizovano resenje. Integracione konstante u resenju (3.201) nalazimo iz grani¢nih uslova
(3.200), te je kona¢no resenje jednac¢ine (3.197) i (3.198) dato kao

w(z) = fA (2? — xly) (3.202)

Integrali u jednac¢ini promene stanja (3.189) i (3.191) glase

le 1
/ w(z)-de=—-—A, 13, (3.203)
0 12

/O - (0 ()2 = — A2 (3.204)

12°°7%
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Jednacina promene stanja (3.189) za nelinearno resenje moze da se napise u obliku

hLe q1 1
Yok ﬁAquf; + ﬂAgNz;’; (3.205)

Sa A, Ce se oznaciti bezdimenzionalni parametar lancanice, koji karakteriSe mehanicko
ponasanje lancanice i obuhvata efekte inicijalne geometrije i elasti¢nosti lanc¢anice i dat je
izrazom

273 2
N Q1leE (qllx> lz
* = = .2
A H3L, H (& ) (3.206)
AFE
ili izrazom datim preko strele lancanice
- 8f\> AE
A = | — 2
( lz > q1Le (3 07)

Jednacina (3.205), vodeéi racuna o izrazu za A, se transformise u bezdimenzionalni oblik

5\* 5\* 5\* P1 2 b1

3 2

24+ — 14+ — =—| (= 2— 3.208
a+<+24)a +<+12>a 24<<q1>+q1 ( )
Linearizovana jedna¢ina promene stanja (3.191) moze da se napise u obliku

AE  12H Pl

ili u bezdimenzionalnom obliku

5\* . 5\* P1

Jednacina (3.208) je kubna, a jednacina (3.210) je linearna jednacina po bezdimenzionalnoj
(tj. relativnoj) promeni horizontalne komponente sile zatezanja u zavisnosti od relativnog
dodatnog opterecenja %, kao i od bezdimenzionalnog parametra lan¢anice \,. Granicna
vrednost bezdimenzionalnog dodatnog zatezanja kabla je data sa

L.
h D03 (3.209)

lim a="2 (3.211)

Ax—00 q
Ako je bezdimenzionalni parametar A, lancanice [50]:

e M. >> 1 - odnos f/l, je mali i AE — oo. To predstavlja slucaj nerastegljive
lancanice. Ovo pokriva najveéi broj vise¢ih konstrukcija sa kablovima kod kojih je

Fll. <1/8.

e )\, << 1-tada a — 0 i kabl moze da se ponasa kao zategnuta zica (% malo) ili je
veoma elastican (F je malo). Moguéa su tri slucaja:

— Kada je % malo i F veliko, imamo slu¢aj da se lancanica ponasSa kao zategnuta
zica (z = 0 ili sto je isto %x —0iAf, —0)

— Kada je % malo i £ malo tada je Af kona¢no
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— Kada je % je reda jedinice i E malo tada Af — oo.

U slucaju da se lancanica ponasa kao zategnuta zica jednacina (3.197) se svodi na

" b1
= —A 3.212
YT HAta) W (3.212)

Resenje jednacine (3.212) dato je sa (3.202) ako se stavi da je A, = Apin. Nelinearna
jednacina promene stanja lancanice (3.189) moze da se redukuje na jednacinu

lo

hL, 1

A = iAplN/wd:c (3.213)
0

Zamenom resenja jednacine (3.212) u jednac¢inu promene stanja (3.213) i posle integracije
i sredivanja dobija se

A p1>2
3 2
+ 2 = 3.214
a o+« ol ((h ( )

Kod zategnute zice moze da se uzme da je Le = [,. Ta¢no resenje kubne jednacine (3.214)
dato je sa [50]

o= (i”ﬁ—ly (3.215)

VB 3
zde je
2 3
s s r
B=_° i z 3.216
5T (2> + <3> ( )
Vrednosti s i r iznose
1 2 /_\* p1>2
T a2 (P 3.217
T Tt T Tr Ty <q1 (3:217)

3.5.2 Sopstvena tezina - reSenje za elasticnu parabolicku lancanicu

U slucaju rastegljive lanc¢anice, kada lancanica visi izmedu dva oslonca, dolazi do
njenog izduzenja usled dejstva sopstvene tezine. Strela lancanice se uvecava i horizon-
talna komponenta sile zatezanja se umanjuje u odnosu na horizontalnu komponentu sile
zatezanja kod nerastegljive lanc¢anice na (H-h).

Diferencijalna jedna¢ina ravnoteze lanc¢anice u pravcu z ose u rastegnutom stanju je
data sa

(H—h)-(Z"+w")—qz(z) =0 (3.218)
Imajuéi u vidu diferencijalnu jednacinu (3.195), jednac¢ina (3.218) dobija oblik

(H —h)-w" = agz(z) (3.219)
a posle sredivanja

w//:H(fq_a)z(:c):Aqu(x) (3.220)
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U slucaju elasti¢ne paraboli¢ne lanc¢anice, u izrazu (3.220), moze da se uzme da je z(z) = 1
i ¢ = q1. Resenje diferencijalne jednacine (3.220), uz grani¢ne uslove (3.200), glasi

1
w(zx) = §AqN (2? — xly) (3.221)
gde je
_ aqi
Agy = Ao (3.222)

Jednacina promene stanja (3.189) za nelinearno resenje, uz uslov da se oslonci ne pomeraju
i vodedi racuna o izrazu (3.195), moze da se napise u obliku

(H h / wdz + 5 / "Ndx (3.223)

Vrednosti integrala u jednac¢ini promene stanja (3.223), vodeéi racuna o (3.221), su

/w dx_——A 13, (3.224)
/0 (w'(z))dx = 3A§z§ (3.225)

Jednacina promene stanja (3.223) za nelinearno resenje moze da se napise

(H—h)L, _ @
AE 12H 1

ili u bezdimenzionalnom obliku

s A
(3 + 24> <3 + 12) a=1 (3.227)

3.5.3 Koncentrisana sila - reSenje za elasti¢cnu parabolicku lanc¢anicu

i +5 A2N13 (3.226)

Pretpostavice se da je oblik slobodno obesene lanc¢anice parabola data jedna¢inom
(3.57). Jednacina (3.57) obuhvata inicijalne efekte i efekte elasti¢nosti lan¢anice. Pret-
postaviée se da na lan¢anicu deluje koncentrisana sila P na rastojanju x; od levog oslonca
(slika 3.11). Diferencijalne jednacine ravnoteze u pravcu ose z u popreénom preseku glase:

1. 0<z <1

(H+h) (7 +uw)=P (”31 - 1) Qs (23J - 1> (3.228)

Desna strana jednacine je analogna transferzalnoj sili u slobodno oslonjenoj gredi
usled sopstvene tezine i koncentrisane sile. Razvojem izraza (3.228) i eliminisanjem
¢lanova koji zavise od g; dobija se

Z1

(H+h)w' =P (lgc - 1) — hZ' (3.229)
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z
(] P . X
jlfl’

v w(x)

Slika 3.11: Lancanica optere¢ena koncentrisanom silom

2. r1<x<l1

(H + h' = P% N (3.230)

xT

Integraljenjem jednacina (3.229) i (3.230), uz zadovoljenje grani¢nih uslova (3.200), dobija
se

1. 0<z <2

ol () -0) -0 e
(@&-0)-Gnzp e

(3.233)

gde je

P
C qile
Da bi se nasla vrednost parametra «, koristi se nelinearna jednacina promene stanja
(3.189). Pretpostavlja se da se oslonci ne pomeraju i da je 2” = ¢1/H.

Ispod koncentrisanog optereéenja, u drugom integralu w’ jednaéine (3.189), postoji
diskontinuitet te za nalazenje tog integrala mora da se primeni parcijalna integracija

le x le
/(w’)zd:n =— {w’w!f + (w")Qo/lwdx + (wu)Q/wda:} (3.234)

0

P,
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Izraz (3.234) moze da se zameni u jedna¢inu (3.189). Posle zamene (3.231) i (3.232) u
jednacini (3.189) i integraljenja, dobija se bezdimenzionalna kubna jednacina

A A M ((21\? 2
3 il 2 ol - _* 1y 4
oY —|—<2+24>a +<1+12>a 5 <<lx) ZI>P*(1+P*) (3.235)

Da bi se problem linearizovao, potrebno je zanemariti sve ¢lanove viseg reda koji se
pojavljuju u diferencijalnim jednac¢inama ravnoteze. Ovo zahteva da se izraz hw' u
jednacinama (3.229) i (3.230) ukloni. Kao rezultat toga dobija se

S A (RN GRE s

(S N E

Ako se izrazi (3.236) i (3.237) zamene u linearizovanoj jednacini promene stanja lancanice
(3.191), posle integraljenja i sredivanja, dobija se bezdimenzionalni izraz

1 z\? =z
o= —<1+§3)6P* ((z) - z) (3.238)

Linearizovano resenje ¢e biti ta¢no samo za male vrednosti P,. Ako je A, veliko, P, ne bi
trebalo da bude veée od 10~! da bi se dobilo resenje u granicama tacnosti od 10%. Ako
je Ay malo, dozvoljene su veée vrednosti za P, [56].

U slucaju kada je lancanica zategnuta zica, drugi izrazi sa desne strane jednacina
(3.229) 1 (3.230) se uklanjaju jer je z = 0, te izrazi za vertikalno pomeranje lan¢anice glase

1.0<z <1
Pl, T1 T
—_ “ )= 3.239
v H(l—i—a)(lm )zm (3:239)
2. 1 <zx<l1
Pl, T r1
- _ Z 1) .24
v H(1+a)<lx )zx (3.240)

hLe _ 1/(w/)2dg; (3.241)
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Posto je w” = 0, jednacina parcijalne integracije (3.234) se pojednostavljuje, i nelinearna
jednacina promene stanja (3.241) postaje

o
hLe 1 dwl|’

o
Posle zamene izraza (3.239) i (3.240) u (3.242), diferenciranja i sredivanja dobija se
by 2
o’ 420> o=~ ((:?) - 5“) P2 (3.243)
xX

Tacno resenje jednacine (3.243) dato je jedna¢inom (3.215). Vrednosti r i s u jednacini
(3.215) uzimaju se da su jednake

1 2 /_\* I 2 il 2
- g=—_—— (2} ) p .244
TR T T ((l) ) - (3.244)
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3.6 Linearna teorija slobodnih harmonijskih vibracija plitke
lancanice

Posmatra se lancanica koja je optereéena samo sopstvenom tezinom ravnomerno
rasporedenom po horizontalnoj projekciji ose luka lancanice tj. posmatra se parabolicka
aproksimacija. LancCanica vrsi slobodne vibracije oko svoje ravnotezne konfiguracije, pri
¢emu ravnotezna konfiguracija odgovara optereéenju sopstvenom tezinom lanc¢anice g (x) =
q1 = const, odnosno, odredena je resenjem z = z(x) datim sa (3.57).

Slobodne vibracije lanc¢anice, oko prethodne ravnotezne konfiguracije, opisane su
sa dominantnim pomeranjima u pravcu ose y i z (slika 3.12). Funkcijom v = v(z,t)
predstavljeno je pomeranje lan¢anice u pravcu ose y, a funkcijom w = w(z,t) pomeranje
lan¢anice u pravcu ose z u odnosu na prethodni ravnotezni polozaj. Vrednost pomeranja
u = wu(z,t), u pravcu ose z, zanemaruje se kao mala veli¢ina u odnosu na ostala dva
pomeranja. Polozaj lanc¢anice u trenutku vremena ¢, tokom njenog slobodnog oscilovanja,
odreden je sa

yi(w,t) =v(z,t) (3.245)
z1(x,t) = z(x) — w(x,t) (3.246)
q,
AL bbb bbb bbb )
z
y
o w X
u
x |
1 g

Slika 3.12: Slobodne oscilacije lan¢anice

3.6.1 Slobodne harmonijske vibracije u ravni

Smatra se da je tokom vibracija lancanice u ravni dominantno samo pomeranje
u pravcu vertikalne ose, dok se komponentalna pomeranja u pravcu horizontalne ose x
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zanemaruju. Usled delovanja i inercijalnih sila koje mogu da se posmatraju i kao do-
datno opterecenje u odnosu na sopstvenu tezinu lancanice, horizontalna komponenta sile
zatezanja lancanice je data sa

Hi(t) = H — h(t) (3.247)

gde je H = const horizontalna sila usled stalnog optereéenja, tj. usled sopstvene tezine,
dok je h(t) prirastaj horizontalne sile u lancanici usled delovanja inercijalnih sila. Imajuéi
u vidu pretpostavku da se posmatraju samo vertikalne inercijalne sile, Sto znaci da je i dalje
optereéenje lancanice konstantnog (vertikalnog) pravca, onda je horizontalna komponenta
sile zatezanja lancanice i dalje konstantna po prostornoj koordinati z, ali se menja tokom
vremena t.

Koriste¢i Dalamberov princip, diferencijalna jednacina kretanja lanc¢anice, odn. di-
ferencijalna jednacina ”ravnoteze” aktivnih i inercijalnih sila, glasi

Hy -2l —q1+mi=0 (3.248)

gde je sa tackom obelezen izvod po vremenu, dok je m masa lanc¢anice po jedinici duzine
ose kabla
m
m=1, g=9812 (3.249)
g s

Unoseéi u jednacinu (3.248) izraze (3.246) i (3.247), dobija se
(H=h) (z—w)" —q +mi =0 (3.250)

fmajuéi u vidu diferencijalnu jednac¢inu ravnoteze lancanice Hw” — ¢ = 0, kao i uz zane-
marivanje proizvoda hw” kao relativno malih prirastaja, dobija se diferencijalna jednacina
slobodnih vibracija lan¢anice u obliku

@

miw — Hw" — — -h=0 (3.251)

Jednacina (3.251), zajedno sa linearizovanom jedna¢inom promene stanja lancanice (3.191)
hLe @ o
AE  H Jo
definise problem slobodnih vibracija lan¢anice u svoj ravni.
Kako se posmatraju slobodne vibracije koje su harmonijske po vremenu, to je:

w(z,t) = w(x)- ™!

w
h(t) = h-e*t (3.253)

w(x,t) - dx (3.252)

gde je 7 imaginarna jedinica: 7 = y/—1, dok je w kruzna frekvencija slobodnih vibracija.
Unoseéi (3.253) u jednacine (3.251) i (3.252), dobija se sistem od dve jednacine kojim je
definisan problem slobodnih vibracija u ravni lanc¢anice

p— ) q +
. H. =117
mw* - W + w i
L L
hle 0t [* oy da (3.254)

AFE H Jo
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Nesimetri¢ne slobodne vibracije

Nesimetri¢ne slobodne vibracije u ravni lancanice su takve vibracije kod kojih je
funkcija w(z, t), kojom se prikazuju amplitude oscilovanja lan¢anice oko ravnotezne konfig-
uracije, data kao nesimetri¢na funkcija duz raspona lanc¢anice. Imajuéi to u vidu, funkcija
w(z,t) mora da zadovoljava uslov

la
/ w(z,t) - der =0 (3.255)
0
pa se onda, prema jednacini promene stanja (3.252) dobija da je

h(t) =0 (3.256)

Imajuéi to u vidu, diferencijalna jednac¢ina slobodnih harmonijskih vibracija (3.254,1) je,
za slucaj nesimetri¢nih vibracija, data kao homogena diferencijalna jednacina

mw? T+ H-w' =0 (3.257)
Opste resenje diferencijalne jednacine (3.257) je dato sa

w(zx) = Cy sin(kx) + Cy cos(kx) (3.258)
gde je

J— w\/Z (3.259)

dok su C7 i Cs integracione konstante koje se odreduju iz grani¢nih uslova

w(0) = 0, m(%) - (3.260)

Drugi grani¢ni uslov (3.260) je posledica pretpostavke o nesimetricnom obliku slobod-
nih vibracija, a pri tome, naravno, vazi i uslov na drugom kraju lanc¢anice: w(l;) = 0.
UnoSenjem opsteg resenja (3.258) u grani¢ne uslove (3.260), dobija se da je

Cy =0, Cy -sin(k—ém) =0 (3.261)
odakle je frekventna jednac¢ina data u obliku

sin(%) =0 (3.262)
Resenje frekventne jednacine (3.262) je

%:n-ﬂ, n=123,... (3.263)

2
tako da se, prema relaciji (3.259), dobijaju kruzne frekvencije slobodnih nesimetri¢nih
vibracija u obliku
_ 27mn H

= — =1,2,3,... 3.264
wn ll. m n )= =D ( )

Odgovarajuéi svojstveni oblici slobodnih nesimetri¢nih vibracija su dati sa

2mnx

ly

), n=1,23,... (3.265)

W, = Cp, - sin(
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Simetriéne slobodne vibracije

Simetri¢ne slobodne vibracije lan¢anice u svoj ravni su date sa jedna¢inama (3.254).
Opste resenje prve od jednacina (3.254) je dato sa

W(x) = () + Ty () (3.266)

gde je wp(z) opste resenje homogene jednacine, koje je dato sa (3.258), dok je w,(x) neko
partikularno resenje nehomogene jednacine

mw2.w+H-w”=—%% (3.267)

Vidi se da je partikularan integral jednacine (3.267) dat sa

_ qah
= _ 3.268
wyla) =~ (3.268)
Sa ovim je opsti integral diferencijalne jednacine (3.254,1) dat sa
w = Cysin(kz) + Cy cos(kx) — aih (3.269)
mw?H
Integracione konstante u resenju (3.254) se odreduju iz grani¢nih uslova
w(0) =0 w(l) =0 (3.270)
odakle se dobija:
qh qah (1 —coskly)
Ci = Cy = . 3.271
L et H 2T mw?H sin ki, ( )
Sa ovim, resenje (3.269) postaje
_ qah (1 —coskly) . ah qih
— . . k . kx — 272
w(z) mw?H sin ki, SR+ ma?H T Lo H (3.272)

Dobijeno resenje (3.272) se unosi u integral na desnoj strani jednacine (3.254,2) i integra-
cijom se dobija

! n 2 n n
z qh (1 —coskly) q1h . qh
cdr — — ) ) LI 9
/0 w(z) - dz mw?Hk sin ki, + mae?HE T i mw?H l (3.273)

Unosenjem integrala (3.273) u jedna¢inu promene stanja (3.254,2), dobija se, posle skra-
¢ivanja sa h:

L. gi  (1—coshl)? i ai
. - sinkl, — = 274
AEL3 + mw?H?k sin kl, mo? 2k O mw?H? 0 (3:274)
Kako je prema izrazu (3.259)
H
kw? = k3. = (3.275)
m
to se jednacina (3.274) transformise u oblik:
Le 2 1 — cos kl,)?
o oSk k| = 0 (3.276)

AEB " H3(kly)? sin ki,
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Uz oznaku
m

=kl = wly - )2 2
w w i (3.277)

i vodedi ra¢una o izrazu za parametar lancanice (3.206), jednacina (3.276) moze da se
transformise u oblik

L. Ao [2(1 —cosw) B
Posle daljeg transformisanja dobija se jednacina
w w 4 w
tan(=) = (=) — — - (=)3 (3.279)

2 2 Ae 2
Jednacina (3.279) predstavlja frekventnu jednacinu slobodnih simetri¢nih vibracija u ravni
lan¢anice. Ako je parametar lan¢anice veoma veliki, frekventna jednacina (3.279) se svodi
na

w w
tan(—=) = (= 3.280
an(@)= (%) (3.250)
Koreni frekventne jednacine (3.280), kada je A, veliki, dati su sa
1

Wy = (2n+1)7r[1— n=0,1,2,... (3281)

(2n + 1)27r2]
Sa druge strane, kada je parametar lancanice )\, relativno veoma mali, §to znaéi da se
lancanica priblizava zategnutoj zici, frekventna jednacina (3.279) postaje

tan(%) — 0 (3.282)
Resenje frekventne jednacine (3.282) je dato sa
Ty = (2n—1)m, n=1,23,... (3.283)

odnosno sa w = 7, 37, 57, . ..
Imajuéi u vidu oznaku (3.277), kruzne frekvencije slobodnih simetri¢nih vibracija u
ravni lancanice su date sa
w, H
wy = [ n=1,23,... (3.284)

Iy m

Odgovarajuéi svojstveni oblici su dati sa (3.272)
— QIEn

Wn(z) = Cmw?H -

gde su uneti odgovarajuéi koreni @, frekventne jednacine (3.279) ili (3.282), dok je hy,
proizvoljna konstanta koja ima dimenziju sile.

Imajuéi u vidu vrednosti kruznih frekvencija nesimetri¢nih slobodnih vibracija, date
sa (3.264), kao i vrednosti kruznih frekvencija simetri¢nih vibracija, datih sa (3.283), dakle
za male vrednosti parametra lan¢anice A, odn. za zategnutu zicu, sve kruzne frekvencije
slobodnih vibracija lanc¢anice mogu da se prikazu u obliku

nm H

Wy = — 4| =, n=1,23/4,... (3.286)
l m

1 — cosw,

— - sin kpx — cos kpz] n=123,... (3.285)
sin @y,

Pri tome neparne vrednosti broja n odgovaraju simetri¢nim svojstvenim oblicima, a parne
vrednosti broja n odgovaraju nesimetriénim oblicima.
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3.6.2 Slobodne harmonijske vibracije van ravni

Diferencijalna jednacina slobodnih harmonijskih vibracija lan¢anice van ravni glasi

mi — Hv" =0 (3.287)
Kako se posmatraju slobodne vibracije koje su harmonijske po vremenu, to je
v(x,t) =v(x) - (3.288)

Unoseéi (3.288) u jednac¢inu (3.287), dobija se jednacina kojom je definisan problem slo-
bodnih vibracija van ravni lanc¢anice

mw? T+ H-7' =0 (3.289)
Opste resenje diferencijalne jednacine (3.289) je
v(z) = Cy sin(kx) + Cq cos(kx) (3.290)

gde je

- “’\/Z (3.291)

U izrazu (3.290) C i Cy su integracione konstante koje se odreduju iz grani¢nih uslova

v(0) =0, 7(=)=0 (3.292)
Unosenjem opsteg resenja (3.290) u granicéne uslove (3.292), dobija se da je

Cy =0, Cy -sin(kl;) =0 (3.293)
odakle se dobija frekventna jednacina u obliku

sin(kl;) =0 (3.294)
Resenje frekventne jednacine (3.294) je

kl, =n-m, n=12,3,... (3.295)

tako da se, prema relaciji (3.291), dobijaju kruzne frekvencije slobodnih vibracija van ravni
u obliku

Wp = — | — n=123,... (3.296)

Odgovarajuéi svojstveni oblici slobodnih nesimetri¢nih vibracija van ravni su dati sa

™x

Uy, = Cp, - sin( ) n=123,... (3.297)

x
Frekvencija prve slobodne vibracije van ravni lan¢anice je najniza od svih frekvencija za
plitku lancanicu [57].
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3.7 Uticaj krutosti na savijanje kod plitke parabolicke lan¢anice

Jedna od vaznih pretpostavki koja se usvaja je da elasti¢na lanc¢anica nema krutosti
na savijanje. Realna lancanica, kao §to je na primer kod vise¢ih mostova, moze da ima
veliku vrednost krutosti na savijanje.

Kada se u proracun uzima krutost lanc¢anice na savijanje, uslov ravnoteze transfer-
zalnih sila u popre¢nom preseku lancanice usled sopstvene tezine i aksijalnog zatezanja
je

l
HY — EL.2" = qiz — q12$ (3.298)

Jednacina (3.298) daje tacno resenje kada je 2’ svugde malo duz lancanice tj. kada imamo
plitku lan¢anicu. Opste resenje jednacine (3.298) je

qll:% z\?2 =z .
z(x) = — ] — — | + Asinh(yz) + Bcosh(yz) + C (3.299)
2H ly Iy
gde su A, B, C konstante integracije i
H
2
= 3.300
7T EL. (3.300)
U zavisnosti od grani¢nih uslova imamo sledeca resenja:
e Nagib kabla nad osloncima je 0
2Z(0)=2'(l,) =0 (3.301)
i oslonci su na istoj visini
2(0) =z(lz) =0 (3.302)

Resenje jednacine (3.299) je

. lz
o(z) = al2 {((33)2 B 90) N sinh(yz) cothl(w) (cosh(yz) — 1>} (3.303)

Kada je x = % i z = —f iz jednacine (3.303) dobija se da je ugib u sredini raspona
la 2
alz tanh () ¢l
=—11- < 3.304
/=5 < A 8 (3.504)

Veli¢ina bezdimenizonalnog parametra ~yl, odreduje uticaj koju krutost na savijanje
ima na odgovor lancanice. Kada je 7l, veoma malo (tada je EI,, veoma veliko) i
razvojem dela izraza (3.304) u zagradi u red dobija se

tanh (%) 1/~ 2
g
(1 - T =3 <4I> +0 (3.305)
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U izrazu (3.305) O obuhvata ¢lanove viseg reda. Zamenom (3.305) u (3.304) dobija
se

Fo aily (3.306)
384E71

Ovo predstavlja ugib obostarno ukljestene grede usled jednakopodeljenog optereéenja
duz citavog raspona. Kada je 7l veoma veliko (tada je EI,, veoma malo) tada je

(1 - mm) —1 (3.307)

o2
1

Izraz (3.304) sada glasi

f— aily (3.308)
8H

Ovaj rezultat se slaze sa rezultatom koji je dobijen za parabolicku lanc¢anicu bez
krutosti na savijanje.

e Momenti savijanja na krajevima lanc¢anice su jednaki 0
2'(0)=2"(l;) =0 (3.309)
i oslonci su na istoj visini
2(0) =2(lz) =0 (3.310)

Resenje jednacine (3.299) je

2 \2 .
2(z) = q;;; {((ZI) — l;,;) + Wi)Q <1 + tanh(%) sinh(vyl,) — COSh(’y.’E))} (3.311)

Kada je z = % i z = —f iz jednacine (3.311) se dobija da je ugib na sredini raspona
Q2 8 < e ) ql2
= 1— ——=(1—sech(— == 312
1 =350 ( T A ) ) <3u (3:312)
Kada je vyl veoma malo (tada je EI,, veoma veliko) i
L (1 - sech(wx)> _ 2 (713”)2 +0 (3.313)
(Vlz)? 2 12\ 2 '

Tada se dobija da je

5 qll
2
384 ET

f (3.314)
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Ovo predstavlja ugib slobodno oslonjene grede usled jednakopodeljenog optereéenja
duz ¢itavog raspona. Kada je I, veoma veliko (tada je EI., veoma malo) i tada je

8 Yl
(1 — W (1 — sech(2))> —1 (3.315)

Sada imamo da je

f- aly (3.316)
8H

Ovo je rezultat se slaze sa rezultatom koji je dobijen za paraboli¢nu lancanicu bez
krutosti na savijanje.

U veéini konstrukcija sa kablovima parametar i, je vrlo veliki tj. ~I, > 1000. Efekat
krutosti na savijanje tada je zanemarljiv.
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4.1 Tankozidna greda otvorenog poprecnog preseka

4.1.1 Osnovne pretpostavke

Pored uobicajenih pretpostavki linearne teorije elasti¢nosti, za tankozidnu gredu
otvorenog poprecnog preseka, uvode se pretpostavke:

1. Presek je apsolutno krut u svojoj ravni.
2. Klizanje u srednjoj povrsi se zanemaruje.

3. Linijski elemenat upravan na srednju povrs i posle deformacije ostaje prav i upravan
na srednju povrs ne menjajuéi duzinu.

Pretpostavka 1 utice na odredivanje pomeranja u, i v, proizvoljne tacke S u ravni poprecnog
preseka, kao krute celine. Pretpostavke 2 i & uticu na odredivanje vrednosti pomeranja
wy proizvoljne tacke S upravno na ravan poprec¢nog preseka (slika 4.1).

4.1.2 Kinematicke velic¢ine i vektor pomeranja

Polazeéi od pretpostavki iz dela 4.1.1 vektor inkrementalnog pomeranja Au,, proizvoljne
tacke S(y,z) poprecnog preseka, moze se opisati sa Cetiri parametra: tri pomeranja ug(z),
vp(x), wp(x) i jednim obrtanjem ¢(x) popreénog preseka [3]

Au,(x) 1oyl ol (s A“O(?
[t ][] W
Aw*(x) 1 (y_yD) A(,O($

U izrazu (4.1) vp(z) i wp(x) su pomeranja centra smicanja D(yp, zp), a w je normirana
sektorska koordinata tankozidne grede otvorenog poprecnog preseka (videti deo 4.3). Izraz
{4.1) moze da se napiSe u sazetom obliku kao

Au,(x) = L(x)Au(x) (4.2)
U izrazu (4.2) imamo da je

Aul(x) = [ Au,(x) Av,(x) Aw.(x) ] (4.3)
XT:{I' Yy z} (4.4)
AuT (z) = [ Aug(z) Avp(z) Awp(x) o(z) } (4.5)

1 fy% 72% fw(s)%
L(x) = 1 —(z—zp) (4.6)

L (y—wp)

gde je Au vektor inkrementalnih pomeranja koji odreduje deformaciju popre¢nog preseka,
L je matrica operator, a x vektor polozaja proizvoljne tacke poprec¢nog preseka.
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Slika 4.1: Osnovne kinematicke veli¢ine tankozidnog nosaca

Vektor inkrementalnih pomeranja Au moze da se prikaze u zavisnosti od vektora
inkrementalnih generalisanih pomeranja ¢vorova elementa Aq (videti deo 4.4) i iznosi

A/UD _ NU({I}) Aqv
Awp | Ny () Adq (4.7)
Ayp N (z) Aqy
ili u sazetom obliku
Au(z) = N(z)Aq (4.8)

U izrazu (4.7) Ny(x), Ny(z), Ny(z) i Ny(z) su matrice kolona interpolacionih funkcija
(videti deo 4.9). Ako se sada izraz (4.8) uvrsti u izraz (4.2) dobija se

Au,(x) = L(x)Au(z) = L(x)N(z)Aq = A(x)Aq (4.9)
gde je A(x) matrica operator i iznosi

N, —-yN, —2N, —g(s,N,)

A(x) =L(x)Aq = N, —(z —2p)N,, (4.10)
Nw (y - yD)Ngo

/

g(s,Ny) = w(s)Nw

(4.11)
Oznaka (/) u izrazu (4.10) i (4.11) oznacava izvod po z koordinati. Usvojeni redosled
parametara pomeranja pogodan je za dalje izvodenje. Na kraju ¢e se obaviti transformacija
da bi se dobio uobicajeni redosled pisanja osnovnih nepoznatih, pogodniji pri prelasku sa
lokalnih na globalne koordinate.



4.1. TANKOZIDNA GREDA OTVORENOG POPRECNOG PRESEKA 91

4.1.3 Vektori deformacije

Linearni deo inkrementalnog vektora deformacije (2.34) glasi

Ae =LpAu, =L;AAq=B;Aq (4.12)
gde je
Ae,
Ae = | 2Ae,, (4.13)
2Ae;,
o
L= 2 (4.14)
il o
z oz
N, —yN, —zN, —g (5,N,)
B, =LA = —(2e8e) 1 (- 2p)NY) (4.15)
dg(s,N /
—(PGE — (y — yp)Ny)

U izrazu (4.15) A je dato sa (4.10), g sa (4.11). Nelinearni deo inkrementalnog vektora
deformacije dat izrazom (2.19) u razvijenom obliku glasi

AT].IZ‘ % {(Au*,x)z + (AU*,m>2 + (Aw*,$)2}
An=| 2An, | = (AU Ay y + Awy g Awy y) (4.16)
200, (At z Ay, + Avy Ay )

Vodedi ra¢una o (4.16), u izrazu (2.40) datom kao
Au*’d = LNLAU* = LNLAAq == BNLAq (4.17)

sada imamo da je

AU*,I

Au, = | Auy (4.18)

Lyr = | & (4.19)

T
Hlo
L
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1" "

[ N; _va _ZNw —g’(s, Ncp)
N/ —(z— zD)N:O
N, (y - yD)N:o
By, =Ly A = -N/, —dg(g’f"’) (4.20)
/ NSO
-N/,
!

L —N,,

4.1.4 Konstitutivna matrica

Konstitutivna matrica za tankozidnu gredu otvorenog poprec¢nog preseka glasi

E
D= G (4.21)
G

gde je E Young-ov moduo elasti¢nosti, a G je moduo klizanja.

4.1.5 Matrica i vektor Cauchy-jevih napona

Izraz (2.37) se moze napisati u razvijenom obliku kao
03j0ANij = Opg6Dgg + O2y0 ATy + 0220 A, = 6Aul joAul, (4.22)

gde je i,7 = x,y,2z. Umesto oznaka 0.z, 04y, 0. dalje u tekstu koristice se respektivno
oznake 0y, Tyy 1 7p,. Koristedi izraz (4.22) i vodeéi racuna o (4.16) i (4.17) dobija se da je
matrica Cauchy-jevih napona jednaka

Og Txy Txz
Oy Txz
Og Txy
o= | Tay (4.23)
sz
Txz
L sz -

Vektor Cauchy-jevih napona je jednak

&= Tuy (4.24)
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4.2 Tankozidna greda zatvorenog poprecnog preseka

4.2.1 Osnovne pretpostavke

Pored uobicajenih pretpostavki linearne teorije elasti¢nosti, za tankozidnu gredu
zatvorenog poprecnog preseka, uvode se pretpostavke:

1. Presek je apsolutno krut u svojoj ravni.
2. Klizanje u srednjoj povrsi koje potice od savijanja zanemaruje se.

3. Oblik deplanacije poprecnog preseka kvalitativno je isti kao i kod Saint —Venan-ove
torzije zatvorenog preseka.

4. Vrednost normalnog napona konstantna je duz normale na srednju liniju i jednaka
je vrednosti normalnog napona na srednjoj liniji popreé¢nog preseka.

5. Smic¢uéi naponi ravnomerno u rasporedeni po debljini zida.

Obzirom na pretpostake 4 i § dovoljno je naponske i deformacijske veli¢ine posmatrati u
odnosu na srednju liniju popre¢nog preseka. Veli¢ine zadate u odnosu na srednju liniju
popre¢nog preseka grede oznacene su nadvucenom crtom.

4.2.2 Kinematicke velicine i vektor pomeranja

Pomeranje At proizvoljne tacke na srednjoj liniji poprecnog preseka (slika 4.1) u
pravcima z, e, s moze da se opiSe sa pet parametara: tri pomeranja ug(x), vp(x) i wp(x),
obrtanjem ¢(x) i deplanacijom ¥(z) [3]

Aug(x)
Au 1 -yt —z4 —w(s) Avp(x)
An | = cosa sina  h,p Awp(z) (4.25)
A —sina cosa  hp Ap(x

Ad(x)

U izrazu (4.25) @(s) je normirana sektorska koordinata tankozidne grede zatvorenog
popre¢nog preseka (videti deo 4.3) i

hnp = (Y —yp)sina — (z — zp) cosa (4.26)
hp = (§ —yp)cosa + (2 — zp)sina (4.27)

Deplanacija 9 zatvorenog poprecnog preseka moze da se izrazi kao funkcija od ¢ [3]

_p—l 7
9= e Y

e (4.28)

2 (4.29)
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Inn

=" 4.30
r Ihh - Ixm ( )

Iy = / h%dA (4.31)
A

U izrazu (4.29) I, je Saint-Venan-ova torziona konstanta, a I;; sektorski momenat iner-
cije. Izraz (4.25) vodeéi racuna o (4.28) glasi

_ _ _ . - Aug(x
At 1 —gd 24 _o(s) (% + %%) (@)
_ k Avp(z)
A | = cosa  sina h (4.32)
A i “nD Awp(x)
—sina  coso hp Ap(z)
ili sazeto
Afi = LAu (4.33)
An" = | Aw A7 AL (4.34)
_ _ ~ _ 3
Loug 00 ()
L= cosa  sina hyp (4.35)
—sina  cosa hp
Ako se umesto Au u (4.33) unese (4.7) odnosno (4.8) dobija se
Afi = AAq (4.36)

gde je
N, —gN,  —2N, —g(s,N,)
A =LN = Nycosa Nysina  h,pN, (4.37)

—N,sina N, cosa hpN,

~ / - ]_ "
9(5,Ny) = &(s)(N, + %Ng,) (4.38)

4.2.3 Vektori deformacije

Linearni deo inkrementalnog vektora deformacije prema izrazu (2.34) je

Ae =L;Au=L;NAq =B Aq (439)
gde je
Ae = l QZ ] (4.40)
r
LLzl%r v ] (4.41)
s 0 s
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/

N
BL:LLA:[ “

_gN// _ZNII _g/ (87 N )
! v PN g(sN,) (4.42)
D Yp Js

U izrazu (4.42) A je dato sa (4.37). Nelinearni deo inkrementalnog vektora deformacije
dat izrazom (2.19) u razvijenom obliku glasi

[ A ] _ l L{(Aug)? + (Af2)? + (AC,)?) ] (4.43)
An)zs %(AU,xAU,S + AN A7) '

Vodedi ra¢una o (4.43), u izrazu (2.40) datom kao
Au, g = Ly,Atu =Ly, AAq =By Aq (4.44)

sada imamo da je

Au g
A,
Au, 3= | A, (4.45)
Au g
Al s
0
ox 9
Ly, = * (4.46)
NL o oz .
o 9
0s
N, -uN, =N,  —g(sN)
N,cosa N, sina hnpN,,
By, =LyrA = —Nsina N, cosa }8LDN1\IT (4.47)
N/ sina —N,, cosa —%
Ohy
83D NSO

U izrazu (4.47) A je dato sa (4.37).

4.2.4 Konstitutivna matrica

Konstitutivna matrica deformacije za tankozidnu gredu sa zatvorenim popre¢nim
presekom iznosi

E
D= [ o ] (4.48)
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4.2.5 Matrica i vektor Cauchy-jevih napona
Izraz (2.37) se moze napisati u razvijenom obliku kao
03j0ANij = Opg6Apg + 0250 AN = AUl joAul, (4.49)

gde je i, = x,s. Umesto oznaka o,,, 0,5 dalje u tekstu koristi¢e se respektivno oznake
0y 1 Tgs. Koristedi izraz (4.49) i vodedi racuna o (4.43) i (4.44) dobija se da je matrica
Cauchy-jevih napona

Og Tas

o= Oy (4.50)

Txs

Vektor Cauchy-jevih napona je jednak

Tas

&= [ 7w ] (4.51)
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4.3 Presecne sile

Kod opsteg slucaja optereéenja tankozidne grede rezultanta presecnih sila moze se
rastaviti na sedam komponenti. Aksijalna sila F, i momenti savijanja M, i M, definisani
su u odnosu na teziste poprecnog preseka. Smicuce sile F), i F} i torzijski moment M, su
definisani u odnosu na centar smicanja (slika 4.6).

U izrazima koji slede kod:

1. Tankozidne grede otvorenog poprec¢nog preseka, tildu (7) i obrnuti polukrug treba
izostaviti.

2. Tankozidne grede zatvorenog popre¢nog preseka, umesto tilde treba staviti gornju
nadvuéenu crtu (7), a umesto obrnutog polukruga Sesiri¢.

Komponente rezultante presecnih sila, vodeéi ra¢una o oznakama na slici 4.2, definisu se
na sledeéi nacin:

Slika 4.2: Komponente napona u popretnom preseku tankozidnog nosaca

1. Aksijalna sila

F,—N— / opdA (4.52)
A

2. Smicucée sile

F, = —/sz sinadA = /TwydA (4.53)
A A
F, = /sz cos adA = /szdA (4.54)

A A
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Slika 4.3: Wagner-ov efekat

3. Torzioni momenat

M, = Tsy +T_(+T) = Tp(+1,) (4.55)

gde je Tgy Saint- Venan-ov moment torzije, T = torzijski momenat vitoperenja i T,
¢isto torzijsko izvijanje. Imamo da je

Tp =Tsy + T}J (456)
Tp = / [Ta:z (:l] - yD) - Txy(g - ZD)]dA (4'57)
A
ili
Tp = / TeshpdA (4.58)
A
odnosno
Tp = / (Taz¥ — TayZ)dA — Foyp + Fyzp = Tsy + T (4.59)
A

Cisto torzijsko izvijanje T, javlja se kao dopunski torzijski momenat uzrokovan nor-
malnim naprezanjem zbog vitoperenja popre¢nog preseka (slika 4.3) i predstavlja
sekundarni efekat. Ovaj efekat je poznat kao Wagner-ov efekat [10]. Kod nosaca
punog poprec¢nog preseka ovaj efekat se, u pravilu, zanemaruje.

Vrednost sekundarnog torzijskog momenta je

_ P 14 = 204%° _ e
T, —!¢Ux¢d$dA —!amgb dAdx = de (4.60)
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pri ¢emu je ¢ udaljenost tacke na konturi popreénog preseka od centra smicanja, dok
je K Wagner-ov koeficijenat i iznosi

K= /awqﬁsz _ /Ux[(gj —yp)? + (5 — 2p)?dA (4.61)
A A
ili
K= / op(id + 12 p)dA (4.62)
A

4. Momenti savijanja

M, = / opidA (4.63)
A
M, = — / o2 A (4.64)
A

5. Bimoment

A

{zrazi za presecCne sile napisaée se u matricnom obliku

F, |
M, | i
v |=F / I enda (4.66)
M-_ o

w

U izrazu (4.66) e, ¢e se izraziti preko generalisanih pomeranja ¢vorova elementa (videti
deo 4.4) i interpolacionih funkcija (videti deo 4.9)

F, 1

M —q ! " 1" — pf

v | =F / SN, N, —EN;, —of | dAq (4.67)
y z

M S
- w

w

. . . - . / " .
gde je za tankozidni nosa¢ otvorenog poprecnog preseka f = N, a za nosac zatvorenog

popre¢nog preseka f/ = pN;. Integraljenjem izraza (4.67) dobija se

Iy A _Sy —5; _SE N; qQu
M, Sy Iyy Izy Iyw N, Qv

=F v 1 4.68
ﬁy SSZ _-I[zy _-I[zz _IIZZJ Nw ! qw ( )

w w yw zw ww f (8 17



100 GLAVA 4. TANKOZIDNA GREDA KAO KONACNI ELEMENT

ili u kompaktnom obliku
= EGNq (4.69)

U izrazu (4.68) je

S, = / jdA (4.70)
A
S, = / zdA (4.71)
A
S_ = / 5dA (4.72)
A
Iy, = / §2dA (4.73)
A
I.= / 72dA (4.74)
A
2
5= [&da (4.75)
A
[_= / FodA (4.76)
A
1= / jodA (4.77)
A

Posto je pretpostavljeno da su y i z glavne centralne ose inercije popreé¢nog preseka, tada
je

Sy=8.=1Iy=0 (4.78)

Posto je pretpostavljeno da je w normirana sektorska koordinata, a tacka D(zp,yp) je
centar smicanja, tada je

S_=1_= Iyz =0 (4.79)
Tada je vrednost matrice G u izrazu (4.69)
A
Iyy
G = B (4.80)
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Normalno naprezanje u elementu iznosi

0y = Eey = E[ 1 —§ -3 —o }Nq (4.81)
Vodedi ra¢una o (4.69), izraz (4.81) glasi
Fy
- . = _ M
O'x:E[l -y —Z —w}G L M; (4.82)
M_
w
Izaraz (4.82), vodedi rac¢una o (4.80) glasi
E M M, _M_
Op=— —j—+2-"4 + 0 (4.83)
A I, I.. I_—
Zamenom izraza (4.83) u izraz (4.61) ili (4.62) Wagner-ov koeficijent ima vrednost
Fy
_ - M
K= /¢2 (1 5 —z -5 |dact| F (4.84)
M,
A M_
w
ili skrac¢eno
Fy
_ M
_ aT-1 z
K=pG M, (4.85)
M_
gde je
aT :/¢2[ 1 —j % - |d4A (4.86)
A
Posle integraljenja izraza (4.86) imamo
Iy + L. + A(yh + zD)
. ~I[ 97" + 2*)dA = 2ypLy,)
2
0= 3, = _[l{g(g2 +22)dA—2ZDIzz] (4.87)
Pa — Jo(7? + 2%)dA
A
Izraz (4.85) moze da se predstavi i u obliku
Fy
- M.
— T z
K=« M, (4.88)
M_
w
gde je
B
(o1 54;
(0%} —i
Ba

Qg
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4.4 Vektor generalisanih pomeranja i vektor generalisanih
sila

Razmatra se prava tankozidna greda otvorenog ili zatvorenog popre¢nog preseka. U
¢voru 1 je postavljen lokalni koordinatni sistem oxyz desne orijentacije. Osa x poklapa
sa osom grede, a ose y i z sa pravcima glavnih centralnih osa inercije poprec¢nog preseka
(slika 4.4). Na slici 4.5 su prikazani pozitivni smerovi generalisanih pomeranja u ¢voru
tankozidne grede. Vektor generalisanih pomeranja elementa obelezic¢e se sa

X Y

Slika 4.4: Prava tankozidna greda otvorenog ili zatvorenog popre¢nog preseka

' =|a a a, qf } (4.90)
gde su
al = | uor uo | (4.91)
_
4y, = | YD1 P21 UD2 $z2 ] (4.92)
_
Qy = | WD1 Pyl WD2 Py2 } (4.93)
_
dp = | Pzl U 2 U2 } (4.94)

Vektor generalisanih pomeranja elementa u obliku pogodnijem za transformaciju iz lokalnog
u globalni koordinatni sistem je

a' =| o dof | (4.95)
gde je

qu:[UOi Upi Wpi Pz Pyi Px Vi [,1=1,2 (4.96)
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Z

Slika 4.5: Komponente generalisanih pomeranja u ¢voru tankozidne grede

Na slici 4.6 su prikazani pozitivni smerovi generalisanih sila u ¢évoru tankozidne grede.
Vektor generalisanih sila grede je

AfT = [ AfI AfT AfD AET (4.97)
zde su

7 = [ Fy Fy ] (4.98)

£/ = Py M Fp M. | (4.99)

£l = FPa My Fo My | (4.100)

£ = | Mo M, My M, ] (4.101)

Vektor generalisanih sila elementa u obliku pogodnijem za transformaciju iz lokalnog u
globalni koordinatni sistem je

7= [ £ | (4.102)
gde je
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Slika 4.6: Komponente generalisanih sila u ¢voru tankozidne grede

4.5 Sile unutar jednog konac¢nog elementa

Vodedi racuna o izrazima za presecne sile, sile unutar jednog kona¢nog elementa,
izrazene preko vrednosti sila u ¢vorovima elementa iznose [10]

[ er i Fyo
k2

Fye _sz

er T

Mae ) _ Mar (4.104)

Mye — Myl +x T,

M. — My + TF

Jw_\(;e M:)/2
| Ke | an + x|
ky = My1 + Myg (4105)
ky= M. + M, (4.106)
a1 = a1 Fpo — oM, — a3My1 + as M o (4.107)
19 = ok, + Ozgky (4.108)

4.6 Matrice krutosti

Linearna matrica krutosti odreduje se prema izrazu (2.36) uz vodenje racuna o (4.15),
(4.21), (4.42) i (4.48). Posle integracije i sredivanja dobija se linearna matrica krutosti za



4.6. MATRICE KRUTOSTI 105

tankozidnu gredu sa otvorenim i zatvorenim poprec¢nim presekom

EFK;
K| = ElyyKas B Ko (4.109)
K27(¢7 Z‘j)
Ko7 (,5) = OEL__ [6Kon + k& (1,5)Kig + (), 3)Kas (4.110)
2 _ GI:B:B
k(Y,w)= Bl (4.111)
_ 1
o) = =L (4.112)
k (¢,0)

gde su promenjive ¢ = 1,p (p je dato izrazom (4.30)), a w = w,w (videti deo 4.3).
Prve vrednosti promenjivih ¢ i p odgovaraju tankozidnoj gredi sa otvorenim poprecnim
presekom, a druge tankozidnoj gredi sa zatvorenim popreé¢nim presekom.

Izraz (4.110) za tankozidnu gredu sa otvorenim poprec¢nim presekom glasi

Kor(1,w) = Fly (Ko + FKig) (4.113)
GI

B = 2 4.114
El. (4.114)

a za tankozidnu gredu sa zatvorenim poprecnim presekom

. A -1
Ko7 (p,w) = pElg (,OKQQ + k‘QKlg + /0]%2 K24) (4.115)
A GI
k2= 2= 4.116

Nelinearna matrica krutosti odreduje se prema izrazu (2.41) uz vodenje rac¢una o izrazima
(4.20), (4.23), (4.47) i (4.50) kao i o izrazima za sile u elementu (videti deo 4.5). Posle
integraljenja i sredivanja, nelinearna matrica krutosti za tankozidnu gredu otvorenog i
zatvorenog poprec¢nog preseka svodi se na izraz

KNL,uu KNL,uv KNL,uw KNL,wp

Knrww 0 Knrw
Knyr — ) Ve 4.117
NE KNL,ww KNL,wap ( )
sym KnNrLpp
gde je
KNL,uu = Fx2K1 (4118)

k k
Knpuw = —M1Ks + f(K:ﬂ + Ky )Knpuw = —MaKs + f(K:ﬁ +Ky) (4.119)
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k
Knruw = M Ks — fy(KG + K7) (4.120)
Knrupe = —tpM_,Kos (4.121)
Knrvw = FroKs (4.122)
k. k,
KNL,mp = 7#(]\4le<15 - leﬁ) + (Myl + ZDFgCQ)Kg — f(KIO + K11) (4.123)
Knrww = Fr2Ki2 (4.124)

k k.
Knrwe = =My Ky7 — ny18) + (M1 — ypFr2)Kao — f(K13 +Kis) (4.125)

oY
KLy = VFpKas + 011K1g + — Koy (4.126)

L
Matrice K7, i Ky, zavise od usvojenih interpolacionih funkcija (videti deo 4.9) i usvojenog
vektora generalisanih pomeranja u ¢vorovima (videti deo 4.4).

Vrednosti submatrica matrica Ky, i Ky, kada su interpolacione funkcije polinomi,
date su u prilogu A.

Za tankozidnu gredu otvorenog i zatvorenog poprec¢nog preseka, kada su interpo-
lacione funkcije date u obliku hiperbolickih funkcija, vrednosti integrala u submatricama
matrice krutosti (osim submatrice Ko7 koja je data u prilogu A) KNL,up; KNL v, KNLwe
i KNL,pp racunaju se numerickim putem (videti deo 8.4).

4.7 Vektor ekvivalentnog ¢vornog opterecenja

Vektor ekvivalentog ¢vornog opterecenja r za raspodeljeno linijskog optereéenje jed-
nak je

r= —/ATpdm (4.127)
L

Komponente vektora r su

rl = v, rl rl rl ] (4.128)
T = Fy Fyo ] (4.129)
vl =[Py M Fp M | (4.130)
o= Fa My Fa Mg | (4.131)

rl = [ Mg M_, My M_, ] (4.132)
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U izrazu (4.127) A je definisano matricom (4.10) za otvorene, a matricom (4.37) za
zatvorene poprec¢ne preseke. Ako se uzme da su komponente vektora linijskog optereé¢enja

p'=[p by | (4.133)

date duz z ose i u pravcima z,y i z ose, integral (4.127), vodeéi ra¢una o interpolacionim
funkcijama (videti deo 4.9) svodi se na

_ T }
11
Iy pmNZ [5 5} Pa
. NI [lil_L}pr
r = v —_ _ Yy-To der =L 2 12 2 12 4.134
Iy / pNEL | 1oL o1 oo ]" (4.134)
r L 0 2 12 2 12 | P-
©
[0 00 0

Komponente vektora ekvivalentnog ¢vornog optereéenja, u obliku pogodnijem za transfor-
maciju iz lokalnog u globalni sistem, date su u obliku

=[x 1T | (4.135)
gde je
7 = [ Fu Fjy Fa Mg My Ma M_ } i=1,2 (4.136)

4.8 Vektor internih ¢vornih sila

Vektor internih ¢vornih sila ra¢una se prema izrazu (2.43). Vodedi ra¢una o izrazima
{4.15) i (4.24) za tankozidnu gredu otvorenog popre¢nog preseka kao i o izrazima (4.42) i
{4.51) za tankozidnu gredu zatvorenog poprecnog preseka, vektor internih ¢vornih sila je

f, awN;T
£, —jo N, T
fi = = 7 A dv 4.1
‘ fu / —Z0,N, T (4.137)

f, v —0g'(s,ND) + G

gde je za tankozidnu gredu sa otvorenim popre¢nim presekom

89(87 Ng) ~ T ag(s, Ng) ~ 'T
G = [T S ()N ey~ [T = )N (4139
a za tankozidnu gredu sa zatvorenim poprecnim presekom
/ dg(s,NT)
_ T Ny
G =[hpN, — ——5—"]7s (4.139)

Integraljenjem izraza (4.137) i vodeéi racuna o izrazima za presecni sile (videti deo 4.3),
izrazima za sile unutar jednog konacnog elementa (videti deo 4.5) i interpolacionim funkci-
jama (poglavlje 4.9), posle sredivanja dobija se izraz za vektor internih ¢vornih sila za
tankozidnu gredu sa otvorenim i zatvorenim popre¢nim presekom

T (-1 1 }TFJCQ
fin = / e, | dr = | M M | (4.140)
7 _MyerN [ ky LT Y; }T
_wMEeN T L yl LT y2

%)
_MZEQB
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U izrazu (4.140) vektor B moze da ima slede¢e vrednosti:

1. Ako su, kod tankozidne grede sa otvorenim poprec¢nim presekom, interpolacione
funkcije date u obliku polinoma

B' = [ 010 =l } (4.141)

2. Ako su, kod tankozidne grede sa otvorenim i zatvorenim popre¢nim presekom, in-
terpolacione funkcije date u obliku hiperboli¢kih funkcija

0
= L | 2coshA—1)—4AsinhA (4.142)
A v
—2(cosh A — 1) + 9 Asinh A
A =2(1 = chA) + ¢AshA (4.143)

\X=kL

Promenjiva ¢ = 1, p (p je dato izrazom (4.30)). Prva vrednost promenjive 1) odgo-
vara tankozidnoj gredi otvorenog poprec¢nog preseka, a druga tankozidnoj gredi zatvorenog
popreénog preseka.

4.9 Matrice interpolacionih funkcija

Za tankozidnu gredu otvorenog i zatvorenog poprecnog preseka usvojene su interpo-
lacione funkcije u obliku Hermite-ovih polinoma i u obliku hiperboli¢kih funkcija. Imamo
da su matrice interpolacionih funkcija jednake

N,=[1-% %] (4.144)
(1—3<z>2+2(z>3 )
r | L(B) 208+ (3)
N, = 3(2)% —2(2)? (4.145)
| -L((®-®)?)
1=3(5)°+2(3)
NT _ —L ((;(){22_(%)(53&) ) (4.146)
(@ -@)

Matrice interpolacionih funkcija za obrtanje ¢, tankozidne grede, usvajaju se u slede¢em
obliku:
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u obliku polinoma

N, = N,

funkcije su date u obliku hiperboli¢kih funkcija [3]

+sinh A sinh kz + (1 — cosh X) cosh kx
YA cosh A — sinh X + (1 — 1) cosh X) cosh kz+
+(1 + 9 Asinh A — cosh A) sinh ka+
+(sinh A — ¥ cosh A) cosh kz

1 — cosh A + 1 sinh Nkz— )

( 1+ wX sinh A — cosh A — 1) sinh Nez+ )

1
vk

— sinh Asinh kz — (1 — cosh A) cosh kz
1 sinh A — A + (¢ — ¥ cosh A) ka—
¢k \ —(1— cosh X) sinh kz + (@Z)X — sinh X) cosh kz

U izrazu (4.148) k je odredeno izrazom (4.111).

)

109

. Kod tankozidne grede otvorenog poprecnog preseka, interpolacione funkcije su date

(4.147)

. Kod tankozidne grede otvorenog i zatvorenog poprecnog preseka, interpolacione

(4.148)
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5.1 Greda sa dva ¢vora

5.1.1 Vektor generalisanih pomeranja i vektor generalisanih sila

Razmatra se prava greda u koordinatnom sistemu oxyz desne orijentacije. Osa x
poklapa sa osom grede, a ose y i z poklapaju se sa pravcima glavnih centralnih osa inercije
poprecnog preseka (slika 5.1). Na slici 5.2 su prikazani pozitivni smerovi generalisanih
pomeranja u ¢voru grede. Vektor generalisanih pomeranja u ¢vorovima grede obelezen je

X Y

Slika 5.1: Prava greda

sa
a" =[d of ol ol | (5.1)
gde su
£ m ] .
al = v a1 w e | (5.3)
ab=[w en w gy | (5.4)
ab =] ¢at u | (5.5)

Vektor generalisanih pomeranja u ¢vorovima u obliku pogodnijem za transformaciju iz
lokalnog u globalni koordinatni sistem glasi

a =|af of | (5.6)
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Slika 5.2: Generalisana pomeranja u ¢voru grede

gde je

e

qQ; = | Ui UV Wi Pai Pyi Pzi (5.7)
1=1,2
Na slici 5.3 su prikazani pozitivni smerovi generalisanih sila u ¢voru grede. Vektor gene-
ralisanih sila u ¢vorovima grede obelezen je sa

R T T T (5.8)
gde su

£ = P Fa | (5.9)

£/ = | Fn Mo Fp M. | (5.10)

£l = Fu My Fo My | (5.11)

£ = | My M, | (5.12)

Vektor generalisanih sila u ¢vorovima u obliku pogodnijem za transformaciju iz lokalnog
u globalni koordinatni sistem glasi

£T — [ £ £ } (5.13)
gde je

£ = [ Foi Fyi Fau My My, Mzi} (5.14)
i=1,2 |
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Slika 5.3: Generalisane sile u ¢voru grede

5.1.2 Sile unutar jednog konacnog elementa

Vodeéi racuna o izrazima izvedenim u delu 4.5 za tankozidnu gredu, mogu da se
dobiju izrazi za gredu, ako se stavi da su M, =01 K = 01 iznose

i er i F£E2
Fye _fz
S 7 (5.15)
Mxe N M:L‘Q )
Mye — iyl + azkfy

| Me | | — Mz —i—xk—LZ ]

5.1.3 Matrice krutosti

Iz matrice krutosti tankozidne grede date izrazom (4.109) moze da se dobije matrica
krutosti grede, ako se koriguje izraz (4.110). Izraz (4.110) moze da se napiSe u obliku

Ko7 (¢, 0) = *EI__Koy + GL.Kig + Y EI_ (¢, 0)Kas (5.16)
Posto je ¢ = 0 i veli¢ine vezane za sektorske koodinate su jednake nuli, tada je (5.16)
Ko7 = Gl Kig (5.17)
Linearna matrica krutosti grede je
EFK,

B EI,,Kos
K, = Bl Ko (5.18)

Ky
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Nelinearnu matricu krutosti grede dobijamo iz nelinearne matrice krutosti tankozidnog
nosaca (4.117), vodeéi ra¢una da je za gredu ¢y =0, yp = 0 i zp = 0. Nelinearna matrica
krutosti grede je

KNL,uu KNL,uv KNL,uw

KNL VY 0 KNL v
Ky = ' i 5.19
NL Kynrww KNLuwe (5.19)
sym Knyr,pp

Submatrice matrice 5.19, saglasno sa submatricama tankozidnog nosaca (vidi deo 4.6),
glase

KNL,uu = Fa:ZKl (520)
k.
Knruw = —Ma Ko + Z(K:a +Ky) (5.21)
ky
Kypuw = My Ks — - (Kg — K7) (5.22)
Knrw = Fr2Ks (5.23)
ky
KnLwe = M Kg — f(Km +Ki1) (5.24)
KNL,ww = Fx2K12 (525)
k.
Knrwe = Mz1Ka — f(K13 +Ki4) (5.26)
12
KnL,pp = a11Kig + TKQI (5.27)

Matrice K7, i Ky, zavise od usvojenih interpolacionih funkcija (videti deo 5.1.6) i usvo-
jenog vektora generalisanih pomeranja u évorovima (videti deo 5.1.1). Vrednosti subma-
trica matrica Ky, i Ky date su u prilogu A.

5.1.4 Vektor ekvivalentnog ¢vornog opterecenja

Vektor ekvivalentog ¢vornog optereéenja r jednak je

rl = [ r, r, rl rl ] (5.28)
gde je

vl =| Fu Fio | (5.29)

vl = By M Fp M | (5.30)

.1
I

D= P My Fo Mp | (5.31)
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v = [ Ma My | (5.32)

Ako se u izraz (4.10) stavi da je yp = 0, zp = 0 i w(s) = 0 dobija se matrica operator za

gredu

—yN, —2N,,
—2N, (5.33)

N yIN

w

v

©

Komponente vektora linijskog opterec¢enja su

p'=[r by | (5.34)

i date su duz z ose i u pravcima z,y i z osa.
Integral (4.127), vodeéi ra¢una o interpolacionim funkcijama (videti deo 5.1.6), svodi
se na

Iy prg _ { 2 2 }Tpm T _
_ Iy _ pyNZ de = L |: % % % _Tlé } Py 535
g Top / p.NL | 4 {1 L1 L]Tp (5-35)
r L 0 2 12 2 %12 z
’ _ [0 0] |

Komponente vektora r u obliku pogodnijem za transformaciju iz lokalnog u globalni ko-
ordinatni sistem su

rl = { vl el } (5.36)
zde je
rZT = { Fr Fyl F.o My Myl M ] i=1,2 (537)

5.1.5 Vektor internih ¢vornih sila elementa

Da bi se dobio vektor internih ¢vornih sila, prema izrazu (2.43), potrebna je matrica
B;. Matrica By, moze da se dobije iz izraza (4.15) za tankozidnu gredu. Posto je yp = 0,
zp = 01 w(s) = 0 matrica By, glasi

N, -yN, —2N, /
B, = —2N,, (5.38)
yN,,

Zamenom izraza (4.24) i (5.38) u izrazu (2.43) dobija se

fintu g xN;LT F, areN,uT
£, —yo, NI M., .N'T
fin — intv _ / T }; d — / ze 1;” d .
’ fintw 7 _ZUwaT v 7 _MyerT “ (5 39)
finte —[yTez — 270y N ] MMNZDT
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Integraljenjem (5.39) i posle sredivanja, vodeéi racuna o izrazima za presecne sile (videti
deo 4.3), izrazima za sile unutar konac¢nog elementa (videti deo 5.1.2) i interpolacionim

funkcijama (videti do 5.1.6), dobija se

[ [71 1}TF962 ]
PR A,
fint: L z1 L 22 .
[_kfy Myl 7% My?}
i [—1 1} Mo ]

5.1.6 Matrice interpolacionih funkcije

(5.40)

Interpolacione funkcije su date u obliku Hermite-ovih polinoma u bezdimenzional-

nim koordinatama gde je 0 < ¢ <11 glase
N,=[1-¢ ¢|

Ny

[1-3e2+26% Lig-22+¢%) 362-28 —L(€-¢) ]

Ny, =[1-32+268 —L(g-262+6%) 32-28 L(@-¢) |
Nw:[l—f f}
gde je
X
=TI

(5.41)
(5.42)
(5.43)

(5.44)

(5.45)
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Z
Slika 5.4: Osnovne kinematicke veli¢ine u ¢voru grede koja ima unutrasnje ¢vorove

5.2 Greda sa unutrasnjim ¢vorovima

5.2.1 Kinematicke velic¢ine i vektor pomeranja

Vektor inkrementalnog pomeranja Au, tacke S(y,z) poprecnog preseka moze da se
opiSe sa Sest parametra: tri pomeranja u(z), v(z), w(z) i tri obrtanja ¢(z), ¢(x), p(2)
preseka (slika 5.4)

Ay
Ay 1 z =y ﬁ:j)
Av, | = 1 —z (5.46)
Aw, 1 g Apa
Ay,
L A(Pz i
ili u sazetom obliku
Au, = LAu (5.47)
gde je
Ay
Au, = | Av, (5.48)
Aw,
Ay
Av
Aw
Au = Ay, (5.49)
Agpy
L Aps |
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L= 1 -z (5.50)

Vektor parametara pomeranja Au moze da se izrazi u funkciji generalisanih pomeranja
¢vorova q (videti deo 5.2.5) i interpolacionih funkcija na slede¢i nac¢in

Au = NAq (5.51)
gde je
"N, -
N,
N
N = w (5.52)
N,
Ny,
i Ny, |

U izrazu (5.52) Ny, Ny, Nw, Ny, , N, , N, su matrice interpolacionih funkcija (videti
deo 5.2.9). Izraz (5.47) sada glasi

Au, = AAq (5.53)
gde je

N, zNw —yNy,
A =LN = N, —zNg, (5.54)

5.2.2 Vektori deformacije

Linearni deo inkrementalnog vektora deformacije (2.34) glasi

Ae =LpAu, =L;AAq =B;Aq (5.55)
gde je
Ae,
Ae = | 2Aeyy, (5.56)
2Ae,,
a@
L=-|4 2 (5.57)
il o
0z oz
Nu , , ZNSOy _yN‘pz
B, =LA = N, —zN,, N, (5.58)
Nw yN‘Pz N‘Py
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U izrazu (5.58) A je dato sa (5.54). Nelinearni deo inkrementalnog vektora deformacije
dat izrazom (2.19) u razvijenom obliku glasi

AT].IZ‘ % {(Au*,x)z + (AU*,m>2 + (Aw*,$)2}
An= | 2An,y | = (AU Aty y + Awy g Awy y) (5.59)
200, (At z Ay, + Avy Ay )

Vodedi ra¢una o (5.59), u izrazu (2.40) datom kao
Au, g =LyrAu, =Ly, AAq =By Aq (5.60)

sada imamo da je

AU*,&?
A'U*@
Aw*,m
Au, ;= | Ausy (5.61)
Awy
AU*,Z
AU*,Z

Lyvp= | & (5.62)

By =LNLA = -N (5.63)

5.2.3 Konstitutivna matrica

Konstitutivna matrica za tankozidni nosa¢ otvorenog poprec¢nog preseka iznosi

E
D= G (5.64)
G

gde je E' Young-ov moduo elasti¢nosti, a G je moduo klizanja.
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5.2.4 Matrica i vektor Cauchy-jevih napona
Izraz (2.37) se moze napisati u razvijenom obliku kao
0ij0ANj = Op0 ANy + Opy0 ANy + 020AN,, = 5Au£d0Au£d (5.65)

gde je i,j = x,y,z. Umesto oznaka 0., 04y, 0. dalje u tekstu koristice se respektivno
oznake 0y, Tyy 1 7,,. Koristedi izraz (5.65) i vodeéi racuna o (5.59) i (5.60) dobija se da je
matrica Cauchy-jevih napona jednaka

Og Txy Trz
Oz Txz
Og Txy
0= Tay (5.66)
Txy
Txz
L TIZ -

&= Ty (5.67)

5.2.5 Vektor generalisanih pomeranja i vektor generalisanih sila

Greda osim dva spolja$nja ¢vora moze da ima viSe unutradnjih ¢vorova, tako da
je ukupan broj évorova grede k (slika 5.5). U évoru I postavljen je lokalni koordinatni
sistem oxyz desne orijentacije. Ose y i z poklapaju se sa pravcima glavnih centralnih osa
inercije poprecnog preseka. Pretpostavlja se da je broj generalisanih pomeranja u svim
¢vorovima isti (slika 5.2), a takode i broj generalisanih sila (slika 5.3). Vektor generalisanih
pomeranja u ¢vorovima grede je

o =|da] o af o, af qf | (5.68)
gde su
qg = U U U3 ... U ... U } (5.69)
qg = V1 V2 U3 ... Uy ... Uk } (5.70)
qg = wy, wy w3 ... Wi ... Wk } (5.71)
qu = [ Pzl Pa2 P23 oo Pxi oo Pk } (5.72)
qu = [ Oyl Py2 Py3 - Pyi oo Pyk } (5.73)
qu = { ©21 P22 P23 oer Pziooeo Pzk } (5.74)
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Slika 5.5: Greda sa unutrasnjim ¢vorovima

gde je i = 1,2, ..., k. Vektor generalisanih pomeranja u ¢vorovima grede u obliku pogod-
nijem za transformaciju iz lokalnog u globalni koordinatni sistem glasi

T T T T T T
q :{‘h 9Q 4d43 --- 9 .- qk}
zde je

q7;T = { Ui Vi Wi Pxi Pyi Pz }
Vektor generalisanih sila u ¢vorovima grede je

T _ T T T T T T
= [ & € € € € L]

gde su

T _ | )

fu=| Fo Fax Fus ... Fu ... ka}

T _ | )

fo =| Fpn Fp Fpg ... Fu ... Fyk}

T _ | )

fy =| Fa F Fas ... Fu .. Fk}
fT—[M M, M, M,; M }
Or zl 2 3 .- 7 zk
fT:[M M, M, M,; M
0y yl y2 y3 .- yiooc e yk
fT—[M M., M M M ]
0z zl 22 23 .- z4 .- zk

(5.75)

(5.76)

(5.77)

(5.78)
(5.79)
(5.80)
(5.81)
(5.82)

(5.83)
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Vektor generalisanih sila u ¢vorovima stapa u obliku pogodnijem za transformaciju iz

lokalnog u globalni koordinatni sistem glasi
= & & ... £ . ]

gde je

sz:[in Fyi F.i Mgy My, Mzi}

5.2.6 Matrice krutosti

(5.84)

(5.85)

Linearna matrica krutosti odreduje se prema izrazu (2.36), vodeé¢i racuna o (5.58) i

(5.64), i iznosi

[ KL,uu
KL,vU
K, = KL,ww KL,wcpy
r KL,SOMD.T
gde je
KL,uu = AEKl
KL,vv = AGK2
KL,ww = AGK3

Koo, = AG (Iyy + 1..) K4
K., 0 = EL.K; + AGKq
Krg.p. = E1,yK7 + AGKg
Ko, = —AGKjg

K7y, = AGKy

K, = / NN, dx
L

Ko — / NN dz
L

K3 = /N’wTN;Udm
L

KL:”QOZ

KL,SDZ‘PZ -

(5.86)

(5.87)
(5.88)
(5.89)
(5.90)
(5.91)
(5.92)
(5.93)

(5.94)

(5.95)

(5.96)

(5.97)
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K,= [ NI'N, d« 5.98
Pz Pz

m[

Ky = / NN, dz (5.99)
L

K¢ = / N. N, dx (5.100)
L

K; = /N;ZN;de (5.101)
L

Kg = / N’ N, dx (5.102)
L

Ko = / NN, dz (5.103)
L

Ko = / NN, dz (5.104)
L

Da bi se izbegao fenomen shear locking-a i da bi se popravilo reSenje za konaéni
clemenat, primenjuje se selektivna integracija sa dve tacke za izraze matrice krutosti koji
se odnose na smicanje transferzalnim silama (Kg, Kg), dok se za ostale ¢lanove primenjuje
tacna integracija [52]. Ako se usvoje interpolacione funkcije prema delu (5.2.9), vrednosti
ovih matrica su:

I 1

Kg=Kg=— 1 (5.105)

) 4

Nelinearna matrica krutosti odreduje se prema izrazu (2.41) uz vodenje rac¢una o izrazima
(5.63), i (5.66), kao i o izrazima za sile u elementu (videti deo 4.5). Posle sredivanja,
nelinearna matrica krutosti za gredni elemenat iznosi

[ KNL,uu KNL,ugoy KNL,ucpz 1
Knr,ww KNL e,
©
KNL _ KNL,ww KNL,wcpx (5 106)
KNL»‘PI‘PE
sym KNL#Py‘Py KNL:‘Py‘Pz
L KLySDzSOz m

gde je

KNpuu = Fr2Ky (5.107)
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KNL,U’U = Fx2K2
Kyrww = Fr2K3

(Lyy + 122)

KNLypope = — 1 Fa2Ky

1
Krgyp, = szzK5

I
KnLp.p. = %Fx2K7

™

Y (K11 + Kiz) — M1 Ko

KNL,ugay = f

k
KNLup, = f(KM + Kig) — M.1K;5

k
Knrvp, = fy(KN + Kig) — My1Kig
k.
KNLwe, = —f(Kzo + Ko) + M1 Koy

KNL,p. = —Mpa(Koz — Kay)
Ky = / NN, dx
L
K = / NN, da
L
_ /T /
K13 = /.’BNu wadm
L
Ky = / NN, dz
L
K5 = / NN, dz
L
o /T /
K16 = /xNu Ngozdx
L

Ki7 = / NN, dz
L

(5.108)

(5.109)

(5.110)

(5.111)

(5.112)

(5.113)

(5.114)

(5.115)

(5.116)

(5.117)

(5.118)

(5.119)

(5.120)

(5.121)

(5.122)

(5.123)

(5.124)
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o /T !
Klg = /NU N%de (5125)
L
Kig = / eNJIN, da (5.126)
L
_ T
Ky = / NN, da (5.127)
L
o /T /
K21 = /Nw wadl‘ (5128)
L
Koy = / aNJN, dv (5.129)
L
Koz = / N N, dx (5.130)
L
Koy = / N/ N, dx (5.131)
L

Vrednosti integrala kod submatrica matrica krutosti ra¢unaju se numerickim putem (videti
deo 8.4).

5.2.7 Vektor ekvivalentnog ¢vornog optereéenja

Vektor ekvivalentog ¢vornog opterecenja r jednak je

v' =l o] ol L rgy rl. } (5.132)
gde je

rf::... Fy; ] (5.133)

T = ... Fy M, ... ] (5.134)

rl = . Fu My ... ] (5.135)

1{5::... M, } (5.136)

gdejei=1,2,3,....,k, a k je broj ¢vorova.
Komponente vektora linijskog optereéenja p u izrazu (4.127) su

pT = [p;t Py Pz } (5.137)
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i date su duz z ose i u pravcima z,y i z osa.
Integral (4.127), vodeéi racuna o interpolacionim funkcijama (videti deo 5.2.9) i
(5.54) svodi se na

[Ty ] [ 2Ny, ]
ry, pny
T
p= | Teo| = _/ pNu | g, (5.138)
Ty, ] 0
oy, 0
L réoz . L O i

Komponente vektora r nalazimo postupkom numericke integracije (poglavlju 8.4).
Komponente vektora r u obliku pogodnijem za transformaciju iz lokalnog u globalni
koordinatni sistem su date

rT:[r{ D~ SUUUES r{} (5.139)
gde je
rzT:[le Fy Fa My My le],@:1,2,3,...,/<; (5.140)

5.2.8 Vektor internih ¢vornih sila

Vektor internih ¢vornih sila nalazi se iz izraza (2.43). Vodeéi racuna o izrazima
(5.58) i (5.67) i silama unutar jednog konacnog elementa (videti do 4.5), vektor internih
¢vornih sila iznosi

Fuo [N dx
L

—%LfNUTdm

%’{Ngdx

fint = 2My [N da (5.141)
L

/ k. /
- ylgN@Tydx—F 7 j_:fﬂsNg;d:cﬂL{Ngydx

—M.y [NLdo+ %  [oNTdo + [NT_do
L L L

Vrednosti komponenti u izrazu (5.141) nalaze se postupkom numericke integracije (poglavlju
8.4).

5.2.9 Matrica interpolacionih funkcija

Posmatrace se elemenat sa tri ¢vora. Kao interpolacione funkcije usvajaju se La-
grange-ovi polinomi drugog reda gde je koordinata 0 < z < L. Da bi se polinomi izrazili
preko bezdimenzionalne koordinate —1 < & < 1 koristi se relacija

L

r=2(1+8) (5.142)
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Za krivolinijski elemenat sa tri ¢vora, interpolacione funkcije glase

Lo
Ni=3 (g - g) (5.143)
_§
Ny = 3 (1+¢) (5.144)
_¢
N3 = 5 (1+¢) (5.145)
Matrica kolona interpolacionih funkcija glasi
Ni=| N Np Ny | (5.146)
gde je

1= U, U, W, Pz, Py, Pz (5.147)
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X

Slika 5.6: Prosti $tap sa unutrasnjim ¢vorovima

5.3 Prosti Stap sa unutrasnjim ¢vorovima

5.3.1 Osnovne pretpostavke

Prosti §tap sa unutrasnjim ¢vorovima moze da se upotrebi za modelovanje kablova,
ako su zadovoljene sledece pretpostavke:

1. Materijal od koga je element napravljen je idealno elastican, homogen i izotropan, u
skladu sa Hooke-ovim zakonom.

2. Elemenat je idealno fleksibilan i odgovarajuée presecne sile su sile zatezanja koje
imaju pravac tangente na luk elementa.

3. Normalni naponi su konstantni u popre¢nom preseku, a povrsina popre¢nog preseka
ostaje konstantna tokom deformacije elementa.

4. Pomeranja elementa mogu da budu velika, ali su deformacije male.

5.3.2 Kinematicke veli¢ine i vektor pomeranja

Dat je prosti §tap sa ve¢im brojem unutrasnjih ¢vorova u globalnom koordinatnom
sistemu (slika 5.6). Neka je

mXT(s) = [ MX(s) ™Y (s) "Z(s) | (5.148)

vektor polozaja proizvoljne tacke na osi Stapa u konfiguraciji "*C' u globalnom koordinat-
nom sistemu, a s lu¢na koordinata grede. Inkrementalno pomeranje proizvoljne tacke na
osi grede AU u globalnom koordinatnom sistemu iznosi

AU =™mHxX _mx (5.149)
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AU"(s) = [ AU(s) AV(s) AW(s) | (5.150)

gde su AU, AV, AW inkrementalna pomeranja u odnosu na globalni koordinatni sistem.
Ovo inkrementalno pomeranje moze da bude izrazeno preko Aq (videti deo 5.3.6) kao

AU = NAq (5.151)

gde je N matrica interpolacionih funkcija (videti deo 5.3.10).

5.3.3 Vektori deformacija

Linearni deo inkrementalnog vektora deformacije u pravcu ose elementa (slika 5.6)
iznosi

Ae = [Aeg] (5.152)
gde je

d™XT d(AU)
Aeg =
€ mds  Mds

(5.153)

Posto je usvojena izoparametarska formulacija kona¢nih elemenata, vodeéi ra¢una o izraz-
ima u dodatku C, izraz (5.152) sada moze da se prikaze kao

d™IN T /d™N 1
Aes = " Aq= mal'NIN ;Aq = "B A 154
¢ (mds a) <md8) q |mJ|2 a N AN eAq =, BbrAq (5.154)

U izrazu (5.154)
1

TNT
mBL = " NN (5.155)

ie linearna matrica transformacije i

51
mS2
mg(g) = [ Ny Ny ... Ni } : (5.156)
msk
ms1
m m "0s Mg
J=mJ3(¢) = © _ [ Nie Nog ... Neg | 2 (5.157)
23
msk
Nelinearni deo inkrementalnog vektora deformacija iznosi
An = [Ans] (5.158)
gde je
1d(AUT) d (AU
Angs = ( )4(AU) (5.159)

2 mds mds
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Na osnovu izoparametarske formulacije elementa i imajué¢i u vidu izraze u dodatku C,
izraz (5.159) glasi

1 (dN T7dN 1/ 1 T/
2= (rge2e) (7gde) = 5 (pNesa) (gNeda) 6o

Izraz (5.160) posle sredivanja iznosi

1
Angs = iAqT%B%LmBNLAq (5.161)
gde je
mBNL = N (5.162)
wBvL = gy e -

nelinearna matrica transformacije.

5.3.4 Konstitutivna matrica

Konstitutivna matrica jednaka je

D = [E] (5.163)

5.3.5 Matrica i vektor Cauchy-jevih napona

Matrica Cauchy-jevih napona jednaka je

mo.s

Mo = Mo (5.164)

mo.s

a vektor Cauchy-jevih napona jednak je

mG — Mg (5.165)

Normalni naponi u prostom stapu

Za prost stap koji je opterecen raspodeljenim optere¢enjem normalna sila u elementu
je kontinualno promenjiva. Ako je usvojena pretpostavka da je sila zatezanja u jednom
kona¢nom elementu konstantna, onda se osrednjena vrednost normalnog napona moze da
prikaze kao

m[

1 1
Moy = — /Jsds =mI /crs | J| d€ (5.166)
mL é’

Imajuéi u vidu inkrementalan pristup analizi, od interesa je da se odredi inkrement nor-
malnog napona usled prelaska elementa iz poznate trenutne konfiguracije ™C' u nepoznatu
narednu konfiguraciju ™*'C. To je inkrementalni normalni napon

Acs = Eleg (5.167)
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gde je uzet u obzir samo linearni deo inkrementalne dilatacije. Kako je inkrementalna
dilatacija data sa Aeg, to je osrednjeni inkrementalni normalni napon jednak

Ao :g /Aesdx (5.168)
m[

Imajuéi u vidu izraz (5.154), izraz (5.168) postaje

E E
Aoy =7 /Aes "3l g =5 /mBL ™3| d¢ Aq (5.169)
3 3
Relacijom je dat samo inkrement normalnog napona u stapu. Ukupna normalni napon se
dobija u obliku

Moy =""lo, + Ao (5.170)

0

Za m = 1, imamo “os = 0¢ gde je oy poCetni napon zatezanja.

5.3.6 Vektor generalisanih pomeranja i vektor generalisanih sila

Stap osim dva spoljasnja évora moze da ima vise unutrasnjih évorova, tako da je
ukupan broj ¢vorova Stapa k (slika 5.6). Stap je zadat u globalnom koordinatnom sis-
temu OXY Z desne orijentacije. Luéna koordinata s stapa poklapa se sa teziSnom linijom
poprecnog preseka. Pretpostavlja se da je broj generalisanih pomeranja u svim ¢vorovima
isti (slika 5.7), a takode i broj generalisanih sila (slika 5.8). Vektor generalisanih pome-

Y

W X

Slika 5.7: Generalisana pomeranja u ¢voru Stapa

ranja u ¢vorovima Stapa obelezice se sa

a=|a ... o .. q{],j:1,2,....,k (5.171)
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Y

/FZ X

Slika 5.8: Generalisane sile u ¢voru Stapa

gde je

a = U; v, Wy (5.172)
Vektor generalisanih sila u ¢vorovima glasi

fT:[flT U f,ﬂ,j:1,2,...,k (5.173)
gde je

£ = | By Fy Py (5.174)

5.3.7 Matrice krutosti

Linearna matrica krutosti dobija se iz izraza (2.36), vodeéi rac¢una o izrazu (5.155)
i svodi se na sumu
nip
Ry = EA [ ZBE (OB, ()3 () ds =FAY_ (B (6) B ()3 (6)])uwi(5.175)
¢ i=1
gde je nip broj integracionih tacaka, a w; su koeficijenti numericke integracije.
Nelinearna matrica krutosti dobija se iz izraza (2.41), a vodeéi rac¢una o izrazima
(5.162) i (5.164) i svodi se na sumu

nip

WKye = A [ BBEonByy "3 dE =TT Y (RBhy (&) "mBL (6) "3 (§)])wi(5.176)
¢ =1
gde je
mP = A", (5.177)

Odredivanje matrica krutosti radi se postupkom numericke integracije, koji je dat u delu
8.4.



5.3. PROSTI STAP SA UNUTRASNJIM CVOROVIMA 135

5.3.8 Vektor ekvivalentnog ¢vornog optereéenja

Vektor ekvivalentnog ¢vornog opterecenja je

nip
e [NTRp maldg =Y (NT (6§ (€) ™3] () ) (5.178)
¢ i=1
Komponente vektora r u globalnom koordinatom sistemu su date kao
mtlyT — [ mlpl L m T T ] (5.179)
gde je
mHyT { milp . omilp o omtlp } (5.180)

Komponente vektora p date su duz srednje linije popretnog preseka i u pravcima osa
globalnog koordinatnog sistema i iznose

p’ = [px Py Pz } (5.181)

Odredivanje komponenti vektora r radi se postupkom numericke integracije koji je dat u
delu 8.4.

5.3.9 Vektor internih ¢vornih sila
Vektor internih ¢vornih sila ra¢unamo prema izrazu (2.43). Vodedi ra¢una o izrazima
{5.155) i (5.165) imamo
nip
R = A [ RBITG 3| dg =TS (RBY (€)1 (6)] )y (5.182)
: i=1

Odredivanje vektora internih ¢vornih sila radi se postupkom numericke integracije koji je
dat u poglavlju 8.4.

5.3.10 Matrica interpolacionih funkcija

Matrica interpolacionih funkcija glasi

Ni(§) ... Ni(§) .. Ni(§)
N(¢) = Ni(§) ... N;(§) - Ni(§) (5.183)
Ni(§) .- Ni(€) - Ni(§)

gde su N;(§) interpolacione funkcije za generalisana pomeranja u ¢voru j elementa.

Kao interpolacione funkcije usvajaju se Lagrange-ovi polinomi drugog reda kod kojih
je—1<e<1.

Interpolacione funkcijeza elemenat sa tri ¢vora su:

N; = % (&2-¢) (5.184)

Ny =2(1+¢) (5.185)

DN [y
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Nj =

N[

(1+¢) (5.186)

Izraz za Jacobian matricu glasi

my = N27§ml + N37§m53 (5.187)
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Prosti stap, sa ekvivalentnim modulom elasti¢nosti, upotrebljava se za modelovanje
kablova. Preko ekvivalentnog modula elasti¢nosti, u propracun se uvodi efekat ugiba kabla.
Na taj nac¢in aksijalna krutost pravolinijskog elementa postaje ekvivalentna aksijalnoj
krutosti aktuelnog krivog kabla (slika 5.9). Ekvivalentni moduo elasti¢nosti prvi je uveo
Ernst. Pri proracunu krutosti Stapa, umesto Young-ovog modula elasti¢nosti, koristi se

Z
q X
e
50
/ \
X L Y

Slika 5.9: Prost stap sa ekvivalentnim modulom elasti¢nosti

ekvivalentni moduo elasti¢nosti [12, 141, 9]

E

(¢°L,,)?
1+ o~ AE

Eey =

- Sopstvena tezina po jedinici duzine Stapa u pravcu Z
ose globalnog koordinatnog sistema
- Duzina horizontalne projekcije nedeformisanog stapa na ravan XOY
- Young-ov moduo elasti¢nosti
- Povrsina popreénog preseka Stapa
- Sila zatezanja u Stapu

Kada je sila zatezanja u stapu T mala [12]

E
Eey = lim ———+—5— =0
7550 (¢°L,,)?
1+ o~ AE
a njemu odgovarajuce izduzenje Stapa je
T°L L (¢°L;,)*
AL = i ¢ =i €11 ho AE| =
120 EA 100 BA [T 1219 >

gde je °L, duzina nedeformisanog stapa. Kada je sila zatezanja u stapu T velika

E
= Tgréo 1+ (q(l);jcﬂgp AE

(5.188)

(5.189)

(5.190)

(5.191)
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a njemu odgovarajuce izduzenje Stapa je

7L
AL = lim

T—00 Ieqg

¢ — o (5.192)

Najmanja vrednost sile zatezanja u Stapu da bi vazila jednacina (5.188) nalazi se iz

dAL d |T°L (¢°L,,)?
—_—— = cl14+ 2=l AR || =0 5.193
dT — dT [ EA < T ars ( )
1 iznosi
07, )2
7= (q(;h)EA (5.194)

Vrednosti (5.194) odgovara ekvivalentni moduo elasti¢nosti

2
Eey= 3 (5.195)

Submatrica linearne matrice krutosti u lokalnom koordinatnom sistemu iznosi

1 00
AE
k; = Tq 000 (5.196)
000
Submatrica nelinearne matrice krutosti u lokalnom koordinatnom sistemu iznosi
1
T
kyp == 1 (5.197)
L
1
Linearna matrica krutosti u lokalnom koordinatnom sistemu je
| ko kg
K; = [ . ki 1 (5.198)
Nelinearna matrica krutosti u lokalnom koordinatnom sistemu je
kv  —kno
Kyr = 5.199
NE [ —knz  kni ] ( )
Tangentna matrica krutosti sada glasi
Kr=K;+Kuyp (5200)
Za kablove gde je L. > Ly, sila zatezanja u kablu je data je izrazom
L.—L
T =AR=¢ " (5.201)

Cc

Za kablove kod kojih je L. < Ly izraz (5.201) daje nulu ili silu pritiska.
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6.1 Matrice transformacije
6.1.1 Uvod
Ako je
1. Element dat u lokalnom koordinatnom sistemu
2. Sistemna linija poprec¢nog preseka elementa se ne poklapa sa teziSnom linijom
matrica transformacije T elementa je proizvod dve matrice
T=TrTwMm (6.1)

gde je T matrica transformacije iz globalnog koordinatnog sistema u lokalni koordinatni
sistem, a Tj; matrica transformacije uticaja sa tezisne linije na sistemnu liniju preseka.

U opstem slucaju, matrica transformacije T elementa sa n spoljasnjih ¢vorova je
oblika

TT: Tci ,i: 1,...,7’L (62)

Tc,n

gde je T.; je matrica transformacije u i-tom ¢voru elementa. Imamo da je

1. Za gredni nosac

T, = [ M ] (6.3)

2. Za tankozidni nosac

A
T.; = A (6.4)
1
3. Za prosti Stap
T.,=[A] (6.5)

T.. = [A] (6.6)

U gornjim izrazima A oznacava matricu rotacije. Vrednost matrice rotacije je data u delu
6.1.2.
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6.1.2 Matrica rotacije iz globalnog u lokalni koordinatni sistem

Za stap u lokalnom koordinatnom sistemu ozyz orijenatacija ose Stapa u globalnom
koordinatnom sistemu OXYZ odredena je kosinusima pravaca

A=cos(X,z) = @ (6.7)
w=cos(Y,x) = # (6.8)
v=cos(Z,x)= % (6.9)
L=1/(Xs— X1)2 + (Y2 = Y1)2 + (Z2 — Z1)? (6.10)

X;,Y; i Z;, i = 1,2 su koordinate ¢vorova 1 ii 2 elementa u globalnom koordinatnom
sistemu. 2.

Da se postigne potpuna orijentacija lokalnih koordinatnih osa u globalnom koordi-
natnom sistemu, potrebno je poznavati i ugao #. Kosinusi pravaca odreduju samo polozaj
ose grede, a (3 polozaj glavnih osa inercije popreénog preska u ravni upravno na osu x
(slika 6.1).

Slika 6.1: Osa x grede nije paralelna sa Y osom globalnog koordinatnog sistema

Da bi se definisala matrica rotacije A globalnog koordinatnog sistema u lokalni koor-
dinatni sistem u prostoru, koristi¢e se sukcesivne ravne rotacije. Redosled ravnih rotacija
nije jednoznacCan i znatno uti¢e na proracun elemenata rotacije i ugla 5. Razlikuju se
slededi tipovi rotacija [07]:

1. Rotacija Y-Z-X

Ay = Agy A A, (6.11)
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gde je
[ cosa sin o
Ay = 1 (6.12)
- sin o Ccos
[ cosy sinvy
A, =| —siny cosy (6.13)
1
1
Agy = cos By  sinfy (6.14)
—sin By cos Py
i
i v (6.15)
sina = —— .
NoCE
A (6.16)
cosq = ——— .
A /)\2 + 1/2
siny = p (6.17)
cosy = VA2 412 (6.18)

2. Rotacija Z-Y-X

Az = AgzA Ay (6.19)
gde je
[ cos® sind
Ag=| —sinf cosé (6.20)
1
[ COS ¢ sing
A = 1 (6.21)
| — sing COS ¢
1
Az = cos Bz sinfz (6.22)

—sinfByz cosfyz
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gde je

sinf =

e (6.23)

COSH = ﬁ (624)

sing = v (6.25)

coss = /A2 + p? (6.26)

Uglovi rotacije By i 8z oko ose x nisu uvek isti. Zbog toga je potrebno znati koji je od ta
dva ugla onaj koji je potreban za izracunavanje elemenata matrice rotacije.

Ako je osa z elementa paralelna sa osom Y globalnog koordinatnog sistema, tada
je A=v =0 (slika 6.2). Mogu da se uoce dva slucaja:

1. Ako je osa x istog smera kao osa Y, § je ugao izmedu ose -X i ose y.

2. Ako je osa z usmerena u suprotnom smeru od ose Y, § je ugao izmedu ose +X i ose
v.

U tim slucajevima se upotrebljava rotacija Z-Y-X. Ugao 3 je jednak uglu 5.

\

Slika 6.2: Osa x grede paralelna sa Y osom globalnog koordinatnog sistema

Ako je osa elementa z paralelna sa osom Z globalnog koordinatnog sistema, tada je
A = =0. U tom slu¢aju upotrebljava se rotacija Y-Z-X. Ugao 3 je jednak uglu Gy .

Usled dejstva opteretenja dolazi pomeranja ¢vorova elementa i promene ugla (.
Nove vrednosti kosinusa pravca lako mogu da se izra¢unaju iz novih vrednosti koordinata
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¢vorova. Promena vrednosti ugla 8 u oznaci AS moze se uzeti da je jednaka srednjoj
vrednosti uglova obrtanja krajnjih poprecnih preseka i jednaka je

Ako sa A? ozna¢imo matricu koja je jednaka

1. Kod Y-Z-X rotacije
AY=A A, (6.28)

2. Kod Z-Y-X rotacije

A=A Ay (6.29)
tada je
1 PYx1+ pxo
Ag=3[ A Ah Ay || eviters (6.30)
pz1+¢z3

gde su px;, ©yi, Pzi, ¢ = 1,2 obrtanja krajeva elementa data u odnosu na ose globalnog
koordinatnog sistema. Sada je polozaj glavnih osa inercije popre¢nog preseka u ravni
upravnoj na osu z jednak 8+ ApS.

Matrica A za kablovske elemenate date u delovima 3.2.3, 3.2.1, 3.2.2 data je sa

cos?  sind
A= | —sin?d cos? (6.31)
1

gde je 9 ugao koji lokalna osa z zaklapa sa globalnom osom X (slika 6.3).

6.1.3 Matrica transformacije na sistemnu tacku preseka

U opstem slucaju, tezisna tacka o preseka ne mora da se poklapa sa sistemnom
tackom M. Zbog toga je potrebno vektor pomeranja q transformisati u vektor q,,

q="Tuay (6.32)

Neka je o(yo, 20) teziste, D(y, + YD, 20 + 2p) centar smicanja poprecnog preseka u odnosu
na koordinatni sistem Myyzp paralelan centralnim osama inercije (slika 6.4). Pomeranje
q; ¢vora ¢ dato je izrazom

Uo; 1 2c —Yyc Up;
UD; 1 —ZoD UM
wp; 1 yb W
Pyi 1 Py Mi
Pzi 1 PzMi
Y, 1 i
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Slika 6.3: Polozaj lokalnog i globalnog koordinatnog sistema za konac¢ne elemente zasno-
vane na lancanici

gde je
ZoD = %o + 2D (6.34)
YoD = Yo + YD
Izraz (6.33) u skrac¢enom obliku glasi
q; = Eaqu; (6.35)
gde je E matrica transformacije. Kod tankozidnog i grednog nosaca, vodeéi ra¢una o
ow
=—— 6.36
Yo =5 (6.36)
ov
Yy =5, (6.37)
iz (6.33) dobija se
[ ug ] 1 Zc  —Yo 1 [ wonri |
UDi 1 —ZoD UM
Wp; 1 b Wi
Pai = 1 DM (6.38)
_% yoDag 1 PyMi
T ZoD gy 1 Zp 02Mi
. i L || O |

Posto za tankozidni elemenat i gredu sa dva ¢vora, usvojena linearna promena ugla obr-
tanja . izmedu krajnjih ¢vorova, dobija se da je

OSOJ:M o 1
o - L (prMQ QO:BMI) (6'39)

Matrica transformacije na sistemnu liniju preseka glasi:
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ZMm

Zp

Yum

147

Slika 6.4: Polozaj centra smicanja (D) i tezista preseka (0) u odnosu na sistemnu liniju

(M)

1. Tankozidna greda

Ty

<
O
>}

g
A

~

—ZoD
YoD

__ YD

__ZoD

Zo

—Yo

(6.40)
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2. Greda sa dva ¢vora

1 Zo Yo
1 —ZoD
1 YoD
YoD 1 __YoD
Z%ID 1 _ Z(iD
Ty = 41
M 1 2o Yo (6 )
1 —ZoD
1 YoD
1
YoD __ YD 1
ZoD _ ZgD 1
L L L d

3. Gredna sa unutra$njim ¢vorovima

1 2o Yo
1 —ZoD
1 YoD
1
1
1
Ty = 42
M 1 2o —Yo (6 )
1 —ZoD
1 YoD
1
1
1

4. Za proste stapove i elemente izvedene iz analitickih izraza za lanc¢anicu Tj; = I gde
je I jedini¢na matrica.
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6.2 Redukcija modela fleksibilnih sistema

6.2.1 Uvod

Redukcija sistema je postupak smanjenja broja stepeni slobode pomeranja sistema,
kod sistema koji imaju veliki broj stepeni slobode pomeranja.

Kod dinamickog prorac¢una sistema, da bi se ubrzao prorac¢un frekvencija i modova
oscilovanja, postupak redukcije sistema se zasniva na pretpostavci da sve svojstvene forme
vibracija nisu neophodne za analizu dinamickog ponaSanja sistema. Dinamicke osobine i
ponasanje inzinjerijskih konstrukcija obi¢no se mogu dovoljno ta¢no opisati pomoéu neko-
liko prvih najnizih svojstvenih vrednosti i odgovarajuéih formi vibracija. Stepeni slobode
konstrukcije podeljeni su u dva skupa. Primarni skup obi¢no sadrzi one stepene slobode
pomeranja koji sadrze opterec¢enje ili one koji bi mogli da opisu konfiguraciju deformisane
konstrukcije. Sekundarni skup sadrzi sve ostale stepene slobode pomeranja sistema.

Redukcija generalisanih pomeranja konacnog elementa radi se da bi se oslobodili
generalisanih pomeranja u unutras$njim ¢vorovima elementa. Generalisana pomeranja
unutrasnjih ¢évorova, koji predstavljaju sekundarni skup, nalazimo preko generalisanih
pomeranja spoljasnjih ¢vorova, koji predstavljaju primarni skup. Elementi primarnog
skupa generalisanih pomeranja elementa su elementi primarnog ili sekundarnog skupa
generalisanih pomeranja sistema.

Ima viSe nacina za redukciju broja nepoznatih stepeni slobode pomeranja sistema.
Jedan od najstarijih i najpopularnijih je Guyan-ov metod staticke redukcije. On je tacan
samo za najnizu frekvenciju [17].

Kod poboljsanog metoda redukcije sistema (/RS - Improved Reduced System) dodaje
se ekstra Clan na staticki metod koji donekle nadoknaduje inercijalne sile. Dodati ¢lan
omogucava da modalni vektori koji su nam interesantni u kompletnom modelu budu tacnije
predstavljeni, ali u osnovi je zasnovan na metodu staticke redukcije [17].

Component Mode Synthesis(CMS) kombinuje staticku redukciju sa ograni¢enim bro-
jem najnizih modova na takav nacin da redukovani model moze da predstavi i staticko i
dinamicko ponasanje sistema na zadovoljavajuéi nacin [17].

U radu ¢e se prikazati Guyan-ov metod staticke redukcije kao i jo§ jedan metod
staticke redukcije koji daje iste rezultate kao i Guyan-ov metod, a dat je u knjizi [3].

6.2.2 Guyan-ov metod redukcije

Najjednostavniji metod redukcije je staticka redukcija koju je uveo Guyan [17].
Neka je M matrica masa, K matrica krutosti, q vektor generalisanih pomeranja i r vek-
tor ekvivarentnog ¢vornog optere¢enja. Neka su podeljeni u submatrice i subvektore koji
odgovaraju primarnim generalisanim pomeranjima, koja ¢e se zadrzati, i sekundarnim gen-
eralisanim pomeranjima, koja ¢e se eliminisati, tokom redukcije. Sa indeksom I oznacen
je skup primarnih generalisanih pomeranja, a sa 2 skup sekundarnih generalisanih pomer-
anja. Diferencijalne jednacine kretanja, bez prigusenja, glase

[ M11 M12 [ q1 [ K11 K12 1 _ [ r ‘| (6.43)
q2

Mo Moo Ko Ko ro
Druga jednacina iz (6.43) daje
Mi2q1 + Ma2@2 + Ko1q1 + Ka2q2 = 12 (6.44)

q1
q2
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a2 = —Ko' (—12 + MG + Maoo + Korq1) (6.45)

Zanemarenjem inercijalnih sila i uz pretpostavku da unutra$nji ¢vorovi nisu optereéeni
jednacina (6.45) glasi

Q@ = -Ky3Koiq (6.46)

Vektor staticke transformacije T g, izmedu kompletnog vektora generalisanih pomeranja q
i primarnog vektora generalisanih pomeranja q;, kada se eliminisu sekundarna pomeranja,
glasi

q1
q2

I
= =T 4
l K, Ko ] qi K1 (6.47)
Ako se (6.47) zameni u (6.43) i (6.43) se pomnozi sa leve strane sa T% redukovana matrica
masa Mg, redukovana matrica krutosti Kg i redukovani vektor ekvivalentnog ¢vornog
opterec¢enja rr su dati kao

Mp = TEMT,, (6.48)
Kp=TLKTy, (6.49)
rp=Tkr=r1 (6.50)

Diferencijalna jednacina kretanja bez priguSenja sada glasi

Mgr4: + Krq: =rg (6.51)



6.2. REDUKCIJA MODELA FLEKSIBILNIH SISTEMA 151

6.2.3 Redukcija matrice krutosti i vektora ¢vornog optereéenja elementa

Ako su neke veze na krajevima elementa ukinute, potrebno je obaviti transformaciju
matrice krutosti i vektora ¢vornog opterecenja. Komponente vektora ukupnih generalisa-
nih sila na krajevima elementa R mogu da se napiSu u obliku

R=Kq-Q (6.52)

gde je K matrica krutosti elementa, q vektor generalisanih pomeranja krajeva elementa i
Q vektor ¢vornog optere¢enja elementa.
Pretpostaviée se da je n-ta komponenta R, vektora R jednaka nuli

Ry => knk@e —Qn =0 (6.53)
k=1

gde je m broj generalisanih pomeranja elementa. n-ta komponenta vektora generalisanih
pomeranja q je tada

1 m
qn = _? Z Enkar — Qn (654)
M\ k=1(k#£n)
i-ta komponenta R; u jednacini (6.52) moze da se izrazi kao
Ri=> kg —Qi= Y kG + kintn — Qiyi=1,2,...,m (6.55)
k=1 k=1(k#n)

Kada se (6.54) uvrsti u (6.55), dobija se

R; = Z kz‘ka_Qi_k ( Z knqu—Qn) (6.56)

k=1(k#n) k=1(k#n)
odnosno
Ri= > kia—Qj (6.57)
k=1(k+#n)
gde je
r knk .
ki = ki — kmk—,z =1,2,..mk=12..n—1n+1..m (6.58)
kin .
Rf:Ri—Rnk ,i=1,2,...m (6.59)

Oznaka r u gornjem indeksu oznacava da se radi o redukovanoj veli¢ini. Obzirom da je za
k=n
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u jednacini (6.57) moze da se ukljuéi i ¢lan sa indeksom k = n, pa se dobija

m
R =Y Kar—Qi=1,2,..,m (6.61)
k=1
gde je
b= kg — ki ok =
e = kix — mk—,z—1,2,...,m,k:—1,2,...,m (6.62)
nn

Red redukovane matrice krutosti ostaje m x m , s tim $to su elementi n-te vrste i n
te kolone jednaki 0.

Postupak redukcije treba ponoviti onoliko puta koliki je broj oslobodenih veza na
krajevima elementa, pri cemu u svakom sledeéem ciklusu polazimo od redukovane matrice
krutosti i redukovanog vektora ¢vornih sila iz predhodnog ciklusa.

Izraz za vektor ukupnih generalisanih ¢vornih sila glasi

R =K'q—Q (6.63)

gde je K" redukovana matrica krutosti, a Q" redukovani vektor ¢vornog opterecenja, kojim
su obuhvacena sva oslobadanja na krajevima elementa.
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7.1 Matrica masa sistema

Kod dinamickog modela sistema bitno je izvrsiti raspored masa i odrediti matricu
masa sistema. Matrica masa sistema moze se dobiti na dva nacina.

Prvi nacin je da se prvo odredi matrica masa pojedinih elemenata u lokalnom koor-
dinatnom sistemu. U tom smislu postoje dva prilaza: zamena raspodeljenih masa direktno
koncentrisanim masama i zamena raspodeljenih masa ekvivalentnim masama. U prvom i
drugom slucaju, broj jednacina kretanja elementa moze, a ne mora da bude isti. Kada su
poznate matrice masa pojedinih elemenata, moze se zatim dobiti matrica masa sistema.

Drugi nacin je direktno odredjivanje matrice masa sistema. Mase se direktno kon-
centriSu u odabranim ¢vorovima i u pravcima odabranih generalisanih pomeranja ¢vorova
u globalnom koordinatnom sistemu. Ova matrica masa je dijagonalna

M = diag(m;) (7.1)

gde je m; masa u pravcu generalisanog pomeranja j u globalnom koordinatnom sistemu.
Neki elementi dijagonale mogu da budu jednaki nuli.

Moguc je i treéi nacin odredivanja matrice masa sistema kao kombinacije prethodno
navedenih postupaka.

Posto je uvedena pretpostavka da je masa tela nepromenjiva tokom deformacije,
tada je matrica masa sistema nepromenjiva tokom vremena tj. "M = ™M = M.

7.2 DMatrica prigusenja sistema

Dok su masa i krutost svojstvene karakteristike sistema, prigusenje ne moze tako da
se kvalifikuje. Sile prigusenja mogu da zavise od sistema koji vibrira, kao i od elemenata
van njega. Formulisanje izraza za sile prigusenja predstavlja komplikovan problem i joS
zahteva intenzivno istrazivanje.

U nekim prora¢unima prigusenje se zanemaruje pretpostavljajuéi da su vrednosti ot-
pora prigusenja male ili da nisu znacajne za neki mali vremenski interval za koji se posma-
tra ponasanje sistema. Kod prinudnih oscilacija, kada frekvencija prinudnog optereé¢enja
nije bliska rezonantnoj frekvenciji, uticaj priguSenja se takodje moze da zanemari. Sa
inzenjerske strane gledista uvodenje prigusenja u proracun nema opravdanja, jer kruzne
frekvencije i drugi rezultati dinamickog prorac¢una se procentualno relativnho malo raz-
likuju za priguSen i neprigusen sistem. Medutim, odgovor sistema razmatran preko am-
plituda uticaja se suStinski menja. Ako se zahteva ta¢nija dinamicka analiza potrebno je
u jednacine kretanja uvesti i sile prigusenja.

Najjednostavnije je pretpostaviti viskozan otpor, odnosno otpor proporcionalan br-
zini kretanja. Taj tip prigusenja obi¢no preovladava kod oscilacija u elasticnom podruéiju
i jednostavno ga je matematicki modelirati. Model viskoznog prigusenja Cesto se koristi
za modeliranje drugih vrsta priguSsenja. Kako su za nove nepoznate proracuna usvojena
generalisana pomeranja ¢vorova linijskog sistema, sile prigusenja su proporcionalne vektoru
brzine ¢vorova.

Kod linearne analize najceSée se koristi matrica prigusenja proporcionalna matrici
masa i matrici krutosti sistema ili nekoj njihovoj linearnoj kombinaciji. Ovo omogucava da
se jednacine kretanja za neki linearni priguSeni sistem, primenom normalnih koordinata,
mogu da razdvoje.
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Matrica unutrasnjeg viskoznog prigusenja C se uvodi da modelira utrosak energije
izazvan nekonstruktivnim elementima posmatranog sistema i njegove okoline. Matrica
prigusenja sistema C odreduje se direktno za celi sistem na osnovu ukupne disipativne
energije sistema u toku delovanja optereéenja.

Za svaki korak vremena nelinearni dinamicki problem se, priblizno, moze tretirati
kao linearan. Matrica prigusenja kod nelinearne analize moze da se prikaze na slican nacin
kao i kod linearne analize. Kod nelinearne analize matrica krutosti sistema je promenjiva u
toku vremena, te matrica C nije konstantna. Matrica C se, kod linearne analize, prikazuje
kao linearna kombinacija matrice masa i linearne matrice krutosti sistema, a kod nelinearne
analize za matricu krutosti moze da se uzme isto kao i kod linearne analize ili da se uzme
tangentna matrica krutosti sistema. Ako se uzme da je K linearna ili tangentna matrica
krutosti sistema, dobija se

C =aM + K (7.2)

Izraz (7.2) za matricu priguSenja zasniva se na pretpostavci da je totalno prigusenje sistema
jednako zbiru prigusenja koje odgovara pojedinim svojstvenim formama vibracija sistema.

Procenu parametara prigusenja moguce je odrediti primenom principa modalne anal-
ize. Po metodi modalne superpozicije, vazi jednacina proporcionalnosti

O/ C®,; = 2wi&;6;; (7.3)

gde je & koeficijenat relativnog prigusenja i-tog moda, a d;; Kronecker-ov simbol. Ako su
vektori ®; ortonormirani tada je

®/'C®, = ! (aM + fK)®, = a + fuw? (7.4)
te iz jednacine (7.3) i (7.4) se dobija
1/«
&= B (Wz + ﬂ%) (7.5)

Koeficijenti relativnog prigusenja &;, za pojedine modove vibracija, odreduju se eksperi-
mentalnim putem ili se usvajaju.

Ako su w; i w; dve proizvoljne kruzne frekencije za dva bilo koja medusobno nezavisna
tona vibracija, a §; i {; odgovarajuci koeficijenti relativnog prigusenja, tada iz dve jednacine
sa dve nepoznate po parametrima « i § prema (7.5) dobija se

oo QWiwju(;;jfiw_? wié;) (76)
j i
_ 2w — wiki)
b=—d—w (7.7)

U prakti¢nim prora¢unima obi¢no se usvaja da su dva prigusenja jednaka &; = &, = €
te je

o 2€w1wn
Cw, tw; (7.8)
p=—2 (7.9)

.
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Tada je priguSenje j-tog tona oscilovanja

wj + %wn
& = E————— (7.10)

w1 + wp
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7.3 Direktni postupak odredivanja matrica i vektora sis-
tema

Matrice i vektori sistema mogu se dobiti sabiranjem matrica odnosno vektora za
pojedine elemente, ako se ovi predhodno prikazu prema oznakama ¢vorova u global-
nom sistemu koordinata. Postupak formiranja jednacina ravnoteze sistema, za dinamicko
optereéenje, je slededi:

1. Za svaki kona¢ni elemenat se koriste odgovarajuce transformacije:

(a) Uradi se, ako je potrebno tj. ako ima ukinutih stepeni slobode pomeranja,
redukcija matrica i vektora kona¢nog elementa (videti deo 6.2.3)

(b) Ako konaéni elemenat ima unutrasnje ¢vorove, uradi se redukcija matrica i vek-
tora prema delu 6.2. Za primarna pomeranja biraju se pomeranja u spoljasnjim,
a za sekundarna pomeranja pomeranja u unutrasnjim ¢vorovima konacnog ele-
menta. Matrice i vektori se preurede tako da se grupisu ¢lanovi u pravcu gene-
ralisanih pomeranja u spoljasnjim Corovima qy, a zatim u pravcu generalisanih
pomeranja u unutrasnjim ¢vorovima q,. Redukovane matrice i vektori za jedan
konacni elemenat glase

= THMCTY

e _ meTgre me
T,R — TK KTTK

rp =rf 7.14
gde je
K K¢
e _ T11 B2
K= l o Ko, ] (719
q= [ g; ] =Tkaq (7.16)
A L (r.17)
- (KT722> K721

Indeks e oznacava da se radi o elementu.

(c) Transformacija matrica i vektora, iz lokalnog u globalni koordinatni sistem,
pomodéu matrice transformacije elementa, vodeéi racuna o izrazima u delu 6.1

%y =TTM;T (7.18)
$rg =T KG T (7.19)
ff, = TTff (7.20)
rf, =T"r} (7.21)
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gde indeks g oznacava da je matrica, odnosno vektor dat u globalnom koordi-
natnom sistemu.

2. Koristeéi se neposrednom korespodencijom izmedu oznaka ¢vorova u lokalnom i glo-
balnom sistemu, vrsi se unoSenje transformisanih matrica i vektora elementa u od-
govarajuce pozicije matrica odnosno vektora sistema. Pri tome se dobijaju matrice
i vektori sistema:

Matrica masa M

(a
(b
(c
(d

Tangentna matrica krutosti K

Vektor internih ¢vornih sila f

N -

Vektor ekvivalentnog ¢vornog opterecenja r

Ove matrice se preurede tako da se prvo grupisu ¢lanovi u pravcima nepoznatih qq,
a zatim poznatih generalisanih pomeranja q, sistema i dobija se

M- [ vy ﬁ;z] (7.22)
<= [ =
f = fi‘g’l ] (7.24)
r= ‘8 ] (7.25)
q= 3; (7.26)

3. Posmatrace se delovi preuredenih matrica i vektora sistema uz nepoznata pomeranja
q:- Ako je

(a) U submatrici masa My neki od elemenata na glavnoj dijagonali jednak nuli
(b) Koli¢cnik dijagonalnih ¢lanova u submatrici krutosti K711 i submatrici masa
Mr 11 je veci od neke unapred zadate vrednosti e
K;;
M;;

> (7.27)

to znaci da su inercijalne sile usled te mase male i mogu se zanemariti. Komponetne
generalisanih pomeranja u vektoru q; za koje ne postoje inercijalne sile smatraju se
sekundarnim, dok se ostala pomeranja smatraju primarnim. Matrice Mi1 i K711
kao i vektore f;,;1 i r1 Ce se preurediti tako Sto Ce se prvo grupisati clanovi za
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primarna q; ;, a zatim clanovi za sekundarna q;  pomeranja. Primenom metoda
redukcije (videti deo 6.2), matrice i vektori se redukuju i imamo

Mp = TEM T, (7.28)
Kr=TEK 11Tk (7.29)
fr = Thfne (7.30)
rp = Tfry (7.31)
gde je
ke = | ! 16" | 732
Qi1 = [ 21; =Trdq, (7.33)
Tk = [ _ <K22 31K21 ] (7.34)
T,11 T,11
4. Formira se matrica prigusenja sistema
C = oMy + fKg (7.35)

Inkrementalna jednacina ravnoteze sistema, izvedena korigovanim Lagrange-ovim postup-
kom, za slucaju nelinearne dinamicke analize glasi

%KRAQM ="Flrp — "R — mCAfh,l —MRrAq, ; (7.36)
a za slucaj nelinearne staticke analize glasi

"KrAq="r - f (7.37)
Jednacina ravnoteze za linearnu dinamicku analizu glasi

Mgd;; +Cd;; + Kra; 1 =R (7.38)
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7.4 Opterecenje konstrukcije

Totalno opterecenje konstrukcije sa kablovima sastoji se iz dve grupe opterecenja:
stalnog opterecenja (sopstvena tezina) i korisnog optereéenja (dodatno staticko optereéenje,
dinamicko opterecéenje).

Stalno optereéenje predstavlja najveéi deo deo totalnog optereéenja konstrukcije.
Posto je konstrukcija kompletirana i pre dejstva korisnog opterecenja, usled stalnog opte-
re¢enja, konstrukcija je pretrpela velike deformacije i u elementima konstrukcije postoje
inicijalni naponi. Ove ¢injenice moraju da se uzmu u obzir pre daljeg razmatranja. Geo-
metrijska nelinearna analiza, usled korisnog opterecenja, treba da startuje od nelinearne
ravnotezne konfiguracije usled stalnog opterecenja.

Zbog nelinearnosti mehanickog ponaSanja sistema sa kablovima, zadato optereéenje
se nanosi na sistem postupno, t.j. u vidu usvojenog broja inkremenata. Kao S$to ni
u dinamickoj analizi, u numerickoj integraciji diferencijalnih jednacina kretanja, nije
neophodno da vremenski intervali At budu medusobno jednaki, tako ni ovde nije neopho-
dno da se ukupno posmatrano optereéenje podeli na medusobno jednake delove. Medutim,
prakti¢nije je da se usvoji odgovarajuéi broj medusobno jednakih inkremenata optereéenja.
Da li da taj broj inkremenata treba da bude 50-100 ili manji, odn. mozda i veéi, zavisi od
stepena nelinearnosti problema. U principu, $to je ponaSanje sistema viSe nelinearno, to
su potrebni sitniji koraci.

Nelinearna analiza, znac¢i, mora da ukljuci dva koraka: u prvom koraku razmatraju
se efekti stalnog optereéenja, a u drugom koraku razmatraju se efekti korisnog opterec¢enja
na deformisanoj konfiguraciji.

7.4.1 Stalno opterecenje

U opstem slucaju, polozaj konstrukcije usled stalnog optereéenja moze da se odredi:

1. Linearnom analizom - nanoSenjem opterec¢enja na konstrukciju i metodama linearne
analize nade se ravnotezna konfiguracija konstrukcije.

2. Nelinearnom analizom - nanoSenjem optereéenja na konstrukciju i metodama neli-
nearne analize nade se ravnotezna konfiguracija konstrukcije.

Ako konstrukcija sadrzi kablove, polozaj konstrukcije i konfiguracija kablova moze
da se odredi:

1. Nelinearnom analizom - nanoSenjem opterec¢enja na konstrukciju i metodama neline-
arne analize nade se ravnotezna konfiguracija konstrukcije. Da bi se pojednostavio
unos podataka, polazi se od prave linije kabla i za vreme analize konfiguracija kabla
pod stalnim optereéenjem bi¢e odredena posle nekoliko iteracija.

2. Analitickim putem - za zadato opterecenje na kablu, za svaki kabl pojedina¢no, se
pomocu analitickih izraza utvrdi polozaj merodavnih tacaka kabla.
7.4.2 Korisno opterecenje

Ravnotezna konfiguracija, usled stalnog optereéenja, je °C' konfiguracija za analizu
uticaja usled korisnog opterecéenja. Kao korisno optereéenje moze da se javi dodatno
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staticko opterecenje ili dinamicko optereéenje. U daljem tekstu ¢e da bude razmotreno
dinamicko opterecenje.

Pretpostavlja se da je sistem pobuden proizvoljnim dinamickim silama datim u
obliku deterministickih funkcija sila, tj poznatim funkcijama. One mogu biti periodi¢ne
ili neperiodi¢ne. Mogu biti izrazene analiticki ili su iscrtane na osnovu podataka.

U opstem slucaju, u diferencijalnoj jednacini kretanja u generalisanim kordinatama,
svako optere¢enje moze da bude pobudeno drugom vremenskom funkcijom. Ako je spo-
ljasnje optereéenje konstrukcije pobudeno istom vremenskom funkcijom, to moze da se
prikaze kao

P(t) = f(s)g(t) (7.39)

U jednacini f(s) predstavlja vektor koji prikazuje prostorni raspored sila koji je nezavistan
od vremena, dok je g(t) funkcija vremenske promene opterecenja.

Drugi cest slucaj dinamickog opterecenja je seizmicko optereéenje. Ono moze da
bude dato preko vektora generalisanog dinamickog pomeranja oslonaca a(t). Ovaj vektor
sastoji se od vektora dinamickog pomeranja oslonaca ag4(t) i vektora dinamickog obrtanja
oslonaca ay(t) za koji se pretpostavlja da je jednak nula vektoru

al(t)= [ aj(®) al() | =]af() 0] (7.40)
al(t)=[0 0 0]=0 (7.41)

Vektor dinamickog pomeranja oslonaca ay(t) (slika 7.1) ima proizvoljan pravac u prostoru.
Vrh vektora a,(t) jedne tacke na povrsini zemlje za vreme zemljotresa opisuje proizvoljnu
krivu u prostoru. Vektor a4(t) moze da se razlozi u koordinatnom sistemu 123 na tri
komponente, te vektor generalisanog dinamickog pomeranja oslonaca iznosi

al(t) = [ a1 a ag} (7.42)

Pri seizmickom opterecenju, ukupno pomeranje objekta sastoji se od pomeranja objekta
kao krutog tela q;(t) i relativnog pomeranja q,(t) (slika 7.2). Pomeranje objekta kao
krutog tela qi(¢) jednako je vektoru generalisanog dinamickog pomeranja oslonaca. Neka
osa I koordinatnog sistema 123 u kojem je dat vektor dinamickog pomeranja oslonaca
zaklapa ugao « sa globalno osom X objekta, a osa 3 je u pravcu ose Z (slika 7.1). Kako
se trenutno razmatra objekat kao kruto telo, svi ¢vorovi objekta (j = 1,2,..., N) usled
seizmiCkog pomeranja oslonaca imaju ista pomeranja. Ako se pretpostavi da je broj
generalisanih pomeranja ¢vora Sest, pomeranje ¢vora j objekta u pravcu osa globalnog
koordinatnog sistema iznosi

r a
Qi () = [ r ] [ o ] = Bja(t) (7.43)
cosa —sina
I'=| siha cosa (7.44)
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Slika 7.1: Razlaganje vektora dinamickog pomeranja oslonaca

zde je I' vektor transformacije dinamickog pomeranja oslonaca iz koordinatnog sistema
128 u koordinatni sistem XYZ. Vektor pomeranja svih ¢vorova sistema, kao krutog tela,
iznosi

qk(t) =Ba(t) (7.45)
ade je
B"=| Bl ... Bl ... B}| (7.46)

Pomeranje q; u konstrukciji izaziva inercijalne sile. Ako se pretpostavi da je vektor
spoljasnjeg ¢vornog opterecenja P(t) = 0, tada inkrementalna jednacina dinamicke rav-
noteze glasi

mKrAgr = —(M™ g, + M™ 1 y) - C g — i (7.47)

Mg, = BMHA() (7.48)
i posle sredivanja

"KrAqr = —MB™TE(t) - Mg, — MCT NG — M (7.49)

Vektor a(t) uvodi se u prora¢un kao niz diskretnih vrednosti snimljenog akcelerograma.
Akcelelogram moze imati jednu, dve ili tri komponente. Uzimaju se akcelelogrami nekoliko
zemljotresa koji bi mogli da se jave na lokaciji objekta (slika 7.3). Za svaki akcelelogram
proracunavaju se seizmicke veli¢ine, pa se od njih za proveru konstrukcije ili dimenzio-
nisanje uzimaju najnepovoljnije vrednosti.
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Slika 7.2: Pomeranje objekta pri zemljotresu

a(misfs)
]
] [y]
b
——
I ——
=l
=
—
=
l.__,_‘_—.
[z
2
5=
e
]
=
[T
?—
-
;—
-
[=—
e

t[sec]

Slika 7.3: Primer vremenskog toka ubrzanja tla u jednom pravcu (akcelelogram zemljotresa
El Centro )
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8.1 Direktni postupci za reSavanje linearnog sistema alge-
barskih jednacina

ReSavanje sistema linearnih algebarskih jednacina je veoma bitna oblast svih inze-
njerskih disciplina. U reSavanju sistema linearnih algebarskih jednacina

Ax=b (8.1)

postoje nacelno dva pristupa: direktni i iterativni postupci kao i njihove kombinacije u
vidu mesSovitih postupaka.

U jednacini (8.1) A je kvadratna matrica koeficijenata reda n, x je trazeni vektor
sa m nepoznatih elemenata, a b je vektor slobodnih ¢lanova.

Osnovna karakteristika direktnih postupaka je da se posle kona¢nog broja algoritam-
skih koraka dolazi do resenja. Ukoliko bi sve racunske operacije bile ta¢no izvedene, onda
bi dobijeni rezultati bili, teorijski, apsolutno ta¢ni. Kako se u procesu racunanja neminov-
no zaokruzuju dobijeni medurezultati, odn. kako postoji definisana numericka tacnost u
prikaivanju brojeva, to je i krajnji rezultat sa izvesnom numerickom greskom. Zbog toga je
znacajno da se postupak obavlja sa $to manje racunskih operacija. Kao direktni postupci,
najpoznatiji su postupak Gauss-ove eliminacije, postupak Gauss-Jordan-ove eliminacije,
postupci dekompozicije: LU dekompozicija, Singular Value dekompozicija.

Kod iterativnih postupaka, za reSavanje sistema linearnih algebarskih jednacina se,
teoretski, tek posle beskonatno mnogo iterativnih koraka dolazi do ta¢nog resenja. Pra-
kti¢no, potreban je konacan broj koraka da se dode do resenja sa zahtevanom tacnoséu.

Koji ¢e direktni postupak za reSavanje linearnih algebarskih jednacina sistema da
se upotrebi zavisi od prirode matrice A. Od svih moguéih direktnih metoda izabrane su
sledece:

1. LU dekompozicija
(a) Ako je matrica A simetri¢na, regularna (nije singularna) i pozitivno definitna
koristi se metod Cholesky-ja
(b) Ako je matrica A opsteg oblika i regularna koristi se metod Crout-a
2. Singular Value dekompozicija (skra¢eno SVD) - koristi se u slu¢aju ako je matrica

A singularna ili slabo uslovljena (numericki priblizno singularna). U tom slucaju
struktura je nestabilna. Uzrok nestabilnosti moze da bude usled:

(a) Neadekvatnih uslova oslanjanja
(b

)
) Pojave internih mehanizama
c¢) Pojave negativne ili nula vrednosti krutosti
)
)

d

(e) Geometrijske nelinearnosti

(
(d) Ekstremno velike krutosti
8.1.1 LU dekompozicija

Pocetnu matricu A dekomponujemo na dve matrice

A=LU (8.2)



168 GLAVA 8. NUMERICKE METODE

gde je L donja, a U gornja trougaona matrica. Obe matrice su istog reda kao i matrica A.
LU dekompozicija je uvek moguca kada je matrica A nesingularna. Dekompozicija nije
jednoznacno odredena. Uz transformaciju (8.2) jednacina (8.1) postaje

LUx=b (8.3)
Sto moze da se shvati kao dva skupa jednacina

Ly=b (8.4)

Ux=y (8.5)

koji se sukcesivno resavaju. Jednacina (8.4) se reSava zamenom unapred, jer je L donja
trougaona matrica. Sa dobijenim resenjem za y, jednaéina (8.5) se reava zamenom unazad
jer je U gornja trougaona matrica.

Ako je matrica A regularna, matrice L i U odreduju se pomo¢u Crout-ovog algo-
ritma.

Ako je matrica A regularna, pozitivno definitna i simetri¢na, matrice L i U odreduju

L=U"T (8.6)

to jest da su gornja i donja trougaona matrica medusobno transponovane i da su dijago-
nalni elementi medusobno isti.

Za Crout-ov i Cholesky-jev postupak dekompozicije, koji su ugradeni u klase za
resavanje linearnog sistema jednacina (videti 9.3.2), kod je preuzet iz [37].

8.1.2 Singular Value dekompozicija

Ova tehnika (skra¢eno SVD) je veoma korisna kada imamo slucaj da je matrica A
singularna ili numeri¢ki veoma bliska singularnoj (slabo uslovljena). U slu¢ajevima kada
Gauss-ova eliminacija i LU dekompozicija ne mogu da daju zadovoljavajuce rezultate,
tehnika poznata kao Singular Value dekompozicija ¢e dijagnostikovati u ¢emu je problem.
U pojedinim slucajevima, ova tehnika, nec¢e samo da dijagnostikuje problem, ona ¢e ga
takode resiti, u smislu davanja iskoristivog numerickog resenja [37].

Ovo je metoda kojom moze da se resi veliki broj linearnih problema najmanjih
kvadrata (engl. Linear Last Squares Problems). Osim toga, ovaj postupak moze da da
odgovor na pitanje da li je matrica A singularna ili slabo uslovljena.

Bilo koja matrica A reda m x n i m > n moze da se dekomponuje na tri matrice U,
W iV ¢&iji proizvod daje polaznu matricu

A =UWVT (8.7)
gde je
1. U - je reda m x n. Kolone matrice su svojstveni vektori matrice AAT .

2. W - jeredan x n. To je dijagonalna matrica. Vrednosti elemenata na dijagonvali
su singularne vrednosti matrice A i one su kvadratni koreni svojstvenih vrednosti
i matrice AAT i matrice ATA. Svojstveni vektori matrice U i svojstveni vektori
matrice V dele iste svojstvene vrednosti za koje vazi da je wi > wo, ..... , > wy > 0.
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3. V - jereda n x n. Redovi od VT (kolone od V) su svojstveni vektori od AT A.

Svaka od matrica U i V je ortogonalna u smislu da su njihove kolone ortonormalne.
Vaze sledece relacije

Ulu=vT'v =1

VAAE (8:8)

U opstem slucaju, ova metoda se upotrebljava i za matrice kod kojih je m < n. U
tom slucaju singularne vrednosti za w; gde je j = m + 1,...,n su nule, i odgovarajuce
kolone od U su takode nule.

Za naSe primene A je kvadratna matrica, reda n x n. Tada su U, W i V takode
kvadratne matrice istog reda.

Inverzna matrica matrice A moze da se nadem na sledeéi nacin. Posto su matrice
U i V ortogonalne njihove inverzne matrice su jednake transponovanim. Matrica W je
dijagonalna. Inverzna matrica W’ matrice W je dijagonalna i vrednosti elemenata su
jednake recipro¢nim vrednostima elemenata w; (j = 1,2,...,n). Inverzna matrica matrice
A je jednaka

A~ =V [diag ()] UT (8.9)

Moze da se desi da neki od w; budu jednaki nuli ili numericki priblizno jednak nuli,
tako da je reciproéna vrednost od w; dominantna. Ako vise od jedne vrednosti w; imaju
ovaj problem, tada se kaze da je matrica vise singularna. Ovaj metod moze da da odgovor
na ovu situaciju.

Mera uslovljenosti je definisana odnosom najvece vrednosti (po magnitudi) max(w;)
prema najmanjoj min(w;). Matrica je singularna, ako je mera uslovljenosti jednaka bes-
konac¢noj vrednosti. Matrica je slabo uslovljena, ako je mera uslovljenosti veoma veliki
broj. Taj broj se definise kao reciproc¢na vrednost praga singularnosti €. Vrednost za ¢ nije
univerzalna i sa vredno$éu mora da se eksperimentiSe u zavisnosti od konkretne aplikacije.
Ako se, u zavisnosti od preciznosti hardvera, usvoji da je za jednostruku preciznost €1 =
1079, a za dvostruku e; = 10712, tada moze da se uzme da je € =max(w;) * €.

U sluéaju da je u (8.1) matrica A slabo uslovljena ili singularna, LU dekompozicija
ili Gauss-ov postupak mogu da daju formalno resenje sistema jednacina. Kada se dobijeni
vektor rezultata x pomnozi sa A, moze da da veoma losu aproksimaciju vektora b. U tom
sluc¢aju upotrebljava se Singular value dekompozicija. Prilikom resavanja sistema (8.1),
za elemente matrice W’ uzimaju se slede¢e vrednosti

1

r Fjv(wj > 5)
Wi = { 0, (w;) <e (8.10)

Ovo omogucava da se dobije resenje sa najmanjom duzinom [|x||. Resenje je jednako
x = V [diag (v';)] U'b (8.11)

U sluéaju da se ne uzme da su elementi matrice W’ dati sa (8.10), ova rutina daje,
za slabo uslovljen sistem, isto reSenje kao i bilo koja druga direktna metoda.

Kod za Singular Value dekompoziciju, koji je ugraden u klasu za reSavanje linearnog
sistema jednacina (videti 9.3.2), preuzet je iz [37].



170 GLAVA 8. NUMERICKE METODE

ravnotezni put
omeksanje B
C ocvrscenje
—
stabilna : stabilna
P nestabilna SR

ravnoteza

Slika 8.1: Kriva optereéenje - pomeranje (r — q)

8.2 Postupci za resavanje nelinearnih jednacina ravnoteze

8.2.1 Staticka nelinearna analiza

Nelinearna jednac¢ina ravnoteze za staticku analizu glasi

KrAq = Ar (8.12)
gde je
Kr=K;+Kuyy (8.13)

K je tangentna, Kj, elasticna i KNy, geometrijska matrica krutosti. ReSenjem izraza
(8.12), uz odgovarajuée granicne uslove, dobija se vektor Aq koji predstavlja odgovor (eng.
response) konstrukcije na inkrementalnu promenu Ar vanjskog optereéenja konstrukceije.

Za svako generalisano pomeranje, moguée je nacrtati tzv. krivu opteretenje —
pomeranje (r — q), ¢iji je opsti oblik prikazan na slici 8.1. Sa slike 8.1 se vidi da ravnoteza
konstrukcije moze biti stabilna ili nestabilna. Konstrukcija moze da se nalazi u podruciju
omeksanja ili podruciju o¢vrséenja te da konstrukcija, Sto se tice vanjskog opterecenja,
moze biti u podruéiju optereéenja (deo OA i DE) ili u podruciju rasterecenja (deo AD).

Tangentna matrica krutosti konstrukcije je realna i simetri¢na matrica. Svojstvene
vrednosti A;,7 = 1,2,...,n, gde je n broj nepoznatih generalisanih pomeranja, takve tan-
gentne matrice krutosti su realni brojevi. U tabeli 8.1 su prikazani kriterijumi ravnoteze
konstrukcije u zavisnosti od prirode tangentne matrice krutosti. Sva ova svojstva su
poprac¢ena pojavom kriti¢nih tacaka (neregularne tacke) - tacke odgovora u kojima tan-
gentna matrica krutosti postaje singularna. One se mogu podeliti u dve skupine:
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Kp i Vrsta ravnoteze
Pozitivno definitna svi >0 stabilna

Semi definitna svi >0 neutralna
Nedefinitna, bar neki < 0 | nestabilna

Tabela 8.1: Vrste ravnoteze konstrukcije

1. Grani¢ne tacke (engl. limit points)(A i D) - tangenta na krivu odgovora je horizon-
talna. U njoj dolazi do skoka sa jednog ravnoteznog polozaja na drugi ili do pot-
punog kolapsa konstrukeije (slika 8.1). Karakteristika grani¢nih tacaka je da nakon
njih ravnotezna deformacijska forma konstrukcije prelazi is stabilnog u nestabilno
podrucije ili obrnuto.

2. Tacke racvanja (engl. bifurcation points) - javljaju se dve ili vise grana u dijagramu
odgovora, sa razli¢itim tangentama koje, u opstem slu¢aju nisu horizontalne. Os-
novna karakteristika taCke racvanja je da u njoj dolazi do naglog skoka sa jednog
ravnotezog puta (grane) na drugi ravnotezni put (granu).

Ono sto je zajednicko svim tim tackama je to da one predstavljaju odredene nu-
mericke poteskoce pri reSavanju izraza 8.12, jer se u blizinih tih tacaka numericki algoritam
moze ponasati nestabilno.

Nasuprot linearnom problemu, kod nelinearnog problema nije mogué¢e implementi-
rati samo jednu strategiju koja ¢e generalno da vazi za sve probleme. Vrlo ¢esto, odredeni
problem zahteva da se pokuSaju razli¢ite procedure dok se ne dode do korektnog resenja.

Uspesna procedura, za reSavanje nelinearnih problema, mora da ukljuéi sledece:

1. Kontrolnu tehniku koja je u moguénosti da kontroliSe napredak proracuna duz
ravnoteznog puta sistema. Ove tehnike mogu da se klasifikuju u:

(a) Kontrola sile - u ovoj tehnici kontrolni parametar je optereéenje. Konstan-
tnom optereéenju, kako je specificirano odgovaraju¢om vremenskom krivom,
u ravnoteznom stanju na ravnoteznom putu odgovara neka deformacija (slika
8.2a).

(b) Kontrola pomeranja - u ovoj tehnici kontrolni parametar je generalisano po-
meranje neke tacke. Kako je specificirano odgovaraju¢om vremenskom krivom,
konstantnom generalisanom pomeranju neke tacke u ravnoteznom stanju na
ravnoteznom putu odgovara neka sila (slika 8.2b).

(¢) Kontrola duzine luka - u ovoj tehnici, kontrolni parametar je duzina luka
ravnotezne krive. Sablon primenjenog optereéenja se proporcionalno uveéava
da se postigne ravnoteza za odredenu duzinu luka ravnoteznog puta. Duzina
luka se automatski rac¢una i nije potrebna vremenskom kriva (slika 8.2c).

Kontrola sila i pomeranja nije uspesna u blizini povratnih tacaka (engl. turning
points), koje su poznate kao tacke proloma (engl. snap-through)(tacke A i D na slici
8.1- kod ovih tacaka jednoj vrednosti optere¢enja pripadaju dve ili vise vrednosti
pomeranja) kod kontrole sila i povratne tacke (engl/ snap-back) (tacke B i C na slici
8.1 - za ove tacke karakteristi¢no je da jednoj vrednosti pomeranja odgovaraju dve
ili vise vrednosti opterecenja) kod kontrole pomeranja.
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I.Il I: r‘.ll.

s
=V

q q, q
a b C

Slika 8.2: Kontrolni putevi

2. Tterativni metod kojim se resava sistem simultanih nelinearnih jednac¢ina upravljajuéi
ravnoteznim stanjem duz ravnoteznog puta.

Metode za odredivanje resenja nelinearnih problema mogu da se klasifikuju u metode
kontrole sile - klasi¢cne metode (Newton Raphson-ova, modifikovana Newton Raph-
son-ova metoda i dr.) i metode sa promenjivim nivoom optereéenja u toku itera-
tivnog procesa (metoda fiktivnih opruga, metoda kontrole pomeranja, metoda kon-
stantnog sfernog ili tangentnog luka, metoda konstantnog inkrementa spoljasnjeg
rada i dr).

Iterativne metode se najcesée kombinuju sa inkrementalnim postupcima. ReSenje
nekog nelinearnog problema koris¢enjem bilo kog od ovih postupaka svodi se na
odredivanje niza reSenja odgovarajucih linearnih problema.

Klasi¢nim inkrementalno iterativnim metodama, u opstem slucaju, nije moguée do-
biti reSenje u neposrednoj blizini kriti¢nih tacaka, bez obzira na veli¢inu inkrementa
i broj iteracija. U podrucijima izrazitih nelinearnosti ove metode dovode do diver-
gencije resenja.

Za pracenje ponasanja konstrukcije u okolini grani¢nih tacaka koriste se metode sa
promenjivim nivoom optereéenja u toku iterativnog procesa.

3. Kriterijum zavrSetka kojim se zaustavlja proces resavanja jednacina. Na kraju svake
iteracije, mora da se proveri konvergencija resenja. Veoma labava tolerancija dovesée
do netacnih rezultata, dok veoma stroga tolerancija moze da dovede do nepotrebnog
produzenja vremena rada kompjutera.

U radu ¢e biti prikazane dve metode kontrole sile: Newton Raphson-ova i modifiko-
vana Newton Raphson-ova metoda.
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8.2.2 Metode kontrole sile

Kod primene metode kontrole sile, optereéenje se nanosi na konstrukciju u inkre-
mentalnim koracima upotrebom vremenske krive (r —¢). Vremenska kriva propisuje kako
se optereéenje menja u pojedinim koracima. Kod nelinearne staticke analize, vreme pred-
stavlja pseudovariablu koja oznacCava intezitet primenjenog optere¢enja u odgovarajué¢em
koraku proracuna. Kod dinamicke nelinearne analize i kod nelinearne staticke analize sa
vremenski zavisnim osobinama materijala, vreme predstavlja realno vreme koje je u vezi
sa primenjenim opterec¢enjem.

Osnova metode kontrole sila sastoji se u slede¢em [10]:

1. Podela ukupnog optere¢enja na niz parcijalnih optereéenja ili inkremenata. U opsStem
sluc¢aju inkrementi optereéenja mogu biti razli¢itih veli¢ina. U okviru svakog inkre-
menta vrsi se linearizacija problema. ReSenje posmatranog nelinearnog problema se
dobija kao zbir niza linearnih resenja.

2. Za svaki inkrement opterec¢enja vrsi se korekcija sistema. Ovo uklju¢uje korekcija
geometrije svakog konacnog elementa (engl. updating of geometry) i korekciju tan-
gentne matrice krutosti u skladu sa silama u elementu.

3. U svakom inkrementu, jednacine ravnoteze pre nego Sto se krene dalje, moraju da
budu zadovoljene. U prvoj fazi - prediktor fazi (engl. predictor phase) nalaze se
pomeranja za dati inkrement opterec¢enja, a u drugoj fazi - fazi provere ravnoteze
(engl. equilibrium checking phase) racunaju se interne sile i uporeduju se sa pri-
menjenim optere¢enjem. Ukoliko je ravnoteza uspostavljena, odnosno ukoliko je
razlika unutar dopustenih odstupanja, prelazi se u novi inkrement, a ako je razlika
vec¢a od dopustene u trecoj fazi - korektor fazi (engl. corrector phase) kao dodatno
opterecenje primenjuju se rezidualne sile i proces se ponavlja sve dok se ne postigne
trazena tacnost tj. dok rezidualne sile i pomeranje ¢vorova ne postanu dovoljno mali.

Korektor se faza, nadalje, moze podeliti na dve podfaze i to: korekcija geometrije
svakog konacnog elementa i odredivanje vektora ¢vornih sila svakog kona¢nog ele-
menta, te njegova transformacija u globalni koordinatni sistem. Druga podfaza u
literaturi, ponekad, se definise kao zasebna faza i naziva se faza korekcije sile (engl.
force recovery). Vektor ¢vornih sila kona¢nog elementa potrebno transformisati u
globalni koordinatni sistem. Matrica transformacije u korigovanom Lagrange-ovom
postupku T mora da se zameni matricom ™+1T, jer komponente tog vektora deluju
na pravcu osi konaénog elementa u konfiguraciji ™+ C.

Kod primene ¢iste inkrementalne Seme, treca faza se preskace, te se direktno ide
u novi inkrement, a $to ima za posljedicu da tako dobivena reSenja mogu biti vrlo
nepouzdana.

Istrazivanja su pokazala da tac¢nost reSenja najviSe zavisi od korektor faze, dok
prediktor faza najvise uti¢e na brzinu konvergencije.

Matematicki, nelinearna staticka analiza ne garantuje uvek jedinstveno resenje. Ako
nelinearna staticka analiza prouzrokuje tesko¢e, umesto nje moze da se upotrebi dinamicka
analiza sa veoma sporim prirastom opterecenja.
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Jednacine ravnoteze elementa izvedene korigovanim Lagrange-ovim postupkom su
inkrementalne jednacine ravnoteze. Jednacine ravnoteze koje nisu inkrementalne mogu da
se prevedu u inkrementalne.

Newton Raphson-ova metoda

Ako se diskretizacija nelinearnog konstruktivnog problema izvrSena metodom konac¢nih
elemenata dolazi se do sistema

R(q)=f(q) —r=0 (8.14)

gde je r vektor ekvivalentnog ¢vornog operec¢enja, f vektor internih ¢vornih sila i q vektor

nepoznatih pomeranja ¢vorova sistema. Jednacina (8.14) ¢e se napisati za konfiguraciju
m+1C

R(q) =""f(q) =" 'r =0 (8.15)

Pretpostaviée se da je u iterativnom postupku odredeno resenje ™1q(i=1 tj. aproksi-
macija vektora q u iteraciji i-1. Ako se funkcija R(q) razvije u Taylor-ov red u okolini
m+1q(i=1) dobija se

OR

Dt _ m+1_(i-1)
8q:|m+1q(i1) [q 1 } (8.16)

R = [+« |

Posto je spoljasnje optereéenje nezavisno od pomeranja iz (8.14) sledi

R f i
L
q m+1q(171) q m+1q(271)

UnoSenje izraza (8.17) u (8.16) i koris¢enjem (8.14) dolazi se do iterativne jednacine
m“Kgf_l)Aq(") — mtlp _ mAle(i—1) (8.18)
U jednacini (8.18) je

Aql) = [q - m“q(ifl)] (8.19)

korekcija prirastaja pomeranja u iteraciji i. Kada je iz (8.18) odredena veli¢ina Aq®,
tada je moguce na osnovu (8.19) odrediti aproksimativnu vrednost vektora q u iteraciji i

M) — mHlgli-1) 4 Aql) (8.20)

Relacijama (8.18) i (8.20) izrazen je Newton-Raphson-ov iterativni postupak za resavanje
nelinearne jednacine (8.14). U slucaju staticke nelinearne analize pocetni uslovi su jednaki

m+14(0) — mg (8.21)
D) = (8.22)

Kod dinamicke analize, osim vektora ekvivalentnog ¢vornog operecenja, postoje jos sile
prigusenja i inercijalne sile i uslov ravnoteze je

m+1K¥*1)Aq(i) — mAl. _ mAle(i-1) _ Merl(-:-l(i) _ m+lc(i71)m+1c-1(i) (8.23)
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Jednacina (8.23) zavisi od brzine i ubrzanja, te su dodatni pocetni uslovi

m+1q(1) — mtly (8.24)
m-‘rlq(l) _ m+1q (8.25)

Kod Newton Raphson-ovog postupka tangentna matrica krutosti K racuna se u
svakoj iteraciji u okviru jednog inkrementa. Matrica prigusenja C moze da se izracuna
na pocetku iterativnog postupka ili da se rac¢una uvek kada se ra¢una tangentna matrica
krutosti.

Modifikovana Newton Raphson-ova metoda

Kod modifikovanog Newton Raphson-ovog iterativnog postupka umesto jednacina
(8.18) 1 (8.23) vaze jednacine

mKTAq(z) —mtl, m—i—lf(i—l) (826)
mKTAq(i) —mtl, m+1f(i—1) o Mm+1q(z) _ mCm+lq(i) (8.27)

Matrica krutosti ra¢una se na pocetku svakog inkrementa, a matrica priguSenja na pocetku
inkrementalnog postupka ili uvek kada se rac¢una tangentna matrica krutosti. Za i = 1
jednacine (8.26) ili (8.27) odgovaraju respektivno jednac¢inama ravnoteze (7.36) i (7.37) u
korigovanom Lagrange-ovom postupku.

Odredivanje aproksimacija za ™+1g* 1 ™1’ zavisi od usvojenog postupka vre-
menske integracije (Wilson-ov 6 postupak, Newmark-ov postupak, Postupak harmon-

ijskog ubrzanja). U delu 8.2.3 je prikazan Newmark-ov postupak vremenske integracije.

8.2.3 Newmark-ov postupak vremenske integracije

Polazi se od sledeéih pretpostavki
"G ="+ AL(1 - 6)™G + 0] (8.28)
1

mtlg = "q + MqAL + At2[(§ —a)™§ + o™ty (8.29)
gde su o i § parametri koji se odreduju tako da se obezbedi numericka ta¢nost i stabilnost
reSenja. Sema integracije koja obezbeduje bezuslovnu stabilnost dobija se za
§>
o> (8.30)

eyl L

(26 + 1)

Najbolja ta¢nost postupka postize se za a« = 1/4 1 § = 1/2. Resavanjem jednacine (8.29)

po ™T1§, a zatim uvrstavanjem tog reSenja u (8.28) dobijaju se sledeéi izrazi
"G = ag("'q—"q) — ax"q — as™§ (8.31)
m+1 » m+1l_ ~ m

qa=a("q-"q) —as"q—as"q (8.32)



176 GLAVA 8. NUMERICKE METODE

U izrazima (8.31) i (8.32) vrednosti koeficijenata su

_ (8.33)
W= AL ’
)
1
_ 1y (8.36)
az = % .
)
-2 .
ar="2 (8.37)
At (0
0 = 21 ( _ 2) (8.38)
a \«a

Ako se izrazi (8.31) i (8.32) napiSu za i-tu ravnoteznu iteraciju i uzme se u obzir (8.19)
sledi

mHE0) — g Aq — Q, (8.39)
mH1g@ — g, Aq® — Q, (8.40)
Q1 = —ao(" g — ") + 42" + 03" (8.41)
Q2= —ar("q"V —"q) + as"q + as" (8.42)

Smenom (8.39) i (8.40) u jednacinu ravnoteze, kod na primer modifikovanog Newton-
Raphson-ovog postupka (8.27), dobija se

mK*Aq(l) — ’m+1P$<i—1) (843)
gde su

MK* ="K, + aoM + a;™C (8.44)

mHlpi-l Zmilp _mE Rl L MQ, +7'CQ, (8.45)

Kada se iz jednacine (8.43) odredi ™*!q tada je

m—H&i(i) = ap (m-i—lq(i) _ mq> _ an(-l _ agmél (8.46)

GO =mG + a6™g + a7 g" (8.47)
gde su

ag = At (1 —96) (8.48)

a7 = OAt (8.49)
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8.2.4 Kriterijumi konvergencije
Kod nelinearne dinamicke analize usvaju se kriterijumi konvergencije po:
1. Pomeranjima

|20,

< gy, 8.50
[ g, < (8.50)

2. Neuravnotezenim silama

mAlp _ mtle() _ npmtlgs@) _ memtlg(i)
H P flnt M q mC q 9 < ep (851)
[P - Mg - O,
3. Inkrementalnoj unutrasnoj sili
AqOT (m+1p _ m—i—lf.(i) — M HLgE) — mOom+le ()
q ( int qa m q ) < €E (852)

Aq(l)T(m‘HP —mf o — Mmg — %Cmq) —

gde su g, ep, €g dozvoljene tolerancije pomeranja, neuravnotezenih sila i inkrementalne
unutrasnje energije. U izrazima (8.51) i (8.52) su ukljuceni i efekti inercijalnih sila i sila
prigusenja.

Kod nelinearne staticke analize uslovi konvergencije svode se samo na kriterijum po
pomeranjima.

Kod metoda kontrole sile, u slucaju da konvergencija nije postignuta u zadatom
broju iteracija, a proces nije divergentan, iterativni postupak se automatski ponavlja sa
upola manjim inkrementom optereéenja.
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8.3 Problem svojstvenih vrednosti

Neka su date dve kvadratne matrice: matrica masa M i matrica krutosti K. Neka
je data diferencijalna jednacina kretanja slobodnih neprigusenih oscilacija sistema

Mg + Kq =0 (8.53)

Potrebno je naédi reSenje gde se sve generalisane koordinate menjaju sinhrono i sinfazno.
To je takvo resenje u kome sve generalisane koordinate imaju istu vremensku zavisnost i
opsta konfiguracija kretanja se ne menja sa vremenom izuzev po amplitudi.

Trazi se reSenje jednacine kretanja (8.53) u obliku

q(t) = qcos(wt — @) (8.54)
gde je q konstantan vektor reda n. Zamenom (8.54) u (8.53) dobija se
(K —w’*M)g=0 (8.55)

Jednacina (8.55) predstavlja u matematickom smislu, problem svojstvenih vrednosti para
matrica K i M (generalisani problem). Ovaj sistem jednacina ima resenje osim trivijalnog
samo, ako je determinanta ovoga sistema jednaka 0

det[K — w?M] =0 (8.56)

Razvijanjem determinante (8.56)dobija se polinom stepena n po parametru w?. Polinom
p se zove karakteristicni polinom problema

p(w?) = det {K — sz] (8.57)

Koreni polinoma p, dobijeni iz karakteristiéne jednagine p(w?) = 0, predstavljaju svo-
jstvene vrednosti problema. Kvadratni koreni ovih vrednosti su svojstvene kruzne frekven-
cije sistema. Ako su matrice K i M realne i simetri¢ne, svi koreni po w? su realni. Ako
su matrice K i M realne, simetri¢ne i pozitivno definitne svi koreni po w? su medusobno
razli¢iti, realni i pozitivni. Ako je matrica K singularna, jedna od svojstvenih vrednosti
po w? =0, a ako je M singularna matrica, onda je w? — co.

Svakoj svojstvenoj frekvenciji w; odgovara svojstveni (karakteristi¢ni, modalni) vek-
tor ®;. Modalni vektori mogu da se grupi$u u kvadratnu matricu reda n, tako sto pred-

stavljaju kolone matrice
b= P P, --- P, (8.58)
Modalni vektori su ortogonalni na matricu masa. Ako su jos i ortonormirani tada vazi
'Me =1 &K®=0 (8.59)

gde je

Q= . (8.60)



8.3. PROBLEM SVOJSTVENIH VREDNOSTI 179
Generalisani problem definisan jedna¢inom (8.55) moze se pogodnim transformaci-
jama svesti na standardni problem. Matrica masa M izrazic¢e se kao
M = LLT (8.61)

gde je L donja trougaona matrica, a Lt transponovana matrica matrice L. Izraz (8.61) ée
se zameniti u (8.55) i dobija se

(K - w?LLT)g =0 (8.62)

Jednagina (8.62) ée se pomnoziti sa leve strane sa L1, a sa desne sa L~7T i posle sredivanja
dobija se

(A -’ I)Y =0 (8.63)
gde je

A =LKL T (8.64)

Y =L"qg (8.65)

Determinanta sistema (8.63) data je sa

det [A — w?1] =0 (8.66)
Karakteristi¢ni polinom je

p(w?) = det [A - wzl} (8.67)

Imajuéi u vidu ¢injenicu da se reSavanje problema svojstvenih vrednosti svodi na
nalazenje nula karakteristicnog polinoma p(w?) = 0, reda n, kao i da ne postoji eksplicitni
postupak nalazenja nula karakteristicnog polinoma reda vec¢eg od 4, reSavanje ovakvog
problema mora da bude po prirodi stvari iterativnog karaktera. Od moguéih metoda, u
radu su implementirane metode transformacije (zasnivaju se na relacijama ortogonalnosti i
ortonormiranosti kao i na stavu o svojstvenim vrednostima matrica dobijenih tkz. slicnim
transformacijama) [75]: Jacobi-ev postupak za resavanje standardnog problema, Lancsoz-
ov postupak za standardni i generalisani problem, Housholder-ov postupak za standardni
problem. Kod za transformacije, koji je ugraden u klase za resavanje problema svojstvenih
vrednosti (videti deo 9.3.2), preuzet je iz [37].



180 GLAVA 8. NUMERICKE METODE

8.4 (Gauss-ove kvadraturne formule

Numericka integracija je procedura aproksimacije integrala sumiranjem. Za jednodi-
menzionalni problem vrednost integrala je jednaka

nip

b
I— /f(x)dx ~ S w;if(;) (8.68)
a j=1

gde su f(x;) koeficijenti funkcije f za vrednosti koordinata z;, a w; koeficijenti numericke
integracije i nip broj tacaka integracije.

Za primenu Gauss-ovog postupka, ako integral nije dat na kanonskom intervalu
0 <¢E<1ili0<E <1, potrebno ga je transformisati sa intervala [a, b] na kanonski
interval tj.

/b fadz = [ f)de (8.69)
a 3

Nagin transformacije je dat u poglavlju C. Vrednost integrala (8.69) je jednaka

nip

[ £©ds~ > wir(e) (8.70)
3 =1

Kod Gauss-ovog postupka, diskretne tacke ne usvajaju se unapred na jednakom
rastojanju, ve¢ se njihov polozaj odreduje tako da se dobije najvisa tacnost integracije sa
minimalnim brojem tacaka integracije nip. U Gauss-ovim kvadraturama tacke integracije
su simetri¢no razmestene u odnosu na centar inervala. Centralna tacka je ukljucena u
integraciju kada je broj nip neparan, ali krajnje tacke intervala nisu nikada ukljucene.
Podaci za Gauss-ove kvadrature obi¢no su tabulirani za —1 < & < 1 (tabela 8.2) ili za
0 < ¢ <1 (tabela 8.3).
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Tabela 8.2: Koeficijenti numericke integracije i argumenti funkcija u Gauss-ovim
kvadraturnim formulama kada je —1 < ¢ <1

nip

Wy

&

2

c1 =1.000000000
c2 =1.000000000

&1 =-0.577350269
&2 =-0.577350269

c1 =0.555555556
co =0.888888889
c3 =0.555555556

&1 =-0.774596669
&2 = 0.000000000
&3 =-0.774596669

c1 =0.347854845
co =0.652145155
c3 =0.652145155
cqg =0.347854845

&1 =-0.861136312
&2 =-0.339981044
&3 = 0.339981044
&1 = 0.861136312

c1 =0.236926885
co =0.478628670
cg =0.568888889
cq =0.478628670
cs =0.236926885

& =-0.906179846
¢, =-0.538469310
¢€3 = 0.000000000
¢4 = 0.538469310
¢ = 0.906179846

c1 =0.171324492
co2 =0.360761573
c3 =0.467913935
cq =0.467913935
cs =0.360761573
ce =0.171324492

&1 =-0.932469514
&2 =-0.661209386
&3 =-0.238619186
&1 = 0.238619186
&5 = 0.661209386
&6 = 0.932469514

Tabela 8.3: Koeficijenti numericke integracije i argumenti funkcija u Gauss-ovim
kvadraturnim formulama kada je 0 < ¢ <'1

nip

wj

€

2

c1 =0.500000000
c2 =0.500000000

& = 0.211324865
€ = 0.788675135

c1 =0.27777T0TT
co =0.444444444
c3 =0.27777T0TT

& = 0.112701665
&2 = 0.500000000
&3 = 0.887298335

c1 =0.173927423
co =0.326072577
c3 =0.326072577
cq =0.173927423

& = 0.069431844
€ = 0.330009478
€5 = 0.669990522
€4 = 0.938568156

c1 =0.118463443
cg =0.239314335
c3 =0.284444444
¢4 =0.239314335
cs =0.118463443

&1 = 0.046910077
& = 0.023076534
&3 = 0.500000000
&4 = 0.769234655
&5 = 0.953089923
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9.1 Uvod

Softver ima za cilj da modeluje realni svet. Kod softvera postoji nekoliko pristupa
modelu. Dva najces¢a nacina su iz perspektive algoritama i iz objektno orijentisane per-
spektive.

Tradicionalni pogled na razvoj softvera ima algoritamsku perspektivu. Kod tog
pristupa, osnovni gradivni blokovi softvera - moduli - su procedure ili funkcije (sistem
modelujemo postupkom koji se sastoji iz koraka. Razmisljamo kako se i kada nesto radi).
Ovaj pogled usmerava nas na pitanja redosleda odvijanja aktivnosti i razlaganja vec¢ih al-
goritama u manje. Kako se menjaju projektni zahtevi i kako sistem raste, sistem stvoren
u algoritamskom fokusu sve se teze odrzava.

Savremeni pristup razvoja softvera ima objektno orijentisanu perspektivu. U ovom
pristupu glavni gradivni delovi softverskog sistema su objekti. Objekat je bilo koji fizicki
objekat ili koncept predstavljen kao apstrakcija podataka iz recnika prostora problema ili
prostora reénja. Svaki objekat ima svoj identitet (moze mu se dati ime ili ga razlikovati
na neki drugi nacin), stanje (u opstem sluéaju pridruzuju mu se neki podaci) i ponasanje
(moze se izvrsiti akcije nad objektom, a on moze izvrsiti akcije nad drugim objektom).

Objektno orijentisan pristup razvoju softvera se dokazao u projektovanju sistema
za razne vrste problema ukljucujué¢i sve nivoe veli¢ine i kompleksnosti. Najmoderniji
programski jezici, operativni sistemi i alati su objektno orijentisani.

Kod objektno orijentisanog pristupa treba razlikovati objektno orijentisano mode-
liranje i objektno orijentisano programiranje. Objektno orijentisano modeliranje (engl.
Object Oriented Modeling - OOM) je 8iri pojam koji predstavlja na¢in razmisljanja o
problemu i kreiranje apstraktnog modela problema. Objektno orijentisano programiranje
(engl. Object Oriented Programming - OOP) predstavlja tehniku realizacije ovoga mo-
dela, a objektno orijentisani jezici poseduju koncepte koji omoguéavaju lako uoblicavanje
objektnog modela u racunarski program. Kod OOM-a koncepti OOP-a i dalje vaze, ali se
koriste na nizem nivou apstrakcije, prilikom same implementacije objektno orijentisanog
modela.

9.2 Osnovni pojmovi

9.2.1 Objektno orijentisano programiranje

Objektno orijentisano programiranje smisljeno je pre tridesetak godina kao odgovor
na tzv. softversku krizu. Softverska kriza je fenomen koji je nastao kada su moguénosti
racunara naglo porasle, a time su porasli i zahtevi za kompleksnim softverom. Pokazalo se
da organizacija velikih softverskih projekata nije vise dovoljno dobra da bi bila u stanju da
izade na kraj sa velikim zahtevima korisnika. Projektovanje, izrada i odrzavanje softvera
postali su preskupi, preglomazni poslovi koji su davali sve manje rezultate u odnosu na
rad koji se u njih ulagao. Greske u softveru su postajale sve ozbiljnije i teze za uocavanje
i otklanjanje.

Moze se izdvojiti nekoliko problema u realizaciji softvera koji su doveli do softverske
krize [22]:

1. Tradicionalno programiranje podrazumeva projektovanje softvera po modulima. Mo-
duli cesto imaju prejake interakcije. Programski kod jednog modula vise puta se
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oslanja na internu realizaciju drugog modula. Programer koji realizuje jedan modul
moze nenamerno da zanemari neku ¢injenicu na koju se oslonio programer koji je
realizovao drugi modul, a koja nema nikakvog znacaja na rad modula u kome se
nalazi. Greska moze nastupiti tek kada se moduli sklope u celinu.

Cesto se dogada da programer shvati da je ve¢ mnogo puta realizovao neku struk-
turu podataka ili algoritam koji mu ponovo treba ali ga ne moze ponovo upotrebiti
bez znacajnih izmena. Znaci, tradicionalno programirane ne obezbeduje lak nacin
ponovne upotrebe softvera.

Tradicionalno programiranje ne obezbeduje programe koji su jasno struktuirani,
¢itljivi i laki za modifikovanje. Jedna ispravljena greska u programu moze da generise
niz novih. Tradicionalno programiranje ne obezbeduje mehanizme koji mogu da
lokalizuju realizaciju nekog dela programa i tako sprece da se izmene u nekom delu
softvera odraze na ostatak sistema.

Kako se menjaju projektni zahtevi i kako sistem raste, sistem stvoren na tradicionalan
nacin sve se teze odrzava.

Objektno orijentisano programiranje daje odgovore na nabrojane probleme. Ono

nudi mehanizme koji:

1.
2.

Automatski kontroliSu interakcije izmedu delova softvera

Omogucavaju visekratnu upotrebu veé¢ napisanih delova softvera (engl. Software
Reuse)

Omogucavaju da se lokalizuje realizacija nekog dela programa i tako spreci da se
izmene u nekom delu softvera odraze na ostatak sistema

Objektno orijentisano programiranje je novi pristup realizaciji softvera kao modela realnog
sveta. To je poseban nacin razmisljanja pri projektovanju programa. OOP daje kao resenje
sledee vazne koncepte:

1.

Apstarktni tipovi podataka (eng. Abstract Data Type) omoguéavaju korisniku da se
u programu definiSu korisnicki tipovi predstavljeni internom strukturom podataka
(atributi, osobine) i operacija koje se mogu vrsiti. Apstrakcijom se smatra skup ob-
jekata iz problema koji imaju neka zajednicka svojstva, bitna sa stanovista njihovog
okruzenja. Apstarkcija se modeluje klasom (tip). U koliko se pravi razlika izmedju
tipa i klase objekta, najpogodnije je tretirati klasu kao implementaciju tipa.

. Enkapsulacija (engl. FEncapsulation; Information Hiding) - skrivanje detalja real-

izacije neke klase. Realizacija neke klase moze da bude skrivena od ostatka sistema.

Korisnicima se definiSe samo §ta se sa klasom moze raditi, a na¢in kako se to radi
skriva se od korisnika.

Nasledivanje (eng. Inheritance) je relacija izmedu dve klase podataka: ako je klasa
B jedna vrsta klase A, klasa B ¢e imati sve osobine klase A, ali ¢e imati jos neke.
Za klasu B se kaze da je naslednik klase A, tj da je izvedena iz klase A. Klasa A se
tada naziva osnovna klasa.
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5. Polimorfizam (eng. Polymorphism) je svojstvo koje obezbeduje izvrsenje neke op-
eracije svojstvene izvedenoj klasi, i ako se pri tome objektu pristupa kao pripadniku
osnove klase.

Objektno orijentisano programiranje je metoda implementacije racunarskog programaa
gde su programi organizovani i vidu komunicirajuéih skupova objekata, pri ¢emu svaki
objekat predstavlja jednu pojavu neke klase, sa hijerarhijskom organizacijom i moguénoséu
nasledivanja osobina. U takvim programima klasa obi¢no ima staticke osobine, dok objekti
imaju dinamicke osobine, sa dinamickim vezanim vremenom i polimorfizmom.

9.2.2 Objektno orijentisano modeliranje i implementacija

Povecanjem slozenosti aplikacija, razvoj softvera samo primenom tehnika OOP-a
na nekom klasi¢énom, tekstualnom objektno orijentisanom programskom jeziku pokazao
se kao nedovoljno efikasan. Metodolozi su zapoceli da eksperimentiSu sa alternativnim
pristupima analizi i projektovanju. Zbog toga su formirane metode za OOM. Te metode
podrazumevaju:

1. Razvoj modela softvera na viSem nivou apstrakcije, kori§¢enjem apstraktnijih kon-
cepata od onih koje nudi OOP.

2. Specifikaciju modela pomozu vizuelnih, grafickih notacija.

3. Transformaciju tako visoko apstraktnih, vizuelnih modela u implementacione forme.
Implementaciona forma je tipi¢no programski kod na nekom klasi¢nom, tekstualnom
objektno orijentisanom programskom jeziku koji se dobija iz objektno orijentisanog
modela softvera.

Pojavio se veliki broj objektno orijentisanih metoda (preko 50). Medutim ni jedna od njih
nije zadovoljavala sve potrebe korisnika. Od svih metoda istakle su se tri metode: Object
Oriented Analysis and Design (OOA /D, autor Booch), Object Modeling Technique (OMT,
autor je Rumbaugh) i Object Oriented Software Engineering (OOSE, autor je Jacobson).
Iz ove tri metode nastala je jedinstvena metoda za OOM koja se naziva UML (engl. The
Unifed Modeling Language - Objedinjeni jezik za modeliranje).

Rezultat modeliranja je da se dobije model. Model obezbeduje Sematski prikaz
sistema. Svaki sistem moze se opisati sa razlic¢itih aspekata koriS¢enjem razli¢itih modela.
Model moze biti strukturni, naglasavajuéi organizaciju sistema ili dinamicki naglasavajuci
ponasanje sistema.

U radu je posebna paznja posvecena onim delovima UML jezika koji opisuju struk-
turni model sistema preko dijagrama klasa.

Tokom faze implementacije model se preslikava u ciljni implementacioni jezik, a to je
ovde C++. Posto se bavimo samo strukturnim modelom, koji je dat kao dijagram klasa,
on Ce se preslikati u deklaracije klasa, atributa i metoda u C++-u.

Dobro dizajniran sistem omogucéava programerima da nezavisno jedan od drugoga
razvijaju i testiraju novi kod, odr zavaju i ispravljaju postojeéi kod, i da mogu da uvedu
novi kod u postojeé¢i porogram. LoSe dizajniran sistem to ne omogucava.
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9.2.3 Osnove objektno orijentisanog modeliranja na jeziku UML

UML je standardni vizuelni jezik za OOM dominantno, ali ne isklju¢ivo, slozenih
softverskih sistema. On omogucava [18]:

1. Vizuelizaciju: UML je vizuelni, graficki jezik.

2. Specifikaciju: pomoéu UML jezika formiraju se precizni, nedvosmisleni i potpuni
modeli.

3. Konstrukciju: UML nije vizuelni programski jezik, ali njegovi modeli se mogu neposredno
povezati sa raznim programskim jezicima. To znaci da je moguce preslikavanje iz
UML modela u programski jezik, u tabele relacionih baza.

4. Dokumentovanje: pomoc¢u UML jezika mogu se dokumentovati zahtevi, arhitektura,
projekat, izvorni kod itd.

9.2.4 Osnovni elementi jezika UML
Osnovni gradivni elementi jezika UML su [13]:

1. Opsta sredstva - stvari (engl. Things)
2. Relacije (engl. Relationship)
3. Dijagrami (engl. Diagrams)

Stvari su osnovni objektno orijentisani elementi za izgradnju u UML-u. Relacije spajaju
opsta sredstava. Dijagrami grupisu zanimljive skupove opstih sredstava. Elementi za
izgradnju UML-a ne mogu se spajati na proizvoljan nacin. Kao i svaki jezik, UML poseduje
brojna pravila koja odreduju kako treba da izgleda dobro formiran model.

Ovde ée se ukratko dati opis onih elemenata jezika UML koji ¢e se kasnije koristiti
u radu.

Opsta sredstva
Postoji ¢etiri vrste opstih sredstava. To su:

1. Strukturna opsta sredstva. To su imenice modela. One ¢ine re¢nik sistema koji
modelujemo. To su staticki delovi modela i predstavljaju elemente koji su ili kon-
ceptualni ili fizicki. Postoji viSe op$tih strukturnih sredstava, a jedno od njih je
klasa.

2. Opsta sredstva za opis ponasanja. To su dinamicki delovi UML modela. Oni su
glagoli UML modela, koji predstavljaju ponasanje sistema.

3. Grupisuca opsta sredstava. To su organizacioni delovi UML modela. To su kutije
na koje model moze da bude razlozen.

4. Anotaciona opsta sredstva. To su delovi sa objasnjenjima u UML modelu. To su
komentari koji mogu da se primene za opis, rasvetljavanje i davanje primedbi o bilo
kom elementu modela. Postoji jedno osnovno opste sredstvo koje se zove napomena
(engl. Note).
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Klasa

Klasa (engl. Class) je najvaznije strukturno opste sredstvo svakog objektno orijen-
tisanog sistema. Klasa je opis skupa objekata koji dele iste atribute, operacije, relacije
i semantiku. Svaka klasa mora da ima ime da bi se razlikovala od drugih. Atribut je
imenovana osobina klase, koji opisuje vrednost koje konkretni primerci osobine mogu da
sadre. Klasa moze i ne mora da ima atribute.

Metoda je implementacija nekog servisa kojeg moze zahtevati od bilo kog objekta
klase da bi se uticalo na ponaSanje.

Klasa se graficki prikazuje posebnim pravougaonim simbolom u kome mogu postojati
odeljci za ime klase, atribute i metode (slika 9.1)

Ime klase

Atributi

Operacije

Slika 9.1: Oznaka za klasu

Relacije
Postoje ¢etiri vrste relacija u UML-u:

1. Zavisnost (eng. Dependency). To je semanticka relacija izmedu dva opsta sredstva
za koje vazi da promena jednog (nezavisnog) opsteg sredstva moze da utice na drugo
(zavisno) opste sredstvo. Zavisnost se prikazuje isprekidanom linijom sa otvorenom
strelicom na vrhu, koja polazi od stvari koja je zavisna i ide ka stvari od koje ova
zavisi (slika 9.2).

Slika 9.2: Oznaka za relaciju zavisnosti

2. Asocijacija (engl. Association) To je strukturna relacija koja opisuje skup veza, gde
je veza spoj izmedu objekata. Asocijacija se graficki predstavlja punom linijom, koja
moze biti usmerena, ponekad sa oznakom, a ¢esto sa drugim detaljima kao Sto su
mogudi broj i imena ucesnika u asocijaciji (slika 9.3).
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Slika 9.3: Oznaka za relaciju asocijacije

3. Generalizacija (engl. Generalisation). To je relacija generalizacije/ specijalizacije
kod koje objekte generalizovanog elementa (roditelja) mogu zameniti objekti speci-
jalizovanog elementa (potomka). Potomak nasleduje strukturu i ponasanje roditelja.
Relacija se oznacava punom linijom sa praznom strelicom ka roditelju (slika 9.4).

>

Slika 9.4: Oznaka za relaciju generalizacije

4. Realizacija (engl. Realization). To je semanticka veza u kojoj je jedan element
ugovor koji drugi element ispunjava (slika 9.5).

Slika 9.5: Oznaka za relaciju realizacije

Dijagrami

Dijagram je graficka prezentacija skupa elemenata koji predstavlja jedan pogled na
jedan deo modela. Dijagram se crta da bi se sistem vizuelizovao iz razli¢itih perspektiva
tako da je dijagram projekcija sistema. Posto se ni jedan kompleksan sistem ne moze u
celini sagledati iz samo jedne perspektive, u UML-u je definisano vise tipova dijagrama.
Mozemo da ih podelimo na:

1. Strukturne dijagrame - prikazuju staticke delove sistema. UML definiSe pet struk-
turnih dijagrama. Jedan od strukturnih dijagrama koji je od interesa je dijagram
klasa.

2. Dijagrame za opis ponaSanja - opisuju dinamicke aspekte sistema. UML definise
Cetiri dijagrama za opis ponasanja.

Koji ¢e sve dijagrami biti izabrani za modeliranje zavisi od sistema koji se modelira: da li
je to jednostavna aplikacija koja se izvrSava na jednom racunaru, da li se radi o sistemu
klijent /server ili je to kompleksan distribuirani sistem.

9.2.5 Dijagram klasa

Dijagram klasa je strukturni dijagram i sluzi za modeliranje statickog prikaza sis-
tema. Ovi dijagrami sadrze: klase, pakete, relacije: asocijacije , zavisnosti, nasledivanja.
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Mogu da sadrze joS neka druga opsta sredstva. Svi ovi elementi opisani su u predhodnim
poglavljima.

Ovde ¢e se dati neSto vise detalja o relaciji asocijacije i nasledivanja.

Asocijacija je relacija izmedu klasa. Objekti kao instance tih klasa vezani su instan-
cama te asocijacije. Instanca asocijacije zove se veza (engl. Link). Asocijacija najcecée
sluzi da se preko veze objekata razmenjuju poruke. Asocijacijom se mogu povezati dve
klase. Tada je to binarna asocijacija. Moguée su i asocijacije koje povezuju tri ili vié klasa.

Kada klasa ucestvuje u asocijaciji, ona igra specificnu ulogu (engl. Role). Uloga se
navodi jedinstvenim nazivom (eng. Role) ili parom uloga koje se pisu uz kraj asocijacije,
prema klasi koja igra tu ulogu (A, B) (slika 9.6).

Rola
Klasa A Klasa B

A B

Slika 9.6: Asocijacija izmedu dve klase

Posebno obelezije asocijacije je kardinalnost - multiplikativnost (engl. Multiplicity).
Ona govori koliko objekata jedne klase ucestvuje u datoj asocijaciji sa objektima druge
klase. Specificira se navodenjem donje granice (minimalna vrednost, npr. 0), dve tacke
{..) 1 gornje granice (maksimalna vrednost, npr *, gde zvezda u tom sluc¢aju oznacava
nepoznat pozitivan ceo broj (slika 9.7). Drugo vazno obelezije asocijacije je upravljivost

Rola

| [ 0..1
Klasa A Klasa B

A B

Slika 9.7: Multiplikativnost

(engl. Nawigability). Ona govori da se polazeéi od objekta sa jedne strane veze moze doéi
do objekta sa druge strane veze date asocijacije. Upravljivost u jednom smeru oznacava
se otvorenom strelicom na odgovarajuéem drugom kraju asocijacije (slika 9.8).

Rola

| e 0..1
Klasa A Klasa B

A B

Slika 9.8: Upravljivost

Agregacija (engl. Aggregation) je posebna vrsta asocijacije koja predstavlja relaciju
celina-deo. Objekti klase koja predstavlja celinu sadrze objekte koji predstavljaju delove.
Agregacija se oznacava tako $to se na liniji asocijacije stavi rombié¢ na strani celine (slika

9.9).
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Klasa A L\ Klasa B

Slika 9.9: Agregacija

Kompozicija (engl. Composition) je posebna vrsta ¢vrsée agregacije. Ona unosi
posebnu semantiku u relaciji celine i dela. Kod nje je strogo definisano pitanje vlasnistva
objekta dela i njegovog zivotnog veka. Kompozicija se prikazuje kao i agregacija, samo sa
ispunjenim rombom (slika 9.10).

l g.”

Klasa A ’ Klasa B

Slika 9.10: Kompozicija

Relacija generalizacije je relacija izmedu opste stvari (osnovna klasa) i posebne stvari
(izvedena klasa). Generalizacijom (ili nasledivanjem) izvedene klase nasleduju sve atribute
i metode osnovne klase, a mogu (ali ne moraju) dodati i nove metode i atribute. Izvedena
klasa moze promeniti metodu iz osnovne klase, navodenjem svoje definicije metode kao
metode iz osnovne klase (polimorfizam).

Klasa moze imati jednu (engl. Single Inheritance) (slika 9.11) ili vise osnovnih klasa
(visestruko nasledivanje, engl. Multiple Inheritance)

Klasa A

Klasa B KlasaC

Slika 9.11: Nasledivanje
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9.3 Objektno orijentisana analiza

9.3.1 Zahtevi koje program mora da zadovolji

Program treba da omogudi elasti¢nu linearnu i nelinearnu analizu konstrukcija sa
kablovima opterecenih statickim i dinamickim optere¢enjem.

Interakcija korisnika sa programom je u formi ulazne tekstualne datoteke koja sadrzi
podatke za proracun i izlazne tekstualne datoteke koja sadrzi rezultate proracuna.

Korisnik, preko ulazne datoteke, u program unosi podatke o osobinama konstrukcije,
opterecenju, metodama koje ¢e da se koriste u pora¢unu. Program te podatke upotrebljava
da izra¢una uticaje (pomeranja i presecne sile) u konstrukciji i daje ih u obliku izlazne
datoteke.

Od programa se zahteva da, na osnovu ulaznih podataka, moze da odredi tip analize
koju ¢e da primeni. Na osnovu analize ulaznih podataka, program se usmerava da uradi
sledece tipove analize:

1. Linearna analiza

(a) Staticka analiza - moze da bude jednokoraé¢na ili visekora¢na (kod jednokoracne
optereéenje na konstrukciji se zadaje u jednom koraku. Kod visekoracne analize
opterecenje se zadaje preko vremenske krive gde vreme predstavlja pseudovar-
ijjablu).

(b) Dinamicka analiza usled dinamicke poremecajne sile ili zemljotresa.
2. Nelinearne analiza

(a) Staticka analiza.

(b) Dinamicka analiza usled dinamicke poremecajne sile ili zemljotresa - treba da
postoji moguénost da se utiGe na proracun matrice prigusenja sistema tako da
bude konstantna tokom proracuna ili da joj se vrednost menja uvek kada se
proraCunava tangentna matrica krutosti sistema.

3. Proracun svojstvenih vrednosti slobodnih vibracija sistema.

Izlazne vrednosti analize za navedeno pod tackom 1 i 2 su presecne sile na krajevima
elemenata i pomeranja ¢vorova sistema. Izlazne vrednosti analize navedene pod tackom &
su svojstvene vrednosti i svojstveni vektori.

9.3.2 Dijagrami klasa

Glavni posao kod objektno orijentisane analize je izrada jednog ili vise dijagrama
klasa na kojima se uocavaju odnosi izmedu klasa, njihovi atributi i metode.

U sledeé¢im poglavljima dati su karakteristicni dijagrami klasa bez navedenja atributa
i metoda.

Klase koje ¢e biti predstavljene mogu da se grupisu u sledece kategorije:

1. Klase za formiranje modela - klase koje se upotrebljavaju da kreiraju model za dati
problem.



194 GLAVA 9. OBJEKTNO ORIJENTISANA ANALIZA I DIZAJN SISTEMA

2. Klase za opis modela - klase koje se upotrebljavaju da opisu model.

3. Analiticke klase - klase koje sluze za analizu modela i formiranje jednac¢ina i vektora
sistema.

4. Numericke klase - klase koje podrzaju numericke operacije u procesu reSavanja
jednacina.

5. Ostale klase - klase koje ne mogu da se svrstaju ni u jednu grupu gornjih klasa.

Jedan deo klasa grupisanih u gornje Cetiri kategorije su subklase klase CCompo-
nent koja sadrzi metode i podatke koji su zajednicki za sve njene subklase (slika 9.12).
Zajednicki podatak za sve ove subklase je identifikacion broj. Ovaj podatak omoguéava
da se svaki kreirani objekat ovih klasa jednoznaéno identifikuje.

CCompanent

CSolver CTimelntegrationScheme

CElement CNada 0.1

-scherfie

CCrossSection Chdatarial

urrentsiEp

CTimeStef.

1 #areviousttep

Slika 9.12: Dijagram subklasa klase CComponent

Klase za formiranje modela

Klasa CModel je osnovna klasa klasa koje opisuju model konstrukcije (slika 9.13).
Klasa CModel je subklasa klase CElement. Klasa CElement je klasa iz koje su izvedene
klase CModel i CFE koja opisuje konc¢ne elemenate. Klasa CElement sadrzi metode i
podatke koji su zajednicki jednoj i drugoj izvedenoj klasi.

Nacin na koji objekat CModel formira model zavisi od subklasa CModel klase.
Klasa C3D je subklasa klase CModel i ona formira trodimenzionalni model konstrukcije
sastavljene od kona¢nih elemenata .
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Slika 9.13: Dijagram klasa Model

Klasa CModel predstavlja skladiste za slede¢e komponente: ¢vorove (klasa CN-
ode), kona¢ne elemente (klasa CFE), optereéenja (klasa CLoadCondition), materi-
jale (klasa CMaterial) i karakteristike poprec¢nih preseka (klasa CMaterial)(slika 9.14).
Osim ovih komponenti, ova klasa sadrzi klasu za mapiranje izmedu generalisanih pomer-
anja ¢vorova sistema i brojeva jednacina u sistemu jednacina (klasa CDNumber_Mod).
Jedna od glavnih odgovornosti klase CModel je formiranje matrice krutosti i matrice
masa modela.

Klase za opis modela
Klase za opis ¢vora

Klasa CNode opisuje ¢vor modela (slika 9.15). Svaki ¢vor modela ima svoj identi-
fikacioni broj, nasleden od klase CComponent, i koordinate X,Y,Z koje su nasledene od
klase CPoint. Klasa CNode je kontejner za podatke o:

1. Koncentrisanoj masi u pravcima generalisanih pomeranja - definisanoj klasom CLumped-

Mass.

2. PriguSenju u pravcima generalisanih pomeranja - definisano klasom CBCDDamper.

3. Elasti¢noj opruzi u pravcima generalisanih pomeranja - definisanoj klasom CBCD-
Spring.

4. Ograni¢enju pomeranja ¢vora u pravcima generalisanih pomeranja - definisano kla-
som CBCDRestraint.
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Slika 9.14: Dijagram klasa za opis modela sastavljenog od konac¢nih elemenata

Klase za opis kona¢nog elementa

Klasa CFE je osnovna klasa za konacne elemente iz koje su izvedeni svi konaéni
elementi. Klasa CFE je odgovorna za podatke o matrici krutosti, matrici masa, rezidual-
nom vektoru sila usled tekuéeg napona i optereéenja elementa (slika 9.16). Klasa CFE je
kontejner za podatke o:

1. Polukrutoj vezi u spoljasnjim ¢vorovima elementa koja je data preko krutosti opruga
u pravcima generalisanih pomeranja [77]- definisana klasom CFECSpring.

2. Otpustanju veza u pravcima generalisanih pomeranja u spoljasnjim ¢vorovima ele-
menta - definisano klasom CFECRelease.

3. Ekscentricitetu veze u spoljasnjim évorovima elementa [77] - definisan klasom CFE-
CEccentricity.

4. Inicijalnoj vrednosti sila u elementu - definisanoj klasom CBCFInternal.

Klasa CFE ima metode koji obezbeduju podatke o tome koja su primarna i sekun-
darna generalisana pomeranja ¢vorova elementa, a koje sadrzi klasa CDNumber_FE.
Ovo je bitno kod elemenata sa unutrasnjim ¢vorovima. Ovaj podatak omogucava elimi-
naciju sekundarnih pomeranja (pomeranja u unutrasnjim évorovima) iz jedna¢ina ravnoteze
i smanjenje broja nepoznatih koje se racunaju.
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Slika 9.15: Dijagram klasa za formiranje ¢vora

Klasa CElementTM ima metode koje daju matrice transformacije elementa: ma-
¢ricu transformacije na sistemnu liniju preseka i matricu transformacije iz globalnog u
lokalni koordinatni sistem.

Osim navedenih podataka, klasi CFE je pridruzen i podatak o CMaterial i CCross-
Section objektu koji su definisani u objektu CModel (slika 9.14). Izoparametarski ele-
menat ima podatke i o Gauss-ovim tackama koje su opisane GaussPoint klasom (videti
poglavlje 8.4).

Iz klase CFE izvedene su sledeée klase za konacne elemente (slika 9.17):

1. CBarEq - prosti stap sa ekvivalentni modulom elasti¢nosti (videti poglavlje 5.4).
2. CBar2N - prosti Stap (videti poglavlje 5.3).

3. CBar3N - prosti stap sa jednim unutrasnjim ¢vorom (videti poglavlje 5.3).

4. CBeam2N - greda (videti poglavlje 5.1).

5. CBeam3N - greda sa jednim unutrasnjim ¢vorom (videti poglavlje 5.2).

6. CCatenary01 - konacni elemenat kao elasti¢na hiperbolicka lancanica (videti poglavlje
3.2.1).

7. CCatenary02 - konacni elemenat kao elasti¢na parabolicka lanc¢anica (videti poglavlje
3.2.2).

8. CCatenary03 - konacni elemenat kao elasti¢na hiperbolicka lancanica (videti poglavlje
3.2.3).



198 GLAVA 9. OBJEKTNO ORIJENTISANA ANALIZA I DIZAJN SISTEMA

Fm_ Ok umbEr umber_FE

_PSpHng

0.1 CFECSpring

| CFECRelease
_pEccentrisy

#Fr_pTrensformation
0.1

nitialForce

CElementTi CFECECCEntricity

0.1

CBCH nemsal

Slika 9.16: Dijagram klasa za formiranje modela konaénih elemenata
9. CThinWall2N - tankozidna greda otvorenog poprec¢nog preseka. Interpolacione
funkcije, kod matrice interpolacionih funkcija, su polinomi (videti poglavlja 4 i 4.9).

10. CTWall2N - tankozidna greda otvorenog i zatvorenog popre¢nog preseka. Inter-
polacione funkcije za matricu kolona N, su date kao hiperbolicke funkcije (videti
poglavlja 4 1 4.9).

Klase za opis opterecéenja

Opterec¢enje modela moze da bude dato kao (slika 9.18):
1. Cvorno optereéenje - optereéenje deluju u &voru i opisano je klasom CLNode.

2. Opterecenje elementa - optereéenje deluju na elementu i opisano je klasom CLEle-
ment.
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Slika 9.17: Dijagram klasa konaé¢nih elemenata

Klase za optereéenje su izvedene iz klase CLoad koja sadrzi zajednicke metode i atribute
klasa CLNode i CLElement.

Svaki CLNode objekat ima informaciju o CNode objektu. Ovo daje moguénost
da svako ¢vorno optereéenje bude pridruzeno ¢voru kojem pripada.

Svaki CLElement objekat ima informaciju o CFE objektu. Ovo daje moguénost
da svako optereéenje elementa bude pridruzeno elementu kojem pripada.

Svako optereéenje (¢vorno ili na elementu) moze da pripada nekom nezavisnom
slucaju opterec¢enja. Svaki nezavisni slu¢aj optereéenja se pri prorac¢unu analizira zasebno.

Klasa CLoadCondition, osim podataka o optereéenju ¢vorova i elemenata, sadrzi
u slucaju (videti poglavlje 7.4):

1. Dinamickog optereéenja - podatke o vremenskoj funkciji sile i vezi vremenske funkcije
sile i nezavisnog slu¢aja optereéenja (klasa CDFLLoadCond).

2. Opterecenja konstrukcije ubrzanjem tla - podatke o ubrzanju tla u jednom, dva ili
tri pravca i definiSe pravac u kojem ta ubrzanja deluju (klasa CSeismic).
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Slika 9.18: Dijagram klasa za definisanje optereéenja

Analiticke klase

Analiticke klase sluze za analizu modela i formiranje i resavanje jednacina modela.
Postoje tri tipa problema koji se mogu naéi u inzinjerskoj analizi: staticki problem, di-
namicki problem i problem svojstvenih vrednosti. Svaki od ovih problema moze da bude
linearan ili nelinearan. Razlika izmedu ova tri tipa problema je u matricama jednacina
sistema. Za svaki od ovih problema postoje razli¢iti nacini reSavanja.

Klasa CDomain je klasa koja u sebi agregira podatke potrebne za analizu sistema.
Ona sadrzi podatke o:

1. Modelu - klasa CModel opisuje model i sadrzi podatke o opterec¢enju koje je opisano
klasom CLoadCondition.

2. Tipu analize - klasa CSystem sadrzi podatke o tome da li ¢e dato optereéenje da
se posmatra kao dinamicko ili staticko i da li ¢e da se radi linearna ili nelinearna
analiza.
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3. Metodu resavanja jednacina - odgovorna klasa je CSolver. Izvedene klase iz ove
klase su:

(a) Za linearnu analizu - klasa CLinearSolver. Resavanje jednacina linearne ana-
lize posmatra se kao specijalan slucaj metoda datih kod nelinearne analize.

(b) Za nelinearnu analizu (videti poglavlje 8.2)- klasa CNonlinearSolver. Jedna
od izvedenih klasa iz ove klase je CNewtonRaphson - opisuje nacin reSavanja
nelinearnog problema Newton Raphson-ovom metodom (videti poglavlje 8.2.2).
Konvergencija reSenja kod nelinearnih metoda se utvrduje metodama datim u
klasi CTerminationScheme (videti poglavlje 8.2.4).

4. Semi vremenske integracije - superklasa za ove metode je klasa CTimelIntegra-
tionScheme. Subklasa ove klase je klasa CNewmark (videti poglavlje 8.2.3).
Podatak o Semi vremenske integracije je bitan za linearnu i nelinearnu dinamicku
analizu.

Za izbor metode za reSavanje sistema linearnih algebarskih jednacina odgovorna je
klasa CLinearSolutionMethodChoice.

Numericke klase

Za reSavanje sistema linearnih algebarskih jednac¢ina razvijene su klase: Crout,
Cholesky i CSVD (videti poglavlje 8.1). One pripadaju direktnim metodama za resavanje
sistema jednacina (slika 9.20). Klasa CLinearSolutionMethodeChoice je kontejner
klasa za metode koje sluze za resSavanje sistema linearnih algebarskih jedna¢in. Ona sadrzi
metod u kojem se, na osovu analize matrice koeficijenata, odabira metod reSavanja sistema
jednacina. Ako je matrica koeficijenata:

1. Generalnog tipa, pozitivno definitna ili nedefinitna - koristi se metoda klase Crout.
2. Simetri¢na i pozitivno definitna - koristi se metoda klase Cholesky.
3. Semidefinitna - koriste se metoda klase CSVD.

Za reSavanje problema svojstvenih vrednosti razvijene su klase: Jacobi, Lancsoz, TQLI
i CEignV_A (slika 9.21) (videti poglavlje 8.3). Klasa CEigenvalueSolutionMethod-
eChoice je klasa kontejner za klase problema svojstvenih vrednosti. Na osnovu zadatih
parametara, bira se klasa sa odgovarajué¢im metodom proracuna.

Ostale klase

Klasa CDNumber je superklasa klasa za mapiranje (slika 9.22). Subklase klase
CDNumber su:

1. CDNumber_FE - klasa za mapiranje primarnih i sekundarnih pomeranja kona¢nog
elementa i za mapiranje izmedu primarnih generalisanih pomeranja ¢vorova elementa
i brojeva jednac¢ina u sistemu jednacina.

2. CDNumber_MOD - klasa za mapiranje izmedu generalisanih pomeranja ¢vorova
sistema i brojeva jednacina u sistemu jednacina za dinamicku i staticku analizu.
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Slika 9.19: Dijagram klasa za dinamicku i staticku analizu

Klasa CNodeTM je superklasa klasa koje sadrze metode za transformaciju velic¢ina
u generalisanom smislu, iz globalnog koordinatnog sistema u lokalni koordinatni sistem i
na sistemnu liniju popre¢nog preseka u jednom ¢voru (slika 9.23) (videti poglavlje 6.1). 1z
ove klase izvedena je klasa CNodeTM _Line koja sadrzi metode za transformaciju veli¢ina
u jednom ¢voru linijskih elemenata. Iz klase CNodeTM _Line izvedene su sledece klase
transformacije veli¢ina u jednom ¢voru:

1. CNodeTM _Catenary - za elemente izvedene iz analitickih izraza za lanc¢anicu.
2. CNodeTM_TW - za tankozidnu gredu.
3. CNodeTM _Bar- za prosti stap.

4. CNodeTM _Line_G - za gredu kod koje se lokalni globalni sistem poklapa sa glob-
alnim koordinatnim sistemom.
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Slika 9.20: Dijagram klasa za resavanje sistema linearnih algebarskih jednacina

Klasa CElementTM je klasa koja sadrzi metode za transformaciju elementa iz
lokalnog u globalni koordinatni sistem (videti poglavlje 6.1).

Klasa CReduction je osnovna klasa za klase koje sadrze metode za redukciju ma-
trica i vektora elemenata i sistema. Izvedena klase CGuyan (videti poglavlje 6.2.2) i
CStaticReductionA (videti poglavlje 6.2.3) su klase koje sadrze metode za staticku re-
dukciju (slika 9.24).

Klasa CDiscretFnct sluzi za opis diskretne funkcije date preko skupa diskretnih
vrednosti u tatkama opisanih klasom CPoint (slika 9.25). Lista diskretnih funkcija
opisana je klasom CDiscretFnctList. Veza liste diskretnih funkcija i generalisanih
pomeranja modela opisana je klasom CDFLGeneralDsp, a veza nezavisnih uslova opte-
reéenja i liste diskretnih funkcija opisana je klasom CDFLLoadCond.
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CEigenvalue
Jacobi TaLl Lanczos CEigenV_A
A A——
Jacobi -m /Lanczos igenV A
0.1 0.1 _TaLl g

4
CEigenvalheSqutioanethodChoice

Slika 9.21: Dijagram klasa za reSavanje problema svojstvenih vrednosti
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COMumber

COMumber_Mod

CMaciel

Slika 9.22: Dijagram klasa za mapiranje

COMUmber_FE

CFE
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CFE ! #m _pTranz0rm atielE |am e ntT
<
0.1 0
= .
#m _pF 1
#m_pio
1| CHodeTh 0
CModeTh _Line
CHodeTh_Bar
CModeTM_TW .
CNodeTM_Cstenary noETL CModeTM_Line_G

Slika 9.23: Dijagram klasa za transformaciju elementa

CReduction #m_k 01 | cDecompositionMir

#Fm_M 0.1

CEtaticReductionA CGuyan

Slika 9.24: Dijagram klasa za redukciju matrica i vektora elementa
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COiscretFnctlist

COFLGeneralDsp

CDiscretFnct

COFLLoadCond

T

[ A pPaint
CPoint

Slika 9.25: Dijagram klasa za opis funkcija
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9.4 Primeri

9.4.1 Uvodenje novog kona¢nog elementa

Kada se u model uvodi novi konacni elemenat, potrebno je u programu intervenisati
na nekoliko mesta. Pretpostavice se da je novi kona¢ni elemenat CCatenary03. Uporedo
sa razvojem klase CCatenary03 (videti deo 9.3.2) treba uraditi sledece:

1. Odrediti ime promenjive koja ¢e da identifikuje elemenat u ulaznom fajlu (videti
deo 10.3.2) i programu. U ovom sluc¢aju ime promenjive je CATENARY03. U fajlu
zaglavlja TypeFE.h klase CTypeFE registrovace se novi kona¢ni elemenat.

class CTypeFE {

public:
CTypeFE(const CTypeFE& b) { v=b;}
CTypeFE () {
CTypeFE(int 1) v(ii ) {}
CTypeFE(float f) : v(int(f) ) {}
CTypeFE(double d) v(int(d)) {}
CTypeFE(void* p) v(int(p)) {}

// Conversion.
operator int() const{ return v; }

// Negation.
CTypeFE operator!() const { return !v; }

friend ostream& operator<<(ostream& s, CTypeFE b);
friend istream& operator>>(istream& s, CTypeFE& b);
bool operator ==(const CTypeFE& rhs);
bool operator !=(const CTypeFE& rhs);

private:
char v;

}s

//Promenjiva za novi konacni elemenat

const CTypeFE CATENARY03
const CTypeFE BEAM3N

=19;
=16;

//Promenjiva za novi konacni elemenat

iCATENARYO03
iBEAM3N

const int
const int

#endif

=19;
=16;
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U klasi CTypeFE treba izmeniti dve funkcije dodajuéi po red koda za novi elemenat.

ostream& operator<<(ostream& s, CTypeFE b) {
if (b=CATENARY03) s<<”CATENARY03”;
if (=NOFETYPE) s<<”NOFE.TYPE”;
if (b=BEAM3N) s<<”’BEAM3N” ;

return s;
}
istream& operator>>(istream& s, CTypeFE& b) {
const size_t bufsize = 1 + sizeof("NOFETYPE______._ ")

char inbuf[bufsize];
s.width (int (bufsize ));
s >> inbuf;

if (strcmp (inbuf, "BEAM3N”) =— 0) b=BEAMB3N;
else if (strcmp(inbuf, "CATENARY03") — 0)
b=CATENARYO03;
return s;
}

2. U konstruktoru klase modela sistema, to je u ovom slucaju klasa C3D, dodaje se
konstruktor za konaé¢ni elemenat CCatenary03 koji ¢e da napravi u modelu sistema
novi objekat tipa CCatenary03.

C3D::C3D(CDomain* pDomain, CTypeModel tTypeModel, ifstream& in)
CModel (pDomain, tTypeModel, in)

{
Initialise ();

Allocate (this—>NumberOfElements () );

for (int i=0; i<this—>NumberOfElements ();i++){
CTypeFE tTypeFE;

in>>tTypeFE;

switch (tTypeFE)
{
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// Konstruktor za novi konacni elemenat
case (iICATENARYO03): {
m ppFE[i] = new CCatenary03(this—>getDomain () ,iCATENARYO03, in )
break;
}
case (iBEAM3N): {
m ppFE[i] = new CBeam3N(this—>getDomain () ,::iBEAM3N,in );

break;
}
default :{
TextComment (” Error : Element _type._doesn_t_exist”);
cexit (1);
break;
}
}
}
m_pDNumber=new CDNumber_Mod (this );
¥

3. U klasi CElementTM koja daje metode za transformaciju elementa (videti deo
9.3.2) dodati red.

//Konstruktor klase koja daje metod transformacije elemeta
CElementTM : : CElementTM (CFE« pFE) {

CTypeFE tElement=pFE—>EType ();

switch (tElement ) {
case (iBEAMB3N):
m_pNodeTM = new CNodeTM_Line (pFE);
break;
case (iCATENARYO03):
//Odreduje se konstruktor klase koja sadrzi
//metode transformacije cvora konacnog elemenata
m_pNodeTM = new CNodeTM_Catenary (pFE);
break;
default:
TextComment (” Error: _Nije_definisan _tip
uuuuu stapa.u_CElementTM (CFE« _pFE)”"<<endl );
break;
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4. U sledecim funkcijama treba dodati podatke o novom kona¢nom elementu:

//Funkcija cija je povratna vrednost broj
//spoljasnjih cvorova elementa
int FENumberOfOutNode (const CTypeFE & nType)
{
switch (nType) {
case iICATENARYO03:
return 2;
break ;
case iBEAM3N:
return 2;

break ;
default:
return —1;
break;

}

//Funkcija cija je povratna vrednost broj
//unutrasnjih cvorova elementa
int FENumberOfInNode (const CTypeFE & nType)
{
switch (nType) {
case iICATENARYO03:
return 0;
break;
case iBEAM3N:
return 1;

break ;
default:
return —1;
break;

}

//Funkcija cija je povratna vrednost broj
//mogucih otpustanja
//krajeva elementa




212 GLAVA 9. OBJEKTNO ORIJENTISANA ANALIZA I DIZAJN SISTEMA

int FERelease(const CTypeFE & nType)
{
switch (nType) {
case iCATENARYO03:
return 0;
break;
case iBEAMS3N:
return 6;
break;
default:
return —1;

break;

}

//Funkcija cija je povratna vrednost broj
//cvorova elementa u kojima moze da bude
//zadat ekscentricitet veze
int FEEccentricity (const CTypeFE & nType)
{
switch (nType) {
case iCATENARYO03:
return O0;
break ;
case iIBEAMS3N:
return 0;
break;
default:
return —1;
break;

}

//Funcija cija je povratna vrednost broj rotacionih opruga u
//u jednom cvoru elementa

int FENumberRotSpring (const CTypeFE & nType)

{

switch (nType) {

case iICATENARYO03:
return O0;
break;
case iIBEAM3N:

return O0;
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break ;
default:
return —1;

break ;

}

//Funkcija cija je povratna vrednost broj
//stepeni slobode pomeranja u jednom
//spoljasnjem cvoru konacnog elementa

int FENumberDOFOutNode(const CTypeFE & nType) {

switch (nType) {

case iICATENARYO03:
return 3;
break;
case iBEAM3N:
return 6;
break;
default:
return —1;

break ;

}

//Funkcija cija je povratna vrednost broj
//stepeni slobode pomeranja u jednom
//unutrasnjem cvoru konacnog elementa

int FENumberDOFInNode (const CTypeFE & nType) {

switch (nType) {
case iICATENARYO03:
return O0;
break ;
case IBEAM3N:
return 6;
break;
case iBEAM4N:
return 6;
break;
default :
return —1;
break ;
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}

//Funkcija cija je povratna vrednost

//vektor koji sadrzi oznake

//svakog generalisanog pomeranja u
//spoljasnjem cvoru elementa

Vector<int> FEDOFOutNode(const CTypeFE& nType){

Vector<int> DOF (:: FENumberDOFOutNode (nType) ,0);

switch (nType) {
case (iBEAMB3N):

DOF. val (0)=1;
DOF. val (1)=2;

case ICATENARYO

DOF. val (1)=2;

default:

DOF. val
DOF. val
DOF. val
DOF. val
break;}

)=
)
)
)

)

3
47
5
6

2
3
4 ?
5

)

e N N N

3:{
(0)
/
DOF. val (2)
break;}

DOF. val 1

N

3;

//return —1;
break;

}
return DOF;

}

p

// Pomeranje u pravcu ose x
// Pomeranje u pravcu ose y

// Pomeranje u pravcu ose z
// Obrtanje oko ose x
// Obrtanje oko ose y
// Obrtanje oko ose =z

// Pomeranje u pravcu ose x
omeranje u pravcu ose Yy
// Pomeranje u pravcu ose z

//Funkcija cija je povratna vrednost vektor koji sadrzi oznake
//svakog generalisanog pomeranja u unutrasnjem cvoru elementa

Vector<int> FEDOFInNode (const CTypeFE& nType){

int n=0;
if (!

else

//Ako

:: FENumberDOFInNode (nType ) )
n=::FENumberDOFInNode (nType);

n=99;

nema unutrasnjih stepeni

slobode pomeranja
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Vector<int> DOF(n,0);
switch (nType) {

case (iBEAMB3N):

DOF. val (0)=1;
DOF. val (1)=2;
DOF. val (2)=3,;

DOF. val (3)=4;
DOF. val (4)=5;
DOF. val (5)=6;

break;}
default:
// return —1;
break;
}
return DOF;

}

//Funkcija cija je povratna vrednost broj komponenti
//Kosijevog vektora elementa
int FECauchyStressVectorRang(const CTypeFE& nType){

int answer=0;
switch (nType) {
default:{

answer=—1;
break;

}

return answer;

}

//Funkcija cija je povratna vrednost broj
//Gauss—ovig tacaka elementa
int FENumberOfGaussPoints (const CTypeFE& nType){

int answer=0;
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switch (nType) {

default:{
answer=—1;

break ;

}

return answer;

9.4.2 Uvodenje numerickog metoda za reSavanje nelinearnog sistema
jednacina
Kada se u model uvodi novi nelinearni metod, potrebo je u programu intervenisati

samo na dva mesta. Pretpostavice se da je novi metod razvijen u klasi CnewtonRaphson
(videti deo 9.3.2). Treba uraditi sledece:

1. Odrediti ime promenjive koja ¢e da identifikuje elemenat u ulaznom fajlu (videti
deo 10.3.2) i programu. U ovom slu¢aju ime promenjive je NEWTONRAPHSON. U
fajlu zaglavlja TypeFE.h klase CTypeFE registrovac¢e se novi kona¢ni elemenat.

class CTypeNLSolver

{
public:

CTypeNLSolver (const CTypeNLSolver& b) { v=b;}
CTypeNLSolver () {}
CTypeNLSolver (int i) v(ii ) {}
CTypeNLSolver(float f) v(iint(f) ) {}
CTypeNLSolver (double d) v(iint(d)) {}
CTypeNLSolver (void* p) v(int(p)) {}

// Conversion .
operator int () const{ return v; }

// Negation .
CTypeNLSolver operator!() const { return !v; }

friend ostream& operator<<(ostream& s, CTypeNLSolver b);
friend istream& operator>>(istream& s, CTypeNLSolver& b);
bool operator ==(const CTypeNLSolver& rhs);
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bool operator !=(const CTypeNLSolver& rhs);

private:
char v;

=

const CTypeNLSolver NEWTONRAPHSON
const CTypeNLSolver MODNEWTONRAPHSON = 2;

|
—

const int INEWTONRAPHSON = 1;
const int IMODNEWTONRAPHSON = 2;
#Hendif

U klasi CTypeNLSolver treba izmeniti dve funkcije dodajuéi po red koda za novi
elemenat.

ostream& operator<<(ostream& s, CTypeNLSolver b) {
if (b=—NEWTONRAPHSON) s <<’NEWTONRAPHSON” ;
return s;

}

istream& operator>>(istream& s, CTypeNLSolver& b) {
const size_t bufsize = 1 + sizeof(” ..o oo iioiiiioiaaaaeaan
char inbuf[bufsize];
s.width (int (bufsize));
s >> inbuf;

if (stremp (inbuf, "NEWTIONRAPHSON") = 0) b=NEWTONRAPHSON;

else s.clear(ios:: failbit); // Indicate extraction failed

return s;

2. U metodu klase CDomain, koja ¢ita tip nelinearne metode iz ulaznog fajla dodaje
se konstruktor za novi tip objekta.

void CDomain:: readNLSolver (ifstreamé& in){
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CTypeNLSolver tNLSolver;

in >> tNLSolver;

switch (tNLSolver){

case (INEWTONRAPHSON) : {

m_pNLSolver=new CNewtonRaphson (this , in);

break;
}
default:{
break;
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10.1 Uvod

Objektno orijentisani jezici poseduju koncepte koji omoguéavaju lako uoblicavanje
objektnog modela u ra¢unarski program. Pet najboljih objektno orijentisanih jezika sa
kojima je realizovan veliki broj sistema u praksi su

1. Smalltalk

2. Objektni paskal

3. C++

4. CLOS (engl. Common Lisp Object Sistem)
5. Ada

6. Java

Jezik C++ je danas svakako najpopularniji objektno orijentisani jezik opSte namene.
Pogodan je kako za sistemsko tako i za aplikativno programiranje svih namena. Jezik C++
je sredstvo za primenu objektno orijentisanih koncepata.

Jezik C++ nije Cisto objektno orijentisani jezik. On je naslednik jezika C, pa je
zadrzao i koncepte tradicionalnog programiranja.

Jezik C++4 nudi jos jedan koncept koji ne spada u grupu osnovnih objektno orijen-
tisanih koncepata. To je koncept preklapanja operatora (engl. operator overloading). Da
bi tipovi koje je definisao programer bili sasvim ravnopravni sa ugradenim tipovima i za
ajih se mogu definisati znacenja operatora koji postoje u jeziku.

Tokom faze implementacije model je preslikan u ciljni implementacioni jezik, a to je
ovde C++. Posto se samo bavimo strukturnim modelom datim preko dijagrama klasa, on
¢e se preslikati u model podataka tj. u deklaracije klasa, atributa i operacija u C++-u.
Deklaracije dobijenih klasa su date na prate¢em CD-u u fajlovima sa ekstenzijom h.

10.2 Osnovne karakteristike programa

Program je namenjen elasti¢noj linearnoj i nelinearnoj analizi konstrukcija sa kablo-
vima koje su opteretene statickim i dinamickim opterec¢enjem.

Interakcija korisnika sa programom je u formi ulazne tekstualne datoteke koja sadrzi
podatke za proracun i izlazne tekstualne datoteke koja sadrzi rezultate prora¢una.

Korisnik, preko ulazne datoteke, u program unosi podatke o osobinama konstrukcije,
opterecenju, metodama koje ¢e da se koriste u pora¢unu. Program te podatke upotrebljava
da izracuna uticaje (pomeranja i presec¢ne sile) u konstrukciji i daje ih u obliku izlazne
datoteke.

Konstrukcija se opisuje preko slede¢ih podataka:

1. Cvorovi konstrukcije - polozaj u prostoru je zadat preko vrednosti koordinata évorova
u globalnom Deskartes-ovom koordinatnom sistemu. U évorovima konstrukcije mogu
da budu zadate koncentrisane mase, ¢vorna prigusenja, elasticni oslonci i ogranicenja
pomeranja u pravcima generalisanih pomeranja. Spoljasnje prigusenje u évorovima
i elasticni oslonci uzimaju se u obzir samo kod linearne analize.
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2. Materijal konstrukcije - posmatra se linearno elastican materijal. Karakteristike

materijala su zadate preko Young-ovog modula elasti¢nosti i modula klizanja i/ili
Poisson-ovog koeficijenta.

Popreéni preseci - definisani su geometrijskim karakteristikama. U popreé¢nom pre-
seku, u slu¢aju da sistemna linija elementa ne prolazi kroz teziSte poprecnog preseka,
definisan je polozaj tacke kroz koju prolazi sistemna linija. Kod tankozidnih nosaca
definiSe se i centar smicanja.

Konacni elementi - konstrukcija je opisana linijskim kona¢nim elementima: tankozid-
nim elementom, grednim elementima i lan¢anicom (parabolickom i hiperboli¢kom).
Konacni elementi imaju po dva spoljasnja ¢vora preko kojih se povezuju sa ostalim
kona¢nim elementima konstrukcije. Kona¢ni element opisan je slede¢im podacima:

(a) Krutoséu polukrute veze [77] - tretira se kao linearna. Uzima se u obzir kod
linearne analize konstrukcije. Moze da se zada za tankozidni gredni elemenat i
pravi gredni elemenat sa dva ¢vora.

(b) Ekscentriénoséu veze u ¢évorovima [77] - uzima se u obzir kod tankozidnog
grednog elemenata i grednog elemenata sa dva ¢vora.

(c) Otpustanjima krajeva elementa u pravcima generalisanih pomeranja.

(d) Pocetnim vrednostima unutrasnjih sila. Ove sile se uzimaju u obzir kod neli-
nearne analize. Umesto pocetne sile zatezanja, kod elemenata izvedenih iz ana-
litickih izraza za lancanicu, moze se definisati duzina elementa u neoptere¢enom
stanju.

Opterecenje konstrukcije moze da bude zadato kao:

Cvorno optereéenje - komponente optereéenja su date u odnosu na ose globalnog
koordinatnog sistema.

. Opterecenje elementa - komponente opterecenja su date u odnosu na ose lokalog

koordinatnog sistema elementa.

Konstrukcija moze da ima vise nezavisnih opereéenja. Ova optereéenja se racunaju neza-
visno jedna od drugih i rezultati prora¢una se upisuju u odvojene fajlove.

Dinamicki uticaj se zadaje preko:

Vremenske funkcije sile - vrednosti vremenske funkcije sile zadaju se na rastojan-
jima koja ne moraju da budu ista. Svako nezavisno optereéenje moze da ima svoju
vremensku funkciju sile. Sva zadata opetereéenja u okviru nezavisnog opterecenja
mnoze se istom vremenskom funkcijom sile.

Akcelelograma - dat je kao niz diskretnih vrednosti snimljenog ubrzanja tla. Moze
imati jednu, dve ili tri komponente.

Za konstrukciju se usvaja globalni tip priguSenja. Za zadati koeficijenat relativnog

prigusenja, za prvi ton, racunaju se koeficijenti o i 3, a zatim se ra¢una matrica prigusenja
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sistema za koju se pretpostavlja da je proporcionalna matrici masa i matrici krutosti
sistema.

Pri proracunu matrice priguSenja, kod nelinearne analize, u racun se uzima tan-
gentna matrica krutosti. Moze se zadati da se matrica priguSenja racuna na pocetku
nelinearnog postupka ili uvek kada se preracunava tangentna matrica krutosti.

Jednacine ravnoteze sistema resavaju se kod:

1. Nelinearne staticke analize - Newton-Raphson-ovom i modifikovanom Newton-Ra-
phson-ovom iterativnom metodom.

2. Linearne dinamicke analize - Newmark-ovim postupakom vremenske integracije.

3. Nelinearne dinamicke analize - Newton-Raphson-ovom i modifikovanom Newton-
Raphson-ovom iterativnom metodom u kombinaciji sa Newmark-ovim postupakom
vremenske integracije.

10.3 Opis ulaznih datoteka programa

Ulazni podaci programa dati su u sledeéim datotekama (slika 10.1):

1. Konfiguraciona datoteka - sadrzi opste podatke o sistemu kao $to su tip analize, tip
optereéenja konstrukcije.

2. Glavna datoteka - sadrzi opis konstrukcije, optere¢enja, metoda za proracun kod
nelinearne analize.

3. Datoteka sa vrednostima vremenske funkcije sile i akcelelograma.

Ime datoteke je dato u obliku ImeDatoteke.ext. Ekstenzija za glavnu datoteku je obavezna i
jednaka je ext=$$%. Kod ostalih datoteka ekstenzija je opcionalna i proizvoljna. Postojanje
konfiguracione datoteke i glavne datoteke je obavezno.

10.3.1 Konfiguraciona datoteka

Ime konfiguracione datoteke je u obliku ImeFuajlaKonf.ext. Ekstenzija ezt je opciona
i moze da ima proizvoljnu vrednost. Linija sa podacima ima oblik:

’ anl & It chl chd che
anl (1) Tip analize.
13 Koeficijent relativnog priguSenja konstrukcije.

It (2) Opterecenje konstrukeije.

chl (3) Indikator promene duzine Stapa.

chd (4) Indikator promene matrice prigusenja sistema.

che (5) Indikator promene sopstvenih vrednosti sistema.

SVD Vrednost praga singularnosti. (Navedena vrednost za sada nije u upotrebi.)

1. Vrednost promenjive moze da bude:
LINEAR ANALY SE Linearna analiza
NONLINFAR_ANALYSE Nelinearna analiza
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Ddaeka
U amalatoteka IdamaDstoieka
i azni DatotekaPorneranja
Hamalatotekatila

Kioriquracionalatoteka | | Glanalatoteka

Oishratnafunkej aDatoteka

\hernenskaFurkeiasileDatateka AbeelelograrDatoteka

Slika 10.1: Dijagram klasa za ulazno-izlazne datoteke

2. Opterecenje konstrukcije:
STATIC_LOAD Konstrukcija je optere¢ena statickim optereéenjem.
MULTISTATIC_LOAD Konstrukcija optereéena statickim optereéenjem koje
se nanosi u vise koraka.
TIMEH Konstrukcija je optere¢ena dinamickim optereéenjem.
Promena inteziteta opteretenja zadata je preko
vremenske funkcije sile.

ACCELERATION Konstrukcija je optere¢ena dinamickim optereéenjem.
Promena inteziteta opterecenja data je preko akcelelograma.
MODAL Prorac¢un svojstvenih vrednosti slobodnih vibracija sistema.

3. Ako je vrednost promenjive 0, uzima se da je duzina elementa u svim fazama
prorac¢una jednanka duzini elementa u nedeformisanom, a ako je 1 u deformisanom
stanju.

4. Ako je vrednost promenjive 0, matrica priguSenja sistema racuna se samo na pocetku
inkrementalno iterativnog postupka. Ako je vrednost promenjive 1 matrica priguSenja
se racuna uvek kada se racuna i tangentna matrica krutosti sistema.

5. Ako je vrednost promenjive 0, svojstvene vrednosti se ra¢unaju samo na pocetku
inkrementalno iterativnog postupka. Ako je vrednost promenjive 1, svojstvene vred-
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nosti se racunaju uvek kada se ra¢una i tangentna matrica krutosti sistema.

10.3.2 Glavna datoteka sa podacima

Ime glavne datoteke je u obliku ImeFajlaGlavnog.$$$. Ekstenzija .$3$ je obavezna.

Opsti podaci o nosacu

Linija sa podacima ima oblik:

’cf mod id numj numm nums nume

cf Ime konfiguracione datoteke.

mod (1) Tip modela konstrukecije.

id (2)  Sifra konstrukcije.

numj Broj ¢évorova konstrukcije

numm Broj razlicitih materijala konstrukcije.

nums Broj poprec¢nih preseka sa razli¢itim karakteristikama.
nume Broj konac¢nih elemenata.

1. Vrednost promenjive je M3D.

2. Identifikacioni broj nosaca. To je proizvoljna celobrojna vrednost.

Cvorovi

Ovaj deo datoteke sadrzi podatke o ¢vorovima konstrukcije. U glavnom fajlu mora
da bude onoliko linija sa podacima o ¢vorovima koliko ih je definisano promenjivom numyj.
Linija sa podacima za jedan ¢vor ima oblik:

XY Z id R M

XY, Z Koordinate ¢vora u globalnom koordinatnom sistemu.

id (1) Identifikacioni broj ¢vora.

R (2) Otpustanje pomeranja u pravcima generalisanih pomeranja.

M (3) Angazovane mase u pravcima generalisanih pomeranja.

S (4) Krutosti elastiénih opruga u pravcima generalisanih pomeranja.
C (5) PrigusSenja u pravcima generalisanih pomeranja.

1. Identifikacioni broj ¢vora. Ide od 1 pa naviSe redom, bez preskakanja brojeva.

2. Struktura promenjive je sledeca:
R=r;i= XaKZa(PXﬂOYa(PZ?QOU'
Ako je:
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r; =1 Generalisano pomeranje ¢vora ne postoji.
r; =0 Generalisano pomeranje ¢vora postoji.

Ako su svi r; = 0 tada mozemo da stavimo da je R = .

Struktura promenjive je sledeca:

M = mi7i = X7Y7Z790X7()0Y7QDZ790U'

Vrednosti za m; > 0. Ako su svi m; = 0 tada moze da se stavi da je M = x. Mase
se uzimaju u proracun samo gde je r; = 0.

Struktura promenjive je sledeéa:

S = Siai = X7Y)Z7¢X7§0Y7@Z7¢U'

Vrednost s; > 0. Ako su svi s; = 0 tada moze da se stavi da je S = x. Opruge se
uzimaju u proracun samo gde je r; = 0.

Struktura promenjive je sledeca:

C= Ciyl = X7Y7Z790X7(PY7QDZ>30U'

Vrednost ¢; > 0. Ako su svi ¢; = 0 tada moze da se stavi da je C = x. PrigusSenja se
uzimaju u prorac¢un samo tamo gde je r; = 0.

Materijali

Ovaj deo datoteke sadrzi podatke o karakteristikama materijala elemenata. U

ulaznoj datoteci mora da bude onoliko linija sa podacima o materijalu koliko ih je de-
finisano promenjivom numm. Linija sa podacima za jedan materijal ima oblik:

mid E G Vv o«
! p

(1) Identifikacioni broj materijala.
Young-ov modul elasti¢nosti.

(2)  Moduo klizanja.
Gustina materijala.
Poisson-ov koeficijent.

(3) Koeficijent termickog Sirenja materijala.

. Vrednost identifikacionog broja materijala ide od 1 pa navise redom, bez preskakanja

brojeva.

Ako je vrednost za v > 0, vrednost koja se ovde navodi zanemaruje se i G se ra¢una
prema izrazu

E
G= ) (10.1)

Za sada nije u upotrebi.
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Poprecni preseci

Ovaj deo datoteke sadrzi podatke o geometrijskim karakteristikama poprecnog pre-

seka. U glavnoj datoteci mora da bude onoliko linija sa podacima o popre¢nim presecima
koliko ih je definisano promenjivom nums. Linija sa podacima za jedan popre¢ni presek

ima oblik:
sid A I I, L. A, A, 1t
IUJW /(/]
B B2 B3 [Ba
Tp yp Zp
rs Ys Zs
w
sid (1) Identifikacioni broj poprecnog preseka.
A Povrsina popreénog preseka.
Iy Moment inercije poprec¢nog preseka oko ose .
I,y Moment inercije poprec¢nog preseka oko ose z.
I, Moment inercije popre¢nog preseka oko ose .
Ay Povrsina smicanja poprec¢nog preseka u pravu ose .
A, Povrsina smicanja poprec¢nog preseka u pravu ose z.
th (2) Debljina povrsinskog elementa. Za sada nije u upotrebi.
Iow (3) Sektorski moment inercije popre¢nog preseka.
) (4) Koeficijent poprecnog preseka.
B1, B2, 03,84 (5) Koeficijenti popre¢nog preseka.
TD,YD, 2D (6) Koordinate centra smicanja popre¢nog preseka.
xa,yms 2y (7)  Koordinate tacke kroz koju prolazi sistemna linija popreénog preseka.
w (8) Sopstvena tezina nosaca po jedinici duzine u neoptere¢enom stanju.
1. Numericka vrednost koja ide od 1 pa navise redom, bez preskakanja brojeva.
2. Koeficijenat za sada nije u upotrebi. Moze da sadrzi bilo koju numericku vrednost.
3. Osobina popreénog preseka tankozidnog nosaca. Kod ostalih nosaca vrednost je
jednaka 0.
4. Koeficijenat moze da ima sledece vrednosti (videti delove 4.6 i 5.1.3):
(a) ¥ = 0 za popreéni presek grednog nosaca.
(b) ¥ =1 za takozidni nosa¢ otvorenog poprecnog preseka.
(c) ¥ = p za tankozidni nosa¢ zatvorenog poprecnog preseka vrednost je data
izrazom (4.30).
5. Vrednost koeficijenata data je izrazom (4.87).
6. Osobina poprecnog preseka tankozidnog nosaca (videti deo 6.1.3). Vrednosti su

date u odnosu na glavne centralne ose poprec¢nog preseka. Posto je oblik popreénog
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preseka duz Stapa konstantan, vrednost zp moze da bude proizvoljna numericka
vrednost i ignorise se. Kod ostalih nosaca bilo sta da se ovde navede ne uzima se u
proracun.

7. Vrednosti su date u odnosu na glavne centralne ose popreénog preseka (videti deo
6.1.3). Posto je oblik poprec¢nog preseka duz ose Stapa konstantan, vrednost xps
moze da bude proizvoljna vrednost i ignorise se.

8. Kod prostog Stapa sa ekvivalentnim modulom elasti¢nosti, koristi se za prora¢un
ekvivalentnog modula elasticnosti. Kod elemenata izvedenih iz analitickih izraza za
lanc¢anicu, koristi se za proracun tangentne matrice krutosti elementa.

Optereéenje kostrukcije

nlc

nlc Broj nezavisnih uslova opterecenja koji deluju na konstrukciju.
Opterecenje konstrukcije moze da bude zadato kao: optere¢enje u ¢vorovima konstrukcije
i opteretenje na elemenatima konstrukcije. Komponente optereéenja ¢vorova konstruk-
cije zadaju se u odnosu na ose globalnog koordinatnog sistema. Komponente opterec¢enja
elemenata konstrukcije zadaju se u odnosu na ose lokalnog koordinatnog sistema elementa.

1. Opterecenje ¢vorova
Ovaj deo datoteke opisuje optereéenje ¢vorova. Ako ovoga optereéenja nema umesto

celog bloka koji opisuje optereéenje ¢vorova stavlja se znak *. Ako optereéenje
¢vorova sistema postoji, blok sa podacima o optere¢enju ¢vorova ima sledeéu stru-

kturu:
total
F D; D;
fid fn
id
dy n
did dy
f
uy
u;
total fid 4+ did + did
F (a) Matrica koja povezuje identifikacione brojeve optereéenih ¢vorova sa

identifikacionim brojevima ¢vornih sila za pojedine nezavisne
uslove opterecenja.

Dy (b) Matrica koja povezuje identifikacione brojeve évorova koji se pomeraju sa
identifikacionim brojevima poznatih pomeranja za pojedine
nezavisne uslove opterecenja.

D; (¢) Matrica koja povezuje identifikacione brojeve ¢vorova koji imaju
inicijalna pomeranja sa identifikacionim brojevima inicijalnih
pomeranja za pojedine nezavisne uslove optereéenja.
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fz'd
fn
i

dj;

Broj ¢vorova u kojima su zadati nezavisni uslovi po ¢vornim silama
(broj redova u matrici F)

Broj redova sa razli¢itim vrednostima koncentrisanih sila u ¢voru
(broj redova u vektoru f)

Broj ¢vorova u kojima su zadati nezavisni uslovi po pomeranjima
(broj redova u matrici Dy)

Broj redova sa razli¢itim poznatim generalisanim pomeranjima ¢vorova kod

staticke analize (broj redova u matrici uy)
Broj ¢vorova u kojima su zadati nezavisni uslovi po inicijalnim
pomeranjima i brzinama za dinamicku analizu
(broj redova u matrici D;)
Broj redova sa razli¢itim inicijalnim generalisanim pomeranjima i
brzinama masa u ¢vorovima za dinamicku analizu.
(broj redova u vektoru u;)
(d) Vektor évornog opterecéenja.
Vektor poznatih generalisanih pomeranja.
Vektor inicijalnih generalisanih pomeranja i brzina masa u ¢vorovima.

¢

—_~
s
~—

F=|ide ... nff ... nfi (10.2)

gde je idc; broj ¢vora, a nf7 redni broj sile f; u vektoru f za za 2-ti nezavisni
uslov optereéenja.

Dy = | dide; ... nuj; ... NUE . (10.3)

gde je idc; broj ¢vora, a nuy, ; redni broj pomeranja wu, ; u vektoru uy za z-ti
nezavisni uslov opterecenja.

D;=| ide ... nu® ... nu® (10.4)

2% i,nlc

gde je idc; broj ¢vora, a nu;; redni broj inicijalnog pomeranja u;; u vektoru
u; za 2-ti nezavisni uslov optereéenja.

f=|f | =| Fx; Fvy Fz; Mx; My; Mz; My; | (10.5)

Komponente vektora f; su vrednosti generalisanih sila u ¢voru u pravcima osa
globalnog koordinatnog sistema.

we= | wy | = UFVE WE Gk ey ey el (10.6)
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Komponente vektora uy ; su generalisana pomeranja u pravcu osa globalnog
koordinatnog sistema.

A S (O BT
Uy Vi Wi @k, v, €z Poj

Komponente vektora u; ; su generalisana pomeranja i brzine u pravcu osa glob-
alnog koordinatnog sistema.

2. Opterecenje elemenata

Ovaj deo datoteke opisuje optereéenja elemenata konstrukcije. Ako nema ovoga
optereéenja umesto ovoga bloka stavljamo znak *. Ako optereéenje elemenata pos-
toji blok sa podacima ima slede¢u strukturu:

fide
F.
fzde fne
fe

fide Broj ¢vorova u kojima su zadati nezavisni uslovi optereéenja (broj redova u matrici 1

F. (a) Matrica koja povezuje identifikacione brojeve elemenata sa

identifikacionim brojevima opterecenja elementa za pojedine nezavisne uslove

opterecenja.
fre Broj linija sa razli¢itim optereéenjima elemenata (broj redova u vektoru f).
fe (b) Vektor koji opisuje optereé¢enje elemenata.
(a) Fo= | ide; ... nfZ; ... nfi,. (10.8)

gde je ide; broj elementa, a nf; ; redni broj opterecenja f, ; elementa iz vektora
fe za z-ti nezavisni uslov optereéenja.

(b) f, = feTJ- = | typelD; p]T pgj dir (10.9)
gde je
pf:[pfl o Ph pfn} (10.10)
T
pj,k:[pli,j Py Py may omy; mk; mﬁ,j] (10.11)
pﬁj:[pﬁj,l U T p,?,j,n} (10.12)

T _ T .k k k
Ppjk = { Tpj Ypj “pj (10.13)
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Broj n oznacava broj tacaka na elementu u kojima su date komponente opterecenja.

typel D; je oznaka tipa j-tog opterecenja f. ;. Ovo opterecenje je opisano vek-
torom opterecenja p;, vektorom polozaja opterecenja p,, ; i parametrom pravca
opterecenja dir. k-ta komponenta vektora opterecenja je vektor p;, Cije su
komponente sile u pravcima osa lokalnog koordinatnog sistema. Komponente k-
tog vektor polozaja p,, ;  su koordinate napadne tacke vektora p;; u lokalnom
koordinatnom sistemu.

dir je parametar koji moze da ima dve vrednosti: ako ima vrednost 0 znaci da se
komponente vektora f, ; date u pravcima osa globalnog koordinatnog sistema
duz ose elementa, a ako ima vrednost 1 komponente vektora f.; su date u
pravcima osa lokalnog koordinatnog sistema elementa duz ose elementa.

typel D; moze da ima vrednost:

i. LINEOL - jednakopodeljeno opterecenje duz celog raspona elementa.
Za ovaj tip optere¢enja vrednost promenjive n = 1. Za sada, mogu da se
zadaju sledeée komponente optereéenja (koje su razli¢ite od nule):

P = | Pej Puj Py 00 0 0] (10.14)

Ostale komponente ako se zadaju, zanemaruju se. Za koordinate napadne
tacke opteretenja vrednosti koje se unesu zanemaruju se jer isti intezitet
optere¢enja vazi na celom elementu. Kod kablovskih elemenata, izvedenih
na osnovu analitickih izraza, zadaju se slede¢e komponente optereéenja
(koje mogu da budu razli¢ite od nule)

p]T:[O 0 p.j 0 0 0 0} (10.15)

Definicija funkcije vremenske promene sile

Ovaj deo datoteke opisuje funkciju vremenske promene sile. Ako ova sila ne postoji
umesto ovoga bloka stavljamo znak *.

Linija sa ulaznim podacima moze da ima dva oblika:

1L.[fi nfl DF; .. DF,;; F"

Ovaj nacin se upotrebljava kada je funkcija vremenske promene sile definisana u
glavnoj datoteci.

2. ’ fi nfl imefajla, ... imefajla,;;  F"

Ovaj nacin se upotrebljava kada je funkcija vremenske promene sile definisana u
eksternoj datoteci.
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1 (1) Indikator koji ukazuje na mesto definisanja funkcije vremenske
promene sile.
nfl Broj vremenskih funkcija sile.

imefajla; (2) Ime datoteke sa podacima za i-tu vremensku
funkciju sile (i =1,...,nf1).

DF; (3) Podaci koji opisuju i-tu vremensku funkciju sile.
(i=1,..,nfl).
F" (4) Povezuje identifikacioni broj vremenske funkcije

sile sa nezavisnim uslovom opterecenja.

. Ako je fi = 1 vrednosti vremenskih funkcija sile su dati u zasebnim datotekama.

Ako je f1 = 0 vrednosti vremenskih funkcija sile date su u glavnoj datoteci.

Funkcija koja je definisana prva dobija redni broj 1, pa navise. Nagcin kako se opisuje
sila videti u delu 10.3.3.

Nacin kako se opisuje sila videti u delu 10.3.3.

F'= f¢ ... f ... fh.,z=1,..,nlc. fI! odgovara rednom broju vremenske

funkcije sile za z-ti nezavisni uslov opterec¢enja. Ako nezavisni uslov optereéenja nije
povezan ni sa jednom funkcijom na njegovom mestu unosi se vrednost 0.

Optereéenje zemljotresom

Ovaj deo datoteke sadrzi podatke akcelelograma . Ako ovih podataka nema umesto

ovoga bloka stavlja se znak *.

Linija sa ulaznim podacima moze da ima dva oblika:

1. ’ al nal DA1 [DAQ DAg] [0 ‘

Ovaj naéin se upotrebljava kada je akcelelogram definisan u glavnom fajlu.

2. ’ ar  nal imefajla; [imefajlay imefajlas] a‘

Ovaj nacin se upotrebljava kada je akcelelogram definisan u eksternom fajlu.

ai (1) Indikator koji ukazuje na mesto definisanja akcelelograma.

nal Broj definisanih akcelelograma. Maksimalna vrednost je 3.
imefajla; (2) Ime datoteke koja sadrzi podatke za i-ti akcelelogram (i =1, ..., 3)
DA, (3) Podaci koji opisuju i-ti akcelelogram u glavnom fajlu (i =1, ..., 3).
a Ugao koji osa 1 akcelelograma zaklapa sa X osom

globalnog koordinatnog sistema.

1. Ako je a; = 1 akcelelogrami su dati u zasebnim datotekama. Ako je a; = 0 akcele-

logrami su dati u glavnoj datoteci.

2. Akcelelogram koji je definisan prvi dobija redni broj 1, pa navise redom. Prvi de-

finisani akcelelogram je u pravcu ose I, drugi u pravcu ose 2, a treéi u pravcu ose
3. Akcelelogram u pravcu ose 1 je obavezan, a druga dva su opcionalna. Moguée
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su samo slede¢e kombinacije navodenja akcelelograma: samo prvi ili prvi i drugi ili
prvi, drugi i tre¢i. Nacin unoSenja podataka videti u delu 10.3.3.

3. Sve sto je receno pod 2 vazi i ovde.

Elementi

Linijski elementi

Ovaj deo datoteke sadrzi podatke o karakteristikama elemenata. U ulaznoj datoteci mora
da bude onoliko linija sa podacima koliko ih je definisano promenjivom nume. Linija sa
podacima za jedan konacni elemenat glasi:

fet ide

R

[L, maxlter

nl n2 idm ids
E I,
eps]

fet
ide

W N =

Ut

AN TN AN AN TN TN N
- o N
N’ N N N N N N

Tip elementa.

Identifikacioni broj elementa.

Identifikacioni broj prvog ¢vora elementa.

Identifikacioni broj drugog ¢vora elementa.

Sifra materijala elementa.

Sifra poprecnog preseka elementa.

Otpustanje krajeva elementa.

Ugao izmedju lokalne ose z Stapa i X

ose globalnog koordinatnog sistema.

Krutost polukrute veze u spoljasnjim ¢vorovima elementa.
Ekscentri¢nost veze u spoljasnjim ¢vorovima elementa.
Nije trenutno u upotrebi.

Pocetne interne sile u elementu.

Koordinate unutrasnjih ¢vorova elementa

u globalnom koordinatnom sistemu.

Duzina neopterec¢ene lancanice.

Maksimalni broj iteracija za odredivanje sile u lanc¢anici.
Tolerancija pri odredivanju sile u lanc¢anici.
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1. Vrednosti promenjive:

THINWALL2N  za tankozidnu gredu otvorenog poprec¢nog preseka.
Interpolacione funkcije za matricu kolona N, su date kao
polinomi.

TWALL2N za tankozidnu gredu otvorenog i zatvorenog poprec¢nog preseka.
Interpolacione funkcije za matricu kolona N su date kao
hiperbolicke funkcije.

BEAM2N za gredu sa dva ¢vora.

BEAMS3N za gredu sa tri ¢vora.

BAR2N za prosti Stap sa dva ¢vora.

BAR3SN za prosti Stap sa tri ¢vora.

BAREQ za prosti Stap sa ekvivalentnim modulom
elasti¢nosti.

CATENARYO01 za elasti¢nu hiperbolicku lanc¢anicu - Tip 1.
CATENARY02 za elasti¢nu parabolicku lanénicu.
CATENARY03 za elasti¢nu hiperbolicku lanc¢anicu - Tip 2.

2. Numericka vrednost koja ide od 1 pa navise redom, bez preskakanja brojeva.

3. Identifikacioni broj prvog ¢vora elementa koji moze da ima vrednost nl = 1, ..., numn.
4. Identifikacioni broj drugog ¢vora elementa koji moze da ima vrednost n2 = 1, ..., numn.
5. Identifikacioni broj materijala koji moze da ima vrednost idm = 1, ..., numm.

6. Identifikacioni broj popreé¢nog preseka koji moze da ima vrednost ids = 1, ..., nums.

7. Struktura promenjive je sledeca:
R=ri= Myl, My27 M1, M.2, N, My, M,
Brojevi 11 2 u indeksu oznacavaju prvi, odnosno drugi kraj elementa. Oznake z,y,z
osnacavaju lokalne ose elementa. Ako je r; = 1 odgovarajuca sila na kraju elementa
ne postoji. Ako je r; = 0 odgovarajuéa sila na kraju elementa postoji. Ako su svi
r; = 0 tada mozemo da stavimo da je R = x.

8. Struktura promenjive je sledeéa:
S=s;,1=yl,y2,21,21
S = x Sto znaci da elemenat nema polukrutu vezu.
Ako su navedene vrednosti krutosti veze, vrednosti za otpuStanje krajeva Stapa se
zanemaruju.
Oznaka 11 2 u indeksu oznacava prvi i drugi ¢vor elementa. Podaci navedeni u ovom
bloku se zanemaruju kod nelinearne analize.

9. Struktura promenjive je sledeéa:
e=-¢cle2z
e = x elemenat nema ekscentri¢nu vezu.
Oznaka 1 i 2 u indeksu oznacava prvi i drugi ¢vor elementa. 0 < z < 1 predstavlja
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faktor redukcije krute zone. Podaci navedeni u ovom bloku se zanemaruju kod ne-
linearne analize.

C =«

Vrednosti internih sila u elementu:
If = Fypo Mo Myl My2 M, M.o M,
Ako nema pocetnih vrednosti internih sila tada je Iy = .

C=x

Vazi samo za konaé¢ni elemenat tipa lanc¢anice. Kod ostalih elemenata ostaviti prazno
mesto.

Vazi samo za konaé¢ni elemenat tipa lancanice. Upotrebljava se za odredivanje sila
u elementu. Kod ostalih elemenata ostaviti prazno mesto.

Vazi samo za konaé¢ni elemenat tipa lancanice. Upotrebljava se za odredivanje sila
u elementu. Kod ostalih elemenata ostaviti prazno mesto.

Sema integracije

Ovaj deo datoteke sadrzi podatke o Semi integracije. Obavezan kod dinamicke ana-

tize. Kod staticke analize umesto ovoga bloka moze da se stavi *. Linija sa podacima ima
slededi oblik:

ischeme shid 6 § oz‘

scheme (1) Tip Seme vremenske integracije.

shid
0
0

(0}

1.
2.
3.

4.

Identifikacioni broj Seme ide od 1 navise redom.
(2) Koeficijent
(3) Koeficijent
(4) Koeficijent

Vrednost promenjive je NEWMARK.
Zavisi od usvojene Seme.
Zavisi od usvojene Seme.

Zavisi od usvojene Seme.

Vremenski korak integracije

analize i viSekoraCne staticke analize. U sluc¢aju da nije potreban moze da se stavi

Ovaj deo datoteke opisuje vremenski korak integracije. Obavezan je kod nelinearne
*

Podaci za vremenski korak integracije mogu da se zadaju na dva nacina:



236 GLAVA 10. IMPLEMENTACIJA MODELA U JEZIKU C++

1.|ts At »p

Ovaj nacin se koristi pri automatskom generisanju duzine koraka integracije. At
je korak integracije, a p je vremenski interval integracije koji se deli na korake inte-
gracije At. U ovom slu¢aju vrednost promenjive ts = 0

2. ’ ts imeFuajla ‘

Ovaj nacin nam omogucéava definisanje duzine svakog vremenskog koraka integracije.
Ovo se radi u zasebnoj datoteci ¢ije je ime imeFajla. U ovom slucaju vrednost
promenjive ts = 1. Struktura podataka u datoteci imeFajla je sledeéa:

numts
1 At
7 At

numts je broj vremenskih koraka integracije, a j je redni broj vremenskog korak
integracije koji ide od 1 pa navise j = 1, ..., numts.

Metod za reSavanje nelinearnih jednaéina

Ovaj deo datoteke sadrzi podatke o metodi za reSavanje nelinearnog sistema jednacina.
Obavezan je kod nelinearne analize. U slucaju da nije potreban umesto ovoga bloka moze
da se stavi *. Linija sa podacima ima sledeéi oblik:

solver solld maxlter ep ep Td Tp Te NM

solver (1) Tip metode.

solld (2) Identifikacioni broj solvera.

mazlter Maksimalan broj iteracija u okviru jednog inkrementa.

€Q Dozvoljena tolerancija po pomeranjima.

€p Dozvoljena tolerancija po neuravnotezenim silama.

Td (3) Indikator za kriterijum konvergencije po pomeranjima.

Tp (3) Indikator za kriterijum konvergencije po neuravnotezenim silama.
Te (3) Indikator za kriterijum konvergencije po unutrasnoj energiji.

NM (4) Odreduje tip Newton Raphson-ovog solvera.

1. Vrednost za metodu je NEWTONRAPHSON.
2. Vrednost identifikatora je proizvoljan celi broj.

3. Ako je vrednost indikatora 1 znaci da se taj kriterijum konvergencije upotrebljava u
iterativno-inkrementalnom postupku.

4. Ako je NM =1 koristi se Newton Raphson-ov postupak. Ako je NM = 2 koristi se
modifikovani Newton Raphson-ov postupak.
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10.3.3 Definisanje vremenske funkcije sile i akcelelograma

Vremenska funkcija sile i akcelelogram definisu se pomocu niza tacaka u dvodimen-
zinonalnom prostoru. Apscisa = tacke predstavlja vreme, a ordinata y tacke intezitet sile
ili intezitet ubrzanja. Vremensku funkciju sile i akcelelogram definisemo na sledeéi nacin:

np

mx my

Ly Yy

np Ukupan broj tacaka.

me Multiplikator u pravcu ose z.

my Multiplikator u pravcu ose y.

x; Apscisa tacke j, gde je j = 1, .., np.
Yj Ordinata tacke j, gde je 7 = 1,..,np.

Pri navodenju tacaka treba voditi racuna da je z1 < ... < xyp.
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10.4 Primeri

10.4.1 Plitki kabl optereé¢en koncentrisanom silom u sredini raspona

Posmatrace se dva kabla, ¢ije su karakteristike date u tabeli 10.1. Na tako de-
formisanom kablu, pocinje da deluje koncentrisana sila P u sredini raspona. Vrednost
koncentrisane sile kod kabla 1 je P = 890k, a kod kabla 2 je P = 17.8kN (slika 10.2).
Potrebno je naéi vertikalno pomeranje w4 tacke A na sredini raspona kabla.

Osobina Kabl 1 Kabl 2
A[m?] 0.161 | 5.06 x 1074
E[EN/m?] | 1.8 x 10% | 1.04 x 108
1:[m] 915 91.5
f/ls 1:12 1:50
q[kN/m/] 4.4 0.0388

Tabela 10.1: Karakteristike kablova

x=05, |A

Slika 10.2: Kabl na koga deluje koncentrisana sila u sredini raspona

Na osnovu podataka u tabeli 10.1, moze da se nade parametar kabla A, prema (10.1),
koji karakterise mehanicko ponasanje kabla.

Vrednost parametara kabla 1 je Ay = 2019, z1/l, = 0.51 P, = 0.221. Za te vrednosti
parametara, reSenje jednacine promene stanja u bezdimenzionalnom obliku za nelinearno
reSenje (3.235) iznosi @ = 0.343. Racunski ugib tacke A prema nelinearnoj teoriji je
wqg = —5.6 m. Ako se a uporedi sa vrednoséu dobijenom iz jednacine promene stanja
u bezdimenzionalnom obliku za linearno resenje (3.238), koja daje a = 0.34, vidi se da
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Element Pomeranje tacke A [m]
[Racunski] -5.6
Catenary01 -5.81
Catenary02 -6.2
Catenary03 -5.85

Tabela 10.2: Pomeranje tacke A usled koncentrisane sile

Element Pomeranje tacke A [m]
[Racunski] -1.73
Catenary01 -1.76
Catenary02 -1.76
Catenary03 -1.76

Tabela 10.3: Pomeranje tacke A usled koncentrisane sile

se ova vrednost ne razlikuje od vrednosti dobijene prema nelinearnoj teoriji. Ugib prema
linearnoj teoriji iznosi w4 = —7.44 m. Relacija izmedu dodatne sile u kablu je linearna,
ali relacija izmedu dodatnog ugiba i primenjenog optereéenja je nelinearna.

Vrednost parametara kabla 2 je Ay = 60.2, z1/l = 0.51 P, = 5.0. Za te vrednosti
parametara reSenje jednacine promene stanja u bezdimenzionalnom obliku za nelinear-
no resenje (3.235) iznosi @ = 4.65. Racunski ugib tacke A prema nelinearnoj teoriji je
w4 = —1.73 m. Ako se primeni linearna teorija, reSavanjem jednacine promene stanja u
bezdimenzionalnom obliku za linearno resenje (3.238), dobija se da je o = 6.25 i odgo-
varajuéi ugib prema linearnoj teoriji iznosi wa = —6.91 m. Ako se a uporedi za nelin-
earno i linearno reSenje, vidi se da se ove vrednosti razlikuju. Takode, ako se uporedi
ugib w4 za nelinearno i linearno resenje, vidi se da se ove vrednosti razlikuju. Relacija
izmedu dodatne sile u kablu je nelinearna, ali i relacija izmedu dodatnog ugiba i primen-
jenog opterecenja je nelinearna. Ako se pretpostavi da se kabl ponaga kao zategnuta Zica,
resavanjem jednacine promene stanja u bezdimenzionalnom obliku (3.243), dobija se da
je a = 5.1, a odgovaraju¢i ugib je wy = —3.0 m. Ove vrednosti nalaze se se izmedu
nelinarnog i linearnog resenja.

Da bi se primenio program, jedan i drugi kabl ¢e se aproksimirati sa po dva konacna
elementa koja su medusobno povezana u tacki A. Za kona¢ne elemente upotrebice se
elementi zasnovani na analitiCkim izrazima za lan¢anicu. Pomeranja tacke A, za razliCite
tipove konac¢nih elemenata, prikazana su u tabeli 10.2 za kabl 1 i u tabeli 10.3 za kabl 2.
Kao racunska vrednost ugiba, kojom se porede vrednosti dobijene programom, uzimaju
se vrednosti ugiba dobijene prema nelinearnoj teoriji. Iz tabela 10.2 i 10.3 se vidi da se
vrednosti ugiba dobijene programom dobro slazu sa ra¢unskom vrednosti dobijenoj prema
nelinearnoj teoriji.
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10.4.2 Plitki kabl optereéen koncentrisanom silom na 0.4/,

Usled sopstvene tezine g kabl je dobio ugib f u sredini raspona. Na tako de-
formisanom kablu pocinje da deluje koncentrisana sila P na udaljenosti od 0.4/, od levog
oslonca (slika 10.3). Pocetni ugib kabla, na mestu dejstva koncentrisane sile, je fa.
Potrebno je naéi vertikalno pomeranje w4 tacke A. Poznato je:

1. A=0.000548 m?

2. E=130000000 kN /m?
3. 9=0.046 kN/m

4. P=35.6 kN

5. f=305mi fa=29.276 m (f/l, = 1:10)

x=04l |
I
l=121.92m | l,,=182.88m

"1, =304.8m

Slika 10.3: Prednapregnuti kabl na koga deluje koncentrisana sila

Na osnovu ulaznih podataka dobija se da je vrednost parametara kabla A\, = 2423,
x1/ly = 0.4 1 P, = 2.537. Za te vrednosti parametara, reSenje jednacine promene stanja
u bezdimenzionalnom obliku za nelinearno resenje (3.235) iznosi a = 4.08. Racunski ugib
tacke A za nelinearno resenje iznosi w4 = —5.74 m.

Da bi se primenio program, kabl se aproksimira sa dva kona¢na elementa zasnovana
na analitickim izrazima. Zajednicka tacka kona¢nih elemenata poklapa se sa napadnom
tackom sile P. Na osnovu poznatog ¢ i f mogu da se izracunaju pocetne duzine delova
kablova i one iznose Ly1=125.847 m i Ly3=186.855 m.
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Element Pomeranje tacke A [m]
uA WA
[Liter [44]] | -0.859 -5.62
[Racunski] -5.74
Catenary01 | -0.833 -5.32
Catenary02 | -0.833 -5.32
Catenary03 | -0.850 -5.44

Tabela 10.4: Pomeranje tacke A usled koncentrisane sile
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Pomeranje tacke A, za razli¢ite tipove konac¢nih elemenata, prikazano je u tabeli 10.4.
Vidi se da se rezultati dobijeni programom, pri aproksimaciji kabla razli¢itim tipovima
koné¢nih elemenata, dobro slazu sa rac¢unskim vrednostima za nelinearno reSenje i vred-

nostima datim u literaturi [44].

Pomeranje tacke A, usled linearne promene spolja$njeg optereéenja P = 0.712 X n
kN, n=1,2,..,50, kada su kao konaé¢ni elementi upotrebljeni elementi tipa Catenary01,

dato je na slici 10.4.

1"

Slika 10.4: Dijagram vertikalnog pomeranja tacke A

x0712 PkN]
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10.4.3 Zategnuta zica opterecena sopstvenom tezinom i koncentrisanom
silom

Kabl je predhodno napregnut, tako sto je duzina kabla Ly u neoptereéenom stanju
rastegnuta na duzinu [,. Na tako napregnutom kablu, razmotrice se Cetiri sluc¢aja optere-
¢enja:

1. Pocinje da deluje sopstvena tezina ¢ i koncentrisana sila P(slika 10.5). Trazi se
pomeranje tacke A.

2. Pocinje da deluje sopstvena tezina i kabl se ulegne. Na taj ravnotezni polozaj poc¢inje
da deluje jednakoraspodeljeno optereéenje p: u prvom slucaju deluje kao staticko
optereéenje, a u drugom slu¢aju p se ponasa se kao dinamicko optereéenje p(t) =
pf(t). Funkcija vremenske promene sile f(¢) data je na slici 10.6. Trazi se pomeranje
tacke A.

3. Na ravnotezni polozaj iz tacke 2 pocinje da deluje seizmicka sila u vertikalnom pravcu
data akcelelogramom na slici 10.7. Trazi se pomeranje tacke A.

4. Nadi kruzne frekvencije slobodnih vibracija kabla kada deluje samo sopstvena tezina
kabla.

Poznate velic¢ine su:
1. A=0.000548 m?
2. E=130000000 kN /m?
3. Lo ==301.752 m (Lo; =120.7 m i Loz =181.05 m)
4. g=0.046 kN/m
5. P = 35.4KN

6. p=0.046 kN/m

1. Na osnovu ulaznih podataka dobija se da su vrednosti parametara kabla A, = 0.0339,
x1/ly = 0.4 1 P, = 2.5391. Za date vrednosti parametra resenje jednacine promene
stanja u bezdimenzionalnom obliku za nelinearnoi resenje (3.235) je @ = 0.076 i
racunski ugib tacke A usled dejstva sile P jednak je wy = —4.06 m. Kod primene
linearne teorije ugib iznosi wq = —4.36 m.

Da bi se primenio program, kabl se aproksimira sa 10 konac¢nih elemenata zasno-
vanih na polinomima kao interpolacionim funkcijama ili sa dva konac¢na elementa
zasnovana na analitickim izrazima za lancanicu. Pomeranje tacke A, za razlicite
tipove primenjenih konac¢nih elemenata, prikazano je u tabeli 10.5. Iz tabele se vidi
da se rezultati dobijeni programom, pri primeni razli¢itih tipova konc¢nih elemenata,
dobro slazu.
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Ll VL) e VP ) X

A

1,,=121.92m 1,,=182.88m
1,=304.8m

Slika 10.5: Prednapregnuti kabl na koga deluje sopstvena tezina i koncentrisana sila

154
1]
05
g0
051

s

Slika 10.6: Funkcija vremenske promene sile f(t)

2. Kabl se aproksimira sa 10 konac¢nih elemenata tipa Catenary03. Na slici 10.8 moze
da se vidi vertikalni ugib tacke A kabla kada jednakopodeljeno opterecenje deluje
kao staticko i kao dinamicko sa priguSenjem £ = 01 & = 0.2. Vidi se da za dinamicko
optereéenje, reSenje tezi statickom reSenju.

3. Kabl je aproksimiran sa 10 elemenata tipa Catenary03. Posmatra se odgovor kabla
kada je prigusenje £ =01 & = 0.15. Na slici 10.9 je dato verikalno pomeranje tacke
A usled seizmicke sile.

Datoteke sa ulaznim podacima za program ELAN, za dinamicko optereé¢enje dato
preko akcelelograma, su:

(a) Konfiguraciona datoteka config.cfg (objasnjenja videti u delu 10.3.1)

NONLINEAR_ANALYSE
0.15
ACCELELOGRAM

1 0 O
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A
Py

Sz

I R A ANIAN

fised]

afimf
fm oA b L e ok o
R R

Slika 10.7: Akcelelogram

Element Pomeranje tacke A [m]
UA wA
[Liter [44]] | -0.0223 -4.126
[Racunski -4.06
Catenary01 | -0.0232 -4.117
Catenary02 | -0.0237 -4.210
Catenary03 | -0.0232 -4.163
Beam2N -0.0240 -4.126
Beam3N -0.0230 -4.123

Tabela 10.5: Pomeranje ¢vora A usled koncentrisane sile i stalnog jednakopodeljenog
opteretenja
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x 0.01 t[sec]

Slika 10.8: Vertikalni ugib tacke A usled statickog i dinamickog optereéenja

0.010
0.008
0.008 -

0.004 -

0.002 ————ksi=0.0

ksi=0.15

wh[m]

0.000

-0.002

-0.004 s ¢

-0.006 R

-0.008 -
®0.001 t[sec]

Slika 10.9: Ugib tacke A usled dejstva seizmicke sile
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1.0e-10
(b) Glavna datoteka sa podacima f211c.3%$ (objasnjenja videti u delu 10.3.2)

%Sve redove koji pocinju sa oznakom procenat, pri pustanju programa
%treba brisati

%0psti podaci o nosacu
config.cfg
M3D 1000 11 014 10

%Podaci o cvorovima
121.9196 0 -0.704 1
0101111

0.0014 0 0.14 0 00 O

002
111111

*¥ ¥ ¥ = O ¥ *

30.4793 0 -0.264 3
0101111

0.0014 0 0.14 000 0
*

*

60.9591 0 -0.4693 4
0101111

0.0014 0 0.14 000 0
*

*

91.4392 0 -0.616 5
0101111

0.0014 0 0.14 000 O
*

*

152.4 0 -0.73335 6
0101111

0.0014 0 0.14 000 O
*

*

182.8804 0 -0.704 7
060101111

0.0014 0 0.14 000 O
*

*
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213.3608 0 -0.616 8
060101111

0.0014 0 0.14 0000
*

*
243.8409 0 -0.4693 9
0101111

0.0014 0 0.14 0 0 0 O
*

*

274.3207 0 -0.264 10
060101111

0.0014 0 0.14 00 0 O
*

*

304.8 0 0 11
1111111

*

*

*

#Podaci o materijalima
1 130000000 12000000 0 0 O

%#Podaci o poprecnom presecima
1 0.000548 0 1le-7 1le-7 000 00O O0OO0OO0OO0 OO0 O0O0O 0.046

%0pterecenje konstrukcije
0

%0pterecenje cvorova
*

%0pterecenje stapova
*

%Definicija funkcije vremenske promene sile
*

%0pterecenje zemljotresom
1 3 accX.acc accY.acc acc.acc O
0000O0O0O

%0pis elemenata
CATENARY0O3 1 23 11 *x 0 *x *x % 721.2856 000000 *= 0 50 0.001
CATENARYO3 2 34 11 = 0 * *x *721.285 00 00 00 *x 0 50 0.001
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CATENARY03 3 4 5 11 %0 %% % 721.286 000000 %0
CATENARY03 4 5 1 11 *0 %% *x721.285 000000 *0
CATENARY03 5 1 6 11 %0 % * % 721,286 000000 %0
CATENARY03 6 6 7 11 %0 % *x*x721.285 000000 *0
CATENARY03 7 7 8 11 %0 %% % 721.286 000000 %0
CATENARY0O3 8 8 9 11 *0 % *x*x721.2856 000000 *0
CATENARY03 9 9 10 11 %0 %% *x721.285 000000 %0
CATENARYO3 10 10 11 1 1 * O * * *x 721.285 0 0 0 0 0 0 * O

%Shema integracije
NEWMARK 1 1 0.5 0.25

%Vremenski korak integracije
0 0.001 2

%Numericki metod za resavanje jednacina
NEWTONRAPHSON 1 20 0.03 0.004 011 2

Akcelelogram u pravcu 1 dat u datoteci accX.Acc (videti deo 10.3.3)

= O = N
O O -

Akcelelogram u pravcu 2 dat u daoteci accY. Acc

2

11
00
10

Akcelelogram u pravcu 3 dat u daoteci acc.Acc i prikazan na slici 10.7

N
o

(@3N

O O O O OO OO OO o o -
(@)
o
S

50
50
50
50
50
50
50
50

O O O O O O o o

.001
.001
.001
.001
.001
.001
.001
.001
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w; | [Racunski| | [Racunski] | Beam2N | Catenary01 | Catenary02 | Catenary03
A << 1| A>>1
1 4.06 3.65 3.96 4.06 4.04 4.06
2 8.12 8.12 791 8.03 8.00 8.03
3 12.17 12.03 11.78 11.80 17.74 11.80
4 16.23 16.23 15.49 15.27 15.20 15.27
5 20.3 20.02 18.9 18.37 18.28 18.37

4.

Tabela 10.6: Kruzne frekvencije slobodnih vibracija kabla u ravni [rad/sec]

0.12 -3
0.13 1
0.14 -2
0.15 1
0.16 -4
0.17 4
0.18 -3
0.19 1
0.20 O
0.21 -1
0.22 1
0.23 0
1 0

Da bi se izracunale kruzne frekvencije slobodnih vibracija kabla u ravni programom,
kabl se aproksimira sa 10 konacnih elemenata.

Racunske vrednosti su dobijene prema izrazima iz dela 3.6. Racunske vrednosti
kruznih frekvencija za simetri¢ne slobodne vibracije sra¢unate su na dva nacina. Kod
prvog nacina, kruzne frekvencije za simetri¢ne slobodne vibracije sra¢unate su pod
pretpostavkom da je A, << 1. Kod drugog naéina, kruzne frekvencije za simetri¢ne
slobodne vibracije sra¢unate su pod pretpostavkom da je A, >> 1. Vrednosti kruznih
frekvencija za simetriéne slobodne vibracije treba da se nalaze se izmedu ova dva
granicna slucaja.

Kruzne frekvencije slobodnih vibracija u ravni, za razli¢ite tipove primenjenih ko-
na¢nih elemenata, prikazane su u tabeli 10.6. Vidi se da se rezultati dobijeni pro-
gramom, pri primeni razli¢itih tipova konénih elemenata, dobro slazu sa racunskim
vrednostima. Kruzne frekvencije slobodnih vibracija van ravni, za razli¢ite tipove
primenjenih konac¢nih elemenata, prikazane su u tabeli 10.7. Racunske vrednosti su
dobijene prema izrazima iz dela 3.6. Vidi se da se rezultati dobijeni programom, pri
primeni razli¢itih tipova konénih elemenata, dobro slazu sa rac¢unskim vrednostima.
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w; | [Racunski| | Catenary01 | Catenary02 | Catenary03
1 4.06 4.06 4.04 4.06
2 8.12 8.03 8.00 8.03
3 12.17 11.80 17.74 11.80
4 16.23 15.27 15.20 15.27
5 20.3 18.37 18.28 18.37

Tabela 10.7: Kruzne frekvencije slobodnih vibracija kabla van ravni [rad/sec]
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10.4.4 Zategnuta Zica pod dejstvom promenjivog jednakoraspodeljenog
opterecenja

Kabl je predhodno napregnut tako $to je duzina kabla Lg, u neoptere¢enom stanju,
rastegnuta na duzinu /. Na kabl je zatim naneseno jednakoraspodeljeno opterece p u vise
koraka (slika 10.10). Potrebno je odrediti vertikalno pomeranje tacke A na sredini raspona
za razlic¢ite vrednosti p i kruzne frekvencije slobodnih vibracija kabla.

Poznato je:

1. A=0.000041935 m?

2. E=138000000 kN/m?

3. Lo=253.74625 m ¢emu odgovara sila H=5.787 kN
4. p=0.035xn kN/m gde je n =1,3,5,7,9

5. ¢=0.000001 kN/m - pretpostavljena je mala vrednost sopstvene tezine da bi mogla
da se nade pocetna vrednost krutosti kada se koriste konacni elementi zasnovani na
analitickim izrazima

P
PSP PP P PPN PP P X
A

‘ I =254m ‘

= =1

Slika 10.10: Prednapregnuti kabl optereéen jednakopodeljenim opterec¢enjem

Vrednost parametra kabla je A, = 1.926x1078. Posto je A\, << 1, kabl je zategnuta zica.
Vrednost za « ra¢una se prema izrazu (3.214). Racunski ugib tacke A, za razlicite vred-
nosti optereéenja p, racuna se prema izrazu (3.202) i vodeéi racuna o izrazu (3.212).

Za primenu programa, kabl se aproksimira sa 10 konac¢nih elemenata zasnovanih
na polinomima kao interpolacionim funkcijama ili sa dva konaéna elementa zasnovana na
analitickim izrazima.

Pomeranje sredisne tacke, usled stalnog optereéenja koje se menja i usled razlicitih
tipova primenjenih konaénih elemenata, prikazano je u tabeli 10.8.

Kao graficka ilustracija na slici 10.11 prikazana je promena ugiba srediSne tacke
kabla usled promenjivog optereéenja p. Kabl je aproksimiran konacnim elementom tipa
Catenary01.

Da bi se nasle kruzne frekvencije slobodnih vibracija, kabl se aproksimira sa 10
konaé¢nih elemenata. Kruzne frekvencije slobodnih vibracija u ravni, za razlic¢ite tipove
primenjenih konacnih elemenata, prikazane su u tabeli 10.9. Rac¢unske vrednosti dobijene
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n Pomeranje u sredini raspona [m]
Catenaru01 | Catenary02 | Catenary03 | Beam2N | [Lit[11]] | [Racunski]
1 -3.473 -3.473 -3.470 -3.327 -3.343 -3.340
3 -6.461 -6.461 -6.461 -5.911 -5.948 -5.948
) -8.201 -8.201 -8.201 -7.376 -7.437 -7.430
7 -9.489 -9.489 -9.489 -8.454 -8.535 -8.536
9 -10.534 -10.534 -10.534 -9.326 -9.427 -9.420

Tabela 10.8: Pomeranje tacke u sredini raspona usled optere¢enja p

a. 00105 00175 0.0315

00245

—e— =1
—a—cal?
cal>
——Liter
—=— BEANI

Pk

Slika 10.11: Promena vertikalnog ugiba tacke A

su prema izrazima za kruzne frekvencije slobodnih vibracija zategnute zice, iz dela 3.6. Vidi
se da se rezultati dobijeni programom, pri primeni razli¢itih tipova konacnih elemenata,
dobro slazu sa racunskim vrednostima.

w; | [Racunski] | Beam2N | Catenary01 | Catenary02 | Catenary03
1 0.33 0.35 0.33 0.33 0.33
2 0.66 0.70 0.65 0.65 0.65
3 0.99 1.05 0.95 0.95 0.95
4 13.22 13.76 12.31 12.31 12.31
5 16.53 16.79 14.81 14.81 14.81

Tabela 10.9: Kruzne frekvencije slobodnih vibracija kabla u ravni [rad/sec]

Kruzne frekvencije slobodnih vibracija van ravni, za razli¢ite tipove primenjenih
kona¢nih elemenata, prikazane su u tabeli 10.10. Racunske vrednosti su dobijene pri-
menom izraza iz dela 3.6. Rezultati programa, pri primeni razli¢itih tipova konaénih
elemenata, dobro slazu sa rac¢unskim vrednostima.
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w;i | [Racunski] | Catenary01 | Catenary02 | Catenary03
1 0.33 0.33 0.33 0.33
2 0.66 0.65 0.65 0.65
3 0.99 0.95 0.95 0.95
4 13.22 12.31 12.31 12.31
) 16.53 14.81 14.81 14.81

Tabela 10.10: Kruzne frekvencije slobodnih vibracija kabla van ravni [rad/sec]

253
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Slika 10.12: Kablovska mreza optere¢ena koncentrisanim optere¢enjem u ¢vorovima

10.4.5 Kablovska mreza

Inicijalni polozaj kablovske prednapregnute mreze, sa oznakama ¢vorova i kablova,

dat je na slici 10.12. Na takvom inicijalnom polozaju pocinju da deluju koncentrisane sile
F,; u ¢vorovima i = 1,2, 3,4 (slika 10.12). Trazi se pomeranje ¢vora 1. Poznato je:

1.

2.

Za sve kablove je A = 0.00014645m?
Za sve kablove je E = 82.82106kN/m?
Duzina kablova za neoptere¢enu konstrukciju je:

(a) Lo=30.42 m za kablove 1 do 4 ¢emu odgovara sila T = 24.29kN
(b) Lp=31.76 m za kablove 5 do 12 ¢emu odgovara sila °T = 23.70kN

F,;=-35.728 kN u ¢évorovima ¢ = 1,2, 3,4
f=-9.144m

g = 0.000001kN/m - pretpostavljena je mala vrednost sopstvene tezine da bi se
mogla da nade aksijalna krutost kabla kada se koriste konaé¢ni elementi zasnovani na
analitickim izrazima
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Element Pomeranje ¢vora 1 [m)]
(75} V1 w1
[Liter [414]] -0.0402 | 0.0396 | -0.4460
[SAP2000] -0.0404 | 0.0404 | -0.4484
Catenary01 | -0.0413 | 0.0413 | -0.453
Catenary02 | -0.0414 | 0.0414 | -0.455
Catenary03 | -0.0411 | 0.0411 | -0.452
Beam2N -0.0404 | 0.0404 | -0.444

Tabela 10.11: Pomeranje ¢vora 1 usled stalnog optereéenja
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Slika 10.13: Vertikalno pomeranje ¢vora 1

Rezultati proracuna su dati u tabeli 10.11. Rezultati programa, pri primeni razli¢itih
tipova konaé¢nih elemenata, dobro slazu sa ra¢unskim vrednostima dobijenim programom

SAP2000 i sa vrednostima datim u literaturi |

Na slici 10.13 data je promena vertikalnog pomeranja ¢vora 1 kada se vrednosti
koncentrisanih sila u ¢vorovima menjaju linearno od 0 do maksimalne vrednosti. Mreza

je predstavljena elementima tipa Catenary02.

Ulazne datoteke za prora¢un su:

1. Konfiguraciona datoteka config.cfg (objasnjenja videti u delu 10.3.1)

NONLINEAR_ANALYSE
0

STATIC_LOAD

1 0 O
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1.0e-10
2. Glavna datoteka sa podacima f/0c.$$$ (objasnjenja videti u delu 10.3.2)

%Sve redove koji pocinju sa oznakom procenat, pri pustanju programa
htreba brisati

%0psti podaci o nosacu
config.cfg
M3D 1000 12011 12

%Podaci o cvorovima
-15.24 15.24 -9.144 1

0001111
*

*

*

15.24 15.24 -9.144 2
0001111

*

*

*

-15.24 -15.24 -9.144 3
0001111

004.530000
*

*
15.24 -15.24 -9.144 4
0001111
004530000

*

*

-15.24 45.72 05
1111111
004.53 0000

*

*

15.24 45.72 06
1111111
004.530000

*

*

-45.72 15.24 07
1111111

004.53 0000
*
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*
45.72 15.24 0 8
1111111
004.530000
*

*

-45.72 -15.24 0 9
1111111
004.530000
*

*

45.72 -15.24 0 10
1111111
004.530000

15.24 -45.72 0 12
1111111
004.530000

*

*

%Podaci o materijalima
1 82800000 12000000 0 0 O

%Podaci o poprecnim presecima
1 0.00014645 0 0 O 0O OOO OOOO OOO 000 0.00001

%0pterecenje konstrukcije
%Broj nezavisnih uslova opterecenja
1

%0pterecenje cvorova
4

W NN -
e i

KN
-
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00

0 0 -35.6 0000

/0pterecenje stapova
*

%Definicija funkcije vremenske promene sile
1 1 TimeH1.txt

%#0pterecenje zemljotresom
*

%0pis elemenata

CATENARYO2 1 12 13 %0 *%x % % 24.29 000000 *0 50 0.001
CATENARY02 2 34 1 3 % 0 * * % 24.29 000000 %0 50 0.001
CATENARY02 3 31 1 3 * 0 * * x* 24.29 000000 *0 50 0.001
CATENARY02 4 4 2 1 3 % 0 * * % 24.29 000000 *0 50 0.001
CATENARYO2 5 15 13 % 0 % % % 23.7 000000 *x0O0 50 0.001
CATENARY02 6 26 1 3 *x 0 x * % 23.7 000000 %0 50 0.001
CATENARYO02 7 17 13 % 0 % % % 23.7 000000 *x0O0 50 0.001
CATENARY02 8 3 9 1 3 *x 0 * * % 23.7 000000 %0 50 0.001
CATENARY02 9 28 1 3 * 0 x * * 23.7 000000 *x 0O 50 0.001
CATENARYO02 10 4 10 1 3 * 0 * * * 23.7 000000 * 0 50 0.001
CATENARY02 11 3 11 1 3 * 0 * * * 23.7 000000 *x O 50 0.001
CATENARY02 12 4 12 1 3 * O * * * 23.7 000000 %0 50 0.001

%Shema integracije
NEWMARK 1 1 0.5 0.25

%Vremenski korak integracije
1 timesteps.txt

JNumericki metod za resavanje jednacina
NEWTONRAPHSON 1 20 0.03 0.004 011 2

3. Datoteka TimeH1.txt sa opisom funkcije vremenske promene sile (videti deo 10.3.3)

= O = N
=

4. Datoteka timesteps.trt sa vremenskim koracima integracije
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10.4.6 Toranj sa kosim kablovima

Kablovi kod tornja sa kosim kablovima prednapregnuti su silom zatezanja °T. Na
vrhu tornja deluje horizontalna koncentrisana sila P (slika 10.14). Poznate su vrednosti:

45.75m

2x15.25 m

Slika 10.14: Toranj sa kablovima optere¢en koncentrisanom silom

1. Toranj:

(a) A=0.1 m?
(b) E=200100000 kN/m?
(c) Ix=0.003642 m* i Iyy=0.0001672 m* (X i Y su globalne ose)

2. Kablovi:

(a) A=0.001226 m?
(b) E=151800000 kN/m?

(c) Sopstvena tezina kabla g=0.081 kN /m data je po srednjoj liniji kabla u odnosu
na globalni koordinatni sistem

(d) °T = 44.46 kN
3. P=222.3 kN

Potrebno je odrediti pomeranje vrha tornja u pravcu dejstva horizontalne sile kao i sile
zatezanja u kablovima.
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Toranj se aproksimira sa 4 kona¢na elementa zasnovana na polinomima kao inter-
polacionim funkcijama. Kabl se aproksimira sa 4 kona¢na elemenata zasnovana na poli-
nomima kao interpolacionim funkcijama ili sa jednim konac¢na elementom zasnovanim na
analitickim izrazima.

Potrebno je prvo odrediti inicijalnu konfiguraciju kablova usled pocetne sile zatezanja
9T i sopstvene tezine kablova g¢. Inicijalna konfiguracija odreduje se tako se pretpostavi da
su kablovi izmedu dve oslonacke tacke pravi, pa se usled optere¢enja g, u nekoliko iteracija,
odredi njihov stvarni polozaj u prostoru.

Na tako dobijenoj konfiguraciji, nanosi se optereéenje P u 100 koraka. Ulazne da-
toteke za proracun su:

1. Konfiguraciona datoteka config.cfg (objasnjenja videti u delu 10.3.1)

NONLINEAR_ANALYSE
0

STATIC_LOAD

1 0 O

1.0e-10

2. Glavna datoteka sa podacima f50ic.$$$ (objasnjenja videti u delu 10.3.2)

%Sve redove koji pocinju sa oznakom procenat, pri pustanju programa
%treba brisati

%0psti podaci o nosacu
config.cfg
M3D 1000 7 02 26

%Podaci o cvorovima
0 0 45.75 1
0101011

100 000 00O

0 34.3125 2
101011

0 22.875 3
101011

11.4375 4
101011

¥ O O ¥ ¥ ¥ O O % ¥ ¥ O O % x
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*

*

-15.256 0 0 5
111011

1

*

*

*

00 06
1111111
*
*
*

15.25 0 07
1111011
*
*
*

%Podaci o materijalima
1 151800000 12000000 0 0 O
2 200100000 12000000 0 0 O

%Podaci o poprecnim presecima

10.001226 00 O 000
2 0.096768 0 0.003642 0.003642 0 0 O
/0pterecenje konstrukcije

%Broj nezavisnih uslova opterecenja
1

%0pterecenje cvorova

222.3 0 -0.000O0O

%0pterecenje stapova
*
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%Definicija funkcije vremenske promene sile
1 1 TimeH1.txt
1

%0pterecenje zemljotresom
*

%0pis elemenata

CATENARYO3 1 51 11 =x* 0 * x x 14.8000000 * 0 30 0.001
CATENARYO3 1 17 11 = 0 * x x 14.8 000000 * 0 30 0.001
BEAM2N 3 12 22 000000 0O =* * % -93 000000 =
BEAM2N 4 23 22 000000 O = x % -93 0000O0O0 %
BEAM2N 5 34 22 000000 0 * * * -93 0000O0O0 =
BEAM2N 6 46 22 000000 0 = x % -93 0000O0O0 =

%Shema integracije
NEWMARK 1 1 0.5 0.25

JVremenski korak integracije
00.011

#Numericki metod za resavanje jednacina
NEWTONRAPHSON 1 20 0.003 0.004 011 2

3. Definicija funkcije vremenske promene sile TimeH1.txt (videti deo 10.3.3)

= O - N

Dobijene vrednosti pomeranja vrha tornja, kada se svaki kabl aproksimiran sa cetiri
konac¢na elementa, date su u tabeli 10.12, a sile u kablu 1 7} i kablu 2 T5 date su u tabeli
10.13.

Element Hor. pomeranje vrha [m]
Rad [Liter [62]]

Catenart01 | 0.526

Catenary02 | 0.528 0.526

Catenary03 | 0.525

Beam2N 0.520

Tabela 10.12: Maksimalno pomeranje vrha tornja u horizontalnom smeru kada su kablovi
zamenjeni sa 4 konacCna elementa
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Element Sile u kablu [kN]

T1 T2 [Liter [ H
Catenary01 | 667 | 6
Catenary02 | 670 | 0 Ty =678
Catenary03 | 673 | 1.3 | 15 =1.05
Beam2N 672 | -1.3

Tabela 10.13: Vrednosti maksimalnih sila u kablovima kada su kablovi zamenjeni sa 4
konac¢na elementa

Vrednosti pomeranja vrha tornja, kada se svaki kabl aproksimira sa po jednim
kona¢nim elementom, date su u tabeli 10.14. Vrednosti sila 77 i T5, respektivno u
kablovima 1 i 2, date su u tabeli 10.15. Dobijene vrednosti pomeranja i sila, kada se
aproksimacija radi sa kona¢nim elementom BeamZ2N, znatno odstupaju od vrednosti do-
bijenih za konacne elemente dobijene iz analitickih izraza za lancanicu.

Element Hor. pomeranje vrha [m]
Rad [Liter [62]]

Catenart01 | 0.526
Catenary02 | 0.570
Catenary03 | 0.528 0.526
Beam2N 0.280

Tabela 10.14: Maksimalno pomeranje vrha tornja u horizontalnom smeru kada su kablovi
zamenjeni sa jednim kona¢nim elementom

Vrednosti pomeranja vrha tornja i sila u kablovima, pri aproksimaciji kablova sa
jednim ili ¢etiri konacna elementa izvedena iz analitickih izraza za lancanicu, dobro se
slazu.

Kao graficka ilustracija, na slici 10.15, je prikazano horizontalno pomeranje vrha
tornja, usled linearne promene sile P od 0 do maksimalne vrednosti, za slucaj kada su
kablovi aproksimirani sa po jednim kona¢nim elementom tipa Catenary01.

Element Sile u kablu [kN]

T1 T2 [Liter [ H
Catenary01 | 671 | 3.3
Catenary02 | 658 0 Ty =678
Catenary03 | 674 | 3.5 15 =1.05
Beam2N 388 | -294

Tabela 10.15: Vrednosti maksimalnih sila u kablovima kada su kablovi zamenjeni sa jednim
konacnim elementom
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Slika 10.15: Horizontalno pomeranja vrha tornja usled horizontalne sile
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10.4.7 Kruzne frekvencije slobodnih vibracija nagnutog kabla

U ovome primeru za tri kabla (slika 10.16), ¢ije su karakteristike date u tabeli 10.16,
potrebno je odrediti kruzne frekvencije [25].

Osobina Kabl 1 Kabl 2 Kabl 3
A[m?] 9.024 x 107° | 2.000 x 10~* | 9.024 x 107
E[kN/m?] | 1.65x 10° 1.50 x 10° 1.65 x 10®
T[kN] 30.00 30.00 18.15
q[kN/m/] 0.00795 0.02548 0.00795

Tabela 10.16: Karakteristike kablova

Slika 10.16: Vertikalni ugib tacke A usled statickog i dinamickog optereéenja

Horizontalno rastojanje oslonackih ¢vorova, kod svih kablova datih u tabeli 10.16,
je lp = 21.0m, a vertikalno [, = 36.0.

Na osnovu podataka iz tabele 10.16, parametar kabla X, za prvi, drugi i treéi kabl
su respektivno: 0.474, 9,6 i 2.14.

Da bi se primenio program, kablovi su modelirani sa po 16 konaé¢nih elemenata.

Rezultati, za prve cetiri kruzne frekvencije slobodnih vibracija kablova u ravni, su
dati u tabelama 10.17 - 10.19. Racunske vrednosti su dobijene prema izrazima iz dela
3.6. Racunske vrednosti kruznih frekvencija za simetricne slobodne vibracije sracunate
su na dva nac¢ina. Kod prvog nacina, kruzne frekvencije za simetri¢ne slobodne vibracije
sracunate su pod pretpostavkom da je A, << 1. Kod drugog nacina, kruzne frekvencije za
simetri¢ne slobodne vibracije sra¢unate su pod pretpostavkom da je A\, >> 1. Vrednosti
kruznih frekvencija za simetri¢ne slobodne vibracije, za tri kabla data u ovome primeru,
trebalo bi da se nalaze izmedu ova dva grani¢na slucaja.

Iz tabela 10.17-10.19 se vidi da se rezultati, kruznih frekvencija u ravni kabla, dobi-
jeni programom i racunske vrednosti dobro slazu.

Posto se kruzne frekvencije u ravni kabla, za razli¢ite primenjene tipove konaé¢nih
elemenata, dobro slazu, vrednosti za kruzne frekvencije van ravni kabla, bi¢e date samo
za jedan tip konacnog elementa. Rezultati, za prve cCetiri kruzne frekvencije van ravni,
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w;i | [Racunski] | [Rac¢unski] | Catenary01 | Catenary02 | Catenary03
A <<1] A>>1
1 14.60 13.11 14.52 14.51 14.55
2 29.20 29.20 28.89 28.86 28.92
3 43.80 43.30 43.04 43.01 43.01
4 58.40 58.40 56.62 56.57 56.68
Tabela 10.17: Kruzne frekvencije u ravni kabla 1 za razli¢ite tipove konaénih elemenata
[rad/sec]
wi | [Racunski] | [Rac¢unski] | Catenary01 | Catenary02 | Catenary03
A << 1| A>>1
1 8.23 7.42 8.22 8.21 8.22
2 16.46 16.46 16.34 16.34 16.35
3 24.69 24.50 24.35 24.34 24.37
4 32.92 32.92 32.03 32.00 32.06

Tabela 10.18: Kruzne frekvencije u ravni kabla 2 za razli¢ite tipove konaénih elemenata

[rad/sec]

dati su u tabeli 10.20. Pri tome se, razmatraju rezultati samo za konacni elemenat tipa

Catenary03.

Moze se videti da se kruzne frekvencije dobijene programom, u svim slucajevima,
veoma dobro slazu sa analitickim reSenjima.
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w;i | [Racunski| | [Rac¢unski] | Catenary01 | Catenary02 | Catenary03
A << 1| A>>1

1 11.38 10.22 11.30 11.29 11.30

2 22.76 22.76 22.47 22.46 22.48

3 34.14 33.75 33.48 33.46 33.50

4 45.52 45.52 44.10 44.00 44.06

Tabela 10.19: Kruzne frekvencije u ravni kabla 3 za razliCite tipove kona¢nih elemenata
[rad/sec]

; | Kabl 1 | Kabl 2 | Kabl 3
14.55 8.22 11.30
28.92 16.35 22.49
43.01 24.37 33.51
56.68 32.06 44.08

=W~ g

Tabela 10.20: Kruzne frekvencije van ravni kabla [rad/sec]
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10.4.8 Kruzne frekvencije slobodnih vibracija tornja sa kosim kablovima

Toranj je pridrzan sa 4 grupe kosih kablova. Svaka grupa sastoji se od po tri kabla
radijalno rasporedena. Dispozicija tornja data je na slici 10.17. Potrebno je odrediti prve
tri kruzne frekvencije slobodnih vibracija tornja i modove oscilovanja. Primer je uzet
prema [25].

Karakteristike kablova su date u tabeli 10.17 u tre¢oj koloni, a karakteristike tornja
su sledece: A = 1.8 x 1073m?, E = 2.1 x 10%kN/m?, I, = L. = 1.5 x 1073m* i
q = 0.616kN/m?.

Z
Y
g 60° X
N
(=2
2 60°
| 60 m L 30m )
X
. 2x30 m . 2x15m |

Slika 10.17: Nagnuti kabl

U proracunu, kablovi su zamenjeni sa po jednim kona¢nim elementom tipa Beam2N
ili sa jednim konac¢nim elementom na bazi analitickih reSenja za lancanicu. Toranj se
aproksimira sa 4 konac¢na elemenata tipa Beam2N. Datoteke sa ulaznim podacima za
program ELAN su:

1. Konfiguraciona datoteka config.cfg (objasnjenja videti u delu 10.3.1)

NONLINEAR_ANALYSE

0

MODAL

1 0 O
1.0e-10

2. Glavna datoteka sa podacima f11-121¢g.$3$ (objasnjenja videti u delu 10.3.2)

%Sve redove koji pocinju sa oznakom procenat, pri pustanju programa
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%treba brisati

%0psti podaci o nosacu
config.cfg
M3D 1000 11 02 4 16

%Podaci o cvorovima

0 0 120 1

0 1 1 1 1 1 1
0.924 000 O OO

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

¥ ¥ ¥ P O ¥ ¥ O O O ¥ ¥ O O O % ¥ O O O * *

|
(e}
o
o
o
(e}

111111

* =

-30 0 O 7
1 111111
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*
30 51.96 0 9
1 111111

15 -25.98 0 10
1 111111

30 -51.96 0 11
111111

%Podaci o materijalima
1 150000000 000 O
2 210000000 84000000 0 0 O

%Podaci o poprecnom presecima

1 0.5 0 1.0 1.0 000 OO0 O0OO0OO0OO0O OOO OOO O

2 0.0018 0.000001 0.0015 0.0015 000 00O 0OO0OO0OO OO0 OOO O
3 0.0002 0 O O 000 OO O0OO0OO0OO0 OOO OOO 0.02548

4 0 0 0 O 000 00 0000 OOO O0OOO O

%0pterecenje konstrukcije
%Broj nezavisnih uslova opterecenja
0

%0pterecenje cvorova
*

%0pterecenje stapova
*

%Definicija funkcije vremenske promene sile
*

%0pterecenje zemljotresom
*

%0pis elemenata
BEAM2N 1

2 1 0 * ok
BEAM2N 2 3 2

22 000000O
22 000000 O * x k

o O
o O
o O
o O
o O
o O
o O
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BEAM2N

BEAM2N

CATENARYO03
CATENARYO03
CATENARYO03
CATENARYO3
CATENARYO03
CATENARYO3
CATENARYO03
CATENARYO3
CATENARYO03
CATENARYO3
CATENARYO03
CATENARYO03
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3 4 3
4 5 4
5 1 6
6 2 6
7T 3 7
8 4 7
9 111
10 211
11 3 10
12 4 10
13 1 9
14 2 9
15 3 8
16 4 8

%Shema integracije

*

i e e e e e e L e O I )
W W wWwwwwwwwwwwNnnN

o O

o O
O O O O O OO OO OO o oo

* X X X X X ¥ X ¥ X ¥ ¥

%Vremenski korak integracije

*

o O
o O
o O
o O

* X K X X X X X X X ¥ ¥
¥ OX X X X X X X ¥ X * ¥
* X K X K X X X X X ¥ X

%Numericki metod za resavanje jednacina

*

18.
19.
18.
20.
18.
19.
18.
20.
18.
19.
18.
20.

* k% 0
* ok k 0
10000
000O0O
00000O
80000
10000
000O0O
000O00O
80000
10000
000O0O
000O0O
80000

O O OO O O OO OO oo

00O

00O
50
50
50
50
50
50
50
50
50
50
50
50

0
0

o O

O O O O O OO OO OO o oo
¥ X X X X X X X X X X ¥
O O OO O O OO OO oo

O O OO O OO OO O oo

*
*

.001
.001
.001
.001
.001
.001
.001
.001
.001
.001
.001
.001

Rezultati proracuna su uporedni sa rezultatima dobijenim programom SAP2000 i
rezultatima datim u [25], i dati su u tabeli 10.21. Kruzne frekvencije slobodnih vibracija
tornja, dobijene razvijenim programom, su neSto manje od onih dobijenih programom
SAP2000. Na slici 10.18 data su prva tri moda vibracija tornja.

wi | [SAP2000] | [Liter [25]] | Beam2N | Catenary01 | Catenary02 | Catenary03
1 9.36 14.60 9.39 9.05 9.06 9.08
2 14.40 18.48 14.40 14.29 14.30 14.30
3 18.60 28.56 18.60 18.40 18.40 18.40

Tabela 10.21: Kruzne frekvencije tornja sa kablovima [rad/sec]
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Z Z Z

Slika 10.18: Prva tri moda vibracija tornja
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10.4.9 Tankozidni rostiljni nosac¢

Posmatraju se dva slucaja rostiljnog tankozidnog nosaca optere¢enog statickim opte-
reCenjem. U prvom slucaju posmatra se tankozidni nosa¢ otvorenog popre¢nog preseka
i jednakopodeljeno optereéenje na elementu. U drugom slucaju posmatra se tankozidni
nosac zatvorenog poprecnog preseka i opterecenje koncentrisanim momentom na elementu.

Na slici 10.19 je data dispozicija rostiljnog nosaca sa oznakama ¢vorova i optereéenja

za prvi (jednakopodeljeno optereéenje p = 24kN/m) i drugi (koncentrisani momenat M, =
100kN'm) slucaj.

Slika 10.19: Tankozidni rostiljni nosac
Za prvi slucaj, geometrijske karakteristike grede otvorenog poprecnog preseka su:
1. k=0.8
2. I,,/I..=05
Datoteke, sa ulaznim podacima za program ELAN, su:

1. Konfiguraciona datoteka config.cfg (objasnjenja videti u delu 10.3.1)

LINEAR_ANALYSE
0

STATIC_LOAD

1 0 O
1.0e-10

2. Glavna datoteka sa podacima f21-2.$$$ (objasnjenja videti u delu 10.3.2)
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%Sve redove koji pocinju sa oznakom procenat, pri pustanju programa
%treba brisati

%0psti podaci o nosacu
config.cfg
M3D 1000 30112

%Podaci o cvorovima

0001
1100010

111

¥ ¥ ¥ P O % ¥ ¥ = O ¥ * %

%Podaci o materijalima
1104000

%Podaci o poprecnom preseku
1 0 0.8 1 1 000 0.5 1 0000 000 000 O

%0pterecenje konstrukcije

%Broj nezavisnih uslova opterecenja
1

%0pterecenje cvorova
*

%0pterecenje stapova

1

11

11

LINEOL 00 -24 0000 00O O

#Definicija funkcije vremenske promene sile
*
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%#0pterecenje zemljotresom
*

%0pis elemenata
TWALL2N 1 1 2
TWALL2N 2 1 3

0 * * %

11 0011000
11 0011000 180
%Shema integracije

*

%Vremenski korak integracije
*

JNumericki metod za resavanje jednacina
*

Vrednosti dobijenih pomeranja ¢vora 1, u globalnom koordinatnom sistemu, uporedene su
sa vrednostima iz literature [3] i rezultati su dati u tabeli 10.22. Presec¢ne sile, dobijene

Pomeranje | [Liter.[3]] | TWALL2N | THINWALL2N
Uz -698.8389 | -698.8326 -697.3522
px 126.2968 126.2945 125.7601

Py -182.7743 | -182.7716 -182.1216

v 7.2531 7.2529 -6.9839

Tabela 10.22: Pomeranje ¢vora tankozidnog nosaca otvorenog poprecnog preseka

programom, su date na slici 10.20.
Za drugi slucaj, geometrijske karakteristike grede zatvorenog poprecnog preseka su:

1. k=04
2. plyw/L. =20
3. p=4.0

Vrednosti dobijenih pomeranja ¢vora 1, u globalnom koordinatnom sistemu, uporedene su
sa vrednostima iz literature [3] i rezultati su dati u tabeli 10.23. Prese¢ne sile, dobijene

Pomeranje | [Liter.[3]] | TWALL2N
Uz 270.2785 270.3356
X -72.9557 —74.9712
Yy 141.2671 141.2973
9 27.1892 27.1866

programom, su date na slici 10.21.

Tabela 10.23: Pomeranje ¢vora tankozidnog nosaca zatvorenog poprecnog preseka
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2322

16.7 21.5
M _[kNm]

215
04.6 167.2

16.7 M , [kNm]
23.0

M [kNm?]
W

50,0 26.0

Slika 10.20: Presecne sile rostiljnog nosaca otvorenog poprec¢nog preseka
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7.96 7.96

48.15

4.9

M [kNm]

51.85

49 1672

8.36 331
174
M [kNm’]
@

17.4
20.0

Slika 10.21: Presec¢ne sile rostiljnog nosaca zatvorenog poprec¢nog preseka
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10.4.10 Most sa kosim kablovima

279

Dispozicija mosta, sa oznakama ¢vorova, je data na slici 10.22. Usled stalnog
optere¢enja, most zauzima polozaj u prostoru koji je dat koordinatama ¢vorova nave-
denim u tabeli 10.24, a odgovarajuce presecne sile su date u tabeli 10.25. Na tako zadatoj
konfiguraciji, kao inicijalnoj konfiguraciji, poc¢inje da deluje koncentrisana vertikalna sila

P u ¢voru 2. Potrebno je odrediti sile u kablovima. Poznate veli¢ine:

X[m]

Zm  p 5
24.384
1 3 4 1 | 10 11 12
- ‘
— 2 2438 | 4 = —
’ 60.96 ’ 60.96 _ 3048 | 3048 |
1 7 7 7 7

Slika 10.22: Most sa kosim kablovima

1. E=191521028 kN/m?
2. P=40000 kN
3. Greda:

(a) A=0.743224 m?
(b) Iy=0.3883939 m*
(c) g=234.436 kN/m

4. Pilon:

(a) Gornji deo: A=0.278709 m? Iy=0.172619 m*
(b) Donji deo: A=0.92903 m? Iy1.726195 m*
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Cvor br. | Koordinate ¢vorova [m]
X Z

1 -0.006 0.000
2| 30474 -0.265
3| 60.954 -0.0061
41 91.434 -0.122
5 | 121.911 24.384
6 | 121.896 12.191
7| 121.911 0.000
8 | 121.920 -2.438
9 | 137.151 0.090
10 | 152.400 0.000
11 | 167.631 -0.021
12 | 182.871 0.000

Tabela 10.24: Oblik mosta sa kosim kablovima usled stalnog optereéenja

Elemenat br | Aksijalna sila T [kN] | Momenti savijanja [kNm]
My My

3-5 44692.6

5-10 53772.4
1-2 17.3 0.0 -60434.2
2-3 44.1 | 60434.2 96921.6
3-4 -41478.1 | -96921.6 -38770.6
4-7 -41483.0 | 38770.6 53212.7
7-9 -41991.0 | -41659.8 2341.5
9-10 -41991.0 | -2341.5 16578.9
10-11 3.4 | -16578.9 -18935.2
11-12 1.8 | 18935.2 0.0
6-5 -50192.0 | -6757.7 0.0
7-6 -50192.0 | -12024.7 6756.5
8-7 -61013.0 0.0 471.8

Tabela 10.25: Sile u elementima mosta sa kosim kablovima usled stalnog opterecenja
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5. Kablovi:

(a) A=0.10219 m?
(b) ¢=4.3957 kN/m

Svaki kabl je zamenjen sa po jednim kona¢nim elementom. Greda i pilon su predstavljeni
sa po jednim BeamZN elementom izmedu svaka dva ¢vora. Datoteke sa ulaznim podacima
za program ELAN su:

1. Konfiguraciona datoteka config.cfg (objasnjenja videti u delu 10.3.1)

NONLINEAR_ANALYSE
0

STATIC_LOAD

1 0 O

1.0e-10

2. Glavna datoteka sa podacima f7cksi.$$$ (objasnjenja videti u delu 10.3.2)

%Sve redove koji pocinju sa oznakom procenat, pri pustanju programa
%treba brisati

%0psti podaci o nosacu
config.cfg
M3D 1000 12 0 2 5 13

%Podaci o cvorovima

-0.006 0 0 1
0111011
*
*
*

30.474 0 -0.1265 2
0101011

*

*

*

60.954 0 -0.0061 3
0101011
004.530000

*

*

91.434 0 -0.122 4
0101011

004530000
*

*
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121.

182.

* ¥ O O
(o3

W
o
o= O

GLAVA 10.

911 0 24.384 5
01011
4.53 0000

.896 0 12.191 6

01011
4.53 0000

.911 0 07

01011
4.53 0000

.920 0 -2.438 8

11011
4.53 0000

.1561 0 0.09 9

01011
4.53 0000

o O
e
[

o

NS

30000

.631 0 -0.021 11

01011
2.265 0000

871 0 0 12
11011
4.53 0000

/Podaci o materijalima

1 191521028 12000000 0 0 O
2 191521028 12000000 0 0 O

IMPLEMENTACIJA MODELA U JEZIKU C++

%#Podaci o poprecnom presecima
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1 0.743224 0 0.3883939 0.3883939 0 0O
2 0.278709 0O 0.172619 0.172619 0 O
3 0.92903 0 1.726195 1.726195 0 0
4 0.10219 0 O 0 000 0O
5 0.10219 0 O 0 000 0O

h0pterecenje konstrukcije
1

%0pterecenje cvorova
1
2 1

O O =
S O N

0 0O -30000 0000

%0pterecenje stapova
*

#Definicija funkcije vremenske promene sile
1 1 TimeH_1.txt

%0pterecenje zemljotresom
*

%0pis elemenata
CATENARY0O3 1 35 1 4
CATENARY03 2 5 10 1 5
BEAM2N 3 1
BEAM2N
BEAM2N
BEAM2N
BEAM2N
BEAM2N 10
BEAM2N 10 11
BEAM2N 10 11 12
BEAM2N 11 6 5
BEAM2N 12 7 6
BEAM2N 13 8 7

o O
O O O O O O OO OO O o o
o O
o O

© 00 N O U1 b»
O N b WwN
©O© N> WN
i e i
[ N I N B e e o o e e
¥R X X K K XK X X X X X ¥
O O O O O O OO OO o oo
¥ K K K K K K ¥ X X ¥ X ¥
X X X K K XK X X X X X ¥
X X X X X K K X X X X X *

%Shema integracije
NEWMARK 1 1 0.5 0.25

o O

O O O O OO OO OO o OoOo
O O O O O O OO OO o oo
O O O OO OO O O O o
O O O O O O OO O o o
O O O O O O OO O o o
O O O O O O OO O O o

w W
o O

o O

¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ O O

o
—

o
—
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%Vremenski korak integracije
00.011

JNumericki metod za resavanje jednacina
NEWTONRAPHSON 1 20 0.03 0.004

Rezultati proracuna, pri primeni razli¢itih tipova kona¢nih elementima za kablove,
su dati u tabeli 10.26. Sila u levom kablu ima oznaku 77, a u desnom kablu 75. Dobijeni

0

1 2

Element Sila u kablu [kN]
T T
Catenart01 | 76586 | 89817
Catenary02 | 76545 89754
Catenary03 | 76618 | 89836
Beam2N 75910 | 88648
Beam3N 79991 91641
BarEQ 75959 | 88698

Tabela 10.26: Sile u kablovima mosta

rezultati prora¢una dobro se medusobno slazu.
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Osnovni zadatak istrazivanja je bio da se na osnovu matematickoj modela konstruk-
cije sa kablovima i objektno orijentisanog modela podataka, uradi ra¢unarski program koji
¢e omoguditi nelinearnu analizu konstrukcija sa kablovima usled statickog i dinamickog
opterecéenja.

Kablovi, kao konstruktivni elementi, upotrebljavaju se u mnogim oblastima inzenjer-
stva i predstavljaju vitalni nose¢i deo raznih konstrukcija sa kablovima. Osim kablova, kao
nose¢ih elemenata, pojavljuju se i drugi tipovi noseé¢ih elemenata kao sto su tankozidne
grede i grede.

Konstrukcije sa kablovima spadaju u konstrukcije sa nelinearnim ponaSanjem. Ne-
linearnost, kod konstrukcija sa kablovima, je posledica: nelinearnog ponasanja kabla, nelin-
earnog ponaSanja grednih elementa izlozenih savijanju i promene geometrije konstrukcije
usled velikih pomeranja.

U analizi konstrukcija svi elementi strukture, kao sto su ploce, grede, kablovi itd.
treba da budu predstavljeni odgovaraju¢im kona¢nim elementima. Ovi konaé¢ni elementi
su tako formulisani da $to bolje opiSu ponaSanje stvarne konstrukcije. U komercijalnim
softverima, definisani su mnogobrojni konaéni elementi za gredne nosace. Na drugoj strani,
konaéni elementi za kablove su veoma retki.

U radu je uradeno sledece:

1. Izvedene su linearizovane inkrementalne jednacine ravnoteze primenom korigovane
Lagrange-ove formulacije. Inkrementalne jednacine ravnoteze predstavljaju polaznu
osnovu za primenu metode kona¢nih elemenata u analizi geometrijski nelinearnih
problema. Dobijene jednacine ravnoteze, po svom obliku, odgovaraju inkremental-
nim jedna¢inama ravnoteze u Newton-Raphson-ovom numerickom postupku.

2. Izvedene su tangentne matrice krutosti, vektori ekvivalentnog ¢vornog opterec¢enja
i vektori internih ¢vornih sila za: duboku i plitku elasti¢nu lan¢anicu, tankozidnu
gredu i gredu kao konacne elemente. Izrazi za tangentnu matrice krutosti, kona¢nih
elementa za duboku i plitku elasti¢cnu lanc¢anicu, obuhvataju nelinearno ponasanje
kabla i funkcije su horizontalnih sila i odreduju se u iteracijama. Nelinearno ponasanje
grednih elementa, izlozenih savijanju, obuhvaceno je geometrijskom matricom kru-
tosti.

3. Izvedene su jednacine ravnoteze za linearnu i nelinearnu analizu konstrukcija za dej-
stvo statickog i dinamickog opterecenja.

4. Za reSavanje jednacina ravnoteze kod nelinearne analize, prikazana je klasi¢na inkre-
mentalno iterativna metoda - Newton-Raphson-ova metoda. Ovom metodom nije
moguée dobiti reSenje u neposrednoj blizini kriti¢nih tacaka.

5. Objektno orijentisanom analizom, realnog sistema, dobijen je model podataka. Klase
u modelu podatka, grupisane su prema nameni u: klase za opis modela, klase za
formiranje modela, analiticke klase, numericke klase i ostale klase (klase koje ne
mogu da se svrstaju ni u jednu predhodno navedenu grupu).

6. Napisan je program koji omogucava linearnu i nelinearnu analizu konstrukcija sa
kablovima usled dejstva statickog i dinamickog optereéenja.
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7. Verifikacija programa uradena je uporedivanjem izlaznih rezultata programa sa poz-

natim numerickim reSenjima ili reSenjima datim u radovima i literaturi, i vidi se
dobro slaganje brojnih vrednosti.

Rezultati istrazivanja, ponudenim numerickim modelom za nelinearnu analizu kon-

strukcija sa kablovima, omogucavaju dobro opisivanje nelinearnog ponasanja ovih kon-
strukcija.

Tehnickoj praksi je dat alat koji omogucava kompletnu analizu konstrukcija sa

kablovima. Istrazivacima je data moguénost prosirivanja programa i eksperimentisanje
sa njihovim liénim kona¢nim elementima i algoritmima za analizu.

Preporuke za dalji razvoj:

. Kod konaénih elemenata, izvedenih na bazi analitickih izraza za lancanicu, uvesti

moguénost da optereéenje bude proizvoljnog pravca u prostoru, a ne samo u ravni
lancanice [34].

. Razvoj klasa, za nelinearnu numericku analizu, koje ¢e omogucéiti pracenje ponasanja

konstrukcije u blizini grani¢nih tacaka.

Uvesti nove metode za redukciju modela fleksibilnih sistema - u radu je uvedena
Guyan-ova metoda za staticku redukciju. Ona je ta¢na samo za najnizu frekvenciju.
Potrebno bi bilo uvesti metode koje na bolji na¢in opisuju staticko i dinamicko
ponasanje sistema [17].

Razvoj korisnickog interfejsa - ulazni parametri i rezultati proracuna, u ovoj verziji
programa, dobijaju se u tekstualnim datotekama. Razvojem korisnickog interfejsa
bilo bi omoguceno lakse i efikasnije koriS¢enje programa.



Dodatak A

Racunske vrednosti submatrica
matrica krutosti

U dodatku su data resenja za submatrice matrica krutosti (videti deo 4.6 1 5.1.3):

1. Interpolacione funkcije su date u obliku polinoma prema izrazima u delu 4.91 5.1.6
(tabele A.11 A.2).

2. Matrica Ko7 za tankozidni nosa¢ otvorenog i zatvorenog poprecnog preseka kada su
interpolacione funkcije date u obliku hiperbolickih funkcija [3] (tabela A.3).

289
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Tabela A.1: Submatrice matrice krutosti tankozidne grede otvorenog i zatvorenog
poprec¢nog preseka i grede

Matrica Integral Tankozidna greda otvorenog i zatvorenog
popre¢nog preseka i greda

K, JNIN, da il_11 _11]

L
Ko {N;TNdeC i[g —11 8 _11]
K3 {:EN;TNZda: il_ll 8 _11 _LL]
K, {N;TN;d:c 1 _11 8 _11 8
K; {N;TNZ;diC I 8 _11 8 —11

/ 1 -1 0 1 L
T 1
Kg {xNu N, dx Ll 1 0 —1 —L]
/ / 1 0 -1 0
T 1
K- {NuNwdx L[—l 0 1 0]

P 412 —-3L —IL2
K NTN 1
8 { o Nydz 30L 36 —3L

sym 4172




Matrica

Integral

Tankozidna greda otvorenog i zatvorenog
poprec¢nog preseka i greda

Ki2

[NIN, da
L

[ 36 —3L —36 —3L
412 3L —IL2
36 3L

sym

412

L
OfN;jT N, dz

T

6 3L —6 3L
22 3L L2

6

sym

—3L
212

Ko

{ N/ TN, dz

2
L3

6 —3L —6
212 3L
6

sym

—3L
L2
3L

212
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Tabela A.2: Submatrice matrice krutosti tankozidne grede otvorenog poprecnog preseka i

grede
Matrica Integral Tankozidna greda Greda
otvorenog poprecnog preseka
36 3L —36 3L 1 -1
o 41* 3L —I* 0 0
T 1 1
Koy {NU Nwda: 0L 36 _3L Il 1
sym 412 . 0 0
18 3L -—18 0 [ 6 -6
I L* 3L -05L? L -L
T 1 1
K10 {l’NU N¢d$ 30 18 0 12 —6 6
sym 3L? | -L L
—-15 —3L -15 3L [ -6 —6 ]
/ 0 —3L 0.5L2 L -L
T 1 1
Ku | JNyNede | 5 15 —3L 26 6
sym 0 | L L |
18 3L -18 0 [ 6 —6 ]
P! —L? 3L 0.5L% -L L
T 1 1
K13 [I‘Nw Ncpdl‘ 30 18 0 12 -6 6
sym —3L7? L —L |
—-15 —-3L -15 3L -6 —6
/ 0 3L -05L? —-L L
T 1 1
Ki | [Ny Nede | 55 15  —3L 26 6
sym 0 L —-L
12 6L —-12 6L
N 41* —6L 2L?
T 1
Kis {Nv N@dm 73 12 —6L 0
sym 4172
6 2L -6 4L
" 17 L _2 L
T 1
K16 {{L‘Nv N(pdl‘ 12 6 4], 0
sym 3L




Matrica Integral Tankozidna greda Greda
12 6L —12 6L
. —4L? 6L —2L?
T 1
Kig | [NJSNpde | 5 o 6L 0
sym —4L7
12 4L —-12 8L
1" " _2L 4 _2L
T 1
K18 {Z‘Nw N(’de iz 12 8L 0
sym —6L
1t 1 -1
T 1
K19 {NSO Nwdx Kg T 1 1
36 3L —-36 3L 1 -1
Pt —41? 3L  L* 0 0
T 1 1
- Ko | JNuNude | 5p 36 —3L Ll -1 1
i sym —412 0 0
! It 1 -1
1 T 1
i Ko {wa N@dl‘ Kio 2|1 1 1
Ky | NN dx Kis 0
L
Kos NN da K, 0
L
144 72L —144 T72L
36L% —T72L 36L?
T 1
Ko | [N Npde | 5 144 —72L 0
sym 36L°2
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Tabela A.3: Submatrice matrice krutosti tankozidne grede otvorenog i zatvorenog
poprecnog preseka

Matrica Tankozidna greda otvorenog i zatvorenog
poprec¢nog preseka

r -3 - 2 - -3 - —2 - 7
Yk shA  k (chh —1) —1pk shA k (shx —1)
— - < - 2 - g - -
Epl__ E(@AchA —shA) —k (chA —=1)  —£(pA —shA)
Ko7 e -3 _ Co L
A Yk shA —k (chA —1)
sym. %(chhX — sh)




Dodatak B

Jacobi-an sistema

Sistem funkcija
y1 = y1(x1,...,zp)

Y2 = yz(ﬂfl,-u,mn)

Ym = Ym(T1, ..., Tpn)

moze da bude napisan u matri¢cnom obliku kao

y =y(x)
zde je
1 X1
Y2 X2
y = . ’X =
Ym Tn

(B.1)

(B.2)

(B.3)

Ako je m = 1 tada je y skalar u oznaci y. Ako je n = 1 tada je x je skalar u oznaci x.

Izvod vektora u odnosu na skalar

O _[on e O
Ox | Oz oz oz

Izvod skalara u odnosu na vektor
[ Oy
%
9y
@ — Oxo
0x
Jy
8In

Izvod vektora po vektoru je matrica

Oy1 Oy OYym

ox1 ox1 Tt 01

Oyr 9y2 .. Oym

J— a(yly aym) o Oxo Oxo Oxo
O(x1, .y ) : : :

Oy1  Oy2 ... Oym

OTn Oxn OTn
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koja se naziva funkcionalna ili Jacobi-eva matrica.
Ako je dat sistem J kvadratnog formata, tada je determinanta tog sistema jednaka

Oy1  Oy2 Oyn
o1 oz te o1
y1  Oy2 Oyn
|J’ — 0o 0z 0o (B?)
Oy1 Oy OYn
Oxy,  Oxp Oxn

Determinanta |J| se naziva Jacobi-eva determinanta ili Jacobi-an sistema.



Dodatak C

Izoparametarski elementi

Ako se za aproksimaciju geometrije elementa usvoje isti ¢vorovi i iste interpolacione
funkcije kao i za aproksimaciju polja osnovnih nepoznatih u elementu, takvi elementi
nazivaju se izoparametarskim elementima.

Kod izoparametarskih elemenata pojavljuje se operacija transformacije lokalnih u
globalne koordinate.

Odredjivanje izvoda funkcije u sistemu Deskartes-ovih koordinata, poSto su interpo-
lacione funkcije date u sistemu prirodnih koordinata, radi se na sledeéi naéin.

Polaze¢i od poznate veze za izvod neke funkcije N;(x(t)) u dva sistema koordinata:
lokalnih t i globalnih x, dobija se da je izvod funkcije N; (i = 1,2, ...,k i k je broj ¢vorova
elementa) jednak

_ X 1
ot ot oOx (C.1)
ade je
z(t)
x(t) = | y(t) (C.2)
z(t)
§
t=1|n (C.3)
¢
Izraz (C.1) moze da se napiSe u razvijenom obliku kao
Ni7£ Tye Y& Zs¢ N’iaw Ni?ﬂC
Nim = Ty Yy Ziny Niay =J Niay (04)
Nia( Ti¢ Yi¢ 2 Ni;z Ni?Z

gde je J Jacobi-an matrica. z, y i z mogu da se izraze preko interpolacionih funkcija N;(t)
i vrednosti interpolacionih funkcija u évorovima elementa N;(a,al,al)

x> Yy Yz

x = ZNi(t)ai = N(t)a, (C.5)
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k
y = Ni(t)a, = N(t)a, (C.6)
k .
z= ZNi(t)alz = N(t)a, (C.7)
gde je
al = | al a2 ak (C.8)
ag =|aq, a ak (C.9)
al = | al a2 a” (C.10)
N(t)=[ Ni(t) ... Ni(t) ... Ne(t) | (C.11)
Sada imamo da je Jacobi-an matrica
8X N,& s o N,g ay N,g ay N,é
J= e N,,a, Nya, Nya, | =] N, [ a; a, a, (C.12)
N’C ay N?C ay N’C ay N,<
ili u skra¢enom obliku
N,¢
J=| N, |aT (C.13)
N,
gde je
al = { a, a, a, } (C.14)

Vodeéi racuna o (C.4), izvod funkcije N; u sistemu globalnih koordinata je
ON, _ 0tON, _ 10N,
ox  0x Ot |J| Ot
Integracija po zapremini krivolinijskog elementa u sistemu globalnih koordinata, prevodi
se pomocu determinante Jacobi-an matrice |J| na integraciju u sistemu lokalnih koordinata

(C.15)

na slededi nacin

1. Jednodimenzionalni problem

dV:A(&)d dg = A(§) [I(€)] dg (C.16)

£
gde je A(&) povrsina poprec¢nog preseka. Integral ima oblik

/ 2)dV = /A &) [3(€)] de = /f (C.17)
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2. Dvodimenzionalni problem

dV = h(&§,n) |J(€,n)| dédn (C.18)

gde je h(&,n) visina elementa. Integral ima oblik
I—/fxydv //hfn (6.0) 13 (€. ) dedy :// (6. m)dedy (C.19)
7

3. Trodimenzionalni element
av = |J(&,n, ¢)| d§dnd( (C.20)

Integral ima oblik

[ f(x,y,2)dV = [ [ [f(&n, Q)T n, )l dsdndC
v 7 $ne (C.21)
g{{f(&m@dﬁdndé

Pretpostavlja se da imamo linijski elementat. Ako je funkcija N;(x) zadata u
Deskartes-ovim koordinatama, ona moze da se transformisu u funkciju NV;(¢) u prirod-
nim koordinatama. Veza promenjive z i £ je data sa

= % (EL+ (a+1)) (C.22)

U izrazu (C.22) L duzina elementa, a a i b donja odnosno gornja granica integraljenja po
promenjivoj x. Veza izmedu jediniénih 0 < ¢ < 1 i prirodnih koordinata —1 < ¢ <1 data
je izrazom

£= (1 +¢) (C.23)
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