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Uuvaopn

0.1 Prvi reanultati o generaliszactji konvergencijfe i
granice dobijent ru ubrzo nosle otkrida granice ﬁa
prelasu ta XVIII veka u XIX vek. U druroj poZovtnt
- XTx veka, a narodéito na prelasu fa XIX 4 YX vaek raz-__
vile au se nove dizeipline moderna matematike (ta~
orija akupova, topologija, funkeionalna analiza _ttd )
a takav raazvoi matematike doneo je,p ored astalog, |
prodirenje konvergencije 1 grantce (ukljudujudi £ ;fﬂ' 7
dotadadnje generalizaciie tih pojmova ) o brojnih
pnodrudfa na ma kakve shurove kaji poseduu néku.
ntrukturu na kojoj se noZe aanhauati'konvérgénaija_

1 grﬁniea'(konvergareija na oanovu uredjenia, konéi_' L
vergenetja po meri itd ) te na metridke < uopite topo+f511v~
loXke prostore. Do3lo je do snainog uzafamnap prbﬁimd-  §
'nfa realne 7 Funbcfonalne analize, a matode T aparat f.f7f'
funkeionalne aralize pokazali su ne hao podennz T ef£- }_
Lasni pri reXavaniu mnogih problama realne anaZLze £
rpaetfalno rmoash problema £3 oblantt 3h£rlj£uohif;

- Fao tluastraciia sa to mogu panuEEti'neki ﬁnaﬁadﬁf'. |
" pesultati S. Banaeh-a < 0.0, Loreﬁtn-a_ka6'£ rezultati ’ 
| koft au dolijent u ovom radu, a koji nu'gaﬂabal£3q¢£3a-];
Ranach~ovih 1+ Lorentz-ovih reaultata, | o I_ 5
0,2 Ul4] Panach je dokazao aledefu panledicu paanatOQ__
-Hahn-Banach-avdg stava. | S

POSLEDICA(0.1) Neka je G realan vektorshi proator T
neka je zr+wqlz) poiitivno homogen 1 polundtttvan fun-
ketonal na G, Tada pOStOJt‘ﬂd G linearan funketonal
> Fl{x) takav da je,aa ave x ¢ Gy | " |

Flz) & qlz)e ro 1)'

Ao ja joi xm—_hq(x), ref poZunorma; tada Je,aa sve

xe G, | | -
| _|F(x)|é:q(x). - (O.2J '",




Banach je u [4] posmatrao realan vektorski prostor G
- 8vith realnih ogranidenth funkeija twef(t), t 2 0;_&_
{ancfonaz q definisdo je na G sa |

n S |
: q(j")-znf(I:T;-— ""(t+a ) ne i, (a.) € 5}, fe€G . (0._3)'
| 1=1 | | | |
gde ja N skup prmrodrzk brofeva, a S okup svih nanega-.
tivnth nizova. Pomodu ovog funkeionala 1 paﬂledtca(o 1)
dobio Je ren 4Ztatc,Po se mogu tekazati u obZtku sZe—=
deda dva stava. |

STAV(0.1) Neka je G realan vektoroki prostar 3vth

realnih ogranidenth funketja t—=f(t), t 2 0. Tada
?poatoji familija 7 (ovih) funkcionala dafiniaanih na
G 1 takvih da, za svale dve Junletje J,g ¢ ¢, gsvaka -
dva skalara a,b e I 1 sve te s , imarno o

19 Blaf+ig) = albl(f)+b5(g),
2% f(e) 2o, t 20 ——s Blf) 3
| ;0 fa.(t)_ = f(t+al, 'a;- 0_ —— E(fa) = B.(f),
4° f(t) = 1,t 20 —- B(f) =1,

FamiltgaJh funketonala fvw--=3(f),f ¢ G, I*ajz, gu daftmaa-
ni tako da sadovoljavaju uslove 1° - ¢ nasiva 06 fa-

- milijom Banach-ovih generalisanth granica, a posnata je
jod 1 kao familija Banach-ovih invarijantnih funkcéondla'
 abog osobine 3% tih funkecionala.

Iz osobina 1° - 3% gsa lako dobija da je, aza sve BeSd 1
za sve f & G,

lim f(t) £ B(f) £ Tim f(t), (0.4)
t—wao | t—en . o

a iz 1° £ posledice(0.1) sledi da je, 3a sve fe G i:sﬂé
Be S , | | |
| g *(f) £ B(f) £ q(f), -~ (0.8)

.gdaije q definisan sa (0.3) 1 gde je .




4° =, 21 === B((x

a i3 uslova 1° a2 stava(0.2) i posledice(0.1) eled:i da

i | |
qMf)=-q - f) zeup{ lim _> fltta ) nel, (ay) ¢ 5}, ff'F (0. )

Lwr2 fay

. | - s s pr 3 |
Funketonalu q, definisanon sa (0.3), na prostoru 1

reainth ogranidenth nizova odgevara funkeional q definizon oa

q((m.))-tnf{ltﬁ rxfﬁmk ppone Hy(k )E:I} (m Z+q1 (6.7)

t=1

gde I oanadava Bkup s8vth niaova prirodnih brojeva chliin
kz,fcz_, e f{n, " =11-_.2, cee ® | | |

GTAV(0.32) Neka Je 1*" peatan vektorski prostor gvih ro-
alnth ogranidenih nisova, Tada postoji faﬁilijaJ% (gvil)
Ffunketonala definteanth na Z+a% takvih da je, za evaka
dva niza (xk),(vk)ﬁil+n1 svaka dva skalara a,be R 1 ave
BeJh,

zo.nrfaxk+byk})_= aa((xk))+bar(yk)),
29 T 20 = B((z,)) 2 0,

O -—

3. B((mk”)) - B((lxk)):
T, k)) = 1.

Iz 1° - 3° sledi da je, aa sve (mk)e;z*“’i gve ey ,

Lim 2, % B((z )) £ IT7 = (0.8
O k7S B

[ ]
WO

sa 8ve (:ck) e Z+m£ gsve Be ,
q#((xk)) £ Bf(xk)) £ q((m)), (0.9)

gde je q defintisan sa (0.7), a q* ge dobtje pomodu q ana-
logno kao u (0.6). |

Vrednoet funketonala Be’3 u tadki f « G odnosno (2, e Z+”°
sove se D-granica funkeije [ osnoano niza (2.} T osnadava

ge jod 8a Lim f(t) odnogno Lim 2,0
s - k-wco

[ L [ +Cﬂ
U [22] Lorenta definile nin (x,) € 1 kao skoro konver-

gentan, a 8 kao njegovu skoro graniocu, ako je, ma ove Bz -,

MY oyl trk e - 1H,

L a1

ey, 8 p— i T R AR oy e e




B((xk)) = 8.

| - |
Dokazao je da nisz (xk)e 1" ekore konvergira ka ¢ (prt

k-wc0) ako 1+ samo ako Je

1.P.
Lim —> T ek ° 8 (0.10)

';"l'-“—h

p-~C0 k=1

uniformno po nc{0,1,2, coe}s

ileka jJe A = (a nx! Degkonadna matrica.loraents u (28] de-
finide nia (m Je 17 kao FA—szrZJtu ka 8 (pri k-~co0),
ako konvergtragu redovt

?‘/ ( () ) Zankmk+p

t ako Je

Ztm?’((r )) = g
1 > 00
n,p

untformio po peg { 0,1,2, ves}o | |

U (14) Elin je Lorenta-ove reszultate prodirto na funkcije
neprekidnog argumenta, koje su L-merljive i ogranidane
c.0. na [0, +7(.

0.3. U ovom radu mi raamatramo, pre svega, prodirenje
Banach-ovih reaultata o egnistencijt generalisanih
B~grantea realnth nizova t funkeija te Lorenta-ovih {
Elinovih reaultata o skoro konvergencifi realnth nizova
't funketija na nisove i funkeije 8 vrednostima u profus-
voljnom bLanach-ovom prostoru. Sein togd, u radu ce daju
neke primene skoro honvergencije na matridno sumiran;e
t raamatraju jod neki provlemi,kojt na odnose na akoro

konvergenciju ¢ F -abirljivosat.

Rad je, bes uvodaf podeljen na tri glave, a svaka glava
na dva odeljka. | |

U prvoj glavi ee sa F onnadava realan vektoraski prostor
ograntdenth funkeija tr» f(t), t 2 0 o vrednontima u
protasvoljnom realnom Banach-ovom prostoru X, a va i

- vektorghki prostor ogranidenih niaova tadaka 1z X,

fe acrmm . oa .



U prvom odeliku prve glave defitntde oe funkcional
frpl(f) na £ sca

p(f)= LnJ{Ztri-' f(t+a N o ned, (a)eSE, fek
poont 1

{=1 -
t dokasuju leme(1.1.~2.) koje ge odnone na funketonal
p. Zabim se ua pomod tih lema, posledice(0.1) i funketo-
nala p dokasuje (stav(1l.1))da egaiotira v ima bar rod
kontinuma familija x (svih) funkeionala definisanth na k
1 takvih da je, sa svake dve funkeije f,g € E, svaka

‘dva a,b € F 1 sve Le & ,

:L(af+bg) = aL(f)+bL(g), |
“ fé(t) = f(t#a), a> 0 ——, L(fd) = L(f),
JL(F) £ pUr). '
Pri tomé ja, 3aa svdko fekE

((¥ be‘xf}L(fj = 0) = plf) = 0.

Analogan reasultat jJe dobijen za ntaove ta m (otav(l,2)),
Sledt raamatranJe odnosa tamedju famtliga P Lﬂ, . Dolia-
suje se da BEJS ———s Be ¥ 1 da J LeL." L-f;...f,,}, tf. da
jaﬁbg:x;(atauovi(z.s-q)). -
Drugt odeljak prve glave Je posueden_geuuraliudnﬂﬂ B-gra-
nteama vektorekih finkeija t nisova ia E odnoeno m. Ovde
Y osmadava protaveljan realan Danaclhi-ov praator, (ey—»Y
neprekidno linearno preelikavanje, w*? drugo konjugovano
preglikavanje preslikavanja u, a x* drugt konjugovant
rrostor progtora X. | |
U ovom odeljku dokazujemo (stav(1.5}) da egaiatira fami-
lija. M tovin) operatora defintsanth na E ¢ vrednogtima u
x* g takvth da, ukoliko se element lim f(t) ¢ € X Zden-
ttfakuae ga odgovarajudim elementom mga} s tmamo, za
_avakL par f,g € E, svaki par a, € K t evaki opsrator
from LIH Flt) in Jé |

t-~0o

LIN (af(t)+bg(t)) = aLIil F(t)#bLIN g(t],
t--» 00 L—s00 | t-»CC

P = LENN TR g e ear



LI f(t+a) = LIM f(t), a > 0,

t-=00 t-~o
-_'{(Z-t'.m FlE)) = X ~—— 5 LIM f(t) = lim ft),
00 t->c0 t->on
X =R T => LI f(t) = Lim f(t),
~ £ =00 t—+00

LIN w(f(t)) = u** Ly Fee)).

- C-eo0 | t =0

Iz prva tri uslova se vidi da svaki od operatora

fr~frfIH F(t) izujﬂpredstavlja'generalizaciju konver-

AN

genctje, a i3 prvd detiri uslova sledi da svaki talay
operator predetavlija prodirenje Danach-ovih grantca

Fr-—= Lim f(t) 8a prostora G svih realnih ograntdenth

-
h Y

- funketija tv~f(t), t 2 0 na prostor E svih ogranidenih

funkeija t-=f(t), ¢t 2 0 & vrednostima u protavoljinem
Banach-ovom'proatoru X. .

Zbog_tdga demo operatore fpmyf{ﬁﬁf(t) iauﬂr, bakodje;
zvati Banach-ovim generalisanim granicama, a vrednost
takvog operatora u tadki f ¢ E Danach-ovon generalieanon
granteom vektorscke funkeije f = L. |

U nastavku drugog odeljka pirve glave dobijen je odgovdf
rajudt reaultat za vektorske nizove (stav(1.6)).

DPruga glava je posvedana okoro konvergeneidi u Bana-

ch-ovom prostoru,

U prvom odeljku druge glave rasmatra ge primena funk-
ctonala 1z & na sumiranje vektorskil ntzova ta m,
Prvo se defnile (definicija(2.1)) niz (z )e m kao

gkoro konvergentan ka & ¢ X, a o kao njegova ekoro gra-

nitea (pri k—o0), ako je, za sve Le v, ,

catim ge ustanovljavaju potrebnt < dovoljnt uslovit Jda
nia bude sikoro konvergentan.

Preiia stavu(2.1) niz (mk)e m skoro konvergira ka o ¢ X,

L

ake 1 samo ako je

r——————  ioin. m——r——l

.
LR e

b |
e’ B ok s, ST A e R e sy = Al P -l

Yo pRm ke

r . . .
- R ERNTI ¥ e el | —— - MU L
. . o .




o
tt.
3
I
8
I
o

unt formno po n={0,1,2, ...}.

Frama stavu(2.2) (xk) gkoro konvergtira ka s € X ako © gamo
~ako je, bar zsa jedan delimidni niz (ka,

Lim =\ . =
o \ Tari, = °
p—-f‘ =7 1

unt formo "po_' ne {0, 1,2, .. ' }o
Kao posledica ova dva stava se dobija da (xk) skoro Lonver-
gira ka 8 ¢ X ako t samo ako Je |

g Lrlp
Lim > ;L o xn+k£ = 8
p~—~00 i=[p+ 1

unt formno po n,l € {0,1, 2, R | |

drugom odeljku druge glave definidemo skalarno L-merlji-
v © sultinakd ogranidenu funkciju na [C,+07 n vreﬁnontimd
u refleksivnom Banach-ovom prostoru X kao skoro konvergen¥
tnu, a 8 € X kao njenu skoro grantcu (definteifa(2.2)},ako
je |

tnf{ltm!, {A) j}(u+t)du-s”} = 0,

Cvde Je tnfimunm u;et preko gvth L-merljivih 4 ogranideniin
slupova pOaitivne mere, a itntegral je definigan skalarno.
Dolasana su dva etava, od kojth svaki gadrii potreban £
Jovoljan uslov da funkeija f bude nkoro Ronvergentna u
antoly Joz*nge defintetje. Tako, prema stavu(2.3 ), FTunked ja
tr—fF(t), t 20 glkoro konvergira (pri t -r~) ka 8 & X ako

1t garte ako Je G‘T

lim = jf(t)dt = ¢

T--!-w s
ter { r‘arrﬂ:o Po a c [0,+00[.
Treda Flaua Je posve edena prinent skoro cnvergencije no
natridne sunirange te jo¥ nelin predlemima u vaest aaq

siievo tonvevganeijon 1 Fd-,Lfn' 2L a0

N 8 amaw rm——r—

- ——— o fntt

]
e ki o

oy S
] .

. 4
{wnmn s et e bmA o et .
EES




U rrvOrI OBQIJI 1! + . trfc :‘:Zﬂvi: 3 C".'Q'F'.’:Hiﬁc f’!ﬂtl‘ica A .= (ﬂnk)
kao F-konzervativna, ako,za proizvoljan realan konvergentan

nia (m ), konvergzragu redovt
7n((x ))= 2__‘ wk ko] r(x.)) =l (e )amam = 0,1, «uv s

ako konvergira niz Pv((¢ ))) 1 aleo Je

Z"qu 42((5 5))

lin ((x,))
n-=00 fi,Mm --—m/’Yﬂ * .k'
untformuo po n € {J7,1,8, e}
Ako je Joi | | .
- im Nl )) = Uin =, —
N—e02 71, M K—=00 -
uniformno po m € {0,1,2,...}, tada kaliemo da je matricd_ y_'
A= ) E- regularaa(&efznmctga(u.1))

Sledi dokasz stava(3.1) prera kojem de A = {a”k) bttt
F-konzervativia ako i1 azamo ako ona aadovoljava 3lade£a

- trit uslova:

| oup{E {a‘ukl; n=0,1,...}= HAll € +00,
B k=0

Vk( =0,1,2,...) Je lin a nk = = 0,
}1—-(0

- 0
postoji 1 konalan je lim ; a, =
- n—co K=

Tada, ako x;—» 8 (k--o), imamo
0

" ) | mc = as
Lum 2;: Cul: %k +m
ﬂ-—rw \--C .

unt formno po m € {0,1,25444}s |
0davde (stav(3.2)), za a = 1, dobijamo da de matrica

A = (ank) biti F-regularna ako i eamo ako j; t% matrica
regularna. |

Z2atim dokasujemo stav(3.3), kojim se uspostavlija vesa
iamedju Fﬁ-abirljivosti F“konzarvativnom_ﬁatriaom |

"A=(ank}‘£ skoro konvergencije.




| 1 e
ka ik (pri k-—--7 ).

.cgnintencije kolekeije ~ funkeionala in stavova(l.1l-1) t

ratnie, ake je A = (alv) P-konnervativina matrica, sa loju je

a £ 0 i ako je F ~1Ln mp = ¢, tada niaz (x,) skoro konva ririrn

T

4

ra a = 1 ovaj stav 8¢ svodi na Lorenti-ov Theorem 15 [uaj
Lrugt odelfak trede glave posveden je primant akoro konver-

genetje u teorifi matridnog cumirangda.

rvo defintifemo matricu
oo mn |
as .= /ff'(t)"t (1 £k 2n), =0meck),n,k = 1,2,04.4,
"
K

genertaany L-merljivom 1 sultingki ogranidenon funkctgor f

‘na tntervalu [0,+®[, a satim dokaxujemo (atav(3.5)) da Je

matrica Af = f ) F-kon: ervattvna ako je funkeija [ sloro
konvergentna, S;eatﬂalno, ako f aloro konvergira Fha 1, tada
de Al = (af ) F-pegularna, a time i regularna matrtaa.

| nk
va kraju definilemo matrtcu

c _ 1 - v p - -
aly = 135}-“5(1 £k <p), = 0Mek)n,k=1,2,0..,

+70
k) i .

Ias prathodnog etava sledi da de AT = (a ) Litt F- kanaer"_

genaritsanu nitzom z = (x

vativna, ako je niz xz = (z p) gkoro Ponveruentan.upectgalno,
ako. (mp) gkoro konvergira ka 1, tada je A% = (aq k) F-rngu-

Larna (regularna) matrica.

s5vi raaultati dobtient u prvof,drugoi 1 tradnj glavi (ulup-

no 16 stavova, dve lema 1 tri definieije) ou novi i ortgm-'
nalnit. Cint ge, ipak, da ee po vainosti iadvajaju dokant
kolekeije I generalisanth B-granica iz stavova({l.5-6),
ratim prfmena funkeionala i3 X na gumtranfe vektoraiin
nizova (definteija(2.1) 1 etavovi(2.1-2)).

Stavovi(3.1-2) imaju principjelno anadenje i pradetavijagu
1a Fﬂ“ﬂb£r1j£005t ono, Ito Kojim=-Fchur-ov ¢ Toeplita-ov
stav anade za obidno matridno sumirangje.

da kraju, 3ini se interecantnom i realizacija F-konzer-

vativne © regularne matrice pomodu ekoro konvergentne

- funketje {(ntzal (stavaui(S.E—ﬁ), Jer Jje tako dobijena




- 10 -

vooma bogata kolekeija F-konzervativnih ¢ npccijalno
pegularnih matriea, kojoj pripadaju i neke dobro posnate
matrice. | |

Fa kraju, primetimo da je ostao investan broJ otvorenth

problema, koji su u vesi & reaultatima dobijenim u ovom
radu,

B \‘_—'-l"l-"_'b'"ﬂ"" b
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¢GLAVA 1

EXSTENZIJA GENERALISANIH B-GRANICA




1.1 FUNKCIONALI TIPA GENERALISANIH B-GRANICA

Neka E oanadava realan vektorsks: prostor (sa uobi=-
dajenim operacifama) ogranidenih funkoija na in- |
‘tervalu [0,+2{ 8 vrednostima u fiksnom, tnade pro-
iavolfnom, realnom Banach-ovom prostoru X,

Oanadimo, fod, sa S skup svih nenegativnih nisova, a
ga N skup prirodnith brojeva t atavimo

P‘f’.“'"ffﬁf;; H'lgng(“‘"im’ n;ﬁ, (ai)es}, fe E.(1.1)

Zbog ogranidenoati funkeija £2 E na £ntérualu.£0,+aﬂ[,
aa protavolino fe E,postoj? kanatanta C = f’ |
da fe-||ftt)|| £ ¢, te l0,+000 ,

Prema tome, ma ave te¢ Lo,+0( , #a gve (a,)€ S T aa
sve nc N, je

takva

n

..”E_ Frevali 4 1) [ peeeayl] # c,

US|

- TI'ime Je,aa sve (a.)€ S i 3a sve nc ¥,

Ztm —]}?: (tta. )H

t-s

t, 8peetfalno,

p(f)—tnf{ltm —[]Zf(tm )h ;s n€EN, (ai)E 5}. ¢

- Kako Je fe;E protavoline, odavde sledi da funkotonal
frop(fl, fekE, koji je definiaan ea (1.,1), prima
konaéhu vrednost u svakoj tadki fe F,

Namera nam je da, us pomod posledtiece (0,1) % funk-
etonala (1.1), dokaZemo stav o egsiataenaiji klase
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Zinﬂﬁruih'invariiantnih (u odnesu na translactiju dui Ioln~-
oae - 0) funkeionala de finteanth na prontoru E. Ali, d1
nae b preltéalt dokaz toc ctava, prethodne fermo dohax att
dve leame, Roje se odnose na funketonal (1. 1), a kojie derc
koriotiti pri dokasu otava.

LEMA(L1.1) Neka su tw~ f(t) L ti—=glt) dve protavoijne
ograntéenc funketje na intervalu [0, +0f 8 vrednostima w rao-
alnor Banach-ovom prostoru X i neka je Jold lim gf(t)=0< X,

: | g e
Tada #sa funkeional w—-pth), definican na (1. 1), vreli

plf+g) = plf). | (1.
POKAZ., In g(t)-—0e€X (¢t -*Fﬂ aledt, da, na prOtauol?nop - 0
nostodi dovoljno velik realan broJj to takav da Je ”f(t)HQE,

t =2 to. Odavde, 3a gve t 2 t s ove (a.)E S { gye n € i, imano

| N TJL
>,.Lfft+a dratea e I sesapll + M) eceeap)
{=1 | t.h _ 1 ﬂ, | |
£ 41 reera o+ llo (b4 || «
1= ey

< %Hﬁ:f(t+ainl'+ €.
t=1

Cdavde, za sve (a£)¢LS i gve n<&, itriamo recdom

. .
S ol X < — 1Y .
?tm “1Eﬂdhf(¢*a£)+ﬁft+ﬂ£)”‘"tfiﬁ?ﬁ”}??f(t+“£”l

toaen ML
I 4 o
inf{lim 2| [f(t+a J+p(tia, M s new, (ay)e &} 2
B S e n ‘_1 : 1
n

< tnf{fbm*—”5 f(t+a, )” s NGy, (a )~ SF + &,

AN ,.
Kako jegsp protavolino, odavde, pP'rena (1.1) £m¢mo.

plf+g) £ plf). (1.3)

Odavde Je
p(f) :I((f+g)+(-g)) £ pl(f+gl)

ra, prema (1.3), konadno imano

pifeg) = p(f),

ekl g P -y, e =



vredi Jednakost (1,2), Time fe lema (1,1) doka-
sana., |
Veka je, sada, t-~f(t) ogranilena funkeifa na

intervalu [0, +00 8 vrednostima u realnom Ba-

nach=ovom prostoru X 1 neka. Je, fod, tZLm flt)=
= g€ X, Tada moZemo pirati
PCt) = aft) + bt), (1.4)

ade Jje alt) =8, t € 10, + 01 ":t.zﬂ.’:d';' b(t)=0€ X.
Sem toga, prema (1.1), o3igledno, Je

pla) =|{lall,
0davde, prema (1.4) i lemi (1,1), vred:

LEI'A(1.2). Ako za neku ogranidenu funkeifu
t—=>f(t) na tntervalu (o, +00[. 8 vrednontima u

prot: voljnom raalnom Banaah-ouom proatoru X, po--

stoft Ztm f(t) = ae X 1,ako Ja funlotonal hw*p(h)
deftﬂLBGH sa (1.1), tada Je

pif) =|lell o (1.5)

STAV(1.1)  Neka je E realan vektoraki prostor
(0a wohilafenim oreracifama) ogranienih funkei-
ja na intervalu [0, +®[ g vrednogtima u protiavo-
_ZJHOW realnom Fanach-ovom prostoru X.Iﬂlka g2

zh+p(h) funkctonal deftntgﬂn na E relactfom(1.1),
1ada eﬂ1tst1ra t tma bar mod wonttnuma koZePctJacﬁ

2a wake_;cﬁv_e_.fuﬂ,k?wﬁ_f: ¢eF, avaka dva a, be R

svako L& £,

i v = 3o 1 = e

1 e ] ek P b by [

v g o s

- R . P ar . ' . .
- S Kok ST Ak T ek
. . . | ' ' . .
. . o ow

- prg——

phd e = miwrEcriat )
. . . L]

-

- L R T T
v .




1) L(af+bg)

alL(f) + bL{g),
2) £,(t) = f(ten), r>0==3L(f,) = L(f),
30 (L(FN £ plf), |

r’ry tore je,na avake fe E,
) (YL 2 X ) L(f) = 0)e-—sp(f) = C.

DOKAZ. Prvo demo dokazati da je funkeional

| fhr-p(f), fcE, defintgan ea (1.1), polunorma

na E. | - _

Zatsta, sa avako ac R t za svako xw*X,Je Hazx |l =
= lai-{l x|t « Za svaku reainu ograntéenu funketju
_u—-h(t) tc[0,+0l 1 za gvako a >0 je liﬁﬂah(t)"
= a.Lim h(t). Takodje, ako je A prozavoljan ograni-
- den Eiﬁg realnth brojeva, tada, sa svako a 3 0, vredt
inf{ad) = qetnf A, Odavde, prema (1.1), imamo

p(af) = latp(f), ac R, feE (1.6)

Aeka au, eada, f,g €& protavoljne funketje. Tada,
prema (1 1), za proisvoljno £>0, postoje brojevi
myn< N i nigovi (a.), (bJ)c:S,tanL da Je

1im --HT f(t+a < p(f) rE .
t-coM 1= 1

iTm --H}: g(t4b < plg) + € «
faon 5 F I

Sledi da postoje dovolfno veliki brojevi t' i tf)
takvi da je, aa taabrane n,m¢cli 1 (ail,(bJ)E:S,

m
%’Zf(t+a£)fl<p(f) +E, t> ¢!
t=1 |

I ———r R SRS I LR
L ..
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--”v_,,(*’w }H{ (g) +€E, .t =1t".
J=1
Staviro rw = ay + I;J.,' T = 1,8, 6005 My 513385000,
pa,sa gve t 2 maw [tf, t"j, i11GrmO

iy 1 | |
rm“% (£treg g (b)) u-;;z(—zﬂm PRI

J=1 |

« LS (LIS prova,+b ) )|+ '
T on S AT T d |

' " 1 ' |
1 Z 1 Z
* T‘- : (E,,jzlg(t+a£+bj),,<

< p(F)+E +plgl+E€=p(fl+plgl+e€,

)J { 1,&,11!, Ilj J 1 u,...,ﬂ T’IO:E”O ﬂﬂ"‘ |
(3;),:» 1 d,iiljz Zv mﬂ

Clanove niza (r
merteati tuko da ge dobije niz

pu, sa eve t = max { ty t'"p, tmario

. ,,
.-%-”Z_{f(t+sk)+g(t+s;:))H¢. p(f) + plg) + 2€ ..

 0davde jey sa sadane 1 1 (3,

o3

| Tim -1'” Z (t+ak)+g(t+s;,)|[£ p(fl+plg)+i€ -.
>0 o -
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Tim pre Je onda

inf{ Lim —HE' (f(t+a, )+g(t+a JH s neV, fay)e 5«
t-» |

£ p(f)+p (g)+2e,

Kako ou f, g€ E © £ >0 proiavolini, odavde, pre-
ma (1.1), imamo

pl’f+g) p(f} + p(g), f,0€eE ., (1.7) |

Prema (1.6) 1 (1.7), funkeional h-=p(h), heF,
definisan relacijom (1.1), je polunorma na E.

Prema poslediet (0,1) (videti © Hahn-Banaeh—-ov
'atav u (131, atr; 84) postofi linearan funkot -

- onal fh+L(f) na E,aza kojfi, Joé, vredt nejedna-
kost

L (fliecplf), feF, | (1.8)

Postoji, dakle, funkeional f++=L(f) na prontoru E
kofi nadovoliava nelove 1) < 3) ia ptava (1.1),
Pokaaademo, sada, da taf funketonal andovoljava
Z uslov 2) ta ntava(l 1), tJ. da |

>

Cfat) = flter), »> ODL(f,) = L(f).  (1.9)

Zaista,‘ aa prof'avoz,fne r>0 1 feF,atavimo
gl‘ = f!" -'f‘i_si =(1:-1}1" » 1:_'-:112:!-1 . Tada,




sbog ogranidenocatt funkeije trv+f(t) na interva-

lu (0, +of, Ttmamo,3a sve t 20 i na sve nc N,

n
S g (tes)ll = AT (f, (t+a,): f(t+n ) =
v r _1- n -
1=1 .t_I

%Il(f(t+p}-f(t}) + vees H(F(tenp)=flt+(n=1)p))l| =

Ly geeenni-pee)li €1 o peeenenisnpcenty ¢

I

o ¢

O IN

‘%-. sup WF(EN .
04t L0

Od&vde sledi da,za proizvoljnos?o,pontoji_dovo-_
n (€ ), takav da fe

lino velik prirodan brof n
na sve t € [0, +of

B L ,
;”ggzgr(t+9£)““-€

- ra fe

Ltm --HZg (t+n )”45

t -0 =1

Ttm pre Je, onda,

1Tnf{ lim ——I]Zq (t+a. )]l, newN, (a )(-: S}(S

t-—on 1=1
Kako Je & > 0 protavoljno, prema (1.1), odavde
~dmamo plg,) = 0, r>0. |
Odavde © 13 (1,8), sbog linearnosti funkoionala

h-<L(h) na E, itmamo




L(g)=L(f ~fI=L(f J=L(£)=0, t1. L(f J=L(f),n> 0.

Dakle, funketonal h-sL(h), h ¢E aadovoljava © (1,9),
odnosno uslov 2) £z stava (1,1),

T'ime je dokaaana egaistencija funkeionala hv~L(h)
na progstoru I’y koji aadovoljava unlove 1) ~ 3) ix
stava(l,1), |
Ostaje da doka3emo da taj funkeional nije Jedin-
ntveﬁ, tadnitje, da postoji bénkonaéna'kolekcija
takvih funketonala na F i da za te funkeionale
vredi uslov 4) iz stava(l.1), Radi{ toga oanadimo
ea Eb-véktarnki podprostor (proetora F) funkoija
t—f(t), t€ [0, +0f , 2a koje je

Tada, prema (1.8) © lent 2, imarmo

p(f) = L(f) =0, feB .  (1.10)
Izaberimo, sada, funkeiju ge ENE_, aa kofu Je

plg) >0 . - (1.11),

Takva funkeija sigurno postoji, Jer ved sa funk-
otfu h € F, aa koju Je Eigﬂh(t)-= x (x # 0; =,

v _ |
- 0eX), prema lemi 2, imamo

p(hl) = lizl] = 0.

L]

Primetimo da se, prema (1,10) 1 lemt (1,1), seg-

ment




oup '[_-p_r-g—f)-r,(f)} £00g) £ inf {plg+f)-Lf)} (1.12)

» -y '_\e d
‘{E_DO . | J L-O

svodi na

I~

-plg) £ L(g) € plg) (1.13)

i da se, prena (1.11), cegment (1.13), a tinmc © gse=-

grient (1.12) ne evodi na tucku, |
Odavde na eosnovu dolaza lalr=3Zarae’-ovea ( 13 ,
ntr. 84), funbeional ﬂ**L(f),'fGiFO molemo pro- . .

dui1t? ra E, na proator elerenata ohlika

f+ag, fel, a€l (1.14)

na vide nadina. usirmajudi sa vrednost Lig) funkei-

onala h—L(h) u tac}'ki'g (za koju vredi ueclov (1.11))

raszlidite vrednosti iz cegrienta (1.12).

Lruginm redira, kad god za neku Funketju 'g_c-;ﬁ NE
vredi uolov (1.11), tada poatoji beskonadno mnogo
[rodulienja funketonala [v=L(f) sa Ho ha prootor -
elertenata olblika (1.14). -
Svako takvo pfoduﬁeuje nadovoljavu uelove 1) 1 3)
i3 otava (1.1) na oenovu Halkn-Banach-ovog stava, a
da svako takvo produienje zadovoljuava t uslov &)
i1 etava (1.1), role ce lako dokuzuti postupaudt
Kao pri daka:u relacije (1.2).

Odavde 1 itz llahn-Lanach-ovog ctava, Kojt ovdd'ng-
dermo u celini navoditi, eledi: prvo, da ve funket-

onal fr=L(]), fekE, rmoie produlitt ca L, nd dttav

proetor Ly druge, da to produlienfe nije jedinctve-
A _

no, taintje, da postoji beskonadno mnogo takvih

b i i W @ —ra™=; s b 1 - = A ke
il e L - [P I L T I T

B .
PR AT R
. T

Fr L ElAR ";‘#.-.:-—-w". - =

- eyl 0

-r
Ll =T WA ke = el




produlengas trefe, da svaleo od tih produlenja
aadovoljava uslove 1) - 3) iz stava (1.1).
Pokazatemo, sada, da ti funbeionaltr aadovoljfa-
vafu € ualov 4) 13 stava(l.1),. |

Zatota, ako holekeiiu fun%eionala fr-oL(f),fe E,
dtju amo egzteteneiju dokarali © koji madovo-
liavaju uslove 1) - 3) 1a stava(I.TJ, aana&iMd-
gal, tada, prema uslovu 3) ta etava(l.1), £
p(f) = 0, f€E, aledi L(f) = 0, ¥ Le¥,

Da za proiavolino feF, ia L(f) =0, Vv LeZL
gledi p(f) = 0, zakljudujemo na osnovu dokasa,
kofi emo napred dalt. Flaime, ako bhi aa neko
feE hilo p(f) >0, tada bi, kao Jto je napred
dokanano, poastofali funkcibnali he>1' (h) 4
h=L"(h), he F,takvi da je L' (f) # L"(f). To
Je, medfutim, u kontradiketji a pretpostavkom
da je L(f) = 0, ¥ L&,

Time amo dokazali egaistencifju klase <. funkei-
onala f—L(f) ne progtoru E, kojti sadovelfavatu
uslova 1) - 4) ta3 stava(l.1), &ime Je taj atav
u ecelini dokasan., |

Ognaéfmo, sada, éa m realan vektorshi prostor.
(aa uotidajenim operactjanal) ogranidenth nizo-
va tadaka protiavoljynog realnog Panach-ovog pro-
stora X, a sa I skup ovih delimidnth nizova ni-
sa prirodnih brojeva (ukljudugudi i sam niz pri-
rodnth brojeva). Definidimo na m funkeional
(xi)h»p((mi)) ga |

p((z.)) = tnf{ Ztm —HZ;:r +Z” ; ne n, (ik)é.I},(mi)em.(I.ISJ

- s Lier AL pe———r - - -t - "



Tada se, poatupajudi analogno dokazu staua(l 1)

moXe dokaaatt

STAV(1.2). Neka je m realqn vekforgkt_proator

e A oy ——— r s g

(sa ‘uobilafeninm operac¢1awa) ograntdenth nizova
tacaPa prOLWvoIfnog realnog Banach-ovoy prostorag
t neka fe funkeional (z, )Hﬁp((x.)) dﬂftntqan na

'm relacijom(1. 15)"Tada ewrtsttra t iria bar mod

konttnura Rolekctga¢?w£§vzn) Junkcaonala dﬂflﬂtﬂaﬂtﬂ
na m i ‘takvih da Je,“za svakd cva ntiaa (r )s (y )a'm,

vala dva akalara a,be R ¢ Bvako LE¢6

iy W b P B, .

""'l'\l.-l-ﬂn—--._
-t - . B N T T AT —

2) Ltz .)) = L((z)),

) Ltz ) £ ptiz)),
Pri tonme je, za cvako (x }em,
1) (¥ Le ) Ll(xy)) = o)ﬁ;:_;}p(r.-.-:iu = 9.

Na prostorina G, odnosno 1*C a atavbva (0.1-2)
'defzntwant su t Banach-ove . aenpraltnane grantice
Be B 1 funkeionali LeL ia ebavova(I 1.-2) pa
ge pontavlja pitanje odnosa tzmadju jedne i dru-
ae kolékcije fﬂnkbzdnala. Na taj problem odnose
ge sledada dva atava. |

STAV(1.,3). Neka je G_rgaian_véktornkf prqg#qp
(10 uobreajenim operacijama) realnih ogranidentih
funkqﬁja?namﬁntervalu (o, +aﬂ.'Ngka j5 oanadava
&qlekqiju_Banach-ov’h generalteanth grantea,deft-
ntaanth na G, «a L koleketdu funkatonala i3 ata-
val(l,1) deFLntBaﬂLh na 6. Tada

1) pe t:> BesZ,

med — ror ek i N AR a1 T



2) Postegt tadka fe G takva da je B(f) = conct (B . i)
{ pootoje funkeionali L'c &t L'"e ¥ takvi da je

CP(f) # L(F).

Crugim redima, prema ualovu 1) ta ovog etava, sva-
ki Eanach~¢v tnvarijantnt funkeilonal, de fintaan nc
rrostoru E realnih.agfaniéenih funkeija na tnter-
vdlu [0, +#o[L, fstovremenc je jedan [unkeional ta
ptava (1.1.), definisan na tom prostoru. Frema uslo-
vima 1) - 2) i3 ovog gtava. kolekeija & funkctonala
13 etava (1.1.) dira je od koleketfe™ generalisanth
B-granfca.

ggkggmgfﬁfg_f{.si. Prema stavu (0,1) funkcionalf
Be 74 3adov&i5;;&3u uslove 1) - 2) ia atava (1.1).
Ireba, anadi, da dokaiemo da oni zadovoljavaju i
uslov 3) tn gtava (1.1) pa deé tvrdjenje pod 1) in
stava (1.3) biti dokazano. |

Zatota, neka je f proizvoljna tadka ta prostora G.
Tada u (1.1) mesto norme treba da stoft apeoluina

vrednost 1 odigledno vredr

q(f) £ plfl, (1.16)

gde je fir.>q(f) defintean sa (0,3).

Iz (1.,16) tmamo takodje
| q(=f) £ p(-f} = p(f)
-pa Je dalje
q*(f) = -q(-f) 2 =p(f), (1.17)

gde je 5o fe.= q*(f) defininan ca (0,6).




Kako je fe G protiavoljno, tc prema (0.5}, ta (1.16)
t (1.17) oledt | |

|B(fI| £ p(f), fe 6y Fed, (1.18)

tji. generalisane P-granice Fi:nadouotgavaJu L uulou
3) t2 etava (1.1). Tine je tvrdienje pod 1) u stanu

(1.3) deokanano.

Prostoru G avaPako pripada realna ograntdaena funkciﬂ
ja tw f{t) na tnterualu [0,+0 ,. z2a koju Jje joi

lim f(t) = 8 (£ 0). Za tu funkeiju, prena (0, 1), tria-
t -~

me B(f) = a, Be> . Istovreneno aa tu funket ju, pro- .
ma lemi(1.2), je p(f) =isi>0, gde je funketonal fr>p(f)
definigan oa(l.1)pa, prema dokazu uolova 4) ia stavaf(l, 1),
pogtoje funkeionalt L'e £t L"< X takvi da Je

L' of) £ .L"(f). Ovin je dokanano t tuvrdjenje pod 2) u
atavu(1.3), &ime je taj atav u celint dokanan., Slitnc

ge dokazuje

STAV(1.4) feka je Z realaw vaktoraki prontor ro-
qlﬂth_qgranzuenth”ngnoua. Osnadimognd kolekolju ye-
neralieanth Panach-ovih grantca definiconth na lﬂr
a na & kolekeiju funkeicnala i3 ntava(l.u ~definteanii

| Hﬂ
na 1l

Tada

1)_§€ % —>Be &,

2) Poatoji tadka [z, ) € Lt tabua da Je B((m )) = eonat.
(B2 ) ¢ pontoge funxetonald Lr,x i I"e t taPur
da e B((w,)) # L'(=;])

Sy vrwrm = a1 T Ly s




_Dakle; kao t u sludaju prostora ¢; realnih ogranﬂéef
nth funkeija na intervalu {0,+( , kolekotfa &7 funk-
etonala i3 stava (1,2), definteanth na proatoru lf

sadrit koleketju Jd generalisanih Banach-ovih grant-

ca, defintsanih na Z+a?, kao pravu podklasu.

I - . . . .. s v e - . P

R



1.8 GENERALISANE BANACH-OVE GRANICE VEKTORSKIH
NIZOVA T FUIKCIJA |
Onnadine oa Xt odnoano " rrvi, odnosno drujt konju-
govani pbaatbr protzvoljnog realnog Banach-ovog pro-'
stéra X. Veka E, 1 dalje, osnacdava realan vektorskt
progtor ogranidenth funkciJa na roluost [0,+[ s
vrednoestima u X. Tada J_, za protzooljne x‘e x* 1
fe€kE, realna funkeija (* )= mt-f ogranidena na polu=
091 [O;+ax'pa, aqa svaku Banach=-ovu generalisanu granicu.
Be? iz stava (0,1), postoji generalisana granica B((x*,f))
funkeije (x*;f). | |
Pretpostavino, sada, da'je Be 7 fiksan, inade proinvoljan.
funketonal i 3a protavolino f €¢ E stavimo

N % * % :
(LIf),z ) = B((z ,f)),z € X, (1. 19)

Tada, abog-linearnosti funkeionala Bes, sa svaka dva
: . % % A
funketonala x ,y € X © aza svaka dva skalara a2,b¢ R,

‘prema (1.19),imamo

' & ® - - A A .u A
(L(f),ax +by ) = B((ax +by ,f)) = aB((x ,f))+bB((y 2 £

alLlf),z ) + bULIf),y ),

td.
(L(f), a.r*+bJ") afL(f) 3:*)+b(L(F) uyt},a,be R, x*, y € X*, (I 20)

Ako Je twrh(t) te(o, +OO[ realna ogramc‘!ena funkatja,
tada ja, od3igledno,

p(h) £ sup{ln(t)] ; ¢ (o, +00(}

gde je funkeional h+—>p(h) definisan sa (1.1).




Stavino Cf = C = sup { ) ; te(0,+0}pa,prema
(1.18) t (1.1°9 | |

), trmano

L), =* ) =120(z%, F)) % pllzt,f)) %
= sup{ |z (f(t))] ; té[0,+m}.§

= eup{llz*Nf (el ;i t el(0,+0[} =

=izt - sup {if el ¢t €0, +o0[ } =

= Cllz*, z*& X*.

Postojti,dakle,konstanta C, = C tarva da fe
o .

[(LEF), z*)| % Clz*y,z* € X*,: (1.21)

‘Prema (1,20) © (1.21) L(f) je neprekidan linearan
~ funkeional na prostoru X% tj. element proatora Xar
i, kako je fe€ & protavolino, tmamo

L{f)e X2%, Ffel, | (1.22)

Razure se, [Junreicnal L) zavisi od Lanach-ovoy
invaritjantncy Sunkeionala Bed , kojim je pencriasan
prema (1.13) pa bi bilo korehtno pisatt L? () umesto
L(f). Ipak, bududi da je funkeional Rem fikoan, mi
tu savignoct nedermo posetno isticatt © radi jedno-

stavnosti umesio LB(f) i dalje demo pioati L(f).
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Ali, funkeional L(f) zavietl od f 7 kada f prolast E do=

bijamo podnikup

(L(f); feF)

AN
u X .

Drugim redtma =~ L(f) je jedan orerator defintsan na

A %
E n vrednoatima u X , tj.

Pokanatemo da je tai operator linearan. Za“sta, prena
(1.12), za avale dve funkcije f,geF 1 3a svaka dva

skalara a,bec F, tmamo

. A S .
(Llafsbal,z ) = B((z ,af+ba)) =

B((xf, af))+B((m‘,bg)) =

aB((x ,£)) + bB((z ,0)) =

a(L(f), ) + b(Llg),z ) =

=(aL(f);$*) + (bL(g),x‘) =

| » A A
= (aL(f) + bllg),z ), = ¢ ¥,

td.,

Ltaf+ba) = al(f) + bL(g),a,ke Py Fraoel, (1.23)

.
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gLt e

Stavimo, 1t cvay
cpoma (10190 0 welovu 29 i astava (0.1 LRRino

Covad puty [ (t) F ,f(‘+4), a > 0 pay

R D an ____.. __
S T WRITETT R AT MY g LT e T

| A %
(L(fa),x ) = (& ’fa)) = 2w ,f)} <

L

(Llrf)‘!x*): e X‘;

= [, LN '.I'_'.r';i.d_.l..,.tl,:,.

Ed o

'j-'a(t-)_ = {(ttal,a >0 ==y L(f ) = Lji. (1.24)
- L] - | « 4 - | A‘

Odavce t ta (1. 25) sicut da operutor Li: &> K

. O .
nadoveoljava uslove 19 ¢ 3° i3 stava (0.1), tJe« vO~

acduje bitne osobine (Ztneurnort i invaridantnogt

W odnosit na translactiu dui [oauoee t =2
gtavu (0.1).

ctava (0. 1)

A
oreratoru L: S X . Jer 13

0} Lunuern-

ovin generalieanti granted L€#J 1z

rreostale osoline Banach-o vlh grantcd i3

nemagu amigla u studaiu
A A
e mora Les tojatt ureuyenje .o

lo“tortra X1 X
kejem ge rudt u ualovu 2° 1= stava (0.1) nitt jedintidnt

element 0 kogen je red u unlovu go in gtava (0.1} . ‘
| - - _ |

Alt, zata, ako pogtojt

1inm () = g €5, | ' i

E—> + 00

T T T e

tada prema (1.19) 1 (G.4),nbob eﬁrvktrnostt »* na X,

Lmamo

(L(F) e ) = B((z 1)) Cgim s (F(E) = & (i f(t))

t >
A A

4 A |
=z (8) = (g, ) x e X o
* A *

gde de clerient 8€ v u torasu (e,2 1, T € X




pojavijude u uloai elermenta itz X**

D.javde (videti ranmatranja u (5], str. 240-241), Wolthe

ve element Lim f(t) = a8 =X tdentitfibufe oa odgovarajui’r
- w
elementon i XA4, imano
L(f) = Llim f(t) o (1.25)
t-~co '

kad god limes na desnoj strani postojt u X, tj. us
pormenutu tdenttfikacitju vrediost operatora LiE - ~ X**
n tadki fe & jednaka je granief funketja f (pri t-~<C)
kad god ta grantca postoii u X. |
Oanadtirio, sada, s8a Y proiaveljan realan Banach-ov
prostor, a sa u : ¥.--=Y neprekidno linearno preoalfi-
kavanje. Neka Je, 505, utkonjugovane, a u** drugo
_kbnjugovano preslikavanje prealikavanju u.
Tada je o

Lluof) = u** (L(f)). . S (1.2¢)

Zaista, asa proizvoljno a*e Y*, je
(a*, uof) = (u*(3*), f).

Odavde, prema (1.19), tmanro

(Llwef), 3%) = B((a%, uof)) = B((ut(z*),[))=

(L(),u*(a%)) = (u*t(L(f)),n*),a*e }H,

Lluef) = u*t* (L(f)).

U sludaju,kada mesto proizvolinog Banach-ovog proctora

X, uzmemo realnu pravu R, tj. kada je funkeija t fit),

te[0,+7[ realna i ogranidena, tada, prema (1.13),
odiglednoe vredt |

e e Tl g [ e T

' "
. '
) e T, ol | A e o el el AT AT D LT T o e 2 T R,

- et ittt Lyt e AL gm0




- 3] =

(L(f),z*) = B((z*,£)) = z*(B(f)) = (B(f),z"),z ¢ R*,
gde se element B(f) &€ R u taraau (B(f), z*) pojavlju-”
je kao elemant prostora R** = R.

 DakZe,' |

= R=>L(f) = B(f}), fe E. (1.27)

Odavde sledi da se operator L: E—=x"* gvodi na
Banach=-ov invaritjantni funkeional B: E—~R** = R kad
god eu tadke prostora E realne ogranideéne funkeije na
paluaai-t > 0, a Banach je za taj svoj funkeional

f—=B(f)y, f c E upotrebio osnaku Lim f(t) kako bt
RN

naglasio da je red o generalizaciji granice realng
funkeije t— f(t), t 2 0 (pri t-—=+00).

Isti raalog postoji it kad se radi o oznadavanju ope-
ratora L: E—~X'*. § druge strane, razlika itamedju ope-'
ratora L: E—~Xx** ¢ Banach;ovog funkerionala B: E—~R*=R

Jje evidentna.

Da bisemo tu raazliku naglasili mi demo operatar-fh—L(f),-

f € E 8 vrednostima w x** osnadavati sa LIM f(t).
_ P

Sada reaultate, koje smo dobili mo3emo formulisati u
vidu slededeg stava. |

STAV(1.5). Neka su X i Y proiazvoljni realnt Banach-=

cmm—y T e py—— e o = Al e L A R S R S e g, el ok F b S W om g oy S

ovt progtori 1 neka je u: X—= Y neprekidno linearno

an s o e - n o ke L

preslikavanje. Neka je daZJe E realan vektorski pro-

o [ N

gtor ogranidenih funkeija na poluosi t = 0 8 vrednosti-

g ———

ma_u X. Tada postoji koZekczaa«ﬂfoperatoraIPIM h(t),

——r e i e w— g o m

P vk B B - R SR

defzntsanth na E 8 vrednoatima u X'® (odnosno u ¥**)
takvih da, ukoliko se element sz f(t) = 8 €X idantifi-

- m“-ul-lr - e P ek | —— i —— - -

g

L CLI IR o

kuje sa odgovarajudim etementom u X *, aa svake dve fun-

- A P — Ll L e .

- L T R e T sl it a2 EEICEN e L

keije f, g € E, .evaka dva a,beR 1 gve operatare

- ““—-h £l

- e s we W Al b 2 g F g ol e g Ve =y il dy o - el i

f— LIM f(t) tﬁlﬁé imamo

{—c¢o
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1) LI (af(t)+bg(t)) = a LINF(E)+bLIig(t),
t-~00 {0 . {00

2) 'LI;:_Q(t)a) = LI f(t), a> 0,

3) 3(11*1 f(th)e X-;-) LI f(t) = Hrﬁ_ flt),
£—»C0 - tom -t |

4) LIN w(f(t)) = u (LT F()),
4 -+00 | | t >0

5) X = R =) LILf(t) = Lin f(t),
t-»w t - 0O

Operator LIV f(t), feE demo zvati Banach-ov
| - 0

1”06P1J&£tnt aperatar, a njegovu vrednost LItf(t)

-bCl? .
u tadki [eL demo 3uatt Banacl-ovor gauerulzsanom
_grantcom funkeige [

Po analogiji & dokazom stava (1.5) mdﬂe ge dokasati

STAV (1. 6) . Jexa su X v Y prozzvolant realut Banach=

takdagl . ipmshemd mle W ey oma - ol l---l-n--—.-i

ovi prostori i neka je u- 1 X=> 1 neprekidno lingarno

ol e n —— e P

P g et el S el

grestzkavanae. veka Je, Joﬁ, rn realan vektorakt pro-

lu......-.——.u...- s m—

Jl-..—q-.p.--u-p----u-n-u—-r-u‘c-—-.----—d'i L L Bl o ity e e ke b

gtor agrunzuenth ninova talaku prostora X, Tada po-
stoji kolekeija A operatora LIH::,‘:; defmwarnh na

L A ‘
m e vrednaattma Npu_x I(aanokna u Y ) takvih da,

na gvaka dva niza (x.), (y )€ m i 14 avaka dva‘aka~-

T e —— el G

lara a,LE€ K, vrecj}

iy =y, =~ -

1) LIl (am.+by£).= aLIMx. + bLIdy
100 'I’I‘ teD ° .l'_...m 1y

2) LIMe,,, = LIMx,,
teww **1 e




3)

5)

]

ey

X

"33"

(Zinl 32£)€ X ""T"::" LII‘.'? :1‘.' "

1 w00

A%

R=> LI Gu""::

1-=00

1 =00

(Lfﬁmi),
-0

= Lim x.
{-= QO

e

Lim .
1! g )

1 = OO
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GLAVA 2

SXORO XONVERGENCIJA'U”

BANACH-OVOM PROSTORU
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Prema nejednakostima (0.4) sve generalisane granice

- konvergentnog niza jednake su granict tog niza.Medjutim,
u [23] G.G. Lorentzs je dokazao da su t generalieane gra-
niae divergentnog nisa (xi) = (1, 0, 1, 0, ««s ) madjusob=

" no jednake, tadnije, da je 3a ovaj nia

B((xi)) =

o -

, BES.

Postoji, dakle, i1 divergentan niz, koji ima 8ve generali-

gane granice madjusobno jednake. Otuda slededa Lorentz-

ova definteija skoro konvergencije. . |
DEFINICIJA (2.A). Realan ograniden niz (x.) ekoro kon-

vergira (pri +»00) ka 8 1 8 je njegova skoro granica tlt

F-granica, ako su sve generalisane B-granice tog nisza

Jjednake 8, tj. ako Jje B((xi)) = g, - BeA.

Simbo;iéki pidemo %:Eé? £, = 8. |

Zbog linearnosti funkcionala B€RB, ovu definiciju modaemo

tskazati u slededem obliku.

DEFINICIJA (2.B). Realan ograniden niz (z.) skoro kon-
vargira (pri i—aj ka 8 1 & je njegova skoro granica tli
F - grantica, ako su 8sve generalisane B-granice niag

(x, - 8) jednake nuli, tj. ako za sve B eSS imamo

B{(x, - 8)) = 0.

Danas postoje raazlidite, medjusobno ekvivalentne, defini=-
ctje kdnvergencije i granice niaa. Medjutim, najdedde sé
defintdu konvergeneija it graniea niza tako da se, prvo,
definife nula-niz, a szatim ge za nia (x.) kade da kon=-
vergira (pri i—~%) ka 8, ako je niz (x,-8) nula-nis.

Ako biemo postupili slidno prilikom definisanja ekoro
konvergencije ¢ akoro granice, tada bt definiafja (2.B)
bila iavorna, a defiﬁicija (2.A) se dobije i3 nje. |
Pitanje, koja od definieija (2.A.-B) je itsvorna, a
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koja iz prethodne tavedena je formalno kada se ekoro
konvergencija realnog niza definide pomodu funkeionala
Ben, defintsanth, tskljudivo na prostoru Z*“J, realnth
ograntidenth nizova. Medjutim, kao 3to demo uskoro vide-
ti, definictja (2.B.) se mo3e doslovno primeniti Kada
ge mesto funkctonala Be% upotrebe funkcionali L€ & ia
stava(1.2.). Samo, u tom sludaju nema razloga da se |

ograntdavamo na realne nizove. Naime, mogude je defini-
etju (2.B), zasnovanu na funketonalima L€ , primeniti
na nizove tadaka proizveljnog Banach-ovog proatora. To,

medjutim, ntae sludaj 8 definierjom (2.4).
Zbog toga, pitanje, koju od defintcija (2.A.-B.) useti
kao iszvornu, tma sudtinske znadenje.

2.1. SKORO KONVERGENTNI NIZOVI TACAKA BANACH-OVOG
| PROSTORA

Neka_je (xi) kdnuergentan nta3 tadaka proizvcljnog
realnog Banach=-ovog prostora X, dija je granica ta-
3ka 8 € X. Tada nisz (. - a)'kanvergira (pri t1-00) Rka
0€ X pa je, prema atavu (1.2) 1 lemi (1.3),

L((:ci: - 8)) 0, v Leg.

Neka je, sada, (z,) = (0,8,0,8,...) (8,0€X; a # 0).
Tada Jje

oo+

L((Ii ""'.

| ; is] = 8 P& Je, pre-
" mq uslovima 1) - 2) ia stava (1.2), aa avako Le L ,

Zatsta, ako je‘x.=0, tada je x.

2,5((x£)) = L((xi)) + L((xifz)) = L((x )} + (z- 1)) =

L((xi + z£+1)) = L_((s)).'

[ CET T T PR

—_—

e meee— = =



| Gdavde;'ﬁbog Linearnocti jfunketonuala Le , iramo
Lif{x.)) =1 L({s)) = L(( 1 gl) , tj:
' 1 2 D] » .

Li(e, -~ 4 8)) = 0, ez

Paatojt, dakle, t dtvergentnt nia (m } tadalu Bauauh-
ovoyg prostora X, kome odgovara taé?a x e X, tako da
je |

L((a:i -2)) =0,  LcX.

U tom snislu imamo istu logidku eituaciju kao kad se
radi o realntm nizovima i njihovin gencralisanim gra-
 nicama. o N ]
. DEPIRICA (2.1.). Grﬁaniéeni ni: (m -) taduka pPOanO"
Zgnog realnog Banach-ovog prostora ﬂkoro konvergtra
I(prt 1) ka tadki e tog proetora t & je naegova skoro '

Hrantca ilt F- grautca (pidemo F-lim x, = a), ako Jo _
- C E e 4w o mm e e s . .t,._..o"’

L((z, - 8)) = 0, L. (2.1)

L T e b R

Pretpostavimo, sada, da au s! 1 e" shkoro granica ntsa =
(w.) u sritolu defintetje (2.1). Tuda, prema (2.1), tmano -

Li(x, = &' )) ='L((m£,-'q" ).= 0,  Lex

pa je 1t | '
Li(c! - g')) = L((s"-;m£)+(m£ - o)) =
= L((z, = " )) -~ Lz, - 8')) =0, Lev,

T e e

¥l e S R L s AT

M AN T T L P RIS, b A eyt T A g st

’ L3
.- =TI | M T




Odavde, prema uslovu 4) is stava (1.2) i lemi (1.2),
dobtfamo |

0 =pl(s'=28")) =1é - 8", td. ai= a",

Time Je dokasana jedinstvencst skbro‘graniae is de-

fintoifa (2.1). |

Primetimo, sada, da i3 (2.1) < i3 ualova 4) ixa stava

(1.2) ﬁepbsradna eledi da nts (x,) tadaka Banaahfov&g

progtora X skoro konvergira (pri i-+cc) ka tadki 8 tog

proaﬁoﬁa, &ko £ samo, ako Je | | |

n

p((x -s)J-tnf[IthII ) To ok

0 M It

STAV (8.1). Pqﬁr@bdn.f dovolfan wolov da ogranifeni
nig (=) tadaka proisvoljnog realnog Banach-ovog pro- =

otora X skoro konvergira (pri t->a) ka tadki 8 ‘tog

..... [ P e B T el ma oy

prostora je

1
3’3‘“‘*(?0 P 1,:1

‘uniformno po n e{0,1,2,...}. -
DOKAZ., Uslov (2.3) Je potreban. 2atata, ako Je taéka

€ X okoro graniea niza (z.), tada, prema (2. 3), za
protasvolino € > O,poatoje prirodni brojevi q,£1£ T

-25 I.
¢ovn g i, takoi da je |

{

ltm‘fI'S z . - al}< £,

Ttk

Stedt, dalje, da poastofi dovoljno vetik_prirodan'broj |
ko,takab da je,sa sve k 2k,

+k xdl =’,E i:_” +k sk~ k - el Ce,

FESPOU LI L 1F W, - A—" — i
L - Y ars 2 R - bR

LR - ° . . . ..
o B T S T ok

~e |l s nesy,rij);]}= o_(?,3) ,

E wn*.t | | (313) |

iy

B R

Tarrer a4 e



0snadimo ponovo. ij + k, sa ij’ a k=k, 8a k pa. ig
poalednfe nejednakosti. imamo, 3a 8ve ke {0, 1, cadly

'Odavde, sumiranjem leve ¢ desne strane po k, dobzda- |

mo da je,sa sve n < (0, y see} 7 sa nve pf{! 3,..‘$
1 B E 1 .
E-i; q 3 m£3+n+k ol

a tim pre Je, onda,sa sve ne{ 0, 1, «vs} 1t na ave
pf:'[l,B, ;nni}’ |

Primetimo da je za taabrano q, sa Ave td (J =1, 2;..¢,q)_;q

. 3a 8ve nec [0515004)y 2 za ave p:z (1, 3:“-},

P | - B_'_"‘l:d ' 1.)' | |
'£~=-1 ‘”'Jmnrk = ZE _xn+k-+2~—- wn_-!-k —Z--,-(zz xﬂ-ﬁk%

YT o+ e (as) |
Sem toga, o3igledno Je

157 )& tq o 2o ]l =l I Jlefq + oup [EXTI

1%ke +00

Kako fe q fikano, odavde i ia (2.5). oledi da e,
aa sve ﬂ*"‘- ( 0 1, 1.1} 1 8a 8ve p< [1 2, .Ii],

Z- Z; snek - QHEE.fzid) o

. . ] -
T T T ol Ly |
A kA L L L
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P P
iz Tipenek Tz Ter 1O (2.6)

gde 0(1) oznalava velidinu uniforrmo ograntlemu ro
ne€{0,1,2,500) £ pe{l,2,...} I
Is (2.4) £ (2.6) dobifamo da Jessa sve nc(0,1,..4)

T 3a 8ve p< (1,2,.44], o | |

II_E - 1 .,.n ;.
Ly + 20 (1) - ollce.
llp = Tuet * 3 (1) s” £
Odavde.je,#a eve ne (0,1, .;.} o Sﬁ ave'pﬁll;ﬂ,;;f],_; 

| - o
| lllg-;(__:z .0 = 8l - f;“ 0¢1)l <E-

Time Je,sa ave nc (0,1, ... 1 3a 8ve pe | i;&,;.J;."' *

1P |
"%{;& Toer = oll<3ll0 (1) 45,

pastoji,&akle, dovoljno velik prirodan brof Pé.fﬂkgﬁ}ﬁﬁ_

» ) SN
je, sa 8ve p = Pp,,

-%H 0t1))|<€

Préma tome, postodi dovolino valik privrodan broj
P, kofi ne zavisi pd ne (0,1, «us) , takav da

| JG,BG gve p& pa 1 23 8ve nc ( OIIJ "J)

I o e R st . LI

. '
ok B . b e

b s

. .
- e e T sk AT T = 4 y— e fa e S s R ar o .
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- sl =iiot1)] +ECELE =26,

g~ 3 L

~Kako Je El 0 protsvolino, odavde tmamo

uniformno po n<{ 0,1, «.ul, tds unlov (2.3) Je
potreban. - R

- b) Uslov (2. 3} Je dovoZJan. Ako fe unlov (2.3)_ |
'aadovotjen, tada 8a protavoljno £=~0, poatodt pri-
rodan brof Po'takav da Ja,sa ave ne< {0,1,.:4) i
aa gve p= Pgys |

HT Zoast .3“‘18'

| OIdavde Je »8a 8ve p 3

z"i?r':ll

E: X .« - 3“581
n-»0 | -

1
D %:1 n+t

Tim pre Je, onda,

inf{"z@”é 321 m'?”'j - e||l ; ren, (ij)'é[} <€

" Kako je € >0 proiavolino, odavde sledi relacija
(2.2),5to ana’¥i da je uslov (2,3) dovolfan. Time
e ostav (2.1) u celini dokaaan,

Iz stava (2.1) aledi da su uslovi (2.1) © (2.3)
ekvivalentni u emislu da vredi uslov (2.1), ako

© samo ako vredi uslov (2.,3). Takodfe, uslov (2. 3)




:
' 1
ge, u eludaju realnog niza, svodi na uglov (0.10); ﬁ
Odavde eledi da je nis (x,) ¢ 1*"” shkoro konvergen- %
tan u emialu definieije (2.1.) ako t sarmo ako Je ) | ;-ﬁ
taj ntz skoro konvergentan u gmislu Lorenta-ovae | _' | :EE
definicije (videti definiciju (2.4)). [ |
STAV (2.2). Niz (=) talaka protavolinog real- g
nog Banach~ovog prostora X skoro Ponveratra (kada iﬁ
ko ) ka tadki sc X, ako i namo ako, bar za fe- g
dan delimidni nt g (k ) prtrodnth Frodeva (uﬁlfﬂ"' E
Fufudt ;usamlutguprtradnth”brojeva),ﬂqredp j
tm = X .4 = B o _ . . ¥
unzformno pone (0,1, +ou}. - R f - f;
DOKXAZ. a) Uslov (2.7) Je dovatdan. Zatsta, alo Jn  f"_f | 'ié
(P ) jedan od delimidnih ntzova sa koji vredi us- -~ = . 'E
Zov (2.7), tada,aa prowvotduo E>0, paatth dova-
- lfno velzk prirodan brod p,takav da Je,na sve | ﬁ
1 & - 8l| <€,
”p -1’;:';_1‘:‘:?!#1'{. r
Za ovo p Je
p -~ _ EE .
hm“ g af| <€,
ne0 P o=l -
Tim Je <
tnf{ h?rrllg- ;f: e ap. s“; pe N, fki)EI}:gE.
n -y 1 =1 1 N




Kako je € >0 profavotjno; odavde sledi

P . -
inf{ 1iml| é-z_ - 8|l s pen, (xel}=o,
- nQ =1 I

tj.-vredi relacifa (2.2) pa je ualov (2.7) do-
volfan,

b) Uslov (2.7) je potreban, Zaista, na oanovu 8ta- ;t
va (2.1) uslov (2.7) Je ostvaren niazom k£=£(=1,2,;.)j
Alt, slededi primer pokazuje da postojfi nis taéaka_'_

Banach-ovog prostora,sa kot uslov (2.7) vredi f
kad Je (k ) pravi delimidni niz niaa prirodnth :
brofeva., Neka Je (mk) = (0, 8y 0, 85 o44) (0 gc x,
0 # a), Tada ge lako dokaauje da fe |

(" %‘5: P parno,

e*L 4, ; p,» n meparnt,

p-1 8, p neparno,
n parno,

Odévde, odigledno, aledt

lim i 5 oz ‘ =g
p}{v E k+3‘b 2

1

uniformno sane< {0,1, .aJ;
Vidimo, dakle, da, u aludaju niaa (x,) = (0, 8,

0, 8, «ov), uslov (2.7) vredt aa k£=3£.(£ = 1,2,;;);

Mrn = — T
[ Rt it i o Ll
sk e e

P A,
o S
R T ] St i g e Tl

r - i e N A
o T fipr A v o Y

P i

"':i_',‘_‘."_'. B e M T T T

. . .
R W
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tj. kada je (ki) pravi delimidni ni#;niza prirodnth bro- !
jeva, Jto opravdava ovakvu formulaciju stava(2.2). | K

POSLEDICA(2.1) Nia (x ) tadaka promavolanog realnog
Banach-ovog prostora X akara konvergira (kada k-~ ) ka
tadki 8 & X ako i samo ako, bar za Jedan delimidan nisa
(ki) niza prirodnih brojeva (ukljuéujudi i nis prirodnih-

brojgva),-vredt (l+1{p . | .
ltm "' ; k - 8 : (28) ,
P 1535:}

unt formno po l,n €{0,1,2,...}.

Zatsta, sa 1=0, relacija (2.8) se svodi na relactju (2. 7)
pa je wuslov (2.9) dovoljan na osnovu stava (2.2).
Takodje, uslov (2.7) neposredno pavla&z uslov (2.9) na-
ptean u obliku

p
. 1 | -
| pltm EZ xn+lp+ki = @
| 1=1

uni formno po Z,neefa.z,z,;..}, dime je posledica (3.1)
dokasana. 1 |

2.2 SKORO KONVERGENCIJA FUNKCIJA S VREDNOSTIMA
U REFLEKSIVNOM BANACH-OVOM PROSTORU

U ovom odeljku razmatramo skoro konvergenctju funketija :
definisanith 8.8, na intervalu (0, +00[ 8 vrednostima | . ; '.‘%
u protavoljnom realnom Banach-ovom prostoru. Formalizam
kojim se sluiimo pri ovim raamatranjima sadrit, pored | o
ostalog, 1 integral vektorske funkeifa, dije vrednosti

' gu tadke Banach-ovog prostora.

Predmet nadih raamatranja je ekoro konvergonaiia vektor-
gkih funketija, a tazbor vrste integrala takve funkecije,
kojim ge¢ sluiimo pri tim raamatranjima, je manje vaian.
Ipak, 3ini se da je skalarni integral vektorske funkeije
¢ (7] , atr. 95; [8] etr. 10 ; [13] , atr. 764) za ovu
priliku najprikladniji.Ovaj tabor,opet,namede ogranidenje




da se razmatranja ogranide na funketje 8 vredno-
afﬂma u reflekatvnom Banach-ovoé progstoru, Jer Je
skalarnt iﬂtegrdl (u dalfem tekstu integral) funk-
etje 8 vrednostima u refleksivnom Banach-ovom pro-
etoru X, takodje, tadka prostora X (113} , atr.??ﬁ);f
Oznadimo ovaf put sa F realan vektorakt prootbr B
skalarno L-merlfivih funkeitfa na intervalu (o, +0[

8 vfednostima u realnom refleksivnom_Banach-ovoﬁ-
,_pro#toru X (1131, str. 764 , (8], atr. 10}, kofe

su. Jod ogranidene s.s.na intervalu (0, +0(
 Neka je m Lebesqu-ova mera na R. t neka Je f ko-
leketfa svih ogranidenth skupova na {0, +09[p04
sitivne mere. | | | |
Po analogiji ea funkctonalom (1.1) mi defﬂniﬁémo   -
na E funketonal f>p(f) sa | .

p(f) = inf(Tin —All [ rou) dull ; aeA}, e r:.rz;_z'_c_?)'_j_: -

A+t
'Primetimo; Jo3 Jednom da Je relaecifa (2.2) ekvi~- |
‘valentna relacifi (2.1) (u smislu da vredt Jedna,
ako 1 samo. ako vredi druga) < prema-tome, relact-
Ju (2.2) moZemo uzeti aa definioiju skoro konver-
gencije niza (z.), |
Imafudi na umu tu dinfenteu. mi wua pomod funkei-
onala (2.10) definidemo gkoro konvergenctfu fﬂnk-
etje fe E, o | |
DEFINICIJA (2.2) Neka je t->f(t), tcl0, +wC
skalarno L-merljiva © ogranilena 8.$.na interva-
iul 0, +wl funkeija e vrednostima u reaZnom_ré—
fleksivnom Banach-ovom prostoru X. Kalemo da ta
funkeija skoro konvergira (pri t-> +0) ka talki
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e X 1t da Je 8 njena skoro granica ilt F-granica

'(ptﬁemo F- Ztm f(t)'s) ako Je

p(f=8) = tnf{ltm\l—T—T;ff(u)du - aH : Aéﬂjz 0;(2,11)'
- £ @0 Att o
STAV (2.3). Neka Jo funkeida tr-f(t), tel0,+®f

bkatarno m*merljiva t{ ogranidena .8, na (o, +wl
8 vrednostzma u realnom refleksivnom Banaeh-ovom
prostoru X Potreban t dovoljan uslov da ta funk~"
etfa skoro konvergtra (kada t~*+a?) ka o¢ X fe

1 a+T - S
Tim = flt) dt =8 401 -
i T4 T (2.12).

unt formno za ae (0, :-?-OO[ ‘

DOKAZ. a) Uslov (2,12) fe potreban., Ako je sc X
gkoro granica funkeije t-~f(t), t €0, +22(,

~ tada, prema (2.11), =za protaualjna E:rO pontojt L
okup :‘leff takav da Je

Ztm”—?—)- f flu) du - aH <E.

t>00 A+t

"Postoji, dalje, dovolino veltk brof ao,takavfda.

Je,za sve t=a i+ ga taabrant ekup 4,

0

A+t .

11/ Fow) du = al = e, / flust-a ) du = 6f|<E.

0

Ovde amo upotrebili osnaku A+a sa ekup, koJt

it e i . Wit MTTI Ted Y P AR e o b AR AT R G ke e e 20 T LD MR e e I A I




nactaje translactjor skupa A za a, dull tntervala
Lo, +ml
Ako, rudi jednostavnosti, ponovo ozna: imo nkup.A+ao

sa A £ brof t -~ a_ sa t, tramo, dulje, za eve t= 0,

Hﬁ%ﬁj_&f(u+t) Jdu - cllf £ .
_ , | |

Odavde, na cve ael0, +000 < za sve T >0,tmano

& | flu+t) du - s dt <t ,
1 ir m(A) A - |

Tim pre Jje, onda, sa sve a€(0, +a2l 1 na eve T >0,

1 | ] a+l - | | - _' “- .
o m)ll f [f(u+t) du dt - ¢l <€, (2.13)
a A L _ |
Skup & Je, po pretprostavet, ogruntlen L fL-moprljtv pa
Je, na protzvolgno ae (0, +C0 £ T>0, ograntden 1 ne-
pljtv. i shup [ (uy, t); ued, actty, a + 71}, na kore jé
funhciji fu,t)W*f(ﬁ+t), Lao funletja Jvéju promcnijif
vii, odtgledno, shalarno L-merliiva. Cdavde sledi
(18], etr. 13, predlofenitje 4) da je u (2.13) dosvo-
liena rrorena redosleda integractjc, pa,sa cve a2 0

1 ug ove T> 0, tmaro

at? | e atutl

[ J [lutt) du dt :I_f"f(u+t}dt du =j-_jJ [e)dtdes
a A

A u doatu




atT+u atu - |
at+T
. (] feras s ) feerds - ff(t)dt}du. (2.14)
A a a+l o

Skup A fe fikean i ograntiden, a funketda t+> f(t)
Je ogranidena a.a8. na (0,+®0[ 1 vrede, odigled-

no, nejednakostt

a+T+u - |
“ ff(t)dt“ sup eas || f{t)n * saupu,
a+T o% t< 4+CO ue A
atu

H ff(t)dt” £ aupass || f(t)|supu . |

o‘t:c:.«ro:? uec A

Odavde, prema (2. 14), tmamo,sa sve ael0,+0l ¢ sa
gve T> 0, |

atl atl - -
[ [ftuserdu s = meA)e [peerde + 0 (1),
_ a .

gde 0(1) oanadava velildinu, anifarmno ograntdenu po
oba parametra ac(0,+°( i u¢ A, |

Prema (2.14) odavde, ga 8ve ac{0,+00. ¥ ma ave T?O,'

tmamo

a+T

IIT ff'(t)dt + ... 0(1) - aj|<€ -

Ti{m pre jJe, onda, %a sve ac(0,+0l < za sve T>0,

a+T

I _ frerdt = el - Hocn| <€




I odavde

a+1"

ff(t)dt - ell <& Nocasll +e.

ciog untforrme opranidenonti velidine (1) pri o710, +200
pootoft devolino velik brof T . takav da ge %llO(l)H*‘-’- |

LY . .
" H

r>7 ra kenadno imario, sa ove a€(0,00M € aq sve T2 0 s

atT - g o |
Iv- fj(t:Jdt - o]}l ¢ o)l + € < 2é,

prt Jenu taboy Tone saviat od ae Lo, +ml .

OQdavde trmamo

Ia+T
1im e (t)dt = ¢
a0 * a

L J
!
I

untforrmo aa aelo, +@C0, tj. vredt usiov “.I.J
L) Uhlov (5.12) je dovoldan., Zaftcta, atn Jo welew (L.12)

-l' L4

tacovolien, tada,5a proi: 'OIHGE?G;"M*M 1 govelinre

1.*::—:?,1:: I'vo/ 2y ta w (da [ Cy3a Ve aet.,—_, +00L,

da

1+ 7 N _
[ft)dt - sj<¢€ .

(1

Hk:

Stavimo (0,11 = A pa,sa sve a€ L0, +0L y Lrtamo




: \\n—i-ﬂ / Feerde - ol <€

At+ta

Stedi, dalje, da Je

- a—+® Ata |

1im ”WIH f Fre)de - sl £ €.
Ttm pre Jje, onda,

pif-s) = inf Tin|l-2 [ seerae - all ; nett}s e,

a-r&o A+a

Kako je € > 0 proiavoljfno, konalno fe

p(f-s) = £nf(a£i'£',|m—1m—)- A{af{t}dc - 8| ; Ac—’.ﬂ}: 0,2“-
tfs vredi relactja (2.2). Time emo dokanalfl da 33 -
ualov (2.12) dovoljan, dime Je atav (2.4) u celi~
nt dokazan., | |
STAV(2.4) Keka fe funkeifa tr~f(t), te(0, +f
skalarno L - merljtva t ogranidena 6.0, na [0, +O[
n vrednostima u realnom reflakaivnom Banach-ovom -
proatoru X.
 Potreban £ dovoljan uslov da ta_funkeifa skoro
konvergira (pri t > +® ) ka s € X fe

(L+1)7 |
Lim fl(tta)dt = 8 . (2.156)
T50 ° 1T

i

uniformno po oba parametra a € L0, +wt{ 1:{0,1,..,.].
DOKAZ. Za 1l = O,uslov(2.15) se svodi na uslov
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2.12) pa je uslov (2.15) dovolian na dnnovu gta-
va (2.4), | o
Pretpostavimo ecade da fe E:éfm £f(t) = se X, Ta-
da, prema otavu(2.4), vredi uslov(2.12) pa,aa pro-
| tavoljnoe € > 0, péstojildovoljno velik bro/ To’ koji
ne savisi od a€e L0, +@wl , takav da fe,na ave

T*T i sa sve a ¢ Lo, +owl,

T .
H%{fﬂmnn—sﬂ<8.

Titme Je,8a sve T = To" 3a evé ae L0, +w L £ aa
sve 1 ¢ (0, 1, ...},

(D)7
Mg S flera)dt - sf|<E,
- LT

pri demu tabor T, ne saviot od ac 0, +w[1 1€ {n, 1,
vvu} + Kako Je € >0 proiavolfno, odavde imamo

I(Z+I)T |
tim = J flt+aldt = ¢
T+ * 1T

uniformno po oba parametra a=[0, +0l1 l& (0,1,..),

tf. vredi uslov (2.15).

Time Je stav(2.5) dokazan.

ac posledica stavafl(2.3) vecml lako oe dolija jedin=-.

stvenost skoro grantce 13 defintetde(2.0).




GLAVA 3

PRINCNA SKORC KOXVERGEZCIJE U
TEORIJT MATRICNOG SUMIRANIA




Neka je A=(a k) beskonadna matrica. U (22] Lorenta
definife niz z = (x,) kao F, -gbirliiv ka o (prt
k""‘tn); _ﬂko JO

n‘ﬁrﬁ'fz-; "nkkem™?
untiformno po me:{o,l,...} '
Za m=0,F, - sbirljivost se svodi na obidno matridno
sumtranje, To snadt dq OF: Fy = abirlitvoett niaa m:(xk)
ka 8 sledi A-abirlfivoat tog niana ka a,
Obratno, odigledno, ne mora da vredi; <a A=abirljivo-
ati_ni#a.ne_sledi uvek njegova FA-abirljivoat. Obiéno
matridno sumiranje dobro je proudeno i tu tmamo i neke
resultate, koji tmaju p?incipijelno anadenje. Posnatim
Kojim-Schur-ovim atavom ( [ 9] , Theorem (4.4,1)) Je be-

Jeno pitanje konaerﬁativnosti matrioe A=(ank), odnoano

dati su potrebni i dovoljini uslovi, kofe matrica A=(dnk)

mora asadovoljavati pa da svaki konvergentan niza bude
A-abirijiv. Speeijalan sludaj Kojim-Schur-ovog satava Je
Silverman-Toeplitz-ov stav ( [ 9] , Theorem (4.4,I1),
kodim su datt potrebni i dovoljnt uslovt da matrica
A=(a k) bude regularna ili, Fto je tsto, da gvakt kon-
vergentan nia bude A-abirljiv ka svojod grantet. U ovoJd
glavt mt definiJemo pojam F- -konzervativne t, speoijalno,
F-pagularne matrice A = (a k)‘ a aatim dokaazufemo sta-
vove (3.1.~2.), kojt aa FA - gbirlfivoat snade ono. Jto
Kojim=Schur~-ov, odnosno Silverman-Toplits-ov astav anadeée
Izaiabiano matridno sumiranje. |

Stede, satim, dva stava o odnosu F, = abirljivoatt

e p—— v LT L PR
Halleulaa: .
. . ' . N



1 skoro konvergeneije.

Na kraju definidemo jednu klasu matrica pomodu

L-merliivih 1 sultinaks ogranidenth funkeifa na
(0, +v7, a Batim dokasujemo dva étava, prema

kofima svaka skoro konvergentna funkeija (nia)

generide Jednu F-konzervativnu matricu.

Da bt smo raamatrgnjd Jto vtde uprostili ogranidi-
1{. amo ee na realne niszove i funketia,

Sa ¢ oznadavamo normirani prostor kcnvergentnfh

ntsova,u kome je norma dqfinieana sdjx” = ﬁupl xkl.'
Sa F* osnadavamo vektorski prostor okoro konver-

gentnih nizova, a sa 2? gkup nenegativnith celih

brojeva. |

3.1, F-KONZERVATIVNA I F~REGULARNA MATRICA

DEFINICIJA (3.1.) Neka fe A=(a_,) beskonadna ma-
trica © neka, sa protsvolino z=(x, ) e e, konvergiraju

:rédqvi
o §1 . | o
Mlx) =)_a_,x,, , (z) = N (x),n,m=0,1,00. » (3.1}
nm ko memt D8 T s -

Kalemo da je matrica A=(a _,) F-konzervativna, ako

(P (x))ec e, m=20,1,.0., £, ako Je
n,m o o

lim §(£J = Ziﬁ'ﬁ(:)‘ - | (3.2),
n+-X n,m n-+0 n

unt formno po m c{0,1,s04}

S e el i i e — e e b g -

Ako je JoZ

— CL T ——amar

lim 7 (x) = lim )
n-am n,m k-0

unt formmo po me (0,1,...}, tada kafemo da fe ma-




t-;z*-ich A= {ank) F-reoularna.
STAV(3.1) latrica A=(ank) S F—kogagﬂuqtipua
ako t oamno ako ona nadovoljava uslove
®

| | 3 , |
1) Bup{ gzbiankI; n;_z ) :;IAH <, +Q?,

2) ¥ k ( = 0,1,...) Je lim a_. = 0,
"
| n-=ov°
| U3
3) poatoji © konadun Je Clim ). a, = a.
| oonk
n-»2 k=

Tada, ako x?-rc(k%ﬂv), vredi

a | - - N
nii; g;bank$k+ﬁ = ar o (3'3)_*

wtij’orrmo ro nm E, {0,1,2, ...} .

DOKAZ. a) Uslovi 1) ~ 3) eu potrebni. Zaista,

F-konzervativna matrica je konaervativng t,prema

tome, nadovoljava uelove 1) 1 3) (L], Theorenm(4,1,1)).

Da biﬂmo dokuznali da F=lLonservativva matrieq nado-

volJava € uelov 2), ctaviro (mj) = ep'=(0,;..0,1,0,

ko

«ovMpa, prema (2,1) © (3.2), tmaro

LLat dop T lim Z a
n-»0c U om0 g=0

= lim Y

o d n->0) n,0"

., = Ltm N{e,) = Lint (e, )=
; ?I*Q)Q,R&J

P

= T } a. 4. 0=0,

a 'I:::l
N ST, N J*i+tl  niy o ny

Oduvde Je lin a. =0,

?-'L..."CI} it
A:(a”k) zacdovoljarva

Jj=o

k :OJ 1,.&; # tj- PILItl'ica

T usliov, 2).




L) telovi 1) = 8) ocu doveljni. Zaista, ako x,-»870

L

(.-=0), tada,na proizveljno&>0,postoji prirodan

broj P, takav da jeyza cve k2P 1 za @ve mga{O,I;.;.}.

R I:,t:

- o|¢ b (304

k+m it

Frema uslovu 2) poetoji prirvoedan iroj.i,,takav da
Jjeyna gve n 2 i 4 1 3a gore ouatranv I, |

L. e -
E_ lanl"< G“J.,If— L | fﬁ.c)

=0 "%
hl_

Talkodje, prema uslovu 3), postoji prirodun lbroj i,,

takav da je,za sve n=i,,

a
I 2. a., - abﬁ—th-- (3.6)
=0 nk - |

Stavirio 1t max*{P,ﬂ},Nn} , tada ¥ ne asavtet od
)

mef{O0y,1,000} 5 a prema (3.4}, (3.¢) ¢ (3.6) tmanmo,
g gve n > iy o |

.

.3a BUE h‘i&'. {OJIJ!;IQ},

(2 o 2 o
‘; o . - - - - - -
{%:taﬂk¢k+m as| IE;: ank(mk+m o)+of 2:‘ nk al |
=) =0 k=0
)

et

P .
. ) ) | N
%ﬂb ank($k+m al+ [ dnk(mkﬂn o)+

= k=P+1
aj
+ s E_‘ a - all £

k=0




F2 Cr
| N e - y -
“ %;bank(“k+m I+ 2 | (Fpyo)]
£
+|e( 2 _ a ~a)| £
r=0 nk
] Q0.
& }-*‘ T -3 + K*L id ke -8
=0 nk’! k+nm l i:F+11 nkH K e ’
@_
Y L
+ 8 ! /. a -al =
’ f ¥=p nk
P " o
4 “la ., | e, -
g;—'ank’(‘mk+m!+ 6 [)+ £5F+1|ankf|ak+m )
+ 8] a, - a <«
ey nk
N P | | )
ca2llzll Y a1t &) la]
| e kT T g ik
* I#l 3f1( <
<Cofjel] ~fem ¢ S il 4 1oy = =
6:|a] 3iall 3 al
. £ L, E, & _, |
- "'3" + eyl + '3" "’E . : (3- ?)

Weka, sada, 2= 8 = C(k=>® )}, Tada vredc nejednako-

ett (3.4) t© (3.5). Stavirno, ovij put, H=mafo,H1]




e N
H ‘
o

-

P N
(=] N 5 | <
Uik “ram ! E;b Atk L+ ! £;?+I k%l vry
P RS
.ﬁ' T ' \ , 1 b :,::
F{_Eb[aﬂk1 T4 |+ ;%‘___:'*E,+'11a?11 b,
p r}
L ; » \ l !
< el 7 la, i+ ' 2 a_ g =
K=D nk SWAH %=P4] nk
< Jlaf} —=— + =E— (]2l =
- cllzll  3ilAll
::g--!-%-::%- (3.8)

Kako je €>0 protavoljno, a tazbor i w (3,7) © (3.8)
ne agqviet od m < (0,1,...}, konacdno, ta (3.7) 1

(3.8) imgmo

& |

lem 2. a_ .= = as
o +m
I nk>k+m

unifmﬁmo ro me{0,1,...} , tj. vredi relactja
(3.3); Ttme  gmo. dokazalt da ou uclovt 1) = 3)
‘dovolini, &inme je otav (3.1) u celint dokaznan.
Za a=1,8tav (3.1) se svodi na

STAV(3. 2) ﬁgtriga J;(ank).je F-pegularna, alio

T eamo ako ona zadoveoljava uslove:
_ _ .




i
L=

03 |

T S .
1) qu.}{ i‘z’bia”kl s Nz o ‘] —HAH&fm,
8) ¥ k(=0,1,...) je Z£h.a”k = 0,

n -
' a0
3) lim E:i ag = 1
1N =0 "

Dakle, matrica A=(a , ) Je F-reguluarna alo t cu-

o ako Je ona regularna ({31, Theorer(4.4,11);

[(32], str. 57:58).
Ovo je veoma vafan reazultat,is kofeg eledi da vu

A=abirljivost © F,-zbirljivoat (dva bitno ranli-

A
dita olblika matridnog sumiranga, defintgana mat-.
ricon A=(ank)):£atovremeno regularni_ili ntou
regularnt, ved prema torne, da li je matrica.A:(quJ-
regularna 117 nije regularna. |
STAV(3.3) weka Je A:(ank)_Fjﬁpnzgpvativna mutf

nﬁcgizaﬁkoiu je Joi

) |
¥ \ —
lim i_ an =a & 0,

Ako je nis x=(x,} F,-abirljiv ka s(kada k*®)tada

A _
je taj nia F-zbirljiv (skoro konvergentan) kua
%..ﬂ (kada k-»m),

(M):(m. l), m{°)=m:(mk). Tada Jje

DORAZ, Stavimo x
- 4+

”J‘(ﬁ)!s"'Hx“: _ .m (=0,1,4004 )

Wiz x=(z,) je ograniden pa,prema uslovu 1) iz eta-

val3.1), konvergiraju redovi




an
y(")= ;:: a i x(k), n= 0,1,¢v¢
=)

gde je m-ta koordinata niaa y(nhﬁ Z+wapravo z(gi

ta (3.1), Sem toga, nis z=(x,) jé.FA-zbiijiv-ia o
(pri k>00) pa,sza protzvoljno £>0.postoji dovoljno
velitk prirodan broj N,takav da je.,sa sve n>N £ Ba

ave ME{O,I'lii.,

| _ | | (3.15)
:!Z,rr{x_) =8 ta, l-an’midE .

Staqimo 80y = (Bn,m)’ ns 0,1,4+¢ pa, prema (3.1)

t (3.15), imamo, aa svako n=2 W,

: E(n) =_z:: a o (k) _ Be8+3 . ), [Ia(n)ues,s=(1,1,1,..‘).(3.;6;

Prema uslovu 3° iz stava (0.2) je B(z(/

)=B(z),

¥ k(=0,1,,..), ¥ Be’Spa, zbog neprekidnosti funkeio-
nata_Beiﬁna normiranom prostoru Z+ai ta (3.16) sledt,
2a svée n> N © 8a sve B3:H,

o0_
Y .
(s

e dnkB(x) =g ¢4 B(G(n)} y 'B(ﬂ(n))lée . {3‘17}

Stavimo
o,
b=(%;5_ank), Cn)= (B(?n)))’

pa tmamo, dalje, sa sve n=N i za sve BeSH,

beB(zx) = s-e+q(n), ”a(n)ngs

Odavde, za evaku generalisanu granteu BeDi asa sve
n=N, tmamo
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;;
‘e

-~ ] =

) - D€,
B(:) H(b)-a+ﬂ(c(n)),IIB(c(”)JI

» . . . ’ » - 13
Kalko je €70 protavolino, odavde imamo,na cve Belo,

B(x)B(Db)=s.

Odavde, rrerma ualovu 3) iz stava (3.1), traro,na ave

ECL&,

P(x) a=es <111 E(r)=£3.

Frema defintetfi (2.4) c¢ledi da nin »=(x,) ckoro ken-
| 1 :

a

7a a=l,ovad etav se scvodi na

porgira (pri ks®m) ka s, &ire Je astav (3.3) dolazan,

STAV(3.4)‘Zahf?reguZafgur(tegularuw) matricu A;(uﬂz)

L
-

i3 F,-abirliivosti niza ==(xy) ka 8 (prd ko) aledt

F-zbirliivost tog niza ka o (pri k>®).

U gtvart, ove je Lorentn—cv Thecorem 2 in [203]) .

3.9 MATRICE GENERISANE SKORO KOMVERGENTIIN PURKCIJAL:

Heka Je, eada t—>flt) L-merliiva £ eultinoki ogranilenrs

funketia na tntervalu (C, +@D[.,
Stauiro

k+n i
=---%ff(t)rft (1 2 %k £ n),=0 (mek),n,k=1,8,.0.,¢(3.70)

Lr

nok

De fintealt smo. trougacnu beekonalnu nuatricu Af=(a£p),

generiganu funketjom t~~f(t), t< (0, +OL aa koju

vyredr

STAV(3,5) Ako je funkeija t—>f(t) telo, + W




ckoro konvergentna, tada je mutlrica Af:(aip), (-

neritgana tom funkcetjor 1 dejintsuna relaeijon(.5.50),

F-konzervativna., Ako jeo, jo3, {-%fm-f(t)ZI, tada Je o
matrica Af=(a£k) F-regularna (recularnal.
DOKAZ. Dokaz oveg stava e 8rodt Hd rovoru ug-=

lova 1) = 3) iz stava (3.1).

Zatata, ako je t - f(t), te [0, +OT gkero konver-

centna funkeija, tada Je, po dejinieijt, ta junk-

etja ogranidena s.c. na wntervalu Lo, +M0 £, 1,-

n_ K+ |
147 = sup{ ) _ 'E’Z f rle)de] ¢ nei} <
T k=1 n I . |
o n ;{;I"?i
feawp(J Iy [ Ifre)] dt i mei} £
| k=1 n K
. . nog k+n SR
£ .Bup{ gupeg:-_}]f(t)l L — f dt; ?IE'..:'J} =
otcta k=1 n" K |
CO
= Bup{‘supésﬂ | ()] ns nE H} -
O£t <+ k=1 |

supecs | f(t)] < +00,
0Lt <+

., F , - |
gledt da riatrica Jf'= (a;k) aadovoljava uolov 1)
i3 gtava(3.1l).
Funketja tv=f(t), t €(0, +D[ je¢ sloro konvergen-

tna, a prena (3.80) Je a£k= 0 (n<k)t sal £k &n




""(.‘3-

Lin @l = tin o [ ple)dt =
N~ pk N0 " g

g 1 R+ -
= lin & (= [ ft)dt)=c.7-1im [(t)=0.
1n->0 bk o |
Dakle, i1mamo
Lin al
im a ‘ - : ..
n_’m ?Ik - O’ k :1_' &g s 08 [} tJi )

mqtrica-ﬂf:(aﬁp)'aadovoljava uclov &) va etavu(3.1).
Frema stavu(Z.4), na protzvoljno £€>0,poctoji do-
voljno velik prirodan brog istakav da je,za ave

" 2 l‘; 1: 34 BUG k{:'.f,z,..-),

I-kﬂz

177 fterdszera y, (o, L I<E, wsF-iin [(8).
x !

N,y b b 20

Odavde, prema (3.20), iramo,sa cve n= i,

{P__ r o R 1k+ﬂ ‘ -
_ r&__‘:}auk - BI -'-‘..] %{;& ;l- -E { f(t)dt) 'HI =
n
- s 1 _
_} %;3 n (3+8n,k)-ﬂl B
1 T 1 Je
- "’ Gﬂ;Klén ;——-lﬂn,”"




tako je € > 0 protzaveljno, oduavde sledi

T E
¢ nk €5

N0 k=]

tj. matrica af = (aik) nadovoljava © uslov 3) tz

gtava (3.1}). wa osnovu atava(3.1) asakljudujerio

da jJe matrtea Afi(afk) F = reguluerna.

b s Z‘Lm flt)=4, tadu rrmtrica.
Af‘(afk) quOUOZJﬂUd uslove 1) - &) 1: staval(d.l

Speetjalno, ako je F

pa je ona, na GGHOUH tog gtava, FFreguZarna(raf

gularnal), Time Je stav(3.§) doka:zan,

ila clidan nadin ge dokazuje |
STAV(S.G}-Aﬁowje;niz_x:(xk)'akoro Konvergentan,

tada je matrica

.
- 1_1_‘1.2__ 2y, (1 2k £ n),200ne i), ka1, 2,000,

F-konnervativnd. Aka 7€, 405 F, Lint o, =1, tudu
. " #OJ k o

Je A“'(a k) F-regularna (regularnal.

Prena stavu(3.5) svaka ekoro konvergentna funketja

- generiie jednu F-konzervativnu, ua tine 1t konzerva-

tivnu matricu. |
Spectjalno, svaka skoro konvergentna funketja trsf(t),

t € (0, +@[,za koju je [=1lin J(t) = 1ygeneride jeduu
_ Lo o |

- F-recularnu (regularnu) matricu.

Klasa svih F-kouzeruativnih matritea i, speceijalno,

Klasa evih nutrica defintsanth reluctjom (5.807,

Je ulu od klase svih konzervativnth matrica., Ilt,
Ito je toto, ne moie ce svaka konmervativna ruatri-
ca dobiti pomodu skoro konvergentne funketje prena
(3.20). |




k'

Pokasademo da se ni svaka trougaona regularna (a time
nt F-regularna) matrica ne moie dobiti pomodu gkoro

konvergentne funkeije prema (3.20).

- 2atsta, neka je t- ~f{t), t- 10, +2[ pkoro konverge-
ntna funkeija,za koju je, joég, gfﬁﬂm flt)=1.

Tada, préma (3.20), imamo,za osve n,k=1,2,... ,

. k+n+1 k+k . 2k+(n+l=k)
(n+1) an”.,k.-:[f(t)dt = {f(t)dt + 2{ F(t)dt

o
kl.
+
—
o
-+
—
}
~
i
T
8
—
I
x*
IN

n+l
5

tj. tmamo

(ntl)"a 1,k Koay ke(n+1-k) 941k, 2k, 1 %2k £ 3::-(3-3u)
sa gva n,k=1,2,... .

Spectijalno, sa k=1, odavde imamo

(n+1 an+1’1-{111+ﬂ an’z, ﬂ - 3_,3,111 ] | | [N FRLE "

Lako je uoditi da ne mora evaka regularna matrica sado-
voljavati uelov (3.22) i, spectjalno, uslov (3.23).
Time je tvrdjenje dokaamno.,




. %
- t;fl' -

I ¥ D E X

2 3
B(f) 3,4
B((xi)J 4

Banach=-ov tnvarijantnt funkeional
Boahnéf-Fejer-av stav

E 18,30

N3 | 5,60 ‘
F,-abirlfivost 59

" F=lim f(t) 36,51

t >0

P-lim x, 39,41

1 >0 |

F-konaervativna matrica 60

F=regularna matrica 61

funketonal (invarijantni) 6

lahn-Banach=-ov stav | 2

Konservativna matrica 59

kojim-Schur-ov etav 59
18

A 2,40

L(f) 19

Liz.)) 26

LI f(t) 35

~

Lim f(f), 35

LIM x, 36
1




A o

m 36

matrica generiéana skoro konvergentnom funkeijom
matrica genarigana ekoro konvergentnim nizom
p(f) 2,15

p((mi)J 3,25

sakoro konvergencija realnog ntza 39

gkoro konvergencija vektorskog nisa 41

s ko ro konvergencija vektorske funketje 50,61
Toeplitaz~ov stav 59
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