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Predgovor

Dezargova i Paposova teorema spadaju u teoreme klasi¢ne (realne) projek-

tivne geometrije, koje stoga vaze i u afinoj realnoj ravni, koja je uz dodate
idealne tacke model te geometrije. Algebarski pristup geometriji i konstrukcije
projektivnih i afinih ravni nad algebarskim strukturama koje nisu polje real-
nih brojeva aktualizovale su i pitanje vazenja Dezargove i Paposove teoreme u
njima. Naime, one nisu posledica aksioma projektivne (odnosno afine) ravni.
U ovom radu bavimo se afinim ravnima i vezom izmedu algebarske strukture
koja odgovara jednoj takvoj ravni i ¢injenice da li je ona ne-Dezargova ili ne-
Paposova.
U prvom poglavlju su predstavljene algebarske strukture prstena, kvazipolja,
tela, polja, prstena sa deljenjem, ternarnog i ravanskog ternarnog prstena itd.
Tu takode dajemo primer kvaterniona koji ¢ine tela i oktonione koji su primer
prstena sa deljenjem. U drugom poglavlju uvodimo afine ravni i pojam izomor-
fizma medu njima. Uvodimo pojmove translacije i dilatacije, pokazujemo kako
se jedna afina ravan moze koordinatizovati pomoc¢u ravanskog ternarnog prstena
i bavimo se pitanjem izomorfizma dve takve ravni. Pokazacemo da je afina ravan
definisana nad telom ako i samo ako u njoj vazi Dezargova teorema, odnosno
neophodnost asocijativnosti u ternarnom prstenu nad kojim je afina ravan iz-
gradena. Pokazac¢emo i da Paposova teorema povlaci Dezargovu, kao i da je
neophodan i dovoljan uslov da ona vazi komutativnost mnozenja u ravanskom
ternarnom prstenu.

U tre¢em poglavlju dajemo primere nekih ravanskih ternarnih prstena koji nisu
asocijativni ili komutativni i koji stoga odreduju ne-Paposove i ne-Dezargove
ravni.

Za citaoce koji bi dublje da istraze ovu temu preporucujemo E. Artin [1] za
upoznavanje sa teorijom afinih i projektivnih ravni (videti [1], Glava II) i D.
Hughes i F. Piper [5], verovatno najsveobuhvatniju knjigu o projektivnim rav-
nima (studija koja je u sustini ekvivalentna studiji o afinim ravnima).

Zahvalila bih se ¢lanovima komisije, dr Zoranu Raki¢u i dr Srdanu Vukmirovicu,
na pazljivom ¢itanju rada i korisnim komentarima koji su ga poboljsali.



1 Algebarski pojmovi

1.1 Osnovne algebarske strukture

U ovom poglavlju da¢emo kratak pregled algebarskih pojmova, a posebno struk-
tura koje ¢e nam biti od znacaja u radu.

Dekartov proizvod proizvoljnih skupova A i B je skup ¢iji su elementi svi
uredeni parovi (a,b) gde je a € A1 b € B i oznacavamo ga

Ax B={(a,b):a€ Abe B}.
Ako je A = B, onda skup A x A oznaCavamo sa
A% ={(a,b) :a,b € A}

i zovemo Dekartovim kvadratom skupa A.

Binarna operacija u nepraznom skupu A4 je svako preslikavanje w : A2 — A
kojim se proizvoljnom paru (a,b) njegovih elemenata a i b pridruzuje odreden
element w(a,b) tog istog skupa A. Taj element jo$ oznatavamo a w b.

Sli¢no, ternarna operacija na skupu A je svako preslikavanje w : A3 — A
kojim se proizvoljnoj trojci (a,b,c) elemenata a,b,c € A pridruzuje odreden
element w(a, b, ¢) iz tog skupa.

Binarna operacija * na skupu A je
1. asocijativna ako (axb)xc=ax (bxc), YVa,bce A

2. komutativna akoaxb=bxa, Va,bec A.

Neka je dat skup A sa dve binarne operacije + i - koje zovemo sabiranje i
mnozenje. Tada kazemo da je operacija -

1. levo distributivna u odnosu na operaciju + ako

a-(b+c)=a-b+a-c, Vabcc A

2. desno distributivna u odnosu na operaciju + ako

(b+c)-a=b-a+c-a, Ya,bce A

3. distributivna u odnosu na + ako je levo i desno distributivna.

Uredeni par (A4, *), gde je A neki skup i * binarna operacija u tom skupu
nazivamo grupoid.

Asocijativni grupoid nazivamo polugrupom.

Ukoliko u polugrupi postoji element e takav da

axe=a,exa=a, YVac A
onda taj element nazivamo neutral, a polugrupu sa neutralom nazivamo mono-
id.
Neprazni skup G sa binarnom operacijom * zva¢emo kvazigrupom ako vazi:

1. a %z = b ima jedinstveno resenje x, za sve a,b € G,



2. y*a = b ima jedinstveno reSenje y za sve a,b € G.

Ukoliko u kvazigrupi postoji neutral, tada je G petlja.
Petlja G ispunjava osobinu desnog inverza ako

Vee G, It e (yxx)xat =y, Vyeq.
Sliéno, u G vazi osobina levog inverza ako
VeeG, e Ga b x(zxy) =y, VyeQ.

Ako u G vaze osobine desnog i levog inverza onda u G vazi osobina inverza.
Element a € A jednog monoida je inverzibilan ako postoji element b € A takav
da je

axb=e, bxa=e.

Tada je b njegov inverz i jo§ ga oznacavamo sa a .

Monoide u kojima su svi elementi inverzibilni nazivamo grupama.
Grupa je Abelova, odnosno, komutativna ako je * komutativna operacija.

Neka su na skupu K definisane dve binarne operacije + i -. Uredena trojka
(K, +,-) je prsten ako zadovoljava sledece uslove:

1. (K,+) je komutativna grupa
2. (K,-) je monoid
3. operacija - je distributivna u odnosu na +.

U prstenu neutral za sabiranje obi¢no nazivamo nulom i oznacavamo sa 0,
a neutral za mnozenje zovemo jedinicom i ozna¢avamo sa 1. S obzirom da u
prstenu vazi distributivni zakon sledi da je Va € A, a-0 =0-a = 0. Zato,
ukoliko prsten ima bar dva elementa vazi 1 # 0, i pri tom 0 nema inverz za
mnozenje.
Slabo (levo) kvazipolje W je skup sa dve binarne operacija + i - koji zado-
voljava:

1. (W,+) je Abelova grupa sa neutralom za sabiranje 0
2. (W\{0},) je petlja
3.vazi0-x =0 Ve e W
4. z-(y+z2)=z-y+az-z Va,y,z€ W.
Ako umesto uslova 4. vazi uslov
4. (y+z) z=y-xz+z-x Ve,y,z€W
onda W nazivamo slabo desno kvazipolje.
Lema 1.1 Ako je W slabo kvazipolje onda
l.a-0=0VYaeW
2. a-(=b)=—(a-b) Ya,be W.



Jezgro slabog kvazipolja W je skup svih elemenata k& € W takvih da vazi
1. (z+y)-k=z-k+y-k
2. (z-y)-k=x-(y-k) Yo,y e W.

Kvazipolje (levo) je slabo levo kvazipolje (K, +, ) takvo da za a # o’ jedna-
¢ina axr = @’z + b ima jedinstveno reSenje za x.

Desno kvazipolje je slabo desno kvazipolje (K,+,-) takvo da za a # o
jednacina zra = xa’ + b ima jedinstveno resenje za x.

Levo skoro polje je levo kvazipolje sa asocijativnim mnozenjem. Nenula ele-
menti skorog polja ¢ine grupu u odnosu na mnozenje. Desno skoro polje je desno
kvazipolje sa asocijativnim mnozenjem.

Konacno slabo kvazipolje je kvazipolje.

Svako kvazipolje koje ima asocijativno mnozenje naziva se skoro polje. Kvazi-
polje koje zadovoljava desni distributivni zakon nazivamo prstenom sa de-
ljenjem.

Kako je prsten sa deljenjem ujedno i desno i levo kvazipolje, on sadrzi levo
i desno jezgro. Takode sadrzi i srednje jezgro. Ove podskupove nazivamo
seminukleusima.
Desni nukleus N, prstena sa deljenjem D je skup svih elemenata d iz D takvih
da je (zy)d = x(yd) Vz,y € D. Levi i srednji nukleus se definisu analogno;
N, Ng, Ng su seminukleusi od D. Presek N ova tri seminukleusa od D zovemo
nukleus ili jezgro, dok skup svih n € N takvih da je dn = nd,Vd € D nazivamo
centrom od D i obelezavamo sa Z.

Neka je D prsten sa deljenjem. Ako D zadovoljava levi i desni alternativni zakon
(levi: z(zy) = 22y, desni: (zy)y = zy* Y,y € D) onda D zovemo alterna-
tivnim prstenom sa deljenjem.

Teorema 1.1 Prsten sa deljenjem D sa osobinom desnog inverza je alterna-
tivni.

Teorema 1.2 Svaki alternativni prsten sa deljenjem D zadovoljava osobinu in-
verza.

Teorema 1.3 Svaki konacan alternativni prsten sa deljenjem je polje.
Prstene u kojima jedino nula nema inverz zovemo telima.

Lema 1.2 Asocijativni prsten sa deljenjem je telo.
Komutativna tela zovemo poljima. Ako je n najmanji prirodan broj takav da
jenl =1+---+1=0 tada kazemo da je n karakteristika polja. Ako takav

prirodan broj ne postoji, onda kazemo da je karakteristika polja co.

Navodimo Vederburnovu teoremu.



Teorema 1.4 Svako konacno telo je polje.

Ako je K polje, mozemo govoriti o polinomima nad K. Predstavi¢emo ih
u obliku f(z) = apz™ + ap_12" "t + -+ + a1x + ag gde su a; elementi iz K i
x novi simbol koji nazivamo neodredenom. Sabiranje i mnozenje polinoma je
definisano na uobi¢ajeni nacin. Za neko b iz K govorimo o vrednosti f(z) u b:
to je f(b) = anb™ + an_1b"" 1 + - 4+ a1b + ag §to je element iz K. Reéi éemo
da je f(z) nesvodljiv ako ne postoje polinomi g(z) i h(x), oba manjeg stepena

od f(z), takvi da f(z) = g(x)h(z).

Neka je p prost broj i ¢ = p™. Tada postoji jedinstveno polje, zvano Ga-
loaovo polje sa ¢ elemenata, koje oznacavamo sa GF'(q). Svako konacno polje
je izomorfno sa nekim GF(q). Vazi:

1. GF(q) je karakteristike p.
2. Multiplikativna grupa od GF(q) je cikli¢na.

3. Ako je p = 2 onda je svaki element iz GF(q) kvadrat, a ako je p # 2 onda
su ta¢no pola od nenula elemenata iz GF(q) kvadrati.

4. Svaki element iz GF(q) je suma dva kvadrata.

Za neko telo K, automorfizam od K je 1 — 1 preslikavanje o : K — K, a(x) =
@ takvo da je

(z+y)*=2%+y* i (2y)* =2%Y", Va,ye€ K.

Skup automorfizama tela K ¢ini grupu Aut(K). Anti-automorfizam od K je
1 — 1 preslikavanje 3 tako da je (z +y)? = 28 + 4% i (zy)® = yP2® Va,y € K.

Neka je (V,+) Abelova grupa, K teloi-: K x V — V preslikavanje takvo da je
1.k-(v+u)=k-v+k-u
2. (k) u=k-(l-u)
3. (k+l)-v=k-v+1l-v
4. 1-v=w,

gde jeu,v € Vik,l € Kil jedini¢ni element u K. Tada je V levi vektorski
prostor nad telom K.
Ako je - : V x K — V preslikavanje takvo da je

1. (wtu)-k=v-k+u-k
2. u-(k-1)=(u-k)-1
v (k+l)=v-k+wv-l

4. v-1=v,



gde u,v € Vik,l € Kil jedini¢ni element u K, onda je V desni vektorski
prostor nad telom K.
Ako je K polje, odnosno mnozenje je komutativno, prethodne dve definicije

se ne razlikuju i tada jednostavno kazemo da je V' vektorski prostor nad poljem
K.

Naveseéemo nekoliko definicija vezanih za leve vektorske prostore. Odgo-
varajuce definicije za desne vektorske prostore formulisu se u analogiji sa njima.

Neka je V' levi vektorski prostor nad telom K. Vektor ayvi + -+ + auvn,v; €
V,a; € K je linearna kombinacija vektora v1,...,v,. Vektori vy,...,v, su
linearno nezavisni ako jednacina ajv; + -+ + a,v, = 0 ima po «; samo
trivijalno resenje oy = -+ = a,, = 0. Vektori vy, ..., v, generisu prostor V,
odnosno ¢ine njegovu generatrisu ako se svi njegovi elementi mogu predstaviti
kao linearne kombinacije vy, ..., v,. Generatrisa ¢iji su elementi linearno neza-
visni naziva se bazom tog prostora. Svake dve baze imaju isti broj elemenata
i taj broj nazivamo dimenzijom tog prostora.

Neka su Vi i V5 dva leva vektorska prostora nad telom K. Preslikavanje f :
Vi — Vs je homomorfizam ako je (ajv; + agvs)f = alv{ + agvg,al,ag €
K, v1,v9 € V1. Ako je, pri tom, f bijekcija tada kazemo da je f izomorfizam.

Svi levi vektorski prostori dimenzije n nad telom K su izomorfni.

Svi vektorski prostori dimenzije n nad poljem K su izomorfni.
Neka su V' i W levi vektorski prostori nad telom K i « automorfizam od K.
Ako je ¢ : V — W preslikavanje takvo da

1. Yo, v9 €V i (v1 +12)? = v<1¢> "H}g
2. YveVk e K : (kv)? = k*(v?)

onda je ¢ semi-linearna transformacija iz V u W sa pridruzenim automorfiz-
mom «. Oc¢igledno je semi-linearna transformacija sa pridruzenim identitetom
tela K homomorfizam. Tada ¢ nazivamo jos i linearnom transformacijom.

Sada, posmatrajmo semi-linearne transformacije levog vektorskog prostora
V na sebe samog; dobijamo zatvoren skup. Ako su ¢; i ¢o semi-linearne trans-
formacije sa pridruzenim automorfizmima «; i as, onda je ¢1¢- definisano sa:
v#192 = (vp#1)?2 i ima pridruzeni automorfizam ajas. Semi-linearna trans-
formacija iz V u V je ne-singularna ako je 1 — 1 i na. Skup ne-singularnih
semi-linearnih transformacija obrazuje grupu I'L(V).

Teorema 1.5 Jezgro J slabog kvazipolja W je telo. Stavise, W se moze sma-
trati desmim vektorskim prostorom nad J.

Teorema 1.6 Neka je W slabo kvazipolje sa jezgrom J. Ako je W konacéno
dimenzioni vektorski prostor nad nekim pod-telom H od J onda je W kvazipolje.

Primer 1.1 Neka je H = {al + bi + ¢j + dk|a,b,c,d € R}. Za svaka dva
elementa ¢ = a1l + b1t + c1j + dik i g2 = asl + bt + coj + dok skupa H



definisemo binarnu operaciju + na sledeéi nacin:

@1+ q2 = (a1l 4 by + 1 + dik) + (azl + boi 4 coj + dok)
= (a1 +a2)l 4 (b1 + b2)i + (c1 + c2)j + (d1 + d2)k.

Nazivamo je sabiranjem u skupu H. Uredeni par (H, +) je grupoid. Operacija +
je asocijativna jer se asocijativnost operacije 4+ svodi na asocijativnost sabiranja
u skupu R. Naime, iz definicije operacije + sledi:

(1 +q2)+gq3 =

((a1 +a2)l + (b1 + b2)i + (c1 + ¢2)j + (d1 + d2)k) + (a3l + bsi + ¢35 + dsk) =
((a1 + a2) + a3)1 + ((by + ba) + b3)i + ((c1 + ¢2) + ¢3)j + ((d1 + d2) + d3)k =
(a1 + (a2 + a3))l 4+ (by + (ba + b3))i+ (c1 + (2 +¢3))j + (di + (da + d3))k =
(a1l +b1i+ c1j + dik) + ((a2 + a3)l + (ba + b3)i + (c2 + ¢3)j + (d2 + d3)k) =
a1 + (g2 +g3)

odakle sledi da je (H,+) polugrupa. Na osnovu definicije sabiranja kvaterniona
sledi da je njen neutral element 01 4+ 07 + 05 + Ok, a kvaternion
—q = —al—bi—cj—dk nazivamo inverzom kvaterniona g = al+bi+cj+dk. Kako
se komutativnost operacije sabiranja kvaterniona svodi na komutativnost sabi-
ranja u skupu R, time smo dokazali da je algebarska struktura (H,+) Abelova
grupa.

Sada mozemo definisati i jednu spoljnu R-operaciju * na skupu H tako da
za svako o € R i svako ¢ € H vazi

axq=(aa)l + (ab)i+ (ac)j + (ad)k. (1)

Tako definisanu spoljnu R-operaciju zovemo mnoZenje skalarima. Dakle, struk-
tura (H, +, *) postaje jedan vektorski prostor nad poljem R koji ¢emo obelezavati
sa H = (H,+,x). Prema definiciji strukture H sledi da se svaki element al +
bi+cj+dk € H moze na jedinstven nacin zapisati kao linearna kombinacija ele-
menata 1,4, 7, k. To upravo zna¢i da je skup {1,4,j,k} i jedna baza vektorskog
prostora H. Tada skup realnih brojeva identifikujemo sa skupom {alla € R}, a
element al + bi + ¢j + dk zapisujemo i kao a + bi + ¢j + dk.

Mnozenje - na skupu H uvodimo kao distributivhu operaciju, koja je na
baznim vektorima data slede¢om tablicom mnozenja

. | 1 i j k
111 i k
ili -1 k -
ili -k -1 i
klk j - -1,

dok je (xq1) g2 =ax*(q1-q) =q - (@*q2),q1,¢2 € H,x € R.

Element 1 je neutral mnozenja, a direktnom proverom zaklju¢ujemo da je
mnozenje na skupu H asocijativno. Za proizvoljna dva elementa ¢;,q2 € H
dobijamo

q1 = (a1 +bii+c1j +dik), g2 = (a2 + bai + c2j + d2k)
q1 - q2 = (araz — biby — cic2 — didz) + (a1be + braz + c1dy — dyca)i
+ (alcg — bids + c1as + dlbg)] + (a1d2 + bicoy — c1bo + dlag)k.



Dakle (H,+, ) je prsten, a njegove elemente nazivamo kvaternionima.

Mnozenje na skupu H nije komutativno, npr. ¢-j = —j-i = k.

Sliéno skupu kompleksnih brojeva i u skupu H mozemo definisati operaciju
konjugovanja kvaterniona. Neka je ¢ = a + bi + ¢j + dk proizvoljan kvaternion
iz skupa H. Tada njegov konjugat definiSemo sa ¢ = a — bi — ¢j — dk. Pri tom
vazi ¢ = q. Vazi sledeca lema:

Lema 1.3 Neka su q¢1 = a1 + b1t + 15 + d1k i @@ = ag + bai + coj + dok dva
proizvoljna kvaterniona iz skupa H. Tada vazi:

G+@e=0+7q { a1 42 = q2 " q1-

Dokaz: Na osnovu definicije sabiranja kvaterniona imamo

(a1 +bri+c1j+dik) +

= (a1 +az)1 + (b1 + bo

= (a1 +a2)l — (b1 + b2
= (a1 —bii —1j — drk
=q1 + ¢

~

+ (ag + bai + c2j + dok
i+ (c1+c2)j+ (di + da
1—(c14c2)j — (di + da
+ (a2 — bat — coj — dok

g+ g2 =

k
k

~— ~—

)
)
)
)

~

Sliéno se dokazuje i druga relacija

G2 = (a1 +bii+c1j + dik) - (ag + bai + coj + dak)

= ( + (a1b2 + brag + c1dy — dica)i
+ (a1da + bica — c1ba + dyas)k
(a1bg + brag + c1ds — dyc2)i
j — (a1da + biea — c1ba + dyas)k.

aiaz — biby — crep — dids) +

+ (a1c2 — bida + craz + dib2)j
= (a1a2 — biby — c1c2 — dida) —
— (arca — bida + c1az + diby

\/vv\_,

S druge strane vazi

@ @1 = (a2 — bai — c2j — dok) - (a1 — b1i — c1j — dik)
= (agal — boby — o0y — dgdl) — (a2b1 + boay + cody — dgcl)i
— (agcl — body + coar + d2b1)] — (Clgdl + bacy — caby + dgal)k.

Kako su desne strane ovih jednakosti jednake, sledi da su i leve strane jednake.

Neka je ¢ = a + bi + ¢j + dk proizvoljan kvaternion i ¢ = a — bi — ¢j — dk
njemu konjugovani kvaternion. Mnozenjem ova dva kvaterniona

q-G=(a+bi+cj+dk) (a—bi—cj—dk)=a>+b>+c+d*
dobijamo da je taj broj realan i nenegativan. Stoga mozemo govoriti i o normi

kvaterniona
lal = V47 = Va? +b* + 2 + d?.

Na osnovu definicije norme kvaterniona sledi da vazi

7l =\77= 1= Va>+ 1>+ +d>=q|,




kao i

gl =/ (4@)(q@) = v/ (q0)(q7) = /(q@)\/(q2) = lallg| = |aI* = |qllTl.

Koristeé¢i konjugaciju i normu kvaterniona mozemo da definiSemo inverz
kvaterniona. Proizvod nenula kvaterniona i inverza treba da bude jednak 1,
pa je inverz kvaterniona ¢ dat sa

1 q
=5
lq|?

Ovim smo dokazali da je struktura (H\ {0}, -) jedna grupa. Ova grupa nije
Abelova, jer operacija - nije komutativna. Dakle, algebarska struktura (H,+,-)
je nekomutativno polje, odnosno telo.

Uocimo slede¢e. Kompleksne brojeve C mozemo identifikovati sa R? gde je
element ¢ = (0,1) i pisemo (a,b) = a + bi,a,b € R. Sabiranje je definisano kao
standardno sabiranje na Dekartovom proizvodu, a mnozenje se sa R distribu-
tivno prosiruje na C sa i? = —1.

Sliéno, kvaternione mozemo predstaviti kao H = C? = Cx C = {(z,y)|z,y €
C} gde je j = (0,1), a element tog skupa je (a,b) = a + bj,a,b € C. Sabiranje
je definisano kao standardno sabiranje Dekartovog proizvoda, a mnozenje se
sa C distributivno prosiruje uz uslov j? = —1. Konjugovanje je tada dato sa
a+bj=a-—bj.

Primer 1.2

Sliéno kao u prethodnom primeru definiSemo skup oktoniona kao skup O =
H? = H x H = {(x,y)|x,y € H}. Svaki oktonion je oblika £ = 2 + ye gde su
2,y kvaternioni i e = (0,1). Sabiranje je definisano kao sabiranje Dekartovog
proizvoda. Kako je (H,+) Abelova grupa, sledi i da je (H?,+) Abelova grupa
kao i vektorski prostor nad R.

Definisimo mnozenje na skupu O. Oznacimo f = ie, g = je, h = ke. Uz
uslov da je mnozenje distributivno u odnosu na sabiranje i da vazi a(&&2) =
(a€1)&2 = &1 (ada), a € R, &1, & € O mnozenje oktoniona je na jedinstven nacin
zadato slede¢om tablicom

1 4 Jj k e f g h
111 4 j k e f g h
ili -1 k -5 f —e h —g
ilg -k =1 1 g —h —e f
k\k 57 —i -1 —-h —g f e
ele —f —g h -1 i i =k
F1f e g -t -1 -k —j
glg —-h e —f —j k =1 i
hlh g —f —e k j =i -1

Na slici 1.1 graficki su prikazani medusobni proizvodi baznih elemenata.
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SI. 1.1

Pored trojki koje su ilustrovane kao kolinearne, smatramo i da su i, 7,k u is-
toj relaciji. Tada, proizvod dva elementa jednak je preostalom elementu sa
odgovarajuée prave, a znak zavisi od orijentacije prave. Na primer, jf = h, a

ej = —¢g, ji = —k. Element 1 je neutral za mnozenje. Uocimo, operacija - nije
asocijativna, na primer (ie)g = fg = —k, a i(eg) = ij = k, a takode operacija -
nije ni komutativna jer ij = —ji.

Konjugovanje uvodimo analogno sa prethodnim primerima. Pomoc¢u njega lako
se dobija da jednacine &1 = &o 1 y&1 = & imaju jedinstvena reSenja po x iy, te
je uredeni par (O, -) petlja. S obzirom da operacija mnozenja zadovoljava zakon
distributivnosti struktura @ = (O, +, -) je prsten sa deljenjem.

Kako oktonioni nisu asocijativni, oni ne zadovoljavaju Lemu 2, pa O nije telo.

<&

1.2 Ternarni prsten

Neka je ¥ skup i T ternarna operacija definisana na skupu ¥. Uredeni par
(%, T) sa ternarnom operacijom se naziva ternarni prsten.

Ako postoje dva elementa ternarnog prstena, koje éemo obeleziti sa 0 i 1, takvi
da vazi

T1 T(a,0,c¢) =T(0,b,¢) =¢, Va,b,c €T
T2 T(a,1,0) = T(1,a,0) =a, Va € T

T3 zasvea,b,c,d € ¥, a # cpostoji jedinstveno xz € T takvo da je T(z,a,b) =
T(x,c,d)

T4 za sve a,b, ¢ € ¥ postoji jedinstveno x € T takvo da je T(a,b,z) = ¢

T5 za sve a,b,¢,d € T,a # ¢ postoji jedinstven ureden par (z,y) € T takav
da je T(a,z,y) =biT(c,z,y) =d

onda je ¥ ravanski ternarni prsten.

Uoc¢imo da u ternarnom prstenu ne moraju biti definisane binarne operacije
sabiranja i mnozenja. Ipak ako je ¥ ravanski ternarni prsten tada na prirodan
na¢in mozemo definisati ove dve operacije, i to na sledeéi nacin. Za a,b € T
definisemo

a+b=T(1,a,b) i a-b=T(a,b,0).
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Teorema 1.7 Ako je T ravanski ternarni prsten, onda su (T,+) i (T*,-) petlje
sa jedinicnim elementima 0 i 1, gde je T* skup nenula elemenata iz ¥.

Dokaz: Dokazimo prvo da je (T, +) petlja.

Za bilo koje a € T, 0+ a =T(1,0,a) =aia+0=T(1,a,0) = a na osnovu
svojstava T2. i T1. ternarne operacije, pa je 0 neutral za sabiranje.

Jednacina a+x = b ima jedinstveno resenje po x ako i samo ako T(1,a,z) = b
ima jedinstveno resenje po x. Ovo vazi na osnovu svojstva T4.
Jednaéina x + a = b ima jedinstveno resenje po x ako i samo ako T(1,z,a) =b
ima jedinstveno resenje po x. Na osnovu svojstva T5. postoji jedinstven uredeni
par x,y takav da je T(1l,z,y) = b1 T(0,z,y) = a. Na osnovu svojstva T1,
T(0,z,y) = a ima y = a za reSenje, pa postoji jedinstveno z takvo da je
T(1,z,a) =b. Dakle, (T,4) je petlja.

Pokazimo da je (T*,-) petlja. Vazidaje 1-2 = T(L,z,0) =xiz-1=
T(x,1,0) = 2 na osnovu svojstva T2, pa je 1 jedini¢ni element u (T*,-).
Takode treba pokazati i da je operacija - zatvorena u skupu T*. Pretpostavimo
dajex-y=01iy#0. Jednacina T'(u,y,0) = T(u,0,0) ima jedinstveno resenje
po u koje je ocigledno v = 0. Kako vazi T'(z,y,0) = 0 = T'(x,0,0) onda je
reSenje po x, = 0. Zato je operacija mnozenja zatvorena u skupu T*.

Jednacina a-x = b ima jedinstveno resenje za x ako i samo ako T(a,x,0) = b
ima jedinstveno resenje za x. Na osnovu svojstva Th vazi

T(a,r,y) =b, T(0,z,y) =0. (2)

Kako druga jednakost (2) povlaci da je y = 0, onda T(a,x,0) = b ima jedin-
stveno resenje po x.

Jednatina x - ¢ = b ima jedinstveno resenje za x ako i samo ako T(z,a,0) = b
ima jedinstveno resenje za x. Na osnovu svojstva T3 T(z,a,0) = T(z,0,b) ima
jedinstveno resenje po x (jer je a # 0), a na osnovu T1 T(z,0,b) = b Vz, pa
T(x,a,0) = b ima jedinstveno resenje po x i (T*,-) je petlja. |

Neka je K levo ili desno kvazipolje. Tada ternarnu operaciju (a,z,b) =
[az 4+ b] mozemo definisati sa [ax + b] = ax + b i pokazademo da je K sa ovom
ternarnom operacijom i elementima 0,1 ternarni prsten.

Pokazimo da je svako levo kvazipolje ternarni prsten sa nulom i jedinicom.

T1 vazi na osnovu 3. osobine levog kvazipolja.
T2 takode vazi na osnovu 3. osobine levog kvazipolja.

T3 neka su a,b,a’,b € Kia # d paje xza+b= za’ + b pa na osnovu 1.
osobine levog kvazipolja ovo je ekvivalentno sa ax = o’z + (b — V'), a po
5. osobini levog kvazipolja ova jednacina ima jedinstveno resenje.

T4 sledi iz 1. osobine levog kvazipolja.

T5 neka su z,y, 2,y € K ix # 2. Jednatine y = ax +biy = ar’ +bza
a, b postaju
y—y =axr —ax’
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na osnovu 1. osobine levog kvazipolja i
y—vy =alx—2')

na osnovu 4. osobine levog kvazipolja. Ako je y # 3 jednacina je resiva po
a na osnovu 2. osobine levog kvazipolja. Ako znamo a onda lako mozemo
izra¢unati b iz jednacina y = ax +b iy’ = az’ +b. Jasno, b je jedinstveno.
Ovo dokazuje T5 za slucaj y # v'.

Ako je y = ¢’ onda a = 0 na osnovu 2. osobine levog kvazipolja (jer je
x — 2’ #0). Odatle, b =y = y'. Ovo dokazuje T5 za slucaj y = y'.
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2 Afine ravni

2.1 Tri aksiome afinih ravni. Preslikavanja

U ovom poglavlju uvese¢emo pojam afinih ravni i predstaviti za njih karakte-
risti¢na preslikavanja.

Data su nam dva osnovna pojma: skup ¢ije elemente nazivamo ”tackama” i
klasu njegovih podskupova koje nazivamo ”pravama’”. Ukoliko tacka P pripada
pravoj p, kazemo i da su P i p incidentni. Prva aksima koju ovi skupovi treba
da ispunjavaju je sledeca:

Aksioma 1 Neka su date dve razlicite tacke P i (). Tada postoji jedinstvena
prava [ koja sadrzi obe tacke P i Q.
Za takvu pravu [ koristi¢éemo zapis [ = P + Q.

Definicija 2.1 Ako su [ i m dve prave takve da je ili [ = m ili prave [ i m
ne sadrze nijednu zajednicku tacku, onda kazemo da su one paralelne i pisemo
L m.

Ako I }f m, onda postoji tacno jedna tacka P koja pripada i [ i m. Ako bi
postojale dve takve tacke onda bi po prethodnoj aksiomi [ = m i to znaci da je
[ || m sto je suprotno od onoga $to smo pretpostavili. U ovom slucaju kazemo
da se I im seku u P.

Aksioma 2 Neka su date tacka P i prava [. Tada postoji jedna i samo jedna
prava m koja prolazi kroz tacku P i paralelna je pravoj I.

Teorema 2.1 Relacija paralelnosti pravih je relacija ekvivalencije.

Dokaz: Ocigledno je da je ta relacija simetri¢na ({1 || lo = Iz || 1) i refleksivna
(I1 || 11), treba dokazati da je tranzitivna. Pretpostavimo da je Iy || 2 112 || Is.
Ako ne postoji tacka koja pripada obema pravama l; i I3 onda je I || 3. Ako
postoji tacka P koja pripada obema pravama ly i l3, onda je [; = [3 po aksiomi
2 izato sto je ly || l2 ils || I3, pa opet Iy || I3. |

Definicija 2.2 Klasa ekvivalencije paralelnih pravih se naziva pramenom para-
lelnih pravih.

Teorema 2.2 Pretpostavimo da postoje tri razlicita pramena paralelnih pravih
w1, T2, w3. Tada su svi pramenovi te ravni iste kardinalnosti k, a tada je i sa
proizvoljnom pravom te ravni incidentno k tacaka.

Dokaz: Neka je [ prava pramena 71, m prava pramena mo. Tada, kako [ Jf m,
postoji tacno jedna tacka P koja pripada obema pravama [ i m. Neka je @
proizvoljna tacka na pravoj [. Tada postoji tacno jedna prava m’ koja je para-
lelna sa m i sadrzi tacku @, sledi da m’ € my. Dakle, postoji 1 — 1 preslikavanje
izmedu tacaka prave [ i pravih pramena mo: broj tacaka prave [ jednak je broju
pravih pramena ms. Dokazali smo da ako su data dva razli¢ita pramena onda
svaka prava jednog pramena sadrzi onoliko tacaka koliko je pravih u drugom
pramenu. Ako je 7 proizvoljan pramen, onda je on razli¢it od najmanje dva od
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data tri pramena; neka je m # 71 i ™ # mo. Broj tacaka na proizvoljnoj pravoj
iz pramena m; jednak je broju pravih iz pramena 7 i jednak je broju pravih iz
pramena 7. Odavde lako sledi tvrdenje teoreme. |

Navedimo sada i tre¢u aksiomu.

Aksioma 3 Postoje tri razlicite tacke A, B i C' takve da tatka C ne pripada
pravoj A+ B. Kazemo da postoje tri nekolinearne tacke.

Prave A+ B i A+ C nisu paralelne jer imaju bar jednu zajednicku tacku A,
a tada bi A, B i C pripadale istoj pravoj. Zato A+ B B+CiA+C} B+C.
To znaci da sada postoje tri razlicita pramena paralelnih pravih i Teorema 2.2
vazi.

Ukoliko skup tacaka i pravih zadovoljavaju tri gore navedene aksiome, onda
kazemo da te tacke ¢ine afinu ravan.

Primer 2.1 Uoc¢imo da R? tj. skup uredenih parova realnih brojeva, gde je
prava skup tacaka (z,y) takvih da ax + by + ¢ = 0 zadovoljava askiome.

Primer 2.2 Primer afine ravni sa kona¢nim brojem tacaka je Fanoova ravan.
Ova ravan se sastoji od cetiri tacke i Sest pravih, pri ¢emu svaka prava sadrzi
tacno dve tacke (slika 2.1).

A B

Sl 2.1

Ovim tac¢akama mozemo priduziti koordinate (0 : 0),(0 : 1),(1 : 0),(1 : 1)
odnosno re¢i da su njene koordinate iz polja Zo.

Definisimo sada i preslikavanja koja odgovaraju afinoj geometriji ravni, od-
nosno ona koja ”¢uvaju” invarijante afine geometrije ravni.

Definicija 2.3 Preslikavanje dve afine ravni koje preslikava kolinearne tacke u
kolinearne, odnosno ”¢uva” relaciju incidencije naziva se kolineacija. Ukoliko je
pri tom i bijekcija zovemo je i izomorfizam.

Navedimo sada i jednu vrstu kolineacija afine ravni.

Definicija 2.4 Preslikavanje o afine ravni (koje tacke slika u tacke) naziva se
dilatacija ako zadovoljava sledece svojstvo: neka su P i ) proizvoljne dve razne
tacke, a njihove slike P’ i Q’; ako je prava I’ paralelna sa pravom P + Q) i sadrzi
tacku P’, onda tacka Q" pripada pravoj [’
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Primer 2.3

a) Preslikavanje u kom se sve tacke slikaju u neku fiksnu tacku. Za takvu
dilataciju kazemo da je degenerisana. U suprotnom je nedegenerisana.

b) Identitet.

Primer 2.4 Primeri dilatacije u afinoj ravni R? su sledeéa preslikavanja.

)

z,y) — (z+a,y+0b) gde sua,b € R. Zove se translacija realne ravni za

(
(a,b).
(

z,y) — (L —XNa+ Az, (a — \)b+ M\y),a,b, A\ € R. Ovo preslikavanje je
homotetija realne ravni sa centrom (a, b) i koeficijentom A.

a
b)
Primer 2.5 Jedan primer dilatacije u Fanoovoj ravni je dat sa

r A D B C
"\ D A C B )
Teorema 2.3 Dilatacija o je jednoznacno odredena slikama P’ i Q' dve razne
tacke P i Q.

Ako je P' = Q' onda je o degenerisana dilatacija i sve tacke se slikaju u P’.
Ako je P! # Q' onda je o bijekcija.

Dokaz: Treba pokazati da je za svaku tacku ravni njena slika odredena na
jedinstven nacin slikama tacaka P i Q.

Neka je, zato, prvo R proizvoljna tacka ravni koja ne pripada pravoj P + Q.
Tada su R+ P i R+ @ dve neparalelne prave. Neka su [y i I3 prave redom
incidentne sa tackama P’ i Q' i paralelne R+ P i R+ Q. Tadasuily il
neparalelne i imaju ta¢no jednu zajednicku tacku, a pri tom obe sadrze sliku
tacke R. Tada je slika tacke R jedinstveno odredena. Pri tom, ako je P’ = @',
prave I i I3 seku se u toj tacki pa jei R = P'.

Ako tacka R pripada pravoj P + @, R # P, neka je S tacka koja ne pripada
pravoj P + Q. Tada su P, S, R tri nekolinearne tacke. S obzirom da je slika
tacke S odredena na jedinstven nacin, ponavljajuci postupak za tacke P, S i R
zaklju¢ujemo da je slika tacke R jedinstveno odredena. Pri tom, ako je P/ = Q’
tada jei P’ =95, pai R = P'.

Dakle, ako se slike dve tacke poklapaju, onda se sve tacke ravni slikaju u istu
tacku. Zato, ukoliko se za neke dve razne tacke P i @ njihove slike P’ 1 Q'
razlikuju, onda ce se razlikovati i slike bilo kog drugog para razlicitih tacaka.
Tada je preslikavanje injektivno.

Pokazimo da je tada preslikavanje i surjektivno. Ako je R’ proizvoljna tacka
ravni koja ne pripada pravoj P’ + @Q’, prave P’ + R' i Q' + R’ su neparalelne.
Ako su p; i po prave njima paralelne, a redom, incidentne sa P i @), tada se
p1 1 p2 seku u tacki koja se ovim preslikavanjem slika u R’. Ako tacka R’
pripada pravoj P’ +Q’, R’ # P’, neka je S’ tacka van te prave i S njen original.
Ponavljajuéi prethodni postupak sa tackama P’, S" i R’ dobijamo tacku koja se
preslikala u R'. |
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Posledica 1 Ako dilatacija ¢ ima dve fiksne tacke, onda je o identitet, Sto
¢emo zapisivati o = 1.

Definicija 2.5 Neka je 0 nedegenerisana dilatacija i P neka tacka. Svaka prava
koja sadrzi P i 0P naziva se trag tacke P.
Ako je P # oP onda je trag tacke P jedinstveno odreden, i to je prava P+ o P.

Teorema 2.4 Neka je o nedegenerisana dilatacija, P proizvoljna tacka il trag
tacke P. Ako tacka Q pripada pravojl onda i tacka oQ pripada pravoj (.

Dokaz: Mozemo pretpostaviti da je @@ # P tako da je [ = P + @. Tada je
0Q # oP iocP + 0Q ||l po definiciji dilatacije. Medutim, prave l i oP + 0Q
imaju zajednicku tacku o P, to znaci da se poklapaju. Sledi, cQ pripada pravoj

L. |

Znagi, ako je prava [ trag neke (svoje) tacke, onda je ujedno i trag svih svojih
tacaka.

Neka se dva razna traga [ i Il seku u tacki S. Tada su i ly i ls tragovi
tacke S pa je ona fiksna tacka preslikavanja. Zato je i bilo koja druga prava
incidentna sa S trag. Pretpostavimo da postoji trag [3 koji nije incidentan sa .S.
Tada I3 sece bar jednu od pravih [; i I3, recimo [y u tacki M, i pretpostavimo
M # S, a tada je i M fiksna tacka preslikavanja, a dilatacija sa bar dve fiksne
tacke je identitet. Tada je svaka prava ravni trag. Ako dilatacija nije identicko
preslikavanje, sledi da I3 mora biti incidentna sa S.

Sa druge strane, ako su neka dva traga neidenticke dilatacije paralelna onda
svi tragovi pripadaju istom pramenu paralelnih pravih. Tada preslikavanje nema
fiksnih tacaka. Dakle, zakljucujemo sledece.

Neka je o nedegenerisana dilatacija:
1. Sve prave ravni su trag neke njene tacke ako i samo ako je o = 1.

2. Ako je 0 # 1 tada je skup svih tragova te dilatacije pramen pravih koje
se seku u datoj tacki P ako i samo ako je P fiksna tacka dilatacije o.

3. Ako je 0 # 1 tada je skup svih tragova te dilatacije pramen paralelnih

pravih ako i samo ako dilatacija ¢ nema fiksne tacke.

Definicija 2.6 Nedegenerisana dilatacija 7 naziva se translacija ako je ili
7 = 1ili 7 nema fiksnu tacku. Ako je 7 translacija koja nije identitet (7 # 1)
onda tragovi translacije 7 formiraju pramen 7 paralelnih pravih koji nazivamo
”smerom” translacije 7.

Primer 2.6 Primetimo da su translacije realne ravni translacije i po ovoj
definiciji.

Primer 2.7 Preslikavanje dato u Primeru 5 je translacija Fanoove ravni.
Teorema 2.5 Translacija T je jedinstveno odredena slikom proizvoljne tacke P.
Dokaz: Neka je [ trag translacije 7 koji sadrzi tacku P. Svaka prava paralelna

sa [ takode je trag preslikavanja 7; neka je I’ | [,1’ # [, Q tacka koja pripada .
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Tada tacka 7Q) mora biti na I’. Neka je m = P+ @ ineka je m’ prava paralelna
pravoj m i koja sadrzi tacku 7P. Po definiciji dilatacije tacka 7@ mora pripadati
m’. Sada tacka 7@ pripada obema pravama I’ i m/, pri ¢emu I’ y m’ jer I }f m.
Tako je tacka 7(Q) odredena jednoznacno, a dilatacija je jednoznacno odredena
slikom dve tacke. |

Od sada ¢emo pretpostaviti da je dilatacija nedegenerisana osim ako nije
drugacije rec¢eno, odnosno, od sada pod dilatacijom podrazumevamo afinu trans-
formaciju ravni takvu da vazi: ako je P # Q ondaje oP # 0Q i P+Q || cP+0Q.
Neka su date dve dilatacije o1 1 02. Njihovu kompoziciju P + o1(02(P))
obelezavamo sa o105.

Ako je P # @ onda je 0o P # 02Q), pa sledi da je 01092P # 0102Q i P+ Q ||
09 P + 02Q || 0102P + 0102Q. Zato je preslikavanje o102 je dilatacija.

Kako je o bijekcija to je mogucée formirati inverzno preslikavanje koje je takode
bijekcija. Ako je P # Q, onda o 1P # o7 1Q i

o P+071Q o0 P) + o(071Q) = P+ Q,
a odavde sledi da je i o~ dilatacija. Dakle, vazi sledeée tvrdenje.

Teorema 2.6 Dilatacije afine ravni obrazuju grupu u odnosu na kompoziciju
funkcija.

Neka je 7 translacija. Ako 77! nema fiksnih tacaka onda je ona translacija.
Pretpostavimo da preslikavanje 7—! ima fiksnu tacku P. Tada je 77 !P = P, pa
i P = 7P &to je moguée samo ako je 7 = 1, a u tom slucaju je i 7—! = 1 takode
translacija.

Neka su 71 i 72 translacije. Ako njihova kompozicija nema fiksnih tacaka, onda
je u pitanju translacija. Pretpostavimo da njihova kompozicija ima fiksnu tacku,
1P = P. Tada je P = Tflp. Tada 79 1 Tfl na isti nac¢in preslikavaju tacku
P, a kako je translacija na jedinstven nacin odredena slikom jedne njene tacke
sledi 5 = 7'1_1. Tada je 75 = 1 translacija. Vidimo da je 7372 translacija u
bilo kom slucaju.

Teorema 2.7 Translacije afine ravni obrazuju grupu, podgrupu grupe dilatacija
afine ravni.

Definicija 2.7 Grupu dilatacija oznacavamo sa D, a grupu translacija sa T.

Teorema 2.8 Grupa T je normalna podgrupa grupe D. Ako je o dilatacija a T
translacija (1 # 1), onda 7 i oo =t imaju isti smer.

Dokaz: Pokazimo prvo da je o7o0~! = 7y translacija.

Ako preslikavanje 71 ima fiksnu tacku P onda je oro ! P = P, a odatle sledi
70 'P = ¢~ 'P. Tatka 0~ 'P je fiksna tacka preslikavanja 7. Sledi 7 = 1, tj.
71 = 1 je translacija.

Pretpostavimo sada da 7 # 1 i da je m smer preslikavanja 7. Prava o~ !'P +
70~ P je T-trag tatke o' P i prema tome to je prava pramena w. Podto je o
dilatacija, onda 0™ 'P + 707 'P || 0(6c7'P) + 070" 'P = P + or0~'P. Prava
P + o070~ P takode pripada pramenu 7 i ona je o7o " !-trag tacke P. Odavde
sledi da 070! takode ima smer 7. |
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Teorema 2.9 Translacije, odredene datim smerom - pramenom paralelnih pra-
vih ™ zajedno sa identitetom obrazuju grupu.

Dokaz: Ako je 7 # 1 onda prava P + 7P = 7P + 77 '7P je 7-trag tacke P
i 77 l-trag tacke 7P. Ako translacije 71 i 7o (11 # 1,72 # 1) imaju pravac 7,
onda prava P + 1 P pripada pramenu 7 i sadrzi tacku 7 P. Po Teoremi 2.4 ona
sadrzi 1 tacku 712 P. Ako je 7172 P = P, onda je 172 = 1; ako je 7o P # P
onda je prava P 4+ 5P = P + 1y P trag preslikavanja 775 i pripada pramenu

. |

Teorema 2.10 Ako postoje translacije sa razlicitim smerovima onda je grupa
T komutativna.

Dokaz: Neka su 71 i 7 translacije u neparalelnim smerovima. Tada 77 Ly
To, kao i T{l imaju iste smerove. Pretpostavimo da translacija 7 = Tlrgrflrgl
nije identitet. Tada kao kompozicija 717'27'1_1 i 7'2_1, T ima smer kao i 73, a kao
kompozicija 7 i 7'271_17'2_1 ima isti smer kao i 7q, $to je kontradikcija. Zato je
7=117m7 =7 72. Ako su 71 i 7» translacije istog smera, neka je 73 translacija
nekog drugog smera. Tada 73 komutira sa 7 i 7. Pri tom 773 ima drugaciji
smer od 7o, a samim tim i od 71. Zato i 7973 i 7y takode komutiraju, pa vazi

(1i72)13 = T1(1273) = (T273)T1 = T2(1371) = T2(T173) = (T271)73

odakle sledi tvrdenje. |

2.2 Koordinatizacija afine ravni

U ovom poglavlju ¢emo pokazati kako u proizvoljnoj afinoj ravni mozemo uvesti
koordinate, odnosno jednozna¢nu korespondenciju izmedu tacaka te ravni i
skupa K2 = K x K, gde je K ravanski ternarni prsten. Pokaza¢emo da vazi
i obrnuto, odnosno da skup K? sa izvesnom klasom podskupova koji zovemo
prave zadovoljava aksiome afine ravni. Tada za afinu ravan kazemo da je iz-
gradena nad K. Ispitacemo takode da li se jedna afina ravan moze izgraditi nad
dva razlic¢ita ternarna prstena.

Neka je A afina ravan i [ i m njene dve prave koje se seku i koje nazivamo
osama. Njihovu tacku preseka oznacimo sa O. Zvacéemo je nadalje koordinatnim
pocetkom. Neka je P proizvoljna tacka ravni i [y i m, prave incidentne sa P i
redom paralelne pravama [ i m. Tacke preseka [ i my, odnosno m i l; ozna¢imo
redom sa x i y. Tacki P pridruzujemo ureden par (z,y).




Na ovaj nac¢in definiSemo preslikavanje ¢ : A — [ x m. Obrnuto, svakom
uredenom paru tacaka (z,y) € | X m mozemo pridruziti jedinstvenu tacku ravni
u kojoj se seku prave incidentne sa tackama x i y, a redom paralelne osama m i
[. Time dobijamo preslikavanje ¢ : [ x m — A. Preslikavanja ¢ i ¢ su ocigledno,
jedno drugom inverzna, x i y nazivamo kordinatama tacke P. Kako svaka prava
sadrzi vise od jedne tacke postoje tacke D; i Do razlicite od O na osama [ i m.
Prava d; njima odredena nije paralelna osama. Zato se prava incidentna sa O
paralelna d; razlikuje od osa [ i m. Dakle, postoji prava kroz O razlicita od [ i
m. Neka je d jedna takva prava.

Sl 2.3

Neka je x proizvoljna tacka ose [, z tacka u kojoj prava incidentna sa x i
paralelna m sece d, a y tacka ose m u kojoj prava incidentna sa z a paralelna [
sece m. Na ovaj nacin smo definisali bijekciju izmedu osa [ i m. S obzirom na
ovu bijekciju identifikujemo tacke prave [ i tacke prave m i tako dobijeni skup
oznacimo sa K.

Iy

Sl 2.4

Sada mozemo da identifikujemo afinu ravan A sa skupom K2. Pri tom, tacke
prave d imaju koordinate (x,z),z € K. Pokazademo da je skup K ternarni
prsten, te da je afina ravan izgradena nad ternarnim prstenom K. Tako jos
nismo definisali operacije u ovom skupu, formalno koordinatnom pocetku do-
deljujemo koordinate (0,0). Neka je D € d proizvoljna, od sada fiksirana tacka
razli¢ita od koordinatnog pocetka. Njene koordinate od sada nazivamo (1,1).
Time su odredene i tacke jedinica na osama [ i m.
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(0,1) D(1,1) 1y

0(0,0) /(1,0) l
Sl 2.5

Ako je prava afine ravni paralelna osi [ kazemo da je nagiba 0, odnosno
horizontalna. Ako je prava paralelna osi m, kazemo da je nagiba oo, odnosno
da je vertikalna. Neka je sada p proizvoljna prava, ni horizontalna, ni vertikalna,
a po njoj paralelna prava incidentna sa koordinatnim pocetkom. Prava pg sece
vertikalnu pravu kroz (1, 0) u nekoj tacki sa koordinatama (1, a). Kazemo, onda,
da je p prava nagiba a. Ocigledno je da paralelne prave imaju iste nagibe, postoji
jednoznacna korespondencija izmedu klasa paralelnih pravih i skupa K U {co},
odnosno klasa paralelnih pravih koje nisu vertikalne i K. Ako p nije vertikalna
prava, onda ona sec¢e m u tacki oblika (0,b). Ocigledno je p na jedinstven nacin
odredena koordinatom b i svojim nagibom a.

(0,0

\/\1,0) !
(1,a)

Sl 2.6

Neka je x € K proizvoljno. Tada p sece vertikalnu pravu kroz x u tacki
(z,y) i uspostavlja preslikavanje x — y. Ovo preslikavanje koje koordinati x
tacke prave p dodeljuje njenu y koordinatu tada mozemo formalno oznaciti i sa
y = [ax+b] i redi da je prava [ data ovom jednacinom. Za vertikalne prave éemo
tada rec¢i da su date jednacinama oblika x = ¢ gde je c € K.

Posmatrajmo ternarno preslikavanje (a, z,b) — [az + b] u skupu K.

Teorema 2.11 Ternarni prsten K je ravanski ternarni prsten, odnosno, u nje-
mu vazi

1. [lz+0] =2z = [z1 + 0]
[a0+b] =[0a+0b] =0

za proizvoljne a,x,y € K postoji jedinstveno b € K takvo da je [ax+b] =y

e

ako sua,ay,b,by € K takvi da je a # a; tada jednacina [ax+b] = [a12+b1]
ima jedinstveno resenje v € K
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5. ako su x,x1,y,y1 € K takvi da je x # x1 tada postoji jedinstveni par
a,b € K takav da je [ax + b =y i [axy + b] = y1.

Dokaz:

1. [l + 0] = « vaz jer je d prava nagiba 1 incidentna sa koordinatnim
pocetkom, a pri tom njene tacke su oblika (x,z),z € K. S obzirom da je
nagib prave kroz (0,0) i (1,z) jednak z, vazii [zl + 0] = .

2. Kako prava y = [ax + b] sadrzi tacku (0,b) vazi i [a0 4+ b] = b, a kako
horizontalna prava incidentna sa (0,b) sadrzi tacke oblika (a,b),a € K
vazii[0a + b] = b.

3. Ako su a,z,y € K, postoji jedinstvena prava incidentna sa (z,y) nagiba
a, pa i jedinstveno b € K takvo da je [ax +b] = y.

4. S obzirom da se dve neparalelne prave seku u ta¢no jednoj tacki sledi i da
za a # a; jednacina [ax + b] = [a1x + b1] ima tacéno jedno resenje po x.

5. Ako je © # x1, sledi da tacke ¢ije su ovo koordinate ne pripadaju istoj
vertikalnoj pravoj. Ali tada postoji tacno jedna prava konaénog nagiba
njima odredena, odnosno postoji tacno jedan par a,b € K takav da je
y = lax+ b1y = [axy + b].

Dakle, u proizvoljnu afinu ravan uveli smo koordinate iz ternarnog prstena
K.

Kako je K ravanski ternarni prsten, operacije sabiranja i mnozenja su u
njemu date sa a+b=[la+blia-b=[ab+ 0] 1ipritom (K,+) i (K\{0},)su
petlje.

Uc¢imo, medutim da ovakav ternarni prsten nije jedinstveno odreden. Pri-
likom njegove konstrukcije izabrali smo par neparalelnih pravih [ i m, zatim sa
njima konkurentnu pravu d, a pomocu nje i tacke pravih [ i m sa koordinatama
1. Ovaj poslednji izbor je ekvivalentan izboru tacke z koja nije incidentna sa
pravama [ i m i kojoj dodeljujemo koordinate (1,1). Dakle, polje K je odredeno
izborom pravih [ i m i tacke z.

Pokazimo da vazi i obrnuto tvrdenje, odnosno da nad svakim ternarnim
prstenom mozemo izgraditi afinu ravan.

Teorema 2.12 Neka je K ternarni prsten. Ako elemente skupa K2 zovemo
tackama, dok podskupove oblika {(z,y)|y = [ax + b]} pravama, tada ovi pojmovi
zadovoljavaju aksiome afine ravni.
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Dokaz:

1. Neka su date tacke P(z1,y1) 1 Q(z2,y2), P # Q. Ako P i Q ne pripadaju
vertikalnoj pravoj, tj. pravoj nagiba oo, onda na osnovu uslova 5. postoji
tac¢no jedna prava kona¢nog nagiba njima odredena. Inace P i @) pripadaju
vertikalnoj pravoj, dakle postoji prava njima odredjena.

Ovim je dokazano da vazi aksioma 1.

2. Razmataramo dva slucaja:

1.1 Neka su date tacka P € I: P(x,y) i prava l: y = [ax + b]. Tada prava
m koja sadrzi tacku P ima oblik y = [a1z + b1]. Da bi m || | mora biti
a = ay, a kako P € I i P € m, mora biti [ax + b] = [a1z + b1] odnosno
[ax + b] = [ax + b1] pa je i b= by. Tada prava m ima oblik y = [az + 1] a
to je upravo prava [ koja je jedinstvena.

1.2 Neka su date tacka P & I: P(z,y) ipraval: y; = [azy +b]. Tada prava
m koja sadrzi tacku P ima oblik y = [a12 + b1] 1 m || | ako je a3 = a.
Dakle m: y = [ax + b1] je jedinstvena prava kroz P paralelna sa .

Ovim je dokazano da vazi aksioma 2.

3. Da bismo dokazali da vazi aksioma 3 pretpostavimo da su date tacka
A(0,0),B(1,0),C(0,1) i treba pokazati da ove tri tacke nisu kolinearne.
Na osnovu 5. sledi da postoji jedinstvena prava odredena tatkama A
i B, tj. da postoji tacno jedan par (a,b) € K? takav da 0 = [a0 + b] i
0 = [a14b]. Odavde dobijamo da je b = 0,a = 0. Da bi tacka C' pripadala
pravoj A + B mora biti 1 = [a0 + b] odnosno 1 = [0 + 0] §to je nemoguce,
pa tacka C ne pripada pravoj A + B.

Ovim je dokazano da vazi aksioma 3.

2.3 Pitanje jedinstvenosti ternarnog prstena

Ako su A i A; afine ravni izgradene, redom, nad ternarnim prstenima K i K;
odredenim pravama [ i m i tactkom z, odnosno, l; i my i tackom z; onda ce
postojati izomorfizam, odnosno kolineacija f : A — A; koja slika redom [, m
izuly,m iz akoisamo ako postoji bijekcija F' : K — K; takva da je
F(0) =0,F(1) = 1,1 F(laxz + b)) = [F(a)F(z) + F(b)] za sve a,z,b € K,
odnosno ako postoji izomorfizam ternarnih prstena. Naglasimo da ukoliko ovaj
izbor uc¢inimo manje strogim, odnosno tacku z ne preslikamo u z; ve¢ u neku
drugu, ternarni prsteni K i K; tako dobijeni vise, u opstem slucaju ne moraju
biti izomorfni. Ipak, pokazac¢emo da vazi sledeé¢e tvrdenje.

Teorema 2.13 Neka je K telo, a K, ternarni prsten. Neka su afine ravni K>
1 K12 izomorfne. Tada su ternarni prsteni K i Ky izomorfni.

Dokazaéemo ovo tvrdenje u nekoliko koraka.

Lema 2.1 Neka je K telo, a [ i m ose afine ravni K2, dok su z i z; dve tacke
neincidentne sa osama. Tada postoji izomorfizam afine ravni K2 koji preslikava
ose [ i m u sebe, a tacku z u tacku z;.
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Dokaz: Neka su koordinate tacaka z i zq, redom (1,1) i (u, v). Pri tom, u,v # 0
jer z1 ne pripada osama. Neka je preslikavanje ravni dato sa f(z,y) = (uzx,vy).
Tada, ocigledno, f(1,1) = (u,v). Neka je prava data jednac¢inom y = ax + b.
Mnozenjem ove jednacine sa v sa leve strane dobijamo

vy = v(azx) + vb = (vau™ uz + vb,

prvo zbog zakona leve distributivnosti, a zatim i zbog asocijativnosti mnozenja.
Kako se tacka (x,y) slika u (uz,vy) sledi da se prava y = ax + b slika u pravu
datu jedna¢inom y = (vau~!)r + vb. Takode, oc¢igledno je i da se vertikalne
prave x = ¢ preslikavaju u prave x = cu. Dakle, preslikavanje f zadovoljava
uslove leme. |

Lema 2.2 Neka je K telo il im ose ravni K2, a l; i m; neki par pravih te
ravni koji se seku. Tada postoji izomorfizam ravni K? kojim se ! i m slikaju u
l1 i mi.

Dokaz: Dokazac¢emo prvo da su sledeca preslikavanja izomorfizmi afine ravni.

1. Preslikavanje f1(z,y) = (y, z) je izomorfizam jer slika pravu x = a u pravu
y =0x+a, ipravu y = 0x + b u pravu x = b. Ako je a # 0, onda pravu
y = ax + b, odnosno x = a 'y — a"'b slika u pravu y = a 'z — a"'b.
Iskoristili smo levu distributivnost i asocijativnost mnozenja.

2. Za c,d € K preslikavanje fa(z,y) = (z + ¢,y + d) je izomorfizam jer slika
pravux = a upravur = a+cipravuy = axr+bu pravuy = axr—ac+b+d.
Ovde smo iskoristili levu distributivnost.

3. Za ¢ € K preslikavanje f3(x,y) = (z,y— cx) je izomorfizam jer slika svaku
pravu = a na sebe a pravu y = ax + b slika u pravu y = (a — ¢)z + b.
Ovde smo iskoristili desnu distributivnost.

4. Za ¢ € K preslikavanje fy(z,y) = (z — cy,y) je izomorfizam jer se moze
predstaviti kao kompozicija izomorfizama f; = f1 0 f30 f1

Preslikavanje fo nam omogucava da mozemo da pretpostavimo da se [; 1 my
seku u koordinatnom pocetku, a preslikavanje fi da se prava I; ne poklapa sa
osom m. Zato [; ima jednacinu oblika y = cx. Tada se preslikavanjem f3 prava
l1 preslikava u osu [. Pri tome m; sadrzi koordinatni pocetak i ukoliko se ne
poklapa sa osom m ima jednac¢inu oblika x = cy, pa se preslikavanjem fy slika u
m. Pri tome, prava [ je invarijantna za preslikavanje fy, pa je kompozicija ovih
izomorfizama trazeni izomorfizam.

Dakle, na osnovu prethodne dve leme zakljucujemo da u sluc¢aju tela K pos-
toji izomorfizam afine ravni K2 koji preslikava jedan par osa I i m i tacku z
u drugi par osa [y i my i tacku z1, odnosno za svaki par pravih koje se seku i
tacku koja sa njima nije incidentna mozemo reé¢i da su ose i tacka jedinice.

Neka je sada f : K? — K? izomorfizam afinih ravni izgradenih nad ternarnim

prstenom i telom. Ako se ose ravni K7, pi ¢ i tacka jedinice w redom, slikaju u
prave [ i m itacku z, na osnovu prethodnog, mozemo [ i m proglasiti osama ravni
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K2, a z tackom jedinice, a tada, kao §to smo veé¢ zakljuéili, izomorfizam koji
ose, koordinatni pocetak i jedinice jedne ravni slika u ose, koordinatni pocetak i
jedinicu druge ravni indukuje izomorfizam ternarnih prstena. Kako je jedan od
njih telo, tada je to i drugi.

2.4 Cetvrta aksioma

Naveséemo jos jednu aksiomu koju afine ravni mogu, ali ne moraju zadovoljavati.
Vide¢emo da ukoliko ova aksioma vazi u afinoj ravni da je onda ona izgradena
nad telom. Cetvrtu aksimu smo podelili u dva iskaza: 4a i 4b.

2.4.1 Konstrukcija tela

Aksioma 4a Za svaki par tacaka P, postoji translacija 7p g koja tacku P
slika u tacku Q: 7p(P) = Q.

Primer 2.8 Primer jedne afine ravni u kojoj ne vazi Aksioma 4a je Multonova
ravan, a o kojoj opsirnije mozete procitati u sekciji 3.1.

Primedba Kako je translacija odredena slikom jedne tacke, to znaci da je
Tp,o jednoznacno odredeno; posebno, 7p p = 1. Kako sada imamo translacije
sa razli¢itim pravcima, sledi da je grupa translacija T, ukoliko vazi Aksioma 4a,
komutativna.

Definicija 2.8 Preslikavanje o : T — T naziva se ”homomorfizam koji ¢uva
trag” ako:

1. je ono homomorfizam grupe T, tj. (1172)* = 7975
(Simbol 7% koristimo za oznacavanje slike preslikavanja 7 prilikom dejstva
preslikavanja a.)

2. ono Cuva tragove, ili bolje receno: tragovi translacije 7 su u isto vreme
tragovi 7%. To znaci da ili 7% = 1, ili translacije 7 i 7% imaju iste smerove.

Navedimo vazne primere homomorfizama koji ¢uvaju tragove.

1) Preslikavanje koje svaku translaciju 7 iz T slika u identitet: 7* = 1,Vr €
T. Oznaciéemo ovo preslikavanje sa 0 i pisati 70 = 1.

2) Identitet, koji cemo oznagiti simbolom 1; sledi 7! = 7,V € T.

3) Preslikavanje koje svaki element 7 slika u njemu inverzni 7—!. Oznagi¢emo
. . o 1 =1 =1 =1 =1 e
ovo preslikavanje sa —1. Tada vazi (mim2)”' =7, 7 =7, T, DpOSto je
grupa T komutativna. Translacije 77! i 7 imaju iste smerove.

4) Neka je o fiksna dilatacija. Tada o indukuje preslikavanje svake translacije
7 na oro~'. Veé¢ znamo da 7 i oro~! imaju iste tragove. Sta vise,

o(nm)o~t =onolorno L.
Skup svih homomorfizama koji ¢uvaju tragove oznacavamo sa K.

Primer 2.9 Odredimo homomorfizme u ravni R2. Translacije 7, i 75 imaju
iste pravce, pa je tada 75 = T¢(y)., (ako je 7 = 1 ako i samo ako f(v) = 0).

25



Tada (74, 40,)* = 7 75 Da

Tf(vitv2)(vi+v2) = Tf(v)vr Tf(v2)va = Tf(vi)vi+f(v2)ve

Odavde je f(v1+wva)vr+ f(v1+v)vg = f(v1)vr+ f(v2)ve, YV v1,vs, azalinearno
nezavisne f(v1 + va) = f(v1) = f(v2) = const. = k.

Odavde sledi 7 = 7j.,, pa skup svih homomorfizama za R? mozemo zapisati
kao {k|k € R} tj. R.

Primer 2.10 Nadimo homomorfizme Fanoove ravni. Jedna neidenticka tran-
A D B

D A C B
identitet, onda sve translacije slika u identitet. Jedan trag 7 je prava A + D.
Neidenticka transalcija 7% ne fiksira A jer je translacija, 7*(4) = X 1 A+ X ||
A+ D, paje X = D. Sliéno i nalazimo slike i za ostale tacke. Dakle 7% = 7 pa
ili « slika sve 7 u identitet ili 7* = 7. Skup homomorfizama se sastoji od dva
preslikavanja {0, a}

slacija je 7 = . Ako « slika jednu neidenticku translaciju u

Definicija 2.9 Neka su « i § elementi iz K. Tada je i kompozicija 777
translacija sa istim tragom kao i 7. Preslikavanje koje 7 slika u 7*7? oznacimo
sa a + 3. Zva¢emo ga sumom preslikavanja a i 3. Tako je 7077 = 775,
Takode, preslikavanje koje 7 slika u (77)® nazivamo proizvodom preslikavanja
a i i oznacavamo a3. Tako je 79° = (77)«.

Teorema 2.14 Ako « i 8 pripadaju K, onda i o+ 8 i aff takode pripadaju K .
Pod ovim okolnosima skup K postaje asocijationi prsten sa jedinicnim elemen-
tom 1.

Dokaz:

L ()t = (nn)*(nn)f = rfrgrir) = rimg, jer je grupa T

komutativna. Sledi, (7172)**# = Tf‘+ﬁ7'§+ﬂ.
Ako je 7 = 1, tada 7@ = 77 = 1. Odatle, 7015 = 1.
Ako je 7 # 1 onda se njegovi pravci m pojavljuju medu tragovima od

7% i 78, i takode medu tragovima od 777 = 78, Odavde sledi da je

a+p e K.

2. (7)) = (mm2)?)™ = (7775)* = (7))(75)™ = 77757,
Tragovi od 7 pripadaju onima od 77, pa prema tome i onima od (7°)* =
T8,

3. Akoje o, 8,7 € K,onda je (a+ ) +v=a+ (8+7):
rlethty = potBry = rarhry = rarBty = 7ot(B+7) jer je T grupa, pa
i asocijativna.

4. Pokazimo da je a + 8 = B 4+ a. Kako je T komutativna grupa, sledi
T7otB = rarh = pBra = e,

5. Pokazimo da je 0 neutral za sabiranje. Vazi 7°7® = 707% = 179 = 7%, pa

je 0+ a=a.

6. Jednakost o+ (—1)a = 0 sledi iz 70T (=N = ragp(=Da — ra(ra)=1 — 1 =
™, paje —a = (—1)a.
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7. Pokazimo (8 4 v)a = Ba + ya. Vazi 70N> = (70847 = (79)B ()7 =
rhBarya — Batya

8. Slicno, a(B + ) = af + ay sledi iz 7B+ = (7N = (7877)e =
(Tﬂ)a(T'y)a — raBray — raftay,

Ovde smo iskoristili ¢injenicu da je v homomorfizam.

9. Jednakost ()Y = a(By) sledi iz (@)Y = (77)*8 = ((7)F)® = (r#1)> =
a(Bv)
T :

10. Pokazimo i la = a i al = a. Ove jednakosti slede iz 71 = (79)! = 7 i
,ral — (Tl)a = 7,

Ovim je pokazano da je K asocijativni prsten sa jedinicom.

Teorema 2.15 Neka o € K, # 0 i P data tacka. Postoji jednistvena dilat-
acija o sa fiksnom tackom P tako da 7 = oro~ !, V1€ T.

Dokaz: Posmatrajmo preslikavanje dato sa o : Q — TI%Q(P). Tacka P je
ocigledno fiksna tacka preslikavanja o. Neka su Q)7 i @2 proizvoljne razlicite
tacke, a 75, (P) = Q) i 784,(P) = Q3 njihove slike u preslikavanju o. S
obzirom da je Tpg, = 7Q,Q.TPQ,, & @ homomorfizam, onda je i

a _ %
TPQ: = 7Q1Q2TPQ1»

sto, kad preslikamo tacku P znaci Q5 = 75, o, (Q}). Pretpostavimo da se @}
i Q5 ne poklapaju. Jasno je da je Q7 + @ jedan trag 78 o,. Prava Q1 + Q2
je trag 7Q,q,, pa iod 74 o, Zato su Q1+ Q2 i Q] + Q5 paralelne, pa u tom
slucaju, kao i ako se @} 1 Q% poklapaju direktno sledi da je o dilatacija.

Kako je 0(Q) = 74 (P), onda je i

Q = O'_ngQO'(P)a

pa se translacija 0~ Tp,0 poklapa sa Tpg. S obzirom da se proizvoljna transla-
cija moze, na osnovu Aksiome 4a, zapisati kao 7pg za neko @, sledi tvrdenje.

1

Primedba Primer 4) homomorfizama koji ¢uvaju trag pokazuje da vazi i za
obratno tvrdenje. Ako je o dilatacija, onda preslikavanje 7 — 070! je homo-
morfizam koji ¢uva trag a; ne moze biti 0, jer oro~! = 1 vazi samo za 7 = 1, a
ne za sve T.

Teorema 2.16 Prsten K je telo.

Dokaz: Neka o € K,a # 0 i neka je o dilatacija takva da je 7% = oro~ L.

Preslikavanje koje 7 slika u 0~ '70 = o~ t7(0~ 1)t takode je element prstena

1

. L _ . 1 ot _ .
K, i oznacava¢emo ga sa a~!. Tako imamo 7@ = o701 i 7 = o '70. Dalje

je T = (To‘_l)o‘ =o(cro)ot=7=1711i
rola = (To‘)a_l =0 Y oro Ho=7=1!
Iz poslednjih jednakosti vidimo da aa™! = a~'a = 1, tj. ustanovili smo posto-

janje inverznog elementa. |

1
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Teorema 2.17 Ako je 7% = 1 za neko « i neko 7, onda je ili o =0 ili 7 = 1.
Ako za neke o, 8,7 imamo 7 =718, onda ili T =1 ili o = B.

Dokaz: Pretpostavimo da 7@ =1 za o # 0. Primenimo a~!:

(r) =10 =1ilit=1
Pretpostavimo sada da 7® = 77. Posle mnozenja sa 7—# imamo 7= = 1. Ako
je a# fondaje T =1. |

2.4.2 Uvodenje koordinata

Aksioma 4b Ako su 71 i 75 translacije sa istim tragovima takve da je 7 #
1,79 # 1,71 # T2 tada postoji o € k tako da je 7o = 7.

Primedba Ako je 7 = 71, onda 72 = 7{; ako je 72 = 1 onda 1 = 7).

Aksioma 4b P (za datu tacku P) Neka su date dve tacke ) i R takve
da su tacke P, @, R razlicite ali sve incidentne sa istom pravom. Tada postoji
dilatacija o koja tacku @ slika u tacku R, a tacku P ostavlja fiksnom.

Teorema 2.18 Ako Aksioma 40P vaZi za jednu tacku P onda vazi i aksioma
4b. Obrnuto, iz aksiome 4b sledi aksioma 4bP za svaku tacku P.

Dokaz: Neka su 71 i 7 razlicite, neidenticke translacije sa istim tragovima
iQ =7n(P)i R = 1m(P). Kako su tragovi isti, tacke P,Q i R su kolinearne.
Neka je o dilatacija sa fiksnom tackom P koja preslikava Q u R. Tada je o0~ !
translacija koja preslikava P u R, pa je omio~ ! = 1 . Ako je a takvo da je
T 1 onda je o = 7.

Obrnuto, neka su P, Q) i R tri razlicite kolinearne tacke. Tada 7pg i Tpr zadovo-
ljavaju iskaz Aksiome 4b, pa postoji a takvo da je 7pr = Tpgy. Ako je o
dilatacija koja fiksira tacku P, takva da za proizvoljnu translaciju vazi 7% =
oro~!, onda je

= 0T0O

-1
TPR = 0TpQO

pa je Tpro(P) = o1pq(P), odnosno R = o(Q). |

Teorema 2.19 Neka su date translacije 71 @ 72 (11 # 1,70 # 1) sa razlicitim
pravcima. Tada za svaku translaciju T € T postoje jedinstveni elementi o, 5 € K
tako da 7 = T{"TQB = 7'267'{)‘.

Dokaz: Komutativnost je jasna s obzirom da je T" komutativno.

1. Neka je P proizvoljna tacka i pretpostavimo da je 7(P) = Q. Neka je
prava [; 71-trag kroz tacku P a ly mo-trag kroz tacku Q. Tada l; Jf l2, pa
postoji tacka R koja pripada l; i ls.

Translacija 7pg je ili identitet ili ima isti pravac kao 71. Sli¢no, translacija

Trq je ili identitet ili ima isti pravac kao .

Na osnovu aksiome 4b i primedbe postoje elementi «, 3 € K tako da

PR = T i TR = 7. Sledi da je 7570 (P) = TroTrr(P) = Q i sledi
_ _ B«

T=TpQ =TTy -
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2. Akoje 7078 = 7775 onda 7077 = 7377 Ako je 777 # 1 onda leva strana
jednakosti 7”7 = Tg ~# ima pravac kao 71, a desna kao 72 $to je nemoguce.
Dakle, 7' " =11 Tg_ﬁ = 1. Iz Teoreme 2.17 sledi @ = v, = .

Nadalje u ovom poglavlju pretpostavljamo da u afinoj ravni vazi Aksioma 4b.
Sada ¢emo pokazati da je takva ravan izgradena nad telom K. Neka je data tacka
O koordinatni pocetak i dve translacije 71 i 7o sa razli¢itim tragovima: tragovi
ovih translacija koji prolaze kroz tacku O mogu se predstaviti kao koordinatne
ose [ i m, a tacke 71(0) 1 72(0) kao tacke jedinica na tim osama.

Neka je P proizvoljna tacka. ZapiSimo translaciju 7op u obliku 1op = Tf Ty
s jedinstvenim &,n € K i dodelimo tacki P koordinate (£,71). I obrnuto, ako
je dat par (£,m) onda je Tng translacija koja tacku O slika u neku tacku P,
tako da je Top = 7'157';7 i ova tacka P ¢e imati date koordinate (£,7). PiSemo
P = (&,m). Tacka 11(72(0)) je tacka sa koordinatama (1,1).

Za P = O imamo Too = 779 pa su koordinate koordinatnog pocetka P =
O = (0,0).

Neka je p prava, P = (a, ) tacka na pravoj p, a 7 = 779 je neidenticka
translacija kojoj je trag prava p. Neka je @ = (§,n) proizvoljna tacka na p.
Tada ili 7pg = 11ili Tpg i 7 imaju isti pravac. Po Aksiomi 4b i Primedbi imamo
Tpg = 7' zaneko t € K.

Obrnuto, za proizvoljno ¢ prava p ¢e pripadati tragovima 7¢, gde je 7/ (P) = Q
neka tacka na [. To pokazuje da ¢e svaka translacija 78 imati oblik 7pg, gde je
Q tacka sa prave p. Takode nam je poznato da je t jedinstveno odredeno pres-
likavanjem 7pg (Teorema 2.17). Da bismo dobili koordinate tacke ) moramo
izracunati 70g. Imamo da je Toq = TpoTop = (T T9)ireT) = FTALTA,
Sledi da tacka @@ ima koordinate (ty + «,td + f3), a sve tacke prave p se dobi-
jaju za t € K. Dakle onda jedna¢inu prave mozemo zapisati na slede¢i nacin
y=xy"1 —ay 16+ f.

Kako P = («, 8) moze biti bilo koja tacka, onda « i 8 mogu biti proizvoljni.
Preslikavanje 7 = 7/ 79 mora biti neidenticka translacija, pa v i § ne mogu biti
istovremeno nula.

Sada mozemo predi na vektorski zapis: stavimo A = (v,9), P = («, 8). Tada
formula Q = P+ tA, t € K, predstavlja tacke na pravoj. Jedino ogranicenje je
da je A # O.

Ocigledno, ovaj nac¢in uvodenja koordinata odgovara koordinatizaciji nad
ternarnim prstenom koju smo ranije upoznali. Vazenje Aksioma 4a i 4b nam
omogucuje da u skupu tacaka jedne prave definisemo operacije sabiranja i mno-
zenja sa kojima taj skup postaje telo, a samim tim i ternarni prsten sa nulom i
jedinicom, a data ravan je onda izgradena nad telom.

2.5 Dezargova i Paposova teorema

U ovom poglavlju izlozi¢emo iskaze tvrdenja koja u proizvoljnoj afinoj ravni
(u kojoj ne mora da vazi Aksioma 4) mogu, ali ne moraju da vaze. Ipak, iz
tradicionalnih razloga, nazva¢emo ih teoremama.
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2.5.1 Dezargova teorema

Teorema 2.20 (Dezarg) Neka su ly,la,ls tri razlicite prave koje su ili sve par-
alelne ili se sve seku u tacki P. Neka su Q i Q' tacke na pravoj l1, R i R’ tacke
na pravoj lo 1 S i S" tacke na pravoj ls, pri cemu su sve razlicite od tacke P
ukoliko se prave seku. Pretpostavimo da Q + R || Q"+ R iQ+ S || Q" + 5.
Tada R+ S || R+ S".

Sl 2.8

Primedba Postoje trivijalni sluc¢ajevi u kojima je ova teorema ocigledno tacna:

1. Akoje Q@ = Q', onda je Q+ R = Q'+ R’ i kako I i Q+ R imaju zajednicku
tacku Ralinei @,sledi R=R'15=29".

2. Ako su tacke @, R, S kolinearne, onda su i tacke @', R’, S’ kolinearne pa
¢e i za ove tacke tvrdenje vaziti.

Ako su prave Iy, 12,3 paralelne onda ¢emo teoremu zvati Da; ako se prave
seku u tacki P, zva¢emo je DP.

Teorema 2.21 Teorema Da sledi iz Aksiome 4a, a Teorema DP iz Aksiome
4bP.

Dokaz: Neka je o translacija koja tacku @ slika u @’ (ukoliko dokazujemo Da),
ili je o dilatacija sa fiksnom tackom P, koja @ slika u Q' (ako dokazujemo DP).
Tada su prave [y, 2,13 tragovi preslikavanja o. Kako je @ + R || 0Q + oR =
Q' +0oR, toje cR=R'ianalognocS =25 Tada R+ S ||cR+0S =R +5".
|

Pokazimo da vazi i obrnuto tvrdenje.
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Teorema 2.22 Aksioma 4a sledi iz Teoreme Da, a Aksioma 4bP iz Teoreme
DP.

Dokaz:

1. Pretpostavimo da svaka prava sadrzi samo dve tacke. To znaci da dati
pramen paralelnih pravih sadrzi samo dve prave pa u ovakvoj geometriji
imamo samo ¢etiri tacke A, B, C, D i Sest pravih: A+ B, A+ C,... Svaka
prava sadrzi tacno dve tacke kojima je odredena. Takva geometrija mora
imati jedinstvenu strukturu. S druge strane postoji polje K sa samo dva
elementa 01 11 u kom vazi 1 +1 = 0. Geometrija izgradena nad ovim
poljem ima svojstvo da svaka prava sadrzi samo dve tacke, pa je ovo
geometrija od cetiri tacke. U ovoj geometriji vaze sve aksiome sem 4a i
4b.

2. Pretpostavimo da vazi Teorema Da. Sa nekim parom Q,Q’ razlicitih
tacaka definisa¢emo preslikavanje rQ.Q’ koje ¢e biti definisano samo za
tacke R koje ne pripadaju pravoj Q + Q’.

Neka je I || @ + Q' il sadrzi tacku R; tada je | # Q + Q.
Neka je m || Q@ + R i m sadrzi Q’; tada je m # Q + R.
Kako je Q + Q' }f Q + R, sledi | Jf m. Neka je R’ tacka preseka m i [.

Sl 2.9

R’ pripada [, dakle ne pripada Q+ Q' i pripada m, pa ne pripada Q+ R. To
zmacidaje R' # Q' i R’ # R. Dobijamo R+ R || Q+Q i Q+R || Q' +R'.
Tako smo odredili sliku R’ tacke R i 7@9’

Sa parom tacaka R i R’ mozemo konstruisati preslikavanje 7RR - Jasno
je da ¢e se ovim preslikavanjem @ preslikati u Q’. Neka je sada S tacka
koja ne pripada R+ R ni Q + Q' i §’ slika tacke S pri 799", Imamo
Q+Q" || R+R' || S+5’1ove tri prave su razlicite. Josvazii Q+R || Q"+ R’
iQ+S || Q+S'. Tvrdenjedaje R+R' || S+S5"i R+S || R'+5’ znaci da je
S’ slika tacke S pri preslikavanju rRBRKako smo pretpostavili da postoji
tacka S koja ne pripada Q + Q' i R+ R’, mozemo formirati preslikavanje
755" Trazeno preslikavanje 7 je kombincija ova tri preslikavanja: za neku
tacku T' njena slika e biti slika pri jednom od ova tri preslikavanja koje je
definisano. Preslikavanje 7 ima osobinu da 7(Q) = @’ $to smo veé pokazali
sa preslikavanjem rRR" Ako pokazemo da je 7 dilatacija onda ¢e 7 biti
translacija jer su svi tragovi paralelni (slucaj @ = @’ je trivijalan - to je
identitet).

Neka su U, V dve razlicite tacke. Jedna od pravih Q +Q’, R+ R/, S+ S’
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neée sadrzati U 1 V; pretpostavimo da je Q + Q' takva prava i mozemo
koristiti 79®@" za nalazenje slika. Ako je U4V || Q+Q’ onda U+V sadrzi
U’ iV'. Zato ¢emo pretpostavitida U +V Jf Q + Q'. Ondasu U i V na
istom polozaju kao §to su malopre bili R i 5, za koje smo veé¢ dokazali da
R+ S| R+ S’. Ovim je dokaz zavrsen.

3. Ako pretpostavimo da vazi DP, mozemo dokazati 4bP na isti na¢in kao
u prethodnom slucaju koris¢enjem pravih kroz P umesto pravih koje su
paralelne se Q + Q’.

Dezargova teorema je, dakle, ekvivalentna, Aksiomama 4a i 4b i njihova
je geometrijska interpretacija. Ona vazi u nekoj afinoj ravni ako i samo ako
ta ravan zadovoljava iskaz Aksiome 4. Videli smo da je u tom slucaju, ravan
izgradena nad telom.

Vazi i obrnuto.

Lema 2.3 Neka je afina ravan izgradena nad telom. Tada u njoj vazi Dezargova
teorema.

Dokaz: Neka su date tacke Q(aq, 31), Q'(af, 81), R(az, B2), R (ab, 85),

S(as, B3), S’ (o4, B%). Pokazademo tvrdenje u slucaju da su prave QQ’, SS’, RR’
paralelne. Taj uslov je ekvivalentan sa

(81 = Bu)(@) — )™t = (85 — Ba) (e — )™ = (85 — B3) (e —az) ™' (3)
Ako su prave QQ’ i RR’ paralelne, tada vazi

(B2 = Br) (a2 — 1)t = (By = By)(ah — a7) ™! (4)
1 QQ' 1SS paralelne, vazi
(B3 — Bi)(as — 1)t = (B3 — By) (o —ay)™h (5)

Treba da pokazemo da su tada RR' i SS’ paralelne, odnosno da vazi
(B3 = B2)(az — )™t = (85 — B5) (o — ap) ™"
Sredimo jednakosti (3) i (4), dobijamo
Ba(ah —az)"Hay —a1) = fi = =By + By(ay —az)"H(af —a1)  (6)
B2 — b1 = —Pi(ah — at) " az —ar) + fa(ah —af) T Haz —ar). (7

Sada (6) pomnozimo sa desne strane sa (o —a1)~!(ab —az) i od nje oduzmimo
(7), dobijamo

Bi(1 = (af—a1) " (ah — a)) =
= Bil(e) — 1) 7H(ah — ag) — (ah — a7) " (ag — a1)]
+ B5(1 — (ah — ay) a2 — a1)). (8)
Dobijamo
pr =
{=Bil(e] —a1)"H(ah — az) = (ah — o) (az — a1)]
+B5[(1 = (g —ap) " Haz — )]} - [1 = (o] —a1) " (ah —a2)] 1. (9)
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Izra¢unajmo B2 tako $to ¢emo (7) oduzeti od (6)

P2 =
{Bal(0y — a2) "M (o — 1) = (o — @) " (a2 — )]

+B1l(ay — o)) Haz —a1) = 1]} [(ah — a2) M (] —ar) =171 (10)
Slié¢nim postupkom dobijamo

Bs ={Bsl(as — as) ™ (o) — on) — (o — af) 7 (a5 — )]

Billes —a)) Has —an) = 1]} - [(0f —asg) "' (f —an) =171 (11)

B ={ = Billaf —a1)™ (o — as) — (af — af) 7 (az — )]

+B3(1 — (o — af) " oz —an))]} - [1 = (o) — 1) 7 (o —ag)] 7
(12)

Kako vazi da je [1— (o) —a1) " (ah—a2)] 7! = [(a)—a1) (o) —a1—ah+as)] 7! =
(o) —a; — aby+az) Ha) — a1) jednakost (9) postaje

Br ={B1(c} — a1) M) — a1 — ah + az) + (0 — af) T a] — o1 — o + as)]
/

+B3(ah — a) TN (—ay + a1+ o —an)} - (o) — a1 —ah +az) T (0] — )
={B1((0) —a1)™" + (g — af) ™) = By(ah — o) 7'} - (@) — o). (13)
Sliéno dobijamo za (12)
Br={B1((a] — )™ + (a5 — a))™h) = By(ah —a}) "'} - (0] —an).  (14)
Sada iz jednacina (13) i (14) dobijamo
B1 = (Bylah — af) ™" = Biy(ah — af)T)((ah —af) ™" = (a5 —ay) 7)™ (15)
Iz (10) i (11) dobijamo
Ba = Bi(ay — ) (ah — az) + Ba[l — (e — o) "M (ah —az)].  (16)
Slicno
Bs = Bi(ay — o) (ah — as) + B5[1 — (a5 — a1) "' (ah —as)],  (17)
pa je
B3 — B2 =B [(a — o)) 7 (a5 — a3) — (ap — a}) T (o — az)]

+ 8301 — (o — )7 (o — as)] — B[l — (af — o) ' () — )]

Kada zamenimo 1 sa (10) i sredimo izraz dobijamo

B3 — o = — Byl — o) "oz — ) + Bh(ay — o) (o3 — 2)
Bz — Ba = (B3 — By) (a5 — o)~ (a3 — a2)
(Bs — B2)(cz — av2) ™" = (B — By)(ay — ah) ™! (18)
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Sto je i trebalo dokazati. |

Definicija 2.10 Afinu ravan u kojoj vazi Dezargova teorema nazivamo Dezar-
govom ravni.
Dakle, afina ravan je Dezargova ako i samo ako je izgradena nad telom.

Primer 2.11 Primer afine ravni izgradene nad telom je Fanoova ravan nad
2
Zs.

2.5.2 Paposova teorema i komutativni zakon

Navedimo sada jo$ jedno tvrdenje koje moze, a ne mora vaziti u proizvoljnoj
afinoj ravni, ali ga iz tradicionalnih razloga zovemo teoremom.

Teorema 2.23 (Papos) Neka su Ay, B1,Cy tri razlicite tacke na pravoj ly i
Ao, By, Cs tri razlicite tacke na pravoj lo # l1. Neka su redom As, Bs, C3 preseci
pravih (B + C2) N (Ba + C1), (A1 + C2) N (Az + C1) @ (A1 4+ B2) N (As + By).
Ako nijedna od tacaka Ay, As, B1, Bo, C1,Co nije zajednicka za ly i lo onda su
tacke As, Bz, C3 kolinearne.

Sl 2.10

Definicija 2.11 Ako u afinoj ravni vazi Paposova teorema, onda tu ravan
zovemo Paposovom.

Pokazimo, prvo neke direktne posledice Paposove teoreme. Neka su Ay, By,
(1 tri razlicite tacke na pravoj Iy i Ag, Ba, Cs tri razlicite tacke na pravojls # [;.

Lema 2.4 Neka se prave (B +C3) i (B2 +C4), odnosno (A1 +Cs) i (A2 +C4)
seku u tackama As i Bs, dok je (A1 + B2)||(A2+ B1). Tadajei (As+ Bs)||(A1+
Ba).
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Sl 2.11

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, neka se As+ Bs 1 A+ Bs seku u tacki Z. Tada
primenom Teoreme 2.23 na dve trojke kolinearnih tacaka As, Bo, Cy 1 Ay, Bz, Cy
daje da su odgovarajuce presecne tacke Z, B i As kolinearne, odnosno (41 + Ba)
i (As + Bi) nisu paralelne. |

Lema 2.5 Neka je (Al + CQ)H(AQ + Cl) 1 (Al + BQ)H(AQ + Bl) Tada je 1
(B1 4 C2)||(B2 + Ch).

A
Cs
By
A1 & B4
Sl 2.12

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, neka se (By + Cs) i (Bz +C1) seku u tacki X.
Neka je p prava takvada X € pip || (A1 +C2) || (A2+C1). Na pravoj p postoji
beskonacno mnogo tacaka W takvih da By + W sete As + Bs, 1 Bo + W sece
B; + Ay. Izaberimo jednu takvu tacku. Neka je (B + W) N (Az + Bs) = Ds i
(B +W)N(A; + By) = Ds.

Primenimo Paposovu teoremu na dve trojke kolinearnih tacaka Bi,Ci,D; i
By, C5,Ds. Tada su X, W i (Cy + D2) N (Cy + D1) = V ili kolinearne ili
(X +W) || (Cy + Ds) || (Co+ D). Ako je (X + W) || (Cy + D2), onda kako je
(X +W) | (C1 + Az) sledi da je (Cy + Az) || (Cy + D2) $to je nemoguce, pa su
X, W,V kolinearne, odnosno V' € p.

Neka je (A1 + D2) Np =T, i neka je (A1 + C2) N (A2 + C1) = J beskona¢no
daleka tacka. Primenimo Paposa na Dy, V,Cy i J, A1, Co. Dobijamo da su tacke
T, Ay, Dq kolinearne, ali i T, Ay, D2 su kolinearne, pa je (A2 +D1)N (A1 + Ds) =
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T € p.
Na kraju primenimo Paposa na Ay, By, Dy i As, B, Dy, dobijamo da je (T +
W) || (A1 + Ba) || (A2 + By). Ali (T 4+ W) || (A1 + C2) sto je kontradikeija.

|

Uoc¢imo i sledeée. Neka su date prave [y i[5 i tacke Ay, By, Cq prave [ i As,
By prave lo. Neka se (A1 + Bs) i (As + By) seku u tacki Cs i neka je I3 prava
kroz C5. Neka (Ay + Cp) i (B2 + C1) seku I3 u By i A3. Ako (A1 + Bs) sece
Iy u Cy tada su i As, By, Cs kolinearne. Zato, ako je (A; + Bs)l||l2 onda je i
(As + By)||l2. Mozemo formalno reéi da se paralelne prave seku u (zamisljenoj)
beskonac¢no dalekoj tacki. Tada svakom pramenu paralelnih pravih odgovara
tacno jedna takva tacka. Zato mozemo reé¢i da Paposova teorema vazi i kada je
jedna od tri kolinearne tacke beskonacno daleka.

Teorema 2.24 Ako je afina ravan Paposova, onda je i Dezargova.

Dokaz: Neka su Ay, By, C i As, By, Cy dve trojke nekolinearnih tacaka takvih
da se (A1 + Asz), (B1 + B2), (C1 + C3) seku u tacki P. Pretpostavimo da su
parovi pravih (Cy + By) i (Cy + Bs), odnosno, (A1 + C1) i (A2 + Cs) paralelni.
Tada prava (As + Cs) sece (A1 + By) u nekoj tacki S.

Pretpostavimo, prvo, da je S # B;. Tada su S, B; i A; tri kolinearne tacke.
Pretpostavimo i da (P + S) nije paralelna sa (B; 4+ C1), odnosno (By + Cs), i
neka ih se¢e u T'i V. Primeni¢emo Paposovu teoremu u nekoliko koraka

1. Trojke S, B1, A1 i C1, P,Cs. S obzirom da je (S + Co)||(A1+C1) 1T =
(S+ P)N(Cy + By) sledi da se (By + C2) i (P + Ap) seku u nekoj tacki
U, takvoj da je (T + U)||(S + C2)||(A1 + C1).

2. Trojke P, B, B; i (5,5, As. Direktno sledi da su prave (V + U), (42 +
Bs), (S + By) ili sve paralelne ili se seku u jednoj tacki.

3. Trojke By, Co,U iV, T, S. Kako je (By +T)||(V + Ca), (T + U)||(S + Cs)
onda je i (B1 +9)||(V +U), pa je (A2 + Ba)||(B1 + S).

Ukoliko je (P + S)||(B1 + C1) tada posmatramo iste trojke tacaka kao malo pre.
Zakljucak prethodnog koraka 1. je tada da je (B + C2)||(P + A1), a koraka 2.
da je (As + B9)||(B1 + ).

Pretpostavimo, sada da je S = B;. Neka je tada X; tacka prave (B; + C1)
razlic¢ita od By i C. Tada prava (P + X;) sece (B + C2) u tacki Xo. Tada dve
trojke nekolinearnih tacaka A;,Cp, X7 1 Ag, Cs, Xy zadovoljavaju uslove pod
kojima smo tvrdenje dokazali, pa zakljuéujemo da je (A1 + X1)||(A2 + X2). Za-
tim prethodni zakljucak primenimo jos jednom na trojke nekolinearnih tacaka
A1, X4, B1 1 Ag, Xs, Bs i zakljuéujemo (A; + B1)||(41 + B1).

Ako su prave (41 + As), (B1 + Bs) i (C1 + C3) paralelne, mozemo ponoviti
prethodni postupak, uzimajuéi da je P beskonacno daleka tacka. |

Dakle, ako je ravan Paposova, onda je i Dezargova, te je izgradena nad
telom K. Obrnuto ne vazi, odnosno, ako je ravan Dezargova, ne mora biti i
Paposova. Pokaza¢emo da je Dezargova ravan Paposova ako i samo ako je telo
K komutativno.
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Izaberimo proizvoljnu tacku P. Element o # 0 tela K moze se dobiti

uz pomo¢ jedne i samo jedne dilatacije o, sa fiksnom tackom P u obliku
T = o470, ', Ako je 78 = UBTUﬁ_l, onda 790 = (7F)* = O'QO'@TO'B_l(T;l =
0a0p7(0a05) 7", as druge strane 77 = 570, 5.
Sad, kako je dilatacija o jednozna¢no odredena elementom «, to je 0,3 = 0403.
To znaci da je multiplikativna grupa nenula elemenata iz K izomorfna grupi
dilatacija sa fiksnom tackom P. Telo K je komutativno ako i samo ako je grupa
dilatacija komutativna.

Izaberimo sada dve proizvoljne prave [ i m koje prolaze kroz tacku P. Neka je
Q, Q # P proizvoljna tacka na pravoj [. Ako je o1 dilatacija sa fiksnom tackom
P, onda je prava [ o;1-trag, tacka 01Q = Q' je razlicita od P i po Aksiomi 4bP
ona e biti tacka prave [. Tako jednacina o1Q = Q' potpuno odreduje dilataciju
o1. Sliéno, na pravoj m biramo tacke R i R’, razlic¢ite od P i zadajemo drugu
dilataciju o jednac¢inom oo R = R'.

P QO Q T

Sl 2.13

Konstruisa¢emo prvo dve tacke: S = o109R na pravoj m i T = g201(Q) na
pravoj [. One su jednozna¢no date slede¢im uslovima:

Q+R | 01Q+ 1R =Q +0102R=Q"+ 5,

R+ Q' || oaR+ 02Q = R +0301Q =R +T.

Da bismo dokazali da je o100 = 0901 potrebno je i dovoljno dokazati da je
01020Q = 0201Q ili 0102Q = T. Kako tacka o109Q lezi na pravoj [, ona zado-
voljava uslove: @ + R || 0102Q + 0102R = 0102Q + S, i vidimo da je uslov za
komutativnost @ + R || T+ S.

Teorema 2.25 Telo K je komutativno ako i samo ako u datoj afinoj ravni vazi
Paposova teorema.

Ako geometrija sadrzi konacan broj tacaka onda je grupa T konacna i telo K
konacno, pa i komutativno.

Primer 2.12 U ravnima R? i Z2, gde je p prost broj, vazi Paposova teorema.

Teorema 2.26 U Dezargovoj ravni koja se sastoji od konacnog broja tacaka
vazi Paposova teorema.
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2.6 Konstrukcije zbira i proizvoda

Pretpostavimo da u datoj ravni vazi Dezargova teorema. Neka su [ i m ose u
afinoj ravni i O = I N'm koordinatni pocetak i neka su date tacke A i B sa ose
[. Tlustrujmo konstrukciju zbira A + B:

1. Neka je C € m.

2. Neka je n prava kroz C' paralelna sa [.

3. Neka je k prava kroz A paralelna ili jednaka sa m.

4. Neka je D =nnk.

5. Neka je i prava kroz D paralelna ili jednaka sa pravom BC'

6. Tada je tacka ¢ N[ zbir tacaka A i B.

Cc/ D

O A B A+B

Sl 2.14

Zbir Z = A + B ne zavisi od izbora tacke C, odnosno od izbora prave n.

c D
C D
A+B
O AB
Sl 2.15

Neka su C’ i D’ drugi par odgovarajuéih tacaka. Po konstrukciji je C + B ||
D+ZiC+C' | D+Dipravel =0+Zn=C+Din =C"+D su
paralelne, pa je po Dezargovoj teoremi C’ + B || D’ + Z, odnosno dobijamo opet
istu presec¢nu tacku Z.

Konstruisimo proizvod dve tacke A - B. Izaberimo fiksnu tacku I, tacku
jedinice, razlicitu od O.

1. Izaberimo C € m.
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2. Neka je n prava kroz A paralelna ili jednaka sa pravom I + C.
3. Neka je D =nnNm.
4. Neka je k prava kroz D paralelna ili jednaka sa B + C'.

5. Tacka P = kN je proizvod tacaka A i B.

Sl. 2.16

Pokazimo da proizvod A - B na zavisi od izbora tacke C.
Na slici 2.17 je punim linijama predstavljena konstrukcija mnozenja uz pomoc¢
tacke C, a isprekidanim linijama konstrukcija mnozenja pomoéu tacke C'.

Sl 2.17

Neka je X = I +C')Nn(C+ B),Y = (A+ D')n (A + B). Posmatrajmo
trouglove IXC 1 AYD: IX || AY (po konstrukciji proizvoda uz pomoé tacke
C"), CX || DY,IC || AD (po konstrukciji proizvoda uz pomo¢ tacke C) pa na
osnovu Dezargove teorema sledi da su prave [, XY, m ili paralelne ili se seku.
Kako se [ i m seku u tacki O, sledi da se [, m, XY seku u tacki O.

Neka je proizvod A i B pomoc¢u tacke C' tacka P’. Posmatrajmo trouglove
BC'X i P'D'Y. Kako se prave BP', C'D’, XY seku u tacki O to po Dezargovoj
teoremi sledi da je P’ = P.

Tacka I je jedinica duzine na osi [ i pozicija proizvoda AB zavisi od izbora
te tacke. Na primer, AB = B ako je A= 1 ali AB # B ako je A # 1.
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2.7 Afini prostor

Afina ravan je samo specijalni primer jedne vecée klase geometrija, a to su n-
dimenzioni afini prostori. Naveséemo ovde aksiome trodimenzionog prostora.
Osnovni pojmovi ove geometrije su skup ¢ije elemente nazivamo tackama i dve
klase podskupova koje nazivamo pravama i ravnima. Kazemo da su tacke koli-
nearne ako pripadaju jednoj pravoj, a komplanarne su ako pripadaju istoj ravni.
Ako se prave poklapaju ili su disjunktne, a komplanarne kazemo da su paralelne.
Ovi pojmovi treba da zadovolje sledece aksiome.

e Dve razlicite tacke su incidentne sa ta¢no jednom pravom.

e Svaka prava je incidentna sa bar dve tacke.

e Tri nekolinearne tacke su incidentne sa tactno jednom ravni.

e Ako dve tacke prave pripadaju ravni, onda sve tacke prave pripadaju ravni.

e Ako dve ravni imaju bar jednu zajednicku tacku, onda imaju bar jos jednu
zajednicku tacku.

e Postoje cetiri nekomplanarne tacke.

e Za datu pravu i tacku postoji tac¢no jedna prava incidentna sa tackom i
paralelna datoj pravoj.

Ocigledno svaka ravan u afinom prostoru zadovoljava aksiome afine ravni. Me-
dutim tada ona mora biti Dezargova. Naves¢emo, bez dokaza, neke od direk-
tnih posledica ovih aksioma koje ¢e nam biti neophodne da dodemo do ovog
zakljucka.

e Postoji tacno jedna ravan koja sadrzi dve prave koje se seku.

e Ako dve razli¢ite ravni nisu disjunktne, onda se seku po pravoj. Ako se
ravni poklapaju, ili su disjunktne onda kazemo da su paralelne.

e Relacija paralelnosti pravih, kao i relacija paralelnosti ravni su relacije
ekvivalencije.

e Ako neka ravan seCe dve paralelne ravni, onda ih se¢e po paralelnim
pravama.

e Ako su ly]|l2 1 p1||p2 dva para paralelnih pravih, takvih da se {1 i p; seku
onda ravni koje sadrze prave [y i p1, odnosno [y i p2 su paralelne.

Pokazimo da u afinom prostoru vazi Dezargova teorema.

Teorema 2.27 Neka su A1, B1,Cy i Aa, Bo, Cy dve trojke nekolinearnih tacaka
takvih da su (A1 + Az), (B1 + Bz) i (C1 + Cs) tri prave koje su ili paralelne ili
se seku u jednoj tacki i neka je (C1 + A1)||(Co + Az) i (C1 + B1)||(Ce + Ba).
Tada je (B1 + A1)||(B2 + Ag)

Dokaz: Postoje ravni a i 8 koje sadrze, redom, trojke tacaka Ay, B1,Ci i
Ay, By, Cy. Kako je (C1 + A1)||(Ca + A2) i (C1 + B1)||(C2 + Bs) sledi da su
ravni « 1 B paralelne. Pretpostavimo, prvo da je a # 3. Postoji ravan koja
sadrzi (A; + As) i (B1 + Bz). Ona sece i 8 po disjunktnim, ali komplanarnim
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pravama, i to (B; + A1) i (Ba + As) pa su one paralelne.
Neka je sada o = 5. Postoji tacka P; koja ne pripada a.

Neka se (A1 + Az), (B1+ Bs) i (C1 +C2) seku u P. Postoji ravan koja sadrzi
(Aa + A1) i (P + Py). Prava koja sadrzi As i paralelna je (P + P;) joj pripada
i nije paralelna sa (A; + Py), pa je sece u tacki A. Sli¢cno, prave kroz By i Cy
paralelne (P + P;) redom seku (By + P;) i (C1 + P1) u tackama B i C. Pri tom,
tacke A, B, C ne pripadaju ravni a i (C'+ B)||(C1 + B1) i (C + A)||(C1 + A1),
te trojke tacaka A, B,C i A, By, C} ispunjavaju uslove teoreme, a nisu u istoj
ravni, pa je (A+ B)||(A1 + B1). Sli¢no zaklju¢ujemo i da je (A+ B)||(A2 + B2),
pajei (As + B9)||(A1 + By).

Ako su prave (A1 + As), (B1+ Bs) i (C1 4 C2) paralelne mozemo posmatrati
pravu kroz P paralelnu (47 + A3). Postoji na njoj bar jos jedna tacka P;. Tacke
A1, Ay, P, Py pripadaju jednoj ravni pa se neki od parova pravih (A; + P), (A2 +
Py)ili (Ay + P1),(As + P) seku. Neka se (A1 + P) i (As + Py) seku u A. Tada
sei (By+ P)i(By+ Py)sekuu B, i (Cy + P)i(Cy+ Pp) seku u C. Tada
je (B1+C)|[(B+C) i (A1 4+ C1)||(A+ C), pa mozemo dokazano primeniti na
trojke Al, Bl, Cl i A, B, C, te vazi (A+B)||(A1 —|—B1) Sliéno (A+B)||(A2 +B2),
pa vazi tvrdenje. |

Dakle, ako je afina ravan podskup nekog afinog prostora (i njena afina struk-
tura je nasledena iz tog prostora) tada u njoj mora vaziti Dezargova teorema.
Zato ima smisla afine strukture koje ne zadovoljavaju Dezargovu teoremu traziti
iskljucivo medu ravnima.
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3 Primeri ne-Dezargovih i ne-Paposovih ravni

Navescemo sada primere razlicitih afinih ravni sa osvrtom na to da li u njima
vazi Dezargova i Paposova teorema. Najceséi primer afine ravni je ravan R?
izgradena nad poljem R i samim tim i Dezargova i Paposova. Takva je i ra-
van C? izgradena nad kompleksnim brojevima. Uopstavanjem kompleksnih
brojeva dobijamo kvaternione H. Ovaj prsten sa delenjem jeste telo, pa je
ravan H? Dezargova. Medutim to telo nije komutativno pa ravan H? nije Pa-
posova. Daljim uopstavanjem dobijamo oktonione. Medutim struktura O nije
ni asocijativna te je ravan Q2 ne-Dezargova. Ipak, kvaternioni i oktonioni su 4-
dimenzioni i 8-dimenzioni realni vektorski prostori. Sada ¢emo paznju posvetiti
ne-Paposovoj i ne-Dezargovoj afinoj ravni koju mozemo vizuelizovati.

3.1 Ravan Multona

Posmatrajmo ravan R? izgradenu nad realnim brojevima. Neka su [ i m ose.
Tada, prave, kao i u svim ostalim ravnima, mogu biti horizontalne, vertikalne,
ili sa koeficijentom a koji moze biti pozitivan ili negativan. Nazovimo ih obi¢nim
pravama. AKko je prava p; sa pozitivnim koeficijentom a > 0, ona sece [ osu u
nekoj tacki X. Postoji i prava py koja sadrzi X, i ima koeficijent % Posma-
trajmo uniju tacaka prave p; koje imaju drugu koordinatu negativnu i tacaka
prave p2 koje imaju drugu koordinatu nenegativnu (dakle, uniju dve poluprave
sa zajednickim temenom X ). Ovakvu uniju nazovimo izlomljenom pravom.
Tacke Multonove ravni su elementi R?. Prave Multonove ravni su obicne

prave koje su imale pozitivan koeficijent (videti sliku 3.1).

TAL ]

|

SL 3.1

Nije tesko uociti da Multonova ravan zadovoljava aksiome afine ravni. Medutim
ona nije Dezargova. Kako neizlomljene prave (afine ravni R) zadovoljavaju
Dezargovu teoremu, dovoljno je uociti slucaj gde je jedna od pravih sa pozi-
tivnim koeficijentom, te nakon izlomljavanja vise nije incidentna sa trazenom
tackom. Na slici 3.2 je prikazan takav slucaj kada su Q + Q’, R+ R', S+ S’
paralelne.
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Sl 3.2

Na slici 3.3 je prikazan slican slucaj ali takav da se Q +Q’, R+ R’, S+ 5 seku
u tacki P.

Sl 3.3

Drugi nacin da pokazemo da Dezargova teorema ne vazi u Multonovoj ravni
jeste da pokazemo da obrnuta Dezargova teorema ne vazi, odnosno da postoji
slucajukom Q+ R || Q"+ R, Q+S || Q' +S5 R+ S || R+ 5 da se tada prave
Q+Q', R+ R, S+ 5" ne seku u jednoj tacki.

Sl. 3.4

Samim tim u Multonovoj ravni ne vazi ni Paposova teorema. Jedan geo-
metrijski primer je dat na slici 3.5.
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A Bs
Cy
y=0 ©
By Ao
SL. 3.5

3.2 Halovo kvazipolje

U ovom i slede¢im odeljcima pokazacemo konstrukcije ternarnih prstena koji
nisu tela ili barem nisu komutativne strukture.

Neka je F polje i f(s) = s> — as — b nesvodljivi polinom nad F. Neka je H
dvodimenzionalni desni vektorski prostor nad poljem F', sa baznim elementima
11 A\ tako da H sadrzi sve elemente oblika z + Ay gde z,y € F. Tada F
identifikujemo sa skupom {z + \0|x,y € F'}. Pretpostavimo sledede:

1. svaki element « iz H koji nije iz F' (odnosno koji nije oblika z + A0)
zadovoljava kvadratnu jednacinu f(«) = 0;

2. Fjeujezgruod H;
3. svaki element iz F' u mnozenju komutira sa svim elementima iz H.

Pretpostavimo da postoji kvazipolje @ koje je dvodimenzionalni vektorski pros-
tor nad F' tako da njegovo mnozenje zadovoljava uslove 1, 2 i 3.

Neka je 1, A baza za @ kao vektorskog prostora nad F', () sadrzi elemente
oblika x+ At. Ako je y # 0 onda, kako je F' u jezgru od @, trebalo bi da mozemo
zapisati proizvoljni element

(z4+M)=(z+ M)y "t +2—ay™'t,
pa kada sa leve strane pomnozimo sa (z + A\y) dobijamo

(z+ M) (z+At) = (z+ M) [(z + Ay)y 1t + 2 — 2y~ ]
= (z+ M)y 4 (2 + Ay)(z — 2y~ '),
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Po pretpostavci je f(a) =0, a=z+ Ay, pa f(x+ Ay) =0 pa je
(x 4+ M\y)? = alz + \y) +b.

Sledi

(z 4+ Ay)(z + At) = [a(z + Ay) + by~ 't + (z + A\y)(z — zy~'t)
ili

(x 4+ y)(z + M) = axy ™"t 4+ aXt + by~ 't +axz — 2’y 4 Ayz — at,

odnosno

(. + X\y)(z + Xt) = z2 — y 't(2? — az — b) + Nat + yz — at),
odnosno

(x+ M) (z+ X)) = 22—y~ 'tf(x) + Nat + yz — at). (19)

Sada, zbog (19), mnozenje u H mozemo definisati sa :

Ako je y#0, (z+\y)(z+ M) =2z —y 'tf(x) + Nat +yz —xt)  (20)
ako je y =0, z(z+ \t) = zz+ A\(at). (21)
Sa (20) i (21) je definisano mnozenje za H, pa sada treba da pokazemo da su
aksiome kvazipolja zadovoljene.
Pokazac¢emo prvo da vazi levi distributivni zakon, tj. za neke elementi «, 3,y €

H treba da vazi a(8+7) = af+ay. Nekaje a = x4+ Ay, 8= z+ M, v = h+\k,
tada

a(B+7) = (x+ M) ((z + M) + (b + k) = (x + My)((z + h) + At + k)
=2(z+h)—y 't +E)f(z)+ANy(z+h) — 2zt + k) +a(t+k))
=az—y 'tf(x) + Nyz — ot +at) + zh —y 'k f(z) + Myh — ok + ak)
= (x 4+ Ay)(z + At) + (x + \y)(h + \k)
=af + ay.

Sabiranje u H je komutativno, i pisuéi 0 za 0 + A0, jasno je da O(xz + \y) =

0z + A(0y) = 0.

Da bismo pokazali da je H slabo kvazipolje, treba da pokazemo da je (H*, )
petlja. Jasno je da je 1 = 1 + A0 njegov identitet.

Kako bismo resili (z + \y)(z + At) = p+ Aq,  + Ay # 0 za 2z + A\t moramo
resiti linearne jednacine

vz —y f(x)=p, at+yz—at=q (22)

zay # 01

zay = 0.
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Ako je y = O onda, kako z + Ay # 0, x # 0, pasu z = 2 !p, t = 27 g
jedinstvena resenja.
Ako je y # 0, —b ne moze biti nula, jer u protivnom f(s) = s*—as bi bio svodljiv,
pa iz jednakosti (22) kada prvu jedna¢inu pomnozimo sa y a drugu sa z sa leve
strane i kada ih oduzmemo, dobijamo da je t = (yp—xzq)b~', z = y~!(q+at—at).

Ostaje jos da se resi (x + \y)(z + A\t) = p+ Aq za x 1 y takve da 2z + \t # 0.
Ako je t = 0 onda, kako je z + At # 0, z # 0 i reSenje je y = 0 ako i samo ako
je ¢ =0, iu tom slucaju je resenje y = 0(= gz~ 1), v = pz~*.
Za z = 0 reSenje je y = 0 ako i samo ako p = 0, pa je resenje y = 0, x = gt~ 1.
Ako je t # 0 # z onda je resenje y = 0, x = pz~! ako i samo ako pz~! = gt~ L.
Ostaje jos da pokazemo da ako jeili z =0ip =0,ilit =01ig¢q = 0, ili
pz~!' = ¢qt~! onda ne postoji regenje za y # 0, a da u bilo kom drugom slucaju
postoji jedinstveno resenje za y # 0.

Mnozenjem prve jednacine u (22) sa y, druge sa x i oduzimajuéi ih dobijamo

2

bt = py — qz. (23)

Kombinujuéi (23) sa drugom jedna¢inom u (22) dobijamo sledece dve li-
nearne jednacine ¢ija su reSenja po z i y ista kao i za (22):

py —qr =bt zy—tx=q— at. (24)

1 1

Ako je t = 0 onda (24) ima jedinstveno resenje y = gz~ , za koje
je y =0 ako i samo ako ¢ = 0.
Ako je t # 0 mnozenjem druge jednacine u (24) sa gt~! i oduzimajuéi je od

prve, dobijamo y(p — gt~1z) = bt — ¢*t~! + aq odnosno

y(pt — qz) = —t*f(qt ™). (25)

y T =Pz

Kako je t # 01 f(s) je nesvodljiv nad F, desna strana u (25) je uvek razlicita
od nule. Zato, ako je pt — gz = 0, odnosno ako jeilip=0iz=01ili z #0 1
pz~1 = qt7!, onda je jednacina (24) neresiva i zato (22) nema resenje za y # 0.
Konaéno, ako je pt —qz # 0 onda y = —t2f(qt ~1)(pt —qz)~* # 0 §to se i trazilo.

Do sada smo pokazali da je H slabo kvazipolje. Medutim, jasno je iz defini-
cije mnozenja da je F' u jezgru od H i kako je H dvodimenzionalni vektorski
prostor nad F', Teorema 1.6 dokazuje tvrdenje da je H kvazipolje.

Halovo kvazipolje, kako ¢emo nazvati sistem koji smo upravo definisali,
uglavnom ne moze biti polje. Ako bi H bilo polje, onda bi svi njegovi ele-
menti van potpolja F' zadovoljavali istu kvadratnu jednacinu, a kako kvadratna
jednacina ima najvise dve nule u bilo kom polju, H bi posedovalo najvise dva
elementa izvan F, i F' bi bilo GF(2). Obratno, ako F' = GF'(2) onda je H reda
4. Sledi da je H polje ako i samo ako je F' = GF(2).

Afine ravni koordinatizovane pomoc¢u Halovog kvazipolja zvacemo Halove
ravni, one su ne-Dezargove u slucaju kada im je red veéi od 4.

3.3 Andreovo kvazipolje

Neka je F polje, I" konacna grupa automorfizama od F' i K potpolje polja F' koje
sadrzi sve elemente koje I" fiksira. Tada je dimenzija od F' nad K jednaka redu
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od I'; a to znaci da je konac¢na. Neka je v normirano preslikavanje definisano
pomoc¢u I' na sledeéi na¢in
¥ = H x

acl

Jasno, z¥ € K Vx € K i v je homomorfizam iz F* u K*.

Neka N = (F*)”, i neka je ¢ neko preslikavanje iz N u I' koje preslikava
jedinic¢ni element iz F'* u jedinicni element iz I'. U opstem slucaju ¢ ne mora
biti homomorfizam. Kompozicijom v i ¢ dobijamo preslikavanje o = v¢ iz F*
u I'. Za bilo koji € F* pisacemo «, za x® da bismo istakli ¢injenicu da je =
automorfizam u I

Sada definiSemo sistem Fy na sledec¢i na¢in: elementi iz Fy su elementi iz F',
sabiranje u Fy je isto kao u F, dok je mnoZenje ® definisano:

rOy=zy*, 00y=0 Vr,ye F, = #0. (26)
Teorema 3.1 Fj, je kvazipolje.

Dokaz: (Fy,+) je Abelova grupa jer je (F,+) Abelova.

Resimo jednac¢inu x © y = z; tj. azy®* = z. Ako su z i z dati, onda je y =
(x712)%  jedinstveno reSenje. S druge strane, ako su y i z dati onda ¢emo a,
odrediti tako $to ¢emo koristiti ¢injenicu da je (z7)” = 2¥ za svako 3 € I'i
svako x € F: ako x®y = z onda je (x ®y)” = z¥. Ali vazi (xOy)” = (zy®=)" =
¥ (yee)” = a¥y”, paje ¥ = (2y 1) i ap = au, gde w = zy~!. Dakle, bilo
koje resenje x mora zadovoljavati z = zy~*» gde w = zy~!. Lako je uociti da
je takvo x resenje.

Kona¢tno, @1 =zl =z i1z = 1z =z, jer oy = 1% = ¢, gde je €
jedini¢ni element iz ', pa je (Fy,®) petlja.

Kakoz ® (y+ 2) = z(y + 2)% = z(y* + 2% ) =ay* + 22 =z 0y + 20 z,
sledi da Fy zadovoljava levi distributivni zakon.

Primetimo da a®* = a zaneko x € F,a € K jer suu K svi fiksirani elementi
iz I'. Ako je k bilo koji element iz K onda x ® k = xk, Vo € F i lako je
videti da je K sadrzano u jezgru od Fy; dakle Fy je slabo kvazipolje koje je
kona¢no dimenziono nad svojim jezgrom i po Teoremi 1.6 ono je kvazipolje,
koje nazivamo Andreovo kvazipolje. |

Sledeée dve leme pokazuju da u levom Andreovom kvazipolju mnozenje go-
tovo nikad nije asocijativno i da desni distributivni zakon vazi samo ako je ¢
trivijalno preslikavanje koje svaki element slika u 1 € T'.

Lema 3.1 Andreovo kvazipolje Fy je asocijativno ako i samo ako je ¢ antiho-
momorfizam (multiplikativne) grupe N u I

Dokaz: Imamo

rO(yoz) =20 (yz°v) = x(yz®v)* = gy
(xOY)©z=(zy*) ©z = qy*=z%
jer (zy®*)* = (z © y)* = (xy)*. Dakle, asocijativnost u Fy zahteva da

Ozy = Qy0y, pa je a antihomomorfizam; ali v je homomorfizam pa ¢ mora
biti antihomomorfizam. |
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Lema 3.2 Neka je Fy, Andreovo kvazipolje. Tada su slede¢i iskazi ekvivalentni:
1. Fy je prsten sa deljenjem,
2. Fy je polje,
3. F je izomorfno sa F,
4. k? =€, Vk € N, gde je € identitet iz I

Dokaz: Pretpostavimo da je Fy prsten sa deljenjem. Tada Fy zadovoljava desni
distributivni zakon tako da Va,b,z € F* imamo

az® + bzP = (a + b)2* (27)

gde je @« = ay, B = ap, A\ = agtp. Ako su a i b fiksni, (27) je identitet po x i
onda, zamenivsi x sa xy, imamo

a(z®y®) + b(z"y") = (a+b)(z*y*) = [(a + b)a*]y™. (28)
Iz (27) i (28) dobijamo
az®y® + bx’yP = (ax® + baP)y. (29)

Ako pomnozimo obe strane u (29) sa (a + b) i iskoristimo (27) tako sto x
zamenimo sa y, dobijamo

(a+b)(az“y™ 4+ baPyP) = (az® + bx?)(ay® + by”). (30)
Kada izmnozimo obe strane u (30) i iskoristimo ¢injenicu da ab # 0 dobijamo
2y + 2PyP = xoyP + 2Py, (31)

Sto implicira i da je (2 — 2%)(y* — y®) = 0, Va,y € F. Dakle, vazi 2® =
2P, VYo € F &to povladi ag = ap, Va,b € F*. Ali vazii a; =€, pa je o =
€, Ya € F* . Dakle, 1) povlaci 2), 3) i 4), a jasno je i da svaki od 2), 3) i 4)
povlagi 1). |

3.4 Klasa prstena sa deljenjem

Neka je F' telo sa centrom Z (Z je polje), i neka je 6 antiautomorfizam od F'
konac¢nog reda m i a,b € F tako da

e [ ima kona¢nu dimenziju nad Z i z2? je u Z za sve x iz F.

e o =zt + b nema resenje za z iz F.

O =y=0a2i

Ako je z2? =y, tada je 2 = 27y = ya 7! jer je y € Z, pa je xx
mozemo pisati 2! 1t? = 201 = z2?.

Sada neka je D dvodimenzionalni vektorski prostor nad F' sa baznim ele-
mentima 1 i A. Definisa¢emo mnozenje u D tako da, zajedno sa sabranjem u

vektorskom prostoru, ono postane prsten sa deljenjem. Mnozenja je dato sa:

(z + \y)(z + M) = (zz + aty®) + Mzy + 2t + 4°0t). (32)
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Teorema 3.2 D je prsten sa deljenjem.

Dokaz: Jasno je da je mnozenje sleva i zdesna aditivno (tj. (v + y)T = T +
yT gde T moze biti i levo i desno mnozenje) i zbog toga D zadovoljava oba
distributivna zakona.

Kako 6 ima red m kao antiautomorfizam od F, i kako # mora da fiksira Z,
ono ima red koji deli m, buduéi da je automorfizam od Z. Ako je K potpolje
od Z koje sadrzi elemente fiksirane pomoéu 6, onda Z ima kona¢nu dimenziju
nad K, pa F ima kona¢nu dimenziju nad K. Neka je z dimenzija od F' nad K.
Onda D ima dimenziju 2z nad K, i K je u centru od D. Kako je D kona¢no
dimenzioni vektorski prostor nad svojim centrom, treba pokazati da jednacina
(x 4+ Ay)(z + Xt) = (p + Ag) ima jedinstveno reSenje za jedan ¢inilac sa leve
strane, pri ¢emu su dati drugi ¢inilac i (p + Ag), odnosno treba pokazati da
jedino resenje za (x + Ay)(z + At) =0 je x + Ay = 0 ili z + At = 0. Stavljajudi
da desna strana u (32) bude jednaka 0 dobijamo:

zz+aty’ =0, zy+a2t+y'bt = 0. (33)

Mnozenjem prve jednacine u (33) sa desna sa y, a druge sa leva sa x i oduzi-
majuéi ih dobija se

aty 0 — 210 — ayPbt = 0. (34)

Ako je t = 0, jednacina (33) daje xz = zy =0 pailiz =y =01l z = 0.
Mozemo pretpostaviti da je t # 0 i onda kako je y'*% u Z, (34) postaje

ay' 0 — 20 — 2yp = 0. (35)

Ako y = 0 onda (35) povlaci da je x = 0, pa pretpostavimo da y # 0. Neka

je = z1y tako da 2% = ¢z Tada 2170 = z,y" 02 = £1T09110 jer 1+ je u
Z. Sada (35) postaje ay't? — g1 T0y1+0 — g, y1+0 = 0 ili
(a — 21 — 210)y' 0 = 0. (36)

Prvi faktor u (36) ne moze biti 0 na osnovu drugog uslova koji smo naveli
na pocetku poglavlja, pa je ' jedino resenje. Ali ovo povlaci y = 0, a zatim

iz (35) x = 0.
Ostaje jos da pokazemo da je 1 = 1 4 A0 jedinica za mnozenje, a to vazi jer
je (x +Ay)(1 4+ X0) =z + Ay. |

Uocimo i sledece

1. Neka je F' polje realnih brojeva i izaberimo § = 1,a = —1,b = 0; tada je
D (izomorfno sa) poljem kompleksnih brojeva.

2. Neka je F polje kompleksnih brojeva i neka a = —1,b = 0 i 0 takvo da
(x +iy)? = x — iy; tada je D telo kvaterniona koje nije polje.

3. Neka je F' telo kvaterniona i neka a = —1,b = 01 6 definisano sa (x + iy +
jz+kt)? =z — iy — jz — kt. Tada je D oktonionski neasocijativni prsten
sa deljenjem.
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Ako je F' konac¢no, onda je ono polje i zato § mora biti automorfizam. Ovo znaci
da prsten sa deljenjem D ima neke dodatne osobine koje ¢emo sada proucavati.

U bilo kom kvazipolju @ asocijator [r,s,t] od tri elementa r,s,t € Q je
definisan sa [r, s,t] = (rs)t — r(st). Ako je F polje i ako izra¢unamo asocijator
u D dobijamo

[z 4+ My, 2 + M b+ M = at? k(27 — 2) + (097 — by?))

+ /\75916((&93492 —ay) + b(a:e2 -2+ b(bGyO2 —by?%)).
(37)

Sada zapazamo da, kako je F polje, F je sam sebi centar i zahtevati da 6
zadovoljava 2'7? € Z je besmisleno.

Lema 3.3 Ako je F' kona¢no onda, ako je 0 £ 1, F' je desno i srednje jezgro od
D.

Dokaz: Lako se vidi da za t = 01ili k = 0 u (37) dobijamo nula za desnu stranu,
za sve x,y,z,h. Dakle F' je u desnom i srednjem nukleusu. Medutim, svaki
seminukleus je telo, pa kako je D konacno, ono je polje. Dalje, ako D ima desni
i srednji nukleus veé od F, onda bi D bilo polje i desna strana (37) bi bila
jednaka nuli za sve vrednosti svih promenljivih. Ako pretpostavimo da D jeste
polje, treba da pokazemo da ovo vodi u kontradikciju. Prvo primetimo da je
a # 0, jer inace k = 0 bi bilo resenje druge jednacine iz uslova na pocetku. Kako
je D asocijativno, svaki asociéjator je jednak nuli i zato, stavljaju¢it =k =11
y =0, (37) nam govori da 2/ = z i b(z? — 2%) = 0 Vz. Kako 6 # 1 to povlaéi
daje #? =11b=0. Stavljajuéi b = 0 u (37) dobijamo t’k(a’ —a)y = 0 Vt, k,y.
A ovo je tacno ako i samo ako a? = a, tj. ako i samo ako je a iz potpolja K svih
elemenata fiksiranih sa 6. Kako #? = 1, K mora biti GF(q) gde je F = GF(q¢?)
i 0 je dato sa 2% = 29 Vo € F. Ali kako x varira nad F, z'*9 §to je 279 varira
nad celim K pa ima neko z iz F tako da z'*? = a; ovo narusava (2) (setimo se
da je b = 0) i dokazuje lemu. |

Primetimo da smo dokazali i viSe:

Lema 3.4 Ako je F' konac¢no, onda je D asocijativno ako i samo ako je § = 1.

Da bismo konstruisali D treba da pretpostavimo postojanje elemenata a, b
iz F' i antiautomorfizma 6 koji zadovoljava zadate uslove. Kako je 6 # 1, ako je
F konacno, onda F mora biti GF(p") gde je p prost broj i n # 1.

Teorema 3.3 Ako je F = GF(p"™) gde je p prost broj i n > 1, onda postoji
izbor a,b i 0 tako da D nije asocijativno.

Dokaz: Ako je p neparan, izaberimo 2 = zP, b = 0 i a da ne bude kvadrat iz

F. Zatim, kako je x'TP uvek kvadrat, uslov (2) je zadovoljen. Ako je p = 2,
biramo z? = 22 i bilo koji element b koji nije nula. Pretpostavimo da je mogucée
izabrati a tako da > +bx = a ima resenje za svako a iz F. Ali tada preslikavanje
x — 22 +bx je 1 — 11 na §to je nemoguée jer 3 + bxr = 0 ima dva refenja z = 0
iz =d gde je d jedinstven element iz F koji zadovoljava d? = b. |

50



3.5 Diksonov komutativni prsten sa deljenjem

Nas poslednji primer prstena sa deljenjem Ce biti komutativan ali ne i asocijati-
van. Konstrukcija ¢e biti slicna onoj koju smo uradili u prethodnom poglavlju,
samo §to ¢e F' biti kona¢no polje, D dvodimenzioni vektorski prostor nad F' sa
baznim elementima 1, A i definiSemo mnozenje u D.

Neka je FF = GF(p"), gde je p prost neparan broj i n > 1 i neka je a
bilo koji element iz F' koji nije kvadrat. Ako je 6 automorfizam u F' dat sa

2% = 2P, 1 <r < n, onda mnozenje u D definisemo

(z+ \y)(z + Xt) = (zz + ay’t?) + N(yz + xt). (38)
Teorema 3.4 D je komutativni prsten sa deljenjem koji nikad nije asocijativan.

Dokaz: Iz same definicije vidimo da je mnozenje u D komutativno. Da bismo
dokazali da je D prsten sa deljenjem treba da pokazemo da nema nenula delitelje.
Ako desnu stranu jednacine (38) izjednac¢imo sa nula, imamo

zz+ay’t’ =0 yz+at=0. (39)

Ako je z = 0 onda jeilit = 0 ili z = y = 0, pa se mozemo reéi da je z #
0. Resavajuéi prvu jednac¢inu iz (39) po x i ubacujuéi je u drugu, dobijamo
yz —ay?t' 92~ = 0 §to povlaci

2% = ay?HOHL = gy Ty £ 0. (40)

Medutim, svaki faktor u (40) je kvadrat, osim a, pa z mora biti nula. Ovo je
kontradikcija, pa je y = 0, a zatim je i  nula. Dakle, D je komutativni prsten
sa deljenjem. Da bismo dokazali da nije asocijativan moramo prvo dokazati
sledeéu lemu. |

Skup F poistoveéujemo sa {x + \0|,z € F'}.

Lema 3.5 F je srednji nukleus od D, i ako je K potpolje polja F' sa elementima
fiksiranim pomoc¢u 0, K je desni i levi nukleus; takode, K je nukleus i centar.
Dokaz: Ako izracunamo asocijator, dobijamo

[z 4+ My, z + M, b+ Mk] = at? (4 (h — h?) + KO (27 — 2)) + Nat® (47k — y&?). (41)

Zat = 0 desna strana (41) postaje nula. Lema je dokazana posto je K desni
nukleus. Iz komutativnosti sledi da je K i levi nukleus, i kako K # D, D ne
moze biti polje. |
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