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IIpearosop

Tpebamo 6u ma je /b CBAKOT HAYyYIHOT PaJIa Jda IATAOIY MPYKH HEKA HOBA CA3HAIba,
MPOIUPY BUIMKE, TIOJCTAKHE HA PA3MUILbAKE O HOBUM COINCTBEHMM Haejama... Hamepa
ayTopa OBOT paJa je na, MopeJl OBUX OMINITHX IMJheBa, KOHKPETHO YKayKe Ha YIoTpely
IIpecINKaBama HHBEP3UjOM Y OTHOCY Ha KPYT, KOja ce, HaXKaJIOCT, PETKO KOPUCTH, a MOIKe
y BEJINKOj MEPH JOINPUHETH jETHOCTABHOCTH PEIEha BETUKOT OPOja reOMETPHjCKUX 3a1a-
TaKa U MaTeMaTHIKUX TpobieMa W IpUKaxKe perraBame dyBeHux Jecem Anosonujesux
npobaema 0 000upy KpY206a yIpaBo MOMONY MPECIUKABAbA HHBEP3UjOM.

[TpBo 1NOTIaBIbE CaJIPIKK TEOPUJCKU YBOJ y caM paJl - nojam unsepsuje( nedbunuimje u
TeopeMe Be3aHe 3a MPeC/IMKaBabe WHBEP3UjOM ), 10jaM WHBEP3UBHE DABHU M HEKOJIMKO WH-
Bep31jOM PEIeHNX 33/1aTaKa OJHOCHO /I0KA3a MO3HATUX TEOPeMa, y3 HAIIOMEHY /14 IOCTOjU
jOII JiocTa TeopeMa Koje ce MOIY JIOKA3aTU IIPUMEHOM MHBEpP3HUje, HA YUHU CE, jeHOCTAB-
HUjW HAYWH, HO 300r OOMMHOCTH OBOT paJa Taj je Je0 W30CTABJHEH.

V Ipyrom TOrJIaBjby PENIeHO je CBUX mecer AMOJIOHUjeBUX MpOOJIeMa MPUMEHOM TIpe-
CIMKaBaba HHBEP3UjoM y ofHOCY Ha KpyT. CBaku o1 mpobieMa caapKu: ~ OmiTe caydaj” -
KOHCTPYKIIUjy TPAXKEHOT KPyra PaBHU, I/l Cy TPU €JIeMEeHTa PABHU 33/aTa Y HAJOIIITHA]eM
IIOJIO2KAjy, ” ClienujajTHe cirydajeBe - KOHCTPYKII]Y TPazKeHOT KPyra PABHU IIPU 33 IaHAM
MOCEOHUM TIOJIOYKAJUMA TPU €JIEMEHTa, PABHU U OPOj Pelierha CBAKOT 01, ATOIOHNjeBUX TPOo-
6sieMa y OKBHPY CBAaKOT O] OBUX CJIy4ajeBa.

o Ilox ommruM ciydajem moapasymeBamo cienehe:

1. mpobsiem- y OKBHPY OBOr IpobJjieMa He MOCTOjHU OIINTH W IOoceOHU ciydajeBu Beh
caMo CJIy4aj Kaja 3a JaTe TPU TAYKe MOCTOjU, OJHOCHO HE TIOCTOjU PEIehe MpodIeMa;
. IpobJieM- JlaTe JiBe TadKe He MPUTIAIAjy JaToj PaBH;
. mpobJieM- /1aTe BE TaYKe HE MPUIAIAjy TaTOM KPYTy;
. mpobJeM- JaTa TadKa He MPHUIAIa HA jeJHO] Of JaTe IBE IPABE;
. npobJiemM- /aTa TavYKa HE HPHUIA/Ia HA JATO] IPABU HU IaTOM KPYTLy;
. pobJieM- aTa TavKa, HE TPUMAIA HUA jeTHOM O JATa JIBA KPYyTa,;
. mpobJieM- y OKBHUPY OBOT o0 IeMa He MOCTOjU OIIITH U CHelyjaJHu ciaydajeBu Beh
caMoO 33J]aTU TOJIOXKAjU TPU MpaBe ¥ PABHU 3 KOjU MOCTOjH, OTHOCHO HE TOCTOjU peIlernhe
TOCTaB/HEHOT TIPOOIEMa;

8. mpobsiemM- HU jeHA OJ1 JaTe J[Be IPaBe HUje TAHTEHTA IATOr KPYyTa,;

9. mpobsem- faTa IpaBa HHUje TAHIEHTA HHU JEIHOT OJ JIATa JIBa KPyra, IPH 9eMy ce
JlaTh KPYTOBU HE TOAUPY]Y;

10. mpobJieM- HUKOja O [Ba OJ, JaTa TPU KPYyra HE MPHUIMAIA]y UCTOM MapabOIuIKOM
mpaMeHy Kpyrosa.

~N O Ot W N

o CrenujasHux cjiydajeBa, OJHOCHO MOCEOHUX I0JIOXKAja y HeKUMa oj1, AmojoHujeBux
npobsiema je Beauku OpOj T€ HABOAWMO CAMO HEKE Ol PA3MaTpPAHUX:

2. mpobseM- jemHa Of JaTe IBe TadKe MPUMAJIA JATOj TPABH;

3. mpobsieM- jemHA O JaTe [IBE Ta9YKe MPHUIAJA JATOM KPYTY;

4. mpobmeM- JaTa TadKa MPUMAIA jeTHO] O JaTe IBe IPaBE;



5. mpobJieM- aTa TavKa MPUIIAIa JATOj TPABU U HE MPUIMAJA JATOM KPYTY; JaTa TaAYKa,
MpHUITaa JATOM KPYTy W HE MPHUIAJIA JATOj IMPABY; [1aTa TAYKa MPUMAIA U JATOj TPABYU U
JIaTOM KPYTY;

6. mpobsiem- aTa TadKa MPUIAIA jeJHOM OJ1 JATa /JIBA Kpyra; 0ba rara Kpyra Cajpike
JaTy TavKy;

8. mpobJsieM- jeHa of1 1aTe JBe MpaBe TAHTEeHTA je 1aTor KPyTra; obe JaTe mpaBe TAHTeHTe
Cy JIaTOT KPYyTra;

9. mpobsieM- maTa mMpaBa TAHTEHTA je CAMO jEIHOT O JaTa JBa KPYra; IaTa MmpaBa
3ajeJHMYKA je TAHTeHTa JATUX KPYTrOBa; JaTa /IBa KPyra MPHUIA/Iajy UCTOM MapaboIndKoM
[paMeHy KpyroBa, [P Y€MYy /1aTa IIPaBa HUje PAAUKAIHA OCA TOI' IPAMEHA; JATa, [IBA KPYTra
MPUITAIA]y UCTOM TTAapAOOJMYKOM MPAMEHY KPYroBa, MPU YeMy jé /1aTa MpaBa paIuKaIHa
oca TOT TTpaMeHa;

10. mpobsem- 1Ba O Aara TPU KPyra MPHUIAIajy UCTOM MapabOIudKOM MpaMEHy Kpy-
rOBa; CBA TPH JIaTa KPYTra MPHUIA/Iajy UCTOM MapabOIUIKOM IIPAMEHY KPYyrOBa.

Ha kpajy, mocebHy 3axXBajHOCT ayryjeM cBOM MeHTOpPY, p 3opany Jlyuuhy, Ha Ge3pe-
3epBHO] MOPIII ITH, 3a/1ararky W NCKA3aHOM CTpIuberby. Hamam ce ma hie oBaj pan ncmysnTn
OYEeKHuBalba YUTAJAIla U 6ap HEKHU O/ TrOpe HaBE€JCHUX ITUJ/HEBA.
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<o~ IHBep3uja <o~

Hedununuja: Heka je k(O,r) mpoussoban Kpyr Heke pasuu E? n meka je E? =
E?\{O}. Tlpeciukasame : E? — E? nedunucano ca ,(X) = X' & X' npunaja
nonynpasu OX u OX - OX' = r? mazusa ce uneepsuja y omnocy ua xkpyr k(O,r). Tauky
O Ha3MBAMO UEHMPOM WITH CPEOUULNEM UHEEP3UJe, Ty K T HASHBAMO NOAYNPEUHUKOM UH-
6epauje, BeJIMUUHY T2 cmenenom uneep3uje, a Kpyr k xpyzom uneepsugje y,.

Ha ocuoBy nedunnnumje npecinkaBama HHBEP3UjOM y OHOCY HA KPYT MOKE Ce 3aKJbYII-
xuru ja nearap O uHBEp3Wje 1 HeMa CBOjy CJIUKY Yy OBO] MHBEp3uju, HUTH je Tadka O
CAMKa, y MHBEP3UjH 1, 6110 Koje Tauke papuu F, jep 6u paxuao 00 - OO0’ = r?, mro nuje
Mmoryhie. C Tora, ako yKeJMMO J1a TPECINKABAahe MHBEP3UjOM MOCMAaTPaMO Kao OMjeKTHBHO,
o demy he 6uTH pedn HEIITO KaCHKje, yMecTo paBHu I 3a JOMEH U KOZOMEH MPECTHKABATHA
Yy, Mopamo yseru pasan E2 = E2\{O}.

IIpumerumo cuexelie: ako je A u A’ map omrosapajyhiux tayaka y unBep3uju g
Yr(A) = A’) tana je npasa AA’ ynpasna ma kpyr k(O, r) uaBep3uje 1 jep Cy, Ha OCHOBY
neduHUNTje IPeC/IMKaBaba KHBEp3KujoM, nenTap O unsepsuje u Tauke A u A’ Konuneapue.

Heka je k(O, r) kpyr Heke paBHU U ¥} IPECIUKABABE UHBEP3UjOM Y OIHOCY Ha Kpyr k.
OpearMo CimKy y MHBEP3uju 1y, pon3BosbHE Tadke A oBe paBuu, npu demy je A # O.

He ymamyjyhu ommrocTt mpermocraBuMO [a Tadka A npumaja crosbalimbo] obacTu
kpyra k. O3nagumo ca T tadky y K0joj OUIIO KOja OJ1 JIBe TAHIEHTE HA KPYT kK KOHCTPyHCAaHe
u3 Tauke A momupyje kpyr k, a ca A’ momnoxje ynpasue uz T wa npasy OA( ciuka 1).

IMocmarpajmo Tpoyrmose OT A u OA'T. Kaxko je LOT A" =2 LOAT( yrnosu ca HOp-
mamaum kpanuma) u LOA'T = LOT A = 90°, To cy nocmarpanu Tpoyrinosu OT Au OA'T
cmanu( AOTA ~ AOA'T). U3 cimuuocT OBUX TPOYTJIOBA CJIEIN:

OA" OT OA" T

Oor —0A T 7 ~ o4

omakie je OA - OA' = r2.

canka 1



N3 nedwnuimje mpecamkaBarma WHBEP3WjOM Y OJHOCY HA KPYT CAEIU 1a j€ yIPaBO
rauka A’ cavka tauke A y uHBEp3uju g

Teopema 1: uBep3uja y oaHOCY HA KPYT je HHBOJIYTUBHO IIPECTHKABAHE.

Jokaz: O3HAYMMO ca 1) MPECIUKABARE WHEEP3UjOM y OJHOCY HA TPOU3BOJHAH KPYT
k(O,r) uexe pasuu. Heka je A 6uo koja rauka e paBuu u A’ ciiuka tauke A y uHBep3uju
i Yp(A) = A’. Ha ocuosy nebunumnuje uusepsuje je OA-OA’ = r? majeun OA'-OA =

r?, mTo 3HAYH fa je Tauka A ciuka y umaBepsuju 1y tauke A’ Y (A’) = A Te je:

Ur(Yr(A)) = Yr(A') = A,

OJTaKJIe CIeN 13 je WHBEpP3Uja Y OJHOCY HA KPYT WHBOJYTUBHO MPECIUKABAMLE. ¢

[Ipunukom magnonpehammer onpeluBama cIuKe y UHBEP3UjH 1)) IPOU3BOJbHE Tauke A
HEKe PaBHHM, [PEeTIOCTaBU/IM CMO Ja Tadka A upunaja cuospbauinoj obuaactu kpyra k(O, )
nuBep3nje . Cama, HA OCHOBY TMPETXOIHE Teopeme, MOYKEeMO 3aK/byUWTH 1a, Ta CMO
TauKy A omabpaju y yHyTpaIimoj 00sacTu Kpyra k, 003UpOM [1a je WHBEP3Uja WHBOJY-
THBHO NMPECIMKABAE, OOPHYTHM TOCTYIKOM OJpeIuIn ONCMO heHy cauky A’ y nHBep3uju
1. OB3upoM Ha OBe 3aKJbydKe cieau cienehia reopema:

Teopema 2: Y unsepsuju 1y: E? — E? tauku A Koja npuuaja yHyTpaiimboj obaactu
kpyra k(O,r) unBep3uje ¢y Kao CIUKa y UHBEP3UjU 1y, oAroBapa Tauka A’ Koja mpumaza
crojpanimoj obmactu kpyra k. U obparHo, Tauku A Koja OPHUNAa CHOJ/BAIIB0] 00JaCTH
kpyra k(O,r) unBep3uje ¢y Kao CJIuKa y UHBEP3UjU 1y oAaroBapa tadka A’ koja npunaza
YHyTpaIImoj obmactu Kpyra k.

nokas: Heka je k(O,r) Kpyr WHBep3uje HeKe DaBHHU, 1) TIPECINKABAIhe WHBEP3U]jOM Y
omHOCy Ha Kpyr k, A mpom3BoJbHA TadKa WCTE PABHU pasanduTa of neHTpa O WHBEp3Hje
Yr(A # O), a raura A’ = 11, (A) meHa cMKa y OBOj HHBEP3H]H.

— Ako rauka A npunaza yHyTpaiimoj obactu Kpyra k unsepauje ¥ taga je OA < r,
a TOIITO Cy, HA OCHOBY Je(DUHUIINA]e TPECTUKABAKHA HHBEP3UjOM Y OHOCY HA KPYT, TAYKe
0, A nu A’ xomuueapue n Baxku jegnakocT OA - OA' = r2, To je OA’ > r, omakie cienn
na ce Tauka A’ Hasjasu BaH Kpyra k mHBEp3Uje Y.

— Ako Tauka A mpumaa Crosbalimoj obaactu Kpyra k uaBepsuje ¥y Taga je OA > r,
a Kako cy, 003upoM Ha JeDUHUIINA]Y TPECTUKABARA HHBEP3UjOM Y OJHOCY HA KPYT, TAUKe
O, A u A’ xonuneapue u axu OA - OA' = 12, to je OA’ < r, mro 3uaun na rauka A’
LpUIIaa YHYTpaliboj obnacru Kpyra k unsep3suje V. ¢

Teopema 3: Y unbepsuju ¢ : E2 — E? Tauka A je wHBapujaHTHA aKo W CaMO aKoO
je Ae€k.

Joka3s: Axko je Tauka A mHBapujanTHA, OAHOCHO ako Baxku: A’ = ¢ (A)m A = A’  ano
nedrHUIME TpecnKaBama naBep3ujoM je OA - OA' =r2, 10 je OA - OA = r?, omaxzne je
OA = r, na cnequ na rauka A npunaga kpyry k(O, r) uasepsuje ;. OOGpaTHO, aKO TAYKa
A npunazga xkpyry k(O,7)( A€k = OA=r) nako je A’ =1 (A) wena ciauka y nusep-

3uju )y, Ha ocHoBy gedunmnuje, Tauka A’ npunana nonynpasu OA u OA - OQA' = r?, a



kako je OA = r 1o je m OA’ = r. Tlomro A’ mpunaga noxynpasu OA cnemn na je A = A,
Tj. Tauka A € k je unBapujanTHA. ¢

Teopema 4: IlpeciukaBarme HHBEP3WjOM Y OJHOCY Ha KPYyT je Oujekiimja.

mokas: Heka je A mpomssosbHa Tauka pasuun E? = E2\{O}, k(O,r) npoussomban
KpPYr OB€ PaBHU U 1 Mpec/uKaBaibe WHBEP3UjOM y OIHOCY Ha Kpyr k. 3a Tauky A Ha
2

. . . T
nonynpasu OA jemnosnadno je ompeliena tauka A’ Taksa ma je OA' = oA’ a Ha OCHOBY

nedbunumje IpeciuKapamba UHBep3ujoM y oxuocy Ha Kpyr je OA - OA’ = r2, rae je A’
cIMKa y WHBep3uju ¢y tauke A, vj. A’ = ¢ (A), na je npecinkaBame WHBEp3UjoM 7 Ha”,
OJTHOCHO CYDPjeKITHja.

Jame, axo je Yp(A) = (A1) = A’ rana je OA-OA’ =12 u OA; - OA’ = r? na je
OA = OAq, a momro 06e Tauke A m A; npunanajy nmonynpasu OA’ To je A = Ay, mTo
3HAYHU Ja je mpecanKaBambe napep3ujom "1 — 17, 0aHOCHO WH jeKImja.

Hakje, Kako je npecankaBambe uapep3ujoM ¥ "1 — 17 u "na” cnean ma je mpeciuka-

Barbe MHBEP3MjOM Y OIHOCY Ha KPYT OMjeKIrja. 4

Jlema 1: Heka cy O, A, B tpu HekojuHeapHe Tadke Heke pasuu, k(O,r) Kpyr Te
PaBHHU, NPOU3BOJHPHOT HOJIYIPEIHUKA, Ca HEHTPOM y Tadku O 1 1)y IPECIuKaBambe HHBEp-
3ujoM y onnocy Ha Kpyr k. Ako cy A’ u B’ penom ciuke tayaka A u By unsepsuju 1y
raga cy tpoyraosn OAB N1 OB’'A’ ciwann.

nokas: Ako cy A = ¢ (A) u B’ = ¢(B) penom camke Tadaka A u B y nHBEp3Uju
Vg, U3 neduHANM]e TpecTuKaBamba WHBEp3njoM, Tauke O, A, A’ cy KonmHeapHe W TadvKe

O, B, B’ cy xomuneapue, na je L{A'OB’ = { BOA (cnuka 2).

| (0] A | A

/

\_

CIINKa 2
Ha ocuoBy medununuje mpecankaBama HHBEP3UjOM Y OIHOCY Ha KPYT je:
A =9Yp(A) = 0A-0A =12

B' = x(B) = OB - OB =12,

na je o4 = oB N3 L{AOB' = {BOAn o4 _ OB

= — ~ 1 A7
oB’  0A” OB — oA St AOAB ~ AOB'AL O
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Teopema 5: IlpousBox nBajy mHBep3Hja Yy, U Y, Y OTHOCY HA KOHIIEHTPHYHE KPY-

. . r
rose ky1(0,r1) 1 ko (O, r3) npeacrasmpa xomorernjy ca koedumujentom (— )2
1

nokas: Heka cy k1(O,r1) n ka(O,r3) KOHIEHTPHUYHM KPYTOBU HeKe paBHH, A Tpow-
3BOJbHA TA4YKa T€ PABHMU, 1), WHBEp3Wja y oxHocy Ha Kpyr ki(O,ri) n 1y, uHBep3uja y
onuocy Ha Kpyr ko(O,72). Axo je Ay ciuka tauke A y unsep3uju g, , a Ay ciamka Tauke
Ay y unBepsuju Yg,, tj. A1 = g, (A) u Ay = ¥, (A1) Tana Baxu:

’(/}kl(A) = A1 = 0A- OA1 = ’I“%
1/}]%(141) = A2 = OAl . OA2 = 7‘%,

2
LT Ay . .
OJaKJIe je -2 — 22 Kako Cy, HA OCHOB nedrHAIT]e IPEeCJIUKABAbA NHBEP3UjOM, TAIKE
2 OA ’ ’
r
1

0O, A, A; konmuneapue u Tauke O, Ay, A Konureapue, 70 ¢y cBe derupu tauke O, A, A1 u
As xonmuueapHe (cimka 3).

canka 3

Kaxo je Ay = ¥y, (A1) = Vi, (Yr, (A)) = g, o Py, (AQ), TO NPOU3BOJ, MHBEP3Uja, Pk,

A
u Yy, ciuka tauky A y rauky As raksy Ja je O—Az = % = (2)2, IIa je IIPOM3BOJ, MH-
L T1

. . . T2 2
Bep3uja Pr, " Pr, XoMoTernja ca neHTpoM y Tauku O u koedwuimjeHToM (— )%, OTHOCHO
T

1
ka Ol/’kl = HO(%)Q . .

Ha ocuoBy /10 cajia HaBeIE€HOT jaCHO je Ja MHBEpP3Wja HUje H30METPHjCKa TPpaHChOpMa-
muja. Yckopo hemo noka3aTu Ja MpecanKaBar-e€ WHBEP3WjOM y OTHOCY Ha KPYT HE 9yBa
KOJINHEAPHOCT TadaKa.

IIpe HO mITO WCKAakemMO u JoKaxkemo ciezehy TeopeMy, paau jeaHOCTABHUjEr MCKA3a
U Jl0Ka3a mcre, ypeauMo ciaegely osnaky: ®* = ®\{O}, rae je ® dburypa pasun E? (y
HameM ciy4ajy ta dburypa 6uhe npasa niam xkpyr), k(O,r) Kpyr uCTe paBHH, TTPOU3BOJb-
HOT TOJIyIPeYHUKA, dnju je meHtap tadka O u )y, MpeCcinKaBabe WHBEP3UjOM Y OTHOCY HA
kpyr k(O, 7).
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Teopema 6: Heka je k(O,r) kpyr pasuu E?, ¢ npecinkapame WHBEP3UjOM y OTHOCY
Ha Kpyr k u p u [ penom mpasa u Kpyr Te papam. Tama:

o axo O € p, ouya Yx(p*) = p*;

©® ako O ¢ p, ouma Y (p) = j*, vae je j Kpyr ucre paBHW KOju caapkm nenrap O
nHBep3uje Vg;

* ako O € I, ouga Y (l*) = ¢, vae je ¢ npaBa ucTe paBHU KOja HE caapxku nerrap O
WHBEp3Hje Yi;

® axo O ¢ I, ongma Yy (1) = I', tme je I! kpyr ucre pasam koju He caapxku mertap O
“HBEp3HUje Y.

JoKas:

o Heka je A € p* npoussosbHa Tauka npase p* u tauka A" = 1 (A) wena ciuka y
unsep3uju V. Ha ocnoBy medununuje npeciukaparba uHBep3ujoM, Tadke O, A u A’ cy
KOJIMHeapHe, a KaKo, Mo HAINO] MPeTnocTaBnn, Tauke O 1 A MPUTAIajy TPaBU p TO U TAUKa
A’ mpunazga npasm p. O63mpom ga je Tadka A MpoM3BOJbHA TadKa TIpaBe p* TO 3a CBaKy
Ta4YKy TpaBe p* BaxKu Ja HEHA CJINKA y WHBEpP3Uju 1), Takohe MpHUIAJa MpaBu p*, Te je
oryna ¥ (p*) = p* (cnuka 4,, ciuka 4p).

; ) K s - .
N “\
/ \ /N \

| o —A | \ N ‘
T A \ AN
/ —o-
/

T—pp=p {0 AN

\\ A N /““
\\ /\\ p.pt=p {0}
T~ \\\ /// \\\

N
- -

AN
N

cavka 4, cavka 4 N

©® Osnaummo ca P nognoxje ynpasHe n3 O na npaBy p. Kako O ¢ p o je P # O,
na tayka Py unBepsuju vy uma cBojy cauky P’ = ¢ (P). Heka je Q npou3Bo/bHA TauKa
npase pu Q' = ¥, (Q) wena ciuka y unsep3uju Y. Ha ocHoBy seme je AOPQ ~ AOQ' P/,
na je £L0Q'P" = LOPQ = 90°, jep je Tauka P nommoxje mopmane u3 O Ha p na je
£LOPQ = 90°. Makne, Tauka Q' npunaga kpyry zaz npedaukom OP’. O63upom na je
Tauka () € p NPOM3BOJHHA TAYKA MPABE P & heHa CJUKA ()' y MHBEP3Uju 1), PUNIAIA KPYTY
Haz npeanukom O P’ TO C/iMKa y WHBEP3UjU ) CBaKe Tauke IpaBe p MPUIALa KPyTy Hajl
npeunukoMm OP’. O3uauumo ca j oBaj kpyr( kpyr Haz npeanukom OP’) u noacerumo ce
panuje yBenene oznake j* = j\{O}.

O6pHYTHUM MOCTYIKOM JOKA3yjeMO JIa je CBaKa Tadka Kpyra j* cimka y WHBEp3uju Yy
HEKe OJ TAYaKa TPABe p.

Ha xpajy, nomro nenrap O uHBep3uje ¢y y onHocy Ha Kpyr k(O, ) HEMa CBOjy CIUKY
y OBOj HHBEp3HUjH, HATH ce GIJIO KOoja Tauka paBHE E? camka y Tauxy O To MoxkeMo pehn
na je U (p) = j* (couka 54, cauka 5p).
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CJINKA Dg

cauka by [/

* Pannje cMo mokazanm fa je mpecamKaBabe WHBEP3WjOM Y OJHOCY Ha, KPYT WHBOJIY-
THBHO TIa je 0Baj 1e0 TBphema JUPEKTHA MOCTeIUIA MIPETXOTHOT TBphema ©.

® Hexka je p; upasa koja caapzku nenrap O kpyra k(O,r) unsep3uje ¥y u O; uenrap
kpyra [, a A u B Tauke y KojuMa mpasa p; cede kpyr [. He ymamyjyhu ommroct y3mmmo
1aje B(O, A, B)( oBo ce TBpheme moka3yje ciudHo u ako je B(O, B, A), kao u 3a cBe 1pyre

pacnopege tasaka O, A u B).

Heka cy A’ = ¢y(A) u B’ = ¢4 (B) cauke y unsep3uju 1)y, penom tavaka A m Bu L
MPOM3BOJbHA Ta¥Ka Kpyra [, pasawuwnra ox tadaka A u B, a L' = ¢y (L) wena canka y

WHBEpP3Uuju Y.

(o]

Ha ocnosy neme Baxkn: AOAL ~ AOL'’A’ u AOBL ~ AOL'B’'. U3 camunocrn
rpoyriosa OBL u OL'B’ cnenu na je AB'L'O = ALBO, a u3 CIMYHOCTH TPOYIJIOBA

OAL n OL'A" je LA'L'O = LLAO (cauka 6,,).
ITocmarpajmo AA'L’' B’ u werose yriose:

LAL'B' = LA'L'O - 4B'L'O,
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a kako je LA'L'O = LALAO u LB'L'O = LLBO, T0 je

LAL'O—4B'L'O = {LAO—£LBO = 180°— £ LAB— £LBO = 180° — ({LAB+ £LBO)
=180° — (180° — LALB) = LALB = 90°,

jep Tauka L mpunaga kpyry [ a ny»x AB je jeqam o mpedHnKa OBOT KpyTa, 1a je LALB =
90° ka0 yrao HaJl MPEIHUKOM.

Haxme, LA'L'B" = L{A'L'O — £B'L'O = LALB = 90°, na tauka L’ npumazga Kpyry
naz npedankoM A’B’. OsnaummMo oBaj kpyr ca l’. Kako je tauka L € | npou3Bo/bHA TadKa
Kpyra l, a ieHa CJIMKa y UHBEp3Uju 1)y, Upuuaja Kpyry I’ To u cjluka y MHBEp3uju 1) cBake
Tagke Kpyra | mpunajaa Kpyry I’

| 6 |
\ /

N

~— -

ciauka 6y

O6pHYyTHM TIOCTYIIKOM JOKA3yjeMO /1A je CBaKa Tadka Kpyra [’ cluKa y WHBEP3HjH Py
HeKe 0/l Tadaka Kpyra [, ma MoxeMmo 3akbyuntu aa je vi(l) =1. ¢

IIpumep: Heka je k(O,r) Kpyr HeKe PaBHU U 1), MPECINKABabe HHBEP3UjOM Y OIHOCY
Ha Taj Kpyr Ako cy A u B nBe pasue tauke re paBuu( pasziuanre o enrpa O nocMarpaHe
unBep3uje), a A’ u B’ pejoM mwuxoBe CIIMKe y UHBEP3UjU V), JOKA3ATH JIa je Taja:

T2

/ /_7.
AB " OA-OB

AB.
pereme: Pazmorpumo nBa moryha ciaydaja:

1. Tauke O, A u B cy tpu pa3He kosnuneapHe tadke. He ymamyjyhu onmroct mper-
nocrasumo Jja je B(O, A, B). Ha ocHoBy upeciukaBamba WHBEP3UJOM y OJHOCY HA KPYI
jer
2 2

A . A/ — 2 A/ — L B- B/ — 2 B/ — L
OA-O r* =0 oA AN OB-O r“ =0 OB
Kaxo je B(O, A, B) 1o je B(O, B’, A") onakie cienn na je:
2 2 2 2
A'B' =0A' ~OB' =~ — OB = — L (0B-04)=—" AB.

OA “ OB OA-OB “OA.-OB
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2. Tauke O, A u B cy Tpu pa3ue HeKOJMHEApHE Tadke (CIUKa 7). Y OBOM CIy4ajy, Ha

ocHoBy Jieme, Tpoyraosn OAB u OB’ A’ cy cnimanm omakie je:
AB-0OB'
A'B":AB=0B':0A= AB' = 04 (%)

canka 7

Kaxko je B’ = 9;(B), 1o je, Ha OCHOBY nedUHUNUje MPECTUKABADA UHBEP3UJOM y OIHOCY
2

Ha Kpyr, OB - OB’ = r? opakne je OB’ = VBpIITaBameM MOCTEIHEe jeTHAKOCTH Y

r
OB’
jennakoct (*) 100KMjaMO TpazKeHy pesiauujy. ©

Koncrpykmujy cimke y HeKOj WHBEP3WjW KPyTra MM MpaBe HEKe DABHU MOXKEMO, Ha
OCHOBY TpPETXOJHE TeopeMe, BPIIUTU KOHCTPYKIWjOM CJIMKA y WHBEP3WjH JBe WJIH TPHU
Tavuke Koje TMPHUIIAIajy KPYyry WM MpaBU YUjy CAWKY y uHBep3uju oxapehyjemo. Nmajyhm
Ha yMYy [la Cy Ta9Ke Ha KPYry WHBEP3Uje je/InHe NHBAPHUjaAHTHE TAYKE HEKE DABHU, YKOJUKO
[paBa WM KPYyl HEKE DABHU CEKy KDyl HHBED3HUje Ta/a Ce HUXOBE IIPECeYHe TAYKe Ca
KPYyTOM WHBEpP3Hje CIUKA]y y came cebe, Te je 3a KOHCTPYKIIN]Yy CJIWKE MpaBe WA KPYTra
MOTPEOHO Y WHBEP3UjU MPECTAUKATH Mambe TadaKa.

BaxkHO je HAIOMEHyTH M J]a, YKOJMKO Ce HEKU KPYI' PaBHH, HA30BHMO ra [, HEKOM HH-
BEP3MjOM CIMKA y APYTW KPyr T€ PABHHU, O3HAYMMO ra ca [, Taja ce neHrap kpyra [ He
cauKa y uenrap Kpyra l’.

Pasmorpumo caza moceban ciaydaj kaga kpyr [(Op, r;) HEKe paBHW CaJPIKU JBe MHBEP-
sue Tauke P u P’ 1j. Tauke 3a koje je ¥i(P) = P’, rue je k(O,r) npousBoban Kpyr Te
pPaBHH a 1)), WHBEP3Hja Y OJHOCY Ha KPyT k.

Kako je OP - OP' = r?, a ma ocuoBy morennuje tauke O y oamocy na Kpyr [ je
OP - OP' = OT}, rtne je OT ranrenta us rtauke O na xpyr [, a T € | Tauxa jomupa
taurente OTy u kpyra [, To je OT? = OP - OP' = r2. Jaxne OT? = r?, a kaxo
je r mosympedHUK Kpyra k mHBep3Hje Vi, a Tadka O 1eHTap Kpyra k, cJeau Jia Tadka
T, npunazna kpyry k, na je ona uaapujantaa( ¥g(71) = T1). O63upom ga nenrap O
uHBEp3uje Yy He mpumaga Kpyry ! m3 tadke O TOCTOjU jOII jeqHa TaHTE€HTA HA KPYT [.
Ozuauumo ca Ty € [ Tauky y K0joj apyra ranrerTa u3 tadke O Ha Kpyr ! goaupyje Kpyr
. CauuHuM pa3MaTpameM Kao y Caydajy Tauke 17 J0a3uMO JI0 3aK/bYUKa /13 je U TaYKa,
T, wuuBapujanTha tavka Tj. Yx(Ty) = To. laxie, Kpyr | caapKu JBe HHBAPUJAHTHE TaUKe
T n Ty n nap naBep3HUX Tadaka P u P’ ma ce KpyT | MHBEP3MjOM 1)), TTPECITUKABA Y CAMOT
cebe Yy (l) =1 ( cmuka 8).
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cauka 8

Ha OCHOBY r'Op€ HaBEIEHOT MOXKEMO U3BECTU U cneﬂehe 3aKJbyYKe:

o yKOJIUKO KpyI [ Heke paBuu cede Kpyr k(O,r) unBepsuje ¢y Te paBHU y JBe Pa3He
rauke A n B wn cagpxkn nap waBep3nnx tadaka P n P'( ¢, (P) = P'), Tana ce xpyr [
UHBEP3UjOM ) TIpecaukaBa y cebe camor( jep tauke A u B ocum Kpyry | mpumnanajy u
Kkpyry k uaBep3uje 1, ma cy obe oBe TauyKe MHBAPUjaHTHE, OMHOCHO Yi(A) = A’ = A u
Yi(B) = B’ = B, te kpyr | caipxu TPH Iapa MHBEP3HUX TAYaKa).

00 YKOJIMKO KPYT | HEKe PABHW CaIpP}KW Tap WHBep3Hux Tavaka P u P’'( ¢y (P) = P’)
raga kpyr | ceue kpyr k(O,r) unBep3uje ¥, u 003upoM Ja cy Tadke goxupa 1) u Th
taareatu OT) u OTs u3 nearpa O wHBEp3Hje 1y HA KPYT | yjeIHO U TadKe Mpeceka KPyra
| m xpyra maBep3wuje k, cienu ma je Kpyr | yupaBaH Ha Kpyr k mHeep3uje ;. Baxun n
OOpHYTO: YKOJIHKO je KpyT [ yrpaBaH Ha Kpyr k wHBep3Hje 1, Tamaa ce Kpyr | WHBEP3UjOM
1), IIpecauKaBa y camor ceoe.

Jlakye, CBaKu KpyT €JIUIITHYKOT TPaMeHa KOjU CaJp:KH JIBe nHBep3He Tauke P u P’y
MHBEP3UjH ) yIpaBaH je Ha Kpyr mHBep3uje k. U obpHyTO, CKyl KpyroBa KOju CaJipiKe
Heky Tauky P u yupasau cy Ha Kpyr k(O,r) unBep3uje 1)y, HEKE PABHU je €JMITUYKY [IPa-
MeH KPYroBa Te PaBHU, KOjH, IOpen Tauke P, canprxke u B0j naBep3ny Tauky P’ = ¢ (P).

<o> HaBep3uBHaA paBaH

Ha ocnoBy 10 caga mckazanux u JIOKA3aHUX OCOOMHA IIPEC/IMKABAKA WHBEP3UjOM Yy
OJTHOCY Ha KPYT MOTJIM CMO 3amla3WTH BEJUKY CINYHOCT W3MeDy OBOT MpeCcTKaBamba W
MpecanKaBama OCHOM pedekcujom. Hamwme:

® WHBEP3HUja ¥ OJHOCY HA KPYT W OCHA pedJeKCrja Cy WHBOJLY THBHA ITPECINKABAIHA;

® IIPUJIMKOM IIPEC/IMKABAhA NHBEP3UjOM HEKEe DABHY CBE MHBAPHUjAHTHE TAYKE T€ PABHU
[IPUIIA/IAjy KPYT'y HHBEP3Uj€ U MIPH IPECTUKABAY TAUaKa HEKE PABHUA OCHOM peduiekcnjom
CBe WHBApPHUjAHTHE TaYKe T€ PABHU MPUIAIA]y Ocu pedeKcuje;

e ako ce Tauyka X HEKE PABHU OCHOM pedJIeKCHjOM INpecauKaBa y Tadky X' Taja je
npasa X X' ynpasra ua ocy pedekcuje. CmanO, aKo ce Tadka X HEKe PABHU MPECTUKABA
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WHBEP3UjOM y OJHOCY Ha MPOM3BOJbAH KPYr Te paBHW y Taduky X' taza je npaBa X X'
yIpaBHA Ha KPYI' WHBEP3H]e;

e ako je s mpou3BosbHA HpaBa Heke pasuu E2 u Sy : E? — E? npeciukapame 0CHOM
pedaekcujom, tae je mpaBa s oca pediekcuje, Tajga je Ss OMjEKTHBHO IPECJUKABAIHE.
Cimuuno, ako je k(O,r) npoussosban kpyr pasiu E? u B2 = E?\{O}( "upobymena” pasan
E?, omnocro pasan E? 6Ge3 mentpa O kpyra k(O,r)) u ¢p: E? — E? npeciukapame
uHBep3ujoM y oxuocy Ha Kpyr k(O,r), Traga je 1y OUjeKTUBHO MPECIUKABAHE.

® KPYrOBU KOjU CaJpIKe HEKY Tadky A u ympaBuu cy Ha ocy s peduiekcuje S; MpUIanajy
EJIUNITUYKOM MpPaMeHy KPyroBa Koju mopen Tauke A cagpxe u mweny camky A’ = Sg(A)
y ocHoj peduekcuju Ss. Takobe, kpyroBu Koju cagpxke HeKy Tadky A u ynpasHu cy Ha
kpyr k(O,r) uHBep3uje 1)y MPUIAAAjy eIUNTHIKOM TPaMeHy KPYroBa KOjU MOpPEeJ, TadKe
A cagpxe u weny ciuky A’ = ¢, (A) y unsepsuju .

O63upoM Ha CBe HABEJIEHO MPECTUKABAHRE MHBEP3UjOM y OJIHOCY Ha KPYT HMOHEKAJ Ha-
3UBAMO U pedaercujom y 00HOCY Ha KPYe, Ia y CKIIAJLY €A TUM JepUHUIE]Y KPyra MOKEMO
MPOMIUPUTH U JOMYCTUTH 1 W MpaBa Oyme KPyr, OJHOCHO MOCMATPATH TPABY Kao KPYT
HEOTPAHWYEHOT MOIyNpednnka. Taga Mmoxkemo pehin 1a moCTOju je IMHCTBEH KPYT KOjU Ca-
JIPKW TPU pa3He Ta4Ke HE PA3MUILbajyhu O BUXOBOj KOJUHEAPHOCTH, jep YKOJIUKO Cy Te
TaYKe KOJMHEapHe Ta/a MPUIAIajy jeINHCTBEHOM KPYTy HEOTPDAHWUYEHOr MOJIYIPEIHUKA,
Ka0 W TO 3 Ce MHBEP3UjOM y OIHOCY HA MPOM3BO/bAH KPYI HEKE PABHU CBAKU KPYT Te
PaBHU IIPECJIMKABA y KPYTI.

[Ipomupumo eykuiacky pasad gofajyhu joj "uipeanny”rauky O'( ”6eckoHadHO 1a-
JieKy Tadky”) Koja je u 3ajelHMYKa TadKa M 3ajeJHUYKO CPEIUIITEe CBUX HPABUX KOje
IIOCMATPAMO Ka0 KPYroBe HEOIDAHWYEHOI ITOJIYIPEYHUKA.

[IpernocraBumo ja aBa kpyra( 6uiio ga cy OrpaHu4eHor Wik HEOIPAHUYEHOL [0JLy IPe-
HUKA) HEKE DABHU KOja UMajy jeJHy 3ajeIHUUKY Taduky. Talaa ce OHU WM JOAUPY)Y, [a UM
JIO/IMPHA TAYKA jeJMHA 3ajeTHNYKA TadKa, UJIN Ce CEKY, Ma MOpeJ] OB, KOjy CMO MPETIIOCTa-
BUJIM, UMajy jOII jeaHy 3ajegnndky Tadky. OBO je jacHO yKOJMKO Cy 00a Kpyra Kpyrosu(
OIDAHUYEHOT TIOJIYIIPEYHHUKA) UIIM je je jelaH o OBUX KPyrosa Kpyr( OrpaHHYeHOr HOJLy-
UPEYHUKA), a APYrd Kpyr je upasa( Kpyr HEOrPAHUYEHOI IIOJIYNPEYHHUKA). YKOJIUKO Cy
006a Kpyra mpase( KPYroBU HEOPAHUIEHOT MOJYIPEYHNKA) Taja Cy OHe TapajesiHe, mma je
MPETIIOCTABILEHA, 3ajeJHNIKA Ta9Ka 3anpaso “uaeanna”’ tauka’ O’ Wim ce OBe TpaBe CeKy,
0a UM je NOpeJ| IbUXOBE IpecedHe Taduke, Apyra 3ajeanundka ragka O’.

Pasmarpajyhu unsepsujy ¢y y onuocy Ha Kpyr k(O, ) eykiynacke papan E? u ysogehu
nojam E? = E?\{O}, nokasanu cMo ja je npeciukapambe unpepsujoMm vy: E2 — E2
bujexknmja m Ja caka Tauka paHm E? m3yses nentpa O WHBep3Wje 1P, WMa CBOjy CIAWKY
y unBepsuju ¥i( 0BO je pasyor 360r Kora CMO 3a JIOMEH U KoZOMeH (yHKIUje ¢y y3eau
E? = E2\{0}). Cana, nonasamem "uneanne” tauke O eyKInICKOj paBHH, MOXKeMO pehin
J1a CBAKa TadKa paBHU F2 HMa CBOjy CIMKY IIPU IPECIUKABAbY HHBEP3UjOM 1), jep je Tauka
O’ cnuka y unsepsuju vy, nenrpa O ope uHBepsuje. EyKInacKa paBaH Oy HEHA TAYKOM
O’ nasuBa ce unsepausna pasan( xondopmna pasan). Jlaxie, IpecIuKkaBambe UHBEP3UjOM
y OIHOCY Ha KpyT nedUHUCAHO y WHBEP3WBHO] PABHU je OMjEKTUBHO MPECINKABAIHE.

Cse mpaBe MHBEp3WBHE DaBHU Koje cajapzxke nenrap O unsepsuje ¥i( y omHocy Ha
kpyr k(O,r) re paBuu) caapzxke u tauky O’ koja je ciuka y unsepsuju 1y uenarpa O oBe
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ungepsuje, Tj O' = ¢Y(0). Ako cy tauke O u O’ ucroBerHe, Kpyr WHBEP3Hje MOCTaje
paBa, [a WHBEP3HUja mocTaje ocHa pediieKkcuja.

Cana, kaJia 1 IpaBe U KPyroBe WHBEP3UBHE PABHU TOCMATPAMO KAa0 KPYroBe, O/, MOj-
MOM yIJIOBA MHBEP3UBHE PABHU IOAPA3yMEBAMO YIVIOBE KOje 3aXBaTajy KPYrOBU T€ DABHU.

VY ocHoj pediekcuju yrioBu ce TPEecanKaBajy y mbUMa MOAyJapHe YIJIOBE, jep ako ce
nIBa Kpyra cexy y tadama A m A’ Tama ce ocHOM pediieKCHjoM y OIHOCY Ha MpaBy KOja
CaJIpXKU CPEJUINTA OBa JBa Kpyra Tadyka A mpeciukasa y tauky A’, yrao xoju osa jBa
Kpyra 3axBarajy y Tauku A IpecimkKaBa ce y yrao KOju OBa JIBa KPyra 3axBaTajy y TauKu
A’, a Kako ce CBaKH OJ OBa JBa Kpyra IHOCMATPAHOM OCHOM PedIeKCHjoM HIpeciuKaBa
y cebe camor, TO je yrao KOju OBa JBa Kpyra 3axBarajy y Tadku A 1ojysapaH yriy Koju
oBa JIBa Kpyra 3axsarajy y Taukn A’. OBo nam omoryhasa ma mokaskemo ciemehy teopemy:

Teopema 7: IluBep3mjom ce yIJIOBU MPECIUKABAjY Y HUMA MOAYIapHE YTJIOBE.

moka3s: Heka je k(O,r) upoussosban Kpyr HEKe PaBHH, 1)k IPECIUKABAKE UHBEP3UjOM
y omHOCY Ha KpyT k u [} m [y 1Ba Kpyra MCTe paBHU KOjU ce ceKy y Hekoj Taukm P. He
yMamyjyhu onmrocT mpeTnocTaBuMo /13 Tadka P He mpumnaga Kpyry k wHBep3uje vi. Y
TOM CJIydajy CuKa y uHBep3uju vy rauke P je tauka P’ = i (P) koja ca taukom P nuje
ucroperHa. Tama mocroje Kkpyrosu ki u ko Koju cagpxke m Tauky P u tauky P’ npu gemy
Kpyr k1 momupyje u3nyTpa Kpyr [y y Tauku P, a Kpyr ko momupyje Kpyr ls Takohe y Taukm
P. Kaxko ce kpyrosu ki u l; mogupyjy y tadku P TO je TanrenTta Ha Kpyr ki y Tadkw
P ucroBerna tanrenTu Ha Kpyr [ y Tauku P. Cawuno, 063upom 1a ce Kpyrosu ko u lo
Jnonupyjy y Taduku P, TanrenTa Ha Kpyr ko y Taukm P BCTOBeTHA je TAHTeHTH HAa KDPYT lo
y rauku P (ciuka 9). Ognaszue cienu Ja je yrao Koju 3axBarajy Kpyroeu l; u lp y Tauku
P ucroBeran yriy Koju 3axBaTajy Kpyrosu ki u ko y Tauku P.

canka 9

O63upom ma Kpyroeu ki u ko caapzke nap maBep3HUX Tadaka P m P’ To ce cBaku of 0BUX
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KPyroBa MHBEP3UjOM ) TpecukaBa y camor cebe, 1j. (k1) = k1 u ¢y (ko) = ko. Chuke
y uHBep3uju 1 Kpyrosa l; u ly pemom cy kpyrosu lf = i (l1) u ly = ¢ (le), upu gemy,
003UpOM J1a KpyroBu [ u o 00a cagprke TadKy P, (bUXOBe CIuKe Y HHBEP3Uju 1y, KPYyTrOBH
I} ml}, oba campxke cauKy y mHBEp3uju ), Tauke P, Tauky P’.

Kako ce kpyrosu ki u 1 momupyjy y Tauku P TO ce HBUXOBE CIUKe y WHBEP3UH U,
kpyroeu ki u I} nomupyjy y Taukm P’. Ciwmuno, kpyrosu ks w ly mommpyjy ce y Tadku
P, Te ce mUXOBE CIMKE y MHBEDP3UjU Uk, KPYTOBU ko u 5 nomupyjy y taukm P’. Crora
ce yrao KOju 3aXBaTajy KPYroBW ki W kg Yy TauKu P WHBEP3UjOM 1)), MPECINKABA y HHEMY
noxyaapan yrao( Koju oBa [IBa Kpyra 3axBaTajy y Tauku P’), ma ce yrao KOju 3axBarTajy
KpyroBu Il u lo y Tauku P uHBEP3UjOM 1) HpeciuKaBa y meMmy noiynapan yrao( koju
3aXBaTajy HUXOBE CIMKe Y UHBEP3uju Vi, Kpyrosu lj u ly, y Tauku P'). ¢

VY mocebHOM Ciydajy, IPaBW YIJIOBH CE€ WHBEP3UjOM MPECIUKABA]y y MpPaBe YIJIOBE,
CTOra Ce yrnpaBHU KPYTOBU IIPECJIMKABAjYy y yIPABHE KPYIrOBe.

Hapenno tBpheme, HEIITO OMINITHje O IPETXOIHE TeopeMe HABOAUMO Oe3 moKa3a:

Crasn 1: NaBep3ujom ce yIJIOBH KOje 3aXBaTajy ABa KPyTa MPECTUKABajy v IbUMa IO all-
COJIyTHOj BPEJIHOCTU MEPe jeITHAKE YIJIOBE, IIPH YeMY Cy TH YIJIOBU CYIIPOTHE OPUjEHTAIIH]E.

O63upom Ha OBaj CTaB 3a MPECIUKABABE WHBEP3UjOM y OJHOCY Ha KPyr Moxkemo pehu
112 j€ U3020HAAH0 NPecaurasatbe( 1yBa JeJHAKOCT yIJIOBa 110 AllCOJLyTHO] BPEAHOCTH ), [Ipe-
MU3HUJE aAHMUKOHPGOPMHO Npecruracatse( MEHmha OPUJEHTAIN]Y YTIIOBA).

Panuje cmo j0Kasa/u jia je cBakKu Kpyr KOju CaJpzKu JBe uHBep3He Tauke A u By
unBepsuju Y ( B = ¢ (A)) ynpasan ua xpyr k(O, r) nnBep3uje 9.

Pasmorpumo u cienehe: nexa je k(Og,T) KPyr HEeKe UHBEP3UBHE DABHU, 1) LPECJIH-
KaBarbe MHBEpP3UjoM y ofHocy Ha Kpyr k(Og,ry), Tauke A u B map WHBEpP3HWX Tavaka y
unBep3uju Yi( B = ¥, (A)) u Heka je ko(O,r) Kpyr ucre paBHu uuju je nenrap tadka O,
a 1y, IPeCINKaBAbE HHBEP3UjOM y OJHOCY HA KPYT K.

Nugepsujom g, Kpyr k npeciankasa ce y Kpyr k' = ¢y, (k), a rauke A u B penom y
rauke A" = i, (A) u B’ = ¢, (B), npu gemy cy tauke A’ u B’ jenHa Apyroj nHBEp3HE Y
MHBED3HjU Yy y onHOcy HA KpYT k' = 1y, (k) (cmka 10).

‘ o
ok | ! N o |
° /

canka 10



19

VY moceGHOM ciyuajy, Kama je Tauka B 1ieHTap mHBep3uje i, ( menrap kpyra ko), y
UHBEDP3HjU 1y, cauka B’ = iy (B) mauke B je tauka O'. Tazna je tauka A wHBEp3HA
rauku O y unBep3uju ¥y y onsocy Ha kpyr k( 1j. trauka A je ciauka y uHBEp3uUju 1)) TauKe
O: A =4(0)), a tauka A’ je unsepsna tauka tauku O’ y uasepsuju Y ( A’ = 1y (0))
y omHocy Ha kpyr k' = 1y, (k), re je Tauka A’ cpemmmre kpyra k' (camka 11).

canka 11

Haxae, ykonuko je k(Og, ) KPyr HeKe MHBEP3UBHE PABHHU, 1) IIPECIUKABAbE UHBED-
3ujoM y OaHOCy Ha Kpyr k, A npoussosbHa tadka re paBuu u O ueHTap Hekor Kpyra kg
UCTe PABHU, TaJ1a, AKO ce uHBep3ujoM 1y Tauka O npeciukasa y trauky A, uusepsujom Y,
y omHocy Ha KpyT ko( umju je menrap tauka O) Kpyr k mpeciaukaBa y Kpyr k' = ¢y, (k),
radka A ce npecimkasa y Tauky A’ = 1y, (A) koja je menrap kpyra k'.

<o> IIpuMeHna uHBep3uje

VY oBoM omesbKy perunhieMo caMo HEKOJMKO TIO3HATUX TeopeMa u3 reomerpuje( Koje cy
YIJIABHOM DEIlleHe CTaHJAPIHUM TEOMETPUJCKUM METOJaMa) NMPUMEHOM HMHBEpP3Uje Y O
HOCY Ha KpPYT, y3 HAIOMEHY Ja IIOCTOj! jOIll MHOTO MaTeMaTH4YuX [pobsieMa KOju ce MOry
PEIIuTH TPUMEHOM HHBEP3Uje.

Teopema ( yommrena IITomomejeBa Teopema)

Jokazaru 12 3a cake derupu Tauke A, B, C u D pasan E? paxku pesanmja:
AB-CD+ BC-AD > AC - BD.

JenHnakocT Baxku ako u camo axo je gerBopoyrao ABC D KOHBEKCHU TETUBHU YETBOPOYTAO
uinu ako cy tauke A, B, C' u D konuHeapHe.

pememe: Heka cy A, B, C u D derwpu pasHe HeKOJWHeapHe Tadke pasHH E2 u
HEKa je 1 Kpyr WCTe pPaBHU, OPOU3BOJHHOI MOJIYIPEYHUKA, YUjH j€ IEHTAp HEKa Ol OBe
gerupu tauke. He ymamyjyhiu onmrrocr, yamumo 1a je nenarap kpyra i y tTauku A, i(A,r).
IMocmarpajmo npeciukaBambe HHBEP3UJOM 1; Y OAHOCY Ha KPyr 4 (ciauka 12).

Conuke y unBepsuju 1; Tasaka B, C u D penom cy tauke B’ = ¢;(B), C' = ;(C) n
D’ = ¢;(D). VI3 HejesHAKOCTH TPOYTIIa UMAMO Ja je:

B'C'+C'D' > D'B (%)
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a Ha OCHOBY DaHHje PEIIeHOT MpHUMepa je:

2 2 2

.BC A C'D':ﬁ.CD A D'B

r

I
BC  AB- AC

canka 12 canka 13

Kaza oBe Tpu jeJHaKOCTH YBPCTHMO y HejeIHAKOCT (*) MMaMo Ja je:

T2 T2 7,.2

—— B — - CD> ——-DB.

aB-Ac B¢t Acap P 7 ip-aB

Muoxemem mociente Hejemnakoctn ca AB - AC - AD mobujaMo TpaskeHy HejeTHAKOCT:
AD-BC+ AB-CD > AC - DB.

Jegrakoct Baxkm ykonmuko tauka C’ nmpumaza 3arsopeno]j ayxu B'D’, 1j. ako tauka C
LpHUIaga KPyry onmcaHoMm oko tpoyria ABD tj. nyky BD Tor Kpyra Ha KOMe HHje TadKa
A, opnocuo ako je ABC'D xonBekcHu TeruBHu 4eTBOpoyrao (ciuka 13). 4
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Teopema ( MukenoBa TeopeMa O IeCT KPYroBa)

Hexka cy ki, ko, k3 m k4 KpyroBu jemaHe paBHU TaKBU Ja ce KPyrosu ki u ko CeKy y
raukama A u Aq; KpyroBu ko m k3 ceky y raukama B u Bp; Kpyrosu k3 u ki ceky y
raukama C' u C1 u k4 u kpyrosu ki cexy y raukama D u Dq. Ako cy tauke A, B, C'u D
KOIMKJIMYHE Taa ¢y Tauke A1, By, C1 n D KOIUKIUYHE WM KOJIUHEAPHE.

pemneme: Heka cy ki, ko, k3 u k4 KpyroBu ucre paBHE TakBU 11 ce k1 U ko CEKy y Tad-
kama A u Ay, ko u k3 ceky y Taukama B u By, k3 u k4 ceky y raukama C' u C1 u ky u
kpyroeu ki cexy y tadkama D u D;. IlpernocraBumo na cy tauke A, B, C' u D Koru-
KJIMYHE, OJIHOCHO Jla npunajaajy ucrom kpyry. Osmadumo taj kpyr ca k. Heka je i kpyr
MCTEe PABHMU, TPOW3BOJHHOT TIOIYTPETHNKA, UNjH je meHTap Heka of tavaka A, B, C win
D. He ymamyjyhu ommroct y3muMmo fa je mieHrap Kpyra ¢ Tauka A, i(A,r). Ilocmarpajmo
[Ipec/inKaBamhe HHBEP3UjOM 1); Y OIHOCY Ha KPYT ©.

Kpyr k1 cagpxu tauky A( uenrap unsep3uje 10;) Te je MHBEP3UjHU 1); HErOBa CJIUKA

i = ti(k1) npaBa. Kako kpyr k; caapxwu tauke Ay, D m Dj, TO meropa ciuka y

WHBED3HjH 1;, npaBa kj, caapxku rauke A] = ¢;(A1), D' = ¢;(D) n D} = 1;(D1), canke
y WHBep3uju ¥; peaom tadaxka Ay, D u Dy.

Kpyr ko cagp:ku Tauky A, meHTap mocMarpaHe MHBEP3Hje, Te je MHBEP3UjU 1; Herona
cmuka kb = 1;(ks) npasa. Kako xpyr ke campxu tauke Ay, B u Bj, merosa ciuka y
uHBEp3uju ;, nupasa kb, canpxu tauke A} = ;(A1), B’ = ¢;(B) u B} = 1;(B1), cauke
y wHBEP3Wju ; pegom tadaka A, B u Bi.

Tpehu Kpyr KOju caIpKu IEHTap UHBEP3Uje 1;, Tauky A, je Kpyr k na je y uHBep3uju
1; u werosa cauka k' = 1;(k) npasa. Kpyr k caapxku u tauke B, C'u D, na mwerosa ciuka
y WHBep3Wju, mpasa k', caipKu CIWKe y WHBEP3Uju 1); OBUX Tadaka, tauke B’ = 1;(B),
C" =1;(C) u D" =1y(D).

Kako kpyr ks He camp:xkwu tauky A, meHTap mocMaTpaHe WHBEP3HUje, Y WHBEP3Uju 1;
merosa cavka kb = 1;(ks) je Kpyr, npu uemy, 063upom Ja Kpyr ks caap:ku taduke B, By,
C u C1, merosa civKa y WHBED3HUjH, KPYT k5, CaJpKU CIWKe Y HHBEP3UjH 1); OBUX Ta4aKa,
rauke B’ = ¢;(B), B] = ¢i(B1), C" = ¢;(C) n C] = ¢;(Ch).
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Canuno, kpyr k4 He caap:ku Tadky A, meHTap WHBEp3wHje 1;, Te je y WHBEP3Uju 1;
werosa cimka kjy = ¢;(k4) Kpyr, npu gemy, nomro Kpyr k4 caapxku tauke C, Cy, D u Dy,
EroBa CJIUKA Y WHBEP3WjH, KPYT kj, CAAPIKU CJIWKE Y WHBEP3UJH 1); OBAX TAYAKA, TAIKE

C" = 4(C), C} = %i(Ch), D' = i(D) u D} = 15,(Dy) (coma 14).

ITomro Tauxe B, By, C' u Cf npunanajy kpyry kb wersopoyrao BB, CC} je Terusan, na je
ABjC1C" =7 —4ABB'C = 7 — £B’. Yersopoyrao CC; DD, takobe je Terusan, 063upom
na rauke C’, C1, D' u D] npunanajy kpyry kj, re je LD1C1C" = m—AD|D'C = 1w —4D'".

/
A
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Ha ocroBy 1o caza 3akipydenor ciaemu na je £ BiCiDy =27 — (LB{C1C' + LD C{C") =
2n — (m — 4B+ 7 — AD") = LB’ 4+ £D'. Tlocmarpajmo yrmose Tpoyria A} B'D’: momro
je 36up yrsoBa y Tpoyriy jeanak 7 1o je £LB'A\D' =7 — (AB’' + £D’) (cnuka 15).
Ha kpajy, xaxo 3a yrmose wersopoyriy A} B{CiD} Baxu: £B{C{D| + £B{A| D] =
(LB'+4D")+(m—(LB'+4£D’")) = 7, 10 je uerBopoyrao A} B} C}| D] Terusan, na rauke A},
1, C1 u D} npunanajy ucrom Kpyry, osuadumo ra ca l’. Tauke A}, By, C1 u D} cauke cy
y uHBep3uju ; Tavaka A1, By, C1 u D1, a Kako je nHBEP3Hja HHBOJYTUBHO TPECTUKABAE,
to 1 rauke A1, By, C1 u Dy upunaiajy ucrom Kpyry, Kpyry Koju je CJIUMKa y UHBEP3uju ;
kpyra I’ Tj. Kpyry Kome je cimka y unsep3uju ¢; kpyr s 1 = ¢ (1) = ¢;(I') (cuka 16).4

/
canka 16

IIpe Ho mTO Cce ymycTnMo y WcKa3 m gokas cienehe Teopeme wHaBeanmo( 6e3 moKasa,
KOjU Cy jeJIHOCTaBHHU) HEKOIUKO noMohHux TBphema Koja fie HaM KOpUCTH y 10Ka3y UCTE.

Tspheme 1: Heka cy A, B, C' u D derupu pasHe TaduKe HEKe PABHU, k KPyr HAT
npeunukoM AB wcTe paBHU W 1, TPECIVKaBame WHBEP3WjoM y omHOocy Ha KpyT k. Tama
BaxK¥ €KBUBAJICHIIH]ja:

Ye(C) =D & H(A B;C, D). ¢
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Hamomenumo u T0O 1a ako je map tadaka A u B XapMOHUJCKU CIIPETHYT TAPOM TAYaKa,
C u D, tana je u map radaka C' u D XapMOHUjCKHU CIIPErHYT mapoMm Tadaka A u B, omHO-
cuo: H(A, B;C,D) =H(C, D; A, B).

Tspheme 2: Heka cy S u S, uenrpu kpyrosa k u kg, rie je k Kpyr ynucan y Tpo-
yrao ABC, kpyr k, cnospa ynucan( npunucad Tpoyriy) y Tpoyrao ABC koju momupyje
crpanuity BC' osor tpoyria; L u L, pemom Tadke y Kojuma Kpyrosu k u k, Doupyjy crpa-
anny BC; tauka A’ nomnoxkje ynpasue u3 temena A ma crpanuny BC; tauka E mpecek
OucekTpuUce yHyTpalimer yria koJ remena A ca crpanuniom BC u tauke N u N, peaom
HOJIHOXK]a yIpaBHUX u3 Tadaka S u S, Ha npasy AA’. Tana Baxku:

1) H(A, E; S, Sa)
2) H(A, A"y N, N,)
3) H(A',E;L,L,) 0.

Hamowmena: Y mokasy Teopeme koja cienm kopuctuhemo tpehu meo tephema 2.

Tephewme 3: Ako je k xpyr ymucan y tpoyrao ABC, koju momupyje crpanuiy BC
OBOI TPOyT/Ia y Taduku L; Kpyr k, crosba ynucan y Tpoyrao ABC, Koju Joupyje cCTpaHuiry
BC osor rpoyraa y tauku L, u Ay cpeaure crpanuue BC, tana je rauka Ap cpeauiire
nyxu LL,. ¢

IIpucerumo ce u OjiepoBor kpyra( Kpyr AeBer Tadaka):

Heka je ABC Tpoyrao xome cy Tauke Ay, By u C pemgom cpemurra crpanuma BC, CA
n AB; A’, B’ m C' momnoxja ucuna penoM u3 temena A, B u C; Tauka H opromenTap
rpoyriia ABC u mauke As, By u Cy penom cpemunira nyxu AH, BH w CH. Tana
HOCTOjH KpYT Koju caapzku tauke Ai, By, Cy, A’, B', C', A3, Bs u C3 u Taj ce Kpyr
nasusa OjiepoB kpyr (ciuka 17).

canka 17
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Teopema ( ®ojepbaxoBa Teopema )

OjmepoB Kpyr Tpoyria JIoaupyje YIHCAH KPYr U CIIOJba YIUCAHE KPYrOBE TOI TPOYIIa
y m3B. PojepbaxoBum TauKkama TOr Tpoyria. Jlokasaru.

Al C'~

pemiemse: Heka je k kpyr ynucan y Tpoyrao ABC u L rauka y kojoj kpyr k momupyje
crpanuity BC oBor rpoyria; k, Kpyr cnosba yuucan y rpoyrao ABC u L, nonupHa Tadka
kpyra k, ca crpanutiom BC; e Ojiepos kpyr oBor tpoyria; tTadke Ay, By u C7 peaom
cpeanmta crparnna BC, C A n AB tpoyria ABC'; tauka A’ momHoKje BUCHHE U3 TEMeHa,
A na crpanuny BC( npaBy BC) u tauka E npecek GUCEKTpHCE YHYTPAIIHEr yria KOJ
remena A ca npasom BC.

Ha ocuoBy tBphema 3 tauka A; je u cpeaurire gayxu LL, ma nocToju Kpyr, 03HAIUMO
ra ca i, ca UeHTpoM y Tadyku A1, Koju caapxku tadke L u L., 1j. kome je mayx LL,
TMPEYHUK. Y3MHUMO KPYT ¢ 3& KPYT WHBEP3Uje W MOCMATPAjMO TIPECTUKABAIHE€ WHBEP3U]OM
1; Y OTHOCY Ha KPYT 1.

Kpyr k ceue kpyr ¢ uHBep3uje v; y Tauku L ¥ y BCTOj TOj TAYKM JOJUPYje CTPAHUILY
BC rpoyrna ABC, a xkako crpanuna BC canpku npeunuk LL, Kpyra i cieau aa je yrao
u3melhy ranrenTu Ha Kpyrose k u ¢y tauku L jenmak 90°, Tj. kpyr k ynpasaH je HA KPYT
1 mHBEp3uje Y;.

Canano, kpyr k, ceue Kpyr ¢ uHBEp3uje ; y Ta4ku L, W y UCTOj TOj Ta4UKM JAOIAUPYje
crpauuity BC Tpoyrina ABC u o63upom na crpanuna BC caapxku npednuk LL, kpyra
i TO Cy TaHTEeHTe Ha Kpyrose k, u ¢ y Tauku L, ympaBHe, IITO 3HAYX A je U KPyT k,
yIpaBaH Ha KPYT ¢ WHBEP3HUje ;.

Hakme, kpyrosu k u k, yupaBHEH Cy Ha KpPyr HHBEp3Hje ¢ I1a Ce, Ha OCHOBY paHH]e
JIOHEeTHX 3aKJbydaKa, HHBEP3WjOM 1); CBAKW OJ OBUX KPYTOBA TPECIUKaBa y cebe camor:
E =i(k)=knkl, =v¢;(ks) = ka-

OjmepoB Kpyr e cajap:xku cpemuinre Ay crpanuie BC, na je y uHBep3uju 1); HEroBa
ciuka €' = 1;(e) npasa, o63upom na je tauka A; cpeamiiTe Kpyra i, OZHOCHO IEHTAp
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nHBep3uje ;.

Hoxazahemo 1a je npasa €’ TanrenTta u kpyra k u kpyra k, (ciuka 18).

Ha ocHory Tephema 2 Baxknu na je H(A', F; L, L,), a na ocHoBy tphema 1 je H(A', E; L, L,) <
;(A") = E rue je i( kpyr uHBep3uje 1;) Kpyr Hazg npequnkom LL,. Hakiue, us H(A', E; L, L)
cienm 1a je ¥;(A") = E, onaocuo noguoxkje A’ Bucune u3 remena A tpoyria ABC umnsep-
3MjOM 1); IPECTUKABa ce y Tauky F mpeceka OMCEKTpHUCe YHYTPAIIer yriaa Koa remena A
ca npasom BC. Kako tauka A’ nmpunaga OjnepoBoM Kpyry e, meHa CIHKA Y WHBEP3UjH
1;, Tauka F, mpumama cImMnyM y WHBEP3WjW 1P; Kpyra e, paBoj €.

//,\B‘ canka, 18

Heka cy Bf = ¢;(B1) u C]; = ¢;(Cy) peaom cawmke y muBep3uju 1); Tadaka B; u
C1( cpepuinra crpanuna AC u AB rpoyrna ABC). Ilowro rauke By u C7 upunaznajy
OjnepoBoM KpyTy e, BUXOBE CIWKE Y WHBEP3UjN t);, Taduke B] u Cf, npunagajy ciauim y
WHBEp3Wju 1); Kpyra e, mpasoj €. Hamomernmmo na, o63upom ma cy ayxkum A1 By, BiCi n
C1A; cpenmwe nunuje tpoyrna ABC, Tpoyrao A;B1Cy cnugan je tpoyrny ABC. Kako
je Tauka A; cpemmmTe mHBEp3Wje t; TO je, Ha OCHOBY Jieme 1, Tpoyrao A;CiB] cmwaan
rpoyrity A1 B1Ch.

VBemmo, pajin JAKIIEr CHAJIAXKEha Y OCTATKY J0Ka3a, ciaeiehe oznake: o = L BAC,
B=4AABC,yv=4ABCA (a+ B+~ =mn).

13 camanoctu Tpoyrnosa A1C1 Bl u A1 B1C je: LA1C1B] = LA1B1C; = LABC =8
n £{A1B|C] = LA1C1B; = LACB = v, orynaje £C1 A1 B} = 71— (B+7) = a. Hdyx A1C,
napasiesina je crpanunu AC, na je LC1A1B = LACB = v ( Kao yriioBu ca napajieJlHuM
Kpanuma), a Kako je £LB1C1A; = B, 10 je LEC{A; = a+ 7, na je LC1EA; = 8 — 7.
Haxne, npasa €’ ca crpanunom BC tpoyrna ABC obpasyje yrao 8 — 7.
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Croparmsu yrao Koz temena B tpoyrina ABC m3HOCH o+ Y ¥ TIOMITO je Kox Temena F
jenHak (3 — -y, cnemn na npasa € ca mpasoM AB obpasyje yrao v = L AC' B, mTo 3Ha4m 1a
je mpasa €’ Tanrenra kpyra k, a kako €' ca crpaaunom AC Tpoyrna ABC obpasyje yrao
jemnak 8 = L ABC omnocno o +v = LBAC + LACB 10 je npasa €' TaHrenTa u Kpyra
kq. Haxne npasa €' 3ajenuuuka je( yHyTpalllbha) TAHIEHTa KPYTroBa k u kq.

Ha kpajy, 063upom 1a je mpaBa €’ ciwka y nasepsujn 1; OjIepoBor Kpyra e, a KpyroBu
k u k, camu Cy cBOje CJIMKe y OBOj MHBEP3MjH, MONITO IIPECIUKABAbE HHBEP3UjOM UyBa jeji-
naxocr yriosa 10 je £(e,k) = £(i(e), (k) = £(e/,k) n £(e,ka) = £(i(e), i (ka)) =
£(€',k,) omakme cmemn ma Xpyr e moqmpyje Kpyr k m Kpyr e momupyje Kpyr kq.

Ha ucru vauun nokasdyje ce ga Qjiaepos kpyr e gopupyje u Kpyrose ky u ke, rie je
kpyr kp cnosba ynucan y Tpoyrao ABC npu yemy nmomupyje crpanuiy AC OBOT TpOYTIIa;
KpyT k. criojpa ymucan y Tpoyrao ABC npu demy goampyje crpanuity AB oBOr TpoyTIIa.

Haxue, OjaepoB Kpyr e moaupyje cBa detupu Kpyra k, ko, kp u k. y 10 jeanoj Tauxu
u Te ce Tauke Ha3uBajy Pojepbarose mauke TPOYLa. ¢
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<o~ AmoJiIoHHMjeBU TPOOJIEMU O JOAUPY KPYTroBa <o>

<e> Amosionujes npobigem 1 <o

Koncrpyncarn Kpyr Koju canpku tpu nare tauke (A, B, C).
penieme:

Tpaxkenu kpyr je kpyr onucan oko AABC ykonuko jare rauke A, B, C' nucy kosu-
neapHe. Ako cy rauke A, B, C' kKoquHeapHe TaJa HE TIOCTOjU KPYT KOjU UCIYHaBa, YCIOBE
MTOCTABJHEHOT TTPODJIEMA..

Nako je oBaj mpobiieM TpuBHjaJIaH, OH ce TaKOhe MOXKEe PEIIUTH MPUMEHOM HHBEp3Hje
y omaocy Ha Kpyr. Hamme, meka cy A, B, C' mare Tpu HEKOJIMHEADHE TAYKE HEKE PABHU
M HeKa je i KPyr Te paBHH, MPOW3BOJLHOT TOJYTPETHNUKA, CA MEHTPOM Yy OMJII0 KOjoj Of
natux tavaka. He ymamyjyhm ommrocT y3mMuMO f1a je meHTap Kpyra ¢ aaTta Tadka A u ;
WHBEp3uja y OJHOCY Ha KPyT . lIpernocraBmMo jomr ga MOTyNpedHUK KPYyTa ¢ HUje jeTHAK
HU jenHoj ox mykuHa jayxu AB u AC.

NuBepsujom y ogHocy Ha Kpyr ¢ gare tadke B u C' npecinkaBajy ce pefioM y Tadke
B' ' u C': ¢;(B) = B, ¢;(C) = C'". Tpaxenn Kpyr, HA30BUMO Ta I, IO YCJIOBY 3a/IATKA
caIpXxKu JaTy Tadky A, a Kako je OHA IEHTap WHBEP3HUje 1;, y MOCMATPAHO] WHBEP3UjU
ciuka ¢’ = 1;(x) Tpaxenor kpyra x je npasa. Kpyr = cagpxu u tauke B u C, na mwerosa
cnmka, npaga x’, caapzkm tauke B’ u O mobujene Kao CMKe y MHBEP3UU 1); JATUX TAYAKA
B u C. Bagarak ce cBOIU Ha KOHCTPYKIHjy IpaBe o’ KpO3 JBE MHBEP3UjOM 1); noOHjeHe
rauke B’ u C'.

Ha xpajy, Tpaxkenu Kpyr z C/IUKa je y WHBEpP3Uju mobujene mpase x’, jep KakKo je uH-

Bep3Hja MHBOJYTHBHO MpecimKaBame Baxm: = = 1, (') = ¢;(z') ( comxa 1;).

O63upoM 14 MOCTOjM TAYHO jeIHA IPaBa KPo3 JBE pa3He Tadke, TO je nobujena npasa x’
jeIMHCTBEHA, T€ IMIOCTOjU CAMO jeJaH KPYT T KOjH HCIYyHhaBa YCIOB ITOCTAB/HEHOT MPObIeMa.

canka 1,
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<e> AmnosioHnjeB mpobueMm 2 <o~
S Kouncrpyucaru Kpyr Koju cajpKu 1Be Jare Tadke u goaupyje pary upasy (A, B, p).
perneme:

Hexka cy mare tauke A u B u npaBa p HeKe PABHU U HEKA, j€ T TPAYKEHU KPYT T€ PABHU
Koju cauapzku tauke A u B u nomupyje npasy p. Pasmorpumo HajommTuju ciydaj, Kaaa
HU jeHa O/ JATHX TavaKa He MPUIAJa MPaBu p U 00e ce Haja3e ca UCTe CTPaHEe IPaBe p.

O3HAaUYMMO ca i Kpyr UCTE PABHU, MPOU3BOJHHOT MOJIYNPEYHUKA, CA IEHTPOM Y jEIHO]
07l JaTHX Tavaka, He yMmamyjyhiu ommroct y3mumo ja je Tauka A mentap kpyra i, i(A,r).
IlocmaTpajmo mpeciuKaBame HHBEP3UjOM 1); Y OSHOCY HA KPYT I.

Jlara npaBa p He caapxKK TadKy A, IeHTap WHBep3uje 1;, 11a je y OBOj NHBEP3UjH HeHa
cmuka p’ = ;(p) kpyr. Cimka y waBep3uju 1); nare tauke B je tauka B’ = ;(B).

Tpakenu Kpyr x, MO yCJIOBY 3aJaTKa, Caap:xku Tadky A( menrap umaBepsumje 1;), ma
je y mocmaTpaHoj WHBep3uju meropa cinka ' = ;(x) mpasa. IIpaBa p u Kpyr x umajy
jemHy 3ajeTHUYKy TA4dKy CTOTa X TOJUKO MMAjy W IUXOBE CJINKE Yy WHBEDP3WjU, U KAKO
unBep3uja uysBa jeanakoct yruosa: L(x,p) = L(¢Yi(x),v;(p)) = L(a',p') cnenm na je
npasa x’ Tanrenta kpyra p’. Kako kpyr x caiapwxu tauky B, merosa ciuka, npasa z’,
campxu Tauky B', (B € © = ¢;(B) € ¥;(z) & B’ € /). dakue, ciuka ' TpazkeHor
KpyTa T je TipaBa Koja mpojasn Kpo3 Tauky B’ m tanrenTa je kpyra p’. IIpoGiem ce ceomm
Ha KOHCTPYKIUjy Tauredre x’ u3 tauke B’ nobujene oapeljuBamem ciiuke y MHBEP3UjU 1);
maTe Tadke B, Ha Kpyr p/, mobujen oapeljmpameM CIMKe y MHBEP3UjU 1); JaTe mpase p.

Ha kpajy, Tpazkenu Kpyr x ciuka je y UHBep3uju JobujeHe npase ', jep Kako je uH-

BEp3Hja MHBOJIYTHBHO IPeC/MKaBame 1o je: x =, ' (2') = ;(2').

Bpoj pemrema, omHOCHO OpOj KpyroBa KOjU 3a/0BOJbABA]y YCJIOB MOCTAB/HEHOT ITIPO-
6siema, 3aBuch of Opoja TaHreHTH U3 Tadke B’ Ha Kpyr p’. Y mocMaTrpaHoOM Ciydajy, Kaga
HE jeJHa o1 Tadaka A n B He IIpuIlaa JaToj npasu p, Tadka B’ He nmpumaga Kpyry p’, ma
MOCTOje TAYHO [IBE TAHTEHTE, O3HAYMMO WX Ca xj u xh, m3 tauke B’ ma kpyr p’, a camum
TUM W JIBa KPyTa T W Lo, oAroBapajyhe ciavke y WHBEp3uju 1); TOOMjEHNX MPABUX T} W !

xy = H(@h) = (@), o = by H(xh) = y(xh) xoju cy Tpaxkeno permeme (cuka 21 ).
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o> PazMoTpuMo cajia crienujasHe cirydajeBe:

Jenunu crenujasiaH ciaydaj 3a KOjU MOCTOjU PeIlerhe IpobieMa je yKOIUKO HeKa O
JlaTe JiBe Tadke Mpuiaaa n1aroj npasu. He ymamyjyliu OmmrocT mpernocraBuMo Ja JaTa
rayka B npunaza naroj npasu p.

V oBaKoO 337aTOM TIOJIOXKAjy enemeHara A, B u p HeKe paBHU, TPAYKEHE KPYTOBE MOKEMO
OJIPEJIUTU UCTOM MHBEDP3UJOM 1;, Y OMHOCY Ha KDPYT 4, i(A,T), Ka0 y IPETXOIHOM CIIydajy.

Pa3marparme je MOTIyHO HAEHTUYHO, jeINHA je Pa3IuKa y Opojy pemema mpobdiema, jep
KAaKo, 0 HAIIOj MPeTIOCTaBIH, JaTa Tadka B mpunaia maToj npasu p, Tadka B’ npumama
Kpyry p’, Te mocroju TavHo jejHa taurenra x’ u3 B’ ma p’, crora m TauHo jesaH Kpyr
x, onrosapajyha ciuka y mmsepsuju ¢; noGujene mpase x': x = ;' (2') = ('), koju
3a/I10BOJbABA, YCJIOB IIOCTAB/HEHOr TIpodieMa (CJuKa 29).

CJINKA 29

Bamarak HeMa pellerma YKOJNKO obe JaTe Tadke IPHUIIANAjy JATOj MIPABH HJIH aKO Ce
Jlare JBe Tavke HaJa3e ca pasHuX crpada jare upase ( ciauka 23).

CANKa 23
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<e> AmnosioHnjeB nmpobuem 3 <o
S Kouncrpyucaru Kpyr Koju cajpzKu jiBe gare tadke u goaupyje garu kpyr (A, B, k).
perneme:

Heka cy A u B nare tauke u k naru Kpyr Heke paBHu. Ha30BUMO & TparKeHU Kpyr Te
paBHU KOju caapzKu gare tadke A u B u ponupyje matu Kpyr k. Pasmorpumo HajommTuju
ciIydaj, KaJa Kpyr k He Ca[apXKu HU jeJHy O JaTUX Tadaka u 00e ce TadKe HAJIa3e WU y
CITOJBAIIHO] WU Y YHYTPAIIHoj obmactu Kpyra k.

O3Ha4YMMO ca ¢ KpPyr UCTe PaBHHU, TPOU3BOJLHOT IMOJYIPEYHUKA, CA IEHTPOM Yy jeTHO]
o matux Tadaka. He ymamyjyhu onmrrocr y3mMumo 1a je mara tadka B mentap Kpyra i,
i(B,r), 1 mocMaTpajMo IpPecIuKaBabe MHBEP3UjOM 1; y OIHOCY HA KPYT i.

Haru kpyr k He cagpku Tadky B, nienTap uHsep3uje 1, 1a je y OBOj HHBEP3UjH HErOBa
ciuka k' = v;(k) kpyr. Ciwka y nuBep3ujn 1; nare tauke A je rauka A’ = ;(A).

Tpazkenu Kpyr &, [0 yCJIOBY 3aJaTKa, cajpKu Tauky B( 1entap uusepsuje ;), Te je
y MOCMaTpPaHOj UHBEP3UjU herosa cimka &' = ¢;(x) npasa. Kpyr  u xpyr k ce noaupyjy,
OJIHOCHO UMAjy jeJIHY 3ajeITHUYKY TA4dKy, [1a UX TOJUKO UMajy U FbUXOBE CJIUKE Y UHBEP3UjU
u 003upoM Ja WHBep3Wja dyBa jemHakocT yraosa: A(x, k) = L(¢i(x),:(k)) = L(2', k')
crenn ga je npasa o’ Tanrenta kpyra k. Kpyr x, 1o ycioBy 3asarka, Caap:Ku TadKy
A, oryna u mpaBa z’ canpxu rauky A', (A € x = ¢¥;(4) € ¥;(x)). Hakie, mpasa x’
cajpxu tauky A’ u TanrentTa je Kpyra k', Te ce 3aJaTaK CBOJM Ha KOHCTDPYKIIM]y TAHI€HTE
u3 tauke A’, nobmjene ompehmpamem ciauke mare Tadke A y mHBep3mjm 1);, Ha Kpyr k',
nobujen onpehuBameM cauKe y WHBEP3Uju 1); JATOT Kpyra k.

Ha kpajy, o063upom 1a je mHBep3Hja MHBOJIYTUBHO IIPECIUKABAE, TPAXKEHH KPYT T
cMKa je y mHBep3uju 1; mobujene tamrente x': x = ;L (z') = (2.

Bpoj pemema, omHOCcHO OpOj KpyroBa KOju 3a/0BOJbABA]y YCJIOB MOCTAB/HEHOT IIPO-
6seMa, 3aBucu on Gpoja Tanrentu x’ u3 tauke A ma xpyr k. Y mocmarpaHOM Cilydajy,
KaJla HU jeJHa of maTux Tadaka A u B He npunaga marom Kpyry k, tadka A’ He npumama
Kpyry k', ma mocroje TavHO JBe TAaHTEeHTe, HA30BUMO mx x) m xh, m3 A’ Ha k', a camum
THUM W J[BA Kpyra i W T2, oAroBapajylie canke y wHBEp3Wju JAOOMjEHWX MPaBHUX X) U !
xy =y (@) = Yilah), zo = oy H(xh) = i(zh), Koju 3a10B0/bABA]y YCIIOB TIOCTABILEHOT
mpobsema.

Ciiuka 31 mpukasyje KOHCTPYKIM]y TPAKEHUX KPYroBa YKOJIUKO Cy Jare tadke A u
B y cnomammoj obiactu maror kpyra k. Ciuka 35 mpuKasyje KOHCTPYKIH]Y TParXKeHUX
KPYroBa YKOJIUKO Cy Jare tauke A u B y yHyTpalimoj o0acTu JaTor Kpyra k.
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CJIMKa 31 CJIMKa 39

o> PazMoTpuMo cajia crienmjasan ciaydaj:

Jenunu crienujasian ciydaj, OZHOCHO OCe0aH IMOJIOXKA] 33/aTUX eJeMeHaTa PaBHH, 34
KOJ¥ TIOCTOjU PEIerhe OBOT TPO0JIeMa, je TIOJI0XKAj IPU KOME Ta9HO jeTHa, 1aTa TAUKa TTPU-
naga garom Kpyry. He ymamyjyhu ommroct y3mmmo na tadka A mpumnaaa Kpyry k.

[Mocroje nBa HauMHA Ja ce OAPEIN TPAXKEHO perere. [IpBu HAUNMH je TOPIe ONMMCAHU,
moMohy wmHBep3uje 1; y OmHOCY Ha KPYT 4, MPOU3BOJHHOI MOJYIPEYHUKA, Ca HEHTPOM Y
naroj tadku B. Pa3marpambe je TOTOBO MIEHTHYHO, jequHa Pa3/nKa je y Opojy perema,
Opojy KpPyroBa KOju MCIYHABAjy YCJIOB MOCTaBJHEHOr TIpobaema. Hawmwme, mo HaImoj mpet-
nocrasy gara tadka A mpunama marom kpyry k, ma tauka A’ mpunama kpyry k', oTyma
nocroju TagHo jenHa tanrenTa x’ m3 A’ ma k', ogrosapajyha cimka y mHBEp3uju v; Tpas-
XeHOr Kpyra &, Ila je KpyT & cJuKa y uHBepauju nobujene mpase z': o = ;' (z') = ;(2').

Cruka 3,(1) TpUKasyje KOHCTPYKIHjy HHBEP3UjOM 1); TParKeHOT KPYTa, YKOJIUKO je 1aTa
rauke A na Kpyry k a tTauka B ce Haja3W y ®Werosoj cnosbammboj obnactu. Ciamka 34(2)
MpUKa3yje KOHCTPYKIM]y WHBEP3UjOM 1); TParKEHOr Kpyra, YKOJUKO je maTa Tadke A Ha
Kpyry k a Taduka B ce HajIa3W y HEroBOj YHYTPAIIHO] OOIACTH.

NN
L

e
) —— /

- /

CITAKA 34(1) CITUKA 34(2)
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Jpyru HaumH 3a onpehuBame TpazKeHOr Kpyra je IOMONy MHBep3Hje v;, y OZHOCY Ha
KPYT 41 UCTE PABHU, Ca [EHTPOM Y 1aT0j Tauku A € k, IpOM3BOJ/LHOT OJIYIPEYHUKa, '] 7 T
rJe je T MOMyNpedHuK JaTor Kpyra k.

Hartu xkpyr k, o mpermocTaBuu, CaIpKu Ta4Ky A, IeHTap WHBEpP3uje 1;, Te je y 0BOj
uHBep3uju wherosa camka k' = 1, (k) npasa. Cmmka y waBepsuju 1;, mare tauke B je
rauka B’ = ¢, (B).

TpaxkeHN KPYT T, TI0 YCJIOBY 3a/1aTKa, Cap:Ku Taduky A( HeHTap HHBep3Hje 1;, ), OaKJIe
je y mocmarpanoj uHBep3uju merosa cimka x’ = i, (x) upasa. Kpyr z u maru kpyr k
ce 1oaupyjy, a HOIITO MHBEp3uja dyBa jennakoct yriuosa: £L(z, k) = L(;, (x), 1, (k) =
L(2', k") cnemn na cy npase 2’ u k' meljycob6uo mapanenne. Kako kpyr z, o nocraB/peHOM
YCIOBY CaapsKu maTy Tadyky B, mpasa ' campxkwm tauky B’. [a 3akpyunmo: canka x’
TPAXKEHOI KPyTa X je ImpaBa Koja caip:ku Tauky B’ u mapasenna je npasu k'. 3anarax
ce CBOIOM HA KOHCTPYKIWjy Tpase T’ Kpo3 Taduky B’, nobujeHe Kao CIWKa y WHBEP3UjH
;, nate Tauke B, mapamenne mpasu k', mobujene onpehuBameM cimke y y uHBEP3HjU 1;,
Jaror Kpyra k.

Ha kpajy, Kpyr z canka je nobujene mpape x’ y WHBEP3WjH ;,: & = 1/);11(33’) = 1y, (2).

Ha cmumm 3,(3) npukasana je KOHCTpYKIHja, TOMONy WHBep3Hje 1;,, TPasKeHor KpyTa,
YKOJIIKO je naTa taduke A Ha Kpyry k a Tauka B ce Haja3u y BeroBoj CIIOJballliboj 00JIaCTH.
Ha ciuum 3,(4) je koncrpykuuja nomolly unsepsuje ;, TPazKeHOr Kpyra, yKOJIMKO je jara
rauke A Ha Kpyry k a rauka B ce Ha/a3u y HEroBoj yHYTPallimboj 00/1acTu.

CIIUKA 3a(3) CITUKA 34(4)

[TocraBmennu nmpobaeM HeMa pelrema YKOIUKO 00e JaTe TadKe MPHUIAIajy JaTOM KPyry
WM Ce jellHa HAJIA3U y YHYTPALIbOj a APyra y CLoJbaliboj obuactu Kpyra( ciuka 3p).

CJIKa 3p
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<e> AmnosioHnjeB nmpobuem 4 <o~
% Koncrpyucaru Kpyr Koju cajipKu 1ary Tauky u goaupyje gare ase upase (B, p, q).
perneme:

Hexa cy nate mpaBe p u ¢ u TauKa B Heke paBHU W HEKA je & TPAyKEeHU KPYT T€ PABHU
KOjU CaAp KU JaTy Tadky B u momupyje mare mpase p u ¢. Pa3sMoTpuMo Hajupe HajoII-
TUjU CAy4aj, Kaaa HA jeIHa Of MPAaBUX P U ¢ HE CAAPKKU TAUKy B.

O3HaunMO ca ¢ Kpyr UCTE PABHU C3 IEHTPOM y JATOj TAYKU B, TPOM3BOJLHOT TOJIY-
npednuka, (B, 1), a ca 1; IpecauKaBambe UHBEP3UjOM Y OHOCY Ha KpPYT i.

Kako #m jemma o JaTWX MpaBUX p W ¢ HE CAApXKU ATy TadKy B, IeHTap WHBep3Hje
1;, y TIocMaTpanoj nHBep3uju mwuxose cauke p' = ¥;(p) u ¢ = ¥;(q) cy Kpyrosm xoju, Mo
JedbuHULIUjU IPeCIMKABABbA HHBEP3UJOM Y OJJHOCY HA KPYT, 00a caJprKe neHrap uusepsuje(
rauky B), mrro 3uaun ma ce kpyrosu p’ u ¢ uwam cexy( B je jeaHa of IBe mpecedHe Tauke)
unm goaupyjy y Tauku B( 0BO je BaskHO HamomenyTu 360r Opoja KpyroBa KOju Cy pellermhe
[OCTaBJHEHOT TPODIIEMA).

Tpaxkenu Kpyr x, 110 YCIOBY OBOT IIPOOIeMa, CAAPKU JATy Ta4Ky B, IeHTap mHBep3uje
1;, Te je y mHBep3uju 1); merosa camka ' = 1;(z) npasa. [Io mocTaB/beHOM yCIOBY KPYT
T J0/Mpyje IpaBe p U ¢, OJIJHOCHO Ca CBAKOM OJI HbUX UMA 110 JEJIHY 3ajeHUYKYy TA4KY,
na ¥ mpaBa ¢’ ca CBakUM O Kpyrosa p’ u ¢ uma 1O jeIHy 3ajeHUYKY TA4Ky W IOIITO
uHBep3uja uyBa jemmnakoct yriosa: £(x,p) = L(¢Yi(x),v¥i(p)) = L(2',p') u L(x,q) =
L(i(x),1:(q)) = £(2',q'), cnenu na je npasa x’ ranrenra u kpyra p’ u kpyra ¢'. 3amarak
ce cBOJM Ha KOHCTPYKIIM]y 3ajeHudKe TaHrente Kpyrosa p’ u ¢, nobujenux onpehusamem
CJIMKA JATUX IPABUX P U ¢ Yy UHBEP3Uju 1);.

Ha xpajy, o03upom na je mHBEp3Wja MWHBOJIYTHBHO TPECINKABAME, TPAXKEHU KPYT &

cmKa je y mHBep3uju 1; mobujene npase z': x = b, H(x') = ;i (2').

Bpoj pemema, ommocHO 6pOj KpyroBa KOju 3a/10BO/bABA]Y YCJIOB MOCTAB/HEHOT IIPO-
6J1eMa, 3aBUCH O] y3ajaMHOI 110J10zKaja Kpyrosa p’ u ¢', Tj. oi 6poja IbUXOBUX 3aje IHHIKUX
raurenTr( Kako cMO Beh HAMOMEHy M, OBa Ce JBa KPYra WU CEeKy WU JOIUPY]y Y LEHTPY
unBep3uje B), Tj. y3ajaMHOr MOJIOKaja y PABHU JATUX MPABUX P U (.

— YKOJIMKO ce aTe mpaBe p | ¢ CeKy, CeKy ce u Kpyrosu p’ m ¢', ma mocroje ase 3ajen-
HWYKE TAHTEHTE OBUX KPYTOBA, O3HAYAMO UX Ca T W x4, ogrosapajyhe ciwke y nnsepsuju
TpazKeHUX KPyroBa, a TPasKeHW KPYTOBU CJIMKE Cy Y MHBEP3Uju 1); NOOMjeHUX NpaBUX X}

mah wy =9 (2h) = di(e)), z2 = Uy () = dilah), (cmka 4y).
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cauka 44

— VKoMMKO cy jaTe mpape p B ¢ NapajenHe TO e BbUXOBe CJIuKe, Kpyrosu p’ u ¢,
JOIUPYjy CIo/ba y TEHTPY B umHBep3wmje, ma MOCTOoje TPU 3ajeIHUYKE TAHIEHTE OBA B
KpyTra, J[Be CIIOJballibe ) W h W jemHa yHyTpamma x4 (y Tauku goaupa B). Hamomennwmo
Jla MAKO JIaTe TpPaBe p U ¢ HEeMajy 3ajeJHUYKUX Tavaka, hbUXOBe CJIMKe, Kpyrosu p’ u ¢
umajy 3ajeqauuky rauky( cam meHTap uHBEp3uje). Pasior 3a 0BO je jeHaKOCT yriioBa mpu
npecrmasamsy mimepsujon: £(p,q) = £(1i(p), i(q)) = £(, q').

Bparumo ce Ha KOHAYHO peIllere 3a1aTKa: yHYTpAalllkha TaH[eHTa, IpaBa Ty, CaJIPiKH
IEeHTap WHBEP3Hje, Ta4Ky DB, Ia je oHa caMa CBOja CIIMKA y WHBEP3UjHA: T3 = w;l(xg) =
¥i(25) = 25\{B}. Cnomamme tanrenre, npase ) u 5, OroBapajy Kao CIUKe y UHBEP-
3UjU TPAXKEHUM KPYTrOBUMA L1 U X3, 114 Cy KPYIOBU CJIMKE Y MHBEP3Uju J00MjeHUuX PAaBUX

vy mah oy =97 (1) = i), w2 = ¢ ' (ah) = Yi(ah) (camxa dy).

cavka 4o
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o> PazMoTpumo cajia crienujasan caydaj:

Crenujaman ciay4aj, jenuau moryhin, omHOCH ce HA 3aJaTh TOJO0XKA] TPH KOME J1aTa
TadyKa MPUIIAJA jeJIHO] OJ JATHX ITPABUX.

Hexka nara Tauka B mpumnajia jeinoj o1 JaTux npasux p uian q. He ymamyjyhn ommroct
y3MHUMO [Jla TadKa B mpunasa npasu p.

CimgHO Kao y omirreM Caydajy, mocMarpaleMo MpecinKaBambe WHBEP3UjOM 1;, Y OJi-
HOCY HA KPYT i MCT€ PABHU, IPOM3BOFHOI MOJIYIPEYHUKA, Ca HEHTPOM Yy JAAT0j Tadku B.

Jara mipaBa p, 110 HAINO] TPETIIOCTABIM, CAAPKU Tauky B( 1entap uusepsuje 1;), ma
je cimka y MHBEp3Uju 1); IpaBe p OHa cama, 0e3 reHTpa nHBepsuje B: p’ = 1;(p) = p\{B}.
Jlara mpaBa ¢ He caapKu NeHTap B mHBEp3uje 1);, ma je y OBOj MHBEP3HjH HheHa CIUKa §' =
¥;(q) Kpyr, Koju 1o JedbUHUIU]U IPECIUKABAbA UHBEP3UjOM, CAJIPXKU LEHTAp uHBep3uje(
rauky B). Tpaxenu kpyr x, 110 ycJoBy 3aJarka, CaapKu Tauky B, uenrap unsepsuje
1;, Te je y TOCMATpaHoj WHBEP3WjM heroea cianka ' = ;(x) mpasa. Ilo mocraBbeHOM
YCIOBY, KPyT T JOAWMpPYje ATy MpaBy ¢ CTOTA W UXOBE CJIWKE, TpaBa I’ W Kpyr ¢, nmajy
TAYHO jeHY 3ajeJlHUUYKy Taduky u Kako je £(x,q) = L(¢;(x),¥;(q)) = £L(2',q") cnenu na
je mpasa x’ tanrenTa xkpyra ¢'. Kpyr x mommpyje u mary mpaBy p, a Kako Cy y HHBEP3HUjU
BUXOBE CIWKe Tpase =’ u p’, 003upoM na WHBEp3Hja IyBa jemHakoct yrmosa: £(z,p) =
L(i(x),9i(p)) = £L(a',p’) cnemn na cy npase ' u p’ mehycobuo napanenne. 3agarak ce
CBOIM HA KOHCTPYKIMjy TaHTeHTe T’ Ha KpyT ¢, mo0ujen onpeljupamem cimke y WHBEP3UjH
Jare mpase ¢, napajense npasu p’ = p\{B}.

Konauno, Ha 0CHOBY OCOOMHE WHBOJYyTUBHOCTU MPECTUKABAbLA WHBEP3UJOM Y OTHOCY
Ha KPYT, TPAsKeHH KPYT T CJIMKA je y uHBep3uju jobujene mpase x': @ = ;' (z') = ;(2').

Bpoj kpyrosa kKoju UCIymaBajy yCJIOB MOCTAB/BEHOT MPOOJIEMa 3aBUCH O, Opoja TaH-
TeHTH Ha KpyT ¢ NapajlelHuX mpasu p’, OMHOCHO y3ajaMHOT TMOJIOYKAja y PABHU JATHX
npasux ¢ u p. CianyHO pa3Marpamy KOje CMO JIeTa/bHO U3BPINUJIN Y OIINTEM CJIY4ajy:

— VKOJMKO ce mare TpaBe p U ¢ CeKy, npasa p’ cede KPyT ¢, Ta MOCTOje JBE TAHTEHTE,
O3HAYNMMO WX ca &} W xh, Ha Kpyr ¢, mapajesHe npasu p’, Koje OATOBapajy Kao CIUKe y
WHBEP3MjU TPaXKEHUM KPYTOBHUMA T1 M To, & KPYTOBU Cy CIUKE Y WHBEP3UjN JTOOMjEHUX

mpapmx @) W xh: w1 = 7 (2h) = Pi(ah), w2 = 97 (25) = pi(ah) (cmmwa dq())-

— Vkomuko cy mare mpase p u ¢ napagenne, 36or £(p,q) = £(v¥i(p),vi(q)) = L(p',¢),
upasa p’ Tanrenra je Kpyra ¢, Te 10CTOjU jOLI CaMO je/iHa TaHreHTa, y O3Haly ', Ha Kpyr
¢’ mapajiesiHa WeroBoj TanrenTu p’, oaropapajyha ciuKa y WHBEP3UjU 1); TPAIKEHOT Kpyra
T, OJIAKJIe je TPaXKeHu KpyT T CJMKA Y UCTOj MHBep3uju 1obujene mpase ’: x = ¢; *(2/) =
Yi(2'), ((cmmka 44(2)).



N
p.p =p{B} <
N

cuka 44(1) caKa 44 (2)

Sagarak HeMa pellermha YKOJIUKO Ce /1aTe MpaBe CeKY Y JaToj TAYKU MJIN YKOJIUKO J1aTa
TadyKa ¥ jeJIHa O JATHX MPABUX MPUIAJAjy UCTOj O JiBe MOJYyPAaBHU HA KOje Jpyra JaTa

upaBsa Jeju gary pasan( cauka 4p).

cavka 4y
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<e> AmnosioHnjeB nmpobueMm 5 <o

%Koncrpyucarn Kpyr Koju CaapKu JaTy TA4Ky W JOAWPYje JATy NMPABY U JATH KPYT
(A, p, k).

permeme:

Heka cy matm tauka A, mpaBa p um KpPyr k HeKe DABHU M HEKA je T TPAKEHU KPYT
UCTE PABHU KOJU CaJPKU JATYy TauKy U Jl0jupyje Jary upasy u jaru Kpyr. Pasmorpumo
HAJONINTHj¥ CIyYaj KaJa HU MpaBa p HU KpyT k He caapike Tauky A.

O3Ha9nMO ca ¢ KPYT Te paBHU Ca IEHTPOM y JaT0j Tauku A, TpOu3BO/FHOT MOJIYIIpPed-
Huka, i(A,7), a ca 1; upeciuKkaBambe UHBEP3UjOM Yy OJHOCY Ha KDYT i.

Jlara npaBa p He caJpKu JaTy Tadyky A, meHrap uHBep3uje 1;, 11a je y 0OBOj MHBEP3Uju
meHa canka p’ = 1;(p) kKpyr ( Koju, Mo AedWHUIM]N TPeCINKaBakha WHBEP3U]OM, CaIPKH
nenrtap unsep3uje). Jatu kpyr k takohe He caap:Ku Tauky A, IeHTap UHBEp3HUje, 1a je y
uHBEp3Uju ¢; u werosa ciuka k' = 1;(k) kpyr.

Tpakenu Kpyr x, 1o yCJIOBY 3aJaTKa, CAapKu Tadky A, menrap wHBepauje v;, Te je
y TIOCMAaTPaHO] MHBEP3Uju Werosa camka &' = 1;(z) npasa. Ilo mocrasmeHoM ycioBy,
KpYr & JoAupyje Jary upaBy p U JaTu KPyr k, OJHOCHO Ca CBAKUM OJ] IbUX UM 110 jeJHY
3ajeTHUYKY TAUKy, 1a U OpaBa &’ ca CBaKUM OJ Kpyrosa p’ u k' uMa 1o jegny 3ajeHuuKy
TavKy. ¥3 TO, 0063UpOM J1a MHBEP3Kja dyBa jeauakoct yriosa: £(x,p) = £L(;(x),v:(p)) =
L@, p')m L(x, k) = L(i(x),i(k)) = L(2, k'), cnenn na je npaBa z’ TaHreHTa M Kpyra
p’ m kpyra k’. 3amarak ce cBOIU Ha KOHCTPYKIHjy 3ajeJHAYKE TAHTeHTe Kpyrosa p’ u k',
Jobujennx onpehuBameM cauKa gare mpaBe p U JaTOr Kpyra k y mHBEP3Hju ;.

Ha xpajy, Tpaskenm KpyT T CIWKa je y WHBEP3WjU 1); mobujeHe mpase z’, jep Kako je
MHBEDP3Mja WHBOJIY THBHO Npec/MKaBame To je x = 1, ' (z') = 1 (2').

Bpoj pemema, omaocHo 6poj Kpyrosa x, KOju 3a70BOhaBAajy YCJIOB IMOCTABIHEHOT TIPO-
6JiieMa, 3aBucd O, Opoja 3ajelHMYKUX TaHreHTH Kpyrosa p’ u k', 0JHOCHO 0OJ] HUXOBOI
y3ajaMHOT TIOJI0¥KAaja, TaYHUje O y3ajaMHOT TI0JI0XKaja /TaTe TpaBe p W JaTor Kpyra k. ¥
OBOM, HajoNITHjeM CIIy4ajy, KaJa Jara Tadyka A He Mpuaja HU JATOj MPABH p, HU 1ATOM
Kpyry k Baxmu:

— AKko ce Tauka A Ha/a3u y CIOJbaALIbBO] oOsacTh Kpyra k a Kpyr k u mpasa p HEMA]y
3aje/IHUYKUX TAa4aKa TaJa HEMAjy 3aje/lHUYKUX TadyaKa HU bUXOBE CJIMKE Y HWHBEP3Uju
1;, kpyroeu k' m p’, ma mocroje weTnpm WHUXOBE 3ajeTHUYKE TAHTEHTE, IBE YHYTPAITHhe,
x} W ), W ABe crioballmbe, Th W T, KOje OAroBapajy Kao CJIMKE y WHBEP3HMjH TPasKEHUM
KPYTOBUMA X1, Lo, T3 U Ty, & CAMU KPYTOBU CIUKE Cy Y WHBEP3UjU 1); TOOMjEHUX TAHTEHTH:
w1 =7 (@) = di(ah); w2 =97 (2h) = Yilh); w5 = o7 (af) = vi(ah); 2a = ¥ ' (2) =
¥;(x)). HamomeHMMO ma yHYTPAINUM TAHTEHTAMa OArOBapajy KPYTOBH I1 M To KOjU
JONWMPY]Yy JaTu Kpyr k U3HYTPA, a CHOJ/bAIIHUM TAHTEHTAMa KPYTrOBU XT3 U T4 KOJU TATH
Kpyr k momupyjy crosma ( cauka 51).
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CJIMKA 91

— Ako ce Tauka A Haj1a3M y CIOJbAIIKHO] ObacT Kpyra k, a Ipasa p U Kpyr k ce cexy,
TaJa ce CeKy M IbHXOBE CJIMKE y MHBEP3UjH, KpyroBu k' m p’, ma mocroje caMo HUXOBE JBe
CTIOJHAIITIHE 3ajETHUIKE TAHTEHTE, I U T4, onropapajylie ciuke y WHBEP3UjH 1); TPAXKEHUX
KPYroBa 1 W T2, a KPYTOBW Cy CIIUKE Y WHBEP3WjU JOOWjeHWX MpaBuUX ) W xh: xp =
U () = i(ah) m wy = o, (ah) = vi(wh), pm wemy oba Tpaena KpyTa AATH KpyT
JOAMpPYjy crosba ( ciuka Ha).

CJINKA, Do

— Ako ce Tauka A HAJIA3W y CHOJBAIIO] 00IaCTH Kpyra k, a mpasa p je TAHI€HTa KPyra
k, Tama M WHUXOBE CIUKE y WHBEP3WjU MMAjy TaYHO je/IHYy 3ajeJHUUKY TauKy W 003UPOM
na Baxku: £(k,p) = L(;(k),v:(p)) = L(K',p’), cnenn na ce xpyroeu p’ u k' nomupyjy u
TO CII0JbA, T€ MOCTOje TPU HUXOBE 3ajeHUUYKE TAHIEHTE, JIBE CIIO/bAIILE, T) U Ty, U jeHa
yHyTpamma x5 ( y Taukm qomupa kpyrosa k' u p'), koje omroapajy Kao CIUKe y HHBEP3Uju
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1); Tpa’KEHUM KDPYTOBUMA X1, T2 W T3, & CAMHU KPYTOBHU CJIUKE Cy Y WHBEP3UjU JOOHjEHUX
HPaBUX X}, Th W x%, OpU YeMy CrosbaIlbUM TaHTEHTaMa, X} W X, oAroBapajy KpyroBu i
U T2, KOjU JOAUPY]y JaTy MpaBy p M JaTH KPYr k CIO/ba, a YHYTDPAIIbOj TAHPEHTH, T,
KPYr X3, KOJU JATH KPYTr k JAOAMPYje U3HYTPa U CaJPKHU TA4Ky JOJUPA JATE IPABE P U
paror kpyra k y k0joj ux oba n moaupyje( o oBom kpyry 6uhe peun u kacuuje)(ciauka 53).

CJNKA 53

—Axo ce Tauka A Haja3u y yHyTpalimoj o0JacTH Kpyra k, a mpaBa p cede Kpyr k,
(cm4HO Kao U y cirydajy Kaja ce jgara tauka A HaJla3u y CHOJballlibo] 00JACTH AATOr KPyra
k), ceky ce m WHUXOBE CJWKe y WHBEP3WjH t);, KPyroeu k' m p’, ma mocroje camo mHUXOBe
JIBE CTIOJBAINThe 3ajeJHUUKe TAHTeHTe, TIPaBe T} W x4, onropapajyhe canke y nHBep3ujn ;
TPayKeHWX KPYTOBa T1 U Xo, IPHU 4eMy 00a TParKeHa KPYyra JATH KPYyT JOAWPY]y U3HYTPa
( ciuka 5y).

CJINKA Dy

— Ako ce Tauka A Hasa3m y yHyTpaIImko] obsacTtu Kpyra k, a MpaBa p je TaHTEHTa
kpyra k, (cim4HO Kao u y ciydajy Kajla ce Jara Tadka A Hajasu y crospalimbo] obJactu
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JIaTOr Kpyra k), HUXOBE CJIUKE Yy WHBEP3UjU 1); MMAjy TAYHO jeIHY 3ajeJHUYKY TA4Ky U
360r £ (k,p) = L(i(k),vi(p)) = L(K',p), cnenu na ce xpyrosu p’ u k' noqmpyjy usnyrpa,
& IOCTOJU TAYHO jeIHA HBUXOBA 3ajeJHUYKA TAHreHTa, T’, y TAYKd NOOMpa Kpyrosa p’ m
k', onrosapajylia ciluka y MHBEpP3UjU 1); TPayKeHOr Kpyra T, KOjU CaJpKKU TadKy J0Upa
Jare 1npase p m garor kpyra k, y K0joj ux mn goaupyje ( cauka 5s).

CJANKA D5

= >>=Hanomena:

[Tpobnem onpeljuBara cBUX TparKeHUX KPYTOBa y CIAydajy /ia je JaTa MpaBa p TAHTEHTA
maror kpyra k, a gara Tauka A He IpUNIAIa HE TPABA P HA KPYTY k PEITUIN CMO Y OMIITEM
cily4ajy, HHBEP3UjOM 1); Y OJHOCY Ha KpyT i, i(A,T).

[TocToju jorrr jesaH HAYMH Ja Ce OJAPEIN CaMO KPYT KOjU CaApXKW JaTy Tadky A, a
paBy p U KPyr k AOOUPY]Y V IUXOBOj JOAWPHO] TAYUKH.

[Tocmarpajmo wHBEP3Ujy 1; Y OMHOCY HA KPYT ¢ UCTE PABHU, MPOU3BOJHHOT MOTYIIPET-
HUKA, YUjU je MeHTap TadKa J0JUpa jlaTe MpaBe p u Jaror Kpyra k.

Kako mpaBa p caapku 1neaTap nHBEp3uje 1); heHa CJIUKa y OBOj MHBEP3UjH je€ OHA caMa,
6e3 nenrpa unsepsuje, p’ = ;(p) = p\{O;}. Kpyr k Taxohe caapxu nenrap unsepsuje ¢;,
na je y mocMaTpaHoj WHBEP3UjH U Wmerosa canka k' = i;(k) mpasa, u To mpaBa napaJenHa
npasu p’, 063upoM Ja je npasa p TanrenTa kKpyra k ( £(p, k) = L(;(p), (k) = L(p', k),
( mTO ce u 6€3 TEOPHJCKOr MPE3HAA MOXKE BHIETH NPUJIUKOM KOHCTpYKUHje, oxpehu-
BameM ciuke kpyra k y unsep3uju ;). Ciuka y unBep3uju ¢; nare rauke A je rauka
A =) (A).

Kako cmo mpernocraBuiin, TpaxKeHu KPyT & CAJIPKU JTOJUPHY TAYKy IpaBe p u Kpyra k
( y K0joj ux moiupyje), a OHa je LeHTap LOCMAaTPAaHe UHBEp3uje ¥, 11a je y 0BOj UHBEP3Uju
meroea ciavka ¢’ = ¢;(z) mpasa. O63MpoOM 1a KpyT &, 1O yCJIOBY MOCTABIHEHOT MPOobGIeMa,
JIONUpYj€e ¥ paBy p M KpYT k, Ha ocHOBY jemuakocth £ (x,p) = L(Y;(x), ¥;(p)) = L(a',p’)
u L(x, k) = L(Yi(x),v;i(k)) = L(a', k'), cneqn na cy upase z’, p' u k' mehycobuo napa-
nenne. Kpyr x caapxu tauky A te npasa z’ cagpxkun tauky A’. Bamarax ce cBomm Ha
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KOHCTpYKIHWjy Tipase o’ Kpo3 tauky A’, mapamnenny meljyco6ro mapaneaanm nmpasava k' u
p’' = p\{O0;}, koja je jenuncraena.

O63upoM Ha 0COOMHY WHBOJIYTUBHOCTH MPECTUKABAIHA WHBEP3UjOM y OJHOCY HA KPYT
TpazKeHu Kpyr ¢ oarosapajyhia je ciuka y unsepsuju ¢; nobujene upase ' © =1, 1(ac’ )=
Pi(a).

Cnuka 5¢ mpuKasyje KOHCTPYKIIA]y WHBEP3WjOM 1); TPAXKEHOT Kpyra y CIydajy Ia je

radka A y cnospanimoj obimactu Kpyra k; ciuka 57 mpuKasyje KOHCTPYKIU]y WHBEP3UjOM
1); TPazKeHOr Kpyra y Ciaydajy Ja je Tauka A y yHyrpaiimo] obnacru Kpyra k.

p p' (i)= p {Oi}

CJNKA Hg CJINKa 57

o> Paszmorpumo cazga crernujaaHe ciaydajeBe, OIHOCHO MOJI0XKAje JATUX €JIeMEHATa Y
KOjUMAa JaTa TadKa MPUIA/Ia WA JATO] PABU WM TaTOM KPYyTy:

<o cayuaj 5 ( A):
Jlara Tauka A mpumazga JaToj MpaBU p U HE MPHIAIA JATOM KpPyTy K.

Ca i o3HAYUMO KPYI T€ PABHH, IPOU3BOJHHOI MOJIYIPEYHUKA, Ca EHTPOM y Taduku A,
i(A,r), a ca 1; npecIVKaBame NHBEP3UjOM Y OIHOCY Ha KPYT i.

Jara mpaBa p caapxku Tadky A, meHTap wHBEp3wWje ;, TE€ je y WHBEDP3UjU 1P; IHEHA
CIIMKa OHa caMa, 0e3 meHTpa nHBep3uje, 1j. p' = ¥;(p) = p\{A4}, a Kako maru Kpyr k =He
caapxu nenrap A unBepsuje ;, y 0B0j uHBep3uju mwerosa je cauka k' = ¥;(k) kpyr.

TpazkeHu Kpyr x, mO yCJOBY 3aJaTKa, CAAPKUA TadKy A, HeHTap MocMaTpaHe WHBEpP-
3mje, ma ce OH MHBEP3WjoM ; mpeciukasa y npasy =’ = i;(x). Kpyr z, mo ycmosy
3a/1aTKa, JOAUPYje AaTh KpyT k, Ma HUXOBE CJIWKE Y HHBEP3UjH MMAajy Ta9HO jeTHY 3aje-
HUYKY Tauky. 36or ose ummenute u jeanakoctu £(x, k) = L(¢Y;(x),v;(k)) = L(a', k'),
cnenm na je mpapa o’ TanrenTa Kpyra k'. Kpyr x mommpyje m mary mpaBy p, T€ 003EPOM
Ha jemaaxoct £(x,p) = L(;(x),vi(p)) = £L(a',p') cnenm na cy wmuxose ciuke, ' u p',
napaJiejie mpase. 3aJlaTak e CBOAM Ha KOHCTPYKIMjy Tanrenre x' Ha kpyr k', mobujen
onpehuBameM canKe maror Kpyra k y WHBep3ujn v;, mapasenne mpaeu p’ = p\{A}.

Konauno, Tpaskenn kpyr r omrosapajyha je cimka mobujene npase r’ y WHBEP3UjH 1);:

x =7 (a) = i(a).
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Bpoj pererma, omHOCHO OpOj KPyroBa &, KOju 3a70BOJ/bABAjY YCJIOB MOCTABJHEHOT TTPO-
6/ieMa, 3aBuCH 0J] OpOja TAaHTE€HTH Ha KPYT k' mapaJjieHux npasu p’, OIHOCHO OJf y3ajaMHOTr
OJIOXKAja JarTe MmpaBe p | JAaTor Kpyra k:

— Ako gara npaBa p u Jarv Kpyr k Hemajy 3ajeHUYKWX Tadaka TaJa uX HeMajy Hu
UXOBE CJIVKe, Kpyr k' m mpasa p/, ma mocroje nBe TaHTeHTe, O3HAYNMO WX Ca T) W I,
Ha Kpyr k' mapajsenne npaeu p’, Koje Cy oarosapajyhie ciamke y WHBED3H]H 1); TPaXKEHUX
KPyroBa Ty W To, & KPyTOBU Cy CIMKE y WHBEP3UjU 1); NOOUjEeHUX NpaBux x) u xh: xp =

P (@) = i), w2 = ¥ N (2h) = i(ah) (camka 5a1)).

caKa Sy (1)

—AKo ;mara mpaBa p cede IaTH Kpyr k CeKy ce U IbUXOBe ciuke, mpasa p’ u KpyT k',
Te TOCTOje JIBe TAaHTeHTe, Tj M xh, Ha Kpyr k' napajesnne mpaeu p’, a caMUM TUM W JBa
KpyTa, L1 ¥ T2, KOjU 3a0BOJbaBajy YCIOB MOCTAB/bEHOr Mpob/ema ( CIMKa 5q(2)).

CITUKA g(2)

—AKo je maTa mpaBa p TAHTE€HTa, JATOT KpyTa k, TaJa U BbUX0BE CJIUKE Y HHBEP3Hjd HMAjy
TAYHO jeqHy 3ajeqanuky Tadky u 36or jemmaxoctu £ (k,p) = L(;(k),v¥i(p)) = L(K',p'),
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ciemu 1a je mpasa p’ TaHTeHTa Kpyra k', ma moctoju TavHo jemHa TaHrenTa r’ Ha Kpyr k'
napaJieJiHa mpaBu p’, a CaMMM THM W jelaH KpYT T, CINKA y WHBEP3HjH 1); NOOUjeHe mpase
' x= ¢;1(x’) = 9;(2"), xoju 3a0B0bABA yCIOB IOCTAaBIbEHOr HpobIeMa ( CITHKA D4 (3) ).

_— T
X ~

Ve *\\\///// AN

_— o
p.p'=p{A}

CJIMKA D (3)

<e> cayuaj 5 ( B ):
Hara rauka A npunazga garoM Kpyry k M He MPUIaaa IATOj IPABA P.

ITocmarpajmo uHBEP3HUjy 1;, ¥ OMHOCY Ha KPYT ¢ UCTE PABHU, TPOU3BOHHOT MOJTYIIPET-
HUKA, Ca LEHTPOM y Jaroj Tauku A( pasmarparbe OBOI CJydaja je BPJIO CJIMYHO MPEeTXO/l-
HOM).

Kaxo mara mpaBa p we campku mentap A nHBep3wje 1);, meHa je clInKa y OBOj WHBEp-
suju p’ = 1;(p) kpyr( Koju Mo AeDUHWUIM]N NPECINKABAA WHBEP3UjOM CAIPIKU IEHTAP
UHBEp3Uje), a KaKo JaTu Kpyr k cajpXKu Tadyky A, 1eHTap UHBEp3uje 1);, y OBOj MHBEP3Uju
werosa je cauka k' = 1;(k) npasa.

TpaxkeHu Kpyr x, MO yCJOBY 3aJaTKa, CAAPKU TaduKy A, HeHTap mocMaTpaHe WHBEpP-
3mje, A je y uHBEP3UjU 1); Werosa cauka ' = 1;(x) npasa. Kpyr x, no ycaosy 3amarka,
nonupyje maru Kpyr k, te 36or jennakoctn £(x, k) = L(¢;(x), (k) = L(2', k') cneqn na
cy npase x’ u k' meljycobro napanenne. ITo mocTaBbeHOM yCIOBY, KPYT T IOAUPYje JATy
[IPaBy p I1a HUXOBE CJIUKe Y MHBEP3UjU UMAjy TAYHO je/IHy 3aje/IHUYKY TadKy, & 003UpOM
Ha jeauaxocr £(x,p) = L(i(x),v;(p)) = L(2',p’), cienn na je upasa x’ Tanrenta Kpyra
p’. 3amarak ce cBOAM Ha KOHCTPYKIHMjy TaHreHTe x’ Ha Kpyr p’, nobujen oxpehusamem
CAVKe JaTe TpaBe p y WHBEP3WjW 1);, mapajeane npasu k', nobujere ompehusamem ciamke
JaTor Kpyra k y mHBep3ujn ;.

Ha xpajy, TpakeHm Kpyr x ciawka je mobujeHe Tpase ' y WHBEp3Wju v; , 003W-
POM Ha OCOOWHY WHBOJIYTUBHOCTH MPECINKABAHA MMOMONY WHBEp3Hje Yy OIHOCY HA KpPYT:

z = ;' (2') = i)

Bpoj pemema, oa1HOCHO 6pOj TpazkeHUX KPyroBa &, 3aBUCH Of OPOja TAHT€HTH HA KPYyT
p’ mapasnenHux npasu k', OMHOCHO Ol y3ajaMHOT TIOJIO¥XKAaja JaTe MpaBe p U JIaTor Kpyra k:

— Axko nmara mpaBa p m gaTu Kpyr k HEMajy 3ajeTHHUKNX Ta9aKa TAJa WX HEMA]y HU
BUXOBE CJMKe, Kpyr p’ u npasa k', 1a 1mocroje JBe TaHreHTe, O3HAYMMO UX CA T} U T, HA
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kpyr p/ mapanenne npasu k', ogrosapajyhe ciawke y WHBEP3HWjU 1); TPaXKeHWX KPYyroBa Ty

U T2, a Kpyroee gobujamo oxpehuBameM CIWKa y WHBEDP3UjU t); AOOMjEHUX IIPABUX X| U
-1 —1

wh: w1 = () = i), wa = ¢ (2h) = ¥i(xy) ((cmKa Sy(1)).

CJIMKA Dp(1)

—Axo mara mpaBa p ceue gaTu Kpyr k Taga, CIMYHO KAO Y TTPETXOIHOM CJIyUajy, MOCTOje
JIBe TaHTeHTe, ¥} W xh, Ha Kpyr p’ mapaJesHe mpaeu k', a caMUM THM M I[Ba KPyTa, T1 W
T3, KOJU 33/7I0BOJbaBajy yCJI0B TocTaB/beHor mpobiema ( cuka 5py(2)).

—AKo je nara mpapa p TaHI€HTa JATOr KpyTra k, Taja M HUXOBE CJIMKE y UHBEP3UjHU
UMajy TAYHO jeIHy 3ajeMHIIKy Tauky u 003upom Ha jemnakoct £ (k,p) = £L(;(k),v;(p)) =
L(K',p’), cnenu na je mpasa k' TaHreHTa Kpyra p’, ma MOCTOj! jOIIT TAYHO je/JHA TAHTeHTA T’
Ha Kpyr p’, napaJiejiHa mberoBoj tanrentu k', koja je oaroapajyhia ciuka y uHBEp3UjU 1);
TpaXkeHor KpyTa I, a KPyT T CJIHKA je y WHBEP3uju 1; nobujeHe mpase x': © = w;l(x’) =
¥i(z') ( cuka 5y ().

CITAKA Dy (2) CJIUKA Dy (3)
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<o cayuaj 5 ( C):

VKOIUKO Jlara mpaBa p U JaTh Kpyr k cajapike Jary Tadky A, OJHOCHO ako je mpasa p
TaHreHTa Kpyra k y tTauku A, nocroju 6€CKOHAYHO MHOI'O KPYroBa & KOjU 3a/I0BOJbABA]Y
YCJIOB [TOCTABJBEHOI 1IPODJIEMA: CKYT KPYTOBaA 1apabOJIMYKOr IIPAMEHA KOME IIPHUIIA/IA JIaTh
Kpyr k, a maTa nmpasa p je paJ@KaJjiHa o0ca OBOT TpaMeHa, jecTe perrere 3a1aTor mpodieMa
( ciuka 5.).

CJaAVKA D,

Sajarak HEMa pelieba y Caydajy Ja ce jara Tadka A Hamas3w y yHyTpallmboj obaacTu
Jaror Kpyra k, a gara mpaBa p U Kpyr k HEMajy 3ajeJHHIKAX Ta9aKa U YKOJIHKO CE€ JTATH
Kpyr k u mara Tauka A Hajase ca pasHUX CTpaHa gare mpase p ( CIuKa Hg).
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<e> AmnosioHnjeB nmpobuem 6 <o
S Koucrpyucaru Kpyr Koju cajpKu nary Taduky u goaupyje gara asa kpyra (A, ki, ko)

pereme:

Hexka cy garu tauka A u kpyrosu ki u ko Heke papan. Ca r 03HAYUMO TPAKEHU KPYT
Te PaBHU KOjU CAIAPXKK JATy TadKy W JOAUpYje mare Kpyrope. PazmoTpumo HajommTuju
Clydaj KaJla HU jelJaH ol Kpyrosa ki u ko He caapku Taduky A.

O3HaYNMO ca i KpyT Te PaBHHU, Ca IEHTPOM y JATO] TAYKU A, TPOM3BOJLHOT MOJIYIIPed-
Huka, i(A,7), a ca 1); UHBEP3U]y y OJHOCY HA KPYT i.

Haru Kpyr k1, 10 IPETIOCTABLM, HE CAAPKU ATy TadyKy A, meHTap uHBepsuje ¥;, 1a
je y nuaBep3uju merosa cauka ki = ; (k1) xpyr. Camano, natu kpyr ke takohe He caapxku
neHTap A MHBEp3wMje 1;, Te je y OBOj MHBED3UjU M heroBa cianka kb = 1);(ks) Kpyr.

TpaxkeHu Kpyr &, MO YCJIOBY 3aJaTKa, CAAPKU JaTy Tadyky A, meHtap wHBepsuje 1,
oTyla je mocMarpaHoj WHBEp3uju merosa cauka x’ = ;(x) mpasa. Ilo mocraBbeHOM
YCJIOBY OBOT TIpob/teMa, KPYyT & AOAupyje u Kpyr ki 1 KPYyT ko, OMHOCHO C& CBAKUM O IbUX
UMa TO jeqHy 3ajeTHUYKy TadKy, CTOTa CIUKa &’ Kpyra T, ca CBakOM of ciamka ki m kj
Kpyrosa kj u ke uMa 10 jeJHy 3ajeJHUYKY TA4YKy. ¥3 TO, 003UPOM /14 MHBEP3Uja 1yBa je-
nakoct yrosa: £(x, k1) = L(vi(x),vi(k1)) = L(@', k) m L(@, k2) = L(¥i(x), ¥i(k2)) =
L(x',Kk}), cmenn na je mpasa x’ TaHreHTa M Kpyra ki u Kpyra kb. 3amarak ce cBomu Ha
KOHCTPYKIHUjy 3ajeuuuke tanrenre ', Kpyrosa ki u kb, nobujenux oxpehuBamem ciuka
y MHBEP3UjU 1; TaTUX KPyrosa ki u ks.

Ha xpajy, Tpaxkenu Kpyr T CiaMKa je y MHBEp3uju 1); nobujeHe mnpase z’, jep Kako je
WHBEDP3Mja WHBOJIY THBHO MpeCIMKaBame To je x = 1y ' (x') = 1;(2').

Bpoj pemema, 6poj Kpyrosa x, KOju 330B0/bABAjy YCJIOB MOCTAB/HEHOT MPOOJIEMA, 3a-
BuCH 07 OpOja 3ajeIHUIKUX TAHTeHTH Kpyrosa k) m kf, Tj. om muxosor melhycoGHOT TM0-
JI02Kaja, OMHOCHO o7 MehyCOOHOr moJIoXKaja JaTuX Kpyrosa ki u ko.

x Y caydajy Ja ce gara tadka A Haa3wW y CrospaIniboj obsracTu 06a 1aTa Kpyra Tama:

— YKOJIUKO C€ CBAKW ON Kpyrosa ki m kg Hajma3W y CIOJBAINIOj OOJTACTH APYTOr, HH
BbUXOBE CJIMKE, KPYTOBH k| U kb, HEMajy 3ajeTHIIKAX Ta9aKa, I1a MOCTOje IeTUPU HUXOBE
3ajeJJHUYKE TAHTEHTe, IBE CIIOJbAIIIbE, T U T, M IBE YHYTPAIIE, Th U T, KOje ONroBapajy
Kao CJIVKE Y WHBEP3MjU TPAXKEHUM KPYTOBHUMA X1, T2, L3 W T4, & CAMH KPYTOBH Cy CJINKE
y uHBep3mju ¢; mobujennx TamrentH: xp = ) (z]) = Vi(x]); 2o = ;7 (xh) = Yixh);
x5 = o () = ulah); @ = ¥ (@) = ().

Hamomenwmmo ma cy cnosbammmbe TaHTEHTE, T} U o), OaroBapajyhie cimke TpayKeHuX KPy-
roBa T W T3, OJ KOjUX jeJaH moaupyje oba maTta Kpyra CIosba, APyru oba gara Kpyra
W3HYTDa; YHYTpAIllFhe TAHTeHTe, X5 W Xy, oaroBapajyhie cy cimke TparKeHWX KPYroea T's W
T4, DU Y€MY je/IaH OJ BbUX JOIUPYje JATH KPYT ki CIOJba & JaTu KpyT ko U3HYTpAa, APYTH
Tpaxkenu Kpyr obpuyTo ( ciauka 61).
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— YKOJIHKO Ce JaTh KPYyToBH ki 1 ko CEKY, CEKY Ce U IbUXOBE CJIUKE Y MHBEP3HjH, KPYTOBH
kY wu kb, ma mocroje 1Be mbUXOBE 3ajeJHUUKE CIIOJbAIIHE TAHIEHTE T U L5, KOje OAroBapajy
Kao CJIUKEe y WHBEP3HUjh TPAXKEHUM KPYTOBHMA T1 U Ty, & KPYTOBH Cy CJIUKE Y WHBEP3UjH

. / /. o=l / o=l /
I00UjeHnx mpaBux o) u x5 1 = ¢; (2]) = ¥i(2]) u 2o = ¥; (xh) = ¢;(x5), npu demy
0ba cazpxke gary tadky A, jegan noaupyje 0ba jara Kpyra u3HyTpa, APYrd uxX J0Aupyje
06a crosba ( camka 6g).

’ ciauka 61 cauka 69

— YKOJIUKO C€ KPYroBu k1 u ko HOAMPY]jy CIIO/ba U EUXOBE CJIWKE y WHBEP3Uju, KPYTOBU
ki n kb nonmpyjy ce cnoma ( 063upom na Baxu £L(ki, ko) = L(;(k1), ¥ (k2)) = L(k], kb))
TE MOCTOje TPU HUXOBE 3a]eJHUYKE TAHTECHTE, /IBE CIIOJbAILE ) U T U jeTHa yHYTDAIIbA
x%, omrosapajylie ciuKke y WHBEP3WjH TPAa’KEHUM KDPYTOBUMA X1, T2 W L3, & KPYTOBH CY
CIIMKe y WHBEP3Wju M0OWjeHuX MpaBux i, = u x4. KpyroBum x; m x2, umje cy CiuKe y
WHBEP3Uju 1); CIOJbAIIHE TAHTEHTE, JOAUPYjy JaTe KPYyroBe jemaH 00a Crosba, Apyra oba
n3HyTpa. Tpehu TpakeHn Kpyr T3, 9dja je CIUKa y WHBEP3UjU 1); YHYTPAIlha TAHTeHTA,
Jofupyje jemaH of JaTuX KPyroBa CIOJba, APYTU U3HYTPA, CAAPKEU TAYKY JAOAUPA JATUX
Kpyrosa ki u ke y KOjoj ux u momupyje oba ( ciauka 63).

/)

canka 63
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— YKOJIMKO C€ KPYTrOBH k1 U ko JOAUPYjy U3HYTPA U IbUXOBE CJIUKE Y MHBEP3UjU, KDYTOBH
kY u kb nonupyjy ce usnyrpa (£(k1, ko) = L(;(k1),¥;(ke)) = L(k}, kb)) Te mocroju Tauno
jenHa 3ajesHudka TaHreHTa ' Ha oBa JABa Kpyra (y BUXOBOj TauKu J0AUpa), oarosapajyha
CIIUKa y HHBEP3HUjU KPYTy T: T = w;l(x’) = 1);(2’). TpakeHu KPyT & CaaPKM JATY TAIKY
A, a kpyrose k1 u ko poaupyje y wuxoBoj JoanpHoj Tauku (ciamka 6y).

ciuka, 64

x% Y ciydajy Ja ce gara radka A Hajia3u y yHYTPallboj 00JIacTy jeJHOr O J1aTa ABa
kpyra ( He ymamyjyhu ommroct y3Mumo Ja je To Kpyr ki) Tama:

— YKOJIMKO Ce CBaKH’ OIl KpyroBa ki u ko Ha/Ia3M y CIIOJbAIIHOj OOIACTH APYTOr 3a1aTaK
HEMa, Pelema.

— YKOJIMKO Ce JaTh KPYTOBU k1 U ko ceky( CIMYHO KA0 Uy CIMYA]y KaJIa Ce JaTH KPYTOBH
CEKY, a JIaTa TauKa Ce HAJIa3U y CIOJballlbo] 00/1acTH 004 O BhUX ), CEKY CE U IhbUXOBE CJIUKE
y uMHBep3uju, Kpyrosu kj m kb, ma mocroje JBe mUXOBE 3aj€JIHUYUKE CIIO/bAIHE TAHIEHTE
x} m xh, a camuM TUM UM JBA TPaXKEHA KPYra T U To, CIIMKE Y UHBEP3UjU 1; 100UjeHUX
npaBux T) m xh, npm demy 00a TpaykeHa Kpyra gatu Kpyr ki( y 4mjoj je yHyTpaImmoj
obulacru sara Tadka A) gonupyjy usnyrpa, garu Kpyr ke cuosba ( ciuka 6s).

cuKa 65

— YKOJIUKO ce KpyroBu ki u ko momupyjy cmospa, 003upom 1a ce mentap A umuBep3uje
1; HaJla3u y yHYTpAaIlboj 00/1aCTH jeTHOr Kpyra, HhUX0BE CJIUKe, Kpyrosu ki u kb nomu-
pyjy ce uznyrpa( Kpyrosu ki u ko uMajy je[Hy 3ajeJHUYKY TAYKy A UX TOJMKO UMAJy U
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mBUxoBe civke ki u ki y waBepsuju n Basku £ (ky, ko) = L(;(k1), vi(k2)) = £L(k1, kS)), ma
HOCTOjU TaYHO jeJHa HBHUX0BA 3ajeHUYKa TaHIeHTa «’, U TO y Tayku qoaupa. Tanredra x’
je onrosapajyha ciuka y MHBEp3Uju 1; TpaXKeHOM Kpyry z( Kpyr & je ciuKa y WHBEP3uju
npase x': & = 1; (') = 1;(2')) Koju caapxu Tauxy joaupa jarux Kpyrosa ki u k( jep
cimKa ' TPaXKeHOr Kpyra & CaJp KW TadKy J0aupa Kpyrosa ki w kb, cimka y meBep3wujun
Jarux Kpyrosa ki u ko) ( ciuka 6g).

— YKOJIAKO Cce Kpyrosu ki u ko noaupyjy m3HyTpa, 003upoM Ja ce nenrap A unasepsuje
HAJA3W y YHY TPAIIBOj 00JaCTH JeHOT KPyTa, BbUXOBE CIuKe, KpyroBu ki u ki monmpyjy ce
cuosba( Kpyrosu ki u ko uMajy jeiHy 3ajelHUUKY Ta4Ky U TOJUKO UX UMA]y U BbUXOBE CJIUKE
ki m Ky y nasep3ujn ¢; n Baku L (k1, ko) = L(;(k1), ¥i(k2)) = £L(k1, k%)), ma mocroje Tpu
IbUXOBE 3aje/THNYKe TaHTEeHTe, JBE CIO/bAIlbe ) U ThH W jerHa yHyTpaiimba rs( y Tauku
JIOZMPA), & CAMHUM TUM W TPU TPAXKEHA Kpyra &1, Lo U T3. J100UjeHE CIIO/balllbe TAHIEHTE
x} m x), omroBapajy Kao CiWKe y WHBEP3UjH TPAKEHUM KPYTOBUMA T1 W Tg KOJU JTOTADY]Y
jgartu Kpyr ki u3HYTPa M JaTH KPyr ko CHO/ba. YHYTPAIIba TAHIEHTA L5( CAAPKHU TAUKY
JIonupa Kpyroea ki w kb)) omromapa Kao CiaWKa y WHBEP3WjH TPAYKEHOM KDPYTY T3 KOjH
CaJIpKM TAUKy JOAUPA JATUX Kpyrosa ki u ko u momupyje 0ba mara Kpyra U3HyTpa y TOj
rauky ( cauka 67).

f

ciuka 6Gg cjauka 67

— YKOJIUKO C€ W JaTh KPYr kg HAJNA3U y YHYTPAIIHOj 0OJACTH JATOr Kpyra ki, OHH
HeMajy 3ajeJHNUKNX Tadvaka, Ma WX HeMajy HU FHUXOBe CIWKe Yy WHBEP3WjH, KPYroBu kj
u k. Mehyrnm, kako ce neHtap A WHBep3Wje t; HAJA3U y YHYTPAIIBOj 00IaCTH Kpyra
k1, To ce Xpyr kb Hajmasu y crnospanimoj o0sacTu Kpyra kj, Ia MOCTOje YeTHPU HHUXOBE
3aje/IHUYKE TAHTEHTE, BE CIOJBbAIIE T} U T5H W JBe YHYTDAIIbE Th U T)j, & CAMAM THM
U 9eTHpPH KPyra Ti, T2, T3 U T4 KOja 330BOJHABAJY yCJIOB IIOCTaBJbEHOr mpodsiema. lo-
OujeHe crosbalimbe TaHTeHTe x) m xh oxromapajyhie cy ciavke y MHBEp3WjM t); TPasKeHUM
KPYTOBUMA X1 ¥ To KOjU JATH KPYT k1 TOAMDPYjY M3HYTDPa & JATH KPYT Ko TOIMPY]Y CHOIbA.
Hobujene yHyTpaIimbe TaHTeHTe T4 1 x) onropapajyhe cy cinke y HHBEP3HjH 1); TPAIKEHUM
KPYroBUMA T3 U Z4 KOju 0ba Jara Kpyra aoaupyjy usnyrpa ( cauka 6g).
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cjika 6g

Hamomernnmo f1a ce m y 0BOM ATOIOHNM]EBOM TTPOGIEMY, ¥ CIyUajeBUMa KaIa Ce JATh
KPYTOBU JOJAUPYjy CIOJba WK U3HYTPA, TPAXKEHW KPYTOBU & KOjU CAIPKE JOAUPHY TAUKY
JaTuX Kpyroea ki u kg, MOTY OApPEIWTH MOMONY MHBEP3Hje 1; Y OAHOCY HA KPYT i, IUjU
je meHTap JOAMPHA TAadKa JATHX KPYrOBa, IITO BAXKH W 33 Pa3MATPAHHU ~OIIITH CJIydaj]
u 3a Hapexanu ”cuneuujanan” ciaydaj ( camdHy cMo unBep3ujy Beli serassHo objacHuid y
Anononnjesom mpobsemy 5, y caydajy KaJa je Jara mpaBa TAHTEeHTa JATOT KPYTra,).

o> Pa3smorpumo caza crenujasine caydajeBe, moa Koje emMo yBPCTATH TOJIOXKAj Ja-
TUX €JIeMEHATa PABHHU Yy KOMeE JIaTa TA4Ka MPHUIAIA CAMO jeJHOM JIATOM KPYTLy M IOJIOXKAj]
[IPY KOME IIPUIIAJIA U JEJIHOM U JPYrOM KpPYTy:

<o cayuaj 6 ( A):

Jlara Tavka MpUIaga caMo jeJHOM JATOM KPyTy.
He ymamwyjyhu ommrocr y3smumo ga gara tauka A npumaga garom Kpyry ki.

O3HaYMMO ca 4 KPYT T€ PABHU Ca MNEHTPOM Yy JAaTOj TauyKu A TPOU3BOJLHOT MOJIYTIPEY-
Huka, i(A,r), 1 mocMaTpajMo UHBEP3Ujy 1); y OJHOCY HA KPYT i.

Kpyr ki cagpxwu tauky A, uneHTrap MHBep3uje 1;, Ia je y IOCMATPAHO] MHBEP3HUjU
merosa ciuka ki = 1;(k1) mpasa, a Kako Kpyr ke He campxku neHTap A wHBEp3HUje 1, y
0BOj MHBEP3MjU Herosa je ciamka ki = 1;(ke) kpyr( Hamomenmmo na Hu npasa ki HE KPyT
kl we cazmpike neHTap A WHBEp3Wje).

TpazkeHu Kpyr &, 0 yCJIOBY 33JaTKa, CAIAPKK ATy TauKy A, HeHTap uHBEp3uje 1h;, Te
je mocmaTpaHoj uHBep3uju werosa ciauka &’ = 1;(x) npasa. Ilo ycaoBy 3azarka TpakeHu
KPYT T JOAMpYje JATh KPyr ki W Caap:Ku JaTy Tadky A, a Kako B Kpyr ki CaapzKu Tadky
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A 1o kpyr x nomupyje k1 y A. Ilomro meBep3mja wyBa jemmakocr yriopa: £(z, ki) =
L(i(x), (k1)) = £L(a',k]) cnemqu ma cy ciuke y uHBEp3uju Kpyroea x u ki, npase z’
u ki, mehycobuo mapasense. Kpyr x, no 3agarom ycsioBy, goaupyje aaru Kpyr ko, Tj.
UMa Ca UM jeIHy 3ajeJHHYKY TA4uKy, [1a M IbHXOBE CJIHKE Yy MHBEP3HjH, IIPaBa &’ U KPYyT
kb, nmajy jemHy 3ajenHmdky Tavky n Kako Baxkn £(x, ko) = AL(;(x),¥i(k2)) = L(', kb)
MOYKEeMO 3aKJbYUHUTH JIa je paBa &’ TaHreHTa Kpyra kb. 3azarak ce CBOIM HA KOHCTPYKIW]Y
raHrenre r' Ha Kpyr kb, mobujen oapehuBameM CiWKe y MHBEP3Wju 1); maTror Kpyra ks,
napaJiesine pasoj ki, nobujene onpeljuBameM CIUKe y MHBEP3Uju ; JaTOr Kpyra k.

Ha xpajy, Tpaxkenu Kpyr T CIAMKa je y MHBEp3uju 1); nobujeHe mpase z’, jep Kako je
MHBEP3Hja HHBOJIYTHBHO IIPEC/InKaBabe 10 je x = 1, (z') = 1;(z').

Bpoj pemema, 0mHOCHO Op0Oj TparKeHWX KPYroBa &, 3aBUCH O OpOja TAHTEHTH HA KPYT
k%, napaJiennux npasu ki, OHOCHO Ol y3ajaMHOI MOJIOXKaja JAaTuX KPyrosa ki u ko:

— YKOJIMKO Ce CBAKH OJT KpyroBa ki u ko HaJIA3| y CIOJBAIIHO] OOJIACTH APYTOr, TaAa HA
FhUXOBE CIIVKe y WHBEp3uju, mpapa ki w kpyr kb, HeMajy 3ajeJHNUKMX Tadaka, Mma MocToje
JIBe TaHreHTe, 2} u xh, Ha Kpyr ki napasenne npasu ki, onrosapajyhe cinke y nHBep3uju
1); TPAXKEHUX KPYrOBa T1 U To.

Ha xpajy, TpaxkeHu KpyroBu Ty U Tp CJIUKE Cy y UHBEP3UjU 1); JOOMjEHUX MPABUX T
u ah: xy = H(2h) = (@), wo = by H(xh) = i(xh). O6a noGujena kpyra z1 u s jaru
Kpyr ko Jomupyjy cmosba, a gaTu Kpyr ki jeaH TpaxKeHw Kpyr JOAMpPYje CIojba Y HAATOj
TauKM A, IpyTH TpaykeHnm KpYT Ta Joaupyje u3nyTpa y Tauku A ( cauka 6q(1))-

cauka G4 (1)

— YKOJIMKO ce JaTu KpyroBu ki u ko ceky, HUXOBe CJMKe, npaBa k] u Kpyr kb, umajy
nBe 3ajeanKe Tadke( CEKy ce), Te TOCTOje JIBe TAHTEeHTe, T) U Th, Ha KpyT kb mapasemnne
npasu kj, Koje ONroBapajy Kao CJIMKe y WHBEP3UjU 1); TPAXKEHUM KPYTOBAMA 1 W Ts.

TpaxkeHN KPYTOBHU X1 M X9 CIIMKE Cy ¥ WHBEP3WjU t); TOOMjEHNX TIPABUX x) M xh: 21 =
Y (xh) = (), o2 = by H(xh) = i(xh). Oba Tpaxena Kpyra xi m To JaTH KpyT ki Yy
J1aTOj TauKu A JOAWPYjy U3HYTPA, a jeJaH Of BUX JOAUPYje MaTH KPYT ko CIOOJbA, APYTH
TPasKeHH KPYT JI0aupyje ke m3HyTpa ( cuka 6q(2))-
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cuka G (2) o

— YKOJUKO ce Kpyrosu ki u ko MOIMpPYjy CIOJba, HUXOBE CIWKE y WHBEDP3UjU MMajy
TAYHO jeJIHY 3ajeJJHUYKY TauKy, a Kako Baxku £ (k1,ks) = L(;(k1), ¥i(k2)) = £L(K}, k}))
cienm na je mpasa ki TanrenTta Kpyra kj, 1ma mocroju joul Ta4HO jenHa TaHreHTa x’ Ha
kpyr ki mapanenna merosoj Tanrenrn k). lobmjena Tamrenta x’ omroeapajyha je crimka
y umBepsuju 1; rpaxcenor kpyra x( x = 1; '(2') = 1;(z')) , npu wemy xpyr z oba mara
KpyTa, JIoanpyje n3nyTpa( ciuka 6q(3))-

— YKOJIMKO Ce KpyroBu ki u ke MOMWpYjy W3HYTpA, Taja, CAMIHO KAO Y MPETXOTHOM
cryuajy, mpasa k} TanrenTa je Kpyra kb, ma IOCTOJH jOIT TAYHO jeJ[HA TAHTEHTA T’ HA KPYT
kl, mapanenna merosoj TarenTH ki, KOja OAroBapa Kao CIUKA y WHBEDP3UjU 1); TPAZKEHOM
kpyry z( @ = ¢; ' (z') = ;(2')). Kpyr & matn kpyr ki y maroj Tauku A noampyje n3nyTpa,
a Jati Kpyr ko Jomupyje crmomba ( camka 6q(4) ).

anf{a 6a(3) cuKa 6Gq(4)

— YKOJIMIKO C€ JATH KPYT ko HAJIA3U Y yHYTPAIIHOj 00IaCTH JATOT KPyra ki, OHI HEMA]y
3ajeJIHUYKUX Ta9aKa, Ia UX HeMajy HU BUXOBE CJIWKe, IpaBa ki u KpyT k), Te mocToje nBe
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TaHTeHTe x) W x5 Ha Kpyr kb mapasenne npasu ki, onroapajyhe cinke y WHBEP3UjH ;
TparkKeHUX KPYyrosa Ti U X3.

Tpaxkenu KPyroBu o1 U Ty CJIUKE Cy y MHBEP3UjU 1; HOOMJEHUX IIPABUX T} U Xh: X1 =
BN (@h) = nla)), w2 = 1L (wh) = vi(ah), upu wemy oba ioGujema Kpyra, oy u w3, sati
Kpyr ki y maroj tadukm A goampyjy W3HyTpa, a jellaH OJ HhUX JaTH Kpyr Ko Joaupyje
crosba, APYTH Joaupyje ky m3HyTpa ( cimka 64(s))-

canKa Gq(5)

<e> cayuaj 6 ( B ):

Vkoauko oba Jara Kpyra caiapike gary tadky A, omuocuo A € ki u A € ko, a Kako
TpaXKeHu KPyr & AoAuMpyje 0ba jara Kpyra W CAIPKKU TadKy A TO 3a/aTak UMa PeIrermha
caMo ako ce Kpyrosu ki u ko monupyjy Gam y rauku A ( cnosa uiu usnyrpa). dakie,
Kpyrosu ki u ko upunasajy napaboiddKOM ILIPpaMeHy KPyroBa KOju Calpzke raduky A, a
KaKO CBaKWM KPYyT TOT TIpaMeHa 33/I0B0JbaBa YCJOB MOCTABJHEHOT TPODIEMA, CKYT KPYyToBa
OBOI' IIpaMEHa, jecTe perrene 3a1arka. ( ciauka 6p)

cuka 6y
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<e> AmnosioHnjeB nmpobuem 7 <o~
% Koucrpyucaru kpyr Koju goaupyje Tpu gare npase (p,q,T).

pereme:

Pasmorpuhiemo y3ajamMuan mosioxkaj JaTuX MPaBUX P, ¢ U T ¥ MPUKA3ATH CJIUKE TParKe-
Hux Kpyrosa( oBaj mpobiem Heliemo peliaBaTi MHBEP3UjOM jep je TpUBHUjasIaH).

VY cayuajy mga upase p, ¢ U r UPUIAIAjJy IPAMEHY [IapaJIeHUX IPABUX WM IIPAMEHy
KOHKYPEHTHHUX MPAaBUX HE MOCTOjU KPYT KOjU MUCIYIHaBa YCJIOB TMOCTaB/FEHOT TTpohIeMa.

( ciuka 73).

ciuKa 73

AKko cBake [1Be O JATHX IPABUX MMA]y IO jedHy 3ajeJIHHYKY TAadKy Tala HbUXOBE IIpe-
cevHe Tadke 00pa3yjy TPOyrao na je TpakeHu KpPyr & KpPyT YIHCAH y Taj TPOyrao. y OBOM
cJIydajy IOCTOje joIr Tpu KPyra KOju 3a/10BOJbABA]Y YCJIOB MOCTABJHEHOT IIPOOIEMA.

( ciuka 71).

Ha kpajy, ako cy ape ox gqatux npasux mehycobHO mapastente, Tpeha ca cBakoM O lbUX
UMa TI0 jeJIHY 3ajeJHUYKY Ta4KYy, Ta/ia IOCTOje JIBA KPYTa £1 U T2, jeJHAKUX MOTYIIPEIHUKA,

KOjU MCILyhaBajy YCJIOB LOCTaB/beHOr 1pobiema ( ciuka 72).

camka 7o

cauKa 74
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<e> AmnosioHnjeB nmpobyeMm 8 <o
% Koucrpyucaru Kpyr Koju Joaupyje aare ase upase p u ¢ u naru kpyr (p, g, k)

pereme:

Heka cy y ucroj pasuu nare npase p u ¢ u kpyr k(Og,r) u ca T 03HAYUMO TPAKEHU
KPYI' T€ PaBHU KOjU JIOJIUPYje JlaTe MpaBe U JIaTu KPyT.

[Tocmarpajmo HajommTHju caydaj Kaia HE jeIHA O JATUX [IPABUX P U ¢ HUje TAHTEHTA,
JaTor Kpyra k.

IIpumerumo ciemnehe:

1. Ako rpaxenu Kkpyr (O, 7;) nopupyje naru kpyr k(Og,r) cuosba u pare npase p
7 ¢, Taga KPyT Y, KOHIEHTPUIAH KPYTY T, MOJYNPEIHUKA Ty = T4 + T, Y(Ou, Ty =Tz + r),
T7e je T MOJIYyNPEeYHUK JATOr Kpyra k, Caap:ku IMeHTap Kpyra k u Joaupyje mpase p1 u ¢,
T7e je MpaBa pp MapaJjegHa JaToj IpaBy p, HA PACTOjarby T OJI TpaBe p, IPX 9eMy Cy TIpaBa
p1 U jaru Kpyr k ca pasHuX cTpaHa npaee p, onxHOcHO p1 || p, d(p1,p) = v u (p1,k + p).
CimaHo, paBa g1 TAPAJIETHA je 1aTOj IPABH ¢, HA PACTOJAIbY T O] IPABE ¢ U CA PA3JIAYUTE
crpane npase ¢ on kpyra ki q1 || ¢, d(q1,q) = u (q1,k + q).

2. Axo tpaxkenu kpyr (O, r,) gopupyje garu Kpyr k(Oy, ) U3HyTpa U Jare Ipase p
U ¢ , TaJa KPYyT Y, KOHIEHTPHIAH KPYTY &, MOIYIPEIHUKA 7y = 1y — 1, Y(Oy, 1y = 15 — 1),
cagpxku nearap Oy maror Kpyra k u JOJUpYyje mpaBe ps U (o, TJE je MpaBa Py NapajesHa
JIaTOj IIPABU P, HA PACTOjarby T O/ IpaBe P, IIPpU 4eMy Cy LpaBa P U JaTu Kpyr k ca ucre
CTpaHe TIpaBe p; TTpaBa ¢o TapaJjesHa je J1aToj MPaBu ¢, Ha PACTOjarby 7 O paBe ¢ M ca
HCTE CTPAHE TpaBe ¢ rje u Kpyr k.

Nneja 3a pemapame OBOr, KaO U HOCJEAba ABa Amosionujesa mpobiaema O A0aupy, je
KOHCTDPyKInja, MOMONY MHBEP3HUj€ y OIHOCY HA KPYyI, HOMONHOI KPyra, KOHIEHTPUIHOT
TpasKeHOM KpPYTY, KOju UCIymaBa onpeljere yciose.

¢ Ananmsupajmo ciaydaj 1:

Koncrpyuiumo Hajupe npase p; u g1, Takse ga je py || p, d(p1,p) =r u (p1,k+p) u
@1 |l ¢, d(g1,q) =ru (q1,k+q). [locmarpajMo NpecIuKaBambe HHBEP3UjOM Yy, y OJHOCY Ha
naru kpyr k(Og,r).

Kako uu jemna o/ mpaBux p; U g1 HE CAApPKU IeHTap Kpyra k, nenrap uasepsuje( mo
HAINO] MPETNOCTABIIM, HU jeJHa OJ JATHX UPAaBUX P U ¢ HUje TaHIeHTa JaTor Kpyra k),
y WHBEP3WjU ), BUXOBE ciuKe P = ¥i(p1) m q] = Yr(q1) cy Kpyrosm p) u ¢}, Koju 1O
JebuHUINjr IpecTUKaBaba WHBEP3UjOM Yy OJHOCY HA KPYT, CAJAPIKe IEHTAp WHBEP3Hje,
tauky Oy.

Kpyr y cagpxu mentap Kpyra k, OZHOCHO IIEHTap WHBEP3HUje Yy, 1A je y WHBEP3Uju
werosa cimka y' = Yk (y) npasa. Kako Kpyr y moaupyje npaBy p; TO U HUXOBE CJIUKE,
upaBa y ¥ Kpyr pj MMajy TAYHO jeiHY 3ajeJHUUKY TAUYKy. ¥3 OBaj 3aKJbydak U 003UPOM
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Jla WHBep3uja 4yBa jeaHakoct yriosa: £(p1,y) = L(Wr(p1), ¥i(y)) = £(p},y'), cnenn na
je npasa y' tanrenta Kpyra pj. CaudHO, KPYr Y JOAUDPYje MPaBy 1, Tj. Ca BOM UMa, jeIHY
3aj€HAYKY TA4IKy, 1A WX TOJUKO MMa]y U HUXOBE CJIMKE y WHBEP3WjH, MpaBa Yy’ u KPyT
q; n xaxo Baxu £(q1,y) = £(Vr(q1), V& (y)) = £(q},y’), cnenm na je mpasa y' TanrenTa u
kpyra ¢;. Jakme, npaBa y', civka y nHBEP3UjH ), TPAsKEHOT MOMONHOT KpyTa ¥, TAHTeHTA
je m Kpyra pj W Kpyra ¢j OJHOCHO IHWXOBa je 3ajeJHUYKa TAHTEHTA. 3aJaTak Ce CBOIW
HA KOHCTPYKIU]y 3aje/lHUYKe TAHTE€HTE KPYyroBa p) u ¢} mobujenux ompehuBameM Cauka y
WHBEP3UjH Y, TPABUX P1 U (1.

Ha xpajy, Tpaxkenu moMohHE KpYT Y CIWKA je Y UHBEP3Uju 1y n00UjeHe TaHrente y',
jep Kaxo je MHBep3Mja MHBOIYTHBHO TpecIKaBame 10 je y = ;. ' (y') = V5 (y'), a Tpaxenn
KPYT & KOHIIEHTPHUYAH je mHoOmjeHOM KpyTy Yy, upu deMy je x(Oy, 1y =1y — 7).

Pazmorpumo 6poj permema oBor mpobdaema:

* YKOJIMKO Ce TIPABE P U ¢ CEKY, CEKY Ce U IPaBe P1 U g1, & CAMUM THM U KPyrosu p u ¢ (
jenHa oj JBe 3aje/JHUUKE TauKe OBUX KPYI'OBa j€ HEHTap UHBEP3Kje), 11a II0CTOje JIBE HhUX0OBe
3ajeJJHUYKE CIOJbAIIbE TAHTEHTE, npase y; u y5. O63upoM Ha 0COOMHY MHBOJIYTHBHOCTH
MpeCIMKaBama OMONy WHBEP3Uje y OMHOCY Ha KPYyT, TPaXKeHw, MOMONHN KPYTOBHU ¥y W Yo

; —1 —1
ke cy y MHBepSHjI v, MBI Y, 11 yh: y1 = v (4h) = () 1y = U (uh) = i (vh).

Ha kpajy, Tpakenn KpyroBu 1 u £o KOHIEHTPUIHHU CY JTOOMjEHUM KPYTOBUMA Y1 U Ya,
npu demy je x1(Oy,, 7o, =1y, — 1) U 22(Oy,, gy = Ty, — 1) ( KDYTOBH T1 U Ty TOAUPY]Y
Jlare npaBe p U ¢ U Jaru Kpyr k crnospa). ( ciauka 81).

cjmKa 81

* YKOJIMKO Cy JaTe TpaBe p W ¢ TapajiejlHe W HaJjla3e Ce Ca PAa3HWX CTpaHa JaTOT
kpyra k( caMo y OBOM Cilydajy 3aJaTak MMa Delliema), [apaJesHe Cy U UpaBe P U ¢i, a
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36or jemmaxocti: £(p1,q1) = £(vr(p1), vr(q1)) = £(p, q}), kpyrosu p) u ) ce nommpyjy
CII0/ba y IIEHTPY WHBEP3WUjE, jep ra, Mo JePUHANHjH, CAApKe 00a. ¥ OBOM CJIyUajy MOCTOje
TPW 3ajeTHUYIKe TAHTEHTE KPYTOBA P} U (), JBE CIOBAIE U JeIHA YHYTPAIIbA, Y TAIKHA
nonupa Oy, IeHTPy WHBEp3Hje.

Criosparne TaHTEHTE, TIPABE Y] ¥ Y5 OATOBAPAjy Kao CJINKE y WHBEP3Uj! g, TPATKEHNM,
HNOMONHUM KPYTOBMMA Y1 H Y2, T€ Cy KPYTOBH Y1 U Yo CJIUKE Yy WHBEP3HUjH 1)y JTOOMjEHHX
npasux yi u yh: y1 =¥y (Y1) = Y (y1) m v = ¥ (45) = Ui (ys). Yuyrpamma ranrenta,
npaBa Y, Ca/pKu eHTap HHBEP3Hje Ta je meHa cmka yz = ¥y, (y4) = i (y}) , ona cama,
6e3 uenrpa Oy unsep3uje V¥i: y3 = ys\{Ok}.

TpaskeHn KpyrOBU T1 U To KOHICHTPUYHH Cy JOOMjeHUM KPYTOBUMA, 41 U Yo, TIPU FEMY
je 21(Oyy,ry, =1y, —7) B 22(Oy,, 75, =1y, — 1) ( KDYTOBE T1 U To JOTUPY]Y AATe IpaBe
p U g u naru kKpyr k cnosba). ( ciauka 8z).

pl

v L2

CJIHKa 89

OO Anasmza ciaydaja 2 ciaudHa je aHaau3u ciydaja 1, Oujo jga ce jare 1Hpase p U ¢
ceKy, OmyI0 ma cy mapajente, Te hemo o0jalmeme U n3/1arame CKPATUTH:

Kowctpymumio npase py u ga, raxse s je pa || p, d(pa,p) = u ga || ¢, d(ga,q) = (v
LOJIYIPEYHUK JIATOr Kpyra k), ¢ TUM LITO Cy IIPaBa Po U JATU KPYr Kk ca uCTe CTpaHe Jare
mpaBe p U MPaBa ¢o W JATH KPYT k ca ucre crpane gare mpase . [Tomohy ucre nnBepsuje
Yy y onrocy Ha maru kpyr k(Op, ) m0a3uMo 10 3aKJbydaka CIMIHUX Kao y ciaydajy 1:

IIpaBe ps u g9 He caapzke nenrTap Kpyra k( ueHTap uHBEp3uje i) T€ Cy y OBOj UH-
BEP3UjU BUXOBE CIUKe Py = Y (p2) u ¢h = Vr(q2) KpyroBu ph u ¢b, KOju mo medbuaUTHjK
upecjuKaBaba 1oMolly uHBEp3Uje y OHOCY HAa KPyr, Calpke LeHTap uHpep3uje( ueHrap
kpyra k).

Kpyr y caapxku nenrap kpyra k( 1earap uHBep3uje ¥y ) 11a je y HoCMaTpaHOj UHBEP3Uju
werosa cimka y' = Y (y) npasa. Kako Kpyr y moaupyje npaBy pz TO U HUXOBE CJIUKE,
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npaBa y' W KPYT ph MMajy TAYHO jeIHY 3ajeJHMYKY TadKy ¥ 003MpoM 1a Baxn: £(pa,y) =
L(Wr(p2), Yr(y)) = £L(ph,y'), ciemn na je mpaBa y rmaHreHTa Kpyra ph. I3 mormyHO
UJIEHTHYHOD PA3JIora MOXKEMO 3aKJby4UTH JIa je mpaBa y TaHreHTa u Kpyra g¢h. Jlakie,
npasa y', CIMKa y WHBEP3UjU 1)) TPAXKEHOT MOMONHOT KpyTa Y, TAHTEHTA je U Kpyra ph u
KDPyTa ¢4 OJHOCHO FUXOBA je 3ajeJHNYKA TAHTEHTA. 3aJaTak e CBOAW Ha KOHCTPYKIW]Y
3ajeJIHUYKE TAaHTEHTEe KPYroBa ph W ¢h MoOWjeHuMX ompehuBarmeM CIMKa y WHBEP3UjH
PaBUX Pa U ¢a-

Ha kpajy, Tpaxkenn momMohHE KpPyT ¥ CIMKA je y HHBEP3HUjU Y moOHjeHe TaHreHte Y,
jep KaKo je MHBepP3Uja HHBOJIYTHBHO IIPECIUKABALE TO je § = w;l(y’) = x(y'), a Tpakenn
KPYT & KOHIEHTPHUYAH je no0mjeHoM Kpyry y, upu demy je 2(Oy,ry =1y + 7).

Bpoj pemema oBor mpobiema, OTHOCHO OPOj TPaKEHUX KPYTOBa, 3aBUCHU Ol y3ajaMHOT
TOJI0ZKaja JATUX MPABUX P M ¢, OJTHOCHO Pg U o

* YKOJHMKO ce IPaBe P U ¢ CEKy, CEeKy Ce W IpPaBe Py U (2, TE€ CE U IHUXOBE CIHUKE
y WHBEp3UjN 1), KPYTOBU Py M ¢4, Takohe cexy( jemHa o7 aBe 3ajelHWYKE Tauke OBWUX
KPyroBa j€ LEHTap WHBEp3Uje), Ma MOCTOje /IBE HUXOBE 3ajeIHUYKE CIOJbAIhe TAHTEHTE,
O3HAYMMO WX Ca Y4 U Y4, ofaropapajyhie ciavke y WHBEP3HjH TparXkKeHUX MOMONHUX KPYyroBa.
O063upoM Ha OCOOMHY WHBOJYTHBHOCTA WHBEP3Uje y OJHOCY HA KPYT, TPAYKEHH, TOMONHI
KDPYIOBH, y O3HALMU Y3 U Y4, CIUKE CYy y MHBEP3UjU ), JNOOMEHUX TAHIEHTH Y5 U Y): Y3 =

=1/ 7\ _ / A B A !

Uy, (y5) = Yr(ys) mya =¥ (v4) = Yu(yl)-

Konauno, TpakeHu KpyroBu T3 U L4 KOHIEHTPUYHU Cy JOOUJEHUM KPYTOBUMA Y3 U Y4,
upu demy je 23(Oyy, Ty = Tyy + 1) 1 4(0y,, Ty, = Ty, + 1) ( KDYIOBH T3 U T4 JOJUPY]Y
Jare npaBe p U ¢ a gatu Kpyr k usnyrpa) ( cauka 83).

CIUKa 83
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* YKOJIMKO Cy Jare MmpaBe p U ¢ TapajiejiHe U Haja3e Ce Ca Pa3HuX CTPaHa JaTor
kpyra k( caMo y OBOM Cjlydajy 3aJaTak MMa PeIlema), HapaJesHe Cy U OpaBe P U gz, a
36or jemmaxocru: £(p2,q2) = £(Yr(p2), ¥r(gz)) = £(ph, ¢3), Kpyrosu py u gy ce Jomupyjy
CII0/bA y LIEHTPY WHBEDP3H]je, jep ra, 1o JePUuHANnjU, CaapxKe 00a. Y OBOM CJIydajy MOCTOje
TPV 3ajeIHNIKe TAHTEHTE KPYTOBA Phy U ¢h, JBE CIIOJbAINHE N JeJHA yHYTDAIhA, Y TAIKH
nonupa Oy, EHTPY WHBEP3Uje.

Criospalnibe TaHTeHTE, [IPABE Y5 ¥ Yy oAroBapajyhie cy civke y HHBEP3HjH 1)), TPAXKEHHX,
HNOMONHUX KPyToBa Y3 U Y4, T€ Cy KPYTOBHU Y3 U Y4 OAroBapajyhe cimke qo06HjeHIX IPaBAX
4l 1 ¥, OmEOCHO g5 = i M(u) = ¥ (8) m a = ¥ () = Ve (). Yayrpammsa Tanrenta,
paBa yh, ca/pKu LeHTap UHBep3uje na je mwena cauka ys = ¥y (y5) = ¥ (yh) , ona cama,
6e3 tienTpa Oy, nuBep3uje Yr: ys = yt\{Ok}.

TpaskeHn KpyTrOBY T'3 W T4 KOHIEHTPUIHNU Cy JOOWjeHNM KPYTOBUMA, Y3 W Yy, IPHA YEMY
je 23(Oyy, Tay =1y, +7) B 24(Oy,, 75, =1y, +7) ( KPYTOBE T3 U T4 JOAUPYjY AATE IpaBe
p U g u naru kpyr k usnyrpa). ( ciauka 84).

cauKa 8,

Cana, Kajja ¢CMO M3BPIIUIN KOMILIETHY AHAIU3Y, OJPEJIUMO KOHAYHO pelleme Amoso-
HujeBor npobsiema 8 0 TOAUPY:

— Y cayuajy Za ce gaTe mpaBe p M ¢ CeKy W HHU jeJHA O WX HUje TAHTEHTA JaTOr KPyTa
k nmocroju yerupu Kpyra, Ti, To, T3 U T4, KOJU JOAUDPYjY OpaBe p u ¢ u Kpyr k( x1 U o
Cy KpyroBu ciydaja 1 ;xs u x4 Cy KPYroBu ciydaja 2).
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Cnuka 85 mpukaldyje cBa YeTHPHU TParKeHA W YeTHPU MOMONHA KOHIEHTPHUYHA KPYTa.
Ha cnmumm 8¢ mpukazanm Cy caMO TPaXKeHU KPYTOBH.

cJauka 8y

cJIuKa 8g
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— ¥ cay4ajy nma cy JaTe mpaBe p U ¢ TapaJjelHe W HU jeJHA O IbUX HHje TAHTeHTa JATOT
Kpyra k Takobhe mocToju yeTupu Kpyra, Tri, Lo, T3 U T4, KOJU JOIUPY)Y MPABE P U ¢ U KPYT
k( x1 u xo cy xpyrosu ciayuaja 1 ; £3 u x4 Cy KPyrosu ciaydaja 2) .

Ciika 87 npukasyje CBa 4eTUPU TPAXKEHA U YEeTUPH HOMONHA KOHLUEHTPUYHA KpyTa.
Ha counm 8g mpukazanu cy caMoO TPaxKeHW KPYTOBH.

CcanKa 87

cJInKa 8g
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[Mpunaxkemo ciauky 89 KOja IpUKa3yje KOHCTPYKIIN]Y WHBEP3UjOM 1)y, CBA U€TUPU TPA3-
XeHa Kpyra YKOJHUKO Ce JTaTe p M ¢ CeKy U CJIUKY 819 KOja IpUKa3yje KOHCTPYKIIN]y HHBEp-
3UjOM ), CBA YETHUPHU TPANKEHA KPyTa YKOJUKO Cy JaTe MMPaBe P U ¢ mapajesHe.

" cauka 819
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o> PazMoTpuMo cajia crienujasHe cirydajeBe:
<o~ cayuaj 8 ( A ):

VY oBowMm ciry4ajy pa3morpulieMO MOJ0XkKaje, y 3ajeIHUYKO] PABHU, Yy KOjUMa je TaIHO
jenHa Jlara paBa TAHI€HTA JaTor Kpyra u uparuru ciay4daj 8(A) kpo3 upomeny meljycob-
HOT TIOJIOYKAja JATUX TTPABUX y PABHMU.

He ymamyjyhu ommroct ysmuMo 1a je JaTa mpasa p TaHreHTa Jaror kKpyra k( mara
npaBa ¢ HUje TaHIeHTa JaTOr Kpyra k).

1. Heka ce gare upaBe p u g ceky, upu 4emy je npasa p ranredara naror kpyra k(Og, ).

ITocroje gweTupu Kpyra Koja J0aupYjy [Jare mpase p u ¢ u gatu Kpyr k. /IBa Tpaxkena
Kpyra caJprke TadyKy JIOAWPA JATe MpaBe p W JATOr Kpyra k, Mpuw deMy jeIaH O HUX
JIOA¥pYje JAaTh KPYyT CI0/ba, APYTH TPaXKEeHW KPYT AOAupyje matu wm3nyTpa. llpeocrasa
JIBA TPaXKeHAa KPyra He CAJIpIKe TAYKY JOANPa IIpaBe p U Kpyra k u Kpyr k 10aupyjy Criojba.

TparkeHe KpyroBe KOju CAIpIKe TAYKy JOJUPaA JTaTUX MpaBe p U Kpyra k MOKEMO
opeUTH Ha [Ba HAYWMHA: IOMONYy mHBep3uje y OmHOCY Ha maru Kpyr k m momohHmx
KOHIIEHTPUYHUX KpyroBa y( OMUCAHUX Ha TIOYETKY U3JIarama) Wid MOMONy WHBEp3uje y
OJTHOCY Ha KPYT i, WCTE€ PABHU, MPOU3BOJAHOT MOJIYNIPEYHUKA, YUjU je MEHTApP JOIUPHA
TaYKa, JIaTe IpaBe p U JATOT Kpyra k.

[Ipukakumo Hajupe pelere IOMONY MHBEP3HUje Y OZHOCY HA JIaTH KpyT K:

OapenuMo PBO TPaXKEHU KPYT, ¥ O3HAIM 1, KOjU JOAUPYje MPaBy ¢, CATPKE TAUKY
Jnoaupa npase p u Kpyra k( y Kojoj ux poaupyje), upu 4emy j JOAUPYje Crosba Kpyr k.

Koucrpyumumo mpaBy ¢ mapaJjenaHy JaToj IpaBh ¢, HA PACTOjalby jeTHAKOM IIOJIY-
[PEYHUKY T JATOr Kpyra k O 1pase ¢, IpU 4eMy Cy IpaBa ¢ U jaTu Kpyr k ca pasHux
crpana nipase ¢( (q1 || ¢ ; d(q1,9) = r; (g1, k + q) ), Kao m MpaBy p;, KOja CAAPIKH IEHTAP
Oy, naror kpyra k u napaseinna je naroj mpaeu p( d(p1,p) =r, (p1 || p)-

AKoO TpakeHu Kpyr Iy UCIyHaBa YCJIOBE KOjeé CMO MTOCTABUJIM, TaJa KPYT, O3HAUNMO
ra ca y;, KOHIEHTPUYAH KPYTy %1, HOIYNPEYHUKA Ty = Ty + 7. JOJUPYje IpaBe Pi U ¢
u caupxu uenrap O naror kpyra k( Kpyr y; Jopupyje upasy p1 y uenrpy Oy kpyra k).
Ouxpenumo Kpyr y; oMoy unsepsuje 1y y oguocy Ha paru kpyr k(Og,T).

Kako mpaBa p; cajpku 1eHTap WHBEP3HUje, IbEeHA je CIMKA y UHBEP3Uju Pj OHA caMma,
6e3 nenTpa wHBepsuje: pi = i (p1) = pi\{Ok}. TIpaBa ¢ He canpku HEeHTap WHBEP3H]E,
na je y mocMaTpaHOj WHBEP3MjH WeHa ciauka ¢ = ¢¥r(q1) Xpyr ¢} ( koju, mo neduHummju,
CAJIPXKU LEHTAD UHBEP3UjE).

Kpyr y; campxku nenrap kpyra k( ueHrap uHBep3uje) Te je y UHBEP3UjU U IHbe-
roBa cimka y; = ¥p(y1) mpasa. Kako kpyr y mommpyje mpaBy ¢ TO W HBUXOBE CJIHKE,
npaBa y' W KPYT ¢] MMajy TAYHO jeqHy 3ajeJHUUKY TadKy W O03MPOM Ja BaxKW jeHa-
kocT: £(q1,y1) = £(Wk(q1), ¥i(y1)) = £(q},y}), ciaeam na je mpama ) TaHTeHTa Kpyra ¢f.
Ipasa p; u Kpyr y; JOAUPY]Y Ce y LEeHTPy uHBEp3uje Te cy, 36or jennakocru: £ (p1,y1) =
L(Wp(p1),Yi(y1)) = 4L(p},y1)), BUXOBe ciuke pj U Y| mapajenHe npase. 3aJaTak ce
CBOJIM Ha KOHCTPYKIIM]y TaHIEHTE Y] Ha KPYr ¢}, AobujeH oxpeluBameM CiuKe IpaBe ¢
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y MHBep3uju 1y, napaiuenne npasu pj = p1\{Ox}. Hame je Tpazkenn, momohHu, Kpyr y;
comKa jobujere mpase Y, y wEBepsHinm Yi: y1 = Uy (Y1) = Yr(y)).

Ha xpajy, Tpaxkenu Kpyr x; KOHIEHTPHUYAH je JOOWjeHOM KPYIy %1 MOJIYIPEYHNKA
Ty =Ty — 7T U JI0AUpYje JaTy IPaBy ¢, CAAPKK TAYKy JOIUPA JaTe IPaBe p U JATOr Kpyra
k( y xojoj ux u gopupyje oboje u popupyje k crosba).

MopaMo CKpeHyTH TaxKiy HA BDPJIO OUTAaH JeTab, a TUYE ce omabupa TAHTEHTE Y.
Hamme, jmare npaBe p u ¢ ce ceky, Ia Ce CeKy M LpaBe p; U ¢, CAMHM THM U FHbUXOBE
CIIMKe Y WHBEP3WjH, oJHOCHO mpaBa pj = p1\{Ok} cede Kpyr ¢}, Te MOCTOje JBe TaHTEHTe
HA @] mapaJiesiHe ca pj W OMpaMoO caMoO OHY KOja je CIMKa y WHBEp3Hju 1y, oxroeapajyher
MOMORHOr Kpyra Y1, Tj. Kpyra 4uju KOHIIEHTPUYHU KPYT X1 UCIYEaBa CBE YCJIOBE KOje
cMo 3axTeBasu( TO je TaHreHTa OJIMKa LUEHTPY MHBEP3uje V), jep APyra TAHTe€HTa HA KPYT
¢y naje nomohnu xpyr y(Oy,1y) unju kounenrpuann kpyr x(Oy, 7y = 1y + %) caupxKu
JIOZMPHY TAa4Ky OpaBe p U Kpyra k, aju He J0JUpYje MPaBy ).

Jpyru TpaykeHum KpyrT, y O3HAIM T2, KOjU JOJUDYje JATY TPABY ¢, CATPKHU TAUKY JO-
JlMpa JlaTe IpaBe p U aTor Kpyra k y KOjoj MX ¥ JIOUpYyje, IPH YeMy M3HYTDa JI01upyje
Kpyr k, 1obuheMo Ha TOTOBO MAEHTHYAH HAYHH KAO KPYT T1: WHBEP3UjOM 1) ¥ OIHOCY Ha
Kpyr k, IOMONHOI' KOHIEHTPUYHOI' KPYyra Yo, UCTE IIPABE P1 U IIPABE @2, lIaPAJIeJIHE JIaTOj
MPaBM ¢, Ha PACTOjarby jeIHAKOM TTOJIYTPETHUKY 7 JATOT KpyTa k O mpaBe ¢, Tpu YeMy Cy
npaBa ¢o U JaTH Kpyr k ca ucre crpade npase ¢( Uy oBOM ciydajy Ouhe nBe TanrenTte o
KOjUX caMoO jeJHa Jaje onrosapajyhu moMohHu KPyT, Tj. KPYTr KOHIIEHTPUYAH TPArKEHOM
KPYTy KOjU HCIIyHhaBa CBE YCJIOBE KOje CMO MOCTABUJIN).

Cruka 8,(1) IpuKasyje KOHCTYKIHUjy WHBEP3HjOM 1 00a TparkeHa Kpyra Ty U Tz.

p

y2'

CIuKa 84(1)
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Kpyrose koju 3a10B0/baBajy yCJIOB MOCTAB/HEHOT ATIOJIOHN]EBOT TPOOIEMA & HE CaIPIKE
Ta4YKy JOAMPA JaTe IpaBe p U JATOr Kpyra k jeJIMHO MOKeMO OJPe/INTH TOMONy MHBEp3H]je
y OZHOCY Ha HaTtu Kpyr k u To Ha cienehn naumn:

HazoBumo 3 u x4 Tpaykene KpyroBe KOju JOJUPY]y JarTe Ipase p U ¢, naTu Kpyr k
JIOIMPY]jy CIoJba W HE CaiprKe JOJMPHY Tadky npase p u kpyra k. Cam9gHO Kao y ormirrem
cayqajy 1, oBa JBa Kpyra ofpeanhieMo WHBEP3UjOM 1)y ¥ OZHOCY Ha IaTu KpyT k, MOMONy
npasux py u qi( p1 || p, d(p1,p) = r, (p1,k+p); a1 || ¢, dlg1,9) =7, (g1, k+q) ) m
MOMORHOr KpyTa Y, KOHIEHTPUIHOT TPAYKEHOM KPYTY &, KOjU CAIAPKU IEHTAP JATOT KPyTa
k, y(Og,7y =15 + ) 1 momupyje mpase p; u ¢;( 7 MOIYIPeUHUK NATOT Kpyra k, 1, mOIy-
UPEYHUK TPAaKEHOI KPyra T).

Osnaunmo ca 1y, WHBEp3Hjy y omHocy Ha gatu Kpyr k(Oy, r). Kako Hu jexHa o mpaBux
p1 W ¢ He CaJApKU IeHTap Kpyra k, MeHTap WHBEp3Wje, y WHBEP3UjHU 1) HHUXOBE CJIMKE
Py = Yr(p1) u ¢ = Yr(q1) cy xpyrosu pj u ¢j, Koju no redbUHMIEH IPECTHKABAbA
UWHBEP3UjOM y OJHOCY Ha KPYT, CaJpKe neHTap uupepauje, radxy Op.

Kpyr y cagpxku nenrap kpyra k, OIHOCHO ITEHTap WHBEP3Hje 1y, TIa, je Y OBOj MHBEP3UjU
merosa ciuka y = Yy (y) npasa. Kako Kpyr y moaupyje u mpaBy p; W OpaBy ¢i, Tj. ca
CBAKOM O/ IbUX MMa Ta4HO jeJHY 3ajeJHUYKY TadKy TO M MpaBa Yy , CJIUKA y WHBEP3UjU
Kpyra ¥, ca CBaKMM OJ KpyroBa pj U (i, CJAMKAMa y UHBEP3UjU 1 NPABUX P1 U ¢ UMa
0o jeAHy 3ajesHudKy Tadky u ob3upom Ha jeanakocru: £L(p1,y) = L(WYr(p1),vr(y)) =
L,y m L(q1,y) = L(We(q1), Yi(y)) = £(¢4,Y'), cnenm na je npasa y' TanrenTa u Kpyra
p) M Kpyra ¢j. 3agaTak ce CBOIM Ha KOHCTPYKIM]y 3ajeJHUYKE TaHTeHTe y Kpyrosa pj n
q}, nobujerux onpehuBameM CJIUKA y UHBEP3UjU )y IPABUX P U q.

[To mpernocrasiy, Jare paBe p U ¢ C& CEKY, T€ Ce CeKY U MPaBe P U ¢p, & CAMUM TUM
u KPyroBu p) u ¢ ( jemHa o mpecevHnx Tavaka je meHTap Kpyra k, IEeHTAp WHBEP3HUje) Tma
LIOCTOj€ /IBE BUXOBE 33j€/IHUYUKE CIIO/bALIIBE TAHIEHTE, HA30BUMO UX Y5 U Yy, oarosapajyhe
CJIVIKe y WHBEP3UjH 1P, MTOMONHUX KPYTOBA Y3 U Y4, & KPYTOBHU CY Y3 U Y4 CJIUKE Y HHBEP3WUjH
1 noGmjennx mpaBnx yh 1 yh: ys = Uy (yh) = Uk (yh) mya = ¥ (Uh) = Ve(yh)-

Ha kpajy, TpaxkeHun KpyroBu &3 W T4 KOHIEHTPUIHU Cy TOOMjEeHUM KPYTOBUMA Y3 U Y4,
npu gemy je 23(Oyy, oy = 1yy — 1) 1 24(0y,, 7o, = 1y, — 1) (cTEKA 84(2))-

CITUKA 8(2)
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Ciuka 8,(3) MpuKasyje CBa Y€TUPU TParKeHa KPYTa.

cruKa 84 (3)

[Momenynu cMO J1a ce TpaKeHW KPYrOBU KOjU CAIPIKE JIOJAWPHY TAdKy JaTe MpPaBe p
U jaror Kpyra k MOry OJIpeJuTH W WHBEDP3UjOM y OJHOCY HA HEKU KPYr i, UCTE€ DPABHU,
MPOW3BOJHHOT TOYTPEYHNKA, YHjU je MEeHTap TauKa JIOAWPA JATe MpaBe P U JATOT KPYra
k. Ilpukazahemo u Taj Haumn:

O3HaYMMO ca i KpyT MPOU3BOJHHOT MOIYIPEIHUKA, CA [IEHTPOM Y JOIUPHO] TAYKH TPABE
p u kpyra k. Ilocmarpajmo npecinKaBambe HHBEP3UjOM 1); Y OJHOCY Ha KPYT ¢.

[IpaBa p cajap:xu meHTAp WHBEP3UjE 1); 1A je IHeHA CIWKA Y OBOj MHBEP3UjU OHA, CAMa,
6e3 nenrpa unsepsuje: p’ = ;(p) = p\{O;}. Kpyr k raxkobje canpxu nenrap unsepsuje 1);
ma je y moCMaTpaHoj WHBEP3UjU U merosa cauka k' = 1;(k) mpasa, m To nmpaBa napaJersa
npasu p’, 063upom z1a je npasa p Tanrenta kpyra k( £L(p, k) = L(;(p), ¥:(k)) = L(p', k")),
( mTO Ce MOXKe W BUIETH MPUJIMKOM KOHCTPYKIHUje onpeluBameM CIUKe Kpyra k y MHBEp-
suju ;). IlpaBa ¢ He caJpKu LEHTAp WHBEP3Uje 1; T€ je y OBOj UHBEP3UjHU IHbEHA CJIMKA
q" = i(q) xpyr.

[To mamoj mpeTmocTaBiy TPayKeHW KPYT & CAAPIKY JOJAWPHY TAYKy IpaBe p U KPyra
k( y kojoj ux moaupyje) a oHa je leHTap UHBEP3Uje ;, T€ je y OBOj UHBEP3UjU HHErOBa
cmuka ¢’ = 1;(x) npasa. O6G3upom 1a KPYT &, IO YCJIOBY IIOCTABJLEHOT IPOOIEMA, JTOH-
pyje u nmpaBy p u Kpyr k, Ha ocHOBY jemHakoctn: A(xz,p) = L(¢;(x),¥;(p)) = L(z',p")
u L(x, k) = L (x), (k) = L(2', k'), cienn na cy npase ', p’ u k' melycobuo na-
panenne. Tpaxkenu Kpyr z, MO YCJOBY 3aJarTKa, JOAUPYje JATy MpPaBy ¢ Ma FHUXOBE
CAMKe y MHBep3uju, opasa ' U Kpyr ¢, UMajy TauyHO jeJHy 3ajeJlHU4Ky TadyKy U Kako
je L(z,q) = £(¥i(x),1:(q)) = £(a',q") cnenm na je mpasa 2’ TanrenTa xpyra ¢'. 3amarak
ce CBOJIM Ha, KOHCTPYKIHW]jy TaHTeHTe x’ Ha KpyT ¢, nobujen onpehusamem cimke y naBep-
3uju 1; nare mpase ¢, napanenne npasu p' = 1;(p) = p\{O;} n Woj nmapanennoj npasu k',
nobujene oapehuBameM CuKe y WHBEP3WUjU 1; JATOr Kpyra k.

Kaxko ce mare mpaBe p u ¢ CeKy, a npaBa ¢ HUje TAHTEHTa, JATOT Kpyra k, TOCTOje IBE
TAHMeHTEe, O3HAYUMO UX Ca T U xh, Ha Kpyr ¢’ napaseste MelhycobHO napasieIHUM npaBaMa
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p’ m k', onrosapajyhe cawke y mHBep3uju 1); TpaXkeHWX KPyTOBa I, W Ty, & KPYTOBH Cy

CIIMKE y HHBEP3HjU JIOOMjeHnX Taurent: o1 = 1, ' (x}) = ¢ (x}) m o = 1] *(xh) = ;(xh)

(cmmka 8,(5)).

craKa 84(5) '

[Ipunaxemo cuKy 8,(4) KOja NpUKa3dyje KOHCTPYKIHMjy CBa Y€THPU TPazKeHa KpPyra,
nomohy uuBep3suja 1; u ¥ ( T1 U To UHBEP3UJOM 1;; T3 U T4 UHBEP3UJOM ).

CIKA 84(4) \ \
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2. Heka cy jaTe mpaBse p U ¢ mapaJiejHe, Haja3e ce Ca PasHUX CTpaHa JaTor Kpyra k,
npu Yemy je npasa p TanredTa kpyra k(Og,r).

ITocroje Tpu Kpyra, 03HAYUMO UX Ca T1, To U T3, KOjU 33I0BO/HABA]Y YCJIOB ITOCTABIHE-
HOr mpoOsiemMa. JelaH O HhUX CAJPIKU JAOJUPHY TAdKy JaTe MpaBe p W jaror Kpyra k;
JIpyra IBa KPyra HE Ca[p:Ke MOMEHYTY MOAWPHY TAUKy W IaTh KPYT k JTOAUPY]Y CHOJbA.

IIpBu TpaxkeHU Kpyr, y O3HAIM T, KOJH CAAPXKHU JOAMPHY TAadKy IpaBe p W KPYyTa
k, MOXKeMO Ha HajjeJHOCTABHUjU HAYWH OJIPEINTH WHBEP3UjOM ;, Y OTHOCY HA KPYT 1%
UCTEe PABHH, IPOU3BOJHHOL HOIYIIPEYHUKA Ca IEHTPOM Y JOJUPHOj TAYKK IIPaBe P U Kpyra
k, UIEHTUYHO KA0 Y MPETXOMHOM Cyuajy( JeTabHO OBjalliberne U30CTaB/haMo aau heMo
YKPATKO U3JIOKUTHU BaXKHE YUILEHUIIE ¥ 00jaCHUTH PA3JIMKY KOja MOCTOjH y OBOM CJIYUajy).

Cauka p’ = ;(p) y unBep3uju v; gare mnpase p, 003UPOM Ja P CAAPIKHU IEHTAD IO-
cMaTpame WHBep3Huje, je oHa cama 0e3 mentpa musepamje: p' = ;(p) = p\{O0;}. Cnmka
k' = (k) maror xpyra k je mpasa, jep u kpyr k caap:ku nenrap maBep3uje ;. Ilpase
p' u k' mehycobuo cy mapasenune( mpasa p TaHrenTa je Kpyra k) 003UpOM HA jeITHAKOCT:
L(p, k) = L(i(p),¥i(k)) = £(p', k). Hdara npasa ¢ He caap:Ku IEHTAp WHBEP3Hje 1); Te
je y unBepsuju 1; mweHa ciuka ¢ = 1¥;(q) Kpyr.

TpaxkeHu KPyT T, O MPETHOCTABIM, CAIPIKHU JOAUPHY TadkKy mpase p u Kpyra k( y
KO0jOj WX JOmUpyje), a Ta TadKa je MeHTAD WHBEp3Wje, y MHBep3uju 1); ciuka x’ = ;(x)
Kpyra z je mpasa. Ilomro = gomupyje p m k y BUX0BOj Tauku goaupa, 36or: £(x,p) =
L(Wi(x), i (p)) = L(&',p') m Lz, k) = L(Yi(x),v;(k)) = L(«', k), npaee ', p’ n kK
mehycobno cy mapasense. Ilo ycinoBy 3azarka, Kpyr @ JOAMpPYje JaTy NpaBy ¢, 0a u
IbAXOBE CIIUKE y MHBEP3UjH, OpaBa T’ W KPYyTr ¢, UMajy Ta4HO jeIHy 3ajeIHUYKY TAdKy
u kako je £(x,q) = £L(¢¥i(x),v:(q)) = £(2',¢') cnenm na je mpasa 2’ Tanrenta Kpyra ¢'.
Bagarak ce CBOAM Ha KOHCTPYKIM]y TaHreHTe ' Ha KpyT ¢, nobujen onpeluBambeM Cauke
y MHBEp3Wju 1); nare mpase ¢, napajenane MeljycoOHO mapaneanuM npasama p’ = ¢;(p) =
p\{O;} u K, tne je npasa k' nobujena oapeluBamemM cianke y WHBEP3WjH 1); Kpyra k.

Paszjuka je y ToMe mITO MOCTOjU TAYHO jeJHa TaHIeHTa, O3HAYMMO j€ Ca T, Ha KpPyT
q'" = v;(q), mapanenna npasama p’ m k’. Hamme, mo HAIIO] MPETIOCTABIHM, IPABE P U ¢ CY
napagnenne, a Kako je: £(p,q) = £(v;(p),¥:i(q)) = £(p',q’), cnenn na je mpasa p’ TanrenTa
kpyra ¢'. Jlakise, mpaBa I, CINKa y WHBEP3WjN t); TPAsKEHOT KPYra x1, TAHTEHTa je Kpyra
q', mapanenna Melycobro mapanenrnum npasama k' m p’, mpm 9emy je p’ Takobhe TanrenTa
kpyra ¢'. Tpakenn KpyT 1 je cMKa y WHBep3Wju 1; Jobujere mpase r) ( cauKa 8,)).

" cmka 8a(6)
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Jlpyra nBa TpakeHa Kpyra, To U T3, KPYrOBe KOjU He CaapIKe JOIUPHY TAaUKy MPABE P U
Kpyra k, MOXKeMO OIpeIuTH WHBEP3UjOM 1 ¥ OHOCY HA JATH KPYT k, HA WICHTUYIAH HAUYNH
Ka0 KPYroBe T3 U T4 NPeTXOJHOr ciydaja( y KOM ce jare Ipase p u g ceky). Pasiuka je y
TOME IITO e KPYTOBH P U ¢}, MOOUjeH: Kao CIIMKe Y MHBEP3UjH ¢y, IPABUX P1 U ¢ HE CEKY,
Beh oaupyjy crnosba y nentpy mnsepauje i ( nenrpy kpyra k), jep cy, nmo npernocrasuu
OBOT' CJIy4aja, JaTe MpaBe p W ¢ TapajejHe, a CAMUM THM W TIpaBe p; U 1, Na TOCTOje
TPH 3ajeJHUYKe TAHTEHTE KPYroBa pj W ¢, JBe CHObAIllibe, HA30BUMO UX Y4 W Y5, jeHa
YHYTDAIlba Y, KOja CAIPXKU LEHTap MHBEP3Uje 1)) U MapasesHa je npaBaMa p u ¢.

Cnospanime TaHTeHTE, TIPABE Yh W Y4 OArOBAPAjy KAO CJIMKE y MHBEDP3UjH ¢ HOMONHNM
KPYIOBUMA Yz U Y3 L& Cy KPYrOBU Y2 M Y3 PEJOM CJUKE JOOMjEHMX LPABUX Yh U Y5 Y
WHBEP3UJU ). Yo = 1/’1;1@/2) = Yr(yh) mys = w;l(yé) = Y (y5). YHyTpammha TaHreHTa,
paBa Yy, CAAPIKM IIeHTap WHBEP3Hje M je OHA caMa CBOja CINKa, 6e3 nenTpa O), HHBep3uje
Uit ya =y, \{Ox}-

Konauno, Tpazkenu KpyroBu To U T3 KOHIEHTPUIHU Cy JOOUjEHUM KPYTOBUMA Yo U Y3,
npu demy je x2(Oy,, 7oy =Ty, —7) U 23(Oyy, Tay = Tys — 7).

Ha cmumm 8, (7) mpukasana je KOHCTPYKIMja CBUX TPasKeHUX KPYroBa, OMONy WHBEp-
suja 1; u Y. Ciuka 8,(g) MpUKasdyje CBa TPU TPazKeHa KPYTa.

- 7/ CJINKA 8a(8)

V.
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3. Heka cy mare mpase p u ¢ mapaJjesne, HAJIa3e Ce ca UCTe CTpaHe JATOT Kpyra k, pw
gyemy je npasa p ranrenta Kpyra k(Og,T).

[TocToju camo jemam Kpyr KOju 3a70BOJ/baBa YCJIOB MOCTaB/beHOT mpobisema. OBaj Kpyr
CaJIPXKU TaUKYy JOAUPA MpaBe p u KPyra k, a MOKEMO ra OJPEIUTH HHBEP3UjOM 1; ¥ OTHOCY
HA KPYr { UCT€ PABHH, OTPOU3BOJHHOI MOJYINPEIHHUKA, CA MEHTPOM Yy TAYKH JOAUPA JATe
upase p u jgaror kpyra k( objawmeme u30craBbamo, 003upoM Jia CMO OBy uHBep3ujy seh
BUIIIE MyTa MpuMeruBaam y caydajy 8(A)) ( cimra 84(g)).

CIMKA 84(9)

<o~ cayuaj 8 ( B ):

VY oBom ciyyajy mpernocraBuhemo fa cy obe Jare mpaBe TAHTEHTE JATOr KPyTa U mpa-
tutu caydaj 8(B) kpo3 npomeny melhycobHOr 110/102Kaja NPABUX Y 3aj€AHUYKO] DABHHU.

1. Heka ce nare npaBe p u ¢ ceky, upu 4emy cy obe raurenre jgaror kpyra k(Og,r).

ITocroje wernpu kKpyra Koja 3a70BO/bABAjy yCJIOB IOCTAB/FEHOr IIpoOseMa. Jeman of
BUX CAAPXKU TadKy JOAMPA Jare Lpase p u garor kpyra k( y Toj rauku ux poaupyje) u
JIOAMPYje JaTy MpaBy ¢, APYTH TPayKeHU KPYT CAIP:KHU TauKy J0AMpa mpase ¢ u Kpyra k(
y B0j UX JoAupyje) u goaupyje npaBy p. Ilpeocrasa aBa TpaxkeHa Kpyra HE CaIpiKe HU
jeIHy O MOMEHYTHUX JOJWPHUX TadaKa, MOAUPY]y JaTe MPaBe W CI0/ba JATH KPYT.

[IpBa aBa TpaxkeHa Kpyra MOKEMO OJIPEIUTH MOMONY [ABE WHBEP3Hje, OTHOCHO HHBEP-
3Wja y omHOCY HA aBa pasananuTa Kpyra. Ca 1);, 03HAYNMO WHBED3Hjy y OZHOCY HA KPYT i1
UCTE PABHU, IPOU3BOJHHOI MIOJIYIIPEYHUKA, YUjU j€ HEeHTAD TAYKa J0AUPA [IPABE P U KPYyra
k, a ca v;, nHBEp3Wjy y ONHOCY Ha KPYT i3 WCTE€ PABHM, MPOW3BOJHHOT IOIYNPEIHNUKA,
ca IEHTPOM y TadKa JOJUpa IpaBe ¢ U Kpyra k. Musepsujom 1);, oxpemmhemo Kpyr, y
O3HALMU X1, KOjU CAJPXKU JOJUPHY TadKy JaTuX mpase p u Kpyra k( y K0joj ux Joaupyje);
UHBEP3UjOM 1;, TPaXKEHU KPYI Lo, KOjU CAAPXKU TAYKY JIOAUPa IpaBe ¢ u Kpyra k( y Kojoj
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ux u goaupyje). Hamomenumo fa cy obe oBe HHBEp3Uje CIANIHE HHBEP3UjuU 1); caydaja 8(A).

ITocmarpajmMo uHBEP3Ujy 1;,: KAKO IpaBa p CAJAPKHU IEHTAp WHBEpP3Uje v;,, y IOo-
CMAaTPaHO] WHBEDP3WjU HEeHA je CJIWKa OHa cama 0e3 meHtpa muBepsmje: p' = 1, (p) =
p\{O;,}. Kpyr k rakobe caap>kw neHTap MHBEDP3WjE 1;,, TA je y WHBEP3WUjU ;, We-
ropa camka k' = ;, (k) npaBa, m To mpaBa mapaJjesHa TpaBu p’, 003MPOM 1A BAXKU:
L(k,p) = L(i, (k), i, (p)) = L(K',p'), jep je mo mpermocTaBIy OBOT CIIy4Yaja TIpaBa p TaH-
reata kpyra k. IIpaBa q He caJprku 1ieHTap MHBEP3Uje, 1A je Y UHBEP3UjHU 1);, HeHa CIHKA
¢ = i, (q) xpyr. Baxmno je mpumernTn caenehe: 063upoM Aa je, MO MPETIOCTABIA OBOT
cydaja, u mpasa ¢ Tanrenta kpyra k, a xkako je £(k,q) = L(v;, (k), v, (q)) = L(K',q")
crenm fa je mpasa k' TanrenTa Kpyra ¢ ( IITO ce MOXKEe BUIETH TPUJIMKOM KOHCTPYKIHje
OZpe/IMBaeM CJIMKA Kpyra k W mpaBe ¢ y WHBep3uju ;). OBo je m passor 360r Kora
MMOCTOjU CaMO jeJlaH KpYyT KOjH 33/I0BOJbaBa YCJIOB 3aJaTKa, a CaJApXKU MOMEHYTY JOIUPHY
TAYKY.

TpazkeHu Kpyr x1 CaJprKu LeHTap UHBEP3Uje 1;,, T€ je y IOCMaTPAHO] UHBEP3U]H Ibe-
roea ciavka xj = v, (x1) mpasa. Kpyr 1 mo ycioBy 3amarka moimpyje mary TpaBy p
¥ Jaté Kpyr k, a IO MPEeTNOCTABIM CAAPKU JOAWPHY TAUKy MpaBe p u Kpyra k, mTo
MOXKe OUTH HCIYHEHO CaMO aKO KPYr xp JOJAupyje p U k y IUXOBO] JIO/IMPHO] TaYKH.
Kako je ta rayka uenrap uHBep3uje 1);,, Ha OCHOBY jeiHakoctu yriosa: £(x1,p) =
Lt (1), (p) = L}, p) u L, k) = Ly, (@1), 0 (k) = L(},K) caenn 1a cy
p', k' m 2| mebhycobro napanenne. Kpyr 1 momupyje narty npasy ¢, na u BUXOBE CIUKE Y
WHBEP3WjH, TIpaBa T} ¥ Kpyr ¢, MMajy TadHo je[THy 3ajeHHYKY Tadyky ¥ 360T jeTHaKOCTH
YIJIOBA MIPUJIMKOM TPECIUKABAHA WHBEP3UjOM, CJIEIH Ja je paBa & TAHTeHTa KpyTra ¢ .
Ha pesumupamo cBe 3aKkjbydKe: OpaBa &) TaHrexTa je kpyra ¢’ nmapasesnsa melycobHo na-
panemaum npasama p’ = ;, (p) = p\{O;, } u k', tne je nmpasa k' rakohe TanrenTa Kpyra ¢'.
Bazarak ce cBOAM HA KOHCTPYKIMjy TAHTEHTe ) Ha Kpyr ¢, mobujen onpehjuBamem coiuke
y WHBED3WjHU 1);, JaTe TpaBe ¢, MapaJiejiHe HeroBoj TaHreHTn k', nobujeHe onpehuBarmem
CJIMKe Yy WHBEP3UjH 1);, NATOr KpyTra k.

Ha xpajy, Tpaxkenu Kpyr 1, 300r 0COOMHE WHBOJIYTUBHOCTH MPECINKABAHA WHBEP3U-
jOM y omHOCY Ha KPyT, CIMKa je Y MHBEP3uju mo0ujeHe npase Tp: r1 = w;l(x’l) =1y, (2]).

Y cnyuajy nHBEp3Uje 1);, UNjN je TIeHTap JOINPHA TAYKa JATOT KpyTa k U JaTe Tpase ¢,
TOTOBO HJIEHTHYHUM Da3MATpPameM Kao y CIydajy HMHBep3Huje t;, JOJA3UMO N0 cienehnx
3aKkJpydaka: ciamka p’ = 1;,(p) mare mpase p je Kpyr; ciuWka ¢ Jare mpaBe ¢ je OHa
cama 6e3 nenrpa uusepsuje: ¢ = ¥;,(q) = ¢\{O, }; ciuka k' = ¢, (k) maror kpyra k
je mpasa mapamnenna npasu ¢', npu 4emy je k' Tamrenta kpyra p’; cimka xh = 1), (x2)
TPA2KEHOI' KPyra T je paBa, APyra TAHIeHTa Kpyra p’, napaJje/lHa heropoj Tanrentu k' u
0] mapasenHoj npasn ¢ = ¢\{O;,}. 3amarak ce cBOIM HA KOHCTPYKIIMjY TAHTEHTE I/ HA
Kpyr p, nobujen oapeluBameM CIMKe y WHBEDP3UjH 1;, Jare Npase p, HapajeiHe HeroBoj
ranrentu k', nobujene onpeljuBameM CJIUKe y MHBEP3UjU 1;, AATOr Kpyra k.

TpaxkeHu KPYT To CIIUKA je Y WHBEP3UjHU MOOMjEHE MPABE Th: To = w;l(:ré) = 1y, (xh).
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Ha cmumu 8;,(1) mpukasana je KOHCTPYKIMja KPyroBa 1 U Tz WHBEp3Ujama Vi, U ;.

- / . k‘(w])
“p.p(i2=p {0}

k' (i2) \

\ a\a'(i2=q {02}
cruKa 8y(1) \

[Ipeocrasa aBa TpazkeHa Kpyra KOju HE CAJPIKe HU jeIHY OJ JOAWPHUX TAUAKA JTATUX
MpaBUX W JATOT KPyra HA30BUMO X3 W T4. Kako cMmo Beh HamomeHysu, OBH KpyroBU
JIOIUpyjy Jare mpase p W ¢, a Jatu Kpyr k momupyjy cmosba. MokeMo WX OJpeauTH
UHBEP3UjOM ) y OJHOCY HA JaTh KPYr k, HA WICHTUYAH HAYUH KAO y OHOM JIeJIy CJIydaja
8(A) xama ce mpaBe p M ¢ CeKy M p je TaHreHTa Kpyra k( ompehuBame OBMX KPyroBa
objambaBajiu CMO Uy ONIITeM ciaydajy 1).

Nako hiemo objarimeme KOHCTPYKIHje OBUX KPYrOBa M30CTABUTH YKAXKUMO HITAK HA,
jemaH mHTEepecaHTaH 3aK/by9aK KOju ce HaMmehe y OBaKO 3aJaTOM IOJ0XKAjy JATUX MPABUX
u Kpyra. Hawmme, mare mpaBe p U ¢ ce CEKy W IO MPETIOCTABIM OOE Cy TAHIEHTE JATOr
kpyra k(O,r), na ce u mpase p; u ¢ mapanenne peaom npasama p u ¢( d(p1,p) = r u
(p1,k+p); d(q1,q) = r u (q1,k + q)) Takobe ce cexy, & KAKO Cy TAHTEHTHE JIyKH U3 TAIKe
Ha Kpyr MeljycobGHO mozyjapHe, TO cy ¥ KPYroBH pj W ¢}, nobujeru onpeljuBameM ciamka
y MHBEDP3Uju 1), npaBux p; U g1, Meljycobuo noaymapuu u cexy ce( jesna o JBe mpecedHe
TayKe je ueHTap Kpyra k, leHTap uHBEp3uje).

Ha ciuun 8y(2) npukazana je KOHCIPYKIMja KPyroBa T3 U T4 UHBEP3UjOM Pk,

cka 8p(2)
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[Ipunaxemo cuKy 8 (3) KOja NPUKa3yje KOHCTPYKIIU]y TPa’KeHuX KPyrosa nomohy cee
TPU IIOMEHYTE UHBEP3Hje ¥;, , Vi, U Yr. Cituka 8(4) NpUKa3yje CBa YeTHPH TpazKeHa Kpyra
¥ TIOMONHe, ’BUMa KOHIIEHTPUYIHE, KPYTOBE.

cIKa 8p(4)

2. Heka cy mare mpaBe p u ¢ mapaJiesine u 06e Cy TaHTeHTe JaTor Kpyra k.

ITocroje camo Ba Kpyra Koja A0Aupyjy Jare mpase u gatu Kpyr( Cro/ba) MoCTaB/beHe
Yy OBaKaB IOJIOXKA].
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3aaTaxK je BPJIO jeTHOCTABHO penuTu 0e3 yrnoTpedbe nHBep3uje, a MHBEP3UjOM TPAXKEHE
KPYTLOBe MOYKEMO OAPEIUTH IIOHOBO MOMONY KOHIEHTPUIHOT KPyra Y, Y(Oy, 1y = 15 + 1),
( r mosynpeynuk maror Kpyra k, r, HOJIyIPEYHUK TPAXKEHOr KPYra &), HOMONHUX MPaBUX
pruqi: pr |l p, dpr,p) =7 u (pr,k+p)uq | ¢ dlgi,q) =7 u (q1,k + q), uasepsujom
1 y OLHOCY Ha saru Kpyr k, rOTOBO MAEHMYHO Kao y uedy ciyuaja 8(A) kaua cy npase
p U ¢ mapajegHe W p je TaHreHta Kpyra k( rae cMO TparkeHe KPyroBe KOju HE CaIpiKe
JIOZIMPHY TAUKy TpaBe p U Kpyra k Ha3Baau Lo U T3). YKPATKO NEeMO yKa3aTh Ha HEKE
JIeJIOBE KOHCTPYKIIHje:

Kpyrosu p) u ¢}, nobujenn Kao cimke y WHBEP3UJH Uy, MPABUX P1 | (1, Cy TOMYTAPHE
u joaupyjy ce y uenrpy uusepsuje ¥ ( uenrpy saror kpyra k), jep cy upase p1 u qi
mapaJjieJiHe W HA WCTOM Cy PaCTOjary O Kpyra k, 0O3WpOM 13 BaXKW jeTHAKOCT YTJIOBA
TMIPUJINKOM TIpecInKaBamba WHBEp3UjoM. llocToje Tpm mUXOBe 3ajeTHUYKE TAHTEHTE, JIBE
crospanimbe, MeljycobHO mapasiesiHe mpaBe Y] M Y5, jelHA YHYTpAIlbha Y5, KOja CaJpiKu
MEeHTAp WHBEP3Hje Y W YIPABHA je HA CIIOJbAINHE TAHTEHTE Y| U Y.

Crospaibe TAHTEHTE, IPABE Y| U Y5, ONrOBAPA]y KAO CJIUKe Y HHBEP3UJH 1)) TPAKEHUM
MOMONHNM KPYTOBUMA Y1 W Y3, A CYy KPYTOBU Y1 W Yo CINKE JTOOMjEHWX TIPABUX Y| W yh ¥y
UHBEP3UjHU Yy: Y1 = w;l(yi) = Yr(y]), y2 = wk_l(yé) = Yr(y4). YHyTpamma TaHTeHTa,
[paBa Y5, CaJPIKU [EHTap HHBEP3Hje Na je eHa CJINKa y WHBEP3Uji OHA caMa, 0e3 IeHTpa
O}, nuBepsuje ¥y, onHocHO Y3 = Y5 \{Ok }.

TpazkeHu KPyroBu T1 U Ty KOHIEHTPUYHU Cy JOOMjEHUM KPYTOBUMA Y1 U Y2, IPU Y€MY
je £1(Oy,, 1o, =1y, —7) 1 22(Oy,, T4y = 1y, —7) (CitIKA 8)(5)).

camKa 8y (s)
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AHAJIU3A (*)

Jlema: Heka je i nupousBosban Kpyr Heke pasuu, i(O,r) u 1; IpeciukaBambe UHBED-
3UjOM y OJHOCY Ha KPyT i. AKO je p mpaBa mcre paBHU KOja He caapku mearap O Kpyra
i( menTap wHBepsuje v;), kpyr p' = ¥;(p) cimka npape p y WHBEP3MjM 1;, TAZA CE TAUKE
jesHe TOIypaBHM, Ha KOje IpaBa p JIejIM JaTy PaBaH, CINKajy y YHYTPAIby 001acT Kpyra
p/, TauKe ApyTEe MOJypPaBHE y CIOJbalby obgact Kpyra p’. [Ipenmsunje, mosypasaH Kojoj
npumaga nearap O WHBEP3Uje 1; CIMKa Ce y CIIOJballby 00IacT KpyTa p’, momypaBaH Kojoj
He IIPHUIIAIa NEHTAp MHBEP3Uje CIUKa Ce y YHYTPaIlby 00JacT Kpyra p'.

ooKas:

[MocmarpajMo TpecvKaBame WHBEP3UjOM 1);, Y OIHOCY HA MPOM3BOJHAH KPYT | HEKE
paBHU ca HEeHTpOM y Tadku O, IPOU3BOJLHOr TOJIynpedruka, i(0, ).

Heka je npaBa n nopamasia u3 uenrpa O kpyra i( ueHrap mocmarpaHe MHBEp3uje)
HA MPOM3BOJHHY IIPABY P MCTE PaBHU, KOja He caapxku renrap O uHBEp3wuje 1;, o upasa
Kpo3 Tauky O TapajiesiHa mpapn p, Tauka P nogHoxje Hopmasie u3 O Ha p, a P’ = ;(P)
cuKa Tavke Py 0BOj MHBEp3uju, Ipu YeMy je, o AedUHUIN]U TPECTHKABAhA HWHBEP3U]OM
OP-OP' = r?, e je r HONTyOpeIHNK KpyTa i HHBep3uje. Kako mpasa p He caIp:Ku MeHTap
O unHBep3uje, HA OCHOBY TEOpEME, y IOCMaTPAHO] MHBEP3UjU bheHa je cauka p’ = 1;(p) Kpyr
Haz, npeaaukom OP’,

O63upom ja tearap O uHBEp3Hje 1; HE MPUITAJIA IIPABU P OBA [IPABA /1M PABAH HA JIBE
MOJIypaBHU, TIe Ce Y jeqHOj of mux Hayasu mneraTap O nmocmarpane waBep3uje. Omabepumo
MpPOU3BOJbHY Tauky A y OHOj MOJypaBHM KO0joj He mpumaia Iextap O wWHBep3uje ; u
MPOM3BOJbHY Ta4uKy B y 0HOj mosypaBHu y K0joj ce Hama3u nearap O wHBEp3Hje 1);, Ca OHE
crane mpase o rie je u npasa p. Couke y maBep3uju t; Tadaka A u B penom cy Tadke
A" = ;(A) u B’ = 1¢;(B), npu uemy, ua ocHoBy nebununmje, tauke A’ u B’ npunanajy
pexom noaymnpasama OA nu OB u Basxn: OA-OA' =r?2 A OB-OB' = r2.

[Tommro je Tauka P momHOXkje HOpMmasie u3 Tadyke O Ha MpaBy p, a HA OCHOBY 01abupa
tagaka A u B caenn:

OP < OAANOP-OP' =r?=0A-0A" = OP' > OA,
OP >OBAOP-OP' =r*=0B-0OB' = OP' < OB'.

Kaxko je OP’ npeunuk kpyra p’ tauka A’ npunaga y yHyTpaimboj 00gacTu Kpyra p’,
tauka B’ majasm ce y cnospammmoj obaactu Kpyra p'.
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Ha kpajy, ocTasio je 7a mpecamKaMo joIIl jeJaH JIe0 JaTe paBHU, TAUHU]e J1e0 TOJTyPaBHI
KOjOj MpuIaa IeHTap WHBEP3Uje, Ca OHE CTPAHE MpaBe o ca Koje Huje mpase p. Ogadepumo
npousBosbHy Taduky C y moiypaBHu KOjoj mpumaia tadka O tako jga je C,p + o. Cnuka y
unBepsuju 1; Tauke C je tauka C' = ¢;(C) tne, va ocHoBy medununmje, tauka C’ mpu-
naga nosynpasu OC 1o 3uaun ja je n rauka C' ca one crpane npase o riae u Tauka C),
y CTIOJbaImmboj obaacTu kpyra p'. ¢

Ciuka 2 u cavka 3 npukasyjy npeciukabame tadaka pasuu a0, p) uHBEp3UjoM 1;, y
oxuocy Ha Kpyr i(O, ) paBHu (v y Cily4ajy KaJja Cy IpaBa p U KPYr i UHBEP3Uje [UC]yHKTHH
Uy CJiydajy Ja [paBa p cede KpyIl' ¢ uHBep3uje.

CJINKa, 2 cJanKa 3

Hanomenumo ma, ykonmko mpaBa p caap:ku mnentap O uHBep3uje 1; Taga je meHa
CIIMKa y WHBEP3Wju OHA caMma, 0e3 reHTpa wHBepsuje: p’ = 1;(p) = p\{O} u cBaxa ce ox
JIBe TIOJIypaBHU Ha KOje Ipasa p Jenau pasad «(p, O) uHBep3ujoM 1; ciuka y camy cebe.

( comka 4).

\P‘ P = p{O}

canka 4

Nmajyhu vHa yMmy 12 je nHBEp3Uja MHBOJIY THBHO IIPEC/INKABAE HABEICHO TBPhEHhe BaKu
u y obopuyrom cmepy. Hamme, ako je a paBan y k0joj je O mpou3BosbHA TadKa, KPyr k
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MU PaBHU « U canp:ku Tadky O, i Kpyr Te PaBHU, MPOU3BOJHHOT MOJIYIPEIHUKA,
ca meaTpoMm y Tauku O u 1); MPECINKABAKHE WHBEP3UjOM y OJHOCY HA KPYT ¢, TaJa je y
nocMarpanoj unsep3uju cauka k' = 1;(k) kpyra k npasa, npu demy ce Tadke yHyTpPaIll-
e obsacTu Kpyra k mpecinkKaBajy y jelHy, TadKe CIOJballlibe 00JgacTu Kpyra k y apyry
noJiypaBai Ha Koje npasa k' nesmu pasan o ( ciuka 5).

o

CJNKa D

Ha cnwuaan magums Moxke ce JOKA3aTh J1a YKOJWKO Kpyr k He caapxku merarap O uH-
Beps3umje ¥; Tana je y 0oBOj mHBEp3mWju merosa camka k' = ;(k) Kpyr, npu demy ce tauke
CTIOJ/BAITHE 00TACTH KpyTa k CIUKAjy Y CIOJbaIliby 00aacT Kpyra k', Taduke yHyTpallibe
obsiacTy Kpyra k CJIUKajy ce y Tauke yHyTpallime obsactu kKpyra k' ( ciuka 6).

o

To

Oo

canka 6
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IIpe wO mITO Ce ymycTumo y auckycujy o Amnosjonujeum mpobaemuma 9 u 10 uckopu-
CTUMO HaBejeHa TBphema 3a anaau3dy oapeleHux memoBa OBUX MPOOJIEMa PAIU JIAKIIIEr
peniaBamba UCTUX.

<®> Heka je k xpyr, p mpaBa, O Tauka HeKe paBHHU, Ipu demy Tadka O He MpUmaga
HU KPYry k HEH TpaBu p, ¢ KPyI' Te PaBHU, IPOU3BOJFHOI IOJIYIIPEYHUKA, CA HEHTPOM Y
rauku O ¥ 1); HPEC/IUKABAbe HHBEP3UjOM Y OJHOCY Ha KPYI 4.

VY unBepswuju 1); camke Kpyra k u mpase p penom cy kpyrosu k' = ¢;(k) u p’ = ¥;(p),
jep Hu Kpyr k Hu npasa p He ceagpke neHrap O mocMarpane wHBep3uje.

Axo je y kpyr ucre paBau Koju cagapxku Tadky O Taja je y MHBEP3Uju 1); HeroBa CIuKa
y' = 1;(y) npasa, jep je Tauka O meHTap MHBEP3UjE 1Y;.

VKomMKO Kpyr Yy Joaupyje u Kpyr k um mpaBy p, OZHOCHO Ca CBAKUM O IbUX HMa
TAYHO jeJHy 3ajeJHMUYKY TadKy, Tala U Herosa CJuKa y UHBep3uju, upasa iy, ca CBa-
KOM O CJIWKa, Kpyra k m mpase p, KpyrosuMa k' m p/, nma TadHO 1Mo jemHy 3ajemHuHKy
TAYKy M KAKO MHBEp3uja dyBa jemHaxocT yriaoBa: £(y,k) = L(¢i(y),vi(k)) = L(y', k') u
L(y,p) = LW (y),vi(p)) = L(y',p’), cnenm na je nupasa y' Tanrenra u kpyra k' u Kkpyra
p’, OJJHOCHO IHUXOBA je 3ajeIHNYKa TaHreHTa.

*>>= Mory nacrynuru cieneha asa ciaydaja:

1) Ako kpyr y moaupyje npaBy p u Kpyr k cuosba, Tj. u Kpyr k u mpasa p ce Hajaze
y HEroBoj cLosbaiimbo] obsnactu( ucroj obsacru), Ha OCHOBY JieMe M HABEeJEHUX TBpherma
kpyrosu k' u p’ mpumasajy mcroj oj aBe MOJYpPABHU HA KOje MpaBa Yy’ Jeau JaTy paBaH,
[ITO 3HAYM Ja je TpaBa Yy’ 3ajeJHUUKa CIO/ballliba TaHreHTa Kpyrosa k' u p’ ( ciauka 7).

2) Ako Kpyr y moaupyje mpaBy p U Kpyr k M3HYTpa, Tj. Kpyr k IPUIAAa yHYTDAI-
B0j, OpaBa p CHO/balIbo] obactu kpyra y( Kpyr k u mpaBa p NPUIIAAjy Pa3IUdUTHM
obslacTMa Kpyra y), Ha OCHOBY JieMe u HaBelenux Tephema kpyrosu k' u p’ npunanajy
Pa3/IMYUTUM II0JyPAaBHUMa Ha Koje IpaBa y' JIeJid JaTy paBaH, OJAaKJIe CJEIU Ja je IpaBa
y' 3ajeHNYKa yHYTpallha TaHTeHTa Kpyrosa k' u p’ ( ciuka 8).

cJmuka 7 canka 8
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<®®> Heka cy k1 u ko mBa xpyra m O Tadka Heke paBHu, npu demy Tadka O He
OpUNaJa HU jeJHOM OJ] OBHX KDPYIOBa, ¢ KPyI' MCTE€ PABHM, NPOU3BOJHHOI IIOJYNPEYHNKA,
ca neaTpoM y tauku O W 1); NpecImKaBame MHBEP3UjOM Y OSHOCY HA KPYT i.

VY unBepsuju ¢; ciuke xpyrosa ki u ko pemom cy kpyrosu ki = ; (k1) u kb = 1 (ka),
003upom Jia kpyrosu ki u ko He caapake nenrap O nocMarpaHe WHBEP3Uje.

Axo je y Kpyr Te paBHU Koju cajapxku Taduky O( IeHTap WHBEP3Uje), y MHBEP3UjU 1
merosa je cauka y = ¢;(y) npasa.

VYkosmuko Kpyr y moaupyje oba jara Kpyra( OJHOCHO €a CBAKHUM O] BbUX UM TAYHO
jemmy 3ajemEmuky Tadky), mpasa Yy’ ca cBakuM Of Kpyrosa ki m kb mma mo jemmy 3ajen-
HUYKY Ta9Ky U Kako Baxu jemmaxoct yriosa: £(y,k1) = £(¥i(y),vi(k1)) = L(y', k}) n
Ly, k2) = L(i(y), ¥i(ke)) = L(y', kb)), cnenm na je mpapa y’ TaHrenTa u Kpyra kj u Kpyra
Kk, OTHOCHO HUXOBA, je 3ajeIHMIKA TAHTEeHTA.

*>> Mory nacrynuru cieneha asa ciaydaja:

1) Axo xpyr y oba kpyra ki u ko momupyje Crosba uim ux 00a JOAUpYje U3HYTpa, Ha
OCHOBY JIEM€ W HaBeJeHWX TBphema, 003upom ma 00a Kpyra ki u ko TPUIAIAjy HHErOBOj
CIIOJbalIHO] 00/1acTU UM cy 00a y HeroBoj yHyTpallmboj obsactu( y MCTOj Cy 00JacTu
Kpyra ), CIMKe Y UHBEP3UjU 1); OBUX KPYroBa, Kpyrosu ki u ki) npunanajy ucroj oz nse
LOJypaBHU Ha Koje mpasa ¥y’ Jejld JaTy paBaH, IITO 3HA4M Ja je Ipasa 1y 3ajeHUuYKa
CHoJhAIIbA TAHTEHTA KPyroBa ki u kb ( ciuka 9).

2) Ako kpyr y goaupyje jeman om Kpyrosa ki u ke Cro/ba W APYrd Kpyr U3HYTPA,
063upoM Jia ce Kpyrosu k1 u ke Hajia3e y pasauuuTuM objacTuma Kpyra y, Kpyrosu ki u
kl, npumanajy pasqmauTEM NOTyPABHEMA HA KOje mpasa Y’ JIeu JATy PABaH, ITO 3HATH
I je mpaBa Y’ 3ajelHUYKA yHYTDAIlba TaHreHTa Kpyrosa ki u kb ( ciuka 10).

canka 9 canka 10
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<e> AmnosioHnjeB nmpobseMm 9 <o~
% Koucrpyucaru Kpyr Koju goaupyje gary npasy u gara asa Kpyra (p, ki, ka).
perneme:

Heka cy maru npasa p u xpyrosu k1(O1,71) u ko(Og,ro) Heke pasuu. He ymamyjyhin
OIIIITOCT y3MUMO J1a je garu Kpyr k1 (O1,71) KPYyT Marber NOJIyIIPeYHUKa, 1 = min{ry, ra}.
HazoBuMO = TpaxkeHH KpyT Te PaBHU KOjH JOAUPYje JaTy mpaBy u oba JaTa Kpyra.

VY majommTHjeM caydajy, KaJa JAaTH KPyroBu ki M ke HeMajy 3ajeTHIYKHUX TAadaKa,
IIPU 9eMy Ce CBAKM O] FhUX HAJIA3U Y CIIOJbAIIHOj 00JIACTH JAPYTor, a jaTa IpaBa p HU Ca
jeTHUM O BUX HEMa 3ajeJHUYKNX Tadaka, Mpu 4emy ce o0a mara Kpyra HaJjase Cca UCTe
crpane npase p( y CyIPOTHOM HEMa DelIerba), HOCTOjU 0CaM KPYroBa KOjU 3aJ0BOJbABAjY
YCJIOB [TOCTABJ/HEHOr MpobsieMa. 3a HUX0BO onpehuBame Oulie HaM OTPEOHO pa3Marpambe
HAYMHA HA KOJU TPAYKEHU KPYT JOAUpPYje aare Kpyrose( y CMUCITY JT0JUPUBAIHA CIIOJba UJTH
U3HYTPa). AHa/IN3y MOPAMO MOJEIUTH HA YETUPH CIIydaja:

¢ Cayuaj 1:

[Tocmarpajmo Kpyr koo HWCTE paBHH, KOHIEHTPHYAH JATOM KPYyry ko mpum demy je
k22(O2,7m92 = r9 — 1) W TIPaBy p; NapaJeJHy JATOj TPaBW p Ha PACTOjamy 71 O TPaBe
p ( p1 || p, d(p1,p) = r1), upu "emy cy mara opaBa p U JaTh Kpyrosu ki u ko ca ucre
crpane npase pi( 71 IOJyNpedHuK aaror Kpyra ki, mro fiemo moapasymeBaT y CBAKOM
O/l HAPEJIHUX CJIydajeBa).

Ako rpaxenu kpyr x(O,r,) nopupuje Jary upaBy p u 00a nara Kpyra Clojba, Ta/a
kpyr y(O,ry = ry + 1), KOHIEHTPUYIAH KPYTY &, JOAMpYyje MpaBy pi, caapxku mnenrap O
Mamer JaTor Kpyra ki u monmpyje Kpyr koo criosba.

OO Cayuaj 2:

ITocmarpajMo Kpyr koo WCTE pPaBHU, KOHIEHTPUYAH JATOM KPYTY ko, TIPU YeMy je
ko2(Os, 199 = r9 — 1) W IIpaBy po MapAJIEHy JATOj IPABU P HA PACTOjarby 71 O Ipase p(
p2 || p, d(p2,p) = r1), IpHU YeMy Cy cajia IpaBa ps U JATU KPYyroBu ki u ko ca MCTE CTpaHe
JlaTe TIpase p.

Ako rpaxenu kpyr (O, r,) noaupyje nary upaBy p u 06a jara Kpyra U3HYTPa, TaJa
kpyr (O, 1y = 1y — r1), KOHIEHTPHIAH KPYLy &, JOLUPYje mpaBy pa, canpzku nertap O
JaTor Kpyra ki u Jgoaupyje Kpyr koo M3HYTpA.

QOO Cayuaj 3:

[Tocmarpajmo kpyr kke mcre paBHH, KOHIEHTPUYIAH JATOM Kpyry ko, Ipu demy je
kko(Osg,r99 = 13 +71) ¥ MIpaBy p1 MapaJsiesiHy JaToj MPpaBy p HA PACTOjarky r1 Of Tpase p(
p1 || p, d(p1,p) = 1), UpHU YeMy Cy aTa NpaBa p W JaTH KpyroBu ki w ke ca mcre crpaHe
mpase pi.

Ako rpaxenu kpyr x(O, r,) goaupyje AaTy UpaBy p, AaTU KPYT k1 CIO/ba M JATU KPYT
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ko msmytpa, tana xpyr y(O,r, = 7, + 71), KOHIEHTPUIAH KPYTy &, JOJUPYje IpaBy pi,
canpxwu mearap O garor Kpyra ki u momupyje kpyr kks usHyTpa.

QOO0 Cuyuaj 4:

[Mocmarpajmo kpyr kks mcTe paBHM, KOHIIEHTPUYAH JATOM KDYTy Ko, TIpU Y€MYy je
kko(Oa,199 = 79 +171) ¥ IIpaBy po MapajsiesHy JaToj IpaBH p Ha pacTojaiby 1 O Ipase p(
p2 || p, d(p2,p) = r1), npu "yemy cy npaBa ps U JaTU KPyroBu ki u ko ca uCTe CTpaHe jare
npase p.

Axo Tpaxenun xpyr z(0,r,) momupyje naTy mpasy p, naTw Kpyr ki W3HYTpa M JATH
KpyT ko croma, Tama kpyr y(O,r, = ry — 1), KOHIEHTPHYAH KPYTy &, JOAUpYje TpaBy
P2, caapxku neatap O maror kpyra ki u moaupyje Kpyr kks Crosba.

[IpoGsem onpelusama TpazkeHor kpyra x( bux ocam) pemulieMo KOHCTPYKIMJOM 10~
MEHYTOT, Ilb€MY KOHIEHTPUYIHOD KPYra Y Ca aHAJIU3UPAHUM CBOjCTBAMA.
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¢ Paszmorpumo ciy4aj 1:

Koucrpyummmo Hajope Kpyr koo, KOHIIEHTPUYIAH JATOM KPYTY Ko, MOMYIPEIHUKA T'og =
r9 — 711, ko2(Oa,799 = 1o — r1) ¥ UpPaBY p; HAPAJEJHY JATO] LPABU P HA PACTOjakby 1 Ol
1paBe p, ca pas3jimauTe CTPAaHe MPaBe p y OJHOCY Ha nare Kpyroee ki u k. O3naunmo ca
Y, WHBEP3HU]y y OmHOCY Ha matu Kpyr ki(O1,71).

Kpyr koo He canpzxke nentap O; uHBEp3HUje Yy, 1A je y IOCMATPAHOj HHBEP3HUjH HETOBA
ciuka kb = 1y, (kao) Takobhe kpyr kb,. IlpaBa p; me camp:xku uenrtap Kpyra ki, leHTap
WHBEP3Hje, T je y MHBEP3Uju Vg, WeHa CIuKa p) = Uk, (p1) Kpyr p) ( Koju no meduannmjn
LPEC/IMKABAbA UHBEP3U]OM Yy OJHOCY HA KPyT, caipxku uenrap O unsepsuje).

Kpyr y caapxu nenrap O WHBep3Wje Yk, Te je ¥ WHBEP3WUjH 1y, HErosa ciavka y =
¥k, (y) mpaBa. Kako ce Kpyroeu y u kaz JOAUPY]y, OTHOCHO UMAjy JeIHY 3ajeTHUYKY TaduKy,
TO ¥ BbUXOBE CJIUKE, MpaBa Yy’ u Kpyr ko, UMajy Ta4HO jeHy 3ajeJHUUKY TAUYKYy, U 003UPOM
Jla BaxK¥ jeJIHAKOCT yrJIoBa IIpuU npeciukasamwy uuBepaujoM: £ (kag,y) = L(Vk, (kaz), Yr, (v)) =
£(kby,y'), cnemn ma je mpasa y' Tamrenta kpyra kb,. Kpyr y mommpyje mpasy p; ma m
HbUXOBE CJIMKe, TpaBa y W KPYr pj, UMajy TadvHO jelHY 3ajeHWYKY TavyKy, W KaKo je
£L(p1,y) = L(Wr, (p1), ¥r, (y)) = L(p},y’), npasa y’ TanrenTa je u kpyra p}. Jakie, npaBa
y', ciuKa TpaxkeHor mOMONHOr Kpyra ¥y, TaHreHTa je u Kpyra kb, U Kpyra p), OIHOCHO
IbUXOBA je 3ajeTHUYKA TAHTEHTA. 3aJaTaK CBOJAM HA KOHCTPYKIIM]Y 3aj6THUYKE TAHTEHTE
Kpyrosa kb, u p|, mobujernx onpehuBamen canka Kpyra koo W mpaBe pj y MHBEP3UjH Py, (
KOJUX je y HajoLLITHjeM Cily4dajy 4eTup, JBe YHUTPALIbEe U JBe closballmbe). 113 pasiora
HABEJIEHNUX y aHAJM3M (%), TOMONHMM KPYyroBuMa ¥, KOjUX je JBa, OAroBapajy Kao CIHKE
CIIOJhAITHE TAHTEHTE, O3HAYNMO UX Ca Y| W Yh.

NuBep3uja je HHBOIYTUBHO MPECIUKABAE A Cy MOMONHYN KPYTOBH Y1 U Yo CIAUKE Y UH-

Bepsuji Yy, Ao0ujennx upasux yi 1 yh: y1 = by, (Y1) = Yk, (1), y2 = ¥ (Uh) = Ui, (15).

Ha xpajy, TpaskeHu KpyrOBU T1 W T2, KOHICHTPUYHW Cy JOOWjEHUM KPYTOBUMA Yy, W
yo mpu demy je x1(Oy,, 7y, =1y, —71) B T2(Oy,, 7y, = 1y, — 1) (cauKa 97).

canka 9p
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OO Paszmorpumo ciyuaj 2:

Anammsa cioydaja 2. ciM4YHA je aHAJIM3K cjaydaja 1. mpu deMy je Kpyr koo HUCTH Kao
y LUPETXOMHOM ciy4ajy( KOHUEHTPUYAH AATOM KDPYry Ko, HOJYUPEYHUKA Too = T'o — T1), &
1paBa pg NMapajiejiHa JaToj PaBU P, HA PACTOjarby 71 Ol IPABE P, Ca OHE CTPAHE 1PABE P
ca Koje cy u matu Kpyrosu ki u ks. AKO mocmaTpamo MCTY WHBEDP3H)Y Yk, , Y ORHOCY HA
naru Kpyr ki (O1,71) u pasmarpamme he GuTH CIUUHO.

Kpyr koo ne cagpxu uenrap O unBepsuje ¢y, Na je y UHBEP3UjU HEroBa CIuKa kb, =
Ui, (k22) Takohe kpyr. IIpasa ps ve cagpku uenrap kpyra ki, nearap O unsepsuje( jep 1o
NPETIIOCTABIM IATa MPABa P U JATH KPYT k1 HeMmajy 3aje Huvkux tadaka, a d(pe,p) = 71,
na je y mocMaTpaHOj WHBEP3WjU FheHa CINKa py = Yk, (p2) KPyT.

Kpyr y cagpxu nenrap O; uHBep3uje y,, Ia je Y HHBEP3UjU 1)k, IHETOBA CIHKA
y = i, (y) npasa. Kako Kpyr y gomupyje Kpyr ks, TO U HBUXOBE CIHMKe, IpaBa y' u
KpyT kb, MMajy TAYHO jeAHY 3ajeMHUYKY TadKy U 003upoM Ha jemHakocT: £ (koo,y) =
LYk, (kaz), ¥i, (y)) = £L(kba,y'), cienm na je npasa y’ ranrenra xpyra kby. Caumano, kpyr
Y JOIMpYje TIpaBy po, Ma M IBUXOBE CIINKe, TIpaBa ¢y’ W KPYT ph, UMajy TavHO jeIHy 3ajej-
HUUKY Tauky u Baxkm: £(p2,y) = L(Yk, (p2), ¥k, (v)) = £(ph,y’), mro 3HaIH 12 je mpasa
y' TaHrenTta u Kpyra ph. lakije, npasa y', ciMKa TpaxKeHOr HOMONHOr KPyra Y, TAHIE€HTa
je u kpyra kby u Kpyra ph, OJHOCHO EKUXOBA je 3ajeJIHMYKa TAHIEHTA. 3aJaTaK CBOAU HA
KOHCTPYKIIUjy 3ajeTHIYIKe TAHTeHTe KPYroBa kb, m ph, mobujenmx onpehuBamem cimka y
uHBEDP3HjU g, Kpyra koo u npase py. VI3 pasnora HaBeNeHUX y aHAMM3H (*), HOMONHUM
KPYTOBMMA ¥, KOJUX je JBa, OJ[roBapajy yHyTpallkhe TaHTeHTe, 03HAYNMO UX ca ) 1 Yh.

ITomohuu KpyroBu y; u Yo, 300r OCOOMHE WHBOJIYTHBHOCTH [IPECINKABAhA NHBEP3HjOM
y OJIHOCY Ha KPYyT', CJIUKE Cy y MHBEP3UjU Pk, JO0OUjEeHUX MPABUX Y] U Yh: Y1 = wk_ll(y{) =

Vi, (U1), w2 = U (Uh) =, (Uh)-

TpazkeHn KPYyroBU I1 M T2 KOHIEHTPUYHHU Cy JOOMjEHMM KPYTOBHMA Y1 M Y2 IPU YEMY
je 21(Oy,, 1z, =1y, +11) B 22(O0y,, 1y, =1y, +71) (cauka 9s).

p ciuka 99
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QOO Pasmorpumo ciyuaj 3:

Koucrpyumumo majupe Kpyr kks, KOHIIEHTPHYIAH JATOM KPyry ko, IPH UeMy je cala
Kpyr kko nosyupednuka rog = 19 + 11, 1j. kka(Osz, 792 = 79 4+ 71) U npaBy p; napasesny
JIaTOj TPaBU P HA PACTOjarby T'1 O IPABE P, Ca PA3JIMYNATE CTPAHE MPABE P y OFHOCY HA
nare Kpyrose ki u ka. Ca 1), 03HAYNMO WHBEP3HUjy y omHOCy HA naTh Kpyr ki(O1,71).

Kpyr kks e cagpke nenrap O; nHBep3uje 1y, ( jep, M0 MPeTHOCTABIH, TaTH KPYTOBH
k1 n ko Hemajy 3ajeIHMIKUX Tadaka, Tj. CBAKHA C€ HAMA3H Y CIOJHAIIHO] OOJTACTH OHOT
JIPYTOr), Ta je y MOCMATPAHO] WHBEP3Wj! Werosa camka kkh = i, (kko) xpyr. Ilpasa p;
takohe me campxku nenrap O uHBEp3HjE Yy, , TE je WmeHa camKa pj = Yy, (p1) Kpyr.

Kpyr y canpxku nenrap (O uHBep3uje y,, Ia je Y OBOj HHBEDP3UjH HErOBA CIHKA
Yy = Yy, (y) npaBa. Kako ce xpyroeu y u kka JOTUDYjy, OIZHOCHO MMajy jeaHy 3a-
jeIHUYKY TaduKy, TO ¥ HBUXOBe ciauke, mpasa y' u Kpyr kkb, umajy TadHO jeiHy 3ajel-
HUYKY TA4Ky U 0O3UPOM HA jeJHAKOCT YIJIOBA NPU IpeciukaBamwy uasepsujom: £ (kkq,y) =
L (g, (kke), ¥r, (y)) = L(kkh,y'), cnenm na je mpasa y' tamrenta xpyra kkb. Kpyr y mo-
JIMpYyje TIpaBy p; Ta U HUXOBE CIIWKE, paBa y’ W KpyT pj, NMajy TadHO jeTHy 3ajeIHUUKY
rasicy 1 £(p,y) = £(r, (p1), v, (4)) = £(ph,y'), Te je npasa y' Tanrenta u kpyra p).
Ipasa y', ciuka y wHBEp3uUju 1V, MOMONHOI Kpyra Yy, TAHTeHTa je u Kpyra kk, u Kpyra
P}, OZHOCHO KUXOBA j€ 3ajeJIHUYKA TAHI'€HTA, Te Ce 3a/aTak CBOAM HA KOHCTPYKIM]Y 3a-
jemaumaxe tamrenTe Kpyrosa kkh wm p}, nobmjernx ompehmBameM CIWKa y WHBEP3UU Y,
kpyra kko m npase p;. U3 pasnora HaBefeHuWX y aHanum3u (*), TPaxKeHHM KDPyroBuMma ¥,
KOJUX je JIBa, OIrOBapajy YHYTDAIlie TAaHTeHTe, HA30BUMO UX ] U Yh.

O063upom HA OCOOMHY WHBOJIYTUBHOCTH MPECIUKABAA WHBEP3UjOM Y OIHOCY HA KPYT,
TpakeHu OMONHU KPYIOBU ¥ U Yo CIAMKE Cy Y UHBEP3UjU JODUjEHUX TAHTEHTH Y| U Yh:

y1 =0 (1) = Uk, (U1), w2 = ¥ (0h) = o, (1h)-

TpaskeHn KPYTOBU T1 U To, KOHIEHTPUYHU Cy JOOMJEHIM KPYTOBUMA Y1 7 Yo TIPU YEMY
je 21(Oy,,rg, =1y, —71) B 22(Oy,, 7y, = 1y, — 1) (CuKA 93).

/| [ —~ -

/ |\
7 x4l
\ Y3’

cJanka 93
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0000 Pazmorpumo ciyduaj 4:

Koncrpyumumo najiupe kpyr kko, KOHIEHTPUYAH JaTOM KPYTy ko( HCTH Kao y ciydajy
3), HostylpedHuKa oo = To + 11, kko(Oa,122 = 1o + 71) 1 oBor nyra( Kao y ciyuajy 2)
MPaBy Po NMapajiejiHy JATOj IPABU P HA PACTOjalby T1 O IPABE P, CA UCTE CTPAHE MPABE P
ca Koje cy u maTu Kpyrosu ki u ko. IlocmaTrpajMo IpeciuKaBame UCTOM HHBEP3UjOM i,
y oxHocy Ha patu Kpyr ki (O1,71).

Kpyr kko ue caupxe nenrap O unsepsuje g, ( jep, o npernocraBiu, JaTu KPyroBu
k1 u ko HEMajy 3ajeIHUUKHUX Ta4aKa, CBAKU CE€ HAJIA3U Y CIIOJbAIIE0] 00JIACTH OHOT JIPYIOr),
na je y wHBep3uju g, mwerosa cauka kkh = vy, (kks) kpyr. Ilpasa ps me campxku meHTap
Kkpyra k1 ( pasyor cMo 06jacHWIN y CIydajy 2), HeHTap mocMaTpaHe UHBEP3H]je, Te je mheHa
CITMKA y WHBEP3Uju ph = 1k, (p2) Kpyr.

Kpyr y cagpxu nenrap O; uHBep3uje Yy, , Na je y MHBEP3Uju Uk, HEroBa cjauka y =
Y, (y) npasa. Kako ce kpyrosu y u kko m0aupyjy, OZHOCHO MMajy jeJHYy 3ajeJIHUUKY
TAUKy, TO W BUXOBE CIUKe, npasa y u Kpyr kk), nMajy TAIHO jemHy 3ajeTHUYKY TadKy
u o63upoMm na Baxku jemHakocT: £ (kka,y) = £L(¢k, (kk2), ¥, (v)) = £L(kk,,y'), npasa y’
TaHreHTa je Kpyra kkbi. CiwdHO, Kpyr y JOIWpYje MpaBy pe Ma W HUXOBE CJIMKE, MpaBa
Y 1 Kpyr pp, MMajy TauHO jeiHy 3ajeiHuuKy Tauky u £(p2,y) = L(Vk, (p2), Yk, () =
£(ph,y"), Te je npasa y' rtaurenra u kpyra ph. akise, mpasa y’, ciauka y MHBEP3Uju
1, TPaKeHOr MOMONHOT KpyTa Y, TAHTeHTa je Kpyra kk) m Kpyra ph, OMHOCHO HUXOBA je
3aje/IHUYKA TAHTEHTA. 33ATAK CBOJU HA KOHCTPYKIM]y 3aj€JHUYKE TAHTEHTE KPYToBa kkj
u ph, nobujennx oxpehuBameM CIWKa y WHBEP3UjU Yk, Kpyra kko u mpaBe py. 13 paszsiora
HABEJIEHUX y aHa/u3u (*), TOMONHUM KPYrOBUMa Y, KOjUX je JiBa, OArOBapajy CIOJbAIlbe
TAHTEHTE, y O3HALM Y| U Y.

Kako je unBep3uja MHBOJYTUBHO MPECIUKABAE, TPAXKEHN TOMONHNA KPYTrOBH Y1 U Yo
omroeapajyhe cy ciuke y wHBep3uju 1), MOOMjeHWX NPABUX Y| U Yh: Y3 = 1/),;11 (y1) =

i, (U1), y2 = Vi (0h) = o, (1h)-

Kona4no, TpazkeHu KPyroBu 1 U Tg, KOHIEHTPUUHHU Cy J0OMjEHUM KPYTOBEMA Y1 U Yo
npu demy je x1(Oy,, Tay =Ty, +71) 1 22(Oyy, 72y =1y, +71) (camKa 9y).

canka 94
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Ciuka 95 npukasyje KOHCTPYKIIH]Y UHBEP3UjOM 1)k, NOMONHHUX KPYTOBa Y3, Y4, Ys U Ys
U TPaXKEHUX KPYIrOBa I3, T4, Ts U Te( HA CIMKaMa Cy NPUKA3aHU 3ajeHO ciaydajeBu 1 u
2, vy KOjEMa CMO, Kao ITOMON y pelaBamy mpodieMa, KOPUCTUIN JATOM KPYTy ko KOHIEH-
TpuYaH Kpyr koo u upase pi( ciaydaj 1) u po( ciaydaj 2) napaseste AaToj UpaBu p).

Ciuka 9¢ IpuKa3yje KOHCTPYKIINjy HMHBEP3UjOM i, IOMONHUX KDYIOBA Y1, Y2, Y7 U
Ys M TPAXKEHWX KPYroBa X1, T, L7 U rg( Ha CaMKaMa Cy NPUKA3aHU 3ajeHO CJIydajeBu
3 m 4, y kojuma cMO, Kao mOMON y pelnaBamy mpodseMa, KOPUCTUIN JATOM KPyry Ko
KOHILIeHTpHYaH KPyT kko u npase p1( cayuaj 3) u po( cayuaj 4) npasesne 1aToj HpaBu p).

canka g
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Ha cumu 97 mpukasaHo je CBUX OCaM TPayKEeHUX KPYroBa W 0CaM MOMONHUX KPYTOBa,
y. Cnuka 9g mpukasyje camo TparkeHe KpPyTOBe.

cauka 9g

ITox ” ommrum caygajem” cmarpahemo mosoxKaje JaTe mpaBe p U JaTuX Kpyrosa ki u
ks y KOjuMa MO2KEMO OIPEeINTH KPYTrOBe KOju Cy perreme oBor mpobiema 6e3 kopuiil hema
WHBep3Wje y OTHOCY Ha HeKM Apyru Kpyr. To cy cuTyaruje y KojuMa JaTa IpaBa HHje
TaHTeHTa HU jeTHOT O JATWX KPYTroBa, a JaTa JBa KPyra Cy MWW JUCjYHKTHU HJIW NMajy
BHIIIE OF] jeHe 3ajeTHUYKE TadKe.
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ITocroju mocTa pa3HuX MOJIOXKaja y KOjUMa MOT'Yy OMTH 33JaTH MpaBa M JBa KpyTra, HO
npukasalieMo camo cjauKe HEKUX Ol HABEICHWX ~ OMIITUX  CJIydajeBa:
— camka 9g: p ceuuna kpyra kg; k1 u ko 1ucjyHKTHH.
— cauka 919: p ceunna oba kpyra; ky u kg IuCjyHKTHH.
— cimka 911: p ceunna Kpyra ko; k1 u ko ce cexy.
— camka 9120 p ceunna oba kpyra; ki u ko ce ceky.

canka 911 canka 919
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ITox ” crermjasie caydajeBe” yBpcTrheMo OHe MOJIOXKaje 33aTHX eJleMeHaTa 3a Koje,

y3 MHBEP3Ujy Yk, y OQHOCY Ha garu Kpyr ki( Mamer HoJIylpedHuKa), 3a oapehuBarbe
CBUX KPYTI'OBa KOjU UCIYHAaBa]y YCJIOB IIOCTAB/HEHOT TPODIeMa, MOPAMO KOPUCTUTH U HEKE
JIpyre WHBep3uje, OJHOCHO WHBEP3Wje y OJHOCY HA HEKE /Ipyre KPyroBe MCTe paBHU. 10
Cy CJIy4ajeBu y KOjUMa je Jara 1paBa TaHI'€HTa jeJHOI OJ JATUX KPYroBa, 3ajeJHUYKa
TAQHTEHTA 33JaTUX KpyroBa( YHYTDAIlkha WU CHOJbAIlha), JaTa ABa Kpyra ce Joaupyjy(
CII0/ba UJIM U3HYTPa) U cBe Moryhie KoMOuHaLUje HABeJIEHUX MOJI0XKAja, KOJUX j€ IPUIUIHO
Benuku 6poj. Oze hiemo peruru Anosonujes npobiaem 9 3a Heke O HAJUHTEPECAHTHHjUX
ciydajeBa.

o> Crnenujanann caydajeBu:
<o~ cayuaj 9 ( A):
Jara mpaBa p je 3ajegHndKa TaHreHTa 0ba mara Kpyra ki u k.

Cwmarpajyhu oBO (bukcupaHuM MOJIOXKAjeM JaTe MpaBe P y 3ajeJHUYKOj paBHU mpohn
hemo kpo3 ciyuaj A memajyhin melycobuu mostoxkaj marux Kpyrosa ki u ks.

o> caydaj 9 (A4):

Heka je marta mpaBa p 3ajeHWYKA CIOJHAIHA TAHIEHTA JATUX KPYroBa ki u ko, Kpyr
k1 mpumaja CrospaIimoj 00IacTu Kpyra Ko.

ITocroje werupu Kpyra Koja moaupyjy Jary npaBy u 00a mara Kpyra. JemaH TpakKeHu
KPYI' CaJpKu TA4dKy J0AMpa npase p u Kpyra ki( y TOj Tadku uX u J0Aupyje), Apyru
CaJIpKM TAuKy JOAMpa NpaBe p U Kpyra ko B0j UX I0AUMpYyje), IBa TPayKeHa Kpyra He
CaJIpKe HU jJeIHY OJf OBUX JOJUPHUX TAYAKA.

O3HAaYMMO ca T1 TPaXKEH! KPYT KOjU CAIPKU TAYKy JOJMPA JATE IPABE P U JATOT KPyTa
k1 u onpesumo 1pso Taj Kpyr. Ilocmarpajmo npeciinkasame HHBEP3UjOM 1);,, Y OJIHOCY HA
KDPYT 4] UCTE PABHU, TIPOU3BOJLHOT TIOJIYTIPEUHUKA, YUjU je IEHTap TadKa JOAUpPa TPABE P
n Kpyra ki.

Kako mpaBa p cagp:Ku meHTap UHBEp3Hje 1, , TO je HBbeHa CJINKA y 0BOj HHBEP3UjU OHA
cama 6e3 nenrpa unsepsuje: p’ = ¥;, (p) = p\{Oy, }. Kpyr k1 caapku nenrap unsepsuje
¥;,, Ta je y wHBEp3Wju 1b;, merosa cauka k] = ;, (k1) mpaBa m TO mpaBa mapaJerHa
upasu p’, 063upom na uasepsuja dysa jemaaxoct yriosa( £ (ki,p) = L(;, (k1),v4, (p)) =
L(ky,p")). Jarn Kpyr ko He CAIpIKM IIEHTAp WHBEP3H]e 1);, , 1A je y TOCMATPaHO0] WHBEP3UjH
merosa civka kb = 1;, (k2) Kpyr.

Tpaxkenu Kpyr 1, 360T IOCTABIHEHOT YCJIOBA OBOT CIIyqaja, CAIPIKHU IEHTAp WHBEP3H)je
1;, Ta je y mHBEp3Wjm 1);, Werosa cimka ) = 1, (1) mpasa. Kpyr z; mommpyje marm
KDYT ko, IIa ¥ IBUXOBE CJIMKE y WHBEP3UjH, IPaBa T U KPyT kb, IMajy TadHO jeqHy 3ajej-
HUYKY TauKy, W Moo Baxn £(x1, ka) = L(;, (1), 14, (k2)) = £L(2), kb)) cnenn na mpapa
x} ranrenTa Kpyra kb. Kako ce TpaxkeHW Kpyr 1 W JaTH KpYT k1 JOJUPY]y V IEHTDY WH-
Bep3uje, 36or jeanakocru yriaoBa £ (x1, ki) = L(W, (x1), ¥4, (k1)) = £L(2), k}), npase x| u
kY cy mebhycobHo napasiesnne, napasesnne npasu p’, ob3upom xa je p’ || k7 ( ucru 3akspydax
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ce namehe m ako mocMaTpamo IOJIOXkKaj KPyra X1 W MpaBe p : OHM Ce 10 YCJIOBY 3aJaTKa
JOUPYjy y UeHTPY unBepsuje vy, , Te 300r £(21,p) = £L(¢Y;, (21), ¥, (p)) = £L(21,p') cneaun
Ja cy npase xj u p’ napasense).

Jakme, camka TpaXkeHOT Kpyra X1 y WHBEP3UjW t);, je TpaBa I}, TaHTeHTa Kpyra kb,
napasnenna Melycobro napasenanm npaBama ki m p’, ma ce 3amarak CBOIM HA KOHCTPYK-
IMjy TaHTeHTe Ha KpyT kb, n00ujen onpeluBameM CIMKe y MHBED3UjH 1);, TATOT KpyTra ks,
napaJjenaHa mpasama kj u p’, rae je mpasa kj Jo0OHjeHA Kao CIMKA Y WHBEP3WJU 1);, JATOT
kpyra k1, a npasa p’ ciuka je y unsep3uju ¢;, upase p: p’ = 1;, (p) = p\{O;, }. V onmrem
c/Ty9ajy OBHX je TAHTEeHTH IBe, Me[jyTHM KakoO je, IO MPeTIOCTABIIA OBOT CIydaja, IpaBa p
TAHTEeHTA U KPYyTa ko, BUXOBE CJIUKE Y MHBED3UjU, mpasa p' u KPyT kb, nMajy TaqHO jeHy
3ajenunuky Tadky u AL(ke,p) = L(i, (k2),1:, (p)) = L(kb,p'), cnenm na je mpama p’ je
TaHIeHTa Kpyra kj, OTyAa TOCTOjH TaYHO jeJHa TAHTEeHTa, T}, Ca HABEJEHNM CBOJCTBHMA,
a caMUM THM U Ta4HO jeJaH KPyr T1 KOjU HCIyHaBa YCJIOB IOCTABJLEHOr IPOOJIEMA, a
CaJIPXKU JTOJIUPHY TA4YKy JaTe IpaBe p U AaTor Kpyra ki.

Ha xpajy, Tpaxkenu Kpyr 1 je CauKa y WHBEP3HWjU 1);, NOOHjeHe Ipase I}, jep Kako je
WHBEp3Uja NHBOIYTHBHO TpecimKaBarbe, To je o1 = 1b;  (z}) = 1y, (1)

Jpyru TpakeHu Kpyr, KPyT KOju CAJPKU TAYKYy IOAWPA [ATHAX MPABE P W Kpyra ko
03HAYNMO Ca T U HOCMATPAjMO IIPECTHKABAE UHBEP3UJOM 1);,, Y OZHOCY Ha KDPYT iz HCTE
paBHU, IPOU3BOJHHOL MOJIYIIPEYHUKA, CA IEHTPOM y JIOAMPHO] TAYKH MPaBe p u Kpyra ks.

O63upoM 112 je 0BO CIMYHA WHBEP3Uja MHBEP3UjU 1;, U pa3MaTrparbe W 3aK/pydnud he
OWTH BPJIO CAUYHU, Te NEeMO CKPATUTH JETa/bHO objarnmere. Hawmme, mpaBa p caap:ku
IIeHTap UHBEP3Hje v;,, IIa je IeHa CINKA Y OBOj HHBEP3UjH OHA caMa 0e3 IeHTpa HHBEP3Hje,
P = Ui, (p) = p\{O.,}, kpyr ko caapxu uenrap unsepsuje ;,, T€ je HEroBa CIHKa
kY = 1);,(ka) y oBOj mHBep3uju mpaBa, Kpyr ki HE CAZDPKHU NEHTAD WHBEP3Hje 1;,, Ta
je merosa cimka k] = 1, (k1) Takobhe xpyr, npu uemy je mpasa p’ Tanrenta Kpyra ki,
napajenaHa mpapu kb, W3 MIEHTHYHWX PA3jiora Koje CMO NEeTabHO OOjaCHWIIN Y CIIydajy
uHBep3uje V;, -

TparkeHu Kpyr To, 300r MOCTAB/LEHOr YCJIOBA OBOI CJlydajd, CAAPXKU JIOJUPHY TAUKY
upase p u Kpyra ko( y K0joj momupyje u p u ko), a ra Tauka je ueHTap uHBEp3uje 1;,, 1a
je y mocMarpanoj WHBED3UjH HEroBa camka rh = 1, (r2) npasa. Kpyr zo nomupyje narm
KpyT k1, Ta ¥ HhUXOBE CIINKe x5 U k] y WHBEP3Uju 1);, UMajy TAYHO jeIHY 3ajeIHUUKY TauKy
M BasKM jeTHAKOCT YIJIOBA TIPH MPECINKABAbY NHBEP3HUJOM, CIIEN Ja je MpaBa X TaHreHTa
kpyra k7. Kako ce TpaxkeHu Kpyr rp U JaTu Kpyr ko JOQUDY]Y Y LEHTDY UHBEP3WUje,
360r jemHakocTH yrmoBa A(Ta, k) = L(Vi,(22), ¥, (k2)) = L(z, k,), npase x5 u kj cy
mehycobrO mapasenne, napasesae npasu p’, o63upom ma je p’ || kb( merm 3akspyuak ce
namelie ¥ aKo IOCMATPAMO II0JIOXKA] KPYyra To U IPABE D U HUXOBUX CJIMKA y MHBEP3UjU
1;,: OHW Ce TIO0 YCJOBY 3aJaTKa JOAWDPYjY V UEHTDPy WHBep3uje i;,, Te 36or £(r,p) =
L (i, (22),0iy(p)) = L(2h,p") cnienn ma cy npase x5, u p’ mapasuesnne). 3aJaTak ce CBOIH
Ha KOHCTPYKIUjy TaHIeHTe HA KPYT k], 106ujeH oapeljuBamem ciuke y MHBEP3Uju 1, AaTOT
kpyra ki, mapamenna mpasama kb m p’, e je mpasa kb mobujena ompeluBameM ciuke y
uHBEep3mju ;, maror kpyra ks, p’ = ¥;,(p) = p\{O0;,} . Uako je oBakBux Tanrentu y
OTITITEM CJIY4Yajy JIBe, KaKO je p TAHTEHTa W Kpyra ki TO W FHUXOBE CIWKE Y WHBEP3UjH
UMajy TavHO jelHy 3ajeJHUYKY TauKy U BayKH jeJHAKOCT YIJIOBa, Na je npasa p’ TaHTeHTa
kpyra kj m oryna mocroju jour camo jemHa TaHreHTa xh Ha k| mapaJsieiHa HapaJieJlHuM
upaBama p’ u kb.
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Kona4no, TpaxkeHW KPYT Za je CIWKa y WHBED3WjH 1;, noOWjeHe mpase x5, 063MpoM
HA OCOOMHY MHBOJIyTMBHOCTH IIPEC/INKaBamba IOMONY MHBEp3HUje Yy OJHOCY Ha KPYyT BarKH:

w2 =5, (2h) = iy (ah).

Cimka 9, (1) NpUKa3yje KOHCTPYKIMjy MHBEp3Ujama ¥;, U ;, KPyrosa ri u Ta.

__ p'(i2=p {Ci2} p' (i1)= p{0i1}

cimka 9q1(1)

HazoBumo x3 u x4 Tpakene KpyroBe KOju HE CAJAPKE HU jeIHY OJ ABE JOJANPHE TAYKE,
JlaTe mnpase p u garor Kpyra ki, omHocHO p u ko. Oba Tpazkena Kpyra JI0Upyjy Jary IpaBy
p ¥ gara aBa Kpyra ki m ko cnosba. Kpyrosm x3 m x4 cy KpyroBu Koje cMo onpehuBasin y
ommireM cay4ajy 1 rue cMo rerajbHO 06jaCHUIIN MOCTYIAK 3a HUXOBO ofpeluBame momohy
MHBEp3Hje Y, Y OFHOCY HA JaTu Kpyr ki, Te hemo objalberme MOTIYHO M30CTABUTH U
IPUJIOKUTH CAMO CJIUKY KOja IPUKa3yje KOHCTPYKIHjy OBHX Kpyrosa ( ciuka 9, (2)) -

k2\

—x3

cimka 9,1 (2)
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Kao momarax npumazxemo cmmky 9,,(3) KOja NpUKa3yje KOHCTPYKIH]y CBUX TPAXKEHUX
KpyroBa momolly Tpu kopwuin hiene unsepsuje ¢;,, i, u ¥y, . Ha cmumm 9, (4) npukazana
Cy CBa YeTHPH TPazKeHa KPyTa.

pl

p’ (i2)= p {0i2} p' (i1)= p{Oil}

o> cuydaj 9 (Az):

Hexka je mara mpaBa p 3ajeIHUYKa CIIOJbAIlEba TAHTEHTA JATUX KPyroBa ki u ko, mpu
qeMy ce Kpyroeu ki u ks Cexy.

VY oBoMm cityuajy roroBo ga Hema passuke( Hu y Opojy KPYroBa KOjU UCIYHaBajy yCJIOB
[OCTaB/bEHOr pobJieMa, HU y MOCTYIKY 3a HUX0BO oipeljuBame) y 0HOCY HA MPETXOIHN
ciydaj, KaJa Cy JaTh Kpyrosu ki u ko JMCjYHKTHH, CAMO C€ ITOJIOXKA)] TPAXKEHUX KPyroBa
1 u To( KpyroBa Koju cajprke PeJOM JOAMPHY TAadKy Jare lpaBe P u Jaror Kpyra ki,
OJIHOCHO JIOJUPHY Ta4Ky TIPABE p U KPyTa ko) PasivKyje y OJHOCY Ha TPETXOMHU CIIYIL-
xaj. Kpyr z1 onpehyjemo unBep3ujom 1);, ; KpyT T2 UHBEP3UjOM 1);,. TpakeHe Kpyrose s
U Z4, KPYTOBE KOjU HE CaJIpKe HU jeJHY OJ IOJIMPHUX TadaKa, o/ipeljyjeMo HHBep3nujoM 1y, .
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Ha cnmmnm 9,, mpuka3aHa je KOHCTPYKIHja CBA YeTHPU TpakeHA Kpyra MHBEP3MjaMa

d)in 772}2'2 u 1/%1-

pl

L cmmka 9,9

o> caydaj 9 (As):

Hexa je mara mpaBa p 3ajeTHUUKa, CMOJHAITHA TAHTEHTA JATUX KPYroBa ki m ko, mpu
qeMy ce Kpyrosu ki u ko HOIUPYjy CIIOJbA.

Y oBOM ciaydajy MoCTOje caMO KPYTOBU X3 M T4, KDYTOBHU KOjU HE CAJIpZKe HU jeJIHY O
Tpu goauphe Tadke( TaYKa JA0AMpA OpaBe p U Kpyra ki, Tauka J0AUpa OpaBe p U Kpyra
ko, Tauka noxupa kpyrosa ki u ko). Ob6a rpaxkena Kpyra Joaupyjy Jary upasy p u oba
nmara Kpyra cromba( onapelyjy ce mHBEp3ujoM 1y, y omHOCY Ha maTh Kpyr ki)(canka 9, ).

‘ | =1
TR

_—~

x3
ciuka 9,3

MNako cy jacHW pazso3m 3aImTo, y Caydajy KOju pa3MaTpaMo, He IMOCTOoje KPYTOBU KOju
CaJIpKe HEKY OJI IOJIMPHUX TavaKa, & UCIYHaBa]y yCJIOB IIOCTaB/HEHOT IPODIIEMA, MOKEMO
X 00jaCHUTH M IMOMONY WHBEp3Hje.
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Hamnwme, kako je Behi oGjammeno y ciaydajy 94,, y nHBep3uju ¢, ( y oqHOCY HA KPYT i1,
OPOU3BOJHHOL MOJIYIIPEYHUKA, Ca LEHTPOM Y JIOJMPHOj TadKK OpaBe p U Kpyra ki) cimka
k% naror kpyra ko je xpyr, ciauke p’ u ki nare npase p u paror kpyra ki cy mehycobHO
mapaJesHe Ipase, npu 9eMy je npasa p’ tanrenTa kpyra kb. Ho, kako ce kpyrosu k1 u ko
JOJUDPY]Y TO U BUXOBE CJIUKE Yy WHBEP3UjU UMAjy TAYHO jeHYy 3ajeJHUYKY TAYKy U BAXKU
jeTHAKOCT yIiIoBa P MpeCcINKaBary WHBEP3UjOM, CTOTa je M mpasa kj TaHTeHTa Kpyra kj.
Haxie, obe npase p’ u k} tanrenre cy kpyra kb, Ako 6u mocTojao Kpyr & KOju CaapiKu
JIOZIMPHY Ta4Ky [paBe p U Kpyra ki mberosa Ou ciauka y uHBEp3uju t;, Ouna npasa ',
TaHTeHTa Ha KPYT kb, mapanenna meljycobHo mapanemauM npasama p’ u kf, rie ¢y obe one
TanreHTe Kpyra kb, mro Huje moryhe.

Ha mpentnuan HauwH, a noMohy wHBep3wje 1;,( y OXHOCY HA KpYT i WCTEe DaBHH,
OPOU3BOJHHOI MOJIYIPEYHUKA, Ca [IEHTPOM Y JOAMPHO] TAUKM IpaBe p U Kpyra k) monasu
ce JI0 3aKJbydKa Ja He II0CTOju KPYI KOjH WCIyHhaBa YCJIOB IIOCTAB/HEHOI MpodseMa, a
CaJIPXKU JTOJUPHY TA4YKy JaTe IpaBe p U AaTor Kpyra ks.

He nocroju Kpyr Koju ucpymwasa ycjioB opor AnoJionujesor npobJiema, a caapzku rpehy
nocrojelily JOAMPHY TavKy, JOJAMPHY TAYKy JATUX KPyroBa ki u ko. AKO moOcMaTpamo
WHBEP3H]Y 1;, ¥ OIHOCY HA KpYT 4 WCTEe DABHU, MPOW3BOJHHOT TOJJYNPEIHUKA, HUUjU je
HeHTap TayKa JojAupa Jarux Kpyrosa ki u ko( OBy mHBep3ujy KopucTulieMO y HEKOJIUKO
?cernujananx”’ caydajeBa Koju ciaeme, Te hemo je Taja u AeTa/bHO AHAJTU3UPATH, OBIE
0 BOj caMO YKDPAaTko, 0e3 mertabHUX TyMadema) cauke ki = ¥;(k1) m kb = ;(k2) ma-
TUX Kpyrosa MehycoOHO cy mapaJjiesiHe IIpaBe, jep HHBEP3Huja dyBa jEeIHAKOCT YIJIOBA:
L(ky,ka) = L(i(k1),v9i(ke)) = L(k},kb). Cawka p’ = 1;(p) mare npase p je xkpyr p’,
npu demy cy obe npase kj u ki Tanrente Kpyra p’.

Axo 61 TIOCTOja0 KPYT & KOJU UCPYHABA YCJIOB MOCTAB/LEHOT MPOOIEMA, a CaIPIKU JI0-
JIMPHY Ta4YKy TATHX KPYroBa, KOja je IMeHTap WHBep3uje 1;, meropa Ou ciuka ' = 1);(x)
funa mpasa, TaHTeHTa HA KPYT p’, mapasenna melycoGHO napanennunm npasama ki u kb,
rie cy o0e oHe TaHrenTe Kpyra p’, mTo je nemoryhe.

o> cuyudaj 9 (Ay):
Hexka je mara mpasa p 3ajeqHHYKa yHYTPAIlha TAHTEHTA JaTUX Kpyrosa ki u ko.

O63upom ma je mara mMpaBa YHYTPAIlkha TAHTEHTA JATUX KPYroBa, KPyroBu ki u ks
HaJIa3€e Ce y PA3INIUuTHX CTPAHA JATe IIPABE P, 14 TIOCTOje CaMO IBA KPYTa KOjU UCITYHaBa]y
YCJIOB TIOCTaB/HEHOT TIPOBIEMa, IPU Y€MY jeaH O] FbUX CAJIPKU TAYKY JTOJUPA JATe MPABe
p u Jaror Kpyra ki, Ipyru caapku JOAUPHY TadKy IpaBe p U Kpyra ka.

Kpyr x1, Koju caapzxku Tadky aoampa JaTe IpaBe p W garor Kpyra ki oapehyjemo
UHBEP3UjOM 1);,; KPYT T2, KOJH CAJAPIKHU TAYUKy JOJUDPA JaTe NpaBe p U JATOT Kpyra ko
HHBEDP3HjOM 1;,, IITO je JeTajbHO objalnmbeHo y ciaydajy 94, ( camka 9, ).
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/
/o
P’ ()= pJOi1}
/KL (in)
/

x1'/

/Y /
p'(i2)& p{0i2} \\ /
)< P02\ p

/

2 (i%

citka g4
<o cayuaj 9 ( B ):
Hara nBa Kpyra J0gupyjy ce CIoJba, JATa IPaBa MEHHa MOJIOXKA] Y 3aj€ITHUIKO] PABHU.

Haru ce kpyrosu ki u ko moaupyjy cmosba m oBO hemo cMarparu mUXOBAM (PUKCHpa-
HHAM IIOJIOZKAjeM OBOT CJIy4aja; AaTOj IpaBh p MemaheMo IOJI0Kaj Y OTHOCY Ha IbUX, IIPH
gemy hiemo mocmaTpaTu caMo oHe ciaydajese Koju ce MehycoOHO pasnuky]jy.( oBo je ciyuaj
y KoMme heMo 06jaCHUTH ¥ KOPHUCTUTH WHBEP3H]y MOMEHYTY Y CIy4ajy 94,).

o> cay4daj 9 (By):

Kpyrosu k1 u ke momupyjy ce crosba, mpaBa p HU Ca jJeJHHM OJ JaTUX KPYroBa HEMA
3ajeTHUIKUX TAaTaKa.

ITocroju mecT Kpyrosa KOju 33/10BO/bABA]y YCJIOB MOCTAB/HEHOr IPOOIeMa, JOTUPYjy
JaTe Kpyrose m JaTy TpaBy. /IBa om HUX caapiKe TavYKy JOAUPA JATHUX KPYTroBa ki u ks,
YeTUPHU TpayKeHa Kpyra He CaJpiKe TAuKy JOJWpa JTaTUX KPYroBa.

OxapeauMo Hajupe TpazkeHe KPYIroBe KOju CaJipzKe JOJMPHY TavKy JAaTuX KpPyroBa.
Heka je i Kpyr ucre paBHy, NPOU3BOJHHOT MOJIYNPEIHUKA, CA IEHTPOM Y JIOJUPHOj TAYKH
Kpyrosa ki u ko, 1; mpecInKaBame HHBEP3UjOM y OHOCY Ha Kpyr i. O0a mara kpyra k u
ko cazpzke neHTap nocMarpaHe WHBEp3Uje, T€ Cy y UHBEP3Uju 1; mbuxoBe ciuke ki = 1; (k1)
u ki = 1;(ka) npase. Teopujcku nocmarpano, gaTu ce KpyroBu J0JUPY]y Y LIEHTPY UHBED-
3mje, a Kako mHBep3uja qyBa jennakoct yraosa: £ (ki, ko) = L(1;(k1),vi(ke)) = L(k1, kb),
npase kj u kb cy meljyco6ro mapasesnne( MTO ce MOYKe BUIETH TPUJINKOM KOHCTDYKIIMje
OZIpeIUBAIEM CJIMKA KPYroBa ki u ko y wHBepsuju ;). Jlara mpaBa p HE CaJpKU IEH-
Tap mocMarpaHe uMHBep3uje, mna je mena cauka p' = 1;(p) kpyr( KoOju caupKu IeHTap
UHBEP3Uje, MaJa TO OBJIE HUje OJ] BAXKHOCTH).
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O3HaUYMMO Ca x TpaskeHW KPYr KOjU CaJpKU TAYKy JOJUPa JATUX Kpyrosa ki u ko
Gulie TO KPyroBu 1 U T, HO 34 TPEHYTaK Ce MOCTABUMO Kao Ja HE 3HAMO OpOj PeIlerma).
Tpazkenu Kpyr & CajipKu IEHTAP UHBEP3Uje, 11a je y uHBEepP3uju 1); mweropa cauka &’ = ¥;(x)
npaBa. Ilo mamem ycioBy, oba mara Kpyra ki u ko W TpayKeHW KPYyr & CaapzKe TadKy
goaupa kpyrosa ki m ko, a x WX, 1O yCJOBY 3ajJaTka, gogupyje oba, ma Kpyr & Mopa
JIONVPUBATH JaTe KPYroBe Y (UXOBO] JOAUPHO] TAUKM, KOja je IeHTap nusep3uje ;. Kako
uHBep3uja 4yBa jemnakoct yruosa: £(x, k1) = L(Yi(x),vi(k1)) = L(a', k) u L(z, ko) =
L(i(x), (ko)) = L(a', kL), cnenmn na cy npase ki, k5 u 2’ mehycobuo napasnenne. Kpyr z
JoJpyje 1aTy npaBy p, [1a U IBbUXOBE CJIMKe y MHBep3uju, Ipasa ' 1 Kpyr p’, UMajy TauHo
jemny 3ajenanuxy tauky u Baxu £ (z,p) = £L(;(x),v;(p)) = L(2',p'), onakane cnenu na je
npasa x’ Taurenta kpyra p’. Jlakie, mpasa x’ TanrenTa je kpyra p’ napasnenana mehycobmno
napajeaHuM mpaBama ki w kb. 3amarak ce CBOAM Ha KOHCTPYKIHM]y TAHTEHTE HA KPYT
p', mobujen onpeljmBamem cimKe nare TpapBe p y WHBEP3WjH 1);, Tapajenane melhycoOGHo
napanenHuM npasama ki m kb, mobujenmm ompelumBameM ciaWka y WMHBEDP3HjU 1); PEIOM
narux Kpyrosa kq u ko. Kako mara mpasa p ca matuM KpyroBuMa k1 u ko HEMa 3aj€ THUIKAX
Tavaka, HEMajy WX HU FHUXOBE CJuKe, KPyr p’ m mpase k] n kb, ma mocroje aBe TaHTeHTe,
x} m xh, Ha kpyr p’ napanenne meljyco6Ho napanenaum npasama ki u kf, Koje onrosapajy
Kao0 CJUKE y WHBEP3UjU 1); TPAKEHUM KPyTOBUMA.

Ha xpajy, 3060r ocodmHe nHBOIy THBHOCTH IIPECTUKABAHA HHBEP3UjOM Y OJTHOCY HA KPYT,
TpakeHW KPYTOBU I1 U To CJIUKE Cy Y WHBEDP3WjU 1); MOOWjEHUX MPABUX T) W Th: T =

Uit (@) = vi(2h), 22 = ¢ (2h) = Yi(ah) (comxa 9, ) ).

[ |
k2 (i) /, x| k)
Irx1’ i |
I | i

I ! !
cmka 91 (1)

[Ipeocrasa yeTupu TparkeHa Kpyra HA30BUMO I3, T4, L5 U Tg, KDYTOBE KOjU HE CAIPIKE
TaYKy JOAWpA JATuX KpyroBa ki u ko. /IBa o mUX, 03HAYUMO WX CA T3 U T4, AOAUPY]Y
Jary mpaBy p u oba gara kKpyra ki u ko ciospa. OBo ¢y Kpyrosu 4uje cMo oapehuBame uH-
Bep3ujoM Y, (y oguocy Ha Kpyr k1) objacHusu y onturem ciydajy 1, re iemo npusoxuru
camo camky. Ilpeocrasia aBa TpakeHa Kpyra, O3HAYMMO UX €A Ty U Tg, JOAUPY]Y JaTy
npaBy p u oba Jara Kpyra u3HyTpa. HbuxoBo cmo ogpehuBame, Takohe momohy mHBEp3uUje
Yk, , O0jACHHIIN y OILIITEM CIydajy 2.
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Cmuka 9y, (2) IPUKa3yje KOHCTPYKIUjy HHBEP3U]jOM Vg, KPyToBa T3 U T4. Cruka 9y, (3)
[IpHUKa3yje KOHCTPYKIIN]y HHBEP3UjOM 1, KPYTOBa Ty U L.

cuka Yp1(2) cmaka 9p1(3)

Ha cmumm 9y, (4) mprkasana je KOHCTPYKIIUja WHBEP3UjOM 1)y, CBAX TPAKEHHX KPYTOBA
x3, T4, T5 U Te( KOJU HE cajprKe TAUKY JOAUpa JAaTUX Kpyrosa ki u ko).

cmka Yp1(4)
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Hajemo ka0 mpuior ciuky 95, (5) KOja IPHKa3yjeé KOHCTPYKIHje CBUX TPAsKEHUX KDy-
rosa uusepsujama ¢; u Y, . Ha cimumm 9y, () IpUKa3aHo je CBUX MIECT TPasKEHUX KPYyTOBa
1 MOMONHU KOHIEHTPUYHU KPYTOBH, CTHKa 9y, (7) IPUKA3Yje CAMO HIECT TPAKEHUX KPYTroBa.

cimka 9p1(6) cmaka 9p1(7)
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o> cay4daj 9 (Bs):
Kpyrosu ky u ko monupyjy crnospa, mpaBa p cede caMmo jeJaH OJ FhUX.

He ymamyjyhu ommroct y3mmmo f1a mpaBa p cede camo Kpyr ko, a ca Kpyrom ki HEMa,
3ajesHUYKUX Tadaka( caudHo 6u ce pa3mMarpao ciy4aj Kala 1pasa p cede caMo Kpyr ki).

[Tocroje geTupu Kpyra KOju 330BO/baBajy pemreme oBor mpodmema. JIBa o mux ca-
JIp7Ke TAYKy JOAUPA JATUX KPYTroBa ki U ko, IBA TPayKeHa KPYyTa HE CAAPIKE TAYKY JOIUPA
JIaTUX KPYTOBa.

O3HaYMMO ca 1 W To TPaskeHe KPyTOBe KOjU CAApyKe TauKy JOAupa JATUX Kpyrosa ki
u ko. Ibux ompehyjemo mHBEpP3UjOM 1); ¥ OTHOCY HA KPYT ¢ MPOU3BOHHOL MOTYIPEIHNAKA,
ca MeHTPOM y TadKu J0aupa Kpyrosa ki u ko. lera/bHO CMO IPOYYHIN OBY HHBEP3Hjy Y
cnyuajy 9(Bj), e fieMo OBle YKpATKO TIOHOBUTH: Y WHBEP3Wju v; cinka p' = 1);(p) mare
pase p je Kpyr, 003upoM [ NpaBa p He CaJP’KK IeHTap WHBep3uje; canke ki = 1; (k1) u
kb = 1;(ka) narux kpyrosa ki u ko y unBep3uju 1); cy npase, MeljycobHo napasesne, jep
ce HUX JBa JOAMPYjY ¥ TAUKK KOja je MeHTap mocMaTpaHe wHBep3uje. TpaxkeHn Kpyrosu
T1 U XTo CAAPIKE TAUKY JOAUpa Kpyrosa ki u ko, TleHTAp MHBEP3HjE 1;, 1A CY Y UHBEP3UjH
¥; wuxoBe canke 7 = ;(x1) m ah, = 1;(x2) mpame, a Kako, MO MOCTAB/HEHOM YCJIOBY,
KPYrOBU T7 W To JOAMPY]Y KPyToBe ki W ko, CBa Ce 9eTWpHW Kpyra IOAWPYjy y HEHTDPY
WHBEp3Uje, Te Cy HUXOBE CJIMKE, paBe X}, x5, ki u kb, meljycobno napanenue. Tpakenu
KPYIOBH JIOAMPY]y JarTy OpPaBy P, T€ U HUXOBE CJIMKE y MHBEP3Uju, KPyr p’ U mpase x)
u ), IMajy TAYHO jelHy 3ajeHUYKy TadKy W O03MPOM /a4 BAXKU jeTHAKOCT yTJIOBA TPHU
NpPEeCINKaBalby WHBEP3WjOM, CJIEnu Ja Cy npase ) m xh Tanrenre xpyra p’. 3azarak
ce CBOJIYM Ha KOHCTDPYKIWMjy TaHTeHTH x) M xh Ha kpyr p'( gobujen oapehmBamem cinke
y UHBEp3Uju 1); Jare TIpase p) napajeanux mehycobHo mapajennum npasama ki u kh(
nobujenum onpeluBarmem cimka y uHBEp3uju 1); HaTux Kpyrosa ki u k).

Ha xpajy, Tpaxkenu KpyroBu Ty U To CJIUKE Cy y UHBEP3UjU 1); JOOMjEHUX MPABUX L)

w wh: =1y (@) = hi(ah), w2 =) (ah) = i(xh) (camka 9p,(1y )-

cmuka Yy (1)
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HazoBumo x3 u x4 TpaykeHe KpyroBe KOjU He CaJp:Ke TaYKy I0UPa JATHX KPYTOBA.
OBu KpyroBH JI0UPY]y JaTy mpaBy p u 0ba jara Kpyra ki u ko crosba. OBO cy Kpyrosu
quje cMo onpehuBame uusepsujom Y, (y omHocy Ha Jaru Kpyr ki) objacHUIM y OOIITEM
cay4ajy 1, Te IPUIIOKEMO CAMO CJIMKY KOHCTPYKIUje OBUX KPYIOBa MUHBEP3HUjOM 1k, .

( CJIMKaQ 9b2 (2)) .

— Pl

G

cmaka 9y (2)
Ha ciunm 9y, (3) npukasana je KOHCTPYKIMja CBUX TPasKeHUX KPyroBa, HHBEp3HjaMa 1;

u ¢k1-

pl [ I I

[ |
I 1k2 (i) 1KLY (i)

camka Ypa(3)
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Ha cmurmm 9y, (4) npukazana cy cBa 9eTHPHU TpazkeHa Kpyra u TOMONHH KOHIEHTPUIHU
KDPYTOBH.

-pL _

cuka pa(4)

o> caydaj 9 (Bs):
Kpyroeu kq u ko monupyjy crnosba, mpasa p cede 003 Ol HUX.

VY oBoM ciiyuajy roroBo na Hema passuke( Hu y Opojy KPYroBa KOjU UCIYHaBajy yCJIOB
HOCTaBJbEHOr POGJIeMa, HU Y MOCTYIKY 33 BUXOBO OApehUBabE) y ONHOCY Ha MPETXOIHO
pa3MaTpaHu CjIydaj KaJa je JaTta mpaBa p CeduIiia caMo jeJHOr O]l JIATUX KPYIroBa, jeJIMHO
ce 10J102Kaj Kpyrosa 1 u To( KPyroBa KOJU CaJpKe TauKy JOAUpa Jarux Kpyrosa ki u
ko ) pasnukyje y ogHOCy Ha mperxomuu ciaydaj. Kpyrose z; u xs ompehyjemMo unusepsujom
1;(y OmHOCY Ha KPYT 4, TPOU3BOJHHOL MOJIYIPEIHUKA, CA IEHTPOM y JOJAUPHO] TAYKHU JATUX
kpyrosa) ( cmuka 9y, (1)). Tpaxene Kpyrose r3 u T4, KPyToBe KOjH HE CapiKe TOMEHyTY
J0AUpHY TauKy, oapelyjemo unsepsujom Yy, (y oanocy na naru Kpyr ki) ( cmmka 9y, (2)).

[
1

kL)l [
[

o
R =30)
1 I [

cmaka 9p3(1) cmka 9p3(2)
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Kao mpumyor majemo ciuxy 95, (3) Ha KOjOj ce Hala3w KOHCTPYKIMja WHBEP3UjaMa 1); U
1k, CBUX TpaykKeHUX Kpyrosa. Ha cimmu 91,3(4) IIPUKA3aHa Cy CBa YeTUPU TParKeHa Kpyra
7 IMOMONHU KOHIIEHTPUIHN KPYTOBH.

|
I

) )
X' X2
I 1o
1o [

cmka 9p3(4)

[Tomoxkaj y KoMme ce mara gBa Kpyra JOAUPYJY CIO/ba, /IATa IPABA je IUXOBA 3ajel-
HUYKA TaHreHTa Beh cMo pasmarpanu y ciaydajy A, a mojoxkaj y KoMe ce Jara IBa KPyra
k1 u ko momwpyjy crmosba, maTa mpaBa p je TAHTEeHTa, CaMO jeIHOr Of mux pa3marpahemo y
HapEIHOM ” CrerujaHoM” CiIydajy.
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<o cayuaj 9 ( C):
Jlara mpaBa je TaHT€HTa TAYHO jeTHOT O JaTUX KPyroBa.

He ymamwyjyhu omnmmrocr y3MuMo Ja je mara npasa p TanrenTa Jgaror kpyra ke. OBo
hemo cMmarpaTu cragHuM NOJIOXKajeM JaTe nmpase u JaTor Kpyra( (GUKCHPAHUM MOJI0XKAjeM
ciyuaja 9(C)); xpyry ki memaheMo 1m0J10Ka] y 3ajelHUYKO] PABHU Y OJHOCY HA KPYT ko 1
paBy p.

o> cay4aj 9 (C1):

[IpaBa p je TanrenTa Kpyra ks; Kpyr ki Ca IpaBOM p HEMA 3ajeTHUYKUX TAYAKA U Ha-
JIa3W C€ y CIOJbAIbHOj 001acT Kpyra ks.

ITocToju mrectT Kpyrosa KOju HCIIYHaBajy yCIOB MOCTAB/HEHOT IIPODIEMa, TOAUPYjy ATy
TpaBy p W JaTa JABa Kpyra ki u ko. JIBa o HHUX caapiKe JOAUPHY TAUKY TIpaBe p U KPyTa
ko, Y€THpU TparkKeHa KPyra He CaIp:Ke MOMEHYTYy TadKy I0IUpAa.

OxapenumMo Hajupe KpyroBe KOjU cajip:ke TadKy J0aupa mpase p u Kpyra ko. Heka je
11 KpPyr UCT€ PaBHU, IPOU3BOJHHOI IMOJIYIIPEYHUKA, YUjU je IeHTap JOJUpHA TadKa IIpaBe
p u Kpyra ko u 110CMarpajMo IPeCc/uKaBatbe UHBEP3UjOM 1;, y OJHOCY Ha KPYyI i1.

Hatu kpyr ko caJpiKu IIeHTap WHBEP3Uje 1);,, Ia je Y MOCMATPAHO] HHBEP3UjH HeroBa
ciuka kb = 1;, (k2) mpasa. Ilpasa p Takobe caip»Ku IeHTap WHBEP3Hje, Te je HheHa CIUKA
y uUHBEp3uju 1;, oHa cama, 6e3 nenrTpa uusepsuje: p’ = 1y, (p) = p\{O;, }. Hanomenumo
J1a, KaKO je /aTa MpaBa p TAHTEHTA J1aTOr Kpyra kg, 003UpOM /1a HHBEP3HUja, IyBa jeTHAKOCT
yramosa: £(p, ko) = L(1;, (D), ¥, (k2)) = L(p', k), npase p’ u kb mehycobro cy napanenme(
ITITO Ce MOYKE BUJETH MPUINKOM KOHCTPYKIIHje, OIPENBAHEM CINKe KpyTa ko ¥ HHBEP3Mjn
;). Harn kpyr ki He caJap:Ku JIOMMPHY TadKy TpaBe p U Kpyra ko meHTap WHBEp3Hje
i, ), A je y moCMaTpaHOj WHBEP3WjH merosa cimka ki = ;, (k1) xpyr. Kako je maru
Kpyr ki JUCjYHKTAH M Ca IIPABOM P U Ca KPYToM ko, HU IbUXOBE C/IMKE Y HHBEP3WjU HEMAJY
3ajeJHUYKUX TA9aKa, OMHOCHO KPYT kb HEMA 3aje THHIKMX TA9aKa Ca MAPAJETHAM IIPABAMAa
p’ m kb( OBO je BaskHA UMILEHWIA jep HAM yKasyje Ha 6poj perrema mpobiema, OJHOCHO
Opoj TpasKeHUX KPyroBa).

Os3HauYMMO ca & TpaXKeHUu KPyr KOjU CaJAPKU TAadKy JOAUpa mpase p u Kpyra ko 3a
TPEHYTaK MPeTHOCTaBUMO Jia He 3Hamo Opoj periema). Ilo npernocrasiu, TpaxkeHu Kpyr
X CaJpaKu JIOJUPHY TadKy Hpase p u Kpyra ko( ueHrap unsepsuje v;, ), 11a je y 0OB0j UHBEpP-
3uju weroBa cmka = 1;, () npasa. Kako, 1m0 HAINO] NPETIIOCHBIM, U AATA IPABA P U
JaTh Kpyr ko M TparkKeHW KPYT T CaJprKe TAuKy TOIMpa MpaBe p U Kpyra ko, a KpyT & UX,
10 YCJIOBY 33/1aTKa, JOAUPYje, KPYT & MOpa JAOAUPHUBATHU JIaTe MPABY p U KPYT ko y IUXO-
BOj Joxupuoj tauku( ueHTpy uHBepsuje 1;, ). Ilomro uHBep3uja dyBa jeHAKOCT yrjioBa:
L(,p) = L0, (@), b, (p) = £, p) 1 L ko) = L(iby, (), iy (k2) = (', k), e
na cy npase p', kb m 2’ mehycobuo nmapanenme. Kpyr x momupyje matm xpyr ki, na u
bUXOBE CJIMKE Yy WHBEP3WjH, NpaBa &’ u Kpyr kj, UMajy TadHO jeIHY 3ajeTHUYKY TaduKy
u Kako je: AL(x, k1) = L(¥s, (x),¢, (k1)) = £L(2',K}) 10 je mpaBa z’ je TaHrenTa Kpyra
kY. Ja pesuMupaMo CBe 3aK/byuKe: IpaBa &’ TaHreHTa je Kpyra ki mapanessa mehycoOGHO
napasiesinuM npasama p’ u k. 3ajzarak ce cBoJu Ha KOHCTDYKIUjy TaHreHTe Ha Kpyr ki,
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nobujer onpehuBameM cIMKe IATOr Kpyra ki y HHBEP3UjU 15, , NapaJjeiHe MehycobHo ma-
pasenaum npasama kb u p’ = i, (p) = p\{O;, }, rae je npasa ki nobujena oapehusamem
cimKe JaTor Kpyra ko y unBep3uju ¢;, . Beli cmo 3akspyunnu na npase p’ u kb ca kpyrom
K} memajy 3ajemHMYIKHX Tavaka, OTyJa MOCTOje TBe TAHTEHTe, O3HAYMMO UX Ca T} W T4, Ha
Kpyr k] napanenne mehycobHO napanesanm npasama p’ u kb.

Ha xpajy, Tpaxkenu Kpyrosu Iy U s, 300r 0OCOOMHE MHBOJYTUBHOCTU MPECIUKABAIHA
WHBEP3UjOM, CIHKE Cy y WHBEp3uju 1);, nobujemmx mpasux ) u xh: xp = 1, () =

’(/}il (w/1)7 T2 = 1/1;1(33/2) = 1/%‘1 ('T/2) ( CINKa 961(1))‘

cimka 9.1 (1)

IIpeocrana yeTupn TpaxkeHa Kpyra O3HAUYNMO Ca X3, T4, T5 U Tg, KDYrOBe KOjU HE Ca-
JIprKe TauKy JOAMpa mpase p u Kpyra ko. [IBa o1 BUX, HIOP. X3 U T4, JOTUPY]Y JATY TPABY
p u oba jgara kpyra ki u ko comba. OBo cy KpyroBu 4mje cMO OfipehUBaIbe HWHBEP3U]OM
Yr, (y onnocy na xpyr k1) objacuuiu y ommreM ciydajy 1( ciuka 9., (2)). IIpeocrana nsa
TpaskeHa Kpyra, Ts W Ig, JOAUPY]Y ATy MPaBy p, AaTH KPYT ki W3HYTpa, JaTh Kpyr ko
criosba. FbuxoBo cMo onpehuBame, Takole nHBep3ujoM 1y, ( v oxHOCY Ha ki), objacHuIN y
ommreM caydajy 4( cimka 9., (3))-

—n:D) = p {01]

cuka 9.1 (2) camka 9.1(3)
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Cmuka 9., (4) TpuKasyje TpaxKeHe KPyroBe I3, T4, Ts U Te U MOMONHE KOHIEHTPUYHE

KPYyToBe Y3, Y4, Ys U Ye-

,,Bl\\\\,\\\\,,,,,

(i1) = p {01} ) .

/ -

- ] ’ )
,,,,,,,,,,1,, / |
p2 / ) |

y -

camka 9.1 (4)

Ha cmmm 9., (5) mpukasana je KOHCTPYKIUja CBUX MIECT TPA’KEHUX KPYrOBa, HHBEP3U-

jama ¢;, 1 Py, .

cmka 9.1 (s)

Ha cinim 9., (6) TpUKa3aHO je CBUX MIECT TPazKeHUX KPYroBa U IOMONHY KOHIIEHTPHIHH

KpyroBu; cauka 9., (7) IPUKa3yje caMo MeCT TPAZKeHUX KPyToBa.
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cimka 9.1 (g) \\1// /

canka 9.1 (7)
o> cay4daj 9 (C2):
IIpaBa p je Tanrenra Kpyra ko; Kpyrosu ki u ko ce 1oaupyjy CIO/ba.

[IIto ce Tuve mehycoOHOr OmHOCA maTe MpaBe p W AATOT Kpyra ki CBEjeTHO je 1a ju
mpaBa p ceve KPyr ki WJIK je ca BUM JUCjyHKTHA. Y 00a ciaydaja u Opoj TPaskKeHUuX pPeIerha
u HauuH wuxoBor oxpehusama Guhe ucru.( OBo je 10/102Kaj HATUX €JeMEHATa 33 KOJU CMO
HanoMenyu y ciaydajy 9(B) pa fiemo ra auckyToBaTu y HEKOM OJI HAPEHUX).

[TocToje weTnpu Kpyra Koja UCIYHaBajy yCJIOB MOCTAB/HEHOT MpObIeMa, JOAUPY]y ATy
mpaBy u 00a Jarta Kpyra. JemgaH TpaXKeHW KPYr CAApPXKKA TAYKy JOAUPA MPABE P U KPYra
ko, IPpyTH CaApKU TAUKy OOAUpa KpyroBa ki m ko, ABa TparkeHa pellema He CAApPIKe HU
JEeJHy O] OBUX JIOJIMPHUX TadakKa.

Heka je x1 Tpakenu Kpyr KOjU CaApKU TAYKY JOAUPA JATe MPABE P U JATOT KPyra ks.
Ibera onpehyjemo momohy muBep3uje v;, y OZHOCY Ha KPYT 41, IPOM3BOJHHOI HOJIyIped-
HHUKa, Ca IMEHTPOM y AOAMPHO] TAYKU MpaBe p U Kpyra ko, KOjy CMO JeTajbHO MPOYINRIH
y cayuajy 9(C1). Pasznuka unak mocroju u 1o y 6pojy KpyroBa KOju 3a0BOJbABajy OBaj
yciaoB. Hamme y ommrem ciiydajy mocroje aBa Kpyra Koja cagapzke MOCMATPaHy JO0JUPHY
TaYKy W JOJUPYjy JaTe mpaBy u 00a Kpyra, HO OBIE je TaKaB CaMO jeJaH Kpyr 300r me-
hycobmor mosmoxkaja gatux Kpyrosa ki u ks. O63upoM Ja CMO TO paHuje yIwHWIM HehemMo
JIeTAJbHO AHAJIM3UPATH WHBEP3H]jY 1;, ; KPATKO heMO [TOHOBUTHU HEKe N3BeJeHe 3aKJbyUKe U
objacHUTH HOBE.
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Hatu kpyr ke caJpiKu IeHTap WHBEP3Uje 15, , Ia je Y MOCMATPAHO] HHBEP3UjH HEeroBa
ciuka kb = 1;, (ko) npasa. Ciudno, npasa p rakole cagpKu NeHTap UHBEP3Uje, TE je BheHa
CJIUKa y UHBEP3UjU 1;, OoHa cama, 6e3 uenrpa uusepsuje: p' = ¥, (p) = p\{O;, }. Ipasa
p je TanreHTa Kpyra ko u o63upom Ha jeauaxocr yruosa: A (p,ke) = L(Vi, (p), ¥i, (ko)) =
L(p', kL), mpase p' m ki mehycobuo cy mapamenne. arm xpyr ki HE caaprKu meHTap
WHBep3wuje 1);,, Na je y OBOj MHBEP3Uju meroBa camka ki = ;, (k1) kpyr. Kaxo ce marm
Kpyrosu ki u ko 1OAMPY]y CIOJba U HUXOBE CJUKE y UHBEDP3UjU, Kpyr k] u npasa k), umajy
TAYHO jeJIHY 3ajeJHUYKY TadKy, a IOIITO MHBEp3uja 4yBa jenHakoct yraosa: £(ki,ke) =
L(i, (k1), 04, (k2)) = £(K, kb)), cnenun na je npasa kb TanrenTa je xpyra kj ( mro ce moxe
BUJETHU LPUIIMKOM KOHCTPYKIIMJE, OAPE/UBABEM CIUKA KPYroBa ki u ko y unsepsuju 1;, ).
Hakne, mpasa kb manrenTa je xkpyra kj, mapasenHa npasu p’( oBO je pasior 36or kora
HOCTOjU CaMO jeJJaH TPAXKEHU KPYT).

Tpaxenu Kpyr T CaAp:KH JOJUDPHY TayKy OpaBe p u Kpyra ko( y TOj ux Tauku u
JIOAMPYje), & OHA je IeHTap WHBEp3Uje, [a je y UHBEP3Uju ;, Weropa ciauka xj = iy, (1)
npasa. UmBepsmja uyBa jemmakocr yriosa: £(z1,p) = £L(;, (x1),%:,(p)) = L(z],p') n
L(x1, ko) = L(iy (21), i, (k2)) = £L(2), kL), me cnemn na cy mpase p', kb n 2} mehycobro
napanentre. Kpyr z; moampyje naru Kpyr ki, Te BUXOBE CIWKe y WHBEDP3UjH, TIpaBa i u
Kpyr ki, ©Majy TAYHO jeJHYy 3ajeJHUYKY TaduKYy, & 300r jeHAKOCTU yrJIOBa IPUJIUKOM HpPEe-
cnukaBama uHBep3ujoM: A (1, k1) = £L(i, (x1),¥i, (k1)) = £L(x), k}), npasa z} ranrenta
je xkpyra k|. Ila 3akspyunmo: mpasa 2| TaHreHTa je kpyra kj mapamenna meljycobno mapa-
sesauM npasama p’ u kb, rae je kf takohe tanrenta xpyra ki, Te ce 3amarak ce CBOAM Ha
KOHCTDYKIIMjy JIpyre TaHTeHTe, T, Ha KPyT kj, 100ujeH onpehnBameM CIWKe JaTor Kpyra
k1 y muHBep3wuju 1);,, mapanente mehycobro mapasennum npasama p’ = ;, (p) = p\{O;, }
u kb, rue je npasa kb nobujena onpehuBameM CiuKe y MHBEP3UjU 1);, AaTOr Kpyra ks.

Konauno, 360r ocobune HHBOIYTUBHOCTH, TPAXKEHH KPYT' T1 CJIMKA je y UHBEP3uju 1,
nobujene npase xj: T = ¢;11(x’1) =, (z1).

Kpyr xoju casp:xu JoAupHY TauKy JATUX KPyrosa ki n kg HazoBUMO 9. OgpehuBame
0BOI' Kpyra OmJIO je Jera/bHO objamnmeHo y ciaydajy 9(Bi), 063upom ja je oBo 610 crajiHu
moJsioxkaj Jarux kpyrosa. Ho u oBje, kKao u y ciiydajy onpehuBama Kpyra i, U3 CJAUIHUX
pasJiora, [OCTOjU CaMO jenad Tpaxenu Kpyr( y OLIITEM Ciydajy UX je IBa KOja calpiKe
JIONUPHY TauKy). YKpaTKo heMo MOHOBUTH: KPYT X2 oapeljyjemMo nHBep3ujoM 1;,, ¥ OZHOCY
HA KPYT 42 WCTE DPaBHH, MPOMW3BOJHHOT TOJIYNPEIHUKA, TUjU je MEHTAp I0JMPHA TadKa
kpyrosa ki u ks.

Y unBep3uju ;, cauxe ki = ;, (k1) u ky = 1;, (k) penom marux xpyrosa ki u ko
cy mapanenne mpase ki u k4( jep ce oHm mommpyjy y TEHTPY NOCMATDAHE HHBEP3HJE).
Y umBepsuju v;, comka p’ = 1, (p) nare mpaee p je Kpyr, jep OHA HE CAIPIKHU IIEHTAP
mocmarpane naBep3nje. Kaxo je mpaBa p TanrenTa kpyra ko TO W ThUXOBE CJINKE y WHBED-
3uju, Kpyr p’ u npasa kb, IMajy TavHO jenHY 3ajeJHUYKY TaduKy, B OO3MPOM Ja WHBEP3Wja
qyBa jeguakoct yriaoa: £(p,ka) = L(1i, (D), Vi, (k2)) = L(p', k), cnenn na je npasa kf
TanreHTa Kpyra p'( mMTO ce MOXKEe BHIETH MPUIAKOM KOHCTPYKIHjE, OJPETABABEM CITUKA
kpyra ko m mpaBe p y unsep3uju 1;, ). akne, npasa kb tanrenTa je kpyra p’, napamemna
npasu kf( OBO je passior 300r Kora TOCTOjU CaMO jelaH TPasKeH!n KPyT).

TparkeHu Kpyr To, IO HAIIEM YCJIOBY, CAAPXKU TAUKY T0Mpa KPyrosa ki u ke, meHTap
uHBEp3Uje 1;,, 1a je y NoCMaTPaHO] UHBEP3UjU HUXO0BA CJIMKA Th = 1);, (22) mpaBa, a Kako,
110 YCJIOBY 3a/1aTKa, KPYT To Aomupyje oba mara Kpyra ki u ks, CBa Tpu Kpyra ce J0IupPYjy
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y IEHTDY WHBep3Hje 1;,, Te Cy IUXOBEe CJINKe, npase xh, ki u kb, mehycobHo nmapasemnne.
Kpyr zo gomupyje Jary mpaBy p, T€ HhUXOBE CJIMKE Yy WHBED3UjU, NPABa Ty U Kpyr p,
MMajy TAYHO jeIHY 3ajeIHUIKY TA9Ky U 300T jeTHAKOCTH YIJIOBA MPUINKOM IPECTHKABAHA
MHBEP3UjOM CJIETN /1A je€ IPABa T TAHTEHTA je Kpyra p’. 3aJaTak ce CBOIU Ha KOHCTPYKIH]Y
JIPyTE TAHTEHTE, T4, Ha KPYT P, nobujer ompehnBamem CIMKe y NHBEP3HH 1, JaTe npaBe
p, napasuenne MeljycoOHO mapajesHuM npaBama kj u kb, nobujennm ompelhuparmem cinKa
JIATUX KpYyroBa ki u ko y MHBEP3UjH 1);,, TAe je npaBa kb takohe tanreHTa Kpyra p'.

Ha kpajy, 063upomM Ha 0COOMHY MHBOJTYTUBHOCTH MPECTHKABAIHA WHBEP3UjOM, TPAKEHN
KDYT Zo CIIWKA je y UHBEP3UjU 1);, TOOWjEHe IpaBe Th: To = w;l(:ré) = 1y, (x2).

Cmuka 9., (1) TpUKasyje KOHCTPYKIMjy WHBEp3Ujama 1;, ¥ 1;, KPyroBa Ti U T.

canka 9ea (1)

[Ipeocrasna aBa TpaxkeHa Kpyra Ha30BUMO I3 U T4, KPYTOBE KOjU HE CAPKE HU jeTHY
oz JoxupHux Tadaka( Jare mpase p W AaTOr Kpyra ki, ONHOCHO garux Kpyrosa ki u ks).
OBu kpyroBu Jgoaupyjy gary npaBy p u oba mara Kpyra ki u ko cmoma. Hbuxoso cmo
oapeljusamwe unsepsujom Yy, ( y opHocy Ha paru Kpyr ki) gerasbHO 06jaCHUIIM Y OLIITEM
caydajy 1.
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Cmuka 9., (2) IPUKa3yje KOHCTPYKIINjy CBUX TPasKEeHUX KPYrOBa HHBEp3UjaMa v, , P;, U
Yr, . Ha cmunm 9., (3) IpuKa3ana Cy CBa Y€TUPH TPazKeHa KPyra U NOMONHU KOHICHTPUYHU
KPYT'OBH.
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Naxko cayduaj xoju hemo cama uM3JI0KWUTH HUje HU MO 4eMy CrerududaH, TPUPOIHO Ta
je ToMeHyTH, jep ce MOJIOXKaj 3aaTuX ereMenTa Hamelie kao ciaeaehu mo pemay:

o> cayudaj 9 (Cs):
IIpaBa p je Tanrenrta Kpyra ko; Kpyrosu ki u ko ce cexy.

[Tonoxkaj mare mpase p u garor Kpyra ki HEje OMTaH, CBEjEIHO je Ia JIU je TpaBa p
JIUCjyHKTHA ca Kpyrom ki wiu je merosa ceunna( 6poj TparkeHuX pellermna U HaUuH HbUX0-
Bor oapehuBama je ucrn).

YeTupu Kpyra 3a0BO/bABajy YCJIOB 337aTKa. /IBa TpaykeHa Kpyra caJpiKe TadyKy J0-
J¥pa 1aTe TIPaBe p U JATOr Kpyra ko, ABa HE CAAPIKe OBY JOJAWPHY TAUKY.

Beh cmo nanomenysiu ga y OBOM IOJI0ZKAjy HEMA HUYer crernudu<aHor, Te hemo yKparTko:
TpaykeHe KpyroBe xj M Tg, KOjU CaaprKe TAYUKy JOAWpA MpaBe p U Kpyra ko, onpehyjemo
MHBEDP3HjOM t);, ¥ OAHOCY Ha KPYT i1 ( MPOU3BOJFHOT MOIYTPEYHUKA, CA IEHTPOM Yy TOj JI0-
nupHoj Tauku). Kpyrose x3 u x4, KOju He CaipKe OMEHYTY JOJUPHY TadKy, oapehyjemo
unBep3ujom Yy, ( y onHocy Ha garu Kpyr ki) objanibene y ommireM ciaydajy 1.

Cmuka 9.,(1) TpUKasyje KOHCTPYKIUjy WHBEp3HWjaMa t;, U Y, CBa YeTHPU TPaXKEHa
kpyra. Ciuka 9.,(2) NpUKa3yje CBa YeTUPH TPayKeHa Kpyra W MOMONHE KOHIEHTPUYHE
KpyToBe.

,,,,p,],;,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Il

p'(i1) = p {Oi1}

cimmka 9.3(1)
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cmaka 9.3(2)

Penom crmemehn Tpebao 6m Ourw moOIOKaj Kama je maTa mpaBa p TaHTeHTa Kpyra ko, a
kpyroBu kq u ks ce momupujy n3nyrpa. Hbera hemo ocraButu 3a Hapemnum ” crernjaian”
cayuaj. Y oom, cayuajy (C), kao nojciaydaj upeocraje nocjaenmu Moryhu 110s102kaj 3a1a-
TUX ejeMeHara paBHu( MaJa HU OH HEMA, CIENUpUIHOCTH):

o> cay4daj 9 (Cy):
[IpaBa p je Tanrenta Kpyra ko; Kpyr ki Haja3u ce y YHyTpalImoj obsactu Kpyra ko .

ITocToje camo 1Ba Kpyra Koja TOIWPYjy JATy NpaBy W JaTe KPYroBe IIOCTaBJHEHE Y
OBAaKaB II0JIOXKA], P YeMy 00a TparkeHa KpyTa CaJipyKe JIOJUPHY TAdKy Jare IpaBe p u
JIaTOT Kpyra ke W y TOj TAYKHU JOAUPY]Yy NPaBY p U Kpyr ky. Jeman oz mux moampyje garu
Kpyr ki cmosba, Apyru TPaxKeHW KPyr Joaupyje Kpyr ki m3myrpa. TpakeHe Kpyrose, y
o3HAIU x1 U Xz, oapehyjemo momohy gerasbHO aHanM3upane WHBEp3Hje 1;( y OmHOCY Ha
KPYT ¢ UCTe PABHU, MPOU3BOJHHOT MOJTYIPEIHUKA, CA MEHTPOM Y JIOAUPHOj TAYKU MpaBe P
u Kpyra ks).

Ha cmumm 9., (1) npukasana je KOHCTPyKIIMja TPazKeHUX KPyroBa T1 U Tg.

p’(i) = p {Oi}

cruka 9e4(1)



114

<o cayuaj 9 ( D ):
Jlara n1Ba Kpyra DOAUPY]y ce H3HYTpa, JATa IPaBa MEHmha MOJI0XKaj Y 3ajeIHNIKO] PABHU.

Hexka ce natu ce kpyrosu ki u ks m0oampyjy w3uHyTpa U OBO heMo cMarpaT HUXOBUM
CTAJTHUM TIOJIOZKAjeM OBOT CJIydaja; [aToj MpaBu p MemaheMo MOJI0¥XKa] Y OMHOCY HA HHhUX.

o> cay4daj 9 (D;):

Kpyrosu ki u ko momupyjy ce m3uyTpa, IpaBa p HE Ca jJeJHUM O JATHX KPYroBa HEMA
3ajeTHUIKUX TAaTaKa.

ITocToje camo mBa Kpyra Koja WCIyHaBajy yCJIOB MOCTAB/HEHOT MPOOJEMAa: I0IUPY)Y
JlaTe KpyroBe W mpaBy, 3ajare y oBaj moyoxaj. Oba TpazkeHa Kpyra CaIpiKe Tadky J0-
aupa garux Kpyrosa( y woj u noaupyjy kpyrose ki u ks).

Tpazkene Kpyrose ofapeauiieMO WHBEP3UjOM 1);, Y OJHOCY HA, KPYT i UCTE PABHU, TTPO-
U3BOJLHOI TIOJIYIIPEYHUKA, YUjH je IeHTap Taduka JoAupa Kpyrosa ki u ko( o63upom na je
MOJIOXKAj JATHX KPYroBa CTAJaH OBO he O6WTm mHBep3mja Kojy hemo, y3 joIn Heke, KOpH-
CTUTH y CBAKOM HApEIHOM HoAc/y4ajy ciay4daja 9(D)).

Jatu kpyroBu ki u ko caapike IeHTAp OCMaTpaHe WHBEP3Uje, Te Cy Y OBOj WHBEP3UjU
wuxoBe ciavke k) = ;(k1) u ki = ¢;(k2) mpae. Kako ce kpyrou ki u ko 10AuMDYjy y
UEeHTPY MHBep3uje, a uHBepsuja dysa jeanakoct yruosa: £(ki,ke) = L(;(k1),v;(ke)) =
L(ky, kb)), npase ki m kb, meljycobro cy mapasnenme( mrTo ce MOYXKE BUAETH U y KOHCTPYK-
UMjU UPUIMKOM OJPe/UBatba CJAUKa Kpyrosa ki u ko unsepsujom 1);). dara npasa p He
CaJIpyK¥ TIEHTap MocMaTpaHe WHBEP3Hje, T1a je y MHBep3uju ; weHa camka p’ = 1;(p) kpyr(
MaKO OBJIEe HUj€ Of, Ba’KHOCTH HATIOMEHUMO J1a, To AedbWHANMjA, KpyT p' Caap:Ku IIEHTap
HHBEP3Hje).

[TocraBumo ce kao ga HE 3HAMO GPOj peIIema W O3HAYMMO €A T TPAXKEHHW KPYT KOjU
Ca/IpXKKU JOJUPHY TadKy Jarux Kpyrosa ki u ko( 003upoM na HOCTOje JBa TakBa Kpyra,
KDPYT &, HEIITO KacHuje, mpenMenoBaheMo y x1 u 22). Ilo HAIIO] MPETIIOCTABIM, TPAsKEHN
KPYT T CaApKU JOAUPHY TAUKY JATUX KPYroBa, IEHTAp WHBEp3WUje, Ma je y WHBEP3UU Y;
werosa ciauka &' = 1;(x) npasa. O6a mara kpyra ki u ko ¥ TpaxKeHH KpyT T CaJpiKe
HEHTap NMOCMAaTpaHe WHBEp3Hje, a T WX, IO yCIOBY 3aJaTKa, J0Aupyje 00a, IMITO MOXKE
OUTH HCIYIEHO CaMO aKO T JaTe KPyroBe JOAupYje y IHXOBOj JOAUPHOj Taduku. llomTo
unHBep3uja ayBa jenHakoct yraosa: £ (z, k1) = L(Y;(x), (k1)) = L(2' k) n L(x, ko) =
L(i(x), i (ko)) = £L(a, k), cnenn na cy npase k, kb, n 2’ meljycobro napanenne. Kpyr x
JIOJIMpYje TaTy MpaBy p, T€ W BUXOBE CIWKE Yy MHBEP3HjH, TpaBa T’ m KpyT p’, IMajy TadHo
jenny 3ajennuuky rauky, u Baxu: L(x,p) = L(Y(x),vi(p)) = L(«',p’), mro 3nauu je
npasa ' TanrenTta kpyra p’. Jaxie, npasa x’ Tanrenta je Kpyra p’ napajenna mehyco6HO
napanenHuM mpasama ki m kb. 3amartak ce cBOIM HA KOHCTPYKIHM]y TAHTEHTE HA KPYT
p’', nobmjen ompehjmBamem ciauke maTe TIpaBe p y WHBEP3HjW 1);, Tapajenne melycobro
napajeaHuM mpaBaMa ki u kb, 700MjeHNM Kao CJIMKe y MHBED3UjH 1); TaTHX KPyrosa ki u
ko. Kako mara mpaBa p ca marum KpyroBuma ki u ko HEMA 3ajeHUYKUX TadaKa, HEMA)y
UX HU BUXOBE CJIUKe, Kpyr p’ u upase k] u kb, na nocroje ase TaHreHTe, Ty u xh, HA KPYyT
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p’ mapasesine mpaBama ki n kb ( mehycobHo mapasenHum).
Konauno, TpaxKenu KpyroBu Ty U To CJIUKE Cy y MHBEDP3UjU t); H00MjEHUX MPaBUX I
u z4( ocobuHa MHBOJYTUBHOCTHU IIPECIMKABAMbA WHBEP3UjOM Yy OJHOCY Ha KPyr): Ty =

Uit (@) = il@)), x2 = 7 (2h) = i(ap) (comxa 9, )-

cmka 941(1)

o> caydaj 9 (D3):

Kpyrosu ki u ko ce nonupyjy usnyrpa, upasa p ranrenra je kpyra ks. (OBo je 10s10xkaj
KOju cMO Tipeckounin y cayuajy 9(C), y3 Hamomeny ma fiemo ra oGpaanTy oBje. )

Camo JBa Kpyra HCIyHhaBajy yCJIOB IOCTaBJLEHOT IPODJIeMA: JTOAUPYjy /1aTe KPYroBe u
JIaTy MPaBy, MOCTABJbEHE ¥ OBAKAB MOJIOXKA]j. JEJaH TPAXKEHU KPYT CAAPKUA TAYKY TOIAPA
Jare npase p U Kpyra ko( y TOj Tauku UX U H0AMPYje) W AOAUpYje JaTu Kpyr ki CIOJba.
Jpyru Tpaxenu Kpyr CaJpKu JOAUMPHY Tauky Jarux kpyrosa( y Kojoj ux oba pouupyje)
7 HApaBHO, JIOAUPYje JaTy TTPaBy.

OapenuMo TPBO TPaXKEHW KPYT, V O3HAIM 1, KOJU CAAPIKU IOJUPHY TAUYKy MpABE P
n kpyra ko. Kpyr x; oapehyjemo muaBep3ujom 1;,, y OmZHOCY Ha KDPYT 41, MUCT€ DABHU,
[IPOU3BOJHHOI TOJIYNPEIHUKA, Ca IEHTPOM Yy JOJUPHOj Tadku mpase p u Kpyra ko. OBo
je 6Wo craJHM ToIoXKaj Tpase p u Kpyra ko y cayuajy 9(C), Te ¢cMO ce OBOM WHBEP3HjOM
cayxuau suie nyta. Caga hieMmo caMo yKpaTKo TOHOBUTH HEKE 3aKJbY9YKE W YCTAHOBUTU
pazJior 300r KOra MocTOji CaMo jeJTHO TParKeHO DeIlere, jep WX je /Ba y OIIITEM CIy4ajy.

Hawnwme, nartu kpyr ko cajp:Ku IeHTap MHBEP3Hje 1);, , 11a je Y HOCMATPaHOj NHBEP3Uju
merosa cimka kb = 1;, (ko) mpasa. Ilpasa p Takohe caapKu IEHTAp HHBEP3H]E, TE je HeHa
CJIUKa y WHBEP3uju t;, OHa cama, 6e3 nenTpa masepsuje: p' = ¥y, (p) = p\{O;, }. Kako je
MpaBa p TaHTeHTa KPyra ko, 063upoM Ha jenHakocT yruoBa £ (p, ko) = L (i, (p), i, (k2)) =
L(p',kb) , mpase p’ u kb cy mehycobHo mapasnenne. Jlati Kpyr ki He Caap:KW LEHTAp
uHBEp3Uje ;, , OJAKJIEe je merosa cauka y unsepsuju ki = ¥, (k1) xpyr. Homro ce naru
kpyrosu ki u ko HOAMPY]y M3HYTPa TO M HUXOBE CJIUKE y MHBEpP3uju, Kpyr kj u npasa



116

k}, mMajy TadHO jelHY 3ajeJHMYKY TadKy, M Ha OCHOBY jemHakoctw yrioma: £ (ki,ks) =
L, (k1), 14, (ko)) = L(K},k}), cnenu na je npasa kb TanrenTta Kpyra kj( mro ce mMoxe
BUJIETH MPUJIAKOM KOHCTPYKITH]E, OMPEINBABEM CITUKa KPyToBa ki U ke y WHBEP3UjH 1;, ).
Hakne, mpasa k}, tanrenTa je xpyra kj, mapamemna npasu p’'( 0BO je pasmor 360or kora
MOCTOjM CAMO jeJIaH TPAXKEHU KPYT).

TpaxkeHu Kpyr T CQAP¥KU JOJAUPHY TAYKy MPABE P U Kpyra ko, I€HTAD MHBEP3H]je
i, A je y moCMaTpaHOj WHBEP3WjH HEroBa CIWKa ) = ;, (1) npasa.( Kpyr xp 1o
HAIIEM YCJIOBY, NOAMPYje AaTy TPaBy p U JATH KPYT ks W CAapKWU HUXOBY JOIHUPHY
TAYKy IITO MOXKE OWTH HCIYHEHO CaMO aKO WX JOAMpPYje y FHXOBO] TAYKU IOEPA).
Kako ummBepsumja gysa jemmakoct yrmosa: A(x1,p) = L(¥;, (1), (p)) = L(z),p’) n
L(x1, ko) = L, (x1), 14, (ka)) = L(x}, k%), mo cy mpase p’, kj u x| meljycobHO mapasesHe.
Kpyr z1 noaupyje natu Kpyr ki, a ¥ BUXOBE CJIWKE y WHBEP3WjH, MpaBa ) W Kpyr kj,
MMAajy TAvHO je/IHy 3aje/IHNYKY TauKy ¥ 3007 je/THAKOCTHU YIJIOBA PUIUKOM IIPECTHKABAHA
unsepsujom: £(xq, k1) = £L(¢, (x1), i, (k1)) = £L(2}, k}), cnenn na je npasa x| Tanrenra
kpyra kj. la 3aksbyanmo: mpasa x TamrenTa je kpyra kj mapasemna mehycoGHO mapa-
sesrHuM ipasama p’ u kj, rae je kf Takobhe tanrenTa Kpyra ki, Te ce 3amarak ce CBOIM Ha
KOHCTDYKIIMjy Jpyre TaHTeHTe, T, Ha KpyT kj, 100ujeH onpehnuBameM CIMKe JaTor Kpyra
k1 y wHBep3uju 1);, , napasente mehycobHo napasessnm npasama p’ = ;, (p) = p\{O;, } n
k%, rue je npasa kb, npyra tanrenra Kpyra kj nobujena oapehuBameM CiMKe Yy MHBED3Uju
1, Jaror kpyra ka.

Kona4yno, Ha OCHOBY 0COOMHE MHBOJIYTHMBHOCTH IPECIUKABAMA MHBEP3UJOM Y OIHOCY
Ha KPYT, TPAyKeHW KPYT &1 CINKA je Y WHBep3uju v;, mobujere mpase x): x1 = 9, (z}) =

Vi, (21). h

O3HAYMMO ca To TPAXKEHU KPYT KOjU CAIPIKU JOJUPHY TAYKy JATUX KPYyroBa ki u kao.
Ouxpebusamwe oor kpyra 6mio je JerabHo objaumeno y ciay4dajy 9(Di), 063upom ua je
OBO CTaJIHW TIOJIOXKA] TATUX Kpyrosa y ciaydvajy 9(D). Ho u oBae, kao n y ciayuajy oape-
bhuBama Kpyra i, U3 CAMIHUX PA3JIOra, MOCTOjU CAMO jE€JaH KPYT KOjU HCIYHaBa yCJIOB
[OCTaB/bEHOr TIpOob/IeMa( y OIMIITeM CJIydajy uX je aBa). YKpaTkKo hemMo MOHOBUTHU: KDPYT
T2 oJipelyjemMo nHBEP3HUjOM 1);, y OJHOCY Ha KPYT iy UCTE€ PABHU, IPOU3BOJHHOI IOJIYIIPEY-
HMKA, Ca LEHTPOM y JIOJAUMPHO] TauKu Kpyrosa ki u ko( oBy unsep3ujy cmo y cayuajy 9(Dq)
O3HAYMIN ca ;).

Y umBep3uju 1;, cauke ki = 1, (k1) u kb = 1, (ks) marux kpyrosa ki u ko cy mapa-
Jienine npase k] u k5( jep ce oHm moaupyjy y IEHTPY mocMarpaHe WHBEp3uje, a WHBEP3Uja,
gyBa jegnakocr yriosa). Ciwka pare nmpase p y uHBep3uju ;, je Kpyr p’ = ¥, (p), jep
OHA HE CAJPKM IEHTap nocMarpane uaBep3uje. IIpaBa p TaHrenra je Kpyra ko 1a U Hu-
XOBe camKe, Kpyr p' u npasa kb, y uHBEp3uju 1);, MMajy TAYHO jelHY 3ajeJHUYKY TAUKY, a
MOITO BaXKn jemHakocT yruoBa: A(p, k) = L(i, (p), i, (k2)) = £(', k}), To je mpasa kj
raHreHTa Kpyra p’. Jlakme, mpaBa k) TaHreHTa je Kpyra p’, napajenana npasu kj( oBo je
pasJior 360r Kora IIOCTOjU CaMO jeJIlaH TPAasKEeHH KPYT).

TpazkeHu Kpyr To cajp:Ky Ta4dKy Jojupa Kpyrosa ki u kg, nenrap unsepsuje v;,, 1a
je y mHBep3uju 1;, BUXOBA CJaMKA Th = 1, (Z2) MpaBa, a KAKo, 10 IOCTABIHEHOM yCJIOBY,
nonupyje oba Kpyra ki u ko, CBa TpH Kpyra ce JOAUPYjy Y LIEHTDPY WHBep3HUje 1);,, Te CY,
Ha OCHOBY jemHakoct yruoBa: £(x1,k1) = £L(Vi, (1), %, (k1)) = L(2), k) n L(x1,k2) =
L, (x1), 0, (ko)) = L(2], kb)), wuxose ciuke, npase xh, ki u kb, meljycobro napasense.
Kpyr xo nomupyje mary mpaBy p, Iia HUXOBE CJIMKE Yy MHBED3UjH, IpaBa xh u Kpyr p/,
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mvajy Tauno jemty sajetmraky rauxy unaxi: £(z1,p) = £(tn, (21), i, (p) = L(2},0),
IITO 3HAYM JIa je [paBa I, TaHreHTa je Kpyra p’. 3azarak ce CBOAW Ha KOHCTPYKIU)Y
JIpyre TaHreHnTe, rh, Ha Kpyr p’, nobujen oxpehuBameM CIIMKe nare npase p y UHBEP3UjuU
;,, mapanente meljycobno mapanenaum npasama ki u kb, nobujernm onpehuBamen camka
JATUX KPyToBa k1 n ko y nHBEp3uMjn 1);,, rae je npasa ki npyra tanrenTta kpyra p'.

Ha xpajy, o63upom 1a je mHBEp3uja WHBOJIYTUBHO IPECIUKABAIHE, TPAXKEHU KPYT Ia
CIIUKA je y WHBEp3uju 1);, nmobujeHe mpase xh: Ty = w;l(xé) = ;, (z2).

Ha cjunu 94, (1) npukasana je Koncrpykuuja nomolly unsepsuja ¥, u ;, oba rpaxena
Kpyra Ti 4 Ts.

p'(i1) = p {Oi1}

BHG

KL'(i2)

caka 9go(1)

o> cay4aj 9 (Ds):

Kpyrosu ky u ko momupyjy ce m3uyTpa, gara mpaBa p AUC]YHKTHA je ca jeTHHM JTaTHM
KPYroM, a cede JIpyIru JaTh KPyr WK je mpasa p cedniia 0ba jgara Kpyra.

He moctoju paznuka uutu y 6pojy pelrema, HUTH y HAUAHY HA KOJU TPaYKEHW KPYTOBH
JOIUPY]jy JlaTe KPyroBe u JaTy IpaBy, OMIO Ja je Jara IpaBa p CEedIuIia caMo jeTHOr WU
oba mara Kpyra. ¥ CBaKOM CJIy4ajy, MOCTOje TAYHO YeTHPHU KPYTa KOja WCIYHaBajy yCJIOB
MOCTaBJbEHOT TpobiieMa. JIBa o/ BUX caJip:Ke JOJUPHY TAYKy JaTUX KPYTOBa, MPEOCTAIIA
JIBA HE CAJAPIKE TIOMEHYTY TAYKY AOAUPA.

TpaxkeHe Kpyrose, y O3HAIM X1 U T, KOJU CAJpIKe TAUYKy IOAUPA JATHX KPYroBa ki
u ko onpebyjemo muBepsujom t;( y OXHOCY Ha KpPYyT %, NPOM3BOJLHOr MOJIYIPEYHUKA, CA
IEHTPOM Y JIOAMPHO] TAYKH JATHX KPyrosa), objammene y caydajy 9(Dq)( ciuka 9g,(1))-
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camka 9g3(1)

TpaskeHn KPyroBu, y O3HAIIU T3 W T4, KOJU HE CAAPIKe TAYKy JOAAPA JATAX KPYTOBa,
JOUPYjy JATy IpaBy, JATH KPyTr ki crnosba a gatm Kpyr ke m3myrpa. OBO Cy Kpyrosu
quje cmo oxpehuBame objacuuiu y ouwrem ciaydajy 3( nomohy uusepsuje vy, , y OQHOCY
Ha gati Kpyr kp)( Ha ciunm 94, (2) TPUKa3aHa je KOHCTPYKIMja KPYTOBa I3 1 Ty).

cuka 9g3(2)

Cmuka 94,(3) TpuKasyje KOHCTPYKIMjy WHBEp3MjaMa 1; W 1k, CBa YeTUPH TParXKeHa
KpyTa, y CIy4ajy Ja je mpasa p ceuuna camo jegnor naror kpyra. Cimka 94,(4) NpuKasyje
CBa, YeTUPHU TPAXKEHA KPyra U MOMONHE KOHIEHTPUYIHE KPYTOBE, y CIy4ajy /13 je mpaBa p
CeYUIa CaMo jeJHOT JaTOr KPyTa.
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CJIINKa 9d3(4)
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Cmuka 94, (5) NpUKa3yje CBa YeTUPH TPasKeHa Kpyra U NOMONHE KOHIEHTPUIHE KPYTOBe,
y cay4ajy Ja JaTta npaBa p cede 00a Jara Kpyra.

cmuka 943(5)

ot cmo 10 mocaeamer Moryhier HaunHa HA KOju MOy OWTH 33/aTH 1aTa MpaBa U
KpyroBu y pasHu( OBOI' Cllydaja).

o> cay4aj 9 (D4):
Kpyrosu ky u ko monupyjy ce m3HyTpa, JaTa MpaBa, p TAHTEHTA je JATOT Kpyra ki.

Yerupy Kpyra UCIyHaBajy MOCTABJbEHU YCJIOB: JIOANPY]y JAaTe KPyroBe U IaTy MPaBy.
Jenan TpakeHu Kpyr CaJpKu TA4YKy JOAUPA JATe IPpaBe P u JATOr Kpyra ki; Apyru Tpas-
XEH! KPYT CQAPIKU TAUKY JOINPA JATUX KPYroBa ki 1 ko; MpeocTaa IBa Kpyra He caJapike
HU jeTHY O TIOMEHYTHUX JOJUPHUX TavdaKa.

OapenuMo TPBO TPaXKEHU KPYr, Y O3HAIM 1, KOJU CAAPKU IOJUPHY TAYKY MPABE P
u kpyra ki.( onpeljuBame oBor Kpyra cuaudHo je oxpehuBaiby Kpyra KOju CaAPKU TauKy
JIOUPA JaTe TpaBe P M JATOr Kpyra ko, a objammen je y caydajy 9(Ds), y kKoM je mara
npaBa p TaHTEeHTa KpyTa ko).

O3naunMo ca i1 Kpyr UCTE€ PABHU, MPOW3BOJ/LHOI TOIYIPEYHWKA, CA [EHTPOM y JI0-
JMUPHOj TA4YKW TpaBe p U Kpyra ki, a ca 1;, WHBEP3Wjy y omHoCcy Ha 0Baj Kpyr. OBa ce
WHBEpP3HUja I0jaBJbyje MPBU IIyT Yy OKBUPY OBOI' CJIy4aja, aJid je CJIUYHA UHBEP3UjH KOJYy
CMO KOPHCTHJIM y CJIydajy Ja je mpaBa p TaHTeHTa Kpyra ko, Te je Hehemo mpeomnimupHO
objarmaBaTH.

Hanme, naTta mpasa p caJapzKu IeHTap WHBEP3Hje 1;,, 11a je HheHa CINKa Y TOCMATPAHO]
WHBEP3Uju OHa cama, 6e3 ueHrpa uaBepsuje, p' = ¥;, (p) = p\{Oi, }. Kpyr ki raxobe
Ca/IPXKU 1IEHTAp MHBEp3uje 1;, , 1a je y uHBep3uju 1;, mwerosa ciuka ki = 1;, (k1) upasa.
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Kako je mpaBa p TaHreHTa JaTOr Kpyra ki, momTo Baxkn jemuakoct yruosa: £(p, k1) =
L, (p),¥i, (k1)) = 4L(p',k}) cnenm pna cy upase p’ u k] melycobuo napasnenne. laru
Kpyr ko He caipKu LEHTAD UHBEP3Uje ;,, T€ je y OBOj MHBEDP3UjU HEroBa Ciauka ki =
;, (k2) kpyr. Iowro ce naru kpyrosu ki u ko moaupyjy( usHyTpa) TO M HBUXOBE CJIUKE,
npasa ki m kpyr kb, y WHBEP3WjM 1);, WMajy TAYHO jeAHY 3ajeHUYKY TadKy W KakO je:
L(ky, ko) = L(i, (K1), 14, (ka)) = £(K, kb)), mpaBa kj raunrenTa je kpyra kj( mro ce Moxe
BUJIETH KOHCTPYKIMjOM CJIMKa Kpyrosa ki u ko y wHBep3uju 1;, ). da cymupamo 10 cama
HaBeleHo: npasa k| je TanrenTa kpyra kj, napasiesnna npasu p’( OBO je pasJior mro nocroju
caMoO jeJIaH TpakeHu KpYyT, jep UX je JBa y OIIITeM CIy4ajy, Tj. y CIydajy ja ce JaTu
kpyrosu ki u ko He 104upyjy, OUIIO CLIO/bA UK UBHYTDA).

TpazkeHu Kpyr 1, 0O HAIIO] MPETIOCTABIN, CAJAPKU JOJAUPHY TAUKY TIPABE P U KPYTa
k1, neHTap WHBEp3Wje 1);,, Te je y OBOj MHBEP3WjU IEroBa Cinka ) = 1, (r1) mpasa.
HanomenumMo na Kpyr xp, 110 yCJOBY 3aJaTkKa, JAOAUDYje jJare npaBy p U Kpyr ki, a 1o
IPETIIOCTAB/LEHOM YCIOBY CANPIKU HBUXOBY JOJUPHY TAYKY, IITO MOXKE OMTH HMCILYH-EHO
caMo aKo KpPyT X1 JOAMPYje NIPaBy p U Kpyr ki y HUXOBOj Tadykh jgoaupa. llomTo mH-
Bep3uja uyma jemHakocT yrmoBa: A(x1,p) = L(s, (1), (p)) = L(z},p') n L(x1,k1) =
L (i, (x1), i, (k1)) = L(«, k}), mpae p', k] n o} melyco6HO cy napanenne. Kpyr x;1 1o-
aupyje nqaTu Kpyr ke, Iia BbUXOBE CJIMKe Y UHBEP3UjU 1);, , IpaBa T u Kpyr kb, MMajy TavHo
jeNHy 3ajelHMYKy TadKy, a 300r jeIHAKOCTH yTJOBa MPUIMKOM NPECTHKABARA WHBEP3U-
jom: L(x1,ka) = L(Wiy (x1), ¥4, (k2)) = £L(2, k), cnenu na je npasa x) TanrenTa xpyra k.
Hakne, mpasa 2 Tanrenra je kpyra k} napanenna meljycobHo napanenaum npasava p’ u
k{, rme je mpama k] makolje TaHreHTa Kpyra k) W 3a/aTaK ce CBOAM Ha KOHCTPYKIM]Y APYyTe
TaHTeHTe T, Ha KPYyT kb, Z00MjeH Kao CIuKa JaTor Kpyra ko y WHBEP3HUjH 1);, , HapaJeIHe
mehycobrno napasnennum npasama p’ = 1, (p) = p\{O;, } u k], vae je upasa k] mobujena
oJpehuBameM CiuKe y MHBEp3uju 1;, aaror kpyra ki.

Ha kpajy, Tpaxkenm Kpyr ) CImKa je y WHBep3uju 1);, mobujeHe mpase zp: x; =

P Hah) = i, (1),

Tpazkenu Kpyr, y O3HAIU To , KOjU CAAPHKY JAOAUPHY TAUKy JATUX Kpyrosa ki u ki,
onpeljyjemo momohy m06po mo3nare u y cBakoMm noxaciayuajy ciayuaja 9(D) kopuin hene
unsep3uje 1;( OQHOCY HA KPYT ¢ UCTE PABHU, IPOU3BOJBHOL IIOJIYIIPEYHUKA, YUjH j€ LEeHTaD
JIONUPHA TAYKa TATHX KPYTOBA), ¢ THM ITITO je, CIIMYHO Kao y moaciaydajy 9(Ds), oor myTa
npasa kj ranrenTa Kpyra p’, jep je Jara mpasa p TaHreHTa Jaror Kpyra ki( Ha ciaumm je
HHBED3Hja 1); 03HAYEHA Ca 1);,, OO3UPOM J]a CMO IOpPIbY HHBED3Ujy O3HAYUIIHN Ca 1;, ).

Crmuka 94, (1) IPUKa3yje KOHCTPYKIHUjy TPasKeHHX KPYroBa ¥y U Tz MOMONY MHBEp3Hja

Vi, 1,
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p.p'(i1) = p{Oi1}

—_ k(D)

KL'(2))
!

!
1

cimaKa 944(1)
Tpakernm KpyroBu, y O3HAIlM T3 W X4, KOjU HE CAJApKe HU jeIHY O JBE TIOMEHYTE

JIOIUPHE TadKe, TOAUPY]y JATy MPaBy u JaTu Kpyr ki cmosba, Jatu KpyTr ko u3nyTpa. OBO
cy Kpyrosu uuje cmo onpehuBame objacuuiu y ommnrem ciy4dajy 3( momohy unsepsuje g, ,

y OIHOCY Ha j1aru Kpyr ki).
Ha cimmm 94, (2) Mprka3ana je KOHCTPYKIHja CBA YETUPH TPAKEHA kpyra( momohy cse

TPU WHBEP3Hje Vi, Vi, M Py,). Cimka 94,(3) TPUKasyje cBa WeTWPH TpaykeHa Kpyra u

mOMONHE KOHIIEHTPUYIHE KPYTOBE.

! !
/ /K2 (i2)
! , !
! kL qz) !
! !
t !

!

crara 9gy(2)
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carka 9gy(3)

<o cayuaj 9 ( E ):

Hara nBa kpyra ki u ko momupyjy ce, Cojba WM W3HYTPA; JaTa MPaBa p IHUXOBA je
3ajeIHUYKa TAHTEHTAa U JOAUPYje uX 00a y IHUXOBOj JOAUPHO] TAUKH.

Hare xpyrose k1 n kg MOYKeMO TTOCMATPATH Ka0 KPYroBe KOju MPHUMaajy napaboant-
KOM IIpaMeHy KPyroBa KOMe je JaTa IpaBa P PaJUKAJIHA OCa.

Y oBoM ciydajy cBaKu KPyT HCTOT MPaMeHa 330BO/baBa YCJIOB MOCTAB/FEHOT TTPODIEMa
1 MOXKE Ceé CMATPATH TPAKEHUM pernemeM. Jakie, IOCMATPaH IPaMeH je TParXkKeHO pec-
xerbe oBor npobema( ciamka 9. ).

cimka 9.
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<e> AmnosioHnjeB mpobuem 10 <o~
% Koucrpyucaru kpyr koju goxupyje aara tpu kpyra (ki, ke, k3).

pereme:

Heka cy natu xpyrosu k1(O1,71), k2(Og,r2), k3(Os,73) Heke paBHU, & & TPAKEHU KPYT
Te paBHH KOjH J0Aupyje cBa Tpu mara kpyra. He ymamyjyhu omirroct y3mumo 1 je garu
kpyr k1(O1,71) KPYr HAjMAET MOTYIPEIHUKA, '] = Min{ry,r9,r3}.

VY majonmrHjeM ciydajy, Kaja JaTh Kpyrosu ki, ke, k3 HeMajy 3ajeIHUYKHX Tadaka,
[IPU 9eMy Ce CBAKM OJ IbUX HAJIA3U Y CIIOJbAIIEH0j 00JIACTH JAPYra JiBa, MOCTOjU 0CaM KpYy-
roBa KOjU 33JI0BOJbABA]y YCJIOB MOCTaB/LEHOr mpobiema. 3a mUXOBO oapehuBame Oulie
HaM [OTPEOHO aHajnu3upare HaduHa( y CMUCILY JOJMPUBAIGA CIObA WM M3HYTPA) HA
KOjU TpaskeH! KPYT JOJUpYyje Jare. AHAIN3Yy MOPAMO TIOJEIUTH Ha YETHPH CIydaja.

¢ Cayuaj 1:

1. Tlocmarpajmo kpyrose koo U k33 MCTe paBHM, KOHIIEHTPUIHE PEIOM JATUM KPyro-
BuMa ko u k3, nipu uemy je koo (Oa, 120 = 19 —11) 1 k33(O3, 133 = r3—r1) ( 71 NOTyIpedHUK
nparor kpyra ki).

a) Ako rTpaxenu kpyr x(O,r,) HoAupyje CBa TpU JaTa Kpyra CIOJba, Taja Kpyr
y(O,ry = r; + 1) KOHIEHTPUIAH KPyry T, canpxku menrap O maror kpyra ki u 1o-
aupyje Kpyrose koo u k33, 0ba crospa.

6) Ako rpaxenu kpyr z(O, ;) noaupyje cBa Tpu gara Kpyra ki, ks, ks usnyrpa, rajia
kpyr y(O,ry = 1, — r1), KOHIEHTPUYAH KPYTy &, caapyn nentap Op garor Kpyra ki u
Jonupyje Kpyrose koo u k33, 06a u3HyTpa.

OO Cayuaj 2:

2. IlocmarpajmMo KpyroBe koo M k33 MCTe paBHU, KOHIIEHTPUYIHE PEJIOM JTATUM KPYTO-
BuMa ko n kg, ipu demy je koo (Oa, 120 = r9+71) U k33(Os, 133 = r3+71) ( 71 MOIyIpPEIHNK
JIATOr Kpyra ki).

a) Ako rpaxenu kpyr z(O,r,;) gonupyje naru Kpyr ki u3HyTDa, a Jare Kpyrose ko u
k3 oba cmospa, Tama kpyr y(O,r, = ry — r1), KOHIEHTPHIAH KPyry &, caapxu meHTap O
jJaror Kpyra ki u gomupyje Kpyrose koo u k3, 0ba crospa.

6) Ako Tpaxkenu Kpyr x gomupyje ki cnosmba, a ks u k3 oba u3HyTpa, Taga KpyT
y(O,ry = ry + 1), KOHIEHTPHIAH KPYry x, caapzxu meatap O Jgaror Kpyra ki # J0-
aupyje Kpyrose koo u k33, 0ba m3HyTpA.

QOO Cayuaj 3:
3. IMocmarpajmo Kpyrose koo u k33 MCTE pABHU, KOHIIEHTPUIHE PEIOM JATUM KPYro-

BuMma ko u k3, ipu uemy je koo (Os, 790 = ro+71) U k3z(Os,r33 = r3—r1) ( 1 HOIYIpEIHUK
paror kpyra ki).
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a) Axo tpaxkenn kpyr x(O,r,) nomupyje mare Kpyroee ki u k3 m3HyTpa, a Kpyr ks
cmoma, taga kpyr y(O,r, = r; — r1), KOHIEHTPUIAH KPYTy &, caapxu nearap O JaTor
Kpyra ki, noaupyje ksz u3HyTpa, a kog crosba.

6) Ako tpaxenu kpyr x(O,r,) noaupyje nare kpyrose ki u ks cuosba, a Kpyr ko us-
uyrpa, raga kpyr y(O,ry = ry + 1), KOHLEHTPUYAH KPyry &, caapxu uenrap O garor
kpyra ki, gomupyje k33 crospa, a koo M3HYTPA.

QOO0 Cuyuaj 4:

4. Tlocmarpajmo kpyrose koo u k33 MCTE€ paBHU, KOHIIEHTPUIHE PEIOM JATUM KPyro-
BuUMa ko n k3, ipu demy je koo (Oa, a0 = 19 —11) ¥ k33(O3, 133 = r3+71) ( 71 MOIyIpEIHNK
JaTor Kpyra k).

a) Axo rpaxkenu kpyr x(O,r,) nomupyje mare kpyroe ki u ko U3HYTpa, a Kpyr k3
cmoma, taga kKpyr y(O,ry = r; — r1), KOHIEHTPUUAH KPYTy &, caapxu nearap O maTor
Kpyra ki, noaupyje koo m3HyTpa, a k3 crospa.

6) Ako Tpaskenn kpyr x(O,r,) noaupyje mare Kpyrose ki u ko crosba, a Kpyr ks n3-
HyTpa, taga xkpyr y(O,r, = ry + 1), KOHIEHTPHIAH KPYTy &, caap:ku rneHtap (O JaTor
kpyra ki, gomupyje koo criospa, a k33 W3HYTpA.

[Ipo6siem onpehuBama TpazkeHor kpyra z( wux 8, y oumrreM ciydajy) pemmuhemMo KOH-
CTPYKIMjOM [IOMEHYTOr, HheMy KOHIIEHTPUIHOD KPyra ¥ Ca AHAJIU3UPAHUM CBOjCTBUMA.
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¢ Paszmorpumo ciy4aj 1:

Koucrpyummumo Hajupe Kpyrose koo U k33, KOHIIEHTPUIHE JATHM KpyroBuma ko u k3,
IIOJIYIIDEYHUKA PEAOM 7’09 = T'o—71 U133 = T3 —T1, Tj. k‘QQ(OQ, T2 = 7"2—7"1) u k33(03, 33 =
r3 —r1). Ca vy, o3raIMMO uHBEpP3Mjy y omnoCcy Ha marn kpyr ki(Oq, 7).

Kpyrosu kos 1 k33 He canpke nenrap O HHBEp3HUje 1k, A Cy y IOCMATPAHOj HHBEP3UjU
BUXOBE CINKe Kby = g, (ko) U kb3 = 1y, (k33) Takohe Kpyrosu.

Kpyr y, mo mamoj mpermocrasiiu, caapKu IeHTap maror kpyra ki, tauky O; Koja
je m menTap wHBep3HWje y,, Te je y WHBEp3Wju i, Wwerosa cauka y = g, (y) mpasa.
Kako, no namoj npermocrasiy, KPpyr ¥y J0aupyje KPyr Koo, OJHOCHO Ca UM HMA TAYHO
jemHy 3ajelHNYKy TauKy, TO W HUXOBE CINKe, NMpaBa y' W KPYyT kh,, WMAjy TAYHO jeIHY
3ajeIHIYKY Ta9Ky, U 003UPOM 13, BaXK¥ jeTHAKOCT YIJIOBA IPY MPECINKABAY WHBEP3WjOM:
ks, y) = L(tbn, (ao)s i, () = £ (Kb o), caeim ma je pasa ' Tanrenta Kpyra. k.
Cnuano, Kpyr y goaupyje u Kpyr kss, Tj. ca HUM UM TA9HO jeJHY 3ajeTHUYKY TAUKY,
[Ia U BHUXOBE CIHKe, npaBa y u Kpyr kjs, MMajy TAYHO jeAHY 3ajeHMUKY TadKy, u 360r
jemnaxoctn yraoa: A (kss,y) = £L(Vk, (k33), ¥x, (v)) = £L(kbs,y'), cienn na je npasa y’
TaHTeHTa M Kpyra khs. Jlakie, mpasa y', caWKa TparKeHOr MOMONHON Kpyra Y, TaHIeHTa
je m xpyra kb, u Kpyra kb5, OIHOCHO HBHUXOBA je 3ajeTHNYKa TAaHIeHTA. 3aJaTak CBOIAW HA
KOHCTDYKIIHjy 3ajeJl[HUYKe TaHTe€HTe KpyroBa kb W khs, m0oOHjeHHX onpehuBarmeM peiom
cimKa KpyroBa kog u kss y unBepsuju ¢y, ( KOjUX je y HAjOIIITH]EM CJy4ajy 4YeTHpH,
JlBe YHUTDAIIE W JIBe CHosbammbe). U3 pasnora HaBeeHmx y aHamum3u (x), noMONHUM
KPYTOBUMAa Y, KOJUX je IBa, OATOBApPajy KaO CINKE y WHBEDP3WjHU CIOJbAIhe TAHTEHTE,
O3HAYMMO UX Ca Y| ¥ Yh.

NuBep3uja je MHBOJIYTUBHO MpeciIuKaBarbe, Te Cy noMohuu( KOHIEHTPUYHH TParKe-
HUM KPyTOBAMA) KPYTOBH Y1 W Yo CJIWKE y WHBEP3WJU g, MOOMJEHUX TPABUX Y| U Yh:
y1 = U, (W) = Vr, (U1), w2 = ¥ (4h) = r, (y5)( jenan nobujenu Kpyr, Hup. s omro-
Bapa meny 1.a) OBOT ciaydaja, Apyru J0OUjeHu KpyT yi, aeay 1.6) oBor ciaydaja).

Ha xpajy, TpazkeHu KpyroBu i U Zo, KOHIEHTDHYHU Cy JOOMjeHUM KPYTrOBHUMA Y1 U

Y2 TIPH UeMy je xl(oylﬂrml =Ty, T 7al) u x2(0y2vrz2 =Ty, — 741) (CHHKa 101)

k33"

/
ot )
. )
AN

canka 104
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OO Paszmorpumo ciyuaj 2:

Anammsa cioydaja 2. caMYHA je aHaAU3W Caydaja 1. mpu 4emy Cy KpPyroBh kos U
k33 KOHIEHTPHUYIHN JATUM KPyroBuMa ko W k3, MOJYIPEIHUKA PEIOM T9o = T'o + 71 H
r33 = r3 + r1, Tj. ]{722(02,7"22 = r9 + 7“1) u k33(03,7‘33 = r3 + 7‘1). ITocmarpajmo mcry
UHBED3Hjy Y, , y oaHocy Ha natu Kpyr ki(O1,71) u pasmarpame hie 6ut camdHo.

Kpyrosu koo u kss He cagpxe meHtap () uHBep3uje k,, DA Cy y OBOj HHBEP3UjU
BUXOBE CIHKe kby = 1y, (ko) U kb3 = 1y, (k33) Takohe Kpyrosu.

Ha ocuoBy namie npernocraske, Kpyr y caiapzxu uearap Op paror kpyra ki( uenrap
uHBEp3Hje Yy, ), TE je y MHBeP3uju 1, merosa cimuka y' = ¥y, (y) npasa. Kpyr y nomupyje
" KPYT koo M KPYT k33, OMHOCHO Ca CBAKUM O] FhUX UMAa TAYHO j€/IHY 3ajeTHUYKY TavKy, Ta,
U IbIXOBE CJIMKe, PaBa Yy’ M KpYT khy, Kao ¥ NpaBa y' u KpyT kbs, MMajy TAvHO jeJHY 3ajeji-
HUYKY TAYKy U KaKO BaXKU jEJIHAKOCT yIJIOBa IIpu npecaukasamy unsepaujom: £ (kag,y) =
K(wkl (k22)a wkl (y)) = A(k/227yl) u A(k333 y) = A(djkl (k33)7wk1 (y)) = K(kéSa y/)) cjieau aa
je mpasa y’' Tamrenrta u Kpyra kb, u Kpyra kjs. [dakie, upasa y', cauka y uHBEp3uju
1, TparkeHOT MOMONHOr Kpyra y TaHreHTa je 06a Kpyra kb, W kb, OIHOCHO HUXOBA je
3ajeJHIYKA TAHTEHTA, W 33JaTaK C€ CBOIM HA KOHCTPYKIIN]Y 3ajeJHIYKE TAHTEHTE KPYTrOBa
kho u ki, nobujennx onpeluBameM CIIMKa y WHBEP3HUjH 1), PEIOM KpPYyroBa koo ¥ k3z. Ha
OCHOBY aHaJn3e (x) MOMONHUM KPYIOBMMA, HA30BUMO WX Y1 U Y2, TaKoDe OAroBapajy Kao
CJTUKe Y WHBEP3WjU CTIOJHAITGE TAHTEHTE, BUX O3HAYAMO CA Y| U Y.

IMTomohnu( KOHUEHTPUYHU TPAZKEHUM KPYI'OBUMA) KPYLOBU Y1 U Y2, HA OCHOBY OcobuHe
MHBOJIYyTHBHOCTHU IIPECIUKABABA HHBEP3UjOM Y OJHOCY HA KPYT, CJIUKE CY Y HHBEP3UJU Yy,
soBujernx mpaBux y, w yh: y1 = Up (u)) = e, (1) 1 2 — U (uh) = e, (45)( jenan o
J00UjeHuxX KPyroBa, HIIP. Y OAroBapa Jejy 2.a), Apyru qobujeHu Kpyr y; ey 2.6) osor
ciry4aja).

TpaskeHn KPYrOBU T1 W To Cy KOHIECHTPUIHH JOOMjEHUM KPYTOBUMA 41 W Yo TIPU YEMY
je 21(Oy,, 15, =1y, —71) B 22(Oy,, gy = 1y, +71) (cmka 102).

% \
/ \
/ \
0o \
{ 1o { | -
k2 | \ i 3|
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y N Y |
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K22 {33} )
\ © |
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canka 109
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QOO Pasmorpumo ciyuaj 3:

Koucrpyummumo Hajupe Kpyrose koo U k33, KOHIIEHTPUIHE JATHM KpyroBuma ko u k3,
IOJIyIIDEYHUKA PEIOM 709 = ro+11 UT33 = r3s—"ri, Tj. k‘22 (02, 722 = 7"2+T1) n k33(03, 33 =
r3 —r1). Ca 1y, o3HaaMmo uHBEp3mjy y ognrocy Ha marm kpyr k1(O1,71), Kao n 10 cana.

Kpyroeu kaa u k33 He caapike meHrtap wHBepsuje Yy, ( menrap Op maror kpyra ki)
WHBEp3Hje, A Cy y WHBEP3UjU ), HUXOBE CIUKe khy = g, (ko) U kbs = 1y, (kss) Takobe
KPYTOBH.

Kpyr y, no namem ycmiosy, caapxu nenrap O; maror kpyra ki( uexrap unsepsuje
Yg,) T€ je y mOCMAaTpaHOj MHBEP3Uju meroBa camka y' = Yy, (y) mpasa. Kako ce, no nac-
X0j TPETIOCTABIM KPYTOBHU Y W Koo JAOAUPY]Y, OMHOCHO MMA]y jeIHY 3ajeHUYIKY TAUKY,
TO W HUXOBE CIWKE y WHBEP3WjH, mMpaBa Yy’ W Kpyr kb, MMajy TavHO jeIHY 3ajeHUYKY
TAYKy, & TOIITO BaXKM jEIHAKOCT YIJIOBA TPU MPECIUKABAMY WHBEP3UjOM y OJHOCY HA
kpyr: A (koo,y) = L(Vr, (koz), Yk, (y)) = £L(kby, '), cienm na je mpasa y' TanrenTa Kpyra
khy. Cmwmuno, kpyrosu y m k33 Takobhe ce momupyjy, Te€ W HUXOBE CJIMKE y WHBED3HUjH,
npaBa y W Kpyr ki, MMajy TavHO jeAHY 3ajeTHMUKY Taduky, a Kako je: £(ksz,y) =
L (g, (k33), ¥, (y)) = £L(kbs,y'), cnienm na je mpapa y' manreHTa m Kpyra kjs. Jlakie,
npasa ', CIIMKa y WHBEP3WjU MOMONHOD Kpyra Y, TaHTEeHTa je W Kpyra kbs, u Kpyra ks,
OJTHOCHO HbUXOBA je 3ajeTHNYKA TAHIeHTa. 3aJaTaK Ce CBOIYM HA KOHCTPYKIU]Y 3ajeIHUYIKe
TaHreHTE KPYroBa kb, u ks, nobujennx oxpehusamem ciuka y HHBEP3UjU 1, PEAOM KPY-
roBa kog u ksz. U3 passora HaBenenux y aHaausu (x), KpyroBUMa y, KOjUX je JBa, Oro-
Bapajy Kao CJIWKe y WHBEP3UjU YHYTDAIbe TAHTeHTe, O3HAUNMO WX €A Yi 1 ).

O063upom HA OCOOMHY WHBOJIYTUBHOCTH MPECIUKABAA WHBEP3UjOM Y OIHOCY HA KPYT,
nomolinu( KOHIEHTPUYHYU TPAXKEHUM KPYIOBMMA) KPYIOBU Y1 U Yo CJUKE Cy Y UHBEP3UjU
W, noGujemnx mpasux yi u yh: y1 = P (Y1) = Uk, (¥1), Y2 = Ur, (¥h) = Yk, (5)( oba
nobujena Kpyra cajiprke neHrap Kpyra ki, a jeJaH ol mUX, HUDP. Y OAroBapa Jeiy 3.a)
OBOT' CIy4aja, Joaupyje k33 u3HyTpa u koo CIO/ba, APYTH JO0UjEHU KPYT Yo, AETY 3.6) OBOT
ciy4aja, poaupyje kss crnoba u koo U3HYTpA).

TpazkeHu KPYroBu L1 U T2, KOHIEHTPUYIHU Cy JOOMjEHUM KPYTOBHMA Y1 U Yo TIPU UEMY
je 21(Oy,, 1z, =1y, +11) 1 22(0y,, 1y, =1y, — 1) (cauka 103).

a3

cimka 103
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0000 Pazmorpumo ciyduaj 4:

Koucrpyummumo kpyrose kos u k33, KOHIIEHTPHYHE JTAaTHM KPyroBuma ko u k3, mOJTy-
IIPpEYHUKa PEIAOM 792 = T9 — 1717 U T'33 = T3 + T1, Tj. kQQ(OQ,TgQ = T2 — 7”1) n k33(03,7"33 =
r3+71). Ilocmarpajmo 110HOBO uHBEP3Ujy Vi, y opuocy Ha garu kpyr k1 (O1,71) u anannsa
oBOTr ciaydaja Ouhe cauvna aHaIn3m ciaydaja 3.

Kpyrosu kog 1 k33 He cagpzxe nenrap O HHBep3Uje Yk, , T€ Cy Y UHBEP3HUJH 1)), IBUXOBE
cnure kb = g, (koo) n kb5 = i, (kss) Takohje kpyrosu.

ITomohinu kpyr y no namem yciaoBy caapxku uenrap O garor kpyra ki( uedrap us-
Bepsuje Yy, ), 0a je y OBOj MHBEP3UjU Werosa ciamka iy = Py, (y) npasa. Kpyr y, mo mamem
VCJIOBY, JOJINPYje CBAKW OJ KPYToBa kso M k33, OJTHOCHO Ca CBAKUM OJT FbWX WMa TATHO
jelHy 3ajeIHMUKY TadKy, IITO BAXKM U 32 HUXOBE CJIMKE Y HHBEP3HjU Yy, , Tj. mpaBa y’ ca
CBaKUM O] KPYToBa kb, ¥ Kby MMa TAYHO je[HY 3ajeTHHUYKY TadKy W KaKO BarKH jeJHAKOCT
yrosa npi npectkaarvy wnsepjor: £ (ks y) = £(1n, k), Ve, (4)) = £(khy,y') 1
L(kss,y) = L(g, (kss), i, (y)) = £L(kbs,vy'), cnenm na je npasa y’ Tanrenrta u Kpyra kb,
u Kpyra kb. akie, mpasa y', civka y WHBEP3WjH )i, TOMONHOT Kpyra y 3ajeHUUKa je
TaHTeHTa Kpyrosa kb, W kjs. 3azarak ce CBOAM Ha KOHCTPYKIM]Y 3ajeHUYKE TAHTEHTE
KpyroBa kby u kbs, nobujennx onpehuBameM CIMKa y WHBEP3HJH 1k, PEJIOM KPYroBa koo
u k33. Ha ocuoBy anasuzse (*), moMmoHMM KpyroBuma, HA30BUMO MX Y1 W Y2, OAIOBAPAjY
KaO0 CJIMKE y WHBEP3UjH YHYTDAIIbe TAHTEHTE, O3HAYMMO UX Ca Y] U Yh.

Kako je unsep3uja MHBOJIY TUBHO 1IDECJIMKABAE, LOMONHM( KOHLUEHTPUYHU TPAZKEHUM
KPYTOBMMA) KDPYTOBHM Y1 W Yo CJIMKE Cy Y WHBEDP3UjH 1k, TOOMjEHUX TPABUX Y] W yh:
o= O W) = G (0h), ve = Vi (uh) = v (y)( oBa sobHjena KpyTa catpKe men-
Tap Kpyra ki, a jeaH of mux, HIp. Yy oaro.apa Jeiay 4.a) osor ciydaja, goxupyje koo
usHytpa u k33 crnosba, apyru gobujeHu Kpyr yo, mesay 4.6) oor ciydaja, momupyje koo
cuosba u k33 usHyTpa).

KoHa4aHO, TpaskeHu KPYTOBY T1 U To, KOHIEHTPUIHH Cy JOOMjEHNM KPYTOBAMA 1 W Y2
npu demy je 1(Oy,,Tey =Ty, +71) 1 2(Oyy, Tyy =Ty, — 1) (cimxa 104).

" cnuka 104
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YV HEKOJIMKO HAPEIHUX CJINKA, PAIU JIAKIIET PA3YMEBaHa KOMILIMKOBAHUjUX KOHCTPYK-
uja, KPyroBU KOHIEHTPUYHM NaTuM KpyroBuma, ko(Os,r3), k3(Os,73), KOju Cy y mper-
XOIHUM Pa3MaTpamuMa O3HAYABAHU ca koo ¥ k33 O3HAYEeHM cy Ha ciaemehn HaYUWH:

— ko2(O2,7992 = 19 +11) U k33(Os3,733 = r3 + 71), L€ je r1 HONYIPEYHUK AATOr KPyra
k1( oBO cy kpyrosu Beher noyynpedHuKa 0 MoJIylIPEYHUKA, JATHX KPYTOBA);

— kko(Og, 192 = 19 — 1)  kk3(Os,r33 = r3 — r1),( r1 momynpednuk maTtor kpyra ki)(
OBO Cy KPYTOBU MAIbEr MOJIYIPEYHUKA OJI MOJYIPEIHUKA JATHX KPYTroBa).

Ha cnunun 105 npukasana je KOHCTPYKIAja HHBEP3UJOM 1)k, CBHX OCAM TPAXKEHHX KPy-
roBa.

canka 105
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Cmuka 10g mpukasyje mux ocaM MOMONHWX KOHIEHTPUYXHUX KPYTOBa W CBUX OCAM
TpaxKennx kpyrosa. Ha ciumu 107 mpuka3aHu cy caMO TpaXKeHW KPYTOBH.

cauka '107
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[Mox ” ommtum caygdajem” cmarpahemo mosioxkaje marux Kpyrosa ki, ko u k3 y Kojuma
MOYKEMO OJIPEJUTH KPYTOBE KOjU Cy PEIerhe OBOr mpobsema kopucrtehn MCK/bydInBO rope
objalmbeHy WHBEP3HUjy 1 y OJHOCY HA HATH KPYT HajMamber HmoJaympedHnka. Hekwm o
THX CJIydajeBa Cy: CBA TPHU JarTa KPyra CeKy; /IBa /aTa Kpyra ce CeKy, Tpeliu Jaru Kpyr
MPHUTIAIA YHYTPAIHOj 00/IaCTH HEKOT Of] WX JBA; JIBA JaTa KPyra ce cexy, Tpehu jgarw
KPYT HAJIa3M Ce y CMOJbaIlihoj 001acTu 0ba o mux... Hapemnnx HEKOINKO cnKa mokasyje
CaMo HeKe O] HABEeJIEHUX CJIydajeBa.

Cnuka 10g nmpukasyje cBa 4eTUPH TParKeHa U YeTHPHU MOMONHA KOHIEHTpUIHA KPyTra(
CJIMKA JI0 e CaMO TPaXKeHe KPyroBe) y Ciydajy Ja ce Jara IBa Kpyra ceky, rpeliu garu
KPYT HaJIa3" Ce y CIOJhAIlb0oj 00acTh 00a O/ IbUX.

comkalOg

Ha ciunu 109 npukazana cy cBa 4eTHpPU TPakKeHa U 4eTHPU 1IOMONHA KOHIIEHTPUYHA
Kpyra( cImKa 110 e caMo TparXkeHe KPYroBe) y CIydYajy Jia ce CBa TPH JaTa Kpyra CeKy,
MPU 9eMy He MTOCTOjU TadKa KOja MPHUMaa YHYTPAIhoj 00JACTH CBAKOT O] HUX.

k22

caukalQg
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Cmuka 1019 mpuKasyje CBUX IMIECT TPAXKEHUX U IMIECT MOMONHUX KOHIIEHTPUIHUX KPY-
roBa y CIydYajy [a ce Jara ABa Kpyra ceky, a Tpehm matum Kpyr mpuUajga yHYTPAITHO]
obusiacTu HEKor o wux( Ha cJaunu JaTu ce Kpyroeu ko u k3 cexky a maru kpyr ki npu-
naja yHyTpauimboj obnactu garor Kpyra ko). Kkao upunor majemo ciauky 1010, HA KOjO] je
IPHUKA3aHA KOHCTPYKIIH]a HHBEP3UjOM 1, TPAYKEHNX KPYTOBA Yy OBAKO 33aTOM IIOJIOXKA]Y .

cauka 101¢
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7 - T~/ y6 7

[T ——

K4 ciauka 1019g
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o> Kako cMO0 3aBpIimin aHaan3y HAJOMIITHjEr CIy9aja, MOXKEMO Ce€ DABUTH IUCKY-
CHjOM CIENWjaJIHAX CJIydajeBa, TAdHUje CIEIUjaHuX MOJIoXKaja Jarmx kpyrosa. llom ”
crienujatHe” caydajeBe yBpCcTHNEeMO OHe MOJI0XKaje 3aJaTux Kpyrosa ki, ko u k3 ucre paBam
3a Koje, 1ope] uusepsuje Yy, ( y oquocy Ha garu Kpyr ki( Kpyr HajMamer noJiylnpeqHuKa
0J1 Tpu Jara Kpyra)), 3a oapeljuBame cBUX KpyroBa KOju MCIIYyHaBajy yCJIOB ITOCTAB/HEHOT
npobjieMa, MOpaMO KOPUCTHUTH U HEKE JIPyre WHBEP3HUje, OJHOCHO WHBEP3HUje Y OIHOCY HA
HEKe Jpyre Kpyrose ucte paBHu. Heku o TakBUX ciaydajeBa Cy: gaTa JBa KpyTra JI0IUpyjy
ce cnosba, Tpehu JaTu Kpyr Mema [O0JIO0XKa] y 3ajeJIHUYKOj PABHU Yy OJHOCY HA EHUX JBa(
cedue jeman, cede oba, TOIUPYje jeJaH CIoba a cede APyru, JOAupyje 00a CIoba, J0Aupyje
jenad usHyTpa...); ABa Jara Kpyra JA0Jupy]y Ce u3HyTpa, Tpeliu 1aru Kpyr Memba [0JI0XKa]
y 3ajeJHUYKOj PABHU y OJHOCY Ha Wux aBa( cede jeJaH of mux, cede 00a ...) ...

ITpumehyjemo jga noctoju Besuku 6poj Moryhux mosoxkaja matux kpyrosa ki, ko u ks
y HEKOj PaBHU U NPEOOMMHO je cBe ux auckyrosaru. Oie hemo ce 6aBuUTH camMO HEKHMa
O/T IHhUX.

<e> cayuaj 10 ( A ):

Jlara aBa Kpyra moampyjy ce croJba, Tpehn marum Kpyr mMema MmoJoxkKaj y 3ajeTHUYIKO]
paBHU y OJHOCY HA HUX JBA.

He ymamyjyhu omnmroct, y3MEMO /13 ce HaTu KPyroBu ks u ks J1OAUPYjy CIO/BA B OBO
hiemo cmarparn dbukcupannm monoxkajem cayvaja 10(A), matn kpyr ki( Kpyr HajMamer
HOJIYIPEYHUKa OJ JIaTa TPU Kpyra, Kako CMO paHwuje mpernocrasusu) ” mpomierahemo”
KpO3 paBaH KOja CaJp:Ku JaTe KPyTroBe.

( 0BO HUje HEOLXOMHO, jep Ce HA UCTH HAYUH IIOCMATPajy W OCTAJe CUTyaluje, ajld HAM je
jeaHocTaBHUje /2 6 CMO MOIJIM OCTATH Y CKJIAJY €A O3HAKAMA U KOPUCTUTH HEKE CeIMEHTE
U3 OIIITEr CIyYaja).

o> ciuyydaj 10 (4;):

Haru kpyrosu ks u ks moaupyjy ce crospa, HaTh KPyr ki ca IBAMa HEMA 3ajeTHUIKAX
TaYaKa W HAJIA3U CE Y CIOJHAIH0] 00IacTH 006a O HhUX.

[TocToju mrecT KpyroBa KOju 3a/I0BOJHABAJY YCJIOB MOCTAB/HEHOT MPOOJIEMA, TOIUDY]Y
CBa TpM JaTa KpPyra 3aJaHa OBAKBHUM IOJOKajeM y paBHH. JIBa O HBUX CAApPKE TAUKY
JOIUpa JATUX KPYTroBa ko u k3, IpeocTasia dYeTHPH TPAXKEHa KPYyra He CAApPKe TadKy T0-
JUpa 1aTUX Kpyrosa.

Oxapenumvo Hajpe TpazkeHe KPyroBe KOjU CajpKe JOAUPHY TA4YKy JATUX KPYrosa ko
n k3. Hexka je ¢ kpyr mcre paBHy, IPOM3BO/LHOI MOMYIPEUHNKA, YUjH je IMEHTap TadKa
Jonupa Kpyrosa ko u k3. O3HaUuMO ca 1); NpPECIUKaBambe WHBEP3UjOM y OJIHOCY Ha KPyT
i( 063upoM J1a je 0BO CTasiHu 110J102Ka] Kpyrosa ko u ks cayuaja 10(A), unsepaujy ¥; hiemo,
y3 jOI HeKe, KOPUCTUTH Y CBAKOM HAPEIHOM TOJCIyYajy OBOT CIIydaja).

O6a nara kpyra ko u k3 cagaprke neHTap nocMaTpaHe WHBEP3Hje, Te Cy Y MHBEP3Uju 1;
mwuxoBe cianke kb = ;(k2) u ki = 1;(ks) npase. Kpyroeu ko u k3 nomupyjy y meHTpy
uHBep3Uje, a nomro uHBepsuja dysa jeauaxkoct yraoa: L(ka, ks) = L(V;(k2),¥i(ks)) =



135

£(kh, k%), mpase ki u k% meljycobro cy mapastesnHe( IITo ce MOXKe BHIETH MPUJINKOM KOH-
CTPYKIIUje OIpeIuBabeM CIUKa KPYrosa ke u ks y uasepsuju ;). Jaru kpyr ki He caapxku
HeHTap [OCMaTpaHe WHBEp3uje, Ia je y MHBep3uju 1; mwerosa ciauka ki = ¥; (k1) xpyr.

O3HauuMO ca T TpaxkKeHu KDyl KOjU CAJPKU TA4Ky A0J4upa Jarux Kpyrosa ks u ks(
HEIITO KACHWje TpernMeHoBaheMo WX y 1 U T, HO 33 TPEHYTaK Ce MOCTABUMO Ka0 Ja He
3HaMo Opoj perema). TpaxkeHu Kpyr & CaJpKu LEHTApP UHBEP3Uje, Ia je y WHBEP3Uju
1; weroBa ciuka ' = 1;(x) npasa. [o mamoj npermocrasuu, oba mara Kpyra ko u ks
U TPaXKeHU KPYr & CAJpKe TadKy JI0aupa KpyroBa ke u k3, a Kpyr & uX, HO yCJIOBY
3a/aTKa, J0aupyje 00a, Te KPyr & MOpa JOJAWPHUBATH JaTe KPYrOBe Yy EBUXOBO] J0JAUPHO]
rauku( Koja je mentap uusepsuje 1;). OG3UpOM Ja MpeCIuKaBambe UHBEP3UjOM Y OTHOCY
Ha Kpyr 4yBa jemHakocT yraoBa: £(x, k) = AL(i(x),¥i(k2)) = L(2' k) n L(x,k3) =
L(i(x),vi(ks)) = L(2', k%), cnenn ma cy npase kb, ki u x’ mehycobno napasenne. Kpyr
Z, MO YCJOBY 3aJaTKa, JOAMpYje Jartu Kpyr ki, 1a W HUXOBE CIUKE y WHBEP3UjH, IPABA
a2’ m xpyr k|, nMajy TauHO jemHy 3ajeIHAYKY TAYKy W KaKO BAJKH jeJJHAKOCT yTJIOBA MPHU
npecankaBamwy wHBep3ujoM: £ (x, k1) = L(Y;(x),vi(k1)) = L(2', k), cnemn na je npasa
a’ ramrenrta kpyra kj. akie, npaBa x’ maHreHTa je Kpyra ki mapasenna MmehycoGHO
napajeaHuM mpaBama kb u k5. 3azarak ce CBOAM Ha KOHCTPYKIM]y TAHTEHTE HA KPYT
kY, nobujen onpehusamem ciuke naror kpyra ki y uaBep3uju 1;, napasneiane mehycobHO
napasiesHuM npaBama kb u k%, nobujennm onpeluBameM CiamKa y MHBEP3UMjU 1); PEOM
narux Kpyrosa ko u k3. Ha ocHoBy nHare mpermnocraske, 7aTu KpyT k1 ca JaTUM KPyTrOBAMA,
ko m k3 HeMa 3aje JHUYKUX TAYaKa W HAJA3ZU C€ Y CIOJBAIIKHOj 001acTu 0062 O HUX, 1Ma UX
HeMajy HM HUXOBe CJHMKe, KPYyr kj u npasa k), omHocHO Kpyr kj w mpasa kj, Te mocroje
JIBE TaHIeHTE, O3HAYMMO UX Ca &) U xh, HAa Kpyr k| nmapasenne meljycoOHO mapaJieHUM
npasama kb u kj, Koje oarosapajy Kao CIMKe y MHBEP3UjU ); TPAZKEHUM KPYTOBUMA.

Ha xpajy, Ha OCHOBY 0COOWHE WHBOJIYTUBHOCTH TIPECIMKABAMA WHBEP3UjOM Y OJTHOCY
HA KPYT, TPasKeHN KPYTOBY T1 U X2 CIWKE CYy y WHBED3UjU 1); TOOUjEHUX TPABUX X) W !

w1 =97 (2h) = Yi(e)), x2 = ¥ () = vilah) (camxa 104, (1))

CIUKA ]-Oaly(l)

IIpeocrasna derupu Tparkena Kpyra Ha30BUMO T3, T4, L5 U Tg, KDYTOBE KOjU HE CALIPIKE
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TAYKy JOAWPA JATUX Kpyroea ks u k3. /IBa on mUX, 03HAYUMO WX CA T3 U T4, AOAUDPY]Y
CBa, TPHU JAaTa KPyra Crojba, OMHOCHO m3HyTpa. OBO Cy KpyroBu dYmje cMO ofpehuBame
unBep3ujoM Yy, ( y omnocy ua Kpyr ki) obGjacHuiiu y onmirem ciaydajy 1, Te OpUiIaxKemo
camo koucTpyKijy ( cimka 1041 (2)). [lociaemma apa rpaxena Kpyra, O3HAYUMO €& T5 U T,
JOanpPYjy Aatu Kpyr ki m3HYTpa, a Jare Kpyrose ko u k3 ciosba. HbuxoBo cmo oapehuBame,
Takope MHBEP3UjOM 1)k, JETAbHO OOjaCHHJI y ONINTEM CIyYajy 2, Te IPHUIA’KeMO CaMO
cmaky 1041(3) KOja MpUKa3yje KOHCTPYKIMjy OBUX KPYyTOBa.

- k22

CJINKA 10@1(2) C.J'[I;ny(a. 10(11(35 V !

Canka 10,4, (4) mpuka3syje KOHCTPYKIMjy WHBEp3Ujama 1); U Yk, CBHUX IIECT TPAsKEHUX
KpYyTOBa.

C./TII/IKa lba1(3)
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Ha canmmm 10,, (5) mpukasaHu cy CBM TPasKeHHW KPYTOBM M TIOMONHH KOHIEHTPUYHU
kpyrosu, Ha ciuiy 10,, (6) mpuka3aHu cy caMO TPaXKeHU KPYTOBH.

cimka 1041 (5) ‘ “camka 10,41 (6)

o> caydaj 10 (A2):

Haru ce kpyrosu ko u ks momupyjy cmosba, JaTu Kpyr ki JOAUpYyje je/IaH O OBa JIBA
Kpyra Takohe croba.

He ymamyjyhu ommroct y3mumo Ja Kpyr ki crnosba Joaupyje Jatu Kpyr ko.( Hagasbe
hemo, pagn HagOBE3WMBaMa CIydajeBa, a WHAUE je MOTIIYHO CBEjeTHO, MPATUTH IOJIOXKA]
kpyra ki y onnocy ua Kpyr ks).

[TocToje werwpu Kpyra Koja 3aJ0BO/bABAjy YCJIOB MOCTABIHEHOT MPODJIEMA, TOAUDY]Y
CBa, TPW JAaTa Kpyra. JeIan of BbUX CaApKU Ta4Ky JOAUPA JATUX Kpyrosa ko u ks, Apyra
TpaykKeHW KPYT CAJAPKU TAYKy JOAMPA JATHUX KPYrosa ki u ko, MPEOCTasa [ABA TPAXKEHA
Kpyra He CaJIp:Ke HU jeJIHYy Of MOMEHYTHUX JOJUPHUX TA9aKa.

OnpenumMo Hajpe TpaXKeHW KpyT, Yy O3HAIM X1, KOJU CAAPIKHU TAUKY JOAUPA JATUX
kpyrosa ko u k3. O03upoM Ja je OBO CTa/JHH MOJIOXKA] KPyrosa ko u ks ciaydaja 10(A),
KPYT T1 MOXKEMO OJIPEIUTH WHBEP3UJOM ); ¥ OIHOCY HA, KPYT ¢ WUCTE PABHU, ITPOU3BOJHHOT
MOJIYIIPEYHUKA, CA TEHTOM y TaYKH JTOAupa Kpyrosa ko u k3. OBy CMO MHBEP3H]y JETATHHO
objacamiu y nozcayuajy 10(A4;) osor ciayuaja, Te fie u oBue nobujenu 3akipydiy Guru
vcru. Ho umak mocroju pasimka y OJHOCY Ha MPETXOAHU CJIydaj, a OJHOCH ce Ha Opoj
TpaXKEHUX perema( y TPEeTXOIHOM CIydajy MoCTojaja Cy JABa KPYra KOja JOAUpPYjy CBa
TPU JIaTa KPYra U CaJprKe TAYKy JOAMPa KpyroBa ko u k3. Y OBOM CIyd9ajy Takas je camo
jeman kpyr). Ykparko fiemo noHoButu nobujere 3ak/bydke u O6jaCHUTU HEKe HOBE.

Haru kpyrosu ko u k3 cazp:ke IMEHTAp MMOCMATpPaHe WHBEP3Hje, Ia Cy y UHBEP3UjH ;
wuxose ciauke kb = ¥;(ke) u k5 = ¢;(k3) upase. Kako ce xpyrosu ka u ks nonupyjy y
IEHTDPY WHBEp3Wje, a WHBep3uja uyBa jemnakoct yriosa: L (ko, ks) = L(¢;(ke), ¥i(ks)) =
L(kh, k%), cieqn na cy mpase kb u kb meljycobro napasense atu kpyr ki He caIpiku
HeHTap IOCMATpaHe WHBEP3Uje, [a je y WHBEp3uju 1; mwerosa ciauka ki = ;(k1) Kpyr.
IIpumerumo cienehe: MO MPeTIOCTABIM OBOT Ciiydaja Kpyrosu ki u ko ce momupyjy, Tj
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MMajy Ta4YHO jeJTHYy 3ajeTHMYKY TadKy, Ia W HUXOBe CJIWKe Y WHBEP3Wju 1);, TpaBa ki
u Kpyr ki, uMmajy TadHO jeiHy 3ajeHUUKY TAYKy, U KaKO BayKW jeJHAKOCT YTJIOBA I[PH
npecnukasamy uaBep3ujom: A (ki, ko) = L(i(k1),¥i(k2)) = L(k1,k5), To je npasa kf
tanrenTa kpyra kj. OBaj he mam 3akspydak OMTH BPJIO KOPUCTAH HEINTO KACHU]E.

Tpaxkenn Kpyr 1 Caap:KW IEHTAP WHBEP3HUje, 1A je y WHBEP3UjH 1; HEroBa CIIMKA
x} = ¢;(x1) npasa. Ilo Hamoj npernocrasiy, oba nara Kpyra ko u k3 M TpaskeHH KPyT
1 cajpiKe JOJUPHY TadKy KpyroBa ko u k3, a Kpyr xi, IO yCJIOBY 33JaTKa, JOIUDPY]je
oba kpyra ko m k3, ma Kpyr ri; MOpa JOAUPUBATH JAaTe KPYrOBe y HBUXOBO] IOJAUPHO]
rauku( ueHrpy uusepsuje ;). O63upoM Ja LPECIMKABAKE MHBEP3UjOM Y OJHOCY Ha
Kpyr 4yBa jemHakoct yraosa: £(x1,ks) = L(i(x1),v¥i(ka)) = L(2), kL) n L(x1,k3) =
L(i(x1),¥i(k3)) = L(z}, k%), cnenm na cy npase kb, ki n x| melycobHo mapasesHe.
Kpyr z1, mo ycioBy 3ajarka, 1oaupyje gaTi Kpyr ki, 1a U HUXOBE CIUKe y WHBEP3UjH,
npaBa ) u Kpyr k, uMajy TauHo jenHy 3aje/[HUUKY TaYKy U KAKO BaxKU jeJHAKOCT yIJIOBa:
L(x1,k1) = L(Yi(x1),¥i(k1)) = L(x}, k1), cnenn ma je npasa z} Tanrenra kpyra kf. Ha-
KJIe, TIpaBa I) TaHreHTa je Kpyra kj mapamemna mehycobHO mapasenHuMm npasama kb u
k5. TIprceTnmo ce paHWje M3BEJEHOT 3aKJbyUKa: mpapa ki TaHTeHTa je Kpyra ki, mTo je u
pasJior 300r Kora MOCTOoj! joI caMo jenHa TaHreHTa x)( Koja je omromapajyha cinka y wH-
BEP3UjU ; TPAXKEHOr KPYTa x1) Ha KPYT k) mapaJjiejiHa BeroBoj TAHreHTH kb, a CAMUM THM
U TAYHO jeJIaH KPYT KOjU MCIYEHaBa yCJIOB MOCTAB/HEHOT MPODIEMa U HAIE TPETIOCTABKE.
Bazarak ce CBOIM Ha KOHCTPYKIHMjy APyre TAHTEHTEe Ha Kpyr kj, mobujeH ompehupamem
couKe maror Kpyra ki y mHBEp3uju 1;, mapasnenne mMehycobHo napasiesaum npasama kb u
k%, nobujernm onpehuBameM CIMKa y WHBEDP3UjH 1); PEIOM JaTuX Kpyroea ks u ks, rue je
npasa kb taHrenTa Kpyra kf.

Komaumo, 360r ocodbmiHe MHBOTY THBHOCTH IIPECTUKABAKHA HHBEP3UjOM Y OJHOCY Ha KPYT,
TpazKeHH KpyT T1 CIIMKA je y uHBep3uju 1; nobujene npase rp: 1 = ;7 (2]) = 1;(2}).

Oxapennmo caza TpaykeHn KpyT, y O3HAIN T2, KOJU CAJIPIKU TAUKy TOINPA TATHX KPY-
roBa ki u ko. O3HAYMMO ca i1 KPYT MCTE PABHU, TPOU3BOJHHOT TIOJYIIPEIHUKA, CA IIEHTPOM
y Ta4YKM JI0Upa JaTux Kpyrosa ki u ko. Ilocmarpajmo npecinkaBambe MHBEP3UjOM i, ¥
ojxHocy Ha oBaj Kpyr. Hamomenuwmo jia he npeciinkaBame UHBEP3UjOM 1;, JOHETH CIIUIHE
3aK/bydKe Ka0 W IPECINKABAIb€ WHBEP3WjOM 1;, 0O3UPOM A je MOJIOXKAj TaTHX KPyroBa
y OfHOCY Ha KPYT ¢ WHBEP3Wje 1; CANUAH TOJ0XKA]y JATUX KPYTroBa y OIHOCY HA KPYT i1
uHBep3yje 1;, , na eMo u3Iarame CKPATUTU KOJIUKO je TO Moryhe.

O6a mara kpyra ki u ko caJprke neHTap HHBEP3Hje 1);,, 14 Cy Y IOCMATPAHO] HHBEP3UjH
wuxose ciauke k] = ¥, (k1) u kb = 1;, (ko) npase. Kako ce kpyrosu ki u ko nomupyjy
y LIEHTDY MHBep3uje 1;,, a IPeCcIuKaBalbe HHBEP3UjOM y OJHOCY Ha KPYI 4yBa jeJIHAKOCT
yraosa: £(k1, k) = £L(;, (k1), 4, (k2)) = £(k}, kb)), To cy mpase k| u kj mehycobuo napa-
JiestHe( ITO Ce MOKE BUJETH PUJINKOM KOHCTPYKIH]E OJIPEIUBAEM CIINKA JATHX KPYTOBa,
k1 m ko y wHBep3uju ;, ). Jlarn Kpyr ks He caJp:Ku [EHTAp WHBEP3Hje 1;, , TE je y OBOj MH-
Bep3uju merosa cimka ki = 1;, (k3) kpyr. Ha ocHOBY mpernocTaBke OBOT Cilydaja KPyTrOBH
ko m k3 ce momupyjy, Tj ©Majy TaIHO jeqHy 3ajeJHHYKY TAUKY, 1A U IbUXOBE CJINKE Y HHBEP-
3uju 1;,, upasa kb u Kpyr k%, ©Majy TadHO jenHy 3ajeJHUUKY TAdKy, U KAKO BAXKU jeJHa-
KOCT YIJIOBA MW TIpecanKaBamy nHBep3njoM: A (ko, ks) = L (v, (k2),vs, (k3)) = L(kb, kL),
crenu 11a je mpasa k) TaHreHTa Kpyra kb ( 0BO je 3aKJbydak Koju heMo ynmorpebnTu KacHuje
y OBOM H3JIAaramy).

TpazkeHu Kpyr o CaJAPIKU IIEHTAD UHBEP3H]je 1;, , 11 je Y HUHBEP3UjH 1;, IHeropa CIuKa
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xh = 1y, (x2) mpasa. Ob6a mara kpyra ki u ko ¥ TpaskeHH KPYT g, IO HAINO] MPETIOCTABIIH,
caJIpaKe Ta4YKy IOAWpa KpyroBa ki u ko, a Kpyr To UX, MO YCJIOBY 3aJaTKa, I0AupYyje oda,
IIITO MOKe OWTH HUCIIYEHEHO CaMO aKO KPYyT Xo JOAMpPYje Jare Kpyrose ki u kg y HUXOBO]
noaupHoj Tauku( HeHTpy uHBep3uje 1, ). Kako npeciukaBarmbe WHBEP3UjOM Y OAHOCY Ha
Kpyr dyBa jemHakoct yraoBa: A (g, k1) = L(Us, (x2), s, (k1)) = L(xh,k]) n L(xa, ks) =
L (i, (22), i, (k2)) = L(xh, k}), To cy mpase ki, kb u af, melycobro nmapanenue. ITo ycnoBy
MTOCTABJHEHOT MPOOJIEMA KPYT T2 JOAUPYje JaTh KPYT k3, Ia U BUXOBE CJIMKE Y WHBEP3UjU
i, , IpaBa x5 W KPyr k%, UMajy TadHO jelHY 3ajeHUYKY TAYKy U KAKO BAXKHU jeIHAKOCT
yraoBa: A(x2,ks) = L(Vi, (x2), ¥, (ks)) = L(ah, k%), cnenm na je npasa x5, Tanrenra
kpyra kj. Ila pesumupamo 10 caja nobujeHe 3ak/bydKe: IPaBa Th TAHTEHTA je Kpyra kj
napasenna MeljycobHo napasennnm npasama kf u kb. Kako cMo paHuje HAOMEHyIIN mpaBa
k!l TanreHTa je Kpyra k% W OBO je pa3ior 360T KOTra MOCTOjH jOII CaMO jeJfHa TaHTeHTa xh(
KOja OJ[roBapa Kao CJIMKa y MHBED3UjH 1);, TPaXKEHOM KDYTY T2) Ha Kpyr kj mapaJeiHa
FErOBOj TAHTEHTH kb, & CAMUM THM U TAYHO j€JaH KPYT KOJH UCITYHaBa yCIOB TIOCTABIHEHOT
npobJieMa U CBe HAIIE MPETIOCTABKE. 3a/IaTaK Ce CBOJM HA KOHCTPYKIUjy JAPyre TAH[eHTe
Ha Kpyr k%, mobujen ompehmBameM ciamke maTor Kpyra ks y WHBEDP3UjHU 1;,, TIapajesHe
MmebhycobHo mapasenHuM npasama ki u kb, mobujeHnMm ofpeljuBameM ciaWKa peoM JaTux
KpyroBa ki U ko y WHBEp3WjH 1);,, TJe je mpasa k) TaHreHTa Kpyra kj.

IIpecnukaBame WHBEP3UjOM y OJHOCY HA KPYT je MHBOJYTHBHO IIPECIWKaBambe, Ha je
TPayKEHU KPYI' T2 CJIUKA je y UHBEP3Uju v;, nobujeHe npase xh: To = w;l(x;) = 1y, (25).

Cmuka 10,4, (1) IpEKa3yje KOHCTPYKIHjy HHBEP3HjaMa 1; U 1, KPyrobBa Ti U T.

K2 (iy)_ -

O3naunMo ca T3 U T4 TPAYKeHe KPYrOBe KOjU He CAApIKe HU jeJHY O MOMEHYTHUX JI0-
JIUPHUX TadaKa JaTuxX Kpyrosa( Tayky J0AUpa JaTux Kpyrosa ki u ko, OJHOCHO TadKy
JIoaupa JaTux Kpyrosa ks u k3). Jemaw on mux, HOp T3 JOAUpPYje CBa TPU JaTa Kpyra
U3HYTPa, APYTH TPazKeHH KPYr X4 JOAUPYje CBa TpH gara Kpyra cuosba. OBa aBa Kpyra cy
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KPYTOBH 4nje cMo ofipeljuBare MHBEP3UjoM g, , Y OIHOCY Ha 1aTu KpyT ki ( Kpyr HajMarer
HOJIYIPEYHUKS Ol TPU JlaTa Kpyra) JeTa/bHO O0jaCHU/IM y OmInTeM Ciaydajy 1, Te u3jara-
e 0 oapehuBamy OBHX KPyroBa M30CTaB/HAMO W MPHUIAXKEMO CAMO CJIUKY KOHCTPYKIIH]je
TpazkeHux Kpyrosa 3 u r4( cimka 104,(2)).

~_\ . x4\
— N\ | )
\ . U
~ke2 -
\ [ . @ o

D | “ /

C.TII/II;HT 10(;2(2)
[Tpunaxemo cmuky 104, (3) KOja NpuKa3yje KOHCTPYKIHU]y CBA YETUPH TPAKEHA KPYyTa
uHBep3ujaMa P, Vi, T Y, .

CJINKA 10;2(3)
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Ha comnm 10, (4) mpuka3aHa cy cBa 4eTHPH TpaskeHa Kpyra M TOMONHN KOHIEHTPUYHH
kpyrosu. Ciumka 10,,(5) npukasyje camo TpazkeHe KPyrose.

cnmkaﬂ10a2(4) ‘ CHHKé I07(12(5)

o> cay4daj 10 (As):

Haru xpyrosu ks u k3 moaupyjy ce cmosba, maTtu KpyT ki cede oba oBa Kpyra, Win cede
CaMoO jeJIaH OJ1 bUX, & Ca JAPYIUM HEMA 3ajeJIHUYKUX TadaKa U [IPUIIA/Ia HeroBoj CloJballl-
1B0j 00JIaCTH.

PasmorpuMo ciiyuaj Kaga gaTu Kpyr ki cede camo jeqaH of Kpyrosa ke u kz( ciydaj
Kaza Kpyr ki cede oba mara Kpyra ke u k3 pasmMarpa ce Ha FOTOBO UIACHTHUYAH HAUUH).
He ymamyjyhu ommrocTt mpermocTaBuMo 1a gaTu Kpyr ky cede camo gaTtu Kpyr ko, a ca
Kpyrom k3 HeMa 3ajeJHUYKHX TadaKa W HAJTA3U CE y FHbEerOBOj CIIOJHAII0j O0IACTH.

ITocroje weTupu Kpyra Koja HCIyHaBajy yCIOB IOCTAB/HEHOT MIPOOIEMa, TOIUPY]y CBa
Tpu JgaTta Kpyra. JIBa om mUX cagpike TauKy JAOAMpA JATUX KPYToBa ko u ks, TpeocTasa
JIBa TpazKeHa Kpyra He caJip:Ke JOJUPHY TAUKy JaTUX KPYTOBA.

Tpaskerne KpyroBe KOju Cap:Ke TAYKY JOAMUPA JATHX KPYToBa ko M k3 MOXKEMO Ofpe-
IUTH 100pO HAM TTO3HATOM WHBEP3WjOM ; ¥ OMHOCY HA KPYT ¢ MCTE PABHU, TPOM3BOJHHOT
MOJIYIIPEYHUKA, YUjU je TEHTAp TadKa JOANpa JAaTuX Kpyrosa ks u ks. O63upom 1a garu
Kpyr ki HeMa HMKAKaB ~cHernujasad’ IOJ0XKaj Yy OZHOCY Ha JApyra JIBa JaTa Kpyra pas-
MaTpame OBOT CJIydaja FOTOBO je MIEHTHYHO pasMarpamy y caydajy 10(A;) n mobujenn
3aKJbydIlA Cy CIIMYHM, 1A NEMO CaMO YKPATKO MOHOBUTH, 03 JeTA/bHOT 00jaIThermha.

Hanwme, cimke y wHBep3wWju t; marux Kpyroea ke W ks pemom cy mpaee kb m ki (
kY = i (ka) m kS = ;(ks)), jep oba kpyra kg u k3 campike rneHrap wHBep3suje ;. Kako
ce Kpyroeu ko m k3 J0AMpYjy Y TEHTPY WHBEp3Wje, & MPECINKABAIHE WHBEP3UjOM UyBa,
jemmaxoct yruoBa: £ (ka, ks) = £(¢i(k2),vi(ks)) = £(k}, k%), npase kb u kb mehycobuo cy
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napasenase. Jlatu Kpyr ki HE CAIpKU [EHTAP MOCMATPAHEe WHBEP3Uje, 1A je y WHBEP3Uju
1; werosa ciuka ki = 1;(k1) kpyr. Hamomenunmo ma ce, 110 HAIIO] IPETHOCTABIM, KPYTOBY
k1 u ko ceky, Te ce CeKy U BUXOBE CIMKe Yy UHBEP3Uju ¥;, Kpyr k} u npasa k}, a Kpyrosu
k1 n k3 HEMajy 3ajeIHMYKUX Ta9aKa, 1A UX HEMAjy HU HUXOBE CJIUKE Y HHBEP3UjU 1;, KPYT
ki w mpama kj.

O3HavymMo ca 1 M To TpaykeHe KPYroBe KOjU HCIyFhaBajy yCJIOB MOCTAB/HEHOT ITPO-
G/ieMa, JOAUpYjy CBa TPU JaTa Kpyra, U Caap:Ke Tadyky JOAUpa JaTux Kpyrosa ks u kz(
YHAIIPeJ|, 3HAMO /14 WX je JBa, 003UpOM Ha pa3marpame y nomenyrom ciaydajy 10(Aj)).
Kpyrosu x1 u xo, 0 HAINO] MPETIIOCTABIN, CAJAPIKE IEHTAP HWHBEP3Hje 1;, Ma Cy y OBOj
WHBED3UjU BuxoBe ciuke )] = ¥;(x1) u xh = ;(x2) npase. Cpa werupm Kpyra ks,
ks, r1 WM X9, HAa OCHOBY TPETIOCTAB/HEHOT YCJIOBA, CAJAPIKE IEHTAp WHBEP3HUje 1;, a TO
YCJIOBY TIOCTaBJHEHOT TTPOOJIEMa TPAXKEHH KPYTOBU Ty U Lo JAOAWDPY]Y Jare Kpyrose ko u
k3, MITO MOYXKe OUTH WCIOYEHEHO CaMO aKO CBa YETHPH Kpyra MPUIAIajy mapaboddKoM
mpaMeHy KpyroBa 4mja je paJMKaiHa Ooca IIpaBa yIpaBHA Ha mpaBy oapeljeHy meHTpuMa
marux kpyrosa ko u k3. Y3 0Baj 3aKkjbydak M HA OCHOBY j€IHAKOCTU yIJIOBA IIPU IIpe-
cIMKaBawy MHBEp3ujoM y omHocy Ha Kpyr( AL (xz1,ks) = L(¥i(x1),vi(ke)) = L(x), k) m
L(xy, k3) = L(Wi(x1),i(ks)) = L(x1, k3) m L@z, k2) = L(i(w2),vi(k2)) = L(@5, k));
L(xa, k3) = L(Pi(x2),vi(ks)) = L(xh, k%)), cneqm na cy mpase kb, k%, o} n zf, mehycobro
napasnesnsde. [lo yciaoBy 3asaTka TpaykKeHd KPYrOBU X1 U Xo JOAUPY]Yy Jaru Kpyr ki, ma u
bUXOBE CJIMKE Y WHBEP3UjU 1);, Tpasa ) u Kpyr ki, OMHOCHO T m Kpyr ki, IMajy no jeqany
jeJHy 3ajeJHUYKY TA4YKy, U HOLITO BAXKK jEJTHAKOCT YIJIOBA [PU IIPECIUKABAIbY WHBEP3H-
joM y ommocy Ha KpyT, TO Cy mpaBe xj m xf TaHrenTe Kpyra ki, mapasnenane meljycoGHO
napajeaHuM mpaBaMa kb u k5( 3amcTa je JBe TakBe TaHreHTe 003MPOM Ha PaHHje HaloMe-
HyT OfHOC mpaBux kb u k5 n kpyra k). 3agaTak ce CBOIYM HA KOHCTYKIH]y TAHTEHTH T} U
xh ma kpyr k}, nobujen onpehupamem ciuke y WHBEP3UjuU 1); MATOT KPyTa ki, MAPATETHEX
meljycobuo napanesnnum npasama kb u kfj, nobujenum onpehuBarmeM CamKa PeJoOM AaTuX
KpyroBa ko u k3 y mHBEP3UjN 1);.

Konauno, Ha OCHOBY 0COOWHE WHBOJIYTHBHOCTH TIPECINKABAHA WHBEP3UjOM Y OTHOCY
Ha KPYT, TPAyKeHW KPYTrOBU L1 U Xo CJIUKE Cy y WHBEP3UjU 1); NOOUJEHUX MPABUX T} U Xh:
21 = 7M@) = (@), o = 67 (2h) = u(h) ( coka 104,(1)).

x1

comka 1043(1)
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IIpeocrana nBa TpaskeHa Kpyra O3HAYUNMO €A T3 U T4, KPYTOBE KOjU HE CAAPIKE TAUKY
JOoAWpa JaTuX Kpyrosa ko w k3. Jemam on muX, HOP T3 IOAMPYje CBA TPHU JaTa KPyra
U3HYTpa, APYTH TPAXKEHU KPYr T4 JOAUPYje CBa Tpu jara Kpyra cmosba. OBa JaBa Kpyra
cy Kpyrosu umje cMo oapefjuBame uuBEp3ujoM ty,, y oxHocy Ha xaru Kpyr ki( Kpyr
HAjMAMEr MOJIyIPEYHNKA Ol TPU JATa KPyTa) JeTa/bHO 00jaCHUIN y ormTeM Ciaydajy 1, Te

U3JIarabe O BbUXOBOM OpeljuBarby M30CTaB/baMO U MPUIAZKEMO CAMO CJIMKY KOHCTPYKIHU]je
oBa jmBa Kpyra( cmmka 10,,(2))-

cimka 1043(2)

Crnuka 10,,(3) npukasdyje KOHCTPYKIH]y MHBep3Ujama 1); U 1P, CBa YeTHPU TPAKEHA
Kpyra.
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Ha canmmm 10,,(4) mpukasaHu cy CBM TPasKeHW KPYTOBM M TIOMONHH KOHIEHTPUYHU
KpyroBu, Ha cuii 10, (5) IpHKa3aHu Cy caMO TPaskKeHW KPYTOBH.

cimka 10,300 cimka 10435

VY caydajy Kaga gatu Kpyr kp cede 0ba gara Kpyra ke u k3, Ipu 4eMy He IMOCTOjU TaYKa,
KOja MPHUIaLa YHYTPAIIHOj OOJACTH CBAKOT O AaTa TpU Kpyra ki, ko u k3, HamomeHym
CMO J1a Cy W pa3Marpama W 3aKbydld TOTOBO UJAEHTHYHU T€ MPUIAZKEMO CAMO CIUKY
KOHCTPYKIIMje CBUX TpaxkeHnX Kpyropa( cmmka 10,,(6)) W CANKY Koja MPUKa3yje TpakeHe
u nomohne KonmenTpuane Kpyrose( camka 10,4, (7))-

y4'

éHﬂKa 10113(6)
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cmuka 1043(7)
o> ciurydaj 10 (Ay):

Haru kpyroBu ke u ks moaupyjy ce cmosba, JaTH KpyT ki JOAWPYje je/IaH O/ OBa JIBA
KpyTa U3HYTpPA.

He ymamyjyhn ommrocTt y3mMumo ma Kpyr k1 M3HYTpa JAOAUPYje AaTH KPYT Ko.

ITocroje camo mBa Kpyra Koja 3a0BOJ/haBajy YCJIOB ITOCTAB/HEHOT TPObIeMa, JTOTUPY)y
CBa TPH JaTa KPyra. JeIan Oj bUX CaAPKHU TA4YKy JA0AUPa AaTuX Kpyrosa ko u ks, Apyru
TpaykeHu KPYyT CaIAPKW TAIKy TOIUPA TATHX KPyroBa ki u ka.

Osgaj je cayuaj comvan ciaydajy 10(Az) Te u caMo pazmarpame, 11a U30CTaB/baMo JeTa-
JbAH TIOCTYIAK. YKPATKO momcehamo Ha MOCTYMaK onpehuBama TPaXKeHNX Peremna
O3HaYMMO ca x1] TpaykKeHW KPYTr KOjU CAIPKHU TAUYKy J0IUPa JATHX KPyrosa ko u k.
OBaj kpyr ozmpebhyjemo wHBEp3UjoM ; y OIHOCY HA KPYr i HUCTE PABHU, MPOU3BOJLHOD
[IOJIYIPEYHUKA, CA HEHTPOM Y JAOJUPHO] TaYKu KPyrosa ke u ks.
Jaru kpyr ki HE caaprKu IEHTap WHBEP3Hje 1);, T€ je Y OBOj WHBEP3HUjU IHEroBa CJIUKA
1 = ¥i(k1) xpyr. datm kpyrosu ko m k3 campke meHTap mocMaTpaHe WHBED3Hje, ma Cy
y mHBep3uju 1; muxose camke ki = ;(ka) u ki = 1;(k3) npase. O63upom 1a ce Kpyrosu
ko m k3 mommpyjy y UeHTpY WHBEp3Wje, a MHBep3uja uyBa jemuakoct yriaora: L (ko,ks) =
L(i(k2),vi(ks)) = L(kb, k%), npaBe k5 u kb meljycobro cy napasenne. Hamomennmo
Jla Cce, MO IPETIIOCTABIM OBOT Ciiydaja, Kpyrosu ki u ko noxupyjy( usHyTpa), Tj. uMajy
TAYHO je/lHy 3ajeJIHUYKY TauKy, [1a U HUXOBE CJIIMKE y WHBEp3uju ¥;, upasa kb u kpyr ki,
MMajy Ta4vHO jeJIHY 3ajeJIHUYKY TA4Ky U IIOMITO BaXKH JeJIHAKOCT YIJIOBA IIPU IIPECTUKABALY
unBepsujom: £ (k1,ks) = L(¢;(k1),¥i(ka)) = £(K}, k}), To je mpaBa k) TaHrenTa Kpyra kj.
Tpaxkenu Kpyr x Caap:KH IEHTApP WHBEP3Hje 1; Ta je Y OBOj NMHBEP3UjH IHEroBa, CIMKA,
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x} = 1;(x1) je mpapa. Ilo mHamoj mpermnocrapny, oba gara Kpyra kg U k3 ¥ TpayKeHH KPYT
T1 CaapIKe JOAUPHY TAYKYy KPYroBa ke u k3, & KPYT X1, IO YCJIOBY 3aJaTKa, J0AUpyje 00a
Kpyra kg m k3, mTO MOXKe ONTH HMCIYHEHO CAMO aKO KPYT I JaTe KPyroBe IOTupyje y
BUXO0BOj H0AUPHOj Tauku( ueHTpy uusep3suje v;). O63upoM 1a [Ipec/iuKaBambe HHBEP3UjoM
y OFHOCY Ha KPYT 4yBa jeIHAKOCT yIJOBa ciaeam ma cy mpaee kb, ki w a2} mebhycobro
napajenane. Kpyr xp, mo ycioBy 3ajarka, JOAWpPYje JaTu Kpyr ki, Ta ¥ BUXOBE CJIMKE
y WHBEP3Wju, 1paBa T u Kpyr kj, uMajy TadHO jeJHY 3ajeJHUYKY TauKy M KAKO BayKu
jemaaxoct yrmoBa: £(x1,k1) = L(i(x1),vi(k1)) = £L(a),k}), To je nmpaBa x| Tanrenra
kpyra k7. laxne, mpasa x) Tamremra je xpyra k| mapanemna mehycoGHO mapaserHuMm
npasama kb u kj, rie je mpasa kb, Takohe Tanrenra kpyra ki ( 3aK/pydaK KOju CMO U3BEJH
paHuje, a KOju yKa3dyje na MOCTOjU jOoIn camo jeaHa tanreHTa i ( ogrosapajyha cimka y
WHBED3H)H 1); TParXKEHOT KPyTa 1) Ha KPYT k} NapajeiHa BeroBoj TaHreHTH k), CAMUM THM
U TAYHO jeJlaH KPYT KOjU UCIYHaBa yCJIOB MIOCTaB/HEHOr TPODJIEMa, M HAIIE TIPETIIOCTABKE).
Bazarak ce CBOIM Ha KOHCTPYKIHMjy IPYre TAHTEHTE HA KpyT kj, mobujeH ompehuBamem
couKe maror Kpyra ki y mHBEp3uju 1;, mapanenne mMehycobHo napasesaum npasama kb u
k%, nobujernm onpehuBameM CIMKa y WHBEDP3UJU 1); PEIOM JaTWX Kpyroea ko u ks, rae je
npasa kb taHrenTa Kpyra kf.

O063upoM HA OCOOWHY WHBOJIYTUBHOCTH TPECIUKABAHA WHBEP3UjOM Y OTHOCY HA KPYyT
TPayKeHU KPYI' X1 je CJIuKa y WHBEP3Uju v; nobujeHe npase xp: x; = wi_l(:c’l) = ().

HazoBumo 2o Tpazkenu Kpyr KOju CaJIpyKu TAYKY JIOAUPaA 1aTuX Kpyrosa ki u ks. OBaj
Kpyr oznpeDhyjeMo MHBEP3UjOM 1);, Y OJHOCY Ha KDPYT 41 UCTe PABHU, IPOU3BOJLHOL IOJIY-
MPEYHUKA, YUjU j€ TeHTAp TadKa J0Upa JaTUX KpyroBa ki u ko, HA TMOTIYHO WICHTHUYAH
HauuH Kao y ciaydajy 10(As) u uaentudno nobujaiby Kpyra x1 OBOr CIydaja Te MOCTYIaK
onpehuBama u3ocraB/bamMo. Y Ka3yjeMo Ha 100ujeHe 3aKJbydKe:

Ciuka y uHBEP3ujuU 1);, TPAZKEHOr KPyra X2 je mpaBa xh, Tanrenta na xkpyr k4 ( ciuka
y WHBep3uju 1);, maror kpyra ki), mapanenna meljycobHO mapaneannM npasama ki u kb(
peJIOM CIIMKe y WHBEP3WjU 1);, NaThx KpyroBa ki u ko), mpum demy je mpaBa k) taxobe
TAHTeHTA KPyTa kj.

TpazkeHu Kpyr Ty, HA OCHOBY OCOOWHE MHBOIYTHUBHOCTH IIPECIUKABAHA HWHBEP3UjOM Y
OZIHOCY Ha KPYT, CJHMKA je y MHBEP3Uju 1);, mOoOUjeHe mpase Th: To = w;l(x’z) = 1y, (2h).

Canka 10,, (1) nmpukasyje KOHCTPYKIMjy WHBEp3Ujama 1; U 1;, oba TparkeHa Kpyra.
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k3 (i)

o> cay4daj 10 (As):

Jlatu ce kpyroeu kg u k3 DOAUPYjy CHOJbA, JaTH KPYT ki TPUNAIA YHYTPAIIHOj 00J1a-
CTH jeJTHOT OJ OBa, IBa KpyTa.

He ymamyjyhu ommrocT, mpeTmocTaBuMO Ja ce JAaTh KPyT k1 HAIA3W ce y YHYTPAIIbo]
obstactu maror Kpyra k.

ITocroje camo aBa Kpyra KOju HCIYHABAjy YCJIOB IIOCTAB/HEHOI IPOOIEMA, ITOTUPY)Y
cBa Tpu mara kpyra. Oba TpaskeHa Kpyra CaJpiKe TadKy IOAWpPA JATHX KPYyroBa ks u ki.

Tpazkene kpyrose oapelhyjeMo 106p0 HaM MO3HATOM WHBEP3UjOM 1); ¥ OTHOCY HA KPYT
1 MCTe PaBHU, IPOU3BOLHOT MOJYIIPEYHUKA YHjHU je TEHTaD JOJAUPHA TAYKA JTATUX KPYTOBa
ko m k3. UmBep3ujy 1); KOPUCTHIN CMO y CBAKOM TIOACTy4ajy ciaydaja 10(A) Te pasma-
Tpame M30CTaBbaMo, mpuiaaxkemMo cianky 10, (1) Koja mpukasyje KOHCTPYKIN]Y TparkKeHuX
KPYroBa.
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<e> cayuaj 10 ( B ):

Jlara ce aBa Kpyra Ioaupyjy u3HyTpa, Tpehn martn Kpyr Mema MoI0Kaj v 3ajeTHITIKO]
PaBHU y OHOCY HA FHUX [IBA.

He ymamyjyhu ommrroct, mpeTmnoctaBuMo J1a ce AT KPYTOBU ko W k3 DOAWDYjy M3-
HYTpa U OBAKaB IHUXOB MOJIOXKA] CMATPajMO MHBAPHUjAHTHUM MojioxKajeMm ciydaja 10(B).
Harom xpyry ki( Kpyr HajMamer mojynpedHuka OJ] JaTa TPU KPyra, Kako CMO DaHHUje
UpeTnocTaBusin) MemalleMo 10JI02Kaj y PABHU KOja CaJIPXKU 0BA TPU KPyra U KPYroBe KOju
cy pemiema 0Bor AnosonmjeBor npobiema.

o> cayudaj 10 (By):

Haru kpyrosu ko u k3 moaupyjy ce u3HyTpPa, JaTH KPYT ki ca lbUMa HEMA 3aje THUIKAX
TavaKa U HAJA3HU Ce y CIOJbAIIH0j 0bmacTr 0ba o mhux.

[TocToje camo aBa Kpyra Koja 3aJ0BOJbABA]Y YCJIOB TOCTAB/FEHOT TTPOOJIEMA, TOIUDY]Y
CBa TPH JIaTa KPyra II0CTaB/heHa y OBAKaB 10J10Kaj y paBHu. O0a TparkeHa Kpyra CaJipKe
TaUKy JOIMPA JATUX KPyroBa ko u k3.

O3HaYMMO ca § KPyr' UCTe PABHY, IPOU3BOJHHOI [OJYIIPEYHUKA, YA j€ [EHTAD TAYKa
Jonupa natux KpyroBa ko u k3. IlocmarpajMo mpecinkaBambe WHBEP3WjOM 1); Y OTHOCY
Ha Kpyr ¢. Harmacumo ma, o03upoM 12 je OBO CTAJIHU TOJIOXKAj JaTuX Kpyrosa ko u k3
ciyuaja 10(B), unsepaujy 1; fiemo, y3 join Heke uHBEp3HUje, OMHOCHO MHBEP3U]E Y OJHOCY
Ha HEeKe JIpyre KPyroBe, KOPUCTUTH y CBAKOM HAPEAHOM MOACHy4ajy ciydaja 10(B) .

O6a nara kpyra ko u ks caapze uenrap kpyra i( uenrap uHsepsuje ;) ua cy y 1o-
CMATPAHO] MHBEP3UjU HUXOBe ciuke kb = ¥;(ke) u ki = 1);(ks) mpase. Kaxo ce xpyrosu
ko u k3 mommpyjy y IEHTDPY WHBEp3HUje, 003WPOM & WHBEP3Uja UyBa jETHAKOCT yIJIOBA:
L(ka,ks) = L(i(ka), ¥i(ks)) = £L(kb, k%), nmpaBe kb u k% mehycobro cy nmapasesnne( mro
ce MO2K€ BHJIETH W TPUJIUKOM KOHCTPYKIIHje OIPeINBamEeM CJIUKa KPyrosa ko u k3 y wH-
Bep3uju ;). daru kpyr ki He caap:ku HeHTap HOCMAaTpaHe MHBEP3Uje 1A je y MHBEP3uju
1; mwerosa cauka ki = ¢;(k1) xpyr.

O3HauYMMO Cca x TpaskeHW KPYr KOjU CaJpKU TAYKy JOJUPA JATUX Kpyrosa ks u ks
MOCTABUMO C€ Kao Ja He 3HaMO OpPOj KPyroBa KOju Cy periemne npob/ieMa, a HelTo KaCHuje
npeumMenoBaliemMo © y x1 u x2). Tpaxkenu Kpyr x, KAKO CMO DaHUje 3AKJbYIUIIU, CAAPIKU
JOIUPHY TAYUKYy JaTUX KPYrosa ks U k3, IEHTAp UHBEP3HjE 1;, T€ je y HHBEP3HjU 1; IeroBa
cmuka ¢’ = ¢;(x) npasa. ITo mamoj npernocraeuu 06a mara Kpyra ke u k3 U TpazKeHu KPyT
T CaIpIKe TAUKy IOAUpa KPYroBa ko u k3, a Kpyr &, IO YCIOBY 3aJaTKa, JOAUpYje 00a
mara kpyra ko u k3, mTO MOXKe OUTH MCIYEEHO CAMO aKO KPYT T IaTe KPYroBe JOAUpYje
y BUXO0BO] a0aupHOj Tauku( Koja je meHTtap uusepsuje ;). IlpeciukaBambe MHBEP3UjOM
y OmHOCY Ha KPYr 4yBa jemmakoct yraosa: £(x, ko) = L(¢i(x),vi(ke)) = L(2',k)) m
L(x,ks) = L(Yi(x),¥i(ks)) = L(a', k%), onakne cnenu na cy upase kb, ki u ' mehycobno
napanenne. Kpyr x, mo ycioBy 3amaTka, J0oaupyje mAaTu Kpyr ki, OAHOCHO Ca UM MMa
TAYHO jelHY 3ajeJHHUKY TadyKy, TTa W IbUXOBE CJIMKEe Y WHBEP3WjH, mpasa &’ W Kpyr ki,
MMajy Ta9HO jeJHY 3ajeJHHYKY TAIKy U KaKO BayKM jeJHAKOCT YTJIOBA IPHU IIPECINKABAY
unsepsujom: £L(x, k1) = L(i(x), (k1)) = L(2',k}), cnenn na je upasa z’ TanreHTa
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kpyra kj. la cymmpamMo Jocajialibe 3aKkjbydKe: MpaBa &’ TaHreHTa je Kpyra kj rnapaJeiHa
MebhycobHO mapasenHuM paBamMa kb W k% W 3aJaTak ce CBOAM Ha KOHCTPYKIIM]y TAHTEHTE
Ha Kpyr kj, mobujen ompebuBamem ciuke garor kpyra ki y MHBep3uju 1);, IapaJiesiHe
meljycobuo napanennum npasama kj u k%, nobujenum oapehusamem Cauka y nHBEP3Uju 1
pesom gatux KpyroBa ke u k3. Ha ocHoBy marme nmpermocraBke, gatu Kpyr ki ca gaTum
KpyroBuma ks u k3 HeMa 3ajemqHuukux Tavaka( HAJIAa3U Ce y CIOJbAIIO] 00JacTH 002 Off
BUX), IITO 3HAYM JIa UX HEMAjy HU HUXOBE CJIUKE y WHBEDP3Wju, Kpyr ki u npasa kb,
OZHOCHO KpyT k} m mpaBa kj, Te mOCTOje JBe TAHIEHTe, O3HAYMMO UX Ca X) M Th, Ha KPYT
k| napanenne mehycobuo napanemnum npasama kb m k. Ose nBe Tamrente oxrosapajy
CIMKAMa, Y MHBEP3UjU 1P; TPAXKEHUX KPYIrOBA T1 U Ta.

NuBep3uja y ogHOCY Ha KPYT j€ MHBOJIYTHBHO MPECIMKABALE A CY TPAXKEHU KPYrOBU
T1 W To CIMKE y WHBEP3WJM 1; JOOMjeHux TpaBmx ) w xh: xp = ¥ (z)) = wi(z)),
22 = ;7 () = () ( camxa 10, (1).

canka 10p1(1)

o> ciayy4aj 10 (B2):

Haru xpyrosu ko u k3 DOAMpYjy ce M3HyTpPa, JATH KPYT ki cede camo JAaTh KPyr ko
nm cede oba mara Kpyra ko u k3.

WNako Ha mpBH HOTJIET JAe/Iyje CBejeaHo, UITaK ITOCTOjH PA3InKa KaJIa JaTH KpyT ki cede
caMo KpyT ko m Kajza ceve 0b6a Kpyra ks m ks u Ta ce pas3jamka orjena y Opojy perema,
OTHOCHO y OpOjy KPyroBa KOjU MCIYHABA]y YCJIOB MOCTABJHEHOT MPOOJIEMa, JOIUPY)y CBA
Tpu mara Kpyra ki, ko u k3.

— Pa3morpumo Hajupe ciaydaj KaJa ce gaTth Kpyrosu ks u k3 IOAMPYjy U3HYTpA, JATH
Kpyr ki cede camo maTu Kpyr ko:
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[TocToje weTupu Kpyra Koja UCIyHaBajy YCIOB MOCTABJ/HEHOT MPOOJIEMa, TOAUPYjY CBaA
Tpu gara Kpyra. /IBa ox ®BUX caapike TauKy JAOAUpA IaTUX KPyrosa ko u k3, mpeocTasa
JBa TpazkKeHa KpPyra He Ca/ipzKe JIOAUPHY TA4YKy OBUX KPYyTrOBa.

TparkeHe KpyroBe KOju CaJipyKe Tadky J0Aupa JaThuX KPyrosa ko u k3 MOXKeMO onpe-
JUTW THBEP3MjOM 1); ¥ OTHOCY HA KPYT ¢ UCTe PABHU, IPON3BOJHHOT TOIYIIPEIHNKA, YNAjH je
HEeHTap TayKa JOupa JAaTuX Kpyrosa ko u k3( MHBEP3UjOM KOjy CMO J€Ta/bHO PA3MOTPUIIH
y mperxomHoMm ciydajy). O63upom ja garu Kpyr ki HeMa HUKakaB HocebaH IOJIOXKaj y
OJTHOCY HA JIpyTa JBa JaTa KPyra pa3MaTpare OBOr JIeja CJIydaja TOTOBO je HIEHTUIHO
pasmarpamwy y ciayuajy 10(B1). VYkparko nonasibamo, 6e3 perassHor objaiubersa, seh
n3BeJIeHE 3aKJbYUKe:

Hanwme, cimke y wHBep3wWju t; narux KpyroBa ke W ks pemom cy mpase kb n ki (
kb = 1i(ke) m k5 = ¢;(ks)), jep 06a kpyra ko u k3 canp:ke neHrap uHsep3uje ¢;. Kpyrosu
ko m ks momumpyjy ce y IEHTPY WHBEp3Hje, & KaKO MPEeCINKaBAe WHBEP3UjOM Y OTHOCY
Ha Kpyr 4ysa jenuakocr yrnosa: £ (ko,ks) = L(v;(k2), i (ks)) = £L(kb, k%), upase kb u
k% mehycobHo cy mapasenwe. Jlati Kpyr Ay He CaIp:KW IEHTap TOCMaTpaHe WHBEp3Wje,
na je y uHBEp3uju 1); mwerosa cauka ki = 1;(k1) kpyr. Hamomenumo na ce, mO HAIIO]
MPETIIOCTABIM, KPYTOBU k1 U ko CEKY, Te€ Ce CEeKYy W FbUXOBE CIUKE Y WHBEP3Uju 1);, KPYT
k u npasa ki, a kpyrosu ki u k3 Hemajy 3ajeJHUUKUX Tadaka, [1a UX HEMAjy HU HUXOBE
cimKe y uHBep3uju 1;, Kpyr ki u npasa kj.

TpazkeHu Kpyr, O3HAYUMO ra Ca T, KAKO CMO HPETIOCTABUIIN, CAJIPIKU JIOJUPHY TAYKY
Jarux Kpyrosa ko u ks( menmrap uwHBep3uje 1);), Ta je y UHBEP3UjU 1); HEroBa CJIUKA,
2’ = ¢;(x) npasa. Csa Tpu Kpyra ko, k3 U &, Ha OCHOBY IIPETIOCTAB/LEHOT YCJIOBA, CAIAPIKE
[EHTAP WHBEP3Hje 1;, & [0 YCIOBY MOCTAB/LEHOT MPODIeMa TPayKeH! KPYT T TOAUPYjy Jare
Kpyrose ko u ks, mMTO MOXKe OUTH HCIYyHHEHO CaAMO aKO CBa TPH KpPyra MPHUIIAIajy mapa-
OOJIMYKOM [pAMEHY KPYyroBa 4Hja je paJiMKajHa oca IpaBa yIpaBHa HA mnpaBy oiapeleny
IIEHTPUMA JTATUX KPYroBa ko 1 k3. Y3 0Baj 3aK/by9aK M HA OCHOBY jeJHAKOCTH YTJIOBA MpH
npecianKaBamwy WHBep3ujoM y omuocy Ha Kpyr( L(z,ks) = L(i(x),vi(ke)) = L(a', k});
L(x,ks) = L(i(x),vi(ks)) = (2, k%)), cnenn ma cy npase kb, ki u ' mehycobro
napasende. [lo ycmoBy 3amaTka TpaxKeHW KPyr & JOAUPY]y JaTé Kpyr ki, ma u rHu-
XOBE CIIMKE Y WMHBEP3Uju 1);, mpaBa ' u Kpyr k}, ©Majy TA4HO jeqHy 3ajeJHUYKY TadKYy,
U TIOIITO BaXKW JEIHAKOCT YIJIOBA TIPH TIPECIUKABAIGY WHBEP3WjOM y OJHOCY HA KpyT(
Lz, k1) = L(Wi(x), (k1)) = L(a', k})), cienm na je npasa x’ tanrenTa kpyra k. Jlakie,
y MHBEP3UjU 1; CIUKaA &' TpasKEHOr Kpyra & je IpaBa, TaHreHTa Kpyra k|, HapajejHa Me-
hycobro napanennnm npaBama kb u k%, e je Kpyr kj nobujen onpehusarmem cImKe JaTor
Kpyra ki y mHBep3uju 1);, upase kj u ki nobujene cy oapehuBamem CAMKa y WHBEP3Uju
1; penom marux Kpyrosa ko u k3. Kako cmo panuje nanomenynu npasa ki ceue xpyr ki,
npaBa k% ca kpyrom k) Hema 3ajeZJHMYKWX Tavaka, 1a MOCTOje JBe TAHTEeHTEe, O3HAUNMO
ux ca i m xh, Ha Kpyr k| mapasenne meljycobGHO mapasiesnuMm npaBama kb u kj, Koje
OJIrOBapajy Kao CIMKE y WHBEP3HUJHU 1); TPAKEHUM KPYTOBUMA X1 U T3.

Konauno, Ha 0CHOBY OCOOMHE WHBOJIYyTUBHOCTU MPECTUKABABA WHBEP3UjOM Y OTHOCY
HA KPYT, TPAsKEH! KPYTOBY I1 U X9 CIHMKE Cy y WHBED3UjH 1); TOOUjEHUX MPABUX &) W Th:

vy =7 (@) = $i(al), 22 = ¢ ' (2h) = vi(ah).
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Canke 104, (1) u 10p,(11) 0be TpuKa3yjy KOHCTPYKIM]Y WHBEP3UjOM 1); TPAIKEHHUX KDPY-
TOBa T1 U T2, & PA3JIMKY]y C€ MO MOJIOXKAJy TPAXKEHUX KPYroBa y OAHOCY HA JaTH KPyT ki,
Y 32BHCHOCTH O]l FerOBOT MOJI0¥KAja Y DABHU.

x1

canka 10p2(1)

IIpeocrasna nBa TpaxKeHa Kpyra O3HAYUMO CA T3 U T4, KPYIOBE KOjU HE CAJPAKE TAUKY
JOAMpa JATUX KPYyrosa ks u k3. Oba TparkeHa Kpyra JOAUPY]y CIO/ba JaTe KPyrose ki u
ks a marm kpyr ko moaupyjy w3nyrpa. OBa nBa Kpyra Cy KpyroBu uuje cMo oapehuBambe
UHBEP3UjOM Pk, , Y OJHOCY Ha JaTu Kpyr ki( KPyr HajMarmer MOJIyIPEeYHUKA O TPH JaTa
Kpyra) Jlera/bHO 00jaCHWJIM Yy OIIITEM CJydajy 3, Te u3Jlarame O BUXOBOM oapeljuBamby
M30CTaB/bAMO U HPU/IAKEMO CAMO CJIMKY KOHCTPyKuuje osa jasa Kpyra( ciuka 10p,(2)).

! k22

CJIINKQ 10b2(2)
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Cmuka 10523y mpuKasyje KOHCTPYKIMjy WHBEp3Ujama 1; W )k, CBa YeTHPU TPaXKEHa
KpyTa.

cmka 10p2(3)

Canka 10p,(4) mpruka3yje cBe TparkeHe KpyroBe n momMoliHe KOHIIEHTPUYHE KPYTOBe; HA
ciunu 10p, (5) NpUKa3aHu cy caMo TPasKeH!W KPYTOBH.

camka 10p2(4) camka 10p2(5)
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— Pasmorpumo caga ciydaj Kaja ce gatu KpyroBu ko u k3 J0AUpPYjy M3HYTDPA, JATH
kpyr ki ceue 0ba mara kpyra ko u ks:

ITocroju mrecT Kpyrosa KOju 3a/10BO/bABA]y YCJIOB MOCTAB/HEHOr IPOOIEeMa, JOTUPYjy
CBa TPH JaTa KPyra 33J[aHa OBUM MOJI0XKajeM y paBau. J[Ba TpakeHa Kpyra CajprKe TadKy
JIOMpA JATUX KPYroBa ko u k3, MpeocTajia YeTUpH TParKeHa KPyra He CaJApIKe TadKy J10-
JUpa TaTuX KPyroBa.

O3HAYMMO ca T1 U Ty TParKeHe KPYTrOBe KOjH CaJIpKe JOJUPHY TAYKYy ITaTUX KPYroBa
ko u k3. OBe KpyroBe MOXKEMO OJPEIUTH JOOPO HAM [MO3HATOM HMHBEP3UjOM ; y OIHOCY
HA KPYT ¢ UCTe PABHU, MPOU3BOJHHOT TOJIYIPEIHNKA, CA IEHTPOM y TAYKW JOAUPA JATHX
KpyroBa ko u k3 u y BUXOBOM onpeljuBamy He MOCTOjU HUKAKBA, PA3JINKA Y OJHOCY HA
OPETXOHU CJIy4aj KaJa JaTu Kpyr ki cede camo jgaru Kpyr ko cimka 1Obb2(1))-

Tpaxkerne Kpyrose Koju He CaJapzKe TaUKy HOAAPA TATHX KPYroBa kg U k3 O3HAYUHUMO Ca,
T3, T4, Ts U Tg. KpPyrosu xs u x4 J0AUPY]y JAare Kpyrose ki u k3 CIO/ba, JATH KPYyT ks
nonnpyjy m3nyrpa. OBo cy Kpyrosu umje cMo ofpehuBame netasbHO 00jACHUIN Y OMIITEM
ciy4ajy 3( y muxoBoM ofpeljuBamy Takohe He MOCTOjU PA3JIUKA Y OZHOCY Ha MPETXOIHU
cTydaj KaJa gaTh KpyT ki cede camo jath Kpyr ko) ( cimka 104, (2))-

cmuka 10p0(1) cuka 10pp2(2)

Cmuka 10yp2(3) TpUKa3yje KOHCTPYKIHjy MHBEp3HjaMa ; 1 Y, 9eTUPH TPakeHa Kpyra
I1, T, T3 U T4.
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cmaka 10pp9(3)

IIpe 1O mITO Ce yycrumo y oapehuBame mocse mha 1Ba Tpazkena Kpyra( O3HaYUIU CMO
UX Ca T U Tg) PA3MOTPHUMO [OJIOXKA] 1aTuX Kpyrosa ki, ks u ks ca jou jennor acnexkra. Ha-
uMe, y OBAKO 33/1aHOM 10s102kajy y pasuu garux kpyrosa( k1(01,71), ko (O2,72), k3(Os,73);
71 < T3 < rg) maru Kpyrosu ki u ks Jese yHyTpailby obsact Jaror Kpyra kg Ha LeT Juc-
jyukTauX objactu( ciauka 1Obb2(pom)).

cmaka 10p52(pom)
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TparkeHu KpyroBU T3 U T4, KOjU He CaJpIKe TAYKy JOJAMpPA ATHX Kpyrosa ke u ks,
JI0/IMpyjy crojba Kpyrose ki u ks m m3HyTpa Kpyr ko Ia OHM HpHMazajy obmactu 1 u
obmactu 3. Y obsracTu 5 He MOCTOju KPYT KOjU HCIYHABA YCJIOB IMOCTAB/HEHOr TPODIeMa,
obsactu 4 npunaza TpakeHum KPyr To, KOjU CAAPIKHU TAYKY [I0AMPAa JATUX Kpyrosa ko u
ks. Ha kpajy, Hama HajunTepecanTHuja, je odbsact 2. Y 0B0j objacTu mocroje aBa Kpyra
KOja UCIYHaBajy yCaoB OoBOr ATOI0HUjeBOT TPobIeMa, JOAUPY]jy cBa Tpu gara Kpyra. OBa
CMO IIBa KpyTa, Ha MO4YeTKy m3jarama ciaydaja 10(Bg), o3Haumnu ca x5 u xg. LpakeHu
KPYTOBH T'5 U Tg JOAUPY]Y JaTe Kpyrose kq u ko m3HYTpa U 1aTh KpyT k3 crmosba. IlocTymak
3a oxpeljuBarme TpakeHUX KPyrosa ca CJaudHuM ocobunama( Joaupyjy mare kpyrose ki u
ko cuosba u jaru Kpyr ks W3HyTpa) JAEeTabHO CMO M3JI0ZKUJIU U OOPA3JIOKUIIU Y OLIITEM
cnyuajy 4( mHBep3uUjoM g, y OAHOCY Ha math Kpyr ki( Kpyr HajMarmer moJjynpevHuKa
ox Tpu gara kpyra)). Kpyrose x5 u xg om Kpyrosa onpehusanux y ciyuajy 4 pasiukyje
TO IITO IPHUNAJAJy YHYTpalIkoj 00aacTu Kpyra k1 u BUX0BO oapeluBame nHBEP3HUjOM g,
Jl0aa3u y 063up Kao jefan oz Morylinx HauumHa aiu OTBapa HU3 nuTama u ciaydajesal Ja
Jii cy NOMONHU, KOHIIEHTPUYHY TPAXKEHUM, KPyrosu Yy Beher uim mMamer mojynpedanKa o
TpaykeHux Kpyrosa z( IITO 3aBUCH O] TOra TJe ce Hajasu nearap O garor Kpyra ki)...).

ITocroju jennocTaBHWjU HAYMH, KOjU HEMa HUKAKBUX HEJIOYMWIA, 3a O/ipehuBame Kpy-
TOBa T5 U Tg, MHBEP3UjOM Ca KOjOM Ce JI0 Cajla HUCMO CPETAJIH.

[Ipe HO WITO yBEIEMO MPECTUKABAKLE HHBEP3UjOM TpuMeTHMO ciiezehe:

Heka cy kki u kko xpyrosu ucre pasuu( K0joj upuuazajy jaru kpyrosu ki, ke u ks)
KOHIIEHTPHYHHU PeoM aatnuM KpyrosumMa k1 (O1,71), k2(O2,12), npn gemy je kk1(O1,7r11 =
r1 +73) u kka(Osz, 199 = ro + 13) ( 3 NOIyNpeUHUK garor kpyra ks).

Ako TpaxkeHu Kpyr T IoamMpyje maTu Kpyr ks cmosba a jgare Kpyrose ki u ko oba u3-
HyTpa, Tana kpyr y(O,r, = ry + r3), KOHIEHTPHIAH KPYry &, caapku neHrap Oz maTor
Kpyra k3 u gogupyje kpyrose kki u kko 00a uzHyTpa.

Koncrpynmumo najupe kpyrose kk, u kks, KOHIIEHTpUYHE JATHUM KPyroBuMa ki u
ko, NOJIyIPEUYHUKA DEJOM T11 = T1 + T3 U 199 = ro + 13, Tj. kk1(O1,711 = r1 +713) u
kko(Oz,r92 = r9 +13), ( T3 MOTynpedHnK garor kpyra ks). O3Ha4MMO ca 1)y, IpeCcTuKa-
Balbe MHBEP3UjoM y oxHOcy Ha jgaru Kpyr ks3(Os,rs).

Kpyrosu kk; u kko mo mpernocrasiu He cagprke nentap Oz garor kpyra ks( mearap
rnocMaTpaHe WHBEp3HMje t,) Ta cy y OBOj MHBED3WjH HUXoBe ciuke kki = i (kki) m
kkl, = ¢, (kk2) Takohe Kpyrosu.

[Momohwu, KOHIEHTPUYAH TPAXKEHOM KPYTy, KPYyr Y HA OCHOBY HAIIEr 3aKJ/bydKa Ca-
JIp2KU LEHTAp AaTor Kpyra ks, tadky Oz, a Ta je Tadka IEHTAD HHBEP3Uje j,, Te je
y uHBEp3uWju 1, weroBa camka y = g, (y) mpasa. Kako, no mamoj mpernocrasuu,
Kpyr y moaupyje Kpyr kki, OIHOCHO ca UM MMa TAYHO jeJHY 3ajeTHUYIKY TadKy, TO
U BHUXOBE CAWKE y WHBEp3uju, mnpasa y' u Kpyr kkj, WMajy Ta4HO jeaHy 3ajeJIHUUKY
Ta4YKy, U MOIITO BayKW jEJIHAKOCT YIJIOBA IIpU IpeciukaBamwy uusepsujom: £ (kky,y) =
L (Yps(kk1), i, (y)) = L(kK|,y'), cnemn na je mpasa y' tanrenta xpyra kkj. Comano,
Kpyr y momupyje u Kpyr kks, Tj. ca UM HMa TA9HO jeJHY 3ajeTJHUUIKY TA4UKy, [1a U HHU-
XOBe CJIMKE Y WHBep3uju, mpasa y' u Kpyr kk), uMajy TauHO jeJHY 3ajeIHWYKY TauKy,
M KAKO BaXKHM jeIHAKOCTH YTJIOBA TIPW TPECIUKaBaby WHBEP3HWjOM y OIHOCY Ha KpYT:
L(kka,y) = L(Yis(kka), iy (y)) = L(kky,y'), cnenn na je nmpasa y' TaHreHTa W Kpyra
kkb. a pe3nmupamo J0 caja 3aK/by9eHO: MIpaBa Yy, CAMKA Yy MHBEP3UjH ), TPAXKEHOT
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noMolHOr Kpyra y, TaHTeHTa je m kpyra kkj m xpyra kki( pemom ciwka y WHBep3uju
), TOMONHUX KpyroBa kky n kks, KOHIIEHTPDHYIHUX JATUM KpyroBuMma ki # k2), OTHOCHO
IbUAXOBA je 3ajeTHUYKA TAHTEHTA. 3aJaTaK CBOJAM HA KOHCTPYKIIH]Y 3aj6THUYKE TAHTEHTE
kpyrosa kkj u kkl, nobujernx onpehusamem penom ciuka Kpyrosa kk; u kky y nnsepsuju
Yy Kpyroen kk; m kko ce ceky ma ce ceky m mHUXOBE CIIWKE y WHBEP3UjH, Kpyrosu kkj u
kk}, Te 3a BUX TOCTOje caMo JIBe 3ajeJHUUKE W TO CTIoJballlihe TaHrenTe. Jla 61 cMo ocrasmm
y CKJIQJly ca O3HAKaMa M PAHUjOM JMCKYCHjOM O OBHM KDPYTOBHMA TAHTEHTE O3HAUNMO Ca
Y& 1 yi( cIMYaH 3aK/bydaK O 3ajeJHHIKIM TAHIEHTAMa MOXKEMO M3BECTH M Ha OCHOBY aHa-
Jwmze (*), 0o63upom zna Kpyr y ob6a kpyra kky u kko nmoaupyje usHyTpa, OJHOCHO [IPHUIIAILA
yHyTpaiimwoj obsactu u kpyra kky u xkpyra kks).

Nusepsuja y o1HOCY HA KPYI' je MHBOJLYy TUBHO LIPEC/IUKABAE, Te Cy HoMOlinu( KOHueH-
TPUYHU TPAYKEHNM KPYTOBNMA) KPYTOBH Y5 W Yo CIAVKE Y NHBEP3UJU 1k, TOOMjEHUX MTPABUX
Y 1y s = Uiy (W) = Yis (5), w6 = Vi, (U6) = Y (45)-

Ha kpajy, Tpaxkenu KpyroBu Ts W &g, KOHIEHTPUIHU Cy AOOMjEHUM KPYTOBUMA Y5 U
Yo mpu demy je x5(Oy,, 7oy = rys — 73) B T(Oyg, Fog = Tyg — T'3)-

Ha cmumu 104, (4) npukasasa je KOHCTPYKIHja HHBEP3HJOM 1), MOMONHMX, KOHIIEH-
TPUYHUX TPAXKEHUM, KPDYIOBA Y5 U Yg U TPAKEHUX KPYIOBA T5 U Tg.

cmaka 10pp2(4)
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IMpunazkemo canky 10pp,(5) KoOja pHKa3yje KOHCTPYKIN]y MHBEp3UjaMa 1;, Vi, 1 Yy,

CBUX MECT TPaKEHUX KPYTOBa.

cmaka 10pp0(5)
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Ha cnunn 10pp,(6) mpukasaHu cy CBH TpaskKeHW KPYTOBH M MOMONHM KOHIEHTPUYHH
KpyroBu, Ha cauny 10pp, (7) TpUKa3aHu Cy caMo TPayKeHH KPYTOBH.

cmmka 10yp2(6)

camka 10pp2(7)
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o> ciaydaj 10 (B3):

Haru xpyrosu kg u k3 1oaupyjy ce U3HyTpa, AaTu KPYT ki JOAUPYje u3HyTpa Kpyr ko,
a ca Kpyrom k3 HeMma 3ajeTHUIKUX TadaKa U MPHUIAIA HEroBOj CIOJbAIIb0j 00JIACTH.

ITocroje werwpu Kpyra Koja 3a7J0BO/bABAjJY YCJIOB MOCTABIHEHOT PODJIEMA, TOIUDY]Y
CBa, TPW JaTa Kpyra. JemaH TpaykeHW KPyT CAAPXKU TAYKy IOAMPA JaTUX KPyrosa ko u
k3, IApyTu TpaxKeHW KPYT CAAPIKH TAUKY AOANPA JATUX KPYrosa ki u kg, IpeocTana IBa
TpaXKeHa Kpyra He CaJipyKe HU JeJHYy OJ] MOMEHYTUX JOJUPHUX TAYAKA.

O3ravnMo ca 1 TpakKeHW KPYT KOjH CaJpKH TAauKy JOJAWDPA JATHX KPyroBa ko u ks
u onpenuMo mpBO era. O63upoM 7a je OBaKaB IMOJIOXKA] CTAJHU IMOJI0XKA] KPyrosa ko u
ks cayuaja 10(B), Kpyr 21 MOXKEMO OAPEIUTH WHBEP3UjOM 1); Y OJHOCY HA KPYI i HCTE
pPaBHH, IPOU3BOJLHOT MOJYIPEYHUKA, CA [IEHTOM y TAYKU JOAUpPa KPyroBa ke u k3, Kao u
y CBAKOM IIOJC/Ly4ajy OBOr ciydaja( OBy CMO MHBEP3Ujy JeTa/bHO OOjACHUIIM Y HOACILY Yajy
10(By) oBor ciayuaja). Y oBoM nozacay4ajy BehinHa 3akibyuaka 6uhe ucra, HO UMIAK MOCTOjU
pa3auKa y OJHOCY Ha MOMEHYTH IMOJIC/IyYaj, & Ta Ce pPa3jnKa orjeaa y Opojy TparKeHuX
pemema( y caydajy 10(B;1) mocrojana cy aBa Kpyra Koja JOAMpPYjy CBa TpHU JaTa Kpyra
U caJpiKe TadKy J0aupa Kpyrosa kg u k3. Y OBOM cilyuajy Takas je camo jeJaH Kpyr).
Ykparko hemo nonosutu Beh yrBphene 3ak/bydke u 00jaCHATH HEKEe HOBE, a IIPECINKABADHE
UHBEP3UJOM 1; Yy Ja/beM TeKCcTy o3HadasaheMmo ca 1, .

Hatu xkpyrosu ks u k3 cajprke ImeHTap IOCMaTpaHe HHBEP3Uje, A Cy Y UHBEP3UjU 1;,
wuxoBe cianke kb = 1, (ko) u k§ = 1;, (k3) npase. Kpyrosu kg u ks noaupyjy ce y meHTpy
WHBEP3Uje U NOIITO MHBep3uja yyBa jenHakoctT yraoBa: £ (kg,ks) = £L(1;, (ko), ¥y, (k3)) =
L(ky, kL), crenn na cy npase kb u k% mehycobro mapanenne. Jdatu kpyr ki1 He caapxku
HeHTap WHBEP3Hje 1;,, Ha je y OBOj MHBEP3Hju merosa cauka ki = 1;, (k1) kpyr. Umajmo
Ha yMY JIa ce, MO TPETIOCTABIIN OBOT CIyYaja, KPYTroBU ki U ko JOIWUPY]Y, OHOCHO UMAjy
TAYHO jeIHY 3ajeHHYKY TadKy Te W FbUXOBE CIMKe Yy WHBEP3Wju 1);,, npapa kj w Kpyr

|, IMajy TA4YHO jeJHY 3ajeJIHUYKy TadyKy M KAKO BAXKU jJEJHAKOCT YIJIOBA TP IIPEC/IU-
kapawy unBep3ujom: £ (ki,ke) = L(i, (k1), i, (k2)) = L(K, k%), cnemn na je mpasa kY
tanrenTa Kpyra kj. OBaj he HAM 3aK/by9ak KOPHCTHTH HEINITO KaCHUje 3a yTBphuBame
Opoja TPaYKEHUX PEITIEerHa.

Tpazkenu Kpyr ;1 CaJpKu IIeHTap WHBEP3Hje V;, , 1A je y OBOj NHBEP3Uj! HEroBa CINKa
x} = 1;, (1) mpaBa. Ha ocHoBy HaIe mpermocraBke oba Jara Kpyra ks U ks W TpayKeHH
KPYT X1 CaJpiKe JOJAUPHY TauKy KPyroea ko U k3, a KPyT X1, IO YCIOBY 3aJaTKa, T0IUPY]je
oba Kpyra kg u k3, ITO MOXKe OMTH UCIIYEHEHO CAMO aKO CBA TPHU KpyTa ko,k3 1 £1 IpUIAgajy
11apaboJIMIKOM [PAMEHY KPyroBa 4uja je PAJUKaIHA OCa [PABa YIPABHA HA IIPABY OJIpe-
heny menrpuma gaTux Kpyrosa ke u k3( y TOM CIydajy cBa TpU OBa Kpyra CaJpiKe JOJUPHY
TavKy KpyroBa kg u ks( menrap mHsepsuje 1;,)). OG3UpOM Ja mpecinKaBarbe HHBEP3UjoM
y OZHOCY Ha Kpyr 4dyBa jemHakoct yrinoBa: £(z1,ks) = £L(¢i, (x1), i, (k2)) = L(x), k) un
L(x1,k3) = L(Wi, (1), i, (k3)) = L(x], kE), cnemm na cy mpase kj, k§ u z} mehycobno
napasense. Kpyr a1, 1o ycioBy IOCTaB/bEHOr MPOOIEMa, IOAUpYyje HAaTu KPyr ki, 1Ma #
FbUXOBE CJIMKe Y WHBEDP3WjH, TpaBa xj u Kpyr ki, uMajy Tavyno jenHy 3ajeTHUYKY TaduKy
0063upoM Ja BaXKn jemHakocT yrinosa: A(x1,k1) = L(¢i, (x1), i, (k1)) = L(2, k}), cnenn
Ia je mpaBa xj TaHrenra Kpyra k. [la 3akspyummo: mpaBa x) TaHrenTa je Kpyra kj
napanenna MelycobHo mapasmennum npasama ki u k%, Ilpucerumo ce panuje m3BemeHOr



160

3aKJbydYKa: MpaBa k) TAHPeHTa je Kpyra kj W OBO je passior 360r Kora MOCTOJH jOI Camo
jemna ranrenta x)( Koja oAroBapa Kao CAMKA y WHBEP3UjU t);, TPAXKEHOr Kpyra i) Ha
Kpyr k] napaJsesHa mberoBoj TaHreHTH kb, 8 CAMUM TUM M TAYHO jeJIaH KPYT KOjU UCIYHhaBa
YCJIOB TIOCTABJHEHOT MIPOOJIEMA M HAIIE MIPETIOCTABKE. 33/IaTaK Ce CBOJIU HA KOHCTPYKIIH]Y
JIpyTe TaHTeHTe Ha KPyT ki, nobujen onpehusamem canke garor Kpyra ki y nHBEp3uju 1,
napasesnne MeljycoGHO mapasienHuM TpaBama kb w k%, mobujeHuM ozmpehuBameMm camKa y
WHBED3HjHU ;, PEJOM JIATHX KPyroBa kg U k3, ne je mpasa kb TaHreHTa Kpyra k.
Komaumo, 360r ocodbmiHe MHBOTY THBHOCTH IIPECTUKABAHA HHBEP3UjOM Y OJHOCY Ha KPYT,
TparkeHW KPYT 1 CJIUKA je y WHBEP3Wju 1);, mobujeHe mpase xj: T = 1/);11(:10'1) =y, (z}).

Onpeaumo caa TpaskeHu KPYT, Vv O3HALN To, KOJU CAAPKU TAYKY JOAUPA JATUX KPY-
roBa ki u ko. O3HAYMMO ca i3 KPYT UCTE PABHU, TPOU3BOJHHOT TIOJYIIPEIHUKA, CA IIEHTPOM
y TadKM JI0Upa JaTtux Kpyrosa ki m ko. Ilocmarpajmo npecinkaBambe MHBEP3UjOM i, ¥
OIHOCY Ha KPYT 3. O63mpom ma he mpecinkaBame WHBEP3UjOM 1);, JOHETH CAAIHE 3a-
KJ/bydYKe KaO U I[IPEC/IMKaBalbe UHBEP3UjOM 1);, jep je 10/10kaj jarux Kpyrosa kg u k3 y
OJTHOCY Ha KpYT %1 WHBEP3WUje 1);, CINIAH MOJI0XKajy AATNX Kpyrosa ki u ky y ogHOCY Ha
KpYT {9 UHBep3Hje 1;, u3jarame heMo CKpaTuTH Koluko Oyze moryhe.

O6a nara kpyra ki u ko cagpike IeHTap HHBep3Hje 1);, I Cy y IOCMATPAHO] HHBEP3UjH
wuxose ciuke k) = ¥, (k1) u kb = 1;,(ks) nupase. Kpyrosu ki u ko mopupyjy y uenrpy
uHBEp3Uje 1;,, & IPeCIuKaBabe UHBEP3UjOM Yy OJHOCY Ha KPyI' dyBa jeJIHAKOCT YIJIOBA:
L(ky, ko) = L(i, (K1), iy (ko)) = £L(K}, kb), To cy npase k] u kb melycobro mapamnemne(
IIITO C€ MOYKE BUIETH TPUIUKOM KOHCTPYKIIHje OIPEIUBAHEM CJINKA, TATUX KPYTroBa ki U ko
y MHBEDP3UjH 1;,). Jaru Kpyr ks HE CalpKu IeHTap WHBEP3H]je 1;,, Te je Y OBOj HHBEP3UjH
eroBa cianka ky = 1;, (ks) kpyr. Ha ocHOBY mpernocraske oBor ciaydaja Kpyrosu kg u ks
ce J0/IUPYjy, OHOCHO UMAjy TAYHO jeHYy 3ajeJHUYKY TA4Ky, A U IBUXOBE CJIUKE y WHBEp-
3uju 1;,, upasa kj u Kpyr kb, uMajy TAuHO jeaHy 3ajeHUUKY TAUKy U KAKO BAazKH jeJHa-
KOCT YIJIOBA MW TIpecanKkaBamby nHBep3njoM: A (ko, ks) = L (i, (k2),vi, (k3)) = L(kb, kL),
crenu 11a je mpasa k) TaHreHTa Kpyra kb ( 0BO je 3aKJbydak Koju heMo ynmorpebnTu KacHuje
y OBOM u3Jlaramy, Takohe 3a yrsphuBame Opoja TparkKeHUX KPYroBa).

TpazkeHu Kpyr o CaJAPKH IIEHTAD UHBEP3H]je 1, , 11a je Y NUHBEP3UjH 1;, Heropa CJIuKa
xly = 1, (x2) mpasa. O6a mara kpyra ki u ko 1 TpazkeHH KPYT Zg, IO HAIIO] IPETIOCTABIIN,
caJIpIKe TAa4YKy ITOAWPa KPpyroea ki u ko, a KPyr To WX, MO YCJIOBY 33JaTKa, TOAUpPYje 00a,
IIITO MOYKe OWUTH WCIYIEHO CaMO aKO KPYT T2 JOAWMpYje JaTe Kpyrore ki u kg y IbUXO-
BOj JOIMPHO] Tadku( IIEHTPY HWHBED3Hje 1);,) WM KAKO CMO Jpyraduje PeKJH HPUIAKOM
onpehuBama Kpyra &1, CAMO aKO CBa TPHU KPyTra ki, ko U To IPUIAIAjy TapabOIHIKOM Ipa-
MEHY KPYTOBa 9Hja je paJuKaIHA 0Ca IPaBa yIPaBHA HA IPaBy ojpeheHy MeHTPpUMa JTaThuX
Kpyrosa ki u ko. IlpeciimkaBame MHBEP3MUjOM y OJHOCY HA KPYTr 9yBa jeIHAKOCT YIJIOBA:
L2, k1) = L(viy (w2), 13, (k1)) = L(w), k) 1 L(w2, ko) = L(i, (x2), ¥, (k2)) = £L(25, k),
To cy mpase ki, kb u x}, MeljycobHo napasenne. Ilo yciaoBy mocraBibeHOr mpobieMa Kpyr
T2 NOAMPYje AaTh KPYT k3, Ia U BUXOBE CIUKE Y HHBEP3UJH ;,, IPABa Th U KPYT ki, UMajy
TAYHO jeJIHY 3ajeJHUYKY TAYKy U MOIITO BAyKH JeJIHAKOCT yTJIOBA MPU MPECTUKABAY WH-
Bepsujom: £ (T2, k3) = L(Vi,(x2), i, (ks)) = L(ah, k%), cnenn na je npasa xh ranrenra
kpyra k4. [lakse, mpaBa x}, TaHreHTa je kpyra ki mapasenna MelycoGHO mapasierHum
npaBama kj u k}. Hamomenycmo 1a je mpasa k) TanreHTa Kpyra k4 mro je u pasior 360r
KOTra MOCTOjU JOII CaMmoO jefHa TaHreHTa rh( Koja oaroBapa Kao CJIMKa y UHBEP3UjU 1,
TpaxKEeHOM KDPYTy T2) Ha Kpyr kj mapajeiHa HeroBoj TAH[EHTH kb Ia HOCTOjH M TadHO
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jeZaH Kpyr KOoju MCNyHhaBa yCJIOB IMOCTaB/FEHOT MPOOJIeMa U CBe HAIllle MPETHOCTaBKe. 3a-
JIaTaK ce CBOJM Ha KOHCTPYKIM]y Apyre TaHTe€HTe Ha KpyT ki, nobujeH onapeljuBamem cianke
Jaror Kpyra ks y MHBEp3uju 1);,, napajeiane meljycobHo mapasennum npasama ki u kb,
JiobujenuM oxpehuBameM CiuKa y MHBEP3UjU 1;, PeJIOM jaTux Kpyrosa ki u kg, npu yemy
je mpama k) TanrenTa kpyra kj.

Ha kpajy, momro je naBep3uja y OJHOCY HA KPYT WHBOJYTUBHO TTPECTUKABATHE, TPA3-
XEHN KDPYT Zo CIWMKA je y UHBEP3WjH 1);, JOOWjeHe Tpase Th: To = w;l(xé) = 1y, (xh).

Ha cnuum 104, (1) npukasana je KOHCTpyKIMja MHBEp3UjaMa 1); U Y;, KPyrosa T u T2.

/k3’(i2\:)

/
‘
I
~ 0

camka 10p3(1)

Kpyrose koju mcmymanajy ycaoB 3amaTor mpodieMa a He Caaprke HU jeJHy O JIBe
[IOMEHYTe TA4YKe J0/IMPa, TAYKy JOAMpPa JaTUX KPyrosa ki u ko, OMHOCHO TaYKy AOAUPA
JlaTux Kpyrosa ke u ks, o3Hauumo ca x3 u r4. O0a oBa Kpyra goaupyjy Jaru Kpyr ko
usnyTpa( IpUNaajy meroBoj YHyTpaIlmhoj 001acTh), a jare Kpyrose ki u ks JOAUDPY)Y
cnopa. OBa ABa Kpyra ¢y KpyroBH YHUjU CMO IIOCTYIAaK OfpehuBama HMHBEP3UjOM Yk, , Y
omHoCy Ha maru Kpyr ki( Kpyr HajMarmer HOJIYIPEYHUKA O TPU JATa Kpyra) JeTasbHO
M3JI0KWIJIM Y OIIITEM CJIy4ajy 3 ma m3jarame o oapeluBarmy OBHX KPYyroBa M30CTaB/HAMO
U IPUJIAXKEMO CaMO CJIMKY KOHCTPYKIHje TPaxKeHuX Kpyrosa x3 u x4( ciuka 104,(2)).



162

cimuka 10p3(2)

Hajemo xao npuor cmuky 10p,(3) KOja IpUKa3yje KOHCTPYKIHM]y CBa YETUDU TParKeHa

Kpyra uHBep3ujaMa Vi, , Vi, 1 Y, .

camka 10p3(3)
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Ha cimun 105, (4) mpukasaHa Cy CBa 4eTHPH TPayKeHA KPyra ¥ MOMONHN KOHIEHTPUYHH
kpyrosu. Cimka 10, (5) mpukasyje camo TpazkeHe KpyTroBe.

cmaka 10y3(5)
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Hamnomenumo ma ce y ciry4ajy ga matu Kpyr ky JOAWpYje CIOJba AaTh KPYT ko Kao U y
cay4ajy Jia Jath Kpyr ki JOJAUpYje U3HyTpa JaTH KpyTr ko U cede gaTu Kpyr ks Kpyrosu
KOjU MCIyHaBajy yCJIO0B IMOCTAaB/HEHOT IpodaeMa oapelhyjy Ha cauvuaH HAYWH, OMHOCHO HH-
Bep3ujamMa y OJHOCY Ha HCTe Kpyrose Kao y ciy4ajy 10(Bs)( To cy ucru Kpyrosu Kao y
OBOM CJIy4ajy)-

o> ciay4daj 10 (By):

Haru ce KpyroBu ks u ks 10Aupyjy U3HYTpa, JaTH KPYT ki IPHUIIALa YHYTPAIIHO]j obJra-
cru Kpyra ko, a ca Kpyrom k3 HeMa 3ajeJHHYKUX TAYaKa U IPHUIAJA HEroBOj CIIOJbAIlbO]
obacTu.

[ITect je kpyroBa KoOju 330BO/bABAjY YCJIOB MOCTAB/HEHOT MPOOIEMa, JOAUPYjy CBA TPU
Jara Kpyra 33/1aHa OBAKBUM IOJIOXKajeM y paBHH. [[Ba TparkeHa Kpyra CajpiKe TadKy H0-
JUpa JAaTuX Kpyrosa ko u ks, mpeocrasa 9eTUpu TPazKeHa KPyTa He CaIprKe TAUKy J0IAPa
JaTUX KPyTroBa.

TparkeHe KpyroBe KOju CaJip:Ke TAuKy J0/AMpa JIATHX KPyrosa ko u k3 MOXKeEMO oJipe-
JUTH J0OPO HAM TIO3HATOM WHBEP3UjOM 1); Y OJHOCY HA KPYT i WCTE€ PABHU, MPOU3BOIb-
HOI IOJIyIIPEYHUKA, YUjU je MEHTAp TadKa JOAupa jJaTux Kpyrosa ko u k3. O63upom
Ja gatu Kpyr kj HeMa HUKAkKaB HOceOaH HOJIOXKA] y OJHOCY HA JAPyra JBa Jara Kpyra
pa3mMarparbe OBOT CJIydaja TOTOBO je MAEHTHUYHO PAa3MaTparmby y CBUM TPETXOTHUM TO-
ciydajesuma ciaydaja 10(B) rue cMO KOPUCTHIM MHBED3Ujy 1; U JOOUjeHU 3aKJbydld Cy
CIUYHU. YKPATKO MOHAB/BAMO CTape W JIOMYyHaBAMO WX HEKHM HOBHUM 33 OBaj CIIy4aj
BE3AHUM 3aKJbydIIMa.

Hawwme, cnuke y unBep3uju 1); narux kpyrosa ke u ks pegom cy npase kb u k5( Ky =
i (ka) m kb = ;(k3)), jep oba kpyra ks m ks campike nenrtap nuBep3uje ;. O63mpom
Ja ce KpyroBu ko u k3 J0AUDPY]y Y UEHTPY MHBEP3Hje, & MPECINKABAKHE HHBEP3MjOM 9yBa
jemraxoct yruoBa: £ (ka, ks) = £L(¢i(k2),vi(ks)) = £(kb, k%), mpase kb u kb mehycobro cy
mapasense. Jlatu Kpyr ki He caap:Ku MeHTap MocMaTpaHe HHBEp3uje, MMa je y HHBEP3Uju 1);
mweroBa cimka k] = ; (k1) xpyr. Io mamoj npernocrasnu, Kpyr k1 IPUNAsa yHYTPAIIHO]
obmactu Kpyra ko Tj. KpyroBu ki w ko HeMajy 3ajeHWUKHAX Tadaka, T€ WX HEMajy HU
bUXOBE CIIMKE Yy MHBEp3uju ;, Kpyr ki w npasa kj. Kpyr k; ca xpyrom k3 takohe mema
3ajeTHUYKUX Tadaka ¥ [PHUIaJa HEroBoj CIOJbAIIbOj OOJACTH Ia HU IHbUXOBE CIIHKE Y
MHBEP3HjH 1;, Kpyr k) u mpasa kj, Hemajy 3ajennndanx Tadaka. Ha oBe 3akspydke moceGHO
ckpehemo mazkmy 003upom 1a he HaM GaIl OHU MOCTYKUTH 3a yTBphuBame Opoja perema
OJIHOCHO KPYI'OBa KOjU HCIYEaBajy yCJOB [IOCTAB/HEHOI IIPODIEMA.

TpaskeHu Kpyr x, MO HAIIO] MPETIOCTABIIN, CAAPIKU TAUKY JOAUPA JATUX KPYTOBA
ko u ks, uenrap wHBep3uje ;, Ia je y UHBEp3Uju 1; mwerosa cauka ' = 1;(x) mpasa.
Kpyrosu ko, k3 m x mo HameMm yCIOBY Caap:Ke TadKy MdOAWpPa Kpyrosa ke um k3, a 1o
YCJIOBY 3aJIaTKa KPYyT T Hoaupyje u Kpyr ko w Kpyr k3 ma cBa TPHU Kpyra IpHUNANAjy ma-
PabOIMYKOM MpaMeHy KPyroBa 4uja je pajuKajiHa Oca MpaBa yNpPABHA HA IPABY Olpe-
bery mentpuma marux kpyroBa ko u k3. O63upom ma BayKd jeIHAKOCTH YTJIOBA TpPU
[pecjnKaBamby WHBEP3UjoM y omHocy Ha Kpyr: A(x, ko) = L(;(x),vi(k2)) = L(a', kb);
L(x,ks) = L(i(x),vi(ks)) = L(2', k%), cnenm na cy npase kb, ki u 2’ mehycobro napa-
nemde. Kako, o yc/ioBy mocTaB/beHOr TpOBIeMa, TPaXKeH!u KPYTr & JOJUPY]y JATH KPYyT
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k1 TO M BUXOBE CJIMKE Y MHBED3UjH 1);, IpaBa &’ ¥ KpyT kj, NMajy TavHO jeIHy 3ajeTHUUKY
rauky, u momto je: A(x, k1) = L(W;(x),v;(k1)) = £L(a', k), cnequ na je npasa =’ raH-
renTa kpyra kj. la pesumupamo: y uHBEp3uju 1; camka x’ TpazKeHOr Kpyra I je npasa,
ranrenta Kpyra ki, napanenna mehycobuo napasennum npasama kj u ki, rae je xpyr kj
nobujen onpehuBamem canke garor Kpyra ki y wHBep3uju 1;, npase kb n kb nobujene cy
onpehuBameM ClIvWKa y WHBEP3UjU 1); PEIOM maTuX Kpyrosa ke u k3. Hamomemymu cmo
panuje na mpase kb u ki ca kpyrom ki Hemajy 3ajeJHHIUKHMX Tadaka, Ia IMIOCTOje JBe TaH-
renre HA Kpyr ki, o3Hauumo ux ca x} u x5 ( ogrosapajyhe civke y uHBEp3uju 1); TparkKeHx
KpPYroBa Z1 W X2), Ha Kpyr kf mapasenne mehycobno napanennum npasama kj un k.

VuBep3uja je MHBOJYTHBHO NPECIMKABAE 1A Cy TPAXKEHW KPYTOBU X1 M T CJAHMKE Y
MHBED3UjH 1; TOGMjeHuX mpaBux o) u xh: x1 = 1, () = i(xh), 2o = ¥ (h) = i (ah)(
cmuka 10y, (1)).

X2 (i)

cmaka 10p4(1)

IIpeocrana gyerupu Kpyra Koja UCIyHhaBajy yCJIOB OBOI' AIIOJIOHHjEBOI' IIPOBJIEMA & He
cajpzKe TAYKy JOIUPA JATUX KPYrosa ke u ks O3HAYUNMO Ca X3, T4, T5 U Tg. JBa O HUX,
HIP. T3 U T4 AOAMPYjY Jare Kpyrose ki u ks ciosba a jaru Kpyr ko uznyrpa. OgapefuBame
KPYTroBa ca OBOM OCOOMHOM( MHBEDP3WjOM ), Y OJHOCY Ha JATH KDPYT k1, HajMarber ToJy-
OPEYHUKA O] IaTa TPU KPYyra) W3JI0XKUIM CMO y ommmireM ciaydajy 3. Ha xpajy, kpyrosu
Ty U Tg JOAMPY]Y Jare Kpyrose ki u ko m3HyTpa a gatu Kpyr ks cmosba. OgpehuBame
KPyroBa ca OBUM CBOjCTBOM( MCTOM MHBEP3UjOM 1k, ) M3JI0XKHUIIA CMO Yy OIIITEM CJydajy 4.

Canka 10p,(2) npukasyje KOHCTPYKIIM]y WHBEP3WjaMa 1; M 1)y, CBUX IIECT TPAsKEHUX
KpYyTOBa.
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7 Eﬁﬁ@:fOiZ (2)

Cavka 10p,(3) mpuka3syje cBe TparkeHe KpPyrose M TIOMOlHE KOHIIEHTPUYHE KDPyroBe, Ha
ciunu 10y, (4) NpUKa3aHu Cy CaMO TPAsKEeH!U KPYTOBH.

AN 3 _-7 -~

cuRa 104(3)



167

ciuka 10p4(4)

o> cay4aj 10 (Bs):

Harn kpyroBu ko u ks JOAWDPYjy ce M3HYTpa, AATHU KPYTr ki MPHUNAIA YHYTDPAIIHO]
obyacTu Kpyra ke M JIOUpYyje croba Kpyr ks.

ITocroje deTupm Kpyra Koja 3aI0BObaBajy yCJOB IOCTABJ/HEHOT IIPOOIEMa, JOTUPY)Y
CBa TPH JATa KPyra. JeJan oj bUX CaAPKHU TAYKy AOAUPA AaTuX Kpyrosa ko u ks, Apyru
TpayKeHW KPYT CAAPKU TAYKY JOAUPA JATHUX KPYroBa ki U k3, MPEOCTasIa IBA TPAKEHA
Kpyra He Ca[p:Ke HU jeIHY Of MOMEHYTUX JOJAWPHUX TAIaKA.

OxapenumMo Hajpe Kpyr, y O3HANM 1, KOJU UCIYHABA YCJIOB MOCTAB/HEHOT MpobaeMa u
CaJIPXKU TAYKy JIOAUpa gaTux Kpyrosa ki u k3. O3madmmo ca i; Kpyr BCTe paBHH KOjOj
TIPUTIA/IAJy AATH KPYToBu k1, ko U k3, MPOM3BOJLHOT TMOJYTPEUHUKA, KOME je IeHTap TauKa,
JIOJUpa TaTHX KpyroBa ki u ks. IlocMarpajMmo mpeciukaBame HHBEP3UjOM 1), Y OTHOCY
Ha KPYT %1.

Haru xpyrosu ki u ks caapxxke nenrap kpyra i1 ( ueHrap uasepsuje 1;, ) y UHBEP3UjuU
¥;, wuxose cnuke ki = ¢, (k1) u k5 = 1;, (k3) npase. Ilomro ce xpyrosu k1 u ks moxu-
pyjy( cuospa) y ueHrpy unsepsuje 1);, 003UPOM Ja LIPECIUKABAILE UHBEP3UjOM Y OJHOCY
Ha Kpyr dyBa jemuaxoct yrioBa: £ (ki, ks) = L(1s, (k1), ¥i, (k3)) = L(k}, k%), To cy npase
E{ w k5 meljycobHo mapasenre( mTo ce MOXKe BUAETH MPHUIMKOM KOHCTDYKIMjE OpenBa-
BEM CJIMKA JaTUX Kpyrosa ki u ks y umusep3uju ¢;, ). Haru kpyr ke He caapKu 1eHTap
WHBEp3Hje 1;, Na je y uHBep3uju 1;, merosa ciauka kb = 1;, (k2) xpyr. Ha ocroBy marme
MIPETIIOCTABKE O ITOJIOXKAjy KPYyroBa ko u k3 OBH ce KPyrOBHU JOAUPY]Y, Tj. HMAjy TadHO
jeHy 3ajemHUYKY TAaduKy, Ma U HUXOBE CIIUKe y WHBEP3UjH 1);,, Tpasa kb u Kpyr kb, nmajy
TAYHO jeJHY 3ajeHUYKY TAYKYy, U KAKO BAXKU JEHAKOCT YIJIOBA MPU MPECIUKABAY WH-
BepaujoM: £ (ka, ks) = AL(, (k2), i, (k3)) = L(kb, k%), cnenm na je mpasa k% tanreHTa
kpyra kj( oBaj iemo 3ak/bydyak ynorpebuTu HEIITO KACHHje y OBOM M3Jjarary 3a yTBphu-
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Bambe pasjora MOCTOjalkha CaMoO jeJHOT KPyra KOju MCIyHaBa YCJIOB 3aJaTKa M CBE HaIle
[PETIIOCTABKE).

Tpazkenn Kpyr, O3HAYUIA CMO Ta Ca T, CAAPIKU IEHTAP WHBEP3HUje 1;, Ta je y WH-
Bep3uju 1;, Wwerosa cauka xj = ¥;, (1) npasa. Ha ocHOBy Hame mpernocraske oba mara
kpyra ki m ks m TpakeHW KPyr X1 CaJAPKE TAdKy A0anpa Kpyrosa ki u ks, a Kpyr T
M0 yCJIOBY 33JaTKa Jomupyje oba mara Kpyra ki u k3 IITO MOXKe OWTH HCIIYHEHO CaMO
aKko Kpyr Tj JOAMpYje Jare Kpyrose ki u k3 y HUXOBOj NOAMPHO] Tauku( IEHTPY WH-
Bep3uje 1;, ), OAHOCHO aKO KPyroBu ki, k3 ¥ 1 npunaznajy napaboaudkoM IpaMeHy Kpy-
roBa KOME je paJMKajHa Oca MpaBa ylNpaBHA HA MPaBy KOja CAAPKE IEHTPE KPyroBa
k1 m k3. Kako mnpecimkaBame WHBEP3HjOM Yy OTHOCY HA KPYr 4yBa jEIHAKOCT YIJIOBA:
L1, k) = L(i, (1), 95, (k1)) = L(@7, k) m L(@1, ks) = L(i, (21), ¥, (k3)) = £L(24, k3),
To cy mpase ki, k% n a} mehycobHo mapasense. Ilo ycioBy mocTaBibeHOT TpobiemMa Kpyr &
Jlo/iupyje 1aTu Kpyr ko, OHOCHO €A UM UM 33jeJHHUKY TAYHO jeJHY TauKy, T€ U IbUXOBE
CJTUKe y WHBEP3UjH 1);, , TpaBa T u KPyT kb, IMajy TAYHO jeHy 3ajeTHUYKY TAYKy U KAKO
Baxu jemHakocT yrioBa: A(x1,ks) = L(;, (x1), ¢, (ko)) = (2}, k}), cnemn na je mpasa
a} Tamrenrta kpyra kj. Jlakie, mpaBa x) TaHreHTa je Kpyra kj mapasenna mehycoGHO ma-
pasenHuM nipaBama ki u k%. Panuje cMo 3akspyunin ga je npasa k% TaHreHTa je Kpyra kj
U OBO je pa3Jjior 300r Kora IIOCTOjU jOII CaMo jejiHa TanreHTa ) ( Koja oarosapa Kao CJIMKa
y MHBEP3HUjH 1;, TPasKeHOM KDPYTy 1) Ha Kpyr k) HapaseiHa BeroBoj TaHreHTH ki, a ca-
MHM THM W TAYHO jeJlaH KPYT KOjU HCIYHAaBa YCJIOB HMOCTABJHEHOr MPOOIEMa W CBE HAIIe
NPETIIOCTABKE. 33aTak Ce CBOJM Ha KOHCTPYKIM]y IPyre TAHreHTe Ha Kpyr kb, mobujen
onpehuBameM cuKe gaTOr Kpyra ko y UHBEP3Uju v;, , napasente MeljycobHO napasienrHum
npaBama kj u kj, nobujeHnm onpehuBarmeM CIMKa y HHBEP3HjH t);, PEIOM JATHX KPYroBa
k1 u k3, mpu demy je mpaBa ki TaHrenta Kpyra kb.

Ha kpajy , 003upom a je mpecinKaBambe HHBEP3UjOM Yy OTHOCY HA KPYT jé MHBOJY THBHO
NPECIMKABAEe TPAXKEHW KPYT X1 CIIUKA je y WHBEP3Wju t;, nobumjeHe mpase rj: xp =
Ui ) = v, (0)).

O3HaYNMO ca xo TpaxKeHH KPYT KOjH MCITyHaBa yCJIOB IMOCTABJbEHOT TPO0JIeMa 1 Ca/IpKu
TaYKy JOAUpPA JATUX KPYroBa ke u k3. Kpyr a2, Kao u y CBAKOM IIPETXOIHOM ITOACTYYIa]y
ciyudaja 10(B), MoxkeMo oapeauTu J0OPO HaM [O3HATOM WHBEP3UjOM t); Y OJHOCY HA KPYT
1 MCTe PABHU, IPOU3BOJHHOI HOJYIPEIHUKA, CA IIEHTOM y TaYKW JOAUpPa KPyrosa ko u ks,
063MpOM JIa je OBO CTAaJIHW TIOJIOXKA] JATHX KpyroBa kg w ks y caydajy 10(B). Ha ce ne
6MCMO TIOHAB/HAIIN YKPATKO NleMo m3J0KuTH Beh mo3HaTe 3aKJbyuKe.

Cruke y uHBEp3Uju 1); JaTHX Kpyrosa ks u k3 pemom cy mpase kb u k5 ( kb = i(k2) n
k% = 1i(ks)), jep 0ba kpyra ko u k3 canpxke nenrap nusepsuje ;. Ilomro ce kpyrosu ko u
ks moaupyjy y NeHTpy WHBEp3Hje, a MPeCInKaBambhe HHBEP3UjOM y OJHOCY HA KPYT dyBa je-
uakoct yromoBa: £ (ko, k3) = L(w;(ka), ¥i(ks)) = L(kb, k%), To cy npase kb u k§ mehycobro
cy mapagjenne. latu kKpyr ki He caJpiKu IeHTAp MOCMAaTpaHe WHBEp3Hje, Ta je y WHBep-
3uju 1; mwerosa ciauka ki = ¥;(k1) kpyr. Umajmo Ha yMy ca ce, 0 HAIIOj MPETHOCTABIH,
Kpyrosu ki u k3 JOAUPY]y, Tj. UMAjy TATHO jeqHY 3ajeJHUUKY TAUKY I1a U HbUXOBE CJIUKE Y
uHBEP3Uju 1;, npasa kb u Kpyr k), ©Majy TAYHO je/iHy 3ajeHUYUKY TAYKY, 1 KAKO BAXKH je/I-
HAKOCT yIJI0Ba 1pu npeciaukasawy nusepsujom: £ (ki, ks) = £L(;(k1),vi(ks)) = L(k1, k5),
TO je mpaBa k% TaHTeHTa Kpyra kj.

TparkeHu Kpyr To CaApIKU HEHTAp WHBEP3Hje 1);, 1A je Y NOCMATPAHO] NHBEP3UjH he-
roBa ciuka rh = 1;(z2) npasa. Ilo Hamoj npernocrasuu, oba nara kpyra ke u ks u Tpas-
XeHU KPYT Tg CaApIKe JOJUPHY TaduKy KpyroBa ks u k3, a KpPyr o, MO YCJIOBY 33JaTKa,
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nonupyje oba kpyra ko u ks, mro 3ua4u ga ( Kao u 'y oapehuBamy Kpyra i WHBEP3UjOM
1;,) KpyroBu ko, k3 v xo Opunaziajy napaboJndKOM IIPAMEeHy KPYroBa KOME je PaJIuKa/IHa
oca mpaBa yIpaBHA HA MMPaBY KOja CaJp KU MEeHTpe Kpyrosa ke u k3. O63upoM Ha jeTHAKOCT
YIJIOBA LIPU [IPECIIMKABAIbY MHBEP3UjOM Y onHOCy Ha KpyI: A (g, ko) = L(¢;(x2),¥i(ks)) =
L(xh, kb)) m L(xa, ks) = L(i(x2), ;i (ks)) = £L(xh, kb)), cnenn na cy npase kb, ki w xf, mehy-
cobuo mapastesae. TpakeHu Kpyr X2, O YCIOBY 3a7aTOr MpobIeMa, JOAUpYje JaTh Kpyr
k1, OMHOCHO Ca UM WMa TAYHO jeHY 3ajeJHUYKY TA4Ky, TO U FHUXOBE CJIUKE Y WHBEp-
3uju, IpaBa ThH U KPyr kj, UMajy TAYHO jeJHY 3ajeJHUYKY TauKy ¥ KaKO BaxKU JeIHAKOCT
YIJIOBa mpu npecaukasamwy uusepsujoM: £ (xe, k1) = L(i(x2), ¥i(k1)) = L(2h, k), cneqm
na je mpasa x), TanreHTa kpyra ki. dakme, mpasa x) TanrenTa je kpyra ki mapasemHa
mebhycobro mapasiesrum mpaBama kb u k4. TIpucernMo ce paHWje JOHETOr 3aKjbydKa Ja
je mpaBa kj maHreHTa je Kpyra kj ma oTyZa IOCTOjH jOII caMmo jeJHa TaHreHTa xhH( Koja
0ZIr0Bapa Kao CJUKA y MHBEP3UjU 1); TPAKEHOM KPYTY o) Ha KpPYr k] HapaJiesiHa HEeroBoj
TaHreHTH ki & TMME M TadHO jeNaH KPYr KOjH MCIyHAaBa yCIOB MOCTABJHEHOr IPObIEeMa
W HAIE NPETTIOCTABKE. 3a/JATaK Ce CBOAM HA KOHCTPYKIM]y APYre TAHTEHTE Ha KPyT ki,
nobujen onpehuBamem ciuke maror Kpyra ki y WHBEp3uju 1);, mapaJenne melycobHo ma-
pasiennHUM TipaBaMa kb u k%, nobujeHnM onpeluBameM CIMKa y MHBEP3UJH 1); PEJOM JaTHX
KpyroBa ko u ks, Te je npaBa k% TaHrenTta Kpyra kj.

Konaumno, 360r 0coOWHE WHBOJIy TUBHOCTH MTPECIUKABAHa WHBEP3UjOM Y OJHOCY Ha KPYT,
TPayKEHU KPYI To CIUKA je y UHBEP3Uju 1; 1o0ujeHe npase xh: To = 1/);1(3:’2) = ().

Cmuka 10y, (1) HpEKasyje KOHCTPYKIHU]y HHBep3UjaMa 1); U t);, TPaXKeHHX KPyToBa 'y
n xg.

comka 10p5(1)
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Kpyrose koju ucnymanajy ycjaoB 3aJaTor mpobsemMa a He cajp:Ke HHU jelHYy O ToMe-
HYTUX JOAUPHUX Tadaka( TauyKy J0JUPA JaTUX KPYyrosa ki u k3, OMHOCHO TadKy JOAUDPA
narux Kpyrosa ke u k3) osuauumo ca xs u x4. Oba Kpyra T3 u x4 JOAUPY]Y JATH KPyr
ko w3nyTpa( npuianajy meropoj yHyTpalimboj obaacru), a jare Kpyrose ki u ks 10aupyjy
cuosba. OupehuBame Kpyrosa ca oBakBoM 0COOMHOM( MHBEDP3UJOM 1k, Y OLHOCY HA JATH
KpPYyT k1, KPYT HajMamer MOJIyIPEYHUKa Ol TPU JaTa KPyra) U3JI0KEHO je U JeTa/bHO 00-
PA3JI0¥KEHO y OMINTEM CIydajy 3.

[Tpunaxemo ciuxy 10p5(2) KOja NpuKasyje KOHCTPYKUMjy MHBEp3Hjama ¥;, Vg, U Yy,
CBa YETUPH TPAXKEHA Kpyra.

ciuka 10p5(2)
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Canka 10p, (3) mprka3yje cBe TparkeHe Kpyrope u momMoliHe KOHIIEHTPUYHE KPYTrOBe, HA
ciunu 10y, (4) IpUKa3aHu Cy CaMO TPAsKEeH!W KPYTOBH.

- k22 T T~o

cmaka 10p5(4)
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o> ciay4daj 10 (Bg):

Haru xpyrosu ko m ks Joaupyjy ce W3HyTpa, HATH KPyr ki MPHUIALA YHYTPAIIHO]
obstactu Kpyra ko u cede Kpyr k3.

[TocToje weTupu Kpyra Koja UCIyHaBajy YCIOB MOCTABJ/HEHOT MPOOIEMa, TOIUPYjY CBa
Tpu gara Kpyra. /[Ba ox ®BUX Caapke TauKy A0Aupa JaTuX KpPyrosa ko u k3, mpeocTasa
JBa TpazKeHa KpPyra He Ca/ip2Ke JIOAUPHY TA4YKy OBUX KPYyTrOBa.

Kpyrose koju uciymaajy ycia0B HOCTaB/BEHOr IPOOIEMA U CA/IPIKE TAYKY JOIUPA A~
TUX KPpYyroBa ko W k3 MOXKEMO OJPEINTH, Ka0 U J0 CaJia, MHBEP3UjOM 1; Y OJTHOCY HA KPYT
1 IICT€ pABHU, MPOU3BOJHHOT MOJYTPEIHNKA, YHjU je TIEHTap TaYKa JOJINPA JATHX KPYTroBa
ko u k3. O03upom 1a Jatu Kpyr ki HEMa HUKAKaB TOCEDAH MOJI0XKA] Y OJHOCY HA APYTa JIBA
JaTa Kpyra pa3Marparme OBOr JIefIa CJIydaja rOTOBO je WJIEHTHYHO pa3MaTpamy y CIydajy
10(B1) u 3ak/byqlyU Cy MJIEHTUYHU KAO y HABEJEHOM CJLy4ajy.

YKpaTKo, CIMKe Yy WHBEP3WjH 1); TaTHX KPYroBa ke u kg cy mpase kb n kb (kb = 1; (ko) m
k% = 1;(k3) jep oba Kpyra caaprke meHTap MocMaTpaHe nWHBep3uje, MelycobHo napasesse,
063upoM Jia uHBep3uja dyBa jegHakoct yriuoBa: £ (ka, ks) = £L(i(k2),vi(ks)) = £L(kb, k).
VY ummBepsuju ¢; cauka maror kpyra ki je kpyr ki = ¢;(k1) xpyr, momro natu xpyr ki me
CaJIpKU [EHTAP UHBEP3Hje ;.

Tpakenm Kpyr, y O3HAIIM X, TIO HAIIOj MPETIOCTABIIA CAAPXKU IeTap WHBEP3HUje 1;
Te je y 0BOj MHBep3uju merosa cauka ' = ;(r) npasa. Ilomro, mo yciaoBy 3amarka,
TpaxkeHu KPYT JOAUpYje aaTe Kpyrose ko u k3, a Mo HAIIO] IPETIOCTABIN CAIPIKU JTOTUPHY
Ta4YKy OBa JIBa KpyTra, CJIeIu 1A KPYroBHU I, ko 1 k3 MpUIamajy mapabOIUIKOM IIPaMeHy
KPYroBa 4uja je pPaJIMKAJIHA Oca IpaBa YIpPaBHA HA mpaBy oapeheHy HeHTpUMAa J1aThX
KpyroBa ko n k3. Kako mpecinkaBame WHBep3ujoM dyBa jemnakoct yruoBa( £(x,ks) =
L(i(x), Yi(k2)) = £(a', ky); £(z, ks) = £ (s (), 01 (Ks)) = £(a, KL), cemm xa cy mpae
kb, k% w ' mehycobro mapastente. ITo ycioBy 3amaror npobiema TpasKeH! KPYT & J0JAPY]Y
JATH KPYT k1, IA ¥ BAXOBE CIWKE Yy MHBEP3UjH 1);, TpaBa ' u Kpyr Kk}, IMajy TAIHO jeTHy
3ajeTHUYKY TAYKy ¥ 003UPOM JIa BAXKK j€JHAKOCT yIJIOBA MPU MPECITUKABAGY WHBEP3UjOM
y omrocy Ha Kpyr( £L(x, k1) = L(¢;(x),v;(k1)) = L(a', k})), cnenn na je mpasa a2’ TanreHnTa
kpyra kj. Jakie, y WHBep3Uju 1; ciuKa =’ TparkKeHOT Kpyra  je mpasa, TaHIeHTa Kpyra
K}, napanenna melycobHo mapaseHuM mpasama kb u k%, 01 KOjUX HU jeJHA HUje TAHTE€HTA
Kpyra kj, nomro Jjatu Kpyr ki He JOAUPYje HU jelaH of Aarux Kpyrosa ko u k3. Sanarax
ce CBOJM HA KOHCTYKIIMjy TAHTEHTE Ha KPYT k, moOUjeH onpehuBameM CIuKe y UHBEP3Uju
1; maror Kkpyra ki, napanemanx melycobHO mapamennum npaBama kb u kj, mobujeHum
onpehuBamem cIMKa JATWX KPYroBa ko u k3 y mHBep3uju ;. IlocToje mBe TaHreHTE KOje
HCIyEhaBajy OBe yCJIOBe, O3HAYMMO WX €A &) M xh, M OHE OJ[rOBapajy Kao CJINKE y HHBEDP3UjH
1); TpasKEeHUX KPYyTroBa.

Konauno, Ha 0CHOBY 0OCOOMHE WHBOJIYyTUBHOCTU MPECTUKABABA WHBEP3UjOM Y OTHOCY
HA KPYT, TPasKeH! KPYTOBH I1 U X9 CIHMKE Cy y WHBED3UjH 1); TOOUjEHUX TPABUX X) W Th:

vy =7 (@) = Yi(ay), 22 = ¥ (25) = vilah) (cmmka 105,(1)).
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CJINKa x]l.(()‘)lj‘(;cl)
Kpyrose koju ucnymanajy yciaoB 3aaTor mpobyemMa a He cajipiKe TauKy JI0/IMpa JTaThX
kpyrosa ko u k3 o3HaunMoO ca x3 u 4. Oba TpaxkeHa Kpyra X3 U T4 AOAUDPYjY JATH KPYT
ko usnyrpa( npunasajy weroBoj yHyTPAIlkoj 06JIacTh) U CIOJba JOAUPY]Y JaTe KPyroBe
k1 m k3. Ilocrymak ompehuBamba KpyroBa ca CJAXIHOM OCOOHMHOM H3JIOXKEHO je W JIeTaJHbHO
06passIoXKeHo y onmreM ciaydajy 3( MHBEP3UjOM g, ¥ OAHOCY HA JaTH KPYT ki, KPYT Haj-
Marber MOJIyIPEIHUKA Ol TPU JATa KPYTa).

Cnuka 10p,(2) npukasyje KOHCTPYKIH]y HHBEP3HjaMa 1; U Y, CBAa YeTHUPH TPAKEHA
peiiema( TpaxKeHa Kpyra I, To, T3 U Tq)

comka. 10p6(2)
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Ha comun 104, (3) mprkasaHu cy CBU TparkKeHW KPYTOBH W TIOMONHHN KOHIIEHTPHYHU KPY-
rosu; Ha caunu 10y, (4) IpUKa3aHu Cy CaMO TPasKeHNH KPYTOBH.

| k22

k2

cmuka 1046(3) cmuka 106(4)

o> cayuaj 10 (By):
Haru xpyrosu ks u k3 TOAupyjy ce U3HYTpa, JaThH KPYT ki AOAUpYje u3HyTpa Kpyr k3.

ITocroje camo mBa Kpyra Koja 3a0BO/baBajy YCJIOB ITOCTAB/HEHOT IIPOOJIEeMa, JTOTUPYjy
CBa TPM JaTa Kpyra 3aJaHa OBAKBUM TOJIOXKAjeM y PAaBHU. JemTaH TpPaKeH! KPYT CaIPKA
TAYKY JOIUPA JATUX KPYroBa ko u k3, APYTH TpaskKeHU KPYT CAAPIKU TAYKY JOAUPA, JATHX
KpyroBa ki u k3.

Osaj je cayuaj roroBo uienruuan ciayudajy 10(Bs)( y kome ce garu kpyrosu ks u ks
OMPYjy W3HYTpa, a JaTh KpyT ki MpUMama yHyTpalrbhoj obmacTn Kpyra ke u mommpyje
co/ba Kpyr k3) ma ce u onpehuBambe TpaskeHUX KPYroBa MOYKE U3BPIIUTU HA MICHTUIAH
HA4YMH Kao y MOMEHYTOM ciy4ajy. M3ocraBipamo mocrynak onpehusama u nojgcehamo Ja
ce TpaxKeHu KPyTr, y O3HAIU X1, KOjU CAAPKHU JOAUPHY TadKy Kpyrosa ki u ks, ompe-
Dyje unBep3ujoMm v);, y OiHOCY Ha KPyI' %1 UCTE PABHM, IIPOU3BOJ/BHOL HIOJIYIPEYHUKA, CA
LEHTPOM y Ta4YKu J0aupa Kpyrosa ki u ks, a TpaxKeHu KPyr, y O3HAIM T, KOjU CAAPKU
JIOIMPHY TavKy KpyroBa ks u ks, ompeljyje nuBep3njom v; y oqHOCY Ha KPYT ¢ NCTE PABHH,
MIPOM3BOJHHOT MOJIYTIPEIHUKA, UUjU je [eHTap TadKa J0Aupa KpyroBa ko u ks.

Cmuka 10y, (1) HpEKasyje KOHCTPYKIHU]y UHBEp3UjaMa 1); U t);, TPaXKeHHX KPyToBa 'y
n xo.
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o> cay4aj 10 (Bs):

Hatn kpyrosu ko m k3 JOIWpPYjy ce M3HYTpa, AATH KPYT ki TPHUMNANA YHYTDAITHO]
obiacTu Kpyra ks.

ITocroje camo mBa Kpyra Koja 3a0BOJbaBajy YCJIOB ITOCTAB/HEHOT TPObIeMa, TOTUPYjy
CBa TPH JlaTa Kpyra 3aJaHa OBaKBUM mojiokajem y paau. Oba TparkeHa Kpyra CaJpike
TA4YKy JOIUPA JATUX KPyrosa ko u ks.

Y oBom ciyvajy HeMa OMTHe pa3jiuKe, y CMHCIY JIOHETUX 3aKJbydaKa, Yy OTHOCY Ha
ciyudaj 10(B1)( mako je mosioxkaj naTux Kpyroba APYraduju y OJHOCY Ha OBaj CJydaj),
[JIe je W3JIOXKEH W JIeTa/bHO 00PA3JI0XKeH MOCTYIaK 3a oapehuBame TPaykeHuX KPyrosa.
Wsocrasbamo usarame 1 npujiazemo ciuky 10pg(1) KOHCTPYKIMje TPazKeHUX pelieba.
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<e> cayuaj 10 ( C'):

Csa tpu mara kpyra ki, ko, k3 uMajy TaqHO je[Hy 3ajeJHUYKY TAUKy, OJHOCHO IIPUIIA-
J1ajy mapabOTUYIKOM [IPAMEHy KPYroBa.

VY oBOM CiIy4ajy CBAKM KPYT UCTOT TIPAMEHA, 33J0BOJbaBA, yCIIOB TIOCTABJEEHOT TTPOBIeMA,
na ce MOXKe CMaTpaTh TpaxkKeHuM periembeM (cauka 10,).

cauka 10,
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AmnosioHuje,
KpaTaK UCTOPHUjCKH OCBPT HA JIMK U JIEJIO

Ipuku maremarudap Anosonuoc( 262 — 190 rox. mpe nose epe) poben je y Ilepru, y
IMamdunuju, rpagy y ceseposamagaoMm aeixy Mame Asuje. Kao miazg gomao je y Anex-
cauapujy( Erunar) ruge je crunao maremarudko obpasoBame 01 EyKingoBux ydeHHKA.
IIpernocrasiba ce ga je npepasao y Asiekcanapuju, Ilepramony u Edecy u nmocrao jenan
on Hajeehux Maremaruyapa Tor 100a.

Eberoso 4yBeno ies10 0 KOHyCHUM npecenuma (YwViX () BEIMYAHCTBEHH j€ CLHOMEHHMK
AJIEKCAHJIPpUjCKe HayKe. 300 OBOr Jiesia no3Har je kao ”Hajsehu reomerap” ror 106a u OHO
je 1o Jamac ocTajo OCHOBHO KJIACHYHO JIeJI0 M3 obiacTw ejeMeHTapHe reomerpuje. Ko-
HYCHE TIpeceKe M3ydaBaJjy Cy MHOTH W Tpe AMNOJIOHWja, HO OH je Taj KOjU je y3 BEeJUKH
COTICTBEHH JIONPHUHOC W OTKPHNA CHCTEMATH30BAO M 3HAA CBOjJUX MPETXOJHWKA. Bno je
IIPBYU KOjH je JIa0 TEOPHUjCKY OCHOBY 3a CBAa TPU KOHYCHA IIPECceKa: KPYKHH KOHYC, IIPaB
n Koc Kouyc. Takobhe je mpBu Koju je yBuaeo obe rpame xumepbose, 1epuHrCca0 eTuICcy,
napabosty u xunep6osiy( Kao Mpeceke KPY>KHOT KOHYCA), 4 HA3UBU OBUX KPUBUX TIOTHUY
yIpaBo of mera. Jlemo o KOHyCHUM TpecermMa, CaCTOju Ce Of OCaM KIbUTa, O] KOjuX je
cadyBaHO ceJlaM, Tocienrma HemocTaje. Ilpse wetnpm kmure mosase om I'pka m cagpike
3Hatba ¥ oTKpuha ANOJIOHKM]EBUX NPETXOJHMKA KOja je OH cucremaru3oBao u ypeauo( 1.-
pacmpasa 0 cBUM JOOMjeHMM KOHYCHUM IPECEuMa IIPABOI OJIHOCHO KOCOI KPYy?KHOI' KO-
HYCa; 2.- ACHMIITOTE W rpaHe Xxurepbose u npTame TAHTEHTH; 3.- TeOpPeMe O TTOBPITHHAMA,
0 XapMOHMjCKUM CBOjCTBMMA IOJIOBA, T€OpeMe O TPOM3BOY CerMeHaTa HACTAJINX Ipece-
KOM TeruBa; 4.- pacmpasa o Joka3uMa u3 Tpehe Kibure u joIn HeKa XapMOHW)CKA, CBOjCTBA
nosiosa). Ilera, mecra u ceaMa Kibura Josiase JI0 HaC y aparckoM MPEeBOJY U CaJIPIKe CAMO-
cranna Anosionujesa orkpufia. Ilera Kibra cMarpa ce HajOPUIMHAJIHUJOM O CBHX CEIAM.
Y w0j ce pa3marpa HOpMAaJa KA0 MUHUMAJIHA U MAKCUMAJIHA IPABA JIMHUja IIOBY4Y€HA W3
Tauke Ha KpuBy. IllecTa KbuUTa TOBOPH O jeTHAKOCTU W CAMIHOCTU KOHYCA, a CeaMa KIbUTa,
TOBOPY O TPEYHUIMMA U MPABOJINHUjCKUM (DUTYPAMa OMUCAHUM HAJ THUM IPEIHUIIMA.

U3syuasao je u apyre maremaruuke npobsieme( Hasazemwe 6poja m, ycaspiuasamwe Ap-
XUMEIOBOT HYMEPUUKOT crucTeMa Kopucrehu kao ocHOBY Opoj 104, Tj. yBeo je padyHame
Mupujadama, Koje ce Ha UCTOKY M y EBpomnu myro KOpUCTHIIO), a JaHAC Ce YeCTO MOMUHY
IberOBH 3aJamu Tj. mpobiemu oapehuBama Kpyra Koja JOAMPYje TPH 337aTa €JIeMEeHTa
Heke paBHu( TPU JlaTe TAYKe; JBE TAYKE U [PaBY; JIBE Ta4Ke U KPYr; TAYKy W JBE IIPABE;
TauKy, IPaBy U Kpyr; ...), yyBenux Jecem Anosonujesux npobaema o dodupy xpyzosa.

Ca OBHM JIeJIOM YIIO3HAO HAC je TPUKH MaTeMarmdap Ilamoc !, a cadyBano je y pemak-
IIUj1 9yBeHOr MaTeMaTnyapa Buer 2, Koju UX je 1 caM pelaBao, a IIpe mbera, Kao 1 IocIe,
OBUM Cy ce mpobsiemMuMa, HapouuTo peceruM( oapehuBame Kpyra Koju J0Aupyje Jara Tpu
Kpyra Heke paBHu) OABUJIM MHOIM U LIO3HATU M Makbe HO3HATU Hay4HUIU( O/ II03HATUJUX,
y Anomonmjeso n06a, Eykmna 2, kacauje Buer, FbyTn %...).

Camo AmosioHujeBo perree Huje cadyBaHO, [Ta HAM je OCTaJI0 HEelO3HATO KAKO WX je

Hlamoc ( 250 - 300. ropuHe HOBE €pe, IPUKH MATEMATUIAP)

2®pancoa Buer ( 1540 - 1603 , dbpaHIycKH MaTeMaTHYap)

3Eyxmmuz ( poben oxo 300. rogune mpe HOBe epe, Y AJEKCAHAPUjH), IyBEHH aHTHYKH MATEMATHEaD
4Ucax Hoyrn ( 1643 - 1727, enriecku GuU3NIAp, MaTEMaTHIap H ACTPOHOM)
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OH peIuo. JeJHO Of HAJJIEMIINX Pellerha CBUX JeceT AMOJIOHUjeBrX MpobieMa Jao0 je Hall

CaBpEeMEHNK, IyBeHn MarTeMaTmdap Anton Juvurpuja Bummvosmd °.

5 Auton JTummrpuja Bumamosmu ( 1879 - 1970, YKutomup, YKpanna)
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