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1 Uvod

U aktuarskoj matematici koriste se matematicki modeli koji opisuju osetljivost osiguravajuéih
kompanija na rizik propasti, nesolventnost odnosno nedovoljnost sredstava za pokriée Steta.
Osnovne veli¢nine koje se koriste za opisivanje ovakvih procesa su verovatnoéa razaranja,
raspodela kapitala neposredno pre trenutka razaranja i visina deficita u trenutku razaranja.
Sve ove veli¢ine zavise od visine pocetnog kapitala. PocCetni (osnovni) kapital u Republici Srbiji
za osnivanje osiguravajuée kompanije za nezivotno osiguranje je 4.5 miliona evra®.

Teorija stohastickih procesa i primenjena teorija verovatnoce, Ciji je deo aktuarska
matematika, dozZivela je neverovatan napredak u drugoj polovini dvadesetog veka. Teorija
rizika u osiguranju je sinonim za matematiku neZivotnog osigiranja. Sustinski problem u
nezivotnom osiguranju je ocena verovatnoce propasti, odnosno razaranja, bankrota. Sa ovim je
blisko povezano odredivanje ukupnog iznosa zahteva u toku prethodno definisanog
vremenskog intervala. Obi¢no je taj vremenski interval jedna godina. Takode, aktuarska
matematika utvrduje cene osiguranja. Osiguravajuce drustvo se sklapanjem ugovora o
osiguranju obavezuje da ¢e nadoknaditi Stete nad osiguranim predmetima, ukoliko do Stete
dode. Na taj nacin osiguravajué¢a kompanija preuzima ne sebe rizik osiguranika, a kao naknadu
dobija premiju. Postavlja se pitanje odredivanja visine premije tako da kompanija izbegne
bankrotstvo. Stoga je potrebno modelirati broj osiguranih slucajeva koji ¢e pretrpeti Stetu, kao
i iznose Steta, u dugom vremenskom periodu, Sto je jedan od kljuénih zadataka teorije
nezivotnog osiguranja.

Osnovni pojmovi teorije verovatnoce i stohasticke analize navedeni su u prvom poglavlju. U
drugom poglavlju je posveéena paznja Kramer Lundbergovom modelu koji je temelj za teoriju
rizika, kao i Puasonov proces pomocu koga je i definisan ovakav model. U treéem poglavlju je
definisan proces obnavljanja koji predstavlja uopstenje Puasonovog procesa. U nastavku su
navedene osobine zbira isplacenih odsteta, tj. procesa koji predstavlja sumu isplaédenih odsteta
u portfoliju koji zavisi od vremena. Odrediti red veli¢ine ove promenljive je najvazniji zadatak,
sobzirom da ta informacija govori o visini premije koju treba naplatiti od osiguranika.
Posledice katastrofa kao Sto su zemljotresi ili uragani cesto dovode do ogromnih Steta. Ovi
veoma retki dogadjaji uglavnom imaju vrlo veliki uticaj na rizik osiguranog portfolija, a zbog
toga i na rezultat Citavog poslovanja osiguravajuce kuce. Ono sto ¢e nam kod ovakvih situacija
biti od pomodi jesu tzv. raspodele sa teskim repom, ¢ime éemo se baviti u petom poglavlju. U
Sestom poglavlju je uveden pojam razaranja i verovatnoda da do njega dode, koja predstavlja
sustinu proucavanja teorije rizika. Ovaj deo je prilicno zahtevan uzimajuci u obzir potrebna
predznanja iz teorije verovatnoce. Mada, sa druge strane Citalac moZe uvideti kako mozZe
primeniti odredene delove iz teorije verovatnoce, kao $to su proces obnavljanja, Laplasova
transformacija... U odeljku 6.1 baviéemo se verovatno¢om razaranja ukoliko vaZi uslov Cistog
profita koji je osnov za odredivanje premije osiguranja, u poglavlju 6.2 pokazujemo rezultat
verovatnoce razaranja ukoliko vaZzi uslov malih odsteta, dok se u poglavlju 6.3 bavimo
verovatno¢om razaranja kada smo izloZeni velikim iznosima odsteta. U poslednjem poglavlju
¢emo se baviti gornjim granicama koje verovatnoca razaranja moze da iznosi.

! zakon o osiguranju, ¢lan 28, tacka 2, ,Sluzbeni glasnik RS“ br. 55/2004, 61/2005, 101/2007 i 107/2009
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1.1 Osnovni pojmovi teorije verovatnoce i pojmovi koji e biti
koriSceni u radu

Teorija verovatnoda je osnovni stub moderne matematike. Ona je usko povezana sa drugim
matematickim oblastima poput algebre, topologije, analize itd. Teorija verovatnoéa je
matematicka disciplina koja proucava sluajne eksperimente. Pri tome, pod sluéajnim
eksperimentom podrazumevamo komplekse uslova koji se mogu neograniCeno puta
ponavljati, ali ne dovode uvek do jednoznac¢no odredenog ishoda. Svakom slu¢ajnom
eksperimentu pridruzujemo skup svih mogucih ishoda koji zovemo prostor elementarnih
dogadaja, a oznacavamo ga sa (). U ovom poglavlju su navedeni samo osnovni pojmovi, dok
opsirnije moZete pronaci u literaturi [3] P.Mladenovi¢, Verovatnoca i statistika.

Neka je ( prostor ishoda nekog eksperimenta. Neke od podskupova skupa €1 zvacemo
dogadajima. Klasu svih dogadaja oznacavacemo sa A. Navodimo neka svojstva:

QeA

Ako A € Jl,ondaZE A

AkoA€ AiBe€ AondaAUBE A
Ako A € A,A; € A,...ondaUjy-1 4, EA

P wnN e

Definicija 1.1.1: Klasa A podskupova prostora elementarnih dogadaja, koja ima svojstva 1,2 i
3 zove se algebra dogadaja, a klasa A koja ima svojstva 1,2 i 4 zove se 0 —algebra dogadaja.

Definicija 1.1.2: Funkcija P: A — R je verovatnoéa na merljivom prostoru ({,A), ako ima
sledeca svojstva:

1. P(Q)=1
P(A) = 0 za svaki dogadaj A € A
3. Ako su Aq,A,, Az, ... dogadaji iz A, takvi da za razligite i i j vaZi A; N Aj = @, onda vazZi

jednakost
P (U An> =) P4y
n=1 n=1

Lema 1.1.1: (Kolmogorovijeva nejednakost) Neka su X1, X5, ..., X, nezavisne sluc¢ajne velicine
takve da je za j € {1,2, ...,n} vaZi EX; = 0,DX; < +o i neka je Sy = ZfﬂXj. Tada za svako
e > 0 vaii:

ES,
> <—.2
Plmmisd =)=

? Dokaz pogledati u literaturi [3] na str.176



Teorema 1.1.1: (Jaki zakon velikih brojeva) Neka je (X,)n=1 niz nezavisnih slucajnih veli¢ina

takav da vaZi

Tada vazi:

n
1
P{lim —Z(Xi _EX) = 0} — 1.3
n—00 1 £

Teorema 1.1.2: (CebiSovljeva nejednakost) Neka je Xproizvoljna slu¢ajna promenljiva, a € i r
pozitivni brojevi. Tada vaZi nejednakost:

X"

P{|X| = e} < o

Specijalno za r = 2 vaZi nejednakost:

DX
P{|X — EX| = &} S€—2.4

Definicija 1.1.3: (Tejlorov red) Za proizvoljnu funkciju f(x) koja ima izvode u okolini tacke a
Tejlorov red je definisan na sledeci nacin:

: ; = £
fo =@+ 1D )+ LD gy g SO (g

n=1
Specijalno, kada je a=0, ovakav red se naziva Maklorenov red.

Detaljnije u vezi Tejlorovog reda’ i naredne teoreme mozete pronadi u literaturi [5]
D.Adnadevi¢, Z.Kadelburg, Matematicka analiza 1.

Teorema 1.1.3: (Teorema o dva policajca®)Neka su (a,)pns1, (bn)n=1, (Cn)ns1 tri niza koja
zadovoljavaju sledeca svojstva:

1. lim,,,a, =lim,,,c,
2. Zasvakon =ZmngvaZi a, < b, < c,

Tada je i niz b, konvergentan ivazi lim,_. a, = lim,_ b, = lim,_, c,.

* Dokaz pogledati u literaturi [3] na str. 177
* Dokaz pogledati u literaturi [3] na str. 90
> Videti u literaturi [5] nastr.262

® U literaturi [5] na str. 45 Stav 3.1.7



2 Kramer-Lundbergov model

Temelj teorije rizika postavio je Filip Lundberg, Svedski aktuar 1903.godine, a Harald Kramer je
nastvaio njegov rad i 1930. ga objavio. On je uveo takozvanu verovatno¢u razaranja kao meru
rizika iz vremenskog aspekta osiguranja na kona¢nom ili beskona¢nom intervalu. Teorija rizika
je sinonim za matematiku nezivotnog osiguranja, koja se suocava sa problemom modeliranja
prispelih odsteta, na osnovu kojih dobijamo informaciju koliku premiju je potrebno naplatiti
osiguranicima. Naravno, osim matematickih proracuna, trziste tj. konkurencija i potencijalni
osiguranici uticu na visinu premije. Jedan od Lunderbergovih klju¢nih doprinosa je uvodenje
jednostavnog modela koji je sposoban da opiSe osnovnu dinamiku homogenog portfolija
osiguranja. Pod ovim podrazumevamo portfolio ugovora ili polisa za sli¢ne vrste rizika kao sto
je osiguranje vozila za pojedine vrste automobila, osiguranje od krade u domadinstvu ili
osiguranje jedne porodicne kuce od Stete prouzrokovane poplavom. Takav model poznat je
pod nazivom Kramer-Lundbergov model ili klasi¢ni model rizika. U literaturi [1] T.Mikosch,
Non-life insurance mathematics i [2] P.Embrechts, C.Kluppelberg, T.Mikosch, Modelling
extremal events for insurance and finance mozZe se pronaéi opSirnije u vezi sa Kramer-
Ludbergovim modelom. Osnovni proces rizika ima sledeci oblik:

V(t) =T(t) — S(t) (2.1)

gde TI(t) oznacava ukupan iznos prikupljene premije osiguravajuceg drustva do trenutka t, a
S(t) predstavlja akumulirani iznos $teta nastalih do trenutka t. Ukoliko je podetni kapital
drustva jednak u onda proces ima slededi oblik:

Ut)=u+TI()—St), t=0 (2.2)

Grafik 1

Na grafikul prikazana je idealna trajektorija (realizacija) procesa U(t). Dakle, pocetni kapital
drustva u jednak je procesu rizika u trenutku 0. Onda, trajektorija raste do trenutka T;, u
kojem se dogodila prva Steta. Iznos se smanjio za iznos nastale Stete X;. Na intervalu [Ty, T,)
proces takode raste do pojave naredne Stete u trenutku T, gde pada za iznos X5, itd. Takode,
na grafikul vidimo da je moguce da proces uzima negativne vrednosti, ukoliko nastane
dovoljno velika Steta koja ¢e dovesti do toga da se trajektorija procesa nade ispod nule. U
ovom radu éemo se baviti verovatnotom da nastane pomenuti sluéaj. Proces rizika U(t) je



niSta drugo nego tok novca posmatran kroz vreme. Najcesce je pretpostavka da je prikupljanje
premije linearno sa vremenom tj. I1(t) = c - t, gde je ¢ brzina akumulacije kapitala.
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Grafik 2

Na grafiku 1 prikazan je primer akumulacije premije po mesecima, i vidimo da je priblizno
linearna sa vremenom.’

Pre uvodenja Kramer-Lunbergovog modela naveséemo dve definicije o Puasonovom procesu.
Definicija 2.1: Slu¢ajan proces {N(t),t = 0} je Puasonov ako ima sledeca svojstva:

1. N(0) = 0 skoro sigurno
Ima nezavisne prirastaje tj. ako n€NiI0 =ty <ty <- <t,N(ty) — N(tr_1),
za 'k = 1,2, ...,n su nezavisne slucajne velicine

3. Postoji neopadajué¢a funkcija u:[0,+o) — [0,+) takva da za proizvoljne
0 <s <twazi N(t) — N(s) € P(u(t) — u(s)). Funkcija p zove se funkcija srednje
vrednosti

4. Sa verovatnoom 1 trajektorije N(t,w),t = 0, neprekidne su sa desne strane za
t = 0iimaju levu grani¢nu vrednost za t > 0.

Definicija 2.2: Ako je funkcija Puasonovog procesa (N (t))t>0 data sa u(t) =A-tzat>0

gde je A > 0 parametar, onda se taj proces zove homogen Puasonov proces sa intenzitetom A.
Ukoliko je A = 1, onda proces nazivamo standardan homogen Puasonov proces.

’ Podaci preuzeti sa sajta Narodne banke Srbije www.nbs.rs
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Definicija 2.3: Kramer-Lundbergov model ima sledece pretpostavke:

1.

5.

Slu¢ajne velicine (X;);2, su pozitivne, nezavisne i jednako raspodeljene i predstavijaju
velicinu stete prilikom nastanka osiguranog slucaja, Cije je oCekivanje konacno
Stete se javljaju u sluéajnim trenucima 0 < T; < T, < -+, Ty = 0
Broj Steta koje se dogode na [0, t] obeleZavamo sa N(t) = sup{n = 1:T,, < t}, gde je
sup®@ =0
Vreme izmedu dospeca Steta obeleZzavamo sa Y, =T, iY, =T, —Ty_1 za k = 2 i oni
su nezavisne i jednako raspodeljene slucajne veli¢ine sa eksponencijalnom funkcijom
raspodele sa parametrom A, dakle

P{Y, <t}=P{T — Ty, <t}=1—-e"*, t>0
Nizovi (X;)i21 i (Y;){21 su medusobno nezavisni.

Teorema 2.1: Neka je (Y,)n=1 hiz nezavisnih slucajnih velicina koje imaju istu eksponencijalnu
raspodelu (1) sa parametrom A > 0. Neka je To=0 i T,=Y;+ Y, +--+ YV, n=>1i
N(t) =|{k = 1| Ty < t}|, t = 0. Tada je (N(t))+=o homogen Puasonov proces sa intenzitetom

A8

Ukoliko u Cetvrtoj pretpostavci definicije 2.3 izostavimo da vreme izmedu dospeca Steta ima

eksponencijalnu raspodelu, tada N (t) nazivamo proces obnavljanja.

® Dokaz pogledati u literaturi [1] str.22



3 Proces obnavljanja

Osnovna motivacija uvodenja procesa obnavljanja je ta da Puasonov proces nije uvek
adekvatan za opisivanje broja prispelih Steta. Mogu postojati veliki razmaci izmedu zahteva za
odstetom. Na primer, nije uobi¢ajeno da Stete prouzrokovane olujom pristizu sa Puasonovim
procesom jer nekada su i godine potrebne da produ da bi se takav dogadaj ponovio. U ovakvim
sluc¢ajevima, mnogo je prirodnije pretpostaviti da vremena izmedu prispeca odsteta imaju
raspodelu koja dozvoljava velike razmake izmedu trenutaka prispe¢a odsteta. Na primer,
Paretova ili log-normalna raspodela viSe odgovaraju ovakvim dogadajima, uzimajudi u obzir da
njihovi repovi su znatno tezi nego rep eksponencijalne raspodele.

Definicija 3.1: Neka je (Y;,) niz nezavisnih slucajnih velicina sa istom funkcijom raspodele F,
F(0)=0. Neka je Ty = 0,Ty =Yy + -+ Y,k = 1i N(t) = |{k = 1: T} < t}|. Slucajan niz (Ty,)
zove se niz trenutaka obnavljanja, a slucajni proces {N(t),t = 0} nazivamo proces
obnavljanja.

U ovom radu ¢emo se baviti modelima gde je broj Steta nastalih do trenutka t predstavljen kao
proces obnavljanja. U skladu sa tim, naves¢emo teoreme koje se odnose na procese
obnavljanja.

Lema 3.1: Pretpostavimo da su na prostoru verovatnoéa (Q,A,P) definisani niz slu¢ajnih
velicina (Zy)n»1 i slucajni proces {N(t),t = 0} tako da vaZe sledeli uslovi:

1. lim,_ 4 Z, = Z skoro sigurno
2. Zavt>=0vazi P{N(t) €{0,1,2,..}} =1
3. N(t) » oo, t —» oo skoro sigurno

Tada vazi

lim Zy ) = Z skoro sigurno.

t—oo

Dokaz leme 3.1 nalazi se u literaturi [1]T.Mikosch, Non-life insurance mathematics na strani 61.

Teorema 3.1: Pretpostavimo da kod procesa obnavljanja vaZi EY; = % € (0, +). Tada je

_N(®) .
lim — = A skoro sigurno (3.1

t—oo

Dokaz: N(t) =|{k=>1,T, <t},Vt >0, gde jeT,, =Y; + -+ Y, niz nezavisnih slu¢ajnih
veli¢ina. Prema jakom zakonu velikih brojeva’

2, =5 py =L raa
=—— =— —
n=- 1 ==, kadan

S.S.
T,, = o, kadan - o

N(t)sjiw,kadan - 00

’ Pogledati poglavlje 1.1



Na osnovu leme3.1

T, s 1
ZN(t) =%S—S>z,kadat—>oo

N@) =n} ={T, <t <Tpi}

Tne < t < v+ N(@®)+1
N(t) " N(t) " N(t)+1 N(t)

Na osnovu teoreme o dva policajca™ vazi:

t
m%z,kadat—»oo

N(t)
T—> A kadat - oo

Cime smo dokazali teoremu.m

Navesc¢emo jos dve teoreme bez dokaza a koji se mogu naci u literaturi [1] T.Mikosch, Non-life
insurance mathematics na strani 62.

Teorema 3.2: Pretpostavimo da kod procesa obnavljanja vaZi EY; = % € (0, +). Tada je

. EN(t)
lim =1 (3.2)
t—oo t
Teorema 3.3: Pretpostavimo da kod procesa obnavljanaj vazi 0 < DY; < +o0 | EY; = % €
(0, +0). Tada vazi:
im 2V _ Dh 3.3
N()—At p
———->7Z€eN(0,1) kadat - +x (3.4)

tDY,
NEY)?

10 Pogledati poglavlje 1.1



4 Zbir isplacenih odsteta

U ovom odeljku posmatra¢emo zbir svih Steta nastalih do trenutka t kao proces:

N(t)

S(t) = z X, t>0 4.1)

Gde je (X;) niz nezavisnih, jednako raspodeljenih slu¢ajnih veli¢ina predstavlja veli¢ine Steta
koje su pozitivne vrednosti i nezavisnih od slucajnih trenutaka prispeca steta (T,), kao $to smo
ve¢ definisali u Kramer-Lundbergovom modelu. Naveséemo teoreme koje se odnose na
matematicko ocekivanje i disperziju zbira isplacenih odsteta.

Teorema 4.1: Ukoliko zahtevi za odstetom pristizu u skladu sa procesom obnavljanja N(t), i
visina odstete je predstavljena kao niz (X;)i=1 gde su elementi niza nezavisni i jednako
raspodeljeni sa konacnim matematickim ocekivanjem m i disperzijom o? onda za matematicko
ocekivanje i disperziju zbira isplacenih odseta vaZi sledece:

ES(t) = EN(t)-E(X)) = m-EN(t) (4.2)
DS(t) = EN(t) - DX, + DN(t) - (EX;)? = 62EN(t) + m*DN(t) (4.3)
Dokaz:
® w /N
ES(H) = ) ESOING =0 PIN® =k} = Y E[ > X [N©) =k |- PIN©®) = K}
k=0 k=0 j=1
o) k %) o
=Y E X |"P{Nt) =k} = ) kmP{N(t) =k} =m ) kP{N(t) =k} = mEN(t).

N(E)
DS(t) = E(S(®)° - (ES(®)’ = E Z X; | —m2EN©®)?
=1

o NEB 2
= Z E Z Xi | IN@®) =k |- P{N(t) = k} —m?(EN(t))?
k=0 j=1

ZE ZXJ -P{N(t) = k} — mz(EN(t))

k=0 j=1

=§: D zk:x] zEX PN =k} ~m2(EN(®)”

=0 j=1
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= Z(kaz + k?m?) - P{N(t) = k} — mZ(EN(t))2 = 02EN(t) + m?DN(t). m
k=0

Teorema 4.2: Neka kod proizvoljnog procesa obnavljanja vazi EY; = % ,EX; =m, pri cemu je
1

TmEe (0, ). Tada vazi:

lim L(t) = Am (4.4)

t—oo t

Teorema 4.3: Neka su kod proizvoljnog procesa obnavljanja disperzije DX, i DY, konacnei

nekajeEY, = %,EYl =m,DX, = 02.Tada vazi:

DS(t
lim # = A(c? + 1*m?DY;) (4.5)

t—>oo

Teorema 4.4: Ako slucajne veli¢ine X, i Y; imaju konacne dosperzije onda vaZi:

lim su P{M<x}—¢(x) =0 (4.6)
5 yeh JDs@® - '

Gde je

1 (* e
CD(X) = \/T_T[f e 2 dt.

11



5 Raspodele sa lakim i teSkim repovima

Definicija 5.1: Neka je F funkcija raspodele, F(0)=0, x, = sup{t|F(t) < 1} = +oo.

— 1—-F(x
—Ako je lim TU < o zaneko A > 0,onda funkcija raspodele ima lak rep.
X—00 e
o 1-F() y , N
—Ako je lim ————> 0za svako A > 0,onda funkcija raspodele ima tezak rep.
X—>00

Primeri raspodela sa lakim repovima

Eksponencijalna f(x) =2 F(x)=1—e*,kadajed>0,x >0
ﬁaxa—le—ﬁx
Gama f(x)=T,kadajea>0,[3>O,x>0
Vejbulova F(x)=1—e~" kadajex > 0,c>0,7>1
. 2 X
Usecena normalna f(x) = \FQ_T, kada jex = 0
I

Primeri raspodela sa teskim repovima

1 _(nx-p?
Log-normalna flx) = e 20* |kadajex>0,u€eR,0>0
2mox
Vejbulova F(x)=1—e~" kadajex > 0,c>0,7<1
Xo \* ,

Paretova F(x)=1—( ) Jkadajea > 0,xy>0,x >0

Xg + X

a

Burova F(x)=1—( ) ,kada je « > 0,xy >0,7>0,x>0

Xo +x%
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6 Verovatnoca razaranja

Glavni deo klasi¢ne teorije rizika posveéen je verovatnodi razaranja. To je globalna mera rizika
koju nalazimo u posmatranom portfoliju. Sre¢emo se sa dva slucaja, koja se onose na iznose
Steta. Prvi sluéaj je kada vazi uslov malih odsteta, i tu dolazimo do rezultata da je vrlo mala
verovatnoca da dodje do razaranja. Sa druge strane, kod velikih zahteva za odStetom dolazimo
do potpuno drugacijih rezultata, verovatnoca razaranja je znatno veca u odnosu na prvi slucaj.
Iz tih razloga osiguravajuce kompanije kod ugovora koji nose veliki rizik, tj. gde visine odsteta
mogu prevazié¢i moguénost isplate od strane osiguravajuceg drustva, pribegavaju reosiguranju,
tj. prenosenju rizika na drugu kompaniju.

Posmatramo proces rizika oblika:

Ult)=u+TII(t)—S(t), t=0 (6.1)
Definicija 6.1: Dogadaj usled koga je velicina U(t)manja od 0 nazivamo razaranje, tj.
Razaranje = {U(t) < 0 za neko t > 0}
Trenutak u kome se dogodi razaranje nazivamo trenutak razaranja, tj.
T =inf{t: U(t) < 0}

Verovatnoca razaranja u beskonacnom vremenskom intervalu je verovatnoca da se razaranje
dogodi ukoliko je pocetni kapital jednak u:

Y(u) = P{razaranje|U(0) = u} = P{T < oo}.

Verovatnoéa razaranja u konacnom vremenskom intervalu (posmatramo vremenski interval
(0,t)) je verovatnoéa da se razaranje dogodi ukoliko je pocetni kapital jednak u W¥(u;t) =
P{T < t} pri éemu T zavisi od u, pa moZemo zapisati u obliku:

Y(u;x) = P{T < xu}, zadato x € R

Oba, i razaranje i trenutak razaranja zavise od pocetnog kapitala u. Uslov U(0) =u u
verovatnodi razaranja je neprirodno ubacden, s obzirom da je U(0) konstanta. Ovakva uslovna
verovatnoca je Cesto koris¢ena u literaturi jer pokazuje vrednost pocetnog kapitala koji utice
na verovatnocu.

Koristedi definiciju razaranja, napisa¢emo je u drugacijem obliku:

n
Razaranje = {ingU(t) < 0} = {in{ U(T,) < O} = in{ u+cT, — ZXJ- <0p;=
= nz nz
=1

n
= 1r_1£ u+Z(ch —X;) <0pp=4sup Z(X]- —cY)>u
j=1

nz1
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Prema prethodnom je verovatnoca razaranja:

n
Y(u) = P<sup Z(X] —cYp)>u (6.2)
n1 |4
j=1

Verovatnoca prezivljavanja je definisana na sledeci nacin:

p(u) =1-%w

lako veoma komplikovana verovatnoc¢a razaranja je privukla veliku paZnju u literaturi
primenjene teorije verovatnoce. Posebno je interesantno asimptotsko ponasanje W(u) kada
u — oo. Verovatno¢a ¥ (u) je kompleksna mera globalnog ponasanja portfelja osiguravajuceg
drustva sa promenom vremena. Osnovni cilj je izbedi razaranje sa verovatnoéom 1, i
verovatnocu sa kojom slucano lutanje (S,,) prelazi najveéi prag u minimizirati, zapravo treba da
bude toliko mala da dogadjaj razaranja moze biti iskljucen iz prakti¢nih razmatranja ukoliko je
pocetni kapital dovoljno veliki.

6.1 Uslov cCistog profita

Svaki od nizova (X;)i (Y;) sadrZi sluCajne promenljive koje su jednako raspodeljene i
nezavisne, otuda je i slucajna promenljiva X; —cY; iz (6.2) koju ¢emo obeleZiti sa Z;. Na
osnovu jakog zakona velikih brojeva je:

n .
— — EZ,,skoro sigurno kadan — oo
n

e Ukoliko vazi EZ; = 0 onda je verovatnoda razaranja jednaka 1.
e Ukoliko vaZi EZ; < 0 onda je verovatnoda razaranja manja od 1.

Definicija 6.1.1: Ukoliko je slucajna promenljiva Z; definisana na gore pomenuti nacin, onda je
uslov Cistog profita:

EZ]_ = EX]_ - CEYl < 0

EY, > EX >—1 6.1.1
= A,
CLYy 1 ¢ EY, ( )
Takode, moZemo obeleZiti:
= 1 1 6.1.2
p=c v, (6.1.2)

Tada je uslov Cistog profita dat sa p > 0.

Dakle, intuitivno govoredi, uslov Cistog profita je da za dati vremenski period ocekivani iznos
Steta treba da bude manji nego prispela premija u tom istom vremenskom intervalu. Drugim
re¢ima govoreci, srednja vrednost protoka novca portfelja je pozitivna, tj. veéi je priliv nego
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odliv novca. Dakle, potrebno je izabrati premiju toliku da vaZi uslov Cistog profita da
osiguravajuce drustvo ne bi negativno poslovalo. Postavljanje uslova Cistog profita ne znadi i
izbegavanje razaranja jer ocekivanje slu¢ajnog procesa relativno malo govori o fluktuacijama
samog procesa.

Primer 6.1.1: Posmatracemo Kramer-Lunbergov model i postavicemo za njega uslov Cistog

profita.
EX;)) m _c
c E(Yl)_T_mA:)p_m_1>0'
A
6.2 Uslov malih odsteta. Lundbergov koeficijent. Lundbergova
granica

U ovom odeljku éemo izvesti osnovnu gornju granicu za verovatnodu razaranja W(u). U daljem
tekstu pretpostavljacemo da vazi uslov Cistog profita (6.1.1). Dodatno ¢emo zahtevati da vazi
uslov malih odsteta:

Definicija 6.2.1: Za niz nezavisnih slucajniih veli¢ina (X;) sa istom raspodelom F, kaZzemo da vaZi
uslov malih odsteta ako postoji generatorna funkcija EeS*t u okolini nule (—sy,s,) za neko
So > 0.

Ako vazi pretpostavka da vaZi uslov malih odteta tj. ako 3 EeS*1 za s € (—sy, So) i koristeéi
Cebidovljevu nejednakost™ onda vazi sledece:

EeSX1 EeSX1

1—F(x) = P{X; > x} = P{e5%1 > e*} <

Eesx ~  eSx
1-F
= 1-Fx) < Eef1 < too
e—SX
Era 1- F(x) .. .
lim ———— < 4+ = funkcija raspodele F ima lak rep

x—oo e SX
Definicija 6.2.2: Pretpostavimo da vaZe sledeca dva uslova:

1. Uslov malih odsteta: 3 EeS%1 za neko s € (—sg, Sp), So > 0

2. Neka je A jedinstveno pozitivno resenje jednacine po s:
EeSZl — EeSXl—Scyl =1

Onda za A kaZemo da je Lundbergov koeficijent.

Sada ¢emo definisati jedan od kljucnih zaklju¢aka aktuarske matematike.

" Pogledati poglavlje 1.1
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Teorema 6.2.1: (Lundbergova nejednakost) Dat je proces obnavljanja. Ako vaZe uslovi:
1. Uslov Cistog profita
2. Postoji Lundbergov koeficijent A
Onda vazZi sledeca nejednakost:
P(u) < e v (6.2.1)
Dokaz:
Yu) = P{supSn > u},Sn =7Z1++27Z, Z;=X,—cl;
nz1
Yp(w) =P {fgg;;l S > u} = P(By)

Kako je niz By, rastuci tji. By € B, € --- € B, € B, gde je

B = U B, = P(By)je rastuti,a zbog neprekidnosti verovatnoce

n=1

lim P(B,) = P(B),tj. lim ¥, (u) = y(u)
n—oo n—oo
Otuda, dovoljno je dokazati da vazi:

Ypw) <e vn=1
Matematicka indukcija:
Az,

Ee
n=1: P{Z, >u}=P{edsr > e} < Fodn = e AU

p.p. da vazi (1) < e 4% dokazujemo 1 (1)

lpkﬂ(u):P{ max Sj>u}=P{Zl>u}+P{ max Sj>u,leu}

1<j<k+1 1<j<k+1
[o] u
=dezl(t)+ fP{maX(Sj+t)>u}dFZ (t)=11+12
1<j<k 1
u — 00

Kako je eA(t=%) > 1 otuda je I; = fuoo 1-dFg (t) < fuoo eAt=dF, (t)

u u
I, = fp{lmai(sjﬂ) >u}szl(t) = fP{lme;Sj >u—t}szl(t>=
<j< sJj=

u

u
= j Yr(u—1t)dF, () < f e A-D dFz (t) zbog indukcijske pretpostavke

— 0o

oo u (o)
YW =1L +1, < f eAt=WdF, () + f e AW-DgF, (t) = f eAt=W dF, (t) =
u —00 —00

— EeA(Zl_u) = Ee4Z1 . Fo—Au — p—Au

Cime smo dokazali nejednakost (6.2.1)m
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Lundbergova granica koja je eksponencijalna osigurava da ¢e verovarnoca razaranja biti jako
mala ukoliko je pocetni kapital dovoljno veliki. Takode, gornja granica takode zavisi i od
Lunbergovog koeficijenta. Sto je manji taj koeficijent to je rizi¢niji porfolio. Na osnovu (6.2.1)
dolazimo do sledeée teoreme.

Teorema 6.2.2: (Kramerova granica)

Razmotrimo Kramer-Lundbergov model za koji vaZi uslov Cistog profita. Pretpostavimo da je
funkcija raspodele odsteta F apsolutno neprekidna i vaZi uslov malih odsteta i postoji
Lundbergov koeficijent A na (—sy, Sp)- Tada postoji konstanta c takva da vaZi:

lim ey (u) = c.12

u—0o

Konstanta c moZe se predstaviti na sledeci nacin:

o -1
A AxT
DEX, xe™ Fy (x)dx
0

gde je p definisan kao u (6.1.2).

6.3 Verovatnoca razaranja u slucaju velikih odsteta

Neka je Xi,X,,... niz slu¢ajnih promenljivih iz skupa R i u > 0. Slu¢ajna promenljiva X,
predstavlja razliku Steta i prispele premije u godini n, a u predstavlja pocetni kapital
osiguravajuée kompanije. Obelezicemo S,= X;+X,+--+X,, n=1,2,... Trenutak
razaranja je, kao i vec ranije definisan:

inf{n: S, > u}
o, S, <uzavn=1,2,..

T=T(u)={

Interesuju nas verovatnocde razaranja kada je u veliko. Predmet interesovanja su konacni
vremeski okviri, mada ¢e biti razmatrana i verovatnoéa P(T < ).

U matematici u osiguranju posmatramo uopstene procese {X,}, tj. ne mora vafziti uslov malih
odsteta Sto je slucaj u nekim vrstama osiguranja npr. osiguranje od rizika poZara. Slucajna
promenljiva X,, predstavlja razliku Steta i prispele premije u godini n. Prirodno se namece da su
uzastopne godine zavisne jer na buduée premije uti¢e istorija Steta. Takode, razvoj Steta ima
zavisne elemente, zbog npr. ekonomskih ciklusa.

U uopsStenim procesima, teSko je naéi oStre procene za verovatnocde razaranja, ¢ak i kada
posmatramo u asimptotskom smislu. Npr. Za dato x > 0, Cesto je mogude uzeti grubu procenu
P(T < xu) = e Tz definisanje funkcije r(x). Znacenje prethodne procene vidimo u
sledeéem:

lim lln P(T < xu) = —r(x) (6.3.1)

u—oo Y

2 Dokaz pogledati u literaturi [2] str.29
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U modelima gde Stete imaju raspodelu sa teskim repom, limes (6.3.1) i nije od velike pomodi.
Mnogo je bolje razmotriti drugaciju zavisnost. Pretpostavimo da postoji grani¢na vrednost:

) 1
&gglomln P(T < xu) = —R(x) (6.3.2)

gde je R(x) € (0,). Iz ove grani¢ne vrednosti dolazimo do stepene ocene P(T < xu) =
u~R®) 73 velike u. Dodatno, oblik funkcije R(x) moZe otkriti koji delovi modela su kriticni za
verovatnocu razaranja. Za procese sa teskim repom, veza izmedu veli¢ina kao $to su trenutak
razaranja, parcijalne sume i maksimuma je proucavana u mnogim studijama. Pre svega ¢emo
razmotriti najjednostavniji slucaj, kada je u pitanju Kramer-Lundbergov model.

Lema 6.3.1: Dat je Kramer-Lundbergov model za koji vaZi uslov Cistog profita. Pretpostavimo da
je funkcija raspodele pojedinacnih odsteta F apsolutno neprekidna. Oznacicemo verovatnocu
preZivljavanja sa (u) = 1 — W(u), gde je ¥ (u) verovatnoca razaranja. Tada vazi:

1 u
0l = 90) + 6[ (1= F©)p(u - Dt

u

. P 1
tj.o) = 1+p+1+p pu—t)dF (1)
0

X

1

gde je Fi(x) = —f(l — F(t))dt,x > 0.

EX,
0

Lema 6.3.2: Neka vaZe uslovi Leme 6.3.1 i neka je (X; ,)n>1 hiz nezavisnih slu€ajnih veli¢ina sa
zajednickom funkcijom raspodele F,. Tada vaZi jednakost:

p o 1
pu) = m(l +nzlmp{xl,1 + -+ X < u}>,u >0

, P i 1 ;
. =—1]1 ——F! = 0.
. o) 1+P< +n_1(1+p)n I >;u_0

Definicija 6.3.1: Ako su F i G funkcije raspodele verovatnoca, onda se funkcija (F * G) naziva
konvolucija funkcija raspodela F i G, i definisana je na sledeci nacin:

+ 00

(F + 6)(x) = f F(x — )dG(t)

— 00

Definicija 6.3.2: Funkcija F™ zove se n-ta konvolucija funkcije raspodele F i definisana je na
sledeci nacin:

1,akojex >0
0 — ’
F™ () _{O,akojex <0
F™(x) =P{X;+ X, + -+ X, <x}n=>1
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Definicija 6.3.3: Neka je (X,)ns1 niz nezavisnih slucajnih velicina sa istom funkcijom raspodele
F(x) =P{X; <x}, S, =X, +-+ X, i M, = max{Xy, ..., X;,}. SluCajne velicine X, ..., X, i
njihova funkcija raspodele su subeksponencijalne ako za svako n € N vazi:

P{S, > x}~nP{X; > x}~P{M,, > x}
I pisemo F € S.
U Literaturi [6] Embrecht, Veraverbeke dokazana je sledeca teorema.

Teorema 6.3.1: Neka u Kramer-Lundbergovom modelu vaZi uslov Cistog profita. Tada su
ekvivalentni sledeci uslovi:

1. F€eS$
2. 1-¥Yw)es

. Y(uw) 1
3. lim,_ ) p

Neka je X;, X5, ... niz sluéajnih promenljivih, kao $to je na pocetku ovog poglavlja opisano, iz
skupa R na fiksnom prostoru verovatnoéa i neka je S, = X;+X, +- -+ X, i M, =
max( X;,X5,...,X,)za n=1,2,.. Neka je u pocetni kapital i T trenutak razaranja. "> Nas cilj
je da dobijemo ocene za verovatnode razaranja u smislu repova verovatnoca procesa
{Sn} i {M,}.

U nastavku ovog odeljka, razmatramo procese kod kojih je T < oo, tj. kod kojih se javlja
razaranje. Nasa osnovna pretpostavka je da levi repovi niza {X,,} nisu previSe teski. Dvostrane
granice dobijamo u obliku parcijalnih suma, dok donje granice dobijamo u obliku maksimuma.
U nastojanju da opiSemo verovatnoce razaranja, uvodimo asimptotske mere procesa
{S,.} i {M,}. U svom radu je H.Nyrihinen'* definisao za y > 0 parametre R,(y) i Rs(y) na

slededi nacin:

lim lim (logn)~logP(S, > n(y —8)) = —Rs(y)

80+ n—-oo
Jim lim (logn)™ logP (S, > n(y + 8)) = —Rs(¥)
- n—oo -
Ako su oba parametra konacna, onda za svako € > 0:
n B¢ < p(s, > n(y +8)) < P(S,, > ny) < P(S, > n(y — §)) < nRs0)+e
—Rs(y)—¢ —-Rs(y)+e
n <P(S,>ny)<n

za velike n. Jasno je da Rs(y) i Rs(y) rastu sa rastom y i Ri(y) < R(y) za svako y > 0.
Takode, lako se vidi da je Rs(y) neprekidna s leva, a R;(y) neprekidna s desna. Za maksimum

definiSemo globalne parametre R,; i Ry na sledeci nacin:

 Videti definiciju 6.1
" |iteratura [4]
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lim Im (logn)~*logP(M, >n'"%) = —Ry

6—-0+ n—co

(Slim lim (logn)~'logP (M, > n'*%) = ~Ru

n—oo

Lema 6.3.3:

Pretpostavimo da

1
6-0n—oo

n
im Iim (logn)~!log P <Z|Xi|I(Xi <0) > n1+5> < —Ry (6.3.3)
i=1

Tada za svako x > 0, vazi

lim (logu) *log P(T < xu) = —Rs(1/x) = —Ry (6.3.4)

u—>0o

Dokaz:
Dokazujemo prvu nejednakost iz 6.3.4. Neka je u veliko iy € (0, x). Tada je:
P(T < xu) = P{Sy, > u} = P(Spyu > u)

Postoji € € (0,y) tako da vazi:

log[yul [yu]
1 ~LlogP(T < > 1 ~llogP (S > )
(logu) ™ log P(T < xu) 2 2= = (oglyul) ™ log P (Siyuy > 1
Dalje je zamenom yu = n i prelaskom na lim
lim (logu)™logP(T < xu) = lim (logn) !logP (Sn > " e)
U—00 n—-oo -

jerkadau = o ondan — .

Dokazali smo prvu nejednakost koristeéi Cinjenicu da su y € (0,x) i € € (0,y) proizvoljni.
Razmatramo drugu nejednakost iz (6.3.4). Moramo pokazati da je Rs(y) < Ry za svako
y > 0. MoZemo pretpostaviti da je Ry konacno. Za dato § > 0 imamo da je:

s
P(S,>ny)=>P (Mn >nl*s, s, — M, > —n1+§)
)
= P(M, >n'*%)—Pp (Mn >nl* 5 — M, < —n1+7)

5
> P(M, >n'*%)—P (5,, - M, < —n“;)
(6.3.5)
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Za veliko n. Kako vazi:

{Sp — M, < —n'*9/2} c {Z 1X;]1(X; < 0) > nlt+d/2

isn
Iz nejednakosi (6.3.3) i (6.3.5) dolazimo do nejednakosti iz (6.3.4)m
Sledeée ¢emo dati dovoljne uslove za (6.3.4) koji su jaci od (6.3.3) ali jednostavniji.
Teorema 6.3.2:
Pretpostavimo da

sup E(|X,,|*1(X, < 0)) < o (6.3.6)
neN

Zasvakot > 0, i neka je x > 0. Tada nejednakost (6.3.4) vaZii
Iim (logu)~*log P(T < xu) < —Rg(1/x) (6.3.7)
u—>0o

Dokaz:

Prema lemi 6.3.3 prva nejednakost u (6.3.4) vaZzi bez ikakvih uslova. Posmatramo drugu
nejednakost. MoZemo pretpostaviti da je Ry, konaéno i tada pokazati da (6.3.3) vaZi. Neka su
t > 0i8 > 0. Po Cebidovljevoj nejednakosti®® dolazimo do sledeceg:

P(IX;11(X; < 0) > n®) < C(O)n~ (6.3.8)
Zasvako i € N, gde C(t) je supremum iz (6.3.6). Kako je
P <z 1X;| 1(X; < 0) > n1+5> < C(t)nt~%t (6.3.9)
isn
Kada t — oo dobijamo sledece:
lim (logn)~!log P <Z |X; | 1(X; <0) > n1+5> = -
" isn
Odakle (6.3.3) vaZi. Druga nejednakost iz (6.3.4) proizilazi iz leme 6.3.3.

DokaZimo sada (6.3.7). MoZemo pretpostaviti da je  Rg(1/x) > 0 i Rg(1/x) < o0. Sliéno se
dokazuje i kada je Rg(1/x) = . Neka je € > 0 dovoljno malo i £’ € (0, ). Takode, neka je
j € [0,u® — 1] ceo broj i

5 Videti poglavlje 1.1
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P(T € [jxul~%,( + Dxul~¢])
= P (T € [i.xul_g, (] + 1)xu1_£],5[(j+1)xu1—8] - ST > _ul—gl)
+ P (T € [u =%, + Dxu'™], S| ayma-e] — Sr < —u'"¥).  (63.10)

Oznac¢imo sa P;(u,j) prvu verovatnodu, a sa P,(u,j) drugu verovatno¢u u desnoj strani
jednadine (6.3.10). Za P; (u, j) imamo da je:

Pi(u,j) <P (S[(j+1)xu1‘£] >u— ul‘gl)
[+ Dxul~%](1 — &)
x

_ 1-¢
<P <S[U+1)xu1-s] > ) <u @2A(F)  (63.11)

Kada je uveliko. Gornja granica je uniformna za j € [0,u® —1]. Da bi smo procenili
P, (u,j), posmatramo:

{T € [axul™%, ( + Daxul~°], S[(j1yxur-¢] — St < —ul“g’}
[G+D)xul~?]

c Z X110 < 0) = ul~¢'

i=[jxul=€]+1
zat > 0, mozemo zakljuciti a na osnovu (6.3.8) i (6.3.9), kada je u veliko:

P, (u,j) < ul~tle=¢) (6.3.12)

za svako j. Ako odaberemo da t bude veliko i kombinacijom (6.3.12) sa (6.3.10) i (6.3.11),
vidimo da

P(T € [jxul™%,(j + Dxul~?]) < u=(1-39Rs((1-8)-x)

za svako j € [0,uf — 1]. Sumiranjem po j, zaklju¢ujemo da (6.3.7) vazi. Ovim smo dokazali
Teoremu 6.3.2.m

6.4 Preciziranje gornjih granica

Osnovni cilj u ovom odeljku je izvesti gornje granice za verovatnoce razaranja u smislu
maksimuma. Takode, do¢i ¢emo i do rezultata za neograni¢en vremenski opseg.

Proucavacemo modele u kojima zajedni¢ke funkcije raspodela prirastaja su kombinacije
raspodela slucajnih vektora sa nezavisnim komponentama. Specijalno, neka je (11,7, ...)
stohastic¢ki proces sa realnim vrednostima i neka je H, zajedni¢ka funkcija raspodele.
Pridruzujemo slu¢ajnu promenljivu &, sa funkcijom raspodele G, za svako v ER, i
pretpostavimo da za svako fiksirano x, preslikavanje v = G,(x) je merljivo. Razmatramo
model u kojem za svako x4, x5, ... ,x, € Riyq, s, ... , ¥, € Rvaiisledede:
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P(Xl = X1y e an = Xn,M = YirMn = yn)

- f Gy, (x1) -+ Gy, (X)) dHy (01, ., V).

U1SY1,-9Un<Vn

Prema tome, sa uslovom da 4 = vy, ..., 1, = Uy, slu€ajne promenljive Xy, ..., X;, su nezavisne i
funkcija raspodele za X; je G, za svako i < n.

Pretpostavicemo da je srednja vrednost:

) = E(§,) = f xdGy (x)

x€ER

postoji za svako v € Rida E(X,,) postoji za svako n € N. Neka je f;: R = R merljivo
preslikavanje zai = 1,2, ... Ako E(f;(X;) - fn (X)) postoji, tada

EGR )~ Ol wm) = | || fixdd Gy () skoro sigurno (64.1)

i=1 x;ER

Posebno u(n;) je oblik od E(X;|n1, ..., M), zai < n.Za a € R, definisaéemo parametar p(a)
na sledeci nadin:

Tim (logn) ™ log P(u(n1) + -+ + u(nm) > na) = —p(a).

Pre nego Sto dodjemo do Teoreme 6.4.1, dokazacemo dve leme koje su samo tehnicka podrska
za dokaz Teoreme 6.4.1. Neka su familija {&,,v € R}, proces {S,,}, i parametar p(a) kao veé
gore opisani.

Lema 6.4.1: Pretpostavimo da sup,eg E(lfvltl(fv < 0)) < o vaZizaneket > 1.Zav € R,
neN,id >0, neka je:

iv = iv(é" n) = fvl(fv < nl—&)’ L

h = h(8,n) = n~1%9/2,
Tada, za male § i dato € > 0, postoji €' € (0, €)takvo da za veliko n
E(e") < eh((1#eInw)+e) (6.4.2)
za svakov € R.
Dokaz:
Za dato &' > 0 moZemo da odaberemo b > 1 takvo da
E(max(é,,—b)) <u() +&" (6.4.3)

Zasvakov € R.Za b > 1 imamo da je:
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[ee)

E(max(§,, —b)) =u() + f P(&, < —x)dx. (6.4.4)
b

Neka je t > 1 takvo da supyeg E(|€,]°1(§, < 0)) < oo vati. Za svako x > 0, imamo da je

E(lfvltl(‘fv < 0)) = xtP(fv < —x).

Posto integral u (4.11) teZi ka 0 kada b teZi beskonacnosti. Ovo dokazuje (4.10). Neka je b > 1
takvo da (4.10) vazZi za svako v € R. ObeleZimo:

¢ =max(§,—b) +b (6.4.5)

Primetimo da je &' nenegativnaidavazi &’ <n'"% + b. Nekaje u'(v) = E(&' ). Takode je:
—v —v — —v

(") =E <eh€—’v 15 > 0)) +E <ehi'u 1 = 0)>
=E<ehi'u-1(§_'v >0) +E(1(§_’U = 0))

Odavde je :

Iz Tejlorovog razvoja, vidimo da (e™* — 1) /x raste kada x raste i x € (0, o). Odavde,

-8 -8
E(ehi’v)SE Mf’ +1=M‘u’(v)+1.
n1—5 +b 2 n1—5 +b -

Sada, h(nl“s +b) - 0 kadan - . Dakle,

14 14

E (ehf_lv) < (1 + %) hu'(v) +1 < exp <<1 + %) hﬁ'@))

za velike n. Prema (6.4.3) i (6.4.5) dolazimo do:
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E(ehiv) < E(ehmax(iv ,—b)) _ E(eh(max(iv ,—b)+b—b)) —F (ehf_’v) o—hb

s” A n
<exp| h <1+F>(E(U)+g +b)—b .

| za pogodno odabrano €’ dobijamo da vaZi (6.4.2)m
Lema 6.4.2:

Pretpostavimo da sup,ecp E(lfvltl(fv < 0)) < oo je zadovoljeno za neke t > 1. Tada je, za
svakoa' > aid >0

lim (logn) ' log P(S, >na',M, <n'~%) < —p(a) (6.4.6)
n—oo

Dokaz:

Neka su &,i h definisani kao u lemi 6.4.1 i neka su &,& i & pozitivni, realni brojevi takvi da

(6.4.2) vazi za velike n i svako v. Obelezi¢emo sa
X =X1(X; <n'™%),zai<n
iS, =X+ + X,. Takode, neka jezaa € R,
An(@) = {(Vy, .., vn) € R™: pu(01) + -+ + p(vy) < na}
I neka a’ > a je fiksirano. Prema Cebi$ovljevoj nejednakosti'® imamo da je:
P(S, >na',u(vy) + -+ u(v,) < na) < g~hna'p (ehinl(u(vl) + -+ u(vy,) < na)) (6.4.7)
| prema (6.4.1) imamo:

E(e"n| (u(vy) + -+ + u(vy) < na))

= E(e™v1) - E(e™n)dH, (vy, ..., vy) (6.4.8)

(v1,--Vn)EAR (@)

Izborom &, ¢ i €' integral iz (6.4.8) je ograni¢en odozgo sa

exp (hns +h(1+&") Z ,u(vl-)> < exp(hn(e +(1+ e’)a))

Sa A, (a).Prema (6.4.7)
P(§n >na',u(ny) + -+ ulm,) < na) < exp(hn(s + (1 +&)a- a’)) (6.4.9)

6/2

Zamale i &, eksponent u (6.4.9) je negativan, tako da zbog hn = n°/#, zaklju¢ujemo da

I -1 12 _
Tlll_r)glo(logn) log (P(gn > na ) < p(a)),

' Videti poglavlje 1.1
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Sto dokazuje (6.4.6) zato $to je

P(S, >na’,M, <n'7%) < P(S, >na')m

U nastavku ¢emo koristiti slede¢u jednakost. Neka su f3, f5, ..., fin realne, nenegativne funkcije
definisane na intervalu (0, ), i neka je

— 1
a; = lim l—lnfj,zaj =1,...m

x>0 In x
Tada je:
Jli_>_r£1oﬁln(f1(x) + -+ fn(x)) = max(ay, ..., ap) (6.4.10)
Teorema 6.4.1:
Pretpostavimo da
sgﬂgE(lEvltI(fv <0)) <o (6.4.11)
v

Zasvakot > 0,ineka je a > 0. Tada je Rs(y) = min(p(a),Ry) zasvakoy > a i
E(lo‘gn)_l log P(T < xu) < —min(p(a), Ry) (6.4.12)
Za svakox < 1/a.
Dokaz:
Zaa > 0ia' > a,imamo sledece:
P(S, >na’) < P(S, > na',M, <n'~%) + P(M,, >n'"%).
Dalje sledi iz (6.4.10) i Leme 6.4.2

lim (logn)~'log P(S, > na’) < —min(p(a), Ry).
n—oo

Kako je ES = min(p(a),ﬁM) za svako y > a' odatle i za svako y > a. Uslov (6.3.6) je
zadovoljen sa (6.4.10), u smislu, po teoremi 6.3.2 jednakost (6.4.12) vazi zasvakox < 1/a m

Sada razmotrimo verovatnoce razaranja kada je beskonacan vremenski horizont. Ocigledno
(6.4.10) implicira (6.3.6). Prema tome, ispod (6.4.10) imamo (6.3.4) i odatle dobijamo donju
granicu:

lim (logu) ! log P(T < ) = —Ry,. (6.4.13)

u—oo

Teorema 6.4.2: Pretpostavimo da je (6.4.11) zadovoljena za svako t > 0 i da je

lim p(a) = Ry + 1. (6.4.14)

a-0—
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Tada

lim (logu)~*log P(T < o) < —R,,. (6.4.15)
u—>0o

Dokaz:

Kao i u dokazu za (6.3.7), jedini slu¢aj gde detaljno razmatramo je onaj kada je Ry €
(0, 00). Odabirom parametra a € (0,1) i primenom Teoreme 6.4.1, vidimo da vazi (6.4.12)

kada je x = 1i Ry, < p(a). Prema (6.4.10) moramo pokazati da je
lim (logu)~*log P(T € (u,®)) < —Ry,. (6.4.16)
Uu—00

Fiksiramo malo € > 0 i malo § > 0. Odabirom a’ =0 u Lemi 6.4.2 i kori$¢enjem (6.4.13)
vidimo da je
lim (logu)~tlog P(S, > 0,M,, <n'=%) < —R,, — 1. (6.4.17)
u—>00
Neka jey = 1.
P(T € [w,uw*?])
<P (Sn > 0zaneken € [uy, uy+5],M[uy+5] < uyu_‘s))

+P (Sn > 0zaneken € [uy, u3’+5],M[uy+a] > uJ’(l_‘S)). (6.4.18)

Oznadimo sa Qq(u,y) prvu verovatnocu i sa Q,(u,y) drugu verovatnocu desne strane
nejednakosti iz (6.4.17), i neka je u veliko. Tada je, na osnovu (6.4.16):

0, (w,y) < Z P(Syp > 0,M,, < n'7%) < u+0y~y(Ru+1-¢) = 4, 6-¥(Ru=2)  (6.4.19)
ne[uY uy+9|
Ova procena je uniformnaza y = 1. Za Q,(u, y) imamo:

y(1-9)

Qwy) <P (M [w+s] > uy““”) <P (M[uy+5] > [uy+8] ¥+3 > <uY(Ru=2)  (6.4.20)

P(T € (u, oo)) < Z p(T € [u1+j6’ u1+(j+1)6])
j=0

o] [oe]

< y-Rum+o+e Z u-10Ru=e) 4 o ~Rm+e Z u-J6(Ru—e).

j:O ]=0

Za male &, oba gore navedena reda su konvergentna, Sto implicira da iz (6.4.16) dobijamo
(6.4.10)m
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Na kraju ovog odeljka baviéemo se pronalaZenjem parametara Ry, i Ry. Za svako n €

Niy > 0,vaii

P(M, > nY) < Z P(X; > 1Y)

=1

Teorema 6.4.3 Pretpostavimo da
sup £ (£,15, 2 0)) < o0
vER

Za nekot > 1. Tada za y koje je dovoljno blisko 1 vaZi:

n
P(M,, > nY)~Z P(X; > nY)
i=1
Kada n teZi ka beskonacnosti.
Dokaz:

Neka je t > 1 takvo da (6.4.22) vaZi. Zadatox = 0, imamodajel —x < e™*.

Dakle, zasvakoy >0 in € N,

P(M, >nY) > f (1 — exp <— Z P(fvi > ny))) dH, (vq, ..., Up).

Vg, Un€ER isn

Po Cebisovljevoj nejednakosti®’ je:
2 P(&, >nY) < D(H)n'™,
isn

Gde je D(t) supremum u (6.4.22). Odatle je za y koje je blisko 1:

P(M,, > n¥) = (1 + o(1)) f ZZP(gvi > 1Y) dHy (v, .., Uy)

Uq,.-,Un€ER isn isn

—(+ 0(1))2 P(X; > 1Y)

isn

Gde 0(1) tezi ka 0 kada n teZi beskonacnosti. Dakle (6.4.21) implicira (6.4.23)m

Y Videti poglavlje 1.1

28

(6.4.21)

(6.4.22)

(6.4.23)



7 Zakljucak

Literatura u vezi verovatnoce razaranja je obimna, jer je tema jako interesantna s obzirom da
je usko povezana sa poslovanjem osiguravajuéih kompanija. Kao $to je u ovom radu navedeno,
postoje dve moguénosti da se posmataju rezultati poslovanja, kratkorocni i dugoroc¢ni rezultati.
Kratkoro¢ni pogled je uglavhom nametnut od strane regulatornih organa, kao sto je u
Republici Srbiji Narodna banka Srbije, i u Evropskoj Uniji EIOPA (European Insurance and
Occupational Pensions Authority) koje namecu da se posmatra jednogodisnji period, dok je iz
ugla aktuara i menadZmenta kompanije prihvatljivije posmatranje dugorocnih rezultata. U
Evropskoj Uniji je svaka osiguravajuca kompanija u obavezi da odredi iznos kapitala koji je
dovoljan da kompanija ostane solventna u periodu od jedne godine sa verovatnoéom 99,5% t;j.
da ¢e bankrotirati jednom u 200 godina prosecno. Sve ove probleme odredivanja kapitala
potkrepljene su matematickim proracunima kojima smo se bavili u ovom radu, i prilikom
pisanja regulative uzeti su u obzir navedeni rezultati. Kako osiguranje predstavlja pre svega
obedanje osiguranicima da ée se njihove Stete isplatii ukoliko do njih dode, potrebno je vrlo
podrobno do¢i do iznosa premija kako bi ovakvo obeéanje moglo biti ispunjeno, tj. mora se
obezbediti solventnost gledajuci na duge staze.
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