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Theorie der Druckkuvrven.

Von Dr. M. MiLangovirce in Wien.

Rrstes Kapitel
Die Druckkurve, ihre Gleichung und ihre Eigenschaften.

Definition der Drucklturve.

1. Ts stelle ABCD (Fig. 2, 5.5) einen Teil eines festen Trag-
kérpers dar, der sich unter dem Einflusse duBerer Krifte — Lasten
und Stiitzenwiderstinde — und des eigenen Gewichtes im Glsichgewichte
befindet. '

‘Wir sefzen voraus:

Der TragkBrper sei prismatisch, seine Erzeugenden seien senkrecht
zur Bildebene, die Leitlinien ON{N'D und DN NA stetige Kurven
(Begrenzungskurven), der Tragkirper sei homogen und sein spezifisches
Gewicht sel g. 7

Die Tiefe des hetrachteten Teiles des Tragkdrpers, — senkrecht
zur Bildebene gemessen — den wir zwischen zwel zur Bildebens paral-
lelen Tbenen eingeschlossen denken, sei B.

Von den Lasten setzen wir voraus, daB sie alle in der Bildebene
wirken, ilber die Begrenzungskurven kontinuierlich verteilt sind und
sich von Punkt »u Punkt stetig dndern. ‘

Anmerkung 1. Ist die Belastung des Tragkdrpers keine stetige, so kamm
dersetbe in solche Teile getrennt werden, filr welche die gemachten Voraussetznngen
gelten.

Denlct man sich nun einen ebenen, zur Bildebene senkrechten
Fugenschuitt NN* durch den Tragktrper gefihrt, entfernt den rechten
Teil des so zerschhittenen Tragkbrpers und stellt das zexstorte (leich-
gewicht durch die Kraft R wieder her, so nennt men die Kraft IR die
Druckkraft des Fugenschnittes NN’ und ibren Augriffspunkt £ an dem
gefihrten Fugenschnitte den Druckmittelpunkt des Fugenschnitbes NN,

Werden nun nach einem hestimmten Gesetze — nehmen wir an
senkvecht zu einer gegebenen Kurve der Bildebens — upendlich viele

unendlich nahe ebene Fugenschnitte durch den Tragkirper gefiihrt
Zouttgehrilt f. Mathemalik w. Pheeile 68 Rens  1an7  wroe o=



2 Theorie der Drackkurven,

gedacht, so stellt der geometrische Ort der Druckumittelpunkie dieser
Fugenschnitte die Dimekkurve im Tragkdrper fir den gegebenen Be-
Jastungsfall vud fir die gewahlte Arb der gefithrten Fugenschnitte dar.
Andert sich das eine oder dag andere, so dndert sich damit auch die
Druckkurve.

Anmerkung 2. Bei den Stein- und Erdkonstroktionen ruft die Kraft &
jmmer einen Druck hervor und daher die Bezeichnungen: Druckkraft, Drackmittel-
punkt und Druckkurve. Ruft die Kraft R einen Zug hervor, so whren die Be-
zeichnungen: Zugkraft, Zugmittelpunkb und Zugkurve zotreffender. Um aber nisht
fortwithrend Doppelbezeichnungen anwenden zu missen, o werden wir nur von
Drucklraften, Druckmittelpunkten und Druckkurven sprechen und bemerken hier
pur, daB die folzenden Ableitungen Giltigkeit habea such fir den Fall, wo R
cine Zuogkraft ict, .

Allgemeine Gleichung der Druckkurva.

8. Einleituny. Wis schon gesaghb worden ist und was aus der
Definition der Druckkurve durch einfache Tberlegungen gefolgert werden
kaun?), ist die Druckkuave abbingig von der Ark, wie die Fugenschnitte
gefiihrt werden. Als Charakteristik fiiv die Fihrung der Fugenschnitte
diene eine Kurve, zu welcher senkrecht die Fugenschnitte gefithrt werden.
Fiir horizontale Fugenschnitte geht diese Kurve in eine vertikale Gerade
ither, filr vertikale Fugenschnitte in eine horizontale Gerade. Bei Ge-
wilben, wo die Fugenschnitte senkrecht zur Gewdlbsachse gelegt werden
sollen, wird diese Kurve mit der Gewdlbsachse selbst zusammenfallen.
Die Evolute dieser Kurve hat die Bigen-
schaft, daB sich in ihr je =wei unend-
tich nahe benachbarte Fugenschnitte
schoeiden.

Fir die vollstindige Erfassang des
Wesens der Druckkurven erscheint es
ans notwendig, noch felgende neue Be-
griffe einzufiibren.

Seien NN’ und N, N, (Fig. 1) zwei
X beliebige Fugenschnitée des Tragkdrpers.

- Der Schwerpunkt des zwischen den-
51 selben eingeschloszenen Tragktrperteiles

NN'N, N, sei S.

Riickt nun der Fugenschnitt N, N, io unendliche Nithe zu NN,
g0 nahert sich auch S einer Grenzlage & und diese Grenzlage nenven
wir den Schwerpunkt der Fuge NN

ig. 1.

1) Siche Fippl, Theorie der Gewdibe § 7.

T A, el -h-q

Von M. MiLanroviren. - 3

Die Lage von & wird wis folgt bestimmt:

Stellt My Ny dem zu NNV unendlich naben Nachbar-Fugenschnitt,
der sich mit NN’ in £ schueidet, M den Mittelpunkt der Linge NN’
der und bezeichnet man

NN =&

== 8 T
(T =3y &=,

50 kann & aufgefaBt werden als der Schwerpunkt des unendlich kleinen
Viersckes NN'N(N;, welches als die Differenz der unendlich kleinen
Dreiecke 2 N'NY und Q NN, betrachtet werden kann, deren Flichen
wir mit df; und df, bereichnen. Es ist klar, daB die Schwerpunkte

dieser Dreiecke um £(¢ + g) bezw. um £(p — %) von 2 entfernt simd

und da die Differenz ihrer statischen Momente beziiglich & gleich dem

statischen Momente des unendlich kleinen Viereckes NN’ N; N, beziiglich
£ sein mub, so ist:

(df, ~ Af)R8 = Lo + D)df, — 2o — Daf,.
Man hsat fermer '
afy:dfy = (o + D)t: (o — D2,

uad es folgt aus diesen zwei Gleichungen:

52
RE =0+ fy
E——— d‘g
M@ - ilé?

Der Schwerpunkt der Fuge hat also Im azligemeinen eine endliche
Entfernung von der Fugenmitte und nur fiir die Fille wo ¢ =0, d. h.
die Fugenschnitte zueinander parallel gezogen werdem, oder wo & =0,
d. h. der Tragkérper unendlich dimn ist, fallt der Schwerpunkt der
Fuge mit der Fogenmitte zusammen.

3. Beecichmungen. Fizieren wir in der Bildebene, jetzt auch Kraft-
ebene, ein orthogondles Koordinatemsystem (Fig. 2, Seite 5), dessen
Ursprung beliehig gewihlt sel und dessen positive Ordinatenrichiung
mit der Richtung der Schwerkraft zusammenfalle. Bs bezeichne dann:
z, y dle Koordinaten des Druckmittelpunkies £ des beliebig gewidhlten

Fugenschnittes, NN, '

i den Winkel, den der Pugenschuitt NN’ mit der Vertikalen cin-
schlieft (gemessen wie in der Figur). :
Wird @ als verinderlich angenommen, so sind asch 2 und y und

die folgenden mit ¢ in Zusammenhang stehenden Grifien verdnderlich:
1»&
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R die Drackkraft des Fugenschnities NV,

¥ die Vertikalkomponente von R,

H die Horizontalkomponente von R,

§ die Linge NN,

M der Mittelpunkt des Fugenschnittes NN' (N =§),

£ die Entfernung des Druckmittelpunktes E von der Mitte des Fugen-
schnittes NN (& = M E),

& der Schwerpunkt der Fuge NN,

p die spezifische Druckbelastung der oberen Begrenzungslinien im
Ponkte N,

s der Winkel, den diese Kraftrichtung mit der Vertikalen einschlieBt
{gemessen wie in der Figur),

g die spezifische Druckbelastung der unteren Begrenzungslinie im
Punkte N,

7 der Winkel, den diese Kraftrichtung rait der Vertikalen einschlieBt
(gemessen wie in der Figur).

Den fritheren Voraussetzungen sufolge sind p, ¢, ¢, % stotige Funk-
tionen der unabhingigen Veriinderlichen .

BSel Ny N, der in unmendlicher Nihe zu NN’ gefithrte benachbarte
Fugenschnitt, der sich mik dem letzteren im Punkte & schneidet und
ferner:

¢ die Linge M2,
do der zwischen den Fugenschnitten NN und N, N| eingeschlossens
upendlich kleine Winkel N'Q N/,
E, der Druckmittelpunkt des Fugenschnittes N, N{
B F=ds FE=dy,
R, die Druckkraft des Fugenschnittes N NV;,
M, der Mittelpunkt des Fugeaschnittes N, N7,
de das Bogendifferential N'N;,
de das Bogendifferential MM,
di das Bogendifferential NN,.

4. (eichung der Druckkurve. Denken wir uns nun den links von
N, N{ liegenden Tsil des Tragkdrpers entfernt, so stelif die Eraft — R,
angreifend im Punkte F, das geatdrte Gleichgewicht wieder her. An
dem unendlich kleiner Elemente NN'N/ N, des Tragkdrpers halten sich
somit folgende Kriifte im Gleichgewicht:
1. die Druckkraft B des Fugenschnittes NN’ angreifend im Punkte E,
welehe wir in die Komponenten V und A zerlegen,
2. die negativ genommene Druckkraft R, des Fupenschnittes N Ny an-
greifend im Punkte &,

Von M., MruaxxoviTon, 5

3. das Gewicht dG des Traglkorperelementes NN'N{ N, welches wegen

der unendlichen. Anniherung von N;N] an NN’ und g?m'al_ﬁ den
friiheven Ableitungen im Schwerpunkte & der Fuge NN wirkend
gnzunehmen ist,

4 die Belastung des Begrenzungselementes N'N, die wegen der un-

endlichen Kleinheit desselben gleich pde und im Punkte N angreifend
zn nehmen ist,

5. die Belastung des Begremzungselementes NN, gleich gdi und 'an-

greifend im Punkte N.

X <«

‘?sz

Die ersten zwei dieser Erifte siod im allgemeinen endlich, die
iibrigen drei dagegen verschwinden mit dz und sind von derselben
Kleinheitsordoung wie de und dy. .

Die Summe. der statischen Momente dieser fiinf Kiifte beziiglich
eines beliebigen Punktes der Kraftebeue muBl wegen des Gleichgewichtes
gleich Null sein. Wiblt man somit den Punkt E, zum Momentenpm?kt
und bezeichnet die Momente der Kiifte dG, p-de, ¢-d¢ hezﬁghcb
dieses Punktes wit M, M, M, (positiv, wenn im Sinne des Uhrzeigers
drehend), so bestebt die Gleichung:

(1) Vdz — Hdy + M, + M, + M, = 0.
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In dieser Gleichung sind alle fiinf Glieder von derselben Kleinheits-
ordnung. Bei den ersten zwel Gliedern ist die Kraft endlich, der Arm
unendlich klein, bei den iibrigen Gliedern ist die Kraft unendlich klein
der Arm dagegen endlich, und alle unendlich kleinen Gr&Ben sind ‘TOD’
derselben Kleinheitsordnung. '

" Wegen der unendlichen Anniherung des Punktes F, an den Punkt

E und der endlichen Entfernung der Krifte d&, p-de und ¢ -dé von

diesen Punkten sind die Entfernungen dieser Kriifte vom Punkte E;

jhren Entfernungen vom Punkt E gleichzuseﬁzen. '
BEs ist dann, swie leicht einzuschen:

Mg = — dG(@.ﬂ?+ E)sin @,
wo

dG —gp-8-0-dg.

Werden die Fugenschnitte zueinander parallel gefithrt, so ist ¢ = oo,

odg dagegen gleich der unendlich kleinen Entfernmung der beiden Fugen-
schnitte zu setzen. C

Bs ist, wie im Punkt 2 abgeleitet wurde:

@:T{E%:
g0 dab:
g* -
&) M, =—g B-0(, +E)sing edg.

Es ist ferner
@) M, =—(pde) W Esin(p — 8) = — p( + E)sin (p — o)de,
& M= —(gd)NEsin(p — ) = — q(g ~ §)sin(p — n)ds.
Die Substitution der Gleichungen (2), (3), (4) in (1) liefert:

Ly OF ,
&) Viz — Fdy — g880e( " + &) sinpde — p(g + ) sin(p — 5)de —
- Q(% — E)ysin{p — n)di = 0.

Ist fiir einen Fugenschnitt 45 der Druckwittelpunkt £, — dess;en
Koordinaten z, und y, sind — und die Druckkraft K — dessen ortho-
gonale Komponenten £ und @ sind — gegeben, d. h. ist filr

T = Ty

6
© Y=y, V=P und H=g,

Von M. MrrasgoviTou.

so ist, wie leicht einzusehen:

) VmP-{—gﬁfé-pdqa-{—fpcosede— qcosndi,
@ H=Q‘——jpsinede+quinndz'.

Ist die Form des Tragkorpers, die Art der Belastung und der
Pihrung der Fugenschuitte poathematisch angegeben, so lassen sich
alle in den Gleichungen (5), (7) und (8) vorkommenden Verinderliehen
durch @ und £ ausdrticken. Die Substitution der Gleichungen (7) nud
(8) in die Gleichung (5) und zweimalige Differentiation nach ¢ liefert
eine Differentialgleichung zwischen ¢ und & allein, und dies ist die
Differentialgleichung der Druckkurve, welcha auch auf die Koordinaten
z und y trensformiert werden kenn.

Ist dieselbe integrierbar, so dienen die drei Beziehungen (6) zur
Bestimmung der drei [ntegrationskonstanten.

Ans Gleichung (5) folgt:

v 5t . d 8§ . d
©) wH da—i == **‘_)lgr{g\aa@(flﬁ e + E)sin ?d—i + P(g + E)sin(p — 5)3% +
. dz
+ q(—g — E)sin(p - n);;}-
Bezeichnef

3 den Neigungswinkel der Druckkraft B zur X-Achse,
o den Neigungswinkel der Tangente ¢t an die Druckkurve ime Punlkte
E zar X-Achse, so ist offenbar:

a
(10) }l{r = fang ¢ Eii:' = tong «.

Auvs deu Gleichungen (9) und (10} folgt, dab im allgemeinen
¥ 2w,

d. h. die Druckkraft schneidet die Druckkurve.

Gewdlbe-Druckkurven.

5. Die Gewsibe tragen nur eine obere Belastung, welche als verti-
kal wirkend angenommen wivd. s ist hier also

g—20 £ =0.

Auferdem fihrt man die Fugenschnitte senkrecht zar Gewdlbs-
achse, entsprechend der Art der Ausfihrung, und um die (Gesetze der
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Blastizititslehre anwenden zu kinnen. Die Gewdlbsachee ist auch der

geometrisehe Ort der Fogenmittelpunkte. Deshalb ist hier

o gleichbedeutend mit, dem Kriimmungsradins der (rewdlbsachse,

¢ gleich dem Neigungswinkel der Tangente der Gewdslbsachse (im
Punkte M) zur X-Achse,

de pleich dem Bogendifferential der Gewilbsachse, so dall

o-dyp =do.

Die Gleichungen (9), (7) und (8) gehen desbalb fir diesen Fall
itber in:

14 a 1 at - d 3 . d
(D) g 5= g9 + Beinpg +o(5 + HeingT},

(12) V=P+g,6f6do‘ +fpde,
(13) H=29Q. " N

Gleichung (18) besapt, daB die Horizontalkomponente der Druck-
kraft fiir slle Fugenschnitte eine und dieselbe ist.

Nach der Substitution der Gleichungen (12} und (13) in die
@leichung (11) geniigt eine einmalige Differentiation, um die Integral-
geichen zu eliminieren. DMe Differentialgleichung der Gewslbe-Druck-
korve wird somit von der zweiten Ordnung sein. Diegelbe enthilt
schon eine Konstante @. Ihr vollstindiges Imtegral enthilt demmach
drei Konstanten und stellt — wofern diese nicht bestimmt sind — ein
System von unendlich vielen Dinckkurven dar. Die Bestimmung des
partiknlaren Integrals, welches fle in Wirklichkeit auftretende Druck-
kurve darstellt, kann bei Gewdlben nicht auf rein statischem Wege
erfolgen.  Wir werden uns deshalb mit dieser Frage nicht befassen,
gumal fiir die in dieser Abhandlung behandelten Fragen die Bestimmung
der in Wirklichkeit auftretenden Druckkurve nicht notwendig ist.

6. Gewdlbe gleichen Widerstandes. Unter einem Gewdlbe gleichen
Widerstandes versteht man ein Gewdlbe, welches so geformt ist, daB
fiir den gegebenen Belastungsfall:

1. die Gleichung der Gewilbsachse ein parbikulares Integral der Diffe-
rentialgleichung der Druclklkurve ist,

2. die Breite d der IPugenschnitte proportional ist der zu denselben
normalen Komponente N der Druckkraft R

Ist die Forderung 1 erfiillt, so fillt eine der Druckkurven mit
der Gewdlbsechse susammmen, wird diese als die in Wirklichkeit auf-
iretende angenommen — was Ubrigens aus der neuen Theorie der

Von M. Mitaxgovircs. 9

Gewdlbe folgt und bei Gewilben mit Gelenken ohne Zweifel der Fall
ist —, so greift die Drucklkraft in jedera Querschuiit zembrisch an.
Die Verteilung der Normalspannung ist also in jedem Querschnitt eine
gleichmiBige. Ist die Forderung 2 erfullt, so sind die Normalspannungen
in allen Querschnitten einander gleich. Das Gewdlbe weist dann {iberall
denselben Widerstand gegen Normalspannungen auf.

Die Forderung 1 wird analytisch ausgedriickt durch die Gleichung:

£=0,

und indem man z und y auch als die Eoordinaten des Punktes B der
Gewdlbsachse auffaBt Es ist deshalb:

tang o ——~g—q—‘i =tange Q= do=4ds= cf:‘p-
Die Gleichung {11) geht dann tber in:
v oody 1 3 . d
(14) T e = E{[—‘égﬁ?wtangq: +—};p651nq;d—i]-

Die Gleichungen (12) und (13} bleiben ungeindert.

Es ist noeh § derart zu bestimmen, daf es der Forderung 2 ent-
spricht. Wird die rechte Seite der Gleichung (14), welche als eine
Funktion von 2, y und & darstellbar ist, mit F(z, y, d) bezeichnet, so
ist bei Berticksichtigung der Gleichung (10)
(10) tang ¥ — tang @ = F(z, ¥, §).

Die zu dem Fugenschnitt N N” normale
Komponente N der Druckkraft R ist, wie
aus Fig 3 2u ersehen:

N = Reos (v — @),

Fig. 3.

und da
- H
4 " cosw?
50 Wir .
: ‘ N cos (1 — )
0 Nemmgos

Die Forderung 2 wird analytisch ausgedriickt durch die Gleichung:

d=1F% N,
wo %k eine Konstante bedeutet. Ms ist demnach:

(o — .
6~—~k-HﬁséE-w—@=/c-H{cosgo+smcptangu,b}
= k- H{cos ¢ + sin ¢ [tang @ + I(x,y, 8]},

so daB
0o . .
(17) 6=7\1H{ (p—!—smq:-F(x,fr,d‘)}.

cos8
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Die Gleichungen (14), (17), {12) und (13) fithreu auf zwei Diflerential-
gleichungen zwischen den Variablen =z, y, 8. Ihre Integration liefert die
Gleichung der Achse des Gewdlbes gleichen Widerstandes und das Gesetz,
nach. welchem der Fugenschnitt § variiert. '

Piir den Fall, wo das Gewdlbe nicht itherschiittet ist und wur
sein Eigengewicht zu tragen hat, gehen die vier Gleichungen iiber in:

7 —@=ii-yﬂ§tangw=1ﬂ(x, ¥, 9

18) 6= RH;;, - + singF, (z, y, 9)}

V=P+gﬁf6-ds H=20

Selbst fir diesen einfachen Fall ist an eine Integration der vor-
stehenden (leichungen nicht zu denken. Dieselben sind jedoch fitr
uns wichtig, weil wir im zweiten Kapitel die Lésung des von anderen
Autoren versuchten Problems der Gewdlbe gleichen Wiederstandes
besprechen wollen.

Stiitzlinien und Kettenlinien.

7. Hat der Tragkorper nur vertikale Lasten zu tragen und werden
die zur Erzeugung der Druckkurve gefilhrten Fugenschnitte auch ver-
tikal angenommen, wird also geselzt:

gﬁ=0 6=0 ??:‘0,

so geht die allgemeine Gleichung (9} iber in

14 dy
(19) " de
Mit Ricksicht auf die Gleichungen (10) ist deshalb
(20) L d—e

d. b. die Druckkraft beriihrt die Druckkurve, welche wir in diesem
Falle Stiitzlinie nennen wollen.

Da alle Lasten vertikal wirken, so braucht nicht zwischen der
oberen und unteren Belustung und dem Eigengewichte des Tragkorpers
unterschieden zu werden. Es bezeichne daher w = f(x) die spezifische
Belastung der Horizontalprojektion des Tragkirpers und o sei als
Funktion von z gegehen. Es ist dann:

(21) V=P + | wdz, H =,

*n

Von M. MicaxkoviTem. : 11
deshalb
2% 1
(22) Z=glp+ [odz).

o
Die Differentiation der vorséehenden Gleichung nach x liefert:

(23) } dg{ B

Dies ist die Differentialgleichung der Stiitzlinie.
Die Integration der Gleichung (92) liefert, wenn man beriicksichtigt,
daB fiir & =z, y = 7,

(24) y=y0+%j dxfwd.x + 5 (o — )

Dies ist die Gleichung der Stiitzlinie.
8. Fir eine unbelastete Strecke, wo also

w =0,
lantet die Gleichung der Stitzlinie
e P
(25) Y=+ 5@ — )

Die StiitzLinie ist hier also eine Gerade. Wird demnach die konti-
nuierliche Belastung des Tragktrpers, die nach dem durch die Figur
Ny BN . . . W MMy . .. veranschaulichten Ge-
setze tiber den Tragkérper verteilt ist, durch
die vertikalen Schuitte n n], nyng, nn, . ..
m Lamellen gefeilt und durech das System
der Binzellasten P, P, ... ersetzt, welche
in den Sehwerpunkbten S, 8, ... dieser
Lamellen wirken wund den Gewichten der
Lametlen gleich sind, so wird die Stiitz-
tinie fiir diesen zweiten Fall der Belastung
in ein Polygon (Stiitzpolygon) iibergehen,
dessen Hckpunkte in den Richtungslinien
der Lasten 2, £, .~ liegen. In den einzeloen
Schuitten n,n, 7,n, ... wird das Stilbzpolygon
die Stitzlinie fir die” urspriingliche Art der Belastung beriihren, weil
sich an diesen Stellen durch die Teilung der kontinuierlichen Last in
Lamellen weder der Druckmittelpunkt noch die Druckkraft gedndert
hat. Das Stiitzpolygon ist also der urspriinglichen Stiitzlinie umge-
schrieben. - ‘

Fig. 4.
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9. Gebt der Tragkdrper in eine diinme, absolub biegsame Kette
iiber, so ist nur dann Gleichgewicht méglich, wenn dic Druckkurve
mit der Kette zusammenfillt. Um also die Gleichung der Kettenlinie
zu bekommen, hat man in der Gleichung (9) zu setzen:

E=0;
und da

d=0,
so ist:

de = di = d6 = ds,
mithin
Vv dy
(26) 77— O
Setzen wir die Kette — obwobl sie unendlich diinn ist — schwer

voraus und bezeichnen mit
g, das spezifische Gewicht der Kette an der Stelle x, », so ist

(27} V==P+ngds+]pcossds—J.gcosnds
(28) H= Q*fpsinsds +fgsiu'qu.

Die (leichungen (26), (27) und (28) bestimmen die Gleichung. der
Kettenlinie. Werden die Lasten vertikal angenommen, so sind die
Gleichungen fiir die Kettenlinic uad die Stiitzlinie einander gleich.
Es kaun dempach die Stitbzlinie aufgefaBt werden als labile Gleich-
© gewichtsform einer unendlich diinnen Kebte, deren spezifische Belastung
iber die Horizontalprojektion derselben dargestellt ist durch:

w = ().

10. Unsere Bezeichnung ,Stiitzlinie nur fir den speziellen Fall
der Drucklturve, wo die Lasten und Fugenschnitte vertikal sind, ist
nicht die allgemein iibliche. Sind doch in der technischen Mechanik
die Begriffe: Stittzlinie fiir Wasserdruck, fir Erddruck usw. eingefilhrt,
also fir Lasten, die nicht vertikal wirken. In diesen [Fdllen muf aber
der TragkOrper absolut biegsam wund unendlich dinn angenommen
werden, s0 daB sich dann diese Stiitzlinien aueh ihrer mechanischen
Entstehungsweise nach nicht von den Kettenlinien nnterscheiden, Wir
stellen sie deshalb unter dieselben.

Die Definition der Stiitzlinie, wi¢ wir sie hier entwickelt haben,
als den geometrischen Ort der Druckmittelpunkte vertikaler Fugen-

=il

Von M. Miraxrovircs. . 13

schnitte eines Tragkdrpers, welcher nur vertikale Lasten trigt, ist auch
in A Ritter, Iugeniour-Mechanik 1899, § 119 entwickelt worden.
Wenn dann in demselben Buche von Stiitzlinien fir Erddruck, fur
Woasserdruck usw. die Rede ist, so entsprechen diese Stiitzlinien der
vorher aufgestellten Definition der Stiitzlinis nicht. ’

Zweites Kapitel

Dis in den verschiedenen hestehenden Theorien der Drnokkurven auf-
fretenden Irrtiimer.

11. Das dritte Kapitel wird einige Anwendungen der im ersten
Kapitel entwickelten Theorie bringen. Wenn dieselbe Anspruch auf
Wiirdigung erheben kann, so ist es hauptsichlich deshalb, weil sie
einige irrtiimliche Anschauungen, die in der Fechliteratur ither die
Eigenschaften der Diuckkurven vorhanden sind, asufzukliren und zn
beseitigen vermag.

Der Ausdruck ,intiimliche Anschauungen” diirfte vielleicht iiber-
trieben erscheinen. TUm nun dem Vorurteil des Lesers vorzubeugen,
daf wir in diesem kritischen Teile upserer Abhandlung kleinlieh und
mit Gberirishener Pedanterie vorgehen werden, wollen wir zuerst ans-
emandersetzen, was wir unter Irrtumy verstehen.

In der angewandten Mechanik ist nicht jene mathematische Schirfe
erforderlich wie in der reinen Mechanik. Um die Probleme der an-
gewandten Meehanik in der mathemafischen Sprache ausdricken und
um dieselben mit Flilfe der Mathematik aufkliven uud lésen zu kinnen,
missen hinsichtlich des Materiales, der Art der Ausfilhrung uasw.
Voraussetzungen gemacht werden, welche nicht vollkommen der Wirk-
lickkeit entsprechen. Dies muB geschehen, will man nicht auf die
Hilfe der Mathematik verzichten.

Die Zuverlassigheit der Lisung des so anf das Gebiet der Mathe-
matik Gbertragenen Problems ist demgemiB der Zulissigkeit der ge-
machten Voraussefzungen angemessen. Je weniger diese Voraussetzungen
der Wirklichkeit enisprechen, umso weniger Vertraven verdient die
Losung des gestellten Problems, welche dann nur eine annihernde ist.
Deshalb ist es zulissig, bel dem mathematischen Teile der Behandlung
des Problems nicht mit absoluter mathematischer Schirfe vorzugehen
und Vernachlissigungen erscheinen berechtigh, wenn man sich ihrer
bewuBt ist und wenn sic im Binklang stehen mit der- Unvollstindig-
keit der gemachten Voraussetzungen und mit der praktischen Bedentung
des Problems. Deshalb sind bewuBte Verpuachlissipungen in der mathe-

" matischen Behandlung des Problems nicht zu den Irrtiimern zu zahlen.
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Direkte Lirtiimer entstehen unserer Ansicht nach

erstens: wenn man bei der Ubertragung des Problems auf das
mathematische Gebiet nicht alle Umstiinde tichtig und mit der Wirklich-
keit zusammenhingend erfaBlt hat, 4. h. wenn die mathematische Stili-
sierung des Problems unrichtig Isf,

zweitens: wenn die mathematische Lbsung des richtig stilisierten
Problems unbewuBt fchlerhaft ist.  Diese Art der Irrtiimer, die also
rein theoretischer Natur sind und in der fehlerhaften Anwendung der
Theorie bestehen, sind, umserer Aunsicht nach, als schwerwiegende zu
bebrachten, ohne Riicksicht davaunf, ob der gemachie Fehler die prak-
tische Anwendbarkeit der Lésung des Problems in Fruge stellt oder
gicht. Deshalb glauben wir die praktische Zulissigheit dieser Fehler
nicht untersuchen zu mwiissen, denn diese kann bel einem unbewulten
Fehler nur die Folge des blinden Zufalls sein; und dieselbe als Recht-
fertigung fiir den begangenen Fehler zu betrachten, hieBe die Wisscn-
schaft profanieren; auBerdem bewegen sich unsere Untersuchungen auf
rein theoretischem Gebicte und berithren nicht ibre praktische An-
wendung.

12. Alle in den verschiedenen Theorien der Gewdlbe auftretenden
Irrgiimer, auf die wir hier verweisem wellen, Lkonnen auf zwel ver-
schiedene Fekler in der mathematischen Behandlung des Problems
zuriickgefiibrt werden:

erstens: das Gewicht d ¢ des unendlich diinnen Elementes N N' N N,
des Traglkorpers (Fig. 2, Seite 5) wird in der Mitte M der Fuge NN’
wirkend angenommen und nicht im Schwerpunkt G der Fuge, wie dies
nach unseren Auseinmndersetzungen im Punkte 2 zu geschehen hat,

zweitenz: das statische Moment M, dieses Gewichtes beziiglich
des Punktes ¥, der Druckkurve, mitunter auch die statischen
Momente 2, I{, der Belastungen der Begrenzungselemente N’ N
und NN, beziiglich desselben Punktes, werden als GréBenm zweiter
Kleinheitsordnung usngenommen, was wvach unseren Ableitungen im
Punkte 4 falsch ist.

Die erste dieser Annahmen st kein Fehler, wenn die Fugenschnitte
parallel zu einander gefihit worden, d. b, wenn ¢ = oo, oder wenn die
PFugenbreite & im Verhilinis za ¢ als verschwindend klein angenommen
werden Lkann. Dies trifft z. B. bei Ketten zu, doch darf diese Voranus-
setzang in keinem Buche, das Apspruch auf wissenschaftliche Strenge
erheben will, verschwicgen werden.

Die zweite Annahme ist nur dann kein Fehler, wenn alle Lasten
vertikal sind und die Fugenschniftr auch vertikal gefiihrt werden, oder
wenn der Tragkorper in eine unendlich diiune absclat biegsame Kette

Sl
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thergeht. Wenn man diesen Fehler begeht, d. b. in der Gleichung (1)
des ersten Kapitels setzt:

M, = M, ~ M, =0,

so folgt daraus

oder wnter Beriicksichtigung der Gleichung {10)
Y=,

was besagt, daB die Druckkraft die Druckkurve bertihrt. In diesen
falschen Schluf, der auf die gréBten Abswdititen fithren kamn, klingen
fast alle Irrtlimer der Theorie der Druckkurven aus.

18. Die Frscheinungen dieser Irrbimer in allen Einzelheiten zu
verfolgen, hieBe einen historischen Uberblick iiber die schon fber
70 Jahre alte Theorie der Drmckkurven geben, was aber weit iiber den
Rabmen dieser Abhandlung hinausgivge.®) Wir werden deshalb nur
die wichtigsten Mowente dieser merkwilrdigen Krscheinung besprechen
wod nur jene Werke in Betracht ziehen, in welchen diese Lrrtlimer nm
deutlichsten hervortreten und von welchen als rein theoretischen Werken
die wissenschaftliche Strenge gefordert werdem mub.

Hagen behandelte in einer der Kénigl. Akudemio der Wissen-
schaften zu Berlin vorgelegten Abhandlung?) das Problem des Gewdlhes
gleichen Widerstundes, welches wir im Punkie 6 ausfithrlich behandelt
haben. Im mathematischen Teile der Behandlung dieses Problems
nimmt Hagen als selbstverstindlich an, daB die Druckkraft die Druck-
kurve berithrt.?) Dies ist nur dann richtig, wenn das Gewdlbe un-
endlich dinn ist und mit einer Ketbe verglichen werden kann. Da
aber das Problem der Kette gleichen Wideratandes schon im Jahre 1826
vollskindig geldst worden ist, so kanu der Abhandlung von Hagen
entweder Mangel an wissenschaftlicher Strenge oder Mangel an
Originalitit vorgeworfen werden. Ir der umgearbeileten und er-

1) Uber einige Lerliimer, die vor dem Jehre (857 begangen worden sind und
incofern sie als Irctiimer erkannt worden sind, siehe Scheffler: Theorie der Ge-
wilbe, Futtermauern und eisernen Bricken. Branpschweiy 1857,

2) Hagen: Uber Form und Stirke der gewilllen Bogen. Abbandlnngen
der kiinigl. Akademie.der Wissenschaften zu Berlin (Mathematische Abhand-
longen) 1844,

3) Bei Anwenduug der von uns gewihlten Bezeichnuogen beibt es dort (8. Gi):
sDer Winkel 9, den die Druclk¥ruit mit der Horizonfalen einscblieBt, he-
zeichnet schon die Richtung der an den Punki K der Druckkurve gezogenin
Tanpente.*
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welterten zweiten Auflage dieser Abhandlupg wiederholen sich die-
selben Fehler.')

Résal unternahm es, die Differentialgleichung der Druckkurve
aufzustellen®), beging aber dabei den groben Fehler, daB er ausdriick-
lich behauptete, das Glied Mg der Gleichung (1) (Punkt 4) sei eine
GroBe zweiter Kleinheitsordnung und sowit zu vernachlissigen.?) Nach-
dem es ihm infolge dieses Irrfums nicht gelungen ist, die Gleichung
der Druekkurve des kreisférmigen Gewdlbes von konstanter Stirke
abzuleiten, schlieBt er daraus, daB die Gleichungen der Druckkurven
auf hhere Transzendenten fithren.®) .

Einen so ausgesprochenen Fehler, wie den soeben angeftibrten,
wird man schwerlich anderswo finden, doch kehren dieselben Fehler
in der Fachliteratur immer wieder, sind aber durch die daraus ab-
geleiteten Folgerungen mehr oder weniger verdeckt. Selbst zo einfache
Beziehungen, wie die im Punkte 8 abgeleiteten, sind nicht immer
richtig erfaBt worden. Wir verwcisen diesheziiglich anf eine Stelie in
1) Hagen: Uber Form und Stirke gewslbter Bogen. Berlin 1862, Wenn
wir ungere Bezeichpungen Leibehulten, so finden sieh dort die Gleichungen (S. 42 ff.
and 5. 60 ff) v dy .
"= tang g, Iz — tang g.

2) Résal: Traité de mdéeanique générale. Paris 1878—1889 (Lome 6, § 238).

3) Die Ableitung von Résal ist die
folgende: Soient NN', N, N{ deux joints
conséeutifa, mm, les points correspon-
dapts d'one courbe des pressions, O Yin-
tersection  de cette courbe avee la  di-
rection A’ Ay du joint de la clef, Oz
I'herizontale de ce point, f la projection
de m, sur la direction de @ — Coo-
servons d’ailleurs les notations précéden-
tes; on a mf=dx, mf=4y. La
pression exercée sur NN’ est la rdscltante
de P ef du poids @ de NN AA" ces
deux forces étant censdes appliquées en m.
¢ — Pour trouver la position wm, il suffit

dexprimer ¢gus la somme des moments

de ¥ et (§ et du poids de NN N N

par rapport 4 ce point est nulle. Or
Ie moment de cve dernier poids ctant duw second ordre, on o simplewment:

Fig. 5.

A
0

‘,‘
P
w8

Pdy = Qdzx,
4y -8
de P

4) Siehe dio Fubnote aul S, 20.

—-u-_,-q

s/
Foppls Theorie der Gewilbe.!) Auch in einem gaiiz modernen Werke®
k6nmen Fehler in der analytischen Behandlung der Druekkurven nach-
gewiesen werden.

Wir glauben, dad die angefibrten Belege geniigen, um unsere
Behauptung zu rechtferligen, daB in der Fachliteratur die Beziehuny
der Druekkraft zur Druckkurve nicht vollsténdig ergriindet wer.

‘14. Es soll noch hervorgehoben werden, daB die feblerhafte An-
pahme, da$ die Druckkraft die Druckkurve berithre, nicht von dem
Begriinder der Theorie der Druckkurven Moseley herriibrt, der in
dieser Frage klar geseheu hat®), und es hat auch spiter nicht an
Stimmmen gefehlt, die auf die Dirtiimlichkeit dieser Annahme hin-

Von M. MicavsoviTcu

gewiesen haben. Hauptsichlich war es Scheffler, der -— offenbar
besinflubt von dem Werk Moseleys, welches er ins Deutsche iiber-
sotzte — die Irrtitmlichkeit dieser Annabme zu beweisen suchte.t)

Wenn trotzdem diese Irrtiimer aus der Theorie der Druckkurven nicht
verschwunden sind und noch heute wiederkehren, so hat diese Er-
scheinung, unserer Ansicht nach, folgende Erklirung: Scheffler und
alle, welche seine Einwendungen wiederholt haben®), haben doch nicht
das Wesen des in Rede stehenden Invtums vollstindig klar erfaBt und
weisen nur auf das Absurde der gemachten Annahme hin. Der

1) Féppl: Theorie der GewSlbe. Leipzig 1881. 8. 10. — ,Bei der ana-
lytischen Behandlung der Gewilbe nimmi man gewibnlich ar, das Gewdlbe be-
stohe aus usendlich vielen unendlick diinnen Wilbateinen, Dis Drucldrurve geht
dadurch in eine stetig gekrilmmte Linje iiber. Die einer endlichen Fugen-
einteilung zugehdrige, der vorigen eatsprechende Drucklinie ist ein derselben ein-
geschriebenes Polygon.* .— Hier steckt ein doppelter Fehler. Das Polygon ist ein
umgeschriebenes und zwar nur dann, wenn vertikale FPugenschnitte vorausgeselzb
werden.

2) Résal: Stabilité des consbructions, Pavis £904. — Dort heiBt es, unter
Beibehaltung unsever Bereichnungen und obwohl die Fugenschuitte nicht parailel
zueinander gefiibrt werden (S. 549 ff): | La condition de coincidence de la courbe
dee pressions et de la fibre moyeune nous fournit la relation:

14 H
dy ~ dz’

#) Siebe =. B. H. Moseley: Die mechenischen Prinzipien der Ingenicurkunsé
uvnd Architekbur, ibers. v. H. Soheffler. Braunschweig 1845, — In diesem
Wezke wird horvorgeboben, dab die Druckkraft die Druckkurve (line of rasistance)
schneidet und der Begriff der Kuveloppe der Drucllkraftrichtungen (line of pressure)
wird eingefiibrt.

'4) Scheffler: Theorie der Gewdlbe, Wuttermaunern uad eisernen Briicken.
Braunschweig 1857,

6) z. B. Herrmann bei der Bearbritung der Ingenienr- wnd Maschinen-
mechanik von Weisbaeh; Féppl in seinen Vorlesungen iber technische Mechauil.

Zoilschrift f. Mathematik u. Physik. 55. Hapd, 1807. Helt L/%. B
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gehefflersche Beweis, daB die Druckkraft die Drucklurve schneidet,
driiclkt sich in der Behauptung aus, daf die Druckkurve (er nennt sie
Stiitzlinie) nieht mit der Enveloppe der Druckkrifte-Richtungen (welche
or [Kettenlinie nenut) zusamnmenfallt?), was Gbrigens schon Moseley
klaxr susgesprochen hat. Diesen Beweis liefert Scheffler nur fiir den
Fall, wo das Gewdlbe Uberschitttet ist, und man ist fast verleitet zu
olauben, daB er bei einem uniiberschiitteten Gewdlbe, insbesondere bei
:inem golehen, welches nach der Dyuckkurve gekribmmt ist, die Richtig-
weit der Axnvahme, daB die Drockkraft die Drucklkurve berithre,
schweigend zugibt, DaB man seine Ableitung in diesem Sinne ver
standen hat, zeigt die Wiedergabe des Schefflerschen Beweises in der
von. Herrmann umgearbeileten Ingenieur- und Maschinenmechanik
gon Weishach®), wo das Gewdlbe anotwendig uGherschilttet voraus-
gesetzt wird, damit der Beweis geliefert werden kann. Scheffler hat
auch die von uns im Punkte 13 als irrtiimlich bezeichnete Behauptung
von Hagen nicht bestritten, obwohl er dessen Abhandlung einer ein-
gehenden Krititk unterzogen hat.

Die korrekteste von den bestehenden Theorien der Druckkurven
ist wohl die von Dupuit?), welche sich aber anf ganz spezielle Fille
peschrinkt, Die von Dupuit abgeleitete Differentialgleichung der
—

1) Scheffler: Theorie der Gewdlbe. 8. 218: Stellt men sich das zuf die
Fuge EF folgende Element EFfe des Gewdlbbogens mit seiner Belaslung vor,
und ist gp die durch den Schwerpunkt dieses Elementcs
vom Gewichte p gezogene Vertikale, welche doch nicht
perade durch den Punkt AL zu gehen braucht, ferner n
der Durchschnittspunkt dieser Vertikalen it der Rich-
tung RM der gegen die Fuge EF wirkenden Pressung
R, endlich sn die von A3 unendlich wenig ver
schiedene Resoltante der beiden Krifte B and p, welche
die Fuge ¢f in dem Punkte m durchschneiden mag: so0
werden A und m zwei aufeinanderfolgende Punkte der
in-eine stebige Kuorve Ubergehonden Stiitzlinie Mm . . .
sein; dagegen wird der den Punkien M und m ent-
sprechende Anfangspunkt des in eive stetige Kettenlinie
iibergehenden Seilpolygous der Punkt n sein, welcher
keineswegs zwischen /M und m fallt wnd von beiden
einen endlichen Abstand hat. Demuoach wird die stetige
Stitzlinie nicht ellein eine won der Kettenlinie endlich verachiedene Xorm haben,
sondern die korrespaudierenden FPunkbe der letateren werden such um endliche
Abstinde aus den belreffenden Fugenschnitten heransricken.

g} Verglaiche Weishach, Ingenicur- and Maschinenmechanil, 5. Aullage,
pearbeilet von Herrmann, Statik der Baunwerke, 8. 102.

8) Dopuit: Traité de I'équilibre des votles ot de lu construction des ponts
afl ,,mgonnerie. 1870,

Fig. 6.
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Druckkurve entspricht dem speziellen Fall eines Gewilbes, welches
nur sein Wigengewicht trigt, wnd ist auf allgemeinere Fille nicht an-
zuwenden. Ohue infinitesimale Betrachtungen iher den Schwerpunkt
des umendlich diinnen Tragkorperteiles war der Kern der ganzen Frage:

. die mathematischen Eigenschaften der Druckkurven, welche allein die

¥rage vollstindig beleuchten konnen, nicht zu erfassen. Deshalb
kehrten die Fehler in der Theorie der Druckkurven immer wieder.

Drittes Kapitel
Anwendungen und Belspiele.

Druckkurve im unbelasteten Ereisgewdlbe von konstanter Stirke.

15, Wir wollen hier die Gleichung der Drucklkuarve des unbelasteten
Kreisgewdslbes von konstanter Gewdlbstirke ableiten. Zu diesem Behufe
bezeichne:

r den Radins der
Bogenachse,

@ die konstante Ge-
wilbstirke.

Der Ursprung
des Koordinaten-
systems sel in den
Druckmittelpunkt O
der Scheitelfuge 4B
gelegt, dessen Ent-
feroung vom Zen-
trum 2 der Bogen-
achse wir wit g,
bezeichnen.  Sonst
gollen " die Bezeich-
nugen  wie  im
Punkte 3 beibehalten
werden und es sei
angenommen: §—1,
g=1 '

Wegen der Sym-
metrie des Gewdlbes Y
wird die Drucklkraft
der Scheitelfuge A B nur die horizontale Kraft Q sein, so daB filr z = 0:

y=0 V=P=0 H=24g




290 Theorie der Druckkurvea.

Man hat also in die Gleichungen (I1), (12} und (13) des Punktes
5 einznsetzen:

g=1 =1 d=a g=7r p=0 do=rde P=0,

welche dapn dbergehen in:

14 d 1 : . &
o b8 b + Dot
(P
(2) V= a,rkfdcp = arc g,
(3) H= 9.

Geht man zu Polarkoordinaten tber und wihlt den Mittelpunkt 2
der Bogenachse zum Pol, die (— ¥)-Achse zur Polachse und bezeichnet
die Polarkoordinaten des Punktes E durch:

RFE =0 L ORE =g,

so isk:

Y =gy — @ COS G # = @ sin @,
(4) dy = — cos pdp + o sin pdo,
(5) dx = sinpdg + g cosgpdeg.

Auch hat man:
E=7r—ug.

Werden die Gleichungen (2), (3}, (4), (6) und (8) in dis Gleichung
(1) eingesetzt, so gelangt man zu der Gleichung:

7 glargeospdp+tarsingde — @singde)t(arpsinp+ Qeospido~
( — £ a(a*+ 12/ singdp.

Diese Differentialgleichung ist eine exakte'); beiderseits stehen voll-
stindige Differentiale, und. jhre Integration liefert:

(8) eargsing + Qeosg) — — Lal(a? + 12r¥cosp + C

1) Die von Réseal fehlerhaft abgeleitete Differentialgleichung der Druckkurve
lautet, wenn wir unacre Beveichoungen anwenden (Résal: Traifé de mécanigne
générale, Tome 6, § 258)

1do argcos ¢ — @eing
ede  arpung i Qoosp’

Danz beiBt ca weiter:
i l'on remargee que

arwcoam—stnzp=a?P(arcpa1n(p+Qcoscp)—aramq;

[
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fiir @ = 0 ist ¢ = g,, 80 daf:
(9) 00 @ = — ha(a® + 1279 + C,
olarpsing + Qeos @) = 0,9 + Lala® + 12r)(1 —cos g) =
= 0@ + tafa® + 12+%)sin* T

Bz lautet demnach die Pelargleichung der Druckkwrve:

(10) I %a(a’+12’r’)sin’%

e= Qeosp +arpsing o

16. Die gewonnene Gleichung der Druckkurve kann man benutzen,
um die mathematische Stérke des behandelten Gewdlbes zu bestimmen.
Unter mathematischer Stirlce versteht man jeme minimale Stirke, bei
welcher das Gewblbe noch stabil sein kann, d. h. bei welcher gerade
poch eine Druckkurve ganz innerhalb des Gewdlbequerschuittes verliuft.

A. Ritter?), Pilgrim® und andere haben sich mit dieser Frage
befalt, deren Lésung wir hier als Anwendung der entwickelten Theorie
anfilhren, um zu zeigen, daB die Frage ohne Schwierigkeit direkt geldst
werden kanon.

Wir werden die mathematische Stirke
eines Halbkreisgewilbes bestimmen und be-
merken, daf die mathematische Stirke eines
Segmentgewiilbes nach demselben Vorgang
bestimmt wird.

Nach den Untersuchungen der beiden
genannten Autoren geht dic der’ mathe-
matischen Stirke entsprechende Druckkurve
durch die duBeren Punkte B und O der
Scheitel- uod Edimpfertuge, und da sie die
einzige sein soll, die ganz innerhalb des
Gewslbequerschnittes verlduft, so hat men dem Gewslbe jeme Stirke @
zu geben, daB die Druckkurve den Intradoskreis beriibrt. Ist X der
Beriihrungspunkt, so nenot man den Winkel AQK den Bruchwinkel.

Flg. &

la formule précédenis peut se metire sous la forme suivante:

i 2 s _ sagdyp
Bn gy (er psing -} Qeos g) —ar drgsby J Coor D

Comme cette intégrale parait irréductible, on voit que les co irbes des pressions
seront généralement transcendantes dont le tracé, ¢f facile par la géomeirie, pré-
gontera des complications sérieuses en ayant égard 4 leurs éguations dont Ia
considération devienl pour ainsi dire complétement iuulile™.

2) A. Ritder, Lehrbuch der Ingenicurmechanik. Leipzig 1899.
) Pilgrim, Theorie der kreisformizen symmetrischen Tonnengewslbe von
konstanter Dicke, die nur ihr sigenes Gewicht tragen. Stutfgart 1877.
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Ur also fiir diesen Fall die Stirke @ und den Bruchwinkel 4.9 K
zu bestimmen, wird man folgendermaBen vorgehen:
Die Gleichung der Druckkurve ist nach friitherem

(10) - 2 @ A Fulat 4 1249 Bin’.";.
¢~ QGemoFargeny

und da die Druckkurve durch die Puukte B und € gehen soll, so wird
fiir @ =0

(11) 9=r+%, d. h, g°==fr+%,
fﬁrw=;
(12) e=r+g, dh  @=>1zerlefin—abliiire

Die Werte flir g, und @ aus (11) und (12) in (10) eingesetzt:

3mr(a 4+ 21 — (@ + 2r)(a® 4+ 12+ cos g

€ ™ Barlw F #r)cos g — 2{at 2r%cosg | 12r(a - 2 gsing
Sebzt man:
(13) 2,
go ist

=T = _ Emin 4 2) — (0f - 12cosg
¢ 2(”+2)3”(“+2>°°9‘P—(ﬂ’+12)C°5¢+W’+_i’)q>sintp'

Setzt man auBerdem:
(14) Br(n+ 2) — (¥ + 12 eosp = Z,
(15) 3w(n+ 2)coap — (n® + 12)cosp + 6(n* + 2) g sing —= N,

 go ist:

(16) =g+ 2

Die mathematische Stirke @ ist derart zu hestimmen, daB- das

Mipimum von p gleich ist dem Radius des Intradoskreises, d. h.
" e o r
(17) fir 5 = soll p=r—g=—c(n—2)
gein.  Diese zwel Gleichungen bestimmen die mathematiscle Skirke
des Gewbdlibes:
a == nr

und den Bruchwinkel .

R R )

= a

—

= T SN S

=
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Die beiden Gleichungen (17) lauten mit Riicksicht auf (16)
9L AN
Moo~ Zow _

(18) 20 =T+ 2) 0,

3z AN
g 2 0 oder _N-aqsﬁj_a.;_,

(19) oo —L(n— 2 = L(n+ 2)Z oder —(n—2)N=(n+2)Z

Die Gleichungen (18) und ({9) konmen ersetzt werden durch die
Gleichungen:
8.z aN
(e ~+ 2)'3,@. | (”"‘2)3;' 0,
+DZ+R—2DN=0
Durch Einsetzung der Werte fir Z und N aus (14) und (15} gelangt
man zu den Gleichungen:
(20) Bm(n-+ 2)*— (20— Bxni+ 24n+12x)cosp + 6 (n*—4)peing =0,
(21) 6{n"—4)sing+(2n*—3nn®+24nL18x7)sinp+8(n*—4)pcose=0.
Wird die Gleichung (20) mit sing, Gleichung (21) mit cosgp
multipliziert und werden beide Gleichungen addiert, so folgt:
z(n 4+ 2ysing + (n— 2)sin2¢ + 2(n — Dyp =0,
woraus:

(22) n—2

}- sin@p — msing
-+ 8in %4 - wsing

hd
P

[N

Auns der Gleichung (21) folgt:
n® 4 12 _

23) Zno—F —3(r—2) + 6pcotgp = 0.
Substituiert man den Wert fiir » aus (22) in die Gleichung (23), so
bekommt man eine Gleichung mit der einen Unbekannten ¢, woraus
man bestimmt:

‘ @ = D4V 297 1)
Dunn folgh aus (22)

" =

= |

— 0,1075.

- Beispiele.
17. Man konstruiere ein unbelastetes Gewdlbe, welches den Forde-
rungen geniigt: 1. eine seiner Stiltzlinien falle mib der Gewdlbsachse
zugammen, 2. die Breite § der vevtikal zu filhrenden Fugenschnitte sei

1) Ritter gibt an @ = 54°10°, Pilgrim gibt an @ = 54°27". Die Werte
fiir » stimmen bei beiden Autoren mit deo upserigen iberein.
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proportional der zu denselben senkrecht gerichteten Komponente A
der Drucklkraft R.

Wihlt man die Scheitelmitte des Gewélbes sum Ursprung  des
Koordlnatensystems go ist fiir © = 0
Y= 0) P = 0: H o= @
und mit Ricksicht auf die
Gleichungen (19) und (21)
des Punktes T ist:

also

S=kN=%- @,
wo % eine Konstante bedeutet. Aus diesen Gleichungen folgt:

— L — %Y.
Fafdx—-kx_-dx

Die Integration dieser Gleichung liefert, wenn man berticksichtigt, daB
fir 2=0, y =0: y = kzt

Die Gewdlbsachse ist also eine Parabel. Die Begrenzungs-
kurven sind kongruente Parabeln, welche gegen die Gewdlbsachse
vertikal verschoben sind (Asymptotische
Parabeln).

18. Es stellte A BCD das Profil einer
Talsperre dar. Deren hintere Begrenzungs-
linie AD ist eine vertikale Gerade. Man
bestimme die vordere Begrenzungslinie
BN'C derart, daBl bei gefiilltem Becken
und Belastung der Krone durch die Last K
die Druckkurve durch die linkeseitigen
Drittelpunkts (Kernpunkts) der horizontal
zu fihrenden Fugenschnitte hindurchgehe,

Legen wir den Urspring des Koordi-
natensystems in den Punkt 4. Ist dann:

7 = fy)

Fig. 10,
PK
¥

die Gleichurg der Druckkurve, so ist
# =3
die Gleichung der vorderen Begrenzungslinie.

— ]

——
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Das spezifische Gewicht des Talsperre-Materiales sei g; das spezi-
fische Gewicht des Wassers und die Tiefe § des betrachteten Teiles
der Talsperre gleich eins. Der spezifische horizontalgerichtete Wasser-
druck im Punkte N ist gleich y. Bs ist also in den Gleichungen (5), (7)
und (8) des Punktes 4 zu setzen:

dmiz, pumoo, odp=dy, E=3z—2=—4z,

, =0, g=y, =7, di=dy, y,=0

l:-')|t{

=
¥ =
Diese Gleichungen lauten daon:

Vdz — Hdy + $gatdy = 0.

v
V=P+%ijdy,
9

¥
H=Q+Jydy=-9+%f-
[

‘Werden die Werte fiir ¥ und H aus den zwei letzten Gleicbu:l.l'gen
in die vorhergehende seingesetzt und wird diese nach z differentiiert,
so gelangt man zur Differentialgleichung der Druckkurve:

a aypn dy
(8Q — 3g2® + 43;2)3;’,’ |- Sy(az—) —18gx52 = 0.

Es gelang uns nicht, das vollstindige Integral dieser (leichung
zu bestimmen.  Eines ihrer partikularen Integrale und zwar fir

die Werte:
z, = 0, P=0, Q=0

y—=$Voz

Es lautet also die Gleichung der vorderen Begrenzungslinie:

y = Vya.

19. Die soeben gewonnene partikulare Losung der beh:mdelten
Aufgabe zeigt folgende Eigentiimlichkeiten:

Das Profil der Talsperre ist in diesemn Falle ein rechtwinkliges
Dreieck ADC, fiir welches:

tang CAD—-n———v-
g ¥ Va

lautet:
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Nach den Ableitungen im Punkte 15 ist noch
Ve—grg, z=—9sing, Y= —¢003%
ngesetzt, so bekommt

Die Druckkurve isé bei gefiiltem Becken die Gerade 4A.E,, wo &,
im linkea Drittelpunkte der Basis DO liegh.

Ist das Becken nicht gefillt, so daB die 'Lalsperre nur ihrem
Bigengewichte unterworfen ist, so geht die Druckkraft G des beliebigen
Fugenschnittes N, d. b. das Gewicht des Dreleckes NN'A durch den
rechten Driltelpunkt B’ dieses Fupgenschnittes. In diesera Falle ist
also die Gerade AF, die Druckkurve, wobei E| im rechten Drittel-
punkte der Basis DO liegt.

Der Winkel o, den die Druckkraft &
eines beliebigen Fugenschnittes mit der
Druckkurve eingchlieBt, ist in diesem
Falle konstant und gleich:

v CAE]
Dieser Winkel kann (unter der 1

Werden diese Werte in die erste Gleichuvg Y
man die Gleichung der Druckkurve:
0, @ + Lalar4 1277 sin® +

0= Qe sy

in Ubereinstimmung mit der Gleichung im Punkte 15.

Hig. 11

A ———— ¥

Einschrinkung — g < v < ;—‘) mit der
Vergrilerung der Basis O heliebig
grol gemacht werden, was deutlich zeigt, wie fehlerhaft die Annahme
ist, daB die Druckkraft die Druckkurve berithre, L

20. Hab der TragkSiper solch eine Form, daB der Schwerpunkt
des zwischen zwel ‘beliebigen Fugenschoitten eingeschlossenen Teiles
und  die Mittelponkte der Belastungen desselben bestimmt werden
kinnen, so liBt sich die Gleichung der Drackkurve direkt auf-
stellen und die Aufstellung threr Differentialgleichung kann umgangen
werden,

So kdunte die Gleichung der Dhuckkurve des im Puankte 15 be-
handelten Gewdlbes auch wie folgt aufyestellt werden:

IJst (Fig 7, 8. 19) § der Schwerpunkt von ABN'N (2, dessen
Abszisse), in welchem Punkte man sich das Gewicht V von ABN'N
wivlcend denken kann, so folgt wegen des Gleickgewichtes des Trag-
kirperteilss ABN'N die Momentengleichung besiiglich E:

Vig—x)— Q- -y=0.

[ 3 —-"

Nech der Lehre vom Schwerpunkts ist

.
R o.os BiD— .
6. g ety 2
QS == 'g' - T.“- Ty ":P—,
und es iet deshalb
sin
- . 13 12 .2 -2
#, = R8sin L o 3 & T M -2 &
1 9 B ) @
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Eine graphische Darsteilung der geometrischen Progressionen.

Von Dr. M. MiranxkovircH in Wien.

Mit 2 Figuren im Text.

TIm nachstehenden wollen wir eine einfache und anschauliche graphische
Darstellung der geometrischen Progression:

Zeichnet man nun zwischen diesen zwei Ge- i
raden den Polygonalzug ABCDEF'- - -, wo C
je zwel benachbarte Seiten den rechten
Winkel einschlieB8en, dann ist:

BC—AB tang « = aq
CD=BC tang ¢ — ag®
DE =CD tang « = ag® A , B

a+aq+ag®+ag’+--- S o
geben. Zu diesem Fnde mache man: /
AB—a < CBA = 90° G,IJ;“‘Z
und ziehe die Geraden 4.5 und BS’, daB: -
<X CAB = < CBD = a = arctang . (O

[24

i
i
i
I
}
!
i
i
I
i
i
o

Fig. 1.

Die einzelnen Seiten des rechtwinkeligen Polygonalzuges ABCDEF . ..
stellen demnach die entsprechenden Glieder der geometrischen Progression
dar und die Summe einer beliehigen Anzahl Glieder, d. h. die Linge des
dieselben darstellenden Polygons ist auch dargestellt durch die Summe
seiner Horizontal- und Vertikal- 5
Projektion. So istz. B. die Summe |
der ersten fiinf Glieder dargestellt z
durch die Linge AF + F'F. F
Wenn ¢ << 1, d. h. die Reihe kon- :
vergent ist, so konvergieren auch

die Geraden AS und BS — wie

in Figur 1 dargestellt — und L‘/

schneiden: sich im Punkte . Es / "D

ist sofort einzusehen, daB die

Summe der unendlichen Anzahl @

Glieder gleich ist: 5 =
S=A2 +Q Q. Fig. 2.

. Der Begriff der Konvergenz ist hiermit geometrisch sehr klar veran-
schaulicht und kann diesé Darstellung bei der Erklirung des Begriffes der
Konvergenz und der Grenze im Unterricht gut verwendet werden.

- Ist ¢ > 1, d. h. ist die Reibe nicht konvergent, dann divergieren die
zwel Geraden 4S und BS — wie in Figur 2 dargestellt — und die Pro-
gression ist wiederum veranschaulicht durch den Polygonalzug ABCDEF.
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Zur Statik der massiven Widerlager.

Von Dr. M. MILANKOVITCH in Wien.

Wir wollen in dieser Abbandlung drei verschiedene Formen der
massiven Widerlager entwickeln, die gewissen, von vornherein gestellten
Forderungen in allen ihren Teilen vollkommen entsprechen und als die
theoretisch giinstigsten Formen bezeichnet werden k&nnen.

Bevor wir zur Behandlung dieser drei Probleme schreiten, wollen
wir folgende allgemeinere Betrachtungen vorausschicken:

Es sei in der Fig. 1 ein Widerlager A BCD dargestellt. Dasselbe
habe eine prismatische Form, seine Erzeugenden seien senkrecht zur
Bildebene, die Leitlinien A N.D und BN'C stetige Kurven (Begrenzungs-

e 1 kurven). Die Tiefe des betrachteten Teiles
des Widerlagers — senkrecht zur Bildebene
gemessen — sei gleich der Einheit. Auf diesen
Teil des Widerlagers wirke im Punkte F, der
schief gerichtete Druck K. Auf den durch
eine etwaige Hinterfilllung des Riickens BC
des Widerlagers hervorgerufenen Erddruck soll
hier keine Riicksicht genommen werden, da
derselbe vom Feuchtigkeitsgrad der Hinter-
fillung abhingig ist und bei Vornahme von
Reparaturen am Widerlager ginzlich ver-
schwinden kann. Dann wirken auf das Widerlager zwei Arten von
Kriften: der schief gerichtete Druck XK und das vertikal wirkende
Bigengewicht des Widerlagers selbst. Die Fugen des Mauerwerks
nehmen wir horizontal an, da dieselben bei den praktischen Ausfiih-
rungen in Ziegel und Stein tatsichlich so ausgefiihrt werden und bei
Ausfithrungen in Beton die Arbeitsgrenzen eine horizontale Lage be-
sitzen. So wirkt dann auf eine beliebige horizontale Fuge NN’ die
Druckkraft R, welche sich als die Resultante des Druckes K und des
Eigengewichtes ¢ des oberhalb dieser Fuge befindlichen Widerlager-
teiles NA BN’ darstellt. Der Angriffspunkt E dieser Kraft wird der
Druckmittelpunkt der Fuge N.N' und der geometrische Ort der Druck-
mittelpunkte der horizontalen Fugen die Druckkurve genannt. Die der
Fuge NN’ unendlich benachbarte Fuge sei N, N;, ihr Druckmittelpunkst
sei I, und ihre Druckkraft R,. Legen wir in der Kraftebene ein
orthogonales Koordinatensystem mit einer horizontalen Abszissenachse

T
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und einer vertikalen Ordinatenachse und bezeichnen wir die Koordinaten
des Punktes I mit z und y, so ist:

Bezeichnen wir noch das spezifische Gewicht des Widerlagermaterials
mit ¢, so kdnnen folgende Erwigungen angestellt werden:

Auf das unendlich schmale Korperelement N N'N; N, wirken fol-
gende Kréfte:

1. die-Druckkraft R der Fuge NN’, welche aus den Kriften K
und G hervorgeht und welehe wir in die orthogonalen Komponenten
V' und H zerlegt denken;

2. die negativ genommene Druckkraft R, der Fuge N, Nj;

3. das Bigengewicht dG des unendlich schmalen Korperelementes
NN’'N;N,, welches in der Halbierungslinie der Linge NN’ wirkend
anzunehmen ist. .

Die ersten drei dieser Kriifte sind endlich, die dritte Kraft dG
verschwindet mit dz und ist von derselben Kleinheitsordnung wie da.

Die Summe der statischen Momente dieser drei Krifte beziiglich
eines beliebigen Punktes der Kraftebene muB, wegen des notwendigen
Gleichgewichtes, gleich Null sein. Wihlt man somit den Punkt E;
zum Momentenpunkt und bezcichnet das Moment der Kraft dG beziig-
lich dieses Punktes mit 7, (positiv, wenn im Sinne des Uhrzeigers
drehend), so besteht die Gleichung:

ey Viz — Hdy + M, — 0.

In dieser Gleichung sind alle drei Glieder von derselben Kleinheits-
ordnung. In den ersten zwei Gliedern ist die Kraft endlich, der Arm
unendlich klein, im dritten Glied ist die Kraft unendlich klein, der Arm
dagegen endlich. '

Die Momentengleichung (1) wird der Ausgangspunkt unserer Unter-
suchungen sein. Vorher sei jedoch der praktische Zweck der zu be-
handelnden Probleme in. Kiirze erliutert.

Von'der Lage des Druckmittelpunktes in der Fuge hiingt auch die
Normalspannungverteilung lings der Fuge ab. Tillt der Druckmittel-
punkt mit der Mitte der Fuge zusammen, so wird die Fuge in allen
ihren Punkten gleiche Normalspannungen aufweisen; im anderen Falle
erfolgt die Spannungsverteilung entsprechend der Navierschen An-
nahme nach einer zur Fuge geneigten Geraden. Liegt der Druck-
mittelpunkt im mittleren Drittel der Fuge, so wird dieselbe nur
Druckspannungen aufzunehmen haben, fillt dagegen der Druckmittelpunkt
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auBerhalb des mittleren Drittels der Fuge, so ist dieselbe auch auf Zug
beansprucht. Die Materialien, aus welchen die Widerlager hergestellt
werden, sind in der Regel gegen Zug nicht widerstandsfahig, und es ist
die Aufgabe der Konstrukteure, das Auftreten der Zugspannungen zu
verhindern. Zu diesem Ende geniigt es — wie aus dem Vorhergehenden
folgt — daB der Druckmittelpunkt im wmittleren Drittel — Kern —
der Fuge liege. Die Sonderfille jedoch, wo der Druckmittelpunkt mit
dem Mittelpunkte der Fuge oder ihrem Drittelpunkte — Kernpunkte —
zusammenfillt, sind, da der erste Fall eine gleichméBige Beanspruchung
der Fuge, der zweite eine groBtmdgliche Hrsparnis an Material ergibt,
von besonderer Wichtigkeit, und mit diesen wollen wir uns hier be-
schiftigen.

Unsere Aufgabe wird demnach vor allem sein, die Form des
Widerlagers abzuleiten, welches die Kigenschaft hat, daB es in allen
seinen Teilen gleich gedriickt ist und in die Kategorie der Korper

gleichen Widerstandes gehort, welche als die vollkommensten Konstruk--

tionen bezeichnet werden konnen. Xs wird sich zeigen, daB ein solches
Widerlager gekrimmte Begrenzungskurven 4D und BC besitzt. In
der Praxis wird jedoch oft die Forderung gestellt, daB die vordere
Begrenzungskurve 4D eine vertikale Gerade sei und diese Forderung
Derticksichtigend, werden wir auch die Form des Widerlagers ableiten,
-dessen vordere Begrenzungslinie eine vertikale Gerade ist, dessen Druck-
kurve aber auch durch die Fugenmitten hindurchgeht und auf diese
Weise eine gleichmiBige Spannungsverteilung lings der Fuge hervor-
ruft. Dieser zweite Fall hat mehr ein theoretisches Interesse als prak-
tische Bedeutung, weil diese Form des Widerlagers untskonomisch ist.
Fiir den Fall einer vertikalen vorderen Begrenzungslinie bekommt man
— falls keine Zugspannungen zugelassen werden sollen — die Gkono-
mischste Form des Widerlagers, wenn man die Druckkurve mit den
Drittelpunkten der Fugen zusammenfallen laBt, da in diesem Falle
gerade poch keine Zugspannungen im Widerlager auftreten. Mit diesem
Falle werden wir uns deshalb auch befassen und die betreffende Form
des Widerlagers ableiten.

Das Profil des Widerlagers gleichen Widerstandes.

Es sei in Fig. 2 das Widerlagerprofil 4 BCD dargestellt. Dasselbe
sei im Mittelpunkte E, der Krone 4B mit dem schiefen Druck K be-
lastet, dessen wagerechte und senkrechte Komponenten die Irifte Q
und P sind. Wenn das Widerlager in allen Punkten seiner horizontalcn
Fugenschnitte gleich stark gedriickt sein soll, so mufl offenbar seine

(@) . Vdxz — Hdy =0,

v
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Druckkurve F, EE, mit dem geometrischen Ort der Fugen zusammen-
fallen, und es muB auBerdem die Breite d einer belishigen Fuge pro-
portional sein der Normalkraft ¥ derselben, Fig. v. :

Die eingangs entwickelte Momenten-
gleichung (1) wird demnach in diesem Falle
lauten:

da das Glied M, als eine unendlich kleine
GroBe zweiter Ordnung verschwindet.

Es soll aber auBerdem die Beziehung
bestehen:
(3) =KV,

. 4 D Y
wo & eine Konstante bedeutet.

Die horvizontale Komponente H der Druckkraft R ist offenbar
gleich der horizontalen Komponente der Kraft K, da auf den Wider-
lagerteil A BN'N sonst keine weitere horizontale Kraft wirkt.

4 H=q.
~ Die vertikale Komponente ¥V der Druckkraft R ist, wie leicht ein-
zusehen: v
(5) V—=P+g/ody,
0
und es ist mit Riicksicht auf (3)

v
8
E:P+gf6dy.
0

Die Differentiation der vorstehenden Gleichung nach-y ergibt:
1do

Tay =99
oder d
5 = kgdy,
woraus durch Integration — unter Beluckswhtlgung, daB fur y=0,
0 =10 — die Gleichung folgt:
{6) 0 = betov.

Diese Gleichung™gibt uns das Gesetz an, nach welchem die Fugen-
breite 0 nach unten hin zunehmen soll.
Die GleichungenA (2), (4), (5) und (6) ergeben die Beziehung:

Y

P+gbfe“”dy = QZ—Z
¥
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oder

b d
P+ 7;8&5/1/= Qg%;
" woraus: .
Y
(7) .’L‘=7£Q ﬁﬂekgy +C

Der Ausdruck unter dém Integralzeichen kann wie folgt trans-
formiert werden:

1 1 kP-|-be"”—be“”__1_{1_ bekeY }_
kP bek?Y kP kP beko? kP kP bet9Y
_ g— JM}
kg P kP4 beXov

Das unbestimmte Integral der Gleichung (7) lautet also:

) z = %%,{kgy — logna: (B P + be"”)} + C.
Da jedoch fitr y = O x=l2)-, so ist:

) .

| C— g+ ;25 loguu (P + 1),

worauf aus (7) folgt:
: b Q EP 4 bekdy

(8) x=§—+m{kgy~lognat T—b—}

Dies ist die Gleichung der Mittellinie des Widerlagerprofiles. Durch

die Gleichungen (6) und (8) ist das Profil des Widerlagers gleichen

Widerstandes vollkommen bestimmt.*)
Wenn @ = 0, so lautet die Gleichung der Mittellinie der Profiles

x =—g—, wihrend das Gesetz der Zunahme der Fugenbreite unverindert

bleibt. Diese spezielle Form des Widerlagers ist in der technischen
Mechanik unter der Bezeichnung ,logistischer Korper? bekannt.

Das Profil des Widerlagers, dessen vordere Begrenzungslinie eine
Gorade ist und dessen Druckkurve durch die Fugenmittelpunkte
hindurchgeht.

In der Fig. 3 sei dieser Fall dargestellt. Iis ist nun unsere Auf-
"gabe, die Form des Profiles zu bestimmen. Zu diesem KEnde wollen

1) Mit dem soeben behandelten Problem befaBite sich auch Resal in seiner
Stabilité des constructions, Paris 1901 (S. 548 ff.), doch sind seine Ableitungen
fehlerbaft, wie wir dies in unserer Abhandlung , Theorie der Druckkurven“, diese
Zeitschrift fir Mathematik und Physik, Bd. 55, nachgewiesen haben. Um Wieder-
holungen zu vermeiden, verweisen wir auf diese Abhandlung.
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wir ‘die Gleichung der Druckkurve ableiten, welche als die Mittellinie

‘des Profiles dasselbe vollkommen bestimmt. Die Momentengleichung

(1) lautet im vorliegenden Falle:
Vadz — Qdy = 0,
da wie friher H — @ und das Glied M, eine unendlich kleine GréBe

zweiter Ordnung ist. Hs ist auch, wie leicht einzusehen:

Yy .
©) V=P 2g[dey, e
"so daB: y %
d P 2
z=qt+7q )=
o
Durch Differentiation dieser Glei-
chung nach z bekommt man:
da? 2 d
w0 Y% ;
f
Eine einmalige Integration dieser Glei- c ; “
chung ergibt die Beziehung:
iz’ \ 4
(11) 4 _ 0%, Y

wo C noch eine willkiirliche Konstante bedeutet, welche wie folgt be-

% besagt, daB die Druckkraft R die

stimmt wird: Die Beziehung dy _
- dx
Druckkurve beriikrt, und es ist deshalb:

) 2.
dx v=0 Q
Es ist somit:
g b
dy P Py
E S L A
y=0o
woraus -
p A
C==¢ ¢ *
Q
Hs ist also
S a P LA AN
: - y_ P Ta% @
12) ie— 7 ¢ e

und

‘ ‘ _..g.f R
(18) ‘ y:ge ¢ %Q -dz.
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Dies ist die Gleichung der Druckkurve. Das vorstehende Integral
kann nicht in endlicher Form entwickelt werden, doch hat Stieltjes
Methoden angegeben, wie dasselbe berechnet werden kann.?)

Das Profil des Widerlagers, dessen vordere Begremzungslinie eine
vertikale Gerade ist und dessen Druckkurve durch die Drittelpunkte
der Fugen hindurchgeht.

Dieser Fall, bei welchem also gerade noch keine Zugspannungen
auftreten, sei in der Fig. 4 dargestellt. Hs ist auch hier wie frither
H= Q. Das Glied M, der Momentengleichung (1) wird gegen die
anderen Glieder der Gleichung nicht mehr verschwinden, da die Ent-

Tig. 4. fernung der Xraft dG vom Momenten-
punkte F, endlich ist. Wegen der unend-
lichen Ann#herung des Punktes F, an
den Punkt E und der endlichen Ent-
fernung der Kraft dG von diesen Punk-
ten ist die Entfernung der Kraft dG
von F; gleich ihrer Entfernung vom
Punkte F und diese ist, wie sofort ein-

zusehen, gleich %-
Es ist demnach

(14) Mg—2

2aG = ——xgdy = 3gatdy,

und die Momentengleichung (1) lautet im vorliegenden Falle

(15) Vdx — Qdy + $g2*dy = 0,
dd ©
- V= P+ igfady,
so ist .
1 d
(16) P39 fady — Q3 + g2 L = 0.
0

Durch Differentiation dieser (Gleichung nach z gelangt man zur
Gleichung:

a2 d
(17 (g2t — Q2+ 392520
oder dty
T 18gw
(18) dy ~ 3gxz*—8Q dz,
dz

1) Siehe Acta mathematica Bd. 9, 1886.

23) y =% 2 (a3
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woraus durch Integration die Gleichung folgt:
(19) Y o3gar —8Q)".
Fiir das Gleichgewicht des obersten Klementes gilt die Momenten--
gleichung beziiglich Eg:
Pdx — Qdy + 3gxidy =0,
woraus:
dy 8P
cla:} T 3gx3—8Q
Es ist mit Riicksicht auf die Gleichung (19):

8P
—Sya—sg— C(3gzt — 8Q)~%,

woraus:
C—=—8P(3gxl — 8Q)
Es 1st also:
(20) L 8 P(3g28 — 8Q)(3gat — 8Q)".

Wird nun der Kinfachheit halber gesetzt:
. 8@ 2
(21) - 3y =k?

50 ist:

c P
(22) y=—32 @ [

Die zu integrierende Funktion kann in folgende Partialbriiche zer—
legt werden: ' :

1 1 1 3 1 3 1 1

@k 8k (w— k)

. 1
68 @k T 16K a—F 8k @+
3 1 3 1
TV M e b Ty R

Berticksichtigt man, daB fir « = z,, y = 0, so folgt durch Integration
der Gleichung (22): -
- ] o

e { i S V. [ € _
k* (x® — Ifz)2 (2 — k%) okt x? — k?

5 @— B +H
T 08 G Ty (m, — ) }
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Dies ist die Gleichung der Druckkurve E,EFE, E; und ist durch
dieselbe das Widerlagerprofil vollkommen bestimmt.

Fir z =4+ % wird y = + o0.

Es sind somit die Geraden z =k und 2 = — & Asymptoten dieser
Kurve.

Die Begrenzungskurve BN’'N;C entsteht aus der Druckkurve, wenn
man deren Abszissen um die Hilfte vergrdBert; sie hat demmnach auch

Tig. 5. vertikale Asymptoten und deren Gleichungen sind
B B 4 w=3kud z—— ik
i ; Wird P =0 angenommen, d. h. wirkt auf das
; . Widerlager nur eine horizontale Kraft @, so kann y
Ei v ) ) "o
v ?; v nur dann endlich sein, wenn z,= k=V¥- In
i diesem Falle ist die Begrenzungskurve BC eine
ral D

vertikale Gerade, wie dies durch folgende einfache
Uberlegungen bewiesen werden soll. In der nebenstehenden Figur sei
dieses Profil dargestellt, wo also

l

T 8
iz, = /3¢
und o
A~ 348,=]/*¢
ist.

Das Kippmoment beziiglich des Kernpunktes E einer beliebigen

Fuge ist dann:
M=Q-y—-G-%=Q-y—%—-AvBB-y=O.

Diese Gleichung ist das Kriterium, daf die Druckkurve durch die
Kernpunkte hindurchgeht und das Profil den gestellten Bedingungen
entspricht. Hine bemerkenswerte Rigenschaft dieses Spezialfalles ist,
daB die Druckkraft der obersten Fuge die Druckkurve unter einem
rechten Winkel schneidet.
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Drack und Verlag von B-G. Teubuoer in Leipzig. :

- Uber ein Problem der Wirmelsitung und dessen Anwendung
auf die Theorie des solaren Klimas.

- Yon M. MivaxgovircH in Belgrad.

. Inhalfsangabe.

In der’ vorliegenden Abhandlung wird znerst das folgende Problem
der Wirmeleitung behandelt:

Eine der. bejden?Begrenzungsebenen einer unendlich ausgebraiteten
Platte endlicher Dicke wird auf einer konstanten Temperatur gehalten,
withrend die andere p_eribdischen Temperaturinderungen unterworfen ist,
welehe sich als Superposition zweier harmonischer Anderungen von
verschiedener Periode darsteller lassen. Man soll die Temperaturschwan-
kungen im Innern der Flatte bestimmen.
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Nach EBrledigung dieses Problems werden die gewonuenen ]Z‘irﬁzb-
i m

i anf die Theorie des solaren Klimas angeweudetl, un‘oerl ‘;e csmh
nlsl:e tlich jenmes hypothetische Klima veratandt_an wird, W'r.e,: 8 o
bg.f 8321- itherall fest gedachten Erdoberfliche einstellen wiivde, we
a -

i i Atmosphiire umgeben wiire. . . ‘
dleseD:?rnvljeeeli]z:rTeil def Abhandlung befaBt sich mit der Bestlml::zr;]gl-
der Tempémturénderungen, welche sich unter den vorheran.;ngéiﬂﬁche
‘)‘Boraussetzunwen anf einer beliebig gewihlten Stelle der Erdo

=

i iirden.
eulstre'Il‘lenb :ru; l)eiat eine diesbeziigliche Berechnung angestellt lun?e; def

hra daB die Temperatur der Erdoberfliche das Ergebr_ns olgen

e m‘i’r Wirmebewegungen ist: der Wirmezufuhr durch_d1e Sm.mtex;:
d:z};’ﬁ;‘ und der Wirmeabfuhr infolge der Ausstr'ahlupg m}cien mu:a]d
Slinétmicheu Raum. Die Bedingung, dab much die El.nzhr;.;u;igttlere
g' Aupstrahlung das Gleichgewicht halten miissexn, ergﬂ:- 1 Hlere
Tle peratur des in Betracht gezogenen Zaitranmes.?) DleI Beweguﬁ;um

i g das Innere un -

A berfliche der Erde gegen .
e o e d i i hat Trabert bel ssinen Be-
eine Folge der Wirmeleitung ha _ :
gekhi-l;ﬁv{ij nicht in Betracht gezogen. Indessetn lef der El?ﬁzﬁ dies;-

I%cﬁrmel:itung nicht zu vernachlissigen, und o8 ist lsicht zu ersehen,
welchem Sinne sich dieser geltend mache.n wivd. tor Fourion.

Es ist eine bekanute Tatsache, und sie folgt auch aus der Fe o
hen Theorie der Wirmeleitung, daf die Temperaturschv;]ankuarilger;hm.

B temli i i icht mehr wahrnehm-

& in einer ziemlich geringen Tiefe niel W

ErdO}?BEﬁ%g;: II:;DT:L man nach Trahert®) amnehmen, daB sie im fesf&;x;

;M c;;niz; e‘iner Tiefe von 10 m verschwindend klein werden. Es brauc_
- i
ﬂ::mach bei der Untersuchung der Bewegung deé (‘;/‘liarnzemer;ga;ul:r

‘ i ie oberste Schichte der Erdkruste mif
folge der Leitung nur die o “ dlrusto mié einer

i 1 racht gezogen zu werden. Die .

Dicke von 10 m in Betracht g oge) w o antore Fliche

‘ i i big gewthlten Stelle der

ser Schichte hat anf einer belie _ ‘ ’ _

?[esetl:‘ t(; 1'_'[‘emperai:ur, welehe sich wenig von der mlttlenl-.en LT'lhres

o dw:xtur der Oberfliche unterscheidet, Die Temperat.urandenlmfen
fiPmPOeberﬂ-'iche haben einen doppelt cszillatorischen Chax('iakter, mdem

o ' iti agli jabrlichen Anderungen dar-

sie di ition der taglichen und der jahr -

62611(2:19 S;nlierslzorzmer wird die mittlere tigliche Tempera.tx;r de]g Ober
ke i ; egren-

8 i 1 tur, auf welcher die uatere Beg
i hiher sein als die Temperatur, :
ﬁszhzﬁ;zhe der betrachteten Schichie konstant gehalten wird, und es

% g 3 3

7 i itschr. 1894, S. 485.
Tr golare” Klima. Meteor. Zei . .
1% g'x‘:hearutclhDi?r‘;l)ért Lebkrbuch der kosmischen Thysik, Leipaig 1911,
2) Bishe 2h &
8, 487,
3) Ebenda §. 602,
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wird sich demnach in dieser Jahreszeijt ein. Wirmeflu von der Ober-
fiiche gegen dus Innere der Erde einstellen, was zuy Folge haben wird,

daf die Temperatur dep Erdoberfliche niedriger sein wird als sie ohne

Das Umgekehrie wird im

Die Wirnmeleitung vermindert demnach die Awplitude der Tempe-
raturschwankungen und jhe EinfluB kann unter Umstinden sehr bedeu-
tend sein. Trah ort, der diesen BinfluB njcht berticksichtigte, gibt z B.

in der vorher erwihnten Abhandlung die mittleren Temperaturen des
kiltesten bzw. deg wirmsten Monats am

an. Wird die Wﬁrmeleftung berticksichtiot

Betracht zu gziehen, Das Endziel
tive Bestimmung dieses Binflusses
olaren Klimas, welche diesen EinfluB

Das Pljoblem der Wé\',rmeleitung.

Um das eingangs formulierte Problemn der Wiirm
wird vor allem die Fouriersehe G]eichung
(1) L gl

a8 T N gm

eleitung zu 1&san,.

heranzuziehen sein. Tn derselben bedeutet «

die Entfernung eines be-
liebigen Punktes im Innern der.

Platte von Jener Begrenzungsebene,
welche periodischen Temperaturiinderungen unterworfen ist, % die Tem-

peratur dieses Punktes zur Zeit ! und K% den Temparatur-Leistu'ngs-
koeffizienten der Platte, Bezeichnen wir mit % die Wiirmeleitfihigkeit,

mit ¢ die spezifische Wiirme und mit ¢ die Dichtigkeit der Substans
der Platte, so besteht dic Bezichung ;

Ko F
. -

Die Begrenzungsebene - 0 der Platte sei periodischen Tempe-
raturdnderungen unterworfen, welche durch den Ausdruck:

o= Yy Abos%—?(t — L)+ acosi—zt

darstelllur sind, worin u,, 4, T,z und ¢, Konstanten bezeichnen Diese
Temperaturverinderungen sind also eine Superposition zweier harmoni-

scher Oszillationen, und wir nebmen an, daB die Periode 7' der lang-
Zeityehrift 1, Muthematik u, Physik. 62. Raud, 15913, Hele 1, 5
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sameren Oszillation hedeutend gréfier ist als die Periode © der schnel-
leren Oszillation, so zwar, daB der Quotbient

T
T
eine sehr kleine Zahl ist. -

Die Amplitude A der langsamen Oszillation ist konstant, die Am-
plitade a der schnelleren Oszillation kann sich mit der Zeit langsam
andern, doch so, daB der Differentialquotient

da
d
imfaer eine schr kleine Zahl bleibt.

Die Dicke der Platte sei k. Diese Gréfe soll der Bedingung ge-
niigen, daB der Ausdruck
_iyE
i

ebenfalls eine sehr kleine Zahl ist.

Die andere Begrenzungsebene z = i der Platte soll auf der kon-
gtanten Temperatur v, gehalten werden. Unsere Aufgabe ist demnach
die folgende:

Man finde das Integral der Gleichung (1), welches folpenden Grenz-
bedingungen Geniige leistet:

fir x =0
(2)l at = #, Ai-Acongﬂ(t—to) + a,coszz—xt
fir z=1h
®)
u =t

Dabei sind die Grsben:

b]/;
T du “xY r

AT TR
gogeniiber den iibrigen sehr klein,

Setzen wir: )
(4) w=wu,+ Acos%(t— )+ %[vo — AcosZ —(g fu)] 4 gerttie,

Diese Funktion geniigt hel entsprechender Wahl der Konstanten «
und B der Gleichung (1)}, denn es ist:

‘. 2 o x ¢ d
'ra'!: =4 (T - 1) Sm— (6 — 1) + e+i= 5% | gaester=,

Von M. Mmasrovircs. ‘ : 687

Da jedoch sowehl =

o
als auch da aehr klem smd so konnen die

dt
ersten zwei Glieder der rechten Seite vernachlissigh werden, so dalB:
du "
(5) W = guetlt Ia';
Bs ist weilter:
(8) a“_aﬁreaHﬁZ
Jaxt

Setzen wir die Ausdriicke (5) und (6) in die Gleichung (1) ein,
so gelen wir, dab diese befriedigt sein wird, wenn die Beziehung besteht:

o — KB
Nehmen wir an, g sel komplex, d. b. setzen wir statt 8 die Aus-

driicke: ptif, p—ip

und stati o:
Ki(p +1p)* = K*(p* — %) + 2ifpK?
K (p — 1B = K*(p* — %) — 2igpK>.
Dann kénnen wir die Grofe:
ear-{-ﬂ:
durch eine der folgenden rwel ersetzen:
oK — )1 BF PR (h prifn
e!l"'[p"—ﬁ")t—2tﬁp}{":+pz—iﬁ:}
oder, noch allgemeiner, durch deren Summe, nachdem wir die erste mik
einer wiltktirlichen Konstanten C°, die zweite mit ¢ multipliziert haben.

Iufolgedessen kann dem letzten Gliede der Gleichung (4) folgende Form
gegeben werden:

BeKM B =PIt en (V@ BlE R0 | (i 1K)
oder mit Riicksicht auf die Eulerschen Formeln:
aeX =1k es (C7 4 () cos fla + 2p K2 +i(0'— O) sin (o4 2 K*0)

Hetzen' wir

'+ 0"=10, W(C—CN=0¢,

wo demnach.C, und C, wieder zwei willkiirliche Konstanten bedeuten,
und aufierdem:
P = ﬁ;

so kann der durch die Gleichung (4} dargestellten Funktion folgende
Form gegeben werden:

u==uo+f1cos T — )+ = h,vn —uD—Acong“(t—~ to)]
+ aer*{Geos{pz + 2pK) + Cysin(pz -+ 2p° K¢},
5t

(7
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Diese Funktion befriedigt die Differentialgleichung (1) und hat
eine. solche ¥orm, daf sie bei entsprechender Wahl der Konstanten auch
den Grenzbedingungen (2) und (3) Geniige leistet; denn setzen wir:

01:1) CE=OJ Z‘?:_%"/%_r
so erhalten wir:

w =1, + Acos—g%(t — ) + %[wo — o, — A cos%‘—(t — &0)1
(8) /7

. e TCS(ﬁt z]/;)
T ae 0 Z -3 gk

Setzen wir in dieser Gleichung z = 0, so erhalten wir:
2w 2w
u =1y + dcos—(¢ — &) + acos—¢,

d. h. die Funktior (8) befriedigt die Grenzbedinguug (2). Setzen wir
in (8) # =h, so erhalten wir:
k L

“wV T 27 ny S w
%—’DO—FB‘,E COS(Tt 74 ?)
k ¥,
FVE

sehr klein ist, so Ist mit groBer Anndherung:

Dg aber

U =1y,
und die Grenzbedingung (3) ist somit auch befriedigt.

Es stellt dempach die Gleichung (8) das gesuchte Integral der
partiellen Differentinlgleichung (1) dar und gibt das Gesetz un, nach
welchem die Temperaturen in der Platte mit der Tiefe o und der Zeit ¢
variieren, , :

Zichen wir die Temperaturiinderungen in Bebracht, welche wakvend
des kurzen Zeitintervalles z in der Tiefe x stattfinden, so k8nnen wih-
rend dieses Intervalles die Grilen:

2

(9 A cos . {t — &) =m

und o als konstant angepommen werden, da sich m und a mit der
Zeit langsam indern. Die mittlere Temperatur u, des Intervalles « ist
dann:

Von M. MiLaxgovitem, | ’ 69

oder mit Riicksicht auf die Gleichuﬁg (8) und die vorstehenden Be-

. zeichnungen: ot
+ty
xV;
x @« ~ X' 7 D @£ x :
w, =ty +om A leg —ug —m] + —e /:zos(Td — Tf-l/;)di'
;-—;-
Da aber

f+t
2

Seos(22i- B/ TYae=0

T

=3

ist, 80 ist die mittlere Temperatur des Intervalles v in der Tiefe z ge-
gehen dureh die Gleichung: '

{10 W, = 1, + m+—v°_—7’f: T,

welche besagh, dafl sich die mittleren Temperaturen «, mit der Tiefe x
linear #ndern,

Tragen wir demnach in einem orthogonalen Koordinatensystem als -
Abszissen die Tiefen z und alg Ordinaten die entsprechenden mittleren
Temperaturen w», auf, so stellt uns die Gerade ML die Abhingigkeib
der mittleren Termperaturen von der Tiefez
wihrend eines gewihlten Intervalles v dar.
Die Ordinste des Punktes 37 ist (v, + m)
die Abszisse des Punktes L ist & und seine
Ordinate #,.

Der Gleichung (8) konn mit Rileksicht
auf die Gleichungen (%) und (10) folgende
Form gegoben werden:

ey .
—_ L. KT 2m ]/
(11) se=1e 4 cte cos_(—;t~—1—{]/;)-
Wiihrend des betrachteten Intervallesz
oszillieren demnach die Temperaturen « um ibre Mittelwerte u, welche

durch die Ordinaten der (eraden ML davgestellt sind. Die Amplituden
dieser Oszillationen sind:
' A 7]
e XK r,

+ a

sie nehmen also mit der Tiefo x ab. Aaf der oberen Begrenzungsebene
der Platte ist der Wert der Amplitude gleich «, anf der unteren ist
diese Amplitude verschwindend klein.
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Die Kurven S| L und 8, L, deren Entfernungen in der Richtung ¥
von der Geraden ML glsich V_
“xV Y

+ae

_zy=
—ae Fy T
sind und welchs sich dem Punkte L unendlich nahern, geben die Grenzen
an, zwischen welchen die Temperaturen wihrend des Intervalles =
sehwanken. Wihrend des groBen Zeitintervalles 7' oszilliert der Punkt
M langsam zwischen den Lagen M, und B3{,, welche den mittleren
Temperaturen des kiiltesten, baw. des wirmsten Zeitintervalles z ent-
gpricht. Der Punkt L ist unbeweglich.

Zur Theorie des solaren Klimas.

Denken wir uns die Atmosphire der Frde weggeschaffi und die
Oberfliche der Erde tberall erstarrt, so wird die Temperatur eines be-
liebigen Punktes der Oberfliche die Funktion folgender dreier Ein-
flisse sein: 1. der Sonnenstrahlung, die wir kurz Insolatiom mnenmen
werden, und durch welche tiglich gewisse Wirmemengen der in Be-
tracht gezogenen Stelle zugefibrt werden, 2. der Ausstrahlupg in den
interplanetarischen Raum, welche wir kurz Radiation nennen werden,
wad durch welche fortwihrend eine Abfubr der Wirmemengen von der
Erdoberfliche gegen den interplanetarischen Raum bewirkt wird, 3. der
Wearmeleitung, welche wir kurz Konduktion nennen werden, und durch
welche nach dem Vorhergehenden eine Wirmeabfulir von der Erdober-
fliche gegen das Erdinnere oder auch umgekehrt hervorgerufen wird.

Untersuchen wir diese Einfliisse gesondert und bestimmen wir jene
Wirmemengen, welche infolge dieser Einflisse innerhalb eines Zeit-
intervalles = von 24 Stunden der Erdoberfliche zu-, bzw. abgefithrt werden.

Durch die Insolation wird in der Zeiteinheit der Einheit der Erd-

oberfliche eine Wirmemenge zugefihrt, welche — wenn die Exzentri-
zitat der Erdbahn nicht bericksichtigt wird - darch den Ausdruck:
(12) U _ 4,7 cosz

dargestellt ist.

Dabei bedeutet z die Zenitdistanz der Sonne, A, das Absorptions-
vermigen der BErdoberfliche wnd J die Solarkonstante.

A, hingt von der Beschaffenheit der Erdoberfiiche an der in Be-
tracht gezogenen Stelle ab. Wenn die Erdkruste ein vollkommen

schwarzer K#&rper wire, so wiirde d, = 1 betragen. In Wirklichkeit

ist A, kleiner als Eins

Von M. Mmaxxovirca. . 71

I ist eine Wirmemenge, welche der Einheit der vollkommen schwar-
zen Qberfliche in der Zeiteinheit zugefithrt wird, wenn die Sonnen-
strahlen auf diese Fliche senkrecht auffallen und wenn sich die Soone
in der mittleren Entfernung befindet. Diesc Konstante betriigt nach
den nenesten Untersuchungen?) 2 (Grammkalorien fiir em® und Minute.

Die Zenitdistanz # der Sonne ist gegeben durch die Gleichung:
(13) cosz=sing sind 4 cosgp cosd cosm,
wo ¢ die geographische Breite der in Betracht gezogenen Stelle der

Erdoberfliche, § die Deklination der Soxne und o deren Stundenwinlel
bedeutet.

Begeichnen wir mit ¢ die Sounenzeit — gezihlt von Mittag bis
Mittag — wnd mit = das Zeitintervall des Sonnentages, so ist:
(14) o = 2:#
und
{18) cogz = sing sind 4 cosg cosd cos 2: L.

In der obigen Gleichung ist ¢ streng genommen nicht konstent, weil
die Sonnentage micht vollkomnmen gleiche Linge haben, doch ist diese
Abweichung geringfiigle und kann vernachlissigt werden. Auch kann
= 248 der mittleren Zeit gesetzt werden.

Die Gleichung (12) gilt nur fiir jene Yeitinterwalle, wo sich die
Sonne oberhalb des Horizontes befindet, d. k. nur fir

S

oy

Sobald die Sonne untergeht, hért die Insolation vollkommen auf.
Infolgedessen wird die Warmemenge fq,, welche wibrend des Zeit-
intervalles v der in Betracht gezogenen Stelle der Erdoberfliche zuge-
fithrt wird, gleich sein: .

@
+5

(16) dg, == | dg,,
: [}

&

wo @ die Linge des Taghogens der Soone oder die Linge des Tages
bedeutet. Diese Grife wird aus der Gleichung (15) bestimmt, wenn
man in dieselbe einsetzt:

: &} .

{,.,é., & 7

1) Siehe Trabert, Lehrbuch der kosmischen Physik, Leipzig 1911, 8. 444
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Aunf diese Weise erbalten wir

sing sind 4 cosp cosd cos - @ =0,
woraus ’
(17} cos-;@= — tang @ teang §.
Aus den Gleichungen (19), (15) und (16) folgt dann:
@
ty

Jg = AOIJ‘(sin o sind 4+ cos @ cos § cos %Et)dt.
o

)

Die Griofie ¢ ist, da wir eine bestimmte Stelle der Erdoberftiche
ins Auge fassen, konstant; auch kann dio Deklination 6 der Sonne
wihrend des Intel valles ¢ als konstant angeschen werden, da ihre maxi-
male Anderung wihrend dieses Intervalles nur Q-0064 betrigt. Es ist
deshalb:

(18) dg =

Die Gréfle o¢, ist also als Funktion der Deklination der Sonne
und der Tﬂgeshngc somit auch als Funktion des Datums dargestellt.
Wenden wir uns nun der Bestimmuog der Wirmemenge /g, zu,
welche innerhalb des Zeitintervalles © infolge der Rad:atlon von der
Xirdoberfliche abgefihrt wird.
. Nach den Untersuchungen von Paschen!) ist die in der Zeitein-
heit ausgestrablte Wirmemenge gegeben durch den Ausdruck:
.
dat

AT | @ sin sina-{—%costp cos & sinl:@}-

— ¥,

wo I die absolute Temperatur des ausstrahlenden Kiérpers, ¢ und &
zwei Konstanten bezeichnen, welche von der Natur dieses Kérpers und
dessen Oberfliche abhingen. Wenn dieser Kérper vollkemmen schwarz
wire und wir die Zeit in Minuten, die Flichen in cm® messen wiirden,
so hatte man fir s =4 und fiir ¢ = 0768 >< 10~ d_h. die Aus—
strablung wire durch das Stefansche Gesetz geregelt. Fiir cinen nicht
vollkommen schwarzen Kérper ist ¢ stete kleiner als der oben ange-
gebene Wert, wihrend sich ¢ um so mehr der Zahl 5 niihert, je mehr
sich der strahlende Korper von dem absolut schwarzen unterscheidet.

Siegl®) bat sowohl fiir eine Reihe von Gesteinen, als auch fifr
Wasser und Eis die Konstanten ¢ und & bestimmt, so da8 gerade fiir

1) Paschen, Uber die Gesamtenission glihenden Platius, Wied, dnp. 49.
Uber die Gesetvma,ﬁlgkelteu in den Spektren fester Kévper, ebenda 58 and GO.

2) Siegl, Uber dos Emissionsvermsgen von Gesteinen, \Vasser und Bie,
Wiener Bitzungsber. Math.-naturw. Klasse Bd, CXVI.

-y
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den behandelten Fall ausreichendes Beobachtungsmaterial zur Verfiigung
steht. )

Um die Wirmemenge .7¢, zu bestimmen, nehmen wir — dem Bei-
spiel Traberts folgend die Temperatur der in Betracht gezogenen
Stelle der Erdoberfliche wihrend des Zeitintervalles = als konstant
und gleich der mittleren téglichen Temperatur «, des betreffenden Tages
an. Dann ist:

(19) Agy=¢(273 + ) r,

wo u_ in Celsiusgraden zu nehmen ist:

BTs ertibrigt uns noch jene Wirmemenge g, zu bestimmen, welche
wihrend des Zeitintervalles r der BErdoberfliche durch Konduktion aus
der Erdkruste zugefihrt wird, Wie wir bereits in der Einleitung dar-
getau baben, braucht bel dieser Untersuchung nur eine Schichte der
Erdkruste von der Dicke % gleich rund 10 m in Betracht gezogen zu
werden, da deren untere Begrenzungsfliche eine von der Zeit unab-
hingige Temperatur v, aufweist, welche sich wenig von der mittleren
Johrestemperatur der Oberfliche unterscheidet. Die Oberfliche dieser
Schichte ist periodischen Tsmperaturinderungen unterworfen, weiche
einen doppelt oszillatorischen Charaliter haben, indem sie durch Super-
position der tiglichen und jébrlichen Anderungen entstehen, Die Periode
T dex jibulichen Anderungen, das Jahr, ist viel gréBer als die Periode

7= 00027 cine
kleine Zahl isl. Es kann — wie dies ofters geschehen ist — ange-
nommen werden, daB diese Anderungen harmoniseh sind, d. . es kann

die Temperatur # der Krdoberfliehe an einer gegeberen Stelle als eine
Funktion der Zeit £ von fo]gender Form dargestellt werden:

v der iglichen Anderangen, so duf der Quotient

(20] u=-uo+A coa (i—()-l—acosit

A st die Amplitude der jihrlichen, a die Awmplitude der tig-
lichen Sehwankungen. 4 ist konstant, weil nach einem Jahre dieselben
die Temperatur der Oberfliiche bestimmenden Verhiltnisse wisderkehren;
a #ndert sich -ira allgemeinen von Tag zu Tag, doch erfolgen diese

Anderungen so langsam, daB der Quotient j eine kleine Zahl isk.

Hinsichtlich der GroBe ty ish fo]gendes zu bemerken: Die mittlere
Jahrestemperatur », der Oberfliche ist gleich

z ’ r r
A . .
uf=%‘/u.dt:u,, ! J;/cosg%(t—to}dc +%Jcos—;tdt.
8 g

0
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Da aber T

2x
fcos—;—(t —4)di=0

u
T
und T=

wo # eine gunse Zahl (365 oder 366) ist, so ist auch

T r
fcosz%ztdt—_—fcosmtdt—O

1] ]

und demnach
Up = Uy,

u, bedeutet also die mittlere Jahrestemperitur der Erdoberfliche an der
in Betracht gezogenen Stelle.

Der betrachiete Teil der sphiroidischen Schichte der Erdkruste hat
einen sehr groBen Radius und kann deshalb durch sine Platte ersetzt
werden, s0 daB die Warmebewegung in diesem Teile der Fourierschen
Gleichung:

du o*u

(21)  m B

gehorchen wird. Die Dicke 2 der betrachteten Schicht ist so gewshls,
daB in der Tiefe 2 - & die Temperaturinderangen der Oberfiiche nicht
4 n
filhlbar sind, und es ist deshalb ¢ *  ° eine kleine Zahl, Die
Temperaturinderungen in der betrachteten Schicht werden durch das
partikuldre Integral der Gleichung (21) dargestellt sein, welches fol-
genden Grenzbedingungen Gentige leistet.
Fir 2 =0
==y - A cosz—z(t—toj +a cos?gt

und fir x = %

"= iy,
Dabel sind die GriBen b=
r ds TFUW
T dt?

gehr Kklein.

Dasg zu losende Problem ist identisch mit dem eingangs bebhandelten
Problem der Wirmeleitung, und es wird demnach die Temperatur # in
der Tiefe o und zur Zeit ¢ durch die Gleichung (8) dergestellt sein,
welche wir hier wiedergeben:

=ty + A cosSTﬁ(t—to) + ;;, [0
e .y
4 ae” 1003(?1&—%—'/;)-

~ iy — 4 cesg;(t - .'50)]

Von M. Miawgovirom. . . 5

Die Wirmemenge %’:—, welehe in der Zeiteinheit der Flichenein-

heit der Oberfliiche durch Konduktion zugefiihrt wird, ist nach den
Grundannahmen der Fourierschen Theorie proportional dem Tempe-
raturgefille und gleich:

@) x5,

Aus dér Gleichung (22) folgt:

du v, — A 2
Fa= h TR ST (E—t)
aq /= _%V%l 2z, xV; B-n:t T 1_1}.
trlVze Sm(—; —F :)—WS(T —xV7
Es ist also
Dae Y, — U, PR 27
(24) = }__]"_ cosr(t—t,,)—{—K-l/ nTt—cos7t}-
=10

Im Zeitintervalle ¢ bis # + ¢ wird der Oberfliiche die Wirmemenge
Aq, ugefithrt, welche gleich ish:
e+ T

(25) dg,= g,

und mit Riicksicht anf die Gleichungen (23) und (24):
i+

A 2
—Icos?’—p(t—to)dt

Yy — U,
Aq’3=KT°‘F—".Kh

1+
+aV—f31n—tdt—fcos—tdt

Die letzten zwei Integrale der vorstehenden GHleichung verschwinden

und es Ist
M 4z

(26) ldg3=-K”."._j_‘““z —Khifcos (£ — ¢, dt.

1

Bezeichnen wir wie frither mib u, die mittlere Temperatur an der
Oberfliche wihrend des in Betracht gezogenen Tages, so ist:
tEz

w = fudl

z
f
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vnd mit Ricksicht auf die Gleichusng (20)
e Bx N 2x
U, T = UyT +Afcos—f—(t—tu)dt+aj eos — (¢ — &) dt.
3 ¢
Dus letzte Integrel der vorstehenden Gleichung verschwindet, und
es kann demnpach der Gleichung (26) folgende Form gegeben werden:
(27 dgy= K2y
Nac]?dem nun die Wirmemengen Ag,, Ag, and Ag, berechnet
Tvorden sind, kana zur Bestimmung der mittleren Temperatur des Zeit-
mter:m]les 7, d. h. der mittleren Temperatur eines beliebigen Tages, ge-
schritten werden. Aaf der Oberfliiche der Erde wird sich Jene Tempe-
ratur einstellen, fix welche die zugefiihrten Wirmemengen gleich den
a.bgefijhrten_sind. Zugefiithrt wurden die Wirmemengen ¢, und Ag,,
abgefithrt die Warmemenge ¢, Die Temperatur %, wird man dem-
nach aus der folgenden Gleichung bestimmen:
(28} dg + dgg=Ag,

Setzen wir in die obige Gleichung die Werte fiir Ag,, g, und
gy aus den Gleichungen (18), (19) und (27) ein, so erhalten swir:

AOI{@ sing sind + % cos ¢ cos d sin ;@} —¢(275 + u))v

+ %(vu— u)r =0
Bezeichnen wir ’
(29) e_,

T H

wo demuach i das Verhiltnis des Tagbogens der Sonne zum Bogen
von 360" bedeutet, so bekomwmt die vorstehende Gleichung die Form

(80)  ¢(273 + w) + % (2, — ;)
EAOI} A sing sind - —11; cos p cosd sin/‘m} .

In dieser Gleichung sind fiir einen gegebenen Tag alle GriBen bhis
auf die GroBen w, und v, bekannt. Hinsichtlich der GriBe v, kann fol-
- gendes bemerkt werden. Diese kann it grober Anniherung der mitt-
leren Jahrestemperatur u, gleichgesetzt werden. .

Die Temperatur w, wird auf folgende. Axt berechmet: Der wiimste
Tag der Oberfliche ist nach Gleichung (20) der Tag, fir welchen:

cos —z‘if—‘ (t—t)y=1
d. h

t=ty=mr

=

Von M. Micaxzovircn. 77

Wihbrend dieses Tages kann die Temperatur der Oberfliche durch
die Gleichung dargestellt worden:

EE
ul=u°-1.—A+acos~r—t.

und es ist die mittlere Temperatur des wirmsten Tages
T
Wy F 3

1
maz e, = fu =+ A.

K
T~ —

2

Auf dieselbe Art bekommt man die mittlere Temperatur des kitl-
testen Tuges: min u, = w,— 4,
und es ist demnach in erster Annsherung:

u0=%(maxu,+ minw).

Mit einem angenommenen Werte fiir v, =, werden mit Hilfe der
Gleichung (30) die mittleren Temperaturen des wirmsten und des
kiltesten Tages an der in Betracht gezogenen Stelle der Erdoberfliche
bestimmt. Tdiese Tage treten an der nérdlichen Hemisphire fiir Orte,
wo @ > 28°30° ein, wenn 0 = 23°30" baw. 0 = — 23°30" betrigt. Das
arithmetische Mittel der berechneten Temperaturen gibt cinen besseren
Wert fur u, mit welchem die Rechnung wiederbolt werden kanm.
Dann kann man mit Hilfe der Gleichung (30) die mittleren Tempera-
turen fiir eine gréBere Anzahl der iiber das Jahr gleichmiliig ver-
teilien Tage berechnen, um daraus mit einer noch groBeren Genauig-
keit die mittlere Jahrestemperatur u, zu bestimmen.

Nachdem diese Berechnung durchgefiihrt worden ist, sind in der
Gleichung (30) alle Gréfen bis suf die GréBe wu, bekannt Diese
(#leichong gestubtet uns demnach die mittlere Temparatur u, eines be-
liebigen Tages im Juhre zu bestimmen, ldst somit die Aufgabe, welche
wir uns gestellt haben.

Belgrad, 20. Mirz 1912
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