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4. Uber die Verringerung der Wdirmeabgabe
durch die Mawrsatmosphdre;
vony M, Milankovitch.

Als Fortsetzung meiner Untersuchungen iiber die Theorie
der Strahlenabsorption in der Atmosphire (vgl. Apn. d. Phys.
48. p. 623f) will ich hier die oft diskutierte Frage der Glas-
hauswirkung der Marsatmosphire, welche fiir die Klimatologie
dieses Planeten von besonderer Wichtigkeit ist, zu beantworten
versuchen. .

Ich mache dabei folgende Annahmen: Die Oberfliche des
Planeten nehme ich an der in Betracht gezogenen Stelle als
-eben an und dessen Atmosphire zusammengesetzt aus ebenen,
zur Oberfliche des Planeten parallelen Schichten, so daB die
Dichte der Atmosphire eine Funktion der Entfernung z von -
der Planetenoberfliche ist. Die Absorptionskoeffizienten der
Atmosphire a (z) und a,(z) fir die lichte bzw. die dunkle
Strahlung seien- — dem Beerschen Gesetz zufolge — der
Dichte der Atmosphire p(z). proportlona,], so daB dieselben
durch die Ausdriicke

‘ (x) = kz oz ) v
dargestellt erscheinen. Nachdem ich in der erwshnten Ab-
handlung gezeigt habe, daB die Differentialgleichung - des
Strahlungsvorganges nur dann integriert werden kann, wenn

" die Absorptionskoeffizienten von der Form sind

—_— cx
@ R D

lLay(z) =a,e ’ :
s0. nehme- 1ch an, daB die Dichte ¢(z) der Atmosphare der
einfachen (Newtonschen) barometrischen Formel -

" %8

(3) : _ . (gﬁf‘-— 0,6 P

€z

gehorcht worin g, und Pi dle Dichte bzw d
Annalen der Physik. . 1v. Folge. 44.
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Drﬁék der Atmosphire und o, das spezifische Gewicht des
Wassers an der Oberfliche des Planeten darstellt.
Setzt man nun

ki 0y = s

' ky 00 = ay
(4) ‘ . T _ .
- b

. Po } )
so sind die fiir die Integration der Diﬁereni;_ialgle;lchung des
' i i fiillt.
Strahlungsvorganges notwendigen Bedmgungen er
' Dieg mittlere Temperatur der Oberfliche des Planeten

kann nach der zuerst von Christiansen angegebenen Methode -

auf die Weise berechnet werden, daB man den Pla,ne.t einer
stationdren Strahlung ausgesetzt (;i]enkt, welche der mittleren
{ des Planeten entspricht. _
BeStrlgglzTi]cghnet man mit J, die Solarkonstante, mit d d.xe
mittlere Entfernung des Marses von der Sonne, gemessen 1n
Erdbahnhalbmessern, und mit 7 den Halbmesger der Mars-
kugel, so wird diese in der Zeitein!lelb von def'_ Stra.hlﬁn.g
(1/d®)Jyr?m getroffen und es entspricht der Flacheneinheit

der Marsoberfliche eine mittlere Bestrahlung
1

(5) - Jm = 1d? JO .

Dieser mittleren Bestrahlung entspricht auch .ein mlttler.er
Inzidenzwinkel oder, mit anderen Worten, eine. mittlere Zenit-
distanz z, der Sonne. Diese GroBe z, ist wie folgt zu be-
stimmen.

Verbindet man einen- beliebigen Punkt M der bestrahlten -

Marsoberfliche mit dem Mittelpunkt O der Marskugel, so
" schlieBt dieser Radius mit der Verbindungsgera'der.l Mars—
Sonne den Winkel z, welcher gleich ist der Zen'ltdlstanz der
Sonne im Punkte . L&Bt man nun d_en Radius O M um
die Verbindungsgerade Mars—Sonne rotieren, 80 jbesch;exbt
der Punkt M einen Kreis auf der Marskugel, in déssen
Punkten die Zenitdistanz der Sonne gleich z ist. LaBt man
den Winkel z um dz anwachsen, so gelangt man zu einem
anderen, unendlich benachbarten Kreise a.,uf der Marskugel.
Allen Punkten des zwischen diesen zwel une\ndhch nahen
Kreisen eingeschlossenen zonenformigen Fl'achenelfam'entes df

g entspricht die Zenitdistanz z Die mittlere Zenitdistanz z,
der bestrahlten Halbkugel ist somit
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oy |
20 = g [ 221

.0 :
und da, wie leicht einzusehen, df = 27 r?sinzdz, so ist
x/2
2y = | zsinzdz =1,
Jes
oder rund
6) _ z, = b17°.
- Bei einer mittleren Bestrahlung J, pro KFlicheneinheit

und einem mittleren Inzidenzwinkel z, wiirde sich bei Ab-

wesenheit der Atmosphire auf der Marsoberfliche jene ab-
solute Temperatur 7, einstellen, bei welcher das Emissions-
vermdgen F, der Oberfliche gleich der von der Strahlung o/

absorbierten Wiarmemenge ist. Bezeichnet man demmnach das

Reflexionsvermogen der Oberfliche des Planeten fiir den In-
zidenzwinkel z, mit Z, so besteht die (leichung:
(7 B, = (1 — R)J,.

Zwischen den GroBen Z, und 7, kann nach den Unter-
suchungen von Ferrel?l), Paschen? und jenen von Siegl?3)
die Beziehung
8) B =cT° .
als geltend angenommen werden. Dabei sind ¢; und & Kon-
stanten, welche von der Beschaffenheit der Oberfliche ab-
hingen. Wenn der Planet ein vollkommener Strahler wire,
8o hitte man in (7) Z =0 und in (8) statt ¢, die Konstante
des Stefanschen Gesetzes und &= 4 zu setzen. Aus (7)
und (8) kann die Temperatur 7, berechnet werden.

Wegen der Anwesenheit der Atmosphire muf8 die Glei-
chung (5) durch die in meiner erwidhnten Abhandlung abge-
leitete Gleichung (9) ersetzt werden, welche die Beziehung
zwischen ‘der Einstrahlung 7, und der durch dieselbe bei An-
wesenheit der Atmosphére hervorgerufene Emission Z, mathe-
matisch zum Ausdruck bringt. )

Bevor ich nun die Resultate der erwihnten -Abhandlung,

1) W. Ferrel, Bull.' philgs. Soc. Washington 5.
2) F. Paschen, Ann. d. Phys. 49, 58 und 60.
3) K. Siegl, Wien. Sitzungsber. 116.

; Lo . 30*
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auf welche ich, um Wiederholungen zu vermeiden, verweise,
benutze, erwdbne ich folgendes: Ich habe in derselben voraus-
-gesetzt, daB die mittlere Bestrahlung — die ich damals mit J;
bezeichnet habe — auf die Planetoberfliche senkrecht auffillt.
Ist der Inzidenzwinkel der Sonnenstrahlen wie im gegenwirtigen
-Falle gleich 2z, so werden die Sonnenstrahlen durch die Atmo-
sphire einen secz,-mal groBeren Weg zuriickzulegen haben
und nachdem  dieses Verhiltnis, wenn man von der Refraktion
absieht, fiir jede beliebige Schicht der Atmosphire gilt, so ist
in den in der erwihnten Abhandlung abgeleitéten Gleichungen
a, () durch e, (z)secz,, d. h. ¢, durch e,secz, zu ersetzen.
Ich werde diese Substitution jedoch erst im Endresultate vor-
nehmen. '

Die in der Marsatmosphire vorkommende, jedenfalls ge- -

ringe diffuse Zerstrenung der Sopnenstrahlung werde ich eben-
falls erst am Schlusse meiner Berechnungen-in Betracht ziehen.
Durch dieselbe geht ein Teil der einfallenden Strahlung fiir
den Wirmehaushalt des Planeten verloren und ist derselbe
von der auf die Oberfliche des Planeten auffallenden lichten
Strahlung in Abzug zu bringen. :

Ich nehme auch an, daB die Marsoberfliche die von der
Marsatmosphire emittierte dunkle Strahlung vollkommen ab-
sorbiert, d. h, ich setze
(9) 4, =1.

Der Gleichung (3) zufolge erstreckt sich die Marsatmo-
sphare theoretisch in das Unendliche und es ist deren Mich-
tigkeit :

(10) h = co.

Ich habe in der erwihnten Abhandlung mit &(z) die In-
tensitat jener Strahlung bezeichnet, welche an der Stelle z
von einer Atmosphirenschicht von der Dicke 1 emittiert wird.
Zwischen dieser GroBe, der Bestrahlung J,, und der Emission Z,
der Planetenoberfliche ‘bestehen nun folgende Gleichungen,

welche man erbdlt, wenn man in die Gleichungen (28), (29),

24), (19), (9), (15) und (17) der erwihnten Abhandlung die
Gleichungen (2), (9) und (10) substituiert:

(11) 20 13¢50 4 90ts(r) = T(a),

d x?
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@ —cx — ’

+ R, ‘.’_ZJ
e ¢ .
B

4 y —8ex | ~ 2, 2
12) 7o) =yl = a7, [~ 37 g o0

C (ds(@) S, —cm —ex
[ az T (ao‘? +c)e(x)—%—ao(ao—{-ao’),]me_zwe"%e
(13) X o . _2;‘0 - — ¢ s '
] _}_%_ao(ao__ao,)RJme < Zcxg+%e
, —2cz
% e ' ()=0)
+ & _ % —c=z ex
| B=e ¢ ¢ [i,e &(z) — % - e
(14) % a, “m
a ) _ 24 % ~ oz :
_aoOIRJme fe —Z(x)—r(l‘)],
(15) ‘E’O = (1 . R)J' e © 4 7'(0),
(16) Z(r) = e a f&(l‘)e e _cxdx,
0
_a_‘Lle—cz ~ ay’ —‘cx‘
(17) 7'(.2‘):8 ¢ f&(-’l’) e+76 dz.

Diese Gleichungen ermagli .. :
. glichen, wie ich nun zeige
die Aufstellung der Beziehung ZWiS’Chen 7 und gen werde,
m 0°

Das allgemeine Inte - Di i i
: : gral der Differentialgleich i
bekanntlich ‘dargestellt durch den Ausdruck gleichun (1) ot

' = C e—c= : —'cz 1 —ex .
(18) {6@ 1€ | + Ge—?2 + e fF(x)e+°“¢x

1 .
—_ 79‘20zfﬁ7(x)e+?czdz, E

wo G und ¢, die Integrationskonstanten bedeuten. Dje in
oblgem' Ausdruck vorkommenden ‘Quadraturen kénnen nach
- Heranziehung der Gleichung (12) mittels der Substitution

(19 . : D, or
((i. })l. ’ ¢ ’ z=y’
—er gy = L
e e % d’y’
e~ 2cx . c

durchgefiihrt werden und mjz;,n bekommt:
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—2cx

g(z) = C e 4 C,e
(20)

—Ccxz - e
2_a/A)d, e [e ¢ +Re e ¢

a —cx ' AIZa‘, aog—cdc]

Um die Integrationskonstanten. C, und C' zu bestimmen,
setze man in die Gleichungen (14) und (18) = = 0 wodurch
man zu folgenden Gleichungen gelangt:

lsﬁ

@) ey By =2:(0)— a,(1 + B)J,e © —a)r(0),

dx

_ %
(22){d3(0)+(%+c)8( ) haole (14 Byt a1~ R T,e ¢

— a)/?r(0)=0.
Es ist dabei, mit Riicksicht auf (20),

.
28) $0)=C, + C, + — %(1+R)Jme c,
20 o e —2cq,
(24) N o
+ g ey (L — B — e (L4 R)] e <

© Multipliziert man (21) mit ,”, addiert hinzu (22) und
nimmt Riicksicht auf (23) und (24), so bekommt man

25 a2 By — a) C, — (c + a,) G,

= lme (= B a1+ B Ty e

- Multipliziert man (15) mit e, addiert hinzu (21) und
nimmt Riicksicht auf (23), so bekommt man

2ay B, —2C, —2C,
(26)

= 710‘ [ao_‘_"o’ (I — B)—a* (1 + B)] Tpe .

A Aus (25) und (26) folgt aber
en ' G, =0
und die Glemhung (25) bekommt die Form

©8) oy B, — 0, — L% [0 (l — B)—

5 ag ”o ‘(1 + R) Jme:—_c‘_
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Aus (15) und (28) _folgt

. ) e .
29) ¢ = —_[ — Ry +a/(1 +R)]J, e + a,"r (0)
| und aus (17), (20) und (27)
_w ex +ﬂ’_ —cx
r@Q)y=0C¢é ° e e dz
¥
1 oo g St e
-+ Ta, {ay ayde << J | e e ¢ dx
0
1 B _2mta) —cm B0t o Pkt .
+ ga; (@® — a)e ¢ RJ,|e e dz.

Die obigen Quadraturen kénnen mittels Substitution (19)
leicht durchgefihrt werden und man bekommt:

’

1 -2
r(0)=aio,01_a_o,e < q
1 -G
B0 — o [a,(l — B) 4 (1 + B, e =
(]
N _a_()’ . —2%+aol
+- 2a (ag+ a,VJ, e © — (a —aYRdJ e e

Setzt man dlesen Wert in die Glelchung (29) ein, so be-
kommt man

SO
B1) 6= 5%+ a ), —-i“—"(ao )R, e
und mit Ri'xcksmht auf (20)-
. a o s 1 o e,
.a(x)=§.7°(ao+ao')<7me —Ez(ao—ao’)ﬁevfme e
- RN e e _ 4 —c=
(32) v -+ 2_G0(a02fa0?)fme e ¢
. . i " ——-2—a° —cx R AP
+ ! (a2 — a/®)Rd, e °e et .

2@ay .
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Diese Gleichung gibt die Anderung der Emission der
~ Atmosphére lings der Normalen zur Planetoberfliche an.
Wenn die den Zusammenhang zwischen der Emission und der
Temperatur angebende Strahlungsformel bekannt ist und wenn
‘man fiir J,, die mittlere Ja,hrhche Bestrahlung des in Betracht

" - gezogenen "Oberflichenelementes in (82) einsetzt, so kann die

mittlere jahrliche Temperatur der Atmosphire in jeder be-
licbigen Entfernung von der Planetoberfliche eindeutig be-
stimmt werden.

Ich will, bevor ich weitergehe, eine kurze Bemerkung
iiber den Temperaturgradlent der Erdatmosphiire hier ein-
schalten. Die in obiger Gleichung vorkommenden GréBen sind

uns fir die Erdatmosphire, in erster Annaherung wenigstens, -

bekannt. Man konnte auch fiir die erste Orientierung an-
nehmen, daB die Strahlung der Gase das Stefansche Gesetz
befolgt und man bekime dann mittels (82) eine Gleichung,
welche die Abhingigkeit der mittleren jahrlichen Temperatur
der Erdatmosphire von der Hohenlage angeben wiirde. Nach
dieser Gleichung wiirde die Temperatur mit der Hohe kon-
stant fallen, wahrend die neuesten Beobachtungen oberhalb
des elften Kilometers von der Erdoberfliche das Aufhoren des
Temperaturgefilles, ja sogar einen Temperaturaufstieg kon-
statiert haben. Diese Nichtiibereinstimmung findet ihren Grund
in dem Umstande, daB in der Erdatmosphére in verschiedenen

Hohen, welche jedoch auf die ersten elf Kilometer beschrinkt

sind, ganz gewaltige Reflexionen der einfallenden Strahlung
stattfinden, welche ich in meinen bisherigen Untersuchungen
nicht beriicksichtigt habe. Denkt man sich aber in" das hier
benutzte Atmosphirenmodell eine teilweise reflektierende
Schicht, welche die Wirkung der Wolken illustrieren soll, ein-
_geschaltet, so wird ein Teil der an derselben reflektierten

Strahlung von der oberhalb derselben befindlichen Atmo-

spharenschichten absorbiert und zur Erhthung ihrer Tem-
peratur benutzt werden, ‘wodurch Temperaturinversionen
entstehen konnen. Die theoretischen Untersuchungen solcher
Falle sind jedoch zu weitliufig um an dieser Stelle verdffent-
licht zu werden. ,

Aus (28) und (81) folgt die fiir unsere Zwecke wichtige
Gleichung: ’
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1, 1 ' L

(33) EO = —E—a;-(ao —J[— aol)Jm _— '2—%((10 —_— ao')R-fme, ¢

5 .

gl =B — a1+ B Te

deren Vergleich mit der Gleichung (7) angibt um wieviel sich
die Emission der Planetoberfliche durch die Anwesenheit der

~ Atmosphire erhdht hat. Nach den bereits erwihnten Unter-

suchungen von Siegl, welche sich auf eine Reihe von Ge-
steinsarten erstreckt haben, ist der Exponent ¢ der Gleichung (8)
wenig verschieden von 4. Nimmt man demnach an, daB die
Emission der Marsoberfliche der vierten Potenz ihrer absoluten
Temperatur proportional ist, so verhilt sich die tatsichliche
mittlere Temperatur 7, der Marsoberfliche zur Temperatur 77,
welche sich bei Abwesenheit der Atmosphire auf derselben

einstellen wiirde wie ]/17 zu ]/_1 Es folgt demnach aus den
Gleichungen (33) und (7):

4 2a @
(34)5_-: ag+a) —(@—a))Re ¢ +[a,(1—R)—a/(1+Rje ¢
T 2a0(1 — R)

Dieser Gleichung kann man eine fiir die Anwendung be-
quemere Form geben, indem man die Transmissionskoeffizienten
der Atmosphire in dieselbe einfiihrt.

Von der einfallenden Strahlung erreicht beim zenitalen
Stand der Sonne die Oberfliche des Planeten, wie leicht ein-

. % .
zusehen, nur _der Teil J(0)=dJ,e <. Dies folgt iibrigens
auch aus der Gleichung (4) meiner zitierten Abhandlung. Das
Verhiltnis J(0):J_, also. die GroBe

m?

@

wird der Transmlsswnskoefﬁment der Atmosphire fir die lichte
Strahlung genannt. Analog bedeutet

@) Ty

’
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den Transmissionskoeffizienten der Atmosphare fir die dunkle
Strahlung.

Nachdem in unserem Falle die mittlere’ Zenitdistanz der
Sonne gleich z, ist, so ist in alle abgeleiteten Gleichungen
statt a, der Wert a,secz, oder wenn man die Bezemhnung

e

(87) _ gecn =g, N

einfiihrt, statt der Gleichung (35) die Gleichung
_ %

(38) e =g,

zu setzen. Die Gleichung (86) bleibt ungeéindert weil der Ab-
sorptionskoeffizient @, fiir die dunkle Strahlung von der
Richtung der Sonnenstrahlen unabhingig ist.

Aus (38) und (36) folgt weiter

. [
@y = — clogua'q, = — 57 log ¢,,

’

a, = — clognai ¢ = ——% log ¢,

wo ‘M der Modul der Briggschen Logarithmen ist. Fihrt
man diese Werte in die Gleichung (34) ein, so kann mit
— ¢/ M gekiirzt werden und man bekommt:
T, '

(39) 7, =

4 /log g.+logq — Ry log g, + Rg.*logq’ +(1—R>q=10gq,—(1+R)q,logq’
. 2 (1 - R) 1Og qx

Setzt man endlich in der obigen Gleichung fiir B die
Albedo des Mars, welche nach neueren Bestimmungen 0,22
betragt, ein, so hat man dadurch auch den Verlust der lichten
-Strahlung durch die Reflexion in der Marsatmosphire beriick-
sichtigt, da sich die Albedo aus dem Reflexionsvermogen der
Oberfliche und der Atmosphire zusammensetzt. Dieser Wert
wire eigentlich nur im Zahler fir R zu setzen, da das R im
Nenner das Reflexionsvermdgen bei Abwesenheit der Atmo-
sphére darstellt. Man kano aber als T, jene Temperatur der
Marsoberfliche definieren, welche sich auf derselben bei Ab-

" Die Verri’ngerung der Wiirmeabgabe, durch die Ma‘rsatm'osphd}'e.' 4175 -

wesenheit der Atmosphire und bei einem Reflexionsvermogen

-yon 0,22 einstellen wiirde und erhilt auf ’die'se Weise'

T, (1 +07Sq,—022g,2)10g95+(1+022q,—1229:)10gq
56logq,

Fiir g, =1, d. h. fir vollstandige Durchlasmgkelt der

" Atmosphare fiir l1chte Strahlen, wird der obige Ausdruck von

der- Form ¢ und nahert sich, wie leicht abzuleiten, dem
Grenzwert

' T 4 i -,
(41) . p= 1/1 — 2 logau -

Uber die Werte der Transmissionskoeffizienten der Mars-
atmosphire fehlen uns verliaBliche Daten. Hs ist jedoch ge-
wiB, daB, nachdem ¢ fiir die Erdatmosphire zwischen 0,60
und 0,70 liegt und die Marsatmosphire durchsichtiger als die
Erdatmosphire ist, der Wert fiir ¢ fir diese letztere grioBer

als 0,70 sein und zwischen 0,70 und 1,00 liegen wird. Den

Wert von ¢, welcher fiir die Erdatmosphare zwischen 0,20
und 0,30 liegt, kann man weniger einengen, weil der eventuelle,
uns unbekannte Kohlensduregehalt der Marsatmosphire, diesen
Wert sehr herunterdriicken kann. Ich will mich- zur Schitzung
dieser Werte auf keine Hypothesen einlassen und lasse hier
eine Tabelle folgen, aus welcher die (lashauswirkung, d. h.
der Wert von 7,/7,, fiir die noch méglichen Werte von ¢
und ¢’ abgelesen werden kann,

Tabelle._

> . : :
-\3»\"% 7 =0,10 ¢ = 0,20 | ¢ = 0,30 | ¢’ = 0,40 | ¢’ = 0,50 | ¢’ = 0,60

¢g=070| 1,162 1,013 | -1,081 1,056 1,036 1,018

g=080| 1,181 | 1,131 | 1,098 1,072 1,051 1,033
g ='0,90 || 1,197 1,146 | 1,112 1,087 1,065 | 1,047
g=1,00| 1211 ;- 1,159 1,125 | . 1,099 | 1,077 1,059

- Wie man aus dxeser Tabelle érsieht, kann die Glashaus-
wirkung  der Marsatmqsphare nicht grof3 sein. Selbst bei der
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unwahrscheinlichen}Annahme', daB ihre Konstitution derart ist,
daB sie alle einfallenden Strahlen ungehindert durchlaBt (g = 1),
von der Ausstrahlung der Marsoberfliche dagegen 90 Proz.
absorbiert (¢ = 0,10), kann die Marsoberfliche eine mittlere
absolute Temperatur haben, welche nur um 21 Proz. hdher

(ist als jene, welche sie bei Abwesenheit jeglicher Atmosphire

aufweisen wiirde. , -
. .

(Eingegangen 10. Mirz 1914.)




