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AN NUASAS NN

n der Fachwelt der Betoneisen-Konstruktionen lkénnen
zwel scharf von einander getrennte Schulen unter-
schieden werden. Die eine umfafit die Anhiinger
der doppelten Armierong der Betoneiseutrager

{(Coignet. Pavin de Lafarge, Chaudy, Piketty,

Lefort, Bonna, Luipold, Visintini ete), die andere
umfafit jene Konstrokteure, welche die doppelte Armierung

als uunrationell vermeiden (Jlennebique, Sanders,

Ast ete) Verschwindend klein ist die Anzahl der Xon-

strukteure, die sich der einen und der anderen Art der

Armjerung bedienen.

Wir wollen diese sonderbare Erscheinung zum Aus-
gangspunkt unserer Betrachtungen wihlen und vor allem
die Frage ertrtern: Was die Ursache dieser senderbaren Lir-
scheinung sei und welche von den beiden erwithnten Schulen
die richtigere ist?

Es sind vorwiegend Griinde rein praktiseher Natur,
welche die scharfe Grenze zwischen den heiden Schulen
gezogen haben. Die Betoneisen-Konstruktionen sind noch
nicht Gemeingut und die Konstrukteure sind auf ihre Patente
angewiesen, mit welchen sie in allen Fillen auszukommen
trachten. Auch spielen verschiedene Umstdnde, welche bei
der Ausfihrung der Betoneisen-Konstruktionen zu heriick-
sichtigen sind, bei der Wahl der Armierungsweise eine
grolie Rolle. Yo den Gegenden, wo das fur gie Schalung
notwendige Holz leicht zu beschaffen ist, werden Monolith-
Konstruktionen — solche, wo die ganze Konstruktion in
einem betoniert wird — mit Vorliebe angewendet; in den

‘Gegenden, wo das Schalungsholz schwer zu beschaffen jst,

werden einige Konstruktionsteile schon in fertigem Zustande
versetzt, um das Sebalungsholz zu ersetzen und zu ersparen.
Dafi bei diesen verschiedenen Herstellungsarten die Arma-
turen auch verschieden sein mtissen, ist selbstverstindlich.
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der doppelt armierten Triiger sind nur oberflichlich be-
handelt worden, so dal’ in der Praxis, da derselben die
Anhaltspunkte fehlen, weleke ihr die Theorie verschaffen
sollte, die grofite Willkirlichkeit hercseht.

Uber die wichtigste Frage ans der Baumechanik der
Betoneisen-Konstruktionen, dber die Frage namlich, wie der
doppelt armierte Trager zu armicren ist, d. h. in welehem
Verhiiltnis die Armatur der Druckseite und die Armatur
der Zugseite zu einandec stehen sollen, herrschen noch die
grundverschiedensten Anschauungen.

Wihrend nach der Aansicht von Liefort die Arma-
turen der Druck- und Zugseite einander gleich sein sollen,
ist Coignet der Ansicht, daf die Druckarmatur die Hilfte
der Zugarmatur betragen soll. Anderc Fachleute befirworten
dagegen eine noch schwichere Armierung der Druckscite.

Wenn man die Voraussetzungen, auf welchen sich die
nunmehr fast allgemein akzeptierte Theorie der einfach
armierten Betoneisentrager grindet, auch fur den doppelt
armierten Betoneisentriger als richtiy voraussetzt — wie
dies auch die meisten Betuncisentheoretiker (Christophe,
v. Emperger, Koenen cte) getan haben -- so ist-das
Problem der Armierung des doppelt armierten Betoneisen-
tragers ein mathematisch determiniertes und kann demnach
auch gelost werden. :

Wir wollen uns in dicser Abhandlang mit der Losuny
dieses Prohlems befassen, welches wir hier vom rein theo-
retischen Standpunkte betrachten wollen. Uber die An-
wendung der hier gegebenen Losung dieses Problemes in
der Praxis und tber die praktischen Ricksichten, die dabei
in Betracht zu =ziehen sind, wollen wir an einer anderen
Stelle berichten. ‘

Wir werden unsere Untersuchungen nur auf Beton-
eisentriger von rechteckigem Querschnitt ausdehnen, da die
in der Praxis angewendeten Betoneisentriiger fast immer
von rechteckigem Querschritte sind, da auch bei Monolith-
Konstruktionen, wa der Triger elgentlich einen T-formigen
Querschnitt besitzt, die Platte sich, wie wir dies frither ge-
zeigt haben, an der Zugseite des Trégers befindet, wo sie
wirkungslos ist, s0 dali der zur Geltung kommende Triger-
querschnitt auch hier rechteckig ist.

Die Abmessungen des Betontriigers sind gewdhnlich
durch praktische Riicksichten gegeben, deshalb nehmen
wir an, das der Betonguerschnitt des Tragers gegeben ist,
und dali man die Armataren so zu bestimmen hat, dal) der
Betoneisentriger ein gegebencs duleres Moment aufzunebmen
imstande ist, dabei aber muglichst Skonomisch armiert ist.
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Wie wir schon friher gesagt haben, hat die Armatur
der Zugseite die Aufgabe, die in der Zughulfte des Triger-
querschnittes auftretenden Zugspannungen aufzunehmen. Die
Zugormatur mufl deshalb so dimensioniert werden, dafi sie
die Zugspannungen aufzunehmen imstande ist, da sie aber
mdglichst konomiseh dimensioniert sein soll, so soll sie
diese Forderung gerade noch erfullen, d. h. die Zugarmatur
ist so zu dimensionieren, dafl fir das gegebene dullere
Moment ihre zuliassige Zuginanspruchnahme vollkommen
ausgentiitet ist.

Die Druckarmatur ist dort notwendig, wo der nutz-
bare Drackquerschnitt des Betons so klein ist, dall ohne
eine Armijerung desselben, die zulissige Druckinanspruch-
nshme des Betons iiberschritten wird. Die Drockarmatur
hat demnach die Aufgabe, den Betondruckquerschritt zu
entlasten und man hat sie aus tkonomischen Rucksichten
s0 zu dimensionieren, dall sie die ihr zufallende Aufgabe
gerade noch erfullt, d. h. die Druckarmatur ist sv zn
dimensioniercn, daff fir das gegebene aullere Moment die
zulissige Druckinanspruchnahme des Betons voll ausgentitat
wird.

Eine vollstindige Ausnutzung der Druckarmatur ist
nicht moglich, wie wir dies spiter zeigen werden.

Demnach formuliert sich das zu behandelnde Problem
wie folgt:

Ein Betontriger von gegsbenem rechteckigen Quer-
schnitt ist so zu armieren, dall fur ein gegebenes tiulerss
Angriffsmoment die Zugspannung des Eisens und die Druck-
spannung des Betons dic cntsprechenden znlassigen Inan-
spruchnahmen erreichen.

Die Voraussetzungen, auf welchen sich die hier ent-
wickelte Theorie griindet, sollen hier nsher prazisiert
werden.

Diese Voraussetzungen sind:

1. Der Beton nimmt keine Zugspannungen aof.

2. Die zur Trugerachse senkrechten ebenen Quer-
schnitte bleiben nach der Deformation des Trigers eben.
3. Die Elastizititsmoduli E, und E, des Eisens bezw.

des Betons sind in den gegehenen Spannungsgrenzen kon-
stante Zahlen.

4. Das Eisen gleitet nicht im Betonkdrper.
5. Es sind im Trager keine Anfangsspannungen vor-
handen.

Der Untersuchung legen wir noch folgende Bezeich-
nungen zugrunde (siche Fig. 1):



Fa hezeichne:

b die Breite des rachteckigen Betontragerquerschnittes;

% die Hobe desselben;

o die Entfernung des Schwerpunktes der Zugarmatur
von der Unterkante des Trigers;

a’ die Entfernung des Schwerpunktes der Druck-
armatur von der Oberkante des Tragers.

Die Griflen &, & @ und o' sind als gegeben zu he-
trachten und es bezeichne noch:

I = h— a die nutzbare ‘Hohe des Betontrigers;

a' = I, so dall avch p eine feste gegebene Zahl he-
deutet.

Es bezeichne ferner:

7s den zu bestimmenden Querschnitt der Zugarmatur;

fo den zu bestimmenden Querschnitt der Druck-
armatur;

% ‘_g:- die Verhiltniszahl der Elastizititsmoduli des
Eisens und des Betons, welehe Zahl nach der Voraus-
setzang 3) eine konstante Zahl ist;

M das anf den Querschnitt A B wirkende sullere An-
griffmoment;

sy die an dem oberen Rande des Tragerquerschnittes
auftretende Maxzimaldruckspannung des Betons;

2, die Zugspanoung der unterenm Armatur, welche wir
wegen der Kleinheit des Armaturquerschnittes als eine im
ganzen Arma.turquerschmtt gleichmifige voraussetzen.

¢ die Druckspannung der oberen Armatur, welche
wir 1m ganzen Armaturguerschnitte als eine gleichmalige
voraussetzen;

3, die znlussice Zugbeanspruchung des Eisens;

35 die zulassxga Druckbeansprachung des Betons.

Es stelle die Gerade N N* die neutrale Achse des
Tragerquerschnittes, welehe, da wir aur den Iall der ge-
rades Biegung in Betracht ziechen, eine horizontale Gerade
ist und es bezeichne

# den Abstand der neutralen Achse von der Ober-
kante des Tragerquerschnittes.

Auf die Schwiachung des Betondruckquerschnittes
durch die Druckarmatur soll keinc Ricksicht genommen
werden, da ja der Querschnitt der Druckarmatur im Ver-
gleiche zum Betondruckquerschnitt immer ein kleiner ist.

Nach der Voraugsetzung 2) Dbleibt der zur Triger-
achse senkrechte ebene Querschnitt A4 B, nach erfolgter De-
formation in die Lage A’ B kommend, chen.
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Deshalb bestehen die Beziehnngen:
Dp 0D K —=x

A4~ 04 =z
ce 00 x—pk
AAd 04 =

DD, 0C und 4 A’ sind die gleichzeitigen Dehnungen
(bezw. Verktirzungen) der Zugarmatur, der Druckarmatur
and der Bandfaser des Betondruckquerschnittes, und deshalb
folgt aus der Voranssetzung 3):

DI e oy G Ly 1 gy
AA" T Ey By o E n oo,
CU o o 7 £y 1
A_A’——E'Eb-__ 'J”IE'Q 72 Op
Es bestehen demnach die Gleichungen:

Oy . . - . . . 1},

[«

W —a
@

F—wh
’Te’*—‘ﬂﬁ"*“b- -4 B

Go T~ 7

Die im Querschnitte 4 B wirkenden inneren Krafte sind:
1. Die Resultante Z der Zugspannungen der Zug-
armatur
Z=_s. %
wirkend in der Schichte D D.
2. Di¢ Resultante D der Druckspannungen der Druck-
armatur
D=/ 0
wirkend in der Schichte & C.
3. Die Resultante 1 der Druckspannungen des Beton-
druckquerschnittes. Da die Spannungen den Verkilrzungen
roportional sind, do sind diese Druckspannungen in der
neutralen Schichte gleich Null und wachsen geradlinig bis
sum oheren Rande, wo sie die Grife op erreicken, deshalb
ist ihre Resultante gleich

‘Dl =%f).?.'ﬁb

und wirkt in der Hohe des Schwerpunktes des Dreicckes

04 4", ist alsb um % z von der neutralen Schicht

entfernt.

"1l

Nachdem diese drei inneren Krifte mit dem zulleren
Angrifismoment das Qleichgewicht halten sollen, so muls
ibre gcometrische Summe gleich Nu!l sein, das heifit:

£Z—D—D =0
oder
1
fece-fe’oa’—?b:ccrh:() - § X

Aulerdem mull die Summe der statischen Momente
der inneren Kritfte bezliglich eines heliebigen Punktes
ihrer Kraftebene gleich dem aulieren Apgriffsmoment M
sein. Wahlen wir den Punkt 0 zum Momenteopunkt, so
drickt sich diese Forderung mathematisch aus durch:

M=2Z0h - x)—f—D('.\'—y.h')—!—Di—z- x

oder

M=Ffyc, (b — 3 4 fo' 6’ (x — 1 h’)_-{-- ; batay . 4)

Wir haben uns dis Anunfgabe gestellt, den Triager
derart zu dimensionieren, daB die zuldssige Zuginanspruch-
nahme des [Bisens und die zuldssige Druckinanspruchnshme
des Betons voll ausgentitzt werden, d. h. es soll:

TeT=8g - . - . . . . . Db)
Ty — 8h . . . . - . . . 6)

Durch Einsetzung der Werte o, und 6, aus den

Gleichungen D) und 6) in die Gleichungen 1) und 2) folgt

B — 2
So—n —x Sy - - .. 7)-,
o = !“"h,sb R ) 2
Aus der Gleickung 8) folgt:
Ge' TR &

d. h. die Druckspannung der Druckarmatur ist kleiner als
die n-fache wulissige Druckinanspruchnabme des Betons.
Nachdem fiir die in der Praxis zuliissigen Werte die zu-
lissige Druckinanspruchnahme des Eisens grofier ist als
die a-fache zulissige Druckinanspruchnahme des Betons,
so folgt daraus, dal die Druckarmatur nie bis zur zulissigen
Inansprachnahme beansprueht werden, also nie vollkommen
ausgenfitzt werden kann.
Aus der Gleichung 7) folgt:
T 8y
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7 8, ' Die Nenner-Determinante des obigen Gleichuags-

Der Ausdruck — - 1st eine konstante Zahl und systemes ist:

Sa 1wy
wenn wir sie mit v bezeichnen. d. h.: n(l —) — r(y—up)
N= 1-— vyt v — )3 =
7 §p . n ot —t & A n ¢ —e) sy B
. -==V . . . . . 10), . X hY] Vi |
£y 1= 7 8 y
so ist n? —1
w=vh' . . . . . . . 1l ! = =D —nak ==
d. h.: { —vo
Bei dem anf reine Biegung beanspruochten doppelt armierten _ nl 1 ,
rechteckigen Betoneisentriiger, welcher so armiert ist, dab fiir ein ==y (=D =) — p)s b
pegebenesiiuberes Biegungsmoment dle zulissige Zugheanspruchung
des Eisens und die zniissige Druckheanspruchung des Betons voll Die Zuhler-Determinante flir 7, ist:
ausgeniitzt werden, st dag Verhiilinis der Entfernung x dex neatralen
Achse von der Druckkante des Triigers zur Nutzhbhe b des Trigers | |
cine konstants Zahl v, die nur von don erwiilmten zmliissigen lu- ) - v b A — R (V -— I-L)
ansprochuahmen des Eisens und des Betons nnil deven Elastizitiits- Z1 = 1 (v e =
modull abhilugig und vollkommen unabhiingig ist von den Ab- M — 5 wigy b R2 n —p')sb h
messungen des Triigers und dem Bieguungsmowments desselben. ! : Y
Schreiten wir nun zur Bestimmung der Querschnitte | 1 _, \
der Armaturen. . —vbh —1 |
Mit Rucksicht auf die Gleichung 11) lauten die Glei- =a{r—p)| AR ST L N
chungen 7) und 8): . ‘ M——=v2s L
1 —w .
8o = it - T 1
3 & ) =nl—p [M+T‘i(v—3p)sbbh‘3].
Y — w
G, = n . P 3). . . .
¢ T B 13) . Die Zuhler-Determinants fiir £ ist:
Werden die nun gewonnenen Werte fidr z, g 5.’ aus . 1 |
den Gleichungen 11), B), 12) und 13) in die Gleichungen 3) a(l —v) g VUK
und 4) eingesetzt, so gelangt man zu den Gleichungen: Zy = (1 — w2 1 | =
' n - sy ' M — —3-\)33bh’9 \
. ’ 1 .
n(l — ) fo-—n(y —p) fo' — 9 vEB R . L L 1), 1
1 5 V2 b Rt
1 — vt (v -un)2 =n(l—w =
nooo— - s R n - sy R = =n( 1—v
- b fe+ v b fe - sbhf M—%\ﬁsbbk'?‘ |
=1‘r[—-‘1--- vig, b . . . . . . 1B) : 1
3 =n(l—V|H——=v@B — Vs bh?
. 6 b !

Aus diesen zwel Gleichungen kénnen nun die Quer- :
schnitte /3 und /3’ bestimmt werden. demnach lauten die Ausdrdcke fiir /o und 74
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v [JPI{ - (_15_ y(v—3p) s b h’z]

Fo== 16),

H

it —v) (1 —u s b
v [j?:l' —{ v (B -—v)8 D h"ﬂ}
}é‘f_ - b e — —
T o Wy —p) sl
Diese Gleichungen geben direkt die Quersehnitte der
beiden Armaturen an und lssen das gestellte Problem.

Aus den letzten zwel Gleichungen folgt auch die sehr
interessante Beziehung:

Bei demn auf reine Biegung beangpruchten doppelt armierten
rechteckigen Betonecisentriger, welcher sv armlert ist, daB fir
¢in gegebenes inberes Biegungsmoment die zuldssige Zughean-
spruchang des Eisens und die zuliissige Druckbeansprochang des
Betons voll ansgeniitzt werden, sind die Querschnitte der Arma-
turen lineare Funkiionen des finleren Biegungsmomentes.

7).

Hat man demnach [iir einen Betoneisenbalken vom
gegebenen Querschnitt die Armaturen fiir zwel verschiedene
Biegungsmomente bestimmt, so sind damit die Armaturen
fur alle Biegungsmomente gegeben. Denn trigt man auf
einem orthogopalen Koordinatensystem auf der Abszissen-
achse die Biegungsmomente auf, zuf den entsprechenden
Ordinaten die beztiglichen Querschnitte der Zug- und der
Druckarmatur, so liegen die Endpunkte dieser Ordipaten
auf zwel Geraden, welche wir die konjugierten Ar-
maturlinien nennen wollen. Bestimmt man also von jeder
dieser Geraden zwei Punkte, zo sind damit diese Geraden
gegeben.

Diese konjugicrten Armaturlinien geben ein sehr an-
schauliches Bild tibher die Art und Weise, wie der Trager
armiert werden soll.

Es stellen uwns (Fig. 2) die beiden Geraden F, und F,'
die konjugierten Armaturlinien fiir einen gegebenen Trager-
querschnitt dar, und zwar sei Fi die Zugarmaturlinie und Fy’
die Druckarmaturlinie, das heifit ihre Ordinaten gehen die
Querschnitte der Armaturen an.

Die heiden Geraden sind in jener gegenseitigen Lage
in der Figur eiogetragen, wie sie sich fir die in der Praxis
vorgeschriebenen Werte der zulissigen Inanspruchnahmen
und der Elastizititsmoduli ergeben: Der Schnittpunkt der
heiden. Geradén liegt itber der Abszissenachse und bis zu
diesem Punkte entsprechen der Zugarmaturlinie groflere
Ordinaten als der Druckarmaturlinie.
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Diese konjugierten Armaturlinien stellen die voll-
stindige Losung des Problems der doppelten Armierung dar.

Aus denselben ist zu ersehen, dafi bis zu einem Bie-
gungsmomente A, eine doppelte Armiernng des Tragers
tiberflissig ist. Fiir das Biegungsmoment M, ist auch nur
noch cine einfache Armierung notwendig.

Das Moment M, bestimmt sich, indem man in der
Gleichung 17) setzt:
Jo'==0

a. b. ’
ﬂffﬂ = Z; Vi (3 — V} Sp b Rz 18}

Tar Biegungsmomente, welche grifier sind als M,
mull der Triger doppelt armiert werden. Die Armaturquer-
sehnitte sollen sich verhalten wie die Ordinaten der kon-
jugierten Armaturlinien.

Fur cin Biegungsmoment M, sind die Armaturen ein-
ander gleich und nur fur dieses Biegungsmoment ist die
Anwenﬁung symmetrischer Armaturen, wie sie
Lefort vorschlagt, zutreffend.

Das Moment M, wird bestimmt aus der Gleichung
Joe =14,
d. h. mit Ricksicht auf die Gleichungen 18) und 17)

M, —l—-—%—v(v —3u)sp bt M, —%v (B—vsbhe

=- -3
1—x - v—u
woraus

1 v—py(v—3u —) —
ﬂg{lz-é——-v ( p) (v (13—)2t$y) /) (3 __V) s, b A2 19),

Fur Biegungsmomente, welehe grober sind als M,
mull die Druckseite des Tragers stirker armiert werden
als die Zugseite,

Bis jetzt haben wir den Fall hehandelt, wo der Quer-
schnitt des Betontriigers, d. h. seine Breite & und seine Hohe h
gegeben waren.

Jetzt wollen wir zum allgemeinen Fall tibergehen.

Denkt man sich die Armaturen des Tragers tber seine
ganze Querschnittshreite gleichmiBig verteilt, so bezeichnen

17

wir mit —’;"— und l{f - die spezifischen Armaturen des Trigers
J

pro Litngeneinheit der Breite. Es ist einleuchtend, dafl, wenn
man die Tragerbreite vergrsbert, unter Beibebaltung derselben
spezifischen Armaturen, dall man in demselben Verhiltnisse
auch die Tragfuhigkeit des Tragers vergroflert hat.

Hat man demnach fir sinen Triger von der Breite b
und der Hohe 71, dis dem Biegungsmomente M entsprechenden
Armaturen fp und £y bestimmt, so entsprechen die Arma-

Je

.
turen b, == und &, T dem Tritger von derselben Hohe, von

b
. b
der Breite D, und for ein Biegungsmoment ~b’— M.

Dempach Jassen sich, wenn die Armaturlinien fir
cinen Trigerquerschnitt bestimmt sind, die Armaturlinien
fir alle Trigerquerschnitte mit derselben Hthe leicht he-
stimmen.

Nun nehmen wir die Breite b des Trigerquerschnittes
ald fest an und seine Hohe Ny als variabel, untersuchen also
den [Fall, wie sich dic Armaturenquerschnitte dndern, svenn
sich die Hobe des Trigers dndert. .

Bezeichnet man die Ordinaten f. der Zugarmafturlinie
mit y, die evtsprechenden Abszissen M mit a0 und setzt
noeh voraus, dall die Druckarmatar immer so gelegt wird,
daf u eine lkonstante Zahl ist, so kann die Gleichung der
Zugarmaturline auch geschrieben werden:

s o 2
I o )
gk
wo p, und ¢, konstante' Zuhlen bedeuten. )

Suchen wir die Enveluppe dieses Liniensystems, wenn

sich /i andert.

Die Gleichung 20) kann auch geschrieben worden:
z—q hy-Fp 2 =0 . . . . . 21

Durch Differentiation der Gleichung 20) nach dem
variablen Parameter ' erbilt man die Gleichung:

Durch Elimination von Jo' aus den Gleichungen 21)
und 22) erhilt man die Gleichung der Envellope

i%oc.......?.%).

Gyt =
v a4
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Ebense kann die Gleichung der Druckarmaturlinie
geschrieben werden

25— py h
g5 1

Bel veranderlichem /' umhullen diese Linien die En-
vellope:

y=

24).

413%%
@,
Aus den (leichungen 23) und 20) folgt demnach:

Bie Envellopen der Zugarmaturlinien nud dex Drnekarmatur-
linien sind Parabely, deren Achsen mit der Abszissenachse xnsammen-
fallen, wnd welche Parabele dle Ovdinatenachse herithven.

Diese Ergebnisse, welche die theoretische Ldsung des
behundelten Problems darstellen, ktnnen in der Praxis
letcht beniitzt werden, wo man aber aullerdem noch die
praktischen Rucksichten nicht auler acht lassen darf.-

Wir haben — diese theoretischen Ergebnisse he-
nittzend — eine Anzahl von Betoneisen-Konstrulttionen aus-
zeftibhrt und sehr zufriedenstellende Resultate erzielt. Uher
diese praktischen Ergebnisse wollen wir an einer anderen
Stelle berichten.

Y =- 25).

i
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