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PREFACE

Le présent ouvrage a été rédigé plus particu-
lierement pour les éléves des Ecoles normales
primatres, conformément aux nouveaux pro-
grammes de 1905. 11 convient cependanl aussi

“blen aux éleves des Leoles primaires supé-

rieures ou des Ecoles professionnelles, et aux
candidats aux [Ecoles nationales d’Arts et
Métiers.

Nous nous somimes proposé en effet de pré-
senter de la faconla plus simple etlaplus pratique"
la matiere d'un Cours élémentaire d’Algebre. Nous .
avons eu le soucl constant d’énoncer les prin-
cipes et les regles de 'Algebre comme consé-
quences d’observations concrétes de faits simples
pris dans la réalité quotidienne. Ainsiles régles
de calcul sur les nombres positifs et négatifs
sont formulées aprés 1'étude des scgments du
mouvement uniforme, de problémes sur les
lemps, sur les recettes et dépenses, etc.

Cette liaison intime entre les formules de
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IAlgébre et la réalité journaliére s’apercoit

aussi bien dans les exercices et problém"es que -
dans la théorie : nous avons divisé la matiére en

courts chapitres suivis chacun de trésnombreux

&

exercices et problemes gradués. Nqus’ avons
pensé que le meilleur moyen pour intéresser
et instruire l’éléve, tout en lui montrant que
I'Algebre s'applique & un grand nombre de
domaines variés, était précisément de choisir les
problémes dans arithmétique, dans les ques-
tions de la vie usuelle et familiale, dans l'agri-
culture, le commerce, Vindustrie, dans la phy-
sique, la chimie, dans la géométrie usuelleA.A
Nous appelons toute l'attention des maitres

sur ces exercices et problémes : tous conscien-

cieusement rédigés et vér'iﬁé.s,’ bien"grafh.lés,
sans questions de vaine curiosité ou d erudltrlon,
ils font de Pouvrage un livre de ]_)c?n usage. I\(J'L‘ls
sommes assurés que ce livre facilitera singulie-
rement la tdche du maitre tout en coordon_nant
les divers enseignements que l‘éléve. recoit, en
organisant et en dirigeant son "Ll"q\*zpl.

Nous avons insist¢ sur les regles du calcul
algébrique et plus particulierement sur les pro-

duits et quotients remarquables, sur ‘le calcul

des radicaux. Nous savons en effet par expé-
rience que I'habileté de calcul est indispensable
dans toutes les questions auxquelles conduit
LTemploi de 'Algebre. . o
Tout en restant toujours simples, prath‘ues‘,
utilitaires dans le meilleur sens du terme, bien a
la portée des jeunes esprits pour 1esc[u’els nous
avous écrit cel ouvrage, 1OUS avons préparé par
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notre méthode, nos remarques, nos exercices
une veéritable culture mathématique, nous avons
voulu assurer une sérieuse initiation a ceux
qui plus tard pousseront plus  loin leurs
études.

Dans cet e'sp.r_i't, nous avons étudié en un
chapitre spécial les propriétés essentielles du
trinome du second degré, trés simplement
d’ailleurs, et seulement en vue des discussions
peu compliquées de pPoblém,es pratiques , du
second degré. Les éleves des Ecoles primaires
supérieures pourront laisser cette étude de cote,
bien qu'elle ne renferme aucune difficulté; les
éléves des Ecoles normales en tireront sans
effort un grand profit. :

Nous avons exposé¢ avec soin Iétude des
progressions et des logarithmes; nous avons
donné beaucoup d’exemples de calculs loga-
rithmiques afin d’habituer 1éléve 3 une bonne
disposition de ces caleals. Nous avons accordé
aux questions d’'intéréts composés et d’annuités
toute 'importance qu’elles méritent et choisi de
110_mbreux_ probléemes 4 la fois instructifs et
pratiques dans les questions d’épargne, de
mutualité, d’emprunts particuliers ou commu-
rnaux. .

Nous avons ajouté a la fin de Pouvrage, dans
une partie complémentaire, des notions sur la
représentation graphique, dont les applications
deviennent chaque jour plus nombreuses aussi
bien dans les sciences que dans la vie usuelle.
Ces_ notions sont présentées sous forme fami—
liere et concrete (graphiques du barometve
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enregistreur, températures médicales{, gr_aphi—
ques des chemins de ler, etc.).

Nous avons Iespoir que MM. les Pr_o.fessem“s
apprécieront nos efforts. Nous leur serions tres
obligés de vouloir bien nous transmettre toutes
les critiques que Iexpérience de mnotre petit
traité leur suggérera.

Esiee BOREL et Maurice ROYER.

ALGEBRE

LIVRE T
NOTIONS PRELIMINAIRES

CHAPITRE I

NOTIONS PRELIMINAIRES
EMPLOI DES LETTRES
FORMULES ALGEBRIQUES

I. — EMPLOI DES LETTRES

I. — Butvde I'algébre.

Le principal but de l'algébre élémentaire est de
fournir un langage abrégé qui permette d’effectuer
aisément des ralsonnements généraux et d’énoncer
simplement des regles générales. En ce sens Val-
gebre permet de simplifier et de généraliser la
solution des problemes. ‘

- Un éxemple va nous permettre d’en saisir les
avantages : il arrive fréquemment que 'on demande
de résoudre plusieurs problemes d’arithmétique
dont les énoncés ne different que par les valeurs

Borer et Roven. — Algebre, Lcoles normales, 1
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numériques des données. Soit par exemple, les
deux énoncés suivants

@) On sait que 2™ de drap qoﬁtent 8f. Combien colitent
3m du méme drap? .

b) On sait que 5™ de drap coutent 30'. Gombien cofitent
7m du méme drap? _

On peut dire que ces deux énoncés constit’ue?nt le
méme probleme mais avec des donnéfes nume’rlques
différentes. Pour répondre aux (ucstions posées, on
aura a faire les mémes raisonnements; seulement ces
ralsonnements ne porteront pas sur les m(ﬁjm,es nom-
bres et par suite les calculsetles résult\ats dlffer'eljont.

Lorsqu’on a ainst plusieurs prob.lemes se .re'sol—y
vant par les mémes raisonnements, 1l es't fastidieux
de recommencer toujours ce méme raisonnement

. e
pour trouver la solution. Il est plus commode d’avoir

unc regle qui permette de calculer immédiatement
la solution de tous les problemes d’un méme type.

Par exemple les deux énoncés donnés plus haut
rentrent dans le type suivant :

Sachant qu'un certain nombre de métres de drap coﬁtﬂent
un prix donné, combien couatent tant de métres du méme
drap?

On obtient la regle suivante :

Le prix cherché s’obtient en divisant le prix donné par l.e
nombre de métres qui codtent ce prix donné et en multi-
pliant le résultat obtenu par le nombre de métres dont on
cherche le prix. '

En appliquant cette régle aux deux é.noncés par-
ticuliers que nous avons donnés, on obtient ;

8.
pour le premier 5 < 3 ==12f,

EMPLOI DES LETTRES 3
30
pour le second 7 <7 =42".

Mais on ne peut pas ne pas élre [rappé de lu
complication verbale de la régle; et sinous n’avions
pas choisi un probleme extrémement simple, cette
complication aurait été encore plus grande. Pour
retenir, comprendre et appliquer la régle, il aurait
fallu beaucoup plus de peine que pour recommencer
le raisonnement direct sur chaque exemple.

2. — Emploi des lettres.

Le principal but de Valgébre est, comme nous le
disions en téte de ce chapitre, de fournir un langage
abrégé qui permette d’effectuer alsément, c’est-
a-dire avec rapidité et sireté des raisonnements
généraux et d’énoncer simplement les régles oéné-
rales. o

Dans ce but, au lien des expressions vagues un
certain nombre de métres, un prix donné; etc., on emplore
des lettres pour désigner les quantités dont la
valeur n’est pas déterminée mais peut prendre sui-
vant les cas des valeurs numérigues différentes.

Reprenant toujours le méme exemple, nous énon-
cerons ainsi le probleme général :

Probléme. — Sachant que m métres de drap coftent «
irancs, combien cotitent p métres du méme drap?

Il est aisé de faire le raisonnement général :
Sim metres cofitent a f.,

s N e, . Qa
T metre  collte a divisé par m, son;; f.

\ N . -
, p metres coltent  p fois plus, SOl —><p f,
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ce que 'on exprime d’une maniére plus abrégée :
a
mp'

Tel est le résultat qui peut remplacer la régle'
énoncée tout a 'heure.

3 — Formules. Expressions algébriques.

Si, pour abréger, nous représentons par ¥ le
nombre inconnu de francs, la solution du probleme
est donnée par la formule

a 5
r —_— — .
Hl/
Cette formule est une /'ormule algébrique. Son

premier membre est x; son second membre est
g a
Vexpression algébrique — -

Definition. — Une expression algébrique est un ensemble
de lettres et de nombres reliés entre eux par les signes
des opérations arithmétiques élémentaires, de telle maniére
que, si I'on remplace chaque lettre par un nombre, Ie’s
régles de l'arithmétique permettent d'eifectuer les ope-
rations indiquées. Le résultat final du calcul est dit la
valeur numérique de l'expression pour les yaleurs particu-
liéres données aux lettres.

. o a ‘
Par exemple, 'expression algebrlquel—n—p a pout

valeur numérique 12, lorsqu’on remplace a par 8,

. v ,
m par 2, et p par 3, ou plus brievement lorsque L'on
pose

a=—28, m—=2, p=—23,

S-S
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la méme expression a pour valeur numérique 42
quand on pose :
X . ®
a=30, m=b, p=—r.
On voit que la valeur numérique d’une expression
algébrique dépend en général des valeurs numé-
riques données aux lettres qui y figurent.

4. — Avantages des formules.

Nous verrons aprés avoir appris les régles du

~caleul algébrique, combien la notation. par lettres

abrege le raisonnement conduisant a la formule qui
donne la solution d’un probleme. Nous venons de
montrer que ces formules sont générales en ce
sens qu’elles donnent les solutions de tous les pro-
blemes qui ne different que par les données numé-
riques. Mais la ne se bornent pas leurs avantages.
Supposons posé le probléeme suivant.
Probléme. — Galculer 'intérét : produit par un capital
de a francs placé pendant » jours au taux r. .
Un raisonnement par régle de trois donne aisé-
ment la formule : '
[ .CU'”, .
36 000
Or I’étude des motions algébriques qui sulvent
nous montrera que cette formule justifie les sui-
vantes :

__Gooo1

rn
36000 ¢
r=_"

.an
36000 ¢
n-—

ar
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La méme formule, grice a des transformations
que le calcul algébrique nous permet d’appliquer
facilemient, content la solution de plusieurs pro-
blemes distincts. -
Dans le cas qui nous occupe, la formule donne
{ >
le moyen d’obtenlr T'une des quatre grandeurs 7
) g L
. C o .
a, r ou n connaissant trois d’entre elles, soit quatre
problemes (caleul de lintérét, calcul du capital,
calecul du taux, calecul du temps) résolus d’un seul
) P
coup.

JI. — CALCUL DES EXPRESSIONS
ALGEBRIQUES
5. — Signes d’opérations.

Les signes employés en algébre pour les diverses
opérations sont les mémes qu’en arithmétique :

Le signe + (plus) indique ’addition :
-4y -+ 5.
Le signe — (moins) indique la soustraction :
a—b.
Le signe >< (multiplié par) la multiplication :
a>< b><e.

On le remplace quelquefois en algebre par un
) p quelq g p
pmnt :

a.b.c.

La multiplication s’indique d’ailleurs presque
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toujours en algebre par la juxtaposition des lettires
sans signe : ’

abe

Le signe : (divis¢ par) placé entre deux nombres
indique la division :
z:y,
comme en arithmétique, on I'indique aussi comme
suit :

z
h

6. — Emploi des parenthéses.

Mais lorsque les expressions algébriques sont
compliquées, il pourrait y avoir des doutes sur la
marche a suivre pour calculer leur valeur numé-
. = 1 . . . . !
rique, si 'on ne faisait pas a ce sujet des conven-
tions trés précises.

So;t, pour fixer les idées, a calculer la valeur
numérique de l’expression

a—be
dans laquelle on suppose :
a=—n2, b=3, c=h.
- .o ) .

Sil’on n’avait fait aucune convention, on pourrait

hésiter entre les deux modes suivants : -

1° ou bien multiplier 3 par 4 et ajouter le produit
a 2, ce qui donne :

2~ 12 ==1/;

2° ou bien ajouter 2 a4 3 et multiplier la somme

par 4, ce qui donne :

5 >< f == 20.
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On convient d’adopterle premier mode;le second
mode, donne par définition la valeur numérique de
Iexpression :

(a-+0) ¢
qui differe de I'expression proposée en ce que la
somme a - b s’y trouve placée entre parentheses.

Nous énoncerons donc la régle suivante, consé-
quence des conventions adoptées pour l'écriture
des expressions algébriques.

=. — Régle de calcul des expressions algébriques.

1° Pour calculer la valeur numérique d'une expression
algébrique sans parenthéses, on effectue d’abord les
multiplications et divisions indiquées, et ensuite les
additions et soustractions. ’

2° Dans le cas out il y a des parenthéses, on commence
par calculer chaque parenthése isolément d’aprés la régle
précédente, et, ensuite, on applique cette régle aux opé-
rations restantes.

8. — Applications.

1) Soit par exemple a calculer la valeur numé-
rique de I'expression : -
b Z\ , c? \ (3 ¢
(a—i—(—;() (a—lr—Z/ —+{a+12) ( -—3)—}——d—(a—i—3)
en supposaul :
a=—1, b=S8, =4, d=o2.

On calculera d’abord les parentheses d’apres la
regle : ‘
h 4
1= = >0 = 1 =44 =5

CALCUL DES EXPRESSIONS ALGEBRIQUES 9
42
8§ 4 T — 8§4-8—=16
1412 —13
8§ —3 =5
1+ 3 = 4

puis, on effectuera d’aprés la méme régle les opéra-
tions restantes, ce qui donne :

4

5><16—|—13><5+E><4:80+65—|—8:153

la valeur numérique cherchée est donc 153.
2) Soit encore l'expression :

2

b ¢ b b
<a —4—;4—2) <a2—{—?— d> -+ (a 1) ey

dans laquelle on donne aux lettres a, b, ¢, d les

mémes valeurs que dans la précédente; sa valeur
numérique est :

2

8 4 . S
(I+Z+§)<x“+rz)+(x+l) =b><14axa=9.

42

9. — Fractions et radicaux.

On consideéere quelquefois des expréssions plus
compliquées, telles que la suivante :
a+bd a—c¢

- +b+d+\/a2+2x.

Cette expression ne renferme pas de parenthéses;
mais, en revanche, elle renferme des fractions telles

a-c

que L d dont les deux termes, le numérateur

@+ c et le dénominateur b - d sont des expres-
stons algébriques; clle renferme aussi un radical
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portant sur l’expression algébrique a®4 21. 11 est
donc nécessaire de donner une régle complémen-
taire

Reégle complémentaire. — Les expressions numeérateurs
et dénominateurs des fractions, ainsi que les expressions
placées sous des radicaux, doivent étre calculées comme
si elles étaient entre parenthéses.

Ainsi D'expression donnée doit &tre calculée
comme si elle était écrite

(a+-c)

“+Ta

e t?) SN cErn}
Seulement, on considére comme plus commode
de ne pas écrire les parenthéses, et cette conven-
tion ne peut présenter aucun inconvénient une fois
qu'elle a été comprise
St 'on donne aux lettres a, &, ¢, d les valeurs
suivantes :

a=—10, b—256, c=34, d—3,
les parenthéses ont pour valeurs :

10+ 6= 16

10+ 8= 18
6+ 33— 9
100 ~— 21 =—=*121,

Et V'expression elle-méme a pour valeur numé-

rique :
8 S
i8§><3+%—|—\/121 =642+ 11 =19,
10. — Parenthéses superposées.

Dans certaines formules, on se trouve conduit a

CALCUL DES EXPRESSIONS ALGEBRIQUES 11

superposer les parentheses, c’est-a-dire, a employer
plusieurs sortes de parenthéses de formes diffé-
rentes, comprises les unes dans les autres. Dans ce
cas, on doit d’abord calculer les parentheses inté-
rieures, puis celles qui comprennent celles-la, etc.
Pour donner un exemple concret, traitons la ques-
tion suivante : :

(1 Probléme. — Un héritage est partagé égélement
entre n héritiers. La part de chacun d'eux est égale a une
somme de « francs, augmentée de ses intéréts pendant
un an & p pour cent, plus une somme de 0/ francs. Quel
est le montant total de 'héritage?

Calculons d'abord la part d’un héritier; une
somme de a {rancs placée a intéréts a p pour cent
I'an, devient au bout d’un an :

{1+ k)
100

On doit ajouter a cette somme 4 francs, ce qu1
dorme pour part d’un héritier
a <1 —+ L) —+ b.

100,

Pour avoir le montant total de I’héritage, nous
devons, puisque les parts sont égales, multiplier
cette part par le nombre n des héritiers. Pour indi-
quer cette opération, nous emploierons des paren-
théses d’une autre forme, de sorte que le montant
x de I'héritage sera donné par la formule !

= e () -1

1. On poument & la rigueur, n’employer qu'une seule sorte de
parenthéses; mais, dans les formules un peu compliquées, il fau-
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Sil'on a, par exemple :
n=—4¢, a=—100, p=—=3, b=Dhoo,
on obtient :
=14 (103 4= 500) =14 ><603 =2 412.
Le montant demandé est donc 2 412",

2) Autre exemple. — Comme exercice sur les
parenthéses multiples, considérons encore lex-
pression :

[(am—b)( d)+a+2] [(a+b)(c?——d‘3)—!—-z— (b—l—d)] rab

dans laquelle on suppose :
a=14, b=38, c¢=2, d=1,
on obtlent :

<24><1—f—l,)3> <12><3+g

=28 >< 54—+ 32 = 1544.

><9>—0—4><8

Remarque 1. — Nous apprendrons plus loin a
transformer les expressmns algébriques en expres-
sions equwalenzes ¢’est-a-dire en expressions qui
prennent la méme galeur numerique dans tous les
cas, quelle que soit la maniére dont on choisit
les valeurs numériques des diverses lettres qui y
figurent.

drait une trées grande attention pour associer correctement le
commencement ct la fin d’une méme paventhese; il est plus
commode d’employer des signes qui different, soit par la forme,
solt tout au moius par les dimensions.
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Ainsi, on constate aisément que Jes deux expres-
sions ;
(a+0) (a—0)
et : a? — b2
sont équivalentes.
On pourra, grace aux regles du calcul algébrique,

ﬁu’r_e disparaitre la plupart des parentheses : c’est-

a-dire remplacer une expre_ssiBn algébrique ren-
fermant des parenthéses par une expression équi-
valente n’en renfermant plus; il est utile cependant
de savoir calculer directement la valeur numérique

d’une expression compliquée de parentheses.
Remarque 2. — Sur le choix des unités. Lorsque
I'on applique une formule a un probleme concret
quelconque, le résultat est génér_alement un nombre
concret; c¢’est un certain nombre de francs, de
meétres, de kilogrammes, etc. De méme, les nombres
qui figurent dans la formule sont aussi des nombres
concrets. Dans ce cas, il est essentiel de remarquer
que la formule n’est exacte que si les divers nombres
concrets quiy figurent sont mesurés avec des unités
appropriées; en méme temps que 'on donne la for-
mule, il est . indispensable de faire connaitre ces
unités; sans quoi la formule rn'a pas de sens. Par
exemple, considérons un réservoir ayant la [orme
d’un parallélépipede rectangle et rempli avec de
l'eau a son maximum de densité. Siles dimensions
des arétes du parallélépipede sont désignées par
, b, ¢, lepoids P de’eau est donné par la formule :

P — abe.

Cette formule n’a un sens que si 'on ajoute que.
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a, b, ¢, désignant des décimetres, P désignera des
kilogrammes. _
1l serait d’ailleurs possible de dire aussi que a,
b, ¢ sont exprimés en metres et P en tonnes, ou
que a, b, ¢, sont exprimés en centimetres et P en
grammes; il y a toujours, pour une méme formule,
bien des manieres différentes de choisir les unités;
mais nous n’avons pas a étudier ici les relations
qu’ont entre elles ces diverses maniéres; ce qui est
essentiel, ¢’est de ne pas oublier le principe sui-
vant : ' :
Toute formule renfermant des grandeurs con-
cretes est deémontrée en supposant ces grandeurs
mesurées ayec certaines unités; pour se servir de la
formule, il est aussi nécessaire de connaitre ces
unités que la formule elle-méme.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE 1

Calculs des expressions algébriques.

1. — Calculer la valeur de & donnée par la formule :
x=a(b+4'c)4b(c+a)+c(a+ )

en supposant :
a=—3, b=3, c=Au.
2. — Calculer la valeur de la méme expression en sup-

posant :

a=—12,135; b=3,125; ¢=4,005.

3. — Calculer la valeur de la méme expression en sup-

posant:
b=l o1
*—67 Do N

T 1x

a =,

b
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4. — Calculer ia valeur de 1 & i A
_ a méme ex -
i | pression en sup
_2-‘
a=z; b=0,0034; ¢ = 3,3007.
5. — Calculer la valeur de y donnée par la formule :

y:awm#q+ﬂy+wwqu+cm_n
€n supposant :
a=14, =3, c=2,
6. — Calculer_la valeur de z donnée par la formule :
_ a(b—‘,—('),—{—c(a—{—-b) ]
iR TgF g T T+

€n supposant :

a=b, (71:5, - e=23.

7. — Calculer la valeur de z donnée par la formyle :
z=(a - b) \E}—{—c\/m-{—b Va —v,
eén supposant :

a =13, ¢ =12,

b=,
1 8d. — L’es‘ cOtés d'un triangle étant désignés par a, b, c,
€ demi-périmetre p, la surface S, le rayon du cercle cir-
conserit R, les rayons des cercles inscrits et ex-inscrits r

]

A 7] .
r,rY, r7 sont données par les formules :

S=VZir—=agpr=0p -9
s

abe
R = Z—S 5 r :[7
’J [ S , ’J/ o S . ’//l —_— S
. pP—a p—20 Tp—c
dans lesquelles on Suppose ap=—qa--bF¢
Appliquer ces formules au cas ot lon a :
. a—=3m b:[,"‘, ¢c=5hH=
ct vérifier que l'on a :
AR=r" oy oy
9 — Appliquer ces formules en supposant :
10 a — 3om, b — 3cm’ c — [lcm
2° a= 3", == L™, Cc == 4™
30 a — llcm, b o (‘umY c= Acm‘
10. — Un champ a la forme d’un triangle dont les cotés

out pour longueurs respectives 2km, 3km 1 500m : Quel sera
le prix de ce champ, si I'hectare de terrain vaut 3 ooof?



CHAPITRE II

NOMBRES POSITIFS ET NEGATIFES

I. - REGLES DE CALCUL SUR CES NOMBRES,
APPLICATIONS

11. — Origine et signification.

Il arrive fréquemment que l'on considére des
grandeurs susceptibles d’étre comptées dans deux
sens opposés par exemple, le temps peut étre
compté dans le présent ou dans 'avenir; une lon-
gueur sur une droite peut étre portée dans un sens
ou dans l'autre a partir de l'un de ses points; les
sommes quinscrit un commercant sur son livre de
caisse peuvent étre des recettes ou des dépenses, etc.

Dans ces divers cas, il est commode, au lieu
d’employer un langdge plus ou moins 1ong pour
mdlquer quel est le sens de la gr'\ndeur qui corres-
pond a un nombre donné, de convenir d'une nota-
tion abrégée; telle est I'origine des nombres néga-
tifs et positifs.

Par exemple, au lieu d’inscrire 50" de recettes,

nous pourrons écrire - 50, et au lieu d’inscrire 35°
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de depenses, nous pouvons écrire — 35"; au lieu
d’écrire que le thermomeétre marque 2° au—dessus de
zéro, nous dirons qu’il marque 4 2°, et au lieu de
dire qu’il marque 6 degrés au- dessous de zéro, nous

dirons qu’il marque —6°.

Mais cet avantage est loin d’¢tre le seul que pré-
sente introduction de ces nombres; de plus, ce
que nous venons de dire ne suffit pas a faire com-
prendre pourquoi on emploie, pour les distinguer,
les signes ++ et — de 'addition et de la soustraction

,plulot que d’autres signes quelconques

Nous le comprendrons mieux en résolvant le pro-
bleme suivant :

Probléeme. — Un habitant de Lyon voyage fréquem-
ment sur la ligne Paris-Lyon-Marseille. Chaque jour il
note la distance a laquelle il se trouve de Lyon.
Il marque aujourd’hui 80%». Sachant que la distance de
Paris a Lyon est de 500%™, a quelle distance de Paris
se trouve aujourd’hui ce voyageur?

On ne peut pas répondre a cette question, car
les données sont insuffisantes. Le voyageur peut étre
a 80'™ de Lyon entre Lyon et Paris, ou bien a 8o*"

‘au dela de Lyon, entre Lyon et Marseille. 11 est

donc nécessaire de connaitre dans quel sens le
voyageur s’est déplacé sur laligne a partir de Lyon.
Pour distinguer ces deux sens, on convient de dési-
gner 'un d’eux sous le nom de sens positif, soit par
exemple de Lyon vers Marseille, 'autre inverse,
sous le nom de sens négatif. Si le voyageur s'est
éloigné de Lyon de 80" dans le sens positif, on
conviendra de dire que sa distance a Lyon est de
-+ 80 (que I'on énonce : plus 8o™). S'il s’est éloigné

Borew et Roven, — Algébre. Ecoles normales. 2
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de 8o* dans le sens négatif, on conviendra de dire
que sa distance a Lyon est de — 80" (que l'on
énonce : moins 80™). ‘

+ 80 et — 8o sont des nombres, I'un positif et
Pautre négatif. Cette notation est trés avantageuse
comme langage abrégé. Il est plus court de dire ou
d’écrire : le voyageur est a + 80%» de Lyon, que de dire
ou d’écrire le voyageur est 4 80 de Lyon dans la direc-
tion de Lyon vers Marseille.

Nous allons voir qu'elle a encore d’autres avan-
tages.

Calwlons la distance qul sépare notre voyageur
de Paris.

Si le voyageur est a -+ 80" de Lyon, ¢’est-d-dire
a 8o*" dans la direction de Marseille sa distance de
Paris est évidemment : : A

Sookm - 8pkm — 58pkm,

S1, au contraire, sa distance de¢ Lyon est — 80
c’est-a-dire s’il cst éloigné de So*" dans la dlrectlon
le Paris, sa distance de Paris n’est plus :
de Paris, sa dist de P t pl ue :

500 — 80 = 420%™,

On voit que, dans les deux cas, la distance du
voyageur a Paris s'obtient en écrivant a la suite de
la distance de Paris & Lyon 500", la distance dont le
voyageur s’est éloigné de Lyon, avec son signe, et cn
effectuant 'opération indiquée par ce signe + ou —

Ainsi lorsqu’on dit que la distance du voyﬂgeur
a Lyon est 4 80, cela revient a dire que sa dis-
tance de Paris est plus grande de So*m que la dis-
lance qul sep‘nc Lyon de Paris.

e ——— TS

e Dt by i
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Si l'on dit que sa distance de Lyon est — So**,
cela revient a dire que sa distance de DParis est
moins grande de 80*" que la distance qui sépare Lyon
de Paris. La notation abrégée se trouve ainsi par-
faitement justifide.

Autre exemple, — Un commergant avait en caisse au
début de la journée 4 200f. Il vient de recevoir 3001, puis
de payer une premiére note de 50’ et une deuxiéme note
de 70'. Quel est son avoir en caisse?

Convenons d’appeler positives les sommes persées
en caisse et négatives les sommes déboursées. Les
trois opérations indiquées s’'inscriront :

~+ 300" — 50l < rof.

On voit aisément que l'avoir en caisse s’obtient
en calculant comme suit :

1200 4 300=1 Hoo
1500 — 50=—1 450
1450 — no=1380.

[’avoir en caisse est de 1 380".

Il a suffi d’écrire les nombres a la suite dans
Iordre ou ils se présentent et d’effectuer successi-
vement les opérations indiquées par leurs signes.

Il. — REGLES DE CALCUL SUR LES NOMBRES
POSITIFS ET NEGATIFS

Nous allons reprendre d'une maniére plus pré-
cise la définition des nombres positifs ou négatils,
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et montrer en méme temps comment on peut en
déduire les regles des opérations a effectuer sur ces
nombres, en commen@ant par l'addition et la sous-
traction.

12. — Segments.

Considérons d’abord le cas ol les nombres posi-
tils et négatifs servent a mesurer des longueurs
comptées dans des sens opposes

Pour avoir une 1mage aussi simple que possible,
figurons une droite indéfinie sur laquelle nous
aurons choisi un sens de parcours que nous appel-
lerons sens positif et que nous indiquerons par une

fleche; une telle droite s’appelle un axe orienté ou,.

plus brievement, un axe. Le sens opposé au sens
positil est le sens négatif.
On peut se figurer un promeneur qui marcherait

Fig. 1.

sur 'axe, allant tantdt en avant, tantét a reculons,
mais en regardant toujours vers la direction positive.
Pour allerde A en B (fig. 1), le voyageur marcherait
en avant; pour aller de B en A, il irait a reculons.
St ce promenecur fait des pas égaux, il peut mesurer
les distances en comptant le nombre de ses pas.
Nous considérerons comme positifs les pas faits en avant,
et comme négatifs les pas faits a reculons; de telle sorte
que s1l lui faut S50 pas pour parcourir la distance
AB, on dira que de A vers B il y a 4+ 50 pas et que
de Bvers A 1l y en a — Ho.

On donne le nom de segment a une portion d’un

DR =
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axe lorsqu’on porte son attention sur {le sens dans
Zeguel elle est parcourue, Ainsi lorsque le voyageur

va de A vers B, nous chrons qu’il parcourt le seg-
ment AB; lorsqu il va de B vers A, nous dirons qu’il
parcourt le segment BA. Ainsi AB n’est pasla méme
chose que BA : ce n’est pas la méme chose d’aller
de Paris a Lyon ou de Lyon a Paris. Dans les deux
cas on parcourt la méme distance désignée indiffé-
remment par la notation AB ou BA, mais on ne
marche pas dans le méme sens.

Equivalents algébriques des segments.

Pour exprimer que notre promeneur fait - 50
pas pour parcourir le segment AB, nous écrirons :

AB=-+50, ou AB=—
On écrirait au contraire :
B—A - — 50

puisqu’il faut faire — 50 pas pour parcourir le seg-
ment BA, c¢’est-a-dire faire 50 pas a reculons pour
aller de B vers A.

Les nombres 50 et — 50 s ‘appellent les equlvalents
algébriques des segments AB et BA, 'unité choisie
étant le pas du promeneur. :

Bien entendu, on pourrait choisir toute autre
unité; la seule chose essentielle; c’est de bien préciser

quelle unité on choisit et de ne pas en changer dans le
cours d'une méme question.

L’équivalent algébrique d’un segment ne depend
pas seulement de l'unité de longueur choisie,
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il dépend aussi du sens choisi comme positif sur
'axe. Si la figure restant par ailleurs la méme,
on changeait la direction de la fleche, ¢’est AB qui
aurait pour équivalent — 50 et BA qui aurait 4 5o.
Il en est de la direction positive comme de 1'unité
de longueur; on peut la choisir arbitrairement au
début d’une question, mais il est essentiel qu'elle soit
bien précisée et qu'elle ne change pas dans le courant de
la question.

13. — Valeur absolue.

La longueur 5o est dite la valeur absolue des
nombres -+ 50 et— 50; c’est la longueur commune
des segments AB et BA; ou, si 'on veut, la dis-
tance géométrique AB ou BA.

D’une maniére générale, on appelle valeur absolue
d'un nombre positif ou négatif le nombre que 1'on obtient
en supprimant le signe.

La valeur absolue d’un nombre positif est égale a

ce nombre.

14. — Egalité.

Deux segments situés sur un méme axe sont dits
égaux lorsqu’ils ont méme équivalent algébrique;
ils doivent avoir méme longueur et méme sens.

Les segments AB et CD sont égaux (fig. 2). Mais

le segment AB n’est pas égal au segment DC; ce
segment DC est égal au segment BA.

Les segments AB et BA sont dit opposés; on dira
aussi que DC et AB sont opposés, puisque DC est
égal 2 BA. :

Les équivalents algébriques de deux segments

o

i o, e g koo

ADDITION a3

opposés sont deux nombres tels que 4 50 et — 5o
égaux en valeur absolue et de signes contraires (on dit

A B C D
Fig. 2.
quelquefois plus brievement mais incorrectement,

égaux et de signes contraires); nous dirons aussi
(ue ces nombres sont opposés. ‘

II. — ADDITION

_ 15. — Somme de deux nombres.

Supposons que notre promeneur fasse 5 pas en
avant, et ensuite 2 pas a reculons; il parcourt
d’abord (fig. 3), un segment AB— -5, et ensuite

un segment BC=—a2. Il est clair qulil serait
- .
] 3 AT |
T T T ¥
A ~ell c 7B
Fig. 3.

arrivé au méme point C en faisant simplement
3 pas en avant, ¢’est-a-dire en parcourant le seg-
ment AC=-}3.

Ainsi parcourir successivement les segments AB
et BC revient i parcourir le segment AC. Nous
exprimerons ce lait en disant que le segment AC
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est la somme des segments AB et BC, et nous éeri-
rons : ’ '

AB 4+ BG=AC.

"~ On voit la quelle différence sépare la notion de
segment de la notion de longueur; la longueur AB
est de 5 pas, la longueur BC de 2 pas : leur somme
est donc 7 pas. Et, de fait, le promeneur qui par-
court successivement ces deux longueurs fait bien
7 pas en tout et non pas 3. Seulement, comme il en
fait 2 a reculons, le point ou il arrive est le méme
que s’il avait fait seulement 3 pas en avant.
Lorsqu’on considére les segments au lieu des
longueurs, on ne se préoccupe que de ce point final;
on ne s’inquiete pas de la fatigue du promeneur qui
aurait pu faire 1003 pas enavantet 1000 a reculons;
on désire seulement savoir en quel point il arrive.
Lavaleur algébrique du segment AC, asavoir 4+ 3

(fig. 3) est dite la somme des valeurs algébriques
des segments AC et BC, c’est-a-dire de 5 et de — 2;
nous pouvons écrire :
5 (— ) =3.
On vérifierait de méme (fig. 4) que :
Ahto— 7,
de meéme (fig. 5) que :

! —-2)——1,—-2:—3,

ADDITION 25
de méme enfin, que :

Cr

—2=—1,

formules qui signifient respectivement dans cet
exemple :
5 pas en avant suivis de 2 pas en avant équivalent

S

Fig. 5.

a (5 -+ 2) ou 7 pas en avant; 5 pas a reculons suivis
de 2 pas en avant équivalent a (5—2) ou 3 pas a
reculons, etc.

Nous obtenons ainsi sur un cas particulier la
regle d’addition de deux nombres.

16. — Régle d’addition. ,

Pour obtenir la somme de deux nombres de méme
signe, on ajoute leurs valeurs absolues et l'on affecte la
somme du signe commun. ,

Pour obtenir la somme de deux nombres de signes con-
traires, on retranche la plus petite valeur absolue de la
plus grande et on affecte la différence du signe de la plus

_ grande. :
Exemples : On a d’apres cette regle :

3—}—(———/;) ——e i §
125 (—210)=—285
— 3250+ (—3) —=-—3253
— 1 000—+2 —=—998

— 1010 = (2 000) 990
I?)/y —+ (-——- I3/|>: 0.
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On voit qu’il résulte de la régle que la somme de
deux nombres opposés est toujours égale a zéro; {aire un
certain nombre de pas en avant, et ensuite le méme
nombre de pas a reculons, équivaut a ne pas bouger,
a ne faire aucun pas. '

17. — Somme de plusieurs nombres.

Nous avons déja calculé, dans un exemple, la
somme de plusieurs nombres. C'est le résultat que
I'on obtient en ajoutant le second au premier, le
troisieme a la somme ainsi obtenue, le quatrieme a
cette nouvelle somme, etc.

I’opération se réduit donca une série d’additions
de deux nombres qu’on effectue en appliquant la
regle ci-dessus indiquée.

Ainsi, la somme :

5
12 4 (—5) -+ (—28)+ 13
s'obstiendra comme suit :

T2 (— 5)=

- 7
7= (— 28) —=-— ar
— 21 13 —— 8
la somme demandée est — 8.
18. — Théorémes relatifs i la somme de plusieurs

nombres.

On peut établir quelques propositions qui per-
mettent d’obtenir autrement le méme résultat et le
plus souvent d’introduire ainsi dans les calculs des
“simplifications commodes.
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Théoréeme 1. — La somme de plusieurs nombres ne
change pas quand on intervertit leur ordre.

Par exemple, I'on a :
12 4 (—3)+(—28) + 13 =—0+ 12 -+ 13 + (— 28).

En effet, supposons que Paul ait a recevoir 12" de
Jean et 13" de Jacques et qu'il ait d’autre part a
payer une note de 5" chez le boulanger et une autre
note de 28" chez le boucher. Il est évident que sa
situation finale est la méme quel que soit lordre
dans lequel il régle ces opératious, qu’il recouvre
d’abord une créance et pour cela qu’il commence
par Jacques ou par Jean; qu’au contraire il pale ses
dettes et pour cela qu’il aille d’abord chez le bou-
cher ou chez le boulanger. Cette situatlion reste
toujours qu’il a 8" de dettes, qu'il possede — 8.

On trouverait aisément une démonstration ana-
logue pour les théoremes suivants qui sont d'un
usage commode :

Théoréme 2. — On ne change pas la valeur d'une
somme en remplagant plusieurs de ses parties par leur
somme effectuée.

Ainsi : |
12+ (—5) 4+ (—28) +13=12 —5 — 15,
Théoréme 3. — Pour calculer la somme de plusieurs

nombres, on peut procéder comme suit : additionner les

valeurs absolues des nombres positifs; additionner les

valeurs absolues des nombres négatifs; retrancher la plus

petite de ces sommes de la plus grande, et donner au

résultat le signe de la plus grande.
Par exemple, 'on a :

12 4 (— 5) 4+ (—28) + 13 =25 4+ (—33) = — 8.
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Suivant les cas, il peut étre commode d’utiliser

le premier ou le second de ces théoremes.
Soit par exemple a calculer la somme :

2 357 4 (— 324) ~+ 325 (— 1 024) -1 004.
On remarquera que l'on a :
— 394 4325 — 1
— 1 024 - 1 004 — — 20,
de sorte que 'on aura a calculer :
2357 4+ 1 —20=2338.
Soit une autre somme a effectuer :
234 — (— 27) 4+ 3 4= (— 33) 4 3 4+ (— 300).

On écrira d’apres le théoreme 3 :

234 + 3 4+ 3 =240,
27 + 33 - 300 = 360,
360 — 240 = 120.

Le résultat est — 120.

IV. — SOUSTRACTION

19. — Définition.

La soustraction est l'opération inverse de l'addition.
Retrancher un nombre d'un autre, c’est en trouver un
troisiéme qui, ajouté au premier, reproduise le second.

Par exemple, si I'on retranche 3 de 5, on trouve
a2, car 2 -+ 3==>5; si l'on retranche — 3 de 5, on
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)
trouve 8, car 8- (—3)=>5; si lon retranche

5 de — 3, on trouve — 3, car — 8 + 5=3.

20, — Régle de la soustraction.

Pour retrancher un nombre quelconque, il suffit

‘d’ajouter le nomhre Oopposé.

Ainsi, pour retrancher 3, il Sl‘lfﬁt d.’ajouter—3;
pour retrancher — 3, il suffit d’ajouter 3. o
Ce principe peut &tre regardé comme une consé-
quence des exemples donnés; on peut le démontrer
rigoureusement en remarquant -que la somme de

deux nombres opposés est nulle, on a :

§+3+(—3)=38
84+ (—3)+3=38

I

dans la premiere égalité 8 + 3 est le nombre qu'il
faut ajouter a (—3) pour avoir 8, clest donc la
différence de 8 et de (— 3); dans la deuxieme €ga-
lité, d’apres la définition méme de la soustraction

84 (—3) est la différence de 8 et de 3.

La démonstration serait la méme si au lieu de 3

on avait un’ nombre négatif tel que — 7.

La soustraction se ramene donc a I'addition; soit
par exemple a effectuer le calcul de I'expression

f—(—58) 4+ (—7) — (+ &) —(=3)+ 12
On pourra I'écrire :

b5+ (—n)+(—4)+3+12

‘de maniére qu'il 0’y ait plus que des additions a

effectuer; et 'on appliquera les régles que nous
avons données pour 'addition.
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Les théoremes démontrés pour le cas d’additions
successives s’appliquent aussi dans le cas de sous—
tractions; en particulier, on ne change pas le résultat
final en intervertissant l'ordre des opérations; on a par
exemple : :

b (= 3)(— 5)— (— )= h— (— ) — (—3) 4 (—5):

21. — Remarque pratique.

Lorsqu’on désigne les nombres par des lettres,
il peut arriver qu'une letire a représente un nombre
~négatif tel que (— 3); alors le symbole — a signifie
qu’on doit retrancher — 3, ¢’est-a-dire qﬁe I’on doit
ajouter 3; donc :
— (—3)=+-3.

D'une maniére générale, — @ désigne le nombre opposé
au nombre «. - '

On se trouve amené ainsi parfois a superposer
en quelque sorte plusieurs signes —; il résulte des
explications précédentes que deux signes — peuvent
etre supprimés ou, ce qui revient au méme, remplacés par
un signe . ‘

Alnsi lorsque « désigne

3,
— a=—(—3) ==+ 3.

1y N . . N .
Sil'on aa retrancher — a, cela revient a ajouter
sy e
a, c'est-a-dire a retrancher 3.
(=3 =3,
Dans ce cas, nous avions ¢rogs signes ——; si l'on

en suppriment dexx, il n’en reste plus qu'un.
Applications. — 1° soit a calculer I'expression :

@b (— )+ (—d) /

——

——

SOUSTRAGTION 51
ol 'on suppose :
a=—10, b:; 4,
On obtient : »
10 -+ 4 =4~ 3 + 7 —=24.
2° Caleuler l’expression :
(= b)) — (—d)
ot I'on suppose :

a=14, b=—06,

On obtient
_4_6+3+7:().

On trouveraid’autres exemples aux exercices.

22. — Théorémes relatifs a la soustraction.

Theéoréme 1. — Pour retrancher une somme d'un
nombre, il suffit d'en retrancher successivement Iles
diverses parties de la somme.

‘Par exemple : ‘
b= (=3) (=) + 2= =5 —(=3)—(=7)—2

=4 —5+3+4 7—2.

Ce théoreme résulte directement de la définition
méme de la soustraction; car, en ajoutant au second
membre la somme qui figure entre crochets au pre-
mier membre, on obtient bien 4; il suffit, pour faire

= cette addition, d’appliquer les théorémes relatifs a
la somme de plusieurs nombres (voir page 26) les
termes 4+ 5, —5; — 3, 4 3, etc., se détruisent deux
a deux.

Théoréme 2. — Pour retrancher d'un nombre la diffé-
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rence de deux autres, il suffit d’en retrancher le premier
et d'ajouter le second au résultat obtenu.
Ainsi :
—5—[6—(—3)]=—5—6+4+(=3).

Car le nombre opposé a 6 —(—3) ou 6 4 3 est
— 6+ (—3). |

23. — Remarque importante, régle pratique.

On conclut des théorémes précédents que toute
parenthese précédée du signe 4 peut étre sup-
primée; tandis que, si l'on supprime une parenthése
précédée du signe —-, il faut changer les signes qui
précédent les nombres placés a son intérieur.

Dans Dapplication de cette régle pratique, on

doit avoir grand soin d’observer que, dans le cas ou

plusieurs signes se trouvent superposés devant un
méme nombre, il ne faut changer que l'un d’eux.
Soit, par exemple, a calculer I'expression suivante :
5—[2—(—3)]
On obtiendra : ‘
5 —a—+ (—3).

On a eu soin de changer l'un des signes— qui
précédaient 3, mais on n'a pas changé les deux.
Pratiquement, d’ailleurs, on évitera le plus possible
ces superpositions de signes, en effectuant immé-

8
diatement les opérations indiquées. Par exemple :

| 5—[2—(—3)
s'écrira de sulte :
5—[2+3].
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V. — MULTIPLICATION

La notion concréte d’addition algébrique nous a

é1é donnée par 'examen des segments de droite, .

nous avons pu en déduire aisément la réegle de
calcul. Nous allons procéder aussi par une étude
concréte, celle du mouvement uniforme pour bien
faire comprendre ce que signifie la multiplication
des nombres positifs et négatifs et quelle est 1'ori-

gine de la regle d’opération.

24. — Etude du mouvement uniforme.

Considérons un promeneur, figuré parle point A
se déplacant sur un axe dans les conditions indi-
quées plus haut a propos des segments (voir

page 20). On dit que le mouvement du point A est

uniforme lorsque les espaces qu’il parcourt dans
des temps égaux sont toujours égaux. Ainsi I'espace
parcouru pendant une heure est toujours le méme,
I'espace parcouru pendant une minute est toujours
[e méme, etc.

Dans cette définition, il ne faut pas perdre de vue
que le point A se déplace sur un axe, c'est-a-dire
que les espaces ne sonl considérés comme égaux
que s’ils sont égaux en valeur absolue, et de méme
signe. _ .
Un promeneur qui marche d’un pas égal sur une
route se déplace a peu prés d’'un mouvement uni-
forme, s'il se dirige toujours dans le méme sens; il n’en
est pas de méme s’il se promeéne de long en large
dans un corridor.

Baret et Roven. = Algébre. Ecoles normales. 3
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2b. — Vitesse.

On appelle vitesse d’'un mouvement uniforme
I'espace parcouru pendant I'unité de temps.
Pour déterminer la vitesse, il est donc nécessaire
de connaitre : 1° le mouvement; 2°le sens choisi
comme sens positif; 3 l'unité de longueur; 4° I'unité
de temps.
11 résulte de la définition de la vitesse que c’est
un nombre positif ou négatif, suivant que le mobile se
déplace dans le sens positif ou dans le sens négatif.

Probléme. — Proposons-nous de trouver quel est
l'espace parcouru dans un temps ¢, la vitesse étant v.
1°" cas. — Supposons par exemple que notre pro-

meneur fasse 3 pas a la seconde, qu'il se dirige a
partir de A dans le sens positif, quel est I'espace
parcouru (en pas) au bout de 4 secondes.
La vitesse s’exprime par 4 3, le temps par -+ 4.
Le promeneur fait en 4 secondes 3><4==12 pas;

-~
-
~—— -
Ne—— . ee=

il les parcourt dans le sens positif, 'espace parcourua
AB (fig. 6) — est donc :.
Eg: —+ 12,
Nous exprimohs cela comme il suit :
(- 3)>< (4 4) =+ 12
+ 12 est appelé produit algébrique de 4 3 par - 4.

2° cas. — OSupposons que le promeneur aille a
reculons, sa vitesse est — 3.
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Il parcourt en 4 secondes 3>< 4 =12 pas, comme
tout a 'heure, mais le segment AB qu'il parcourt

est dirigé dans le sens négatif (fig. ) il est donc

exprimé par — 12. ‘
On exprimera ce résultat par la formule :

(——3)><(—{— 4.):—!2.

— 12 est le produit algébrique de — 3 par 4 4.

3° cas. — Supposons que le promeneur marche
en avant, proposons-nous de trouver l'espace par-
couru pendant le temps — 4 secondes. Que faut-il
entendre par lespace parcouru pendant un temps
négatif? A U'époque actuelle le mobile est en A, au
temps — 4, c’est-a-dire il y a 4 secondes, il était
en B; nous disons que le segment AB (fig. 8) est

———
; :
B A
Fig. 8,
, .
'espace qui correspond au temps — 4; c'est le

segment qu'il faut parcourir pour aller, de la posi-
tion actuelle, a la position occupée a I'époque — 4.
Comme ’espace parcouru pendant le temps - 4 est
le segment qu'il faut parcourir pour, de la position
actuelle, aller & la position occupée a I'époque + 4.

Pendant ces 4 secondes, le promeneur a fait
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encore 3 >< 4 == 12 pas, puisqu’il se déplace dans le
. sens positif,» c'est qu’il était il yald secondes a
cauche de A;le segment AB est donc négatif. Nous

8 e . .
exprimons cette observation comme il suit :

(+3)>< (—h)=—12.
Le produit algébrique de 4 3 par — 4 est — 12.
4° cas. — Supposons enfin que la vitesse et le

temps soient négatifs le voyageur se déplace a recu-

lons, il est actuellement en A. Ou était-il il y a

4 secondes? ‘
L’examen direct de la question nous montre qu’il

—————————

Fig. 9.

était a droitc de A & 12 pas; le segment AB (fig. 9)
est done positif.

Nous écrivons :

(——3))((— h) =+ 12,

le produit algébrique des ——3 par — 4 est 4 12.

I’étade de ces cas particuliers que nous avons
tenu a détailler nous permet’ d’énoncer la regle
sutvante de la multiplication.

5(3. — Régle de la multiplication. »

Le produit de deux nombres positifs ou négatifs est un
nombre dont la valeur absolue est égale au produit des
valeurs absolues des facteurs.

Ce nombre est positif dans le cas ou les deux facteurs
sont de méme signe. Il est négatif si ces facteurs sont de
signes contraires.
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Applications :
3> b== 15
3> (—d)=—15
3 b =—15
— 3 < (— 5) = h.
27. — Produit de plusieurs facteurs.

Le produit de plusieurs facteurs est, par défini-
tion, le résultat final que l'on obtient lorsqu’on
multiplie le premier facteur par le second, le pro-
duit obtenu-par le troisieme, le produil obtenu par
le quatriéme, etc.

Ainsi, soit le produit :

— 2 > 4> (—5) X6 > (— 3) < 2.

1l s’effectue comme suit :

— 2 < /| — 8
— 8> (-—— 5) :v‘—l— 40
40> 6 =240
240 >< (— 3) = — 720
— 720 >< 2 = — [ 440.
Le produit considéré ‘a pour valeur — 144o.
28. — Signe du produit de plusieurs facteurs.

Lorsqu’on effectue le produit de plusieurs fac-
teurs d’apres la regle précédente, on voit que
chaque facteur négatif entraine un changement de
signe, tandis que chaque facteur positifn’en entraine
pas. On en conclut que le signe du. produit ‘ne dépend
que du nombre des facteurs négatifs; si ce nombre est
pair ou nul, le produit est positif: si ce nombre est impair
le produit est négatif.

Cette remarque permet d’obtenir rapidement le
que p p :
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produit : on détermine d’abord son signe, il suffit
ensuite d’clfectuer le produit des valeurs absolues
des facteurs.

29. — Propriétés du produit de plusieurs facteurs.

Théoréme. — La valeur d’un prodliit de plusieurs fac-
teurs ne change pas lorsqu’on intervertit I’ordre des fac-
teurs.

Pour démontrer que la valeur du produit ne
change pas, il suffit de faire voir que la valeur
absolue reste la méme et que le signe reste aussi le
méme. Or la valeur absolue du produit est egale
au produit des valeurs absolues des facteurs; d’apres
un théoreme d’'arithmétique, elle ne depend pas de
leur ordre. Quant au signe, il ne dépend que du
nombre des lacteurs négatifs; le théoreme est donc
démontré. Ainsi :

35 (— 2) > (— 7) <X > (—5)
:(—2)><(—J>>< >3 (— 7).

Corollaire. — On peut dans un produit de plusieurs
facteurs remplacer un certain nombre d’entre eux par leur
produit effectué.

Ainsi :

35 (= 2) > (— >><+><( §) =r12><10><(—7)

= 120 > (—7)=— 840.
3o0. — Propriété distributive de la multiplication.
Théoréme. -—— Pour multiplier une somme par un

nombre, il suffit de multiplier les parties de la somme
par ce nombre et d’ajouter entre eux les résultats obtenus.
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Nous nous bornerons a vérifier 'exactitude de ce
théoreme sur des exemples.
1> exemple. — Soit :

a4 (—3) = (— )+ 17] < 0,
On a: :

2> 10 =120, (— 3)><10=——30, (—4&)>10=—140,
17 > 10 = 170.
24 (— 3)+(— 4)+ 17= 12
20+(—30)—i—(—4())+170:120.
Et ’on a bien :
12 > 10 =—=120.
20 exemple. — Soit :
[2 + (—5) 4 (— 7) + 4] >< [— 10).
On a: ’
2 3>< (— 10) =— 120, (—5)>(—10)=-"50, (—7)
< (— 10) =~ 70, h>< (— 10) =— 40,
24 (—5) +(—7)+4=—F6
— 20 -+ 50 -+ 70 — 40 = 6o.
Et 'on a bien :
(———6)><(— 10)260.

On obtient donc le méme résultat, soit en eflec-
tuant la somme d’abord, et la multiplication ensuite,
soit en multipliant d’abord les diverses parties de la
somme et en ajoutant ensuite entre eux les résultats
obtenus. :

On exprime cette propriété en disant que la mul-
tiplication est distributive par rapport a I’addition.

Remarque. — La soustraction se rameénant 2
’addition, la multiplication est aussi distributive
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par rapport a la soustraction. En désignant par

a, b, ¢, d, m, des nombres positifs ou négatifs,
on a: :

(a—b—c—Hd)ym=am—bm—cm-+ dm.

VI. — DIVISION

31. —- Définition.

'La division est 'opération inverse de la multi-
plication.

Diviser un nombre par un autre, c’est en trouver un
troisiéme dont le produit par le second soit égal au premier.

Par exemple :

12 (—4)=—3 car (—3)X(—4)=12
— 2 (—4)= 3 car 3 < (—h)=—12
—12 h —=—3 car —3 X f —— 12,

La rrégle de la division est une conséquence
immédiate de la regle de la multiplication.

32. — Régle de la division.

Le quotient de deux nombres a pour valeur absolue le
quotient de leurs valeurs ahsolues.

Ce quotient est positif ou négatif selon que ces deux
nombres sont de méme signe ou de signes eontraires.

Exemples :

(—21): (—3)= 7
(—30): 6 =—5
30 1 (—6) =—5

ol

-
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 VII. — FRACTIONS ALGEBRIQUES

33. — Définition.
En algébre, on appelle fraction le quotient indiqué de
deux nombres positifs ou négatifs.
Voici des exemples de fractions :
3 —6 7,

3y —=

4 —5 —4

Les valeurs de ces fractions sont d’apres la regle
de la division :

34. — Théoréme.

On ne change pas.la valeur d'une fraction algébrique en
multipliant ou en divisant ses deux termes par un méme
nombre. ‘

En effet, on ne change pas la valeur absolue,
d’apres la proposition analogue de I’arithmétique.
Quant au signe, il ne change pas si l'on multiplie
ou divise par un nombre positif, car les signes des
deuk termes restentles mémes; et il ne change pas
non plus si l'on multiplie ou divise par un nombre
négatif, car les signes des deux termes changeant
alors tous deux, le signe de leur quotient reste le
méme. \

Réduction au méme dénominateur. — De la propo-
sition précédente, on conclut qu’il est possible de
réduire plusieurs fractions au méme dénominateur
par-la méme reégle qu’en arithmétique. Il en résulte
que pour studier 1'addition ou la soustraction des
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fractions, on peut se borner aux fractions qui ont
-méme dénominateur, '

35. — Addition et soustraction des fractions.

Régle, — Pour ajouter ou retrancher plusieurs frac-
tions ayant un méme dénominateur, il suffit d’ajouter ou
retrancher les numérateurs et de donner au résultat le
dénominateur commun.

Ainsi, a, b, ¢, d, m étant des nombres positifs ou
négatifs, on a : '

a ‘b__c_ _f_l__a—-b——c—i—al

n m m ni n

On démontre cette réegle en vérifiant que la mul-
tiplication par m des deux membres de l’égalité
donne des résultats identiques.

36. — Multiplication des fractions.

Régle. — Le produit de deux fractions est une fraction
ayant pour numeérateur le produit des numérateurs et
pour dénominateur le produit des dénominateurs.

Exemples :

3 5 15
TR T6 T ah
3 —5_  —15
ny S V3
3 —5  —15
:Zx—ﬁ— 24

On obtiendrait aisément le produit de plusieurs
fractions en appliquant la méme regle :

—4 7 — 67 —87 — 1344
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37. — Division des fractions.

La division est Popération inverse de la multipli-
cation; la régle s’énonce facilement :

Régle. — Le quotient de deux fractions s’obtient en
- multipliant la fraction dividende par la fraction diviseur
renversée.
Excmples :
3.5 3, ,—=6_—18
46 4 =5 =20
3 5 3. —6_ —18
Ay ey S N — e
—3 5 __—__3><——6_‘—20
— 4 —6T —4 5 7 18

La régle se justifie en vérifiant que le produit du
quotient par le diviseur reproduit le dividende.

Remarque. — Dans la pratique, on calcule la
valeur absolue et le signe de chaque fraction, on

* fixe le signe du quotient d’aprés la méme regle que

pour le quotient de deux nombres entiers; lavaleur
absolue est le quotient des valeurs absolues des

.{ractions.
Alinsi :
—3 5
— 4 —6
s’écrit :
5, 5__ 18
+Z T 67 20
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE Il

lv.. — Addition et soustraction des nombres
positifs et négatifs.

11. — Effectuer les opérations suivantes :

b—(—=5)47
3—~06-F2—12
— 5 — 3 — (= 15) - (— 2).
12. — Effectuer les opérations suivantes :

42 —5—7—9g414
3—(1—5)—(6—3 )+ (3—6—4)
3—6~2—(S—g——[;+12).’
13. — Effectuer les opérations suivantes :

3,135 — 4,375 4 2,5
8,15 — (3,5 — 8,135 — 4,5 - 3) - (— 3,35)
4,15 —(— 8,75 — 3 — 3.5) 4 (—3 4 4,52)
— B D=+ 6 —2)— 12+ 5 —5),

14. — Un commercant constate qu'il doit a diverses per-
sonnes les sommes suivantes : 323%,50; 312f,50; 402555,
D'autre part, diverses personnes lui doivent 300!, 25of,
417%,45. 11 a actuellement en caisse 1 ooo!: Combien aura-
t-il aprés ses comptes tous réglés?

15. —— Un commercant doient & diverses personnes 3 640f,
2 350f, 4 Soof, diverses personnes lui doivent 2 0oof, 3 000f,
et 1 5oof. Il a en caisse 4925,75. Quelle est sa situation ?

16. — Jean est plus agé de 3 mois 6 jours que Jacques et
plus jeune de 6 mois 5 jours que Pierre. Quelle différcnce
d’ige y a-t-il entre Pierre et Jacques?

17. — On considére 4 points A, B, C, D, sur un axe: l'unité
de longueur étant le centimétre. L,e segment AB est égal
a—+7, le segment BC a — 4, le segment CD a + 13. Cal-
culer les segments AC, AD, BD. Faire 1a figure. '

18. — On donne 4 points A, B, C, D, sur un axe. L unité

de longueur étant le millimetre, le segment BA est égal a

—_—
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-8, le segment BC est égal & — 18 et le segment {kD
est égai a+ 35. Calculer les segments AC, BD, CD. Faire
la figure. . : ‘ o

19. — Dans une course de bicyclistes, Pierre est arrivé
2M13% aprés Jean, et 15M55% avant Jacques. ('Que} ’lnter-
valle de temps sépare l'arrivée de Jean de larrivée de
Jacques? : ’

20. — La montre de Pierre retarde de 3™ sur I’horloge
de la ville, laquelle avance de 8™ sur I'heure du chemin de
fer. Comment va la montre de Pierre par.rapport a I'heure
du chemin de fer?

2. — Multiplication et division des nombres positifs

et négatifs. — Fractions algébriques.
21. — Effectuer les opérations suivantes :
32 >< (— 15)

b3< (— 5) >< 2 >< (— 3) >< (— 6)
2,5 > (— 3,4) ><X (— 1,2)
— 16 >< (— 3,4) >< (— 1).

22. — Effectuer les opérations suivantes :

B—4—=5)6+(2—067)>(—g)
(14 —5) > (—2)+ (6 —8) > (—12)
. — (=) [3— (74 2—75)].

23. — Effectuer les divisions suivantes :

4:(—3)
42,5 1 (— 3,4)
— 3,5 0,7
— 4,15 1 (—0.9)
— 3 (— 1)

24. — Effectuer les multiplications suivantes : -

—6 =3 9, 6 =38
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25. — Effectuer les divisions suivantes :
3,=5
L* 6
5,1
b —5
—2.=8
375
26. — Effectuer les opératioris suivantes :
O ) e R Pt

[(=5+):= Oy

27..— Calculer la valeur de I'expression :

a(blc” — Cl'b”) + al(b"c . CI/b} + all(bc/ — Cb,),
lorsqu’on pose :

a=1 o =—1 @' =
b= b = 2 b =
. r___ I w__ I
c 1 ¢ = 2 c‘_z.
28. — Calculer la valeur de z donnée par la formule :
aa’ -+ bd' 4 ¢c’ .

T B e < Vet TP

ol l'on suppose :

I
a = 3 b-—_i P 1
’ 2 14 7
a«.._~_—~—3— b — 3 ¢ == —1,

CHAPITRE 111

APPLICATIONS DES NOMBRES
POSITIES ET NEGATIFES

38. — Remarque préliminaire.

Nous avons donné déja plusieurs exemples d’ap-
plication des nombres positifs et négatifs a des
problemes concrets. C'est méme de ces exemples
que nous avons pu dégager les regles de calcul.

Nous-avons vérifié que les regles d’opérations sur
les nombres positifs et negaufs donnent toujours
des résultats corrects, c’est-a-dire conformes a la
réalité. Ces nombres ne sont donc pas des abstrac-
tions pures; ce sont simplement des maniéres
abrégées de représenter des faits tres simplés, tres
¢lémentaires et bien connus de tous. Il faut n’y
voir aucun mystére; mais simplement la traduc-
tion dans le langage de 1'Algebre de remarques
évidentes.

Dans les problemes ou on utilise les nombres
affectés de signes, on doit introduire des conven-
tions de signes bien précises, et, une fois ces con-
ventions introduites, s’y conformer avec beaucoup
d’attention. 1l ne reste plus dés lors qu’a effectuer
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W

9, . . = ‘
les opérations suivant les regles (que nous avons

données et a interpréter le résultat conformément

aux conventions faites.

Donnons encore quelques exemples pour 111ustrer

ces observations.

39. — Détermination d’un point sur un axe. Distance
de deux points.

Nous avons déja dit ce qu ‘on appelle axe orienté.
Etant donné sur un axe la positiond’un pomt A,
pour connaitre la position d’un autre point B, il
suffit de connaitre la valeur du segment AB (et
I'unité de longueur). Connaissant les points A et B,
pour connaitre la position d’un point C, 1l sufﬁt de
connaitre ou AL ou B(, ete.

Par exemple, sur la figure 10, on a déterminé B,

—_——

- 4
+ t

4
4
4

>
U—-
O

Fig. 10.

C, D en supposant le point A connu, ainsi que les
segments suivants :

AB =5, BC =3, CD=—5

Mais cette maniére de procéder présente un
inconvénient; il est nécessaire de faire un calcul
pour connaitre la position respective des points A
et D. Il faut passer par tous les intermédiaires. Il est

lus commode, pour fixer la position d’un point sur
, P p

un axe, de donner sa distance a un point fixe, tou-
jours le méme, qu’on appelle origine des abscisses et

E

APPLICATIONS DES NOMBRES POSITIFS ET NEGATIFS 49

que l'on désigne généralement par la letire 0. La
distance d’un pomt quelconque A au point O est la
valeur algébrique du segment OA, on dit que c’est
I ahsc1sse du point A.

—_—

B 0 A
Fig, 11,

Ainsi, sur la figure rr, I'abscisse du point A est 3;
I'abscisse du point B est — 2. En résumé :

Définition de I'abscisse d’un point. — L’abscisse d'un
point sur un axe est la valeur algebrlque du segment
allant de l'origine a ce point.

40. — Distance de deux points.
., Probléme, Etant données les abscisses de deux
points, calculer leur distance.

Soient A et B les deux points donnés; désignons

par a, b, leurs abscisses, c¢’est-a-dire posons :
OA=—a OB =5b.

Nous voulons calculer le segment AB. Nous avons
établi a propos des segments que 'on a :

AB=A0 + 0B,

ce qui signifie, rappelons-le : aller de A en B, ‘équi-
aut a aller d’abord de A en O, et puis de O en B.
On a d'ailleurs

: AO —=— 0A =
, OB =2.
11 en résulte done :
AB=—a+b—b—a.
Borgw ¢t Roven, — Algdbre, Ecoles normales, &
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Telle est la formule qui donne la distance de deux
points. On peut la traduire en langage ordinaire

comme 1l suit.

41. — Régle.

La distance de deux points A et B situés sur un axe est
égale a I'abscisse du second B diminuée de I'abscisse du
premier A. '

Bien que cette regle, ayant été démontrée, n’ait
pas besoin de vérification, cette vérification sur des
exemples n’en est pas moins profitable au commen-

cant.
4o. — Exemples.
Exemple 1.
55 A
Fig. 12.
m:a:?)’ GE:[):—Z
AB=—2—3=—5,
Exemple 2.
i oE
Fig. 13
OA:a:———SE WI:b:Z
A_:2~—(_“3):
Exemple 3.
A B ©
Fig. 14
~6__:a:——v6} W:b:[*
AB=— 4 —(—6)=2

I CE—

.
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Exemple 4.

1l ‘
ol L(l)e.fé.lut pas p(Iardr'e de vue que la distance AD
< APVSI.IV}; ou négative suivant que la direction
ers b est elle-méme positive ou négative.

43. — Déterminati ’
. rminati un évé
Oriain s on d(fn evenement dans fe temps,
gine des temps. Unité de temps,
Pour déterm; 1t1
| mln ’ 7 7
o er .la position d'un événement dans
emps, on choisit une époque bien d¢ iné
que l'on appelle origine g - it 0o
e des temps et ité
s p une unité de
La 3y é
i date de chaque événement est alors repré-
< ‘ e
- t’e. par un nombre positif s; Pévénement est
p ts’e'mem a C%omgme des temps, négatif s'il est
anterieur, et dont la yal
aleur absolue est & :

“ « st égale a Ia
{11talsu1e de Dlintervalle de temps qui ségare ‘t
événement de_l’origine P *

Prene . ‘
. 121@0[-15’ 1pga;o exemple, comme origine des temps

janvier a2 midj 1

g 1910, a midi, et comme unité 1'heure.
‘ ! ers événements ge produisent : le 4 janvier
a rr ir :

heures du soir, le 13 a 8 heures du mat
le 114 g heures d ir ' tin,
, X § du soir, le 12 2 § heures du mati
leurs époques seront respectivement ¢ ales : oy
—f—zo,—x5;—4. . e A
é ,Defz‘mtzon’.de I'époque, — Op éppelle époque d’un
venement 'intervalle de temps qui’ sépare cet évé-

-nement de’] origine des.temps, affecté du signe -
)

P
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si I'événement est postérieur a cette origine, et du
signe — s’il lui est antérieur. :

44. — Intervalle qui sépare deux événements.

Lorsqu’on connait les époques de deux événe-
ments, A et B, l'intervalle de temps qui les sépare
est égal a l'époque de B diminuée de I'époque de A.
L’intervalle ainsi obtenu est positif si A est anté-
rieur a B, et négatif si A est postérieur a B, on
peuat le désigner par AB.

Ce n’est pas autre chose en somme que I'applica-
tion au temps de la régle des abscisses pour la
distance de deux points. '

Par exemple, Tintervalle qui sépare les deux
événements dont les époques — 15 et 4 20 est :

20_(._. 15):35

Il s’est écoulé en effet 35 heures entre le 11 jan-
vier a 9 heures du soir et le 13 a2 8 heures du matin.

45. — Remarque sur la chronologie.

L'origine du temps communément adoptée pour
la chronologie dans les pays chrétiens est I'époque
de la naissance de Jésus-Christ; c’est-a-dire que
Pon suppose qu’il est né le 1°" janvier de I'an 1, a
minuit *; c’est cette date qui doit étre désignée par
zéro. Un événement qui se produit au milieu de

I'an 1 aura, sil'on prend année comme unité, son

1. Nous laissons de coté les petites difficultés qui résultent de
l'emploi successif des calendriers julien et grégorien, et des
années bissextiles; nous supposons toutes les années égales pour

sin]D]iﬁCl‘r

o S e e

T ey
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, . I
epoque désignée pidr - ; Své

| g par —ou 0,5; un événement qui
s'est produit au milieu de I'an 1o aura son époque

(cllfeSIgnée par 9,5. 11 ne faut pas voir la une contra-
ietion; l'origine des temps étant le moment de lg

haissance de J.-C., I'époque 9,5 ouvgiest celle ou
2

) I
11 a . . ! - .\
9 ans ~; il est dans sa dixiéme année que 1’on

appelle I'an 10. Clest ainsi que, en 1gro n
s’omm'es dans le xx° siscle bien (’]u'ﬂ ng se soouii
ecoul_e que 19 siécles et une petite fraction de siecle
depuis le commencement de ['ére chrétienne
Quant aux années antérieures i Ia naissar'lce d
J.-C., les chronologistes les désignent par |’ )
avant J.-C., » avant J.-C., etec. Auz ! < afl ;
désianée " S une année n’est
g par zéro. Un événement qui se produit
le 1°* octobre de I’an 1 avant J.-C. aura son I;poque

désignée L. Své
| g par——z, un événement qui se produit

le r°* mai ’
mat de I'an 34 avant J.-C., c’est-a-dire 33 ans

Ct ; mois ay t I - . (0]
3 A

époque désignée pa Z
P 3 VAT . Iy .
podued gnée p 312,.1 annce. étant toujours
Choisie comme unité.
Il \ 1 M ,
o evst d.es !ors tres aisé de calculer Iintervalle de
Ps qui sépare deux événements
Exe — ] .
mple. — Un homme est neé le 1¢* mai de I'an 12 avant

J.-G., et mort e fer go7
aout de I'an 45 & - .
de temps a-t-il vécu? &% 40 apres J.-C. Combien
n choisissant "annge pour unité, Iépoque de sa

naissance est — 1; = o |'g
. 5 et époque de sa mort 44 7,
. 12
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il a donc vécu :

8N il 1 8 —ssld
441—(——113)2—/}4-{;-—-}—1112—5512

12

—562.
T 12

i

La réponse est : 56 ans 3 MOIs.

46. — Equation du mouvement uniforme.
Nous avons étudié, a propos de la multlphcatlo.n
des nombres positils et négatifs, le mouvement uni-
K
forme. Silon représente par e, ¢, I, I'espace par-
couru, la vitesse, le temps e, ¢, ¢, pouvant ¢tre

représentés par des nombres positifs ou négatifs,

on a 1’équation généralé du mouvement uniforme
e—= vl

i it P st écal au produit de la

qui se traduit : Pespace est €gal au p |

vitesse par le temps.

4. — Applications.
Appliquons cette notion au probléme suwivant ¢

probléme. — Un train se déplace sur la ligne de Paris

4 Lille supposée rectiligne, avec une vitesse de 120%™ a
l'heure dans le sens de Lille vers Paris; a midi 412m, il est
4 30" de Paris. Ol était-il a midi 37 (On supposera le
mouvement uniforme). _

Prenons comme sens positifle sens de Parisa Lille,
comme unité de longueur le kilometre, et comme
unité de temps la minute. La vitesse Iest‘alors — 2,
car 120" a Iheure correspondent a 2™ a la minute
et le mouvement a lieu dans le sens néga’gif. Nous
connaissons la position A du train A midi 12™ et

° . ~ . . m .
hous voulons connaitre sa position B a midi 3™; le

TS

T e

= -
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segment AB est donc le segment parcouru pendant
le temps — g ' '
On a donc d’apres la formule générale :
E:—QX(—Q): 18.
La distance de A a Paris étant 30, cellgyde B 2

Paris est :
T 30 4-18=—48.

La réponse est donc : a 48™ de Paris.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE Il

Applications des nombres positifs et négatifs.

29. — Un voyageur se déplace d’un mouvement uniforme
avec une vitesse de -+ 15¥m 4 l'beure, sur la route de
Paris a Lyon, le sens positif étant celui de Paris vers Lyon;
a 3h ilest a4 4km, de Paris; o stra-t-il 2 § heures ? Ou était-
t-il & 1 3om?

30. — L'heure de New-York retarde de 5h5m23s sur celle

_de Paris. L’heure de Saint-Pétersbourg avance de 1h5im5os

sur celle de Paris. Quelle différence y a-t-il entre I'heure
de New-York et celle de Saint-Pétersbourg? .

31. — L’heure des chemins de fer francais retarde de
5 minutes sur ’heure de Paris. Quelle heure marquent les
horloges des chemins de fer suisses lorsque les horloges
des chemins de fer francais marquent midi? ,

32. — Lorsqu'il est midi & Paris, les horloges des obser-
vatoires suivants marquent :

Anvers. . . . . midi 8™r8* | Milan. . . . . midi 29"25
Bruxelles . . . — 8™ & | Keenigsberg . Coxhram3s?
Christiania . . — 33%33* | Rome . . . . midi f4o™25*
Berne. . . . . — 20™25' | Madrid. . . . 11"356mb4®
Berlin., . . . . — 44™:14* | Moscou. . . . 2"20mH6°

On demande quelles heures marquent ces diverses hor-
loges lorsqu'il est midi &4 Rome?
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33. — On donne le nom de période julienne & une période
inventée par Joseph Scaliger, chronologiste du xvie siécle,
dans le but de fixer et de comparer aisément les dates histo-
riques. L'origine de la période julienne est 4713 ans avant
I’ére chrétienne de sorte que I'an I de I'ére chrétienne coin-
cide avec l'an 4914 de la période julienne. Cela posé, on
demande de fixer par rapport i l'ére chrétienne les dates
suivantes, qui sont rapportées a la période julienne :

Origine de l'éve de$ Juifs . .
— — des Olympiades. .

Fondation de Rome . e e

Origine de I'¢re de Nabonassar. . . 26 février 3 g6y
— de Thégire . . . . . . .. 16 juillet 5 335
— du calendrier républicain . 122 septembre 6 605

7 octobre g53
vers juillet 3 938" .
. 3 961

34. — Deux voyageurs se déplacent d’un mouvement uni-
forme, I'un avec une vitesse de -+ 3ok¥m i l'heure, 'autre
avec une vitesse de — 15%m & I'heure. A 2h23m la distance
qui les sépare est 3*™. Queclle est-elle a 2"4om? Quelle était-
elle & 2hram? On devra choisir un sens positif déterminé.

35. — Deux coureurs se déplacent sur une méme route, le
premier avec une vitesse 4 4, le second avec une vitesse
— 5, les unités étant le meétre jet la seconde. A midi 12m138,
I'abscisse du premier est — 50 et 'abscisse du second est
-+ 300. Quelle est la distance qui les sépare a midi 13mas?

36. — Deux trains vont a la rencontre Vun de l'autre sur
une méme ligne; la distance qui les sépare a midi est 95km,
Quand se recontreront-ils, sachant que la vitesse du premier

! . . 2 .-
est 22m,75 4 la seconde et la vitesse du second 1km g la

minute ?

=

“éerits ou sous—entendus)
puisse calculer la valear
attribue aux lettres des valeurs déterminces

* plication, la division, I'élévation 3

~.
"
.
T
1

LIVRE II
CALCUL ALGEBRIQUE

CHAPITRE 1V

GENERALITES
ADDITION ET SOUSTRACTION

I. —~ GENERALITES. MONOMES. POLYNOMES.
i TERMES SEMBLABLES -

48. — Expressions algébriques rationnelles.

/Nrou's avons vu ce qu'on entend par expression
qgel;)rzgued (\iow Page 4) : c'est un ensemble de
nombres, de 1o ‘opérati i

, ettres et de signes d Operations (mgnes

de telle maniere que l'on
) .

de lexpressmn Iorsqu’on

1 Une expression algébrique est dite rationnelle
orsque les seuls signes d’opérations 2 effectuer sur
i , o
les lettres sont laddition, la soustraction, la multi-
)

’ ; une puissance, &
Vexclusion de lexiraction des raci ’

nes.
Par exemple les expressions :
a
. 3a, V3 be 4/ _ R 5
b2 T ? V7 d, Via’ ;(“(5—1)'

\
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sont des expressions algébriques rationnelles, bien que

certaines d’entre elles renferment des radicaux; mais-

ces radicaux portent sur des nombres. Au contraire :
Ja

\/E —4- 1

sont des expressions algébriques irrationnelles.

bt 3Wa, Va+0b, Ve+Vd,

49. — Mondmes.
On appelle monéme une expression algébrique
Tqui ne renferme aucun signe d’addition ou dg
soustraction entre les divers nombres ou lettres qui
la composent. Exemples :
3@, e %?’
sont des monodmes.

Un mondéme est donc le produit de plusieurs
nombres et lettres ou de fractions algébriques
n’ayant pas de signes d’addition ou de soustraction
dans leurs termes. Ainsi :

(—3)><a><(— 15) > b a>< e g axb

est un mondme.

Coefficient d’'un mondme. .
On peut dans le mondme précédent introduire

) . . . : ) . ~
une simplification, la valeu d’un produit ne chan-.

geant pas lorsqu’on remplace plusieurs facteurs
par leur produit effectué, le monome que nous
venons de considérer peut s'écrire :
(——3)><(——15)><7><a><a><a><b><b><c.
On remarquera que T'ona: '
(—3)>< (—15)><7 — 315
ax> a>a —al
b>< b —k

e ——

R o il G et
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de sorte que notre mondme peut finalement s’écrire
sous la forme simplifiée ‘

315 ab%,
dans lequel ne figure plus aucun signe opératoire
explicite : les signes de multiplication sont sous-
entendus ou remplacés par les exposants.
De méme :

3a Bbc* __2ab/3 ,, . . 153 _ a2b2c?
(— 7) X—;‘T > de S écriralt — 7 X.—dze

C’est sous cette forme simplifiée que nous écri-
rons toujours les mondmes; le facteur numérique,

——15\/3
7

gauche, s’appelle le coefficient. Le mondéme :

ici 315, ou qu’il est d’usage d’écrire a

15 =
—— /3 a%
7\/

a pour coefficient —%5—\/3 Le coefficient d'un

mcndéme est ainsi un nombre positif ou négatif qui
peut étre entier, fractionnaire, ou irrationnel. Un
mondéme dont le coefficient est nul est égal a zéro,
car un produit de plusieurs facteurs est nul lorsqu’un
de ses facteurs est nul.

51. — Mondémes semblables. Addition et soustraction
des monomes semblables.

On dit que deux mondmes sont semblables lors-

qu’ils ne different que par leurs coefficients. Par
exemple, les monomes : '

viatbe®,  1bafect,  12a%bc?
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sont semblables; il en est de méme des mondmes :

— 142%°, . ZhP.

3 .
Z.t‘y°, 152%y5,
Le dernier de ces monémes doit étre regardé
b : b N

- comme ayant pour coefficient 1, car le produit d’un
nombre quelconque par I'unité est égal a ce nombre
. . ) P
lui-méme; 1 2* y* est donc la méme chose que 2? y°.

De méme le monéme — 2*y® doit &tre regardé
.comme ayant pour coefficient — 1.
52. — Régle d’'addition.

La somme de plusieurs mondémes semblables est le mo-
nome semblable 4 chacun d'eux, ayant pour coefficient la
somme des coefficients.

Exemple. — Soit a ajouter les mondmes sem-
Edl
blables :
12a3b%ctx, 1hadblete, — albictz, — 3ba’bictx.

-Ces mondmes semblables ont pour coelficients -

les nombres 12, 15, — 1 — 35 dont la somme es} :
12 - x5——11—35:—-9.
L.a somme cherchée est donc
| — ga’bictx. ’
Autre exemple. — Soit a ajouter les mondmes
semblables : :
15228, 2%y, —r4x%y?, xS, — 32yt
dont les coefficients sont 15, 1, — 14, 1, — 3. La

somme de ces coefficients est :

1h+1 —14+1—3=—0o.

T
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La somme est donc un mondéme semblable aux
mondmes proposés et de coefficient zéro; elle est
donc’égale a zéro.

Justification de la régle. — La régle se justifie par
le principe énoncé dans le chapitre II : pour multi-
plier une somme par un facteur, il suffit de multi-
plier par ce facteur les diverses parties de la somme
et d’ajouter entre eux les résultats obtenus.

SI nous reprenons le premier exemple, nous

“voyons, en appliquant ce principe, que — g étant

égal a la somme des nombres 12,15, —1,—35]e
produit de — g par a*b%‘z est égal a la somme des
produits de 12, 15,1,35 par a*bictx :
De I'expression :
——9:(12+x5—1—35)
on déduit : '
—9a*hctr = (12 4 15 — 1 — 35) aPbictx
et enfin : '
—galbityr = 120324z —+ 15a3b%cte + (— a’bictz)
—+ (— 35a%h% ).
Ce que nous voulions démontrer.

On justifierait de la méme maniére la regle de la
soustraction que nous nous contentons d’énoncer.

53. — Régle de soustraction.

La différence de deux monémes semblables est un
monéme semblable d chacun d’eux ayant pour coefficient
la différence des coefficients.

Soit, par exemple, 2 retrancher 542 de 84% on
retranchera 5 de 8, ce qui donne 3, la différence
cherchée est 34%. Si l'on avait proposé de retran-
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cher 8a* de ba®h, il aurait fallu retrancher 8 de 5,

ce qui donne — 3; le résultat serait donc — 3ab.
De meéme :

5

%a/ﬂx — (— %a&%) = [% -—<— %)} a.b“x‘: 1—8—1 abz,

54. — Polynomes.

* ?5"“"2y — (32%y) = <~ = — %> aty = —L .

On appelle polynome la'somme de plusieurs mond-
- mes.
Par exemple, 'expression :
a*b + 2% —+ 12a2° 4 3bay?
est un polynome
a*b, 2%y, 12a2®, 3bzy®. L’expression :

ash — Saé — 22Y —+ 5a®

1

est aussi un polynome, car c’est la somme des

monomes :

a*h  —3ab —oaxy 5ad.

On dit parfois quéun polynome est une expression
formée par une suite-de mondmes séparés par les
signes -+ et —; mais il est préférable de conserver
notre premiére définition, car elle permet de bien
comprendre ce que Von entend par termes du poly-
nome : ce sont les mondémes dont ce polynome est la
somme. Ainsi le polynome : ,

5ah — 8a% — a® - z*
a 4 termes :

ba?'h —8a® —a? ot

c’est la somme des mondmes
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Un polynome qui a deux termes s’appelle binome;
Un polynome qui a trois termes s'appelle trinome.

Les expr'es’swns quadrinome, quintinome, etc., ne
sont pas usitées.

55. — Réduction des termes semblables.

Lodrsque deux termes d’un polynome sont deux
monomes semblables, on dit que ce sont deux termes

‘semblables. On peut, sans changer la valeur du poly-

nome, .remplacer deux ou plusieurs termes sembla-
bles par leur somme effectuée; c’est ce qu’on
a},)pellg faire la réduction des termes semblables. |] suffit
d’appliquer la régle de I'addition des mondmes.
Exemple 1. — Soit le polynome : ‘

| 35a2b —+ 1dey — 12a2h 4 a:" — XY + 14a%b — 5042 — 8a®

On peut I'écrire :
2
(35a b——12a25+14a26—50a2/))—+—(.1 5xy —xy)+(a3—8a3)
- so1t :
— 13a%b 1hay — nad.

Il est commode pour effectuer la réduction des '
termes semblables d’écrire e polynome de la

. manieére suivante :

35a%b + 15y

— 120% -+ a?.
—+ 14a%b
— S0a%b — 8ab

Les termes semblables étant écrits dans des

colqnnes verticales, on effectue ensuite I’addition
des coefficients d’une mame colonne
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: ~ 2

35 —r2414 —50=—13
b 1 = 14
1— 8 ——7

Le polynome proposé peut donc s’écrire sous la
formule plus simple :
— 13a%h +~ 142y — 7ad.
Exempleé. — Soit le polynome :
2% 4502 — 8 — 33— 2% 4~ 15 4+ 6o — 2 — 3z,

On trouve ¢u’il est égal a :

(= 3) 2% 4 (5 — 2] 2% = (6 — 3) & 4= (— 8 4 15 —2)
N \
¢'est-a-dire a :

— 2% 4= 322 4 3x - 5.

* 56. — Degré d’un mondme et d'un polynom‘e.,

On appelle degré d'un monéme par r:jlpport. a lélne (:z:
lettres, « par exemple, qu'il renferme, I'exposant de ce
lettre x dans le monéme.

“Ainsi, le mondéme :

3ab2ciz?y

est de degré 2 par rapport a x; d‘e deixt"s ?1 F;a;r;
rapport a ¢; de degré 1 par‘rapport :al yﬁ,e re;lferme
de degré zéro paf‘rapport a z, car 1
facteur égal a z. ‘

au?gn adit aussig: deuzieme degré par rapport a z,
troisieme degré par rapport a c, etc.) . .

Le degré d’'un mondéme par r'fzpp.o'rt a ,67:5‘9%i e
de plusieurs lettres est, par définition, ég

‘ é ' rt a chacune de ces
somme de ses degrés par rapport :

lettres. Par exemple, le monome écrit plus haut est

'
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- de degré 3 par rappert a I'ensemble des letires 2 ot

y, de degré 6 par rapport 4 I'ensemble des lettres
@, b,.c; son degré total, c’est-a-dire son degré par ‘
rapport a ’ensemble de toutes les lettres qu’il ren-
ferme, est g. :

On appelle degré d’un polynome par rapport a une
lettre le degré de celui de ses termes dont le degré
est le plus élevé. On définit de méme Je degré d'un
polynome par rapport a I’ensemble de plusieurs
lettres. On suppose d’ailleurs que Pon a fait la
réduction des termes semblables.

Ainsi le polynome :

3a%2® - Baty — g5,2

cst de degré 5 par rapport a « et de )degré 3 par
rapport a x; son degré total est 7. I n’est pas égal
a la somme des degrés partiels, parce que le terme
dont le degré par rapporlt a a est le plus élevé n’est
pas le' méme que le terme dont le degré par rap-
port a x est le plus élevé. .

-Le polynome :

x3.—§— 322 4— 6 — 48 —+ x4 3

est de degré o par rapport a x; on le vyojt en
réduisant les termes semblables, ce qui permet de

- Iécrire sous Ia forme :

322 - 6 - 7.

57. — Polynomes ordonnés.

. Ordonner un polynome par rapport a une lettre z,
c’est grouper eusemble tous les termes de méme
degré par rapport i cette lettre, et les écrire, soit

Borer et Roven, — Algebre. Eeoles normales, 5
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dans Pordre des degrés croissants, soit dans T'ordre
des degrés décroissants. Soit par exemple le poly-
nome :

2% - 2t — 328 — 52% 4 2% — 6 + 7a.
Pour 'ordonner, on devra l'écrire :
)

2t — 23— bt -y — 6
ou bien :
— 6+ yx — 5x% — 2% 4 2.

Dans le premier cas, il est ordonné suivant les
puissances décroissantes de x; dans le deuxieme cas,
suivant les puissances croissantes.

Soit maintenant le polynome :

ba — 8.

ar -+ 3224 b 4 cx? — a2 —

Pour I'ordonner, suivant les puissances décrois-
santes, on 1’écrira comme il suit :

B3~+4-¢c—aY)2*+(a—b)x—+b-—38

en groupant d’abord tous les termes qui renferment
Z*, puis tous les termes qui renferment x, puis tous
les termes qui ne contiennent pas la lettre x.
Par une extension du mot coefficient, on dit que
dans ce polynome ordonné, le coefficient de 2? est
(3 4 ¢—a?), le coefficient de 2 est a—b, et le
terme indépendant de 2z est b—8; a ce point de
vue, ce polynome sera considéré comme n’ayant
que 3 termes; c'est un trinome en x; c’est-a-dire que
¢’est un trinome lorsqu’on porte une attention par-
ticuliere sur la lettre . '

58. — Remarque sur le degré d'un polynome.

Il arrive trés fréquemment que 1'on distingue les
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lettres qui figurent dans un polynome en deux
groupes, les unes que I'on appelle inconnues ou
.;'arlables,, et qui sont généralement les derniéres
v ’ . - . A ) )
ettu’s de l'alphabet; z, y, T, Uy 9, t, s...; les autres
que ’on regarde comme connues et qui sont géné-
ralement les premiéres lettres de I'alphabet
a, b, c... : :
o ? . 144
Lorsqu’un  polynome renferme des quantités
connues et des inconnues et que ’on parle de son
-degr’e, sans spécifier davantage, il s’agit toujours du
degré par rapl?ort; a Densemble des inconnues; par
exemple, on dira que le polynome :

(4" — 8. ety —3 oy

est du premier degré (sous-entendu : en z et ).
Dans ce cas, on regarde comme termes semblables
ceux qui renferment les mémes inconnues avec les
mémes exposants, sans tenir compte .des autres
lettres, et on groupe ensemble les termes sem-

“blables.

Par exemple, si 'on 4 Je polynlome :

\

— @’y - 3ay — bxy? cxy* +- ax ~+ 3z —y
On Iécrira comme il suit : |
(=@ 4+ 3) 2y 4+ (— b 4 ) ay® 4 (a + 3)a -~y

cest un polynome du 3° degré en & et ¥ le coeffi-
cient de 2% est — o | 3, etc
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II. — ADDITION DES MONOMES
ET DES POLYNOMES

59. — Remarque préliminaire. _ _

Les regles du calcul algébrique permettent de
transformer une expression algébrique en une autre
équivalente, c’est-a-dire admettant toujours la méme
valeur numérique pour certaines valeurs particu-

lieres données aux lettres, quelles que soient d’ail-

leurs ces valeurs particulieres.

On peut ainsi le plus souvent remplacer une
expression compliquée par une autre beaucoup plus
simple.

Les regles des opérations sur les monémes et les
polynomes sont ainsi une conséquence immédiate
des régles et des théoréemes concernant les opéra-
tions sur les nombres que nous avons indiquées au
' ch'\pitre 1. Certaines de ces regles sont d’ailleurs
a peu pres evxdentes, pour étre complets nous
allons les repl'endre ici.

60. — Addition des mondmes.
Reégle. — Pour ajouter plusieurs monémes, il suffit de
" les écrire les uns a la suite des autres avec leurs signes.
Cette regle conduit comme résultat a un poly-

nome dans lequel, s’il y a lieu, on fait la réduction
des termes semblables.

Exemple 1. — Ajouter les mondmes :
15ax, — 3a’z, 15a’y, — alr —aby

On obtient le polynome :

1haty — 3ax 4+ 15a’y — alx — a¥y,
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qui s'écrit, plus simplement :
11a’z + 14%y.

Rappelons que dans le cas particulier ou tous les
mondémes sont semblables, le total est un mondéme
semblable a chacun d’eux et dont le coefficient est
la somme des coefficients des divers monémes.

Exemple 2. — Soit a additionner les mon6émes :

5a%b®,  —a2adl®, — 124305 - 7a’h?
la somme est le monéme
— 2a%p®

car b—2—r1247)=—a,

61. — Addition des polynomes.

Régle. — Pour ajouter un polynome i une expression
algebnque il suffit d’ajouter a cette expression, successi-

‘vement tous les termes de ce polynome. Dans le résultat

ainsi obtenu, on fait, s'il y a 11eu la réduction des termes
semblables.

Exemple, — Additionner les polynomes suivants :

3a%r 4 b 4 6 4 gt
1 —[73—8+2a4—i—3a2x
— 36® — 6a* - 15a%z —qg.

On obtient le polynome :
3a% 403+ 8 4 a* — b 8§ 4 2gt 4 302y — 3B° — Gat

~+1baltr —g
Ou en réduisant les termes semblables E
21a2J,'5363—3a‘— Ii.
Remarque. — Pour faciliter la réduction des
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termes semblables, il est souvent commode de dis-
poser autrement 'opération. On écrit les uns au-
dessous des autres, en colonne verticale, tous les
termes semblables entre eux.

Ainsi I'addition précédente s’écrirait :

3a%x 4+ 0P+ 64 af

4+ 3alz— b°— 84 24

—+ 15a%r — 30* — g —6Gat

total : 21022 — 36% — 11 — 3at

Cette remarque est surtout utile dans le cas ol
I'on ajoute des polynomes ordonnés.'

Exemples. — Faire la somme des polynomes :
z3 b2 4-3x — 4
—ox¥— 2*—6
9x? — 62 — 7
8§ — &,

On disposera 'opération comme suit :

308 — B4 3r—4

b a2 —6
—9.1:?—61‘——7
— a3 —+8

ox3+3x2——3x——{—9
On ajoute entre eux les coefficients des mémes

puissances de z placés les uns au-dessous des
autres; on obtient ainsi le résultat cherché :

oa® + 32— 32 —g
c’est-a-dire :
322 — 3z —9g

puisqu’un mondme a coefficient nul est nul.
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Ill. — SOUSTRACTION DES MONOMES
v ET DES POLYNOMES

62. — Soustraction des mondmes.
Régle. — Pour retrancher un monéme d'une expression
algébrique, il suffit de lui ajouter le monéme opposé.
Ainsi pour retrancher le mondme 226 du mo-
néme 5%y, il suffira d’ajouter a ce dernier — 2ab,
ce qui-donne pour résultat :

Sx%y —aab
de méme :
baty — (—2ab)=bz?y + 2ab.
Autre exemple, — Ajouter les.mon.(”)mes :

ez, —3a%y, a°

et retrancher du résultat successivement les mo-
noémes :
— a’x, — ba%y, —at, 2a%y.
On obtient :
adx —3aty + ab 4~ a’x -+ B5a%y + at — 2a%
ou plus simplement :
202 - a¥ - a*.

I‘Rappelons que, lorsqu’il s’agit de ‘mondémes sem-
blables, la différence de deux mondmes est un
mondme semblable a chacun d’eux et dont le coeffi-
cient est égal a la différence ‘des coefficients des
deux mondmes proposés :

1hatzy — <-— } a%) — <15 +E> a’x
' 7 7
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solt : .
108
a’x,

7

-63. — Soustraction des polynomes.

‘Régle. — Pour retranchér un polynome d'une expression
algébrique, il suffit de retrancher successivement tous les
termes du polynome. (Dans le résultat ainsi obtenu, on
fait, s'il y a lieu, la réduction des termes semblahles).

Exemple. — Retrancher le polynome :

3a%r — galx? — 6a’2?
du polynome :
" ga’r + 18a%2? — a%z’.
On obtient :
ga’r + 18a’4? — a?x® — 3alx + galz? -+ 6a’s?,
ou, plus simplement :
6a’r 4+ 27a’z? 4 Sa*x®,
64. — Remarques sur I’emploi des parenthéses.

Régle pratique. — Lorsqu'une somme ou différence de
polynomes est indiquée par des parenthéses, p?ur I'effec-
tuer, on supprime les parenthéses, en ayant som"de ’cl.l.an-
ger les signes de chacun des termes situés a l'intérieur
de celles qui sont précédées du signe —.

Exemple. Soit a calculer :

(a2 - B%) — (3% — 2b?) - (— a® 4 b%) — (— 6a? 4 452).
On obtlent :

a? 0% — 3413 4902 — a® 4 b? - 6ad — 4 b2

= b

e =

précede la régle a suivre :
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ou, en réduisant les termes semblables :
3ad. ;
Ainsi la régle de soustraction énoncée plus haut
peut se traduire aussi :
Pour retrancher un polynome d’une expression algébri-

que, il suffit de I'écrire a la suite de cette expression en
changeant les signes de chacun de ses termes.

65. — Remarque 1.

Dans le cas ou I'on a plusieurs additions ou sous-
tractions successives a effectuer, et surtout lorsqu’il
s'agit de polynomes ordonnés, il est avantageux,
pour faciliter la réduction des termes- semblables,
de les disposer en colonnes verticales.

Exemple. —— Soit a effectuer les opérations sui-
vantes : ;
(7x3+5z2—-—5c+ 2)+(2x3~4x2—3)~(2.r2+nx——S)

+ (42° — 4),

On disposera comme suit :

728 4322 — Ky o

— 228 - 422 -+ 3
—22? — 112 -+5
428 — 4

9z® —m—o
66. — Remarque 2.
11

arcive parfois que dans un polynome on veuille

_mettre entre parenthéses un certain nombre de

termes c’est Vopération inverse de cell

est. 1 e que nous
venons d’effectuer et 1'on d

éduit aisément de ce qui

Pour ouvrir dans un polynome une parenthése aprés un
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signe — il suffit de changer les signes de chacun des
termes que 1'on met dans cette parenthése.

Exemplé :
a® — b+ 2be — ¢* = a® — (b* —2hc —+ ¢?).

De méme :

Pour ouvrir dans un polynome une parenthése aprés un .

signe -, il suffit d'écrire, sans changer leurs signes, les
termes que l'on-veut mettre dans cette parenthése.
Exemple : : -

a2—+—b2+2bb—{—c":a2+(bg+ﬁbc+ce)'

EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV

Addition et soustraction .
des mondomes et des polynomes.

37. — Réduire les termes semblables dans les polynomes
suivants :
13a22x — 8a3 — 25a2z - a8 -} 02 — 134 4 3552

z3 — 5z 4 323 — 822 — x?x-{-%x? + %:x—}— 15
3 . a3, ;
3¢+ 522 — raxly 4- Z;vz —a—ay? — 2%y
3 3 6 1
Zx——/sx—-f)x—}- 12 +; +.I’2 “5.2—-;12.
38. — Ordonner les polynomes sunivants :
br — 2222 4 12 -+ roz* — 3123 4 828
705 4 125 — 38 + 1122 — 120% - 326 — 323
adx? + axh 4 ab — x5 — a208 — ala,
39. — Additionner les polynomes suivants -
3zt ar+ b .
—b5x 4 3ax24-c+ b
— 8ax - 522 42+ b

et ordonner le résultat par rapport a x.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE IV
40. — Additionner les polynomes suivants ;

523 — 8az? 4 56z + ¢

ax? — 353 — ¢ — 1387
9¢22 + 13023 4 bby.— 15,

et ordonner le résultat par rapport a x.
41. — Effectuer les o

‘ pérations indiquées par les paren-
théses : ! F P

(552 + 3b2%b — i) +( 463 —2 32k 4 : bx)
; :
2 |y g2 a2 g2 g2 2 42 g2
(5+5-2) +(F-%+5)+ (~5+%+%)
.. (a9—}vbg+2bc)—|—(a9—{—62—nbc
(@8 + 3oty + 32y2 4 y3) |- (23 — 322y L 3c)vy2 — %)
42. — Du polynome :
Salzy 4 3az?y — y? + a3 —zy?,
retrancher le polynome :

lal —‘—ga?xg/ + Ayz\—* 2xy? -+ 3az2y.
43. — Effectuer les soustractions suivantes :
(a2 + 3be + 52) — (a2 — 38¢ ~+- &2
(M2 pmi - pm 4 p) (3 o o )
44, — Effectuer les opérations indiquées :
Gtytad ety —o)+t@tz—y)+ gtz

(atb+c—dy+(a—btctd)—(at-btc —(a—b—c¢
(7% — 4a2b2 - 2435 — 8ab3) )—- ((Sbj——taf*j—i) 1 1523 -fna%_?—)d)

.

45. — Etant donnés les polynomes :

P =52t — 323y — aw2y? | 8
, 33, - 72y - Ly
P = 1824 + 1523y — 8x2y2 -+ 132y3 — 28y4

Pr=—axb + gady 4+ 3122y 4 2yd | f5y k.
Calculer : ‘ -
ro P P/ pr '
2° P+ P —pr
3° - P—Pp —p"
46. — Faire

disparaitre les parenthéses et réduire les
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(ormes semblables dans les expressions suivantes :

(b — —(a-—b)—[b+a——(c——a+5)]
aTw(—Fyfi?rZ)—[w_——(y—Z)—l—z—(w—'o')l\/_é]
(g2 + 3y — ¥3) — (WF — 1) a0 — [ 42y — 38k

47. — Mettre en parenthéses précédées du signe — les

. dérniers termes des expressions :

hat 4 2zy — 22— y>
2 — 16a% — Bab — b2

2+ 8ab — b2 — 16a2.

48, — LEffectuer:

<} 1(..'h5.-<". r——

" CHAPITRE V

MULTIPLICATION
DES MONOMES ET DES POLYNOMES

Rappelons, bien que notre remarque préliminaire
sur les opérations algébriques l'ait indiqué, que le
produit de plusieurs expressions est une nouvelle
expression algébrique dont la valeur numérique est
égale au produit des valeurs numériques de ces
diverses expressions pour certaines valeurs parti-

" culieres données aux lettres, quelles que soient

d’ailleurs ces valeurs particuliéres.

I est aisé par suite de comprendre que les régles
d’opérations se déduisent des régles précédemment
données sur les nombres positifs et négatifs et sur .
les fractions algébriques.

Nous distinguerons plusieurs cas dans la multi-
plication. '

67. —. Multiplication des mondmes. .

Régle. — Le produit de deux ou de plusieurs mondémes
est un monéme admettant comme coefficient le produit
des coefficients et comme partie littérale le produit des
parties littérales.
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Soit, par exemple, a multiplier les deux mo-
aomes :
3

5
22 2 a2
L 6ab

) . A8 5 M ’
le produit de—Z—par—f—B3 est —5; le produit cherché

est:
————g-;ﬁyabz.
De méme, le produit des mondmes :
2 3
—3 ab3, -_ Z a“)‘b
est :
L apsae.
2

Ce mondéme peut d’ailleurs s’écrire plus simple-
ment en groupant les facteurs égaux :

I
~ a’bt.
2

On sait en effet que, dans un produit de plusieurs

facteurs, on peut intervertir 'ordre des facteurs, et
‘remplacer plusieurs d’entre eux par leur produit
_effectué : .

2 3
— 5 b — = a?b
3 q > 4
aurait pu s'exprimer :

-__3;><a><b3><<~—%>><a9><b.
D

Le groupement des facteurs numériques et des

mémes lettres conduit au résultat ci-dessus et jus=
tifie la regle. ‘
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On remarque qu’une lettre, telle que a, admet
pour exposant la somme des exposants qu’'elle
admet dans les deux facteurs (et cela résulte de la
régle donnant le produit de deux puissances sem-
blables d'un méme nombre !). On en déduit la régle-
pratique suivante.

68. — Régle pratique.

Pour iformer le produit de deux ou plusieurs monémes
on écrit d’abord le. produit des coefficients (pris avec leurs
signes). On écrit ensuite toutes les lettres distinctes qui
figurent dans ces monémes en affectant chacune d’elles
d’'un exposant égal 4 la somme des exposants qu’elle a dans
les divers facteurs. : '

/
Soit, par exemple, a effectuer le produit des
mondmes suivants :

-

9 5 .
e gl T . 2 139
\/Za & \/2aJ‘I/’ 3abx.
- Le produit des coefficients :
3 =2 5
V2 T3
est : :
3><2><E__5
2>3 T 7

L’exposant de la lettre @ doit étre 3 + 1 4 1 =5;
I'exposant de & : 2 4-3=>5; I'exposant de ¢ : 1;

1. Nous reprendrons au chapitre vix les calculs sur les puis-
sances et les radicaux; mais nous avons déja justifié cette régle
en considérant une puissance d’un nombre comme un produit de

plusieurs facteurs égaux & ce nombre :

al>alz==axaxa>a>Xa=ab,
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'exposant de 2 2 4 o =14; lexposant de y : 3. Le

produit est done :

5adbicaty®.
69. — Multiplication d’un polynome par un monodme.
Regle. — Pour multiplier un polynome par un mondme,

i1 suffit de multiplier chaque terme du polynome par le
mondme et d’ajouter entre eux les résultats obtenus.

Exemple. — Soit & multiplier le polynome :
342 — abd 4z 45y ' '
par le monome :
_ — abzx?.
“On obtient :

— 3a%hx?+ nabtz?— abz® — habxy.

Remarque. — 11 convient d’apporter son attention
au signe_de chacun des produits partiels. On peut
utiliser cette remarqueé commode : chaque produit
'partiel est positif ou négatif, selon que le monodme

dont il procede est de méme signe que le multipli-

cateur, ou de signe contraire.

La justiﬁcation de la regle de multiplication que
nous venons de donner est dans la propriété distri-
butive de la multiplication par rapport 4 D'addition
et ala soustraction, (voir chapitre 11, page 16).

70. — Multiplication J'un mondme par un polynome.

Ce cas peut stre ramené au précédent. On peut

supposer les deux expressions offectuses, il s'agit

alors d’un produit de deux facteurs dont on peut

intervertir l'ordre sans modifier le résultat.
Soit par exemple effectuer le produit du mo-

o P

MUL B }
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néme — 4 a’x par le polynome :

Babz® -~ 2a2z? — 34
, s K ZXE — 2
on écrira : : 30%

—;)— /gzsx >< (babx® + 24*x* — 3b%)
—(habx? a? : .
(babx® 4 2a® 2* — 30%2) >< (— /d’x).

En appliq ¢
. juant la régle énoncée
obtient le pl‘Oduit demandé - PIUS haut, on

—_— 4 « )
20a*bxt — 8a’z® 4 124300,

’7I. — Multipiicatiqn,de deux polynomes

Régle. — i
1 e;;s,r e. Pou‘r -obtemr le produit de deux polynomes
il suffit de multiplier 1'un d'eux successivement par tous’

L’ L M \ . . . LY
) opelatlc,)n se ramene ainsi a une série de multl-
plications d un polynome par un mondéme
Exemple. — Soit a multiplier le polynome :

atb — ab —+ 3b%
par le polynome :
a® — 2ab + 30°.

On multiplie d’ .
co qUi'donrll}; 1:e abord le ?ren11er polynome par a2,

| a*h — a%b - 342,
~ On le multiplie ensuite par — 2ab, ce qui donne :
— 2a%0? 4 24%0% — Bal®.
Enfin, oun le mu‘ltiplie par 36%, ce qui donne :
302 — 3ab® + gbt.

Borrt. et Roven., — Algébre, Ecoles normales. 6
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Il ne reste plus qu’a ajouter ces trois produits par-
tiels; on obtient :
ath — b = 3% — 2430 202 — Bab®
’ -+ 3a%® — 3ab® 4+ gb*
ou, en réduisant les termes semblables :
1

a*h — a*b —+ 5a*b® — gab® + 3a2b® + gb*.

8 isposition pra-
72, — Cas des polynomes ordonnés. Dispositi P
tique.

Lorsqhe les deux polynomes peuvent étre aisé-

ment ordonnés par rapport aux puissances d’une
‘méme lettre et dans le méme sens, on adopt'e pour
la multiplication de ces polynomes or_dcc)lr.mesrL;Ei
disposition particulviére‘que nous allons indique

un exemple. o ]
‘ Exemp%e 1. — Soit a multiplier les deux .ley

nomes :
328 — 222+ 6+ 1

227 459 — 1.
On disposera l'opération comme suit :

323 — o224+ Gr 1
2224 bx —7
Ba® — Lt 122 4 242
1hat — 102° + 3022+ Dx
— o212’ 142 — for —
645 - 11t — 192% 4 462% — 392 —7

On écrit les deux polynomes l'un au-dessous de
I’autre, on tire un tr‘ait a.u—.dessous ducilue%3 sont
écrits les produits partiels, ici au norr}br.e ed , que
I'on obtient en mult'i-plian't l.e multiplican e pgr
chacun des termes du multlphcateur. On a soin de

* A
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disposer ces produits partiels de telle Tacon que les
termes semblables soient sur une méme colonne
verticale. On obtient ainsi commodément la somme
(qul estinscrite au-dessous du second trait.

Exemple 2. — Multiplier * + 2 20 4 g par
2" —a*— 1. L’opération se dispose ainsi :

42t ar 4

z8 — 2 1
m{f» I
— 1.0_ — b 2”;* 22 v
— at — 2% e

On'aeu soin de laisser des blancs correspondants
aux degrés pour 'lesquels il n’y avait pas de termes.
Cette disposition. de la multiplication des poly-

- nomes, qui présente quelque analogie avec la dispo-

sition arithmétique, est surtout avantageuse dans le

_cas on les polynomes que l'on peut facilement

ordonner renferment une seule letire, x par exemple.
Mais on peut aussi l’employer dans le cas on pla-
sieurs lettres interviennent et méme dans le cas o
les coefficients de 1a lettre ordonnatrice sont eux-
mémes des polynomes. Nous indiquerons quelques-
unes de ces multiplications en exercices., '

73. — Produits remarquables.

- L’égalité qui exprime le résultat des opérations
effectuces s'appelle une identise : les deux mem-
bres deviennent identiques lorsqu’on les simplifie.
Ainsi, Pégalité ‘

x(r — =022 (x4 1)
est une identité,
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Nous désignons sous le titre de produits remar-
quables des identités qu'il est trés important de
retenir afin de simpliﬁer les.caleuls et qui nous sont
données par les regles de la multiplication algé-
brique. ﬂ
~ 1° Carré de la somme de deux nombres. Carré de leur
différence.

(a —+ ME=a?+ 2ab -+ b2,

On peut aisément vérifier cette identité: (@ 4 b)°
estégala(a + b) >< (a + b). Effectuons comme suit :
a-+b .
a-+b
@ - ab

4 ab -+ b
u® +2ab—+ b

Ce résultat peut s'énoncer :
Le carré de la so

somme des carrés de chacun de ces nombres, augmentée

de leur double produit.
On veérifierait de la méme fagon l'identité :

(4 ) 2ab -

qui peut Sécrire aussi bien : @’ b — 2ab et se

traduire :
Le carré d
somme des carrés de chacun de ces nom

leur double produit.
29 Carré dun polynome. — So

(a-b-+c)?

e la différence de deux nombres est égal ala
bres diminuée de

it a effectuer :

.

cest le

mmeé de, deux nombres est égal a la

produit de deux polynomes égaux a
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(@ + b+ ¢) soit :
(a~-b-4c)><(a—4b-4c
cn appliquant la regle, on obtient pour résultat :

(a4 b~+c)=a®+ 6%+ c*+ 2ab -+ 2ac + 20c.

On obtiendrait de méme :

(a+b—c)P=a?+ b*+c* +2ab — 2ac — 20c

et encore :

(a—b—c)==a?+ 1% 4-c* —2ab—2ac—+ 2bc.

La’re’gle.de formation de ces carrés peut s’énoncer
en généralisant. |
. Le car}‘e d'un polynome s'obtient en prenant la somme
d:s carrés de chajlcun des termes et des doubles produits
Siblces(ter;‘nes pris deux a deux de toutes les fagons pos-

es (en tenant compte dans ces produi i

odui

actonre, P ts des signes des

Ainsi le carré du polynome :

Y, s zT—Yy—+z—t
s ecrira : )

~

(2 —y 42— =a+y? 422+ * — 22y + 225
— 22t — 2Y32 - 2yl —
de méme : g e

(2a —3b — 1)2=4a’+ gb*+ 1 — 12ab — ha -+ 6b.

On obtient facilement tous les doubles produits
en prenant successivement : les doubles produits
du premier terme par le second, du premier par
le 3¢, etc., puis du 2° terme par le 3%, du 2° par le
4°, etc. ’ ’ P

3° Cube de la somme de deux nombres. Cube de leur
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différence. — En appliquant la régle de multipli-
cation des polynomes, on établit les identités sui-

vantes : . . :
(a 4+ 0)* = a® 4+ 3a% + 3ab®+ 0°

qui peut s’écrire aussi :

a® -4 0% 4 3a?b + 3ab?

et se traduire en langage ordinaire.
Le cube de la somme de deux nombres.est égal a la somme

des cubes de chacun de ces nombres augmentée du triple,

produit du carré du premier par le second, augmentée
encore du triple produit du premier par le carré du second.
On vérifierait d’'une fagon analogue I'identité :

(n— b —=a’ — 0° — 3a%b —+ 3ab?.

On peut aussi traduire ce résultat en langage
ordinaire. Mais on peut remarquer que l’énoncé
relatif au cube de la somme convient encore, & con-
dition de considérer a — b comme égal a a 4 (— b)
et d a.pphquel dans les opérations indiquées la 1egle

des signes.
Remarquons que les termes négatifs sont ceux
ol — b intervient avec un exposant impair.

4° Autre identité trés importante :

(a + b)) (a —b) =a*— b2,

Le produit de la somme de deux nombres par leur diffé-
rence est égal a la différence des carrés de ces nombres.

Ainsi ¢
(22y ~ 3a) (22y — 3a) = fx*y® — ga?
de méme :

(a=+b—4c) (a+b—c)=(a—+ b —¢c

hog
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.

- parce que dans ces deux polynomes on peut consi-

d.érer la somme a - b comme effectuée. Cette iden-
tité est trés importante, non seulement parce qu’elle

- permet d’obtenir rapidement certains produits,

mails surtout a cause de sa réciproque :
La différence des carrés de deux nombres est égale au

© produit de la somme de ces nombres par leur différence.

aQ—QbQ':(a+b) (a—1b).

C’est la méme identité que la précédente; mais
écrite dans l'ordre inverse. Elle permet tres fré-
quemment d’écrire un polynome sous la forme d’un
produit de facteurs. Nous aurons dans tout le cours
de cet ouvrage a utiliser cette propriété.

Ainsi : : P

2ab - a® -+ b — 2
s’écrira successivement :

(2ab - a® 4 %) — ¢2
(a+b)2_c2
(a-+b~+c)(a+b—c).

(Voir, en géométrie, le calcul des hauteurs d’un
triangle en fonction de 3 cotés.) -

EXERCICES SUR LE CHAPITRE V

Multiplication des mondmes et des polynomes.

49. — Faire le produit des mondémes :
12a2bc et 13abe

hzy et %xg/
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, 3
1622y8 et Sz
b
Labe et i—a?bx.
50. — Faire le produit des six monémes :

n

.za%b;  aabx; bax i.;vg/', oy?; 3axy.

3 6
51. — Faire le produit des cinqg mondmes :
3ax; — 2ax?; — 3alxh, %ay; —y2

© 52. — Faive le produit des cinq mondmes :

R —3a%; —2xy; 12223; — ayl

53. — Maultiplier le polynome :
dax — 2y? 4 [ilay + by3,
par le mondme — 5 axy. ‘
54. — Multiplier le polynome :
i — 322 4 12ax + 5 — 3zt
parle mondéme 2 ax. -
55. — Multiplier les polynomes :
3z2 — by —a
‘ o 3ax— 4.
56. — Multiplier les polynomes :

32 — baxw — 4
2w — 3a.

57. — Multiplier : .
a? 4+ ab -} 62 par a—b.
58. — Multiplier :

a3 4 a?b 4 ab 4 63 par a—0b,
59. — Multiplier: '

at ++ adb 4 262 + b3 + b+ par a—b.

60. — Généraliser les questions précédentes.
64. — Multiplier :

!

et — ato 4 w20 — b3 b pae a4 b.

-

EXERCICES SUR LE CHAPITRE V

62. — Généraliser la question précédente.

63. — Calculer les carrés de chacune des expressions sui-
‘vantes : 7

Q+btetd
a—b—c—d
2w+ 3y — ax.

64. — Calculer les cubes des expressions suivantes :
2a — éb .
vt
z -1
a+b4c
a—b+4¢
a—b—c,
65. — Multiplier :
234222 —w—1 par a?—ag—4
- 66. — Multiplier :
, a2y par 22— 3z -5,
67. — Multiplier : ‘
a 2 — a2z -+ 5 par 22 — 27 4 5.
68. — Effectuer les produits :
o (be*2® £ y2) (200 4 y) (200 — )
: (2664y2 — 1) (5d2y — 1)
(2ab 4 3z — 2) (3ab + 3z - 2),

69. — Effectuerle produit :
ety td ety m—y ) (g —a).
70. — Vérifier I'identité :

(a2 4 62) (a2 4 y2) = (a2 + by)2 + (ay — b2,

7. — Vérifier l'identité :

(6% 402+ ¢ (22 4 42 4 52) = (az |- by - e2)? - (bo — cy)?

+ (ex — az)2 + (ay — ba)2.
'72. — Effectuer les opérations suivantes :
(@492 (v — )2
(4 y)2 — (% — )2
(¢ b g+ (o P
(@4 y)¥ — (z — y)3.
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73. — Décomposer en produits de facteurs les expressions
sglvantes : L5 — B2
fhac® — gb2y?
z2— 1
ha? — 1.
1batat — 1
3622 — 4y?

¢ — (a2 -+ 6% 4 2ab)
2 + 2ab—a— 62
a2+2ab——c‘1—}—b2
4a2b2 — (a2 4 b2 — c2).
74. — Compléter les expressions suivantes de telle sorte
qu’elles expriment le développement du carré d’un binome :

x% — aax .
a?z? + a@ \
x2 — 2z

m‘l‘—-}—- 2

Exemple : . o .
22 — 2ax estle commencement du carre développé :

(.— a)? = a2 — 2% -+ @2

auquel manquerait le carré du second terme.

CHAPITRE VI

DIVISION
DES MONOMES ET DES POLYNOMES.
FRACTIONS
74. — Division d’'un mondme par un moh_ﬁme.

On dit qu'un mondme est divisible par un autre,
lorsqu’il existe un troisieme mondme qui mulplié par
le second reproduit le premier. La régle de la divi-
sion est donc ici une conséquence immédiate de la
régie de la multiplication.

Régle. — Le quotient de deux monémes a pour coeffi-
cient le quotient des coefficients et renferme chaque
lettre du dividende avec un exposant égal a la différence
de ses exposants dans le dividende et le diviseur.

. Exemple. — Soit a diviser :

35a3b%zy par nabz;
le quotient donné par application de la régle est :
' ' batby.
On sait en effet que :

5a%by >< gabx = 35a3b%zy.
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75. — Remarque. Exposant zéro. .
Nous exposerons «plus loin les .opffra’mo‘ns rela-
tives aux pulssances. Nous avons indiqué a .propos
altiplicati ) eg 1vante :
de la multiplication des monomes laregle su
Le produit de deux puissances d'un meme nombre
s'exprime par ce nombre avec pour exposant la somme
des exposants des deux facteurs.

at >< a?: al.
On en déduit la regle de division :
Le quotient de deux puissances d'un meme nor_nbre_
o
s'exprime par ce nombre avec pour exposant I'excés de
I'exposant du dividende sur celui du diviseur.
a’ ad=at. .
Clest une conséquence directe de la regle de

multiplication. ,
Dans le cas ou les deux exposants sont égaux, la

) ’ 1 ! z6ro :
régle donne au quotient I’exposant z€

at * at = a’.

Or le quotient de ‘ ax est 1. 1
u
puissance zéro d’un nombre quelconque est l'unite. D’o

cette remarque appliquée plus haut dans la division
des monoémes :
On peut supprime
de 'exposant zéro. En d’autres
le facteur x° par 1. .
Soit a effectuer la division suivante :

r dans un produit toute lettre affectée
termes, on peut remplacer

28alxy Ppar — nb*x

le quotient est :
— hfay.

deux nombres égaux est 1. La-
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Il est inutile d’écrire les lettres 4 et & au résultat
puisque leur exposant serait zéro. -

76. — Di'visions impossibles. Fractions.

Nous avons énoncé la regle de la division en
supposant que le dividende était divisible par le
diviseur : clle est alors une conséquence de larégle
¢ de la multiplication. Pour qu'il y ait divisibilité, il

faut et il suffit que la regle soit applicable, c’est-a-
dire que le diviseur ne renferme aucune lettre ne
figurant pas dans le dividende et ne renferme les
lettres y figurant qu’avec un exposant au plus égal

a celut gu'elles ont dans le dividende.

Lorsque le dividende n’est pas divisible par le
diviseur, on se borne a indiquer la division; on a
une fraction rationnelle ou plus simplement une
fraction. ' :

- Nous ‘énoncerons plus loin quelques propriétés
des fractions rationnelles. '

777. — Division d'un polynome par un mondme.

Régle. — Pour diviser un polynome par un mondme, il
suffit de diviser successivement tous les termes du poly-
nome par le mondme et d’ajouter entre eux les résultats
obtenus.

Exemple. — Diviser le polynome :
a2zt 4+ Habx® 4+ ax
par le mondme 15 ax. On obtient :

1 1 1
caxd 4 502t 4 —.
o) 37 15

C’est une conséquence immédiate de la regle de
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la. multiplication. En multipliant en effet :

1
“ 5

. . . T terme
par 15 az, ce qui revient a multiplier chaque

5 1, 0, L
ax —4—§lm +15

du polynome par 15 ax et a additionner les pro-—

duits partiels, on aurait précisément le dividende :

3alst -+ Habx® 4 ax.

78; — Condition de divisibilité.

Pour qu'un polynome (dans lequel on a réduit
les termes semblables) soit divisible par un mo-
nome, il faut et il suffit que chacun de ses termes
le soit. o ’ . n

Lorsque la division n'est pas possib e, on s
borne a l'indiquer en employant la notation des
fractions.

Ainsi la division du polynome :

abxy? — bPaty + a’yz
AL 2 [
par le mondme ac¥z, S éerira i

2 3
atbry® b’y | @'yz
ac®xs acirs = ac'zz

‘

ou en simpliﬁant ces fractions comme on le fait
pour les fractions arithmétiques :

. .
aby?  bry | @Y
c?z aclz ¢tz

79. — Mise d’'un mondme en facteur commuti,

M ) ’ .’0 -
Gi nous écrivons dans V'exemple donné au n° 77

(page 93) que le dividende est égal au Produit du
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quotient par le diviseur, on a ’expression :

a2zt -+ Habxd 4+ ax = (%aﬁ —+ %bq;‘l —|———II—5> > 1hax,

On dit que le deuxiéme membre représente le
polynome 3a’s* 4 5 abx® + ax dans lequel on a
mis le mondme 15 ax en facteur commun.

On nous déduit aisément de cet exemple la
regle pour mettre dans un polynome donné un
mondéme en facteur commun :

Réglo. — Pour mettre dans un polynome un mondme
en’ facteur commun, on indique la multiplication de ce
monoéme par le polynome dont les termes s'obtiennent en
divisant chacun des termes du polynome proposé par le
monéme mis en facteur commun. '

Ainsi, soit a mettre dans le polynome :
- 3a%bx? 4 2ab'z* — aba® — babx®y
le mon6me — abx® en facteyuf commun ; on obtient:
*. ' — dba? (3a® — 28° ++ z + by).

Cela revient a indiquer a l'aide des parenthéses -
une multiplication dont le produit -serait lé poly-
nome proposé. ‘ o ‘

On dit quelquefois que le monéme — abz? a été
mis en évidence. o

Remarque. — D’une maniére plus générale, étant
donné un polynome :

A+B—C4+D

on peut écrire 'identité :

A+B—C+D:nt<é+§_g_+]3>
‘I)l m m m/
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m étant un mondme quelconque que I'on met en
facteur commun. Dans le cas ou certains termes
du polynome proposé ne seraient pas divisibles par
le mondme mis en facteur commun, on indique le
ciuotient partiel par la notation en fractions algé-
brignes.

Soit, par exemple, a mettre le monome —=

facteur commun dans 1’expression :

o a __:;aR/z
7 aR?2 4 R ——
on obtient :

R (127 R? + 3a® — 8R2/).

Autre exemple., — Soit a metire « en facteur com-
mun dans le trinome

ax? 4 bx - ¢,

a <.z‘2 —+ éz +£>-
a a

80. — Division d’'un polynome par un polynome.

on obtient :

Nous nous bornerons a donner quelques exem-
ples de divisions d’'un polynome par un polynome,
et la regle a suivre; sans vouloir la justifier. Nous
ne l'appliquerons qu’a des polynomes ordonnés.

Définition. — Diviser un polynome par un autre poly-
nome, c'est en chercher un troisieme qui, multiplié par
le second, reproduise le premier

Soit a diviser le polynome

6x® 4 1120% — 1929 4 4622 — 3nx — 7
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par le polynome :

2.2 4 b — 1.
On dispose I'opération comme suit :

GaS+ 1128 — 192+ 4627 — 390 — 75 | 22®++ 5r—1q N
— 6P — 15t 21x® 3a® — 224 6+ 1
— Gt 2u8 4462
-+ b 1028 — 1422
‘ 12284~ 322%— 30
C— 1223 —30x 4 hox

‘z-c'z—)—— Sz—n
—ox? 5.1,'+z

Le quotient est le polynome :
\ 33 — 222 4 6 1.

On pourrait vérifier que le produit de ce
polynome par (2 2* 45 z—7) donne bien le poly-
nome dividende,

Reégle. — Pour diviser un polynome par un autre
polynome ordonnés tous deux de la méme facon
par rapport a la méme lettre :

° On divise le premler terme a gauche du divi-
dende par le premier terme a gauche du diviseur,
le quotient partiel est le premier terme a gauche
du quotlent cherché. :

2° On multiplie le diviseur tout entier par ce
premier terme du quotient, et ’on retranche le pro-
duit du dividende. (Dans la pratique, on rameéne
cette soustraction a une addition en changeant a
mesure les signes de ces produits partiels et en les
disposant sous les termes semblables du dividende).

3° On divise le premier terme & gauche de ce

Borew et Rover, — Algébre, Ecole_s normales, 7
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reste par le premier terme a gauc he du diviseur, le
résultat est le second terme & gauche du quotient
cherche.

4° On multiplie le diviseur tout entier par ce
deuxieme terme du quotient et on retranche le pro-
duit du reste précédent. :

5° On opére sur le deuxiéme reste comme on l'a
fait sur le premier et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on
trouve zero pour reste.

Autre exemple. — (2° — @*) divisé par x —a
28 —a’ I 2-—a
— 2 daxt rh-a. r“—&—a 21 4-adr -+ a*
At
— vt q2rs
—_ a va 3+ a
a3x~
2 gty
 atr

— T

(9]

Le quotient est x* + ax® 4 a*x* 4 otz 4 at.
Il a fallu ménager la place des termes de degr
régulierement décroissant de 2% a — o,

81. — Divisions impossibles.

Il peut arriver qu’il n’existe pas de polynome
qui, multiplié par le diviseur, reproduise le divi-
dende. Dans ce cas, la division est impossible. On
le reconnait, par exemple, a ce que le premier
terme a gauche du dividende ou de 'un des divi-
dendes partiels n’est pas divisible par le premier
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terme 2 gauche du diviseur, ou bien lorsque 1'on
obtient un reste de dégré inférieur au diviseur.

Par analogie avec la notion de division arithmé-
tique, on recherche parfois un polynome qui, mul-
tiplié par le diviseur, donne un produit contenu
dans le dividende et tel que l'excés du dividende
sur ce produit soit de degré ‘inférieur au diviseur.
On appelle par extension reste de la division cet
exces et quotient le polynome obtenu.

La marche de l'opération est la méme que pre’-
cédemment,

82. — Divisions remarquables’.

Les prodmts remarquqbles que 1nous avons men-
tionnés au chapltre preced;ent permettent d’écrire
un certain nombre de quotients sans effectuer la

division.

Ainsi : '
a——+azj—&b+ b — a + b.
a®— aab —+ b°
—ﬁ———_—a——b.

a? — 2

a1 b =a—bh

a® — b2

g —a—+ b.
Lte.

Nous nous bornerons a indiquer les particula-
rités de la division d’un polynome entier en x par

1. Gette partie du chapitre vi peut étre laissée de coté a 1'école
primaire supérieure et méme & 1’école nmormale si le professear
juge que ses éléves ne sont pas suffisamment préparés 2 en tirer
profit. Nous croyons qu’elle peut aisément étre suivie et développer
I'habileté de calcul,
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un. diviseur de la forme x — a ou méme plus spé-
cialement des binomes de la forme "= a” par les
biriomes @ =+ a. :

On reconnait qu'un polynome entier e .z est divi- .

sible par #—a a ce que ce polynome devient nul
quand on y remplace x par a. '

Si le polynome ne devient pas nul, c’est qu’il
n’est pas divisible par a ou, si I'on veut, que la dipi-
sion se fait avec reste, et le reste de la division est
précisément la valeur que prend le polygone pour = .
Ce principe est une conséquence immédiate de
Iidentité de la division.

Ainsi :

5a? — 32z — 14

est divisible par 2 — 2, car l'on a :
5a? —3x — 14 = (v —2) (bxr + 7).

Les deux membres de cette identité prennent la
méme valeur pour toute valeur de z et en particu-
lier pour 2 =2. Or, pour x =12, le second membre
est nul, puisque ¢’est un produit de deux facteurs
dont le-premier devient nul; le premier membre
est donc nul aussi, ce que 'on vérifie aisément. Au
contraire le trinome : '

gt —S5r -9
n’est pas divisible par x —5, et le reste de la divi-
sion serait 159, valeur numérique du polynome
pour z=5. On a, en effet :
7x2——5x»+9:(x——5) (72 + 30) -+ 159

et les deux membres de cette identité prennent la
méme valeur pour z=0>5.
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Quotients de la somme ou de la différence des puissances
semblables de deux nombres par la somme ou la différence
de ces nombres. '

1° 27 — an est divisible par x — a, en effet, le reste
de la division par # — a s’obtient en y remplacant
Z par a, soit :

a*—a®—o

la différence des puissances semblables de deux
nombres est toujours divisible par la différence de ces

“nombres.

Comme nous l'avons déja vérifié et comme on
s’en assurerait en effectuant la division, le quotient
peut s’écrire a priori en suivant la régle ci-dessous.

Régle de formation du quotient.— Le quotient est
un polynome dont le premier terme a gauche est
le premier terme du dividende diminué d’un degré,
le second terme s’obtient en diminuant d’un degré
lalettre 2 et en introduisant la lettre @, le troisieme
terme s’obtient en diminuant encore d’un degré la
letire » et en augmentant d’an degré la lettre @ et
ainsi de suite jusqu’a ce qu’on obtienne un terme
égal au second terme du dividende diminué d’un
degré. Tous ces termes sont précédés du signe .

at— an :
T I B R St B R L
Py— -+ —+
+ a4 ar
Ainsi :
5 5 .
x5 —qa
—— —at 4+ axd 4 ae? + adx - a
2
a®— b®
e — & el
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° zn+ a* n’est pas divisible par 2 — a et le reste
de la division est 2a”.

Mais le quotient de cette division avec reste se -

forme d’apres la méme régle que dans le cas précé-
dent. Ainsila division de :

2%+ y8 par x —y
donne pour quotient :
a® = why - 2%+ 2y - Yty

et le reste est 27°.
Remarque. — La division de la somme ou de la
différence des puissances semblables de deux

‘nombres par la somme de ces nombres peut se

ramener a l'étude précédente si 'on remarque que

z - a peut s’écrire v — (— a).

Pour trouver le reste de la division du polynome
par « 4 a, il suffit donc de remplacer z par —a
dans ce polynome.

Applications

3° an 4 a" est divisible par & 4 a si n est impair
le reste de la division par 2 4 a est en effet :

(—ay+e

Sin est impair, le produit de plusieurs facteurs
(— a)>< (— a) ><... est négatil, le reste esl donc :

— a4+ a*=o

La loi de formation des termes du quotient est la

méme que dans les divisions précédentes; mais il y
a alternance des signes :

LT ot gqan a2 e
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P—l—-+] =R —Rr4r.
l{-—t—f‘
Si n est pair — la division se fait avec reste —

le quotient s’écrit de la méme facon, le reste est 2a”
4° 2 — a™ est divisible par & + a, si n est pair; le
reste de la division par z 4 a est en effet :

(—ay —a®* =—4a* —a"*=o

le quotient s’écrit comme dans le cas précédent avec
alternance des.signes :

Y L — .1/4

— 3 2 2,8
ey A Ay Ayt

Si n est impair, la division a un reste — 2a™.

Remarque. — Il y a alternance des signes quand
le diviseur est # 4 a quel que soit le dividende. On
verrait en faisant la division que les changements
de signes tiennent au signe - du deuxiéme terme
du diviseur. '

83. — Fractions rationnelles.

On donne le nom de fractions rationnelles aux frac-
tions dont les deux termes sont des polynomes (ou,

- comme cas particulier, des mono6mes).

Voici des exemples de fractions rationnelles :

3a%b a—b

) 0 a— P
56%’ ¢ —d’

R

Le calcul des fractions rationnelles est soumis aux
mémes régles que le calcul des fractions arithmétiques.
C’est une conséquence immédiate du fait que les
lettres tenant la place des nombres, les opérations -
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légitimes sur les nombres le-sont aussi sur les
lettres. Clest une conséquence aussi des regles de
calcul sur les fractions que nous avons énoncécs
dans le chapitre i1 comme application des nombres
. positifs et négatifs.

. En particulier, on peut simplifier les fractions en
divisant le numérateur et le dénominateur par un

“facteur commun. On peut aussl réduire plusieurs frac-’

tions au méme dénominateur en multipliant les deux
termes de chacune d’elles par un facteur convena-
blement choisi. i

Dans le cas ou les termes des fractions sont des
mondmes, les régles pour la formation du p. g. ¢. d.
et du p. p. ¢. m. sont les mémes qu’en arithmétique
pour les produits de facteurs premiers; il est done
trés aisé de réduire les fractions & leur plus simple
expression, et aussi de réduire plusieurs {ractions au
plus petit dénominateur commun.

Il y a lieu de remarquer que 'on regardera une
fraction comme plus simple qu’une autre lorsque
ses termes seront de degrés respectivement moins

élevés; cela ne veut pas dire qu’ils sont plus petits, -

car leur grandeur relative dépend évidemment des
valeurs données aux lettres qui y figurent; un sens
analogue doit &tre donné aux mots plus petit dénomi-
nateur commun.
Par exemple, soit la [raction :

3abe

Babe?’
on la simplifiera en divisant les deux termes par
3 abe, ce qui donne : :

DIVISION DES MONOMES ET DES POLYNOMES 105
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Silon suppose que l'on ait :

¢ =20,

a=—10, b=—o,o001,
on a:
3a%bc =6
6abc? = 24,

de telle sorte ‘que la fraction proposée se réduit

6 . 10 ‘
a— et la fraction simplifiée a — i .
Y/ P io On doit cependant,

au point de vue algébrique, considérer la seconde

fraction comme plus simple que la premiere.
Lorsque les termes des fractions sont des poly-

nomes, nous ne pouvons donner ici les regles géné-

‘rales pour trouver leur p. g. c. d. et leur p. p. c. m.;

on doit donc se borner a simplifier les fractions par
la suppression dun factear commun aux deux
termes lorsqu’on apercoit un tel facteur et, pour la
réduction au méme dénominateur de plusieurs frac-
tions, se contenter de multiplier les deux termes de
chacune d’elles par le produit des dénominateurs
des-autres, a moins que la pratique du calcul ne
suggere quelque simplification:

84. — Remarque sur quelques formes particuliéres
de fractions.

Il peut arriver que, pour certaines valeurs données
aux lettres, des fractions prennent des formes diffi-
ciles a interpréter & premiere vue
~ Ainsi la fraction :

pour z =23 devient :
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expression que l'on désigne parfois sous le nom de
symbole d’impossibilité.
La fraction

devient pour z =2

Q

O

expression que l'on désigne parfois sous le nom de
symbole d’indétermination. ' v
On peut dans certains cas, par le raisonnement

direct, voir ce que signifient ces lormes ou symboles;

dans d’autres cas, cela n’est pas possible par des
moyens élémentaires.
Ainsi reprenons, par exemple, la fraction :

5x

x—3

Si la valeur donnée & o n’est pas égale a 3, mais
légerement supérieure, la valeur numérique du
quotient sera un nombre trés grand. Supposons
qu'on diminue encore cette valeur de x tout en la

laissant supérieure a 3 : puassons par exemple de :

2 ==3,0001 & &==3,000 0000001

le quotient exprimé par la fraction deviendraencore -

beaucoup plus grand. On démontre qu’en conti-
nuant ainsi le quotient peut devenir plus grand qu'un
nombre quelconque donné. On dit que ce quotient
dépasse toute limite, ou qu’il tend vers l'infini quand x
tend vers 3. On traduit donc ce fait ainsi : la {rac-
tion tend vers I'infini (que lon éerit o) quand z

B —

P
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tend vers 3, c’est-a-dire quand son dénominateur
tend vers zéro. ' _

Le méme raisonnement peut &tre répété dans tous
les cas ou le dénominateur d'une fraction devient
égal a zéro, tandis que le numérateur conserve une
valeur différente de zéro; on exprime ce fait en
écrivant 1'égalité : '

m

o

dans laquelle m désigne un nombre quelconque
différent de zéro.

. . m oA C T s ’
A1n513d01t étre considéré, non comme un sym-

bole d’impossibilité, mais comme le symbole de
Iinfini. Lorsqu’on rencontre une telle expression
dans la solution d’un probleme, il faut Vinterpréter,
c’est-a-dire chercher quelle peut étre la signification
dg—: ce résultat par rapport au probleme posé. 1] peut
se faire que cette signification soit que le probleme
est impossible, ce qui explique la locution symbole
d'impossibilité,

) . 0 . )
L’expression 5 me signifie rien-en elle-méme. Cela

tient parfois a un facteur commun aux deux termes,
qui s’annule pour une valeur particuliére. Ainsi, la
fraction indiquée plus haut :

22— 6
: w? = he — 14
peut s’écrire : s
(2~ 2) (2 =+ 3)
IR
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ou en simplifiant :

w

8

4
+7

pour =3, on a :
’ 6

10

On dit que l'indétermination n’était qu'apparente ou
encore quon a levé l'indétermination. Dans certains
cas, nous ne pourrons pas lever I'indétermination,
‘mals on y parvient par des méthodes qui se ratta-
chent au calcul différentiel. Il est tres rare que
I'indétermination soit réelle, c’est-a-dire ne puisse
étre levée par aucune méthode.

Ilen est de méme pour d’autres formes :

(¢] [so] [S'e}
0> o, —, — —, etc.,
@D O o]

auxquelles on peut étre conduit.

Dans tous les cas, lorsque de pareilles expres-
sions se rencontreront comme résultats dans les
problemes, il faudra toujours voir ce que devient
le probleme dans ce cas particulier et trouver I'in-
terprétation par le simple bon sens et le raisonne-
‘ment direct. Nous aurons a revenir sur cette ques-
tion en discutant quelques problemes du premier

degré

EXERCICES SUR LE CHAPITRE VI

Division des mondmes et des polynomes
Fractions.

75. — Diviser le mondme : _
27a%bxy? par le monéme 3ady.
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76. — Effectuer les divisions indiquées ci-dessous :

Ba2y :gamyz

25a322y3 1 5 a2x3ys .
37tiz‘3\/§ : —27:(12
3R - Laps
3'rrP\ hoe 67r/1 .
77. — Diviser le polynome :

12a362x — 28a%bx3 4- hay,
par le mondme 4a.
78. — Effectuer les divisions indiquées ci-dessous :
(12a%cx? 4 3oadbedw — 18a2bx) ; buls
(1haSyb — qatys + Laady?) : — ady.
7
Les exercices indiqués ci-dessous et relatifs aux fractions
sont d'excellents exercices sur la division des mondmes et

sur la division d'un polynome par un mondme.
79. — Mettre en évidence les facteurs communs aux termes

- des polynomes ci-dessous :

5a2bx3 — 30a362x - 10akb3n2
122y 4 48abx — 30adx2y

2032 4 2a3y - 2adz
84mR2A — 12w Rae® 4+ 281 RS.

80, — Mettre%hn en facteur commun dans le polynorﬂe:

%nR'Z/z — a3 4 4w R2A.

81. — Mettre :7 a? en facteur commun dans I'expression :
Tal —§7YQ3 + halh,

82. — Effectuer les divisions suivantes :

7aa:6 — 19a?s5 < fradzt — 26atad + 12082
divisé par (723 — bax? 4 3alr).
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(82% — 2023 4 3922 — 14w) ¢ (322 — Do -+ 2)
(6.65 4 r10% — 1923 - 4622 — g0 — 9)
divisé par (222 4 bz — 7)

{7 — b b — 8 — 202 — 2 — 1) 1 (3 —a? —1),
83. — Ecrire sans faire I'opération les quotients des divi-
sions indiquées ci-dessous :
‘ zb— B
x—b
ad — 1
a— 1
R3 4 R%
R—R
IO'JT" — 1/3
—y S
84. — Simplifier les fractions suivantes :
hadbcr 1hadbelzy 15a%bedzyz
3622y’ 50abcx?s | 12abcky?

85. — Simplifier les -fragtions suivantes :

ald — b3, ab — b4 | ad - b5
2z — 52’ 53 a3 55
86. — Faire le produit des fractions suivantes :
a’bx ab2:x2 3abtx .
ably cxz 5a2bx2y
simplifier le résultat obtenu.
87. — Faire la somme des fractions suivantes :
ar 1;,, ab 4 a2 — b2 4 3a — 50
s by - :
88. — Effecmev les additions et soustractions suivantes :
. /
ax | by (a2 02y 3abx?
e
y x @ y
89. — Réduire au méme dunommateur les fractions sui--
vantes :
X 2 ha G2
a—--b a—0b a2 — 62 a?-- b2’

On remarquecra qu'on peut prendre a% — b* comme déno-
minateur commun,.
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90. — Effectuer les opérations suivantes :
T 1 I
b— ¢ + c—a + a—b
a
O — ¢ + c— a +
a2
b——e+¢—a+a—l)
ad © b3
b—c¢ + c—a + a—2b'
94, — Vérifier Videntité :
X X — 1 I
xz—a2—2a(;v—a)_aa/\a'+a

92. — Vemﬁer I'identité :

1 1 I
(v —a)(e—20) b—q(:Z'—b_;lrLa)'
- 93. — Vérifier lidentité :
1 . r 1
(@—a) (@—b)(z—c) " (v—a) (a—b)(a— C)+(cv—b) (6—aj{b—v)

I

+’w——c)'(c—a) (¢ —=10)"
94, — Vérifier lidentité :

X

(T—ae—b—g@w—a

(e —a)(a—8)Ta —c) (a—d) .
+(x—b)(/)——a) (b—c)(b—d)+(x-c)(c—a)(c—b)(c—d)

1

+(.r—-‘d)(ci—a)(d—b)(ai—c)ﬂ




CHAPITRE VII

PUISSANCES ET RACINES
CALCULS SUR LES RADICAUX
EXPOSANTS FRACTIONNAIRES

85. — Puissances.
Rappelons quelques définitions déja connues :
Le produit de plusicurs facteurs égaux :

3532333

s qppelle puissance du nomble 3. On l'indique par

la notation :
35

le petit chiffre 5 placé en haut est I'exposant de la -
puissance, il indique le nombre de facteurs égaux

qui entrent en produit.

2 3

a a 5

« a

sont les puissances deuxicme, troisieme, cinquieme,
n ieme du nombre a.

86. — Puiss.nces des -nombres positifs et négatifs.

~Toute puissance d’un nombre positif est néces-
sairement positive. Quant aux puissances des
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’ . . ’ - .
nornbres négatifs, puisqu’elles expriment un pro-
duit de plusieurs facteurs négatils, nous savons
que selon que ce nombre de facteurs sera pair ou
impair, le produit sera positif ou négatif. D’ot cette

'remarque tres importante :

Les puissances d’ exposant pair d'un nombre négatif sont
positives. .

Les puissances d’exposant impair d’un nombre
négatif sont négatives.

‘On dit encore que les puissances d’ordre impair
conservent le signe.

Ainsi : o
_ (- 3)2 == ot 32—
tandis que : :
’ (——,3)3:433:—27
51 n est pair :
(—- a)” — a”.
51 au contraire n est impair :
(-~ a)* = —a"

87. — Théoréme I.

Le produit de deux puissances d'une méme lettre est uné
puissance de cette lettre dont I'exposant est la somme des
exposants des facteurs.

a?>< at—al.

Il suffit de se souvenir que «® et a* sont des pro-

Cduits de plusieurs facteurs égaux, le plOdLllL total

contiendra done

a><a><a><a><a><a><a—a’
/-\/;'\ _’\{/\J

[47 a*

34 4 soit 7 facteurs égaux a a * c'est donc a'.

BoneL et Rover. — Algeébre. Ecoles normales. 8
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88. — Théoréme II.

Le quotient de deux puissances d'une méme lettre est
une puissance dont l'exposant est l'excés de l'exposant du
dividende sur celui du diviseur.

: at} J— CLL.

C’est une conséquence immédiate du théoréme
précédent.

89. — Cas particuliers : exposant zéro, — Exposants
négatifs.

Nous avons vu que lorsque les deux exposants
sont égaux l'application da théoreme donne pour
exposant zéro. Or le quotient de deux nombres
égaux est 1. Donc 1a puissance zéro d'un nombre quel-
conque est 'unité.

Si Pexposant du dividende est inférieur a celui
du diviseur l'application de la régle donnerait un
exposant négatif.

Ainsi :

aS (1,5
donnerait ¢ 2.
(LS .
Or — est une {raction que 'on peut simplifier en
« »

divisant les deux termes par «*, on obtient :
I
a2

I suffit donc de remarquer que lorsque, par

extension de la réegle de division, on a obtenu une

puissance d’exposant négatil, ce qui, pour le
moment, n’a pas de sens, le résultat est une frac-
tion dont le numérateur est 1 et le dénominateur la
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pulssance ayant méme exposant, mais positif.

E I

a—J: —_—

prl

C’est le résultat de la sunphﬁcatlon d’une fraction "
dont les deux termes étaient des puissances de a.

Q0. — Théoréme III.
Le résultat de 1'élévation d’un nombre i deux puis-
sances successives (autrement dit : la puissance d’une

puissance d’un nombre) est une puissance de ce nombre
dont I’exposant est le produit des exposants.

(a3)t = a2,
En effet, ¢’est un produit de 4 facteurs égaux a @

c'est donc le prodult de 4 prodmts de 3 facteur
égaux a a

a>laxa> axaxaxaxax a> a> a>a— q'?
TN R VO, SN

3 3

a a al a®
il contient donc 12 facteurs égaux a a c’est a®?,

(am)n —rs

Q1. — Théoréme IV.

Pour élever un produit de plusieurs facteurs a la puis-
sance n, il suffit d’élever chaque facteur 3 la puissance n
(c’est-a-dire de multiplier les exposants de chaque
facteur par n).

(a ><b><c3)’5:a10><[75 1'15

En effet, le résultat est un produit de 5 facteurs
égaux a @’ > b>< e, cest-a-dire :

(a? ><b>< ¢?) (a*><b><ceh) ..., (@ ><b>< )
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ou en intervertissant l'ordre des facteurs ‘

b (@< a > at > at > at > b>< b ... > e, .
Soit : l

(@%)? > 6 > (")’

et enfin :
@l >< b5 >< ¢18,

5N FEu

92. — Remarque.

La notion de puissance, qui résulte de la défini-
tion d’un produit de plusieurs facteurs, peut étre
étendue aux [ractions.

D’apres la regle de multiplication :

a_ a a _axa>a
TN T < 65<b

autrement dit :

Pour élever une fraction a une puissance n, il
suffit d’élever chacun de ses termes a la puis-
sance n.

* 93. —- Racines.

On appelle racine deuxieme, troisieme, quatrieme,
ou niéme d’un nombre donné A, un nombre « dont
la puissance deuxieme, troisieme, quatriéme.:. ou
nieme est égale a A.

Ainsi ¢ @ est la puissance cinquicme de A si
l'on a :

a’ — A,

Cela s’exprime ausst

H—

a=\VA
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le signe'\/— est un radical; le petit chiffre 5 est]’indice

de la racine; il marque I'exposant de. la puissance

de a égale a A. Lorsque 'indice est 2, c’est-a-dire

lorsqu’il's’agit d’'une racine carrée, on omet géné-

ralement de 1'écrire. V4 a la signification de \Z/Z
Les deux notations \

‘aﬁerta:s/K

expriment donc la méme relation entre « et A.
On a toujours, par définition :

(?/K>n =A.
94. — Remarque,

'To.us les nombres positifs admettent une racine
d’indice quelconque !, c’est la racine carrée arith-
métique. Si I'indice est pair, i y améme deux racines
algébriques ayant méme valeur absolue (la racine
arithmétique) et des signes contraires.

Ainsi 4 admet deux racines carrées algébriques :

2 el —a,

car .

‘ (—+—))2:4 et (—2)2=y.
Si l'indice est impair, il n'y a qu'une racine algé-
brique positive : :

\?/gzz

1. Gette racine est la racine arithmetigue de ce nombre. Nous

ne voulons pas soulever de difficulté au sujet de l'existence de

cette racine arithmétique. On sait que pratiquement il y a des
racines de carrés par

: ) 4 faits, les racines carrées A une unité pres,
es .1'acmes’a une approximation quelconque, d’ont la notion de
racine carrée dans tous les cas, et de méme la notion de r

: ] 1 acine
cubique ou de racine n ieme,
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le nombre — 2 nc convient pas, car (—2)’=-=—38
et non pas 8. ’

Quant aux nombres négatifs, ils ne peuvent
admettre de racine d’indice pair, car il n’existe pas
de nombre positif ou négatif qui, élevé a une puis-
sance paire, donne un nombre négatif.

V=14, V=3
sont des expressions qui n’ont aucun sens.

Ils admettent une racine si I'indice est impair, et
une seule, négative, dont la valeur absolue est la
racine arithmétique de la valeur absolue du nombre
proposé :

3,
\,’—8:—2 )

car :
. {—2)3:_-8 ,

le nombre 2 ne convient pas, car 2°=—28 et non
— 8.

En résumé, si I'indice est pair, un nombre posi-

tif admet deux racines et un nombre négatif n'en

admet aucune. .
Si I'indice est impair, tout nombre admet une
racine et une seule, du méme signe que ce nombre.

95. — Principes sur le calcul des radicaux.
Théoréme 1.

Le produit de plusieurs radicaux de méme indice est un
radical ayant l'iridice commun et sous ce radical le produit
des nombres figurant sous les radicaux des facteurs.

n

@’&X(ﬁ)x \,C::/(l_[)?‘.

= e

—
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En effet, élevons le produit :
n— V2 n,—
Va > Vb >< e

a la puissance n. Il suffit d’élever chaque facteur

.du produit a la puissance n. Or la puissance n ieme

de Va par définition @, de méme :

o) = b; (Vo) =

* la puissance n ieme du produit est ainsi :

abc
le produit est donc la racine n ieme de abe, on
peut U'écrire :
Vabe.
— Applications. —
\./'; > \/ 3 :\,/B—
\/DTX\/T;:\/;’T):GL

Remarque. — On peut écrire aussi bien d’apreés

le théoréme précédent :

t’&—b_c - 7\1//(—1 > C’?)- > 7\1/5

Pour extraire la racine n iéme d’un produit de facteurs,
il suffit de prendre la racine » iéme de chaque facteur et
de multiplier les résultats obtenus.

Cette remarque nous conduit aux opérations sui-
vantes sl importantes dans le calcul des radicaux.

96. — Faire sortir un facteur du radical. — Faire
entrer un facteur sous un radical.

Varbé = a\/be. -

1. En-réalité, il y a deux racines - 6 et — 6. On convient, sauf
indication contraire, de prendre la racine positive,



120 ALGEBRE

Cela revient a considérer a"b¢ comme le produit

des deux facteurs " et (b¢) et a prendre la racine -.

n ieme de chacun d’eux.

Regle. — Pour faire sortir une quantité qui entre en

facteur sous un radical d’indice », il suffit d’extraire 1a
racine n iéme de ce facteur.

Exemples. —
3/7_ 3 B —_— 3]._)
Vah = \/8><3-—)4\/O
. \/S—r—gy —2x \.’2.1,'y
\/'),R2 —R \:/"1_
Vizat =—oa\/3
Inversement, — Pour faire entrer un facteur sous un

radical, d’'indice n, il suffit de I'élever a la puissance
n iéme et d'introduire en facteur le résultat sous le
radical : o o
104/5,20 == /725

3 57 Y=
2 VHRY = \/4032/1.

97. — Théoréme II.

Le quotient de deux radicaux de méme indice est un
radical ayant l'indice commun et sous le radical le quo-
“tient des quantités qui figuraient dans les deux radicaux.

a : y’b__.\/b

IElevons en effet la fraction :

Ny

va
Ve

2 la puissance n, il suffit d’élever ses deux termes &

la 2 1eme puissance, ce qui donne 5 la puissance
)
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n itme du quotient est ainsi -, donc le quotient est
la racine n 1¢ de & Iécri
eme ez, on peut l'écrire :

Vi
:

Exemples. —

Remarque.— Pour diviser un radical d’indice n par
un facteur donné, il suffit de diviser la quantité sous
le radical par la pu1ssance n ieme de ce facteur.

A11151 :
7L/ \/
bn

cela revient en effet a mtrodune le facteur — sous

b
le radlcal
Exemple 1. — - .
x? Vay 4 yax?
‘ x
devient :
x4+ \/%-{- Ja.
Exemple 2. —
Vo (p—a)(p—20(p—¢

plp—a)
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\/@ —D)[p—e)
plp—a)

98. — Théoréme III.

s’éerit

Pour élever un radical & une puissance p, il suffit d’'élever

ila puissance p la quantité placée sous le radical.

)l! )I‘——‘\/(LP
Ce n’est qu’un. cas particulier du produit de
radicaux de méme indice. ((L/ZL)” est le produit :
”/

Va><ya ..><Va

. [ (T
de p facteurs égaux a ya.
1l s’écrit :

Ainsi :

99. — Théoréme IV.
Pour extraire la racine p iéme d'un radical, il suffit de
multiplier par p son indice.
(/,7\7;1 f— ”’\’/Zz.
Elevons en effet 'expression :
Pini
ya
successlvement aux pmssancesp et n, on obtlent a.
Or, élever un nombre a la pulssance P puis a la
pmssancc n, revient a I’élever a la puissance -
(Voir ci- dessus théovere I11).

=

—
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a est donc la puissance np ieme de {Va; cela
revient a dire que V\/a, est la racine np ieme de a;
on peut l'écrire:

np/
ce que nous avions annoncé.

100. — Remarque I. Extraction de deux racines suc=
cessives.
L’expression ci-dessus (Théoreme IV) peut
s’écrire dans 'ordre inverse :

e — .

Pour extraire une racine np iéme d'un nombre; il suffit
donc d'extraire successivement les racines n iéme et p
iéme.

‘Exemples. —

_ LY et
VA=VVA
- 2 ¥
\/729—\/\/7zg_ Yor —=3.

D’une maniére générale, par une succession de
racines carrées ou de racines cubiques, on peut
extraire une racine d’indice 2”7 >< 3™, c’est-a-dire
ne contenant que les facteurs 2 et 3

"101. — Remarque 2.

- De méme que dans I’élévation a plusieurs puis-
sances successives on peut intervertir 'ordre des
exposants, on peut aussi dans l'extraction de plu-
sieurs racines sucessives intervertir I'ordre des indices.

Ainsi :

W=t
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mn

les deux expressions signifient en effet : Va.

Vi = V65

Cela simplifie souvent les calculs.-Ic1, par exem-
ple, on apercoit immédiatement la racine carrée de
64 qui est 8, puis la racine cubique de 8 qui est 2,

102. — Théoréme V.

On ne change pas la valeur d'un radical en multipliant
Iindice de la racine et 'exposant de la quantité sous le
radical par un méme facteur.

Var ="V

En effet, sil’on éléve le premier membre succes-
sivement a la puissance 7, puis a la puissance g,
on obtient :

a??
a” est donc la puissance mg itme de /o7, cela
revient a dire que {/a? est la racine mq itme de o',
1

ce que 'on peut écrire :

'nl{] —
\/(LM .

Ce qu’il fallait démontrer,

Ainsi :
— 8/ ~—
&(ﬁ‘:_\/dm
B— 10; —
C/a—_‘- V’aE.
Gorollaire. — On peut aussi diviser indice et

exposant Par un meéme facteul‘ commun :

t

'nl{]/m — 7)\7;;[—)
19— 3—
ya—vya.

o el

A ]

e
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103. — Simplification d’'un radical.

Simplifier un radical c¢’est :
1° Ecrire l'indice et 'exposant sous la forme la

/plus simple en les divisant par leur plus grand

commun diviseur de fagcon a ce qu’ils soient pre-
miers entre eux. _ ,

2° Effectuer dans I’expression sous le radical
toutes les simplifications de calcul possibles.

3° Faire sortir du radical toutes les quantités pos-
sibles.

Exemple. — Soit a simplifier :
Va5 Ts
on a successivement :
Jab?z®,
et :
‘ bz \Jaz.

Autre exemple., —

Vr2ady? - 20y’ — 322°

on obhtient :

Vha? Bay® + by¥ — 8x%)
et enfin :

2x \/3xy? 4= by® — 8x°.

Le théoréme V et son corollaire sont trés impor-
tants pour la multiplication et la division des radi-
caux d’indices différents en permettant la réduction
au méme indice.

‘

104. — Réduction de plusieurs radicaux au méme indice.
On peut faire une théorie de cette réduction pré-
sentant dans I’expression une grande analogie avec
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la réduction des fractions au méme dénominateur.
On établirait aisément ce qui suit :

Tout multiple commun aux indices peut servir
d’indice commun dans un systeme de réduction.

Il suffit alors, pour réduire au méme indice, de
diviser ce multiple commun respectivement par
chacun des indices, puis de multiplier I'indice et
I'exposant dans chaque radlcal par le quotient cor-
respond’mt

Exemple. — Solent les radicaux :

oY ‘ 3=
V3, \/537 V2
Sil’on prend 12 pour indice commun, on obtient :

12 19— 12—
V/56? V/D,9> 2%

On établit de- méme la notion de plus petit indice
commun. _ :
Tout indice commun est un multi/)le commun aux

indices, a condition qu’on ait au préalable- simplifié -

les radicaux et veillé a ce que indice et exposant
solent premiers entre eux. Cette propriété et sa
réciproque énoncée plus haut nous montrent que
les indices communs sont les multiples communs
aux indices. Donc le p. p. indice commun est le p.
p. ¢. m. des indices, d’ou la regle.

Régle. — Pour réduire plusieurs radicaux au plus petlt
indice commun :

1° On raméne pour chaque radical l'indice et I'exposant
a étre premiers entre eux. '

2° On calcule le p. p. ¢
commun.

3° On calcule les quotients respectifs de cet indice
commun par ehacun des indices et I'on multiplie dans

m. des indices, c'est l'indice

S ——
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chaque radical l‘indide et 'exposant par le quotient cor-
respondant. '

105. — Multiplication et .division des radicaux.

On raméme ces opérations au cas des radicaux de
méme indice.

Soit a effectuer le ?roduit :
VB >< V12 >< V/ab
le p. p.i. c. est 6, opération devient :

_ VB S VTR < |2
pu1s H

: VS > 0t S 3208
et enfin :
223 >< 3T > 5B
De méme la division :
V2
||"_ )
Z&-

devient :
vVad __ \7?
et enfin : _
6 ;
Vi
Remarque. — Il ne faudrait pas pousser trop loin

Tanalogie avec les opérations sur les fractions; pour

multiplier ou diviser des fractions, il n’y a pas lieu
de les réduire au méme dénominateur.
Remarquons aussi que l'on ‘ne peut donner
aucune régle de simplification pour 'addition et la
soustraction des radicaux de méme indice. On est
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réduit a calculer séparément leurs. valeurs numé-
riques. - :

Notation par exposants fractionnaires.
La notation par radicaux est remplacée quelque-
fois par une autre notation :
v : —
' Y45 . >
s’exprimera :

wes

4

Cet exposant fractionnaire indique donc par son numé-
rateur Yexposant de la quantité sous le radical et
par son dénominateur 'indice de la racine’,

2
a3 a le méme sens que ya*
A —
a? — - Va

1 -
a3 e — i/’a.
nn _—
ar — — Vam,

Griice a cette nouvelle notation les opérations sur
les radicaux se font selon les mémes regles que les
opérations sur les puissances. Nous allons montrer
que les régles relatives aux exposants entiers
s’appliquent aussi aux exposants fractionnaires.

106, — Théoréme VI,

On peut, sans changer la valeur d'une puissance frac-

. . 5
1. On peut dire : la puissance 3 d’un nombre n’a aucun sens

pour le moment : on convient de lui en donner un, c'est une
nouvelle fagon d’éderire la méme relation que par les radicaux.
Cette convention est justifiée par le fait que les regles de calcul
restent les mémes que pour les exposants entiers.
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tlcfnnalre, multiplier les deux termes de I'exposant par un
meéme nombhre.

s my
ar=—aqanry,
En effet :
m
» p—
ar —yaqm
et : .

ny J—
ary — I'e/a’“q

Or on sait (théoreme V) que :

do Yar ="{am
ne : :

m m

ap‘:a?q—_ C. Q F. D.

107. — Théoréme VII.

Le groduit de deux puissances d'une méme lettre est
une puissance de cette lettre ayant pour exposant la somme
.des exposants.

3 2 3,2
ak>< al — giti

On sait en effet 1
. que le premier membre
traduire : peut =¢

. —
Vad ><lad.
Réduisons au méme indice, on obtient -
_ @R e TR
ou cn effectuant -
PGB TTFERT
- .
ce qul s’écrit aussi :
B> T +(2 3¢ 1)
a hse 7

ou encore :

~e

3
ar*
Ce que nous voulions établir,

Borsx et RovEr, — Algebre. Tcoles normales, 9
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108. — Théoréme VIII.

Le quotient de deux puissances d'une méme lettre est
une puissance dont I'exposant est l'excés de Pexposant du
dividende sur celui du diviseur.

3
akla

-1 S

—h ey

3_
—qat 1,

La vérification se ferait comme dans le théoreme
précédent en remontant de cette notation a la nota-
tlon par radicaux. '

On vérifierait comme pour les puissances entieres
qu'au cas ou l'application de la réegle donnc un
exposant négatif, il convient de l'interpréter d'une
lagon analogue :

2
'))g- ‘2_1 4—5
_l: 3 T2—=73"10
32
ou enfin
1
370

Cela signifie que le résultat de la simplification
de la fraction :

3
-
(¥

P

ol

<.

est la [raction :
! ou !
5 -7
V3 310

D’ailleurs toutes les regles sur les exposants
fractionnaires positifs ou négatifs sont les mémes
que pour les exposants entiers et positifs a condi-
tion de tenir compte des conventions [aites sur ces
notations,
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Ainsi :
(35 5 ot e 332 e
3°><z"r><37)5:32><zﬁ><37'
3
LI
2y ~g I3 1
(Ey) ==
1
ad
109. — Applications. Rendre rationnel le dénomina-

teur d’une fraction renfermant des radicaux.

Nous ne résoudrons que quelques cas sumples
d’un usage trés courant dans les problemes.

o . a :
1° Soit la fractlonﬁ, on peut multiplier ses
deux termes par \/b, on obtient la fraction :
aVb
b

.

a dénominateur rationnel. Ainsi :

R Ry3
R
A hya

5° Soit la fracﬁon
_* .
b y/e

Multiplions les 2 termes par 6-— /¢ on obtient :

a(b——\fé)
Br—¢
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On aurait de méme pour la fraction :

a
Vo — e
a (\J’Z —+ \/E)
b—c
b — /e et \/b - y/c sont dites expressions conjuguées
de b+ /c et Jb—/c. (Elles conduisent au produit
de la somme de deux nombres par leur différence,
1dentité remarquable.) '

Exemples. —
o (V3 1):
V3 —1 2
R R(/5+3)
VB —y3 2
X =\ :
%+£_x@—ﬁL

Les cas que nous venons d’examiner sont les
plus simples, et les plus utiles dans les problemes.
Nous n’en donnerons aucun autre.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE VIi

Puissances et racines, calculs des radicaux.

95. — Simplificr les cxpressions suivantes :
: VizaZ:?
Vahalb, V36aZanty

N fr——————

Viza? — 863, Vhoa3ba? — jhaaly.

g
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96. —‘Simpliﬁer les radicaux :
VBZTGS, it
VI, Varigey.
97. — Effectuer les radicaux :

VB30, Va5, V355K SO

98 — Calculer :

25a2x2yt 3426
! 3662 7’ a7’
i/27a5b"$3 */16ab378
125¢% “atelz ?

99. — Effectuer les additions et soustractions indiquées :

11\/3—%-\/7—5—— 12 \/%
V72 — 2 V3 + Vo.
100. — Effectuer les multiplications suivantes :
(5_+v5) V5
(V + V3] (v7 — B)
(Va2 + v3)2

(V2 — y3)2
(V2 + v3)3
(Vs — y3)?

(z +V8—ya)
(xa — V3 4 V2,

101, — (\/§+\/5) (Va — v3) (a4-8)
(Va4 VE + ve) (Va — VB 4+ v3)

102. — Effectuer les divisions indiquées :

Vab : va

Va3biz + \/a3p

Vig  c\ag

3_ _

Va $ Va2

VB T V3

3

V3 %)
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Vi oV
i Vi
Jax? | 3 [5az
5 -

103. — Effectuer les divisions :
BLts
VB — Vb
ByB — 5 V&
VB — V&
BVB 4+ 6 Vo
VB4 VB

1 2\ 2
(»’GZ— yg)

2
(a2

104, — Effectuer

(ax)2 >< (adbx)’

(25a2b3z4)

10%. — Rendre rationnels les dénominateurs des fractions
suivantes : :
’ 3 2 5

I+\/g, \/;—1, VB 41
3-V3 L4 5Y2 1ys — &
VB—1  Vitr:  6—\B
V6 — 3 Va4 V3
VE+ V3 VB—Vi
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VeFy—vVor—y
Vi g + Ve —y
106. — Sachant que l'aire d'un triangle equllateral en fonc-
tion du coté est:
o o a2\/§
S= T

Calculer la surface en fonction du rayon R du cercle

_circonscrit sachant que :

a=R V3.
107. — Méme probléme pour le carré, sachant que :
' a=TRyz.

108. — Méme probléme pour l'octogone sachant que :

= 142 (1 + V3)

et:
_ a=R 2 — V2.
109. — Méme qucqtlon pour le decagone étant données les
formules :
5 e ——
: Sv=5a2\/5—}—2 V5
cet: ’
R, -
a=; (V5 - 1).

110. — Méme question pour le dodécagone régulier sachant -
que : o

S = 3a2 (z + V3)
et :

(\/0— Va)-

. tolm
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EQUATIONS DU PREMIER DEGRE

CHAPITRE VIII

GENERALITES SUR LES EQUATIONS.
EQUATIONS DU PREMIER DEGRE
~ A UNE INCONNUE

I. — GENERALITES SUR LES EQUATIONS

110. — Equations,

On appelle équation une égalité renfermant une
ou plusieurs lettres appelées inconnues, et qui n’est
vérifice que si l'on attribue certaines valeurs parti-
culieres a ces lettres. Ces valeurs particulieres sont
les solutions de 1’équation.

Par exemple: 2x43=z+45

est unc équation a une inconnue x; cette égalité est
vérifiée pour z == 2, et n’est pas vérifiée pour z = 1.

De méme : 24 4=y —+6—3z
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est une équation a deux inconnues ou deux. variables

z ety. ‘
. Elle est vérifiée par exemple pour x=12, y—=56

- ou pour x =—4, y==6, ou pour xr=1, y=2;

Elle n’est pas vérifiée pour x=—=o0, y=o0. Elle
est donc vérifiée pour certains systémes de valeurs

-des variables et pas par tous.

L’égalité :

b¢ 1 b 1

r—1 22—3- x 2
est aussi une équation; elle est vérifiée pour x =—2;
elle n’est pas vérifiée pour x==3 comme on s’en
assure alsément.

On considere souvent des équations qui, outre
les variables ou inconnues, renferment d’autres lettres
que l'on appelle par opposition constantes ou données.
On emploie d’habitude pour les inconnues les der-

- nieres lettres de P’alphabet et pour les données les

premiéres.

Ainsi, on peut considérer une équation telle que

la suivante
x—+a— 3 =>5x — 6a—+ 3y.

Elle est vérifiée pour r=—=a, y=—a— 1, comme
on le constate sans peine en substituant ces valeurs
a x et y, c’est-a-dire en remplacant x par a et y
par a —1.% _

Ces équations sont dites équations littérales par
opposition aux équations numériques ul ne con-
tiennent en lettres que les inconnues.

111, — Equations et identités.

Une équation qui serait vérifiée pour toutes les
valeurs des variables ne serait plus une équation
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mais une identité. Ainsi, I'égalité :

(@ —4y) (r —y)=2"—y°
est une identité.

L’identité peut donc étre regardée comme un cas
particulier de 'équation. Lorsqu’on a une équation,
on doit d’abord se demander si elle cst ou n’est pas
identique.

Ou, si 'on veut, on peut dire qu’il existe deux
sortes d’égalités : 1° celles qui sont toujours véri-
fices quelles que soient les valeurs numériques
données aux lettres, ce sont les identités; 2° celles
qui ne sont vérifiées que pour certaines valeurs
particulieres ou solutions, ce sont les équations.

Une équation se compose de deux expressions
algébriques séparées par le signe =; ce sont les
‘deux membres de ’équation. L’expression écrite a
gauche est le premier membre, I'autre est le second
membre.

r12. — Equations équivalentes. _

Deux équations sont dites équivalentes lorsqu’elles
admettent les mémes solutions : ‘

Ainsi i

9r -3 =245
et :
X - 3=>5

sont deux équations équivalentes parce qu’elles ont
chacune pour solution unique 2.

Pour que deux équations soient équivalentes, 11 est
donc nécessaire :
©1° Que toute solution de la premiere équation
soit aussi solution de la seconde.
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~ 2° Que toute solution de la seconde soit aussi
solution de la premiere. ' .

Nous allons énoncer quelques principes permet-
tant de transformer une équation en une autre
¢quivalente. Ces principes sont tres importants,
ils conduisent & la résolution des équations, c’est-a-
dire a'la recherche de leurs solutions.

II. — EQUATIONS EQUIVALENTES
PRINCIPES DE TRANSFORMATION!

113. — Principe 1.

" On peut ajouter une méme quantité aux deux membres
d’'une équation, sans modifier les solutions de cette équa-
tion.

On pourrait dire autrement :

En ajoutant une méme quantité aux deux membres d’'une
équation, on obtient une équation équivalente.

Car si deux quantités sont égales, on obtient
d’autres quantités égales en leur ajoutant une troi-
sieme quantité quelconque. Or c’est bien ce qui a
lieu ici, si 'on songe aux valeurs numériques égales
que prendraient les deux membres si I'on substi-
tuait aux inconnues leurs valeurs calculées ou
solutions.

114. — Remarque. .

Le principe précédent peut aussi s’énoncer : On

. .

1. 1\'ous ne donnerons pas les démonstrations courantes de ces
principes qui sont trop subtiles pour avoir ici une utilité quel-
conque.
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'ne modifie pas les solutions d'une équation en retranchant -

une méme quantité aux deux membres.
Cela revient, en effet, a ajouter lexpression
opposée. :

115, — Applications.
1o On peut faire passer un terme d'un membre dans

l'autre a condition de changer son signe.
Exemple. — Soit ’équation :

32 4+b5y4+9=8as—9g—+tu

et soit proposé de faire passer le terme 2 du second
membre dans le premier, on aura :

3x+5y—{—7—x:8a-—9.

Cela revient en effeta ajouter — x aux deux mem-
bres; or on sait que dans le second + 2 —a2=—0
ce qui revient dans ce second membre a sup-
primer x. )

2° On peut supprimer dans les deux membres deux
termes identiques (c'est-a-dire ayant méme valeur
absolue et méme signe).

Exemple. — L’équation :

: . 22 4y = 5 == 79X~ fy — 11
s’écrira :
28 3 —n7gx— 11,

Cela revient en effet a retrancher 4y aux deux
. membres ou, ‘ce qui revient au méme, a ajouter
— 4y aux deux membres en remarquant que
+ 4y — 4y =o.

3° On peut changer tous les signes des termes d’'une
¢quation. ) ‘
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Exemple. — L’équation :
3 ' 2
—14——' 12$+5_—4.Z'—§‘

deviendra :
——Ii[}—{— 12.1‘——5:—4.1‘-—{—%-

" - Cela revient, en effet, a faire passer tous les termes
du premier membre. dans le second et tous les
termes du second membre dans le premier, puis a
écrire 1'égalité résultante dans l'ordre inverse, ce
qul est légitime, car I'égalité A—=DB implique I'éga-
lit¢ B=A. ,

4° On peut faire passer tous les termes renfermant les
inconnues dans le premier membre et, dans le second
membre, tous les termes connus. : ‘

[,axr,'-——za_—_:2.—3:-—!—2—Z

3
donnera I’équation équivalente : -

i — 3; :%—1— 2a
ou en réduisant :
0.9
3774

50 On peut faire passer tous les termes d'une équation
dans le premier membre, le second devenant par suite
égal a zéro. _

Ainsi toute équation peut prendre la forme :

‘ A—o
en désignant par A une certaine expression algé-
brique plus ou moins compliquée. Nous ne considé-
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rerons que les équations telles que A se réduise a
un polynome. On appelle alors degré de l'équation le
degré de ce polynome par rapport aux inconnues.

Toute équation du premier degré a une inconnue .z
" pourra donc é&tre mise sous la forme : '

ax 4+ b=—o

L4

a étant le coefficient de x, et b ’expression indépen-
dante de z. ' ,

Toute équation du second degré a une inconnue z
pourra s’écrire sous la forme :

) axt— bx 4+ c—o,

azx + b=o0; az®+ bx + c==o0 sont appelées formes
geénérales des équations du premier degré ou du
second degré a une inconnue.

116. — Principe II. ,

On peut, sans modifier les solutions, multiplier les deux
membres d'une équation par une méme quantité, a3 con-
dition que cette quantité ne soit pas susceptible de
devenir nulle pour certaines valeurs des inconnues.

Exemple. — La multiplication par & des deux
membres de ’équation :
| i%x+@_2r+b
b 37 7

donne I’équation équivalente :
2
3:(:—}——5%: 2bx - b2,

On sait, en effet, que si deux quantités sont égales,
on obtient encore d’autres quantités égales en les
multipliant par un méme nombre.
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M ’ ’ 1. : :
[.’6quation précédente s'écrira donc encore

9 - 5p2 — Gbhr -+ 302,

117, — Application.
Chasser les dénominateurs d'une équation.
1. Soit 1’équation :

8z oz | 3y
5 =n R
On peut réduire tous les termes au plu-s, petit
dénominateur commun, ici 24. On obtient I’équa- |

tion équivalente :

64z 1203/:/:7_:_{_93’

24 24 24 - 24
puis multiplier les deux membres par ce dénomina-
teur commun, ce qui donne :

64x — 120y — 42X —+ 9Y, \
équation encore équivalente a la proposee. .
5. -Autre exemple. — Soit & chasser les dénomina-
teurs de l’équation :

3. a 112 b

a5 T3 T axb o
: . . . 2 . 2
le p. p. d. c. estict 6(a — b) (a4 b) ou 6(a® —0b 1)
Au lieu de procéder en deux temps comme dar{s e
| premier exemple, réduisons tous les termes a ce
dénominateur commun sans l'écrire; on a:

18(a —+ b)x + 2a(a® — %) = 66(a — b)x — 3b6(a? — b%).

118. — Régle. ' : _

Pour chasser les dénomirateurs d'une équation, OB
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cherche le plus petit dénominateur commun, et I’on réduit
tous les termes a ce denommateur commun que 'on

- n’écrit pas.

‘119. — Remarque. — Solutions étrangéres.

 Nous avons fait une réserve au principe 2 : on

‘n’obtient une équation équivalente a une équation -

proposée en multipliant ses deux membres par une
méme quantité, qu’au cas ol le multiplicateur est
déterminé, non susceptible de s’annuler pour cer-

~taines valeurs données aux inconnues.

Dans le cas contraire, on n’obtient pas une équa-
tion équivalente et l'opération qui consisterait a
chasser les dénominateurs d’aprés la regle ci-dessus
“n’est. plus legltlme

‘Supposons qu’aprés réduction au plus’petit déno-
minateur commun on ait fait passer tous les termes
dans le premier membre, 1'équation se présente
sous la forme d’une fraction algébrique égalée a
Z6ro :

M

N =0
M et N étant des polynomes :
Considérons 'équation :
M=o
c’est-a-dire celle que I'on obtient en n’écrivant pas

le dénominateur; et calculons ses solutions. Si ces
valeurs n'annulent pas N, il est clair que dans la frac-

M
tlon — le numérateur etant nul et le dénominateur

N
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différent de zéro, cette [raction est nulle

M_,
N
1l n’en est pas'de méme si ces valeurs annulent N.

On ne peut alors rien afﬁrmer, car le quotient de zéro

. par zéro n'est pas défini.

Soit, par exemple, T'équation mise sous la {orme

, 1nd1quee plus haut :

i

—5x+6
'-—4x+5

~Sil'on suppose r==2, on a:

252 4+6=4-—10+6=0
22 — 42+ 3—=4—843=—1

donc x==2 est une solution d¢ Péquation. Si lon

suppose x==23, on a :

32—3><5 +6—9—15+6—0
32— 4><34+3=9g—r12+4+3=0.

-

Donc 2==23 n’est pas une solution.

1'20, — Régle pratique.

Si le dénominateur commun renferme linconnue, on
chasse les dénominateurs en appliquant la régle énoncée
plus haut: Mais il y aura lieu de vérifier 'que les solutions
trouvées n’annulent pas le dénominateur. Si une solution
annulait le dénominateur, il y aurait lieu de la rejeter.
«@ est une solution etrangere _ :

Dans le cas ou le dénominateur renferme des
lettres connues, est par exemple 3a—5, il y a a lieu
d’ observer que, suivant la valeur de ces lettres (ici

Bomzr‘et Rover. -— Alggbre. Fcn]es normales. 10
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de «), ou bien il est nul quelles que soient les
inconnues, ow bien il est différent de zéro quelles
que soient les inconnues; car il. ne dépend pas des
valeurs attribuées aux inconnues. Cette remarque
est importante dans la discussion des problemes que
nous examinerons plus loin.

111. — RESOLUTION DE L'EQUATION
DU PREMIER DEGRE A UNE INCONNUE

On reconnait qu’une équation est du premier degré
lorsque, ayant fait passer tous les termes dans le
premier membre et réduit les termes semblables,
le polynomc ainsi obtenu est fiu premier degré par
rapport a I’inconnue (ou aux-mconnues).

Exemple 1. — Soit I'équation :

3+ by — 8x — 1.
Faisons passer tous les termes dans le premier
membre, nous obtenons :
hr —8x +3 4+ 1=—0
ou, en réduisant :
—3x 4 4=o.

(est donc une équation du premier degré. En fai-
sant passer le terme connu dans le second membre,
nous obtenons :

— 3x = — 4.

Divisons les deux membres par — 3, on obtient:

—h4__4
373

=

b nind
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4

g est une solution de I’équation proposée. Remar-

quons que cette solution est unique. Pour que

I'équation soit vérifiée, il faut et il suffit en effet

que z soit tel que son produit par—3 soit égal

a—4; x doit done, d’aprés la définition méme de

la division, étre égal au quotient de — 4 par—3,
3

i

c¢’est-a-dire —— ou

3
—4

121. — Remarque.

Dans la pratique, il n’est pas nécessaire de faire
passer tous les termes dans le premier membre
pour s’assurer que I’équation est du premier degré.
Il est préférable de faire passer les termes inconnus
dans-le premier membre et les termes connus dans

le second.

Exemple 2. — Soit I’équation :

6z + (z — 3) (z — 1):x2——3_7]3—}—173.
t

Effectuons le produit (z — 3) (@ — 1)

6x+x2—3x—x+3:x2—«37w+§.

4
Réduisons les termes semblables et supprimons

les termes identiques dans les deux membres (ici,
z%), on obtient :

— 3z 13
42,
7 A

Chassons les dénominateurs :

22 4+ 3 =

56z - 84 = — 122 +9g1.
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Faisons passer les termes inconnus dans le pre-
mier membre et les termes connus dans le second,
nous obtenons :

562 - 1220 == Q1 — 84

ou en réduisant :
682 = 7.

Divisons les deux membres par 68 :

—I.
68
Exemple 3. — Résoudre I’équation : '
SN PR S
e K T4 9
On peut retrancher 7 des deux membres, ce qui
v donne :
§.z‘ — 72 __16.
2 4

On obtlent ensuite :

3.5 7
;(K_Z.T_'——I6+Z
puis, facilement : v
1 by
Zl—_— 4
et enfin :
r=—=—"59

Nous avons effectué les simplifications visibles a
premiére vue et autorisées par les applications des
principes de transformation. Il est bon de s’exercer
a ces groupements d’opérations partielles qui
donnent tres rapidement le résaltat.
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" 129. — Equations littérales.

L’équation, outre I'inconnue z, renferme d’autres
lettres données a, b, c.

Exemple 4., — Smt Péquation :

3ax +b=cx + 4.

On Décrira comme il suit :
_ (Ba—c)r=4—0b
puis :
x—-—-/' —¢
T 3a—c¢

la solution est ici une fraction qu’il n’y a pas lieu de
simplifier.

Exemple 5. — Soit ’équation :
r+a x —b __2a
O a b

Chassons les dénominateurs, on obtient :
x4 a— bx -+ 02— 242
puis, successivement :

ar — bxr = aq®— b2
(@ — b)x = a% — b2

At p
R —
d’ol1, aprés simplification :
x=a-+b.

123. — Reégle de résolution.

Pour résoudre une €équation du premxer degré a une
inconnue :
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1° On effectue toutes les simplifications visibles a priori
(réduction de termes semblables, suppression de termes
identiques dans les deux membres, suppression dun fac-
teur commun a tous les termes, calculs indiqués par des
parentheéses, etc...). '

2¢ On chasse les dénominateurs.

3° On fait passer les termes inconnus dans le premier
membre et les termes connus dans le second. Dans le pre-
mier membre, on met x en facteur commun.

4> On divise le second membre par le coefficient 'de z,
le résultat est la solution cherchée (sous réserve de la
vérifier au cas ol le dénominateur commun renfermait
Iinconnue).

IV. — DISCUSSION DE LEQUATION GENERALE:
ar—2=0

Nous avons vu que loute équation du premier
degré peut se mettre sous la forme générale :

car—=—2>0

en faisant passer tous les termes inconnus dans le
premier membre et les quantités indépendantes de
x dans le second, a et b étant des nombres donnés
quelconques.

Discuter cette équation, c’est étudier les circons~
tances diverses qui peuvent se présenter suivant
les valeurs des nombres a et 4. Ces valeurs peuvent
¢tre des nombres positils ou négatifs, ou bien le
nombre zéro.

° Supposons d’abord que @ ne soit pas égal a

DISCUSSION DE L'EQUATION GENERALE : ax=—~56 15

zéro (a différent de zéro, ce qui s’écrit : a7+ 0); 1
existe alors, quel que soit b, un nombre et un seul
qui, multlphe par a donne pour produit b :

. . . b .
demgne ce nombre par la fraction —. L’équation es
a

ep b
donc vérifiée lorsqu’oh v remplace x par —, et seu
q y p par —,

lement dans ce cas. Elle admet wune seule solutior
bien déterminée. Il est donc permis d’énoncer L
théoreme suivant.

124. — Théoréme.
~ Lorsque le coefficient « de x n’est pas nul, I'équatio:
du premier degré ax—0> admet une solution unique e

bien déterminée.

Supposons maintenant que a soit nul (@ =0,
. . .. s M
On. peut ch'le alors qu il n’y a plus deqluatlon
uisque x disparait. Ce cas ne se présenterait don
P . P . . p - .
pas si 'on ne considérait que des équations numé

“riques, car on n’aurait.jamals pensé a regarde
ques, J

comme une équation une égalité ne renfermant pa
x; mais, lorsque les coefficients sont des lettres,
peut arriver que l'on soit conduit, par le problem
posé a donner dans certains cas a ces lettres de
valeurs telles que a prenne la valeur zéro (pe
exemple; dans certains probléemes relatifs a deu
circonférences, on pourra obtenir comme coefficier
de x, R—R’, R et R’ étant les rayons. Au c
particulier . ou les circonférences sont égale
R—R'=o, le coefficient de x devient nul). C
saisira la portée de cette remarque en étudiant
chapitre sur les problemes du 1** degré. On :
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propose de savoir ce que devient la solution dans
ce cas particulier.

Supposons d’abord que o étant égal a zéro, b soit
différent de zéro (b%=o); il n’existe alors aucun
nombre qui, multiplié par &, donne pour produit b,
I'équation est impossible.

On remarquera que si @ est trés petit, sans étre

b . :
nul, — est trés grand en valeur absolue, et d’autant
a .

plus grand que « est plus petit. Il est donc naturel de-

dire que la solution disparait quand a devient nul,
en devenant infiniment grande et de la représenter
par le symbole ec (que nous avons d’ailleurs déja
employé). D’ailleurs, bien que I'équation soit impos-
sible, I’examen direct de la question posée par le
probleme peut parfois permettre de l'interpréter
dans ce cas particulier. (Voir au chapitre X le pro-
bleme n° 9.) ‘_ :

Supposons enfin que 2 et b soient nuls tous les
deux, alors tout nombre vérifiec I’équation, puisque
tout nombre multiplié par zéro, donne pour pro-
duit zéro. On dit alors que I'équation est indéter-
minée. Elle admet pour solution un nombre quel-
conque. ‘

L )
La formule, dans ce cas, se réduit a la forme =
puisque b et a sont tous deux nuls. Ainsi dit-on
: o 1z N
quelquefois que S est un symbole d'indétermination.

On peut résumer la discussion dans le tableau
sulvant :
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RESUME DE LA DISCUSSION DE L’EQUATION : a4z = &

UYPOTHESES : ON DIT QUE

L'EQUATION EST :

LA SOLUTION ! FORMULE OU SYMBOLE

a o est unique . | déterminée = b

a

a2=0, b5 0| m'existe pas | impossible | T =00
est un nombre

a=o, b=o indé iné =2

) quelconque eterminée T=r

V. — EQUATIONS IRRATIONNELLES

. On appelle " équations irrationnelles celles ol
Pinconnue figure sous des radicaux. Nous n’exami-
nerons que quelques équations avec des radicaux
carrés. Le principe suivant conduit a la résolution.

‘125. — Principe.

En élevant au carré lés deux membres d'une équation
on obtient une équation plus générale que la proposée,
c’est-a-dire ayant pour solutions les solutions de I'équation
proposée : mais aussi parfois des solutions étrangéres a
celle-ci et correspondant au changement de signe de 1'un
des deux membres de I’équation. )

On sait en effet que :

B*={—B).

Les égalités :
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élevées respectivement au carré donnent toutes
“deux le méme résultat :

A?—=R2

126. — Applications.

Si l'on® est conduit, dans la résolution d’une
équation irrationnelle, a élever les deux membres
au carré, il y aura donc lieu de vérifier que les solu-
tlons trouvées conviennent bien a l’équation pro-
posée.

Exemple 1. — Soit a résoudre ’équation :

Isolons le radical :
Va4 r;' =7 —a.
Elevons les deux membres de I'équation au
carreé :
2?47 =49 4 2 — 142 /

ou en réduisant :
ifr =42

On vérifie aisément que cette solution z=3 es

une solution de l’équation proposée.
Exemple 2. — Soit I'équation :

v.ac'———\/a;2 —=7.
Un calcul analogue au précédent donne succes-
sivement :
| (#—7)P=a*—7
2t — 14 + hg=at— 7
14 =56
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q On vérifie aisément que x =4 n’est pas une solu-
. 3, . N ;, . . .
tion de I'équation proposée, mais est une solution
2z :
de I’équation :
x -+ \/Ez —n7 =7

L’équation proposée n’a pas‘ de solution.
Exemple 8. — Soit I'équation : '

Vo4 —Jr—3=r1.
Isolons le premier radical :
x/x——{-[} =1+ \/E:_?)
Elevons les deux membres au carré; on obtient :
Td-h =142 —3 42z —3

et, aprés réduction :

2o —3—6
ou :
Vr —3=3.
- Elevons au carré :
»x—3:9
et enfin - :
X— 12 -

" 12 est la solution de 'é¢quation proposée, ce que
3 v, . . .
Pon peut aisément vérifier,
Exemple 4. — Soi1t a résoudre :
\/2x+ 1+ 5=3x—4,
On obtient successivement :
Vaz —- 1 =3x—9

22 41 = 92?4 81 — 542
92* — b6z~ 8o =0
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C’est une équation du second degré dont les solu-

: ' y 20
tions, comme on le verra plus loin, sont 4 et~9—. En

L. . ' 20 .
vérifiant, on se rend compte queg est une solution

étrangére a l’équation proposée. La seule solution
est 4.

- EXERCICES SUR LE CHAPITRE VIIi

Equations du premier degré i une inconnue.

114. — Résoudre les équations ! :
2r 4+ 5=5zx—4
5 5

) ax -+ 6'(25 — ax) = 6o

ar —0 3v—4 _bx—g
- + 4 T 28
?L;—I-—{— 100 — 3 = o
15 L _§
Ex—-z(x—zx)—{-3(1~—ﬁ1)_5.

142. — Résoudre les équations t :

(z — 6) 15 = 102 - 100 .
333—}—5:1‘—/1

3 5
;.I:—A_ga—~2
3z —6 2L — 4 5x — g
—t 3 21

1. Les équations ¢ui renferment des dénominateurs devront
étre résolues de deux maniéres @ en chassant el sans chasser les

dénominateurs.

EXERCICES SUR .LE CHAPITRE V11

113. — Résoudre les équations
1
21(:::—2)-]— 1 :—72-3.'0—'11
1 — 7{ =Z—ax
4
S@— 1)+ g Br—1)=1s
4 br, ax | o
% 3 + 2 T == 3 + ()— 19
0.2% | 0,128 | 0,06  o,1x .
s T Ty S =k
0,352 + 0,95 (r00 —z) =50
20 __11gxg -3 -
60'?_«%
114, — Résoudre les équations :
3r—1
r—1 oz —1 +1
3__:8_9:
z 332
20— 3 3 — 2
T — 1 Z -1 !
145. — Résoudre les équations littérales -

ar —b=cx-—d
aw-{-b:cx+d
(a —b2) 0= (a + ba)d

a+4br ¢t dx
¢ T Ta

) (Z»*ZJ:Z‘__C-——([_/);-

116. — Résoudre les équations littérales :

2ab

L——_{l m'_bv r—c I 1
2bc +Tao—+ Za-’{"g‘f‘}
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a—b b—c¢c c—a _
+ _}_:z;'—,%_o

X — 1 X — 12

x—a  x—b , x—c 3z

b+ c_t—c—{—a“i_a—i—b_a—}—b—{—c
a2+ v  a2—wx _ Laby -+ 222 — 202
B—x b fwx oF — 72 ’

117. — Résoudre les équations :

x m_ oz omA4-mp+p?
m- mtpT m—p m2 + mp

@ a a
:L'—{—b—}—;v——b“ac?—b?

a+x=q+f_—_l’i’

m — 1

a — mb

b4 2=2>0- p—

2z —5 |, 3x -3
515

x - 2 %—}—2:4'
—— =

10

]

BE]

Sl
)

K|IR
+
HMNE g

LSRR
l
[SURS)

118. — Résoudre les équations irrationnelles
Vol £ 15 =g 41
Vot & — VYo —3=1
V3s —a = Va— V3=

Vo o — \/ﬁ;-_—\/xo{—x.

CHAPITRE IX

SYSTEMES D’EQUATIONS
DU PREMIER DEGRE A DEUX
OU PLUSIEURS INCONNUES

127. — Systémes d’équations.

On dit que plusieurs équations forment un sys-
téme lorsqu’on suppose que les inconnues ou
variables qui y sont désignées par les mémes lettres
doivent y étre remplacées par les mémes nombres.

On appelle solutions du systéme les nombres qui
vérifient a la fois toutes les équations du systeme.

Par exemple, le systéeme :

z+ y=—3
x -+ 3y =

~admet la solution : =2, y==1.

Le systeme : ,
4y —+z2=13
222 + 3y — sz =14

admet la solution : x==1, y =2, z==10.

128, — Systémes équivalents.

On dit que deux systémes sont équivalents lors-
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qu'ils admettent les mémes solutions, c’est-a-dire

“lorsque toute solution du premier est solution du

second et que toute solution du second est solution
du premier.

La méthode que nous avons suivie pour résoudre
unc - équation du premier degré a une inconnue
revenait au fond a remplacer cette équation par une
équation équivalente plus simple; de méme, pour
résoudre un systeme d’équations du premier degré
a plusieurs inconnues, on cherche a le remplacer
par un systéme équivalent plus simple. Nous allons
étudier d’abord un systéme de deux équations a

deux inconnues.

1. - SYSTEME DE DEUX EQUATIONS
A DEUX INCONNUES

129. — Méthode de substitution.

Etant donné un systéme d’équations du premier

degré, on commence par simplifier chacune des

équations en opérant comme nous avons fait dans

le cas d'une inconnue, c’est-a-dire en réunissant les

termes inconnus dans les premiers membres et les
termes connus dans les seconds.
Soient, par exemple les équations :

342x=4 —5y
2 —ay—06-—73x.
On peut les écrire :

22+ By =1
% 3o — 2y —4.

e
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Pour résoudr ' e '
: .

methon 1 € ce systeme, nous _emplmerons Ia

ethode dite de substitution.

.

U s'agit de déterminer des valeurs de z et de y

qui vérifient ces deux équations. Si l’on connaissait

a valear de z, la premiere équation donnerait la -

‘valeur de y par la formule :

dans laquelle 2 aurait une valeur déterminée

' Cette valeur de y doit vérifier la secondé é ua—>
tl’on, dans laquelle Ia lettre. 2 a la méme Valgur

d’aprés la définition d’un systéme; si Lon substitue

cette valeur de y dans ceit '
. e seconde ¢
obtient : : équation, on

Br—a (s 2, —
>3 5.2: ==4.
) . . ‘
i C’est une équation du premier degré a une seule
nconnue x; elle donnera pour 2 une valeur unique

ei) (;ietermmée ¢t, connaissant cette valeur de Z, on
0 ' ’ ‘ ' ’
tiendra la valeur de y par la formule déja écrite :

. .
31“+_—5—x =4 _|_§
19 22
3= F

*

. ous leSOIV()Il a es den()m]nate T ey de vra
I I\ S sans ChaSSeP 1
urs, 1 é] e

résoudre aussi en .
chassant les ds i

N N ] eénominateurs.

sexercer a ces'deux modes de calcul. eurs- Il est bon de

Borer ‘et Rover, — Algebre. Ecoles normales, 11 E
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__22
o ig— 197
et on a ensuilte :
p o oa 19— h4__ —25 =B
‘?/:g*gxMSXIg—‘SXxg 19
22
la ‘solution du systeme propose est donc : x=— 9’
—5
Autre exemple. — Soit le systeme :
ax +.by=c
bx — ay = d.

La premiére équation donne pour ¥ !

c — ax
y——"p

Si I'on substitue cette valeur de ¥ dans la deuxieme

équation, on obtient :

b — fiff_—b:zf) 4

puis successivement :
b2r — ac -+ a*x = bd
(a2 + b*)x = ac+ bd

et enfin :
‘ ac —+ bd

Lot la valeur de y ¢

c ‘ax

b b .

P a(ac—+ bd)
b baE+ 07

Yy ==
Y
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_(ch—|— b2 — a2 — b
o b(a®—+ b*)

L he — ail
a4 b2
La solution du systeme est :

__be—ad
T ar b

cac—+ bd
r=—,
a* 4 6*

On .déduit de la marche suivie dans ces deux
exemples la régle suivante.

130. — Régle.

Pour résoudre un systéme de deux équations du premier
degré a deux inconnues x et y par la méthode de substi-
tution : ' :

1° On résout 1'une des équations par rapport a l'une des
inconnues, y par exemple, comme si l'autre inconnue x
était connue.

2° On substitue l'expression obtenue & y dans l'autre
équation qui devient ainsi une équation a une inconnue x
que 1'on sait résoudre. N

3° La valeur de x ayant été obtenue par la résolution
de cette équation, on obtient y en remplagant x par cette
valeur dans l'expression de.y.

131. — Remarque. — Cas d’impossibilité et d’indéter=
mination. »

Nous avons ramené la résolution d’'un systéme a
la résolution d’une équation du premier degré a
une. inconnue; suivant que cette équation sera
déterminée, impossible ou indéterminée, le systeme
lui-méme sera déterminé, impossible ou indéter-
miné. Nous avons déja donné un exemple du cas
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déterminé, c’est-a-dire du cas o la solution existe,
et est unique. Envoict des cas d'impossibilité et
f d'indétermination.

Exemple 1. — Résoudre le systeme :
' b 6y = 15
6z —+ gy = 18,

La premitre équation donne :

2
— 5 2.

3

15 — 4z 15 A 5
e = 5z — x X ==

Y 6 6 6 2

En remplacant y par cette valeur dansla seconde,

on a:

Le coefficient de x est égal a zéro et le terme
indépendant de 2 n’est pas nul : I'équation est impos—
sible; le systeme proposé est done 1mp0551b1e c’est-
a-dive quil n'y a pas de valeurs de & et de y qui le
vérifient,

Exemple 2, — Résoudre le systeme :
b+ 6y =18
bxr —+ 9y — 27.

On tire de la premiére équation :

18 — 4o 2
M _—3 -z

Y=7% T 773
et la seconde devient :
6.r+9<3——4§.r>iz7
(6 — 6) =17 —27.

—

¥
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Elle se réduit a une identité : le coefficient de z
et le terme constant sont tous deux nuls, x est
indéterminé c’est-a-dire qu’une valeur quelconque
de z vérifie cette équation. On peurra donc choisir
z arbitrairement; y sera alors donne par la for-
mule que nous avons obtenue :

Par exemple, on pourra prendre =3 et 'on
aura y = 1 ; oublen x=-—3 etl’on aura y =5, etec.

L’indétermination est ici simple; on entend par la
qu ‘'une inconnue et une seule peut étre prlse arbi-
1ra1rement et que lautre inconnue est alors déter-
minée, sa valeur dépendant d’ailleurs généralement
de la valem" choisie pour la premiere.

On pourrait remarquer que I'indétermination
provient ici de ce que, en réalité, les deux équalions
du systeme ne sont pas distinctes, mais identiques;
simplifiées, elles se réduisent toutes les deux a

I'équation : 22 4 3y =—9.

132. — Méthode d’élimination par addition ou sous-
traction. ,

I1 est parfois avantageux, pour la résolution des
systemes d’équations, d’utiliser une autre méthode
dite d’élimination par addition ou soustraction, dont
quelques exemples nous montreront le mécanisme.

Exemple 1. — Résoudre le systéme :
2x - by = 4
3x — 2y = 5.

Proposons-nous d’éliminer y. Si les coefficients de
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cette inconnue y Gtaient égaux en valeur absolue,
on congoit qu'en additionnant ou retranchant
‘membre a membre les deux équations du systéme
selon que ces coefficients seraient de signes con-
" traires ou de méme signe, on obtiendrait une équa-
tion ne renfermant plus y, ¢’est-a-dire une équation
du premier degré a une seule inconnue z que 'on
saurait résoudre. La méthode que nous exposons
consiste précisément a multiplier les deux membres
de chaque équation par des multiplicateurs convena-
blement choisis pour que les coefficients de 1'une des
inconnues deviennent égaux en valeur absolue.’

Il suffit, par exemple, de multiplier dans notre

systeme les deux membres de la premiére équation *

par 2 et les deux membres de la seconde par 5, on
obtient le systeme équivalent’ : v

bz -+ 10y = 8
15x — roy =— 25.

En additionnant membre a membre ces deux
nouvelles équations on obtient :

hx +4 10y = 8
152 — 10y == 25

192 —33

Cette derniere équation ne renferme pas y, on
dit que l'inconnue y a été éliminée.
On en déduit :
33

X —
19

¢ de justifier ici les opérations que la

1.1l nous parait inutil ; .
ion nous conduit

méthode d’élimination par addition ou soustract
a faire.

L R
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Prenons maintenant:les multiplicateurs 3 pour la
premieére et 2 pour la seconde, on obtient par une

marche analogue :

g 6$+15g/: 12
{ 6x — 4y =10,

Et, en retranchant membre a membre la derniere

. de ces équations de la précédente, on élimine z, et .

I'on obhtient :

" oy =2
d'ou :

y:EG

. L e : 33 o
L’éleve vérifiera que les valeurs = et — obtenues
. 1

pour z et y donnent bien une soluttio.n du systeme.

Exemple 2. — Résoudre le systeme :
4a7+6y:9
20+ 9y —17.

Les coefficients 6 et g de y n’étant pas premiers
entre eux, leur p. p. ¢. m. 18 est inférieur & leur pro-
duit. [1 y adonc avantage a prendre pour multiplica-
teurs non pas g et 6, mais 3 et 2, quotients respec-
tifs du p. p. ¢. m. 18 par chacun des coefficients.
On obtient : . ’ .

' 120 - 18y — 27

ha + 18y =14
8x =13
d’ott :
| =13
8 °

Pour éliminer z, on prendra pour multiplicateurs
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1 cl 2, ce qui donne :

hr == Gy= 9
o == 18y =— 14

12y = b

en retranchant membre a membre la premlere de
‘ces equatlons de la seconde.
Et enfin :
5
y=--

12

1 ¢leve vérifiera que ces valeurs satisfont aux

équations proposées. :
La résolution de ces dcux systemes nous conduit
a la régle suivante :

133 — Régle.
Pour résoudre un systéme de deux équations du premler

deyré a deux inconnues x et y par la méthode d'élimina-
tion par addition ou soustraction :

1¢ On multiplie les deux membres de chaque équation’
par des multiplicateurs convenablement choisis de maniére -

que les coefficients de 1'une des inconnues, 5 par exemple,
deviennent égaux en valeur absolue;

2° On additionne ou retranche membre a membre les
deux nouvelles équations, selon que les coefficients de y
sont de signes contraires ou de méme signe, on obtient
ainsi une équation du premier degré a une inconnue x
qu’il -est aisé de résoudre; -

3> Pour obtenir y, on opére sur les coefficients de z
comme on vient de le faire pour les coefficients de y.

Les multiplicateurs s’obtiennent en prenant les quo-
tients du p. p. ¢c. m. des coefficients de l'inconnue a éli-
miner par ces coefficients.
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134. — Remarque pratique.

Il est aisé de donner aux multiplicateurs obtenus
d’apres la régle' ci-dessus des signes tels que les

" coefficients de l'inconnue a éliminer solent non
“seulement égaux en valeur absolue, mais de signes

contraires : il suffit en effet de changer le signe de
I'un des quotients du p. p. c. m. par chacun des coef-
ficients (pris en valeur absolue) lorsque ces coeffi-
cients sont de méme signe. Il suffit alors d’addi-
tionner membre a membre dans tous les cas les
deux équations obtenues en dernier lieu.

Dans la pratique, on inscrit ces multiplicateurs
en regard des équations et I'on n’effectue les multi-
plications et additions qu’oralement, :

Reprenons par exemple le premier systeme pro-
posé :

Exemple 1.
22—+ by =14
’ % 3z —2y=—>5
Nous écrivons :
22 +by—= 4 2
3 —oy— 5 5
19 —33

et nous disons :

\

2 fois 2, 4 plus 3 fois 5, 15=19 coefficient de x
2 fois 4, 8 plus 5 fois 5, 25=—33, terme connu;

nous avons domnce :



170 ALGEBRE

Prenons maintenant les multiplieateurs 3et—s5: |

2x 4 Sy =4 3
3z — o2y =35 _ —2
gy —2
- 2
Un calcul analogue donne : y= v
Exemple 2. — Pour éviter de récrire trop souvent

les équations, on écrit a gauche les multiplicateurs
qui fournissent I’équation ne renfermant plus que x
et a droite les multiplicateurs qui fournissent
I’équation ne renfermant plus que y;

Soit le deuxieme systeme :

2 hx 46y —g
22 = QY = 1.
On aura la disposition suivante :
3 b+ 6y— 9 —1
—2 ‘ 22 4+ 9y =— 79 2
' 8z —13
12y=— 5
et 'on dira :

3 4f—2>Xo2= 12— (= 8
3x>g—ax<n= 27— 14=13

(—1)><6+4+2>}<9g=—06+18=12
(—1)><g+a2XxXrs=—9~+ 14= 5.
On obtient ainsi la solution :
' 13 _i
*=3 Y =12
Exemple 3. — Résoudre le systeme :
ar—+by —e

a’r —+ b%y = c*

e S

SYSTEMES DE PLUS DE DEUX KQUATIONS 1

Pour éliminer y il suffit de prendre les multipli-
cateurs b et— 1, et pour éliminer x les multiplica-
teurs —a et 1.

On adoptera la disposition suivante :

b ax + by —=c —a
— 1 ax —+ by —c? X
(ab— a?)x —=bc — ¢*
(—ab—+ 0¥y —=—ac+c?
‘d’out on tire :
__clb—rc)
= a(b—a)
__ cle—a)
A —y

Telle est la solution du systeme proposé, sous la

. réserve que les facteurs a, b, b — a par lesquels on
q » 0y

a divisé ne sont pas nuls.

II. — SYSTEMES DE PLUS DE DEUX EQUATIONS

13H. — Méthode de substitution.

La méthode de substitution s’applique sans modi-
fication essentielle a la résolution d’un systeme de
3, 4, etc., équations a 3, 4, etc. inconnues. Nous
allons le montrer sur quelques exemples.

Exemple 1. — Résoudre le systeme :

22 + 3y + 45 =16
S5z — 8y +25=1
32— y—2z=>5
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La premiere équation donne :

_ 16—a2x—3y
o 4

En substituant cette valeur dans les deux autres,
on obtient :

5x—8y—|————16—22x_—3y I
3x_y_1_6::22x_“33/:5,
Ou en simplifiant :
8)6— Igyi% 14
g 8x‘+y:26. '

C'est un systeme de deux équations a deux

inconnues.
La premiére de ces équations donne :

14+ 8
=g
en substituant dans la seconde, on obtient :
8 - 1A 14—+ 8z — 26

, 19
puis :
1box - 14 -+ 8x =494
160 — 480

x—=3.
On a ensuite :
_ 1h+8x 14424
— 19 19
16—o27—3y. 16—6—6__
o 4 L4 o

Le systeme proposé est donc completement
résolu.

-1—6'4'
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136. — Méthode d’élimination par addition.

La méthode d'élimination par addition peut aussi
dtre employée et, dans certains cas, son apphcatlox
est tres avantageuse.

Réprenons le systeme precedent et résolvons-le
par cette méthode. Il suffit de grouper deux par
deux les équations : la premiére et la seconde, puis
la premiére et la troisieme; on peut, par addition,
grice a des multiplicateurs convenablement choisis,
éliminer I'une des inconnues, z par exemple, dans
chacun de ces deux groupes. On obtient ainsi un
systeme de deux équations a deux inconnues z et ¥
que l'on sait résoudre. On disposera comme il suit:

r 2 4 3y + 4z =16
o br — 8y 4-25= 1 —2

2 : 3e— y—om= 5

— 82 - 19y =14

8oy =26

Le systeme des deux équations ainsi obtenues se
résout aisément en écrivant :

—19 — 8x—+ 19y =14 1
I ‘ 8x 4 y=—26 1
— 160x — — 480
2.0y = 40
d’ou :
=13
y=2

z peut se tirer de la derniére des équations pro-
posées : '
3rx—y— 5 _9—2— 5

2 2

I.
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s
La solution du systeme est donc x=3, y=2,

T—1I.

137. — Remarque.

On utilise dans les calculs toutes les simplifica-
tions permises; il arrive souvent ainsi que 1on
emploie dans le méme probleme et successivement
Ia méthode de substitution et la méthode d’addition.
Par exemple, lorsque, par application de la méthode
de substitution, nous avons été conduits dans
" 'exemple précédent au systeme :

8z — 19y —=— 14
8x -4y =26

On avait immédiatement par soustraction :

20y — 40
y:Q',
puis en tirant 2 de la deuxiéme en fonction de y ct
en substituant a y sa valeur calculée :

26—y  26—a
TR T T =3

et enfin s comme précédemment.
Exemple 2. — Résoudre le systeme :

r4+y—+z4+1t—14

2y — ht—=—7
x-+z=—10
z-+20=9.

La premiére équation donne :

t—1f—x—y—3
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et, en substituant dans les autres, on obticnt :

2y —56 4 b4 by + bz =—7
X+ z=—10
z4+ 28 —2x—2y —2z=—9

ou apres simplification :

bx + 6y + hz==49
' X —+2z==10
2L - 2Y —+ 3= 19.

La premiére de ces équations donne :

49 — 4x — Gy
4

et en substituant dans les deux autres :

=

b9 —bv —by
=

49 — b —6
) Z.Z‘—*—Zy—f—"ig_%—y'—:lg

x —+ 0

ou apres simplification :

—6by=—=—9
bx -2y =27,
La premiére de ces équations donne :

y=—3

Il se trouve que cette valeur ne renferme pas x;

mais cela ne change en rien la méthode; la substi-.

tution dans la deuxiéme équation donne:

bx 3:27
¢’est-a-dire :
__ 24
T
x =0,
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. seule qui renferme x), on obtient :
Connaissant z et y, on a : ,
_ » 10—3)+y—4s5+t=—1
b — bx — 6y hg—24-—9g ( I+ ‘
4. "

[

- et apres simplification :
yi1=4

Connaissant z, ¥, z, on a :
~de sorte que les deux premleres equatlons ne ren-

. . 3 ) )
I— 14—t —y— 3= r4,—6—£— 4- ferment plus que y et ¢; elles s’écrivent :
1=2 Y+ t=4
. , 2 2y —h4l=—17
Le systeme est résolu, La premiere de ces équations donne :
y Yy—4—1t
138. — Remarque I. y=4
. . ’ et ] i -
On abrége souvent beaucoup les caleuls en choi- ! a seconde devient alors
sissant convenablement I’équation d’ol 'on tire la ‘ ' — 6r— — 15
valeur de l'une des inconnues pour la substituer ¢ 5
dans les autres. C’est surtout la pratique des calculs Ry =3
qui guide pour ce choix; d’une maniere générale, - On obtient ensuit ) .
L lent ensuite suce ent :
on peut seulement dire que l'on doit sarranger _ s uceessivement :
pour avoir des expressions aussi simples que pos- L . y— | ; 8 5 3
{ jm—— } — = - —— =
sible. | a2 2
Reprenons, par exemple, le systeme précédent, E Z= 9g—al=— g—b5b=4 ;
que nous récrivons : =10 — z==10— f=6. ;

Ty s t—14 - Nous jugeons inutile de formuler des regles de

2y — ft=— 1 résolution d'un systéme de n equatlons a n incon-
Z—42=10 nues soit par substitution, soit par qddmon
t-2r=g ~ L’éleve posséde dés maintenant le mécanisme de

On remarquera que la troisieme équation donne ces méthodes, notre but est atteint.
pour 2 une expression trés simple : '
' P 10— 139. — Remarque 2.
. . . Nous n’avons parlé que des systemes comprenant
En substituant cette valeur dans la premiere (la Y p

BomeL et Ron—;n. ~ Algébre. Ecoles normales. 12
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autant ’équations que d’inconnues. Ces systemes
admettent, en général, une solution unique et
déterminée; on dit qu’ils sont déterminés. Lorsque

le nombre des équations données est inférieur au nombre

des inconnues, 1l y a généralement une infinité de
solutions, le systeme est indéterminé. :
Ilsuffit de remarquer, en effet, qu’on peut résoudre

le systeme en ne considérant qu'un nombre d’in-

connues égal au nombre des équations, en-suppo-
sant calculées les autres inconnues. On obtient
ainsi, saul dans les cas d’impossibilité, les valeurs
des inconnues du premier groupe en fonction des
inconnues du second groupe, pour lesquelles on
peut prendre des valeurs arbitraires.

Lorsque le nombre des équations est supérieur au

nombre des inconnues, le systeme est généralement .

impossible.

Il suffit, en effet, de ne. considérer qu’un nombre
d’équations égal au nombre’des inconnues. On a
ainsi, en général, un systeme déterminé. Si les
valeurs trouvées pour les inconnues satisfont aux
équations en excédent, le systeme est déterminé,
ces équations font double emploi. Si les solutions
du premier systeme ne vérifient pas les équations
en excédent, il y a impossibilité. : .

140. — Systémes particuliers. Artifices de calcul.

On peut parfois simplifier beaucoup la résolution
des équations lorsqu’elles présentent une certaine
symétrie. Il y a alors souvent. avantage a introduire
une inconnue auxiliaire ct a employer la méthode
. d’élimination par addition. Nous allons en donner
quelques exemples : '

- la seconde ou Ia troisieme :

tions du systeme, on ob

s MR .
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Ex it & ré

“Xemple 1. — Soit 3 résoudre le systéme :
X—ty—z-— 4
x +z— Y=o
Y+z—ax—=—¢g,

Additionnons membr

' : e a membr
tions, on obtient :

e ces trois équa-

LY+ z=10,
Si I’'on r

etranche me :
a , mbre .
dernisre ¢ a memby

quation la premiere g .
) mieére éq
~on obtient : [uation

e de cette
du systeme,

2z
.
z

Il

6
3.

2y =10 N
Yy ==
ot % 5
- 20 =
d’ou : &
XL o=

xemple 2. — Soit & résoudre Je systéme
g/+z+tv:6
z+t+x:4
[—f~x~f—-g/.:9 .
.'L'+y+z:z ’

Addl’tlonnons membre § membre

) toutes les équa-
lrent : 1

3‘7‘;‘1—33/+3z+3¢:21
J<x+y‘+‘f‘-‘+—t>:21
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ou en simplifiant :
z+y—+z+1=1,
Si, de cette derniere équation, on retranche

membre 4 membre la premiere équation du sys-

teme, on obtient :

x:7—6:1.

En retranchant d’une fagon analogue les autres

équations, on aurait :

y=79—4=3

% = 7 —_— 9 - —2
1= 7 — 2 == 5.
Le systeme est résolu. ' |
Exemple 8. — Inconnues auxiliaires. — Résoudre
le systeme : :
1 I 1 . 1
y oz a2
1 1 I 5
z 'z oy 12
S N .
2Ty T T e

On prend pour inconnues auxiliaires :

1 I D ¢
/ [ [
xT = - 1, p— Z =
x} J y7 z
Le systéme peut s'écrire :
¢ 7’-—1—-—5’__.1"-———.}.
‘ y 12
/ / / 7
3 X — Y =
—+ Yy Y
[
J
’ ’ i
L Yy — 3 == —.
—+y T

C’est un systeme analogue a celul que nous avons

SYSTEMES DE PLUS DE DEUxX EQUATIONS
résolu dans Je

addition :

el en retranchant respectiveme
tions proposées de cette der

1"+y/+zl

181

préemier exemple. On obtient par

13

19

nt \chacune des équa-

niére ;
2,r,:1~3_i:2_——1
12 12 13
I
==
2
de méme :
zyI:I_S____.J_:_g
) I2 1o 12
Y — 3 I
127 4
et :
1
2z’__—3--——,5—:£
12 127 19
4
ZI_—l:TI-
12 3

Il suffit de prendre les inverses d

r_ N :
Y & pour obtenir , yets:

~ Exemple 4. — QOn peut aussi,
utiliser des propriétés ar
les principes relatifs aux p

[ e }
Y =4
z3=—3

de rapports égaux.

Soit & résoudy

e le systéme ;

es valeurs de 2,

dans certains cas,

ithmétiques, notamment
roportions ou aux suites
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la suite de rapports égaux :

7_'1/‘__—Z
a” b ¢
permet d’écrire :

z_y 3z rxY+z_ d

c T ad+btc a—+0b+c

@b

Si l'on considére la proportion formée par le '

vpremier et le dernier rapport :
. d
a a-+0b-+4c

on a :
‘ad

xT = ——
a—--b-+c

les diverses proportions formées respectivement
avec le dernier rapport et chacun des autres per-
mettent d’écrire : '

e bd
Y=o 7+
cd
e —
a—+0b—+c
[’éleve remarquera aisément suivant quelle loi,
connaissant la formule de x, on peut obtenir pa

analogie les formules de y et de 3. :

Exemple 5. — Soit a résoudre le systeme :
x_y
a b

mx —+ ny — c.

Multiplions les deux termes du premier rapporf

A

x .
—7par m et les deux termes du deuxiéme rapport
a b
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par n, on a le systeme :

mx __ny
s ma  nb
mx -+ ny —c.

~On peut éerire :

mx ___ny _ mx ny c
me  nb" T ma—+nbT ma—nb
ou -: ‘
x vy c
a b~ ma-—nb

et en considérant les proportions formées avec le
dernier rapport respectivement par chacun des
deux aulres : ' ’
ac
xT = —
ma - nb

. be
y—_ma —+nb’

EXERCICES SUR LE CHAPITRE X

< sz . . P
Systémes d’équations du premier degré a deux
ou plusieurs inconnues.

119." — Résoudre le systéme :
g 22+ 3y =6
32— by =4,

420. — Résoudre le systéme :

21’*‘—3/:
]
x4y =

OO =~
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121. — Résoudre le systéme : 129. — Résoudre le systéme :
3.5 \ Ty ab—aq2— 2
¥ gy =1 a b7 b —1
%w——%y:z. 1+y:2a.
' 130. — Résoudre le systeme :

122. — Résoudre le systéme : "
1 —_— pu— : .
: a ‘I‘?}/ ‘I" C——-—i"i 4 =nm

. .5 9 )
bar 48y —8) =7 (r+3) +3y—4% Ty, c—z—
G ) b‘*l-'[—fff--—‘d Y —n.

x4+y=rI.
123. — Résoudre le systéme : 131. — Résoudre le systéme :
; Z‘—l-—:l =
sty =3 (s—5—3y) ;x_//z—z
3 a” Tk
by —y =3 (1 —a—y).
b 132. — Résoudre le systéme : _
124. — Résoudre le systéme : ’ g (t+a)z+(Bta)y=314q
' . E ar 4+ (5 +a)y =4 + a.
2 — y =3 (x—5+gy) 133. — Résoudre le systeme :
3 : :
5z 4y = (2 + @ —y). . (@+0)at+(b+c)y=d+s
4 _ ‘ , 3(“'+b)x+(5+c’)y:d’+b.
Ces systémes doivent étre résolus de deux maniéres : par i 134. — Résoudre le systéme : .

substitution et par la méthode d’élimination par addition,

;(W‘i'a)(y-l—b):xy-}-b?—f-ao

125. — Résoudre le systéme : (x —8)(y — a) = wy — ab
g -t y=1 1 135. — Résoudre le systéme :
x_ Yy _ :
@ o , i ) r4+y4 =3
. \ A T—y — z=|
126. — Résoudre le systéme : T—y — 37— 14
% ax — by =¢ 136. — Résoudre le systéme :
20— b2y = c2.
‘ Y » vty oo=3
127. — Résoudre le systéme : . g T—y 4+ z=56
) T—y — 3z = 12.
ax + by = ¢ . ]
3 ax + by =d. . : 137. — Résoudre le systéme :
128. — Résoudre le systeme : ‘ / 2y +2z:§
am—}-ﬁy‘:c ) r4+y+ z=o0
b — ay =d, T—y—hz—=2.
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138. — Résoudre le systéme :
x+8y—z-t:x‘
x— y+zt+it=2
x— Yy —3 =6
i 41 =13,

Résoudre soit par substitution, soit par addition,

des artifices de calcul les exercices suivants :

139. — Résoudre le systéme :
y+z+t$w
zt-+ax=230
ttya-ty=1ho
5yt =50

140. — Résoudre le systeme

: y+eztt =«
z -+t +a=0
t +orty=c
xty+z=d

141. — Résoudre le systeme :
4yt
axr & by 4 cz=m

ax + by 4 2z = m?2.
Généraliser. :
142. — Résoudre le systeme :

r—a__y—0b__z—c¢__ ~
=T = = ax 4 by + c3.

143. — Résoudre le systéme :
b —cy =m
% cZ — Qx —1
ax — by=p-

144, — Résoudre le systeme :

3 (a—{-3)x—-\—(a+2)y£2a+1
(a+8) z -+ (a+ 6)y=3a+0

145. — Résoudre le systeme :

ax —{- by =¢
da 4 by ="\

EXERCICES SUR LE CHAPITRE IX 187
146, — Résoudre le systéme :
ax + by 4 cz=d
adrx+bytee=d
a”x + b":’/ _I_ C”Z ; d(/.
147. — Résoudre le systéme :

aldx + bgy —c3
aSx - bdy =B,

- 448, — Résoudre le systéme :
2 ()
g x(—)
e ()
149. — Résoudre le systéme :
3 z+ y4 z=m

c

ax+ by—{— cz —=—o
a?z —+ 0%y + 2z =o.

150. — Résoudre le systéme : .

x+y+z—u:: 15
z+y—z4 u=23
z—yt+z4u=3>5
—ztyt+ztu=as.

L'éleve appliquera les diverses méthodes de résolution

. . . : !

notamment celle qui consiste & prendre comme inconnue
auxiliaire la somme x +y -4z + v ==5.

154. — Résoudre le systéme :
X I
1 ’_U‘+ y =12
2 3 _ v
; — g = I[;. .

Employe’r su.ccessivement- la méthode de substitution, la
méthode d’addition et une méthode par artifices de calycul

. e e p
en prenant pour inconnues auxiliaires - et I Procéder d’une
&3

facon analogue dans les exercices suivants.
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152. — Résoudre le systéme :
1 2 -
.’I)——I—i_y_—g—la

b 5
x——l_y——SZS

. e 1
On prendra comme inconnues auxiliaires ——- et 3

r—1 y—3°
153. — Résoudre le systéeme :

I

zuv—{—dJ—5+5r—81/+12
J I[|
2548y — 5 bu— 8y 12

= I.

On prendra pour inconnues auxiliaires et

1
ax -+ 3y — 5

1 . . N
= ——— ; une fois ces inconnues liaires calculé
5% "8y 13 s inconnues auxi es calculées,
on sera ramené a4 un autre sysfeme du premier degré pour

calculer x et y. Employer aussi les méthodes generales

154. — Résoudre le systéme :
I .
5'__’:—:1/ T -';L_—‘FTJ: 15
L S T
(a—=y "oy "7
155. — Résoudre le systéme :

zyz =a (ys — zx —xy) = b (24 — 2y — y2) = ¢ (vy — yz — za).

CHAPITRE - X

INEGALITES DU PREMIER DEGRE

141. — Inégalités numériques.

Définitions. — On dit qu'un nombre a est plus
grand qu’'un nombre 6 {on dit aussi a supérieur a b)

" si la différence @ — b est positive. On dit alors que b

est inférieur a a. Ainsi 4 est supérieur a 3 parce que
4 —3==r est positif. 4 est inférieur a 7 parce que
4 —17=—3 est négatifl.

Conséquences. — De ces définitions, on déduit

" alsément les remarques suilvantes :

1° Un nombre positif est d’autant plus grand que sa
valeur absolue est plus grande.

2° Un nombre positif quelconque est supérieur a un
nombre négatif quelconque.

4 est supérieura — 7, parce que 4 — (—- 7) =11

~est positil.

3° 'Un nombre négatif est d’autant plus petit que sa
valeur ahsolue est plus grande. ,

— 7 est plus petit que — 3, parce que — 77—
(—3)=—74+3=—4 est negqtlf
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142. — Inégalités.

On appelle inégalité une formule par laquelle on
exprime que de deux quantités, 'une est supérieure

a l'autre; ainsi, si l'on veut exprimer que 4 est .

supérieur a 3, ou est plus grand que 3, on écrit :
h>3

que l'on énonce 4 supérieur a 3. On peut écrire
aussi :
3 < h

~que l'on énonce 3 inférieur a 4. Ces deux inégalités

sont dites de sens différents. On voit que l'on peut
permuter les deux membres d'une inégalité a condition
d’en changer le sens.

-Grace aux remarques presentees plus haut, nous .

pouvons écrire ICS 1necrahLes SLUV&H'[GS H

— 4 << —3
—2>—7
—2 < 0

—5 <1,

143. — Principes relatifs aux inégalités.

Théoréme 1. — On ne modifie pas le sens d'une inéga-
lité en ajoutant ou retranchant un méme nombre a ses
deux membres.

Par exemple, 'on a :

I’on a aussi :
e fpod12 < — 3412
— 4 — 15 < —3—15
c’est-a-dire :
8<9
‘ : 19 < — 18,

lN'}:]GALITl::S DU PREMIER DEGRE : 101

"D’une maniere generale, sil'on a :

a>b
on a aussi : '
. a—-t+c>b—4c
'a—c>/)—c

c deSIgnant un nombre quelconque
En effet, par définition, I'inégalité :

a>b
signifie que la différence o — b est positive, ce que
PPon écrit :

a—b>o0

Or le calcul algébrique nous a appris que 'on a :
a+c-—(b—§—c):a—~b ‘

donc si a—b est positif, il en est de méme de

a-+c¢—(b-+c) c’est-a-dire que l'on a :
a+c—(b—+c)>o0
ce qui revient a écrire
a—-tc> b4,

La démonstration se fel,alt d’une facon analogue
pour le cas dela soustraction.

Théoréme 2. — On ne modifie pas le sens d’une inéga-
lité en multipliant ou divisant les deux memhres par un
méme nombre positif.

On modifie ce sens en multipliant ou divisant les deux
membres par un méme nombre négatif.

Par exemple, on a:

N

% < 4



192 : ALGEBRE
en multipliant les deux membres par 3, on obtient:
| 6 < 12

ot en les divisant par 8:

I<I
4 2]

| in‘égalités de méme sens que la proposée. Au con-

v
: " e nboa-
traire, en multipliant les deux membres de I'inég

" lité primitive par —2, on obtient :.

—h>—38
et en divisant par —2:
— 1> —2,

inégalités de sens contraire a la p.ropo.sée. ’ ,
Pour démontrer ce théoreme 2, il suffit d’observe
que le produit d’un nombre par un nombre 'posjlt.if
est du méme signe que ie multiplicande, t.andls que
le produit d’un nombre mnégatif, c?st de signe con=

traire 2 celui du multiplicande; si donc on a:

. a>.b,
¢’est-a-dire : .
a—b>o,
et si c est positif, on a aussi :
(a—b)c>o0
¢’est-a-dire :
ac—bc > o0
ou bien :
ac > be,
tandis que si ¢ est négatif, on a:
(a —b)e <o '
ac—be <o
ac < be.
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La démonstration est la méme dans le cas de la’

. division.

Théoréme 3. — On ne modifie pas le sens d’une inéga-
lité en élevant au carré les deux membres dans le cas ol
ils sont positifs tous les deux :

Par exemple, on a: .

3 <8

en élevant les deux membres au carré, on obtient :

9 < 64. .

Remarque 1. — Si les deux membres sont néga-
tifs, I'élévation aa carré change le sens del'inégalité.
Soit :

—5<<—3
‘on obtient : o
25 > g.
Remarque 2. — Dans le cas ol les deux membres

sont de signes différents, aucune régle ne peut
prévoir si le sens devra étre maintenu.
Ainsi : .
-—2 < 3.

donnera : o
’ 4<9,
‘tandis que I'inégalité :

) —5<a
donnera :
25 > 4

dans le premier exemple, le sens de I'inégalité est
resté le méme, dans le second cas, le sens a changé.

Bortiv et. Rovsr, — -Algébre, Kcoles normales 13
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RESOLUTION D'UNE INEGALITE
DU PREMIER DEGRE

144. — Inégalités. Inéquations.

On appelle inégalité du premier degré, une iné-
galité dans laquelle figure, outre les quantités con-
nues, une inconnue (ou variable) #, au premier degré.
Par exemple, I'inégalité :

33;_7-590>2—x—9

est une inégalité du premier degré en z.

Remarquons qu’il serait plus correct d’employer,
concurremment avec le mot inégalité, les termes iné-
quation et inidentité, de méme qu'on emploie, con-
curremment avec égalité, les termes équation et
identité. Une inidentité est une inégalité toujours
vérifiée quelles que soient les valeurs numériques
données aux lettres qu’elle peut contenir. Une iné-
quation est une inégalité qui n’est vérifiée que pour
certaines valeurs particuliéres données aux lettres et
qui sont les solutions de cette inégalité. Nous nous
conformons a I'usage le plus répandu, ce qui n’a pas
d’inconvénient dans les questions élémentaires que
nous traitons.

145. — Résolution.
Résoudre une inégalité, c'est déterminer pour
quelles valeurs de x elle est satisfaite. _
Les théoremes relatifs aux inégalités permettent
des transformations analogues a celles que nous
avons employées pour les équations. Ainsi, on peut,

. ] ’ ) '
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pour les inégalités comme pour les équations, faire
passer. un terme d'un membre dans Tautre en chan;'evant
SOn signe, et procéder aux simplifications vi:ibles
@ priori que nous avons indiquées pour les équa-
-tions : suppression des termes identiques dans les deux )
membres, suppression d'un facteur commun a tous les
termes (a con‘dition que ce facteur soit positif), ete. On
pourra-ausm chasser les dénominateurs.

Le:s mégalités du premier degré a une inconnue
se reso!vent donc par une marche tout a fait sem-
%)labl(? a celle que nous avons indiquée pour les
fequa’mons, et la regle de résolution serait aisée a
1;)131:1;;132. ]I,ilnféagl;:iizuliirsneflt avoir grand soin de changer

rsqu’on
nombre négatif.

Soit, par exemple, a résoudre I'inégalité :

multiplie ou divise par.un

32 —5>b5x4.8.

En faisant passer les termes renfermant » dans

le premier membre et les autres dans le second

membre, elle devient :

—-2x > 13
ou en divisant par—2 :

— 13
2

X <

On a chz{ngé le sens, puisque —— 2 est néoatif.

On aura.lt pu utiliser cette remarque : qL?’on eut
dans une 1négalité changer les signes de tousples
termes a condition de changer le sens de I'inégalité
On aurait eq : rege

—2x > 13
22 < — 13
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e — 13 part supérieur q%, il n’y a pas contradiction. Les
2 _ .
solutions du systéeme sont les nombres compris
146. — Systémes d’inégalités.

L e_ntreé et%, ce que l'on peut écrire par la double
On peut proposer un systeme de deux 1négahtés: :
Les solutions du systeme sont les valeurs de z qui
satisfont a la fois aux deux inégalités.

Soit le systenmie :

inégalité :

4 7
3T <73

T . . 4 .7

3 5 ce qui se lit : x compris entres et 4.

20— 2 <@g 1 P 373
Remarque. — Il peut se faire que les conditions

2 _ 3
[,x+,—>§x~ 4.

3 auxquelles z doit satisfaire solent contradictoires;

e e . dans ce cas le systéme est impossible.
La premiere megahte devient successivement

3 5
r— = < I :
5 3 EXERCICES SUR LE CHAPITRE X
<ty o tie L .
Inégalités du premier degré i une inconnue.
7
z < 3 156. — Résoudre les inégalités :
) . T . 3o —3 >5x—5
La deuxieme inégalité devient : 35— 5 ; w44
. 3 )
2 -2 — 4 5L —
lw——%x‘ >4 —35 2 <\3-t ’
2 3 20— 3 > 3x —5H
§—.’/I:‘>£—(2 x—3>2x+»§.
2 3 . 7
z 2 157. — Résoudre les inégalités :
o > 3 3z —8 > bxr — 4
A _3 _5
x> 3 e > bw ;
2
. . o, s 7 — > — 33; + 3
z doit donc d'une part étre inférieur ag, d’autre ) s 3
g — 3>z +—7-
"4, L’éleve devra étre habitué & résoudre soit en chassant les —_ ;—‘x> 51;.__§.
dénominateurs, soit sans les chasser. 7
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158. — Résoudre les inégalités :

az—b>c.zr~d
a— bx ¢ — bz
c «

159. — Lorsqu’'une inégalité renferme un dénominateur
aont.on ne connait pas le signe, on peut, pour la résoudre,
multiplier par le carré du dénominateur qui est toujours
positif. Appliquer cette rerharque & la résolution des inéga-
lités suivantes :

3x—5 . 3z —8

T —1 X —1

abx
b—a

(LN 4 ot oo > 525 o (0 — O

160. — Résoudre le systéme d’inégalités :

2 5
-,3:7/—[;<§»L—2.

161. — Résoudre le systéme d’inégalités :
2 3
FE = 3> 2w+ ;
1 5
— Ez > ba — 5

462. — Démontrer que la moyenne géométrique de deux
pombres est toujours inférieure a4 la moyenne arithmétique

de ces nombres.

163. — Démontrer que la moyenne arithmétique de deux
nombres est comprise entre ces nombres,
164. — LEtant donné la suite de rapports inégaux :
a c e _u
a2 <7<%
démontrer que le rapport :
afctetg
b d 5k
i 1 ts extrémes T et
est compris entre les rapports extrémes ; et .

CHAPITRE XI

PROBLEMES DU PREMIER DEGRE

I. — GENERALITES

La résolution d’un. probleme par I'algébre peut
se subdiviser en quatre parties :

1° Choix des inconnues;

2° Mise en équations;

3° Résolution des équations;

4° Discussion du probleme.

Nous avons traité la troisieme partie : résolution
des équations, dans les chapitres précédents. Nous

~allons dire quelques mots des autres parties; ces

généralités seront d’ailleurs surtout éclaircies par
les exemples.

147. — Choix des inconnues.

Lorsqu’on veut résoudre un probleme par I'al-
gebre, la premiére question que l'on doit se poser
est relative au choix des inconnues. On peut la .
subdiviser en plusieurs parties : :

1° Quelles quantités prend-on comme inconnues?

2° Comment sont-elles définies en valeur absolue?
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3° Comment sont-elles définies en signe?
Examinons successivement ces irois points.
1° Dans les questions élémentaires, 'énoncé

indique généralement d’une manieére assez claire

par elle-?néme quelles inconnues il faut choisir.
C’est surtout 1'étude de nombreux exemples qui
peut servir de guide pour choisir, dans certains
cas, certaines inconnues de préférence a d’autres -
il en résulte parflois des simplifications assez gran-
des (Soit a mener une tangente commune a deux cir-
conférences : on prendra pour inconnue la distance
au centre de l'une d’elles, du point de rencontre de
la tangente avec la ligne des centres. Soit a placer
dans un cercle une corde possédant certaines pro-
priétés particulieres exigées par ’énoncé, on choi-
sira pour inconnue sa fleche, ete.).

2° Les quantités que l'on prend pour inconnues
étant déterminées, il est essentiel de définir d’une

maniere précise de quelle maniere on lesreprésente

par des nombres, pulsque ce sont des nombres seu-
lement qui figurent directement ou non dans les
formules de 'algebre.

Pour cela, il faut fixer d’une maniére précise
Vunité que lon choisit. Lorsqu’on aura trouvé la
solution, qui sera un certain nombre, on devra se
rappeler quelle unité a été choisie afin de connaitre
la signification de ce nombre {pour une longueur,
savoir si le résultat est exprimé en metres, déci-
metres, centimotres ou millimetres, ete.; pour une
surface, savoir si Punité était le metre carvé ou le
décimetre carvé, ete.; pour un temps, savoir si le
nombre est exprimé en anndées, en jours, ou bien
en heures, ou en minutes, cle.).
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De plus, dans certains cas, il est nécessaire de

- fixer une origine si 'inconnue est un temps par

exemple, ,
3° Dans bien des problemes, les quantités
inconnues sont de nature telle qu’on peut les con-

sidérer comme positives ou négatives; il est donc

nécessaire, en méme temps qu’on choisit une unité,
de faire une convention précise relative au signe de
chacune de ces quantités. On devra se rappeler
cette convention, lorsqu’on aura obtenu la solution
de maniére a en connaitre la signification concréte
précise. _

Soit, par exemple, le probleme suivant :

Jean a 3 ans 6 mois, et Pierre 18 mois; peut-il arriver
que ’age de Jean soit double de celui de Pierre?

Il est assez naturel de prendre pour inconnue le

temps qui sépare le moment actuel de l’époque ou

I'age de Jean sera (ou a été) double de celui de
Pierre. On prend donc comme origine des temps
Iépoque actuelle. De plus, on devra choisir une
unité de temps; on prendra, soit le mois, soit 'année
(ici le mois parait mieux indiqué). Enfin, on devra
indiquer si on compte les temps comme positifs vers
le futur et négatifs vers le passé, ou inversement.

Les conventions ainsi faites permettront de
mettre le probleme en équation et, cette équation
résolue, de discuter le résultat. '

148. — Mise en équations.

Mettre un probléme en équations, c’est écrire les
équations que les inconnues doivent vérificr,
d’apres 'énoncé. Les conditions non traduisibles
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par des équations sont étudiées dans la discussion.
On ne s’occupe ici que des conditions qui s’ex-
primeut par des relations entre les inconnues et les
quantltes données.

Les inconnues étant representees par des lettres
z, Yy, 3, ete.,
exprimées par 1’énoncé en écrivant ces lettres a la
place des quantités qu’elles représentent. On pro-
cede comme si 'on voulait faire la vérification des
relations qu’indique Vénoncé; ces relations dans
lesquelles figurent les lettres a la place des nombres
inconnus donnent les équations du probleme.

Il peut se faire cependant que les relations indi- .

quées par U'énoncé ne suffisent pas a déterminer
la questlon et notamment qu elles ne conduisent
pas a un nombre d’équations aussi grand que le
nombre des inconnues. Il faut connaitre des pro-
priétés nouvelles conduisant a d’autres relations.

Sl s’agit d'un probleme de géométrie il y aura
lieu de se demander si 'on connait des théoremes
s’appliquant aux grandeurs qui interviennent dans
le probleme. S’il s’agit d’un probleme de méca-
nique, d’arithmétique, de physique, de chimie, etc.
il y aura souvent nécessité a connaitre une pro-
priété mécanique, arithmétigue, physique, ou chi-
mique, etc., que ne donne pas l’énoncé et sans
laquelle cependant le probleme ne pourra étre
résolu.

Il convient en tout cas d’avoir grand soin, avant
~d’écrire toutes les relations, d’ exprimer toutes les
quantltes de méme nature avec la méme unité et,
s'il y a lieu, avec la méme origine et les mémes con-
ventions de signes. Sans cette précaution, les équa-

on n’a souvent qu’dl écrire les egahtes'
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tions écrites ne signifieraient rien et on ferait des
erreurs tres graves.

Soit, par exemple, le probleme suivant :

Probléme. — Deux voyageurs se déplacent sur la route
de Paris a Lyon; ils sont tous deux entre Paris et Lyon,
le premier est a 25 de Paris, et le second a 50%™ de
Lyon. Le premier se dirige vers Lyon avec une vitesse de

30¥m 3 T'heure, et le second se dirige vers Paris avec une

vitesse de 3™ a la seconde. On demande au bout de com-
bien de temps ils se rencontreront, sachant que la dis-
tance de Paris a Lyon est de 500%™,

Nous prendrons comme inconnue le temps z qui
s’écoule depuis I’époque actuelle jusqu'au moment
de la rencontre; ce temps sera supposé compté
positivement vers l’avenir et exprimé en heures.
Nous avons ainsi choisi une origine des temps, un
sens positif pour les temps et une unité de temps.
Mais notre énoncé renferme aussi des longueurs;
nous choisirons une origine des longueuars, par
exemple Paris, un sens positif, par exemple le sens
de Paris vers Lyon et une unité de longueur, par
exemple le kilométre. Avec ces unités, la position
du premier voyageur est définie par - 25 et sa
vitesse est —+ 3o. Quant au second voyageur, sa
position est définie par Hoo—50=450 puisque
Lyon est 500*™ de Paris et qu’il est a 50*™ de Lyon
vers Paris; quant a sa vitesse, il faut remarquer que
s’il parcourt 3™ en uneseconde, il parcourten une mi-
nute 3>< 6o, et en une heure 3 >< 60 ><60=10800™
c’est-a-dire 10*"8; de plus il se dirige de Lyon vers
Paris, c’est-a-dire dans le sens négatif; sa vitesse
est done — 10,8.

Ces calculs préliminaires faits, la mise en équation
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est immédiate; 1l suffit d’écrire qu’au bout du temps
z les deux voyageurs sont au méme point, ¢c’est-a-

dire que leurs distances a Paris sont égales; or,

d’apres 'équation du mouvement uniforme, la dis-
tance du premier voyageur a Paris au bout du temps
zest 25 - 3ox et la distance du second 450 — 10,8%;
I'équation du probléme est donc :

25 4= 30x =450 — 10,8

La mise en équations d’un probleme étant effec-
tuée, il reste a résoudre I'équation ou les équations,
ce (ue nous avons appris a faire dans le cas ot ces
équations sont du premier degré, et enfin a discuter
les résultats. Nous allons indiquer ce qu’il faut
entendre par la.

149. — Discussion des résultats.

La résolution de I'équation ou des équations d’un
probleme est déterminée, impossible ou indéter-
minée; dans le cas ou elle est déterminée, elle
conduit a des nombres qui peuvent étre positifs ou
négatifs, entiers ou [ractionnaires, etc. Discuter le
probléme, c'est examiner quelles iconséquences on peut
déduire de ces diverses circonstances au point de vue de
la solution du probléme.

Par exemple, supposons que la lettre x repré-
sente le nombre d’hommes composant une assem-

blée et que nous avons trouvé z— ou bien

47
z==-—12; nous devrons en conclure que, si nous
n’avons pas fait d’erreur de calcul, le probléeme
proposé est impossible. De méme si, pour lun des
chiffres d’un nombre, on trouve 14 par exemple,

)

S e A

PROBLEMES DU PREMIER DEGRE A UNE INCONNUE 205

nombre supérieur a 9; de méme encore si l'on
trouve un nombre négatif pour le salaire d'un
ouvrier!, un nombre supérieur au rayon pour la
distance d’une corde au centre de la circonfé-
rence, etc.

Nous montrerons sur des exemples comment on
discute un probleme; cette discussion est généra-
lement trés aisée dans le cas ou les données sont
numériques; elle est souvent plus longue lorsque
ces données, ou quelques-unes d’entre elles, sont
représentées par des lettres dont la valeur numé-
rique n’est pas connue. Pour f[aire une discussion
compleéte, 1l est alors nécessaire d’examiner succes-

‘sivement les diverses hypothéses que Von peut faire

sur le signe et la grandeur relative des données.
Tout ‘cela sera rendu plus clair par I'étude de
quelques exemples.

II. — PROBLEMES DU PREMIER DEGRE
A UNE INCONNUE

150. — Définition.

On dit qu’un probléme est un probleme du pre-
mier degré a une inconnue lorsque sa résolution se
ramene a la résolution d’une équation du premier
degré a une inconnue. ’

1. On peut se proposer dans ce cas de trouver un probléme
dont 1'énoncé s'obtiendrait en modifiant énoncé du probleme pro-
posé et tel qu'il admettrait la méme solution mlais positive : c’efst
ce qu'on appelle interpréter les solutions négatlve's. Nous n'insis-
terons pas sur cet exercice sans applications pratiques.
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I'l importe d’observer que cette définition est
moins précise qu'elle ne le parait. Lorsqu’on donne
un probléeme, en effet, le nombre des inconnues
qu’il faut introduire pour ‘le résoudre dépend par-
»f01s en partie de la méthode que l'on suit. Par
exemple, soit le probleme suivant :

Paul a 3 hilles de plus que Pierre; mais si Pierre avait
deux fois plus de billes, il en aurait 5 de plus que Paul,
combien Pierre et Paul ont-ils de billes chacun?

On peut appeler z le nombre de billes de Pierre
et y le nombre de billes de Paul, ce qui fait deux
CONnuUes; on peut aussi remarquer que, si 'on
appelle z le nombre des billes de Pierre, ’énoncé
nous apprend immédiatement que le nombre de

celles de Paul est x -+ 3; 1l est donc possible de

. . .
n'introduire qu’une inconnue.
Dans le premier cas, on est conduit au systeme :

3 x—+3 —y

' 20—y 45

fians le deuxiéme cas, on n’a qu’une équation a une

meonnue : :
) 27 = (2 - 3) 4~ 5.

Soit : ( : )

20 —=x - 8.
; Une remarque analogue peut &tre faite pour le
aegre; soit, par exemple, le probléme suivant :
Tro’uver un nombre positif sachant que son carré aug-
menté de 9 est égal an double de son carré diminué de 7.

.1 ..
-Sil’on désigne ce nombre par #, on a Péquation :

.1'24—9:2.%2“7'
qui est du second degré. Mais on peut prendre
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pour inconnue le carré du nombre cherché; sil'on
désigne ce carré par y, on a I’équation du premier
degré :

Yy+9=2y —7
qui donne de suite y=16; le nombre cherché a
donc 16 pour carré; il est égal a 4.

1b1. — Exemples de problémes du premier degré a
une inconnue.
Probléme 1. — Une fermiére porte au marché un cer-

tain nombre d’ceufs, qu’elle compte vendre 10 centimes
piéce; elle en casse 6, mais elle trouve a vendre les autres
15 centimes pidce et rapporte ainsi chez elle 1’ de plus
qu’elle ne comptait en partant. Gombien avait-elle d’ceufs?
Désignons par x le nombre d’'eeufs qu’elle avait
au départ; la somme que la fermiére comptait rap-
porter chez elle sera désignée par 1oz, si nous choi-
sissons le centime comme unité. L’énoncé nous
apprend qu'elle vend 2 —6 cufs a 15 centimes,
ce qui lul rapporte (z—6)15, et qu'elle obtient
ainsi 17, ¢’est-a-dire 100 centimes de plus qu’elle ne
comptait; I’équation du probléeme est donc :

(z — 6) 15 =102 ~ 100.

On en conclut :

' B =190
x=38.

I.a réponse est donc : la fermiere avait au départ
38 ceufs. Il n’y a pas de discussion, cette solution
convenant parfaitement a la question posée. Il est
bon de vérifier le résultat; s’il ne satisfaisait pas
aux conditions du probleme, on devrait en conclure
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‘que l'on a fait quelque erreur et chercher a la
découvrir. ‘

On voit que 38 ceufsa 10 centimes donnent‘ 3,805
silon a 6 cufs de moins, c’est-a-dire 32, mais qu’on
les vende 15 centimes, on obtient 47,80; ¢’est bien 1
de plus; le résultat trouvé est donc exact.

Probléme 2. — Un marchand de vin désire ohtenir

100 litres de vin lui revenant a 0t 50 le litre en mélan- '

geant du vin qui lui coite 0,35 le litre avec du vin qui
‘lui cofite 0,95 le litre. Combien doit-il prendre de vin de
chaque espéce!? '
Désignons par & le nombre de litres de vin a
0,35; puisqu’il faut 100 litres en toul, le x}omb're
de litres de vin a 0,9D est 100-—2. Le prix ?otal
de revient des x litres a 0,35 et des 100 — litres
a 0,05 doit ¢tire égal au prix de 100 litres a 0,50,
¢’est-n-dire a Ho'. On a donc I'équation :

0,352 —+ 0,95 (100 — 2) =50,

- . 5 ’ o N
dans laquelle on a eu soin d’exprimer toutes les

valeurs cn [rancs.
En réduisant, on obtient :

——0760;&:50——93_—;—-—45,
d’out 'on tire :
_ =4 7_[159__:,/5
T—T660 6 7

Tl faut donc prendre 75 litres a 07,35 et, par suite,
55 litres R 0,99. i .

Nous laissons a Déleve le soin de vérifier ce
résultat.

Probléme 3. — Unvoleur s’est emparée dune b1cyc1ette
et senfuit sur une route avec une vitesse de 20k A
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T'heure; on s’en apercoit 3 minutes aprés son départ et un

. bicycliste s’élance a sa poursuite avec une vitesse de 22k™

a I'leure. Au bout dé combién de temps le rattrapera-t-il?
Désignons par z le téemps cherché, exprimé en

minutes, et compté a partir du moment ol le voleur

est parti; lorsque le bicycliste le rattrape, ils ont
parcouru le méme chemin; le premier ayant roulé
pendant # minutes avec une vitesse de 20 a ’heure
et le deuxieme ayant roulé pendant z — 3 minutes
avec une vitesse de 22 a I'heure. Comme le chemin
parcouru pendant une minute est 60 fois plus petit
que le chemin parcouru pendant une heure; I’équa-
tion du probleme sera :

ou, en multipliant les deux membres par 3o :
roxr =11 (g — 3),
d’ou :
‘ x==33.
Le voleur est rattrapé 33 minutes aprés son
départ. L’éleve vérifiera ce résultat.
Probléme 4. — Un pére a 40 ans et son fils en a 16; .
quand 'age du pére sera-t-il triple de celui du fils?
Désignons par z le temps cherché, compté en
années a partir de I’époque actuelle, et supposé
positif dans l'avenir. A I'époque x, I'dge du pere
sera 40 -+ x et I'age du fils 16 4 z; on doit don
avoir, d’apres 1’énoncé : .
40 4o =3 (16 + z),
c’est-a-dire :

BoreL et Rovysr, — Algebre, Ecoles normales, 14
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Discussion. — Nous trouvons comme _so]utlon un
/ I 5510M é P un
01 nous avons demg,ne par &
1t 1: b; nous
temps compte positivement dans lg\renll, n)o
AT cest il y a 4 ans que l’age
devons en conclure que iy i S
du pere dlait triple de celui du fils. En eiltet,
pere avait alors 36 ans et le fils 12 ’
— L’age de Paul est représenté par « et
i ' § '8 de
lage de Jacques par l; dans combien d’annees 1ag:a
' i ues?
Paul sera-t-il m fois plus grand que celuil dedJacq -
S ¢ :signent des nombre
Dans cet énoncé a, b, m des1gn‘ dos nombres
quelconcues; @ et b sont supposés desig
anneécs. , . -
Mettons le probleme en ¢quations, en Zulvzra 2
ceédc e
méme marche que pour le precedent’. Au1 ojuc e
» et 174 a
années, l'age de Paul sera « - « et l'age de q
¥ b

sera b -+ x; on doit donc avolr :

nombre négatx.[;

Probléeme 5.

a——x = m(b - 3’)

ou bhien :
(m— l)x:a—~17lb,

d’ou on tire : :
a— mb

X T= .
m—1

: r, 1 aul est :
Au bout du temps 2, Iage de Paul

a— mb__M
a-tx=—ad T T T —1

et Vage de Jacques est:

a—mb Cl—'b.
bvx=b- T

| : 1 soal 0 'Age de Jac-
14ge de Paul est donc bien ¢ga g
.

ques, multiplié par 7.

A
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Discussion. — Pour que la solution z convienne
au probleme, il faut d’abord qu’elle existe; de plus
il est nécessaire que les valears trouvées pour les
ages de Paul et de Jacques soient positives.

Pour que la solution « existe, il faut que 7 — 1 ne
soit pas nul. Si m=—1 et a —mb<o0, c’est-a-dire
a—b=£o0, le probleme est impossible. On pouvait
le prévoir, car si Paul et Jacques n’ont pas le

“méme age et si 1'on demande a quelle époque 1ils

auront le méme age, le probleme est évidemment
impossible. Nous avons dit que cette impossibilité
se représentait par-le symbole ® ; on peut inter-
préter ce symbole en remarquant qu’au bout d'un

temps trés long, leurs #4ges ne deviennent pas

égaux, mais que cependant leur différence relative
diminue; si au lieu de deux personnes, dont la vie
est trés courte, nous considérons deux fossiles, dont
I'un remonterait a cent millions d’années, et ’autre
a cent millions d’années plus deux jours, on
s'accordera pour dire, en langage ordinaire, qu’ils
ont le méme age. Ce n’est pas rigoureusement

_exact, mais ¢’est d’autant moins inexact que cet dge
- est plus grand : telle est la signification de la solu-

tion o que l'on trouve.

Sim était égal a 1, et en méme temps a égal a b,
I'équation serait indéterminée, et le probleme aussi.
Paul et Jacques ont actuellement le méme dge; a

'quel moment auront-ils encore le méme age? A un

moment quelconque, telle est évidemment la
réponse. .

Ecartons maintenant le cas oit m serait égal a 1;
nous aurons a étudier successivement le cas ol m est
plas grand que 1 et le cas ou m est plus petit que 1.
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Si m est plus grand que 1, m—1 est positif;
pour que les valeurs obtenues pour les édges de -
Paul et de Jacques soient positives, il faut et il
suffit que ‘@ — b soit positif, c’est-a-dire que a soit
plus grand que b. Quant a la valeur de z, elle est
positive ou négative suivant que a — mb est positif
ou négatif; c’est-a-dire suivant que a est supérieur
ou inférieur a mb. On peut traduire ainsi ces résui-
tats en langage ordinaire : pour qu’il puisse arriver
que I'dge de Paul soit m fois plus grand que I'age
de Jacques, m étant plus grand que 1, il est néces-
saire que Paul soit plus agé que Jacques; dans ce
cas, suivant que l'dge de Paul est actuellement supé-
rieur ou inférieur a m fois I’dge de Jacques, I’époque,
que 'on cherche sera future ou passée.

Sia==0, on trouve pour les ages de Paul et de
Jacques o; lorsque leur dge a tous deux était nul,
on peut dire algébriquement que 'un d’eux était m
fois plus igé que 'autre, quel que soit m; mais cette
solution ne présente aucun intérét; on exprime
quelquelois ce fait en disant qu'elle est illusoire.

On étudierait de la méme maniere le cas ou m
est inférieur a 1; mais on peut s'en dispenser, si .
lon fait la remarque suivante : dire que 'age de

I

Paul doit étre la moitié ou les - de celui de Jacques,

4

c’est dire que l’ﬁge de Jacques doit étre le double

ou les 4 de celui de Paul. Donc si m est inférieur

3

a 1,1l sulfira de permuter dans I’énoncé les noms.

: I
de Paul et de Jacques et de remplacer m par — pour
m

N

¢tre ramené au cas déja traité ot m est supérieur

a < mb ;
L - : % >> 03 1 sol. dans l’avenir.
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ar. Il est tres important de s’h
remarques de ce genre,
simplifient béaucoup les d
On peut r
suivant :

. abituer a faire des
qui souvent abrégent et
auc 1scussions. '

esumer la discussion dans le tableau

HYPOTHESES HYPOTHESES

o SUR @ ma 5 4 CONCLUSIONS
e aztb Probleme impossible,
a=5b indéterming.
a<lb impossible.
-—_—
a=1b solution illusoire,
m> b<la<<mb @< 0; 1 so), dans le passé.
a=mb L =0; 1 sol. au moment présent.
| a>mb Z>>0; 1 sol. dans lavenir.
a>>b impossible.
a=5

solution illusoire,

m < mb<a<b
_—
a=mb
-

#<0; 1 sol. dans le passé

Z=0;1 sol. au moment présent.

—_—— T
_ |

I, — PROBLEMES pu PBEMIER DEGRE
A PLUSIEURS INCONNUES

155 Déinies
52 Définition et remarques générales

On dit quun probleme est dg premier degré a
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plusieurs inconnues, lorsque sa résolution se
ramene a la résolution d’un systeme d’équations du
premier degré a plusieurs inconnues. Cette défini-
tion appelle des remarques analogues a celles que
nous avons faites pour les équations a une inconnue.

Le nombre des inconnues et le degré des équations

dépendent parfois de la marche suivie pour la mise

_en équation; ils sont donc en partie arbitraires, de
sorte que la définition ne doit pas étre considérée
‘comme absolument précise. En pratique cependant,
il arrive, le plus souvent, que le nombre des
inconnues et le degré des équations résultent
immédiatement de 1’énoncé.

Pour la mise en équations, il y alieu d’observer
que, si le probleme proposé est déterminé, ce qui a
lieu en général, le nombre des équations devra étre
égal au nombre des inconnues : 1’énoncé doit per-
mettre d'écrire autant d’équations qu'il y a d’inconnues?.

Au sujet du choix des inconnues, c’est surtout la-

pratique qui guide dans les cas ol I'on peut hésiter;
d’ailleurs s’1l est souvent plus commode de prendre
pour inconnues certaines -quantités plutét que
d’autres, ce n’est pas essentiel; tout choix d’incon-
nues qui conduit a des équations du premier degré
permet d’obtenir la solution par des calculs pl}ls ou
moins longs.

1. Il peut arriver qu'il'permette d'en écrive davantage; le pro-
bleme est alors impossible & moins que les équations ne soicnl
pas distinctes; nous ne pouvons développer ce point ici; indiquons
_un exemple : trowver dewr nombres tels que leur somme soil 8§,
leur différence 2, et la différence de leurs donbles 4; on a les
équations v -y =8 v —y==2; 2xr — 2y ==1. dont la troisiéme
est équivalente a la seconde; il sullit donc d¢ conserver les deux
premiéres.

N

PROBLEMES A PLUSIEURS INCONNUES 215

153, — Exemples de problémes du premier degré a
plusieurs inconnues. '

Probléme 6. — On sait que 6™ de drap et 5m de dou-
blure cotent 44™; 8 de drap et 6m de doublure cotent
54fr; quel est le prix du métre de drap et du métre de
doublure? . :

Soit z le prix du metre de drap et y le prix du
metre de doublure, ces prix étant exprimés en
francs. L’énoncé donne les équations :

§ 6z + By =41
8x + 6y = 54.
. La deuxiéme équation prend une forme plus
simple si I'on divise tous les termes par 2 :
b 43y = 27.

On en tire :

27 — 4.

En portant cette valeur dans la premiere équa-.

‘tion, on obtient :

6x—{—5<9——é—t.x>:41

(6~%}\)x_—_41 — 45

_.—2 b —
3 r == 4
x==_ 2.
— 2
Ayant z, on a
==« - —
p=g—hr=g—8=1.
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Le priz du mewre de drap est 6™ et le priz du
metre de doublure est 1".

Probléme 7. — On suppose quun bhicycliste a une
vitesse de 25m a I'heure en terrain plat, de 415%™ a I’heure
en montée, et de 30km A I'heure en descente. Combien y
a-t-il de plat, de montée et de descente sur une route de
100%™, sachant qu’il a mis 4524» pour la parcourir a l'aller
" et 4h36™ au retour?

Soit @ le nombre de kilometres de plat, y le
nombre de kilomeétres de montée, et z le nombre de
kilometres de descente, a 'aller; au retour la des-
cente devient montée, et inversement. On a une
premiere équation en.exprimant que -la longueur
totale de la route est 100*™ :

(I) 2~y 5 = 100.

On obtiendra deux autres équat&ons en exprimant
que le temps employé pour parcourir la route a été
4P24™, c’est-a-dire 264" a l’aller et 276™ au retour.
Pour parcourir x kilometres avec une vitesse de
25 a I’heure, il faut un nombre de minutes égal a
box .. . .
5 en additionnant les temps partiels obtenus de

méme, on a les deux équations :

6oz Goy 60z

S5 s T e =264
6ow 6oy . Goz
25 T3 T g5 270

qu’on peut écrire, plus simplement -
(2) %E.z*+4y+2z:264

(3) 1—591.1‘+2y+422276-
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Tirons de I'équation (1) la valeur de z :
(4) Z=100 -~z —y

¢t portons-la dans les équations (2) et (3); il vient:
12

?x—}—41/+2(xoo——x——y):26/,

12 ' - ‘ \
T EH2y 44 (xoo——x—y):z'jﬁ,

ou, en simplifiant et chan

’ : geant les signes de la
seconde équation : one '

(5) . £ 2~ 2y =64
8
(6) E 42y =124,

En retranchant membre am

b " 7, .
de Péquation (6) embre I'équation (5)

» on-obtient successivement :
=L =
5 6o

x=5o0.

- L’équation (5) donne alors :

I .
y:Szhg.r:S'zﬁro:zz
et 'équation (4) :

Z==100—b50— 99 —58.

Iy a donc, a Ialler, Hokm

de plat, 225 Je :
m
et 28" de descente. P omee

Probléme 8.\—- Archiméde chargé par le roi Hiéron de
Syracuse.de reconnaitre si Ia couronne du roi ne conte-
nait pas, avec l'or, de I'argent introduit par fraude déns. sa
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composition, constata que cette couronne pesait un poids

équivalent a 40%¢, et que, pesée dans l'eau, elle perdait
en poids l'équivalent de 625¢. Calculer les poids d’or et
d’argent dont l'alliage composait la couronne sachant que
la densité de I'or est 19, et celle de 1'argent 10,5.

Désignons par z le poids de 'or contenu dans la
couronne et par y le poids de l'argent. L’énoncé
donne immédiatement I’équation :

x+y:lo,

si nous prenons pour unité de poids le kilogramme.
Comme 1l y a deux inconnues, il nous faut une autre
équation.

L’énoncé fait allusion a un principe de physique
dont la connaissance nous est ici indispensable,
“c’est le principe d’Archimeéde : Tout corps plongé dans
un liquide regoit une poussée verticale, de bas en haut,
égale au poids du liquide qu’il déplace (on dit aussi qu’il
perd une partie de son poids égale au poids du
liquide déplacé). Or le volume de liquide déplacé
est le volume de la couronne; nous écrirons que ce
volume est la somme des volumes de l'or et de
I’argent. Le volume d'un corps est exprimé par le quo-
tient de son poids par sa densité (autre notion de phy-

sique a connaitre). Le volume de l'or est donc —, et
1

. ) ' .,
celui de I’argent—lﬁ, ces volumes sont exprimés
J

en décimetres cubes.

La mise en équation s’obtiendra en écrivant clue
la somme de ces volumes est égale a 0,625, car un
volume d’eau en décimetres cubes s’exprime par le
méme nombre (ue son poids en kilogrammes. On

‘ .
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a donc la deuxieme équation :

=z Y
19+ 5_.O 62J.

Et par suite le systéme :
xz + Yy =10
Y
19 + To5 = = 0,625,

La premiére équation donne :

Yy—ro—ux
et en substituant dans la seconde :

x 10—

19 W:0,625

equatlon a une seule inconnue z. On obtlent suc-
cess1vement

1055—{—190—19x~0625><19><105
— 8,50 =124 16875 — 190 = — 65,3125
653105
85
xr=17,684 par excés

¥=2,316 par défaut.

La couronne contenait 76,684 d'or et 2¥¢,3.6
d’argent.

Probléme 9. — Mener une tangente commune exté-

rieure a deux circonférences.
Soit S e point de rencontre de la tanoente com-
mune extérieure avec .la hgne des centres; choisis-

sons pour inconnue 2 la distance SO, Cette dis—

tance étant calculée, le probléme sera ramené i une
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construction simple, par exemple : mener par un
point donné une tangente 2 un cercle (fig. 16).

A

----------------

Fig. 16.

La mise en équation ne peut étre donnée que par
’examen des propriétés géométriques de la ﬁgure :

les triangles SO'B et SOA sont semblables, ce qui

permet d’écrire :
50'_ 0

Si on désigne par R et R’ les deux rayons et par
d la distance des centres, la relation précédente
s’écrit :
T R’
x—l-d:fT
¢’est une équation a une inconnue z. On obtient
successivement :

Re =Rz —+ R'd
z (R—R)=R'd
et :
R
--——~R__R,d.

[ A—

Le probleme est résolu.
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Discussion. — Pour que le probléeme soit pos-
§ib]e, il faut et il suffit que la valeur trouvée pour z
soit déterminée, positive, et supérieure a R/, car il faut
que le point S soit en dehors du cercle O pour
qu’on puisse achever la construction.

1° 8iRest différent de R', ce qui s’écrit : R=~R/,
la valeur de x est déterminée. Nous supposerons
R >R’ pour simplifier la discussion (dans le cas
contraire, il suffit d’ailleurs de permuter R et R’
pour obtenir la méme formule); z est alors positif.
La seule condition de possibilité est donc que sa
valeur soit supérieure ou au moins égale a R, ce

- qul s’exprime :

R’
——— d>R
=R

ou en divisant les deux membres par R’ nombre
positif :

R—R=

“ou enfin :

d>R—R.

Il faut que la distance des centres soit supérieure
ou au moins égale a la différence des rayons, c¢’est-
a-dire que l'une des deux circonférences ne soit pas inté-
rieure a lautre. C’est bien ce que donnerait ’étude
purement géométrique du probleme.

Au cas ot d=R — R/,

x—=—TR'

. le point S est sur la circonférence O'; la tangente

commune est perpendiculaire a la ligne des centres
perp ,



222 ALGEBRE

au point de contact des deux cercles qui sont alors
tangents (ﬁg. 7).

Fig. 17.

2* i R=TR’, la formule obtenue pour x devient :

R'd '
X = —

Q

C'est, nous le savons, le symbole de I'infini oo , ¢e
qui exprime géncralement que le probleéme est
impossible. Cependant, si I'on examine directement
la question dans ce cas particulier, on voit (fig. 18)
que, au cas ou les rayons sont ¢gaux, la tangente
c’ommune' est paral'lele a 1a‘ ligne des centres, ce que
Uon exprime parfois en disant que le point d’inter-
section de ces deux droites a été rejeté a I'infini.

ARWAD
NN,

Fig. 18.

En résumé. — Si 1'on note que le probleme est
ramené a mener par un point des tangentes- a une

"

PROBLEMES A PLUSIEURS INCONNUES 223

circonférence, on peut résumer la discussion

comme suit:

d>R—TR'... .... 2 solutions
R>R {d=R—R...... IR —
d<R—PR........ 0 —_
R=R' | 2 solutions : paralleles a la ligne des
centres.
Probléme 10. — On a déterminé les poids de carbone

et d’hydrogéne renfermés dans un mélange d’acétyléne
(C2H?) et de méthane (CH*); ces poids sont ¢ et %; déter-
miner les poids d’acétyléne et de méthane renfermés dans
le mélange (C—=12; H=1). :

I1 faut appliquer ici des notions de nomenclature
chimique et des principes sur la notation atomique
que I’éleve doit posséder. La mise en équation con-
siste a écrire que les poids de carbone et d’hydro-
géene du mélange sont égaux respectivement a la
somme des poids de carbone et d’hydrogéne con-
tenus dans chacun des composants.

Représentons par z le poids de l'acétylénc dans
le mélange et par y celui du méthane, I'énoncé
donne directement I’équation : :

z+y=—c-+A,
~ D’autre part, la proportion de carbone dans
l’acétylene est :

12 5< 2 . 24 12 .
(I—zm =5=0 du poids total;

la proportion de carbone dans le méthane est :

12 192 3 . . , '
m =16z du poids total;
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On a done la deuxicme équation :

12

15 £y y___c

Cette deuxieme équation constitue avec la précé
dente le systeme :

({z4+y=—c+"h §
312x—+¥§ —=c
FEN

qui suffit a déterminer les. solutions. On peut
résoudre comme sult :

y—c—+h—ux
et en substituant :

12 3¢ +3h—3x

3 A -

482 - 39c + 39h — 39z =52¢
9r = 130——39/:

ot 3( 3h)
13 (¢ — 7

pu1s: 20k
y-——c—+—/l——130939.
93/::90—%—9]1-——136—{—39/1
__4Bh—4e
YT
___4(12/1—c).
y= 9 ]

Nous laissons a Iéleve le soin de discuter le pro-
bleme a ’aide des formules ainsi obtenues.

Nous venons de résoudre un assez grand nombre
de problemes de natures trés diverses portant sur

v
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des questions de la vie usuelle, sur 'arithmétique, la
géométrie, la phy51que la chmne Nous pensons
que I’éleve aura compris comment un probleme se
met en équations et comment on discute les
résultats; nous proposons en exercices un trés
grand nombre de problemes répartis entre ces
divers domair_lg.es. '

EXERCICES SUR LE CHAPITRE XI

Problémes du premier degré.

I. — Arithmétique et vie usuelle.

165. — Calculer deux nombres sachant que leur somme est
37 et que leur différence est 13. Généraliser.
166. — La somme des deux nombres est 100 et enretranchant

% du plus grand pour l'ajouter au plus petit, ils sont égaux.

Quels sont ces deux nombres?

3
167. — Quel est le nombre dont les 56 surpassent le } de 7
. o
1
entiers ~)? ,
168. — Trouver deux nombres dont la somme soit 19 et le

produit 60. (On calculera la différence de ces nombres en
utilisant T'identité remarquable (x - y)2 — (x—y)? =& xy).

169. — Trouver deux nombres dont la différence soit 4 3 et

. 3
le quotient >
470. — Une marchande d’ceufs se rendant au marché vend

un passant les g de ses ceufs; & lentrée de la ville, elle vend

T 9 Do . '
_cncore les £ des ceufs qui lui restent, et elle arrive au mar-~

5
ché avec 360 ceufs, Combien en avait-elle en partant?

Borer ot Rover, — Algébre. Ecoles normales. 15
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171. — Partager une somme de 252f; entre trois personnes,
. 3 : .
de telle sorte que la seconde ait les 7 de la premiére et que

la part de la troisiéme soit égale 4 la demi-somme des parts
des deux autres,
172. -— Une pompe destinée a élever l'eau pour le service

d'une usine met 10l T pour remplir le réservoir si elle

fonctionne bien. Par suite d'un accident, le rendement est
1 .

diminué de 3 3 Iorsque le bassin est plein au z Combien
i

mettra-t-elle ce jour-la pour le remplir?

173. — 3 compagnies d’ouvriers sont telles que la premieére
aidée de la moitié de chacune des deux autres, exécuterait
un certain travail en 27 jours; la deuxiéme, plus la moitié
des deux autres, en 23 jours; la troisiéme plus la moitié des
deux autres en 19 jours, Combien ces 3 compagnies d’ou-
yriers lravaillant ensemble mettraient-elles de jours pour
faire le travail?

174. — Un bassin est alimenté par 3 robinets; si I'on ouvre
les deux premiers, il se remplit en 3»; si 1'on ouvre le pre-
mier et le troisiéme; il se remplit en 5"; sil'on ouvre les 3
robinets il se remplit en 1P,40™; sachant que la capacité du

bassin est 135™3%, on demande combien chaque robinet débite

de litres.

175. — Il a été fabriqué en France, pendant I'année 1900,
2 185 858 picces d’or de 10l et de 20f, pour une valeur totale
de 28012 830f. Combien a-t-on fabriqué de piéces de 10f et
de piéces de 20f?

176. — Une montre avance de
I'heure & midi; quelle heure est-il lorsqu’elle marque 6h?

177. — La capacité totale de trois tonneaux est de 1 440!,
Deux de ces tonneaux sont pleins, et le troisiéme est vide.
Pour remplir le tonneau vide, il faut tout le contenu du pre-

mier tonneau et - B L du contenu du second, ou tout le contenu

du second et é du contenu du premier. Quelle est la capacité

de chacun des tonneaux? .
178. — Trois fréres désirent acheter une maison valant

’

10Mmen 24"; on l'a mise a

28

[ ¢
" second =
3
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70 000f. Aucun d’cux n'a assez d'argent; si 1'ainé donnait au

de ce qu’il posséde, ou au tro151eme7 de ce qu'il
b

posséde, chacun des deux derniers aurait une somme suffi-
sante pour acheter la maison. Mais I'ainé emprunte au troi-
siéme la moitié de sa fortune ct achéte la ma150n Combien

~ possédait chaque frére?

479. — Un bateau fait en 10" 110 mllIes en suivant le cou-

.rant et 70 milles en le remontant. Lors d'un autre voyage, il

fait dans le méme temps 88 milles en suivant le courant et
84 milles en le remontant. Combien de milles ce bateau
peut-il faire & I'heure dans une eau calme (vitesse propre du
bateau) et quelle estla vitesse du courant?

180. — Un marchand a deux tonneaux renfermant des quan-
tités inégales de vin. Il verse du premier tonneau dans le
second une quantité de vin égale a celle que contenait le
second tonneau; puis il verse du second tonneau dans le pre-
mier une quantité de vin égale & celle qu'il avait laissée dans
le premier tonneau.Chaque tonneau se trouve alors conte-
nir 8o! de vin. Combien contenaient-ils au début l'un et
l'autre?

- . L. . 8
181. — Trouver une fraction équivalente a o et dont la

somme des termes soil 133. Généraliser la question. Condi-
tion de possibilité.
182. — Quel nombre faut-il ajouter aux deux termes de la
. 13 , . L
fraction 57 bour qu elle devienne égale a 3“
Y
183. — Quel nombre faut-il ajouter aux deux termes de la

‘fraction 1_85 pour qu'elle ne différe de l'unité que de Lo

300
184. — Une fraction donnée difféere de l'unité de % En

ajoutant un méme nombre n i ses deux termes, on obtient
une nouvelle fraction qui ne différe plus de l'unité que de

oo Dire quel est le nombre ajouté et quelle était la fraction

primitive,
185. — D’un train qui marche a une vitesse de 4o*ma 'heure,
un voyageur voit passer en3 secondes un train express mar-
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chanten sensinverse et ayant 75 de long; calculer la vitesse
A 'heure de ce train express.

186. — Une somme est déposée chez un banquier ou elle
porie intérét a 3 ofo 'an. On la retire au bout de 255 jours et

on touche 2 859%,50 pour le capital et les intéréts. Quelle

somme avait-on placée ?

187. — Unc personne a placé les 5 de.sa fortune &4 5 o/o et

le reste & 3 0f/o. Au bout de l'année, elle retire g2 420f,33,
capital et intéréts réunis, on demande quelle était sa fortune,

188. — Trouver uncapital tel que si on cn place le % adojo,

la moitié & 5 o/o et le reste a 6 0/o on obtienne au bout de

4 mois 1 ooof d’intérét.
189. — Une personne partage sa fortune en trois parties
égales; elle place 'une au taux-de 5 o/o pendant 8 mois, la

deuxiéme au taux de 4,50 o/o pendant un an, la troisiéme au

taux de 3 o/opendant 5 mois. L’intérét total rapporté par ces
trois placements est de ¢o8,33. Quelle était la fortune de
cette personne?

190. — L’escompte en dehors d'un billet, au taux de 5 0/o,
est égal & 201,25; 'escompte en dedans du méme billet, au
méme taux, est de 20f. On demande 'échéance du billet et sa
valeur nominale,

194. — Un capitaliste place une partie de sa fortune 2 5 0/o
et autre &4 3 o/o. Il se fait ainsi un revenu de 1 810f. Siles

placements étaient intervertis, ce capitaliste perdrait 8ol

par an. Quelle est sa fortune?

192. — Un employé disposant de 48 pour faire une prome-
nade, part dans une voiture qui fait x1¥=m a Theure. A quelle
distance du point de départ doit-il quitterla voiture pour étre
de retour a heure fixée, s’il veut revenir a pied en faisant
Skm i T'heure?

193. — Trois ouvriers ont placé ensemble une somme

de 1200f. Aprés 8 ans, ils ont retiré pour le capital et
les inléréts simples : Je 17 sqgaf; le 20 528f; et le 3¢ 264%
Quelle était la mise de chacun et & quel taux a-t-on payé
Vintérée?

- 194. — Sur des marchandises qu’il a vendues, un marchand
a gagné 3516575, S'il eat gagné 830 de plus, il aurait gagné
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8,6 o/o du prix d’achat. Combien les marchandises ont-elles

été vendues ? Combien coiitaient-elles? " «
195. — On "fond 298 picces de 50 en argent auxquelles

l'usure a fait perdre 606 de leur poids avec un lingot d argent

au titre de 0,750 pesant 3202 : 10 Combien faudra-t-il ajouter

- ‘de cuivre i l'alliage obtenu pour fabriquer des piéces divi-

sionnaires?

496. — Une voiture part avec une vitesse de 1150 i I'heure.
On envoie 4 sa poursuite un bicycliste qui fait 297™ par mi-
nute et qui rejoint au bout de 2 uom - Combien de temps
s'est-il écoulé entre le départ de la voiture et le départ du
bicycliste? _ .

197. — Un négociant veut composer un mélange de 3 sortes
de cafés qu'il vendra 2f 75 le kilogramme, en faisant sur
le prix de revient un bénéfice de 25 o/o. Il a en magasin
350y d'une espéce qu'il a payée, il y a plus d'un an, 1758 les
1008 et qu'il estime avoir acquis 12 o/0 de plus-value; il
les emploiera concurremment avec des poids inconnus des
deux autres qualités valant I'une 2,80 et autre 2f,20 le kilo-
gramme, et entrant dans le mélange, la premiére pour une part
et la seconde pour deux. On propose de calculer ces poids.

198. — On sait que le bronze des canons se compose de
9 parties de cuivre et 1 partie d’étain; le laiton de » parties
de cuivre et 1 de zinc; les monnaies de_bronze de g5 parties
de cuivre, 4 d’étain et 1 de zinc. Un mélange de ces 3 alliages -
conticnt 5 69og de cuivre, 1508 d’étain et 1308 de zinc; quels
sont les poids des divers alliages qui forment le mélange ?

II. — Géométrie.

199. — Trouver les dimensions d’un rectangle sachant que
si l'on augmente la base de 8™ et la hauteur de 5m la surface
augmente ‘de 18om?; tandis que si l'on augmente la base de
3™ et que l'on diminue la hauteur de 4m la surface diminue
de 3om2,

200. — Etant donné un triangle ABC, on désigne par P, Q,
R les points de contact du cercle inscrit avec les cotés BC,
CA, AB; on pose : . ‘

BC=4q, CA =1, AB=¢, AQ = AR=2, BR=BP =y,
CP=CQ =-=. :
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On demande de calculer &, y, s étant donnés a, b, c. Discuter.

201. — Méme question en remplacant le cercle inscrit par
T'un des cercles ex-inscrits,
202. — On considére un cercle de centre O; soit AB un dia-

métre de ce cercle; on trace deux cercles ayant respective-
ment pour diamétres AO et BO; calculer le rayon d'un cercle
tangent a ces trois cercles.

203. — On donne déux cercles égaux; calculer le rayon
d’'un- cercle tangent a ces deux cercles et a la droite qu1
joint leurs centres.

204. — On donne un cercle et une tangente & ce cercle. Dé-
terminer sur le cercle deux points A et B tels que, en dési-
gnant par AA’, BB’ les perpendiculaires abaissées de ces
points sur la tangente donnée, le quadrilatére ABA'B’ soit
un carré. '

205. — Deux corps se meuvent le long d'une circonférence,

dans le méme sens, a partlir de deux points dillérents. La

plus petite distance qui les sépare, mesurée le long de la
circonférence, est de 16™; I'un des corps ratirapera l'autre
en 32" s’ils se meuvent dans un sens ou en 40’ s’ils se meu.
vent dans le sens opposé. Tandis que 'un fait une fois le tour
de la circonférence, la distance parcourue par l'autre excéde
de 4m,50 la longueur de la circonférence, Quelle est catte
longueur et avec quelle vitesse se meuvent les corps?

206. — Une rouc de voilure a 4™ de circonférence; on la
photographie pendant la marche, la durée de pose étant di_()
de seconde, et l'on constate sur le cliché que, pendant la
durée de la pose, chaque rayon de la roue a tourné de la
moilié de Pangle que font entre eux deux rayons consécutifs;
sachant que la roue a 12 rayons équidistants, on demande
quelle était la vitesse de la voiture,

I1I. — Physique.

207. — Un alliage de plomDb et d"étain pése 20%€; lorsqu’on
le plonge dans 'eau, il perd 2*¢ de son poids. Trouver le
poids du plomb et de I'étain contenus dans lalhage sachant
L{uc 5kg d’étain perdent 685¢ de leur poids si on les plonge

dans l'eau et que 28,5 de plomb perdent 2132,

208. — Un thermométre a mercure pése 278,9; plongé dans
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Veau, il pése 2384, quels sont les volumes du verre et du
mercure de 'appareil (on négligera le volume de la tige non
occupé par le mercure) les densités du mercure et du verre
étant 13,56 et 2,57

209. — Un siphon donl la petite branche a 12¢™ de haut et la
grande branche 8™ est amorcé avec de 'eau, puis employé
a transvaser du mercure. On demande & quelle hauteur le
mercure s'élévera dans la petite branche.

240. — Dans une pompe aspirante, le tuyau d’aspiration a
7¢m2 de section et une hauteur de 5™,16 au-dessus du niveau
de T'eau dans laquelle il plonge. Le corps de pompe a o™,70
de hauteur. On demande quelle est sa section sachant que
I'eau s’éléve au premier coup de piston, jusqu’au sommet du
tuyau d’aspiration. On suppose que la pression atmosphé-
rique est équilibrée par une colonne d'eau de 10™,32,

241. — On veut déterminer la chaleur de fusion de 1'étain
par la méthode des mélanges; le calorimétre contient dans
une premiére expérience 4438,5 d'edu a 7°; on mélange a
cette eau 1004 d'étain a 233°, la température finale du mé-
longe est de 13°. Dans une deuxiéme expérience, on prend
1508 d'étain a 233° qu'on mélange a 78185 d’eau a 18°, ce
qui donne pour température finale 23°; calculer :

1° La chaleur de fusion de I'étain;

20 La-chaleur spécifique de I'étain solide.

(On sait que lachaleur spécifique de I'étain liquide est 0,064,
et on suppose nulles les pertes de chaleur par rayonnement
et conductibilité; température de fusion de 1'étain : 2289).

212. — Dans une machine pneumalique, la capacité du
corps de pompe est de 0,5, celle du récipient de 4'. Quelle
est la force élastique de I'air du récipient aprés 3 coups de
piston, la pression initiale étant de 76¢m?

213. — La capacité du corps de pompe d'une machine
preumatique est de 5003, celle du récipient de 2!; un corps
est placé sous le récipient. Trouver le volume de ce corps

sachant qu’aprés un coup de piston la force élastique initiale
cst ramenée de 76 a 56em,

214. — On sait qu’en graduant un thermométre centigrade
onmarque 0° dans la glace fondante el 100° dans la vapeur
d’cau bouillante ; avec le thermomeétre Fahrenheit, on marque
320 et 212° aces memes points fixes. Deux thermométres, un
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centigrade et un Fahrenheit peuvent-ils indiquer le méme
degré de température dans un méme bain? Quelle est cette
température ?

245, — Dans un vécipient vide d'une capacité de 21,02 on
introduit d’abord 1! d’air sec & 760™™ et & 30°, puis de l'eau
en quantité telle qu’il en reste aprés la vaporisation 200m 3
- T'état liquide. 1° Quelle est la pression intérieure en suppo-
sant que la tempdérature reste de 30° (Tension maximum de
P'eau 4300 =31mm 5)? — 2° Quel est lc poids de I’eau conden-
sée si on refroidit & 10°; on négligera la contraction de l'en-
veloppe (Tension maximum de 'eaw & 100 == gmm o; coefficient

—: densité de la vapeur d'eau, §)?’
273 8

246. — Pour faire équilibre au poids d’un lingot de platine
placé dans un plateau d'une balance, on met dans 'autre pla-
teau un poids de 258 en cuivre jaune. Quel poids de cuivre
aurait-il fallu si la pesée avait été effectuée dans lc vide
(densité du platine 21,5; densité du cuivre 8,3)? L’air pése
770 fois moins que l'eau.

de dilatation

IV. — Chimie.

247. — On veut préparer 50! d’oxygéne,.quel poids de chlo-
rate de potassium devra-t-on décomposer par la chaleur?
» poids atomique du Cl 35,5

— de 'O 16
— da K 39
poids du litre d’oxygene 18,43,

218. — Quel volume d’hydrogéne préparerait-on en atta-

quant 2008 de zinc par 'acide chlorhydrique?
Cl=235,5; H=1; Zh =065
Poids du litre d'hydrogéne 08,08g.

249. — Le charbon suffisamment chauffé et le salpétre
déflagrent en produisant de l'anhydride carbonique et de
l'azote; d’apres cela, quel est le poids de charbon sec et pur
qu'il faut mélanger a 1508 d’azotate de potassium pour obte-
nir une réaction compléte?

C==12;Az=14; K=239; O =38.

Quel est le volune gazeux produit, sila température s'éléve
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Kl

3 109207 (Coefficient de dilatation des gaz : 2—;,—3;—poids d’un
litre de CO2? : 18,97; — poids d’un litre d'azote 18,25,

220. — On considére un mélange de trois corps ayant res-
pectivement pour formules H2O, C20™, C+HnO?P ; ce mélange

renferme un poids ad’hydrogéne,h de carbone, ¢ d’oxygéne.

“Quels sont les poids des trois corps qui figurent dans'le

mélange?



LIVRE IV
EQUATIONS DU SECOND DEGRE

CHAPITRE XII

RESOLUTION DES EQUATIONS
DU SECOND DEGRE

154. — Définitions.

Nous savons qu'on appelle équation du second
degré a une inconnue z une équation telle que,
tous les termes ayant été transposés dans le pre-
mier membre et les termes semblables ayant été
réduits, le premier membre est un polynome du
second degré en z. Telles sont les équations :

3452 —ax—0 -
3 5 .

— -t zr—2"=0
2 3

mx? — pr —+ 32— 4 =0

m — nx? 4 apx — m* — p* =o.

On a I’habitude d’ordonner le premier membre

de I'équation suivant les puissances décroissantes
de @, en réunissant en un seul tous les termes qui
renferment  au méme degré. Les équations pré-
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cédentes s’écriront ainsi :
Rat—rx+3—0o0
5
— 2t Zx—=-—o0
3 2
(m—+3)2*—pxr—4=0
— nix? 4 2pr 4 (m — m* — p*)=o.
Une équation du second degré a donc trois termes;
son premier membre est un trinome du second degré.
Le premier terme estle terme en.z®; le second le terme

en x; le dernier terme est le terme indépendant de x

ou terme constant. Par exemple dans I'équation :

(m +3)a — (2 —n—+pjxr +m—n=o,
le premier terme est (m - 3)2*; le second terme est
—(2—n + p)x; le dernier terme est m — n.
Dans I’équation :
— 3z — 1 +2? =0,
le premier terme est z?, le second — 3z et le der-
nier — 1; car cette équation ordonnée s’écrirait :
2 —3xr —1=—=o.
Dans I'équation :
22— 1=—o,

le premier terme est x?; le second terme n’existe pas :
le derncer terme est —,

155. — Equation générale du second degré a une
inconnue.

On écrit souvent l’équation générale du second
degré sous la forme :

ax? -4 bx +c=o,

c’est-a-dire que l'on désigne par a le coefficient



" 93 : ALGEBRE

du premier “terme, par b le coefficient du second
terme et par ¢ le telme constant.
Ainsi, pour lequatmn

(m~+3)at—pxr — (=0,

les coefficients «, b, ¢, de I'équation générale cor-

respondent respectivement a (m 4 3), — p, —4.

Pour que I'équation soit bien du second degré,
il est nécessaire de supposer que le coefficient a
est différent de zéro; nous ferons cette hypothese,
Les coefficients b et ¢ peuvent &tre nuls ou différents
de zéro; lorsque aucun de ces coefficients n’est nul,
on dit que I'équation est compléte; dans le cas ou
I'un des coefficients au .moins, b ou ¢ devient nul,
on dit que I'équation du second degré est incom-
pléte.

156. — Résolution des équations incomplétes du
second degré.
1. — Cas ou le terme indépendant de x est nul, —

Soit I'équation du second degré
nx? — 3z = o.

On peut I’écrire en mettant x en facteur commun,

sous la forme
z (v — 3)=o.

Le premier membre est un produit de deux fac-
‘teurs 2 et (70— 3). Pour que ce produit soit nul,
il faut et il suffit que I'un an moins des deux fac-
teurs soit nul. Les solutions de I'équation ont donc
lieu pour x—o, et 72 — 3 =o0; lequatlon admet
par suite les deux solutions

3
xX——0 et X ==
7
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D’une maniére générale, 'équation incomplete :
ax? 4+ bx—o
admet pour solutions :

r==0 ct T =

42

- 2. — Cas ou le coefficient du second terme est nul
(b==0). — Soit ’équation du second degré :

222 — 8 =—o.

On peut 'écrire successivement sous les formes
équivalentes :

222— 8 v
) 8
(1‘2:—
2
2
.‘_'/"

Y S —

11 s’agit donc de trouver un nombre 2 dont le
carré soit égal a 4. Nous savons que 2 est le seul
nombre positif dont le carré est égal a 4; nous
savons que — 2 est le seul nombre négatif dont le
carré est égal a 4; en effet, o étant positif, le carré

é de @ (— par — donne +);

iln’est donc égal a 4 que sia*=4, c’est-a-dire sia=2.

L’équation proposée admet donc deux solutions; ou,
comme on dit aussi, deux racines : la racine 2 et la
racine — 2.
Au lieu d’écrire :
=42
X ==—2
on écrit souvent la formule unique :
R )

que 'on énonce : 2 égale plus ou moins deux, c¢’est-a-
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dire I'équation proposée est vérifiée que z soit égal a
+2o0ua —2. ’
Soit encore 1’équation :

On en déduit :

et 'on voit que 2 doit étre tel que son carré soit
, . b . . .
égal a 3 il existe un nombre positif et un seul dont
le carré est ? on | 5 5 ’

st 53 on le représente par 3 et 'on

apprend en arithmétique a le calculer avec autant

d’approximation que l'on veut. Le nombre négatif -

5 :
——\/3 est le seul nombre négatif dont le carré

“ N TR .
soit égal a 3 I’équation proposée a donc deux

racines que l'on peut représenter par la formule

unique :
5

Considérons maintenaunt ’'équation :
222 5 =o.

y o . , , .
5’1l existe un nombre z vérifiant cette équation,
on doit avolr :

4 Y . ) , .
c'est-a-dire que le carré de z doit étre égal au

WA

cadalge

Ty
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L 5 ‘ ' '
nombre nega’nf——;; or, le carré d’'un nombre est

toujours positif, que ce nombre soit positif ou né-

gatif; il n'y a donc aucun nombre dont le carré soit égal

a —

v 1Ot

; on en conclut que I’équation proposée n'a pas

de racines.
Soit enfin I'équation :

3xt=o.
Le produit de 2* par 3 étant nul, on doit avoir :

x?=—o,

et par suite x=o0, puisque o est le'seul nombre
dont le carré est égal a zéro. [.’équation ‘proposée
admet donc la racine unique : £==0.

On convient de dire que cette racine est double;
nous ne pouvons expliquer complétement, pour
’instant au moins, laraison de cette dénomination;
contentons-nous d’observer que, z* étant le produit
de deux facteurs égaux a x, si « est égal a zéro, ces
deux facteurs sont nuls, de sorte que le produit a
une double raison pour s’annuler.

Nous pouvons résumer cetie étude dans la regle
surwvante.

157. — Régle.
Soit :
ex®:—+c—o

une équation du second degré sans second terme dans
laquelle on suppose essentiellement a=o. Si les coeffi
cients a et ¢ sont de signes contraires, I'équation adme
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deux racines données par la formule

. a

dans laquelle :a—c est un nombre positif dont l'arithmé-

tique enseigne a extraire la racine carrée. Si les coeffi-
“cients @ et ¢ sont de méme signe, 'équation n’'a pas de
racines. Si le coefficient ¢ est nul, 1'équation admet la
racine double x =0. '

. — RESOLUTION DE L’EQUATION GENERALE

Considérons maintenant I'équation générale :
(1) ax®+bx—+c=o

dans laquelle nous supposerons essentiellement le
coefficient a différent de zéro, sans faire aucune
autre hypothese. '

L’équation (1) est équivalente a l'équation sui-
vante obtenue en multipliant les deux membres

par 4a :
(2) 4a?x? 4 habr + fac=uv,
Cette équatioﬁ peut s’écrire :
‘ 4ali? 4+ habr == — fac
ou en ajoutant 4® aux deux membres :
(3) haz? - habr 4 b2 = b2 — fac.

Le succes dela méthode employée tient a ce quie

le premier membre de I’équation (2) est le carré de -
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(2ax 4-b); de telle sorte que celte équation (3)

) L] .
pcut s ecrire :

- (2ax—{—6>2_—;bg—4ac.

On est ainsl conduit a un probleme tout a [ait

an’docrue a celui que nous avons résolu dans le

precedent paragraphe, il s’agit de déterminer uz,
sachant que le carré de l'expression 2azx -4 b -est
égal a b® — fac.

Si b*— 4ac est positif, 2 ax + b devra étre égal
2 == VB — Gai; o

S1.0* — fac est négatif, le probleme est impossible;

Si b* — 4ac est nul, 2 ax 4 b doit étre nul,

On a donc en supposant b*—4ac > o0 :

20z = — b= /b*— jac

 — b b*—ac
B o -

qui est la formule générale de résolution de l'équation
du second degré.
Cette derniere formule fait connaitre les deux

et enfin :

.

racines de ’équation du second degré au moyen
des coefficients; ces racines sont :

distinctes si 0 — 4ac est positif
égales si 0 — fac=o.

Il n’y a dans ce dernier cas qu'une racine que
I'on considére comme double. On peut exphquel
cette dénomination en falsant remarquer . que s1
b*— fac est pOSItlf et tres petit en valeur absolue,
la racine carrée est trés petite en valeur absolue;

Borgw et Rover, — Algébre, Ecoles narmales. f 16
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les deux valeurs de 2 qui difféerent entre elles du
quotient par 2a du double de cette racine sont donc
tres peu distirictes; on concgoit que si b*— 4ac ten-
dait vers zéro les deux racines tendraient a se con-

fondre. C'est en considérant le cas ot b*— 4ac=—o .

comme ce cas limite qu’on est conduit a dire que
les racines sont confondues, ou encore que la racine
dans ce cas est double. .

S1 0*-— 4ac est négatif, les racines n’existent
pas, la formule qui les donne n’a plus de sens,
puisque l'on ne peut pas extraire la racine carrée
d’on nombre négatil. '

Nous donnerouns a la quantité 6*— 4ac le nom de
discriminant de 1’équation *.

158, — Applications de la formule générale :

o Z)_—t\/be———/,ac
- 20 )

Exemple 1. — Résoudre 'équatiomn :
222 — Hx 4+ 3 =o.

On peut appliquer la formule, en remplacant a
par 2, b par — 5 et ¢ par 3; on obtient ainsi :

B BT — 4 ><2><a3  boyi b
¥ e —_— - "
4 b 4

1. Dans le cas ol ¢ est égal & zéro, on voit immédiatement ¢ue

. . b
Iéquation est vérifiée pour 2 = o et pour r=— o3 ce sont ces

déux racines que donnerait la formule. On appelle aussi parfois
discriminant le quart de cette quantité (c’est-a-dire &2 — ac);
dans toutes les ¢uestions ou le signe seul intervient, il est sans
importance de préciser si U'on prend b2 — 4ac ou son quart.

On en conclut :

et enfin :

- ¢ est-a-dire les mémes valeur
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Les dGUX racines sont dOT,lC .

5*#—1__6;‘3

et : . * 4 2
5—1_4

4 —/T—I.

On a i

e aurait Pu, a tiire d’exercice, appliquer :
elquatlfm particuliére proposée la mé’chodeq e
rale qui a servi 3 & 1 Hions
_ : établir la f ; ipli '
par 4ot 1 servd . .ormule, multiplions
» ¢ est-a-dire par 8; il vient -
16x2~40x:~24.

Ajoutons 52, Cesti.d: 551
j » cest-a-dire 25; i vient -

1602 —— 4ox —- o — 0h "
¢’est-a-dire :

(4.1“-—5)2: I.

]

4x—5:i[

51

X ==

%

'

1S que plus haut,
e I'équation :

16_

= —=oO0.
3

Exemple 2. — Résoudr

3462—84"-—*-
On a ici -
62~4(IC~:82_4><3><I6

5 == 0.

L equation a donc une racine double -

63

) 3
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Exemple 3. — Résoudre ’équation :
22—ox 4+ 5=—o.
On a 1ici:
O — fac =4 — 20 == = 16;
I'équation proposée n'a pas de racines.
Exemple 4. — Résoudre I'équation :

a’x? — (a* 4 bY)x + b2=o.
Le discriminant est :
(a2 4 b2 — haPb? == a* — 2a%0 + b* = (a® — H?)2,

On a donec :

a? = 0%+ \,f<az _ 62)2
2a*

X == )

ce qui donne les deux racines :

I a = 0% - ot — b?

£ = ; =1
Q2"
" a? - e — ((L2 —_ be) b?
B Sl e—t ; Pl pi— —':2-
2.0 a
159. — Cas oii la formule se simplifie.

1° Gas ou le coefficient de x est palir. — Formule en -

b'. — Dans le cas ou le coefficient & est le double
d’un nombre entier, 1l est commode de poser b=20’,
' désignant la moitié de b, la formule devient alors,
cn remarquant que le carré du double d'un nombre
est égal au quadruple du carré de ce nombre :

—2b' = W0 —hac  — 2l 4202 —ac
[ Aet— - p—

20 20

¢’est-a-dire
— b0+ b —ac
L = ———
a

RESOLUTION DE L'EQUATION GEN

EX — . LN " 7 7’ N
emple, Splt a résoudre l’equatlon :

3a? — 1hz -+ 8 —=o,.

Lapplication de la formule en &' donne :

=27 Vh9—24

Autre exemple, — Soit I’équation :
(27— R%)2?— 2Ri2p - R2p —o0
on obtient successivement -
»— B+ VR REp TR
r—R: T

w=REERY_ Ri(1+R)
P—R T TR

b 1 .
d’ot1 les deux racines :

#=R{I+R) _ R

E_RT — /R’

o RIC—R) Ry

P —R?T — 7 —+ R
72" C’a's ou le coefficient de 22 est l'unite (@ — 1., —
L’équation du second degré étant don’n\ée sous la
forme : o

2+ px g =o,

ERALE 245
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2 2
(x+£> —L 4 g=o0
2 4

PV P

on l'écrit :

2

s P
d’ou l'on tire, en supposant]—— —g>o:

4
P__ e
c¢’est-a-dire :
—__ P P .
r= 2 = 4 4

On peut d’ailleurs toujours mettre I'équation
sous celte forme 1edu1te en divisant par a, suppose
différent de zéro.

Application. — Soit I’équation

x2 —3x—4h =0

on obtlent successivement :

3 g -
x:-—j:\/'/—)—k/,
2 4
_54_\/;‘5
3 5
==t -
22
4
Tou les deux racines
3005
'1"/—7'_i"—:[l’
9 2
2 B
o 2
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II. — EQUATIONS IRRATIONNELLES.
SYSTEMES D’EQUATIONS DU SECOND DEGRE.
EQUATIONS BICARREES,

160. — Equations irrationnelles.

La méthode de résolution des équations irration-
nelles du premier degré, avec radicaux carrés, s’ap-
plique encore aux équations du second degré. On
isole I'un des radicaux si I’équation en renferme
plusieurs, puis on éléve les deux membres au
carré, ce qui fait disparaitre le radical du premier
membre; on effectue dans les deux membres toutes
les réductions et simplifications possibles, si I’équa-
tion renferme encore "des radicaux, on isole I'un
d’eux, puis on éleve les deux membres au carré et
ainsi de suite jusqu’a disparition compléte de tous
les radicaux.- On doit ainsi arriver a une équation
du second degré que 1'on sait résoudre. Il convient
de vérifier toujours que les racines de cette der-
niére équation satisfont a I’équation proposée, car
les élévations au carré des deux membres des équa-
tions ont pu introduire des solutlons étrangeres.

Exemple 1. — Soit a résoudre ’équation :

7.5 — \/Sx ~+ 1= 16.
Isolons le radical, on obtient :
| \/8717:7.1;*16.
Elevons les deux membres au carré :
x4 1 = 9x* — 2242 256_,
ou, aprés simpﬁﬁoation :

4ot —— 2322 42556 =0,
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Si I'on applique la formule en " a cette équation,
on obtient successivement : :

x__116_—t_\/1—162—49><255

49
116 4 /961
X ==
49
116+ 31
T4y
d’ou les deux racines :
147 =3
,_ 89

Si lon substitue 2”==3 a & dans l'équation pro-
posée, on a :
21 — /25 =16.

21 —5=—16

ce qui est une identité : 3 est donc une racine de
I’équation proposée. Substituons a « la seconde
. g

. . 8 .
racine & :Z——g, on obtient :

»

85 __ 6—0—4—1:16

7 49
8—5——2/—: 16
7 7

58—16

. 85 . Va - .
ce qui est faux. — est une solution étrangere qui

49

n’appartient pas a I'équation proposée. On vérifie-
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rait aisément que c’est une racine de I’équation :
nx - V8z 4+ 1 = 16.
Exemple 2. — Soil a résoudre ’équation :
B 64 y3e—B=5.

Isolons le premier radicel :

On obtient successivement :
52 4+6=25—10y3xr —5+43z—5

1030 —5—=14 —a2x

53x —5—=17—x
25 (3w — 5) = 49 — rha —+ 2*
et enfin :
2 — 8gx + 174 =

] . d’ou les deux racines :

. : 9,
89 4+ 85
€Xr = =
2
d’ou :
x’:8—9t85:8 ,
.2;”; 89 — 85 .,
==

Vérifions ces racines; on obtient pour la premiere :

Vih1 - 256 =5
21—+ 16 =5

ce qui est inexact : 87 n’est donc pas une racine
de I'équation proposée. C’est une racine de I’équa-
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VBT 6 — 3z —5 =5
La seconde racine donne :
fh+=1=>5
ce qui est une identité, donc 2 est une racine de
I’équation proposée. )

161. — Systémes d’équations.

Nous allons appliquer la méthode de substitution
alarésolution d'un systeme de deux équations, I'uune

du second degré, I'autre du premier degré a deux .

inconnues.
Soit a résoudre lc systeme :
B2 — 22y = 32
22 4 ny =— 17,

Tirons la valeur de y de la deuxiéme équation :

y:_l7ﬂ2x:‘<l7+2x)'
7 7

Substituons cette valeur dans la premiere équa-
tion, on a successivement &

bt 22 (1722 g,

7
35x% 4 34ha 4+ et =224
392 + 34 — 224 =0.
Cette derniére équation est une équation du
second degré en x, ses racines sont données par la
formule en & comme suit :

T d F
-Nous résoudrons au chapitre

EQUATIONS IRRATIONNELLES BT BICARREES 251

——
P 17i\/172—1—-59><224

m':-—17j—_y/9025
39
39
x’:_17+95-—
-39 =
x,,:-17—95__ 112
39 39

Les deux valeurs correspondantes de y sont :

/_‘*(17""4) ‘

y =t =
et
(-39
Y — 39 —__ 439
| 7 EYE

degré dont 1’étude sort du cadre de cet ouvrage

X suivant quel
: dro; q ues
ystémes particuliers de dequy équations du 'segond

degré : 1 1
degré a deux inconnues conduisant seulement i des
equations du second degré a une inconnue

' ,
162. — Equations bicarrées.

On e ’ . . , .
on ‘de51gn.e ainsi Jes équations dy
egré a une inconnue 4 qui ne renferm

‘ A
termes en o ni des termes ey X
rale est : ’

quatriéme
ent ni des
leur forme géné-

Azt == ba o — .
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On les résout en les ramenant a des équations du
second degré. Posons z*=y, lequatlon peut s’é-
crire :

ay2+{7y+czo

équation du second degré a une inconnue y que
Uon sait résoudre; si b*— 4ac est plus grand que
zéro, on obtient deux valeurs pour y que nous appel-
lerons y' et y". Puisque 2=y, il est nécessaire,
pour que I’équation proposée ait des racines, que y
soit positif. Si " et y" sont tous deux positifs, on
obtient pour x quatre valeurs :

x =y
=y

deux a deux égales en valeur absolue et de signes
contraires. Si 'une des deux, y” par exemple est
négative, il n’y a que deux racines

X == 4= \/y .
Enfin siles deux valeurs de y sont négatives, il
n'y a aucune racine satisfaisant a l’équation pro-

posée.
Application, — Smt proposée 'équation :

a2t 422’ —3 =0
posons 2=y, on a successivement :
y*—4-o2y —3 =0
y:li—\/l+3
Lot Yy=—1-12
ou :
—
y'=—

y" étant négatif, équation proposée n’admet que

-t

e

EXERCICES SUR LE CHAPITRE XII

deux solutions :

ou :

221. — Résoudre les

EXERCICES

Résolution des

' =\/3
r”——\,@

2.1:2—39“::0

32
__|_ =0
ax? —a == [o]
bx? — 36 =0
3.’1)2 — I =0
x2 — 5 =o,
222. — Résoudre les équations :

222 — 3z — 3 =0
252 —bx — g7 =0
333‘2—617———\/;:0
22 —5x 4+ 1=o0
322 — 8z 4 4 —o,

223. — Résoudre les équations :

202 —- 3z — b5 —op
222 —br —g=—o
22 —5x 4+ 3=o0

322 — 8z 4 7=0

z2 4 3x —35=o0

22—z —06=o0"
7224 5r —a=o
1222 + 172 4 6 =o,

SUR LE CHAPITRE: X\l

équations du second degré.

équations incomplétes :

263
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294 . — Résoudre les équations :

3224 18r fap=0
2 — 3z 2=0
7x2——2x+5:0
222 — hx - 2=o0
3z —ax -+ 1=0
522 — 6z -4~ 1 =0
.'1;2-—[“1;;\—3:0
ax2 —b6x 45=0
3 — Lo — S8x2=o0.

29%. — Résoudre les équations : _
302 — 3w\3 4+ 2 V3—2x=0
3Vax t2x2 4 2=0
22— (2 4+ V3 4 Viz=o
22 — (V2 — V3)x — V=0
o — 2B (VB + 1) — R? V5 =o.

296. — Résoudre les équations :

T '
.r-~3+w+3mt
1 1
x——3+x—l;'”2
2x 43 214
w—- b T hr—3
3r— 2 _zm——(;
X '—_a;‘—+-1+2
1 . 1
r—3  x—2
ar+3 2w 44
x4 —6r —3

— 1

227. — Résoudre les équations :
x—b  x—a ;1 b
e Ay S AL
1 1
atbta=Tgr;

(@ — x)3 4 (7 — )3
@—>)>" v "7 =
(@ — x)? 4 (v — b)2 «—b-

228. — Résoudre les équations :

(a -+ 3)22 4 (2a¢ — 3t af-5=0
T (e — e +3at =0

.

Ee—

e ———

o

EXERCICES SUR LE CHAPITRE XII
(3a43)22 4 (e 1)r+ b =0
(a + 5)x2 4 (3 — 3)x -+ a — 10 =0,

229. — Résoudre les équations :

(a2 — B2)22 — 2422 4 1==0
z%— RyY5x 4 R2=o0
bx2 — (ay3 — aR — bR)z 4 R(2 — ay3) =o
o bx2 —a(b -+ 1)z + a2 =o.
230, — Bésoudre les équations irrationnelles :

. \/sx‘—2+21}:16
\/(033_—3——-\/2;5.{_,2:,
3Vz 1 42V — 2 =8
a6 —yai o = Vb a.

231. — Résoudre les équz{tions bicarrées

-’54‘~—]3m?+36:0
xh — a2 4 =0
g —6x245=o0
14—‘[!-'52—{—3:0
'_‘.'114’—-*—-5;1;2__720
ah—a2 —1=o

vt 322 1 =0

1 + @)t —3ag? 4 1 =0,

255



CHAPITRE XIII

RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS
ET LES RACINES DE L’EQUATION
DU SECOND DEGRE. APPLICATIONS

163. — Relations entre les coefficients et les racines.

Soit I’équation générale du second degré :

ax? - br —+c=o.

Dans le cas ou b — 4ac est plus grand que zéro,
cette équation admet deux racines (ue nous dési-
gnerons par 2 et 2" et dont les formules sont les
sulvantes :

— b+ \/W: hac
2a
b — b — hac

20

[ Ap—

”
xr =

' A i on
Formons la somme (2’ 4 ") des racines,

obtient :

__g,+v/’(,2_z,ac—b——\/lﬂfl»acz'—?b

Iz -
42" = o et

.ou
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b
a4 = .
«®

Ce qui peut se traduire en langage ordinaire par
le théoréme suivant.

164. — Théoréme 1.

Lorsqu'une équation du second degré admet des racines,

la somme de ces racines est égale au quotient changé de

signe 'du second coefficient -par le premier.
Formons le produit 2’2" des racines, on obtient :

Pl (_' b —+ \/b2 ——— /;ac) (— b— \/[)_Q—— /'a'c)

'z
4a’

ou, en utilisant I'identité remarquable du produit
de la somme de deux nombres par leur différence :

b [b jac)

xrx

ce qui s’énonce ainsi.

165. — Théoréme 2. ,

Lorsqu'une équation du second degré admet des racines,
le produit de ces racines est égal au quotient du dernier
coefficient par le premier.

166. — Remarque.
Sil’on éerit I'équation sous la forme :
2+ pr—4-qg=o"
ce qul peut toujours se faire en divisant les deux

Borer et Roxnr, — Algebre, Ecoles normales. . 17
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membres par @, on remarque que la somme des
racines est le coefficient de 2 changé de signe, et
le produit des racines le terme indépendant de z.
- Ainsi, dans équation :

62 —bxr 4+ 1=—0
qui admet des racines, la somme de ces racines est
5 SR , . .
G et leur produit »; ce que l'on apergoit plus rapi-

dement en mettant ['équation proposée sous la
forme :

APPLICATIONS

167. — Formation de I’équation du second degré ayant
pour racines deux nombres donnés.

Exemple. — Soit a former 'équation ayant pour
racines 5 et — 2; la somme des racines .est 3, et
leur produit — ro. L’équation a former peut étre

considérée sous la forme

z*~4 pr—+ g=o.

Or, dans cette équation, la somme des racines

cst — p, et lear produit ¢; on a donc :
—p=3 et g=-—10
p est égal a —3; I'équation demandée est done :

2?—32z —10=o0,

. APPLICATIONS
Autre ex

émple. — Soif :
A ' : - Soit 3 formey Péquati :
pour racines B et — ! . I o

; la
> td S0mm e
3 ‘ 3 e des racipes est

o :; [5”' P : 1t 3)
amn i ‘{' — b

~]J*N~I—5, ou p:__i
5i équation

et —
d ., 15 7=—
emandee 57901‘1t .

169. — Remarque |,

On aurait
méthode djy
entre les cqo

Pu résoudre cg
e‘cte‘ qui n’utilise
tr efficients ot les
serait pas, san

tte question Par une

i )
1t pas leg relations

racines et quj
qu ne suppo-

‘ s la dé or \
bleme.. | montrer, Ja Possibiliteé dy pro-
Soit
» Par exemple. :
second Ple, a former upe €quation dy

degré a
yant pour pac; :
acines y’ "z
2 et 2", Nous
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nul, et considérons I’équation :
alr — ') (2 — ") =o.

(est une équatioh du second_ degré : d'autre partj,
pour que le produit des trois facteurs a, * — 2,
2 — 2" soit nul, il faut et il suffit que I'un de ces
facteurs soit nul; comme a est différent de zéro, il

: . T
faut donc que x — & soit nul, c’est-a-dire que x =2

ou bien que x — 2" soit nul, c’est-"a-di,re que z==2".
- [’équation que nous avmlls forlfnee aflmgt donc
pour racines les nombres 2’ et 27, et n adme't pas
Q’autres racines (ce que lon aurait pu prevoir,
puisque Ion sait qg’une équation du sccond degré
admet au plus deux racines).

X .
it, par ex et 4" —~ . Prenons a =0
Soit, par exemple; 2 =, 5 — 0,

i

afin de faire disparaitre les dénominateurs; nous

{formerons l’équation

o(=—3)(=3)="

ou, en développant :
62> — ba 4+ 1=0.

] 4 I 1" K. '1 JE—
Soit encore ¥ ==_, 2" =—3; prenons a4 =2,

nous aurons l’équation :

9(&——3 (x +3)=0,

c’est-a-dire :
202?  box— 3 =o0.

Reprenons 1’équation génémle : B

ale — ') (x —a")==0.
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Si nous la développons, nous obtenons :
ax* — a(x' 4+ 2"\x + ax’'z" =o.

Les coefficients sont : a,—a (2’ + 2"), az'a’,
d’'ou la régle suivante qui confirme celle que nous
avons déja énoncée. '

170. — Régle.

Pour former une équation du second degré admettant
pour racines les nombres ' et z’, on prend arbitraire-
ment le premier coefficient « : le second coefficient est
égal au produit de — « par la somme des racines =’ + x"
et le dernier coefficient est égal au produit de « par le
produit des racines x'z". ' ’ :

‘Dans le cas particulier ou x'=2", 1'équation que
I'on obtient est :

alz —z'P=o
ar? — aar'x + ax’®— o,

et 'on constate aisément qu’elle admet la racine
double z=2'; cette racine est regardée comme
double parce qu’elle annule doublement ’expression
a(z — &), vu qu’elle annule les deux facteurs o — 2’
de cette expression,

171. — Remarque 2.

D'apres la régle précédente, le coelficient @ étant
arbitraire, on peut écrire une infinité d’équations
du second degré admettant les mémes racines
Soient les deux équations

x4 bx—4-c—o
a'z* 4 bax ¢ =o
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ayant toutes .deux pour racines 2’ et z”, on peut
écrire :

bh— — a(zx’ ~+ 2")
c— ax'x"
ct . .
b — —— (L'[.:()/ —+ l‘”)
¢ =—a'z'x’,
d'ou ’on conclut :
’ a b ¢
a/ B Y] :

ce qui peut se traduire : deux équations du second
degré ayant les mémes racines ont leurs coefficients pro-
portionnels.

Réciproquement, si deux équations ont les coeffi-
cients proportionnels, elles ont les mémes racines.

La possibilité d’écrire rapidement une équation
ayant pour racines des nombres donnés permet de
~résoudre aisément les questions suivantes.

Probléme 1. — Calculer deux nombres connaissant leur
somme et leur produit. ‘

Soit a calculer deux nombres dont la somme est
19 et le produit 7o. Si nous désignons par x' et 2"
ces deux nombres, on peut écrive

a2 2" =19
z' 2" = ro.

On voit d’apres la regle du paragraphe précédent

que ces deux nombres 2’ et 2" sont les racines de

,

Péquation du second degré :
z? — 192 -+ 70 = 0.

Ce que 'on peut aisément vérifier, car les racines
de cetle équation sont 5 et 14,
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] RS /. 7 .
D une maniere générale s étant la somme et p le
p’r?dmt donnés, les nombres sont les racines de
I'équation :

2

x —_—sx—f—p:o.

Probléme 2. — Calculer deux nombres connaissant leur
différence et leur produit. ‘

Qn ramene ce probleme au précédent de la faéon
suivante. Soient d la différence et p le produit

dor}nes; désignons par 2’ et 2” les nombres de-
mandés. On peut écrire :

choisissons comme inconnue auxiliaire : y=——2"
Les équations précédentes peuvent s’écrire :

2y =d
| — 'y =p
ou encore :
zly—=—p
2’ et y sont les racines de 1’équation :

2t —dr —p—=—o.

thl _nou”s c?upposons d>. o, 1l conviendra, pour
obtenir z”, de changer le signe de la plus petite des

‘racines de I’équation précédente.

Probléme 8. — Calculer deux nombres connaissant leur

somme et la somme de leurs carrés.

Soit a calculer les nombres 2 et 2 dont la
somme est g et la somme de leurs carrés 53. On
éerit , .

(x) re =

. x4 2" — 53,
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Elevons les deux membres de la premiere de ces
équations au carré, on obtient :

2% 4 4 ax'2’ = 81.

- S1 de cette dernitre équation, on retranche
membre & membre la deuxieme, on a :
22 ! =28

ou :

' 2" =14

le systeme (1), se ramene au sulvant :

(2 +a"=9g
Z xa’ = 14

résolu dans le Probléme 1. (Voir page 262).
2 et 2" sont les racines de ’équation :
22— gr -+ 14 = 0. |
En résolvant, on obtient les racines :
= 2" =a.

Probléme 4. — QCalculer deux nombres connaissant
leur somme et la'somme de leurs cubes.

Soit s la somme des nombres a calculer 2’ et 2",
soit ¢® la somme de leurs cubes, on a le systeme :

x4+ =s
x84 2" —ab,

~ Elevons au cube les deux membres de la pre-
miere équation, on obtient :

2 " 3 - 3 =8
ce (ue l'on peut écrire autrement :

&' " 3l (2 4 k) =8

3
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- De cette derniére équation, retranchons membre
‘a4 membre la deuxitme équation du systeme, nous
obtenons : : -

43‘1',-1'"(‘7)/ _!__‘xll) — 83 . a3
1 ) / 7 .
ctsil’on remarque que 2 4 2" =3, on peut déduire :

3 3
[ ST—a
T X — Y
3s
Le systeme pre’cédent est donc ramené au sys-

teme :

.r'—-f—.c"—_—s
S ___ a8

I S
3s
\

dont la résolution se fait par une marche analogue
\ 9 . .
a celle qu’indique le probleme 1. 2’ et " sont les
racines de I'équation : ‘
R N
&% — sw -+ ——a-: 0.
3s .
Sil'on a:
s=7; a* =133
on a I'équation :

1' $2—7$+IO:O

J dont les racines sont :

Nous indiquerons en exercices plusieurs autres
problémes dont la résolution est trés rapide grace
a la connaissance des relations entre les coefﬁcbients
ctles racines. On concoit par exemple que, connais-
sant a priori (c’est-a-dire sans la résoudre), dans
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~une équation, la somme des racines et leur produit,
on puisse aussi tres rapidement obtenir, sans cal-
culer cependant les racines, la somme des carrés ou
‘la somme des cubes de ces racines®.

172. — Signes des racines. — Discussion de ’équation
générale,

Les relations :

b
2 a =
a

entre les coefficients et les racinés de l'équation -

: générale:
ax?+ bx —+c=o,

permettent d’obtenir le signe des racines a prior,
c’est-a-dire sans résoudre ’équation. En effet, si le
produit des racines est négatif, on peut en conclure
que les racines sont de signes contraires, l'une est
positive et l'autre est négative; si le produit est
positif, les deux racines sont de méme signe; elles
sont toutes deux positives ou toutes deux négatives

suivant que leur somme — - esl positive ou. néga- .

tive.

t. Plusieurs des problémes résolus précédemment ayant cou-
duit & des systémes de deux équations & deux inconnues, on aurait
pu pour certains d’entre eux obtenir la solu.on par la méthode
de substitulion, l'éleve s’y exercera, il se rendra compte que
Papplication des relations entre les coelficients et les racines est
ici trés avantageuse.

e b b

TR R P F
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Mais il ne faut pas oublier, avant de rechercher

le signe des racines, de s’assurer d’abord que ces

racines existent, c’est-a-dire que 4 — fac est positif
(ou nul). :

173. — Remarque importante.
On peut d’ailleurs a ce sujet faire I'importante
i ) . . C
remarque survante : dans le cas ol = est négatif, ¢ et
a

a sont de signes contraires, d’ot 1’on conclut que
4ac est aussi négatif; il en résulte que b*— fac
est [orcément positif, puisque 4% et — fac sont po-
sitifs.

On peut donc affirmer que toute équation du second
degré dont les coefficients des termes extrémes sont de
signes contraires, admet des racines.

traires, on est renseigné sur P'ordre de grandeur
des valeurs absolues de ces racines par le signe de

Dans le cas ou les racines sont de signes con—.

b
la somme — 2. i iti
=5 sl la somme est positive, c’est que

a raci sitive [
la racine positive est la plus grande en valeur

absolue. Si 1 A , . ..
lue. Si 'on désigne par 2’ la racine positive, on

cerit ainst cette relation entre les valeurs abso-
lues :

'] > [2"].

Sl la somme est négative, c’est la racine négative
qui est la plus grande en valeur absolue.
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54. — Résumé de la discussion.

On peut résumer l’étude précédente dans le

tableau suivant :

DISCUSSION DE L’EQUATION
ax? + b 4+ ¢ =o.
% <o 2 racines, 'une positive, l'autre négative.
. b . s
— = >>0; 2 racines positives.
62 — fac >0 “
¢ < o; 3 racines négatives.
as=o0 | = >0 a ™7 :
a .
b2 — flac=o0 1 racine double x = o
b2 — fac <o pas de racines.
r=o0; 1 racine nulle, 1 racine égale & —
Applications.
1° Equations numériques. — Soit & reconnaitre a -~

'priori la nature et les signes des racines de I'équa-
tion '

N

'

22> — 3z —5—o0,

gnes contraires,

les coefficients extrémes élant de si
il y a des racines; le produit — = est négatif, 1'une
2

des racines est positive, 'autre négative; la somme

«

3 v . .
= cst positive, donc la plus grande des racines en
5 .

P———

e

-

et négatif pour les valeurs inférieures.
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valeur absolue est la racine positive.
Meéme question pour I'équation :

' 2 — 5z 43 =0

le discriminant 25 — 12 =13 est positif, il y a done
deux racines distinctes; le produit 3 est positif, les
racines sont de méme signe; la somme 5 étant
positive, les deux racines sont positives.

2° Equations littérales. — Quels sont les signes des
racines de I'équation :

(a+5)2*+(2a —3)r +a —10 =0,

lorsque « prend toutes les valeurs possibles?

Cherchons tout d’abord pour quelles valeurs de «
ces racines existent; le discriminant est :

(2a —3)* — 4{a +5) (a— 10)

ou, aprés développement et réduction : \

8a + 209
. 20 .
ce discriminant s’annule pour a:——SQ; il est
.. . . . 20
positif pour les valeurs de @ supérieures a ——89

. . a—1o0 .
Le produit des racines est ———, le signe de
a5

cette fraction change pour les valeurs. a=—10 et

— 5,

) o0 — 3
La somme des racines est—

a—+95"

C e 3
change pour les valeurs particulieres a=_ el

son signe

G =——25.
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' 20 '
Les nombr‘es—'—s—g, 10, —
valeurs remarquables de « ou encore repéres dans
notre discussion. Si nous classons ces reperes par

ordre de grandeur croissante, on obtient :

5, S sont appelés

i

209 . 3
< —95 =, 10

. . pos . 200 .
Pour les valeurs de a inférieures a_—SQ’ il n’y

apas de racines. Il suffit done d’étudier les signes

des racines pour les valeurs de & comprises dans
) . 20 3 3

les divers intervalles — —8—9 et-—5;—>bet S35 et10;
2

10 et 4+ o0 .

Pour les valeurs de a comprises dans le premier

) : 20Q . _. . .

intervalle de——gga—b, il y a deux racines dis-

tinctes: le produit “——2 est positif, puisque ses
) P a5 p » puisq

deux termes sont négatifs, les deux racines sont

. ) 20— 3 )
donc de méme signe; la somme — ——— est néga-
a-t+5 """
. . 2a—3, .. ) _
tive, la fraction ——— étant positive puisque ses
e a-+5 :
deux termes sont négatifs, les deux racines sont
donc négatives. On procéderait d’une facon ana-

logue pour étudier 'intervalle de — 5 a —2; le tableau

ci-contre explique suffisamment la discussion. Il
convient de remarquer qu'on simplifie beaucoup la
question en tragant un trait en regard des repéres
qui annulent le discriminant, le produit oula somme
et dans les colonnes qui correspondent a ces quan-

Aa bl L AR A AT

tités, si on connait le signe de I'une de-ces valeurs
dans lintervalle précédent, il suffit ’dc changer ce
signe ou de le conserver selon qu’un trait a ete
iracé entre ces deux intervalles ou non.

PRODUIT | SOMME
DIS- DES DES
GRIMINANT |RACINES :|RACINES :
8a 209 >0 a— 10 _2a—3
a-+5 a—+5

RESULTATS

L'équation n'a pas de
racines.

2 racines de méme
signe, négatives.

2 racines de signes
contraires.(Laplus
grande en valeur
absolue est la ra-
cine positive.)

w e

2 racines de signes
contraires.(Laplus
grande en valeur
absolue est la ra-
cine négative.)

10

racines de méme
signe négatives.

N

+ «©

On pourrait compléter cette discussion en étu-
diant ce que deviennent les racines pour les valeurs
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de a égales aux différents reperes. marqués dans ce

‘ . 20 C
tableau. Dans le cas ou a —=— 89’ le discriminant
de I’équation proposée est nul;il y a doncune racine

2a —3

double #==—-~———ou, en remplacant a par sa

2@+ 5)
valeur —2? :

221
o 378'

X =

Il conviendra de laisser de coté le cas ou a —=—25,
le coellicient de 2? devenant nul.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE XIlII

Relations entre les coefficients et les racines
~ de P’équation du second degré.

232. — Calculer la somme et le produit des racines des
équations :
22 + 22 — 35 =0
2 —r—06==o0
nx? 4+ br—a2=o0
1222 ++ 192 - 6 = o.
233. — Méme question pour les équations :
322 — (3V3 4 2)o + 2y3 =0
22— (2 4 V3w 4+ Viz =0
22— (V2 — 3z — V6 =0
422 — 2R (V5 + 1)o 4 R2 V5 = o.

234. — Former les équations du second degré ayant pour
racines :
5 et —gq —2 et —3
2 3 3
-7- et —1x —i el — 3
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235. — Former les équations ayant pour racines :

V2 et Vi V3 et Vi
_ V3 et —% vz ot — 3
— V2 et —ﬁ . 5bct R—\/r’
2 2 2
236. — Former les équations ayant pour racines :
34-2v5 et 3—2v5
a
a gt 3
Ra, = R, ~
-2—2(\/5—1) et =(V6+1)
a—b a-+b
prp—) et a® — b2
ay3 — 2R et — R.
2
237. — Calculer deux nombres dont la somme est 26 et le
produit 133.

. 3+ R
7238. — Calculer deux nombres dont la somme est NG
et le produit R2, , .

239. — Calculer deux nombres dont la somme est R\/S et
le produit R2.

240. — Calculer deux nombres dont la différence est 12
et le produit 160.

241. — Calculer deux nombres dont la différence est R et
le produit R

242. — Calculer deux nombres sachant que leur somme
est 13 et la différence de leurs carrés 13.

243. — Calculer deux nombres sachant que leur somme
est 18 et la somme de leurs carrés 18o.

244. — Calculer deux nombres sachant que leur somme
est 22 et la somme de leurs cubes 3718.

245. — Calculer deux nombres sachant que leur différence
~est 3, et la différence de leurs cubes 819,

246. — Calculer deux nombres sachant que leur somme

est 49 et leur rapport%._

Borer el Royer. — Algtbre. Ecoles normales. 18
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]:. . . . ] ] 4
24; . ire @ p’ wrt (C eSt‘a-lee sans les calcu e ) 1a
" M 4 " ns : o

nature el ].eS Slgnes deS racines desv qUa 10

22— 22— 30 =0
Caa2d-br—2=0
xZw?j— y72 4 06=0
202+ 3Vex 4 2=0
22— 2x 4 b2 =0
g2 4 aqe 4 14 =0
x?~(2 4 V3)x BERVAT: =0
ha — 2R(VD 4 1)r 4 Riyh=o.

’ » : tions
O prendra soin de vérifier tout d’abord que les équa :
n N

oposées ont des racines. . N -
P‘;}:g _ Quels sont les signes des racines de 1'équatio

(@ + 32+ (e Bz tat =0

l()lsq I)I n P St
ue a e d tOutCS 1e5 valeLIIS ()SSlble
¢ l E q

ces racines existent.

949. — Meéme question pour Iéquation : N
(a4 52 4 (20 — B A4 @ — 10 =01

950. — Méme question pour Iéquation :
(0 — )2 + 2la — Dz 3 Fh=0-

2‘51.. __ Calculer la somme des carrés et la somme des

Cubes des T ines qud ns swv es S ns 165 IeSOudIe .
ac (&) des c uatio 1 antes a

a72 —3x —5=0
o2 — DT —Q==0
3p — x— N2 =20

322 — 8z +7=0
959 — Méme question pour les équations

22 — (2 -+ V3l — \V6=o
pat — a(b 4 1z 4-at=o0

(a® — b2)22 — 2ax + 1 =o.

e

-1

CHAPITRE XIV

FORMES REMARQUABLES
DU TRINOME : APPLICATIONS.
COMPARAISON D'UN NOMBRE DONNE
AUX RACINES D’UNE EQUATION

I. — FORMES REMARQUABLES DU TRINOME
' DU SECOND DEGRE

175. — Définitions et notations.

On donne le nom de trinome du second degré &a

Pexpression : .
ax® 4+ br —+c
les expressions : premier terme, etc., ont le méme
sens que pour l'équation du second degré. On
désigne souvent le trinome par y,; c’est-a-dire que
I'on pose : '
y — ax® - bx -+ c.

Cette relation dans laquelle «, 6, ¢ sont consi-
dérés comme des nombres donnés, (ait correspondre
a chaque valeur de la variable x une valeur de la
variable y; lorsque la variable 2 prend une valeur
déterminée, le variable y prend aussi une valeur
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déterminée. On exprime cette dépendance entre x
et y en disant que y cst une fonction de z. -
Aussi désigne-t-on quelquelois le trinome par la
notation F(z) (que l'ou énonce ¥ de z).
L’avantage principal de cette derniere notation
est le suivant. Sil'on pose:

F(z) —ar2 4 br—-c,

et que l'on remplace dans le trinome z par une
autre lettre, ou par un nombre quelconque, le

résultat obtenu sera désigné en remplacant la lettre

x dans F(r) par cette lettre ou par ce nombre.
Ainsi 'ona:
F(s) = az? 4+ bz ¢

F(R)=aR?+ bR +c
F(xo): 100a -+ 100 ¢
Fl—1)=a—0b-+4c.

,

Dans l’étude du trinome du second degré, il y a
souvent lieu d’introduire les racines de 1’équation :

ar? 4+ br—+c=—o '

¢'est-n-dire les racines de [équation obtenue cn
égalant le (rinome & zéro. Nous dirons, pour
abréger, que ces racines sont les racines ‘du tri-
nome ou encore les zéros du trinome, et nous les
désignerons par 2 et 2’
Lorsqu’on a :
b* — hac <0

le trinome a deux racines ou deux zéros distincts,.

81
b — fac=—0o

le trinome a une racine ou un zéro double; enfin si

FORMES REMARQUABLES DU TRINOME 2717

Pona: ]
b? — hac < o
le trinome n’a pas de zéro.

Dans tout ce qui suit, nous supposerons essen-
tiellement que le coefficient « du premier terme n’est
pas nul, de sorte que les cas précédents sont les
seuls qui puissent se présenter. :

176. — Formes remarquables du trinome.

Nous donnerons le nom de formes remarquables du
trinome a des formes particulieres que l'on peut.
donner au trinome et sur lesquelles ses propriétés
essentielles sont mises en évidence. Nous obtien-
drons une forme remarquable générale, qui donnera
trois formes particuliéres, suivant que le discriminant
est négatif, nul ou positif. Nous ne nous appuierons
pas sur les résultats obtenus pour I'équation du
second degré, de sorte que nous arriverons par
une autre vole aux relations entre les coefficients
et les racines établies au chapitre précédent.

1° Forme remarquable générale. — On a, puisque
Pon suppose que a n’est pas nul :

2 | [ e b
ar® +br+~c—al|x®+—x + nJ
a a
c’est-a-dire :

(1) ax*—+ bix “+c—a [(r—i—— i>2— [7'———24&(‘] .
20 ha
Telle est la forme remarquable que I'on peut
toujours donner au trinome : le trinome est égal au
produit du coefficient « de son premier terme par la
somme du carré d'une fonction du premier degré dans



978 ‘ ALGLEBRE

laquelle le coefficient de x est égal a 4, et d’une con-
stante.
Ainsi : : '
. 3\* 9—56
rt— x4 2=—7 [<1 — —I_ﬁ) — —ng—] .
2°Cas oule discriminant est négatit. (0*—4ac < o).
— Supposons que 'on ait :
0> — hac < o
¢’est-a-dire :
fac — b > o,
il existe alors un nombre positif m vérifiant la

relation :

5 hac — 2
m-—= ———-
La~

et la relation (1) peut s’écrire :

L 2 b 2 @
(2) ar?4+br—4~c—a [ x ——> —+ m-]-
na

Le trinome est alors égal au produit du coefficient a de

son premier terme par la somme de deux carrés.

Il est clair que, dans ce cas, le trinome ne peut
pas s’annuler, car un carré est toujours positifl; la
somme de deux nombres positifs ne peut étre nulle
que s’ils sont nuls tous deux, el ici m* ne saurait
étre nul.

3° Cas ou Je discriminant est nul. (b* — 4ac==0).
— Lorsqu’on a :

b* — fac —=o,
la relation (1) devient :
, o h\?
(3) azx* +bx+c=alx -+ =) .
: Y
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ou, sil'on pose : '
b

—_—— =

2a
ax2+bx—§—c:a(£__w/)-:'

/
2

Remarquons ‘que 2’ est précisément la solution
double du trinome : Le trinome est égal au produit par
e du carré d’'un binome du premier degré en x : x — &/,
&' étant la racine double du trinome. '

[1yalieu de remarquer que le trinome ne peut

3
s'annuler que pour la seule valeur 2 — 2’ — — é—,
20
car un carré est toujours positif.

4° Cas oi1 le discriminant est positif (U*—4ac> o).

— La formule (1) s’écrit alors :

ax®4-bx +4c—= a[(r - i>2._ (@)2]
. ’ 2d 2 ]

b* — 4ac étant un nombre positif, il y a toujours
en effet un nombre positif dont le carré est éoal i
0> — fac; c’est sa racine carrée que 'on dés?ofne
par Vb6*—fac. o

‘Nous avons entre crochets la différence de deux

-camfés; nous pouvons les décomposer en un produit
- "de deux facteurs par la formule : ‘

A?—'BQZKA_*_ B) (A — B).

Nous obtenons ainsi :

(4) Car? - b-rfc:a<x.+~b__\_’/b2;/'_”c>

20 2Q

<x A "“"‘)
2a

2U
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SiT'on pose :
) _—b+\/b2—/,ac

x' =
20
: 72 ;
g — b — 0P —hac
x’ =
20

cette formule devient :
ax?—+ br 4 ¢ =a(x — z') (x — z"). ,

Remarquons que précisément x et 2 sont les
racines du trinome, on peut donc dire : Le trinome

est égal au produit par « de deux facteurs du premier

degré en z : & — & et x—a"; 2 et 2" étant les deux
racines du trinome. ‘

Il n’est pas inutile de réunir dans un tableau les
diverses formes remarquables que nous avons obte~
nues (page 281).

Remarque. — On déduirait immédiatement des
résultats de ce tableau, la résolution et la discus-
sion de l'équation du second degré. On voit, par
exemple, que si lon a : b*— 4ac > o, le trinome
ax® 4 b -+ ¢ n'est jamais nul; I’équation az® 4- bz
+ ¢==o0 n’apas de racines.

Si b — 4ac=o0, le trinome ne peut étre nul que

b ., .
pour une seule valeur de =z, = I’équation

ax® - bx 4+ c=o n'a qu'une racine, etc. Nous
engageons léleve a étudier avec soin tous ces cas
et a retrouver ainsi par une autre méthode les
résultats obtenus au chapitre xir.

1757, — Signe du trinome pour des valeurs quelconques
de rde —w a-t .
1l est souvent utile de connaitre, sans étre obligé
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de faire aucun calcul, le signe que prend le trinome
~du second fiegré pour une valeur quelconque de¢ .
“On y parvient aisément par la considération des

formes remarquables.

TABLEAU DES FORMES REMARQUABLES DU TRINOME

ax? + bx —+-c.
i* Forme gé— : - b\2. b2 — fac
nérale. (1) a[<x+ﬁ> _ch]
b2
O a (x —) m2 |.
2 b2 —fhac< o [ + -l—q:l
en posant : m?:["wa—_zb“.
ae .
2
® (e 2]
3°62 —fac =0 (3)I ) (l(.’z;——x’g‘l
en posant : xr:_;é

x' est la racine double du trinome,

(o ) (o 2 VP

2u 2
&y a{wx — &) (v — ")
en posant :
4° 02 — fhac >0 P x'——b+ VBT —fac
2a
e _ b-_ \/m
2a

1z’ et #” sont les racines du trinome.
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‘ o,
10 02— hac < o. Dans le cas ou le trinome na
pas.de zéros, il se met sous la forme :

. b 2 0
a{(-ﬁf—%— e —=m)-

Guel que soit 2, la quantité e1.1t1°e croche’ts e:st
positive; le trinome est d(.)nc du signe de a, c est-a-
dire du signe de son premier terme.

o b? — hac==o0. Dans le cas du zéro double, on
voit immédiatement sur la forme

a(x — x')? .
que le trinome ost du signe de cz,,%\ moins qu’il ne
soit nul, ce qui a lieu pour === ) .

30 p— fac >> 0. Supposons enfin quil y ait deux
séros distincls 2’ et 2”; nous avons la forme remar-
quable )

(4 alx — ') (% ——x ).

Supposons pour fixer les idées :

o oAl

xt < T

On peut alors faire trois hypoth‘eses relativement -

Y ¢ ¢ x est inférieur a a”, ou bien compris entre
2" et 2/, ou bien supérieur a 2.
1° St l'on a: .
z < .:UI/’
on a, & fortiort: '
x < x’,_
les facteurs & — ', __ 2" sont négatifs tous d?ux,
leur produit est donc positif et le produit (4) est
du signe de a. -
5° S1 l'on a :
o< x Ll X

/N
le facteur x— & est négatil, et le facteur z

i iy e et

TR e

Y Py

.
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est positif, le produit (4) est alors de signe contraire
a celui de «a.

3° Enfin si 2 est supérieur a 2’, les facteurs z — o’
" )

et x — a” sont tous deux positifs et le produit (4)

est encore du signe de a.

[} résulte de cette étude des divers cas possibles
le théoréme fondamental suivant :

Théoréme.

Le trinome du second degré est du méme signe que
son premier terme, sauf dans un cas unique, a savoir
lorsque, le trinome ayant deux zéros distincts a2’ et «’,
la valeur donnée a x est comprise entre x' et x”.

1. — APPLICATIONS

178. — Mettre le trinome sous la forme d’un produit
de facteurs du premier degré.

Nous ne pouvons résoudre la question que si le
trinome admet des racines, ¢’est-a-dire dans le cas
ou * — 4ac > o. Il y aura donc lieu de vérifier tout
d’abord que le discriminant n’est pas négatif. Il
suffira d’utiliser ensuite les formes remarquables :

a(x b x')?
afe — &) (e — ",

slelon que b*— 4ac est nul ou supérieur a zéro,
en remarquant que 2’ est la racine double du tri-

nome et que 2’ et 2” sont les deux racines du tri-
nome.

. Exemple 1. — Soit le trinome :

32 — 6o+ 3
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on peut I’écrire sous la forme .

3(J: —,1)"2

parce que le trinome a une racine double égale ar.

~ On peut aisément vérifier que les deux formes du
“trinome sont identiques.
Exemple 2. — Soit le trinome :

na? ~4-5xr —a.
. . . 2 ~
Il admet deux racines distinctes 5 et— 1, on peut

donc ’écrire sous la forme :

oD

On peut aisément vérifier I'identité de ces deux
formes du trinome.
Exemple 3. — Soit le trinome :

— 122 — 172 —6 =o.

. .. 3 2
Il admet deux racines distinctes : — 7 et — 3

On peut I’écrire sous la forme

e o)

179. — Résolution des inégalités du second degré.

Le théoréeme précédent permet de résoudre aisé-
ment 'inégalité du second degré, ¢’est-a-dire toute

inégalité de la {forme :

ax—+bx—4-c>o0
ou. :
ax? - bx ¢ < 0.
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»On' peut toujours ramener une inégalité du
second degréa l'une de ces deux formes de maniere
que le coelficient a du premier terme soi'tposin'ff
Il suffit de faire passer tous les termes dans le
premier membre, et, au cas ou le coefficient de z*
serait négatif, changer tous les signes, en ayant

soin de changer le sens de l'inégalité comme il a

été indiqué au chapitre X.
Ainsi l’inégalité :

2x —3a? 45 <o
s'éerira : *

3xt—oxr —5 >0
I'inégalité ‘
nx —+ 22?2 > fa -4 3 + Ha?
s’écrira successivement

—3x22+3x—3 >0
322—3zx+3 <o
x:— x4 1 < 0.

Nous silpposerons donc essentiellement dans ce
qui suit que le coefficient @ du premier terme est

positif.
1° Résolution de I'inégalité.
azx? + bx + ¢ > o.

Etant donnée une telle inégalité, nous appellerons
équation correspondante 1’équation :

ax?® 4 ba -+ c=o,
que 'on obtient en remplacant le signe de I'inéga-
lité > par le signe =.
Nous distinguerons trois cas :
1° L’équation correspondante n'a pas de racines
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(0* — 4ac < o). Le trinome est toujours di signe
de @, donc toujours positif; I'inégalité proposée est
toujours vérifiée. .

2° L’équation correspondante a une racine double
(0* — 4ac=0). La conclusion est la méme que dans
le cas précédent, sauf que, pour lavaleur de z égale
a la racine, I'inégalité se transforme en égalité. .

3° L’équation correspondante a deux racines dis-
tinctes (> — 4ac > o), que nous désignerons par z’
et 2" en supposant 2” < 2.
Dans ce cas, le trinome est positif pour les
valeurs de x extérieures a l'intervalle des racines, il
faut donc que 'on ait ow bien :

z < xll

ou bien :
x> al

2° Résolution de I'inégalité.
ax® 4+ br —4-c < o.

On obtient évidemment pour cette inégalité des
résultats exactement contraires aux résultats du
paragraphe précédent :

1° Si l'équation correspondante n’a pas de
racines, le trinome est toujours positif (a étant
positif), I'inégalité n’est jamais vérifiée.

2° St ’équation a une racine double, les résultats
sont les mémes que dans le cas précédent, saul que
pour la valeur de @ égale a cette racine 'inégalité
se transforme en égalité.

3° Enfin, si I'équation correspondante a deux

racines distinectes, 'inégalité n’est vérifiée que pour

les valeurs de « comprises dans I'intervalle des racines,
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il faut que ’on ait :
' < x < a2,
Remarque. — Dans les deux cas ou I’équation
correspondante a deux racines distinctes, il est

essentiel de remarquer que l’inégalité du second
degré est remplacée tantot par -une double inéga-

lité avec alternative, ou bien :

x < 2"

ou bien : .
x>z

tantot par deux inégalités simultanées :
2" < x < 2,

On ne doit pas confondre ces deuzr cas. Par

. S , X .
~exemple, si 2”"=1 et 2’ =2, dans le premier cas il

faut que & soit, ou bien inférieur a 1, ou bien supé-
rieur a 2 (il serait absurde de dire que z doit étre
a la fois inférieur a 1 et supérieur a 2), tandis que,
dans le second cas, il faut que z soit compris entre
. 2 . M \ . ’ . . N .

I et 2, cest-a-dire a la fois supérieur a 1 et infé-
rieur a 2. '

On peut résumer dans le tableau (page 288) la
résolution des inégalités du second degrsé.

180. — Applications numériques.

Exemple 1. — Soit I'inégalité :
me?4-br—a > 0.

.L'equatlon‘ correspondante admet deux racines
distinctes : ‘

2
' =2 et a’—__1.
7
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RESOLUTION DES INEGALITES DU SECQl.VD DEGRE-
(a est supposeé essentxeﬂement positif).

aaﬂ—{—bx—F_c<o

I

aw‘3+ba;+u>f) N

-
[

[négalité jamais véri-
fiée,

Inégalité toujours véri-

b2 —hac <0\ ge,

e
- —

Id., sauf qu'elle se trans-
forme en égalité pour

Id., sauf qu’elle se trans-

fox me en égalité pour
52 — fac=20

Qr= —"

2

T ="

2a

I
e
e

IR
T n
[néealilé vérifiée si l'on Inégalite V(?rlﬁee silo
Y bien: a & la fois:

a ou bien: fois:

o L <l w
ou bien :
z >

z et « sont les racines||v

de l'équation corres:

!

de Déquation corres-

2—fac >0

pondante
pondante
, — b Vb2 — bac v —b+\/b — hac
’ — __Za - wb.._/b"m[;ac
ST Tac NUE o
2 = b \/b" hac 2 =

2a

et l'on a:

.’l;" < a,l'

et ¥ sont les racines

| 1 1 s les nombres”
Les solutions de l’meo*ahte sont tou

urs
inférieurs a— 1, et tous les nombres supérie
’a?i-, il faut que-l'on ait, ou bien :

x < —1
ou bien :

2
x> 5
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‘Ainsi — 3 satisfait a I'inégalité; les nombres 1,

. . .
4, ete. aussl; au contralregne convient pas, ce

que I'on vérifie aisément.
Exemple 2. — Soit I'inégalité :

2 —3x 45 <o

I’équation correspondante n’admet pas de- r'101nes,
I’ inégalité n’est jamais vérifiée, quel que soit .x.
Exemple 3. — Soit I'inégalité

22 oz —35 <0

L’équation correspondante admet deux racines
distinctes : 2’ =5, 2"

=-—7, I'inégalité est vérifice
par tous les nombres compris entre-—7 et 5. Il
faut que I'on ait : .
2" < x < 2
Ainsi — 3, 2 vérifient U'inégalité; au contraire
— 10, 6, ne la vérifient pas.

181. — Comparaison d’un nombre donné aux racines
d’une équation du second degré.
On a souvent, dans la discussion des problemes,
a comparer un nombre donné aux racines d’une
‘équation du second degré sans que cette équation
ait été résolue. Cette question peut étre regardée
comme inverse. de celle que nous avons étudiée
aun® 177 (Voir p. 280).
Sotit, en effet, a comparer le nombre 7 aux raci-
nes de I’équation du second degré :

F(x) = ax? 4+ br +c=o. .
Si nous ‘substituons . a 2 dans cette équation,

Borer et Rover. — Algébre, Ecoles normales

19
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on a: o

F(mj=am® +bm—+c

le nombre F(m) est ce qu’on appelle le résultat de la
substitution du nombre m dans le premier membre de
" Téquation proposée. '

Si nous supposons que « est essentiellement
positif (ce que l'on peut toujours obtenir en appli-
quant les principes généraux de transformation des
équations en équations équivalentes), nous distin-
guerons deux cas suivant que ce résultat F(m) est
négatif ou positif, c¢’est-a-dire de signe contraire a
celui de @, ou de méme signe.

1°" cas. — F(m) est négatif. Il suffit de se reporter
au théoréme de la page 283 pour constater que ce
cas ne peut se présenter que lorsque 'équation pro-
posée a des racines et que m est compris entre ces racines :
car dans tous les autres cas, le trinome prend le
signe de son premier terme, ici le signe positif. On
a donc le trés important théoréme suivant.

Théoréme.

Lorsque le résultat de la substitution d'un certain
nombre m dans le premier membre d'une équation du
second degré est négatif (le coefficient @« du premier
terme étant supposé essentiellement positif), on peut
affirmer deux faits :

1° I'équation a des racines distinctes;

2¢ le nombre i est compris entre ces racines.

2° cas. — F(m) est positif.

Plusieurs hypothéses sontalors possibles : 1’équa-
tion proposée peut ne pas avoir de racines, ou avoir
une, racine double différente de m, ou avoir deux
racines 2’ et 2. : '

Il conviendra donc dans ce cas de former tout

. Par rapport a ces yqo;
Pp €8 racines, de

APPLICATIONS
d’abord le diserim: "
e discriminant poup vér;
l v %) 4 oy
I vérifiex que l’equatlon

a des racines.

Si l'équati ' ' '
€quation admet upe racine double 4 — b

il suffira de calculer j pour -
2a

d d voir Pordre de gran-
eur de m par port : 7
g e p. rapport a cette racine.
’ €quation a deux racine
L P
celfa?f‘t>x ), le théoreme de |
atirmer qu’un fait o
: ait, c 3
tervalle desq racines ’c’ese;t‘ q(?'e it o 4 Vin-
/ , -a-dire infép; :
" ¢ 5, : érieur
petite 2", oy supérieur a la plus gr
,commen.t on dlstingue entr
on applique cette propriété

s distinctes 4 o 4 (2’
d Page 283 ne permet

or:

Tout nombre inférieur z" est 1 1
3 St aussi inférieup 3

——; tout nombr

v € supérieur § o’ 1
P a 2 est aussi supé-

R , lorsque le résultay de la sub-

ua

omparer m g, demi-

rieur 3

somme de ceg racines —. 2_

. 52 St m est inférieur a
Me; on peut affirmer que m est infériey
r
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a la plus petite racine, et si m est superieur a la

demi-somme, on peut affirmer ue 7 est superieur
a la plus grande racine.

Nous pouvons résumer la discussion precedente
dans le tableau suivant, ou nous laissons de coté le
cas dans lequel F(m)==o0, car /7 est alors racine

et ’étude de 1’équation est alsée.

W/,ﬂ

COMPARAISON D'UN NOMBRE m AUX RACINES
DE L'EQUATION :

F(x):a.1:2+bx+c:o

ou 'on suppose essenticllement a => 0

HYPOTHESES CONCLUSIONS

L’équation a des racines,
et m est compl‘is entre
ces racines ©

2 < m < al

-

-

Tféquation n'a pas de ra-

R o :
b2 — hae < o cines.

e

L'équation a une racine

double a', ct Von a:
m # .'lr’,

-

L'équation & deux racines
o et &, et Vona:,
m <z < .

02— fhac >0

e

L équation a deux racines
2’ et o et Von a:

[

a’ L a

~
< m,
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182. — Applications numériques.
’ ,5011:_ 4 comparer le mombre 2 aux racines de
'équation : '
‘ F(c) :12—1—-6::0
on a :

s Cp :
| (.)'est négatif, 1l ya donc des racines et 2 est
compris entre ces racines :

x < e < 2
Soit a comparer — 2 aux racines de Péquation
72?4 5r —a2=—o0

formons I'(2), on obtient :
F(—2) =28 — 10 — 2 = 16.

[7(2) est .p051t1f, I'équation a des racines puisque
le terme indépendant de z est négatil. —o est
extérieur a lintervalle des racines; leur demi-

SOIHD]CCS'_———'—— ' - 1nféri . ’ :
t ik 2 est inférieur a la demi-somme

des racines, il est donc inférieur a la plus petite :
— o << 2" < 2.

Qn peut’ avoir a comparer un nombre littéral aux
racines d’'une équation littérale; la question se
résout par un | : précé

p ne marche analogue a la précédente,

]_’él‘ - . . . .
evé rencontrera de ces exercices dans la dis-

cussion des problemes proposés au chapitre sui-
vant. '
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EXERCICES SUR LE CHAPlTRE.XIV

Formes remarquables du trinome. Applications, inéga~
lités. Comparaison d’un nombre donné aux racines
d’une équation.

. 953. — Mettre sous la forme d'un produit de facteurs du
premier degré les trinomes suivants

2 —br -3
322 — 8x 47
222 — 3r — 5
322 — 2z — \/a,
254, — Méme question pour les trinomes :

" oraw? 195 46
322 — (3 V34 2)at2V3
222 3 V242
ha2 — 2R (VB 4 1) @ — R2 V5.

255. — Résoudre les inégalite’é suivantes :

2 —bxr+3>o0
302 —8x 4+ 7< o
222 — 3x — b <o
322 — z — Va > o.

256. — Résoudre les inégalités :
22 — 2ax — b(2a — b) <o
(a2 — b2) 22 — Qax? +1 >0
bx? — a(b+1) x4 a2>0,

957. — Discuter Pexistence et les signes des racines des

équations :
(m - 3) 22 4 a(2m 4 1) v A n +b5=o
(a — 2) a2 4+ 2(a —2) 2 v+ 3a-t+b=o0
(20 + 3) a2+ (a + )2+ =0
(a5) 2 + (2 — 3) x* + a —10=0.
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258. — Simplifier les fractions

o2 — 35

722 4203 — 5
72 - by — 2~

222 -3 V2 x -2
22 4 (V2 — 1) — Va2

On met chacun des trinomes sous forme d'un produit de
facteurs du premier degré et on supprime s'il y a lieu les
facteurs communs aux deux termes de la fraction.

259. — Comparer les nombres — 10, — 7, — 5, 2, 7 aux

-racines de I'équation :

22430 — 35 =o ‘
sans la résoudre, .
260. — Comparer les nombres — 3, — 1, 0, 1 aux racines
de I'équation :
702 4 5r —a2=o
sans la résoudre.
261. — Comparer — 1, \/2, \/3 aux racines de l'équation :

— B3V 2zt 2vVi=o0
sans la résoudre
262. — Comparer le nombre R aux racines de I’équation::

ba? — 2R (\/E + -1) 2 — R2 \/g —0

sans la résoudre.

R . . .
263. — Comparer le nombre - aux racines ‘de V'équation :
2 —RyVoz+R2=0
sans la résoudre,

264. — Comparer m aux racines de l'équation :

bx? — a(b 4 1) & + a? :o,.



CHAPITRE XV

PROBLEMES DU SECOND DEGRE

183. Définition.

On dit qu'un probléme est un probléme du
second degré de lorsque sa résolution peut étre
obtenue par la résolution d’ équations du second
degré a une inconnue, précédée ou suivie 'de la
résolution de systemes d’équations du premier
degré. Nous ne considérons ici que les problemes
pour lesquels il suffira de résoudre une seule équa-
tion du second degré a une inconnue et, le plus
souvent méme, il n’y aura pas de systéme auxiliaire
du premier degré

A propos de cette définition, on pourrait répéter
les remarques que nous avons faites sur la deﬁnluon
des problemes du premier degré.

134. — Mise en équation. Discussion.

Au sujet de'la mise en équation, nous n’avons
rien a ajouter a ce (ue nous avons dit pour les pro-
blemes du premier degré; mais quelques remarques
nouvelles doivent étre faites pour la discussion.

Trois circonstances, en eflet, se présentent pour
le second degré qui ne se présentaient jamais pour
le premier
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1o 7/ peut ne pas y avoir de racines;

20 1l y:a fréquemment deux racines; 'une peut
convenir au, probléeme et non pas lautr e; il peut
arriver que ces deux racines donnent deux solu-
tions différentes du probleme et il peut arriver
aussi que ces racines, quoique différentes, condui-

sent a la méme solutmn du probleme (v01r page

299, Problemes 1, 2 et 3)

3° enfin, 1l peut y avoir wune racine doul)le nous

- verrons (Probleme 4) quelle grande importance

peut avoir cette:circonstance dans la discussion.
Dans la discussion des problemes du premier

~degré, il pouvait arriver que la solution disparaisse

en devenant infinie; c¢’est ce qui se produit lorsque,
dans I’équation :

a.r+b:0

le coefficient @ devient nul. De méme si dans I'équa-

tion du second degré :

ax® + bx +c—o,
le coefficient @ devient nul sans que b le soit, I’équa-
tion s’abaisse au premier degré et n’admet plus que

L :
la racine 5 qu’est devenue ’autre racine ? Comme

la somme des racines —— est devenue infinie, on

peut présumer que la racine qui a dispard est
devenue infinie, et c’est ce que confirmerait une
étude plus approfondie. De méme siles deux coef-
ficients a et b sont nuls, sans que ¢ le soit, I'équa-
tion n’est vérifiée pour aucune valeur finie de x;
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elle a deux racines infinies {ou uine racine double
infinie, comme lUon veat). Enfin si a, &, ¢ sont nuls
tous les trois, 'équation est vérifiée, quel que soit
z; elle est indéterminée. Nous avons tenu a indiquer

ces résultats, mais il n'y a pas lieu d’en donner icila

démonstration ni de les étudier plus completement.

Tres souvent, surtout dans les problemes de
~géométrie, la discussion de l'é¢quation du second
degré'comprend trois parties : '

1° Etude des conditions d’existence des racines
ou conditions de réalité. (Quelles relations doivent
présenter les données littérales pour que le réa-
lisant ne soit pas négatil?)

2° Ktude des conditions de signes des racines : il
peut étre nécessaire que la grandeur cherchée soit
posit’ive; elle peut, au contraire, dans certains cas,
étre portée dans deux directions et la valeur néga-
tive &tre acceptable; l'examen du produit des
racines et de leur somme permettra de traiter cette
partie de la discussion.

3° Etude des conditions de grandeur : l'inconnue

dans certains problemes doit étre inférieure ou

supérieure & des grandeurs données : par exemple,
la fleche d’une corde étant l'inconnue, la racine
obtenue ne devra pas étre supérieure au diametre
du cercle, etc., la comparaison a priorid’'un nombre
aux racines d’une équation permettra de résoudre
cette derniere question.

Nous n’indiquons pas les conditions particulieres
a chaque probleme (condition pour un chiffre d’étre
entier et inférieur a 1o, condition pour un salaire
d’étre positif, ete.); il conviendra de les rechercher
avec soin au début de la discussion.
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185. Exemples simples de problémes du
Probleme 1. — Un rectan
pectivement a 4o et 3 7m,

second degré.
gle a des cotés égaux res-
De combien doit-on augmenter

24 métres carrés?
Si Ton désj ‘ |
ésio : :
o Lo s‘1bne par z la Iongueur cherchée
Ver}; e en metres, les cotds deviendront respecti-'
) en - . . - -
e mentékaa .e’t ,7hx,. 51 % est positit, on aura
l,agt ) 1€ cote égal primitivement 3 4 et diminué
re; si Soati ‘
Lo tou; z est nega'h'f, ce sera le contraire matls
e cas les conditions de Ténonce sont,sn'
faites. ! o
e,s La surface d’un rectangle exprimée en mgtres
-~ carr Jo%: 1
, €s est égale au produit des cotés expr

. . . i '
metres; on doit donc avoir - e e

, ‘ . 4 -+ —_— ) —
cest-a-dire : i) 7=,

L
T —~.iz-——4.::(g

d’ou l’on tire :

3 9 - 3 5
z'::;__ 7—}—-4:-——!_— 3§——§+5
2 4 T o—gq-
On a les deux racines
8
=2
—
pl— 2
5 - — 1

’La premiére donne pour
c'est-a-di ;

, 11‘:, a cél_re 8et 3; la seconde
c’est-a-dir

et re 3 et ’8. On a donc deux solutions dg
p eme proposé, mais ces

solution 1 -
deux rectancles égaux, d 1 Stée Conuisent &
g 5AUX, dont les cotés sont simpl

COtés 4 + 4 et 7—4,
donne 4— ; ety 41,

C=
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ment permutés. Cela tient a ce que le probleme
proposé revienlt a ceci: puisque 'on diminue I'un
des cotés, et qu'on augmente laatre de la méme,
longueur, leur somme reste constante et égalea 11;
1l s’agit done de trouver un rectangle connaissant
la surface et la moitié du périmetre; nous allons
résoudre ce probleme et voir qu’il y a un seul rec-
tangle répondant a la question.

Probléme 2. — Quels sont les c6tés d'un rectangle dont

la surface est 30 meétres carrés et le périmétre 22m? -
Désignons p'ar 2 et x2" ces cOlés, exprimés en
métres; le périmetre est 22’4 22" et la surface
2’2’ ; on a done :
R e
2’2" — 3o.

Il s’agit donc de trouver deux nombres x’ et 2”7 -

-connaissant leur somme et leur produit. Pour cela,
nous remarquerons que nous connaissons les coef-
fictents de 'équation du second degré qui admet
pour racines 2’ et 2”; cette équation est :

a2 — (L' ~+ 2")x 4+ 2’2" =0,
c'est-a-dire :
22— 112 + 30=o0.

Nous pouvons la résoudre, ce qui donne :

It 121 , 1r 1
r = — — — =530 =—"4 -,
2 [|. 2 2

les deux racines sont 5 et 6; on peut donc prendre,
ou bien :

O

14
X
x i

l\)ll
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ou bien :
6
l:-‘h

!

-~

\

f)n a deux solutions, mais 2 ces deux solutions
‘conespond.ent deux rectangles égaux; leurs cotés
seuls sont intervertis. '

Problfzme 3. — Trouver deux nombres dont la diffé.
rence soit 3 et le produit 40.

] Nous allons ramener le probleme au précédent;
b
danls ce but, nous remarquerons que la différence
e deux nombre 4 : 1
e d s est egale a la somme du premier
t d’un 30{11b1*e Opposée an second; nous sommes
ainsi conduits 4 dés; remi
oo 21 a deSLgnsr le premier nombre par z’
O 1 —_— . o B Be
° : rll pa @75 leur différence est alors

—f—z et leur produit est —2'2”; on a ainsi les

deux équations : i
42" =3

'y — — 40.
/ 14 ’ y ‘
Donc 2’ et 2 sont Jes racines de Péquation :

.2 .
2 —3r — fo=o,
d’oit I'on tire :

3 \/——“ 160 |
o 5 3. /By 3 13
T—=- 4+ \/Z 4 10—=" 0 .
: 27 4+4O—2j:\/T_§j:?'
Les deux racines sont 8 et — 5; on peut prendre :

8
— 3,

Imi

.r/
x’/
done les deux nombres 2 et — 2" sonté et 5. On
peut prendre aussi : '

2 =5

x//:+8’
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donc les deux nombres &' et — 2 sont — 5 et —8
On a ainsi deux solutions i la question posée.

Probléeme 4. — Construife un rectangle, sachant que la-
somme de sa base et de sa hauteur est 2m et que sa sur-
face est équivalente a celle d'un carré de coté d. Les 1.on-
gueurs m et d sont supposées mesu;‘ées avec la me@e
unité. '

Désignons par 2 et z” les cotés du rectangle
mesurés avec l'unité choisie; on aura :

| x4’ =—=2m

x'a = d?

de sorte que x et 2" sont les racines de I'équation :
22— amx -+ d?=—o0,

d’ou lon tire :
x=m = \Jm*— d*

Discussion. — Pour que la formule soit accep-
'table, il est nécessaire que l'on ait m*— d*=o,
c’est-n-dire m? > d%. Comme les nombres m et d sont
positifé, cette condition équivauta m=>d, car le carré
d’un nombre positif est d’autant p'lus grand que ce
nombre lui-méme est plus grand. Le probleme pro-
posé n’est donc possible que si la somme om de l'a
base ot de la hauteur du rectangle cherché est supé .
rieure 4 la somme 2d de deux cotés du carré; en

d’autres termes, si le périmetre 47 du rectangley_
cherché est supérieur au périmetre 4d du carré

donnsé.

Nous pouvons exprimer cette condition sous la:

: ). 3 . , )
forme sulvante : pour qu il soit posszble de construire

un rectangle de perimetre donne eguwalent a un .
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carré donné, il faut et il suffit que le périmetre
donné soit supérieur auw périmetre du carre.

Dans le cas ou le périmetre donné pour le rec-
tangle est égul au périmetre du carré, on trouve
14 s ) . . y . .
z'=a"=d, c¢’est-a-dire qu’une solution est fournie

‘par le carré lui-méme, ce que 'on pouvait prévoir,
“ et que c’est la seule. L'équation du second degré a

une racine double; on peut dire qu'a cette racine
correspond une solution double; en ellet, lorsque m
est supérieur a d, nous pouvons dire qu’il y a deux

‘rectangles répondant a'la question; I'un de base z” et

de hauteur z”, 'autre de base x” et de hauteur 2’ (ces
deux rectangles sont d’ailleurs égaux); lorsque x
devient égal-a 2”, chacun de ces rectangles devient.
un carré, qui apparait ainsi comme solution double.

Cette solution double a une propriété trés impor-
tante, qui appartient trés fréquemment aux solu-
tions doubles : elle fait connaitre le rectangle dont
le périmetre est le plus petit parmi tous les rec-
tangles de méme surface. Il résulte en effet de la
discussion” précédente que, la surface d* étant
donnée, le périmetre 42 ne peut pas étre inférieur
a 4d; car sim <Cd, il n’y a pas de solution au pro-
bleme posé, la plus petite valeur de 4m est donc
4d; c’est le périmetre du carré.

On peut se placer a un autre point de vue, en
regardant 7, comme fixe et d comme variable; alors
d doit &tre inférieur ou au plus égal a m; sa plus
grande paleur est m; parmi tous les rectangles de
méme périmetre 4m, celul dont la surface est la
plus grande est le carré de coté m.

Ainsi, si l'on dispose d'un cloture en fil de fer
d’une certaine longueur et que l'on veuille s’en
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servir pour borner un terrain rectancul(ure aussi
grand que possible, on devra donner a ce terrain
la forme ‘d’un carré.

136. — Cas oii les propriétés du trinome interviennent

dans la discussion.

Probléme 5. — Etant donné un demi-cercle (fig. 19)  |
de diamétre AB — 2R, déterminer sur ce demi-cercle un

point P tel que si on projette ce point P en M sur le dia-
meétre AB, on ait :
AM - PM =1
[ étant une longueur donnée. :
Désignons par  la distance inconnue AM. 5i le
point M était déterminé, il suffirait d’élever en M
P

Fig. 19.

une perpendlculawe au diameétre AB pour déter-
miner par intersection avec le demi-cercle le pomt
P demandé. Tout le probleme revient donc a cal-
culer z. . :

Dans la relation :

AM -+ PM — 1.

caleulons AM et PM: en fonction "de 2 et des

données R et [ : AM=2; la demi-corde PM est
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moyenne proportionnelle entre les deux segments

MA et MB du diametre AB qut lai est perpeudlcu—

laire, donc :
. PM2— x (2R — z)
PM_’ \/l ()_[\— '1)

L’équation' du probleme est donc :
x4 (zR‘* z) =1,

Résolvons cette équation irrationnelle, on obtient
successivement :
\/r(zR—— r)=—=Il—ux
(zR—r)—ZQ—{—x2 2lx

et en effectuant et simplifiant :
(1) 222 — 2 (R4 )z + 2=o.

Telle est I’équation qui donne les solutions du
probleme. " .

Discussion. Pour que le probleme soit possible,
il faut et 1l suffit :

° Que 'équation du probléeme ait des racines,

»° Que ces racines soienl positives,

3° Qu’elles soient inféricures a 2R. .

Mais I'équation (1) a été obtenue par une éléva-
tion au carré. Elle contient avec les solutions du
probleme proposé, les solutions correspondant a
I'équation —\/x(T—a)— [—x.

Les solutions qui conviendront au probleme
donné doivent satisfaire a la condition x <7 /. Les

- valeurs de x>/ correspondent a un problecme

voisin (solutions étrangeres).

Mais si x est véel, positif et inférieur a Z
Vo (2R —.) quiest égala [—ux est réel, donc 2R—a
est positif, d’ou z <2R (condition 3).

Boret et Rover, — Algebre. Lcoles normales. 20 .
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[ne résumé, pour que les valeurs de a solent
acceptables, il faut et il suff_ii, : ‘
1° Que U'équation (1) ait des racines,
2° Que ces racines soie?u posz%wes,
3° Qu’elles sotent inférieures o 1 . .
1o Réalité. La condition de réalité est la suivante

(R~ 1)p—28>0
ou .
; P aRl—R*< 0

] ; : inéoalité peut étre
Le preumuer membre de cette Illegahte1 P | ;
considéré comme un trinome du second c egle en (.
Ce trinome aurait  deux racines cistinctes
A o

R ——v2) s R<I+\/2)' srifié “pour les
I'inégalité ne peut ére vérifiée que P v
valours de [ comprises entre les racines, 1l laut

done que o ait :

PL(I——\/E) < 1< B(I—k\/ﬁl)

geur g stre un
Mais / étant une largeur donnée ne peut ¢

N : ) .
i / ¢gatif ua-.
nombre négatif. Or, R(r—y2)est négatif. L'équz

tion (1) du probléme admet par suite deux racines

distinctes si << R(1+ \/_2A>, [ élant supposé essen-
tiellement positif.

) it et racines de
2° Signe. Le prodmt et la somme des 13

.l’équation (1) sont positifs . les deux racines quand
1’(E(ll1a'ti011 en admet, sont positives. 1o Tequa
3o Grandenr. Comparons [ aux racines de lequ

tion (1) :

F(H= 22— (R 4+ )y I+ 2—=012—2R!
BN =1(/—2R) qui est du signe de ((—»R)
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Si {<C2R, F(/) est négatif, [ est compris entre
les racines, le probleme n’admet qu’une solution 2”.
S1 [> 2R () est positif, /est extérieur a 'inter-
valle des racines. Comparons [ & leur demi-somme

R+,

-

ona: 1>Rou_l>13’
2 )

done R+t1 1 1 R/

2 <£+5 ou ——2—<z

Donc 2" <2’ < l. Le probleme admet deux solu-
tions.

Reésume de la discussion :

0 < I{< 2R, -1 solution
2R << R(1 —l—\/;), 2 solutions
1> R(1-y2), o solution (racines imaginaires).

Remarque. Au cas particulier ol Z:R(i +3),
I'équation (1) admet une racine double, x:R*{-Z

P
Rya2
2

inscrit dans le cercle de diametre AB. _

Probléme 6. — Un triangle et un carré ont leurs bases
sur une méme droite D; mener a cette droite une paralléle
->'de maniére que la somme des surfaces des parties du
triangle et du carré non situées entre D et D’ soit équi-
valente a la surface du triangle.

Soient ABC le triangle et MNPQ le carré donné
(fig. 20), AM la hauteur du triangle, P, Q’, B', (V.

PM est alors le demi-coté du carré
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[’ les points d’intersection de D’ avec MP, NQ, AB,

"AC, AH. Nous pouvons regarder comme données’ .

.~ Fig. 20.

les quantités suivantes :

BC=—a; AH—; PQ=MP =0

Prenons pour inconnue & la distance des deux

paralléles DetD :
PP =QQ' =HH' ==.

La surface du triangle ABC esté ah; le rapport
des surfaces des triangles semblables AB'C" et ABC

&st égal au rapport des carrés de leurs hauteurs,

. (h—x) .
¢’est-a-dire ug——T)‘; quant a la surface du rec-

tangle MNP'Q’ elle est évidemment b(b — x); équa-

tion du probleme est donc :

1 (h—2)? I
Eah—/ﬂ— + 00— x) = ;ah,

ou, en chassant les dénominateurs (il suffit de mul-

1. 11 est clair que si l'on donnait d’autres éléments du triangle,
il y aurait lieu, au préalable, de déterminer a et £ au moyen de
ses données. -

PROBLEMES DU SECOND DEGRE 309
tiplier par 24) :

a(h — x)2 4 2hb(b — x) = ak?
(1) ax® — al(a —+ b)e + 2hb*=o.

Telle est l’équatioh du probleme.

Pour que cette équation admette des racines, il
faut que son discriminant soit positif; écrivons
cette condition :

D = i2a —+ b)2— 2ahb® > o.
Ordonnons D par rapport a &; il vient :
D = b2(h? — 2al) - 2h2ab 4 a2 > o.

Comme % est positif, nous pouvons diviser par 7,
ce qui donne :

b¥h— 2a)+2 ahb—ah > o.

~ Pour résoudre cette inégalité du second degré
en b, 1l est utile de calculer le discriminant D’ de
son premier membre, on a : '

D' = a**— a*h(h — 2a) = 2a%h.

Ce discriminant est positif, puisque a et 2 sont.

positifs; donc I'équation :

D=o
admet deux racines distinctes 4’ et b”, si 'on a :
h—2a > o,

ces racines sont toutes deux mégatives; donc 1l .
suffit que b soit positif, ce que nous supposons,
pour que le trinome en b soit” du signe de son
premier terme, c¢’est-a-dire soit positif. Sil'on a :

h—oa < o,
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lune des racines 0’ est négative et l'autre b" est
positive; d'ailleurs, dans ce cas, D, pour étre
positif, doit étre de signe contraire a son premier
terme, et 'on doit avolr :
b < b < b ’
ou, puisque b est positif :
o< b< b
’ e : K .
En résumé, si l'on a :
h > aa,

équation (1) a des racines, quel que soit b, si
I'on a: '
h < 2a,
. . 0 _
I'é¢quation (1) n’a de racines que st l'on a:
. b < [)N,
¢’est-a-dire :
b < ah ——aa2ah
200

Remarque. — L’on aurait pu, au lieu de résoudre
par rapport a b l’iuégalité.D> o0, la 1'ésoud}*e par
rapport a h, ce qui pouvait paraitre plus s1mp.le,
car apres division par > o, elle est *du premier
degré en L et donne :

aab

A P ALY

mais, si 'on voulait étudier le probleme par rap-
port @ b, il faudrait étudier cette fraction dont les
deux. termes sont du second degré en b, ce que
HOUs 'avons pas appris a faire.

Discussion. — Nous avons ¢tabli les conditions
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d’existence des racines pour I'équation (1); il faut.

maintenant rechercher si les racines, quand elles
existent, satisfont bien au probleme géométrique
posé. En mettant le probleme en équation, nous
avons implicitement supposé (fig. 20) que x était
positif, inférieur a b et inférieur -2 A; nous laisse-
rons de coté, pour ne pas allonger indéfiniment, la.
question d’étudier.a quels probléemes, trées voisins.

~du probléeme posé, conviennent les valeurs de =z

non comprises entre ces limites; nous allons sim-
plement rechercher combien 1’équation (1) a de
racines supérieures a o et inférieures a la fois a &
et a 2. Dans ce but désignons par f{z) le premier
membre de (1); on a:

flo) = 2hb*

) = ab® — ah(a + b)b ~ 21b2 = ab(b — )
i) =al®*—2h(a + b)h = 2/b* = h(26* — 2bh — alh).

‘Supposons d’abord b < &5 il faut alors que 2 soit
compris entre o et b; or f{o) est positif et Ab)
négatif; il y a donc une racine et une seule qui con-
vient. o

Soit maintenant b >> /; il [aut alors que x soit
compris entre o et /1; ou on a : o

f(h) = RF(b),
en pos‘ant :
F(b) = 20* — 2bh — ah,

pour que f{A) soit > o il faut et il sulfit que () solt’

positif; or on a :
F(/l) — —ah < o.

" Done F()) admet une racine 4" supérieure a /g
P s
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ona:

i+ NJ/R vah
——

b//

Sil'on a:
h<b<b
la valeur de f(h) est négative; donc ily a une racine
z et une seule comprise entre o et ., et qui con-

vient. Supposons enfin :

b> b,
c’est-a-dire : |
I == 1= ouh

b> 2

Dans ce cas, f{o) et f{) sont tous deux positifs,

de sorte (ue nous ne sOMMeEs pas assurés quil y a

des racines; nous devrons donc supposer que les -

conditions précédemment trouvées pour que D soit
positif sont remplies. Lorsqu’elles le sont, nous pou-
vons affirmer que les racines sont toutes deux infé-
_rieures a 0, ou toutes deux comprises entre o et £,
ou toutes deux supérieures a /. On distinguera ces

trois cas en comparant o et /o a la demi-somme qui

(e + b . .. ..

est —ﬁil; or, a et b étant positifs ainsi que £,

. . ,
cette demi-somme est visiblement supérieure a £,
de sorte qu’il n’y a pas de racines qui conviennent.

En résumé, pour que le probleme géométrique
posé admette une solution, il faut et il suffit que
V'on ait : :

h =% = aah
< SRR S A

2

et cette solution est d’ailleurs unique.

On peut vérifier ce résultat par un raisonnement
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ieom.étrique si/m\lple; I’énoncé exprime (fig. 21) que
.air n’ o odeiue :
aires décroit i partir de 4° et7 I:; S;sszllgzzecrgi:es
partir de zéro; ces deux aires ne peuvent donc

m N |

Q . B ¢ (D)
Tig. 21.

‘dleve.mr égales que pouar une position au plus de D’
il existera toujours ition, : 1 "
opsters 1‘J' u/ne telle position, a moins que
" qlle a droite D’ passe par le sommet Adu
riangle 1 1t1 &

g (c<’3 qui est la/ position extréme qu’elle peut

a - Y 4 ’

occu/pell), l.ane MNQ'P’ ne soit encore supérieure a
BCB'C (qui se réduit 2 ABC : 1t1
e : a pour cette position
1 g 1e.1e‘ e D). Or cette condition s’exprime
par 1 égalité : '

o6 —12) > Zas,

ui, ré : ¢
g , resci)lue.par' rapport a b, donne, en tenant
ompte du fuit que @ et 4 sont positifs :

b /1 ~{~\;/71'3 - 2abh
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. Lorsque Ton a:
| I\l
— S ,
.b.‘ 3 . E 7 0
" 1a solution est (ournie par la droite (D) qui passe
par le point A (on ax= h.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE XV

Problémes du second degré.

Nous avons déja donné au chapitre 'xur un asse’z %ra.nd
nombre de problémes du second degré, dont. la réso utllc;n
est rapide grice a la connaissance des relat}ons entre les
coefficients et les racines. Nous donnons ci-dessous une
série de problémes gradués.

i

265. — Trouver la base du systéme de numération dans
lequel le nombre 199 du systeme décimal s’ecmt’53x..
N 266. — Trouver la base du systeme de numération dans

-lequel le nombre 3010 correspond aw nombre 196 du systeme
. décimal.

967. — Dans quel systéme le nombre 871 du systéme
dé;zirg.al——s—’é';i;t:\}e?o?izux nombres pairs consécutifs dont le
Prggg.it-—s-OlCtangl‘er deux nombres dont la somme est 13 et

Q 5 37.
dog';()l.d—s—oglilceufee: dctlal:;bnzsn:bsre/s dont la différence est 8 et
ifférei ‘ t 3032. :
do;';il.a iff]e)r:s:euiees :zfizstéesde 014 personnes, hommes et

: s¢ 240f es cgale-
femmes, les hommes ont dépense 240 et les femmes ¢g

. .
ment 240f. Sachant que chaque homme a dépensé 1ol de plus,

que chaque femme, on demande de combien dﬁhommeb et de
combien de femmes la société était composeer

979. — Un éléeve a 4 ajouter un certain nombre & 4, puls a-

a
retrancher ce méme nombre de g et, en fin de compte,

e o
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multiplier les vésultats. Il se trompe, ajoute le nombre
donné a g.et retranche 4 du nombre donné; puis il multiplie
Tes résultats. Il se trouve obtenir la solution exacte. Quel
était le nombre donné? :

273. — Un certain nombre de piéces de 1f peuvent étre
disposées en carré, chaque ¢6té du carré contenant 51 piéces;
si le méme nombre de piéces était disposé en deux carrés,
le coté de I'un de ces carrés comprendrait 21 piéces de plus
que le coté de lautre. Combien de piéces contiennent les
cotés de chacun de ces deux derniers carrés?

274. — Deux corps se meuvent I'un vers lautre des points
respectifs A et B et se rencontrent au bout de 32 secondes :
sachant que l'un des corps met 24 secondes de plus que
Iautre & parcourir la distance de A a B, combien de temps
mettent chacun de ces mobiles & parcourir cette distance?

275. —Un bateau met 4 heures 12 minutes pour descendre
une riviére de r2km dans le sens du courant et pour la
remonter en allant contre le courant. Sachant que la vitesse
du courant est de 3¥m & .’heure, on demande a quelle vitesse
ira le bateau dans une eau .calme?

276. — Deux hommes partent en méme temps pour aller

‘de A a4 B, distants de 361 I'un de 'autre. L’un fait 1km &

'heure de plus que l'autre et arrive & B une heure plus tdt
que lui, Quelle est 1a vitesse de chacun de ces deux hommes?

277. — Trouver une fraction sachant qu'en lui ajoutant
son inverse, on obtient un nombre surpassant 2 unités
29 '
© Tod”
278. — Un oncle laisse par testament une fortune de

18 ooot & répartir également entre ses neveux. Deux d’entre
eux meurent avant lui et la part de chacun des survivants se
trouve ainsi augmentée de 1 400f. Quel était le nombre des
neveux désignés au testament? .

279. — Un marchand vend deux piéces d’étoffe pour 108f
et 70 f. Sachant que la seconde piéce d’étoffe a 4™ de moins
que la premiére et que si 1'on avait vendu le métre de la
premiére au prix du meétre de la seconde et inversement,
le prix de ventc total efit ¢té de 174 %, on demande le prix du
métre de chaque étoffe.

280. — Un éleveur achéte un troupeau de moutons pour la
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sommme ‘de 3174f. Il en garde 18 et revend le reste 4f de plus
par téte de bétail; de cette facon, il.réalise un bénéfice de 66f
plus le prix d’achat des moutons qui lui restent. Calculer le
‘prix d’achat d’un mouton.

284. — Deux associés ont mis dans une entreprise une
somme totale de 20 000f. La mise du premier est restée
5 mois dans lentreprise et celle du second 6 mois. Le pre-

mier a recu 17 coof pour sa mise et son bénéfice, et le second”

12 ooof; calculer la mise et le bénéfice de chacun des
associés.

282. — Un champ a la forme d’un carré; on demande quel
est le coté de ce carré, sachant que si l'on ajoute 2™ & l'un
des cotés et que 'on retranche rom a 'autre coté, on obtient
un rectangle dont la superficie est 88 ares.

283. — Les dimensions d’unrectangle sont ¢ et b; on demande
de quelie méme quantité il faut réduire ces dimensions pour

. o 3 s
obtenir un nouveau rectangle qui soit les — du précédent.

284. — Trouver les coOtés d’un triangle rect'lngle sachant

que I'hypoténuse est égale & 18™ cl la surface & Som2,

285. — On donne un triangle rectangle dont les deux cotés
de I'angle droit ont respectivement pour longueurs 3™ et 4™;
déterminer sur l'hypoténuse un point dont la distance au
sommet de l'angle droit soit égale a 6™. (On prendra pour
inconnue x la distance du point cherché au sommet du
. triangle opposé au coté égal a 4™.)

286. — Dans un rectangle dont les cotés ont respective-
ment 70 et 52MHo, un second rectangle est construit. Les
cotés du rectangle intérieur sont égalément distants des
cdtés du rectangle extérieur ct la surface du rectangle

intérieur est égale & la surface restante du rectangle .

extérieur. Quelles sont les dimensions du rectangle inté-
rieur?

287. — Inscrire dans un triangle un rectangle d’aire
donnée. — Discuter.

288. — Inscrire dans une sphére un cylindre de résolution
dont la surface latérale ait une valeur donnée. Discuter.

289" —— On donne une demi-circonférence de diametre

AB =2R; soit M un point de cette demi-circonférence et P
la projection de M sur AB; détermincer la distance AP = x,
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par la condition que l'on ait : AP 4 PM =mR, en dési-
gnant un nombre donné. Discuter.

290. — Mener dans un cercle.de rayon donné R, une corde
telle que si l'on abaisse de ses extrémités des perpendicu-

laires sur une tangente au cercle paralléle a la corde, on
détermine un rectangle de diagonale donnée I.

291. — Calculer la grande base d'un tronc de céne con-
naissant sa hauteur %, son volume ¢ et sa petile base b.
Application numérique : h==0™,3; v=36 dm?; d=—=6 dm?,

292. — Calculer les cotés d’un triangle rectangle sachant
que ce sont 3 nombres entiers consécutifs.

293. — Calculerles deux cotés del'angle droit d'un triangle
rectangle connaissant l'hypoténuse a et la hauteur % corres-
pondante.

Application numérique : @ =26™; h=—gm,23,

294. — Couper une sphére par un plan détachant deux
zones dont la différence des aires soit égale a I'aire du
cercle de section.

295. — Partager un cercle en deux parties qui soient entre
: ,m ) .
elles dans un rapport donné — par une circonférence concen-
trique.
. - m 3
Application numérique : T
296. — Partager un triangle en deux parties qui soient

entre elles’ dans un rapport donné %l—par une paralléle a la

base.
Application numérique : 7]}_:32_
297. — Partager un triangle en moyenne et extréme

raison par une parallele a la base.

298. — Calculer les ¢6tés d’un triangle rectangle dont on
donne l'aire m? et le rayon du cercle inscrit r.

299. — Calculer lee cotés de I'angle droit d’un tr‘langle rec-

tangle connaissant le rayon r du cercle inscrit et le péri- ‘
metre 2 p. :
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300. — Ttant donnée la longueur d’un coté d’un triangle,

de Ta hauteur correspon-
e s dante, ot le rayon du cercle
x| 1p inscrit, calculer les deux
Yo autres cotés.

'301. — On donnelecercle
circonscrit & un triangle, un
cHté et la somme des deux
autres : calculer ces deux
coOtés. .

302. — Calculer le coté
de base et 'apothéme d'une
pyramide réguliere a4 base
carrée connaissant son vo-

e mcc e e e mm————

lume §b3 et sa surface to-

g, 22

tale 4a2.

303. — Calculer les deux cotés de l'angle droit d'un
triangle rectangle connaissant l'hypoténuse a et sachant que
Pun des cotés est moyenne arithmétique entre l'autre coOté
et 'hypoténuse.

304. — Graduation directe du
manomeétire & air comprimé : un
réservoir contenant de lair est
mis en communication avec un
manometre a air comprimé dont
les tubes ont des sections S et s.
Les niveaux descendent de y et
montent de h—x. Trouver une
relation entre la hauteur x et la
pression F du récipient (fig. 22).

305. — Un récipient cylindrique
est percé d'un orifice inférieur O
et contient de I'eau et de l'air & y6¢m
de pression.-On demande pour quel niveau z, sarrétera
écoulement par O (on admet que l'orifice O est assez étroit
pour ne pas permettre l'entrée de lair). Pression exté-
rieure : 74°%; hauteur du récipient au-dessus de l'orifice :
H; hauteur d'eau : A \fig. 23).

j

:(_<_.____.___....

Fig. 23.

e

e
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PROGRESSIONS ARITHMETIQUES
PROGRESSIONS GEOMETRIQUES

I. — PROGRESSIONS ARITHMETIQUES

187. — Définition.

On dit que plusieurs nombres, rangés dans un ordre
déterminé, forment une progression arithmétique ou sont
en progression arithmétique lorsque la différence de deux
nombres consécutifs quelconques est constante.

Par exemple, les nombres

3, 5, 7, 9, 11 .
sont en progression arithmétique, car les différences
5—3, 7—5, 9—7, 11 —9 sont toutes égales a 2.

De méme les nombres

1, 4, 17, 10, 13

sont en progression arithmétique, car les différences
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4—1,7—4,v0—7, 13 —10sont toutes égalesa 3.
De méme encore les nombres :

92, 82, n2

)
sont en progression avithmétique puisque les diffé-
rences 82 — g2, 72 —382, 62 —no, 52— 062 sont
toutes égales a — 1o. Les différents nombres de
ces progressions sont appelés termes de la progres-
sion; on convient d'appeler premier terme le terme
le plus a gauche, et de compter les rangs de gauche
a droite a partir du premier terme.

Remarque. — On peut donc dire qu'une progres-
sion arithmétique est une suite de termes tels que cha-
cun d’eux est 'égal au précédent plus une quantité cons-
tante. Cette quantité constante représentantla diffé-
rence de deux termes consécutifs est appelée raison
~de la progression. Ce [ail que la différence de deux
termes consécutils est constante explique la déno-
mination de¢ progressions par différence que I'on
donne parfois aux progressions arithmétiques.

Lorsqu’on connait le premier terme d’une pro-
gression et la raison, il est facile d’écrire les autres
termes, il suffit d’ajouter successivement la raison
a chaque terme pour, avoir le terme suivant.

Exemple. — Former une progression arithmétique com-

posée de .6 termes dont le premier terme soit 7 et la~

raison 5.
Les termes successifs sont :

7—+—5: 12; 124+5=19; 17 4+5=—n22; 22—[—-5:27',,

de sorte que la progression demandée est formée
des termes suivants

7 12, 7, 22,

Ny PO

VRS e——
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Autre exemple. — Former une progression arithmé-
tique composée de 5 termes dont le premier terme soit 13
et Ia raison — 8.

On obtient, en procédant de la méme maniére que
dans lexemple précédent, la progression :

. o

2

13, 5,‘ — II,

—19.

On peut aisément remarquer que les termes d'une
progression arithmétique vont en croissant ou en
décroissant a partir du premier terme selon que la
raison est un nombre positif ou un nombre négatif; dans
le premier cas, on' dit que la progression est crois-
sante, comme par exemple la progression :

4? 9, I[h 19, 24

dans le cas contraire, la progression: est dite décrois-
sante ; exemple :

12, 9, 6, 3, o, —3, —6.

188. — Propriétés essentielles des progressions arith-
métiques.

Il arrive souvent que, connaissant le premier
terme et la raison, on veuille connaitre la valeur
d’un terme de rang déterminé sans calculer les
termes intermédiaires de la progression. On re~
marque alors.que le second terme s’obtient en ajou-
tant au premier la raison; le troisiéme terme.s’obtient
en ajoutant au second la raison et, par suite, est
égal au premier plus deux fois la raison : le quatrieme
ter{nfe s'obtient en ajoutant encore la raison au
troisieme, et par ‘suite est égal au premier plus trois
fois la raison; de méme le cinquidme terme est égal
au premier plus quatre fois la raison, ctc. Le centiéme

Borer et Rover, — Algébre, Ecoles normales, 21
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]

. : . " P . -vi -dix-
terme serait (‘gal au premter, plus- quatre-vingt-d
neuf fois la raison. -
51 lon désigne de la fagon suivante, comme 1l est
< . . ’ .
coutume de le faire, une progression arithmétique
a forme générale
ca.b.c.d..... h k. L.
on voit que la raison étant désignée par r, on peut

éerire

le 2° terme 4 est égal a a—r

le 3¢ (erme ¢ —_ b—+r ou a—ar

le 4¢ terine — c—+7r ou a-+3r

le n® terme !/ — k—r ou a4 (n—1)r

Ce qui permet d’énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 1. |
Dans une progression arithmétique, un terme de rang

guelconque donné est égal au premier terme, plus le Pr‘oduit.
de la raison par le nombre de termes qui le précedent
(ou par le rang donné diminué d’'une unité).

Ce que I'on peut résumer dans la formule :

'LZ:/l—F-(”‘— 1)"'“

Ainsi le 16° terme de la progression :
_ . 17, 21, ab..
dont la raison est 4, est égal a :
17 -+ (15 ><4) =77,
ce que l'on peut aisément vérifier. - o
De méme, le 12° terme de la progression décrois-

sante
8, 5, 2, —ru1,...

d‘ont la raison est —3, est égal a :
8-+ 11 >< (— 3):8~—33 = — 25,

“disi

CYE VLTI N
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Théoréme 2. , :

Dans toute ‘Progression arithmétique, la somme de
deux termes équidistants des. extrémes est constante; la
-valeur constante de cette somme est égale ala somme des

~ termes extrémes!.

-La démonstration de ce théoréme se déduit du
théoreme précédent. Soit dans la progression arith-
métique : - .

Ta.b.c.d. g h k.l

deux termes o et g occupant 'un le 4¢ rang a partir

~de la gauche, Pautre le 4°rang a partir de la droite;

le théoréme précédent permet d’écrire
' d=a—3r,

r, étant la raison de la progression arithmétique.

Si Ton suppose, d’autre part, cette suite de
termes écrite dans Iordre inverse : :

-:-Z./c./z.g ..... d.c.b.a

on obtient une progression arithmétique de raison
égale a —r, et le 4° terme g s'éerit :

g—=1I0{—3r

d'ou : .
d §—a—+3r+1—3r—a—1.
189. — Somme des termes d’une progression arith-
métique. . :

Il est utile, dans bien des questions, de savoir
calculer la somme des termes d’une progression
arithmétique ; nous allons établir une formule géné-
rale.

1. Dans le cas ou le nombre est-impair, le terme du milieu est
la moyenne arithmétique des iermes extrérmes,
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Soit une progression arithmétique dont le pre-
mier terme est @ et la raison r. S1 nous la dési-

gnons sous la forme géne’rale

{ étant le n ieme terme, la somme des n termes de

cette progression S s’exprime comme suit :
(1) S—a+4+b+c....4+"+k+L v
On peut aussi intervertir ordre des termes, les
écrire par exemple dans 'ordre inverse :
(2) S=l+4+k+h.. 4c+b—+a.

Additionnons membre a membre les expressions

(1) et (2) en groupant en sommes partielles les -

termes co1respondants equlchstdnis des extrémes;
on obtient

zS:((¢+Z) (b A=k A (e == 1) e
—+(h+c) 4+ (k+b) + (I + a).

Ces sommes pa’r'tielles sont toutes égales, d’apres

le théoreme 2 (page 325), comme somme de termes

équidistants des extrémes; or leur nombre est égal

au nombre n des termes de la progression;
done

on a

S=(a+{)n
d’on

la somme des termes d’une progression arithmétique est
égale au produit de Ia moyenne arithmétique des termes
extrémes par le nombre des termes.

Ce qui peut se traduire en hmgage ordinaire :

On peul dans cette formule remplacer

[ par la

[
R

‘ suite naturelle.

f24
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valeur calculée plus haut en fonction de @, net r -

. Z:b—%—(/[——[)f‘
on obtient :
: a-a-+(n—r1)r

2

S=

> n,
et enfin :

S=(2a+(— ]| (x)

Applications numériques. — Soit a caleuler la
somme des termes de la progression dont le pre-
mier terme est b, la raison 3 et le nombre des

‘termes 30; on a :

S=[10+ (29> 3)] 15
S =1 455.

Soit encore a calculer la somme des 18 premiers’
termes de la progression :

20, 13, 6...
le premier terme est 20, la raison — 7, on a:
S={40+ 17><(—7)] 9=—179><9

:—-—»711.

190. — Cas particuliers.

1° Somme des n premiers nombres entiers de la
— (Cest la somme des termes de la
progression arithmétique :

1.2.3.....n

ale

dont la raison est 1. L’application de la formule

précédente doune :

S:[z-&—n-——q}g
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ou, apres simplification :

S__n’(n—lr—l)

_— 2

Telle est la somme des n premiers nombres. Ainsi
la somme des 100 premiers nombres est :

50 >< 101 =— 5050.

2° Somme des n premiers nombres impairs. —

C’est la somme des termes de la progression :
S 3050700
dont la raison est 2. L’application de la formule

générale donne :

S=[2—+ (n—1)2]

S

et, apres simplification :
S:n2.

Ainsi la somme des 20 premiers nombres impairs
est 400.

C’est la un résultat trés remarquable par sa sim-
plicité. On peut 'établir directement a I'aide d’une
figure tres simple (fig. 24).

Considérons deux axes rectangulaires Oz, Oy sur |

lesquels sont portées des longueurs égales :
OA—AD=DG=GL=CP=0C=CF=FK=KN=NR.

Tracons en traits forts les carrés OABC, ODEF,
OGHK, OLMN, OPQR et en pointillés les lignes
qui divisent ces carrés en carrés égaux; il est clair
que I'un des grands carrés, par exemple OPQR
renferme un nombre de petits carrés égal au carré

PROGRESSIONS ARITHMETIQUES $97

de son rang, a 5*=25 pour lexemple choisi,

“d’autre part, pour évaluer ce nombre de petits

carrés, nous pouvons remarquer que nous avons le

Y
R ; T e , 1°
N = B TR
, ; :- L ]
¢ ; s i
5 L & i3
F : ‘E' """"" dndiaieliiell b et
3 02 2
C R e S A
1 1
\
0 A D G L P x
Fig. 24.

carré OABC, cest-a-dire 1 carré, puis les petits
carrés compris dans la figure ABCFEDA, au nombre
de 3 (ils sont numérotés 1; 2, 3); puis les 5 p_eti'ts
carrés compris entre DEF et GHIK (numérotés 1,
2, 3, 4, B), etc., c’est-a-dire un .nombre total de
petits carrés égal a : '

135749,

c'est-a-dire a la somme des 5 premiers nombres

impairs.
On voit ainsi que la somme des n premiers
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nombres impairs est égale a n®, résultat utile &
retenir.

3° Somme des carres desn premiers nombres entiers.

-— Comme application, proposons-nous d’évaluer la
somme des carrés des n premiers nombres entiers.

Nous la d’sxgnerons par S,, flppelant pour la syme—

trie, S, la somme des n premiers nombres entiers.
On s’appuie sur l'identité :
(01 —ad =322 +3z 41

dans laquelle on donnne successivement & 2 les
valeurs 1, 2,..., n; on obtient ainsi :

(n+ 1P —n*=3n*+ 3n—+41
et, en a‘ioutan‘t) il vient : '
(n+1)P —1= 3Sz+3sl+-n,

n(n - 1) ot
o

FEn remplacant S, par sa valeur en chas-

saut le dénominateur, il vient :

68, —

— 2(n* 4 3n% 4 3n) — 3n* — 3n — an
—ond - 3nt4-n
= n(n - 1) (an + 1)

¢est-a-dire

g n(n-+1) (’)_n—l—l).
R 6

Telle est la formule demandée. Une méthode
analogue donnerait la somme des cubes.
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191. — Insertion de moyens arithmétiques.

Insérer m moyens arithmétiques entre - deux
nombres a et b, ¢’est former une progression arith-
métique dont @ et b solent les termes extrémes et
renfermant 7 termes entre « et b. .

La progression doit renfermer par suite m 4 2

‘termes. Le probleme se ramene a calculer la raison

de la progression a former, puisqu’on connait le
premier terme et le nombre des termes. La relation
suivante permet aisément ce calcul :
b=a—+(m~+1)r
d’ot ¢’
b—a

Régle.

La raison de la progression obtenue par linsertion de
m moyens arithmétiques entre deux nombres s'obtient
en divisant la différence de ces nombres par le nombre
des moyens a insérer, plus un.

Soit a insérer 6 moyens arithmétiques entre
10 et 24; la raison de la progression est : '
24 — 10 & o
_ 7 7
la progression est la suivante :

10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24.

Théoréme.

Si l'on insére le méme nombre de moyens entre les
termes d'une progression arithmétique, on obtient une
aouvelle progression continue repfermant les termes de

" Ja premiére.

Soit, en effet, la progression arithmétique :
a.b.c.d.e...
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Si on insére m moyens entre a et b, la progres-
sion que l'on obtient avec a et b pour termes
extrémes a pour raison :

. b—a

r, —_—
n -1

S1 l'on insére m moyens entre b et ¢, la nouvelle

progression dont b et ¢ sont les termes extrémes
‘a pour raison :
c— 0
r‘l:ﬁz_:ih—r
orb—a=—=c¢—0>.

Ces deux différences exprimant la méme valeur
qui est la raison de la progression proposée, donc
ry=r, Les diverses progressions partielles ont
ainsi la méme raison, de plus le dernier terme de

Pune est le premier terme de 'autre; si on les con-

sidere dans leur ensemble, elles forment une pro-

gression continue de raison égale a r étant

,
m—1’
laraison de la progression proposée et m, le nombre
de moyens insérés entre les termes consécutifs.

1. — PROGRESSIONS GEOMETRIQUES!

192, — Définition.

On dit que plusieurs nombres rangés dans un ordre
déterminé forment une progression géométrique, ou sont
en progression géométrique, lorsque le quotient de deux
nombres consécutifs quelconques est constant.

1. On remarquera le parallélisme dans I'étude des deux sortes de
progressions : arithmétiques et géométriques. -

R e e ] b

."J
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Par exemple, les nombres :
3, 6, 12, 24

sont en progression géométrique, car lon a :
6:3=2; 12:6=2; 24 . 12=2. Ce quotient
constant 2 est dit la raison de la progression.

De méme les nombres : :

3600, 360, 36, 3,6 0,36
forment une progression géométrique dont la raison

est o,1.
De méme encore les nombres :

6 12 24

S & T

forment une progression géométrique dont la

. 2
raison est =.

5

On pourrait considérer aussi comme progres-
sions géométriques des suites de termes telles que :

4

2, -—3, '(—))
2

. . —3 :
dont la raison serait — Il est d’usage de ne con-

sidérer comme progressions géométriques que les
suites de nombres positifs répondant aux condi-
tions de la définition.

Remarque. — On peut dire qu’une progression
géométrique -est une suite de termes tels que chacun
d’eux est égal au précédent multiplié par une quantité

constante, positive. Cette quantité constante, repré-

sentant le_quotient de deux termes consécutifs, est
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la raison de la progression. Ce quotient constant
explique la dénomination de progressions par quotient
que l'on donne parfois aux progressions géomeé-
triques.

'Lorsqu’on connait le premier terme et la raison
d’une progression géométrique, il est facile de cal-
culer successivement tous les termes = 1l suffit de
multiplier successivement chaque terme par la
raison pour avoir le terme suivant. :

Exemple. — Former une progression géométrique de
5 termes dont le premier terme soit 625 et la raison 1,2.

On obtient successivement :

625 >< 1,2 ==750; 750> 1,2==900;

900 >< 1,2 ==1080; 1 080> 1,2 =1 290.
La progression cherchée est done
625, n50,  goo, 1080, 1296.
On peut aisément remarquer que les termes d’une
progression géométrique vont en croissant ou en
décroissant a partic du premier terme a gauche,
selon que la raison est un nombre plus grand que 1 ou
inférieur a 1; dans le premier cas, on dit que la
progression est croissante, telle par exemple que la
progression :

2, 6, 18, B4, 162

dans le cas contraire, la progression est dite décrois-

sante, comme par exemple la suite :

132, 66, 33, 16,5 8,5

: I
dont la raison est 5

e —

PROGRESSIONS GEOMETRIQUES S £

a ey, r . . . r
190. — Propriétes essentielles des progressions géo-
métriques.

Il arrive souvent que, connaissant le premier
terme et la raison d’une progression géométrique,
on veuille connaitre la valeur d’un terme de rang
déterminé, sans calculer les termes intermédiaires.

" Dans ce but, on remarque que le second terme

est égal au produit du premier par la raison; le

roisiéme terme est égal au produit du second par
ey > \ 3 . .

la raison, ¢’est-a-dire au produit du premier terme

par le carré de la raison; le quatrieme terme est

de méme égal au produit du premier par le cube
de la raison, etc.

Si, d’aillears, on écrit, comme il est souvent
d’usage de le faire, une progression géométrique
a forme générale de la fagon suivante :

watbierd: ootk kd
on voit que la raison étant désignée par ¢, on peut
écrire : ' .
le 2¢ terme b est égal a a><q
le3e — ¢ — b><qou a> ¢*
le 4 — d — c><¢q a><q*
lene — ..., o .a.>.< .q”“

Ce qui permet d’énoncer lc théoréme suivant :

Théoréme 1.

Dans une progression géométrique, un terme de rang
donné est égal au premier terme de la progression multi-
plié par une puissance de la raison dont I'exposant est le
nombre de termes qui le précédent (ou le rang donné
diminué d’une unité).
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Ce que l'on peut résumer dans la formule :

l—a.q"!

Ainsi le 7¢ terme de la progression :
. 3, 6, 12...

dont la raison est 2 est égal a :

' I=3><25=3><64=192.

De méme le 8 terme de la progression décroissante :

15, b

J

dont la raison est 3 est égal a :

_ 1\’ 15
=15 > g = 3—7—
Théoréme 2. '

Dans toute progression géométrique, le produit de deux
termes équidistants des termes extrémes est constant :la
valeur constante de ce produit est égale au produit des
extrémes!.

Soit en effet la progression géométrique

ccqbhrerdr . cothv kol

de raison ¢. Considérons les deux termes d et g
occupant l'un, le 4° rang a partir de la gauche,
Pautre le 4¢ rang a p'lI‘llI‘ de la droite; le théo-
reme 1 permet d éerire :

(1) d=oaq*

. Si le nombre des termes est impair, le terme du milieu est la
moyenne géométrique des termes extrémes,

L o
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Si 'on suppose cette suite de termes écrite dans

r Oldre iverse :

—:—:l:/c:“/l:g: ....... rdiciba.

.on obtient une progression géométrique dont la

raison est - et dans laquelle g estle 4° terme; on a

donce :

2 :l><<l>':l><i
(2) 8 7 7

Sl I’'on multlphe membre a membre les expresswns

(1) et (2), on obtient

3
dg:alx%:a.l.

Le raisonnement que nous venons de faire est
général.

194.,— Somme des termes d’une progression géomé-
trique.

Comme pour les pr0g1e551ons anthmethues
nous allons établir une formule generale permet-

~tant d’obtenir rapldement la somme des termes

d’une pl‘ogressmn geometrlque

Soit la progression géométrique a forme géné-
rale :
Haitbie:r ... hvk:l

dont le premier terme est , la raison ¢ et le nom-
bre des termes n, la somme a calculer est la sui-
vante

(1)  S=ad4-btc—...h+k41L

Multiplions Jes deux membres de cette égalité
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par ¢, on obtient :
(2) Sqg=—aq -+ bg—+cqg4... +hg+ kg +Iq.
Retranchons membre a membre de I'égalité (2)
I'égalité (1); on peut disposer l'opération comme
sutt - _
—+(kg— 0 +1q

et si l'on remarque que aqg=>=0, bg=c... kg=I,
on obtient :

Sqg—S=—a-+(ag —b)—+ (bg—c) ....

. S(g—1)==lg—a
d’olr :
_lg—ua

==
On peut trouver une formule donnant la somme
en fonction du premier terme, de la raison, et du

nombre de termes, 1l suffit en eflet de substituer
dans I'expression précédente a [ sa valeur :

l=aq™!
on obtient!? :
g_aq"“‘ >Xqg—a _aq®—a

qg— 1 T og—

g_a(‘qn_')
) g— 1

Telle est la formule générale que 'on utilise le
plus couramment.

Remarque. — Nous n’avons fait aucune hypothese
sur la valeur de la raison. Si la progression est

2

et enfin ;

1.1y a lieu de remarquer que les expressions agn—1eta(¢n—1),
qui dans un langage trop abrégé s’énoncent de la méme facon,
sont cependant tout & fait distinctes.
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croissante, ¢ est supérieur a 1, il en est de méme
de ¢», le numérateur et le dénominateur de lex-

pression de la somme sont tous deux positifs. St la

progression est décroissante, ¢ est inférieur i 1, il
en est de méme de ¢”; les deux termes de la frac-
tion précédente sont négatils, aussi préiere-t-on
dans ce dernier cas utiliser la formule suivante :

.
’

S:a(I —q")

1—q

que l'on aurait obtenue directement en retranchant

plus haut non pas S de Sg, mais Sg de S. 11 st clair

d’ailleurs que ces deux formules sont identiques

et qu’elles peuvent par suite étre employées indiffé-
remmentpour toutes les progressions géométriques.

Applications numériques. — Soit a trouver la
somme des '1*2 premiers termes de la progression E

Ha2l408;

LIS

dont la raison est 2, on obtient :

S=—=n(212 — 1).

Soit a trouver la somme des 8 premiers termes de

la pr‘ogression :

. 2 y . : . .
dont la raison est 3 L’application de la deuxiéme

expression de la somme nous donne -

s L= )]

I —=;

2

Borer et Rover: — Algihre. lcoles normales. 22
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8
2
S=—15 [1 — <;>-]
J -
1952 — Cas particuliers : progressions illimitées.
1° Progressions croissantes. — Dans le cas ou la

raison ¢ est supérieure a l'unité, la somme S devient
évidemment de plus en plus grande a mesure que n
devient plus grand et finit par dépasser tout
nombre donné d’avance (par dépasser toute limite,
comme on dit parfois).

2° Progressions décroissantes. — Limite de la somme
des termes. — Au contraire, lorsque ¢ est inférieur
a 1, Ja somme grandit bien toujours (a et ¢ étant
positifs) puisque l'on ajoute toujours des termes
positifs; mais elle ne dépasse pas un certain nombre
_ . elle differe d’ailleurs d’autant moins de
L—q 1 —q
que n est plus grand, on peut calculer n de telle

facon que la différence soit inférieure a tout

nombre donné; on exprime cela en disant que la

est la

somine tend vers _—L, ou encore que -
11— —
limite de la somme quand 2 croit indéfiniment.
Voici comment on peut trouver cette limite; la
formule : '
a(1—q")

1 —q

peut s’écrirve encore :

a—agh a ag”
N —— T —————— —

L—qg  r—yq 1 —q

la (raction est indépendante de 7n; au con-

= __-g.'.A,-
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traire, la partie soustractive varie avec n; son

dénominateur reste constant, or ¢ est inférieur a 1,
et 'on peut démontrer que les puissances des nom-
bres inférieurs 2 1 diminuent indéfiniment quand
Iexposant croit, et méme qu’elles zendent vers zéro

(au sens que nous avons indiqué plus haut); ¢* tend

donc vers zéro, et son. produit par le nombre déter-

miné tend aussi vers zéro

par suite S tend
1—q : :

vers la premiére partie % puisque la partie
___(A

soustractive tend vers zéro., On peut résumer cela
dans la re@le suivante.
Régle. — La hmlte de la somme des termes d'une pro-

. gression géométrique décroissante 1111m1tee quand 2 croit -

indéfiniment, est égale a la fraction qm exprlme le

quotient du premier terme par lexces de I'unité sur la
raison.
Ainsi la somme des termes de la progression :

. I ..
dont la raison est 5> apour limite

I I
] — - —
2 2
196. — Applications : fractions génératrices des frac-

tions décimales périodiques.

Probléme 1. — Trouver la fraction génératrice de la
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fraction décimale périodique simple :
0,737373....
On peut écrire cette [raction décimale illimitée
sous la forme :
53 =3 73
70 7 7

100 100

100°

Les termes de cette somme forment une pro-
gression géométrique décroissante dont la raison

o
1 . 73 .

estm et le premier terme <=, La limite de la
- 100

somme des termes quand le nombre des périodes

croit indéfiniment est :

(%)
100/ 53> 100 73

L 100997 99

100

73 !

99
male périodique illimitée dillére de moins en moins
quand on prend un plus grand nombre de périodes.
On démontre en arithmétique que la division de 73
L

par Yo a — prés en laissant 22 indéterminé repro-

10
duit bien en effet la fraction décimale périodique.

Probléme 2. — Calculer la fraction génératrice de la
fraction décimale périodique mixte :

0,35 427 427 fos ...,

On peut écrive cette fraction décimale illimitée
sous la forme ;

35__| 427 hon 427 .
100 100 > 1000 100 >< 10002 100 >< rooo3+

4% est la fraction ordinaire dont la. [raction déci~
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SiPon considere les termes de cette somme, saul

le premier :

G2y 427
100 >< 1 000 100 >< 1 0003

on voit qu’ils sont en progression géométrique

décroissante et que la raison est ; leur somme

1000

‘a, par analogie avec le cas précédent, pour limite :

427 . 427
100399 9900
. ) - 35 . ]
Sil'on ajoute le premier terme o’ OB obtient la
limite de la somme des termes

35 Lo 35> 99—+ 427
Y00 99()0—‘ 9 900

et en remarquant que 99 == 100 — I

35(100 — 1) 4= 427
9 900
ou enfin :
35 427 — 35
9900
(est bien la 'expression de la fraction généra-
trice que I'on obtient par une autre méthode en
arithmétique.
Nous donnerons en exercices d’autres problemes
d’application, portant p!us ‘particulierement sur
des questions de géométrie.

197. — Insertion de moyens géométriques.
Insérer m moyens géométriques entre deux
nombres a et b, ¢’est former une progression geo-
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métrique dont @ et b soient les termes extrémes et

renfermant 2 termes entre « ct b. Si on désigne

par ¢ la raison de cette progression, on obtient aisé-
ment sa valeur comme suit :

b=—=a> gn+t!
b

PRI o R—
lj - —
[42

m41 7)
g —/— -
="\/"

Régle. — La raison de la progression ohtenue par 'in-
sertion de 7z moyens géométriques entre deux nor'n'b_res‘
s'obtient en prenant la racine du quotient de ces nombres
dont indice est le nombre des moyens a insérer, plus un.

On établirait par un raisonnement présentant quel-
que analogic avec celui dun®rgtlethéoreme suivant:

Théoréme. — SiVon insére le méme nombre de moyens
entre les termes d’'une progression géométrique, on obtient
une nouvelle progression continue renfermant les termes
de la premiére.

Remarque. — On peut résumer les propriétés

essentielles des progressions arithméfiques et géo-

métriques dans le tableau comparatil suivant :

PROGRESSIONS ARITHMETIQUES PROGRESSIONS GEOMETRIQUES
Z:a-—l—(u—l)/‘ Z:a)(q""l
(l—l—g:a—%—l d><g=a>!(
. /) B
b:((t—l—‘—l)—i ].:)_—_((lZ)2
a1 lg—a
S = g+t .1 S — 7—4
2 G-—— 1
L . alg” — 1
S=loa—+(n—r1)r|—-. S:ﬁ——--).
- 2 g—1

On aurait ausst
' (n—1)n.

- nooin—1lin
S—an—+r r—-~- - . P=d"y 5"
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Les dernieres forh;ules de chaque groupe expri-
ment une relation entre quatre variables; elles con-
tiennent donc chacune la résolution de quatre pro-
blemes distincts dans chacun desquels on se pro-

pose de calculer I'une des variables en fonection des

trois autres supposées connues. Nous donnerons
quelques-uns de ces problemes en exercices.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE XVI

Progressions arithmétiques. — Progressions
géométriques.

| — Progressions arithmétiques.

306, — Trouver le quatriéme terme d'une progression

arithmétique dont le premier terme est 2 et la raison 5.
307. — Trouver le huitiéme terme d'une progression

arithmétique dont le premier terme est 1 et la raison%.
308 . — Trouver le sixiéme terme d'une progression

arithmétique dont le premier terme est 2 et la raison 4.
"309. — Trouver le septiéme terme d'une progression
arithmétique dont le premier terme est 12 et la raison — 9.

310. — Calculer le centiéme terme de la progression :

L3, 3_6 . 3_1 v e
’ 7 7
314. — Calculer le vingtiéme terme de la progression :
PR SO ~
) 4 4
312, — Calculer la somme des 15 premiers termes de la
progression :
22,8 .14 .20, ...
313. — Calculer la somme de 20 premiers termes de la
progression :
15 .3 g .
. )
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3i4. — Calculer la somme des 18 premiers termes de la
progression

) -:-l/l.S,Z‘..... .

315. — Caleuler la somme des 100 premiers nombres
entiers de la suite naturelle.

9416. — Calculer la somme des n premiers nombres pairs.

317. — Calculer la somme des nombres contenus dans unc
table de muliiplication allant jusqu'a g.

'318. — Méme probleme pour une table de multiplication
contenant les produits des 12 premiers nombres.

319, — Calculer la somme des 30 premiers nombres
impairs. o

390. — Insérer 3 moyens arithmétiques entre 10 et 50.

394. — Insérer 20 moyens arithmétiques entre 1,35 et 2,54.

399 — Insérer 4 moyens arithmétiques entre 15 et +— 50.

393. — Calculer le premier terme d’'une progression

arithmétique dont 1a raison est 2 et le douziéme terme 25,
394. — Calculer la raison d'une progression arithmétique de

50termes;sachant quele premier terme est 1 et le dernier 148.
395. — Calculer la raison d’'une progression arithmétique

dont le premicr terme est 5, le nombre des termes 20, et la

somme des termes 670.

1I. — Progressions géométriques 1,
326. — Calculer le cinquieme terme d’une progressiori
géométrique dout le premier terme est 4, et la raison 2.
397. — Trouver le huiticme terme d'une progression
géomélrique dont le premier terme est 5 et la raison 2.
328. —— Calculer le dixieme terme de la progression:
L 6ooad
=2l loE.
Bl 20
3929. — Calculer le septieme terme de la progression :

23303007 ...
330. — Calculer le huitieme terme de la progression :

il200 22 10,02 0 ..

. Certains exercices sur les progressions géométriques, notam-
ment Jos 1% 331 33q, exigent I'emploi des Jogarithmes, qui sera

exposc dans le chapitre suivant.
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331. — Calculer la somme des 6 premiers termes de la
. progression: '
’ ' : Heyrabt,
332. — Calculer la somme des 19 premiers termes de la
progression :
22,.08.18
' NG
333. — Calculer la somme des r2 premiers termes de la
progression : '
.3
2.7
) oo Egirig
334 — On raconte que linventeur du jeu des échecs

dta'rflanda comme récompense : 1 grain de blé pour la pre-
miére case de I'échiquier, 2 grains pour la seconde, 4 grains
pour la troisiéme, et ainsi de suite en doublant, toujours
jusqu’ala soixante-quatriéme case. Combiende grains de blé
aurait-il fallu lui donner pour cette soixante-quatriéme case?

335. — Insérer 3 moyens géométriques entre r et 10 ooo.
336. — Insérer 4 moyens géométriques entre 2 et 64,
337. — Insérer 7 moyens géométriques entre 1 et 2.
338. — Insérer 6 moyens géométriques enire 10 et 3
339. — Calculer le premier terme d'une progression -géo-

métrique de 8 termes dont la raison est 2 et la somme des
termes 768.

340. — On joint les milieux A’B’C’ d’un triangle ABC
dont on donne le périmétre 2p et 'aire a?;.on opére sur
,A'BfC’ comme sur ABC et sur le nouveau triangle A’B"C”
comme sur A'B'C’; et cela indéfiniment. Calculer la limite
.de %a somme des périmétres de tous ces triangles; calculer
“la limite de la somme de leurs aires. . ,

344. — Etant donnée la fraction périodiqu

0,3253253125....
on demande de I'écrire sous la forme d'une progression

, PP . I
éométr — i
g trique de raison 1005" de faire la somme des n pre-

miers termes de cette progression et d’examiner ce que
devient cette somme lorsque n augmente indéfiniment.
342. — Méme question pour les fractions :

0,303430343034.....
0,256317317317.....



346 ALGEBRE

343. — Soient ABC un triangle, AH la perpendiculaire
abaissée de A sur BC, H;K, la perpendiculaire abaissée de

Hy sur AC, K, Hs la perpendiculaire abaissée de Ky sur BC, .

HsKy la perpendiculaire abaissée de H, sur AC, etc. Calculer
la somme de ces perpendiculaires aprés n opérations. Que
devient-elle lorsque n augmente indéfiniment? On fera.le
calcul en supposant le triangle équilatéral et son cdté a égal
a 2; on prendra successivement n =4, n==10, 2 ==1 000,
n=—1 000 000. !

344. — Dans un cercle de rayon R on inscrit un triangle
équilatéral; dans ce triangle on inscrit un cercle, puis dans
ce cercle un nouveau triangle équilatéral, et ainsi de suite
indéfiniment, :

On demande de: calculer la somme des surfaces des

triangles, la somme des périmétres des triangles. Applica—‘

tion : R==1m,

3453, — On a des objets cylindriques égaux (morceaux de
hois, tuyaux en terre cuite, etc.) que l'on .empile de la
maniére suivante. On en place d’abord un certain nombre 2
¢dté les uns des autres sur un plan horizontal, puis on
forme une seconde couche horizontale en mettant les objets
dans les intervalles qui se trouvent entre ceux de la pre-
miére, et ainsi de suite, de sorte que chaque couche hori-

zontale renferme un objet de moins que la précédente,

Combien y a-t-il d’objets dans la pile, sachant qu'il y a
12 couches horizontales et que la couche supéricure ren-
ferme 42 objets? ’

346. — On a des objets sphériques égaux; on le§ dispose
tout d'abord dans un plan horizontal en forme de triangle
équilatéral, en en placant 5 sur une ligne, puis 4 sur une
ligne paralléle, de maniére que chacun touche deux des pré-
cédents, puis 3 sur une nouvelle ligne paralléle, puis 2, puis

1. On pose ensuite des objets sur les précédents, de maniére .

que chacun d’eux repose sur 3 des précédents; on obtient
ainsi- un nouveau triangle équilatéral dont chaque c6té ren-

ferme 4 objets au lieu de 5 et 'on continue de méme jusqu’a.

cc que on ait terminé la pyramide triangulaire par un objet
unique placé au sommet. Quel sera le nombre total d’objets
employés? Quel serait-il si le c6té du triangle de base ren-
fcrmait 45 objets?

CHAPITRE XVII

LOGARITHMES

/

198. — Définition.
.(_,onsldérons deux progressions croissantes, 1'une
arithmétique commengant par zéro, lautr

) e géomé-
trique commengant par 1 :

. s1 1'on désigne par r la
raison de la progression arithmétique et par ¢ la
ralso : i 6 5t

| n de .la progression géométrique, ces deux
progressions peuvent s’écrire :
o.r .ar,3r .‘!./'

2 . 3.y
/A L gr.

‘oo

wlligly

'On divt que chaque terme de la progression
arithmétique est le logarithme du terme de méme
rang de la progression geéométrique. Ainsi :

3r est le logarithme de ¢,
4r est le logarithme de g%,
nr est le logarithme de ¢,

L’ensemble des deux progressions constitue un
systéme de logarithmes. La seule condition a réaliser
pour COll'StitLlel‘ un systeme de logarithmes est que la
progression arithmeétique commence par zéro et que
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. , L s e,
la prog.ressmn gaometmqug commence par luxl;te,
on en tire les remarques sulvantes :

Remarque 1. — 1l existe une infinité de systemes -

de logarithmes puisque la raison de chacune des
progressions est arbitraire. '
Dans le systeme sulvant :

S o.r.2 .3 L4 05 L

122 a2 adabad |

lie logarithme de 2° ou 8 est 3.
Dans le systeme :

0.3.6 .9 .12
1212 2% 2

o 7|

-iv

le logarithme de 23 ou 8 est g.

Nous étudierons plus loin tout particulierement
les propriétés du systeme de logarithmes suivant :

oO. 1 ,2 3 ./} )
I

eole

t10 102 103 D 10Y 108 L.

.

que I'on appelle systéeme des logarithmes vulgaires ou

logarithmes décimaux, ou encore logarithmes de -

Briggs *.

- Remarque 2. — On appelle base d’un systeme de
logarithmes le nombre dont le logarithme est égal
a l'unité.

Ainsi, dans le premier systtme que nous avons

écrit, la base est 2; dans le systeme des logarithmes-

)
vulgaires ou décimaux, la base est 10.
On peut remarguer que, par définition, le loga-

1. L'invention des logarithmes est due & Neper, baron écossais

(1550 & 1617). Briggs, son contemporain et ami, professeur de

© mathématiques & Londres, publia en 1624 les premiéres tables de .

/ . .
logarithmes vulgaires.
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1 381228, ° - 0 loga

l‘lthm‘eS, - LC 5/
1 era S

O-r2r o 3e ke np
| ﬁI191(12:93:...(]’1:....([".
nous permet d’énonec 16
qunble” er cette propriété remar-
Ch i
rithn:}ue terme de l’a progression géométrique a pour loga-
o un nombre égal au produit de son exposant par la
aison de la progression arithmétique.
On éerit :
log ¢ =— nr,

ce q ui s'e’nonce ogarithr é
et_t | t?authme de gn gale nr.
bhcr é.e,l € mar(lque lmportante nous permettra d’e"ta-
Isement les pl‘OpP. sté nti
i 1etes esse
it o, ’clelles des Ioga—

Lon . Kot e
99- — Extension de la définition des logarithmes

Dva \ , <, .
aprés la définition des logarithmes Is 1
ternies de la pro 1 ométriq amentals
progression geometrique fondamentale

ont - 1 insi
1 des logauthmes: Ainsi dans le systeme des
ogarithmes Vulgaires : ’

O.1 .9 .3 .4

'—‘1-10:102:103:104

ool

les [)I'SSE) Cces 1 -
i 1 ul _\/11 : de 10 duraient SCUICS deS loga
So { 3t ]
‘1 tllne I\ [alS on a eiendu 13 notion de loo"lril'llllles
a tOUS les nomble d .e “l e ‘-
L R} Supel‘l urs a 1 de la facon Sul'

vante : ) .
deux t Supposons que l'on insere moyens entre
X lermes consécutifs ¢m et gn+ 1 -

g™ et g" : .
q de la progression

éométri ’ ¢
geomelrique et le méme nombre de moyens entre
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les termes correspondants 77 et (n ~{— x)‘r de la pro-
gression‘hrithmétique, on forme ainsi deux pro-
ressions continues constituant un systeme de loga-
rithmes dans 1eqliel les logarithmes des termeAs dc
la progression géométruwe donnee’ sont.lebr mémes
que dans le premier systeme et qui contient cepen-
dant beaucoup plus de nombres gyant des loga-
-rithmes. : o -
‘On démontre que lon peut 1nsérer entre les
termes de la progression géométljul’ue un non{bre’
de moyens sulfisant pour que 1a_dlfferen,ce de (?1.)\
termes consécutifs soit aussi petite que lon voudra.
Ceci posé, soit N un nombre q,uelconque Sllpelj{l(il]llt-
a 1, ow bien ce nombre est l'un des termes Lle ‘ a
progression géométrique et, dans ce cas,fson oga-
rithme est immédiatement connu; ou bien N ne
figure pas dans la progression et, dans.ce cas, on
insere un certain nombre de moyens sufﬁsa.nt ])01’1'1'
que N soit un des moyens insérés, ou (%;1 moins qu 1.1
soit si voisin de I'un de ces moyens ¢ " pour qu on
puisse pratiquenient le confondre‘ avec lul et;h?ren-
dre pour logarithme de N le logarlthr'ne de g )
On aurait pu faire observer plus' s;lmplemeélt clu(,‘
dans un systeme de 1ogar1thmes, si lon pl"e}I)lﬂ.pO"L\u
r un nombre tres petit et pour ¢ un nombre tres

voisin de 1, les termes consécutils des deux pro-
7 3

gressions different trés peu, de telle. maniére qg;e
tout nombre peut, avee une appxpxnnatlon slu, 1-
sante. étre considéré comme compris dans ces deux
« ) . v

progressions. '

M M ~ '\ o ‘0,
sel : and ogavilhmes vulgaires ¢
1. Nous préciserons €n étudiant les log

ar logari ¢ 5... n décimales.
qu'il faut entendre put logarithmes u 2, 3, 4,

-
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200. — Logarithmes des nombres inférieurs a 1.

On a étendu encore la notion de logarithmes aux
nombres inférieurs a 1 en supposant prolongées

vers la gauche les progressions du systeme de loga-
rithmes :

. — 3P s —a2r . — L 0. 2r 3L 4 nr
I 1 1 .
. . 2. . 3 . 4 n
G =5 — it gt g
q q q

. . . I .
Ainsi le logarithme de(—2 est— 2r; le logarithme

.

de 9—15 est — 3r; le logarithme de ;; est—nr.
Ce qui permet d’énoncer la remarque suivante.
Remarque. — Tous les nombres positifs ont des loga-
rithmes dans un systéme donné; ces logarithmes sont
positifs si le nombre considéré est supérieur a 1; ils sont
négatifs si le nombre est inférieur a 1. Les nombres néga-
tifs n’ont pas de logarithmes.

I. — PROPRIETES GENERALES
DES LOGARITHMES

Nous allons établir des propriétés qui appur-
tlennent indifféremment a tous les systéemes de
logarithmes; nous établirons dans une partie spé-'
ciale les propriétés particulieres des logarithmes
vulgaires. -

Théorémeé 1..
Le logarithme d'un produit est égal a la somme des
logarithmes des facteurs.

Soient, en effet, les deux nombres A et B. Sir ¢t
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1501 u me de logarithmes
q sont les deux raisons d systp e

: 1mé la
employé, A et B peuvent dtre exprimeés sous
forme :

~etlona: : .
10g A—kr 1ogB = k'r.

D’autre part, le produit :
AB = gk>< gF =g H.

Or ¢+ a pour logarithme (k 4 &) 7, ce que lon.
peut exprimer en écrivant : .
log AB = (k- &')r.
Or, on a: ,
: (k — K Yr = kr += K'r

cest-a-dire : '
log AB=1log A -+ log B. |
On généraliserait aisément cette proprlété au cas
d’un produit de plusieurs facteurs.
Ainsi : :
log 3x Ri—=log 3 4 logm—+ log R + log /.
O .
Théoréme. 2. ’ ’
Le logarithme d’une puissance d'un nomlire est ig(ia(le
au logarithme de ce nombre multiplié par l'exposan
la puissance.
log Ar—log A><n=—nlog A.
En effet; A” est un produit de n facteurs egaux
’ .
aA: N
An— A< A>A .. ><
1_______,‘\/‘--¢

n

PROPRIETES GENERALES DES LOGARITHMES
le théoreme précédent permet d’écrive :

log A"=log A +log A ..... ~+log A.

TN
: n
log Am—=log A ><Xn—=nlog Al
Ainsi :
log 3" =51log3
“log Rf=a2logR
log 4 R*=log 4 -+1log n + 2 log R.

Théoréme 3.

Le logarithme du quotient de deux nombres est égal au
~ logarithme du dividende moins le logarithme du diviseur.

log%:bgA — log B.

On pourrait obtenir ce théoréme comme consé-
quence du théoreme 1; I'on peut aussi en donner
unc démonstration directe. Dans le systeme . de
logarithmes considéré, on peut écrive :

A =" B—=¢"
A (/k

— e =k
B =1 ik

Or ¢* =% a pour logarithme (k—£4") »
et :

(f—K)r = kr — Kr;

st l'on remarque que Ar est le logarithme de ¢

ou A, et &' le logarithme de ¢* ou B, on a :

log % = log A —log B.

1. Il est préférable d’employer la forme 7 log A car Iexpression
log A > n pourrait amener des confusions, on pourrait croire
parfois que cela veut dire log (A >< n), ce qui est tout différent.

Boust ¢t Rover. — Algibre. Licoles normales 23

pres
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Ainsi
‘)‘ | .
log 3 :1og2—log3
2
a  __ ,lona—2logR
]og e _zloga g
—~ 12 i - o a.
‘1\/'zlogn—i—zlogR—{—logh-—logz loga

log =
Théoréme 4.

Le logarithme dune
logarithme de cé nombre

racine d'un nombre est égal au
divisé par lindice de la racine.

n—= 10gA___I_
log yA==" ._nlogA

n

45 : acl ¢ de A, on
En effet, désignons par @ la racine n ,

a par définition :

A=—=ad"
log A=loga®=n log @
log A
loga = —,

e .
ce ([Ul S (L\Pllfll() aussil

log VA= - log A
Alnst :
log 15 falog 15
log V7 = .Iglog 9
loo \ mla ,__% (log = -+ log R+ log a).

Remarque. -
mettent d’écrre Vewp
formule donnée.

_ Les théoremes précédents 11,;)61— .
' arithmi d’une
ressian logarithmigue
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Si l'on donne :~
3> V0,75 > 13°
o x = ————
-/ 1
235 > YT
) 7
on a: '
I o ~
logz =log 3 +log = + =(log 0,75 + 5 log 13)
— I log 23 —2log 76
— > (log 23 — 2 log 76).
201. — Remarque importante : avantages des loga-

rithmes.

Remarquons que les opérations sur les nombres,

si on les rameéne aux opérations sur les logarithmes,

sont ramenées a des opérations d’un ordre moins
élevé :
une multiplication est remplacée par une addition;
une élépation a une puissance esl remplacée par
une multiplication ; ‘
une division est remplacée par une soustraction;
une extraction de racine est 1‘em‘placée par une
division. : o '
S’il était possible d’obtenir rapidement le loga-
rithme d’un nombre donné, et inversement d’obte-
nir le nombre dont le logarithme est donné, toutes
les o'pe’ra‘tions seraient diminuées de difficulté
grace aux logarithmes. Nous allons voir comment
les - tables de logarithmmes remplissent ce role,
lorsque. 'on connait les regles permettant de les
utiliser.
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II. - LOGAR!THMES VULGAIRES OU DECIMAUX

“Le systeme des logarithmes vulgaires, a base 10,
est le sulvant :

oL 1.2 . 3. 4 ...
- g0t 10 s 10° 5 10f . 1o,

Propriété fondamentale : les puissances de 40 ont pour
logarithme leur exposant.
log 10*==2
log 10" =14
log ro"=n.
202, — Caractéristique : partie décimaie d’un loga-
rithme.

Les p\iissauces de 10 sont les seuls nombres
ayant pour 1ogar1thmes des nombres entiers. Si
l'on insere des moyens comme i1 ’a été indiqué

lus haut, ct que I'on prenne pour logarithmes des
nombres compris entre ces puissances de 10 les
termes des nouvelles progressions arithmétiques
qui leur correspondent, on ne peut donc obtenir
-ciue des nombres décimauz; les logarithmes des
nombres autres que les puissances de 1o sont donc
des nombres décimaux comprenant une partie
entiere que l'on appelle caractéristique et une partie

décimale.

En réalité, D'insertion de moyens entre-les puis-
sances de 10 ne donne que des nombres incommen-
surables : soient ¢"

successils et solent kr et (k -+ 1)r leurs loga-

vithmes; si un nombre proposé A est compris entre-

et ¢! deux de ces termes '
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k ket . .
q* et gﬁL , on-dira que le logarithme de A est
compris entre kr et (k-4 1)r. Si l'on suppose que
le nombre de moyens insérés soit trés grand et
que kr et (k- 1)r soient deux nombres décimaux
tels que : '
3,75 234 135
et :
3,75 234 423

ayant 5 décimales communes, on dit que 3,75234
est le logarithme de A & 5 décimales. Nous nous ser-

virons exclusivement de ces logarithmes a 5 ‘déci-
males?. |

203. — Recherche du logarithme d’un nombre.

Cette recherche se fuit en deux temps : 1° recher-
cl?e.de la caractéristique; 2° recherche de la partie
décimale.

.’I. Recherche de la caractéristique. — 1° Cafactéris—
tiques positives des logarithmes des nombres supérieurs

A

Ia P i 3 '
I apour logarzlthme zéro, tous les nombres supé-
rieurs a 1 on i 1tif ]
: t des loga.rlthmes positifs. On voit
?ue ‘els nombres compris entre 1 et 1o ont leurs
ogarl i e 0 et 1, ristt
garithmes compris entre o et 1, la caracteristique

| est zéro; les nombres compris entre 1o et 100 ont

N x;gg&i nlnsls?;ons?as sur ce fait qu'on peut appliquer & ces
g es approchés les régles de calcul des logarithmes défi-
nis par le systéme des progressions. Il suffit de savoir ’ ue les
calculs comportent de ce fait des erreurs qui portent seucllemen(
sur I'e.t derniére décimale et sont par suile négligeables dans les
questions usuelles. Pour les calculs de haute pré(gision par
exer'nI.)le en astronomie, on emploie des logarithmes a phy\s de
5 décimales, de manitre & avoir toujours le nombre de décimales
exactes que comporte la nature de la question.
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lenrs logarithmes compris entre 1 et 2, la caracté-
ristique est 1, on verrait de méme que les nombres
compris entre 100 et 1000 ont pour caractéris-
'l:1que 2, el d’une maniere générale que les nombres
compris entre 10" et Io’“rl ont pour caractéris-
tique 7. Si Pon remarque que 10" cst le plus petit
nombre de -+ 1 chiffres et 10"t'le plus petit
nombre de n + 2 chiffres, on voit que les nombres
qul ont n pour caractemsuques sont les nombres
de n-4 1 chiffres a leur partie entiere, d’ou la
regle.

Regle. — La caractéristique positive du logarithme
d’'un nombre supérieur a 1 contient autant d'unités qu’il y
a de chiffres moins un a la partie entiére de ce nombre.

On aurait pu établir cette regle par la démons-

tration suivante : soit A un nombrve -de 3 chilfres, 1l

est Compris entre 100 el 1000,0n a:
100 < A < 1000
eu
102 < A < 108
les logarithmes sont dans le méme ordre de gran-
deur que les nombres :

log 10* < log A << locrm
9 logA

le log A étant compris entre 2 et 3a=x pour carac-
téristique.
Ainsi

(oo}
|

[ES NSRS, |

~ O

LTSN B
(R4

2¢ Caractéristiques négatives des logarithmes de.
nombres inférieurs a 4.
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Les 1oga1~ithmes des nombres inflérieurs a r sont
des nombres négatifs. Les nombres compris entre

X ) .
— et 1 ont leurs logarlthmes compris entre — 1
10 : !

. 1 1
et o; les nombres compris entre 05 et o ont leurs

logarithmes compris entre —2 et — 1, etc.

Dans la- pratique, on n’emploie pas ces loga-
rithmes sous la forme de nombres négatils, on les
écrit de telle sorte que la caractéristique seule soit
négative, la partie décimale étant toujours positive. Soit,
par exemple, le logarithme

—2,71438
on peut I'écrive

— 2 —0,71438

ou encore, en ajoutant d'une part —1 .et d’autre

part -1

— 3+ (1 —0,71438)
— 3~ 0,28562.

Cette derniere forme est notée comme suit :
- 328562

le signe — est placé sur la caractéristique pour
bien marquer qu'elle seule est négative.

Cette forme du logarithme d’un nombre s’obtient
aisément grice a quelques remarques qu’un exemple
nous permettra de préciser.

Soit a rechercher le logarithme du nombre

0,00341; nous pouvons écrire :

3.4

1 000

0,00341 =
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Done’
log 0,00341 =1log 3,41 — log 1 voo
— 10g 341 —3

ov, 3,41 étant compris entre 1 et 10, son logarithme
a pour caractéristique zéro, on obtient, en consul-
tail les tables :

log 3,41 = 0,53275
on peul écrire par suite :

loo 0,0034: = 0,h3275 — 3
bl ) > /
ou encore :

[®8)]
O
[
[~
~a
(24

)
en utilisant la notation indiquée plus haut, et qui
signifie

— 3+ 0,532795
la partie décimale étant positive.

Remarquons qu'un nombre inférieur a 1 étant
donnd, la puissance de 1o par laquelle il faut mul-
tiplicr ce nombre pour obtenir un nombre compris
entre 1 et 10, a pour exposant le rang du premier
chiffre significatif de ce nombre aprés la virgule; or
Uexposant de cette puissance de 10 est précisé-
ment la caractéristique négative du logarithme de
ce nombre, d’ot la regle.

Reégle, -— La caractéristique négative du logarithme
d’un nombre inférieur a 1 renferme un nombre d'unités
€gal au rang du premier chiffre significatif de ce nombre
aprés la virgule.

Ainsi :

log 0,74

Nl w] =

log 0,00654 =

log 0,00
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- Recherche de la partie décimale. — Tables‘ de
logarlthmes. — Le théoréme suivant permet de -
simplifier cette recherche.

Théoréme. ‘
On ne modifie pas la partie décimale du logarithme
d’'un nombre en multipliant ce nombre par une puissance

‘de 10, la caractéristique seule est augmentée de Pexpo-

sant de cette puissance.
Soit en effet un nombre A tel que I'on ait :

log A == 2,74248.
51 'on multiplie A par 10°, on obtient :

log (A >< 10 )=log A +4-log 10°
loo (A>< 10°) =log A -5

or 5 exposant de la puissance de 10 est un entier
dont 'addition au Iogamthme de A ne modifie pas
la partie décimale :

log (A >< 10%) — 7,7424—8.
204 . — Conséquence.

Les logarithmes de deux nombres composés des mémes

chiffres significatifs se succédant dans le méme ordre

ont méme partie décimale, ils ne diffdrent que par la

- caractéristique.

Ainsi les Iogarithmes des nombres :
3,745 37,45

ont méme partie décimale (1

oW

7 4005 0,0374
eu

irs caractéristiques sont

" respectivement o, 1, 4, 2).

'205. — Tables de logarithmes a 5 décimales.

La caractéristique du logarithme d’un nombre
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s’écrit rapidement a'la vue de ce nombre : quant
a la partie décimale, elle est contenue dans des tables
de logarithmes; nous indiquerons I'nsage des tables
a 5 décimales en prenant comme exemple les tables
a b décimales d’apres J. de Lalande, par J. Dupuis .

Pour trouver la partie décimale du logarithme
d’un nombre, on ne s’occupe ni de la virgule sile
nombre est décimal, ni des zéros qu'un nombre
entier peut avoir a sa droite; on prend le nombre
compris entre les chiflres significatifs extrémes
avec ces chiffres. Ainsi

O g @g—\.;_\ww

pour 0,704 ,  on prendra 704
pour 35000,  on prendra 35
pour 0,0037405 on prendra 37 405.

Nous diviserons done notre recherche en trois cas.
Premier cas. — Nombres de 1 a 100. — Une table
spéciale donune par simple lecture, en regard du
nombre, la partie décimale de son logarithme.
Ainsi, dauns le tableau ci-contre (page 363), on
voit immédiatement que les parties décimales sont

Lxtrai es fa S de garithme. L cing (2 {27 P e )
E td Table d Loa' A S @ ci dec mal aprées J, de [ ALANDE
l/ y d 5,
par J, DUPUIS (leranie Hachette et Cle) ‘

les suivantes :
Deuxieme cas.

pour 2 . . . . . . ... 30103 : . — Nombres de 100 a 10 0gg
: - artie : -+ — Le
pour 13 . . ... ... 394 gou];]S decn?nales Sont contenues dans des t'lblesc‘s
pour o6 . L g8aan. ¢ enirée dont le tableay suivant (page '3643
. cb N

montre la disposition.
Soita trouver le ]~oq
prendrons .Je nombr

Alnsi : :
arithme dg
nombre 3,827, nous

log 2 000 =13,30103
R m -7 ) |
e 3827, puis dans g premiere

log 0,02 ==2,30103 colo
S ’ ' nne des  nop .
g . 2/]1’331 4
}Og '.()60 — 2)98227 dl"ODS 382 : I'l pal‘ti 1), .lntIItUIee N) nous pren-
0g 9,6 =o0,98227. e € deécimale se tr :
o ) - louve ¢ N
7 ment de la colonne hop au croise-

1 1zontale Passant par 385 et
ale ayant en téte 7, ou plutét
I g S 7
au  croisement que les 3 derniers

de Ia colonne vertic
on ne trouve

1. Librairie Hachette et Cie,




360 ALGEBRE
vl o l1lelslallslelz]s]o
1137056 820 832| 84| 855| 867|| 879| 891| goz| 914| 926
1 937| 949} 961| 972| 984 || 996|*008| 019| *031| 043
2|57 054| 066 078| 089| 101 (| 413| 124| 136| 148| 459
3 17i| 183| 194 206| 217|| 229| 241| 252| 264 276
4| 287| 299| 310| 322| 334|| 345| 357| 368| 380} 392
5 4o3| 415] 426 438| 4hgl| 464 473] 484| 496) 507
6 519] 530| 5S42| 553| 665|| 576 588 6boo 611| 623
7 634] 646| 657] 669| 680|| 692| 03| 715| 726| 738
8 749| 761| 772| 784| 795]| 807| 818| 830| 8l 852
9 864 875| 887( 898| g10|| 921 | 933| 94L|, 995 967
380| 978| ggo|*0o1|*013[*024|[*035| *0l7| 058 ] 070| “084
1[58 0g2| 4o4| 115| 427| 138]| 14g] 164| 172 484] 195
2| 206| 218| 229| 240| 252|| 263| 274| 286| 297| 309
3 320| 331 343| 354] 365|| 377| 388| 399| 410| 422
b 433 446| 456( 467| 478 tgo| Soa| Hi2| S24| 535
5/ 546 557| 569| 580| 591 || 6oz| 614| 625| 636 647
6 659| 670 681] 692| 704{| 715 726| 737| 749] 760
7 771| 782| 794| 805| 846]| 8a7| 838| 850 861 872
8 883| 894! 906| 917| 928|| 939| 950| 961| 973| 984
9| 995|"006|*017|028| *040]||*051 | 062 | “073| 084|095
390(59 106| 418| 129| 140| 154 || 162| 173| 484} 195| 207
1 218| 229| 240| 251| 262]| 273| 284 295| 306| 348
2 32| 34o| 351| 362| 373|| 384| 395! 4oB| 417 428
3 43g| 450| 461 472| 483} 4g4| 506| S17| 528 539
b 550| 5611 572| 583| 594 || 6ob| 616| 627( 638 649
5 660| 671 682| 693| 7041| 745 726) 737| 748 759
6 770| 780] 791| 02| 843)| 824 835 846 857| 868
7 879| 8g0| 9o4| 912| 923} 934| 945 950| 966| 977
8|  988| ggg|*o10|*021|*032|[*043|*054 065|076 *086
gl60 097| 408| 119| 130 441 || 152| 163] 473 184 195
N o fil2]a]alls[el7 89

Extrait des Tables de Logarithmes a cing décimales, d’apres J. de Laraxos,
par J, Dupuis (Librairie Hachette et Cley,
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chiffres de la partie décimale, les deux premiers
étant marqués une fois pour toutes dans la colonne

- ayant en téte o afin d’abréger la table. Nous aurons

pour le nombre 3827 la partie décimale
53 286
On a donc : ,
log 3,827 = 0,58286.

On aurait de méme pour 3 gbo, en prenant pour
colonne horizontale 396 et pour colonne verticale o,
la partie décimale 59 770, d’ou :

log 0,0396 == 2,59770.

Remarque. — Certalnes rangées sont précédées
d’un astérisque. Ainsi les trois derniers chiffres du
log de 3802 s’écrivent *oor, les trois derniers
chiffres des log de 3,803, 3,804 s’écrivent respec-
tivement o013, *024, cela veut dire que les deux
premiers chiffres de la partie décimale ne doivent
pas étre ceux qu'indique la partie correspondante
de la colonne zéro, mais les deux chiffres de la
partie suivante. Ainsi :

log 3803 = 3,580¢13,

et non pas 57 013, comme on 'écrirait sans asté-
risque.
Troisiéme cas. — Nombres supérieurs a 10 000. — Soit

a trouver le logarithme dunombre 43,743 : la partie

décimale est la méme que celle du nombre 4 374,8.

On cherche la partie décimale du log de 4374
qui est 64 088, puis 'on admet la proportionnalité des
logarithmes aux nombres en opérant comme suit : la

- différence entre le log de 4374 et de 4375 ou
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différence tabulaire est 64 098—64.088% 1o. S1 pour

ane unité.la différence des logarithmes est dc 1o,
pour 0,8, la différence doit étre-10><0,8=28; la
partie décimale du logarithme cherché est done :

- 64 088 8 =064 0g6.

On dispose généralement le calcul comme il suit,
en désignant par D la différence tabulaire :-

: Pour 4 374 ‘ 64 088
D =10 Pour 0,8 10>< 0,8 8
- Pour 43 748 64 096

donc :

log 43,748 = 1,64096.
Si le nombre a ajouter au logarithme contient une
partic décimale, on la supprime en augmentant
de 1 ses unités si cette partie décimale atteint ou
dépasse 0,5.

200. — Probléme inverse. Etant donné le logarithme
d’un nombre, trouver ce nombre.

“La partie décimale renseigne sur les chiffres qui
composent ce nombre; la caractéristique indique
le nombre des chiffres de la partie entiére.

1° Le logarithme est dans la table. — 1l sulfit de
faire sur la table le chemin inverse de celui qui
aurait donné ce logarithme en partant du nombre.
Soit, par exemple :
10g.2::{,65-734.
on constate que le nombre 4543 aurait conduit a
ce logarithme, donc :

xr=0,04543

puisque la caractéristique est 2.

., . N
une différence de logarithmes de 1, elle serait =,
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2 Le logarithme n'est pas dans la table. — Solt a
trouver le nombre x tel que :

“x==12,82954

‘On cherche dans la table le logarithme le plus

voisin, ¢’est 82 gHo, puis on admet la proportionnalité
des nombres aux logarithmes en opérant comme suit :
au logarithme 82950 correspondrait le nombre

6753, le logarithme suivant est 82 956, la différence

tabulaire est donc 6; or pour une différence de log
de 6, la différence des nombres est de 1 unité pour

et pour une différence logarithmique de 82 9(5)4
—82950=4 elle est %, soit 0,66 par défaut; le
nombre est donc 6 753,66 ou 675366, donc

2 =695,366

puisque la caractéristique est 2, c'est qu’en effet

le nombre a 2 + 1 =23 chiffres a sa partie entiére.

On dispose généralement le calcul de la fagon
suivante :’

Pour 82 g50 6753
diff; tab. 6 '
diff. log. 4

Pour 4, % 0,66
Pour 82 954 - 675366

Pour 2,82954 615,366.

207. — Opérations sur les logarithmes.

Dans les calculs, les logarithmes interviennent
soit comme termes d'une addition, d’une soustrac-
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tion, soit comme facteurs d’un produit, soit comme
dividendes d’une division; nous présenterons quel-
ques remarques sur ces calculs. ,
1o Addition et multiplication. — Ces opérations
e font sans difficulté a condition de ne jamails
oublier que, dans le cas des logarithmes a caracté-
ristique négative, la partie décimale est toujours posi-
tive. ‘
Soit & additionner les logarithmes :

0,47312, 2,14103, 3,82592, 1,09119
on dispose comme suit : -
0,473 12
2,14103
3,82592
1,07119
1,51126

TLa somme des parties décimales donne 51 126
avec une retenue de 1, U'addition des caractéris-
tiques cst la sulvante :

1 —2—+3—1—1.
Soit & effectuer le produit du logarithme 5,47308

par 5, on a
;,47308><5:§,36540

le produit de la partie décimale donne 36 540 avec

une retenue de 2. On acheve en disant — 2><5
=—_—10; — 10+ 2=—28.
5% Soustraction. — Cologarithmes. — La soustrac-

tion n'est pas employée dans les calculs logarith-
miques, on la remplace par 'addition, grﬁce a la notion
de cologarithme.
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Soit a retrancher d’'un nombre A le logarithme

2,47523, du nombre a.
A—2,475523=A — 3 —0,52477
—=A-+3,52479

le nombre 3,52477 est appelé cologarithme du
nombre a dont 2,47523 est le logarithme. On voit
que le cologarithme est au sens algébrique le
nombre opposé du logarithme; on a en effet :

2,47523 - 3,52477 =o.

Ainsi se confirme la régle de la soustraction
pour retrancher un nombre, il suifit d’ajouter le nombre
opposé. '

On aurait de méme :

A ———.3,56470 = A +2,43530
ou encore : '

A —0,62803 =A 1—,37197.
Régle.

Retrancher un logarithme revient a ajouter le cologa-
rithme correspondant. Pratiquement, Ie cologarithme
s’obtient en prenant pour caractéristique la caractéris-
tique du logarithme proposé a laquelle on ajoute algébri-
quement une unité, changée de signe, et pour partie
décimale, le complément de sa partie décimale.

On sait que ce complément s’écrit rapidement en
complétant tous les -chiffres en g, sauf le dernier

chiffre s1gniﬁcatif a droite que' lon complete en 10.

Silon a:

log a =12,72450
on a : ‘
Colog @ = 1,27550.

Bonet et Rovea, — Algebre. Ecoles normales. 2%
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3° Division. -—— S1 la caractéristique est positive
ou nulle, il n’y a rien de particulier a indiquer,
¢’est une division de nombres décimaux.

Soit a diviser par 5 le logarithme 1,87578.

On écrit :
1,87558  —1—0,87558  — 5 4487548
D 5 5
1,855~8 -
’ g Lo —— 1 4 0,97516 = 1,97516

pav EXCes,

Reégle.

Pour diviser par un nombre un logarithme a caractéris-
tique négative, on ajoute a la valeur absolue de la carac-
téristique le nombre d’unités juste suffisant pour obtenir
un multiple du diviseur (ce qui revient a retrancher
ce nombre d'unités); mais il y a lieu d’ajouter ce
nombre d’unités a gauche de la partie décimale avant
detfectuer la division algébrique par le diviseur de la

somme de la nouvelle caractéristique et de la partie déci- -

male modifiée.

J171., — CALCULS LOGARITHMIQUES

"Nous allons donner-quelques exemples de calculs
logarithmiques ein vue surtout de donner aux éleves

des modeles de bonne disposition des calculs. Nous

disposerons les opérations en deux colonnes l'une
intitulée ealculs définitifs, 1'autre, calculs auxi-
liaires; 1'éleve comprendra rapidement le sens de
ces mots et avanlage de la disposition.
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Exemple 1. — CQCalculer 1a valeur de

x donnée par.
formule : par-1a

on a:

logx:z 1og 34,2 +,I§1og 3,5472

I " .
— Z (log 3,45 log 872)

On disposera les calculs comme suit :

CALGULS DEFINITIFS

CALCULS AUXILIAIRES

2 log 34,2 =3,06806

. log 34,2 = 1,53403
3 log 3,5472 == 0,18319 2 log 34,2 = 3,06806
I _ Pour log 3 547

colog 3,45 - 54 986

j (colog 3,45 A difttab. 12, o) ?
colog 872) =T1,1304, | Pouriz><o,2 )

e

log # = 12,3815 | Pour 3542 54 988

log 3,5472 = 0,54988
I
glog 3,5492 = 0,18329
T = 5 » o :
240,855, ' log 3,45 = 0,53782
log 872 = 2,052
log 3,45 + log 872 = 3,47834

P .
o ) . (_u(log 3,45 +4-1log 872) ==0,8695¢

_—

;—‘ (colog 3,45

-+ colog 872) = 1,13041

Pour 38166 2 o8
diff. tab. 18 10

10
Pour 3 : 0,55

Pour 38 176 2640 855
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Exemple 2. - Calculer le rayon du cercle inscrit a un
triangle dont les cotés sont respectivement :

a==345%32; b=420M 51,

c=1475™,95.

l.a géoméirie nous donnc la formule suivante,

dans 1aquelle V2 désigne le demi-périmetre :

MZV@—ﬂHw—MW—Q

p

dou: logr= E [log (p — a) -+ log (p — 0)

—~+ log (p — ¢) ~+ colog p]

On obtlicnl successivement :

345,32 420,51

- ]'l|7yc)

77 = 456",99

C

p= S
p—(é:
p—c=

CALCULS DEFINITIFS

; . (G — =03

log 111,67 = 2,04793
log 36,’),3: 1,55007
log 309,54 = 2,44002
Colog 456,99 == 3.34009
2 log r = 3,43951
tog r —1,71880

r = 52™.343

tra™ 6o
36m,28

2

Jog™,04.

On dispose comme suil =

CALCUILS AUXNILIAIRES

Pour 1 116
diff. tab. 39
Pour 0,7,39 >< 07

04 766

Pour 11167

Pour 3 0go
difl. tab. 14-
Pour o,4,14 >< 64

Pour 30 go4

Lo oo

EXERCICES SUR LE CHAPITRE- XVII

| Pour 4 564
diff, tab. 10
Pour 0,9,10>< 0,9

Pour 45 699

Pour 71 883
diff. tab. ¢

Pour 3, 3

Nal

log 456,99 == 2,25991 -
Colog 456,99 == 3 ;34009

Pour 71 886

EXERCICES SUR LE CHAPITRE XVlIi

1

Logarithmes. — Calculs logarithmiques.

347. — Calculer les logarithmes des nombres suivants :
32,5 " 0,309
3240 82,4
6oooo 0,008
3,02 0,00345
0,304 320000
348. — Quels ‘sont les cologarithmes des nombres précé-
dents?
349. — Calculer les logarithmes dés nombres :
7483 6,0005
0,325706 3,0002
0,0059432 541,304
3548007 D,7204
350. — Quels sont les cologarithmes des nombres précé-
dents? .
361. — Quelest le cologarithme de 100, de 10 000, de 0,001?

352. — lormer les produits par 2 et les quotients par 2
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des logarithmes suivants :

3,3!1825 1,85648
SENVEICE ) 2,85648
3,34205 3,85543
3,34205 7,32406.
'353. — Quels sont les nombres correspondant aux loga-
rithmes suivants :
- 3,420079 2,40307
h374y2 §,00703
0,43500 : 8,97792.
354. — Calculer le logarithme de n == 3,1415q.
385. — Calculer par logarithmes les expressions sui-
vantes :

2 — (0,035)* V875000

342 < 3,40 < V3,3%

3 n__
v — V33 >< Ve >< ViGhoo
(1.5.4)“ = (3.!|2)7

3 772

i [\/8593.’1ng
AP
o \/mXo,o.%(wag.

356. — Calculer laire d'un triangle dont les trois cotés
sont :
a = 318 fo, b = 457,82, ¢ =1503,10.

Oun appliquera la formule

S = \Vp(p-a) (p-0) (p-9)-

357. — Calculer la hauteur du triangle précédent tombant
sur le ¢dté a. . ! ‘
358. — Calculer dans ce méme triangle la médiane et la

bissectrice issues de l'angle A.

Les exercices du chapitre suvivant sur les problémes
d'intéréts composés et d’annuités sont des problémes d’appli-
cations des logarithmes. :

LIVRE V1
INTERETS COMPOSES. — ANNUITES

CHAPITRE XVIII

INTERETS COMPOSES. — ANNUITES

I. —- INTERETS COMPOSES

L’une des questions pratiques dans lesquelles
I'usage des logarithmes est le plus utile est le ealcul
des intéréts composés; c¢’est pourquoi 'on a l'habi-
tude de les étudier apres les logarithmes, bien que
ce soient la des théories trés dissemblables et qu’il
n’est guéz*e logique d’associer.

208. — Définition. ,

On dit qu'une somme d’argent est placée a
intéréts composés lorsque les intéréts produits par
cette somme au bout d’une période déterminée, ne
sont pas payés au créancier, mais s'ajoutent au capital
pour porter eux-mémes intéréts pendant les péribdes sui-

vantes. ;
La période au bout de laquelle les intéréts sont
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-ains) capitalisés est généralement de 6 mois ou d’un
an; nous nc nous occuperons que du cas ol elle est
d’un an.

Atnst, Pierre plete 2 Paul 10 000" & intéréts com-
posés, au taux de 5o0/o 'an : cela signifie qu’au bout
d'un an, Paul ue payera pas a Pierre les 500" d’in-
téret annuel cue doivent rapporter les 1o ooo au
taux de 50/0, mais que sa dette se trouvera tre de
10500", lesquels rapporteront des lors 5o/o d'in-
térst, c¢’est-a-dire 525" en un an; au bout de la
seconde  année, la dette de Paul sera done
10.500 4 525, cest-a-dire 11 025", lesquels rappor-
teront intérét a 5ofo, soit 551725 en un an. Au bout
de la troisieme année, la dette de Paul sera donc :
11020 351,25 =11 570,25, et ainsi de suite.

Au premier abord, il peut sembler fort naturel
~que l'inlérét non payé vienne ainsi augmenter la
dette et rapporte lui-méme intérét; il ne semble
pas qu'il y ait la un probleme essentiellement diflé-
rent de celul des intéréts simples, mais seulement
un cas particulier. Mais ce cas particulier est d’une
tres grande importance dans beaucoup de questions
pratiques; de plus, la progression tres rapide des
intéréts accumulés pendant un grand nombre
~d’années conduit a des conséquences véritablement
elfrayantes, qui ont nécessité une réglementation
'spéc'mle des préts a intéréts composés (lois sur la
preseription quinquennale des arrérages; surveil-
lance de I'Etat sur les sociétés d’assurance et de
retraites, sur le Crédit foncier, etc.). Nous verrons
cu effet que la possibilité de placements a intéréts
composés sans auncune réglementation entrainerait
des conséquences tout & fait inadmissibles.
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209. — Formule générale des intéréts composés.

Nous allons établir une formule générale répon-
dant au probleme suivant :

Probléme. — CGalculer le capital constitué au bout de’
n années par une somme de « francs placée a intéréts
composés au taux de ¢ 0/0 'an.

100’ rapportent ¢ francs par an,
la somme « rapporte par suite:

a >t

LOO

et l'intérét, ajouté aun capital, donne au bout d’un
an :

2 al|l1—+ :
a - ——=—= —_
" 100 100
Ainsi on a la régle suivante.

Régle. — Pour obtenir la valeur totale d’'une somme a
augmentée de ses intéréts, au bout d’un an, on multiplie

. t .
cette somme par le binome 1 +- 100° t étant le taux.
Nous pouvons appliquer cette méme regle a la
_ 3 . ,
somme a(z —|—m) qui se trouve placee pendant

une nouvelle année; ainsi, au bout de deux ans, le
capital constitué est donné par la formule :

t t t \?
“<‘+m><l+m>—“<‘+75>

On pourra wpphquer encore la méme reOIL et
I'on obtiendra pour la valeur du capital constltue
au bout de la troisieme année :

/ N9 R
L \" 7 AR
a(l—{—— I+ — ) =al|1 -+ —J.
100 1OV 100
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Au bout de n années, le capital deviendrait :
» t 7n
a<1 —+ ———>
100

Reégle. .

Pour avoir la valeur totale capital et intéréts d’une
somme a placée A intéréts composés pendant » années,
on multiplie cette somme a par la n¢ puissance du-binome

d’ou la regle.

1+ ﬁ, ¢t étant le taux annuel 0/0.

. . i
Remargque. — Sil’on désigne parr la fraction 100"

Cest-n-dire le revenu de 1', la formule précédente
devient :

a(x—rm

Sil’on désigne par A le capital constitué, on a la
formule générale :

‘A:a (1.%1‘)”.

210. — Problémes généraux.

Cette formule dornnant une relation entre quatre
grandeurs, A, a,r,n, permet d‘e calcule‘r l’l'me quel-
conque de ces grandeurs connaissant les trois autres;
clle contient donc la solution de quatre problemes
distincts :

Calcul du capital constitué A;

“Calcul du capital primitif a;

Calcul du temps n;

Calcul du taux, roo r.

» » )
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- L’expression logarithmique de la formule est la
sulvante :

log‘Azloga—l—n]og(; +.,-)

d’olt 'on tire successivement les formules de réso- -

" lution des trois derniers problemes :

loga:log‘A-—nlog(I —}«r).
n—logA—loga

= log(r~+7r)
log A —loga

7

log (x —(—r) —

La valeur obtenue pour n doit étre un nombre
‘entier dans les conditions posées par 1’énoncé.
Quant a la derniére formule, elle permettra
d’obtenir log (1 +- 7); on pourra aisément, en remon-
tant du logarithme au nombre, calculer 1 4 7, puis
r, puis le taux, égal a- 100 7.

211. — Applications numériques.

Probléme 1. — Une somme de 12 500f est placée a inté-
réts composés pendant 15 ans au taux de 3 0/0. Quelle est
la somme due par 'emprunteur au bout de 15 ans?

On aicl :

a—125%00; r—o,03; n—1h
On obtient :

A—: 2 500 >< (1,03)"®
ou

log A =log 12 500 + 15log 1,03
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On dispose les calculs comme il suit :

log 12 500 == 4,09691 log 1,03 =0,01284
151log 1,03 ==0,192060 0,01284
log A = 4,28951 5
6420
1284
0,19260
Pour 28 937 1 947
A — 19 476,3 | diff. tab. 22
/. .
Pour 14, s 0,63
2%
Pour 28 gb1 194 763

Le résultat cherché est 19476%.30. '

Remarque. — On voit que 'en est amené a mul-
tiplier par 15 le logarithme de 1,03; lerreur com-
mise sur ce logarithme par le fait que 1’0}1 n.éghge
les décimales. qui suivent la B*se trouve ainsi nota-
blement augmentée; aussi est-il utile pour les pro-
blemes d’intéréts composés d'avolr les valeurs tres
exactes des logarithmes du binome 1 47 pour
les valeurs du taux qui sont les plus usitées, nous
les donnons ci-dessous avec ro décimales.

=100/ 14T log (1 + )

2 1,02 0,0086001718

21 f4 1.0225 0,0006633167

l 21 1,0250 0,0107238654
2 34 1,0275 ) 0,0117318305

3 1,03 0,0128372249

304 1,0325 0,0138g00603

\ 3 1,035 0,01h9h03498
34 1,0375 0,015038105/

’ h 1,04 0,0170333393

-
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Bien entendu, on ne prendra que le nombre de
décimales nécessaires pour avoir 5 décimales
exactes aprés la multiplication; en général, 6 ou 7

~ décimales suffiront, a nioins que le temps ne soit
tres 1011g.

Probléme 2. — CGalcul du capital primitif. — Quel
est le capital qui placé a intéréts composés a 3,5 0/0 a
produit au bout de 20 ans la somme totale de 10 884f?

Il convient d’appliquer la formule :

log a —=1log A —nlog (1 + 1)

dans laquelle :

v

A—10864; n=—20; r=o0,035.

On obtient la disposition suivante :

log A =— 4,03679 | Pour 1088 0 3663
n COlOg (I -+ r‘) — ?,70 120 diff. tab. 40

log « —3,73799 Pour 0,4, 40>< 0,4 16

' ~ | Pour 10 884 03 679

log i,035 —0,01494

a =—5470¢ colog 1,035 = 1,98506

20 colog 1,035 = 1,70120

\ Pour 73 799 5450

Le capital primitivement placé était 5470'.

Probléme 3. — Calcul du temps. — Une somme de

10 000f placée a intéréts composés au taux de 4 0/0 a pro-
duit au bout d’un certain temps une somme totale de
21 911f; calculer la durée du placement.
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__log A —loga
log (v )
A==21911; a=10000; r=—o0,04.

logar gt =4,34066 | Pour 2191 34 064
colog 10 000 =4 diff. tab.

log A—loga— 0,34066 | _Fouro,r,20>0,1 2

log 1,04 —o,01503 | Pourargrr ~ 34 066

34 066 1 503
6| 20

I1 y a lieu de remarquer que la division de
log A—log « par log 1 4~ 7 donne sensiblement un
nombre entier 20; dans le cas contraire, tel qu'il est
posé, le probl‘emé est impossible.

Nous donnerons dans la suite un probleme por-
tant sur le calcul du taux; nous allons examiner une
difficulté qui se présente dans le cas tres [réquent
ot la durée de placement n’est pas un nombre
entier d’années. '

n— 20 ans.

212. — Cas ot la durée du placement n est pas un
nombre entier d’années.

Dans le cas ot la durée du placement n’est pas

un nombre entier d’années, la définition méme des

intéréts composés ne peut plus s’appliquer; il y a
lieu de formuler une convention nouvelle.

1° Convention des particuliers. — On convient,

comme cela parait logique, de capitaliser a intéréts

composés pendant le nombre entier d’années et de

placer a intéréts simples la somme ainsi constituée
. , , R )

peundant la fraction d’année qui suit. Si nous con-

servons les notations précédentes et que nous
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appelions n —}—/—)la durée du placement décomposée

en nombre entier d’années 7 et en ﬁ"actxon d’année

)
é, on voit aisément que le capital constitué au bout

- de n années est :

a(1—+ry
Puaisque 1° rapporte r francs en un an, dans la

fractiongd’année, il rapportera }ér francs et cons-

tituera ainsi un capital de <1 —{—]—3/) francs. Le
' q
capital @ (1 + 2)" placé a intéréts simples pendant

la fraction/;d’année constituera donc un capital

.

ddnné par la formule :
A=a (i (i+20)
dont I'expression logarithmique est :
log A =log « + n log ( +;)+10g(1+f; ).

Cette formule donne aisément les valeurs de A et
de @ en fonction des trois autres grandeurs; mais le
calcul du temps et du taux offre quelques difficultés
que nous croyons inutile d'aborder.. La convention
des partlcuhers bien que.logique, n’est pas 2 '1d0ptee
dans la pratique des banques ou des maisons de
crédit; on adopte une convention choisie de telle
sorte que la formule générale soit la méme que
dans le cas ou n est un nombre entier, et que, par
suite, les différents problemes solent résolus par
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une marche analogue i celle qu’on suit dans le
premier cas. »

2° Gonvention des banquiers. — Comme dans la
convention précédente, le capital primitif est placé
a intéréts composés pendant le nombre entier

d’années n; mais dans la fraction? d’année qui suit,

la période de capitalisation est changée, elle est
égale a la fraction —d’année, le mois si g=12, le
. on — :

jour si g =300, et le taux pendant cette fraction
d’année est choisi de telle sorte que 1’ de capital
produise, avec ses intéréts capitalisés d'une année,

s R . L . 1
c¢’est-a-dire au Dbout de q périodes egales au;de

I'année, précisément ce que 1f aurait produit dans

le cas ot la période était lannée,  c’est-a-dire

1 -+ r {rancs.

Sil'on désigne par /' I'intérét de 1* pendant une

période, on obtient :

(1 —§—r’)‘7: I +r
ou :
’ 1

r =T = ()T

si 'on adopte la notation des racines par expo-
sants fractionnaires. Cect posé, proposons-nous de
caleculer la somme totale produite par un capital de
a francs placé dans les conditions indiquées ci=
dessus. -

Au bout de n années, le capital constitué est :

alt -+ rjln‘
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. ) i " . .
Dans la fracuon/{? d’année qui suit, 1f rapporte

franc par période, le capital qu’il constitue au bout
de 1 période est :

(1)

le capital constitué au bout de 2 périodes est :

o (r) (1 ) = (1 1)

le capital constitué au bout de p périodes est :

| {rA=r)
ou,'si I'on remplace (1 4 /') par sa valeur en fonc-
tion de r :
i

Pk = (1)

on obtient comme capital constitué par 1f:

=

(r 477 =(x —+ r)e.

“Et pour le capital a(r 4 ry
L 2
a(1 - rm™(x —+r)g
ce qui s’écrit encore :

P
A=qax +r)n+?l.
Sil'on pose :

n’:n—i—g
.9

on obtient la formule générale :

‘A:a(l‘\—{-—l‘)n'lj

On voit que cette formule est identique a la for-

BoreL et Rover, — Algebre. Ecoles normales, 25
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mule trouvée pour le cas ol 2 est entier, mais en
remarquant que n’ peut étre une expression frac-
tionnaire. :

En résumé, si 'on adopte la convention des ban-
quiers, la formule générale :

(A=a(r + )]

s'appligue a tous les cas; a condition de remarquer

que n peutl ¢ltre une expression {ractionnaire.

Les problemes généraux indiqués pour le cas
ou n est entier se résolvent par une marche ana-
logue dans le cas-ou n est une expression fraction-
naire.

213. — Applications numériques.

Probléme 4. — Quel est le capital constitué par une
somme de 8 600" placée a intéréts composés au taux de
30/0 pendant 5 ans 7 mois?

Dans ce cas :

a=806oo; r=—o,03; n=5H4L==>~
G
—_— - L ey - vl .
log A =log 8 Gou + > log 1,03

log 8600 = 3,0%450 tog 1,08 = o,01284

&7 0,01284 > 67

Elog 1,03 == 0,07106y ————"=—L == 0,00107 X< 67

12

- — ' 67 71
log A l..,ls,ooGlQ X‘;l‘)g 1,03 :‘0’07169

A =za0143%, Pour oo 6o4 1014
diff. tab. 43
.15
Pour 13, 3 0,34
Pour ao61g 101 434

INTERETS COMPOSLs
Probiéme & U :
 ~— UDhe somme placée 4 intéra
au taux de 3,5 0/0 pendant 412 o o aRo
une somme totale de 18 500

calculer cette g
Dans ce cas - e

3 r=0,035; p— rz+m~4457

’ | 360 7 36,

log a =1 445
S og 18 500 — Té()? log 1,035

log 18 500 =14,26 .
»20717 log 1,035 = 0,014/

001494 X< 4 45y
”3\60—_ = 0,18[197

365 c0log 1,035 — ;,81503‘

loga:A,oSzzo 445
360 colog 1,035 — 1,81503

a=13 073,60 . o
, : Pour 08 44 :
diff. tab, Sg e
Poup (2 13
h our r3, 35 0,36
Pour o8 5,0 120 736
Probléme 6, _ Calcul |

er la durée de placement a intg-

e40/0 dun capital de i
5 600f
ale de 10 000, o aui

rets composés ay taux d
a produit une somme tot

_— log A — loga
log 1 5=»
or : ) )

A_"" 10 f— -“b
OO ° _— » - v
05 @=5600; r="o o,

——

) L 457
1. Pour calculer _3(37 colog 1
44

57
360 log 1,035 et prendre le colog de I'e
résultat sep

‘ ,035, on peut tout aussi hien cal-
culer .

’ xpression dont le
ait le logarithme, |

I

ans 4 mois 17 jours.a Produit
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JOgA:i 4 R log 5 6oo = 3,74819
Cologa:‘[_;.,:sz'ugl .

— 181 \1703
log A — log a =0,20181

log 1,0l = o0,01703

51| 1 ans g mois 13 jours
339 par defaut.
12

2 =1k ans g mois 13 jours >< 30

-
' . 25 181 5 o 1o division
La 1é o était n— - —— d’année, la divisiol
La réponse était 503

: ¢ mérateur e dé 1 X ane
a1 pres du numérateur pax le dénominateur dox

14 ans, le reste est 1 339; le quotient complété est

a2 .
(J.()Il v I/ ans —— al P (] { 1<

/ . . o
par 12 pour exprimer en mois, C& qul donne 16068

a diviser par 1703, soit g mols et un complément

de 74[3 de mois; on multiplie 741 par 30 pour
7500

exprimer en jours, ce qui donne 22 230(211 d1v1sC<13r
1 jour ) sfaut. La durée du

par 1703, soit .13‘ jours par de-ﬁutB. - _

placement est ainsl 14 ans g mois I jours.

Probleme 7. — A quel taux était placé a intéréts com-
posés un capital de 4 500¢, sachant qu'il est devenu 5 9337,25
au bout de 5 ans 8 mois?

log A — loga
log([—;—r)—%_ﬁ_r,_,_

_ . 8 2 17,
“A=—=15933,25; a=14500; n—b_{_m_g 5=

ANNUITES . 389
logA==3,7732¢ | Pour 5 933 79327
colog a = 4,3467¢ | diff. tab. 8 |

log A —loga=—=0,12008 Pour 0,25, §><0,25 2
log 1 -+r=o0,02119 | Pour 593 325 77329

log 4 500 == 3,653

1 +r=r1,06 colog 4 500 = 4,34679

taux. : o° 3
au‘(,. 5°/,. o,12008><J:O’02”9
L7
Pour 02 119 1 050
II. — ANNUITES

214 . — Définition.

On désigne sous le nom d’annuites des sommes
égales que 'on place a période fize (généralement
chaque année, ce qui explique l'usage du mot
annuité), a intéréts composés, dans le but soit de
constituer un capital, soit d’éteindre une dette.
"Nous distinguerons donc deux sortes d’annuités :

1° Les annuités pour constitution de capital;

2° Les annuités d’amortissement.

Nous ne nous occuperons que des annuités a
période d’une année.

Dans chacun de ces cas, le versement annuel
peut é&tre effectué soit au début de chaque année,

soit a la fin; 1l est d’usage cependant que les verse-

ments pour constitution de capital (assurances sur
la vie, mutuelles, caisses de retraites et de pré-
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voyance, cte.) soient effectués au début de année,
alors que les annuités d’amortissement sont versées
& la fin de l'année. Nous établirons nos formules
dans ces conditions; 1l serait aisé de les modifier
si les données d’un probleme précis 'exigeaient.

215. — Annuités pour constitution de capital.

Nous allons établir .une formule répondant au
probleme suivant. X

Probleme. — CQalculer le capital constitué par des
versements annuels de « francs pendant » années, le taux
étant ¢t ==100 r. '

“Nous allons calculer le capital constitué séparé-
ment par chacune des annuités, nous n’aurons
ensulte qu'a totaliser les résultats. Les annuités
étant versées au début de chaque année, la premiere
annuité @ reste placée pendant n années et con-
" stitue un capital égal a

a (1 —+=r)"
la deuxieéme annuité placce pendant » — 1 années
constitue un capital égal a

@ (1 it

On obtiendrait d’'une fagon analogue :

_pour la 3° annuité, un capital égal a(1 4 7)"—?
pour la 4° — — alr 4 el
pour la derniere = ali ).

Totalisons en écrivant les termes a partir de

a(1 -+ r), le capital total est le suivant :- ’
a(r—r)—a(x—+rp? a (vl a (1),

Ces termes sont en progression geometrique, 1a
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raison étant (r + ), le premier terme a(1--r) et
le nombre des termes n. Si 1'on wpphque la {or-
mule de la somme des termes :

_agh—1)
B

on obtlent :
| a ) [(x 4P — 1]

”

d’ou la formule générale :

At (x—+r) {(x 4—1')”.:‘— 1]

7

dont I'expression logarithmique est la suivante :
IogAzloga —+log (v—+rj+log (1 + r)»— 1]-+cologr.

Cette formule contient la résolution de 4 pro-
blemes : calcul du capital constitué A; calcul de
I'annuité a ; calecul du temps 7; caleul du taux 100 7.

On obtient aisément : A

log a =log A + colog (1 - r) —+-colog [(1 —+ )t — I]' o

-+ log r.
Calcul du temps. — La formule générale peut
s’écrire :
Ar_a(r—l—r)"“' a(r—r)
a(r - rptt = Al'+a(x—}—l)
d’olt :

1oga+(n‘+— 1) log (1 + r)=log [Az'~|—cz (x +r)]
et enfin .
- .__log [Ar 4 a (s —+ )] —log a
log (1 —+r)

n 4 1 étant calculé, il suffira de retrancher i pour
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obtenir n. La valeur obtenue pour n -4 1 doit étre
un nombre entier. Dans le cas contraire, on prend
pour n la valeur de la partie entitre et l'on cal-
cule le capital A" constitué dans les conditions de
I'énoncé pendant n années. On convient de dire
gqua la fin de la »° année, le capital sera complété
par un eersement complémentaire égal a A — A’

Remarque. — Dans la (ormule générale, 1l con-
vient de remarcuer que l'expression ‘

(14r-—1

n’est pas logarithmique, il conviendra de la cal-
culer tout d’abord; on pourrait caleuler (x 4 )" par
logarithmes et retrancher 1 du résultat; mais on
dispose le plus souvent de tables spéciales donnant
les puissances de (r 4 7) couramment utilisées et
pour les taux les plus usuels avec un grand nombre
de décimales (voir par exemple le tableau figurant
a la page 134 des Tables de logarithmes a 5 déci-
males, de J. Dupuis?).
On remarquera de méme que 'expression :

Ar—a(t—+r)

figurant dans le calcul de n, n'est pas non plus -

logarithmique et qu’il faut Peflectuer tout d’'abord
vour obtenir son logarithme.

Nous n’indiquons pas le calcul du taux, on n’y
arrive que par artifice grice a des tatonnements,
par essals successifs.

216..— Applications numériques.

Probléme 1. — On verse au commencement de chaque

1. Libraivie fachetle et C'e,
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gnnée une somme de 5607; quel sera le capital constitué a
intéréts composés au bout de la 20° année le taux étant
30/0? '
log A ==log a +log (x =-r) +log [(1 +r)" —1]
~+-colog »

a=560; r=—o,03; n=—20.

Calculons tout d’abord I'expression :

(t4r)"— 1 =(1,03)20 — 1,

La table spéciale dont nous avons parlé plus haut
nous donne :

_ (1,03)2* = 1,806111
B (1,03) — 1 =0,806111

“avec 6 décimales exactes.

l()g 560 = 3,74819 Pour‘l 8 061 90 639

log 1,03 —o,01284 | diff, tab. 5 ‘

log 0,806111 =71,90645 | Pour o,11,5 > 0,11 6
Colog 0,03 —1,52288 | Pour 806 111 90 645

log A =4,19036 —

log 0,9325,47712
colog 0,03 =1,52288

A =i1b501f. | _
Pour 19033 “1 550
diff. tab. 28
Pour 3, 2%3 0,1
Pour 19 036 15501

Le_ capital constitué est égal a 15501 francs.
Probléeme 2. — Quelle annuité faut-il verser chaque

année pour se constituer un capital de 20 0007 au bout de
30 ans, le taux étant 3 0/0?
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On a la formule
log a= log A colog (1 -+ ry -+ colog [([ i 1)]
' ~+logr

et: : s
A —20000; n=——30; 7=0,03.

Caleculons d’abord :
(1,03)°— 1.

La table spéciale nous donne :

(1,03)* =2, 42520
(1, 0>)3°— 1 =1,42726

On dispose ensuite les oalculs. comme sult :

B N —_— /‘
log 20 000 — 4,30103 log 1,03 __(3,01284
coloo 1,03  ==1,98716 colog 1,13 = 1,98716
g LY s
QKR .
colog “42726’“1’?4“0 Pour 1 427 15 442
o . p— )
log 0,03 =247712 | giff, tab. 31
log a = 2,61081 | Poyr 0,26,31 ><0,26 8
Pour 142 726 15 450
log 1,42726 == 0,15450
a= 408014 colog 1,42526 = 1,84550
Pour 61077 4081
diff. tab. 10
4
Powr 4, — 0.4
7 10
Pour 61 081 4 o814

L’annuité a verser est égale a 4081

Probleme 3. — Pendant combien de temps faut il verser g

une annuité de 600° pour se constituer au taux 40/0 un
capital de 300007
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La formule est la suivante :

100' {Ar—l—a ( —|= ]‘)] _ loga

no 1= log 1 4r
Calculons d’abord I’expression :
Ar—a (1 —+r)
Ar ==30 000 >< 0,04 = 1 200
a(t +r) = 6ooXx 1,04 = 624

Ar—a (1 —4r)=1824

- On dispose les calculs comme suit :

log 1 824 — 3,26102 log 600 =12,77815
colog 600=13,22185 | colog 6oo=3,22185
log [Ar - '
a(1—+r)]—loga=—n0,4828 '
| v)l]ogxiz':o,omofz - 482871703
14227 |28
n—27 années. 603

On compléterait le probleme en calculant le
capital constitué au bout de la 27° année par des
annuités de 6oo francs au taux de 4 o/o

On trouve par une marche analogue a la marche
suivie dans le probléeme 1 (mais en prenant pour
log 1,04 un grand nombre de décimales exactes)
la valem A’ de ce capital :

P — 29 390f

On convient de dire que le temps cherché est
27 ans, a condition d’ajouter encore

30 000 — 29 3g0o = G6ro francs'®

1. Ce résultat n’est pas invraisemblable bien que supérieur a
une annuité, car une annuité de Goo francs devient au bout d’'un
an 6oo >< 1,04 = 624 fr..
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au bout de cette 27° année, an capital déja produit.

217. — Annuités d’amortissement.

Le pro'bl‘eme général est le sulvant :

Probleme. — Quelle annuité a faut-il verser a la fin de
chaque année pour éteindre une dette {ou couvrir un
emprunt) I, en n années, le taux étant t =100 r? '

Le probleme se résout aisément'si l’on remarque
(ue, pour ne léser personne, le capital qu’aurait

produit la somme prétée E jusqu’au reglement
définitif, sans aucun versement ultérieur, doit étre
) 2 .

égal. au capital constitué par les annuités que
I'emprunteur a versées; le préteur aurait pu en
effet placer son capital a intéréts composés, et
empranteur constituer un capital par annuités,
de telle sorte qu’a‘la date fixée, I'avoir puisse com-
penser la dette. ’
Le capital constitué par E aurait été :
E(I +.]‘)az

puisque 'emprunt a été fait au début de la pre-
miere année. Calculons le capital[constitué par les
annuités : la premiére versée a la fin de la premiére
année porte mtéréts pendant n— 1 années et con-
stitue un capital égal a :

a(1 )Pt
la deuxieme, placée pendant 2 — 2 années, devient:

/a(l —+ 7‘)”_2

la derniere annuité versée a la fin de la n° année

ne produait rien el reste égale a a; totalisons en
commencant par la- dernicre annuité :

a4 a(t —+r)+a(r ...~ al(s +r)—1

ANNUITES

,.C’est la” somme des ter
geométrique dont le
(1 4 7) et le nomby
formule :

b
ermes d’une progression
premier terme est a, la raison
¢ des termes p!, Appliquons la

S‘:“((/n_" 1)

([~—I

on obtient -

a[(x )
: >
- la formule génér

ale cherchée est done la suivante :

B = 4 (14— 1]

—
r

3 7 M
que 'on écrit quelquefois :

E/'(‘I +rin = a[(r ~+r)r— I] .
L’expr

ession logarlthmique :

log .
0g E—{—logr+u log (« —;—r):loga —+log [(I ~+ ) 1]

donne immédiatement -

~
\

loga — log It 4= log r—-n log (1 + /~)‘

o ~+ colog [(I ~+rp— 1_[
log B — loga —+ log[(l ) — r} -+ cblogr
—+ncolog (1 - r)

Ainsi se trouvent résolus deux de

ﬂ ‘ s problem Sné-
Ainsi se 1 p es géné-
aux : ‘calcul de Iannuité; d

~calcul de l’emprunt (ou

1. ()ll 1'(3111&1‘([[1 e ‘( C t
. e en eﬂ'et uae ’ e L
, r'sque 1 S |
| va . 7 ; exposant d L . 3
' ; > 7y est
P 2 terme S, qua“d 11 est 2, il y a 3 teI‘HleS, ete ]e< nc'nr)]zre ’dels
i}

termes est supé
deornior o] 4 Texposant de (; = /) duans le

T

ricur d’une unité

397
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de la dette). Pour calculer le temps 7, on écrit :

Er(r +r)"=a(t +r)" —a .
a=a(1 —rt— Er(x —+ ry
a=— (1 - I’)"[a'— EI‘]
ou, en prenant 'expression logarithmique :
loga—=nlog(1r +r)-log [a — Er]
loga —log [a — Er]
log(1 +-r) )

n—

Cette formule ne peut donner de résultat que si.
a— Er est un nombre posmf les nombres negths
n’ayant pas de ‘logamthmes on doit done avoir :

a> Er

or Er est précisément le revenu de 1a somme empruntée.
On concoit qu’il ne puisse y avoir amortissement de
la dette que si I'annuité est supérieure a l'intérét
annuel de la dette.

La valeur trouvée pour n doit étre un nombre

entier, Dans la pratique, on prend pour n le quo--

tient entier du numérateur par le dénominateur, et
I'on compléte le probleme comme nous l'avons
indiqué dans les problemes de capitalisation; on
calcule la dette amortie par n versements, cette
dette E' est inférieure 2 E, on convient de dire que
la derniére annuité sera augmentée de E — E’.

218. — Applications numériques,

Probléme 1. — Quelle annuité faut-il verser pendant '

30 ans pour amortir un emprunt de 25 000f le taux étant
30/0?
Dans ce cas ;

E=—125000; n=30; r=—o0,03.
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Appliquons la. formule
' _ioga_—’_logEﬁ\—logr—i—nlog(r—4—7‘)—{—colog[(1+1‘)n—-1j.
Il faut tout d’abord calcaler :
» 1,03% — 1, .
La table spéciate de J. Dapuis* (p. 134) des puis-
sances de 1 -~ 7 nous donne : :

1,033 —o 427262 ‘
1,039 — { = 427262

log 25 000 =4,397594 log 1,04 =0,51090
log 0,04 = 2,60206 30 log 1,04 =0,01703
30 log 1,04 = 0,51090 —
colog 1,42726 =1,84550 Pour 1 429 t5 442
loga=3,35650 | diff. tab. 3:
Pour 0,26, 31 ><0,26 8

Pour 142 720 15 450
] log 1,42526 =0,15450
colog = 1,84550
a=2 271,90 Pour 35 622 2 291
. diff. tab. 19
18
Pour 18, — 0,9
19
Pour 35 640 22 519

L’annuité a verser est ¢gale a 2271, go.
Probleme 2. — Quelle somme peut emprunter actuel-

. lement une commune qui dispose pendant 20 ans d’une

somme annuelle de 3 800", le taux de Tintérét étant 3 0,07

~a=3800; n=—n10; r=—o,03.

1. Librairie Hachette ot Gie,
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Appliquons la formule
logE :ioga—l—log[’(l —ry— 1]-+~cologr—+— n colog(rﬂ'—/').'»
Calculons tout d’abord l'expressibﬁ :
(1 A1)t —

La table spéciale des puissances de 1+ 7 nous

donne :
1,032 ==1,806111
1,030 — 1 =0,806111

log 3 800=3,57978 | Pour 806 = 90639
log 0,806111 = 1,90640 diff. tab. 5
Lolog 0,03 = 1,322%36 pous 0,11 ‘ I
20 colog 1,03 — 1,74320 Pour 806 111 90 640

log E = 4,75226
log o, 03—12, AT
colog 0,03 =1,52288

log 1,03 =0,01284

. e
20 log 1,03 == 0,25680
20 colog 1,03 =1,70 324"
I£ =56 527 francs. o
Pour 55 220 5652
diff. tab. 8
. A |
Pour 6, 3 0,75

O

Pour 75226 56527

Lacommunepeut faireunempruntde 56527 francs’.

. I et été prétérable de pl‘endle log 0,03 avec un grand

nombre de décimales; nous laissons 2 1'éleve le soin de \e1~1ﬁer

la différence des résultats.

PR p o

s P
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Probléeme 3. — Une commune fait un emprunt de
100 000" qu’elle veut amortir par des annuités de 6 000"

" Pendant combien d’années devra-t-elle s'imposer cetie
- somme, le taux étant 3 0/0?

__loga—1log(a—Er)
o log (1 —+7r)
E —100000; a=06000; r=—o,03.

Calculons d’abord a —Er.

Er=100000><0,03 =3 000
a— Er—=0 000 — 3 000=23 ooo

log 6000 = 3,77815 | log 3 0oo=3,47712
- colog 3 000 = 4,52288 | colog 3 000 = §,52288

log a=log (¢ — Er) = 0,30103 30103 | 1284
b0 P B
log'r,oa__.-o,oleZ; 4423 | 23
n—23 ans. 5o :

-On acheveraitle probleme en calculant 'emprunt
amorti par 23 annuités de. 6 ooo francs a 3 o/o. En
suivant la méme marche qu’au probleme 2 (page 399),
on obtient pour cet emprunt :

E =98 670 francs.
‘On convient d*ajouter :
E —E’=100 000 — 98 670 = 1 330 francs.
a la derniere annuité qui sera égale a: ‘ -
6 000 + 1 330 =17 330 francs.

26

Boreu et Rover., — Algebro. Eecoles normales,
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE XVIli

Intéréts composés. — Annuités.
[ — Intéréts composés.
359. —- Quelle est la valeur acquise par une somme de

500f placée a intéréts composés pendant 8 ans au taux de
3 o/o? '

360. — Quelle somme doit-on placer & intéréts composés
au taux de 4 o/o pour obtenir 1000 00of au bout de 75 ans?
361. — Pendant combien d’annédes ‘doivent rester placés

1ooo' & intéréts composés, au taux de 4 o/o, pour que la
valeur totale, capital et intéréts, devienne égale a 1 540f?
362. — Pendant combien de temps doit rester placé un
capital de 2 000" an taux de 3 o/o pour que la somme du
capital et des intéréts accumulés atleigne 5 ooof?
363. — Quelle est la valeur acquise par une somme de

12 000! placée pendant 6 ans 8 mois & intéréls composés:an

1 ;
taux de 3 - o/o?
°)

364. — Une somme de 50 ooof placée & intéréts composés

©

pendant 8§ ans 3 mois a produit, capital et intéréts, 700000;

a quel taux était-clle placde?

365. — Au bout de combien de temps une somme placée
a intéréts composés a 5 o/o est-elle doublée?

366. — Au bout de combien de iemps une somme placée
a intéréls composés & 3 o/o est-elle doublée?

367. — En combien de temps une somme placée & 3 o/o
triple-t-clle de valeur?

.368. — Quelle est la somme produite par 1! placé a inté-
réts composés & 3 o/o pendant 1 000 ans? '

369. — Lecs héritiers d’'un fournisseur de la cour de

Louis XIV réclament une somme de 234f qui leur serait due
depuis le 15 février 1675 avec les intéréts composés a 4 0/0
depuis cetie dale. Quelle somme aurait di leur payer le
gouvernerment francais le 15 février 1908 si leur réclamation
avait été admise? :

"(Nous donnons ces denx exercices pour bien montrer la
progression cllrayante des intéréts accumulés.) -
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370. — Une personne a 8550 ala Caisse d’épar
Au bout de combien d’anndes le livret ser
1 500f, le taux étant 2,5 o/o?

-37. — Un pére de famille place sur la téte de son fils &
sa naissance, dans une assurance dotale, une somme de
10 oool. Quel sera l'avoir total du fils a sa majorité, les
Inléréls composés étant calculds i 3 ofo?

372. — Un pére de famille veut assurer une dot de 30 ooof
a sa fille 4 'age de 20 ans, quelle somme doit-il placer a sa
naissance & intéréts composés pour oblenir cette capitalisa-

gne postale.
a-t-il complet a

tion, le taux étant 3 . o/o?
: 2

II. — Annuités pour constitution de capital.

373. — Un fumeur dépense en moyenne 1
en tabac; quelle somme aurait-il obtenue en déposant chaque
année ce qu'il dépense en tabac dans une caisse de crédit
servant les intéréts COmposés a 40/o, depuis l'age de 18 ans
ou il a pris cette habitude, jusqua I'age de 55 ans?

374. — Un pére de famille place chaque an
téte de son enfant dans une caisse de dot
et cela depuis la naissance de I'enfant;
constitué a 21 ans? ‘ .
, 375, — Quelle annuité faut-il verser de 20 ans & 55 ans”’
pour sc constituer & cet dge un capital de 50 000f?

376. — Pendant combijen d’années faut-il verser une
.ann'uité de 300! pour se constituer un capital de 10000f, les’
ntéréts composés étant calculés i 3 o/o?

377. — Quel avoir se serait constitué
dépense en moyenne 1f 25 par jour au c:
misé cet argent et Davait déposé ch
caissc de prévoyance, depuis I’
le taux étant 4 o/0?

80 par semaine

année 3oof sur la
ation de la jeunesse
quel sera le capital

un  buveur qui
afé, s’il avait écono-
aque année dans une
dge de 20 ans jusqu’a 50 ans,

1I1. — Annuités d’amortissement.

378. — Une commune a emprunté 50 0oof 4 3 0/0. Elle se
propose de rembourser cette somme en 30 ans au moyen
d'annuités égales. Quelle sera la valeur de l'annuité?

X _%79{. — Une commune dispose d’une somme anunuelle de
2 790" pendant 15 ans. Quel emprunt peut-elle contracter
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" . . ;
aujourd’hui, de facon a ce que les annuités de 3750f I'amor
) H
. )
tissent en 15 ans? » o ‘
380 "Une commune emprunte 32 500f au Crédit foncier
i A H ) o
our la conslruction d'un groupe scolaire, et elle 'Sengage
' I‘n;:rembour‘ser cetle somme en 30 payements €gaux et annuels.
e .
-On demande : 4 R
10 Quel sera le montant de chaque versement, si l'intérét
“est calculé au taux de 3,25 o/o. ' o N
29 Quel est le nombre de centimes extraordinaires que
1 ici ; al : épense
Conseil municipal devra voter pour faire fz:ce a cette dép
“ annuelle, si le centime communal vaut 200f. “
: } 1 va
381. — Une commune emprunte 150 0oof pour des traUités
iri i ann
de voirie, elle veut amortir cet empru.nt par'des e
de 12 000f. Pour combien dannees’_dcilt-f:lle 1;155cr, A
annuité i son budget, le taux de lintérét étant 3, c')of, .
382. — Un fermier emprunte 25000f au Crédit fonci ’
iri mm
pour lachat de prairies et de troupeaux. Quelle 350ansp
. . T . , N . n 30 7
doit-il verser chaque année pour amortir sa dette e

LI1VRE VII
PARTIE COMPLEMENTAIRE

| -

CHAPITRE XIX

NOTIONS
SUR LA REPRESENTATION GRAPHIQUE

21Q. — Graphique de la température.

Supposons que nous désirions nous rendre
compte de la température quil fait pendant une
aprés-midi du mois d’aotit, sur la terrasse d’une
maison de campagne. Que ferons-nous ? Nous y pla-
cerons un thermometre, supposé exact, et de temps
en temps nous noterons la température qu’il

indique (exprimée en degrés centigrades, si le ther-

mometre est un thermomeétre centigrade). Si nous
supposons que nous faisons notre relevé d’heure en

eure, nous inscrivons-ainsi sur notre carnet les
observations suivantes :
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Midi. ... .. 20° R £
| S 1) L 17°
a's .. ... 20006 9" . . . ... 1695
3h. L. 20 L
.. ... . 29b S AN € R
Bl T 24° minwit, . ... 15°
[CL - § 8

La lecture de ces observations permet de se
rendre compte de la variation de la.température;
on peut, en les examinant avec attention, volir, par
exemple, que c’est a 2" que la température a été la
plus élevée, qu'elle a peu diminué entre 2" et 4",
mais qu elle a diminué bien plus entre 4" et 5" et

i

B/E\\D E
A_—T l
1
i

' L. 1 et
/S . | _ el
Midi 1h eh 3h ghoshogh 9" gt gh ot i Minuit

surtout entre 5" et G" et entre 6" et 5", etc. Mais .

ces diverses remarques seront mndues bien plus
disces i faire si Uon construit, #.1:ide des nombres
relevés sur le carnet, un a,r/'n/)/u(/z'? de la tempéra-
ture. — Voici ce que on entend par la.

NOTIONS SUR LA REPRESENTATION GRAPHIQUE v

Tragons (fig. 25)} une ligne horizontale sur
laquelle nous marquerons des points équidistants,
ui correspondront aux heures successives : midi,
i, 2" etc., jusqu’a minuit. En chacun de ces points -
¢levons une perpendiculaire sur laquelle nous pren-
drons une longueur proportionnelle a la tempéra-
ture observée a I'heure indiquée. Par exemple, si
nous convenons de représenter 1° par 2™, la per-
pendiculaire élevée au point marqué midi aura pour
longueur 25> 2="50""; la perpendiculaire éle-
vée au point marqué 1" aura pour longueur

206 >< 2 ="52"", etc. Nous obtenons ainsi une suite

de points ABCDE...; nous joindrons chacun d’eux
au suivant par une droite et nous obtiendrons ainsi
une ligne brisée que l'on appelle craphique de la
température. 11 suffit de jeter un coup d’ceil sur
cette ligne pour se rendré compte de la maniere
dont a varié la température pendant I'aprés-midi.
On voit que C est le point le plus élevé; c’est donc
a 2" qu'il a fait le plus chaud; les points D et E
sont presque aussi élevés que C; la température a
donc peu décru entre 2" et 3" et cutre 3" et 4". Au
contraire les droites FG et GH sont bien plus incli-
nées, entre 5" et 6°, 6" et 7%, il y.a donc eu une
grande variation, une chute de témpérature assez
brusque etc. Tout cela apparait a la seule mspec—
tion du graphique, bien plus simplement qu’a la
lecture des nombres mscrits sur le carnet.

Nous avons supposé que, pour obtenir le gra-
phique, on a observé la température d’heure en
heure; il est clair que l'on obtiendrait un graphique
plus exact eu lobservant tous les quarts d’heure,
toutes les b muinutes; toutes les minutes. On aurait
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ainsi un nombre de points bien plus grand; la ligne

briséc aurait un plus grand nombre de c6tés et ses

angles seraient tous trés rapprochés de 180°.

L]

Migi R 20 3 40 5 67 1 80 g0 100 nh Minuit

Fig. 27.

On a imaginé des thermometres, dits thermo-
metres enregistreurs (ﬁg. 20) et qui, au moyen d’un

,
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mecamsme que nous n’avons pas a décrire ici, mar-
quent. a chaque instant sur une feuille de papier
convenablement dlsposce le point A qui 1‘ep1°esente
la température a cet instant. La feuille de papier est
d’ailleurs entrainée par un mouvement d’ horlogel‘le,
de telle maniére qu’a midi, ¢’est le point A qui est
‘marqué, a 1" ¢’est le point B, a 2" le point C, et a
chaque instant le point correspondant a cet instant.

T RCTTRT 3003 L AUTAT CATRCRITE
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Fig. 28.

La bande de papier figurée correspond 3 une semaine; les arcs de cercle de
grand rayon correspondent a des intervalles de 2 heures; les arcs de cercle
correspondant & midi et & minuit sont marqués d'un trait fort et ceux qui
correspondent & 6 heures du matin ou du soir, d'un trait moyennement fort, -
Pour plus de simplicité, on n'a (iguré que ceux-la sur la fig. 26 représentant
Je thermometre en train de fonctionner,

L’ensemble de ces points forme une courbe con-
tinue (fig. 27) qui fournit la représentation gra-
phique complete des variations de la température.

En fait les thermometres enregistreurs donnent
une courbe un peu différente de celle que nous
venons de figurer; les perpendiculaires que nous
avons figurées sont remplacées, par suite de la dis-
position de 'appareil, par des arcs de cercle d’assez
grand rayon; on obtient ainsi une courbe telle que
celle de la figure 28.

On peut résumer la marche suivie par la regle
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suivante, dans laquelle nous la PICCISODS et définis-

sons quelques térmes utiles.
Régle. — Pour représenter graphiquement les varlatlons

de la température, on trace {(fig. 29) un axe Ox sur lequel '

on représente les temps

\r/ par des longueurs propor-
A

fixe une unité de longueur
- et une unité de temps, une
origine O des abscisses, et
une origine des temps; un

0 A = alors représenté par le

' Fig. 29. point dont l'abscisse est
“égale a 1'époque de cet

instant. Par exemple, si Punité de longueur choisie est

le centimétre et l'unité de temps lheure, on représente

4v45™ par un point A tel que OA =175 Vorigine des
temps étant midi.
Geci fait, en chaque point A, on éléve une perpendiculaire

AA” alaxe des abscisses et on porte sur cette perpendicu-
< , v
laire une longueur proportionnelle a la température. Pour

cela, on fixe une unité de longueur (qui pourrait ne plus

étre la méme que tout a I’heure) et on détermine le point
" par la condition que la mesure de AA’ soit égale au

nombre qui mesure la température avec P'unité choisie.

On n’a plus qu'a joindre par un trait continu tous les
points tels que A’ ainsi obtenus pour avoir le graphique
de la température.

Le segment OA s’appelle n/asczsse et le segment
AA" or domzee da point A”; comme nous lavons dit,
on pourrait prendre, pour mesurer ces deux seg-
ments, des unités de longueurs diférentes; pour

tionnelles. Dans ce but, on

instant quelconque est .

O
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plus de simplicité, on choisit cependant en général
la méme unité, et c’est ce que nous ferons désormarts,
quand nous ne préviendrons pas du contraire.

Si cette unité est le centimetre, le segment OA
reprééente un temps dont la mesure est égale“au
nombre de centimétres. qui mesure OA et le seg-
ment AA’ représente une temperature dont la
mesure est égale au nombre de centimetres qui
mesure AA’.

220, — Abscisses et ordonnées positives et néga-
txves.

Supposons que la température soit au-dessous de

zéro, c’est-a-dire mesurée par un nombre négatif;

i1~ sera alors naturel de la représenter par une
ordonnée au-dessous de Ox et non plus au-dessus.
Supposons, par exemple, que les températures
relevées pendant une nuit d’hiver soient les- sui-
vantes : ’ ’

6" soiv, ., . . +3° " matin. . . . . —0%7
7% soir. . . . . 20 |- 2" matin. . . . . =75
8" soir. . . .. H1° 3" matin. . . . . —8%52
o soir. . . . . -—0%9 4" matin., . . . . —&,7
xo" soir. . . . . —2°0 5" matin, . . . . -—89
" soir. . . . . —4°2 6" matin. . . . . —¢°
minuit, . . —5%6

le qraphlque de la température sera le suivant
(fig. 30), dans lequel on a représenté par une
abscisse de 5™ une heure et par une ordonnée de
52 un degré. .

De méme, sil’on suppose que ]’origine des temps
soit minuit, on voit qu'une époque postérieure a
minuit, telle que 3" du matin, est représentée par
une abscisse égale a - 3, l'origine des abscisses
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étant le point O qui correspond 4 minuit, tandis

qu’une époque antérieure a minuit,
h ; . . . . ,

10" du soir, est représentée par une abscisse égale

.

a —2. Nous allons préciser ceci en définissant,

T .
N m
Q" 10" Mt g 2 a3 gh sh gh
gn  qn 8Fh ] }
| \ |
N RN
\ ‘ ‘
\\ L
X —
_ — 8 \\\ '
HE | R

Fig. 30.

d’unc maniére générale, le systéme de coordonnées
que l'on appelle cartésiennes, du nom de leur
inventeur Descartes! (en latin Cartesius).

221. — Définition générale des coordonnees carté-
siennes.

Considérons deux axes Ox, Oy perpendiculaires
I'un a Pautre; ou, comme on dit plus brievement
_ 3 P P ’

1. Gélebre philosophe et mathématicien frangais, qui vivait au
xviL® siécle.

par exemple

. i

~des deux axes (ﬁg
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deux axes rectangulaires, et soit M un point situé
dans 'angle zOy forme par les directions positives
. 31). Abaissons du point M les
perpendiculaires MA et MB sur les axes; le quadri-
latere OAMB est un rectangle. Mesurons les cotés
de ce rectangle avec une unité de longueur préala-
blement choisie; sur la figure, 'on a :
OA=BM=3
OB=AM—4,5

sera dit Tabscisse de M et le
|

%
Bl I\l
4w

. :
- N*

Fig. 31.

Le nombre 3

=
o

F-
x\

nombre 4,5 son ordonnée; les deux nombres 3 et
4,5 sont les deuz coordonnées de M, c’est-a-dire les

~
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deux nombres qui servent a fixer la position de M
dans le plan, les axes O el Oy sont les axes de
coordonncées; Owx est Uaxve des abscisses et Oy aze
des ordonnées. Le point O est Vorigine des coordon-

Y

6

T5

| 4

{3

12

P Cl,

~———~1—% O f———+ oot j f——t
-6 -5 -4 —3§~2 —10_11 2"}37% 5 G x

| b
——1R

nées; c’est a la fois Lori
gine des ordonnées.
%on.sml'erons maintenant (fig. 32} des points P,
1Q, stitués dans les trois autres an
des axes c@e coordonnées; les coordonnées de I'un
¢ ces points seront définies de la méme maniére;
par exemple, pour le point P, on construira le rec.

tangle OCPD; les coordonndes de P sont égal

gles que forment

gine des abscisses et 1’ori-

€s
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aux mesures des segments OD et OC, c’est-a-dire
a—5 et a 1, puisque le segment OD est dirigé
dans le sens négatif et OC dans le sens positil. De
méme, on voit sur la figure que le point Q a pour

abscisse — 2,5 et pour ordonnée — 3,5 et que le

point R a pour abscisse 3 et pour ordonnée — 2,5.

En résumé on a la régle saivante.

Régle. — Etant donnés deux axes rectangulaires Ox et
Oy, les coordonnées d’un point M du plan sont définies
comme il suit : abaissons du point M la perpendiculaire
MA sur Ox et la perpendiculaire MB sur Oy; Yabscisse
de M est égale, en grandeur et en signe, au segment OA
de Paxe des abscisses Ox, et Pordonnée de M est égale, en
grandeur et en signe, au segment OB de 'axe des ordon-
nées Oy.

Nous savons ainsi obtenir les coordonnées d’un
point donné; il n'est pas moins important de savoir
construire un point dont les coordonnées sont don-
nées; nous démontrerons a ce sujet le théoreme
suivant.

Théoréme.

Etant donnés deux axes rectangulaires, Oz, Oy, une
unité de longueur, et deux nombres quelconques poéitifs
ou négatifs, il existe un point et un seul admettant pour
abscisse le premier de ces nombres et pour ordonnée le
second; ce point s’obtient par la construction suivante :
on prend sur Ox un segment OA équivalent a l’abscisse
donnée et sur Oy un segment OB équivalent a 'ordonnée
donnée; le point M cherché est le quatriéme sommet du
rectangle dont trois sommets coincident avec les points

A, O, B.

En effet, le point M ainsi défint (fig. 3r) a bien

3
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ses coordonnées oodleb aux nombres donnés, et il
est le seul, car tout point dont l'abscisse est égale
2 OA et l'ordonnée a OB est tel que la pcrpen_dlcu—
laire abaissée de ce point sur Ox passe en A, c’est-a-
dire coincide avec MA, tandis que la perpendicu-
laire abaisséc sur Oy coincide avec MB, le point
cherché doit donc coincider avec M.

‘On voit sans peme que cette construction est

bien 1dent1que a CGHC CILIG nous avons donnce pOlll‘ :

les graphiques de la température; nous prenions
Pabscisse OA égale & la mesure du temps (positive
‘ou négative) et nous élevions en A une perpendicu-
laire 2 Ox située au-dessus ou au-dessous, suivant
- que la temperatulc avait une mesure posfmve ou
négative, et égale a celte mesure. L’égalité déja
remarquée des cotés opposés du 1cctanole entraine
I’identité des deux constructions.

Cas particuliers. — Si’abscisse donnée est égale
b zéro, le point A coincide avec le point O et par
suite Ie point M coincide avec le pomt B; donc ‘les
poznls dont abscisse est égale & séro sont les points
~de Paxe Oy, c'est-a-dire de U'aze des ordonnées. De
méme, les points dont ['ordonnée est égale a zéro
sont Zes points de laxe des abscisses. Le point O est
le seul point dont les deux coordonnées sont nulles.

On désigne d’habitude 'abscisse par la lettre z,
et ordonnée par la lettre y. Lorsque I'on a plu-
sieurs points qu’ll est nécessaire de distinguer, on
affecte ces lettres d’indices : @, z,, 2., Y, Yp Y3oov»

%)

en ayant soin d’affecter d’'un méme indice les deux

coordonnées d’un méme point. On emploie aussi
assez souvent la lettre @ pour les abscisses et la
lettre b pour les ordonnées. Enfin, on se sert aussi

]
=

<

i 1
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quelquefois des lettres greeques =, § {an lieu de

b) et &, 7 (au lieu de @, y).

Au lieu de dire le point M dont l'abscisse est égale
@ 2 et dont Cordonnée est égale & — 3, on dira et
écrira plus brievement : le point M (v = 2, y——3);
ou bien le point M (2, —3), en avant soin d’écrire
d’abord I'abscisse et ensuite l'ordonnée, que l'on
sépare par une virgale. Si Uon n’a pas jug¢ utile de
désigner ce point par une lettre on pourra dire
simplement : le point z=2, y=——23; ou : le

point (2, — 3).

1. — REPRESENTATION GRAPHIQUE
DES VARIATIONS DU BINOMEDU PREMIERDEGRE

Supposons que nous ayons plongé un thermo-
metre dans un vase rempli d’eau (roide et rapproché
d’un fea modéré; a chaque minute, nous notous la

'tempcrature mchquec par le Lhmmomonc et nous

obtenons ainsi un tableau tel que le suivant ! :

Epoque, Température, ‘Epoque. Température,
T & e
™ML ... 3 G o0 g
2m 50 5m I;n
1. Bien entendu, on n’obtiendra en pratique un tel tableau, (ue

si on se sert d'un thermomeétre peu précis et si Pon [lait des
observations grossiéres; si I'on avait un thermomelre divisé cn
dixiemes de degré et que I'on observe & I'eeil le centieme de degre;
on aurait, par exemple, des températuves telles gue les suivanies:

Epoque, Température. Tpogque. Tenmpérature.
Lo P 1%,01 3. . '7":03
e 20,98 Zlm- oL 9”,01
1 <]
2, 4%,09 5. . . . . . 10%07

de sorte que la courbe ne serait qu’approximativement une droite;

Borrr et Rovyer. — Algebre. Tcoles normales, 27
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Si mous convenons de désigner par z ’époque
expl'imée en minules, ct pary la température corres-
pondante exprimée en degrés, l'inspection de ce
tableau montre que 1'on a :

Y ==2x 1.
lorsque 2 a Uune des valears o, 1, 2, 3, 4, b. La
b )
température s’éleve réguhérement de 2° par minute.

: . , I .
Westdoncaprésumer qu'en z deminuteparexemple,

5

’ . s g « q- 2

~la température s’éleve de z de 2°, c¢’est-a-dire de z
i . . I

de degré. 1l en résulte qu'a Vépoque 2 =—23"¢ la

5

température observée aurait été y=7° de sorte

QY N

i

que l'on a encore entre I'époque x ct la tempéra-
ture correspondante 7, la relation :

y==22 1.

Nous sommes ainsi conduits a admettre que cette
relation est vérifiée pour toutes les valeurs de =z
comprises entre o et 5, c’est-a-dire pour toute
¢poque comprise entre les époques extrémes ou
I'on a observé. Nous cxprimerons ce fait en disant
que cette relation donne la loi des températures
pendant 'intervalle de temps étudié.

Effectuons la représentation graphique de la
variation de la température. Dans ce but, nous tra-
cerons (fig. 33) deux axes rectangulaires Oz, Oy et

mais elle y ressemblerait assez pour que I'on puisse conjecturer
que le phiénomene physique est bien représenté par une droite,
avec une approximation inféricure aux erreurs d’observation.

¥

T e e

by
S e

REPRESENTATION GRAPHIQUE DU BINOME 419

nous porterons sur Ox cing segments consécutifs
égaux a l'unité, ce qui nous fournit les points , ,,
s» 4 5, qui correspondent aux époques 1, 2, 3, 4,
5, lorigine O correspondant a I'époque zéro. Nous
éleverons en ces points les ordonnés oA =1,
tB=3, 2C=5, sD=17, sE=¢, sF=11. Nous

~allons démontrer d’abord que les points ABCDEF

sont en ligne droite. Dans ce but, menons par A la
parallele a Oz, qui rencontre les ordonnées en B,
C', D', E', F'; nous aurons :

AB =1, AC =2, AD' =3, AL =4, AF =5.

BB=2 C(CC=4 DD=6 FEE=8 FF=—10

- Les triangles |

rectangles AB'B, ¢ /
AC'C, AD'D, v
AE'E, AF'F sont
donc semblables | £
comme ayant les N
cotés de l'angle
droit proportion-
nels; il.en résulte '
que les droites c/
AB, AC, AD, AE, |
AF font toutes le .
méme angle avec
AF’;  donc ces /

droites coinci- Al | |M
. B | D[ [F’
dent, c’est-a-dire . [

©

que les points A, © 1 2 =P« s
B,C,D,E,F sont Fig. 23.
en ligne droite.

Nous allons maintenant faire voir que cette
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droite AF représente completement la variation de
la température dans intervalle considéré; c’est-a-
dive que s¢ Uon considere une époque {/uc/con([,u 2,
couespondanl a labscisse OP, la température y &
cette époque est ()”ale a lor dozmee PM que Lon
obtient en élevant en P la perpendiculaire Ox et
prenant son point d’intersection M avec AF.

Soit, en efllet, M le pomt d’intersection de PM

avec AF
Te triangle AM'M est semblable au erncrle AL'B

on a donc
MM _ BB
A‘J Ap— 2

D’autre part
PM =P\’ = M'M
OP = AN,

Il en résulte :
PM = 201 -

¢'est-a-dive, si l'on désigue PM par y et OP parz :

Yy==2r 41,

Pordonnée PM represente donc bien la température
qui correspond a l'abscisse .
On voit que lorsque la variation de la tempéra-

ture dans un intervalle donné est représentée alge-

briquement par un binome du premier degré, elle est
zapresmztee o)a/)/uf/uement par une Zz one droite;
¢’est a cause de cettc importante propriété que la
fonction y définic par la relation y—ax - b est
dite une fonction linéaire de x; elle est représentée
par une ligne (droite). '

Autres exemples. — L. — Représenter graphique-

Ak e

e
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ment la fonction y définie par la relation :

y—4 — 3z,

lorsque x varie de — 1 a 2.
On peut former le tablem sulvant (ﬁcf '34)
x=—1  y==g9 point A
x == 0 y—=14% — B
P I Y= — G
o 2 Yy =0 — D.

On démontrera comme tout a 'heure que les
points A, B, C, D sont en
ligne droite. Cette droite
rencontre Oz en un point M.

i
|
! .
. AN
Pour ce point M, on a y — o; !
on doit donec avoir, en dési- R
. i
gnant par z 'abscisse de M : !
1
fL—3r—o i
I A—— ! !
-3 | A\ M2 B
N ;e . - o 1 , x
¢’est ce que lon vérifie faci- ;
lement par la comparaison des '
triangles semblables MCr, Tig. 3.
MDoa.
II. Représenter graphiquement la fonction y
cleﬁme par la relation :
2
y——1 —g £,
lorsque x varie de ~—3 @ 2.
Nous formerons le tableau suivant :
z—=—73 Yy—=—1-4f2= 1 point A
Lo I
&= 2 y_—r—}—-g_. 3 — B
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2 f
2= —1 y————l—{—?f—g — G
xr =0 =1 — D
2 5 -
r=1 y=—1—z3=—3 — E
. b 7 _w
=2 y=—1—3=-—3 F.

Les points ABCDEF
sont en ligne droite
(fig. 35) et cette droite
rencontre Ox en un
point M dont I'abscisse

Is

est ——; c’estla valeur
2

de z pour laquelle y est
égal a zéro.

Fig. 35.

299. — Etude générale de la fonction linéaire.

Nous allons maintenant étudier par une méthode
un peu différente les variations de la fonction
lingaire, en faisant varier x de —® a 4 o , c’est-a-
dire en donnant a x toutes les valeurs possibles,
négatives et positives.

Soit la fonction linédaire :

Yy = o1 —+ 3.

.

La représentation graphique complete des varia--

tions de cette fonction s’obtiendra en donnant a z
toutes les valeurs possibles, calculant la valeur
de y qui correspond a chaque valeur de z, cons-
truisant tous les points dont les coordonnées sont
les valeurs correspondantes de x et dey, et réunis-
‘sant ces points par une courbe. Nous allons montrer
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. e e

que cette courbe est une ligne droite iundéfinie’.

Considérons d’abord la fonction plus simple
définie par la relation :

) . ) )

Soit OA une abscisse positive (fig. 36); 'ordonnée

correspondante AM est positive et égale au double

N
>
M
/
A o
- 0 A A’ x
M/
Fig. 36.

de OA; de méme a labscisse positive OA’ corres-
ond une ordonnée positive AM' égale au double
de OA’; a une abscisse négative OA" correspond
une ordonnée négative A'M” égale cncore au doublle
de OA”. Les triangles rectangles OAM, OA'M,

1. On oppose quelquefois, en géométrie élémentaire, les m,ots
ligne courbe et ligne droite : une C'OL-Il‘be est une ligne qui n ejt
pas droite. En mathématiques supérieures, on donne le nom de
courbe a toute ligne; la ligne droite est un cas particulier de la
ligne courbe.
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OA'M" sont donc semblables comme ayant les

cotés de Vangle droit proportionnels
AM AN AMY
OA 7 OA” 7 OA" —
Les angles MOA, M'OA’, M"OA" sont donc égaux,
d’ott il résulte que les-
/ points MM'M” sont en

ligne droite. Cette droi-
te, supposée prolongée
indéfiniment, représente

tlon y = 2x; a tout sys-
teme de valeurs corres-
pondantes, x, y, corres-
pond un point de la
__droite, ‘et réciproque-
> ment les coordonnées
’un point quelconque
de la droite vérifient la
velation y = 2x. On dit
que la relation y==o2x

Fig. 37. est'équation dela droite
' (au lieu de dire plus
longuement : I’équation que vérifient les coordon-

nées d’un point quelconque de la droite). La droite

MM’ est la droite d'équation y=az;

plus briecvement : la droite : y==2x.
R0p1uu)11s maintenant la relation plus genemle :

on dit aussi,

y =22 3.

Soit A un point quelconque de Ox (ﬁcr 37) et AM

Pordonnée de la droite y=12x; l'ordonnée de la

complétement la fone-

i el

etn i it aedll e

1dentique a cette droite.
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courbe y =

2z -+ 3 s'obtiendra en ajoutant 3 a AM,
¢’est-a-dire

en prenant un segment MP égal a 3 (le
sens positif est bien entendu parallele au sens
positif sur Oy). De méme a un point A’ correspond

~un point M’ de la droite y =22 et un point P de

la courbe y=oz -3 tel que M'P’ soit égal a 3.
Les segments MP M'P” étant égaux, pfualleles et
de méme sens, la figure MPP'M’ est un parallélo-
gramme. Lepomt P’ se trouve donc sur la paralléle
@ MM menée par le point P. Donc tous les points
de la courbe y =122 4 3
sont sur cette parallele;
la courbe cherchée est

Pour
x=—o0, la fonction
y==o2x -+ 3 se réduit a
3; Vordonnée correspon-
dante est OB et la figure
OBPM est aussi un pa-
rallélogrammeé. La lon-
gueur OB est ce quon
appelle 'ordonnée a U'ori-
gine. Pour construire la
droite y =122 + 3, il est commode en général de
construire d’abord le point B; par le point B on
mene la parallele 2 MM’

On peut aussi construire le point C ou la droite
rencontre Oz; c’est le point pour lequel on a

Remarque. —

C g 3 . '
2x 4+ 3=o0, c’est-a-dire = Les points B et

C étant construits, il suffit de joindre BC pour avoir
la droite cherchée.
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Exemple 1. — Construire la droite :
Y =—=— 2x 1.
On construira d’abord la droite y == — 2z, et 'on

remarquera que, pour cette droite, y et Z sont
constamment de signes contraires; c’est la droite
MM’ (fig. 38); la droite y=—-—o2x -1 est alors
PP, sil'on prend MP et M'P’ égaux a I'unité de lon-
gueur; l'ordonnée a l'origine OB est aussi égale a
I'unité de longueur. Le point C d’intersection de la

. A I
droite avec Ox a pour absmsse;, car pour x=——,
: 2
y -—= Q. . .
Exemple 2. — Construire la droite représentée
par Uéquation : '
1
—_———— X -2,
Y 2

La droite parallele est M'M (fig. 39); I'ordonnée

Y
MI
—~.C A 0 A
S

;\B
| P.

Fig. 39.

a Dorigine OB = —2; labscisse a lorigine

OC=—4.

[ ey

.
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Remarque. — On voit que l'inclinaison de la
droite sur Oz dépend de la grandeur et du signe du
coefficient de x dans Y
I'équation; pour cette
raison, on donne a ce B8 b pr
coefficient le nom de ]
pente de la droite; on : ‘\ |
Iappelle aussi coefficient 0 A A @
angulaire. Lorsque ce
coefficient est égal a

zéro, la droite est paral-
lele a Ox; car si 'on a
y=ox + 2, cela équivaut 2 y==2; l'ordonnée y
a une valeur constante; la droite est telle que BPP’
(fig. 40). '

Dans le cas ou le coefficient angulaire est positif,
la fonetion y est croissante; elle est décroissante
dans le cas ot ce coefficient est négatif.

Fig. 40,

223. — Détermination du coefficient angulaire de la.
droite qui joint deux points.

Considérons une droite, ayant pour équation :
, y—ax—b
et solent (z,, y,), (z,, y,), les coordonnées de deux
points de cette droite; on a :
y,—ax,+ b
Yo == aZy~+ b
.d’OL'I, en retranchant :
YooY — a(x‘z ‘_‘1"1)'
On en conclut, en supposant z, différent de =, :

_ Yo Uy,
(X) a“fi‘j)
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telle est la formule qui fait connaitre le coefficient
angulaire d’une droite, lorsque l'on connait les
coordonnées de deux points de cette droite; on
peut 'énoncer sous la forme suivante :

Reégle. -~ Le coefficient angulaire ou pente d'une droite
est égal au quotient de la différence des ordonnées de
deux de ses points par la différence des abscisses des
deux mémes points pris dans le méme ordre.

Dans le cas ol w,— 2 est nul, deux points de la
droite ont la méme abscisse; tous les points de la
droite ont évidemment la méme abscisse, ¢’est-a-
dire que 1’équation de la droite est :

x:xi

cette équation ne renferme pas y.

La droite est parallele a Gy; son coelficient
angulaire est infini; le dénominateur de la lormule
quile donne est égal a zéro.

.. . . 5 . .

Si nous imaginons cue l'axe Ox soit horizontal
et Paxe Oy vertical, on voit que la pente a est égale
au quotient de la différence d’altitude (positive ou
négative) y, — y, de deux points par la dl.slance qui
sépare les coordonnées de ces deux points, cette
distance étant comptée parallelement & Owx.

224 . — Pente. Application a la topographie.

Lorsque Von fait le plan d’un pays, d’un champ,
d’une maison, on représente chaque point par sa
projeélion sur un plan horizontal, ¢’est-a-dire par
le pied de la perpendiculaire abaissée de ce point
sur le plan horizontal; Pon inscrit parfois a coté de
chaque point son altitude ou cote, ¢’est-a-dire sa
hauteur au-dessus d’un certain plan horizontal fixe.
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La pente d’une droite est alors égale an quotient de
la différence des cotes de deux de ses points par la
distance de ses projections horizontales. Si l'on a, -
par exemple, ane roulte rectiligne dont la longueur

est de 3", dont 1’01‘1g1ne est a 2bo™ au-dessus du

niveau de la mer etlextrémité a 3ro™, sa pente est :

3r0—250 6o I

3000 3000 Ho’

. I 2 .
}On dira que la pente est=—; ou——, ou 2 centi-
‘ 50 100
mctres par metre, ou 2 p. 100 (2 0/0). Si l'on prend
pour origine des_ coordonnées Vorigine O de la
route, pour axe Ox la projection de la route sur le
plan horizontal qui passe en O et pour axe Oy la
verticale du point O, la section de la route par le
plan 2Oy sera représcntée par I'équation :

Lorsque l'on fait ainsi des coupes par un plan
vertical pour représenter les pentes de la section
par ce plan vertical d’une certaine région, on
choisit souvent deux unités de longueur différentes
pour les abscisses el les ordonnées, afin d’accentuer
les pentes qui seraient presque insensibles i la vue

quand le pays n’est pas trés aceidenté. Par excmple,

on peut convenir de représenter par une abscisse
de 1", 1"® de distance horizontale et par une
ordonnée de 1°®, 100® d'altitude. L’échelle est

I . I
alors —— pour les abscisses of ——— r
100 000 P 10 000 POU fes

ordonnées. Mais, lorsqu’on procede ainsi, il ne faut
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pas oublier que les pentes réelles sont beaucoup
plus faibles que les pentes de la représentation

B Y voo §
. $S..8 i ~ , .
. B3 SRR § schématique.
> T 5 3\ ,
. §2§: 4 Voici, par exemple (fig. 4t et 42), deux coupes de
. g”ﬁ g la France, empruntées a la Troisieme Année de
5 Géographie, de P. Fonciy (Librairie Armand Colin):

5t

. dans l'une (fig. 41) les hauteurs sont exagérées
4o fois, ¢’est-a:dire qu’a une hauteur de 1*™ cor-
respond une ordonnée 4o fois plus grande que
I'abscisse qui correspond a une longueur de 1*™.
Dans la seconde (fig. 42), les haateurs sont exagé-

y@:"p b4 :nmb:y

W F -
i 4 rées 45 fois; dans cette derniére a une longueur
s g | d’un  kilometre correspond . une abscisse dun
&7 § . dizieme de milliméire, tandis qu’a une altitude
5 E ] d’un kilometre correspond une ordonnée de 45
a = § dixiémes. de.mz"llim‘ezi‘e. .
% E "; § ‘ - On voit ainsi sur un exemple pratique comment
;’/5/9 “‘E‘ il peut é&tre parfois avantageux de prendre des
;&_

2 O, . , .
| Al unités différentes pour les abscisses et les ordon-
O R . , .. . . , . ,
g < o s nées; mais il faut avoir soin de prévenir expressé-
[T . ! . .
52// a 8 3 ment; sinon on s’exposermt a de graves erreurs.
. W 5

aNs Av QHON @ IONVHA ¥1 30 3TYNIGNLIONOT 34n0D

225, — Températures médicales.

Dans beaucoup de maladies, 1'observation de la
température du malade est un renseignement pré-
4 cieux pour le médecin; il lui est aussi fort utile de
1 savoir si les variations en sont plus ou moins

rapides. Dans ce but les médecins ont I'habitude de
| construire des diagrammes de la température dont
; nous reproduisons un spécimen, d’apres une feuille
R réellement remplie dans un hopital de Paris (fig. 43).

i Les températures sont observées chaque matin et
chaque soir, a des heures aussi régulieres que pos-

2
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sible; on porte les époques en abscisses, un coté du
quadrillage correspondant a r2"; on porte les tem-
pératures en ordonnées; un coté du quadrillage
correspond a 2 dixiemes de degré; le point repré-
sentatif peut étre mis soit sur un des traits hori-
zontaux, soit au centre d’un carré (comme le 6° jour
soir dans notre figure); on peut ainsi figurer le
dixieme de degré, ce qui est lapproximation
fournie par les thermomeétres médicaux. La pente
plus ou moins grande des droites qui joignent les
points représentatils permet de voir d’un coup d’eeil
si la variation de température a été plus ou moins
brusque. Des traits plus forts correspondent aux
températures de 37° et de 40° qui jouent un role
particulierement important dans le diagnostic.

Bien entendu, sil’on observait la température du
malade a chaque instant, la courbe obtenue différe-
rait notablement de celle qui est figurée; mais cela
n’est pas pratiquement possible et la courbe sc/ié-
matigue que l'on emploie suffit actuellement aux
besoins de la médecine.

226. — Application au mouvement uniforme.

Désignons par e l’e.spucelparcouru a l’origine
des temps par un mobile animé d’un mouvement
uniforme, par e l'espace parcouru a lepoquc ¢ et
par ¢ la vitesse; on aura :

e—vt—+e¢,.

Tracons deux axes rectangulaires que mnous
appellerons Ot et Oe, au lieu de les appeler Ox et
Oy; nous porterons les temps en abscisses sur

Boreu et Rover, — Algtbre, Ecoles normales, 28
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Uaxe O¢ et les espaces en ordonnées parallelement
allaxe Oe. D’une maniere plus précise, ayant choisi
une unité de longueur, que nous supposerons étre
la méme pour les abscisses et les ordonnées, ayant,
d’autre part, comme 1l est nécessaire avant d’éerire
I'équation du mouvement uniforme, choisi une ori-
gine des temps, une origine des espaces, un sens
positil pour les espaces, une unité de temps et une
unité d’espace, nous faisons correspondre a une
époque donnée un point dont I'abscisse est numé-
riquement égale a cctte époque et dont I'ordonnée
est numériquement égale a 1espace parcouru, cha-
abscisse, époque, ordonnée,
Uorigine et Ze

cune de ces (/zza;zmes
espace, étant mesuree avec Zunufe,
sens positif qui lut congient. '
Des lors, si nous désignons par ¢ et e I'abscisse
I'ordonnée, nous aurons entre ces nombres la
relation :
e:at+eo

étant le nombre qui représente la vitesse et ¢, le
nombre qui représente lespace initial. Si lon
appelait, pour un instant, y Vordonnée (aulieu de e)
ot x l'abscisse (au hw de t) cette équation prendrait
la forme : :
Y = ox —+ €

et avec ces notations on apercoit immeédiatement
qu'elle représente une ligne drote.

Alnsi, le mouvement um/ozme est ze]ﬁesenle par
une droite.

De plus, on voit que la pente de cette droite est ¢;
elle est égale a la eitesse. Il tmporte de remarquer
que cette égalité est une conséquence du fait que

REPRESENTATION GRAPHIQUE DU BINOME 435

Von a pris la méme unité de longueur pour les
abscisses et les ordonnées (voir F\eruccs 404, 405,
400).

Considérons par exemple un mobile qul parcourt
4 a Theure, qu1 se déplace dans le sens posmf et
qui parL d’un point dont la distance a I’ origine des
cspaces ' est 1o*™. )
Nous aurons :

e=AHl—+ 10,

les temps ¢ étant exprimés en heures et les espaces
en kilometres. Si nous faisons correspondre une
abscisse de 1™ 2 1% et une ordonnée de ™= 3 e,

nous auarons entre les absclsses et les ordonnees Ia
méme relation :

c= 4t 10.

Nous obtcnonb ainsi la figure 44.
Pour ¢ =5, nous avans ainsi e — 30 et, effective-

‘ment, a une abscisse de /"™ correspond une
ordonnee de 30™®, pour t=-6 nous avons
e==-—10, ce quil est aisé de vérifier, soit sur la

figure, soit dans le probleme de mouvement uni-
forme.

Si 'on emploie des notations analogues a celles
dua paragraphe précédent, on a :

€y — ¢,
lo— [1)

V==

Or, 7,—1, est I'intervalle de temps qui s’écoule

. Il importe de remarvquer e nous ne disons pas ici Vabscisse
pour éviter toute confusion, car icl nous mesurons les espaces sur
Paxe des ordonnées.
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N ; ’ -
de 1'époque ¢, a I'époque ¢, et e,—e, est l'espacs
parcouru pendant cet intervalle.

Tig. 4.

La vitesse est égale au (juozien't- de Uespace par-
cowrn pendant un certain in[ew‘a[le de temps, par
cet intervalle de temps. Ce quotient ne depend- pas
de lintervalle de temps choist : c'est la définition
méme du mouvement uniforme.
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227. — Graphiques des chemins de fer.

L.a représentation graphique du mouvement uni-
forme est utilisée par IEtat et les Compagnies de
chemins de fer pour fournir a leurs agents, sous
une formé commode, le tableau de la marche des
trains sur une ligne. On admet, pour simplifier,
qu'entre deux stations, la marche d’un train peut
étre regardée comme uniforme; pendant les sta-
tionnements, I'espace ne varie pas, tandis que le
temps augmente d'une quantité égale a la durée du
stationnement; un stationnement sera done repré-
senté par un segment de droite parallele a I'axe O¢.
Supposons, par exemple, que nous fassions cor-
respondre 1™™ a 1™ et 1™ a 1'" (la vitesse éva-
luée en kilometres a la minute sera alors égale a
la pente). ‘ S /

Nous avons représenté sur la figure 45 la marche

de deux trains qui partent en méme temps (a Iori-
gine des temps) de la station choisie comme origine
des espaces.

La marche du premier, qui est un express, est
représentée par Ja ligne OABCD; il parcourt
d’abord 30"™ en 20™; cette premitre partic de son
trajet cst représentée par la droite OA; arrivé a la
station qui se trouve 2 30" de son point de départ,
il y séjourne 5™, ce qui est représenté par le seg-
ment AB; car, pendant ces 57, I'espace ne varie
pas; il parcourt ensuite 3o autres kilométres en 20";
de sorte que 45™ aprés son départ il se trouve
a 60" de son point de départ, ce qui est figuré
par le point C dont I'abscisse est 45 et l'ordon-
née 6o; il séjourne ensnite 10™ a cette nouvelle
station, etc. :

,
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Fig. 46.

EEREISIEERNR
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croisement et son
ordonnée fait con-
naitre la distance a
lorigine du point de
croisement.

Les figures 46 et
47 représentent les
graphiques de che-
mins de fer tels
qu’ils existent réelle-
ment; les dimen-
sions de ce livre ne
nous ont pas permis
de les reproduire
mteomlement (de
mlnmt 2 minuit); la
figure 40 donne la
portion d'un gra-
phique qui s’étend
de minuit a 5" du
matin et la ﬁgure
47 la portion d'un
autre graphique qui
s’étend de midi a 5*
du soir. A chaque
station  correspond
une ligne paralltle
4 laxe dcs abscisses;
les écartements de
ces lignes sont pro-
portionnels aux dis-
tances des stations
entre élles, distances
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qui sont indiquées dans la colonne de gauche. Les
paralleles a l'axe des ordonnées correspondent
aux époques; ces paralleles équidistantes corres-
pondent aux quarts d’heure, les traits des heures
étant plus forts, de plus, de petits traits paralléles

‘aux précédents, mais qui ne sont pas prolongés

pour ne pas trop charger la figure, divisent chaque
quart d’heure en 3 intervalles égaux (de 5 minutes
chacun par conséquent).

La marche de chaque train est représentée par
une ligne inclinée ; la force du trait et la nature de

b - . . . .
son pointillé permettent de distinguer les diverses

“especes de trains; le numéro de chaque train est

inserit a co6té du trait qui le représente. Par
exemple, sur la figure 46 on voit que le train 1358 >
part de Loudun a minuit 45, arrive a Chinon vers
1"28™, en repart a 2", arrive a Azay a 3"4™, en
repart a 3"20", etc.; pendant qu’il estgaré a Chinon,
le train 353 (dont la marche est plus rapide et qui
va en sens inverse) peut traverser cette station (la
ligne étant a voie unique) Nous laissons a 1'éleve
1e soin d’étudier lui-méme les autres par’uculamtes
des figures 46 et 47.

II. — VARIATIONS DU TRINOME DU SECOND
DEGRE. REPRESENTATION GRAPHIQUE

Nous allons d’abord étudier la fonction az?, en
commencant méme par supposer que le coefficieut
aest égal a 1.
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228. — Variations de y — x?; représentation graphique.

Nous nous proposons d'étudier les variations de
la fonction y définie par I'équation :

(1) ' y:ﬂvi

Supposons d’abord x négatif et tres grand; en
valeur absolue y est alors trés grand et positif;
par exemple, si @ =— 1 000, y=1 00 000. Lorsque
@ croit en restant négalif, c’est-a-dire prend des
valeurs négatives dont la valeur absolue est plus

petite, y décroit, par exemple pour x=-—10,

Yy ==100; pour x==—2, y==4; pour r=——1I,
—_— T . " —_— I —_— I

y=1; pour x=—— -, y=-——.

On voit que y sc rapproche de zéro en méme
temps que x; pour x=o0, on a y=—o; ensuite,
2 continuant a croitre pour prendre des valcurs
positives de plus en plus grandes, y prend aussi
des valeurs positives de plus en plus grandes. En
résumé, on peut former le tableau suivant :

£ —_— 0 . o +w

y | 4w pustiil, déeroit o positil, croit ~+ 0

La fonction y est décroissante dans Uintervalle
(+«—o0, 0) et croissante dans Uintervalle (o, + @ ).

Pour effectuer la représentation graphique des
variations de y, tracons deux axes rectangulaires
Ox, Oy (fig. 48) et choisissons une unité de lon-
gueur OB. Nous avons construit les points A, B, C, D,
A, B, ¢/, D’ dont les abscisses sont :

m__‘.ul'ﬂ\\;;&.

A (e
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3
a, —_2,
Les ordonnées correspondantes doivent étre :
AM=-, BN=1, cP:?, DQ=—4
+

AN =1 BN=: CP=2 DQ=y.

N N
N

En réunissant par un trait continu les points Q,

P, N, M, O, M, N,

. 2

P, Q, on obtient une
courbe telle que nous \ )
I'avons figurée; cette @ €
courbe devrait é&tre -

, . \p___1__p
prolongee au dela des ; --
points Q et Q', mais N’ N
les dimensions forcé- 4Ky
ment limitées de la DCBAO ABCD z
figure ne nous per- Fig. 48.

mettent d’en représenter qu'une portion.

On remarque immédiatement que les ordonnées
CP, C'P" qui correspondent & deux abscisses oppo-
sées, OC, OC sont dgales; la droite PP’ est donc
parallele a Oz; cette droite PP’ est donc perpendi-
culaire a Oy et de plus le point [ ou elle rencontre
Oy est le milieu de PP, puisque O est le milieu de
CC. On peut donc, connaissant P, obtenir P’ en
abaissant de P la perpendiculaire PI sur Oy et
pr?longeant cette perpendiculaire d’une long.ueur
IP’—=PIL. On exprime ce fait en disant que P’ est
le symétrique de P par rapport a Oy. .

Comme ce raisonnement s’applique & tout point P
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de la branche OMNPQ, on dira qué la branche
OM'N'P'Q" est symé-
trigue de OMNPQ
A par rapport a Oy.
/ La courbe est donc
formée de deux bran-

ches symétriques

I'une de l'autre par

rapport & Oy : on dit

v alors que cette courbe

0 ~ admet Oy comme
axe de symetrie.

Nous allons étu-

dier dun peu plus

Fig. 49. pres lallure de la

courbe; soit M un
point de la courbe (fig. 49); joignons-le au point O.
Quelle sera la pente de OM? Si I'abscisse de M
est 2, son ordonnée est 2%; la pente de OM, égale
au quoticnt de I'ordonnée de M par son abscissc
est donc égale a a. On voit que cette penie est
trés voisine de zéro lorsque w est tres petit; donc
lorsque M se rapproche de O, OM tend a se con-
fondre avee Ox; de méme lorsque x devient tres
grand, la pente devient tres grande et la droite,
telle que OR, se rapproche de plus en plus de Oy.
Ces remarques permettent de se rendre compte
que Uallure générale de la courbe est bien celle
que l'on a indiquée.
220. — Variations de ;y — — z? et de y = ax®.

Considérons maintenant la fonction

y— —a’

S
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Tracons deux axes Ox, Oy, cholsissons une unité
de longueur OB, et tra-
cons la courbe y = a* que Y
nous figurerons en poin- \ !
tille (fig. 5o). R \ o

Soit A un point quelcon- \ {
quede Ox; acepoint A cor- \ 2
respond le point M dont ) .
lordonnée AM —= OA™ & n =
Quel est le point de la
courhe y==2a* qui corres-
pond a la méme abscisse?
C’est un point M dont
I'ordonnée AM' est néga-
tive et apour valeur abso-
lue OA%; done M est symé-
trigue de M par rapport
4 Oz; 2 une méme valeur quelconque de 2 cor-
respondent dans les courbes y—=ua? et y=—=—2"
des ordonnées opposées. On obtiendra donclaseconde
courbe en construisant la symétrique de la premiére
par rapport a O..

On peut faire le tableau suivant des variations de
la fonction y = —ua*:

Fig. 50.

X —_— ) +w

négutif, croit 0 négatif, décroit — o0

Considérons maintenant la fonction définie par
1’équation :
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dans laquelle « désigne une constante positive.

Il est facile de voir que la courbe qui représente
les variations de y esttouta fait semblable de forme
a celle que nous-avons c¢tudiée y==2". On peut
meéme aller plus loin et montrer que ces deux équa-
_tions seront représentées par /a méme courbe, si
Pon choisit convenablement les unités de longueur.
Proposons-nous, en ecllet, de construire la courbe

représentée par l’équation :
y = 1oz’

Panité de longueur étant le centimetre, on remar-
quera que on peut éerive celte ¢quation :

10y = (m(z:)'l.

. . 2
S1 nous faisons 2 -—==— nous oblenons r1ox =—2;
10
d'on :
toy == 22=—4

)

Donc¢ au point d’abscisse = de centimcttre,

¢’est-a-dive 2™", correspond une ordonnée égale a

4 de centimetre, c’esl-a-dire & 4™". On verrait de
10 :
o -
. . . 3 4 05 | |
méme quiaux abscisses —, — — corvespondent des
10’ 10’ 10
. . 9 16 25 O
ordonnées égales a =, — ~= Tin sorte que,sil'on
C 10" 10”10
construisait la courbe correspondant a I'équation :

\2

(7 —;

eu prenant le millimetre comme unité de longueur
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on obtiendrait la méme courbe que si 'on partait
de I’équation :

Yy = 10x%

et que 'on prenne le centimetre pour unité de lon-

gue‘ur.

Les courbes que nous avons obtenues et qul ne
dilferent que par 'échelle a laquelle elles sont tra-
cées, ont recu le nom de paraboles.

230. — Variations de trinomes a coefficients numé-
riques.

1° Soit-le trinome :
(I) y == — 222 - 3.

51 nous construisons la parabole représentée par
Véquation :

(2) y = — 22,

nous voyons que la courbe (1) differe de la courbe
(2) en ce que, pour chaque valeur de x, I'ordonnée
y est augmentée de 3. Sur la figure 51, ou 'unité
de Jongueur est OA, nous avons tracé en pointillé
la courbe (2); c’est la courbe SRQOMNP; la courbe
(1) s’en déduit en augmentant de la méme longueur
3 les ordonnées de tous ses points; on obtient ainsi
la courbe S'/R'P'OM'N'Q/, les segments SS’, RR/,
PP’, 00', MM’, NN, QQ’ étant tous égaux a 3,
paralleles et de méme sens; la courbe tracée en
trait plein, qui est la courbe demandée, se déduit
de la courbe auxiliaire en pointillé par une trans-
lation parallele a Oy. '
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On peut suivre une marche

M

_/, X
‘D
0 @

un peu différente;

prenons 00'=3, -

et tragons O’z pa-
rallele a Ox. Si
nous prenons les
axes 2’0’y au lieu
des axes 2Oy, on
voit que les abscis-

sesdesdiverspoints

ne changent pas,
mais (ue lesordon-
nées sont dimi-
nuées de 3 (il faut
remarquer que l'on
a changé l'axe des
abscisses; 1l en ré-
sulte un change-
mentd’origine pour
les ordonnées, car
'origine des ordon-
nées est le point

d'intersection de l'axe des abscisses avec celui des
ordonnées). Pour avoir la courbe cherchée, il suffit

donc de construire la courbe :
y:———zx?,

~par rapport aux axes 2'0'y.
Par exemple, si 'on a

O'B'—a
B'N' = —4,
il en résulte :
OB =2
BN'=BB'+ BN =3 —4=—1.
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2° Considérons maintenant l’équation :

I

O
y=;» 1),

Nous obtiendrons une courbe qui se déduira de
la courbe représentée par I’équation :

_ 2
y =7

par une translation parallele a Oz; pour des ab-
scisses ‘différant de 1, on obtient dans ces deux

Fig. 52.

courbes la méme ordonnée; on peut aussi changer

b ’ . .
- Paxe des ordonnées en prenant pour origine le

. . ‘7
point O" de Oz dont 'abscisse est égale a 1 et pour

axe des ordonnées la perpendiculaire O'y" a Ow.
Sur la figure 52, on a marqué en pointillé la

Borew et Rover. — Algébre, Ecoles normales. 29
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courbe TSROMPQ :

I
y = -2

9, 3

I'unité delongueuar étant 00" == O0'A = AB; la courbe
cherchée est la courbe T'S'R'O'M'P'Q" qui s’en
déduit par translation :
T == 88’ — RR/ = 00’ = MM’ = PP’ — QQ’ = 1.
En effet, pour x=2, par exemple, on a
x— 1 ==1; ou obtient ainsi le point M’de la courbe
§ ) . T o \
cherchée, dont Vordonnée AM’ == est égale a
I'ordonnée OM cui correspound a I'abscisse OO0 =1

o 1
de la courbe en pointillé y == —a?.
2

3° Considérons enfin le trinome :
y = x? fa - 3.

Nous pouvons écrire ce trinome sous la forme
ren‘lal'c[uublc ‘
y:(.x—&—z)g—r,
et, sous cette forme, on voit que la courbe qui le
représente se déduit de la courbe :

9
y =ua?,
par une double translation, parallelement d’abord
a Ow et ensuite a Oy.

Soit en effet (lig. 53) O' le point & abscisse — 2
et d’ordonnée — 1 et M un point de la courbe cher-

chée, d’abscisse @w=O0A et d’ordonnée y=—AM. -

On a, sur la figure :

OA =0C+CA=0C+0A=x+2
AM=AA+AM=CO +~AM=y 1.

VARIATIONS DU TRINOME DU SECOND DEGRK:) 4n1

La relation :
Yy = (1 —+ 2)2 —1,
donne donce ;

A'M = O7AR,
¢’est-a-dire que la courbe lieu du point M est bien
définie par ’équation
y:.:ljz)

par rapport aux axes 0'z’, O’y

3 Y

g

i

I

|

I

I

i

|

'.

i !
_— /
\// 0

_..__,_._.._,_él:' _‘_.,,___.qC.

|

|

I

| |

g, 53

Les relations que nous avons écrites sont d’ail-
leurs des relations entre segments et sont vraies en
général, comme nous 'avons vu a propos des chan-
gements d’origine.

En résumé, I'étude des irinomes ’1 coefficients
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numériques conduit aux mémes courbes que 'étude
de Péquation y==ax®; la position de ces courbes
par rapport aux axes est seule changée et, dans
chaque cas particulier, I’étude attentive de la figure
[ail connaitre la position des droites 02" et Oy
Le point O est le sommet de la parabole; la droite
O' qui, nous le savons, est un axe de symétrie,
est dite 'awe de la parabole, la droite O'z” s’appelle
la tangente au sommet.

231. — Variations d’un trinome quelconque.

Pour étudier les variations du trinome

(1) y=ar’+ bx +c¢
et leur représentation graphique, le plus simple
est d'utiliser la forme remavquable générale

2 b ,
(2) y:a<;1,-4r~ é) _L/_’m_(

2

On voit dés lors immédiatement, par des raison-
nements analogues aux précédents, que si lon
désigne par O’ le point dont les coordonnées sont :

b O®

Lac

oa’ A

par O'2’, Oy les paralleles a Ox, Oy menées par O,
pav 2’ et y' les coordonnédes d'un point par rapport
a ces axcs, la courbe représentative du trinome ne
différera pas de la parabole :

y' —ax'?
admettant O'y" comme axe et 0’2" comme tangente
au sommel. Mais nous n’insisterons pas sur celte
méthode, prétérant développer icl l'étude directe -
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des variations du trinome (1) en utilisant la forme
remarquable (2).

Pour étudier les variations de y d’aprées la for-

‘mule (2) nous remarquerons que x ne ﬁgure dans

: . bN\?
le second membre que par l'expression (x + =1,
2a
. . - b
expression toujours positive, sauf pour r=—-— —,
2a

valear qui l'annule. Si a est positif, le produit
b\? ) . .
a<x + 52) est donc toujours positif ou nul; il est

négatil ou nul lorsque @ est négatif. 11 en résulte
que, lorsque a est positif, y prend la plus petite

valewr possible ou, comme on dit, atteint un mini-

R b .
mum absolu, lorsque x est égala — — ; au contraire
20 .

si @ est négatif, y atteint un mazimum absolu pour

b C e
=, ¢’est-a-dire prend, pour cette valeur

de x, une valeur plus grande que pour toute autre
valeur de w.

. b C o
L’expression x - S, Croit avec z; lorsqu’elle est
9

. b\* .
positive, <y -+ ;) varie dans le méme sens, c’est-
¢

Y . : b .
a-dire croit avec BN lorsque x—l——;a est négatif,
sa valeur ahsolue, décroit lorsque sa valeur relative

b 2
croit; done (.Tl?-+— ;—L> décroit lorsque x croit, si
2¢

b o
X — est négatif.
+ 2a <]



454 ATLGEBRE
‘ S 5

I l
[ 2 2
' g S
o+ +
| S <

& ~

+ + ]

" — | 7 — =
R I SN A B VA ANV el B
! s fe o s sloe | Bl |5l

+ = | + |==
e 2 e
SN S
W re
+ l
I~ S
I~y c]
oS .
= &
| 2
=~
> 3
1 o
| + o]
8 8 b 8 S 8 8
= = = =
o5 @ a1 o
£ & =3 = =
& = o — —_ =
: = 2 y o=
= o = & &l g
- S - c e S
= S ¢ =
N b
< . .
5 [F1aF |22 5] % |e 2 |
S IT TS T2 g . N
g S 3 I ° g 2 ’ 2 3 S I c o a(t‘*
& = | &7 = ~| & % = =
= ¥ 2 2 i g 2
=]
c- = el xe]
o % I A gl 9
=3 = = =. Z0 .
& = =, <. =
= = o~ = " =
S, o <} <] o
Ll & - = e
- = c E o
¢ = =4 =
| + + Nt
l 8 8 S 8 8 S 8

. - s
R S S e e 7]

b gy 8 e o

e o D & s

LIl AL

VARIATIONS DU TRINOME DU SECOND DEGRE 455
Enfin, suivant que a est positif ou négatif, le

. b\? . :
produit (Z<L + -—-) varie dans le méme sens que
2a

b \? , .
<x -+ ——) , ou en sens contraire.
2a » '

L’étude de la variation du trinome a été résumde
dans le tableau de la page 454.

Quant au signe du trinome, il a été discuté
au n° 177; on pourrait retrouver ici les résultats de
cette discussion, suivant le signe du minimum ou
du mazimum; par exemple, si a est positil, et si
4ac— b* est aussi positif, le minimum absolu est
positif, y ne peut donc pas devenir égal a zéro; si,
au contraire, 4ac — b* est négatif, y décroit de 4 @
jusqu’a ce minimum négatif et par suite s’annule
dans 'intervalle; de méme y s’annule en croissant

“de ce minimum négatif jusqu’a 4 o .

Les principaux cas qui peuvent se présenter peu-
vent étre représentés sur les figures ci-apres 54 a 59

. , . b
sur lesquelles I’abscisse OA est égale 1 — — valeur
' 2

de z qui fournit le minimum, et 'ordonnée AS a

bac— b? b _
T valeur de y pour T=— S est le

sommet de la parabole.

9

: b \? :
Remarque 1. — La valeur de <z -+ i) ne dépend

) .
que de la valeur absolue de # -+ —: si I'on pose
2a

successivement :

X — =t

2
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Fig. 54.
a™> 0; fhLoc— 0 >0
— 0t L
Z'—m‘_,l—J > 0: minimum positif
«

pas dec racines.

Y /

Fig. 56.
0 >0 hee—0"< o0

hae —~- 1 L. ) .
e < 0 ;minimun aégatif, 9 ra-

Lt
cines OM' et OM".

Y
A 10 -
- ZT T e
(/
/
/ \
Fig. 58.

« < 0y fae — =0
maximum nul, racine double,

0| AS X

Fig. 55.
a>0 hLac— 0* =0
minimum nul, racine double,

Y
A

0 X
S

Fig. b7.

n<0 4(1('-——LZ>0

Lo — 12

< 0; maximum positif,

ha

pas de racines,

Fig. 59.
a < 0; bLae— <o

hae — b*

A > 0; maximum posilif,
a

2 racines OM' et OM".

R
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X~ ——=—1,
24

cette expression reprend la méme valeur, et par
suite y reprend aussi la méme valeur; on a donc la

méme ordonnée pour les valeurs suivantes de 1’ab- .

scisse :
b
xr——-— 41t
20

r————1
24

7

c’est-a-dire pour des valeurs situées de part et
. b .
d’autre du point A(x —_— ——) , de telle maniere que
2a

ce point A soit leur milieu. On retrouve ainsi la
symétrie déja démontrée par rapport a la parallele
a Oy passant par le sommet. .

Remarque 2. — Les zéros du trinome sout pré-
cisément les abscisses des points d'intersection de
la parabole avec Ox. Lorsque la parabole est tan-
gente a Oz, il y a un zéro double : les deux points
d’intersection se sont conlondus.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE XIX

Partie complémentaire : Représentation graphique.

383. — On a observé les températures suivantes :
Midi . G e e e 10°
A" 11°,5
B oo o 80
Glx 50
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8!1 . 30
= 5 0,5
Minuit . %5
2h : R &

Représenter graphiquement la variation de la tempéra-
ture, en faisant correspondre 1°™ & 1M et @ A 10,

384. — Effectuer la méme représentation graphique, en

faisant correspondre 2mm a b ef ™™ a 1o,

385. — Effectuer la méme représentation graphique en
faisant usage de papxer quadrillé et faisant correspondre un
coté du quadrillage a 1" et un coté a 29,

386. — Représenter graphiquement la temperature d’un
malade d'aprés les observations suivantes :

Matin, Soir.
28juin . ... .. .. 36°,9 380
20 — .o 37°,5 38°,5
3o — ... 37%,4 39"
¢ juillet. o000 0L 39°,1 39°,5
2 —_— 39° 38°,8
3 3gen 3
h — e e e e e e 3’70 37",6

387. — Représenter graphiquement les températures indi-

quées dans la note au bas de la page 417, en faisant corres-
pondre 5™ a 1™ e{ 5™ & 10,

388. — Représenter graphiquement les variations des
fonctions.
Yy = 20— 1
y = —3x -2
)=t
en prenant comme unité le centimétre,
389. — Méme question, en prenant pour unité le milli-
metre,
390. — Représenter graphiquement les variations des
fonctions :
3. 3
Y=5*73
P) 3
y = ‘r} X — g N

|

S
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. T2
¥= 2 5

en prenant pour unité le décimeétre.

391. — Méme question en prenant pour unité le centi-
metre. .
392. — Représenter graphiquement les variations des
fonctions :
y = — 22 + foo
y = — 3a -4 250
x
y= 3 5 2000
en prenant pour unité le dixiéme de millimétre.
393. — Représenter graphiquement les deux droites :
= axr + I
y=—3c+7

en prenant pour unité le centimétre; calculer et mesurer les
coordonnées de leur point commun, c’est-a-dire du point
dont les coordonnées x, y vérifient les deux équations.

394, — Méme question pour les droites :
1 -
y=g —+ 15
Yy = 20 — 3.
On prendra pour unité le millimétre.
395. — Résoudre les deux questions précédentes en fai-
sant.usage de papier quadrillé.
396. -—— Calculer les coordonnées du point commun aux
deux droites :
y=ax +b
y=ax-tb.
Discuter.
397. — Construire les droites représentées par les équa-
tions :
=1y 45
a =3y —
X =2
7, 2
==ty

en prenant pour unité le centimeétre,
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398. — Coanstruire les droites représentées par les équa-
tions :
2a -+ 3y =5

b — 5y —2=—0o

32—y 4-4=—0

3v —5H=—o0
2y -+ 3 =o.
en prenant pour unité le demi-centiméetre.
399. — Dans quel cas les droites représentées par les
équations :
av + by =¢

ar' - b'y =¢'

sont-elles paralléles?
400. — Quelle est la pente de la droite :

ax -+ by = c.

401. — L’horaire du rapide de jour de Paris i Marseille
pendant Phiver 1905-1908 élait le suivant :

Distances de Paris

en kilombtres, Stations, Arrivée, Départ.
Paris 9"20
1H5H Laroche 1129 i3/
315 Dijon 153 1"59
hho Macon 338 3
Dia Lyon LM x 456
618 Valence 6"16 G20
7h2 Avignon 752 3"3
363 Marscille 0"34

Représenter graphiquement la marche de ce train en pre-
nant pour unité de temps 5™, pour unité d’espace le myria-
métre et pour unité de longueur le millimétre pour les
abscisses et les ordonnées.

402. — Résoudre la question précédente en faisant usage
de papier quadrillé.
403. — Résoudre la méme question en faisant corres-

. S . T
pondre une abscisse de 1™ & 1! et une ordonnée degde

millimotre & 1 km,
404. — Calculer la vitesse qu'a le train précédent dans
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chacune des sections qu'il parcourt et mesurer les pentes
des droites correspondantes dans les diverses représenta-
tions graphiques.

405. — Calculer, avec I'approximation que comporte la
figure, 1es.v1tesses de.s trains représentés sur la figure 46,
entre les diverses stations du parcours.

_ 496. — Méme question pour la figure 45; calculer de plus
les époques et les distances aux stations voisines des croise-
ments des trains en dehors des stations,

407. — Construire la parabole :

3
y =z @
en prenant pour unité de longueur le centimeétre. :
408. — Construire la méme courbe en prenant pour unité

- de longueur : 1°le décimétre; 2° le millimeétre.,

409. — Construire la parabole :
’ Yy =40 000 a2

en prenant pour unité de longueur : 10 le metre; 2° le déca-
métre. _
410. — Construire la parabole :
Y = — 0,0003 22

eén prenant pour unité de longueur le dixieme de millimétre,
4141. — Construire la parabole :

Yy = :Z-'2’

y :3-‘1‘——}—&,

» . .
en prenant pour unité de longueur le centimétre. Mesurer
les abscisses de leurs points communs et vérifier qu’elles
sont égales aux racines de I'équation :

et la droite :

2 =3z - 4.
412, — Méme question pour la parabole :
V y:%xz
et la droite :
¥ =27 -4 1o0.

Ou prendra pour unité le millimetre.
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443. — Construire la parabole :
Yy = z.U‘l—Bx—*—g,

en prenant pour unité le centimétre: mesurer les absmsses
des pomts d’ 111Lersect10n de cette courbe avec Owx.

44 4. inome :
Yy B
y=;. e
Courbe représentative, en prenant le centimétre pour
unité.
415. — Construire la courbe :

& =2y —by 41,
«n prenant pour unité le centimétre.

416. — Counstruire les courbes suivantes :

z == 50 oooy? 4 300y — 3
Yy == o0,00012% 4 0,012 — 1,

en prenant pour chacune d’clles une unité de longueur com-
mode, que l'éléve devra choisir.

R ape——
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