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Homogena 1inearna diferencijalna Jednalinas

n—l dn—2

(1) E;1r+ gl(x) ————y' +gz(x) E;ﬁ:% +...+gn_1(x)%% +gn(x)y=-0

i sistem linearnih diferencijalnih jednad¢ina

,y d " | |
@ = - Z;l @) T (L2 3em)

- bile su od uvek predmet istraZivnja mnogih matematidara
"'i{ o sa raznih talaka gledlsta,aer one imaju . veliku prlme-"'

nu. u teorijsko] fiziei, mehanici i tehnidkim problemima.
Poznato je da se ove dlferenciaalne jedna¢ine u opstem

. sluéaju ne mogu integrallti pomocu kvadraturae

Medutlm, homogene linearne diferenciaalne jedna-"‘

"~ %ine sa konstantnim koeficijentima, kao i diferencigalne-

" jednacine koje se svode na diferen01ja1ne Jednaéine sa
konstantninm koeflcijentima, integrale se pomocu kvad-

ratura.

Poznati su potrebni 1 dovoljni uslovi da se. jed-
nadina (1) kao i sistem (2) sa promenljivim koeficijentima
g:(x) 1 a k(x) avode na jednadine sa konstantnim koe-

| ficiaentlma 1,2, 3 4

Zatim jJe poznata metoda da se Lapmace—OVa diferen-

ciaalna jednacCina

$3) dn . aqX +b1 dn—l +azx+'b2 dn—2x' . +anx+hn ;
| dx a.Xx + b0 dx™ a,X +b0 dxn—2 °° a°x+b°y -

kao 1 sistem linearnih diferencijalnih jednadina

e . . n 0 0
(4) dyy < % X * Pyr
dx 0 0

| = \"kox + bko |
mogu rediti pomodéu odredenog integrala ili pomodu TIa=

“h




place~ove transformaci je.

Medjutim, posgtavlja se problem da 1li se mogu'.
naéi potrebni i dovoluni uslovi koje treba da zadovol;la-

HWE vaau koef101]ent1 g, g ! Qednqélne glg kao 1 a{kgx) 51ste-

ma (2) i da se one svode na. Laplace-ove jednaéine (3) i (4).

¢ —r — g ——

Koliko nam je‘poznato, taj problem nije re-
sen 1 mi smo stavili sebi u zadatak da u tezi nadjemo
potrebne i &ovoljne uslove izmedju koeficijenata gi(x)

jednaéine (1) i koef101aenata ajk(x) sistema (2) da se one-'
. svedu na Laplace-ovu. Jednaéinu. | |

'Materijal u tezi je ey s Tuy v VKU BUO|T
| su obradeni slede61 sluéajevi'
1. Jednaéina koja se svodi na jedna&inu sa
" konstantnim koeficijentima smenom funkcije. |
2, Jednad%ina koja se svodi na jedna¥inu sa |
.' -konatantnim koefiqijentima smenom nezavisno promenljié
ve. _
| _ 3. Jedna¥ina koja se svodi na Laplace-ovu o
'diferencijalnu jedna&inu.smenom.funkcije.
4, Jednadina koja se svodi pa;Laplace—ovu
_diferencijalnu.jednaéinu smenom nezavisno promenljive.

5. Specijalne iednatine.

6.Sistem homogenih Jednaéina koje se ﬂvbdené
Laplace-ove Jdenadine smenom funkcije. -

T Sistem homogenih Jednadina koje se svode
na Laplace-ovu jednadinu smenom nezavisno promenljive,

8, Semi- invarijante sisbenma linearnih jednaéina |
u odnosu na negavisno promenljivu.




- gde Je u(x) proizvoljna funkei ja,
funkeija,jednadina (1) dobija  oblik ™

1. Linearna diferencijalna jedna&ina koja se

~ gvodi na jednadinu sa konstantnim koeficijentima smenom

- funkecije.

*

Neka je data linearna diferencijalna jedna~-

&insa sa promenljivim koeficijentima

o -1 5
(1.1). -6;1 + gl(x) :%—% eoek g 2 (x) §E+ & (x) ¥ = 0,

gde su gi(x) diferencijabilne funkcije nsa segnentu

2 oy =ax) ul,

a z(x) novai"' nepoznata |

|

n-l 2

=5 +...+o( -1 (x)g: +o£(x)z-o .

(1.3) ——+o(1(x) 2+ 2(")2111

_gd_eisu C(i(x) novi koeficijenti koji zavise, o4 gi(x)'
i p:r:oiz_voljne funkecije u(x) 41 njihovih izvoda.

Dobi:]a se koeficijent

s o @ s —— ki




-4—.

o 1 |
- {(1.5) u(x) = e n-"gl(x)dl-:

i jednadina (1.3) dobija kanoni¥an oblik

. . | |
(1.6) d: C{z(x) -QE—_-z- + oee & 11_._;.‘_(:::) +d (x) =0,

¢

Na taj-naéiﬁ je reSenje jednadine (1) oblika

10
e L (g (x)ax

Zamenom funkﬁije u(x) iz relacije (1 5) "
l‘ostalim koeficijentima O( (x) jednadine (1.6), dobija-
Ju-se ostal:l. koeficijenti o(i(x) (L = 2, 3, *+°n) u zavis-'

| -nos'l:i od koei‘ieijenata gi(x) (L =1, 2,00 ) :I. | o

77 igwoda, tde |

~O(i(gl,gi, g7y **° 8o g3,...gn\(i=2....n).
! Poznato je da su koeficijenti O(i(x)
(£ = 2, 3...n) semiinvarijante jedna¥ine (1.1) za sva-
ku transformaciju oblika (1l.2), a jednaé.ina (1.6) pred-
‘stavlja kanonidan oblik jedna¥ine (1.1) za transforma-
ciju (1.5) [1_,'2)4]. T.Pejﬁvié je proudavao .semiinva-
rijante jednadine (1.1l) za tfansformaciju_oblika (1.2)
i iskoristio ih za svodjenje jednadine (1.1) na Jjedna-
¢inu sa konstantnim koeficijentima (Bulletin de la so=-
cicté ﬁa#hematique de France 53.1925 (208-225) ).




o

Mi éemo ova] problem tretirati na drugli na-
%in. Ako se dobijeni koeficijenti jednadine (1.3) izje-

'_dhaée sa konsténtama, tJe

nu’+ gl(x)u

.'(Z‘L-'T') ' 0{ (x). = 4, = const,

Jé{é(x) = Alz = const, eceeo O/n(x) = An =.00115't, |

tada je funkcija | | | |

(1.8) | e j(Al - &y(x)ax,
 u =

‘pa jednadina(l.3) postaje diferencijalna jednaéina B8a
~ konstantninm koeficijentima,Samo pod izvesnim uslovima,

da Koeficlijenti 84 zadovoljavaju rela013e

- )
di(gl'gl'gl ’ 'f'gl(n -1 lgzl"" lg'n) = A'i

- -1
(1 9) dn + A dn z+.& Toeot An +A. Z = 0,
- ax®  laTl T2 gt =2 "1

gdé su prema (l.7)

(1;10) O{ l(x) = A dz(x) AZ’ ‘e C[,n(x) = %.'

eorema l.A.

e -

Relacije (1.10) daju potrebne i dovoljne us=-

1ové-ﬁoje treba da zadovoljavaju koeficijentl gi(x)

i=1l,2,.04n ednadine (l.1 da se smenom (1l.8) svede

ne Jjedna&inu(l.9), gde .su koeficijeanti A; (i=1,2,... n)

oot el e

konstante .




-6 -

Lako je proveriti da su ovi uslovi isti ko-

je je dobio T. Pejovié u svojim radovima (Bulletin de

soclcieté de Mathematique de France, 5%,1925 /208-225/).

Jednadina drugog reda

d2
dx

v

(1.11) Y+ g (x) SL + gy(x) v = o,

smenom (1.2) postaje

——-*d(x) dz+o((x)z=o,
dx |

gde su -

2u +g u’ + u g,tg,u
1 d2(x)" . 1 =2

; Iz jednadavanjem koeficijenata o(l i'cfg 8a

konstantama dobija se jednalina

— s A = + A.Z = O
dx2 1 dx 2 ’
gle je |
1ﬂ}
= - (x)] dx.
(1.13) 2J 1 ]

Uslovi (1.10) prema (1.12) i (1.13) u ovom

gludaju glase




2 1 12A

(1.14) of 1(x) = 4y, do(x)=F A5+ g, =5 &1~ F &1 =4,

gde su 4; 1 Az konstante, tj. dobijaju se resultati T.
Pejoviéa El_-




2. Linearna diferencilalns ednaéina'ko a 86
svodi na diferencijslnu jednadinu sa konstantnim koefi-
cljentims smenom ne zavisno promenljive. |

Neka je data diferencijalna jednaéina

n-l .
(241) E;%+g1(x) F_:{'+...+gn_l(x) %wn(x) y =
x .

gde su g,(x) (1 =1, 2,...n)'defihisane: i dliferenci_.jabilne;
funkcije na segmentu xGEa.,b-] o |

Smenom
(2.2) g'_:;_ - V(I)'ﬁ 'S: J'v(x)dx = y’(x): x =A(g) r_

Jedna¥ina (2.1) dobija oblika

(2.3) —x*—ﬂl( x) S dfn . ﬂn_l(x (5 (x) y=o, .

gle su (gi<x) funkci;]e koeficijenata gi(x) | 1 proizvo-
ljne funkcije v(x) i njihovih izvoda, gde umesto x tre-
ba zameniti njegovu vrednost izraZenu kao fimkcijﬁ od

‘f pomoéu relacije (2.2). Koeficijenti ﬂi(x) su oblika |

| - --—(12—)-11 n=l) vo(x) + g (x)v
(2.4) [31(") = "'““_“""'é“""'"l""‘“ /R

v

Ako se‘postavi uslov ﬁl(x) = 0, teada ;].e




¢ Qo =

—(——)- (x)dx |
(2. 5) =i7(x)- atn=d fgl ) :§ j (x)ax=Y(x); =A(F )

i jednadina (2.3) dobija kanonidan ollik

] n-2..
(2.6)  &X +(732('g) H et B(E) ¥ = o

Poznato je da &u koeficijemti (3,(%) (i =
= 29seell) semiinvarijante za svaku transformaciju !obli-
ka (2.2), a jednadina (2.6) predstavlja kanonidan oblik
jedhaéine__(z.l) za transformaciju oblika (2.5).

T. Pejovié je proutavao semi-invarijante je-
~ dna¥ine (2.1) za transfarmaciju oblika (2.2) i iskoris-
tio ih za svod jenje Jjedna&ine (2.1) na jednadinu sa ko-
nstai:rtnim koeficljentina [-1].; Mi éemo ovaj problem tre-
tirati na drugi nadin.

Ako se koefici jenti {b’i(x) jedna¥ine (2.3)
datih relacijama (2.4) izjednade sa konstantama, tj.

n(n-1) .,
(2.7) Fl(x) ___v-i-g_z__ﬁ)_v A= coat,ﬁz(x) = A,y

""PI"(X) = 4;» tada je
2 ' - | 2
2.0) Lo TETSaEEL o oot (o

pa Jednadina (2.3) postaje jednadina ss konstantnim ko=~




-] 0=

'eficijentima gamo pod izvesnim ulovima

(219) ' J+A1—n5.—1.:—:l.-x+..,f An_l%lﬁg—-i-An‘y: O

Zamenom funkcije.v(x) date jednalinom (2.8)_
u relacijama (2.7), dobide se uslovi izmedju koeficije-
nata gi(x)-(i =1, 2,4.0.n), jednadina (2.1) da se ona
svede smenom (2.8) na jedna¥inu (2.9) sa konstantnim
koeficijentima. 1

MTeoremg 2.A.

Relacije 52.1) daju potrebne i dovoline uslove
rkojé&reba-da'zadovoljavaju'koeficijenti gi(x) (i=1,2,

" e.n) jednadine (2.1) da se Hna smenom (2.8) svede na

jednadinu (2.9) sa kostamtnim koeficijentima o -
M_#

| Lako je proveriti da su ovi uslovi isti ko=
" je je dobio 7, Pejovié u svojim radovima EL, 2y 3]

Ako se postave uslovi

n n-l ’
—Lz—-)-'v +g1(x)v A, A,

(a) (,lyl(x)= —_VT—_ @2(::)- ?z,...ﬁy

"*_éjf

gde su Ai konstante, tada jednafina (2.3) postaje Eu-

1er-ova jédnaé ina,

| &y A n=-1 A__ A
(b) —Ii+—lu+...+ nl%—%-&--—gy:o.

gn




R W

odrediti iz prve jedna¥ine (a), tj. iz JjednaZine

n(nl)ys g (x)v A !
= e &
. v§ }' fv(x)dx

JKé.ko ;jé, prema (2.2)
() F=[vimax = Y(x), v(x) =y @)y (x)=y (),

to poslednja jednalina poafﬁje

2=l 7"9';' v gy (x) P = byt
koja 8e smenon
| ‘(d) ' _ “f’= efzdx
avodi-na Bernulijevy Jjednac¢inu po

(e) nin-1 2’ + gl(x)z + [M}_g-—ll - Al]zz = 0.

2

Jednadine (c),(d) i (e) daju funkeiju v(x) koju
treba zameniti u jednaﬁlnu (a) da bi se dobili uslovi

koje treba da zadovoljavaju koeficigenti gi(x) (i=1, 2,..

ceee,n) da se jednadina (2.1) svede na Euler-ovu jedna=-

ginu (b) o
Teorema 1.3

Relacije (a od uslovima (¢ d) 1 (e) da~




N.P. Erugin, Privodimi sistemi "Prudi fizidko-
Ltuta im . V. A Steklova" T XIIT 1946 atr.92

otrebne i dovoljne uslove, da Se ednadina (2.1

Jdu
gvede na Euler-ovu Jednadinu (b).

IzloZidemo mgnovu metodu [:2 5] 1’

Jednadina (2.1) smenom

(2.2) 3= Y

gle su
d - d ’ d
a—%=%¥-§ « E§= ?.(x)a-%
ijl—21=-=‘-131(§3)‘2+§“2 c 420 £ + go(0) &
ax® ag? ¥ %fax F a% prix at

__E [y— (x)] —I + sos F %n)(x) %%,

postaje jednadina (2.3), gde Je

g,(x)

" e

Da bi jednafina (2.3) bila jednalina sa kon-
stantnim koefici;jen'bima,; mora biti |

(2.10) @l(x) = Ajyees ﬁn(x) °n x) = A

[9‘/(2)] 1
matematiceskogo




-15= »

‘gde Bsu A, konstante. Tada e jednadina (2.3) postati

jedna&ina (2.9). Iz poslednje od jednadina (2.10) sledi:

| . . -
| 9 —]/ —
(2.11) \f(x) = -ﬁ-—-———j gn(x)dx.
| Zamenom funkeije }U(x) date relacijom (2.11)
u relacijama (2.lo) dobiéde se uslovi koje treba da za-
dovoljavaju koeficijenti g,(x) (i=1,2,...,n) jednadina
(2.1) da se ona svede na jednadinu (2,9) sa konstantnim

" koeficijentima .
Teorema 2,C.,

Relacliie (2.10) daju potrebne i dovolijne us=—

. love 'izmedju koeficlijenata 80X i =1, 2, vee 1) je-

dnaéine (2.1) da se smenom (2.11) ona svede na jednacdi-

nu (2.9) sa konstantnim koeficijentima. °
Lako je proveriti da su ovi uslovi 1ati koje

je dobio T. Pejovié u svojim radovima [1)2,3,] o

Na primer, jednacina

2

(1-x2)§—%-x%§+n2y=o
N |

pripada klasi Jedna¥ina koje se mogu svesti na jedna~
é¢inu sa konstantnim koeficijentima, gde je

.-§= Il arcsinx (Az = const). H

V2




Treba napomenuti da istovremena smena funk-
cije y 1 nezavisno promenljive Xx u Jjednadini (2.1)
ne dovodi do efikasnih rezultata, jer se nepoznate fun=-
-kf}je_'q(;) 1 v(x) w smenama (1.2) i (2.2) ne mogu

efektivno odrediti.




-]15= =

3, Diferencijalna jednalina koja se svodl na

Laplace—ovu diferencijalnu Jjednacinu smenom funkcije.
Neka je data diferencijalna 'j edna¢ing

(3.1) S+ gy (x) Sf *eeet g (%) 5 +gn(x) y=o,

gde su g,(x) (i = 1, 2, ... n) diferencijebilne funkci~
~Je na segmen'l:u xé [-a,b] |

Smenom

(3.2) . ¥y = za(x) u(x),

gde je u(x) proizvoljna funkeija, a z(x) nova nepoznata
funkcija, jednedina(3,.l) dobija obilik

(3.3) al () -n—'lt towut o 1(x) 82+ (x) 20,

gde su o(i(x) novi koeficijenti kao funkecija od gi(x)
(1=1, 2, ... n) funkeije u(x) i njihovih izvoda.

Ovi su koeficijenti oblika

(3.4) O(l(x) nu’ + El(x)u , - '.'._.' 3

Ako se posmatra Laplace-~ova diferenciialna
 jednadina




~16= -

| -] . a X+b
at, al’“'bl at Ty n. n
_(3 ) dx™ 8,X*04 ax® 1 8,X+0,

i uporede koeficijenti jednatina (3.3) 1 (3.5),dobijaju

se potrebnii dovoljni uslovi

n + P n"'l :
(3.6) - +by mu'+ggu  SpX *hy (n22)u’ "+ (5 5)8 uf+Exn
° i —— g -
. ax+ Db u

u
. aox + bo

da se jednafina (3.1) svede na jednaSinu (3.5), Punkei-
ja u(x) se odredjuje iz prve od jednadina (3.6), tj. iz
jedna&ine

a- xX+b
| 11,71 "1
, a,x+b = | (== =g )AX
(3' T 'EE—= -él_x-‘T‘Fl.- gl(x) ’ ili u= Bn 30x+b0 L .
: | 0" "o

' Sa taeko odredjenom funkeclijom u(x) i smenom

| l‘f 8q X+by
Ll L g
(3.7°) v = u(x)z = e (aoxfbo gl) R

jednadina (3.1) postaje jednadina (3.5). |

zamenom funkecije u(x) iz relacije (3.7) u

jednacdine (3,6) dobide se uslovi koje treba da zado—'
~voljavaju koeficijenti gi(x)'(i=132,..,n) jednadine
(3.1) da se ona svede na laplace-ovu jednacinu (%3.,5)

Teorema 3.A.

i

Relacije (3.6) daju potrebne 1 dovolijne us-
love koie treba da zadovoljavaju koeficijentl i(x[

(n)"l‘ glu(n-l)"' gzu(n-2)+- oe .+gn_1u'+gn T et —— ]



* )=

(1=1,2,+..,n) jednadine (3.1) da se ona smenom svede

it it sl A S S E———————
na Laplace-ovu jednadinu (3.5) .

Neka je data diferencijalna Jjednalina drugog

- reds

(3.8) =+ gy(x) H + gy(x) ¥ = o,
| X

gle éu gl(x) i gz(x) diferencijabilne funkcije na seg-
mentu x & _a,‘ta .

Smenon
| (3-9)_ | vy = z(x) u(x).

gde je u(x) proizvoljna funkeija, a z(x) nova fumkecija,

jednadina (3.8) svodi se na JednalZinu:

(3;10_)_ gﬁ+ c(l(x) -cal—-; + G{z(x) Z = 0,

gde su 0(1.(:{) i O(z(x) funkcije koeficijenata g, gi i
&o e

Upored jen jem koeficijenata jednadine (3.10)
8a koeficijentinma Lapléce-ove jedmadine |

d2z . alx-i-bl dz . 32}[+b2 i
dx2 aox-l-b0 dx a0x+bO

(3.11)

dobijaju se f:otrebni 1 dovoljni uslovi




-] B

2u'+gl(x)u 8, X+by

(3.12) _0(1(x) = TR = E:E;E;
N u” + glu’+g2u a,x+b,,
O(z(x) = u " B xX¥b,

odekle je 1z prve od relacija (3.12)

a-, X+b
e%' f('é:':'iﬁi - & (x))ax.

Posle zamene u drugu jednadinu uslova (3.12),

dobija se veza

1 (alx+b1 Jo1 ,81%tby 2

5 ~ g ) +F (= - gy) +
2 ‘a x+tb, 1 'y a_ X+b €1

1 @ XDy 8,X+0,

ty (—Taox+ . &) 8 t8 = 8, X+b

Primer l.

Jednacd¢ina
| 2 2 2. L2 3
2a.+(2a- +2 )x+3x -a, +{as+a, )x+(3a, +1)x42x
(3.4) yos A A T, A A 4 LT T,
x(x+1l | <% x3

gmenom

y = z(x) u(x)

svodl se na Laplace=ovu Jednadinu




~19-

_. (3-15) z " +.2:xx5' +%—:E%E zZ = 0,

gde je prema (3.13)

2&1+(231+2)x+3x2

 1(23x
u = eEJ}
- .. ='é_a11nx . —al.

X

-4t Wt
R { ’r-.‘;' \ -

| e

1+x x(x+1) )dx=

-




=20~

Posmatrajmo Laplace-ovu Jednacinu

(n) 21X*P1 (n-1),22%"Pp (n-2),  20'’n

(3.16) ¥ \ e Y J=0,
| ‘a_X+b a °x+b o a 0x+b o

koJa se smenom

1 j alx-i-'bld
= =5 x40 X
Y = 2e n _a°x+ 0

sfodi na kanonidan oblik
(3.17) : z(n) + :]zz(n"2)'+,,.+ ]n % = O,
gde su)k (k = 2,...n) funkcije od x.

Isto tako jednaéina

(3.28) ™) 4 g ufy T s gy = o,
smenomnm

| -4
(3-18') y = ze n Igl(X)dI!

svodi na kanoni¢an oblik

(3-1§) z(ﬁ)+- J: z(n-2) +o oot ,l: Z = 0,

gde su J; (x) (k = 2,...n) funkeije koefici jenata
gi(x) 1 njihovih izvoda.




A T

Da bi se jednadina (3.18) svela na Laplace=
ovu jednadinu (3.16), potrebtno je i dovoljno da je pre-
ma (3.17) i (3.19), dobija se relacija . '

o

(3.20) jk(x)=:]; {gl(x), gz(x).-..gn(x)] (k-2,3.-..31'1).. |

Teorema %.3B.

Relac]l je .20) daju potrebne 1 dovoljne us=

love koie treba da zadovoljavaju koeficijenti (x

. (1=1,2,..n) jednadine (3,18) da se ona svede na Lapla-
---d-..... — ___ _-"" — —

_______.__-—_.—_——_.—_M

ce~ ovu jednadinu (3.16)

Na primer, Laplace~ova Jjednadina

alx+bl_ , a2x+b2

»
AR w2 AR v 2; Sk A

smenom
1 ja1x+b1
¥ = ge 2 aox+Eodx’

svodi se na kanonidan ohlik

z” + :Jz = 0, ‘

gle Je

J 18Xy [ 1 ey xiby 2 apxid
2 = -,-2- ——T&Ox+ 0) ""4(30—?'3(,‘_ o) + aox+ . .




—2 2— y

Jednadéina

y*¥ + g (x)y + gy(x) ¥ = 0,
. smenom

3 .[31("’)‘“‘

svodi se na kanonifan oblik

2
~ gde Je
o |
1 ¢ 1 2
J;g“'zgl'?:gl*gz'
Uslovi (3.20) u ovom sludaju glase
| b a,Xtb, 2 a,Xtb
1 .+ 1 2 81 X770y 1X7Py 2X7075
- 28 T )y g1+g2 (a X b ) (a°x+b°) + aox-i-bo’

odakle se mq@a_izraéunati koeficijenti. Tako ée Jjedna-

dine koje se svode na Laplace—ovu Jjednadinu glasliti

+b
v , | 8pX¥Dy 9 ByXtDy 2 9 B XD
y + gl(x)y +{aox+b 4(a°x+b ) (3 X 'b )+

*

’ 2
+d g0 + )]y -
gle je gl(z)"proizvoljna funkeija.
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4. Jednadina koja se svodi na Laplace-ovu

R nher-apa iy

g_:j.__fe_;'encilalnu jednadinu smenom nezavisno promenljive.

Neka Jje data diferencijalna jednalina

gde su gi(x) r(i.=, 1, 2,.;.n) diferencijabilne funkcije,

koja se smenom nezavisno promenljive

(4.2) % #'v(x), x=_:f\(t)

dy _dy dt _d g__;i(g__)2+ 3% _ a8y, fy
'e T4t cax t"_% PWLALE. E%;;Z #" E{%
alt dy a™

dx
svodi na diferencijalm jednacinu

(4.3) —-—1+0(( )——li+...+

at™ at™r n-1

gle u koeficijentima 0{i(}c) treba zameniti x kao fun-
kel ju od t pomodu relaci P '(4-2)- |
Lako je vodeti da je koefidijent 0{11(3{) oblika

o/ i} gn*(xz__.
n(x) [‘Vf(x)jn

(x) $L+q_(x)y =o,



.y

Ako se koeficijenti jednadine (4.3) izjedna-

Ye sa koeficijentima Laplace-ove jednadine

. t+b n-l ' a_t+b
ay  21'™M1 4 X Bnt"On
dt o o at? 29 0

dobide se, prema (4.2) relacija

| | | v{x)+bq (x) 2 v(x)+b
(4.5) o(lcx)=%i-,..., o((x)_

Poslednja od cvih jednakosti daje funkciau

V(x),'ta. dobija se jednaéina

gn(x) dx,

A

| &
( 4‘ » 6 ) '—"'I']:""""-"'n"dv
’ .a,Ov +b0

koja se moZe integraliti. Kako su koeficijenti Cxi(x)

jednadine (4.3%) funkcije koeficijenata gi(x) (i =1,2,..1),

to relacije (4.5) prema (4.6) daju uslove koje trebn In

niydovoeljavaju koeficijenti gi(x) jednadine (4.1) dn se
. -LJ | - A u
ona avede na Laplace-ovu jednacinu (4.4), gde Je v(x%

dato relacijom (4.6)

EL na_ 4., A.

-.-.-..-l-
s =gl

'--..,-‘-h-_—.—-ﬁ‘ y =

T
Lelaocije (4_-...5.) prema (4.6) daju potrebne i

ﬂqﬁoljﬁn ug]iy'kﬂjﬂ trebn da mnadovoljnvaju  Itoofi-

0 Llur;l,i_ (ri(ﬂ) (1= ,,,..n) jodnndine (4-.1) dn _Be ena

£11a0n 01 (4,%) gvede na D1p1ﬂoe -Oviy jednndéinu (4 5 .

L L Bl R =

el s— N prpp— — B W R e ¥ At b= —

Na primer, jednacina




2 |
d ay _
(447) | '&;’% + gl(x) ax + gz(x) Jy =

gle su gq(x) 1 g,(x) diferenci jabilpe funkcije na seg-

" mentu xﬁ[a,lﬂ , Smenom

(4.8) % = v(x)
 postqje
- | d2 ” +g r gz(X)
(4.9) ~ Ly Ly e8IV AL 4=

Iz;jédnaé ava_njem koefic i.;]enata jednaéine

{(4.9) 8a koeficijentima Laplace—ove jednadine

| 22 1:+b ' a,t+b
d
- (4.20) 5%"'& S T, ax"'"'z'f'ﬁ?g?"""

dobijaju se,' prema (4.8), relacije

v7 + gqv' aqtthy  ayv+by
E,rJZ aot+b° a°v+b0

g,(x) ayttb, a,vib,
_[—j_?"a’-[:—?— 'é,'"ir_-i-'ﬁ'"

(4.12) E————dv z= gg_(x),dx




. Relacije (4.11), prema (4.12), daju potreb- l
ne i dovoljne uslove izmed ju koefici jenata gl(x) i
g,(x) Jedna¥ine (4.7) da se ona, smenom (4.8), svede

‘na Laplace—ovu jednadinu (4.10).

Treba napomenuti da istovremeno smena funk-
cije y i nezavisno promenljive X u jednadini (4.1) ne
dovodi do efektivnih rezultata,jer odredivanje funkcije
u(x) i v(x) u smenama (3.2) i (2.,2) ne mogu se efekiiv=- |
ne edrediti. ' - -




S.opecijalne tednadine 1’

Neka je data diferencijalna jednalina

n+l | (ne1) n+ 1
n-1) . - (n-1)
1) ; x* Y-(n) + [._n h-1 _xn-1+' | E a )xﬂy (n-1)

= - = _

T on+l | 1 |

(n=-2)_.r (n-2 oot ,, Dl
+ Z.’r r)x y( )+l.'l+ -Z; ar(z)xry '+ -S- ar(l)xry +
- n+l -
o} r . '
+ Z "r(. )X y =0,

I=0

u;'kojoj bro j népoznatih koeficijenata navedenih poli-

noma iznosi

nin+
2 y

gde je n - prirodan broj i red diferencijalne jednadine,

Ako se diferencijalma jednadina (5.1) podeli

sa xn+1 +'xn, dobija se jednadina oblika |
(5.2) ¥ g (g Dar o0y 0B e vy (x)y
+f1(X)y'+f0(X)y = 0,

gde koeficijenti f£,(x) (i =1, 2,...n-1) imaju nule u
imenitelju 1 to x =0 i x = -l.

. Funkeija fn_l(x) ima u imenitelju nule prvog
1% 7. Mitrinovid.Zbornik matematickih problema II,




-

reda x=0 i x =-l. Z2atim da funkcija £ _,(x) ima wu ime-
nitelju nulu drugog reda x=o 1 nulu prvog reda x= =1,
Na osnovu navedenih funkcija proizilazi da funkcija fo(x)'
ijma nulu n-tog reda x=o0 i nulu prvog reda Xzl o

Smenom
(5.3) y= x°F z(x),
gde je k za sada neodreden broj, jednadina (5.1) svodi

se na Laplace=ovu diferencijalnu jednadinu

n+l

[ (n-2)_ ¢ (n-1) o7 e Gl 0

[(1) -(52_ )k al2)  4all) ]z'+ [ar(lo)-kan_s_}_) +an£§) x| 2=0

n+l n+1

(5.4) (1+x) 2 ['(n-l)_( Do)k + o(n=1) a ,(n=1)

pod sledeéim.potrebnim i dovoljnlm uslovima

nan_l - (3 )x =0, (3 Yk(e+1)= (n“l)(n‘l )k+a£§12)—0

.(5!5) 3 )k(k+1) - 1 3(2—2) (n-

litnin-inil-i--lli-cculi---:--nnnnunntiu

af®e alBx + afPr(ie1) + o{07 1) (2 (<1 (4 pne2) s

----n(k+1)k.;d'

1 2  (n-1 | '
_ag_ol)- Ré )k+ a% )k(k+1) + afln .‘)(-?l.)n-l(k+n-2)..(k+1)1{+

[}

+f§ ) (=1)"(ktn=1)sesees(ktl)k =0 ,

ago) -a&l)k +a§2)(k+1)k+.....+a§§§2)(3:2 ) (=1)7 2(k+n-3)-.

(n-l)(n-%) (=) (k+n-2) ¢ 0o (k#L)k +

l!li(k+1)k +I an -




+ (0 )(=1)"(ke+n=1) seeeeses(ktl)k =0

Navedeni uslovi (5.5) su dobijeni anulira-

njem koeficijenata uz izraze

x~Ktn=l z(n-l), xﬁk+nfl z(néz),...,xfk+lz,..,xik

i predstavljaju sistem linearnih jedna®ina u kojima su

nepoznate koeficijenti navedenih polinoma u diferenci-

| jalnqj_jedna&ini (5.1)% Broj ovihljednaéina_je

n {n + 12 ,

2

) U sistemu (5.5) broj nepoznatih koeficijena-
ta Je

M+(n;l)r

2 .

'gde je sadrZano i k kao nepoznata, koja ge dobija iz

~ prve relacije sistena jednafina (5.5) i iznosi

_ in-1)
k =a q°

Ovim s istemom jednadina nisu obuhvadeni ko-

eficijenti
(n-1) (n-2) (n-3) (1) ()
8n+1 - Fnel r ®n+l ’ n+l ’ fnel
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jednadina (5.5) koeficijenti

agy-l) ' agFfZ) ' agn—3) , ._'.';agl)' aga)l

U sistemu

su prﬁizvoljni. Navedenl koeficijenti sadrZzani su U
trans formisano] jednadini (5¢4).

Prema tome, imamo 2n+l proizvoljnih'koefi—

cijenata koji se nalaze U jednadini (5,1) 1 jednadini

(5.4).

Diferencijalna jednac¢ina (5.,1) transformi-

Béna je u jednaéinul(5.4), kako bl se primenila Lapla-

cé-OVa fransformacija, koja glasi

(5.6) L[xz(n)]= —énZ'(5)-nsn_lz(B)+(n—1)sn"l_z(o_) +

._..;+ sz(n"3)(q) + z(n-e)(o),' .

(nfz)(ogjpoéetne vrednosti pod Iko=-

gie su z2{0), 27(0)sess2
jima moZe da se integrall diferencijalna jednacina.
dife-

Laplace¥ova transformaci ja (5.6) svodil

renci jalnu jednad inu (5.4) na linearmu diferenci jalnu

jednad inu prvog reda po promanljivoj'Z(s)

(5.7) %2°(s) H(s) + 7(s) G(s8) = Q(s).
Ovde je'
H(s) ='5n+a£21;)3n-1 +a£§12)5n"2 toovet ani%) 8 + ﬂngg)

e al(ln'lﬂsnﬂl + evet 31(11)(1{4'1) + 8y ’
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|

Q(s): -'.z(.o) [snnl'l- f—(n-l)'l'afln-l) - g))‘;ﬂn‘-z +oecet 31(11):1

Opsti integral jednadine (5.7) Je

la(s

. . | "
| His ds Q g IH 8 ds
(5-8) Z(B) = @ JA + E%B—} Q - ds.l
Primenom inverzne Laplace-ove transformacije

A [é(sj =-§%%3‘f2(a) e®*as = z(x),
C
dobi ja se_funkcija z(x)e
ReSenje diferenci jalne jednadine (5.1) dobi-
Ja oblik .

y = x & z(x),

gle je, prema uslovu (5.5), k = aéfz})a aéff;ﬁroizvo—

Ljno.
Reenja diferencijalne jednadine (5.1) je

funkcija, koja zavisi od koeficijenata aﬁfili oznacava

se 8a
' (n-1)
y= Ja(x) , gde je &= a1

Ostale koeficljente biramo tako da se jed-
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nadina (5.1), odnosno (5.4); uprosti u pogledu integra-—

clje. Tako de se dobitl Jedna klasa funkeija J amm Kao
n-1
refenje jednadine (5.1), odnosmo (5.4), u zavisnosti od

parametara-agrff dijom se varijacijom ddbijaju razne fu-

nkcije.




Neka je data diferencijalna jedna¢ina

(5.20) [ (n) 2) mel i—np+11+l (fz)1p+n x-np+n] y(n) .
P [l el (D) (P 4R o (m]) | ~(neD)pen
¥ a(fzill)p+(nﬁl)x_(n-l)P+(n-l);} (n-1) -,
+ a(g£§%+1 el aﬁﬂ;ﬁ% _~Op+n a(?gz) i +n;-(n_1)? on
el pucaeny IR a) IR
T peaay TR
Ay R D
N s
W) tatontony, ..+ e o] 5 .

koja se smenem

| (5121) | | y = 5(;:) ekxp

svodi na Laplace—ovu diferencijalnu Jjednacinu n-tog

reda

(5.22)

(a(f%p+n+1 x + a£§%+n )z (™) +(a(25%1n+1 x +a(2;%ln y z{n-1)




| (o) -
+ii----+(a(iip+n+1 X + @ -nP+n ) s Q’
pod slededim uslovima
) D) moyus AR Ee2)
7 & —npin+l kp + na -(%-1)P+n ’
| (n) (n-1) (n- ..
(5-23)n a_np+n + @ —np+n =0, UZ X (n l)p-mz(n 1)
- n-2) =0
(n-1)aln-1). _ + a'-S-~(nL--1)P+n ‘

-np+n+l

llilllli..lill!ii.illiri

Dobi jena je@na¥ina (5.22) moZe da se Lapla-~-

ce—~ovom transfbrmacijom avede na linearnu diferencijal-

nu jedna&inu prvog reda.

(5.24)  2°(s) E(s) + 7(s) G(s) = Q(s),

koja ima opsti integral

; {G(s

G( 8 —%—%ds.

"fl 3 dS[A + Q%s; efH S dsJ.
H(s |

Inverznomn Laplace—ovom.transformacijom

L"l[z(sﬂ dobija se z(x).

Iz navedenih uslova (5.23) odredjuje se broj

a(n:--l)

(5.25) p =_T._*j'1{—‘;"-§,-,x}:]")'m.

~np+n+l




- =35m.

Posto smo dobili vrednost za p, tada je reS-

enje obliks
(n-l)
n-l)pin

Z(X) ekx- kﬂ_nP+n+1

_'(5326) y

i tako se dobila klasma funkecija

| | (n-l)
(5-27) j( —:‘g'%‘:]m)(x)!

np+n+1

koja predstavljﬁ refenje jednacine (5.20),

Primer 1. Posmatrajmo diferencijalnu jedna-

&inu drugog reda

- ~2p+3 -2D+2 .
(5.28)‘(3_2p+3x +A_ o 4.0° Preyyn -2p+3

~2p+2 -p+2
by oupX T 2D pX T p X

ops
+(0-52]_:&3}(‘ ; ~2pt2

=1+1 -
+C x P e, X P+clx+co) y = 0,

-p+l

koja 8e smenom

kxp
Z e

(5.29) y

svodi se na Laplace-ovu diferencijalnu jednadinu

(5 -30) ‘ (3_2P+3x+a_2p+2 )z"+(b_2p+3x+b“2p+2) g ’ &
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pod sledeéim uslovima
2b_p+2_+ 2Kp 8_op+3 = 0,

B_op42 2kp +-b_p+1 = 0,

b—2p+3 kp + C_p+2 = 0,
.(5-31') | kp(p-1) 2 p+3 + b_2p+2kp + O_P+1 = 0y

a--2p+2 P
a k2p2'+ 2b kp + ¢, = O
- B_on+3 T ED kP T G ’
2.2 - -
a_zplek p- + b_p+1kp + ¢, = O

Uslovi (5.31) dobijeni su anuliranjem ¢lano-

va uz

,x-p+221’ x_p+1z},x-p+zz,x-p+lz,x‘pz,xz,z.'

Iz prve relacije navedenog uslova (5.31) do%

bija se

_ bw
(5.32) p = -
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Prens tome, reSenje jednadine (5.28) ima

oblik
' _ _Ppup
(5.33) y = 3 gk X 2pt3
Ovo redenje predstavlja klasu funkcije ob-

~ Primenom Laplace--ove transformacije na jed-
‘nadinu (5.30), dobija se linearna dife:encijalna jedna~

Eina.prvog.reda
(5.35) 2°(s) H(s) + Z(s) G(s) = Q(s), °

koja ima opdti integral

Primenom inverzne Laplace-ove transformacije

‘dobija se funkcija z(x).

Treba napomenuti da su jednadine proudava-

ne u ovom paragrafu, a koje su svodljive na Laplace-

ovu Jjednadinu pod uslovima navedenim u ovom paragrafu,




jednacina

w38

obuhvadene jednalinama posmatranim wu paragrafu 3 a
koje su svodljive Na Laplace=ovu Jjednadinu pod uslo -
vima navedenim u paragrafu 3. To sledi iz smeme (3.2),

(5.3) 7 (5.21) .

6, Sistem homogenih jednacina koje se svodé

na Laplace-ova jednadine smenom funkcije.
Heka je dat sistem homogemih linearnih diferencijalnlh

gde BU 84 Roelicijenti sistema 1 da su neprekidne funkeije

u intervalu x ¢ (a,on) a pod pretpostavkom da su éjk realne

funkeije.Mo%e se pretpostaviti da su funkcije a4y U delovi-

ma neprekidne u izvesnoj oblasti J.

Prema tome , pod redenjem funkeije yj(x) (51,2,.en)
podrazumeva se. neprekidna funkcija u oblasti J koja zadovolja=-

va jednainu (1) u integralnom obllku

' R
(6.2) y5(x) = e; § > = ag 0y () | at,

Ako se uvede vektorsko = matricna oznaks

y= colon(yl,yz,...yn) y A(I) =[%jk(x3l

- tada se sistem moZe da napifie 1 matriénom obliku

(6.3) §§' A(x) Y,

gde A(x)€.G(T) .

Za linearni sistem diferencijalnih jednalina je ispu-
njena teorema o postojanju jediustvenog reéenja;;ga bilo koji

sisteﬁ%roja X dy Y= colon(yol,yo2,...yon) postoji resenje
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y=y(i) sistema (2) definisano za svako x%J i zadovoljava

ppéetne.uslove yﬁxgix:y§ |

(6.4) v(xj) =7,
1 da reSenje ima jedinstvena svojstva u oblasti Joe

Neka je posmatrani sistem u obliku matrice

| (6-5) %-}YE = A(x) Y’

gde jJe matrica

. Tall(X) alz(x) ceves aln(xij
. Jlazl(x) lazz(x).......QZn(x)

_anl(x) anz(x) ..;.;.ann(x)

—_—

pod predpostavkom da je A(x) nesigularna matrica detA/#o0.

Smenom funkcija 1

| | P Z u. (j= 142,+4n)
v ek | = Il B
(6,6) y; = j=i  JkK K
gde su zjk(kij=1,2,...,n) za sada nepoznate funkcije koje
treba da odredimo, dobija se novi sistem homogenih linear—

nih diferencijalnih jednadina slededeg oblika

du
(6.7} HEJ = U(x) Hr.gﬁﬂxﬁﬁx

gdé je U(x) matrica sa novim oblikom

I -z’ ' o
Eallzll 211 5 212 211 H
zll | 12 ____......-—- e steewe aln_;__ ’
| %11 “111
: 2 a
11 -2 i
(6.8) P .- 227127712 a,. zln
a 12 12 \
y t.il.ltlllflllll.llii!iiiii""'-' ’ \{
! a | 81n%1n ~%1n 1
P nl——-— 'YE RN N De » . z l
- | 1n | l

%in




Q-
U ovom glufaju posmatramo elemente na glavnoj dijagonali
- matrice i uporedujemo ih sa elementimﬁ glavne dijagonale nove
.matrice. Uporedidemo matricu(6,8)sa sistemom iaplace-o#ih

diferencijalnih jednacCina

| n 0 s
— 8 X + b
dx =1 AkoX +bko

_ ix = - B(x) U,
Qde.jé - o | -
- 0 o o) 0
| | 813X + by a1n* *P1y
0 0 '.Iiilliill' 0 O
| 210% t b10 81% +b10
(6.10) B(X)E . |
[ ]
0 0 L0
| ap1X + boq . .fnn; +_bpn
| 0 0 2 8 0 8 F P B 0 4% v 0 . 0
L?“e.no;v:: + bno ano X +bngﬂ

gde su koeficijenti:agr, bﬁgr,aﬁo, bﬁo kostante,
Ako izvrSimo uporedenje sistema(6.7) i(6.9)odnosno da upo-
redimo njihove matrice(G,B)i(G.lo)i sa upore‘*enjem eleme-

nata na glavnim dijagonalama, tada se dobijaju potrebni i

dovoljni uslovi koji nam odreduju nepoznate funkeije

le, 5}2' 213,..-...Zln .
Na osnovu prethodnog izlaganja potrebni i dovoljni uslovi

imaju ratx slededi oblik

(6 11) | allzllﬂzil__ aflx + bgl @ n%in %1n _
Z 0 o *° ln
11 ay, X+ blo

0 0
a  ,X + bﬁng

— —— —

0 L0
a
noX + bﬂﬁ
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Na osnovu prethodnih relncija (6,11ydredena Su nepoznte

funkdijé.i imaju sledeéd oblik

0 0O
§ Capy(x) = 2% a1y,
Zq1 = ° x + b2 ’
- 11 - 810% 1o
(6.12) @ 6 0 & 0 0 PO PN O P OO EBEESENEE N E Nt
o O
5 (a__(x) = ann.i +bnn )d
2. = @ 1'111. o _ b.o bo X o

| Prema tome smo sveli sistem diferencijalnih jednaéina‘(S)
né' Lap1a¢e —ov-sistem diferencijalnih jednadinsa,
Primér.

| Neka.jé dat sistem linearnih diferentijalnih jed-
naéina | | |

nﬁ?_

“ o= all(x:) v + aiz(x) Z
(1) .

o

2 - ' |
A T2, (%) ¥+ oay(x) 2,

gde su a,,(x) (i,k=1,2) nepreicidne funkcije na segmentu
x&qa'ﬁ]l | | |

Smenom funkcija

e =

@) 3= () vy, m= u(ad v,
I njihovih irvodn |

dv dz av

a
(3) L =l v+t Ix =WoVy + U, 2
dx | 1l "1 7 1 dx Y dx 2 2 2 T ’
tada jednndina (1) postaje slededez oblika
dv a .- ut u
1l _ 711 1 1 2
1
- _ u o N, =U
T " 81 tv, + 2222 *
u2 1 u2 2

Ako sistem Jjednadina (4) uporedimo sa sisfemom Laplnce-—

ovih diferencijalnih jednadina




EI!—.. . Eﬂl— v,y ot a2‘x +Lb2 \L
dx a X + bo | aox+ bo

(5) Efz 3} cix+ 4 o . X + d, .
dx QDX +d0 1 Oox + dO 2 ?

dobijaju se veze iz kojih se mogu da odrede traZene funkcije

i one imaju sledecéi oblik
U, ayXx +'b2

¥
_ U. -
ul. aox + b0 1 aox -+ 'b0
(6) u c,Xx +d annrUs *=U. c.x + d.
o 857 1 _ 1 1 " 2272 "2 _ 2 2
2 cdx +d0 - 2 cox + do

"~ Na osnovu relacija (6) dobijaju se funkeije

- S ( alx +bl )d
u (x) = e/‘%11.7 T _ x
B R | 1 - a0x+b0
.(7) - . | 5(“ - 02x+d2 _
. | u?(x) = e’ 22 dx.
T 00x+do -

Premo tome relacije (7) daju potrebne i doviljne uslove
dn pe nintem Jednacina (1)'sa smenom finkeija (2) svede

nn ninkem jednadina (5) .

'7. Siptem jednadina koji se svodi na Laplace=

JP—

vl - i il

J—— vl P — ———

ove jednadine smenom ncnavinono promenljive,

Sl i L

Ako Be u sistemu (6.1) izvrii smena nezaviono pronen-

1jive t= v(x), tada sistem postaje

%% vi= a)y(x) ¥ + a3,(x) 5

| ;1' i o
(7 ) g%' v'= aZl(x) ¥y + 322(}{) Z v

Uporeedenjem sistema (7;1) sa sistemom (7.2)




—Jq. ;}m

dy _ a,t + D a,t + b
T Lty v o
a t + bo y) U0
(7.2)
| )_ az clt + dl 02t + b2
- AT
cot + d0 c0 + o

dobija se veza izmedu koeficijenata |

’ .

i L W A R b B |
_aot +‘b6-' a v + bo v
;é2t-+;b2 a,v + by .Eig-
2 emr———— ’
(7.3)-'3bt + b, &a,;v+ b, v
cqt + dy _ CV + dq _ 851
;o » ?
Icqt + 4 e v+ d, ) v
czt_+d2 _ C,V + d, _ 80 :
b+ A c vV + d, . v

gde je t = v(x)
Iz prve od ovih jedna&ina odredi se v(x) i zameni u
aledeéim jednadinama i dobijaju se potrebni i dovoljni

uglovi da se sistem(ﬁ.lj'smenom.'t=v(x) svodi na sistem
\ _ - : 3

( Te2)s | _

Ako7 se posmatra prva jednatina iz (7+2) dovija se

- dv a
1. v _ 1 = _ 8V +b,

dx = —
all(x) all(x) alv + bl

- Ova diferencijalna jednadina se moZe res8iti u konacdnom

—

0bliku, Smenom nezavisno promenljive x 8a relacijom

(7.4) '%;i-= a,;(x),

 jednadina “dobija nov oblik
a v + bO

dv
dz =7

ayv + b1




wdf=
’ dv .
ili da je ¥'= , Pa 8e dobija

* d§
- (7.5) v= D5 = B3V =f b, = DyP '
. —_—

gde Jje v'= p= —%% e
Diferenciranjem jednadine (7.5)dobija se

| | -(a.p- a_) by = (b = b,pla
| (a;p - a,) -

1.6 F =52 _<_13__1?_7<i_m_ iy + G -
(alp - 8 ) | .

~ Jedm &ine (7 $)i (7.6) daju v i _f ka0 funkciju promen-
| ljiVe p. Prema (7.%) , dobija se

' 1_ —(alp -.ao)bl- (bsv'blp) ay

Cayq(x) dx = a7 = > - 12
odakle se izraluna x kao funkcgﬁapproﬁen jive Ppo.
Poslednja jednadina i (7.5)daju v i x kao funkciju od p.

8., Semi - invarijante sistema linearnih
jednacina u odnosu ns nezavisno promenljivu

m, Pejovié (1) je proudavao semi- invarijante eistema
linearnih jednadina u odnosu na funkcije. PokuSaclemo da
- formiramo semi -~ invarijante u odnosu na nezavisno promnen=
1jivu, Zatim éemo dobijene semi ~ invarijant é}%%
za ispitivanje resenja datih jednadina,
- Neka je , radi kratkode, dat sistem od dve jednadine
. 8a dve nepoznate

koristimo

ay

ar = a;1(x) ¥+ a;,(x) =z,

(8.1)

-%% = af (x) Yy + ay,(x) z,

gde su koeficijenti aik(x) funkcije koje imaju neprekidne
izvode za xéLa b_j

8menom (8,2) %g— = u(x)




cd5w
sistem (8,1) postaje

'%%. = llcg) Yy '+C¥32(§) z ,

(8.3) .
E‘% = Xp1(F) ¥+ Kp(F) 2,
gde Je 5 _(x) a,,(x)
8,4 | |
azl(X) azz(x)
Aaa() = & , o 22(3) 2
Siétem (B;Ll , Smenom |
. (8.5) .- QE-='U(;)= alz(x) eS(all(x) 4+ 322(3) ) dx’
dx | .
postaje
(8 6) 1a¥ = Jll(t)y + le(t) z,
N 42 - g5, (t) 3+ J,(%) =,
- gde je all(x) -S (a;1(x) + a,,(x)) dx
. Tnlv) = ay,(x) ° | |
| (%) 1 5 (a);(x) + a,,(x) ) dx
| 12 = e . .
(8.7.) azl(x) - $ (all(x) + azz(x) ) dx
J21(t) = e :
| a1p(x) |
3,,(%) _ 3pp(x) e"lj(all(x) + agp(x) )dx .

a,0(x)

Isto tako sistem (8.3) , smenom

s, § e01(3) +Ap(5) ) a5

_‘13 = Uo(3) = dlz(f) e

(8.8)

postaje




6

o
4y - Jll(to) y ¥ Jlg (to) 2o

dt " |
© 31 (80 ¥+ Jp5 (¢ ) :
dt, -
gde je , |
o A11(®) { @11(3) + ool )
BN e e ’
11 0 0(12(3 ) -
, N -9 e(n('g) v oy (—g) ) 45
| 12 = |
(8.10) o 0421@ (D p®) ) ap
B R o o
- Ao (E) - =y Y 4
| JJzz(tg) = 2d§' e 5 tiilcz) ’ 1152(3) ) 45

oho§) ’

: ;l'Pokﬁzaéemo hajpre kakva veza postoji izmedu relacija
(8¢5) 1 (8.8)., 'Relacija (8.8) prema (8.4) postaje -

312(’() 5 M di

t L
=Uo(§') = - ' e u

3

- u

114 prema (8.2) i (8.5)

%, =‘U0;(§) =_312( x) o 51 a;1(x) + ay,(x) ) dx
, =
dg N u
= -Loy(x) = A2,
u u dx
tede Ei’_o _ % g—;f__- , Uo) = %U(K)
| d}r
Kako je
...E.EQ o= dto dx - 1 odt
d¥ ax _15? u dx ‘!




to'jé, prema (8.2)

1 dto

| dt
(8.,11) = ix

'&"f . t0=t |

= b

( Pretpostavljajuéh pri ovim transformacijama da su
| integracione konstante jednake nuli)

Posmatrajmo ¥ sada vezu izmedu relacijf8y7) 1 (8.10) - .
Prema (8 2) 1 ¢€8. 11) , relacije (8410) postagu

J.%(% ) 11(x) S(all(x) +a22(x))dx =Jll(t)
11 o al2(x) | . _
oty ol )
1 3(5,) = 21 (%) .- ( (ag9(x) + ayy(x) Jdx =J (0
ay,(x) |
I - 322(X) '-S (ali(ﬁ) +a.-(x))dx -
ng (to) = ;;;E;T_ e . . 22 . .= J22(t)

teds 1§ () =9 k(t) (i,%k=1,2)

To znadi da su koeficijenti J, (t) (iYk =1,2) sistema (8.6)

apsolutne semi - lnvarlaante u odnosu na transformaciju (8.2).

-qednaéine-(S-G) i (8.,8) su ekvivalentne,

Ako su koeficijenti aik(x) (i,x=1,2) sistema ( 8.1)
konstante, onda semi-invarijante J,, (%) (4, k=1,2) sistemn

(8.6), prema (8.5) i (8.7) postaju

. |
I (¢t =—Eil e~(811%8 pp)% 8y _ M
29 T s =
: N R |
(813) (¥) = _ie Y
(aq1+agy)t "
a A
5y (8) = 21 _
(a%1+ aZz)t t




— 483
gde su Aik konstante,

Relacije (8.13) daju posle diferenciranja

v A. o |
(8.14) Ty (8) == =5 (1,k1,2) .

- Eliminacijom promenljive t izmedu relacije (8.13) 1 (8.14)
dobide se Jednalina - | | ~
e ’ -

C(8.15) 9, (8) + Mgk Yak (t) =0 (1,k=1,2).

. Ako se Jik(t) i Jik(t) jzraze prema (8.5) i (Sailr.kao funkci je
od koeficijenata aik(x) i njihovih izvoda a i, (x) sistema (8.1)
| i zamene u relaciju (8.15), dobiée se potrebn# i dovoljni |

“uslovi izmedu koeficijenta a., (x) da se sistem (8.1) -
avede na sistem jednalina sa-konstantnim koeficijentima.

— -

____.._—-—-—-—-—--—-——-——-———-l - i i
i

" Jednaadine(8.1) 8ili koeficijenti zadovoljavaju uslove

"_(8;15) , pripadaju klasi jednaina sa konstaninim ko&fiﬁijenu

B

W il ey — i il el

. tinma.
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1, Uvod-..........;....;..,............;. str. 1.
2o Linearna diferencijalna jednaéina koja se
svodi ja_jednaéinﬁ sa konstantnim koeflcijentima
sﬁenom funkcije .....................r.......;... De
5« Iinearna diferencijalna jednalina koja se
svodi na diferencijalﬁu jednad¢inu sa konstantnim
‘koeficijentima smenom nezavisno promenljiveceee.. 8
4, Iinéarna difefendijalna 3édnaéina koja se
svodi na Laplacé-o?u diferencijalhﬁ jednadinu
smenom'.funkcijé P L 2%
De Linearna-diferencijalha jednad¢ina koja se
svodil né Laplace=ovu qiferencijalhu Jjednac¢inu
* smenom nezavisno promenljive. ceesesecairenas 23,
6. Specijalne jednaéine........ 27 e
e Siétem jednagina koje svode na sisiem Laplace~
ovih jednﬁ?iha smenom funKCijBeessecesovevssesssss 3B
8. Sistem jedna¥ina koji se svodi na Laplace-ove
jedna¢ine smenom neéavisno promenl jive +... . . 42,
9. Seni invarijante sistem 1inearnih jednaéi—l.

na 1 odnosu na nezavisno promenljivu seesee 44 *
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