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. U ovoj éemo radnji da izvedemo nekoje opdenitije zakljugke
iz slijededa dva mehanitka, problema : ' '

1. Neka se dade gibivoj membrani oblik takove rotacione povr-
fine, da debljina membrane, koja se mijenja od tatke do tagke
.rneridijana, bude u svakoj tagki njezinoj proporcionalna silama
}stezanja normalnima na meridijanske i usporednitke presjeke, a
1zaz.van1'ma vlastitom tezinom membrane. Neks osim toga sile i;te-
zanja u spomenuta dva smjera budu Jjedna drugoj jednake, tako
da membrana u svima svojim tadkama pokazuje jednak,otpor
prema silama istezanja u obadva smjera.

2..Neka se rijedi isti problem, ako je membrana mjesto svojom
vlastitom teZinom opteredena kapljevinom sadrfanom u prostoru
koji je obuhvaden membranom. ’

Prvi problem u ovom obliku nije do danas bio ispitivan, i ako
se je'S chwedler bavio pitanjima o silama istezanja u elasti¢nim
rotacionim povriinamal. Drugim problemom bavio se je na pobudu
prof.. dra. Intzea prof. dr. Forehhej mer, koji je razvio je-
dnadinu membrane’ jednakog otpora za pritisak vode?, mno to, da
se na takove membrane nailazi u prirodnim pojavamai ostalc; mu
je m?opaéeno, a ba¥ je ta veza izmedu tehnigkih prol;lema i pri-
rodnih pojava od osobitog interesa za svakog ispitivasa prirode.
To nam je prof. dr. Forchhejm er liéno priznao.

1 Schwedler, Die Konstruction der K i i ift fii

Banoreson. 1666, . uppeldicher, Zeitschrift fiir
® Forchheimer, Berechnun ii

_ g ebener und gek ilter-

boden. Zeitschrift fijx3 Bauwesen, 1894, gofrlimmter Behalter
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Na matematidko ispitivanje drugoga problema ne demo mnogo
rije¢i da tro§imo, nego samo toliko, koliko nam je nuzno, da do-
kazemo naSe zakljudke. Prvim demo se problemom malo vide da
pozabavimo. ,

U to ime neka je u slici 1. predstavljen meridijanski presjek
OEE;K jedne neizmjerno tanke potpuno gibive membrane. Uz-
mimo jo¥ za sad, da je meridijan u dijelu, ¥to ga promatramo,
konkavan prema svojoj osi — koju éemo da uzmemo za ordinatnu
os naSega ortogonalnog sistema — i da u polu O ima horizon-
talnu tangentu OX, koju demo za apscisnu os da odaberemo. Mem-
brana neka bude objefena na &vrstom krugu KK'.

e 2

el TR V-

Slika 1.

Neka osim toga oznaduje:

om istezanje u tagki F (sa koordinatama z, y) normalno na
meridijanski presjek, a uzeto na jedinicu duzine presjeka.

op istezanje u tadki 7 normalno na usporednitki presjek uzeto
na jedinicu duzine presjeka.
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Zbog simetrije membrane i opteredenja istezanja su g, i 5, na
¢itavoj usporednici EE’ konstantna.

Neka FE;E;" predstavlja usporednicu, koja je usporednici EE’
neizmjerno bliska, a (6. dsm) 1 (65 -+ dsp) istezanja u tadkama
ove usporednice. :

Neka OL i OL' predstavijaju dva neizmjerno bliska meridijana,
a dw neka oznaduje onaj neizmjerno mali kut, ¥to ga oba ova
meridijana izmedu sebe zatvaraju.

Promatrajmo sada neizmjerno mali elemenat ABCD, ¥to je ogra-
niéen gore oznadenim neizmjerno bliskim usporednicama i meridi-
janima. Na nj djeluje pet sila, i to:

. sila istezanja M meridijanskog presjeka AD

sila istezanja M meridijanskog presjeka BC

. sila istezanja P usporednitkog presjeka 4B

. sila istezanja P - dP usporednidkog presjeka [C
. vlastita tezina G elementa membranina ABCD.

SO

Tih pet sila moraju da drZe ravnotezu, te nam zakon ravnoteze
predstavlja odmah jedan odnoSaj izmedu tih sila, koje su opet za-
visne o obliku i debljini membrane i njezina optereéenja. Taj
zakon matematiéki formulirati to je sada na¥ zadatak.

Neka u tu svrhu oznaluje:

g specifidnu teZinu materijala membrane,
0 debljinu membrane u taski E, pa uvjerimo se, da je:

AB = zdw
DC = (z+-dx)do

.

AD = BC = ds = V dz*{dy?,
to je onda:
M =g, .ds
P =0 . zdw

P+dP == [O'p . w—}—d(ﬂp . ﬁU)J dw
G=g.3. zdods.

Obje sile M daju horizontalnu rezultantu H, koja je (slika 2.)
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Slika 2.

H=2Msind~2°—)=de

ili
H = ¢, dsdo.

Sile H, P, (P} dP) i G, %to djeluju na elemenat ABCD, leze
sada sve u jednoj vertikalnoj ravnini. Zamislimo ih na meridijanski
elemenat FEFE; kretnjom oko osi OY prenesene, to de sila P da
padne u pravac SE tangente na meridijan u tadki £, a sila
(P-+-dP) u pravac E,S tangente na meridijan u tadki E;; sila
H je horizontalna, a G vertikalna. Luk EF; neizmjerno je malen,
pa zbog ravnotefe mora da bude zbroj sviju komponenata gornjih
sila u praveu tangente ES jednak nuli, a zbroj sviju komponenata
istih sila u praveu normale ER takode jednak nuli.

Prvi od ovih uslova ravnoteZe izraZen je jednadinom:

(P4-dP)eosdop—P—Hecosp—Gsing = 0 . . . . 1)
a drugi -uslov jednainom:
‘Hsing--(P—dP)sinde—Geosp =0, . . ... 2)

a kako se moze da stavi:

- cosdp =1 sindp = do
dz = cosp . ds dy = sing . ds,
to iz jednagina 1)'i 2), kad u njih stavimo nadene vrijednosti za

G, H (P} dP) i zanemarimo neizmjerno malene vrijednosti vi-
Sega reda, izlaze jednadine:
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2doyt-(6p—Cm)dz—g . S . 2. dy =0 ... .. 3)
i d
O S“;P +cp£—— S.cosp=0 ..... 4)

Na¥ zahtjev glasi, da istezanja 5. i 6, budu u svakoj tadki

Jjedno drugome jednaka i proporcionalna debljini membrane u toj
tacki t. j.:

Gp:Gm:k.S,

gdje % oznaduje jednu konstantu. S obzirom na ovaj uslov glase
jednadine 3) i 4)

dd g

T == 79— dy ..... 5)
sing -+ de. = I s 6
z ds k L )

Iz jednatine b) izlazi integracijom:

8:08%}’

3

gdje C oznaduje integracionu konstantu. Oznaduje li 3, debljinu
membrane u polu, to je za y =0 & =23, dakle C =3,.

Zato je zakon variranja za debljinu membrane izraZen jedna-
déinom :

Ell)
=

S=38e* ... 7)

Uzmemo li u obzir, da je:

sing 1
x n

do 1
ds I

2

gdje n oznaduje duZinu normale ER, a o radij krivine meridijana
u tagki £, to izlazi iz jednadine 6):

. e . |
et ——— S+ e e R E -
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1 1 g
— — = - ... 8
; n o €089 .. )

To je traZena jednalina meridijana.

Op¢denito je svojstvo rotacionih povriina, da duZine p i # pred-
stavljaju takode i glavne radije krivine Ry i B, rotacione povriine
u tatki L. Zato jednadina ) :

1 T g
ITl—f—ng——T:‘OOB(P

definira potpuno traZenu rotacionu povrsinu.
Iz jednadine 8) izlazi jedna jednostavna konstrukeija meridi-
janske krivulje, koja se u tome sastoji, da se konstruira niz kruznih
lukova, koji se po volji pribliZuje traZenoj krivulji.
Ako su dakle velitine g i % zadane, onda je radij krivine u
polu poznat i jednak:

P
90327,

jer je za pol n = p = p,.

Slika 3.
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Konstruiramo li s tim radijem p, = OC; po volji kratki luk
ON, (sa centralnim kutom ¢), moZemo ga da drZimo za elemenat
meridijanske krivulje. Za novu tatku N; vrijedi odno¥aj

N, = 9,

te je radij krivine g u toj tagki definiran jednadinom:
1 g
— + P G089, 5

s kojim se opet moZe da opi¥e po volji kratki luk N;N,. Za novu
tacku N je

n? = NERza

te se ponavljanjem predaSnjega postupka moze da konstruira meri-
dijanska krivulja ON1N,N; .. po volji tadno.

Prijedimo sada na ispitivanje tehnikog znalenja gornjega pro-
blema. Veé na prvi pogled vidi se, da on ima srodnosti sa pro-
blemom landanice jednakoga otpora', pa kao $to nam landanica
jednakoga otpora predstavlja u obrnutom poloZaju svome teoretski
najpovoljniji oblik svoda, opteredena svojom vlastitom teZinom?,
tako nam povr¥ina, $to smo je sada ispitali, predstavlja najpovolj-
niji oblik kupole. Isto tako kao i kod svoda jednakog otpora mora
se 1 ovdje pretpostaviti, da je debljina kupole neizmjerno malena
prema radiju krivine®.

Kupola dakle, koja ima oblik povrSine predstavljene jedna&inom
9) i kojoj debljina varira po zakonu predstavljenim jednadinom 7),
bit de, izloZena samo utjecaju svoje vlastite teZine, u svima tutkama
svojima jednako napregnuta. Dade li se takovoj kupoli takova de-
bljina, da konstanta % predstavlja najvede dopulteno naprezanje
materijala, od kojega je kupola sagradena, to ée materijal biti u
svakoj tagki kupole potpuno izrabljen. Tehni¢ke konstrukeije, koje

1 Vidi: Bobillier et Finck, Solution de deux problemes de
statique. Annales de mathématiques XVII,

Coriolis, Note sur la chainette d’égale résistance. Liouville 1836,

2 Vidi: Hagen, Ueber Form und Stiirke gewoilbter Bogen. Abhand-
lupgen der konigl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1844.

3 Vidi: Milankoviteh, Theorie der Druckkurven. Zeitsch. fiir
Mathematik u. Physik. Band 55.
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su tako izvedene, da je u svima dijelovima njihow{im materijal, od
kojega su sagradene, jednako i do dopustene granice ‘napregnut, sa
mehanitko-ekonomskog su gledita najsavrienije, te je poznavanje
tih ,teoretski najpovoljnijih oblika® od velike vagnosti za tehnike
nauke. '
Iz jednadine 9) izlazi, da svakomu materija.lu spe'ciﬁ‘éne tezine
g, a dopuStenog naprezanja k odgovara samo jedna Jedm.a k.upola
teoretski najpovoljnijeg oblika; debljina u polu nema utJ.eca_]a na
oblik kupole. To je sve analogno svojstvima langanice jednakog
otpora. ) .
Iz svojstva landanice jednakoga otpora, da ima vertikalne asim-
ptote, izlazi, da je njom mogudce premostiti samo otvor manjl Od.
ndaljenja obiju asimptota. To udaljenje zavisno je samo o konstanti

—%, te se ne da pojatanjem debljine lanca uvedati; zato sel1zove

,naravna granica“ te konstrukeije!.

Pitanje je sada, da li i kupola-jednakog otpora irpa sx.mju Da-
ravou granicu, to jest da li njen meridijan ima vertikalnih asim-
ptota.

Kriterij za vertikalou asimptotu meridijanske krivulje jest. da
za lim ¢ — g— bude lim ¢ == o0, a osim toga da lim » u tom

slu¥aju ne bude neizmjerno velik.

Iz jednadine 8) izlazi:

1
n = —
1 ?
g-cosp—~’—
P
pa je zato:
limn = = o,
o=0 0
3

ito dokazuje, da meridijan kupole jednakog otpora nema verti-

>

kalnih asimptota.

1 Vidi: A. Ritter, Lehrboch der Ingenieur-Mechanik, Leipzig 1899,

strana 363. .
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Kupola jednakog otporanema kao svod jedna-
kog otpora svoje naravne granice, te je njom
moguée presvoditi po voljivelikiprost'or.

Za pol kupole vrijede odnoaji:

~zato iz jednaline 9) izlazi, da je naprezanje materijala u polu
kupole jednako

F=Y o .. 10

Nap?.ezlanje materijala u polu kupole nezavisno je prema tome
o debljini kupole, a i o daljem obliku njezinu, jer se gornji ele-
menat kupole moze drzati kao kupola za sebe.

Po¥to naprezanje % kod pojedinih materijala ne smije da preko-
radi stalnu granicu, to izlazi zakljudak:

Radij krivine meridijana u polu kupole makar
kako'g:a oblika, a sagradene od materijala, kojega je
specifidna tezina g, a dopuiteno naprezanje k ne

moze prekoraditi velidinu p, =2—ZC—.
g9

Kupolama se iz arhitektonsko- estetskib obzira daje ponajvide
oblik kugle; kod njih je dakle p konstantan, pa zbog toga, ¥to je
kruzna kupola mehanitki nspovoljnije konstruirana nego ,kupola
jednakog otpora, to radij njen mora da bude manji od vrijed-

nosti 2 i .
g

KruZna kupola ima svoju naravnu granicu, te
radij njen mora biti manji od vrijednosti 2 i

Prijedimo sada na ispitivanje drugoga mehanikog problema, %to
smo ga na-poéetku ove radnje postavili, pa zadrimo ista ozna-
enja kao i kod ispitivanja prvoga problema. Razlika izmedu oba
problema sastoji se u tom, #to na elemenat ABCD mjesto njegove
vlastite teZine G djeluje sada pritisak vode, koji je jednak:

W = g(h—y)zdwds

ako je h udaljenost pola od povrsine vode.
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Sila G djelovala je vertikalno, dok sila W djeluje okomito na
elemenat, pa zato ée uslov, da zbroj sviju komponenata sila, 8to
djeluju na elemenat EE’ u praveu tangente KS, bude jednak nuli,

sada glasiti:
(P4-dP)cosdy—P—Heosp = 0 R Y 8

a uslov, da zbroj sviju komponenata u praveu normale EI bude
ravan nuli, bit ée izraZen jednadioom :

Hsing + (P+dP)sindo—W =0 . ... 12).

Analogno kao kod prvog problema dobivaju se iz ovih jedna-
¢ina jednatine:

spdx -+ zdsy, = 6,,dz S 13)
% O CLL14).
;. T =9y : )

Prema naSem zahtjevu treba da je:
Gp = G = K9,
pa je stoga s obzirom na jednadinu 13)
doy, =0
ili
6y = 6 = kO = konstantno

t. j. normalna istezanja i debljina membrane 3 na &itavoj su po-
vr¥ini konstantna.

Membrana jednakog ' otpora, opteredena pritiskom vode, ima
svugdje istu debljinu, a oblik joj je odreden jednadinom meridi-
~jana, koja se dobiva iz jednaline 14) i slijedeéih i koja glasi:

_i,_‘_%:kis(h—y) ... 1B).

Prijedimo na tehni¢ko znadenje ovoga problema. Membrana je-
dnakog otpora protiv pritiska vode predstavlja nam takode teoretski



150 M. MILANKOVIC, (11)

najpovoljniji oblik reservoira za vodu, jer je u reservoiru takovog

oblika materijal u svima tagkama jednako i potpuno izrabljen.
Jednadinu 15) razvio je — kao &to je u podetku ove radnje

spomenuto — Forchheimer, no podimo sada jedan korak dalje.
Iz razlaganja, 3to slijede iza jednadine 8), izlazi, da se jedna-

Zina 15) moze da piSe i ovako:

1 1 g
Ova jednadina potpuno je identi¥na s jednadinom meridijana

vodene kapi, koja visi na horizontalnoj povrdini', pa se zato naSa
istrazivanja mogu formulirati ovako:

Slobodno visedi reservoir za vodu, koji je tako
konstruiran, da mu je kod pritiska od vode materijal
u svima tadkama jednako napregnut, ima matema-
ti¢ki tadan oblik vodene kapi, koja visi na horizon-
talnoj povrSini

Ili:

Vodena kap visedi na horizontalnoj povr8ini za-
uzima potpuno oblik teoretski najpovoljnije kon-
struiranoga reservoira za vodu. '

Inhaltsangabe.

Das Problem, die Gestalt einer absolut biegsamen, unausdehn-
baren Membrane zu bestimmen, welche nach einer Rotationsfliche
derart geformt ist, dass sie dem Kinflusse ihres Kigengewichtes
ausgesetzt, in allen ihren Punkten, sowol in der Meridianrichtung
als auch in der Parallelkreisrichtung gleich gespannt erscheint,
ergiebt die Losung, dass die Form einer solchen Membrane durch
die Gleichung:

1 1
FI—I—E:%‘GOS@

1 Vidi . pr. Mathieu, Théorie de la capillarité. Paris 1883. Str.
134.

—
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definjert ist, wo R, und R, die Hauptkriimmungsradien der Fliche
und ¢ den Neigungswinkel der Meridiantangente gegen die Hori-
zontale bedeutet. g ist das spezifische Gewicht und % die zugelas-
sene Normalspannung des Membranenmateriales. Die Starke der
Membrane ist gegeben durch die Gleichung:

¥y
bl

o

S =27, .e

wo 9, die Stirke der Membrane im Pole bedeutet.

Die technische Bedeutung dieses mechanischen Problemes ist, dass
die soeben angefiihrten Gleichungen auch die Form einer Kuppel-
fliche gleichen Widerstandes darstellen, welche sich als die theo-
retisch giinstigste Form dieser Konstruktionsart erweist.

Es wird bewiesen, dass die Meridiankurve dieser Fliche keine
vertikalen Asymptoten und somit die Kuppel gleichen Widerstandes
keine natiirliche Grenze besitzt. Dagegen darf der Kriimmungsradius

im Pole die Grosse 2 a nicht iiberschreiten, woraus geschlossen

wird, dass die kugelfésrmigen Kuppeln eine natiirliche Grenze
haben, welche unter dieser Grosse liegt.

Das analoge mechanische Problem, die Gestalt einer Membrane
zu bestimmen, welche dem Druck des in derselben eingeschlos-
senen Wassers Uberall den gleichen Widerstand entgegensetzt, er-
giebt die Losung, dass die Form der Membrane definiert ist durch
die Gleichung:

1 9 4
je? _l_ R2 R (h y))

wo h die Entfernung des Wasserspiegels vom Pole der Membrane
und y den vertikalen Abstand des betrachteten Punktes der Fliche
vom Pole bedeutet. Die Stirke 8 der Membrane soll in diesem
Falle tiberall konstant sein.

Die technische Bedeutung dieses zweiten Problems ist die, dass
die soeben angefithrte Gleichung auch die Form eines freistehenden
‘Wasserreservoirs gleichen Widerstandes darstellt, welches die theo-
retisch giinstigste Form seiner Konstruktionsart ist. Nachdem die
abgeleitete Gleichung mit der Gleichung eines auf einer horizon-
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talen Fliche hingenden Wassertropfens identisch ist, so folgen die
Schliisse : .

Ein freistehendes Wasserreservoir, welches so geformt ist, dass
es der Beanspruchung durch den Wasserdruck iiberall denselben
Widerstand entgegenstellt, hat mathematisch genau die Form eines
auf einer horizontalen Fliche hiingenden Wassertropfens.

Ein auf einer horizontalen Fliche hingender Wassertropfen hat
mathematisch genau die Form des theoretisch am giinstigsten kon-
struierten Wasserreservoires.



