UNIVERZITET U BEOGRATDU

TRIRODNO-MATEMATICKI FAKULTET

VLADO BAKOVIC

LOKAINO KONACNI I NJIMA BLISKI BESKONACNODIMENZICNAINI
PROSTORI

(Doktorska disertacija)

Beograd, 1975. g.



SADRZAJ

uvoD
GLAVA T

NEKE TEORZME OPSTE TOPOLOGIJE I TEORIJE DIMENZIJE

1. Konacnodimenzionglni prostori seeeeeecececccsceecss

2. Beskonalnodimenzionalni prostori

GLAVA TII

00 9000000000000

BESKONA@NODIMENZIONALNI PROSTORI I AKSIOMATIKA

. 5. ALEKSANDROVA

1. Aksiomatika lokalno konalnodimenzionalnih prostora

2. O problemu Smirnova

GLAVA TII

L R R I N I I I I I I R e A A I I W

OSOBINE |LOKATNO KONAGNODIMENZIONALNIH I NJIMA

BLISKIH KLASA PROSTORA

1. Prostori klasa ¥ i O

2. Kompaktifikacija prostora klasa & i X} vresuonenae

%. Klasifikacija beskonadnodimenzionalnih prostora ...

GLAVA IV

PRESLIKAVANJA NEKIH KLASA BESKONACNODIMENZIONALNIH

PROSTORA

1. Preslikavanja lokalno konadnodimenzionalnih

prOStora ® 5 00060000808 000000000 0000 GLLGIEOECTOIEOOLOIN

2. Preslikavanja nekih klasa prostora

Literatura

Spisak pojmova

@s 000000000000

® 82 0000000006 s 0000000 sr 0000000

eb 00000600000t e

12

30
36

41
48
54

63
71
Vs
80



gvopD

Poenkare (H. Poincaré, (48 ) je, mada ne u sasvim jasnom
obliku, dao induktivni prilaz (Ind ¥X) dimenzije prostora. Defini-
ciju dimenzionalne funkcije Ind X dao je Brauer (L. E. Brouwer, [10] ).
Nezavisno jedan od drugoga Urison (II. C. ?pucon,[?ﬂ ) i Menger (K.
Menger, {35 , [36] ) su 1921. godine u razmatranje uveli malu indukti-
vnu dimenziju, ind X. Dimenzionalnu funkeiju kao funkciju reda po-
krivada, dim X, u rézmatranje uveo je Lebeg (H. Lebesgue, 28 ).

Braur je pokazao invarijantnost dimenzionalne funkcije pri
topolo3kim preslikavanjima i da je Ind In¢ Ind'Im za n¥m, gdje Jje
% pn-dimenzionalni kub. U svojim radovima Urison i Menger rijesili
su rnogza bitna pitanja teorije dimenzije. Oni su pokazali: teoremu
sume, teoremu proizvoda, teoremu monotonosti kao i neke druge. "Na-
jveéa zasluga Urisona u teoriji dimenzije je, 8to je pokazao Jed-
'nakost osnovnih dimenzionalnih funkcija na klasi separabilnih me-
tri&kih prostora" (P. S. Aleksandrov,[3]).

Tumarkin (J. A. Tysapkur , [70] ) je pokazao da se svaki n-
dimenzionalni podskup separabilnog metrilkog prostora sadrzi u ko-
mpletnom podskupu iste dimenzije. Menger je formulisao svoj poznati
problem: Da 1li se svaki prostor konadéne dimenzije sadrzi u kompak- I
tnom prostoru iste dimenzije?

Urison je u svom radu [72] primijetio da se mjesto besko-
naine dimenzije moZe uvesti transfinitna dimenzija, ali za njega,

u podetku, ona nije bila interesantna. Pri kraju svoga kratkog Zi-
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vota on je vladao pojmovima prebrojive i slabo prebrojive dimenzi-
onalnosti, i ako u vezi sa tim pojhovima,nije nista dokazao[ﬂ .

T?orija beskonaénodimenzionalnih prostora podinje radovima
Tumarking i Hurevica (W. Hurewicz, [20] ). Tumarkin je postavio slede-
gi problem: Postoji 1li beskonadnodimenzionalni kompakt sa osobinom
da dimenz}ja svakog njegovog zatvorenog podskupa je O ili beskonadno.

ﬁaj problem je rijesen 60-ih godina, a rijeéili su ga: Robe-
rts (J. H} Roberts) i Nagami (K. Nagami) ([45]) za slaboprebrojive
kompakte,fa Henderson (D. W. Henderson,[lS])’u cjelini, On je ujedno
pokazao dﬁ takvih kompakata ima mnogo, jer oni &ine svuda gusti Gg -
skup u skupu svih beskonaénodimeﬁzionalnih kompakata.

Godine 1927. Menger je u radu (36] postavio hipotezu o aksi-
pmatskoj karakterizaciji dimenzionalne funkecije dim X na klasi sepa-
rabilnih metridkih prostora(JMyg):

Neka je f(X) realna funkcija odredjena na podskupovima {X}
nekog prostora i zadovoljava aksiome:

1. Ako je XtX, tada Je i’(X')ﬁ'f(X)(mOnotonosti),

2. Ako je X prebrojiva unija zatvorenih skupova, tada je
£(X) = sup {f(XiQ}‘(prebrojive sume),

3. Ako su X i X’homeomorfni, tada je £(X) = £(X7)(invarija-
ntnosti).

4, Svaki skup X homeémorfan je podskupu kompakta X tako, da .
je £(X) = £(X")(kxompaktifikacije).

5. f(p) =0, £(J) = 1, £(I®) = n, gdje je p tadka, J prava,
a I® n—dimenzionalni kub(normiranja).

Za n= % problem je ostao nerijeSen sve do 1965. godine, kada
su Svedov (4. U. llBexos ) i Zarelua (A. B. 3Bapeaya ) pokazali da

funkcija dim X nije jedinstvena funkcija definisana na sistemu pod-
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skupova n-dimenzionalnog euklidskog prostora koja zadovoljava aksi-
ome 1-5 (v.[27]). |

Aleksandrov je primijetio da sistem eksioma Mengera nije
nspeéno izabran" pa je predloZio novi sistem aksioma ([1]).

Dimenzionalna funkcija, 4 X, Jje funkcija odredjena na klasi
kompaktnih metrickih prostore, Cm.={x}, koja zadovoljava aksione:

1. Vrijednosti funkcije su cijeli brojeVi = =1, pri emu
je a(T™) = n, gdje je T n-dimenzionalni simpleks ( za n=0 ™ je
tadka, za n = -1 ™ je prazan skup).

2. Invarijantnosti.

3. Ako je X = X;U X, ,'tada je a X = max{d X, d Xg},gd,je
su Xl i Xg‘zatvoreni podskupovi prostora X (konadne sume).

4. Sveki metridki kompakt ima takav otvoreni pokrivac, da je
za svaki kompakt X’koji je slika prostora X pri svakom w -presli-
kavanju 4 X’= 4 X ( ili ne postoji) (Brauera).

5. Ako je d X = n(i X nije jednotackasti skup), tada posto-
ji zatvorena pregrada X’ i & X%= n-1 (Poenkarea).

Aleksandrov je pokazao sledeéu teoremu:

Dimenzionalna funkcija na klasi kompaktnih metrickih pro-
stora zadovoljava uslov d X = dim X.

jAleksandrov ([2]) je postavio problem o aksiomatskoj kara-
kterizaéiji funkcije dim X na klasi metridkih prostora i na klasi
kompaktnih prostora.

'Lokucijevskij ( 0. B. Joxyuiencxyil ,{27]) je izmijenio
aksiomu%Poenkarea i okakterisa funkciju dim X na klasi kompaktnih
prostoré.

1Na klasi ﬁetriékih prostora problem je rijeéio‘ééepin ( B,

B, Hemnux ,[56]), dokazujuéi sledeéu teoremu:
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. Ako funkcija d korespondiré svakom metrickom prostoru X
@im X4Uf) cio broj d X i zadovoljava aksiome: normiranja, prebroji-
ve sume} Brauera.i Poenkarea, tada je ona jednaka funkciji dim X.

?Aksiome Aleksandrova su nezavisne na klasi metriékih prosto-
ra i aksioma prebrojive sume ne moZe se svesti na aksiomu konacne
sume ([50]).

U vezi sa aksiomom kompaktifikacije pojavljuje se sledeci
* problem: Kada prostor X neke klase ima kompektifikaciju u istoj kla-
si (UopSteni problem Mengera)? U vezi s konadnodimenzionalnim pro-
storima problem je rijeSen u sladeéim sludajevima: dim X = dim pX
- Volman (H. Wallman,[77]), Ind X = Ind pX -Vedenisov ( H. B. BegeHu-
cos3,[75]). U vezi sa savrSeno normalnim prostorima ind X = Ind X =
Ind pX - Smirnov ( b. M. CMHpHOB,[}]). 7a neke klase beskonalnodime-
nzionalnih prostora to je pitanje rijeSeno. Skljarenko ( E. I's Crasa-
PEHKO 60]) je pokazao da postoji slabo prebrojivodimenzionalni
prostor, koji nema kompaktifikacije u toj klasi. Surle (A. V. Schu-
rle,[57]) je pokazao da slabo prebrojivodimenzionalni prostor tipa
Gs ima kompaktifikaciju u toj klasi. Smueli (Z. S. Shmuely,[581) je
izdvojio podklasu w, - slabo prebrojivodimenzionalnih prostora koja
ispunjava taj uslov. Taj probiem za klasu S-slabo beskonadénodimenzi-
onalnih metri&kih prostora rijesio je Skljarenko, & za normalne pro-
store Pasinkov ( B. A. Hacmmxos,[52]). Zarelua je u terminima razbi-
jajuéih preslikavanja okarakterisao prostore koji imaju kompaktifi-
kaciju u istoj klasi. Koristeéi taj rezultat Luksemburg ( e e
Joxcen6ypr ,(32]) je okarakterisao prostore koji imaju kompaktifi-
kaciju «X , takvu da je D(&X) = D(X), gdje Je D(X) dimenzija He-
ndersona (17]).

Univerzalni prostor za neku klasu prostora VC ={X}7je pro-
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stor iste klase u koji se moZe homeomorfno potopiti proizvoljni pro-
stor klase (. U tom sluCaju osobine prostora X klase ( mogu se is-
pitivati kao oscbine podskupa univerzalnog prostora. Za eksplicitnu
konstrukciju univerzalnog prostora najdedée se koristi prsten nepre-
kidnih funkcija ( Hurevic i Nobeling za separabilne metridke prosto-
re ([29]), Nagata (J. Nagata, [46]) i Smirnov ([66]) za slabo prebro-
Jivodimenzionalne, Negata za prebrojivedimenzionalne ([{46]), Naga-
ta ([47]), Pasinkov ([51]) i Zarelua ([74]) za proizvoljne metridke
prostore, Vener (B. R. Wenner,[76])za separabilne lokalno konadno-
dimenzionalne prostore). Teoreme o egzistenciji univerzalnih prosto-
ra dokazuju se obiéno koristedi faktorizacione teoreme Mardesida
([34]) i Pasinkova ([49]), kao i elementarni dokaz tih teorema koje
" je dmo Arhangeljskij (A.B. Apxaunreapcxuit ,[5])-

Svaka klasa prostora ne mora imati univerzalni prostor tako
na primjer, klasa prostora koji imaju dimenziju ind X nema univer-
zalni prostor, Jjer bi univeréalni prostor imao dva suprotna svojs-
tva: a) ind U < ©w; i b) ind U= & 2za svako o <w, . U klasi slabo
prebrojivodimenzionalnih prostora sa osobinom Ind X =& >, nema
univerzalnog elementa ([%3]).

Nameée se sledeée pitanje:

Da 1i postoji spoljasnja karakteristika dimenzije prostors?

Dimenzija prostora X (dim X<¢°) moZe se okarakterisati
preslikavanjem nekog prostora na taj prostor, ili kao inverzna slika
nekog prostora. U vezi sa tim osnovna su sledééa pitanja:

1. Koja preslikavanja smanjuju.dimenziju?

2. Koja preslikavanja poveéavaju dimenziju?

3. Koje uslove zadovoljava preslikavanje f£f: X—=Y, pri

demu Jje dim X = dim Y.
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Otvorena preslikavanja nam ne karakterisu dimenziju, Jjer
postoji otvoreno preslikavanje f: I—I"1 ind f=0 (Pasinkov, [50]).
7ato dimenziju karakteriSemo zatvorenim preslikavanjima, uz dodatne
uslove na ta preslikavanja.

Dimenzija prostora se karakteriSe pomoéu preslikavanja u
standardne prostore, ili preslikavanjem standardnih prostora, na
primjer nuldimenzionalnih, na taj prostor. Prvi radovi karakteriza-
cije dimenzije prostora pomoéu preslikavanja’su radovi Hurevica
([20],[%{]). Hurevic karakterife dimenziju kompaktnih prostora pomo-
¢u preslikavanja u euklidske prostore, kao i ta preslikavanja:

Ako je f: X—=Y zatvoreno preslikavanje, tada Je dim X =

dim Y + dim f.

Za svaki metridki kompakt i svako k, o=k=n = dim X, po-
stoji ta?o preslikavanje f: X—»»Rk da je dim fe=n-k.

&e teoreme za klase metridkih, parakompaktnih i normalnih
prostora dokazali guyMorita (X. Morita,[40]). Morita i Hanai (8. Ha-
nai) (@1}), Skljarenko ([61]) i drugi (v. I, 2.). SuStinsku novost
u karakterizaciji dimenzije pomocéu preslikavanja udéinio je Katetov
(M. Katetov,[24]), uvodeéi ravnomjerna nuldimenzionalna preslikava-'
nja Katetov je dokazao osnovnu jednakost teorije dimenzije metriékih
prostora, dim X = Ind X (v. I, 1.21.). Uopéténje preslikavanja Kate-
tova dali su: Smirnov; Zarelua ([75]) ~razbijajuéa preslikavanja,
koja karakterifu kompaktifikacuju prostora; Pasinkov ([51]) - pre-
slikavanja sa ind £=C; Sersnjov (M. J. WlepcaeB ,[55}) Dim f=n
i drugi.

U klasi beskonadnodimenzionalnih prostora interesantna su
sledeéa pitanja: .

1. Na koju klasu prostora se preslikavaju "fini" prostori,



&
nuldimenzionalni ili neki standafdni, pri "finim" preslikavanjima,
ord f < eo, ravnomerno nuldimenzionalnim ili nekim drugim?

2. Koja preslikavanja preslikavaju prostor jedne klase, na
prostor iste klase? '

2. Koja preslikavanja preslikavaju prostor jedne klase, na
prostor neke druge klase?

Nagata ([46]) i Smirnov ([67]) karakteridu prebrojivodime-
nzionalne prostore kao slike nuldimenzionalnih prostora, pri presli-
kavanjima ord f < e, Nagata ([46]) i Skljarenko ([59]) prebrojivo~
dimenzionalne kompakte bez izolovanih tadaka kao slike Kantorovog
skupa, pri preslikavanju ord f < oo, Skljarenko karakterisSe prosto-
re koji nemaju transfinitnu dimenziju Ind X (v. I, 2.23.). Arhange-
liski] ([4]) karakteriSe slike i inverzne slike prebrojivodimenzio~
nalnih prostora (v. I, 2.22.). Arhangeljskij ([4]) i Nagami ([44])
karakteriSu preslikavanja koja preslikavaju ne prebrojivodimenzio-
nalne na prebrojivodimenzionalne prostore, kao preslikavanja koja
imaju bar jednu tadku y u kojoj je card f_l(y)z-c.

Faktor preslikavanja (Aleksandrov - Hopf) koriste se za do-
kazivanje egzistencije univerzalnih prostora konalne dimenzije (lia-
gata ([42]), Pasinkov ([51]), kao i razliditih klasa beskonadnodi-
menzionalnih prostora (Arhangeljskij ([6]), Pasinkov ([52]) i ar.).
Faktor preslikavanja karakterisu i neka bitna svojstva konadnodime-
nzionalnih prostora (Marde$ié¢ ([34]) i Pasinkov ([49])).

Aksiomatika Séepina ([56]) karakterie funkciju dim X na
klasi konalnodimenzionalnih prostora. Da 1li ta aksiomatika karakte-
riSe neku klasu beskcnadnodimenzionalnih prostora?
| Pokazalo se, da neSto izmijenjena aksiomatika Sepina kara-

kteriSe klasu lokalno konadnodimenzionalnih prostora, X (v. II, 1.).
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Dalje Je pokazano, da je # minimalna klasa koja zadovoljava aksi-
ome Menéera - Aleksandrova - ééepina i da nije maksimalna klasa. U
tom cil?u iz klase beskonadnodimenzionalnih prostora izdvojena je
klasa pi‘ostora X .

fZa vel izdvojene klase prostora mo¥e se zapitati: gdje je
njihovo mjesto u klasi beskonadnodimenzionalnih érostora i kakva
imaju svojstava u odnosu na osnovne teoreme dimenéije: proizvoda,
kompaktifikacije, lokalno konadne sumé, monotonosti po proizvoljnim
skupovima i druge?

Neke kompaktifikacije prostora klase X 1 sve sa nuldime-
nzionalnim deficitom pripadaju klasi prostora sa konadnodimenziona—
Inim pregradama,]%} Klasa # Jje podklasa klase slabo prebrojivodi-
© menzionalnih prostora i ima osobinu, da svaki njen prostor ima ko-
mpaktifikaciju u klasi slabo pfebrojivodimenzionalnih prostora. Kako
prostori klase JC; imaju reprezentaciju Skljarenka (II, 2.6.), oni
su S-slabo beskonadnodimenzionalni. Ako Jje deficit. kompaktifikacije
© o«X prostora X klaselkf konadnodimenzionalan, tada kompaktifikacija

«X je prostor klase ¥, .

Uzimajuéi za polazni korak klase X i J’ i lokalnu dime-,
nziju prostora, mogu se iz klase svih beskonadnodimenzionalnih pro-
stora izdvojiti klase prostora {3&} o Ta klasifikacija ima bolje
osobine od klasifikacije prostora sa transfinitnim dimenzijama IndX
i ind X, Naime, ova se klasifikacija &uva po proizvoljnim podskupo-
vima. Poznato je, da diskretna suma kubova, ;ZIn, nema dimenziju
Ind X, kao i da dimenzije Ind X i ind X ne zadovoljavaju teoremu
sume za dva zatvorena skupa (v. str. 25). Ovako predloZena klasifi-
kacija zadovoljava teoreme: lokalno konadne sume(III, 3.4.), mono-

tonosti po proizvoljnim skupovima (III, 3.3.), lokalno svojstvo
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prenosi se na &itav prostor i druge. Mogu se konstruisati prosto-
ri koji pripadaju nekoj klasi #« i nemaju dimenziju Ind X. Daju
se potrebni uslovi kada prostor X klase ¥, ima dimenziju Ind X
(ITI, 3.2.). '

Ova se klasifikacija razlikuje od klasifikacije sa ind X.

Odnosima slike i inverzne slike navedenih klasa prostora,
pri konadnodimenzionalnim i konadnostrukim preslikavanjima posve-
¢ena je IV glava. Posmatra se lokalno konadnodimenzionalno presli-
kavanje (IV, l.4.), pri kojemu je inverzna slika svakoga prostora
lokalno konaénodimenzionalan prostor. Ako tako preslikavanje ispu-
njava uslov (), tada je i slika u klasi lokalno konadnodimenzi-
onalnih prostora. Kao posledica razmatranja dobija se jedna teo-
- rema Katetova (IV, 2.4.). Ispituje se pona3anje i nekih drugih kla-
sa beskonalnodimenzionalnih prostora, pri konadnodimenzionalnim i
konalnostrukim preslikavanjima (IV, 2.7. i 2.8.).

Rad Je podijeljen u cCetiri glave.

EU I glavi navedene su neke teoreme opSte topologije i te-
orije dimenzije, koje se koriste pri dokazima u drugim glavama.

U IT glavi se ispituje aksiomatika Mengera - Aleksandrova-
Séepinagi pitanja u vezi.sa tom aksiomatikom.

U III glavi data su svojstva prostora klasa X i K, « Po-
slednjigparagraf te glave Jje posvelen klasifikaciji beskonadnodi-
menzionélnih prostora, dim X = oo,

U IV glavi se izulava ponaSanje , pri preslikavanju klasa
prostora koje se izuCavaju u IIT glavi kao i nekih drugih.

Spisak literature dat je na kraju i citira se odgovaraju-
¢im brojem U zagradi, na primjer [BQ]. Kada se poziva na tvrdjenje

iz ovog rada onda se citira: glava, paragraf i redni broj. Na pri-
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mjer III, 2.5.— glava III, paragraf 2. , tvrdjenje 3.

Ako posebno nije nagladeno, svi prostori u ovom radu su
metriéki. Baza prostora je otvorena baza. Pokrivadi su otvoreni,
ako posebno nije naglaSeno. Pod preslikavanjem podrazumijevamo
neprekidnu funkciju, a pod dimenzijom dimenziju pokrivala, dim X.

Rad je uradjen pod rukovodstvem Dr Dudana Adnadjeviéa.
Koristim ovu priliku da . mu se srdadno zshvalim na svestranoj pomo-~
¢i i korisnim savjetima prilikom izrade rada. Veliku zahvalnost
dugujem prof. Ju. M. Smirnovu, pod &ijim rukovodstvom sam se podeo
baviti ovom problematikom, u toku specijalizacije u Moskvi. Srda-
éno se zahvaljujem A. V. Zarelui koji mi je dao korisne savjete

i sugestije, prilikom moga boravka u Tbilisiju.



GLAVA I
NEKE TEOREME OPSTE TOPOLOGIJE I TEORIJE DIMENZIJE

l.onadnodimenzionalni prostori

l.l1.Definicij a. Red Dokrivaéay={j"} prostora X u

tacki x, ordx-y», Jje broj elemenata pokrivaéay kojima vpripada tacka

x. Red pokrivada , ord », je sup lord x €X;.
ts x

l1.2. Definicija. Prostor X ima dimenziju =n, dim X

© =n, ako u svaki konalni pokrivad <« moZemo upisati pokrivad 6 reda

=n + 1. Ako ne vaZi nejednskost dim X =2n - 1, tada je dim ¥ = n.

Alko tako n ne vostoji, tada je dim X =eco .,

1.2. Definici ja. Ind X = -1 skc i samo ako je X =

. Ind Xen ako za svaki zatvoren skup F i njegovu otvorenu okoli-

nu G postoji takav otvoreni skup V da je FCVC VG i ITnd Bd Ven-l.

Ako tako n ne postoji, tada je Ind X = oo .

l.4. Def inicija. ind X = -1 ako i samo ako je X =

“. ind X .2 n ako za svalku tadku x i svaku njenu otvorenu okolinu

Ox postoii takav otvoreni skup G da je xeGC GC Ox i ind Bd G « n-1.

Ako tako n ne postoji, tada je ind X = oo,

Ove tri dimenzionalne funkcije su ngjéesée predmet ispiti-
vanja, a njihovu jednakost na klasl separabilnih metridkih prostora
pokazali su Urison ([72}) i Menger ([36]). Brzi razvoj teorije di-
menzije neseparabilnih metridkih prostora poéinjé poslije rada Sto-

una (A. H. Stone,[68]). On je pokazao da vaZi teorema
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1.5. T e oren a. Svaki metridki prostor je parakomda-

l.6. T e oremn a. Ako je XO zatvoreni podskup n-dimenzio-

nalnog normalnoiz prostora X, tada je dim XO{; n.

Dok az., Neka je Xo zatvoreni podskup prostora X i <+ =
{r’l, cee {"k} otvoreni pokrival prostora Xo. Postoje takvi otvore-
ni skppovi Yy oo s u X'da je ;Nx, = Ti, i=1, ... , k. Si-
stem skupova & = {X\XO, Fl’ cee l"k} je otvoreni pokrivad prosto-
ra X. Kako je dim X 2n u pokrival & moZemo upisati takav pokrivad
@= {B’} da je ord @' =n+l. Pokrivad p= {’Xoﬂ B’\B'e@'} je otvoreni
pokrivad skupa X, i ordp zord ¢ £ n+l, a tada i dim X, £n (v.(31).

Mogu se pokazatl i analogne teoreme o monotonosti funkcija
" Ind X i ind X po zatvorenim skupovima u klasi normalnih prostoru.

l1.7.Definiciija ([3]). Prostor X je okolinski ek-

stenzor za Klasu prostora.t , NES(A), ako za svaki prostor Ye J¥ za

svakil zatvoreni skup FC Y i za svako preslikavanje f: F-+X posto-

ji takav otvoreni skup UDF i tako preslikavanje g: U—X da je g/F=f,.

Prostor X je ekstenzor za klasu S{, ES(/), ako u prethodnoj

definiciji U zamijenimo sa Y.

1.8. Teorema ([9]). Neka je X normalni vrostor i F za-

tvoreni podskup i to takav da je dim X\ F<£n., Ako postoji preslika-

vanje f: F—=Y gdje je Y n-dimenzionalni polijedar, tada f ima eks-

tenziju na X.

1.9. Teorema ([9]). Konadni simplicijalni polijedar

je NES(normalnih).

1, 10. Definicija ([5])° Neka su Fl i F2 zatvoreni

disjunktni podskupovi prostora X. Zatvoreni skup C je zatvorena pre-

grada u X izmedju skupova Fl i F2, ako je X\ C diskoneksan vrostor
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{ postoic takvi skuvovi Upi Up da je X = UjuCUU, i Fig Uy FoctUs.

1. 11. T e or em a. U normalnom prostoru X sledeéi uslovi

su ekvivalentni:
1. dim X = n,

. . n .
2. n-dimenzionalna sfera 8 je ekstenzor za X,

%. Za svaki n+l par disjunktnih zstvorenih skupova (Fl, Fi),

’ . - -1 . - ’ ~
eoe 3 (Fn+l’ Fn+l> postoje takve odgovarajule zatvorene pregrade Li

n+1
da e Q4 Gi = & . v
Usliv 3. naziva se Ejlenberg-Otova karakterizacija dimenzi-
je ([3]). Ekvivalentnost uslova 1. i 3. dokazao je Morita([38]).
1. 12. T e o r e m a(teorema prebrojive sume). Ako je {Xi[

i =1, 2, «ss} takav prebrojivi zatvoreni pokrivad prostora X da Je

.dim Xiﬁén, 1=1, 2, eea o ta@a je dim X = n.

D o k a 2z, Neka je F zatvoreni podskup prostora X i f: Pgsl

5™ moZemo smatrati da je granica (n+l)-dimenzionalnog kuba. Prema
1.7. postoji ekstenzija fy: FL/FlfVSn, a prema 1.8. postoji eksten-
zija nad zatvorenom okolinom U1 od FLJFl. Néstavljajuéi ovaj postu-
pak, dobijamo takav niz okolina Uy, Ue; ... skupova FL)FI, FL}FﬁJ Fo,
... da e U;C U, , i niz preslikavenja g;: U;~S", pri Semu je g,
ekstenzija od g;. Neka je g: ¥+5" definisano sa g(x) = g;(x) za
svako xeFi. Jasno je, da je g ekstenzija preslikavanja f, te Je
prema l.11l., dim X&n, -

1.13. T e o f e m a(monotonosti po otvorenim skupovima).

Ako je G otvoreni podskup metridkog prostora X, tada je dim G=dimX.

D o k a z. Neka je G otvoreni podskup metridkog prostora X
i dim X=n. Kako je svaki otvoreni podskup metridkog prostora tipa
Fy, to je G = EZE& gdje su Fi zatvoreni skupovi u X. Prema 1.5,

dim F,<n, a prema l.l2. dim G = dim Q{Fién.
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Iz 1.5, 1 1.1%. neposredno dijedi da Jje funkcija dim X mo-
potona po proizvoljnim skupovima metrilkog prostora.
l.14. T e o r e m a(Katetov, Morita). Ako Jje {X¢[¢€-A}

talkav_zatvoreni lokalno konadni pokrivad da je dim X £ n za svako

LEA, tada je dim X .= n.

Neka je u prostoru X dat skup M i proizvoljni otvoreni po-
krivaé ¥ u M, Reéi cemo da mofemo sli&no produziti, ako za svako
f ey postoji takav otvoreni skup M u X da je: 1.7 N M =T i 2. Sva-
ki konadni sistem skupova {I"} sa praznim_presjekom produzuje se u
sistem {Ff}sa praznim presjekom,

1.15. L e m a(Smirnov, (64]). Ako je X metridki prostor i M

njegov proizvoljni podskup, onda- svaki otvoreni lokalno konadni

- (tadkasto konadni, zvjezdasto konalni) pokrivad skupa M moZemo sli-

¢no produziti u otvoreni lokalno konadni (tacdkasto konacéni, zvjezda-~

sto konadni) pokrivad neke okoline skupa M.

Dok az. Za svaku tacku xeéM odredimo realan pozitivan
broj &(x) sa d(x) = % min {d(x,M\dﬂ), d(x,Fx)}gdje je F i}éggﬂ?.
Neka Jje Sx‘= 34(x) sferna okolina talke x u prostoru X ir“=;gpsx.
Kako je 7 lokalno konadni pokrival skup Fy Je zatvoren(v.[64] str.
272), pa je 4 (x) odredjeno. MoZe se pokazati da je pokrival »’ ={P:
okoline U =A%;ﬁ istog reda kao i pokrivad ¥ u M.

Normalni prostor &iji je svaki podskup normalan prostor na-

ziva se nasledno normalan prostor. Za nasledno normalne prostore

prethodnu lemu dokazao Jje Ceh(E. éech,fll]). Svaki metridki prostor
je normalan(12],a kako je svaki podskup metrilkog prostora metridki,
to je svaki metrilki prostor nasledno normalan.

1,16. P e o r e m a(Smirnov,[64])). Neka je M podskup nasle-

dno normalnog prostora X. Da bi dimenzija skupa M bila = n potrebno
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T . P Xnd =3 o — =
je i dovolino da u svaki konadni sistem w -{Gl, ces GS} otvorenih

u X skupova koji pokrivaju M moZemo upisati sistenm {fi, cee Fk}

roda « n+l otvorenih u X skupova koji pokrivaju skup M.

1.17. T e o r e m a(nejednakost Urisona-Mengera). Ako su P

i Q proizvolini podskupovi metrilkog prostora X, tada je dim P O

= dim P + dim Q + 1,

Dok az. Neka su P i Q takvi podskupovi metridkog prosto-
ra X da je dim P=p i dim Q =q. Pretpostavimo da je X = PUQ. Neka
jew = {Ol, cee OS} konaéni pokrivaé prostora X. Prema 1.16. u po-
krivald w moZemo upisati sistem < = {Gl, coe o Gk} otvorenih u X sku-
pova koji pokrivaju P i ordsl < p+l. Takodje, u «w moZemo upisati si-
stem @: {Hl, eee Hr} otvorenih u X skupova koJji pokrivaju Q 1
ord‘@:eq+l. Sistem.JLJ(btpokriva prostor X, upisan Jje uw i orchUGé
0+2+q, te je dim PUQ<«dim P + dim Q +1.

1.18. Kazabemo da je dime,X=n ako u svaki lokalno konadni
pokrivaézx prostora X moZemo upisati takav pokrivad p da Jje ord p-=
n+l, a da je dim X"z n ako u svaki zvjezdasto konadni pokrivad <
moZemo upisati takav pokrival ¢ da je ord g £ n+l.

51.19. T eor en a(Dauker,{12]). Za svaki normalni prostor

X vale jednakosti dim oo X = dim X = dim X.

Za dokaz ove Jjednakosti obicno se koriste leme koje su i
same od interesa.

1.20. L e m a([15]). Svaki otvoreni prebrojivi pokrivad, od

obvorenih E%—skunova normalnogz prostora X, ima zvjezdasto konadno

obvoreno prebrojivo rafiniranjie.

Dok a z. Neka je o = {Fi\i =1, 2, ...} otvoreni EFs-po~-
: s .
krivad prostora X i [;=U F, . gdje su F. . zatvoreni za sveko i, =
1 =4 1,90 1,J
1, 2, ... Prema Urisonovoj lemi{[15]) postoje takve funkcije fi,j:
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-1 da Je fi,j(x) =0 za xeX\U; i i‘i,j(x) ;l za xeFi’j. Konstru-

c . g . 1 .-
i3imo funkeije £, (%) =% if5 500 1 2(x) = %Eli(x). Kako je iil(O)

= X\ i {f’i{i =1, 2, ...} pokrival prostora X, to je O« f(x)=1

. ‘o . -1,,1 1A - ;
za sveko x iz X. Sistemi skuvpova {Vk = f <(IE’ l])fl{Fk = f l([]_z,l] )}
za k= 1, 2, ... su respektivno otvoreni i zatvoreni pokrivadi pro-
stora X. MoZe se provjeriti da je{Uk’i= an(vk+l\ Fk_l), j=k, k =
1, 2, eee 1 Fo = Q} zvjezdasto konadni otvoreni pokrivad prostora

X (v.(12]).

l.21. L ema ([15]). U svaki lokalno konadni pokrivad no-

rmalnog prostora X moZemo upisati g~diskretni vpokrivad o= &:_z Yo
Jedna od najznadajnijih teorema teéri,je dimenzije mei-:riékih
prostora jé teorema o jednakosti dimenzionalnih funkcija dim X i
Ind X na toj klasi prostora.
1.22. T e o r e m a(Katetov,[24]; Morita, [39]). Za svaki

metricdki prostor X vaZi jednakost dim ¥ = Ind X.

1.23. Definici J a([24]). Preslikavanije f: X—=Y me~

trickog prostora X na metridki prostor Y je ravnomjerno nuldimenzi-

onalno, ako za svako >0 postoji broj d> O takav da ako je O otvoren

podskup u Y dijametra « 3 . f"l(O) se razbija na uniju disjunktnih

otvorenih skupova dijametrac< & .

l.26. Teorema([24]). Svaki n-dimenzionalni metridki

prostor moZe se ravnomjerno nuldimenzionalno preslikati u R-.

Morita za dokaz teoreme 1.22. koristi normalne familije a
Dauker i Hurevic([14]) sekvencionalnu dimenziju, ds X.

1.25. Definicija(fis]). Kafe se da je ds X <n ako

postoji takav prebrojivi niz {yili = 1, 2, ...} lokalno konacdnih

pokrivada da je:

a) ord y;&n, i =1, 2, .. ,




T za svaiko legy, 1=1,2, ... ,

C)§Li+l ={ﬁr@~fi+l}je rafiniranje od 9+;, 1 =1, 2, ... ds X

= n_ako nije ds ¥X.=n-1. Ako tako n ne postoji, tada je ds X = oo .

U klasi metrilkih prostora ispitivana je metri&ka dimenzija,

pdim X(Jegorov, Katetov, Smirnov) ( v.[2] i {58]).

1,26, De finicigall29)). pdim X metrilkog prostora

X je nalmanji takav cio broj n> 0 da za svako £ > 0 postoji lokalno

konaéni & —pokrival reda n+l. Ako tako n ne postoji, tada je uéim X.
1

= 0P .
ZZ2z .

pain X( f2s]).

Nejednakost ind Xz~ dim X u klasi metridkih prostora poka-

VaZzi nejednakost Katetova: wdin X <dim' X £ 2

za0 je Roj(P. Roy,[54]) konstruisuéi takav prostor X da je ind X =
0idim X = Ind X = 1.

1.27. T e o » e m a(Katetov, Morita). Metrilki prostor X ima

o o - . . “.( . . . .
dimenziju .« n ako i samo ako je X =£LK1 gdje je dim Xigéo, i=20,

* 40 9 Ile

1.28. T e o r e n a(Katetov). Ako su X i Y neprazni metri-

C¢ki prostori, tada je dim (XXY) £ dim X + dim Y,

Dok az. Neka je dim X«n i dim Y= m. Ako je jedan od pro-~
stora beskonadnodimenzionalan, jednakost je Jjasna. Neka su oba kona-
¢nodimenzionalna. Prema 1.24. postoje ravnomjerno nuldimenzionalna

preslikavanja f: ¥—RT i 2 Yv--R", Preslikavanje F: ¥ X Y-=gETE

defi-
nisano sa F(x,y) = (£(x),g(y)) Jje ravnomjerno nuldimenzionalno, pa
Je prema 1.24, dim (XX Y)=m+n=dim X + dim Y(v. [24]).

1.29. T e o r e m a(Nagata ). dim X =n ako i samo ako posto-

Jdi tekvaes~lokalno konadna baza /= { B! da je ord {Bd B} £ n. Speci-

dalno, dim X =0 ako ima 6~ lokalno konaénu bazu od otvoreno-zatvo~

renih skupova.
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1.30. T' e o r e m a(teorema Tumarkina). Neka je M podskup

,_;l@:riékég prostora X. Postoji takav Gy-skup N da je McN i dim M =
dim N. (‘o} . »

D o k a z. Pretpostavimo da je dim M=0. Neka je U={v./
o E&Q} G-lokalno konadna baza i 5= {Wy | e gZH} & ~1lckalno kona-
éna otvorena kolekcija ¢ije je zatvaranje upisano u % . PoSto so Wr
i X\Uy disjunktni zatvoreni skupovi, u X se mogu konstruisati takvi
skupovi V. da je WpC V< Uy 1 BA V) M =@. Neka je N = X\ U
{Ba Wr}g»i@ﬁﬁ Skup N je Gy-skup koji sadrii M. Kako je Bd NN =2,
to je i = {VerN(7J5£ZQ} % -lokalno konadna baza skupa N koja za-
dovoljava uslove prethodne teoreme za n=0.

Neka je n> Q. Prema teoremi 1.27. M ='§2Mi i dim Mié 0. Pre-
. ma dokazanome, za svaki skup Mi postgji takav Gy-skup Ni da jé Mr:
N, i dim N;=0, pa je N =g%Ni n-dimenzionalni Gy-skup koji sadrii
skup M.

1.3l De f inicij a. Kompaktifikacija prostora X je

Je uredjeni par (K.c) gdje je K kompaktni prostor a c potapsnje

prostora X kao svuda.gustog podskupa prostora K. KN e(X) nazivamo

deficitom prostora X pri kompaktifikaciji cX ([15]).

Skup svih kompaktifikacija je uredjen: c2X ;.clx ako i1 samo
ako postoji tako preslikavanje f: ClX—vCZX da je fcl = Coe. Najveia
kompaktifikacija prostora naziva se kompaktifikacija Stouna-Ceha.
Lokalno kompaktni prostori imaju kompaktifikaciju sz jednom tadkom
-Aleksandrovska kompaktifikacija([3]).

1.22. Te or em a([1l5]). Topoloiki prostor ima kompakti-

fikaciju ako i semo ako je prostor Tihonova.

1l.33, L e m a. U svaki otvoreni tadkasto konalni Dokrivaé'y

= {[g\ses }normalnog prostora X moZemo upisati takav otvoreni pokri-
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vad » = {BS{SGS} da je B, B I, za svako s iz S(v. [15]str. 207).

l.54. T e o r e m a. Za normalni prostor ¥ vazZe jednakosti:

dim X = dim pX(Volman, [77]) i Ind X = Ind pX(Vedenisov, [75]).
aim . J ¢

Dok az., Oznadimo sa Opd takav najveéi otvoreni skup u pX
da je OPHIWX = H. Neka je dim pX &n icul={Hl, cee Hs} otvoreni po-
xrivaé prostora X. Sistem skupova w 5= {O@Hl, oo O@HS} je pokri-
val prostora@X(v.[B]). Kako je dimeX «n u pokrivad o, moZemo upisa-
ti konaéni otvoreni pokrivad y = {fi, cee [}} i ordy < n+l., Sistem
skupova {Xfﬁr&li =1, 2, «u4, r} Je pokrival prostora X upisan u “ 4
i reda n+l, pa Jje dim X<n.

Neka je dim X 2n id= {ol, oo os} pokrivad prostora X
U pokrivad 4 moZemo upisati zatvoreni pokriVaE {Fl, ces o FS} DIO-
stora pX(v.[33]). Za svako F, postoji takva okolina v, da je FC
[Vk%xc:ok. U otvoreno pokrivad {Xfﬁvklk =1, ... , s} prostora X
moZemo upisati zatvoreni pokrivadvy = {Wl, cee Ws} i ord” = n+l.
Sistem skupova V] ={[W§]@xfi =1, eee , s} Je pokrivaé prostora gX
i ord ™) £n+l, te je dim eX=n(v.[3]).

Za dokaz druge jednakosti v. [3] str. 297.

1.35. Definicij a(Dauker, [13]). Neka je x elemenat

normalnog prostora X. Dimenzija prostora u tadki x, loc dimXX, je

takav najmanji broj n da postoji otvorena okolina Ox’ pri demu je

din éxéan. Lokalna dimenzija prostora X. loc dim X, Je takav najma-

nji broj n da je loc dimXX <n za svako x iz ¥X. Ako takav broj ne

bostoji, tada je loc dim X =oo,

Za metridki prostor X se moZe uzeti da Jje dimenzija otvorene

okoline 'oxén .

1.56.‘T e or e m a(Dauker, (13]; Nagami, [42]) Ako = X

Rarakompaktni prostor, tada je dim X = loc dim X.
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D o k a z. Nejednakost loc dim ¥ .= dim X slijedi iz monoto-
nosti funkcije dim X pé proizvoljnim skupovima(teorema 6.). Neka Jje
loc diméxfg n. Svaka tacka x prostora X ima takvu otvorenu okolinu
0, da jé dim Oxé;n. U pokrivad {OxlxeX} moZemo upisati lokalno kona-
¢ni pokrival p={f'} i smatrati da je ¥ <{0,} (lema 33.). Prema mono-
tonosti funkcije dim ¥ i teoremi 14. biéde dim X < n.

1.37. Definic i'j a([23]). Neka je cw pokrivad prosto-

ra X i f: X—Y preslikavanje. Preslikavanje £ je «w —preslikavanie

ako svaka tacka y prostora Y ima takvu okolinu Oy da je skup f’l(oy>

sadrian u nekom elementu pokrivada w .

1.38. De finicija([26]). Neka su Pyr_2ee , D talke

euklidsckog prostora. Simpleks (po, ceo o pn)_je skup takvih tadaka

p . da je: p = AoPg * eee + AP, gdje je Aot _ses +.ln =1 1 A,z 0

za i = O, ees , n.

Tacke Pys -+ » P, nazivaju se vrhovi simpleksé & Xgs vee s
An baricentricke koordinate tadke p u odnosu na tadke Doy e+e » Dy
Zvijezda vrha Pi» St(pi), je skup takvih tadaka simpleksa da jeﬂi>o°

Konalaan sistem simpleksa naziva se»kompleks(v.[QG],I, 316).

1.329. De finiciJja(ll]). Neka jeol= {Al, oo s Myl

pokrival prostora X. Svekom skupu A; koordinirajmo tacku p,. Kompi-

—

cks N(<{) &iji su vrhovi Dys_eee » P) naziva se nervom pokrivalad,

pri demu (pidi<"‘ . niK) je simpleks kompleksa N(&) ako i samo ako

,.eAin 3y e ,ﬂAl = e
1 K
Neka je w = {Al, cee Ak} pokrivaé prostora X. Preslikava-
nje f: X—~N(w) naziva se kanonsko ako je f'l(St(pi)) = A, 1=1, ..
+ » k. Tako preslikavanje je specijalni sluaj w -preslikavanja.

1.40. Te or emn a([l]). Neka je eo pokrivad prostora X. Po-

£boji kanonsko preslikavanje prostora X na podkompleks komoleksa N .
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1.41. T e o r e m a(Brauer,[10]). Neka je dim X = n. Tada

postojl takav konalan pokrived co . da ne postoji wo ~preslikavanje
Dlo = o o

orostora X na normalni prostor dimenzije - n.
P

1.42. D e finiciJa. Parcijelno uredjen skup# je

usmjeren ako za svako a, best postoji tasko ¢ da je a.c i bec.

l.43. Definicija. Neka je A usmjeren skup i{xel

familija skupova na skupu indeksa o . Za svaki par indeksa oL, (okoji

zadovoljava uslov o« = n , neka vostoje preslikavanja fi: X%’""'Xot ko~
\

\
je zadovoljavaju uslove: gko je o < s« , tada je fZZ = fgo i‘é’: i
< £

£ = 1y, za svako e, Familija skupova {Xy|deA} sz preslikavanji-

ma ff naziva se inverzni sistem na AL .

Neka su presiikavanja QC’J:HXC,_—»X@ projekcije i inv lim X, =
inv lim { Xis i‘c(z IOL,@& y’é} skup svih takvih elemenata x iz [T X, da
je W(x) = ffiolz\é(x) za o< p o Skup inv lim Xy topologiziran na slede-
¢i nagin:{ 4/ (G)IG otvoreno u X ,L¢+#} je baza, gdje je @ =T iny
lim Xy naziva se inverzni limes(inv lim) sistema {XOL, 1‘3}.

l.44, T e or e m a([45]). Inverzni limes metridkih prostorsa

na prebrojivom skupu indeksa je metridki prostor.

1.45. T e o r e m a([34]). Ako je metridki prostor X = inv

i

) i
lim {Xi, fj
1.6, De f inici j a(Hurevic, [21]1). Red preslikavanja

1, 2. ...} i dim Xi <n, tada je dim X = n.

£: XY, ord £, je suo{ card £ 1(y)|ye ¥
7

1.9, De £ inici j a(Burevic,[20]). Dimenzija presli-

kavanja f: X—Y, dim f, je sup{ dim f'l(y)]ye Y.
K (% ]
'1.48. T e o r e m a(Morita, [40]). Ako je f: X—Y zatvoreno

Preslikavanje normalnog prostora X na neorazni parakompaXtni pro-

stor Y, tada je dim X -<dim Y + dim f.
D o k¥ a z. Dokaz déemo izvesti u sludalu kada su X i Y sepa-
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rapilni metricki prostori, i to indukecijom po dim f. Neka Jje dim f.«
m i dim Y<eo . Dokaz je jasan eko je dim Y = -1, Pretpostavimo da
gvrdjenje teoreme vaZi u sludaju dim Y=n-l. Prema pretpostavei je
dim f"l(y)famfgm+n. Ako je U otvoren skup u X koji sadrzi f_l(y),
tada skup C = £(X\U) je otvoren u Y. Skup C ne sadr?i tadku y. Ka-
ko je di@ Y<n, postoji‘takva okolina V.tacke y u Y da je CNV =2
i dim B Ven-l. Kako je £~3(0)N £-1(v) = o , to je £~X(V)c U. Posto
¢ £71(Ba(+™H(V))cBd V 1 dim BA Ven-1, to je dim BA(£™1V) = min-1,
pa je dim X zm+n (v.[23] str. 128)..

§1.49. Posledica({#0}). Ako je u uslovima prethodne

teoreme ¥ metridki prostor, tada vaZi nejednakost dim X <dim £ +

dim Y. Ako je dim f = O, tada je dim X <dim Y.

1.50. T e o r e m a(Morita, [40]). Ako je f: X—Y preslikava-

nje na, gdje su X i Y normalni prostori i ord f.«n+l, tada je dim Y

-2 Ind ¥ + ord f.

1.51. Pos ledic a([ﬁS]). Ako je u uslovima prethodne

teoreme X metricki prostor, tada je dim Y < dim X + dim f.

2.Beskonadnodimenzionalni prostori
Definicije le%. 1 1.4, moZemo proSiriti na transfinitne
brojeve.

2.l Definicij a(Srirnov,{67]). Ind X = -1 ako i

samo ako je X =g ., Neka 3u za redne brojeve o « & odredjene klase

normalnih prostora koje zadovoljavaju uslov Ind X £ « za d_z,@ .

Ind X = & ako za svaki disjunktni par Fi_l F 2zatvorenih skupova u

£ vostoji takva pregrada C imedju F, i1F,da je Ind C=X< .

v

2.2. Definici g a([@3]). ind X = -1 ako i samo ako
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4 = . Neka su za sve redne brojeve , odredjene kl Tula—
JQ,XL,, £ 2 | /¢@ ! ase regula

rnih prostora koje zadovoljavaju uslov ind X <o za svakocxzcg. ind¥

- . ako za svaku tacku x iz X i proizvolinu njenu okolinu Ox posto-
——tt g

v e 3 1 . . g . . . 2
ji takva okolina V. _da je XCVXCZVXC;QX iind Bd V. <« <23 neko o @ .

Ako Je odredjena dimenzija Ind X, tada je odredjena i dime-
nzija Ind F za svaki zatvoreni podskup F prostora X. Takodje, ako ’
je odredjena dimenzija Ind X, odredjera je i dimenzija ind X i vaii
nejednakost ind X £ Ind X za proizvoljni prostor X.

2.3. T e o r e m a(Hurevic i Volman,[23]; Tulmin, [69]; Smi-

rnov, [67]). Ako je za regulafni (normalni) prostor X odredjena dime-.

nzija ind X (Ind X) i wX = &%(WX& &%)J L = 0, Ly «oe o tada je

ind X = o, (Ind X = . 4).

2.4, Definicija((23]). Normalni prostor X je pre-

brojivodimenzionalan ako se moZe predstaviti kao unija prebrojivog

broja nuldimenzionalnih prostora Xi’ 1 =1, 2, eee

Hilvertov kub, I =TI, I ={x(0<£x<1} nema ni jednu tra-
nsfinitnu dimenziju, niti Je prebrojivodimenzionalan (23],

éPrethodne tri klasifikacije beskonadnodimenzionalnih prosto-
ra se r%zlikuju. Pbstoji takav prostor X = ;Z§n1 diskretna suma ku-
bova, kéja ima dimenziju ind X i nema dimenziju Ind X: Taj nam odnos
karakterisu i sledele teoreme:

2.5. T e or e m a(HBurevic i Volman, [23]). Ako je kompletni

prostor X prebrojivodimenzionalan, onda on ima dimenziju ind X.

2.6. T e or e m a(Smirnov, [67] ). Ako je za metrilki prostor

X odredjena dimenziija Ind X, onda je X prebrojivodimenzionalan pro-

stor.

Luksemburg( [28]) je konstruisao takav kompaktni prostor X

~

da je ind X = w +1 £Ind X = +2-
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Teoremu konadne sume za zatvorene skupove dimenzionalne fu-

nkcije Ind X i ind X ne zadovoljavaju: LeviZenko([30]) je razlo?io

C(Jo-l-l

prostor S na dva zatvorena kompaktna podskupa Sz“ i 55“ s Pri

gemu je Ind gl

<O, [Z%) . .
w1, Ind Sl° = Ind 82° =w 5 Tulmin([69]) je
konstrulsao prostor X koji je unija zatvorenih skupova A i B, pri

¢enmu je ind X =W ind Az;wo i ind Bz.-coo.

2.7.Definicija(lsel). Preslikavanje f: X—Y je ko-

nacénostruko ako je card f'l(y)‘:baza svako v iz Y.

2.8. T e o r e m a(Nagata, [46]). Za metridki prostor X sle

deéi uslovi su ekvivalentni:

a) prostor X je prebrojivodimenzionalan,

b) prostor X ima takvu ¢ -diskretnu bazu B = {B} da Jje red

sistema {Bd B}Be%} konalen u svakoj talki prostora X,

c) postoji zatvoreno konadnostruko breslikavanje metridkog

prostora ¥, dim Y = O, na prostor X.

2.9. Definicija. Normalni prostor X je slabo pre-

brojivodimenzionalan ako se moZe predstaviti kao prebrojiva unija

(2=
zatvorenih konadnodimenzionalnih podprostora, X =,L&Xi i dim Xizz&o
L

Zai=l, 2, o0 .

Prema teoremi 1.27. svaki slabo prebrojivodiﬁenzionalni pro-
stor je prebrojivodimenzionalan. Obrnuto tvrdjenje ne vaZi - Smirnov
([66]) je konstruisao prostor g koji je prebrojivodimenzionalan a
nije slabo prebrojivodimenzionalan.

OznacCimo sa H one tadke Hilbertova kuba I gije su sve ko-
ordinate, izuzev konadnog broja jednake nuli.

Skljarenko je pokazao da slabo prebrojivodimenzionalni pro-
Stor H nema kompsktifikacije u toj klasi prostora([60]). Za klasu

Slabo prebrojivodimenzionalnih prostora uopSteni Mengerov problem
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(v. Uvod) rijesSio je Surl([S?}).

2,10, T e or em a([57)). Neka je X separabilni, metriza-

nilni Gr-prostor. Ako je X slabo prebrojivodimenzionalni prostor,

onda on ima slabo prebrojivodimenzionalnu kompaktifikaciju.,

U klasi slabo prebrojivodimenzionalnih prostora postoji uni-
verzalni prostor.

2.,11. Teorenmn a([B]). U klasi slabo prebrojivodimenyic-

nolnih metrickih prostora teZine = 4 postoji univerzalni prostor.

Za normalne prostore tu teoremu dokazao je Pasinkov( [52]).

Za nas Jje interesantan slucaj separabilnih metridkih pro-
stora. »

2,12, T e o r e m a(lNagate, (40]; Smirnov, [66]). svaki sla-

bo nrebrojivodimenzionalni separabilni metridki prostor moZe se po-

topiti w H,

—

Za dokaz ove teoreme Smirnov je koristio slededu lemu.

2.13. L e m a(Smirnov, (66], str. 187). Neka je X separabi-

Ini metricki prostor a A i B takvi zatvoreni vpodskuvovi da je L B

idim B=k. Tada postoji tako preslikavanje f: Xann(k) da je f£(&) =

O a f je homeomorfizam na B\ A, gdje je n(k) = 2n + 2.

2.4, De f inici ja. Neka jeQ dati skup i N(Q ) skun

svih nizova u2 . Ako suol= (dy, Aoy ses ) i(i;= ((51,(52, ces )

dva elementa skupa N(Q ), tada funkeija FC ey G) = ZIFFMIZZZ;T:?

j¢ metrika u N(@). Metridki prostor N({)) naziva se uop3teni Berov

(¥aire) nuldimenzionalni prostor.

Regularni prostor Jje Jjako metrizabilan ako ima bazu koja Je

unija prebrojivog broja zvjezdasto konadnih pokrivada.

2.15. T e o r e m a(lagata, [46]). U klasi jako metrizabi-

Inih slabo prebrojivodimenzionalnih prostora teZine = % univerzalni
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2.16. Definiecigja (Aleksandrov). Prostor X Je A-slabo

peskonaénodimenzionalan, ako za svaki prebrojivi sistem parova zatvo-

renih skupova (Ai, Bi), Aif)Bi =, i= 1, 2, ... postoje takve pre-—-

prade C; (dzmedju A;_i B;) da je ﬂ‘ C, =02.

2.17. Definicigja (8mirnov). Prostor X je slabo be-

skonaénodimenzionalan ako za svaki proizvoljni sistem parova zatvo-

renih skupova (Ai,Bi), Air\Bi =0 ,1i=1, 2, ... postoje takve pre-

N
grade C; (izmedju A; 1 B:;)_ i takav broj N da jel C. =g .
. =i =1L ———
Ako prostor X nije A-slabo (S-slabo) beskonadnodimenziona~
lan, tada je X A-jako (S-jako) beskonadnodimenzionalan.

2.18. Teoremna (Skljarenko,[60]). Prostor X je S-slabo

beskonadnodimenzionalan ako i samo ako ima reprezentaciju
o
X = CU(U Pn)a
nz1

gdje je C S-slabo beskonadnodimenzionalni kompaktni vrostor, Pn ot~

(]
voreni konacnodimenzionalni podskupovi, X\ C = L{?n 3 & proizvolini
"z

o0
niz (xiszoji Jje sadrZan u (P, i nema graniéne talke u X sadr¥i
mad y

se u jednom od Pj, izuzev moZda ¥onalnog broja &lanova.

Takvu reprezentaciju prostora X nazivamo reprezentacija

Skljarenka (Smirnov).

Dok az. Neka je P, = { UlU otvoreno u X i dim U = n}a

C= X\ Cj,Pn' Ao C nije kompaktan skup ili svaki niz ne zadobolja-
n=
n
va uslove teoreme, postoji takav niz-{xili =1, 2, «..} X, LﬂPi i
S
%, ima takvu okolinu V_ da je dimV_ 2> n za n = 1, 2, «es Takav
X X,
Sistem skupova ne moZe postajati u S-slabo beskonadnodimenzionalnon
brostoru ([48]1). C je zatvoreno, pa je S-slabo beskona&nodimenzio-

Nalno. Ako X ima reprezentaciju Skljarenka, onda je on S-slabo be-

tkonaénodimenzionalan(v. [48] str. 180).
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Za nas su posebno interesantni metridki S-slabo beskonadno-
dimenzionalni prostori pa ¢éemo navesti neke rezultate Smirnova ([@2])
o toj klasi prostora.

ﬁeka funkcija G;preslikava skup rednih u skup rednih broje-
va ukljuéujuéi i -1, Funkeiju ¢ odredimo indukcijbm: o (-1) =w 1
H(4) = é&gd&p(dﬁ} + 1. Funkcija p ima osobinu da je ple) £ coq,
ako Je « 2ty (7).

2.19. T e orema ({(67]). Neka je X metridki prostor koji

ima reprezentaciju Sljarenka. Ako podprostor C ima dimenziju Ind C,

onda prostor X ima dimenziju Ind X i vaZi nejednakost Ind Xﬁ@(Ind C)e
Dokaz, Dokaz se izvodi indukcijom po Ind C. Ako je Ind C
= -1, onda je X konacdnodimenzionalan prostor, pa je Ind Xbécuo =
- »(~1). Heka teorema vaZi za Tnd Cet. Prétpostavimo da je X = C
LJ(C??n) i Ind C =<t . Izaberimo u X proizvoljni par disjunktnih za-
tvo;énih skupova A i B. Postoji pregrada C° koja separira skupove
CNA L1 CNBucC iInd C'2d . Kako je prostor X nasledno normalan,
pregradu C’ moZemo produziti u pregradu C; izmedju skupova A i B u
prostoru X. Pregrada C, ima reprezentaciju Skljarenka Cq = C’LJ(EE'
(P,MNCy)). Prema pretpostsvei je Ind Cy < 3() pa Je Ind X = (3(d).
Koristeéi prethodnu teoremu, mogu se pokazati sledeée dvije
teoreme:

2.20. Teoremna ([67]). Metridki prostor X ima dimenzi-

du Ind X ako i samo ako ima reprezentaciju Skljarenka u kojoij je

kompakt C prebrojivodimenzionalan (ima transfinitnu dimenziju Ind ¢

ili ind C).

2.2, Te oremna ({67]). Ako metridki prostor X ima di-

nengiju Ind X, onda e Ind X‘LCOlo

U vezl sa preslikavanjem beskonadnodimenzionalnog prostora
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ncke klase na prostor iste i1li neke druge klase, pored ostalih,
interesantene su sledele teoreme:

2.22. T e or e m a (Nagata,{47]). Kompaktni prostor X bez

jzolovanih tacaka je prebrojivodimenzionalan sko i samo ako postoji

preslikavanje Kantorova skupa na taj kompakt, koje je konalnostruko.

Postoji konalnostruko preslikavanje nuldimenzionalnog pro-
stora na diskretnu sumu kubova, Clln (Skljarenko).

2.23, Definicigja((#]). Preslikavanje je prebroji-

vodimenzionalno, ako je dim f"l(y)z.oo zs svaku talka y iz Y.

2.24. T e or e m a (Arhangeljskij,[4]). Ako je f: X-=Y za-

tvoreno prebrojivodimenzionalno preslikavanje metridkog prostora X

na prebrojivodimenzibnalni prostor Y, tada je X prebrojivodimenzi-

nalni prostor.

Zatvorena slika prebrojivodimenzionalnog prostora moéi <z c

je prebrojivodimenzionalan prostor.

22.25. T e or em a (Skljarenko, [59]). Ako je f preslikava-

nje Kantorova skupa na prostor X koJji nema transfinitnu dimenziju,

tada postoji tekva talka y iz Y da je f"l(y) skup moéi kontinuma.




GLAVA iT
BESKONACNODIMENZIONALNI PROSTORI I AKSIOMATIKA
P. 8. ALEKSANDROVA

K.'Meﬁger ([36]) je postavio hipotezu o aksiomatskoj karakteri-
zaciji dimenzionalne funkcije dim. P. S. Aleksandrov ([1]) je éksiOma—
tski okarakterisao funkciju dim na klasi kompaktnih prostora, a E. sée-
pin ({59]) izmijenio jednu aksiomu Aleksandrova i okarakterisao funkci-
ju dim na klasi konadnodimenzionalnih metridkih prostora.

Cilj ove glave je da se aksiomatika Séepina prodiri na neku pod-
klasu beskonadnodimenzionalnih prostora. Nedto izmijenjena aksiomatika
Séepina - aksiomatika Mengera-Aleksandrova-Séepina moZe se prosiriti
na klasu lokalno konaénodimenzionalnih prostora ( teorema l.7.)+ Tako
izabrana aksiomatika karakteriSe klasu lokalno konadnodimenzionalnih

prostora u klasi metrickih prostora ( teorema 1.9.).

l.Aksiomatika lokalno kxonadnodimenszgdi-
onalnih prostora.
Oznadimo sa.j?z{x} klasu metrickih prostora koja slijedi za

svim n-dimenzionalnim klasamaiKn, -Xh = {X]X metridki prostor i dim X
s'n}, n=1 2, «¢eo 1 zadovoljavé aksiome Mengera~Aleksandrova-i;éepi-
na., Dakle, svaki konac¢nodimenzionalni prostor je klase 55, Ej]%lc;j%,
i postoji bar jedan beskonadnodimenzionalni prostor koji é;n;gti klase
X .

Neka klasa X = {X} sadrZi sve konadnodimenzionalne, u smislu dim,
I 4

metricke prostore i neka je na njoj zadata funkcija q:koja uzima vri-

Jednosti u skupu nenegativnih cijelih brojeva i simbol w . Neka funlici-

ig_? za koju vazi X = dim X pri dim X< eo zadovoljava sledele aksiome:

1., Ako su X i X° homeomorfni, tada jec PX = ;ggl(invarijantnosti‘

2. Ako je X' X, tada je q_:X'ek?_}g_( monotonosti).
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5. Ako je {Xd} zatvoreni lokalno konadni pokrivad prostora X,

tada je wX = sup {\pX,d ((lokalno konadne) sume).

4, Svaki prostor X ima zatvorenu pregradu X’i to takvu da Je gPX'

‘LPX. Specijalno, svaki beskonadnodimenzionalni prostor ima bar Jjednu

konaénodimenzionalnu pregradu( pregrade).

5. Svaki prostor X ima takav pokrivad w , da pri svakom &W-pnrec-

likavanju f: X—»Y je PY = P, Specijalno, svaki beskonadnodimenzional-

ni_prostor ima takav pokrival w , da pri svakom w ~preslikavanju nje-

gova slika je beskonadnodimenzionalna ( pokrivada).

Taj sistem aksioma nazivamo sistem aksioma Mengera-Aleksandrova-

ééepina. Nezavisnost ovih asksioma dokazao je Séepin ([56]).
Neke posledice aksioma:

l.1. Posledica ([6]). Kompaktni prostor koji je beskona-

¢nodimenzionalan ne pripada vklasi x .

Dok av z. Neka je w proizvoljni pokrivaé beskonadnodimenzional-
nog kompakbtnog prostora X. U pokrivad w moZemo upisati konadéni pokri-
vaC y . Postoji y'—-pres}ikavanje f koje preslikava X na nerv N(}) pokri-
vatay (I, 1.40.). Tim prije £ je w-preslikavanje prostora X na N(3+).
Sto je suprotno aksiomi 5, jer je dim N() < eo.

Prostor X koji sadrii beskonadnodimenzionalni kompakt X° ne pri-
pada klasi VE. Stvarno,tada prema aksiomi 2. Xed s & prema prethodnoj
posledici X’ ne zadovoljava aksiomu 5.

le2o Po s 1l edilc a. Hilbertov kub ne pripada klasi .’7?_", Jer
nema konadnodimenzionalnu pregradu., -

l1.53. Pos ledic a.Svojstvo da prostor X zadovoljava aksi-

omu 4, nije slabo nasledno.

D ok a z. Neka Je X, tacka Hilbertova kuba ™2 Xq tadka drugog
Hilbertova kuba I™ i I jediniéni interval. Identifikujmo tadke x_ i
0ecI ax il€l. Pi‘ostor X = (I®UIUI®”) /= ima konadnodimenzio-
nalnu pregradu. Svaks tafka intervala :% je konalnodimenzionalna zatvo-

. . (-~} ~ . o 3
rena pregrada. Medjutim, prostor I  nema konafnodimenzionalnu pregraiu
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l.4, Posledic a. Svojstvo da prostor X zadovoljava aksi-

omu 5 nije nasledno.

D o k a z. Prostor koji je topoloSka suma prostora £ (primjer
1.6.) 1 prostora Ey (primjer l.11.) zadovoljava aksiomu 5, a njegov
podprostor E; ne zadovoljava.

PokaZimo da postoji klasa prostora koja sadrzi sve konac¢nodimen-
zionalne prostore i diji svaki prostor zadovoljava aksiome 1,2,7,4 i 5.

1.5 Defindici J a. Prostor ¥ je lokalno konalnodimenzio~

nalan ako svaka tadka x prostora X ima konadnodimenzionalnu okolinu

Oys dim O < oo (Smirnov).

Klasu lokalno konadnodimenzionalnih prostora oznadimo sa &.
1.6 PrimJ e r. Neka Je {(Xn, dn)} sistem metridkih prostora

. oo
dimenzije n, n = 0, 1, ... Prostor X={JX X, M X, =% zan #mu ko-
Zo

n?

. . . dn(Xy) .

emu je uvedena metrika sa: d(x = za X eX =
J J ena a: d(x,y) I ) y YeX, 1 d(x,y) = 1 za
X € Xn’ yex, in#m, je lokalno konaénodimenzionalan, jer za okolinu

proizvoljne tadke moZemo uzeti jedan od prostora Xn'

1.7. Teorema ([6]). Svaki prostor klase & zadovoljava ok-

siome 1, 2, -3, 4 i 5.

Dok a z. Podbo je funkcija dim bopolodki invarijentna, aksioma
1 je zadovoljena. Prema monotonosti dim po proizvoljnim skupovima (I,
1.13%.) prostor klase & zadovoijava aksiomu 2.

Pretpostavimo da je {X& | € A} lokalno konadni zatvoreni polkri-
vad prostora X , pri gemu su X, skupovi klase ¥, Posto je {Xd} lokalno
kona¥ni pokrivad, svaka talka x prostora X ima okolinu koja se presije-
ca sa konadnim brojem lemenata pokrivaca {Xﬁ}‘ Pretpostavimo sala da
Je Uy, = OXF1X41 4 & samo za konadan broj indeksa d,¢i€{dl, e &k}.
Poé‘}:o Xy € X , postoji okolina Vg, talke x u Xd,‘: takva da Jje XE€ VoLiC@i
CU,L‘.' i dim vv'-i £nj<4e0za 1l =1, o0 , K. Skupovi By, = XJ'C\ VQLL su natvo-
reni kao idwp F = (UF U {Xy [t {41y +ve » £} - Kako e okolina

tadke x skup G = X\ F, u X postoji takva otvorena okolina U da je x€ ¥



C;ﬁC:G. Prema monotonosti dim po proizvoljnim skupovima metriclkog pro-
gtora vazie nejednakost dim U = dim(gl\/@‘.) < max {nl, vee Dy }< oo o

Posto svaka talka x€ X ima konaégodimenzionalnu okolinu O, i
kako je X regularan prostor, x ima okolinu &ije je zatvaranje konadno-
dimenzionalno, tj. postoji Oé i xe o;;:Bic:ox i dim6;.‘oo. Zatvoreni
skup C = 6;'\0; Jje konadnodimenzionalna zat?orena pregrada u X. Na taj
natin svaki prostor X klase & zadovoljava aksiome 1, 2, 3 i 4. Poka-
zimo da svaki prostor klase X zadovoljava aksiomu pokrivada,

U sluCaju kada je dim X <ee, dokaz je poznat (v.{l] ). Pretposta-
vimo da. je dim X =ee,

Neka Je Py unija svih otvorenih k-dimenzionalnih skupova prosto-
ra X, Py = U{UIU otvoreno u X i dim Uék}. Sistem skupova {Pklk =1,
2, ...} Jje prebrojivi otvoreni pokrivad prostora X, jer svaka tadka
xe X ima konafnodimenzionalnu okolinu. Zato Sto je{Pk} prebrojivi i ot-
voreni Fy ~pokrivad i prostor X normalan, postoji otvoreni zvjezdasto
konaéni pokrivad p= {P}upisan u {Pk} (I, 1.20.). Kako je prostor ¥ no-
rmalan, moZemo zashtijevati da je i zatvafanje pokrivada y,ii={F|Fng}
upisano u pokrivad {Pk} (ve [H4] ).

Izaberimo indukeijom prebrojivi niz elemenata Pk pokrivada y,
ali tako da je dim M >k 1 M =Fzak4#11ik=0,1, ..

Uzmimo za F; proizvoljan, neprazan elemenat pokrivaca ¢. Fretpo-

stavimo da smo izabrali skupove [}

-

, k=0, oo , p koji zadovoljavaju
potrebne uslove. Izaberimo skup [

p XNSE2(M) N\ +e
StB(F;), gdje je Sta( M) trostuka zvijezda skupa M u odnosu na pokri-

+1° Neka Je Xp

vad pe PokaZimo da je izdvojeni skup konadnodimenzionalan. Zato 35to je

pokrival  zvjezdasto konadan skup Hp

broja skupoval® iz p; a poSto je X metridki prostor, svaki otvoreni

= U}St5(ra) je unija konadlnog
g0

skup je tipa Fg. Medjutim, poSto je X normalan, dovoljno je pokazati

da je svaki elemenat 7 pokrivala ¢ konalnodimenzionalan, a to neposre-
dno slijedi iz upisanosti pokrivada p u pokrivac {Pk}i monotonosti fu-

nkcije dim. Slidnim rasudjivanjem pokazujemo da je dim Xp =00, jer u



suprotnom sludaju je dim Xp<<n , Sto Jje suprotno pretpos. .ci.

Neka Jje r§+l elemenat pokrivada o+ koji se presijeca sa Xp i
dim r;+13 p+l. Skup sa takvim osobinama postoji, Jjer u suprotnom slu-
¢aju prema teoremi sume za lokalno konadne sisteme (I, l.14.) slijedi-
10 bi da je dim Xb:édim St(Xp) «p+l, 8to je suprotno uslovu dim Xp =09,
pokaZimo da se zatvaranje skupa FL+1 ne presijeca sa zatvaranjem veé
dobijenih skupova. Za dokaz toga uslova pokaZimo sledeée Cinjenice:

a) Fcst(™

b) St(f;,+1)03t(r1'{) =%, k=0, «e. , Do

Neka xel". Kako je yp otvoreni pokrival postojifﬂegﬁ i to takav
da xel” i kako je["’ otvoreno, to je M Megpa je T U{Mixel 1 x
€MMey }= st(lM).

Prema definiciji St([}) =U{r"e }‘\F'ﬂ M # g}. A, neka je
= {Phs pre(TEpirn st(M) 2@ T éyh pnprser) L TE U7
Elementi sistema3£={P} i)u”={ré} nemaju zajednidkih talaka. Prema izbo-.
ru skupa r;+1 taj skup se sa 8t5(rk) mo%e presijecati samo sa elementi-
ma sistema p®odakle slijedi da je St(r'k)ﬂst(rl;d) =@ . Na taj nadin
smo dokazali uslove a) i b) iz kojih slijedi da Jje f;+1F7F; =@ =za
K =0, eoe 4 Do '

Posto je prostor X normalan za svaki skup f; postoji takva oko-
lina O, da Je F’kC OkCGkC 8t(M) za k = 0O, 1, «¢s Iz uslova S’c(i’i()ﬁ
St(M) =9 slijedi da je 6,N0; =F zak#11ik=0,1, ... Postoji
pokrivaé (3, = {B} skupa ﬁk i to takav da je ord p, =k+l, k = O, 1,
vse i u pokrivad ¢, ne moZe se upisati pokri#aé manjeg reda.

Eleménti pokrivada py su otvoreni skupovi u F&. Neka Jje sada V
takav otvoreni skup u X da Je FLFTW = B. Poito je prostor X normalan,
postoji takav skup W da je WOy 1 red sistema otvorenih skupova W,=
{w{wf\fk = B, Be pk} jednak je redu pokrivala 0 (T, 1.15.). Konstrui-
$imo mistem otvorenih skupova w, za k=0,1, ... Tada sistem otvo-

renih skupova

o= (x\JR u(Jwo



je otvoreni pokrivaé prostora X. PokaZimo da jew lokalno konacan.
Oznalimo sa Ty tijelo sistema w (Tk = U{lee W, ) asaT =
lek’ Neka je x proizvoljna talka prostora X i neka xeGF“k. Tada prema
‘é?skretnosti sistema {r‘k} postoji tako k  da x € 'rjc . ;{:ko jew, pok-
rivaé skupa ric , to postoji elemenat We wk i to tal(iav da xe W, 8ada
je W okolina tgéke x koja se presijeca najgiée sa k0+2 elementa pokri-
vada w. Analogno se pokazuje da svaki elemenat skupa T ima okolinu ko-
ja se presijeca samo sa konadénim brojem elemenata pokrivada w . Ako x¢
T, tada x ima okolinu koja se presijeca sa jednim elementom pokrivalaw.
Neka je f: X—+Y w-preslikavanje, pri demu je Y metrizabilan i
dim Y<k. U pokrivaé {U(y) |y e ¥}, sdje je U(y) otvorena okolina talke
v i f_l(U(y))Cw, We w , mosemo upisati pokrivad &= { A} takav da je
ordd < k+1l., Prema izboru pokrivada o, vaziée da je f'l(A)Cw za svako
A€ oL i za neko W e w, Sistem otvorenih skupova {F‘k-plﬂ f'l(oc)} je pokri-
vaé skupa ﬁk+1 upisan je u pokrivad Py, Pa ispunjava uslov ord{ ﬁk+1n
f'l(d-)} < k+1, 3to je suprotno pretpostavei da se u bokrivaé @y,.1 ne

mo¥e upisati pokrivad manjeg reda od k+2. Dakle, treba da je dim Y>>k,

k=0, 1, ... te je dim ¥ =oo.

1.8.Definiciga([6]). Ako je svaka okolina O _ tacke
o

x_ beskonadnodimenzionalna, dim O oo, onda Je dim X =eo,
=0 X5 X

Oznadimo sa X . = {x € X |dim X oo} .

Neka je dim X = oo. Oznadimo sa P, = U{UIU otvoreno u X i dim U

[}

' :—n} ,n=1, 2, +.. Tada svaki prostor X ima reprezentaciju

X = XU (T2 *

1.9. Te or e m a. Prostor X je klase & ako i samo ako je loka-

lno konadnodimenzionalan.

D o k a z. Lokalno konadnodimenzionalni prostori pripadaju klasi

X (teorema 7.). DokaZimo drugi dio teoreme.

Pretpostavimo suprotno, tj. da X nije lokalno konacnodimenziona-
lan prostor. Tada prostor X ima reprezentaciju X = XOOU(DOPH) pri ce-
n=y

nu Jje Xooaéﬁ. Najprije pretpostavimo da je X, lokalno konadnodimenzi-
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onalni podprostor. U tom sludaju je dim UPn =00 1 taj skup je gust u
mn 1

X. Skup X, nije gust u X, jer bi tada svaka talka prostora X bila ta-
tka skupa X,, a kako je X_, lokalno konadnodimenzionalan, to bi bio i
{ lokalno konadnodimenzionalan £to je suprotno pretpostavei. Neka jJe
%4 tadka skupa X, . Kako talke skupa X, nijesu izolovane tacke u X,

to postoji takav niz Xy, X5, ... da Jje lim X, = X 1 x,gXe0 22D =

1, 2, eees Iz niza Xyy Xpy oo moZemo izabrati takav podniz {Xn }da Je
k

k< loc dimxn X<oo i lim xnk = x,. Oznaimo taj podniz sa{x,} . Neka
je O tekvalokolina tatke x, da je: ledim O, « o=, §(3. )21 10, N
1 Xl Xl xq

X oo =% « Takva okolina postoji, jer je: loc dim,{ X ¢oo ; skup X zatvo-
“1
reno u X; xl$ Xoo i prostor X je regularan. Pretpostavimo da smo iza-

X! U OXk. Izaberimo—okolinu Oxk+l tatke x4
i to takvu da je: k+l «dim oxklléoa, Xool10 kllOQQX =@, 1=1, .
ey k1 5(5 X, ) ‘E' Okolinu O mofemo tako izabrati, Jjer je: k+l
<loc dlmxk+lX+¢oo, skup XOQU(Ulé ) je zatvoren u Xj X, 1 ¢ ¥oo 1 proO-
stor X je regularan. Nastavimo taj postupak do beskonadnosti. Na taj

brali okoline O, , O
1

nadéin dobijamo niz okolina {O k=1, 2, ...} tadaka Xy pri &emu Je:

%
S
lim & (Oxk) =01k <dim Oxk‘ oo+ Oznadimo sa X podprostor X’={xo} U
0O =
({35, -

Neka je w = {W} proizvoljni pokrivaé prostora X% Poka’imo da po-
stoji w-preslikavanje prostora X’ na kon-aénodimenzionalni prostor.

Kako je X’ metridki prostor, za w mo¥emo izabrati pokrival ¢iji
su elementi sfere. Postoji tako W, da x e W, 1 neka je €< 98 (‘.-,'O). Kako

je lim x, = x,, postoje takvi brojevi Nl(e) i Ng(s) da Je d(x,x,) < %

i Neka je N = max{N,(¢), N, (&)} . Tada a‘eé cw za k > U,

ey < & (RONEAS

Definidimo preslikavanje f prostora X’'na sledeéi nac:.n £(0 1{) X ,

k=1, 2, ese , N1 i‘((uox )U{xo} = X Preslikavanje £ Jjeew-presli
RN+

kavanje, Jjer svaka tacka x skupa {x }u(“%ox ) ima okolinu O, Falkvu da

Je £ l(O )W, . Kako je identicko preslikavanje w—presllkavanae, Lo

je 'f w-preslikavanje na skupu UO ! Prema tome je £(X')= { }U( UO

te je dim £(X") = sup {dlm Ox ]k = 1, eoe N}. Podto je X'= {xo}

-
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oo

(u?xk), to je dim X*= sup {dim ka} 2sup{k} =oo.

Prema aksiomi 2 prostor X“treba da pripada klasxﬁf’ Poito X'ne
gzadovoljava aksiomu 5, to X’nije prostor klase 7(' pa X nije prostor
klase x.

Na slidan nadin se dokazuje slucaj kada X_, nije lokalno konacéno-
dimenzionalan podprostor, dim §4Pn = oo i postoji niz {xn}C GPn i
1im x, = X, €Xpe Ako X, nije lokalno konadnodimenzionalan podprostor
i dim ”LZPH< oo, tada pretpostavimo da X kao i sraki njegov podskup
sadr¥i podskupove dimenzije n, n = 0, 1, «.. Tada se konstruife sis-
tem okolina {Oxk} niza{xk} sa uslovom (0O k)—’ 0 gdje Jje lim x = X
€ Xoo. Zatim izaberu se konadnodimenzionalni O)ck u 'ka i to takvi da
je k «dim 0 k‘ oo . Podprostor X; X’= {xo} U (U O ), se moZe za proiz-
voljni pokrivad w w -preslikati na konacnod1menz1onalni podprostor.

Lokalno konadnodimenzionalni prostori imaju i sledeée osobine:

1.10. S t a v ([6]). Prostor X je lokalno konadnodimenzionalan

ako i samo ako je lokalno konadna unija konadnodimenzionalnih prostora.
Db o k a z. Neka je X prostor klase X. Svaka tadka x€X ima otvo-
renu konadnodimenzionalnu okolinu O,. Sistem skupova {Oxlxe X} je otvo-
reni pokrivad prosfora X, a kako je metrilki prostor parakompaktan, u
' taj pokrivad moZemo upisati lokalno konadéni pokriva {X.,L | ol € A} . Prema
monotonosti dim, dim X, <o za svako«€A. Na taj nadin {XoLloLEA} je lo-
kalno konadni pokrival od konaénodimenzionalnih skupova prostora X.
Pretpostavimo da je [X,,Ll oL eA} 16kalnd konadni pokrival prostora
X i dim X < o za svako o€ A. Postoji takav otvoreni pokrivad U= {U(5|
(5628} da sAe svaki elemenat U@ pokrivaca U presijeca sa konadnim Lirojue
elemenata sistema {X(,L}' Neka je Ug M X # Z samo zao(é{oﬁl,,,, , o(l,} i

v,

dim Xol £n.

i ief{1, « , k} Prema monotonosti dim, dim (U ﬂXa,_.) £n.e.

1
Posto Je U@ U(X,LLI’\UP), onda prema nejednakosti Urisona-tiengera (I,

1.17.) va?iée nejednakosti dim U = dim (U(‘{'L ﬂU@) £+ eee + 1Yy Ah=1
4 00, Kako Jje prostor X parakompaktan u pokrivad % moZemo upisati loka-

lno konadni pokriVaE': V= {v} i kako je X normalan mo%emo zahtijevati
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da je1f={7} upisano u %, prema 1.7. i monoto »sti dim, X je prostor
klase (7('_

l.1l. 8 t a v ([6]). Jokalno konalnodimenzionalni prostori ne

zadovoljavaju lokXalno prebrojivu teoremu sume.

Neka je E =£;In diskretna suma n~dimenzionalnih kubova, a gy
Aleksand::‘ovska kompaktifikacija te diskretne sume, Ey = {E}(J( Q{In).
proizvoljan skup otvoren u I® zan = 1, 2, ... otvoren je i u By @
sistem baznih okolina taéke'g su skupovi 0blika{§}LJ<£§£n)’ Metriku
koja inducira takvu topologiju u Eq mozZemo zadati na siedeéi nacdin:

Neka je d metrika u euklidskom prostoru. U I® uvedimo metriku
d,(x,y) = E%I' U E moZemo definisati metriku D(x,y),

Dixoy) = d,(x,y), xeI™ i yeI
1, xeI® i yeI™, n 4 m.
Dy(x,y) u prostoru Ey definiSimo sada sa:
a (x,y), xe€ ™ iyerlt,
Dy (x,y) = —ém—i?l, xeI® , yeI™ i m>n,
» 1
on’ .
Nije tesko pokazati da je Dy(x,y) metrika koja inducira navedecnu

x€I" iy =%g.

topologiju u E,. Prostor E1 je prebrojiva unija zatvorenih konadnodime-
nzionalnih skupova, a svaka okolina Og tadke g Jje beskonalnodimenziona-

lna, jer sadrii sve kubove In, za n N(O§)7 pa El nije prostor klase Xs.

2. 0O problemu Smirnova.

Prema posledici 1l.l. kompakitni beskonadnodimenzionalni prostori
ne pripadaju klasi &. Aksiomu 5 ne zadovoljavaju ni beskonacdnodimenzi-
onalni prostori u kojima je skup X _, neprazan, Shodno tome nameée se

pitanje o klasi prostora koju karakteriBu aksiome 1, 2, 3 i 4,

U vezi sa tim posﬁoji

Problem Ju M, Smirnov a. Kojim se topoloSkim
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-

_ﬂggstv1ma moze okarakterisati mnksimalna klasa, ako po Ly medju

gvim klasama koje sadrie sve konalnodimenzionalne prostore i zadovol ja-

vaju aksiome 1, 2, 3 i 4.

PokaZimo sada da postoji klasa prostora koja je razlicita od
klase X'i &iji svaki prostor zadovoljava aksiome 1, 2, > i 4.

2.1.Definicigja([6]). Skup A je diskretan u X ako po-

stoji lokalno konacni pokri\'raéy={l"}i to takav da je [ N A konadan

skup za svaki élemenat (7 pokrivaca y.

2.2. Definicija([6]). Klasu takvih metrifkih prostora

{X} , koja sadr?i sve konalnodimenzionalne prostore i skup X ., _de diskre-

tan u X, za dim X = o0, oznadimo sa XV

Prostor E, iz 1.11. je prostor klase x.
Sledeée leme karakterisu nam neka unutradnja svojstva prostora
klase X’.

2.3, L ema ([6]). Skup X 0o.C X parakompaktnog prostora X Jje

diskretan ako i samo ako svaka tadka x iz X ima otvorenu okolinu Ox i

to takvu da je OXﬂX konalan skup.

Dok a z, Neka je X, diskretno u X. Tada postoji takav lokalno
konadni pokrivad p={I"} da jel M X,, konatan skup za svako e p». Svaka
tadka x€ X ima okolinu O, koja se presijeca sa konaénim brojem eleme-
nata ri, vos r;c pokrivada & kako je 0,C C‘JJ}, to je OxﬂX,,,C
( L‘j )MNXe pa je skup 0,MNX oo konadan. ‘-

s Neka za svako xe X postoji takva okolina Ox da Jje Oxﬂ}<°° kona-
¢an skup; U pokrivad {Oxlxe X} mo¥emo upisati lokalno konacdni pokrivad
?={F’}. Kako je svaki elemenat [ pokrivaca #* sadrfan u nekom skupu O:«:’
to je Xeo M " konadan skup za svaki elemenat e >

o4, L ema ([6]). Ako je skup X _diskretno u X, tada jc on

zatvoren u X.

Do k a z. Neka je X oo diskretno u X. Tada postoji takav lokalno

kona¢ni pokrivad ¢ = {l",( | k€ A} da Jje F,(K = Xoo M= {xl, oo xk}
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konadan skup. Skup Iy = e\ l:(m je otvoren, u skup X, = X\|J {B’[d\eA}
zatvoren kao komplement otvorenog skupa.

2.5. Lema ([6]). Ako je X prostor klase X, postoji bar jedna

tatka x€ X i x¢X .

D o k’a z. Pretpostavimo suprofno, da svaka tadka x prostora X
je talka skupa X, . Tada prema 2.1. i 2.2. postoji okolina 0, tadke x
i to takva da Jje skup OXHXN konadan pa Jje dim 0, = 0, 8to je nemogu-
¢e, jer je x talka skupa X, . Dakle, postoji tadka x prostora X koja
ne pripada skupﬁ. Xpo o - '

Kako je prostor X regularan a prema 2.4. skup X ., je zatvoren,
to za svaku tadku x¢ X, postoji okolina O, i to takva da je O _MX,=
" @#. Okolinu O, moZemo izabrati tako da je dim Gx 2 o0,

2.6 Lema ([6)). Ako je X konadna unija zatvorenih skupova

K
X;o i =31, e0. o k, klase ®) tada je X, _= U1(—X-i)°°'
[
Dokaz. Ako je Ox otvorena okolina tadke x u X, tada skupo-
vi O;Lc = Oxﬂxi su otvorene okoline tacdke x u X, zal=1, ..., ko AkO

x €& (Xi)<>° za i =1, +os 4 k, postoji takva okolina U}ic u X;, prema 2.5,

s s i . C o i Xy, . ~
da Jje dim Ux4ocza i= 1, eee ,k. Neka Je,l’i = X \Uy F = Hﬁ’i iUy =
X\F. Uy okolina tadke x u X, pa postoji takva otvorena okolina v, da
je xe ch. VXC Ux te iz nejednakosti Urisona~Mengera i monotonosti dim,

i + see + dim Ui + k~l< oo,Neka x € (Xi)m za

N . K i .
dim V_ £dim (Q‘U}lc) edim U
neko i€ {1, cee k}. Kako svaka okolina talke x u X sadrZi kao podsk-
up beskonacnodimenzionalnu okolinu, to je dim Vx =00 za svaku okolinu
tadke x u X.

2.7, Teorema ([6]). Svaki prostor klase &' zadovoljava

aksiome 1, 2, 3 1 4,

Dok az. Ako je skup A diskretan u X, u smislu definicije 2.1,

tadaje on diskretan i u svakom podprostoru X’ prostora X. Dakle, svaki

prostor klase X’ zadovoljava aksiomu 2. Neka Jje {Xoc | oL & A} takav zatvo-

reni, lokalno konacno pokrivaé prostora X da ;je svaki elemenat X , toga
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a
pokrivada klase ¥’i neka su U:; takve okoline tadke xeX da je on.ﬂUi
¢ b
xonatan skup. Takve okoline postoje za i€ {l, e k}, prema 2.7%.
s i, K
0znacimo sa Fy = Xy NUx £ F = UF;, a @ = FUWU{Xg (e[, vor j, ]
rakodje,prema 2.6, Okolina Uy =X\ & sadrzi konadan broj elemensta
skupa X_,, & prema 2.3. prostor X je klase *. Na taj nadin svaki pro-
gtor klase X’zadovoljava aksiomu 3.
PokaZimo sada da zadovoljava i aksiomu &.
‘e « ! . . .
Prema 2.5, postoji falka x prostora X klase ﬂC, sa konacnodimenzi-
onalnom okolinom Oy« Kako su prostori klase W'regularni, postoji okoli-
na Ux tacke x i to takva da je x€ ch ch Ox‘ Posto je dim OX¢O° i
Bd UXC 0,, to je Bd U, konadnodimenzionalan zatvoren skup; podto je
X = U, UBd U U(x \T,), U, MNXN\D) =2 i xe Uyr XoC X \T, iz toga
slijedi da konadnodimenzionalni zatvoreni skup Bd Ux razbija prostor
X na dva neprazna otvorena skupa.

2.8. 8t a v (l6]). Klasa prostora®'me zadovoljava aksiomu 5,

D o k a z. Prostor El Je prostor klase \7{: Jjer ima samo jednu bLa-
Cku g u kojoj je dingl =ea, Prostor E, Je kompaktan, pa ga prema l.l.
za proizvoljni pokrivaé w moZemo w-preslikati na konadnodimenzionalni
polijedar.

2.9 .8t av ([6]). Klasa prostora X'ne zadovoljava lokalno prebroji-

vu teoremu sume.

D o k a z., Posmatrajmo u Hilbertovom kubu prostor X = {O}U(G}In)',
n=4

gdje je X, = (_r]i’ Oy aes ))(IS:L - Prostori Xpon =1, 2, «.c su prosto-.

ri klase 'J'C", a svaka okolina talke q = 0(o, 0, +.. ) sadriZi beskonadno

tac‘iaka_r__,n ={§}X(-—%, Oy O3 ses ) U kojima Jje dimgnx =oo, 8to je supro-
tno definiciji klase X

Posmatrajmo klasu brostora koj4 zadovoljavaju aksiome 1, 2, 3 i
4, U sistemu svih - onih podklasa koje sadrZe sve konadnodimenzionalne

. . . S s . * Y ** KE
prostore uvedimo relaciju4 na tajnadin 8to ée za X'= {X } i ¥ = {3\ }

r %R

biti x'< x**onda i samo onda ako Jje sup {dim X,’; [X¥% 1"*} £ sup { dim



4.0,

X**e J{'"}. Lako je vidjeti da je relacija<4 linearnog poretka.
Klasa ¥ Jje minimalna klasa u odnosu na relaciju < .

2. 10. DefiniciJa. Klasu t8kvih metrickih prostora {7’2},

koja sadrZi sve konalnodimenzionslne prostore i dim X, <n, ma dim T

zo0, 0ZNACiMO Sa fn' n =1, 2, sss, 8 klésu kada je X _, _lokalno konaw

¥nodimenzionalno oznadimo sa X.

2. 11, Primje r. Konstruifimo prostore X € .7('n za n = 1,

2’ e e

o~

Proizvod prostora El i n-dimenzionalnog kuba ™ Je prostor, X, =
ElxIn, klase f'n, n=1, 2, «.. Proizvod prostora By i E je prostor
klase X . U svakom od ovih prostora tadke skupa (fn)msu samo tacke.
{E}XIn, tde ()’{n)w = {g}xzn, n =1, 2, «oso y & u prostoru By X I talke
skupa beskonadnedimenzionalnosti su tadke {J}XET.

. MoZe se pokazati, slidno lemama 2.4, 2.5, 2.6. i teoremi 2.7,
da u klasamay? i %n’ n=1, 2, ... vaZe slededa tvrdjenja:

-~

2.12. I e m a., Skup (an)m (}'Zo,,) Je_zatvoren u prostoru X, gi\,

n=ll 2, X

2,13, L e m a, Ako Je z—n (¥) prostor klase J?n (K), n =1, 2, 4

. , postoji bar jedna talka x€ in(xe 1) i xé(fn)w (Xoo)

2,14, L e m a, Ako je X, (X) konalna unija zatvorenih skipova

%, (X)), i=2, ..., k, klase %, (X, Eésl.é._iz.(%i)ngfni)”
o ~ i
LY
(Xw-'{k:.l‘(xi)oo)' .
2.15.5 t a ve Ovaki prostor klase} (X)), n =1, 2, ... , zadovoljova

sksiome® 1, 2, 3 i 4.

Prema posledici 1.2, Hilbertov kub ne zadovoljava aksiomu 4§, Ta~

kodje, A-jako beskonadnodimenzionalni prostori ne zadovoljavaju aksi-

omu 4(v, [29) 'str. 227).



G LAV A III
O0SOBINZ LOKALNO KOWACNODIMENZIONALNIH I NJIMA
BLISKIH KLASA PROSTORA

iieke klase beskonadénodimenzionalnih brostofa imaju osobine
konadnodimenzionalnih prostora: kompaktifikacija u istoj klasi; na-
slmdnosé nekih osobina po proizvoljnim skupovima itd. IzvrSiéemo i
Jednu kiasifikaciju beskonacnodimenzionalnih prostora u odnosu na
dimsnziju vadaka beskonalnosti, dim X_, , 1 ispitati osbine klasa
~prostora koje se dobijaju tem klasifikacijom.

N

i.Prostori klasad i %f .

1.1 Definicigja([?]). Prostor X je prostor klase

nar zatvorenih i disjunktnib skupova moZemo sevarirati

imenzionalnom zatvorsnom pregradom.

Tapnam v, A
RESTARCEANOES

Primijesimo da Je ta definicija ekvivalentna sa dedeéim us-—
1ovwoia

Neka su F i G gatvoreni i otvoreni skup u X 1 FCG. Prostor
X je klase Xako postoji takav obtvoreni skup u X da je FCUCUCG
i dim Bd U coo.

Prostor By (II, 1.4.) je prostor klase K.

rry

1.2. Lenm a([?]). Svojstvo, da prostor X pripada klasi J'.

nesledno je po zatvorenim skuvovima.

Dok a z. Neke je F z2tvoreni podskup prostora X a Fl 18,
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gatvorenil podskupovi sikupa F. Skupovi Fl i F2 su zatvoreni podskupo-
vi u X kao zatvoreni skupovi zatvorenogz podprostora. Kako je X pro-
stor klase X, postoji kona¥nodimenzionalna zatvorena pregrada C’ u
X izmedju skupova Ty 1 F, te je X = UiLJC'LjUé, Ui i.Ué otvoreni u
X i UiF]Ué = . Skupovi Uy = Uir]F i Uy= Uéle su otvoreni u I a ¢ =
¢c’M1f zatvoreno u ., Kako je T = U, U CUU, 1 dim C=dim C% =u, to
je ¥ podprostor klase W&.

Bvojstvo iz leme 2. nije nasledno po otvorenim skupovinma.

Posmatrajmo prostoxr El - Keko je Ind Elé w svaki par disju-
nktnih zatvorenih skupova separira se konaénodimenzionalnom pregra-

o0 X
dom. Skup L = LJIn je otvoreni podskup prostora El‘ Skupovi F1= L}Iﬁ
. "7 N H.M n . . n n n.:!
i h2=£4112, gdje su Il 1 12 naspramne strane kuba I su zatvoreni u
.k, a sveka pregrada izmedju ta dva skupa sadrii skup [jIn, pa Je
nzo

dim C =co. .

Oi} naniva

l.3. Definicia([7]). Sistem skupova

o~
.

se diskretni sistem ako je Oﬂ’\oj=;ﬁ za ifi,i=12, ... 1 ne postoji

. { . . . ) .
niz {xje Oi|l =1, 2, ...} koji sadrzi kcnvergentazn podniz.
l4. Definiciya([?7]). Skup tadaka {xi}i =1, 2,444
L7l U Lacasa LT 2 cyend

je diskretan niz u X, ako postoji takav diskretni sistem okolina

{oi;i =1, 2, ...}daje X605, L=1,2, ...

1.5. Lema ([7]). Svaki diskretni niz u prostoru ¥ klase

leripada otvorenom konadnodimenzionalnom skupu izuzev, moida Xo-

nagnop broja tacaka.

D ok a z. Pretpostsvimo suprotno. Neka je {xl, X5, ...} di-

akretni niz u X - Postoji takav diskretnl sistem okolina {O\c |i = 1,

5\

2, ...j da Jje din Gx.a i, i =1, 2, ... Heka su Fi iGy disjunkoni
i
zatvorenl skupovi u GX i to takvi da svaka pregrada Ci izmedju tih
: i s
skupova u Ox zadovoljava uslove dim Cizzl—l. Takva pregrada postojl
X5 _
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jer bi bila dim éxi4 i. Kako je sistem {Ox.} diskretan, skupovi I’ =
¥, 1 G = Q?Gi su zatvoreni u X. Ako je Clproizvoljna pregrada u
prostoru X izmedju skupova F i G, ona sadrZi kao podskupove skupove
ni = Cf}@xi koji separiraju F; i Gy u éxi. Tada je dim C»i-1,1-=
1, 2, «+.,te je prema monotonosti funkcije dim X dim C = , 3bto je

suprotno definiciji klase X} .

”

1.6.Teoremna ([7]). Svaki prostor X klase # ima re-
T

. . . Gl . . E .
prezentaciju Skljarenka, ¥ = C(J(L)Fn), gdje je X =L){Ujd1m Uen i
— T nz

U otvoreno u X}, a C kompakt. Pri tome svaki diskretni niz leZi u

jednom od Xn izuzev, moZda konalnog broja tadaka.

Kako je X = L){U]dim U«n i U otvoreno u X} to je X, otvo-
reno u X Podprostor metridkog prostora je metridki, pa Je X para-
&ompaftnl podskup 1 na osnovu teoreme o lokalno konadnoj sumi (1, 1.
15.) dlmbhn=sn. Tvrdjenje teoreme proizilaze iz sledeéih lema:

1.7. L ema ([7]). Svaki diskretni niz prostora X le?i u

jednom od Xn izuzev,moZda konalnog broja tadaka,

D o k a z. Pretpostsvimo suprotno. U tom sludaju postoji po-

dniz { x niza {x i to takav da je loc dim Xz k, a tada svaka
n n X ?

_ n

ckolina v, tacke x zadovoljava uslov dim V § k. Uzimajuéi taj
X Ox M .

podniz, moZemo ga izabrati tako da je dim V,.> 1 za svaku okolinu

i
V. . Neka je n takav minimelni broj,i simbol o da je dim v,
i

=1
Pretpostavimo da je lim {Pi}=a>o, tada postoji takav podniz { 5 }

L 7k

0

.

i

Je n. i k. Za tako izabrani podniz vaZi dim V. =k za svaku okolinu
P p Xk

Ty
ka tadke X) .

Neka su Fk i Gy zatvoreni podskupovi skupova ka, k=1, 2,

+v. koji se ne mogu separirati u V % skupom dimenzije <k - 1. Sku-

Gi su zatvoreni u X i ne mogu se separirati

Q

0‘0 .
povi ¥ = JF, i G =
DEVRI

1
-~

t

sa pregradom konalnodimenzionalnom. Na taj nadin lim {ni}=cn u pro-
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gtoru X je u suprotnosti sa uslovom da je X prostor klase ¥ s CJ.
mora postajati konalan broj m i to takav da je n; =m za svako i;,io,

pa Jje loc dimX_Xfem za svalo is:io. Prema[lB] postoji okolina O, ta-

gke Xy takva dé je dim 0, «m, pa je Xy tacka skupafxm za svako ieid
1.8. Len a ([;]). Skup C je kompaktan.
D o k a z. Prema reprezentaciji prostora X, C = X\\[j Xn.
Slkup C je zatvoren kao komplement otvorenog skupa. Neka Jje {é;;i = 1

2, «e. ) proizvoljni niz u skupu C, Jada takav niz sadrii konvergen-
tan podniz, jer ako bi takav niz bio diskretan prema lemi 7. on bi

letao u Jednom od X, izuzev konalnog broja talaka, Sto je suprotno
sa definicijom skupa C i uslova CfWXn =g za svakon = 1, 2, ...

1.9. Lema ([7]). Svaki zatvoreni skup F, koji je disju-

nktan sa ¢ sadrZi se u jednom od skupova Xn’

D o k a z. Pretpostavimo suprotno. U tom slué¢aju postodi
niz {xn} u X tako da X, € F‘\Xn, n=1, 2, ... Prema definiciji sku-

pa Xn vaziée uslov loc dimX ¥>nzan=1, 2, ... Kako je svojstvo
n

X e X, nasledno po zatvorenim fupovima i x,€ F niz lxn} sadrzi kon-

-

vergentan podniz. Neka Jje lim Xnk = X, - Skup I je zatvoren pa x, & H
a iz FIC =& slijedi da je FC:Sj?n' Pretpostavimo da X, € X, . Kako
Jje skup XnO otvoren xnke Xno za nkz=k . Taj uslov povladi daoje loc
dianX,¢no za svako nkagko, $to je suprotno uslovima loc dimx§> n i

lim{nklz oo . Protivureénost dokazuje tvrdjenje.

[¢)

\

1.10. Teorema ([7]). Presjak klasa A i X, Je klnsa

svih konacnodimenzionalnih prostora.

Dok az. Prema lemi 7. i jednakosti dimenzionalnih funkci-
ja dim ¥ i Ind X na klasi metriékih prostora (I, 1.21.) konacénodimz-
nzionalni prostor X je klase & i Hg » Neka Jje dim X = oo. AkO pro-

stor X pripada klasi & prema II, l.3. postoji diskretni niz zatvo-
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renih skupova{Fi]i =1, 2, } i to takav da je P, fTEJ =@ ze i4]
i i Eim i. Posto jeEFi} diskretni sistem, skup F =th de zatvoren

¢ =4
neka Jje %5 tacka skupa Fi’ i= 1, 2, ... 1 loc dimx X=1i. Prema iz-
boru sistema{Fi} niz Xyy Kpy eee  J€ diskretan. Ako bi prostor X
bio prostor klase 1&, prostor F bio bi takodje u toj klasi, a tada
svaki diskretni niz treba da je u otvorenom konadnodimenzionalnom
podskupu, 5to je nemogule jer je loc dimX.Xz=i, i=1, 2, ...
1.11. T em a ([7]). Svaki prosto; klase £ ima bazu od kona-

énodimenzionalnih elemenata. Svaki kompaktni podskup prostora X kla-

se K je konadnodimenzionalan.

D ok a z. Svaka talka x prostora X ima konadnodimenzionalnu
okolinu koja se sadrZi u proizvoljnoj okolini te tadke, .tj. prostor
¥ ima lokalnu bazu od konalnodimenzionalnih skupova a time i bhazu.

Neka je C kompaktni podskup od X. Sistem skupova {Oxixe G} i
dim Ox < o0 Jje otvoreni pbkrivaé skupa C. Kako je C kompakt,iz toga
pokrivada moZemo izvuéi konadni podpokrivad {Oxi‘i =1, 2, eue , k},

pri cemu je dim O, = n; < co. Prema monotonosti dim X i nejednakosti

l..-l.

Mengera-Urisona vaZile dim C =dim (’LEJOx ) énl+ vee + 0 + ko dlooo,
24 1 &

1.12. T e o r e m a. Proizvod konalnog broja prostora kla-

se J je prostor klase i .

T 3 . - K v .
Dokaz. Neka su X, prostori klase i X = F1Xi. Prostor X je metri-
L=

ok
dxif15]. Ako je x

(%74 ..y X) talka prostora X, onda ona ima ta-

kvu okolinu O da je O, =[juxi', sije Jo Uy okolina vafke x;, i = 1,
ees 5 k1 dim Uxié’ni < oo . Prema teoremi Katetova-Morite (I, 1.27.)
dim ( LJU )-édlm UXl+ ees + dim kagg Ny + eee + D) < 00,

Proinod prebrojivog broja prostora klase X ne mora biti

hEg]

prostor klase & , jer Hilbertov Xub _rlI Je proizvod prebrojivog bro-

ja l-dimenzionalnih prostora, = svaki otvoreni skup u njemu je bes-
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=

o
o)

gonacnodimenzionalan kao i njegov podskup & ([65]).
N . 1 .
Neka je = { WK w. 2= o = - =
je I, (Al)lo:gxl__n zai=1l, 2, voo ynix =0
o
sa lz'n} ad = LJJH. Prostor J¥ = J\{q} je lokalno konadnodimecnzio-
nst T

polan. Btvarno, neka je x ma koji elcmenat razliéit od gq. Kako je’J
nauzdorfov prostor, to postoje disjunktne okoline za ¢ 1 x. Svaka
oxolina talke q sadrzi sve skupove J,» izuzev njih konaéno mnozo, pa
okolina tadke x moZe sadrZati najviSe konadan broj ékupova Jn te Je

vonalnodimenzionalna,

pokazao sledele:

1.13. L em a (Vener,[?S]). Neka je X separabilni metricki
prostor i U takav otvoreni skup od ¥ da je dim Uk i neka je g>0.

-
Ao jo 8(k, &) = {(xl, cee x2k+2)ezRLkT£ Ocexsj=ezad =1, ...,

2k + ?}, tada postoji neprekidno preslikavanje G: X—S(k, &) i to

tako da je:
T. G(x) = 0 za xe X\ U i

IT. restrikeija G na U Jje homeomorfizam.

1.4, Teoremnma (Vener,[?é}). Ako je X separabilni metri-

<

ki lokalno konadnodimenzionalni prostor, tada se X moZe potopilti u

n

s

J* .

Dok a z. Neka je X separabilni metridki lokalno konacnodi-
menzionalni prostor. Prostor X ima prebrojivi pokrival od konadénodi-
menzionalnih skupova (1.11.) u koji se moZe upisati prebrojivi zvje-
zdasto konadni pokrivaé (I, 1.20.) {Uk k=1, 2, ...} i dim Ukﬁgn(k)

Definifimo sledeée funkcije na skupu pozitivnih cijelih broje-

[ ’e Y
N

va: p(k) =2.(2a(i) + 2), p(1) = 0; (k) = aax[3|UNU 2o} 5 s(k)
=1 -

= p(r{k)+1) 1 t(k) = max{ j[p(j)‘ék}.

Te funkcije zadovoljavaju uslove: (1) za j<«k Je p(3) plk);
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(2) za J<k Je €(J) «t(k); t(plk)) <Xk 2t (p(k+1)) za k = 1, 2, .,. ,
n i U0 6(p()+3) = k za svako j<2a(k) + 2.
4a d = 1, 2, ... postoje neprekidne funkecije Gt X—8((n(k),
1/5(k)), koje zadovoljavaju uslove I i II prethodne ieme, u odnosgu
na skupove Ug- 22 § =1, ... , 20(k) + 2 neka je 8, 5 kompozicija
G, sa& j-om projekcijom, tj. za svako xe X je Gk(x) = (gk,l(x), cen

B 2n(k)+2<x))‘ Prema tome kako je odredjena funkcija ispunjen
b

81 3
b
je uslov: (5) 0 =g J.(x) =1/s(k) zaxeXik=1, «.. , 20(k) + 2.
k]

Preslikavanje f: X—I® definisano sa f£(x) = (£(x), £5(x),
.e+ ) je homeomorfizam, gzdje je £ = Bt (k) ,k-p(t(k)) 28 kK = 1, 2,...
gk,,j= fI)(k)‘hj’ k = l, ses 4, I i J = :L, ..’. 3 2n(k) + 2.

iPreslikavanje f Jje neprekidno, Jjer su neprekidna koordinatna
preslikavanja fi, i=1,2, ...

Neka su x i y proizvoljne tadke iz X i xe Up. &ko ¥y eU,, ta-
da Je Gk(x) # Gk(y), Jjer je G, homeomorfizam na U« Postoji j z2n(k)

WAL 5 p i il b’ = . . =
+ 2, koje zadovoljava uslove f (x) gk,a(x) #~ gk,a(Y) fp(kz)+j

p(k)+J
(y) te je £(x)% £(y). Dakle, £ je Jednoznaéno preslikavanje.

Mo%e se pokazati da je f otvoreno preslikavanje.

Neka Jje x proizvoljna tadka iz X i kl Looo & km oni indeksi
za koje x &Uk; Za koordinatna preslikavanja £, oznadimo t(i) sa k a
i~ pll) sa j. Tada je g, 5= fi. Ako je k # k,zah=1,2, ... ,mn,

k,

teda Je £(x) = gk,j(x) = O,jer xe Uy 1 G(x) = (0, 0, ... ) za xe
LN Uk' Ako je k = k, za neko h<un, tada je

fi(x) = By (x)=1/s(k) = 1/ p(r(k)+1) = l/p(l«:m + 1).
’d
Prema (1) i uslovu xe U (U, bide k£r(k). Postoji tako naj-
m
nanje k da erk, a prema lemi 13. postoji tako j da Je fp(k)+j<x) =
gk’j(x);éo, ra Je f(x)# g. Dakle, f(x)¢ Jp(k+l)\ {q} i kako je x

proizvpljno izabrana talka prostora X, to je



10 U Gt = (o) \ qa) = 7%
Primijetimo da J nije home;morfno sa podskupom Hilbertova
kuba, ¢ije talke imaju konadan broj koordinata razliditih od nule.
J Jje kompaktan a J* njegov otvoren podskup, pa postdji kompletna me-
trika u J¥. Sada moZemo zakljuditi lokalno konadnodimenzionalni se-
parabilni prostor ima lokalno konadnodimenzionalnu komplebtizaciju.

1.15. Pr o b 1l e m. Da 1i postoji univerzalni prostor za

proizvoljni prostor koji je lokalno konadnodimenzionalan i ¢ (X)- ¢ 7

Pitanje nije rijeSeno, no najvjerovatnije za jako metrizabi-

lne prostore da je to J* XB(w ), gdje je B( % ) Berov prostor.

2Zc Kompaktifikacija prostora

klasa X i ﬁ; .

U ovom dijelu se karakteriSe kompaktifikacija prostora kla-
sa K 1 f,.

2.1, Lemn a ([7]).Neka je X proizvoljni prostor i ¥ njegov

podprostor klase Ky o Za svaki zatvoreni skup F i otvoreni skup G u

¥ i K GE X postoji otvoreni skup U u X i to tekav da je PC U TUC

G i dim (Bd UMNY)« oo,

Dok az., Neka su P i G respektivno otvoreni i zatvorenl
skup u X. Pretpostavimo da su skupovi FY i G 1Y neprazni. Kako je
prostor X normalan, postoje takvi otvoreni skupovi A i B da je FCA
CicBCBCG. Skup AMNY je zatvoren, a skup B(1Y otvoren u Y. No ka-
ko je Y klase Ay postojli u Y takav otvoren skup C da Jje

ANYcCccCo M3 i dim BdyC < oo .
Ako je D = PUUC i E = Y\C, onda je D = FUT i DE =g, Po-

Sto je Y\ CCX\ 4, X\A  zatvereno u X i FCA, onda je F[E =2 .
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Takodje, iz ECY\C i kako je Y \C zatvoreno u Y, vaZiée uslov E{)Y
CYN\C, a tada i CME = ¢. Prema prethodnim inkluzijama biée DNE =
@. Kako je metrilki prostor kompletno normalan, postoji u X takav
otvoreni skup W da je DCW i WNE =& i neka je U = BIW. Skup U je

otvoren u X i FCUCTUCG. Podto je UcW, to je TNE =¢ i UNY = C

i posSto je CCU, bide oMy = ¢MY. Iz odredjenosti skupova U i C va—‘
Ze jednskosti
Bd (DNY = TNY\U = TNY\UCENY\C = BdC,

i prema monotonosti funkeije dim X, dim Bd UMY = dim ‘BdYC < oo,

2.2, Teorema ([7]). sko je X prostor klase X, , onda

svaka kompaktifikacija «X sa n-dimenzionalnim deficitom, za svaki

prirodan broj n, je prostor klase Ky o

D o k a z. Neka je X prostor klase 7C,zi 4X kompaktifikacija
prostora X sa n~dimenzionalnim deficitom, dim ( £X \X) €n < oo. Neka
su F 1 G respektivno otvoreni i zatvoreni skupovi prostora X. Kako
je X prostor klase K;i X C «X prema lemi 2, postoji takav otvoreni
skup U u <X da je dim Bd UﬂXénl < oo. Kako je BAd U = (Bd UMX)Y |
(Bd UM (®X\X)), to je prema nejednakosti Mengera-Urisona i monoto-
nosti dim X, dim B4 U = dim (B4 UNXU(BA UNMX \X)<n + n; + 1.
Kako su F i G proizvoljno izabrani skupovi u «X, to prostor JLX Je
prostor ‘klase & .

%2.3. PrimJe r. Postoji prostor X klase X; ¢ija je kom-
paktifik:aci,ja AX sa beskonalnodimenzionalnim deficitom i‘oCX nije
prostor jjklase Ug.

‘Hilbert()v kub I% je separabilni prostor pa postoji prebro-
jivi, svuda gusti skup u I®°i neka je to X. Kako je prostor X metri-
¢ki i prebrojiv , to je dim X = O. A podto je svuda gust u I¥, to

je I njegova kompaktifikacija. Dakle, imamo «X\X = I\ {%gs eoe >
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xﬂ~}te je dim («£X \X) = i prostorqX nije klase X, Jer dvijc su-
protne strane Hilbertova kuba ne moZemo separirati konaénodimenzi-

onalnom pregradom.

2.4, Teorema ([7]). Prostor X klase j; ima kompakiifi-

kaciju Coha sa n-dimenzionalnim deficitom alo 1 samo ako ima repre-

zentociju X = PUUC, gdje je P n-dimenzionalni vodprostor a C konpalt.

Dok az. Ako je X prostor klasze &, , onda ima repreze-

i

ntacijﬁ X o= ClUC( ;ZXH), gdje Je X = {Uldim U<n}, a C kompalt. Pre-
tpostavimo da je X; = & za i> n. ‘

Pretpostavimo da deficit kompaktifikacije pX sadrii (n+l)-
dimenzionalni kompakt F, tj. neka je F C:@XV\X i dim F=n +1. Kako
je ¥ podskup deficita a C kompakt prostora X, to je FMC =g. Kako
~Je pX normalan prostor, postoji takav otvoreni skup V u pgX da Je ¥
C Ve pXVIC X\ C. Neka je H= pX [@NX. Kako je H gusto u gX[E] bile
el = pX[H], takodje prema gustini skupa u njegovoj kompaktifikacigji
vide pX(l= XX W] DpNA = gX V] DF. Kako je H podskup normalnog
prostora X, prema teoremi Volmana (I, 1.34.), biée dim pH=n. Prena
prethodnin inkluzijama i monotonosti funkeije dim ¥ dim F =n, 3to
Je suprétno pretpostavei dim Fzn + 1.

to je deficit kompaktifikacije Ceha pX prostora X n-dims-
nzionalsn i ako je C = {xe X|loc dim X=n + 1} a P =X\C, onda iz
parukoméaktnosti prostora ¥ je dim P<n, Kompaktnost skupa C proizi-

lazi iz sledee leme:

‘2.5, L e m a (Skljarenko,[62]). Neka je X normalni pProston

i ¥ olup takvin tadake u X da je loc dimXXz:n. Ako XT1 nije kompa-

ktan skup, tada deficit u k mpaktifikaciji Ceha sadrzi kompakt di-

mensije & N

D o k a z. Prema pretpostavci Xn nije kompakt, pa postoji
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diglkretni niz tadska u X 1}{1\[ i neka Je {O ‘r diskretni sistem oko-
F

n? X
o0 - K

11'.‘1'1& (1.3.). Oznalimo sa:Fy = 61{’ T o= ’&Ud wr Py = X [FK] i =
e, .
rood It

Iz uslova dim ¥ =n, postoji takvih n ogranifenih funkcija

fk,i’ i=1,2, «o. , n da ne postoji drugih n funkcija Er. i» L = 1,
. , L

.o n na F,_ koje d javaju : . - s i

. , na }"k koje zadovoljavaju uslove fk,l gk,l ‘ =1 i

N
{t’l gi‘c%i(m ¢ (v.[29] str. 220). Neka su f; takve funkcije na F, da
N i‘i/b‘}._: ='fk,i' Kako je F zatvoren skup u normalnom prostoru X, fi
moiemo produZiti u funkcije na X, a zati na kompaktifikaciju X toga

bproswra u funkeije ;. Kako je ® lokalno kompaktni skup, skup 8 =
aqu I\ & Jje sadrian u deficitu /JX \ X. PokaZimo da Jje dim B=n.Do-

voljno je pokazati da je za proizvoljne funkeije h deJ_lrlcam: na B,

. koje zadovoljavaju usiov |\pi - gilél za svako x€ B skup i \h (0)

neprazan (Levdenko, [29]) - Funkcije h; imaju takvu ekstenzn.gu £y na

eX da je |y - gi‘ < 1 za svako xé& X. Prema odredjenosti funkcija fk,j

1

"
za svako k skup Cp = Fkn(ggzl(o)) # ¢ . Na osnovu toga skup C
foel
&Jck nije kompaktan skup, pa je @X[C] [1B # » . Jasno, da je taj
=4 . n
skup podskup skupa O,h']i“(o) (v.[62]).
L=

2,6, Teorema ([7]). Svaka kompaktifikacija £ X sa nul-

dimenzionalnim deficitom prostora X klase X je prostor klase Hpe

D o k a z. Neka je X prostor klas‘e Hiox kompaktirikacija
sa nuldinenzionalnim deficitom, F i G takvi otvoreni i zatvoreni
skupovi u ¥ da je FCG. Tada za svako x€ F postoji okolina O' i to
takva da Je x¢ C c:O,,C G. Za tako izabranu ockolinu O postoji okoli-
na O:{ tatke x da je xe OXC O,,:O;c i Bd Oxﬁ AX\X) =g . Granica ne-

koy skupa Je zatvoren skup u Tom prostoru, pa je Bd O kompaktan po-

dskup prostora X kxlase & 1 prema 1l.1ll. je konaénodimenzionalzm. Si-

e
stem skupova {Oylxe 17 Je pokrival kompakta F, pa iz njega moZeno
< J
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S

N ;. / !
ieavraul vonucol pokrivad 5 e () |
g FeYeld) POETLTZC { G, 5 wee O, [ srnp O = 140
iy R, % IR ) y
rene okolina skupa F 1 PO = L%() C LJ 0, CG. Skupove noZzmo iza-

. Lo s e . - X
vrati da su kanonski (7] , pa je Bd O0CRAJO_ . Prema konstrukciji
=4

o4 Ko
A
czupz G 4 teoremi zume o zatvoreninm slkupovima (I, 1. 14 ) Je dim Bd G
ol (Uudo y = V{Jm B4 O, )} <o
=] Ai)

=1
2.7 PrimJ e rs Postoji prostor X klagse X s5a l-dimenzi-

5

onalnim deficitom éija kompaktifikacija nije prostor klase i§ .

Neka je Y = ElX I, gdje je E; prostor iz II, 1.4, a I jedi-
niéni interval. Prostor X = ¥ \ (%}XZI je svuda gust u Y, jer su ok-
oline tadke (& ,i), i tadka iz I, oblika CEHUC LJIn))X'Ol, 0; otvo-
reni interval., Kako je X LJI , X Jje lokalno konavnodlmenZLOnulmn,
Y je kompaktan kao proizvod dva kompsaktna prostora. Kako je X gusto

u ¥, ¥ je kompaktifikacija od X. Deficit prostora X je homeomorfan
sa I, pa Je l-dimenzionalan. Svaka pregrada izmedju skupova }l =
E,x{0} 1 Fo= Elj({l} je homeomorfna sa By, pa je beskonalnodimenzi-

nalna i prostof Y.nije klase ..

2.8. Primije r. Postoje prostori X klase & koji imaju
kompaktifikaciju sa n-dimenzicnalnim deficitom, za svaki prirodan
broj n, u kla51-ﬁr. Tekodje, postojl prostor X” klase & kojli ima ko-
muUKLLkaaC’Ju sa beskonalnodimenzionalnim deficitom u klasi A, .

lieka je X, = I° UInt I° UI?(J, «v. , Xp = I Y IZYY Inb
N P X, = IlLJ IEL)... UJInt o+l \J -+ Kompaktifikacija prostora

-~
3
~

Xy 0= 1, 2, «vo Je prostor E,, pa su one klase ®,. Tekodje, Jje
dim V(Xl\il)“ dim \b}kj = 1, dim (dﬂq\\Xo) = dim ({5} 82) = 2,
eee o dl@ Gixn\ Xn) - dim ({rLJ Sn+l - n.

%rostor X'= Int I L} Int I“ \Jese ) Int InL)... je prosbor

klase X' 1 jedna njegova kompaktifikacija Je prostor Ey. Kako je de-

ficit LXVK™ = SotjleJ cee L}SRLJ... , on je beskonadnodimenzionu-—



lan. Na taj nalin konstruisali smo prostore Xy X5y eee 4 X
i prostor X’ sa traZenim svojstvima.
Shodno prethodnim primjerima namedéu se sledeéi problemi:

2.9« Pr o b lemn, Koji prostori klase ¥ imaju n-dimenzio-

nalni deficit?

2,10, Pr o bl e m. Xoji prostori klase X imaju n-dimenzio-

nalni deficit u klasi x).

Prema 1,11. nijedan prostor klase X nema kompaktifikaciju u
»klasi £ . U tom sludaju interesantno je pitanje: Postoji 1li klasa
prostora u kojoj je bar jedna kompaktifikacija prostora klase A ?
Za opiti sludaj problem je otvoren, a u separabilnom sludaju posto-
ji resdenje.

2.11. L e m a. Svaki lokalno konadnodimenzionalni prostor

Jje slabo prebrojivodimenzionalan.

Dok a =z, lieka Je {Oxlxe X} takav bazni pokrival prostora
X da je dim O ¢eo. Postoji takav lokalno konadni pokrivae = {} da
je g <{0). skup x; = U{TIMer»r 1 aimPad, 1=1,2, ... e
zatvoren kao unija lokalno konacénih zatvorenih skupova[Gj , & prema
teoremi o lokalno konadnim zatvorenim sistemima (I, 1.14.) din X el
za i = 1, 2, ... PoSto jey={["} pokriva& prostora X, onda je {Xﬁ
zatvoreni konadénodimenziocnalni pokrival prostora X.

Razmatrajuéi problem kompaktifikacije slabo prebrojivodime-

zionalnih prostora Surli ([58]) je uveo u razmatranje w;- slubo

prebrojivodimenzionalne prostore.

2,12. DefiniciJa ([58]). Prostor X je wy-slabo

prebrojivodimenzionalan, ako je X = [(J Pg’ 5o & @7 pri &emu su P;
02E<5,
otvoreni podskusovi od Xy =X\ U P% i dim P€ = Degceo.

M S e
2.13. T e orema ([581%. Prostor X klase X koji Jje sepa-
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rabilin ima bar jednu slabo prebrojivodimenziornalnu kompiit-tipi
Ll 1kKg--

ol Ju.

a 17 . < 3 . .
Dokaz, Ako XedX , tada je X = UP; i dim Py o= ny < oo
=0 -

Prostor X moiemo potopiti u kompletni prostor Y. Posto J balkav otvo-

, . . . - [T N L
reni skup KCY da je XCK, K = LJP;, P; otvoreno u ‘\ ixNpx
\ _ k i

= Pﬁ{ﬁﬁ]. Prema teoremi Tumarkina (I, 1.30.) postoji takav Gg-skup

il PO P o m : 9 - Tel i T = * 2o ie .
Ly da je P,CTy i dim T, = n,. Neka Je My Pi(\Ti. Jasno je da

i
ckuy M; sadovoljava uslove: dim M, = g f]X =P; 1M je Gy u Y.

Takodje, su ispunjeni uslovi: P;‘\Mi Je ¥ -skup i (P*\ IS )r\X = .

2l “ > v . - - -~ . w .7

Slap M= U(PI\ M) je B w ¥ & NNX = @. Neka je B = LJ(P;\ M) =
Lo - =)

Jq, i Q; = PY\H. Tada je B Gg-skup u ¥, XCB, dim Q; = n,, pa je

10 ¢ 1

B traZeni slabo prebrojivodimernzionalni Gg~sxup koji sadrii skup X.
£lo Je X separebilni prostor, tada prema teoreni Surla (1,

2.10.) ima slabo prebrojivodimenzionalnu kompektifikaciju.

2 Klasifikacija beskocnadnoddidim-

enzionalnih prostora

Poslednji dio ove glave posvelujemo jednoj klasifikaciji
beslkenaénodimenzionalnih prostora, dim X =c0, koja se razlikuje od
Flasifikacija po Ind X i ind X a zasaniva na loc dimYX ivvelidindi"

-~

skupa talaka beskonalnedimenzionalnosti, X, prostora X(II, 2.%.).

5.1. Defdnicia (17]). Sveki redni broj « moic so

predstoviti u obliku M) + n(«), zdje je A(«) granilni broj munji

od oL a n(4) vrirodan broj.

2. D e finicija. Keka jeyX monotono rastula, to-

poloiki invarijantna funkeiia koje svakom metrilkom vrostoru koo-

rdinira vedni broj yX. Kzzalemo da je loc @ X £of, ako postoji
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gakva otvorena okolina O Falke x da je ¢« Oy et i nema okoline O,_’c

A

Pox 'ju ‘!O (P‘O_; __-__—_?,"34_«1{.

0 KO
m——r?

i{Oznaéimo sa Xy = {}:6 Xl loc ¢ X f’:o(} .

teka je X, = {xe X

: g N, et \
reno w X}, a Xoo = XNCU % ).

w4
3,4, De finicija. Neka prostor X ima reprezentaciju

loc dim X=n}= {Uldim U< n i U otvo-

\ 7

(=)
X = X WCOUXY), pri Semu je dim X, < n., Prostor X je klase X
"o

A= w + n, ako Jje « najmanii brcj koji ispunjava te uslove.

e QO

Koko Je w, * (-1) =Wy, tou sluéaju X, =& i dim X

I
8

e it
XM-C Mtw,

3,4, Definicija. loc dim X 2w _+ n ako x imz ot-
H

_— = o N < o .
vorenu okolinu Ox klase x“’c + n i1 nema otvorene okoline klase &

I
MmN
Oznadimo sa X ., ., = {xe Xlloc dim X £ o, + n }.
Neka je sada dim X, = 00 »
3,5, De £finicija. Neka prostor X ima reprezentaciju
€= o, \JUE 1ot < 2wy }), gdde je Xy = {x€ X|loc dim X<}

zad £2w0r & Xopy C Koo Xp, = XN (X ) 242w, 1) 1 din Koy

on < oo, Prostor X je klase & y
v 2w, +n

alko je 2wo + n najmanji broj

koii madovoljava te uslove.

Pretpostavimo da smo odredili klese prostora 3@5 za_svako

5. & . Neka prostor X ima reprezentaciju X = XJ\(och(U{X@ |(5<L(:i)}),

pri_gemu je Xo= {xeX|loc dim Xzep }, Ly uC¥eor Xaw = X\ CuJ

5 /YLy 3 3l < : ie at Y et
{,{{5 | o<« AL)p) 1 dim X‘Md)—,—,n(cﬁ). Tada je proztor X klase K,

ako je ol najmenji broj koji zadovoljava te uslove.

Ako Jje

X/l = ¢4, tada je X prostor klasej’(&i to u siudaju
(#)

kada je o praniéni broj.
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e L em a. Ako je X vprostor klaseiﬂii Y podprostor pro-

abora X, tada postoji takav broj & da je Y prostor klase JlI’L .
Dok a z. bko je o« konalan broj, dokaz je poznat (I, 1.6,

i 1,1%.). Necka je Y otvoren podprostor u X. Pretpostavimo da tvrdje-

nje leme vaii za &< o i pokaZimo da vaZi zad =d 4 o = A (%) + n(«),

A<

N

Podto XE€ Kg , X ima reprezentaciju X = X1@)L,)([J{X@}
i(a)}). Prostor Y ima tada reprezentaciju

Y= (e ND UCU{XNT [ <2, )

Prema pretpostavel X@ MY je podskup klase £p za svako @-Li(d)

o
a prema monotonosti dim X, bile dim (XA&UfWY)=sn(d). Oznadinmo sa

ty = {ye Ylloc dimyY,aV }. Ako yeaX@ , tada prema definiciji 2. i
induktivnoj pretpostavei loc dimyY 2 loc dimy
minimalni granini broj ( ukljudujuéi 1 0) da je Y = Y\ (L){Zgwiﬂy

X—_L_{S . leka Je A takov

o . . - s o N * . . .
konadnodimenzionalan skup. Prema jednakosti (7) 1 nejednaskosti

y
malni broj da je dim ¥, = k, tada Je Ye;@r, gdje je-y= A + k. Hada

loc dimyY:aloc dim.X tako A postoji i A < A(«). Ako je k takav mini-

jel=A(L), tada je ¥, C X e P2 Je dim Y, zdim ¥, 1 L+ K&l
Prema dokazanome Y je prostor klase %}gdje Je » =z .
91idno se dokazuje lema kada je Y zatvoreni podprostor u <.

3,7. T e or em a. AkKO Je {Xrlg;e C} zatvoreni lokalno ko-

naini pokxrivad prostora X, pri Cemu su Xg» prostori klase j/, , tada

je X prostor klase K .

Dok a z. Ako Je & konaéén broj, dokxaz je poznat (L, l.1l4y.
dad= w, dokaz se izvodi slidno dokazu odgovarsjuteg dijela teore-
ma II, 1.%3. i 2.10. Pretpostavimo da teorema vaii za svako d< o i
pokaZimo da vaii za O=d .

Ako X e %, , tada on ima reprezentaciju Xy = X%}&ﬂJ(L){XgW

Xfe_ﬁﬁ @.¢.(Q%)}). za svako - €C. Ne umanjujuéi opStost, pretoosta~
\ (J
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;im0 da prostori Xyne pripadaju klasama XMJ n<¢d(l). Ako je x pro-
jzvoljna tadka prostora X, tada postoji takva okolina Oy tucke x
du je Oxr]Xf_ # ¢ samo za konafan broj indeksa 3¢ {yl, cee k}'
pretpostavimo da x AA“’. Tada postoji otvorena okolina minimalne
vlase Vi tadke x u X3t za svako 1€ {L, cee k}. Skupovi Fi = Xx>Vi
su zatvoreni u X. Kako je unija lokalino konadne familije zatvorenih
1 . . . hd % oy

gkupovajzatvoren skup, to je zatvoren i skup & = <%9?i)LJ (Lj{xal
L& {di, cee k}>’ pa je X\ & okolina talke x. Kako je X regu-
laran prostor, postoji takva otvorena okolina tadke x da je x€ 0

b'g
CZOFCZL)JV-. Kako je V; klase ln. i ny £A(«), to je prema indukti-
vinoJ pr¢Lpostav01 L)V klaselyi,?l max{nﬂ} i 9 (), pa je prema

=
lemi 3.0 1 1ndukt1vnog pretvostavei O skup klase J{%. Na taj nadlin.

svaka “aéka prostora X, koja ne prlpada ijﬂza neko & C, ima okoli-
ou xlase «oA(el). Prema monotonosti po proizvoljnim skupovima (lema

v I

6.), ako neka talka pripada nekom od skupova X onda je cna tadka
’ AL J

skupa XAu)‘
Prostgr X je nasledno parakompaktan pa u pokrivead {Ov|x&'
LN\ XAN)}podprostora X\.KlemoEemo upisati lokalno konadéni ookrivad
@ = {W}- Prema lemi 6, svaki elemenat W pokrivada cw jJe klasel& '
A(«). Oznadimo sa X® LJXN‘4C114 }, tada Jje Xﬁ otvoreni podskup

kle

\ d

se Ay p2(et). Keko Je KAw)zld{Xz;JI:r € C}, prema teoremi o za-

tvoreninm ‘okalno konalnim sumama, bile dim XlCd)éan). Na tad nadin
prossor X ima reprezentaciju X = XAGKL.J(LJ{X@]XS~“A3’ @<¢4¢4)}),
tj. X je prostor klase & .

Prostori klase I@,ne zadovoljavaju lokalno prebrojivu te-
oremu sume, Jjer prostor iz primjera 2.3. moZemo smatrati kao pre-
brojivu uniju konalnodimenzionalnih prostora, tj. oni su prostori

Ylase , 04w a prostor Y je prostor klase J&)+1, zato Sto Je
11 = ot



dim ¥, = dim I = 1,

Alko su L 1 ¢ redni brojevi, tada pod njihgﬁ zbirom podrazu-
pijevomo takozvani “"prirodni zbir" ( @ ) (Pulmin, [69]). Prinijetimo
da Je "prirodni zbir" komutativan i d4a se poklapa sa obidnim zbirim
za konadne brojeve,

-

5.8, T e or enm a. Ako je jedan od vprostora ¥ ili Y loka-

1no konadnodimenzionalan a druzi je klase{%k, < granidni broj i Xﬂi)

odnosno YAQQ‘Qrazan skup, tada je X XY prostor klase %;. U ontalinm

slu¢ajevima proizvod prostora ¥ “lase &Qi prostera Y klasc &', je
[~ TR
\

prostor 7

4

X XY klase\k;

@3°
D o k a z. Ako su oba prostora konaénodimenzionalna dokaz

A

je poznat(I, 1.28.). Lko su oba prostora klase ¥ , tada prema 1.12,
njihov proizvod e klase & , tj. njihov proizvod Je prema definici~
. i - .
st e Dratnoa P 1 1 2 V klace 9
Ji 3. klase v, . rretpostavimo da je X klase (ﬁuo+k a Y klase .(tl,
. . . .. - - co
N o« ool Yada prostor X ima reprezentaciju X = Kcu LJ(LJXn>v a pro-
0 =1

*Q
stor ¥ = L XY moZemo tada predstaviti u obliku Z = (X, X Y)|_J (LJi
n<

(X,X ¥)). Skupovi X, XY su otvoreni u Z2 i dim ¥, XY £n + m, a
ad L

dim Xy, X { &k + m. Tada Je jasno, da su tatke beskonalnedimenzi-

onalnosti prostora Z talke skupa 7 = Xeoo X Y. Prema tome %Z ima re-
. . » oL . v 3 .
prezentaciju Z = Z \J (UZ,), gdde Je Zp = X3 X ¥, i +m=mn i
net
% je prostor klase X, e

Uzimajuéi dokazano za polazni korak indukeije, pokaZimo da
teorema vaZi u sludaju kada Je X prostor klase K& za proizvoljni
ordinal & , a ¥ proizvoljni konadnodimenzionalni prostor. PoSto X

XA@J\J(LJ{X@ Jp<d () }) a proi-
obiila 7 = (XX DU (U{Kpx ¥ [ &<

ei}, onda X ima reprezentaciju X

[
[}

zvod Z prestora X Y 3

i

A(d)}). Ako je z = (x,y) talka skupa LJ{X&X‘Y i¢5<i(¢)}, tada ono

ima ckolinu O = Q XY, gdje Qc x% s @4dhfd), pa prema indulitivno]
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pretpostaved 0,€ X pri Cemu je e+ mer(L) adin Zy 2 n(k) 4

6+m’
< eo. Dakle,prostor Z ima reprezentaciju ZMO()U_( U {ZQ}Q < ]\_(o&)}'\”

pa je prostor 7 klased . U slulaju kada je X @, tala je

A~
Zan® gj, pa je Z prostor klase JTOL.
EAko Ye X i Xjwy= @, tada okolina OZ svake tacke prostora

Z = XX Y je oblika X(s,\"fn koja Jje klase G+ D 22X (L) te je

Cf(’(s +n?
4 prostor klase X .

 Pretpostavimo da teorema vaii kada Jje X klase U{'(,L,Q.A._;'. i
klase 3&\) » V¢ DokaZimo teoremu za =13 =, U tom‘ sludzju X
ir in‘lasju reprezentaciju X = XMMU( U{X@ | X(be 5’%, GLA(L)P) 1Y =
YAC}:)U( U {xy 1Yy ¢ Hys O <X }). Prostor Z se moZe predstaviti u
oblilku Z =(X, , X L W (U{ X, X 75 | 5<1<}z)})U(U{X® X Y64
MO PUUEe x Y564 2 (), §<A()}). Prema induksivnoj
pretpostavei prostor X, XYs je klase /JC]L(d) o5 1+ & prostor X X Yaey

klase X za svako < () i I <x(r). Keko svaki broj g <a(«)d L(F)

2
FEAt)
ima samo konalan broj rastaval6%], imamo konadan broj proizvoda

X,X 15 klase -71"§ za svako g «A(#) © A(¥). Unija tih skupova je otvo-
ren skup u Z, a prema teoremi 7. takav skup Jje klase 'Jfg . Kako Je
Zy = X]\u)x Gyl dim Z, < n t) + n{y), onda prostor Z ima repre-
zentaciju Z = Zp L (IUJ{Rg | Rge Hy 5 & <A(4) e N(*)}) i klase JeK e

3,9 T e oremn a, Ako je X prostor klaseK’dL sk granidan

broj i X, .=&, tada za svako p2 £ postoji talka x &ija ic ololina
3 Ja) &

klase (}(,’(5. Ako je o= A(dL) @ n(at), nlel)» 0, postoji talka xe X dija

je svaka okolina Klase U, .

D o k a z. Weka Jje & graniéni broj 1 Xy, )=¢. Pretpostavi-
mo suprotno. Neka je & takav broj da svaka tadka x iz X ima okoli-
nu O klase %"5, Ji <o o Kako je prostor X parakompaktan, u pokri-

vad {Oxl}:«-:- X} moZemo upisati lokalno konadni pokrival ¢,y ={} , a
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ftako je X normalan prostor, moZemo pretpostaviti da je u polkrivad
{O JV< X} upisano i zatvaranje pokrivada ,?-:{F} . Pokrivad
dje lokalno konadan, zatvoren ¢iji su el:zmenti klase Uq@, pt ot te
Je prema teoremi 7. X vrostor klase | ug , Sto Je suprotno pretposta-
vel. 5licno se dokazuje druzi dio teoreme.

5,100 Prin jedb a, Prostor ¥, diskrezna suma kubova,
nema dimenziju Ind X, mada je klase Ky pri Cemu je o, = g.. Po-
stoji prostor Xl klase 3%b+l koji nema dimenziju Ind.

Neka Je X, = 2y X I\(Int ( I x{})). Svaka pregrada izmedju

=

skupova El = Elx {O} i o = Elx {l} homesomorfna je skupu L, pa pro-

ctor 3 ar o s . . - 2 2 .
tor X, nema dimenziju Ind. WNeka je Xy = Eq XIT\(Int (I%«(t})).
Svaka pregrada izmedju skupova Fi = E,x4d r5 = E;X B, gdje su A 1

2

B suprotne strane kuba I X (&} néema dimenziju Ind, jer su homeomorins

" prostoru X, koji nema dimenziju Ind, mada je klase 1&0#1.
), -

Sliéno se moZe konstruisati prostor klase Yprn+1 koji nema
O
dimenziju Ind. Treba konstruisati prostor klaoe‘fﬂ+n kodi nama di-

nmenziju Ind, pa se konstruse prostor klase

w+n+1'tak° da ima dva

podskupa izmedju kojih Jje svaka pregrada homeomorfna prostoru klase
X@+p i koji nema dimenziju Ind.
Eadl
%.11s T e or em a. Prostor X klase ny ima dimenzijiu IndX
[~

= & o 1 samc ako izmedju sveka dva zatvorena sikupa Pl i ¥, u pro-
b Bk

storu X postodil S-slabo beskonaincdimenzionalna pregrada klese k”,

%D o k a z., Ako je proestor X xcnadnodimenzionalan, tvrdJane
teorome¥slijedi iz jednakosti dim X = Ind ¥X. Pretpostavimo da teore-~
ma vaii za Jd< £ 1 pokaZimo da vaii za d=o . PoSto je X prostor kla-

se Ky, on ima reprezeataciju X = Xﬁ“jJ(LJ{XQ ]@>L&(d)}). Pretypoata-

vizmo da postoji Ind X, tada za svaki disjunktni par zatvorenih g

W

oove }%Li ¥, postojl pregreda C koja ih separira i Ind C < Ind
2 4
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Kako postoji Ind C, C je S-slabo beskonadnodimenzionaino (I, 2,20.).
Ako bar jedan od skupova Fl i F2 se ne presijeca sa Lpys tvrdje-
nje slijedi iz induktivne pretpostavke. Pretpostavimo da je Fi .
FiN X #@ 1 F5 =Fo1Xw* & . Podto je dim Xy £ n(d), postoji
takva pgegrada C’izmedju skupova SO Wé da je dim C 2 n(t) ~
Kako jefx nasledno normalan, pregradu C mofemo produZiti u pregradu

¢ u prostoru X izmedju skupova Fy i Fy. Prema lemi 6. skup prﬁ C

je prostor klase Xp za sveko pLA(d). Tada C ima reprezentaciju C=

@
>
M

¢ (L}(C Cs(ZA@ () }) i pri tome je dim C ‘en(4) - 1 @

¢P’ pa $3 C skup klase 1;, F<od o

Veita lzmedju svaka dva zatvorena skupa Ty i F2 Prostor X
posteji S-~zlabo beskonadnodimenzionalna pregrada klacse Wk sy Jufoe LA
konaéne brojeve teorema Je poznata. Pretpostavimo da tvrdjenje vazZi
ze J< o i pokaZimo da vaiZi za & =4, Ako izmedju svaka dva zatvo-
renea disjunktna skupa postoji S-slabo bekonalnodimenzionalna pre-
srada, taeda ona ima dimenziju Ind 1 vaZi nejednakost Ind C« Ind X,

PredloZena klasifikacija se razlikuje od klasifikacije po
ind ¥ i v konaénodimenzionalnom sluéaju. Postoji prostor ¥ 1i to

takev da Je ind X = O < dim X 1 (Roj, [54]). Prostor & Smirnova

i

ne pripada ni jednoj klasi X, , jer svaka okolina svake tacke je

peskonadnodimenzionalna. Mada je ind b =W .

Prostor klase K, ne mora imati kompaktifikaciju u istoj
kXlasi. Tako kompektifikacije prostora X (primjedba 10.) klase X'y,
je prostoriElX T klase X, ,1-
b+

3,12, De finicija (Zarelua, [74)). Preslikavanje

£o ¥ Je razbijejule, sko svaka talka x prostora X ima takvu oko-

: . s s N . 1 . s
linu 0{ da vostoii cklina Oy‘ tadke v = f(x) i T —(Oy) Je unija

upa ¢ i H ri ¢emu Jje x& GC O_.
s D -

dva disgjuanktna o




Q

3.1%, Za svall ordinald , 0« o <« 5L | mogu se konstiruisati

. .ol . .
koupaktni prostori J sa kompaktnim podskupovinma % i tadkawn o

pPe 17, Neka Je 7% p°% = 79 (
L

da je J7, & —dimenzionalni kub,

Res
3

tadka). Ako je &~ konalan ordinal tao-

T% (&L -1)~dimenzionalna sfers koia
o

je kombinatorna granica od Jd', a pd’je elemenat od T . ALko « nije

graniéni’ordinal, tada defini

4 A -
tko je < granicéni ordinal, ¢
: &)

po‘uotvoru ih lukova A° , pri demu Je 0 gt - p® . J 3

ndrove Va kompaktifikacija dis

a p* je kompaktifikacioni ele

Nije teSko primijetit

U skladu sa prethodnom definicijom 1 prostorima klas

kao i resultabima Zarelue ([74
51l P 0 Db 1 e m.

ciju v klnosi A, ako postodi

3imo
Lyahy y@®tyoh) 1 7= pt 7ty ot

. e U
ada neka je K(,za pect,unija o L

e Lleksa—

- »

junktnih wnija U x®, 7% = 3% U
b P

menat (llenderson, [191).

i da Je J&'prostor klase X; .

(’:
re

Da 1i prostor X € K, ima kompaktilixa-
o~

razbijajuée presliksvanjie prostora X

na kompalit J‘?

%el5. Prob l e m.

¥oiji prostori klase X, imaju n-dimen-

zionalni deficit?




GLAV A IV
PRESLIKAVASJA NzXIH KLASA BESKONACNODIMENZI-
ONALNIH PROSTORA
Begkonalnodimenzionalni prostéri duvaju svoje oscbine pri

nekim preslikavanjima. U prvom dijelu ¢emo pokazati kada je slika
ili inverzna slika lokalno konalnodimenzionalnog prostora, pri ne-
kim preslikavanjima lokalno kona¢nodimenzionalan prostor, a u dru-
gon ¢emo posmatrati ponaSanje nekih drugih klasa beskonadnodimenzi-

onalnih prostora.

l.Preslikavanjsa lokalno komnadc¢n o=

dimenzionalnih prostora

1.. Teoremna ([7]). Neka je £: X—=Y zatvoreno presli-

g7

kavanje na prostor Y klase ¥ i dim fem, za svaki prirodan broj m,

Tada j2o X prostor klase X .

‘D o k a z. Neka je x proizvoljna tadka prostora ¥ i ye Y i

to takva da je £(x) = y. Prostor Y ima bazu % &iji su elemcnbi kona-
¢nodimenzionalni skupovi (III, 1.11.). Neka je B takav elemenat ba-
ze B dal je yfe B i dim B£n<«oo. Kako Je preslikavanje f neprckidno,
postoji;takva okolina U tadke x da je £(0) = £(U)CB. Preslikavanje
LT r/Uéje zatvoreno 1 dimy <£dim £, jer Je @“(y)czf”l(y) vosto Je
f'l(f\O))LD U 1 aim X monotona funkcija. Koristeéi teoremu Morite
(I, l.#&.),vmoée se zskljuliti da je dim U = dim B+ dim9 2 m + ne

co. PoBto je x proizvoljna tadka prostora X i ima konadnodimenzio-



aalnu okolinu, ¥ je prostor klase X .

‘l2.Teorena ([7}). Neka je f: X—>¥ zetvoreno presli-

=7

kavanje prostora klase i ord f.zk + 1, z2 svaki prirodan broj I,

~rA

Tada je Y orostor klase oL .

Dok az, Neka Je y proizvoljna tacka prostora ¥ i ord f=

It + 1. Pretpostavimo da je f~ (J) . Skup f_l(y)

‘1“.1 Y v es , Xk+l
je diskretan, pa postoji sistem baznih okolina {B [
1

i=1, «¢. , k+ 1. SBkup

i to talvih da je B, 1B, =& i 4di A
i to tal a J lmoa @ i dim By =ng,
" . ® B - . - ol v o .
U = f‘\f(X\\LIﬁi) Je otvorena okolina tacke y. PokaZimo da je kona-
Y]
¢nodimenzionalna. Neka je ¢ restrikcijs preslikavanja £ na skupu F
-1 m Wy - . . : . - N
£7(0) ([Jui). Jasno je da se restrikcijom red preslilkavanja ne
=4
povetava 1 da je & zatvoreno preslikavenje, jer Je restrikcija na
zetvorcnom skupu. Prema kezanome Y Jje zatvorceno presllﬁuvmqgu skupa
¥ na skup U i ord v = ord f£k + 1., Sada se nalazimo uw uslovima te-
orcme Morite (I, 1.50.), pa je prema njoj dim U«dim F + k. Pcito
¢

1 2=
) vee A+l}~ me xen1

L

{ .. o~ . . .
je dim ¥ = maxydinm B, |i = 1 , onda je dim U < oo,

_\4

Aia

TPecoreme 1.1, i 1.2. vaze i u glulajevima kada prostori ¥ i
Y nijesu samo metridki. Tako naprimjer 1l.l. vazZzi u sludaju da je ¥
)

norialan prostor a 1.2, gko Jje X normalan prostor.

, . .0 i . N
1.35. Teoremnma ([7]). Ako jo KXi’ fj} preprojivi upek-
tar proztora klase K i to takav da su vreslikavanjia { i e, do=
1, 2 1 zatvorcena i nuldimenzionalna, tada Je inverzni limes ¥

? ~J

prostor klase ¥ .

Dok az. Kako su X, i=1, 2, ... mnmetricki prostori, me-~
tridlkl prostor Jje i X =‘inv lim {Xi’ I%}(I, 1.4%.). PokaZime da sva-
ko talla x = (x4 =1, 2, ... ima konainodimenzionalnu olrolin.

Neka je X i-ta koordinata talke x. Kako Je Xi prestor kla-

se & , postoji konadnodimenzionalna zatvorena okolina T, tacke x;,

b}



dim Iy 2n .« o, Za 5vako J i neka Je Fj = (fg)—l(Fi) i neka jeﬂpi =
- v

ii,nl - Preslikavanja p su zatvorena lao restrikecija zatvorsaih
preslikovanja na zatvorenim skupovina. iako Je fi((fg)—l)(Fi} = By,

PFU51ikﬂV&H3a.(P§ su nuldimenzionalna. Pri zabtvorenim i nuldimenzi-

onulnim preslikavaenjima dim X se ne smanjuje [45], pa je dim Fi i

din FJ za =vako j>i. Heka je F = inv lim {Fi,gzg} . Tada Jje F kona-
fnodimenzionalna ckolina tadke x = (x.) (I, 1,45.).

l.4.Def inici a ([8]). slikavande f: X—wf nozie

i

vamo Lokalno k-dimenszionsinim, loc dim I 2k, ako je X takav minino--

lni broj da za svawu talku y prostora Y postoji otveorena okolins qy

[ S e e g ""'l - LY . ~ » -
pri comn je dim I (O*):gk. Preslikavanie £ : X—-¥ je lokalno kona-

Cnodimeazionalno, exo svela talka y prostora 7 ima talvu otvorann

. c s —l \ .
cokolinu Oy da je daiy (0 ) oo, loc din feoo.
1.9. T e oremn ( [8]1). Inverzna slika svekoas prostora,
pri lokalno konsdnodimenzionalnom preslikavenju je prostor Xlased .

Do % & 2. Neka je £: %X—Y lokalnoc konadnodimenzionalno pre-

slikevanje na prostor Y. Nelka je, dalje, x preizvoljna tadks u X i
v eY i to taka da je T(x) = 7 . Podto je T lokalno koanadnodirenzio-

nalno, postoji otvorena oxolina C_ i broj n < e talkey. tako da jo
y

dim f‘l(o,)ﬁgn. Po3to je f preslikavenje, postoji takva okoclina O

taod X da Je f(ux)c‘o . Kako za svako preslikavanje f vaZi inklu-

zija O_CZf 1\f(0 J), pice O, Cf l(O ). Prema monotonosti dim X po

bt
-

e

proizvoljnim skupovima i prethodnim 1nkluz13ama, bite dim OX =

dim.f~1<oy):gn-4uw, pa svaka tadka u X ima konacdnodimenzionalnu oxo-

i

lina,

1.6. Te oremnma ([8]). Prostor X ima dimenziju gn, dim X

'

~n, ako' i samo ako svako preslikavenje prostora X na proizvoljni

prostor_ ¥ ispunjava uslov 1loc dim
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Dok aagz, Heza je dim X 2n. Axo je f: X7
-1
(

‘reslikavanico,
tada je £ ¥) = X. Kzko je Y okolina svake svoje laike i dim =) (1)
= dim X, To je loc dim f=n,

Ako Je loc dim fen,tada sVaka tadka y prostora Y ima ofvo-

v

poad oolinu Oy pri cemu je dim f—l(Oy)-én. Kako Je f preslikavonie,

i

J
S e . SRR AT O‘Q rp-—l A . . N . »
sistem obvorenih skupova £ (Oy)Iye Y; je otvoreni pokrivad pro-
4

aborn ¥ po u njega moZemo upisati lokalao konaéni otvoreni pokrivald
sz{Fii smatrati da Jje zatvaranje toga pokrivada upisano u isti pe-

krivad. Pirema teoremi sume (I, 1.1%.), bile dim X £n.

1.,7. Lema ([8). eka je £: X—Y lokalno konalncdinenzi-

orino matvoreno preslikavanje. Ako je bar jedan od prostora kompa-

wton, tada je X konadnodimenzionalan prostor.

Do X az. Neka je ¥ kompaxtan prostor. Svaka tadka y iz ¥
ime obvorenu okolinu Oy i to takvu da jJe dim f—l(oy) o0, plio je

£(x) = y, tada x ima okolinu C_, pri &emu je f(Ox)ClOy. Iz pokriva-

¢ M . . v . M .
éa iOVIinX} meZemo izvuéi konaéni podpokr vac{OX.ll = 2, wev A},
- i
. . . X .
pa Je prema nejednakosti Mengera-Urisona dim X < dim (1JOy ) =8 m0<1
=1 € o
+ wes + dim OY + k - 1 «oo. 21idno se dokazuje slulaj kads je Y
“k

kompaxbtan prostor gdje se koristi kompaktnost slike i zatvorenost
preslikavanja T,

Primijetimo sledefe: WNeiza je M vroizveljni podskup prostora

(6]

¥ i f: XY preslikavanje. Ako je loc dim £ <£C, tada je loc dim f/M

20. ko je y elemenat zkupa £{¥) crnda postoji okolina O, u ¥ i to

J
va du je dim f'l(Oy):éo. Kalio Je f'l(oy)rTwc:f_l(Oy) to Je i

dim f“l(Oy)f7M=éO. Pobdto to vaZi za proizvoljnu talku iz £{%), ounda

Ue

jo tvrdjenje dokazano.

[

1,8, T e orema ([8]). Ako je £:X—Y preslikavarje na i

Toe dim £ 20, vada je dim 7 2dim Y.




Y,

D o k az. Neka je sada dim Y« 0. Svaka tadka y iz ¥ ima
okolinu 0, i to takvu da je dia f‘l(oy) 20. Kako je dim {0, u po-
krivac {Ov\ye Y} moZemo upisati pokrivaé;’={ﬁ}i ordy = 1. Sistem
siupova {f'l(y)} Je par po par disjunktan, a svaki od tih skupova
je nuldimenzionalan, pa se moZe razbiti ne medjuscbno disjunktne

1.28.

-

skupove proizvoljrno malog dijametra. Znadi da je prema I

dim X« 0.
MNeka je dim Yen. Tada se Y moZe predstaviti u obliku ¥ =

n N 5
1 ~ s 2 n o~ A ‘»x'\
JYs, sdje je dim Y, 20, 1 = 0, ... , n, pa Je ¥ = {J£75(v.) =Mx.,
o * g0 1 {20t
Prema prvom dijelu teoreme i prethodnoj primjedbi, biéde dim Xig;C,
a tada je prema nejednskosti Mengarae-Uriscna dim ¥ zn.

1.9. Po s ledic alteoreme 8.). 4ko je £f: X—Y lokalnc

auldimenzionalno (ravnomjerno nuldimenzionalno, razbijajude) nresli-

kavanje mdje je Y prostor klase X ., tada je X prostor klass X .

Dok az. Neka je : XY lokalno nuldimenzionalno presli-
kavanje na lokalno konadnodimenzionalni prostor Y. Ako je x proizvo-
ljna tacka prostora X, tada prema pretpostavei postoji konalncdime-

zicnalna okolina Oy taCke y = f(x). Kako je f preslikavanje,posto-
Ji takva okolina O, talke x da je f(OX)CLOy. Prema prethodnoj teo-
reni i monotonosti funkcije dim X, biée ispunjena nejednakost dim OX
zdim f’l(oy) #dim O, oo 4 Da je X prostor klase X .

S8li¢no se dokazuje tvrdjenje, ako je f: X-~Y ravnomjernc
nuldimenzionalno ili razbijajule, Jjer i ta preslikavanja ne povela-
vaju dimenziju (v. [73] i [241).

Preslikavanja koja smo dd sada razmatrali kearakterisu nan
prostor; klase & kac sliku prostora klase X (1l.2.) i kao inverznu
sliku prostora klase X (1.1, 1.5. 1 1.9.). Da 1i postoji takva kla-

sa preslikavanja koja preslikava prostor klase & na prostor klasedX,



“n

1 da Je inverzna slika prostora klsse X , pri svekom preslilavinju

~

iz te klase prostor klase & ?
Weka je sada f: ¥ —Y preslikavenje na prostor Y. Ounadino
sa_(d) élcdeéi uslov, koji zadovoljava p:eslikavanjé f:
() Ako Je dim X zdinm Y, tade postoji konadni niz {l, eve 4
b takav sistem nepraznih skupova 2
i}, gde ge Zy = YN Yy g, Yni= {vexlls
niz prirodnih brojeva [14] .

- ~ PRI sl Vo
1.10. Teorema (78)., 3vojstvo prostora biti loksino

konalnodimenzionalan zatvoreno je uw odnosu na preslikevania koja su

v

zatvorer

lokalno wonalnodimsnzionalna i zadoveljavajiu uslov (L),

Dok a z, Inverzna slika orostorz pri lokalno konadno-

dimenzionalnon preslikaveniu je lokalno konsénodimenzionalen pros-

Co

tor (1.5.). Pokaiimo da je slika prostora klase X pri preslil

avanju
koje zalovol java uslov teoreme proster klase K .
J 7]

Neka je y proizvoljina tacka prostora ¥ i O_ takva okolina

v <IN N

L -1 . . e RN
da je din £77(0_ ) 2mc oo, U sludaju xada je dim O, 2dim £77{0.) za
svaku tacku prostora Y, tecorema je dokazana. Pretpost

avimo da Lo

nije sludaj i neka je y takva vadka da je dim O >dim £71(0) za

o v

Postodi okolina O Oy takva da Je din I7°(0,)

Al e oo o Restrilkedlju f/f"l(Ov) oznadimo sa h. Preslikavanje i
y L%

vaku okolinu Oy tadke y.

>0 je zatvoreno 1 prema uslovu (&) Z,. (C O, nepraznd, Samo A

ito nam pokazuje da je Y lokalno konadnodimenzionalan proshon.

-

tazjasnimo ofnose izmedjuw nekih poznatih presiiks

jedne strane 1 lokalno k-dimenzicnalnih 1 lokalno konalnodinmensziona-



1nih preslikavanja sa drug

ar -~

1.11. T e o = ¢ m a. Neka je £: X—¥ zatvorono preslikava-

-

nje i dim <k, Tada za svako £»0 postojl takav broj -0 da za

gvako izabrano y iz Y inverzna slika i"'l(Oé ), _sferne okoline O. ’
Le o<oline

N
ime obvoreni £ —pokrivad reda <k + 1, akKo je Y komumict, J

R, DY . .
Dok az. Keko je dim f (y) £k, taj skup inma 5 -pokrivad

reda < k + 1 koji prema lemi Smirnova (I, 1.14.) mo.cmo produZiti
u pkrivaézﬁy otvorencg skupa u X istog reda. Ako jo V& tijelo toga

pokrivada, onda Jje {Vy = YNE(XN\ r&)[ye,Y} otvoreni pokriva? prosto-
ra Y iz koga moZfemo izabrati konaéni podpokrival {vl, oo Vl} .
Neke I & Lebegov dbroj pokrivaéa {Vl’ voey Vk}’ toda sfere SJ (y) su
traZene okoline talaka yeY.

1.12. T e oremna {[8]). Ako je f: XY loknlno ruldime-

nzionzalno preslikavanje na kompaktni prostor ¥, tada je onc rsvno-

mjerno nuldimenzionalno,

Dok a z. Ako je £: ¥—Y lokalno nuldimen:ionalno presli-

kavanjs, tada svaka talka ye ¥ imas takvu olkolinu OJ da je iimf”1{9y)

v

0, Iz pokrivada {oy|ye:¥} no¥emo izvuéi konaéni pokrivad O1s vev

Oy }. Pofto Jje dim f”}(Oi)=éO, i=1, ... 5 X,m0Zemo ih razbiti na
disjunktne podskupove dijametra manjeg.od unaprijed zadatop bhroja

£, Uzmimo za § Lebegov broj pokrivada {Ol, cee Ok}' Jasno je¢ da

broj & zadovoljava uslove ravronjerno nuldimenzionnlnog prsslika-

vanja.

1.1%. Teor en a ([8). ko je f: X—¥ lokalno nuldime-

nzionalno preslikavanje, tada je ono i razbijajulc.

Dok az. Neka je Oy okolina taCke x€ X. PFoasboji tula oko~

lina Oy tadke vy = £(x) da Je f—l(Oy) dimenzije nulua, Ako je O;taka

okolina talke x da ja XE.O;(: 6; C:Oxi f(Oé)Cioy,tada uzmnimo ma H =
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fﬁ"l(u‘/) NOL LG o= f‘l(oy)ﬂo}’{. Podto Je dim f“l(oy) 20, skupovi
I i G zadovoljovaju uslove razbijajuleg preslikavanja.

Obrnuto tvrdjenje ne vazi.

Projekecija hiperbole na Jjednmu od njeanih asi&ptota jo raz-—
bijajute preslikavanje, a nije lokalno nuldimenzionalno, &ta vide
ono je lokalno l-dimenzionalno.

1.4, Primjedba. Heka je C Kantcrov diskontinum na
@,ﬂ , & K pozrati skup Knastera-Kuratovskog ([26] ), @ projekecija
siupa K iz tadke grananja P na skup C. Podto je g ~{c) skup raci-
onalnih ili iracionalnih brojeva‘na [0,11, to je dim% = O, Okolina
svake tadke ¢ iz ¢ je homeomorfna sa C 1li sa C bez talke jednoga
kraja, pa Je loc dim % = 1. Sk&p K mofemo razloZiti na dva podsl-
pa Ky i Ky, KlL)K2= K i loc dimiI/Kl = loc dimﬁ/K2 = 0. Presiilka-
vanje i nije revnomjerno nuldimenzionalno niti razbijajuée, Jer
poveéava dimenziju.

Preslikavanje £: ¥—Y je kompaktno, ako je f”l(y) kompaktan
skup za svako y iz Y.

Koristeéi lemu III, 1.11. 1 mcnotonost funkeije dim X po
proizvoljnim skupovima mogu se pokazati slededi stavovi:

1.15. 8 t a v ([8]). Ako je f: X—Y kompaktno preslikavanje

croshora klase & , tada je ono prebrojivedimenzionalno.

1.16. 8 t a v ((81). Ao je f£: ¥—=Y lokalno konalnodimenzi-

onalne preslikavanje, tada je ono prebrojivedimsnzionalno.,

Obpnuto tvrdjenje stavu 16. ne ve i,ni u klasi kompakinin

rostora.
- . - . s 1 . 1oz S oy e
§Neka Je £: Ey—Y, gdje je Y = {yo, Yis Yoy eee p I Limoyp=
e i . . s Saie. o0 TRY - . ;
y.. Odredimo preslikavanje f na sledeCl nacin: o) = Ips B = 1, 2,

... i £(8) = y, . Preslikavanje t je prebrojivodimenzionalno , jer j=
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n 1

,n =1, 2, «.. 1

-

f"l(yn) = I (yo) =f .Kako Je svaka okolina Oy
tadke y, oblika y U(Ufyyln=0 ), to je f‘l(oyo) = ™y, UUy) °
n= N}) =&}LJ(L)1n\na N}), to je inverzna slika svake okoline OyO
talke 7o beskonaénodimeazioralan skup, Sto je suproﬁno definiciji
lokalno konacnodimenzionzlnog preslikavanja.

Kako prebrojivedimenzionalna preslikavanja ne karaliterisu
lokalno konadnodimenzionalne prostore, tako ni konalnostruka presli-
kavanja ne karakreisu tu klasu‘prostora, jer prema Smirnovu i Naga-
ti (I, 2.8.) svaki kompaktni prostor koji ima dimenziju ind X, sli-
ka je nuldimenzionalnog prostora. Takav prostor Jje prebrojivodime-
nzionalan, pa postoji preslikavanje f: Xaa-g;dim Xo = 0 (1, 2,8,)’

a & nije lokalno konadnodimenzionalan prostor ([€€]).

2, Preslikavanja nekih k1lasa

prostora

2.1.DefinieciJa (Henderson, [18]). Ako je £ ordi-

nalni broj oblika L= A (sf) + n{L), D(X) definidemo kao najmanji ord-

inglni broi o takavdan je X :LJ{AJLb* é-ﬁ.@@)}, gdje je:

p L2 zatvoreno i konadénodimenzionalno (Ind Araw),

b) za svsko § LH1}|553;£A&A\] je zatvoreno u X,

J

¢)  A() £ L i Ind A () = n(4). Ako Jje AAﬁk) =7 , tada

a) svako A

definifen

d) za swsko x iz ¥ postoji najveéezx, teko da xe A.. .

Ako su zalovoljeni uslovi a) - d), kaZemo da je K==Lf{§$\

y,gA(d)_}D~remrezentacija prostora X.

2.2. Peorema ([8]). Neka je f: XY zatvoreno, n-di-

el

menzionalno preslikavenje i D(Y) & oL . Tada prostor X ima D-dimen-

oLl




siju i vade jednslosti: D(X) = D(Y),ake e Bl@*) =g 1 L) =

D(t) + n, ako e g .

I i
LR |
Dok az., Ako je D(Y)=e«, onds ima reprezentaciju Y :Ll§%1

¥ éi@iﬂ» Heka je Ay_= f"l(B ) za svako p . Kako je £ preslikavaenje
- f el )
na, to je £7I(Y) = X = Uiz 1(5X)]~ LN @)) = {Ad,,] 2 (etyy . Po-

kaZimo da je to D(X)-reprezentacija prostora X:

a) Svako Ay_ Je inverzna slika zatvorenocg skupa, pa ja i on
zatvoren skup. Kako je zatvoreno preslikavanje zatvoreno na inver-
znoj slici proizvoljnog podskupa ¢d Y, ono je zatvorenc i na Ag s
Dimenzija preslikavenja se ne povelava restrikeijom na neld podeikup,
pa je restrikcija preslikavanja £ na svako Ay,n—dimenzionalno Zet-
voreno preslikavanje. Na taj nadin dokaz teoreme smo svell na teore-
mu Horite (I, 1,48, ), jer imamo preslikavanja £/Ap Ag=Bo., 1
kakxo Je dim by<ny, to je dim Ar € Dy DL,

b) Kako Jje skup LJ{By | o€ 3 = ﬂ_(&)} zatvoreno u Y, to je

i LKAy,lJﬁ w2 A (&) zatvoreno u X kao inverzna slika zatvorenog

¢) Ako je JAfA> & , tada Je AAQ*) = @ . U tem zlulaju
slupvi Ay za 7= dlat) su konaénodimenzionalni, pa je D(X) = DLY).
Premaz D(Y)-reprezentaciji dim B\Gi) = n{t), pa je prema I, 1.48,
i Ay &0+ n(«). Jasnoc jo da je uslov d) zadovoljen. Dakle,

orena dofiniciji 1. i dokazsnome, bide D(X) = A(k) + n()

51idéno se dokazuje i sledela teorena.

2.3, Teorena( 8). Neka je £: ¥—7Y zatvoreno n-stru--

o preslikavanie na 1 D(M) 2z « « Tada proztor ¥ ima D-dimenzijuil vale
3 3 ¥ 3 Nl - P
= D(¥), 2o de Ay =22 D(Y) = D(X) - Xk, ako
. A\
do Ny £ E
: A(A) :
Primijetinc da je za ove dvije teoreme bitan uslov onminii-

enosti konadninm nrojen,
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oy ~ .

. T e or ema. Neka je £+ XY zatvoreno k-dimsnsion-

alno presliltavanje na «q-slabo beskonadinodimenzionalai prostor ¥,

Toda je ¥ cul—slabo beslonadnodimenzionalan.

Do X a z. Prema ITI, 2.12. ¥ ima reprezentaciju Y = [J {'ﬁ;},
2
gdje By otvoreni skup u Yy = Y\ UB, 1 dim By £ n; < oo .
. 0£72 % el §
Neka je Ag = f"l(Bg) za svaxo g . Kako je f preslikavanje
. S . ' -1 . .
to Jje LY\ Yg) = X\ £77(¥g), pa Je Xg zatvoreno i Xg = X\ A, .

0Ly,
Skupovi Ag su otvoreni kao inverzna slika otvorenog podskupa u za-

tvorenom skupu. Restrikecija f/Ay dispunjava uslove teoreme Morite,
-
glilno kzo u dokazu teoreme 2.2, pa prostor X ima w,-slabo besko-
nonoedimensiorn - Enad iy ¥ o= <
naénodimenzionalnu reprezentaciju X U{Ag{ 0fE<Eo s E, < wl\f‘
MoZe se pokazatl teorema slidna teoremi 2.5. za klasu wq-
glabo beslkonalnodimenzionalnih prostora.

2.5, T e orem a. leka je f: X-—Y zatvoreno k-dimenzion-

alno preslikavanje na prostor klass 3{’0( . Tada Jje X prostor Klase ;{L+'~’
"

ko de X + ¢ i stor iste klase, ako je | =
ako je LT % ¢ 1 prosto ste klase, a J XA(OL) [

3

2.6. T ¢ or em a. Zatvorena k-struka preslikavanja pro-

stor X klase Eﬂ{preslikavaju_g prostor Y klase ;@J,—k—l’ ako e "'JL’ £
w .

i na prostor ¥ iste klase,zko je X}‘(d) = @ .

2.7. M e orema. Inverzna slika prostora klase '« bri

ikavanjima je prostor klase JCP, A x-y
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