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UVODNI DEO .

1. Teorija kvazikonformnih preslikavanja. predstavlja oblast

teorije funkei ja kompleksne promenljive koja se u poslednje vreme

veoma intenziwvno razvija i nalazli.Siroku primenu, Ta su presliikae-—

vanja tesno povezana sa suStinskim klasidénim problemima teorije

analitidkih funkeija i ne predstavljaju formalnu generalizaci ju

konformnih preslikavanja, na $to bl njihov naziv, eventualno, mo-
gao da asocira, nego su prirodnl sastavni deo teorije funkel ja.
Teorl ja kvazikonformnih preslikavanja u ravni blisko je pPo-
vezana s geometri jskom teordi jom funkeija jedne kompleksne promen—
liilve, Osvrnimo se s nekoliko rec¢i na njihov razvo]. Prvi put se
| preslikavanja, koja su u sustini predstavljala jednu klasu kvazi-
konformnih preslikavanja, pominju u radu Grotzschea /29/ iz 1928,
godine, On je redavao problem o preslikavanju'kvadrata.na pPravo--
ugaonik uz uslov da se temena preslikaju u temena i da preslike-
vanje bude Sto je moguéno bliZe konformnom., S druge strane, neza~
visno od Grotzsch~a, lavrentjev je u radu /32/ 1932, godine doSao
do pojma kvazikonformnih preslikavanja kao klase preslikavanja ko-
Ja zadovol java sistem parcijalnih diferencijalnih jednadina
a(au ﬂa; a;/') ﬁau_,_r;;z_g; dé/-_ﬁ?.:

Rre ustvari predstavl ja: wvopStenje poznatog KoSi-Rimanovog sistena,
Dalje se ta teorija intenzivno razvijala kroz radove mnogih istak-

nutin specijalista za teori ju funkei ja kompleksne promenljive, pre

svega Xroz radove samog lLavrentjeva, zatim Ahlfors-a, Beurling-c,
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Volkoviskog, Lehto-a, Virtanen-a, Sabata, Gehring-a i dr. Iscrpen
pregled rezultata iz ove oblasti moZe se nadéi u monografi jema Vol-
koviskog /69/, Kunzi-a /31/, Lehto-a i Virtanen-a /37/, Lklfors—a

/3/ i nizu radova pomenutih i drugik autora. Znadajno je pri toms

napomenuti da su ova preslikavanja naSla veoma Siroku primeau

reéavamjﬁ razlic‘ii%:ih problema iz dinamike fluida, teorije elas—
tidnosti, ma'tema'lﬁ.éke kartografije itd. o Cemu se informaci je mo—
cu naél u radovima Iavrentieva /35/, /36/, MeSderjakova /[45/ i dr.
Kvazikonformna preslikavanja u prostc;ru prvi put su posma~
trana u radu Lavrentjeva /33/ 1938. godine., VaZno Je nepomenuti
da je u tom ré.du ne samo preneta definicija kvazikonformnog pre-
slikavanja na prostorni slufaj nego su istaknute osnovne karakie-

ristike prostornog sludaja i njegove specificnosti u odnosu na rawv

ra kvazikonformna preslikavanja., Posle toga dugo vremena su ova

preslikavanja ostala po sirani., Samo su MarkuSevid /42/ i Iavren-

tjev /34/ posvetili neznatnu pafnju njihovom proudavanju. Razlog

za, to treba traZiti pre svega u nedostatku efikasnog aparata ko ji

bi omoguéio njihovo ispitivanje.

Na snaZan zamah, koji Jje teori ja kvazikonfomnih preslikavi

rja u prosioru dobila sezdesetih godina ovog veka, uvicala je pre
svega basS ¢injenica Sto je neposredno pre foga razradjen takav
aparat u ﬁdu teori je ekstremalne duZine (po teminologiji M1for-
sa 1 Beurlings) odnosno metoda modula porodice krivik u radovime
Mnlfors—a i Beurling-a /5/, Puglede-a /17/ i Sabata /51/. Ovo je
onogucéilo da se gotovo istovremeno pojavi niz radova Xo0ji su uds-
rili temelje teorije kvazikonformnih preslikavanja uw prostoru. To

su bili radovi Savata /62/, Gehring-a /20/, /21/ i Vaisala—-¢ /54/.
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Na 1laj nacin moie ge¢ redi da razvitak ove teorije polinje 1950,

godine, Otada se ona veoma intenzivno razvija i danas predstavliia

znacajan deo opsSte teorije funkel ja. Znaca] kvazikonfomnih presli-
kavanja u prostoru treba pre svega tra’iti u &injenici da u slula-

Ju prostornih preslikavanja klasa konformnih preslikavanja preﬁr

stavlja veoma usku klasu. Podsetimo se da je Iiouville jos 1850,

godine /38/ dokazao teoremu ko ja se moZe iskazati i na sledeci

nacin:

Teorema 1l ., U euklidskom prostoru R‘n , zZa TLYZ,
klassg konformnih.preslikavanja se iscrpljuje preslikavanjima ko js
predstavl jaju superpozici je konadnog broja Moebius—ovih transfor-

LaCL jSe

Upravo ova Cinjenica Sto u prostoru konformns preslikevanja
predstavljaju usku, siromasSnu klasu prelikavanja, razlog je 3to
se poslo putem traZenja hogati je klase preslikavanja koja e ipak
imatli upotrebljiva geometrijska svojstva. Na ta] nacin je trivi-
Jalnost klase konformnih.pfeslikavanja u prostoru, Sto predsiave
1ja odredjenu teSkodu i pri proudavanju kvazikonformnih preslike-

vanja, izazvala interes za kvazikonformna preslikavanja, koja su

po svojim geometri jskim karakteristikama veoma bliska konformnim

preslikavan jima.

Teorija m-dimenzionalnih kvazikonformnih preslikavanje se

razvi jala pre svega pod uticajem dostignutih rezultata u opsSto]

teoriji funkeija s jedne strane i pod uﬁicaﬂem teori je kvazilkon-
formnih preslikavanja u ravni. Neposredno posle prvih radova Ho-

Javio se niz rezultata koji su predstavljali znalajan napredak u
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teoriji i pokazali u koliko] meri kvazikoniormna preslikavania u
prostoru svo jim osobinama prate teoriju konformnih preslikavenja
u‘ravni. Na ta] nadin dolazi se do novih saznanja 0 sustini odgo-
varajudih teorema za konformne preslikavanja i pokazuje se da ne—
ke osobine tih preslikavanja nisu ustvari posledice njlhove Xon-
formnosil nego samo kvazikonformnosti. To su rezuliati Zorica
J10/, /11/, /12/, [/73/, koji je dokazao rezultate analogne 1OZ—
natin teoremama Koébe-a i Karatheodory—-a 0 granidnoj koresponden-—
¢iji pri konformnom preslikavanju i teoremu koju je Lavrentjev
formulisao i izrekao hipotezu da Je tacna, a koja tvrdi da svako

lokalno homeomorfno kvazikonformno preslikavanje prostora RS say

Q mora biti homeomorfizam Rs na sebe, Zatim sledi niz rezulta~
ta Ahlfors-a /1/ i Genring-a /24/, /25/ o problemu proSirenja
kvazikonformrog preslikavanja s granice na unutrasnjost oblasti,

pa rezultati Vaisala-e i Gehring—a /27/ koji reSavaju problem o

egzistenci ji kvazikonformnog preslikavanja oblasti u A.-dimenzi-
onom prostoru na jedinicnu loptu, dakle traZe uslove pod kojima
vazli analogon Rimanove teoreme, itd.

U radu /23/ Gehring je dokazao prvu teoremu tipa teoreme
Iindelof-a o postojanju granicne vrednosfi u konusu, Prirccno se
nameée pitanje mofe 1i se i u kom obliku uopStiti ova]j rezultetd
axo Se pretpostavi samo posiojanje granilne vrednosti po nekon
nizu tacaka, Takvi sﬁ rezultati dobijeni u radovima autora /47/,
/48[, [49/.

U poslednje vreme pojavile su se dve monografije u &ojics

su rezimiranil rezultati teorije kvazikonformnih preslikevenja u

c_L

prostoru, To su monografije Caraman~a /12/ i Vaiszla-e /57/ u ko~

Jima, pored toga Sto je dat prikaz dostignutih rezultata u ovo]
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teoriji, moZe da se nadje 1 iscrpna bibliografi ja,.

Dalji razvo] teorije kvazikonformnin preslikavanja u prosto-
ru kreée se u viSe pravaca, 04 kojih-éémo papomenuti dva, Pored
vel ranije ispitivanikh preslikavanja posmatraju se preslikavanja
kod kojih se napusta pretpostavka o homeomorfnosti. U tom prafrcu
znalajne rezultate postigli su ReSeinjak /55/, /57/ koji ovakva
preslikagvanja zove preslikavanjima s ogranicenom deformaci jom, X280
1 grupa finskih matematidara Martio, Rickman, Vaisala /43, ko Ji
ova preslikavanja zovu kvaziregularnim. S druge strane se 0dgova~
rajuéa problematika prenosi na proizvoljne mnogostrukosti. U ovon
praveu postiganuto je ek ﬁekoliko poCetnih rezultata. Napomer;imo
od autora koji se bave ovom problematikom Suominen~z /50/, Vai-
sala~u /58/ i dr,

2o Obelezimo sa Qm' ri. —-CGimenzioni euklidsiki prostor & sz

Qﬂ' njegovu kompaktifikaciju tadkom &0 , dakle

R®™ =RMU{=}.
Tac¢ke u prostoru obeleZavacdemo velikim Stampanim slovima ?
Q, ... ili malim slovima L, y «e o U poOslednjem slucaju,
alto je < & pﬂ. , onda sa «Z¢ piSemo njenu {_-"au koordinastu u
odnosu na odredjenu ortonormiranu bazu ( €4, €4 ..., Sn) o
Po poitrebvi demo talke u Qn tretvirati kao wvektore 1 u tom slué 8]
sa | P} odnosno }<¢] vele¥imo njihove norme.

Za dati skup SC Qn obeleZavadeno sa '35 9 §
njegovu granicu, zatvorenje 1 komplement skupa S

u
tivno. Razliku skupova S, 1 Sn belefidemo sa S, \S

Mo su S, 1 S, skupovi iz R™ ovelerideno s

£
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(S gS )—- %v? /ﬁl fP#G)
R PES,, Q%—Sz
DL

Obele¥imo dalje sa % ~ jedinidru loptu (otworenu) u <«
B = fu| 1xi <1i .

Ukoliko je centar lopte u tadki 7§ a njen polupreénik je v

upotredl javademo i1 oznaku %n{T,fi'). Jediniénu sferu belezideno
sa 71, daxie

Sa-qz.- {J{ | 124 :’3;
a umesto 5?3' koristidemo i oznaku JSQ-Q.

Za oblast DL Qﬂ' kaZemo da Jje Zordanova odblast ako jJe
njena granica homeomorina sa Sﬂ'-q. Posto je, s druge stre.ne,Sn“g
homeomorfna s kompaktifikovanin (M =4 )-dimenzionim prostorom &7
moze se redl. da je oblast iz ﬁn Z‘Zord;.nova' ako Jje ora homeomori-
na slika kompaktifikovanog (-4 );dimenzionag euklidskog prosto-

p—gh

ISe

5. Posmatrajmoc sada porodici {  krivih u ravai, pri Cemu

za krive 3" & r pretpostavljamo da su rektificibilne u nekoj ok-

lastl D . Posmatrajmo zatim klasu nenegativaih funlkel ja ?{ =)

E=Jieedy, woblasti D, takvih da su veliine

Lo(l) --;n?- f g)o#e

(D) = % 2zl
Ao (D) Loy

definisane i nisu istovremeno jedrake O ili ©© . ObeleZimo ovu

klasu funkci ja sa c@ . Velic‘iina
} 2
3&3

)'(r 3’3 :‘g A?{Q)




Bkstremalna duZina je korformna invarljanta u smislu dz, &0
se pri konformnom preslikavanju porodica krivih /[ preslikava w
porodicu krivia r', onda Jje A{T‘jﬂﬁ{fﬁ, o

Ovako su ekstremslinu dulinu prvi definisali iAnlfors i Beur-
ling u /5/. Posle toga ovaj je pojam uopStavan od raznih autora
na taj nadin sto su se odrioali zanhteva © rektificibilnosti Ky e
vik iz posmatrane porodice, prencosili odgovarajude definicije i
rezultate u vi%edimonéione prostore 1 slicno,

Reciproéna vrednost ekstremalne duzine Jhif)porodice Xriviia
konformna.invarijanté. Osobine modula u najopd3+ijem sludaju pro—
néene su deﬁaljno u radu Fuglede-a /17/ i radovima Vaisala~s¢ /547,
/65/. Navedimo neke od ik osobina, ograniavajuéi se pri tome na
uslove pod kojima ¢e one biti koriSdene u daljem izlaganju. Jsive-
ri, odgovarajude osobine vaie pod Sirim pretpostavkama, o Sexu se
informaci j¢ mogu nadi u ved pomenutim radovima Fuglede-a i Valse-~
la—e, |

Za porodice krivikh ﬁz rec¢i Cemo da su razdvojene ako $o-
stoje takvi disjunktni skupovi Sé‘c 'Qa da 12 5’1'%5 j:-: sledi
da je ;o

g 1&;;<ﬁiﬁ = O

s~
¢

gae je s??.{ Larakteristicéna funkel ja skupa C(S} . Specijalan
sluca] razdvojenih porodica krivih su porodice krivih koje su

smedtene u disjunktnim merljivim skupovima. VaZe sledele 0sovine

modula:
20 e
10 txo je T=U 7 onda je M{T 5&? YA TSP

< =¢]




-8 -

9
2° ko je l":_U‘gr(' i ako su porodice krivih {; razdvo-
‘<=
0

jene, onda vaZi jednakost MU—) -"-"'E M{r;).

U opStem sludaju izradunavanje modula“;:ke porodice krivih
mo¥e predstavljati te¥ak zadatak. U nelim jednostavnijim sludaje-
vima moguéno je neposredno radunanje modula. Naprimer, ako je i
porodica krivih ko je spajaju né.sPramne stranice pravougaonilka,

onda je modul te porodice jednak koliéniku duZine tih stranica

i duZine drugih dveju stranica pravougaonika. Ako je dat kruzni
prsten | _
R={z|MsgIzIgT]

pa ako sa l; obelezimo porodicu krivih ko je spajaju granilne Iru-

gove a sa [, obelefimo porodicu zatvorenih krivih koje razdve-

jaju granidne krugove, moZe se dokazatl da je
| 1 72

Nama ée u daljem trebati modul porodice krivih koje spajaju
segmente oba poluprednika koji, zajedno s odgovarajulim kruzpin
lukovima, odredjuju isedak kruZnog prstena., Izratunacemo sad ta]
modul.

Posmatrajmo isedak kruZnog prstena u raval

G={2| 7, ¢12147,  argzelo]]
Neka su temena tog isecka tacke A ’ B ’ C y D ko je odgovaraju

kempleksnim brojevima

=T,

<X 2t

respektivno, PotraZimo modul porodice krivih koje spajaju duzi

A & i Ch . Prema definiciji imamo da je, ako tu porodicu Kri-~




vik obeleZimo sa [ ,

4
med [ ’qi“P(ELf?!J’/A l@ )
Dalje Jje
[ e1dz} < Sq?('fe{e)'ra{@ Ty LT
= M ldz S W < TLTS
L(?) &‘(e lj &"? > J ,
odnosno o '
L@ < {e(re®)de
T Lo

Inte graci jom dolhd jamo

_ ) |
_ Jue)if..:_wn < ( otre™®)de)dr

sto se moze, imajuéi u v:a.du da Je element povrsine Jednak 'ﬂ‘c.“f'éﬁo

pisati u obliku

L(@)fn% < g ¢ . TdTd®

Primenimo zatim Helderovu nejednakost (P =¢ = 2 ),

L(Q)ﬁn 'r'l <(( ;4; 'rdrde)d’? (“ Qzﬂ”dfrde)%
¢ G

pa konacno dobijamo

odnosno 2
(L(?ﬁ < X
Al®) ~ a2

T4
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Na ta] nalin dobi jamo da je
f
d} f > _._i »&1 _._....9'

Medjutim, ako za dozvoljenu funked ju izaberemo

A zelr
?(E): 27T
o , 24 G

dobi jamo da Je

Atr= f oy worde = % 2 B

S druge strane Je

L(?)=4'"#L-g~(?) | L&"(?) { M""‘ E:j;-"

<&
pa, ako je kriva Jﬁ' data sa £ = ’re- imamo da Je

Ly(§) = 37

odnosuno

cd
, L(§) =5~ -
Prema tome je A . Ty 4 ‘&1 '?2.,
mod M £~z “ag2  dy o 74
Gnz

Sto zajedno sa (4 ) daje

At 2
{2) WOd ,—. d ,rd ¢

Nije tesko uociti da. se rezultat ne menja ako se umesto svih rex-
tificivilnih krivih koje spajaju duzi AB i €D posmatra porodi-
koncaentridnih krufnih lukova koJji spajaju te duZi. Onda je, napri-
mer, modul porodice koncentrilnih polukrugova sadrZzanih u polu-

prstenu jednak
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D=4 4 T2
(3) /mw{’p“ﬂ- Ta

Modul porodice krivik u ravni predstavlja, kao sto vidimo,
izvesnu brojnu karakteristiku te porodice. S druge strane, aio po-—
rodica krivih leZi u nekoj oblasti, modul u izvesnom smislu mozZe

da se posmatra i kao jedna brojna karakteristika te oblasti,. Pri

tome se, recimo, modul oblasti definise preko pogodno odabrane pPO-
rodice krivih, i to na odgovarajuéi nacin,

Prstenon u ravni nazivamo dvostruko povezanu oblast koja ima
dve komponente komplementa, jednu konalnu i jednu beskonacnu. iO-
dulom prstena u ravni zovemo modul porodice svih zatvorenih Xri-
vih koje razdvajaju granidne komponente prstena. All, ako se uzme
u obzir da se svaki prsten u ravni moZe konformno preslikati na
neki krufni prsten i da je modul porodice krivih invari jantan pri
konformnom preslikavanju, modul proizvoljnog prstena moZe se defi-
nisati 1 preko modula njemu odgovarajuéeg kruZnog prsiena (videtl,
naprimer, /37/). U tom sludaju, ako prstenu R odgovara kruZni
prsten Q<JW‘IZ£ pri cemu je O(Ct(g{w sy St0 znall da gra~
niéne komponente risu degenerisane, onda modulom prsiuena R zove-

mo konformnu invarijantu 2
| Ly ©

= A il P
mad Q oL

Postojli i drugli nadin definisanja modula prstena u ravil,
Neka su Co i €4 komponente komplementa prsiena i neka nijedna
od njlh nije degenerisana. Obelezimo sa ) (.E) pornenuto konformno

preslikavanje prsiena R na kruini prsten Q< ’W'l < 6 . Onda je

o loHz) /o
vV(z) =
Lo lé/a)




Modul porodice krivik u ravni predstavlja, kao sto vidimo,

izvesnu brojnu karakteristiku te porodice, S druge strane, ald po-—

rodica krivih leZi u nekoj oblasti, modul u izvesnom smislu moze
da se posmatra i kao jedna brojna karakteristika te oblasti. Iri
tome se, recimo, modul oblasti definiSe preko pogodno odabrane pPCw—
rodice krivih, i to na odgovarajuéi nadin,

Prstenom u ravni nazivame dvostruko povezanu oblast koja lma
dve komponente komplementa, jednu konatnu i jednu beskonacnu, o-
dulom prstena u ravani zovemo modul porodice svih zatvorenih kri-
vih koje razdvajaju granifne komponente prstena. Alli, ako se unzze€
w obzir da se svaki prsten u ravni moZe konformno preslikati na
neki kruZni prsten i da je modul porodice krivih inverijantan pri

konformnom preslikavanju, modul proizvoljnog prstena moZe se defi-

nisatl i preko moduls njemu odgovarajudeg kruZnog prstena (videti,
naprimer, /37/). U tomn sludaju, ako prstenu R odgovera kruZni
prsten G<IW'IZ£ pri demu je O(Ct(g(w , 5to znaldi da gra~
nicéne koﬁponente nisu degenerisane,.onda modulom‘prstena.xi ZOVECm

me zonformnu invari jantu y.
| ¥

mnoel R = Ji"‘a“ ‘

Postoji i drugi nalin definisanja medula prstena u ravi.
Neka su Co i €4 komponente komplementa prsiena i neka nijedna
od njin nije degenerisana, Obelezimo sa %JYE)‘pomeﬂuto xonformno

preslikavanje prstena R na kruZni prsten a< ’W’ < 6 . Onda je

Inlwix)/al

) = -
(%) Lo (b/a)
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nermoni jska funkcija u R i uzima vrednost O na granici (e a
vrednost 1 na granici '304 .
tofe se vokazati (videti, naprimer, /20/, /2l/) da se modul

orstena moZe izraziti preko velicline
2 1o o 2JL
) ((R)= $1vv1ndS = o
Q -
ko ja se nazlva gqgfgrgn;m_kgpgqgtgtgm prstena i da Je, uz w, na
osnovu Dirichlet-0vog principa

C(R) = «nt [ 1Val’dT
AL ®

pri demu se infimum uzima preko svik funkeija koje su diferenci ja~
bilne u R i uzimaju vrednost O na 9Ce i vrednost 4 na 3C;. Re-
lacija (4 ) va¥i i ako su komplementarne komponente degenerisane
pa na ovajﬂnaéin dolazimo do definici je modula prstena u ravni ko=
ja nije izraZena preko konformnog preslikavanja oblasti. Ovo J&
znadajno jer omoguduje da se definicija prenese, sa odgovarsjuéinm
nodifikaci jama, u prostor, dok, imajuéi u vidu vel ranije istal-
rutu Cinjenicu da u prostoru R , za N33 , konformna preslikam

vanja predstavljaju veoma ogranifenu klasu preslikavanja koja se

iscrpljuje loebius~ovim vransfozmaci jama, vidimo da bi defiricija
koje bl sadrZavala pojam konformnog preslikavanja u prostoru uvila

praktiéno neupoitredljiva.

4o Konadnu oblast u kompaktifikovanom W, ~dimenzionol pxro-
storu ¢iji se komplement sastoji od dve xomponente razivamd, DO
anzlogi ji s ravnim sludajem, prstenom u_prostoru. U daljem Trazma-—
tranju bide redi o trhdimenzionom prostoru i oblastima U njenu,
iako se izlaganja bez suitinskih teSkola mogu preneti na prosiore

n r » ~ . . - ~ . .
R™ » nyl. Kao 1 u sludaju prstena u ravani obeleZimo komponernie




L
_-LiJ“

komplementa sa Cq 1 C,; y pri. cemu komponenta Cy sadrii "Désl{o-
nadno daleku tacku,
Velidinu [((R), definisanu sa
r(R) = <n? (1 Tuldw
| AL ®
ori Semu se infimum uzima preko svik funkeija U = U, &= (XX Xs)

koje su neprekidno diferencijabilne u R 1 imaju granicne vredno-

——_-_—-—_-——_—-

f

tena R o Modul prstena definiSe se kao
¢l ]2 — _ﬁhZEL.)ﬁél
o (R

na slidan nadin kako smo to udinili u sludaju prstena u raval.

5, Kvazikonformna preslikavanja
w prostoru. Xako je veé ranije isteknuto postoji vise
definicija_kvazikonformnih preslikavanja u prostoru. Ni éemo s
u daljem uglavoom koristiti definici jom koju je dac Gehring u /21/
ali ¢ée, potpunosti radi, biti naﬁedeno i nekoliko drugih defini-
cl jae.

Prvi je kvazikonformna preslikavanja u prostoru posmatrad
Tevrentiev u /33/. Njegova definicija obuhvata neSto uzu klasu
preslikavanja nego definicije koje su joj siedile all ons ipax
u potpunosti odraZava geometrijsku sustinu prostornih kvazikorn—~

formnih preslikavanja.

Definici]a I, ., Neka je %%H) difeomorfizanm o0-—-
lasti D i neka jJe L) linearni deo tog difeomorfizma. L je

u svakoj talld oblasti D nedegencrisano afino preslikavange kogeé
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sferu s. centrom u tacki X preslil«:a*s}a u elipsoid s centrom u -}Z(.:«:)
i kolidnikom rajvede i najmanje poluose &%) >4 o Preslikave~
nie ',z je K —kvazikonformno ako postojl takva konstanta ¥K ,
(1€ K<ceo ) da je &(x) € K u svin tafkame X & D . Presli-

kavanije je kvazikonformno ako je ono K-kvazikonformno za neko

K (4 & KLeo )

Prema tome, preslikavanje Jje kvazikonformno u smislu Lav -
rentieva ako je ono difeomorfizam prostorne oblastl C1ji diferen—
cijal preslikava sfere u elipsolde S ravnomerno ogranideninm odro-

som najveée i najmanje poluose. Podvucimo jos jJedamput da u osno-

vi ove definicije lezi geometri jska sué?ina svojstava +{ikh pre -
slikavanja.

Polsle Iavrentjeva nekoliko autora je davalo razliclte nove
definicije kvazikonformnih preslikavanja u prostoru ali su sve one
ustvari karakterisale istu klasu preslikavanja-i bile su, u susSti-
ni, ekvivalentne definiciji koju Je dao Lavrentjev.

Tek je Vaisala u radu /64/ definisac opStiju klasu kvazilkor-
formnih preslikavanja. Svakb preslikavanje koje Je kvazikonformno
prena Lavrentjevu kvazikonformno je 1 po Vaisali, dok obrnuto =ne

vazi. Njegova definiei ja glasi

: ¢
Definicija V . Bomeomorflizan 'g(«‘?_’) oblasii DC"?.
Jje f{-kvazikonformno preslikavanje, q £ K< e , 8K0 je za svee

ku porodicu krivih (" w oblasti D

(Y MO HT) £KN(T)

gde je I s1lika porodice ™ pri preslikavanju g,!(d' ) . Preslikz -

. . . s . . . . -
vanlie je kvazixonformno axo je K—ﬁvazn.}conformno za neko K .
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Ekvivalentno, ako se uvedu velicine

M) e M)
€, KI(4)='4W/°,‘;,7(}'-’)‘ ) Kal#) =3¢ M{r')

cde se supremum uzima po svim porodicama krivih I u D, i ako

K (4) = max (K($), Ky (),

o7
onda Jje preslikavanje ‘.f K —-kvazikonformno ako je K(-;JS
Velidine KI(‘-f) i Ko(‘#) zovu se unutrasSnja i spoljasnja di-

obelezimo sa

K<Leo

latacli ja preslikavanja £ .

Vidimo da je Vaisala u svojoj definiciji odstupio od zahte-
va diferenci jabilnosti preslikavanja. U istom radu dokazano je da
je svako kvazikonformno preslikavanje u klasicénor smislu Lavrent-

jeva kvazikonformno i u smislu ove definicije pa ova klasa presli-

kavanja efektivno obujvata kvazikonformnza preslikavanjz u smislu
Lavrentjeva. Véisala je dao jos nekoliko ekvivalentnih definicl ja
u ko jima do izrazaja dolaze osobine analitickog karaskiera., Doka -~
zano je da je kvazikonformno preslikagvanje diferenci jabvilno goto-
Vo svuda, sto pokazuje da klasa preslikavanja kvazikonformnih u
klasicénom smislu predstavlja znalajnu potklasu kvazikonformnih
preslikavanja u ovom smislu.

U radu /21/ Gehring je definisao kvazikonformno preslikava-

nje koristeci poﬁam modula prstena u prostoru.

Defindicija G . Homeomorfizanm *y(x) oblasti L
je K -kvazikonforman, 1 K<L &0 | gko je za svali ogramient
prsten R y takav da Je ﬁC D y

€2 1 madR‘SmOdQ'SKmOdQ.

K
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| | ,
gde je R slika prstena R pri preslikavanju '5{(.:*:) o Preslikava~

nje je kvazikonformno ako je ono K -kvazikonformno za neko K ,

Interesantno je istadi da je u tom radu dat i drugli kriteri-
jum kvazikonformnosti, veoma blizak definiciji koju je dao Lav -
rentjev. Da bi ga mogli izreéi potrebno je definisati nekoliko
po jmova,

Neka je 0<TLO(RD), oveleZinmo

L(P )= ‘gr_}gf;*'?m‘%’m”

- ) I (P)— (&)l
Aep) = lpq:-lq,?.-r #h=d

b.(AT)
(%) ”(P) - ‘e'm'su’fo 23T

ey O

i neka Je

VaZi sledec¢a teoremas

Teorema 2 (videth /21/, str.379). TopoloSko preslii -
kavanje ‘Y(¢) oblasti D je kvazikonformno ako i samo ako je H(X)

- ogranideno u D .

Ovaj kriterijum iskazan je u terminima deformacija, Sto Je
u teoriji kvazikonformnih preslikavanja cest sluéaj. On predstav-
1lja primer takozvane "metridke" definicil je, za razliku od Ngeo -

metri jske" i "analiticke',

MoZe se dokazati da su Definicija V i Definmicija G ekviva-
ientne Jer preslikavanja koja su kvazikoﬁformna u smislu ove dve
definicije prdstavljaju istu klasu preslikavanja. Ustvari, ako J®
neko preslikavanje K| -kvazikonformno u smislu prve od ovih defi-

nici ja, ono Je l(z—kvazikonformno w smislu druge od njik, pri Cemu




ispunjeno Kf =K, .

5, 0 sohine kvazlikon formnih pre-
sl1ikavanija. Kao §to Je ranije istaknuto, kvazikonformna
preslikavanja u prostoru predstavl jaju prirodno uopStenje konform-
nih preslikavanja i zbog toga je njihova teorija oslonjena na t20-
riju funkei ja jedne kompleksne promenljive s jedne strane 1 na Op-
3tu teoriju funkei ja s druge strane, Ne nlazedi u dokazivanje ri
u detaljnije objasSnjavanje navesdenmo nekoliko osnovaih rezuliata

iz teorije kvazikonformnih preslikavanja u prostoru. U mnogim od

#ih rezultata lako je prepoznati analogone poznatih stavova 12z
teori je funkeija jedne kompleksne promenl jive, koji se mogu nacti
u /4/, /42/ 1 dx.

0 s:0 'bi na 1 (videti /21/) o Homeomorfizam y(.:e) otle-

ati D je 1 ~kvazikonformno preslikavanje ako i samo ako je ?(J()

restrikei ja Moebius-ove transformacije na oblast D .

7nadaj ove osobine dolazi posebno do izraZaja u svetlu ci -
tirane Tiouville-ove teoreme o klasi konformnih preslikavanja u

prostoru.

0Osobina 2 (videld /21/) . Preslikavanje inverzno
K ~kvazikonformnom preslikavanju 35 K —kvazikonformno. Kompo-
zicija K ~kvazikonformnog i Ki-kvazikoni‘ormnog preslikavanja

je '{, l(i-kvazikonfomno preslikavanje.

0:s'0vb i na 3 (videti /21/) . Ako je 7YX HomeonoT i
zam oblasti D i ako je H(x)¢0 ¢ g_o%ovo svuda 3&9-‘:’7 , onda je ‘7(3.

restrikel ja Moebius—ove transformaclje na D .




- 18 -

Kao 5to vidimo ovo je ustvari generalizacija Tiouville-ove
teoreme. Istaknimo da je to za kvazikonforuna preslikavanja U
prostoru analogon teoreme MenjSova (videtil /45/ ili /63/) koja
glasis )

Ako je neprekidna funkci ja W = f!E) jednolisna u oblasii
D i za svaku tadku Z2eD , izuzev najvise prebrojivo mnogo njih,
preslikava beskonadno mali krug s centrom u toj tadki u beskonacno
nali krug, onda je ili funkcija F(m) ili njoj konjugovana funk-
clja F(2) analitidka svuda u D .

Podsetimo se da za topolosko presli_ka.va.nje kaZzeno da & mel-
1jivo ako je slika svakog merljivog skupa merljiv skup. O ovoj
osbini kvazikonformnih preslikavanja u prostoru govori sledeéa

osobina ¢

Osobina 4 (videtd /21/) . Neka je H3(t) kvazikonform—
no preslikavanje oblast D . Onda 39 apsolutna vrednost njegovog
jakobl jana J(x)'>0 gotovo svuda u D . Pored toga, ako jJe E ner-
1jiv skup u P , onda je i1 njegova slika merljiv skup 1

MQSE""" f_de ‘
=

Slededa teorema o kompaktnosti, koja predstavlja analogon
poznate Vajer3trasove teoreme O nizu holomorfrnih funkci ja, poka-—
zuje u koliko]j se meril osobine analitidkih funkcija odrzavaju 1
kod kvazikonformnih preslikavanja u prostoru, 1 istovremeno poke~
zuje da, naprimer, ova osobina u sustini nije posledica analitic-

nosti funkei je.

0Osobina 5 (videti /21/) . Neka je {yﬂ(x)} niz & -
kvazikonformnih preslikavanja oblasti D ko ji konvergira uniiori-
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no na svakom kompakinom podsxupua oblasti D kxa topoloskon presli-
kavanju y(-x ). Onda je i ‘j(x’) K-ivazikonformno preslikavanije.

0sobina 6 (videti /23/) . Neka je {%‘(x)} ni.z
K ~kvazikonformnih preslikavanja oblasti D , neka je

Lim o (x) = Yex)

m —=» ©Q

IinelcajeuD
L y(x) | & &2

Onda je ili g(x) bomeomorfizam ili je konstanta.

Ovo je analdgon Hurwitz—-ove teoreme (videti /4/, str.1l76) |
koja glasis ‘ )

Ako su funkei je f.n (Z) analitiCke i razlidite od nule u ob-
" lasti D i ako niz -f..(i!) konvergira ka funkelji Z(E) uniformno
na svekom kompakinom podskupu oblast®t D , onda je funkeija i'\'i’-)
111 identicéki jednaka nuli u oblastl D | i1li nikad nije Jjedrnaka
nuli u oblasti D .

Ogranididemo se na ovih nekoliko osobina homeomorfnih kvazi-
konformnih preslikavanja., Na ovom mestu nije hilo redi o granid-
noj korespondenciji i problemima proSirenja s granice, §to ¢e biti

predmet detal jnijeg razmatranja u daljem izlaganju.

le Kvaziregularna preslikavanijia.

Ako se pri definisanju kvazikonformnog preslikavanja odrelmneno
tova da to bude homeomorfizam, dolazimo do nove klase presli-

kavanja, koja se ponekad zovu i kvazikonformne funkei je odnosno

preslikavanja s ogranienom deformacijom /51/, /52/ a najteide

kvaziregularna preslikavanja.
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(3
- R

"o
Neka Jje data oblast Gc<C R i neka Je '.‘f N G . Zvademo

skupom_tacaka granan;ja B£ skup svih tadaka iz & u kojima pre -

Semm ST o ek RS -

slikavanje f ni je lokalni homeomorfizam. Preslikavanje -'r) je
otyvoreno ako je slika svakog otvorenog skupa iz G otvoren skup

| “ . DNV
u R™. Preslikavan je f»’ je diskretno ako se za svaku tacku ch

-dq
skup § (y) sastoji od izolovanih taSaka.

De f£inicija MRV (videti /43/) . Preslikavanje
:f: (GG—> Q“’ , koje je razlicito od kons'ban'te: zovemo kKvaziregu -
larnim ako zadovoljava sledece uslove:

10 f Suva ori jentaciju, diskretno je 1 otvoreno;

20 VeliZina H(f,%) (videti str.16) je lokalno ogranilena
uF ; )
30 Postoji konstanta AL takva da je za gotovo svako

xé G‘\B;rl'_ ispunjeno H(f,X)(Q.

Neki od rezultate iz teori je kvazikonformnih preslikavanja
u prostoru dokazani.sﬁ i za ovu, opSteju, klasu preslikavanja .
Ona obuhvata kvazikonformna preslikavanja alli se iﬁak u mnogo ce-—
mu razlikuje od njih., 08igledno je, naprimer, da se ovde osnovia

dvostruka ne jednakost

?(/L M(F) & Mr') £ KM(r)

koja karakterife kvazikonformna preslikavanja, ne moZe ni posna~

trati. Ipak, dokazano je da pod izvesnim ogranicenjima druga od

ovih nejednakosti vazZi.

8. Iz dosad izloZenog se vidi da teorija kvazikonformnin
preslikavanja u prostoru svoj razvitak u znatao] meri bhazira ne

rezultatima teorije funkci ja jedne kompleksne prouenl jive. All,
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ovde je potrebno naglasiti da ta prenoéenja rezultata nisu hePo—

sredna i da poznati rezultati teorije funkel ja sluZe samo kao
podsticaj za trazenje analognik i u veéoj ili manjoj pmeri odgo-

varajuéih rezultata u teoriji kvazikonformnih preslikavanja. Ja~

spo je da se rezulfatl o kvazikonformnim preslikavanjima prenose
direktno na konformna preslikavanja, koja predstavljaju njihov

speci jalan slucaj.

9. U ovom radu daje se prilog resSavanju problema granicne
korespondenci je kod kvazikonformnih preslikavanja u N.~dimenzi-
onomn prostoru. Pri tome je, pre svega, ispltana moguénost dokazi--
vanja za ova preslikavanja rezultata kojl su pozrati 2a konformna
preslikavanja i kvazikonformna preslikavanja u ravni, £0Ji s€ ofets
nose. na postojanje granidne vrednosti u konusu s vrhou u tacki
na granici, ukoliko se pretpostavi da granicna vrednost postoji
po nekom specijalnom nizu tadaka. Na ova ispitivanja naveli su me
rezultati Bagemihl-a i Seidel-a /7/ i Gavrilova /18/, /19/ koji
su se bavili odgovarajudom problematikonm za meromorfne i uopste -
~ne meromorfne fupkei je. Potom je dokazana i teorema o prosirenju
proizvoljnog difeomorfizma s granice oblasti na njenu unutrasnjost
u obliku kvazikonformnog preslikavanja. Ovo je rezguleva’t U OXViru
problematike poznate kao Schoenflies—ovi problemi, a rezultati
Korsa /51/ te Euebscha i Morsa /30/ su mi dali ideju da se njina
i njikovoj primeni u teoriji kvazikonformnih preslikavanja u pro-
storu posveti painja u delu ovog rada.

Prvi rezulitat je Teorema 14 (I) za koju se moZe recCl da je,
ugtvari, uvodni rezultat, jer pokazuge da postoje nizovi tacela

za koje se moZe tvrditi da postojanje granicne vrednosil po riioa
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implicixa postojanje granidne vredrnostli u kKonusu.

Glavni rezultati ovog rada su Teorema 15 (II) i Teorema 15
(IIT) kojima se dokazuje da je za postojanje granmidne vrednosti
u koﬂusu.dovoljno pretpostaviti postojanje granicne vrednosti po
nizu tadaka koje tefe granidnoj talki take da je niz njikovih ra-
stojanja od granidne talke tipa konvergenine geometrijske progre-
sije i da je ta procema za "gustinu" niza talaka najbolja moguéna.

Teoreme 17(IV), 18(V) i I9(VI) predstavljaju uopStenje pret-
hodninh rezultata 1 aaju njihovo mesto w opSto] teoriji granicne
korespondenci je. | .

Na kraju je dokazana Teorema 28 (VII) koja tvrdi da se sve-
ki difeomorfizam moZe prosiriti do kvazikéﬂformnog preslikavanja
sa granice oblasii na njenu unutréénjost.

Pri dobijanju navedenih rezultata korisScéeni su rezultati
iz teorije kvazikonfomnih preslikavanja u prostoru i raval, pre

svega rezultati Vaisale, Gehringa i Zorida, kao i rezultati lorsa

1 Huebscha o Schoenfliesovim problemima,

Deo ovih rezultata objavlien je u radovima autora /47/, /48/
1/49/.
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I. KORESPONDENCIJA GRANICE PRI KVAZIKONFORMIOM
PRESIIKAVANJU U PROSTORU

1. Nesumnjivo jedan od osnovnih problema u teorlji Kvazikon—
formnik preslikavanja u prostoru je problem njihove granicne ko -
respondenci je. To medjutim nije svojstveno samo iim preslikavanji-'
na, Jjer se isto tvrdjenje no¥e izreéi i za teoriju konformnih pre-
slikavanja u ravni, teoriju ravnih kvazikonformnih preslikavenja
itd. Ali, u sludaju kvazikonformnih preslikavanja u prostoru, kaﬁ
i kod svik preslikavanja u viSedimenzionim prostorima, ovde s€ po-
javljuju tefkode koje su u susStini povezane s Cinjenicom da u
prostoru ne postoji analogon poznate Rimanove teoreme o konforme—
non preslikavanju oblasti u ravii.

Problemima granidne korespondencije posvelena je paznja u
nizu 8lanaka, podev od radova Gehringa /21/ i Vaisale /54/, koji-
ma .je teorija kvazikonformnih preslikavanja u prostoru i zasnova~
na, preko rezultata Zorida /70/, /T1/, /12/, Geuringa /23/, /24/,
/25/, Ahlforsa /1 /, Nakkia /5%/, Sedo-Sideva /59/ 1 dr.

U okviru ove problematike mogu se uwoditi uglavnom tri kla -
se¢ problema. Prvi je pitanje produzenja datog kvaﬁikonformnog pre-
slikavanja iz oblasti u kojoj je ouo dato ra granicu te oblastl
1 ispitivanje razlicitih osoblna dobi jene granicne koresponden—
cije. Mo%e se slobodno reéi da je ova problematika prilicno raz—
radjena i da ona uspedno prati odgovarajule rezuliate dobljene za

xonformna preslikavanja i kvazikonformna preslikavanja u ravii .
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Pri tome, naravao, dolaze do izraZaja 1 sSve specificnostl prostor-
nog sludaja. Drugli tip problema je pitanje postojanja granicne
vrednosti u nekoj granidnoj tacki oblasti pri kvazikonformnom
preslikavanju te oblasti. Ovde pre svega treba naglasiti rezul -
tate Zorida i Gehringa. Interesantno je istaél da je u radu /71
zorid&, koristedi rezultat koji Jje dobioc za kvazikonformna presli-
kavanja u prostoru dokazao ekvivalentnost poznatih teorema Koehe-z
Caratheodory-a o granidno] korespondenclji pri konformnim presli -
kavanjima, Treda klasa problema bavi Se pitanjem prosirenja xve~

zikonformnog preslikavanja s granice oblasti na njenu wautrasnjosv

i ispitivanjem karakteristika takvog proSirenja. Resavanje ovih,
Schoenflies—-ovih problema dobilo je snaian zameh Sezdesetlh go -
dina ovog veka u znadajoim radovima lazur-a /44/, Morsa /51/,/52/
i dr., koJji su reSavali problem O pro3irenju proizvoljnog nomeo -
morfizma s granice na njenu unutrasnjost. Frimena njihovih rezul-
tata 1 metoda dala je izvesnih Tezultata i u teoriji kvazikoanform-
nih.preslikavanja u prostoru. S druge strane su znalajan napredak
‘u ovoj problematici ostvarili Ahlfors, Gehring, Sedo i Sicev ,

Nekki i dr.

2. Navedimo sad nekeod rezultata iz prve klase problena da
bi se, bar informatiwvno, stekla slika © rezultatima ove teori je.
Prvu teoremu dokazali su nezavisno Vaisala i Gehring. Ona

glasis

Teoremnma 3 (videti /54/) . Kvazikonforuno presliia -
vanie ?(-t’) jedinicne lopte BB na, ;ebe moze se produziti do ho-

meomorfizma zatvorenja 33 na. seone,.
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7a oblast &G redi demo da je lokalno povezapa na granici
ako za svaku tadku o Sa granice i svaku okolinu te tacke U
postoji okolina V tadke Xo takva da ge bilo koje ave tadke iz

V-ﬂ G mogu spojiti lukom g’C UﬂGr .

Teoremu 3 Vaisala je uopdtio u /55/ :

PTeorema 4 .Neka Je ‘y(X) kvazikonformno preslika -
vanje jedinicéne lopte BS na oblast G‘ i neka je & lokalno pove-
zans na granlcl,. Onda se y(x) moZe prosiriti do homeonor< i zna

zatvorenja 33 na G .

Teorema 5 . (videtdi /21/) Ako Je 'OL/(X) kvazikonforn—
no preslikavanje poluprostora X350 na, poluprosior g3>0 s Onda
s¢ 77(*) mo¥e prodiriti do homeomorfizma poluprostora X >0 ze
nays?,o i indukovano granidno preslikavanje je ravno kvazikon -

formno preslikavanje ravni =0 na Y3=0.

Navedeni rezulitati generaliSu poznate stavove 1z teoxri je
konformnih preslikavanja i ravnih kvazikonformnih preslikavanja.
Za konformna preslikavanja to je klasicénl rezulitat Caraiwneodory—a @

Pri. jednolisnom kounformnom preslikavanju oblasti Cr s, Ogre—
nidene zatvorenom Zordaunovom krivom, na krug l§l£’2 , preslika -

vanje zatvorenja G na 1T{¢4 je uzajamno jednoznatno i neprelidro.

Za kvazikonformna preslikavanja u ravmii to Jje poznati r¢ -

zultat Moxri-a /50/:

Peorena 5 .9vako kvazikonformno preslikavanje Xruga

ra krug mofe se produZiti do homeomorflizma zatvorenih kKrugova.




Postoje 1 brojne generalizacl je navedenih rezuliata u €0 -
i ji konformnih preslikavanja. Odgovarajucu problematiku za Kva -

zikonformna preslikavanja u prostoru obradio je zori¢ 1 Naxiki.

3, Cranidni skxupovi i teorenma

ITindeldf-a. Teorija granidnih skupova analiticldih funi-

Cija, &ije zadetke nalazimo u radovima matematidara na prelazu 1z
devetnaestog u dvadeseti vek, predstavlja danas je&nu od znacaj-
nih oblasti teorije'funkcija. Dacemo definiciju granicnog skupa
u obliku koji odgovara njegovoj opSto] definicljli a moZe se nepo-

sredno preneti i na sluldaj preslikavanja u pProstoru,.

Definiecija 1 . Neka je f(é)'homeomorfizam pove -
zane (jednostruko ili viZestruko) oblastl D i neka je talka Eoé"ﬁ.
Granidnim skupom CD(%EQ) funkei je ﬁt’?:) u tadki Fe 2ZOVEmOo skup
svih tadaka W zé. koje postoji niz tacaka {?th , Zn& D\Eg takav
da je.

aébnm.izqt::ggo , L F2n)=W.

n-> GO -7 °a

Teori ja granidnih skupova razvila se u Vise pravaca a bro jni
rezultati obuhvadeni su u fundamentalnim radovima iz teorije ana -
litickih funkeija kao i u nekoliko monografi ja posvecenih OVO]
problematici., To su /14/, /54/, /55/ idr.

Ograniéiéemo se ovde na izlaganje dva klasicna rezuliaia iz
teorije granidnih skupove Xoji se odnosé na postojanje granicnina

vrednosti u uglu. Prvi je poznata teorema Fatou-a:

0O
Teorema 7 .4Ako je funizelja f(2)=20anﬁn analiticke
n=

i ogranicena unutar jediniénog kruga YEI*i’i, onda ona ima u gouo-




- 2T w

-
.~
& in
w

vo svim talkama Z=QC odredjene radijalne granicne vrednosti
; . : #‘e
(o "z-@ A " bt
20e%®) = fwvn T0re®®)
"> 4
0d mnogobrojnih mogudénosti da se teorema Fatou—z generallise
navedimo samo jedan, koji je nadac veoma Siroku primenu u teoriji

funkei ja. To je rezulitat Lindelof-a:

Teorema 8 (videti /39/) . Neka jJe :?(."?:) analiticka
1 ogranicdena u IZ 211, Axo EE(PE-)-‘; ol kad = et@" duZ neke krive
¥ koja le¥i u l21<{ i zavrSava se u tadki et‘@c’ , onda QE(E'}-—)_G{
@ @feﬁ
kad 2 z25€ unutar proizvoljnog ugla s temenom u € , obrazo -

vanog dvema tetivama kruga 12 =1 .

a0 S

('.J\

U nizu generalizacija ove ILindelofove teoreme naves
mo Jjednu, &ije direktno uopStenje predstavlja osnovni rezuliatv
ovog rada, Da bi mogli da Je formulisSemo potrebni su nam nekl
PO Jmovi, |

Porodicu Iunkcl ja ’?e u" , analitic¢kih u oblasti D y ZOVE—

\)

mo normalinom u smislu Montela ukoliko svaki niz funkelja tq"m(:}ij ’
ﬁ,ﬂe? , sadrZi podniz koji rawnomerno konvergira u oblasti D
ka neko] analitidkoj funkei ji ili beskonacnosti.
Definicija 2 (videti /7/) . Neka je Qf{E) ﬁlero -
morfaa funkeija u oblasti EE!(’? . Obele¥imo sa 7' = Sz
proizvoljno uzajenno jednoznadno presliksvanje oblasti {21 L 7
na sebe, Funkel ju -'5,2 Z) zovemo normalnom u i'-‘f'--a.{.'? 2ko Je poro -
dica fum@ja‘{ (’5("}); normalna u 1Z1<4 u smislu Montele, pri

demu Jje konvergenci ja deflﬂ*sana u terminima sferne metrike,

ObeleZimo sa D jedinidni krug |2l& 1 i neka je u kompléexs-
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‘-‘

noj £ -ravol C=—';E| lEiﬁ‘i% . Neka je funkeil ja “p(.:..) neronorius
u D i neka je {.ﬁ“% iz tadeka u D koje konvergiraju tacki {eC
Pretpostavimo da Jem%‘:gaT("n)"G( Ba&,emhl i Seidel suu / 7/
postavili pitanje moze li se, naravno pod odredjenim uslovimea ko ji
bi se rametnuli na funkelju i nlz tadaka, iz postojanja granicne
vrednosti po nizu tacaka {Enr zakljuditi da granicna vrednost po-
stoji i po nekom neprekidnom putu koji se zavriava u § i1i, even-
tualno, i visSe od toga.

Obelezimo sa
Q. = 0(Fn, Fnet )= '?fﬂ.-——-——————-—-—-—-"““” {1+ 1Zasq™ 20l
n = - —

hiperbolilko rastojanje izmedju dveju sukcesivnih tadake U nizl.

Rezultat Bagemihl-a i Seidel-a glasi:

Teorema 9 (videti /7/) . Neka J¢ {Za} niz talaxa
D koji konvergira tellki Y& C i takav da $,-»0 kad n-=»¢9
Weka je F(&) normalna meromorina funkcija u D za koju je 3.spu-
njeno ‘&M #(fn) A , gde je A Xkonadno ili beskonalno. O*f*c.a-y =)

- OF
ima ugaonu granidnu vrednost Ay tadki § .

U istom radu dokazano je da se uslov ,=> O ne moze osla~
biti na uslov da @,, bude ogranidenc.

Na kvazilkonformna preslikavanja preneto je nekoliko rezul -
toto iz teorije granidnih skupova. Pomenimo pré Svegs prvi 0¢ no-
Yaijni jih rezultata iz ove problematike X0l je dokazao Zorid /70/
i koji predstavlja uopstenje teoreme Koebe-a o korespondenci j- C.O-
sti¥nih tadaka pri koenformnom preslikavanju. Rezultate KOJji »DITEI0-

se na kvazikonformna preslikavanja u prostoru teorenu Tindeloi-z
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dokazao je Gearing u /23/. Navedimo fa dva rezultata.
heka je ﬂg‘(-‘a{) homeomorfizam oblasti D i neka je P& 20
ako P konvergira ka P i postoji konstanta @ , 1A<LK

takva da Je

1 F%\- F’l;Sf CET§><T¥EQ,Eﬂ);).

za svako i . ObeleZimo sa C5<< P) granicéni skup koji se sastoji
; v } . e e e
od svih tadaka ¢ za koje postoji niz tacaka { P-;«,f k0 ji konver-

gira u konusu ka P i pri tome je

Lim 9 (Pa) =P’

A= D
Neka je, dalje, 3'. prost luk Siji je kraj u talki P a inale lezi
u D e Zvadenmo é" poluzasekom oblasti D iz P « Obelezimo dalje
sa CB’(P> granidal skup koJi se sastoji od svih tacakae P tak—-
vih da postojli niz tacaka { Pm} ko je konvergiraju ka P QuF kri-
ve X' L pri ftome jJe

Ao 'y(;‘%@) =P’

ANy D

Ako sa.\? ohelezimo slmip svih poluzaseka oblasti D iz P , obele-
Zimo |
G{P) = @Cy(?) .
é"é‘gg
T e orena 10 (videti /23/) . Lko je ’gf('.‘-’c’) Kvazlionliori-

no preslikavanje sfere L , onda je
za sve talke P& oD .,

e i

Teoremna 11 (videti /23/) . Ako Je 2/’(.-‘3:') kvezilkoniorsm
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]

> at - 3 P ?:3 Tr -F. '
ne préslikaven]e siere O i ako :3?{..»3) Topvergira xa & Lad v
konvergira ke Peud u? nekog poluzaseksa f chlasti L u Tackd
' D
"4 ~ “» - 1 - Y g
2 s, Onda j{.":f ) konvergira ka P kad ¥ konvergira ka ¢ U ZOnUSU.

Na¥ cili je da uopstimo rezﬁltat Gehringa u smislu u kome su
Bagemihl i Seidel generalisalil rezultat Lindelof—a.

U daljem izlaganju potrebni su nem nexl rezultaltl 12z TeOrl-
je kvazikonformnih preslikavanja u prostoru., Oni se oanose na prob—
lem deformacije pri tekvim preslikavanjima 1 vari jaci ju xvaziLon—

formnog preslikavanja na sferi.

4

"eorema 12 (videti /21/, str.383) . Za svako K
1<K <0 | postoji funicija deformacije O (€)= (€) toja je
neprekidna i rastuca u intervalu 0L ‘5:( "? , UZ O j€ -@(O'Fi} i
ima slededu osobinu. Ako Jje "E/(X) K ~kvazikonformno preslizava-

3 -
nje oblasti D naD i axo je PeD , onda je

}‘;}(@)-‘a‘(@l‘{@_ 1Q-P1
o(yt™, 20" T T\ §(P D)
zs, sve tadke Q +takve da je EP-QE<@(P,3‘®) .

LA ! .. . = 17
Treba napomenudi da funkcal ja @Kf'ﬂ) zavisi samo 04 ( I 04N

, s 1
a ne zavisi od toga koja se oblast preslikava i Kojinm 04 K —kve-

zikonformnih preslikavenja. Mi cemo ovu teoremu Koristitl ze; Taxve
1 P=-Q g . ofafn) ,aD)=>0
iz Cega sledi da, ako ( Py

Q(P, 7D <1 | Ay

mora i igfsg} "g(@}} teZiti nuli.

tacke za koje Je

Teorena 13 (videti /23/, str.18) . 7P

H
(43
ot

H S
O
{n
-
&
l—‘
1
O

. O
€

\ . . . g Ve 2 N
je '2/{'-*5) ¥_ivarzikonformno preslikavanje polusfere iXj< &, ¥>0,
i

) : ~ . . & LY
o, se &\ sfermi poluprsten CLALIKY

~,
Gﬂ
£
s
} -
G}“h
\74
O
‘_J
(¥
0
¢
o
\_..-.
-
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slika oblasti Zl pr1 preslikavanju ko? Onda je

f [ose Uj&()} 5'“— < A mes{D')
S

cde jo S=S(7) polusfera iXl =4 , >0

AT L) = AU lyr;@}-’gﬂ’i?)!
S

1 ﬁ je konalna konstanta ko ja zavisli samo od K .
Neposredna posledica ove teoreme je sledeCe tvrdjenje:

Lko su uslovi Teoreme 1% zadovoljeni, onda postoji polusiersa

14| ='F¢ ’ 9415(% ’ ‘}"370 s vaxva aa je za nju

2050 (;;’(Jz') (/4 wa(;&J )/5’

S ) |
Inajuéi u vidu da je kvazikoaformno preslikavanje wmerdijlvo
(osobina 4), odavde zakljufujemo da, ako imamo niz oblasti iz\m_
takvih da njihove mers tefi nuli kad m-»>t9, onda i

oL 5/(»’) -5 0, Mm—> 2.
S )

U ovon ¢e obliku i biti korisdéens Teorema 13,

4, Granidna vrredrnost po nizu Ta-

ake i korespondencija granice., fre-
Glimo sad na reSavanje problema koji smo sebl postavili. U cilju

jednostavnl jJeg izlaganja potlrebne su nam prvo ave delfinicije.

*
-
f

Defindicija 3%, LHonotoni niz pozitivaikh broleva j:}-i.»-:’nf

zoveno "dovoljno gustim® ako On mon otono tezi nuli sporijec ol pre-

Al

1Zvol jne geometrijske progresije 57' ’ 0(:?{4 u smisld

Ll

2 L
0 12Vesnog "3’?3 g ~?d?_“ } 2 <4 Q 370 znadi da rijedexn intervis
"\ o




igzmediu sukcesiviih Slanova proizvoljne geometri joke progresije

ne ostaje bez clanova niza @m pocev od 1zvesnog a { Y )

Lako je videti da, ako je niz pozitivanih brojeva “dovolino
cust", onda za svako A, O L AL , imamo da je podev od izves—
rog indeksa Mg ()

& Qo £ Clingy < Qen

73

Definicilja 4. 2aniz taéal:aiif'm;iz X koji tezi

tadki O redi demo da je "dovoljno gust" ako je niz normi M’;n}-':&}ﬂ
"jovolino gust'niz pozitivnih brojeva.

—

Dokazademo sad prvi od teorema koje na kvazikoniormaa nresli-
kavanja u prostoru prencse rezultatv Bagemihl-a i Seidel-a 1 isvo-

vremeno uopsiava Teoremu 1l,

LY

PTeorema 14 (I) . Heka Je ?(J‘f) K ~xvazikonformno
- . - .-' %3 - - L - . s - -
preslikavanje otvorene lopte © 1 neks ge{ *cf,m} niz tacaka XKojli u

o "')3‘ . . oy w?--"fs e “vy_e
xonusu }< , Sadrzanom u & i vrhom u tacki Peoia - Tezl waciki

P kad n-> o9 i neka je uz to rniz talaka -g-'-%’-.qi "dovoljno gust'.

Lko jJe | , , | D,
§ . \ d
/Eﬂl ) 7 (-i’:cgj = P } | P é /
- 50
onda j& 1 )
/&‘M 27(*?%) = f
- O

¢ X

- - ot ..? o - 4 4
za svalkl niz tacaka EE';,% s Ry ZA™? P kag =7 9

?

Dakle, iz postojania graniéne vrednosti pc dovoljno guston
nizu tadaka moZe se zakljuditi da postoji granicna vrednost 1 U

zorusu 1 da su one Jjednake,




Bez gublienjs OpPSTOSTL moZeno posmatrati greslikavenie nO-
Tuarostora Y >0 i za talku P uzetl roordinatnl poletax jer sé
prethodnin konformuin preslikavanjén ~oplen formulisan u teorszi
noze sveti na ovako formalno pojednostavljent problen.
Tormulisademo i dokazati jedou lemu Xo0ja de nam trevatli u

daljen izlaganju.

Lema 1. Nek je-%ﬁﬂ} tgovoljno gust® niz pozitivalna
brojeva. MoZe se odrediti takav pozlulvan vroj QA da je za proiz-
voline dve tacke D1 @ , koje leZe na pravo] koja prolazl kroz
vrh konusa sa vrhom u koordinatnonm podetku 1 smestemom u pO1lupro—
storuJ£2>0 , a uz to pripadaju i poluprstent

e Qn < I1X] < G

igpunjenoc

Dokeaz . Pvrdjenje je gotovo ocigledno. Cbelezimo s&
\P najvedi od _Lova koije igvodnice konusa zaklapaju S m..a-ouom.
Posto tacke P i Q@ pripadaju pomenutom prstenu, za njihovo r&asio-
janje vazi
| P-Q <Lt {d—e).

Uz to imemo da je c—aansLM t’?{’%“&’@}pa moZemo pilsati

, 3 :
| P-01 < Q:,-:,{“"ﬂf}“_ d =L
- - Lo Tt -— i .
O(PaD) > KOpooY  RLosY
-]
Posto -Je gtﬁ.} tdovolino gust® niz brojeva, nl nofemo za CA Llzo-
breti proizvoljan pozitlivan broj koji je manji oc 1. Tmajuci 0

u vidu izaberino da je




$to je i trebalo dokazatl,

NDokaz Teoremnmne 14 (I) . Izaberimo ¢l kao u

Ayl

Temi 1. Posmatraimo zatim niz oblastl

Ap =% ] 20, <KL 0, %520

Ovo je ustvari niz sfernih poluprstenova X0 Ji, kad A =>C0, 1sSCrp—
1juju oblast !-?{E{Ciq, X3 >0 tezedél pri tome Taclkd O . Ovele -
ZimQo sa .ﬂn sliku oblastl ﬂ% pri preslikavanju :}:‘;{-() . Onda, na
osnovu posledice Teoreme 13, posSto za meru oblasti An vazi ca
rmes A0 y&)je kvazikonfornno preslikavanje, imamo da posTo-
ji takva polusiera

Sn': {.kl | 1x] = (), -'<-5>O}
da, kad MN->c0, bude

A 1y (P)-y(Q)] —C
P,RESA
Y 2,

S/
Posmatrajmo sad proizvol jan niz tacaga u konusu, -{ Zmi e

A

ﬁ"ﬁ

pri cemu .«-m-‘)O kad WM~>¢J, Imajuéi u vidu da ;€ “oJ_Lo_L._L_a”

wi L U,y , 4 >0 tacke O prexrivens oblastine A, podev od

jte

igvesnog Ny Ce svaka talka niza éﬁ% le¥ati u nekoj od onlastl

- - 3’”.** ! e,

iz niza iﬁ"‘i” recimo u é’:ﬁ o Powc:z.mo poluprave Uiyaﬂ Oyt
; m. Vel ,d

pri demu Smo s “CRn obelerili talku koja pripada rlzu {y.;.. o

‘.‘ Wy 1 T - . - T:
a 80 se.. tacliua {0 o peiNacs NLIZW T -
(ﬂ - e [}

o lezi w oolasii A&




l
)
LB}

|

e . =
1

i le¥i u fn . Jasno je da pri tome postoji moguénost

K LY
-

ku od oblasti N, ne padne nijedna talka miza '

2 0 nE—
L | - 'I'l. -.1- -
il ga 1o u

J!
neku od oblasti vadne vise od jedne. U oba od th slu cajeva DO-

trebno je izvrsiti pogodno prilagodjavanje indeksa. Neka su 4 .
U} -
1 Ypp taCke w ko jima prave O.&T{'m 1 UZy seku polusieru 'S”?-m.

- &ije smo postojanje utvrdili na osnovu Teoreme 13. Onda na osnovu

dokazane Leme 1 imamo da Je

53-&3::*«’:?1" WLonl ¢ /] ) 12— s;-.-ﬁ A
?{"u?.:*..am") : ?( ’:‘*#a'm g

Prens pretposiavel Teoreme 14 (I ) postoji granicna vreduost nilza

4;( (¥%) pa Jje, na osnovu Teoreme 12, zbog

/’;W’ ?('Zf{waw) 2D’y =0

....~;. e

ispunjeno 1

A i‘?f-ﬁ{nm)'glﬁm” =Q

73 = &3

posto Jje

1% () = Y ) | € O (T ) §{Y ), 20)

a @4{‘5}) je konadno,

Odavde, uzimajudi u obzir Teoremu 13, dobljamo cda je

i ) = v Yl dl) = e (G Y= P

Q- O R R N - &

4
1xo analogan postupalk primenimo na nizove ¢ =2 R

dobiceno da Je

o04dnosno




t - ;: -} - - . - » e - - _I-. - -~ f-: ~
DoSto Je ﬁ:jﬁyi proizvolian niz tadaka kojl, nalazscil sS¢ u
.

Lt

konusu, teZi tacki O, zaxljudujemo da zalsta iz posiojanja Zro-
nidns vrednosti po "dovoljno gustom" mizu tacala, sledi postoja -
nje granifne vrednosti u konusu, 5t0 i jeste tvrdjenje nafe 10—

renes 14- (1 )t

Tapomena . Videli smo da postoje nizovi tacaka x0jl
teFe nekoj graridnoj talki i pri tome se u slufaju kvazlioniornnog
oreslikavanja iz postojanje granifne vrednostl po takvon nizu te-

Ceka moZe zakljuliti da graniéna vrednost postoji u konusu,.

C

S aruge strane nije teSko videti da postoganae granidne
vrednosti po nekom nizu tadaka ne mora implicirati posiojanje
grapidéne vrednosii 1 konusu ukoliko se ne mametau neki uslovi na
taj niz tadaka, Ustvari, ako se proavaliziraju primeri u kojilna
pri nekonm kvazikonformnom preslikavanju postoji granicna vredaosy
po nekom nizu a grenidna vrednost u konusu ne postoji, lako je
woditi da se tu uvek radi o nizovima tadaka koje veoma brzo teZe
granidnoj tadki., Primer koji je konstruisao Zoric u /T1/ noZe pnpo-
slufi<i da se dobije takav niz talaka. Pri tome on teii .
tadld brzinom exp(~expn ).

igloZenog zekljudujemo da mora postojati nexa granica

b1
AR

w pogledu brzine teZenja granidno] TacCki da bl pri Tome Lz pejofchviol
janja granidne vredrosti po nizu sledilo postojanje granicne vred-

nosti u koznusu. Dokazadi ovu pretpostaviu, To je nas daljl z

iy
Loy ™

Q}

talkl,

i nvpa teorencE Lind €& -

'S s

5. T e oren s

10 f~2 ., Kao Sto je veé istalnuto, cil] nam je Ga osiziiz
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zehtev u pogledu brzine teZenja granicdno] valkl. Tormuiisadeno 1

dokazti dva pomodéna stava, Lemu 2 i Lemu 3 .

Lema 2, Neka je @, proizvoljan pozlilvan broj,O<Qﬂ<ff,
i neka je >0 . ObeleZzimo sa

Do ={x | g2a<ixi<ca, ¥>0]

i neka je j{Z‘P konus s vrhom u koordinatnom pocetku O , OSom
"' O“%B sadrzan u poluprostoru -¥3‘>O sa uglom pri vrhu jednalkin
2\, pri Semu za ugao VP vaii da je C€oSVY>?-97. Postoji kon -
stanta & ( Zo,lp) takva da je za proizvoljne dve tacke P i1iQ ,
koje leZe na pravo] koja prolazi Kroz tacku O i uz to se nalaze
u preseku P'Qe Da nJ(&’P’ pri cemu je talka { izmedju talaka

P i 0, ispunjeno

1P-Q]
opmy S <1
gde je ST ravan ¥3=0 .

Dokaz. Tvrdjenje se moZe dokazati slicno kao 1 Lema 1,

Pri tome mozZemo uzeti da Je

2
4= 2,
€)= o
va dobijamo, podto kolidnik ﬁ% opada kad 1P=Q1 opaca,
ol |

IP-Ql ¢ Pl (4-25)
eI 1Pl Cos\?
Sto Jje 1 trebalo dokazati..

=/C<’7

Postojanje granicne vrednosti u konusu j{.‘?}? , pri Cemu s
ugao £ dat sa Co$'¥P > J"Q:‘ nas ne zadovoljava. Zbog toga C&no

dokazati i slededéu Lemu 3.
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oL L] , Gbelefino

Len a 3.1€ea380<‘9<%-; %
sa 1 (\2) sledede tvrdjenjes

Za proizvoljno kvazikonformno preslikavanje poluprostora
x> 0 postojanje granidne vrednosti po nekom mizu tacalka ‘{‘:’f',i
“{WQI{Z'P’ pri emu je l-{nl—ﬁ , 0(@('3 , implicira postojenje
granicue vrednosti u konusu 3{2\?.

onda je T (%) ekvivalentno sa T{?.).

Dok az.08igledno je da je dovoljno doxazati implika -
ciju u jednom smeru, ustvari dokazati da T (% )-—}T(‘}’q) . Sret-
postavimo daT (¥,) nije talno. Onda znali postojl takvo kvazl -
konformno preslikavanje f poluprostora X;3>0 da za konus K 2\,
granidna vrednost po nizu tacaka {'-‘*’:n§ y 1¥pl= t?@' , Postoji
s da granidna vrednost u konusu th‘ga ne postoji. Preslikajuo
poluprostor X3 >0 na sebe tako da se pri tome konus ..s{m?q DI e~
slikava na xonus ]{2%1 da norme tadaka pri tom preslikavaanju ¢
ostanu nepromenjene. U tu svrhu obelezimo sa fﬁa,@p}/ ) sferne

koordinate talke X . Onda je konus K 2t okgrakterisan uslovon

0L WL\P . Posmatrajmo preslikavanje
?(%):J:, ) 2’ = (?: 9:15/:)

pri demu je

Jy o 2
v = X ;-\Pg' wip 2 2 v
b (Z-w)  u(f-%)
Ovo je odigledno kvazikonformno preslikavanje 1 uz to imano ca
. | D
J€ “f-’i = X | . Posmatrajmo zatim preslikavanje -:i-a? xonusa

3<2\§ Ono ;Je kvaz:l.konformno, pri njemu granidna vrecnost po
q

L
r-.“

aizu *6/..,,_.9 (-E’n) , !?ni Z , poStoji,ali granilns vrednosy

konusu :«2@4 ne postoji. Dakle, iz Cinjenice &2 a‘(iﬁi) nil e
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tadno sledi da ni tvrdjenge T(‘.-.%) nije tadno. Time Je nase Tvrdje—

nje dokazano.

Definici ja 5. Za niz talaxa kazeno da jo W —-gust”

ako Jin-—bo i niz njihovik normi @, .':-"l-limi zadovol java uslov
/&m Mw J o<i< 4.
m-> 0 CHn g
U cilju pojednostavnjivanja izlaganja, imajuéi pri tome u
vidu da se u suStini njihova opstost ne ilmarljuje, u daljen cemo
pospatrati " 2‘-—guste" nizove talaka koje teZe ta.EL:L O , 22 Koje

e Mal=g", 0<g9<Ht.

Formulisademo sad i dokazati jedan od osnovaikh rezultata

ovog rada. To je

Teoxrema 15 (II) . Neka Je ‘2;:("«’) kvazikonformno pre-

slikavanje oblasti M| < R, ¥3 >0 i neka je {¥n} "g-gust”
o A 9 | NNV o
niz tadaka koje su sadrZane u konusu 3(21? sa vrhom u tadki W ,

osom =0 , ¥, =0 , {350 i uglom pri vrhu jednakin Q¥ . ko

postoji granicéna vrednost

«@m '}‘f(-'(w.) "A

onda Je 1
[ = i
/&m ’}" Zr ) 4
N> TR
. . . 4w = N e P
za proizvoljan niz vacaka {En‘g s %N & %Lp s =N > g Yo g
postoji granilna vrednost u konusu i ona Je Jednaka grarilro ]

vrednosti po rizu Xy .
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Dok az . Uzimajudi u obzir Lemu 3 moZemo se ogranicliil
na posmatranje konusa Ciji ¢e ugao pri vrhu bivi tekav da 04g0 -
vara takvo] vrednosti &, u Leml 2 da jJe g’ﬁ(QdJ . Posmatrajuo

zatin niz sfernih poluprsitenova

, 7l
Ap=iz | g,9"¢ri¢g", 550

LW

e J D
, re“‘ 33 “-}tit

Kad RA—> 0 oni teZe tackl O 1 pri tome iscrpljuju nexu hsolu ~
okolinu" tacke O . posmatrajuo, kao i prilikom dolcazivanja Teo-
reme 14 (I ) proizvoljan niz tadaka {3‘5@7;% ) :‘:..rmé-:i’(m , k0ji kon-
vergira tatki O . Polev od izvesnog indeksa i, talka Ly ée se
nelaziti u neko] od okolina (oblasti) Aa‘ﬂ.'—' Neks Jje prva od take—
vik oblasti Aﬂm . I ovde, kao 1 ra.z—;:i.j,e, moze se dogoditi ca i

vife tadeka niza {:m§ le¥i u istoj oblasti ili da se u jednoj

od oblasti ne nadje nijedna tacdka niza ﬁ;‘zm% , ali se TCc moze ,
pogodnim biranjem indeksa, svakako svesTl u okvire naSeg razig-
tranja.

Na osnovu Teoreme 13 za svaku od oblastl ﬂ-n postoji polu-—

sfera SVL , takva da je na njoj

o P
wosc &) £ M [ mes{An)] 3
Sa | '

Posmatrajno peluprave OJ{:Q’_ -] 1 OEm i njihove presexle s pone—
auton polusferom S?l -4 obe?e“z’imo sa Wps 1 Vin, TESDEKTLVRO. 203570
ie fa‘(f zal{ljuéu.jégo da Je ‘tacka Em izmedju Ym 1 0 , GOk Je,
odigledno tadka U,, izmedju ﬁﬁm"‘" 1 O . Ove je neophodno ¢& S8
paglasi kako bl se mogla primeniti Teorenma 12, Sad, kao i »pri o=
kazivanju Teoreme 14 (I ) imemo da je na osnovu Leme 2

"r ) — 4.
43’1-;-;,-.;?3 ui.’li { *"C { /?

gty

s - N




o nosno
-...., ]
ﬂ

Ve = Vin

gﬂ:m DY

2 &4

™

"

Primenjujuéi sad Teoremu 12 zakljucujemo da je

fgi{” "Q) J( Hi)i
< L
ClyLs ), 2D’) S O (e)
odakle sledi da Je

/;/"ig-;m, 'y &@m‘ ,) = Asvn pht U )

- €9 m=> &3

ng isti nadin kao i pri dokazivanju Teoreme 14 (I ). Sad primenonm

Teoreme 173 dobi jamo

/&f& 'y(“f’f.m)" ﬁyﬁ- J(‘}W)

&

Niz tadaka J:';z ~ je podniz niza «n i zbog toga je
im

4 ’ffl'»m 7 {7
5‘/‘}%??1 j( P f?) N=o &0 / ﬁ)
pa na osnovu Teoreme 12 konacno doui jamo da je

Aivy (Zn) = A

Sto Jje i trebalo dokazati.

Na taj nac¢in dobili smo oslabljeni zantev u pogledun brzine
teZenja null niza normi {Xp| niza {-”‘i’w% DO kome treba da postoji

granicéna vrednost da bi to impliciralo ds granilng vrednoss DOSTO-

i u konusu,. Medjutim, postavlja se pitanje da 1i je.+to najboljs
mogucna procenz za '"gustinu' pomenutog niza talaka, 1li se zZoids
.one, moZe jo¥ popraviti a da tvrdjenje Teoreme 15 (II) oslane G

{1
_1

vazrosii, 0dgovor na ovo, svalako vecma znacajno Oltmﬂjﬁ ca

nasa sliededéa tecrems,
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Teorena 15 (III). Procena brzine tefenje nuli risze
normi tacaka -!{n->0 s Takvih da postojanje granicdne vrednosti 20O
nizu {J(n} implicira postojanje granicne vrednosti u konusu, do-

bijena u Teoremi 15 (II) je najbol ja moguéna.

—

Dok a3z . Mwrdjenje ove teoreme dokazademo na taj nalin

. 3to demo konstruisati jedan primer kvazikonformnog preslikavanja

koji de pokazati da Je dobijena procena za "gustinu" zaista naj-
kol ja moguéna,
Neka je £ proizvoljan pozitivan broj. Posmatrajuo u xon -

pleksnoj j‘-—ravni, ]‘=§+£7 s, Oblast®

G={(5,m) | ~§<7 <=F(1-F%) , >0}

Funkei jom

ta se oblast preslikava na oblast N v wWeravni , KOja se nala-

zi. izmedju dveju spirala koje se namotavaju oko jedinicnog xruge

| W) -..:4 . Napomenimo da za &€ =Q to nije sluCaj, naime, oblast
G5, ) | -2 <25, 350, 004

se, naprimer, ne preslikava izmedju takvih dveju spirala.

Obelezimo sa {Vﬂ; niz tadaka u W-rawmi koje leZe na

AL -031 i konvergiraju tadki " =4 a takve su da se u svakom na-

vo ju pomenute spiralne oblasti nalazl po jed_ﬁa od njih, recimoc za

sredini odsedka ose V=0 kojl je sadrZan u tom navoju za LUD I .

eka su S, originali talaka %, uravani ¥ . Tafke ¥, Zonvergl-

¢
iyt

{0

%

(>

€3

i

raju tadki QO i to je niz tadaka po kome postoji grani

nos+t, ustvari
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Mm W(?n) = 4 ,

IR - OO
ali je odigledno da, podto je odgovarajuél granicni elemenv CE€O
kirug l‘::}']:/] , ne mozemo tvrditi da graniéna vrednost posto ji po

nekoj putanji koja se zavrsava u tadki O , Teko da bude pri <o-

me _;,fte'z W[?«)-"’i.

Posmatrajmo tacke ?nz' En-l'ﬂ?n. Realni delovi talaka ¢, su
tekvi da je

pa za dovoljno veliko 1 imamo da je, kad M-,

%, =05

| 2ndi |
U daljem demo za obeleZavanje velilina istog reda koristvitl sim-

ol (%) posto su izrazi s kojima se susredemo nezgodni za pisanje

/
obliku . Prema tome pifemo §.{)—.
u obliku O(X) ma tome pis ﬁ )25213

. . D
Posmatrajno sad porodicu krivih koje spajaju krive 2 :-—-? “
i "? = —Ez(ly.— E),_ a nalaze se u ohlasti & . Jasno je da je

red 0 rektificibilnim krivim, jer smo takve krive koristili pri-

Jikom uvodjenja pojmova u vezi s porodicom krivih i njlhovin no-

dulom. U daljem ¢e nam biti -potreban modul jedne potporodice ovil
krivih 1 njegovd é.simptotsko ponasanjc.

Neka je Mg dovoljno velik prirodan broj 1 obelezino sa i
tacku na osi O‘:? takvu da, ako Jje Po tadka na krivoj ? =G0

u kojoj tu krivu dodiruje tangenta povulena na nju iz ¥acize g,
onda Je ispunjeno Ta% = e?@ . Obele¥imo zatim sa | o acku ng

L N e
1
-
¢ -

"’»‘? -0si koja se nalazi izmedju koordinatnog poletka 1 wal.

" - - r _2 o = o=l . - M AT ymm
Zbog konveksnosti krive ?:—-%‘ duz Tg Fo je sede. 0ObeleZiro

(1

.
<

w P

o
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/gxm. 7"}-(? )"“

R - OO
ali je oligledno da, posSto je odgovarajuéi graniéni element CE0
krug %] =4 , ne mofemo tvrditi da granilna vrednost positoji po
nelcoj putanji koja se zavrSava u tacki O , Tbako da bude pri To-
r@ W Tx)=1.
'Dosma.ura.amo tadke ?n ’H‘?ﬂ. Realni delovi tadaka §$, su
takvi da je

3 & E° q
?n{_?n(’l"?n +T) ﬂm )

pa za dovoljno veliko M1 imamo da je, kad R-»2,

E (j. (2rz.ﬁ -

U daljem éenio za obeleZavanije velidina istog reda korisvivti slii-
hel(ﬁ)poéto su izrazi s kojima se susreéem; nezgodni za pisarje
u obliku (9(.2,) « Prema tome piSemo En%m. .

Posmatrajmo sad porodicu krivih koje spajaju krive ¥ == €
i "6? = —%2(4_ E),. a nalaze se u oblasti & . Jasno je da je
red o rektificibilnim krivim, jer smo takve krive koristili pri-
likom uvodjernja pojmova u vezi s porodicom krivih 1 njihovim 20-
dulom, U daljem ¢e nam biti-potreban modul jedne potporodice ovia
krivih i njecovd 'asimp.”cotsko ponasanje. .

Neka je M4 dovoljno velik prirodan broj i obelezimo sa

tacku na osi O? takvu da, ako Je Po tadka na krivoei % = -

r
'y

u kojoj tu krivu dodiruje tangenta povulena na nju iz talke iy,
onda Jje ispunjeno To% "':T;?a « ObeleZimo zatin sa Lj tacku ns

‘:/(' -05i koja se nalazl izmedju koordinatnog poletka 1 Tallia (9 .

Zvog konveksnosti krive '?--?‘5-“2 duz 'G»Po je sece., Obelezinod
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i :
- ~ \ } . e s
tadku preseka sa P., . Neka su ¢, 1 a/\. o Krugovi s ceniroll U val-

ki {4 i poluprednicima jednalkim Tq P@ i 14 R} respektivee, Cbe -
leZimo sa Sq tacku u kojod krug ét.g seCe kriwvu «/"' =3 (f-"?:)
a sa Q 4 taclku u kojoj xrug do seCe duz T4 54 . Porovimo z&Tinm
opisani postupak, ali, polazeéi od tacke Tag . Ustvari, nexza J¢e
T., tacka na l?-OSl izmedju koordinainog podetka 1 tallke Tﬁ ’
odredimo talku Pz s krugove X.}A, i «Y 24 & zatlm tacke Q@ ’ :m
kao malopre. Ponavljajuci opisani postupak dobicemo niz krivoli-
nijskih éetvorouglova P P Q% < koji. predstavijaju niz ise -
daka kruznih prstenova. Alco sa G— aobelezmo presek oblasti @'
i kruga 3* sz, centrom u taclaT koji prolazi kroz talku 5;.-,0 ’
oCilgledno Je da se pomenuti niz krivolini jskih Setvorouglove moZe
upotrebiti da se pomodu njega aproksimira oblas® G Na ? naravno,
sko se izvrsi dovoljno fina podela. Nas medjutin, kalto szo vel
nagovestili, interesuje modul jedne porodice krivih pa &ero ova]
niz upotrebiti da aproksimiramo modul porodice krivih.

ObeleZimo sa Z . krivolinijski Setvorougao Py Pe QeS8 -

Posmatrajmo porodicu krivikh 5{ koje u ¢etvorouglu > < spajaju

o

njegove naspramne sirapnlce ﬂ-_ ‘ Pq- 1 Q,;S,; . ObeleZimo sa &y

ugac &'_47‘;5; . Onda, na osnovu ranije dokazanog (videti sTr.10)

imamo da je

oA gy el
O{{ P-c' 7‘:-‘

Tmajuéi u vidu da su porodice krivih G{ razdvo jene, na O0SLOVQ

wnod O

osobina modula (videti str.8) imamo da jeo modul njikove urijs

jednak zbiru modula, dskle -
I US: A Gy e
ma& = . 7T

R < & -

2
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-y ) ke TAtral S
Posto je Rp dovoljno veliko, sto zmalCl da su 1 acxie S COVOLGLO

o f

~r . . ’ - . T b _ e j N ::
blizu koordinatnog pocetka, imacemo ca je, &l L= &9, J};M "'-l.;;b?_q,

Preipostavimo da je, kao 3to je to uouicajeno kod definicije 1uve-

grala, izvrSena dovoljno fima podela, Onds imaeno da Je

w 2+ &
- -* e Q&
o(‘&.(ﬁ:)q/knd‘- (22 ) ..-——-—; = ¥,
<

a isto tako 1

/g”.ﬂ. Pf—e T (.rx) é_:_f_

Pdt' 7—{ A S ¢’
Na taj nadin dobi jamo da je modul porodice krivih r?l@ , Sadr -

Zanih u oblasti G'ya i dobi jerih pri opisanom postupku, usivari

h-;'-- i

modul porodice krufnih lukova k0ji spajaju Xrive 2--'- ‘?(J" vJL

’{,’ :::-§2 velidina reda E?% -
¢! &
rirvoc] }“o (Q...") é( _;;Fé— 5

i da je, recimo, modul porodice pomenutlh lukova koJi su sadriani

u oblasti G‘Qa""" Grnd ~Jednak Ea,_.,_ o G
™ '
vo ool éj’ 9'('::5) 5 =asa
n, = S
S,

ravnl &, £ =XpY,

D-‘-‘-{Ei 121< R, ¥>0

Cyeg s

' n - - o . 4 = by | ol i - —-
tako da se pri tome kruZni luk J& n kome pripada tacka 3’,4,‘ pTeS
kava u polukrug {&{ =75 , Y>O . Na ta] nacia doblja s¢ (&
Jje slika oblasti C?',,3 , ustvari dela oblasii &7 koji je saar—

Zan U krugu E:z@ , ali koji se nalazi lzvan kruga d’Ln , Jedan

poluprsien




H = ‘{33 ‘f‘n<i.§£’i<5‘?, ;;>o§’

w ravoi £ ., Obelefimo to preslikavanje sa <+ . "

Pri kvazikonformnom preslikavanju ,f" porodica krivil r o
se preslikava na porodicu krivih sadrZanik u poluprstenu v ko ie
spajaju delove prednika koji, zajedno sa, odgovarajulim polukru -
covima odredjuju poluprsten. Ustvarl, to je porodica poluxrugova

i modul ove porodice krivih je, kao Sto smo videll rapi je (str.ll)

p—

jednak
mod(rn:)"': ;TL'@A % ‘
Imano da je modul porodice kriwvik | In:
mocl & () :;:?-}-E.
S:?l

pa, posto je modul kvaziinvarijantan pri kvazikonlioImnon presil -

kavanju, dobijamo

A 4&&-—- (f-“w)"?'ai-.-'é’

7 Ven
odnosno | A )4*?5.-‘-.
-Jj
i (=) R(e”) e
5to konadno daje ya 1+ &
5 )

; g< 2; <1,

T (%) (Z4)
A i 4

Obelezimo sa{ bm.z slika tacaka ?'.-p pri presiikavaniu "- o
Vidimo da se tacke ?W. , KO kxonvergiraju talki O , presliltove -

<¥n
U na niz tadaka Ly takvik da je Ep= Tn€ 1 pri tome su wowas
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tikh tadaka - | ) du &

fr#ﬂ (Qﬁ) IZ.;‘} E.ﬂ

No, videli smo da je y
— ' M

%l‘ﬂ (N -
pa odavde dobijamo da je

&}
o (=) G
za neko 042(4 o

Posmatrajmo sad preslikavanje ovplasti H ng oblast ﬂ X0 je
se dobija kao kompozicija kxvazikonformnih preslikavanja .'Zéf"'@ ]
inverzuog preslikavanju -f i preslikavanja w ’ ‘"‘ﬁlﬂ?ﬁ:ﬁf-j Pri
preslikavanju A oblast H preslikava se na oblast .L\n@ s KOja

ustvarli predstavlja sliku oblasil GTﬂ ® pri preslikavanju W

. o . . . . 3 . S
iz taleka =[p nije tangencijalni niz granice y=0 oblasti i 1

Lo

prema tome sadrzan jé u nekon korusu, Na osnova dosadainieg izle~
canja zekljudujemo da granilna vrednost po tom nizu postoji & ofi-
gledno je da ne postoji graridna vrednost u konusu (ovde je ©o

ugao). Norme tacka niza {Em?; su velidine reda

442
g’

12l = T (=) 9

=

i postojanje granicne vrednosti po rjima ne implicira, kao $%0
smo videli, postojan]e grenléne vrednosid u konusi. Lo3t0 je &

proizvoljan pozitivan broj, zekl judujemo da je tvrdjenje Teorems

L

15 (IT) najbolje moguéno. Time Je nada teorera dokazana z& SLiUCE

preslikavanja u ravoi.
Inajucdi u vidu aa postoji bitna razlika izmedju Xvaziilol -
formninh preslikavenja u prostori R za NS LlivazlionioTTiiie
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preslikavanja u I‘a.V“ﬁi f{"?‘ , nredjimo sad ra kounstrulsciaje 0GL0vVe~
rajuéeg primera kvazikonformnog preslikavanje u prostoru ko je ce
biti asociranc opisanom preslikavanju u raval i za X0J8 Tvrajenje
teoresme va¥i,., FNapominjemo da pri konmsitruisanju ovog preslikavanja
‘nema principi jelnih tedkoda i zbog toga Cfemo se ograniciti na nje-
goV Opls,
-4

Pri preslikavanju %W uolene tadke W, imaju za slike ne-
tangenci jalan niz tacaka ?% . Obelezimo sa 3"::,: tacke u ko jima
simetrala ugla dn seCe krug r v o Postojli kvazikonformne presli-
kavanje A oblasti Gr’”e na. sebe pri kome se tack Q?m. presliZave~
uu 3’,; . Na isti nadin moZe se postic¢i da se oblast C’rﬂa kvezi-
konformno preslika ns H a2 da pri tome slike tacaka 'f:.; budu pre-
secae tacke Y =086 & 1 polukrugova 128) = Tm s, >0 . Obele-
Eimo te talke sa Eé . dasno je da jJe J'&g{! T e

Pridrufimo zatim svakom od kruZaih lukova kojli spajajw =ri—
ve -?-... 22 ; i '? 7?";"2( 7l —?E‘E) kalotu sfere s centrom u odgovars Ju-

éoj talki na tz? ~gsi. Na ta] nadin oblastl G@a je pridruzens

oblas¥t 'g koja ima oblik kruzZnog roga. Oblas?® v preslikavazo

zatim na poluloptu of +tako da u jednoj od njenih ravol simetrije
dobi jemo nadu oblast & . S druge strane demo oblast %’f preslika~
ti na prostornu spiralnu oblasty 2 tako da u njencj ravni sing -
trije dobijemo nasu oblast A . iko pomenuts dva preslikavsnja xao
i malopre komponujemo, dobidemo prostorno kvazilkonformno preslilia-

vanje oblasti &L na oblast 5% tako da njegova resirikcelja ra od-

o

govarajuce ravanl daje nase, malopre opisano preslikavanje u raveaile
¢ije

L - - - \ St g - Tt y } -
Pri tome imamo da u oblastli ©& le¥i niz talake £, &ije su norme
= ! nlte ) , -
12, 112) 4" takav da po njenu postoji granmidna vrednost, L0,

s druge straze je oligledno da se o postojanju gronilne VICIROSTL




— 4O -

u konusu pri preslikavanju ovih prostornih oblastl ne LOZEe LOVe—

riti. Time je Teorema 15 (III) u potpunosti dokazaxa.

——

Istaknimo da Teoreme 15( II) i 15(II) u potpunostl karakie-
riSu nizove tadakae kojli imaju osobinu da iz postojanje granicne
vrednosti po njima, pri odgovarajuco] granidnoj korespondenci ji,

sledi postojanje granidne vrednositi u konusu, uz uslov da se radi

o netangenci jalnim nizovima, sadrianim u tom Xonusu.

6. Nekoliko primena prethodnih
rezgzultata. Cilj nam je da formuliSemo i dokaZemo nexe
rezultate koji se odnose na problematiku tipa teoreme idndelof-a
a oslanjaju se na Teoremu 15 (II).

S1licnu problematiku za uopgtene meromorfne funkcije, koJje
predstavljaju kompozici ju kvazikonformnog preslikavanja u raval
i jedne meromorfne funkecije, ispitivao je Gavrilov u /18/, /19/.
On je, ustvari, preneo na uopdtene meromorfne funkeije neke od
rezultata Bagemihl—a i Seidel-a. Znalajno je istaci da se i kod
Gavrilova, kao i kod Bagemihl-a i Seidel-a pokazuje da se moze
konstruisati primer preslikavanja za koje granina vredaost po-
stojl po nizu tadaka za koje je niz rastojanja od grauicne tacke
w kojoj se posmatra grahiéna korespondenci ja, niz pozZiTivnik DIo-
jeva tipa geometrijske progresije,ali da pri tome ne posiojl gre-
nicns vrednost'u'uglud Ako, medjutim, uzaemo u ovzir da se DL
tome radilo o0 nejednolisumim preslikavanjima i podsetimo s¢ da
kvazikonformna preslikavanja koja ni ispitujemo pralstavijaju 20—
meomorfizme, pa bi i njima odgovarajuda kvazikonformra présliza—

vania u raval, koja obuhvataiu 1 jednolisna konformna presliia -
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vanja, su homeomorfizmi, zakljudujemo da pri ovoj granicnoj Zores—
pondenci ji homeomorfnost uslovljava i brzinu zojom nlz facaka Tre-—
ba da teZi granidnoj tadki. Imajudi sve ovo u vidu zazljucujeno

da se kao jednostavna posledica Teoreme 15(II), Teoreme 15(III

i rezuliata Bagemihl-a i Seidel-a 1 Gavrilova moze formulisati

slededa teorena.

e orema 17 (IV) . Tvrdjenje Teoreme 15(II) ne moZe

sé preneti na kvaziregularna preslikavanja u prostoru.

Dokszademo sad da se tvrdjenje Teoreme 15(II) moZe prodiri-
ti na proizvoljan konus s vrhom u posmat“anog g“aﬂlcnog tacki, Xo-

ji je sadrian unutar posmatrane oblasti.

Teorema 18 (V) . Ako pri kvazikonformnom presliika -
vanjua "2;(.:{) oblasti I¥]< & , X320 , postoji granilna vredrost
po nekom netangenci jalnom nizu tadaka {%@?% koji teri tadki U
i niz njihovih normi je l&,,!:fn, 0L 924« 4 , onda granidna vred-
nost postoji u proizvoljnom konusu s vrhom u tadki Q koji je sa-

drzan u oblasti IK]4LR , ¥3>0 .

Dokasz., PoSto je niz talaka {A’:;,q% netangenci jalan, on
je sadrzian u nekom Xonusu 3(2 v « Na osunovu Teoreme 15(II) zaklju-
]
fujemo da onda postojl granidna vrednost u konusu Kaowp 1 vri to-

me jJe ilspunjeno

'Jézﬁﬁl (}E%) = bwm ?7(259)1ﬁ:f%

= O [y 00
T . o . b ot W}f - -
za svaxi niz talaka &, sadrian u konusu Wgoi1p o &1L o onca

» Aa
W - W . - - ] r’ - . S,
znadi da granidna vrednost postoji i po nekom poluzaseixu & L0jL
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se zavrdava u tadki O € B’D i pri tome je ispurnjeno da d{{'w.n.)

3 A

xonvergira ka # kad tacka dn teZi tadki {) auZ poluzaseka ¢ .

Sad na osnovu Teoreme 11 zakljudujemo da je u svakon Konusu N2V

za svaki niz taclaka 55-'#:’)’ éné"’?{”lﬁ; ?:“ ~> 0 y

/ﬁ,m ey(‘z’ﬁ) A ?/«E’%} =

7 —p €O Gchaidl 2
5to je 1 trebvalo dokazatl.

Dokazademo sad, primenjujuci Teoremu 15(II), i sledeCi re-

—

zultate.

Teorena 19 (VI) . Neka je ‘3’(«"’) kvazikonformno pre-

slikavanje oblasti K1 <L @ "-5’3 >0 , i neka pri tome posiojl
granilna vrednost po "g ~guston' netangenci jalnom nizu tacaxa
-? —ﬂbC) T Q0 luzase—
2“’#1? ud,,! 2 0< 9 </J 2T e Onda na svaiom poluzase
{24y

xu & oblasti ko i se zavrSava u tadxi O postoji niz tacaka

ko ji po tom zaseku teZi tacki O 1 po kome je

Aiva = (.?:"})) L' y(—%’ia) = A

== O -y O

Dokaz . Naosnovu Teoreme 15(II) zakljucujemo da J& u
» - - T o -?/
proizvoljnom konusu X 21 » 22 Svaki niz tacaka f E'mi s ZpEVigy s
.:fw-'?o ’ NnN-»60, |

/f/:wy;y_ {Kh) — -—:/JJ'/? y/-‘t’% = r’i}

= 0 . R Rl ==
pa se, prema tomé, skup cg{- {D) sastoji od jedne Jedine tadlke ~

$ druge strane imamo da je, prema Teoremi 10

C.(0) =11{0) = A

pa se, dakle, sgup i
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rdi
11{0) = 1CA(0)
\ 5* e
e . . A

sastoji od jedne tadke. Odavde zadkljudujemo da talka # mora da

e e e e s . v AN
pripada svakom od sxupova C{}A {OL Po definicl ]l siupa {g-{’u) sle—-

L}

di da mora postojati takav niz tadaxa %g{% na svakom od poluza -
saga ? ko ji se zavrsSavaju u tacki O aa je po njeau

!
A /?(Eﬁg}) = A
7 =ty B0

Sto je i trebalo dokazati.

7. Kao 3t0 se moZe zapaziti, mi smo se u radu ogranicili
na "¢ -guste® nizove tadaka. Medjutinm, nije tesko videii da e¢
ova resitrikei ja moZe lako otkloniti i mogu se posmatratl proiz-
vol jni n g —gusti" nizovi. To bi jedino zahtevalo sialro DO ZLiva~
nje na definiciju.limes superiora, znatno bi komplikovelo izie~
ganje,-a u suStini se dobija veoma malo. Zbog toga se mi ovde
ogranidavamo na konstataciju da sve izlozene teoreme osiaju u
vaznosti ako se umesto "Z —gustih" posmairaju e —gusti? nizovi

tadaka po kojima se pretpostavlja da postoji graniclna vrednosw.

8. Istaknimo u vezl s problematikom izloZenom u ovo] glavi
da. ona niuvkom sludaju nije iscrpljena, Postavlje se pre svega pi-
tanje moze 1li se na kvazikonformna preslikavanja u prosioru pre-—
neti jo3 neki od rezultata u vezl s granicnom koresponcenci jon
Xoil su dobvljeni za razlicite klase funlkcei ja kompnlexsne primen-

-lrlrﬁ--v-.
Wk

O

i\

liive, Takve rezultate tredba traZiti medju stavovima KO ji

]

sadrzaju odraZavaju geometrijsku susStinu odgovarajuce kiase r¢ -
slikavanjia,

Eilo i poZeljno da se u formulaci jam

£
3
£
[
1_
et
<t
]
Q
3
{0
b i
{u
)
¢
!

;
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neno uslova da niz po kome posto]l granidna vrednost bude nevan-
genci jalan. TeSkocCe pri tome su, po naden nisljenju, pre svega
tehnidke prirode, JeT za kvazikonformna preslikavarnja u prostoru
ne postoji ragzradjeni aparat koji bl omoguéavao primenu raziici-
tih analitidkin metoda.

0d interesa je svakako ispitati 1 da li se poze ze kvazire-
gularna preslikavanja dokazati bar neki analogon nafe Teoreme 15(II
kad vedé njena direkina generalizacija ne vazl.

Granidna korespondenci ja pri kvazikoniormnon preslikavanju
proizvoljne mnogostrukosti nadi ée, po naSem miSljenju, svoje me-—

sto u okviru ispitivanja topoloSkog karakiera.
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TI. PROBIEM PROSIRBNJIA KVAZIKONFORMEOG
PRESIIKAVANTA S GRAUTICE

1. Poznato je da unlja Zordanove krive u kompleisno] ravil
i njene unutraSnjosti predstavlja zatvorenu oblast koja je topo-
1o03ka slika zatvorenog kruga. lMedjutim, odgovar ajuce uopstenje u
sludaju prostora R™ . n>2 , u opdten slu.ca.gu ni je talno. Po-
znat je primer takozvanih “"rogatih sfera" koji Jje konstruisac
Llexander /5/. Takva sfera'predstavlja homeomorfnu sliku sfere
U QE’ ali jedna od njenih komplemen'tarnih komponenata nije nomeo-
morfna slika lopte jer nije nl prosto poveaa na, & kKao $to zbalo,
povezanost je topolodka invarijanta. Odavde se zakl iuc¢uje da se

ne moze svaki homeomorfizam s granice 2D oblasti prosiriti na
njenu unutrasnjost.

Problemi koji se pojavlijuju pri pokusajima da s& Qoblju raz-
1i8iti dovoljni uslovi za moguénos?t prosirenja pri razlicditin Kla—
sama preslikavania obidno se nazivaju Schoenflies-ovim probleminma.
Prvi ozviljan napredak u praveu redavanja ovog probleme za Proiz-
volian homeomorfizam svakelko je rezultat Mazur-a /44/. On je &oke-
zeo da je za mogudnost prodirenja dovoljno da preslikavanje uce

"lepo" u smislu da je linearno u okolini neke talke 1z Oblasil

{x | -0 <1 <4+G 0L G

iﬁni!

i uz to da se tadke iz Og koje su unutradSnje za S ° presiilie-

vaju unuvar slike ﬁ( 5?!'"?) . Mazurov rezultat glasi:

m

T e orena 20 , Neka je sfera S 4 lepo potopilone u
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" ~ * Ot =
S . Onda su zatvorenja komplementarnikh komponenata Zza "1*(5 F

nomecmorfna w-c¢eliji.

Posle Mazura niz autora je uopitio njegov rezultat. To su
pre svega Brown /10/, Morse /51/, /52/, Huebsch 1 liorse /30/ i dr.
Navedimo rezultate Morse-a i Huebsch-a i Morse-a. U tom cilju de-

trebne su nam dve definicije koje su oni dali w /52/ i /30/.

Definicija 5. HNeka je m30 1 nexa je \3  jedan
C_m—difeomorfizam oblasti 5& na neki podskup pfos*‘cora Qw" .
KaZemo da preslikavanje 6; zadovoljava "uslov 1ljuske"" ako pre -

slikava tatke koje su unutrasnje za Sn’-q u tadke koje su unutras-— -

nje za \P(S""’).

, |
Definiciija 6. Homeomorfizam P: D—=>D" je

CZ" _difeomorfizan D na D ako je za neku tafku P& D lP(’P):P'

i restrikcija preslikavanija ¥ na PN\ P je 7 gifeonortizan

7 i
0od DNP na DNP . 7a8ku P zovemo singularnom.

Teoremea 21 . (videti /51/) Dat Je O _aifeomortizan,
P sTs M
' > Sy
.

ﬂ"“? v ,
sfere S ra Jfff?z_q (M >0 ). Postoji C? —difeomorfizan i3

neke otvorene okoline od JS na neku otvorenu okolinu 04 Wv/rsipad

pri Semu je ?t‘_? takvo da je restrikeija

}\\P%Sn-‘q: 0

B

eorema 22. (videti /52/) Weka je ¥ jedan { Lci-

-3
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feomorfizam 1ljuske Ga ko ji zadovoljava “uslov 1jusze"., Lk0 (&
& pogodno izabran kompaktan podskup od anm4 , KO j:*i., za, M0
sadrzi pogodno izabranu tacku P , onda postojl homeomoriizan ..?\g;
od G-QUJSn-4 koji je prosSiranje za \P{Ga\'f{. i, za AP0 ,
4z to je CM_aifeomorfizam od (OaUJSTONP. pri tome je ispu-
njeno Ay, (JSn"):JV’(S"“) .

2. Problem prodirenja za kvazikonformna preslikavanja u pro-
storu prvi je resavao Ahlfors /1/. On je iskoristio Cinjenicu da
se svako dvodimenziono kvazikonformno preslikavanje moZe kompono-—
vati od konaldnog niza preslikavanja s malim deformaci jama. Zailn
je na kvazikonformno preslikavanje s malbm deformaci jom primenlo

diskretan metod i dokazao da se kvazikonformno preslikavanje moze

prodiriti s dve na tri dimenzi je. Istovremeno je istaknuio da zz

sludaj viSe dimenzi ja ovo rezonovanje ne vaZi. Rezultat’ Ahliorsa

glasis

Teorema 23 . Neka je "P:‘.(‘ﬂ)‘&) kvazikonformno pre-
slikavanje ravni ¥3=@ na sebe, normalizovano sa Ylo)y=0 |,
\@(o0) = €O . Postoji kvazikonformno preslikavanje ;,-‘“??(xﬂxg,,:‘.g) polu-~
prostora ~l’3 20 na sebe, ‘-‘£=(‘ﬁ,\ﬁ2,0) za -—V3=O ’ i pri tome 1vo-
s‘?to ji reSenje problema &ija maksimalna dilataci ja lezi 1ispod neke
granice, koja zavisi samo od maksimalne deformacl j& za preslika -

vanje \P .

Rezultat Ahlfors—a uopsdtili su na slucdaj preslikavanja U
videdimenzionon prosioru Sedo i Sidev u /59/, ali pod uslovon da
se radi o preslikavanjima s malom deformaci jom. To je bhitra re -

strikei ja jer u prostoru E’n , NL>2 , nije poznato da 1l s& PO -
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izvoljno kvazikonformno preslikavanje no¥e komponovati od presli-

kavanja s malom deformaci jom. Njihov rezultat glasis

TeorTena 24 .5vako kvazikonformno preslikavanje pro-
stora R‘&“ ’ 4.'@>,3 , na sebe, koje je dovoljno Dblisko konform—
nom, mo%e se produziti do kvazikonformnog preslikavanja polupro -

stora J%;}o prostora Qé na sebe.

7nadajan prilog ovoj problematici dao je Gehring. avedino

neke od njegovih rezultata, dokazane u /24/ i /25/.

Teor é¢na 25 o Neka Je P Zordanova oblast u loebius-
cvonm prositoru Q3 i neka Je ? kvazikonformno preslikavanje obh -
lasti D na jedinidnu loptu Ba . Onda se %? noze produziti do
kvazikonformnog preslikavanja prosiors Q?’ ako i samo 2ko je spo-

ljasnjost oblasti D kvazikonformno ekvivalentna sa B .

Teorema 26 ., Pretpostavimo da Je D oblast u ;’5” y
da je U okolina granlce 2D i da Je -32 kvgzikonformno preésli-
kavanje preseka DAV «u B? takvo da I'-}’E{HH‘—?’ 1 xaqd £ => 3D
w DNV | Onda postoji okolina U-ﬂ granice oD i kvazikorforme
no preslikavanje ?k oblasti D na Bn takvo da Je ispunjeno

g%.:_.:f; . DAY?

Teorena 27 .Pretpostavimo da je D Zordsnova ovlasth

u R3 i da za svaku tacdku Pe =D gostoji oxolina Un tacke 2

7

i homeomorfizam 4 04 DN U u 83 takav da je -}P KVasi-
xonfornan uw DN Up i da je .}9 (DBQUQ)C 23?’ . Onda za svallu tod-

£ L}
LI
DA

el Qé 2D postoji okolina U# tadke Q 1 homeomoriizan 3"- od
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- — x., ‘9 ;:3' P
0 na 83 takav da je -}‘é-}, kveazikoniorman u D 1 da je - = 'f'}a

™ R
u pAU"
Kao §+0 vidimo, ovo je, ustvari, lokalizocvana verzija prev
hodne Teoreme u o

8 d i -

C_1

3. Kvazikonformno prosiren

feomorfizma . Dokazademo teoremu o prodSirenju prolzvol j-
nog difecmorfizma do kvazikonformnog preslikavanja. Pri toze Cemo

ko;istiti rezultate Morse-2 i Huebsch~a.

. =
Teorenma 28 (VII) . Sveki difeomorfizam L? sfere S L

\9 . Sn-{"""> \/ézn-.t

moZe se prod$iriti do kvazikonformnog preslikavanja zatvorene lop—

tTe én', - -
Ay ¢ BY => A, (87)

tako da Je restrikel ja presiikavanjia 7\@18”'2 \P .

Dokasz. Urada /51/ lMorse je dokazao de se formulisani
problem moZe "efektivno preslikati" na odgovarajuci problem pri
kome ¢e biti ispunjena npretpostavka o ljusci®. On pri tome pod
"afektivno preslikati!" podrazumeva da posfoji'bar jedan provlen
éa koji je pretpostavka o ljusci zadovoljera, takav da posvojanje

rasSenja u tom sludaju implicira postojanje reSenja formulisanog

problema, (videti /51/, &3 i & 4). Prema tome treva Jokazati da

asg difeomorfizam

1juske
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moZe produfiti do kvazikonformnog preslikavanja.
Poznato je da je difeomorfizam kompakta kvazilkoniormno pre-
slikavanje u smislu da, ako je
< D—D'
difeomorfizam oblasti D i ako je ,Eé ovlast ¢ije Jje zatvorenje

kompaktan podskup oblasti D , onda je restrikeija :P! D@ Kvazl -

konformno preslikavanje, (videti Vaisala /57/, str. V). Na osnovu.
toga zakl judujemo da, uz eventualno suzavanje ljuske,"ﬁreba resi-
ti problem o profirenju kvazikonformnog difeomoriizma Sa 1 juske
6‘@ na, G%UJSn“! . Ovakav su problem za proizvoljni é&ifeo -
morfizam redili u eksplicitnom obliku Huebsch i Illorse, 1 njihov
je rezultat citiran kao Teorems 22, Pri tome se proSirenje dobija
u obliku difeomorfizma s jednom singularnom tackom. Imzajuéi u vida
da. je reSenje problema dato u obliku kompozici je (:Wi ifeomorii’ -
zame 1 Ca?-difeomorfizama.koji su uz to i kvazikounformna presli-
kavanja, a da se singularna tadka pojavljuje pri inverziJi u odno-
su na pogodno izabranu sferu, S70 je konformno pa prema twome 1
kvazikonformno preslikavanje, mi rezultat Huebsch-a 1 korsé-a mo-
Zemo izredl i u slededem obliku:

Neka je @ kvazikonformni difeomorfizam 1juske O

Y. Gy — V¥(Gg)

On se moZe produZiti do kvazikonformnog difeomorfizma siupa

(6." UJS}Q-")\ p ’
) "= (G UJSTINDY
A . (GgUJS JNP =52 ({68 =)
pri Semu je © proizvoljna unuira¥nja talke lopte B,

Da bi otklorili ovu singularnu talku, podsetimo se da Zi

“ry
] e Tl e
o

kvazikonfornna preslikavanja u prostoru Jedna singularna




—

uvek predstavlja otklonjiv singularitet. Ustvardi, vazil i'opéti=e
tyrdjenje u pogledu otklonjivosti singularnih talexa (vidaetd u
Veisala /55/)s

Pretpoétavimo da Je€ D oblast u 5“ i da.'je L0 siup
ko ji jJe zatvoren u odnosu na D pri cemu Jje (=% )-dimnenziona
Heusdorfova mera skupa & jef@aka nuli. Onda svako kvazilkonformno
sreslikavanie oblasti DNE  ima jedinstveno neprekidno prosire -
nje g na celu oblast D . Uz to je presliksvanje kvazikoniorano

i pri njemu Je 3{0(3) =&a (',f') ’ 3‘{1(3) = KE(?L

Prema tome jedna singularna talka je otklonjiv singularitet

pri kvazikonformnom preslikavanju. Na ta] nacin vidime da s& pro-
Sirenje koje smo ranije dobili moZe dalje proSiriti i ra taciu P

. . . | . : . 2 )l B
pa dobijamo kvazikoanformno preslikavanje -oblasti % VJS cija

i | d - . Sn-‘, * 1 | = \‘:}

je restrikecl ja na granicnu sieru dato preslikavarjie .
Time je tvrdjenje teoreme dokazano,

Imajuéi u vidu da Je kvazikonformno presliikavanje diferencl-~
jabilno samo gotovo svuda, zakljudujemo da Jje uslov o difeomorfne-

ati datog preslikavanje bitan 1 da se ovaj nacin rezonovarja ne

moze primeniti na proizvoljno kvazikonformpo preslixkavanje.

4oy STO se Tile daljeg razvoja ove problematike, izgleda da
de morati da vaZi opsSti stav, dokazan od strane Lhlfors-a u slu-

&

Ga ju PTOStOTa-’Q5 1 za visedinmenziore oblasti 1 njihova Lvaziion-—
formna pres;ikavanja. U tom praveu ulinjeno je nekoliko poletrin
koraka, Jedan od njih nesumnjivo je i dokaz teoreme o stavilincsti
u Iiouville-ovo] teoremi za prostorna kvézikonformna preslilzava-

gt e
L b
—

O

nja, 3to je rezultat Bjelinskog u /8/, OCekuje se da &e

O

Va

c.)

- |

dovesti do dokaza teoreme o kompoziciji proizvoljnog kvazilonforn-

CTe

opsSte teoreme,

£

gog preslikavenja, a Timeé i dokaz




De

4.
De

e

Te

Ye

10.

il.

125

13,

14,
15

16,

Bibliograifiil]a

thlfors L., Bxtension of quasiconformal mappings from TWO TO
three dimensions, Proc.Nat.icad.Scl.USA 51(1954),765-T11,

Ahlfors L., Quasiconformal mappings and their applicatlions,
TLectures on modern mathematics, Voll.II, Wiley 1954,

pAhlfors L., Lectures on quasiconformal mappings,
Van Nostrand C. 1956.

Ahlfors L., Complex Analysis, Mc Graw Hill 1955.

Ahlfors i., Beurling A., Conformal invariants and function -
theoretic null-sets, Acta Math. 83(1950), 10l-1z9.

Alexander J.W., AR example of a simply connected surface boun-
ding a region which 1s not simply connected, Froc.lav.
Acad.Sci.USA 10(1924), 8-10.

Bagenmihl F,, Seidel ¥W., S;quential ond continuous limits oZf
meromorphic functions, annJAcad.Sci.Fenn., Ser.A I ,
N0280, (1950), 1-17. |

Beaumcxuld .., YcTo#uEBOCTE B Teopeme JIZYBAIIZ O IDOCTDAI~
CTBOHHEX KBa3uKOHPODMHHX OTOOpameHHAX, HEeXOTODHE IR0 =
SIeMum MATEMATEKZ ¥ MeXaumku, Jemmarpax 18970, 88-102 .

Beurling A., Ahlfors L., The boundary correspondence under
quasiconformal mappings, Acta Math. 95(1956), 1l25-1l4c.

Brown ¥M., A proof of the generaliséd'Schoenfliesﬁﬂheorem,
Bull.Amer.Math.Soc. 66(1960), T4~T6.

Callender E.D., Holder continuitﬁ of n-dimensional guasi-Ccon-
formal mappings, Pacific J.Math. 10(1950), 499-515.

Caraman P., Homeomorfisme cvasiconforme n-dimenzionale ,
Bucuresti 1948.

Caratheodory C., Uber die Begrenzung einfach zusammenhangenaer
Geviete, Math.inn, T73(1913), 323-370.

Collingwoo@.EoF-,'Lohwater AoTe, The theory of cluster sets,
Cambridge Univ.Press 1965,

Doob J.D., The boundary values of analytic functlons, Trans,
Amer.Math.Soc., 34(1932), 153-170,

Fatou P,, Series triggnometr{ques et series de Tayloxr, 4LCTG
Math., 30(1906), 335-400.




174

13

19,

20.
21,
224

23,

24-
05
25.
27 o

28.

29,

Fuglede B,, Bxtremal lengat and functional completion ,
Acta Iath., 98(1957), 171-219.

I'appunos B.7A., [Ipepeis OO0 HENPEPHITEM KDHEDINL & I
TeIBHOCTAM TOUEXK MEDPOMODPPHHHX U 0COOMEHHEX MEPONOPHIEL
B eIMHEAYHOM XKpyre QYHKNuM, DeCTHIUX MPY, j
15, 1964., 44=35 .

PappuuaoB BoH., IIpefesH IO HEOPEPHBHIM XDUBIM X IO JOCIACILC3a—
TEABHOCTAM TOUEK HODMANDLHHX MEPOMODPPHHX Z OOOOMERHI
MEPOMOPOHEX B CSIHHKTHOM XpyTe dyEKOult, BecTHUX MIV,
cep. vaTeMm. i 2, 1964, 30-36.

Gehring FeWa, S
I‘ﬂaJCh.SOC.,

vmetrization of rings in space, Trans.,Lpnel.
101(1951), 499-519.

Gehring F.W., Rings and &uasiconformal mappings in space,
Trans.iner.Math.Soc. 103(1952), 353-393.

Gehring F.V., Quasiconfornal mappiﬁgs in space, Bull,iner,
Math.Soc., 59, NO2(1943), l45-154.

Gehring F.V,, The Caratheodory CcONvergence theorem for guesi-
conformal mappings 1n space, annJAcad.Sci.Fenn Ser.al,
336/11 (19583), 1-2l.

Gehring F.V., Extgnsion of quasiconformal napplngs in toree
space, Journal DsAnalyse Mathematique, 14(1955), 171-182.

Gehring F.W., Extension theorems for quasiconformal—mappiﬁgs in
n—-space, Journal D?Analyse Mathematvlque, 19(1957),149-159,

Gehring F.V., Extension theorems for quasiconformal neppings
in n-space, Proceedings of international Congress of Ka~
thematicians, Moscow 1955, Moskva 1948, 313-318.

Gehring F.%e, Vaisala J., The coefflclents of gquasicocformaliTy
of domains in space, Acta Math, 114(1955), 1-7C.

Tonys3nHd '«M., T'eoMeTpHYECKAH TEOPHHA QYHKOHE KOMIOAEXCHOIC
mepeMeHHoro, Mocxea 1966,

Grotzsch H., Uber die Verzerrung bei schlichten nichiitonforzexr
Abbildungen und uber eine damit zusammenhang@nde SLWELLI-
rung des Picardschen Satzes, Berichie uber die Vernandlul-

gen der Sachsischen hkad.Viss., Leipzig, 80(1928,,503-501.

Huebsch We, Korse if., An explicit solution of <as Schoegnj;lies
extension theoren, Jourmal of Math.Soc.Japan, 12, 13,
1960., 211-239. | ‘

Kunzi H., Quasikonforme Abbildungen, Springsr-Verlag 1950,




S

5D

35

57«

B e

9.

40,

41,

42,

43

b4 o

I

Lavrentjev M.A., Sur une classe de represenitatvions CORTLIUES
C.R.Acad.Sci.Paris, 200(1935), 10lo-1012, latematicesxl
sbornik 42(1535), 407-424. -

Jaspenrres MolAs, 00 OFHOM 1rGOeDeunLaTLHOM IpE3Haxe roMeo -
MopOHaEx 0TOOpaxeruli TpExMepHMX olfracTed, Iioxa,AH CCCZP
20,04, 1938, 241-242,.

Jaspeurses M.A., YcToiéiu®soCcThs B Teopeme JUYRAAXA, LAY CCCP
95,5, 1954., 925-026.

JaBpenrses MoA., TeopHd KBR3HKOHQOPMEHX oTobpaxeHnk, TpyIH
3-10 Bcecows. HareM. cbe3na, Mocksa 1996.

JaBperTreB Mo,A,, HpacsHe 3azaud K KBASHEKOHPODMAHE oTQlpaxe—
HEH, CospeMexHHEe NpoOAeMH TEOPHEH AHAJHTHUCCKUX QYEXIls,
Mocksa 1966, 179-183.

-

ILehto 0., Virtanen K., Quasikonforme Abbildungexn, Springer—~
Verlag 19465, | :

Iiouville J., Bxtension au cas des trois dimensions de la
question du trace geographigue, Application de 17analyse
a la geometrie G.longe, Paris, 1850., 509-5l6.

Iindelof E., Sur un principe general de 1l’analyse et ses appli-
cations a la theorie de la representation conforme, AiLcta
Soc.Sci.Fenn. 45, E°4(1915). |

Loewner C., On the conformal oaiacity.in space, Jdourn.iiaiho.
Mech, 8(1959), 411-414. |
Mapxymesuu A 4, 0 HEeXOTOPHZ KI&CCax HENPEepHSHEX 0T00pamexzi,

IAH CCCP 28, 1940., 301-304. |

laprymeB3EqY A.l., Teopuda aHaAUTAIECKHX QyHxnaZ, Hocxsa 1937,

Martio O., Rickman S,, Vaisala J., Definitions for cuasireguler
mappings, Ann.hcad.Sci,Penn., Ser. AL, 448(1959), 1-40.

Mazur B., On embeddings of spheres, Bull.ﬁmerqﬁath.gocg
55(1959), 59~55.

eachoif D.,‘§ur1gge gene?alisation d’un theoreme de H.H,3oho,
nvatematideski] sbornik 44(1937), 339-354.

MemepaxoB T'eAey TCODETHYECKUE OCHOBH MaTEMATZUSCKOLZ Xaproria-
duun, MocxBa 1988.




41

48

49w

50

5l

52

53

544
55,

556

57

58.

59‘ *®

53,

-l -

P., 0 granitno] korespondenciji pri kvezikonlormzon
slikavanju u prostoru, latem.vesnik 7(22), sv.35(1570,,
_3451 _— —
¥idéié V.,P., &4 theorem of Iindelof type for quasiconioraa.
mappings in space, Matem.vesnik 9(24), sv.1(1972), 2-S.
1iéié V.P., On the boundary correspondence under quasiconiorzal
mappings in space, Ann.Univ.lariae Curie-Sklod., Lluvlin ,
XXIT,XXIIT,XXIVv, 17, 1958/1959/1570. Proceedings ol the
5th Conference on Analytic Functions, Iublin 1970,1Z5-19.

Mori A., On quasi-conformality and pseudo-analyticity, Trans,
Amer.liath.Soc. 84(1957), 56-T77.

Morse l., Differentiable mappings in the Schoenflies theorenm,
Compositio Math. 14(1950), 83-151, |

Morse M., A& reduction oi the Schoenflies extension problenm,
Bull./imer.kath.Soc. §5, N°2(1950), 113-115.

Nekki R., Boundary behaviour of quasiconformal mappings 1n
n-space, Ann.hcad.Sci.Fenn., Ser. AT, 484(13970), 1-50C.

——

Noshiro X., Cluster sets, Springer-Verlag 1950,

liprsaxos H.1 T'DadyyHEe CBOUCTBA amaNATHYecKEX QyErnzi,
Mocxsa 1950 |

PemerHak D.I's, IIpcCcTpadCTBEHEES Q0TOODPAZLHEZ C OTPAREYSHHIN]
HCKaxeHHeM, CHb.MaT.xypHEaL 8, 1967 ,6c9-0638,

Pexeruax BD.l., Teopeuu ycrofiumsocty Zua oTobpamexzl ¢ orya-
HIUENEHM HECKaxeEHeM, CE.MaT.xypHaa 9, 1963, 607=834%.

Seidel W., On the cluster values oI aﬁalyﬁic functions, TransS.
tmer.Math.,Soc, 34(1932), 1-21.

Cegoc Poloe, Crues A.B., O ODOZOARSHEH KBABUKOEGOPMIII CT0C
TeHHA Ha MHOIOMEepHIEe HpPOocTpaHcTBa 60apleX PalMEeP=EOCTI
IAH CCCP 198, 56,1971, 1278-1270,

Suominen K., Quasiconformal maps in manifolds, Ann.icad.Scl.
Fenn., 393(1965),

fagaz B.B., Meror uopyiei B npocTpaxcerse, LAHE CCC2 150, 1980,
1210-1213,

1

HatarT B.Bn, K Teoniz EE&SHROHCO‘P},{:{H‘ GTOGP&“&ETT-T% 3 N0 TN e

ay S L A )

crBe, LAH CCGP 132, 1980,, 1045-1048.

P

Tpoxzmqyﬂ‘ﬁqm., HenDeDUBHEE oTofpanedud H YCJIO3XA MOEOTE:-
ZocTHR, Mocxza 1963,




- 55 -

-y

54, Vaisals J., On quasiconformal mapplngs 1n SpACE, Anpl.icad.
SCquEIIﬂ. S&I‘a ;L.Ig 298(195179 1_3613 '

55, Vaisala J., On quasiconformal mapplngs of a ball, Ann.icads,
Soi.Penmn, Sere AL, 304(1961); 1-Ta

65. Vaisala J., Removable sets for quasiconformal mappings, Journal
of Hath.lhech, 19, N°1(1989), 49->1. -

57. Vaisala J., Lectures on n-dimensional quasiconformal mappings,
. 4 » g DX
Springer-Verlag 1971.

58, Vaisala J., Discrete open mappings on manifolds, Ann.:icad.
Sei.Fenn. Ser. AT, 392(1955), 1-C.
69, BOXKOBHCKUE Jl.X., HBaanxOH@OPMHéé oro6paxeHuz, Ju303 1004,

70. 30pue BoA., O coorsercrTsmy rpaumy rpi Q(Q-xzasuxoxdopuz:k
oToGpaxedrax mapa, LAH CCCP 145,0%, 1962, 31-3«.

71, 30opEu B.A., CooTsercTsue rpazun OpE {J-XBa3UKOHQODPMHEX OTO-
6pameHUsSX mapa, JAH CCCP 145, k5, 196<, 1209-1212,

72. 30puyu Belds, PpamzvEze CBOLCTBa OIHOTO XJjacca oTobDasexHuu
5 mpocTpaucTse, LAH CCCP 153, 1963, 23-%0.

7%. 30pm¥ B.A., Teovema M.A.JdaBperETbesa O KBA3HXOEQOPMHEEY 0T0-
OpaxeHrsEx OPOCTDaHCT3a, MaTemarzuecKu clopurX 74,110

) 3, 1967,
T4¢ 30pzZ4Y Beldo, O HEXOTOPHX OTKPHTHX BONPOCE&X TEODHX IDOCTPE==
CTBEHHEHX KBa3EXOHDODMHHX OTOolpamexpid, MNeTPUUECKHE BO—
OpocH TeopzE QYHKOUE m oTo0paxeHE4, DIl S, Kues 1971,




	001.tif
	002.tif
	003.tif
	004.tif
	005.tif
	006.tif
	007.tif
	008.tif
	009.tif
	010.tif
	011.tif
	012.tif
	013.tif
	014.tif
	015.tif
	016.tif
	017.tif
	018.tif
	019.tif
	020.tif
	021.tif
	022.tif
	023.tif
	024.tif
	025.tif
	026.tif
	027.tif
	028.tif
	029.tif
	030.tif
	031.tif
	032.tif
	033.tif
	034.tif
	035.tif
	036.tif
	037.tif
	038.tif
	039.tif
	040.tif
	041.tif
	042.tif
	043.tif
	044.tif
	045.tif
	046.tif
	047.tif
	048.tif
	049.tif
	050.tif
	051.tif
	052.tif
	053.tif
	054.tif
	055.tif
	056.tif
	057.tif
	058.tif
	059.tif
	060.tif
	061.tif
	062.tif
	063.tif
	064.tif
	065.tif
	066.tif
	067.tif
	068.tif

