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1.

UVvVoOoD

Veliki broj zvezda karakieriSe se emigionim spektrom koji go-
vori o postojanju veée mase gasa iznad njihove fotosfere; otud

i naziv, zvezde sa pro¥irenom atmosferom ili omotacem. Iako je

o

...........

na postojanje ovih zvezda prvi put detaljnije skrenuta painja
pre skoro 4o godina, (struve,1942), i danas su razlike -~ 1lzme-
du zvezda sa prodirenom atmosferonm 1 szvezda sa omotadem, nedo~-
voljno definisane, Ipak, slededéi kriterijum za klasifikaciju
(Boyarchuk,1973) mo¥e se usvojiti za podetni: ako u spekiru
gvezde, razlidite grupe linija karakteri®u ragzlicéitu gustinu
gasa, radi se o zvezdi sa omotacem; ako apektralne'karakterisﬂ
tike daju podatak o glatkim promenama uslova u gspoljasnim slo-
jevima atmosfere, zvezda ima profirenu atmosferu. Osinm toga,
gustina mase u omotafu (za razliku od gustine u pro8ireno]j at-
mosferi) sporije opada sa rastojanjem & moguée Jje 1 malo pove-

éanje gustine na odredenoj daljini od fotosfere.

Obiman posmatradki materijal 1 brojni radovi u poslednjih
desetak godina razmatraju, uglavnem,'prablema formiranja oOmo=-
tada. Pitanje razvoja zvezdanih omotaca tretirano je kvalita-
tivno ili sa pretpostavkama koje omogudavaju neka analiticka
resenja. Osnovni problem sastoji se u nalaZenju dovoljno efek-
tivnog mehanizma za prenos uglovnog momenta, koji de obezhedi~
ti odriavanje omotala oko zvezde-u odsustvu procesa koji ga
formiraju. Analizirana je efektivnost nekoliko mehanizama (npr.
Limber i Marlborough,1968) a detaljnije razmatrana jé jedna up-
ro&dena varijanta zvezdanog vetrsa (ILimber,1967) za sluca omo-

tafa Be zvezda i turbulentni mehanizam akrecije na crnu jamu
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ili protonsku zvezdu u dvojnim aigtsmimaf{Shakura, Sunyaev;1973) .
U oba sludajas, faza formiranja omotacla nije razdvojena od faze
razvoja, tretman je jednodimenzioni 1 stacionarni, sa poljen
zratenja crnog tela, U prvom radu diskutuju se neka analiti-
ika reZenja, u drugom - uticaj turbulencije razmatra se pros-
to, zamenom molekularnog koeficijenta viskoznosti turbuleninim

i jo¥, zanemaruje se radijalna komponenta brzine.

U ovom radu bide razmatrani neki elementi razvoja zvezdanih
omotada., Radi sticanja celovitije pred¢stave ¢ problemima prou-
davanja zvezda sa omotafem, u Glavi 1. nabrojani su vainiji re~-
zultati koji se odnose na fazu formiranja omotala. Zatim se for-
mulide zadatak ovog rada koji tretira razvoj nezavisno od faze
formiranja. PredlaZe se hidrodinamicki model, pa je u drugo]
glavi ispisan potpun sistem jednadina kretanja u cilindriénim
xoordinatama sa aksijalnom simetrijom. Kao mehanizam za prenos
uglovnog momenta razmatra se turbulentno trenje slojeva omotala
a jednaine turbulentnog kretanja izvode se u tredoj glavi. Ova-
kav model numeridki se ispituje za standardnu Be zvezdu. U ceb-
vrtoj glavi konstruisSe se Sema za numericku integraciju i disku-
tuje dobijeni kriterijum za stabilnost 1 konvergenciju resenja.
U poslednjoj glavi dati su neki rezultati izradunavanja na og-
novu kojih moZe da me izvede zakljuéak o razvoju omeotaca. U spi-
skfi literature navedeni su,uglavnom, lzvorni radovi po pojedi-~

nim pitanjima.



GLAVA 1. ZVEZDE SA OMOTACEM

Najizrazitiji predstavnici zvezda sa omotacem su zvezde
sa brzom rotacijom (posebno, Be zvezde) i komponente u bli-
skim (spektroskopskim) dvojnim sistemima. Uslovi u kojima se
posmatra zvezda sa proSirenim omotacem 1 mehanizmi formira-
nja omotafa, razlicéiti su. U prvem glucaju zvezda sama stva-
ra, "sopstvenim materijalom", profireni omotac iznad svoje
fotosfere, u drugom - glavni'krivac za formiranje omotada
oko jedne komponente sistema je druga komponenta. Potpuno
opisivanje procesa formiranja, u oba slulaja, je vrlo tezZak
zadatak. U ovoj glavi biée izneti osnovni rezultati teorije
o moguénostima za formiranje omotada i tesSkoce u interpre-~
taciji posmatradkog materijala, u smislu jednoznalnog odre-
divanja stanja materije u zvezdanim omotadima. Na kraju, for-

nulife se zadatak o razvoju omotacda.

1.1. Formiranje omotaCa u dvojnim sistemima

U bliskim dvojnim sistemima okozvezdana materija ima tri
komponente: ﬁtruja:gaaa izmedu komponenata, omotal oko jedne
xomponente i (eventualno) omotal gasa oko celog sistema.
Omotad nastaje u toku obmena mase izmedu komponenata 1 nje-

gova gustina zavisi, prvensiveno, od gusitine u struji.

zapremina omotala u Algol-tip sisteminma je reda 1050m§

13 3'i¢ ako je

Procenjena srednja gustina je ~lo ~“elekirona/cm
jonizacija potpuna, masa takvog omotada je 10“9_ 10“83%@
(Koch,1972). '

U dugoperiodidnim sistemima omotald je masivniji. Ukupna
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11§est./cm3, 2.8,

zapremina ﬁ¢1043cm3, ga srednjom gustinom 1o

}
masu omotada (ako su destice atomil vodonika) daje vrednost
10"3ﬁﬁb@, 4 vrlo masivnom omotadu, masa je reda velicine ma-
se centralne zvezde -~ npr. kod /> Lyrae (Woolf,l965). No, tu
su problemi razdvajanja omotala oko jedne komponente od omo-
tada oko celog sistema (na osnovu polarizacionih merenja?

Shulov(1967) odreduje masu 10”7?%@, za omotal u [3Lyrae, sto

je nekoliko reda manje od procene Woolfa).

U opdtem sludaju =~ za proizvuljén gistem, masa omotada
oko jedne njegovae komponente moZe da se proceni iz pouznatih
dinamidkih karakiteristika sistema, gustine i stepena joniza-
cije materije u njemu. Radijus omotaca iznosi nekoliko radi-
jusa centralne zvezde a srednja gustina je kao u struji 1li

nedto nizZa {1012“ 1@13§eat/cm3).

U odredivanju temperature ima mnogo teikola. Brzina gasa
u struji (nekoliko stotina km/s u blizini omotacla) za tempe-
raturu daje vrednost razlic¢itu od one koja ge dobija sa poz-
natim stepenom jonizacije. Merenja pokazuju da je obmen ma-
se izmedu komponenata sa razlilitim intenzitetom u toku wvre-
mena, Sto dovodi do promene u vrednosti temperature kreta-
nja.(Heiser,1961). Za jonizacionu temperaturu u struji mo-
ze se redi da je po vrednosti pribliﬁné jonizacionoj tempe~-
raturi u atmosferi komponente keoja gubi masu. Hufchings 1
Wright (1971), za temperaturu ekaitacije u omotalu oko se-
xundarne komponente u VV Cephéi, dobijaju vrednosti lzmedu
16 000K i ToooK -~ idudi prema periferiji omotacls. Najvide
problema ima u odredivanju temperature omotaca oko eruptive

ne komponente. U datoj fazi obmena mase, mnogi autori iz-
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radunavaju temperaturu koja odgovara samo uskoj oblasti

na periferiji omotada, gde s¢ suderaju gas iz struje i for-
mirani omotad i gde je temperatura znaino povifena -~ zbog
formiranja toplotnog udarnog talasa. Tako, Warner i Nather
(1971), temperaturu omctaca za U Geminorum procenjuju na
Soo0oK & Smak(1971) za istu oblast 10g sigtema dobija znat-
no ni¥e vrednosti (od ToooK do 18co00K). Problema u odredi-
vanju temperature ima i kod dugoperiodicnih sistema. Za omo-
tad u SX Cassiopeise, na primer, Gﬁnﬁer(l?Sg) odreduje tem-
peraturu jonizacije od 11500K, £to je prevelika vrednost

(efektivna temperatura centralne zvezde je 8400K) .

Teorijska analiza uslove za formiranje omotaca u dﬁejnim
sistemima zasniva se na proudavanje strujanja gasa ilzmedu
komponenata. Pri tome, koriste se dva tipa modela: modelil
trajektorija Sestica - ograniceni problem tri tela (npr.
plavec and K¥#i%,1965; Kruszewski,1966) 1 hidrodinamicki mo-
deli (Prendergast,l960; Biermann,l97l; Prendergast and Tamnm,
1974; Flannery,1975). U oba tipa analize radi se © numeric-
kom re3avanju diferencijalnih jednacina kojima se opisuje
odgovarajudi model. Neki elementi problema, proudavani su i
analitifkim metodama (npr. Sobouti,1970; Lubow and Shu,1975,
1976) .

stabilnost omotafa zavisi -~ ‘izmedu ostalog, od karaktera
mehanizma prenosa materije. Posmatracki materijal, pre svega
emisija u spektru i kriva sjajs - kao i neki teorijski mo-
deli o moguéim nestabilnostima i uticaja omotaca na kriwvu
sjaja centralne zvezde (Delplace,l1971; RKriz,1974), daju mo-

gudnost za razmatranje tri tipsa negtabilnosti: kratkoperi-
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odidne (fluktuacije oko srednjeg u toku nekoliko orbital-
nih perioda), promene koje dovode ao nestablilnosti u celom
sigtemu i dugoperiodilne promene koje bi mogle da uticu na
razvoj sistema u vremensko] skali evolucije zvezda. U svakom
sludajn, napitanje o stabilnostli omotacCa ne postoji defini-

tivan odgovaor.

1.2, Formiranje omotala oko pojedinacne zvezde

Omotad oko pojedinalne zvezde moZe da se formira, izba-
civanjem gasa, usled velike rotacione brzine zvezde 1i/ili
zbog radijalnih nestabilnosti u njenom povrsinskom sloju
(Huang Su-Shu,1976).

Izbacivanje gasa u disto tangencijalnom smeru mogude je
gamo kod zvezda sa izuzetno brzom rotacijom. Struve(l931)
prvi pokufava da objasni emisione linije u spekfru nekih Be
zvezda postojanjem gasovitog omotaca oko njih i pretpostav-
1ja da on nastaje izbacivanjem gasa sa ¢isto tangencijalnim
brzinama. Slettebak(1966)obiavlijuje rezultate posmatranja o
velikim ekvatorskim brzinama rotacije, za zvezde gpektral-
nog tipa od 09.5-Fo i klase sjaja IV-V. Brzine su, ipak, ig-
pod kritidne vrednosti na ekvatoru, 3to nije dovoljno za iz~
bacivanie gasa. Osim toga 1 vremenska skala procesa ne ide
u prilog ove pretpostavke, Naime, tangencijalno izbacivanje
mase je spor proces i1 - u nedostatku efektivnog mehanizma
za kolenje ili ubrzavanje rotacije, treba ofekivati da Ceg-
tice gasa napultaju povriinu zvezde neprekidno, sa skoro kon-
stantnom brzinom. Sa druge strane, posmatrani intenczitet emi-

sije iz omotada (Vojkhanskaya,l1l976) varira u vremensko] ska-
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1i od nekoliko dasova pa i minuta. Tako brze promene ne mo-
cu da budu posledica relativno sporog i neprekidnog procesa
formiranja - izbacivanje gasa sa Cisto tangencijalnim brzi-

nama nije pogodan model.

7za formiranje omotala u ¢isto radijalnim brzinama potre-
bno je da se ispuni nekl od sledeéih islova: 1.¥isoka tempe-
ratura i pritisak u cdgovarajudem sloju - kao u Suncevoj ko-
roni u gludaju Sundevog vetra (Parker,1963); 2.Tople 1 rasi-
rena fotosfera - kao u sludaju eksplozije Nove (npr, Mc La-
ughlin,1l950;Pottasch,1959); 3.Nestabilnost zralenja (ILucy
and Solomon,197¢). Radijalno izbacivanje gasa moguce je i u
sludaju magnetne nestabilnosti i turbulencije u spoljasdnim
slojevima zvezde 111 u prostom procesgu evaporacije sa povr-
gine.

Svaka od ovih mogudénosti, u realnim uslovima, pretstavljas
idealizaciju modela., Zvezdani vetar, kao i nestabilnost mag-
netnog polja na primer, ne mogu da obezbede cistu radijalnu
atrujufgasa u duZem vremenskom intervalu i1 na dovoljno veli-
koj daljini od povrZine zvezde. Treba ocekivati da su u stru-
ji gasa zastupljene obe komponente brzine: radijalna i tan-
gencijalna, Pizidki uslovi u omotadu zvezda analizirani su,
uglavnﬁm, izradunavanjem teorijskih profila emisionih linija

(npr. Marlborough,l1970; Huang,1973; KPi%,1973,1976).

0d posebnog je znacaja pitanje odrZavanja omotala. Realno,
masa gasa koja napuldta povriinu zvezde ima podetni uglovni
moment rotacije. Prema tome, diskusija o nacinu odrZavanja
omotaca svodi se na analizu mogudih mehanizama za prencs mo-

menta izmedu slojeva omotala i, izmedu zvezde i omotaca.
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Privliadna je teorija prencsa magnetnim poljem (List and
schliiter,1955; Mestel,1959; Hazlehurst,1967) Jer, takav mo-
del omogudava formiranje omotafa 1 oko ne obavezno brzo ro-
tirajudéih zvezda. Medutim, posmatranja pokazuju da omotacl
imaju samo zvezde ga brzom rotacijom, nezavisno od prisug-
tva i jaline magnelnog polja. U studijl Limbera i Marlboro-
ugha(1968), analiziraju se mogucél mehanizmi prencsa uglov-
nog momenta i diskutuje se njihova efektivnost u korelaciji
sa vremenskom skalom formiranja 1 6dr§avaﬁja omotaca. Prob-
lem je vrlo slo¥en jer svaki mehanizam posebno (centrifugal-
ni, magnetno polje, zrafenje, viskozno trenje), pokazuje se

nedovoljino snazZnim.,

U modelu omotada treba izdvojiti bar dve faze: prva -
formiranje omotada, kada u njemu dominira struja gasa u sme-
ru od zvezde i druga - razvo] formiranog omotata, kada tre-
ba ofekivati da neke Jestice iz omotada padaju na zvezdu
(i1i se bar kredu prema zvezdi). Realno, gasoviti omotac je
eredina sa nestacionarnim kretanjem koje, u konacnoj fazi

(ako postoji), dostiZe neko kvazi stacionarno stanje.

1.3, FPormulacija zadatka

Poamatradki materijal i teorijski modeli, za formiranje
omotada oko pojedinalne zvezde i u dvojnim sistemima i za
izradunavanje profila emisionih linija, ukazuju da omotac
nema sfernu simetriju - radi se o gasovitom disku ili obru-
du, relativno male debljine oko ekvatorske ravni zvezde. Raz-
matramo 1i Be zvezde, kao igraziti primer zvezda sa prosire-

nim omotaclem, model formiranje jako se komplikuje. Naime, to
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qu zvezde sa brzom rotacijom a, osim toga, sve - ili gotovo
sve, Be zvezde pripadaju dvojnim gigtemima (K#iZ and Harma-
nec,1975). U navedenoj studiji daju se i zakljucéci, na os-
novu posmatranja, iz kojih gledi da obmen materije izmedu
komponenata ne odvija se neprekidno i sa istim intenzitetom
- postoji periodicno slabljenje, sa nedovoljne jasno defini-
sanom vremenskom skalom, kada je mogude da struja gasa vrlo
male utice na promenu karéktariatika omotada. Posmatramo li
omotal u toku jednog fakvog vrememékeg intervala, moZemo
formulisati zadatak o njegovom razvoju u odsustvu najefek-
tivnog mehanizma kojim se, u omotac, dovodi nova kolic¢ina
gaga. Ovako uproiéena slika stvarnog stanja omoguéava da se
razdvoje faze formiranja i razvoja comotaca i savladaju broj-
ne teikode sa granidnim i pocetnim uslovima. Simetrija omo-
tada, sa matematilkog stanovifta zahieva negtacionaran tret-
man u cilindridnim koordinatama., Konstruifimo cilindridni
koordinatni sistem (r,'{,z) sa pocetkom u centru'zvezde, -
ogom u njenoj ekvatorskej ravni 1 2z-080m koja se poklapa ea
osom rotacije zvezde, Realno, zadatak je Setiri-dimenzioni
Xto, 8 obzirom na objektivne te¥kole u konstrukciji 1 regli-
zaciji metoda za numericku integraciju, ne daje mogudénost za
uspe no redavanje. Reduciranjem prostorne zavisnosti u ra-
vansku, elimini3u se problemi te vrste. Pored koordinate r
- koja u svakom sludaju ostaje, treba se odluditi za Jos Jed-
nu (¥ ili z). Zenemarivanje raspodele po azimutu skoro da
nema smisla pri proufavanja poletne faze formiranja omotaca.
Medutim, u fazi razvoja, nemoguée je realno zadati pocetne 1
granidne uslove u zavisnost od ‘¥, u odsustvu onih procesa

koji odreduju takvu zavisnost. U toj fazi, u prveo] aproksi-
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maciji, mofe se pretpostaviti da ostatolna zavisnost para-
metara omotada po azimutu, postodi samo u relativno usko]
oblasti po r = na periferiji, da ona slabo utice na razvo]
unutrasniih slojeva omotafa i da sa vremenom iscezava 1 u
toj oblasti. Sa druge strane, karakteristike omotaca po vi-~
sini (koordinata z) nisu poznate ni u fazi formiranja omo-

tata. Zbog toga , predlaZemo simeiriju (r,z).

Kao mehanizam razvoja, razmatrade se prenos uglovnog mo-
menta rotacije turbulentnim trenjem susednih slojeva omota-
Sa. Magnetno polje nedemo razmatrati. Naime, uvodeéi u mo-
del razvoja i uticaj magnetnog polja, zamrznotog u plazmi
omotaca, moramo se vezati za njegove karakterigtike u stru-
ji gasa izmedu komponenata ili u povr¥inskim slojevima cen-
tralne zvezde., Osim toga, na osnovu posmatranja se moZe zak-
1juciti da, postojanje omotaca nije uslovljeno magnetnim po-
ljem. Posmatrademo omotad sa masom koja Je mnogo manjs od
mase centralne zvezde pa, u tom smislu, zanemaridemo sop-
stvenu gravitaciju gasa u njemu. Takode, u energetskoj rav-
notezZi omotada, nedemo javno izradunavatl doprinos toplot-
nog provodenja. Pretpostavidemo jo3, da se gas uw omotacu sas—
toji od jonizovanog vodonika u idealnom stanju, a udeo zra~

tenja zvezde u ukupnom pritisku necemo raclunati.

1

Pod svim tim uslovima, omotac demo tretirati hidrodina-
mic¢ki, kao sredina sa turbulentnim kretanjem, u cilindricC-

noj konfiguraciji sa aksijalnom simetrijom.
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GLAVA 2. OMOTAC KAQC NEPREKIDNA SREDINA

U formulaciji zadatka predloZen je hidrodinamidki model
omotaca. U ovoj glavi, polazedi od jedna¥ina hidrodinamike
za proizvoljan,ortogonalan sistem krivolinijskih koordinata,
daju se jednacdine ravnoteZe u cilindridnim koordinatama sa
axsijalnom simetrijom. Zatim, daje se potpun sistem jedna-

cina kretanja u jednodimenzionom tretmanu, sa granicénim i

pocetnim uslovima,

2els Jednadine hidrodinamike

Termin "jednadine kretanja" koristidemo za oznacavanje
svih jednacdina potpunog sistema kojima se opisuje ponasanje
date sredine; u ovom zadatku mogu ge podeliti u dve grupe:
l. Jednadine ravnotefe razliditih velidina (mase, kolidine
kretanja - ili brzine, i energije) i 2. Jednadina stanja,
izrazi za koeficijente prenosa, tenzora napona i energiije
zracenja kao i formule za izvedene veliline iz ove grupe.
Osnovni sistem &ini prva grupé jednadina a dodatne formule
1 relacije iz druge grupe zavige od detalja konkretne for-

mulacije zadatks.

Razmotrimo prvo jednaline ravnoteZfe. To su dobro poznate
Jednaline klasi®ne dinamike gasova, koje se mogu nadi u sva-
kom udzbeniku iz te oblasti. Podimo od neZto opstija razmat-
ranja da bi u jednadinama, ﬁa prirodan nafin, uveli Slanove

koji karakteridu kretanje u astrofizidkim uglovima,

Osnovna jednalina sistema izra¥ava zakon cdrZanja mase -
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ravnotefu mase (jednadina neprekidnosti) koja, pri kretanju

bilo kakve sredine, zadriava isti oblik

@ . iy
i%; A+ JU&%ﬁ - O (2.1)

Iskoristimo je za izvodenje jednafina ravnoteZe ostalih ve-

1icinsa.

Neka % bude neka skalarna velilina (po jedinici mase) <i-

ja se ravnotefa traZi. Ukupna vrednost } u sredini zapremine

"
Ve y = %Eg;i,v, Promens ‘%, U vremenu, ako su granice zap-
remine fiksirani, u op3tem slud¢aju jednska je zbiru nekih
zapreminskih integrala (rezultantni integral oznadimo sa Iv)
i nekih povr¥inskih integrala (ukupne velicine Ig} p0O povrsi
S koja obuhvata posmatranu zapreminu. Integral Iy odreduje
velidinu dejstva zapreminskih faktora koji menjaju ¥ a Ig

defini¥e dejstvo povriinskih faktora 1 fluks velicine ey

kroz povrs S,

Ako sa A oznadimo meru, po Jjedinici zapremine, za ukupno
dejstvo zapreminskih faktora, onda je Iy= SAdV¢ Neka, po ana-
logiji, A oznadava meru - po jedinici peézéine, za dejstvo
svih povr3inskih faktora. U opstem slulaju A je tenzorska
velidina a ako je | komponenta brzine, J se formalno tre-
tira kao vektor. Osim toga, radi jednostavnije diskusije,

ukupni fluks veliline €% kroz S razdvojimo na dve kompo-

nente: konvektivmi fluks ~ %V i fluks svih ostalih meha-

nizama prenosa - §?(Aka je vektor ukupnog fluksa suprotno

orijentisan u odnosu na spolja$nu normalu na povrs S, on po-
vedava vrednost Y%, u toku vremena)., Na taj nacin, za Ig

sk » » s ‘:j* ey
mo¥e se pisati I. = — 50T + ¥ + A Vd3D.

S

i

Za ravnoteZu %, sada imamo relaciju o
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odnosno,
) Cos g y e » P
| (endY = (AdY = ((erT 4+ T 4N dB. (2.2
¥ \.f-" ﬁ:"“.!

Primenom Gaussove teoreme na povrSinski integral u {2.2),

zbog proizvoljnosti zapremine V dobija se

—y
%{@E\) a2 z:-{fwﬁl*{‘@%{]?‘ Yo A — p/f,{nrﬁr - Eiwq&_- (2;3)

(operator Div oznadava divergenciju tenzorske velidine). Ako
izvrsimo parcijalno diferenciranje prvog &lana na levoj
strani (2.3) 1 od dobijene jednaine oduzmemo Jednadinu ne-

prekidnosti (2.1), prethodno pomnofenu sa %, dobija se

- a2
gﬂ-%% ek = A - divE - Div (2.4)

fto pretstavlja jednadinu ravnotele za proizvoljnu velidi-

g § .

a) Ravnotefa za brzinu. Neka je U algebarska vrednost

bty

projekecije brzine na osu éﬁ;ortoganalneg sistema koording-

ta i neka je u jednaini (2.4), Y=V .U tom sludaju, veli-
cina A je i~komponenta gustine zapreminskih gila, Za sredi-
nu u gravitacionom polju, ﬁﬂa:;«mﬁﬁﬁTThfgda je.ﬁfm funkci-
Ja gravitacionog potencijala. Kako se . prenosi iskljudivo
konvekeijom, ?2;9 a Divh u (244) je i~komponenta gustine po-

vrSinskih gila. Za viskoznu sredinu
(m@ﬂl’: = MQVP‘)M + <D'L’\TN>L | (2.5)

gde jeiPmpritisak,kNHwtenzer napona. U vektorskom obliku,

oy ol M -y
Jednacinag ravnotefe za brzinu WV je
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(2.6)

b) RavnoteZza energije. U ovom sludaju veliéina.fg iz (2.4)
je ukupna energija po lgr mase sredines unutrasnja energija
(£), kineticka energija.(xsz) i potencijalna energija u
gravitacionom polju (7). U odsustivu elektromagnetnog poxja

Z.
Em&%%w“ﬁ"r (2.7)

Ako ne postoje nuklearne reakcije, drugih izvora navedenih

vidova energije nema, pa je A=0.Na nadin kako je uvedena,

monn By,
velidina § pretstavlija fluks svih vidova energije, umanjen

za vrednost konvektivnog fluksa;

o Xy Ay =y N X e [ = =
A QENT g’“‘“@rﬁ‘r ~p f«it‘”ﬂ“ -t S:;r"%-‘:‘i‘@w E‘&

’ .

(2.8)

gde su: Fr - fluks energije usled toplotnog kretanja tegtica,
oty B2
s, - fluks energije koja se prenosi zraéenjem,*§ﬁ -~ konvek-

>

Nt R
tivni fluks. PoSto je § =V'{Y%izraz za & iz (2.8), sa § iz
(2.7), postaje

I d
? = m}»T + gn

(2.9)
velidina A iz (2.4), u ovom sluaju, pretstavlja rad sile

pritiska i rad viskoznih sila na povrSinu razmalrane zapre-
mine:

£ = PF - N~ (2.10)

Stavljajudi rezultate iz (2.7), (2.9) i (2.10) u (2.4),
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dobija se jednadina ravnoteZe za energliju

% :};{:L e ¥ g -2 » : — .
Qo (B )+ (et F 1) = - dir (B € Y- L (PR (7Y (2.11)

Poslednja jednafina mo¥e da se transformiSe u nekoliko ob-
lika. PomnoZimo (2.6) skalarno aa:F}s leva 1 rezultat oduz-
mimo od (2.11). U dobijenoj Jjednacini uvrstimo A AT VT =

~ AT ) ity .
v+ i razvoj za AP, Ona postaje
% E. -, # . S ¥ -
LmT T RUYVE = - d*"i"(ﬁr*‘%b}HPV*?+(J,LWJ\£\'\?~“$-Y)@YLN\, (2,12)

Ako u poslednjoj jednadini, energiju iszrazimo pomolu en-

talpije T=C8+ . @ 3% zamenimo iz jednaline neprekiddnosti

€ ¥t
(2.1), jednaina {(2.12) posle malih transformacija dobija

v die B - FDN - A (BB
EA T

(2.13)

Konadno, napifimo jednadinu ravnotefe za entalpiju kretanja,
-
ngnia~%?+ﬂ?, Tzrazimo © pomolu T, uvrstimo u (2.13), a %%;
zamenimo iz jednadine ravnoteZe (2.6), Iskoristimo 1i jed-
nostavne odnoge pomodu kojih smo dobili oblik (2.12), jed-

nat¢ina (2.13) transformige se u

VT . P , =
QR TN, = Lo aﬁwﬁ@’* ~ (5 E)). (2.14)

Na taj nadin, u zavisnost od konkretnih potredba, jedna-
dina energije moZe da se koristi u jednom od oblika

(2.11) -~ (2.14).
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2.2, Potpun sistem jednacina kretanja
u cilindri¢nim koordinatana

Napi¥imo jednadine ravnoteZe u ragvijenom, javnom, Ob-
1iku u cilindridnim koordinatama. U tom cilju, 1skoristi-
mo izraze za komponente gradijenta i divergencijwu gsigte-
mu ortogonalnih krivolinijskih koordinata ¥% Za skalarnu

funkeiju £ i vektorsku funkeciju a ,

4 %%
(‘?5’-)@ E .‘”«‘"S‘“"{L 5 (2'15)
g = {ng '},3( i), (2.16)

gde su . koeficijenti Laméa:

hs }WQ “+ (%E/ \ '*'(m% (2.17)

X,¥,2 =~ Dekartove koordinate. Osim fToga projekeija brzine,

“%L(ﬁfﬁl), na odgovarajudu koordinatnu osu ﬁf-ja

4 3T
Ny = ,1;;1# '*a%i N (2.18)

projekeija ubrzanja

1 ¢ oL 0T . -
“Jf;:( Af. &‘)‘Z"' f‘ﬁwﬂ} (2.19)
88 |
| 4 ’2"..... x . 2 254 =2y . .o A
T =5 ma-z--(’e:., PRI X)) g i"“&*%* (2.20)

Jednadine (2.15) - (2.20), za slufa] aksijalne gimetrije,

(2

sg%aamj, omogudavaju da se napiSe jJavni oblik jednacina
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it " - - » - . ‘1 - Q« . 3
ravnotefe. Za cilindrilni sistem ¥'=13%=1Y %=X a prema

(2.17) fiimzh ﬁqﬂ.z;,4;3x41. Jednac¢ina neprekidnosti (2.1)

pogtaje
}mﬁw OZ)‘\S‘ h}n'\?z Y, (24:-21)
Ve + (AR 4 € (%% +~5% =Y = 0
a skalarne jednadine iz (2.6) su
D% s e @By, o T o LY O ety (2.22)
e Qm““'“{%ﬁ;’?{, Y, TN *
&bbm? O '\j‘“ I VU
e TR + g mme m:(ﬁhﬁﬁ{\% (2.23)
Ry
N SR Wv“»’\i" — oo Y TP .
v &L €Az ~ 5z + O, (2.24)

Ako u ravnoteZnu jednalinu energije, recimo oblik (2.12),
~ — e i -
oznacimo g“:;gﬁhrﬁ§5%5;> a za V.U iskoristimo rezuliat su-

miranja po 4 u jednadini (2.16), dobija se
DE, e 'b’l? '\’\Jw
Q:Sf% + ©(TYHE = “P(?L + \)w%c!mfﬂ\ﬁrw”ﬁ“bw‘}{\“ 9. (2.25)

U jednadinama (2.21) = (2.25) operator (v V)= ’\J;%— .»a-f\j;,,,-;:z

od proizvoljne skalarne funkcije.

Ognovni sistem jednalina treba dopuniti izrazima za ”ﬁyP?

E;ﬂﬂd>(§hwf¢)£ﬂ . Iz formulacije zadatka sledi

= &My po o XRET

MM'M

‘4
R MMy » &=

P
-1 ®

(2.26)

gde je ¥ - rastojanje od centra zvezde, My - masa atoma vo~
donika, M=~ grednja molekulska tezmna(ﬁ,mo 5), = e 5
Komponente divergencije simetricnog tenzora napona u orto-

gonalnim krivolinijskim koordinatama(Djatenko,ImSeniky 1963)
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814
. £ 5
(Dars ), = Ay %&% ”“M‘ -~ DInfis 2,07
Genth= o [ e ) - M e |, @20

a komponente N - sa izotropnim koeficijentom viskoznosti 7,
mogu. ge izraziti pomodu Vi i njihovih izvoda (Djacenko,Im-

Yenik; 1963), na slededi nacin:

LN, D% Wi o MR
YL{ ’“{‘)@.K: :?M'b‘z% ’k&(m%?% ﬁﬁ>+

L P

zﬁ 5 Mmh %G bty | g
3 & S _ 2 m[ wj B hy) ;j Q >&

(2.,28)

U (2.27) vr3i se sumiranje po i, u (2.28) po A; Clan u
srednjoj zagradi u (2.28) javlja se zbog saZimanjae gasa.
Disipacija energije usled viskoznosti, poslednja dva ¢lana

n (2.25), moZe da se pretstavi u obliku

oh:\r .N\-"??zm M{?% r 3*{ '\( qf’\’\.‘v
i w““*“m~{ =N\ U 242
A (33"* \(”Lk‘f‘“—{'— &‘QN\M ”“‘b‘x—n\&,* ( 9)
7a cilindricnu konfiguraciju sa aksijalnom simetrijom, iz
(2,27) sledi
({“‘fm;-"w\ - ‘\L’}Fm, i h?)}f\}m N N ~ H\w
R ¥ T

y I
s = e N ,.mfllim ( e 39 )

-

a lzraz (2.28) za komponente fo daje
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Now = l2 8 - 3( 2% t’x&“*% |

ARRIEE R TEr -
Mo = 1O < 550Y5 MmO -y g0 = 2
Takode, iz formule (2.29), dobija se

div NV - L N = MW(:?; + Nafa?% mz(\%? (2.32)

‘r-

w S O+ 500 + 00, (B - %) + 10, 20

Za diskusiju ostaje jog difuzni ¢lan u jednalini energi-

Je (2.25). Ako ne razmatramo toploino provodenjie u omotadu
oy

( awﬁg), C{w - o{;.mr*?, Zapravo, priroda zracenja omotaca naj~
vedi je problem. U jednacini ravnoteZe za brzinu.i?, mo zda
se i mo¥e zanemariti pritisak zradenja -~ u poredenje sa di-
namickim pritiskom (kao posledica toga, ne razmatramo ener-
giju zralenja u izrazu za ukupnu gustinu energije), ali -
Z2bOg velikejbrzine fotona, kolidina energije prenoSena zra-
cenjem nije zanemarljiva. U opdtem sludaju, za mala%enje éi;
potrebno je izracunati intenzitet zradenjs u datom praveu
iz jednacine prenosa, sa poznatom optickom debljinom
(odnosno, poznatim srednjim koeficijentom apsorpcije ®) u
omotacu. Broj jednalina ravnoteZe time se povedava a rele~

nje jednacine prenosa je od samostalnog interesa. Pofto je

nas osnovni zadatak dinamika omotadéa, uticaj zralenja rag—
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matrademo u prostom obliku. Pretpostavka o lokalno termodi-
namidkoj ravnoteZi (T4 ) daje mogudénost za koriscenje di-

fuzne aproksimacije

“r%

q, = ‘C*’{c&VT} o d = «‘;% Cs

(2.33)

Ir AL

( S, Jje Stefan - Boltzmannova konstanta), koja se koristi
pri izrafunavanju modela zvezda. Vrednost 9 1z (2.33) je
nesigurna, zbog nepoznavanja xoeficijenta neprozracnosti.
Osim toga, nelinearnost koeficijenta difuzije (&), zahteva
poseban tretman jednacine energije u ¥emi za numericku in-
tegraciju - ¥to samo usloZnjava postupak re Savanja zadatka,
ne povedavajuéi njegovu tatnost. U drugoj aproksimaciji,
el o za izratunavanje Clana ﬁJmo%e da se koristi adapti-
rana kriva zradenja optiki tanke plazme (Cox and Tuaker;
1969 11i Dalgarno and Mc Cray, 1972). Realno, omotal Se ne
ponaSa kao prozracna sredina & korisdenje aprokgimacije 74
dovodi do brzog hladenja (karakteristiino vreme zracenja je
mnogo manje od hidrodinamilkog), Sto stvara vellke numeric-
ke probleme. U takvim uslovima, sa Zeljom da u dinamici omo-
tada vodimo rafuna o nekim efektima zralenja, za fluks zra-
cenja predlaZemo prostu aprokﬁimaéiju crnog tela. U tom
slucaju velidina {Lhréiﬁg pretatavlija koliéinu izracene

energije po lgr u jedinici vremena, pa je

qJ - Egagfyéi ‘ {2¢34)

Jednadine (2.21) - (2;25)’ (2¢26)s (2n30) - (2~32) i c2134}t
sa poznatim koeficijentom viskoznosti, Cine potpun sistem

jednacina kretanja.
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2.3, Jednodimenzionl treiman

U formulaciji zadatka (odeljak 1.3.) navedeni su razlo-
zi za izbor aksijalne simetrije problema. U takvo] pogstav-
ci, kada se %eli proudavatal kasnije (ne mora biti 1 konal~
na) evolucija omotada, faza formiranja ne igra bitnu ulogu.
U svakom sluéaju, posledice mehanizama formiranja navode na
zakljulak da su karakteristike omotala preteino izrazene u
ekvatorakoj (orbitalnoj) ravni odnosno, u njenoj okolini
(Prendergast and Tamm, 1974; Flannery, 1975). Mala deblji-

na u - praveu ukazuje na odnos 2<%, mozda i L&, zZa
ayako 2. Takva konfiguracija omotada - njegova diskoobraz-
na forma, omogudava jo& jedno uproilenje: dodatnom pretpos-
tavkom A, < 5, (realno, U, < Vi ), problem se svodi na jed-
nu prostornu dimenziju{struktura diska u ¥~ pravcu moZe
posebno da se diskutuje). Mala vrednost brzine " pribli-
*no daje hidrostatidku ravnoteZu diska u oblast van ravni
rotacije kao i izotermidnost u.mnn;pravcu (sile koje de~
luju po .~ osi ne omogudavaju Sirenje diska a time ni

njegove hladenje u tom pravecu).

Iskoristimo ovu redukcijun zadatka i transformisimo jed-
nadine ravnoteZe, svodeél ih nalgavianost ( %,+ ). Pre gve=
za funkeija gravitacionog potencijala 7V, jednalina (2.26),
mofe da se razvije u Taylorov red u okolini ravni rotacije
(=0}

T oury = g %"
(020 Py + ,é\f.,,)aam;jj ’ (2.35)

ALY = Eﬂ) T,
g ot o = Q - Gfs gﬂw (2#36) |
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pidrostatidka ravnoteZa duZz <L - pravca (V=0), {%f Wd

i 1) = conat, omogudéavaju lako resenje jedna&u.namravncte-
Ye (2,24). Za jednacinu stanja iskoristimo (2.26), za h{:’@.;z,j
razvoj (2.35) i uslov WX = R(1,0) 28 L= O Za ras-

podelu gustine duz L=~ ose dobija se

QULEY = Qo> exp G4 &), (2.37)
. X
oy (kwT/AwaB) ?; ' (2.38)

gde je L skala visine u disku. Ukupna gustina & , u prese-

a R = consh, dobija se integracijom (2.37),

ol

& = g%‘:.’z;;z_gr;fﬁ:a,, (2.39)

Tskoristimo (2.39) i (2.35), sve navedene pretpostavke 1
‘bﬁﬁ =0y kao jos jedna njihova posledica. Integracijom jed-

B,

nafina ravnotefe (2.21) -~ (2.25) po ¥ dopija se rezuliatl

RIS \ Wy

,\M\:+(’\F“?%"+ %( 2-t- ;)mﬁ (2.40)
Dy ey

Y. %‘(.“5’?}\5« - "‘Jﬂw mw%rh; 59) v ’BA A 0P Ay (2441
it M= =t seran T e an e ()
T 3 T. N, W \

NP+ (PO - = LQDWN)L! (2442)
DE -

AL F (S YE = - g réb 4o L)Lmrj\f\ﬂ\; Al - (2.4»3)

S8 Q\?-‘?) ) %—-».. Na osnovu (2,39), (2.26), (2.30) =~ (2.32)

i (2#34) sledl

v, 1 X
o ————— ¥ i ,.-h:tmu-uﬁ ........g?....— L] !i, e {jﬁi{% bt ﬁrhE'L 2 44
(‘15': P E=Eg e s TN > 0= =g (2-44)
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(faktorom 2 u izrazu za (3. obuhvadeno je zradenje sa obe

strane povréine diska),

(Dw_}p\} B3 + Niw = Mo

YA - St ?

Qine N = %Ni, ?.,M% (2.45)

GL'-"‘J"MW - f\}‘“‘}m!“w \N\ b#}'{;‘ + Nl?t?% +- N\h'»? (bqyp %

f
-
]

Vo o ,
1l 7 ~«-ﬂ**-<-’%“*‘i" )]

N%?m:qriﬁ N m}

(2.46)

Ako je ™V kinematiSki koeficijent viskoznosti, mmg’w.
Sistem (2.40) - (2.46) pretstavlja potpun sistem jedna-

¢ina kretanja u Eulerovim koordinatama (r,t).

2+4. Graniéni 1 pocetni uslovi

Jednacine (2.40) ~ (2.43) razmatraju se u oblast pro-
menjlivih (r,t), sa zadanim graniénim i pofetnim uslovima.
1z formulacije zadatka gledl da je unutradnjs granica omo-~
taca - povr¥ina zvezde sa r = 1r,, nepodvi¥na & spoljadna
granica, r =R (t), slobodna. Na nepokretnoj granici - u
zadacima strujanja viskoznog fluida, poznat je zahtev kla-
sicéne hidrodinamike za ukupnu brzinu, A= 0 U nasem za-

datku koristimo termin "nepodviZna granica” u smislu r.=conat

iako talke povrs$i zvezde kredu se Keplerovskom brzinom Vg
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Po¥to je, za Cestice 1z omotada, orbita sa r = r, stabil-
ne, grani®ni uslov bi trebao da bude : W, =0 , UL = U, U,
Treba odekivati da de tako strog uslev izazvati pojavu uz-
kog pograniénog sloja oko Potoafere zvezde (razmatranje
procesa u njemu je van okvirsa formulacijevzadatka). Zzato,

wt ot " o
predlaZemo blazu formu uslova V= O, e

W&ﬂm Oy : '9%% = 0O Pt }&w R (2.47)

CEV

gde je w uglovna brzina rotacije (V= ). Spoljasna gra-
nica omotada je granica sa vakuumom. Ako zahtevamo da je
pritisak na njoj jednak nuli, 2za ogranidenje dejstva vig-
koznih sila dovoljno je staviti Ny, = [}, = o i1li, na os-

novu (2.46),

" \ fll -
(2‘ r} ‘;‘{ S5 99 ) *1.1'{9 "

ke dy L

L , I _
AN TR RO 5 S - A =0y = RE (2.48)

pofetni uslovi, jednim delom, proisticu iz formulacije
zadatka. Neka, u podetnom trenutku, ne postoji radijalno
kretanje omotada. Cestice se kredu po Keplerovekim orbita-
ma @& brzinom Vi{r,o), koju mosemo odrediti iz jednadine

ravnoteZe (2.41) za t = 03

i
\ "‘(}?ﬂ' > LN ??ﬁ }; ]
VW, (oY = 0y ?:Tf;.,;;,},.j.?} IRCRRSC 4 POy YA 4 VR C(2.49)

il

> Mo T'zEA L T € TR

Raspodels P(r,o) odreduje se 1z jednaline stanja, prema za-
danim profilima gustine 1 temperature. Poslednje dve raspo~
dele, u principu, mogude je zadati sasvim proizvoljno. Na

primer, &(r,o) = const i T(r,0) = o, blli Dbi najprostiji
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uslovi za gustinu i temperaturu (time bi se i uslov (2.49)
pojednostavio). Medutim, nesumnjivo, gornji uslovi za haﬁ
mogen 1 hladan omotacd u pocetnom trenutku daleko su od rew
alnosti,., Ogim toga, zbog T{(r,0), trebalo bi modifikovati
koeficijent viskoznosti " sa c¢lljem da ﬁé u ranijin tre-
nucima razvoja omotaca oslobada bar minimum energije vig-
koznog trenja. Zato demo, za gustinu i temperaturu u podet-

nom trenutku, predloziti raspodele

¥
Sy = 6, ’%} L T =T, D, (2.50)

gde su ©,,T, - gustina i temperatura na povr&ini zvezde,
K>A a

ol 1T, T

& = 054~ \1-(F)? | (250

Je faktor dilucije. Naravno, pocCetni uslovi na granicema

treba da su usaglaSeni sa granidnim uslovima.
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GLAVA 3., TURBULENTNO EKRETANJE

U prethodno] glavi bila je data matematicka formulacija
za deo zadatka, (Osgstaje da se razmotri turbulentni mehani-
zam prenosa uglovnog momenta, kao uslov za evoluciju omo~
taca zvezde, U ovoj glavi, polazedi od osnovnih jednadina
neprekidne gredine i modela turbulencije u omotadu, izvo-
de me jednadine kretanja za srednje velicine (pokazuje se
da je mogude eliminisati pulsacionu komponentu fizickih
velidinal). Na kraju daje se potpun sistem jednadina u
Lagrangeevim koordinatama {masa, vreme),% bezdimenzionom

obliku.

3.1. Model turbulencije

Ako u jedno] sredini postoje kretanja razlicitih mazmera,
za njeno stanje kaze se da je turbulentno. Pri tome, ako
izmedu turbulentnih delija ne postoji energetska zaviesnost,
pobudeno kretanje odredenocg razmera ce se izgubiti (line-
arnost). Ako su pak kretenja nelinearna, energija iz krup-
nih cdelija prencosi se na kretanje u najmanjim razmerima gde

ge vrsi disipacija u toplotnu energiju.

Postoje dva osnovna tipa turbulencije: rotorski i akuse
tidki., Kod turbulencije prvog tipa, za kretanje avih razme-
ra vazi Jm#ﬁ?¢na, dok je kretanjé u akusticko] tufbulenciji
talasne prirode (potencijalnog tipa), pa je nelLv¥=0, Ste-
pen nelinearnosti turbulencije akustilkog tipa odreduje se

velidinom odnosa V/V:; , gde je V, brzina kretanja sredine



Sie

u krupnoj deliji karakteristilne du¥ine &, Vg -~ lokalna
brzina zvuka. Ako je N, <<V, , talasi imaju linearni karak-

ter i akustidka turbulencija se ne raszvija.

Posmatranja i analiza spektra zracenja ukazuju na pog-
tojanje turbulencije u atmosferama mnogih zvezda kao i u
meduzvezdanoj sredini. Karakteristike turbulentnog kreta~
nja nisu potpuno poznate. Naime, konstruisati teoriju tur-
bulencije vrlo je tesko, pogotovo za nelinearne pulsacije
(npr. Rotta, 1951; Frost, 19603 Ie?lev, 1970; Kolmogorov,
1972)+ U astrofizici, ispitivanje karakteristika turbulen-
cije u atmosferama zvezda svodi se na odredivanje velidine
turbulentne celije na osnovu gzavisnosti izmedu ekvivalentne
Sirine i poluZirine gpektralne linije (npr. Greenstein,1960).
Ipak, turbulentno kretanjé igkori¥éeno je kao mehanizam
akrecije na crnu jamu (ili protonsku zvezdu) u dvojnim sig-
temima, zajedno sa drugim faktorima koji regulisu snagu

akrecije (Shakura, Sunysev;1973).

U takvo] situaciji, kada postoje dokazi o turbulenciji
kod zvezda a ne postoji potpuna teorija turbulentnog kre-

tanja, za omotal zvezda usvojidemo slededi model akugtitm

ke turbulencije:

(\T‘r “*:—("}lf\r& (dﬁ‘i’.’\\} ;. an }@%QL&}Z{) ; \)"C:.:‘?‘T , (3ﬁl}

gde je'fwim turbulentna brzina, Vg - izotermilka brzina
zvuka, L - maksimalna duZina turbulentne delije (skala vi~

sine u omotadu); VY,Y; - molekularni i turbulentni kinema-

ticki koeficijent viskoznosti.



28 .

Jedini "samo-regulator modela (3.1) Jje koeficijent o
koji odreduje stepen nelinearnosti turbulentnih pulsaci-
ja. Uslov o<1 govori da je turbulencija podzvuéna, sve
vreme i za svako r u omotadu. Ako je na nekom mestu i u
nekom trenutku Jr>Vs, u tom delu omotaca transformise se
veda kolidina energije turbulencije u toplotnu -~ povedava
se V. odnosno, smanjuje d . Realno, ¢ je funkcija rastoja-
nja u omotadu koja, u pogranicnim oblastinma, treba da da

vrednosti:
do<<hA Mzl 5 L&A (). (3.2)

U nemoguénosti da se koristi bar neka poluenpirijska for-
mula za d.(r) kao i zbog velike proizvoljnosti u zadavanju
takve funkcije, tretirademo . = const. Odnos L&’ nije
apriorna pretpostavka veé posledica usvajanja L (§=-na (2.38))
za dufinu éelije. Uslov v<Y. u modelu, ispunjava se u sva-
koj tadki u omotalu i posledica je izbora .= const. Real-
no, kako sledi iz (3.2), u bliziqi povriine zvezde turbu-
lencija se sporo generife i moguée je V>Vy. Odnos VLV

praktiino zahteva ol £ 4 u celom omotacu.

3.2. Jednaline kretanja za srednje veliline

Primenimoe jednafine (2.40) =~ (2.46) osnovnog sistema za
refenje zadatka, dopunjene modelom {(3.1), na turbulenino
kretanje 1 usvojimo oznake AL=1T, V= Ve s q;ﬁfﬁf‘ Osnovni
cilj je da se, usrednjavanjem polaznih jednacdina po Jednom

periodu pulsacija, dobiju jednaline ravnoteZe za srednje
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vrednosti fizifkih velicina. U tom c¢ilju, svaku nepoznatu

funkciju £ pretstavimo xao zbir njene srednje vrednosti 1

pulsacione komponente:

£ = <k> + & . (3.3)

ppri tome va¥i cwy ¢ <y, Sto je realno za polje brzina u

omotadn.

a) RawnoteZa mase. Jednacina koﬁtinuiteta (2.40) moZe da

se napiSe u saZetijem obliku:

PiS gy RE%
PB‘E: -+ TL rhh‘, ==—S § Bt (3#4)

primenivii (3.3) na veliline ¢ 1 (64), Jednalina (3.4)

pogle usrednjavanja ( 2£'y=0) postaje

VB> A Y heEnd
%‘t ) . = O. : (3-5)

b) RavnoteZa ¥~ komponente brzine. Jednafina (2.42) mo=

s da se transformife u oblik jednadine ravnoteZe za moment

rotacije b = rUGe Sa usvojenim oznakama 1 pomoéu izraza

(2:45) 8 (B/L“Y;Nﬁ)g?, imamo

v Ve,

Leva strana poslednje jedna%ine,éimy, mo¥e da se napife kao

R LY >
doy = - — PAL + Ga o3

ili - posle zamene (%5/?}{:) 1z (3.4},
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X e PASLS
Le= RE * R e e (3.7)

Primenivii (3.3) na kolicine (GSF) 1 (6&¢9, posle usred=-

njavanja}(B.?) postaje,

<J"U‘> = %i%?:) + ;i, %Q%E% z. (3.8)

7a transformaciju i analizu pojedinih &lanova koristicemo

izraz za srednju vrednost proliszvoda

g9y = 4£7¢3y + <49'> (3.9)
i vazvoj za pulsacionu komponentu proizvoda

(83) = &>+ £ + 29 - 4y (3.10)

Primenimo (3.9) na <‘€/1°>' U razvoju dobija se &lan (&'"'>,
to pretstavlja velidinu turbulentne difuzije mase u prav-
cu ‘P- ose. Smatrajmo da je turbulentna difuzija bilo ko=
je velidine u tom pravcu zanemerljivo mala. Ako time ne
Sinimo grubu gredku, u ovom slulaju moZemo se zadovoljitl

aproksimacijom

(Ep> = B3 p> (3,11)

*

Ako razvoj (3.9) primenimo na < (8M)4 %, pa dobijeni re-
zultat zajedno sa (3.11) zamenimo u (3.8), razvijemo izvod
no vremenu i zamenimo (D46>/d+ ) iz (3.5), jednalina (3.8)

posle sredivanja Clanova postaje

L
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Izraz R (SMYP'y = H> ¢ (Guy 'y  sadrii &lanove koji

nisu istog reda. Ako razvo] (3.lo) pomnozimo sa A, potom

usrednjimo i rezultat iskoristimo za razvo] &lana kojleg raz-

matramo, bice

LB 1Y = (67 <> + LMy LB ¢ Eltart> (3.13)

Treéi &lan poslednje jednacine fJe najmanji. Rezultat pore-~

denja drugog ¢lana sa prvim mo¥e da se napife u obliku

— Ka ey 1> [(8Y '
ﬁjd - ’rQ: " 2;'”‘") . Vi§mi ——y (3#14)
) N> <5y

gde su ¥, 1 ¥; koeficijenti korelacije za velicine (Gq,v*)

odnosno (4,v"). Ako je K,x¥, i tredi &inioc 4 1, proizila-

zi da je (b, dovoljnmo manje od jedinice 1

<(‘§M}If¢‘> e {{S}{‘M:qyl) . (3.15)

Usrednjena desna strana jednaline (3.6) pretstavljena Je

preko srednje vrednosti komponente tenzora napona ﬁﬂmf. Na

osnovu (2.46) i (3.9),

A I
— any
= s s N At A
(LA + N (g ) > (3.16)

Procenimo odnos drugogz i prvog ¢lana na desnoj strani (3.16);

osnovna pretpostavka je da postoji korelacija izmedu pulsa-

cionih velicina ?: i (!%%j"_:%g ) sa koeficijentom korela-

cije . PoSto je sredn)e kvadratna vrednost pulaacionag
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clana u maloj zagradl rada'wéﬁfé>/La y & 1lzraz <:B“r E;>‘
ponafa se dominantno kao njegov glavnl Clan ( Dev>/ov), za

procenu lmamo

AL
ﬂ),} el <PL(2’?¢ ;: \E( ’K) {<"«5"2}> ‘ (3.17)
RS [4Q g > Loy

MozZemo zahtevati da ﬂ<ﬁ@“€; bude reda (ldﬁkﬂ7fﬁﬁf) a po de-

finiciji K £ 1. Osinm toga, Q{TQ} L oLy s sto sve zajedno
daje ﬁQfﬁi.tj. |

‘<5\Cw> o «;'P(“')‘”} 4%‘? . (3.18)

Pomodu (3.12), (3.15) 1 (3.18) rezultat usrednjavanja jed-

natine (3.6) moZe da se pretstavi u obliku

Ve
<8y L +<@&L>?J;;~’e> _

_ 9
= % ﬁ,{’b [ep (%7 - 232y _ <.6><Mvt>]} (3.19)

Zbog nadina kako se javlja turbulentni &lan (WV'> u (3.19)
a u cilju zatvaranja sistema jednafina, oznacimo

—qutty = v (RER2 - AT (3.20)

Sa ovim rezultatom i sa (1> = &>y, lzraz u srednjoj zagra-
di u (3.19) moZe da se tretira kao puni iznos /- komponen-

te tenzora napona za turbulentno kretanje:

W,> = m;(x)-w.}.)(”‘“’}' <22y (3.21)

Konadno, jednalina (3.19) dobija oblik
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(\67'}%%} 4+ LB l%%} == “}i %EMQ'(\N@T'}} (3.22)

1 to je jednadina ravnoteZe za srednju vrednost momenta ro-

tacije.

¢) RavnoteZa .- komponente brzine. Ako oznadtimo

P S -7 * .
U = S Fr - K AR (3.23)

zde su pritisak P, T 1A dati u (2.44) i (2.36), jednacCina

ravnote¥e (2.41) moZe da se napisSe kao

g‘m

S 4 BM = o A + & 4 vE oF 4~ (Umrj\r),b (3.24)

T iz ’M,

U jednadini (3.22) ne pojavljuje se prosto {up, veé koli~
dina (8a> . Ako se Zell javno jzratunavanije (Y%, potrevno
je £ &uw> razviti i siﬁtem.difarencijalnih jednacina zatvo-
riti nekom formulom za pulsacione velidine iz razvoja <L 8MW)>.
Takav pristup oteZava tretman turbuleninog kretanja i pove-
dava broj neodredenih parametara modela. Druga moguénost je
{zradunavanje celog &lana <{ &uw» , Sto zahteva odredene

transformacije jednadine (3.24).

Pogmatrajmo prvo levu etranu*jednaéina,eglb. U prvom ko=
raku, iskoristimo jednalinu neprekidnosti (3.4) 1 slicno kao
za (3.7) napifimo L. u obliku

N Eu
Ju = % + 4 m [R(Swu]. (3.25)

Dalje, posmatrajmo ( 6M) kao .L€>[(€wg/¢g>:] y Yazvijmo
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izvod po vremenu, pretstavimo (64) 1 (&64°4) u oblik (3.3)
i usrednjimo (3.25). Dobija se

LS = 28 }héémﬂfﬁ’;» N afé? }%7«1.53 N *_;__“ "})a((%u)@ (3.26)

Ako iskoristimo jednadinu (3.5) i razvo] za;(LEa)aL>~'prem
ma (3.9), (3.26) postaje

(LY = 485 }(6&1}/{3} (Cu> 1 Yncbus

vaairjulp

<85 LR
y A DBy 4 L dngEwmuty
Y'Y v ds

(3.27)

Razvijmo tredi &lan na desno] strani poslednje jednacdine,
radungjudi (?ﬁﬁ?/ﬁﬁf) iz razvoja za (8u> posle diferen-

ciranja. Dobija se

rég,e Al )/4&#» (3 28)
e

Zamenom (3.28) W (3.26), za < Fu)> imamo

e . Ly oy

v YeGmy 6 | 6 |
Lduy = ¢8> "M;,(u /<82 4+ Loy %;: Mo[28y + LR>, (3.29)

(RY = 4 %f?a(éu‘;‘a? Buy o Wy

WEM by
&4%} ;?/ %’Z/ .{G}. oS (3:39)

Usrednjimo Elanove na desno} strani osnovne Jednadine

(3.24). Za prvi i tredi &lan direkitno se dobija

Coay — WP> P P> A W - (3431)

e e iyl

L T N Y A YR

U drugom ¢lanu na desnoj strani (3.24), pretstavimo &€ 1 ~r

u oblik (3.3), izvriimo mnoZenje g 4 usrednijimo rezultate
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Doblia se

(BN = 2854 4 L83y 4+ ZUICEND 4 (flagity | (g 32I)

Procenimo red velifine &lenova na desnoj strani poslednje
jednadines najmanji je poslednji &lan, odnos drugog i pr-
vog je vyt L 4 a odnos tPedeg i prvog Slana ta-
kode je <1, zbog zanemarivanja turbulentne difuzije mase

(&', , Rezultat (3.32) svodl se efektivno na
LEN2S e (B8 arST (3.33)

7a analizu ostaje poslednji Slan u (3.24) koji, na osnovu
(2,45), je funkecija komponenata [N, 1 Ny datih u (2.46).
Ugsrednjimo prvo Nm. Pisuéi = &Y i

L Ca, 3B A& .
oY) Lo W TS e ? (3.34)
dobija se

(Y = <Q>[% deBuy [y 2 Bwlbr L Ny, (3.35)

Na slidan nadin transformife se 1 }hﬁr, ti.

o g DBwyfLsy . ’
(Mygy = oy [ 2502 2 8 /é [+ iy (338)
gde su
L8> DLy _ -
Ny = %“‘)L RS AL “*<""~*ﬁ>l :
(NS = 290 ¢ ) o Bus By {(3.37)
(‘b> -?)\JY hﬂirb‘r«b> 4%5 %ﬁ] .
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Vidi se da su izrazi u (3.37) istog reda po velicini: pro-

cenimo npr. -c;N“&’}.

Tz jednadine kontinuiteta (3.4) sledl

S he 8 8 Y (3.38)

Zahtevajimo da Je

o A LBy L85 Y, | |
—ee e e mf 3*39)
At AL n (
odnosno,
AL (b..,,E - . i.gf..? ?;Lbk ’be ' (3&40)
YU, e Dy "3 b | |

Iskoristimo jo¥ jednadinu (3.5) za (?b¢%>f}b ) 1 razvo] za
LSy 1 (MmN prema (3.9). Pogle izvesnih transfor-

macija izraz za < N ) moZe da se naplSe kao

VRIOURENY B g °9
Moy = % 3 %MS'@; m}f L J (3.41)
e 7 LS Db '
R ijh(ﬁm)> |

Ako se brojilac i imenilac u prvom ¢lanu u srednjoj zagradi

ponafaju priblifno na isti nadin,

<$Qrw&ﬁﬁ ~ O . | | (3.42)
Konaéno,
DY), Y & o Ny 2 N\ (3.43)
| h«) ~ Yy | ~ "{N{:\/"],. |

Razmotrimo sada ostatak <R jednaline (3.24), dat u
(3.30). Razvijmo {(ASA)'4/> po analogiji sa (3.13) 1 pri-



37

hvatimo procenu

Pt S -

B> LM L2 .\{Quﬂ“} /4@} >

sa L1, <My < 4> 4 tredim Bktorom ~1(za dobru korelaci-

ju (&',0'Y, mo¥e biti i K< 1). Sa tim rezultatom,

i oy bl R . iy PP b ﬁ

LY R8> T

Ry~ AWy 8w VneBuy g, VCEWH/eBy (3.45)

pri Semu treéi Ilan na desnoj strani je

} -%¢€> - | |
i <) | -
(B> YB'uY A - B /{ >q ~ 0. (3.46)
L8> Vo Pb(@'ﬁ')/dgfﬂf>
R

Ako razvijemo <Bu)y , posle prostih transformacija,za od-

nosg drugog i prvog dlana u (3.45) imamo

(S Yekuy [y s > L6

{,‘?:3‘2 hbfz,:%}{‘mﬂu;}/@é Bl Qut}, -+ 2-- {qg}&mtmg;

A (Bt N
LS L@}(M‘*{.{‘} )

(3.47)

Tredi 8lan na desnoj strani moZe da se napife u oblik

ey iy ¢ Sty (3.48)
coifuy L8« ~
(BYLMIAY LBy D

jér je prvi & ktor << 1 (j-na {3,44)) a drugl ~ 1. Na osno-
vu (3.44) i drugi 8lan u (3.47) Je {K 1, pa za procenu o8-
taje jos$ prvi &lan. Zbog malosti brzine av, treba ofekivati
do bude (AP> 3 <. Za AL = cuy+W imamo (u> = custy e
odnosno,

(uy® ey A ' (3.49)
Lty - {um/\? ”"’4 < '
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Sa ovim procenama, iako dosta grubo, prihvatimo da je od-

nos (3.47) dovoljno manjlod jedinice i da Je

(Ry a A ‘}gfg?w‘“‘z’, (3.50)

Po analogiji sa (3.20) i (3.21) oznacimo

- T h6¢6u>/a6> 5 sbay ik
- AT \PT (‘% N T = 'l'/é }>; (3.51)
M S = S By (V4 VoL aial s IV (3'52_)
Za slufaj V<<V, svuda u omotalu,
s t DLEMY 185 N

Ny = < N\tfr-\]a> = &>y {_% v H [4+-’§-qu -
oz thuyfuby Y, Ny

E @WIMC?H’”<NM> (3.53)

Ako iakoriatimo,(3¢31),'(3¢33), (3.43), (3.50) - (3.52),

za usrednjenu jednalinu (3.24) moZe dase napile

Basy/ &> ) £Buy /28>
6\.‘ P;)'{“’ ;W....,., , J .
¢ M‘ {8”? Y o
N 2.
= oy - X L e VWS

el 4 ,
NV e /1. + RE'})% _'3““ - <'§‘Qf“t’>~g (3-54)

Bto pretstavlja jednadinu ravnoteZ za velilinu a%u%ﬁﬂi}t

d) RavnoteZa energije. Za malizu pogodniji je oblik

(2e14), koji u ecilindricnom sisteru sa aksijalnom simetri-
jom (u disk-aprokasimaciji omotata) a & obzirom na diskusiju

difuznog £lana (odeljak 3.2.) daje
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&‘F g h q -{}W e -&M skl ity il - T L R g"l{ -
. ﬁ{b 2. 3.
o, ? ' - A-L' - £
-—Ef o =L **; ~+ . ‘. whes "t D . ( 345 6)

S1i%no kao za prethodne dve jednadine ravnoteZe, leva stra~
na &, jednadine (3.55) posle usrednjavanja moZze da se na-

plse kao

VG WTo L 4 DRCEWIIY P>
Lty = <by»B¥ LB eV A TS Eve (3.57)

It

Pri tome, koriidene su procene prihvadene u jeduaéinama ra -~
vnotede za A i - (odnosno ) i relacija aP/E; = 4%::-]’ S
koja neposredno sledl iz rezultata <P> = (anmu)MSFKW},

-~ %to se lako mo¥e pokazati (to Je omoguéilo keriééen}e

agrcksimacije-:L%Iﬁ7 o 489< To7 ) e

Srednja vrednost u poslednjem glanu (3.57) moze da se

razvije na veé poznati nadin (j-na (3.13)):

CBUYTSS = BTy + vl Blrds @ BTy > (3.58)

Tredi &lan je najmanji a odnos drugog 1 prvog Je {1 (né O 5=
novu {(3.44)), pri demu pretpostavlja se privliZna jJednakost
koeficijenata korelacije WK (6'yT) i Ko M'yT5) . Tako, dos-

ta grube,
CBMYIS S m 2B eIy s . (3.59)

Ogim toga ( éﬂ-}/mmf,} < 4,

{‘M*Iﬂl} e {\M‘xt;) -+ LW}{MI“J"; . (3*60)
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Na desnoj strani (3.55) = u izrazu ?@ -ﬁikPﬁw“t‘?hﬂwg

zamenimo Ny, 1 Eﬁy? njihovim javnim jzrazima, izvrsimo

ugrednjavanje po analogijl ea (3.16) i iakoriatimﬁ rezul-

tatﬁi@ﬁ ;?/éw7=43;4¢ Poale sredivanja Clanova imamo

-

£ %

4%{ ~ }]A ¥ N * ii“? nxyfz e
Vo 7 <ny Qﬂfa[( 7+ Y+ (Lt )

A A i
— -E[(ff.*\}”? + LMY ) 4 (Q‘W' 2 E"‘ &&*TW\)]} , (3.61)

Odnos izraza u malim zagradama, u prvo]} srednjo] zagradl Jje,

reda 43U”,>/Hn¢ <¢. 1. Ista procena vazi 1 za adnﬁs od-

govarajuéih clanova u drugoj srednjoj zagradi, pa 8€ mo Ze

ematrati da je < ®¢> funkeija samo osnovnih sradnjih veli-

¢inae
po velic¢ini. Tako, 2a (3;61) moZe da se prihvatl

Zbog <u> /ey <1 i Elanovi sa (us su zanemarljivi

(3.62)

Po¥to zradenje omotata razmatramo u najprostijem obliku,

nedemo analizirati utica] turbulencije na zracenle: 497

raéuﬁaéemﬁ iz (2144)§ g8 <17 e

Koristedi rezultate (3.57), (3.60), (3.59) 1 (3.62),

usrednjena jednacina energije {3.55) ma%e da se napiZe kao

(@ 2ETo7 B DTy dely B
4+ L vy N +*a$>ﬂm

it

.. A m) %} i%}[&m) (5&}} .{"“J}j PLYUN S *}3*::.’,‘411“ t} (3 63)

L

Glan u srednjoj zagradl na desno] strani (pogledati (3.20)
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i (3.21)) je e:':.\f\/w /265 + Ako uvedemo koeficijent turbu-

lentnog provodenja At relacijom

" in

i oznadimo
G = <Ny b g8y T (3.65)

jednadina (3.63) postaje

(2B Ly 2 WPy 4 Breg>

Kt We Tk 0y,

—¢ay . (3.66)

Procenimo drugi $lan na desnoj strani (3.65) u odnosu

na prvi. Pisuéi za (\mtmf} rezultat (3.21) imamo

Lary e, = <T>CEN Y (A4 AT (3.67)
gde Je
A = AT }Hff}/y‘f’ , Lwy = ey . (3468)

Ry (VA7) Y zeos /3%,

LTy = ..,...1'3...4:,,T7>

Sa jednaSinom stanja idealnog gasa (' = --Efi T g

i maksimalnom duZinom turbulentne elije L.{<w>» m.\i_‘ﬂ:r/,ﬂ-‘mﬁ:/b>
Ls

imamo [\MEHB&]/[BAM}/E%:S ~ L\ﬂq:}/cﬂmwﬂ odnosno,
4 CLind* |
‘3 m AT el i EY ek s e *6
% B Lo (3.69)

(ﬁ*bm~ \)“r/f}vr je turbulentni broj Prandtla). Vidi se, da za
Py L7 (5«3: A - uticaj turbulentnog provodenja je malil

(u formulaciji zadatka, toplotno provodenje ne razmatra se
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javno) .

Jednadina (3.66) mo%e da se transformife u oblik za di=-
rektno izradunavanje temperature. Zamenimo I, 1z (3.56) i
usredniimo; diferencirajmo parcijalno 4%/»&%7 i iskorig-
timo (3.5); od tako dobijene jednacine odﬁzmimq jednacinu
ravnotede (3.54) pomnoFenu sa <Suy/<E> 1 (3.22) pomnoZenu

ga (V> , Doblja se

- Gu
ﬁ& bﬂ_ﬁ%m e {‘Q 7%(“ {?g hb_)?’%aﬁb}/é%} <A (%) e ‘ia[(,} (3-70)

gde je viskozni ¢lan

P -

Dt v S 6>

(%j? - g},;z(ﬁ?}(Nht?} A %;L‘(Nﬂ?;” cku> lb;f&?‘_hﬂf}, \% . (3 -71)

procenimo uticaj pojedinih &lanova u <%)>, na kolicinu oslo-
bodene toplotne energije. Ako iskoristimo razvo]

B YN n[<huy feby <N
&y YR T ’Ef.r, A R4 gy > ) < 52

fn)_,b P,

prvi 1 tredi ¢élan u (3.71) daju

il y BOOI® DLty
b

Vi 7

gde Je

2.

5y = opfE 1] - LT et T] & el |

Sa ovim rezultatom i razvijenim parcijalnim izvodima u (3.71)

za (S) dobija se izraz sa kojim jednaclina (3.70) postale

ngEgg | B, V4T . Lo ynechuyfigy

AN
= (gl {m}m dowlbr ;me‘; b 2 e (3.72)
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lako se pokazuje da graniéni i pocetni uslovi (2.47) -
(2.51) zadrZavaju isti oblik posle usrednjsvanja, 8a
(Buy [eb> umesta & 1 sa grednjim vrednostima ostallh

funkcija.

3.3, Bezdimenzioni oblik jadna&ina kretanja
u Lagrangeevim koordinatama (m,t)

Izbor mase kao jedne nezavisno promenjlive - unesto ra-
dijusa r, namede se iz same formulacije zadatka: ispituje se
ponafanje omotafa odredene mase. Osim toga, granicni uslovi

realizuju se lakSe i prirodnije u funkeiji od mase.

7a prelaz sa Eulerovih koordinata (r,t) na Lagrangeeve
(m,t_ ), potrebno je transformisati operatore izvada po'(r,t).
U tom cilju koristidemo izram 2za masu u cilindriénim koor-

dinatama i &injenicu t = t _. U sksijalnoj simetriji

L

mo= (Seeyxdx 5 4 =%, | © (3.73)

Ly

gde je r, - radijus zvezds, m(= m/2%) - masa po Jjednom ra-

dijanu. Posmatrajuéi (r,t) kao funkeije od (m,t,_) imamo

? Y Dwm Y W

iy A L. gl

" T AR T OFEL e

BT wme D L D

Veze (3.73) direktno daju

e =1 HE =0y S anQ (3.75)
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i jo¥, ako iskoristimo jednafinu neprekidnosti (3.4),

iy

h R -
%% e { %% :><r V *«Llﬁ;‘t’)% & 41’) — ?qu Yy "t)Cx u; f 1.
e z’w—

7a granidni uslov (2.47), M(r,_,t) = o, dobija se

?’E"’Ej' S AIAS (3.76)
Izraz (3.74), pomodu (3.75) i (3.76), postaje

S = - e %;L .\,

(%“ _ g *‘"S'E"}%‘%.. (3.17)

Operatori izvoda iz (3.77) primenjeni na srednju vrednost ne-
ke funkcije, posle pisanja © i (M) kao £ = <L> + £' i
usrednjavanja, ostaju u istom obliku sa LS5> 4 ¢G> 3

iskoristimo ih i pretstavimo Jednacine ravnoteZe u lLagrangee-—

vim koordinatama. Uvedimo najpre oznaku M) = {Su) /L8>

{ za svaku funkciju umesto <%y pi%imo prosto £ , Tada se

prva jednadina u (3.77) transformise u

%-% o e !‘LJ_G:}{_M}@%«L - ,-B%;
odnosno, pomodu usrednjene druge jednacine u (3.77):
) 3 ) -
; - AL i ot .. » 8
e T T OYEL (3.78)

Za*}f5£h najde&fe se korlatl oznaka aLﬁﬂr(potpuni; materi~

jalni tj. hidrodinamidki izvoed po vremenu). Sa stanovista
Lagrangeevih promenjlivih (m,t.), operator ?H%%k,pretatavlja
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samo parcijalni izvod po vremenu. Na kraju, usvojimo V<NV
cvuda u omotadu. Sa ovim napomenama jednaline (3.5), (3.22),

(3.54) i (3.72) dobijaju oblik

A X .
() = G (3.79)
T W
%@ — %Wm U (3 .8&)
WL _ ?’_E.., v WM
W A i : %;"’*m*“t“% (3.81)
réj* + CVwi‘;E"flﬁﬂ = (!:’:-1),...1._ WSy oM WV A &
As> ’ e = ﬁ\ﬂwhmﬁﬁﬁ* ﬂwﬂ‘fmi“b“r ' }J (3 :82)

sistem treba dopuniti jednadinama za It i P s

1. “ Ehi
pri cemu
du A i E:{ A
ij:%?GM£%$“”ﬁ >V%wdiﬂﬁgﬁmﬁ #)3
o~ MC‘\*‘: * - ﬁrﬂ N (3'84’)
h= Evy= 3Ly A= AV (A1) 5 L= e V3
. _ 2P R G G
A= -5 - ger iy, s P e- SR A B ety

sistem (3.79) - (3.85) jednaldina turbulentnog kretanja

refava se sa granidénim uslovima



A= 0 %«;—:&, = - 4 e = 0
2~ DU e T (3.86)
R —M=0 ) ﬁfeﬁga;~\fm=0 v = d f
i pocdetnim uslovima
P Lo A VI /. SN )
Mo=0s = Rgp, v g TA R U A
e e (3.87)
i w n??.qr.‘xw‘ \] Ty 271 |
“3“”g;W~““E;} EaTH“*tDE;T;Yﬁ \ —\7) j

u oblagti O<¢metl, t>0; W =~ masa omotaca u Jednom radijanu.

Ako se pod refenjem podrazumeva 1 numericéki rezultat; neow
phodno je odabrati sistem jedinica za merenje fizickih veli~
dina. Zadatak se pojednostavljuje tretiranjem jadnaéina u
bezdimenzionim promenjlivima. Postupak bezdimenzionisanja
gsvodi se na pisanje svake promenjlive A u obliku s%ﬂ 21&0?
gde Je gfbezdimenziona funkcija @ @hn const Jjedinica za
merenje & . Izbor svih {, mo¥e se izvriiti apriori sto, u
opitem sludaju, doveodi do pojavljivanja bezdimenzionih kon=-
stanti u jednalinama. Drugi nacdin (koji demo koristiti) Je
izra¥avanje nekih £. pomodéu drugih, unapred datih. Takav pos-
tupak omogudava brie izvrSavanje programa na elekironskom ra-
¢unaru jer sistem nije Optereéep dodatnim konstantama & osim

toga, 4. defini%u se na osnovu strukture jednalina.

Pokazuje se da u skupu gvih jedinica za merenje, samo te-

tiri su nezavisne; neka su to

Go, Ta e, /o, | (3.88)
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7a merenje ostalih velidina usvojimo sledede jedinice:

V, - za sve vrate brzina (M iy Y, Vi)y Mg~ za masuy

Y, - za azimutalni ugao; Y, ~ 2@ dinamidki koeficijent visa
koznosti; t, - za pritisak i1 komponente fenzora napona;

A - za moment rotacije. Neka {@ pretstavija 2N ~deo peri-

0O

oda Keplerovog krufnog kretanja na rastojanju fy od centra

zvezde (N, 2%)+ Tada je

o e 1, i

M Ge | TR N
Yo =T, ?mm!?“\‘lﬁ“"kﬂﬂ:ﬂa fo= 43

s f N R o —_— (3139)
mem €3 = B = BT Bm N2 B S

Iskoristimo (3.88) 1 (3.89) 1 smenu £=4-%L za svaku promenj-

livu u jednadinama kretanja. Posle izvrEenih transformecija,
sistem (3.79) =~ (3.85), granidni i poBetni uslovi (3.86) i

(3.87) ostaju neizmenjeni, sa £., o, D, umesto £,C, 0,

pri cemu jJe

C = \KTB{Q‘TWH?—— - D oo "{'La:; n?‘)
O \«')g y a = D _____ é:m ‘ (3*9{3)
=3
A = L L2 mpm )
o “ TG
R o ~ —~ (3.91)
Vo =CAT o T = CET 3+91)

za definitivnu formulaciju konkretne varijante zadatka o
evoluciii omotafa odredene mase ¥, oko zvezde sa poznatim
fh&,iﬁw,ﬁgg i Te, potrebno je zadati brojne vrednosti za

jedinice (3.88). Odaberimo standardnu Be zvezdu: neka je
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34 . AN
UL, = A0Wg = L9880 on § Na=Thg= 4571510 om)

A e 'Eﬂ | 4 . .
R = SWMe (Bext) 5 Gu=200gufo’ s T, = 210K, (3 go)

ix

-8
(sa &, = 200 gr/em3, iz (2.39) dobija se Q = 0.67~10 gfom
- vrednost koja mo¥e da se prihvati za oblast blizu povrSi-

ne zvezde). Sa ovim vrednostima, ostale jedinice (3.89) 1

konstante C5 1 Dy su:

9

A
1Y - mﬂ, r -2“4
Vg = 524,83 M0 om[s 5 g = 2.5/ 10 ooy mo= ATAT-10 gu

0.= 5.08 10 @fs 5 B = 54.46010" dyn fom (3.93)

C = 248543 5 De= 2.57 40",

a u pocetnoj raspodell gustine stavimo k = 6. Dopunska jed-

nactina (3.83) zahteva pocetne uslove éa 241 3 niih Semo

ispisati u Glavi 4. u toku tealizacije metoda za numericku

integraciju.



49.

GLAVA 4. NUMERICKA INTEGRACIJA

U ovoj glawi razmatrale se problematika numeriéka inte-
eracije dobijenog sistema nestacionarnih, nelinearnih, par-
cijalnih diferencijalnih jednafina sa zadanim graniﬁnimfi
podetnim uslovima. Daje se algoritam refavanja metodom raz-
lika, za jednaline problema u javnom i nejavnom obliku., U
oba sludaja predloZena Sema je centrirana (ima dvosiruku
tadnost u prostoru i vremenu). Na kraju, ispituju se uslo-
vi za stabilnost feme i daje se kriterijum za konvergenci-

ju reSenja.

4.1 Metod razlika

7a pribli¥no refenje zadataka, kada je potrebno izvrEi-
ti integraciju sistema parcijalnih diferencijalnih jedna~
Sina, koriste se razni metodi (metod karakteristika, metod
krupnih Sestica, varijacioni metod itd) =~ u zavisnost od
prirode problema. Za Siroku klasu zadataka iz oblasti di-
namike gasova, u najSiroj upotredbl su metodi razlika. Sa
stanovifta idejne konstrukcije, svaki metod moze da ima
potreban stepen univerzalncsti‘a u konkretnoj realizaciji
ima samo odredeni stepen primenjlivosti. Unutar toga, al-
goritmu refavanja treba posvetiti puno paznje, v smislu
optimizacije svih elemenata izradunavanja: konstruvkcija
numeridke delije, brzina prenoZenja i preradivanja infor-

macija itd, U vezi s tim treba izabrati 1 ¥ip promenjlivih.
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U omotadu zvezde, u kasnijoj fazl razvoja, moguie je kre-
tanje masa gasa u opStem smeru prema zvezdi i od zvezdes
u toku vremena Sirenje nekih oblasti omotafa moZe predi u
sa¥imanje i obrnuto. U takvim uslovima, pogodan je treiman
jednadina u sistemu koordinata Lagrangea -~ zadane tacke ve-
zuju se za elemente mase i kredu se zajedno sa njima. Nedu-
tim, u sloZenijim zadacima, slobodna Lagrangeeva delija de-
formi%e se u toku kretanja Sto moZe drasticno da smanji

tacnost aproksimacija.

U formulaciji nafeg zadatka, masa omotaca je stacionaran
parametar, Prednost tretmana jednacina u Lagrangeevim koo-
rdinatama (m,t), odeljak.3.3, 1 odnosu na tretman u Eule-~
rovim koordinatama {(odeljak 3.2) vidi se, pre svega, u jed-
nostavnijem nadinu njihovog zapisivanja. Osim toga, Sto jé
od prakiiénog znafaja, realigacija uslova na spoljasno]
granici mnogo je jednostavnija, Na kraju, u promenjlivima
(m,t) = u sludaju kada se ne razmatraju svi procesi disipa-
cije, za kontrolu ostaje samo front udarnog talasa (koji se
preme3ta po masi) ali ne i linije (povrsi) kontaktnih pre-

kida koji se premestaju u prostoru.

7zbog svega toga, relizaciju metoda razlika sprovescemo

za jednadine problema u Lagrangeevim koordinatama (m,t).

Idejna osnova svakog metoda razlika sastoji se u zameni,
na neki nalin, neprekidne gredine diskretnom: oblast pro-
mene argumenta zamenjiuje se skupom taﬁaka u toj oblasti
(delija 1ili reSetka), nepoznate funkcije - tablicama a di-
ferencijalne jednacine - algebarskim odnosima izmedu vred-

nogti funkeija u susednim tackama. Za jednodimenzioni slu-
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Gaj Zema se konstruise relativno prosto.

Neka nezavisno promenjliva, masa - I, uzima vrednosti
iz intervala lo, "W, gde je ¢l masa omotada. Posmatrani
interval podelimo na (I~-1) alemenata o™ i formirajmo I-
dimenzionil vektor %NQ;E, kojim se odreduje vrednost pro-
menjlive o samo u numerisanim tadkama (141<I). Granice
elemenata sam; nazivaju se Cvorovi delije a element A™ =

o= My — My Je rorak delijefinterval po masi). Pri tome,

ﬁngtif{aR s (=W za 1=1). Na taj natin, proizvoljnu fun-
kcijdw;(m) moYemo aproksimirati vektorom %fizi definisanim
nad gkupom Cvorova &Mhaaﬁﬂizt fi=T(my). Celija fSeme 78 Mme~
tod razlika konstruifie se aprioril: zadaje se duzina ¢elije

i broj intervala., Ako se funkcija £{m) za neke vrednosti m
menja brzo, odgovarajule intervale hj tf@ba zgusnuti da bl
pe postigla bolja aproksimacija f;+ Suprotno tome - u ob~-
last sporih, monotonih promena f{m), intervale h; treba razw.
rediti, Sime se posti¥e veda brzina lzradunavanja. Medutim,
to se odnosi na siudaj kada postoje apriorne procene O po-
nadanju f{m). U opStem sludaju, ako takvih procena nema i1i,
ako se realno postojedi pikovi reSenja f(m) krecu duz éeli-
je u toku vremena - a zakon kretanja nije poznat, feliju tre-
ba podeliti ravnomerno na intervale duZine hy = h, za svako
i, pri demu je h = v/ (I=1). 7a konkretnu realizaciju meto-
da, zbog jasnijeg obeleZavanja vrednosti nekih velifina, u
definiciji delije uvedimo i vektor, &ije komponente LTI

imaju polucelu numeraciju: mg, m*“&**ifﬁh} A & A% T4,

b ]

Po analogiii sa delijom po masi, definigimo deliju po pro-
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; ¢ gm ; : R e
menjlivo] t: Co_ = 3470 =,y e L T m e TR

gde je t% n~ti vremenski sloj, "y~ korak po vremenu, cija
velidina zavisi od rednog broja sloja. Takode, po analo-
“rn,

» » M'{"f{?- $ i
giji, definifimo "poluceli" vremenski sloj + e A b O0E T

Proizvod delija «wiy i wre daje prostorno-vremensku celiju

o) o 00 SRLE T F AL L . il | "

Lu:ﬂ‘ . i' <‘{1)}E~"L “} F..m x" ! ih: ﬁff{r 4 ff‘* }‘{: ‘ J_’E 3]

Neka je stanje nekog sistema odredeno vektorom f(m,t),

u oblast prostora 4 (m) ukljuujuéi i njegovu granicu T.

et

Neka u trenutku t = o pognajemo vrednostl f = ;? u celoj

4 ¥ "
oblagti A, 1 neka je jo¥ poznato f u svim tackama T za sva-
ko tzo. Zadatak odredivanja stanja sistems u oblast YU sa

granicom U7, u bilo kom trenutku t > o, sastojli se u nalaze-

nju vrednosti f{m,t) resavanjem sistena
COr *“” L) " (4.1)

sa zadanim pofetnim i granilnim uslovima. U opStem slucaju
< je nelinearan operator i za naS sistem jednalina sa paém
cijalnim izvodima pretstavlijen je prostornim (po masi) ope-~
ratorima prvog i drugog izvoda. Realizacija odredenog me-~
toda razlika za jednadinu (4.1) sastoji se u zameni £ iz
oblasti R (gal) nekim analogonom Elgﬂu oblast diskretne
¢elije w72 tu transformaciju postoje nekoliko moguénos-
ti.

U klasi¢noj analizi, izvod neke funksije neprekidnog ar-

gumenta odreduje se na sledeé¢i nadin:
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~ e by o Lo
' -"__.,_- fl 'r rf. II;‘ -+ i ] p— .|"' ‘.“,1. :L“ 2
A ;o o 4 | 1 (4# )
mn*':mm Rl Y f #‘qw - T e T R L L T ., vmmmm e na R =
r - .4"‘1‘ . di""\\' 1'?"'] “ki y
L . b?ﬁt ,,._"-’ s’}

7a funkciju diskretnog argumenta mj, na fiksiranoj deliji
01y potrebno je xoristiti konadne razlike,pa relacija (4.2)

3 % T oy A t kY TE
gubi smisac. Feka su ., » "7 Mieg tri susedna CVO

L

delije ) sa konstantnim xorakom h. Za aproksimaciju iz-

. o.n ,
voda (4.2) u &vorit mi, (na vremenskom sloju t) moguca su

dva, Tormalno ravnopravia, odnosa:l

£y 1 - T,
. P "
. ,F > H{*r’i.- Ql“ -J - [’J‘ y # ¥ J\M ] "'"g'"'
/%)' "1‘“ H‘;M (’, ft{w_ ';,.“:' "rl w}! Lu j . "?‘ ah {\# A. ? o ;} 3&"“'.'1.*‘5,” s " . ( 4 3 )
S e TR R e LT o "
AR MY e £ ¥ # {'f""
‘ E) t- -l.h'j{_ ‘-' "'__‘_,p.. i .
) i -~
£ fepn s LM A fagr, T Z D (4.4)
- v e P : [P o —— B -
{ AL ) e s e s T Tl .
T!'M S — i s e e e e | v el ;
- f;{\},l ; e et ﬁ“i_ t -c:.,,‘"‘ "’E ) # ;rg .

Izraz (4.3) je aproksimacija desnog izvoda, (4.4} = aprok-
aimacija za levi izvod, Pomodu njih moZemo napisati izraz

za centralni (dvostrani) izvod:

o - g . P m P
if *{‘ *t’f + ’GE "~ '-'g}iﬁba: . { .t ampiirh ¥ Ll "*m'.’: \ % — N
- . e U R D% L B [arp— ket e e TR Y L e A 0 . s ﬂ*ﬂ\ ety J' '_
H‘?n"‘.*‘,i* e ~ onrs " i P ARy Y - *
oLy e e T8 > Y

Aproksimacija za drugl izvod odreduje se na slededi nacin.

LR J“?_ o
OBk

. ‘t‘ “’.
Po¥to je L. .. L(1 to Je

!11"'t e m.,
) : . * -
g . ¥} A Py ™y A
) ';' - A, j; -y (L) . w— r © . + “‘t” 2 1 ( 6)
fr— ] — . . . + '- ' ..i.li - e y *,.n"_
) - T 1 "‘}“""I ‘F‘II"' ¥ - iy n L % . o 3, : 4 ‘
ey R TR L R e — . wh A AL rhrm s o A URIARLE ST Ahdah ¢ 1 b g e e 1 ML -
WY B S S 5
. i .
?i'ﬁ;,, "{Hl ) o ‘[Ef‘ka "&‘wﬂ ws. /)Ph*

Lako je videti da se izraz (4.6) ne menja kada se desna raz-

lika prvih izvoda zamenl levom.

- : o W W
Prelaz sa L na Eﬁgﬁne mo%e da se izvr®i potpuno tacno,
Stepen pogreZnosti mo¥e da se oceni izralunavanjem razlike
N T w
(£) izmedu rezulteta dejstva £ i ofp na | . Kafe se da je

k' e - L
aproksimacija < u tacki m; reda nyo, ako vazi
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LT e (4.7)
E"J c:‘ﬁ". . ’I e ~’):_“‘{iﬁ ‘1‘;:'.“" B {id h*_-? :} pow [: ) {: 1-{-.=_,. ) :

AT 3.
Rezultat (&4 ), moZe se dobiti iz razvoja res Yenja & u

trenutku + , u Taylorov red u okolini m::

. . . " - . ’iﬂ 7 . . ‘E%"
Ll 2l 7Y = 0 A T e s TR (4.8)

Ako poslednju jednadinu zamenimo u (4.7) a za éiaﬁﬁﬁ isko-
ristimo redom (4.3) - (4.6}, za pogreinost aprcksimacije u

svakom konkretnom slucaju doblja se

¢t P?‘ L ™\ BQ -‘;—
E . i o - “;};% f+ e ﬁ{é”:w ,'ﬁhmﬁ;: b ((j’ (L\, > O{’ *’"u
> R B )
- e P DL T A (0 SN
R Y P A verre S TR ) = O (4.9)
. 0 :
- S LY o A S
o pi'!r"‘w, o LA MR "
ﬁ‘q\h‘“ { ", L)
((; — 'i' e i:-.w:i;- o U (i i;"‘}, J :}
Oy, LTS YRS

vidi se da je jednostrani izvod (levi i desni) dat u prvo]
aprokasimaciji a centralni izvod 1 drugi izvod dati su aprok-
simacijom drugog reda. Treba napomenuti da jJe prvi izvod u
polucelim tackama /MM ;.y, - centralni (Sto se lako vidi), pa

je dat aproksimacijom drugog reda.

»

Razmotrimo sada mogudnosti za aproksimaciju vremenskog
izvoda. U tom cilju vratimo ge jednadini (4.1). Integracija

| ey .
w vremenskom koraku T =4 .- daje vezu izmedu vektora

gstanja na dva susedna sloja:
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: i hed
o R 3 -
an A, Y R f ( )
R T PO PR 4el0
' »
£

pri demu stanje sistema na sloju L™ 4e poznato. Integral u

poslednjo’ jednalini ne more ge direkino izradunati jer vre-

n'\? f""""’l:

47 e N

dnosti 4, = i 7., 2& &fgpg%ﬂ;{f**, nisu poznate. Za do-
voljino mali interval %, podintegralna funkeija moZe da se
razvije u red Taylora, sa kon Xnim brojem ¢lanova, u okoli-

ni sloja +  :

e A
e e, T
. : }.’- rﬁ'} ",
- **}"';‘m J.,-f e ) mww}*::u**-**“*';;wuw ¥ s - e it wae e {' j {"f“;'«j: ¥ ( )
J;\:nlim-ﬂﬂm-ﬁit" J-:':Al"‘!;m ;ﬂ. E s '] L ! hl t, hd x .a—'f — 4 ' 11
F e ad 4. ~
LR

gde je-xﬁﬁ;xﬁiw“”gﬁn 7amenom {(4.,11) u (4.10) 1 integracijom

doblja se
T _/f;j ' o J * #"l'g..
U RS R R
é:“"-ﬂ S -;«'? A, Z:‘\ LT, %ﬁi': R f e ?{ Ao ;
i, - 1 s L T - : R R
‘ E; T B T o Y (e 7 (46412)
," " ' pd { -f H ot - ey -
by O P

Algoritam za aproksimaciju ¢lanova tredeg 1 viseg reda u
(4.12) vrlo je tefko realizovati. To analoglji sa prostor-

nim izvodima, zadriademo samo tlanove do drugog reda

™

m+ 13“ -"hb ""’""EF \r‘_ } ’ "“ ‘% * ﬂ1 "’"-nwrz'
J/ M+ :{ N bl £ {_v’ ); Pn s N ! f?):"‘"‘__v{“ ( f: J} “% r‘t.ﬁ.. o r '\ 1
#-I?W "":"" » ) . - . .r ey b i ...,.- o:r.- - f-a-n-:' g et LA ekt - 1 f':“'” i 3 )
T - “-TW ""E‘“ !::"L"’ N Tﬂ e L“ i i H ! £ ?im "'T [:_, e _,J; " (4 »
. ™ L “{;’* e

Osnovni zadatak u reSavanju . jednaline (4.13) je aproksi-

macija izvoda u srednjoj zagradi. On se moZe izraziti po=-
| ris it
moéu vrednosti { na prethodnom sloju L' ili na sledecem

1" a mo¥e se iskoristiti i poluceli sloj %meﬁ;* 0d iz~

bora sloja zaviside red aproksimacije, varijantia metodasa

(javni ili nejavni oblik) i konkretni algoritam. Zamenom
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- -y # et v
qﬁk;%) iz (4.1), vodedéi raduna o navedenim mogucnostima 2za

izbor vremenskog sloja, jednalina (4.13) posiaje

L~

}}; A . '}w Y r"’;‘) ﬂi-:i:’ - g "":'““

U e ey (T “!E ) g e N Ty ﬂb e :

ps 'K_' A . ema . T 4l f i ) . f faaininini ron T - ey —— -'-—-.u.-.-:-m i Y 3 4 )

LMt T = Sl ) XU ST A v O, (4414
_ " ok | - )

Lako se motle pokazati, sliéno kao za prostorne izvode, da
je vremenski izvod na polucelom sloju datb sproksimacijom

drugog reds.

4.2, ReSavanje jednafina u nejavnom obliku

U prostorno-jednodimenzionim zadacima sa poletnim i gra-
nidnim uslovima, gde se razmatraju procesi prenosa, potreb-

no je refiti jednacine tipa

VA e '} ¢ 1_
| H:M '..,."'.'"}.":"... ;*“xt . -H 1 : K {“‘ -
e 1 \Sw,‘,_: t A%ﬁiﬁ O, =00y Y 0 (4415)

gde su u opftem sludaju, a;= Q;{". Razmotrimo tipican

sludaj jednaCine (4.15),

~
£} oy

hb - ’ o
e T Aw @w; R e (4.16)

metodom razlika aproksimirajmo (4.16), u talki (m, 'ﬁ),
jekoristivii Zemu sa dvostrukom tadnoiiu (centrirana Zema
po prostornom i vremenskom delu). Za aproksimaciju drugog
izvoda po vrememu (j-na (4,14)), iskoristimo poluceli sloj

e ol 'tf F:_‘;#H . .
77 o Dobija se

4 M d ‘_&‘m r\ 'ﬁ- f: - Wi, |
:{.. gusseomneil - ’{; *"%"* "hﬁ,ﬁ f'\! t"'a’b j ﬂ:" . (4— ™ 17)

Ako je vremenski interval T dovoljno mali, tako da unutar
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i 2fee

njega L ge menja sporo, za nalaZenje ;§; " moZemo iskoris-

titi linearnu interpolaciju

p ﬁ*-*’f'-"'»;?* P R e 1o
-'g-.: e {“} r” {1"‘% »{f?“ ’ .%ﬁ f%‘ i» | 1.; ' (4 . 18)

PR LI N

Razvijmo izvod u (4.17) i zamenimo rezultat (4.18). Posle

sredivanja ¢lanova,za aprokeimaciju (4.16) dobija se oblik
Aod b Pt e R, = S, (4.19)

* * e ﬂ.h - * » *
gde su vrednosti 3. na vremenskom sloju +  a koeficijenti

3191
j i @
Chaas 7T SR Ml
[V %
0 T
Y - !
(o - e 0 v efe
: 2.4y
(4.20)
{-‘}_}Kt ( /1 .}‘ y ';}..\ -
i " b
s ¥ . {1 ) {_;H,E'_h 5:
\ L
W, T§
o= -l Chm SN ™
e . patt SR T h 1 e P oA -t “a el 4

Jednadina (4.19) pretstavlja sistem linearnih algebarskih
jednadina ( ® ne zavisi od & ), za sve unuiradnje talke
proétarne delije {1 <i < I) sa zadanim granicnim uslovima

u tadkama m, 1 ™., %Za nalafemje resenja moZe se primeniti
atandardni metod resgavanja lineérnih gistema. Medutim, sis-
temn (4.19) mofe da sadrii veliki broj jednacina {(npr. vise
od looo) 1 treba ga refavatli na svakom vremenskom sloju.

Matriéni metod je neefektivan jer - i pored postojanja raz-

radenih algoritama za inverziju matrice sistema, taj proces
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nahteva veliku brzinu i memoriju radunske madine., U prak-
i koristi se i slededa metodika: zadaje se neko resenje
£(1) jednaline (4.19) koje zadovoljava levi granicéni us-
lov i neko reSenje £(2) homogenog aistemau{éigmo) koje ta~
kode zadovdljava levi granidéni uslov; zatim, trasi se li-
nearna kombinacija f£{1) i £(2) koja zadovoljava desni gra-
nidni uslov. Osnovna tefkoda sastoji se u postizanju viso-
e tadnosti rezultata. U opStem slufaju, £(1) i £(2) brzo
ragstu sa povedanjem numeracije cvora pa rezultat treba dOMyq

biti iz razlike velikih i po vrednosti bliskih brojeva.

Netodiku refavanja koju demo ukratko opisati, 1 kasnije
koristiti, u upotrebi je skoro 3o godina (Bruce, 1953). Iako
je ideja univerzalna, realizacija zavisi ne samo od konkret-
ne funkcije ®, koja je u naSem problemu i funkclja vreme-
na, veé i od vrste granifnih uslova. U literaturi (npr.
Richtmyer, 19603 Samarski, 1971; Potter, 1973) metodolotka
demonstracija postupka izlaZfe se za odredene granilne usg-
love, Nije tefko izvrditi uopdtenje, pa lemo ta.avde ura-
diti.

7a Siroku klasu zadataks, opsti diferencijalni oblik gra-

niénih uslova je

1&;:‘ ~¥ o¥y = C‘i 4 vy mr O
& m 4‘ 21
g . 4
@ e M;;, y i'm‘“"‘r‘g“" TR ST 3'5“-/ ( ) )
FEE
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vodarbﬁf%wp na levoj granici iskoristimo desni izvod & na
desnoj granici - levi iovod., U formi razlika, posle nez-
natnih transformacija, za a, = hbg 1 C%H#mmﬁim, granicni

uslovi se mogu dovestli na oblik

5 ;
/STA,, = E:'i Thoay + F’Zw > =
(4.22)
/f i +
T, Gv;i.‘-%f -~ 4 A C‘J.-B‘ 3 Ao ™ .
gde su
.- thﬂ = ﬁpﬂi ‘
- q~Aba P 2T T Ow-hby
(4.23)
OL‘J:
(’}fi = E” ) ¥, = jgl"
qq%)’%\t"m:{w i {ﬁ}?ﬂ ) CJ"}

7adatak je formulisan: traze se resenja Eg;jﬁdnaéine
(4.19) sa graninim uslovima (4.22). Potrazimo skup veli-

dina X;1i %, takvih, da vagil

i s fxiiﬂ 4 ﬁ&w (4#24)

Ty,

za svaki element iz skupa reSenja. Na taj nadin, znajuli re-
Xenje u tadki 4, mo¥e se dobiti refenje u tacki (t+4) . Ako
je algoritam (4.24) neprotivrecan, on mora da wva?i za bilo

koju tadku 4. Zamenimo 1i ga u osnovnu jednacinu (4.19),

dobija se
g - *’”éf
. T, — - A A ” W I - '2
L Jhwh+/gwi - Lo Xe + (5r (4.25)

odnosno, veza izmedu refenja u tackama 4, i-4, analogno

(4-24)8
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i',{} = x;}wi %LLM:& 4 *l‘é,ﬁ;;_i* . (4;26)

Granidni uslovi (4.22) takode su dati relacijama tog oblie-
kxa, pa se moZe zakljuciti da veza (4.24) va¥i za svaku tal-
ku ()i za proizvoljnu funkeiju 4. Iz (4.25) 1 (4.,26) di-
rektno slede rekurenine fqrmule za izrafunavanje X .., .M. .,

u unutrafniim tadkama delije:

e - Ty Bkt G
At B MY S Sy 2

Relacije (4.24), (4.27) 1 (4.22) omogudavaju dobijanje re-

fenja u svim tatkama prostorne delije, na datom vremenskom

gloju, prema sledecoj proceduri:

a) Poredmnjem retenja (4.24) za tatku i=1=4 sa desnim gra-

nifnim uslovom (4.22) dobijaju se koeficijenti

-p

Frg = Grf“ > \%'x:.--_t. = (g - (4.28)

b) Refavaju se sistemi (4.27) u smeru L=, ...,2 i redom

dobijaju se koeficijenti
N A C NN |
=2 RS i\) b (:E'm.:_g‘ \< \mxtd-j_ ‘}\A"ﬁ:,..i\) ) ~ Yy \Xim%(&(z_\) 3 \%im\(ib{lﬁz'\)‘

¢) Refavanjem sistema od dve jednaline: (4.24) za L=d4 1

%

levog granidénog uslova (4.22), dobija se vrednost nepéznaw

te funkcije u tacdki <=4:

i - Fo'da + Fo
=

. ﬂ2
A - F‘i’:{ﬁ_ (4 9)

d) Ostale vrednosti iﬁgdabijaju ge direktno iz (4.24), re-
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A N

e am P Mt wwm AT - - Ay ma o
on de &7 vefenje no vremenskom sloju k7, (i) 52 po-

Ketrim uslovem o o Ake je W.U neka norma u prostoru in-
keije L, uslov stabilnosti u odnosu nn pocetne uslove mo-

N - ”y,
~

Yo jelnostavno do se formuliSc u obliku

sde je I neka konstanta za procenu svepena stabilnosti,
Oblik konstante 1§ mo¥e biti rozlidit,sto zavisl od konkre-

‘ R

tnih jednadina i tipa stabilnosti. U slucaju lineaynih jed-

L

o

nadina hiperbolidkog tipa (kod nelinearnih jednacina ding-
mike gasova to je gludaj linearne aproksimacije bez disi-

pativaib procesa), II = 1. Ako je uslov (4.64),sa U = 1,

i ol \1 ? | {4,65)

na svalko w4, ka¥e se da je stabilnost u odnosu na potet-
ne uglove ravanomarna, Strogo ispitivanje sve bllﬂOSbl soma
2o sistem nelinearnih jednalina vrlo je tefko izvesitl (au-
toru nije poznato da je ispitana sbtabilnost za opiti gl

Saj) izuzev za neke specijalne sglulsjeve, pa 1 onda samo

kvalitativao (npr. Godunov,1976). Za sada, stabilnogt no-

-
{~tv
-
D
9
T
i3
i1
ks
e

ema ispituje se somo za slulaj akusticke - lie-

nearne aprokgimacijc.

0d metoda za 1ﬁpltlvan;e stabilnosti najdeilo

£
L

b

v

1 g

53

O
te spekiralni i energetski, Stabilnest Sems realizovana u

odeliku 4,3, ispitademo pomodéu spekiralnog wetoda, koii s

L ¥

zasniva na mogudénosti pretstavlijanja refenja diferenciljalne



sednaline (ili sistema jednafina) u oblik Fourierovog L
tegrala,

Neka se traii refenje 1 (m,t) neke linearne diferenci-
jalne jednadine prvog reda, sa zadanim pocetnim uveslovom,
{ - s " . *
ko £{a,t) ispunjava uslove da moze biti pretatavliiena u

oplilk

. L
(fﬁ*; ‘é”:d ' Frved w_ﬁ..i.w . { :
Hem i) a0\ Meye A, (4.66)
\'1
zemenom u podetnu jednadinu dobija se dife rencijalna jed-
natina za ﬁ§(‘{9%3 tije je refenje oblika
{ W L™ * N &AL? JC‘ £
% . “"1;{:’; e «’:1'% {*h?} {}E o, (4,07)
Koeficijent & (u op3tem glufaju A+ 1) je iz osnoune dife-
rencijalne jednaline a C%(*ng) odreduje s2 iz poletnog use
lova. Na taj natin, reSenje (4.66) mofe da se pretstavi u
oblik

oo A (o~ A

%{W ;:"!:;x\} = "‘“‘j"'"::\ %(L‘F,‘;O\) o) &LU'P (456%)

odnosno, kao superpozicija Fourierovih harmonika ukazanog
2,

i

tipa. Analogija za glucaj diskretnih vrednosti b mw%ﬁm%ﬁf)
funkeije 4 (m,%t), za femu iz odeljka 4.3, je ofigledna.
Harmonici iz (4.68) sada su tipa:

& m %' q,» \i c = oma X y Sm oA | (4.69)

e y

ﬂ”:m EL . =R | {(4.70)



i - x. e o e .u'.‘ e ..* ;--..' ki‘} - 5 N 1 ™ *

T oG dmozinarna jedinics, L srolzvolian roalon brod,
vl “y £} T Lo - J'-i" e ey » ) ot 2 L c pog gy N
] l‘ = oS o b En QK radil]e 13 pReouil 1 nalovas Y 3 ‘ 3

£ {1ﬂk?} n opitem slucaju je Lﬁﬁﬁlwﬁﬂﬂ” funkeija ({9 mo=

Yo da ims proizvoljne vrednosti) koju treba odredil:y tako,

pituje. Ako jsz \9)%4 harmonilk {4.569) neogranilond ragve u
toku vremens i u superposziciji ¢inl da opsve regsoenie bude
nestabilnos i obrmuto -~ akeo je za prolzveljnc I AT
harmonik (4.69) je ograniden, pa ako to vaii za sveki hare-

»

Zaprave, ispitivan]

]

monik u superpoziciji, opite refenje konvergira u vVIemoni.
o stabilnosti svodli se na dgpitivanje

vrednosti (9. y pri Cemu uslov \9;\3w1 jo dovoljon zZa nege

i%

tabilnost a \ai4 4 Je 20O potreban uslov za stabilnost

'r.
?“"{

enje

Tenizajmo stebilnost Seme daia jednadinama {4.43); (4,427,
(4.49), (4.51), (4.53) i (4.37). Hiperbolicki deo sistema

dat je u javnom obliku, viskozni deo aproksimiran je u ne-
javnom obliku, Ispitajmo prvo deo &iétema koji Gdgﬁﬁéra
j%dn&éinama idealne dinamike gasova. Clanovi cent“&fufqlﬂﬂv
i gravitacione gile u konatnom rezultatu ulaze kao kong-

n roge

E-Jn

tanta pommoZena §a vremenskim karakam T, pa nedeno

.

matratic. Ogim toga jednadine za /U 1 Y mogu se smabrati

dopunskim a gustina lzracunava 's¢ samo pomodu . . Konalno,

za isgpitivenje stabilnosti hiperbolitkog dela predloZens

Seme ostaju codgovarajull delovi jednadina ravnotefe za ALL |.
Iﬁpiﬁiv&mj@ demo vrIiti za sludaj linearne aproksimacije
polasznih jednacina u diferencijalnom obliku., Pri tome, jed-

nogtavnosti radi, jednadinu =a temperaturu prepisimo u ob-



.f.i}-g.

1ik jednadine ravnoleZe za pritisak, sa jednacinom stanja

za ideolan gas. ANAmo,

JL }dﬁjl
RE> DA .

~ - TL
F rge | : (472)
S Y “p o

Svalu funkciju u (4.71) pretstavimo u oblik 4 (m ,t)
= L+ ﬁ,(mm'%), gde je £ neparemecenm parametar gasa

(% = const) a ﬁa=;$ vaii ?%/ﬁ. \ ¢4 A « Zamenom u (4.71) 1
renemarivanjem ¢lanova drugmg i vifeg reda (&lanovi sa 4,

b
N%2), dobija se linearan sistem jednafina za varijacije £:

XTI b
N nﬁ“ﬁwb .

. (4.72)
W L

= T Vgaahﬁ WM '

Javna Sema za (4.72), centrirana po prostornom i vremen-

skom delu je

Vb 4 X - |
- e, ’L‘PE ) Ea'sY M

* iy ‘Aﬁ L] w—— T m, L ataaiy
Mo A T T (R | Ty )

| (4.73)

M , The Ol ¢, ¥+l L
R A i (Y N Y Pl

& F; N Lima

pri Semu je svuda, umesto £ , pisano prosto §; A,= §,C

je masena brzina zvuka, Co \S%E> - adijabatska brzina
- gzvuka. DLako se mo¥e pokazati da se sistem (4,73) dobija i

_direktno iz jednafina Zeme (4.32) (4.53), posle lineari-

i
zacije. Pretstavimo varijacije ﬁz,%;'u oblik (4,.69) i za~

menimo u (4.73). Posle skradivanja sa %E”E? i sredivanja



7

L9

¥

-

clanova, dobijo sz homogeni sistem algebarskih jednading

zo, nepoznate AL, © o

i s
£ o T Lo b -
L” "1\} % *f- “JVL <“(‘1 {L} P et Ly (4474)

Tha Os 4oy

bl

M-+ (3-OP =0

Uslov da (4.74) ima netrivijalna resSenja (determinanta sige

tema jednaka nuli) daje kvadratnu jednadinu

2. o
17 =204 - 2y %P2 ig + 4 = o (4475)

S8

¥ o= Theogfi, (4.76)

Bl P ol el s il o ATl e A E e vt et e el

v 0 ! 2. -
CL. gt iL - l:? l&i % i.-\ﬁh-&\?éﬁ.. %fi\é Qﬁf‘h\*{}g?ﬁ :i":, { }4;” o 2 !-»?{2* s ﬂ“ ‘% o (ﬂ' QT?)

rg)?ﬂ - 3 o BT e

Za ¥ = 1, {(4.77) moZe da so napife kao

B L2, . 2,75
q/wz_m - 2 siw ?!?" £ oAsiny 3 (4.78)

pa je 9.1 = 134“-’32;,?‘[*# 1. 22 ¥ > 1, postoji bar jedno
(npr. ¥=T) za koje je podkorena velildina u (4.77) real-
na i 19,1515 za ¥ <1 sledl i ‘\C\,\ < 1. ZakljuCujemo da jo
za stablilnost Zeme (4.73), potreban uslov 19141 ispunjen
za Y& 1 ,pa (4.76) daje uslov za konvergenciju preko kri-

vterijuma za izbor koraka integracije u vremenmn:

s ‘%'\M
Cy £ .

o Ol (4.79)



slov (4,79) nije nif¥to drugoe do uslev Couranta za goabllm-
enja, zapisan v redulkovanon cilindridnom glatenm =

v Lagrongcovim keordinabama (myt)o

Doarmotrims sada stabilnost Seme za disipativni deo sis-
Lemn. Proma vrsti procesa i njega moZemo razdvojivi na dva
deln. Prvi deoo Sine vigkoszni ¢lanovi sistema, drugl deo -
3len zrafenjo u jednadinl energije. Viskoznl Slan 1 njoj
je drugog reda u odnosu na ¢lan sa pritiskom (hiperboli icki
deo) pa u linecabnoj sproksimaciji Je sanemarliiv. 2o raz-
matronje viskoznog dela sgistema ostaje odgovarajuéi ¢lan
u jednadini ravnoteZe zao radijalnu brzinu i cela jednacina
zo moment rotacije. Sema aproksimacija je enalogna, 18%0

vard 1 o2 analizu uslova stabllnosti.

ol
G

smatraimo glaval deo diferencijalne jednaline (3,80)

t3, &lan sa drugim igvodom na desnoj strani. Posle linesa-

W

[npae.tad

- L Ll 1) i %
rizacije, pifudi & umesto £, dobija se

T ™ A
%i? = E.: ” TE;" W ;-}w :}'*'h * \\ W e ‘E; 2;":} - ( 4,80 )
1Y ﬂ:_.: ’ i‘r} ' & S0 IS AP ? L )

Tepitaimo stabilnost dveju Sema:javie i nejavne (efektivna

igradunavania vrSena su prema nejavnoj gemi). U javnod ap-

rokgimaciji, Sema sa cenltralnim prostoranim izvodima I

(4.80) je

it i‘ i I“m =
TR = (R ok By (4,81)
;Mr‘ E k"lwﬁu .

T
= - Rt (4.82)



17 o

» e y ? . . : .r:"'x, o - - -
Lomnonlval @9 O B n (4.81), gn il - obog jedno-
e ! ¥ L.,.. i

stavnosti, dobija se redenje sa 4, 1 obliln

t N P A
{:L = A Login M (4.83)

vidi se da je \a.] <A za o< W« 1/2, pa 1z (4.82) dobija-

_qif}

mo kriterijum stabilnosti za Semu (4.81) u obliku

T A | (4.84)

Uslov (4.84), za manje intervale A (8to je cilj lkod svake
Yeme zbog povedanjn tafnosti) a veliko qﬁ( tjo Vo, Sto jJeo
slucad u ovom radatky) U mnOZome Usporava proces konvergen~
cije, zbog male vrednosti ™. Teti jo zakljudak i za ana-
lognu Semu vigkoznog clana u sednadini sa Ma(3.81) . Raslika
je gamo u wvrednosti za Y i Yao= (4/2)Y , Sto dage nesto vo-
4
ée ogranifenje za T u odnosu na uslov (4.84) To Jje bio

ognovni razlog zbog cega Je predlofena nejavna Sema (ode=~

1jak 4.3), lifena tog nedostatka.

Nejavna ¥ema za jednadinu (4.80), koja se direkino d ¢

pija i iz Seme (4.49) posle linearizacilje, je slededa:

-, /gﬁ’“-
M e AN i 4 4
/&Lﬁ ;'*{.r = L ‘“JE 'i% }g;..%jﬁﬂ:“) Ao \g‘ m’? Eu e /‘{3 #-1*) (4—¢85)
- 2.
T }? 5; <
= 2. (4 086)

Odgovarajudas jednacina za %ﬂje

g _ b - Alew i (4.87)

y
A 4 -g—\{f‘-‘um} .




¥ Y 3 : 1 o £ 1 = b : VT ey ey
odakle so vidi dn jo {90479 z2a proisvoljno o 4 - 20m0

vrar

(4,85) de bosuslovno stobilnn. Mije teflko pokazati dn isgvd

{

i e i

zakliudok o stabilnosti waZi 1 o viskosznl deon Seme uw jod~

natini ravanoteis za radijelnu brzinu,

Ogtaje jod da se odredi karakteristicno vreme hladenjae

1t

a

omotada zradenjem. U tom cilju iskoristimo Jednacinu ener-

gije (3.82) v bezdimenszionom oblilku, samo sa Clanom zrace=

nja na desnod strani. Sa velidinama iz (3.92) 1 (3.93), za
vreme nladenja dobija so
- — Q,.a: A e
T?‘ - Lf:} w_“.{f:%\ ¥ Tc} = ow l*" B preete) O-?{i‘ i 4}‘:} ﬁﬂw (4 ‘&88)

(130,

Vidimo da za stabilnost predloZene feme u celini, odgo-
vorni su procesi gzrafenja i idealne dinamike gasova. Za obe-
zhedivanie konvergencije resSenja, korak po vremenu T - na
gvakom sloju, treba birati tako da bude mandi ili jednal
nanjod vrednosti ic {(4.,79) 1 (4.88). Ako osnovne vrednosti

M, s Ob,s 0zZnACimo sa Ji, Ous potreban kriterijum ga stabil-

nost redenja je

T om ol e, (T, ST |, dho < A ; (4 .89)
pri Cemu se T, i 7, izrafunavaju u svakoj tadki:
s -t ; k
WM R RN & sk e “
e - ' ol ol 3 L“'ZL e L_,{} AR ‘{L(\ a’ \:} * (4¢99)
xé; e 2#

MoZemo zakljuditi da predloZena Sema aproksimacija, sa

kriterijumom (4.89), je stabilna u linearnoj aproksimaciji

pa treba oldekivati da de isto valZiti i za nelinearen sludaj.



9.

GLAVA 5. KAZVOJ OMOTACA

U oved glavi daju se neki regultatl izradunavanjia. Disku-
tuju se lokalne i integralne karakteristike omotala kao i
njegova Z-strukiura. Izvodi se zakljudéak o nalinu ragvoja

omotadca,

5.1. Ronkretna varijanta razvojis

Jednaline turbulentnog kretanja za srednje velidine, iz=-
vedene u Gl.3, resavane su metodom razlika, Numeridka deli-~
ja koja obuhvata masu omotaca od 1;5&10“7ﬁ&5(u (3¢921Q;45ﬂ§%
pedeljena je bila na (I-1) ravnomernih intervala po masi
(I = 400, h = Qa6llﬁl$“3) gto za pofetnu vrednost spoljaf-
neg radijusa omotala daje ly= 2.57%. (u (4.59), b= 2.5 ).
Korigdena je Zema data jednalinama (4.63), (4.43), (4.42),
(4.49), (4.51), (4.53), {(4.37), sa graniénim i podetnim us-

lovima (4.556), (4.57) 1 (4.562).

U podetku, vriens su paralelna izralunavanja za dve vred-
nosti ol 1z modela turbulencije (3.1): L= 0.1 1 ol= 0.0L,
Pokazalo se da ol= 0.0l daje vrlo spor razvo] turbulencije
- Sto zahteva veliki utrofak madinskog vremena. Naime, neks
je karakteristifno vreme za uspostavijanje turbulencije Ty
( Ug/V% ) reda velidine vede od vremena razvoja rotorske tur-—
bulencije (T~ L/Vp)s Za slu€aj Keplerovog kru¥nog kretanja,

ey

Vidi se, da za pulsacije bliske linearnim (d«l1),TH3»1 a za



HO

P
L

sarnosti (e~ 1), U o= b 05, Tako je,

<
;.J.
I
<,
{1
ot
{3}
e
g_i‘r
o
4y
f-..,}
2
o3
o

v { el =0.1), pa su lzrafunavanja nase

Takode, izvrfena su testiranja za dve vrednosti K 12 po=-

Setne rogpodele za gustinu: W= 4 1 W= 6, Prva vrednost do-

je kompekitniji omotad u podetno] fazl razvoja a druga je rem
alnija = & obzirom na veliltu vrednost cl, pa je usvojeno K=b,

Vremenski korak integracije biran je na cosnovu kriteri-
juma (4.89) sa ol,= 0.9, Razvo] je numericki praden u toku
ne¥to vife od dve periode Koplerovog kruZnog kretanja na ngw
¥to je zahtevalo integraciju na oko 6ooo vremenskih slojeva.
Pokazalo se do je, za svaki sloj, hidrodinamicki korak ( Ts)

kradi od karvokterigtifnog vremena hladenja omotaca ( Tp).

5.2. Karakteristike w orbitalnoj ravni
i Z=~giruktura

Pokulajmo da pratimo razvo]j omotaca preko promene nje-
govih lokalnih parasmetara. la Sl.5.1. data je promena ve-
lic¢ine .égﬂ}fQE}»gﬁ AT, u toku vremenas; sa 'l je ogznalen po-~
Cetni period Keplerovog krufnog kretanja povrsinskog sloja
centralne zvezde, Razvoj N, (t) za datl sloj mase, ukazuje
na karakter radijalnog krat&nja‘u razlicitinm oblastima omo-
tata. U blizini zvezde, oblast sa oko 20% ukupne mase Omo=
tada, sve vreme krede se u smeru prema zvezdi ( negativnao V).
Pri tome, brzina u toku vremena raste po apsgoluitnoj vrednosg-
ti, ubrzanje menja znak i posle t = 0.,70!l cela oblast nag-

tavija kretanje sa neprekidnim smanjenjem |V, 1. Minimum br-



Gle

zine sve je dublii Hto je sloj udaljeniji od povrsine zves-

G

de i pomera se po masi u btoku vremena, u smeru od zvezd
(Wl =7.3 kmfs). U kasnijim trenucima polje brzina u 0]
o TR,

oblaosti karakteriSe soe skoro zajednidkom vrednoiiu za sve

slojeve, || v 0026 kmfs.

siededa, centralna,oblast omotada koja obuhvata oko 5ok
njegove ukupne mase, karakierife se radijalnim kretanjem ko-
je menja smer u toku vremena., U najrenijim trenucima razvo-
52, do t = 0.30l1, masa cele oblasti krede se u smeru od
zvezde, sa brzinom koja raste brie za nize slojeve (makgi-
molnn brzinn iznosi 5.5 km/g)y, 04 tog trenutka kretanje se
ugporava i u toku slededih 0.55(1 taj proces zahvata celu,
oblast. Za razlidite slojeve, brzina menio smer u raznim tre-
nueima vremena oli od t = 1l.41} cela oblasgt nastavlja kreta-
nje u smeru prema povriini zvezdef najdublji minimﬁmﬁ U, u
celom omotacu, pripadaju glojevima ove oblasti)., U trenu-
cima kada kretanje u prvo] oblastl poprima stacionaran kg-
rakter, wvedi deo centralne oblasti korakferise se kvazipe-
riodicnom promenom brzine. Ipak, u toku vremena, postodi tenm
dencija ka smanjenju amplitude oscilovanja brzine o u kasnie-
jim trenucima razvoja, niZi slojevi iz ove oblasti karakte-
risu ge usporenim krefanjem u smeru ko zvezdi, sa ilzlazom

L1

na stacionarno stanjes

Krajnja spoljadna oblast omotaca, sa oko 30% njegove mase,
takode se karakterise oscilatornim kretanjem u radijalnom
praveu., U ranijoj etapil razvoja kretanje je prema zvezdi i u
trenucima kada oblast neposredno uz fotosferu zvezde nasta-

vlja kretonje u tom smeru sa sve vedom (W51, periferni slojevi
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omotada prolaze kroz lokalni minimum Y, , usporavaju se 1.
vrlo brzo prolaze na kretanje u smeru od zvegdes W promeni

radijalne brzine dominiraju pozitivne vrednosti,

Razvo] dinamickog stanjo omotada prikazan je 1 na Sl.5.2;
funkeija V), u szavisnost od mase slojeva omotaca, data je 22
12 tronutaka vroemona. Radijalno brzina u oblast blizu povre
gine zvezde je negativna s uw slojevima prema periferiji lma

pulsacioni korakier sa domdnantnon pozitivnom vredno&du.

Promena ", (m,t) ukazuje na kaskadni karakter sazimanja
u omotadn (na 8.5.2. mogu se razdvojiti dve faze razvojs ).

" s A - . [ Wt - *\\ M
U ronijim trenucima relativno saZimanje (V{0 < 0Q) kao 1

2
i

aae 3 ™

Sirenje (Vi ¥ v 0) je dosta regularnc. Unutradnji slojevi
podinju do se saZimaju sa brzinom kojo raste u toku vremenn
i taj proces zohvata sve vedu masu omotata. Istovremeno, sa
porastom maksimuma brzine saZimanja 1 njegovim pomeranjem po
magi, raste 1 brzina &irenja spoljasnih delova omotada ¢iji
ge maksimum pomera prema periferiji. Izvesno zasidenje nasg-
tupa za t = l.4001( okon=9) kada je relativainm safimanjem

zohvadeno oko 0.3 mase omotada. Centralni deo, oblast sa oko

15% masge omotala, tada ima konmstantnu brzinu Wi il= 2.4 km/s

vo stanje ne traje dugo. Moksimolna vrednost 1w0,} ostaje kon-

H

stantna u toku AT = 2.5 = 0.411 i trenutak t 11.malm%0f§9_
mozemo smatrati za kraj prve faze safimanja. U toku posled-
njih 0.4} m ovoj fazi, proces saZimanja nije lokalizovan po
masi {skoro ujednalenim ritmom zahvata viSe slojeve) a prome-

na Jy, u centralnim oblastima omotada postaje manje regularna.
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fosle b= 1a%o?i sazimanje ne prestaje: sa povedanom brzi-
nom zahvata sve vedi deo mase i za t = 2.0711 (kraj izralu-
navanja) postodi izraziti pik, , = -~ 13 kn/s. Radijalna br-
zina spoljadnih slojeva oscilira izmedu pozitivnih i nega-
tivaih vrednosti i taj tip nestabilnosti, posle prve faze sa-
zimanja, pomera se po masi u smeru od povriine zvezde. Rela-
tivno saZimanje kojim je zahvadeno oko 15% mase omotada u nje-
govo] periferncoi oblasti pomera se, takode, u smeru od gveg-
de. Lokalni minimum V;, po apsolutnoj vrednosti, nefto je mo-
nji od glavncg minimuma 2za iste slojeve u najranijim trenu-

cima razveja i opada u toku vremena: za v = 13 iznosi samo

lo#% njegove vrednosti.

U toku izrafunavenja, za svaki trenutek raszvoja, izdvaja-
ni su &kstremumi radijalne brzine, nezavisno od toga kom slo-
Ju moese pripadaju; rezultat je dat na S1.5.3. Generalno, ob-
lagt pozitivnih vrednosti pripada spoljadnim slojevima omota-
¢a, negativne brzine odnpse se na unutrasnje slojeve. Vidi ge
izvesna gimetrija u polju ekstremnih vrednosti brzine. U toku
razvoja, za svaki trenutak, positoje oblasti sa kretanjem pre-—
ma zvezdi i od zvezde., Ubrzanje u jednom i drugom smeru, me-—
nja se na slidan nadin. Do trenutka t = 0,801\, ubrzano sa-
zimanje sa {Vnl,,, unutrainje oblasti, pradeno je ubrzanim Hi-
renjem spoljasne oblasti omotala. U svakom trenutku, maksi-
mum apsolutne vrednosti negativae brzine prevazilazi vrednost
maxsimuma brzine Sirenja. Posle t = o0.80l], kretanje u smeru

od zvezde se usporava i te?i ka stacionarnom redimu. Za to vre-

me, u toku At = 0.4\ , kretanje prema zvezdi gtabilizuje se,
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an konstantnom moaksimalnom brzinom W, = lo.4 km/s, da bi
posle t = 1.7517 ( u trenucima kada je Sirenje sa konstont-
nom maksimalnom brzinom Vi = 4 km/s), gazimanje uélq u dru-

gu Tazu, sa povectanom brzinom.

No 81.5.4. data je promena radijelne brzine spoljasne gra-
nice omotala, Mo poletku razvoja granica ée krede prema po=
vriini zvezde koo posledica pocetnih uslova, kada je u celom
omotadu - ukljudujudi i granice, V. = 0. Tok od trenutka t =
0.,3211, kada je ", = - 0.4 km/s sa¥imanje se usporava i od
t = 0,471 = kada U, prolazi kroz nulu, kretonjc menja smer.
U toku slededih Al = 1.28{1, nema neodekivanih promena: kre-
tanje granice mastavlia se u smeru od zvezde. Pri kraju pr-
ve faze saZimanjoe unutradnjih slojeva, brzina granice blago
opada a sa podetkom druge faze, njeno ubrzonje teZi nuli: od
trenutka § = 1,&5?29 granica ge vdaljava od zvezde konstan-

-

tnom brzinom “iph, = 6.4 km/s.

Mo S.5.5, dota je vrednost ugla rotocije slojeva omotacda,
za nekoliko trenutaka razvojafu pocetku, zZa sve slojevegu?ma),
Ragpodela azimutalnog ugla, po masi i u toku vremena, daje
gliku rotacije omotada oko zvezde, Promena u raspodeld RE(m)
nije izraiena do t = 0,021}, izuzev za krajne gpoljadne ob-

laogti. Na S1l.5.6. data je situocija u trenutku t = 2,07},

0d ostalih parametara omotaca razmotrimo promenu gustine
i pritiska. No S1.5.7. zapaZa se neznatno povedanje gustine
u centralnoj oblasti omotala, MoZemo redi da se sekundarni
mak simum 65(m)g.razvu§en po masi, odrZava u toku vremena. U

odnosu na podetnu raspodelu, gustina brie raste u oblast ne-
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pogsredno iznad fotosfere zvezde 1 sporije opada na perife-
riji omotafa. Rezultat je u saglasnosti sa promenom Vi(m,t).
Na Sl.%.8. data je Tunkeijs & (t) za neke slojeve unutrad-
nje oblagsti omotala a S1.5.9. pretstavlja promenu velicdine
U

&1~ Piwey , u toku ragvoja omotaca. Kao i gustina, priti-

sak brzo opada u smeru od zvezde,

Omotad u Z-praveu (po visini) je izotermican, u hidrosta-
tidkoj ravnote?i, pa Z-strukitura je data raspodelom za gus-
tinu iz (2.37) i skalom vigine (2.38). U Tabl.5.l date su
vrednosti L/% 1 R0, )/9, u zavisnost od poloZaja (po
masi) pojedinih slojeva u omotalu. (Lomfa@ ,@ngﬁ[%mqtﬂm’{éﬁgﬂmﬁ}
Sa poznatim vrednostima L i (/1,0 ) moZe se nadi vradnost
?(ﬁﬂ) zo date 77, 1z (2.37). Iz tablice se vidi da, prema
ofekivanju, gustina brzo opada u smeru od zvezde, sa sckun-

. " + x L] il - ‘.’
darnim maksimumom u centralnoj oblasti omotala a da je L&¥,

2o svako }.( u modelu (3.1) zahtevano je samo L.<70).

5 13 "y Zakljuéa}i

Progstorna i vremenska strukitura zvezdanih omotaca, ne-
sumniivo je od velikog interesa. Rezultati numericke reali-

zaclje procesa razvoja, ukazuju na neke osobine omotala.

Pre gvega, omotal se tretira kao neprekidna sredina sa
nestacionarnim turbulentnim kretanjem. Izradunavanja su vr-
fena u toku dve periode rotacije centralne zvezde. Osnovni
cilj zadatka je bio da se igpita ponasanje omotada u odsug-
tvu mehanizama koji ga formiraju. Zato 1 nije bilo vaZno da-

1i se radi o pojedinadnoj 2zvezdi sa omotadem ili ¢ komponenti
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dvojnog sistema. U tom smislu izabrani su pocetni i grao-
ni¢ni uslovi, pomodu kojih je faza razvoja razdvojena od-
faze formiranja. Naravno, radil se o uproifenc] slicl sivar-
nog stonja &iji razvoj zavisi i od predistorije omotaca. U
avakom sludaju, takav tretman ne bi trebaio da se prosiri

na duzi vremenskl interval.

Pokazalo ge da je omotal (bar Jedan deo) relativno stabil-
na konfiguracija. Razvo] je pracden safimanjem unutrasdnjih
njegovih slojeva i dominaninim Sirenjem spoljaSnih. Proces
safimanja zahvata prvo slojeve nablizi zvezdi i prenosi se
prema centralnoj oblasti omotala. SaZimanje (i Sirenje) je
nelinearno, ga razlic¢itim intenzitetom u tokwu vremena, za
razlidite delove omotala. U toku razvoja, postoji tendencija
za iskljudivanje turbulentnog trenja, opet u smeru od zvezde,
in Sl.%.10 prikazan je tok uglovne brzine rotacije za dva
trenutka: ¢+ = 0 i t = 2.071\ . Uolava se preraspodela ug-
lovne brzine i izlaz razvoja na stanje sa ) = const. U toku
vremena sve veda masa { u smeru od zvezde) teZi ka ovom sta~
nju i posle 20 = 211, oko 30% ukupne mase omotada karakte-
rise se skoro kongtantnom uglovnom brzinom. Iz (3.84) vidi
ge da je tada.%hmgm;mq za istu oblast omotaca, S81.5.2, tada je
je 1 %ﬁ}L}h&%’?*L%r::?*{ﬁl;:ﬁ-mp sto je u punod saglasnosti sa W=const.
Iskljudivanje mehanizma turbulaﬁtnog trenja u datoj oblagti
dovodi do posledice zﬁgxconat.fﬂa taj nadin, za at= 21} ,
raspodela uglovnog momenta Qd.pribliima Keplaravﬁka(ﬁgmﬁfmj
u pocetnom trenutku, prelazi u oblik'fﬁfhﬂhf; Zapravo, 1) =
const je karakteristika rotacije krutog tela. MoZemo da pro-

cenimo vreme, potrebno da kretanje poprimi takav karakter.
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Neka je turbulencija jedini mehanizam koJi vrsSi preraspo-
delu parametara diferencijalne rotacije, koja se vr&i 8o
Keplerovskom uglovnom brzinam,awzﬁﬂzgﬁgﬁggﬂ Velidine koje
treba razmatrati su:mb&¥émf,§g,¥1,’tﬁ, gde je Ty kerakte-~
ristidno vreme za uspostavljanje rotacije krutog tela. Sasta-

vimo dimenzionu matricu navedenih velidina 1 reSimo odgova~-

rajude jednaline koje iz nje slede. Lako se dobija rezultat

Rak /2 IS
Ti«:; wm { ¥ ;"' & ) {M ?‘&{;‘5/ D }:-3}

Kinematitki turbulentni koeficijent viskoznosti Yy, velidi-
na (N/Q ), za omotale zvezda nije poznat. U teoriji turbu-
lentnog kretania “v se odreduje iz uslova da Rejnoldsov bro]
bude izmedu 30 i 50. U omotadu, Re nije poznat, a pretposta-
vlja se da je Re)y 1. Za izrafunavanje T, iskoristimo Vy iz
(3.84). Ako jo% poloZaj sloja u omotalu rafunamo u jedinica-
ma My, { h,m(%h@r) i za proseénu temperaturu prihvatimo Tmlo4K,

za T dobija ge vrednost

&

2t i
{;’ e

-2,
rtm.fm 10 *wﬁ%g ads.

¥ o
(A

38

Poslednii rezultat ukazuje na dve Cinjenice:
1. Konstantna uglovna brzina uspostavlja se prvo u oblast
omotada blizu povriine zvezde i za sloj na rastojanju  od

| /6 .
centra zvazde’tgwwft/a

2. Stepen nelinearnosti pulsacijae takode utice na brzinu

dostizanja stanja sa W = const. Prema ocekivanju, odeljak
5.1e4 vede ol daje br¥i razvoj. Najnizi elojevi omotala, za
A = 0.1, dostizu stanje sa W = const posle AT = lqug od

trenutka ukljulenja mehanizma turbulencije, Nasi rezultati
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pokazuju da de stanje sa rotacijom krutog tela za nize slo-

jeve, iako je konvergencija posle 1 211 izuzetno SPOTa,

H

biti dostignito mmogo brZe. Razlog za to pre svega je gru-

ba aproksimacija V477V sa kojom su vrSena izracunavonjo. Naj-
manje uslova za njenc ispunjavanje ima u biizimi zvezde a ug-
vojena je za cco omotad da bi se ubrzala konvergencija rese-

njde

el

O turbulentnim osobinama omotala ne moZe se govoriti sa-
mo na osnovu predlofenocg modela akusticke turbulencije i do-
bijenih rezultata. Za'tog potrebno Je razmatrati jednaCinu
energije turbulentnih pulsacija, da bi se -~ izmedu ostalog,

mogao analiziradi teorijski spektar turbulentne energije.

Dinamika omotada bila je pradena sa najjednostavnijim
izrazom za ¢lan zradenja. Realno, u toku vremena, n blizini
zvezde stvaraju se uslovi za ITDR ali na periferiji omotala
nede biti postignuti. Iz tih razloga nismo hteli do anali-
ziramo zrafenje omotala. Ogim toga, nije bilo ragzmatrano
zracenje centralne zvezde ¢iji pritisak mofe da izmeni vre-

d

mensku skalu saZimanja. Pored nabrojonih elemenata zao Siru
formulaciju zadatka, osnovni cilj buduéih teorijskih ispiti-
vanja zvezdanih omotaca trebalo bi do bude postavlijonje i ro-
alizacija kinetickog modela procesa u omotalu. Za pofetak,
jednodimenzionl, nestacionaran tretmon turbulencije v omotao-

cu, omogudava da se dobijeni rezultati koriste koo poleini

u Sirod formulaciji problema.
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51.5.3., Razvej eketremuma radi-
jalne brzine,u omotacu bez spo-
l1ja®ne granice: a) kretanje pre-
ma zvezdis; b) kretanje od zveszde,
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S1l.5.4. Radijalno kretanje
spoljadne granice omotada,
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S1.5.5. Razvoj Y(m)s; n = £/ ;
strelica ukazuje na smer rotacije.
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S1.5.6. Y(m) za t = 2,071 rotacija e
U ozpacenom smerua
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