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1. U teoriji funkcija kompleksne promjenljive razlikuju
se dvije vrste problema: takozvani grani&ni i unutrasnji prob-
lemi. Grani&ni problemi odnose se na utvrdjivanje raznih svoj-
stava pojedinih analitid¢kih funkcija, ili klasa analiti&kih
funkcija na skupovima tadaka koje pripadaju granici odgovaraju-
e oblasti definisanosti ovih funkcija. Unutrasnji problemi od-
nose se na utvrdjivanje svojstava ovih funkéija na skupovima
tacaka koje pripadaju njihovoj oblasti definisanosti. Posled-
njih pedeset godina su, pored ostalog, posebno proucavane tzv.
klase funkcija HP,Ocpgm,N,Bp,0<p<1,Dp,0<p4m,Ap,0<p<m, ¢ija su
mnoga svojstva tretirana u ovom radu.

Koristeéi se metodama funkcionalne analize, u toku pos-
lednjih trideset godina ove klase funkcija posﬁatraju.se i kao
odgovarajuéi prostori analitickih funkcija. Vidan doprinos izu-
¢avanju ovih prostora dali su: G.H.Hardy, I.E.Littlewood, P.L.
5uren, B.W.Romberg, A.L.Shilds, I.I.Privalov i dr. Istaknuto
mjesto, u teoriji prostora analiti¢kih funkcija ima problem u-

tvrdjivanja nekih svojstava Adamarovog (J.Hadamard) proizvoda

(fogllz) = Y a b z" .
n=0 " " E | .'
ako su poznata neka svojstva njegovih komponenata - analiticdkih

funkcija
flz) = Yas" i g(z) = ¥ b 2",
n=0 n=0

kao i njemu obrnut problem: ako su poznata svojstva Adamorovog

proizvoda foeg i jedne komponente, 5ta se moZe utvrditi za dru--

gu komponentul[15],[39]1,[34]-




U krugu tih problema cesto se ispituju i utvrdjuju neop-
hodni i dovoljni uslovi koje treba da ispunjava komponenta f da
bi Adamorov proizvod f e g pripadao datom prostoru analitiékih
funkcija za svaki element g nekog datog prostora analitickih
funkcija. Najjednostavniji je sluXaj kada se neophodni i dovolj-
ni uslovi koje treba da zadovolji funkcija f svode na pripadnost
ove funkcije nekom prostoru analiti&kih funkcija 3to nije uvijek
moguéno. Naj&e8fe se neophodan i dovoljan uslov izraZava u ter-
minima Telerovih koeficijenata; stoga se isto analiticka funk-
cija f(z) = Z a, 2" identifikuje sa nizom {a } svojih Tejlorovih
koeflcijenata. Tada se postavlja sledeéi problem: okarakterisati
nlzove {a } tako da Adamarov pr01zvod

(fogl(z) = Z a,
pripada datom prostoru B analltléklh funkc1ja, odnosno prostoru
nizova {(ako se Adamarov pr01zvod.zz:a b 3" jdentifikuje sa ni-

n=_0
zom {a b } sv031h Tejlorovih koeficijenata), za svaku analiticéku

funkciju g(z) ‘Z:b 2" i1i svaki niz {b 1) datog prostora 4.
Niz'{an} sa tim svojstvom je mnoZitelj prostora 4 u pro-
stor B. Skup svih takvih mnbiitelja oznadava se (A,B). Tada se

problem sastoji u tome da se okarakteriSe (A,B).

2. U ovom radu tretiram, koristeéi metodu ﬁho%itelja,
Adamarove proizvode prostora HP,BP,Dp 1 AP, tj. mnoZitelje ovih
prostora; moji rezultati odnose se na mnoZenije u pP £ AP pros-
torima. |

Rad se sastoji od tri glave.

U prvoj glavi se navode poznati rezultati koji se odno- -

se na pojedina svojstva elemenata prostora ili prostora HP,BP,




pP 2 2P i kxoji se koriste u II i III glavi. Takodje se dokazuje
jedna nova teorema (teorema 1.4.3) koja daje pobo;jéanju ocﬁenu
za M_(r,f).

Problematici mnoiitelja'je posvecena druga glava ove
disertacije. Odeljék 2.3. sadr¥i nove rezultate za mnoZitelije
pP prostora (teoreme 2.3.1. - 2.3.12). Utvrdjeni su neophodni i
dovoljni uslovi da niz'{ln} pripada: a) (DP,DZ), 2<pg» (teorema
2.3.5); b) (HI,D)-(teorema 2.3.9); é) TDZ,D) (teorema 2.3.10). U
ostalim teoremama pomenutog odeljka utvrdjuju se dovoljni uslo-
vi za posmatrane mnoZitelje.

U tredoj glavi razmatra se najprijé (u odeljku 3.1)
problem odredjivanja prostora AP kojima pripada izvod f'(z) ako
analitidka funkcija pripada prostoru A9, i njemu obrnut prob-
lem. Ovaj odeljak sadr#i jedno originalno poo3trenje koje je u
Bergmanovim prostorima ranije dobio japanski matematicar Hiro-
ehi Watanabe[sd];.odnosnu teoremu 3.1.3 dokazao sam koristeéi
svoj raniji rezultat (teorema’1.4.3), na osnovu kojeg sam ta-
kodje dokazao jo¥ jednu novu teoremu (teorema 3.1.4), koja tvr-

di da, ako f(z) e‘AP, O<p<=, tada f(k) (z) e A za
1 1
qu) 1 1
2. k?.-(l-—) + (== s 1€g<=

q g’ 19

1. k>2(

i O<pgq<l

Dobijeni rezultati su bolji od poznatih.
U odeljku 3.2 dokazao sam da se neke poznate ocjene
Tejlorovih koeficijenata prostora AP mogu poboljSati (teorema

3.2.1). Kao posledice tih novih ocjena dobio sam sledefe re-

zultate:
1

2 E(AP,ZI) ako je 0<p«gi;
(n+1)p

a) Niz {




1

2 1} € (4P,1%) ako je Isps2.
(n+1)p 2

Na kraju je data bibliografija koriséenih radova.

b) Niz {




I GLAVA

PROSTORI ANALITISKIH FUNKCIJA HP, BFP, DP i 4¥f

U ovoj glavi se, za svaki od prostora Hp, Bp, pF i Ap,
navode neki poznati rezultati koji su u ovom radu korisSc€eni kao
polazna tacka u ispitivanju nekih novih svojstava Adamarovih

proizvoda funkcija koje tim prostorima pripadaju.
1.1. HARDIJEV PROSTOR HF

1., Navedimo definiciju prostora AP i N, a zatim utvrdi-
mo.njihov odnos i ponaSanje elemenata tih prostora na granici
jedini&nog kruga. Zatim emo navésti nekoliko teorema koje daju
ocjene rasta integralnih sredina elemenata prostora HP . Ove te-
oreme pripadaju, uglavnom, Hardiju i Lifvudu.

DEFINICIJA 1.1.1. neka je f(z) analiti&ka funkcija de-

finisana u jedininom krugu D={z;}z|<1}, i neka je
| 2% 1

Mm(r,f)=max|f(z)|;
5| =r
27T
N(r,f):%? J.Zog+|f(re$a)lde.
0
Tada

a) f(z) €eH?, 0O<p<=, ako je sup M _(r,f)<=;
0gr<l P

b) f(z)ezﬂm, ako je sup M_(»r,f)<x;
0g<r<l

c) f(z) €N, ako je sup N(r,f)<=;
O<gr<l




Prostori definisani pod a) i b) u literaturi su poznati kao Har-
dijevi (G.H.Hardy), a prostor pod ¢) kao Nevanlinin (R.Nevan-
" linna) prostor.

Teorema 1.1.1. Za prostore na koje se odnosi prethodna
definicija (1.1.1) vazi:

i"cHP cHicn 0<q<p<e.

DOKAZ: Relacija g"c g? slijedi iz &injenice da su e-
lementi prostora H ograniene analitilke funkcije.

Neka je Og<r<l i g<p. Ako Je

= (e el0,2nl; f(re®®)|>1},

tada vaZi relacija

(1.1.1) J-lf(re"’e’)lqde- J‘I3“(1~.«-_=.-"'B |qda+

flf(r "’B que Jlf(rete )|Pde+1.

?ﬁ A ’
Iz ove nejednakosti slijedl da je

'Hpc:Hq za O<g<p<=.

Dokaz da ije HPC:N slljedl iz procjene
2T 2n 1

(1.1.2) J.Zn(1+|f(re )l)d8<(—— J-(1+lf(re )I)pde)p.

U sva tri sluéaja inkluziija je prava, $to potvrdjuju i
primjeri: 1
1) funkcija f(z}=(1-z) P EHq(q-ﬂp) ali f(z) ¢ HP,

2) f(ZJIZ?‘I-I—_EEHP(O*(p{N), ali f(ZJ ¢ Hm_;

1
3) flz)=el % en, ali f(z) ¢ BY (0<ps=).

7a razvoj teorije Hardijevih prostora od posebnog su
znadaja teoreme o postajanju grani®nih vrijednosti njihovih ele-

menata; navedimo - bez dokaza - dvije od tih teorema.




TEOREMA 1.1.2.(NEVANLINA) Funkcija analiticka u krugu
|z]|<1 pripada klasi ¥ ako i sam ako je ona koliZnik dvije ogra-
nifene funkcije ([5]) . Znadaj ove teoreme je u tome Sto se
svojstva ogranienih funkcija mogu prenijeti na funkcije prosto-
ra N.

TEOREMA 1.1.3. Za funkciju f(z) € ¥ skoro svugdje posto-
ji netangentni limes f(eie) i znlf(eie)I je integrabilna funkci-
ja, izuzev ako je f(z)=0. Ako f(z) € HP (p>0), tada f(e*®)e
= L%szﬁ]. (Is1) .

NAPOMENA 1.1.1. Iz prethodne teoreme slijedi da svaka
funkcija f(z)EEHp (0<pg=) ima netangentnu granicnu vrijednost
f(eie) u skoro svakoj graniénoj tafki jedinicnog kruga. S tim u
vezi uvedimo oznaku

fp={f(e£6); f(e{'e)zlim f(rei‘a), f(z)EHp}.
| i¥__ 18

«
Kao i obi&no, i u ovom sluaju smatrademo da su dvije funkcije

re

jednake ako se skoro sﬁugdje¢poklapaju.

Iz teoreme 1l.1.3. slijedi da Je
P 1%
FClig, am)

i da je #P vektorski potprostdr_prostora L%O 21" Celishodno je
J

. L

definisati velic¢inu

171121171 | gp=tin M, (r, £)

r+1
gdje je Mp(r,f) ranije definisane integralna sredina funkcije

flz).
Poznato je da je (b. [5]1) #P(0<p<=) [P - zatvaranje

skupa polinoma po e*®. kao posledica toga slijedi &injenica da




je gP Banahov (Banach) prostor (Igpg=}, dok Je za 0O<p<I komp-
letan metridki prostor sa metrikom

d(f,gJ=llf-gllg-

2. Faktorizacija elemenata prostora ¥ je vezana za poj-
move Blafkeovog (W.Blaschke) proizvoda, unutrasnje funkcije i
spoljasnje funkcije.

DEFINICIJA 1.1.2. Neka je {a } niz kompleksnih brojeva
u jedini&nom krugu |z}<1, 0<|a1I$|a2|$;...<1, ;i;(l—lanl)cw.
Proizvod = la | a -z

_m
n=1 n n

s, m=0,1,2,...

zove se Blaskeov proizvod.
DEFINICIJA 1.1.3. Analitidka funkcija f(z) definisana u
|z| <1 je unutra%nja funkcija ako je

|F(z) <1 i lf(eie)lzl skoro svugdje.

.‘

DEFINICIJA 1.1.4. Analitifka funkcija F(z) je spoljaidnja

funkcija klase gP akolae oblika
2n
F(z)=eiyex'fl—' eit+é1n Y (t)dt}
Plos it
| 5 e -2
gdje je y realan broj, V(t)s0, in V(t)erL®l i Vrt)erP.

DEFINICIJA 1.1.5. Unutradnja funkcija S(z) Jje singular-

na ako je
2m .
ett+z |
S(z)=exp{-J- =z du(t)},
0 e -3

gde je u(t) ograni¥ena neopadajuéa funkcija sa osobinom da je

skoro svugdie u’(t)=0.
U vezi sa BlaSkeovim proizvodom i unutrasnjom i spo-

lja%njom funkcijom nave$éemo bez dokaza tri teoreme koje karak-

terisu njihovo ponasanje u prostoru gP .




TEOREMA 1.1.4 (Teorema o kanonskoj faktorizaciji). A-
naliti¢ka funkcija f(z)#o pripada prostoru Hp, O0<p<=, ako i sa-
mo ako je

f(z)=B(3) S(z) F(z), gdje je B(z) Bladkeov proizvod for-
miran od nula funkcije f(z), S(z) singularna unutra3nja funkcija
i F(z) spolja$nja funkcija klase #, ([51).

. Teoremom 1.1.4.ckarakterisan je prostor #P faktorizaci-
jom svojih elemenata, a naredna teorema ukazuje kako se moZe
okarakterisati prostor ¥.

TEOREMA 1.1.5. Analiti&ka funkcija f{z) pripada prosto-

ru ¥ ako i samo ako jJe

SI(z)
f(z)=B(z) F(?) 32(2):

gde je B(z) Bladkeov proizved formiran od nula funkcije f(z),
Sl(z) i Sz(z) su singularne unutragnje funkcije, a F(z) spo-
ljasnija funkcija prostora ¥. ([51 ).

Sledeéa teorema utvrdjuje da f(reie} konvergira ka
f(eie) u smislu metrike u Lp:'

PEOREMA 1.1.6. Ako funkcija f(z) € B (0<p<=), tada je

. 2T 2m
(1.1.3.) Z-ims lf(re”)lpde- J.|f(e"’9)|pde
r+1
i .
(1.1.4.) Zth-If(re -f ie)lpdezﬂ.
(153). | r>1p

3. Sada demo navesti definicije jo¥ nekih pojmova koje

demo kasnije koristiti.

DEFINICIJA 1.1.6. Neka je f(z)=2 anzn analiti&ka funk-
n=0 .

cija definisana u jedini¢nam krugu lz]<1 i neka je B>0. Tada je
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parcijalni izvod reda 8 te funkcije.

(8] = /o iae
(1.1.5) f(z):z r{n‘f'l'f’B)ansz
n=0

n!

a parcijalni integral reda B te funkcije
(1.1.6) f (z)=7, & a_z
(g1 n:OI'(n+1+B) n

1z navedene definicije neposredno slijedi da su parcijal-

ni izvod i parcijalni integrali uopstenja obi&nog izvoda i integ-

rala.

Veza izmedju tih dvaju integrala, odnosno izmedju tih

dvaju izvoda data Je relacijama:
2

S f(E)dE:zf[I](z),

0
odnosno

f[I](z)=[zf(z)]f

odnos izmedju funkcije i njenog parcijalnog integrala

utvrdjuje sledefa teorema:

TEOREMA 1.1.7. Neka funkcija f(zJEEHP(0<p<HJ. Tada

= 9 1 _p
f[B](z) el 0<B«cp, q—l_Bp.

Uslovi za 8 i ¢ ne mogu se poﬁoljéati ([21]).

4. Prije nego S5to navedemo nekoliko teorema o rastu in-

tegralnih sredina funkcija prostora Hp, navedimo tri nejednako-

sti (1.1.7, 1.1.8. i 1.1.9, dokaz u [5]1 ), koje se Cesto koris-

te u raznim dokazima, a i u ovom radu fe biti koriSdéene.

LEMA 1.1.1. Za svako p}-lg vazi relacija

T

o |t L),
Ti-g2rcoso+r” )F (1-7)°F |

-7
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LEMA 1.1.2. Svaka funkcija f(z)EEHp, 0<pgeo, moZe se

predstaviti u obliku

f(z)=f1(z)+f2(z)
gdje funkcije fI(ZJ i fz(z) pripadaju prostoru #” i nemaju nula
u krugu |z|<I, a pri tome

(1.1.8) |17,|lp<zl17]1p, n=1,2.

LEMA 1.1.3. Neka je p>1 1 p=%(1+r). Tada

27
{1.1.9) J.lpeie—rlnpd(a:O ((l-r)l-p), r+1,
0 |

TEOREMA 1.1.8. Neka je 0<pg~,8>0 1 f(z)'analitiéka funk-

cija u krugu |z[<1; tada je

1 ),

M {(r, f)=0(
P (1-r)F :

ako i samo ako je

1
(1-r

N ! -
Mp(r,f )=0( )B+1)' ([5 ,str.801).
TEOREMA 1.1.9. Neka je 1<p<w, l<a<w, -l1<b<w i f(z) ana-

liti%ka funkcija u krugu |z|<1; tada je

1 1
j (I-r)b{Mp(rif)}adrfc{s (1-r)a+b{Mp(r,f')}gdr+|f(0)la},
0 0 |

gdje konstanta C ne zavisi od f(z). [5 ,str.81]).

TEOREMA 1.1.10. (Hardi - Lifivud) . Ako je f(z) analitié&-

ka funkcija u krugu |z|<1 i ako je
M (r,f)-.:sh ¢ 5 O<p<=, 820,
P (1-r)
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tada postoji konstanta K=K(p,8), nezavisna od f(z) i takva da je

M, (rsf)s 77, P<q<=.

specijalno ako je 8=0 (tj. ako f(z)EEHP), onda je

1 1

"Mq(r,f)=67((1-r)q P),;

pri tome je eksponent B+%-%-najbolji moguéi. ([21,str.84]1).

TEOREMA 1.1.11., (Hardi - Lilvud). Ako je 0<p<qg<=, ffEHp,

[ ] I 1 [ ]
A> i ga=—=, tada je
P 5 g’ J

1
j (I—r)ka-I{Mq(r,f)}ldrcm. ([5 ,str.87]).
. |

f.

TEOREMA 1.1.12. Neka f(z) € Y, 0<p<I. tada je
1 1,
Y
[ (1= Twyraprance l1g1 . (ST
0

5. Netaknuto mjesto u teoriji analiti&kih funkcija zau-
zimaju Tejlorovi koeficijenti. Naime, postavlja se sledefe os-
novno pitanje: da li na osnovu pripadnosti analiticke funkcije
nekom prostoru moZemo nefto reéi o njenim Tejlorovim koefici-
jentima, i obrnuto, ako znamo ponaganje Tejlorovih koeficijena-
ta, moZemo 1li ne3to redi o funkciiji f(z).

Za prostor Hp, ako je p=2, odgovor je jasan: f(z)EEH2

ako i samo ako 2. 1an|2
n=0

<o

U ostalim sludajevima problem je sloZeniji. Ako Je

I<p<=, ponasSanje koeficijenata i prostora svodi se na sluca]
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Furijeovih koeficijenata u P prostoru.

Dijelimidan odgovor na ova pitanja daju sledede Cetiri

teoreme:

TEOREMA 1.1.13. ako funkcija f(z)= Zanz" GHP, I1<pg?,
n=o

tada 1 1

4 ZL;i-
{an}ez s p+q IJ

< .
a1, < 1Ifll,
Obrnuto, ako'{an}filp, 1<p<2, tada

1

_ Z n Hp 1.1_

i vazi nejednakost

1£11g < 1Ha M 1w (151D
TEOREMA 1.1.14. (Hardi - Litlvud). Ako

f(z):Z a anHP, O0<p<2, tada je
n=0 " 1 .
1Y (n+1)P % ]a [PV <cp|lr|]
n=0 p
n _2Ian|p<w. ([51).
n=1

TEOREMA 1.1.15. Ako je {an} niz kampleksﬂih brojeva ta-

kav da je

Z:ﬂg_gian|q<m za neko g, 2Lq<w,
n=1
tada funkcija _

flz)=) a 2" e g
n=0 "

i vazi nejednakost 7

Yy qa-21,. 19,4
||fl|q40q{;§%(n+1) |anl 3,
gdjeCh zavisi samo od q.

Slededa teorema odnosi se na ocjenu Tejlorovih koefici-
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jenata funkcija koje pripadaju prostoru P, o0<pgi. (I51).

TEOREMA 1.1.16. Ako funkcija

flz)= 2. anzné P, 0<pgl.
n=0

tada je g ,

(1.1.10) an=0(np ), now
i 1,
(1.1.11) Ianlscnp [Ifllp,

Ocjena (1.1.10) Jje najbolja mbguéna, jer za svaki nula-
-niz'{an}'postoji funkcija

f(z)-‘-‘z anzne gP
n=0
tako da je 1_1

P
an;fﬂ(ﬁnn ).

- DOKAZ: Ako,f(z)ezﬂl, tada je na osnovu Riman - Lebegove

leme »
a =of(1).
n

Neka je 0<p<l. 1z

1 f(zjdz

a =57 T O<r<l,
lz|=7 *
slijedi
(1.1.12) lanl_sr"’"'mz(r,f).
e 7-1
PoEto je'MI{zy;)IO(I-P) P (reorema 1.1.10), to je';
=] 1

an=0(np ), r=1w;.

D
bijamo da je ;

Sobzirom da je Mb(:nf) < lifl]., na osnovu teoreme (1.1.10) do-

(1.1.13) M (nf) < C[lfl]p(l-r) P

i 1-1

M, ( nf)=0(1-1) P,
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pa iz (1.1.12) i (1.1.13) slijedi tvxdjenje (1.1.11) tj.

, 1_1

la, l<on? 11711,

1 2. BANAHOV OMOTAE BP PROSTORA HY

Kao &to je poznato Hardijev prostor Hp, p31 je Banahov

prostor. Medjutim ako je 0<p<l, #P nije'Banahov, veéd F - prost-

or. Problem odredjivanja Banahovog omotaca ;13 prostora HP,

0<p<1, tj. Banahovog prostora u kome je ovaj svugdje gust, dalo

je qnaian podsticaj daljem razvoju gP - prostora.

Mnoga svojstva prostora Hp, 0<p<1, dokazana su upravo

poslednjih desetak godina.

DEFINICIJA 1.2.1. Prostor BP, 0<p<1, je prostor anali-

+i%kih funkcija f(z) u krugu |z|<1 za koje vaZi
| 1 1, ,,
e el lr L= [ (-2 "y (nf) aree.

0

U slededoj teoremi tvrdi se da je prostor BP Banahov

omotal¢ prostora Hp, i utvrdjuju se neka njegova svojstva.

"ZOREMA 1.2.1. Prostor BY sa normom ||f]|p Je Banahov

prostor; taj prostor ima sledede osobine:
1

i

a) If (a)l<c lF Ll pea-121) 75
1
b) f(z)=0(1-|zl) P z+1 (z=ze£8) uniformno po 9;

c) Za svako f(z)fEBp,1fp+f u BY - normi kada p~>I, gdje

je.fp(z);f(sz;
d) HP je svugdje gust podtprostor prostora BP;

) 1Ifllgsclifll, £ed’, o<pel. (1211
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Kako Je HPQBP, prirodno se postavlja pitanje sta Je sa
svojstvima prostora P koja se prenosi na 8iri prostor Bp, i ko-

ja nova svojstva ima prostor BY.
Ocjena 1

M_(r,f)=ol((1-r) EJ;
koja vaZi za prostor HP, 0<p<1, ostaje da va%i i u Siroj klasi
BY (teorema 1.2.1.).
Slededa ocjena Tejlorovih koeficijenata, koja je naibo-
l9a za klasu HP, takodje dstaje da vaZi i1 u $iroj klasi Bp, za
koju vazi i suprotno tvrdjenje.

TEOREMA 1.2.2. Rko funkcija f(z)= 2. anzn e BP, tada je
n=0
1 ;
(1.2.5) an=o(np ), noe,
i 1_,
P
(1.2.6) ]anlscpllflan \

Obrnuto, ako Je 0O<p<l i an:ﬂYna), a<%~%3 tada

f(z)EEBp. Eksponent %m%-je najbolji moguéi, jer postoji funkcija
13

f(z):fzzangn tako da je an=€fnp 2), ali ne pripada prostoru BP.
n=0 *

DOKAZ: Neka f(z) € BY. Kako je
1 -f fifl—dz
2n1

a =
n

zn+1
lzl=r
to jJe i ]
M. {xnf) 7-%
1" .on p
la, |< 7 .;sC'prIIBr (1-7)

za svako r<I1., Uzimajuéi da Je nzl-%, docbijamo relaciju (1.2.5.)

Nejednakost (1.2.6.) slijedi iz osobine da je
1

£(a)=o((1-7) P) za f(z) €BP.

Obrnuto, ako je an=07na) i, ne umanjujudéi opsStost,

predpostavimo da Jje u>—£, imacemo
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20 2n 1-2ua

M (p_,f)w (r,f)-Za = <ch +1) =C((1-2)" ),

n=0 n=0
pa je

1. 1,1

171l 1Jf(1 )P ¥ rr,f)drgcjsz _P 2,

1 1 . 1 3
za _5 + 2 + 5 + a<l, tg. a<p 5

Da je ova ocjena najbolja, pokazano je u radu [21].
NAPOMENA 1.2.1. Uslov a = o(n ), u<§—§, je dovoljan 2a
‘Pripadnost analitilke funkcije f(z) prostoru BY. Teorema 1.2.2

ne kazuje nista o neophodnosti istog uslova.

1_q

Kako je a, =g (nf ) neophodan uslov za pripadnost fun-

kcije f(z) prostoru Bp, uofava se ¢injenica da je taj uslov sla-
biji od uslova a, = ﬁYna), gdije je d<é-—§.
| Pored dovoljnog uslova za pripadnost funkcije prostoru

BP navedenog u prethodnoj teoremi, utvrdjen je joS Jjedan dovoljan
uslov u terminima Tejlorovih koeficijenata.

TEOREMA 1.2.3. Neka je f(z) = i anzn analiticka funkci-
ja u krugu |z]|<Z. BAko red

© 1-1

?Eln Pla, |

konvergira, tada f(z)iEBp. Eksponent 1—% je najb;lji moguci.

DOKAZ.
1 1 1- 1

Z-2
(1-0)F ler,f)dratf(l I'JP (Za r )dr«:CZn pla | <.

0 n=1 n=1

Da je eksponent 1-% najbolji moguéi pokazano je u radu
[20].

U uvodu smo istakli da je jedan dio III glave posvecen
utvrdjivanju svojstva funkcije f(z) ako f”(z)EEAp i obratno,'svoj-
stva funkcije f'(z) ako f(z) e AP,

Za prostorff odgovarajufi problem je potpuno rijesSen sle-
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dedom teoremom:
PEOREMA 1.2.4.Bk0 je 0<p<q<l i8= ;-q. Tada
a) f(z) e€BF ﬁf[B](z)EBq.
b) f(z) epd=rl8l,) enP.

Dokaz ove teoreme nalazi se u [21] .
1.3. pP PROSTOR

1. Prostori pP nijesu univerzalno poznatl u matematicko]
literaturi. Njih je, koristeci kao motiv slededu teoremu, kojom
se utvrdjuje odnos integralnih sredina Mp(r, f) i integrala tzv.
area-funkciije A(r,f), définisao i dokazao neka njihova svojstva
M. Jevtié ([351). |

TEOREMA 1.3.1. Neka Je f(z) analitid&ka funkcija u krugu

|z|<1 i neka je f(0)=0. Tada Je 2a p>?Z

4 p .
p Al(p) 2
1.3.1) M ( ) <C J[
( ) D r,fl< p ( " )" do,
0
a za 0O<ps<2
Z p

p Alp) 2
(1.3.2) Mp(r,f):;(l’péf(———p )2dp,

gdje Je
pP

g = .
P

P
22. 1
videti dokaz u radu [321.

DOKAZ. Kako je

A
p - uP _ 1 16,D
Mp(r,f) = Mp(r) = 21rf | f(re” " )|¥ds,
0

L)

r Zwn
A(r) = Alr,f) = Jr‘/.p]f”(pele)lzdﬁdﬂznZ:”'anlBPBHJ
0§ ne
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na osnovu Hardi-Ste]jnove identicnosti

r 2u

- 6, 2
ddMg(r) =B ff lf(pete 2|f"(pet )I pdpdb,

koji vazi za 0<r<l 1 p>0, i nejednakost
Mgfr,f)?—frf[M(p)]pdp, p>0,

gdje Je
M(p) = M(p,f) = supl|f(z)|; |z| = ol

pokazujemo:

a) Ako je p=2, tada Je

Mz(r,f} = '—:-l—f If(reie)lzde = C, é—;‘)—)dp;

ova jednakost vazi i za (1.3.2).

b) Neka je p>2. Tada je
r 2w

iup(r)-r:E—zm(r)? . £ (ee®®)|%pdode =
ar p a2 pe pap
2 -2
:,—%M(r)p Alr),
it
pa jJe 1
r
z -2 -1
ME(P)@%“IM(p)p A(pl)e “do.
0
Koristeéi Holderovu (H6lder) nejednakost, gdje je p':§§§ i q':%w
dobijamo
s I p-z2 r p 2
Mp(r)ép ( {M(p)¥dp) Prfr 0) )2 30)P<
0 0
p-2r B E
p_..( 2 p =
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ili

to jest

I}

A(p)
Mp(r)g c fr ) dp

Neka je 0<p<2. Tada je
r 2 r 2w

. _ . P ‘8 9
Alr) = ff If'(pe%e)lzpdpdes.:M(r)z pff |f(pete)p | £ (pei' )| “pdod8
0 0

pa je 1

. |
.2 2 _ e
P_n(r)<E- M(r)® Pff 1 F(0e*®)|P” 2&:&&9,::) £ (0e*®) |0dpds

to jest

a
2-p. 4
-%;A(r)éM(r) PdrMi(r)'

Stepenujuéi lijevu i desnu stranu sa—% i koristeéi Hardijevu ne-—

2 2
jednakost za p -E*E igqg —En dobijamo

P (9— }E.E_ P
P > pzz[d p )2
p _M() ™
_E%(r) <M(r) r dr( » 7

(2ﬂ)2

Integrisudi lijevu i desnu stranu od 0 do r po p, dobijamo
p

-—p P

2

E_ A ) d 4:(fM(p)Pdp) ‘ [Mp(r)] <
.E p p

(2p)
2-p 2-p ya

2 2
<1 2 [Mg(r)} 2 [Mg(r)] s
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to jest
r D
MP(p) s C fr“‘”)zdp.
P PO P

2. Koristedéi nejednakost (1.3.1) i (1.3.2) kao motiv, M.
Jevti¢é je definisao prostor 0P .

Navedimo ove njegove definicije.

DEFINICIJA 1.3.1. Neka je f(z) = ). a_z analitigka fun-
n=0
kcija u krugu |zl<Z. Funkcija f(z)tEDp, 0<p<=, ako je
1 4
112 = flaen]Taree,
pP -

gdje Je

A(r) = A(r,f) = ff|f'(z)|2dmdy = HZn|an|2r2n.
|3|"~'1”' n=1
DEFINICIJA 1.3.2. Neka je f(z) = Zanzn analitic¢ka fun-
n=1

kcija u krugu |zl¢1, Yunkcija f(z) € D ako je

”f“i = A(1,f) = ff|f'(z)lgdxdy =0 anan|2<m,
|zl{1 n=1.

Napominjemo da je M. Jevtié upotrebio za oznaCavanje pros-—
tora oznaku IF zbog toga $to se u literaturi koristi oznaka D za
prostor funkcija sa konacénim (DiriSleovim) integraiom.

Jasno,prostori P su nwopsStenje prostora D:

DcDP, 0<p<e.

Posledica teoreme 1.3.1 i definicije prostorazf’ukazuju
da postoije izgledi da prostori pP zauzmu zapaZzeno mjesto u teo-
riji Hardijevih prostora.

Navedimo radi slededeg izlaganja nekoliko rezultata M.
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Jevtida.

POSLEDICA 1.3.1. Bko je 0<p<2, tada je 5P c .

POSLEDICA 1.3.2. Rko je p=2, tada je H2 = DZ.

POSLEDICA 1.3.3. Ako je p>2, tada je pPc HP.

Prostori Dp se ne mogu uporediti (u odnosu na inkluziju)
sa prostorom BP ako je 0<p<1. Naime, pP\EP# ¢ i BP\DP#¢. ( 5 ).

Kao i1 Hardijev prostor Hp, prostor p¥ je Banahov ako Je
1¢pg», a F-prostor ako je O<p<lI.

TEOREMA 1.3.2. Neka su f(z) = ilanzn i g(z) = zibnzn
analitike funkcije u krugu [z|<1 i " -

W(z) = 2, ab 2"
n=1 " "
1

Ako f(z)EDp, Isp<g>=, g(z)G.Dq, 54-%:1; tada:

1) Postoji konstanta (>0, koja ne zavisi od f(z) i g(z)
i takva da Jje

nee) el 711 lldl g

2) Funkcija h(z) je rieprekidna u krugu |z]<1, [34].
POSLEDICA 1.3.4. AKo Jje Igp<e, -;54-%:1 i g(z)= anzneﬂq
n=1
tada

v(f) = lim Zanb r", flz) = 2a 2" e D,
r+In=1 n n=1"

defini%e neprekidni linearni funkcional u prostoru'Dp.

POSLEDICA 1.3.5. Ako funkcija f(z)= Z:bnzne5Dp; O<p<>e,

n=1
tada je .
| 1_1
(1.3.3) b = O(nF 2).
Usloy (1.3.3) je neophodan da analiti®ka funkcija f(z)= bnzn

. n=1
pripada prostoru Dp.

Interesantno je da neophodan uslov
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2:np—2lanlp<m, 0<p<2,

n=1

da f{z)= Z anzn pripada prostoru
n=1

roj klasi DF.

Z:anzn analiticka u

n=1

gP ostaje da vazi i u daleko S5i-

TEOREMA 1.3.3. Neka je funkcija f(z)=

krugu |z|<1. Rko f(z)€ pP, 0<p<2, tada je

(1.3.4) L nP7%]a, |Pee.

n=1
DOKAZ. Prema teoremi Boas-a i Askey-a (12 1,1 12 ] 1imamoO

da je
1

f[A(r)]%drm

0
ako i samo ako je

(X ke 1%)?
(1.3.5) 3 X2 > <o,

n=1 7

Takodje, na osnovu jedne teoreme Hardija i Litlvuda (v. 271, iz

uslova (1.3.5) slijedi da je -

Z np-zla lp{w, 0<p<2.
(£
n=1
prema tome, ako f(z) e p?, 0<p<2, tada jJe

IE LA EMLELS ,
n=1 |

dni da funkcija ff(z)= Eaﬂzn

uslovi (1.3.3) 1 (1.3.4) su neopho
n=1

pripada prostoru 0P .

Navedimo i neke dovoljne uslove.

o0

TEOREMA 1.3.4. 1) Neka Je f(z):}: anzn analititka funkci-

n=1

|z|<1. Ako je a =(n"), a<%"1, p<p<o , tada f(z)€DP.

ja u krugu




1

2) Funkcija glz)= 2, P " egpP, 0<p<w. 0d interesa je
n=1
njen dokaz.

poKkAZ. 1) Za dokaz  iskoristimo da jJe

> 2@ Ly, r(“)a, r>1,a > 0,
n=1 (1-7)

%to znaci da je

1 P 1 p
f[A(r,f)] 2d1’*<£‘f( >, naa”rzn)_z-dr-c
; 0 n=1

1 |
écf(l"r)-p(m'“dr*m.
10 ﬁ. 1 o0 ..2_.-1 P
2) f[A(r,g)] 2dr = Cf( nP rzn)-g_dr.
0 0 "1
Posto Je
2 2

= 51 2n D
> L c(1-r) P,
n=1

to je i

Lo
\‘ .
h'
-~
~
s
@Y
h S_—
e
.
s
|
.9
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navesti 1

o .E_I

TEOREMA 1.3.5. Rko Je an lanlp“‘“r tada funkcija
n=1

f(z) = Eanz"eDP, O0<p<2.

n=1

pPostoji funkcija
g(z) = Lb 2"¢D"
| n=1
ako je
z:nﬁlanlpam.za svako B<E-1.

n=1 2

] 14 w P 1
DOKAZ: J- [A(r,f)]gdr:scz nzlgn|P jl"npdr
o 0

n=1
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1 1
—— 7
ni 2znk, gdje je _ﬁ+13q>1. K=1,2,..., D€ pripa-

Funkcija g(z)= 2
n=1

da prostoru Dp, iako je

Q0

Z nsla Ip-:w Za svako_8<§—<1.
n=1 n

j.4., BERGMANOVI PROSTORI ANALITICKIH FUNKCIJA

Bergmanovi prostori AP2 % su uopstenje Hardijevih pro-

stora. Naime, gP ¢ 42P  0<p<= . Utvrdjivanje svojstava Bergmano-

1 '
vog prostora gP (BP = Al’ﬁ"z) imalo je veliki znacaj u razvitku

teorije AP prostora.

DEFINICIJE 1.4.1. Analiticka funkcija f(z) definisana u

jedini&nom krugu |z|<l pripada Bergmanovoml prostoru AP+ o<p<e,
-I<a<», ako je )

i

1 2
171, =3[ [ 1eere Pt rardgee.
0 0

1, -2

prostor A P , 0<p<l, je prostor gP. xXao i u sluaju Hardije-

vih prostora #P, Bergmanov prostor 2P>% je Banahov prostor ako

je Igsp<=, a F-prostor ako je 0<p<l, sa metrikom

d(fsg) :Hf'gll Pp o’ fs QEAP:U-.
A .

U daljem radu posmatracemo prostor AP‘U = AP,

PEOREMA 1.4.1. Funkcija f(z), analitic¢ka u krugu |z|<1;

pripada prostoru AP ako i samo ako je
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1 |

p

M (r, fldr<=,
fprf ’
s

DOKAZ. PosSto Je

o

1 2
Irl", = 2 2—11-7-'[_[ £ (re™)|Prdrds
§ 0 0

1 1
= 2fr'M§ (r, fldrsd fMg(r,f)dr
0 ' 0
i
” 1
”fHApz 2 fr Mg(r,f)dr
)
1 1
aEIMg(r,f)rdrgB —‘721—.[ Mg(r,t)dr_,
1 4
2 2
to je i
1 . 1 .
f Mg(r,f)dr &llfllp ,.:SZJ- Mg(r,f)dr.
AP
1 0
2

Tvrdjenje teoreme 1. 4, I je neposredna posledica ove poslednije ne-

jednakosti.
Proulavajuci pP - prostore i utvrdjujuéi njihov odnos

prema AP - prostorima M. Jevtié je pokazao sledefu teoremu.

TEOREMA 1.4.2. DPc AP za 0<p<=. ) .

DOKAZ: Bko je 2<¢p<=, tada je DFc BP. Takodje je #Fc AF
za p>0, pa je i
pP c AP za 2Ep <=,

aAko je 0<p<2, tada je
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to jest, ako f(z) €DF, tada f(z) e AP,

TEOREMA 1.4.3. Ako funkcija f(z) pripada prostoru AP |

tada Je

Mm(l",f):ﬂ( 1 2), 0<p§m_
(1-1)P

DOKAZ: Ako je p== tvrdjenje je oigledno. Neka je

0<p<=. Tada Je

e112,= | [ Lree) Pasay *

|2 <1

> ff lfrw)_\Pdudv

Iw-zlfl-lzl

> lf(z)lpff duduzlf(zﬁlpn(l-lzl)é:
lu-z|<1-|2|
to jest \\f\p

p '
a(1-1z])

pa je za |z|=r

Mm(r,f)rﬂ( L 2)
(I-r)p

Navedeni originalni rezultat predstavlja pobolijSanje u

odnosu na rezultat koji je H. Vatanaba dobio u svom radu [31];

naime, on je dokazao (lema 2) da
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2

lf(rele)l50p(l-r) P za 0<pgl

1,

a lf(reie)150p(l-r) p za I1<pg=.

Napominjem da sam ovu teoremu koristio u dokazivanju ne-

xoliko novih teorema koje se odnose na AP - prostore (III gla-

va) .

0od interesa je radi daljeg proudavanja prostora AP na-

vesti teoreme koje daje H. vatanaba u svome radu [31].
rEOREMA 1.4.4. Ako je 0<p<1, tada jJe BP c 4P,

pokAz: Ako funkcija sz)EBp, tada Jje

1
-==1
(1.4.1) M?(r,f)sMI(r,f){Cp(I-r) P
i | 1
7 0 D .
(1.4.2) | f(re )lst(I—r) ;
stoga je ; 7
.[M p(r,f)drgc p.f(l-r)p-ldr{w,
p p 5

0
i

“ro gnadi da F(z)eaP (B%=al slijeai iz definicije).

Napominjemo da je poznato (r.[25]) da

(1.4.3) gP ¢ 4P, o<pge.
. 1 . 2p p.
TEOREMA 1.4.5. BAko Je 0<p<3, tada je A C B¥; ako Je
%5p<l, tada Je BPC:AZP.

DOKAZ: Neka Je 0(p<% i f(z)tEA2p.

Na osnovu teoreme 1.4.3. je
1 1,

1
-2
(I—r)p MI(r,f)dr:uf(l—r)
)

1 2T
P (-g—“-f lf(reie)lzplf(rete)|1-2pd8)dr
; |
1 1 1
==2 ==11-2p
—p)P op —») P
< J(1-r) sz (r,_f‘)%CP(l r) t

0

dr




1
= 1_2PH[M 2p(r, Jdr <=,
= Y 2p !
0
Neka je, sada, %{p<l 1 f(z)iEBp.

prefma (1.4.2) je

o ' ‘0. 2p-1
Jﬁ |f(rete)|.lf(rei )1°F " de
0

M 2p(r,f)=

1
2p 2T

1

2p=1
< %CP(I-r}pt Ml(r,f)

pa (je 1 1 7 ;

=2
2p 2p=1 | (1-p)P M_(»r,f)<=.
.Isz (r,f)drgcp 1

0 0
Teorema 1.4.5 i relacija (1.4.3) povlacCe:

HPCAzp c 8P za 0<p<:-i,—

i
gP c BP c 4°P za -é—:spcl.
Inkluzije su prave. Naime, za funkciju

-1 .
f(z)=(1-z) piéﬁogi%z-l

vagi (v.[51):

f(z)EEBB\Azp ako je B:-%E i 0<p<i,
f(z) EAZP\BP ako je Bg=-1 1 —12—~cp<:1.




IX GLAVA

PROSTORT ANALITISKIH FUNKCIJA #P, BP, DP 1 4P

U prvoj glavi, navedeni su u terminima Tejlorovih koefi-
cijenata, neki neophodni i neki dovoljni uslovi za pripadnost ana-
litidke funkcije f(z) prostora Hp, odnosno Bp, i1i oF. Potpuna
karakterizacija pripadnosti funkcije f(z) nekom prostoru na osno-=
vu njenih Tejlorovih koeficijenata moguéa je jedino u sluCaju pro-

stora H2 (odnosno Dz).

Jedan od nadina da se utvrde nova svojstva Tejlorovih ko=
eficijenata jeste karakterizacija mnoZitelja datog prostora. Ova

glava je posvedena mnoZiteljima prostora P, 8P i pP.

U prvom odeliku navode se poznati rezultati o mnoZitelji-

ma (#F,19) i (8%,19).

Medjutim, problem mnoZitelja (Hp,Hq) i (BP,BQ)je mnogo
slo¥eniji. Dok su uglavnom utvrdjeni neophodni 1 dovoljni uslovi
da niz {An} pripada (Hp,zq) i1i (BP,19) u sludaju mnoZitelja (H,
HR) i (BP,Bq) takve karakterizacije u op3tem slu¢aju nisu pozna-
te.

U drugom odeljku navode se neki poznati néophodni ili do-
voljni ili i neophodni i doveljni uslovi da niz {ln} pripada ﬁ#ﬂ

#9) i1i (BP,BY). odeljak 2.3 sadrZi niz originalnih rezultata.




31

posmatrani u sklopu pdznatih rezultata,navedenih u odeljku 2.1 i

2.2, ovi prilozi otvaraju nove mogucnosti za dalja istrazZivanja.
2.1. mno¥rTeELIT (#P,19) 1 (BF,19)

Jedan od opStih problema teorije analitickih funkcija je-

ste problem utvrdjivanje svojstava Adamarovog proizvoda
(fOgll(z) = Za bz
n=0 "7

- ako su poznata svojstva komponenata f(z) = > anzn i g(z)_—benzn
=0 n=0

tog proizvoda, i obrnuto, ako su poznata svojstva jedne komponen-
te Adamarovog proizvoda, recimo g(z) i Adamarovog proizvoda f g,
$ta se moZe utvrditi za komponentu f(z).

ii %nzn identifikuje

Cesto se analiticka funkcija f(z) =
n=0

sa nizom {An} svojih Tejlorovih koeficijenata. Ako Je zadatak da
se utvrde neophodni ili dovoljni, ili i neophodni i dovoljni us-
lovi da niz {An}, gdje je {l¥} dati niz ili niz Tejlorovih koefi-
cijenata neke analitidke funkcije, ima svojstva da Adamarov proi-
izvod i; Ananzn pripada prostoru B, ;a svaki element f(z):z:anzn
datog ;;gstora A analitic¢kih funkcija, onda se umjesto'tgﬁ;ina
Adamarov proizvod koristi ' termin mnoZitel]. )

DEFINICIJA 2.1.1. Za niz kompleksnih brojeva {ln} kazemo
da je mnoZitelj prostora #P prostoru nizova 19 ako {lnan}fzzq.

Za svaku funkciju f(z) = Zanzn eqP.
n=0

Skup svih nizova {ln} takvih da {Anan}eszq za svaki ele-

ment flz) = E ‘r:rnzz?I prostora #¥ ozna%ava se sa (Hp_,lq).
n=0




32

Prije nego $to navedemo neke teoreme O mnoziteljima (H,
11) i (Bp,lq), primjetimo da se 1 za sluc¢aj kada P i Z? prosto-
ri nisu Banahovi, primjenjuje teorema o© zatvorenom grafikﬁ.

Konkretno , za O<p<l , gP i 1P gu F-prostori. BAko

je {ln} mno¥itelj, onda je inducirani linearni operator.
e n
A z_: a z > {lnan}
n=0

linearni operator iz prostora H? 4 rostor 19, pokaZimo da je A za-
zatvoreni operator

Pretpostavimo da f‘ke Hp, fk-r-f egf i da je
g = A(fk)+gelq.

Ako je

o0

fk(z) = Za

n=0

('k)zn, f(z) = d a 21 g = {(b_}.
n=0 " 7

Prema teoremi 1.1.16, imamo da je
1

|a “‘)-a | <Cnp-1||f - fll (n=0,1,2,...)
n n ™ k p.l p 3 3" . J.
odakle slijedi da a (k)+a , k>o, za svako n = 0,1,2,..-
" n
(k)

Kako A a »h (k-»w), to je 1 x_ a_ = b_, ti.
nn 7 n n

A(Ff) = g,

pa je A zatvoreni operator, a prema teoremi o zatvorenom grafiku,
A je ogranifeni operator.
TEOREMA 2.1.1. Neka je O<pgl. Niz {i } € (#P,17) ako i sa-

mo ako Jje

_I-—.._
(2.1.1) A= O(n P)
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pok4A7. DokaZimo da Jje uslov (2.1.1) neophodan. Neka{kn}g

(Hp,lm). 72atvoreni linearni operator

A:f-r{lnan}

D i ¥
preslikava g2 w 7 . Na osnovu teoreme O zatvorenom grafiku, line-

arni operator A je ograniden, t3.
(2.1.2) szpl ra | o= lIaflls clifi -

Uzmimo da 1je
g(z) = (1-2) P =3 bnzn,

| 1
. . p
gdje Je bntn .

Neka je f(z) = g(rz) za fiksiran r<l. Iz (2.1.2) i leme

1.1.1. slijedi da je
1

” -1
|hn|npr £ C,(1-7)

7a r = 1 --i- dobidemo (2.1.1).

Obrnuto, na osnovu teoreme 1.1.16. i uslova (2.1.1) sli-

jedi da
(» yeEP,17).
n

primjetimo da {r_ } € (#P,1%) ako i samo ako:{) ye (P, c ),
n " 0

gdje Jje (, prostor nula-nizova,
p

POSLEDICA 2.1.1. Ako f(z)€ H , 0<pgl,
Ly

a = O(nf )

n

je najbolja.
7za funkcije klase 4° to su pokazali Hardi i Litlvud

a za 0<pgl Daren (P.L Duren) i (G.D. Taylor) [22].
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Ako se u definiciji 2.1.1 g zamjeni sa B, dobife se mno-

Zitelji (Bp,lq), za koije vaZzi sledeca teorema:

TEOREMA 2.1.2. Za (O<p<l niz {AH}EE(BP,ZN) ako i1 samo ako
je 7
(2.1.3) A= Ofn P).

DOKAZ. Neophodnost uslova (2.1.3) dokazuje se kao 1 kod
teoreme 2.1.1.
I Pokazati da je uslov (2.1.3) dovoljan.
Neka je

f(z) = EananBP
n=_0

tada je, na osnovu teoreme 1.2.2,

-7
a = O(nf ),
n
pa Jje
- ] (= m_
lnan o(1), tg. {lnan} A

TEOREMA 2.1.3. Neka je 0<p<l. Niz {1 }€ (#",19)(pgq<=)

ako i samo ako Jje

q

N
(2.1.4) 2 AP |% = o).

n=1

Za dokaz ove teoreme koristidemo sledecu lemu:
LEMA 2.1.1. Neka ije bnao i 0<B<a. Tada je
N o 3
(2.1.5) }_nb = ON°)
n=1

ako i samo ako je




a

(2.1.6) L b = o).

n=N
DOKAZ. PokaZzimo da relacija (2.1.6) slijedi iz relacije

(2.1.5). Uvedimo, u tom cilju, oznaku

r
Sn = nkbk
k=1
Tada Je
o Ml - a —a -a
):_:bn = Z_:Sn[n ~(n+1)" %1 # S M TSy N TS
n=N n=N
M-1
{C’ZHB o=l C'MB >,
n=>N

Kada M-»=, slijedi tvrdjenje (2.1.6).

Poka¥imo da relacija (2.1.5) slijedi iz relacije (2.1.6).

ako uvedemo oznaku

R = E; by s
kK=n

imaéemo
N o y o R ) 8
Z_ n’b = }'_:: (n%-(n+1)%1R ~N"R, , < CN".
n=1 n=1
Sada moZemo preéi na dokaz prethodne teoreme (videti [ 5]):

Dokaz teoreme 2.1.3. PokaZimo neophodnost uslova (2.1.4).

AkoO {ln}GE(Hp,lq) tada prema teoremi o zatvorenom grafiku, opera-

tor,
h:f »la X 1}

je ograniden, tj.
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za
f(z) :Za 2t e gt
| 0 "

Izaberimo f(z)=g(rz), gdje jJe

1 - j;

glz) = (1-2) P -2b 2", bntnp
0

uslov (2.1.4) dobijamo kada u poslednjoj relaciji stavi-

o p = 1-L.
mo da Je » = 1 TR

Primjetimo da je (2.1.4) neophodan uslov i za p31, 1ili g<p.
pokaZimo da je uslov (2.1.4) dovoljan.

Prema lemi 2.1.1, uslov (2.1.4) je ekvivalentan uslovu

= q(l-lﬂ
(2.1.8) 2 ]x |T=0m F,
n=N

$to zna%i da red 2. |1n|q konvergira.
n=1

Ne umanjujuéi opdtost, pretpostavimo da je knao i Zli:l.
n=1

Neka je

SI=0 i s =1-{ Z:m9}1/7,n:2,3,...
) =1 k

gdje Je Yzqﬁé-l).

Primjetimo da Sn+1 kad n->w:
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Prema teoremi (1.1.11),

1
_]}I-r)Y-IMg(r,f)dr<m (pgq<=)
Y,

f€ P (O0<p<l).

posto je Ml(r,f);rnlanl

I o Ontl :
mfz(z-r)“f'lyg(r,f)dr = ):I (1-r)*'1M§(r,f)dr >
1 - 1
0 Sn
o) S?’I+1 oo '
-1 1 n Y Y
3.; lanqu (1-r) " rnqdr;-?; Ian]qan{(l-sn) - (1-5_,,)")
n=1 3 n=1
' N
_ 15 .q|. 19,0 74
= ngﬁln'“n‘ (s, )",

Iz uslova (2.1.8) slijedi
1

mq—ﬁ; o
k=n
pa je

(sm)”qr 5, (1-5— nq ,.°% 59,

Zznaci, nizovi {(Sn)nq} su ogranic¢eni odozdo sa e 950, pa

ova ocjena pokazuje da je
Z ‘An|q|an|q<m:
nfl
8to znafi da.{kn} E(Hp,lq), (L5 1).

POSLEDICA 2.1.2. Bko f(z) = 2 a z" €, o<p<l, tada je
n=0

Z:np_zla |P <o,
n=1 "
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DOKAZ. Ako u teoremi 2.1.3. stavimo g=p 1 primijenimo da
1-£2
niz {n P} E(Hp,lp), tada

v v

w> 9 |n Pa L an_2|an|p.
n=1 n=1

TEOREMA 2.1.4. Niz {ln}-e(ﬂj,zz) ako i samo ako je

N
(2.1.9) X n°|r |? = on®).

n=1

DOKAZ. Neophodnost uslova (2.1.9) pokazuje se kao u teo-

remi 2.1.3.

PokaZimo da je uslov (2.1.9) dovoljan.

Neka f(z):Zanz”EHI
0
ulz|<1. Stavimo f=p?

. Pretpostavimo da f(z), nema nula
, gdje jJe
- n 2 . ~ 2
viz) = anz €5°, pa je 2 [bn[ <o,
n=0 n=0
7

Kako je anzég;bkbnfk’ to je

Pretpostavimo da je A 20 i bnaO. Koristedli Ko$i-Svarcovu

nejednakost dobijamo

anzsékZbk > bi = Zn i:cak,
k=0 k:[%] szg]
pa je
Ny N
s 2 2
2.2, a SC2 A8




pokazimo sada da 3

L

e Z AHB?’L{ co

n=1

parcijalnim sumiranjem dobijamo

N

2 -2
Z_ A B, = N TS By
n=1

N 9.2
gdje je Sn = Egln A s bz

ni¢en zbog uslova (2.1.9)

Treba pokazati da

==

T n?lacn %8 )| <.
n=1

Kako je

-2

Aln 2

(n+1)

Bn)

to je 1

n
n+1

gdje je

Zznaci, zaista

Y nllan %8 )| <.
n=1 "

ﬂen+sna(n'2)

- e 2,
n®|a(n 2Bn)|:: Z%(E%TJ&BH +
9=

)2ﬁBn{m. Takodje je

N-1 _9
>. 5 afn “B_J,
n n

n=1

: -2 .
a sabirak ¥ SnBN je

POSLEDICA 2.1.3. Bko f(z)€ Y, 0<p<1, tada

39

ogra-
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|2

> Lo
< o,
n=1 7

1

TEOREMA Pelija (Paley’'s). Rko funkcija f(z):z anzn €EH ,
n={_

tada je za svaki lakunarni niz {"k}

5 a,, |2
k=1 "k
DOKAZ. Neka Je MysTigsersy alkamami niz prirodnih brojeva

5to znacCi

n
K+1 >Q>1,
"k
i
1, n = n,,
An = k
Ako Je nkéﬂfnk 77 tada je
N K
2 2 2 2 1 1 2
n|a_ |7 = nG en {(1+=+... 4 —}<CN,
ey 7 =17 k272 g2 (1 -k

pa je prema tane, {J\n} € (Hl,Hz) 151;

POSLEDICA 2.1.4. Niz

{)‘n} € (Hl: Zq): 2LG <o,

ako i samc ako je ispunjen uslov (2.1.4).

DOKAZ. Zaista, ako niz {kn} zadovoljava uslov (2.1.4) 1

q

ako je unzlknlz, tada prema uslovu (2.1.9) imamo da je

uneml,z?’),
pa Je
s 2 9
PRIMEERES
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to jest
2
|

<™,

- q
PIREMAILS
a kako f(z)EHI-an—w—O, to je

> 11 9a, |9
enn=1

Uslov (2.1.4) nije dovoljan ako je p=1 i g<2, to se moZe vidjeti

ako posmatramo lakunarni red

nk+1

>Q>1
"k

® n
f(z) = Zakz k,
k=1

kod kojeg Jje 2. [aK|2<m, ali Z[ak\q - » zag<2. Pri tome niz (-ln):
1

k=1

1, m = n,,
A, = <

g, n#nk,

Iq)

zadovoljava relaciju (2.1.4) ali ne pripada (H , 1 g<2.

L

Napomena 2.1.1. Nejednakost

la |
2 — < lIfll;

n=0 n+l

je poznata Hardijeva nejednakost. I2 te nejednakostl se neposre-

1,1

dno vidi da {—I—}E(H AR
n+1

TEOREMA 2.1.5. Niz {\ )€ (8P, 11) ako i samo ako je

1
N —
(2.1.10) 3 AP x| = oM.

n=1

DOKAZ. Neophodnost uslova (2.1.10) dokazuje se kao u te-

oremi 2.1.3, jer je #P cBP, pa (1 1€ (5P,11).

pokaZzimo da ije uslov (2.1.10) dovoljan. Na osSnovu teore-

me 1.2.4. imamo
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1

2 a zg"epfl e ) n pananBl/zi
n=0 " n=1 |
stoga je dovoljno dokazati teoremu za slulaj p=1/2; tada uslov
(2.1.10) dobija oblik
AN
Sonl A | = O,
n

n=1

Na osnovu leme 2.1.1. imamo da je.jz:llnlﬁm. zato uzima-

n=1
mo da je A 0 i 2,1 = 1.
n ~ "n
n=1
Neka Jje SIZO 1 Sn: ; )‘k" N=23 850+
1 k=1
Ako fEB.2, tada je
1 o on+l o S +1
m-fMI(r,f)dr = Ef MI(r,f)dr;Z Iaﬂlf rptdr =
) n=15 n=1 z
n 7

= ngz)\nlan] (5 )",

Na osnovu leme 2.4.1 i uslova (2.1.10) za p:%

4 . n cn -
l-anﬁ3 ti. Sna(l—g) g >0,

pa je (S} ogranifen odozdo pozitivnom konstantom, 5to znaci da

POSLEDICA 2.2.6. Niz {1 } e (BP,19), 0<p<l, 1lsq<=, ako 1

samo ako je

n 4
(2.1.11) L AP [T = o).
n=1

DOKAZ. Po3to Je gPc 8P, to {kn}fE(Hp,Zq), pa se neopho-
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dnost uslova (2.1.11) dokazuje kao i kod Hp*prostora.
Dokazati da je uslov (2.1.11) i dovoljan.
Neka {kn} zadovoljava (2.1.11) ; pokazimo da tada

1
(=-1)(q-1)
uo= 1xnlqn P e (87,17).

Ako je
| n
s = LKA, |T = 0cn?),
nooxz1 K

onda parcijalnim sumiranjem dobijamo da je:

.
> np|un| = J(N)

n=1

pa na osnovu -teoreme 2.1.5. niz {u_ ]} E(BE,ZI), $to znaCi da
L |
= € pP )= a ®,
(f(=z) %,anz BY ) Zo|u nl{

posto Je

to je
1
S qa_ q -1 5 (71 (q-1)
2 b, 1fla, 1T = 2y la, | T e Z 1, 1% P a, |75 7

5to znadi da, zaista niz

{(» ye(B?, 19).
n
2.2. wmnoyiTELII (EF,#%), (BP,BY)

Poznati rezultati o mnoZiteljima (Hp,Hq) i (Bp,Bq),koje
navodimo u ovom odeljku, daju ideju za proutavanje mnozitelja

(0P, p9).
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DEFINICIJA 2.2.1. Za niz kompleksnih brojeva {ln} kazemo

da je mnoZzitelj prostora ¥ u H? ako
i?k.a 2 EEHq
za svakg.funkciju
f(z)-= za 2" e u¥,
n=0

TEOREMA 2.2.1. Neka je 0<p<l i 0<g<1, i neka je v pozi-

. . : : 1 1
tivan cio broj tako da jJe SFISP<y

Niz kompleksnih brojeva {An} E(Bp,Bq) ako i samo ako funkcija

g(z) = Z Anzn zadovolijava uslov

(2.2.1) err,g(”’) - gt(1-mP 94 ).

DOKAZ. PokaZimo najpre da je uslov (2.2.1) dovoljan. U

tom cilju posmatrajmo funkciju f(z) = Z ananBP i pokazimo da
0
funkcija

hiz) =Z » a z'eBq,
; non

Kako je
hipz) = E%:/-fwaeit)gfze_lt)dt, O0<p<1,
diferenciranjem te jednacine po z dobijamo:

0" h(U)(pz) = 5%;[’f(peZt)g(v)(zeﬁzt)e_ltdt,

odakle je za z = rele,
27 2MET

;Jv-g-%fm(v)[pre do<t J’f | ftoetEg ™ (e (7)) g2 ge,
g




pa je
1 1

—--—v

val(pr,h(U)).;le(p,f)'MI(r,g(v)).;sC(I—r)p 9 Ml(p,f).

7Za p=r odatle imamo
1

jruMl(rz,h(v))sc(l—r)p 1 szr,f).

Kako je

1 1 1 1 1

- A s 4

“'2
fM (r,h(w)(l ~p)® dr'<Cf(1 r)p 9 M (r, f)(l—r) dr

1
1,

f 1-7)P M, (r,f)dr = Cllf” <o Zza % =—;— + v,

0

(v

) za-i*--l+v, pa je na osnovu teoreme 1.2.4.

to znaci, *h 5 =
s |

ne gl V% | tj. nesq.

Poka¥imo sada da je uslov (2.2.1) neophodan. Neka {x ]

€ (Hp,Bq). Tada je na osnovu teoreme O zatvorenom grafiku, ope-

rator

A: Z a'nz -+ Z hnanz

% 1 1 .
ogranicCen za ;:igptg._Neka je

_ vizg _ - n
flz) = 1+v-2anz
(1-2) n=v

gdje Jje

nl!
a = .
n (n=-v)!

U ovom slucaju Jje

(2.2.2) hizg) = Z:J‘ljylaﬂ.za:?’1 = ngv(z).
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Neka Jje fr(z)rf(rz) i hr(z)=h(rz) ; tada Jje

1n g = Nacrmllclitgl o

Drugim rijecCima
y 1_s L_y-1
(1-0)% M (or,h)do<CM (r,f) = 0((1-r)F ),
‘0
jer je na osnovu leme 1.1.3.
1 2m 1

p . 1 de D
M (e f) = f | E (PaerPeit [ P
P. (1-2) 1% 21 (1-p) 1ITVP

1

1 P -
= (7( — ) = 0’( _I')
(1-r)(1+u)p ! (1- r)1+u
Na posletku
1, 1 1,
q q _ L
f(l 0 M (pl‘,h)dp<f(l-l") Ml(pr',h)dp = 0 v+1—1)
(1-r) p
0
to jest
; ——2 ==v-1
M (r s h) (1= p)q dp = ﬂ(}l-r)p ),
r

a2 odatle i iz (2.2.2) sledi tvrdjenje teoreme 2.2.1 (v. {18]).

POSLEDICA 2.2.1. Niz {knj-e(Bp,Bp) ako i samo ako je

(2.2.1") Ml(r,g') = 5((1-r)-1).

1 1

TEOREMA 2.2.2. Neka je O<p<lggq<> 1 u+1£pﬁ;,7=1,2,3,... ‘

Niz {An} E(Hp,Hq) ako i samo ako funkcija

gl(z) = 2.x 2"
0 rn

zadovoljava uslov
1

—""\.J"'Q
(2.2.3) Mq(r,g(v+1)) = g((1-r)F ).
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U dokazu teoreme 2.2.2 koristi se slededa lema koju Ssu

dokazali P.L. Duren i G.H. Shields [20]:

LEMA 2.2.1. RBko je f(z) funkcija analiticka u krugu |zl¢

<7 i ako je
1 .
f(l-l‘)an(r,f')dr{mJ a>0, 1<q9<=,
0

ﬁada je
1
.[Il-r)a_qu(P,f)dr<m.
0

Dokaz teoreme 2.2.2. Neophodnost uslova (2.2.3) dokazuje

se kao i kod teoreme 2.2.1.

DokaZimoc da je uslov (2.2.3) dovoljan, tj. da

hiz) = Z: lnanzn e 9.
0

Neka niz {An} zadovoljava uslov (2.2.3) za datu funkciju

%

f(z) = ZanzneBP

0
Diferenciranjem %Z(ez) dobijamo
27
DU+1 lh(\ﬁ'l)(pz) lf%f lf(pe‘l-t) l Ig(\H"I) (ze"'”bt) |dt'.
0

Podto je gz1, na osnovu poznate Jansenove nejednakosti [I0] do-
bija se

{v+1)

) <

pY+1Mq(rp,k(Y+1))gMI(p,f)Mq(P,g
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1 1_,
f(z—r)P Mo (2, f)<e;
5 |
dobicemo
1 1 1,
_[(I—P)uM (r,hrU+1))drs (1-p)F Mi(r,f)<m.
0 ? 0
Sukcesivnom primjenom prethodne leme zaklju€ujemoc da je
1
-[Mq(r,h')dr<m, pa je Mq(r,h)<m,

0
to jest, zaista niz) e 5.

TEOREMA 2.2.3. (H®,u%) = 1°.

Prije nego dokaZemo ovu teoremu, uocimo sledefu osobinu

0y
prostora H : °

Kako funkciija
f(z) =2 a 2™ e g?
5 "
ako i1 samo ako
2. |a |zn6552
0 "n
to i niz kompleksnih brojeva {ln}es(Hp,Hg) ako i samo ako

{|ln|}EE(Hp,H2).

Dokaz teoreme 2.2.3 {(v. [ 5]1). Ako je {ln}fz(Hp,HZ) tada

na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku operator

- n - n
A ZOanz -> 02 Ananz

je ogranié&en, tj.

- 2
2 D, 1 = ezl p s
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pa je
(8P, 5%) c1”.
Za p=2 slijedi (Hg,Hg)t:Zm.

Neka Ije {in}lem; tada za funkciju

flz) = La zten’
. 0 n

vazi

= 2

L Ja,| <
pa je

X 1a,8,17 =2 1P le, <0 Dla, | P
Znaci

1 ccu?,8%), ti. w®,E%) = 17

Napomena 2.2.1. S obzirom na identifikovanje prostora'
e sa prostorom nizova Zz, teoremu 2.2.3 moZemo formulisati i u
obliku: (1%,1%) = 1°. '

Slededa posledica proSiruje prethodnu teoremu za 2<p<=:

POSLEDICA 2.2.2. Za 2gpg~ vaZzZi

o0

(aP,5%) = 1°,

to jest

@,

(5%, 1%)

TEOREMA 2.2.4. Ako je 0<p<lgg<=, a=2-i i A _=0(n ") tada

P q n
niz
{An}ez(ﬂp,ﬂq);
pri tome tvrdjenje vaZi 1 ako Jje 0<pgl a g== a ne vazi ako Je

l1<pg2 a g==. Broj a Je€ najbolji mogudi, a za svako a<a postoji

niz {) ), A =& (n ), koji ne pripada (8Pr9),
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DOKAZ. Neka je najpre 0<p<gl i 2g¢qg=. Za funkciju f(z) =

1
- =-1
=) a 2" e g vazi da je a_ = o(nf ).
5 7 n
Kako Je
’ ! fF -
y a |q {:Cnﬂq | a |p|a |_q P 1,1 1,
non n n q q'
pa je 1

(= =] 7 ==
-2
> 38,17 € Zn? la, |P.

Na osnovu teoreme 1.1.14. slijedi da Je
w qr '
2 [ra |f <o=() a )ye 19,
n n non
0 .
pa na osnovu teoreme 1.1.13. zakljucujemo da

» |
z:l a anEHq.
g " ”

Razmotrimo sada sluaj kada je 1<pg2=q, tj. kada je

Na osnovu poznate Holderove (Holder) nejedhakosti i teo-

reme 1.1.13 i 1.1.14. slijedi

2
o0 o0 1—_
2 D .
? lknanl .::C%:n Ian| l nl:sg,
> 1 o 1
<C{ an | a lp}p{ Z la lp }P:cm; -;;— + -f;':: 1.

Prema tome zaista niz {Aﬁ}EE(HP,Hg).

Na kra;u; pretpostavimo da Jje l<pg2<g<=. Za dato %;wﬁﬁﬁﬂ,
1 .

neka je pn=n2 qln. Kao 3to smo vel pokazall

1 1 1 1

(u } = 2 9y 1 = (n° PyeruP, %),
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Da bismo na3e tvrdjenje dokazali dovoljno je da dokaZemo da

11

nd 2y e (w%,8%).
U tom cilju koristidemo rezultate do kojih su dosli Har-

di i nLitivad [281:

e . 1
Ako Je 0O<p<g<=, 3:5

_ n! . —a

tada

{(x }e (#P ,1?).

Tz uslova (2.2.4), primijenjenog na slud¢aj koji razmatra-

mo, slijedi: -

1_1
4
(9.2.5) n? % = LI
T(n+%—l)
13

gdje je v, = o (n

Ako ?anz e H , tada {an}el s

pa je

o0 ’ @ (_1_%)(?' ’

2. |v, a lq --‘ECZ” 1 <w; I<qg <2,
| 1

1 n "N

Stoga {v }iE(HZ,Hq), pa na osnovu relacija (2.2.4) i (2.2.5)
£

11

(9 2ye i, i),

Prema tome

{u }e (7P, 5%) i (n

pa 1
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1 1 1 1 1

1

a2y - (% 9 W9
n

Tvrdjenje ne vazi ako je I<p<g==.

Zzaista, neka Jje
1

! n =
f(z) = (1-z2) P =2 2 2",
] o "

Oovdije Je lnzﬂ(n P), te ako bismo imali da je {kn} E(Hp,Hm) onda

bi na osnovu Kavenijevog (Caveny, v. 13 ) rezultata (g, 57 ))=

_.p’ 1,1 _ . p’ o s :
=H .-5+5}—1, I<p<=, bilo feH $to nije slucdaj.

Na primer, neka je O<a<b<a. Tada funkcija

Medjutim mnoZenjem sa ddgovarajuéim nizom {ln},lﬁzfﬁ;ﬂ),

dobija se funkcija

-l—b+a
(1-z) 9 ¢ #9, qge.

otuda zakljulujemo da je a najbolji mogudi izlozZilac.

2.3. MNOZITELJI D PROSTORA

1. U Qdeljku 1.3. je dokazano da je}#%:Dp ako je 0<p<2,
i da Jje pPc P ako je 2gp<=. Takodje se zna da je pP\gP # ¢ i
BP\pP =8, o0<p<I.

Lako se mo%e pokazati da Je p¥ pravi dio prostora 4P za
svako 0<p<». Dakle,'Dp se ne svodi na poznate prostore. Stoga se
prirodno postavlja pitanje utvrdjivanja svojstava prostora pP i
njihova uporedjivanja sa odgovarajucim svojstvima prostora g¥ ,B¥

i 4P,
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1.U ovom odeljku razmatra se problem mnoZitelja prostora
P i utvrdjuju i dokazuju orginalni rezultati (teoreme 2.3.1 i
2.3.10). Uporedjujufi ove nove rezultate sa poznatim rezultatima
0 mnoziteljima prostora #P i Bp, lako se zakljuduje da <itav niz
otvorenih pitanja o mnoZiteljima prostora pP ostaje otvecren.

ﬁnoiitelji prostora DP se defini¥u kao i mnozitelji pro-

stora P i BP. Treba samo u definiciji zamijeniti Hp, odnosno BF

p
sa DY. 1.1
TEOREMA 2.3.1. Ako je 1n=€(n2 2y, O<pg>~, tada
{(» Ye(DP,17).
)
. . = 7 p
DOKAZ. Neka je f(z)—-z a z € D", O<pg=. Na osnovu posle-
. n=0
dice 1.3.5. za Tejlorove koeficijente a, vazi sledeca ocjena:

1 1

a, = g(nP %), 0<pge=.
Prema tome je, s obzirom na pretpostavku
knan =0(1), tg. {lnan}el /

za svaku funkciju f(z)EEDp, 0<pge.

TEOREMA 2.3.2. Rko niz {r_}e€ (DP,17), o0<psa,
tada Ije

DOKAZ. Posto je, kao $to je ranije pokazano (posledica
1.3.1, teorema 1.3.1), #¥ cDP za O<pg2, to je i

(0P, 1%) c (6P, 1%).
Dakle, ako niz

{x Y0P, 1)
¥l




54

tada 1
{(x Ye(82,17),
n
pa je zaista ]
1__
A, = O(n F), 1<ps2.
2. MnozZitelje (Dl,Zq), 1¢q<=, prvi Jje razmatrao M.
Jevtié , koji je s tim u vezi dokazao dve teoreme, naime, da
1,1 .. -
(A }e(D",17) ako Je onla | = O(/N),
n=1
odnosno
1 .q - y q q q/2
(A }E(D7,1 ), 1g¢q<e, ako je 2, n lxnl = 0(N? 7).
n=1 .
3. Naredne teoreme odnose Se na mnozitelje pP 1 prostoru
p9, D i 79, kao i na mnoZitelje prostora gP u prostore Dg i pD.
. |
TEOREMA 2.3.3. Rko je Y. n|r |= 7(/N) , tada
n=1

{x } € (DI;ZIJ.
£

N
DOKAZ. Uslovu . nllnlzﬂ(/ﬁ) ekvivalentan je uslov
n=1
Al
=g
/n

Ne umanjujuci opstost, pretpostavimo da je

2.
n=N

= |2 |
> 2 = 1;
n=1 vn
n-l|kkl
parcijalne sume tog reda su: 5,50, 5 =) , n=2,35...
k=1 /k
UoCimo da Je Sn+lgsn' da je po pretpostavci, lim 5 = 1.
Ny

ako funkcija f(z)rz ananDI, tada je

nn=1




1 o i oo S?‘l-f'l o0 _‘1.
m>f(n2n|an|2r2n)2dr = Z (HZklakl'Zer)zdr >
0 n=1 : nzis k=1
”
oo Sn+1 o ll l
?-CZ/?_Ilanlf rndraczv/ﬁlanﬂsn)n noo-
n=1 3 n=1 n
n

=cy la f1r 150"
n=1

Posto Je I-Sns%u k>0, to je 1

(s )P (1 - kyn
n £
to jest
Lim(1 - )" = ¢ %50,
n-roo n

pa je niz {Snn} ograniden odozdo pozitivnom konstantom . odakle

slijedi da Je

>l la, f<e.
n=1

q
N g
TEOREMA 2.3.4. Rko je ) nql;\n]q = o(n%), 1<q<=,
n=1
tada
(x» yecnt,19).
£
DOKAZ. Neka Je
j:Z-('c:,r--l)
wo= a |9n?
n ) ?
tada je
N N -%+%
Soalu | = T2 f1a 1T = a0/m)
n=1 n=1

Na osnovu teoreme 2.3.3,

(v y et 1t).
Y




56

Prema tome, za svaku funkciju f(z) = > qngnegpj vazi relacija
n=1

o0 | ) - 7
_ -1 (1-%)(q-1)
5 10,18, = T 13,171, e, 17 ce £ 1a, 190D @)

n=1 1}

-1(q-1)

= cZ I, 1%" " el = o u,lla, | <.
n=1 n=1

Dakle, zaista niz {ln}ie(Dl,Zq).
TEOREMA 2.3.5. AkOo je 2g<pg=, tada ije

(DP,p%) = 1
DOKAZ. Podto je (H2,H2) = 1" (teorema 2.2.3), to je i
1” = (8%,8%) = (p%,0°) C (DP,D%), p33.

Na osnovu teoreme o zatvorenom grafiku je
(oP,p%)C 1",

pa Jje
o0 2 o0
1® = (p°,0%) Cc (pP,p%)C1

to jest zaista

(0P,D%) = 1%, 2¢pge. P
—_+......

TEOREMA 2.3.6. Ako je X =0(n F ), gdje je 0<p<1, tada

O )e (5P . p?).

DOKAZ. Neka je f(z) =2 a a" eH®, o<p<I.
1

~241 (3-1)(2-p)

- 2, \P|. 12P.~S.p .'p p_
= 1ya,17 = 5 10, 1 Fla, Pla, | TP En P a_|P-

[]
.
A
_M
I

- CZHP—‘?‘& IP’
7 n

a na osnovu Hardi-Litlvudove teoreme (teorema 1.1.14) je, za f(z)
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€ Hp_, 0<pga,
an_zla lp{m:
43
1
to znad¢i da je
- 2
lenanl <%
1
pa, prema tome, i funkcija

o
Y A a 2"€D?,
1 n n

_éto znaci da zaista

{ln} € (HP,DZ)_, 0<p<l.

| . . - 1
TEOREMA 2.3.7. Neka je 0<p<2. Ako je X =0(n %), «>>, tada

{an}e' (0P ,0%).

. = 1 p . . .

DOKAZ. Neka fi(z) = 2. a z e p¥. Kako je Tejlorov koefi-
1

1 1
. _ p 2 .
cijent an—é"(n ), to je i

2(2-1

Y |2 a Izchnﬂza*n P2 -5 n
7 nr 1 1

—2a+2-1
P

Poslednji red konvergira za

2a + 1 --§>1,
P

] . & : = 2 -
$to znaci da za u.‘?;? funkcija Z Ananzne p°, to Jest da
1 .

{x_}€ (DP,Dz), 0<p<2.
n 1

TEOREMA 2.3.8. Neka je 0<pgl. Ako je A =0(n P), tada

{(x» Ye(#¥,Dp).
I4

DOKAZ. Neka f(z)= Z anzner. Red
0
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d_nlxr a 12 , konvergira jer Jje
; non
2 ,1
m < 0 -= (==1)(2-p)
2 2 2=
%nlknanl :%nhnl |anl pian[p-CC??n'n Py P lan]p =

o0

-2
= ¢y nF |anlp,
1

pa na osnovu Hardi-Litlvudove teoreme (teOrema 1.1.14) za prosto-

re P zakljulujemo da Jje

0w

>, nllnanlzﬂm,

+ o]
i da,prema tome, funkcijaﬁ:knanznesD, tto znaci da
| 7 -

{(x }e (8P ,D), 0<p<l.

Prema tome funkcija Z Ananzn e D.
1
TEOREMA 2.3.8. Niz {ln} E(HI,D) ako i samo ako je

. |
(2.3.1) 2 n3lmn|2 = o).
n=1 .

DOKAZ. Doka?imo najpre da je uslov (2.3.1) neophodan.Ako

{An} E(HI,D), tada za svaku funkciju f(z)EEHI'vaii

%:H')tnan|2<:m g l/ﬁ)\nlI"a??'I‘{m

i odatle sledi da Je

{/Ean} E(HI,Hz).

Na osnovu teoreme 2.1.4. imamo da je

Zn‘g(lﬁlxnwz = g%,
1 ¥

to znaci da Jje
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N
> nia |2 = o).
n=1

Jednostavno se dokazuje i da Je uslov (2.3.1) dovoljan.

TEOREMA 2.3.10. Niz {A } e (0%, p) ako i samo ako je
1

(2.3.2) » = UO(n Z
n

).

DOXKAZ. DokaZ?imo najpre da je uslov (2.3.2) neophodan.Ne-

ka {ln} E(Dz,D). Tada Je
- 2 2
%Inlanl |2, | %<

. - 2
za svaku funkciju f(z) = Zanznc-:-D .
1

Red
> 2 2 2 2
Sala 12 12 =X (/i 102, P <
1 1

Eto znadi da

(/ar ye(d®,p%) = 17

Prema tome, niz {/ﬁln} je ogranien, to jest

Ynx = 0(1),
n
ili 7
\ = an %),
n
obrnuto, da je uslov (2.3.2) doveoljan neposredno se doka-
zuje.

TEOREMA 2.3.9. PRko je X =0(n" %), u}%, tada

(» ye(ol,ns.
n

. - 1
DOKAZ. Za funkciju f(z) =zan3ne D™,
1
1

a = ﬂ(n2),
n w

pa je 1
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= 2 < 2 2 - -2 % 2-2a
?nhﬂan] :zl:nllnl ]anl gc§n-n “on o= Czl:n .

o : 3
Poslednji red konvergira za -2+2a>1, toO jest a>5, Sto zna-
¢i da zaista
1
e(D ,D).
(x,} €(D",D)

| | Y
TEOREMA 2.3.12. Neka je 0O<psl, 2<q<=. RKO je A = Oln "),

asE%§(1—£+é), tada

(a3 e (DP,79).

DOKAZ. Neka f(z) = Z anzne pP. Tada je
n=_0

= p—2
‘P = anz:lnp [an|p,

pa je na osnovu Hardi-Litlvudove teoreme (teorema 1.1.14) za 7L

prostore

tako da sada moZemo na osnovu teoreme 1.1.13 zakljuditi da fun-
kcija

L+ + ] n _
Z Ananz Eﬂq, + = 1,

1,1
n=1 q q’

Sto znac¢i da zaista,

() e(pP %), 0<p<l, 2<q<=.




IlIl GLAVA

NEKA NOVA SVOJSTVA PROSTORA AP

Za razliku od prostora P i Bp. problemi odredjivanja pro—
stora A9 kome pripada funkcija f(z) ako njen izvod pripada prosto-
ru 4P, 0<p<1, i obrnut problem od:edjivanja prostora A9 kome pri-
pada izvod f’'(z) ako f(z) pripada prostoru AP, nijesu rijeSeni.

. Neki djelimi&ni rezultati objavljeni su 1977. godine ura-
du [31] Hiro%i Vatanabe (Hiroshi Watanabe) . Médjutim, potpuno rje-
Senje do sada jo3 nije dato.

proutavajuéi ovaj problem, do3ao sam do izvesnih rezulta-
ta, koji su obuhvadeni u ovoj glavi. U prvom odjeljku 3.1. ©0OvOg
rada dokazao sam da se ocjene koje Jje u radu [37] dobio Hiros$iVa-
‘tanabe mogu poboljSati. I

U odelijku 3.2. navedene su neke ocjene Tejlorovih koefi-
cijenata elemenata prostora AP 3 u ovom sludaju, 2za razliku od pro-
stora #P i BF, dobijene su samo neke oc%ene za koje nije utvrdje-
no da 1li su najbolje.

Dobio sam i neke ocjene Tejlorovih koeficijenata koJe su

bolje od poznatih i izloZio ih u 1lstom odjeljku.
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3.1. TZVODI I INTEGRALI PROSTORA AP

Najprije navedimo poznatu Hardi-Litlvudovu teoremu
koju éemo u daljem koristiti:

TEOREMA 3.1.1. Neka je f(z) analiticka funkcija u krugu
|z2| <7 i neka Je:

1 6

(3.1.1) uwlr,8) = sup|f(pe )|.

pLr

Tada za O<p<= vaZi nejednakost:
1
1

2T
(3.1.2) (ﬂf up(r',f)dﬁ)p £ CPMP(P_,J"}.

g

(Ovo je tzv. "Max-teorema®).

Problem odredjivanja prostora A9 kome pripada izvod f'(z)
ako ffz)EEAP, 0<p<l, moZe se posmatrati opstije:
Odrediti prostor 24 kome pripada f(n)(z) ako f(z)EEAp.

I obrnuti problem se moZ¥e posmatrati opstije, pri Cemu se

za parcijalni integral k-tog reda uvodi oznaka f(k)(z):

P
Py () = [Fipeg)(0rde k= 1,2,
0

U vezi s tim koristidemo sledeéu teoremu (v. [31])}:
TEOREMA 3.1.2. Neka je k = 1,2,...; tada za funkciju f(z)

analiti&ku u krugu |z]|<1 vaZe nejednakosti:

1 1
q | _.1kq,q
(3.1.3) qu(r,f(k))dr-:quka(l r) Mq(r,f)dr, O0<q<l,
0 0
1 1

(3.1.4) fMg(mf(k))dr < Cq:kf(l-r)kq_q”Mg(r:f)dr, 1gq<=.
0 0
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2. Sada femo dokazati teoremu koja predstavlja u izvesnom
smislu op3tiji rezultat nego Lema 5, H. Vatanabe, formulisana u

pomenutom radu [31]:

TEOREMA 3.1.3. Bko f(z) € AP i 0<p<q<=, tada za realno «

vaze nejednakosti:

1 1 '
__,0q.4 p Ydr., asg(E<3d), 0<gsl,
(3.1.5) f(z r) Mq(r,f)dr<0quft‘!p(?:f r, e32(5°7 qs
D
i
1 1
(3.1.6) f(l—r)aq_q+1rdg(r,f)dr&Cp,qug(r,f)dr,

0 0

1 1 1
2(1-=) + 2(=-=), 1gqg<=.
> q p q ° %1

DOKAZ. DokaZzimo najprije nejednakost (3.1.5); Na osnovu na-

$e teoreme 1.4.3. imamo da je:

1 1 2T _
f(z-r)“qmg(r,f)dr = frz-r)“q(;—“f | £ere*®) 17 Plrire®®) |Pde)drs
0 | 0 | 0 |

1 2 1 aq_2(q-p)
5f=(z-p)“qup(p,f){c (1-r) P} Pgp = cq"f-’f(z-r) P MP(r,f)dr=
p p P p
0 0
1 aq_Z(q-p)
= C, f(l-r) P MPo(r,fldr,

a kada je

ag - 2L 50, tj. a2l -l
p P q

dobijamo da je
_2(q-p) 1

1 %= p ~ p p
' 1—-r) MY ( » < MEA( R )d s
P:qoj-( r % r deP{CP:Qf 12, d f d
0
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5to dokazuje gornju nejednakost (3.1.5).

Nejednakost (3.1.6) takodje dobijamo koristeéi nasu teo-

remu 1.4.3. naime:
_2

f(z-r)“q'q”Mg(r,f)dr < f(l-r)“q'q”mg(r,ﬂ{cp(i—r) Pyd7P gy =

- aq-q+1- 2L
S, pf”“f‘) P uP(r, fidr,
p p
]

pa za

2(qg- . 1 1 1
ag = q + 1 - 20, 5. ax(1-g) + 2(5-)

zakljuCujemo da je
| 1
f(z r)“q a* IMq(r,f)dr-:C' fMp(r_,f)dr,
0
).

to jest da vaZi i nejednakost (3.1.6

Napomenimo da je H. Vatanabe svoju odgovarajucu lem for-
mulisao ragé&lanjenu na slucajeve: a) 0<p<qs<l;s b) 0<p$1$q<m; c) 1<
<p<g<», pa je za svaki slufaj na poseban natin dokazivao. Medjutim,
ja sam teoremu formulisao i dokazao u kompaktnom obliku, tj. za
O<pgq<=.

3. NasSa teorema 1.4.3. koja vaZi za 14 prostore, utice i
na ocjenu koju je H. Vatanabe dobio u svojoj teoremi 3 [31], tJ.
poboljdava Vatanabin rezultat. Tu ocjenu utvrdjujemo slededom no-
vom teoremom, koja je analogna pomenutoj Vatanabino] teoremi i
glasi:

TEOREMA 3.1.4. Neka je funkcija f(z) analitiCka u krugu

|z] <1. Za 0<p<q<= vazi nejednakost
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1 1
q p
(3.1.7) qu(r,f(k)dr < C‘qujkap(r,f)dr,
0 0

to jJest

f(z)EAp povlaci da f(k)(z)eAq

ako je:

1 1, .
1) k?"z(f-'c_f) i 0<pgqxgl;

1 1 1
2) ka(1-L) + 2(2-1). 1¢g<o.
‘ q p g “%9°

DOKAZ. Podto je, prema relaciji (3.1.3)

1 - 1
q _.1kq,q
| qu(r,f(k))drit?q,kf(I r) Mq(r,f)dr, 0<q<1,
0 0

a na osnovu (3.1.5) jJje
1

1
_ 104,49 | D '
f(I r) Mq(r*,f)dra:CpquMp(r,f)dr,
0

gdje Je aaz(é—é); 0<q<1, to je

1 1

q P ;
qu(r,f(k))dr £ C‘qu,kap(r,f)dr i
0 0 '

1 1 :
k22(=—~=) 1 0O<p<qg<l.
P q p<q

1]

Takodje, na osnovu relacije (3.1.4) u teoremi 3.1.2 i relacije

(3.1.6) u teoremi 3.1.3 slijedi da je
1 1

q P
JMq(r,f(k))dr.s ijq:k!ﬁdp(mf)dr za

1 1 1
K»(1-=) + 2(=-=), 1gq<=.
q p q* 1

Refenje inverznog problema daje slededa vatanabina teore-

ma 4 [31]):
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PEOREMA 3.1.5. Neka je 0<p<q<=. ako f(z)EEAq, tada za

1) k<

> 1<g<=,

» 0<q<l1,

2) k<

S s T s
Lo Qe

vaZzi nejednakost

yi 1 1
p (k))'éd ) f q )
(3.1.8)(]Mp(r,f r ..-g:CpJqu Mq(r,f)d#

1 | 0

2

i1i, drugim rijecCima, tada

Ly

rezc AT g () AP,
3.2. KOEFICIJENTI ELEMENATA PROSTORA AP

Prostor Ap za lgp<e je Banahov, a za O0<p<l je F-prostor.
Dakle, teorema o zatvorenom grafiku se mo¥e primijeniti. Medjutim,
i pored toga malo Jje mnoZitelja prostora 4P dosad proudeno i uo-

pite, poznato je malo ocjena Tejlorovih koeficijenata elemenata

prostora AP,

U ovom odjeljku dokazao sam neke nove nejednakosti koje

vaZe za Te]jlorove koeficijente elemenata prostora AP . Roristedi i-

ste lako se pokazuje da

L— c(aP.11) ako je 0<psi,
(n+1)F
i
! E(Ap,lz) ako je 1gpse.
2_1
(n+1)p Z

a
. PEOREMA 3.2.1. RAko funkcija f(z) E anzn pripada pro-
n=0

storu Ap, tada vaze nejednakosti:
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(3.2.1) ; lanl C fMp(r fldr, 0<pgl
3- 11 -'5 3 3 . -
n:O(n+1)2/p po P
i
2 1
- la,| .
(3.2.2) Z Z <6‘pr (v, fldr, 1gpge
n=>0 — -1
(n+1)p 0

pOKAZ. DokaZimo najpre nejednakost (3.2.1). Ako u relaci-

i (3.1.5) (teorema 3.1.3) stavimo g=1 1 a:Z{%— 1), tada imamo

y 2(1-1) L
f(l-r) P M (r,fldrC fMp(r,f)dr.
1 pJ P
0
Podto Jje
w1
Ian“gﬁMz(r:f):
to je 1
1
/ - 1775 2(1-1)
c fMp(r,f)dr> )D f (1-r) ler,f)dr;a
’; n=03_ 1
n+1l
N 2(5"1) 1 ]
?'n);o("*z) My mm? ) i1 (a2 2
- 1 1 n ot |an|
z.nzz:o 7 (1-=5)" la, | ;cpgo 7
(n+2)P  (n+1) (n+1)F

dime je nejednakost (3.2.1) dokazana.

DokaZ?imo sada nejednakost (3.2.2). AkO u nejednakosti (3.1,6)

(teorema 3.1.3) stavimo da je ¢=2 1 u-‘-‘%*%, onda imamo:

1 1 {5 w
fMp(r,f)dr a,f(l-r)p (Y |a |2r2n)dr =
0 P 7 n=0
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= a |“B(=1, 2n+1) = C_ 3.
n:O‘ n‘ P Pu=0

3
-1

I time je nejednakost (3:.2.2) dokazana.

Napomenimo da je ova teorema analogna Vatanabinoj teoremi
5 u pomenutom radu [311, ali dok je prvi deo nase teoreme isti kao
u Vatanabinoj, drugi deo predstavlja poboljSanje Vatanabinog re-
zultata.

Interpretirajuéi rezultate (3.2.1) i (3.2.2) u terminima
Adamarovih proizvoda, tj. mnoZitelja Ap—prostora u prostore nizo-
va, dobijamo sledeée dvije posledice:

POSLEDICA 3.2.1. RAko je 0<pgl, tada niz

(3.2.1") L

> eraP, ).

(n+1)?

POSLEDICA 2.2. Ako je Igp<2, tada niz

1

(3.2.2") eaP,1%).

2 1

(n+1)p
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