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PREDGOVOR

Studentima novoosnovanog Fakulteta organizacionih nanke prufamo
ovu 3birku zadatake 1z matematike I,

Zbirka ée dobro doél 1 evim oztalim korispmicima watematike, jer
ovuhvata srazmerno veliki broj zadafaka., Neki od zadataka izra~
djeni su do krajs, drugl sadr%e uputatva i rezultate, a tredéi
samo rezultate. Osim samih esadataka, knjiga sadrZi i kratko uvo=
dno obJa3njenie podru?ja matematike kome pripadsgju zadasi noje-
dinih voglavlja knjige.

U pripremanju, plsanju, odabiranju, refavanju zadataka 1 ostalom
radu sudelovale je vifSe na%ih matematidara. Eako Je posao trebalo
zavr8itl na vreme, blle je potrebne ule%iti vife truda I raditi
brie no Sto bi se inade radilo,

Zahval jujemo saradnioima — izvedjafime na ooslovima {crganizo-
vanja, sastavljanja zadataka, odabilranja, pileanja, lspravljanje,
poboljﬁavénja tekata, prepisivanja, umno¥avanjz, rasturanja,
kritikovanja itd.), koje je trebalo uraditi da bf zhirks bils
obelodanjensa,

Verujemo da ¢e u bududnosti dodi do jadeg izrafaja veza {zmedju
predavanja I ve¥banja iz matematike, s Jedne strane, $e preduze-

¢a i primene matematike u pogenu, s druge strane.

OZeluj)emo primedbe, predloge i pomod od strans studenata 1 ko=



rlenika ove Zbirke. Upuiujemo poziv na saradnju 1 unapred ae
ganval jujemo ma odezlvu,

Molimo de e primedbe, ispravke, predlozi, uputstva i ostalo
%¥alju plsmeno na adresu

Falaltet organizacionih nauka
(Matematizka jedinica)
Beograd - Ra¥Xovica, UL, Oslobodjenja br. 1

Takva saradnja sigurno ée datl odgovarajuée pozltivne rezultate.

Beograd, 1972. godine Dr_Djuro R. Kurepsz,
redovnl profesor
Urniverziteta u Beogradu

Dragen TRIFUNOVIC

L. MATEMATIEKA LOGIKA

Logllki sug /iskaz,lzreks/ ®

Pod fskazom feudom/ pedrazumevamo reienicu kojm imsa j ednu 4
8 anL o J 8dnu vrednost iatinitostli; znali, iskaz je refenica koja
j& ieiinits ftadne/ 1li neistinita /oetalna/. - Ako zkup logiZkih sudeva
cbelgZimo 88 § = {x | peobine iskasza x} , tada za gud X pifemo XeS3 .

Primeri iskeza mogu bitf slededi:

x o (1-2<+-2), x = (KiSs pada) ,

xw(3<2) , X =(mel).
Hedjutim, x -(z2 + 2z = 1 = 0) ne smatramo iskazem (XfS) , jer za raz-
ne vrodnostl promenljive z odgovareju 1 tadne 4 netadne vredpogti iska=-
za fpazi, iokzz mora lmati Jmdnwu i samo je&dnu vrednoat id-

tinltoatl/.

Znati pod iskazom se podrazumsva izreka koja ims smiasla I za koju
vaie sledséa dva priseips: o/ evaki iskaz ima bar jednu od osoblna igti-

nitosti 113 neistinitosti, tj. ne postoji iskaz kojl ne bl blo ni dstinif

# COvde go Llylaiu osoovi nmatematifke loglke kac grzdjsa koje direktno
Blu¥t Kee pr i re fan ik u refavanju zadotaka 1z logike.

L



ni neistinit /princip iskljufenja trefeg/; b/ aveki iskar Sme najvide
jednu od osobina istinitoztl 121 neistinitosti, tj. nema iskazs koji bi

pio 1 tstinit i neistinit /princip kontredikciie/.

Po obliku iskez meZe biti pros %. & 8 Ll o Z e n. Prost iskan
jeo Bko izxefava pamo jednu mivsey ppr., s > b . Iakes "seatavljen od dva
i vide prostih iskeze vezanih logitkim operacijema naziva se slofem is-
kaw / docnijo videti o foermuwli/. Npr., "Jz x + ¥y > O agleduje

x>0 4 y » 0" jo cloen is¥az.

Aritwetidka vrednost iskaza

Engleaki mateiatifar Gecrge Boole /L815-1864/ otkrio je, da jJe wvrle
korisno evakom istinitom sudu pridruZiti dpro)] 1 kao njefovu vrednosat,
a svakor lazZnom sudu pridruiziti broj 0 kao feritpetifku/ vredneat. Arit-
metifka vrednost iskmga 111 iuwtinitosos vrednout iskeza obelalave se joi
sa T /tadno - od engleske refi true/ i | /netaino/. Ako za funkciju
istinitosti suds uvedemo cbelezavanje T, tada 2z Jedan logichi fskez
x moze bitl

T , sako jc iskaz =x tadan /istinit/
T{x} = {J_ , ako Je iskaz 1 netaan /oelstinit,lafan/.
Rapowenlwe, do 30 u matematicl 13tinit sud nazive € s o r e m a

$i4 8 t B ¥.

He gg- cljn

Ako Jo X sud,tads je X omnaka zp sud "nije x". Operater - ozne—
&nva glabol ka operscijn koja se nozive Do g2 ¢ 1 jJ o 1 vimelno pod—
aofa na znok pinud. Ineli, evakom skupe 5 logliékdh oudova pridruiuiemo
akup 75 negecijeTixz sudove xE€S. - Primer aa iskez x = {1 > 2)

oagacila glost 1x = 71 = 2)={1 ¢ 2). Paziti na iinjenicu da, ako Je

F 1/2

xeS, tada ne mora bitl X £3

za negeclju vaii slededa osobine: Negacija Jjednog logickog lskazg

zjo dnveoelutivnae
IR
#a {iatinitosnu ¥rednost negacije imamo sladeds. Keko jo za x, 7x &S
T(1z)= 1 STz = O,
%0 meoZemo pipati

X 1
x| ©

o

Kenjukel ja

Heka su x i y dva logidke izkes teda de bitl =X A y oznaks za lukiz

nx § y ". Operator ~ ocnslava oporaciju kejs ee reve komn ju kel Je.

. Necsperna, da ako je x,yc S, tada Je 1 x A y&53. Konjukcija ee Jod nmzi~

va seagtavljanjye, tovarje 111 logidke mnoZenie, @ u u-

potrebl e L operatoer L.

Konjukelijs zmdanih sudova istinita Je onde 1 semo onda, ako je tati~

nit s v aki od tih sudove
T(xAY)y sl T{x)=1AT() = Ls
Ova &8 definicija moZo iskazati i oveko
T(xay) = 0 [T(x), TN} o
111 #a &itav skup logiZkih iskaze 8¢S
(A §) = inf T(R)s
[ 15

U odnosu na ismtinitosnu wrédnost iskera x 1 y , istinitospa vred-

nost konjuked js mofe pe prikazati tabeloa
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T(D @) |T@Eay) .

T T Ly
T 1 4
A T L
L i L

Ku;njukcija ina slededée opobine:
1. EKonjukoija Je Xomutativona xay =yazx;
2, Konjukeija i}easooijativt\u (:r.Ay')Az-:A(y/\:);
= Kon,’;ukﬂi;!%;e idempotentna zxzAX ax;
4« T je meutralni element za Xonjukesju XAT = TAXY = x3
5. L je nula - eloment za konjukeijn zAlalax =1y

Rapomeénimo, da se navedene osobina konjukeijo moe:ﬁ dokazati pomodu

tabldca vrednoati latinitoati,
Dis junked da

Neka ou x 1 y dva logilke iekmza, tada xvy ima gnsfenje "x 1% ¥
Logitki operater v oznalava operamciju koja s6 zove dis Jumbked J a.

Keo 1 kod konjukoije, I ovde vaii
Tye5 = (x¥ ¥)ES.

Operator v doble jo 8vo] oblik kmo prvo slove latinsks rafi vel = 114,
Digjunkoijta X v y ima iatinitosnu vpadnogt natadno (.L) onda 4 samo

onda ako j8 svaki od tih sudova netafan.
T(xv¥)mlSST(x) =lATi¥)=L,

Istinitosnu vrodnost disjunkcije moZemo 1 ovake izroél; dimjunkeijs

Xvy Jetalne T(X v §y) =T onda 1 sewo onda ako jo talsn baren Jedan

/s

od sudova X,y.

Tatinitesnu vrednost disjunkcije mofeme prikezati i tadelom u zavia-

nogti od iatinitosti iskazae X,¥.

T(x) T(y) Tx v ¥)
T T T
T L T
L T T
i L

Za disjunkeiju vaie sledeéi stavovi:
1., Digjunkeija jJe komutativna XVvy=yvx
2, Disjunkcija Je esoci jativna (xvy)ves=xviyvza);

3. Disjunkoija je L dempotentna xvIXex;

n

4, 1 Jje neutralni elsment 2o disjunkciju xvialv x = x3
S5 T j8 mula - element za disjunkeiju xvT=TvxaTly

6. Disjunkeija i ko-n,jukcija vezuju sa na aledsdl nadin. Kon)juxoijas je

digtributivoa prema diajunkciji i obratno
x/\(y vaz)=(xay) v(x/\z) .
x¥{yAz) = (x ¥ y)Alx vy 2)
T Konjukcija jJe a p s oxrp tilvna prems ﬂj.ajunk'ciji i obratne

IA(X Y §) =X xv(xAy) =x

Ds_ Norganovi obrasci

Bogleskl matenntifar A. De Morgsn /1806-1871/ postavio Je oanovou
teorsmu, koja prako negacije povezujo logidke opera¢ije; konjukoiju 1

diajunked ju,
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Za dva iskaga x,y vaZs sledede jodnakosti

-l(xAy} «1x ¥y ,

A{x ¥ ¥) =a1x Ay,
odnesno, negecijs lovanja je rastav negacije tih iskaze i obratno.

De Morganovi ovrasci mogu se uopbtiti., U skupu logickih iskaza S
vaii

Sy A = Ala ,
Xes xes

qAe « Va2,
aes aes

Dokaz De Morganovib obrazaca coza se izvesti upotrebem tablica za 1sti-

nitogpe vrednoeti isksza x,¥.

Inplikaci ja
Za dva iskaza x,¥ obelefavanje x —y bide pzmaka za iskaz "Ake
j& x onda je y". Simbol foperator/ =) oznafava logifku operaociju i m -

plikacija 1li Za¥l judivanje. Loglika oporacije =

mpZe pe profitati no vide nalina;

x implicira y , x ima za poaledieu y,

x povladi ¥ , Ako ¥, onda ¥,

x daje ¥y f Da bude x, mora bitl y,

x obuhvata y , Da bude x, nufno je da bude y,

x ukljulfuje y , Da bude y, davoljno je da bude x.

Treba zapa&titi:

‘ doveljen uslov =5 pu¥an ualov }

[ hipoteza fpretpostavks/=—> teza /tvrdjenje/

1/6

)C<.7r.l implikacijs T b ¥y Logifkd iakaz x nasiva S0 an t e 0 8-

desnftom implikaeljs, s ¥ njlenom kK on 4 e kveaentoan,

Tuplikecija iskezo x,¥, po dafinielji, fma istinftosnu vrednomt L
/implikacija je neteina/, onda i samo onda, ako iskez x ima istinitosna
vrednogt T, a iskaz ¥ vrednostl, %J.

T(r=sy) m le=T(x) = TAT(y) =4 .

Na osnevu ovoga molemo prirazatl sledstu tabelu intinitostl =28

implikaci ju

wxy TF) | TE=n

i
R
A 3

Ekvivalencija

Ako Jo distinit 1 diskaz X = ¥y 4 njegov obrat y = x, kais ge
de je iskaz =x ekvivalentan /ravacopraven/ sa iskezom y i pide se
X &= ¥. 5imbol /operator/ ¢= oznafava operaciju o kv ivaloe n-
c i ] e. Znadi, orvivalenci_ja-,je 2lo¥an i9kaz (X=>¥)A (¥ = X) 4
obiZno ge¢ govord: "x Je ako i samc ako Je y"; "x Je potreban 1 dovoljan
ugloy za y".

Ykvivalencija xe= y ima istizlitosnu wvredoost T /tadine/ ako 1 sa=
me ake su obe iskaza x,y medjueobno jed.ufr jate vrednosti.

Tablica iatinitosti za ekvivalenci ju glasi:

T{x) ) TESY)

o
9w
B3
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za ekvivalenoliju vaie asledede dve caobine: 1 SO x1y)
T T L
1. Bkvivelenciia ja Xomuta tivna e Y =y =X T i T
L T T
2. Exvivalemaija f# ss ool jativina (xeyie: «xo(ye ). L 4 T
|
Bkskluzivos digjuniodta Tukasiewlczeva ooeraci ja

Ako su X,y logifki iskezi, tada je x ¥ y oznaka za iskaz "114 x Poljski materatilar J.lukasiewicz uveo je slededu logilku operm~
41 y". Simbolom ¥ oznafava Be logilks operacsija ekskluzivoa digjun- 2iju, Ako su %,y iskazi, tads x4ty ocznalava iskaz "Nije x 1 nije y".

xoija, Operator ¥ Bita go kao “put" /latinail aut - /skskluzivno/ 111/ Operetor } zove se Lukaslewics.

Ekakluzivns disjunkeija ima istinitosnu vrednost T /ta¥no/, eko 1 Lukasiswlczeva operacija X ¢y 4ma yrsdnost 7, onda 1 samo anda

samo akp iskesi %,¥ medjusotno imaju ouprotnu vrednost istinitosti. | ako su oba iakaza X,y netadna:

Tablice istinltosti za ekakluzivmi dis junkeiju glasit

- . | T2y - ¥ Tx+
T T T(x 2 ¥) { ‘ T T 1
: T L £
T T 1 L -7 L
T L T L 1 I
1 7 T
€L 1 1

Igkezng formule i hijerarhijas

Shefferova operacija

Is k a3z saastavijon od promenljivih logiékih sudova, istinitos-—

Amexiikl logiar M.H.Shaffer /rodjen 1883./ uveo je alodedu logifku nik vrednosti T 4 | , logidkih operatora 1 zagrseda, naziva ss f o r—

operaciju, Ako sa x,¥ logifki iskazi, tada xty oznefave "Nijs 1 x & y". mulom algebre sudova i obalefava me velikim pisanim slovims £ , A,

Oporator ! zove se sheffer. oy wuse HPTY.,

Z jekazom
Zna%i, Shefferova operactja xty Je istovetna sa sioZenim iske 4 . v‘1(q A r) '

A(XATY .
, pradstavlja jednu formulu,
Shefferova opuracijs, po definici3s, fma fatinitospu vrednost T
s vodnoot | Za dve formule £ 1 % kasZemo da su logliki skvivalenime /istovrad-
/tafna/ ake 1 semo ako bar jedan od sudova X,¥ lms viodnogy .

ne/, ako za svaiu moguéu kombinaoiju vrednosti istinitosti njihovih pro-
Rablica istinitosti za Shefferovu operaciju glqsix

mendjivih sudova vafi
TAR)= T(%) -
1/8 { _1/9



Kod jedne formule prihvadena je gledeén h i jerarhi]da
e 1 = ¥orAs T

xeo niz opadajudi po jedipi razdvalanja,

Tagtelogije

Za jednu iskaznu forwulu £ kaZemo da Je tautologlJa
/identifics ssatinite/, ako zu svaku moguéu kembinaci ju iztinitoanih vrednog-

ti njenih promonljivih fakaza yredi

T{£)= T .
Ako je iskazx:;a formla F tautologija, onda se za tu 13kaz-nu forn-
lu kaZe i t e or e mA.
Svekake , da za iskeznn formulu f kafemo da jo 1 a I n e /iden-

ti%d neistinita/ ako je

T4atT,

Rpr., teutologijs jo formuls

A1 p VP,
jor jo T (A) =T za bilo koju vrednost isksza p.

Tautologija iskazne Tormulse 1sp§.tuj9 a8 n;jjodnoﬂtavnije upctrobos
tabele 311 d r v & t a. Mpr., da bl dokazall da je fskazna formule

A axny e JAX,
Jxcmutativnl zakon zi kenjukciju - £ je stav/ tautologije T(£) = T,

kortatime sladeéu tabalu:

r(x) ©y) T(xay) T(yax) | &
T T T T T
T 1 L L T
1S T 1 L T
1 L L 1 | T

Kojom me dokazuje, da je za razne kombinacije Lstinitosnih vrednoati

igknzs x 1y , formula £ uvok tadna, ti. C{4)=7T .

"I/10

Sudovna ili iskazna funkei ja

Ako u m;k?j izreci 111 reSenici P (x) delaszi proizvoljan ¥lan x
nekog skupas 3, ksfe ss da Jo P(x) sudovna 111 fiekazna
funkeije nad 8 414 u Sy to zna¥i da svokom &lanu x iz S odgovera Jedns
114 vige refenico’ P (x) ., Npr., sudovna funkcija je P (x) 1 "3x je po—
zitivan broj". Da 1i je funkeija P (x) fadae 111 netadna zavisi od sma-
Zenja velifins = ako je x > 0, onda Ja P {xY iatinite, 2ko jex = 0,
onda is P (%) neistinito.

Sudovna i-li iskazna funkelja paziva ee jof 1 pre dfikatom
Ako sudovng funkoija na S sadr¥i n 1n.d.1vidualnih promenljivih, tada ge
ka%e da }e sudovna funkeije duZine n. Teko, sudovna Tumkeija P(x} je
duZine 1, P (x,p) du¥ine 2 itd. Prost logifki iskaz goZemo smatrati kac

sudovau funkeiju dufine C.
Kvantl fikatord /

Feka je P(x) jednemestowna sudowvna funkeija, tada ¢e {vx)P(x)
ozhafavati novu sudovnu fynkeiju, takodje jednomesnu , koju &itamo "Za
gvaki x Je P(x)". Simbol VY sove Be veliki 11i dugl kvantifikator, a
takodje i kvantifikator genax'ali:zaoija. Do simbola v dolle se okrate
njem prvog glova pematke redl alle m Bvi. Za promenljiva = kafe ss da

je u iskazpo] funkoiji (vx)P(x) vezana kvantorom .

Ake je P(x) Jednomeans sudovns funkeiis, tada fa {(3Ix) F(x) ognada-
vatl povu sudovnu funkeiju, koju Eitamo "Postojl takev x, 2& Je Pzl »
Sigvol I zove se meli 1li kratid kventifikator, a takodje L kreanfifikaw.
tor cgziasteneijo. Do simbola 1 doBlo @e okretanjse prrvog siove lstinake
reli exiszto / egsistira, postojl /-~ « Za promenljivu x kaZfe sa da

e u igkeznoj fumioiji {3 x) P(x) vezana kvantorom 7

I/11



Cesto se koristi i kvantifikator (3l x)P(x) koji ima aledeée 2na-

Zanja "Postojl tefno jedan x, %akav da Je P(x)".

Nogacija kvantifikatora sprovodl se na ocsuncvu slededeg stava;

Za svaku sudovou funksiju P{x) vredi

AWYX)Px) = (AX) T P(X) i duaino
T(3x) P(x)=(¥x) TP(x) -

Znaii, negacija velikog kvantora daje mali kvantor negacije i obrnuto.

Fapomenimo da se vellild kvantor (v x} mo¥e job 1 ovako da obela-

Zava 2 , 8 mali (3 X) sa Y .

Kod vijemamnih sudovnih funkeilja obidno se pojavlijuju vids kvanti-
fikatora, 1 to iate vrate L1li razliSitih vrata.

pogtojl Jedan jediny d sa osobinom m - 3 = ¢" sudovna funkelja glast

(va)(vo) (3t &) (m =0 = d)

Fapomena.- Za Eira informicganja iz matematiike logike pogledatl na-

vedenu liferaturu, a pre zvegs udsbeniik - skripta Matematike I ga Pakul-

tet organizactonih nauka od ¢r, D.Kureps, prof.univ,

Zndaci jz watemntiZke logike

1.1, U slededim loglfldw iskszima izdvejl proste od sloZenih:

s/
b/
of
a

23 4.
Ako Joe x = Oonda Jo x + 3 = 3,
Ako Je x> 5 ondm Je x +y >5 4 xI + 3 > 5.

< ae.

Rafienje. Prosti iskazi a/ 1 4/} sloZeni igkazi b/ 1 o/f.

1.2. Navedl primer jedne reisnice koja ne mofe blti logilki sud.

I/12

Npr., "Za svaki broj

1.3,

1.4,

1.5.

1.6.

Iz trigonometrije nuvedl dva iskaza, 1z pleﬁimatrija tri suda 1
iz ekonomije jedan sud. Da 11 jednadina ze- 3z + 2 m ¢ &inl jedan

isksz?

Odrediti aritmetifku vrednost dskeza 3¢ D(y), gde je funkcija
¥ = slgn X .
ReZenje. Imamo da je T (3€ D(y))= 0, jer 3 ne pripada oblas--

ti antidomena znakovne funkeije /aignum/

1 ,x>0
y = sign(x)= Q9, x = O ¥
- <
1, x <0 ‘4
/videtl grafik funkeije 2] =
Ty :{(1, aign x) | xER}). -f

Dokazati jednakost

T(x) + T(x)y = 1,

ake Je x element akupa iskaza § (x€38).
Redenje. Ako jJe iskaz x netafan, tmda je sigurno

Tx)- 0 J-—-;»'r(x) “ T(x) = 1.
T x)a 1

Isto, ako je iskaz x talan, tada je

T(x)= L
T(1x) =0
Odavde, najkrafe wofemo pisati 70 = 1, 11 = 0. - 2a iskaz x

}:p‘r(x) + T(x) =1,

uvodime predpoatarku da Je takodjs x5, Jer u protivnom Jed-

nakost ne ti 4imala smlela.

Da 11 jednafins z° — (z-1)(z+l}= O &ini jedsn loglflt sud ?

1/13



1.7. Simbolikom matomatifke logike napisati sledade: Iz

. .14, daéu tabelu:
x2-4-051-dujex-21x--2m lxl = 2 1,14. Popuniti asledaéu tabelu
2
> < <
nebenio. x " 2>x 8in x > 1 hA<O /a+b/ < 0
2 ax 1
(x -4 =0)=(x=2rxm=2)v(ixin2),
1,15. t1 2 ~ 1 & d ti ih I
1.8, Prikazsbi tabelu iatinitosti ra negactju. 3. Naves 3 logifka suda 1 negixa
‘ReSenje. Kako je zs X, X &S
! 1.16. Da 13 su iskazi:t @/ Paran broj n je bez ostatka doljiv sa 3)
TOx)m lexTix)m O, .
' b/ Svaki kvadrat je pravougacnik; o/ 38 + 3 = 11.
to mofemo pisati
x 1 o ] ) Resenje., e/ Nije, jer broj n nije odrsd]en, te ae ne zna
1= o 1 déljivost sa 3. b/ Jeaste. cof Jaste,
1.9, Ako js X €N, za koje vrednosti promenljive x je taZna formila 1.17. Obrmzovati negeciju sledele relenica: "Svakl paralelogran je
a/ (x> 5, b/  J(x<5). : kvadrat",

Redenje. Refenje, Negacija ratenice "Svaki paralelogram je kvadratm
o TEx>5) =1, (vx)xe{1,2,3,4,5} niie

rafenica "Svaki peralelograa nije kvadrat", vef ale-
W Thx<5) =1, (vx)xe N:{1,2,3,4}

deéa re¥entce "Nije svaki paralelogram kvadrat™.

1.10. Na Jednom primeru pokazati lapravnecat jednakomtd 1.18. Odrediti istinitosnu vrednost refsnice
'T(T I)- x,

1.1,_1 1 ), /i L, 1,1
! . Gz>4/\-§>l)v(—2:-—1/\4)>v(3<4f\-§>4>.
i prétumaditi narcdns izreke “nije da nije"™ 1 "nema da nema®,

Rafienja. Ako u datoj rodenici respaktivne fzvréimo obeleZa=-
1.11l. Hegirati refenicu 2 = 3,

vanjae
Refienje., 7(2 = 3) =(2 6 3 ((AA‘D) v (‘n/\c)) v {caa)
' ' i kako je

1.12. Dat jo iskaz x = (a_:- 3). Odreditiz. T(a}= 1, T(v)= 1, T(c)w Q

) —t
Refenje, Tx = (2 > 3)=(2 £ 3) /pazdr ne 2 < 3 1/, to primonom drveta nalazimo da refenica ima aritmeti¥ku vred-

noat 1,
1,13. Posuata js mledsa redenisa p =(a < b), Odreaiti Tp.

Relante. 1p = 1(a g B)=(a > b).
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(@) -1 Th): 4 )= T)mo T o Ta)=1 I

Pokazati i drugl nadin redavenja zedatkal

1.19. Data ja formuls f= (p I p). Dokazatl da se, zamenjujuél umesto
promgnljiveg suda p tadnom ill netadnom redenicom, uvek dobija
OREN

Refenjo. MNoka je T{p)e T. Tada imamo da ja
et vIp=Tv 1ITaTvla«T,
Ako je,pak, T(p)= L , tada je opet

f(.i)-’t‘(p vAP)~ Ll ¥1l= Ll ¥ T =T,

1.20. Cdrediti T(x), ake x oznafava kledeéi-sudz a/ 3<17,
w/ -3> -T; ¢/ 0 je pozitivan broj; d/ O nije pozitivan ni me-
gativan brol; e/ avald kvadrat je pravougaonik,
Rakenge, 8/ T3 < T)= T3 b/ T(-3 > =T)= T,us.

Pomoviti definiciju nenegativmeg i neporitivnog ﬁroja x &R,

1.21, U prethodnom zadatku izrazi1x, & potom odredi T(7x).
Redenjs. a/ Jx=7(3<7) =ani)e 3<T=(3327)
TOx)=t(3 > 7) =L.
b/ Atd.

1/16

1.22. Odrediti aritmatifku vrednoat /letinitosnu vrednost/ slededih

1.23,

1.24,

l.26,

iakaza:
8/ (1 <22 <5) e/ (1< 2a(x<9),
o (1< Nal-3 < -2), 4/ (¥a)(n <n + I).

ReZenje, a/ ?; B Ty o/ Ly a/ 7.

Izradunaj:
a/ 1AlAl 8/ DACGAD
» 1Aa7o o/ (0AQIAT O
e/ 1AlAlal 2/ {(calyAa(ra0)
Refenle, &/ 1; b/ 1; ¢/ 14 o/ O3 o 0O; £/ 0.
Izratuna) Lwv Ll v T

ReZenje, Xako za disjunkciju vaii esocijativai zakon, to mo—
Zemo pisati

J_vj_v'T-(J_vJ_)vT-_LvTuT.

Odrediti vrednost sledeélih izraza:

a/

(3=<s)v(4<2), .

b/ 1(32-\32 = (8-b)(asb) ¥ (32 =3),

of
d/

G<stzx(a<2),
(3<5)E(1<4)!

Refeuje. a/ Ty ® L ; of T3 4a/l.

Sledefe insksze napilesti simdolikom matematiike logiket

a/ (x # 1) ako i eamo ako x nije jednake jedan,

b/

Ako jJe (x = 5) ondan je (x #5) 4 obratmo.

e/ ¥Wije (o = 0) ako je (a 4 O).

a4

q Je dovoljno da bl bilo p 4 p j& potrebno da bi bila q.

/17



- k" - -
YA 4 4 skvivalantno sa 5x = 20 of Cetiri nije negativan broj.

Refenje, &/ (x & 1}.:1(2 = 1% b {x=58)=(x & 5)A 7 . &/ x je razlifiite od dva 1li Je x vede od zbira a 1 b.
(x A 5)=2(x=5), atojo (X=35ka(x=5)
of 1¢(a = 0) =(a 4 O); & a=p-

ReSeonjs. ¢/ (4 < 0); dJ(x,Lz)v(x>a+b).

- 1.30. Naéi negsoiju sudas
1.27. U slededim iskaznim formulama oznaZiti glavou logidku opsracijur :

af (I v 3) = 2) e (xAT2), o v
W Iz r 1y,

of (Ta AD) AT,

& (=20 A(y =) e(x v s},

o/ aA(a=>Db).

b (1xvis)a{lx vaix),
of (TxATY) v(1xAnN 2).
Redonje.
o/ 1(a(z vayY=x v 7y, direktno jer se zma da je 1(a)= 8;
) moia 1 ovake Wz vy) = x AT YY) -1@x)Ay)-1(1xS vy =X V7.
Rekengs. &/ Ekvivalencija; b/ Negaclja; ¢/ Konjukod ja BA((Tx vI¥IAGE vIx)) = T(1x vIFIAII) =K ATIAT X) =
= 7(7 ({xAy) v D))m(xAY) VY %3

ovde je primenjen zakon idempotencije 2a Yon jukeci ju,

ovde proveri da je data formula identifki jednaka sa formu-

lom T(8 v b v o); & Ekvivalencija; e/ Konjukotja.

‘ of T({(1=ATy) ¥ xav2))=T(x v ¥) vi(x v z))-(x v yAE ¥ 3)a
1,28, U slededim iskaznim formulama ozna&itil glevou logidku operaciju: '

. Zadatke re3iti 1 na drugli nadin!
a/ XAO0vya=laxhl,

v/ x=l=f>xAf &1,

1.31. Neka su data trl iskeszo: A = 5 je naparan broj, O = gvaki paralelo-
¢/ a<5cHaa5vakb),

gram ima bar dve jedmake stranice i 0 «Povrdina kruga je n r , Odrs-
4/ x =07 xAOAXT =1, R

diti aritmetiiku vrednost iskaza:

Refienje. e/ Disjunkcijs; b/ Implikactjay ¢/ Regacija; g/ JA v TAvC,

&/ Disajunkod ja, = Pazi na hijerarhiju niza operaciis ( ), b/ TAATBATC .
& o =« ¥ A LTI k#ao niz opadajudi po jaZini razdva- Redianje.
Janjs, s/ Kake za disjunkeiju vafi asecijetivni i idempotentni zakom,

. . to mofemo plasti
1.29. Opotrebiil aimbolilu uatomatifke loglko t sledoéis iskaznin fornulanes JAVIAVIC ={1AVIA)VIC = TAVTC T(AAC)

a/ Nije tofno: ako je x prost broj onda js deljiv ma 2. te je: T(T(AAC)}=T, JerJe T(AAC)=L
= 2 = .

b/ x je voél od pat 1 x je Jednsko pet onda 1 samo onda ake je x
manje od pet, */ Sam wraditil
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1.32. Za sgledeée uradjene parove sudova x,y odrediti aritmetilku vrednoat

suda X =» ¥t

af
/
ef

3e2+1y -3 = -1-3

3<4 ' -3 < -4

2 <] 3 1w3-—2.

Refenja.

a/ (3 = 2¢1} =3(=3 ==1-3) , T(x = ¥) =l for JoWx)= T 4
T(y)=Ls |
itd.

1.33. Izrafunati 1 (TLATIVI(ATVYI(TATLY).

1.34, Naplii bar jednu releniou koja odgovera iskaznoj formull

Befenjo, (TLATIVI(TTVI(TATLY = (TAT)V(TA(TATL)) =
STV (TA(TAT))= TV(TAT) s TV T = T.

(gar)yv{pa(av e,

1.35. Igrafunati istinitosnu vrednost iskazs A

(5>6 3>=3)v(3>-3A0%-1)}.

~ ReBenjs. T(A)a 7,

1.36, Neka J8& xeN. Odrediti x da dil bilo tadno:

x¥3iAx<8, e x<3vx<8
¥T<3AX>8, ff x<3Ivxr>8
xT>*»3IAx<8, g x>3vx<g
x>3AXx>8, Y/ z>3vx>8

Refenje, ZT(x > 3AX > 8) w Pep T(x > 3) = TAT(x > 8)~ 1T,

te je rofenjs TE N [1,2,3,4,5,6,7,8} .

I/20

1.37. Odraditd sekaznu formulu £ kojoj odgovara slsdeda dxver

&
Bezenje. ((r v Qdapda((pAq)x Q)

1.38. Za dva loglika iskazu x,¥ vaZe slededi Da Morganovi obrasois
Txvy)=1x AF
=z Ay) =1xv15 .

Pokazatil

ReGenje. Kortatedi tablicu istinlitosti svih Xombinacija za

iskaze x,y, lcvedimo dokaz,

x ¥ 1% 7y Avy| Hxvy)| XAY | WxAY) | Tzaty [T vy
1y (2) (3 (4 (5 | (&) 1o 8y |(9) |Qe)
T T L 1 T L T 1 L4

T 1 L T T 1 1 by L]

L T T L T 1 L T L T

L 1 T T 1 T i T T T

Kako su 6,9 1 8,10 kolons istinftoenih vrednostl jsdnake

(6)={9} 1 (81x{10), to su De Morganovi obrssci dokazani.

1.39. Za dva loglika iskazs x,y dokazati ispravnost slededs jJednakonmtl

(xaxY v (1pAy) = (2 e=7).
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Re 2,
x J TAy X 1Y TZATY (ZAFY YT ZTATY) XY
H T ] L L L ? P
T 1 L FN r L L 1
L T L b4 L L L 1
L L L H * T T T

EaXo su hti.ni.tm vrednosti poslednjih

kolona medjusobno .

Jjednake, to je. sedata jednakost dokazanas

1.40, Dokezati da je slededs ickarrma fornula valjane
P ey AR AL)-

himg. Keristitl tabliinm metodu dokaza /k80 u prethodnos
sadutkn/,

l.4i. Nokn j¢ A bile koji ol simbols ¥, ! . Dokaxatl jednakomtd:
o/ Tad e ., al TvAeT,

W 1A=L, af Lva=a.

Bafsiie. &/ Nekm je ‘Z:(A)nl, tada Jo Lvli=cl , Bto jo
aEno. In,'ako.go T(A}=T, tada je opet IvT-T taZno.- Gem
wheditl rd &/, B L of. - Jednavoati a/ - 4/ kamuiju da Koo juk-
. ol 1 dajwmife imafu:neutralnl /poda/tuwla
alement fpod bf 4 of /[

142, Eméls _
af (TAlyA(ivT),
“ o 1ATVL A{LlviD.

1Y) TQ(.TA(iv ™,

Bslsnje. Bor.. pod W 1 T(T (Lvm)=rv(rat)ervr 1.

1.43, Popuniti slededéu tablicu:

+ 1 1 1 =2 =2 2 3 3 3°

y 1 2z 3 1 2 3 1 2 3

Txay = 3Ax-yed)

1.44, Neka jo XeR. kr-ii & keko bl foramla blls taina:
gf x> 2aAx <86, B x<cvx>6,

af x<2ZAX > 6, & x22AXP6 .

Refienjs. &/ 7% 2 2Ax 2 6) = T3 7(x 22) = LAT(X38)0 X26.

Ovo se moZe nepisati i ovako:

xen~{1,2,3,45}.

—'—'rw—'——'- i
2 41 2 3 ,u &
e Az 3 4 % E- 78

1,45, Izradunsti istinitosnu vrednost sledsle refenice:

(32 = 0a? =2y v(F = 2222% 2 0).

Redenje. 1.

1.46. Popuniti sledeéu tabliou:
x A3 -2 -1 0 L 2 3

T(2x - 1 <9)
r(h(2x - 1< 0Y)

1.47. Popuntti sledeéu tablicu:

x -5 -4 -3 =2 a1 [¢] 1 2 3
(x> 2)

(=3 € x)
T < 1)
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1.48, Popuniti slededu tabliome

P q P 9 =P IPA (Q =»Dp)
. ) ’ Ly T 1 T 1
x -6 =3 -1 0 1 3 6 ; L 1 T 1
‘ L T T L 1
¥ . 0 <2 .3 A | 7 L 1 T T T
’c‘(:z ¥ >l) . . 1
Ty < 0) _ : 1,51, Neka je p bilo koje od stmbola T,.l. Dokszati jednakosti:
' Twpp=p; R=>TaT; L=2p=T3 p=1l="I1
1.49, Isrelucatl ] ‘ ) Rejenjs, Pogledaj zadatak 1.41.
) T= (T=3L), B/ 1 =(T =), :
of T(L=(L=2T)), a/ T={(Tv 1)}, 1.52. Da 1i jo iskezna formala
o ((TA_I.)O:D(J.:&T))V(T———#'I(J-EQ'T))- T+ T ay+zemXny
ReBionine tafpa zn sve vredooati promenljivih fx,y,r €B/ 7
af T=R(T=LI=T=L=1 ; Refenje. (X +z2 =y + 3¢ x = y) = T,

1Y) J.=>(T=}_L)=_|_=3J_=T; \

of Ty z:)(j_ =T =T=(l = V=7 T LlT ; 1.53_. —Odred.tti istinitesnu tablicu date iaskazna formule £

& T=(Tvl)=T=T =7, a/ p=(aa1r); o/ (P @) <SP
- N 1 -
of (TAL S (L& T))V(T—FI(J. 2TN=LeTIT :‘IT)— o/ (P10 = (4vn; M Aadtatt indid
2 Iv{T=2)=4vl = o/ (1pAT9)A(res (P =q)).
1,50, Odrediti iekmanu forwulu koja ocdgovara datom nedovrienocm drvetu, Réfenje. Iznmesimo redenje zedatka pod ¢/. Primenom De Uorga-
a zatin oﬁ.raditi njenu istinitosnu teblicu ) novih obrazaoca datu iskeznu formmlu mofemo pojodnostaviti:

(1pAI8YAT{r < T(p = g)) = T(PVEIATI(T & (P =vq)) -
-‘!((pvq,)v(rca (P =g)) =125,
te fatinitosna tablica fma sledecl oblik

P g r pvg po>g Ie=wq) reaipag) B 1B
T T T T T L 1 T 1
. ‘ . T T 1 T T 1 T T L
Redenie. Traiena formuls je Tp A (' q = p). ‘Istinitosna tob- $ i J_ .I-E: :IL- ."; I 1 _'5"_
- L T T T T L L T L
lica ima slededi oblik: L oL T T 1 T T L
r 1 5 1 T n L L T

1 L L L T 1 T T L
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1,54, Dokazati da data iskezpa formula ima vreduost T za eve vrednestl

x ¥y Ix 1y 1xAy X &y (A2 S Y
igkazat T T L 1 T T T

T L L T 1 L T
o/ (pva veye(py (Qv o), L r T 1L 1 n T

L L T T T T T

W o(pAadANSEA(RA D).

Refienje, Tznosimo reSenje pod a/ koristefi jstindtosnu Xako je poslednja koldna tablice stalnd T 2o sve kombinactie

tagliou. vrednosti Z’(x) 1 7(y), to jo iskezna formula 7 tautologija,
: 5. T(B)=T. ‘
P g o pvg (PYQIVI Qe pVRYr) ((PY@IVIm(pY(g Vi
* I ! .
TTT7T T T T T T 1.56, Dokazsti do ou sledels iskazre formuls tautologije:
T T 1 T T T T T
T 1L T T T T T T 8o/ {(xay =a)e(x = (3 = ),
T 1 L T T L T T
L T T T T T T b (x=(y 2e) =2 (E = ¥ =T =),
L T 1 T T T T T i
i 17 L T T T T ¢/ (x=A (z=¥)=(Tas =NA (X7 2 = ¥).
L I 1 1 L BN L T .
Refenje. Primeniti tablilnu wetodu impitivenja letinttoati
Kesko j]s poalednja keloma T za kombinacije /eve/ vrednosti kAo u prethodnom zadatku.

Up, T(RY i T(r) y to je dokmzano da jeo iskazna forsula ped af -

. 1.5T. Ispitati Xoja je od glsdeéih formula tautologija:
tadna za svs vrednosti fskeza, U ovom sluZaju kaZemo ds jeo is— .

af Trsy)es a1y
kazna forwula tautologija. .

b/ LAY &= T(1 T VTY)

1.55. Odrediti iskaznu formulu B koja odgovara detom nedovrienom drvetu, of (yA(T=ry) =7
a zatim dokazati da.je iokesna formula tautelogija ()~ 1. Reiecje, Postupiti kao u prethodaom zadatinu.
% Y & 7 11.58, Uprostitl sledeéi elofsn lekaz:

MY (x<lAax > 2) .
Relenje, T(FXT e taZy2) =(vI) (e 1A X52) =
= (PRI RIIVI(X 72)) = (VL T fvirs2)-

Refenje. Prems ‘granenju drvets i neznsfenim logifikin 0pérator1-

wa, loamo da je iskazna formula 1.59. Ispiteti dg 1i gu fdentifki istinite formule:

Br (1ATY) = (2 &Y) . o (X)) ALEY) = (3T ALY
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Ax, = {3 )(Vy) P(XY) -
b/ (b’y)(s'.x) ( y) N ) ) ) za skaiu mogudu kombinaciju vrednssti istinitostd prostih fs- .

Refenje. &/ Ako postoji x da za svaki y wredi P/x,¥/, onds ' keze od koj:!..h. su £ 1 % sastavlijeme, formule # 1 B popri-
pogotovo zé svaki y postoji x tako da vredi F/x,y/. Iskazne me medjusebmo jednake vrednosti istimitosti.

formula je dakle identilld istinits. b/ Ako za avsld y posu- Ispitivanje logifke istovradnosti najbolje se sprovodi
toil x takav da Je P/x,y/, toc joB ne osigurava da bi posto- prexo tablice istinitositl, a &to demo pokazati na datom pri-

jao x takav dn za svakl y vredi P/x,y/. Peormula dakle nije rerd.

identitki fatinita.

¥y T2 (x3y)A{xa3) yAE xa(FAR)

! X ¥y B X
T T T T 7 b4 T T
1.60. Date au dve ilskazne forzouls T o7 L bt 1 1 L i
T LT 1l oL L L L
£1pva Tl L 1L 1 L L 1
L T T T T T T T
-
Z2(1pA79) o LTl 7 T T L, =
Dokszati da su 4 1 B  logilki istovredne, Sto demo pisati 4 =7, / i JJ-' I g g g i :
Refenje. Primenime tablicu istinitostd za sve Xosbinacije ]
vrednmosti T(p} i Z’(Q)- Kako Jesta 1 ?osled.njg kolona imaju medjusobne jednmke iati-
nitosti, to tvrdimo da su iskazms formmle £ 1 /A logidki is-
» a4 pva Tp q IpAaiq 1maA ) tovredns. '
T T T 1 L L T
T L T 1 T 1 by 1.62. Provariti sledade okvivalenci]e:
1 T T T L 1 T .
11 1 T T T 1 ! a/ (x=29)es 1xvy,

of E =y e XATY
Kako treda i poslednjae kolora imaju jodnake istinitosnd vred- | - ’
. | of (X =y) &= (Ty =7X) -
nosti, to zakljudujeme da su formule f £ P logidkl istovred=-

ne, §to pifemo '('(Jf) e TIR) i krade A =B, ! Redepnia, Pokni.:Lmo reiienja olsvivalonaija pod b/,

1,62, Kada kaZemo da su dve iskazne formule # 4 P logi¥ki istovredne

x ¥y =y x=wy) ¥ xTATY
/111 ekvivalenine/ 1 to proveriti ra slededem primeru T T T 1 4 L
T L L T T T
Ar{x=y)i(x = 2, L T T L L L
L1 T 1 T L
B x=(yaz)
Redenje. Za dve iskazna formule # 1 3 kaiemo da su
1 g ; :
ogidxid istovredne /ili ekrivalentae/, ake 1/29
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1.63. Dokazati da Js (pPAQIV(1pAG): (P &= q).

ReBanjs,

W 1§ PAG PATE (PAQIV(IPATE)  R.eh g

P g

rT L 1 T i3 T T
T L oL T 1 1 1 L
LT T 1 1 1 L iR
11 T T 1 T T T

1.64, Dokazati da Je relacija implikacije tfrenzitivna, tj.
((ragdra(gar)) =2 (p=r).

RefBenja.

¢ G=r (A=gING 4r) par ({2g)A Gar)w(rar)

L]

L e e B BT B
A 44w
AR -]y
A= ] )
b LR B Y
-
e e B e T P
i e R

‘L.65. Doknzati sloldnée_ implikacije:
o/ ((4 4 B)=0)=(aA=(B = ),
W (A= B =(@AB) v (laA 18).
Befionje. Horistiti tablifnu metodu kao u prothodnom zadatku,

Eao Eto oe vldi 13 prethodnog wadetka, dokas so svodi na tau-

telogh it

1.66. Data jo iskazva formuis £1 (2= ¥)m 7 - Da 11 jo lskezna formuls’

tantcloglija 7
/30

Reenjs, Ds, T{#£) = T. Koristiti tabliou Lfstinitoati!

1,67. Ispitati tok vradnosti iskeznih formula;

a‘/ (x v y_l:\(z v ),

W ey vz =u).

1.68,

.69,

Refenje. Donosimo reienjs zadatka pod bf.

XY X U TesyY X 1T = U e y)virs = u)
T T T T T 1 T T
T T T 1 T L T T
T T i T T T T T
T T L r T T I T
T + 1 T L 1 T T
T L T 4 ES 1 T T
T L 107 1 T T T
T 1+ 1L a4 n T 1 T
LT ooT oy 1 1 T T
L T T n N 1 T T
4 T L T rs T T T
e T L 1 L T L T
4 1 T T T 1L T T
ER 1 T s T 1 T T
L L L T T T T T
L L L + T T I T

Ispitati tok vrodnosti istinitostl slededih formala:
8 (x=y) = (=Y = v,

o (=) = (=YY s v),

of (=) =) = (X = (y =a))

& =) Ay eI = (xoay) .

Refenje. Postupiti kao u prethodnom zadatlku,

Ra zeadanom drvotu odrediti hijerarhiju logiZkih operaclja i napi-
sati odgovarajuéu iskazoy

formulu,

Re¥enje, NajaZa logidknm
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opermoija” na zadanom drvetu js implikssija = , & BEto as

vidi 1z sems iskszns formule ('l('la)\'(_br_\c))z-.;\-(c ¥{b=q}) -

1.70. Napisatl gimbolikom mstsmetifke logike alededs iBkaze:

a/

13
of

za svaku tadim ¥ 1 svaku tadkm ® peatoji semo jedna prava n
odrediens tim d.vom.n tglkama.

Zs svako-x, ako j» ¥ + a = 0 onda 8 x = -3 .

73 svalku taiku A van ravnl o« poptojl érnvn p koja sedril A

i paralelna je sa of .

RoZenje. of (va)(vw)(FIn)(MER A NE »).
Y/ (Va:)((:c F@&0) =p (L =-a)) .

of  (VAYIR)(ABol => Aepa p UeL) .

1.71. Ispitay ds 11 je jdeontiiki istinita iakazna formula:

a/
v/
e/

(= => ¥) =x)=x,
(x= ) ={& = 2) =(x = yAG)»

(= y) = ({x=21y)=1x).

‘Redenje. af Tx=y) = x) =T, T} -4, feje T =y)=d

Sto jo nemogude iz ?"(‘x')ri. b Wxay)=7, WX-Z)2(* ayAZ) =4,
dakle T(XSZ):T, T(X= yAZ)sL . Kako je T(*sy)=T(x=s1)=7
s0add bilo T(V=TM=2(T) =7, Bilo. T(x}= T(PI=T(Z) = £,

Gto =e oboje protivi Tf!:;m Z)=L. & TKAY)=T, WXHTY) 73]
doxfe Tx=7y)e T, T(1x) =4, lefe Tx)=T. Odavde dolezi dn Lo moie
vt amp y) - T(x = 70),

1.72. Ispita) da 1i su istovredas formule ovih parova:

a/
b/
of

Hxvy), TTATY;

xAy), TTVTY,

r=(y=sx), -1'4y=az,'
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.73,

o (T 2y) =i, T (y=2),

of (x=y) =»(f=u), (Tea ) (¥ m4).

Refenjs. Poatupiti kao u zadatku 1,61,

Neka je N skup _poxiti\mih priradnih brojeva, Koji od navedenih
iskaza je talan, a koji netafan ?

a/ (vxew)(Iyed)(x<y);

b  (FTyENN VX e)(x<y)

of (VIEWN VYEN)(FZE AN X ry=X)

& (VIEMNVIEN)(Tyer)(x+y ~T)

RoBenje. a/ Iskaz Je tafan, jer od avakog broja iz H poateji
veél; b/ Iakas jo netalan, jer me pomtejl néjveéi pezitivnd '
privedni brof; o/ Iskaz je t-a(‘ian., jer je N zatvoren skup u
odnosu ha sabiranje; d/ Iskaz jo netaBan, jer N nijec zatvoe-

rea skup ¢ odnosu na odugimanje.

1.74. Proveriti sledede Jednokosti:

s/  H(Yx)P(x) =(3x) 7P(x),
b/ TEFX)P(x) = (¥X) T P(x),
e/  Tvx)TIR(XN = (3x) PX),
& H(3x) TP(x)) = (vxy ALR) .

Refenje. 8/ Trivijalno, ako postoji x za keji nije P/x/ onda
ne stojl d¢a za svaki x vredl F/x/; b/ Ako nije talno da pesto=
34 x 2za koJi wvredi PF/x/, ondu za svekl x vredi dr ne atoji
P/x/ & obrnuto ; o/ Ako nije istina da ca svaki » vredt «a

3/ x/ wlje iapunjeno, onda posfojl bar jedan x za koji vredi
$/x/ 1 obratnoy d/ Ake nije istins da postoji x za koji B/x/

ne vredi, onda za svaki x vredi Pfx/ 4 obratno,
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Dragan TRIFUNOVIC

it TEORIJA SKUPCYA

Skup je celina izvesnih r a z 1 i X 4 %41 h  objekata koje naniva-
mo elomentima skupa., Skupovi se obeleZavjiu velikim slovimm, a slementl
akups malim slovima. Postoje vi3e nafins predstavljanje sknpova:

1° AXxo su &,b,c,... slementi alupa A-, tada sa akup A oznalava sle-

deéin diskretnim oblikom

A= {a,b,c....} :

2% Ako elemsnti x mkupa A imaju cacbinu P(x), tada se skup A cznaSa-
va u slededem obliku

a = {x| P}
°

3

A = PG, gde skup A ims znadenje du¥i PQ, ita,

Skup se mofs oznaciti 1 keo goometrijakf ili drugi objekt, npr.,

Akt Je prazan skup B slkup bez elemenata, tada 84 pri analizi sa skupc
¥ima _uvak podrazumeva da je akup nepraezan A = 0 1 da je f u eastavu

akupe A.
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Shematski, radi ilustracije, skupovi ge prikazuju u odliku 4ljsgrs-
ma kao na primery akups )
A = [n.b,c,p} .
Ako sa skup predstavlja u diskret-
nom obliku, tada skup . ne zZ a-
viada1l od poretka kojim ou dati

njegovi elementi, Na primer, slku-

povi {&,8,b,b,b,¢}, [c,0,a,b,a},

{n,b.u} modjusobne su jednaki.

Skupovi mogu biti komadnd i beskonadni. Ake je n prirodan broj, ta-

da je skup A -{xl. Fys Xgpeaey xn} od n olememats Iy, X,) Zypeee, X,
konattamn, Jodan siup Je b e sk on e d an ako je broj njegovih

slemenata nekonadan.

Odnos elamsnt - skup /relacija €/

Odnog nioment.a pProwR Biupu mofe biti dvejak: “elemsnt pripada
il ne pripads sglupu. Za ovakuv od.;loEl izmedJu |lgm1_1ta 1 skupa
uvodl ae oznake € Loja ime gledelo zpaienje. Ake Ja x element skupm A,
tj. ako element r pripada akupu A, tade pifiemo

xEA
111

Avz
dto je istovredno, Ako gkupu 4 ne pr-j.psda element x, tada ova] odnos pi-
Heme ’

zdi 11t xnan €4 "1l (XCA).
Ta primer, ako je skup p_rj.rodﬁ:xh brojeva

K={2,23,..]

I1/2

e

tada Je BEX, all VI{H -Eto mofemo plsati 1 ovako Y CELZ AT
Znali, u opiten sluisju mefe hitd
Ichva(xed)

sa valjanoEéu logitke istovrednostis

-r(ze A) = xd i .
Navedimo job eledele dvo omobine reloolje ¢ ¢

1° ko je A prazen siup (4 =$), tada ne moZe biti TEA ni za

kakavy x, Hto moZemo pisatl owekd
(4 « B}~y 1fx €a)

2% 2a svaki predmat, objekt, elemont,..., * vaii X ¢ x, odnemo

€ [x}. #to mofeme planti covake

(vx)(mecxa zg{x}h

Inklunzi i

Inklurija js relaodja uperedjivanja medjuz skupovims. Ako su A 1 B
dva mkups, pa ako je svakl slement skups A alemeat i skups B, ksiemo da

Jo skup A d e o 1131 podns kup skupa B, tj,
A
AcB& (vx¥x ek = xe B)

gde je C emak za inkluziju /podakup/ kojeg Je uveo talijanski matemati-
tar @, Pesno /1858 - 1932/, Ha narednom di jagramu pokazana je inkluzi ja

msdju slunovima A i B,

o A2
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KoZe 88 piénti ACB 411 B2A Eto je istovredno. iko nije AcCB
1 nije BCA, tl.
I(ACE) A T{BCA)
tada kaZfemo da su skupovi A,B neuporedivw 1, a Sto me vidi i sa

di jagrami « '

Zs relaciju inkluzije vafe sledede crnake:
1° & c A , relacija inkluzije jo rofleksivnajy

22 (AcBABcA)=(4= B); relactjainkluzije Je entisimetrilna;

3°(ACcBABC ¢)=5(a ¢ ¢), relacije inkluzije je tranzitivaa.
Prema ovim osobineme inkluzije mo-—
2emo zakljuiiti, da Jje inkluzijs

relacija p or e t k a. Dalje Je,

4% p < A, Eto je trivijalno,

v

Ako dva siupa A 1 B ndsy uporediva, tada so pide A ¢ ﬁ. 111 A non CB
111 (a € B). l

U smislu negaotjle relacije € 1 < koje pliemo-

-;(xe Ay=xd A,

(k< B) - A¢ B,
_k.orj.sno je u vi¥e slufajeva pilsati simbolikem logike fleva strana/, jer

g¢ diraktno moje da sprovede kompletna pravilnoat o logidkinm iskazima,

Na primer,

I1/4

VLY (EEAAACE) = (IV) (T EARACE) =
= (FX(T(LEA) vI(ACBY = (Fx)(xdAvAg 8) .

Jednakost gkupova

Za dva gkups 4,B kaXemc da su jednaka sko je istodobao ispunjeno

AC B 1 3ch, ti.
(4=8) e (A<BABcA).

medjutim, ako au skupovi dati u diskretnom odliku, tade su dva skupa

jednaka ako i samo ako se sastoje od iatih alemenata. MHa primer,

{1.1.2.2.3,3.3] = {1,2,3} .

UniJja /zbir/ skupova

Axo su A 1 B dve ma Xkeojs nepraznad skupa, tade ae pod unijom skupova
A 1 B podrezumeva gkup svih elemenata koji se nalaze u jednw: od wkupova

A 1B, tj.
AUB=fxlzeA v e},
gde je (/ operator unije. Unija se Sesto obel: ava kao A + B, gde opera-

tor sabirenja nema uobidmjeni smisao. Svakako, da se gornju definicije u-

nije moZe i ovako iskazati

(YXP(XEAUB) = (x4 v TEP) -

Xako dva skups mogu imati tri medjusobna poluzaja, to smo wniju dva

skupa A, B prikezall dijagramima na slededéi nadin:
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i //:'3*;
¥ KX

¥a pr,tmr; 78 dva skupa A = {1.3,7} i B e {3,6.8} imamo da e

AUB® {1.3,6.7.3} , 211 za 2 s{a,b,c,d.u} 1 B = Lc.d,e} ja AUB =

w[2,0,0,4,0) = &, £11 za A= {1,2} i B={7,8) je AUD = (1,2,7,8}.
Uptja 111 zbrajenje akupove ima sledoée pacbinar .
1° Aui = A /idempotentnosp/,
2° AUD = BUS /komutativnost/,
3° (AUB)UC = AMBUC) /easccijativnoat/,
4% (AUB)UC = (AUC)U (BYUC) /ilatributivnoat/,
5% Py » AUS = A /neutralni element/,
6° (AcB)e>(aUE = B},
gd_o m A,B,_ff“ t’ri proizvoljne skupa /osobine su navedene bez dokaza/.

Tnija od n plapova Al' Ay, A:,,..., An-l" An obeleiava ss akradsno

Jo5 kmo

n
KL_,: Ag A 0B UAL U ... Uk,  vA, -

Uopdtenjm, ako jo {“1}151 femilija /kona¥na 111 nekona¥na/ skupo=-
ra “i' tj. sko Je avakom indekau 1' iz skupa I pridriZen nek{ skup Ai »

tada pod izrazom

U A
[XF4
podruzumsvame skup kojl sadrfi ave one i samo one elements, koji au ele-~

nenti od bar jedneg izmed)ju gkupsva "1‘ Ovo moiemo 1 oveko napisatd

II/6

A = fotFien), xeA ] .
el

Neosporno, da iz ovoga sledi

(x -ﬁ)#(%ﬂi-ﬂ) .

Freaek skupova

Presek 111 zajedniiki deo dvs prolzvelina, neprsens akupz 4, B jo

skup svih eleémenata koji istodolme pripadefu i ekupu A 1 slupu B, &3,

ANB - [xjzednzxes)

gde Je /7 operator presska,

Presek se job obelaZave i kao A:B 11 4B, gde operator rmofenja
pemy ucbifajeni smisao, Primatimo, da =¢ goamja definici ja prosaks moie

1 eveko napisati

(VX)(XE€ATB) e (XCAATES).

Srafiranim poljem ne Yenovim dijagres ma ilustrovan Je pressk dva

~ e

St TCAC ) Sty 704 8) Stwéey A <8,

akupe

Na primer, za dvwa glmpa A = (2,8,9,11} i1 B u{s,S,'B,lO,ZLI} pressk
do ANB = {811}, iliza A=2,8}1 B efl,3,9}f0 4B @, 41t

26 A= [l,b,o} i'B = [I.b,c,d..,g‘} je ANB -‘{a,b,o} o A,

U drugeh slufejun /Vemovi dtjagresd/ dve Bkupa nemeju predek, tj.
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ni jodan zajednidkl elsmant, Za takva dva skupa bez zajednilkin slemenata

/preseks/ wale se da su disjunktpa i pilie
ANB = P .
onéi. v ovom sluiaju je A N B prazan skup kojeg smo ranije defl-
nisali ne slecedél macin
(A=gh) & (¥X) T(XEA)
obratao ako Islimo ds naglewimo du izmedju dva gkupa A,B postoii
preask, pisademe AANP A 8.
Presek dva gkupa ima sledede osobine kojo ovde iznosimo bez dokaza:
AN A = & [idempotentnost/,
2° AaNB=10 n & Jkomutativrost/,
2@ (AﬂB)ﬂ ¢ = AN(BNGY /asocijativnost/.
& (ANBINC = (ANCYA(BNC) /adatributivnest/,
8¢ AP apAAap,
6° (hcBI=(AAB = A) .
19 (ANBINC = (AU €} {BUC) /aistributivoost y prome A/,
g° (auB)NC.= (aNC) U (BAC) /dlstributivnest At prea U /.

Osobina 7°-1 BY pi¥iu gso kadkad 1 zajednor

(A4B)0C = (aCC)5(82¢C),
9® Aau(A A 3) = A /[apaorptivooat/,
100_‘ AN(AUB) = A /apsorptivooat/,
Gd_b 8u A,B,0 proizvolini aKupovi.

Presek od o skupova.dy, Ay A}""'A-n-l’ Ay cfbeluéava ss skraéeno

II/8

n
SfAk'Aln‘AEn JL:’n ere AL 3T AL

UDop&tenije, ako je {Ai} 1€7Y familija /konsSna ili nekonaéna/ sku-

pova Ai'

tada pod

tj. ako je svekom ideksu i iz siupa.I pridrufen nekl siup Ay

UZIrasom

A
r L

podrazumevame skup koji sadrEi sve ona slemente koji su slementl avakog

od skupova A

4 Ovo piSemo 1 na slededi nefin

N ko= fxf(vieI), ze A}
€r

Proma ogobinasms pregeka, imamo 1 ovo tvrdjenje u genmeralnom oblikm
N

(7!

WA aper(xe))saca}ier) -,(QIL,_ -9).

Diferepcija dva skupa

Diférencija /razlika, oduzimanje/ dva skupa analiziras se u sledsdéa

dva slucaja:

10

20

Ako skupovi A,B nisu uporedivi, tj. ske je 4 € B),

Ako su skupovi A,B uwporedivi, t3i. sko je A < B.

U prvom sludaju razlikujemo o b i & m u diferenciju koju obsleZa-

-vame sa A

Aa B ili

B 1 simeatrié&nu diferenolju_koju obeleZavamo ae

A+ B, U drugofh sludaju diferencija je 'k omplemen t

skupa A koji se obelefava A’ 111 € 4 111 4% .

0Obié&na diferenci ja, Pod obtidnom diferencijom skupo=

va A 1 B podrazumevamo gkup A B svih elemenata koji pripadaju skupu A4,

a ne pripafdaju skupu B, pod uslovom 7T(A<E), tJ.

AvBsfzizedazes)} , I(Acs).

TT/Q



Ea primer, ©a skypove 4 = fa,b,0,d}4 B =fa,b,e,f,6} fmamo do Jo razli-
ka A Bw={o,d},

Ka Vanovom dijagrsmm frafirenin poljem prikezena je nzlikalskupo-

¥va A ~B.

Primenom ekakluzivne disjonke 4 Jo definiod in zimetri¥ne razlike

mofswo 1 ovako papiseti

AaB x fx|xen YxXed] , J(4cB).

Neosporno, da ako mu akupovi disjunkind A/B = f , tedm je
Gornja definicija razlike A +B mole se napisati 1 u ovom obliku

AaB = (Ar BYU(B &) m AUB

(Yz)((xGA \BY) &= (XeAA xes)), (Ac8). . ] Simetriina rarlika ima slededs. caohine:

iko je WWACB) tads n kompozioiji dva skupa poatoje -dve razliks 1% Sinetri¥na Tazlika e interna operscija u skupa B, tj, ekup B

4+B 1 BAA *i keo kod uobidejenog eduzimanjs treba puziti na nejedna- Jo zatvoren skup u odnosu na opermeige a

keat ovih rerlike ' i (ACEABCE) => paBcE . VA,BcR.
f

A8 ¢ 8 va , (vxed)a(vxe ). 2% as001jativni zakon je {epunjen

Ako sz skupovi A,B disjunktivnli ANB =P, tada Jo A\B =4 1 ‘ (AsB)ac ana(ner), VA,B,0CE ,

BV\ A =B, ti 3° Kormitativnl zekon jg idpunjen

= = (Ang =4}. .
((AB=A)A (824 8% (Ans =d) AGBwBaA, ¥ AB,cCE
Navedimp dn za raglilu vafi 4° Heutralni 111 jedindZny ¢lement skupa E.u ocdnogu nae operaciju A

ANpud- 4 PNA=f, &o prazan skup f, Jer- je-

&to direktmo proizilezi iz oacbtine napred izloZens. AeDwAh A Padwa, vAcE

: [
Simetrid&nes razldlka, Pod simetridnen rarlikowm dva . 57 Inverzni %14 simatrdiing

elezentr gkups E u odnosu na onperaolju 4
skupa 4,B podrezunevamo uniju obifmih razlika A~B & By, t). o
. ' A-l = A
AsBz(A-B)u(sA), |

sa uslovon da je '7(;\:3) /Vidi Venov di jsgram/. -
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jor le

1

AAA'l.p,\A"AA-p, YACE .

prena ovim osobinawa moZemo zakljuiiti da Je strukturs (2,4) komu-
tativna i1i Abelova grupa, pri Zemu je skup E partitivoi slup gvib pod-
gkupova A,B,C,... fo ovome videti docnije/ .

Kompleomen t. Ako au dva skupa A,B uporediva, npr., AcB,
tada se razlika B A naziva komplementom skupa A /obzirom na skup B/ 1

BudAw A m €. A = 4°

ogpadava sa B
Znadi,

A' = By = (x| 1(x6A)A T €B}, ACB.

Naredni dijagram ilustruje komplemsnt skupa A u odnosu na skup B.
Fa primer, ako

B=fx]1x-11$4AXCR]

A=fxfixis1 axeR]
tada Je

A'= [-3, -11ul1,5]

Bto je prikazanc na R-osi.

’ ]
. A A A - =3
Foasttt eyttt b + Tortrtrtrtptybiptylpigt iy gyt ot g
- ? -1 o 4 5 N
i
e e 2= B o mmmm e e J

‘Pojedine elementarne stavove o komplsmentu skupa ovde demo izloZitl

kao oéobina komplementa /bez dokaza/.

1o Komplement skupe ima ogobinu involutivnosii, tJ.

(&') = A 11/12

Q

2 ANA* = p.

3° AyA* =B, ACB.

4% avB = AAB', (¥4,B)a(AcB)

Demorgenovi obrasoil

Engleski matematiar A.De Morgan /1806-18T6/ poatavie Je osnmowvni
stav ¢ komplementu preseka i unlje. FPodsetimo d& je ovo isto ufinjeno i1

26 negasiju konjukeije 1 disjdnkcije.

Demoxrganov Btav, kojli se obifno nhaziva Demorgamovi obrasci, glasi:

"7a dva skupa A,B vais sledsde dualne relacije
a/ (AnB) =A'uB’,
b/ (AUB) = A'nB'."
Demorganov stav dokazademo dvojakot
a/ (ANB)Y - A'uUB'.
(ANBY = [x]XE(ARB) = [X|XEAVXEB) =
“f{xlx€A'vae B )= {X|xE(A'UB )} A UB".
Iatim nafinon mofe se dokazati i obratmo
Aus'=(ans),
te u stavu pod a/ mo¥emo pisati ekvivalenciju
(An8Y <= A'ug'
v (AUB)Y'=A'NB.

Priméﬂimo wakon logidke istovrednonti /okvivalentposti/ za.dnkaz

drugog dela Demorganovog atava. Naims, ako'primenimo tablifrmn metody
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1§pitivanja istinitosti para iskaznih formula (& UB) 1 (&7 5°) 1
ako ove formule imaju jednake istinitosno vrednosti, taa Je i dokszan

stay pod b/

xei x&B  xe (AUB) xe(AUB) xcd xeB uca"p’
T T T £ A | 1
T 1 T L 1 T L

1 T T 1 T 1 1

1 1 L T T T T

FPartitivai skup

Meka je 5 zadan skup. Ako dslove /podskupovt/ ovog skuna obelefimo
as X{%c S} , tada skup gvih podakupove X bd akupa S neziveme portitivni
skup i obelefavamo ga sa F7(S) 111 Pu. Znaéi,

.P(s)zifoXcS} .

Treba kazeti, da u podskupovo X ukljuZujeme prazan srkup £, koo i saa
skup 3. ) -

Pestupak cobijanja parti-
'tiunog skupa mouemo sairati
kae vrstu transfornacije /funk-

cija/

P:5— Prs),.

5

prelaza o skuph 3 na axup Fal,

Primer: Teka Jjo § = [a,b.o} , tadz Je partitivni skup

P(s)= (9.0}, (8], (¢}, (a6}, jo,cf, (b, ja,0.6)] -

I1/14

Osobine pertitivnog skupa eu aledele /bez dokaza/:
1 ((xes) = x€ P(s)) e (X P(S)) = (XES)), ¥XES;
ge Prs), ¥3;
3 (xes) = (fx}e FPrs)), VYIES;
4 Se Pys)
5% P(ans) = P(4) 2 F(8);
6°  P(4UB) > PrA) v PrB);
Napomenhimo, d& smo kod elemenmta pertitivmog skupa upotrebl javali

relucije € i sko su elamenti partitivnog skupa akupovi /pod-

gkupovd/ te je opravdanje pisati relaciju uporedjivanja o

Broj elemenata partitivnog skupa u zsvisnosti js od broja elemenata

. . n
akupa S. AXo skup 5 ima n  elemenata, tada partitivail skup F(5) ima 2

elemenata /podskupova/, £to moZemo piaati kao funkiiju

n - 2n, negN.

Na primer, za jadiniZni skup {x} y bartiiit i skup ima dva elemen-

ta (2% = 2)

P(ixpy={¢, [xX}}
itd,

Primedba.- U Imjizi dr, D.Kurepe [1] sam prouis dokaz vewe n— 2.

Xombinevani proizvod

Uredjeoen je elemonata skupa. Na elementimza jednog skups uvodi
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uredjenje u smislu strogog odredjivanja redosleda /prvi, druzl, tredi,../
medju vlementims. Tako se pgoveri o uredjeno] dvejel Sparu/ (a,b) , ure-
dienoj trojei (a,b,e) , itd.

Ako su a¢ ik L belb, tada se pod ured jenom dvo jkon

podrazumeva Dar

(a.v)
ako jo elezent a proglafen prvim, a b drugim u tom paru. Elementi ure-
djenog cara nazivaju ese prva L druge k oo rdinoa tae 1li prva 4
éruga projekcija uredjenog para. Na primer, /8,72/ je jedan uredjen par
prirodnih brojeva. Dobro poznati kourdinatni sistem xOy Je dvojka od dve
brojevne os0 5 istim pofetkom.

Ims viie nofina definisanja ursjesnog para, hpr. proko jednoznaloog
preslikavanja ili kao Bto jo, recimo, over "Uredjens dvojka elemenata

ailb je
(a.5) ~[{a}, fasj}"
Veoma vaien lakaz xod uredjencg para je sledeci stav:
(a0} = (e4@)) e (@ = e)a (b = 4}),

tj. dva uredisna psra su jednskse ako i samo ako gu jednaki prvi element

sa preim, i drugi element sa drugio.
Red ursdjencg para (a,b) uvedimo imverzan 114 31 me ¢
rt&an uredjen par koji je po definiciji
~1
(a,p) = (b,8).
gnaéi, inverzan ursdjen par fu crnoci na -1/ dobija se promenom elemena-

ta. leosporno, da je u smisiu inverzije uredjen par {invelutid -

v a n, jer jo

I11/16

- - f
({a.5) ’) < (a@,b) .
S511fuim rezonovanjem mo¥e s definisati i uredjena trojka

(a.b,0) = ((a,n) <)

kod koje takodje vaZi atav:

(al,- bl, Bl) = (52' bz, 02)@(-‘1- “2) A (bl- b, ).'\ (ol- "2)
itd.

Primetime, da uredjoen par 111 opiite, ;redjena a-torks mogu imati
Jednake plemente, Ha 5rimer, (a,aY 111 (a,b,a) 111 (a,a,a), itd. Treoa
obratiti paZnju de su uredjens trojke (x,y,x} 1 (x,x,y) ngd jusobno raz-
Lidite (za uslov x & y) , dok su alupovi {x,y,x} i ix,x,y} medjusobno jed-

naki.

Kombinovani preilevod. Za dva proizveljna nepraz-—
ne slupe A,B kombinovani proizvad A xB /Eitej A puta B, 113 A ¥rast B/

Je skup svib uredjenih parova {8,b) pri Gesu Jo ach 1 peB

. AxB = [(a,b)] acan beB}

Po francuskem metematidaru Rene Descartes /1596-1650/ kombinovani,
predzvod A x B naziva ga JjoB Karterijev proizved, Dekartov profzved 131
lo¥ meBovit Proigvod, direktni proizvod ftd.

Pri i '
mer: 28 skupove A u {a,b,c) i B -(1,2,3,4} imamo da je De-

kexrtov proilzvod

AxB s {(a1), (8,2), (a,3), (a,4) ) (011), (2.2}, (b,3).(0,4),
(0:1), (222), (043), (e,8)} &

Oblérno se Dekartow preizvod A x B prikazuje grafitki u vidu m r e-

£ e koo Eto Jo te pokazuno za gkupove 4 i B
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PR

(za) (2,6) (z.c) (z.d) .. ... .
(3&) Cpod () (gd) .o
(ra) (8 (tey(xaly ... ..

L I~

X a & c g

_.Sha-mnt:lziranjq Dekartovoeg preizvods sprovecdmo na slededl nedin:
uzimkrzo dva orfogonalna pravca, kso nozala skupova A 4 B, tads A x B Zini

_Ppravougrontk” konstruisan nad A 1 B.

Za prikazan primexr lmpamo de jeo grefik Dekartovog proizvoda

Kombinovani £1i Dekartov proimvod A x B ime sledede omcbine:
1° axd-0, vy

2° pxhap, Vi

3% px Pty

L]

4~ Komutativan zakon ne vaZfi, ali je ispunjenc

I1/18 °

(A xB=Bxa)ea(r=r);
5° (AxBcXxt) (AcXABcY);
§° (AUBxC = (Ax0)u(® xC) - distributivnl zakon X prema U;
7° (a0 B)x ¢ = (A xc)n (B x C)- distributivni zakon X preman g
8% 7Ze dilo kojl skup ScA x B \u‘edji'.;lih parova {6,b) odredjen je
i ekup 81 avin uredjsuik inverznih pareva (a,b)'l
s7l . {(a,b)"]‘.l (s,0)eScAx B} C B X A

Kako je S5CA X E gledi g™t

1

¢ B x A, te odavde zakljufujamo da ne mora

bitd S Cc A x Be

((ScAxB) = (s7c8xa))= (S 'cAxB)A (5T AxB).

Ako su skupovi Jednski A =« B, %¢3. ako Je specijalno A x A, tade ae
ovaj kombinoven proizvod naziva k v @« d r a t skupa A /ili Dokartov

kvadrat/ i baleii

A e hxAa [(a,b) [ measbed]

Podskup A Dekartoveg Kvadrata Az(ac Aa) konstruisen od uredjsnih
parove (a,8) (&€ A) zove se d i jagonala skupa Az
A=f(a,a)iaed} ,  acat
Priwer: 2o skup A = [1.2,3.4} grafiki pokazati 2% 4 kvadratovu

¢ijagonalu A .

I1/19



A2
4w
(EAT 2
A 3. ° .1 i
2. M
W {n3) tnu)
‘o . ¢ a

.F\z - {(lli)j(llz)l(IIJ_)I(llq’)l(zll).(2I2)l(2'3)l(2l4)'

(30,032, (3,3), (3,4), (4,2), (4,2}, (4. 3), 3. )}

4 = {(1.D,(2.2),(3.3).(4.9)]

Primetime, prems ovonm primexu, da je odnos uredjencg para (a,b)
2
prems njem: inverznem pary (a,b}_l = (b,a) u Dekertovom kvedratu A"
-1
sipetrifan u odacsu ne dijagonslu & . Npr., (4,2)7° = (1,4

Dekartov proizvod dva skupa koristimo da analogne definiZemo i pro-

izvod wise skupova
[ VB €A A L
Ay X Ay XA X ow X b = {(xl.xa,xj,...,xrplnlea.lf\ B €A A A €A, .

Avve nnE -‘\n}

S1iinc se definiZe 1 potencija A" (nEN), kao i odgovarajuces dijego-

nala.

O - [(a.u.a...., a)] aeA} .

Zedeoi 1z s kupova
2.1. Odrediti sve elements datih skupova

af A= Eltzijla}l b/ B = [°1'°2"1'°é'°3} ]

11/20

2. 3.

2.4,

e/ ¢ s{l1,1,2,3}, r:t/ » =123},

o/ E-{1,3,1,1,2,2, {1,2},{z,3 i}

Redenje.

a/ lea, 26Ay JeaA, Bea;

v/ 8, < B, #5368, 65e By

ef 160, 2e¢, deg;, df (1,2} Dy e/ 1em, 2€E,
{1,2)cE, {2,3}cE.

Heka je x' ozpaka z& slemente skupa A - [6,7.8,9,10}. Odred! sve

vrednogti x da bude taZnn glededa formuls;

a/ xg (6,7},

b/ x¢{7,8,91,

T ef xe{6,1,9,10}, o/ =xcf4,5,11,12},
Redenje. o/ 6171 W 7,819 o/ 6,7,914 104

4/ nema redenja,

Jor f4,5,11,12} ¢

AXo gu skupovi X = {:,yj s Y m [z,z,yj i 2 -{y,z} ,» tada jopu-
niti slededu tabelu istinitosnim vrednostima: '

Da 1if su sledede al.:upovne Jjednakostt ispunjene:

8/ (a8}~ {a}, v/ [a,b,b,c.a,e.c,c} e .[a,b,C},

o/ {1.2,2,3,} - [1,2,3), & {1,1,2,4,4,4) » {1h2.4) .
Refienfs. a/ day t_:/ daj o/ da; d/ da.

11721



2.5. Na brojevnej linij. /R/ pokezmti da inkluzije ima osobinu tran-

zitivnogti. Resonje.

- a/ I = (1,2}, {2,3}],.{2.3)
Rafenjs. Osobips transitivnoati inkluzije glasl o X e {1.2}, [1.3]'

(ACBABCC)=> ACT , : o/ X au (1'2}_
Eto jo prikazanc na brojevmoj limiji - Nepomenm. Skup A mo¥e gse napisati i ovako A = {[1,2], [2,3},{1,’3}}.
. ., 8 1 al - 2.9, Hapiul.ti izraz za 4ijagram:

2.6, U kakvoj su vezi aledeéi skupovi: .

a/ A -=f2,2,1}, B {1.1,2,3,2}, ¢ °{2-2'3v3-‘-’j :

kefionjo., MoZeo se napisati vie akupovnih Lfzraza za zadan Venov
o 4={2,35), Da(5342};

dijagram, Ovds dajems jedno refenjs
e/ ae[ly?¢e.0)], Baf{1, 06,6},

EnCegla(B8cAACcA)) = (BuUC)c A .
Redenjs. &/ ACBAACC, B =Cy B ACB; ¢/ Bca, (¢ ) ) ( )

2.10. Datt su skupovi 4 = {1,2,3} 4 B w {2,4.7} . Odreaits anpy, Aus,
2.7. Popuniti .sledec'u dve tabeles istinitosnim vrednoatima: AND LB,

¢ [{xn2.3) [2s.8) - ”{1.2} 2,3 Refenje. ANB ={2}, AUB =[1,2,3,4,7}, ‘B wf1,3} 4 B4 = [4,7}.
{r.2) {2,2} i
{3} ' {2,2,5 |
(3.9} {1,2,3 : 2.11. Neka su okupovi A,B,0<5 = {a,b,0,d,6,f} tekvi da je
/1 AANB =jb,e}, ' /2/ AUB = {b,e,d,s,1},
2.8, Oboleiimo sa X podakupove skupa A = [[1,25,[2,3],{1,3}, [2,1”. /3 AnE =(v,c,t, /4 KUC = (a,b,c,e,f} .

] 1 ku dnedine'
Reiitti sledaée a povne neje ! Odredlti skupove A,B,C.

: (e {1,2}.
a/ xc[l.?,;} , b/ [1}ex i cf }.c{ } Refsne. Za prosek /1/ 3 /% mame da o

b8 eAnB = (b,ecdnb,e58),
11722 :
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bye,fcant = (b,e,fehab,o,£eC), .

te jeo odevde b,c,e,fCA; 9,8cB; b,c,T&C (%), S5Slifno, iz unija 2/ 1

/4/ dobijemo

Q€ Aul = (acdvacl); afAvd = (addvats)

&to ukljucujo de je agC(* %), Dalje imamo da je

dedud =-(deAvdeg); d¢AvC 5 (dgAvdeC),

Sto ukljuduje de je d&B (wwxd. Iz ovih zakljufaks imamo da su skupovi

A= {b,o,o,t} y B = [b,e,d} i Ca ia.b.c,f} .

2.12.

Za uslove reienja iz prethodnog zadatka izracunatl aimetyiZnes di-

ferenclje As B, Bal, CaA 1 pokagati da vredd amoci jativni sakon
¢

(Ao B)ac = as(Bac),

Refionje. Koristedi definiciju simetridna dif;rnuciju imamo dlrek-
tho da jJe

K8 w(arBYu (BN A)efe, )y (4} = fo.1,0) ,

BaC -.én velu(cB)mfe,q) v [a.e,2) = {a,a,c,d,r} .

coa =(C \.Qu(mc)- (2juie} = {sio].

Asocijativei z.fkon dokazademe direktno iz uslova zadatka,

Imamo da Je
(aaBlaC = {c,f,d]é{n,‘n,c,f} < {s.b,d},
A4(B8C) = [b,e,0,8} 4 {a10,0,d,2] = a,p,d ,

to Je trebalo 1 pokazati.
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2.13. Dokazati jednakost

E~(4uB) = (B> a)N(E~B),

gde su E,A,B proizvoljni siupovi,

Refenje. Direktnow primenom definicija navedenin operacija imano

gledade;

E+(AuB) «(xIzeEnx ¢ (AUB)}=
s{xixebalxd AnTd b))
=fxi(xeEaxdA)a(zeEnaxeB)) =

S{XILE(EA)AXE(ENB)]=(EAIN(EB).

2.14. Odrediti A ={x| XENA x < B}N {x|HNex > 5}-

Rejenje., A = {xl TENAS < x°< B} = {6,7}.

2.15. Dokszati jednakost
Ev{AnB) = (E~A)u(E> B,
gde su 5,A,B proizvelj:i skupevi.
ReSenjs.
E~(AnB)-{XIxXEEAxd (AnB)] =
={x;ern(x¢Av:c¢5)}=
={z:|(erAx¢A)v(erA:x:q[a)}=

‘={I|I€(E\A)VI€(E\B)}= (ExAYU(EE) .

ReSenje jo mozuée dobiti 4 na slededi nalin.

E-(AnB)=En(AnB) = En(A'uB) "(EnA)u(ENB') = [E\A)u(EB).
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Kako Je <= 1 ispunfjeno
(£~ AYW{E-BY=(ENA ) L(EnBISEN{AVE) = En(AnB) = E\(4B),
to moiemo pieati slededu eivivalenol ju

Ev(anBYe (B A u{EB).

?2.16. Dokxazaii da Jjo ze a,beR
<z < bl x| x ~% (ari < i ’b—a))
{x) a { 7 z 5 M
Resenje. - Iz ooobine skupa desne sirane fmamo da je

- %- (h-a) < x --;-'- (a+b) < % {v-2) ,

odnestho
N

1 (aet) - § (b-a) < x < F (ash) 4+ F (bma),

tj. @ < x < b Hto dovedi do osobime gkupa leva strane.

2.17. ¥eka sy 4 1 B dva naprazna akupa. Doknzati rolaciju apsorpcije

/za presek i uotiy/

Av(AnBe A 1 An(AuB) = 4.
fnefanje, Dokaw izvoedimo po definiecijx

(XEAu(AnB)) = (ZEAv ZEAA B =)
: AU(ANBY=A;
{TeAv(TeAaTEC)) & xeA

(LEAN{AVA)) &= (XEAATEAVS) &=
ANAUBY =4 ;

(LEAA{LEAVIELY) ¢ TEA

11/26

2.18. Prircdri brojerl razvratani sw u sledads podskupove

1), 23} fusaghe
zde n-ti podskup sea:lli n prejere. Odredit nbir ‘Sn brojeva u n~tom pod-

askuou kao i zbdr 3, 82+S e + 5.

Radanje. U

oo dats podskupeove sa 'h'l' L AB,..., An. Prvi

eleuanti pods.upsova By By fgyece By abrazuju niz 1,2,

43 Te1)y-es €134 je opdtl [lan

& = Lli2ed+o.at(n-1)+ &

n

n
1= 7 (n-17+ a8,

tj. prvi clement podskupa An' Na osnowvu ovoga, n-ti podsiup glasi

nip-1} n(n-1 nln-1)
ﬁ‘;: ={ 3 + 1, (2 F2heney T n} .

Yuko alementi pudskupa Ay obrazuju aritmetilki niz, to je zbir sle-

=}

canta u skupu A

Sn-%f%(u+l)+l+%{nf-l\+n]-%<n2+l).

ra lersfunavanje zbirs

n

Snzsk='51+32+53+.-.+5n
LER

imano <a Ja

5 f_ %(k2+ l) “%(Z kj . k> x'g- (n+l)(n2+n+2).

K=t Kad

Ked ovog zadatka korisne je ponevitl postupak dobijanja sledeéih
Suma

1 n
° ul+2+3+.‘.+n==-é-u(n+l),
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7.20.

52 = 12 + 22 + 32 4 oeas * n2 -% (mel){2n+1) ,

2
VSR LIS N ¢ I -j'l:- (n¢1)2 = (31)2 .

vadi partitivni skup PP(s) skupa S ={a, {b,c}].

RaZenje. P(s) = {91 f.“]n {b,c} ' {“'v [‘b,c]j} -
¥apomenimo, da pod partitivoim skupom F(a) skupa S
nodrazumevane skup svih podskupova skupa $ ukljudujuéi skupove

03 5.

ako dc shup 4 = {1,2,3} , tada odrediti istinitosnu vrednost is-

wsre f3,.3}C P(AY,

Dalanie. Imaco da ja

T({n3jec PO o7

ies 22 [1,3} posdsxup pertitivmeg skupa W/}

v

Fealow (0, 0F, f2h 3R 1.2 03 203) {1,230} .

, I P T L. s .
17 N A? q[“'lf' J}IJ’”I‘}J A, ﬂ{E,b,(d,jﬂ
5 :{v * JE, TR
R R L A e T LRI Y I
oltades Has w v o slme nEgpon candlU vyl eloneal g-luos
podakmps e satin webreti nfeguvi. soemanty, Prébe cos
iiknvntﬁél-ii WAL e GLTNG A peperig f, et 1

%

2,22,

2,23,

2,24,

2
S0 - (2n-1)(2n°-2n+1) ,

2

2
Sy, = 2n (2% + 1) .

ako jo A ={x) 5% 2 BaxeK]}, da 14 je

Refenjs. Kako jo x = 8/5, te x¢HN, to zakljufujemo da

podskup skupa prirodmih brojeva

Noka jo 5 ={y |4y -1 =1$AyeN). Dali §o5 =5 7

Redenje. Kako ja 9 =[5}, to S+£5 .

Odrsdi skupove ( X<€R )t

AcCu?

(ad NY,

A nije

A-{xlxz-QAZx-4} . B-i::lx/-z}, C-{_xlea-ﬁ}.

Refienje, A=fp, B=p € = [0}.

Da 14 medju skupovima £, {o} , {#} ima jednakih 7

Rofente, MNoma, Ohjasai!

Koyi 52 potratan & dovolian ualov da bi bilo

{a,b} < {c,dl .,

gGe 8u &,b,¢, P 4

Rafanjs, e < 2ad i .

1L/2n



2,27. Neka je A,B5c3 . Dokazati zlededun ekvivalenciju Deskriptivno pokaZi Domorgerovs formule upotrobem Vernovih dija-
'y - A1 L] hd - >

grama,
AND = P 4= ACB, E' =LB .
ozende: 2.29. Dati asu skupovi

iem ANB 2 L= {XEAAXEB) s (XE A =3 2 €5 B fa(ab); Ba [a.b,c} , {anc), Lanbj‘

= (xXgh x& B =4 Ac B "
> (xeh = = Da 14 su relacije A€B 1 Ac B taine ?

: Ac B’ x A x¢B'Y =y (XEA = X S+ B) . - . y .
= = = ’ (xe Redenja, Prve relacijs je vetalna, drugs je taing, 5te moleno i

+{xc s axdB)=> ANB up. ovakc napisati T(4€R) = 0, T(ac3) - 1.

§1li&nim postupkom dokazaii 1 shvivalenediju

2.30. Koji je potreban 4 dovoljan uglov de di bilo
ANDB = fi &= Rchl.

. [a,b] A [c,d) = ¢,

2.28. Ako au dva prolzvoljna stups A,B ¢ 5, tada vate Demorgenove for- gde su g,b,c,deR 1 (& <b &= a) 2

A.De Horgdn /LEOG-1E87) englesid matemetilar/ .
mule / € Horgen / el & .Refenin. Kako Jo a < bac <d, $o ja uwalov b < o,

(AuB) =A'nE :

(An8) ~A"w B 2.31. Nekn 3o xeR 1
Regenje. . ) A={x|0<x =<2},

(AvB) = [xjxe(AvB) )= [ZXixeS\(Avd)}= B oa {x' 1< x< 5}'

= [TIXESAxE (AUB) =[TITESA(xLArxd 8)] € o fx14¢ x50} .

= [N (XESAZLAIA(TESATEE) ] -fx/x 5. ArTS B} .
i . - Odreditd 1+ AuB, BnG, (AUBYuC, (AUBYA(AUC), (ANE)N B,
= {xixeA'azed}=Ans

Redenje. PoaluZiti ae brojevnom lind jomy npr.,
(ANn8Ys[(TITE(ANBY} = {XIXE€S(40B)]

< [TjxESATE (AN} ={ TITESA(XEVIEE)} (AuBU ¢ = {x| o< x g 10},
calxi(xesaxdA)vixesA X B)}

[ X)TE Sy A VIES\B}r{x_/Q‘:EA'VErea’} cA'UB 2.32. 1 Dasoartesovon Koerdinatnom sistemu fratireti alededi presek

I11/30 I1/31



skupove:

Pelwomyeni o (@i - (9] 0) A={(zNydcx}nfex ity oeg,

Redenje. b) B={(:o,y)133<x}n{(m,b')lxcyaj.
x Rodenje.
\\\\ 13
/ \\ P : = ‘-“'_E'
/ 5 — S E_..*E 3_“
@, ,’/ et — /"' B }
Y =3 ¢ T i
= | f =” i
. xf_z),_é__.a - = g
2.33, Doxazati relseiju (A~B)NB = pr .,
Redeniec, Imamo da je
Skup B sam odredil
(A BIND: {T]E(ABYALEB) ={ | XEAAT { BaxES] =

Zznajuéi da je ¥AK'a p imamo i ovakov nadin dokoza:

2.36. Dati su skupovi talaka
(4:3)n5 = (an8')nB = 40(dnDY = ANp = 0 .

A= [(xv)')] x2+y2 < 1} +

3« (e ¥t > xj,
2,34, ako je 4 =11,2,3} 4 8 -{2,3,7], nadit AUB, AN3B, (A~ B)UB. A S
[ } { ' ]l . * l( l{ ) p -[(x,y)l yz<_2x]‘
1 (A3 n(B> Al g
Ha grafilku #rafirati oblaosti:
Beenje.  AUB ={1,2,3,7]5 anB ={2,3}s (&> Bu(B )= {1,7h ‘
' a/ AUB b/ AUC o/ BUC &/ Ang
AN {(BrA)=p
(l ) ( e/ BNC f/ A~NB & B A R/ ANC
1/ B\ O i (ASBYU(B: AN
2.35.

U Descartesovom pravouglom Keoerdinatnom sistemu Srafirati sledsds
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Redenje., Postupiti kao u prethodnom zadatlus

2.37. Odredi skupove AUB, ANB, AvB3 i B A ako je
e/ A=1]12,4[, B=I[3,5],

o A=1)2,41, B=1{3510,

Reiienjo.

a/ AUB=)2,51, AnBw=[3,4(, A~B =12,310[, B4 = [4,5],

b/ kuB 12,50, AAB =3,4], AvB =] 2,3, Bra=14,51.

. .
ok
2.38. Dokazati da aveki gkup ot b elsmenats iom Fa podakupova,

Refenje. Vidi: Kureps, dr. Djuro : Vida allebra [1].

2.3%. Da 11 vaZe firplikacije:
Y avs)=c) =3 (s =BuC);
2 {(A=BuCY=>(@A B=C),

gde su 4,B,C proizvoljni sikupovi?

Refiends, Primenom dijagrema sudimo da -ju drugs implikaoija taéna,

samo u slufafu keda ENC = b .

2.40, Lat je sledeél pkup uredjenih taZaka
2 2 :
A= fx,y)1 9%+ 165° < 1aa) 4
B - [y i(x-4)? + yP <26},

Na grafilm Srofirati simetri&ru difsrenciju A4E ,

" II/34

2.43. Dokezatl digtributivnost za uniju i preask, t}

2,41, 2a dva proizvoljne skupa A,B dokhz:.atl sledadu gkupovnu jednakost
"AaB e (AUB)~{AND),
Redenje,
AcB=(AUBY\(ANB)=(AUBIN(ANBY = (AUBYN(A'US )=
<[(AUBIMATJUL(AUB )N B )= [(ANA'JU(BAAT) ) U (ANB Y8 B")] =

H[BU(BAA)]U[(ANB') u $] = (BNATYU(AND’) =
=(ByAYU(ANB) = (ANB) U(B A)= A 45 .

Analizirs) ave zakonitosti koje su primenjens u refavenju.

2,42, Deokasati da va¥i
A8B = [A~(ANBY) v [ B~(anB)],

ako su A,B dva proizveljna skupa.
Re¥enjs, Kako je simotridna definicija

Aab L caipyucaa)
to imamo da je
AAB=[A(AnBIJulB \(ANB)] =[ANCANB) JulBACANE) ]«
S[AN(AUE ) JUBACAVE) ) =[CANAYuians)Tu
VL(BAAT) U (828)]=[RUEANB)JUL(BAR) v ] =
S (RAB ) U(BNA) = (ANB) U (B~A). '

s/ AU(BaC)a(AuB}n(ave), -

b/ AN(BuC)=(AnB)u(anc),

gde au A, D,C tri prolzvoljina skupa,
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Refenje. Distrivutivnest od U preza /7 4 obratoo 2/ 1 b, mofs

ae I 5}upuo prikazati
AX(BOC)= (AXBYS(AXC)

Ovde izleZemp dokaz za sluiai a/:

"Au(BnC)eixixeAv TE(CBAC) -
={xIxeAv({TEBAEC) ] =
= [Tj(LEAY XEE)A(XTEAVIEC)] =
;{.Z/{E(AUB)AJCE(AUC)]-:
= (AuB) AfAVC).

/S1luied bf sen pokazatil/.
Primedbda,~- PredlgZe =s korieniku ove zbirke da u sastawm

realnih brojeva R cbhnevi ¢zobiner apsorpeije, idempotencije, neutralnosti,

komutgtivnosti, distributivoosti 1 asouijativnostit

2,44, Ako komplemente dva prolzveljne skupa 4 i B cbelefimo wa A* i B*,

tads je¢ ispunjena jednakpst

AsB = A"a B' .

Ra&anle.

AsB=(AB)u (B A)=(A na')u(ann')x(a'/rA)z}(,a ‘hBYy= L
A'eB'=(ANBYVULENA) S (ANBYUCBAA) = (BRAYU (A NB) = D
L=D '

2.45. Za simotriénu diferenciju
def
423 S=(aB)v (B~ a)

vrede glsdefs ozsobine

I%/3%

1Y A 4B = B aa Jkomtatlivoos$/
2% 4a pow & Susutraianst/
3® A=

4% (A 0R)eC w A4(BacC) fasooijativnost/

Traoe dokezaeti osobinu ped 40.

ReBenie.
ka(BoaCla [A~BaC)I Ul {Bacha') =
= (an(BoCY 1wl (Bac)nal w Ean|B o B} v
cli(Be)u(c B A 471 = [an{(BA CyucnBY) 1w
uiencHulcng)a 2’ a [J
¥ algebri na skupovima dowvoljeno je operatore W L A camenitl sa + i,
Redi. preglednije manipuletivaosti. Imamo da je
O= 4 (Bc' + CB*) + (BO® + CBY)- A" .
Kako je
(perecer) w ({Bac)u(ensn) = (Bnena (cas)s
= (B*ac)a{c'us) A= (8'+ c)(c'+ 13)=1__13’c\"»r BB'+ CC’'+ HC ...
» B'C/+ BC ,
to Je
O=ACBC+ BC) +(BC+ CB')A = ABC + AB'C'+ Bc'A_+ cA’'w’
CafAaBm [C~(A8B) TUL(AABIG] m ECACAABYIVICAG Bﬁnc’] -
a [en{(AB)U(By &Y IVICA BB DA ] =

w [enf(ans)aEnay }Ivi(an B (EAANIG ]
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= [Ca{(anB¥a(Bnanjlvi{ anBlu(sname’] =
; 2.48. Ako su posnata tri proizvoljna slupa A,B,0 5, tada uproatiti

= lon{{awBIn(BUad} 1ol (anafu(Enadnc’l = @ . sledets izress

Kako je dalje . . »° (auB)n(aven) , ABcS
=c(a v BB+ A)+ (ARB'+ BA)C'w C(Ar'+ AB + A® + BB'W A B'C's - . "8° (avuB)n(A’ua) NCAUE"), A,BCS
@
+ BA'C/= ABC + A B'C'+ B C'A’+ C A'B, e® (auz)n(BuC), aBCcCS .
to je [ = & ¢Eime je usocijativnost dokazana, Redenjo.

a' (AuB)n(AUBY)= (ANAYU(ANBY Y (BNAYu (BAB')=
2.46. Dokazati slededu ekvivalsnciju i = AU(A!)E')U(&RA)U;ﬁ =AUfANg’) U(A:’)B)—f ’
an(BrC)o{avB) U (anc), = AULAN(E U B)] < A
ne ognovu osobine apacrpcilje.- Finalni geo redenja mogro Jje da ima

gde au &,B,C proizvoljni skupovi.
1 avakavy tok

Rofenje. a4 UlA A(B' UB)) = AnlS U( BB} = AN(3 U 3) w 418 = A. -
= AN(8:C)= AN(BCY=AN(BAC)Y = AN(B'UC) = /Uprogéenja pod b/ 1 o/ sam izvestil/.

= (ANBYULANC Y= (A B)u(ANG) -
e=1 (ABIU(AAL) » (ANB/) U (ANC) = AN(BLC) =

i 2.49, Za& prazan skup @ vaies gledede Jednakosti
= AN BACY s ANLEC Y= A8 C).

bCha, Yh, priap

AN p =D, Avp a A,

2.47. Dokazati skupowvnu jednakost ‘ ’ AU P a4, ANAT" = 9

(A~B)A{C D) = (ANC):(BUD) , 7 ' S AtA-p o, ALp =& .
Objasniti!

’ gde au A, B, C, U prolzvoljnl skupovi.

Rofenjo. ‘ 2,50,

Kemplement skupa A u odnosu na skup B definiEe se kao razlika
(A~B)A(E DY = (ANB)RCCAD )= (ANCIN(B'AD") = PR A
= (47C)n(BUDY = (AnC)-( BLD) . ¢

pod uslovom, da je Ac B, Km.nplenent se joi cbelefave sa A’ ili AC, te jo

u gbeleZfavanju istovetne
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- 2% o A AcB .
€, h=2 =4"3BrA , ) 2,53, Dokazatli okupovnu jednekost

-peba dokazati da je € & A = 4, 1}1 krads (A') = A, (A B)vC = an{(B U C),

ako su A,B,C tri proizvoljns skupa,.

Regenje.
ACB:' ReEenje,
Byh = A,
(A~BYSC = (ANBY AL - (ANC )NB' = AN{B'NC )=
C{ByvA)= T & A = A,
= ANCBUG) = A~ (BUC)

xeCTA = x §CA = x €,
Pokazati casenje i direktnom primsnom odgoverajuéinh definicija,

Uopéte, trobs zapamtiti x€€ e xd X,
(ABICr[XITE(AB)Cl={TIXE(ABIA XEC] =

2.51, iokazati dvojnu skupovnou jednekest P
N

avB = {4 U BB = An(ANB),
gde su A,B proizvoljni skupovi. 2.54. Za prolzvoljons skupove A,B,C dokazuti sledecu ekvivalemcdju.
{ABIUC =A~(B L) & CcA
Rafonje.

L=Dy =Dy ’ Retanje. Postupiti kmo u prethodnom zadatdu. Konsultovati nazna-

S 2 !
) fen Venov dijagram,

L= AB=ANB; D = (AUBNME = (A UB)NE =

~(ANBYT(BNE) = ANB'y L =Dy

D, = AN(AAB) = AN(ANE) = AN(A'UB) =« (AOAD(AN B)n

= pu{an B)a ANB =D =k
. 2.55. Dokazati da 1z ANB = AACAAUB = A UC oledd da js B = ¢, +3

2.52, Dokazati da za dva proizvoljns skupa A,B vrodi jednekoat (ANB =ANCYA(AUB = AUC) = B=GC
ANB « AOBY o7 A.a:{x[st.5}={:zJ:C€AﬂI£8}= Refenjs. Primenva dijagrams implikecijia je ofiglednal Algebaraldm
=lxixeanzeB={xlxeany )= peatupkom dokaz je sledadi:

NeZenje. - )
= Ang's B=BN{AUA") < (NA) u( BNA )= (BNA) Y (B~A) =

= (BNAYUL(BUAY AT =XCNA)U[(CUA) AT = C,
B<C.
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2,56,

2.57.

2.58,

2.59.

Ovde je primenjena jednakoat

BrA = (B U AYA  /dokazaty je | /.

Radi kvadrat 32 =5 x5 za ove akupove.3j
s/ {o,1}, . 4/ prava p,

b/ {0,1,2.4,5}, s/ obim kruga,
¢/ N, £/  obim kvadrata,

Faéi A x B za ove skupove 4 1 °B:
o/ {1.2}, {1.2.3}

b/ {i,2,3.4.5.6} + 002,2}

e/ dui AB, duf CD 4

4/ dui 4, trougse ARC,

Haédy
o (Lo} s {0} x{or) ;
b/ fotjx ({01} = {0,4}) .

Poznati su slededi skupovi 4 = {é,h,c}, B = {n.d} i ¢ -[b,o}.

L Odrediti:

a/ T(cCeh);
v/ (AnBlUC;
of [(ASCHIUBIxC;

4 (AeB)xC;

o/ T(ccAaz)

II/42

2,60,

2.61.

£/ A*n 8%,

& (A2actyufia,m) (dery.

Na primeru ckupeva A = {a,b}, B = fp,q} 1 C = [J.,Z}pokazlti

da za kombimovan proizvod ne vail s&socijativod zakon,
ReBenje. Kako je

(AXB)xC = {(ca.py?), €a,g),2), (C&2) 1) (C0g5,2)],

Ax(Bx€) = [(a, (o), (@, (p2)),(a,(q,1), (2,(9,2),
(8,01, (001 20), (8,09 59)), (5092} -

to je

(h T B) ICﬁ.;(’x(BxC).

Neka je & ='fa,b,c} & B =fa,d} . Odrediti:
w

a/ (A x Blxa,

b/ (A ¥UB) x(anB),

of (WUB)x (A\B)..

ReZonje,
a)  (Ax8)x4=[((a,a),a), ((a.2)}0), ((2,a),),
ad),a), (cad),s),(ad),c),
(coa), @y, (Cb.a), &), (¢ba),cy,
C(csd)ay,eud), by, (A, C),
{(cea) ay, caa), by, (caa), ¢,

((c,d), ), (cedy, by, (t€,d),C)
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v/ (AU Bz (AnB)= {(@,a),(b,0),(c,Q). (d,a)};

ef (A U B)x (A \BYa f(a'r'b)?(ﬂ-"rf.)l(h'.b)»(b-C},(CJb),(C,C),f{I,b),(dfc)}

2.62, . Reka j6 & « {B} . Obrazovati Az, A3', L !

Redenje. Af=fle.a}, AP {a.m,a} . A*={(((a.0)a),a)} - =
2.65. Sahovsku teblu prikazati pomodu Dekertovog proizvoda.

2,63, Neks je F unutreinja tefke-duii AB . Ako su skupovi §, =CD 4

2,66. Ako gu skupowi 5, = ¢h 1 S, = B U AR, tede odreditt kombi

3, = AB~ [E] + toda odrediti kombinovani proizved By x 85 . novan proizvod.
Bedianje, Refonje.
D s R ] S.¥

7 0

]

7

c A S [
—_—
A £ 8 A B A, B,
8y x §y =D ¥ (4B ~ {B})= o HPGS \ R¥ ,
. . S S, = _D‘ '(Vq AT = oL AT o A R
tj. "partlelogram” iz kojeg je lzbadena dui. 1 %8 2P0 ABY “lBl) (€D x AB)U(CD * JE\1}?"1)
2,64, Dat 3o By = {A,B} 1 S, =GP . Oarediti kombidovani proizved 2.67. Dat je skup X = {1;1,1,2,a,2,2,8,a,2,b} , Odroditi Dokertev kved-
: 2
Sl x 52 . rat X7,
Refienje. Regen e, Kiko lo
— o — - N X - 11 -1 3 -
By X8, = 0;0) w'C, D, /videtl grat proizvoda/. : {1:3:1,2.8.2,2,0,0,2,] fr.2,0,0},

to je
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Kz = X_ x X -7{(1|1)|(1|2)’(1la)l(llb)l(zll}l(z’z)l(zl.) ,(Z,b), AU (‘HB)' A, "n(‘i u B)l" A
(-,1),(n.2},(a,a).(a.b)‘.(b,l).(b.2).(b.03 NCRIIN Redenje, Primenom dimtributivnog rakona imamo da Jel
1 U (4nB)w (A U AIN(A UB) = &'n(4 U BY,

7 2,68, Na skupovima A = [0.1.3] i B -f4.5} pokezati da za Dekartov te molema staviti da je

proizved A x B ne vaii komutativnl zakon.
D=ATU(ANB)= AN(A UB).

Redenjs. Kako J= ‘ . Dalje Je,
AxB '{(°-ﬂ-(°r5)p_(1-4)-(1|55|(3-4) 1 {305 AUD=AUQAU@ANB)) =4 U(ANE)=D,
BXA= f(4,0_)_(4,1),(4,3),(5.0).(5.1).(5.3) . AND - ﬂ_ﬂ(»\r_l (AUB)= AN(AUB) =D,

to fe ’ Iz ovog vledi da je A = D.
AXxB Ak BXIA.o-

‘

2.71. Nadi A x Bza Aw{l,2,3,4}, B -{1,3.4.5} i pokaZi graf

2.69. Skupn 4 = {1,2,3} odrediti kvadrat 4%, dlisgonalu A , a potom
prolzvoda.
izradunati .
L
Roienje,

a/ AZ\A;

2 N Ax 3= {(1L,21), (1,30, (1,4, (1,5, (2,0) 1 (2,3),(2,4), (2,5),
o (ATna) U {(3.2)7} .
e 2(3:2)4(3:3)4 (30400 (3,5)4 (4520, (4,30, (4,3, (4,53

Roenje,
£ ek xa = [(1,1,(1,2),(1,3),(21), (2,2), (23, 3,1,
\ \(3-2)vf3t3‘1} . ’ . AxB

A {(amluer} =f(1,1),(2,2,(3,3)}.

o A2 A - {(1.2),2,3,(2,1),(2,3), (3,1 4(3,2)] . Baxo Je ac a2,

to moXemo pisati da Je &' =- FeN A .

v (@he) T {7 - av (2] {0, 22,0.0.G 0} 7 -.
' o : ‘ 8"

2,70, I ma kojJe siupove A 1 B vils spsortivoe jJednakosti \ - . .
: E 2.72. Za proizvoljns siupove A,B,C - dokasatl slededu ekvivaelenci ju
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2.74. Data je "skupovna Jeduziina"
2.72. Za proizvoljne skupove A,B,C dokazati slededu ekvivalenciju
Euar (XU a).m.
(ATUBNC = AU(B~C) e ANC =0 .
Odrediti alkup X pod uslovom da F AC3 I oS 41 XeS .
Reenjie, T o=
Redenje.
(AVB)~C=(AUBINC = (AAC'JU(BNLCY) =

XUuaulxua)=58,
F(AC1v (B LYz Au(B-L), ¢ ,A) ( :
(X'nanv(xrna) -8,
Jer Jo . A~C = A 1z uslova ANC = P . s ( ’

X'a(A'U &) aB,
= X‘na =8

AUBNC « AU(BNE) = ¥Wah -3 X ap.

(anenu{pnc)= Au(BNC) =

2.5, Ueru je jednsko A~{4-B} ?

ANC = A,
AvE = B =2 AOC A B atiende.
AN(ANBY=AN[ASBY = AR(ANEY = AN(A‘UB) =
2.73. Ako js PrA) poritivni gkup skupa A, dokazath da je zd dvq skupa . = (A/?A')U(,’zog) =(§U(Af?5) =4Nn8.

A,8 i=mpunjena sledede ekvivelencije

}P(_A’OB) "'_‘>_ FPla)nm®(8). 2,76, Dokezati sledscu ekvivelenciju
ReEenje. (A8)Y = A'UiANE).
==

za prolzvol jne skupove A,B < S,

?P(,a\ng): fXixeP(ANB)]} = fT/xcANg] = [TjTc A4 T < 8} -

s{Xixe Pla)nXe P(8)f = [z xe(Pa)aP(EN] = HeSonje.
= Prayn ®(8), =
Ce—= . (ANBY =(ANB’ ) = (A'08)= Sn(4'uB) = (AUA’YN(A'VE) =
FEAYNP(E) = [XIXECPCAY A P(BYF = T)xE F(A) A ZE P(BY = =4y (4n78).
={xjxcAdnTcBi=fx/T€AnB]~ ’ . = I .
s{xr XEF(AnB)} = P(ANE). ATU(ANE) = (AUAYN(AUE) = SN (ATUBY= A'wE = (408 : (4 §).

_ 11/49
I1I/48



2.77. 2& dva proizvoljoe skupa A,B ¢ S dokezati mlededu ekvivelenciju

L U(BA)=> AUB,

Rejenje, Posfupiti kmo u prethodnom zadatiu |

2.78. Za prolsvoline 'skupove 4,B,C,D ¢ S dokezati aledefu ekvivalen-

elju.
An(BUCUD) < (ANB) ¢ (ANCYV (AND

Refenjs, Ekvivalemdiju dokezati upotrebom tablice intini tomailh

vrodnosti.

2.79. Dokazati slededén ekvivalencijur
(XTTX)~ 2= (X 2)T(¥~2),
e m I,Y Z proisvoljnl skmpori.
Bwdovje,
.= ‘
(xu¥) 2= (XUYINZ'=s (XNZHU(YNZ") =
=(xzyu (Y 2).
[

(ZYu¥z) = (XNZYu(Ynz' )= Z'A(XuY) =
=(XUYINZ = (XUY)I-Z .

2,80. Dokszatl slededn elcvivalencijui
A UBNANBY (A~ B) U(B A),

£le sa 4,B proisvolini ekupovi.

Refonje, Fostupitl Joho u prethodnom radathu.
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Beograd, 1967, str. X¥I + 330 /Jo - 1lo/.

II/51



[6]

(7

(€:))]

(9]

(16

Kurepadr, Sve tozar;: Urod u matematiku - Skupovl,
atrukturs, brojevi. Tehniike lmjiga, Zagrsb, 1971., str. 250
/po sadrisju/.

Kuxenp a, dr. Sv e t o 2 a r: Matematifka wpaliza Prvi dio.
Tehnika knjiga, Zagreb, 197C., str. 341 /pe ssdriaju/.

Avramov, D.det 2birks redenih zudataka iz matomatitke logi-
ke /Zu podetnike/. “Tehnilks knjigs", Zagreb, 1970., str.77.
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farko MIJATLOVIE

IIT OPSTR OSOBINE FPUNECIJA

Def, 1, AXo svakom #lanu nekog anofitva' ¥ pridmiimo jeden Im vide/
Slanova skupa S5, .onds ae govordl o preuuhﬁndu. funkeiji ,

fmnfamoiji mmoStva M u skup § 114 o funkoiil od M proma 3.

Funkcije ss oznalsvaju alovima % drugim sinbolime 1 ckradenicams.

_.lk.u Je npr. £ nariv za neku. funkoiju od K prens 5, onda so zo avald Jdlen

- x 4ic M gna Eta Je funkeijom f u S pridruienc tome §lanu.

Funkoi ja { pripadna skupéyns fumrkoijis., Ako je I prealikavanje od ¥ pra-

me- 3, onda za svako xeM mofemc sa f {x} ozn.-T4ti skup svih vrednoati
fx Bto ik f primm u x; preslikavanje x — f {x} Jo ocdredjena skupovna

funkolja u M.

Oblast /domen/ § antidomen funkoije. Ake je za gveke x €N definisanc

fxe S, onda as M zove oblast 111 domen funicije £, pa ms mofs omneliti
i sa Donf, Dof, 11i Zak Df /Xitati domen od £/. Svall element oblasti
funkoije £ 30ve ge i vredmist vardijable ili promenljive ili argumenta

funkcije f. Antidomen funkeije f je skup vrednosti funkoije f.

Def. 2, Premlikavanje u skup i preslikavanjs na skup. Ake Je f funkoija
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Eij1 jo domenu A 1 antidomsn B, kafe e da Je £ preslikavenje /transfor-

masijs/ mnoltva A na B /dzkle: presliksvanje na B, a ne zamo u B/.

Ako Je entidomen funkoije f deo od B, goveri e o preglikevanju I

od A % skup B 114 u klesu B.

Foplclje koje vrie 1-1 preslikevanje, To su funkeije T kojs u razlifi-

tim tadkema gvole oblasti imaju razliiite vrednosti, +i. za koje iz xe
Domf, %' e Domf, x £ x' fzlagi £ (x) £ £ (x*) . One ¥uvaju relmoiju

nejednakosti,

Defs3e Punkoijs kole vris 1-1 i no prealikevanje zovua se hiiekcije.

Identilno preslikavanie. P}eulik.nnn;]o X —+X Za avako XCA Tove as
idantifno 111 kenonsko preslikavanje skupa A. ObiZno se oznaiuje sa 1
114 I, odnosme I \ 4,

- Iy
Eongtantns pregzlikevenjs 11i konstants, To su prealikavenjia koja u sva-—

koj ta¥ki svoje cblasti uzimeju jednu te istu vrednost,

Parzutesije 114 eutomorfizam zadanog skupw M- Eove #8 Svako obostrano=

-Jjednoznafnoo preslikavanje od E na aamog mobe, Skup svih euiomorfizama

mo#tva M osnadave go sa MI /8itatl: M faktorijel/.

Mizowi,

Def, 4. Preslikavonjs smiupa prvih n prirodnih brojeva {1,2...., n} u

nekl skup X nseiva se konafan nig.”

Def. 5, Proslikavanje skupa prirodnih brojeva, N, u neki skup X naziva

mo beskonedni nie.

III/2

llenove miza oznafavame 8 %, 8y,..., 8, u slufaju kona¥nog ni-

za jodnosnc sa 81, Agyeer W glufaju beskenaénog niza.

Wonotono rastuéi i monotono opadajudi nizevi. Niz realnih brojeva x

1'

Ty o4 oene jeo monotono rastudi /fuzlazan/ ako je 1:1,5 Xy & eeri o0 Jo 9tTO-

go rastufi ako Je X <x, < %, < ..a

81iéno se definifu 1 menotono opadajuci 1 atroge opadajudi nizovi,
Posebno vaine vrata realnih nfzova su aritmetifka i geometrijoka

progresija, Niz realnih brojeva &iji se svaki &len doblja iz prethodnog

mnoienjem sa konstantnim brejem q naziva se geometrijskom progresijom.
Za niz ‘bl. bz.... koji Eini geometrijsku progresiju vaii:

/1 LAV LA

n-L
/2/ b o=y q .

n
- - poe—izd. .
/3/ S, =By +by+ eee +b, = by T

g %8 nazive koliinikom geomstrljeke progreaije.

Niz realnih brojeva u kojem se svaki gled.’+ Zlan dobija iz prethod-
nog dedavenjem jednog te istog broje nazive as ardtoetilkom progresijom,

111 drugim relima ako je 1apun;1aﬁo

a =n +4d,

n+l n

d ge naziva diferencijom progx-es'ijo.

Za aritmetiiku progresiju vaie sledede formuls:
/1 A=yt (n-1)d.

a ) n{n-1}
/ef Sn-nl+nz+...+an-2(31+an)-na1+T d.

I3



Dati su nizovi: F.24 Hadi zbir prvihi,

v}

af 2,4,6,8,le,12,... 1% (1 34 ) ;
2 4 B 8 .ua /&/ Lloo prirodnih brojeva

/b/ na prirednih brojeve |

I 2 3 4 ...
2,7,12,17,22,27,... 1l
v/ 2,7 122, i (2 ) ) fof n xvedrata prirodnih brojeva .

T 12 22 ...
1 Rslanje, Prirodnt brojevi &ins aritmetifxu progreaiju sa diferem-~
of 3,2,6,24,120,440 i1 (1 234 3 ) Seseniss
1 2 624 120 ... cijom 1 £ opEti &lan je oblika a - n
va d = /a/ w, =1, n = loo odakle sledi S - Lo (1+ loc) = 5050 .
/1 oOdrediti koji su od datih nizova arltmetiike progresije. 1 4 loo 2

im koji & tmatid ‘
/2/ U onim nizovima koji Zine a.ri metiflm progresiju odrediti /% sy -1, d=1, s xn odakle alet S, _;21_ ('1“1:) - n(22+p_

prvi &lean 1 diferancziju.

3 3 2
/3/ Haéi opits Elanove detih nizova i kod onih nizova koii Eine /c( (2¢1)” = 2" = 30" + 3n + 1
sritmetiZku progresiju nadi zbir prvih n  &lanova. 0’ - (n-1)3 - ((n-l)-r 1)3 - (n-1)3 =3 (n-].)2 + 3 (m-1) + 1
Refenje.

/1/ Aritmetifke progreslije su nizovi ped fa/ & /b/. 2

P aza)’ -2 a2,
2 Kod aritmetidk Y-p 4 & -
/2/ Xod aritmetilke progrésije ped fa/ prvi Zlan niza je 23 _ 13 . (1 . 1)3 213 .- 3.13\ 3161,

4y = 2, a diferencija & = 2. Pod /b/ prvi &lan je 0= 2, :
ds5 Sumirenjem levih strana i desnih atrana eAnakosti dabija se
a = » .
UM e e =24 (mel) 2 odakls je a = Zn . (m.]_):’ -l - 3(12+ 2%, .4 na)'+ 3 (1+2 + et n) + (14 a0 +1)
—_——
/b e =2 (n-17 5 odakle Jo & = 50— 3. ‘ : n-pufa
fof ay =mt. 114 preka (b)

Zbirovi sus : 2 2 - -
‘(n+1)3-1-3(1+22 #aeat n) Jlgm— +n

/n/Snu—%(alq-an)-%(24-2::)-::(_1141)- Y
e o 3(1%+ 2%riis 0?) = (me1) - }3('2"—1‘ - (nel) w
fv/ 8 -%(al + nn> = %(2 + 50 % 3) - %(5!7—1).
.5—“;_1) [_2(z_\+1-)2 -3m-21a= %I 20’ 4 an 4200~ 2]

SLel) oy (ona) am

111/4 . . - IXX/S



12+22+-_. +n2- ngndE!Zrulz .

RIS AR ST
3.3« Date su dvé\qn-usrouije '

&, a+b, a+db, ...

"o, o+d, o+2d,.u.n-

Nadi mumis
S = a0 + (a+b)(o+d) ;(a+2b)(b+2d) *eso + [ m+ (0-1)b] [ c+{n-1) al
eienie |
3 emc +(8c + 8d + ba + ba) + (ac + 2 (ad + o) + 2° BA) # 4uu'w

¥+ (s + (n-1)(aa +‘bo) +(n-1)2 bd) > neo + (@d + boW 142+.,.0-1) +

+dbf12+22+...+(n—1')2 ] = nao + (‘d+b°)|_1_£2n-_1.) +
+ db (a-1).n (2n-1)
411

Swmnfi ac + (n-l.)-“—;-—hg- + {p=1)(2n-1) %h 1,

- Bedy Dokazatd, da uko niz 8yrlypavely, obrazuje aritmetifku progresiju

sa diferemcijom A, da je tada

1 n-1
/af + + S0 - -
ey ey A, TRy A

1 2 1 2 1 1
/v ———t——=—— s .. & -—(-—-—-4-...4--—--
‘ a8 Mty 2y %y

. 1 1
/a/ Kuko Je l_]"—-%(:—-%—) 4 8113nc z@ —— *"°t
172 12 - *a-1 %

II1/6

3.5,

imamo da Jje

I SRS SRR S ;(1__1_ +%(.J_---1_)+,,,

a; 8, LPYL 8.1 % . 4 ay L 2 33
1 1 1 ) 1,1 1.1 1
P e T e B R et SN )
d (an-l an 4 . 8y 32 a 53
5 SRR VIR 5 SR S NS S - SR ¢ 01 S 5 |
LY 8n 2y a 4 a, .8, d oy, & alln

£t0 je trobalo dokazati.

/b/ Sligéno kao pad JSu/.

Automobil je presac %8 prvu sekundu ém, a za svaku slededu prelazi
4m ‘vi%c nego ito je prefac u prethodnoj.

fa/ Koliko )& metars prefao za & zekundl ?

/b/ Koliko je prefso posle n  sekundl?

Refenje.

Neka Jle a dufina puta predjencg u n-ito) sekundi. Teda Jeo " l_.;:+4.

pa niz a gimi ariimeti¥ku progresiju i a = 6 + 4 (m-1) 111 a =dn .2
/af Tada je ukupno pre3ac put za 8 sekundi
st agm B(arag) =406 +64(8-1)4) 160 .

/b/ S = a 4t oa = —2 (01 +a)= 521-(6 + 4+ 2) = 2?4 4

114 Sn-2n2+4.

Sn Ja duZipm predjerog puta.

IIL/7



3,64

A%

2
i3

Datl =u nizovi

o/ 2,6,18,54,162,...
/o =3s -6, ~12, <24, -48,..u

11 1 .
ol LT s T oG

74/ 1, -1, 1, ~hyeee

Jel 1,3, SaTeees »

%ol od navbdenib nizeva’ Eine geometri jakn prograsijy 1 kod owih pi-
zove koji Tine geomatrijsku progresijfu odreditl prve &lancve 1
koliSnik.

Ddrediti opite Slanove mavedenib nizowa i njihove sume.

Odrediti koii su nisovi monotemi,

. Redenje, .
/1/ ®mizovi pod fal, ¥/, fe/ 1 /4] Eine geowstrijmiku progresiju ea

prvim {lanovima i ¥olifmicime yrespektivao
. - ) X
B =2 a=3 He-l 9= b =1, 6 =31 By =, a=che

T g
fof b= R N sf?z'—---‘— Y R ?-3-2“ -

a-1 .
ot bnzl-(-%) i b —2]{'_—1

1
1 - —
3-101;1 +aent 1 - 211 -2-—1—.1-'
T 3.25 oh-1 1_% 28

347

n-1 n-1
LAY by = Le(-1) £11 b= ()

/o

13/
faf
/v
sel
o
/a/

n
5 - 1k (c1)? 4eraso1)2 _% = E:% - A -2(-1)"1

o , Z& N1 parno

B i, £8 4 NOpATIO s

Ovaj niz ¥ini ardtmetidio progrealju sa diferenci jom d=2

n 2 z
o, =21, 8 = 143e5¢...+ Zn-1 = % (2+2n-1) = o, t4. 8 =x.

manotono matuéil"
monoiono opadajudi 5
monotono opadafuéi
nije moncton nlz ;.

monotono rastudl .

Banka daje na ulofeni movec gedifnju kamatu 10 %

/af
/vf
fef
fef

U bankw Je uloiano locwo din. Nabi kolike je novea posle 7 god.
Ao je ulofsno b 'movem, kelike ¢o bifi novca poole n godizia?
Pogle kolike godina o biti dvosiruke viiis novea u banei?

Posle kolike godina de biti k-puta vide noves?

Reécnje, Ako }e ulofeno locoo din. posle.prva godine hifs loooo +

+ p,L'loooo = 1,1 locoo , posle druge godine bife

1,1 1e000 + 8,1 (1,1=10000) = (1,1)2- loooo din. ¥idimo de koplidiinme

novoa raste u banci geometrljakem progreed jom £ to e kelis aibds

q=1,1.

/a/ U benoi és biti posle T.gedine (1.1)7- loooe = 19586 4in.

TI1/%



3.8.

i’ .MD@D kuo pod fof bd.éo‘.bn = kb, pa je kho - boqn. Odavde

/b/ Apalogne kuo pod /a/f, zakl jufujemo da ske §o bilo b, din. u '
banci posle 8ledefe godine bide Bp1® Py + Oalvby dine, ude

Je bn uiepns koliZine novea n godina po¥to je movac uloien 111

-1
b::'ul'h Jl.,].-bn y pa je l:nnz‘o]_qn

to o b =b q

il4 po¥to je by = beq /q=1,M/

Dakls, posle n godina bide bn' bo qn'd:l.n.arl u banei.

fo/ Da b1 bila dvostruke vije novea mora da je ispunjeno b= 2B,
41 n nelscimo iz jednakostis

b, -'bo-'qn 1'%, =2, 11i Zb = bg", Odavde jo ®=2 , pa j&

- ' e 2082 _log2 oo,
nl_egq'lug2.l)obijanod;.1§n Toga ~ Teg 1,1 P 5 .

7ok posle 7,5 godina bide dvsput vike novom nego dto je uloZero.
Pﬂ-éui-orh {0 v‘nﬂ ne zaviel od koliSine u:loz;'cuog‘nmu. ti.
»a koju mum ulofili, posle 7,5 godins bide dvaput vide novGa.

jo k = g%, odnosno m log g = log k, pa Je n'-ﬁ%—-

TUophtenje prothodnog sadatka: Heka banks daje p% kamate na uloienu

n-a . BaBitl takike /ef, /W, fc/ L /&/ is prethodnog zadatia.

Dokusati da ako nin bn'élni goonh_l:ﬂ;akn progresiju,to cnda niz

a, = log by Fini ardtmetifku progread ju.
Bsdanje
bo,1= @b, odakle logh .. = log (gb ) = log q + log b, il

am-l"¢+‘n' gde. jo d = log g.

* IITf10

Dokagati da Je nis:

/af o n> menotome rastudi 3

LY '.'% monotono | opadafuél
lof ay = -:; monotono opadajuél 5

/& & =

momotone rastudl 5

.

monotmno opadajudi

fo/ & = z
/ff m_ = n! monotene rmatuél ,

Relmnje,

o/ a4 -8 - (ml}-3- 2 ans mP e mrl-nde 3n2+ In+l > 0

Dakle, & ., >a, ‘pa’ is nis a_ manotomo rastuéi.

B
- 1 .
nel a4l B _p+l -2 ., 1
/v/ a 1 - n+l n+ 1. n+ <1, pa je Basl < '™
n : .

i niz 8 Je monotono opmdsjudi.

" 7z il
/el " s W Pl 2> Odakle lledli da je a, > m ..,
22+l pa Je a_ monotone opadajuéi.
“n n+l z 2 ‘
74/ o+l n;i _(mlé n;2n+1_1‘ 21 e
% vl a(n+ ) n“+ 2n n o+ 2n
odakle jJe

Ae1 ” 8y 0 PR Je niz m monf)tc!no rastuéd.

(of o ~m o omg—a — L .

(n+i}2+ 1~ (nz-i-l} -
n%el iy

(n+ Dy lueD) s 1)

IIT/1l



nz +maelsl- n2 -1 nel >0 odakle 3.16; Brojevi hn obrazujn geometrijsku progresiju. Dokazati, ds jJe
2 2 2 2 2
(2 +1) [(n+1)" + 1 ] {(n“+13 [ (ns1) % 1] br - br—j.bwj fr>3/.
Je a - .n-'c»].) 0, odnosno a, > 4 .1 Pa Ja niz L monotono opadajudi,

3.17.* Neka je A= {n,b,c,d} L B« {x,y,z,w} . Neks je data
+1 (n+lll . nt (n+l ! . ] .
e/ % -—=—" = _n(l_)- = n+¢l > 1 odakle jo a > A,

ol funkeljar
pa je miz a, monotono rastudi. R b.e &
£ -
Yy =y w

3,10, Naka je 6, - 3n+2. Dokazati, da brojevi 'bn - 20."‘ obrazuju geomet—

rijeku progresiju i nafi njen kolifnik, a. Prikazati p:'lfiCki tu fgnkciju.

b. Odrediti doman-i antidomen.te funkcije. Da 11 ja to 1-1

3,11¢ Tri broje obrazujn goomotrijeku progresiju. Ake drugil broj uvedamo prealikavanje ? .

za B dobijmmo aritmetilke progresiju. Ako ;;osle toga uvedamo tredi Da 11 je to preasliksvanjs na?

broj za 64,|mdl penovo dobijamo géouutrijs]m progresiju. Reéi te brojevs.

Refenje,
3.12, Opiti Elan aritmetifks progresije Ja a = 3n+2. 8. Siika’l7.1 grefidki prikazuje
funkoi ju f.
Ierafunatl Sor S5m' 8,5 .
m b. Domen funkcije £ je slkup A, =
antidomen skup vredncsti funkelje
2 - .

JAn s 9n £, t3s skup {x,y,7} . To nije 1=1

3.3 8 o3 - Naéi ;. i 4. { =¥,

p:qeslikava.nje}:]er Fut(a)=

=f(e), #li a A o, Takodje f nije

3,14. Ophiti Elan aritmetifke prograsije je a, = 5nell

Dokazati, da brojevi Lﬂ = J.n+2, takodje, obrazuju aritmetiZku A‘pr“lika.vnnau na -skup B jer z

nija slike nijednog elesmenta iz

$1. 17.1.

progresiju,.
A'

315, Dokazati &a niz sa opitim- &lanem Sn - 5n2.. 4n predstavlja niz suma
nekih ayltmetiildh progresija,

1I1/12 IIT/13



3.18.

3.19.

3.20,

Ko ji dijagram od 18.1, 18.2, 18,3 prikezuje funkciju iz skupa

A= {a,b,c} u skup B = {:l:,y,z} 7

Reidenje. 51,18,1. ne definibe Punkeiju,jer nikekva vradnost
nijs pridruiena slementu b, 5lika 18.2. ne prikazuje
funkeiju, Jor su pridruzens dve vrednosti elezentu ¢, Medjutis,

ake e me zahteva jadnoznadnoet, teade al, 18,2, prikezuje presli-
kevanje u Sirem smislu, S51lika 18.3. definiie jcdnozm;ﬁno preslike—

vanje, odnesuc funkciju,

) &6 (=

51, 18.1 51. 18,2

f

81, 18,3

Neka js dat ghup X = {a.b.o} + Odrediti sve permutacije Saute-

morfizme/ skupa X.

Refenje, Ima ukugno 6 permutecdja skupa X fu opitem slufajn skup

od o slemenats ims n! = 1-2+~3 ,... 0 permutacija/. To au:
a b o s b o ’ a b @
I=la v s E="la a b P="lb a o
fa b c) (l b o) a
B=lv ¢ a 1=\¢ & b = \e

Haéj ave permutmoije alkups I = {I,h,ﬂ,d} .

o o
» a
S’

" Uputetvor Ima ukupne 41" w 24 permutacija, za njihove nelsZenje

vidoti zadatak 19.
111/14

3.21.

3e22,

Heka su g 4 q' perautacije iz medatks 19. Wadi kompozleijJu '

goq »

.Reﬁonaoa hade f:lx;gi*_mo kompoziciju dve permutacije,to se avedi

na kompoziciju funkoija ¢ 1 g. Tada jJe:

e () ()

Kompoziciju permutacija g i q dobijamo teko 5to,na primer, g

prevodi @ wo, a g prevedi ¢ u b,pe onda goq provodi sve skupa

.aub, Fli¥no je 1 28 ostale elements.

Naéi ave moguée kompozicije od po dve permutsclje u zadatku 19.

Proveriti da 11 tako novodobijena preslikavenja i dalje jeou per-—

mutacije. Proveriti da 1f vafl zakon asocijacije i komutasije z& kompo-

ziciju relacijs,

Uputatvo: Videti zedetek 21, Novedobl jena preslikavanjs ponovo su per-

putaclje. Zakon asocijacije vaii /videtl sedatak 10, poglavlje relacija/.

lako de proverava ds ne vali zakon kemutaciis,

3423,

Neka jo A = (1,2,3,4,5] i mekam je f definissno slikoa 23.1.

Ofigledno I prealikava A u A,

a. moét £({2,3,5)) ,
v Nass £ (f2,3,4)), T/
]
e. Nads £71 ((3,51) . J
Rsfienje, u. f([l,},ﬂ)-{f(l)-f(})»f(53l'{4} | .51 423 1
b, 27 ({2,3,4) = {4,1,3.5} T

0. £71((3,5) = B , pokto n1jedan slement iz A mema 3 1 5 kuo
avoju sliku.

111/ B



3.24. DNeka Je f funkcija kela.preslikava skup R realnib brojeva u R, da kad god je yef (A) U £ (B) da Jo yef (A UBY, Eto-znafi da ’;ja
definisana sa f£{x} = x_z. Hadis £ (A)uf(Blce (AUB)
1 -1 -1 Polito ja £ (A U B). sadrien u £ (A) U f(\-,_g) , 1 obrputo, po#to
a. £ ({25} v, t {[=9}), e. £TH({x/ x 2 0}), d. £TT({x/ 4exe25)).
: o akup £ (A) ¥V £(B) sadr¥an u f£(A UB)}, to onda va¥i jednakomtt

Regen je, ' £{aUB)=2(A) UL{B)

_ . Dokazati 4 e TFANB (AN (B de je ka funkcija,A,B< Domg.
a. £1((250) 0 (5,-5,} , poito s f5)= £ (=5) = 25 1 fer nema okesati da je 1(ANE)€} ®), & nete

drugih reelnih brojeva &iji 'je kvadrat -25. 3.26, Slededa tablica priiezujd bro] stanovnika SAD u milionima za go—
- f-lf{—gnu 5, pu:éto = 9 nije kvadrat nijednog realnog broja. dine 1840, 1850, ..., 1960. Prikazeti te podetke grafifid.
co 71 ({x/ x¢0]) ={0}, poste 1t (0)= 0CO 1 padto e kvadrat Broj stanovnika w SAD /u milionima/, 1840-1960
svakeg roalacg broja vadi od nuls. )
1 ’ . Godina JBUO 1880 IFE0 1870 8B fewe ifop MG 1920 /930 raup  SEO 60
d. ¢ ({!/ 4¢x€25}) gastoji oe od svih brojeove x za koje je . .
aexions . . :::;gvu“ 174 232 M4 398 02 629 60 T2 1057 1228 ST Cpsie 1793
otuda £1([x/ a¢xs25)) = 2,510 5,2 ).° -
51. 1.1
3,25, Dokazats da je £ (A U B)_u 1".(.\) ¢ £(B), gde je £ naka funkella RoZonie,
A,BC Dom f. ' I nadin
Redonje. loka je y€ £ (4 U B). Teda postoji xeA UB da jo Prema.slici brof stanovidle
Y v £(x). Poito iz x€A UB sleduje da js xed ili omnafen sa ¥ o zuvismu ve- w501
x€B, to je onda £ ¢x)e £ (A) 111 f(x)ef(B), t1. y&L(A) Tijabila 1_"“‘“ oznateno % ’:‘:
115 ye £(B). Otudn d0 ye £(AY U £{B). Ovim smo dokazali da je © 58 % je nezavisma verijabila. 3 é o
F(AUBYICE (R U (B . 7 Tofke su odredjene preko ko= '§ ,‘3 ':';:
Su_druge strans meka Je y€ £(A) U f (B). Tada je ordinata koje se Eitaju 1z id :::
ye£{A) 1l yef (B) Protpostavimo da fe ye £( A)e Tada posto- tablice. Usastopne tacke su % ’ b -
Jixe€h da jo  y.s T(X). AlL, fz x €A 'sl‘odu.ja‘ da je XcA U B’ povezane pravim linijama , a E4 28k § ggg é 2§ ?R. g
/der Je ACcA UB/, Zto znail d.a Jo f£(x)ef(A U B). Ako bi ¥y bile podito nems informacija o bro- Godine
'z skupa f'( BY, liéno bl pokszali da Ja ye < /A U B), Ovim smo pokazali ’ Ju stanovniks u medjuperiodu. 51. 1.2

111/16 III/IT



Primatimo da jedinice na koerdinatnim osam& nisu jednalke, jer
premenljive prikazuju bitwo razlifite veliline.
Funkcionalnu zavisnost Lzmedju broja stunovaika i vremens mo-

iemo prikszatl kao P 7 {t)

-II radin

793

BROJ STANOVAIKA U SALD
U MIIONIMA

1Bk 185 fE0 MT0 155 BT 00 Mo Mo Rl 1940 1950 Rog
50DIHA

5i. 1.3

Zirine stubove , koje su ave jednake, u ovem sludaju nemajuw zneisja
i mogu da’se biraju po volji, s tim da se dva stuba na dodiruju.
‘¥roj na vrhu stuba mofe biti izcetavljen. U padiem slufaju i verti-

kalna osa moie biti izostevljena.

Ovakav grafifki prikaz naziva se bar graf 111 Ybvar dijagram.
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51.

1.4

Ovakvi dijegrami nezivaju ss plktograf /piktogram/ 1 &esto =s korls-

te za prikazivanje atatistiSkih podataka Eii:-od publieci.

3.27,

Sledoén tablics -prikezuje broj tona pienice i Mukuruza, koje je

proizvedeno na jednonm
poljoprivrednom dobru
u pariodu 1950-1960. g.

Koriotedl teblicu

odreditiy

I. Prikeseti grafidid te podat-

kes.

IIT/19

Lroj tone Broj tona
godina pém‘:iicn kukuruza
1950 2oo 75
1951 185 90
1952 225 loa
1953 250 85
1954 240 30 !
1955 195 loe :
1956 2lo 1le
1957 225 ' los
1958 250 : 95
1959 230 1loe
1960 23s lee

31l. 2.1



IT.8.

L2

d,

ITE.

-1

Ggdinu kade je najmenje Iita proizvedenoc.
Godinu keds j» proizvadeno najvifs kukuruzs.

godine izmedju kojih je dodlo do najvedih oscilacija u proisved-
nji plenice. '

godine u kolim Js proizvodaja Xukuruzd opsdala a Zita rasls, u
odnoim na prethodnu godinu,

Godinu u kojoj je ukupha proizvednja Zita i kukuruza bila makei-
nalna. '

Heka W i C reaspektivno bzoeBavaju broj tona Zita 1 kukurusa. Qéig-
ladno je da &m W i C funkeije yremens t ti. ¥ = F(t) , € = G (1)-
Nadi W za t = 1956,

Nadi C za t = 1953, 1959.

. Fadi t kada je W = 225.

‘Haéi P (1954) .

Radl C (2958.) «
Naéi ¢ kada je W = Zlo.

5ta je domen promenljive 12

IV, Prikezstl u procentima pmizvod.nju. pbenice i iukuruzs u odnosu na

wiupnu proizvodnju,

Refenje,

Y. Prvi nefin:

Feld

pSenica
---- [
68

150

0o

5o

am 151 sz WEA REv A5 R5c RSERIL JBER 1950 1961

sl. 2.2

111/ 20

§rp FRYREEE

Primetinmo da Sl. 2.4.

II. @,

b,

D

d.

Drugl naéiny

- B pieniea
[ xwcvrvz

Fodine

S1. 2,3,

tona.

5
£

Treéi nadini

W ssemice
" oo B eoevrur

Brej fora

gpslerebbiss

Godina

51. 2.4,

prikezuje i ukupnu 'pi-oizv'od:n_ju.

2951. godine prolzvedsno je najmanje iita.

Propa tablici 2.1, u godinama 1956 4 195?- Proizvadeno qu na:jvis‘ie.
kuiuruza 1 "to obe puta po 110. tona.- ' ‘

Izwedju godina 1954'. 1 1955. dodlo 3o do najvede oscilacije u
proizvod.'n.j;., 'tj. proﬁvadsno ;ia 1955, 50 tonm #ita manje n?g; p.ret-
hodne godine il AW = W (1955) - ¥ (-1954.;» n 195 = 240 » - 45.

U godinema 1353, 1957, 1958, 1960, '

'1958. godine proizvedenoc Je najvife ulkupno Ei-tl 1 lcukumz; - 345

11T, a. Za t = 1956., W = 210,

b.. Za t = 1953., 1959, C je reapekiivmo 85 113 110, Taj rezultat

mofemo pisati i evaker C ({1953, 1859}) = {85, 110} .

c. U godinams 1953, 1 1957, W = 225, Odavde vidimo da jednoj vred-

¥iens pronenljive.

nosti zavisne promenljive mogu da odgovaraju vilie vrednonti neza~

11/,



d. Prema tablict ¥ (1954) = 240 _ Redenje.
e. ¢ (1958) = 95 . ' ‘ =
f, Kada je W = 210, vranme 1;.- 1956'3 te godine proicvedenc je 110

tona kukuruza, odnosne C « 110. ) T

g. t prolazi kroz godine 1950., 195%.,,,, 196p. Otuda domen promen—

1jive t,odnoano funkeijas F 1 G jo skup (195&., 1951.....1960} . ) Ko
. . 1
1
IV. Za 1350. g je protenat Eita 200/ {200+¢75) = 72,7 %, procenat kuku- e !
I
ruza loo % - 72,7 % = 27,3 %. SliZno je 1 u omtelim slulajevima; - e ‘
. . l i L
| o 20 o io 5"0_60 w92 foo
Godlna ’ 1950 [951 1952 [953 [PEY 1955 (956 957 [958 1959 1960 'l
Procenat pienice |72y 679 §9.2 Ms 750 6.4 656 £42 725 §76 W1 51.3.2.
‘Procenat mmz1273 327 304 254 250 33.9 34.4 376 2NE 324 209 Pripetimo ds debijeni grafik predstsvlja meprekidnu, glatku krivu,

b, Sa grafika vidimo dg Je za L = 40, T = 1,27, Odgovarajudfa talke
31l 2.5.

¥ na krivoj'u ima upravie ts koordinste /40, 1,27/. Takodje kaiemo

) da je vrednost F(4o) dobijena interpolacijom.
3.28, U jednoj laboretoriji merenc jo vreme T /u eskundama/ kompletne ’ .
0, 58 grafika vidimo da Je funkcija T = P (L) monotenc rmstuls, tJ.
vibraclje Btapa dufine L /u santimetrims/ § dobijeni su ovi rezul- - '
’ . da ako je T) < T,, tads Jo F (1)) < P(17,) , Minimun je dontignut
tati za Stepove raznih duiinas :
‘ ’ za L = 10,1 tada je T = P (10,1) = 0,64 . Msksimun jJe doatigout

. : za L = 100,1 4 tada jo T = F (100,0) = 2,01,
L | 0,1 26,2 22,2 33,8 42,0 53,4 66,7 T4,5 86,6 loo,n .

T o,64 o,81 6,95 1,17 1,3 1,47 1,65 1,47 1,74 2,0l

81. 3.1.

. Predataviti grafidid T kao funkciju od L.

be Iz grafika odreditd T ma dtap dufdne T = 40 cm.

c. Sta moZemo kazeid o dabijenoj krdvo] 7 Cdrediti minimum 4 makeimuy
funkoije T = F (L). .

ITY/2 123



- . ]
¢ u gkspiicitnom obliku. Ako je amalitiki izrez kojim je funkcija zedata

oblika F(x,y} = O, ka%emo da je zadata implicitno.

(4]

4° Za funkedju y = £ (x) definisshu na intervalu(-a, 8) kalemo da R

° parns ako ja ftx)- £(-x) , neparna ako-Jo f£(-xX)m - f (x},\za ava-
ko xg{-a, 8 . ’
Séeppn viémaIc o

5 Ako funkeija y = £ (x) ispunjava uslev f{x +a)= £ (x), /) konstan-

. ta razlidita od nule/ kalemo da jo periodiua, Najmsnje pozitivna
 POJAM FURKCIJE REALNE PROMENLJIVE

konstanta < , za koju je ¥ (X +w)= f (x) zove ae canowvny period funk-.

olje y = £ (x}.
o .

1 Heka su D i V podakupovi dkupa reslnih breojeva. Ako svakom elementu

xeD pridﬁ%imo Jedan /1l vise/ elemenata y = f(x)YEV, onda 30 govo-

ri o preslikavenju 4il) funkciii skupa D na ajup V. Tada piSemo '

f1D—+V . ili D —'F-V‘. . olja funkcije y = £ (x), odnomno imverzna funkeija funkcije P(x,y) = O,
- . - t

6° ke pogtoji funkoija x = (¥} tokva da je y = £ [e (y) 1 112

PLo(¥)y ¥ 1 = 0, onda 8o funkeija x = g(y) naziva inverzna funk-

fromenljiva X zove so mezavismo promenljiva a y zavisno promenljiva.

L 7° 2a funkeiju y = f‘(_x\ kaZemo da je ua intervalu /a,b/ menotona,
Skup D zove se definicioni skup, ill oblast definisencsti ili domen funk- . ' -
: a8/ neopdajuds oko je za < f £
cije y = f(xy; a V gkup vrednosti, ili antioblagt ili antidomen. T / ) 4 TSR MRS I
‘pajjednostavaijim sludajevims oblagt definisancati ja zatvoren interval ' b/ norastufs eko je.za x, < x,, I{xhy £(% 4
ls'e@.ant/ ( 8,5 ], tj. skup svih realnih brojeva x, koji iapunjavaju | e/ rastuda eke js 2a  x < x, , 'f(x,l) < ¢ (X33

ualov a § x-£b, 1li otvoren interval /a,b/, tj. skup svih realnih bro- ‘ . N
s ) | 4/ opadajuds ake §8 za x< X, , I (x) > £¢x,)
Jeva x keji lepunjavaju uslov a < x < b. Inade oblast definisanosti ]

i £8 gvako ¢ (a,b) .
mofé bitl ma kekav skup realnih brojeva. i X Xz € (&B)

.

. . . °o . Lo s .
® " Punkcija dofinisans ned skupom realnih brojeva N, sa vrednoatima m 8" Za funkciju y = f (X) keZemo da je pa Intervalu /a,b/ ograniZenat

2

preizvoljnom akupy zove se niz. Brojevni niz je funkcija definfsana a8/ odozgo ako postoli takav broj K dm Je za -svake x eta,b) f(x).s |°H
na skupu prirednih brojeve N, ss vrednostima u skupu realnih brojeva. R. | . ) )

o A E i b/ odozdo ako postojl tekav broj m r.{a Jje za avake xe(a,b) fxiim .
. .

3° Punkeijs se najfedde zadaje u obliku onalitifkoz israze, grafifki i

. 7 ‘Z8 funkeiju ¥ = £ (x) kefemo da jo ogranifema na intervalu (a,b) ako
 tobelarno, Ako Je deta u obliku ¥y = f(x) kaZemo da Je zadata anelitiZlkd | o ograniSena 1 odozgo 4 edozdo ’

IIT/24 ‘ I11/25



3.29, Nasortan je grafik funkeije y = £ (x) /el.l/. Odgovoriti na sle- ' 3.31. wmés £ (0), £(1), £(2), £(3), £ (4), ako je
deéa pitanjai . -
_ f0mxt -6 ¢ 1xf - ex

a/ Za kojs vrednogti . ¥ _

" nezevisno proman- ' Rabenja. ¢ (0)= 0
1jive X j® vrednost . ' £{1) ml=64+11-6w=0,
funkoile jednakanuli? 2 AN RS eT ‘/Bx ' £{2) -0,

N~

b/ Za koje vrednosti ar- /\/’ ’ £(3) =0,

gumenta Je funkodija : sL. 1 £ {4} = 24,
" pozitivna?’

o/ Za koje vrednosti argumenta Je funkoija negativmsa? 3.32, Paéi £ (-1), £{-0,001) , £(100) ake jo £(x)= log x°.

} . 2 :
Rezultat. - af x = -2, x = 0, x = 3, * = B; Refenje. f(-1)= log(-1)" = log 1 =~ 0,

B X e(0,3) U (9, + ook oo ‘ £(~0,002)= =6 ,
o/ xe€(- @, -2} U (-2, o) U.(j,-_g“) ¢ ‘ £(100)m log ao® = log 10% = 4.
3.30, Data je funkeijam f (x) = fi’;f « Nads f£(-2), f(0), £(3), r(%) . 1 3433, Naéi £(~2}, £(-1), £{0), 2{1), £{2), ake je
Da 1i postojl £{-1) = ) .
. + X za = op < x %0,
) . 2.3 . £(x) = x ‘
ReSonis, = 2(-2) = < - 4'1 -2 . 2 za O < x <+ oo,
— - ) et - 3

Regenje, £(=2Y= 1 +(~2)a -1,

£(-1)= 1 ¢(~1)= O

2(0). S=2. 3,

2(3)u o0, - - - ' 2(0)= 1 + 0 = 1,
. ‘ ' 1
e 2l 22
I -2 10 ' A o 2,
t(@) -t - | _ HEy= 2 b
x ry

’ £(-1} ne postoji za x = -1, jer jé (-;I.)2 ~1lm0 imanilac izra- 3+34. Data je funkeija ¢(x) = 2 ain 2 +\co8 x, Naéi ¢ (0,

::a £ (-1, v(%). ), e (2), 9 (B) i 9(a-b), g (ax)

CIrT/ee ) o



2+

Rafienjo. P (0= 1, N - ' 3.37. £ko je
. I
v (%) ol : ' £(xy e {SBE LSO .
L. . Naéi £(1), £ (%). £ --;-) .
(1) =2 9in 2 + ¢o8 1 , : +x , 0§ x <2, .

2 1 28 2 .
v (20 in & v oo 2, Postaje 14 2 (2) 1 2£(5)?

¢({a) =2 ain 28 + coz a,

ReZenjla. £(= 1 + 1% - 2,
9 (a=b) = 2 @in 2 (a-by+ tos(a-b), 2
(F)=21+3,

9 (@Ax) = 2 alh PAX & CpE AKX,

4
3.35. Faél £ (0}, £(-x), £(x+l}, £(x)+1, f(-i‘-) L FE Lsko fe
' : = £(2} 1 ¢5) ne postoji.
I(x) = 1-x . .
1+ x

Rezultat, ' (0),-..'1_. ’ 3.38, Punkcija y = sgox definisana Jje na slededi nadin

f(-x)-i‘_"'—i! -1, ako je x < O

i ’ egnx = 0, ake je x = O
£{xel)m - 2"": = ! 1, ako js x > 0O,
f.(x).'. . 2 1 Lex Konstruisatd graftk ove funkoije 1 pg]mzat.i da je IxX1 = x BENX.
Tex b T(x) 1x °*
f(-l-) » X1 ' Refenje. -
* o ! x, ako js x > O
Kako Je 1x1 = O.lako Je x = C
c . X, sl<x<o0 _'-!v ako Je x'< O ‘
- 3.36. ka Jo f(x) = '
3.36.  Neks § (x) 2 , 0gx<o0 ‘ imaze ako je:
x-1, 1 g¢gx £3. 1Y YesSgnx g/x>0;|xl-xggu;x
Nedd:r  £(2), £(0), f£(0,5), f£(-0,5), f(3). b/ x =01 10l =0 =0 8gnly
X e/ x €0 Xlm =X =~ X3
Regenje.’ f(2)a 2-1 = 1, P / gnx
’ £(0Y= £{0,%)= 2, . —_—-4 pa je tvrdjenje dokszano.
£(3)="0,

£(-0,5)n 297 . \[_'2_

IIi/28 I11/29



funkai jes

' : . ' . 2°
3.39. Oznadimo sa E(x) nsjvadl ceo dbroj "d ¢x , tJ. gko je'x = 2,3

2(2..3)- 2.1 x = =3,1 1 E(x}= =3; E(x) = 3, uopite ako _.10 'x = DT, ' o
3

gde jo n cee broJ 1 O ¢ r <1 tada je E(x)= n . Konstruisati grafik ove

y
——
X

-2 -1 0 -9 S 40

3.40. Ako i f(¥) m = - x, madi f [£(x)] & [f[(x) ]}.,

_3.4L.

Rebenje. 1% f(x)) = tren1? - #lxi=(x - x)J,_.- (x3- x)=

- ():.3- x) [(x°- x)z =11 -(xj- x)(:l.nj—x-l)(xj-m'.}'). 5

2° f{r tjicxylj - (f C£(x) J) 2.t [r(.x) 1ao0. ' .,

Naplsati u eksplioitmom obliku sledede funkelje implicitno damte:

\ 3,42,
]

1__x+yz-1&| 2° ¢

13‘5’2- xz- 1; 3 107 . 2 }

0 . o X+Y
4 _ 105(10)(31:-1)4— 10,;.‘.10)ry+1)- 1y 5 K5 - 2,

Rafenje, T a° Potrabno je y izraszitiv zavisnostl od x, Iz'date'

Jdednokosti x2+ yz = 16 s8ledi da je:

/16-;2 2"0/_' 3443,

Kapomens,
avakej vrednostl argumenta x odgovaraju dve vrednosti funkcije y.

Iz ekaplicitmog obliks gsadate funkeije uofavamo da

Za takvu funkéiju kaZemo da. je-dvoznadna, -

I11/39

Rozultat, o '32 .
. x7
10V =2,
o= 108\10)2 '
. lg m2
.Y x .

10510)(3;: = 1) & log{4+l) = 1,

’ 103‘(-101{3}-1)(3(*1) = 1,

(3x-1) (¥+1) = 10,

20 10 .
BR AT+ ML B Ml v
& a2,

>

xsy = 1n 2,

y‘-'ln 2= X

Za :1’(1)- inx,, naéi ..__ftx-th‘:h.- Iex) |

Referje.
f(xthl- fex) _ In(x+h} - lnx

h h

. L
n%ln (1*%)-1n(l+%))' .

Ako je f(x)= 1o $3Z

TR 3E(a+2)+ IF(x+1)- £(x) =0,

III/31

‘3,44, Nexa je f(x)m ax’ + bx + c. Pokazati da je

, pokazati da ja f(x)+ f(¥)= f(



. 2 1 : .l)
3.45. ke je t(xi= ¥ + 13 | poxazati da o f(x)e f(: .  Konstants 2,b 1 ¢ odredjujomo iz uslova:

x
ReZends. ¢ ) £(0)=c = 4,
el LRSIV W SUU SRS SR £(1)=a + b+ o =3,
x] "lx 1 2 x2 1 ?
(;) 3 £(2)m 4a + 2b + o = 6.
a x?’ + 1—2- = f(x) . Iz poalednje tri jednaéine aa tri nepozanate dobi,jamo dd jo a = 2,
x
; b==-3 dc.=4, pa je f{x)a 2x2-'31+4.
. 2 )
3.46, Nadl £(x), ake Ja £(x + 2)a x® s —15 . .
’ 3.49. Radi celu racionalnu furkeiju tredep wtepena
Bedenje.  Kako fe
) f(x}= ax3 + bx:2 +ex + 4, ano je
f(z+l)-x2+l‘§--xz+%+2xi-—2x%- v
x x x £(-1)= C, £(0)= 2, £{1)= =3, f£(2}m 5,

cxe2) -2,

[
atoga T (X)= %< .2,

Rezultat. fix)= 3‘% x3 ~ -'21 xZ ] % + g.‘

3,50, Naéi funkeifu oblika f£{x)= a + ™, ako je £(0)= 155 f£(2)« 30 ,
3.47, Naéi linearnu funkciju £(x) esko se zna da jez { £04)= 90.

t{o}=3 f{1l)m -2, ‘
Rezultat.  f(x)= 10 + 52 ,

ReZenjes Opiti oblik linearne funkecije f(x) jeo f{x}= ax + b

gde su o 1 b konatante koje je potrebno odrediti. 3.51_‘ nadsL £(x) ako e

£(0) b w3, _ ‘ f(xelYs x5 - 3x 4 2
f{lym a8 + b = =2 - . )

Reiienje,  Kako je £(x+l) = % I+ 2w xm 32 42+ 2x = 2x =,
pa je dakle b= 3, a= =53 i £f(x)=.5x + 3, . :

=

-(x2+ 2x 4+ 1) -5x + 1 =

. .2 . :
3.48. Naéi kvadratnu funkeiju £(x) ake ae zna da fe o =(x+l)” - 52 % 5 - 54 1«
20 4, ()= 3, £(2)= 6, . S S LTy P

2
) imamo da jo f{x)= x°- 5x + 6,
Refienje. TraZena funkcija je oblika f(x)m 3124- bX + c. ‘ ’

117/ 32 JIT/ 33



Se52.

3+52.

Fe54a

ﬁnéi £(x) ako je

f(i—)-z+ ].+x"2

x> of.

2
y I +V]l + x
f(x)e AR

gaéultat.

Nadi f(x). ako je

Refienje. Iz analitiikog izraza za f (—1--;

x 2
t(35)-+

) nalazimo da Jeo

(3 () f

= ¥ _x_ 2
- X+l - e+l 1.
Lexx ) T y
x4l T x4+l

g -
. x t
Ozna&imo da je F sl #. Stoga fe f(t) = (ﬁ , Al

(Y

Cdrediti oblagt definisanocati funkcdia;

3
y-x - ﬁ.iLn-oJ N

Funkecija je zedata analizdidki u eksplioltpom obliku.
%a preizvoljno x moid se odrediti odgovarainée y. Stoga.

3o pslaat definisancsti date funkoije .skup avih realnih brojeva x.

11134

3.56.

3.57.

3.58.

Réﬁonjo. Poite delenje za nulom nije def:Ln:lsapo, data funkcija

posto)i za one vrednostl argumenta x, &a lloja je x+1lpk O,

" Stoga je oblast definipanocsti date .tju.;\lbﬁi““ skup D (-oq—l)ll(-l,-tm)

4

Redenje. Kao 1 u. prothodhom primeru mora biti x2 -3x -4 A0,

ednosno x 4 -1 i x 4 4, Otuds js oblast definisance=

ti date funkoi je slmpD : (=m0, =1) U{-1, 4) U (4, +uo).

Redenjs, ‘Kvadratni koren.postoji samo’ od onih brojeva koji su nes
negativol, pa j‘e dats funxoija aefinisans ako je

Ix --Ix2 % 0, t3. x(}-x) 3 0. Poslednja nejeanacina Je zadovollena
ako Je

/-a/. x >0

114 /v/ x &0
3-x 2 0 -

3-x &0,

Resimo sistem nejednaina /a/. Iz nejednsfine 3~x 3 0. gledi da

' Je x &3 . Dakle slatem /a/ je zadovoljen ake je-x » 0 i istovre-

méne x £ 3, odrosno ako Ja x e [0.3]..' Helilmo-t alszem /bf. Di%i-
ga nejednaiina je sadoveljena ako io x » 3. Prems tome .aistem /b/ -

nema’redenja. Konafno, data furkoijs je definisana ako jo x.é[o.‘:ﬂ.

y.J2x2.+1+9.

Raﬁ Ja. Data fu.nknija Jeo dofiniawm za one)n-ad.nasti argumunta

-

‘za Koje Ju 2x +x +9 0 Stoga Ju oblast d.etinisano-

std funlmije-skup D :_(_—oo. + 00)e

IIT/235



3.59, 'y = aro sin(l-x)+ In(lmx). . . 3.63. y = ln erc sin % .
Rakenje. Punkeilas y = arc sinx Je definisans za xel-1, 1}, HeZenja. HKako je logoritamaxa runkeija definisans za ¥ > 0, mora
a funkcija y = lh x za x > 0. 3toga e data funkeijn biti

biti definisana ako je /a/ ll-xz}$1l; /%»/ 1o x > 0, ReEimo ne- w42
are sin = > 0

: =%
jednadinu /8/. Ona ja ekvivalentma dvostrukoj nejedrnalini >
-1 $1-x£1, il dvema linearnim nejednaiinaia: 1% 1-x {1, pa otuda .

. : o< X2 <1,
2% 1-x ¥ -1. One ou zadovoljena mko js =x el0,2], Dakle, uslov i 5-x °

/a/ e zadovoljen ako jJe xe(0,2], 8 uslor /b/ ako je x€(1l,+m), Iz poslednfe dvostruke nejednnkostl sledl da je x e(-2, % 1.

pa Je data funkcijs definisana za x £(1,21,

‘ 3,64, y = arc ain (sin x)
2
3,60, ¥ = log(x"- &), ‘
Rezultot, D : (-m; + o)
Reiienje, -Logaritam posto)i samo od onih brojeva koji su vedi od

nule. Stoga je data funkcija definisena-ako je x4 > 0, . 2
. N 1.65, ¥y m ln—ix+2+4-3x-):.

tj. ake je .zEr(-oo y ;) U(2, ¢+ @), |

i ‘ Refenje. Data funkeija je de inisena za one vrednostl x zo koje Je
1.6s ¥ = log{x+2)+ log{x-2). Jof 1m i:zl ) 0 ,
5
. rel EE >0,
Refenje. Late funkcija je definisana za one vrednosti x za koje Jo/ .4-31-::2 y 0
Je, ,
x4 ~3x- a.
/af T +2>0 a to znalli da je Hz)l‘i 43::.x>,
/of x-2>0. 1 " Redavanjem pusledniih nejedna&ina dobijemo da je zel-4, -2).

\ .
Otuda je oblast definimamosti skup D : (2, +oo).

3.66. y> = 1n ain(x-3)+ Jlﬁ-! + sz* .

1
: : )
x . .
3.62, - \, x+3 -,’,1-:: + & N . Rezultat. Do {>2x, 3_,,) 0(3'4 1.
Refenje. FPunkolja js definisena za one vréc_l:hosti nezaviomne i:\ro—
. . 2x .
memljive x za koje Jo x + 3305 1 -x30 4 Xx A O. 3.67. ¥ = aro-sin ix 5
. . - L+X
Stogs je data funkcije defintsanm ako je x [-3,0)U(o,1].
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31.68.

3.69.

3.70.

3.71.

Rezultat. D : («w, + o0}

X
Y wo— .

1x1

Rezultat, D 1 (~o0, 0) U(O, +oo\

x+2
y - = .
’x-ncl

Hedenje, Data funkcija je definisana za one vrecnosti x za koje

je x - x| > 0, Refavanjen sngleénjs naejednaline nalezi~

no da Je funkeije definisana za xe(-c0, 0).

, 2
Dokazatl da je 1n Tu.z—_—“ = 2 1In (Vx4 - x i naéi oblast
% #lux : 2

x +l+x

definisanogti funkei je

¥y =1 .
X+l + x
Refoenje.
1n KR = 1n x4l = x) (szﬂ - x) =

x+1-x)

:ix+l-x2 (x+l+x)(
. 2
= 1n,-(—M = _m(‘

X+l - x

2 (i1 - x),

E

+

A

1

L
S’

m

2
pri femu je (\}x fl-x) >0 za x€(-op, + ®). Prema tome

Jx2+1 -x

x +1 + x

funkcija ¥ = 1n

Odrediti domen i entidomen olededéih funkoije. y =J 2+ x - x2 .

Roguliat. prl-1,21 3 T:lo,41.
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Je definisana zp svako X&(=-00,+00)

3a724

3.73.

3.74.

¥ = 1n{l - 2 coz x) .

Rezultat. Dy (2 En+

,2kn+%£)

1+ WA

Fk om0, 21,/

Dt (-oo, log 3] .
Koje su od sladadih funkeija parne & keje neparna:
8/ £(x} « 3x - x°,

Refenja. Xako jo

3

t(x)m 3=x) =(-x)7 = 3% ¢ 2P = = (3x - ) = - £5(x)

data funkcija je neparna,
v/ f(x)= 8.

Rezultat. Parma.

e/ f(x)m |xi,

Rezultat. Parpa.

Koje su od sledecih funkoija parne a koje neparnae:

1°‘ fl(x) -x -%2 €+ x; 2°. f(x)-% {a* + 27*),

Q

W

£(x)= fl-x3+x4+\/1+x31-;‘r; 4% 2(x)s 1n X

£{x)a Inix|.

ReEenjje. 1% Poito Jo
f(—x)-(—ﬂ? - %’2 (-x):" +(=X)m -:7 + %5- ex -(xT+

+ l—% o+ x) = - f(x¥) dota funkcija je naparna.
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3.77. 1Ispiteti parmoat aledadin funkeija:

1, = -X o
2% txy=z (a° +a . Poito je )
‘ ) 1° yaadt?on 2 y o2 3 yesinn
Lygm@, a= Xy Lopmx ooy Lox x| E 2 5 5
f-x)e g (a4 a yez (e s ) mg (0 ey ) 4% youtg (xeldy 5% y = &% 6 y = Jx-1%  Jxeny?

dats koija 3- parna. Relienje. 1° parnaj 2% n1 parna ni neparnai 3° neparfiag

: . e - o 0 .
4% £(x) = 1n lzi . 4~ ni parna ni neparnay 5 parza; 6" parnas
L+ (ux) 1-x 1.z \71 l+x ‘ ‘
f{-x) = In T—x)-h l—'x"-lu T --lnm a =f£{x} . ) . )
. . 3.78. Eoje su od sledecih funkcija periodiine:

Proma toame data funkelja je neparna.

1% 5. sln%; 20 ¥ =c032x—;2i 3% ¥y = tg by
o ) .
3 Pamal. . 4% y = 2 81n x - 3 cos x4 5% v . coszx.

- Regavanje. 1° Prema definicijl periocdiZna funkcije potrebno je'

3.75. Pokazati da je f(x)+ f-(-xs aprna, o f(x)- f(-x) neparna funkeija,
- odrediti broj <7 da bude,

Refionje. Ozpadimo se, S . - X v

) ain 33(- w ain 3 e
gxxy = LX)+ £{-x) ,
: X _ -
s 2a Wix)a I(X)- £(-X)s : ain 3 = 91"(3 *3 ).'
Kako jo p(=x}= £{=x)+ £(-(-x}m £(-x)+ f{x)m Fx) si_n% = sin 3‘5 cos %J v coB }3- vsinc-;-, .

Y- £ (=2)= £(x)m = (£{x)= £0-x% = ¥(x),
' X

Poaslednja jednakost bide ispunjena ukolike konstamte uz sin 3.

pa jo ¢b(x) zaists parns a*(x) saists neparna funkoijae . x . .
.odnogno uz cos 3 tudu reapektivano jednake na leveJ i desno)

N atrani. Otude potrebno ja da bude
3,76. Pokszeti da je funkeija y = log [ x o x2+1) neparne, . .
(a) o .4}
cosi-l isinB-O.

Refenje., Zalsta , .o
e 0Zigledro jo da ¢o poslednje- jednakosti biti zadovoeljene ‘ako - je

M s ‘
: y(-x}= 105(03 (-x+ v+ 1) - J.ogm) (,x *1- x) " G =6 k m. Za k = 1, dobijamo osnovnd pericd date funkcije GJD-Su.
1 . o ) . v P
= loz(a) J— =T log(a)( x ¢y T¢1) = -y(x), 2”7 Xao i u prethodnom primeru pericodu dete Funkcije demo odredlti
2 - :
X +1l+x - . .

iz uslova,
pa Je funkcije neparna,
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- i W)~ 3
cos 2543(:052”5 .

Koristsdi adicionu teorsmu za coninua imademo da e

2x= 20
cos ——22.;“ = co9 %;2 008 %’— - ein "-su sin =g

Iz poslednje jadnakosti sledi da je
2o
cm%-gnli -3in - =0,

a odatle 2= 10k i & =5 kn. Za X = 1 dobijemo osnovni

period funkcije &= 5x.

¥ wa%
4° Premé definici.j; periodiéne funkeije potraono je odrediti broj
) da bude,
2 gin (x+@) = 3 cos (x+w) = 2 sinx - 3 cos X,
2(sin x cost)+ coz x sina] - 3lcos x coaw - 3inx sinw ] =
a 2 gtn x = 3 c08 X,
(2 oonw+ 3 sinw) oin x + (2 stnw - 3 cosey) 08 X =
= 2 ginx - 3 cos X,
Poalednja jednakost bide zadovoljena, ako konstarte uz ain x
odnogng cog X budu respektivne ;jed.nake na lavoj i desnoj strani,
Otuda potrebno Je da bude
/af 2 cosdd + 3 ginw = 2,
/by 2 sinG - 3 cosly = -3.
Refiavan jem poslednjeg sistema jedannZina dobijamo da je:

/oY coscw =l /o'/ sinw = O.

111/ 42

3.79.

—— |

Iz jednadine /a'/ i /b'/ oDalazimo da ja &= 2 kn, Kajmanji

pozltivan broj &0, Je osnovml period funkeije c.)o - 27,

5% Periodu date funkecije y = coazx ., treba odrediti iz uslova
coszx n c032 (x+dd)

Iz poalednjs jednakeztl redom sledl:

coszx - c092 (x+t@w)= 0,

/uf (cos X - ooa (x+w)) (coax + cos-(x+c.3)) - 0,

Poziednji protzved je jednak nuli, onda keda Je& bar Jedan od

rjogevin €inilaca jednak nuli, tj.

f1/ cos x - cog (x+i) = O,

/e co% X + cog (x +@) = 0.

Iz jednakosti f1/ dobijamo da Je cdo w 2m , & iz jodnakoati /2/
da je wo w w, Po&to je osnovni period funkeije nmajman)i poziti-~
ven brej @ za kojl jJe £(x)= f(x +w), pa je Coo o x, jer je
proizvod /#/ nula, ako j& bar Jedan od njegovih cinileca jednak

nuli, f
i

Funkcija y = sin x + % ein 2x + % gin Jx ima osnovni pertod

)= 2n. Dokazati.

Dokaz. Data funkeija je zbir funkcija ‘Yl - gin x, Yo = % 3inZx;

3’3 --;— gin 3x . Osnovnl pexdod date funkeije &, ie naj-
menji zajedniiki sadriilse ua Gy, @y 4 6y gde s W e 2n,

2
fdz - %, C:J3 - 3_1;_ , osnavhl pericdi redom funkoija Y10 Y3 i ¥y
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| . 3.84.
3.80. 0Ddrediti periodiineat pledadih funkclim. .

Pokazati da je inverzna funkeija funkeije y = i:: sBm& ta
funkeija.
19 vy -te(x +Z2} 4 2° 3-5+2sin(1—x) 3
. 3 ! . ReSenje, ReBavajudi y = —-——i:i s po x, imemc redom da jar
o ./ S 3
? Y 1+ tgz x ey - 1,
’ ° b Y+RY = lwx
pezultet. 1% m. 2 F. 3° = ’
. 3 TY+A = 1_y’
‘ i inverznih .
4p i odrediti cblast definisanos |
Naéi inverzne funkcije -
| ‘ : | ¥)= 1-y, :
fnnkcijﬁ 78 sle@oée funkeije. e i:y !

3-61* ¥y - z + 1.

S5toge je inverzna funkeija date y = -Jl-_i-:f » & to je trebalo i do-
. kazati.
Rajengs. Ofigledno, 12 Jednaxkostl y = Xl atrelkme Bodhiane
- . xmy-1l. Is-"’is“j“é? uzegto slova X, slovo ¥ wsuo 3.85. MNadl funkeiju inverznu funkeiii
a6 joy - ; - 1; snverzne funked ja.date funkeije. oblect defini-

3 PR e
. ) : 7 -
sunosti dobijena funksije fo sbup oy (-, +@). v J?Tf;—‘ . - J—...; |

Resipnje.. “~ko levu i deanu stranu anuslitifkog izraza kojim je furk-
‘ x cije zadata kubiramo, &8 28tim izvr¥imo potrebns sredjiva-~
J.82, y=m3 - .

. t nja dobijerog itrazs imacemo redom:
R x 8 LA

Resultat, Ioverzma funkeija je y = 2 o7, weoja je definisar :
Loses .

X€(-él "w)' .

4 yj = x 4+ 1+3(2 + 3 (x+ﬁ ;?_\)2( x- loz;)+
. 3
3.83. ,Y_zx_z‘ + 3 (x+Jl+x2‘)(x- J Lex® >2+x—J1I+ xZ R

Rejenjes Iz date funkcije dopijamo redom:

i 3
’ _ ¥ oe2x e 3 ‘?sz_l_x?)( xr o 1ex" ) 4 3\[(3:2—1-::2) (== 1+:?2) .
. i Yo+ 2, . :

. . 3
. 3 2 2
x 105(2‘2-_"195(2\(}' + 2}, ¥’ a2z - 3[/ x4 J1ex® 4 [ x - t:.h-x :J)
S x -'103(2)(Y.+'2)' .

¥ =2x -3y,

S Y definiaana
" Stoga {e invexzna funkoija ¥ -_iog(z)(:tﬂ , koja je de 1] ox = y3 + 33, % _%(yB . jy) .
ako o x 4 2 ».0, t3 aks le X€(2, + ©). :

PN . IIT 4%
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3,804

3.97.

zx (x° + 3) .
Stoga, inverzna funkeija date Je ¥ =3 2
.

FER i&—}-— 3 pdrediti
kel y = o ;
Npdi funkciju fnverzny fun T
oblaat aefipnisanosti inverzne funkeije.
Zx+1 X 2x+1 < a.

con 1o THET v b %+l
Rezultat, ¥y = BTe =1
Rezuz=ore.
Naéi funkedju spverznu funkcijit

x+l); 2° ¥ —log(ﬂ’(xszv‘ x4+l).
7 - 105(3)(’: + \/ Ry ). kojim

da je Todod:

1% y» l°’5(aa(x *

1° 13z anelitickeg jzreza

Refenje-

le funkei jo zadata gledi,

x + J32+1=ﬂys
Y

vfz—_" 2

2x a - o -1,
a7 - A~y
x = —_——2 .
X _ g°F
a> -
a -3
Dakle, inverzné funkeija datof J& ¥ = 5
3
3% 3 .

3.88, Nafi funkeiju ynverzpu funkoiji:

2 ° sin x + 2 ¢co8 X
1° y'%* 27 ¥ ®=Feinx-3cesX
=3

*
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-89,

i cdrediti ovlast definisanostl, tako dobljens funkoije.

Rekenfo, Analitifki dzraz y = SAXEZ | yogin je runkeis

zadata resfidemo prvo po gin X.
y(sin x + 1) = sin x + 2 ,
yoin x - glnh x = 2 -y,

sin x (y-1) = 2 - ¥ ,

2 -
gin x = -y—_-?f -
Iz zadnje jednakosti dobljamo da jat

X = arc sin 2z '
¥y-1

a odatle sledl da je inverzna funkcija datoj

2-x
Y = aro s5in =1 "

Jvlast definisancsti ave funkeijs je skup avih vrednesti x, za

koje je
2 -x ‘
iy

Yz pbaledrjen nsjsdnakosti dodijamo da je ~gl % , + 0}

Rezultat. ¥ = arc tg ax12 s X 3
2x~-1 2

Hadi funkciju inversnu funkei §i

¥ mc¢o8 x - sin x + 1,

Relenje, PFPotrebne je anelitidkl izraz kejim je funikeijs zadats

reditli po X.

co8™X -~ gin x =y ~ 1,

con®x - 2 oés x 8in x 4 ccnz % = (y-l)z .
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3!90.

3.91.

Kvadriranjs predpoglednjeg tzraza dozvoljene js samo ako su nje-

gova levi 1 desna strans istog znak¥a. Iz zadnje jednakomti ima-
mo 48 jeo redom
2
1-ain2x = (y - 135,
2
sin 2x =1 - {y = 1},

gin 2x = 1 - y2 +2y -1,

2
aipn 2x = 2y - ¥ «

] 2
Stoga jo, 2X ='arc sin(2y - ¥°),
x-% arc sin (2y - ¥ ) »
pa Jje inverzna funketi jo dato]

2
¥ .%am ain(2x = % )e

Aadi furdfelju inverznu funkoiji

x
¥ = 1o jaxe ala ;:TT—)'

Rezultat.
. * gin. ex

ym=0 v

1 - sin oF

Raél intervale u kojima su gledads furkcije monotene Jatrogo

monotona/ .

y=x - 2.

fezultat. Ansliti¥ki izraz kojim je funkcijo zadats prodsavlje
jednaZinu prave, §131 je koeficijent pravca pozitivan.

Stoga, je dats funkeije atrogo monotone rastuda.
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3192, y = x° = x + 2.

Refienjo. Analitifki izrsz kojim je funkeija zadate Je jednaina
parabole, kojs ima minimum ze x --% .
Stoga, dats funkcija je monotono opadajuéa za xe(—m, %‘-). a

menotono rastuds ake je xé(% . * oo).

3.93. ¥y =25

Rezultat, Dats funkcijas je monctono restucda na skupu

realnih brojeva.

3.94, ¥y = B(x)s /Pogleda} zadatek 11, strana 6/.

Rezultat., Ne opeda za xg{- m, -or.-::).

3+95, ¥y = 9ln X%,

Regzultat, Raste za Xx¢ (- -;—' 4 2Km 325- + ka) .

3.956. Data je funkeijn u parametarskom obliku: x = 3 sin t, ¥ = l-coa 2t,
/t promenliv parametax/. a/ Tzrsziti y kao funkeiju od =x,
b/ Odreciti oblaat definisancsti funkcije y = y(x} 1 skup vrednesti y.

¢/ Facéi oblast definisancsti inverzne funkcije za funkclju y = y(x).

Redenjies &/ Iz analitifkog izraza za nezavisno promenljivu x, ko=
ja Je zadeta kao funkceija parametra t, sledi da je redom

= gin t, t-amsin%.‘

At b

ko dobijeno t zemenimo w analitilki izraz za y, y = 1 = cos 2 ¢

dobi jamo redomt
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[ |

1 - cos (am ain !3;_) , ' Refenje. Kac u prethodnon primeru iz zavisnosti za x i t lzrazide-—
t u funkeijl od x, pa zatim ga zameniti u gzaviancat y
¥Fow2 aiuz (am Bia%),

od t. .
2 t 4
y-z[ﬂiﬂ (arc Sin%) i a 2x l:‘-lﬁ + @ ,
z 2 ezt-Exath_..o,
¥y= )~
s ot ff o1,
Zadnje }ednakost presdstavlja, trazenu direktaou vezu izmedju x 4 y. t a ln (x * ‘_‘2 R 1) .

Dobijens t zsmenimo u izraz za y, da bi dobili traifenu direktnu
zavisnost izmedju x i y.

JXT-J.)+ ol (x m),
[23).G = J2a),

Jof xel=3, 31, yelo, 2.

/o/ Parma,

1+

LU Y-ln(x

1+

¥y & 1n (x
1,97, U sledaéiw zedacima eliminisati parametar t i naéi direktnu zavis-

nost lzmedfu x i y. 3.99, X = sin t = c0a t + I,

y = tg (t —%)1- atg(t —%)-

2
Rezultat ¥ = N
HOZULTAL,
(x—l)\jl+2x-—x2 fy

x-ta-et"'l

2
ynt-t‘*?-_
o

Refienje., Da bi na3li direktnu zavisnost izumedju x i ¥y ifzrezifemo

t preko x, a zatim go zamenitl u zaviznoat za y. 3.100, x=9in t + 3 cos t,
' (t-l\e. ¥y =t +ain (t+are tg /3).
el a2 J-; Refenje, JednaZinu kojom je izrafemo x u zavisnosti ot t moSemo
I, S ,

napisati u obliku

t::\{_x+2. -

X mzin t + tg @ cos t,

Nadalje, gde jo tg & = J3. Iz poslednje jednakosti dobijmmo redom
+ 2 + 3in © '

yr (EVRR (B a2 xe vt e 2BD oo,

3-::‘{?:-2. X cog 8 =3in t cos @ + cos t ain &,

X.c08 @ « 5ln (t+8)

t -t ¢ t+ ©m=are sln (xcos @),
3:98, T = . y=%t+e,

t-amam%-o.

Ako peslednji izrsz za t zamenimo u jednadinu za y dobijamo da je

¥ = arc s‘i..n%-0+si;n aro sin%_-ﬁ-yam tgv3) il
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X m X
y=are sing -5+ 3. Ake, u transfermisani izraz za y, zwsmenimo % dobijamo da je

3.101, X = a coat, 1«):-::2
y ez X
¥ = b 8int, RES 4
Rezuliat. 1:2 2
T TErTE o
&8 b 3,105, Pokazatl da su sledefe funkcije ogranifene na stogpu svih reslnlh
brojeva.
3,102, x = p + r cog t,
1° y = sin x; 2% y = com x4 1% v = Bre toxy 4° Yatret tgx
Y =q+ raos t, - .
. 4
Nezultat. ()c-];u)2 +(y-q)2 = x-2, | Ruﬁanjs. lo Punkcija ¥ = gin x ia definisana z8 avako X
[ - Zax:%+25m,(k-0,11','32....). ¥y = min x

ims vrednost jednaku jedinici. Te je iatovremano i najvedéa vred—
3.103, x = cos t, .

§ nost funkeije y = sipx. Stoga Je 2za svako xe(-00, +00), sinx £ 1,
Y = sin 2t,

pa proma tome je funkelije y = sinx ogranifena odozgo jedinicom.

N 2
iiozultat. yomo2x y 1x° . Nadalje, zn x = - %+ 2ux , /=0, 21, 22,... /, ¥ = sinr ima nojoa-

nju vrednoat jod.na_kﬁ minua jeda. Prema tome, funkeija y = ainx je

3.104. x = tg &, ogranidens i odozdo konstantom m « -1, Lakla, data funkeija y=sinx
¥ = 8in 2t + 2 coa 2t, je ogranifena na pkupu evih realnih brojeva, & to je trebalo doka=-
zati,

Reganla Iz izraza za x = tgt, sledi da je t = t R .
Refenje, &%, J ars g x 2% poito Je za gdvako xeg( -, +o0),

Izxez za ¥ = 8in 2t + 2 cos 2t moZemo napisati i na
f ~l £coax £1,

sladadi nadin,
to Je furkcija y = cox x ogranifena i odoupo L eodozdo pa je dakle

¥y =8in 2t + 2 008 2% = 23in t cos t + 2 (coazt - sin® £) = i cgraniena.
_ : 2 3° 2a svake xa (-0, +o0)de —-;--farc ‘.5x<%,

=2 {: (‘F“E“ L + : - L - ie data funkedj ' 1

2 X ) pa Je data a ¥y = arc tg x zaista cpranidoba

. L +-tg"t 1+ tgzx X 1+ tgzt 1+ r.gzt . . .
) 4% 2a avako Xeg(~m, +0) je O < arcctg x <n , pa je y = srcctgEx
2 ! Iy
. 2 |j..._35_;‘._._ . 1 - gt ] - zalsta ogranifens funkeija,
1+ tg t L1+ tgzt l+t52t
- o2 lttg ¥ - 1t
l+tgzt
111/52
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1,106, Tapittati ogranidencst funkeije y = 1 5 .
1+ x

Refenje, Izraz L 5 =y, ima najvedu vredhost onda kads
L +x

nu je imanilac ¢{x)a 1 + :r.a, najmanjl, Zbir kvadrata

ima najmanju vrednoat, onds kada 1 rvpdrati imaju najmsnju vred-

nost. Stoga je 1 + xz » 1, pa je 1 5 £ 1. To znadd da Je
1+x
data funkcija ogranilena odezgo konstantem B = 1. Leko je ucfitl

da je ona ogranifens i odozde konatantom m = (_).

3,107. Ispitati ozranifenost funkcije y = 2 l/x_

Rafenje, 2Za x€(-o, O
0« 2¥* <,
.Stoga je data funkeija y = 24/% pranifens za x < 0, Za x > O
ona je ogranidena odozde konstantem m=i. ali nije ogranifena o-

od02g80.

3,108, Iopltati ogranifenost sledecih funkeija:

o -x2 a -1/::2‘ o
1Y y = ey 2y e b 3% y = arc sin (s8in xl.

2 .
Rezultat, 1° Funkclja y = 6~  je ogranifens odozgo konsten-

tom li=l, @ ocdozdo konatantom ma0,

2°% a1, ma0;. 3 XeZ,ma0,

SRAFIEKO TR MLAYLIANIE . FURKCIJE

1% Grafik funkcije y = f{x) konstruidemo ns slededl nadin :
a/ odradjujemo ovlast definisancati funkelje D, b/ za izvestan
. L

proj karakteristifnih srgumenata funkelje XysXgeene v izraZunavamo
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odgovarajudl broj vrodnesti funkeije y = £ (x) Fiel,2,..4,0/,
3

v/ Konztruitemo skup tadaka h!i(xi,yi) fiml, 2, 4.0,0f @ knordimtnoq sia—

. temu x0y 1 spajamo ik lintjom.

o
2~ Pomofu grafika funkeije y = f£(x) neposredno %o mogu konstruiseti
grefici sledeéih funkedi ja: )

1/ y = -f(x) - simetrifno preslikavanje grafika [ u odnosu na

I-omt,

2/ y = £(~x) - simetrilno prealikavanje grafiks [ u 6dno.su na y-ogu,
3 y » f{z-a) - translacija grafike [ paralelno x-oai za a, .

4/ y = I(x + b)- translacija grafiks [ paralelno y-o=i za b,

5/ y = kf(x)-uvelanje ordinata grafika I k - puta.

Isto tako pomodu grafika [, funkeije y = £(X), mogu se oribliinc

necrtati grafict slededih funkoijn:

1 .
oy wm 2/ 3= ol
af ya=l gxI” S S
¥ (x nely 4/ ymw ETEIN] ;
5/ ¥y = JHx) 3 & y = PRIC I €Rej

T/ 3= 1lnlf£(x)]3

1
y - 3 9/ ¥ -Jln | £¢xy] itd.

1n | £(x))
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Naortati grafike slededéih slementarnih fun.koij.u

3.109, ¥y = = ,1 neparan broj

Y

yax"

3.11C. y = > , T paran broj.

II1/ 56

3.112.

3.113.

¥ o= =5 » D poren broj.
x
Y
2
nd
mb
!
Yz
P X
¥ = P n nex;uran broj
xn L]
¢
=]
=3
=5
1
Yo
x

o/ y=/x,m neparan

brog; b ¥y =2 1 | n paren brej.

d y-&w

2
a

=5

X x

=¥z

111/97



3.114, ¥ = ax," (a% 1) = eksponpencijalna mnbc.ija.

a=1

’4

[N ¥

a>]

3.115, ¥ = log
(8} Y a<s

3,116, af ¥ = sin x; b/ ¥y = cea x,

%, (a2 1) - logaritamaka funkcija.

SER
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3,107, af ¥y = tg % b/ y = ctgx.
¥ P,
: Y=ty x
- .
7 ¢ - 0 rs X
i
ymtgx |
3,11B8. a/ y = arc sinxg b/ y = arc cosx.
¥
Y 9 Comy y=arecoix
(1.3}
ki3
F3
=7 3 T
» Vg;qr:a‘na: ) (uv
asd
3,119, B/ y = arctgx; b/ y = ercigx,
¥ ¥
v kg I

//0

Hroxorgx

;
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1,120, a/ y = shxy b/ y= chxy: c¢f y = tghx; 4/ ¥ = ctghx.

=

b
Sy cthx
Ymehx
1 ymghX f
;_ yethe *
[ i
el
— EE

3.121, af y = Arshx; ¥ ¥ = Archx; e/ y = Artghx; 4/ y = Arctghx.
A

§uArciha

fadramx

3.122. Pomoéu grafika funkcije y = sinx naortatl grafike sledscih

funkedl jat

[+ ) 1
1 :"sin:l:

Konstruiemo prvo grafik funkeije y o zinx, o zatim njegov "reciprofan

grafix”, /orafik date funkcije y = sinx konatrulesn je ispeekidanom
1

lini jom, & grafik funkcije y = sin %

neprekidnen lint jom.
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2 y w |5in X[

:
L~

y= t sin ¥
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5° y alnisin xl,

2
3,125, y = %
¥ [
CLIZY 4 .
— & .
X | z ] 3 ! t 3 3
4
i
= & 7 ¥ =
3.126. ¥y = l_J-.x-
3.123. HNacrtatl grafike slededéih funked ja: "
a/ y=x° -1 Woy - (x=10; v
of 2 4 (x-2)7 .
3
yr ymats y=2e(x-2) ”/ x
oT 1 z
[
%x=2
3.127. ¥ vy
: 1
_ys%
¥,
3.1240 y = x3 - 3x 4+ 2, - o
3
z I
12
2 -t o] =
r3
E i
Yrrdee2 -
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1
3.123. yux+;o

%
2

.129. ¥y =
3.129 (x_z}z

1
3.130. ¥y = B
1+x

o' *1’
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3z y =2 J1E .

Yy

NI

33 ¥y =t 2 Jas-.

Yt B ’1

E)

N

N
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3135, ¥y == J1-x° .

3.1%. Y = X 4 cOS X.

Gnxetopx

3.137. ¥ = X gin x.
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3,138, y - cos(x’+1).

yeeas(zied)
9
1
3.13%. y = 90in T .
¥
yesink

i
ATl

3,140, ¥ = arc sin % .

y=hﬁai 4

ﬁ“_ 0], ;
&
T
3,141, ¥ = arc sinx + \/-1-::2.
Y
o ey okt
113/ 67



x
3.142. y = a¥ ""”:']:-" 3,146, ¥y = 27+ 1.

yal2%t

_/ , e i . _'_d_,—/
. f i

[~]

-

o
L]]

2
347 ¥ =5 .
3,143, ¥ = aro coB{co8 X)s

gwarcoos(cos x}

3.144. ¥ = eTc sin lain xl, 3.148, y = e

1/x
3,145, y = arc smi—_—i . | 3.149, y = 2 .

. | 111/69



3,152. 3 = In{x+3)+1.

3,152, y = In x°.

Yaln(x.3)ef
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3.153. vy @ In(xi-1).

— { K
[
( /3‘-[:1(.\:'— 1)

3.154. 7 = ln(l-x2).

yelali-x?)

x=2
3.155. ¥y = 1n ol "
]
ein 5
— x
o
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3,156, ¥ = ln(lnx),

3,157. F =X +lxl,

y=tn(inz)

3-158. =X X .

y=x{zf
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3.159.

3.160.

¥y =1%=3t~1x].

p -2

¥
y=3
yefx-3 -fx]
I
z
TN &
4
2
3 o




3.167. x = t 7=t
#
= I————— =l ¥ o
m—— e gt
=L
Pf% x
& - -
3,164, -P = 2 coa ¢,
. 3.168, x = 2 cost . ¥ =2 gin ¢
E] P= 2oy

¥ I=2cost
yedzint
x
il .
x

B
/

3,165, f = a{l+cos’ w).

k) prallecosy)
"\ ) 34189, x = 4 cos t ¥ o 3 sin &,
X
;_/ - -
¥mising
(]
3.166. ?-adcos 29 . y

a- afeosdep

%3

_ III/74 11X/ 715



3,170. x =& coaBt ¥ wa ainSt.

¥
Xuglest
{y-utfn‘t
. LITERATUR A
1 &.F. BERMAN CEOPHUKN  3a0AY 1o #yBCY FTATEAA
X
THHYECHOrD @HANU3R , HIZITencTdo

FARBHAR POAANG LR QButiritfcO - Alare.

FIATH Y CKOK  AUTeriTyrs, Mocraa 96T

2 B.P. IBMIIOVIE CBOPHHK TAAAY W YAPRMKERGS 1D
3.171. x = a(t-sint) ¥ = a(l-cost) . MATEMATHUCCKOMY Eaanby, disgnredsr.
l r

Tho Haveh J I hasszn Pega8efaf ghisi v,

HATEM R THYE Ch ol miFeparvat, Mook gy fras

3 Pavle KILICIC Zbirka zadataka %z vile matematike I
Mom$ilo USSUMLIG "Gradjevinska lnjiga", Beograd,1969
X .
4 liodrag MARIC Zoirke zadataka iz vife matematike

zp studente Tehnolofko-metalurikog
fakulteta u Bevygradu, Skriptarnica

2
3172, x = 22 y =25 THE, Beograd, 1970.
1+t 1+t ‘ \
¥
Py '.-/‘
x
—
2oy’ Jaxy w0 -
b: . i
{l-r'i:f
y- 35
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farko MIJAJLOVIC

TI¥ RELACIJE

Def,l, Binarna relacija R u skupu XxY Je pedskup skupa IxY. Specijalno

za slufaj X=Y, R se naziva binarnom relasijom u skupu X.

Dof,2, HNeka jo X nepragan akup i R binarna relscija u X. Uredjlen par
aw{X,R) naziva me graf. Elementl skupa X su Zvorovi grafa, a ole-
mentl skupa R su gxrane , ivice ili rebra grafa. .
Crtei grafa dobijamo na sledeéi nedin, Cvorove grafa Xy preerXy (eX)
predstavljamo talkama u ravni. Ako je (xy,x

3

Evor Xy povezujemo grancm aa Evorom :_‘]' Or4jentacija grans je od xi ka zj.

Ako (xi,xi)ff R, Zvorovi xz, i z, nisu povezanid granom.

Y€ R,11L Bto je 1stc{ xinxd_

Def.3, ZInverzna r@laoi;ja od R, u oznaci R"l, jo relacija od Y| prema X,

odradjena da:

2 - {(y,x) /(my)eR) .
Defy4. Nekxa gu UcXxY i VCYxZ neke relacije. Tada relactja od X pre-
ma ¥, koja se gastoji od svih uredjenih parovae (x,z) takvibh, da
Jo za neke ye&Y (x,y)c ¥ i (¥,z}€V, naziva g8 kompoziclja relacijs U

1 Vi oznatava ge‘em ¥V O U. .

Def.5,

/a/ Relacija R je refleksivna, ako je za avako xe X, (X,X)€ Rs

Iv/1



/b/ Relsoiia R je simstrifna, sko je ispunjenmo: sko j& (X,J)€R,
onda (y,X)ER

/fe/ Relocija R je trangitiwvme, sko ja lepunjenc: ako je (x.y)E R
i (y,2)e R, onda (x,z)< R.

/d/ Relacija R Jo antisieesriing,ske je ispunjeno: ale Jo (z,7)eR

L(y,x)eH, tada ¥y = x.

Def.6, Relacije MWrelacija ekvivalensije, ako je refleksivns, simetriina
1 tranzitivpa. Tu ee R mawenjaje simbolom ~ /tilde/. Znadi da je:

g, x ~z /refleksivncot/.

b. ko je X ~y, tads je y ~ x /simetridndet/.

\
. Ao Jo X~y Ly ~s5, tada Ja x ~ 2 /tranzitivnosat/,

skup €, = {3/ ¥ ~ x} naziva se resred 111 Klasa ekvivaloveije za =,
Vaii teoxema: Ma koje dve klase ekvivalanoije cxf 1 CY 111 se peklapaju

111 qu digjunkine.

Zhog navedeng teoremt - kaiemo da Telacijm ~ wrdi rawbijanje ili ras-

lojavanje akupa X.

Def,], Relacija R ze skupu X je uredajra ako :;e refloksivna, antisimet-
ridpa i tranzitivoa. Tu se R zemenjuje eimbolom < /3itati manje/.

Znali da je:

a, x < x /reflekeiwoat/.

be Ake Jo X<y 1 y<zx, tada js x=§y /antisimeiriinost/.

co Ako 3;9{[1 <¥ 4 y<=z, tads j® T <z /trensitivnost/.

Ake Je joB lspurienc: Za avakae 27X jeo x <y 111 y < x, tads kaZe-

mo da je < totalno /potpumo, linearno/ uredjajma. Za skup X na kome ja

definisana uredjajus relaclja < kaZemo da je ﬁred..jen skup,

Element ac¢X Jo makeimalan ako za xe€X, s < x 1mplicirs a = x, tJ.

nema slemonata koJi su iza a. SkiZno,be X Jo minimelan ako za x€X, x < b

1v/2

implicire x = b. Heka Je A podskup uredjenog skupa X, Element me X Je
donja ogreda od 4, ako Je m < x za Bvako XEX. Ako je m& A, tada kaiemo
da Jo m nejmenji cloment w A. 5lidne, slement Me X je gornja ograda gku-

pB &, ako jo x < K ma svako Xc 4. Ako js ME A, tada kafemo da je X najd-

"vedi element u A,

Hajveds element od mkups =vik donjih granica skupa A pazive se fn-
fimum skups A L oznadova se 68 infi. Nejmanji elament od skupa svih goxw.
njih granioa skupa A naziva se supmsuum akups A 1 oznafave Se sa BupA.

infA 1 supi ne moraju obavezuno da postoja,

4.2, Neka je relacija < od skups A = {1,2.3,4} 1 skup B [1,3.5} .
tj. aRb ako i agmo ake jo a < b, Odrediti

sa Nepiseti R kao skup uredjenih parova.

b. Prikazati R preko koordinaste slike 1 u obliku grafa.

¢, Naéi RY i Rom i,

Redenjs,

a, R se sastoji od uredjerih parova (a,b)cAxB, za koje Js & < b,
3. R = {(1,3), (1,5),(2,3),(2,5),(3,5),(4,5)]

b, Sl.ls;l. daje koordinatni prikez relscije R, na primer, par
(1,3Y€ R prikazan je talkom If aa odgovarsjucdiam koordinatema,

Noka jJo X = AUB = {1,2,3.4,5} » Tada mofemo smatrati da je rela-

cija R zadata u X, ij. RC XxX, Tada slika 1,2. prikazuje graf

relacije R. 3

SN

$l.1.1. SL.1.
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c. Kako jo KT = {ra,0)/(b,a%e B} , to Je g™t -[(3.1).(5.1).(3,21.(5.23.

1

C5p3),f5.4}_}- Da bi pronma%li Re R — uo¥ime s1,1.3.. Primatimo de Je . 12 * * *

7l arugl fektor u Ro BT, na sliei 1.3, prvi konstruisan.

Ko jo (H1)ERT 1 (1,3)€R, to jo (3,9)€ ReR L, 5lidno Jo 4 u os~

talim slutajevima pa Jet . . 5 ..

ReR™ ={(3,3),(3,5),(5:3),(5,5)} - .y :

-z 4 6 2
- 2] 2w o5 1z 0
81.2,12, 3l.2.2,
51.1.3 . Slika 2,3. Prikasuje graf relacije R. Tu vidimo da po3tojs grane koje

polaze i zavrdavaju se u jednom

te istom elementu. Takva grana
4.2, RNeka j& A :{ 0, =2, 4, B, 12} 1 R slededa relacija tog skupa;

R = {(0,0),(=2,-2),(4,4),(6,8),(12,12), (-2,0), (-2,4), (-2,6),(-2,22),
(4,0, (6,0),{4,12),(6,12),(12, )}.

nazive se petlja, Kod ovakvih gra-

na orijentacije nije vaZpa.

b, Ako je & £ A, vidimo da je uvek
a. Odrediti graf 1 koordinatne alike te relacija.

{a,8)€ R, na primer, 0€4 gl feo i
b, Da 1i je ta relacija refleksivna i tranzitivna? ' '

(0,0)€R, il1 3to je isto, OROSOtu-

Refonje, &, Koordinatou sliku date reladije moZemo prikaznﬂ ds zakljudufemo da je relacija R rof- sl.2.3.
ne, dva nadina: lokgivna,

. _ Neposrednim proveravanjem, mofemo zakljuZiti da Je R tranzitivna
81.2.2. kmzuje da alementl ne moraju obavezno da budu prikaszani

relaclja, Tako ako Jo,na primer -2R6 1 6R12 tada je -2RI2, 413 -286 i
u prirodnom poretku. B

6RO tada Je =2RO. S51iZno je i u ostaiim alucajevima, Moiemolprimbtiti

da Je ta relscija definigana na glededi padin:

w5
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xRy sko i samo ake jo y deljivo sa x, & za tako definisann relaciju vi-
dedemo u slededem zadatku da je uredajna & time da je refleksivma, an-

tisimetriina I tranzitivna,

4.3. Neka jo N skup prirodnih brojeva i relacija R dafinisaca nad N na
sledscdi nadin: xRy ako i seamo ako je y deljivo sa x. Pokazati da

jo R uredjajna reluci.:‘ja.

Regenje. Cinjenicu 42 je y 48ljivo sa X obeleZavamo i na alededi

padint x/y. Odavde B]iadi'da, ako Je xRy,onds je y=kx,
gde je k neki prirodni broj. Tako, nao primer,je 2RG, 1Rn za svakd
priredni broj n, nRZn { n}tnz gde Je m iste prirodni broj, Jer Je
reapektivno:

6m3 2, n=n-1, 2ne2.n, naun-n.

a. Kako ja z& svaki prirodni broj n, n=l.n to je nfin, pa je R
reflekaivns ralacija.
p. Neka Jjo nRm i mRn, Iz nRm izlazi da je m deljivo sa& n pa je
n ¢ w. PoStoe jo mRn, tada je koo 1 malopre n deljivo sam, pa
je mgn. Otuda 2 ngm 1 wmgn 151.5.11 da je n=m, podto le¢ uredje-
nje prirodnih brejova po velidini uxedjejna relpcija a time 1 anti-

gimetriéna,

c. Neke je nRm i mAp gde sun, m 1 p priredni brejevi. To znali
da je m=an 1 p=bm, gde su a 1 b priredni brojevi, Otuda je

p=b(an) ili pa(ba)n, ili drugim relims p je deljive sa p,tj. nRp.
A\

a,, b., ¢. pokazuju da je R refleksivna, gatigimetriine i tranzi-
tivna & time i uredjajna relacijes, Qtuda R 3¢ moZae zameniti simbo-
lem < . Primetimo da ova uredjajna relaecija < nije 1 totalno ure-

djajna. 2aista, niti 2 deli 3, nitl 3 dell 2, pa nije 2 < 3 a

IvV/6

takodJe nijs 3 < 2. Primetimo da pri ovom uredjenju N ima najmanid
element 1 to je 1, Jer jJe ra svaki prirodan broj n, n je deljlivo

"sa 1l pa Je 1 < n,.

4.4, Neka je D slup celih brojeva 1 relacija X pad D gefiniasana kao u
zadatku 3. Fokazati da tako definisana relacija jeste uredjlajns.

Uputstvo: Vidi reSenje zadatka 3.

4.5. RNeks je X -{n,b,c,d} i R velacija ns X definiasana ga:

R = {(afs),(b,b).(c,c).(a.a).(a,b\,(a,n W(8.2), (3,00, (o000}
a. Nadi kourdj'.r!atlh:m siike 1 graf date relacije.
b. Pokazati da je R ursdjajna relacija.

Uputstvo: Videti redenje zadataka 1., 2., 3...

4,6. Neka jo data uredjajna relscija < na skupu X. Defini¥imo novu re-
laciju u I na slededi naZin: xRy ake i samo mko js y < x. Pokazati

da je R 1sto uredjajna relacilja.

a. Kako jJe x < x za svako x 1z X to je 1 xRx za svake x iz X pa-je R
roflaksivna,

b, Neka je xRy i yEX, tj. y <x i x < y, pa zbog antisimetriinoati re-
lacije <, imamo da Jo x=y 111 R jJe antisi.m.atri:‘.na;

¢, Reka jeo xRy i yRz, tj, y < RAi s <y, 1l z <y 1 y < x, pa Jo zbog
tmnziti{nosu relacije < , z < x 134 xRz,otkud sledi da je R transi-

tivaa relacija.

Tafke ey by Cuy p;.)kazu,ju da je R uredju;h:{a relasija, R se zamenjgja

slmbolom > , 1 X >y 3ita se: x vede od y- Relacifa > gove ge dualnom

relaciji < .
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4.,7. Neka je R uredjajna relacija w skupu X. Pokazati da ja R_l takodje
uredjajna relacija.

Uputetvos .Pokazatl da je EL ustvari dualna relacija > .

4.8, U, zadacima 2, i 3, naéi inverzne relaciie.

Oputatvo: Videti zmdatak L.

4.9. Nska ja T relscija ma skupu R realnih brojeva definisans sai
xTy ako i samo ako je X,y & ln,n+l] za neki ceo broj n.

Prikazatl grafifki tu relaci.‘l‘p.

Ovde Je [n,n+l) zatvoren interval u skupu realnih brojeva, tj. [n,n+l} =
= {x/ nsxe n+l] . Tako,na primer,zs n=0, In,n+ll = [0,1] , a to je skup

A
gvih reelath drojeva izmedju 0 i 1,

Reki x 5.-3 biée u relaciji T ako me nalaze u takvom Jednom intervalu.
Fa primer 1/2 i /3 aw relaciji T pofte je 1/2, 1/3 € [0,1]. 51fdne ja
071, OT1/2 jer je 0,1¢([0,1}3 0,1/2€00,1]. I uopite ako je Ogx ¢l 4
O¢ygl tada je xTy poSto sux, y 1z intervalas [0,1]. Podto se x krede
dug x—o-su & y duZ y-ose, tads skup parova (x,¥) za koje je x,ye€[0,1] bi-
ge kvadrat {0,1) x [0,1) = {(x,3)/ O¢x41, 0%y <1} « Tada ako e (x,¥)¢
[6,1] x [0,1)] bide xTy. Akc se gliino uredi za ne{...,-Z,—l,l,Z,...}

onda ae dobija graf relacije T.

ReSenje, T sa smatojl od osendenih kvadrata na alicl 9.1.
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~3 -2 -
-1
-2
-3
51. 9.1.

4.10, Dokazati da j& za proizvoljne trl relacije Rc WxX, ScC Xx¥Y, 1

T ¢ ¥xZ ispunjene; (ToS5)eR « To{SoR},

ReEenje. (TeS)e R = {(w,z) / postoji x iz X da je (w,x)eR 4

(x,2)e TuS]'- {(w.z)/ poatoll x iz X 1 poastoji y iz
T de je (w,x)eR, (X,¥¥S, (y.2)¢ T} = {(w,z)/ poatodi y iz Y da
Je (W, 7S e R, {¥,2) eTj = Ta(S ¢ R).

Ova osobine kompozicdje relacija naeiva se asocijativnost,

4,11, Pokazati da vaii zakon asocijacijs za kompoziciju funkeije.
Uputstvo: Punkelje f, g, h keje preslikavaju respektivno W u X,
TuY, Yu?Zmoiemo da smetramo da su relacije,na primer f = {(w,x)/ X

- f(w)} i ali’(:no, za g £ h, pa prema zadatku 10 vaZi zakon asocijacije.

4.12, Heka su date dva relacije R Xx¥, SCYx3, Dokazati da je:
(so Ry« rle g7l
Neka = 1 x oznadavaju respektivno elevents iz skupove Z i X, tj. z€ E,

xeX.

Iv/9



Tads imamo ovaj oiz jednakostit

Korlatl sze desfiniolja
(30 R)-l = {(z.x)/(x.z)eﬁ °R} inverzne relacije.
ER 1. Korigti se definicija
- {(z,x) / iostoji Yo () kempozicije relacija.
(F,5)€5 i
-1
R i Korioti uws dafinticija
-[(E'x) / postedl vy (y,x‘)e invarzne relacije.
. a :
(z,¥)€ 57}
-1 :
-{(z,x}/ postoji ¥, {5,7)€8 1 Koriati se komitativnost

1 ¥onjunkeiles i.
(rax)e R}

Kordati ae definicija

- {(e,x)/ (z,x)ER 5_1} xompozioije relscijia.

-1 -1 o=l
Otuda dobijemo Jedpakomt: (S F) =R "0 S .

£.13, Neka je A = [1,2.3.4} . B ={x.y,z.w} 1 ¢ -{5,6,’7,8} 1 nekan
au date relacije: U = { (1,x}, (.73, (2,2),(3,%), (4, M4
¥ = {(3:50,(7,8), (2 B% (D
a. Bafi koordinatne slike datih relecija. .

b. HNedi kompoziciju Ve U.

Redenje. 4. Sli¥no kao u zadecima 1. 1 2.

b. FPodto je:

(1,5YEVa U jor js za yc_B{l,y')gu i (y.ﬁ)ev
(1,6)EV 00T Jor je za yeB(l,y)b 4 (y.S)eV'
(3, T)e¥oU jer je za -93{3.{)5u 1 (w, ¥
(4,1’) EY¥oU jor Jo ra we B(4,%)U 4 (v, T)eV

¥ jodan uredjen per viZe ne pripada Vo U pa Je

Iv/10

S81. 13.1.

VolU= {(11.5)! (116)1997)|(4l7)}‘

Primetimo da se V+ U gastoji od onih phrova (x,¥) za koje péatnji,
u gornjem dijapgrami, "steza" od xX€A premsa yeC, koja se sastoji od dve

atrelice, od kojih jedna sledi drugu.

4.14. Neka je N skup prirodnih brojeva i R oznafavs relaciju uredjenja
< po velidini, tj. (a,bl¢R ako i samo akeo jo a < b. Pokezati da

e ROR-l A R_lo R.
Refenje,
Pokaiimo da je R™Lo R = NxN, Neka je (a,b)eNx. Toas postoji pri-

rodni broj c koJji je veéi 1 od # 1 od b, /na prime_r,ako Je a £b, dovalj-
no j6 uzetli ¢ = b+l, pa je ondas ¢ vece 1 od a L od b/. Zna¥l postoji pri-
rodan brol c da jea<e¢e 1 b < Cs Prema tome, kako je dofinizana re-
lacija R to Jeo ekvivalenimo sa: posto;i ceN da je aRo 1 bRe. Koristeéi
pojam inverzne relnci:ja to j& ekvivalenino sa: postoi cecN da jJe aRc 1
. oR-lb a to js prema definiciji kompoziclje relacija ekvivalsntuo sa

(a,»Ye R"1o R,

Ovde zakljulujoemo da jeo NuN = 1, R, fime j» pokarans goxnje jed—

nakost.

31ifno me moZe pokazati da je Re® Y (n \{1} x (A~ (1)), ti.

IV/ 11



an je RaR-l -{2.3,4,...5 x{2.3,4....} . Zaista, neke je (a,0Y€ERe R"l.
7o zma¥i de posteli prirodan broj b da e (a,b)ER'l & (b,c)eR, Eto fo 4.18. Neka je T relacija u Skupu realnih dbrojeva R definisana sa Ty
ervivalentmo {b,a)eR 1 (b,0}€R. Imajuéi u vidu kako je definizana rela- ako 1 game ake Je 0¢x-yél.
_1 .
cija R, to Je skvivelentno se b<a 1 b <e, Hedjutim, ako jo a = 1 8, Prikazeti T 1 T~ ks podakupove od RxR 1 naéi njihove koordinsntne
* .

£11 ¢ = 1, onda me postoji prirodan broJ b koji bi zadovoljavac naveds- alike

-1
ne nejodzakestl., Otuda u Ro r ! ulaze semo omt parovi (a,c), kod kojih be Paéd ToT .

-1

nise obe koordinate Jednake 1, tj. ExR - (H\ {1])1 (H N [l}). RoSenge.

-]l -1
Ne omnovu prothodnog dobijamo da Je R7e R £ RoR o s T ={(x2) x1yeR, Oth-Efle}. Ll {(x.y)/(y.x)e'l']-

- {(x.ﬂ/ X,¥€ R, 0$y-x% 1} .
4.15. Heka su U 1 V relacije na skupu realnih brojevae R definigane sat srdxe 18.1, 1 18.2. prikazuju respektivno relacije T 1 2

.

g a{(:,y)/ x2+y2 - 1} , V= {(y,z) / 2y+3z - 4) . Hadi Vo U,

Refenje, Eliminacijom promenljive y dobija se:
ToU = {(x,2) / 4x+92°-242+12 = 0]}

4,16, Neka jes R relaci)a u skupu pri_g_odnih brojeva N definisans sai ‘

R = {(XJ) / X, YEN, X+2y = 12},

a, Hapigati R kao akup uredjenih parova i predataviti R grafifki,

b. Eaél R, RoR 4 ReR°L,
Uputstvos Videtl prethodne zadatke.

51.18,1. 51.18.2.

4.17. Nel.'.a je < uredmjna relacijs na skupu X. Heka je definisana rels- b, ror~l o [(I.S)/ | x-2 ¢ 1}.

eijs R u'skupu X na slededl nadin: XRy ake i samo ako Je x <y

i1 x Ak y. Pokazati da Je R tranzitivoas ali da nije refleksiwvna, niti si-

4.19. Neka je slup X = {1.2.3.4.5.6.7,83 i R binarna relacijs definisa-
metrilna, niti antisimetridna,. X

) na u njemy na sledeéi naiin: xRy eko 1 samo ako j& X+y = 8.
Upntstvo: Ake b1 R bila refleksiviia relacija blle bi xRy, otkud x < x 8. Naéi graf to rolacije i njenu koordinatmu ul.'u;n

i x /4 x, 5to je kontradikeija. Slino se.dokazuje 1 ostalo. be Pokazati dd je t2 relacija simetridna. Da 1li je to reolacija ekviva—

lapcije?

v/12
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Hedenje. ‘ 4.21.  2a skup X '{-3- -2, -1, 0, 4, 2, J} detinissme su relaciim

a. 51ike 19.1. je graf I. XRy ako i game ako je ::2-32
te relscije,a slika . II. =xTy ake 1 asmo ake je x2+:|: - yzﬂr.
.
19.2. kcordinmtpa sli- ‘;. . a. Pokezati da su to relacije okvivalenoije,
ke te Telaciis. Gs: b. Hadi grafove datih Telacija 1 klase okvivalanclja.
b. Ako je xRy 1 yRz tada ke
je x+ye8 i y+zoB odakle ;. Refenje. a. U oba slulaja definisane relacijs m: kao u zadatiu
oduzimanjem odgovaraju- 0 e e e ' 20. pa je prema latom zadatku i prva 1 druga relacija,
) 42 34 56 7 8 relacl ja ekvivalenct joe. '
¢ih strana dobtl jamo
xagm0 11i xwz, pa ako St. 13.4 SL.19.2. Pk n
jeo R ralacija skvi~ ' ‘ f= HEro1zo 114 f£(x)= x2

valencije tada bi bilo xRx 11f X+x=38,t% x=4, 5to ns mors da bude

u opitem slufaju, na primer 3508, alt 3+348 . Simetrifoost rela- . U II. je g:

-3 =2 -1 0 1 2 3

clje R Je pealedica komutativnosti sebiranja,. g = 111 gexy= 22“:
2

2 Neka je f funkeija koja preslikava sxup X u skup Y. Dokazati da, je
4.20. 3 J Ja p L P » J b, Grafovi su oblilkay

-y T
G35 QO 0

relacije R definisana sa xRy ako 1 samo mko je f(xy= f{y} relacila

ekvivalsencije. ’ -3 -2 -1
-2
Redenfe. a, Ksako je fix)= f£¢x) zh avako x 1z X, to js xRx za -1 4 3 p
o —) VR

svako x iz X, pa je R refleksivna, Go . iy
itk __3(} _zq _’,(}

b, Neka je xRy, Tada je £(x)= £(y), odakle Jjo f(y)= r(x.))pa je C-‘iv—-?f)

¥Rx, 8to znadil da je R simetrifoa, . C'-q 2 ) ’

o, Neka Je xRy i yRe. Tada je f(x)= f{y)i £(¥)= £(£), ps na osno~ . o ¢ 2H "0 )
vu tranzitivnosti relacije = /jednskesti/ f(x)a f(z), Hto zhali (‘_-1-—-—.40

da jo R tranzitivna. . Glo

Tatke #,, be 1 ¢c. pokazuju da je R relacijia ekvivalencije.

51. 2.1,
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- [+ D t 1
Skup klasae exvivalencija je: Primetimo da f8 € N Gy, =P 1da je o UC) «D, Iz tog razloga

i kaiems de relacija ekvivalencije wrii razbijanje skvps na koms
. {toy, {2}, {22}, {303}

i {3}, {32}, {‘-2, 1}, (- 0}}

jo definiasna. Gomj'a relacije okvivelenoije naziva pe kongrusn-

oije 1 pife se n obliln x=y (mod d)

4.21) Neks je u skupu D celih brojeva definigsens R, relacija ns sledeci

4,22, Heka je R welscija wkvivalencije definisams kao u zadetku 21,
naZin: Dat je ceo broj 4 i xRy ako i asmo sko je x~y deljive sa d,

Pokazatl da ako Je xRy i aRb da je onds 1 axRby , 1 (B+Z)R(De¢F)a
tj, ako je ®=yckd za neldd oceo broj ds

Uputstvo: Videti zadatak 21.°
a. Dokazeti da je to relacijo ekvivalencije.

b, Za& d=2 naét klese skvivalencilje,
4,23, HNeka su-date dve ralacije ekvivalencije ~y 4 ~, u skupu X 1 neka

2

RedSenja, . Jje definisana nova relacija R na sledeéi na¥in: xRy ako i esmo ako
&, 1. Koko je x-x=0, tj. x-x=d»0 to je x-x deljivo sa d pa Je xRx, jex~ ¥1i x~,y . Pokezmati da je R relacija ekvivalencije.
Eto znafi da R refleksiwvna.

Recenja,

2, Reka je xRy, odekle sledi de je x-y=kd za naki ceo broj k. )
7 a, Podto je g ~ X 1X~x za gvaki X, to Jo xRx za svakd x,paje R

Nepoeredno je onda y-xa(-id pz Jo onda i yRx, Sto 2nalli da je R sime- refieksivna,

bs, Naka Je xRy. Tads » x ¥ ix ~ Ty 2li zbog sime trifnostd
tridne. ;

relacije ekvivalencije onda Jo y ~% iy ~y X pa Jje 1 yRx, ito
3. Neks je xRy 1 yR=, tj. x-y=kd i y-z=nd. Sabiranjem odgovara-

znaéi ds je L R simetriZna relacija.
juéih strana vidimo da jo x-ge(k+n)d 111 drugim reéima je xRz, ps

0. Neka je xRy i yRz. Tada je x ~ T T ¥ 15 ~2z, ¥ ~p2. Zbog
je R tranzitivna. Tafke 1., 2. 1 3. pokazuju da je R relacija ekvi- .

tranzitivanosti relacijs elkvivalencije, onde jo x ~Z ix ~3, t]a
valencija.

xRz, 5to pokszujs da je R tranzitivna, Pbethodne tafke a,, b. i C.

b, Heka je d=2, pa ja‘xny iato Sto i da 18 X=y=kZ za neki ceo broj k. pokszufu da jo R relaciia ekvivalenodde.

Neka je y=0. Tade jé¢ xX=2k gde je k ceo troj, pa je onda jedna klasa

ekvivalencije C = {...,—4, -2, 0, 2, 4,40, ] . To je skup paraih

4.24. Weka su a i b proizvoljni realnt brojevi. Dnlja,nokn Jo ~ relaoi-
brojeva.

2
Ja u B definisana aa
Ako je y=1, tada je x=Zk+l, gde je k cmo bLrej pa je Cl oblika: .

€ = [-... “5,-3,-1,1,3,5,4.4 } . To su i jedine klase ekvivalencije: (%,¥) ~ (w,2) sko 1 samo ako Jke Z , gde Jo 2 akup cslih brojeva,
“ tako da je x-w = ka, y-z = kb

Co={2 keD}j 1 ¢ = [2ue1/ ke'n}.

faf Dokazati da je ~ jednm relecija ekvivalencije.
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/b/ MHaortati graf nekoliko klasa ekvivalenoije. /& Ako su R 1.3 refleksivne, onda je R /1 5 reflokeivna.

RoKanje, Re#enje,  /1/ &, /2/ de, [3/ da, /& ne, /5/ da, /6/ da,
f&f TUputstvo kao u sadatiu 21.

/if 4, /B da,
v/

4,26, Uoifmo NxM, skup uredjenih parova celih pozitivnih brojeva. Neka

. Je T relacijavNxF definieans =ms (a,b) z (c,d) ake 1 samo ako
' . R . a+d = beo.
] . ' .I.h . _ /8f Dokazati da je = relacifa skvivalemoije.
. . ) ] - -‘ /W Haés klasu skvivalenoije of (2,5),td. 2,5 °
! ' ' . 7 Refen jo
) /af Vvideti zadatak 21.
M gy = {ENIED) ~ (2,5)] = {(xy)| 245 = ye2) =
31, 24.2.

. = {(x.x)lr-x = 3} - {(4rl) 3(512) P(BIB)!(7I4)I ---}
Gornja slika daje tipilnmu klasu nkv_rivnlmuijo. Bagdal jina izmedju

hord 1 izmed ¢ -
tadaka po sontall je 4, & racdaljine ismedju tafeks po vertika- 4,2T7. Heka je W = {1,2.-...7.8} uredjen kao na alededoj slicit

14 je b.

. . 2

4.25,  Uterdisd ﬂ.l bE j.l- svako od slededih tvrdjenja tadno 111 netadno. \ /
Noks tu R-4 § /neprame / relscije u skupa A. (’;\.}3“
/i iko is R sicetrifua, onda je 8 simetridna. ‘\_s_\_,\N
/2/ Ako je R reflaksiwvnx,. omda je RAR™L 4 §, / :
- /3/ Ako s R simetrilina, onda BNE™L 4 6,

/4/ Ako su B 1 8 tnﬁziuvnc, onda Jo¢ R U 5 trengitivna. S1., 27.1.
/5/ Ako su R'A S trensitivoe; cnds §e R /1 § trepsitivna.
/6/ iko suR i & simetrifne, onda Je E U 3 ;i,mtriﬁnn. Vodiso podexup ¥ = {4,5,6} oa ¥
/1] iko ou R 15 sioetrifne, onda Je R NS slustritna, /a/ Hahslip gomith graniss od ¥.

/b/ Haéi. siup donjih grenfoa od V,
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Jc/ Da 1i poatoji sup (V) ?
- togt int (V)2 4.29. Neka je dat skup X = {a,b,o} .
a poste ?

a. Haéd partitival skup skupa X /pertitivei skup, u omnacl P(X),

ReBsnje. je akup svih podskupova skupa %f.

fa/ Svaki element u {1,2,3} , 1 samo ovi elementi, vedéi je od sva- b, Dokazati de je inkluzija < jedno uredjenje tog skupa i nadi

kog elements u V 1 zbog toga. predstavlja jednu gornju granicu, graf pridruzem toj relaciji.

/o/ Samo 6 i B su manji od svakog elemexnta u V, pa Je prema toms ¢, Dokazati da je inkluzija uredjajns relacija od P(X), gde ja X
{6,8] skup aenjin granica. proizvolini akup. .

fef Koko js 3 najmanji elemeut skupa gornjih gremica od V, to je ds Da 11 je P(X) totalmo uredjen i;:kluzijom?

aup (V) = 3. Primatimo da 3 & Ve
/df Kako je 6 najvedéi element skupa donjih granica od V, to jo Befienje.
inf (V)= 6. Primetimo da je 6 & V. a P - {“/“x} = {'0' (s} o vl {c}. (o) fasc}ifpc}s
oo ln ©

b. 1, Kake je AcA, to Je inkluzija refleksiwvma relsmcija.
o2 Rek Bwij2 6,8,9,10} ursdjer =a "y je deljive sa x",t}.
4,28, eka Je {_ 130445:648,9, j B ¥ J 32 2. Ako je ACDB i BCC, tads gu skupovi A 1 B jedneki, pa je in-

< x ako i gamo ako je deljivo za x. -
¥ je ¥ dely kluzija antisimetrifna relacija,

/8/ Nadi sve maksimelue elemente od B. 3, Neka js ACB 1 BCC. Tada je skup A sadrian u B i skup B :ls
/bof Haél ave mindmalne slemsnta od B. sadrZan u C pa je onda i A sadrian u C, %to znadl da jo inkluzija
tranzitivne., Prethedne tafke pokmzuju da je inkluzija $ranzitivne
Reden;je. Kongtruiiimo ¢1jagram 28.1. koji prikazuje dato uredje-

nje u B. relacifa. Graf pridruZen toj relaciji je:

/a/ Hakgoimalni elemsnti su 2,2 1 5.
/b/ Uinimalni elementi su 6,8,9 1 lo. fa}
2 je makeimalni elemant siupa X jer ><

nema takvog slementa X  jz skups X / \/%\’ . ¢<{b]><£a,c}7[a,u,c}

¥oli bl Bio vedl od 2. Sli¥ne vaidi 1
e} S {be}

{a,b}

za elemsnte 3 1 5. 2

6 je minimalni element jer ne postoji §1.28.1,
xeX da je x < 6, S1ifno va¥i 1 za 9,8 1 10, Treba imati na um

p 31. 29,1,
3ta znadl x < 6 - to Je: x Je deljivo oa 6.

IV/ 20
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Ovde su izoatavljene neke grane zbog preglednosti slike, Strelica-
ma su apcjeni samo neposredni gledbenici, Primetims da su Evorovi ove re~

lacije avi podskupovi skupa X,

o, Dokaz Jo lati keo pod b.
d. InkKluzija ni)e totalno uredjajna jJer,na primer [a,b] i {ﬂ,c}

nieu uporedljivi u ocdnosu na inkluziju.

4,30. Da li su skupovi N, D, 9, R, totalne uredjeni u cdnosu na £ ,tj.
u odnosu na uredjenje brojeva po velilini, Ovdo su navedeni slupo-
vi redom prirodni brojevi, celi brojevi, racionalni brojevi i realni bro-

‘sevi.

ReXenjm., Svi navedenl skupovi su totalno uredjeni, jer je uradjenje
hrojeva po velifini refleksivrne, tranzitivea i simetrilna

reiacija,a takodje svaka dva broja su uporedljive po veliZini,

4.31, Uvesti bar Jedno uradjenje u skup komplakanih brojeva Z.

Rosenje, Neka Z oznalava skup kompleksnih brojeva: Z = {x+iy/ x.yeﬁj,

gde R oznadave gkup realnih brejeva a 1 = \[:T. .
Jedno uredjsnje moZe ae uvasti,na primer,na ovaj nafin:
za gm=X+4ly I Z'exT4ly*, x,¥,X¥ '€ R, d¢ z < 2’ ako 1 samo ako
Jo x < x* 111 x -fx_' iy £7' Ovde x < x' znafl da js x manje
od x*, tj. to je ursdjenje rsalnih brojeva po veliiini.
Pokazati da je <« =zaista uredjenje.
Pokazati d.a < uredjuje totalno skup Z komplekanih brojeva /na-—

primer 2+531 < J+4i, jer ja 2 <3,

Iv/2z

4. 32.

b.

#ini u njemu § neka Jo A -={x/ xeq, ¥ < JJ
Da 11 Je A ogranifen odozgo u (3 u R.
Da 11 postodi sup A u Qy u R?

Redsnje.

8. A je ogranifen w skupu Q@ & takedje i u skupu R. £a primer

Neka je Q skup racionalnib brojeva { prirodne uredjenje po veli-

a a2

le jedna gornja granica skupa A /primetimo da je 2 € 9 i 2 € R /.

Zaieta,ako je x& A tada je x3 < 3, cdakla je x < jﬁ. ¥ako

3
e \,/ 3<2, to jJed1x<2, pa §8 2 gornja granica akupa A.
ba

realnih brojeva sup(a) mostoji i sup (i.)--‘a 3 . Primetimo da

nije racionalan broj, ti. 5‘/3 f,q .

Iv/23
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Gojko KALAJDIIC

V. GHUFGID. FOIMGIUPA. 33l A, PRITET (RCLO).
7510 (POLJE) . BULOVSKA TG BRa. VEKIORILI
FHOSTOR

Definicija 1, MNeka je G bilo kskav neprszan skup; s%o nexim po-
stupkon (ﬁekom radnjoq) f swvekom urediencm paru
(x,y) elemenata iz G pridrufimo odredjen elemenat iz tuos istoy
skupa G, tada kaZewmo da skup G edredjen gLrupoid ili zmonoid u od-
nosu na cdredjen postupak £, ili takodje de je skup (maciina) G
zatvoren u odnosu na pridruiivanje (operaciju, reﬁnju) f; ono
sto paru (x,y) (tj. ulazu ili podatku) pridrufujemo (tj. izlaz
ili iznos) oznaiujeme sa [ (x,y) ili xfy. Sam grupoid noZe se

oznaditi kao uredjen par (G,f) .

Napomenime da postupak (radnja) £, o kojem je redé u rornjejd
definiciji, Zesto obe}eiavamo nekim cpecififnim simbolims kao,
na primer, "o" (&.kruzid), ¥o) (B.kruiié sa talkom), "+ (plus),
", (E.tafka), itd,

Defimicija 2. Svaki grupoid {G,f)(vidi prethodnu definiciju)

za koji je operscija f asocijativaa (dr#i na umu,
na primer, sabiranje ili mpoZenje realnih brejeval), tj. za ko-
Ju vaii

(xfty)fz = xf{yfz) za svake x,y,zE€G,

z0ve seé polugrupa ili semigrupa.

Definicija 2. Svaka polugrupa, u kejoj postoji bar jedan neutra-
lan elemenat i najmanje jedna suprotua vrednost
svakop elementa te polugrupe, zove se grupa. Pri tome, za izve-
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stan elemenat, oznafimo ga sa e, grupoida (odnosno polugrupe)
(¢,£) xafemo da je neutralni elemenat toga grupoida (odnosno po-
lugrupe) ako za svaki elemenat 8&£G vafi: sfe = a 1 efa = &
(imaj na umu, na primer, grupoid (R,+) i O kao neutralni eleme-
natl) 4 nadalje, za elemsnat a€G grupoida (G,f) kazemo da ima
svoj inverzni elemenat (ili svoju supretnu vrednost), kojl czna-
fujemo za "-a" ili "a_l", ako vazi (-a)fa = e gde je e nmeutral-
ni elemenat (primetimo da se prvo morsa ispitaeti postojanje neu-
tralnog elementa e, da . bi se uopite moglo i govoriti o inverzrnim
11i suprotnim elementima).

Definicija 4. Neka e (G,f) komutativna grupa, tj. grupa za &i-
ja sveka dva elementa x,y€G vail xfy = yfx (zs-

kom komutacije); nadalje, neka je (G,h) (uodi da Je akup G isti
kac u gornjoj grupi, ali da je operacija h razli&ital) polugru—
pa i neks z& operacije £ i h vaZi zakon distribucije operacije
h prema f (oprezl pasi na redosled cperacije b 1_!!), tj. neka
za svaka tri elementa x,y,z&0 vaii (xfy)hz a (xhz}f(yhz) (drii
na umu skup realnih brojeva R umesto skupa G, sabirsnje "+" u-
mesto operacije £, te wnofenje "." wmesto cperacije h), tada
gornji uslov glasi (x+y).z = (x. z) (v z) 3 tada uredjenu trojku
CG £ h) (bprezl pazi na redosled operacija £ i hl) nazivemo pr=
stenom ili k6lom.

Uobiajene je da se za "prvu" operaciju f upotrebljava sim=
bol "+" (sabiranje), a umesto "druge" operacije "." (mnoienje)
i cnda kada to i ne zpadi sabiranje i mnoZenje, na primer, u
enislu sgbiranja i mnoZenja realnih brojeva.

efln1c1aa 5. Heka je (G I h) prsten (v1d1 definiciju 41), ako
je urcdjeni par (6\{e}, h), gde je e neutralni
glement grupe (G,I), grupa, prsten (G,r,h) zovemo telo ili po-—
T lje.

Definicija 6. Neka je B nepraszan skup te/A\,V 17 (éitaj komple—
ment ) tri operacije za koje vaie sledeia pravila

radunanja:
1° Grupoidnost. Ako su a i b elementi skupa B, onda su 1
pripadni "izmosi” aAdb, aV b, a’ ($to redom &itamo a ¥ep b, &
kap b te kemplemente od a) potpuno odredjeni elementi istog sku-
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pa B.

2° Asocijativnest. Za bilo koja tri elementa a,b i ¢ sku-
pa B va¥fi:

(1) (ahv)A o « an(bac),
(2 (av ®)V e = av (bVe).
30 Ecwutativnest, Za bilc koja dve elementa & i b akupa B
vazi:
(1) aAb = bAa,
@) aV b = bV a.

49 Postoje neutralni elementi, oznafavemo ih sa I i 0, sku-
Pa B, takvi da za svaki element a skupa B vaii:

(L IAa = aAT = a,
(2) 0Va=a¥0=a.

Element I nazivame neutralpi elemenat za operdciju A, a ©
nula elemenat, ili neutralni elemenat za’ operacijuV .

5° Postojanje komplemepta. Za svaki elemenat a iz B posto-
Ji Jedinstven elsmenat &f, koji se zove komplement od a, sa evinm
osobinama:

1) a/\.a"-:a’f"\ano,
2) aVe’ = a'V a = I.

6° Distributivni zakomi. Za bilo koja tri elementa a, b i
¢ skupa B vaii:

(1) eA(BV o) = (aAv)v (ale),

@) av (®8Ae) = (av )\ (ave).
Ako vaje sva gornja pravila raiunanja, uredjenu &etverku
@A, v, /) zovemo Bulovom slgebrom. Mofemo Jje ozmaditi i kao

uredjenu Zestorknu (ﬁ IOy ALV, /) da se isteknu peutralni ele-
menti I i O operscijaNiV .

Definicija 7, Neka je V-neprazan skup, &ije elemente oznadimo
B& X,¥yZyessy i neka je R (odnosno K) skup real-
nih (odnosno kompleksnlh) brojeva, &ije elemente oznafimo sa &,
byCyease; neka je, nadslje, (V +) komutativna grupa, gde je '"+"
izvesns operucija, nazivamo Je sabiresnjem, pomoéu koje svakom
ured jenom paru (x,y)'elemenata iz skupa V pridruzujemc opet ele-
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menat iz skupa V, koji cenadujemo sa x+y i n_azivamo zbirom ele~
meneta x 1 ¥, i neka je definiseanc mnofenje "." realnih (odnosno
kompleksnihf) brojeva a,D,8,.s» 58 elementims X,¥yZ4e-- skups V

tako da wvaZe pravilas

Pyt ako a&R i x &£V, onda i a.x &V,

Pyt {zako. distribucije prema sabiranju brojeva):
(a+b).x = a.x + b.x za bile koje elemente a,bER 1

xeV,
Py: (zakon distribucije prems sabiranju elemenata
iz skupa V/):
£ (x+y) = a.x + 2.y za bilo koje a¢R ix,yEV,
By: (zakon asocijacije ze mnoienje brojevina):
a.{b.x) = (ab}.x za svako 2,pER 1 svako x &V,
P5: l.x = x za svake x €Vj

tada skup ¥ nazivamo vektorskim ili linearhim prestorom nad te-
lJom (vidi definiciju 5) R {odnosne K) realnin (odnosno komplek-
sﬁih) bprojeva. Svaki elemenat iz skupa V zove se vektorom nad
telom R (odnosno K)-, dakle, prema gornjim oznakama, elements

Ky Fy2yeea ZOVEMO vekborima.

Definicija B, WNeka su obe od struktura (uredjenih parova) (G, °)
i (E‘, *) grupoidi, odnosno polugrupe, odnesno
grupe (vidi definicije 1,2 i 31). Ake postoji obostrano jedno—-
znaipo preslikavanje I: G—>F skupa & pa skup F tako da za svaki
par elemenata a i b skupa G i pripesdne njihove slike I (a)i
I (b) skupa F vaii: )
1 (aeb) = I(a)# I1(v),
tj. ake je slika "iznoss" elemenata o i b strultturi (G, °)
upravo "iznog" slikd I(a) i I(b) tih elemenata u strukturi (F,_*)
{vodi rafuna da sko a,b€G onda I(a), I{b)&F), orda za struktu-
re (G,‘) i(F,*) kajemo da su izomorfne i piSeme (G. )= (F, *) .
Tako, dakle, mofemo govoriti o izomerfnim grupoidime, pelugrupa-
ma 1li, pek, o grupama. Samo preslikavanje I zovemo izomorfizmom.

t¥o je G = F, I zovemo automgrfizmom.

Strukturu (F, *) pazivamo homomorfoom strukturi (G, ") (pasi
na redosled tih struktural) , ako se za preslikavanje I o kojem

v/

Je gore bilo redi, ne trazi da bud:z obostranc jednoznadno, vedé
samo Jedrnoznaéno (tj. da jednom elsmentu skups G pe moZe pridru-
%iti-vi%e od jednog elementa skupa F ), Tade je umesto cznake I
umesna oznaka H. Samo preslikavanje H zovemo homomprfizmom.

Definicije 9. WNeka su (G,+,.) 1 (F,@®,0)dve algebarske struk-
turs sa po dve binarne operacije +,. te®, O .

Ako postoji uzajamno jednoznadne preslikavanje I: G—F skupa G

na skup F tako da za sveka dva elementa a,b skupa G i njihove

pripadne slike I¢a) i I(b} u skupu F vaZi;

I(a+b) = I{a) @ I{b), I{a.b) = I{a)@I{d),

tj. da je u cdnosu na obe operacije "+" i "." slika "itznosa" e-

lemenata a i b jednaks "iznosu" slik® I(a) i I{b) tih elemenata

u odnesu na odgovarajuée operacije & i © u skupu F, kaZiemo da

su strukture (G, ¢, .) 1 (F,®, © )izomorfne, & samo preslika~
vanje I: G—F zovemo izomorfizmom.

Ako Je G = F, I se zove sutomorfizam (iz.omorfiz_am na sema
sebe).

Ako se u gornjoj definiciji lisimo uslova da je preslikave-
nje I obostrano jednoznaéno veé samo jednoznaéno, kaZemo da je
struktura (F\ @, ©) homomorfna se. (G +, =) (pazi na redosled
navedenih struktura; to je kao kads kaZemo da je dete sliéno
roditeljimz a ne roditelji detetu!). Seme preslikavanje I, koje
sada moZemo ¢znaditi sa welike H, zovemc homomorfizmom.

Wajzad, ako je FC& (pazi, tu se me traii da bude F = G
kao gore!), H se zove endomorfizam.

Sada tafno znemo kada za dva pratens, odnesno polje (vidi
definicije 4 1 5!) kaZemo da 8u izomorfni odaosno homomorfni.

Defipicija 10. TNeka su (V, +, .)t (\u’, +, ) dva vektorska pro-

stora nad telom R {vidi defimiciju 7!} . Ako po-
stojli obostranc jednoznatno preslikavanje I: ¥—+W skupa ¥ pa
gkup W sa ova dve svojstva: -

I(x+y) = I(x)+ I(7) za svaka dva vektora x,y &V,
I(—a.x) = a.I(x) za svako 2&R i svako x €Y,

kaZemo da su vektorski prostori (V, +,- .) i (‘J, +, .) izomorfni.
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Tzomorfne vektorske prostore obiéno identi{ikujemo, iako
njihovi elementi, tj. vektori mogu biti vrle razlid¢ite prircde.

ZADACT

Grupoid

T o .
1. Izreci definieciju 1 stavlijajuci umesto: 1° operacije £ ope-
receiju hj 2° simbola f za operaciju simbol "+", odnosno oM,

zatim "o, te "#"; 2% skupa G skup N a umesto simbeola f za ope-

raciju simbol "+" ili ".M.
5. Je li skup § = {0,1,2,3,%,5,6,7,8,9) grupoid u ednosu pa:
19 sabiranje;j 2% cduzimenge; 2% mnoZenje? Sastavi odgovara-
juée tablica.
Vredi 1i zakljufak za skup T = {O,l,Z,....n—l}l? Fromatraj
specijalno sQuP U= [0}.
Redenie. Nije grupoid, Naime, prema definiciji 1 trebalo
bi de za svaka dva elementa skupa 5 = {0,1,2,3,
u,5,6.7,8,9} pripadni "iznes", tj. zbir bude takodje eleme—
nat toge skupa., Isting, ako uzmemo, DA primer, elemente 2
i 4 skupa S, onda odgovarajuéi "izmes" ili zbir (iSpitujq
se slufaj pod 1°), tj. broj 2+4=6 takodje pripada skupu S.
Medjutim, akc uzmemo kao "ulaz" elemente 7 1 9 skupa S5,
pripadni "izlag", tj. zbir 7+9=16 nije elemenat skupa 3,
a po defipiciji 1 i to morzo biti ako bi uredjeni par
(5,+) bio grupoid. Deskle, on to nije.

Shematski bi se gorpje pitanje moglo rediti ovako:
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ONO 0 3 & W1 F W oo e

[T LG @ F W o B O

Tu su elementi skupa § rasporedjeni gore horizontalno i le-
vo vertikalno, U gornjem levonm uglu naznadcna je operacija
"4t o kojej je red u tafki 1°, Uoi na isti nadin markiva-
ne elemente: 2,4 1 & {2 i 4 su "podaci" a & je "iznos"), te
7,9 1 16; red u kome se nalazi podatak 2 i "stubac" u kome
se palazi podatak 4 u preseku daju "iznes", u kenkretnem
slufaju zbir, 2+4=6 (kaZipratom leve ruke upri u podatak 2
a desne u pedatak 4 pa pogledom fiksiraj "iznos" 6).

Svi meguéi "iznosi" swmeEteni su u gornjoj pravouga&noj ta-
blici; naraveo, neki se od njib pojevljuju vife nuta (koji
g6 od njih pojavlijuje samo jednom?l); takxo, na mriner, 5
sa leave 1 3 6dozgo daju kao izros 5+5=8 (nadji fo 8), dok

i 3 8a leva i S odozgo daju kae izneos, takodje, T+3%=8 {na—
dji i to 8), koje se od prethodnog razlikuje od svog mesta
u tablici. ’

S8a teblice se neposredno—vidi da (S.+) nije grupoid. naime,
medju "iznosima" jévljaju e 1 brojevi 10,11,...,18 koji
nisu elementi skupa 8= (0,1,2,3,#,5,6,7,8,9}. 5vi su oni
smedteni u donjem desnom uglu tablice ispod kose linije.
Dobro prquéi nastanak éornje tablice, pa onda napravi’ odgo-
varsjuée tablice i za tadke 2° i 30. 8a tih tablica nepo-
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gredno ée se videti da ni u tip sludajevima nemame posla
sa grupoidima.

Zakljulak je isti i za skup T ake i n

prirodan brod vedi
od 2, tj. 8ko je n-1 veéi od 1, ¢ ¢

ko js n=2, tj. ako je T= {0:1}, Deposredno se zakljudule
(kako?!) daa je (7,,) Brupoid, dok to uredjeni parovi { T,+)
i {?,-) nisu. Napravi radne tablice :

)
u to.

P2 se sa njih uveri

Ako je n=1, tj. ako je T=U={0}, L sva tri goruja sluéajé
radi se o grupoiduy naime, imamg: 1° 0+0=0={0} , 2% g-0=
oefoy, 3° 0.,0=0&{0} , %to po definieciji 1 znaéi1da imamo
posla sa grupoidina, :
. .., 40 . .

3. Za }1 Je-.l sku§ N svih pr}rodnih brojeva; 2° skup D svih

elih brojeva; 3° skup Q svih racionalnin brojeva; 4°
R svih realnih brojeva; 5% siup R*QVZ svih brojeva 0;1
xtyV2, pri demw su x t ¥ racionslni brojevi tq
pa §; &° skup R+R1/§-Svih brojeva oblika xs e
grupcid u ednosu na: a) sabiranje +.
Zenje . ?

skup

ika

. eélementi sku~
yVS, ede je x,y€R,
NP oduzimanje -; ¢} mno=~

Refenfe. Uredjeni par (M,+ ) Jeste grupoid, jer zbir dva

prirodna broja opet je prirodan broj. (N,.) je
takodje grupoid, jer je proizved dys prirodna broj; uvek
prirodan broj. Medjutim, (N") 0i je grupeid; istina, razli-
ka nekih,prirodnih brojeva jeste prirodan bro ?
5-2 je prirodan broj 3, ali je 2-5=-3,
broj.

J3 na primer,
a To nije priroedan

o .
27 Skup D je grupeid u odnosu na sve tri operacije:
aje, oduzimanje i mmofenje, Fosebno ;
?

sabira-

; . u ovom slufaju imamo
da je i (D,-) grupoid, jer je razlika dva cela broja uvek
ceo broj.

3% Sva tri uredjena para: {Q,+), (2,-)
idi. To je jasmo, jer je zbir,
izvod dva racionalna broja,
broj, ti. razlomalk.

, (8,4) jesu grupo-
odnogno razlika, odnosno pro-
3. razlonka opet racionalan

o
47 I avde se u gva tri sludaja rsgi o grupoidima

/e

S.

5° DokaZimo, pa primer, da je uredjeni par (e Ve, + ) sru-
poid; neke su p+q\f§'i r+gV 2 dva proizvoljna elementa sku—
pa Q+Q\f§: To zpali da su brojevi p,q,r,s5 racionalni, tj.
elementi skupa Q. Ifi treba de dokaZemo da je i pripadni "iz-
no8”, tj. zbir

(p + aV/2) + (r + sV Z)
takodje elemenat skupa Q+Qﬂf§; tj. da je i on oblika:
(racionalan broj) + (racionalan broj putas/2).
U tu svrhu napifemo gornji zbir u obliku:
Q)+q‘\/3) + Cr+s’\/?2—) = (p+r) + @+S)’\/_2 3

posto su brojevi p+r i1 g+8 racionalni, Jjer su takvi broje-
Vi p,q.Iy8& (vidi zadatsk 3 pod 50!), tvrdienje je deokazano.
Radeéi mnalogpno prethodnom, dokazi da su i (gfqv 2,-) 1
(Q+QV 2, .) grupeidi. DokaXzi, slidno, da ge 1 u tacki &°
radi o grupoidima.

Yromatra] isrsze O, x, —x (x4 0); obrazuju 1i oni grunpoid u
odnosu na zbrajanje? &4 u odnmosu na mno¥enje i oduzimanje?

Fromatraj skupove A = {EJ iB = {2,6]; da 1i su oni grupo-—
idi v odnosu na sabiranje? Odredi najmanii skup X odnosno ¥

tako da va%i: ACX, BCY 1 da su X 1 ¥ grupeidi w cdnosu na sa-
biranje. Da 1i su skupovi X 1 Y jednaki?

RegSenje. Nisu grupoidi. Naime, kada bi skup 4, ©tj. skup

{2} vio grupoid u odnosu nz sabiranje, moraec bti,
na primer, i broj 2+2=4 biti elemenat skupa A, tj. skupa
{2}, a on to nije, Iz istih razloge ni skup B nije grupoid
u odnogu na ssbiranje. . .

Frofirimo skup A Fako da postane grupoid; kako 2 €A i kako
jo ACY (sa X je obeleieno traieno pro¥irenje ) mora biti i
2€X; ako hotemo da nem skup X bude grupoid, oh mora da .sa~
dr¥i i elemenat {tj. broj) 2+2=4; to znadi, da bi skup X

bic grupeid u odnosu na sabirsnje, pored broja 2 nuine wmora
da sadrii 1 broj 4; medjutiam. noiito on sa2dArii 2 1 4, wpn mora



"da sadrii 1 “iznos" 2+4=6; dakle, skup X mora da sadrii
brojeve 2,4 i 6; zbog osobine grupeida on mora da sadrZi i
pripadne iznose 111 zbirove: 2+6=8, 2+4+6=12, &+6+4=16, itd,
Nadji jo& nekolike brojeva koje mora da sadrZi skup X. Zad-
to medju njims nems neparnih? -

Iz gornje "konstrukcije" skupa ¥ nasluéujeme da on predstav-
1ja skup svih parnih prirodnih brojeva. Radi se jod o tome
da ispitamo da 1li je u skupu X smeften svaki parni prirod-
ni broj. Jeste. Vezbe radi doka¥imo to metodom matematid-

ke indukcije. Treba, dakle, ispitati da 1i je za svaki pri-
rodan brej n, broj 2n elemenat skupa X.

gadimo: 1° Za n=1 tvrdjenje se svodi nz 2.1€X%, a to je tad-
ne po pretpostavedi (naime,\pretpOStavljeno je da skup X sa-
dr#i skup A, ti. skup {2]);

29 pretpostavimo da tvrdjenje vaii za neko n=k (x >1) td.
PR EX;

%% gokaiimo, koristedi se narawno pretnostavkom pod 29,
da je tvrdjenje tafno i 2& n=k+l, tj. da vaii 2(k+l)éX;
zaista, prvo je 2(k+l) = 2k + 2; prems pretpostavei pod 20,
broj 2k pripadz skupu X, a prema 1° broj 2 pripada takodje
skupu Xj kako Je skup X grupoid u odnosu na sabiranje, nje-—
wu mora pripadati i gbir prethodra dva broja, tj. broj

2x+2 = 2{k+1}, & to je i trebvalo dokazati; ovim je metodom
matematiéke indukcije doknzano da svaki prirodan paran broj
mora pripadati skupu X, da bi on bio grupoid u cdnosu na
sabiranjé.

Kako smo napred videli de ni jedan neparan broj ne moZe pri-
padati skupu X (to je iz razloga %to se pomoéu sabiranja iz
%arnih brojeva ne meze dobiti neparan broj), zakl judujemo
da skup X i ne¢wa drugih elemenata sem parnih brojeva.

Frema tome, najmanji skup X koji sadrii skup A 1 koji je
grupcid u odnosi na sabirenje jeste skup svih parnih pri-
rodnih brojeva; taj se skup oznafava sa 20, dea se nazpadi -
da on nastaje iz skupa W kada mu ge svaki &lan pomnoii sa
2; dakle X Js = 2,

Radedi analogno prethednom, dokesi da je i skup Y o kome Je
re& u zadatku jednak gkupu 2N; prema teme, skupovi X 1 Y su
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Jednaki.

6. De 11 je skup &, sa kojim smo se upoznali u prethodnom za-
datku, grupoid w odnosu na mnofenje? A u odnosu na delenje?

7. Da li je skup 2N-1 svih neparnih prirodaih brojeva grupoid
u odnosu na sabirsaje? 4 u odnosu na wnoienje?

Tu Je WA = {en-1|nen].

8. Radedél analogno keso u zadatku 5, odredi najumanji skup X ko=
Ji sadrii skup 4 = {3} , toko da uredjeni par (X,+) bude
grupoid.

9. Isto pitanje semo za uredjeni par (X,.), gde nam tacka "."
znali obidnoe mnoZenje,

10. Fromatraj izvestan skup S, na primer, skup {a b cj i prlDad—
ni nu skup PS svih delova iz §, ukTJuéugurl te i prazan skup
# kao 1 sam skup S.

Je 1i skup PS grupoid u odnosu na: 1° uniju U; 2° presek 71,
3% odstrsnjivanje (oduzimanjs) \ skupova?

- ReSende, 1° Prvo se podsetimo sledaceg: ako je skup A pod-
skup skupa 5, to pidemo. ovako Ax’S to je isto

3to i redi A je elemenat partitlvnog (dlonog) skupa T8, &Sto

g8 pife AEPFE; prema tome, zapisi ACS i ASTS su ravnoprav—

i i znade Jjedno te isto.

Radi se o tome da ispitamo da 1i je ur?ﬁaenl par {(£3,V )
grupoid; neka su 4 i B bile koja dva elementa skupa 1S, tj.
neka je A€FS i B&FS; promd gornjem to znadi isto &to i
A4<S 1 BCg; treda ispitati da 1i i pripadni Tiznos", t3.
unija AUB pripada skopu ES, tj. da 1i je aAt/Bers, ili,
Eto Jo isto, da 1i je AU/BCS?

Medjutim, A<S i BCS znadi da svaki elemenat iz 4, cdnosno

iz B pripada skupu B85 kako unija AUB sadrii sowo one ele-
mente kKoji su u 4 ili B, to je i svaki elemenat unije AUB -
elemenat skupa $, 3to i znafi da je AUBCS, tj. AUBe&IsS,
za ¢ime 8¢ i iZle.
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Pogledajmo kako izgleda rsdna tablice ze sovecijalan sludaj
xaga je 5 = {a,b,c]:

(Vidi radnu tablicu na sledeéoj streni)

Dobro proudi nastanak i strukbturu date radne tablice; gore

i levo napeseni su podaci tj. elementi skupa PS5 & ispod i
desnce pripadni "iznosi"; levim kaZiprstom upri u levi po-—
datak; desnim u gornji pedatak, a pogledom traii pripaedni
niznos®,

Rededi analogno kao pod 1° doka%i da s i u slufajevima 2°

i 3° »adi o grupoidima; nadini radne tablice zs oba sludaja.

11, Promatraj fuakelje: fl(x) = x, fE(X) z X, fa(X) = % .
1 s : .
£,(x) = - £ i njikov skup 5 = {fl, £y f2, fu} 3 Je 1i sekup

5 grupoid u odnosu na slaganje funkcija, tj. u odnosu na operaci~

ju "e", ake je ze neke dve funkcije, na primer, f i g, (g-{}(xﬂ\n'

g(r(x)), ili krads: gef = g(£)}, tj. "iznos" funkcije £ postaje
"podatak" funkcije g?
Refenje. Pre svega, pegledajmo 3te ée, na primer, biti
f5=f4; prems gornjem, "iznos"™ funkeije f& treba
uzeti za podatak funkcije f.; no, po definiciji funkeije
1, (Bledaj 3ta je £,(x)1) njen je iznos jednak - = ; to Je,
dakle, podatak za funkeiju f5, tj. treba nséi fi(_ %); u tu
svrhu pogledajmo kako Je definisana funkeija f}‘ tj. kako
se na neki podalak primenjuje "radnja" f.; to je dato u sa-
mem zadatku: fs(x) = % , ili refima; pa neki"podatak®™ rad-
nja £3 primenjuje se tako, da jedinicu podelimo tim "podat-
kom"; prems tome, eko radnju f, primenimo na na&"podatak"

- &, 3to znafi ako jedinicu podelimo tim podstkom, dobi-

1
éemo da je_fi(— %) = /(- £) = -xi s druge strane, u samon
zadstku stoji da js -x isto ¥to i fy(x), naime da je £,(x)=

= = X

-y
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7akljufak: poSli smo od funkeije fy-f, 1 30811 do funkeije
f2, tj. izonos £ 'fq poklaspa se sa eslementom f2 akupa S; da-
¥le, u ovom slucaju, "radnja” "o" ngg nije "izvela" iz po-
laznog skupa S.

Treba uraditi istu stvar i za preostale elemente gkupa S.
Urpdi to za veZfbu, Dobro rasmieli o garnjem slaganju funk-
cijae (1znos jedne funkeije postaje podatak druge itd.).

Uveri se u ispravnost sledeée radne tablieatl

f2 fE fl fq 13
ty| T3ty %
f4 f4 f5 Ig fl

' ' x=1
12. Prometraj fumkeije: fl(x) = X, Iz(x) = 1-x, f3(!) -';ﬁ- .
1 x 1 :
£,00) = % f5(=) = 501+ Lfg(x)= 15 1 niibov skup & =
= {fl‘ £24 f3, £y 15, f6]; je 1i skup 8 grupold u odnosu na sla-
ganje funkeija, tj. u odrosu na operaciju "o, ako gef zpnadl: u-
pesto x u g(x) pifi f, tj. "podatak" za g ae "iznog" od 7 Hapra—

vi radnu tsblicu.

Retenje, Jeste, Pogledajmo, na primer7 dte ée biti fa-ts;
“iznos" od fg je {glednj definiciju funkcile
f6 ) TF_ ; taj iznos treba shvatitl kao "podatak” funkeije

2; no, prema samom zadatku, Swamo £2(x = l-x, tj. prime-

piti "radnju" f, ne’ neki podatak zpali oduzetz taj podatak

od jedinice; zato Je fE(T%f) =1 - (T%§) = x—l to Je up-
rave funkeija fs(x); prema tome, po3li smo °d,f2°f5 i do-

331 deo f5’ tj. “dznos" f2°f6 Jednak Jje f5 a to je elemenat

akupa S.
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13.

Uradi eovo iste i za ostale elemente skupa S, pa se uvari
da u ovom sludaju rednma tablica izgleda ovako:

£ £ t_ £ f rftj

° 1 2 5 &4 5 l_?J
rl fl f2 f5 f4 f5 f6

@ £, £ £, I, g
ty| f3 fy fg 5, & T
f,| ty fg Ly 5 £, I,
5 fg t, I f. £ £,
E I , % 1 fg t5

Rije tefko primetiti da Jje u svakom redu i svakom stubcu
gornje tablice zastupljen svaki elemenat- skups 5, tj. bile
koji red, odnosno stubac moyeme shvatiti keo izvesnu od per-
muteci ja skupa S.

Uporedi gornju tablicu sa tablicom zadatka 1l; vidimo da
88 pa gornjoj teblici ns glavnod dijagoreli ne nalazi same
funkeija £7, veé 1 £, i £54 tj. slaganjew bilo koje od gor-
pjih funkeija sa njom samom nijJe uvek funkcija rl; tako,

pa primer, imamo da je f3° f. = £

3 5"

Posmatra}) skup 5 svih realnih brojeva oblika sinx gde je
x realsn broj, tj. skup 8 = {sin x| xcR}; da 1i je taJ skup

grupoid u odnosu na sabiranje? A u odnosu na mnoZfenje?

Redenje. Ispitajmo prvo da i je uredjeni par (S,+)} grupo-
' 1d, Neka su 2in ¥ i Bin ¥ bile koja dva elementa
gkupa 84 treba da ispitemc da 1i i pripadni iznos, tJ. zbir
8in x + sin y tskodje pripada skupu S; drugim redima, treba
da utvrdimo da 1i postoji takav realsa broj z€R tako da bu-
08 gin x + Bin ¥y = Bin & 25 svaka dva elementa s8in x i
ain y ekupa 8, ili, %to je isto, za svake dva realns broja
X i y; tako, ps primer, za X =¥ 1 y = F /4 ipamo sinF « O
i sin F/a =V2/2 pe &u brojevi 0 i VY 2/2 elementi skupa g5
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i u odnosu na delenje ":".

Polugrupa

le Definiciju 2 polugrupe izreeci stavljajuéi umesto: 1° simbo-
la f za operaciju simbol "+", odnospno ".", zatim "°" te sim-

boi:"-“; 2° upesto skups G skup N a umesto simobla f za opersci-

ju simbol +; 30 gkups & skup R a umesto f “."; 4° skupe G skup

8 a umesto £ "s".

2. Iapita] podovp zadatak % o grupoidima., Da 1i se u onim slu-

Zajevima toga zadatka u kojims se radilo o grupoidima radi
i o polugrupama? Posebno ispitaj slefaj da 11 je (D,-) grupoid.
4 {R,-)? Tu je, nmaravmo, I skup svih celih a R skup svih realnih
brojeva, te "-" operacija oduzimanje.

3, Da 1i su uredjemi parovi (P, U), (Ps, N )1 {Ps\ }, o ko-
jima je reé u zadatku 10 o grupoidima, polugrupe.

Refenje. Proveriho, na primer, da 1li je (PS,LJ) polugrupa.
Fre svega, ranije je pokagsno da je to grupoid;
preea definiciji 2 treba jod proveriti da 14 je operacija
U u ckupu FS asocijativna, tj. da 1i za bilo koja tri ele-
menta A, B i C skupa PS (ima) na umu da su elementi skupa
P3 i sami skupovi, preciznije, podskupovi skupa Sl) vaii:

(1) (aUB)UC = aU(AYVQ).

A to je tadno. £ta vife, skupovna jednakost(l) vaii uopite
za ma koja tri skupa, pa ¢e onda vaZiti i za nafa tri skupa
A, B i C. Doka%i to za veZbu. Imaj na umu de su dva skupa,
ne primer, X i Y Jednoka tada i samc tada ake je svaki od
‘njibh sadrisn u cpom drugom, tJ. ake je X<Y i YCX. Treba,
dakle, dokazati prvo da je leva strana podskup despe, tj.
da Je svaki elemenst leve strane sadrien u desncj, & zatim
ds je svaki elemenst degne strane sadrien u levoj, tj. da

v/20

je cela desna strana sadrZsna u levoj. Radil

Dakle, uredjeni par (PS, V) je polugrupse. Istc je tako i
(PS, ") polugrupa. Dokaii to! Medjutim, par {PS,™ ) nije po-
lugrupa, tj. skup PS u odnosu na odstranjivanje skupove ni-
je polugrupa, iako jeste grupoid ( vidi =zadatak 10 o grupo-
1dimal). Naime, operascija \ medju elementima skupa FS nije
agocijativna, tj. za bilo koja tri elementa A, B, C skupa
P3 ne vaii:

(ANB)N ¢ = AN(BNC).

Tako, na primer, za konkretan sludaj skupa P83, gde je S =
= (1,2,3) (vidi zadatak 10 o grupoidimal), ako uzmemo:
A=s={1,2,3}, B={2,3]1¢C={3], bide

(a\B)Ne = ({1,2,3)\{2,3)\ {3} = (PN {3} = {1},
(1\E\ 0= {1,2,3} \ ({2.3)\ {3]} - {1,2,3]\ {2} ={1,3]

a skupovi {1} i {1,3} nisu jsdnski.

Uredjene parove o kxoJjima Je reé u ovom zadatku uporedi, ne
primer, redom sa uredjenim parovima (D,+), (D,.), (D,-).

4. Prometraj ponovo skup 5 = {fl’ f2, f3, f#} iz zsdatka 11 o
grupvidima. Pokazali smo ds Jje on prupoid u odnosu na ope=
raciju "." slaganja funkcija (vidi radou tsblicu zadatka 11 o
grupoidimal). Ispitaj da 1i js taj grupoid asocijativan, tj. d=
1i je uredjeni par {3,") polugrupa.
Redenje. Jeste. Waime, za slaganje [funkeija uopite vaili ga-
kon asocijacide, tj. ako su f,g,h bile koje tri
funkcije za koje postoje sloZene fumkecije (fig)-h i
f-(g-h) onds je

IS

(1) (£-g)n = £-(g-n)
(iSpitaJ poglavlje .o Iunkci;amal). Tim pre ce onda zakon
asocijacije vaditi za posebne Eetiri funkeije Il,fa,rs.fa.

DokaZimo, na priwmer, da je (f2°£4)“f5 - f2°(fu'f5)5 prvo
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iz ramdne tablice zadatka 11 o grupoidima &itamo:
- s i t
gz £, = r3 i £, f3 - f2 pa prethodna jednskost postaje

r5=r3 = f2-f2; no, iz iste tablice vidimo da Jje i f3°55 i
12-12 Jednako rl ve jo tvrdjenje dokazano.

Dokazi snalogno ds je, na primer, (fy<f,)«f, = £,°(f,°1,)

te (2,70, ] 25 = £, (£, £5).

Ipakx, veibe radi, dokafimo jednmakost (1) za bilo koje tri
funkeije (pa dakle 1 za funkeije skupa §). Podjimo prve od
leve strane i pogledajmo 5ta se dobijs kada se na peki "po~
datak™ ¥ primeni "radnja" (f'g)ch. Jedno za drugim imamo:
"Yizpnos" funkcije b, koji éemo oznadéiti Jjednostavno sa bx,
jeste "podetak" funkcije f-g; sada "iznos" funkeije g, tJ.
g(hx) postaje "podatak" funkeije f; konadni je iznce, dakle,
jednak f(g(hx)) , tj. vaii

(2) (@os)n) (x) - 2(e0m0))

Podjimn sada od despne strane jednakosti (1) koju hodemo do-
kagati 1 pogledajmo %ta se dobije kada ss na podatak x pri=-
meni "radnja" f-(g-h). 5li%no kao u prethodnom, imamo: "iz-
nos* funkeije geh postaje "podateX" funkcije f; jof se ra-
" di o tome da utvrdimc %¥ta nam Je "iznos" funkcije geh: a
to pe radi prems ranijoj shemi: {geh)(x) = g(hx); L na to
treba priweniti "radnju" f; krajnji je "iznos", dakle,
f(g(nx}); zato je

(3) .(f«(goh)) (x) = £(g(x) .
U Jednekostima (2) 1 (3) desne strane su identiZne, tj. jed-
nake za svako x. No, tada i njihove leve strane moraju biti
jednake za svake x (naravno iz cblasti definicije), pa mora
biti
(f-g)eh = £-(g-n),

& to je upravo jednakost (1) koju smo i hteli dokszati (pod-
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seti se dobro kads kaZemc da su dve funkcije jednakel).

Dobro razmotri “ideju vedilju®™ kojs nas je gore dovela do
razultata, Mi smo naprogto "defifrovali" i levu i desnou
stranu jednskosti (1) i keo rezultat u oba sluieje dobili
istu veliéinu. Vrati se ponovo ne jedpakest (1) iz prsthod-
nog zadatka % pa i nju dokafi ne zlidan nadin, tj. "deSif-
rovanjer” njene i leve L desne strszne.

5., Da 1i je skup S = {rl,fz,rj,f4,f5‘r5} iz zadatka 12 o gru-

poidimra polugrups u odnosu neg oparaciju “o" slaganje funk-
eija?

Uputstvo. Vidi prethodni zadatsk 4.

&, Posmatraj skup S, odnosno skup ¥, odnosno W iz zadétka 15,
ocdnosno 16, odposno 17 © grupeidima. Da 11 su oni pelugrups
u cdnosu na operaciju "." slagenja permutacija?

Uputetvo. Frimeti da se tu, ipak, radi o funked jama ( pro-
ufi ponovo zadetsk 15 o grupoi&ima). Vidi preus
hodni zedatak 4.

7 Da 1i je skup § = {1;—1,1,—i}, iz zadstke 18 o grupoidima,
polugrupa u odnosu na mnoZenje? A u odnosu na delenje?
Zagto on nije polugrupa u odnosu na szbiranje?

Re3enje, Wije tefko proveriti da su {S,.) & [5,:) grupoi-
di. Napravi radnm teblicu. - . 1 js grupoid (S,.)
ssocijativen? Jeste. Maime, ipak su o :menti skupe S bro-
jevi (moZemo ih sve shvatiti kao kompleksme brojeve), pa
poEto zakon asocijacije u odnesu na mnofenjs vaii ze eeo
skup komplekenih brojeva, vafiés on, tim pre, i za gornje
Zetiri broje 1, -1, i, ~i. Prems tome, (3,.) je i polugrupe.

Ispitajmo sade da 1i je i grupoid (8,: ) asocijativen. Zaamo
da. skup svih realnih, pa ni kompleksnik brejeve nije ssoci-~
Jativan u ednosu ne delenje; tsko, me primer, {8:4):2 nije
isto Zto i 8:(4:2), Medjutim, %o .jo¥ ne znadi da ni skup

53 nije asocijativan u odnosu ne delenjs. Noime, trebos ispi-
tati da 1i moZda, za ta specijalna fetiri broja ipek veii
zakon ssocijacije. Take js, pa primer, (1:1}:1 - 1:(1:1)
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kao i (4:1):(-1) = i:(1:€-1)), ali Je (i:1):i f i:(1:4),
jer Je leva strana Jjednaka: (i:l)xi = i:i = 1, a desna:
i:{2:34) = i:(-i} = -1. Prema tome, grupcid (S,:) nije aso-
eijativen pe nije ni polugrups.

fto se tife uredjenog para (8,+), on, iake je asocijstivan,

nije polugrupa iz razloga &to nije ispunjen prvi i osnoval
zahtev: on nije grupeid.

8. Fromatraj skup A = {a,b} sastavljen od dva proizvoljna -
lementa; u njemu su operacije ".", "x" i "s" zadate pomeiu
sledeéib radnih tablica:

1° ,|la v , 2° a2 v o, EOQ_Ia'b
m|a b a|la b ala b
' b|Db a - bla b bbb b

Jesu 1i uredjeni parovi (4,°), (A,*), (A,@) polugrupe?
Redenje. 1% Tz szme tablice sleduje da je (A,°) grupoid,
jer nas operacija ".", koja Je tom tablicom i de-
finisana, ne "izvedi" iz samog skupa A. Tako je, na primer,
(a-b):{b'b} = (gledaj u tablicu 1° koliko je a-b 1 be+b) =
= b-a = (s2da gledaj koliko je b-a) = b, a to je elemenat
gkupa A.

Ispitajmo sads de 1i je taj grupeid asccijativan, tj. da 1i
vazi:

(1) (x-7)-2 = x{y-2),

prl demu su x,y,z elementi skupa 4, t}. svaki od ajih moZa
biti bile a bile b. Evo 5ta ave moZe biti uredjena trojka
(X;F:.?-):(ahasa)! (a!a’b)! (B'Fb’a)l (blala}I (.&\b!b).
(v,8,0), (0,b,a), (b,b,b), dakle njih 8 (=27), za svaku od
tih trojki treba ispitati da 1i vail jednakost (1). Taxo,
na primer, za (x,7,z)=(b,a,b) imemo da je leva strana jed-
nakosti (1) Jjedneka: .

(x-3)ez = (b‘a)ob = (gleda) tablicu 1°1) =Dbb = a,
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i sliéno za desnu stranu

xe(y-z) = be(a-b) = (gledaj tablicu 1°1) = beb = &

pa u ovom sludaju jednakost (1) vaZi; isto teko, za
{x,7,2) = (a,5,b), bige:

(x-3)ez = (a'b):b = bb = a,
x-(yoa) = av(b-b) = g% = &

pa jednakost (1) vaZi i u ovom slufaju. Uveri se da ona vaii
i u preostalih Sest slufajeva, Time &e biti dokazano da je
(A,°) polugrupl.

Redeéi anslogno kao pod lo, dokaZi da se i u asludajevima 20
i 50 radi o peolugrupama.

Grupa

1. Izreei definiciju 3 grupe, stavijajuéi umesto: 1° simbola

f za operaciju, simbol "o", odnogno Mx', zatim "+", te
"oy 2° skupa G skup N a umesto £ ","y skﬁpa G skup D a umesto
£ "+ z° skupa G skup R a umesfo £ "+",

2, Promatraj skup 5 = {-5,-8,=3,~2,-1,0,1,2,3,4,5}; Je 1i on
grupa u odnosu na sabirenje +? A u odnosu na mnoZenje ","7?
Zadto?

Redenje. Wije. Istina, skup S je asoeijativan u odnosu na
‘ssbiranje (naime, tu se, ipak, radi o brojevima);
on ima i nmeutralni elemenat; to je broj O, Jjer ako sa x
oznafimo bilo koji elemenat gkupa 8, bide X + 0 = 0 + x =
= X, tJ. dbroj 0 je "meutralan" u odnosu ns sabirsnje; na-
dalje, sveki elemenat skupa S ima i svoj suprotni ili in-
verzni elemenat koji takodje pripada skupu 8; drugim re&i-
ma, ake s& x oznadimo bile koji elemenat skupa S, onda u
skupu 8 postoji izveatan elemenat y takav da je x + y = O
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3.

nje

( »neutralpi elemenat); ta) slemenat y mofemo cznaditi sa
-x, da se naznadi da je on u bliskoj veszi sa x; tako je,
ne primer, suprotni elemepat elcmenta 5 skuba 3 Jednak -5,
jer om, pré svega, pripada skupu 8, a zatim za njega vaZi:
5 + {-5)= 05 isto je tako suprotni elemenat elemsnta -4
skupe $ sam broj 4, jer je 4 elemenat skupa S i vaZi

=4 + 4 = 0 [ =peutralni elemenaf).

Prem& tome, struktura (S,+} de asocijeativna, ime neutreini
elemenat, te avaki elemenst skupa S ima svoj suprotni e-
larenat koji, takodje, pripada skupu S. Ipak, uredjeni per
($,+} nije grupa, To je iz razloga %to nije ispunjen prvi

i ospcvni zahtev: (8,+) mije grupoid. We primer, zs "podat-
e" & 1 4 koji su elemepti skupa S, pripadni "iznos" {11
zoir: S5+4=9 nije u polaznom skuru 3.

Radeéi £liéno kao gore proveri koji od "grupowvnih" 'pro-
piss" ili axsioms {gledaj definiciju 3 grupe!) vaii u ure-
djenom paru (S,.), tj. ispitaj Zta je sa grupoidnoféu (ili
zatvorenoééu)9 vail 1li zekon esocijacije u odnosu na ".",
postoji 1i reutralni elemenat 1 koji, te najzed, ima 11

gvaki elemensat x skups 5 evol inverzni elemenat, koji, u

sluéeju operacije ".", oznaujemo sa x_l, da se vidi nje-
gova bliska veza sa slementom x,

Promatraj skup N = {1,2,3,...) svih prirodnih brojeva. Je
1i on grupa u odnosu na sabirapje + ? A u odnosu na mnofe-=
M7 U kome je sludaju zadovoljeno vife "grupowvnih" skaioma

(gledaj definiciju 3 grupel)? :

4.

Se

Ge

Je 1i algeberske struktura (D,+ ) grupa? Tu je D skup svih
¢elih brojeva. A (P\{0},+)? zesto?

Doka%i da je uredjeni par (Q,+) grupa. Ye 1li to sluda] i 3a
(Q,-)7 Zasto?

Jesu 1i uredjeni parovi {SD,+) i (SD,-) grupe? Tu je 5D
skup svibk celih brojeva oblika 5n tj. 5D = {Sn] n(ED].

{(Ry+) Je grupa. DokaZi., Je 1i te sludaj i se strukturem
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{R,*F 4 sa strukturom (R\{O}.')?

Frometraj skup S = Q+QVE avih brojeva oblika p+Q¥2 gde su
p i q alementi skupa @, tJ. racionslni brojevi {vidi zads—

tak 3 o grupoidima).

Jo 1i taj skup grups u odnosu na sabiranje + 7 A u odnosu

na mnoZenje ".“7?

Refenje. (S,+ ) jeste grups. Dokazi to. Vidi zadatak 3 o
grupoidima,

Ispitajmo da 1i Je (S,.) BETUpB.

1° Je 1i (8,.) grupcia? Jeste, Naime, neke su x i y elementi

skupa §; trebs da ispitemo Je li i pripadni "jznos", tJ.

proizvod x.¥ e¢lemenat skupa S; no, &ta Lo zapravo zpadi da

eu x i y elementi skupa S? Znadi (gleda) kako smo definisae-

14 skup S!) de 1 x 4 7 moraju biti oblika: | racionalan broj)

+ (racionelan broj pute VE]; zato mo%emo pisati

x=p+q‘\l§, FI‘I‘+S"/§_‘

gde su p,q,r,8 racionalni brojevi tj. elementi skupa Q.

Seda trebs da ispitame da 1i je 1 pripedni "izpos", tj.
proizvod oblika: (racicnalan droj) + (raciomalan broj pute
V§); zato radunajmo:

ir (o s 2VER[e 0V
ili, nakon mnoZenja i sredjivanje desne strane (raail],
(i) Xy = (pr + 2qs) + (pa + qr)%ﬁi

kako su brojevi p.qa,r,s recionalni, bife to 1 brojevi

(Dr + Equ i (ps + qr), iz razloga §ﬁo Jje preoizved i zbir
dva racionslna broje opet racionaslan broj (tJ. gko bi se
hteli izrafavatl strudno, iz razloga Eto su (Q,;) i (Q.+}
grupoidi); iz (1), dakle, sleduje de je i proizved x.y ob-
like: {raciomslan broj | + (racionalan brog putavré), te je,
wso takev, i ssm elemenat skupa 5. Dakle, {S,.) Je erupoid.
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2% Je 1t (S,.) asocijativni grupoid, £3. je 1li to polugru-
pa? Jeste. Naime, zeskon agccijeeije vaZi, uopsts, zz ave re-
alne brojeve, pa ée tim pre vaZiti i za scecijalme realne

bprojeve sadriane u 5.

50 Ima 1i polugrupa (S,.) neutralni elemenat, tj. posteoji
1i u skupu § ber jedan elemenat, cznafimo ga sa g, takav da
za avaki elemenat X skupa S veZi: e.x = x i x.6 = x (dakle
takev elemsnat koji bi bio neutralan u odnosu na mnoZenje)?
Ake taksv elemenat postoji u skupu 5, paravno da, i on mora
pici oblika: (raciomalan broj )+ ( racionslan broj puta V2 )

Prva-migac Xoja nsm ee namece pri traienju takveg broja je
(viii prethodni zadatak 7): broj 1 je neutralan elemenat sku-
pa 5vih reslnih brojeva u odnosu na operaciju mnoZenje, tj.
za svaki realan broj x vaZi: l.x = x,1 = X} kako se i u na-
Zem gluaju radi o brojnom skupu i operae¢iji mnofenja, bi-
ée brdj 1 neutralan elemenat para QS,.); samo se radl joi

o tome da 1i broj 1 pripeda skupu S, t3i. da 1i je on obli=
ka: {racionalan bro} ) + ( racionalan broj puts 1/72)?; a on to
jeste; naime, mi broj 1 moZemo mapisati u obliku: 1 = 1 +

+ 0.Y2, a droj na desnoj strani Jje, ofiglsdno, elemenat
gkupa S, jer su brojevi 1 i O racionalni. ‘rema tome, 1 je
neutral polugrupe (S,.).

4° Do 1i svaki elemenat x = p + q¥2 skupa S ima svoj auprot-
pi ili inverzni elemevat, u oznaci x -, koji je i sam ele-
wenet gkupa S, tj. oblika: { racionalan broj) +(racionalan
broj puta V2 ), i za koji va¥i: .t .1 {= neutralni ele-
msnat)? Ispitajmo, dakle, da 1i za proizvoline, sli fiksi-
rano, x = p + @2 iz S postoji 'l e s¥§'(p,q,r.e ra-
cionalni brojevi) takodje iz §, tako da bude:

(2} {(p+ q{i}.(r + §V§J - 1.

Budime odmsah na poletku naiisto sa sledeéim: racionalme bro-
jeve p i q smatramo poznatim & ispitujemo da 1i postoje, za
te brojeve p 1 q, jof dva racionalna broja r i a, tako da
vaii (2). '

Nakon mno¥enja leve strane u jednakosti (2) i kradeg sredji-
vanja (radif), dobijamo novu jednskost
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{3) (pr + 2a8 = 1) + (ar + ps)V2 - o,

pe se na% posao sveo na to, da za daste racionalpe brojeve
p i g, ispitamo da 1i posteoje racionalni brojevi r i 8 tako
da vazi jednakost (3).

Ako bi koeficijent (qr + ps) uz ¥2 bio razli&it od nule,
brod na levoj strani jednakosti (3 ) bio bi iracionalan
(zbog V?J, doK je na desnoj strani racionalan broj (Eak i
ceo), ¥to je, nersvmo, nemoguée; mora dakle, biti

{4} - Gr + ps = O;
sada jednakost [3) postaje

Pr o+ 298 — 1+ 0,92 = 0,

tj.
(5) pr + 298 = 1,

Ako bi bilo p = g = 0, iz (5) bi sledilo 0.r+2.0.5 = 1, t3
O =1, a to je apsurd, To, zapravo, znali da elemenat

0 T 0 .vri skupe Q + @ ¥2 ne mofe imati sv0]j inverzni eleme-
nat r+s V2 ni za Jedan par (r,s) racicnalnih brojeva r i g,

Frema tome, akup @ + @ V2 uije grupa u cdnosu na mnolenje.

Ivak, pokufsjmo spasiti bar ne¥to. Videli smo da nas jedino
nepostojanje inverznog elementa zs olemenat O + 0 .V?2 sku-
78 @ + Q V2 spredava da skup Q+Q V2 proglasimo mnoZidbenom
grupom. Pa da, onds, iskljudimo taj elemenat 0+0.¥2 = 0, i
posmatramo skup Q+Q¥3\ {0}. Da 1i je, mo%da, veé onm grupa

u odnosu na mnofenje? Jeste. Naime, sve Sto je do sada re-
deno za uredjeni par (Q+Q VZ,.) va¥i i z& uredjeni par

ez {0},.). Treve, dskie, joy jedino ispitati da 1i sva-

kl elemenat skupm Q+Qf§-\{0} ims svoju suprotnu vrednost, tj.
8voj inverzni elemenat,

Iz (4) 1 (5) (shvati to kao dve linearne jednsadine sa dve
nepoznanice r 1 8l) sleduje
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-P

q
6 T = = L} 8 & =/
( ) 2q?—p2 2q2-P2

) ('P‘q A 0)'

rs
fre gvega, primetimo da jo za P A0 £ o, uvek 2?2—?2 £ 0,
t3. de W Swupu QeQv2\ {0} gormji raslomei uvek 1maag sm;a-
1a [uvek su definisani)., Zaista, ako bi bido 29°-p° = O,
t3. 92 = 2q2, i1i, nekon korgnovanjs, P = & q¥2, pa levo}
strani bie bi rscicnmalan broj p, a na desnoj {u sludaju de
je a £ 0) iracionalen broj a2, ito ji. nareavoo, nem?guéé.
Aiko je, pak, g = O, tads vi zbog p = = qV2, moralo biti 14_
p = 0, 5to je memoguée, jer tafka ili broj p + w2 = 0+0.2
ne pripada skupu g+Qv¥2 \ {0}, Dakle, u skupw Q+QJ§§\{0}mora
biti 2q2--p2 £ 0, pa su v tol skupu brojevi r 1 8 potpunc
odredjeni sa (6).
Kako siu brojevi p i g pe pretpostavel racinnalui? rac%onalni
gu i brojevi r i a dati sa (6), Jer se dobijaju iz p % q po=-
mobu sebiranja, sdusimanje, mooZenja i delenja (nula isklju-
Eenal).

o

Vrati se ponovo na pofetak ove tafke 4°, pa dobro pogleda]
5ta se dobile i Bta ae traziio.

prema tome, svaki glemenat skupa Q+QV§“\{O} ima avo) i?ver-
zni elemenst koji takodje pripade skupu Q+Qy3 N[0} . Pri
tome, ake je % = prq¥2 bilo koji elemenat skupa @+AV2 N0},
’ o ]
njegov inverzni elemenat X 1 je jednak (gledaj_(s)l}.

ola_—=p . ., -9 .42,
2 2.2
EPz—p 2q9°-p

Uvari se da je zaista: xox L w1 (= peutralni elemenat), tJs
da vaii

— —_— 'Ve -1.
(P"q“@—]'( 2 2 Lo8.2
2q9°=p~ 207 -p

Radi postepeno.
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9.

Na asnovu dokazanog ped l°, 2°, 30 i 40, zakljudujemo da
Je uredjeni par (Q+Q 2\ {0h-) grupa, dok (Q+R~f2,+) to ni-
je.

Ako se u gornjem zadatku umesto skupa Q stavi skup D, tj.
ako se posgatra skup D+D Af2 svih brojeve oblike m+n /2,

gde s m £ n cell brojevi, dspitej da 1i de se i u tom slu-
Zaju raditi o grupsma u odnosu na operscije + i *,

Isto pltanje ake se umesto skupa @ stavi skup R svih real-
nik brojeva.

AXo 8a T = Q+Q'J§'oznaéimo skup svih brojeva obliksa p+q«f§;
gde su p.i q racionalni brojevi, radeéi analogno kao u pret-
hodnom zadatiku, doke¥i da su uredjeni pavovi (T,«) & (IO} ¢}
grupe, dok to uredjeni par nije.

Reka je S nepramzan skup i PS partitivni ili dioni skup sku-
pr S; jo 1li neki od uredjenih parova: (F3,U}, (P5,N),

(PS,\ ) grupa?

Ispitaj prethodno zadatak 10 o grupoidima i zadatak 3 o

polugrupana,

Relenje. Ispitajmo, ne primer, je 1i (PS,U) grups. U za-

detku 3 o polugrupema dokazali smo da je (PS,U}
asocijativni grupoid, tj. pelugrupa; ima li ta polugrupsa
neutralni elemenat, tj. pestoji Ii bar Jjedan elemenst E
skupa Ps;.ili, drugim refima, bar jedan podskup E skupae S
(ispita) dobro zadatak 10 o grupoidimal} takev da zu svalki
elemenat L skupa FB, ili, Arugim refima, za svaki podskup
A skupa 8 vaiil: ako za "podatke" uzmemo skupove E I & 11i
A 1 E, iznos je sam skup A, 2to se moZe zapisati ovako

EUA = AUE = 4, YA€Ps,

O&igledno je da za gkup E moZemo uzetl prazan skup @, koji
Jje po definiciji elemenst partitivnog skups PB; naime, za
avaki skup £, pa dekle i ma gvaki skup A €PS, vafi: gUX =

= XUP = T (doke3i tol Dobro se podseti kada su dva skupa
jednakal) .

Prema tome, polugrupe (PS,U/) ima neutralni elemenat; to
Je prazan skup @.

v/31



Na krzaju, ispitajmc; da 11 u tej polugrupi svaki slemenat
A (drii uvek na umu ds su elementi gkupa PS pedskupovi sku~
pa § ) ime svoju suprotau vrsdnost, tJ. da 1i za vilo koji
uodeni "podatak A iz skupa PS5 moZemo naéi jos jedan "po-
datak" B istog skupa PS5, teke da pripadei "iznos", tj.
upija skupova 4 i B, bude neutralni elemenat polugrupe
(PS, /), tj. prazen skup §, ili, formalizovano, da li za
evako A€PS, postojl B €P3, teko da bude: AUB = §; medju—
tim, kake je pretpostavljemo da je skup 8 neprazan, to po-
stoji bar jedan podskup A skups 8 (na primer, sem skup 5,
kojl po pretpoestavel pripada skupu PS), pa leva strana jed=
nakosti AUB = @ nije prazen skup za A = S, pa wakar B bi-
lo jednakoe i ¢ (prazno!); prema tome, elemenat S skupa FS
neme svoj inverzni elemenat S, tj. svoju suprotou vred-
noat 5”1 za koju bi vaiilo: 8US™L & #, pa polugrupa
(PS,U‘), isko ime neuiralpi elemenat, nije grupa (ispitaj
definiciju 3 grupel). N ,

Radeéi spalogno Kac u prethodnom, dokaZi da jo i (PS,n)
polugrupa (vidi zadatak 3 o polugrupemal ) koja takodje ima
neutralni elemepat; To Jje sam skup S; naime, za svaki ele=
menat A& skupa FS vafi AM1S = S/1A = 4, tj, ako za podatke
uzmemo & i 5, pripadni "iznos", tj. presek A5 je opet
podatak A {dakle, "podatak" 5 deluje "meutralno” u skupu
PS u oénosu na cperaciju /) ); dokezi prethodnu jednakost:
ANS = 4 koja vaii za svaki elemenat A skupa F3, ili, dru-
gim refima, za svaki podskup A skupa S.

Ipak, (FS,/7} nije grupa. Razlog je isti keo i u prethodnom
ziugaju, DokaZi to. '

U zadatku 3 0 polugrupsma videli smo da (PS,\) aije wsoci-
jatiwvni grupoid, tj. polugrupa. Tim pre se onda tu ne mois
raditi o grupi. Najzad, ima 1i grupeid. (PS._\)neutralni
elemenat? Je 1i to, moZfda, prazan skup #? Nije. Istina, za
svaki elemenat A skupa PS, t3. za svaki podskup A nepraznog
skupa 5, vazi: A\ @ = A, tj. za uredjeni par "podataks”
(4,8 ), pripadni "iznos" A\$ je sam podatak A; medjutim,
ako podjemo od istibh podataks A i @ ali u obrputom redoale—
du, tj. od ursdjenog para (¥,i), pripadni "iznos" je Jed-
nak: §\A - @, a to na mora biti jednako sa A, jer skup 4
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10.

pe mora biti prazan (ne primer, ako za A uzmeme s=m skup 5
koji Jje po pretpostaved nep:-s.z'an); prema tome, elemenst @

skupa PS, ne deluje "neutralne" i =sa "leva" i sa "desn2” na
sveki "podatak" A& skupa PS, pa, prems tome, on ne mofe biti
neutralan elemsnat grupoida (PS,\ ) (iapi.ta,j definiciju 3

grupel ). Doka¥i, snelogne prethodnom, da ni jedan elemenat
skupa PS5 ne moZe biti neutralam u cdnosu na gdstranjivanje

- gkupova "\ ",

U samom zadetku pretpostavlijenc Je da je skup 5 neprazan,
tJ. da ima bar jeden elemenst, Ako je, pak, skup S prazan,.
tj. & = @, pripedni partitivei skup P8 je jednodlan: PS =
=i{p}. DokaZi da se u gva tri slufsje ovog zadatka, ipak, ra-—
di o grupama,

1
Poematraj funkcije fl(x) = x, re(x) » X, fa(x} -
1. R
£, = -~ % i njihov skup 5 » {fl,i‘a.fa,fq_}. Je 11 taj skup

S grups u odnosu na operaciju "." sleganja funkeije? Ispitaj za-
datak 11 o grupoidima i zadatek 4 o polugrupsma,

Befenje. U zedatku 4 ¢ polugrupsma videli smo da je (S,')

pcilugmpa. '
Troba jo3 ispiteti da 1i u toj polugrupil postoji neutralan
éldmgnat, a2 zatim, da 1li svaki elemsenat skupse & ima svo,‘j-
inverzni elemenat koJji tskodje pripada skupu S. U tu svrhu
napravimo ponovo radnu teblicu kao u zadetku 11 o grupoidi-
na;

. £ L, £, L,
£, t £, £, £,
£, t, 2, £, £
£y 2y 'r#r' £, £,
2, £y ' 15' t, £

Iz tablice se neposradno vidi da je; f1° £y =14, Il- £, = £,
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flof5 - f3' flef4 = fq. te tlvrl = tl, fanfl - 12’ 53"1 bl
o ‘o 1 "
= f3, 24 fl f4, tj. elemenat fl szupa S Je "neutralen”

i sa "ieva” i sa "desna" u oGoosu na operaciju "o slaga-~
nja funkecija. Primetimo samo da sme gornje jednskosti mog-
1i krade zapisati ovako: f£,-2; = f: te fi-fy = f; pri Zemu

4 E{1,2,3,4 . Dakle, £, Je neutralen elemeuat polugrupe
(Sa')j . ‘

Ima 1i svaki elemenst skupa S svoj inverzni elemenat {koji,
takcd je, treba da je u S)?‘Pokuéajmo stver ispitati za ele-
menat £, &85 Ereba, dakle, ispitati da 1i za neki elemenat,
- ozna&imo ga sa f, skupa § vail: f,f = f (-neut;alni ele-
menat), te £+f, = f; (wneutralni elemsnat}. Xorietimo ee
priloZenom tablicom i to ovako: levim kaZiprstom uprimo u
nai "podatak" f2 koji je smedten ‘levo, zatim, v redu u kome
Jje sBmeiten taj podatak f2 pogledom potraZime neutralnl ela-
menat f; (ako ga taj red sadriil ), te od toga mesta gde je
fl desnim kaZipratom uprimo u odgoverajuéi elemenat skupa
S (koji Je smeSten gore vddoravmo); te je, takodja, 12;
dakle je'?2=f2 = fl (-neutralni alemenat), pa je elemenat
f2 gam sebi invergan.

. Zakljudi, snaslogno, da su i elementd fl, f3, f4 sami gebi
inverzni, Time &e biti dokazeno da svaki elemenat skupa S
ime gvoj suprotni ili inverzni slemenat.

Dakle, (S, ¢) Je grupa.

Je 1i grupa (S.?) komutativana, tj. vefi 1i u akupu S zakon
komutacije u odnosu na slagsanje fuﬁkcija. Podseti se da ta]
zekon ne vail uopite za slsganje funkcija, tJ. nije uvek:
fog = g-f, Ipak, da 1i taj zaken, moida, vaii za gornje Jeo-
tiri.sgecijalne funkei je: fl,'rz, £3. f4. Sa ra#ne tablice
proditaj koliko je, na primer, félfa i rq-f5 pa uporedi
rezultate. :

Dobro proudl kako se sa,gprnjé tablice proveravaju aksiome

grupe: 1o grupoidnost, 2° pogtoaanje neutrainog elementa,'

3° postojanje inverznih elemsnata. Asocijativnost se me mo-
Ze proverifi neposredno iz radpe tablice, veé to treba po-

" sebno ispitati.
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11, Promatraj funkcije: Il(x) = x, fe(x) - % R f5(x) w 1-x,
1 x-1 s
f&(x) ==, 15(x)n =, fs{x) = E§T i njibov akup

= u{fl, fosesserfg jide 1i ekup 6 u odoosu na operaciju "o sla-
ganje, funkclja?

Ispitej, prethodno, zadatak 12 o grupoidima te zsdatak 4,
odnosno 5 o polugrupsma,

Uputstvo, . Uveri se da rsdos tablica izgleda ovako ( vidi
zadatak 12 o grupoidima}:

° £ f2 35 T, 'fS fe
fl fl f2 £3 £, f5 e
f2 f2 'fl £, f5 fe f5
fb f5 25 fl i fs L,
£, L9 26 _f2 f5 fl f5
55 f5 f5 f6 fl T, f2
I6 f6 f4 f5 I, f3 i

U zagatku 5 ¢ polugrupama videli sme da je (S, ) polugrupa;
snalogno prethodnom zadatku uveri se, pomoéu prethodne tab-
lice, da je fl nsutralni elemenat te polugrupe, te da su
elemanti fl‘ I2, Ii, IS sami sebi inverzni; nadalje, inver-
sni elemenst elementa f, Je rs, i obroute, inverzni eleme~
nat slementa f5 Jje f#' Prema tome, uredjeni par (S,-) Jje
ETUP&.

12, Je 11 skup 5 = {3,-1,%,-1}, gde je imaginsrna jedinica
(dakla, 17 = -1), grups u odoosu ne mnoZenje?

Uputstvo. Ispitayj, prethedno, zadatak 7 o polugrupsma. U-
veri se da radna teblica izgleda ovako:
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Sa tablice Be aneposredno vidi (kako?l) da je Py. ti. per—

© 1 -1 i -1
. mutacija 123%, neutralni elemenst polugrupe (S!,-). Nadal je

1 I =1 i -1 ,je: )
-1 [ =1 1 =i i ) 5

. PyePq ™ Py3 Po?Pna ® Pyo PooPz = Py Pg- ™ Dy
i § -4 1 1 1"°1 1 Yerre 1° F3°F3 1t Y6756 1
-1 [ 1 S 1 =1 to

pa, 8lifne kao u prethodne dva zadatke, dokaZi da jo 1 ne- PyePs = Pys PgoPy = Ppa

utralni elemenat polugrupe (S.'), te da su elementi 1 i -1
sami sebl inversni, dok su slementi i i -4 uzajemno inver-
zni, tj. -1 je inverzni slemsaat od 4, i obroute, i je in- P P3s Pg, game gebi imverzne, dok su permutacije p, I p

verzui elemenat od -i. - 5

ra podto Je Py peutrslni elemenat, €o su permutacije Py»

uzajamno inverzue.

1%, Prowatraj skup S = {1,2,}} i pripsadni skup 5! svih permu— Prema tome, polugrupa (S!,°) ima neutralai elemenat i svaki
tacija skups S. DokaZi da je skup 8! grupa u odnosu na o- | elemenet skupa S| ima svo] inverzni elemenst, pa j& (Sl,-)
peraciju "." slaganje permutacija. i grupa.
Refenje. Froudi pomove zedatak 15 o grupoidima i zadatak ‘ Primedba. Uporedi gornju tablicu zadatka 1% sa prethodnom
' 6 o polugrupama. U njima smo dokezali da je ure- tablicom zadatka 11,

djeci par (8l, ) polugrupa. -
14, Fromatraj skup V = {1234, 2143, 34312, 4321} od &etiri spe-

Ayo uvedemo ozmake:
cijalne permutacije skupa {1,2,5,&}. DokaZi da je taj skup

Py T 123, py = 132, Pz = 213, p, = 251, Pg - 312, pg = 321, grupa u odncsu na operaciju "." slaganjs permutacija.
teda radna tablica uz zedatak 15 o grupcidims postaje: Uputstvo., Prouli ponovo gadatak 16 o grupoidima i zadstak

6 o polugrupama. Iz njib sledi da je {V,-)polu-
grupe. Nadalje, eko uvedemo ozuake:

. R P 'pa Py P5 Ps
P = 1234, Py = 2145, p5 e 3412, Py = 4321,

Py Pl DQ P} pq, Ps PG
uveri se da redns tablica izpleda ovako:

P> | Po Pq Pg Ps Pz ‘ Dy

P;:, P35 P4 P P Pg Ps : o | 91_ Ps oz Pu.
Py =74 Py Pg pE; Py Po ) P1 Py Ps Pz Py
P | P Pg Py Py Dy Dy P2 | P2 Py Py F3
P | B¢ P5 Py Py Py DBy P3| P Py P P

‘ Py Py, ' P3 Py By
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_Pomoéu tablice doka#i da je p; neutrelni elemenat, te da
je svaki elemenat skupe: V sam sebl inverzan (vidi prethod-
ne zadatkel ). ’

Proveri }s 1i gornja grupa (V,-) komutat;vnh. Na primer,
Je 11 P3Py isto Btg i Py Pz i s8lidno za ostele parove?

15. Promatra] skup K = {6,a,b,c} od &etiri proizveljns elemen-
ta. U skupu K je zadate operacija (tj. rravilo raEun&nja)
pomoéu eledeée radne tablice:

o | e a b c
; e a b (-]
a 8 a < b
] b g =
c [ b a e

To znséi da 2ko za "podatke” uzmemo, na primer, b i e (i
.to tim redoml), onda se pripadni "iznes™ b-c £ita sa tablice;
to Jje elemenat &a.

Pribhvatajuéi kao poznato da u skupu K vaii zskon asocijaci-

je u cdnosu na operaciju "e", dokaii de je (£, ») grupa. Uveri se
takodje, da je ta grupa komutatiwvas, te daje, na primer,
a-{b-c) = (=-0)-c.
Primedba, Grupa (K,-) iz gornjeg zadatks zove ss Elajnova
"Cetvorna grupa™. Hije tedko videti da je i gru-
pa (V,+), o kojoj jé rel u prethodnom zadstiu 14, Jjedna
Klajnova grupd. .

16. Promstraj skup W = {0125, 0132, 0213, 0231, 0312, 0321}

. sastavljen od Seot posebnih permutecija skupe {0,1,2,3}.
Dokazi da je on- grupaz u odposu na operaciju "." slaganja permu-
tacija. ’ -

Uputstvo. Ispitaj prethodno zadatak 17 o grupoidima i za-
' datak 6 o polugrupams, pa dalje postupi 8lidno
keao u zadatku 13, Uporedi radne teblice zadatis 13 i oveg
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zedatka 16,

17. Promatraj ponovo zedatak 8 o polugrupama. Uverili &mo se
da su wredjeni parovi: (&,.), {4, =), (A, ©)polugrups, U ko-
}im sluésjevima se tu radi o grupsma?
Refenje. (A, )je grupa. Tu je a neutralni elemenat, dok
je avaki od elemenata & i b sam-s$ebi inverzan.

(4, *}nije grupa jer pema peutralpi elemenat. Naime, kada
bi elemenat a bio neutralni, moralo bi biti

bxa = axd = b,

& to u nasem slufaju nije, jer Jje bga = 2, dok Jjz axb = b
(gledaj tablicu 2° iz zadatka 8 o'polusrupamal)..Iz istih
rzzloga ni b nije neutrelni elemenat polugrupe (A, x}

Fi (A, ©)nije grupa. Istina, polugrupa (4, ©)ima peuttalni
elemenat. To Je elemenat a, 3tc se neposredno vidi za tsb-
1ice 3° iz zadatke 8 o polugrupemsa. Medjutim, elemenat b
nema svoj inversni elemenat. Zaista, ake bi to bio elemenat
8, moralo bi biti-

. boa = a (=peutralni elemenat),

a to ﬁije, Jer Jje prema pomenutoj tablici b es = b. Isto
tako, ni b nije inverzan sa samim sobom, jer bdi moralo biti

beb = & (=neutralni elememnat),
ito, ofigledno, mije, Jer je bea = b (£ a).
18. Promstraj jednadinm 15 = 1 1 skup X njerik reSenja, Doke3i
da je skup X komutativne grupa u odnosu na wnoZenje -«

ReXenjes. Jednalina x5 = 1 je ekvivalentna sa jednadinom
-1 = 0, odnosno rastavljajuéi levu stranu na
faktore kno razliku kubova, sa jednadinom

(x-1)&% +x +17 = O.

Iz poslednje jednadine sleduje:

=1 = OV12+x+1 =0,
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1 ¥onalno
= -1 3
(1) xCI‘l’xl-'-%"'i\,%l’.xQ-T—i% H

Prems tome, skup X je dat sa X = {xa, x1a 12], pri femu su

x- ix xomplekeni brojevi definisani sa (1). Evo kako
o i ¥u strukturs (X,-):
izgleda radna tablica z8 algebars atru N

Sa tablice se neposredno vidi da Je (x,-) grupoid. Taj gru-
poid je i asocijativan, jer su njegovi elementl komplekani

brojevi, 8 za skup kompleksnib brojeva, uopite, vaii zalkon

asocijacije. Dakle, (X," ) Je polugrupa. Ta polugrupa ima 4

neutralni elemenat. To je x , tj. broj 1 (gledaj tablicul).
fadalje, elemenat X, Je sam sebi inverzan, dok su elementi

x i Xy uzejomno ioverszni. Frema tome, (X,') Je grupa.

Grupa (X.') je komutativoe, tj. za bilc koja dva elementa

a i b gkupa X vaii: asb = bra, To se moZe proveriti posebd-
no za avaki par elemenata -skupa X, a moie se zakljuditi,
neposredno, sa gornje tablice na sledeéi natin: ako au 31?_
mepti skupa, za koji hofemo da utvrdimo da 1i u njemu vaii
zakon komutzcije u odnoszu na izvesnu-operaciju, poredjeni

a istem redosledu gore horizontalno i leve vartikalnmo u rad-
noj tablici, tada, ake je ta tablica simetrifna u odnosu na
glavau dijagonalu (to je ona koja ide od pofetka do kra?a
tablice}, ta} skup Je komutativan u odnosu na tu operaciju.

Kgko jo nafia tablica za gfupu (z,*) simetri&na u odnosu pa
glavou dijagonalu, to je, prema gore retenom, grupi (x,.
komutativna. Ovim je tvrdjenje dokazapo.
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19, Promatraj skup M = {e,p,g} od tri posebne permutacije:

8 = 123, p = 312, q = 231 skupa {1,2,3}. Dokaii da je skup
M grups u cdmosu ca operaciju "-" slaganja (mnoienja) permutaci-
Ja.

Uputstvo., Uveri se da radma tablica izgleda ovako:

pa pomoéu nje dokaii tvrdjenje zadatka,

20, Yromatraj ekup 1 = {0,1.2} i u njemu operaciju "sebiranje

modulo 3" u oznaci “+3“. Te znadi sledede: ako uzmemo zé
podatke -dve elementa gkupa T &iji Jje obilni zbir manji od 3, on-
da je i njihov "zbir modulo 3" Jednek tome obidnom zbiruy na pri-
mer, ako za "podatke” uzmemo elemente C 1 1 skupa T, njihov obi&-
ni zbir je O+l=1l, dakle, menji od 3, pm je zato i njihov'azbir
module 3" jednsk tome obiénom zbiru, tj. O +51 = 1; iz istih Je
razloga i1 1 +3 1 = 2, te O +5 2 = 2, i sli¥no za ostale parove
podatake &iji Je zbir manji od 3.

Medjutim, ako Je obilni zbir meka dva broja iz skupa T vefi
11i jednak sa 3, onda me za "zbir modulo 3" tih elemenata uzima
rezlika toga obidnog zbira i broje 3; na priwer, ako za podatke
uzmemo 2 i 2, obidpi jg’zbir Jjednak 2+2=4, &to je vele od 3, pa
Je¢ odgovarajuéi "zbir modulo 3" jednak: 2 +3 2 = 2+2 -3 = 43 =
= 1, & te je opet elemenat skupa T. Eto, take se u skupu {0,1,2}
vril "sabiranje modulo 3". ‘

Dokafi da je algebarska struktura CP,+5) komutativna grupa.
ReBenje. Evo kako izgleda radna tablica:
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+3 4] 1 2
4] (o] b3 2
1 1 2 0
2 2 4] 1

Ba tablice se neposredno vidi da je (T,+§) grupoid. Broj O
Je neutralni elemenat, jer je (gledaj tablicul):

0 4% 0=0,0 +3 1=1 *3 0=1,0 *g 2=2 +3 0 - 2.

Inverzni elementi elemenata 0,1,2 jesu, redom, 0,2,1; nata=
td, imsmo ds je:

0450=20,1432-24,120 (=meutralni elemenat).

3

Eonadno, W skupu T vafi zakon asocijacije u odnesu na ope-
raviju “+3“-aabiranja modulo 3. To ge mo¥e Airektno prove-
riti koristeéi se gornjom tablicom 'za brie rafunanje ({asoci-
jetivoost se ne mo¥e meposredno ustanoviti pomoéu rmdnd tab-
lice, kao, ns primer, komutativnost). DokaZimo, na primer,
fda je (2+51)+32 - 2+3(1+52l; zaista, leva strana Je jednska:

(2+51)+32 - (g1adsq tabligui) - 0+52 -2,
- & deana
2+3(1+32) - (gledaj tablicul) = 2450 = 2,
.i zata
(Besl)eg2=245(1 +3 2),
5to smo i hteli dokezati. Ovim smo pokazali ssmo da asoci-

Jativni zakon vaii zs uredjemu trojku {2,1,2) elemensta sku-
pe T. Nije tedko proveriti da on vaZi i za preostale trojke
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21.

elemanats gkupa T,

Prema tome, (T,+ ) de grupa. De je ona komutativna sleduje
iz simetrilnosti gornje tablice u odnosu na glavnu 41 jago=-
nalu,

Neka je U = {0,1,2,5}. Dokaii da je uredjena dvojke (Vs )
gde nam +, oznadava sabiranje modulo 4 (vidi prethodni za-

datakl), grupa.

22,

Uputstvo. Ispitaj prathodno gornji sadatak 20, Napravi

radnu tebliou. Sto se tide asocijativmosti, za-
dovolJi se ze sada dz Je proveril ns nekim konkretnim slu—
fajevima, na primer, za trogku (3,1,2).

Promatraj skup F evih izreza (polinoma ) oblika ao+a1x+azx2,
pri femu su 8,s &y & oeli brojevi, tj. skup P dat sa:

P = {ao + AT 4 azxal 850 899 aEED}_.
Je 1li taj skup grupa u odnosu na gabirenje?

BeZenfe, 1°(P,+) Je grupoid, Zaisgta, neka su ao+alx+aax2 i

bo+blx+b21 dva proizvoljna elementa skupa P} to
zpacéi da su brojevi 8,087 48, i bo,bl,b2 cali. Tredba da do-
kajemo da je_i pripadni “iznos" tj. zbin (a°+a1x+a2x2)+
+(bo+b1x+b2x2) takodje elemenat skupa P, U tu svrhu, napi-
S8emo taj zbir u oblikm:

[@}] (a + a8 X+a :2)+(b + b x+b xg) = (a°+b°)+(al+bl)x +
+(52+b2)12; -
kako au brojevi a°+b°, 8,+by, a2+b2 cﬁii, Jer su takvi bro—

jevl 8, 2., &, 1 bys Py By, na csnovu {1} zakljufujeme da

i zbir o kome je red pripada skupu P, Dakle, (P,+) je gru—
poid.

[a] N ..
2 (P,+) Je asocijativni grupoid, tj. (P,+) je polugrupa.
Znista, neka su: & = 8,18 X+8,% ) D a b°+ﬁlx+b2x .
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c = c°+c1x+c2x2 tri proizvoljna elementa skupa P; to znafi
da’ Jje sveki od brojeva a,, bl,'cl, gde. je L = 0,1,2, cao

broj. Treba da dokaZemo da vaZi zakon asccijacije:
(2) (a + b) +Co= 8 + (b + c).

Da bismo to dekazali, izrefunajme vrednosti leve i desne
strane jednakesti (2), Leva je strapa jedmake:

(&+b)+c c (ga°+alx+aexe)+(b°+blx+$2x2i> + (co—:lx+c2x2)

((ao+b0) +b1)x+(a +bs)x ) G HCyXHC X )

iao+b°)+co o ((apeny)veq)x + ((ayedy)rey) .
(Eorareg) - (=) (

Anelogno se dobija da je desns strana jedneka:

a+(b+c) = Q°+ (bo+co)) - (al+ (b1+cl)>x + GZ+(b2+c2)> <2,

Kskao je, dalje, (a1+bi)+ci - ai+(bi+ci), gde 1 mofe biti
bilo O, bilo 1, i1i 2, {i=pi#i svaki od tih sluisjeva poseb-
nol), jer zakon asocijscije vaZi u ekupu D celih brojeva u
odnosu na ssblranje, ne osnovu gornjeg zekljufujemo de i
leva * desna strana imsju istu wvrednost, fime bi jednakost
(2) bile i dokazana. .

3% Pplugrupa (P,+) ima neutralini elemenat. To je broj O,
Feime, mi broj O moiem¢ prikazati u obliku: C = O + O-x .
+ 0*x°, a to Je ofigledno elemenat skupa P. Jaspno je da ja
O neutralni elemenat.

42 Svaki elemenat a°+alx+3212 skupe P imd svai inoverszmi
glemenat. To Je -ad-alx-aexz, Jer je zbir ta dva elementa
jednak nuli, tj. neutralnom elementu.

Drkle, (P +) Je grupa,

Iapitaj da 1i Je gornja grupa (P +) kogutativng, tj. da 1i
u gkupu P vail zakon komutacije u odnosu na sabiranje nje-
govih elemenata.
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23, Promstre] skup K svih komplekanih brojeve, t3. skup K dat
sa E = {x + 1y | z€R, y€R, i = V-1}. DokaZi da je taj
gup grupa u odonosu una sabiranje kompleksnih brojeva.

Uputatvo, Raedi paralelno sa pfethodnim zadatkom,

24, Doka%i da je skup D+iD = {m + in|me€D, n&D i ~V-1} komu-
tativna grupa u cdnoswu na sabiranje.

Dputstvo. Primeti da je skup D+iD, zéprqvo, jedan podakup
skupa K svih komplekenih brojeva. Radi anslogno
kao u prethodns dva zadatka.

25. Promatraj skup S = {(x,y)[ x€&R, yéR}. U tome skupu uvodi
se operacija (pravilo) ssbiranja ne sledeéi nacin: ako au
(x,7) + (2,b) dva proizvoljina elementa skupa S, pod njihovim
zbirom podrazumeva se uredjen par (x+a,y+b); dakle, sabsru se
odgovgrajuée kodrdinate uredjenih parova (x,y) i (a,b).

DokaZi da je strukture (S,+) kemutativna grupa.

Dputatvo., Redi parslelno sa zadatkom 19.

26. Prometraj grupe (X,- )1 (M, ) iz pretbodnih zadataka 13 i
19, DokaZi de su one izomorfne (vidi definiciju B).

Dokaz. Treba da doksefemo da posteji obostrano ﬁednoznaéno
preslikavanje I: X—=# skupa X = {xo,x +X5) pa skup

M = {e,n,q}, take da slika (od preslikavanja 1) bilo kog
"iznosa" grupe (x, )oude Jednaka "iznesu" pojedinih slika
u grupi (M, ). Wa primer, ako uzmemo z& "podstie" elemente
x) i x, skupa X, cnda, Jjer jJe (x,r) grupa, u skupu X leZi

© 1 'wjibov "iznos™: Eyex, koji je Jednak X, (gledaj'tablicu
uz zadatak 18); svaki od tih elemenata xy,X, bte x,°X, = X,
trebe da ima potpuno odredjene svoje slike I{xl), I(xe) te
I(xyexp)= I(x,} koje pripadaju grupi (M, °); poEto su I(xy)
i I(xz) elementi skupa M, onda, Jer je (H,ﬂ) grupa, i njims’
odgovara potpunc odredjen "izpog" I(Fl)'Ith) u odnosu na
operaciju "»" iz grupe (M, «), kojl takedje pripsda skupu M.
To je opa} "iznos™ pojedinih slik8&, o kome smo ved govorili
i on treba de je jednek slici "iznose" u grupi (Zy0), 63
trebe da bude
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(1) I(xy-xy) = L(xy) o Tzl
ili, zbog X °Xy = xo'
@ Iz = T0n) Iz

Jot e redi o tome da vidimo Fta Eemo uzeti za I(xg » I(xy
. te I(xg); narevno, sva ta tri elementa Fr?ba da pripadaju
skupu M ={s,p,q} i posebno da budu razliditi, Jer za I trf—
fimo da bude obostrane jednoznadno. U tome nam mnogo pomaiu
cadpe tablics grupa (X,=) 1{M,°) (gledej tabdlice zadataka
18 i 19}. Njibova o¥igledna ali¥nost navedi nas da .stav:-
no da je: I(X,)= 2 I(xl)l- p te I(xe) = q, t}. da presli-
ravanje I: X—HM definiZemo ovako:

&N x )
s O A A
8 P a/ "'

Ovako definisano preslikavanje I je, ofigledno, obostrano
jednoznaéno i ono zadovoljava Jednskost {2), koja se sada

svodl na

& = p °dy

koja je taéna, dto se neposredno proverava pomoéu ta§lice
uz zadatak 19.. Seme se radi jJo¥ o Tome, ds 1i ée preslike-
vanje 1 da zadoveljeva uslov:-

I(asb) = L{a)-I{b},
za bilo koje elemente a ib skupa:X (tj. a i b mogu biti
bilo xo,.ili x,, odnosno xz]? Proverimo jo& d? 1i stver
vaii, na primer, za & = X5 1 b = X, tj. da 1i Je
T(xpo%g) = I(Xp}°I(X) 3

no, sa pomenute radnre tshlice neposredno &itamo da je
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Xye X, = X, 1 zato I{xyex ) = I(%p) = {#ledaj u Sts I prevo-
di le) = g3 u deugn ruku imemo da je I(x_) = e, ps se gor-
nja jednakost svedi pa

q = gre,

gto Je, odigledno, talnoc {gledaj tablicu uz zadatak 19).
Dakle, i u ovom sluZaju stvar je u redu.

Evo keko se gornje pitanje efikamsno redeva pomodu radnih
tablica prupa {%,") i (M,-) (ili, uopdte, algeberskinh struk-
tura sa konaéno mnogo elemenata): poEto su elementi e,p,q
grupe (M,°) u njernej radnej tablici, tame gde se p:cose po-
daci, tj. gore horizontalmo i lgvo vertikalno, rasporedjeni
na igti padin kao 1 njima odgovarajuéi elementi Ky a¥y 2 Xs

u radnej hmblici grupe (K,-) (da to nije s'udaj, mi bi for-
mirali novu radou tablieu grupe {M,), izmenivii redosled
nanofenja elemenata skupa M, take dz fo bude sluéaj), tre-
ba proveriti de 1i i "iznosi® u tadlici grupe (ﬁ,o) ZAULL-
maju ista mesta kao i njibovi originali u tablici grups
(X,-). Mosemo to i ovake redi: ake jednu od tih tablica
padpesenc iznad druge, tako da se odgovarajuci “podaci”
skupova X i M naleze Jedan iznad drugog, de 1li se tada i u
svim mestima tablich odgovarajuéi podaci, tji. elementi sku-
pova X 1 Y nalaze jedni iznad drugib (2 ne samo oni gore
horizontalno i levo vertikalool} ! &4 to, oligledno,jeste,

Prema tome, grupe (X,') i (My) su izomorfrs i preslikava-
nje I je izomorfizam,

Da bi stver bolje shvatili, dokaZimo da preslikavanje J:
X—+M skupa X na siupu M, definisano sa

Xy *1 )
7=\ J }
P q e

tJ. za koje Je J(xo) 5 P, J{xl) = q i J(xa) = 8, iako je
cbostrane i jednoznadne i preslikava skup X pa skup M, ipak
nije izomorfizam izmedju grupa (X,+) i {fi,e).
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27.

Da bismo to dokazali formirajmo novu radnu tablicu grupe
(1, »}, nanoseéi gore horizontalano i levo vertikelno u ovom
redosledu: prvo p, zatim q i potom e, tj. u redosiedu Lojim
su u tadliei grupe (X,-) nanageni njima odgovarajuél ele-
manti Xy Xy i x5 pri preslikavanju J.

Evo kako, sada, izgleda radma tablica grupe (If,-}:

.| P q 8
P q a P
a | e p q
e P a o

Ako ovu radnu teblicu nadnesemo tj.(uporedimo) iznad rad=-
ne tablice (tj. sa radmom tablicom ) grupe { X,*), vidiwo da
ge odgovarajuéi elemen$i skupoeva X i M W samoj tablici ne
‘nalaze uvek Jedan iznad drugog, 1ako se podaci tih tablica
neneseni gore horinzontalno & leve vertikalno nalage Jedan
izpad drugog, onako kako koji kome cdgovara pri preslikava-
nju J. Tako, na primer, iznsd srednjeg "iznoss" Xy'%Xy = Ko,
keji se nslazi u sredini tablice za grupu (X,'). nalzzi se
"iznos" qep = p koji pri preslikavanju J ne odgovara pome-
autom elementu x5, Jer je J(x;) = e, a to je rezlilito od
p- Dakle, za preglikavanje J: I-—+M ne vaii:

Tatn) = Ty I
Jer Je leva strana Jednaka: J(xl-xl)- = J(x5) = e, a desna:
J(xl)“J(xl) = q+p = p, & to dvoje nije jednsko, jer su per-
mutacije e i p rezlifite, 3to 8o ne bi smelo desiti da je J

izomorfizam. On to, dakle, nije.

Doka?i da su grupe (M,«) i (T,+5), o kojima je red u zadaci-
ma 19 i 20 izomorfne.

Uputatvo, Radi parslelno sa prethodnim zadatkom.

. VYafna primedba. Pri dokazivenju da je uredjeni par (T,+3)

grupa, videli smo kako su se sve grupovne
akeiome mogle proveriti neposredno sa radne tablice, 03im
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28.

29.

30.

asocljativnosti koja je zahtevala poaebno igpitivanje. Pri
dokazu zadatka 20 nismo dali potpun dokaz d4a je struktura
(T,+5) agoci jativoa, ved smo to samo proverili za dva - tri
konkretos sluéeja. “edjutim, sada, kada znamo da Je grupa
(H,°) izomorfna sa strukturcm (T,+3), to, po§to je struktu-
ra (M, *) asocijativna {3to je poznato od ranije), biée t0,
Zbog izomorfnosti tih struktura, % strukturs {T,+ ). Dakle,
sad imamo potpun zakljudak: algebarska strukture (T,+,) je
saocijativos. 3

Tako se radi i w opitem slufaju, t3j. ako se 22 neku struk—
turu (X,-) ne mofe direktno (1li, pak, nije lako } iSpitati
da 1i je ona agocijstivoe, komutativna i sl., onda sa poku-
$ave naéi gtruktura (I,*—)koja-Je igomorfna sa tom strulktu—
:om (Xi -li za' koju znamo da Jje asocijativna, komutstivna

2l. *ada, na osnovu toga, zakljulujemo da je L struktura
(X, +) asocijativna, komutativma i si,

Grupe (X,-) i (T,+3). 0 kojima je re& u zadscime 18 i 20,
Jesu izomorfne. Dokazi.

Uputstvo. Ispitaj prethodns dva zadatke,

Promatraj ponove grupe (V,-) i (K, <) iz zadatska 14 i 15,
Jesu 1li one iszomorfne?

Uputstvo, Jesu. Eoristeéi se radoim tablicame tih grupa
dokea¥i da je preglikavanje I: V~%, dako sa

P ) b T
I # { { ;
& a b @

izomorfizen.

DokxaZi da grupse (V,o) i (S,w:}D o ¥ojims ¢ red u zadacime

14 i 12, nisu izomorfue.

Dokaz. Jlspi¥i, prethodno, tablics tih grupa. Ako bi t3
grupe bile igomorfne, postodab bi obogtrans Jed:

znafno preslikavanje (izomorfizam) It V=8 shupa V oa &

% toko-da za sveka dva elementa a 1 b sKupL V-i nJi;;v

v/59



uirnos® acb uw grupt (V,’-), vaii

1) I{asb} = I{a)-I(b}.

Kako u grupi’ (V,°) postoji elemenat p; Gakav da jo:

Py° Py = Py Pp-Pp = Py Pz Bz = Pis ?qﬂpq = Bys

to bi, u sludaju da je I izoromofizam goerajih grupa, na os-
povu (1) i-gornjih jednakesti, moralo biti:

(2) I(Pl) .I(Pl) - I(Pl) 3 I(P2 )'I(PE) = I{ p,l) '

I(pa)'I(PB) = I(pl) ’ 'i(pq_)"I(Dq_) - I(,Pl) -

Posto 1 preslikava skup V na skup 9, to su I(pf, (s,
I(p3)i I(p,) elementi skupa 8, i to ragiiditi, jer su takvl
elementi P1+ Pos Pzs Py skupa V, a preslikavanje Ir V-3
obostrane jednoznaéno; o, zapravo, znadi da ouni iscrpljujm
gitav gkup S, t). evaki Je od njih ili i, iii -1, i1i i,
odnosnc -i.

Na ospovu toga i jedaakosti (2), zaklauéujemo da i u grupi
(5,+) postoji elemenat (to je onaj koji je jednak I(py) )
takav de Je proizveod bile kog breje iz skupa 8 Jednsk tome
fikspom broju.

Madjutim, sa radne tsblice grupe (S,-), neposredno se prove-
rava da u grupi (S,') takav elemenat ne postoji. Naime,

" broj 1 to nije, jer je, na primer, i-i = -1, & to je Tazli--
éitc od 1; iste tako, to nije mi -1, odposno i, te -1, jer
jo na primer, 1e1 a 1 (A=1), i.i = -1 (£ 10d 1 i od ~i);
daskle, u grupl (S,') ne postoji elemenat sa syojstvom dn je
proizvod bilo kog elementa gkupa S sa sawmim sobom Jednak tom
elemgntu, Ovo je, pek, u kontrasdikeiji sa prethodnim, jer
ako Jje I izomorfizam ismedju grups (V, )i (S J, takav Je
elemenat I(pl) skupa S.

Ha ogaovu dobijens kontradikeije zakljucujemo da Je nela
pretpostavia da postojli izomorfizam 1 izmedju grups (V,o)
i (S,°} pogrefns, Dzkls, ne pozioji ni jedsn izoworfizam
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1 . . :
I izmedju grupe (¥,-) i {(S,+), ¥to i znadi da te grupe ni-
au izemorins. Ovim je twwijenje w putpunosti dokazanmo.

51. fewps (S,¢) 1{U.,4y). 2 Zojins je reé u zadacina 12 i 21,
a4 lgomorine.

Uputstvo. HNepravi radne *ablice. Doksii da Je preslikava-
nje I: 50, dato sa

1 -4
e L
0 1

1
N —a—
Of —

izomorfizam izmedju tih grupa.

I
32, Grups (8,¢) i (V,°), iz zadataka 10 i 14, jesu izomorfne.
DokaZi,

33+ Dokaii da su grupe (S,o) i (51,4), 0 kojima je red u zadaci-~
ma 11 i 13, izomerfne.

Uputstve. DokaZi ds je preslikavanje I: 5—8!, dato sa

By Pz Pz Py p5 Pg
{oprezl f2 prelazi u Pzy & f3 u pal), izomorfizam. Formiraj

movu tablicu za grupu (Sl,¢), pa postupi kac u sadatku 26.

34c Dokaii de su gruge (81, ) i (W,)iz zsdatexa 13 i 16, tzo-
morfne,

35. Fromatraj algebarske strukture (R*,») i {R,+), gde Jo: R*
Skup svih peozitivoih realnih brojeva, R skup svih realnih

brojeva, & + 1 + obiZno sabirsnje, cénosno mnoZenje realnih bro-

Jeve. DokaZi da su te strukture izomorfne. Je 1i (r*,+) grupa?

‘Dukssy Cingenics da trede vr3iti preslikavanje skupa RY

gvih pezitivaik brojeve na ceo sKup R svih realnih
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- i i i a (R .
brojeva, navodi nap da potraiimo neku ohomtrano jednoznad- _ tekodje izomorfizam izmedju grup ( '+) i (? ’)

ou funkeiju I: R*—R, kojoj je domen skup R* poZitivaih

realnih brojeva, s antidomen cec skup R 57. Dokaii da je preslikevanje 4 (x) = o-x, gde je c realha
¥ -

konatanta, automerfizam grupe (R,+)_ Tu je x elemenst

‘Jedna od takvih funkcija jeste i logaritam, tjJ. skupa R.
. . UDoé&i & iy i—
) {x) = log x, x &RY. Uputstvo 0l da funkeijae &, za ¢ razlilito od 0, presli

kava ceo skup R na samog sebe (primeti da je
graf gornje funkcije uprave jedna pravs) , te de za svako

Ona je definisana na celom skupu RY i prima svaku vrednost )
X, y<R VSIE}.: A(x+y) = csf x-q-y) = CsX + Cey = Alx) + Aly) .

iz skupe R (ponovi definiciju i osobine logaritamske funk-

cijel). Sgmo se radi JoX o tome da se ispita da 1i Je take

definisano preslikavanje I strukture (R*,-) u strukturu

(R,+) izomorfizam, tj. da 1li Je sliks "“iznosza" u(3+.')ded-

naka Yiznosu” slika u (R,+), ili, drugim reiima, dz 1i za
+ : .

svake x,yER vaii:

Froten §1i kolg

1., Iereci definiciju 4 stavljajuéi umesto: 1° simbold f i h za

. = T .
I(x-3) = I(x)} + I{y) opsracije, redom, simbole "o" i “4"; 2° skupa G skup R a

Pa pogledajmo 3ta, zaprave, znaci da se pa neki podatek pri- umesto £ i h, redom, "+" i ".7,
meni “rednja" I. Zragi: logeritmuj taj podatak. Dakle, gor-
nja jednakost postaje ‘ 2. Uredjems trojka (b,+,-) Je prsten. Dokazi. Tu je D skup

asvih celih brojevs.
log(xsy} = log x + log ¥,

a to je tafno (seti se vaZne osobine 1ogar1tma; logaritem 3. ' Dokeii da je uredjena trojks (?|+") prsten. Tu je R skup
proizvoda dva pozitivna droja jednak je zbiru logaritama tih svih realnih brojeva,

brojeval). Dokaz. Neposredno ae proverava da jJe (k,+ komutativna
Prems toume, preslikavenje I dato sa (1) jeste izomorfizam ‘ grupa (vidi zaedatak ? o grupamsal). Isto take, odi-
igmedju struktura (R+,-) i (R,+), pa su one izomorfne. gledoo je i (R-°) grupoid, jer je proizved dva realns bro-

Ja opet realsn broj. Taj je grupoid i asocl jativan, jer za
mnoZenje realnih brojeve vaii zakon ssocijacije. Dakle,
(B,') Je polugrupa. Fadalje, noozenie realnih brojeve je
distributivac prems njihovom sabirsnju, tj. za svaks tri
rsalns broja a,b,o0 vafi:

Po#to, smo za& jednu od tih struktura {to Je(R,+) ) vel doka-
zgli da je grupa, zbog njibove izomorfaosti bife te i dru-
ga od tih struktura (ispitaj primedbu posle sadatke 27).

“Marevno da se moie i neposrzdno proveriti da Je (R+,-) gru-—
pa. Uredi to.

a+hj*c = pe» be i i i ’
rromatraj, opet, grupe (R.+) i (R*,-) iz prethodnog zadatka. (a+b)ve o + bec (zakon distribucijel).

DokaZi da je i preslikavasje J: R—R', dato se Prema tome, poito je skup R komutativma grupa u odnosu na
< : prvu operaciju, tJ. na sabiranje, polugrupa u odnosu na
J(x) = & {a>0), X R, drugu operaciju, tj. moofenje i podto je druga operacija

distributivna (razdelnd) prema prvoj, na osnovu definicije
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4 zakljudujeme da je uredjena trojka (R,+,-) prsten ili I
keolo.

4, Dokaii darje algebarska struktura QQ,+,’) prsten. Da 1i
je i (Q,~,") preten?
Uputstvo, Sadi analogne pretnodnem zadatku, (Q.—,') nije
prsten iz esnovncg razloge $to QQ,-) nije gru- 8.
pa. DokaZl da se tu zeista ne radi o grupi. 5ts je sz aso-
e¢ijativnoEéu, tj. dali za svaka Lri racionslos -broja p,qr

vaii: {p=qler = p=(g-r)?

Se Promatra] skup Q+@ V2 svib brojeva oblika gq+q ¥z gde su p

i q raciopalmi brojevi, tj. elementi skupa Q. Dokaii da je
uredjena trojka Q§+Q f§,+,i) prsten.
Ispitaj zadatak B o grupama. *rimeti da u ovom
. sludaju nije potrebno iskljudivati broj 0, jer
ge za uredjeni par (Q+Q V_,‘) traii samo da bude polupgrupa,
a ne i grupa.

Uputstvo.

6. Neke je S neprszan skup i1 P8 partitivni skup skupa 5, ¥ro- 1.
matraj uredjenu trojku {PS, UV, /7). Doksii ds se tu ne radi
o pratepu. Ispitaj keji od "prstenovih aksioma" vaii, a koji ne
vaii,
Uputstve. Ispitaj, prethodno, zadatsk 9 ¢ grupama. Ne os-
novu toga zadatka nidé teikeo dokazeti de je u
strukturi (PS, v ,n) zadovoljen svaki od prstenovibh aksioma
(vidi defipiciju & pretenal ), sem ¥to u polugrupl (?S.LO
gvaki elemenat nema svo) inverzni elemenat.

Uveri se da iz istih raszlogs ni uredjena trojka (bs,n ,U)
nije praten.
7. Promatraj skup P svih polinomé, £j. izrazd oblika: & ra X+..
....anxn gde su a-ovi celi brojevi i n priredan broj, ali
ne fiksirsa, ti. n = 1,2,3.... Jasne Je kako se sabiraju i mnoie
talvi izrezi, tj. polinomi. Dokafi da je uredjena trojka
(P*r.') prsten ili kole. Tu nam “+" zna&i sabiranje, a “+" mnoZe-
njs polineme.

v

Ispita) zadatsk 22 o grupamg. Lstins, tamo je
bilo n = 2 fiksirsmo, 8li, radeéi analogno,

Uputstvo.

neposredno ge zakljufuje da je i uopdte (P,+) komutativna
grups. DokeZi da je(P,-) esceijativni grupoid, ©J. polugru-
pa. Konadno, mpoienje polipoma je distributivao.prema nji-
hovom ssbiranju. Proveri to na nekim konkretunim primerima,

Fromatraj skup D+¢iD = {B + im|w €D, n D, i =v=-1 . Doka-

Zi da je strukbtura (D+ib,+5s) jedsn prsten.

Uputstvo. Ispitaj zadatsk 24 o grupama. Neposredno se zake
ljuduje da Je (D+iﬁ,-) polugrupa (fak ima i neu-~

tral; koJi?! ). Kopaéno, zakon distribucije mno¥enjia prema sa-

birsnju vaii, uopite, za komplekene brojeve, pa ée va¥iti

i za brojeve skupa D+iD.

Telo ili polje

DeokaZi da je uredjena trojka (Q,+,-) telc il1i polje.

Dokaz, Fre svegs, (Q,+) Jje komutativna grupa (poznetc od

ranije) . Skup racionalnih brojeva @ je asovcijatiwvni
grupoid u odnosu pa mnozenje, t3. (Q.a) je peolugrupa. Mno-
Zenje, uwopéte, realnih brojeva js distributivno prems nji-

hovom sabdiranju, tj. za svaka tri realna troja a,b,c vefis

(a+b) -¢ = asc + bee, ps &e Lo vaiiti i za raciomalne broje-

ve. Dakle, (Q,+,-) je praten ili kolo.

Konaéno, zko iz skupa Q izbacimo neutralni eleamsnat u odno-

su na "prvu” operaciju (@akle +) tj. ake iz skupe Q odstra-

nimo O, preostatak Q\{Q}, biée grupa u odposu n& monofenje,

tj. uredjeni par (Q\{0],¢) de grupa. To je jasmo, jer
(@\{0),) 3¢ =

vnknko, grupoid; on je asceijativan {tu se,

ipek, redi ssmo o brejevimn), imz asutralni elemszat, to fe
brej i, te, najzsd, po3to smo iskljudili 0, svaki elemenut
T&Q ing svoj inverzni elemenat, to Je %GQ, tako da wagi
r°% = 1 (=neutralpi elemenat) .

1z izlofenog, pa osnovu definicije 5 telo £l1i polja, slodu-
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Be

je da Je (Q,+,‘), zaista, telo. Zovemo ga telom ili poljem
gvih racionalnih brojeva.

(R ¥y ) Je telo ili polje. Dokaizi.
Zovemo ga telem ili poljem svih realpih bro,jeva.

A¥p sa R(i) (i je imaginsrna jedinica) oznafimo skup savih

- kompleksnih brojeva, dokaZi da js uredjems trojka (R(4) ,+,%

Se

telo.

Zovemo ga telom ili poljem svih kompleksnib brojeva.’

Promatraj Job jednom akup V2 gvib brojeva obli:kl p+a¥2,

gde su p 1 q reacionalni brojevi, tJ. elsmenti skupa Q. Do-

¥i da je uredjena trojka (Q+Q #Z,+,*) telo ili polja.

Uputstvo, To je neposredns posledics zadatka 8 o grupams
i zadat¥s 5 o pratenima.-

Promatraj skup D+D ¥Z svih brojeva oblika men ¥ 2, gde su
m i n esli brojevi, tj. elementi akupa D. Je 11 struktura

(nmﬁ +, ) teled-

Uputstvo. Ispitaj da 1i je (D+D 1/_\{0}.) grupe. Sta je sa

inverznim elementima?

.6. Doka¥i da je uredjema trojke (Q+Q «/—, ) telo ili polje.

Igpitaj prethodni zadatak 4. -

7 Promatra.j tels (Q+Q V—,+,) (Q+Q 'f_,+ -), o kojima je red
W zadpcima 4 i 7.
Definifemo preslikavanje I: Q+Q‘\/_2-—-+Q,+Qﬁnarsledeéi na-

gin: =za pfoizvoljni alemenst x = p+.q4/_2_ skupa Q+Qﬁ stavljamo:

I(x) = {p+qV2) = pra¥5, p+q¥5€Q+QY5.

Ispitad Je li I izomorfna izmedju tela (Q+Q 1/5,4-,,-) i

(Q*'Q ¥5y%s ') . -

ReSenje, Isp:.ta,ﬁ prethodno d.eri.n:tci;]u 9. Preslikavanje I
nije 15Qmorfizum. Zaigta, peka su x = p+q1/_‘i
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¥ = r+8+fZ dva proizvoljaa elementa skupa Q+Q +/2; treba
igpitati da 1i vaZi:

(1) I (ory) = 5(x) + Xy), I(x-y) = I1(x)-I(3),

vodi rafuna da su u obs gornja tels obe operacije iste .
Jedno za drugim, imamo

I(x+y} = (p-«-q 2 + r+s -\/_) - I((pﬂ'.‘) + (g+8) ~J')

=' (zledaj kako smo definisali preslikavenje I)s
{p+r) + (q+8) <[5
@+a~5) + (zve~f5)
(gledaj definiciju od I) =
I(pra 2 )+ I(reaAZ )

« I(x) + I(y),

ti. povezujuéi kraj i podetak,

I(x+y) = I(x) + I(3) za svako X,y €9+Q \E,
Zime je prva od jednakosti (1) dokazana.

1
Iap_ita.jmo sada da 1i vaZi i druga od jednakosti (1)}, I
istih razloga kac u prethodnom siuZaju, imamo:

1(x-3) = I((pra -A2)+(res-42) )
- I( Pr+2g8  + (pa+qr) \)ré-)
= (gledaj dafiniciju od I} =

= (pr+2ga) + (pstqr)f5,
t3-4

(2) I(x-y)= pr+2qs + (ps+qr) ~f5.

5 druge strane je:

I x)eI(3) = (prg Af5)e(r+s 4[5) = (predas) + (P9+qr) A5,
td.,

(3) I{x)I(y) = (pr+5qs) + (ps+qr)-./5.

Kada bi ve¥ila i druga od jednakesti (1), tj. keda bi bilo
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I(z*y) = I{x).I(¥),

na ceonovu (2) 1 (3) morslo bi biti 1

(pr+2gs) + (ps+qr) V5 = (preSas) + (ps+ar) Vs

Eto ae, nakon krabeg sredjivanja (radil), svodi na

. 58 = D,
Sto ofigledno ne mora biti. Dakle, druga od jednakosti (1)
ne vaii zs svaki par ‘oi‘a,jeva *x iy, Iz toga razloga ni pre~
slikavanje I nije izomorfizam izmedju tela (Q+Q ‘/5,+,-) i
(Q,+Q 1/3,+,-).
Primetimo da iz gornjeg dokaza neposredno sleduje da je I
izomorfizam izmedju struktura (Q+Q,\/§ +) i (Q-c-Q\/_ )

Bulovaka alpebra

1. Neka je zadst neprazan skup S; posmatraj njegov partitivai
skup PS i ucbidajens operscije u tome skupu: wnija t/, pre-
sek /7 i uzimanje komplemenata (komplementiranje) "',
Dekazi da je uredjena Sestorka: e® (PS, Sy By Ny U, ’ ,)
v® (P8, 8, 83 U, 5, ¢) Bulovska slgebra.
Uputstvo. Prebhodno dobro ispita] definiciju 5 Bulovske
algebre.
a® Uporedjujudi ovaj zadatak sa definicijom 6, imamo da je
ovde: B = F¥S (dakle, ovde su elementi skupa B upravo podsku-
povi A,B,C,... skupa 8), I = 8, 0 = @ (-prazan skup),
A=(1, V=U, "™ = "" u smislu da nam ovde, na primer,

A’ gznafi C_A (- komplement od A u odmosu na §)y tj. A = C k.

Szdn proveri svako od pravila radunangia od 19 do 6° iz defi-
nicije 6 {(ispita] poglavlje o skupovima).

»? Sve jo iesto kno i u prethodnom glufaju, oceim Bto Je ovde
A=U & V=11, 3to je gore bilc obratno.
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2. Promatraj skup S5 ﬂ{T~|I} ("te" 1 "ne te"); u njemu su na

uobidajeni nafin definisane operacije: A (konjunkecija 1ili
zastav), V (disjuskeije ili restav), ~T( negacija) (tj. ake su
a i b elementi skupa S, dskle, ili T ili &L, mi tadnmo znamo koli-
ko je, na primer, aAb, aVb, te18; na primer, ako Jje a =0 i
b =&, onda je aAb = TAF=I, te Ja =1L=T L

Dokazi da je uredjena Sestorka (S,T y Iy ALV ,'_l) Bulov-
ska slgebra.

Uputstvo. TIspitaj definiciju 6. Ovde je: B = 35 (t]. ovde

ga gkup sastoji samo iz dva elementa, ali se

naravno aveki od njih moZe uzimati viSe putal), I =T ,

=3, A=A, V=V, ™" =71 (tj. ako je a elemenat sku-

pa B = 8, onda nem ovde a’ znadl —la, tj. a’ ="7a).

‘Sada proveri gvaki od sksioms pravila raiunanja iz defi-
nicije 6. Jod jednom ispitaj zzdatke iz logike.

Vektorski ﬁro stor

l. Izreci definiciju 7 vektorskog prostora stavljaju¢i umesto
simbola + 1 « za opereacije redom simbols ®@ 1 ».

2. Dokafi dm je uredjena trojka (R,+.,-) vekbtorski prostor nad
telom R realnih brejeva. Fri fows, operacije + i . znale
obiéno sabiranje i mnoZenje realnih brojevs,

Befenje., Fre swoga, primetimo da se skup V iz definicijs
7 vektorskog prostora poklaps s telem skalara,
{brojeva) R. L
1% Algebaraks struktura (R ) Ja komutativna grupz. Lo se
proverava neposredno (ispitn] zadatke 2 grupsumal) ,

29 Yroverimo da li va®i svevo nd pravila P]_ - _i’_-‘ LE =

nicija 7 vektorskog prostora (1maj ng uma d& jz ovis = Ry
Pl: Ao a£R 1 XER onda i sexeR. To Jje jeenc > L Eeed
dvs raulne broja uvex Jdz r:ielan hrod, 1li drug
jer je (R, ) grupoid.
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Pyt (zakon distribucije prema sebiranju gkalars ):
{a+b)+X = asx + bex za bilo koje a,b,xER.

Poito je i x realsn broj, gornje pravilo P2 izraZavs zap?a—
vo distridbutivni zakon mnoZenje realnih brojeva preme nji-
hovom ssbiranju, za koji znemo da vefi. Prema toms, 2840
voljen Je i mksiom (pravilo) Ps.

P,: {zakon diastribucije preme sablranju elemenata iz R):

3 .

as(x+y) = w-x + m=y za bilo koje &,X,FER.
I taj eksiom va¥i iz istih razloga kao i u prethodnom slu-
daju.

Phs‘(zakon asocijacije za mnoZenje Bkalg{ima)E

g{bex) = &b .x =za svako a,b,xER}
to je neposredna posledice zakcna asocijacije za reslne
brojeve u odnosu na operaciju . {napomenimo joﬁ_jednom da
tu i xR '

Pyt lox = x za svako x&R. To Je ofigledno,

Iz dokazanog ne osno®h definiecije 7 sleduje da je skup R
vektorski ili linearni prestor nad telom R, U tome smislu
realne brojeve, tj. elemente skups R moZemo zvati 1 vekto—
rime. ’

2,  Doka¥i da je i uredjena trojka (k,+,.) vektorak: prostor
nsd telom R, odnosno K. Tu je E skup avih kompleksunib bro-

jeva.

4, Je 1i skup R realnib brojevae vektorski prostor nad telem K
kompleksnih brojeva?

Oputstvo. Radi paralelno sa zadatkom 2 pa posebno ispita]
da 1i je zadovoljen aksiom (praviloI P;.

5. yup @ svibh recilopalnih brojeva Je vektorski prostor nad
telom Q racionalnih brojeva. Doksii.
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7.

DokaZfi da skup @ svih raclionalnih brojeva nije vektorski
prostor nad telom R reslnib brojeva.

Uputstvo. Ispitaj posebno da li vaZi aksiom Fi, tj. da 1i

je proizvod reslnog i racionalnog droja uvek
racionalan broj. Jagnoe je da to ne mora biti. Nadji neki
kontraprimer.

Skup ¢ svih funkcija oblika a.cos x + b.sinx, gde su a
i b proizvoljni realni brojevi, jesté vektorski prostor

nad telom R realnik brojeva, pri Zfemu se sabirenje i mnoZenje
brojem definira na uobidajeni nadin:

{1} (algos X+ blsin xh {a2cos X + besinx) - (a1+32 Jeos x+
+(bl+b2)31nx,
) co.(8.c08 ¥+ b.sinx)=(ca).co8x+ {cb). sin x.

Redengjs. 1° Uredjena dvojka (C,+) je komutativna grupa.
Zaiste, (C,+) je grupoid; to sleduje iz (1),

Jer ake su brojevi a;,a; i by by realni, biéelto i njiho-

vi zbirovi B +85 i b1+b2 (pa nije 1i (R,+) grupoidl) .

U skupu C vaii asocijatiwvmi zakon u cdnosu na sabiranje, jer

on vail uop3te za sabiranje funkeija. Dakle, (C,+) je po-

lugrupa,

Folugrupe (G,+) ima &voej neutrslni elemenat: to je funk-
ciJa O.cos x + O.min x tj. konstanta O (imaj na umu da
avaku konstantu moZewo shvatiti keo funkciju); jasno je da
Jje O neutralnl elemenat.

Bilo koji elemenst 2.¢08 X + b.sin x skupa C ime svo]} inver—
zni elemernat: to je —a.¢os x - b.s8in x, ito se nepoersdno
proverava.

Konafna, uopite za sabiranje funkeijs vaZi gzakon komutaci-
je pa te on specijalno vaZiti 1 u skupu C. Cvim je dokaza—
no da je (C,+ ) komutativua grups.

2° Proverimo da 1li vaZi sveko od pravile Pi - P5 iz defi-
nicije 7 vektorskog prostora:

Pl: ko ¢t &R i z<C onda i c.z€C. To slednje neposredno i
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definicione jednakosti (2}, jer su sa c¢,a,b i brojevi ca

i ¢b reslni,

Pyt (e+b).z = B.z + D.2 28 $VEko &,b, <R i z&C. To wvaii
uopdte za bilo koja dva brejs & L b i za bile koju funkci-
ju f, pa &ée specijalno veziti i ze funicije iz akupa C.

P,: c.{z+u) = c.z + C.u 2a& svako ¢ €R i svake z,u<C. I
ovo pravilo vaZi iz istib razloga k30 i gornje pravilo P

Byt a.(b.z) = (ab).z. Ovo tskodje vaZi uwopite za sve funk-

cije, pa dakle i za funkecije skupe C.

.

PS: l.z = z z&a svako z&C, To je céigledno.
Prema tome, skup C je jedan vekbtorski prostor nad telom R
rgalnih brojeva. Same funkcije &.co8 x + b.gin x, kao ele-
mente skupa C, moZemo zvati vektorims vekiorskog prostora
c. )
Primedba. Pri gornjem dokazu uvek imsj na umu da su elemen-
ti skupa C upravo fupkcije oblike a.ces x +
+ b.sin x; tsko, pa primer, kada kaZsmo da je z elemenat
skupa €, to znafi da postoje realni brojevi a i b takvi
da je z = a.c0s5 X + b.sin x. Po¥to smo dokmzali da je shup
C vektorski prostor nad telom R, to sada funkeije oblika
8.50C X + b.sin x mefemo zvati i végtorima nad telom R,
Vaé iz ovih nekolike primera vidimo kake vektori, u gmislu
dafinicije 7, mogu imati vrle razliditu prirodu.
g. Neka je Pé skup gvih funkcija oblika a0+alx+a2x2 gde su
2, & i as proizvoljni realni btrojevi. Dakle, alsmanti
skupa P, jesu polinomi stepena. stupnja) 2 (otuda i indsks 2 uz
Pl} &iji su koeficijenti realni bBrojevi. U toma skupu sabiranje
i mnoZenje brojem uvodi se na uobidajeni nalin (43, kao sabira-
nje polinoms i mpoZenis polinoms brojem).

om H. Zbog
anih brojeva?

DokaZi da je skup P, vektorski prostor nad te
“pga on nije vektorski prostor nad telom ¥ Womplek

Regenie. Dokefimo prveo de je I, komutativne grupe u odnogn
Zpsende. E de Iy g
na spbirenje. Jedno z» drugim imamo:

B ‘ . . . -
1° (PPEA: je mrupoid. %aistas ako su y 1 z dve prolizvoljas
i
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Y
2lementa skups Pé ool moraju biti oblika:

Y = ao+a1x+32x2 N z = bo+blx+b2x2,
gde 8u a-ovi i b-ovi realni brojevi. Trebs dokazeti da Je
i njihov 2bir toga oblika, tj. da pripada skupu P,. Radi-
mo:

J+z = (ao+a1x+a2x2) + (bo4blx+b2x2)

{ao+bo)+(a1+bl)x+(&2+b2)X2.
i1li, stavljajuéi Sy = a°+b0, cy = a1+b1, Cy = 32+b

e 2

2t

3

A !
e osnovu fega zakljuiujemo da i szbir ¥ + 2 pripada skupu
Py, Jor su zajedno sa a~ovima i b-ovima i svi ¢-6vi reslni
brojevi {gledaj kako smo definisali skup Pal).

o - - - o
2¥ Asocijativnost. Ope vazi uop#ite za sabiranje funkci je,
tj. za bilo koje tri funkecije f£,g,h koje se mogu sabirati
va%i zakon asccijeeije (ispitaj poglavlje o funked jamal) :

@(x)+g{x)) +h(x) = f(x)+(g(x}+h(x) ,

ili krade: (f+g) +h =}f+(g+b). Tim pre ée onde asocijative
nost za sabiranje vafiti u skupu P, fiji su elementi poline-
mi drugog stepena, dakle, specijalne funkeije.

z° Postoji neutralni elemenat, To Jje 0+0.x+o.x2, dakle
konstanta 0. Jasno je da je to neutralni elemenpat, jer za
rroizvoljni elemenst iz skupa P2 vaiil: y+0 = 0+y = y (na-
ravno da je tu y oblika Botayx+a,x", ali u prethodnimrjed—
nakostima ipak mismo pisali umesto ¥ ceo taj izraz veé to
drZimo stalpo na umu).

o .
4 ?V?kl elema?at T = a°+alx+a2x2 skupa Pé ima svoj suprot-
ol ili inverzni elemenat. To 3 -y = =8,"8X-8,%X". Jasno je

da i ovaj elemenat -¥ rripada skupu P2, Jer zajedno sm bro-

Jevima 8 0%y 1 8, bite realni i brojevi -8, -ay i -a,.
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¥a osnovu 1°, °, 2% 1 4° zakljuujemo da je (Pa, ) ETUp8.
Ta je grupa 1 komutatlvna, jer uopste za sabiranje funkei-
ja vafi zakon komutacije. Tim pre ée onda on vafiti 1 za

_ polinpome drugog stepena kao specijaline funkciae ( primeti
da su to upravo kvsiratne funkcije).

Froverimo sada da li su zadoveljens pravila radunanja P]. -
- P5 iz definicije 7 za sludaj vV = Py (oprez! ovo poslednje
P2 oznafeve nem gornji skup, & ne pravilo P2 koje sluémjno
ima istu oznaku ).

Pl: 4o ¢ €R i YETP, onda i c.y&Py. To Je jasno, Jer &i-
njenica da yE€F; znadi da je y oblika: 7 = & +8)X+8sX gde
au a-ovi realni brojevi, tj. elementi od R, pa je:

c.y = c.(a0+alx+32x2) = (ca) +(ca-1)x+ (cas) x‘?,

ito nam i kaie da je ¢.y elemenst skupa F,, ‘jer su zajedno
sa brojevima c,a 48, 1 a5 i brojevi ca,, cay 1 ¢a, realni
(pa nije 1i (R,.) grupoid?l) .

Es: Zz bilo koje &,b&R i y&EP, (vidi gornju primedbu o
oznaci), vadi:(a+b) .y = a.y + b.y. Zaista, neka jey =

= a3y AFBLXT. Tsda je jedno za drugim:

{a+b).y = (atb} .(a°+alx+32>_c2)

= a. (a°+alx+aex2)+ b.(ao+alx+a2x2)

= B.F + 8.7,

ili, povezujuéi podetak sa krajem: (a+b) .y = 8.7 + b7, &
to je uprave pravilo f?_ (oprezl ovo _1?2' nije gornji skup

Pa).

P,: Za bilo koje o&R 1 §,2€F, vaZii c.(F+z) = ca¥ + CoZ;

>

. naime, finjenica da su y i z elementi skupa P, znafi da au
ool oblika: '

¥ = aof'aix+a2x2 i z = bo+b1x+b2x2,‘

a, Jednc za& drugim, imsmo:
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i 1
c.l yrz) = c.((ao-ralx-v-azxz) +( ‘b0+‘blz+b2x2))
= o.(ao+alx+aexz) + c-(bo+blx+b2x2)
= .Y + 0.2 (gledaj Bta nem je y i z!),

ili, poveszujuéi podetak sa krajem: c.(y+z) = c.y + c.z,
Eto i izra¥ava pravilo Pzkoje smo hteli dokazati.

P,: Za svako b,¢€R 1 gvake yEP, vaii: c.(b.y) = (cbd.y .
Zaista, 8liéno kec u prethodna dva slufeja, imamo:

c.(b.¥y)
Y

Ca (b.( A tE X4 aexe))

Ce (bao+balx+ba2x )

2
c'bao+cba1x+cb32x

1}

ch. ('§o+a1x+a2x2)
(eb) .7,
odnosno, c.{b.y) = (cb) .y, &to Je i trebale dokazati.

P5: Za gvako yé.Pe vafi: l.y = y. To Je jasno Jjer je:
l.y = 1.(l.°+l.lx+12x2) - n°+a1x+n2y;2 = y.

Zakljudek, Skup P2 Je komutatrma grupa u odnoau na sabi-
ranje 1 zz rjega vaZie pravila racunanaa Pl -

- P5 iz definieije 7, pa Je on Jedan vektorski ili linearni

prostor nad telom R realaih brojeva; same elemente toga

skupa, tj. funkeije oblika: ao+alx+a2x2 nofemo zvati vek-

torima nad telom R. )

Medjutim, taj isti skup P2 nije vektorski prostor nad te-—

lom E kompleksnih brojeva. Naime, ne veii pravilo {aksiom)
P].' Frema tome aksiomu trebalo bi biti c.y EPE z8 svako
c<K i svako T EFs5, ili, vodeéi raduna da je y oblika:

T omoage Xeasx,

c.('p.°+a1x+azx2)é1=‘2 za svako ceK i avaki realen

broj a,, odnosno te &,. 4 to ne mora vaiiti, jer ske je
¢ Jedan kompleksan broj koji nije realan,(na primer, broj i},
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tada su i brojevi ca , cay i ca, kompleksnl pa proizvod:
y )
.Y = °'(80+alx+‘2£% = (ca°)+(c-1)x+(pa2)x

ne pripada skupu Fs, Jer kxoeficijenti cs_, o#y i o8y po-.
glednjeg polinoma (ca°)+(gal)x+(c32)12»nisu realni broje-
vi {vrati se jo§ jednom na formulaciju tekufeg wadatkas, pm
vidi kako smo definiseli skup PE)'

; 2 %
g, Dokaii da je skup P; svih polinoma &+ X+EoX +8;% tre=
&eg stupnjs, gde su svi a—ovi realni trojevi, jedan vektor-
ski prostor nad telom R (ispitaj prethodni zadateak! ).
Uputstvo, Dokaz je na slovo isti kao dokaz prethodnog za-
datka 8; treba samo umesto izraza a +8,I+ve X
svuda pisati ao+alx+ax2+33x5, tj. dodavati tom igrazu jo#
i aax . :
10. Promatraj skup Pn gvih polinoma ,ao+alx+n212+....+anxn

p-tog stupnja, gde su svi a-ovi reslni brojevi. Dokaii da
je skup P iedan vektorski prostor nad telom R realpih brejeva.

Uputstvo. - Dokaz je analogan dokazu zadatk; 8, Treba samo
umesto izraze oblika a +a,;x+a X" gvuda pisati.

2
izraz Bo*2)X+a,X +...4anxn,

Vodedi primex vektorskih prosgtora

11, Posmatrajmo skup R svih realnib brojeva i pripadni Dekartovw

. - 2
proizvod toga skupa sa samwim sobon, dakle, skup BExR.= R

svin uredjenih parove (x,g) gde su x 1’y realni brojevi, tj.
%,y &R, Dakle je: BxR = R~ = {(x,y)i IER/\yé_,H}.
U skupu R2 uvodimo jednakost, sabiranje i mnoZenje brojem

ps sledeéi nadin:

1% a dvs elementa (tj. uredjena para) (xy,%3) A (39470)
skupa r2 xatemo da su jednaka ako i samo sko Je x; = Jy i
Xy = T th.

(xy2%0) = (F7475) = Xy = ¥ A X = Fpi
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2° zbir dvs wredjena pars (dakle elementa skupa Ra) {xl’xi)

L (y1:7,) Jeste uredjeni par (x)+¥y, %y*+¥5)s ti.

(xl’xe) + (31;32)- = (Xl""ﬁ’l! xz*yz)i

5% pod proizvodom broja & i uredjenog para (x,y) reslnih
brojeva podrazumevamc uredjen par (ax,ay) (tj. svaka se ko-
ordinata pars (x,y) mnoZi tim brojem a}, tj.

a.(x,y) = (ax,ay).

Dokaii da je skup 32‘ sa gornjin pravilima rafunanja, jedan
vektorski prostor nad telem R realnih brojeva. Da 1i se tu tele
R mofe zameniti telom X kompleksnih brojeva?

Dokaz. Odmzh na podetku budime nsdisto sa time da su ele-

mentl skupa R2, za koJji hofemo dokezati da Je vek—
torski prostor, upravo uredjeni parovi (xl,xz) realnih bro-—
jeva. Druge je stvar 5to mi, kratkoée radl, mo¥emo govoriti
da je, pa primer, x.elemenat skupa_R2 i pri tome stalno
drZimo na umu da je to x oblika: x = (xl,xz). gde su *y i
Xy realpi drojevi. To ée nas ubudude stalno pratiti i tredba
Biti nadisto sa tim,

DokaZimo da je (R2,+) komutativaa grups. Radimo:
a° (R2,+) je grupoid. Zaista, neka su'(x;,x;) i (7y475)
dva proizvoljna elementa skupa RT; treba da ispitamo de 1ii

Jje i njihov zbir takodje elemenat siupa Rz; no, prema 2°
imamo da je:

(xlixg), + (yljye) = (xl*yl’ xz“'yz)a

pa se stvar svodi na to da ispitamo je 1li uredjeni par'
@ﬁ+711 x2+y2) elemsnat skupa Re; za to Je dovoljne ispita-
t1 Jesu li koordinate X +74 i XytTp toga para realni bro-
jovi, tJ. elementi skupa Rj a one to jesu, jer su brojevi
x y ¥ 1 7, realnt {(pa nije 14 (k.+) grupecid?l); dakle,
(R.,+ Jje grupoid. ’

% v skupu R2 vafi zzkon asocijacije u odnosu na sebiranje +,
tJ. z& avaka tri elementa x = (xl,xgl ¥ = (F15720
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z = (zl, 22) vabit

(1} (z+7}+z = X+ (F42).
Zaists, leva i desna strsna ove jednakosti koju hoéemo do-

kazati jedneks su:

(x+y)+z - Gxilxe)'." (.‘71,3’2)) +(zl|2é)
( gledn] definiciju zbira 2%)=

((x1+y1) .(xewg)) v (24,35)
= (imti razlog) =

((xl*yl)*zly ( 3(2"'32) "'52) 2

odnosno, povezujuél kraj i-podetak,
~

(@) (epen ((xlql)nﬂ,(xﬂe) ez}

analogne se dobije (radil) da je desna stramam jednska:

“13) #x+ (F+2) = (%l+(y1+zﬁ , x2+(y2+z2).
Ispitajmoe da 1i su ﬁredjeni parovi koji se nalaze na desnim
strapama jednskosti (2) 1 (3) jedmski, Prema 1° treba, dakie,
igpitati jesu li njihove odgovarajuée koordinate jedneke,
Ctie Je UL ‘

(xl+yl)jt-z.1 = X +(Fp+2y) 1 (xpt¥p 425 = Xt (Totzg)i

a ove je tafne, jer zakon zsocijacije vaZi za sabiranje
realnih brojeva (primeti kako smo asoecijativmost u R? gvell
na asocijativnost u R,y isko su elementi tih skupovae potpu~
no,razlifite prirode).

Poito su desne strape jednakosti {2) i (3) Jednake, biée to
sludaj i sa njinovim lévim stranema, 5to 1 %zraiava Jjedna~
kost (i) koju smo htell dokazati. Dakla, (ﬁ ,+) Je polugru-
pa.

¢® Polugrupa (ﬁ?,+) ims neutralni elemenat. To je uredjeni
par e =:{0,0). Zeista, ako je x = (%;,x5) prorzyoljen ele=
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menat skups RE, viée na osmowvu 1° i 27:

x+e =(xl,12)+(0,0) = (351"'0!7:2*0) = (xlyx2)= Xy
tls xte = z 1 analoguo &+x = x, Lo i dokazuje da je eleme-

cet e neutralen u cdnosu na sabiranje.

a% Svaki elemenat x = (xl,xz) skupa Raima avoj inverzni ele-
menat. To je ~x = (-xl, —xs). Fre svega, primetimo da par
(-xl, —x2) pripada skupu R, jer su zajedno sa brojevima

%y 1 x, realni i brojevi -x; i éxa. Nadalje je:

(-x +x) = (-xl,—x2)+(x1.x2) - (—x1+xl, —12+X2) = (Os®v

tje =x+x = (0,0) (=neutralni elemenat), i slifpo: x+{-x) =
= {0,0) (=neutraloi elemenat), Bto i dokazuje dz je - x
inverzni elemenat od x. '

Na osnovu pokazanog ped a°, b°, c® i a° zekljuéujemo da jJe
(Rg,+) grupa.

Ta je grups i komutatiwna, jer za svaka njena dva elementa
x = (xl,xe) i 7 = (Fy»¥p) vaZi: x+y = yex; 22ista, imamo
da je:

x4y = (X )+{71F0) = (x+Fq0 XtT¥ols
i slidno: -y+x —(y1+x1, FE*XQ)i medjutim, poslednja dva ure—
djena para jednaka au (vidi 1%); jer je Xp+¥p = FyeXg

XptTs & Tot¥ae Dakle je: -xX+¥ = y+x. Cvim je komutativnost
grupe (ﬁa.+) dokazana,

Proverimo sada je 1li zadoveljeno svako od pravila rafuna-
nja P1'f5 iz definicije 7 vektorakog prostora.

Po: Ako ¢eR i ( )eR2 t&daic(x x )e:n2 azi, tu
1° )‘.1!12 B R - : (P '

nam je V = 32 a elementi skupa R2 su u;edjeni‘parovi realpih
brojevnl). To je jasno, jer prema 3% imamo da Je:

co (g 25} = (oxy, ox5)5

nadalje, kako su brojevi c,x; i x, realnmi, bife realni i
brojevi cx, i ex; (pa nije 1i (?,.) grupoid?l), te gornji
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uredjeni par (cxl, ©x5) pripada skupu 32, % za tim smo i idli.

P,: Za bilo koje a,bER 1 (_xl,xz) GRE va¥i:
(e+b)s(xgx5) = a.(xl,xa) + b.(xlth).
Zaista, leva strans ove Jjednakosti je prema 20 Jednaka:
(a+b).(x1,x2) = (ka+b)xly(n+b)xé) - (ax1+bx1,ax2+b12),

i &liéno desna (prve pa csnovu 3° & potom 2°):
a.(xl.xz)fb{(xl,xa)-(lxl,axg)i(bxl,bx2 )(axl+bx1,ax2+bx2).
Poito smo u oba sludajs dobili kaﬁ krajonji "iznos"™ isti

uredjeni par, zakljucujemo da su leva i desna strana jedna~
kogti koju dokazujemo Jednake, pa je tvrdjenje dokazsno.

: Za bilo koje acB i x,yéRavaii: 2, {x+y} = s.x + a.y;

2

Py

naime,‘éinjenica da su x 1 § elementi skupa R
_oni oblika: x = (xi,xEL ¥ =(yl,y2), gde su %, X4, Ty i ¥o
realni brojevi,

znadéi da au

leva strana gornje jednakesti koju hodemo dokazati sada po-—
staje (gledaj prve 2° & zatin 50):

B.Cx+y> = a-((x1,22)+(71,3éa
= a.cx1+yl,x2+y2)

a(x)+7;) , a(xy+7,)

(ax) +ay,, ax,+ays,),

ili, povezujuéi podetak 1 kraj: a.(xz+y) - (nx1+nyl,nxe+nye).
5lidno je 1 desne strana jednaka (primsnjuj prvo %° a onda
20):

BaX 4 8.7 = Ba(X,%,) + a‘(!ﬂﬁg)
(ex),ax,) + (8yy,875)
= (ex,+8y),8%5+87,)
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£Jer 3.X + By = (ax1+ay1,ax2+ay2). Kao 5to vidimo, u oba
slufaje smo dobili kso krajnji "izhos" istu velifinu (tj.
isti wredjeni par), ps zokljuSujemo de su leva i desna
strapa jednakosti koju smo hteli dokazati jednake. Ovim
smo dokazali da je zadoveljeno pravilc radunanja PB'

P,: Za sveko &,b &R 1 svako x = (11,3{2)6R2 vaii:

a.{b.x) = {ab). x.

aista, radeéi analogno ksc u prethadna dva glufajs, imame
(dve puta = primenjuje 3°):

a.(bex) = a.(b. (il,xe))
= a.(bxl,bxe)

- (%(bxl),a(bxza
= (primeni zakon asceijacije za mno-
Zfenje realnih drojeva a,b,x, te

a,b,x21)=
= (kab)xl)(ab)xé)
= (ab). (x;,%5),
ili, poverujuéi podetak ga Krajem i vodedi ra3uma da je
(x),%5) = =
a2,(b.x) = (8b). X,

a to Je i trebslo dokazati.
PE: Za svako X = (xl,x2)55R2 vafi: l.x = x. To je jasno,
Jer je: '

l.x = 1.(xl,x2) - (l.xl,l.xa) - (xl,xz) = X,

Na osnovu svega dokazenog i definicije 7, skup B® Jje jeden
vektorski ili linearni prostor nad telom R realnik brojeva,.

Medjutim, skup R2 nije vektorski prostor ned telom X komplek-
saih brojeva. To jJe iz razloga Bto ne mora biti zadovoljeno
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12.

pravilo radunanja Pl' Raime, ako je a neki kouwpleksan broj
koji mije reslan (pa primer, 21} i x = (x;,%,) neki eleme-
nat skupa R® koJi je razlidit od (0,0), onda pripadni pro-
; . - - 2
izvod: a.x = a.(xl,xa) = (axl,axa) nije elemenat skupa R-,
Jer koordinate poslednjeg uredjenog para nisu reslni broje-
vi.

Neka je Rg skup evih uredjenih parova oblika (x,0) gde Js
x realsn broj (pazil tu je uvek druga koordinata jednaka

nuli), t3. B2 = {(x,0) | x €R}.

U towe skupu raduna 3e analogno keo u skupu R2 iy prethod-~

nog zadatka.

Dokazi da je skup Rg vektorski prostor nad telom R realnih

brojeva,

13.

Uputstve. Primeti da je skup Rg upravoe podskup skupa Re
iz prethodnog zadatks. Waime, akup Rg sastoji
se g3mo iz onih elemenats (¥,¥) skupa K™ kod kojih je druga
kcordinata jednaka npuli, tj. y = O {otude i indeks O u
oznaci B 1}, Zato ée sva pravila rafunanja skupa 8% auto-
matski vaZiti i u skupu R02 . Jedinoe se postavljaju ova
dva pitanje:
1% Je 1i (Rg, +) grupoid (ostale esksiome grupe automatski

sa prencse iz R~ uw RS [)%

o
2° Vaii 1i pravilo Py?
Dakaii da je cdpovor na ta dva pitanja potvrden, Tads ée iz
tvrdjenja zadatka 11 sledovati i g¢vrdjenje ovog zadatka.

Neze Je 33 skupa svih uredjenih trojki realnih brojeva, tj.
i
neka je B” = RxRxR = {_(xl‘.xg,xa)l xleRAxeéRAx5éR}.

U teme skupu uvodl se jednakost, sabiranjs i mnoZenje bro—

jem potpuno an2logno kee u zadatim 11.

DokaZl da Je B> vektorski prostor nad telom R realnih bro-

Jeva.

Uputstvo. Dekaz tele potpuno poralelno sa dokezom zadatka
11. Treba szmo svuda umesto, na primer, uredje-
nog para (xy,¥,) pisati urcdjenu trojku (xl,x2,x3) dakle,
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same se jos, da ne kafemo formalno, pripisuje treéa koordi-
nata x5 ).

Nemoj samo da &€itaf, vadil

14. Promatraj skup K° = R+Rx...<R svih uredjenih n-torki real-
n
nih brojeva, tj. skups

n
B e (e | ER e, x, e8],
Tu qa\e priredan broj, tj. n = 1,2,34040

U taj skup uvodi se jednakost, sabiranje i mnoZenjs brojem
analegno kao u zadatku 11, &3.:

o
Y reees®) s31Tp0 s wxfery Arpey, Luxpey;
o

2 (xl’xa""’xn)+(yl’32""’yn)= (xl+yl,x2fy2 NN A

30 a.(xl,xe,..o,xn } = (axl,axe,...,axn).

“: : n
DokaZi da je skup RT vektorski prostor nad telom R realnih
brojeva.

Uputstva., Dokaz tele potpune analogno keo doksz zadatka 11.
Jedino treba formalno svuda umesto, na primer, 7

gxl,xz) pisati (xl,xe,...,xn) (dexle, naprosto kao dam smo
iza druge koordinate N dopigali "...x ").

n
Uradi to sve vefbe radi.

Primedba. Ako ja a=l, gornji skup R postaje Rl, tjs sam
skup R. To znafi dm iz gornjeg zadatke, specijalno za n=1,
sleduje zadatak 2,

Isto tako, za n=2, iz gornjeg zadatka sleduje zadatak 11.
Ita.

15. Fromatraj jednu fikspu ravniau T £ije taike obele¥avemo sa
4,B,Cy... Svaki par tadaka A i B ravnine U potpuno odredju-
Je Jeden segment (duf) 3igi su krajevi te talke i koji mo¥emo
ozneéiti AB ili BA, Medjutim, ako se govori o uredjenon paru
tadaka (A4,B), onda imamo odgovarajuéi "usmereni segment" kome
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Je'pofetak™ u A i "zavrSstak" i)i "wrh" u B i koji moZemo ozna-
&iti sa AB. U tom smislu mi razlikujemo AB i BA (kao %to, na pri-
mer, razlikujemo uredjens parove (A,B) L (B,A)).

Oznalimo sa T skup avih takvih "usmerenih segmenata", tj.:
T = {iB |A€UAB €U} (ortagl).

U skupu T uvedimo slededa pravila radunenja (mi zapravo taj
skup na neki nadin organizujemol }:

1° Za dva usmerena segmenta aB i Eﬁ. tj. za dva elementa
BB i-CD skupa T kafemo ds su jednaks i pifemo AB = CD, ake va¥i
troje: segmenti a8 i 0D su paralelni, imaju istu duZinu, istog
Su _smera.

Prema tome, na osnowu 1° mi izvestan usmereni segment neée=
mo swmatrati nromenjenim ako ga paralelno pomeramo u ravai U, tJ.
usmerens degnente mofemo paralelno pomerati.u rawvni.

2% Pod zbirom dve usmersena segmenta AB i 53, u oznaci AB +
+ 65, podrazunevamo usmereni segment koji nasteje na sledeéi na-
Zin: usmereni segment CD se paralelno pomeri, tako da njiegov po-
getak C dodje u vrh B usmerencg segmenta Kﬁ; neksa pri tome pome~
raju vrh D usmerenog segmenta 5] dodje u izvesnu taflu E ravol
U {vidi sliku 1); tada je prema 1° usmersni segment BE jednak
usmarenom segmentu ) {paralelni su, jednske dufine i istog sme-
ra), tJ.: CD = BE; zato je:

AE + CD = AB + BE;
usmereni segment AE po dogovoru Zovemo zbirom usmerenih Segmena-
ta AB i BE odnosno AB i CD i to pidemo:

AR = AR + CDj
gam postupak kojl nas je dovee do vektora iE moiemo zvati nado-
verivanjes, & vektore AB i BE nedovezapin,

3% Pod proizvodom a,AB realneg broje 2 €R (drii na umue, ns
primer, broj 2 te -2) i usmerenog segueuta AB podrazumevamo bilo
koji usmeren segment koji je paralelan za 3B, 3iji je smer isti
¥s0 smer od AB ako ja 2>0 i suproten od smera segmenta iB ako
je a <0, te Eije je dufina jednaka proizvodu apsolutns vrednosti

IQT_;;oja a i dufine usmerenog Begmenta AR (vidi sliku 2 ).
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<7 7

g. 1. sl. 2.

Eto, tako se rafuna u skupn T (dr#i uvek na umu da su elae-
menti skupa T upravo usmereni segmanti) ,

DokaZzi da je skup T jedsn vektoreki proator nad telom R
realnih brejeva,

Lokaz, DokaZime prvo da je (T,+}) grupa. Jedno za drugim

imemo: % (7,+) je grupeid., To je jesno, jer prema
2 , zbir dvs usmerene segmenta ravnine U opet Jje usmereni
Segment te iste ravmine, dekle, elemenat gkupa T,

(=]
' U grupoldu (Ty+) va®i zakon adoci jacije. Naime, ako su
X = AB, Fo= CD Z = EF tri usmerena segmenta, onda je
(x+y)+s = x+{y+z), tja:

—_—

(1) (A8 + CD) + EF = A3 + (¢h + EF).

KNe umanjujuél opétost, mofemo pretpostaviti ds su usmereni
segmenti AB, CD, EF (tim redom) nadovezami (vidi slikul ),
tds da Jjo B = C i D = E, Jer kada, na primer, usmereni sepg-
menti AB i CD ne bi bili nedovezani, mi bismo na osnovu

1% usmereni segment CD pomerili naralelno teko da njegov

pofetak ¢ prdus u vrh B sagmentu AB & potom bi slléno redia
11 i ss usmerenim segmentom EF.

§t. 3,
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Fa csnovu 20, sa slike Zitemo da Je leva strena jednskosti
(1) jednaka:

—_—  —

(AB + CD) +« EF = AE + EF = AT,

g desna:

EB + (CD + EF) = AB + BF = AF

dakle, obe 0d njih jednake su isicj velidini: usmerenom
segmentu AF; stoga su one i medju sobow Jjednake, Eime je
jednakoat{l) , a time i asocijativrost grupoida(T,+) dokaza-

T&.

¢? Polugrupa (T,+) ima neutralni elemenat. To je “usmereni
gegment” AL 2 BB =06 = ... koji obeleiavame sa O (podetak
i vrh se poklapaju). Zaiste, ako Je KE proizvel jan elemenat
skupa T, onda je (vidi 291

AR + AB = KE, AB + O = AB + BB = KE,

o}
+
4
"

tj.

T+ AB=2B i AB + 0 = AB,
4to i dokazulje da jJe 3'neucra1ni elemenat skupa T u odnosu
na sabiranje njegovih elemenata.

4% Sveki elemenat AR skupa T imAa gvoj inverzni elemenat
¥oji, po enalogiji sa brojevima mozemo oznaditi sa -AB.
To js usmereni segment BA, Zaista, prema 2° imamo:

JB +BA =%k =0 i BA + AB = BB = 6;
§to it dokazuje da je BL inverzni elemenat od AB. Dakle,
prema gornjem dogovoru je: BA = -AB.

Na osnovu a°, B9, c? i a° zakljutujeme da Jje {T,+) grupa.

Ta grupa je i komutativna. Haime, neka su a8 1 CD dva pro=
izveljna usmeTena segmenta, tj. dva prolzvolana elementa
skupa T, Nadovezugucl pPrvo segmont CD na segment AB a po—
fom segment AB na seguent 3] (vidi gliku 4.), bife, na osno—
vu 2% AR + &0 < €D AB, 3to i izraZfsva zakon komutaci je

u skupu T u odnosu pa sabiranje + .
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cd
— _._.
& iB » CD
Ch_+ &B
¢
A8
D
sl. 4.

Froverimo sada da 1i va3i svako od pravila Pl—Pé definici-
je 7 vektorskog prostora.

P,: Za svaki realsn broj a €R i svakl usmeren cegment

I8 €7, pripadni proizvoed (vidi 3°) 2.iB takodje je eleme-
nat skupa T, To je neposredna nogledica tacke z° kojom smo
definisali wnoZenje usmerencog segmenta nekim realniw brojem.
Specijalno, za svaki usmereni segment AB vaZi: 0.AB = 0.

P2: Za bilo Xoje realne brojeve a,b €R i bile koji usmereni
zepment AEET va¥i:

(a+b) A8 = 8.3B + b.AB

frimeti da i leva i despa strana te jednekosti predstavija
uprave izvesnli usmereni segment, koji se dobija iz usmere-
nog segmenta AB pomofu radnji: sabirenje (vidi 2°) i mnoFe-
nje brojem (vidi %%), Treba da dckaZemo da su ti usmereni
segmenti (a+b).AB i a.AB+b,AB jednmaki. U tuw svrhu setimo se
da za dve usmersena segmenta kaZeme da su junicha sko waiic
da su paralelni, da imaju isti smer 1 da gu iste dAuZine
viai 1°1).

SluZeéi se crtenjem i pravilime rsfunanje pod 2° i 2%, u-
veri sé¢ da svaki od gornjin usleva jednakogti vafi za razne
vredaoosti brojeva a i b, Possbno ispitaj ova Cetiri karak-
teristiZna slufaja: & = 2, b = 1 (oba pozitivos) ; a = =2,

b = -1 {oba negativma); a = 2, » = -1 (Jeden pozitivar i

po apsolutnoj vrednosti veéi od drugog); a =~ -2, b = 1
(semo jedan pozitivan i po apsolutnoj vradposti manji ed
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aegrbivmog . Cr}aj!

P_: Zn svaki realan broj a €R i svaks dva usmerena gegmen-
ta Kﬁ.éﬁ<;@ vazili:

a.(i§+Eﬁ } = a.1§+a.aﬁ.

Fretpostavimo da sme usmereni segment ) pomerili tako da
njegov pofetak ¢ padne u vrh B segmenta IE; tada Je AD us-
meren segment koJji predstavljs zbir segmenata B i 53, ti.
A0 = KB + CD (vidi sl.5); neka js, dalje,: AE = 2.AB i

? = a.0Dr tada je sa glike 5, & na osnovu 2%:

8. hB ¢ a.CD = AF;

A B=C E
sl. 5.

s druge strane, iz slifnoatl trouglova ABD i ALF sleduje
da im se 1 trede strane AD i AF odnose kao i &trans AB i
IE, odnosne CD i E?; dakle je: AD:AF = l:a = AF = a.AD,
Prema tome, prve je= bilo iD= AR 455, a gada AF = a.Kﬁ;
zato ja: AF = a.(AB + CD); medjutim, to isto AF je jednako
i 8.2B + a.Ch; zato je kona&no: m.{AB + CD) = a.AB + a.CD,
$to smo i hteli &okazati.

?a: 7a svaka dva realna broja a,b €R i svaki usmersni seg-
ment AD €T, veii: a,(b.AB )= {(ab).AB. Vidi uputstvo za
dokasz pravila Ps.

P5: 1.AB = AB za svako AB €7, To neposredno sleduje iz 39,
Prema toms, podto su ispunjeni svi zahtevi definicije 7,
skup T svih usmerenih segmerata jedne ravnine, sa kojima se

v/78

raduns prema lo, 2% 3 50, predstavlja jedan wvektorski pro-
stor nad telom R realnih brojeva. Same elemente skupa T,
tj. usmerene segmente jedne ravnine, moZemo zvati vektori-
ma. To su upravo oal vektori sa kojima sme se areli jod u
poletnim razredima srednjih Fkola, Vidimo kako oni podlsiu
mnogo opitijim principima, tj. kako izlaze iz prethodnih
opitih razmatranja.

Naravno da i skup svih usmerenih segmenata u prostoru obra-
zuje Jedan vektorski prostor. Dokaz je na siovo isti.

Linearna zavisnost vektord
u zadanem vektorskom prostoru

Definicija 7.1 HNeka je zadat bilo koji vektorski prostor V nad

telom R realaih brojeva i neks su %, ¥, z tri
vektora, tj. tri elementa skupa V; za bilo koja tri reslpa broja
a, by ¢, tj. elementa skupa R, posmatrajmo vozu:

(1) B.X + DaY + CuZ = O,

gde je nula neutralni elemenat grups (V,+) (tj. ako je, na primer,
V¥ wektorski prostor iz zadstka 2, odnosne 8, onda fe nam gornje
nvula znaditi vektor O, odnosno € + O.x + 0.x2 tih vektorakih
prostora ).

Ako iz veze (1) nuino sleduje da je svaki od brojeva a,b,e
Jjedrak nuli, kaiemo da su vektori x,y,z linearno nezavispi.

U gornjej definiciji uszeli smo tri vektora x,y,z 1L defini~
sali njihovu linearnu nezavisaot, £to Js ulinjeno radi konkret-
nosti; narsvne da su se tu mogla posmatrati i dva, odnospo feti-
ri, pet itd., vektora iz vektorskog prostora Vi tako, na primer,
za dve vektora x i y iz V, reéi &emo da su linearno negzavisni,
ako iz veze:

8.X + by =0, a,b €R |

nuino sleduje da su oba od brojeva jedoaka nuli.

hko, pak, vektori x,y,z nisu linearno wnezavisni, ksiemo

da su linearno zavisnij drugim redima to gmafl ovo: sko je mogu-
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&¢s da jednakest (1) vaii i kada je bar Jedan od brojeva a,b,c
rszliZit od breja ©, vektori x,y,z jesu linearno zaviani.

Zakljulak. Ako se hofe ispitati da 1i su izvesni vektori

nekog vektorskog prostora linearno nezavisnoi,
odnesno 1inearno”&avisui, onda se posmatraju veze oblika
(1), pa se ispituje da li iz njih nufnc sledules da su od~
govarajuéi brojevi a,v,¢,... {ved prema tome koliko vekto-
ra posmatramo) svi jednaki nuli ili to nisu.

Definicija 7.2 WNajveéi broj linsarno nezavisnih vektora jednog

vektorskog prostora zove se dimenzija toga vek=-
torskog prostora. Ako Je dimenszija nekog vektorskog prostora Jjed-
naka dva, odnosno tri, itd., onda uredjen skup od bile koja dva,
odnosno tri, itd., lipearno pezavigna vektora &ini vektorsku ba=
zu toga prostora.

16. frbmatraj ponove wektorski prostor R nad telom R iz zadat-—

ka 2; kao 5to smo videli, tu su upravo vektori sami realni
brojevi kao i skalar, tJj. elementi tela Rj to znaZi da je, na
primer, broj 7 vektor; medjutim, taj broj 7 je ovde i skalar;
da bi to pa neki nalin razlikovali, moZemo broj 7 kao vektor
zapisivati sa strelicom izmad: 7.

Ispitaj da 1i su vektori iz vektorskog prostora R linear-
no negavisni: 1° xa7, F=—3; 20 Xuultl, yulldy 30 x=2, y=03
y® x=1, ¥=1; 59 x=l, y=2, z=3; &° xa=1, y=l, z=2; 7° x=1,
¥=0, z=-1.

ReSenje. Ispita] prethodno defipieiju 7.1 lipearne zavis-

nosti vektora u opStem vektorskom prostoru V nad
telom R.

1° Podto imamo dva vektorsa: xn?, y»;i. saglasno pomenuto}

dafinicijt 7.1, treba da ispitamo da 1i iz uslova

(0) a.+b.y = 0 6. 8. 7+b.(=3) = G,

nuzno sleduje da je ajbéﬁfﬁi Je, pak, mogués da gornla

Jednakost vaZi i onda kada oba od brojeva (skalara) i nisu
istovremene jednaki nuli. U prvom sludsju rekli bismo da su
vektqri-ﬁ i :3 lipsarno nezaviani, a u drugom da su linear—
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no zavisni. Radimo. Ispituje se, dakle, kada je 8. 74b. (=5
= 8, tj. kads je 72-3b=0 (vodi raduns da je vektor, na pri-
mer, =5 isto §to i broj -3, samo £to ga u pofetku redi lak-
Seg poimanja sapisujemo sa strelicom iznadl); prema tome,
stvar se svela na to da ispitamo da li iz uslova:

(1} 7a - 3b = O,

gleduje da je i a0 i ba0, ili to ne mora biti. No, iz to
ga uslova peposredno sleduje da je:

"Da =3%b+ 0 = 7a = 3b ::-a:%.b;

to znadi dp se broj {skalar ) a izrafava preko broja b, tj.
ako za b uzmemo bilo koji realan broj, na primer, b=1l4, ta-
da je odgovarajule a jesdnakor &= g « 18, £j. 8 = 6; drugim
redima, za te brojeve vazibe uslov (1}; zaista, stavljaju=-
éi u (1) a=6 i b=l4 (primeti da smo b odabrali proizvoljno,
tj. za neke druge b dobili bismo i neko drugoe al ), dobija-
mos
7.6 - 3.14 = O,

5to js ocigledno ta&no.
Zakl ju¥ak, Moguée je, dskle, da vaii veza {0) a da pri to-

me ne budu oba broja (skalara) a i b jednaka
nuli; Jedns od takvih moguénosti je i gors dobijena: a = 6
i b = 4. Zato kafemo ds su vektori 7 i =3, ti. brojeg} ?
i =%, linearns zavisni. Smisac ovog poslednjeg Jje u sleds=
&em: ako Je bar Jedan od brojeva a i b, za koje vaZi Jjed-
nakost (0), recimo da je to broJ (skalar) a, razliZit od
nule, onda jednakost (0) smemo podeliti sa brojsm e (£O) i,
8lifpo ¥ao gore, dobitl veze:

8.7 + 0.(T3) =0 & 8,7 = <b. (<) + 0 5 a7 = -b.(=3),
i najzed, delenjem sa a (f0):
_?-"% -(:3)1

tj. vektor 7 {ili broj 7) je moguée linearno izrsziti pre-
¥o vektora -% (ili brojs -3). Stoga jo i prirodnc da kaZe—
moe da msu vektori 7 i =3 (ili brojevi 7 i -3) linearno za-
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vispi. Sada je odmsh jasno 3ta praktidpno znafi kede kafemo
da su, recig? dva, tri, itd., vektora linearno nezavisniy
gnadi da se pijedan od njih pe moZe linearno izragziti pre-
ko ostalih.

. 2 .
29 Zgvisoi su. Postupi apalogrno prethodnom sludaju.

59 Poito 810 nakon prvog primera stali EvrEdée na noge, sada
. mofemo raditi i sa manje pride; dakle, iz uglovas ‘a. VE 4
+ b0 =0, gde su i a i b realni brojevi, zbog 5,0 = O za
bile koji broj (skalar) b, slzduje: a.«?ﬁ =-3, a odavde
ofigledno i a = O, '

Fakljuéak., 4ko je a. 2 + b0 = 6} onde Je nuinc a = ¢, dok
‘b moZ¥e biti bilo ¥oji realazn broj, tj. mogute

je da taj uslov veZi, a da oba od brojeva 8 1 b 1 ne budu

istovremeno jednaka nuli, Dakle, wektori ;E?i 0 jesu 1li-

nearno zavisnoi.

Primedba, Nula vektor bile kog vektorskog prostora je li-
nearno zavisan od bilo kog drugog vektora toga
prostora.

4° Weka je a€R i b €R; uslov a:T + b:f.- Eimoicmo napisa-
t1 i u obliku (vidi pravilec rafumanja P.l): a+b = 0=>a ==b
pa imamo zakljufak slidan kao pod 1°, tj. ake uzmeémo, na
primer, b = 5, bide a = -5, i zato: -5.7 + 5.1 = 0, a da
nijedan od brojeva a i b nije nula. Dakle, vektori 1 t 31
su linearpo zavisni. -

Frimedba, Bilo koji vektor, bilo kog linsarnog vektorskog
prostora, linearno je zavisan sa sanim sobom.

5° Neks su a,b,¢ realni brojevi (skalari); da 1i iz uelovaes
8.7+ 0,7+ 25 =T, tj. a + 2b + 3¢ = O,

{dr#i pe umu da su vektori 1, 2, 3 upravo brojevi 1,2,3I),
sleduje da je svaki od brojeva a,b,c jednak nuli ili to ni-
Je sluéa)? No, iz poslednjeg uslova nepoaredno gleduje:

a = ~2b - 3c; ako, dakls, uzmemo da mam je bilo b. bilo o
razliéito od nule, tada makar i bilo a = O, zakl juéujemo
da su vektori, tj. brajevi 1,2,3 linearno zavisnij tako,

na primer, ako J€ b = 4 i ¢ = =3, bide & = =2.4 - 3,(=3)
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+ a=1, pa nad uslov postdje:
1.1 + 4.2 »5,3 = 0,

&to je olfiglednc tefne. Qdatle, na primer, sledujs (k#ka?l)
da je:

T.1.T42.7
t3j. vektor (broj) 2 je linearnc zavissn od precstalis vekto-
ra. (brojeva) Ti3,

6% Zavisni su. Redi analogno prethodnom. Isti je sludaj i
o
w 7.
Primedba. Iz ovih nekoliko primersa zakljudujemo da su svi
vektori u vektorskom prostoru R linesrnc zevis-
ni, To ne vaii samo za gornje primere, ved i u opidtem slu-
daju.

17. Promatraj ponove vektorski prostor P, iz zadatka 8; njego-
vi vektori su polimomi drugog stupnja sa realnim koefici-
jentima, tj, izrazi oblika y=a +8,%+ayx", gde sU a-ovim reslni
brojevi. Za razne vrednosti tih koeficijenata dobijam9 razne vel—
tore (elemsnte) prostora (skupa) Py Tako, na primer,/akp nam
uredjena trojka (ao,al,ag) redom znadi uredjenu troj?u;(l,o,o),
zatim (0,1,0}, pa {0,0,1), (0,0,0), (1,2,0) i sl., dgbidemo da
su velidine (izrazi): 2+0.x+0,x°, tj. 1, odnosno (radupaj sme-
njujuéi odgovarajuée vrednosti za a-ove u opdti oblik B 48, X+B5X )
x, pa s O, 1+2%x, i1 8l. wvektori toga prostora.

Ispitaj koje su od sledelih skupina vektord prostora P, li-
nearno zavisne, & koje nezavisns:

1° 1, x3 2° 1, xg;- b xé x2; 4° 1,x,xa; 5° 2x, =3x,

4x"y 6° 1, x, 12, 7 =8x + 19x%; 7% 2 + 3x - 4x , % + 6x -8x%.
Redenje. Ispitaj prethodno definiciju 7.1 1 gornjﬂ zadatak
16.

Cdmeh na pofetku budime nadisto sa tim da su elementi, tj.
vektori vektorskog prostora P2 uprave igrazl ili funkecije
oblika 8,48y XHALXT, kdje zovemo polinomima drugog stupnja
(stepena). Pri tome moramo znati #ta znaedi da su dva takva
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izraze jednska. lstina tu se radi o funkeijama, & znamo da
su dve funkeije Jjednake skce imaju isti domen 1 ako Jje za
‘gvaki "podatak” i% toga domenay "iznos" i jedne i druge ia-

ta velilina.

Medjutim, kaeke se ovde ipek redi ¢ specijalnim funkel jama
(polinomima), vaiicée 1 meSto jednostavniji uslovi jednako-
sti. U tom smislu vaii sledeée: da bi dve polinoma

= 8 +a x+a2x2+ +a.x i g = b _+b.x+b %2t...+b ¥® stu
D o= 8ty wee¥ly o1 X X Feeatly P
njeva (stepena) n i m, bila jJsdnaks, treba i dosta Je da
in cdgovarajuél koeficijenti budu Jjednaki, %tj. ako Je;

p=aq, onda je &, =D, 8 = LI bo, itd,;

ako je slufajno jedsn polinom stepena veéeg nego drugi,
onds, da bi oni bili jednaki (za svake x!), koeficijenti
toga polinoma uz one &lanove x (k=0,1,2,...), kojih nema
u opom drugom polinowu, moraju biti Jednaki nuli, Tako, na
primer, akc hocemo da bude:

Ex+512 = a+bx¢cx2+dx4+ex?,
onda mora biti: a=0, b=2, c=3, d=0 1 e=0. Ako nije mogude
da svi odgevarajuéi koeficijenti dvaju polinoma budu Jed-
naki, ondz ni ti polinomi ne mogu biti jednaki; take, na
primer, polinom 2x+5x2 ne moZe biti jednak polinomu a+5x+bx2+
+cx5, bez obzira kako mi odabrali koeficijente a,b,c; naime,
ake bi bilo: '
2x+3x2 = a+3x+bx2+cx5,
moralc bi biti: a=0, b=3, c=0 1 najzad, 3=2, Eto ns moze
nikad biti.

Pogebno, ako imamo da nam Jje izvestan polinom p = B Ay Xtea
,.+anxn stupnja n, jednak nuli (za svako xl)}, tj. ake je:

2
8,8 B X He br X0 = O,

onda tu O trebs shvatiti kac nula-polinom: 0+0.x+0.x2+...
,,+o_xn (=0), odakle és, na osnovu gornjeg, slediti da je:
aono, al=0,....an-0; prema tome, izvestan polinom je jednak
nuli (za svako xl) ako su mu svi koefiecljenti jedmaki nuli.

Sve ovo profitaj i na primerima ilustruj jos Jjedanom i dobro
g8 ‘

upamti.

Predjime sada ma refavanjs takuceg zadatka. Pri tome Ce
jednakost “polinompih izraze” biti bitna.

1° Treta da igpitamo jesu li vektori 1 i x vektorskoeg pro-
storsa Pé linearno zavigni ili nezavisni. Drugim redima, tre-
be posmatrati vezu:

8,1 + bex = 0,

gde su & i b realni brojevi, a O je neutralni element gru-
pe (Py,+) (vidi zadatak 8 i papomenu u definieiji 7.1}, tj.
nula-pelinom skupa Py 0= O+0.x+0.x2, i ispitati da 1i je
ona zdovoljena jedino ako je i a=0 i be0. Josts. Naime,
prethodna veza predstavlja, uprave jednakost pelinoma a<bx
ss nulom, ps na osoovu napred recdenog mera titi i a=0 i b=0.
Prema definiciji 7.1 to znadi da su vektori 1 i x, vektor-
skog prostora Pz, linesarno nezavigni.

Praktiéno to znadl de se nijedan od njih ne moZe linearnoc
izraziti preke drugog, u smislu da Je jedap od njih jednak
proizvodu neke realne konstante i ocnog drugog; tako, na pri-
mer, ni za jednu konstantu ¢ €R ne vaZi:

X = Gel, niti pak 1 = c.x;

to moZe da bude tafrno za neko x (u prvom slufaju, na primer,
¥ a¢), ali ne i za svako realno x {e je fiksno); na pri-
mer, ako stavime prvo x=0, bide QOmc.l = c=0, a zatim xwl:
l=c.l = c=1, &to Jja nemoguée, Jer ne moZe biti c=¢ i c¢=1,
Eto, u tome je smisac linearne mezavisnosti vekftora 1 i x
vektorskog prostora Pg.

2% 1 2° Nezavieni su, pedi analogmo prethcdpom sludaju.

4° Neka su a,b,c realni brojevi (skalaril): ispitalmo da 1i
veza
2,1 + bax + c.x2 =0, tj. & + bx + oxt = C,

ina nuino za posledicu: zabwce0, ili moids moie neki od
brojeva a,b,c da bude i ragli¢it od nule. No,
nam kazuje da jo polinom na levo] strend jmﬁna%‘

rnis VeLE
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a to zpnadéi da mu svaki koeficijent mora biti jednak puli,
gakls: a=0, b=0, e¢=0. Ty i znadi de su vektori 1,x,x” lins-

arno pez&visni.

5° Neka su a,b,c realni brojevi; tada iz jednakosti:

2

a.2% + Da(=Px) + C.4x2 = 0, tj. 2ax = 3bx + 4ex” = 0,

koju mofemo napisati i u obliku:

2

(Pa - Zb)x + 4ex” =0

cleduje 42 mora biti 28-3b=0 i 4c=0, tj. & = % .51 a0y

to znaii da b mo¥e biti proizveljan realan broj, pa dakle
i od pule rTaziidit, i da pri tome vaZi gornja vezaj tako,
na primer, ako stavimo b=2, biée a=3 i1, naravno, ¢=0, po-—

lazna jednakost postaje:
3,2% = 2,3 + 0.4x2 = 0,

to je ofigledno talno.

. Prema tome, vektori 2x,—3x,4x2 nisu linearno nezavisai, jer
iz nelova: 8.2x + b, (=3x) + c.4x" = 0 ne sleduje obavezno
da je i 8=C 1 b=0 i ¢=0j mo¥e, recimo, biti a=3y b=2 i
ec=0 a da taj uslov bude zadovoljen.

' ER 2
6% sispitejmo da 1i za vektare 1, X, xe. 7-8x+19x" veza:
a + bx + ex s @(?~8xtl9xa)

gde su'a,b,c realpi brojevi, ims ze posledicu da su svi
brojevi a, b, ¢y d jednaki nuli. U tu svrhu napisimo goraju
vezu u obliku (radi postepenol }:

2
{a+7d) + (p-8d) x + (c+19)x = O
odavde neposredno sledujs: a+7d=0, b-8de0, ¢+19d=0, odnosn0
e - -74, b =8d, ¢ =-19d;

zko, ‘dakle, stavimo da je, na primer, d=1, bife a=-7, b=d

i ¢=-19; to znall da te gornjs veza vabiti-i-u slucaau kada

svi brojevi a,b,c 1 4 nisu jednaki auli {pa primer, kada je

an-7, Daf, =19 1 d=1); premd tome, vekbori 1, x, x° i
¥/8s

7-8x+1912 nisn lipearno nezavispi, tj. bar jedan od njih
moZe se izraziti preko ostalih; uwostalom, to Je bilo cdmah
jasno, jer se iz samog nadina zapisivanja vektora 7—8x+19x2
vidi da se on linearnc izraZava preko vektora 1l,x i x2 [ ka—
femo da je oo linesrna kombinacija vektora 1,x i x2), ti.:

7—8x+19x2 = 7.1 + (=B).x + 19.x2.

Primedba. Anslogno presthodnom, sleduje da je i svaki vek-
tor a +a,x+a,x vektorskog prostors P2, linearno
zavisan od ove tri kerakbteristifna vektora: 1, x i x; to
se vidi i iz samog zapisivanja wektora & tB ArBLX jar u
tome izrazu [igurifu uprave vektori 1,¥ i x“. To znaci da
se svaki vektor prostora P2 moZe izraziti preke tri osnov-
na vektora: l,x i x2; 3 druge strane, pokazali smo da su
ta tri vektora medju sobom linsarnc nezavisna (vidi pod 4°};
zeto ja i prirednc da skup B = {1,x,x2} gsastavljen od ta tri
vekbtora nazivawe bazom ili osnovom vektorskeg prostora P2.
Jer se svaki drugi vektor izraiava preko ta tri osnovna
{(vidi definiciju 7.,2). PoSto ta baza ima tri elementa,
vektorski prostor Ee je dimenzije 3 (trodiuwenzioni vektor-
ski prostor).

Primedba. U gornjoj primedbi videli smo da Je skup B =

= {l,x,xe} jedne baza vektorskog prostora P2,
xso 1 da je njegova dimenzija 3; to, medjutim, ne znadi
da taj prostor nema i drugik baza (oprez! on ne mofe imati
dve razlidite dimenzijel ); naime, prema definieijt 7.2
vektorske baze, svaki skup od 3 {to 3 nem oznatsva dimenzi-
Ju od P2) linearno nezavisna vektora prosteora Py dini njego-
vu vektorsku bsgu; tako, ps orimer, i vektori 2,-x i 3x
jesu linearno nezavisni (doka3Zi to!}, pa je i skup 4 =
= {2,-x,3x2} jedna vektorska baza prostora P,.

79 Neka su a i b realni brojevi; poematrajmo vezn
2 (2432832 ) + b, (4+Ex-8x2)

i ispitajmo da 1i je ona zadovoljen=z jedinorza a=b=0, ili
moZe nekl od brojeve & i b da bude razlidit od nule. U tu
svrhu, papifimo gornju jednakost u obliku (radi postepenol) :
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18,

19.

(28 + 8b) + (38 + 6b)x + (-4a - Bb)x2 = 01

odavde sleduje da mora biti: 2a+4b=0, 3a+6b=0 i -4a-8Bb=0,

tj. a=2b; to znaéi da b moismo birati proizvoljno, dok za

a treba uzeti dvostruku vrednost od b da bi vaiila polazna
veza; tako, na primer, sko stavimo da je b=l (40}, bilse

‘am=2.1=2, 1 za to a i b biée zadovoljena polazpa veza; dakle,

ne moraju oba od brojeva a i b biti jednaka 0, ¥to znsfi da

- su vekfori 2+3x-4x2 i 4+6x—8x2 linearnoc zavisni,

Isto pitanje kao u prethodnom zadatku,semo za sledede skupi-
ns vektera prostora P2:

12 1, 2, x {tu je, na primer, 2=2+O.x+0.x2);
2° X, xE, x—xz;

1, %2, x-x%

4% 5, 3=z, 2+x2;

So 0, -x, x3

& X=3, x2+x+l.

Uputstvo, Ispitej jo¥ Jednom prethodni zadatak, 1° zevisni;
2¢ negavienij 3% pezavisnij 4% nezavisniy
5® zavisni; 6° nezavisni.

Promatra} ponovo zadatak 9 prema kome skup PB svih polinotma
B t8 X+85K T+ azX tre¢eg stupnja ss realnim koeficijentima

cbrazuje vektorski'prostor pad telom R realnih brojeva, Specijal-
po su, na primer, O, 1, X, xz, x}, x-xs, itd., vektori toga pro-

stora (tu je, na primer, broj O ustvari nula polinom skupa PS'
£4. 0 = 0+0.x40,x40.%7 ),

| .
Ispitaj koje su od sledeéih skupina vektora prostora F3 li-

nearnc zavisne a koje nezavisne:

1° 1, x, x2, x3; 2% x, 2x, ¥°, -x°; 3° 1, -4, x, -4x;

4° x, -x°, 6x°; s° 1, 2x, %3, 6% -2, X2, 2 7° x, x2,

Redenje. 1° Neka su a,b,c,& realni brojevij treba da ispi-
temo da 1i iz Jednakosti:

8.1 + box + c.x2 + d.x5 =0,
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nuzoo slecuje dr Je& 8vaki od brojeva a,b,c,d jednak nuli,
gornju Jednekost mofemo napisati jednostawvne kao jednskost
polinoma sa nulom:

2

B+ DX + CcX + dx3 = 03

da bl ovo bile zadovoljeno mora biti a=0, b=0, c=0 i d=-0
(ispitaj jo& jednom zedatak 17!), &to i znadi da su vekto-
ri 1,x,x°,x” linearno nezavismi (tj. ni jedan od njih se
ne mofe izraziti prekoe ostalin).

Primedba. U prethodnoj tafki dokazanc Je da su vektori

1l,x,x" i x° linearnc npezavisni. Pri tome veii i
viSe, u smislu da se bilo koji drugi vesktor prostors P3
nofe linearno igraziti preko ta céetiri. To sleduje nepcosred—
no iz c¢injenice da je opsti oblik vekteora u prostoru P3
dat sa: a +a1x+a2x2+a3x5, gde su a-ovi resalni brojevi, &to

o
se moZe napisati i u obliku:

2 %
ao.l +tBgeX + BolXT aa.x ,

odakie se lepo vidi da se taj vektor izraZava preko vaktora
l,x,x2 i xB. Zato je i priroéno da skup B = {l,x,xz,xﬁ} 20-
vemo vektorskom bezom prostora P3 {pomoéu nje i skupa R re-
alnih brojeva izraiava se svaki drugi elsmenat skupa P5;
moiemo reéi i ovalko: &itav prostor P5 je razapst nad vekto-
rima l,x,x2 i x5). Broj elemenata baze B pradstavija dimen-
ziju prostora P, (ispitaj definiciju 7.2). Dakle, prostor
P5 Jje dimenzije 4.

S1iéne kao i u drugej primedbi zadatka 17, ni ovde ne znadi
da je gornja bazs B vektorskog prostora P3 Jedina., Posto
smo ustapovili da je dimenzija toga preostora jedneka 4,
prema definiciji 7.2 .svaki skup od 4 linesrnd nezavisna
vektora vektorskog prostora P3 ¢ini wvektorsku bazu istog.

2° Rageéi analogno kac u prethedns dva zadatka dokaii da su
vektori x, 2x, xE, -x’ linearne zsvisni. To @e,uostzlom,
peposrednoe vidi i odatls, E%o se vektor Zx linearmo izraZa-
va preke ostalibh vektora; neaime, mi vektor 2Zx moZzemo, ofig-
ledno ngpisati-u obliku:

2% = 4% 4 0.%° 4 O.(~x0),
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20,

odakle ss lepo vidi kako se vektor 2x izraiava prcko ostalin
vektora x, X~ 1 —x5 posmatrane skupine vektora ped 2°

2 Zavisni su. Redi snalogoe prethodnem.

49 Nazavisni su. Postupl anmlogno kao pod 1%, Primetimo da
ova tri vektora: x, G 6x%° ne &ine vektorsku bazu pro-
stora PS' To Je iz razloga 5to vektorska baza mora imati
onaliko elemenatz kolika je dimenzija dotiénog vektorskog
prostora, a videli smo da je dimenzija vektorskog prostora
P5 jedneka 4,

. B . - Q 2 . =
5% Nezavisnl su. 6° Hegavispi. 7° MNezavisni. Uveri se

u 3ve OVOo.

Posmatraj jod Jednom vektorski prostor P ned telom R ;z
zadatika 10. Tu su vektori polinomni izrazi oblika: a +8,X+

rax +...+anxn, gde @u a-ovi realni brojevi i n prirodan brol;

gpocijalno w tome prostoru vektor 0 je upravo izrazz: 0 = D+0.x+
+O.x2+...+0.xn-

Ispitaj keoje su od slededibh skupina vektora vektorskog pro—

storsa P linearno nezavispe @ koje zavisne:

191, % X5, Xyeea® 2% x, x0, ¥ (api);
3% x, x2, x"’,...,:” {n =4); 4% 2%, -3x, 1 (nz2).
Redenge., 1° Neka su 81 By Boy sassdy realni brojevi;
posmatrajmcf jednakost:
2 . -
a°°l + ByaX & BaX he.ett = o,
ps ispitajmo da 1li Je cna zadovoljena jedino ako jJe avaki
od a=ova Jednak puli, tj. ako Je ao-alnag-...-an-o. No,
gornju Jednekost moZemo jednostevno zapisati kao jednakost
polinoma sa nulom:

+ a x2 + + a xn = 0
a4+ X 2 sum = »

a ovo je tecno Jedino ako Je ao-ulsaas...=un=0. S-toga su
vektori 1,X%,x ,...‘.xn vaktorskog prostora Pn linerano ne-—
zavisni.
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Primedba, Neka je y proizvel]jsn vektor vekterskog prostora
P . To znadi da je.to y nuZno oblika: y = b0+b1x+

+b212+...+bn , gde su b=ovi realni brojevi (naravnoo da

neki, ili pak svi medju njims mogu biti jednmaki i nuli).

No, tu jedpakost moZemo napisati 1 ovako:

¥ = bl * Dyex + b2.x2+...+bu.xn,

da s& istaknu komponents 1,x,x2,...,xn posmatrane skupine
vektora pod 1°, Odevde se lepo vidi da se proizvoljni ele-
wenat y, tj. vektor y prostora P .mo%e linearpe izraziti
preko linearnc nezavisnih vektora 1,x x2,...,xn tj. da Je
&itav prostor P izgradjen (razapet) nad skupom vektora:

B = {l,x xe,.... } Stoga skup B fini jednu vektorsku ba-
2y prostors P .

Neposredno se vidi da ova baza B ima n+l elemenata (vekto-
ra); to znafi da je dimenzija prostora Pn jadnakg specljal—
mw, %22 p=2 i1 n=3% dobljamc da su dimenzije prostors Pé i E3
redom jednake 3 i 4, a to je rezultat koji smo dobili i u

zadscima 17 i 19.
2° Nezavisni su. Badi analogno prethodnim sludsjevima.
39 Nezavisni su. Uveri se u to. Vodi raduna da je tu n vede

od 3.

4° Vektori 2x, —-3x i 1 su linearno zavisni. Naime, neka su
a,b i ¢ realni brojevi; trebe ispitati da 11 iz veze:

B8,2%X + B.{-3x) + c.1. =0, tj. (28-3b)x + ¢ = O,

nufno sleduje da Jje i a«0 i b=0 i c=0, 31ii to, pak, ne mora
biti. Fo, iz uslova da Je (2a~3b x + ¢ = 0 (za svake x!)
sleduje:

2a~3bh = 0Ac =0 = a-%.b/\o=0;

ko vzmemo da nsm Js, na primer, b=4, bide ax (rafunajl)=6
i paravno ¢=Q; za te vrednosti od a&,b,¢ polazna jednakost

postaje: .
6.2x + 4.(=3x) + 0.1 =~ O,
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Bto je ofigledno taEno..PremA toms, moguce je da polazna
jednakost vaki i onda kads svaki od brojeva a,b,c nije isto-
vremeno jednak O {nae primer, za a<6, ba& i ¢=0), &to prema
definiciji 7.} znedi da su vektori 2x,-3x i 1 linearnc za-
visni.

Da su goreji vektori linearnc zavisni mogle se zpkljuditi

i neposredno iz é&injenice da 3e, na primer, vektor 2X moZe
linearno izraziti pomoéu vektora ~3x; naime, ofigledno je:

2K = - %-.(-Bx); gade Je lzko ubaciti u igru i treéi vektor
1, dodajuéi ga desnoj strani pomnoZencg ss nulom:

2X = = % . (=3x) + 0.1,

pa je vektor 2x izra¥en preko preostalea dva.

21. Fromatraj poneve vektorski prostor R2 pad telom B realnih

brojeve, ¢ kome je bilo refi u zadatku 11l. Tu su vektori u-
redjeni parovi realnih grojeva. Specijalno, kada se govori o
nule-vektoru prostora RS, misli se na uredjeni par (0,0) %o je,
upravo neutralni element grupe (R2,+); vidi nepomenu uz defipi-
éiju 7.1 ) : ‘

Ispitaj da li su wektori sledeéih skupina vektora iz vektor-
skog prostora R~ linearnc nezavisni ili zavisni:

19 '(1,0), (©,1)3 2° (1,0), (©,1), (x,y) (x i y realni
brOJEYg)a 3% (2,1), (0,2); 4° (-1,1), (1,-2), (1,-9)}%
b ] )’

5% (3 ©,5). ,
Re¥enje. Neka su a i b realni brojevi; posmatrajme jedna—
kostt

8.(1,0) + b {0,1) = {0,0) (= 0),

pa ispitajmo da 1i ona mo¥e da vaZi jedino ako Js a=0 1
b=0. No, tu jednakost mofemo napisati u obliku (ispita) po—
povo pravila 1°, 2% i 3° iz zodatka 11, keja govore o tome
kako a¢ rafuna u skupu REI):

(a,0) + (o,p) = (0,0},

odrosnt-u obliku:
(a,b) = (0,003
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odavde sleduje (vidi 1° iz zadatka 111 ) da mora biti a0 §
b=0. Na omnovu definicije 7.1 to znali da su vektori (1,0)
i (0,1) linearnc nezavisanpi.
2% Treva aa ispitamo da 1i Jednskost:

8.(1,0) + b.{0,1) + c.{x,¥y) = (0,0},
gde su a,b,c realni brojevi, ima nuino za posledicu da Jje

svaki od brojeva a,b i ¢ Jednak nuli. U tu svrhu napidimo
tu jednekost u oblikua:

(5'10) + (O,b) + (CX,C'.Y) = (0,0),

-

a zatim u obliku
(atex,beey ) = (0,0) (vidi 3° i 29 iz zadatka 11t )

odavde sleduje da mora biti
8+ cx =0
b+ cy =0y

ove Je jedan sistem od dve linearne jedmaline sa tri nepo-

«znanice: a, b & ¢ (oprez! mi x i ¥ smatramec poznatim a

traZimo &,b i c); iz toga sistema neposredno izlezi da je
a=-2x 1 b= -cy;

to zpali da ¢ mo¥emo da biramgp proizvoljno {pa, dakle, i
od nule razlifito), a potom & i b izrafunavamo (xiysu
dati).

Specijalono, ako u gornje vezZe stavimo c=1, bife s=-x i
be=-y, pa polazna jedmakost postaje:

-%.(1,0) = 7.(0,1) + 1.(x,3) =(0,0),
odnosno

{x, = x.(1,0) + 7.(0,1) + {0,0),
i konslno

(x,7) = x.(1,0) + 7.(0,1); -

posto vektor (x,y) moZfemeo EhvatitifkaO'opﬁti vektor prosto-
re R7, na osnovu poslednjs jednakesti zakljuéujpmolda ae
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avaki vektor prostora E- mofe linearno izraziti preko vekto-
ra (1,0) 1 (0,1) (B%a vide, posladnjom jJednakoXéu dat je

i padin kako gs proizvoljal wektor (x,y izraZfava preko ta
dva: prva kocerdinata x pomnoZi se sa "prvim" vektorom (1,0),
druga koordianata y sa "drugim" wvektorom (0 1} 1 to 3e gve
sabare ).

To moiemo shvatiti kao da je &Litaw prostor‘B2 "izgradjen
na vekxtorima (1,0} 1 (0,2)"; kaZemo i da je prostor R° ro-
zapet nad vektorima (1,0) i (0,1). Zato je i prirodno da
skup B od ta dva vektora, tj. skup B = {(1,0), (0,1)}
nazovemo vektorgkom bazom prestora R.

Po¥to gornja baza B ima dva elomenta, prema dsfiniciji 7.2
to znaci da je dimenzija prostora 22 Jednaka 2 (dvodimenzio-
ni prostor).

Naravno da prostor R2 moZfe imati i drugih baza, no Bve one
moraju biti istobrojoe, tj. imati tadno dva elementa. Pre-
ma tome, svaka dva linearno nezavisna vektora iz RE Eine
jednu vektorsku bami prostora 32. Speed jalno, gornju guzu
B aszivame osnovnoem ﬁli ortonormiranom (poslednji naziv
kapnije Ge se opravdati). Same vektore (1,0) i (0,1) te
baze najlesie obeleZavamo ga oy i ¢,. Freums tomeé, za svaki
vektor (x,y ) prostora RZ vadi rastav: (x,y): X.8) + J.es.

Primedba. Posmatrajmo jednu koordinantnu ravninu Oxy; po

x=0si 1 y-091 nanssen je skup R realnih brojeva
(C je u koordinsntnom podetku ); tada svakom uredjonom paru
(x,7) realnih brojeva, tj. svakom eldpentu skupa R® (111
tdruglm redima, svakom vektoru (x,y) prostora R ), odgovara
u koordinantnoj rawni potpuno odredjena tacka M, fije au
Koordinate upravo x % ¥, tJj. tadka M(x,y) (crtajl). I obr-
nuto, svako] tadki u ravni odgevara potpumo odredjen par
reglnih brojeva; to su koordinste te tadke,

2 i tadaka M

koordipantne ravnine postoji obostrano-jednoznadna korsspon-
dencija, tj. prostor R® mofemo u nekz ruku indentifikovati
sa ravninom; pa i dimenzija prostora 32 ista je kao i dimen-
zije ravnine (seti se kako se kaie: rawvnina je dvodimenzio-
ni prostorl).

Frema tome, izmedju vektord (x,y) prostora R

V/9%4

U koordinsntnoj ravaini uwertaj tacke koje odgovaraju vekto-—
rima e;=(1,0) i 8,=(0,1); oznalime ih redom sa Ey i B,
(ertaj!). Geometrijski, vektore e, i e, moiemo shvatiti kao
usmerene scgments OE1 (nalazi e ny x-osi) i ﬁf {nalazi

8 na y-osi) dufina Jednakih jedinieci (jedinidni wvektoriy
vidi zsdatak 15); neka proizvoljnom vektoru (x,y) prostora
B2 odgovara tadka M(x,y) kordinentne ravnine; tada je pot- *
punc cdredjsn i usmerani segment OM; sta, ranije izvedsna
Jednakost:

(%,7) = 2. (1,0} + 7.{0,1}
medju vektorima proators R2, postaje:

O = x.OE1 + 7.0E,,

{ispitej zadatak 15, pajzad vidi kako =se raduna sa usmere-
nim segmentima)}, Prema tome, vidimo kako se svaki vektor OH
(sa poSetkom u O), koordinantne ravnine, linearnc izreziave
preko dva normalna jedini&na vektora °1=6E1 i °2’6E2 fotu-
da i naziv ortonormirana baza: orto znadi normalan ili
vrtogonalan, & "normiran"” znadi da mu je dufina 1). Dakle,
skup {GEI’ 552} gini jednu orteonormirsnu bazu vektora u ko-
ordinantno]j ravoini (misli se na vektore kaoc usmerepe sepg-
mente}.

Zakl judak. Gornja razmatranja pekazuju ksko se prostor R2
: avih uredjenih parova reslnih brojeva i izves—
na ravnina, koja sa svoje strans predstavlija ned uobifajeni
dvodimengioni prostor, ogledaju jedan u drugome. P,sebno,
iz gornje dve jedpakosti vidimo kake je radunsnje (sabira-
nje i mnoienje brojem) prostora R2 potpuno analogno sa
rafunsnjem v Xoordinantnoj ravaini (kasnije femo videti ds
to znagi da su ti prostori izomorfni; wvidi definieiju 10).

%% Neka su a i b reslni brojeviy iz isbih razloga kao u
prethodna dva slufaja, Jjednakost

a.{2,1) + b.{0,2) = (©,0)
moZemo napisati w ebliku -
iea,mab) = (0,003
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pdavde sleduje da moram biti: 2a=0 A a+2bhb=0 = a=0 A be=Dj
prema tome, da bi polazpa jednskost va%ila, oba od brojeve
a i b moraju biti jednaks nuli, ¥%to prema definiciji 7.1
znali da su vekterd (2,1) i (0,2) linearno nezavisni.

Wa osnavu prethodne primedbe zakljulujeme da i skup oﬂ ta
dva vektora &ini, takodje, jednu vektorsku bazu prostora Ra.

4% Vektori (~1,1), (1,-2} i (1,-5) jesu linearno zaviani,
to' nepesredno sleduje iz prethodne primedbé; videli amo da
jo dimenzija prostora R jedmaka 2; to po definiciji 7.2
déimenzije vektorskog proatora znaZi da na]jvi¥e dva vektora
toga prostora mogu biti linearno nezavisna; a mi imamo tri
vektora. '

Ip=k, veibe radi, uverimo se da su ti vektori linearnc za-
visni, radeéi onako kako to zahteva definiecija 7.1 linear-
ne zavisnosti. U tu svrhu neka su a,b i ¢ rTealni %rojevi;
treba da pokaZemo da jednskost

Be (-1,1) + b*(1,=-2) + c+{1,=5) = (0,0

-moZe da vaiil & da svaki od brojeva a,b i ¢ i nije jednak
nuli; no, koristeéi pravila 50,20 i1° rafunanja u skupn
R™ 1z zadatka 11, i to tim redom, goraju Jednakost mozemo
napisati u obliku (radi postepenol)y

(-a+b+a,8-2b=5¢) = (0,0)}

odavda sleduje da mora biti:

-8 + b+ ¢ =0

a =2b =5¢ = 0;

ovo je jedan sistem od dve linearne jednaiine sa tri neposna-
pice (podrebnije o teme vidi poglavlje: Sistemi linearnih
jedne¥ina); sko saberemoc gornje dve jedna¥ine, nepoznamica
a fe se poni3titi 1 dobide se: -b -4c = O & b ~ =kc; ako
se sa ovom vredno#éu za b vratimo u jednu od gornjih Jedna~
&inz, recimo u prwvu, dcbidemo da je:

& - 4¢c + ¢ =0,

a odatlet a = =3¢; ovim su pepoznenice a i b izrafene preko
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NEPOZNANICE G} TU SUHLGL Wl U HULTEU Lalhve pavmss caygoe apey
dakle, i od nule razlidito), a potom izradunavamo & i b po-
modu: & = ~3¢c 1 b = -4g; ako stavimo da nam Je, na primer,
c==1 (#0), bife (radunaj!): a=3 i b=4; za te vrednosti bro-
Jeva a,b i ¢ polazna jednakost poataje:

A (-1,1} + 4'(1,—2) - 1'(11"'5) - (o‘o)l

za koju se neposredno proverava (radil) da je tadna.

Prema tome, moguée Jje da polazna jednakost vaZi i kada sve-
¥t od brojeva a,b 1 ¢ nije jednak puii (na primer, za a=3,
b4 i ga-1; Sta vide, tu Je sveki od njih razlifit od nule);
to po definiciji 7.1'i znefi da su vektori o kojima je red
linearne zavisni,

5° Nezavisni su. Fostupi anslogno prethodnim sluSajevima.

22. Igto pitanje kmo u prethodnom zadatku za sledefe skupine

vektora: 1% (1,0), {0,3); 2° (3,00, (-9,0); 3° (1,00,
(0,1}, (1,2); 4° (2x,%), (x,-2x) {(x je realan broj razlidit od
nule}; 50 (-2,0), (0,5), Q,7) (¥ Je realen broj)" 6° 2,2),
(2,-2)

Uputstvo, Prouél pretheodno zadatak 21 pa radi snalogno.
1° Nezavigni; 2° Zavisni; 3° Zavispi; 4° Nezavieni (vo-

di rafuna da Je pretpostavljenc da je xAQ); 5° Zavisnij
6% Nezavieni.

23, Posmatraj ponovo vektorski prostor RS iz zadatka 13; njego~
vi su vektori uredjene trojke realnih brojevay specijalne,
nula-vektor toga prostora Jjeste uredjema trojka (0,0,0) (=0).

Ispitaj da 1i su vektori sledeéih skupina vektors prostora
33 linesrnc nezavisni ili zavisnig
19 (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1); 2°(1,0,0), (0,0,1};

39 (1,0,0), (©,1,0), (0,0,1), (x,7,2) (X,7, i z su zadani
realni brojevi). -

Regenje, 1° Neka su a,b,c realni brojevi; treba ispitati
da 11 iz jJednakosti:
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a+(1,0,0)+0°(0,1,0)+e°(0,0,1} « (0,0,0) (=0)

nufnc gledu)e da mora biti i a=0 i =0 i c=0, ili je mogu-
éo da ona bude zadovoljena i kada svaki od brojeva s,b,c
nije Jednsk nuli,

Foristeéi pravila mno¥smjs vredjeme trojke brojem, zetim
pravilo kako se ssbiraju uredjene trojke, i konafno, pra- .
vilo jednakosti uredjenih trojki (ispite] zedatke 13 i 111),
poslednja Jednakost postaje:

(2,0,0) + (0,2,0) + (Ololc)‘ = (0,0,0),

odnosne .
{a,bye} = (0,0,0);
odavie slsduje da mora biti: a=0, b=0 i c«0; prema defini-

ciji 7.1 to znali da su vektori (1,0,0), (0,1,0) i (0,0,D
lipeerno nezavisni,

2% Nezavisni su, Pea’.upl smalogno kao u prethodnom sluéaju

%2° Ovi 8u vektori limesrno zavisni bez obzira kakvi su bro-
Jevi x,¥ L s (udinjena je pretpostavka da su realmi), tj.
{x,7,2) mofema shvatiti keo proizvoljaﬁ vektor prostora R-.
Zaista, neka 8u a,b,¢ i d realni brojévi i neka ia:

a+(1,0,0)+b* (0,1,0) vz (0,0,1)+d" (x,¥,2) = (C,0,0);

dokn%imo da ovs jednakost mol¥e da veZi i kedm svaki od bro-
Jeva 8,b,c i A nije Jednak nuli (tj. kads je bar jedan raz-
1ig¢it od nule ); na ospovu definicije 7.1, sleduje tada i
gornje tvrdjenje.

Iz istih rezloge kao i pod 1°, gornju jedpskost @oemo na=
pisatl u obliku (redi postepenol):

(s+dx,bedy,ctds ) = (0,0,0) 3

c8avde 2leduje de mora biti:

8+ dx = 0
b+ dy a0
o+ dz = O
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ove je Jjedan sistem od tri jednadine sa Zetiri nepoznanice:
a,b,c i a4 (oprez! tu x, y i z smatramo poznstim}l; o takvim
gigtemine biée redi docnije (vidi poglavlije: Sisteml linear—
pib jednadina); ipek; gornji sistem je vrle Jednostaeven i
iz njega neposredno sleduje da Je:

a e ~-dg, b = «dy, ¢ = -dz;

to zrafi da nepoznanicu d mofsmo birati proizveljno, & po-
tom izrefunavamo mepoznagice e,b i ¢ {x,y i z dati broje-
vi); specijalno, ako stavimo da je d=-~1 (dskle razliéito

- od nuls), biée a=x, bmy i c=z, pa polasna jednskoet posta-

Je:
() x+{1,0,0) +3= (0,1,0) +2- (0,0,1) ~ (x,7,2) = {0,0,0),

z& koju ee neposradno proverava d¢a je ftadna.

Fremsa tome, polazna jednakost mofe da vaii i kada svaki

od brojeva a,b,c,d nije Jednak nuli (n8 primer, za d=-1
(#0), 8=x, b=y i c=z} tu nije iskljuéeno da bude asbrceD,
na primer, ako je x=y=2=0j vaino je¢ da Jje ber jedan razli-
dit od nule, a to je konkretno d, bez obzira kakvi su x,

¥y i z,jer d ne zavisl od njih). Ovim je tvrdjenje dokaszamo,

Primedba. Vratime se ponove na Jednakost (1); prebvscujudi

vektor (z,y,z) na dednu stranu i vodeéi rafuna
da jer (¥,7,2}+(0,0,0} = (x,7,2), jednakost (1)} mofemo napi-
sati i u oblikus

{%x,752) = % (1,0,0) + 7-{0,1,0) + =+ (0,0,1),

tj. vektor (x,y;z) linearnc ge izra¥ava preko vakbtora
{1,0,0}, (0,1,0) & (0,0,1); u tome i jeste smigmo linearne
zavisnostl tih wvelktora. .

Medjutim, vektor (X,y,2) moZemo shvatiti keo opiti vektor
prostora R5; prema gornjem, te znedi dé¥svaki vektor pro-
atora R linearno izraZava prake tri csnovna vektora:
(1,0,0), €0,1,0) 1 (0,0,1), koje redom mo¥emo oznaéiti msa
eq (1 pa prvom mestu), e5 (1 na drugom mestu ) i ex Q n=
tredem mestu), -

Zato Je i prirvdnoc de skup B = {el,eagej} od ta tri vekto-
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ra nazovemo vektorakom bazom vektorskog prostorsa H3 (ispi~
ta) zedatsk 21).

Pedto ta baza B ima tri elementa (vektora), po definiciji
7.2 to znalfl da Je proator R3 dimenzije tri (trodimenzio-
ni prostor).

Taj prostor R? upravo je ovajl na¥ obifni trodimenzioni pro—
stor (nacrtaj jeden koordinentni sistem u prostoru, pa po-
stupl snalogno kao u zadatku 21) .,

oy, Posmatraj ponovo vektoreki prostor RE (n je ﬁrirodan brod)

iz ‘zadatks 14. Njegovi su vektori uredjene Zn-torke real-
nih brojeva: (xl,xe,...,xn) Na kraju, nula-vektor toga prosto-
ra je uredjena m-torka (0,0,.,..,0) (ima n nula),

gpecijalno, za n=2 1 n=3 dobijamo vektorske prostore R2 i
E5 ¢ kojims je gore bilo reli.

Dokaii da su vektori: {1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0,
(0,0,2404540) 4 orey(0,0,0,02.,1) linearno nezavisni. To vektors
moemo oznafiti redom sa: e (1 na prvom mestu, ostalo o), ey
(L na drugom mesatu, ostale C), e (1 na treiem mestu, ostalo 0),

seny €p (1 n3 n-tom mestu, ostalo O).

Dokaz. Neka 80 By,855.008) realni brojevi; treba dokazatir
dg iz jednakastis

1) )%y + Ayee, + Bze8x ¢ ...t Botep = 0,
gde Bu 8138518210008y gore definiseni vektori L e = (0,0,.
reey0) nula-vektor proatora r® , nuino gleduje da Je svaki
od a-ovae Jjednak puli.

Radimo. Prvo je: aj-eq = 8° (1,0,0,...,0) = (gledaj 3° i
zadatka 13) = (ay,0, o,....o), zatin ayee, = (o,az,o....,o),
soey 1 pajzad s ve = (0,0,0,0002 J, tj. proizvod broja

By i vektora ey jaste uredjena n—torka u kojoj su sve nule
osim 2%to se na k~tom mestu nalazi ak-l =8 (ArZi na umu
konkretan siufaj, pa primer, n=3); tu k moZe biti 1,2,3,..
rasy 0. Sada Je:

gl-el + 82'62 - (31,0'0,....0) * (0,&2'0,.0-,0)
= (gledaj 2° iz zadatka 13) =
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- (al'&e.o'...’O) ’

& zatim:
B8 + 858, + a395‘= (814285,0,54..,0) + (0,0,aa,...,O)
= {isti razlog kao gore) =
= (31|32t331-~-90)s
itd.; vidimo da femo kao krajnji rezultat dobiti da je:

(2 myey + 839, + 8505 teuut B0 = (al,az,aa,...,an).

Prema tome, polaznu jednakost (1) moZemo napisati kao Jed-
nakost dve uredjene n—torke {(vidi 1° iz zadatka 14):

(81132,33,...,8n) = (0,0,0,...,0);

odavde sleduje da moras biti i al-o i 32-0 i aa-o 1 s

ee 18 =0, fto po defindeijt 7.1 1 znadl da su dotidni vek-
tord e;,e5,¢-4,0, linearno nezavisni. Ovin je tvrdjenje do-
kazano.

Primedba. Posmatrajme ponovo vektors €1185,85,--0508) koji
au gore definisani; neks jo x = (xl’x2‘ yose
..,xn) proizvoljan vektor vextorskog prostora RT; tada 8e,

potpuno analogno kao gore, mofe pokazati da vafi:

(xlixelev--o,xn) - xl-el+x2-a2+x3-93+...+xn-en

(to je upravo isto 5to i Jednskost ( 2), samo $to umesto
a-ova dolaze x-ovi}j iz poslednje jednakosti vidime kako
g8 {i ns ko]l nadinl) proizvoljni vektor x vektorskog pro-
stora B linearns izrazava preko vektora @;,8.,...,8,j
zato jJe i prirodno da ursdjen skup B = {@y,e5,...0e,} tih
vektora nasoveme vektorskom bazom vektorskog prostora RE,

Poste gornje baza B imsa n elemensta, prema definiciji 7.2
to zneil da je dimenzija prostora RP Jednaka n (n-dimenzi-
oni vextorski prostor); samu bazu B sovemo osnevnom ili

ortonormirsncm bazem n-dimenzionog vektorskog prostora rZ,

Primedba. FPostoje i razni drugi vektorski prostori &ija je

dimenzije Jednsaka n; tako, na primer, prostor
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P,_y ime takadje dimenziju Jednaku n (vidi zadatsk 20;

umesto n stavljeno Je n-1). Mofe I pokazati da su svi
vektorski prostori istih dimenzija, ne primer n, medju—
 Bobno izomorfpd (vidi defimiciju 10); najistaknutiji medju
svim tim proatorima jo uprave prostor Ry zato je i uobi-
&ajeno kada se. keZe n-dimenzioni vektorski prostor, da me
misli na prostor R® gvih uradjenih n-torki realnlh brojeva
kao vektora, sa kojima se raiuna po pr37111ma 1 2o i 3
iz zadatka 14,

i

Linearno izrafavanje vektora preko zadanih vektord razlaganie

vektors du¥ zadanih kompomenti u zadsnom vektorskom prostoru

25, Zadeni su vektori 7, -Sx i 2x? vektorakog prostore P, (is-
pita] zadatke 8 i 17). S8ledefe vektore izrazi pomofu gornja
trl velktoras

1° 3 4 Bx -4x%; 2% x2; 30 1ex: 4% —9; 50 12x - 6x%y

6° 4x - 9; 7° & + bx + cx° (tu su a,b, ¢ dati realnt bro-
Jevi).
ReZenje. 1° Treba nadi takve brojeve a,b 1 ¢ (ukoliko po-
stoje) da ve%i jednakost (dobro proufi zadatak
171}

2

3 + B - 4x° = a*7 + be{-3x) + c'2x2;

no, ove je jednskost dva pclinoma drugog stupnja {vidi za-
datak 17), & oni su jednaki (zz sveko x) Jedino ako su im
odgovarajuéi koeficijenti jednaki; dakle je:

7a = 3, =3b =8, 2c = -4,

i zato:

a'gv b"’\"%! c = -2,
pe tra¥enc razlaganje glasit:

3;ex-u=2.;.1-§.(__3§) - 2.2,

¥/102

29 Ppeba naéi takve brojeve p,q i r da vaii jednakost:

x° = pe? + qel=3%) + r-2x2;

no, ta jednakost predetavlje uprave jednaskost dva polinoma
(levu stranu treba shvatiti kao polinom: 0+0-x+12), a oni
su jednaki jJedino ako su im odgovarajuéi koeficijenti jed-
naki; mora dakle biti:

p=0, q=0, 2r=1 4+ pr-= %,
pa trazeno razlaganje vekbtora x? duZf vektora 7, -3x i 2x2,

2 = 07 + Q- =3x o+ % -2x2.

glasis

50 Postupi analogno prethodnom slu¥aju,

o . .
4 igdx anslogno kao pod 2% (-9 shvati ¥so polinom: =930.x4+
+0ex%),

52 5 g° Postupi enalogno kao pod 19 i 29,
I .
7" Budime odmah nsdisto da brojeve 8,b 1 ¢ smatramo pozna-
tim, Potraiimo takve brojeve P39 1 r da vaZi Jednakest:
&+ bx + ox° = P*Z + Q" =3z + r-212;
iz Jednakosti ova dva polinoms s8leduje da je:
p=8, -3¢ =D, 2r =c,
odoosnoe: p = 8/7, q = -b/3, r = o/2; trakeno jo razlega~
nje:
8+ bx + ox° = a_z + gﬁ. =3x + %vaxe.
Specijaluo, ze as3, ba& 1 c=-8, iz 7° sleduje 1° (uveri ge
u to uporedjujuéi rezultat iz 1° ga rezultatom ig 7°

a=3, b=8 1 e=-4). Isto tako, stavljajuéi u 7°: a=0, sz i
c=1, dobijemo 2°,

Ste treba uzeti za a,b i ¢ pa da vektor a + bx + ox2 noata~
ne vektor iz tadéke 40, ta. vektor =97 Isto pltanae, samo
mesto vektora iz tadke 4° velktor iz tafke 2%, odnosne 5°,
a zatim iz &°, Uporedi te rerultate sa rezultatima dobiJe-
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nim pod }O,LI—O,SO i 60.

Dati su vektori 2-4x+x2 i 3x-12 vektorskog prostora P2;

sledede vektore izrazl pomoéu gornja dva (parawno, ukolike

de to woguée):

1° 1-x; 2° x+x2; z° 6—x+312; 49 9-ux2; 59 1—x+x2;

62 7 -8x + 9x2; no 1; 8° 6—6x+x2.

Radi potpunc enelogno prethodnom zadatiu. Tako,
na primer, z& vektor '7-8x+9x2 iz tafke 6°, treba
da dude (p i q su nepoznati):

Uputsatvo.

27,

1 ?—8x+9x2 = pef 2 e x® )+ q'(3x-x2);

grupifuéi odgovarajuée &lanove na desnoj strani, gornju
jednakost moZeme napisati u obliku (radi postepencl):

?—8x+912 = 2p+(}q—4p)x+(p-q)x2,
odakle sleduje da mora biti (jednakost dva polinomal):

2p = 7, 3q- 4p = -8,

ovo Je uprave jedan sistem od tri linsarne Jednaline sa
dve nepoznanice p i q; o slifnim problemima biée re&i doc-
nije (vidi poglavlje: Sistemi linesrnih jednga&ina); no,
gornjl sistem doota Je jednostavan; naime, iz prve Jedna-
&ine neposredno se dobija da je: p = 7/2; sada treéa od
jednadina postaje: 7/2 - q = 9 q = =11/2 (radunaj!).

P-q=09;

Prema tome, iz prve i treée Jednadine, Aobili smo da je:

P"g's Q"?‘

e £ta je ga drugom od gornje tri jednefiné?; nju uopite
nismc koristiliy zato treba ispitati da li nadjene vredno-
sti za p 1 q zadovoljavaju i tu Jednadinu (jer mi traZimo
refenje celog sistema); pa uvrstime te vredrnosti ze p i q
u drugu od jednadina:

3~ 3y -4 F - -8,

odnosno, nakon sredjivanja (radi postepenol }: - gl = -8,
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£to Jje ©oc¢lgledno apsurdj To znacl CA posm&tranl sistem ne
mofe biti zadovoljen ni za jednmo p i q (protivredan je};
stoga ni Jednekost (1)} ne mofe va¥iti ni za jedno realno
p 1 g; drugim redima, znadi ds se vektor ?—8x+9x2 ne moZe
linearno izraziti preko vektora 2—4x+x2 i Ex—x2 (saglasno
prethodnim zadacima, to uprave znafi da su oni linesrno
nezavisni}.

Radeéiranalogno gornjem, doka3l da se wekterl o kojima Je
red u 19,29,3°,4°,5° i 7%, taxodje ns mogu izraziti pomodu
gornja dva vektora; to je ipak mogude sa vektorom o kome
de vaZ u 8%; uveri se u to.

Dati su vektori (2,0) i (0,~1} vektorskog prostora R2; ale-
deée vektore toga prostora izrazi pomodu ta dva:

1° (1,0); 2° (0,105 3° (7,-9); 4% (N2,- 43);
59 (0,0); 6% (a,b), gde su & i b dati realpi brojevi.
Regenje. U svim ovim slucajevima radi se o tome da se od-

rede takvi realni brojevi p i 'q, da sbir (keZe se
jos 1 linearne kombinacija):

P'(E’O) + Q'(og—l) +

bude jednaka vektoru koji hofemo razleiiti duz vektora
(2,0) i (0,-1),

1° U ovom sludaju, dakle, p i ¢ treba odrediti iz uslovae
(naravono ukoliko je to moguée) :

(1,0) = pe(2,0) + q+(0,-1),

koji se moZe napisati u obliku (vidi zadatke 11 i 21; radi
postupno }:
(1,0) = (2p, -0

ovo Je Jjednekost dvaju uredjenih parova; zato je:

2p=1 i -g=0 = p=1/2, q=0,

pae trafeno razlaganje glasi:

(1,0) = % =(2,0) + 0-(0,-1).
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Primenime to na nad slufaj, Vektori prostora R Jesu, upra-
vo, sami reslni brojevi, tj. R = {x]| xeR}; s druge strane,
vektorl prostora Ro (vidi zedatak 12)'jesu uredjeni parovi
realnih brojeva kod kojih Jje druga koordinata uvek Jjednaka
nuli, t3. RS = {(x,0)] xeRr}.

Prvo treba da konstruiZemo takve preslikavanje skupa R na
skup R koje Je obostranc jednozpadénoi drugim redima, tre-
ba tafno da precizirame Sta ée pam biti sliks nekog elemen-—
ta x iz skupa R; naravno, ta sliga mora pripadatli skupu Ro;
pri tome, nski element skupa R (tj. meki vrktor prostora R)
moZe da ima samc Jednu sliku, i obratno, bilc koji element
skups Rg jeste slika ssmd jednog elementa skupa Rj u tome
je smisao obostrane jednoznalnosti traienog preslikaveanja.

¥o, iz ssme gornje reprezentacije skupova R i Rg, prosto

gse samo od sebe namede ds elementu x skupa R (tJ). vektoru
x prostora R), pridrufimo element (x,0)} skupa Rg {ty. vek-
tor (x,0} prostora Rg), ¥ao njegovu stiku, tj. da preslike-
vanje I: Rh-—Rg gkupa R pa skup EO definiZemo sa:

{1) I(x) = {(x,0) (¥xeR).

Tako definisanc preslikavanje I je, ofigledno, obostrsno
jednoznafno i presiikava skup R na Zitav skup R, DokaZimo
da je I izomorfizam, Zazista, neka su x i y proizvoljni ele-
menti (vektori) skupa (prostora) R (gledaj gornje sheme);
pripadne su slike jednake:

) = (x,0) i I(¥) = (3,00,

(vidi gore 5ta znafi mna neki podatak primeniti "radnju" I);
dalje, slika "iznosa" x+y je jednaka: I(x+y) = (gledaj u

deTiniciju preslikavanja Il) = {x+y,0}, dok je "iznos" sli-~
k& I{x) i I{y) jedoak: -

I(x) + I(7) = (X,O) + (3',_0)-
Je 1i to dvoje jednsko, ti. je 1li:
IGW)uluhHﬁ,dmmmn(mqﬁ):(mm%ymﬁ

Ova poslednja jednakest je, ofigledno, tadna (vidi pravilo
2% u zadatku 111). Ovo uprave znali da je opravdan upitnik
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na prvej od gornjih shema.

Potreiimo sada slilm I(a°x) vektora a=x iz prostora Ry po
definiciji preslikavenja I, imamc da Je:

I(asx) = (a.x,0);

treba da ispltamo Je 1i to jednako: a-I{x); prema pravilu
kako e uredjen par mno¥i brojem (vidi 3° iz zadatka 11),
imamo da je:

a.I{x) = {gleda} 3ta js I(x}!) = a-(x,0) = (a*x,0),
a to je upravo I(a-x} (gledaj iznadl); dakle je:

I{a*x) = a-I(x),

ito je i trebalo pokazsti {vidi definiciju 10} . Ovim je op-

ravdan 1 upitnik na drugoj od prethodnih shema.

Prems tome, preslikavange Tt R»—-Rg prostora R na prostor
Ri je izomorfizam, pa su ti prostori izomorfni. Ovim Je
doknz zZavrien,

Primedba. Jasne Je da je prostor R jednodimenzioni vektor—
ski prostor {skup R moZemo shvatiti i kac skup
tadaka jedns prave -~brojne prave-, a prava je Jednodimenzi-
opi prostor; da je dimenzija prost-—a R jednska 1, sleduje
i iz zadatka 24 za n=l}. § druge strane, vaZi uopdte: svi
vektorski prostori nad telom R medjusobno su izomorfni eko
i semo ako imaju istu dimenziju, PoZto su prostori R i Ei
izomorfni, to je i dimenzija prostora Ri jednaka 1.

Doka#i da su velktorski prostori RS i Ps, © kojima je rad
w zadecima 8 1 13, izomorfni.

Dokaz. Ispitaj prethodno zedabak 29 1 definiciju 10, Na-

pomenime jo& jednom da su vektori prostora P2 poli-
nomi drugog gtupnjes sa realnim koeficijentima, dok su vek-
tori prostora R” uredjene trojke realnih brojeva (ispita}
zadatke 8 i 13).

Redimc analogno kao pri dokazu prethodnog zadatks 29, Tre-

ba, dakle, da konstruiSemo obostranc jednosznaino presiika-

vanje I: Ri——-fé prostora B> Ba prostor P,, tako da za sva-
/313



. % - .
ka dva vektora y 1 2z prostors k” (érsi na uwnu da to ¥y iz
moraju biti uredjene trojke realnih brojeval), i svaki re-

alan broj a, vaZi:
{2 I{y+z) = I{y) + I({z} i I(a-y) = a-1(y},

fvidi shewmu iz prethodnog zadatka; tu umesto R i R§ dolaze
prostori R3 i Pa, a umesto x dolazi 2; nacriaj tu shemu i
za ovaj zadatak),

Meka je ¥ = (ao,al,aa) proizvoljni vektor prostora R” (tu
su 8,8, i 25 proizveljni reelni brojevi) 5 medjutim, mi ta
tri realna broja: 8,18 3 a5 moZemod Uzeti za kaefipijente
izvesnef polinoma drugog stupnja; tako, uporedo Sa gernjom
uredjenom trojkom, mofemo posmatrati i polinom drugog stup-
B8 8 HE REOLX koji je ss svo]e strane vektor prostora
P2.

¥idime kako se preizvoljnoj uredjenaj trojki realaih bro-
jeva tJ). proizvoljnom vektoru prostora R” moZe, na vrlo
jednostavan pagin, pr druziti potpuno odredjen polinon
drugog stupaja tj. potpunc odredjen vektor prostors P, ;
raime, prvu koordinatu uredjene trojke treba uzeti za prvi

koeficijent toga polinoma, drugu koordinatu za drugi Koefi-

cijent, 1 treéu koordinatu za treéi koeficijent. Zsto je
priredno da preslikavanje I: Ri_h-Pg prostora Y na prostor
P, definifemo oveko: proizveljnom elementu y = (aoeal,az)
gkupa R? (tj. proizveljoom vektoru y = (ao.al,ae) [asto-
ra RE), pridrufujemc kao sliku I y) = I ((ao.al,aa))1 ele-
ment {tj. vektor) a +a1x+a2x2 skupa R- {£j. prostora R”);

o
drugim redima, preslikavenje I definidemo sa:

{2) I(Iao,al,ae)) = ao+alx+aex2,

gde je (ao,al,ae) proizveljni vektor prostors &7 (tj. pro-
izveljani podatak, originall, deok je a ta X+, odgovaraju-

&i vektor prostora P2 tj. odgovarajués slika vektora
(ao,al.az) pri preslikuvanju I .

cada treba ispitati da 1i teko definisano preslikavanje I
zadovoljava uslove igzomorfiezma. Frvo, ono je obostrapno jed-
noznaine, 8to0 se vidi iz samog nadina kako smo ga defini-

gali; preslikavanje I p}eslikava prostor R3 na &itav pro-
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star ?2, jer bilo koji el;ment ili vektor prostora PE,
coznadino gg sa bo+p1x+b2x v Jeste sliks nekog vektora iz
prostora R, to je uprave vektar (bo’bl’bE)‘

DokaZipo sada da to presiikavanje zadovoljava uslove (1)
(vidi jo& jednom shemu uz zadatak 20!). U tu svrhu, neka su
¥y = (50‘81352? iza= (bo’bl’bE) dva proizvoljna vektora
prostora R”, i neka Je a proizvoljan realan broj; tads je,
pre svega: ’

{(3) 3+z = (ao,al,ae)+(b°,bl,b2) - (ao+b°,al+b1,32+b2),
asy = ao(ao,al,ae) = (a&o,aal,aap),

(drii na umu pomenutu shemu! }; to su odgovarajuéi "izposi”
za podatke y i g, odnosne a i ¥, u prostoru R3.

Ladjimo sada alike tik "podataka" i njihovih pripadnih "ig-
noga" pri presalikavanju I. Jedno ze drugim, imamo da je:

I(y} = I(Yao,al,ae)) = (gledaj (2)1) = advalx+aex2,

Gt
{gledaj v (2) kako =e na neki
podatak  primenjuje "radnja"l) =

I(z) = 1((bg4by,5,))

b°+b1x+b2x2,

I{y+z) = (gledaj {3) 1)

I8 4y ,2, 401 ya540,)) =
{gledaj u (2) kako se na neki podatsk primenjuje
"radnja" I} = '

= (a°+b°}+(a1+bl)x+(ae+b2)x2'
I{a*y) = I(é-(ao,al,aQ)) = I« a8 ,8a,, 20, D =( isti razlog
kso gorel-) =

= (aao)+(aal)x+(aa2)¥2.

Wajzad, proverimo da 1i vale Jednakosti (1); proverimo
prve, je 1i:

I(z+z) = I + 1{2),
odnosno, na osuovu gore izradunatog (gledaj #te nam Je

I(y+z) i sl.):
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31.

(ao+bo)+(al+bl)x+(32+b2)x2 = (a°+alx+aéx2)+(bo+b1x+b2x2)é

no, kako je ova jednakost ofigledno tadna, zakljufujemo da
je tadna i prva od jedpakesti (1)3 proverimo sada da 1i va-*
%i i drugs od jednakosti (1}, %3j.-da 1i vaZi: ’

I{aey) = asI{z)-

medjutim, na 0snovu gore ieradunatog, ova je jednakost “ekvi-
valentna s& jednakoiéu (gledaj.gore Xta nem je I(a.y) 1
I(y)t):

(aa°}+(aa1)x+(aa2)x2 - a-(a°+a1x+32x2),

a4 ova je oligledno taéna.

Ovim je dokazano da presliksyanje I, definisano asa (2), za-

dovoljava obe od jednakosti (1), pa podte je omo i obostra-

ne jednoznaéne, zakljudujemo da je izomorfizem. Dakle, pro-

atori R” i P, jesu izomorfni.

Primedba. Rededéi potpuno analogno kao gore, uveri ase da Je
1 preslikavanje J: Ra""'Eb' prostora 33 na pro-

stor Ps, date sga: :

J(( ao,al,ae)) = a1+a°x+a2x2

(oprez! tu prvu koordinatu uredjepe trojke ne uzimamo, kao
gore, za prvi keeficijent odgovarajuéeg polinoma, veé za
drugi koeficijent, & drugu za prvi, dok tredéu koordinatu
uredjene trojke opet uzimamo za treéi koeficijent), gde Je
(ao,al,az) proigzvol joni vektor prostora R5,'a 8,+8; X+a X
odgovarajuéi vektor prostora Pss

Nadji jo& neki sliden izomorfizam izmedju ta dva prostora.
Doka%i da je prestor 8% iz zadatka 11 izomorfan sa prosto-
ros P1 iz gadatka 10 za mn=1.

Uputstvo. Vodi rafuna da su vektori prostora R ured jeni

parovi (ao.aﬁ realnih brojeva, dok su vektori
prostora Pl polinecmi prvog stupnja sa realnim koeficijenti-
wa, tj. izrazi oblika 8.+ 8y X, gde su a, i a; realni brojevi.
Dalje postupi potpuno snalogno prethodnom gzadatku 30.
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32, Poasmatraj pomovo vektorske prostors B® i T, o koJima Je rTed

u zadgeima 11 i 15. Vektori prostora R™ Jeau uredjeni paro-
vi reslnih brojeva, dok su vektori prostera T usmereni pravocrind
segmenti jedne fiksne ravnine, U tu rawainu uvedimo pravougli De-
kartov koordinantni sistem Oxy, sa koordinantnim podetkom u tadki
O.

Polto me usmereni segmenti {(tj. vektori prostora T) ne menja-
ju kada ib psrslelne pomersamo (iepitaj zadatak 151), moZemo sma-
trati da svi usmereni segmenti koordinantne ravmine imaju podetak
u ta¥ki 0, tj. u koordinantnom podetiu.

Svakom uredjenom paru (xl,yl) realnibh brojeva, tj. svakom
vektoru (x ,yl) prostora RS, odgovara potpuno odredjens tafka My
koordinantne ravnine 0xy3 %o jJe upravo one tadka &ija Jje prva koo-
rdinata jednaka x,, a druga y,. '

y 5 druge strapne, tom taikom Ml'
potpuno je odredjen usmereni segment

Gﬁl, tj. vektor OM) prostora T,

Hl"(x]_:y]_) :
s Drugim reélmaé svakom vektoru

P
! i (xl,yﬂ prostora R, na gornji ne-
L gin, pridrufujeme poftpunc odredjen
© n ¥ vektor 5ﬁ1 prostora T; oznadimo to

pridruiivanje (preslikavanje) sa Ij

Dakla Je:

I (cxl’yl)> = 0[‘11,
gde je O koordinsntpni podetak, a M, tadka &ije su koordinate Xy
i yl . -
Dokaii da je preslikevanje I izomerfizam, tj. de su prosto-
ri HE i T izomorfni.

Uputstvo. Radi analogno kao u zadacima 2% i 30. Crtajl

Vaina primedba. MoZe se dokazati da su svi vektorski pro-
stori iste dimenzije medjusobom izomorfni
(tj. da se njihovi wektori i ralunanje sa tim vektorima pot-
puno "ogledaju" jedni u drugima). Tako, na primer, prostori
B i T, o kojima je re¢ u gornjem zadatku, jesu dimenzije
dva (to je nada obidne ravnina, tj., dvodimenzioni proatorl) .

04 svih prostora dimenzije n (n je prirodsn dbrej), najvaini-
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jl je vektorski prostor R® (ispitaj sadatke 14 i 24), &iji
su vektori uredjene n-torke reslnih brojeva. Specijalno za
nsl, odrosno n=2 i n=3, dobijamo prostore R, odnosno R™ i
B”, a to su ovi nasi obiéni jednodimenzioni, odnosno, dvodi=
menzioni i trodimenzioni prostori (prave, odnoanc ravnina

i "prostor").

Recimo zato nedto vise o tim vektorskim prostorima,

Skalerni proizvod. vektord veltorskos prostora R-

Definicije 7.3 Neka su (a 8118550 uns8 yi (bl’bE""’ } dva vek-

tora vektorskog prostora % (arzi Btalno o8 umu
da su vektori prostora R® upravao uredaene n-torke realnih broje-
val); pod skalarpim proizvodom tib vektora podrazumevamo gkalar

(td- broj)t a;by+asbo*eee+a b i pifewo:

(al'az""'an)°(b1‘b2""'bJ = 83bj+asboteaata by

To zngdi da se pomnoie odgovarajuie koordimate {prva sa pr—
vom, druga sa drugom, itd,) tib vektora i onda se ti proizvedi

saberu,

3%, Nadji skalarni proizved sledelib vektor® vektorskog prosto-
ra H:
1% (1,-7), (=3,-2); 2° (1,1, (3,-6); 3° (1,0}, (0,1);
4% (5,0}, (0,b) (ai b su ma kakvi realni brojevi ).

Rezultat: 1% 11; 2° -3; 3° o3 4°o.

34, Nadji skelarni proizvod sledelih vektor& vektorskeg presto—

ra R5:
1° (1!010)’\ (0,1,0); 2° (2,-6,5), (-1,8,4); 30 {1,1,1),
(3,4,5)3 4% (x,7,2), (8,b,¢}5 5° (x,7,2), (x,7,2).

.Reéenje. 1% Hn osnovu definicije 7.3 za n = 3, neposredno
sg-nalazgi da Je traZeni skalarni proizved Jjedmak
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35

6.

(1,0,0)2{0,1,0 ) = 140 + 0°) + 0.0 = 0.
o - R . .
27 Uveri se da je trajeni skalarni proizvod jedpak -30,

30 Rezultat: 12,

o
47 Iz istih razloga kao pod 1°, lnsmo da je

(x,¥,2)°(a,b,c) = ax + by + cz.
(o]
5 (x,7,2)0{x,7,2) = xx + yy + 2z = x2+y2+22
frlmetxmo da smo v ovom sludaju traZili skalarni proizvod
vektora sa samim ggbom; mo¥emo ga zvatl "skalarni kvadrat"
vektora (x,¥,z).

Nadjl skalarni proizved sledeéib vektord vektorskog prosto-
ra R
[
17(-2,1,0,9), (-2,-1,1,2)5 2° (VFEW7VIT ), (VA2 V5/7,WTT)
o
57 (3omy 1, -4M),(0,47,37,5)34° (0,0,1,1), (1,1,0,0).
Redenje.
° Ha osnovu definicije 7.3 za o=l , imamo da je:
(VEWSWTWNIL) (VT2 WE W7 WIT) = YEATZ/E-ABAT AT VI1-VIT
= 6+5+7+11 = 29,
Postupi snelogoo i u ostalim slucajevima,
Rezultat: 17 213 3% _zayr; 4° o.
Nadaé skalarni pr01z od sledeéih vektors vektorskog prosto-—
ra R:
1° (1,0,0,...,0), {0,1,0,...,0)3
20 (1'1|1!l°'|1)1 (23212v"'!2)i
o
> {1o2|5!-'-in)Q (1:%':%1'--1%_‘)5
a
47 {-F,~1,-1,,4.,-1), {(-1,-1,~1,...,-1);
5% (1,2,1,2,1,...,2), (2,1,2 2152,...,1),

tu se 1 i 2 naizmeni&no smenjuju {pretpostavija se da je n
peran brojl.
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37.

Refenje. Ispitaj definieiju 7.3. 1° Primenjujuéi neposred-
no pomenutu definieciju, uveri se da je traZeni
skalarni proizvod Jednsak nuli.

2% Direktno iz definicije 7.3 sleduje da je:
(1,1,1,v0e1)2(2,232 400092 & Lo2410241e24.,,+1"2
e 242424 4..42 = D2 = 2n.

29 Iz istih razloga kmo u prethodnom sludaju, imamo da Je:

(1.2,3.....::)«(1,%,%,...,%)-- 1-1+2-%+5'%r...+n-%

= 1elelteaetl = n*l = p, -
4° Uveri se da je trafeni skalarni proizvod jednak n.
59 Rezultat: n*2 = 2n.

Nadji skalarni proizvod sledeéih vektord vektorskog prostof'

ra B

1° {14233920ym)y- (1,151,00031)5
2% (a,28,38,2.45D8}, (-1,—1,—1,1...-1) {tu Je a proizvo-

1jan realan bro]; zbog Sege je bitna pretpostavka da je a rea-
lan broj?)

-1y

%° (1'q’q2’.._,nn s (1,1314...,1) (g Je rTealan broj A1)

Redenje, HNa osnovu definicije 7.3 meposredno sleduje da Je:
(1,2,3,000y0)°(1,1,1,000y1) = L1+243+...40; ‘

Metodom matematifke indukeije, dokaii.da Je poslednji zbir

Jednak: 1+2+3 4,.04D = a(n+l}) ;

dakle, traZeni je skalarni proiz;oé Jednak E&g:ll .

o .
2" Koristeéi se reszultatom pod 1°, uveri se da Je trajeni’
skalarni proigved jednak - Eiﬁill *a,

3% Prvo Je
(1 2 n-1 2 n-1
3830 3aeey @ )2{1,1,1500441) = 14qeg teeetq 3
metodon matematilke indukeije, dokaiimo da Jje poslednji zbir
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Jednak
n

2 - n=1 1l -
(1) 1+ qQ+ Q@ +eeatg - —T:aﬂ— R

(pretpoatavka je da je q razlidito od 1, tj. da je 1-géC),
to je uprave zbir geometrijske progresije (zbir geometrij-
skog niza) ¢iji je kvocijent jednak q.

Prvi korak: PFProverimo da 1li tvrdjenje vazZi za n=1; no, 2a
n=1l, jednakost (1), koju hofemo dokazati, svo-
di se na:

1 = -9 .
1-4
a ovo Je tafno, Jer zbog l-q A 0 smemo izwvriiti kradenje
88 l=-q.

Drugi korak: Pretpostavimo da tvrdjenje va¥i za n-k, gie je
k neki fiksan prirodan broj veéi od 1, tJ.
pretpostavimo da Jednakoat (1) vafi zs peko n=k:
k

2 - 1 -
(2) ; +Q + Q5 taeat qk 1. -I:Eﬂ_ .

{to Je tekozvana induktivma pretpostavka).

Treéi korak: Pomoéu prva dva koraka dokafimo da je jedﬁa-
kost (1) tafna i za n=k+1, tj. dokadimo da je:
k+1

(3 1+q+ q2 tasat qk-17+ q(k+1)'; = l—ZIgE-— .

No, leva strana ove jednakosti, koju treba da dokafemo, je-
dnaka je:

h-1+q(k+n -1

1+q+q2+...+q k

-
et M a0

=(l+q+q
zbir ne desnoj strani, koji se nalazi u zagradi, prema induk-
timoj pretpostavei, tj. prema (2), jednak je %E%i , PR Je
leva strana jedpakosti (3) dalje jednaka:

'
1*Q+Q2+-..+qk_l+q(k+l)-1 = %E%— + qk,

odnosno, nakon sabiranja razlomeks nae desnoj strami (radil):
1 k+1

1+q+q2+...+qk+;_1n—-1§q—,
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a o je upravo jedunakost (1) za n=k+1l, tJ. jednakost (3) .
(na levoj strani ovaj put nije napisan pretpostavljeni sa-
birak qk—l, voé se podrazumeva da je on urafunat u sabirke
koje mamenjuju tri tafke).

Zakljudak, Kako god smo mi, iz pretpostabke da jednskost

{1) va#i za neki prirodan broj k, zakljudili
da ona veii i za paredmni prirodan bdroj (sledbenik od k),
tj. k+1, tako bi, iz finjernice da Jednakest. (1) vaii za
prirodan broj 1 (gledaj prvi korsk}, zakljudili da ona ve-
$i i ga naredni prirodsn broj 2; 1 sada se stvar ponmavlia
tj. iz &injenice da jednakoat (1) va¥i za priroden broj 2,
na osnovu gore dokazanog (tu nam je sada k=2), vaiiée ona
i gza naredni prirodsn broj 3, pa onda za & {shvatajuéi da
Je k=3), zatim za 5 (ako zs ¥k uzmeme da Je &), itd.,itd.;
jduéi tako sve dalje i dalje, a oslanjajuéi se stalne na
.Zinjenicu da iz drugeg koraka sleduje treéi, zakljudujemo
da jednakost (1) vafi za svaki prirocdaa broj n. U tome je
smisac metods maiematiike indukeije.

Mogle bl se to ¥rafe ovako redi: kako god smo presli sa
broja k na njegove slodbenika k+1, moZemo isto tako preéi
salna @, 98 2 na 3, 8& 3 na 4, sa 4 na 5, itd., do kog
god broja n Zelimo.

Frema tome, trafeni je skalarpl proizvod jednak:
-1 1 - gt .
(laqsqzv---nqn Ye(1,1,1,00a,1) = _I:Eg- )

uveri se u to z&a sledeée konkretne sludajeve:

8% n=3 1 g=2; b° o6 i q=3; ¢ n=5 i q=-2.

Nerma (intenzitet) zadsna vektora vektorskop prostora R

ﬁéfinicija 7.4 Heka je zadan vektor a = (al’aE""’an) vekor-

skog prostora R® (a-ovi su realni brojevd) .
Prema’definiciji 7.3, skalarnog proizvoda, imamo da je skalarni
proizvod vektora a sa samim sobom, tj. skalarni kvedrat vektora
a, W oznaci 32, J2dnak:

' 2 2 2
aes(al.aa,...,5Q°(al,az,...,an) = By Agt...tE .
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Kvadratni koren iz skalaraog Kvadrats vektora & zovemo
normom ili intenzitetom wektora a -(al,az,...,an); oznafavamo

Jo stavljenjem vektora izmedju dve uspravne crtice: |a[ -
= [(aysaeeeesny )|

Dakle Je

2.2
lal = l(al,az,...,an)i - "{&1*52*‘“*3:2;'
tj. norma (al,az,...,an) vektora (al,aa,...,an) jednaka Jo kva—
dratnon korenu iz zbira kvadrata koordinata toga vektora.

38, Nadji ngrmu ili intenzitet sledeéih vektora vektorskog pro-
stora R™:

1° (3,00 2% (-1,1); 3% (0,005 4% (8,-7); 5° (-6,-9);
6%(-3,4); 7° (3,~-4); 8%12,5); 9%°(-12,-5); 10° (12,-3).

Redenje. g® Frimenjujuéi definieiju 7.4 na vektor -12,-5
vektoraskog prostora 27, imsmo. da je traZena norma
Jednaka:

[(-12,-5)] = 4[-12 2 =5 2 =\[169 = 13.

I u ostalim sludajevima postupi analogno.

Primedba, U zadatku 32 opisali smo kako se svakom vektoru
prostora R- pridrufuje potpunc odredjen usmeren
segment, tj. vektor, koordirantne ravnine Oxy, Tako smo vek-—
toru (xl,yl} prostora R® pridruzili usmereni segment Gﬁl
(gleda] sliku uz zadatek 32[). .

Dufipa ili intenzitet togs usmerenog segmenta jednaka je
{ primeni Fitagorinu teoremu na maznadeni pravougli trou-
gaol): :

Medjutim, desna strana ove jednakosti upravo Je norma vek—
tora (xl,yl) vektorskog prostora R°. Time je opravdan i ne-
ziv norme ili intenziteta kojl je upotrebljen u definieiji
Talthe
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. ' -
59, Nadji normu asledeéih vektora wvektorskih prostors Bj iR

1° (1,0,0); 2° (0,1,0); 3°(0,0,1)y 47 (2,-1,3);
°® (1,1,1); 6° (x,7,2) (x,7,3 su realni brojevi);

2% (0,0,0); 8° (1,0,0,003 9° (0,1,8,0); 10% (0,0,1,0)5
© (0,0,0,1; 12° (1,-1,1,-1; 13° (-2,-2,-2,-2);

14° (x,7,2,u)-

Refengje. 4% Na osnovu definicije 7.4 za n=3, imamo da Je

|(2 -1 3” \i + (-1)2 v 3 - WJ__

6° TraZena norma je jedpaka:

|(x,5,2)] = \=° + 7* + 2%,

Postupl potpunoc analogno i w ostalim sludajevima.
Rezultati za ostale sludajeve: 1% 13 2% 1; 3% 1 57 43
2 0; 8°1; 9°1; 10°13 1°1; 12°2; 13° 4

14° \&2+y§+32+u2.
49, Dokaii da su vektord e, = (1,0,0,224,0), e, = (0,1,0,:2450),
w(0,0,1,0.4,0)5 -uuy By ={0,0 0,...,1) ortonormirane
vektorske vaze B, vektorskog prostora R® (ispitej zadatak 24
ugmi neki konkretan sluiaj, ne primer, n=3), jediniéni (tj. da
im je noTma jednska 1).

Dokez. Budimo odmah pafisto s tim kako su gradjeni vektori
1.92,e5,...,e s &im kaZemo, na primer, vektor e
{"e tri"), to znadi da imamo posla sa uredjenom n-torkom
(radi se u prostoru B® 1} kod koje su sVe koordinate jedna-
¥e nuli osim trede (poveii ovo treée sa gore podvulenim
ntpi"l), koja je Jednska Jedinici; isti Je slu¥aj i sa bilo
kojim drugim vektoronm e,, gde indeks ¥ pripada skupu {1,2,
Byaensh}e
Nodjimo, na primer, normu vektora e, (naravno, ukolikc Je
n>4); tej vektor ima sve koordinate jednake nuli, sem Ze-
tvrte koja je jednaka jedinicij; zato je, na osncvu defini-
cije 7.4, norma toga vektora Jedneka:
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|eq| - \foa+ 02+ 02+ 1° ¢ vee + 02 [T = 1,

fito 1 znadi da Jje vektor oy jedinié&ni.

Uveri a¢ da je, uoplte, |ey| - 1 (k=1,2,...,n) (naine,
vektor oy ime Jedino k-tu kcordinatu razliditu od nule, i
ona je jednaks jedinici; atoga Jje zbir kvadrste njegovih
kcordinata jednak }}.

Primedbe. Neka su x = (x,%,} 1 7 =(y,,7,) dva proizvelj-

na vaktora vektorskog prostora R°., Tads, premsa
definieijams 7.3 i 7.4, znemo &ta je skalarni proizvod tih
vektora, odnosno £ta su njihove norme:

Koy = (xl'X-E)“(FlJE) = xlyl + xe-yzi |xf = |(x17x2)|

= xi + ] |y|‘=|(311y2)| Y LAY + ys-

Ispitajmo da li vaZi ova dvostruka npejednakost:

(©) e A N E N

odnosno, na ospovu gore izrafunatog,

2.2 . [2 2 2.2 2 '
) A Y, € T exoT, € fageg '\!Y1+7§‘

DokaZimo, na prlmer, da je ta¥na desna od ovih nejedmakosti
( postupi potpuno snalogne 7a levul):

7. 2
@ mmexm < \PE A\ e s

desna strana ove nejednakosti uvek Je nenegativna; ako Je
pri tome leva strena negativna, tvrdjenje je dokazano (Jer
Je uvek negativen broj manii od nesnegativmog, tj. pozitiv-
nog 11i nule); ako bi 1 leva strana gornje nejednakosti,
koju hotemo dokazati, bila pozitiwvna, nakon kvadriranja i
leve i desne strane dobili bismo {pazi, nejednakost se sme
kvadrirati jedinoc ako su obe strane nenegativnel):
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2 2
(%) (xy 7 + %p¥p) & by + )35+ ¥3)s

ako na levo) strami ove nejednakcsti izvriimo naznaeno
kvedriranje, & na desna] naznafenc mnozenje, nakon kraleg
sredjivanjs (radi postepeno!) dobiéemo novu nejednakost
koja je ekvivalerina =& njem:

) 2% 7 %p¥0 € x§y§ * xgyi ’
koja se, ofigledno, mo%e napisati u obliku:
(my7)2 + (o7 7 - 20 (xy7,) Gopwy ) 30,
odnosne u obliku:
2
(%) (27, = %77 =03

ova je nejednakost ofigledmo talna, jer je kvadrat bile
kog realnog broja uvek nenegativen.

Freme tome, podto je taina nejedpakost (5), bice tadna i
nejednakest (4), zatim (3), 1 kona&no {(2). Ovim je doka-
zana desna od pejednakosti (1), odnosno (0).

Redeéi potpuno analegno, uveri se dz se¢ leva od nejednako—

sti (1) svodi na nejednaxost .
; 2
¥y - %17 £ 0,

& ova je ofigledno tafma, jer se na levoj strsni nalazi
negativan realan broj {primeti da je ta nejednakost ekvi~
valentna sa (5); naime, nastaje iz nje mnoZenjem sa -1}.

Ako nejednakeost (0), odnosmc (1), podelimo sa |x| = |¥y[,

odnosno sa \{x§+x§-1fy§+yg, dobilemo nejednakost:
) X, ¥, +XAT
-1 (iﬁﬂilc—'rl-ﬂ <1, odnogno ~1lg P12 <1;
: , \Fl*:z‘:;)yl*;a

odavde zakljufujemo da je kollénik skalarnog proizvoda dva

2 . . ,
~vwektora vektorskeg prostora R, i proizvoda njihovih normi
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41. Tadji ugac izmedju sledeéih vektora vektorskog prostora R°:

uvek manii ili jednak Jedinici, a veéi ili jednak od .-1.

Jednostavaosti radi posmatrali smo vektore iz prostora

RZ; snalogns stvar vaZfi i u prostoru R®: ake su x i y bilo
koja dve vektora vektorskog prostora Rn, onda Jje kolidnik
skalarnog proizvoda tih vektora i proizvoda njihovibh nermi
uvek manji ili jednak 1, a veéi ili jedmak od -1,

To uprave znaéi da taj keclidnik moZemo uzeti za, na primexy
kosinus nekog ugla of (seti se definicije funkcije kosinusl).

Definicijs 7.5 HNeka su X = (xl,xg,...,xn) iye= (yl,yz,....yn)
dva proizvoljna vektora vekterskog prostora
K. Poa uglon izmedju ta dva vektora podrazumevams opaj ugao
0% g of € 180° , 3iji je kosinus jednak kolidniku skalarnog
proizveda tih vektora i proizvoda njihovih normi; <&akle je:

K ¥+ X TotesetX ¥
Xey 1v1 "2 n“n

coscl = =

x[7 |7 Z 2 AN —

| | | \/;1+x2*...+xn \j§l+y2+...+yn

‘Napomena. Gornjl koliénik jednak je nuli Jedino ako je

njegov brojilac Jednsk anuli, tJj. ako je skalsr-
ni preoizvoed

FOF = KTy XpFp teert XTp o

jednak nulij; no, kako je tada cosgh = 0, biée ugao prav
(=90°); prema tome, dva vektora prostora R jesu pormalna
ili ortoponalpa sko i samo ako je njihov skalarni proizved
Jjednak muli.

Frema tome, ako hofemo odrediti ugac izmedju dva zadana
vektora vektorskog prostora R (tu je, naravmo, ne1,2,3...),
onda treba prvo naéi skalarpni proizvod tih vektora i njiho=
ve norme (vidi defimicije 7.3 i 7.4); kolidnik iz tog pro-

. éégro§%v . . . N
izvodavnorni jeste kosinus ugla izmedju tih vektera; na
kraju se tsj ugac nadje pomoéu odgovarajuéih tablica.

2
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1% (1,05, (0,105 2° (1,0}, (1,105 3° (0,1), (-1,1)}
4° (1,1, (1,-1); 5° (,3),(-1,2); €°¢fra, v2),
(1/2, V3/2).

Bedenje. &° Nadjimo prvo skalarnl proizvod tik wvektora:

3/2,1/2) (1/2,4/3/2) = V—; Tlg' + %3@ = y% i

norme tih vektore redom su jedpake:

l&/5/2,1/2) | =\/(.ﬁ/2)2 « (/2)2 378 + 175 = 1,
| weaBral - (W23 + of572)° =% + 3/8 = 13

prema tome,kosinus trazenog ugla'd je ﬂednukz

skalarni proizvod vektora
cog o = -\{-%-2- - 32,

prolzvod normi tih vektora .

a sam ugao of iznosi 30°,

u koo;dinantnom sistenu Oxy ucrtaj tadke Hl i ME &ije su
xoordinate redom (\3/2,1/2) i (L/2A/5/2) (ispitaj zadatak
221}, pa se¢ pomodu uglomera uveri da Je ugao izmedju vek-
toré (£j. usmerenih segmenata) 5ﬁ3 i 5ﬁ; zaista jednak 300.

Uveri se da je trafeni ugso u ostalim sludajevima jJednak:

1° 900, tj. vektori su ortogonalmijy 2% 45% (uveri se

u to pomoéu koordimantunog sistema); 2° 1359 4° 90%;
59 gq®
12, Nadji ugpo izmedju slededéih vektora vektorskog prostora 23:
1° (1,0,9), (0,2,90;. 2°(0,1,0), (0,0,0; 3° (0,0,1),
(1,0,0)5 4% (1,-1,0), (1,-14272); 5° (=f3/2,-1/2,0),

{~1/2,-\3/2,0).
Redenje. -4° Jedno za drugim, imamo da je

(1,~1,0) (1,-1,y272) = 121+ {-1) (-1} 40272 = 2,

10,-1,0) =V13(-1)% 02 = 2,
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(-1, 272)] A2 020 (27292 . A f1on 3 -\/g
?
p& Je kosinus trafsnog ugla o Jednak

2 .
- 2
COBO( W £ ~;E.=¢O,9 :} u(=260 (tablice.’).

Postupi analogne i u ostalim sludajevima, ra se uveri da
8u traZeni uglovi jednaki: 1° 900; 2° 90°; 30 %0%;
5% 20°, ’ a

43. DokaZi da su svi wvektori ep = (1,0,0,...,0) , e,-(0,2,0
h ] L
eeey0), oy -n(o,o,l,...,O), sees 8y = (0,0,0,...,1) veke
torskeg prostora R sy UzZajsmno ortogonalni.
Kako su to upravo elementi i
ortonormi
prostons SB. + o rane baze B8 vektorskog
' o 3o u zadatiw 40 pokazano da su oni jedinid&-

ni, to & i i
1 © Ce pa gsnovu toga i gornjeg zadatka biti i opravdan na-
21V ortoncorairane baze,

Uputatvo. Doka¥i da de¢ skalarni proizvoed bilo koja dva od

&
vektora Jednak nuli, itd.
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Gojko EALAIDIIS

VI. LINEARNI ALGEBARSKI OBLICI

DETERMINANTE

Definicija 1, Neks je zadana kvadratna tablica a brojeva ili
brojevnih izraza sestavlijena od dva niza po dva
elementa: )

(pazi, tu, na primer, 85, DE traba &itati "a dvadeset jedan",
veé "a dva jedan", dakle kao dva indeksa: analogno vredi i za
ostale &lancve tablice aj; prvi indeks oznaduje broj retka ili
vrste, & drugi broj stubea 11i kolone).

" %1z
Determinantu tablice a, 1 oznaci det a ili

definireme jednakoZéu:
a

det a = = a

a 11%22 ~ #21%12i
21

desne strana ove jednakosti Jje vrednost determirante, & leva
strana njena oznaka, Zovemo je determinantom drugos reda.

vIi/1
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Analogno se postupa sa bilo kojim retkom ili stupcem. Spe-

cijalno vidimo da je vrlo zgodno razvijati upravo po onom retku
ili stupcu koji ima viSe nuls, jer tada nije ni potrebnoe raduna-
ti minore tih slemenata (koji su nulel), po#to ih svakako treba
mnoZiti sa O.

Napomena. Pri odredjivenju predznaka kod izradunavanja al-
gebarskin komplemensta, prakti&no se postupa '

ovako (uopSte kod svih determinanatal): podje se od polja

(1,1) {prvi redak i prvi stupac) kome odgovara predznak +,

a potom, iduéi onako kako ide top u %ahu (dakle samo duZ

retka ili stupca), naizmeniino se smenjuju znaci + 1 -,

sve dok se ne dodje de polja koje Eelimo,

Primedba. Gornji teorem 1 vaZi uopite za determinante bilo

kog reda, 8 ne samo trefeg, Foite su algebarski
komrplementi pejedinih elemenata determinante Zetvrtog reda
upravo deberminante treéeg reda, na osnovu gornje teoreme
se, dakle, izradunavanje determinante Zetvrtog reda svodi
na izrafusavenje Cetiri determinante tredeg reda (dakle z&
} niZeg!) . Slidno Jje i sa determinantame 5-0g, 6-0F,..«re—
da.

Determinante drugog reda

lzreduna) sledsée determinsnte:

12 |5 5' @ p 5 3° -2 8 48 -2
le &l -2/’ 5 5“ 3 5"

5° .5 -2 6% |-2 5, 2° ‘5 g 8% 8 3
3 8’ 3|’ s .o’ -2 5| °

Opidi redima keko svaka od tih determinenata nsstaje i

prve.

vi/a

Izragunaj sledeée determinante:

2° |sin= - cosa 2° |cos & sin g 3% |sin a  1/2
cos & sin af’ jsin & cos a} sin 2a coe & |

49  |asin & cos & 5° jcod & sin &% |cos a -sin
gin b cos b lsin b cos :} s8in b cos J.

Regange. Ponovi prethodno ognovne trigomometrijske identi-
tete (sinuvs i kosinus dvostrukog brojs, sinus zbi-

ra 1 razlike dvé broja, kosinus zbira i reazlike dva broja,

itd.).

19 1z seme definicije determinante drugog reda, neposredno

8laduje da Je:

gin a =-cog a
= 3in 2+sin & + co8 8=cos & = 1,

so8 & 8in &

pri Zemu je iskoriZcen osnovni trigonometrijski identitet

ainzn + cosza =1 {a €R}.

2° cos a sine - 2
o ¢GOS 8*col 8 — Sin Aa+*8in B = co3"A -

2

- 8in“aj

Bin a cos 8

kako za svaki realan broj a vaZi identitet

coaga - sinea = cosza

(kosinus dvostrukog broja), na osnovu gornjeg imamo da je

cog a =in a -
= cosda.
sin & <03 &

Radeéi mnaloguno prethodnim slu¥ajevima, uveri se u isprav—
nost sledeéih rezultata: -

50
4° gin(a+b) (sinus zbiral)

5° cos(n+b)(fosinus ébira!);

0 (sinus dvostrukog brojal);

V1/5



6% coa(a-b) (kosinus razlikel) .

% Doka3i sledefe jJednakosti:

o 2 ? la-b 1
1 a+ya a"-2 - o 2 32 - 0;
1 a_\rg a ~b a+b
3°  |a-b -1 : 4° . 2.2
- 53. =45 a-b 2(a“+b .
3 2, obebl ! 3 1| " 2}
b a“+ab+ =5 5% (a“~b“)
50 +t2 2t
1-t 1-t = 1 (tu se pretpostavlija da je tdl
2
2t LA i té-1).
1-t 1-t

4 Ake su & i D pozitivani brojevi, doka¥i identitet

1 log,s
-0,
1ogab 1

Dokaz, Na osnovu definicile daterminante drugog reda, nepo-
sredno sleduje da Je

- 1 1ogba
(13 = 1 - log,a*10g,D 3
1ogab 1
nadjimo koliko Je logba'Iosab; u tu svrhu, stavimo
(2) log,a = X i 1°Bab = 75
treba, Oakle, nadi koliko je X=J; 1O, iz (2), na osnovu de—
finicije logaritma (podseti ge ifta Je logaTritam nekog bro-
ja za neku bazul), sleduje da Je
= a i a7 = b;

ako ove jednakosti obe logaritmujemo, ali ne po bazl b, od-

v1/6

nosno a, vef po istoj bazi, na primer, 10 (baza 10 Se ne
pisel), i vodimo raluna o tome kako se logaritmuje stepen
(kako?) , dobidemo da je

x*log b = log a 1 yelog & = log b;
odavde peposredno sleduje da je
log a _leg ®
** YT v i T = Tog =’
i zato
loga legb o,
7t ToeE Togw <

kako Je, 8 druge strane, Xy = logba-logab, na gsnovu jed-
nakosti (1) zakljudujemo da je tvrdjenje ispravao.
5. Eefi Jednadinu pe x:

a~x b| = 03 dokaZil da je x realno

b c-X

ako su reslni brojevi a,b,c.

Refenje. WNa osnovu definicije determinante drugog reda, ima—

mo da je gornja jednadina ekvivalentns sa jedna-
dinom

2

(a-x) (e-x)} = b° = 0O,

odnosne, nakon krateg sredjivanja (radil), sa jednaZinom

2

x2 - (a+e)*x + ac - b° = O

ovoe je Jjedns kvadratna jednadina po nepeznanicei x, i ajena
su resenja data sa

- a+c:jKaig)2-QLac-Q§
X2 -

t3- x g+ct ja—c)2+ (2h)2 :

1/2 5

kako su brojevi a,b,¢ po pretpostavci realmi, brojevi (a-c)2
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i (2b}2 bite nepegativni (kvadrat realnog broje ne moZe
biti negativan brojl), pa ée i njihov zbir, tj. gornja
potkorensa velifina

(a-c)® & (20)2

biti nenmegativan broj; ne, koren iz nenagstivnog broja je

realan broj; sbtoga su i goranje reSenja xl i Xgs posmatrane

jednadine, realni brojevi, a to se i htelo dokazati.

a b
2+2bx+c moze pradata-

Ako Je « 0, onda se izraz ax

b [
viti kao potpun kvadrat, ili, Zto je isto, jednadina axs

+2bx+c=0 ima samo jedno refenje; i obrauto. DokaZi.
b

Dokaz.

&
Heka je prvo [ = 0; to znali da je ac-bzuo;
[¢] [

treba da dokaZewmo da jednadina ax2+2bx+c-0 ima samo jedno

redenje; no, to je kvadratna Jednsdina po x, 1 njena su

-2b4b° - 4ac

refenja data sa

Xy ™ 2a '
t3.
z
-btVb® - ac |
x1/2 = a s

kake Je, medjutim, premsa gornjem: ac-b2-0, 8 ove Je upravo
prethodna potkorena velifina, gornJi izraz za rejenja Xy /2
postaje
< _=b
/2 T a ?
Sto i znali da polezna Jjednadina ima ssmo jedno reZenje,
Jer je xq = x; = -b/a; ovim je dokazan prvi deo tvrdjenje.

Poavii od &ipjenice da jodnadina ax2+2bx+c-0 ima samc Jed-
no resenje, izvedi zakljucak da mora biti b -ac=0, a time

i ds Jje 8 = 03 tada ée tvrdjenje biti u potpuncsti
¢

dokazano.

vi/8

Izraz :ﬁ:b s, za& koji je ¢df0, ne zaviai od x ake i samo
sko je | P|- 0. DokaZil

c d
Dokaz. To £to je cdfl, znafi da je i ¢f0 i 440 (drii to na

umu tokom célog dokazal) ; neka dotidni izragz ne za—
visi od x, tj. neka je

(1) ax + b _ »
ox + d

b

pri &emu f ne zavisi od x (tj. £ je konstanta u odnosu na

8 bl _ 0.
c d

xl); treba da dokafemo da je tada

Zaista, ako ge u jednakosti (1) oslobodimo razlomka, dobi-
demo da Je

ax + b = f{cx + 4},

odnogno nakon kraéeg sredjivanja (radi postepenol):

(a-fe)*x +(b-fd) = O

ova jednakost treba de vaii za svako realno x (prema samom
uslovu zadatka); kako po pretpostavci velidina f ne zavisi
0d x, to ni koeficijenti a-fc i b-fd (leve strana garnje
jednakosti je upravo polimom prvopg <tupnja po x!} ne zavise
od x; zato mora biti {seti se da je polinom jednak nuli za
svako X jedino ako su mu svi koeficijenti jednaki nulil) :

g-fe =0 i b-fd a0 = = f,

plo

% = f i

jer je po pretpostavci i ¢f0 1 440 (gledsj napredl); iz
poslednje dve Jednakosti sleduje da je

a b

T3 = ad = e = ad - bc = 0,

8to i zmali da Je = Q; ovim je prvi dec tvrdjenja

e 4
dokazan.

Dokafimo sada da vaii i obtrnuto tvrdjenje, tj. dokafimo da

VI/9



a AxX+b PRV
ako je = (, onda lzras w=id (¢ 1 @ razlifiti od Q)

c

ne zavisi od xj
a b

Zaista, to Zto Je = Q0 znaéi da je ad-be=0, odnosno
¢ 4 ’
ad=bcy iz poslednje jednakosti, delenjem sa cd { £0), sle-

duje da je % = g 3 ako stavimo de su i leva i desne atrana

ove Jednakosti jednake nekom istom broju f (Jer su medju-
sobom jednakel) , bife

a .'b.

ol f i I- f = mBecf 1 b =dfy
sada ilzraz za koJji hofemo dokazati da ne zavisi od x posta-
Je

ax+b _ cfex + df _ fox+d) _ #

cx+d X o+ d cx+d

r

pa je tvrdjenje dokszano, jer £ ne zavisi od X.

Napi#i u obliku determinante drugog reda skalarni proizvod
ovih nizova:

1% 2,3 =-5,64 2° -8,-33 3,11, 30 a,b; a,-b;

42 0,0y 2,23 5° a,b; =x,v; 6° cos x, sin x;

co8 X, =-8in x.

Refenje. 3° Skalarni proizvod nizove 11i vektora (a,b) 1
’ (a,-b) je jednak: (a,b) (a,-b) = asa + be(-b} =
a b

b A

= g*8 ~ b =

Postupi analogne 1 u ostalim sludejevima,

vI/10

LeTEIMLINANTS Tracag reas

X

10,

Frimenom Serrus-ova pravila (vidi definiciju 2), izrafunaj
eglodele determinante: -

1°| o 3 2 20 5 L 3 |5 s 2
30 4f; : =3 > 1l & & 7(;

-2 4 0 2 2 3 1.0 8

4%-3 5 3 5° |2 -3 3 8% |2 5 -3
10 5 70 4 10 75 4 6 10|,

12 9 8 112 8 1 9 12

Refenje. 2% |5 .3 4
-3 5 1 = 5053 & 30142 (=8)-(~-F) »2 _
2 =2¢5e(=4) = 3-(=3) 3 o 20145 u
- 162,
Ustali rezultatis 1° o0; 3° _up, 4° 119; 5% 181;
’

6° -316.

no
\H

DokaZi sledeée jednakosti:

1° a b ¢ 2% | o a b
b e 4= 3abc-(a5+b5+c5); -a 0 ¢| =0
c a b b —c 0
3% |14a? ) ac
ba 1062 be | =14 a2, 2, %
ca eb  1+o®

0 :
4 ¢0B X 8in x cos y  sin X sin J

-8in x cos x cos ¥y  cos % sin ¥ =1,
¢} -sin y cos ¥y
vI/11



1l.

o
Dokez, 2 o 8 u 0-0+0 + 8eg={=b) + br{-8)=(=c} w-
. -2 a =
-(<b) -0-b - (=¢)+c'0 - 0-{-a)°a
-5 =-c o] (=b) -

= 0.

4% Neposrednom primenom Sarrus-ova pravila dobijamo da Je
wrednost D posmatrane determinante jednaka:

D

- GOS8 X ¢C08 X €08 FeCcO8 ¥ + gin x cos y+*cos X sin T0 4+
sin x sin ye(-sin x)e(~gin ¥) - Orcos x c0$ F*sin x 8in ¥-
+
{-sin y)-c09 X gin ye+cos X = GOB y-(-sin x}*ein x co2 ¥
N 2. . 2
= coszx-coagy + 0+ sinax-siuay -0 + cO03 ¥X*BlDF +
2
+ coszy «3in x , , , s :
.(cosax-cdszy + cosex°siney)+(sin x*sin“y + cos yre8in X
: . 2 2
= coaex{coszy + sinzy) + sinSx{ein®y + c0s°y)
. 2 -
= (dva puta primeni identitet Blnza + cog“a = 1, & ER1)

« cos?xel + sinZx-1

il
- eoszx + 310 X

= 1,

gto je i trebalo dokazati.

I

preostala dva glufaja postupi analogno.

Doka¥i sledete identidnosti:

10 a b a+b 2 a x x 3
v a+b a | = —3(53+b3)i x b x| =&
atb & b x ¥ ¢
- {a+b+c )12+abc H
o 0
3 x -1
o x -1 = x3 + 3212 4 84X + 8,5
B, 8 RtE

vi/12

12. Izradunsaj sledeée determinante:

18 x y 2° a2 o o 3|8 0o o
[¢] b 23 x k] 0l 3 o] b Of .
4] 0 c ¥ z c c 0 ¢
Da 1i rezuwltat zavisi od X,y i z? Izreci odgovarajuée pra-
vilol
Rezultat.

12,

gde

14,

kay

Svaka 0d gornjih determinansta ima vrednost abey
dakle, njihova vrednest ne zavisi ¢d x,y i z.

Zakljufak. Ako neks determinanta ima samec aule bar sa jed-
ne strane glavne dijagonale, njena Jje vrednost

jednska proizvodu glemepata sa gleavne dijsgonale {to vaZi

uopste za determinantu bilo kog reda, a ne samo tredeg).

Uveri se da je:
2+31 G 2+51 2-31 4431 2=5i
i -2 1421 = i -2 1-2i| -~ 180i,
=3 -2-i 421 -3 —2+i  4=2i
je i imaginaraa jedinica, dakle: 12 = =1,
Uputatve. Izradunaj prethodno svaku od gornjih debtermine-
nata,
Determinante iz zadatka 9 izradunaj razvijanjem po olemen-
tima: 1° prvog retks; 29 drugog stupca;j 3° tredleg ret-
4° trefeg stupcs; 5° prvog retka; &° prvog stupca.

Reéaﬁje. 2° Premé teoremu 1 imamo da je (razvijano po dru-
gom stupeu):

22 -3 1 5 -8
- - -4
-3 5 1 = =3 2 + 5- - - 5
2 -
2 2 3 3 3 3 1

= —3e(=11) + 523 - 2:(-7) = 162,

,a to je uprave rezultat koji smo_debili i u zadatku S.
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15.

16,

17.

Postupi snalogno 1 u ostalim sluéajeviwa, pa rezultate u-
poredi sa rezultatims zadatka S.

Izraduna]j determinante Tazvijanjem po elementima onog ret-
ka ili stupca koji sadrii najvise nula:

1° 1 o o 2o -2 o 3l 2 »
3 2 -1, 3 2 -1 301 o
8] 1 -2 2 -1 -4 2 -4 0

0 o

Rezultat, 1° -3; 2

Regl sledeie jednafine:

19 (x 2 mx 2% |x-2  xe2 2 2% 1x  xsz 2
x 2 9 |= 04 0 4 2| = 0y o] x-1 -1|= O,
1 4 -3 -1 90 3 2 1 3

Refenge. 1° Heposredno se proverava da je determinanta ko
ja se nalazi na levoj strani ove jednadine Jedna-
ke 12x2-42x+18, pa data jednacina postaje

12x° - 42c + 18 = 0,
odnosno delenjem sa &:
2x2 - 7x + 3 = 04

evo je jedana kvadratna Jjednadina po X, 1 njena su reienja
. X N : _ 1
Jednaka: xl = 3% i x2 == .

Postupi sualogno i u preostalim dvema jednadinama, pa se

uveri da su njihovae reSenja: 2% x = 24 3% % - ﬂf31§§ .
DokaZzi (sin a cos & 1
sin b cos b 1| = sin(a-b) + sin{b-c) + sin(c-a).
gin ¢ ocos ¢ 1

vI/14

1 A i i
a8, ka su a,b 1L ¢ strenice, i o ugao naspram stranice a tr
5 G~

ugla ABC, odredi  |a° bsind  csinx
bsine( 1 cosn
cginX cosgél 1

ReSen A i i
je. Ako gormju determinantu oznadimo sa D, neposred-
Nnon primenom Sarrus-ovog Pravila nalazimo da Jje

- a2 . 2
D 8% + besind cos® + besinZ o cosHK ~ cgsinzd -
2

- 2%cosfat - b‘?sineﬂf
2 -

= a%(1 - cos%d) - min(b? 4 o2 _ ZhercosA )
2 .

- a%-5in%d - aaosin2d = 0,

Pri cemu Je iskoriféen osnovni trigonometrijski identitet

.2 2
8in"® + cos“W = 1 o 1- cos®ol = sinzaﬂ.,
1 kosinusna teorems za trougao:
2 2
a- = b" 4+ 02 - 2becrcosd,
19. *ko je 1+x+x2=0, dokaZi da je:
1° 1 x x2 2° 1 1
2 x
2
x x 1 = 0 1 1 x2 = -3x5'
5 *
x 1 x x2 x
2
o
3 S i B S I L.
x 1 x2 e
s X 1 x x2 x
1 x x xE x 2
| x

Dokaz, 1° P,
1 rimenom Sarrus-ovog pravila aeposredeo se npa-

lazi da je vwrednost
Ea: D, determinante pod 1%, jedna-

D a2 - 55 1
= (15_3:6) + (xs_l)
=~ xP) 4+ P 1)
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(razlika kuboval) =
xa(l—x)(1+x+x2) + (x—l)(x2+x+1)

= (po uslovu zadastka je Lexextal) =
. x0 (lox)e0 + (x=1) <0
2 0,

a to je i trebalo dokazati.

2
Wastojedi uvek da iskoristid uslov zadatka: l+x+xX=0ao,
ns primer, u prethodnom sludaju), doke%ii i preocstale jedna~
0 . @
kosti 29, 3%, 8% i 5.

20 Ak¥o u determinanti dva uzastopna ptupcs (retka) sameng
gvola mesta, determinants men;ja znak. Na primer, ako prvi

i drugi stupac samene mesta, dokazi da Je

87 812 %13 2o Bn 23
2oy Bap agz| = 7 |®a2 a5 Pz,
81 %32 33 Bzp %31 33

Uputstve. Izradunsj rosebno levu i desnu stranu gor?je
jednakoati koju treba dokazati, ps uporedi do-

bijens rezultate.

21, Detsrminanta koja ima dva proporcionalna stupca odnosno
retks , jednaka je nuli., Na primer, ako je drugl stupac
proporcionslean sa treéim (tj. ako nastaje iz treceg maoZenjem

njegovih elemenata sa pekim istim brojem k), onda je

. a4 k-al3 al}
agy  Keagy eyl = 0.
a5 K8z Ty
Uputstvo. Izraéuﬁaj gornju determinantu po Sarrug-ovom

pravilu, p3 se uveri ds je rezultat jednak nuli,
bez obzira kakvi su njeni elementi 834 i komponenta k.
U sludaju da je k=1 ili k=0, iz gornjeg zadatka, speci jalno

aleduje:
Vi/1l6

Lko determinanta ima dva jednaka stupca {ocdnosno retke} , nje-
na vrednost Jje jednaka nuli.

Akxe neki stupac (odnosno redak) determinante ima samo O,
njena je vrednost jednaka nuli.

22. Determinsnta se mpozi brojem ili brojevnim izrazom tako da
gse neki njen stupac ili redak {ali samec jedan!) pomnozi tim
brojem, odnospo brojevnim izrazom. Tako je, na primer,

811 ®y2  233| [Bp1 Bpp K'Bya| [Kea

11 k.al2 k-al3
B3 3pp  Bagzl=l8py  8pp Ktagnyis=| Ay 855 25,
31 %2 o3| |83 fp Kemss| | e85 Ay

ke

Uveri se u to izrasfunavii posebnoe svaku od gornjih determi-
nenataf¥upored jujuéi dobijene rezultate.

Iz ovog zadatka sleduje da ako neki stupac (odnosno redak)
determinante ima zajedniki faktor, onda taj fakbtor mofemo iz-
vuéi ispred determinante (oprezl ako vise stupaca ili redaks de-
terminante ima isti zajednidki faktor, onda se taj faktor izvla-
&i ispred determinante iz svakog stupca ili rotka posebnol).

23, Ako su elementi jednog stupca (odoosne retka)} predstavlieni
u vidu zbira ¢d po dva broja ili brojevna izraza, determi—
nanta se moZe napisati kso zbir od dve determinante, na primer,

831 * Byp 21p A3 231 212 %13| |P11 fF12 B3
831 ¢ Doy 855 8pz| = (35 Bpp 85 (+|Dpy Bnn 8y
831 * B3y Bsn 33n 831 %32 B3| P31 8zp 83

tu je nrvi stupac bio predstavljen u vidu zbira dvs stupca; ana-
logno va%¥i i za bilo koji drugi stupac ili redsk,

Uputstve. Svaku od gornjih determinanatzs izradunaj po
Sarrus-ovom pravilu, pa dobijene rezultate upo—
redi. .
24. Ao nekom stupcu (cdnosno retku) determinante dodamo bilo
koJi drugi stupac (pdnosno redak) pomnoZen sa bilo kojim
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brolem ili brojevnim izrazom, determinanta ne menja vrednost,

Ne primer, ak¢ drugom stupcu dodam¢ prvi stupac pomnofen sm
nekxim brojem k, biée

25,

31 2 M3 |t Mtk 23

8oy 85y Boz|®|Bpy dporkedyy  Byp

32 %33| (%31 ®32*KTUn 833

Doka#. Dokar se moZe izvesti izradunavenjem obe od gornjih
determinanata, pa uporedjivanjem dobijenih rezulta-

ta, analogno keo u prethodnim zadacima {(uradi to veibe ra-

ail) . Medjutim, dokaz mofemo izvesti i avodjenjem na pret-
hodni zadatak 23, te zadatak 21.

Naiwe, determinanta koja se nalazi na desnoj strani gornje
jednakosti koju holemc dokazati, ima drugi stupac predstav-
ljen w vidu zbira dva stupca; stogd se ona, prema zadatku
23, mofe napisati kao zbir od dve determinante; prva od tik
detersinanata (radi!) upravo je determinanta koje se nala-
21 na levo]j strani gornje Jjednakesti, dok druga od njih
{ispi%¥i Jel) ima drugi stupasc proporcionalan sa prvim
(xoeficijent proporcionalnosti je k), pa je prema zadatku
21 Jjednaka nuli, Otuda tvrdjenje.

VaZna primedba, Zsdacima 20, 21, 22, 23 i 24 jzraZens

su osnovne o0sobine determinanata treleg
reda. Analogne osobine veZe i za determinante bilo kog
reda, i njih treba dobro upamtiti. Posebne upiremo pratom
u osebinu determinanata izrazsnu zadatkom 24, koje se mnogo
upotrebljava pri samom izradunavanju determinanata,

Eoristefi se ostbinom determinenata izrafenom zadatkem 21,
dokefi da je svake od sledelih determipanata jednmaka nuli:

1° e -5 11|y 2|6 -5 2| 3° |7 8 -3,
7 8 9 9 4 3 2 -1 4
- 2_1 &
& > 11 3 8 1 Iz 3 1
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26.

3° kI % x| 3 5D a 32 w| ; &° |asb b+o c+a|a
Sa 5 ¥ a ab =n x x x
-a -1 z c &G ho] 1 1
ReZenje. 5% Kako je a2:a = ab:b = ac:c, zakljuiujemo da
je arugi stupac dotidne determinante proporcio—

nalan sa njenim prvim stupcem, pa na osnovu zadatka 21 ta
determinanta mors biti Jedmaka nuli.

I u cstalim sludajevima postupt slifno: nadji neka dva
stupca 111 retka koji su proporciomalni, pe e osloni na
osobinu determinanata izrafenu zadatkom 21.

Sledede determinante napifi kao zbir od dve ili vife deter-

minanata:

1% [a+b bec c+al 3 2% |2+ 5 -al| y 3% |1+a 1 1
4 h 4 z i-a -4 a ) 1 1+b 1
m n P Z+b 7 b 1 1 l+c

Refenje. 30 Prvi stupac ove determinante mofemo shvatiti

kao zbir "dva stupea™: (1,1,1) i (s,0,0); prema
osobini determinanata koja je izraZena zadatkem 23, imamo
da Jje data determinanta jednaks

l1+a 1 1 3 1 | 2 1 1

1
1 1+b 1= (2 1+b 1 + |0 1+b 1.
1

1 1 lec 1 l+e 0 1 e

Sada bi se na druge stupce dobijenib defernminenata mogao
primeniti analogan postupak; dobile Ti se & determinante
kod kojih je semo tredi stupac izraien u vidu zbira "dva
stupes™: (1,1,1) i {0,0,c); ako bi ns svaku od te 4 deter-
minante jo¥ jednom primenili zsdatak 23, dobili biewo po-
laznu determinantu izrafepu kac 2bir od 8 determinanata;
ispii svaku od njih, igzrafunsj ih, rezultate saberi, pa
rezultat uporedi sa rezultatom koji se dobije neposrednim
izradunavanjem polazne determinante pod 30; uveri se dm-su
ta' dva rezultata ista.
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27.

Zto se tide determinsnata pod 1° i 2%, primeti da e kod
prve od njih prvi redak izraZen kao zbir "dva retka":
(a,b,c) i (b,c,&), & Xod druge prvi stupac izrafen kao
zbir "dva stupca": (a,1,3) i (a,-a,b); primeni, zatim, o-
sobinu determinanata izrafsnu zedatkom 23.

Karisteédi se osobinsme determinanats izrafenim salscima 21
i 23, dokaZi sledede jednakosti: )

19 |ein & cos a sinfa+xz)| = 03 2° |sin & cos a cos(a+3
2in b cos b sin(b+x) gin b coa b cos(b+
sin ¢ <¢os ¢ sin(c+x) sin ¢ cos a cos{¢+x)

3° Jain®a cosa 1| = 0; 4° |log x log y log(xy) = O,
sin®d cos%b 1 log ¥ log b log(ab
eine cosfe 1 log p log v loglpg

pri &emu se u poslednjsm sludaju pretpostavlja (zadto?) dm su
brojevi ili brojni izrazi: x,y,a,b,p,q pozitivmi.

1° Primenom adicione teoreme za sinus zbirs dva bro-
_ Ja pa svaki element treieg stupca determinante pod
19, nalazime ds je ona jedneka determinanti;

Lokaz.

3in a cos 8 sin 2.c08 X + coB #.8in X

8in b cos b gin b-cos8 X + co08 bemin x| ;

gin ¢ €08 ¢ B8in C*Ca8 X + COE C.8in X

treél stupac ove determinante predstavlijen je u vidu zbirs
dva stupca; stoga Sse ona mefe rastaviti ne zbir od dve de~
terminante (ispitaj zadstak 231) :

Bin & cos & s5in &ecos X sin & ¢og a cog a*sin x
sin b <oz b sin becos x|+(sin b cos b cos b'sin x|
gin ¢ co8 ¢ 8in ce-coB X gin ¢ cos ¢ co8 c+sip x

na ognovu oeobine determinanata izrafene zadatkom 21, prva
od ovih determinanata jednaka je nuli, iz razloga 5to su joJ
prvi i treéi stupac proporciocnalni (treéi nastaje iz prvog

VT /20
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28.

mndfenjem se cos x|), & druga zbog proporciomalnesti dru-
gog 1 treéeg atupeca (tredéi nagtaje iz prvog mnoZenjem sa
sin x1}; zata Je i njihov zbir, tj. polazna determinanta
,jednak nuli, Ste Je 1 trebalo dokazati.

20 Postupi anelogno prethednom sludaju, vodeéi raduna da
3, pa primer, cos{a+x) = cos &°ces X - agin a.sin x (adici-
.oni teorem z& cosinus zbirae dva broja).

'3° Iskxoristi osnowvni trigomometrijski identitet: za svaki
realan broj x vaii:

2

sinzx + cos x = 1;

naime, Jedinicu u prvom retku posmatrane determinante ng-
pidi u obliku sin’a + cosZa {koristi se prethodni identi-
tet za x=a), i slidné u drugom, odnosno treéemlretku; Z8=
tim postupi k=so pod 19,

4° Igkoristi veino svojstvo logaritma:llbgaritam proizvoda
pozitivnih brojeva jednak je zbiru logaritema pojedinih
faktora; neime, svaki element treéeg stupca posmatrane de—
terminante napifi u vidu zbira: logl(xy) = log x + log ¥,
log{eb) « log a + log b, log{pg) = log p + log g; zatim po-
stupi kao pod 1°.

Koristedi se csobinama determinanata izraZenim zadacima
20 - 24, dokaZi sledete jednakosgti:

1° Ja-b b0 o8| = 03 2° sin2a sinzb sinec = 0
b-c c-a a-b cosea coseb cosac
(28 a-b b -1 -1 -1
a<b=c 28 ., Za = (a+b+c)5; 4% |1 -1 1 | = 28b(b-a);
b ,-b-c-a 2b a a b
2¢ 2¢  c-2-b 82 a2 p?
1 a ge = (b-a)(c~&)(c-D); 62 |g-x -y 1 a p 1
1 b b-2 =X a-¥ 1l|=|b q 1
1 ¢ 62 teX D=y 1 c r 1

Redenje. 1° Prema zadatiu 24, gko prvom retku posmatrane
determinante dodamo drugi redsk (pomnoZen ss 11),
determinanta nefe promeniti vrednost; ispisi nastalu deter—
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minantu% ako sads, 1 toj determinapnti, prvom retku dodamo
treé¢i, dobilemo da je ona jednsks (sve smo ovo mogli krade
ovako reéi: prvom retku determipante 1° dodajme njen drugi
i tredéi redak):

Ya-b) + (b—c)+lc-a) (o-¢) + (c~a)+(a-b ) {c-2) +{a-b)+ (b-e

b-c c—a a-b = 0,

c-8 a-b b-c

jer Je ceo njen prvi redak sastavljen samo od nula néime,
ofigledno jJe: a-bib-c+c-a = 0 .

20

noval trigonometrijski identitet: sinex + coszx - 1.

Prvi i drugi redak dedsj tredem retku, pa iskoristi os-

50 Sam rezultat govori da dotifns detsrminsntna mora imati
faktor a+b+c ( 5ta viZe, mora ga imati tri puta); pokufajmo
zato, koristeéi se cgobinama determinanata izrszenim zadaci-
ma 20 - 24, da u nekom celom retku, ili pak stupcu, te de=-
terminante "nasStimamo" taj faktor a+bte; na osnovu oscbine
izraZene zadsatkom 22, %aj] faktor bismo mogli izvudi ispred
cele determinante i veé bi bili jedan korak bliZe cilju.

Pa pokufajmo sa dodavanjem drugog i treéeg retks prvom; nes--

taje determinanta
a+b+c a+D+i ut+bte

2o b-c-a 2o
2e 2c c-a-bl,

gija je vrednost, na osnovu zadatka 24, ista kac i vrednost
polazne determipante.

!
da osnovu csobine izrafene zadatkom 22; poslednja je deter—
minanta jednaka {a time i determinanta pod 3°);

1 1 1
{a+b+c)* | 2b b-c-a 20 ¢ | -
26 2c c-a-b

Dobiii sme, dakle, jedan od faktora as+b+c, 8 u rezultatu
treba da dobijemo tri; stoga i w poslednjoj determinanti
treba nastojati da se u nekom njenom ¢celom redu, ili pak
sthgcu, pojavi faktor a+b+c. U tu svrhu, drugom retku te

vi/z2

determinante dodajmo treéi redak; dobijamo

1 1 1
{a+b+c) - 2o+2c bre=a brc-a|
2¢ 2c c-a-b

ako bi svakom elementu drugog retka dodali poe 2a, oligledno
bi u celom drugom retku poslednje determinante dobili fak-
tor a+b+c (prvi bi elsmenat toge retka bio taj dvestruki
faktor). Samo se radi jof o tome kako to izvesti, tj. na
osnovu Cega bismo mogli dodati svekom elementu drugog ret=-
ka po 2a? Setimc se zato vaine osobine determinanata, iz-
ra¥ene zadatkom 24; na osnovu te osobine moZemo drugom ret-
ku poslednje determinante dodati wjen prvi redak pomnoZen
sa 28; time je gornji eilj postigdut; ispi#i tu determinap-
tu; ceo njen drugi redak sadrii fuktor arbrcy prema zadatiou
22, taj faktor mofemo izvuéi ispred cele determinente; kao
rezultat dobi jame

1 1 1
(a+b+c) (a+b+c)a 2 1 1
2¢ 2¢ c¢-a-b

prewa onome 5ta treba da dobijemo, poslednia detersinanta
trebals bi uprave biti jednaka a+b+c; to bi se meogle pro-
veriti neposredno, primenom Sarrus-oveg pravila (uradi tol)
ipak, veibe radi uradimoc t¢ npa slededi nafin: drugem gtupcu
poslednje determinante dodajmo treéi stupac pomnoZen sa -1
{ili, drugim reéima, od drugog stupca oduzmimo treél stu-
pac); ispiZi tu determinantu; prvi i drugi elemenat njenog
drugog stupca jednaki su nuli, dok je treéi uprave asbec;
stoga, na osnovu zadatka 22, iz toga stupca moZemo izvuéi
zajedniiki faktor as+b+c; rezultat je

1 o 1
(a+b+c) {a+b+c ) (a+b+e) (2 o] 1
2¢ 1 c=a=-b

ako poslednju determinantu razvijemo po drugom stupcu {(vi-
di teorem 1). dobidemo Aa je njena vrednost jednaka:
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-1 = =1+(~1} = 1, pa konafan regultat glesi:
2 1 i
La+b+e) (a+bsec) (asbic) ol = (a+b+c)3,

& to je i trebalo dokszati.

Napomena. MoZda ovaj metod izralunavanja determinanata,
na prvi pogled, izgleda malo zamrsen i izvesta-
Zen. Medjutim, vrlo Je vaian i efikasan. Zato se sa njim
treba £to bolje sroditi. Napose, iz prethodnog primers vi-
dime kako se pomodu ovog metoda moZe dobiti sam rezultat
u vrlo preglednom obliku, 8to Je svakako wvrlo vaZino; na-
ime, da smo polagnu determipantu pod 39 ralunali direktno
po Sarrus—-ovom pravilu, ilti pak razvijanjem po nekom stup—
cu, odnesno retku, rezultat bl bio vrle zamrien; uveri se
u te.

4% Prvo dobro pogledaj Sta treba da dobijei, pa onda radi
slidno kao u prethodnom slufaju. Drugom stupeu dodaj prvi
stupae; pojaviée se zajednicki faktor 2a u svim elementi-
mg drugog stupca; izvuci ga ispred cele determinante, pa
ispi3i pastalu determinantu; tako se dobio faktor 2a koJi
figurirs u rezultatu za kojim idemo.

Oduzmi, zatim, prvi stupaec od treleg; prvi elemsnat toga
stupca biée O, drugl b-a, 2 treéi P -a% = (b-a) (b+a);
dakle, ceo nastali treci stupad ima zajednidki faktor b-a;
izvuci i njega ispred determinante.

Konaéno, preostalu determinantu razvi po prvom rethu, koji
sadrfi dve nule; njena Je vrednost uprave jednsks b, pa

s obzirom na izvutene faktore 2a i b-a zakljuujemo da je
vrednost determinante pod 4%, 6d koje swo poSli, jednaka
2ab(b-a); to je i trebalo dokuszati.

5% Prvi redak oduzwi od drugog i treéeg retka; ispi3i nas-
talu determinantu, koja prewa zadatku 24 ima istu vrednost
koo i pelazna determinante; drugi redak te determimante ima
zajedniZki faktor b-a, a treéi redak c¢-a (vodi raduna da je,
na primer, b2_a® - (b-a) (b+a)); izvuci te faktore ispred
determinente; precstalu determinantu {ispifi jel) razvi po
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29.

prvom stupcuj uveri se da Je njena vrednoat upravo c-b.

EcneZen je regultat, dekle, jednak (b-a)(c¢c-a)(e-b), a to
Je 1 trebalo dokazsti.

6% Tresi stupac dodaj prvom stupcu pomnoien sa x, a dru-
gom stupcu pomnoczen sa y; dobiéed uprave dsterminantu koje
#e nalazl na desnoj atrani jednakosti koju hodemo dokaza—
ti; premse zadatkm 24, njihove su vrednosti jednake.

Koristeéi se osobinema determinanats izrafenim zadacima
2%, 22 1 21, dokaZi sledec¢u jednakost

a+ksp p+n®"B X 8 1Y x
b+ksaqg g+neb | = {1-km}+ |b q 7| -
4

c+lcer r+onr*c z o r

Dokez. Fodjimo od determinante na levoj strani jednako-
atl koju hofemo dokazeti. Njen prvi stupac izraZen

je u vidu zbira “dva stupca™; prema zadatku 2% tu determi-

nantu moifemo napisati keo zbir od dve sledace determinante

a p+n-a X kep pen @
b qQ+n-b |+ [k-q g¢+n+*b
% kep r+0o+c

N oM

L+ hal 318X ]

s druge strane, svaka ol ove dve determinsnte ima drugi
stupac izrafen u vidu zbira "dva stupca"; zato, iz istin
razloga kac malopre, svakut od tih determinsnata moZemo na-
pisati kac zbir od po dve determinante; stoga Je determi-
nanata od koje smo posli jednaka zbiru determinanata

a X A mnea X ksp P X k:p nea
b q vl ¢+ |b n=b Tl + |keq q ¥+ |k*q¢q n-b
[ r z [ n.c |- k.r r z ker n-¢

druga i trefa od ovih determinanata imaju proporcionglne

prve i druge stupce (koeficijenti proporcionalnosti su re-

dom n i1 k), pe na osnova oscobina determinanate izraiene za-

datkom 21, obe su jednake nuli; preostaju, dakle, Jedino

prva 1 Zetvrta od gornje &etiri determinante; prva je up-

ravo determinantna koja se nalagzi na desnoj strani jedna-
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kosti koju dokazujemo; &to se tile Jetvrte, primetimo da
sa iz njenog prvog stupca moZe izvudéi faktor k, a iz dru-
gog stupca faktor n (vidi zadatek 221) ; sleduje da je ona

Jjednaka
D a x
kn- q b
T & z

ova se determinants razliknje 0d prve od gornJih determi-
nanata jedino u tome #to su jo] prvi i drugi stupac izme-
njali mesta; prema zadatku 20, njih dve se rezlikuju jedi-
no u preznaku, tj. vaii:

p a x a P x
kn» |gq b y| = =kn- |b q A
z

Tr c z [+ r

prema tome, gornjl zbir od &etiri determinante, koji Je
jednek polazne] determinanti, postaje:

a8 p X a p x a p x
P g F|+0+0-kne [b q F|=(l-kn)* |b g ¥ .
¢ T % e r z e r = 3.

a to je upravo desng strapa jednakosti koju doKazujemo, pa
Je tvrdjenje dokazanoc.

Dokazi da vrednost determinante
1 t 2
cos ax cog{asllx cos(a+d)x | ,
sin ax sin{a+1)x Bin (a+2) x

ne zaviei od veliiine 8.

Datu determinantu razvi po elementima prvog ret-
k&, pa iskorieti adicioni teorem za sinus raz-
like dva broja:

- Dputstve,

8in(x~y) = sin xX*co8 y - -8in y-cos ¥.

Bezultat. 1+8in x = t*sin2x + t2'5in x = {l-2tcos x+t2)sin Xu

Primedba. FPri izralunavanju determinante razvijapnjem po
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nekom njenom stupcu ili retku (ispitaj teorem 11), svaka-
ko je velika olek3ica sko taj stupac, odnosno redak sadrii
§to vife nula; nsime, ako je neki elemenat stupca, odnosno
retka po kome razvijamo jednak nuli, onda nije ai potrebno
radurati slgebarski komplement (vidi definiciju 41) toga
elements, jer ga svekako mnoZime sa nulom.

Prems tome, akoe hoéemo neku determinantu da razvijemo po
nekom od rnjenih stupaca ili redaka, onda éemo odabrati
ona) njen stupac i1i redak ¥ojl ima najvise nula.

Ono &to se ovde hofe posebno naglasiti, jeste, da koriste-
&1 se osobinom determinansta izrsfencm zadatkom 24 wvidi
primedbu uz taj zsdatak , moZemo postiéi da bdile koji re-
dak, odpnosno stupae determinante ima sve nule osim jedne
(misli se samo na jeden redak ili jedan stupac). Tada tu
determinantu treba rasviti po tom retku, odnosno stupcu.

Sve ovo vaZfi 1 uopdte za determinante bhiloc kog reda, a ne
samo tredeg.

Ilustrujme to pa nekolike primera.

Axo Je 55-1, izradunaj vrednost determinante

D= z -z o]
o) 22 -1
1 z z+l

Befenje. Neposrednom primenom Sarrus-ovog pravila dobija-
mo da Je '

Daz+zl ez 2,

(1)

Sada trebas iskoristiti uslov zadatka da broj zadovoljava
Jednadinu 25-1; no, ta jednadina ima pet razliditih rede-
nja; jedno od njih oligledno je i z=1 (jer je 17-1); za tu
vredncst od z iz (1) sleduje da Je -

2+13+14 =4,

Keka je sada z£1l i naravoo 55-1. Na desnoj strani jednako-
ati (1) imamo ustvari jednu geometrijsku nrogresiju od &e-
Yi/2,

D = 141



32.

tiri %lana sa kvocijentom 23 podto Je u ovom sludaju taj
kvocijent razli¥it od 1, moZemo primeniti formulu da 2bir
geometrijske progrealle (vidi, na primer, zadatak 37 (3%) o
vektorskim prostorima); dakie, iz (1} sleduje da Je

& S
D = geat=Z D = 2227 {(z £ 1)3
1-z lez
wvodeti rafuna da je 55-1, iz poslednje jJednakosti sleduje
da Je
p w2l 32 oy
l-z 1l-z
zakljudak. &ko je z=1, tada je D=4j u ostalim slufajevime
Jje D = =1l.

Izrefunaj aledeée determinante:

1°]9 -9 s5|; 2° |8 -7 4|3 3°|-3 9 2|;
-3 10 3 5 6 5 5 -8 9
1 6 =1 8 -9 4 4 =12 7

o 3 2|3 5° (@ 7 -3|s & |- 3 113
3 0 6 5 3 2 -5 4 13
2 4 0 -4 1 5 14 1 18

® 2 -3 -2|; 8° |5 3 -a); 9° |1 -2 &].
6 -6 -4 -3 5 1 2 -3 1
2 -1 1 2 2 3 2 5 =1

Begenje. - Naravno, svaku od ovih dsterminanata mogli bismg

izradunati neposrednom primenom Sarrus-ovog pra
vila, ili direktnim razvijanjem po ngkom retku ili stupcu.
Medjutim, pogledejmo kako se kombinovanjsm osobine deter—
minanata izrafene zadatkom 24 i metoda izrafunavenja deter—
minapata razvijanjem po elementima mekog stupca ili retka
(ispitaj prethodnu primedbul), mofe mmogo brie doéi do rezul-
tata (ove ée posebmo biti od koristi za determinante vifeg
redal),

1° Frvom stupcu ove determinmante dodaj treéi stupaze; nas-—

taje determinanta vi/28

koja, na osnovu zadatka 24, ima istu vredmost kao i polaz-
ne determinanta; poslednju determinantu razvi po prvom
stupcuj izlazi da je ona Jednaka:

- 10 %
12. = 12+ -2B) = =336,
& -1

Izredunaj polaznu determinantu razvijejuéi je direktno po,
na primer, prvom stupecu, pa se uveri da ded dobiti isti
rezultat,

2° 04 prvog retka oduzmi treéi redak; nastalu determinantu
razvi po slementima prvog retka.

Rezultat: 40,

30 Drugom stupcu dodaj prvi stupac pomnoZen sa 3; iepisi
nasatalu determinantu, pa Je razvi po elementima drugog stup—
¢a} uveri se da je traZeni rezultat Jjedmak -203.

40 Uoéimo, na primer, treéi stupac; u riomu imamo ved jednm
nulu; &ta trebs uraditi pa da, na primer, na mesto broja &
{t3i. ms polje "23" - &, dva tri) dodje broj O%f Pri toms,
naravoo, treba da i dalje zadriimo veé postojedu nulu u to-
me stupeu (inade nisme pista uredili; jednu nulu bi dobili
e jednu izgubili); pokudsjuwc ovako: iznad broja 6 nalazi se
broj 2; ako bismo to 2 pomnoZili =a -3 i dodali dotiénom
broju 6, ¢ilj bi bioc postignut; samo, to se ne mofe tek ta-
ko raditi, tj. ne smemo samo 2 pomno%iti sa =3 i deodetl bro-
Ju 6; eetimoc se zato osobine determinensta izraZene zedat-
kom 24; na csnovu te osobine moZfemo Eitav redak (a ne samo

2 ka0 elemenat toga retkal)l pomnoZiti sa -3 i dodati ga dru-
gom retku; cilj e biti postignut, a da nismo ni dirali u
treéi redsk u kojem se veé nalagzi jedna nula; tako data de-
terminanta postaje
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ovu defterminantu treba razviti po elementima tredeg stupes;
kao rezultat.dobijamo ds je ona jednaka:

3 -3 ‘
2e = 2418 = 36,
2 4

Osvrnime s8e jo& jednom na prethodni postupak, pomolu koga
smo na mesto festice, u determimanti pod 4%, doveli nuluy
mi smo paprosto, keristeéi se zadatkom 24, pomoéu dvojke iz
tredéeg stupca "uni¥tili" $esticu koja se nalazila ispod nje.

Zgodno je da taj elemenat detgrminante, pomoéu koga "unif-
- tavano" elemente iz njegovog sStupca, odnosno retka, zovemo
"topom" (seti se, na primer, kako deluje top u Zahul) .

U nadem siufaju, “"top" je bio elemenat sa polja {1,3) (prvi
redsk i treéi stupac), tj. broj 2, i on je dejstvovac duf
treceg stupca.

Haravne da je on mogao da "dejstvuje" i dui retka u kojem

je smelten, dakle duf prvog retka; tada bi ponodu toga "to-
pa", tj. pomoéu te dvojke, trebalo "uniZtiti® trojku koja

se nalazi u tom vetku, u tom smislu da se umesto nje dove-
de nula, a da se pri tomws vrednost determinante ne nromeni;
u tu svrhu, sada bi trebalo pomnofiti treéi stupac sa pe-
kim brojem, oznaimo ga za kratko sa x, take da se, kada ga
dodamo drugom Stupeu, na polju {1,2) gde se malezi trojka
koju hoéemo smeniti nulem, pojavi nula, tj. tako da bude
342+x = 05 odavde se dobije da za broj x treba uzeti x=-3/2
tj. treél stupac trebs pomneiiti sa -3/2 i dodati ga drugom
gtupcu; tada ée se na polju (1,2) pojaviti aula umesto troq-
ke, & prema zadatku 24 determinante nede promeniti vrednost.

Da sludajno prvi elemenat posmatranog retka nije nula, mi

bismo pomoéu uofenocg “"topa", tj. pomodu uolepe dvojke, na

slifan nadin i na njegove mesto doveli nulu; pri svemu to-

me ne obradamo mnogo pa¥nju na to dali ostali elementi de-

terminante postaju komplikovamiji ili glomezniji, nego 3to
¥is30

su moida bili; nama je Jedini cil] da pomoéu uodenog "topa"
{naravne da je top uvek razlidit od nule!}, u celom retku,
odnosno stupcu, na koji smo se okomili i u kojem se unalzzi
taj “top", debijemo sve nule, osim samog "topa"; zatim tu
determinsntu treba razviti po tome retku, odoposnc stupcy;
pri tome Jje korist oligledna, jer se determinanta svodi nsa
samo jednu determinentu reda za jedan niZeg od polazne de-
terminante.

Na sliZan na&in izrafunaj prethodnu determifantu, uzimaju-
éi za "topa® trojku sa polja (2,1} (drugi redak i prvi stu-
pae) , i "wnidtavajuéi" pomoéu niega Eesticu koja se nalazi
u drugom retku (dakle, onom u kojem se nalazi i sam "top").

5° Frethodno dobro ispitsj postupak.koji je opisan u pret-
hodnoxr slucaju. Za "teopa" uzmimo Jjedinicu sa pelja (1,1)
koja je i markirana (uvek je najzgodnije za tops uzeti je~
dinieu ako je to wmoguée, Jjer se pomoléuw nje najlakée "dej-
atvuje"l); pomoéu toga "topa" uniftimo sve Sto se nalazi
ispod njega {dakle, uzimamo da "top" "dejstvuje" dui stup-
ca u kojem se nalazi}; da biswo uniZtili peticu, treba prvi
redsk pomnofiti sa -5 i dodati ga drugom retku; a da bismo
uniStili -4, treba prvi redak pomnoZiti sa 4 i dodati ga
treéem retku (uvek se radi tako: kads "pravime" nule u ne-
kom stupcu, onda mnofimo i dodajemo retke, i obrauta); nas-

taje determinanta 3 7 -5
o -32 -13| 3
Q 29 =7

prema zadatku 24‘njena vrednost je ista kao i vrednost po-
lazne determ}nante; poslednju determinantu razvijamo po-e-
lementima prvog stupes; kao rezultat dobijamo da je ona, a
time i polazna determinanta, jednaka:

-32 =13
la = 601,
29 -7
IzraZunaj tu istu determinantu uzima juéi da uodeni "top"
"dejstvuje” duf prvog retka (dakle, retka u kojem me i sam
naleziy "top” ne mofe "dejstvovati® dui nekog retks ili
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stupca u kojem se on ne nalazil).

Izraduna] jo¥ jednom tu determimsntu, ali uzimajuéi za "to—
pa" jedinicu sa pelja (3,2) (treéi redsk i drugl stupac), ko—
ji neka "dejstvuje" duZ cdgovarajuéeg atupca (dakle drugog
stupcal.

6% Uzmi za “topa", na primer, elemenat sa polja (1,1), tj.
broj -1, koji neks "dejstwvuje" Aui prvog stupca (ispitaj
prethodna dva sluaja); prvi redak dodaj drugom pomnoZen
ga =5, a tredem sa 14; nastelu determinantu zatim razvij
po prvom stupeu; resultat je 76.

Uradi to isto uzimajuéi da uvodeni "top" "dejstvule" dui
prvog retka.

7% Za "topa" ummi jedimicu sa polja (3,3), ti. iz tredeg
retka 1 trefeg stupca, koji neks "dejstvuje" duZ tredeg
retka{ treba, dakle, treéi stupac dedati drugom stupcu po—
mno¥en sa 1, a prvom poancien sa ~2; nastalu determinantu
razvij po tredem retku; uveri se da je rezultat jedmnak 10.

Oradi to isto nrimajuéi za "topa" elemensat sa polja (3,2),
~ tj. broj =1, i koji neka "dejstvuje" duZ drugog stupca.

Izrafunaj tu determinantu jo& Jedoom, uzimajuéi za "topa”
elemenat sa polja (1,1}, tl. 2 iz prvog retka i prvog stup~
ca, koji neka “dejstvuje" duf stupes (ili, pak, retks).

8% i 9% Odaberi noki elemenat za "topa" (naravno, uvek je
najzgodnije useti Jedinicu ako postoji), pa postupi kao u
prethodnim sludsajevima; rezultati su, redom 162 1 S4,

3%. Yosmatra) ponovo determinante iz zadateka 9 i 15, Svaku od

njih izrafunaj "top-pestupkom”, tj. pestupkom koji je opi-
san u prethodnom zadatku (dakle, pravljenjem Eto viSe nula u ne-
kom retku ili stupcu determinante), pa rezultate uporedi sa ra-
nije dobijenim.

Vi/32

Determinante Zetvrtog i vifeg reda

34, IzraZunaj vrednost determinante

O
-1 2 o o4
P=135 o & -2
-4 5 -2 0

ReSenje. 'lapitaj prethodno primedbu uz teorem 1. Datu de-
terminantu D razvijmo po elementima poslednjeg
stupca; dobijamo da je

(1) Do —f4%A, + 4=, — 2eA

1% 24 34 ¢ Othyy o

gde su Ay @24, ‘5&' Ayn odgovarajudi algebarsk)_komplemen—
ti elemenata -4, 4, -2, O stupca po kome razvijamo, dekle:

-1 2 0 5 1 -1 3
1+4 +4
dyy = (-1} s |3 0 4], Ay - (-1) - |03 o &,
=l 5 =2 -t 5 <2
1 -1 3 1 -1 %
&
Ay, = 0% 2 o, Ay = (-4 a1 2 oy
-4 5 =2 3 o 4

ovo su sada determinante treéeg reda koje moZemo izraZupati
na neki od ranije opisanih na¥ina; svakako Jje to najlakde
uraditi pomoéu "top-postupka" (ispitaj zadatak 3@!)j pri to-
me nije ni potrebno radunati poslednju od gornjib determina-
nata, jer nju i onmako treba mnofiti sa nulom, pa nije ni
bitno kolika je njena vrednost; uveri se da je: Al4 -0,

By, = 35, Agy = =7. ‘

Prema tome, na ocasnovu (1), imemo da Je

D = <40 + 4*35 — 2+{-7} = 154.

Drugo refenje., U primedbi uz szadatak 24 napglafenc je da oso-
bine determinanata izraZene zadscima 20 - 24,
vafe i za determinante bilo kog reda a ne samc tredeg. Prems
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tome, mofemo i za izrafunavanje determinanata Fetvrtog i

vigeg reds da keristimo "top-postupak", koji je opisan u

zadatku 32. Pa primenimo taj postupak na nadu determinantu
s

D.

Za "topa" odsberimo neki elemenat determinante koji se na-
lazi u nekom stupcu ili retku koji veé sadrii neku nuluy
neka ta bude broj -1 sa polja (1,2}, tj. iz prvog retke i
drugog stupcs, 1 peka taj "top" "dejstvuje" duf stupca n
kome se nelazi; pomoéu toga "topa" treba da "uniftimo®
dvojku i peticu 3to se nalsze ns njegovej "liniji" (dr3i na
wru kake dejstvuje top u Zahul) 3 u tu svrhu, prvi redak de—
terminsnte D dodajmo drugom retku powunoZen sa 2, a tredem
retku pomnofen sa 5; prema zadatku 24 determinanta D neée
promeniti 8voju vrednost; dakle Je

1 1 3 -
1 v} 6 -4
Peols 0 4 -2
1 o 13 =2
#xo ovu determinantu razvijemo po drugom stupcu, dobidemo
da je onm jednska 1 & —y
D= ""' ‘27 1
1 13 -20

came je izradunavanje determinante fetvrtog redes svedeno na
ixrafunavanje samo Jjedome determinante trefeg reda. lzradu-
najmo i nju “top-postupkom”. Za "topa™ uzmimo jediniou sa
palje (1,1), koji meka deJstvuje dui stupes u kojem sme na-
lazi, dekle duz prvog séupca; prvi redak dedajmo drugom ret-—
loi pomnoien ea -3, a treéem sa -1; nastala determinanta ima
istu vrednost kao i polaszna:

1 &6 -4
D= o -1 10|
0 7 -6

konadno, ako ovu determinantu razvijemo po prvom stupcu, do-—
biéemo da Je ona jednaka

YL/ 3&

35

=14 10
D= o {(=14) +(=-16) = 7.10 = 154,
7  -1e
a to je rezultat koji smo i malopre dobili. Vidimo koliko
3e ova]l "top-postupak" efikasniji od prethodnog. Zato ga
treba dobro uvezZbati,

Proveri:

1°|12 2 5 7| =80y 2° |0 1 2 3| = &4,
-5 5 5 16 -1 ¢ 4 5
-3 5 2 7 -2 -4 0 &
2 1 4 3 -3 -5 -6 0O

Uputetve. Primeni “top-postupak" (ispitaj prethodni zadatak}.

1° za "tops" uzmi jedinicu sa polia (1,1}, koja
peka "dejstvuje® duf prvog stupca; pomodu togs "topa' unifti
svakli elemenat keojl se nalazi u prvom stupcu isvod njega,  u
smislu da se umesto tih elemenata pojave nule; zatim, nas-
talu determinantu razvi] po prvom stupcu.

2% Za "topa" uzmi jedinicu se polja (,2), koji neka "dej-
stvuje" dui svoga retka (dakle, prvog retke); dobijenu de-
terminantu razvi]j ﬁo prvom retku.

Proveri:

1° |1 2 o | =-253 2°|1 -1 3 -u| = 286;
2 3 =2 0 -1 2 0 4
0 -1 2 4 3 0 4 a2
-1 o & -1 -5 5 .2 -8

3 |-3 -2 4 5| = -2004 4°| 1 2 4 =1| = -2al.
1 0 -5 &
2 3 4 -5 6 5 -4 -7
1 -2 -3 -4 3 4 -2 8

Uputstve. FPrimeni “top-postupak” ( prethodno dobro ispitay
zadatak 34).
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37-

Proveri:

D= 1 = =160.
-1 -1 -1
1 -1 -1 1 1
-1 -1 1 -1 1
=1 1 -1 1 1
=1 -1 1 1 -1

I R R Eﬂ
=
=
-
-

Refenje. rrimenimo "top-postupek” (ispitaj zadatak 34;

~ ovde, zbilja, ne bi vredelo razvijati tu determi-
pantu po nekom retku ili stupcu direktno, jer bi kasnije
trebalo rafunati ¥est determinsnata petog reda, ¥to je sva-

- kako veliki posao).

Za topa uzmimo jediricu sa polje (1,1}, koji neka "dejstvu-
je" du prvog stupca; prvi redak dodajmo svim ostalim red-
cima pomncien sa -1} aastaje determinanta

1 1 1 1 1
0 -2 -2 =2
0 =2 -2 o] 4]
-2 0 -2 4]
-2 ] =2 0 o
-2 -2 ¢} 0 -2

o0 00
1
o

prena osobini detsrminsnata izraienom zadatkom 24, njena
vrednost je ista kao 1 vrednost polazne determinante D; raz-
vijmo je po elementima prvog stupca; dobijamo da je ona
jednaka

Dl O o} -2 -2 -2 .
o =2 =2 G s}
2 -2 0 -2 0
2] ¢} -2 Q Q
-2 -2 .0 0 -2

Trema tome, izrafunavanje polazne Heterminante gestog reda
gveli smo na izrafunavanje samo jedne determinante petog
rada. I za njeno izradunavanje primenime "top-postupak”.
%a topa uzmimo markirani elemenat -2, koji neka "dejstvuje”
duf retka u kéjem se nalaszi (iz razloga &to u tome retku
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imeme weé tri nule); tredem stupcu dedajmo prvi stupac po-
mnofen sa -1j time smo postigli da u Zetvrtom retku imamo
sve nule osim samnog "topa", a da determirnants nije promenila
gvoju vrednost; ispiii tu determinsntuj ako je razvijemo po
Zetvrtom retku, dobiéemo da je ona jednaka

D=-(-2)e | O -2 .-2 i
-2 =2 o 0
-2 2 =2 o
-2 2 o -2

dobili smo, dakle, samo jednu determinanfu Setvrtog reda.

Sada pa nju primenjujemo “top-pestupek”; zs "topa" uzmimo
markirano =2, koje neka "dejstvuje™ duf stupca u kojem se
nelazij prvi redak pomnoZen sa -1 dodajme poslednjem reat-
kuj time smo postigli da nastala determinants u poslednjem
stupcu ima sve nnle osim semog “topa", a da joj je vrednost
oatala iata; ispifi tu determirantu; nakon njenog razvija-
nja pe poslednjem stupcu; na osnovu gornje Jednakosti imamo,
da je

D oa(=2)s(=2)* |-2 -2 0] ;

-2 2 -2
-2 4 2

ova je jedna detercinants treceg reda; iz svakog njenog
stupca izvucimo zajedniéki faktor 2 (oprez! dvejka se izvle-
Zi iz svakog stupca posebno) ispred cdeterminante; za nastalu
deteruinantu neposredno se proverava da Je jednaka -5; zato
Jjes prema prethodnom:

D = (2)+(-2) »222-(=5) = -160,

gto je 1 trebalo dokazuti.

Izrafunaj polaznu determinantu jos jednow, ali uzimajuéi za

-"topa" neki drugli elemenat determinante, na primer, -1 sa

pelja (3,4), koji neka "dejstvuje" duf treceg retka.
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8.

39,

rréveris
192 -2 o of =58 2° |1 1 o -#| =1
6 -3 3 1 0 2 =2
o 2 4 -& 2 -3 0
5 -7 -2 0 2 2 o -7
321 2 o -1 =23 4% |2 1 -1 2| =-12.
2 3 -1 0 2 -2 o 2
0O -1 2 4 8 -5 2 ]
L -4 1 8 0 6 0

Koristeéi se osobinama determinanata izrafenim zadacima 20 -
24, dokaii sledede jednakosti:

o}

1 a b c 0| = ~{8+db+c) (brec-a} (cra=b) (arb-c)}
b :1 ] c
=3 Q a b
Q c b a
22 N a a2 &’ « (1-a™ 2 (dakle, rezultat ne zavisi
PEE a 2° od veliZina x, y, z).
X . 33 1 a
h z 33 1

Dokaz, 1% Drugi, treéi i Getvrti stupsc posmatrane deter—

minante &odajmo njenom prvoem stupeuj na osnovu za=
datka 24, determinanta neée promeniti vrednost; u prvom
stupcu nastale deterwinante .(ispi&i jel) pojavide se zajed-
niZki faktor a+b+e¢; prema osobini determinanata izraZenom
zadatkom 22 taj faktor moZemo izvuéi ispred cele determinan~
te (uvek dr¥i na umu §ta treba da dobijeﬁol); gko vrednost
polazne determinante oznadimo sa D, biée dakle

(1) D a (a+b+c)-D1.

gde Je D1 preostala determinante nakon izvladenja faktora
a+b+e, tj.
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nz ovu determinantu primenimo "top-pastupak"; pri tome za
"topa" uzmimo jedinicu sa polja (1,1), koji meka "dejstvuje”
duf stupca u kojem se palazi, dakle, dus prvog stupea; prvi
redak pomnoZen sa -1 dodajwo ostaelim redeima; na osnovu za-
datka 23, determinanta Dl neée promeniti vrednost; nastalu
determinanta (ispii jel!) razvijmo pc elementima prvog
stupca; dobijamo da Je /

D1 = a-b -C el o
-b a-¢ b

c~b b-c =a

Prvom i drugom stupcu poslednje determinante dodajmo treéi
stupacj vrednost determinante ostaje ista, dekle

D1 L] a+C=b o) c
] a+b-c b
B4+Cc=b a+b-c a

iz prvog i1 drugog stupca ove determinsnte izvucimo znjednié-
ke faktore a+c-b i a+b-c ispred cele deternminants (ispita]
zadatak 221) ; dobijamo da je

(2) D, = (c+a—b)(a+b-c)-D2,
gde Je D2 preostela determinmnta, dakle

D2 = 1 [4) ¢
&) 1 b
1 1 a

3

sada gse neposredno proverava da je vrednost ove determinsn—
te Jednaka: .

(3) D, = =(b+c=n).
Na osnovu (3), iz (2) sleduje da je
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D, = ~{c+e~b} (a+b-c) (brc-3}),
a zatim, na osnovu (1}, i

D = -(asbec}(bic-a){cra-b) (a+bn) ,
Eto Jje i trebalo dokazati.

2° Jedno 2a drugin imamo da je

1 a a2 a’
ad 1 a a2
x a2 1 a | * (Getvrtom stupcu dodaj treéi po-
v 2 a’ 1 moofen 8a -a) =
1 a a2 0
a5 1 o]
= )y 2 1 o | = (razvij pe Zetvrtom stupcu) =
¥ z 35 1-a4
1 a aa
= (1-ah. [a® 2 a = (treéem stupen dodaj drugi po-
x ad 1 mnoZen ga =&) =
1 a o]
= (1-a*y. |a® 1 0 = {razvij po trefem stupcu) =
X 35 l-a
1 a
= (1-a*) (1-a% . e (1-a% (1-2%) (1-a*) -
&) 1
- (1-a™ 3,

&to je 1 trebalo dokazati,

Proveri:
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1 a a2 o 2t = (1—35}4 (dakle, rezultat ne
at 1 a a? a’? zavisi od x-eva}.
x aq 1 a a2
31 4
¥y Xyp 2 1 a
n
8 1

¥s1 ¥s2 Yoz ,
Uputstvo. Redi paralslno sa prethodnim zedatkem 33 pod 29,

SISTEMI LINEARNIH JEZDNACINA 1 NEJEDNACINA

A Op3ti oblik sistema 0d dve lineasrne Jednagine sa dve nepo-
znanice x 1 y glasi

Byy% + B),F = bl
azlx + a22y = b2 N

pri femu su a-ovi i b-ovi zadani rezlni (kompleksni) brojevi. Za
taj sistem vezane su tri determinante date sa

b
b

D = N D =

x + D=

1 %12 b

2 2

811 %2
821 %2

1° Ako je glavpa determinanta D razlifita od nule, tj.
D £ 0, sistem ima jedinstveno redenje dato sa x = Dk/n, ¥ = Dy/U.
2° ako je D = D, = Dy = 0, sisten Jje neodredjen i ime besko-
naéno mnoge redenjs.
3° Ako je D = O i bar jedna od detercinanata D 3 D razli-

. ¥
éita od nule, sistem je protivureian i nema redenje.

Geometrijska interpretacija. Uvaka od jednalina gornjeg sistema
predstavlja v koordinsmtnoj ravni-

ni Oxy izvesnu pravu {ukecliko je bar jedan od a~ova u svakoj od
tih jednadina razlidit od aule}.
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1Y Ako je DAQ, te se preve seku u jedono} tadki, i kcordina-
te x i y toga preseka jesu upravo refenje gornjeg sistema.

2° »ko je Dunx-n =O, preve se poklapaju, tj. "seku" se u
svako] gvojoj talki, 1 koordinate bilo koje od tik tafaka jesu
jedne o4 reSenja posmatrancp sistema.

2% U ovon slufaju prave su parslslne, Gtj. ne seku sa ni u
jednoj tadki.

B. OpSti oblik sistema od tri linearne Jje=dnadine sa tri nepo-
znanice x, ¥ i z glaai
8% + By5F ¢ E15= - Pl
2y)X + Bo5F + Bpzz = bE
aalx + aazy + a55z - b5 )

pri emu su a-ovi i b-ovi zadeni realni (kempleksni) drojevi.
Svaka od jednalins toga sistema, gledano geometrijski, predstav-
1ja'jednu ravninu u koordinantuom sistemu Oxyz u prostoru (ukoli-
ko je bar jedsn od e”ovs u svakej od tih jednafina razlifit ed
nule). Za taj sistem su vezane Setiri determinante treéeg reda:
D, Dx’ Dy i Dz; pri tome Je

D= 1837  83p 313
8 822 853
#z1 Pz %33

a detsrminante Dx’ D_ i Dz nastaju iz determinante D kada se, re-
dom, usesto njenog prveg, drugog, odanosac trefeg stupca stavi
"slobodal stupac" (bl'bz’b5)'

1° Ake Je glavna determinanta D razlidita od nule, tj. DAO,
sistem ima jedinstveno re3enje (regularsn jel) datc fa: X = Dx/D,
y:Dy/D, Z -DZ/D.

2° axo je D=0 i bar jedna od preostalih determinanata D_,
b, i D, razlidita od nule, sistem je protivuredsn i nema re3enje,

39 Ake su sve determinante jednake nuli, tj. D-uxcnynnz-o,
sistem je nsodredjen ili protivuredan., fri tome vaZi:
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a) Ako je bar jedan od algebarskih komplemenata (kofaktora
drugog redas) determinante D razlifit od nule, ili te nije sludaj
ali bilo koje dve od jednadina aistems imsju proporcionalne sve
odgovarajufe koeficijente, uvkljufujudi tu i slobodne &lanove, on-
da je sistem neodredjen i ime beskonadno mnogo refenja.

b) U ogtslim sludajevima sistem Je protivuredan i nema refe-
nie.

Gecmetrilska interpretacija. 1° Sve tri ravnine seku se u 38amo

jednoj tadki i koordinate {x,y,2)}

" te presedne tadke jesu upravo refenje posmatrancg sistema.

2% Bar dve od reveina jesu psralelne, tj. sve tri se ne seku
pi u jednoj (zajednidkej) tadki.

3% &) I1i ge dve ravoine poklapaju a treca ih sede {dakle,

gve tri se seku po jednoj pravoj; tada kcordinate x,y i =z bilc

koje talke te presedne prave predstavlijaju jedne od beskonaéno
mnogo refenja aistemal), ili se sve poklepaju, éa ne kafemo “se-
ku"” ge po celo] jednoj ravnirmi.

3° b) Ili su dve ravnine paralelne a treéa ih sele po dve-
ma pravuljama, ili su sve tri paralelne {dakle, ni u jednom sluda-
ju ne postoJi tafka koja bi bila zajednidka svim tim revoninsma,
5to i znafl da poemetrani sistem nema refenja).

C. Potpuno se snalogno postupa i sa sistemima od 4,5,6,... i1

vige jednadina sa iste tolike nepoznanica. Tako, na primsr,
za sistem od Zetiri linearne jednaline sa fetiri nepoznanice x,
¥,%,t (ispifi taj sisteml), vezane su detiri determinante D, Dos
Dy, Dz, Dt koje su gradjene na isti nafin keo i odgovarajuée de-
terminante za sistem od dve ili tri linesarne jednadine sa dve ili
tri nepoznanice (ovde u igru utazl 1 éetvrta determinanta D,
koja nasteje iz D kada se umesto njenog detvrtog stupca stavi
"slobodni stupac" sistema}; pri tome, ako je D#C, vaZi (Kramero-
vo pravilo):

x =D /b, ¥ = D /D, z = D,/D, t = D./D.

Analogno je i sa sistemima ¢d viZe jednafina sa isto telike
naporznanica.
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Sistem od dve linearne jednadine sa dve Depoznanice

1.

ReZi sledele sisteme linsarnih jednafina, pa reSenju dnj
geometrijsko objasnjenje:

° x-2y-7=0 3°
Zx -6y + 1 =0}

x - § = -4 2°
-X + 3y = 3;

1 AL -7+ 1 =0

6x -~ 3y +3 =0 *

Referie. 1% Xako je (vidi pod A u uvodnom delu ovog para—

grafal):
p=f2 -1 =1, D= W Clfeap o)z oaafs 2,
i-1 1 3 1 -1 3

gisten ima jedinstveno redenje, 1 ono glasi

¥y o= Dy/D = 2,

Geometrijski posmatrano, teiks (x,¥) = (=1,2), jeste presed—
va tedka pravih 2x - y = -4 1 -x + F = 3. Nacrtaj te pra-
ve u nekom koordinantnom sistemu Oxy, pa se uveri da njiho-
va preseéna tacka ima koordinzte -1 i 2.

o

x=DJJD=—l,

2” Prvo slobedne £lanove jednalinf sistema prebacimo ns des—
nu stranu, tj. dati sistem papifimo u obliku

X -2y =7
i
3x - 6y = -1
Lo . . 2.
edgovarajute determinante vezane z8 ovaj sistem jesu:
D= |1 -2 =0, Dx = 7. =2| = =40, Dy = |1 7] = =22
3 -5 -1 -6 3 -1
podto su D=0 i obe od determinenata Dx i Dy razliite od nu-
le, prema onom £to je refeuno u uvodnem delu pod A gistem pe—
ma reSenje, tj. on je protivuredan.
Geometrijski to znafi da se prave x - 2y = 7 i 3x - By = 3

= -1, nigde ne seku, tj. da su paralelne. Nacrtaj te prave
u nekom koordinantnom sistemu Oxy, pa se uveri u to,

%9 51i%no kao i pod 2°, prvo slobodne £lanove prebaci na

Vifas

despu strapu. Uveri se da su sve tri determinante vezane
za taj sistem jednake nuli, tj.

D=0

2 =Dy =0,

pa je posmatrani zistem neodredjen, ima teskonadino mnogo
refenja; naims, ofigledno je da druga od jednalina togs
sistema nastaje iz prve mooZenjem sa 3; stoga je doveljno
zadrfati samo jednu od njih, na primer, vrvu; no, iz te
Jednsdine sleduje da je

¥y =2¥ ¢+ L,
£j. x mofemo birati proizvoljno, a potom y radunamo iz gor-

nje veze; festo se to 1 ovako pise:

X = Dy ¥ o= 2p + 1,

gde je p proizvoljan parametar; kada se p menja, x 1 y ée
se menjati preme tim vezama (za svako p dobijamo jedno re-
Zenie sistema); na primer, sko stavime da nam Je p=3, bide

"x = 3iy =231 =7, tj. jedno od refenja nafeg sistema

jeste x=3 i y=7, u 8to se lako uveravame.

Geomatrijoki posmatrano to zmadi da se prave 2x - y + L = 0O
i 6% - 3y + 3 = O poklapaju, da ne kaZemo "seku” u svako}j
avojoj tadki. Necrtaj te prave u nekom koordinantnom siste-
mu Oxy, pa se uverl da Ce se one poklopiti.

Resi sledele sisteme od po dve linearne jednaline sa po dve
nepoznanice, pa refenju daj geometrijsko tumadenje:

1° x+ 57 =-19 2% 3x -2y = -1 %% 2x - 3y = 15
i ; .

4x + y = 0 =x + 95 = 63 X - y= &

Postupi znalogno kao u prethednom zadatku, Hezul-
tat: 1% x=1, y=-8; 2° xs0, y=7; 3° x=-3, y=-7.

Uputstvo.

Fomoéu deterwinanata Gokazi de su sledeéi sistemi protivu=-
redpi, tj. da nemaju refenje:

1° x+3+3=0 2° Z3x-2y=4 -3° x4 yeoO

2% &« 2y = 1

3x +3y + 6 = O .23 - 1= 3x,
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Hezultate proveri geometrijskil

Uputstve. Ispitaj zadatak 1 pod 2%,

4. SluZedfi se determinartama uveri se da su sledeéi sistemi
neodredjeni, tj. da imaju beskenséno mnogo resSenja:

1° Ix = 4y a2 2° w7x + yF =3 %0 X+y+1=20

H .
Bx - 8y = 4 léx - 25 = -6 2x +2y + 2 =« 0

Nadji sva reSenja tih sistema. Hezultate proveri i grafidé-

ki, tj. geometrijski,

Uputstvo. Radi analogno keo ped 3° u zadatku 1.

Razultati: 19 x = Py T = % - - %; 2° x - q, ¥ =79 + 35
3°x=p, ye -1 - 1; tu'su p, g 1 r© proizvoljni

realni parametri (brojevi}j; za razne vrednosti tih parame-

tara dobifemo razna refenja gornjih sistema; uvzimajuéi za

te parametre neke konkretne vrednosti, ne primer, p=2, g=l

i r=-1, nadji 1 neka (tj. odgovarajucéa) reSenje tih siste-

ma.

S. Za razne vrednosti parsmetra a, diskutovati re3enje siste-
ma .
ax + ¥= 2
2x + ==l 3y = -4,

od dve linearne Jjednadine sa dve nepoznanice X 1 .

Refenje., Ueterminante vezane za taj sistem glase:

D= |a 1= 32—3—2; D, = |2 3] = 2(a+l);
2 a-1 -4 a-1
Dy = |2 2( = "4(3""1)-
2 -4

igpitajmo prvo za koje vrednosti paremetra m su te determi~
nante jednake nuli. Jedno za &rugim, imamo:
D=0 = 82-a-2 = O = (redi tu kvadratnu jednadinu po &)

=2 =2ilia=-=1;
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D, =0 = 2(a+l) =0 = a¥l =0 = a = -1

D=0 = ~i({asl) = 0 => a+l =0 = a = -L.

Prvi gludaj. Ako je DAO, tj. a¢2 i aé-l, posmatrani sistem
ima jedinstveno refenje i ono glasi

D
e i La0) -2le) 2
*°T a“-a-2 (a-2){ a+1} a-2
yggi_—q-(a{-ll= “4(asl) 4
a“mas2 (a~2){ a+l} a=2

Drugi slugaj. Neka je sada D=0; to zoadl da je ili a=2, ili
a=-1j stoga u ovom sludaju razlikujmo dva pod-

glucaje.

1° a=2. Tada je D, =2(2+1)=6 (40), 1 D_=-4(2+1)=-12 (£0), pa

je za a=2 sistew protivuredan,

2° a=-1. U ovom sluzju je D =2(-1+1) =0 i D_=-4(-1+1) =0, tj.
za a==1 sve tri determinante D, Dx i Dy jednake su nuli, pa
sistem ima beskonafno mnogo redenie (neodredjen je).
Zaista, za a=-1 Gati sistem postaje

-X + §F = 2

2x -2y = -4,

odakle 36 neposredno vidi da druga jednadina nastaje iz pr=
ve macZenjem se -2; znadi da se u ovom slufsju dati sistem
gvedi na samo jednu jednadipu

-X + ¥y = 2%

odavde sleduje da joe y = X + 2, pri Zemu x moZemo birati pro—
izveljno; ako etavimo da je x = p, gde je p proizvoljan re—
alan broj, bide y = p + 2, pa refenje sistema za a=-1 nofe-
mo napisati u abliku

X =, Fep+ 2y

gde je p proizveljan realan broj {parsmetar) (napomenimo da
mi redenja traimo semo u skupu realnih brojeva ukeliko ne
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kazeme izridito drugadije).

Zakljufak, 4ko je parametar a razli¢éit od 2 1 -1, sistem
ima Jedinstveno re3enje; ako je parametar a Jjed-

nak 2, sistem Je protivuredan i nema refenje; konadno, ako

je parsmstar a jedunak =1, sistem je necdredjen i ima besko-

nadno wnoge resenja,.

Za razne vrednosti parametra a, diskutuj reZenje sistema:

1° (@-x+ 7= 8 2° (a-#)x+ y=1

-3x + ay = 3Ja -3x + ay = 1

Za one vrednosti perametra & zz koje postoje reSenja, nadji

ta resenje.

UEutstvé. Radi paralelno sa prethodnim zadatkom 5.

Rezultat: 1° Ako je a razlifito od 3 i 1, refenje je jedin-
stveno i jednako

¥ - gé% +

ako je a=l, sistem Je protivurefan {ispiZi tasj sistem za
a=1l) i nema red3enje; kona¥no, ako je a=3, sistem jo neo-
dredjen i ima beskonadno mnoge resarja koja se mogu pred-
staviti u obliku

a
=

X = Py T =P + 8,
gde je p roizvoljen parametar ( broj).

2% avo Je a razlidito od 3 i 1, redenje je Jedinstvenoc i
dato sa

1 1 .,
X=&53 » F Ay O

ako je a=l, sgistem je necdredjen i ima beskonadno mnogo re-
Senja koja mofemo predstaviti u obliku

X =D, ¥ =3 + 1,

gde je p proizvoeljan realan parametar; konadno, ako je a=3,
cistem je protivuredsn i nema redenje.
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2Za razne vrednosti parametra a isvr3i diskusiju sistema od
dve linearne jednafire sa dve nepoznanice:

ax + (8 +D y = 2
8% + (a+l)2y = 2a+]

Za one vrednosti parametra a za koje rostoji redenje, nadji

to redenja.

Refenje. MNadjimo prvo determinante vezane za posmatrani
sistem; one su jednake:

D = ala+l), D, = a+l, Dy = a,

Prvi sludaj. Neke je prvo DAO, tj. ado i 84-1; tada sistem
ima jedinstveno resenje i onc glasi

I
(1) x-—-x-%' ya..l- R H
D D a+l

Drugi slufaj. Neke je sada D=0; to znedi da Jje ili a=0 i1i
a=-1; zato femo razlikovati dva podsiuiaja:

1° a=0, Rako Je tada D,=0+1=1 (40} a D=0, sistem je za tu
vrednest parametra & protivuredan (bez obzira Ito je DF=01)
i nema redenje.

2% a=-1. Spda je Dy-—l (#0) i D=0, pa Je sistem opet proti-
vureian i neme reienje.

Zakljulak. Aky je parsmetar a razlifit od mule i minus jedan,
sistem ima jedinstvenc refenje i ono Je dato sa
(1) Za a=0 i a=-1 sistem je protivuredan i nema resonje.

Primetimo da posmatreni sistem ni ze jednu vrednost para-
metra a nije neodredjen, pe ne mofe imati ni beskonainc

mnogo redenja,

%a razpe vrednosti realnog parametras a diskutu] refenje sis-
tema -

(2a-1})x + (a+l)y = a+l
X + 2y = 2.

Za one wrednosti parametra' s za koje postoji refenje, nmdji
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to refenje.
Uputstvo. Redi parslelno sa zadacima 5 i 7.
Rezultat: Ako je paremetar a razli&it od 1, sistem ima
jedinstveno refenje i ono glasi
x = 0, y=1

(primeti da ono wopSte ne zavisi od al); ako jeo a=l, sistem

se svodi (reducira) na samo Jjednu jednaginu {(uveri se u tol):

¥ + 2y = 2, pa jednu od nepoznanica, na primer, y, moiemo
birati proizwvoljno, dok se nepoznanica ¥ izradunava iz veze
X = -2y + 2; poSto se y bira proizveljno, mo¥emo staviti da
je y=p, gde je p proizvoljan realan parametar, pa reSenju

mozeme dabi oblik
x=-2p+ 2, ¥ = D

9.  &ko su (xp,y]) 1 (x5,7,) dva refenja izvesnog .sistema od
dve lipearne jednafinme sa dve nepoznanice

813% * 217 = By
(5)
8% + 3557 = By s
uveri se da je tada i
{0) X =%+ plxymxy )y F =7, 4 D G-y
gde je p proizvoljan broj, takodje refenje toga sistema. Drugim
recina, to znafi da sko taj sistem ima dva razlidita redenja,
gnda on ima beskonaéno mmogo reienja.

Refenje. Pokto su (xl,yf i (x2’y2) po pretpostavei.reienja

sistema (S), mora biti:
(1) gy Xy + A7) = byy (B) A%, v a)pFs = by,
(@) epy Xp + Bpp¥p = Vpe  (H) 2%+ ay¥5 = by .
Géigledno je da jednakosti (0) moZemo napisati u obliku

(00) x = (1-p)xy + pXpy ¥ = {1-D}F; + P¥p-
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Da bisme proverili da 1li Je sa (0}, sdnosno (00) dato re-
Zenje sistema (S), szde Jje p proizvoljen broj, treba proveri-
ti da 11 to x i y zadovoljavaju obe od jednalina sistema
(S)3 u tu svrhu uvrstimo x i y dato sa (0C) u jednaline sis-
tema (S)} nakon kradeg sredjivenja {radi postepenol }, dobi-
Jajdu se jednakosti

(1"1))(311'551 + 51231) + P(allxz - 3123'2) = bl ]
(1‘P)(321xl + 322y1) + p(azlxa * 8y585) = b2 '

za koje trebz proveriti da 1i su tafne.
No, na osnovu Jednakosti (1) 1 (3) , a zatim (2) i (4}, prva
i druga od ovih jednakosti, za& koje hoéemo provetiri jesu
11 taéne, redom postaju:

(l-p)-bl + peby = by,

(l-pJ-b2 + Py = Dy,
g zatim (bez obzira koliko jJe pl):

by =By By by,
pa je cd ovor potvrdan. Cvim Jje i nase tvrdjenje dokazano,

Primedbe., Weometrijski glelano, to znadi ovo: ako dve prave

imaju zajednidke dve (razlidite!) tadke, onda one
imaju beskonsdno mnogo zajednidkib taiake, tj. one se pokla-
paju.

Sistem od tri linesrne jednafine sa tri nepoznanice

10. Re3i sledeéi sistem od tri linearne jednadine za tri nepo-

znanice:

X + 3+ 2z =1
(s) 2K~ ¥ + 22 = =4
4% + §F + Uz = =2

Befenje. Nadjimo prve determinante koje odgovaraju posmatra-—
nom sistemu {8) . Jedno za drugim imamo ds je:
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11.

12.

D= 11 1 2| = (rafunajl) a &, b =|-1 1 2|~ 6,
-4 =1

)%
1
)

na
n

-1 =4

n
1

F
no

Prema anome 3to je refeno v uvednom delun ped B, podto je
geterminanta I sistema (S5) razlidita od nule, sistem ima
jedinstveno reSenje, i ono glasi

o

D D
x:-—xsl, y=—1=2’ z & = =2,
D iy h}
ti. {x,7,z) = (1,2,-2). Fadjene vrednosti za %, y 1 2 uvrati
u jednaline sistema {5), pa se uveri da je svaka od njih za-

dovoljena.
Ra&i sistem Jjedpaiina

2% - 37 + 52 =
4x - F + z =
AX - 2y + 3z

£ H W

L

Refenje. Xako Je

D=2 =3 5| = {radunaj!) =0, D = |3 -3 5|= 4,
4 -1 1 1 -1 1

3 -2 3 4 =2 3

na csnovu onoga Sto je redenmo u uvodnem delu pod B, zaklju-
tujemo da je sistem protivurefan i da nemas refenje, jer Jje
D=0 i Dxﬁo {bez obzira koliko je Dy i Dz!).

Refli sistem Jednoafina

3 - ¥y ¥ 22 =1
() 2xX + 2y + 22 = 6
5X + § + 4z = 7.
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D= 1 1 -1| = =12.

ReSenje. KNadjime prvo determinante koje odgovaraju posma-
tranom sistemu (S); imamo:

D= (3 -1 2| = (radwajl) = 0O, p.=1|1 -1 2i =0,
2 2 2 6 2
S 1 4 7 1
Dy = |3 1 2} =0, D, =3 -1 1| =0
2 6 2 2 2 &
5 7 4 5 Vi

(primetimo da se moZe i neposrednc zakljufiti da je svaka
od gornjih determinanata jednaka nuli; naime, ako u svako]
od njih poslednjem retku dodamo prva dva retka ponnofzn=s
ga -1, nastaju determipante koje u poslednjen retku imsju
semo pule, pa su zato i njihove vrednosti Jednake nuli;
pri tome iskoriScéena je osobine determinanata izrziean za-
datkom 24},

Posto su sve detiri determinante, vezane za posmatrani sis-—
tem (3), jednake nuli, na osnovu onoza It0o Jje reXanc u uvod-
nom delu pod B, zakljudujemo de je sistem neodredian ili pre-
tivuredan,

Népomenimo da kod sistema od tri linearne jednaZine sa tri
nepozpnanice, iz &injenice da su sve odgovarajude deteorni-
nante jednake nuli, jo& uvek me sleiujs da je taj sistem
necdredjen, tj. da ima baskonaino manopo redenjs; naime, on
mofe biti i protivuredan, 5Sto zahteva naknadna ispitivanjs
(kod sistema od éve linearng jednafine sa& dve nepornnnice
ovo nije bilo mogudéel).

To 8to su sve {etirl determinente sistema Jednake nuli ima
nuzne za posledicu da je bar jedna od jednalina posmatranog
sistema (to vafi uopite, 2 ne ssmo u ovem slufaju!} posledi-
ca preostalih jednafips sistema, ukoliko je bar jedan ko~
Laktor Ay, determinante D, £O0.

U ngiem slufaju odigledno Jje poslednia od jednallina jednaka
zbiru prve dve; stoga je mofemo odbaciti, pa ce dati sistem
(8) svedi (reducirs) na sebi ekvivalentsn sisten
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3k -y + 2z = 1
(z)

2x +2¥ + 2z = 6,
Tvp Je jedan sistem od dve linearne jednadine sa fri nepo—
zpanice; Djega ofigledno moieme reditl po pepoznanicama x
i y, pri Zemu nepoznani¢a z moZe da bude proizvoljan broj;
naime, sistem {T) moZemo napisati u oblilu

3 =y = -2z + 1
X+ Yy = ~2z + 6,

pri gemu je druga od jednadinm jo¥ 4 podeljena sa 2; glavna
determinAnta ovog sistema sa nepozn&nicama X i ¥ {z uzimamo

za preoizvoljan realan parametar!) jednaka je 3 g 4,

dekle, razlidita od nule, pa tej sistem ims jedinstveno re-
senje po x i y (naravne da &e za razme z-ove biti razliditi
i x-evi i ¥-oni, ali je bitno da se za svaki realsan broj z
te x i y mogu odreditil); samo refenje gornjeg sistema (T),
8 time i sistema (3), glasi

X =-2 + % ] ¥y = =32 — % .

pri écau z birame proizveljno; uchidajeno je da se to pije
ovako {%to je ofipledno isto, samo u drugem obliku):

AU I S
gde je p proizveljam broj.
Dakle, sistem (S) je neodredjen (a ne protivuredapl).

Primedba. Sistem (T) mofemo da shvatimo na "tri nadina" kao
sistem od dve Jjednaline sa dve nepoznanice (treéu

nepoznan_cu da smatramo parametrom): po x i y (kao Eto swo

i,vradili), po x i 2z, i po ¥ i zj da se desilo da nijedan

od ta "tri sistema” ne moZemo rediti po "njegovim" nepozna-

picema, onda bi sistem (T), a time i (S) bic protivuredan

(u tome treba videti gore pomenutu moguénost da sistem od

tri jednofice mofe biti protivuredan i kada je D-DX=DJ=DZ=O).

VaZna primedba. Vel smo nepomenuli da sko su sve Setiri de~
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terminante nekog sistema od tri linearne jednadine sa tri
nepoznanice jednake nuli, a bar jedan ¢d algebarskih kem-
plemenata (kefaktora drugog reda) determinante D rezliéit

0od nule, onda je nuZno bar jedna od tih jednadina pesledi-
ca preostale dve; nije teSko utvrditi da 1i je neka od Jed-
naina sistema posledica samo jedpne od preostale dve (treba
jednostavno ispitsti da 1i peke dve od tik Jjedrnadina imaju
proporcionalne koeficijente, ukljudujuéi tu i slobedne &la-
novel); ako je to sluaj, jednu od te dve jednadine treba
odbaciti, dok ée druge od njibk sa onom trefom ciniti jedan
gistem od dve linearne Jedpafine sa po tri nepeznanice, koji
je ekvivalentan polaznom sistemu (vidi zadatak 121) ; ake je
i od te dve jednadine Jedpa posledica ona druge,%to se analog-
no ispituje, onda i od njih trebs odbacitl jednu {bilo kojul;
time bi polazni sistem bio sveden {reducirsn} na samo jednu
od 3 jednnafinej to uprave znadi da postojl samo Jedna veza
izmedju nepognanica polaznog sistema {(tj. jedna koja je bit-
no razlilita, jer ostale veze proizilaze iz tel}; stoga se
u tom sllZaju dve nepoznanice mogu birati proizvoeljne, dok
se treéa izradunava pomoéu njih iz pomenute veze; to Je ta-
ko akeo je i od preostale dve jednadine jedna od njih posle-
dica one druge.

Ako to, pak, nije sluiaj, tJj. s8ke su, nakon odbacivanja jed-
ne od Jjednacina polaznog sistema, preostale jednadine line-
arno negavisne, onda ge postupa kao 1 pri reSavanju sistema
(T) iz prethodnog zadatka 12 (ispitej jod Jjednom prethodnu
primedbul).

Pri svemu ovome do sada pretpostavlijali smo da se bar jedna
0d Jjednafine poleznog slstema moZfe izrsziti pomcdéu samo jed-
ne od precstale dve. Ako to nije sludaj, onda se polazni
sistem svodi {reducira) pa sistem od bilo koje dve njegave
jedna¥ine (dakle, odbaci me bilo koja od njihl) ; dalje tre-
ba postupiti kac ga sistemom {T) iz prethodnog zadatka; ako
nas resavanje- tog reduciranog sistema dovede do protivured-
nosti (ispitaj primedbu uz pretbodni zadatak 121), i polaz-
ni sistem bide protivureXan; imade Je neodredjen i ima besko-
naino mnogo redenja.
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13.

14,

Resi sistem linearnih jedpafina pomoéu determinanata

2Xx + 4y -~ 52 = 1
X=3y+ == 12
3x +19y -21lz = -8 .

Uputstvo., Fostupl kac u prethodnom zadatku, Posebno ispitaj
prethodnu primedbu.

Rezultat. Sistem je neodredjen i ima beskona¥no mmogo rele—
nja; same resenja mogu se predstaviti, ns primer,
u obliku
> .
X‘llpi—ﬂ y-?p—_: z = 1
10 L] 10 b} X 0P|

gde je p proizvoljan broj.

Pomoén determinanate redi sledade sisteme linearnih Jedna-—
&ina, pa rezultatu ddj geomotrijske tumaenje:

1° —x+ 3y -28= 1 ; 2% 3z - y-3s - 2.
2% - 67 + 45 = -2 X~ 33~9 -~ 6
-3x + 9y - 6z = 3 -53Xx ¢+ y o+ 3z = -1

ReSenje. Prothodno ispita] primedbe posle spadatka 12,

1° Po3to se neposredno proverava da Bu sve Setiri detsrminan—
¥e vezane za posmatrani sistem jednake nuli (naime, svaka od
tih determinanate ima bar po dva proporcionalna retka, pa

na cspovu zadatka 21 o determinaptsma, svaka od njih mora-
biti jednska nulil), mistem Je neodredjen 11i protivuraZen,
£to treba posebmo ispitati.

Saglasno sa oniam £to je refenc u primedbawa posle zadatka

12, ispitajmo prvo da 1i neke.dve od jJedneiina posmatranog
sistema imaju proporcionalne koeficijente, ukljudujudi tu i
slobodne &lanove, tj. da 1i jedna od njih posledica neke
druge; ofigledno je da su koeficijemti druge i prve jednadi-
ne proporoionalni (keeficijent propercionalnosti je -2);
stoga jednu od nlih, recime drugn, moZFemo odbacitiy dati ais-
tem svodi se (reducirs) na sistem od dve linearns jednatine
ae tri nepoznanice:
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-X + 3y - 2z = 1}
-3x + 9y - 62 = 3

sada treba ispitati da li Jje i u ovome reducirsnem sistemu
Jjedna od jednadina posledice one druge, tj. da 1i nastaje
iz one druge mnoZfenjem sa nekim brojem; no, poito su im svi
koefieijenti proporcionalni, vidimo da je to zeista sliudaj;
stoga i Jjednu od tih Jednafina moZemo odbmeciti, neke to bu-
de, na primer, druga.

Prema toms, dati sistem sveo se (reducirao) n= samo jednu
Jjednadine sa tri nepozpanice:

=X + 3y - 2z = 13

to znadi da dve pepoznsnice, na primer, y 1 z moZemo birati
proizvel jno, dok tredu od njih igraZavamo pomoéu te dve, da-
kle, '

x = 3y = 2z =1;

uobifajenc je da se to ovake pide:
(1) x=3p-23-1, ¥=D, z=a

gde su p i q proizvoljni bBrojevi; naravne da su ta dva za-
pisa ravoopravna, ssmo 3to ovaj drugi eksplicitno daje sva~
ku od nepoznanica %, y 1 2 {preko dva proizvoljna paramstra).

ZakljuZak. Posmstrani sistem je neodredjen i ima beskonaéno
moogo refenjs koja su data sa (1).

Gledeno gecmetrijski, svaka od Jednadina posmatrancg siste-—
ma predstavlja jednafinu izvesne ravnine u prostoru; to Sto
pu 8vi koefieijenti prvih dveju jednadina proporeicnalni,
geometri)ski upravo zna¥i da se te dve ravnine, ¢ije su to
Jjednadine, poklapaju, da ne kaZemo "ssku" u svekoj svojoj
tafki; isto take, dinjenica da prva i trefa od jednafina po-
smatranog sistema imaju propeorcionalne koeficijente, znafi
da se rawvnine &ije su to jeduaZine poklapaju; no, podto se
ravnina odredjens prvom jednacinom poklape i sa ravnoinom
¥oja je cdredjensa drugom Jednafinom, i sa ravninom koja Je
odredjena trefom jednedinom, to ee sve tri te ravmine pokla-
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paju, ti. "seku” se u svim svojim tadkems; drugim redinma

to zpadi da koordinate x, y i 2 , bilo koje tafke te ravni-
pe (jer se sve tri poklapaju}, zadoveljavaju jednaline tih
(t3. tel) ravnipa, a to su upravo jedpaline posmatranog
sistema 1°.

2° Neposredno se proverava da svaka od determinanata ovog
sigtema imé bar po dva proporcionalna stupca; stoga su,

iz istib razloga kao i u prethodnowm slufaju, sve one jednake
nuli (ispi#i te determinante); prema tome, posmatrani gistem
je neodredjen ili protivureian, to treba posebno ispitati,

Sada treba raditi sve analogng prethodnom slucajuj prve dve
jednaline imaju proporcionalne koeficijente (koeficijent pro-
porcionalnasti je 3); stoga jednu od njih, na primer drugu,
mozemo odbaciti; dati sistem se svodi (reducira) na sistem

3% - § ~ 3z =2

(s)
-3 + ¥ o+ Bz = =1

od dve linearme jednedine sa tri nepoznanice.

Da 1i je mo#da i od ove dve jednadine jedna posledica one
druge? Nije. Istina, one imaju proporcionalne koeficijente
uz pepoznanice, ali se ti odgovarajuéi koeficijeonti ne od-
nese kae i njihovi slobodni &lanovi; stopa jednu od tih jed-
pafina ne mofemo dobiti iz druge.

Sada se postavlja pitanje (ispitaj prvu primedbu posle zadat-
ke 12!): da 1i se gornji sistem {S) moZe reXiti bar po dve
nepoznanice, dakle, po x i y, ili x i 2, odnospo y i z?

Pz pokufajmo ga rediti po x i y {(dakle, nepoznsnicu z sma~
tramo parametrom); u tu svrhu napifimo ga u ecbliku

3 -3 = 3z + 2
=3x + y = =3z - 1,

noc, glevna determinanta oveg sistema po x i y jedaaka je

3z+2 =1|= 1{#0),

~5z-1 1

D = r 3z -1] « 0, dok je, ns primer, D, =
-3 1

pa je sistem (S8) protivuredsan; stoga je protivuredan i po=-
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15.

lazni sistem pod 2°

Zakljudak., Iake su sve determinante posmatrancg sistema
jednake nuli, sistem je ipak protivuredan (a
ne neodredjenl),

Da je sistem (S) protivuredan, moglo se zakljufiti i nepo-
sredno; naime, sebirenjem njegovih jednafine dobijano ds je
0=1, a to je spsurd. Medjutim, gornJi postupak je opiti i
svekako ga treba zoati.

Geometrijski posmatrano, iz istih razloge kao u prethodnom
slugaju, imamo d4a Se ravnine odredjene prvim dvems jednadi-
nema posmatrapog sistema poklapaju; medjutim, ravnine odredje-
ne prvom i tredom od tih jednadina nisu istovetne, iake su
paralelne {(to je iz razloga #to nisu proporcionalni svi ko-
eficijenti tih jednalina, veé samc oni uz odgovarajude nepo—
znanice).

Prema tome, prve dve ravnine poklapaju se, a treéa je para—
lelna prvoj, ito znefi da sve tri ravnine nemaju nijednu
zajednidku tadku; drugim redima, ue postoji tacka &ije bi
koordinate zadovoljavale jednafine tih ravnina istovremene,
a time pi jednafine posmatranog sistema. To 1 znadi da sis-
tem nema resenja, tj. da je protivuredan.

Fomolu determinanata resi sledede sisteme linearnik Jedna~
Zina:

[s]

1 A3+ 2y + 4z = 1 2° x+29+ z =0
X~ 3y -5 =2 AX + 47 = Q
X+ F 4+ 52 =0 ; Bx - ¥+ 4z =0 ;
30 S5x + 2y = -1 42 2X + 2y = 22 - 1
X+ 3z = G s =2y + 3
2y + 4z = 20 X + 4y = z -2,
5° Sx 4+ By - 12z = 5 62 2x+ y=ua
2x = 2y = Bz = -1 4x + By = 3
4x-5y1 53:%; Sy + z =1 3
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7° 2x - 3y - z=1 8 3% + 2y - 2z = -2
¥+ y+ 2z =2 X4 ¥=- z= 3
4x - y + 32 =3 ; 2x + Y- z w=5;

9° 3x- y+22=1 10° 3x 4 4y + 3z = 2

’ X+ ¥4 Z =23 ® o+ g = 0O
5 + Y + 42 =7 ; . X -2y s+ z = 1.

Svaki od rezulbtata obrazlofi i geometrijski.

Uputstvo. Fostupi analogno kao u prethodnih nekolike zadatae-
ka.

dezultat: 1°vx=1, y=3, 2w=2; geometrijski gledann, svaka

¢d jednedina posmatranog sistema predstavlja jed-
nu ravaioun, i te se tri ravnine seku u jednoj tafki, &ije
gu koordinate uprave xwl, y=3 i z=-2, dekle u tadki (1,3,~2);
2° x=0, y=0, z=0; ravnine odredjene jednadinsama sistema se-
¥u se u tafki (0,0,0), ti. prolaze kroz koordimsntni pode—
taky -
30 x=-1, y=2, z=thy 4° x21/2, y=-1/2, 2=1/2 (papomena:
pri reEavanju prvo sve nepoznanice prebaci na jednu stranu),
59 xa2, y=1/2, 2=2/3 ; 67 x=5/6, y=1/9, z=14/9 (prvo sve ne-
poznanice prebaci pa jednu stranu; ako se u mekoj 08 jedna-
gina neke od nepoznanica pe pojavljuje, ona se moie nadopi-
satl sa koeficijentom jednakim nulij na primer, akv se ne
pojavljuje x, onda se formalne dopiZe (doda) O.x);
7% sistem je protivuredan; 8° sistem Je neodredjen; sama
regenja data su sa

X = ~8, ¥y =7p+ 11, Z = P,

pri Cemu je p proizvoljan broj; geometriJlski gledano, sve
tri ravnine ovog sistema seku se, ne u jednoj taki, veé po
jednoj pravej; Lkoordirate bilo koje tafke te prave zadovo-
ljavaju sve tri Jjednaline posmatrancg sistema;

9° sistem Jje mecdredjen; njegova su refenja data sa
x = =3p + 1, F=-D+ 2, z = 4p ,

pri femu.je p proizvoljan realan brojs
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16,

10° sistem je protivuredan.

Za razme vrednosti parametra a diskutuj sistem jednaZina

4x + 8y + 22 = 1
X + 8y + 52 =1
X + €3 +3az = 2 ,

ReSenje. Nsdjimo prvo determinents vezane za ovaj sistem;
jedno za drugim imame da je:

D= |4 & 2| =(rafunajl) = 9(a%+a-12) = 9{a-3) (=ed);
5
z & Ig

~
-

=]
L]
-
-]
\*]

= (oduzmi drugi redak od prvog, pa

1 -3 5 razvij po prvom retkul) = &(a-3);
2 & 3a ) '
b= |+ 1 2 = 9(a-3) ; Dy~ |+ a 1] = 6(a-3).
1 1 5 1 a
L) 2 3a 3005 2

Prvi sludaj., Ako je glavna determinanta D razlifita od nu—
" 1le, ti. D = 9(a-3)(a+4) £ O =>{a,.£-4, sistem

ima jedinstveno refenje i ono glasi at3
D D D
et S I AU | = L =
*=3 Taely + 7 - A S T 3 S

Lrugi slu¥sj. Glavne determinanta D jednaka je nuli i bar
jedna od determinanata Dx. Dy i Dz razlicita
Jje od nule, tj.:
D=0 = 9a-3)(art) =0 =» a=3 v a=-a,
DAO =  6(8-3) 40 = af3

{sludag D_ A 0 i D, # 0 ne daje nidta novo, jer opet dobija-

mo da Je a # 3j da nije tako, trebalo bi i te sluiajeve po-
smatrati); znadi, ko je a=3 ili n--4, i a3, tj, ako je

a=-4 { jor se slufajevi a=% i a#3 medjuscbom isk} judugjul),
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7° or
atrapi sistem protivuredsn je i nema reSenje.

~reléi gludaj. Sve fetiri determimsnte posmatrsnog sisteme
' jednake su nuli (naravno ukoliko je to moguéel) .

Polto Je D = 0 jedino za a=3; treba p?overiti da 1i su i
gve preostale determipante jednake nmuli za a=3. A one to
Jesu, %to se neposredno proverava.

Prema tome, Zz & m 5 sistem Je neodredjen ili protivurséan,
Sto treba posebmo isplitati. No, za e=3 deti sistem postaje

n
Mo e

4x + 3y + 22
(s) X + 3y + 5z

3x + 6y + 92 = ’

i za njega treba ispitati da 1i Jje neodredjen ili protivu-
redan., )
Ispitajmo prve (vidi primedbs posle zadatka 12, kac i za-—
datke 13 i 14!) da 1i neke dve od jednalina toga sistems
zavise jedna od druge, ili, Sto je isto, da 11 imaju propor-
cionalpe gve koeficijente. Ovde to oigledno nije sludaj.
Zato moZemo odbaciti bile koju od jednadina posmatrasnog sis-
tema (preme onom 3to je redenc u drugoj primedbi posle za-
datka 121) ; neka to bude, na primer, treéa jednafina; po-—
snatrenl sistem svodi se (reducira) na sebi ekvivalentan

siatem
: 4x + 3y + 2z = 1

(T X+ 3y + 52 =1

~ - . .
od dve linearne jednadine sa tri nepoznanice.

Ispitajmo sada da 1i se taj sistem mo¥e re3iti po nepozna—
nicama x 1 ¥y, ili x i 2, odnosmo y i z; pri tome uvek onu
treéu pepoznanieu smatramo promeénljivim parsmetrom.

Pa pokuEajmo ga rediti, na primer, po pepoznsnicema y i z,
pri femu nepoznanicu x treba shvatiti kao promenl jiv para-
metar; u tu svrhu, napiiimo taj sistem u obliku (nepoznanice
na jednu stranu 4 "poznate” na drugul):

3y + 22 = -4x + 1
3+ 52 =-x+1;
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glavna determinanta oveog sistema po nepoznsnicama y i z jed-
3 2

neka je = 9, dakle razliiita od nule, pe sisten

5
ima jedinstveno refenje po y i z; samo refenje glasi (radi
postepeno!):

{O) X = p, y='2p+ls Z = p,
3

gde je p proizveljan broj.

Prema tome, sistem (1 je uwodredjen, pa je takav i sistem
(8Y, i njegova refenja su data sa (O .

Zakljudak, Ako Je perametar a razliZit od 5 1 -4, sisten

ima jedinstveno resenje; ake je parazetar s
dednak -4, sistem je protivuredan i nenma redenje; konadno,
ako je parametar a jednak 3, sistem Je neédredjen i ina
beskonaino mnoge reSenja koja su data sa-(0) .

17. Pomoéu determinenata diskutuj sistem jednaXina

X + ¥ + =
(8) ax + 4y + z =
5x v (a+l)y + 2

~wn

Z& razne vyrednasti peremetra a.

Redenje, Determinante vezane za rosmatrani sistem jesu:

=11 1 1] = {a~4) (a+3), Dy= (8 1 1] » —(aem),
a 4 1 5 4 1
5 a+l 1 7 a+sl 1
Dy= 1 6 1] = a+3, D=1 1 & = 8(a-t)(ae3),
a 5 1 8 4 S
5 7 1 5 a+l 7

Frvi slufaj, Neka je glavna determinanta D razlidita od
nule, tj.

DAO = (a-4)(a+3) £ 0 = apy A 84-3;
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tada sistem (8) ima jedinstvero reZfenle 1 ono je dato 2a

D _ & 8-4 a4+ 6

z = Ir_ = Bt

Drugi sluaj. Neka je sade glavna determinanta jednakse nu-
li, tJ.

Ps0 = a=4\ a==3;

z6 8=4 imamo da je D =-7, pa, bez obzira keoliko u tom slu-

gaju izncse determlnante D_ % D zakljudujemo da je sistsm
protivuredan, jer je glavna détermlnanta jednaka nuli a
bar jedna od preostalih, na primer, Dx‘ razlidita od nule.

iyo je, pak, a=-3, bie 1 sve ostale determinante jednake
auli, tJj. D'Dx'Dy=Di=0’ pa je gistem SS) nsodredjen ili pro-
tivuredasn, %to treba. naknadno ispiteti.

7a a=-3 gistem (& glasi

X+ y+z =6
(m -%x + 4y v+ z = 5
5x = 2y + z =7 ;

poito nikeje dve od ovih jednaina nisu medusobom zavisne,
tj. ne mogu se izraziti Jedna preko druge, to moZemo adbaci-
ti bilo ¥oju od jednadine sistema (T) (ispitaj drugu od pri-
medbi uz zedatex 121); meka to bude, na primer, trefa od
jednaéiﬁa sigtema (D), koji je, dakle, ekvivalentan sa siste-
mom x4+ y+2=6

9 -3x+l+y+z=5

od Gve linearne jednadine sa tri nepoznanice; sistem (0) oci-
gledno mofemo rediti po, na primer, nepoznanicama X iy (pri
tom pepoznsuicu z smatramo parametroml) i refenje togm sis-

tema. glasi (radi postepenol) :
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18.

{0} I-"3P+lg,'y=—4p+£;, z = 7p,

gde Je p proizvoeljan broj.

PoEte Je sistem (U) ekvivslentan sa sistemom (T), tj. sa
siztemon (5) za a=-3, biée i sisteu (T}, tj. sistem (8)

za y=-3, neodradjen (& ne protivureéanl) i njegova reienja
date su ga (0).

2skljufak., Aako Je parametar a rarnlidit od 4 1 -3, sistem

ima jedinstveno refenje; ake je parametar a
Jedoak 4, sistem je protivurelsen i peme refenje; konaéno,
exo je parameter & jednak -3, sistem {S)} je neodredjen i
iza beskonadng mnogo redenjs koja su data sa (0).

Za razne vredoosti paramebre & diskutuj resenja sistema
jednafing:

1° Sex e+ 8y 4+ 1z =5 2° ax+ v+ 231
2% — 47 + 2az = a+l x+ay+ z=1

S~ %y v+ 32=T7 ;3 X+ F+azalg
2% (awldx o ay + (2as3)z ~ 1 4% ax 4 ¥r z =1
ax ¢+ 8y + f(a+l)z = a X+ Y +2az = 2

ex + ay + (ea=1l)z = 83 X+ 2y + z=1.

Oputsfvo., Radi paralelno sa prethodna dva zadatka.
Bezultat: 1° D = 14 (a-1)(2a-1), I, = (a-1) (118435 ,
D= -3(a=1). (11a-7), D, = 14(a-1) (a-5);

sko je a razlicito od 1 i 1/2, sistem ima jedinstveno re-
Senje dato sa

lla+35 21— . _
< a+ , ¥ = 1 EH& ; 2 = 2_ ;
14(2a-1)

ake ja a=1, biée D=D ﬂDF-D =0 i sistem je neodredjen {obraz-
loZi tol) ; njegova se refenja mogu predstav1t1 u obliku

gde Jje p proizvaljan realan hbroj;
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ako je a=l/2, bife D=0, deok su sve tri ostale determinante
razlidite od nule, pa je u tom slulaju sistem protivurean

i nema refenje.

2° Ako je a razlidito od 1 i -2, sistem je regularan {odre-
djen) i ima jedinstveno refenje: x = y = 7 = E%E 3

ako Jje a=1, sistem je neodredjen i njegova se refenja mogu
predstaviti u oblikut

x=1l-p-g, Y = D =g,
gde su p I q proizveljni realni brojevi;
ako je 8=-2, sistem je protivuredan.
2% Ovde je D=-2a, Dx=2a(a—1). Dy-—ZaE, D =0; ako je af0,
sistem ima jedinstveno redenje: x=l-e, y=&, z=0; ako Je
a=(), sisten Je neodredjen i ima beskonalino mnogo refenja
koje se mogu predstaviti u obliku: x«l, ywp, z=0, pri &emu
Jje p proizvoljan reslan broj.

4° D-a(3-4a), D =-2(3a-2), D_-2( a®+2a-2), D_=4-5a; ako Je
840 1 843/4, sistem ima Jedinstveno refenje {ispi%i gal);
za a=0 i a<3/4, sistem je protivuredan.

Homogeni sistem od tri linearne jednadine ega tri nepoznanice

19. Proveri da lli sistem homogenih jednafina

X+ 2+ 2 =0
(8) 4x - y -2z =0
52+ ¥~- z2=0

ima netrivijalna redenja (dakle, takva red3enje kod kojih bi bar
jedna od nepoznanica bila razlidita od nule), i ako ih ims nadi

ta reSenja.

Refepje. Frama opome Eto je redenc u uvodnom delu pod B,
sigtem (8) e imati i metrivijalnih refenja jedine

ako je determinants D toga sigtema jednaka nuli {ostale de-

terminante kod homogenih sistema uvek su Jednake nuli; teo

Je iz razloga 5to svaka od njih sadrii bar jedan stupac saa-

TI/66

tavljen od samih nmula; to Je uprave omnaj stupac sa desne
strane sistema}; po%to Je u nasem sludaju

D= |2 2 1| =0,
4 -1 =2
5 1 -1

zakl jufujeme da posmatrani sistem {9 ima i netrivijalnih
resenja.

Sada se mo¥e primeniti isti postupak iznalaZenja tih netri-
vijalnih redenjae keo kod iznalaZenja refenja pehomogaenog
sigtema u slufsaju da je njegova determinanta jednaka nuli

(a time i sve ostale njegove determinante ukoliko on ima
refenjel)y treba, dakle, prvo ispitati (ispitaj primedbe usz
zadatsk 121) da li su neke dve od gornjlh jednaina linesrno
zavigsna, tj. da li se jedna od njih moZe dobiti iz druge
mnoZenjem nekim brojem; to se, pek, ispituje tako da se pro-
veri da 11 neke dve od jednedine sistema imaju proporcional-
ne koeficijente uz nepoznanice (ovde slobodni ¥lanocvi me
igraju nikakvu ulogu w toj proporcicnalnesti, kao kod nehomo-
genih sistemal) ; ako je to sluaj, onda jednu od tih jed-
nelina treba odbaciti i sa preostale dve postupiti esnalogno;
ako to, pak, nije sluiaj, treba odbaciti bilo koju cd jed-
nalina posmatranog sistema, pa preostale dve jednaline re-
#iti po mekom paru nepoznasnica {onu tredéu nepoznanicu shva-
titi kmo parametar).

7 padem slufaju nikoje dve od Jednading sigtems (5) nemaju
proporcionalne koeficijente uz nepoznanice, pa moZemo od-
beciti bilo koju od tih jednaline; neka to bude, na primer,
treéa; sistem (S) Je dakla ekvivalentzn sa sistemom

X+ 2y + @ =0

(™
4x -= ¥ -2z = Q

od dve linearpe jednadine sa tri nepoznanice; ta] so sistem
ofigledno wo¥e rediti po, na primer, neposnanicama y i z

(x smatramo parsmetrom); u tu svrhu nepiZimc ga prvo u ob—
liku
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2y + T = ~-Xx

¥ + 22 = 4x,
odakle se neposredno dobije da je

X = Dy ¥ = -2p, z = 3p,

gde je p proizvoljan broj; uobiiajeno Je da se natrivijal-
ng redenja kod homogenih sistema zapisuju i u vidu razmere:

Xty:z=1:/[(=2):3

(p se skratilo).

Primedba. Za iznalaZenje refenja homogenog sistema Zesto
ge koristi i sledefi postupak: ako su bilo kode
dve jednafine posmatrsnog sistema linearno z2avisne, aigtem
g6 svodi na samo Jednu od tih jednafina (bilo kojul) , pa se
dve nepozhanice dbiraju proizvoljno, dok se treda izraZava
pomoéu njibh iz te jednaline; ake postoje bar dve od Jjedna-
¢ina sistema koje nisu linearnc zavisne, tj. koje nemaju
proporeionalne koeficijente, onda se u determinanti toga
sistema uwofi redak koji odgovara oncj treéoj od jednading
toga sistema i nadju algebarski komplementi elemsnatas toga
retka; tada se nepoznanice x, y i z odnose kao ti algebar-

20,

ski komplementi (kofaktori), koji redom odgovaraju prvou,
drugom i tredem elementu uolenog retka.

Po&to su, na primer, jedneline sistema (S} koje obrazuju
eistem (T) linearno nezavisne, mofemo na njih primeniti gor-
nji postupak iznalaZenja refenjaj; w tu svrhu uodimo onaj re—
dak determinante D sistema (S) koji cdgovara preostalo]
Jednaéini toge siatema; to je treéi redak te determinanta}
algebarski komplementi (kefaktori) prvog, drugog i treéeg
elementa toga retka jesu, redom:

2 1 1 1 1 2
- =3 N 1 =6 v » =9,
-1 =2 4 -2 4 -1

pa prema gore opisanom postupku, imamo da je
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X :F:zm=(=3):6:(-9),

ili, nakon kralenja sa -3:

X:y:2z2=11(=-2): 3,

g to smo dobili 1 ranije.
Iz gornje proporcije sleduje da Je

Xt l=y:{~2)mz:3=p,
gde Jjo sa p oznaden zajedni¥ki koeficijent proporcioneslmo—
gti, i zato
Z = 5D,

X = P, ¥y = =2p,

pri &emu Je p preizvoljan réalan broj.

Igpitaj da 1li homogeni sistem imas netrivijalma re¥enja, i
ako ima naéi ta redenja:s’ ’

1° 2x + 3y -4z = O 2° 3x+2y+ z =0
X - ¥+ 22=0 2x + 5y + 8z = 0
X + 4y - 62 = 0O 3 X =5y- z =0

30 X+ §+22=0 4° X + 3y + 22 = 0
4x + S5y - 68 = O 4x - 2y + 4z = Q
2x - 7+ 3z =0 5x + ¥+ 6z =0 ,

Uputstve. Radi parelelno sa prethednim zadatkom.
Rezultat: 1° Sistem ima netrivijalna refenjm, koja su dats
88
. 2 a
X = - T P ¥o= 5 Be . 2 = Dy

gde Jje p proizvoljan broj.

2% Sistem nema netrivijalnih resenja, jer je njegovs deter—
ninenta D jednaka 118, dakle razliéita od nule.

3° Determinanta oveg sistema je Jednaka -#3, dakle razlidi-
ta je od nule, pa sistem neme netrivijelnih redenja.

4° Sigtem ima i netrivijalna reSenja, i opa su data sa
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x:y:z=8:2:(-7),
114, Bte je isto:
X = 8p, T = 2P, z = -7p,

gda Je p proizvoljan broj.

21, TU gistemu jednadina

X + ay - z =0
(s) x - 2y + 52 = 0
5% + (8+2)y + 4z = 0O

gdredi parametar a tako da sistem ima i netrivi jalne refenja. Za

nadjeno & refi posmatrani sistem.

Refenje. Da bi gistem (S) imao i netrivijalna regenja, tre-
ba 1 dosts je da njegova determinanta bude Jedna-
ka nuli, tjJ.

1 a -1 = G,
1 -2 5

) a+2 4

odnosno nakon izrafunavanja gornje determinante,

152 - 30 =0 = a =2,

Prema tome, ake Je parametar a jednak 2, sisgtem (S) ima 4
netrivijalna reSenja; za tu vrednost parametrs a taj sistem
postaje

X+ 25— z=0
X~-27+ 5z =0
Sx + 8y + 4z = 0

njegova se refenja nalze¢ prema jednom od dva postupks opi-
sang u zadetku 19, i ona glame

X =x BP. ¥ o= -6P' zZ = _""pi
gda Je p proizvoljan broj.
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Uvrsti ove vrednosti u prethodni sietem, pa s6 uveri da je
zadovoljena svaka od jednadina toga sistema (bez obzira ko-
liko je pl).

Odredi chu vrednost parametra a za Xoju postoje i netrivi=
Jalna refenja sistema:

12 ax + 4y - 32 =20 2% x4+ 27+ 2 =0 3% x +(2a-1)y + 3z =
2% + ¥y - 8z = O X+ y+2z =0 x o+ 8y + 2z =

Zx + 37 + 22 =05 ex + y+ z =0 x+ (e+3)y + z =

Za tako nadjene vrednosti parametra a resi te sisteme.
Uputstvo, Radi paralelno sa prethodnim zadatkom.
Rezultat: 1° meS ili a==5/%; 28 a=5, refenja posmatranog
sigtema (ispiSi taj sistem atavljajuéi umesto para-
metra a njegovu vrednoat 5) glase:
x = 17p, ¥ = -1%, z = 3p,
g za a==5/3

x = -3p, Y =D, z = 3p,

gde je p proizveljan broj.

2% a =1; ake¢ u posmatrani sistem umesto a atavimo 1, dobi=-
Jamo, dakle, sistem koji ima i netrivijalna refenja, ali pri
izpalaZienju tih refenja sada ne mofemo odbaciti bilo koju
od Jednsfina toga sistema; veé semo drugu ili treéu; to jJe
iz razloga Etc su one istovetne za a=l {dakle, linearno za=-
visnel); inale, samo je reenje dato sa:

X = =D, y=0, z = p,

gde Je p proizvoljan brol; primetime da u ovom sludaju ne-
poznanica y uvek je jednaks nuli (ne zavisi od pl}, dok 8o
X i z mogu menjati.

3° a = -2} sama netrivijalna re¥enja glase
x =0, ¥ = =Dy z2=p

(p Je proizvoljan braj).
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23. Odredi parametar a tako da sistem linesrnih jednadina va i treéu od jednaiinma. Uveri se da u sluiaju da je a=3, re-

genje sistema {S) glasi x-1, y=2, a u sludaju da je a=b,

2ax =~ 3y = -a+3
redenje je x=-1/5, y=1/5.

(s) 3 - 2y = -1
4x - 8y = -2
24, Igpitaj za koje vrednosti paremetra 2 sistem linearpih jed-
ima resenje. . ' nafina ima refenje, pa za tu vrednost paremetre naéi to re-
Regenje. Sistem (8) sastoji se od tri linsarne jsdna¥ine Senje:

58 dve nepownénice; ako bismo odabrali bilec koje

o (+] 0
dve od tih jednaZina, dobili bismo sistem od dve linearne 17 ax+ly -3 2Zexs ya=-l 3 ox+ (adz = -a

jednadine sa dve pepoznanics, sa kojim 8mo ss ranije upo- ex + 3y =a x+ y=-1 x o+ Sz = -2asl
znali; samo se radi joZ o tome, da 1i fe refenje toga "ods- 5% + 37 = -2 X+ 2y = -1 x o+ 2z = =8
brenog" sistema da zadovoljava i onu treéu od jednaina Uputstvo, #adi paralelno sa prethodnim zadatkom,
gistema (S)3 na3 je zadatak upravo u tome da odredime pa- Rezultat: 1% a = 5 i1i a = -5/3; ako je 8=5, refenje glasi
remetar 8 tako da to bude slufaj. 1 1
X = -%, ¥y = - —2 , a ako je a=-5/3, refenje je
U tu svrhu napidimo sistem (S5) u ekvivalentnom obliku x==), y= 1/%; -
28x - 3y + (8-3)z =« O 2° asl; refenje Je x==1, y=0; 3% a=1 ili a=-1; refenja su
(1) 3x - 23 + z =0 redom: Xa-1l, z=0 i x=-3, z=2 (pazi, u ovom sluiaju treba
4Xx - ay + 2z = O, uzeti da Je yw=l; ispitaj prethodni zadatak!l).
gde je z = 1 (stavljajuéi u sistem (T} && je zal, uveri ge 25, Pomoéu determinsnsta re3i sledeée sisteme od po detiri 1i-
da on postaje upravo sistem (8)1). Ovo je, pak, jedsn homo- nearne jednadiné sa po Zetiri nepoznanice: -
geni sistem od tri linearne jednaine sa tri nepoznanice, o o
pri éemu je uvek z=1; to zna&i da taj sistem ime samo netri- 17 2x+ 8y - z-2t =2 27 Gx - 33+ 2u= 9
vijalos refenja (zbog z£0), pa njegova determinanta mors 157 + 22 + 3¢ = 1 2x * 6z = 28
viti jednaka muli, t3. 4% +10y - 22 =0 - 25 + 4u = 14
2a -3 a3 - 03 2x + By + 2t = 13 Ix + 4u = 26;
3 -2 1 °
4 —a 2 ] X - ¥~ 2z =0
2x - ¥+ t =5
kako je vrednost ove determinante jednaka (radunajl): x - t=1
a?-9a+18, bide 27+3  =0.

2
a”-9a+18 = 0, Redenje. 2° Nadj&mo prvo determinapte vezane za tm] sis-

" odakle sleduje da je a=3 ili a=6. . temj Jedno za drugim imasmo da je:

Prema tome, ako jJe a=3%, ili pak a=6, sistem (8) ima rééanje
po x i y; tada se mogu uzeti bile koje dve od Jednaginz toga
sigtema i refiti po x i y; dobijeno redenje &e da zadovolja-
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p-= |8 -3 © 2| = (razvij po tretem stupeul) = 5 Topovski 11 T-postupak ("top-postupakm™}
2 0 2 3 -6 g dz i - ~6e(=56) = 3363 refevania saiztema linesarnih jednacina
s} -2 -
3 o o & 3 o Pri red3avanju prethodnog zadatka videli smo kake je veé re-
) i Savanje sistemz od Zetiri linearne jednadine sa Eetiri nepozna-
p.=|9 =3 0 2= (razvi] po tredem stupcul } = 5. nice skopfano sa izraunavanjem detiri determinante fetvrtog re-
28 0 6 0] =-6e] 9 =3 2| «-8-(-112)= 672 de &to svakeko predstavlja veliki posso; stvar se jos vide kompli~
s -2 0 4 w2 4 Iuje axo radimo sa sistemima sa 5 i vie linesarnib jednadina i
26 O o0 4 26 o 4 isto toliko nepoznenica; stoga metod reSavanja sistema linearnih
ii po trefem stupcul ) = Jednadina pomofu detsrminsnate u praksi nema neki vedi znafaj,
Dy = |% 9 0 2| = (rezvij p P €8) = 1008 posebno ako Je broj jednaiina veéi od tri, za preksu je od poseb—
2 28 6 0) =6 & 9 2} -6 ) ’ nog znalfale tzv, "top-postupak"- ili Geaussov postupak za reXava-
o 14 0 & o 4 nje sistema linearnih jednadina. Objasnimec stvar na primeru {(is-
3 26 0 * 3 26 N pitaj "top-postupak" 28 izrsdunavenje determinanatal).
= - 2 (primeni "top-postupsk™; 2za top& . :
% : z 22 Ezmi markiranu dvojku, koji neka 26, Resi sistem Jednafina
0 -2 14 & "gejatvuje” du¥ etvrtog stupca) = Ty 4 By[::::]- 2t = 11 f(-1) |1 -(-2)
3 c 26 4 ; 2x + %y - 2+ t a 8 +
(8) 4x - ¥+ 2 = =2k +
=22 0 28 =2+ (-672) = 1344; 5 + 3% = 22 + t = =13 +
-8 4 -4
-5 & a8 Refenje. U prvej jednadini sistema (S) izabrali amo nale-
' vo &lan -z (top ili tvrdjava) i pomoéu toga "topa”
D 2 |# =3 0 9 {razvij po tredem stupcul ) = poniftili gve cdgovarajuée Zlanove "ispod" njega. Keko Je
" 2 o 6 28 -6+ |4 -3 9| =+ -6.(-280) = 1680. to poniftavenje vrSeno nazna¥eno Je shematski, Na primer,
0 =2 0 1 0 =2 14 prvu jsdnafinu pomnoZili smo sa ~1, i dodali je drugoj Jed-
3 0O 0 26 3 0 26 naini; nastals je jednadina koJa ne sadrZi nepoznanicu gz,

Samo refenje posmatranog

A

tl.

D

sistems glasi:

D, D 1680
1

ﬁl"‘mlooa’ z‘ﬁz-%’unu- 556
X = 2, 7‘3' zZ = 4, u = 5.

Radeéi analogno prethodnom, redi i preostala dva sistema.

‘ o
Rezultat: 1° y=1, y=0, =2, t=-13 3 =x=1, y==3, z=2, t=0,
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itd. Tako naataje novi sistem (T), koji je ekvivalenten sa
sistemom (S5); on glasi (radi pestepeno, vriedi one “"radnje"
koje su na gornjoj shemi naznalenel):

3 + S5y z]- 2t~ 11
-7

(0 =] + 3t = =3 :|-7 (1)
T 7% + by - 2t = =13 +
-x - 737 + 5% = 35| + .

Jednafina u kojoj smo izabrali "topa" ostaje nepromenjena
(to je bila prva jJednaZina sistems (8); inade i da nije bila
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prve u sistemu {5}, uzeli bismo je 2za prvu v sistemu (7))
preostale tri jednaine sistema (T) ne sadrie nepoznanicu z,

pa ih moZemo shvatiti kao poseban sistem, koJi ima jednu jed-

nafinu i Jjedonu nepoznAnicu m&nje nego polazni sistem (3),
§to je svaksko wvelika korist.

Medjutim, i ta]j sistem moiemo rastaviti reXavati "top-po-
stupkom"j pri tome mne diramoc vife u prvu jednséinu sa mar-
kiranim "topom", koju "prenosimo" iz sistema (5) u sistem
(T} ; dakle, sada u drugoj jednadini sistema (1) treba odab-
rati jedun "top" 1 raditi isto Sfte i u prethodnom; neka taj
"top" bude -x; topove uvek uokvirujemo i pri svakom naknad-
nom prepisivanju jeduvafine u kojoj smo bili izabrali "topa”,
taj top treba uokviriti (na Srimer, prva jednadina sistema
{8) preweta je u sistem (T) nepromenjens, i opet smo njen
"fop" uwokvirili iake sa njim viSe ne"dejstvujemo"l)y iz si-

stema (T), nakon izvréenih naznafenih radnji pad njim, nasta=

je sistem (U}, Zije su dve prve jednafine premesene iz 85ig~

tema (T): 5% + Sy[~_z]- 2t
' Ex]- ¥ + 3t = -3 -

419t =34 ] -2

-6y + 2t ==32|

[}
—
—

i
poslednje dve jednadine sistema (U) sadriZe samo dve nepo—
znanice; no, i na njega primenimo "top-postupak"; pri tome
sada ne diramo u prve dve jednaline, tJj. one koje ved "aga-
drze topove"; za topa uzmimo ~3y i njega warkirajmo; na=-
kon izvrSene nazpaiene "radnje", sistem (U) prelazi u sig~
tem (V), koji ima prve tri jednadine iste kao i sistem 41D
(tv su one koje imaju "topove"l):

3x + 5y [::]_ 2t = 11
- ¥ + 3t = =3
~3¥ #1909t = =34

E e

Ovaj poslednji sistem moZemo zvati “topovskiw sistemom"; do-
bro pogleds] kako je on gradjen; gvaka njepgove jednaZina
sadrii bséne po jedneg "topa”; pri tome druga od 3ednaéina
ne sadrii nepoznanicu koju sadrii "top" iz prve Jednsa&ine,

(v)
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treéa od jednafina ne sadrzi nepoznsnice koje sadrze Tvopg-
vi iz prve dve jednaline, itd.

I sada se ide natrag refavajuéi unatrag jednadina "topov-
skog" sistema; iz poslednje se neposredno dobije da Je tm=ly
pozoéu togs pretposlednja postaje

-3y = 19 = -34,

odekle je y=5; sada druge od Jednadina daje: -x =5 -3 = =3,
tJ. x=-5; kopaZno, iz prve Jednadine dobijamo: =15 + 25 -2 +
+ 2 =11, tj. z=1, pa reSenje “topovekag" sistema (V) glasi:

(1) x = =5, 7 = 3, z =1, t--1.

Ko, sistemi (8) i (V) jesu ekvivalentni, pa je sa (1) dato
i re¥enje sistema (3).

Veé ne ovome primeru od &stiri linearne Jednaline sa Zetiri
nepoznanice vidimo keko je ova) "top-~postupak" vrlo efika-
san, a tek kada imemo 5,6,... 1 vise Jednaéina, kada Jje sa
deteorminantame zaista nezgodno raditi.

YaZne napomsna. Pri refavanju gornjeg zadatka, pri prelazu

se siatemsa (8) pa sistem (T), prvu jedna-
&inu sistemsa (8), (tj. onu u kcjoj smo izabrali "topa"l)
Jjednostavno smo preneli u sistem (T} i vife u nju nismo
dirsli sve do kraja, tj. ave do "top-sist:iza"; atoga nije
bilo ni potrebno da se cna prepisuje (podto je pri daljnjim
radnjama uvek "mirovala"); isto teko, pri preslazu sa siste-
ma (T) na sistem (U), nije bile potrebno prepisivati prve
dve jednafine, jer pomofu njih kasnije i tako nismo ni¥ta
radili; tada bdi, ns primer, sistem (T) glasio

IIEI + 19t = =34

-6y + 2%t = =32

naravno da u tom sludaju sistemi (8), (T) i {(U) ne bi bili
gkvivalentni; medjutim, na kraju bi obrazovali "topovaki"
gistem koJi se sastoji samo iz onih jednaline u kojima smo
uolavali "“topove" a koJe, radi kratkofe, nismo stalno pre-
pisivali (ukljudujuéi tu i poslednju jednaiiou koja se do-
bije pri refavanju, na primer, u naSem primeru jednafinu
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-36£=36); to bi bio uprave gornji sistem (V), a on je ekvi-
valentan sa polaznim sistemom (8).

Za ubuduée ovu napomenu imaj u vidu.

Ngpomena oko izbora topa. Naravmo ds "topa" moZemo dae iza-

beremo u bilo kojoj jednafini
sistema; bitnc Jje da onu jednadinu, u kojo} smo izabrali
ugopa” 1 pomodu njega wnijtili sve "ispod" i "izpad" njkga,
vife ne diramo (&ta vife, ne moramo je ni prepisivati, sve
do kraje kada obresujemo "tgpovski" sistem); inade, za "to-
pa" je najzgodnije izabrati onu nepoznanicu uz.koju Je xoe-
ficijent 1 11i =1, Jer se pomoéu njegs najlakge "dejstvuje";
ako, pak, koeficijent nije 1, onda delenjem cele jednadine
sa tim koeficijentom uvek moiemo postiéi da bude.

-

Primenl topovski postupak i refi ove siateme Jednadina:

19 x « 2y + 32+ £ =23 2° 2x + 33+ z + 2t =4
Ix + 77 + 7z + 2t = 12 4% + 3y + z+ t =25
X+ 4y + G2 + 26 = 2 Sx + lly + 3z + 2t = 2
2x + 9y + Bz + 3t = 73 ~10% - 22y - 6z - 4%t = 7

3% 9x + y+ 4z~ 5t =1 4% x + 2y~ z+ t =1
7% + y+ 6z - t =7 2x - Fy- 3z + 2t =2
Ix + 2y + 22 + 2t = 2 3x - 2y + £z = 5% =7
2x + 2y + 3z + 44 = 5 3 4x + 3y - 2+ t =-1.

Refenje. Joi Jednom dobro ispitaj resenje prethodnogvgadat-
¥a u kome je opisan topoveki postupak za reafva-

nje sistema linearnih jednadine.

1° Vrgééi radnje koje su naznefene shemama i vodadi rafuna

o "vaipoj napomeni" iz prethodnog zadatka, jedan za drugim,

imamo sledele sigteme

K]+ 2y + 32+ t= 3 T(—a) f(=1)  |+(-2)
Bx o+ 7y + 7z + 2% = 12 +

X +# U4y + 5% + 26 = 2 +

2x + 9y + Bz + 3t = 7 ‘ +
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[f]-2s -6~ 3 ]-c-a +(-5)
2¥ + 2z + £t = =1 +
Sy + 22 + t = 1 |+

e + 3t = -7

6z + 3t = =7

Poslednji sistem sastoji se od dve iste Jednadine; stoga
Jednu od njih mo¥emo odbaciti; cbrazujme sada topovski sis-
tem; on se sastoji od onih jednalina gornjib sistsma loje
imaju "topove'; dakle, "topoveki"™ sisftsm koji odgovara sis-
temu 1° glasi:

]+ 2y + 32+ t = 3
Fl-22- = 3

[zl + 3t = -7 .

Iz poslednje Jjednaline sleduje da Jj& 2 = = % t - %. pri &e—
mu je t proizvoljno} sada iz druge od gornjih Jedoedins sle—
duje da je

¥ o= 2(~ %t - % Y+t + 3 = % .

& potom iz prve

xn_z.%‘B{—%t—%)r’t-\‘-5:%{1-22—;»,,

Prema tome, redenje sistema 1° glasi

pr+31/6, 3-2/5, Zg-—p—?/s, t = 2p,

gde je p prolszveoljan broj, i sistem je ncodrsdjen.

Zok) judak. Ako poslednja jednalina "topovekog" sistema sa-
drii vife od jedne mepoznanice, sistem Jje neo-
dredjen i ima beskonadne mnoge redenja.

Radeéi analogno prethodnom, uveri se da je i sistem 50 ta-
kedje neodredjen; njegova su relenja data sa

x = 8p - &7, 7= ~13p + L/7, =z = -6p + 15/7, t = 7p,
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28.

gde Je p proizvoljen brel.
2% VrZoéi radnje kejs en zhendtski nasnadene, jedan za dru-~
gim dobijsmo sledode plntaoms:

2 + By[F E]e 2% s & :‘-(-1) «(-3) s
4x + 4y + B4+ V= ) +
5X + 1)y + 3z + 26w -2 +

= 7 +

~10x = 22y - 6z - 4t

EIV - t = 1 ]4- .
[sx]+ 2y - 8t welo| ]e2 .2
2x - 4y + 8t = .31

4y - [ot] = -19

Oy + Ot = 1% ,

a pripadni "topovski" sistew glasi
b b

2% + &y v 2|+ 26 = 4

[x]+ 2y - 4%t = =10
47 9= -19
B] - 12.

No, peslednja Jednsdina ovog topovskog sistema Je nemoguéna,
pa Je taj sistem, = time i polszni sistem pod 2°, protivu-
redan.

Zakljufak. 4ko pas topovski postupesk doveds Ao kontradik-
cije da je nula jednaka nekom broju koji je raz-

1i%it od nule {moZemo reéi i topu, jer su topovi‘uvek raz—
1iditi od nulel), omda Je to znak da je sistem ma koJji pri-
menjujemo taj "top-postupsk” protivuredan.
49 Peatupl analogno ¥ao u prethodnim primerima. Sistem Je
odredjen (t]. regularsn) i ims jedinstvenc refenje; onc Je
dato sa

t = 15/19, =z = -25/38, y = 5/38, x = -27/38.

frimeni topoveki postupak i re¥i sledefe sisteme linearnih
jednafina:
V1i/80

o

17 -2x + 37 4 4z e« -3 2° 3% + 57 4 4 « o
2x =3y + 4z - 15 6% ~ 27 + S5 = 1
2x + 3y - 4z = 20 X+ 3o 9n -2,

39 3xs2743 a
F i+ t o= .29 4 3 ~ 0,25 + 0,03z = 4
Z+ 27 ~ 32+ 2t = -2 6% + 3,55 + 4,1 g = 2,3
Bx - 125+ 0,42z =6 4

X oty ; + %, + X

fl o, 4 Xz + % + g 4+ Xg -

o
5 X+ ¥+ + t = 5 5° x4 ¥ + oz - 6% w3
- - 54+ = 3 2X + 3y - oz o4 %t = 2
2% ~ 3y - 4z + 5t 2 ~32 B~ ¥+ 22 -9t a3
T+ - 5+ = 5 43+ ¥ - Bz s 65 = K 4
3
o
7 SX ~ 4% + 33 + W = -8 a° X+ ¥4+ 3z U« g
2X - 3y - 2 a -1 X+ 3y + 5 u =0
9x + Py - 20 = -9 X- ¥+ 22 ~33 =0
X + 47 + % 43y = 0 X r 47 - oz - Ry as)
—L 3
9° '
xl Xy 4+ x3 Xy o+ x5 + Xg 4+ xf n 1
x, f 15 + x4 + 15 t X o+ x? a 2
x
1t X Ty v X5 ¢ X 4+ X = 3
Xt Xy + xs + 15 + xs + x? = 4
X orx, + Xz +ox, * g & X = 5
x? 6
7

Bezultat. 1° (x,y,2)x(1,2,-3); 2° (ty7e2) ={17/20 w2220 2753
30 (x,y;z.t)-(—E.-B.wﬂ,—ﬁ}e o

5% (x,5,2,t)= (54/5,22/5,17/5,~34/5) ;

6° &y¥y2,t)=(2,0,0,0); 7° (X,7,2,u)2(=1,0,-1,0);

8% (x,5,2,u)=(~5/11, 0,2/11,1/22) 5 ‘

9° Gy 2 X By s X 5y 10 )2 (22,2112, 3 4, -5 )
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3istemi linssrnih nejednsadina

29, U koordinantmoj ravnini Oxy odredi oblast talake (x,¥) éije
koordinate x i y zadovoljaveju istovremeno sistem nejedna-

gipa:
1° x-2y+1é..0 2° v+ 2 20 30 x+ 7 =1
2x + 7 -3 205 x+ 1 =0]; x -3 <1 3
W _x+ ye 2 5° wxe2y < 8] 6 xe2y m-1
5x + 2y 210 S5x + 29 »10 Sx « 2y < 10
Sx - 2y <104 4x - 3y €12 ax - 3y £ 12
7x + 4y £28|; x20 y<0|.

ReZenje. 67 Kako su sve nejednalire linearne, tralena oblast

je ogranidena pravama. Sistem 6% ekvivalentan je
sa sistemom (svaku od ne jednadina sistems &% reZi po 7l):

(s)

Jedpadipe granidnih pravih glase (one nastaju iz gorajih ne-
jednaiina sistema (8) keda se umesto znaka nejednekost sta-
vi znak jednakosti):

4
¥ o=~ %x - %, ¥ o= - gx +5, 7= i 4, y=0, x=0.
Fa slici su oseniene oblasti refenja pojedinih nejednacina
gistema (8), odposno 6°. Tako, na primer, prvu od mejedna-

&ina sistema (§) zadovoljavaju one tafke (x,y) kecordinantne
ravnine Oxy, koje leze "iznad" prave koja odgovare foj ne-—
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jednadini, tj. prave y = - §x - 5, pa je stoga ona i osenm—
Eena ka "gore".

TraZzena oblsst je uputresajost i rub poligona OABCD,

MATRICE

Definicija 1. Matrioca a tipa (razreda, oblasti, domena) mxn nad
’ telom E realnih brojeva je pravougaona shema bro-
jbva ili brojevmih izraza a5y £R:

Prema tome, matrica a tipe m:n je upravoe funkeija a; 8—R,
koja preslikava Dekartov proizvod 5 = M+«N u skup realnih brojeva
R; pri tome Je M = {1,2,s.0ym} 1 ¥ = {1,2,...,0} , tJ. skup 5
(domen te funkcije al) Je uprave skup uredjenib parcva (i,J), pri
Zemu prva koordinata i pripada skupu 1, a drugas koordinata j sku=-
pu N; svekom tom uredjenmom peru (i,]) skups S odgovara potpunc
odredjena vrednost a(i,j) (¥, "= cd i, jot") funkeije  (matrice)
a; tu vrednost (komponentu, elemenat } oznadavamo jednostavno sa
ai:j’ tj. a(i,j) = aiai samu tu funkciju ozna¥avamo gornjom she-
mo,

U prvi redak (vratu) dolaze komponente ili vrednosti koje

. odgovaraju uredjenim parovime (ovde je te uredjene parove zgodno

zveti i "poljima'y tako, na primer, moZemo govoriti o polju (3,7}
izveane matricej to Je upravo "presek tredeg (3) retka i sedmog
(7) stupcas; slifnu stvar imamo na ¥ahovskp] pledi) (1,1) gde Je
JEN, t). jul,2,...yn (primeti da je tu prve koordinata uvek 1,
tj. u prvom retku Je prvi indeks svih Xomponenata jednak 1);
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anelogne je i sa drugin,tredim, ... retkom, u kojima su smedtens
ave komponente matrice &iji su prvi indeksi redom Jjednaki 2,3,.

awe ¥

organizacija matzica pravila rafunanis sa matricama

Jednakost matrica. Zs dve matrice (vidi gornju defini-
ciju 1) ksiemo da su Jednake ako i-

I

1-

meju iste domepe (tj. ako su im iste oblasti) i ako su im jednae-
ke sve odgovarajuée komponente (vrednosti) (tj. ako su im jedna=-
ke komponents kaje se nalaze na odgovargjuéim poljima tih matri-

cal.

Sabiranje matrica. Matrice se mogu sabirati (oduzimati)

Mae
2
jedine ake imaju iste domsne (tj.

ako su istog tipa ili razreda); samo sabiranje (oduzimanje) vwréi
se tako da se gsberu {(cdusmu) odpovarsjuée ¥omponente tih matrics
{tj. komponenta koje se nalaze na istim poljima tih matrich) .

. Moo¥enje matrice brojem ili brojevnim izracom. Matriou

My

mnoZimo
brojem ili brojevnim izrazom take da sveku njenu komponentu pom-
nofimo tim brojew 11i brojevnim izrazom.

M, - Hnozenne matrica, Neka je (a,b} takav uredjen par (dak-
le, btitno Je koja Je cd tih matrica
prve a koja drugal) mstricd da matrica a ima telike stupaca koli-

¥o matrics b ima redaka (vidi sliku);

-

o

[ - J
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tada (1 samo teda) se proizvod ab matrice a i matrice b {(oprezl
pazi ne redosled!) definira keo matrica &b, koja ims redaka ko-
iiko i matrice a, & stupsca kolike i matrica b, i éija je kompo=-
nenta {vradnost., elamenst) ne polju (i,J) (i-ti redak i J-ti stu-
pae), koju ozpaiimo sa (ab)ij, jednaka skalarnom preoizvodu i-tog
retka ("vektora") matrice a i1 j-tog stupca ("vektora") matrice b.

Ha primer, ako je

a= |2 & 5|, ve [ 2 -3 98] ,
o 2 -1 0 4 2 o
2 -3 & 0

prvo zskljulfujemo &a se matrica & mofe mnofiti matricom b (prva
ima onoliko stupaca (3) koliko druga ima redske (3)!), a zatim

da je "izlazna" matricas ab tipe (oblasti) 2=4 (broj redaka kao

i matrica m, =2 broj stupaca keo i matrica bl); nadjimc, na primer,
kolika je komponenta (ab)25 na polju (2,3) matrice ab; prema gore
refenom imemo da je

(ab)ggg:i(drugi -2- redak od a}°(treéir;g— atupac od b)
m (0,2,-1)0(~3,2,4)
= 0e(=3) & 2.2 + (=1} =4
uO-’

sli&no je i za ostale kompopente matrice ab; nakon kradeg raduna
dobijame da je

ab = 12 -3 22 0 .
-2 1 [o] o
Hﬁ' Veza izmedju matricd i brojevA ili brojevnih izrazd
Svaku matricu razreda 1x1

(tJs matricu sa jednom jedinom kKomponentom) poigtovedujemo sa
vredno3éu te matrice (tj. sa tom komponentom) . Takse je, na prx—
mer, [—7:] = =7, te [s:.n x:| = sin x.

Definicija 2. Ako retke izvesne matrice a pifemo redom kao stup—
-ce, & stupce metrice a redom kao retke, nastaje
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transponovens (dualna) matric¢a 28dane matrice a; osnadavamo Je
ga a- ili a’.

Definicije 5. Heka je a izvesna ¥vedratns metrice {dekle matri-

ca koja ima redaka koliko i stupacs); ako avelny
komponentu te matrice zamenimo njenim algebarskim komplementom
(vidi definieiju # o determinantame); nastaje izvesna matrica
koju oznelime sa fa; Lransponovenu matricu {vidi prethodnu defi-
niciju 2) fe matrice fa, zovemo sdjungevanom matricom zadane ma-
trice a ili adjunitom matrice a4; oinaXavamo je se As (bako ja,
n= primer, 4c adjunkta neke métrice c); dakle je 4a = (fa)T-

Definicije 4, Ako za kvadratnu matricu 2 postoji matrica ¥ tak.
va da va¥i

8X = Xg o T,

gde je I jedini¥na matrica (po glavnoj dijagonali su jedinice a
van su nule; naravno, takve matrice su uvek kvadratne) istog ti-
pa koa i matrica a, onda matricu x zovemo inverznom metricom
matrice a; oznafsvaas je sa a—l’ de se naznafi de ona nastaje iz
matrice a; dakle, a8 = &"la a I (Doma = DomI),

Teorem 1. MNeka je a kvadratna matrieg konagne oblasti; da

. bi ts matrica imele svoju inversow matricu &=l
(vidi prethodan defipiciju 4}, freba i dosta je da je ona

regularna, &tj. da je njena determinanta det a razlifita od
aule; u tom slufaju, sama matrica a~l Je jednsaka proizveodu

1 .
broje gy (rTeciprofna vrednost od deta I) i mdjungovans
matrice ili adjunkte (vidi definieciju 3) gedane matrice a,

Primedba. Iz gornjeg teorema 1 fleduje da ako se hole od-
rediti inverzna matrica a'l zadane kvadratne ma-
trice 3, treba raditi slededa:

lo Haéi determinantu det a natrice a; ako je ona jednsaka

nuli, watrica a nema inveraunu matricu i stvar je gotova;

ako to nije, tj. ako je deta £ 0, radi se dalje;

2% Nsdju se algebarski Xomplementi 4;y 8vake komponente a,
matrice aj J
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%% Pormira se nova matrica fa, stavljsjuéi u matrioci a u-
mesto komponenata &ij odgovarajuée algebarske komplemente
Aid;

40 Nadje =2e transponovana matrica matrice faj to je adjunkta
Ap zadene matrice a;

5° Proizved broja 1/deta i te matrice As jeste matrica a L.

Eabiranje i mnofenie matrice

1.

Da 1i je |ein®x + cos®xr log 100 5| = |1 2 10:2 |7
3 - 2u8 85 - 79 0 5-2-244 & logl
(a-b) (a+b) sin2 1 &® e v? 0 cosd

Reenie. Jeste, Naime, obe od gornjih matrica jesu iste
aoblasti 3x33 dalje, svi odgovarajuéi elementi Jed-

ne od tih matrice jednald su elementima one druge, 5to se

ngposredno proverava; tako, na primer, na polju (1,1) prve

matrice stoji sinex + cos“x, a na istom polju druge matrice

stoji }; no, to dvoje Je Jednako, Jer za bile koji reslan

broj x vaii identitet: sin“x + cos‘x = 1; ili, na polju

(3,1) prve matrice stoji (a-b) (a+b), a druge matrice ae—b ’

a to dvoje je jednake (razliks kvadrataj a i b su realni

brojevi), itd. Uveri se da su i ostais cdgovarajuée vrednosti

* tih matrica jednake,

6 5 &4

Zadana je matrica & = %z =5 0 0| 3y nadji x i yiz
- uslova!

1° %q>o;‘2° axy < 03 3% Ay 205 4% a >

5° oy > 7.

. ReSenje, Treba da nadjemo one elemente a__ u matrici a koJji

zadovoljavaju neki od gornjih uigova.

19 Nadjimo elemente matrice a koji su pozitivmi; to su:
3moapy, b=y, =8, ids 8533 to znafi da je u ovome

sludaju: BXY = 311% x = lv;/g'?- ].,’ Bfl.'y - a_21=>x - 2 1 yely

’



&}q =l322 = x=2 i y=2, 8y = 323#x=2 i y«3. Za te vred=-
. o
noati x-a i y-a2 zadovoljena je nejednakost |

Postupi aﬁalogno i v ostalim slufajevima. Rezultat: 2% ure-
djeni par (x,y) mofe biti: {(1,2) i (2,8, tJ. x<1, y=2 1
¥=2, yalb; ’ )

2% Do zu one vrednosti x-a i y -a iz 19 uxljudujuéi joi i
sludajeve axy-o, a to vaii za x=1, y=3% 1 x=al, y-_-q--,-

40 x=2, y=1l i x=2, =23

50 poite ni Jedan elemenat axy matrice a nije veéi od 7,

ova nejednaZina nema refenja.

%, Ako Je & = |1 ] i B= [O 4] , badji koliko Je:
o - 3 7 A+B, A-B, 34,

~4B, %A — 4B, B-A.

Rezultat: A+B = (1 7 s, A-B =11 =11,
3 2 -3 -9

za-4B - [5 9] + [O -16] -[3 -?]._
o -6 .12 -28 -12 34

4. Ako jea= [5 3| , b=[3 1o] .
7 - -6 4

nadji koliko Je: a+b, &b, &b, (a+b)21, {8=b) 59 (ab)eg.

Rezultat: a+h = [B 7 , a-b = 3 -13] '
1 6 13 -

ab = (33 . 38| ,
9 78|
(a+b) 2 = (gledaj ¥ta leZi na polju (2,1) matrice a+b) = I,

{a‘b)le - "13,
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(*"")22 = (drugi redak matrice a mnoZi skalarnc sa drugim
stupcem matrice b) = (7,2) (10,4) = 710 + 2.4 =
= 78 .

Ako je I = [cos x gin %] , Dadji XoeXeX, X =XZ.X.
-3in ¥ cos x

8in x co8 x a8in x cos x

Regenje. 22ux X = ,:cos X sgin x:l . [ co8 ¥ sin x:l =

co8 x+co8 X + (+sin x)(=sin x) co3 X.3in x +s5in xscos x
-8in x.c08 X + (-8in x)ecom x =3in x.=2in X +cos x~cos5 X

l:coszx - 8in 2x 28in xvcos x:!

28in x-co08 X cosgx-sin;')x

(kosinus i sinus dvostrukog broda!) =

= cos2x sin2x
~-8in2x cog2x| .

Vidimo da je oblik matrice 12 igti kao i oblik same matrice
X, Jjedinc 5to umesto argumenta x dolazi argument 2x.

Sade, kada znamo koliko Je XE, radefi sonalogno prethodnom 1
vodeéi rafuna o adicionom teoremu za kosinus i sipus zbira

dva broja: cos{a+b)= cosacosb — sinasinb, sin(a+b)= sinacosb +
+ Binbcosa, nalazimo da je

- ¥%x -|:cos 2x sin 21::' - ,:cos x sin x:l

sin 2x ‘cos 2% gin x cos X

=| gos 3x sin 3x
l;s:i.n AX cos 3:::, R
dakle, opet matrica oblika keo i sama matrica X, samec Sto
umesto x sada dolezi 3x. Uveri se du La zakonitost vasi i
uopste, tj. da je, na primer,
I“ - x-”-x =[ cos 4x sin 4x| , 15-}{4-]{ «| e¢o8 5x sin 5x| ,
|;sin 4x cos 4:;| |:—sin 5xX cos 51]
itd.
VI/89



6a Ako Jo A [5 10] s Badji ae-a-a, 33_5\2.&' aq'-a.j'a.
.

5(48) w| 30 0], 34 a6 9,
2 -99 &7 15 -21]
Regenje. 8 = #-8 = [5 10:' . l'5 1oj| ,'_5 _10] -

3 - =3 - 3 & (44832 - (gore nadjenu matricu A+B pomno¥i samu scbom) =
(kako se mno¥i matrica brojem?!) = : . =[55 - :l . {a+B)7 - [—57? ?62] .
- 72 135 1143 -1647
= - [5 lt:j = -a, tj. 8%e-g; - -
=3 - o 42,248+82 = (gledaj gore kolikc iznose matrice Ae‘ 4B 1 BZ) =
. = [ 62 ~24] .
gade stvar dalje ide lagko, Jer je: a"’-az-a » {prema prethod- [95 158]
nom Je 8= -n) = ~gca = —8° = (iz istih razlogs) = -(-a) =
= a, tj. a'=a; isto Je tako 34.a3:a = (prema prethodnem Je Primedba. Vidime de gore nadjene matrice AB 1 BA nisu jed-
33.3) - ArG = 32 = (Jjer Je 32-_3 }y= -a, itd. nake tj. za matriéno mmnoZenje pe vaii (uvekl) za-

kon Yomutacije. Isto t:a]mé vidimo da z8 gornje dve matrice
A& 4 B ne vaii: (11+.B)2 - & -.-2A.B+32 (xvadrat zbirsl) , #to Je
inafe tafno ake nam A i B znafe brojeve {ta ée jednskost

Badeéi analogno, nadji koliko Je a2, a2, ... .

7o Proveri: 3 4 5 * 0 © - o 0 - valiti i za matrice akeo su komutativne; dokaZi tol).
6 7 8 o 0 o 0
o o 9. -Prq_':matra;l matricu [0 ~1] ; dokaii da je njen kvadrat,
i ) 1 o]
8. Neka je & = l:z 3] y B - [‘l 3 tj. njen proizved sa njom samom, jednak matrici |~ o| , te
5 - § - da je ¢ -
madgi koliko joi -A, A+B, A-B, AB, BA, AB-BA, A%=nx, B2-BB,
ZA+2B, %ﬁ » $8%, 3(aB), 3a, (4+8)2, a%.2uB+82, (448)7, x 0 o -y 0 x -y
+ - - .
Bezultat, =-A = [—2 -3, MB=01 6], a-8-[3 0| , c  x 1 o [0 ¥ ¥ x
-5 7 9 = 1 -5 -

co8 X gin x

10, A4ko je M(x) = [ } , dokaii da je M{a)-M{p) =

iB=[10 0], Baw [13 -24] , AB-BA = [-3 21| , ol ¥ cos x
=33 29 -2 26 =31 3
= M(a+b) .
2 . .
AT = | 29 =15 , 32 = (13 =9 , 3A+28 | & 15( Oputstvo, Prvo ispiZi matrice M(a), M{b) i H{a+b), & potom
-25 64 ~4 16 23 -25 izmno¥i prve 4ve. Dalje radi analogno zadatku 5.
1,2 1.2 : 2 2 -2
-;-l_ + 7B% = (gledaj gore koliko je A< i B71) ;g —2 v
28 5]
= '3?— vI/91
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A s———

11. Hadji: 1° 2 1l - 1 -1 ; 2°
3 2. 1 1 '

Lol A S RN
o e

Rezultat, 1° [3 -:l; 22 e 2 -1
' 5 - 5 1 1
8 -1 4|
12, Odrédi AB-BA ako je: 1° 4= 1 2 1],
2 1 .2
1.2 3

[»=]
]

&
=
Fa

=
n
)

-l 1 -1
2 2 1 1
1 0 1 14.

11 2 3 -2 4
-1 2 1 -3 5 =1
Uputatvo. U oba sludaja prvoe izradunaj proizvede AB i BA,

a potom njihovu razliku,

Rezultat. 1% AB-BA = [-10 ~4 -
6 14 u—l
-7 5 -4
2 aB-BA = o o 0.
o 0 ©
o 0 0

1%, Dokaii da su matrice X = [} é] i Y - [%
b a

z8 gve realne ili kompleksne hrojeve a,b,c,d.

Dokas.

d] komutativne
¢

Treba da dokaZemo da je XY = YX; u tu svrhu, nadji-

mo matrice XY i YX; neposredno se dobija da su one

jednake:

ac+bd ad+bx ca+db
¥ = X =
be+rd Dd+ac
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cd+d

da+ct dbsca

zada se neposredno zakljuéuje da su ove dve matrice jednake.

Cdredi sve matrice komutetivne gsa mstricem A sko je:

1 a1 2] 2° a=[31 2]; 3 aa-f1 1].
3 4 -1 - o 1

Refenje. 1° Pretpostavimo da je izvesna matrica B komuta-
tivne sa matricom A, tJj, da je AB=BA; da bi pro-
izvod AB postojao mora matrica B imati onoliko stupmes ko-
like matrica A ima redaka, dakle, dva-stupc&; s druge stra-
ne, da bi postojac proizvod BA, watrica B mors imati onolike
redaka koliko matrica 4 ima stupacs, & ovih ima dva; prema
tome, matrica B mora imati oblasti 2+2, tj. B = [x 7|
;7
gde su %, ¥, 2 1 t brojevi koje treba cdrediti iz uslova

AB = BA.
No, matrieca AB js ofigledné jednaka: AB = [1 2| . [x 7¥l=
% 4] [; ti
= X2z y+2t| , 1 s51li¢no BA = (x+3Fy 2x+4y| , pa gormji
. {Bx#;z 3y+ut:| ’ ‘:zt’)t 2z+5t:)

uslov postaje
x+22% F+2t x+¢3y 2x+43y
Ix+dhz Sy+dt| T |ze3t 2z+86| °
Iz jednakosti ove dve matrice sleduje da mora biti

X+22=X+3y7, F+2t=2x+l4y, Ix+bzmzedt, Iy+dt=2z+4t

odnogno, nakon krateg sredjivanjs

2z = 3y, 2k = 2x+33, x+2 = t, 3y = 2z

prva i poslednja od ovih Jednakosti su iste, pa jednu moZe-
mo odbaciti; iz prve sleduje da je y =
t iz treée jednadine stavimo u drugu, bide

z; ako vredncst za

2(x+z)=2x+3y = 2z=3y,

a to je opet prva od jednafina; to znali da je druga od jed~
nedina posledica prve i treéfe, pa Je moZemo odbaciti; po-
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.1azpi uslov se, dakle, svodi na dve jednadine
y-2/3-z' t = x+z,

pri éemu su x i z proizvoljni brojevi; ske joi stavimo da

je x=p i z=3q, biée y=2q i t=p+3q {sada su p i q preoizvoljmi
brojevi), pa su sve traiene matrice B date sa {glada] gore
%ta pam je matrica.B; sada samo umeste x,y,z,t stavljeme go-
re nadjene vrednoeti) ‘

] 2q(
3q p+3q|,

gde su p i q proiszvol]jni brojevi. Za razne vrednostl broje-
va p 1 q dobijaju 8s razne matrice B, i sve su one komuta-
tivne Ba matricom A datom pod 1°, Proveri ds za gornju ma-
tricu B vaZi AB=BA.

2° Postupi analogno prothodnom sludaju. Sve traiene matrice

jesu oblika | p 2¢| 4 gde su p i q proizvoljni brojevi.
-q p-2q
32 Prafens matrice imaju oblik [p q] , p i q proizvoljni
Q P brojevi
15, Uveri se da su matrice X = 4] 1 0o 0
o) s} 1 0
0 o} 0 1
o] 0 0 0
i I =|a b e d
o] a b ¢
o] 4] a Db
o 0 © a

Komutativne, tj). da je XX = YX,

16. Promatraj matrice A = [0 JE| , B= E) —jz\- ,
1 ¢ i

C = [1 él , gde Je i imaginarna Jedinica, dakle 12- -1, DokaZi
o -
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da za te matrice vase jednakosti: AZmBZaCZaI (I je jedinina ma-

trica oblasti 2x2), BC = —CB = 14 (malo i je imaginsrna jedini-

cal), CA = -AC = iB, AB = -BA = i,

17. Za matrice A = |1 - i B= |2 3 vafi
2 - F |

(4+B)2 = 42 4 B2, Dokazi,

Uputstvo., Prvo nedji matricu 4+4B pa je kvadriraj, tj. pom~
noZi jeo semu sa gobom; potom kvadriraj matrice
4 1 B pa ih asdberi; na kraju uporedi dobijene rezultate,

18, Proveri de 1i matrica [% ﬁ] zadoveljJava Jedpadinn
: c d

x° - {a+d)x + (ad-be) = 0.

Uputstvoe, U zadenoj jednalini umesto x treba svuda pisati
zadanu matriocw, wmesto O treba pissti nula-ma=-

0 - o
i matricu Eija je glawvna dijagonala upravo ta konstanta,
a van su nule. -

tricu [b é] s i wopste vmesto nske konstante treba pisa-

U stvari treba proveriti da 11 Je

a b ° a b 1 o o o

- (a+d)- + (ad=be). = .
[ d 0

19, Izradunal f£(4) ako Je

o £{x) = 12—1-1, A= |2 1

1 1
3 1 2
. 1 -1 0
2% £(x) = x2-5x43, A2 -1 .
) -3 3

Uputstvo, Pogledaj uputstve iz prethodnog zadatka. 1° Umes-
to x u £{x) svuda piZi madricu 4, & umesto broja
1 stavi Jedinicnu mabtricwu iste oblasti keo i matrica A,
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dakle oblasti 3:3; potom igvrEi nazpadene radanje; reszultat
je: f£l&) = |5 1 3| .

8 0 3
2 1 -2
2 fa) = 2 -1] 2 2 -1 1 o
: - 5 . 3 -
-3 3 -3 3 o 1

= (radunajl) = (O Q
o} o} .

20, Ako Je A = 2 1 3| 4 uveri se da je
1 -1 2
1 2 1

A’ - 227 - - o, A% - 2a - 91 40,

gde su 0 1 I nula-matrica i jedinidna matrica iste oblasti kso i
sema matrica A. Primeti da je leva strana gornje Jednakosti jed-
paka proisvodu matrice 4 1 leve strane gornje "nejednakosti".

2l1. HNeka je M2 skup svib kvadratnih matrics drugog reda sa re-
alpoin vrednostima {(elewmentima) , tJ.

1 5
Hpy= xl,xz,xﬁ,x‘uea .
Xy Xy
Tokati da Je skup H2 komutativoa grupa u odnosu na gabira-

oje mstrica.

Uputetvo. Grupoidnost. Uzmi bilo koja dva elementa iz sku-
pa M, (Ar2i na umu da to moraju biti matrice koje
su gore okerakterisanel}, ns primer,
% % 7y V2

X3 x, V3 Ty

pe proveri da 1i i njihov gbir x+y takodje pripada skupu
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- M .
Mz, t). da 11 je to matrica tipa 2x2 sa realpim vredpnosti-
ma (elementima ).

Asgeijativnost. To ve#i uep3te za sesbiranje matrica, Doka—

2i to u ovom specijalnom slufaju za matri-
ce oblasti 2x2,

Neutralni elemenat. To je nula-matrica [? é] . DokaZi.
Q o]

Inverzni elemsnat od matrice [x

1 X2 Jeste matrica
e *a x5 X,
~Xz =%,

Eomutativnost. To vaZi uopdte za sabiranje matrica (opreszl

z8 mnolenje metrica ne va%l zakon komutaecijel).
Uvari se u to u ovom specijalnom sluéaju kada se radi o
matricama oblasti 2% 2,

22, Skup My gvih kvadratnih matrica treéeg reda, tj. matrica ti-
pa 3x3, jeste komutativna grupa u odnosu na sabiranje ma-
trica, Vrednosti {elementi)} tik matrica peka budu realni brojevi.

Uputstve, Poatupl analogno prethodnom zadatku.
2%, Skup M2 avih matrica oblasti 2 %3 (otuda i indeksi uz M!)

sa realnim vyrednostima (elementima), jeste komutativma gru-
pa u odnosu na sabiranje metrica.

2%. Skup Hi 8vih matrica oblasti ¥ =1 (to su uprave stupac-ma-—
trice), jeste komutativna grupa u ocdrnosu na aabiranje ma—
trica, DokaZi.

25, Promatraj jo# jednom skupove matrica: M2, Mo, Mg i n; o
kojima jé bilo refi u zadacima 21,22,2% i 2i,
DekaZi da su svi oni vektorski prostori nsd telom realnih

brojevas

Uputstvo. Oslanjajuéi se ns pomenute zadatke imamo da je
svaki od tih skupova kKemutativma grupa. Prems
definiciji 7 wektorskog prostora, trebe Jod za svaki od

vI/97



26.

njih proveriti da 1i vaie pravila rafunanja Pl - P5'
i1 0 -i 0
Promatraj matrice - , B = ’
0 1 [C I §
o 1] 0 i -1 o i 0
Y D = N Es= o Fu .
1 ° -1 0 0 -1 0 -i
0 -1 0 i
H =
1 ¢ i 0

i pripadmi skup P = {4,8,C,D,E,F,G,H} . Dokaii da je taj skup
grupoid u odnosu na mnoZenje matrica.

Uputstvo. Napravi radnu tablicu za taj skup P i operaciju
= u njemu (ispitaj sli¥ne zadstke o grupama i
grupeidima, pa primer, zadetak 1! i1i 13 o grupamsal) .

Da 1i je tsej skup P moéds'i‘grupa u odnosu na anoZenje ma-
trica?
Iepitaj da 1i su stupoi matrice

1°[1 o};.a°[1 30 3% 2 -9y a1 2 3],
o 1 - -4 13 4 5 g

o
s

o o

501 Oy 6712 -3 4|3 N1 2 4 g
o 1 0© -3 2 -2 3 6 7 6
0 1 2 -8 12 o 0 1 =2

linearno zavisni ili nesavisni,

Refenje. Ispitaj prethodno slifne zadatke o vektorakim pro-
atorima.

o - . N
6” Ta matrica ima tri stupca (izpi3i evaki od njihl ); neka
8u X, ¥ 1 % realni brojevi; treba da ispitamo da 11 iz veze

Xl 2| + 7* [=3] + 2] 8] - [o ( =nula-stupac)
-3 2 =2 0

2 -8 12 - |0

nuznc sleduje da je i x=0 i ye0 i z=0, ili Je mogude da neki

od tih brojeve bude i razli&it od nule,
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No, ako na levoj strani gornje Jjednakosti prvo izvr#imo na-
znadens mnofenja matrice brojem, a potom saberemo noastale
matrice, ta jadnakost postaje

2% - 3§ + 4z - ol H
~-3% + 2§ - 2z o]
2x - 8y +12z 0

to je upravo jednakost dve "stupac-matrice" i ona je zado-
voljens ake i samo ako je:

2X - 37 + 4z = C
~3Xx + 2y - 2z = 0O
2x - 8y + 12z = O,

fto predstavlja jedan homogeni sistem od tri linearne jedna-
&ine sa tri pnepogznsnice {ispitaj poglavlje o sistemima li-
rearnih jednadina); i mi se sada pitemo da i ta] sistem ima

- - . - e ne_ .
jedino trivijalno redenje (tj. X=y=z=0} , ili meide ima 1 tri-
vijalnih refenis (da je bar jedna od nepoznznica razlifita
0od nule); kao 3to zmsmo, cdgovor ne to pitanje daje deter-
niLanta toge sistema: ake Jje ona razlidita od nule, aistem
ima jedino trivijalno reSenje, a sko je jednaka nuli, sis-
tem ima i metrivijalnib refenje; kod nas je determinanta
sistema jednska nuli {uveri se u to), pa sistem ime i netri-
vijalnih reSenja; takvo je, ne primer, x=2, y=8, z=5 (nadji
8va netrivijalna refenjal).

Zakljudak. Pofto jJe polazns veza moguéna i kade sveki od
brojeva X,¥, 2 i nijs Jednzk nuil, stupci po-

smatrane matrice su linearnc zavispi (tj. jedan nd njih s=a

moZe izraziti preko ostalibhj koristeli navedens vrednosti

za X,y 1 =, izrazi prvi stupac pemofu druga dva).

U preostelim slufajevima postupi anslogno. 1° nezavisni;

2° nezavisnij 30 zavisnis; 80 zavisnig 5 negavisnis

70

zavisnl.
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ilnverzoe mavrice

Tako Je, ne primer, komplement A23 Jednak:

28. Wadji inverznu matricu matrice A date sa: .
= {gledaj markirano polje matrice A) =

+} R o A
1 [0 2:' iz [1 ﬂ(m‘l); 3° |p qf (pskar); # 2 -3
> 2 vy o1 r s - (-1)2*3 2 S1e(-B = (=3)) = 5,
. 1 o4
#2017 2 w3[ 5 s°T2 2 g 60
v 2 -3 0|, - . L
1o 1 2 1 1 o o 5 1 i s5liénpo u‘osta11m sludajevima.
Ip 0 1 -1 2 g 1 -4 3 Treéi korak. Formirajme matricu fA {ispitaj definiciju 3;
- ovde umesto & stoji A); ocna glasi
o
7711 a b 8° 1 o o ° ;
o 1 ’ s 1 3 s g 19 1 -5
c & 1 4] -
s o o 1 2 -3 4 - 3 & 5
1 ¢ 1
| c 0 1 2 -3 -2 10| .
Q 0 0 1 = . . . e .
o Cetvrti korak. Nadjimo transponovanu matricu (vidi defini-
10° 1 o 0 o g $377 ciju 2) @A)T matrice fA; to je sdjungovana
. k.ﬂ iS ‘ matrica ili adjunkta (vidi defipiciju %) matrice A koju,
3 1 © a =, T kao 3to je vel mapomenuto, oznalfavamo sa adj A ili sa flA;
-5 2 1 o L ?(‘r{ Lo dakle je
72 =3 2 1. = 'E'M' AT b 19 9 -3
Ao ()T o 1 & -2

Redenje. Prethodno ispitaj definiciju 4 inverzne matrice
1 po=zebno teorem 1 kao i primedbu uz taj teorem, =2 > o] -

o . . R .
6" Prvi_korak. FKako je u ovom slufaju det A = 35 (A0}, po- Peti korak. Matrieun 44 pomnoZimo brojem EE%‘I = (gleda}

smatrana matrica ima svoiju inverzau me
= t ; n
d metricu 4 "porvi korak") = 1/35; na osnovu teorema 1, re

Drugi korak. Nadjimo ave slgebarske komplemente Aij matri- zultat &e biti upravo trafena inverzna matrica A T matrice

o . N
ce A date pod 67, tj. matrice A; prema tome, imamo da je

N

2 - 0 ' [ -
? 19 9 -3 ?? 3‘? 3’3‘ _
b °© 3 P T T I T - S R P Y - S
1 det K 35 B OE D

2 Cor % o8 B

ispitaj definiciju 4 i napomenu poale teorema 1 o determi-

nantama ; uveri se da su ti glgebérski komplementi Jedneki: 9° Prvi korak., det A = (Tazvij po prvom stupcu) =
Ay = ZIVI KOra.
11=1% 312=l. A15-5. A21-9, A22=6, A25.5, = le 1 2 -3 = {razvij po prvom stupcu) =
-— - 8] 2
o] o 1
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a 1°1+-/1 2

o] 1

a 101*1-1 (= proizvodu eleme-

nata sa glavoe dijsmgonale; ispitaj zadatek 12 o determinsn-
tama), tj. det A =« 1 (£0) pa patrica A ima svoju iaverzou
matricu-A™ . ’

Drugi korak. Algevarski komplementi Aik slemanatsa matri-
ce & {radunajl} Jjedmaki su:
Allﬂ;, 512=0g A15n0, A14ﬂ0, .&215-3‘ A22.11

Apze0y Ape0y Ay =11, Azowe2, Agged, Ay =0,

A41=_58’ A42'7' 343“'2| A44-1.
Tu je, na primer, h43 Jednako
q’+5' = p— -
A45 = (-1) 1 3 7 12 2,

0 1 -3
lo o 2

i eliéno u ostalim sluéajevima,

Treéi kKorak, fA = 1 0 Q

0
-3 i 0 ¢
11 -2 1 o

1

Cetvrti korak,

At = (£2)T =

Peti korsk. Inverzns matrice A™S data je sa

-1 1 1,

AT = gerr A = T = da,

tj. inverzna matrica A-l upravoe je gore navedena adjungova-
ng rmatrica A4 matrice A,
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Kadji proizvod matrica A i A'l pa ge uveri da je rezultat
Jediniéna metrica (ispitaj definiciju 4).

Uveri se da su ostali rezultati jedmaki: 1° ATt [%1/10 1/%}
v s /2 0
29 L“l - T:%§ . "
-y 1
1 -2 7
r R o 0 1
1 -4 =3 1 -a  ac-b
524t |1 w5 o3l 3 a7l a o 1 |
-1 & &4 ¢ 0 1|
a1 o 4 10°2 -1 o o o .
~a 1 ol 4 -3 v
ac-b -¢ -1 11 -2 1 ©
~38 7 -2 1

X 0 1 0

2°A-|:7 5] 5 3° Aw [2 4] .
8 6 1 -

T svakom 0d tih sludajeva odredi broj x (x je kompleksan
broj ) take da bude ispunjen uslov

29, Data je matrica B = I-O -XJ i matrica A: 1° 4 = [O l:l B

(1) ABC = -I, CA =B (C je kvadratna wmatrica rede 2).

Refenje. Fre svegs, kako je det A = -1 (4Q) , postoji matri-~
ca A'l; ako sada jednakost
CA =B
pomno%imo 8 desna matricom a1 (sad za sad nije bitno koliko

iznosi ta matrica, vainoc Je da ona postoji), dobidemec da je

caa™l - By 71,
VI/103



Kako je, dalje AAPl = I {= jed.ni%¥na matrica reds 2}, pos=
{9 L] ?

lednja jedmakost postaje
CI = BA™"

odnosno, zbog CI = C (nroizved bile koje kvadratne matrics
i odgovarajuée JediniZne matrice jednak je samej toj matri-

-1
cit), C = BA 3

ako sada ovu vrednost za matricu C unesemo u prvi od uslo-

. . 30.
v& (1), dobiéemo da mora biti
2BBA™L - -1
anoieéi ovn jednakost s desne strane sa A, bide
ap2a"3p - -In,
i zato (iz istih razloga kao gore):
.'\B'? = -4
N -1 oz
xona&no, ako ovu jednazkost pomnozimo S leva 5a A dobiéemo
“1,p2 L ) 2
AT1ABS = -ATRa + B =l .
3l.

Dakie, poSto je det A razlidito od nule (tJ. posto je ma-
trica A regularna, ima svoju inverznu matricu A~ ), uslovi
(1) su ekvivslentni sa jednim jedinim uslovom

2

(2) B = -1,

4 kome viZe ne figuride nepoznata matrica C. Ako gada u (2)
smenimo zadanu matricu B, dobidemo de mora biti

| prrp———
U
)

Kako -je |0
%

voslednji se uslov svodi na jednakosat dve matrice:
2 ol 1 o
o] -x%j o -
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cdakle sleduje f(ispitaj pravilo Nl o rafunanju sa metrica-—
mal) da je

2 2

-XT o= =] = ="=1 ES x = %1,

2% 1 3° Rezultat je isti kao pod 19, To, uostalom, sledu-
Jje i odatle 3to se uslovi (1) svode nz jedan jedini uslov
(2) u kome figuriZe samo matrica B (dakle, bitpo je samo
da je matrica A regularna, tj. da je det A 4O).

Ako je A = |1 3] , paaji 4%, A7 = A%, a7, A“2=(A‘1)2.
5 -2 '
Rezultat.
2efie -3, A2afa s, 2tk 20 3],
[—5 19 F0 =53 s -1
K2 gy 190 3] .
5 16

Ako su A L B dve regularne i komutetivne kvgdratne matrice

istog reda, dokaZi da veZe jednakosti

(1) a7 -3 la, alp -matl.

To Sto su mabrice & 1 B regularne znadi da su im

determinante razlidite od nule, tj.

iw?t
+

Dokasz,
da postoje nji-
hove inverzne matrice A™L
znadl dea vazi jednakost

a to da su komutativne

AB = Ba
Ako ovu jJednakost pomnoZimo s leva matricom 3~1 (koja, kao
g§to je gore napomenuto, postoji) , debifemo movu Jjeduakost
p~las - 3~ lps ,
odacsno, vodeéi rafuna da jg prvo p~1s - I, & potom IA = 4,
Jednakost
3 laB = 2 .

Konadno, guoisnjem poslednje jednakosti sa B—l s desne stra-

ne, dobijamo da jJe VI/105
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B lapg™! = a7l

1

kako je BE™! = I, pa zatim B PAI = B™IA, poslednia jednekost

postaje
7l . a4t

Zime Je prva od‘jednakosti(D dokazana.

Pootupi analogno i pri dokazu druge od jednakesti (1).

Cdredi matricu X iz jednaéine

AXR = G ,

ake je u pojedinim sluéajevima 4, B 1 C dato sa:

1°4= (1 o o], Bl 1 -1, c=1 -1 3| ;
8] 1 [0} 2 1 (8] 4 3 2
o © 1 1 -1 1 1 -2 5
a2 1], B3 2], ca[-2 4 ;
3 2 5 - 5 -1
342 -3 1], B=[9 7 , Ce=f2 0 -2].
4 -5 2 1 1 2 18 12 9
5 ~7 3 1 01 1 23 15 11

Refanje. 3% Pre avega primetimo da je det.-A = (rafunajl) =
= 1(#0) i det B = =2 (#0), pz su obe od matrica

A i B regulerne, tj. postoje nJjihove inverzne matrice A'l i

B~L,

Podjimo od zedene jednadine

) AXB = C ,

n kejol su &, B i C zadane matrice {(vidi 50); cilj nam je

da na levoj strani te jednakosti dobijeme semo matrieu Xj

u tu svrhu, pemnofimo gornju jednadinu s desna sa matricom
™1 (koja, kao Bto smo videli, postojil); dobijamo ekvivalen—
tnu jednafinu fI/lOG

axee~t o7l
odnosno, vodeéi raduna da je prvo BE~! - I, a potom da je
proizvod bilo koje matrice i odgovarajuée jedinidne matrice
jedrak samej toJ) matrici (narawno, ukolike se radi o kva-
dratnim matricema ), Jednafinu

(2) : 4% = B L.
Ovim smo se na levo] strani jednadine {1) oslobodili matri-
ce B {noporedo sa jednalirom (1) posmatraj i jednadinu

axb = ¢ ,

gde su 8,b i ¢ zadeni brojevi ; kako sze iz te jednafine na-
lazi nepoznanica xf; treba je prvoe podeliti sz b {#0) tj.
pomnoZiti sa b'l, itd.} sligénu stvar imemo i ss matricama,
samo #to za mnoZfenje matrica ne vaZi zakon kowutacije kao
za brojeve pa meramo vediti rafuna ds 1i wnozZimo s& desne
ili sa leva; ipale, gornju "brojevnu" jednafinu axhs=c, na
osnovu pravila H5 o rgfunanju £a matricama, mofemo shvatiti
i keo matri&nu jednadipu (1), gde nam je & = [a], X = [x],
Be«[blicC=[c]

Da bisme se sada na levoj strani jedpaZine (2) oslobedili
matrice A, pomnoZime Jje s leva matricom A_l (koja, kao Zto
smo vel primetili, postojdi) ; iz istih razloga kao malopre,
dobijame da je

(3) s S

Cvim je nepoznata matrica X izraZenz preko zadenih matrica
4,B i €. BSamo se radi jo5 o teme da se tu matrica odredi

za matrice A,B 1 C konkretno zadsne pod 3° {der poziaim.mo
taj sludal).

U tu svrhu, nadjimc prve (gledaj gornjn jednadinu (3)}) inver—
ne matrice A1 i B™! {ispita) zadatke 28 i 29). Uveri se da
8u one jednake

-1 o2 -1 -1 -1 8
a2 1 o 7. 13 12| .
-3 -1 2l 0 -2 2
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Prema (3), da biemo konkretno ne¥li matricu X, treba prvo
ds nadjemo matricu £ a potom da nju pomno¥ime metricom
8”1, jedno za drugim imemo da Je:

2l - [ -1] 2 0 -2
-2 1 0| =]18 12 6| = (rafunajl) =
-3 «1 2] |23 15 11
= 11 9 9
14 12 13
|22 18 19/,
a zatim:
cleest a3 9 9 -1 -1 8] ,
W 12 13 |1 3 12
22 18 19 0o -2 2

odakle nekon izvrienih nazpafenib radnji, na osmovu (3) (gle-
daj pravile M3 o rsfunsnju sa metricema) dobijamo da je ma-
trica X jednaka

1 1 1
Ia= 1 2 3 -
2 3 1

Postupi analogno i u preostala dva sludaja.
Rezultat. 1°% « [-3 2 ol , 2° z - | 2¢ 13| .
-4 5 -2 -34 -18

-5 3 0

Redl matridnu jednadinu

1° (4-21)X = 41 3 2% M(4-21) = A4I ,
gle je A= [0 1 2| aI jedinilne matrica reda 3
2 k] 4
1 0 1 v1/108

Refenje. 1% Pre svega imamo da jJe (ispitaj pravila My,

M, i M5 o redunanju sa matricema):
i-2r =0 1 2] -2« (1 o o = [2 1 .
2 3 4 o 1 0 2 1
1 0 1 c 0 1 1 0 -1
islicno 4+I = [1 1 2] .
2 & &4
1 0o 2
Mi treba de refimo jedneiinum
(1) (A=2I)X = A+T

gde je X nepoznate matrica. U tu svrhu, sliZno kao u pret—
hodnom zadatky, nastojimo da pna leved strani te jednaéine
dobijemo ssmo matrieu Xj; zato bi trebslo tu Jednainu pom-
no¥iti s leve inverznom matricom (A~2I)”! matrice A-2T,
samo se radi jo3 o tome da 1Ii ta matrica ima sveju inverzou
matricu; a ona J¢ ima iz rezloga 3to Je

det {A-21) = (gledaj koliko Je A-2I ) = © {40} .
Dakle, iz jednadime (1) aleduje da je matrica X jednaka

X = (A-2I)"(a+1) .

Dalje Je
(a2D)™t = Fz 1 2] "t . (1 1 2
2 1 4 %- 6 0 12
1 0 -1 -1 1 -3
i zatoe
(a-2D)7 L) =g (1 1 2 1 3
6 0 12{ « (2 a4 &
=1 1 -4 10
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5

5 3 6 oo T el

- 2
1
= 13 6 & .
B ; i ds ﬁ AXT'X
-3 3 -5 — .
1_ I i B’ =L
pa trafena matrica ¥ glasi N e O W Az

/2 - L/2 1
X - 3 1 6
-1/2 /2 -1] .

2° Postupi analogno kao pod 1°., I rezultat je isti.
Date su matrice A =| 1 2 =1 y B = -2 1 1 .

2 -1 -1 g8 1 -5
=5 0 3 4 3 -3

Odredi matricu X za ko’u je

(1) T4

B
BeZenje. Keko Je ovde det A = O, matrica A nije regularna
(singularna je), pa newa svoju inverznu matricu
A-l; gtoge ne moiemo postupiti kao u-.prethodnim primerima
da bismo nadli matriecu X iz jednsaéins (1) , ved ge radi
owvako:

Prvi korsk. Odredi se oblast (domen) traZene matrice X u
zavisnosti od toga kakve 3u matrice A 1 By
paime, da bi se matrica X mogla mnoiiti matricom A oblasti
%x3 (gledaj pravilo My o radunanju sa matricsms), broj nje=-
nih stupaca mora biti jednak broju redaka metrice A tj. 35
u tom slufaju matrica XA bi imels onoliko redaka koliko i
matrica X, & ta bi matrica trebals biti jednaka matrici
B koja je oblesti 3x3, tj. koja ima tri retkas; stoga i wma-
trica X mora iwmatil tri retka; dakle, matrica X je obdlasti
(domena} 3x3,

brugi korak. Po3to se odredi oblast traZene matrice, uzima-
mo njen opsti oblik; u ovom sludaju to je ma-

trica
VI/110

i naf posao se svedi na to da odredimo komponente a,b,c,p,
Q,r,X,y,% te matrice tako da vafi wvega (1}.

Treci korak, Vrednosti za A, B i gornje vrednost za X se
smenjuju u zadapu jednadinu (1) i izvrSe nag—
nafene rsdnje. Izlazi

8 ] [ 1 2 -1 -2 1 1

q r| 2 -1 -1 =8 1 -5 (wno¥il)

X ¥y z -5 0 3 4 3 -3

odnosno,
a+2b-5¢  2a-b  —a-Db+3c 2 1 1
p+2q-5T 2p-q -p-g+3r| = 1 -5
x+2y-5z 2x-y ~x-y+3z 4 30 -3 .

Ovo je jednakost dveju matrica. Ake izjednadimo odgovaraju-—
€e komponente prvog, drugog i treéeg retka tih mabrica,
dobijemo sledefe tri sistema od po tri l:uearne jednafine
sa pe tri nepoznanice (u prvom su nepozmanics a,b,¢, u dru-
gOm P,d,r i u treéem x,y,z);(ti sisteml glase :

n
w

a+2b-5¢ = =2 x+2y-52 = 4 p+29-5r

2a= b = 1 2x- § =3 3 2p- q =1 .
—8- b+3ec = 1 -x~ g3z ==3  -~p- q+3r =5
Redenja tih sistema su Jednaka (primeni "top-postupak" na
gvaki cd njih):
. b = 2a-1 ¥ = 2x-3 é = 2p-1
c =& z = x-2 T ep~-2

pri Cemu su a, x i p proizvoljni realni brojevi.
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Frema toﬁe, matrica ¥ za koju Je zadovoljena jednadina (1)

~-
glasi 1 2 1 1 1 l-l
8 Za-1 a A= |1 1 o0 = o of
X = P 2p-1 2 2 0 1], o © OJ
x 2x~3 x=2
Uputstvo., Postupi analogno prethodnom zadatku,
pri Zemu su 8,p i X proizvoljni realni brojevi. 10 Ty o1 g 20 o 3 1
Kao 8to vidimo, u sludaju da je det A = O, matridns jedneli- X = |-1 -1 -1 . o o o
pe (1) ima beskonaino mnogo refenja. Take, na primer, ako 5 ) 5 o .
stavime da je a=1, pwxl, 'x=2 1z gornjeg dobijamo da matrica ’ ¢ .
Yrimedba. Tz gornjeg zadatke vidimo da matridne jednadine
1 1 1
i [ 1 -1 AX = B ; < - B
2 1 -1

predstavlja jedno reXenje matridne jednaiine {1). Uveri se

1 to!
Ako je 4 =[2 5 -3 , B-[2 1 e"l,
-1 - I 2 o]

|_1 -1 2J

odredi matricu X za koju je

AX = B ,

Uoutstve. Postupi anmalogno prethodnom zadatku, Matrica X
Je deta sa

1-a 8-b ~fmgc
X= a -I+b 2+
a b c

pri femu su a,b i ¢ proizvoljpi realni brojevi.

Regi matridne jednadine

1° ax=B; 2° MA=B, gde je

vI/l12

37

ne moraju iwmati isto refenje (kao #to je sludaj,

sa "brojevnin" jednsdinama),

ReZi matrifénu jednadinu

(1)

ako su A i B matrice:

1° 4 =[2
E
2° aaf2
b
3° 4|3
-3
° A =3
.
52 4=z
:

31y B= [35 4],
SR
3l , Ba [3 & 71 3
3 [5 & 8
4 5], B=[1 . o ;
-1 4 8] o
1 o0 1
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Redenje., Ispitaj prethodoe zadatke.

19 3 2° U ovim sludajevima je det A £ O pa iz {1) sledu-

; -1
de X = A77B, itd. 12 —1/2 -1/2 -1/2 -~1/4
Rezultat: 1° % « v 2% X .

— u/3 s/3% 4/3 5/3 5/2

5% Ovde matrica A nije kvadratos py se ne mode ni govoriti
¢ inverznoj matrici.

Foito je u ovonm sludaju wmatrica A tips 2<3, da bi postojao
proizvad AX matrica X mora biti tipa Jxn; sama watrica AX

je tada oblusti 2s<n, gde je n, sad za sad,.neocdredjen prire-
dan broj. Medjutia, veza (1) kaZe da ta matrica treba da je
jednaka matrici B, kojs je oblasti 3x3; prema pravilu nl 0
redunanju $& matricama, te dve matrice bdi tada morale biti

i iste oblasti, 5to je asemoguée jer matrica AX ima 2 retka
o matrica B 3 retka (bez obzira koliko je m .

Dgkle, u ovom slufnju jedoadina (1) nema resenje.

4% Radeéi analogno prethodnom slufaju zakljuiujeme prve da
je matrica X oblasti 3sn, 2 zatim da Je matrica AX oblasti
2:n; podte Je u ovom slufaju watrica B ovlasti 2x2, mors
biti 92x=n" = "2x2", odakle sleduje da je n=2. Dakle, traZena
matrics X Je oblasti 3%2, i mofemoc je napiszati u obliku

gde su a,b,c,X%,¥,% nepoznatl brojevi koje treba odrediti
tako da vaii veza (1),

sSaca veza (1) postaje

3 4 5 a x 3 3]
-3 -1 4 b ¥ -3 -8 '
c Z
VI/ila

OGnOoSNo (MNOZLij:
ZB+4b+5c 5x+4y+527 3 B
~3a- bslde -3x= ytiz -3 -5

Ovo Je jednskost dve matrice. Ako izjednadimo odgovarajuée
komponente prvog i drugeg stupes tih matrica dobidemo dva
siatema od po dve linearme jednafine sa po tri nepoznanice
a,b,¢ 1 x,y,2%

Za+4D+5c = 3 Ix+4y+5z = B

-3~ D+dc =3 =3x- y+8z = =6 ,
¢ijs su refenja data sa (primeni top~postupak) :

a = 1+7p, Db = -9, o = 3p;

x = 2+74q, ¥ = -9, =z = 3q,

gde su p 1 q preizveljni brojevi.

Traiena matrica X glasi: X = [i+?p 2+7q N
I -
i
i =9p -9q
[ 3p 3q

t3. postoji beskomaino mnogo matrica X koje zado%oljavaju
jednadinu (1). Tako, na primer, za p = =1 i g = O dobijamo

da matrica X = [-6 2 zadovoljava jednadinu (1).
9 0
-3 4]

5° Radedi analogne prethednom sludaju nalazipe da je matri-
ca ¥ oblika [x P ﬁ] , Da veza (1) glasi:

¥y a b

2 3 x p a ‘ 3 5 8
4 6 ¥y a4 b 4 6 9
odakle sleduje da mora biti
 2xa3y = 3 2p+3q =5  2843b a 8
4x+6y = 4 4p+bg =6 3 GavBb = 9 |
Medjutim, sveki od ovihk sistema od po dve jednadine sa po

dve nepoznanice je protivuredan (zs%to?l), t]. me mogu se
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odrediti brojevi X,T+F»d,2,b tako da vaii (1) . Dakle, u
ovom glufaju jedrafing (1) nema redenje.

&% Sve je isto kao w sludaju 5% sgmo 3to ovde sisteml glase:

5 28+5b = 8

n

2xe33 = B 2p+3g

[S3Y 4p+Bq =10 3 4a+6p =16 ,

i

4x+6Y
a oni su svi neodredjeni i imaju beskonafno mROgo redenja:
x = 3z, ¥ = 1-2z; D = 3¢, 9 = 5/3-2r; a=t=3c , b=2c,

gde su Z,T i ¢ proizveljni brojevi. Sama matrica X glasis

Az Ar 4-3c
X = -

1-2z 5/3-2r 2c
Isto pitanje kao u prethodnow zadatku samo 2Z8 jednadinu

LA =B .«
deZi matrifnu jednafinu
(1 AYB = C

za ove vrednosti matrica 4,B,C:
© 4=z 1], B=[3 21 , C
| L 2] [5-3_
2° a=-[-3 2|, B 2 1, ¢+ [-2 4];
A R A R
3° a=(5 1, B 3 3, ¢
[ R

Uputstvo. Poito su u svakom od sludajeve matrice 4 i B kva-
dratne i regulsrne, tj. det AdOAdet B, vezs (1)
. S, .
se moje napisati u obliku X = A 7CB 7, itd.

n
]
PO
[}
=
-

n

]
F P
WO

o

ReZi matrignu jednadinu
(1) AXA = B,

ako A i B znace ove matrice: 5
o s 2 2d R 2|2l o
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a1 2, fo o 0 2,3 9.
-3 2 1 ¢ 5 4 -1 1
Rezultat: 1° X = [-x:l 12 ¥ - [D] gde je x proizvo-

1-x

x

1jan realan broj; 3° jednaina (1) nema redenge; 4° i 5°
u obs ova sludaja metrica A je regularne pa veza (1) pos-
taje X = A"VBA"1, itd.

Matrifno redavanjs siatem$ lineasrpnih jednafina

Neka je zadan sistem od, na primer, tri linearne jednaline

sa tri nepoznanice (spalogno se posbupa ze bilo koji drugl sis-
tem):

By4% + ;.7 + 3153 = bl
By % + a22y * a23z = b2
aslx + 852y + 3352 = b5 .
Ako oznafimo sa A, ¥ 1 B sledeée matrice vezane za taj sis-
tem:
1 %12 B3 x "1
A= 18y 85y 8oz X=|5 B = by ;

& a a z b

31 52 33 >
pri Cemu matricu X mofemo zvati matricom nepoznanice ili nepozna-
tom matricom, onda se gornji sistem moZe zapisati u matridnom ob-

"1iku

(1) AY = B

(uveri se u to mnoZfeéi matrice A i1 X pa izJednsdujuli tu matricu
sz matricom B).

iko je metrica A regularna, tj. ako je det A£O, onda iz (1)
gleduje da je

X = A_lB .

Prems tome, nepoznata matrica ¥ je jednaka preoizvodu inver-
zne matrice A™! matrice A i zadane wmatrice B.
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Matri¥nom metodom redi sledeée sisteme linearnih jednaZina:

1° x+ 2y + 3z = =1 2° 3x + 2y + z = 5
24 ¥y + z = 1 2% + 3y + z = 1
2x + 3y + z - =1 2x + y+ 3z = 11

5° x - 3y = & 40 X = ¥+ 22~ 3= -1
EX - 2y + z =3 B 3x - 4y + Bz -~ 5t =« 2
3% + 2z = 0 2x = y+ 62~ £t = 2

=X + ¥y -3z + t = =1,

Regenje. 1% ovde jerA7= 1 2 , B = [=1] i zato
2 1 1 1
2 3 1 -1
(1) . AX = B .
Keko je det A = 10 (£0), iz (1) sleduje da je X = A”1B .

Sada treba naéi matricu A_1; ona je Jjednaka

P I 5| 3

proizvod te matrice 417} patrice B Je jednak (radil}

-2 7 -1 -1 10
Ao lo -5 5| - 2] <3y - [-a0
4 1 -5 :1 . o
pa matrica X glasi
1 x|, 1

Y= -1 s G b 4 = |-l ,
4] Z [¢]

odakle sleduje da je x =1, ¥ = -1, z = Q. To Je refenje
posmatranog sistema 1°.

4° kadi se apalogpo kao pod 1°. oOvde matrice A, I 1 B glaasa:
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Rezultat: 2°

A={1 -1 =3 I = |xl, Ba=l=2],
3 4 8 -5 b 2
2 -1 &6 =1 z 2
-1 1L -3 1 t -1

Bako je det &.= -1 (#0)} (primeni top-postupsk; za topa uzmi
1 sa polja (1,1) koji neka dejstvuje du’ prvog stupca; nas-
talu determinantu razvij po prvem stupcu, itd.), posmatrana
matrica A ima svoju inverzou mabtriecu AT ba je

X:A'lB.

sams matrica A”T glasi
-3 5 7 -28
_ 1 -1 0 -2
Pt
1 -2 -2 -9
-1 1 1 4

ra Jje matrica X data ea

1
Tal.38- {mroZil) =
1
ti. x 1 , odakle sleduje da je
J = -; X=1a ¥y = -1,
z
£ 1 z =0, t= 1,

U precstala dva sluéaja postupli analogno.

2 = X =2,¥=-2,2 = 3.,

1]
1
o

W
&
S~
\n

X
¥
Z
3% [x 12/5] = =x = y--% 4.
SRR e
v
2
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42, Matrifnom metodom reii sledeée)sisteme linesrnib jednadinas

1 ~2x + 37 + 42 = -B 2 3x &+ 57 + 4z = O
2x - 3y + 43z =16 ~6x - 2y + 52 = 1
2% + 3y = 4z = 20 X + § - 9z = =2 3
2% 3y 4 8y - z - 3t = -1
X~ F+2z=3%= 0
x+3y+ z+ t= 0
X+ g+ 2+ to= O .

Uputstve. Ispitaj prethodri zadatak.

Rezultat: 1° x 1 = %=1, y=2, z==3}

¥ =| 2
z -3
- . 2

20 [y 17/24 = x-%% vye-8 .23 5
y| =l=-23/24
= /3 |

39 [x -5/11]
¥ © 2 1
z /11| * =~ %I y IO, 2= 7T » t= 53 -
Lt /22|
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Gojko KALAJDZIC

VII. XKVADRATNI ALGEBARSEI OBLICI
EVADRATNE FORME

Definicija 1. -Neka su zadane tni mezavisne velifine ili varija-
bile (promenljivice) X)y Ko Xy i kvadratna ma-
trica & reda 3:

31 "2 s
2= 1% fpp o3
21 %32 P33
pri éemu su a-ovi nezavisni od x-ova.

Svakoj komponenti iy (razlikuj i z aki) matrice & (dr¥i
D4 umd, na priver, kompomentu a25) odgovaraju dva indeksa "i" i
"k" (konkretno 2 i 3); s druge strepe, tim indeksimz odgovaraju
zadene VeliZine ili varijabile x; i x, {konkretno xy 1 x;); tada

L

imamo i odgoverajufi monom 24175 %y, (konkretno azaxgxs) (debre

pogleds) kakva je zakonitost indeks® uz rodna slova a i x).

Zbir svih takvib monoma zovemo kvadratnom formom od 3 zadsfe
ne veliZfine (varijabile) Xy 3 %50 %z loZemo je krade zapisati po-
moéu sSigme: '

£ ={§igiﬁikxifk B S S e i Rl F o b T
* AT 4 AT, + BpaXoXy +
*oERTEN Y 2X32 33753 -
VII/1



Analogna je stvar ako imamo uopste n (n=l,2,...) nezavisnih
varijabli (velidira) X 3¥sesasX, 1 kvadratuu metricu a reda no.

¥idimo da matrica a potpuno cdredjuje formu. Medjutim,
jednoj istej kvadratnoj formi moZe da odgovara vife matrica koje
tu formu odredjuju. Tako, na primer, za foruwu

= 2x1x1 + 6x.lx2 + 4x2x2
imamo da je: By, = 2, 8y5 = 6, a5y = 0, 85s = 4, pa njena matri=-
ca a glasi a = |2 6| ; 8 druge strane, tu istu formu f mo~
4] 4
¥Yemo napisati, ns p?imer, i u obliku: F = 2xlx1 + 5x]'_x2 + Ixxy +
+ 4x2x2 {oprezl pazi na redosled X% 1.x2x1), ga koju Jje:

Elll = 2._ 312 = 5, 321 = .5\ a22 = ﬂ.’ —.‘

pa njens matrica b glasi: b = [2 5] ; dakle, matrice a i b

3 4
odredjuiu jednu istu formu.

Fedju svim taXviu matricama jedne zedane forme postoji samo
Jjedna koja je simetrifpa u odnosu na glavnu dijagonalu {takva
je, naz primer, gornja matrics b). Wju zovemo jednostavno matri-
cor zadane ferme.

Ypatimo se za kratko opet na kvadratou formu od tri neza~
visne varijiable. dko stavimo dn jJe:

x = z =>xT=[x1x2x5].

X

MO H

tada Je (vidi 1o M v
«T ax = F[hla 4 J = (vidi pravilo Mg o ﬁacu—
nanju sa matricama)

- Tayny -

. . P ..’
OUveri s¢ u to.izralunavii prvo matricu ax a potom matricu x +ax.
Cvg vaZi uopSte za kvadratne forme od n zadanih wvelifina (varija-
bli), pa 86 kvadratne forme &esto i zapisuju u matriénom obliku

T
X7 ax

gde su a 1 x gore definisane matrice.

viL/2

Befinicija 2. Evadratna forma je dijesgonalna ako je njena ma—

« trica dijagonaelna, tj. ake su joj van glavne di~
jagonale seme nule (pri tome se misli na simetridnu matricu te
forme) .

Clan 83174 X zadape kvedratne forme zovemc medovitim ako je
ik (na primer, 853%5%5 Jje meSoviti ¥lan, dok to A5 Xo%y nije).

-Frema gornjoj definiciji, kvadratna forma jJe dljagonalna ako

ne sadrzi mel3ovitih §1anova.

Uopate, sva term1nologlja matrica neposredno se prencsi na
kvedratne forme. Tako, na primer, kvadratna forma jo regularna
{prédvilna) ako je njena (sivetri¥na) matrice regularna, itd.

Napomena, 4ko se radi o kvadratnim formama od dve odnosno tri

zadane varijable: Xy, X3 odnosgna Xy Xy X 3 onda
je uohbidajenoc da se stavlja Xy=Hy Xy=Y, XzmZ (pri tome se vodi
ratuna o tome da je x prva, y druga i z treés po redu od zada-
nih varijabli) .

1. Gdredi matricu A sledeéih kvadratnih formi £:

1° 3x2+6xy4y2; 2° xa—yz; 3° ax2+32-bx3; 4° (5x—2y)2;
59 (3%=57) (4x-37); 6° (mxeny) (pxeqy); 7° zo+xy+yz }
8° 2x2- 3y2+7xy zZ; 9° (5%-2y) x+ (3x+3) (x-55);

10° x2+y2+22—2xy-2xz—2yz.

Reﬁenji. 1° £ = 3x +6xy-y2; Ove je kvedratna forma od dve
kadane velidine verijable x i y; ovde je:

8y = (koeficijent uz @ = xe) -3,

2,5 = (koeficijent uz xy ) = 6,

Byy = (koeficijent uz ¥x) =0,

855 = (koeficijent uz yy = ya) = -1,

pa trafena matrica A glasi: A4 = [3 E}- -
o -

Med jutinm, akXo u zadanoj formi f = 3x2+6xy-32 meSoviti &lan
6xy (ako ih neka forma ima viZe, onda se to ursdi sa svekim
od njih) napidemo kao zbir dve njegove "polovine™:
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o - e 8° £ = 2x° = 35° 4 Vxy - 22; ovo je kvedratna forma tri

{pazi na redosled velifina x i y u sabircims na desnoj sadans verijable x,y,z; mofemo je zapissti i u simetride
streni) , zadena forma dobija simetri¥miji oblik: som eblikus
= 522 + 3Xy + 3% - 72 f = 2x2+5/2'>U+0'xz+3/2'3x-5;72+0-yz+0-zx+0'zy—za

(sada opa i formalme ssadrii svaki od proizvoda XX, X¥, JX,
y¥) a njena matrica A glasi; A= |3 %} s tj. njena Je

3

. . ., g
matrica simetridna n cdnosu DA glavaun -4ijagonalu. To”je na* - _0 1
2. Koja je od avih funkcija kvadratna forma i kolika je ueter—

T minanta te kvadratne forme:
Uveri se da je zbilja XX = £ (- zadans forma) pri demu ; 2

je kao i obifmo X = (= s XU =[x ¥]- 19 3x%+y 29 2 xs2 ye3 5 3% xy; 49 yz
’ [F} 5% 11x-6y Sx—4 +6xy- 3Ix-2y x+6y H &2 2+v +2xy
2® Ispitaj prethodni sluiaj. Traiena matrica je jednaka
r_ 0] . Proveri rezultat kao u prethodnom sludaju.

pa njena simetridna matrica glasi: 4 = 2 3/2 ol .

3/2 =% 0

trica zadane forme f.

2 2

7° gez - y-z %5 8% & 22022y

2
14 Fartss 9% xT+yCrara,
10° 2x+3y3+2°2
0

. . i oy, Refenje. 3udimo odmah na poletku ne¥isto sa tim da se pod
30 Lgdanu forwu £ = ax2+32abxy papi%imo u obliku {vidi 17}:

determinantom zodane kvadratrne forme podrazumeva

£ = ax? - g ¥ - % 7% + T determinants njene (simetriZne) matrice. Dakle, da bismo
i b na3li determinantu neke zadane kvadratne forme, treba prve
pdekle sleduje 85y = 8, %5 = = 7 » 81 = =b/2, 85 = L, naéi matricu te forme (ispitaj prethodni zadatak), a potom
pa trafena simetriina matrica glasi: A =[ a -b/51 . determlnantu te matrice.
—b/2 1 1° Jeste; njena je simetrifna .matrice jednaka [5 é} v
4% Prvo je T = (BXm2y)2 = 9x - 12xy + 4y2 pa zadanu kve- 0 1

dratnn formu moZemo napisati w obliku (vidi 1°) pa je determinanta posmatrane forme 312+32 jednaka 3. -

2% Funmkeija 2(x+2)(y+3), koJu moZemc nepisati i u obliku

2 2,
£o o - O - G A 2xy+6x+43+12, nije kvadratna forma velifima x 1 y jer sa-

trefena je simetrifpa wmatrica jednska A - [ 9 ‘6] . ) dr#i i "pekvadratne" &lanove 6x, 4y i 12.
N - e

O 12 -2y2] L 39 Jestey det A = | 0 12| - -1/m.

50 Postupl kao pod 4 3 A = _2g/2- 15 . e o
o 4% 10 Je kvedratpa forma velifina y i zj determinanta.je

6° A = mp (mq+np)/2 3 9 A=|B B . jednaka -1/4,

(mq+np)/2 nq -6 -2 o i 4 ;

q 5% Zadanu funkeiju mofemo napisati i u obliku radil
o

. A = -1 -1 .
PA-[o 12 0 10 - [ 1 49x° - Boxy + 36y° ,

/2 o 12 -1 1 - a ovo jeste kvadratna forma. Njena je determinanta jednaka 83,

o w2 1 - -1t

VII/S
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3w

6% To je wvadracna forma od Setiri zadane velifine u,v,x i
¥ (ispisi je potpuno); njena Je determinanta jednaka:

o 1 o o
1 o o o

det A = |5 o 1 ol = "L
o o o 1

(razvij po drugom stupcu).
79 Jeste; =b. 8% Jeste; - T% . 99 Nije (za#to?l). 10° Nije.

Wadji inverzpu formu f-l sveke od formi iz zadatka 1.

Redenje. Napomenimo Jo# jednom da pod inverznom formom

r‘1 zadane forme f (=x &x) podrazumevamo onu for—
mu kojs mastaje kada se u ¥vadratooj formi f umefio (sime=
tridne) matrice & stavi njena inverzna matrica a —, tj.

e
16 U zadatiu 1° nsfli smo da je (simetriZaa) matrica A
zadane forme f = 312+613—32 jednaks A = [5 f] 3
. . .

njena inverzna matrica je jednska {ispitaj zadatke o inver—

kwadratna forma

zpnim matricama) : R -~ =3
s 3

pa je trafena inverzna forma £°1 jeanaka

-1 =3 X
T O T | ) .
o Ty - = [= v] [_3 5] [y} ( rafunaj!)

Bx 7 I;_—::—33:| =

]

3x+3y

= 35 [x(x-3y)ey(-3x+37]
~ E-% [-x?—ny..,}yz] "

odakle sleduje {gledaj pravilo M5 ¢ ¢ rafunanju sa matrica”
ma) da Je

1. I% “ + % xy - % ye -

YII/6

Uveri se da je simetrifna matrica ove forme uprave gornja
matrica A'l.

U ostslim sludajevima postupl analogno.
2° 51 . [x 7] 1 ¢! x| = 12—y2
o - ¥

dakle je u ovom slufaju £~ = f.

4% pvade je det A = ¢ pa matrica A4 nema svoju inverznu me-
tricu A‘l. Zato wi posmatrapa forma [ pod 4% nema avoju
inverznu forumu f£-t,

Svodjenje kvadratnih formi na dijagonalni oblik

Veé smo nspomenuli ds su od posebnog interesa dijegornalne
kvadratne forme (ispitaj defipiciju 2). Tako, na primer, forma

12+y2 Jjeste dijsgonalna dok to kvadrstna forma

(1) fn 5x2— q’-372+5xg+252
nije, jer sadrii mefovite dlanove xy i xz.
FokuSajmo zsto da u peoslednjoj formi umesto velidina x i ¥
uvedemo nove velidine %, ¥ i £ koje linearno zavise od x, y i 2
tako de nastzala kvadratnsa forma bude dijdecnslpa po velidinama

%, ¥ i . Razmotrimo ceo postupak dijagonalizacije nz gornjem
primeru. Pri tome razlikujemo dva sludaja:

Frvi sludaj. Kvadratna forma gadrii ver Jedan dijagonalrei
(nemeZoviti) &lan.

i ]
Drugi slufaj. KEvedratns forma sadrii ssmo meiovite Zlanove,

U nasew sludaju, Kvadretna forma f data sa (1) sadr?i dija-
gonalpi élan x?, pa. imamo, dakle, posia sa prvim slulajem. Dalje
postupamo ovako:

Prvi korak. GrupiZemc sve &lanove kvadratne forme koji sa-
drie tu velidinu x u jednu celinu (tu celinu
stavljamo, na primer, u veliku zagradu), tj. formu f zapi-

j blik
sujemo u cbliku ‘. {5x2— xy+5xz} -5y2 . 2z2 .

VIIf7



{J slvialu da forma £ nije im&ls medovitih Zlanove koji sa—
drie X, onda bi se preostali deo (%j. 3eo forme [ besz )

te forme moyeo shvatitl kso posebne kvadroatpe forma sa jed=

rimanlti rasmee

non velifimom manje, pa bl

tranje koje Jje uprave u f:o

Drugi korsks Iz izdwvojene celine izviaZi se kuo fektor
koeficijent od xg; u naem siudaju o Je 33

L = 5{x2— % X7 o+ £ "1} - 532 + 2:2.
Trodéi korsk. U zegradi se iz mefovitih &lanova izvladi
fektor 2x:

£ o= S{xa - Ex(% ¥+ é z)}—}yg « 229,

fetvrti korak. Izraz u velikoj zugredi podesSava se¢ na kva-
drat bipoma: I° * 2-I.II + 112; s obzirom

na one £to smo veé uradiii, mi imamo 12 - 2+1°1I, mde Je
I "prvi"  jednake x i II "drugi" jednako éy - %z; dakle,
u velikoj =zasgradi nem treba jo& II "drugi na kvadrat"
t3. (éy - 22)2; stoge ga dedajemo i vduzimamo; imamo

£ = 5{12—2:((%5' + 22) + (F7 - éz - ('é.’f + 52)2}—5y2+222,
odnosno, zbog 12 - 2¢T+II + IT° = (I-I1)%,
£=3{(x- &7 - 82)° - (&7 + 207 }- 3° 247,

ili, razdvajajuéi sabirke u kojims imemo x i one u v>jima
£4 ne@amo:

£ 5= %y - 21)2 + -5(%7 * 23)2 - 35% ¢ 222,

Izraz koji se nalazi u velikoj zsgradi predstavlja ssm za
sebe kvadratnu formu, cznadimo je sa £, koja vide ne sma-
drfi x, dakle formu sa jednom velilinom (varijablom) manje
nego polazna forma f, Dakle Je:

2 2 2
£ = —3{%? + gz) - 33° + 2z°.
Peti korak. Uvodimo move velidime x", 37, i z’ sa:
(2) X' =x - ég - gz , ¥ =6y, z = 6z,

{ovde je stavljeno, na primer, y =6y & ne y’ = y gamec zato
VIii/s

da bi se, na primer, ieraz %y pojednostavio; neime, saia
je %y = % - 6y’ = ), pa forma f postaje

2

.2
(2) f==3x"" « £,
pri &demu je, na osnovu gornjeg

2 2

(4) £ - -1y 0y’ -~ EuC.

T sada treba isti posao nestaviti sa kvadratnom formom f£7.
Ona sadrZi dijasgonslnt &lan ¥ 2, pa opet imamo "prvi =
Dakle, imamo:

Pryi korak.

2

My
n

{-—1113‘ - 503"2.’}— 35’2,

£ —111{y'2 + T%%y’z/}- 35'2.

Drugi korak.

Treéi korsk,

Catvrei korak,

H
f

Petd korak.

1
5 ?“y’*'?%z,, 2'5?72"5 % o= x’
o £/ = =111%° - 133287
Sada zadens kvadratna forma £ (ne oznovu (3))} pozcais

7 = =3%% < 111%° - 17328°

& to je dijagonalna kvedratna forma po veli¥inama %, § i 2
koje na slededi nadin (vidi smene (2} i (5)) linearnc zavise
od polaznih velilina (varijebli} x, y i z:

f:-sx—%»y—g-ﬂg ?v%yér%za 2-3%-52'.
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Razmotrimo sada slucaj dijagonalizacije kvadratne forume:
(1) £ = 2x5 + y=

Poéto ona ne sadri pijedan dijagonaleni (nemeéoviti} ¢lan,
onda imamo "drugi sluéaj" dijagonalizacije ¥vadratnih formi i
postupamo ovakoe:

Prvi korak, Uogi se bilo koji od Zlanova te kvadratne

forme {(evi su oni meSoviti, inafe bismo imali
"prvi slugai" koji je razradjén u prethednom primeru;)neka
te bude, na primer, ¢lan 2xz; tada umesto x i z koji &dine
taj &élan navedime nove varijable x i 2z koji na slededi
naéin linesrno zavise od velidine x i z

X = x" =z

2 =x + z7
dok za preostalu varijablu (ili varijable, ukolike ih zada-

na kvadratns forwm:. ima vige) ¥ jednostavno stavljame

v

¥

U

¥
sada uofeni ¢kan 2xz u novim varijablama x' i z- glasi

2xz = 2(x’ - z) (x' +2') = 22’2 _ 2272,

pa posmatrana kvedratna forma f postaje

2x’2 - 22’2 + 7 (x'+ ')
odnosno

(2) Cor=2x/? x'ygt o+ ylz - 22/2

Medjutim, to je kvadratna forma po varijablama x , ¥y iz
kojs sadr#i bar jedan dijegonalan &len (na primer x'“), &to
znafi da smo "drugi slufaj" dijagonalizacije aveli na "prvi
sluéaj”, pa dalje treba postupiti prema postupku koji je o=—
pisar u prethodnom primeru. Uradi to. Rezultat je kvadratna
forma:

(3) £ = 2% - 29°

YIT/1n

{primeti da je te kvadratna forma od samo dve varijable
£i §, dok polazna forma (1} sadrZi te varijable x, y, 2z},
pri &emn "kenadps formule transformacije” glase:

o 1 "
& =x +I]fy’, ?:Ey’—.z’, z=z’,
odnosno, vodeéi rafuna da je: x = x' - z°

H z = x" + 2z,
¥ = 3/ (odakle sleduje x’ = T Erz , 2 =3 o2

L = X, ¥ = 3)3
(4) & = %(2x+2z+y},'? = %(2x—2z+y), 2 = %(z-x).

To su formule transformacije “"nsdijsgonslne” kvadratne for-
me (1) u dijagonalnu kvadrstnu formu (3) (i obratmo; u kva-
dretnoj formi (3) smeni velifine 2, ¥, % dato sa @) pa ze
uveri da ée se dobitl ponovo kvadratns forma (1} ),

Vaina napomena. Jednu istu kvadratnu formu mofemo na viZe

nadina svesti na dijaghualni oblik, tj.
dijagenelizacija jedre kvadratne formé nije jednoznacna.
Zato je uvek potrebno, uz nadjeni dijagonalni oblik napi-
satl i formule transformacije keo u prethodna dva primera.
Tako, na primer, ako u kvadratnoj formi

= 2xy
atavimo;
X = %( x -3), yex +y ,
ona postaje dijagonalacm kvedratnom formen
- FRNE-a y,2.

Medjutim, ako stavimoe de je

x=2%-%,  y-50%+3%),

ona opet postaje dijagonainom (sada po varijablama % i &

t - 592 - @

8li ne istog oblika keo gore. O tome treba vediti raduna
( naravmo da sads i varijable x’/ i ¥/ zavise od varljabli
219 uveri se da je x/ = 2%, y/ = §).
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Siledede kvedracns forme svedi na dijegomelni oblik:

o 2

kel
e x2+5xy»32; 29 7 . Iur + v 3° -u2+5uv+v 3

1
49 —u2+3anv2; 5° z2—2x3u532+5xz+222; 6° =XY+YI+2X;
7 225+ 3y dxny g° —H2+FZHXYS g® 5xz—xy+ayz+5za.

Uputstve, Ispitaj gore opisani postupak dijagonalizacijs
kvadratnih formi: -

1° 297, rexedr, §-%y

2° 82-9%, 2-x-3y, 3 ='£§%
Z’o"ig*'?zi 2=x"%¥; ?2@3

22,52, 2ax-y, 5-03y

‘50 22‘32_229 k.-:'x-—_y+%&, 3=2y-%z.2u@z

6% —%° 4 ?2 - 2?, & : %(x+y) -z, §= %( %3}y, B = a.

SlezGede kvadratne forme syedi ne dijagonalni oblik:
a® £ & 32 s 52 + 4Ky + 4xe + 4733

z° 5x2 + Bxy - 332 + 422 - Loy + u2 3

50‘2xy ~ GXz — Syu + 2zu
Bezultet. 1° 5% - 2 - 8%, y . ié& N i§§ N igé,
20 52 - 5% 50 5 xLRemg), 5 -Lies,

2 = Y222.0), A3(zez0).

¥

i

52 287 4 65? - 202 1 a® L i 2 R(ederet), ¥ = FeFer-0y,

2 v F(-2-$42e8),  u =3 (3~ §+ 3- 8.

Vii/12

e Ispita] siuasée krive drugeg rada:
1° 327 - iy w7 - 2E =¥ = 0
27 x2 + yl p Xy = 2w 2y = Oy
/, wxz * ?2 4 XY o+ 2K e oy o= O3
4% x= o ¥ o4 oxEy 2y + 1 = Oy
59 %2 4+ 32 . 3xy s 2x e 27 ¢ L = O
6% ax® - 12xy + G35 - Bx + 12y - 7 = 03
7° (x+y+1)2-= X -~ T

a® 5x2 - ye XY + X+ F =0

90 Xy + 2% + 2y + 1 = Q4
wWxy-1-0,

Uputstve. 1° Uodi onaj deo izrazs ns levo] strani koji pred-
stavlja kvadratnu formu, tJ.
33(2"‘“’374‘3’21

pa ga svedi na dijsgonsalni oblik, itd. {(pri tome vodi radu-
ne da se 4ada transforwmide i preostali dzo 2x — y leve
strane) .

LITERATURA

Djure KUREFA

(2] Viia algebra, Beograd, 1971. drugo izdanje, EXIII +
1520
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Zoran JaMT
VIII RIZOVI

T MNiz Je funkedjs definisana ped skupor prirodnih brojeve N sa wrednostime

u R.

II Keiemo da nlz 81 Bgreas By ees ima ge greanifau wyredooat broj a (411

konvergira broju &), u notaciji lim a =4, ako ra svaeko prolzvel jno
Hroa )

malo & > 0 poatodd broj N {®) takav da Je |an+ai < £ ze o> H(e ) Ao

Je lim e, =0, 8, 3¢ 30ve beskonafno mala,
Bego

IIT Ako au evi Zlsnovi niss wy, 3y, .. 8. -:n 3@ > Ko (Fo Je fiksireno),
vodl od mokog proiszvoljne welllog broja M, ksZawo da niz kenvergirs tesko—
nadposti 1 piepe lim &_ =~ oo . Nizsovi koji memajfu granidnu vrednost ka-

n
Dré ey

fenc da dlvergire ju.

IV Ako je b < L) i lim b lim o =1 tada ja lim wm .o 1,
B ‘F 2 o*co n® Dtga O ! Biee o

¥  Moootono ogranifen nis lmm granifmn vredpost.

¥l PFotreban i dovoljan u;iov ds bl nis 'an Konvergiruo jJexts da za avako
> 0 poatoll broj X@') takav da e s, - ampl <% 3 o> Ne &
p » 0. {Cauchysy kriteriium).

VIl



8.1.

Ao postode lim ay 1 idm by
oo e

onds Ja:

u
[
i+

1in (un_: v,)

D emy

lim & .
It oo

.
o
—

n

lim B 0
(n_,w n*( 1. a,3.

8.4,
Wiz & = (14 lﬂ)n s b=1,2,..., ima konafnu granifnu vrednost

lim (1 4 2}® . o = 2,7182818284...
oo a

Dat je nle a = ;n]'. s n=1,2,... Dokarati da grani¥na vredsost opise

. . n
nnni,}az,veéd.ljamlh;o 1-1

Ako pretpostavimo da je Li.ugo—-’-‘-— =

el 2 tads prema definloijl

Redents

grenidne yrodnontl plza imamo: f£a avako s > 0 posto)i Riae ),

tako dx Je ]ﬁ-zl < za b>H{e).
Poitc gornja tyrdnje mora da wvaZi xa avakeo € > 0, onz va¥l 1 za

1
Ez g

3 13, mora nitl

(1)

|;§i—-2|<% m n>ﬂ(%),

5 druge strane je

- 2| _ o2 8.3,

Tl

ol | = ﬁ-i- >1 za pvako n = 1,2,...

{2)

2.

Enko §o (2) odigledno protivrefno sa (1) te oix L

neza £a

granidou vrednost bro) 2, Jto je i trebalo dokasati,

Doka¥ime sad da Je 1lim 2 . 1. Morams dekle dokazsti da sza svako
DvooOel

8.8,
s > 0 postoji brod N(e} tako da |ﬁ- -1 < & 5a avako n > B(a).

VITL/2

Teamo
-1 1 1
lﬁ\-ll:l;&":m<u aledi n>-§—1.

Dovoljno je dakle useti N{e) = % =1 pe fo sa avako 8 > 0 i o > H(a)

biti ispunjenc |;’-‘-i- -1 xe., tj. nﬂé‘ﬁi =1,

2n-1
Dokmzati da fe n;l.’%lgl Fvsiie 2.
Dolmzatl’ o
zatl da jJe min EacE Nadil N{g) sko Je &=0,000L.

Dokazsti pomodu Cauciy—eve tecrome da nig 8n = x-J; konvergiru pa onda

1
doknsgatl da je }hl%o =

a="0.

RBedepjse Moramo pokszetl da g8 svako & > O, postodi N(e) tako da je

52 0 > N{e), p > 0. Kako jo

[ay - amp[<e
e . 2
B - e mw T, @
2~ 4 :
Nejedse¥ine (1) je zadovoljens z& n > —2° £ F ). dovol juo

: o2 i
o uzetl N(s) = * z i pa 6o za svako g >0, p > o vaBiti

| ln - -ni.—p | < e anm >H(g). Sledi, preme C: nrhy-evoj tecremi da

1
nlz,an =5 konvergira.

i

S1i¥po eedatieu 1, dobijamo de Je dovelno uzeti Mle) = S pa de za
avako & :\;0\;1&[l | ¢« & so 2> B{e), ¥to sosdi da jal:l.m:g"th
o [T

5to Ja 1 trebale dokazati.

va 11 imeju granidnu vrednost nizovi:
+1 np Pparoe o

1° A = 2
'n 1 Naparso ; 1
ly =

i a = n{1-(-1)"] .
Ees. 1° Hema; 8° Ipay 's° Homs.

Eojl le isras vadi zs dovol jno vellko n:

vIIL/s



8.7.

.8,

8.10,

A o4y nluaooo 50

Bez, 1° Drugt; 2° prvi; 37 arugd,

1% 5000 n + 1060 414 0,03n7; 2° Sooo® £11 nJ,

8.11,
Fadi lim 900 B
Be oy B +1
) 8,12,
Belenle U ovem, kac i u sledsdim zadsoims polufademo da naudime
tahniku trafenja granifne vredncati aizs, polto oslanjs juéi
28 ba samu definiedju granilne vrednosti, ona tedko odredjuje Sak
iy Jednostavoim primeirima. 8,13.

Ako Jo opfti lan niza dat kao kelifnik dve polinems po n tada se

gronidpa yrednost lako odred jujes sko i brojilac 1 imeallac pedele

nk gda je k nejveéi atepen broja n koji se javlja v oba polinoma, Za
nr3 zrdatlak imamo:
; looa
. looon loge lin  ———
: = o
lim %3"%%;,11:: s = lim 2 I 2 _g
o e T e = e 14 Tr iy 1 1 ‘
e (1 -n’)
Nali granifae vyrednostl aledséih nigova:
1° lia 2 and g0 (o ){geatmsd) | poy 1°1; 2% 1
n_‘m(n+1j'j Deee X +TFD + bl ' ’ *

ol o -1t 1
Hassl 1ip —2‘5!%;_'5— + Bes. -
o o
Nadi lim {(Yan + b - Yan 3+ o ], {a » o)
IOt oo
Bea¥enje Zadsoi ovakvog tips, re¥avaju ae racicoalizacijom brojiocoa

(111 imenicoa, 111 po potrebl § brojioca i imeniocow),

Imamo:

AD+ = AT A

lia (Yaoid - Yamo) c lia -l 2

oo D+ oo YRO:b 4+ V aDio o+ ge Varebey dnse
b-¢ 2
- h‘- .
n__ﬂ(#ukbo\/mj
VIIL/4

Nadl sledede granidne vredaoatd:

Ras. Q.

1im (Vned

o> oo

_f_:‘)

3 k-1 a
lloll +31n +>c.*k

lim P, ot " (a0 by £ 3),
D~e B 0 +Dby 4reantby,
aD
Res. Qake jo k ¢ by —2 ako je k= h; #gng— oo, ko Je k> b,
Q a
z
12+22+.!.+(n-’1)2+n N
1im )
o+ oo o

= lﬂ + 22 + oaas + n.z. Stavl jajudl u
3

Redenjo KadJime prvo aumi Sn

identitet (z-1 )3 = X

- 3x + 31-1 redom X = 1,2, ... B
dobi Jamo:
(1-1}5 =0 =1°- 3.0% s -1
() =12 2% 5.2 a2 -2

> 3

(32)% =2 -3 =385+ 53 -1

(1}

{(a-1) = 11° = (a-2)° = (0-1)% = 3(a-1)% + 5(a-1) -1

2

(n-—l)"’ = (n—l)z’ = n® - 3% 450 - 1.

Sabiranjem lavih i desnip atraca dobdjowe
3.3 2 L2
15+23+...+(n—2)a+(n-1)3:[13+25+...+(n-l) 0" ]-3(1%2% .. 4

* ng) & 5(1424...40) =0, (2}

Ugips juéi u obsir da je 1+Z2+...40 = E(%l-l 1 sredjivenjem iz (2)

dobi Jamo
]
- 1
s, = 1% an® - B, B g se)(zma). @)
' 3 3 3
Mapomenizo da se fstim postupkom mode nafi 1 4+ 27 +... v 07,

S obxirom na |3) imamo:

2 2 2 B) 1
1im 1° + 87 & .. B . g ;§ = 1im (n+1 3§2m1[ -3
Do oo B o o o+ oo én
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Poatavljen zadstak mofemo ro3itl i pa drugl nelin koristefi ss ala-

lia [ 1 1.
dedem teorsmom: a.18, .3 2.7 ' p{ml)
Oteo
Neim hn +w ¥ad B +co, pri Semu Je pofer ol pekvg bm-l > bn' Tada je
Redsnje TrensformiZimo opkti &lun nirs, lmamo

a a_ =&
lin B = Ua BB, ako postodl limes na dosnoj strami, koma-

orroa Op Hrer Pp"Png 1 1 1l _1 1_1 1 .1
; T.2%23 *- 1 olma) ¢ (1-2)+(2 3)+"'+(n-1 n)*
Son 11i beskonadan (5tols).
2.2 2 5 s - A B - . wmue
4+
Stavimo e = 1%+2%+..04n”, b = o 01l edno LR b1 Lis: L
1 1 1 n
2 ™ 1im [=i= 4 =+ e+ 1= 1ip — = 1.
Tada Je primenom Stolzove teoreme lim 2. lin T.n n-l = 127 2.3 nir+l o+l
Bros By mees By Ppg e e
2 2 2 2 .2 : 2 2 i
= lip G22eacen o U aB cort{n=1)) e 2 - 8,20, Dokszavi do Jo lim B—= 0, (a >1).
Beo n’ - (a-1) 3" =301 . LAt
ReSenjo Stevime a = l+h, tada je zbeg a>i, b20. Imera
B4, lim SePegsam Roz. % . . . . °
ot e n . - n n . n < n -
- = n K+l
, . o2 AT L Meas QR OB (e
14345, . 0+ (201) 24l Rez, —/ r
8,16, lim | =T - 2—]. 2.
e 25 (1) ! (kea}! 1 .
2 TS
12,9755, a(ama ) 4 2t (i - 11-3) (1- %)...0- k_r_\l)
4peat(Zm- %
B.15. lin —EESbs . Rez. Z .
ros n 1 = b
< b .
*h-k
122% e’ 1 i
8.17. 1im = . Rez, 3. ¥ k
e Kako Jo 0¢ 5= < b fusto lim b =0 toje i lim Z—=10
a B B oo o Dtem G
1p+2p ..-m?
8.18. lim —tpv%_ {p>-1). Sto Jje 1 trebalo pokszati.
ol o
L 8.21. Dokasati da js lim nq = 0, ake Je jqj < 1.
Befenje Stavime s = 2742%% .uof, b = ™. Kako Je p > 4l %o Je : oo
. o *
Pl > 0, pa do (1) 5 2Pl g, by, by Tekods Jo lia bowes 8.22. HKadi lda 5= ° Rax, 0.
n o+ e ) DYoo .
Dekls, uslo¥i Stolzove teoreme su iapunjeni, pa Jje
1 % 1im *n -1 o 1o o . 8.23, Pokssati ds jo lim a% - 0, {la] <1); 1im &® ;e , (8> 1);
N TS np-&-l_(n_l)j»l e frree
. 1ia = I 1t &® e 2, (2= 1).
Bree (p{l) P - (,,,1) oL, D P e
A .

8.34. HNadi slededo grepldne yrednosti:
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()"

30 s 4% 1ig 2°'6° + 3
7
Lrb o 20 (_é)n_a

] 1

a0

1% o (0,5)% 2% lim (vB)%; 3% 1im (
Dvoc oo Droo

Rer. 1°0; % 3% 0; 4

Nadi sledsde Iimess:

a
a
1im ™

Droe Ll+n

ReSenje Razlikovademo Zetiri sludaje [s]| < 1, fa] 1, a = -1 a=1.

Ako Ju 2| <« 1 tads jo o¥iglednmo - 1im _- %~ .o
Bepo), "
Ako Je fa| > 1 imamo;
a
A 1
lis g = lig =. 1,
sy Y n-‘-oan« 1
a
8,29,
Ako Jo a=1 lim _a® _ 501 1
oo Toah oo 2 2 °
_ L 8.30,
Ze & = =L op3ti ¥lan niza Jo —LE--)-;n— pe niy nema greni¥nu vrodnost
1e(=1
jer ina dve tadke pagonilavanja 1 £ . . .,
3
an 1
8.26. ny:l 1..2” = EBaz. 0 ako Jo a4 * 1_; 5 eko Je & = 1; nema grani-
dns vrednosti ako Je & = -1,
Legrs ey aasd Res 3 ak |
6.27. 1im ers —. iy o j» |a] ¢ 1, nemm grani-
O oo 1+z+ Tat-ret 35
4 dne wvrednost! za {a| » - I,
o
Dokmzati dx fo 1im — = ¢ (x> D),
n!
Drtco
Stavimo b £ i 2
Rafionie o= ar - Tedade b = Tedy - o TS

gledno Jo 0 ¢ b:»l < bn 32 svako n » a-l, Dakle, nis ‘hn 3o
sonotono opsdajufl i aogranifen pa ima grantdnu vrednoat.

Heks Je lda b = x. Tada e
D-'nan

viil/a

n
Dokazati 4z Je lim va =1

x=lim b .= lim— b = {m =) limb = x im—2- o
Do B+l DeeoO+l D Dvpe D1 Nece B The oa D%
=x0=0.
Dobili smoe lim L:" = 0, 5to Je i trobalo dokasath,
Ares B Y

Istaknime da je ovakve rezonovanjedozvel jeno, tek polto dokafemo da
granifne vrodnoat postoji. U protivnom, moo da dodje do velikdn gre-
Zaka, Maprimer, neka jo bn =(,—1')n. Ako nibi prethodno fspitali posto—

janje granicne vradnoati ovog nize veé odmmh stavimo lim ’bn z X,

Do

_ -1yl . _ _ E -

tada 3z b, = ( ) Ll by Mledix= lau b, = lin (b)) =
Drvou D~ oo

= =%, tj. x =0, 3to parawpo nijs tafno jer miz b = (-1)" uopSte

nema grenifnu vredooat.

o
1lim -E—, - Ree, 0.

O+ co

Hadi

(a »0)

Redenje Mazlikevademo dve sludajo, ¢ 2 1; o < anc 1. Heks Jo o > 1,

U dakezu demo koristiti odnos geomeirijske 1 aritmetiZke

sredine n poritivnih brojeva. Haime, ako su xl,xg,...,xn! pozitiv-
pi brojevi toda veii nejednakost

ﬁ+x2+---+xn
'»C-L- X2 —ra Xn 5 n

@)

gis zpak Jednakosti vezi teda i same tado ake jJe X = o= em = xn.

Avopejednekost (1) primenime na brojeve 1,},...1,8, dobijame

n L at+lals...+l B+ D=l
a = .Jl.l...l.n n - a

bp

a ’ o
Dobild smo 1l € ¥a € b, p kake Jo lim b =1 to Jo i lim +& = 1.
L3 P I or*eo

! n
Noka ja aad O<|(1.Tadaje%>1 pa imeme lim Yo =
n-_-»
1 1
lhn!l : Tma T
oo =

I = 1.
n-.o.Ja

e

Time jo doloas sarriom.
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R of
.01, neds lim (2eV3 L. VE) 8,54,
Radon e Imamo
on =y pn-1
4 22 i % wil .9 %
VoYroLL. 2 = Py = 70 =
vz 2
) e e v 2
= e = - = = -
RS e 2
n 2
Kako Je 1 < 3’2 < to Je ng < = < 2,
vz 2
Po¥to je lim —— = % = 2 tosledi lin —i— = 2.
pree Y2 - 3-{2
9.32. Dokazsti dd Jo lim ¥m = 1
D+oa
Yenjs Stavimo ¥a = 1 4+ h; Sledi - S
Bolenjs tavimo n = + hj Sladi m : (l*hn) = RSP
o, 3 . n -
+ (gdhg v e s (g)n] > (;)hi. Odavds fo 1 > “2—1 hg ,
2 1z
th hy<yZ; . ke de b >0 i lia \}ﬁ=o
D =g
tokad n+e, B0, t) lla Yo = lim (1en )= I
oo orwo n .
Dokar mo¥emc 3zvoati koristedd teoramu: ako Je LI 0, tada ja
a .
1im n‘,-.n - 1lim —-:-‘-l , ako postoll limes na desnol strani, Imamu
Deoa oo o .
1in %o o= 1w 2. o,
oo Ore oy
8.38.
142 4 V3 Ya
8.35. Madl i SUEAISeentlE Rez, 1.
ot oo
Uputstvo Eoriatlti Stolzovu teorsmu i prathodni zadatax.

V11120

mtidlje PET 5_-1- = 0,
oo o

Bodsnjs : RarlstiSamo peznati bdnoo hemaonijoks i geemetrijake

aredins & positivoih broleva. Weka su x, x,z,..v:n posijiv-

ol brojovi, tada vaii

E Sy i PP (1)
0% :

e znal jednskostl vaZi tada 1 samo ¢ada ako Jo o=, = By ove = Xoe

Primanjufofi (1) Ba brojeve 1,2,...n dobljame

A

0

—
g - odnosno

%-&%-{--..e -

1,1, 1
n]*— < 1*% '"*E - b,
va & n

Ako pa pis b primenime Stolsove teorsma (ntje tolke uveritli se ds e

mefeze prizentti) dAchd jame

1
s b, = ﬁ;%z_"l')““‘“ $= 0

Ddog

1 = o i 2
& i 3w = 0 B Su = W
Eeko Ja 0 ¢ "5]1:. « bn m hn ) i gf.: oz

Ito Jo & iTabelo dokazeti.
Cdreditl zledsde grani¥os wrednosti:
1ia (1 - %}“ .
Do
Bodenje U ovoa, 1 u nekolikc nledeSih sadataka korlstifcac se poma-

ton granldmom wredmodfu lim (14 %)n. = o
Drgs

Imame

112 (1 - &) «
Bt

1
n l‘!“

+}""—5n- -3 . 1 -El-%
1'11\11-!';2“7[(1 ) I B S [?_(1‘3) 7 S
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-8.56.

8.37.
8.58.

8,39.

8.40.

8.41.

1 -
1im (=27, Reg. = .

1im (1 4 i)mlo . Roz. .
o oo

1 .
lim 1_5‘;;7‘*11 . Bez, 1.
ore ¢

1im nfin{n + 1) = 1o n] .Rez. 1.

I+ oo
’
lim ( 1 + 1 e s Y.
oroo Y BT o3 1 ¥ a4 2 a%4n
Redenje  Imomo
1 1 1 1 1
a_ = + ¥ o + » + + oaer +
2ot ¥o7a2 Joi+n aTen” YoTen
1
+ =9
n
n*+n
s % 1 + 1 + s 4 E —— = bn
POVELT Vel YoLL el
) i = =1 t i
pakle °n(’n‘bn\.p' kakao Js n_'.‘l.lar: hn "u-:l#:f}. e o aledi
Lim By = 1.
o oo

Dat jo mixz o) = ¥2, By = ’2 + V2, ... a = Ja‘n—l . Haﬁ.inl.\.; L

Refanje FokeZimo prve da dsti bin lme granifeu vrednost,

Jasnc jo da je an'> LT Teked Jo Jo

2 N
a = 2+an_1 cdakle Je
a
&:%f n_1<.i+1<-2—¢1=\f2_¢1
o " 2n o W2

tj. dati niz je monoton i ogranifen pa ima ;ranilnu vrednost. KNeke

e E_.i.nm a) = x. Tads jo
X = Li- 2 o lim Y&z = V3,31 odakle Je
m D o e n-1
:2 = 2+x tf. X o 2 {drugo reisnje x = ~1 ne odgovars jJer J& a, > 0}

YIil1z

Taklae, m].'l: B = 2,

U ovon eadatin molemo re3snje padl i na drugl nadin, Imamo

ﬂ:2.-‘n—§ :200;%:*2005 %..

2,

o
P
el
u

2
P
[ -]

8
M_l 1]

= Ja(l» cos -;-ra) = 2 aas =

J2+f5+;§_ = J2+2003 %, = Jz(hcoa§,=2noa%.

24k judu jemo nn=J2+JE e+ g = 2 gos —=——

zn»l

o
Odayde .!on}.iol; lnﬁ%'ilw2 oou-z-m = 2.

8,42, Dat jo niz s, = ¥a, &, ’o + V0, ... 8, = \'cﬂnn_l, oy O, Nadi %_:I;mw

I

IIT

Uputstyo  Vidi prethodol radstak. Bes., 3 {1+ v3a + 1)

(-]

Granidna yrednosti funkedi js -

Xafe so da x tofi ks e, u notacifi x » 5, ako za avako ¢ > 0 vail

a
n

|x-n| < e. Ako Jo x < 8, a-xz< & kais so da x toki kn & sa leve strane,

u potacifl X 4 a=0, Ako Je x > &, x-a < & kn¥e 30 da x taii ks & 22

desnn strans, u notaclji x + a 4+ O,

Kasafamo da funkolje £(x) tefi ka 4 kod x teif ka & u motsoiji

%ﬂ ¢{x) = A, sko 2o m& kakav proisvoljno mali braj & > Q peatali broj.

5ab(e) >0, tasv an Jo [f{x) ~A] <& 3a [x -u| <&

Analogno js }_1‘:!(:) = huko Jo [£(x) - A| <& s ix| > K(g ), i

lin £(x) = o ako o [2(x)| > ¥ a0 < [z-a| < Q).

Ako postofi PETIN £{x) = f{a-0) kniemo dn funkcije f{x} ims levu gra-
nidpu Yrednost &a x = a. Ako postol lim £(x) = £{asd) kakomo &a
funked ja f£(x) ims desou granidnu vrednost e x o a.

Fotreban i dovoljan usloy sa piotojantes graniloe yrednoati funkeije
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£{x) u tadxl a josta £{a-0) = #{240),
VI Velos au dve porpata llme
1
. ainw A x 8.51.
%—»"‘3 = =1 i ‘1“"“ (1.4.?..)_ = @,
7 [:] & 3
2 ©
9,43, Naéixl.im ;. 43: +§x 3z ol.
O ox —x 2T a5ma 7 8.52.
Reienje Prvi tip limosa za kojinm se suredemo Jeste limes racio-
palns funkeije, kod koje 1 brojilac 1 imenilac to¥e k& co .
BeBavamo ga alifnim postupkom koo ¥to smo redili kod nirzova: de-
ljenjem oo .:k, gde Je k najvedl stepen x koji ae pojsvljuje u
dzrvaza. Tmamo
5 -
24 =
2x?+5xs;ﬁz —.3::3-:.1 . *
i =53 =is ) T
x"‘ooz_x + 2z - O5x + 7 A oo 1—;,4
Medi slzdeés limesu:
3, 2 2
- 4
8,44, Lim (; Bl e e x4 1)° Dag, 1,
e _sp g4 s
B.45. dm N?; 2, Rez. 1,
2
2 - & &
N .y gy Rez. 2. B.55.
¥ oz 4 1
- LN fes. 1
T e ez. 1, S,
8.4 = j;:’:_/-‘z 8.54
~3
- - -5 - L .
8,46, }in (z-1) (x-2) {x x4) (x-5)  Der. 5
o 5x -1
20 S0 8,59,
- 3
8,49, lio (2x - 3) S 2l ., Rex. ((3)°%° .
had {2x + 1)
<+ Yx o4 VX 8.58.
3,50, i_i.u
sl ¥l
8.57.

Podelidsme 3 brojilae i iwenilac 21 ¥x. laampo:

Bedsn e

VIII/14

x4 . vE

iR

Uy ———— - 14p
oo ¥x31 [T, St %
,J 1. *
3 4
1im Ix + x4+ ¥x Pep., ——
L e 2xtl 7z

1lim (J BIZ-'-bxoo - Juz+blx+cl> v 8 b oo bBy,e proizvol joe
X402

konstanta, a > 0.

Re3enje Susredemo s aa novim tipom zadatka, kad e trefl grenidns
vredpost funkedjs kojs predstavlja razliku dve funkcije od
ko_jj_h..wa.lm taZi ke beakona¥nosti, Drugim refima, imamo posls sa nao=
dredjenim izrazom "e - oo, Ovakav tip limeas efikasno relavamo raaio-

p8lizeol jom brojiesca (odnwsne imenioca), Imame:

lim (J u24bz+u - Jaxza-blnol) = lim
X 0o

(Vez*+bxec )2 = (Yax?+hy x+c|)z:

VaxZibxeo + Yexfibome,

= lim (-t )x + c-0) - b_-i

oo Yaxti+bxeo + fnz’+blmcl e
liz (J ety - x) Rez, % -
X oo *
1im (.ix2-51+4'=)- Res. -2 -
boad )

/

1lim \ :2+1 - 13_4! . Rex. 2,
T+oo
lia .)x,WE_h)_ Res. 3 .
X000
1im (.i {xen) (x4b) = x) . Rel.‘]é: (asb)
™ m
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8,58,

8.69.

2 2
I +8 =X

lim - . ' 8.61,
Xroo x+b” - x
Rofenje Zadatak Jemo rediti raoionalizanjem i brojoca i imenicea:

Imamo:

’ 2 2 ' ’
T+ =X . .2( 12+b2+x)
10 - - 1y —
T oo . Xreo .

- Isdnz -x 'h? ( xz-'ug— + x)

2‘ -
P
1. +1
2 2 lin Ea
b = i 2 b
= 1.8 +12 .

1im 12/5 (J::‘i-ﬂ - ZJI.-f;l + .J;) .
Trao | .
Re¥snje  Tmamo
1ia S (Vo2 -2¥01 +¥x ) = 2,82,
Tboo
3
o fE L &Y - ik 8,53,
oo m + 2&3 44.1_
3—.;:5/2 -[v‘?+21 - {xs1)] 1im . '2"3/2 .

= lim —— i —
oo N2 4 2 Yml ¢ ¥E

Xtoo (32 + T 4 ¥x) (Y2 42mr341)

Nekon deljenja sa 15/2 i brojlooa i imenlcoa poslednjeg igraca

aobijeme  yy0 Y 2T BT LT =
oo
-2 =2 __1,
= lig Y 4
Rem 2 1
(.’1¢%+2'.’10%{+1)(.]14;+14;)
2 2 ) -1,
8.60, lm x T sz = 2. +X & L) Res.
I*sa

vI1IL/1e

Um (5\i15+12+1— 5.15_x2+1)_
I*oa

Bejenje Imana

lia (ﬂx“uzd - 5.’::5-12»,1) -
Ttog

IRl - NP o) [Vl ) (VT 1)
O ) . (AT ) (MR r 1) .

= lim

oy

(VR 1) 4 OV —a1)?]
+ {¥e-xa1)?

= lin - 2 - 2
o =3
B VSt S VRl Yo el (VR Pl

a7 [P - (1P e ;-
X+oo
lig x5—4x+3 -
reo x‘—&x-’z

] P (x) ¥ )
Relenjs Ako Je Fla) £0 4 Qm(a) £ 0 tala jo iin; @;) = W

e su Pn(z) 1 Qﬂ(x) polinoni n-tog, odnosne m-tog stapens,

P (x)
Ako jo P {a) = q {o) = 0, onda se razlomak A goEe akretiti bie
n a Qu(x}
- L (=)
nogom  x-4 jadan 113 vide puts, posle Juge =6 lia naleel
xea g X

pspoaredna, Primenimo ovo razsstranje na pal gadatak. Prvi (i anjra-

iniji} korak jeste da faktorilemc oba polinoma, Imame

5 4] 4
1a EAmY gy, Dozl gy a(zsi)i(ﬂ .
1l x -3l ™1 x+1 a(x”-1)-2(x-1)

X =x-2X42
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8.84,

8.6,

8a07 -

8.88.

B8.69,

8,70,

2 2
. 1in {x-1) F(x2){x ﬁl)--al= 1ia T{xsl )LZ +1)-3 o 8.7,

el (x-1) [lxPeml)-2) w1 x{rml)-2

2

0% 1
= % = 5ol
1(1%141) - 2
b 8.72.
Iim 4231 . Regz, -1,
0 2’1‘2-111
tig 2 -zo1 R:e:.%.
x1 x -1
9—5 1
1im I—Z—Tﬁ . Rex. -3
5 x -GBx+lE
4 .3 2
1ig xqr—é.z 191. =20m420 | p. s,
x+3 x4 +3x +dx—4
P o1
1a & s+ o neh. 8.73,
=1 =1 :
Befsnjs Imamo
el (xl S e xl) i
Mz 57 = Ll a1, st -
™l ¥ el . ol (z-1)(E ™ S s i)
= 1lim In-ltxtz‘r_..- + X+L) - n
= Bl _m-2 T om
1 X 4T 4 ees + xil)
h'(_
1= = -
o=l e ¥ X
- B.74,
Refengs  Stavimo = 00 2 47, Toda ked x -+ <1, t -+ -1 pa imamo
] . B - 2
1im 1+,&_: L lim 1+t5 1w (s8)Q mz) s
M 1+ VX v =l 1+t t -k (L) (L-tat =tat ) 0.75.
. .
- 5
- 1ia 1 £+t :/E .
te=l l-tet -t ot 8. 76,
2 o, BE. .
ua BED L L orseN. Rt oo
x+1 l-x 8.77.

Y1118

11m n‘i;x -1

3 — . Bex.
0 Vlex -1

Uputstre Staviti lex = £°,

l-ainZx
ii-:"r/-i liovsdx "

Refonje Iako so trafi limes trigonometrijske funkcije, prineip rads

oataje isti: pastojimo da okratimo gnnj Faktor brojices i

imenioca koJi Ju jedank O knd je x = % . Dobi jamo

lig l-sin 2x - 1in 1—511\225 - 1im _Ll-gin 2; _
x+u/4 lecos 4x /4 lecos” 2z-3In"8x  x-a/4 2(1-sin”2x)

1-sin 3x 1

= lim = = lim —_——
- S BT oindx) {1+ 5in2x) xom/s 2{leaain 2x)

t
w =

E-

lim—;'—;—‘, a » 0.
x -a
Foad

Beienis U ovom zadatku imamo posla sa limesom fuckelje, kejz kad je
x = & ima nsodredjen oblik “-g ", Hadjutim, ze rezlilu cd
prethodnih zadataks, zadatke oveog tipa relavame ragioncligscdjom bro-

Jioca 314 imenicoa. Imamo

-
-

1in YEVE | gy, OE-BIELE)

Tra x -8 xr e {x-a) (Vx + V2 ) Ve o+ VE

T
By

e AT Ros, -L_ -
= 2 x-2 w2

1in Yz - ¥a . x> 0. Rez. .
= 0 x 2

8

m —=— L2
0 s - 1 Rea.a.

1a YE-Ma
b Y Xx-a

,;, =%>0 ne N
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8.78.

8.79.

8.80.

8.4l.

Esjents Ako reolonalidemo brojilac dobljamo

VeV |

x -8

1lim
x+a

g OV VRLOE Y 0ROV s (VR (YRR (VRS
=8 ) (YVE)ERYDRT (VR « .l s (VRCYDR R (VAP

. 1 .
lim - =
(W (W) (V). s (W)W )RR 4 (Va)SE
1-n
1 1 al
n{Wva)>l T B
3z - Y4 1 -2
Ilm—T . Rez. = 4 § .
x4 &
A1myx-1 .
]x.i.l(.) _I— . B:!!u 3 .
1lim Yzl - x-1 B Rez, -1.

0  Yml -1

lim (\"l.;_x’-&x)n-(ﬂr'x)n , né€N

Befenje Pro svegs, pomnofimo i brojilac 4 imenilaa sa (m + x)?

Dobi Jamc
1g O - OTFR ()P (Fn (TIa e)]?
=0 * =0 B v .

110 T 2 2% L, [VEE ) (ET o™ 1)
w0 x(vVTrax)? =0 x (VIT + x)s

Ako primenisc pravilo da je limes produkts Jedoak produkta Maesa 1
ds Jeo limas sbirs jednak sbiru limess aledd

15m (J‘m".x)‘-(a‘m'-x)‘_ T Y
=0 x 220 (JT:'.:)‘

YiIl/20

'I 7 n
1im Lﬂ)'_lz

x=+ 0 x
s 2 4 LOTE ) 1) (L) (I ex) L 1)
x+ 0 x =
= 2 1im {(VL “x)n_l*’('i”‘ “‘)n_zh-ﬂl] 1n vIexT + x -1
0 X 0 =
1 x

X0 x

2o Ma [fle-L | 1]= 2n [1 + Llim (ﬁ+?-1)(\fm’+1] :

=0 =)

= In [1 + .lim #—J = 2a (1.0) = 2n.
0 Ylex® + 1
.82, 1ig R.EX
=0 3in bx

Reianje Suarefemo 3¢ sa llmesom ¥ije se izrafunavenje avodl na pri-

sinx 1. Inamo;

mAry poznatog limesa  lim -

=0
3in ax : =in ax
et Hetxc v T b h =
3in bx = .
*0 -0 52 1im  sin bx b
2 QO bx

Napomenimo da eko u zadaoima ovog tipa dati izraz nijs dat u obliim

pogednom ra primenu pomenutog liz¢sa, tede taj izraz trebz prethodoo

trensformiantd,
B.65. 1lm SIL3Z Rez. 5.
x+ 0
2 x
8.8, Ma 3 ros. X
X
.85, lim 1L;=I
x+0 x
vII1/21



Rejende  Ako transfurmilemp Gati lzrez pa primenime gors navedsnd —— siny 1
= lim (Yisxsimx + eosx) lim

limes dobijame = 0 = 0 x+sinx =0 :m 43
2= o X 10 %
1w DEREE L qsp PG e ﬂ“z.%=%1'm’2= 2.1 1 -
*x+0 x =0 57 x=0 (X)H - x0 X = e T
2 . 2
1 R _n
= 3- a.93. lig coanx Yoosbx
20 22 :
s.g8, lim 1meos’s | Rez, 2
T xz A Belonje Imamo
1im Mfeosax - "Woosbz li.mn“ Yolalax-"oos" bx
957, lin 1202 EX . Rez. 2. : ™0 2 =0 o2 B
x+0 X ain x . x
8.868 1im ainx - aine - lim . coa’ax - cos"bx
.88, "% - & - = N
o - 2 - - T m =
x 0 A ooaTax) ™ L, (""eosTax) " 2("'"\4"'1:03 ;x)h..fC"V oas"px)™ 1
Redenjs Imemo N i
Z-8 I8 s = lim '
2 simx-sina 1 Z2sin 2 cos =0 mn-1 nn-2 1 mn-1
iy BIEEIRRE . lip —2 ————2 - (cozax)y m  + (cosaxy @  {costx)m +...+(cosbx) n
xral x-a xre x-a :
Un con”ax—cos™hx _ 1 1iz (1-‘2.51212 éﬂ)"1 (1—2:1112 ;_x)m
. sin 322 0 = ] 2 =
= lim. sos &= - lip ——=— = o= x
X+ . oS E;—a
2 . -~ . -
L gy, et B ) - ) s P ) i 95T
sin(aex) - sina Y
8.89. lim . Rez. cosa, * 2
x0 * x
gin (x-1 L4 2 b): n n-1,m 2(m-2
B.%. lia ——(—?—1_:5 i Res -3 L g 28007 B () wae? BB ()" (O atatl) Y
mn
=0 XZ
gol  lie SREX Ren, B. 2y . 28
0 YEl-2 et P FE e "““5")_;(1:_2 af
EY) = xf-O-Ir_ c2 n_m)'
2
e.02. o —2EE
x 0 VIix sinx—coax . 2 .
8.04. 1lia 1-coaZxstg x . Rez, 3.
20 X sinx
Redenje Racionnlizaci jom imanicca debi jumo
1im 3m2 x . lim slnfz;(»ﬁulmmoax) 8,55 1in ovax con2x col 3x,...003nx -1 |
x+0 Ylsxsinx-cosx x=0 ].x;inx-coa‘zr ma x2
2
. lim sin“x(¥Iixainzicosx . ll.m Mc_o_;zl
20  sinx(xssinx} x + ainx

VI1i/22 ) vIII/23



Refenje Imamo
Cosxcou2x, ., coanx-1 €08%% 65221, v cos Pnx-1
1im ———--——-—-—-2 = 1lim 5
%0 x 0 x (coaxcoaZx,..coanx+l)
= lim - l . dim uoazxcca:gZx.-.co‘aan—l
x» 0 cogzcosZx...cosmx+l x= 0 2
x
) 2
_ L i coszxcosz?.x...coaznx—l =L yin CO!‘ZXEO!22X...C0!2M—:LD x-
2 x=0 x2 2 x=0 x
—cos’x 2 1y la 2 cos gxesoan, . .cosinx-l o sinx )=
x2 = 2V xeo SO X XE Y x‘2 =

1 (_12 1im coazzxon::sz...coazm-l )
2 hEY :

Penavl Ja judi lsti postupak jo¥ ncl pute, tj. stavljajuéi redom
1= .5111221 + coazﬁx,... 1= ainznx + oougnx, i trapsformijuéi dobdjo-

ne izraze dobd jamo

lin =SEREResaiRARRS o - n{8+1)(2p+1).
X O »

Y\ x

11
iz (x-l )
=]

Redenje Ovakev tip limesa relavewo korisatedi peannti limes

Ccoaxco3Zx. ..cosnx-1 % ( _12_22" . _n2) - 1

i oy, ;1()" = e. (1

Xroq

Dakle, nad prvi, ustvari i jedini redatak jo da dati limes dovedemo
na oblik, na koleg mofewo primeniti (1). Napomenimo ds 18 u zndaclima

festo koristi limes gkvivelentan limesu (1) : 1im

: x
0 (Lex) ™ = o,

1im (_l}xq_ lim (x—1o2 )x= 1im (l+_2_)x=

X+ x-i T xtes x-1 P x-1
x-1
= lim 2 2 = 1ig 2
o (1 3y 4 ) ooy ey ).
VIIl/24

8,87,

58.98.

a,%9,

8.100.

8.101.

102,

105,

x-1

« lin 12,2 z_ 2
x—-»[(l‘x_—l) i = 1l=-8 =8 .

2
1.x

1lim (1+;). Rez, o,

o

lim 2%+, 7+1

e (Zx-rﬂ} . Rez. Ye.
stgx

Iim

=0 (L+tgx) f Rez, ®.

fat 1

Uputstve Stavitl ctgx = T "

o T Mol Rez, 1.

*g

- 2 1
fed o . t =
Dputstve Iskoristiti identitet asinx s ( 1—5;'227 2
td

in p{x
pravile lim ef(X} =g X8 )
xen

1im n (lax)
x+ 0 *

Eodenje Iskoristideme pravilo éa Je lim ln f(x) = In lim £ (x),
. ™8 X+
ukolike Je lim f{x) poritivan. Iwam.
pod 3 3 1
1

In{lex = X
lim = 1lim x = 1 1im (1
U ME g e o la (Lx) . ine .1

Napomenime da Je ovo veoma poznata granidna vred..noat, keja nam Imzujo'

dn s Tunkcije 1n(l+x) 1 x ponadaju asimptotskd jedneko.

la 1 1 Jlk-i . Rex. 1.
=0 *
x
1a 22,
w0

Relenjs Stavimo x = 1n (l+t), Tada, kads x + 0, t + 0,-TakodJe jo

1+t = 8° odnoano t = 8°-1. Dobdjamo
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a.104.

8,105,

£ 1 1
1lim = lim 1im = = ==z1
v peo Io(ist veg LIt T4 8,110,
x
a-1

li% I s a » Q. Bes, lna.

x>

Yputatvo  Isioristitl jednakost 8= - oloB®,

Zputatvg 5 .

X.X X -
2 C y
ij:g _t.;L_t,_)x, 230, b0, o0>0.
Ro¥enjs Takordntidemo zadatak 154, Inamo.
R W RTINS
0 ( 3 ) = l1im . 8 -140"=140 —1);
T+ Q h] =
1ig x ot . o%y, (W
~o D15 5oy S5 217
- 3 te
lim z,a%1 0 W Ay 4 e
=0 [1+ 3 (. = * ozt o )] X T g1
o vy Xy 1

Kekto 5 ( - Al - 3(1me1n‘b+].no)=]4|‘-"abo,

kad x =+ 0 to sledi

8.107.

8.108.

8,109,

1

i, a™bSo® 3 . .
0 (_5.__.)): alnv‘ebo Y~

% x x 1
1:3 (%L*%* sty =
x —_— ) r.l>0, 8,30, ln>0.

n‘,‘_—_
Rez. CTLTR
bx

e s
lim
0 x : Bez. & - b.

x

L
U —= Rez, 1,
=0  ainx

ax
lin &L Rez. E
0  Bamx B

viO/3e

uax ~ nxl
1im -
a
xra & -X
Relenjs  Imamo
x a
a x X ; AT=x
1p =2 gy e — =1)
yea o-x xa & - x
e P S
lim 2%, Lim aaa 1im a® X _ 3
Xl E2TY e 8% _ £

Stavime a”-x® = t. G8igledne kada x = 8, tada t = o o 0,

Dot jamo:

nax ar“
lim -_'_:a—
xX+& a =X

Nadi levi i desni Iimes funkcije £ (x) =

= 0. Za koju

a
&
= a

t
14n 22

=0

vrednost kenstante

Refanjs Ofigledro je 1in  o/% o

x +0-0, & =040
p4 imama

lim
22 0=0
Iz (1) stedi
1lim £f(x) =
=00
1in  f(x) =
=+0-0

Da bi peatojao

lim r{z) =

A
= & 1lna.

1/x

a postoji

2
+ 8 48

5
S
elva

lim

X0

u telfki

r(x)?.

oce KO atavimo x=-t tada kad

x= 0
1
M _iim e ) 1
=0+ 0 - 15a e 17t
t- 00
1/x 2 1. B8
lim 01x¢a+a . lig Q13:
00 e + 2 =+ 00 5
1+ 17
]
el/x 82 + 8 ‘2 + R
i 7= =
z+0~0 L) + 2 2
lim f{x) mora biti
x0
lim () odnoano
=0=0

=040
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2 .
5 ti. a"4a-2 = 0 ilid & = 1, 8y= -2. . 8,115,

FEFITEIDLOST FUNKCISA

8,116.

I Za funkei ju £{x) ka¥emo da jo neprokidns u tafki x sko 2u ispunjeni ale—

dedi nslovi: ' ‘

1° postoji vrednoat funkvije za x = x; £(x);

2° pestojs lava i desna gronilna vrodnoat ca X = X f(xD—D) i f(xo*o);

a -

5 wii £lx-0) = flx} = t‘(x°+0).

8.17.
IT Dzlov pod 3° ekvivalentan jo uslova lLim [f(xn-oh) - f‘(xo}] = 0.
h- O

IIT Ako Je funkeije neprekidna za aveko x £[s,b], kaZemo da Jo neprekidna ns

ictervole [o,b]. Ake ualiw pod 50 ol je ispunjen, funkcija je prekidns za

X=X
I¥ Ako postojs vrednosti; f(xq—o)-, r(xo), f(zD'O) iako medjuscbne nisu jodooke,

talka x, 86 076 todka prekid.n prvoge reda.

Prekidi koSl nisu prelddi prvog reds zowu ¢ prekidi drugog reda.
% Fuokcija f(x} ja ravnomerno neprexidna na datom skupu X ako za svako

£ >0 postofl & = & (e) tako du zo ma kojo x’, x" £ % 4z [x*-x"]| < B a.118.

aloat [£(x’) - £({x")| < e.
8,112, Dokazati da Jo y = 0osx neprekidas za sveko .

8,119,
Balanje Dovallno Je dokesati da je se svako x € R ispunjep ualov
‘1n [£(xb) - £(x)}] = 0. Iname,
h+ 0

el
u
f=1

1im fooe(x 4h) - oonx] =« 1lim 2 pin 2—;'—" ain
heD k0

8.115. Dalasatl d2 Js y = sipx neprokidna sa svako x.

8,114, Dokszatl da je funkoija £{x) » ax+b deprakidne sa svako x,

VIIL/28

Dokasatl da Je funkoife y = P 0, neprekidna za svako x.

Redenje Imaxo

e {a - e 1im -1 - o
B0 b0

x+h_. ax)

Nadi prekidno tafke funkeifa:

1
1 3 1/x a
1° yeT"g, 5 2 y=x7% 3% 32 {xl) ex-I
lHJlI B '
4° _v:ainl .

x

Koji od uslo7n neprekidnosti niau ispunjani?

Rez. lox-D; 2‘:1:0; 3°x=1. 4% x=o.

1:-12 < 0
Data jo funkoija f£(x) = r X
a , x=0
lax, =x >
Eoliks treba da Je konstanta & da bi funkeije bile nepreiddna za
x = 07
Relenjs Fake Jo lim f(x) = o {lix) m 1
x-~040 o040
i f{x) = 1 (12%) =1
x0-0 x+0-0
to da bi funkeija bila neprekidna mora biti
1= 6(0)=28, tj, 20 a =1 data funkcija je neprekidna,
Odraditi parametar %, tako da funkcija . [ X1, x5 0
X+h, x< O
bude neprekidna za ave vredmosti promenljive, Rez., A = 2.
Fumkoije f(x) = 2L =3 454 definisana v tedid x = 0. Kako Je
Yzl -2 :
traba dsfinisatt u tej tadid da bi bila neprekidoa za svako x > 17
Redapje Morm biti lim £(x) = lim £(x) = £(0). ¥aka Je
x+040 0-0
m £{x)= 1o £(z) » 1in £(x) = 1o *21-1 _
R 0+0 x+0-0 40 x=0 I¥xel = 1 -

VIII/29



B.120.

8,121,

§,122.

2 ———
LN 2
;m(xﬂ el 41 =§'.toseutm‘,)cix=0mnkcije
el Vel o+ 1 2
£(x) mors definisati sz 1(2) =§ . DaXle, du bi £{x) bila asprecidna

ga avake x > -1 trebae da bils definisans sz

Vil - 1 X [}
x) = -—*"");L_ ; 4
x+1l - 1 —
2
2
cdrediti f{e¢) T i wledeée fuakelje bile neprekidoe za x = O:

* (an)®y in(1ex)-10{1-x)
1@ £{x) axl. 2° £(x) = 1;:: 1; 39 £(x) = n +: 1oil-~x

te)

Rez, 1% £{0) = 1; 27 £{o) = p; 3° r(0) = 2.

Dakagzati da ‘je’I'J_-;E;cija f(x) = ainx ravnomsrno neprekidna za svoke x.
Redesnje Proma definiei}l ruvnqmerne neprekidoosti, moremc dokrzati
g5 za osvako £ » O postodi &= 8(c) teke de 2z ma kole
xrxzﬁ Hoiz |xl—12| « & sledi ?[‘(}i)-r(xz)l < E.
Neka je £ » 0 proizvoljan pezitiven broj i neks Je
]x__L-x2| <bze 4, X} LR )
Tada j» A

|3~1m_1_=5m2 = |2 sin flz—j cos 1;'2 [ (2)

Keko jo |sinx] ¢ x| 20 avaxo x_ 1 Jcosx| £ 1 2a svake x te iz (2)

sledi
=
isimc.l—ainza! <2 5 2l .1

= lx.l—x2| < buE .

Pakle, dowazeli amo da postoji & (3 to bed & =& ) tako da su uslevi

za ravnomsrnu konvergenciju iapunjeni, tj. funkoi ja £(x) = ainx Je

ravoouerno neprekidna, E%a Je 1 trebalo dokazatd.

Dokrrati da ie funkeiia £{x} = x + ainx revnomerno neprekidna za sva-

Xe X,

VIIL/30

REDCOCY¥ I

o
I Brojni red n1+n2+...-’an + .- = X ®n konvergira ako posteji
=1
lim Sn; 5 (sums reda) {1)
Irico .
gde je Sn ¥ Ay rlobaaadd . Ukaliko {1) nije ispunjene rod }dlan
n=1

divergipra,

K

II Potreban, ali ne i dovoljan upiney la bi red Z‘n kovargireo Jeste

1im a_ = 0, n=1
o

0o

I1I Ako za b » £ igpunjeno 0 ¢ e % ‘bn, tada ip konvergenciju reda an

L &
sledi konvergencije reds Z ey 8 iz divergencije reda Zan sledi
ol

o0

n=1

divergencije reda 3~ a.. Rl n=1
=T &
IV #ko Je’ >0, o_ > Cra nsn_ i lim = =k 0, tade redovi
0 n P ] e 00 bn
X ﬂn i zbn cefraju W11 diversirs ju istovremeno.
a=1 r=l
o
¥  Ia xonvergenciju reds Z 8 &, >0 xoristimo sledede kriterijuma:
ns1
o \ : an+1
1" pelamberov kriterijum: eko jo lim =.q tads 22 g1
e o
red divergire, za 4 « 3 red konvergira, za q = 1 na osnovu ovug
kriterijume ne mofemec dati nikskwu ocenu,
O . . . N : n 1
2" Ke3ijev kriterijum: ako Je lim -fa_n = g tada za ¢ » L red diver-
e
gira, 24 ¢ « 1 red konvergira, za gq = 1 ncizvcung.
.‘.':0 Rabeov kriterijum; ul'co Je  lim nn
verdjum: ni, --1) = q tada ztaqg>1
oo Y

red konvergira & q < 1 rod divergira, z8 ¢ = 1 nelzvgane,

o oo

¥I Red Lu“ konvergira apsolutno 8Ko kenvergira red Z [anl .

n=1 p=1
VIII/ 31



L o
VII Raed Zan konvergira uslovoo ako red Znn kopvergira a red
n=1 =1

Ll
Z lo | divorgira,
4
=l

o=
VIII Za red Z (-l)nun, b >0 (ovakav red zovemo alternativnim), koristi-

b=l =2
N
mo za odredjlvenje uslovne konvergencije Leibnizov lxriterd jum: (:'J_Jn‘on,'

n=1

n=1,%.,. Llia b = 0.

bn > 0 uslovno kenvergira ako Jle bn E bml’ vin

Jasno Jo da za odredjivanje upsolutne konvergencije alternativnog reda
koristimo ¥riterijume 1XI, IV, ¥ za c¢dredjivanje konvergencije reda 3a

pozitivoim ¥lanovima.
2 n-1
8,123, Dokszati po definiciji konvergenciju rede Z]%}]—L— 1 naéi njegovu
sumou. n=1

Redenja PFormirajmv psrei jalou sumu S‘1 prvibh b sabiraka datog reda.

Inema

L ad
2 Ll n 2
8= lim 5 = la % [1-(_2) 1= 3.
D oo or* oo
oo
8,124, Dokarati po definicl ji konvergenoi ju rede (-%ﬁ + 5%'—) i padi

3
nJogovu sumu. Rez. S = E .

oo
1 . . <
£,125, Pokazatl da red Z o2 3n+1) kopvergira i nadi njegovu sumu.
n=l

VIII/ 32

B.128,

8,137,

Refenje Imamo

S T:E LTt "'*(an-zljismﬂ"' é(I'%)*
ELLE ERTORE T SPUL R S S S
*‘%ﬁ__ﬁn:_l);%(l-ﬁ}- Odavda Ja
ScUw S5 = 1in l(1,--3}71-J =§

o
Brtea D+oo 3

De¥le, dati red konvergira i ojegova suma je 5 = % n
. o3
1 .
Polazatl da red Zm konvergirs pa naéi njsgowu sumu -

Bl
Res, S5 = 1.

oo
Doloazati po definiodji konvergenciiu reda Z(sz -l +¥m ) i

1 neél njegovu summ, =1
Bedenje Imamo

Sp= B -2V2aW1) 4 (8- 2 V54 V) 4 vuus (B3 - 2 VIRL 4 vR)

Ako ovu sumi mapilemo o obliku

sn-_fﬂﬁ_2‘~2m;\fn+

+ Ml =204 Vo1 4
+ Yo 2ol 4vnE
R T

s YB-3¥ea Vs
+ VA2V V8
+ Y9211

Janno }e & S S, = ¥BeZ - Yml - vB 4 1. Bledd

3= lim SnI Ua (vns =Vml - ¥B + 1) = 1-v2 .,
e Froge

1 .
ce Up = 1. va,
Y pees YB3 4 ¥Ea1
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8.128.

85,129,

8.13%0.

8131,

8.132.

8,135,

8,134,

Panoky Dalamberovog i Kaiijevog irdters june ispitati konvergen-—

ciju stededib redova,

[
* m!
-
Zi ® -
Redenje Primepidemc Dalamberov kriterijum. Imamo
nsd)!
- n
bpl (@) A _(__n_l}n_(l_nl;l o
8 o (1 ™
)
a .
8 : l1.,n 1. :
gl Al 1
lim - = = lis (L-gyh =3¢t
o oo n J:iadi -]
preame Dalambercvon lriterdjumu dati red koovergira.
=) i | i
Z J'-I ’ Rez. Yonvergira.
© ol .
=1
= n .
Z ].o# . ° BRez. Konvergira.
a.
r=1
= 2
ol . Res, Konvergira.
2n;1 )
n=l
=] -
Z _25'.‘._' N Rez. Konvorgirs.
nn‘
o=l
-
Z (vz A2z -2 ... {(¥2 - *"*%2)  Bes, Konvergirs.
n=1
Pomofu Rabeovog riterijume tapitati kopvergenol ju slededih redove:
I -
[ 1,3.5 4. (2n-1 ]P. .
2,46 ... 20
o=

felsnje Primenom Rabeovog writerijuma dovijamo

TIIL/%4

8.138.

e (3 +3. 5 aaa{3nl l)P
. 4. 25
lin n { = -1l) = lim n ___—I—_T(_?.-l =
Y R S W TR €3 €59} :

sl oo [(ZBEP 1] 1w (@e2)o(m)?
L 2l beo o {2n+1)F

=lim n LD_(__L_J;)_(_JI__;% P Bn_p—zz' s f 2p,
e ()P () ()P . Ll
Prapa faba¢vem kriferijumu sledi da za p > Z red konvergira, &_ss-

p < 2 divergira, 2z p = 3 ovim kriterijumcm e ne moXs dobiti
rozultet.

& :

7. @V(EwE). 2 (2+r)
=t

= 1 » ‘.1 ) 7
Z%{%}T‘E’%—T} » >0 950
n=1 . .

&
Bs¥anje Formirajmo koliZnik =2 i primenimo Habeow kriterd jus.
. a

Rez, Konvergirn.

o+l
Tramo
1) -0 Bl
2n _ afeed) ... (gvn-T) . g
L] 1) ae. n-1 I e
qlg+1) ... {q+n-1){qsn

o4 oo

Y
LS fgrpja _ - _
Mo a {50 ”-Lim” eI

- Prema Rabaovem kriterijumu sledi da ze g » p + L rad xonvergires,

B te gq< p+ 1 red divergira. Ako jo q = p + 1, tada po Reboovem
kriterijunu oo pefswe nilte da kelemo o koavergenciji datog reda,

mod jusin nijs tebko vidoti da jo omda & = S, Hako jo
P R -
aeh n E E Y
1lig T nlium%';-p>0touredou nni

-
ponsfaju jJednske. 5 druge strans pomnate Je da red Z
h o

1,
& .
gira sko je pl, t). red divergira, pa L red =1 Zl E.

), %
ml
VIII/36



divergira, Dakle u sludsju q = p + 1 dstl red Je r]_"lwrsentan.r

o
1
o Z‘ "'3/3 konvergira t0 1 detd red komvertiii,
. 1 ) .
8,137, Ispitati konvergenciju rede y TZosmel
- . 03
n-1 1
e z Ton-1)r ~ Bex, Koowergira,
ReSenjs zadatak demo rediti uperedjivanjem datog reds »s redem el
= .
1 .
= za < de di- Lan, £ fgl ds
Z 3’ 0 Jeg rnam Je¢ divargen Oop3ta, ako folimo 8141, Z 1 . Rex. Divergira.
B=1 4 2n-1)(2n+1
O
ispitujemo konvergeaciju reda pomofu kriterijups uperedjivenjo re-
o0
3 P L -
dova tads se dsti zed obiEnc. upored juje so redom E on. U 8,142, Z m - =g
. a
n

n=1
oa¥en slude ju imamo =1

1 1 Be¥enje Kako je

—_— o
lim looo n+l = lim Teconsl - Teoe

for oo 1 o oo
o ' - Jovg - Vns
b 1 = 1 ) 2im ¥ -l Jo ﬁéf—!_ - 2.
Dakle, redcvi 5 1 —=——— ponalaju se jJednaka, pa . 1 - =
_ Locomsl 0 e Dt o o? 4 vam
. n
n=1 n=1 L.
.0 .
koko red Z % divergira, to i datl red divergira. = lin 4+ 2
=
=1 e oo Vbed & Vo-2 *
o : .
Kotoden uporedjivanja redova ispitati konvergenoiju sledeéinh redova: to £8 dati red 4 red Z 1 penalaju jadnako, Red
. nn " ;
= 1 - - fal
8.158. z — Res, Divergira. Z\ 1 . . -
Zn-1 i 1
) ABVOY dec 5>1 1
~ ;m girn J°“+3>_t.1-a!;0,jou>2,pa1
.o
-0
i . : datl \ 1
B.1358, —_—— - wed konvergire ra a > = .
Zh'ﬁl + 1 2
mal -
. ) 1 1/n 1/n
Baus, Y MR X e e e
Eodenjs Kesko je Fi » * .
1 3 D=l . '
: ] K]
1a HEl gy, 2 =1, .
o o 72 B+ oo o] Zelents Uporsdime dati red sa redom Z 1 Lame
o

-0
L
to sa dati red & red %72 possiaju jedneko, g keko red o=l

D=l
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51/" bl/n + alfn al/n -1 - blfn-l _ nl/‘n—l
2 2 2
1im T = Un . -
T A NS U L U AR S R T 8.144,
lim I R, 1 3 I = loa ~ 5 lub -
oo P “ n ® 3
1 a
= lug = 1n e
2 vbe
x.
Ako je ln —— 4 0, 2ads go dati red i red Z % ponsia ju
4 b : 8,145,
=1 a
Jednako, tj. dati red divergira. Medjutim ake jo 1a T Q
tada ne mcfemo nita da zakljudime, ved morezo da ispitujemo 4slje.
Neka je ln 2 = 0 sledi 8 =1td a=vbo , pa
ba be )
ol i i/n 1/n
b
Jje dati red oblika Z [ M7 - —tt -
’ n=1
= / 2
--1 ), [(7)18 _ (vo)2/m)
2 .
n=1
Dﬂ‘
Uporedime ga a8a redom Z la . Imamo
n
=1 B.146.
P L 2.
1 (o328 01/2n 2 1 h1/21;_1 _ c1/zu._l . )
lim - = =wz= 1lig | =———— ——=— =
e e e (B )"
o e % - n n
8,147,
1/2n 1/2n 2 1 2 1.2b
1 b -1 o ~1.° = -3 {lub - lne)% - 2 1a° 2
- -= (1 = ii.m I ) 8 B0 e
bitiad 2n o 2o R
N L
o Je ln;b A O %ada 26 datl red ponale Jednako kue red Z -11;. s
‘ o=1

t). datd red konvergira. Ako Jo 1n = = 0, dakle b = o, tada Je

2/5.5 = b = o pa dati red takodjs konvergira jer zu je opktl Zlan

VIi1l/s8 .

1 ﬂl/n . a3/
a = & - —_——— =D
n. 2

Dakle, koneZnu: dati rod konvergira za a = = ; # divergira m

za a £ ¥be,

o0
Zi (al/n—hl/n), a>»0, b >0,

Ros. Kogvergira za & = b;

78 8 ¥ b red divergira,

Iapitati apeclutoun 1 usiovou konvorgeneiju alededih alternativaih

redova:

oa

),
D

o=],

i , to dati red apsclutno ne
n H

- n-1
- (-1!
Rejenje Xako Je l_aul = N5 i=
konvergira, Da ispitamo uslovou konverganei ju primenino Leibnizav

kriterijun, Imomo

n-1 )
> =—(‘—i)—- = ()2 By s tS B =

n

B -

r

Keko Je nil < % za avako n, to Jla bml < bn z6 avako n tjJ.
niz b_ Je monotono opadsjuéis Tekodje jo 1z b_ = lim 71: a0

o b B e
pa prema Leibdeovom kriterijumu dati red uslovno konvergira.

«a
- o .
. -(i]—— Raz, Apaclutno ne konvergira; ualovac kemvergirs,

Vaa(a)*
n=2
= -1 n-1
),
o=l

D=1
Ro¥onje EHako te |nn| = IL-:%L—— | = lp , to dati red apaclutme
n
Xopvergire za p » 1, Da iapitawo uslovou konvergenoiju primenimo

Lafbnicoy kriterijum. Imanc

-1
(1)® R R T L1
w5 = (-1} 'n"_(l) by ti by R

n
1

1
—_— =

Kako Je
{pe1)? oF

zo avako n, ake jo p > O to je za p > 0

VI11/59



1
14 . T apx0Q h =
b b akodje jo a p 1ip Jip

"B+ on N+ ce N

=0 remo
P pop

Leibniocovon krliterijumy detl red uslowno konvergira zs p » 0, Dnakle,
¥onadno: red apaclutno kenvergire se p > 1, uslovno kenvergirn za

0<pst,edivergirs za p % 0,

oa

- — o

8,148. -(i)—n p° Rez. Apsolutno kenvergira za p > 1; uslovne
o [n+{-1)7} konvergira za 0 < p ¢ 1; divergira zn p £ O,
2 n 2

4 (n! =1

8,148, Z SA— ()T .

=1

n 2 n 2
. -1 2%(n! +%(n:
BeZonje Imawo da Jo |nn| = l(—l)n 22 g | = —(-(—)-)—2; el

[)obijamo

& Ny . .
4p n (J._n_l. 1)z lm of .(QM_I.}_L:%'M) - 1] = lim n(?nfé v )=
B+ o L] o e 4(1141} Ll i

= lim n _'12 - % <« 1 pa dati red apsolutno ne konvergira,
i oo 204+ N

5 druge atrace imamo

_ or 12 b
:an=(-1)n1‘nn, bn=1é%5-?_— y I;Ll =%§:—]2_ > 1 Zn svako n,
n

va Jeb, . >b £8 sveko n, te po Lei\:i!ovum kriterijum: deti red

s n bl
ns konvsrgirs ni uslovao. Deklo red Z (-l)n_l ié%:;—?— divergira.

nxl
o
b=l 2.4.8 .., (2n . -
8.150. Z (-1) T o tza-1) ° Rez, N konvergire ni apsclutno, ni
ol uslovoe,

Uﬂést‘vo Za dapitivenje mpsolutne konvergencije ovog reds primeni

Eabsor kriterijus [vidi sadatak broj 134),

VI1I/40
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Rada . DIURANOVIC

I%. I ZvVvoDI !

1. Definicija izvoda. Ako se argumént promeni od vrednosti

x na vredneoat ¥ + A5x, a odgovarzjuda vrednost funkcije od

f(x) na f(i + ax), tada se velilina A x zove priradtaj neza~
visne veliZine,a velifina &y =1 (x + &x) - f(x) se zove
priraitaj {(zavisne velifine). funkecije. Izvodom il derlvatom
funkecije y = f(x) po argumentu x naziva an limes kolignika ori-
raftaje funkeije 1 prira%tajas .arguments . (nezaviano promenlji-
ve), knda priraste; nezavieano promenljive teZi nuli:

£'(x) = y' = lim by 1im £lx+ ax)- £lx) - %ﬁ .

sx 4+ 0°% ax o ax

Izvod geometrijski predstavlja ugaoni keeficijent smers

tanganﬁa ¥a grafiku funkeije y = f(x)} v tadki 1 :

’

y' = {q a.

2. Qsnpvna pravila izvods

Ako je ¢ = konstanta, w=u{x), v = v{x) funkeije koje ima-

u izvod, tada vakle ova pravila:
]

I1X/1



e’ = o,y 2.) x* = 1, 3, {ou)® = out,
(mlv)r oty 5.)
(%)’ =y - :?ja x! .

Tablica izvoda canovnih funkeija

1. (") =an 70

fi

20 ()= e (x »o0),

3. (sim x)° = cos x,

4. (coa x)’ = -'sin x,
. . 1
5. (tg x) = _2— N
. cos“x
6. f(ctg x)? = - 2
2 El
8in“x
T. {arc sin x)7 = X ,
1-x
8- (arc coe x)* = - —L__ ,
J1-x
9. f(arc tg x)' = 12,
l+x
2o. (arc ctg x)’ = - —F% ,
1+x2
11. {2%)’ = a¥lna,
12. (%) = ex,
13. (lax)’ =il~ '
log e
14. log a® = O8g°

x

- IX/2 -

{uv}* = uw’v + v'u,

ZADACT:

Polazeél od dsfinicije izvoda naéi izvode slededin funk-

cija:
9.1. y = Jx.
RESENJE: Nalazimo priraftaj funkelje Ay =  xra x- J =
Odavde:
ay  Jxraxr -1 (primenjujeme raocionali—
ax = AX -

zaciju razloske)

_ Jrrax- yx  Jxr px+ J—i:'='x + A X -x
ax VAT I T p o xtaxr | x)

1

x4+ Ax+ J;

Sada trafimo limes ovog kolidnika, t).:

y' = un 2L = 1ip L e

4X+ G ax AZ+ O Jz-baxi’\/x 2J;

g9.2. y = ain x.

RESENJE; Fadjimo prvo priraBtaj funkcije a4 y.

(primenjujemo formulu:
ein (£ + 8} =

zgin o coeft + coad BinA)

Ay = 9in (x+ 4x) = sin x =

= pin X ¢08 AX + cea X 8inA x-sin x

= sin x{coBAX-1) + coe x ein A x.

Nedjimo sada limes koliZnika priradtaja:

AY 1im 8in x{cosda x-1)+ cog x sinax -

¥y = lim
¥ AX
AX-= 0 AX=Q
= 1im ain x E.‘ﬂl:); + 1im cos x M -
. AR AX
AX=+ 0 HX—+ O
= coB X 1lim H—i‘-;%{ = ¢d8 X.1 = cos x.
AxX-+Q
IL/3



g.3.

8.4

9.5.

9.7.

pekle, y’ = (sin x)? = cos x.

y-212+x, (¥’ = 4x + 1).
F =5 cosx - 3 elnx, (' =-% 3in x = 3 cos x).
P (y' = - =),

2 3

x X

AILGERARSEE FUNKCIJE

¥ ='x4 - mx.l, gde su a 1 o konstante.

BESENJE: Ra oamovu pravila o izvodu zbira {(u+v)}® =

= u*+v?, imademo:

¥ = (14— a’)r = (14)’- (a™) = * Kako je a® = censt,
a4 x3 -0 = primenjujuéi pravi-
3 la c'=o \}(xn) =
= 4 X7, _ nxn-l s

y=%x_5—%x3+4x-‘ﬁ_.

EESENJE: Prvo primemjujemo pravilo (u#v)? = uteyr
Zatim primenjujemo

. l 5 g 3 - L
ya (s 2 - 527 v 4x J10)" = pravilo {ou)' = eun’

- (%“5)’*(%‘3)%(4:)'—( J10)’= te’ = 0.
Sada ¥orietimo
= 3%) 2% 4lx)- 0 = () =z
1 4 2 2 _
=3 (5.x7)- 5 (3.x7) + 4.1 =

mx‘—2x2'+4.

- 1X/4 -

9.8.

2.9.

e
n

2 x Yx

; 8 1 b su konstante.

RESENJE: Mapifimeprvo yu obliku:

2 _h
Ng =(s x?*-bx 5) pa primenimo pravilo (u+y)? = u’+v’.
2 Kako su & 1 b const.,ko-
y={ax? —bx 3 ) = ristime pravilo (ou)? =
= (a x—%"), - (bx 3)'= = ou'jzatim pravile (xn)'=
B B r-1
2z _ =n x -
=a{x"?)" -b (x 2)' =
2 -2-4 4 -2-1
= - - 2 - b{- — 3 . =
a{ 3 1= ( 3 X )
5
=——259.x_3+%‘bx~3,
Mo -1
¥ 3x+l

RESENJE: Primenjujemo pravilo o izvodu kolidnlka:

@) =

y' =

Wy = uy’
2

v

(Y210 (x4 (Y x-1) (FF)?

14
3x% TNy - (Yx).

(¥x + 1)°
4

fol -
H
l

il

wir

4 : 1
23 (Y)Y xmi) 7 F

(v 1)?

1

(¥x+ 1)?

2
P f/:d)z

- 1X/5 -

2
3352 (Yr)?



9-1la.

9.11.
g.12.
9.13.

9.14.

9.15.

9.16.

9.17%.

9.18.

&

Cat® e b 9.19.

, &8 1 b eu konstante.

¥ ‘ a2 b2

RESENJE: Eako je + a°-b° konstanta, prvo koristime

pravii.o (cu)' =cu’:
6 &
y' o= 2t + b '= __%_2 . (El.t6+ b6)' -
ae,—be Ja. ~b
1 6 6., Esko Je . conab
N Dat )+ (v )_] = i a = const,imemo:
a“=b- -
5
1 5 6at
= ——=—— (a.6 t° + 0) = —S=ee
\}32_132 ’ ,/32_b2
o 9.20.
o -
1 -7 1
y>—F=-X { ya
vx ’ 2 V=
ax + b E
y=— ? ()
7 ) ( '121'1. .
12'+1 (12.'_1)2
Dokmeati:
B
( ax+b)‘ - c d )
ex+d (ex+d)?
y==m & - n x°, (m'm(xn—l‘_ xm'l))
Jx 1 .
¥ = ) (—_E)
SED! 2 fx (Jz+1)
9.21.

y (J;_J;)E , a=conat,(1—E).

Uputetvo: prve razvitl ovaj kvadratni trinom .

2
y = ax_+-b+ ' a,b,m By konstante ,
an+ bm , 1 !
(——5 (a+2b1))
\am-rbm

- IX/6 -

= g%
Y=

.

RESENJE; Primenjujemo pravilc ¢ izvodu kolifnilks

roode Xyt (g x)'x - tg x(x)’
= (5 = . =

¥
X Sada koristime
'X-tg X.1 pravilo:
- _3921;7;_____: (tg )%= —1 -
: X coe x
X ain x
_ coBo% cos X X - 8in x cos x
x2 x2 cos2x

_cos¥r sinf
?“uosf— 8in ‘¢

RESENJE: Xeoristime pravileo o izvedu kolidanika, kao
i pravila:(sip x)' = cos x 1 (cos x)’= - sin x:

i ,c0o5%r giny Y’
9_ (coa\P— a:’m'{‘)

_ (cos+ sinw)’(cos -~ sin¥ )-(coo¥ + einf (Mﬁ—ﬁiﬂ'?)}
{coay¥ ~ sin'¥ )2

_ (-sin¢+ cosf)(cos? -ming)-(cos¢ +ain¥)(-pine —cond)
{cos¥ ~ sin‘{’.)z.

- (cos¥ —stfm\ﬁ)2 + (cosy + ain¥ 22 -

{cos™? - Bi.l:l.‘e)2
_ 1-2 sin ¢cos £+ 1 + 2 ein¥ cos¢

(coa¥ -~ sin ~P)2

2
(coayf —ainy )2

¥ = X arc gin x.

RESENJE: Primenjujemc pravila o izvodu umo#kas i
1

(arc ein x)' = — 1
\iI—XE

- IX/T -



9.22.

9.23.

9.24..

9.25.

9.26.

9.27.

9.28.

9.29.

9.30.

y' = (x arc sin x)’ = (x)%arec sin x + x {(are =in x)’=
=1.ar'esinx+x.#,—
\‘ l—xI
= are gin x + ———— .
l-x
¥ = ein x + ¢os8 x, {coa x - ain xJ. 9.31.
_sinY ( —2— ).
?_1+coa‘f * 1 + coavy
' L3 ,
¥y = xj are tg x, { £ + 3_1’".&1'(: tg x)-
. 1+x
2 . 2
v = gin~x ¢ 8in x(l+cos“x)
cos x’ 2 )
co03 X
arc tg x + arc edg x, (o).
8in x X
VR Y (1x cos xomtnn) (G - ),
x sin“x 8.32.
L L
ya—L (—- ).
are cos x {are cos 1)2 \J(l—x“
v = x aln x . (1+tg x}{(sinx+xcosx)-~xsinx L
1+ tgx ( cus@
(1+tg x)2 '
EESPORENCIJALRE T LOGARITAMSKE FUNKCIJEK
et e~ F : ) 9.33%

RESENJE: Napi$imo y. u obliku y = %(ex—e_x) i prvo
primenimg pravilo (ecx)' = cu’, = zatim

pravila:

- 1X/8 -

[T 2L e [ ] -

r 1] bl -
RESENJE: Koristimo pravila: (%) HL;E—-‘-_i(ln x)? =

¥
s
=1
g = (1-Ln xJ'= (L-1n x)*{1+ln x)-(i-In x){(1+ln x)?* .
1+1n x (1 + 1n x)2
L % (1+ 1n x} - % (1 - in x} L 5

(1L + 1n x)2 x(1 % mn x)2

¥y =x log X .
RESENJE: Primenjujemo previla {(av}' = n’vinv' i
(log x)’ = 298 9 |

*

b

y! {(x log x)* = {x)’log x + x{log x)
l.10g x + X . }—G-iiﬁ

[}

log x + log & = log e x.

_ln3einx+coex,
yo= X
n'v - nv'’

z
v

¥
(a®) = a*1n a, (pin x)? = cos X 1

- 1
RESERJE: Koristime pravilar _(i—‘) = , kao i

(coa x)* = — ain x:

- I1X/9 -



u iuw’ =

wing

. i,
Imamos ¥ ={uz )’ =

-

,_(ln}sinx"ﬂnsx )’= s
¥ o= T x - . = {2 x%+5-1)" =4 x + 1,
f

X ; X
_(In 3 sin x + co8 x)'3- {I1n 3 sin ¥ + cos x) ¥ Erimenom landastog previl: .obijamo:
- o :\r
3 : L L2, ]
. x T f_x 4 = = e
i (1n 3 cos x- stz <) 3}(_ (1n 3 ein x+ cos 2)31n 3 _ yx =5 ux. =3 u - dx =3 (2 x% + x-1} {4 x + 1),
T . 321 lox
_ 3*(ln3cosx- sin x - in® 3 ein x - In3sink/ 9. 4. y=e
- x
3 u
ein ¥ (1 + 10° 3) (1+1n2 3) sin x REBENJE: Ovde je u(x) = 1le x, pa je y = & .
e = = o - x' - - N oo W o .
3x 3 Dakle, v, = e a ux = lo, Primencm
5 landaatog pravila, dobijamo:
s ' ((xn- (nlnx+1))- ’ .
3.34. y = x 18 % . . ; . uo, lox lox.
. ¥ =¥y . u =e,u =¢ . lo. =1lo e
X 3 x " x
WX 2 a .
9.35- i, G =), - o
P G,42 -y =1lo
. x .
p i 1-10% , ( - 2.1¢7In 1¢ ). RESENIE: Ovde je u{x) = ex' pa je y = 10", Daic-
9.36. y X <1+1°x)2 ) . - e u - ’ X
1+lo le deobijamo A le 1In lo i ux = e,
5.7 g = 3 5 (3:2 - 5 1n 3). Primenom lanfastog pravila dobijamo:
’ u ' ’ ex X
« X =y, w’ =10 ,1nlo, u = 1n lo.lo” |, e ,°
8 __® R (—2— (sin x-cos x))- I wox %
9.38. ¥=%m x ain’x
. 1+x
» (rl- D I SR 3.43, y = are tg T
9.39- y = 1n a log x" - log x. 1o x, {g =579 70" ) 1ax ‘
REGENJE: u(x) = i * 8 ¥ = arc tg u, Diferent
ciranje dobijamo: y& = 5 i
SIOZENE FURKCIJE: . Lew
Izvod sloZene funkcije (lanfssto pravilo): we oo Re(Amx)o(-1)a(lex) 2
X 2 2
{1-x) (1—=x)

vy= Lovta) ) =95 -uge
Dakle, dobijamo:

9.406. yw:"/?’tz“”‘l- . Yy =YYy S 12"‘;‘ : 2" 22'
] 1w 1 (l;x.) {1-x)
' 2 - J-'- 1z
RESENJE: Ovde je u{x) = 2 x“+ x-1, pa je y = V. = 2 1.
lll 242 xz' :I.-w-x2
3 *

- 1X/1o ~I%/11 -



"9.44. y = san’x’

RESENJE: Uvodimo emenu u = sin x3, pe-je y =u,2.
Uvedlmo aalje v = x, odakle jew. =
= gin v- D:Lferencira.njem dobljamos; -Yu 21, .u = coa v,

=3 x . Zna¥i ovde imamp sloZenu funkciju oblika:

= y{n{v(x))}. Primenjujemo lanlasto pravilo:

y;: = :,rljl'.'u.lv,v; = ag .pfv.v; = 2.911:'1 v.cos v. v; =
= 2 sin 13.cns x3 -3 x2 =
;sm213.3x2=3x23m2x3.
Ovde smo koristili obrazac sin 2o = 2 sind cosd.
9.45. y = 2.
1+ %

RESENJE: Napifimo y u obliku proizvoda, a zatim
primenimo prvo' pravilo (uv)‘I = L veyw’

s onda landesto pravilors

A -4 - Y é "
¥ = ((1- J_i}_z {1+ J?)z) = {(1-VE) L+ VI {1-VE2(1+ Vx)Z=
n 1
-3 - v2F (L £ ) (e dw) - vai c-)mrx)-— 3
.4 1 1 Jio
sz Ji- 4% e gz (1+

; (JﬁJ' J1+1:!IJ—?_1+ J5) )=

o 1+¢;X+J1_E. JI-VE .1 LYz -3
x {Tx e sVx [ix(1+J3)

1 2. 1

-~4-J? {1+ x) J1-z B ZJTJl—x(HJ_I).

- 1x/12 -

g.46.

9.47.

G.48.
9.49.

9.50.

9.51.

9.52.

g-53-

954,

9.55.

9.56.

9.57.

¥y =Inseinx ,

exg—x+é

¥y = ]

= [ (1w x)]

_ 1x
Y=l

y=1_n2x+].n(1nx), {

¥ = ln are sin x-{arc sin x)z;

¥y = ai.n4x + cos4x-

_gos 2X ¥ 1

¥

x x2—4
-1 a
(2% +ax® L.a* 1n &
x a8t | 2

1
(1+x) \Jl—xz)) '

2 In x 1 )'
—_—t ——— ]
-X x ln x

1

(7= -
Jl-x‘z' arc sin x

~ cos 2x - L

n
¥y =s8in"x cos n x

2

~ 2 arc aio x)).
( - sin 4 x)}.

(2cgsx),

8in” x

n-1
n sin X QOB X cCOS B0 X

n )
- n 8imo xe:mnx)

Sledade funkeije prvo logaritmujte, pa onda nndj-ite

izvod.

X
Yy =x,

REZENJE: 1In y = x 1n x. sada diferencirajmo i levu i

deenu etranu. Imamo: (In y(x)) =(ln y)'y] =

=1

- IX/13 =



v ’ . .
g_—'!(x)'lnx+x(1nx)!=,1_mx+x

9.58.

9.60
g9.61.

9.62.

3.63,

L =.oin x.1n sin x + cog x.—Lo . COB X.

L ]

= 1ln x + 1. Odavde: |
y’:y(li-']_nx):xx(lq.mx}'

¥ = ain z_o?g o

RESENJE: 1n ¥ =ooe ¢ In sin x. Odavde;

ain x Sleai:
2
y =¥ f:—oini-;-t--ﬁinxlnsmx),t.;j_
' 2 .
y' o= (et )P0 (O X 1 atn ),
y=tE

RESENJE: In y = 1o 2 1n x = 1n2y, Diferenciranjem

debt jamo:
A N .
v (1n°x) 2 1n x 5
¥ 2 3.2 In o = 228 Xy g I N e O X.

q
i
H

x [ x:_:(lﬂ X+.1)lu x+xx--1])

y”"wv (v* =0},

Nadi izvod slededih funkeija datih u parametarskom
oblilu:

. y’
x = x{t), y = y(t)- ¥y s 2%,
! H 1y

M

I =co3 t,yost+apint.

- 1x/14 -

RESFNJE: y, =1 + cos %, x; = - sin t. Odavde:
N 3; l+coat__1+coa1:.
Yr = Zé‘ “ein t sin ©
2
t 3 at
9.64.::_3“3 Ly L
1+t 1+%
RESENJ E: )
: 4 43
, _ 6 at(1+t3)-3 t2.3 at? .68t — 3 at 23 at(§ ;) ,
Yo = (1+1:3)2 (1+'t:3)2 (1L+t~)
3
y 3&(1“;3’)-3 t23 at _ 3a-6 at3 . 3-a(1—§ ; ),
T Ly? (1e4)2 (1+%7)
Odavde dobijamos ‘
L]
yl =it_=' t;?—t;)
x Iy 1 - 267 _
' 2
3 1 + €
9.65. oo Lt .t g .
* 2. 7 ct2a » ¢ t(2+3t-—t3)>
9.66. .x = b 00531:, y==a sin‘?’t, ( - = tg t)
t t ’ ( coa t-—sin 't)
9.67. x =esin &, y = e cos %, Gos tieln t
2
9.68. x = t3+3 t+l, y = 3 £745 t341, ( 5 t°),

Faél izvod sledeéih funkcija, implicitno datih:

Neks jednadira P(x,y) = 0 definide y kmo implicit~-
nu funkeiju ¢d x. Diferenciramo po x oba wtrane jednadine
P(x,y) = 0 1 dobijame jednadinu prvog stepena po y’, koje
odatle lako nalazimo.

2 2 .
9.69. = ¥ . 1.
2 2 d
a b

2 2
REZENIE: Ovde je P(x,y) = 55 + i—é -1 = 0. Diferen~
a

cirajmo 1 levu 1 deanu strsnu jednadine imajudi u vidu dm

- IX/1% -



Je y fupkeljz od x:

o . 1 y'T =¥ 1 S 2x s+ '=o,
z NP
g_’i+£1,y':0_ x xT+y 2 xT+y

12
1+ (%)
B2 b2 x
Dobili smo linearnny jednadine po y'. Redimo jo po y': S '
' yry _EXZ¥d. -0, odavde :
2x X +y2 X +y
2 2
B hx .
i =T yYx-y~-x-y3 =0,
2 &y
o]

Q. Sledi:

y' (x-y)-(x+y)
9.To. z3+111 ¥ - x%e¥ = 0. Naét y (L)

¥’ =%X . za y =0 aodljamo y*' = 1.

RESENJE: Diferencirajmo po x obe strane jednatine: x-y )
' ‘ 2 2 _ XYy,
3x2+§'3’-2xey-xgeyy’=o. 9.72. x+xy+y =6 ( X+2.‘I)

PAYNJAs Izvod od x2ay nalazimo kac izvod proizvoda

9.73. (X +VF =4 . Tadty'(a). { - \{_‘g; (4} =-1).

. i pri tome imamo na vwmu da je y funkeija od x.

2
Zato imamo: : ¢ y-xylny .
‘ : 9.74. Tz lmy -y lonx =1 *

2 2 2 2 ’ xz-xy 1n, ¥
(x%e”)" = (x°)'e¥ + x(e¥)" = 2 x o7 + xe¥.yr, y'(1) = aZ_e).
- X, -y e - 0.
Sredimo dobijenu jednafinu: . 9.75. e'sin y - & "cOS x=0_ NFaél y" za y =0
X -¥_ .
— in + € “sin x .,
y'(l-xgey)+312_2xey-o. (es v - )
! | e¥cosy + = cos X
. ‘ . co
Sada odavde nedjimo y’: ¥y o= - e ¥},
2xe-3x” Ax_+ By + D,
oo2xefax? e x¥asd) 076, axPez ey + CyPaivn o+ 2yer =0, E2LHTD)
H
I _ 27 l_xzy o ,
T 9.77- Kaknv ugaso abrazuje sa gpscionom ASOM X tangenta na
| 2 5 1,3 i ik tafku ag
Y i d ¥rivej y =3 x° - 5 x7, koja prolazi kroz %
y' (1) = (2.1.87-3.1 = M - . 3 a
1'123" o’ 1-y ¥ } upcison % = 17 :
i J CA RESENJE: Kao &to znamo, izvod funkcije u cdrednod
- ' - . . .
e * - Y m O ettty ° tadkl predstavlija tangens ugle ¥ koji u
. ’ . . . a.
RESENJE: Nedjimo izvod leve i desne strene JednaZine:; toj tafki zaklapa tangenta na krivu sa pozltivnixm saerom X—08
Zato nalazimo izvod:
- IX/16 =
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2 Sada nadiimo y':

y’=g»5x4—l3r2=1—0x4—l>‘,
3 - 9 3 3 x X 1
Znx =1, y' =3, : e R R MY & ax(]_nalnx-»}—c)—axlnap
= L o™
Dokle: tgd = y' = 3, a gam ugao «: dy:y’ax=ax[xa (Lualnx+;];-) —lna:\ ax.
«=arec tg 3 = T1°%"
. - _ 1 x -6
Diferencijal; 9.81. y = 1z In 36 ( g‘x )
Diferencijal funkeije jednak je proizvodu izvoda funk- x°-36
ci}je 1 priraStajs argumenta: oy =y’ ax. Kako za’ 9.82. y = arc tg e?‘x ) 292x dx )
¥ = x dobijamo dx =1ls AX, pifSemo dy = y'dx, 1+ o**
Faéi diferencijal sledeéih funkcija: 9.83. y=x(Inx-1), (1 x ax}.

) j z i, % :
9.78. y = 2535 V3. Kada je priraftaj arguments & x mali, imamo
EESENJE: dy = y'dx . Ay = &y, a odatle:

Eako jo y’ = 2°in 2-(-3"F)1n 3 +

1 aobijamo: Ay = tlxtax)~ £{x) = y'ax, tj:
2Jx -

flxs ax) = f(x) + y'ax.

Ay ={2"m 2 + 3™ 3+ ) ax.
2yx Ovaj ose obrazec koristi za pridliZnc izradunavanje
1 f ije.
9.79. ¥ = 1n {oos ;) - i-. unkeije
EESENJE: Nadilmo P 9.84. Izradunati pribliZno znadenje arc sin o,51.
RESENJE: Rezmatramo funkeciju y = ere ain x
¥ = : 1 (-sia l) (12) +d 3 . tavljajudi = ; X = c.> ol 1 primeniv-
cog = x° Cy x2 . stavljajuéi x = 0.%, A4X = 0. P
* 3% formuelu:
- ot _ 1 1 1 1 1 ; . ’ -
dy = y'dx = tg;'_z*"ld'x=‘_2(t5_*l)d-x' erc gin (x+ 4x) = arc sin x + (arc ein x)"Aax =
. x b 4 X x
aX % ’ = arc aln x + S Ax, dobijamo:
9.80. y=31 -a". 1_x? .
: . : : arc soin o.91 arcsi.no‘.')+—1— 0,0l =
BESENJE: Nadjimo prvo, logaritmovanjem, izvod funk- - m '
aX
v

clje z = x H

il 0.011l = 0.513.

x ,
lmaz =8"n x , Odavde, diferenciranjem, dcbijamo
9.0%. Tzradunati pribliZno vrednos=t: a) 1ogloll i b)

z x x 1
“—aa'l =
z nalnzx+a ) . 10310996.
z'=z(ax]_na'1.nJc+ax,—1K-)=14:a .ax(]_nalnx+l).
X

- IX/18 - - IXx/19 -



9.86.

g.87.

g.88.

RESENJE: Posmatrasmo funkelju y = 10gy x- Stavimo:

) x =16, ax = 1l i primenimo formulu:

log(x+ 4x) = log x + (log x)’ ax = log x + % ax lop e;

1ogloll = loglolo + QLE%%EQ—. 1 = 1+06.043429 =
= 1.04343,
jer je (log =) = lﬂ%ﬁ = 2;&%132.
b) x = looo, Ax = -2
log (looc-2) = log looo - 91%%%52 .2 =

= 3 - c.000868%8 = 2.99913.
Izrafunati priblifno:

a} arc sin ©.4983, b) arec tg l.05 ,
(a) 18°22%; b).0-Bl04).

Izradunati pribliZno:
a) sin 46,3°, b} cos 59.1° +¥) sin 1°

( &) 0.858; b)o.796;
v) 0,0175)

VIST 1zvOnI I DIFERENCIJALL: .
g o= (g, oy s () eaen, Y(ﬂ) - (;ﬂ-h).’

2 3

a% - alay) = y"{ax)?, a

¥ = xs+21¢-3 x3—xz - %x + 7. Naéi y',y", y".

v = ), .oy Ryay ) (ax)®

RESENJE:

4 3 4 1

+ 8 x7 -9 xT -2 x -~ 3

y" = 20 P x2 -8 x -2

' 5%

w
b

b

3

- 1x/20 -

9.89.

9-90.

9.91.

9.92.
9.91.
9.94.

$.95.

9.96,
§.97.

y" = 6o x% v 48 x - 18 ;

¥yI¥ = 1312¢ x +‘48 ;

yV = 120 , ¥ =y = .aes = 0.
¥y = n x. -Hadl y{n).
L - -2
RESEWE: y' = L 217, yr = - 1x75
yIII = 1.2.1_3; yIV = ;_1.2.3.1—4,
‘ o=l 4 -1 (n-1)/
7™ 120 () (1P TR = ()P ¢ ol
' . x
y = 2x‘ Nadi- y(!.l).. )
RESENJE: y' = 2%In 2, y" = 22
y T 2x1n32,...}y(m = 21"z,
¥y =‘J4+x2 . Nadi y"t‘
-t 1
RESENJE: y' = L (1+x2)l v (2x) = X - x(1+x2) z
. 2 1+x
2v% 1 2.2
g o= 1.(1x5) 4+ x(E)(1+x ) 2% =
_ 1 _ %2 .
= _T-21+X I_mx ) ¥
n_ 1
&(1+x )i
"Naéi n-ti izvod za y = < y . (nl).
Nadi yIII 28 y = £ la x ) { % )-
Heél y" za y = sin2x‘ ) (2 cos 2 x),
1
r L - (-l)n+ n‘ .
nadi n-ti 12:\."06. Z\?_y = Tex ? ( (1.‘.,‘)“*17-‘?‘)
daéi n-t1 izvod 28 y = o ; (ex).

Naé¢i difereancijale l-og, Z-og 1 l-eg reda funkcije
y = (2x-3)3,
- TX/e1 -



9.1lo0. Napisati MaksLorenov razvoj funkeije y = es

RESENJE: y' = 3(2x—3).:2} ]
- R C_ " [4] y .
RESERJE: £(x) = £(o) + Iﬁ.—l x + £240) -2

dy = y'ax = MH2x-3)%.2 ax = 6 (2x-3) ax, e
o x , x
ay = y*(@0)® = 2.6(2x-3).2(ax)? = 24(2x-3)(dx)2, tlo} = e =1, I'x)=a", fx) =09,
; {n} . .

&’y = 26.2(ax)” = 48 (ax)>. £ (x) = &7y £7(0) = 1, £r(e) = 1,000

(n) '
§.38. Nadi diferencijale dy i dzy za funkeiju: £ (e) = 1.

v = 321’: . Dakle:
X 1 1L .2 1 n

RESENJE: dv = 2 8°'at . LR R o i SRR I Sl PP

62‘4 =4 eZt(dt)z.

) 3 9.1o0l. Napisati Msk-Loremnov razvo] funkclje y = cos x,
9.99. Neéi dy, 4"y, 47y za | f dy = 1n x dx ' RESENJE: (coa x)’ = -sin x, (cos x)" = = cos x,
. 2 .
y = x{ln x-1). | ) d?-’y . fax) (cos x)III = sin =z, cos'x = cos x,
. x ) . .
3 cog.0 =1, {eoa 0)" = o, (com 0)" = - 1,
diy = - (&x) ' IIY v
- 2 : (cos o) =0, {(cos o) =1

Dakle:

TEFLOROVA FORMULA .~ cos x = 1 _%lxz _1714 +oi..

Fuakeija f(x) koja imm izvode reda & (n+l) u nekonm

intervalu koji sadrfi taldku 8, mole 98 predstaviti kao 9,102, Noplaati Mak—I!O_,renov ])_Ol'inﬂm l-eg ptepene za
. i ‘
zbir algeb.polinoms stepena £ 2 i ostatka Ru: fungeiju y = &’
£ (a) (a) RESENJE:
"(a £"(a 2
£(x) = £(a) + T3 (x-a)+ Tpn(x-a)®e -4 f(x) =" fo) =1,
(n) ) ‘ L x .
+ 1 nl(a—) (x-e)" + Bn, pri Zemu ja f'{x) =a"lna , £'(e) =1n s,
eme1) 1 £r(x) = a"m% (o) = m? a ,
n+
Hn = el Fx-a) gde je  £=a+@ (x-a), za neko f-III(Vx) = &x]_n3 8y fIII(g) - ln3 a,
0<e <1 ) za 8 = Q dobija se formula ﬁIv(x) = a¥mt & ' fIv(gl) - 10t a.5%% ¢
Mak-Lorena: « x21n2a ’,'5 3a
(n) a" = 1+x 1In a + ; +—G— + R
£1(0) fiis) .2 £77(e) n 2 3l 3
flx) = f{o) + —5x + —— x +...+ ———— X + En .
1f 2t n} ? 204, o
X ne X
R, = a 0x0G «<1.
f(n+1)(0x) n+l * v

m:wx N Q<8 < 1.
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2 3
- ~1 (x-1) {x-31)
9.1a5. Izradunati s tadnodéu do lo 3 priblizino znadenje ?}2 . (J;: 1« XT -5 + 238 )

RESENJE: Napi¥imo zadati kozen u obliku: : 4

Iqn) = (712 15 1 S %g J——
Z TTE T T 1T e aflo? )
= Yemz =3 (1. g%) * . Xoristiwo binomni razved: eten) ° 1o
m’ mea-1) 2 e(m-1) ...{m-n+1) _1n : ___Nlo 410)
l+x =1 X + ® Rn = ; .
(1+x) + -l—r =7 X + ~aT + s . ) 32-27_2

. e el o o :
odakle se dobija priblifna Jednskos PAROLIFALNL IZVODT BRVOG REDAs

Pl a1 s {3‘_ x , 2fo-13 2 . @(m-1 x5 (m-ns+l) ! Parcijalni izvedi funkcije z = f(x,y) se definiZu:

2

: £ PO A0 R
4 a se pogreinost Rn = m\m—.‘éll;.).(m—n) . <1+gx)m—n—l _g}, o lim (x4 5";?{') (x.9) fx(x,y) za konstantno -
. ax+Q
roZe uéiniti po Zelji malom za |x| <1l 1 za dovoljno vellko n. ’ Bz lim T(x,g+ay)=£{x;¥) = £’(x,y) 2a konstantoo x.
’ By aywo . Ay b
Ovde je x = ?27 115- pa dobijemo: . _
5 ’ Totalni diferencijal funkoije z = f(x,y} se iszradu-
3 2 } 2.2.2 22, .
292 3 {1 + L~ + «.- + Ra}, nava po formuli:
3 v e ) ,
dz = 22 ax + 22 .
Traiimo velidine greSke Ra: d
2 2 2 2u
= - - - . Nadi 1 =,
2.2 9.106. u=x"- 3xy = 4 ¥y -x+2y+l 3
za 0 = 1 Eiﬂlii%z— < 0,002 x 2y

. RESENJE: Smatrajuéi y za konstantu  Adobijamot
.2.22. .
zan = 2 5}3](5—3—5<0,0003.
2 81

Dakle, da bi dobili zadatu tadnost, devoljno Jje uzeti
tri ¢éiena, tj. ’

2n _ _
2’3:72x 3y 1,

smatrajuéi x za konstantnu velldinu, dobijamo:

o
(-

33— _— = - 3 =8y + 2,
729 =3 (140,026 - 0,0006) = 3,072. 2y
9.107 =z = eX°*¥2, Naéi totalni diferencijal,
 9.1lo4. Naéi Mak-Iorenov razvej za y = gin x. RESERIE:
2 2
3 5 7 2 S N x4y
(siox = F-Fr o Er-Fp+ oen ), v AR G MER R i
. A »
2= Xy 2 2y, _ X +y
9.105.  Aproksimirati funmkeiju y = JX polinomon Zetvrtog 2y ° (), =2y e 5
stepera cko tafke x = 1 i proceniti gredku . : . 2 2
11 - dz:-g-;d.x+—a—zdy=291+y(xdx+yd.‘l).
z8 X € [11 ¥ .
-1%/25 -
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: 2(x éx + 3 dy)
9.108, z = 1n \7:24-72) . ﬂaél dz ( )' . . rix) b - lim [£0x0) - xx ]

oy ila X = liwm x

N = - A R

9.111. F = + 2% = L.

9.109. z a x°. Nedi dz, (xy (%dx-rlnxdy\)-

9.1%e. 2 = sin (12 + ye) . Naéi gz, (2(xdx+ydy cos X2+Y2Q: : RESENJE:
RAR 1. Oblast definisanosti: D = (- =, + ep.) .
CREANTE & YA FUNKCIIA FONOCU TERISTIENIH Ispitajmo popedanje funkcije na kraju intervala:
. 2 1 _
o lim y = lim (3042 x-1) = lim X7 (1 + f-i) =-=
Eriterijumi rsstenje i opadanjs funkecife: A oo Ip—— o , , 1
. . i i 5 2_ = i 1 = - ey - 4+ 00,
1. Ako je £'(x ) > 0, onda funkeija f(x) raste u tafki x;. lim ¥ = }}?x (x7+2 x°-1) = 3??« x 1 +3 ;3 )
X= 409 = s
2. Ako je f'(xo) <0, onda funkcija f(x) opada u tafki x, .

2. Nule funkcije-i znak:
Odredjivanje miniwuma i makaimuma: i

Tspitajmo ds i je x; = - L pula funkcije:

1. Ako Jje za X = xof‘(xo) =0 1 za sveko male b » O
£2(x,-0)% C, I*{x,+h)¢ O, teda funkcija £(x) u 1) = -1y v 2(-1)% -1 =-1+2-1=0. ,
talki x, ima maksigum; ako je f'(x,-h) ¢ C, '

: = - 1 jeste nuls funkcije. Nadjimo ostale
. f£'(x +h)> 0, -nda funkeija u talki x, ima minimum.

Znafi, X
pule na slsdeéi nadin:

2. Ka%in: ako je f’(xo) s 0, r"(xo) # ©, onda funkecija
£{x) ima u x, maksimum, ako je £7(x ) <0, a minimum (x5+2 xa-l) Do(xel) - = xE + X -1,
ko Je £"(x) ¥ O. (2 4 %2 -1+ Jles i ST E _ —113.25
Dovoljni uslevi konveksnosti konkavnosti grefika x2 1 * = ) F 2
funkcije ‘ ’ : B RN -1+2.25 _ 1.2 0,62
Ako je £"(%)<0O u (a,b), onda je grafik funkeije =(xax) . - >
konkavan u tom int alu. = —y— 1 -
] erv . =z -x-1 " o 1-2.25 _ =3.25 _ _ 1,62 .
Ako Je f"(x) » 0, u {a,b) , onda je konveksan. = = 3= 2 2
Agiwptote:
- Prava x = a jeste vertikalna asimptota krive y = f{x), : Znafi, nule funkcije su:
ako .10 ];()—.'-mﬂ. rtx} = e ili ]u-]—‘:eq, f(x) =T . xl = — l, x2 = 0|62, 3(3 - ‘1162'
Prava y = b jeste borizoatalna asimptota krive y = f(x),
ako postoji: lim f¢x) = b ili lim f(x) = b. Ispitajmo znek nefie funkecije:
XA o . X ¥ g0 :
Prava y = kx + b jeste kosa asimptota krive y = [ (x)
) - 2 0,62
ako postoje limesi: : ¥y = 13 e 2 %5 = 1w (xel)(x+1.62) {x-0,6 )
ke lim ZE 0 5. din [foo - kx na aledebi nadin:

¥—réw T+

- 1¥/26 - - 1X/27 -



. ) 4 .
y'r>o zAax>o0 1x €= 5 ti.-teda y raste: yp

x+1 e et T TR T T T T S,
- g7 1] 081 ? 1 i
x+l.62 = = = ""r-'“"_—u‘ws-.--» R I S ol S g vy yoee s 3(.)C<0, ¥3. tads y opada: y 4
-1, : ]
x-0.62 ___—"—;‘-—-———-l-+4-++4..\. _y"=63(+4
] t57 . A " . P
. (o) = 4> 0, 8akle y ¥ ='0 jd5%e mioimum:f . =f(o)=-1
(x+1) (x41,62)(%-~0.62) == === —alssd-m - ol ~ > 4 v 4 44 . ! J min 3
. . -1‘,62 ~1 [ |4 3): -2<’a , dakle ~x = - 4 jeste mekaimum:

Dakle: ¥ > 0 ze x » 0,62 1 .w1,62 ¢x ¢ -1 n
: Imax=f‘(1--3-)_-_§7
¥y ¢ 0 zmx<-l.62 1 -1<x<¢0,62

tj. imemo ovakvu situaciju; 5. Konvekanosat,konkavniost 1 prévojne tadke :
"~ |j - *
” y'>0 zZa x> - % ; tada je grafix konveksan;
) y' <o 28 X < - 2 ‘tada je grafik konkavan .
%. Parcost funkcije: + 3 ]
’ : + 2 .
fi-x) o {—-x)-3 ) (-x)2 -1 - —X’J ;‘r I :‘2 —_— x=-3 je prevojna tadkm
_ ' 30
2 2 2 11
i 7 -5y 2 (- & -5y 1 = - =.
o - XPe2XP-1 = =(R0-2xCa1) . . ‘ (-3 =03 r2-3) -1=-5
Dakle, funkeija nije ni parna ni meparna. thle, nad grafik lzgleda ovako:
. ’ ¥
4, Nomotonost funkeije i exstremi: . yrehaahy
70 a (X0 4 2% - 1) 2 3 XFe 4 x = x(Ixed). ' /
. Ca N e x
¥ =0 za x =0 i xy= - /-l_cz - -&/0.:2
) . ]
bodsetimo se kako se dspituje znak kvadratne funkcije: 9.112. ¥y =X - 1x+x2i' .
¥ = ax‘? + bx o+ o= o2 {x-x (x-x5) 3 T _ RESENJE:
) : . . i 2z 2 2
za &> O y 7.0 28 X 72 X5 1 X <xy78 ¥<O za x={x+x"), x+x% 30 Xy x¥0 i x¢-1
¥ = x-lxsx?] = = '
2 2 2
X € X <Xy x-[-{x+x )],'xnc <o xT+2% , -l<x<o
za &8 <O Y'<.C"Za xLin xcxl.a'y")O za x+x2-:,o za x 20 1 xs-1,
'x1<x < X a x+12=x(x91)<o 8 -l<x<a.

-pa je presms ftome znak od y' = 3 x2 + 4 x:

_ I%/28 -
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1. doman; D = (- &, + = ) ix=-1 ali-14¢ (-l0h

ponafienje na krajevima intervala: ¥' » o za x4-1 ti. tada y /|
’ tj. ©
lim y = lim (—x2)=—°°s yireExae J. e T,
¥' > 0o zae -loxco tj. teda vy~
X —k — oo X = - o0 -
; z
linm y = lim (-x") = —o0, o xreoe i1 x¢-1
. 7" o= .
X —F+ e X —rtuo ., 2 -l ¢x <0
: Keko y" menja znak u talki x = -1, to je prevojuna talka:
2. Nule funkeije i znak: £¢-1) « - 1. ‘
-l oo za Dekle, grafik ée ovake izgledati:
. -
xe+2x = x(x+2) = 0 za Il =0 i x2 = 2, ali te vredncstl ne - Fo=x- (x+x%)
pripedaju intervelu definisanosti (-1,0) 4
2 . -1
~ X L0 za x20 i x £ -1, x
x2+2x »o za X 01 x £ -2,
i x2+2x<o zR -2 <X <0
Kako je y = x2+2x definisano za x €(-1,0), posmatraj-
mo sa .8jednitki dec o - i (- .
mo 78] 8ki i (-2,0) (1,03, tj 9.113. _ ;{c:E .
{-2,0)N {-1,0) = (-1,0).
RESENJE:
Znedi, y <o za x¢gl-co, +o0) 1. Domen: 2x+1 # o, tj. x ¥ - % =2
. t:
3 Parnos D = (_m,—%-}U(—%,a-m),
2 \
- X y T 2o0i x g-1 - ponafanje na krajeviwma intervala:
2
f(-x) = 2 ' ‘ e
x°e2x -l<xco i i x+2 x 1.
L < lim 5y = lim %l - lim 5—:—1—— -
Znati, funkeija nije ni parna ni neparna. X —=Iw X —lew X e x
4. WMonotonost 1 ekstremi: Znafi, prava y = % jeste horlizontelna asimptota.
~2x x 20 1 x g =1 Tie w g =2, limy = + o0
¥y o= . 1 1
2x+2 -l ox <o L XP- 3o+
¥y =0 za x =0 f{e) = 0 pA Je prava x = - é- vertikalna asimptota.

- IX/31 -



2. Fule i znak:

¥=90 28 X = = 2

I+ 2

Inak kolidnika
2x+ 1

Jje is%i kmo 1 zmak prolzvoda
{x+2) (2x+1)a
Qdredidemo ge na ovaj nading

x#) D= e i e e P e i S . S
.t 0
e i e T . T . i S S e, SO
23+l {6
(x+2) R A e e I 2 T i i e i i
2x+1 2 i
Takle *ir Y
ZB X > -+ 1 x4 =
¥y>o0 2 . d "‘i‘_ + —
1 . <
y<o za -2<x<-§ -z _ [
}
3. PQ.moet: .
f(-x) = -x + 2 {x=2) _ o x=2

—ox+ 1 ©  —(ex-1) ~ 2z-1 !
Hije - ni parna nil neparna,
4. Monotonost 1 eketremi:.

v o2xtl - 28xe2) -3
(2_:4»1)2 (21+1)2

<0.

§' ¢o e ®x € D, Zns¥l, funkeija je cpadajuda u ce-

lom domenu i nema ekstremums, jer y’ nems nula.

- 1X/32 -

b
!
xy“i
— - s
-2 Ie]
.-
X 2
G.114. y=
x +1
RESENJE:
1. Demen: kako js x2+1 # o za svake realno x,
D=(-oo, +too)>
Iapitajme ponadanje funkecije na krajevime intervalae:
1
1+ =
liz y = lim ; = 0,
1+ —?
X-—~Ilo X+-oo x

Zna%i, y = o jeste horizontalone asimptota.

Znadi imamo na grafikw- y

—J“'}‘

2. Nuie 1 znak:

y=02ax =0

EKakp je 12+l » 0 4, ilmademo

x !
3 >0 , Z& X >0
x +1 -
¥y <o s ZBA X & Qs

-5/ -



3. Parnmost Prevojne talke su:
£{-x) = —_* - _ %— = - (X} - neparna.

n = 0,¥(0) = 0yXs -J?y :Y(\Jrj_) -.—'\{I_i' 13 - —ﬁ,
2

x+ 1 x"+1 y_(—ﬁ}-'.E.

4. Monotonost i sekstremumi;

v = x24l - 2x2 _ = x°x1 ] ;S
= =5 . .
(x2+1)2 (x +1)2 0 4 & %
vt = o e X, = 1,
J.{2 = =1,
y' < 0 28 —-x2+l<otj. za x y 1, tads y*i 9.115. y_xz‘_e_}x_;‘f
x €=~1 x5 =x=1
y' 50 28 x%+1 >0 tj. 28 -1 ¢ X < litada y £, REEERJE:
. 1L+ 1448 1., 7.
- (%) P (e ) e 2x (e D) 1. Domen: Xnx-12 4 0 28 X, # - -y
. = = 2
(x2 + 1)4 28 %, § - 3
= (x2+1) (—2x>-zx+4x"-4x) ! tie Da (=, =3 v (=3.2)U (4, +»)
(x%+1)* za Xy F &
_ 2x3-61 _ 2x(x2-}l . . ponaSenje na krajevima intervaela:
RPN TR 2. 1. 2,5
1im ¥y = lim 352—2"—2_ lim T xtaf o1l
(1) . S PP TR T = y(1) =1, K+ Te re XUxX-2 000 1l12
8 2 7 max 2 x 2
en(-1) = :;g _ ]_2_ o Cze x = - Youn y(-1) = —:;_ . Znafi ¥ = 1 jeste horizontalna asimptota
. lim ¥ = +¢ , limy a = <o - (jardezaxc—ﬁ 12—::-12 > o)
y" =0 zax =o, ,;2=J_' 13:-5 K+-3- x+.34 -
x = — 3 je vertikaine asimptota.
x = o S e v b4 lin F == ~00 , lim ¥y = ¢ ==
. [ Xowsk o e T
23 L R T e T e o .
x - 0 n X = & je& vertikalns ssimptota,
x(x2-3) S Y R S R 2 Hule ; rnor: 3. a-8 341
-3 0 n ¥ = 0 28 X -3X+2 w0 Xy, m =3 ==
Dukle.y";ozax>ﬁi-£<x<o x, = 1 T = 2
. - . 1 ' 2 *
¥y cozmocx<¥3, 4 xa¥3; x2=Bze2 - - fem s ae w
. T 4 2
x2_.x_12 L]~ = - = = - - = 4 o
% g 1 4

- IX/34 - X2-5x02 B B T Y
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y =
Zna{.‘.},y>oz.ax>¢,lcz<2,x<-—3 $.116 y=z+l .

! 2
Y < 06 28 2<%, -3 < x< 1, *
RESEFJE: 1. Domen: x + 0 , D = (~ox,0) U (0, +2a).
3. Parmost:
2 lim y = + «o
f{-x} = X +3I+2;rsi;la nl parna ni neparma, N -7
x“4x-12 2o )
4 2 2 lim y =+ , X = 0 je zaa¥l vertikalna asimptota.
s o fex-3)(x"—x-12) - (2x-1)(x"-~3x+2)
¥y = d = X% 0-
(x2-x-12)° Y #
' lim y = + = L)
_ 2xP-28x+38 _ 2(x*-147+419) 1 on r
(x°-x-12)2  (x%ex-12)? ' *
. - . - N g X
y’-omxl/zn‘li 49—19-71{3—037¢5.5 2. Nule 1 znak ; e
3 2 -
1 x+1 -x+1
X o= L5y y=x;=( )(; x+1) P
%, == 12,5. X x'1+,141L 1+ 31
PP Rt L S
y'ro 2mx¢1l,5 1 x > 12,5 ’ 2. 2
. i
F¢ 0 za 1,5 <x <12,5 Kako je x2> 0, 12—x+1 >0 za ¥x (jer ima komplek-
Zna¥i ¥y x = 1,5y, =¥ (1,3) = ene korene), znak funkcije odredjuje faktor x+1, tj.:
= 1 = =
x 2,5 T y(12,3%) y>o 2& X+l > 0, tj. za x » -1 ,
y<o za x+L < o 5 ti. za x ¢ -1,
y
3. Parnost:
flax) = -x = }-5 ; nije ni parna ni neparna.
x
LA 2 2 x 2¥2) e Y
, ) y' = 1 - -—5 = 3 = 3 ;
I X x
_,_/ Y=i ’ LI ;‘/_
T 5 =_ y' =0 2a x = 2.
-
Ispitajme znak od y'. Kako ja PLEPSR ! G IP 4 >0 z2a
¥x,
zmal odredjuju Sinioci x - ¥ 2 1 x°:
: )
Za x<idz ¥\ , & za x>y2 '
3 3 3,
Xe-3 x=y . Dakla, za X = \/E Ypin = f(\/—z) = W

W36 - - 12/37 -



EH

x-,J—E_ = e e e 4 w4 2.Nuleimék:
3 "R
x e S N S Ekeponencijalna funkeija nema nule 1 pozitivwne je,
(£- 5@)V(JC2+ 32x+€):'\\_) S e 2 e T+ H.ey >0 ¥xeDs L A
3 o 3. Parnost: e * = £{-x}; nije ni perna ni nepama .
Dakle, y' ; o za x)ifZ_ix i s i
1 , < a, t£j. tada y 3 4. y* ="_.l§e,‘° za ¥x, tj. y$'
¥'< o za ¢« xé?/z}tj,tadg ¥4 . x
5 y' nema nule ps y nema ekstireme .
=250 e v > A D S 1, eF 2541 -
<4 yr =3 e +—48"=—39"-.(2+;)=—-§T-)
. x x x - x
6. Asimptote kose: 1
fix) LY : ¥y" =0 z&a X = - = ¥ .
=lim-—x——=]_1m 3 =1, x y=¢¥
X =00 xaoe € .Dakle, prevojne tadka je
. 1 _ ¥4
b = lim -ffp x]:lim[x+—§_x}=1iml§=o' x:-%,f(_l)=e2
X > o@ g * x+oax 2 2L 10
Znafi, imay kosu asimptotu y = x . *
y=x + £§
X ex+1
. 9.118. ¥y = Xz
RESENJE: 1. Domen: x £ -2, D = (~ 20 ,-2) U{-2,+50),
Ponadanje na krajevimae intervala:
A .Ex+l . .
lim —= =0 ¥y = 0 je horizontalna acimptota
X+2 1 ]
{x-om8).
X 3->®
i ez+l
L lim ';5 =t oom,
9.117. y = B:T X v+
i+l
RESENJE: 1. Domen x tos Dal-e ,o¥u (0,+ = ). lim e?E = -, x==2 je vertikalma asimptots .
a . . : 2=
llmy =48 =1; zuedi,y = 1 je horizontalns asmiptota . *rot +1
X% 3For ’ lim %
STt
-3
limy = @ =0, e
x —+ 0- X =0 Jje vertikaloa asimptota (y-osa).
lia y = et a + 50
0+

T - 11/ 3



1
2. Nule 1 znak: {x+1) (x-4) +o°

. . 2 .0
Nule nema: e]-:ﬂ') o za V¥x, pa mak od y cdredjuls x+2 lim e =8 - roder je xT-3x=4 50

-{-
x= N @8 x <-1, X >4
ey 0w X, 1 12—31_4— e~ =0 x°-3x-4 <0, za
y<o z2 x< -2, im 8 ) = = , .
x+~4+ 1 1l<x <4

3. Parmnoat: -
=x+1 x -3x—4 -

fl-x) = 'e_——x+2 { nije ni parna ni neparna . lim ® =e =0 ,x==Lix=48uverti-
X - H - : kalne asimptote.
4, Ekstremi: | . . S
2
- -
v = ex+1(x+2) -~ Bx*l o gX*l x+l lim & * oo PR G
= = a1
(x-r-2)2 '(x+2)2 x4t
2. Nule i znak:
¥y’ =0 za x = -1

>ozax)-—1,yf;znaéizax=-l

Nule neme i y >

3. Parmnoat:

o za ¥Yx €D.

< - = - = .
¥' ¢ o zax 1¥y Youn £(-1) =1 "
R ¥ 2 - nije ni parna ni neperna -
E X+ £l-x) =e X =,
4
Y Xtz
4. Ekatremi: 1
' —2x+3 ::2-31-4
£ Yy = —z . 2z e -
SER o (x“-3x-4)
— 1o = 3
r -2
y' =oza x >
¥y' ¢o0 Za X » 3 ¥y ¥ = f,3
1 2 7 min (E)
9.119. x2-Fx—t ¥y ¢co za x« % Y~
Y= &

RESENJE: 1. Domen:
2 3+ Jo+16 3+
x -3x-4 £ 0 za X, . - . -
1/2 ¢ 3 ¥# 3
D= (-e,-1)u{-1,4) U (4,+ = ),

1
lim & (x+1)(z-4) = e = 1, ¥y =1 je horizontalna
L agimotote

5 za x. 1, x

1 4 4.

2
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by
L]
L
y=€
Yel
D 3 X
2
X=-4 x=4
9.1z0. ¥y = x'lnzx

EESENJE: 1. Doman: (g, +oo).

Ponasanje na krajevima intervala:

1im x in® X = oa,
X+ tea

lim x 1n2 x =+ 0, jer x brie teZi ¢ od in x,
X +04

2. Nule 1 znak:

y =0 z& 1n2x =0, t3. 28 x = 1-

Zvog x e (0,+ x-i i lnax >0 28 ¥x y >0

za ¥xgh

»

3. Parnoet:
2. 2
fl-x) = x“1n“(-x) ; Bl paraq ni nepama,

4. Ekstremi:

v 2
¥ =]_nx+x.21nx-—;—=lnx(lnx+2).

7' =aza nx=-2, t). 23 x = e‘%
Ispltajmo znak od y':
In x G SITT s e s
o 1
In x+2 : L
0 e
n x(1n x+2) — e o Bl
0 Q'z{
- IX/42 -

Znati:
y'>0 z2 x> 11 e

y'co 28 o % x <1

cx <o ? Y,

T
-2 -2
Dakle, za . x = & Yoax = f(e-z) =4 e °,
5. Prevojne tadke:
1 12
" _ L r_Z2
" =2 1In x il 2 - x(].n x_;l),
y'"=o 28 Inx=-1=)x=¢e" je y yox bn®x
prevojue tedka ,
= o g-2 1 X
2x-1
g.121. y=1n 555
RESENJI E: |
2x=-1.. . . _ e - . .-
1. Doman:.(3x 2)70 2x-1 Ty _
‘ ez = = = - oo e
2 1 3
={=-% - = = - O R i -
D={ N 3}U (2,1-?_0 ) 2x-1 -+ > : . + +
Ix+2 3 z

PonaBacje na krajevima intervala

lim y = 1n —23:, ¥y = 1ln % je horizontalra asimptots |

A5 im

1lim Y= +=2 X = -

A3 - i_l
T2

2. Nule i znak:

2x-1 .
xe2 - 1l = 2x-1

¥y 0 za 2x-1 » 3x+2 ti-
Y <0

% gu vertikelne ssiaptote,

=3 +2 = z8[x = -}

28 X ¢ -3,

Xy -3,

- IX/43 -




3. Parnoat:

~2x-1

£{(-x) = 1n o uije ni parna ni neparna,

4. Ekatremi:

v = 2(3x+2)~ 3(2x-1) _ 7 .
{3Ix+2) - {2x-1)(3x+2)
1 !
y’>omx)§ix(_.§ y;‘
’ 2 1
Y <0 =Za - 3 <x (E ¥
¥
. 2x-1
¥ ln—--——3x+2
—_ X
y.-,(.a%
:z-} !ﬂli

Mecrtati grefike sladedih fuﬁkoija:

8.422. v =2’ - x
9.223. y = x(zf-1)
: - %=1
9.024. Y = e
9.125, ¥ = ";1 .
%41
9.126. v = 5—"52. .
9-x
z°-2x+1
9.127- y = 2 »
%41
1
9.128- ¥y = X - ; L
6
9.129. ¥y = X2 = ;:T »
.1
9.130. y=e X
- 1X/44 ~

9.131.

9.132.
9.133.
9.134.
9.135.

9.136.
9.137.

9.138.

¥

x

e.

Wi

(1-x%) e

ER

x

n

1o

x + ln

e

i

A=

1

XL

=X

X

+5

x-2

x

+1

i-1n x

1+1ln x

I

-1

IOPITALOVO PRAVIIO:

1. Neodredjeni izrezi oblika 2= 1 =&
) " . "
. f(x o o 7
s =2 =
Akeo je izraz F(x) kad x> a obliks o :tli.vmJ
tada je:
£{x) _ £(x)
He Gy e
had*? x> a
2. Neodredjenl izrazi oblika 0.os' i o "
Ako je lim £ (x) = o 1 1im £, {x) = oo , aondr ae
xea 1 i=-d 2

preizvod fl(x) fx(x), tj. izraz O o pi%e u obliku

o f2(x) <o
( z Y il T { — }+ pa se limes traZi keo
(fllx) u 1.
U sludaju ,o ~¢" transformifemo na oblik:

fl(x)—fz(x) =

Iy

)
£ 0 B fl(x)
I .

x f2 x)
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Naéi slededs limese:

x x
. -1- -1
x lim (L - 2 )=1im—eix = o —Y——— =
9.139- n 7 x40 T ¥ x+o x(e"~1) x=0 e -lixe
X290 X +4X"+5 o -
. ! _ —_— = = .
RESENJE: Ovde je naodredjen izraz oblike -Z-, Primenide— : = lm-— x 2
e x+0 & +e +Xe
mo Lopitalovo pravilo: l
x x ’ x X Tex
1im —5—12— = lim :— = 1im 2 = lim 5 = 9:143. 1'&“? x '
F4x™+5 x +8x > e o
X0 X T4 ] x¥e 9 X 20x 7w 6o x RESENTE: logaritmovanjem izraza dobijamo oblik .
X x : . . .
= lim 2 = 1lim :—2-— = ., To je opkti nagin redavanja naodl:ed:jenog
X2 120 X x¥ca @ ' izrazea "1%" '
Bx—Xa .—.—x
9.1l40. lim , {&>0), lay =5
- x> a -8 1
i x 1
RESENJE; Ovo je neodredjen izraz oblike ——., Primenimo 1im 1a y = 1lim Inx _ 4 z lim (- =) = -
© P X 1—lx x-vd -1 K=+ x
Lopitalovo pravilo: . - 1
. a x a-1 =1 1-x -1 1
~ - - - =@ ==
1im 275 - 15g 2A 208X 7 mp o _ast ol 8y 4 0, Dakle, y e, kod x ~ 1, tj. 1im x e
X=-a & 1 X
xra ¥¥a.
8 1
za (In a-1) . x-3in x ( )
g9.144. . lm Z==5—, g
xv0 x
.141. lim x In x. 3
9.1+ x°-1+1n x . E)'
x—+0 9.145. 1im _—
x{ e —-a
RESENJE: Ovo je neodredjen izraz oblika ko-(_,o)': Zato ‘
n 0).
demo, koristedi jednakost: 9.146.. lim EI- ,n€ N, ( )
xrm g
x = N /2 .
dobitil neodredjen izraz x,
izvraitt transformacijus . max 9147 lin  xe ! ¢
I x oblika = ( ZX), e X
lim x In x = lim T ) " I
x+Q o =
. A 9.148. 11m (x°1n x) . { 0).
x+Q
x .
pa je dalje lim x In x = 1lim = Wm {(-x}) =0. x G}
x>0 X0 1'2' x=0 3.149. ],;:I_.’ug (sta x)™, ( '
X
.2 coB X
9.142. Mm (£ - L. 9.150. lin (tg x) : (1)
xr0 X g%y x=+ I
1 1 _1
RESENJE: Cvo je negdredjen izraz oblika , oo - oo 9.151. Un ( 755 - 3 ¢ .-z
T x4 ’
Dovedéemo izraz ns zajednidki imenilac i dobiti oblik g— -
L)

- IX/46 -
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5.152. 1im ( B o A =

. Xy 12 1.x% 2

. - - : 1
9.153 %i;n; x etg Mx ( :Er- ) 9,122, ’ 9.123 .-
9.154. lim (sin x)7& X ’

w[s
\
;

9 124, 3126
y .
. x-f
¥= x+2
x4t
y=q
LT
%2-2 A
x= ¥ =
9126 T + =3 9.127.
F-Xx
3’941

o

-

w
>

- 1X/49 _
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3929,

9 128
Y
{
3:. | it ‘ﬁ'*
x
73 / 7
9,130. ]"
-1
=<
4]
9.132.

9434,

' \_/ v

Ya(1-¥)e "

3

A
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a

%

1
y=xe®

9 134,
s
yag v
’/ Y
. ——
Yai
g.136.
b
Tk
2
xet| |x=2
9.138. Y

- X - N )
x=-1
x

9.135. Y
0
..2\ X
x=-5 | yeln fx:}s

Mzt (121 x4

I° Trox
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Vliadimir SAVIE

X- NEODREDJENI INTEGRALI
1. Ako je f(x) neprekidna funkeija i F’(x) = £{(x), onda je

If(x) dx = F(x) + ¢,

gde je C-proizvoljma konstante.

2. TNeodredjeni integral ima sledede osobine:
safet) ax]'= 2= ) Jav(x) = px) + o5
e) J'Af(x) dx = A jf(x) dx (A = const};

Q) [[0x) + g(x)] ax = 1) ax » J'gkx) ax.

3. Tablica csnovnih integrale
) o x°“1
I. -J’d.x + . - -
=x+C 1T J,x dx = S +(C) (o - 1)
ax ' x a*

III. J! =1n!x]+c Iv. Iadx:lna+c (a>0)
Y. Jaxu=e‘+c VI.JEi.nxdx:-cosx+c

- /1 -



Vi, J’cosxd.xzsinx+c VIII.

Ix.de2=—ctgx+c x_jdx_=
8in"x \/1-_-;2

’ 4x
B [E-
1 +x re ctg x+C

ax

cea X

= tg x + C

arc ainx+C

-ara coax+C

arc tg i+C

dx 1 1+x -
XIIT. 2 =3 1n Tox + C
1- =
‘4. - Oanovne metode integractje ou:
a. Metoda dekompozicije. Ako je
flx} = £, (x) + f2(x), onda je
Jf(x) ax = jf (x) ax + jf (x) ax.
b. Metods smene promenljivih. Ako se stavi x = ¥(t), gde

su ¥(t) 1 ‘¢'(t) neprekidne funkcije, dobija se

Jf(x) ax = fr Ce(t)] ¢() at.

Metodas parcijalne integracije. Ako su y i v diferemcija-
bilne funkeije od x, onda ja

Juiv = uv - Jvd.u

Fapomena: Resenja zadetake stavljena pu u srednje za-
grade uz sam zadataf;.
Jednoatavnosti radi, u refenjima je izostav-.

ljanAaaditivna konstanta.

Koristecdi cenovna svojstva necdredjenih integrala 1

_x/;_:_

Jﬁ;: 1o [x+ { x“x2 ] e

tablicu osnovnin integrals, izradunati sledaede integra-

le:
x 4 1
Primer 1. J = j(3x3 -3 gin x -8 * 7=+ —-rr-—vg)ﬂ.x
sin“x 1-x
j_J’(8x3-3-ainx—ax+ s A ) ax =
' ein’x Q‘l.--:cZ
ax
=8jx dx-3 Jsmxdx a®ax+d + 5 =
ain x ) ﬁx
2 a* _ X C =
=8 . T - i(=cos x) ~ in e 4 ¢tg x + mrcsin X+
a a%
= - - ¢ain + C.
=2 x + 3 coB X na 4 ¢tg x + arcs x
. 1+ J?coazx ax
Primer 2. J= T cos ax

0032x+si.n2x + c0921 - aln™x

x 0052 X
= dx =
2 cns ’

= j(—2__+ e = jdxz .
2¢098 % cos X

%‘ tg x + x¢ + C.
J’axe#dx
7 - J’exlna. eXax = Jex(ln a+l) ax =

- X/ -

2
1 + Vx cos” x _
j=J 3 ax =

o

-
‘\__'\
:q
&

Wi

n
I

Primer 3. J



1
lo.3. 5! [———arctgx:l-
TS ;-+1 jex(lﬂ a+1)d Ex(ln 9*1)] = 4 2 X

x{ln a+l) X X 3 |: 3 x4 1 3]

e a” e (1-x) )
= —_—— 4 = — 4 . lc.4- —_— dax ./

n a+ 1 ae ’

2
. . 8
Primer 4. J = J%L% ax 1o.5. J x e a, (e, 7],
x +x

2 o2 7 2
J= Jx +2 + x5 - -dx {g%__*zl)—‘x dx = l0.6. J (3-x2)3 ax [271_9x3+ -95—5:5- % x‘?]_
x* x“(x + 1)
2 ' lo.7. J’ 12(5—")4“\ [625 3 =125 x +30 xs-— .15'2 x6+
2 1 . _ 2 _
J( - = -3 arc tg x + €. +%x7]‘

[ . L 7
[42 lo.8. Jl)dx [—(1):].
Primer 5. I =J,—j‘4$1+_:‘_ dx = ¢ (1+x p 7 {i+x
, . X -1 J"x+2x+1 [X"']-'H-le-

X E e g \:mx-ii].

1 d (12! -
J x2+1

"2 (<211

(St i
J.n}x+ JE/ +

lo.lo.

2
x
- —_— - t, .
10.11. j + X 2E , [2 2 arc tg x]

LM 1 o

—_—
]
[
+

"
-
1

]

—_—
+
Q

lo.,12.

x-1 -\
) ljx121n|x+11”-

2z
I:erc 3in X+ laf{x+ xz-rl)J .

lo.13.

.fx3 ) x x 3x 43{
: 1o.14. J(} -47) ax, rribcr il
4 5
l:— 7? +18 ¥x+51n l_‘x_l:,. 1 el . .
. 1l0.15 27 -5 - 2——(1) + L (l) .
T Lo* ’ 5 5 5 1n 22

- /5 =

— X/ -



10.17. J\,l—sm 2x dx ,

ax .
1lc.18. -J’ 3 3 dx , Etg X - ctg x:]-
ain“xc08 " x

10.19. J {2x - 3ein x+ cos z)ax, [x2+3 s08 x + s8in x].

10.20. J’tgzx dx [- x + tg x']-
1lo.21. AkXo je Jf(x) dx = F{x) + ¢, dokazati da je:

Jf(axﬂ:)cb: =§ P{ax+b) + C, {e £ 0).

IZRACUNATI SLEDEGE INTEGRALE

dx
Primer 1. J-= J—
.| Tx+2

dax 101 5 2 .
T2 ) T s gL mar w0 g JTeE e 0
z
Primer 2. ] = ~—%—
2 x -3
X
dax 1 dx 11
j:J’ =—J' =e-1 .1 1
N 3| 7 22 3Tz
2 x 3 (Ex.)—]_ \{: x
s0=. % J_n/“'rz’"’r:T + C.
xf2-/3

- X/6 -

{(cos‘nsm x)egn{cos x-ein x)].

Primer 3.

1= (et [ by e
= > 3 )
4 ~9x 1-(35) 2
1 3
=§arcsin2 + Ca
dx
Primer 4. J= | 17508 4z
ax 11 -1 .
J= | —FH— =5-5tg2x+c-_4t82x+‘3,
2 cos 2% -

Primer 5.

J= -J (3x+7)6 dx

1
7

d
|1}

6, _ 1.
J(3x+7) ax = 3

1 7
1 (3 + 7} + C.

10.22¢ J(5—2x)gdx »

10.23. 542::—3 ax ,
lo.24 J—d—x— ’
e J2-5 x

X
16.25. jm ax ,

dx
J x2+9

lo.26.

- X/7 -

(3x+7)7 + C =

[- Sz ]
[:% (2x-37% ].
2]
[tz -3 75 ] .

ol

are tg -;-:\ .

[La-lll"



La.27.

lo.28.

10.29.

1o.30.

10.31.

lo.32.

lo.33.

lo.34.

10.35.

16.36.

10.37.

lo.38.

& [ 4 h!ﬁ-xﬁ
J2-312-, 2J6 2+x 3

|:lnjx + m}] .
[ln Ix + J;E_:_%I:]'

Ie=

7

‘[Tgs;—:i;?, I:l—\{_jaro sin (XE)]-
5 ' 5
[osmtens ?
oin{2x+3) ax , - 5 cos (2x+3?]
Jcoa(l-}x) az , gin (1-31)]

Jﬁgi‘i—-» 3t (3z+a):|
cos” (3x+2)

l_ll_—l — 1
[P

ax 1
——————— ) = -otg {2x. +-—):
J sin2(2x + %) 2
ax
l+cos x ]

MIN

(s, LewE].
[rms [ -3 ]

Traneforml¥uéi prethodno podintegrelnu funkeiju,
izrafunati sledsde integrale:

- x/8 -

i

Primer 1 T = 2;—'3’— ax
X -3x + 7T
7 - 2x 2% -3 J’ §x =3x+7)
% —3x + 7 x —3x+7

= 1n Ix2 -3x + 7] + C.

Primer 2. J = JI X +x+1

X+Z

JI4+13+1+1dx _ J[!x4+1)+x(x2+l) ax

x5+x x(z4+1)

2
J(l+x4+1)u_m[x;+j%ﬂ:¢x=
* x +1 x +1

1
1+ = 1
2 - =
=1nIxI*J/ T dx:lnlxn‘+jd(x.____.") -
r+ =3 (x2-2+ = a2
x 2
x
a(x - =) 1 d(x- L)
=1n [x! + " = Inix{+ 5 L
(x - =)"+2 x .
p el i
-1
1 1 - X
=1n Ix] + 3 -zi arc tg JE + C =
J2
In fx| + ﬁarntglz——}—inc
x Jz .
2

x aarcsin X
= e ax, -

J = I_l—x‘*

areain x2

Primer 3.

. 2 '
J= j ax =% jearcam x d{mrcsin x2) =
J 1-xt

- X/9 -



10.39- Jx(xz—u)”dx ,

e

x dx

lo.40.

2

32 x

10.41. &22
(1+x°)

10-42. 'J(3x2—2x+1)(x3—12+x—9)h,

10.43. J’
16.44. J’

7

(x+3) dx
x2+5x -5

r

x dx

arceln x2'+ C.

%g(xz—13)24:] .

M1 2
g !3-2xl],

| 2(1+x2) .

[% 1n fx2+5x - 5[:’

[% arctg -x—;: :| -

—x/lo -

[%(13-121-1.1—9 )2] .

10.50.

10.5%. J’L )
Jl#ezx

x
10.52. S dx
- _

10.53. Js‘in %;—‘: ,

2
10.54. J'E-;-!dx ,

dx
le-55. Jm ’

10.56. J’sinsx coB x dx

10.57. Juinjx cos3x ax ,

lo.58. th x dx ,
10.59. Jot.g x dx ,

lo.60. Juossi E_Ii!l4x ax ,

3

208X
lo.61. J’m ax ,

lo.62. m‘:# ax
gin” x+ j3

- X711 -




Primer 2. J= Icoaa2 2x ax

1 tg x
lo.63. » ) [ - arctg -—5=——‘ ;
jsm x+5 coa2x 35 Js |

J = Jcoag P2x dx = J(—;— £as 4x) dx =
2
X -
lo-64. Jsinx D—n |ts§/:|- =-}2£1-%_Ein4-x+C-
1lo.65 |:1n [t; (E+-JT—’-)/—!-' Primer 3 7 = lein x cos 2x ax
0-02- cos x €273 i ‘ ' )
- gin x cos x - I:—- arct (cos2x)‘|- J= sin x cos 2x dx = | (% sin 3x - & sin x) dx =
lo.66. 3 i ax , 8 _ ' - 2 2
gin  x+cos x 1 1 X
: =§Jain3xdx--2-J’smxdx=—-6—c093x+
_dtg x 2 / .
los67. J o’ ; dx, 3 tg x  tg x + % cogx +C.
dx 4 3 Primer 4. Jj = J d’z
1c.68, — o E 3 (ctg c)Y :I cos X
sin"x Jctg X
' - ax 1 ax 2 2
‘ J= = J . =J(tg x+1)°a{tg x) =
1l0.69. = » [ln farc sin x} J ' coasx cosn4 x 0052 X
\ 1-—xgarcsin X 4 2
=.J,(tgx+2tg x + 1) 4 {tg x} =
lo-To. J’arc tg VX v ilf 7 [{arctg ﬁ)z:l . = %tgs x + % th x+ tg x + C.
. JT X
(x> 3.2, 1.3
10.71. J—sd.x, [9:;-2 +3x°-27 1a .'x43|]-
FPomodu dekompozicije podintegralne funkoije izradu-— x-
nati aledede integrale:
& x1] ]
lo.72. JE_)_-“I TR |: w55
Primer 1. J = J—H dx ,
X fx+3i
lo.73. ax Ta :i
g (2 L [y Ji’“m"”j ? [ (x+2)°
T ] x-3 - X - 3 a
' 2
X 1 1 1
10.74. —_— dx - + .
2 81 »
= J(x3+3x 9% 42T 4 7o) dx = JA(l-x)loo (:99(1—::)99 49(1..1)98 97(.1..:)97]
2 .
1 X +1
143,802 l0.75. | —%5— dx E—Ln—]-
=g XX+ Sx + 27 x+ 8l In [x-3]+ Ca x4+3x2+2 ) 2 SN

- X/12 - - X/13 -



3 .
j:J’xzmxdx=§—1nx—%J’x2dx=§—lnx—;—+c,

10.76. J dx ) Elx—ln (1+ex) :] .

T+e™
X2 _ Primer 2. J= J’arctg x dx
lo.77 _Ei;T)— y |'_x + 2 arctg oT :l ' ax
1+e u = eretg x, qu = —, dv = x, v = X,
1l+x
lo.78. | eia®x ax A N x ax
. . ) 5 z X . JzJ’arctgxdx=xarctgj(—j = x arc tg x =~
. 5 1+x
10.79. ll,cns x dx , g + %‘- eln 2 x:l . - % JM = x arctg x -%m(xz*‘l) + C.
x"+1
lo.8o. 'J'a.tndx ax [gx -=8in 2 x + :;—2 ain 4x:| 5
Primer 3. J = ﬂj, x" + 2 dx
16.81. jeos%x dx —3—x + % gin 2x + -]3“—5 8in 4x:|- \{—2 Ix éx
. = = dv = dx, = X
wr X G s e e v o
1 1 ‘ 2
la.82. jcoaxain:&xd;, [—Ecoazx-gcoau]- j:j"_3x2+2,dx=x 3x2+2_ 3 x dx
J3x§+2
lo.53. Jcos 3x cos 4¢ dx, [—% gin x + .1‘—4 sin 7 x:l- =x f3x2+2 j(:”-"}‘ *2; -2 = x /3x2+2 - ff3x2+2 +
x +
’ 1 dx
1 1 + == , 3x2+2 + -
lo.84. Jsin3xsin5:dx, Lsinzx-lﬁsina;] j3x2 2 . J?J' (i%x)2+1

lo.85. jsin x 8in 2 x sinlx dx, [ 008 2X- %Eco:a 4x+ ;—4coa Gx].

f 3 % .2

% 3x2+2+—_—J2_1_'5h1#J§_+ 5 x +1!+
ax JQ_

10-'86 j j_n2x cos x" [ Bin X tg( 'L)}] =§ r3x2+2 A ]T?’-lnlx J3_+ ’3 xz + 2 /+ C.

dx 2
10.87. J/ oebs l}g x4 o 1] Primer 4. 7 I—Jx cos x Ax
u=x2, dy = 2x dx, dv = cog X dx, v = + 8in x
Primeno tod i e i i .
mn metode parcijalne integreoije izraZunati 7= xzai_n x - ZJI sin x dx
sledede integrale: .
u=x, 41 =dx, dv = 8ln x dx, v = - €08 X
Primer 1. 7=Jx21nxdx j_—.xeainx+2xeoax-zjcosxdx=
3
u=1nx’du=%'dv’xzd-xv"=;_ =x®ein x+2xo008x -2 sinx+ C.

- X/14 - - /15 -



Primer 5. J= J‘ax cos x dx

: : R x x
u = €08 X, du = - gin x dx, dv = @ d4x, Vv = 6.

[}
It

X x
-] COSXTJE 3in x dx

. X
u-=3ain X, du = ¢cos x, dv = e d4x, v = e

()
"

x X ., X
e cos x + @ ain x - 8 coa x dx
x .

-Z——(ooax+ainx)+c.

i}

].n'xdx; Ex'(lnx—l)]

r ' SRV B
10.59. Jxlnxdx? 5 1_4_

lo.%0. x 1In? x , [%xe(mzx - 1n x + l):l .
n+l

n x
16.91. jx in x ax,{a A-1) , |:n+1 - MJ_]
10.92 3w x)%ax < 0% _ 1o, L |-
0.92. X Xz 7 T x - 5 X + -8-)

2 1 1
10.93. Ex 1in 3 [— 32:2 3 ln.l'l-x [+ —ln ll ]

2 2

10.94. sz’ ) |:- x_;;;i_ P :| .

10.95. 5 o ax R [ 2 ( Jx-1) aft :| .
Eeax 2x -1 ] .
3

[sinx—,xcosx],

lo.95. Jx ezxd.x k)

1c.97. gx ain x dx ,

4

2., 2x2-1 X
1c6.98. xsm?xdx, - cos2x+55i_n2x:|.

- X/16 -

10.9G. Ie_xcos x ax,

lo.1lo0. Ieusin bx ax,

lo.lol, x cos x dx,

oy

1o.1l02.

lo.1lo3. J s:Ln x dx

10.104. J' (arcsinzx)dx \

lo.1l05. J xzarocos x dx ,

arctg x

X 9
lo.lob6. —_— dx
J(lﬂczﬁi ’

lo.lo7. J a +x26.1:

—ax
(12 ra‘?)n

lo. 108 «n=

Ijsin X-¢08 X me:l .

2

a ®in bx-b con bxeﬂ,
2 '\2

a + o

[(x4-12x2+24} sin x +

+ (4x3-24 X) cos X :l .

L—z tg x + 1n|cos xl]-

& 2 2
[—(a 8in“x-2a sin x cos J:+2):‘ .

a(aa+4)

I:x(arcsin x)2+2 Jl—xgarcsi_n x-2x]-

2 3
2+x 2 x .
|: -5 L-x"+ 3 arecos x:,

[ (x-1) ea.rctg x

\]1+ x2
[ (2x%+a ) alex®o -——ln’x+Jx +a J

{(Len éN)7

r

h= =
I: ! (2n—2)a2(x2+a

5
lo.109. j' oy,

2
lo.1lo. X—SXEJ
{(1+x")

lo.lllfj xziazd.x )

n - 3 dx
2.o-1 2 2ya-1 |
{2n-2)a (x +a
2
7.1 27,
':-4— 1-x +4arcm_nx]
X, 1
[-—2+E&rctg x:,.
2(1+x")
2 A
X 2 2 =a 2 2
Ij—z-lx:a:?ln!x-f\ﬂx:a /J-

|

~ X/17 -



Primer 1-

Dovod jenjem kvadratnog trinoma na kancnilni oblik
1zrafunati sledede integrale:

dx
J= |
J 3T +2x 41

_ dx ‘J_j dx 1 dax
3x"+2% 4 1 3 x2+ %x+ %‘ 3 (x“+ §x+ g)+
_1 dx 1.1, dx _
3 1,2 2 "3 2 12 :
(e 37+ § g 3V
1 iz
1 - = 3
.._,2— + 1 -arctg x_‘*J_*c -
2 % 2 :
A 3

) ;iﬁ—(x-z)z J -2,

1 —2
-—-—-—tamcein + € = arcsin == 4 C.

s L 7 V5

J5
dx 1 X .
10.112.J2 ) [31 /x+3/]
X +3x

ar 2x+1

cig
[ 553 e 22

- X/18 -

-lo.ll4.

lo.115,

10,116,

10.217.

leo.118.

lo.119.

10.120.

lo.121.

lo.122.

lo.123.

10.124,

10.125.

dx ,
312—21—1
dx -)
J3+ ¥= x°
dx
——— R
Jr \}2x2+3x-
J dx .
\ﬂ 4x—x2
J‘ dx y
J2x2—6x+5

ax )
J. J 4x244x-3
dx
}
j id+2x—-x
J‘ Sdx
]
J —2x"45x-2

j.’hr + x 4dx
VJ’J2+x+xzdx ,

S. ,x2-2x—l dx,
j|‘2+x—x dx,

B 1o Ig;ilﬂ ,

B ]

[—%ln lx + i—+‘}x2+ % x[—_|,.
[arcsin )-c-;—g ] .

[—j? 1n [2x-3+ J4x2-12x+1oﬂ .
I:]2; 1ln /x+ % +\/X2+x - %/il .

2+ \./4+2>t—:\:2j ] .

4

[— J2 arctg ‘ -T—“—)—gxitzx_z :I ’

|:—2 arctg

24X . i1,
':-—;— Jéxex™-2 1n [ %424 dxax f:\

2x-1 [, . .2 1 1 27 .
I:T Z+X+X + > ln/ X+ T C4X+X /:l
bt \/x —2x=-1+ 11:|/x—l+\‘pl x —2%— 1[‘
2x-1 | ] 2x—1:|
e 2+x-X + 3 arcain 3

- Z/19 -



INTEGRACIJA BACTONATINIH FUNEGIJA

Punkeija f(x} naziva se racionslno razlomljena, ako

im&a obliks
P(x)
£(x) = alay ?

gde su P(x) i Q{x) polinomi sa realnim koeficijentima,

gae je:

1.

P{x)
Ragl j i
aglomak a(;jlzove ae prav ako je atepgn broioca

manji ¢d atepena jmenicca.
dvaka prava racionalno razleomljsna funkeija moZe da
3¢ predstavi u obliku zbira konaZnog broja prostih
raz]omaka slededih tipova:

A A
=’ — {l<neN)
(x-a)
¥ x4+ M x + N (L<nenN)
2 2 n
x“3pxq (x“+px+a)
2

f— - g¢ @, to jest koreni imenioca su imaginarni.

Prema prethodnom, z4 integraciju pravih razloemljeno

racionalnih funkeija dovoljino je znati:

integrirati proste razlomke,

razloZitl pravu racionalno razlemljenu funkeiju na
preste raslomke, -

Pomenuto razlaganje obidno we vrdi metodom necdredje-
nih koeficijenata.

Integracije proatih razlomaka vr3i se na sledeéi

naé&in:
2 ax . a JML A lnix-a/+ C.
x~-a x-a
A a{x-a} A
dx = A = .
J-(x_a)n {x-a)" {1-n)(x-a)B1

- X/20 —

gZde je Ll <mé€N.
2
3. Kori&denjsm smene x + g =%t Jgq - EL, mo¥e 9¢ pisa-
ti sledede:
2 2 2 2 2
x+px+q=x+px+g-+q-f—=(x+§)+q—f—=

2 2
= ($%41)Mq - i’—), i &x = |g - ¥ dt, odakle je

4
J. % x + N ax
X +PX +q

2 2

t54+1 t74+1 tTal

= % in (t2+1) + B arctg + C,
gde ae Jo samo treba vratiti na staru promenljivue x. 4 i B

su neki brojevi.

5 .
4. Eorid#éenjem smene X + % =t ,q - %—, i formule:

2
Jit+3dt=gjd(;+1g+sjdz

(1) dx = X .
(x2+a2 B (2n-2)32(x2+a2)npl

l<néeN, koja predatavlija redenje zadatka lo8. moZe se izra-

Zunati integralom

MX+N dx>

(xz+px+q)n
Jer jes

sz + N — ax < At2+ Bn at = A tadt — s
{x“+Px+q) : (t%+1) (1)
gde su A i B neoki brojevi.

Prvi integral se izralunava ovako:

tdt L
(t2+1)n 2

a drugi pomodu formule (1).

d(t2+1) - 1 +
(+%0)%  201-m(s%)*

C,

- /21 -

2n - 3 dx
(211-2)&.2 (x2+ezt2)ﬂ'"l

at
B —
J[(t2+1)“

2



Frimer 1. 7 =J' X +2x +§x +5x+ ax pri demu se, recimo metodom neodredjenih koeficijenata, do—

x +1 bija
. a=2s--LX o2 po2 221, zate je:
Podintegralne funkcije se mogu predataviti u obliku T2t T T T 2! - !
bira: .
zbixr \ j“LJ,dx‘&J’de*‘é'Jd _ 2x dx .
Txsz o X ZZXeL 4y , 2% 2 1 22h 2 3 (x%41)2
X7+l
Tx+24 A + Hx e N + _—Sx 3 :-JE'ln .'x+11-'1; in (x2+l) + %arcts x + +
x+l x2—x+_1 7 (x°4+1) X" +1
gde je A = 2, M =1, N = -1, Zato je: a
J-—ZX—E + 0 = [prmenjujgéi formulu (1), stavljajuéi
2 : x-1 {(x“+1)
j(?x+2)dx - J)u-l dx « J- > dx . u njojn = 2, a2 = 1, dobija Bej =
X —-x+l .
1
Poslednji integrel, posle smeue x — % = Eéiz, postaje: = % Infx+1/ - % 1o (12+1) + % arctg x + 5+
X +1
2
x=1 _ [ras V3 1at 1 [alt%s1)
sz_“ld"‘Jtzl‘ 3 t21=§ 2 +++%arctgx+0=%+%1mx+1/—
+ + + 2(x%+1) 2(x"+1)
- ‘g—-? fd(arctg t) ]2—- la (‘C +l) - -—'1\;_ arctg t + C. = - %_ 1a (X2+l) + 2 arctg x + C.
1 p 3 2x-1 .
= 5o (x“-xsl) - 3~ erctg 5 + C, gde je Priger 3. o Ix+ ; dx
C=C —]—'11'}l x(x+1)
T 2 4"
Podintegralna funkeija je prav razlomak i mofe se
Dakle je 2 napisati u obliku:
7x 1 (x2 )
J= ) +2x+\21n;‘x+l}+21n X =x4l) = 1x .2 £+B+C . D ,
T = x+l
_ 43 arctg 2x-1 . C. 1‘.(:|:+l):‘l ® + (x+l) (X+1)
3 e
3 + 3 pri demu se, recimo wmetodom necdredjenih koeficijel'ala,dobija
Primer 2. j = J’-—'—_ dx - .
(x+1)(x2+l)2 A = 2‘, B=--2,C=-2,D =1, tako 4a je
7- 2 J ax J' J
Todintegralna funkclja je prav razlomak i moZe se X J x4l (x41}2 (x+1}3
dataviti obliku:
precats u i £ 2 In(xl- 2 1njxsl]s 20 - —2 — 5+ C =
3 X a1y
X + 3 _ L + BX + [ . D x + B
- L
(x+x%41)2 %+ 241 (x%41)? L S T, ’_x_ + C.
2 x+1
2(x+1)

- X/22 - . - X/23 -



 16.126. J’Mﬂx
-4:

[5x+2 1nlx1+ 3 1njx-2)+ 4 Lnixs2! ],

xz+x-l

lo.127. 3 dx ,

+X-6x

1 .
[ % 1nixi+ ) 1n [x=2] 4 % 1n ]x+3[;],

5 _4
lo.128. j %‘3 ax,
JoxT - 4x

[3-+ 3 +4x+ 2 2nixi4 5 Inix-21- 3 Inixe2l |.

2
x dx 1 4 X+d
10.129. —_— [ - - =T+ 21n J'—/]-
J (X+2)2(I+4)2 x+2 Zod x+2
dx 1 2 1 b 4
e (520 [o3o2oa s,
J‘xB(x-l)2 2 X x1 Jx—l

10.134. dax ,
L

{ axP45x®og5xm1
(x+2)(x-2)7

[ ix & ;gf + 5 1n |x+2f ]1

' 3
x°-2x42 1 1., .2 3
le.132. -[ 1205 ax , [ ey * 32 1n{x"+1)+ Zarctg %}

2
10,133. J-Ei_géitl

ax , [2 1o lxslf - i arcty 2XtL
4l f—

10.134- b
(x242)(x-1)2

[ L an(x%42) - 9{{? arctg J_ _T;_IT ln jx—l{]

Lo.135. J’L’mn ax ,
x2(x —4x+13)

- I/24 -

[ -2 don et §arne 52 .

10,136, 4x® ‘25“2 = ax,
(xﬁl) (x°+1)

2x+1
2

[ 2210 Izl
x4l

- 1n (12+l)'+ arotg x ].

2
10.137. 2 — ax, [ o+ + arctg (x+1):,_
1 (x"+2x42) x“4+2x42

INTEGRACIJA IRACIONALNIE FUNKCIJA
1. Integrali oblika:

a. _IR(x,xt N xﬁ%...,x?;)dx,

b, jREx, (axed)®, (axs0)P2 .y, (aad)®n] ax,
P P P
ax+h. ! cax+b, 52 ax+bh, "

‘ Inljx’ (o (GG veees (cx+d) ] ax,

gde je R racionalpa funkcija od naznafenih lzraza, & Py

[e]

(i = 142,4.4,) 8u racionslni brojevi, svode se redom
amensma:

m m ax + b’
, BX + b =&, oxr + 4

na integraciju racicnalnih funkeija. Pri tome je m zmjed-
nidki sadr¥alac imenilaca razlomaka pi(i = 1,2,00.,0).

m

="t = t

2. Integrali oblikat
a, [n(z. az-x2) dx;
b. [R(x, x2,a%) ax,

Ce IR(I,‘ —a% dx,
gde je B raciocmalma funkcija od naznafenih izreza, avode

- 1/25 -



se redom gmensmal

=agint {11i x = & cos +)
x=82atgt (i1i x = & ctg.t)
a . a
X =0 % '(ulx"'aint)
na iugtegracije racionalnih funkeija.
M N
3. Integral J z+ - dx izradunava se
(z-«) J.'a.x2+ bx + ¢
smenrom
1
x = = ol
n o-1
8 X 4+ B.X THasatf
. Integral [
4 niegr 1 dx moZe se

\{ax2+bx+c
jzradunati ako sé napife u oblilkm:

n+a xn—1+...+a

JSI +bxio
J g* - Eosficijenti A
;,Ja.x +bx4e

(i = 0,1,2444¢,0+1) izrafunavaju se diferenciranjem poalad-

(Aaxn-1+ﬁlxn

nje jednakosti, oglcbadjanjem o0d imenioce i uporedjivenjem

¥oeficijenate na levoj 1 desnoj strani uz iste stepene od x.
S Integral binomnog diferencijala

- .
jxm(a-.-bxn) dx mo¥e se izraziti v konadnom obliku u

glededa tri slﬁéa;ja (mn, n i p su racionalni brojevi):

a. KEada je p ceo pozitivan broj, primenom Njutnove
binomne formule i neposredrim integrirenjem. Eade je p
ceo oogativan broj, smenom x = ta, gde je & zajedniiki sa-
drfalac imenileca razlomaksa m i n,dati integral svodi se
na integraciju raciqnal.ne funkeije.

- X/26 -

_24:. .ot An) Jaxz+bx+c+

P n ]
b. Kada je Egl ceo broj, sménom a+bx =t

8 imenilac razlomka p.

m+l

¢. Eada je —= 4+ p oo broj, smencm ax T4b = t .

gde je 8 imenilac raglomka P

Vx

Primer 1. J o= | e dx .
J’Xr ﬂxz

Ovde funkecija R ima obliks

L .
R(x,:v:i"2 ,xé). Smena je x = te, te je:

, gae je

J/—'l)l-atﬁ

3 4
1= [ F5etat =6 -
ot £2-1
—1
= J(t +1)dt+5jr—m-)'—2t +6t+31nj't_/ +
é
-1
+C=2J;+6J’x_+3lnl7\[f{—'—/+c.
X4+l
Primexr 2.

J=

1= J’ ax }
(x242) :;x -1

2 2 .
Ovde je funmkeija R oblika R(x, Jx©-a%). Smena je

1 ain t
z = —— L
cos t coazt

Jcostdt =Jcostdt J‘J—t)

dt, te je:

1+2 aos?'t 3-2 aingt 3-2 8in’t
a(tw 2

du_ 1 -
32u - Jl—(gu)z 2{”
{j? .

7‘51"

V3 + {2 \112-1 R

__len xr—JE_x-l

- /27 -
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ar -
Primer 3; j = | —_——
j(—x-l)3 N, 224324l

Poale =mene z-1 = %—, adx = - dt, integral ] postaje

1
2
2 av

J 54245441 ]

Ako & jJednakost

- 3% a (At+B) \‘ 55 45611 + A J' dt
Jstzstn :15t2+5t+1

d.:'_ferenoira, pommo¥i sa | 5t2+5t + liizjednade koefioijen-

ti uz jadnake atepens od t doblja se A = - 1—, B = }-,
11 lo 20
= - E

Dovod jenjem kvadratnog trinoma 5t +5t+1 na kanonidki
o‘bli-k,doh:l.ja se, posle kratkog radunas

J it - 1 [ (z+1) VBe2 Vxoe3xsl
J515 #5141 1

‘Najzad, posle vraéanjs na promsnljivu x, dobija se

_3x-5 ’x2+3:+1 ) Be2 ERYR

20(1_1)2 4045 x-1

.3
Primer 4. J = J’x3(1-12) ? .

Ovde jem=3,n=2,p=—3-.mkoje-——=-3*—1-2.

toje1—12=t2, -x dx = t 4%

- -3
J 3(1-x = sz(l—xz) ! yazra=

J.(lt)(t) 4 at J'(l-——-) dt=%+t+c=

n
]
)
[+

l1-x

- X/e8 -

- - L myl 1
OvdeJem_l,n_hp_z. 5 =52
m+l 1 1 - 2
—n-—+p='2—+§=l, tejex4rr+1-_-t
: 1
x:(t2—l)" ’ \’1'1-14‘:11:, dx:—%t(tz-l)' at.
Dakle:

+ C, poBto je

X

2

Jtzdt2= ; +%1n!:—%) + C, gde se joi treba
{(t°-1) 4(%°-1)

sampo vratitli na promerljivu x.

1o.138. J' 5 _ 4y , [[x-2 {342 1n(yx + 1],
1+ f_

1c.139. __.‘1*_ 65z - 6 N .
o (1+J_ ) J_ [ x arctg J::l

dx

1o.14o.j‘ Jr__
1+ :/;- ?
[g- yz—5—x+%:/;_—2 v x4 y;"‘»lll(y;i-l)]'

3,
10.141. J 244 ax,
1+

,3/3 x+ 4
2 -
[10Goa) - 3 G2e8) + Yamia - 10 | T 30aa 7.

_ (x-4) VY 2x41
lo.142. J"_J';'l_" axj [ 3 *
J2x+1

-~ /29 -



)
? X+l

(6 ¥ - 3 T2 Y’ 2 Tt s & Y’ -

-ge\}(x+l)?+3ln[1 + ,Gﬂ (x+1)2:|— 6&rctg.§/x+1]-

r 1 1 4 ax

X ) X
J (l—x)(l+x)2 y1l-x ) l: Jl-xz :|.
31-x dx 3 =%
10.145. E e ? [ 3 (1+x) ]
1 ’1-»,2:
1o.146. === dx 14+2x L+2x
J1-2x 1-2x |: .}1—2: - arcte Jl—-2x :I’

dx [_1n12-1+ Jx +x+1/].
(x+1)\ix +I+1 ’ x+1

a ax ’: 1n/x+3—-2 Jl—x—xz/ ] .
lo.148. —_— 1+x
’ J (14x) :

lo.143. 1o xpd dx
1+

lo.144.

lo.147.

l-x-x

3!+5 2

3 . 1
l0.149. x +21 - = arcsain .
J (X+1) \’x +2x [ 8(x+1) 8 {z+1}

J x2+2x-5 1 x+7

arcain

la.150. J\T |:-]5; - + )
(x42)° Jx%222u5 *2 575 ix+2/ Y6

3
lo.151. I X éx
) Jl+2x - x2
2
1 -
Ii—'ﬁ———‘9+5x+21 m?-ttarcsin 1\{2—"‘..

Irimenjujudi najpre metodu dekompozicije izralunati
sledede integrale:

x dx
1o.152. —xe
J (_x—l)2 \J1+2x-1:2

- x/jo -

—20-x) 1-x

[ G 3, | 5+J1+—2x__£/]_

10,153,

13 dx ;
{14+x) 1+2x-—x2
Lz, | 2 lx 1 . xV2 ]
|: 3 1l42x-x"-2 arecsin \E - T;arcain TTex

x dx Jx2—4x + 3 L 1
10.154, 3 P = 2 arcesin -7 .
(x°=3x42) J12~4x+3

Zadatke 155 = 159 treba rejavati tek poto se
proradi odeljak o integraciji trigonometrijskih funkcija.

_5x
lo.155. [ arortg J
J' (x2 +16) Jo-x 20 9-x
10.156. J 4-x° ax , r 2arcsin 3 + ’—‘“"" ]

2
reast. [t (3 areo 2- E].

2 .
16.158. ‘2"—‘*1 dx [—1—-— +1o (x + x2+1)].
(z41) Vx4l -Jl+x2
dx X
"10.159, 3 —_— ],
J (9exd)? l: 9 94x2 ]

lo.1l60.

_x
J(1+if§)2 ’
55 -
[§ Prron 7 o

10.161, jxj(l-pxz)% ax, ,:-2—2-(1+x ) - %[1+12) ’ +E(1+12)§5J.

- 21 arotg J J

- X/31 -



lo.162.

J__Jg%a,,- Cats o g™ . oo [ 8E ,Lln/t—ﬁ+c
V= - 5 43
. 1 y3h 1 3z y-] . Pt
1c.163. Jﬂf v 143 y’x—zdx,-[ﬁ(h; J;E) - §(1+3 \[x_) ’ 1 1n/ \}x2+21+3 -x -3 '
Ve Ve Tl I eeaa

43 Ts % '
.164. "" 1 a [ Vx=2) (14 ]
1o J' {1+x ™) x., ﬁ’! x=4)(1+ JX) Napomena. U ovom zadatim se moZe staviti 1

: K 3 [iorrs w2t 2 5 om0 6 .
10.16'5.‘]’%;?, [T_\@]- N X+ ,+J_,jrj » 3ro
L1+ - :

Primer 2. J = j_...d-"‘—
lo.166. j\]xtl '? ) [% Jxtaa - %a_.rof;g Jxt1 :]' XfT7 - x 41
' ‘ 2
y Ovde Je 0= 1>0 1 smera Vx“-x+l = xt - 1 daje:
14 4 ] :
10.167. M ax, [1(1*3/;) - {4 a/,_3),]_ ‘ 5
T 2t - 1 F —t4)
& = "——H—dxs-2 — .t
-1 {(t<=1)

2 R
Integral obliks Jxe-x+1=t—'2't-&,x+,’x2_x+1=tt—l)
} t7al -
JR(x; Jnx2+bx+u) ax,

. R ' 2 . -

gde je R recionalna funkcije po x 1 u2+hx+c ge pomodu 7 =J%t =J[-§- - %]%_1_1 -1 tl _ ]db
., l £ =

sledeéih smens svodi ua integrale od racionalnih funkalja: t(t-1)(%41) \ 2 {41 ?

2., ‘jax2+\:x+c = It + \lq.:.‘ ako je a0 = —T?éxE— + 2 1n , ,}32_x+1+1l -
: Fr-x4lex+l

T _ L, 3.
1. a12+bx+c - iﬁ!ﬁ-t, ako je 850 o E}f* 2 lmyt|~ 5 1n ft-1] - 5 In [t+1] + € =

3 Jﬁ(’"xl)("“ ) = t(x-2,), gde 8o x_ i x_, Tealni
2 1 1 2 1 2 2 .
-z 1n ',/! -x+) - x+1| - % 1n Nx ~X+l+xsl ‘ + C.

i racligitl koreni kvedratnog trinoma axcibrsec.

ax lo.168. J' —sz' 2z ,
Primer 1. 3 =J‘ - x X —x+1
x \.d x2+21+3 . J_é_—
Kako je 8 = 1.>0, koristi se smena x2+2x+5’: = . Z+b, -@& - in Exelonel + G .
=150, = 2 N

Dobija se: (Jx —x+1—x)2—1

2 .2 ‘
- 2 2t-1t -
x= 2—2?:" Vafvems = B2 10.169. J‘ ax ) [ 1n fx+3-2 J1-x-22 /J
{142) J1-x2-x7 Lex

2
dx = 2 EE_:_E_E:_i at ,
(2-2%)

- ¥/32 - ~ ®/33 -



' 4
lo.170-

?
1+ \'1—21—3::
2
10.17L. Jx\}x - 2x+ 2 dx,

[ %[]3;[(2—1)3+(Z—1)_3]+ [(z-1)? 4+ (z-1)72 14

+ [(=z-1) + (z-1)"*] } + % In|z-1{, 2 = x +\I32—2x+2 :)°

INTEGRACIJA TRIGONOMETRIJSKIH  FURKCIJA

1. Integraii racionalnih funkcija po 8in x & co® x

smenoh -
X . ; 2t 1-%
tg > = 1, odakle je ain x = 3 co8 X = )
2 1+t 14t
i dx = Z d;. svode se na integrale racionalnih funkeija
1+t
po t.

2. Integrali Jsin Deax t Jcos By dax, gde je

n prirodan broj, mogu se igradunati primenom sledeéih relm-—
rentnin formulae do kojih sc dolezi parcijalmom integraci-
jom:

n-1

’ n sin _ "x cos x Bl L
jsin X dX = - a + 3 Jsin x dx

n-1 . 2
n co8  x 9in X n-1 { a8 ax.
Jcos X AXx = o + o

3. Integrsli J , J-dx—, ne¢ N, izrafunavaju

sinnx cosnx
se takodje primenom rekurentnih formula koje se dobijaju

kao rezultat parcijalne integracije:

ax co8 X n-2 dx
=7 n-1 + n-1 Bj_nn_zx
ain"x (p-1)ein "x
i n-2 ax .,
ax 8in X e T n-2
o = a1 + p-1 Icosn 2.x
€08 X (p-1l)cos  “x
- /34 -

4, Integrali j—ainmx' cos % dx, gde su m i n ce—

1i brojevi, izrafunavaju se primenom pogodnik transformacija

111 primenca rekurentnih formula:

.. m n
jaln x cog x Ax =
i

m n
Jsinxcosxdxz—

m+1 'l'l—-lx

gin x¢og n-1 . n-g
—_= %+, —= | 8in x cos x dx
m41l m+n
m-1 n+l
ain X_co8 X n-1 . m-2 n
—_—= - —= | 3in ¥ cog x dx
m4+n m+n

Za obe formule vaZi pretpostavka msn £ o

5., Neka je dat integral:

(%) jn(sin X, €08 X) &x

gde je R(sin x,cos x)
Ako je R

racionalna funkeija po sin x 1 cos x.

-ain x, cos x) = — R{sin x, cos x) in-

tegral {») ae izrafunave smenom cos x = t.

Ako je R{

-sin x,- co® x) = R{sin x, cos x) inte—

ral (») =2e izradunava smenom
& () Ako R{ si g

Je
se izrafunsva smenom

=t
{ sinx,—cos x/r= - R(sin x,cos x) integral

gin x = t.

6, Pomoéu formulsa

.2 1
sin"x =

-cos 2 X - 21 + cos 2 x

2 s cos x = 5

wfe se n nekim sludajevima podintegralna funkeci-

ja doata uprostiti.

Formule:
sip £Lcos B = -]2l [ein(=+3) + sin (£-3) ]
cosd cosf = 3-2: [coalsp) + cos («-3) ]
sin.:’.sin/&:% [cos(e-3) ~ cos (&+3)]

koriate se takodje za uprosdavanje podintegralne funkcije,

dx

Primew 1. J =J,8_4 P

in x + 7 cos x

- %/35 -



Eako jJe

I

Smena: s 5 1
tg —;— =t, dx = 2 de, 8in x = th, 008 x = 1—1:2’ 2 2=
1+t 14+ 14t {-ein x)“-4(-gin x)(-cos x)+5(-cos x)
=] 1
daje: = y koristi
=J 1 1t7'2d; =-J'22d-t= sin‘?x—4sin’xooax+5.c092x
a-4 5+ 7 = 1+t t7=-8 t415 8¢ amena Lg x = t
1+t 14t
' dx
2 at _[_as_ dt_ln't-S C « —
{t-3)(t-5) =~ j T-5 1-3 ° t—3 |+t~ = . 7= cos“x - at _
z ’0621 ~4tgx 4+ 5 24145
—.1n EL-Z_B— +C . 4
. 2 ‘
tg 3 -3 = —“(i—?l— - erctg (t-2) + C = arctg(ts =-2) 4+ C.
. (t- 2) +1
ain "x
Primex 2 I = | 5553 4F - 5 t8 =+ 4
10.172. | 8% 2 arctg 2 -
3 3 5+4 Bin x ° ) 3
{~8in gin~x _ x
Eako Je ,0—03—;_):3 ~ Ges 3! mo%e se korietiti smens cos z=t. ) = [1 2 tg 2._ 1 :l
= 1n x -
’ - . | T——— tg &
3 —sin’x d{ cos x) (coazx-l) 4 (eos x)_ lo.173 J3 sin -4 COB X 5 2ty +l
= coe 1-3 = 008 X-3 =
8in x o8 X, . 3
' 8 12 104174, 7 4T, I:' 1n[3+cos x/- 3+co8 x :I ’
5-——(’.1:: (t+3+t_-§) dt=2—+3t+ (3lecos x)
2 P 1 x & ]
in - - tg{zrs .
. 8 Inlt-3j+ C = 2.0_3_1 + 3 008 x + & Injose 13/ + C. 10.175. J?Tt’g"x—x_" dx., [E(ﬁlﬁ I~£0S X) 75 1n [ g(2+8)]
oe3x 10.176. jcos4x ei.u3x dx, [— ;5]-‘- oossx + %- coa7 x:l-
[+]
a = ax .
primex 3. Jsi’n4x . ’ 5 .2 1,3, 2.5 1.7
)3 3 1le.177. coa”x sin x dx, [ 3 gin"x - -5-B:u:| X+ 5 sin xJ'
Kako Je (-coz .- 00341: s koristl se smena ain x = t, . _
gin’ x ein x : 31113 X
’ - 10.178. | —— ———4x, [cos x - 2 arctg {con x)]-
3 (1-8in°x) d(sin x) _ J’l-t at J"(l__ Ly g 1 + cos“x
= 4 = 4 - 4 2 =
sin’ x E 3 _x 3_ 2. ein x-1
N ) 1 10,179, |—25%— ax, [ e X+ E M 5 5im an
= - +T7+0C=- + + C. 4 8in"x - 1 :
3t3 t 3 sin3 x gin x .
2 E
a 1lo.180. %7 [ 2J— 81' £ :I
Primer 4. J = 5 X s 3 ocoa“x+4 pinxy
8in“x - 4 8in x co8 x + 5 e¢oe ' x .

- X/37 -
- XI/36 - .



19 sinzx—a ain x cos -3

3N 3. 01 ]
3 = - sin ’
1e.182. j Jsinax cos3x ax, [_5 R 51 x
3 33 5 3 j]
sin” X, = cos" X + ’
dx ['2‘ Jtssx-rZ J tg x :|
10,184, TE—— 3
dcoa X sin x

. dax i
10.185. Jﬁ* = ) [4 thx]'
$in”x cos3"X

1o.i86e --—4§E——————"; [ - 8 ctg 2x - % ctg3 2x]-
' 8530 x €05 X

dx comx L g 2|1
10.187. j‘———§-r [: - —+ 3 1n ltd 2|]

sin~x 2 8in x

' 1 4 kg x - 3 ]
- ax 1[161n|4tgx+1 ’
10.181. :

: 2 3 1.:.5. 1|
lo.188. J- cossx ax , [:Sln x-3 sin"x + g sin x]

lo.189. J-cos x ¢os 2x cog 3x dx,

x  @in 2x sin 4x  s8in 6x ],
it~ 8 *TT1e Tz

X,
lo.1%0. J sin x =10 5 sin Z ax,

Tx 3 Lx |,
[%cosg—%—o—cos GOSE_+§-2-CQBT]

INTEGRACIZA TRANSCENDENTRIH FUNKCITA

1. Integrali oblika j‘P(x)eaxdx, JP(x)sin ax ax,
J.P(x) cos ax dx, gde je P(x) polinom n-tog stepena, izradu-

navaju se metodom parcijalne integracije stavljajuli u= P(x),
- X/38 -

dvy = &% ay ili dv = ain ax dxpili dv = coa Ax dx,

2. Invegral oblikat

. . JTo.ax
J[%uhwav%u)mnmd e dx
gle su Pﬂ(x) i Qm(x) poliromi stepens n i m (pretpostavimo
da je n > o, 3toc né¢ umanjuje Opétost)Jizraéunava se iz jed-
nakosti

. ax
j[?n(x} CO08 bx + Qm{xJ sin bx ] e ax =
ax
= e I:Pm(x) coa bx + an(x) aln ‘ox] , £de su

Pln(x) 1 an(x) polincmi stepena n sa jod neodredjenio koe-
ficijentima,koji se izracunavajptako 5to se gornjas jednakost
diferencirs, podeli sa ™ 4 uporede koeficijenti uz cos bx

i sin bx 33 raznih atrana tako dobijene jednakosti.

3. Totegrali J’P(x) n x ax, _[P(x) arcoin x dx,
SP(x) arc Eg x ax, ~JP(X) arc cas x 4x, \[P(x) arc ctg x dx,

izraunavaju se pareijalnom integracijom stevljajuéi

u=1n x, u = arc sin x, W = arc tg x, W = &rc cos %X, 4 =

arc ety x, dv = P(x) dx.

P(x) je polinom po X.

4. Integraii

‘IP(ln x) x5 dx, ‘jP(arc sin x) dx
gde je P polinom po In %, odnosno arc sir x, svode se smenonm

In x = t, are sin x = % na integrale

jP(t) e(n+1)tdt i -YP(t) cos t 4t koji ge mogu
integraliti.

- X/ 39



Primer 1 J = ‘J'e,.x(x ain x + cos x) dx _ _
lp.191. J (:42—2X+2) ® Id.x, I: -8 x{x2 2} :l .

o= ""ex‘(x sin x + cos x) AxX = , 3 2 . R
3 3x X X x_ . 2x 2 :I .
= e [(MHB) 2in x + (Cx+D} cos x:l lo.132. Jx e’ dx |:e (3 -7ty 27)
. _ -
e*(x sin x + cos x) = " [(A-c)x + A+B—D] gin x  + lo.1G3. Sx sin Ox dx,
> 3 4 0.2
+ [ a4y x + B+ 3+ D] com x _qxl 4 xT 24 x 5 X lex 24 o ]
L J ] |: 5 3o * gz ) °9 3% (37 - g5t 3yl X
A -C=1 A+B-D=o x
A+ 0 =0 B+C+D=1 lo.194. Sx e¥sin x ax, [g— i:x(sin X-co8 X) + cos3 x:]:l .
. x
Refenja ovog esistema jednadina au: lo.195 jx e” cos x dx,
1 1 1 . *
A=3, B=3, C=-73 D.=1. Dakle je [:— Ex2('sin x + cog x)-2x sin x + (sin x - cos x)]:l-
x[.x .1, ., x i
J=e I:(E + 5) 'sia x + (1 - 3) cos x:| + Q, 10.196. jesin Xiin 2x ax, |:2(sin xo1) SN X ]
odnrosno
e ) 5
J= R [(x+l) gin x + (2-x) cos x:| + C. 16.197. J(arc sin x + arc sin®x) dx,
Primer 2. 1= Jx arc alo x ox I:arc sin’x + are sin x-2)x + Jl-xé (1+2 arc sin I):I'
2
u = arc sin x, dn = ax ,dv:xdx,'.-:xT 4
' ‘ vi1-x ' ‘ 10.146 xo1n3x ax [:5—(1n3x- 3 102 2 1n x- é_):L
. Y : ‘ ) 4 4 & 32
2 2
1 1~ dx
J=2 arc sin x - = J
< e 1=x arc sin x _arc sin x + 1n 1= Jl-xz :l
5 ) lo.199. S—;Q—" ax , x X
x° ax . B | - {810t cos t at
34= J — = [x = s8in %, d&x = cos t du] = j_—_—cos ps =
‘ ‘ 1o.200. Sx ar;c;s X ax, I: % aTc ;os X, % In ?i :|
3 Z
= jsinz"c it = j(% - %zt) at = % - % gin 2t + C = (1-x) 1-x

-are sin x 1, J1x% + ¢, Dakle je:
2 2
9= (2x2-1) arcq_ﬂ + 'al— x J1-2% + .

- X/40 =
- %X/l -



Milo¥ CrMAK

XI ODREDJRNI INTEGRALI

a) Odredleni integrali - pojam i osobine
Oreod

1% Meka Je funkeijn y - £ {x) definisena na intervalu [a, b] i neks jo
ta) interval podeljon na b delova tadkapa: = = X € Xy € Xz € 4ee & Xn = b.

Framatrajmd sugn

o
E(EL) Ax;  gde Jo bm o= xo -xy . 1 E € (x_, %)
=3

n
2.
Ako postojl konaZan nlm Lf (El) & xy z& ma kskvu podelu intervels
. e
i=1
[a, ) zvatsmo ga odredjenim integralom u Riman-ovom smielu funkoeija £i{x)

u granicama od & do b i ozns¥evedemo ga sa  [f{x)dx tJ.

&

b n
jr(x)dx = lim Z o{g,) a x, .
maxAY & &

P i

Tada kalemo da je funkolja vy # £(x)integrabilna na otasdlu [a,b].

X/l



2° 0schine odredjencg Lategrala. Zadagl
a Primenoa Newton-leibnis—ove formule isradupati integrale

I £{x)éx = 0; 1
? lf * 1n.1) f:n ax
b L3 e
1 tix)ax - - [ flxlax; I
o Jomfe R
b e b 11.2) [ -
1I1) ff‘(x)dx = ft‘(x)d.t - jt‘(x}dx, (a<o6<b); g Va¥ - x*
P Iy o

Smnmx-lt;dx=adtpr1§oiuss:=D; ixxaimamo t = 05

IV) &ko je £(x) parpa funkeija tj. ako jo f(-x} = £(x) tada jo: t =1 dobija ae:

a LS

jf(:)dx-i’fr(x)dx; . j‘; aae t
- g p JT:?—-”(“"’i“)f-(mﬂinl)-(msinp).;.
. a
¥) ko je f{x)} neparms fursoila t). ake Je f(-x} = - £(x) tads js
. 1
o .
, dx .
-a °
X
funkedya £ kidra na int b] tada i . dx :
Y1) Ako Je cija £{x) nepre na ervalu (n,b] tada postoji na 11,4} fm (2)
tom otsedku pesdrsdjent integral [ f(‘x)dx = P{x} + o 1 vafi jednakost: - ;
b ) b 2
fr(x)u = F(5) - F(a) = (B(=)]_ . 11.5) j (x4 1) ax |
1 Y
1

Ovo jJe tzv,Newton-Laibniz—ora formula,
Dputstve: Eoristitl matodn parcijalne integracije.

viI) Ake js funkoija y = f(x) neprekidns aa intervalu [a,‘u.] s funkeija 4
s b 1 6) .2 7
x = $(t] neprakidns sa svojim izvcdom ¢ ,(t) na intervalu [a,p] gdo * dx (‘;)
jo o = ¢(d) 1o - #(p) tada jo '
j' fxdax « | rla(e)] ¢"(t}at. :
a o/s
11/3



b) Nesvojstvend integrali

2 ,
11.7) f A5 ),
VI-ZE
@

brod
ot
) j x e::q' ax 1° Integreli s= beskonsinim granicems:
11.8
* Ako Je £(x) meprekidna u iotervalu [a; «] tada je:
S 4.4y 4 ax dtpri!um'uzax:’iI'Bom°t=°4" oo b
encm x = tj =
e fr(:)a::m;ff(x)dx'
oo
£ a¥® dsbija ae é a
'49
I 1 L ot t [l ei‘.]e‘h - 1 [aﬂu . o ] Ako pestoji konaBan limss pa desnoj strani kaZemo da integral komver—
=7 =lg 4 4
4 & @ glra & u suprotoom da divergirs.

B 2 ; . Ha istl padin Je ¢
E_.,. 2 (g_«_) ;
11.8) ~x" dx 4 ’ b 3
0 ’ '

ff(x)d:r. :‘l:i: ff(x)dx ;

1 . . l . —on a
= 1in2 - ¢ H
2 ax (o5 +52
11.10) fxﬁ Y 2e 1 - b
jf(x)dx;‘h.m fr(x) ax ;
- b+ o0 B
. )
11.11) ["‘” * (g’ o
2 ko
. a4 . = H . 2%  Integrali noograpiBenih funvetja:
11.12)  Reditl Jednadimi ff.-’-_-t 4
1nt Axo jJe f{x) nsogranifena u tadid x r o; ofs,b] i nepreridm za
affa,c] 1 xa{c,b] tada jJe:
2
Upgtetye: smank R b o=t b
]r(x)dx « lin | £{x)ax + 1lim f flx}x .
=+9 b~a
L 1} o0+

IL/e ' x1/5



S
—kx ReKenjs ° 3 -7 6 = 1 .b
11.13) f° (o) ( "k> s 1o | x 7dx = im [E= 1" =1im [- =
-1 ) | . &+ 0 e+ 0 far: ]a e+0 P ]s
‘ e
1 1
11.14) 2{ dos x ds (divergira) ; ) = e?:l__iina [(-’a'TrJ's) + 28 =
o
xinx
11.15( 3 (1’“3)2 Ova] integral dakle divergirs.
1
11.20) ]—‘“——
Oputatye: u = lox d¥ = &12_2 ° ’
(242%) l-g
—ax_ : 1-¢
= | 1im [are ain x)
T 1 2 o o[ = T ade ,
dx (a & 0) ( 1n {a + 5‘1))
11.1¢ f"—'—— Y E ¥
) 7 t/t%s a2
= 1im [arc sin {l-eg) - aro sl o]
£=0
L] . .
~ax A b
11.17) f" sin w:dz  (8x0) ( ) 2) ~arcsinl - mroasino =3 .
o [ ] 2
2
Gputatvo; koristiti zeted parcijaloe integraod jo. 11.21) fxz - (divergire) ;
2
7 o™ cos bx dx (20) ( §‘ 3 ) H : &x
11.18) PN 11.22) F1en)? (8) ;
0 . L]
. 1/%
. : [ dx
11.19) j?- - H.22) x 1n’x
X o
4]
Uputatvo: oasmwnoe 1o x = t:, %! ‘= dt,
X1/8 -
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o) Primepa odredjemog integrala b

V='rr1y2dx

1. Izrafunavanjs poyriine }amos 1ika a
#ko je y = f{x) 0z x & [&,b] teds je pevr¥ina krivolinijskog trapeza Ako krivolinijeid trapez ograni¥en krivom y = £{x} i pravamse y = o;
ograni¥encg lukom krive, praveams x = a; X = b i otaeXkom X 00e za y =4, x =0 rotira ake y ose, opisuje telo zapremine:

x € [a,b] data obrascen;

d
b Vs 'T’f %2 dy.
P= f f{x) & {s1ika 1),
4]
a
Zapramine tela koje nasteje rotacijom krivolinijskog trougla, ogranife-
Ako o kriva data u polernim koordinatams p = f (¢) onda jJe povr¥ina nag kriyim: p = f{¢); ¢ =0j) ¢=p 0oko polarne osa data Jo obrasoem:
krivolini jskog trougla OAB dats obrazaem:
£
B V=-§-ﬂfpssin¢d¢.
2
Pel f[r(¢)} [-M] (2llim 2). -
2
[+ 3

3. Dufing luka krive

Duiins luksz s, ¥rive y = f(x) izmedju tadaks se 2pscissms x = a; X = b

izradunava as po cbrascu:

b
i 8 =j L
-3 a
3 “ :
sl. 2. Ako je krive dats u parametarakom cblilku: x = ¢(t); y = ¥(t) tada Je:
t2
' 0= 1 9"’2 + i’g at
Telo koje mastaje rotacijom krivclinijekog trapesa ogranidsnog irivom J

1

y = f{x)} pravams X = &) x = b} y = 0 cke x cap lms zapreainu:

x1/8 ' 11/9



Ako Je krive dats Jedna¥inom p = f (¢) teds Je:

A
a-f !P2+ P‘zd‘ﬁ
#

4, Xomplanmcijs obrtnih povrii . peu

11.25) nNadi povriinu ogranienu lukom Krive x

&
Povrdipa koju opisufe luk krive y = f {x) izmedju tadeka s=a apscisama
x=& 1 =V rotiran}em oko x ose dats Je obrascem:
N .
) .
P= 21!’/ ¥ A f+y 2 ax . X =
a
Ako se luk obrde oke y ose imemo:
4
’ [
P= a'f % 1 x..2 ay
)
&
Axe jo kriva date u drugom cbliku treba izvriiti cdgovarajufu zamenu pro-
menl jivibh w gornjem obrasou. ix
Zadaci
11,84, HNadl povrfinu orranifenu lukom krive Y= xz-n:»l; pravama X = Q;
I=1) F=0.
o

XI/10

‘ 11.27. Izrafunati povr3inu ogranifenu lukom krive y = tg x, pravoa X =

1
P= (2
x%x1l) &x

o]

(vidi sliku 3).

=6—3.r-3:'2 i y osom.

{Re3enje IT?':"')

Izrafunati poyrSinu ograniSeny lukem kriva ¥ = é ; pravams

y=0(a>0). Cemu tail P (a) kad & = 0%

L il. 3,
11.28)
l; x = a;
o —
51, 4.
oscm,
|
1
|
|
|
|
|
I
|
|
F L
ry ]

51.5.

Px

tg x dx

(=]
Tl

/A

{Vidi sliku 4),

(Vidi aliku 5).

b4
4



11,28) TIzradunati povr3inu ogranifenu ¥rivema y = 3 - 2x - x?' 1y= 0. Uputotyo: §rafirany poyr¥inu ns slici B .treba pa pogedan wadin podeliti ne

vile povriing ¥ijie se calalenje avodi na izrafunavanjs elepentar-

1 nih odredjonin integrala,

F =j (3-2%-x%) dx  (Vial 2liku 8).
11,32) KNati poyriinu ogranifemu parabolama

-3
4 2
x3=2py; y2=2px. (5P)'
51.6. . . 2 2
11.33) Madl povriinu ogranidenu lukom lemniskate p'= a” cos 2¢.
11,29) Israfunati pavr¥inu ogranifeou krivim y = sinx; y = cosxz i od- o
i x
o ! 3 4 T
Sk 0; 5 X osa, . _
mom[,z] i p:%jp%p:%[a%o:%@:ﬁf(% ain‘aq.‘a)gzu2
o 0
g Ly
y 2
P = f(aiDX) dx + f oonx dx  {vidi sliku 7).
S X o jud .
acad s, ry e (vidi sliku 9).
51,7, cosx 51.9.
T
5 - 11,34) Fadl povr3inu ogranifenu krivom p = a cosd,
11,30) U presednim ta¥kams prave x - y + 1 = 0 i parabole y = X -4x+ 5
povudens au tangente ne paraboli, Izeafunati povriinu ogranifenc parabelom (ﬂ) .
4 r
i tapngentama. Neertatl alilu,
(ReXen jo %1-). 11.35) Naéi pevrSinu ogrnnifenu lukom cikloide x = a (t-sint);
2 ¥ = a (l-coat) i delom x ose,
11.31) Isra¥unati povriinu ogranifsnu linijams x = y =2y+2; x = 0; 2
(3a“n) ;
¥y =03 2x+ ye 8,
11,38) Raéi povriinu ogranifenu lukom krive
1 1
Y= 7 1 pravems x = 0; x:;;y:O.
z1ln“x 1/%e
i _dx
p= lia j L )
( g=o x1n"x

£
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11.57) Xadi povriinu ogranifenu krivim

2, 3.2 3 2167
¥ o= =X +3x-3 ; y=gxI-jpr 3 (3?5)

o x
11,38) Nadi povrlinu ogrenideau krivom y = '-; (B, o é)

b -
i pravama: X = Q; =03 x=0b. (_;_2_ {en _02)) .
¥

11,59) Izredunati povriinu ogreni¥enu lind jams yz = 2x+l; y = %=1,

16
(5
. 2 2
11.40) MNafi povrsinu elipae 52 + .EE = 1. (ar) ;
a

11,41) Irvesti obrazac za zapreminu lopte poluprefnika R,

Lopta ¥ija se zapremina traki nastaje
rotacijon lrugs x2‘+ y2 = Rz oke x

2 oag., Tads je:

V-«f [(R -1%) ax =

] 3 S a
2 x 4R bl hid 3 R 4R
.-:r(Rx—szR =7 [(R —'5)"('R03)]=-5—ﬂ' .

11.42) Haéi zapreminu koje nastaje rotscijom dela povr3i ograni¥ene ki-

2
vimya=X; X=0Q; x=1; y=0 oke

1° x o138, 2° ¥ ose.

o1
[STE]

114

11,43) Nméi zapreminu tela koJje nastole rotacljor dela pevril ogra-

nifens krivim: ¥ « l—‘i'—'-',zul,x-—l;y:O: 1° oko x oss,

2° oko ¥ ose. (( £~;—3 )~"> .
11,44) Hadi sspreminu tela koJs nasteje rotacijom dela povr¥i ogranife-

ne krivim

a) oko x 026, b) cko ¥ ose (—g; &)

11.45) Naéi zapreminu kojes naateje rotacijom povrEi ogroniZens lorivim:

2 2 ;
a) y=x(1-x)jy=0 (515“' )i
) 5= <t () Ly
x 15 o
¢} y=2 4y =3x8 (7‘411:2)5
oko X 038,

11.45) Nadi obim kruga 12 + y?' = a%,

a
Uputstvo; s = 2 f\' 14y Tiz ; gde Je ¥y= af-x' .

s 4
11,47) Kafi dubim luks krive x = i ; y = 2 - Smedju preselaih
tafaks sa koordipatnin osama.
13
) i

11.48) Naéi duiinu luka kardionde p = a{l - sosgd);

L
=2 fvlp,ﬂ) T dpc 2 f va¥ (1= 2oon¢won Ta)ea¥ain®y dd =

jmmu.u[ f a4 - 4s m*u-

= 48 (-2 our% ): = da,

X1/15



11.49) Nadi dulinu luka jedhog avoda oiWlolds x = a(t-sin t);
¥ = a(l-oos t);
D
8= j VDT L Y7 at; Eako ju x°(t) = w{l-ces t)
4 ¥{t) n asin t

Owr
to Je: & u] va'(l-coa t)° + a¥ gin? % 4t = 8a (kao primer 158).

11.50) Nafi duiinu luka krive y2 . koJi oftseoa prava x = %.

11.51) Hadi du¥inu luka krive ¥ = in{cos x} izmedju tafake sa apaois

sams X = O3 ::%- (1n otg mw/8);
11,52) Nadi duFinu luka krive y = 1n sin (x-1) ismodju tedska

x=1+§i:‘._l+— (12 3);

11,53) Nadi dufinu luke krive y = 1n x izmedju ta¥aka sa ordinatzma

y=1ny3 iy=Inve (L1572 )

—

11.54) Naéi duinu luks krive y = & o°F

r=0; =1,
11.55) Naéi duZfinu luka prvog zavoja Arhimedove spirale ¢ = m $.
(re/Tedn® + % 1o (o3¢ « Visady);
31.56) Izrafunati puvridiou koja nastaje rotasijom krive y = 2vx i

prave x = 3 oko x os8.

3 35 >
=21Tfyii»?’dx-5wf‘2vfx 1¢%dl=4*ﬂ'fﬁlx+ld.x.
a a [+]

Smunownl:i%dx;Qtdt;dosa;:0,-x=51mamot=1;t:2

doblla ae:
2 2 s 2
P.hjt.ztde=&rj’t2dt=% f:%"(a—l)zs_g_'_

1 1 1

XI/18

o

2° izmedju tadaks sa spsciasme

:I.‘l...'.'i'l?) Isvestl cbrasec sa povriinu afers poluprednika R, 5
(4R°x);

L‘L;bB) Izradunati povrdinu neatslu rotecijom luwes ¥rive y = ain x

ako x ose izpedju tadaka x = 01l x = &
P=2-wJ 'ﬁ?"d‘q ¥y = coax, paje
pﬂhJuinx\'Looa!xdx.

Smenom cop X = t) - adin x dx = 4%, pri Jemu za x = O 1l x - m

Imamo t = 1 i t = =1, dobijano

=1 1
Po =iw [1’1+t! dt = Bﬂ’fii-bt! 4t

:h[ m’+“'lﬂ|t+"i |] =

.u[ﬁé+ 1»(1+ﬁ)]-9-[-—-+—1n(—1+4‘2}]

ewet B L lome a1 1.
11.5¢) Nadi powriinou koja nastsje rotaoijom Jednog avoda cikxlonde

. B4 &21!' .
L —— )’

1= alt - ain t); yea(d - gos t) 3

ako T ose,

11.80) Ysredunati povrIine koje nastaju rotacd jom krivih:
s) 2 * ’2 = 2y, oto x oas - (h-g);

2
b) ::3‘-0-'{'.1 (& > b) afo ¥ o8&

{aw (2 .l_dmzm IH o:—-ﬁ? }H

o) yas" okoxosemx»0

(w[ ¥3+ 1n Qo)) o
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. Milos CANAE
XI1. POOPATENJE INTEGRALA

&) Dvostruki integrali

ovoD

1. Pod dvojnim integralom nmeprekidne funkeije z = z{x,y)
nad nekom zatvorencm pravilmem cblazéu I podragumeva

8& brojt

jj‘z(x,y)dz 8y = 1imL2 z{x,y) ax, 3y,
1 J LI § i - ]
D

X.—0
A 1

gda je bxy = Xy o= X .r.'n,r:l =¥ b’an

2. Ako je obleaat D odredjéns nejednakontimat
<X £b; yl(x) <y & yz(x) gde au yl(x) i ye(x) ne—
prekidne funkcije na intervalu (&,b] onda 0dgovearsaju-

$1i dvo)ni interval moZe biti izredunat po formuli:

b Y."h) )
JJ'z(x,y)dx ay = j dx J z(x,y) dy
D ) a - EAES] )

- m -



1. Ako se vrBi prelaz pa polarne koordinate’ ¥4 r po

formulama:

X =r ¢cos3¥ iy =rT ain¥ bide:
SSZ(X"Y) dx dy = J’j‘z(r cos ¥, rainY) r-drde
D b

4. Akc se traZi povrEipoa oblesti D u ravni xOy; ona se
moZe nadéi po formulis

T = jj dx dy

D
5. Ako 9% traZi zapremina cilindra koji odozgo ograniia-
va neprekidna povry definisans jednadinem z = z(x,y)
odozdo ravan z = O & $& strane prava cilindriZna povrs,
koja u ravni xOy iseck neku oblast I ; tada se ona mo-—

%e.nadi po formu i:

v = 5jz(x,y) dax dy
‘o

6. Ako je neka povrs zsdana jednwdinom z = z{x,y) onda

je veliZina povriine data formulom:

SS }1+p2+q2 dx dy
i}

gdejépr.z;(;q:z

vril Da ravan 2z = 0.

r

ua

J:.r a D projekecija odgovarsjudeg delsa po-
Z2ADACL s,

U sledeéim zadacima za navedenu oblast ispisati grwni-

ce integracije dvojnog intervala )’J z(x,y) dx dy zm
cba moguda poretika integracije. D

- XIl/2 -

12.1.

12.2

12,3. Oblast D je Krug X + ¥

2.4

Oblaet D je trougmo s& temsnima O{o,e) 4(l,0), B(1,1)

RESENJE:
4 y 4 f
de Jz(x,y)dy = j ay J z{x,y) dax (vidi sliku).
o e o ¥
B
o A

. Oblast D je paralelogram sa temenima A(1,2}; B{2,4);
c(2,7); D(1,5).

2 2743 :
FEEENIE jj‘ z{x,y)dx dy = j ax j z{x,y)dy =
4

o 2%
4 1 5 2 7 2
= de j‘ z(x,y)dx + 5 d-yj z(x,y)dx + j. day fz(x,y)dx.
z 4 i 1 5 y_zé

2 1

(8]
n

RESENJE:
1 41.13 1 1=y
J‘dx Jz(x,y)dy - J” ay j‘ z(x,y)ax {vidi slikm}.
R 1q
| et -1 i

¢

U sledeéim zadacima promeniti poredak integracije:

2

1
\ = {x,7) dx .
. Snjz{xy)drﬂx ujd\y.j‘zx.?

Y
]

x
RESENJE: I-= j ax z(x,y} dy

0 xt

{vidi aliku)}.




1 Yot
12.5. _[dx 2(x,y) dy
= v It
EEXERJE : J’dy J’ z(x,y) dx  (vidi sliku).
_J-YE 1-y2
i
12.6. J?Jr.dx fm z{x,y) dx.
(] o ’
q T-are sy o ATcarcsiny
RESENJE: 1= J-dyj (z(x,7) dx+J' ay J z(x,y) ax.
o areslay - - arcainy

12.7.

12.8.

T dvojoom integralu _U z{x,y) dx &y predi na polar-
[1] .
ne koordinate € i 'r i napisati granicu integracije
za oba moguda sludaja.
2 2 2

Oblast [ je krug x° + ¥y g &

HESERJE :

i a ‘ ‘
de’r z(r eo8 ¢ ,r sinv) dr =
0 o

o
(]

a o
Jr ar J- z{r cos¥ , r sin¥) ay.
o o

H

Oblast D je pravougeonik sa temenima 0{0,6); A(1l,0);
- B(1,1}: ¢(e,1)

REEERJE:

¥ _-

¥ L
‘* coe Y

%‘
Ia= d‘( J T z(r coa¥, r ain\")dr +J ‘(j r z(r coa?,sin')
ﬂ'

b vi

.ar =I r. d.rf 4(r aos¥,r ain¥)de +f r dr j z(r coa'{’,r sin?)de¢,
(4

a.n:cm!-

Pretpoatnvljajuéi da an ¥i ? .polirne koordinate
lzmeniti poredak integracije u sledeéim primerima:r

P 49 V7 W

; casf
12.9. ay z(f, 2} dr |
Jpe ]
H + [T X
HESERJE: 1= fdr 2l =) ay¥.
e “arc cosr
£ ¥ L
12.10. jd.?f z( ¥ ,r) ar {omc2h);
. o o .
a a
RESENJE: 1 = [ dr [ z(¢,r) 4¥.
- fo
Izradunati sledsde integrale:
1z.12.  ffx v2 ax dy, akc je oblast integracije ogranide-

] .
na parabolonm y2 = 2x 1 pravom x = %

RESENJE

= xdxfydy fx dx[L:\ J 2:(3"é x dx =

[}

?_K 7
Q/ 02 g
%
8vz (-
= _ﬁ_ﬁl o1
o a9 .
ﬁ\ (vidi eliku) .

12.12. J :—rdx dy ako js oblaet D ograniZena parabolema

= :l:2 ix = yz.
W EESENJE : % {vidi aliku)
) 11/s -



- 4
- 2 1
i12.13- IJ 2y dx 4y =ko je oblast D ograniZean lini- = 4 J x“(l-x}dx = 3 (vidi aliku)}.

i jama ¥y = JT} Yy = 0; T + ¥ = 2.
. 12.19. Izratunati I(a) - U(xw-y) ax dy po oblasti D
m(nh ERSENJEs I = % *(vidi sliku) . definiesncj nejednadinamas
' ¥>0; y>0; oc<B; 8<% + ¥ <1; a zatim utvraisi za
koje é¢ vrednosti parametara @ postojati Lim I(a)

o
i naéi tu grani¥nu vrednost. 0

12.14.

J‘J‘(I + 7 )dx d.y ake je D paralelogram se strana- '
D ma y = y = x+8; y =85 ¥ = 38 FESERE: I(a) = 1,(a) - 12(3), ge je:
i . (a> 0) : =¥
% . f 1,(a) = jdx j (ray) ™2 ay
a RREENJE: I = 14 & (vidi eliku) . - a o
. a-x
) . -4
'12{8) = de j (zey) =~ dy
. o 2 ¥ ) [}
12.15+ J-J dx 4y axo Je ogx<1j agy¢l Ako se uvede smena x + ¥ = £ dobija se:
1+2r .
- T 1 1 4 I-d4 |4 4
EIENE: I = : B -, e 1 _
"Iz Il(a) _Idxjt. at = -[-, 8x 3 ) j; {(1-x""7) ax =
- oo X 2-4 1
. dx dy:ako 16 02x<T ; 04¥4& 5 ° _ 1 _x _ 2 R SR 1-a o
- 12.16 ,”’ sin (xey) ax dyjsko d ' 2 =13 - )‘ =1att -z = (ENand) - 74

a-x a

1(a) = Joqu L(ny)‘d iy = de th“ddt =J;an ﬁ(tl‘d) )

HEXENJE: I = F+ 2

12.17. ”' x%y e¥ax dy ako je 0¢X$1; 04y L2 .

. a _
L : - A j (al %l Nyax « L (xal70 x* d) ¢ =
HESENJE: I = 2. 1-4 ) 1-d -a |,
2-a 2-d
1238, =% axay o S I Ca i
1y 6 HB.’%ENJE: :
11 .24
jjx dx 4y = JJ: ax 4y + j.‘[x dx dy = Tada je 11(3) - 12(3) = 54" 3.3 8 odnosno
b/}
I(a) = 575 (1 - a®9)
= X dx dJ 4+ | X ax ﬂy =
[t o[t ex 1
Qdavde je: lim I{a) = vy (ol # 2).
=2Jx(1—x)u+21x(1+x)ﬁx- 4o
) . L4
- II1/7 -
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dx dy; ako Je oblast integracije krug

2 2 - , .
T . = a%; =z a (a»0)
12.%0. He x -y 12.25 w=8xs+7 =%
: oz 2
& .

£ 4+ ¥y £ a

a2 RESENJE:
RESENIE: I = T (r-¢ ) 2q faex 2 2
: a
- P=jdxjdy=jdx(%a—x~§—)=
2 el & at a
12.21.j[ X7+ y dx 4y 2 z F z
' 5 1 2 4
2 = (2 ax - = x5 - a" 1n x) =
w2eyical (gax -3 .
3 1 by
RRIERJE: I = 23‘7;a - (-55— - 21n a) a®.
&2 2 2
12,22. H:L-f-—L ax dy 12.26. Y =% %=y
. 2. .2
a b
? Lo REFENJE: P = 1
gde je obtast D definisana nejednadinom 3
P .‘lf . 12.27. y=Jxy=2Jx ¥y =4.
Zrig &t
a ]
: 1 y=2% REZENJE: P = 2—6 (vidl sliku).
yrh—t
EfENJE: I = % Fab; treba staviti- 1ﬂ | N
x = ar cos¥ i y = br ain+¥,
|
Nadi povriine ogranifene slededim linijama: 12.78 o = az; % = 2 62; Y oox ¥ - 2% (xvo0; ¥ »0)
* b = = = H = ¥
x2 2
12,23, Heizan ) 22
a k-] . REFENJE: P = 5 ln 2
FeECENIE: P = ablf. 12.29, y = ox - x2i v = x2
2 2 : RESENJE: P = & {(vidi sliku)
12.24. X + ¥ = 2x3 ¥ =03 ¥ = X S : =3 1 s1i

¥ 2eos ¥
RESENJE: P = J"dfj_r ar =
o o ¥ 2
= 2J"cos Ydyg =
]
(vidi wliku).

P
¢

-
o=

- XIi/9 -
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12.30- = loy x>0 12.34. Ravol é + % + % = 1 i koordinatnim ravnima

RESEFIE: P = 2 arc sin & - 3 1ln 3 KESENJE 5
7 yi- %)

{vidi eliim) v J dx j (1- 2y -

i1

g

3

Nadi zaprem.’mu tela ograniéenog slededim povriinamas

(vidi sxiku) .

.31, ZT = 14+X4¥} X 4+ ¥ =1 I =07 Y = 0.
12.3 ! ’ 12.35. Ravnima y = 05 2 = 0; 3x + ¥y = 67 3x + 2y = 12;

y - 6.
RESENJE: V - 2 (vidi sliku) Xty ez

6 RESENJE: V = 12.
12.36. Rotacionim paraboloidom z = x2 + y2; koordinatnim
ravoima i ravonl x + ¥y = l.
. , . : RESENJB: V = =
12.32. Koordinatnim ravaima 1 ravnima v : 3
X=2;7 =31 x4+¥ +2Z s 4.
" ! 12.37. Ravoimf, z = 03 ¥ + 2 = 2 i cilindrom y = xz.
: EEZERJE: V = 2—5- (vidi alilm)
RESENJE: Kako je z = 2-y to je
= jj(,?_—y} dx 4y =
i
=2 dyJ’(z—y)dx =
.33, X =0} 7 -0 £=20; 2o 4 ¥y =4; 1 paraboleidom
12.33 ; ; i i = Zj' (2-y) (x) |
z =3 +¥% +1 )
e _ R - 2 _ ¥ -
Exsr:n.rz:v.,s'—g"- _(vidi eliku) ) -’41(2‘? yiy) &y =4 4y ( )|
= TB_ V2.
; . 2 2 '
12.38. Ravoima z = dx; 2z = o 1 cilindrom ¥ + y = 2 ax.

FESERSE: V =7d a’.

- X1/10 - . - 1111 -



2 2 2 . 2 2 2
koji iegeca cillindar x + =5b bga).
12.39. Elipsoldem = 4+ L= , 2 _ 1, Ji 1e ¥ ( )
2t 2 Y3
a b ¢
2 BESENJE: Fako je p = 2= = — =3 g = 22 = _ L,
FEEENTE: = v = ff=exay - H R s ax ay ‘ 2z P 27 z
° ¥ a2 v? e to je:

R

a 2 | -
: 2
el ax i‘__ Lay=&.v_4~'rabc x ¥ _ a B dx
- 2.2 g V= 5 = ’1+—+ dxdy-jj—dxdy-a. .
‘[ ‘! ® 3 jDJ- 22 g% . E & a2-{x2+y2)

Uputstvo: stavitit x = a xr cosa¥; y = a T alny , i1i i b 5 2
. : r Ar 2
2 S = a a-€ ———— = 27 a({- Ja“-r =272 (1., " -b"),
12.40. Cilindrom _1:2 +¥ - 2x=o0; 1 povrédi z = xzy; Z30 J J 2 2 '
. : a ¢ Ja“-r o
EESENJE: ] 2 2 2 2
:rr gmsf 12.44. Naéi povr8inu onog dela afere x° + ¥y + % = R
Jf I y dx dy = J co8 le sinv d‘f_" rtar o % . ko)l se projektuje. na ravan z = o van krugs
x2+y2-R.x=o T X0 Yo
. . 2
12.41. Izradunatl povriinu dela cilindra z° = 4 x k;ji pri- E‘.ESENJEz
pada prvem ohtantu a koji isecaju cilimdar y =4 x TMry
-3
i rdvan x = 1. P=RJ- (WJ . rdr - I \JH‘HR" costed¥ = R,
Rezs ¥ (B - x 0
RESENJE:

12.45. ‘Naéi povr#inu dela paraboloids 22 = 2 xy (z »o)

koji Je ograncen ravalma x = o: X = a; ¥y = 0,
P:J['l+—d:dy=5’l+—}dy J’lq-—dx(y) = y = b
=2J ‘f1+xdx= (2 /T -"1). RESENJE: p=93-(a+b) Jab
Q0
12,42, Izradunati povriinu dels paraboloida 1Z2.46. Izradunati povriinu g.ela konuaa z2 = x2 + _72 jaede-
22 = x2 + y2 koji iseea cilindar x2 + yz = 1. pog cilindrom 12 +y = 2x.
RESEHJE' Emko je p = x; q =y o Je RESENJE: P = 27 J2 .
w
4 [ ave 1+7r d.r-—z 2-1 avw = :
EF= .[ J ef1eet (242 )jo b. TROSTRUKT I VISESTRUET INTEGEALT
2 .
=5 V2 - 1)¥. ovop
Ako js funkoija £{z,¥,z)} neprekidna u oblasti V
12.43. IzxaZunati povr3inu dela sfere 1'2 + ,'yz + 52 = 52 - I1/13 -
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odredjeno) nejednakostima X, & X ¢ x5 ¥ (x)s ¥« ¥, (x)
3 (xy) ¢z enyz,y), gde su v (x)s y,{x)5 2, (2,y)

ZADACTI

. Izradunati T
neprekidne funkeije, onda trojni integral funkcije sledede trostruke integrele:

f(x,y,s) uzet po oblasti V moks biti izralunat po : ! 1 3
¥ ! 12.47. J. dx J.dy j dz
formali: ¢ 2
b3 Yalai  Zlen RESENJE:
E”‘f(x,y,z) dx gy dz = J dxj dy J f{x,y,2) dz , : 4 2 3 ‘ 2 ; ,
. AT 1= fafam [ fo [Sa- [ oo -
¢ [} [} [
2. Ako je funkeijs f(xl...,xn) neprekidna u nekoj ocgra- s ©
niZenoj cblasti ., definisanoj nejednakostima = js dx = 6.
! " '
x) exy <xy : s
. .48,
x(x)<x sx"(xl) j jdyfxy z dz,
x(x ,x...x )<x £ X (X X . -aX ) RES .
2 n-1 n® n*172 n-1° . ENJE:
) i w / . M 3 a x a kd
gde su x; 1 xy brojevi a x2(11)’ 12(11)...1n(x1,x2..xn_1) I jd_! j . (13 2 2;2 /xy i 5.4
x¥(xX ,X_ ...%_ ) neprexidne funkcije onda odgovara- z 1, ° dx j _L2 dy =
Tntl 2 1 a [} 0
juéi vi¥estruki integral mo¥e biti izraZunat po e ¥ e
i g » S 5 . L1o b @ 11
formali TGI vy dy = T 4x = = - B_
. los1l 1le
0 g
” Jf(xl,x seex Yax dx,. 8% = . :
o 12.49. Jjj (1-x} vy 2 & dy dz; ako je oblast V ogra-
x; (%) Xty dpoy) v nifena ravnime x=0; z = 0; y = 0; z = l-x—y.
= J’Jd_xl I dxz... f f(xl...xn) d.xn_
Xt Xy () Zpley- Xpuy) RESERJE;
i. Zagpraemina proizvoljne proste zatverens oblasti ¥ 1-x-y
I =J‘ (1—X)de-y dyJ z dz =

u prostoru izradunava ae po formuli

=Ifjdxdydz =J’(1-x)axjya¢,(_2)4[r
v
2y -2 (1-n) 42 v 93] ay =
- 'j: (edax [ (1 - x)2 g—z_zu_x)g’wgij::
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=1

i 4
1 (l-x)" "2(q_g1%
=-2~L(1-x) [—*2—‘- 3(1 )"+

Coos o am®
la- . JO (1-x)" dx =- &4

|'H

=+

44

250 §ff xeven) ax dy 4z ko Je oblast ¥ ogramifens

ravnimax:o;x=1;y=o,y-1‘z=or

RESENJE:

n
i

J ((2x+1) FL) |
o

o .
fax [Ty (xvy v 3)
a 1]

-1 1
fegtepa-g
]

[}
1

SSJ (2 + 3% 4 2°) ax ay dz ako jo o‘olastv
V  ogranifens povrdi 3(:: + y ) +z —3a

12.51.

REZENJE:
b7
= jjud.‘f i (2 + 3P+ 2 aa =§§u—dy11
b . 3
gako jo I, = jz (12*32+22)dz = [(xzﬂ'z)z + z—]
1

&
2
3
= 28 Hm, gde je ey 5 7L 3n

- O1/16 =

3

(1-x)4] ax 7=

= j{dx j:dy 50‘ (x+y+2) de

flas flos [eee +.f-1l;

flemres = = eon) [

(vidi sliku) .

4

-:2-32)

—
1]

to je

u

13.52.

12.53.

12.54,

12.%55.

zaﬁjjl —x-y?d.uuy=23 J_Sf‘—r rdr 4 =

Cryle al 24a

2a J”J""rd‘ej\f_-r rdr = - 298" JTJ (a—r) d(a-r =

. O 5
'3-7"&2@ (Ja—r)] -2 "BTJ av = 278
4]

3“0 El

y coal(z4+x)dx dy dz; gde je oblagt’V ogranidens
Vv  eilindrom y = Jx ; i ravnimr y = 0} z = 0; X+2 =

T 1
RESENJE: I=sig~3"
x2 2 32
jjj’ (—2' + ,v_2 + —2) dx 4y dz gde je oblast V
v 1 b c
2

2
ogranofens elipeoidom 1—2 + ,V_2 "
a”~ - b

|N
2+ 1 BV

Q

RESENJE: I = % Tabe .,

J‘J'J [ (X+y+Z)2 - % a2] ax dy dz ; gde je oblast ¥

Y definisena nejeduakostina: x2 + y2 - 28 ¥ £ 0;
x2+y2+22—332$o; 8>0 .
AESENJ E: I=- 13?% e’

.y 830 je oblast ¥

e IH

(z+a)2_ 3’2

ogranifena povriinema z = -]é';(xz"'.‘fz)l

% = bj 25> 0; b >o.

- III/17 -



12.56.

}2.57.

12.58.

12.59»

I-

Nadi lim

b

olH

RESENJE: 1

+ 2 alarc tgz % -‘g).

1n [ 2+ Diafesd) m(e®0?) | = 1im 1n (astf_

Lindod : b o B“+b

U sledeédim zadacims cdrediti granice integracije:

X300} ¥20; 220; X + ys&; dh

a a-y

BESENJE: I = d.xj ayj £(x,y,2) dz .
X20; ¥30; 230; X +F + 248,
@y  arx-y

BESEWJE: I = fd.x jd_y f fix,y,e) dz,
] o ¢

RESENJE: I = j ax j ay j £(x,y,z) dz,.
—ﬂ/& _ ’al_zXZ ."I_a,yz

U sledeéim zadacima ne razli¥ite naZine napisati
granice integracije

4 1-x X+y
J;d.x J;dy J; f(x,y,sa)dz._
RESENJE:
1-X ] f-x
[fdz j 1{x,y,35) 4y +J:dz }f £(x,y,8) daj
- XI1/18 -

- 248 1na + 2(a+b) 1n (m+b)-b 'Ln(a2+b2) +

-y

. -y
- fdz{jjdy J teymds jay BRI
o

1 i-x 4
12.60. J' ax [ ay [ £(x,y,3) az .
-1 - Ji-x 'sz;;z
RESENJE
1 xt-x
1= _J' ax [ ez j £{x,y,z) ay =
- txi i
' z SE
= j dz j(Ly ff(x,y,z) ax -
a % ’_Jz‘—_yg
s ) . 1Lyt
12.61. . ax ay f{x,y,z) dx-
[ Jyor forte
RESENJE:
R xE1
1= dx[fdzj.f(x.y.z)dwf az f £(x,y,2)dy
x® JI-xt
= f [fdy f(x,:,r,z)dx + jdy jf(x,y,z)dy} +
Z-yz,
¥ £
+ jdz I dy f fi{x,y,z) dx.
! ¥z \Jz—yt
1lo.62. Izrafunati sledede nesvojetvene integrale:

J(1+x+y+z)7 13
12.63. jjj ”d‘d’d:B-
1+x? +y + z%)

RESENJE: I =

jj -8y dz | pospmges (1 = oo)
7}

[+

x
16

- I1/19 -



12.64. Izradunati sledads integrale:

= joi[x(l'-x) + %(_1—:(7)2 - g (l_x)QJ I

24
dx % S
IJ j ' dxa d.x'n ako Je x> 0 5 2 >
12.68. 42" =a%; x+y=+a; x -y =+a.
= ‘e - LN = ‘
(k. = 1,2 a) 1 Xy *OX, beeotE £ 1
RESENJE: . : : RESENJE:
11
T on! a-* \/a

<
1l

/3
’ 4ja.:jdy 4fdxfa(eJa_x)ay=
! L2, 2 2 : :
o [ L [ ) an wp -aJJZE_x«a-m 8 [« [VePolax - f%n JaPex -
a

1

RESENJE : I =n§ . ,
=227 7.
U sledeéin zadacima naél zapreminu tela ogranidenu 2 2 2 2
B 12.69. Z =05 X  +¥y =4m82; X +y =2 ¢x.
povréinama; - .
4
irc
RESEWJE : 3— °
12.66. 5= x° + y‘?; f - ax 4 2_1,r2; ¥y =X; 7 = x2. 2
RESENJE; . ' 12.70. Cilindrima z = In (x+2) 1 z = In (6-x) i revnima
. i} 2dp 2yt ‘ ¢ X=0; £+ ¥ =0; X -y=2
v = jdx dy dz = jdxj(21+2y—x-y)dy =
¢ ¥2 Tyt @ %
. Ty 3 . REBENJE: V=41(4-31n 3)
_fd.x(xy+lv—)/ - j(x_zf"_ ) az -
-] 3 3
, 6 . ¢, ERIVOLINIJSKI INTEGRAL
L R - 0 L I
; fo(3 x Ly ax = 3
uvop .|
1. Ako je f(x,y,z) definisana i neprekidna funkeija u
12.67. X=0; X = l; ¥y =0; ¥y = 1=X; Z = x+y; 2 =x ¥ . )
syim teEkama glatke krive x = x(%); ¥y = y(t), 2 = z(%} =
ds diferencijal luka onda ¢ krivolinijski integral
RESENJE:
P prve vrate (krivolinijski integral po luku) izradu-
- XY fox T
= = _ _ nava po-formuli:
v _f jdyj dz ‘]adx J; (x+y-xy) Ay = !
1 1 " . L 2 ]
A : , . .
= _[oo.x (xy + 3 ¥ - 3 xyz)/ = jf(x.y.Z)ds =f e[x(e)s y(e); #(t}] \/x (t}+y?(£)+z (1) at.
4 (4 ¢
- XI1/20 -
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3.

Ovaj integral'ima osobinu-da ne zavisi od orijen-

tacije Krive.

U specijalnom 2lufaju ako je f = f(x,y) a parametar-
ske jednadine x = x(t); y = y(t) pri Eemu je

tls t gta imadeno:

t ,
[2(x,7)08 = [l sm] VT« y%a) et
c- ﬂ

Ako kriva integracije ima oblik y = y(x) element
luka se izratunava po formuli ds =f1 + y% dx .
Tada je:

2 |
jf(z.y)ds = j [ x; y(x)] J1 + y? ax .
(S * ’

1
Ako su funkeije P = P(x ,y,z); Q@ = Q{x,¥,%);
R = R(xiy,%) neprekidde du¥ krive integracije
onda se krivolinijski integral druge vrate (krive-
1linijski integral po koordinaﬁama) jzradunava po

formuli:
jp(x.y,Z) ax + Q{x,y,z) dy + R(x,y,2) dz =

=J’1z{l’ [x(e)iy(e); =(4)] x4+Q [x(t)iy(t)s 2{8)] vl +
L

Wby

+ R [x(£); y(t); 2(t) ] z;J dt.

Pri promeni smera integracije du? krive ¢ ovaj in-

togral menja znak.

du

Ako je P(x,y,z) dx + Q(x,y,2) dy + R(x,y,z) dz

ty. ake lzraz pod integralom pretstavlja totalni

- xa1/zz -

diferencijal neke Jedncznalne funkcije 7 steda je

llyllzl)

J’Pd.‘l*Qdy+Rdz=, ﬁ(xz,y2,zz) - n{x
4
gde su (xl,yl,?l) i (x2'y2’zz) reapektivno poletna
! krajnja tafka putenje integracije.
Da bi ee mogla primeniti gornja formuls moraju bitl

ispunjeni aledséi uslovi

2P _ 2¢ , 29 _ 3B R _ B3P
vy 2x’ 22 ~ 3Ay' ax 2z

T tom sludaju funkcija »n moZe biti nadiana po
formuli:
¥ Y z .
n(x,y,z} = LP(X.y.Z)dx + fy’Q(xO.y.z) dy +fzoR(¥°..vo-Z) dz

gde je (xo,yo,zo) neks fiksirena taska oblaeti V.

6. Ako se zatvoreaa, glatka kriva ¢ obilazi itake da
oblast D njome ogranidena ostaje sa leve strane a

funkeije P,q, au neprekidne zajedno sa avojim par-

cijalnim izvodime prvog reda u oblasgti D i ne njenom

rubu, onds va%l Grinova formula
_ 39 2P
PRixuIax + ey ay = [[ (53 - 20 axay.
[4 - n

ZADACI :

Izradunatli sledeée krivolinijske integrale:

12.71. J‘ x d3; ako je C deo prave y = x izmedju taZaka
(4
(0,0 £ (1,1). :

] .
RESENJE: I =_[ x J1+y2 dx. Eako je y' =1 = y'?
' .

to je:

e[ xe o2

- XI1/23 -



. 2 . . 2 2 E
12.72. jc— y dsi; gde je c gornja polovine krugas x +y2 a 12.78. j,/x2+§2 da; sko je c krug x2 + _y2 = ax

izmedju tazake (a,0) 1 (-a;0). ¢ '
3 RESENJE: Ako se uvedu polarne koordinate x =.r cos¢;
RESENJE: 1 = .2~ 2
2 . y=r sin¥ ; do = Jr'?+ r? d‘(’=\/aizsin:z‘f «aZcos way =
2 . =ad¥ , doblja se
12-93. fy ds; po luku parabole y° = 2x od tadke (0,0) . T ¥
[4 C T Ty z
do tagke {4; V8).
' I=Irad‘€ =32jcos\ed*€=azsin‘€/=2a2.
7 bt
. 26 ' 1
RESENJE: I = — -
3 12.79. Ix y z ds; gde je ¢ luk krive x = t;
C e 2
12.74. fJ?. ¥ d9; gde je o prvi svoé cikloide x = a(t-sint); y= iE=3 cd tafke v <o do t = 1.
¥y = a(l=cos t) -~
, 16 V2
RESENJE: I = 133
RESENJE: T = 4% a2 V& ,
a 12.80. _{(x2 + y2 + 22) ds gde je ¢ deo zavojnice
12.75. f-—%—s-’,gdejecodseé&kpmvey:f—z x =8 cos t; =;sint z=bt (psts2
) \lx2-+y2- 2 VY ' ( £27)
izmedju tadake (o72) i (4,0). RESENJE: T = 2_;_5'_'__ (3 a2 + 4‘J7‘b2) 32+b2
. 7+ 3V5
RESENJE: I = 1ln Ty Izrafunati sledede krivoliniske integrale:
12.8 X dy - y dx : ront .
12.76. QSX ¥ ds; gde je c konturs pravougaonika koji od- 2.01. X + Yy ko je & konturs trougls koji ob-
! ] (4
redjuju prave x =0} y =0; x =4, y = 2. razuje prava x + y = 1 sa koordinatnim osama
- - B \
RESENJE: T = 2. tor} 3\ RESENJE: T =1, + 1, + T, gde je
. o . I. = .r 1, = 1. =
12.77. j(x+y) ds; ako je ¢ kontura trougla At b oA 2 2;3 3 );5
[4
0Jo,0}  A(%,0) Blo,1)
’ Keko je I, = I, =0, to je
1 3 .
RESENJE: I = 1 + 2 o
Lo1 - j"x(-dg-u-x)dx _ )’-x dx - dx'+ x Ax_ _
- s x+{1-x) / 1 -

f’d.: = 1.
Q
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12.82.

12.83-

12.84.

12.85.

12.56.

2 2
J-x}dy - y3{13(; pe Xonturl kruga x +y =8
[

BESENJE: I = % a .

x4 +-Lﬂ1;kadaxvariraodx=odox=¢
¥ T : :

du¥ krive ¥y = 2 X -.X .

RESENJE: I =< + 1n 5 ~ 4 ave tg 2 .

L

. j(xz + yz) dx; gds je kriva integracije gorn]i

¢ deo kruga (x-l)2 + y2 = 1 od tatke {o,0) do

tatke (2,0)
RESENJE: I = - %'

Jx y dx + {x+y) dy; gde je c zatvorena kontura

: 2
¢ k¥oju obrazuju linije y = o0o; x =1, y = %

REEENJE: I = 1. + I, + I_,gde je

( 5.1 1 2 3
Iy = i I, = £ Iy = f_
° A(1,0) 04 A8 Bo
1
Kako je I, = o 13:-% Izzg p-L

-jx y 8x: sko je ¢ luk parsbole x = y2 od tadke (1,-1)
S do tadke (1,1)

B(1.1) RESERJE: T = T+ 12, gde je
[/ LIy = f I, = 4 .
A(1,- 1) e 03

Kako je Il = J_x y dx = Lox(—\f_x)d.x = Jux
o

215/2 ll

= £
:
o Y

- XIT/26 -

1 2
al, = Ixya.:=jo; ﬁd.x-g, to je
o8
- -4,
T=typrI=3
12.87. _S'ydx-z dy; ko je o luk cikloide x = 2(t-sin +);

(3
¥ = 2{l-cos %) od talke (0,0) do tadke (47 ,0)

BRESENJE: T = 249 .

1z2.b38. jz dx + x dy + y dz; ako je o zavojnieca
t
Yy =4awsgin t; x=a co9 t; z = at .

RESENJE; Kako Je dx = — a sin t dt; dy = a cos t dt;
dz = adt, to je
Fi
1 = J;at(—a eln t)dt + a cos t(a cos € dt) + a sin t adt =

2 2 .
32 j coszt at = 32 j —cos?_; + 1 at =
o ¢ .

- 2 :
= z[smzr. 3] 2
= a 5 *3 , = a7,
12.89. _fx}d.x + 3z y2 dy - x2 y dz; gde je ¢ deo prave od
[~
tadke (3,2,1) do talke {o,0,0)

RBéENJE:I:-:—?--

U eledeéim primerima nadi funkciju kada je poznat
njen totalni diferencijal

12.90. (e¥4x) ax + (x o¥ - 2 y) ay .

RESENJE: Trm2ena funkcija a 1lmade parcijelne izvode

- Xxat/27 -



an y . Bn y o
T =& t X a)y_xe 2'ly.

2
Pisemo s je 2= [(e¥rx)ax e (y) = x o¥v - e (y)

Awo trofimo parcijalni izvod po y dobijenog izraza

i izjednndimo ga se veé poznatom vrednoBdu dobijamo:
- x2 ¥ ¢ ¥
ﬁ—,_x ey+§—+'~(’(y)] =x e +f(y) =x¢ -2y
2y -

. 2
=-2y, pa je ¥{y)=-y-

3:2 2
Tada je n:xa‘y-r_—z-—— + €.

oaavde je ¢'(y)

x * ay
12.91- 7 5 &ty oW
X +y X+t y

12.96.

REZENJE:

Y
juldxf%‘v‘+c=%lﬂ(12+y2)+aarctg§+o.
X ty )

(Ovo je drugi nadin nalanZfenja traZfense funkeije)

- 2
12.92. {2x cos y - yzsin x) dx + (2y cos x = x_ gin y) dy 12.97.

RESENJE: n= nlx,y) = x%cos y o+ y2cos X + c.

2 2 2 2
12.93. {2« y e Y +'y2 &Y 4 1) ax + (x 2% ‘Y+2x ye¥ —2y)ay

x2 xyE 2
RESENJE: n(x,y) Y+ ™ v x - ¥ 4.

to je

z z 2
17.94. (x'{—?_y zydx + (y£—2x zydy + (2°-2x y) dz.

RESENJE: Neka jJe (xo,yo.zo) = (0,0,0) fikeirana

12.98.
tadka oblaeti .

- XII/26 -

Tada je:
nix,y,2) =[P(x..v.z)d.x +jy Qx,,y,2)dy + jﬁ(xo'yo'z) dz =

12.95.

h ¥ x

Ya (3 <g

[}

j (x -2y z)dx +j (y -2.0.2)dy + fz(z -2.0.0}dz =

o
3
(§~2yzx)/: / T/:

n
I
—
<
+
w
+
©

w
N,
|
far]
%
e
o~
+
o
v

(2x ¥y 2 + In y) dx + {xzy + )%) ay + (xzy - 22) 4az.

RETLETE: A= x ln g + x2y - z° 4 e
dx-3 dy 3y—x 4 23 as
2 * 2 £
z
x-3 ¥ z2
RESENJE: ;7:—2'"“* + 3T+ ¢

Vodedl raduna da je podintegralni izraz totalai

diferencijal izradunati integrale:

f2 xy dx + x2 dy; od talke {o,0) do talke (1,1)
ako je putanja c:
1.5 = x 2.y = x2 3.0x = y° 4.y o= X

REFENJE: Xako je n= nlf,y) =

_),Exb'dx+j0dy=xy/

fP(x,y)ux+er(xo,b‘)‘i:f=

%

- .
j?xydxq-x‘ dy = n (1,2} - nlo,0) =1,
C

3
x dy + y dx; ako je ¢ luk krive x7 + 3‘9 -

ol
+ X“yz—ﬁy + 3% dizmedju tadaka (0,0} 1 (3,2).
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12.99.

12.loo0.

12.1el.

12.102.

12.103.

12.104.

HEFERJE: Kako je n= xy to je

I= n(1,2) - #lo,0) = 1. 12.105.
o)
| Gxmy)axtay).
(%-1)
RESENJE: I = -~ 2.
&7
cos ¥ dx - x 2in y dy .

@; ¥) X

{o; 5)

: 12.106,
P
RESENIE: L=5 -
ra,&)
f e*: cos ¥y dx - aim y &y,
(6,0)
RESERJE: 1 = evcos b — 1.

12.107.
(24,2) :

xdx—yzdy+idz.
(i) 2 3,
REBENJE: Kako je eI _L L3 g0 Je
2 3 2
19, ,1 1 lo .
1 = n~(2,1,3)- (1,-1,2) = {2 - T+ '2-)-(5+ j~+2) =3

3:2,7)
jyzdx+z'xdy+xydz.

*3,3) ‘ : . 1.
RESENJE: Kake Je n =xyz. to je

1= m(3,2,1) - #(1,2,3) = 3.2.1 = 1.2.3 = 0~

(53.1)
jzxdy+xydz-—yzdz (z £

(x-y2)2

17,2,%)

- X11/30 -

Koristeéi Grinovu formulu izradunati integrule:

2 2 i
gﬁz(x ¥ )éx (x+y)2dy, ako je ¢ konturo trougls
tija su temena A{1,1); B(z,2}; c(1,3).

I 3
-3

§x y26y - x2y dx; ako je ¢ kentura kruga
c

12 +3‘2 =a2.

57'3.4
2

RESERJE: 56 =

é(xw)dx - (x-y)dy; =ko je ¢ elipsa
[+

2 g2
—2'+2=1.
a b

REEENJE: '95: - 2Jab .

PRIMENA KRIVOLIN1JSKOG INIEGRALA

Koristedi Sranove formulu vidimp da je povrsina

ravne oblasti D koja je ocgranifena krivom ¢ data

formulcm

1 .
P-=2 éxdy-ydx.

Povriina omotada cilindrifne povrai &ije su izvod-

nice paralelpe z-os8i'a gendratrisa ou je kriva c

- X1I/31 -

RESENJE : §= EJ;zdx j:,(x—_y)dx dy
X

2
-4‘J;(x-2)2c3x = - %(x—?)llj =



. ] -, _ ey
u ravni xOy data je formulom RECERJE: P = 3R

E= j z da. 12.113. Parabolidnog cilindra Y2 = 2 px izmedju ravoi
< 8
-z=°§z=in=—p
ZADACI : 9
Izradunati ypovrdinu ograniZenu krivim linijemas . -HEEENJ'E:
12,108. x =2 co8 %5 y =Dbsaint ) P=f J’ m dx o f f1+
C .
RESENJIE
’ =j PX + P dx:g-a-pe.
p-z ¢ xa d _.EE;SE.C. t(b ¢cos t)dt-b sin t( in t)at ° o
=3 x dy ~y dx.= 5 Pa cos 0 ~b sin -aﬂm. |
N o ) Fig 2 27 ) 4. POVRSINSXI INTEGRALI
= 2 [ev(cosPresin®olar = T av far = Sav t [ = Tav,
2 A 2 (] 2 o
. uvon
.109. = t-sin t); ¥ = - t ste2¥ ' . -
12.109 X . a{t-sin t); v = a(l-cos t) (o= 2T} 1. Povriinski integral prve vrste: Ako je S glatka
. dvostrana povrs definisana jednadinama:
REJENJZ: P = 3 Fa“.
, , x = x4y ¥ = y{eyv); 2 = 2lu,v) [ (wv)e )
.1lo. X = & coa~t; y = a ain’t ot <2 F .
12 Py { ) & f{x,y,z) funkcija definisana i neprekidna na
3 w povrii 5 onda je:
RESENJE: P = 2 a jintcostﬂt: :
2r g o
- % azj( % sin 2 tF av = % T a? {ff("-"'*“) 4 = ff[i’(x(u»v); yla,v), 2(e,v)] J£6 -F2au av
. g
v ) gde je:
. . ) « 2 2 2
Nadéi povriinu slededih povrais _¢3x 3 EF2
¢ E=(=57) + (?‘%) + ('3%)
12.111. Cmotata cilindra. x2+y2 = 1 izmedju ravni z = 4y 1 ) ax 2 2y 2 z
6 = (‘——av) + (Ev) + ('a——a )
ravni z = 2 ¥ : v
po 2% 28X 2y 23 22,6 2%
RESEIE: P = [z dw = 8. 4t ev T du av T au @y
(3
2, Ako jedna¥ina povrsi 3 ima o‘blik zZ = z(x,y)
; 2 2 2
12.112. - Kru#nog cilindra xz+y = R” dzmedju ravnl 2 = o [(;,y) €D j gde Je z{x,y) 1Bdn°znaén3 direren-
1 povrgi z =R + %— ¢ijalna funkeija, onda Je

- i’u/ae - : . - TII/3 -



—_—

J]'f(x,y,z)db = jj-f [ x,y,z(x,y)] J 1402 +q %ax ay

(s

de je 2% 4o 22

gde ) pP=a 4= ¥
o
Gornji integrali ne zavise od izbora strane
povrii 3.

3. Povriinski integrsl druge vrste: Ako je 5

glatka dvostrana povrd, na kojoj js izabrana
jedna od dveju strana,. odredjena smerouw normale
A {cosel, cos B, cos &) a Plx,y,z), olx,y,z) i
R{x,y,z) tri fuﬁkcije definisane i neprekidne

ne poévrii 3 conda. je

5

Pri prelagu na drugu stranu povri$i ovaj integral

~dobija suproten znak.

4. Stocesova farmula: Ako su P = P(x,¥,2)=({%X,¥.2)
i R = R{x,y,z) diferéncijalne funkcije, & ¢ proa-
ta zatvoreﬂa glatka kriva koja ograniZava glatku
'dvgstranu povrs S, onda vaZi slededa Stocesmova
formula:

cosx  €osA  Losd

s
§P6x+qay+ndz=jj % % ai s

P a R

gde au cos <, cos B, cos {, kosinusi pravca mor-
male povrdi 5, orijentisane na onu stranu, u od-
nesu na koju uve obilazek konture c vrsi uuprotno

kretan ju kazeljke na €aaovniku.

5. Pormula Ostrogradakog: Ako je & deo po deo glatka
povri , koja ogranifava oblast V, a PuP(x,y,z)
Q@ =@Q{x,y,2) R = B(x,y,z) neprexidne funkcije

- XI1/ 34 -

J_J—P dy dz + Q 4z dx + R dx ay =ff (P coanh-.q cos/s +R cos J7)as.
S

zajedno e avojim parcijalnim izvodima prvog

reda u oblasti V43, onda vaii formula Ostrograd-

skog:

ff(P coscl + Q o8B + R cosd’) 45 =
5

=jjf(%§+%+-g—1:) ax dy dz ,
"

gde su cossl cos,3, cosd kosinusi pravca £pol jue normale

povrsl 5.

ZADACI:

Izradunati sledede povriinske integrale:

12.114. _IJ-(Sx + 4y + 3z) &S, sko je 5 deo ravni

X+2y + 3z = 6 koja pripads prvom ocktantu.

RESERJE: Kako je 2z = %(6—x-2y), to jé

as = 1+pg+q2dx dy = J 1+ {7 3

Otuda se dobija da je
6-2y
I {6xs4y+3z) A5 = 4 J dy .I (5x+2y+6) axX =

=2 J_E j'(y -loy + 21) ay = 54 J14.
H

ako je S5 deo ravoil x+y+2

2!
(1+x¢z) pripada prvom oktantu

REEENJE: T =  3(1n 2 - %)

- ¥11/35 -

2 2
) +c-§)axay=

J1a
3

1,

dx dy.

koji



RESENJE:

12,116. . j_[ (x2+y2)d.S', ako je 5 sfera 12+y2+22 = a?
— ( dx dz
: =5J+ JAJ’ gde je: dS5 = a —E=—"—
KE3ENJE: Iz jednaline z = ‘}32_12_{2 dobijamo: ' j‘j‘ Jae-—xz
’ z dx iz
. : =a
p= 22 . = 2x ~-R 222 & L ﬁ ﬁ
* 2 Jaz—xzvyz % GRS PR z

Tada je: ‘ : J;j= a ’g(z + \/:TT) dx az.,
jj(x o =z {f (xEar™) % ‘ Tada sze dobija:
+ ‘ = 2a dz (1 + ——) ax =
js'{ L‘I J J fa2-22

N 2yt ! );f
2a jh(25+Tz) dz = ah (4 a +Jh),
o

_2ajfmdxldy._
2r
aja r=%3‘v‘a4.

=2 °_zf ra
a Jl-—rz
12.119. 40,
12.117. ,U - as . S

5 3 8ko je S deo cilindre x4y =R’

; ake je S deo cilindra

ogranléen ravnima: x=0; 2=0 3¥29;

X.= 2 - ograniden ravaima x = 0of 2 = 0; Z=Ll.
z = m.
REZENJE: Ksko je xoay" = R® to je 2% _ o; :
: a2z REbENJ’E:
2x __ L , i e iz
ay x jj:J’——X-—dydzz_J’ jz -
2 - 2 5 D . +2
x 3x,°dz 4y = |1 + o— 4z dy = '
45 = 1 +(?;) + (a_y) RZ_yZ L Jz 1 . 2
. ' = T_-— arc tg = 3 Ef\‘1+72+ 1n{y+ Yi+y ] .
_Raz 2 : . -2
- 2_.2
Re-y . . 12.120. -
Tada je: Ij z d’; 5= I é 5 B dy dz _ ﬂ. x(y 22)ds ako je povr3 5 dats jednaZimom
R4z JR%-
g X Aoz /] * o Js yz 52
. STz e ER RESERJE: 1=3%-11r.
12.118, j(y+z+J _x%) a3 ako Je Y deo cilindra 5
2 .
12.124. 2 45 mko je povrd 5 data Jednadinom
x2+3.r2 = 32, izmed ju ravni J'[ o ; 5 je P g
2
Z = 0; 2 =-h. - ) 2z = a -x -y
- 1/ 37 -
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megensE: 1 - 48 T
12.122. Jf ds o ake je 5 sfera x2+y2+22 =1, z%0
s (1+Z) R

d3 ‘ 1 .
J;J- (_:Z)-Z ) _J];,[ :|.+J:I.—x2 - y? ) Ji_,ixg‘.‘{_y? -

!
N
o
4
Q\—"_—\
-
i
+
-
j
I
H
o)
L}
T
5 |6
kN
Ll

Ako stavimo umenu 1-1'2 = t2 dobijame konadno:

=

i
jfzzy—il=2r(-l+1)=f.
S a(’-rt)e 2

12.123. jf ds ; po povrii x2+y2+zz =a%; z zo
s \

RESENJE:

w 1
.
by
B

"
s

Sl
|

b

%] H
"”
X
[av]

1

e

]

%]

i

E
[3b)

1

Lo
N

]

1 . T or
Jaﬁ—r2 \)32_1-2

&ko se uvede smena a2—r2

1
-
e&.._& Q"
“
Qb
2

‘t2 dobija ae

a .
jj_zaﬂj at =2a du =4 aT(Jylea - 1) .
1+
12,134, -U \)Rzax‘?—yz as; gde je g Polovina ofere
' 5
' 2 = R2.—x2—y2

- XI1/38 -

REZEWJE: I - TR .

12.125. l[fxzyz d8; ako je S5 poclovina afere
S5

Z = 32_12_5(2

: 3
: ‘2¥R
RESENIB: I = T

Izradunati sledede povriinske iptegrala:’

12,126, JT % dx ay + x dx dz + ¥y 4y 4z; ake jo 5 gormji
deo ravnl x - ¥y + 2 =1

igeden koordinatn1m ravnima

REEENJE: Potrebno je izrafuna-
ti tri integrala. Tako imamo
da Je:

=ﬁz ix 4y = [[ (L+y-x)ax ay «
s b

jo‘ dx j:f(lﬂf-x) dy = - %— -

. oA
Io=dexdz:—jxdxdz:-Jxﬂ::sz:—%
. 5 ) v o
jer normale povrii zakxlapa btup ugac sa ravsi 0z,
o 1Y 1
=J'J‘ydydz= jjydydz—.—jydyjdz:_—-s—.
s ] - @
1 1 1 1.
Tada Jje konalne JJ =1 +12+13 =-~€-" 8" §="3

(vidi alilku) .

12.,127. J:[ x ¥y & dx dy; po epoljne] strani afere

s x2+y2 + 2? =1l x30; ¥xo,

- 11/ 3% -



12.131. ﬁx dy dz + 3° dx dz + ze dx dy; ako je s
RESENIE:L -U o dx dy = spoljne strena sfere x + 3'2 + z - a , koja
J pripsda prvom oktantu /vidi crtei/
= ffxyezaxay-
- s 5
—ﬂ.xyzdxﬂy=2jjxyzdxdy
. Sz S

l_,, : jer je u oamom oktantu z & o.

Tada je j_f Xy 2 dxdy =2 ‘U. Xy Jl-(x2+y2_) dx dy =
5 I

W

' 1
= Ejain‘{’coa‘f’ d*(:"j 3 \h—rz dr:%-
1i2.1258. j-J- \/ + y dx dy; ako je 3 donja strana

krugax + yz's 52.

REEENJIE : U ?}x2+y2dx dy = - J’J’\./)CE-{-ya dx &y = RESENJE:
3 D
¥ 4
——_Ld‘{’ia:?rQ rdr:—zfﬁaa=—;—7]’as/z. J=5_5g_&_

- 2

12.132  ffx dy.dz + y @x dz + z dx dy po spoljnoj strani
. s 2 2
12.129. J—J- 24x 8y + y dx dz - xzz dy ¢z; ako je 3 sfere x< + y2 + 2% = a‘?.
5 gpoljna atraria oncg dela elipseoida

2

RESENJE: Dati int i i i in—
FRNFCIN y2 + 4 2° = 1 koji pripada prvom interval predstavlje zbir tri in

tegrala., Prvi od njih je

tu.
oktantu - 2 @
\ , SSxdxdz-EJj a—z-y dydz=2‘gdf\/32—r2rdr=
REFGENJE I=3 (T - E) . ?
2_ 2% 2_2 2_2.% 4
- =-2F a~=-r"1% g - = - 49 - / -
12.130. g‘;ﬁ ¥ dx dz; ako je U unutreinja strana tetracdru .J; ( (a=-r%) (a"-1°) A
koli odredjuju ravni: xey+z =1} x = ;1 ¥ = 9 . u.?f'a?’
Z = 0. . .
. Us)led simetrije i ostals dva integrala imsju istu
HEZBNJE: 1=-%- vrednost pa je konadno

- 4 35
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12.133. J’} y z 8y 6z + x z &z dx + x ¥y dx dyi gig je S
5 sypoljna strana telrsedra koji je odredjen rav-

nimE X = 0} ¥ =0} 2 = 0; X + ¥ + Z = &,

KEEENJE: 1 =

m!m

12,134, JJ (y-z) dy 6z + (z-x) dx dz + (x-y) dx dy
5

. .2 2 2
ako je B spoljna strana povrdi X + ¥ =2

(ogz 4h).

RESENJE: 1 = o.

Koristedi Stocesova formulu izradunati sledede

krivelinijske integrale:

12.135. 95y dx + z dy + x dz; 2ko je c krug odredjen jed-

2 2 2 2
nadinama: '+ ¥ + 2% =8 j X+ ¥ + 2 = 0.

REEENIL: cos<  cosp  cOSE

@ _ J‘f _a_’ax _59_3‘ % dy =
Z

(5} y x
= [[ [coss (-1)-cosp(+1)+coal(-1)] @3 =
(S) 1 1 1
= - (cosd+ cozpr cosd )dd = - J’ { v e . —=H3 Ax dy =
) pr e 00 - ff g e B e
x Jarsinty
__jjjdxdy=-éjd?j r 4r =
i . a I o T
J2esin? 2 ) z
; 2 o 2 8.2 d‘?ﬁ 2 j' av
=_3J alr ), = _J_J; 2 sindy 4 2+ uin 26
f Od "1 Tz
7 z 3 .2 I du
.. 9.2 1 ru - -3 a j = -
2+ 2 e M+ U ¥ 1

- Y11/ 42~

__132f d_______}d_zaafmi dt _
) 2 - 0‘“'%2*%_ 4— o 3.0 3 )
o . - it
o e
=*J§5.2 j-L,) = — ﬁa2a1ctgt/ -
A 17, 52
N E S-S S RN Ny

12.136. 95 (y-2)dx + (z-x) dy + (x-y) dz; ake je ¢ luk

C
elipse odredjens jednafinama:

2 7z x oz

"+ ¥y° = a% a+h:1 (2 »0; n»o) koji je

orijentican u smeru suprobnom od smera kazaljke
na gasoviniku, posmatrano sa pozitivnog smera

ose Ox.

RESENJE: é(Y"Z}dX + {z=%) dy + {x-y) dz =

as-d. 053 cosd
= 2 3 d3 =
aY az
(5) z-¥ Xy

n

_II (cospl + cos B+ cos ) 48 =

- fj’ . . a ) .|.'+h2 dx dy =
) x%y&‘al \[d +n? ~/32 +n° 2 )
jf (h'+a) dzay = - 2 a7 (as+h).
,z‘}.zgaz :
12.137, § éxdx'»f z(x:.i+y2)3/‘ dy + ¥ 23 dz gde je ¢
. ‘_ir.'lija. odred jena presekom povrdi
z = x:+y2;x=o,x=2 Yy = o; ¥y = 1.



12.138. j (Yz + 22) dx + (z2+x2) dy + (x2 + ¥
) 2

2

2 2 12.14%1. Izrafunati povr3inaski integral
Cleckrivax® 3y 22 c2ax x5 +y° =220 3

% 0. 2 z
gfﬁyzdxdy+xzdydz+.;;ydxdz
REKENJE: I = 2 75 a'nz. ) gde je 5 epoljine atrana povrii koju obrazuju
povréi:z=x2+y2; x2+y2=1; X = 0; y:o}
12.139. Neka je c zatvorena konturs koja pripasda ravni Z = 0 u prvom oktantu primenom formule Qutre-

X co9el + ¥y cO8B + 2 o3 -p =0 gradakog.
i ggranifava povrdinu 5 pri Jemu su coz«  cosS;

o ) 2
¢os § kosinusi pravea normale. Nadi: RESENJE: Keko je P = x 27 Q =xyi R =y~ =z

dx &y dz ’ to je
g’j coad cog B coad” | ar 2Q 2. R 2
¢ x ¥ z l xS gy T F B S Y o PA s

ako se kyetanje vr8i u pozitivndlsmeru konture c, s 2 p 2 2
_ @:ﬂ’j(mx +y )dx dy dz = Ifﬁx ay f (24x ¢y )dz =
n 0
RESEWJE: I = §(z cosB— y co8 ) dx 4 s v '
fj dx Qdy [-:-L- 22+z(x2+y2)] =
[ i 2

+ {x cosy - z cosd)dy + (y cos-xcosB) dx = e,

il

2 p
3 2 2 2 5, gL T
¢ o3 - = - 2 =4 _ 2
cos £ EY: cos ¢ _zjj(x+y)dxdy_2jd'ffrdr_226_8
NI R A : )
2 x ay az
= Zeosfi-yeosd xeas¥ircosd  Yiosd-xCogs
=2 fj (cosze!. + 0032/5 + coszk’) ds = 2 5. ’
5
12.140. Transformésati povriinski integral

jf xzdy dz+y2 ax dz+z2 dx 3y 4

S
akc je % zatvorena povri, y trojmi uzet po ob-

lasti koju ogranilava ta povrd
REYENJE:
1=2 fjf(x+y+z) dx dy dz.
'
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