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PREDGOVOR

Konvergencija numerike aproksimacije, bez obzira da 1i je ova odredje-
na metodom mreZa i1i metodom konacnog elementa, ka tacnom redenju diferenci-
ja]ne jednadine zavisi od glatkosti re3enja. U praksi se esto javija potre-
ba za reZavanjem zadataka u kojima bilo koeficijenti jednaline, bilo funkci-
je kojima su zadati grani¢ni uslovi, imaju tacke prekida prve vrste, ili je,
pak, granica oblasti nedovoljno glatka. Redenja takvih zadataka imaju malu
glatkost, u tom smislu da sama re3enja i1i njihovi izvodi niZeg reda imaju
singularitete u izolovanim tackama. Stoga su klasicne numeriCke metode obicno
nedovolino elikasne u refavanju ovih zadataka (|2], |8}, {10, |17}, |18] ,
|20, |37}, 1391).

) poslednje vreme mogu se izdvojiti tri osnovna pravca u razvoju hovih,
posebnih numerickih metoda za reSavanje ovakvih zadataka.

Prvu grupu ¢ine metode koje se zasnivaju na klasicnim metodama konacnih
razlika (napr. [32|, |33|) i1i varijacionim metodama {napr. |23|, |28], |29]),
a u kojima se povecanje tacnosti aproksimacije postiZe zguinjavanjem mreiZe u
okolini singularne tacke. Njima se moze posfiéi tacénost pribliznog re3enja
kao za slucaj glatkog reSenja, ali je potrebno uzeti veéi broj Cvorova.

Drugi nacin prevazilaZenja ovog problema je da se u skup bazisnih funk-
cija varijacionih metoda, pored standardnih polinomijalnih funkcija sa kom-
paktnim nosacdima, uvedu i funkcije koje imaju iste singularitete kao i rese-
nje koje se trazi (napr. u |1]|, |28], |31|, |34]|). Takve funkcije obi&no ne-
maju kompaktne nosaCe, pa matrica sistema jednacCina koji se dobija ima sloiZe-
niju strukturu, |

U trecu grupu spadaju metode zasnovane na primeni nehomogenih diferenci-
jskih shema na ravnomernim mreZama (napr. u |4], |9], [11], [12], |14]).
Koeficijenti shema se odredjuju u zavisnosti od tipa singulariteta redenja
koje se aproksimira.

Cilj ovoga rada je da se analiziraju svojstva klasicnih diferencijskih
shema kada se ove koriste za reSavanje zadataka u oblastima sa nedovoljno




gtatkom granicom ili zadataka sa meSovitim grani¢nim uslovima, i da se na os-
novu dobijenih rezuitata definiSu neke modifikacije tih shema kojima bi se
odredjivale tacnije aproksimacije redenja.

Na poCetku prve glave se ukazuje na uzroke male glatkosti reSenja ove
vrste zadataka i definiSe modelni zadatak za jednadinu Laplacea, ¢ije je re-
Senje poznato - v(z)=CZhnz1/v, i koji €e stoga biti koridéen za analizu apro-

ksimacija diferencijskim shemama ove vrste zadataka. Dalje se definidu pravo-

ugaona mreza i Jjednoparametarska familija diferencijskih operatora na njoj,

pki cemu se dokazuje elipticnost operatora te familije u zavisnosti od vred-
~nosti parametra. Pomenutom familijom diferencijskih operatora za modelnj
zadatak se formuli%u Cetiri diferencijska zadatka (za granicni ugao 3n/2 i

2r za Dirichletov i medSoviti zadatak), €ija su analiticka reSenja data teore-

mom 1.1. Teoremom 1.2. je odredjen asimptotski razvoj ovih reSenja po stepe-

nima rastojanja od singularne tacke

2/v
_ 1/v h
u(xm.yn) = ¢ Im 2 + 0 (lz|1f”)
2 ngega seanZze zakljuciti da je tacnost aproksimacije utoliko manja koliko

Jr* granicni ugao ve¢i (odredjuje ga parametar v) i da sheme poviSenog poretka
tacnosti (napr. za «=-1/6) ne daju nidta vedu ta€nost aproksimacije ovih za-
dataka, Rezultati izloZeni u prvoj glavi su uopitenja za pravougacnu mrezu
analognih rezultata iz rada |6], u kome su diferencijski zadaci definisani na
kvadratnoj mrezi.
Pomocu rezuitata dobijenih u prvoj glavi, u drugoj glavi se vrii detalj-
nija analiza mreznih aproksimacija me3ovitog zadatka za jednacinu Laplacea u
poluravni. Odredjuje se integralni oblik redenja diferencijskog zadatka i
hjegov asimptotski razvoj, na osnovu cega se zakljuCuje da je greSka aproksi-
~macije van okoline singularne tacke (tatka smene tipa graniénog ustova) reda
O(h), a u neposrednoj okolini singularne tacke 0(vh), bez obzira na to koju
smo shemu koristili. Da bi se analizirala moguénost povecanja tacnosti do
tacnosti koju sheme obezbedjuju za zadatke sa dovoljno glatkim reSenjima,
teoremom 2.1, se'odredjuje asimptotski razvoj redenja mreinog zadatka defini-
sanog na pomerenoj mreZi (kada singularna tacka nije u &voru mreZe)}, 1z dobi-
Jenog razvoja se moZe zakljuciti kako treba izabrati parametre mreze u zavi-
snosti od izabrane sheme, da red greSke aproksimacije bude manji. Dalje se u
odelgku 2.3, analizira taCnost aproksimacije polaznog zadatka diferencijskom
shemom na Sablonu od pet tadaka, tzv. "kosi krst", obzirom da asimptotski




razvoj pribliZnog reSenja ukazuje na mogucnost da gre3ka aproksimacije ovom
shemom bude O(hz). Svodjenjem ove sheme na drugu shemu, pokazuje se da je i
za nju greSka aproksimacije reda 0(h).

U poslednjem odeljku druge glave analizira se tacnost aproksimacije di-
- ferencijskim shemama meSovitog zadatka za jednadinu Laplacea u pravougaoniku,
U Temi 2.2. se odredjuje analitiiko reSenje Dirichletovog zadatka za familiju
diferencijskih shema definisanih na pravougaono] mrezi na pravougaoniku, Ko-
risteé¢i rezultate ove Teme, u teoremi 2.2. se dobija da je greSka aproksima-
~cije meSovitog zadatka za jednalinu Laplacea na pravougaoniku pomenutom fa-
milijom diferencijskih shema reda 0(h), bez obzira na to koja se shema kori-
sti. Ova greSka se za neke sheme moZe smanjiti njihovom modifikacijom u oko-
Tini singularne talke i1i odgovarajuéim izborom mreZe {sl1iéno zadatku u bes-
konacnoj oblasti).

U trecoj glavi se pomocu prethodno dobijenih rezultata ocenjuje tacnost
Jjedne modifikacije klasiCne diferencijske sheme na $ablonu od pet tacaka,
predloZene u radu |12|. Dalje se konstruiSu joS dve modifikacije istog tipa,
ali na powmerenoj mrezi, i ocenjuje njihova tacnost. Kombinovanjem pomenutih
modifikacijn dobija se pova, vece tacnosti od prethodnih, I numerickim pri-
meyimy su pokazane prednosti analiziranih modifikovanih shema u odnosu na

klasi¢nu shemu, kako van neke okoline tacke smene tipa granicnog uslova, ta-
ko i u neposrednoj okolini te tacke.




1. APROKSIMACIJE DIFERENCIJSKIM SHEMAFA DIRICHLETOVOG

I MESOVITOG ZADATKA ZA JEDNACINU LAPLACEA U UGLOVIMA
In/2 1 2

1.1, 0 GRANIENOM ZADATKU U OBLASTI SA UGLOM

Pri dokazu konvergencije numericke aproksimacije ka talnom reSenju di -
l'orencijalne jednadine, pretpostavlja se odredjena glatkost nepoznatog reSe-
nja. Akn taj uslov nije zadovoljen, konvergencija moZe biti vrlo spora ili

se mnze dogodiLi da je uwopSte i ne bude, bez obzira na red tacnosti korisce-
he showe,

Jedan od uzroka male gialkosti reSenja granicénih zadataka su singularne
tacke granice oblasti, pri Cemu pod singularnim tackama granice podrazumeva-
mo one njene tacCke koje su temena grani¢nih uglova veéih od =, ili tatke u
kojima se menja tip granicnog uslova. Danas se veé dosta zna o obiiku reSenja
granicnih zadataka u okolini taCke tog tipa, i jasno je zasto su upravo ovo
singularne taCke granice (napr., videti ul|13]|, |22], |38[). Na primer, u 113
je odredjeno u najopstijem obliku reSenje jednaline

Av = -G(F,¢)V

U ugiu O<p<ym, O<r<=, tj, za granine uslove

t.v=F(r), ¢=0, v=H(r), ¢=vm , 111

1 av_ 1 3y o
2, F'S““'F(r): ¢=U, _F'%—'= H(r), ¢=vm , 111

3. v=F(r), ¢=




Za slucaj homogenih graniénih uslova tipa 1. za jednacinu Laplacea u uglu
vr, tj. 2a

Av=0, O<p<vr, O<r<e,

=0, $=0, Ofr{m’ v=0, $=VT, O<rew .
resenje je
n

¢ r’ sin(m ),

vir,9) = m

N ~1 8§

m=1

i ono, za C1#0 i v>1, ima integrabilan singularitet prvog izvoda za r=0.

1.2, POSTAVKA ZADATKA

Jadatak je da se odredi funkcija v koda nije identicki jednaka nuli,
harmonijska u ugiu O<d<vr, O vr<e ({r,d) su polarne koordinate), jednaka nuli
na pozitivnoj poluosi Ox i zraku vm, neprekidna u koordinatnom pocetku i ko-
Ja ne raste suviSe brzo na beskonacnosti, tj.

. Vv _
11m ;m-O.

o

Prema onome Sto je refeno u prethodnom odeljku, reSenje tog zadatka je
funkcija

(1) v(x,y)EcImZU“:cr“u $in %-, c=const., Z=x+iy=rei¢.

Funkcija (1) Jje reSenje i meSovitog zadatka za harmonijsku funkciju u
ugiu 0<¢<-%; , O<r<w, koja ima sva gore navedena svojstva, osim Sto na zra-
ku vr/2 zadovoljava homogeni graniéni usiov drugeg reda.

U nastavku'se diferencijskim shemama aproksimira opisani zadatak za
v=3/2, 2, 3, 4, 3to je, obzirom na prethodni zak1jﬁéak, ekvivalentno reSa-
vanju prvog i meSovitog zadatka za jednadinu Laplacea u uglu 0<¢<-%; ’
O<r<e i u ravni sa razrezom,tj, 0<¢<2w, O<p<e,




1.3, 0ZNAKE. DIFERENCIJSKI ZADACI,

U ravni Oxy definiSimo pravougaonu mrezu

a={ (x,y)| x=mh, y=nh", myncZ, h°=eh, h,0>0],

gde je Z skup celih brojeva. Skup ¢vorova mreZe ¢ koJi pripadaju gornjoj
poluravni oznacime

2= 0Gy) | (xey)ee,  ye0l,

a skup Cvorova mreze 2 koji pripadaju donjoj poluravni oznacimo

Q ={{x,y)| (x,y)eq, y<O}.

Q+, tj. @, zajedno sa &vorovima mreze Q koji pripadaju osi Ox oznacimo
87 = ((x,y) ] (x,y)eq, y>0}, tj.
Q= {({x,y)|(x,y)eq, y<0}.

‘Tacke mreZe o koje pripadaju ugiu O<p<vn, 0<r<§, za O<v<2, oznacimo

2 =((%,¥)] (X,y)eq, Oc<pevn, O<res), |

Definisimo, dalje, granice ovih ob1asti_ai.
rv={(x,y)l(x,y)en. d=vr, 0<r<=}, o
f0={(x,y)|(x,y)e9, x>0, y=+01,
P2={(x,y)|(x,y)eﬂ,'x>0, y=-0},

1 neka je
F0=F0ll{(0,0)}

Q=0 UT Ur .
V 0 AV,




Na pravougaono] mrezi @ aproksimirajmo operator Laplacea jednoparame-
tarskom familijom diferencijskih operatora (videti |27])

2
_ 2 146 -
(2) hau:uiX + u&y - ah —5— uix?y , o>=1/2,

a operator granicnog usiova drugog reda aproksimirajmo takodje jednoparame-
tarskom familijom diferencijskih operatora, i to

2
- h 2 149 ,

2
_ 6h 2 1+6
(4) huzug - o5 ugy - ah” —p—ug,o ma T,

Ogranienje za parametar a rezultat je sledece leme:

Lema 1.7, Uslov a>=1/2 je potrecban i dovoljan da operator (2)
bude elipticki (sm. u [30]).

Do lanx: Karakteristicni polinom operatora (2) je

P(E,n)=~4[sin2 %{1+2& sin2 %J-+—%-sin2 %-(1+2& sin2 %J].
] .

Kada Je @20, a -w<g,n<m i (£,n)#(0,0), o€igledno je da je P(&,n)<0. Za ©<0
je

- 7 P(En)=sin® 5 (1-2]a]sin® D) +8—12' sin® 5 (1-2]a[sin® 3)>

>(1-2[a] ) (sin ;}4-8_12 sin® 3),

pa Je uz iste pretpostavke za (£,n) P(£,n)<0 za @>-1/2. DokaZimo jo3 da za
a<-1/2 operator (2) nije elipticki, tj. da postoji tacka (£,n)#(0,0) i
-n<f n<m, takva da je P(£,n)=0. Ta tacka je

g=m, n=arc cos[1+ ] .
1420 (1467)

n je definisano samo za a<=1/2, jer je tada -i<1+ 28




Osim toga je

P(Z,7)=-4(sin° 5{1+a(1-cosh)) + - 1-cosh)(1+2asin? 1)} =
20 |

2
- 4{1 - 208" _ ___1+2a . b= 0.

1+2u(1+523' 1;2u(1+0 )

Time je lema dokazana.

Pomocu eliptickih operatora (2), {3) i (4) definisimo na mrezi 9 slede-
¢e diferencijske zadatke kojima ¢emo aproksimirati zadatke formulisane u
odeljku 1.2.:

ZADATAK T (v=3/2)
A u(x,y)=0, (X:y)efig o,

u(x,y)=0, (le)EfO: u(x,y)=0, -(x:y)er3/2:

u(-h,0)=A, Tim *£§3:=0.
oo F

ZADATAK IT (v=2)
AQU(xly)=Oi"_;}(XfY)Egzl"i_'
u(x¥)=0,  (x,¥)eT, " u(x,y)=0, (x,y)eT,,

u(-h,0)=A,  lim2=0,

ZADATAK 11T (v=3)
AQU(X:Y)=0: (x,y)EQB/Z,

u(x,y)=0, (X:Y)EI-‘O 13/2”()‘;5’):0: (KJ)EP3/2:

u(-h,0)=A, Tim =2 =0




ZADATAK IV (v=4)
A u(x,y)=0, (X5¥)el,,

u(x:3)=0 (Xe¥)efs A U(%,Y)=0,  (X.y)eTps

u(-h,0)=A, -{§2J=0.
r

Tim
p-300

1.4, ANALITICKA RESENJA DIFERENCIJSKIH ZADATAKA

Teorema 1,1. ReSenja zadataka I - IV, za odgovarajuce v, su . .

N ) (E1E-Z‘)d (x¥,)0"
- N —— — F , Ey (X o¥.)E
'??FTZETT é (1_015¥1+1/u(1_zle1531 A 1—z1e1g m*> n
() u(xm.y")1
U(Xm,y|ni }+2¢05 -g u(x_m,y|n!), (xm,yn)eﬂ-
gde je

(6) F(2)2,Fy (5=, 1-1, 532)  hipergeometrijska funkcija,

_ '/(1+ez)(1+2a) -1

(7) Zy
| VE1+62)(1+2q)-+1
- cdsz E--l-(1+82)(1+2m)s1'n2 s -0sin &
_ 2 Z 2
(8) q(£) = —
Jéosz %~+(1+62)(1+2u)51n2 %~+esin-%

Dok aaz: Dokaz je analogan dokazu iste teoreme za slucaj kvadratne
mreZe u |6]|. Prvo se odgovarajuéim izborom preslikavanja, §to zavisi od
granicnog uslova na r3/2, zadaci I i IIT definidu u Cetvrtom kvadrantu. Pri-
menom diskretne Fourierove transformacije po argumentu x i re3avanjem di-
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férenﬁijske JednaCine po argumentu y dobijamo izraz za Fourierov 1ik regenja,
iz koga se inverznom Fourjerovom transformacijom dobija re3enje u obliku

Zm

A img_ m=0, *1, %2,...
I UO(E)[q (E)e ]dg’ | n=0: 1, zlnj-
0

(8) u(xm,yn) o o

n imE m=0, *1, £2,...
J vo(g)[q|nl(g)e _1]dg’ n=-0: '1: -25--
o |

fg(Za n=+0 i n=-0 su razlic¢iti oblici reSenja zbog postojanja razreza du’

pozitivne poluose 0Ox), ﬁﬂ(s) i 30(5) su Fourierovi Tikovi tragova resenja

na pravama y=+0 i y=-0, a q(&) je funkcija data izazom (8) u formulaciji

teoreme. Zahtevajuéi posebno za svaki od formulisanih zadataka da funkcija

(9) zadovoljava granicne uslove, dobijamo za odredjivanje funkcija Iy (E) i
(r) granicne zadatke za analitiCke funkcije na jediniCnom krugu kompleksne

ravhi, koji mogu da se svedu na singularnu integralnu jednacinu

1 1
o(t) 4 T typ(t -
0 o :

Njeno re3enje je

p{x) =¢ x'1/2(1-x)"1/”2F1(7}—%, 1—%— : % s X), c=const.,

odakle se, vracaju€i se na stare promenljive nizom smena koje smo uveli i

koristedi zadati uslov u taCki (-h,0) za odredjivanje konstante c, dobijaju
reSenja {(5).

1.5, ASIMPTOTSKI RAZVOJI RESENJA DIFERENCIJSKIH ZADATAKA

0bTik (5) reSenja diferencijskih zadataka je nepogodan za prakticnu
primenu 1 ocenu talnosti shema, pa se u ovom odeljku odredjuju asimptotski
razvoJji ovih redenja.

Teorema 1,2, Asimptoiski razvoji reSenja zadataka I - IV, za
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odgovarajuée v, Su

1/v, -1/v 2 1
Av{1+z,) ' h v LY v
(X 1)= = m(2” [(140%)(1420)] Z¥ (- y2'/V -
4ﬂ(1-21)F(-21)
2
.2 o N el
22 V[(146% )(1+2a)] r(-) -17- —3— P(2-—)
(10) | 1 _ 1
- = 2 -2(2 +—
.[(1+82)(1+2a)] w[(1+62)(1+6c:) §.+2(92-1)]?§W-2 ( “)r(?_ +~J;)._
2+l 1 h2+_

-*3—- [(1+e )(1+2a)] [(1+e )(1+6a) —~+2(e -1)] _} +0(h /lzl 1/v

gde su F(z) i z, odredjeni izrazima (6) 1 {7), a z=xm+iyn.

Dok a z: Dokaz je analogan dokazu odgovarajuce teoreme za slucaj
kvadratne mreZze, koji je dat u |6].

Uvodjenjem smena

(11) ¢ = e't
1. .
' C-Z1
(12) z = =N

u integralu izraza (5), uz odgovarajudéu promenu konture integracije koja je
moguéa obzirom na svojstva podintegraine funkcije, dobijamo drugi oblik re-
Senja (5), pogodniji za odredjivanje asimptotskog razvoja

Au(1+z1)1/“ RPN z+z,
(18) u(X.»y )-'”-(T“-“yr(:f*) Im J (1-2)7"/"d[F(2)q" (Z)QT¢3““) ",
12i=1
Imz>Q

gde je a(z)Ea(;)Eq(E) 1 F(z)EF[(eig-z1)/(1-z1e15)].

Dokaz se realizuje u dva koraka. U prvom se dokazuje da osnovni dopri-
nos u integralu (13) daje integral po konturi u maloj okolini tacke z=1. U
drugom koraku se podintegralna funkcija aproksimira parcijalnom sumom asim-
ptotskog reda napisanog u odnosu na tacku z=1 i analiticki izraCunava dobi-
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jeni integratl.
Definigimo okolinu K6 tac¢ke z=1 na sledeé¢i nadin

K6={z||z-1|<6, Imz>0},  8e(0, 1-1z,]).

§ izaberimo dovoljno malo tako da bude q{z)#0 kad ZEKS, §to je moguée obzi-
rom da je funkcija
1+2

0(z-1) - 21— V2
1

(14) q{z) = - 1
+Z
. , 1

8(z-1) +21 — /z
-21

neprekidna u okolini taCke z=1 i da je 6(1)=1. Stoga, poSto Ks ne sadrzi
nule funkcije q(z) i (z+z4)/(1+2,2), to je funkcija v(z) definisana u K
izrazom -

Z+Z m

(15) e V{Z) = ¥ (2) frif%f)

jizborom osnovne grane funkcije £n jednoznacno odredjena:

+
221

Z+Z, 5
'-+i[narg q(z)~+marg-r¥———

(18) -V(Z)=nﬂn|a(2)[+mﬂ.n-ﬁ_z—1? 217... .

Pomocu funkcije v(z) definidimo krivu C na slede¢i nalin

C={z|Im v(z)=01}, zeK q.
Jednagina krive C je, na osnovu (16),

5 Z+z,
narg q{z) +marg '1'-1-'21_z=0 .

Zamenom u postednjoj relaciji funkcija q(z) i (z+z1)/(1+z1z) njihovim asimp-
totskim razvojima po stepenima (z-1), dobijamo, vodedi racuna da je z=x+iy,
pribliZnu jednalinu krive C

— | —

narctg T -~ + marc tg T3 A = 0.

1

1
5Tz, Y Tz, X!

=+ | >
N| N
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Jedna¢ina tangente na krivu C u taCki z=1 Je

ne{x-1) +my =0,

pa je za m>0 kriva C unutar polukruga |zl=1, Imz>0 (sl1.1a), a za m<0 van tog
polukruga (sl.1b).
Neka je Z, tacka preseka krive C i konture K., a Cy deo kruZnice

C1={z!|z[=|zﬂ!, Imz >0, lz-1]>8}.

Konturu integracije integrala (13) zamenimo konturom koja se sastoji od od-
se¢ka na negativnom delu ose OX i krivih 01 i C (isprekidane linije na si.1).

|z|=1

S1.1.

Na osnovu (14) je

Img(x)=0 za x<0 ,

pa Je integral po odselku na osi Ox Jjednak nuli. Ocenimo integral u izrazu
(13) po konturi Cy. Na osnovu smene (12) je

242
1

TFz,z = °

a tim preslikavanjem se unutradnjost kruga | z}=1 preslikava u Unutraénjost
kruga |z]l=1, i obrnuto. Za m>0 je, prema ranijem zakljucku, za tacke krive

Cy lz[<1, pa je i [z] <1, tj. |(z+z1) /(1+z1z)l<1. Za m<0 za tacke krive C,
je lz|>1, pa je i ltl>1, tj. l(z+z1)/(1+z1z)l}1. Stoga je
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_z+z1 signm

(1+z1z) S <1.

1z (14) sledi da je na razrezu (osa Ox za X>0)

i+z,
B(X 1) 21-1—_—2-—\/_

1+z1
3(X‘1)+21 T-7. /)_(-

.

q{x+io) = = (x-i0)

i |6(x) =1 za x>0,
Jog je

Tim q{z) = -

Z->t oo

pa je na osnovu principa maksimuma u svakoj konalnoj oblasti razrezane ravni
|(2)] <1, Poito kriva C, nema zajednickih tacaka sa granicom, to je za taCke
kyiyn ﬁ1

|4(7)] <1,

Ako je Z, blizu razreza (|m|>>en ), onda je lq(z )| blisko Jedinici; no tada
je z re]at1vno daleko od kruca Izl 1, pa Jje |(z+z )/(1+z z)]S1gnm <1, tJj.

0
ztz, signm
lml :C_ 1-5, E}O.
| 1
Stoga Jje
Z+zZ, {m

1 m

1E(2)" Tvz,7| < (1-¢)!™

Ako je z blizu kruga [z|=1 (ne>>|m|), onda je |(z+z1)/(1+z1z)|519n’" b1is-
ko jedinici, ali je, posto je Z, relativno daleko od razreza,

|E|(Z)| < 1-e,

pa Jje




15

Z+2Z 1 m

T¢ETE' < (1—8)“.

1G(2)|"

Objedinjujuéi dobijene ocene, za tacke na krivoj C, je

sez. | m m|4n
A2 gy £ (1) ‘.

Pocetna tacka Z, krive C1 je na rastojanju 8 od tacke 1, pa je funkcija
(1-z)'1/“ na C, ograniCena; funkcija F(z) je kao hipergeometrijska funkcija
analiti¢ka u celoj razrezanoj ravni, pa time i ogranicena. Stoga je podin-

tegralna funkcija u integralu po konturi Cy oblika

mi+nN
K(1-¢) = o(ls1™y,

gde je K=const., N>0 proizvoljno i g=m+ine, pa je

1/
 Av(tezy) v s ~o(2)8 "
(17) U(X ¥, )= -ETT:E?jFT:ETT'Im J (1-z)" " "d[F(z)e ] +o(lsl ™),
C

gde je w(z)g=v{(z). Time je prvi korak u dokazu zavrien.
Analizirajmo funkciju w(z) u okolini tafke z=1. Kako je z=hg, to je
argg=argz, pa Jje

= cos(argz),

= sin(argz).

_ m
_424_82”2

- Obzirom na (15) je onda

an
Az+92n2

4 . -1 Z+Z1
(18) w(Z)=-ng "enq(z)-mg "en ™7

w(2)= - ——2 (cos(argz)-isin(argz)]enq(z) -
/§2+ezn2
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z+2,
- [ cos{argz)-isin(argz)]en T?E_"

/mz.w :

- %- sin{argz)[cos(argz)-isin(argz)]en q(z)-

i

Z+2
—Lcos(argz)[cos(argz)-isin(argz)]mn T?E%E"

tj. funkcija wo(z) ne zavisi od m i n ve¢ samo od argz. Jo$ je, obzirom na
(18), w(1)=0 1 w"(1)<0, pa_je w(z) u okolini tacke z=1 ogranicena funkcija

~ bez obzira na velilinu indeksa m i n, tj. |w|<s,. Kako je w(z) i analiticka

funkC1Ja na razrezanoj ravni, to pOStOJ1 njena inverzna funkcija
z=2(w) za |uw[<§,.
- Ako oznacimo sa w0=m(zo), onda, prelazeéi u integralu izraza (17} na novu

promentjivu integracije w, imamo da je

03

N VA 0 |
AU( ‘l'l"t‘: ) ) . _
) )= vty | 1ate) Lo
0

Za hipergeometrijsku funkciju F(z) vaZi da je

F(z)éF_v(1~z)+(1-z)27vFu(1-z),
gde je

2
—'-2

1.1 1 2
Fv(z)=-2 v v 2F1(-2-+:; . 1+'{}' » 1"*“"\—}' 3 Z).

Pretpostavimo sledece asimptotske razvoje

k-
v

(1-2y" /v 3 by
k=0

ot k
(20) F__(1-2)= C,
v kZU K
2

1-2)" F.(1-.z)= 5 od
a2ty Ly %

A
v
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Podintegralna funkcija u izrazu (19) je tada

-1 _p(1-2)
(1-2) /v S+ L [(1-2)VF (1-2)]-8[F. (1-2)+(1- -2)%/VF (1-2)]1e 8=
= k§0 (ekm-1/u+fkm-1+1/U—ngm-1/u-8hkm1/v)mke-ma,
gde je

) e, u Vo™ du a E e, I(k+1 -—JB .
= k=0

k1+l -k-l

v

y Of e Bamn T f I‘(k+—)B :
= k=0

- % | -wB, ¢ 1 -k+_l.
Z e dw‘bkzo gkI'(k+‘l ";)B ’

- | 1
k+— "mB i 'k "'G

T 1
g Z h,w deZo h T(k+1 +5)8

Stavljajuéi u integral (19) dobijene ocene, imamo da je

Av(1+z2,)/Y

u(xm.yn)m—n——m—y Im{ )j [pki‘(k--—)B +ku'(k +-l-)a‘”"]e"k

Za

1
Jzobck J(J ) Jzob ko(J""')

v

Ny
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1z (20) Jje

1
k-1 %«

Ckm =

d(1-z)'"1/“J
- dw

o 1
F_(1-2)= )} b {k-=)u
v kg KV k=0

o k
Y P
k=0 K

= ¢ k
“1-1/v ) [ ) . ] k= =1-1/v
=0 b.(j-=)¢, _sfw =uw

ksol g=o 97 V7 k=

2y -
A1) (1-2)*VF (1-2) = ]

1 v o
b (k"""“) z d{u -
d k=0 K v . k

1
—w] o k
v . k v k
k=0 bjeo I 0 VI kA k
Kako je na osnovu formula za transformacije hipergeometrijskih funkcija

e e (w1 F (1) =- 2 () Y

4vz 4vz
to Je

(1)
o K Tz ¢z hp 0@

m..1..1/U 7 b k1 1 (1+/E)1/v dz

w-1+1/v Z
k=0

Wit g ®

(-q, )" =

Uporedjujuéi poslednje dve relacije imamo da je

pk(v)=-qk(-u)’

te Je

| 1/v
CAv(1+zy) o _ _
(21) u(x_,y ) Ve 3 [p()r(k-08'Y - p (o)r(ke s V187,

n(1-21)F(-z1) k=0

gde su koefic¢ijenti pk(u) odredjeni razvojem u red funkcije
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k

T+1/v ! (1+/-)1/v dz _

p(u,v) =u _ p
W-2)z Az ® ): k*

Pomocu smena (12) i (11) vratimo da se na polaznu promenijivu £, i ako uve-

demo smenu x=sin{g/2), dobijamo da je

- 2y
Plugv) = g (Tﬁ—)”"(‘”’ /9 fo2a2a(1409)] x84

(22)

——— = 1/v _
L (-l 1+[92+2u(1+92)]x2} (1-X2) 1/ g%--

1z smene w(z)=8" v(z), relaC1Je (15) i pomenute veze izmedju z i X, dobijamo

w u funkciji od x
w(x)= -?1x{1-+6—{m+1n0(28 -3c)]x -+Hﬁ*{3m+1ne(88 _2002c+15¢° )}
-b11?ﬁ{ﬁm+inﬂ(1606-5Gﬂqc+700262-35c )]x +0(x )

ey Jjooc 'H?'-I-?,n;( 1 -I-U?' ).
Proma |19} (form.(34), p.70) inverzna funkcija funkciji w(x) Jje

2k

T w2 1 4% X, 2k+1 |
(24) X(UJ = w a, w d ='('2'ET)—|‘ Tim — 7k ('_ . k=0 152!--.
) kZO k k + x>0 dX {w 3
1z (23) Je
X 1 2 2 3
0 712 B‘-[mﬂnB(Ze _BC)]x + [55—3? (m+1n9(28 3c)) '40%'
4 2

- 11%(go*-206%c+15¢%) Ix* + 0(x°),

~ pa je na osnovu (24)
X(w)=a0m+a1m3+azw5+0(m7),

{25) a0=,2. s a1_=‘3_|1§3' [1 Tﬂ@ (1+9 )(1+6{1)],

-—Lor10(1 - 1% 140 2y (146a)] 2-9 - 31090146 [Ba((140°) (146a)-1)+

CATPE
+3( (146 )(1+2a)-2)(1+2a)]}.




Al

Uvrst1mo (25) u (22) i aproksimirajmo sve funkcije u tom izrazu parcijalnim
'sumama nJ1h0V1h asimptotskih razveja. Tako dobijamo asimptotski razvoj po
stepenima w funkcije P(w,v), Cime su odredjeni koeficijenti pk(u)

Poa(¥)=0,  k=0,1,2,...

-2(1- 1/u)(1 z1)1/v

polv)=-2
T+z

1-2 .3
py(v)=-272 371N :)”"(z--},—)%[(1+e2)(1+6u)-§-+2(92-1)1,

Uvrstimo dobijene koeficijente u (21) i, uzimajuéi u obzir da Je z=gh, do-
‘bijamo izraz (10).
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2. APROKSIMACIJE DIFERENCIJSKIM SHEMAMA MESQOVITOG
ZADATKA ZA JEDNACINU LAPLACEA U POLURAVNI

2.1, RESENJE DIFERENCIJSKOG ZADATKA I NJEGOV ASIMPTOTSKI
RAZVOJ

0d posebnog je praktiZnog interesa Dirichietov zadatak za jednacdinu
Laplacea u ravni sa razrezom, tj. zadatak u uglu O<¢<2n, O<r<e sa zadatim
graniénim uslovima prvog reda. Ovaj zadatak je ekvivalentan meSovitom zadat-
ku u poluravni, pri &emu se pod meSovitim zadatkom podrazumeva zadatak u
kome je na jednom delu glatke granice zadat graniéni uslov prvog reda, a na
drugom delu - granic¢ni uslov drugog reda:

AGU(x,y)=0. (x,y)eﬂ+,
| - 2 1+e2 -
(1) u(x,y)=0, (x,y)ero. 1u(x.y) U *"TF Uz, - ah —— xxy=0‘ (X,y)eT
u(~h,0)=A,  lim =0
o

(oznakeléu iz odeljka 1.3.)
Stoga, u formuli (1.5) stavimo da je v=2 i, obzirom da je tada F(z)=1,
imamo da je traZeno reSenje

2m

A eis d E eimE 1 - m=0
(2) U(X ,y ) = I Tﬁ%’g—? dg, — ’
m*’n’ 2w (1-z,e')(1-e'%) n=0,

0

gde su z, 1 q(g) dati izrazima (1.7) i (1.8).
Stavljaju¢i v=2 i F(z)=1 u (1.10), dobijamo asimptotski razvoj resenja

(2)
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? ]
u(x .y,) = vz + 2050 Mb2a) B~ L{(140°)(146a)5+
/uh(1-2,) 2% 2
2 & /12021 (1420 3
2 he | 5/(1+67 ) (142a) 2 B h
(3) +2(8 -1 + 1467 ) (1+6a 2(6%-1 }
(021)] S+ B (1405 (b r 2671 +
o4

m=0, +1, *2,...

'+0(T_T77?)’ n=0, 1, 2,...

1z izraza (3) se moZe zakijuc¢iti da je greska aproksimacije, bez obzira
na vrednost parametra mreze ¢ i parametra sheme a, reda 0(h) van neke okoline
tacke smene tipa granicnog us]ova, tj. za |z]=0(1). U okolini te taCke, tj.
za |z|= 0(h), gredka se povecava i reda je 0(/h). Poredjenja radi, u 18] Jje
analizirana tatnost aproksimacije familijom diferencijskih operatora (1.2}
Dirichletovog zadatka za jednadinu Laplacea u poluravni kada grani¢na funkci-
ja ima tacku prekida prvog reda. Pokazano je da Je van neke okoline tacke
prekida granitne funkcije greska aproksimacije reda O(h ) {tj. kao za zadatke
sa glatkim re3enjima), a u okolini tacke prekida reda 0(1).

2.2. ASIMPTOTSKI RAZVOJ RESENJA DIFERENCIJSKOG ZADATKA
DEFINISANOG NA POMERENOJ MREZI

U diferencijskoj shemi (1) mi smo u tacki (0,0)-talki smene tipa grani-
&nog uslova, pretpostavili da vaZi granicni uslov prvog reda. Sa istim pra-
vom moZemo pretpostaviti da re3enje u toj tacki zadovoljava graniéni uslov
drugog reda. |

Radi formulisanja ne3to op3tijeg diferencijskod zadatka, definidimo po-
merenu mrezu |

3°={(x,y)|x=(m+e)h, y=nh", m=0,1,...,n=0,1,...,h"=6h, h,e>0},

i njene granice

I‘g = {(x,y)l(x,y)gﬁe, R'IZO, I’]=0},

1"? = {(x,y)|(x,y)e§E, m<0, n=0}.
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Neka Jje jos

€ _ =€ st 5

Diferencijski zadatak kojim aproksimiramo polazni zadatak je

Aau(x:Y)=0- (X'Y)EQE'
(4)  u(x,y)=0, (x,y)grz, A u(x,y)=0, (xsy)eTys
u(~h,0)=A,  lim §= 0.
oo

Njegovo redenje je takddje dato izrazom (2), obzirom da vrednost u(xm,yn)
zavisi samo od poloZaja ¢vora u mrezi (Sto je odredjeno indeksima m i n), a
ne zavisi od poloZaja mreZe U odnosu na koordinatni pocletak. Asimptotski raz-
voj redenja se razlikuje od razvoja datog izrazom (3), jer z zavisi i1 od po-
1oZzaja mreZe u odnosu na koordinatni pocetak. |

Teorema 2.1. Asimptotski razvoj relenja zadatka (4) je

2
TOIAE 2A Im{,-_%[e_/(ne )z(rnza)] Th72_

/%h(1-z1) Z
. '[352§4eﬂ1+92)(1+2a)+‘(1+ez)(1+sa)5+'92- ) n®
28 7 | g 32

(5)

-E%{1653—12€2fQ1+82)(1+2a)-+38((1+82)(1+6a)g~+2(82-1))-

h3 n”
;57'2'} + 0(——77-2-) .

-3 J14e?)(12a) (1467 (146a)8 + 2(6%-1))] 2!

Dokaaz: Urazvoju (3) je z=hB=h(m+ino), a za Cvorove pomerene mrezZe
je z=hB€=h(m+e+in6). Stoga izrazimo 8 pomocu B_

=8 (1 -2
g=p_-e=B_( BE).

Jos Je




. 2, 3
1/2_ /20, 1 € 1651 -4
0% =8, %(1 -5 £ -5 S -1g Sr0(s7h)],
: ¢ BE BE
2 '
Ve P e g ;74-0(5;3)] 8728 143 2 0P,
£
E

3™/2=577/2 [190(57")].

Zamenom ovih izraza u (3); dobijemo razvoj (5).
Iz razvoja (5) se moZe zakljuCiti da se taCnost aproksimacije moZe pove-
éati do O(h ) za svako a-za |z]|=0{1), ukoliko se mreZa izabere tako da je
-; J?1+e }(1+2a)/4. U slucaju primene sheme sa parametrom a=-1/6, ako se jza-
bere da je e=/2 i e=1/(2/7), greska apr0k51mac13etxab1t1 reda O(h ) za
|2[=0(1).

Ako Je_taéka.smene tipa grani¢nog usiova u Cvoru mreZe, taCnost aproksi-
macije se moZe povedati modifikacijama sheme u nekim €vorovima iz okoline te
tacke. 1) |4| je pokazano da se moZe = na kvadratnoj mrezi postiéi taénost
aproksimacije reda O(hz) za |z|=0(1), ako se u taZki smene tipa granicnog
uslova zada granicni uslov tradeg reda

k1u(x,y)=LE u(x,y)|(0’0), e={3+/7)/2.

STicnim modifikovanjem granicnih uslova u pet graniénih &vorova, diferencij-
ska shema za a=-1/6 na kvadratnoj mrezi obezbedjuje ta&nost aproksimacije

reda O(h ) za |z|=0(1), 3to odgovara tacCnosti kojom se ovom shemom aproksi-
- miraju zadaci sa dovoljno glatkim resenjima.

2.3, DIFERENCIUSKA SHEMA NA SABLONU "KOST KRST” (a=-1/2)

| Kada .je mreZa kvadratna (6=1), asimptotski razvoj reZenja zadatka (1)
(sledi iz (3)) je

’é%*“ h
(6) u(x,y}=CIm(v/z + v 1/20~+0(

2

h3/2), C=const.

|Z]

Ako bi razvo] (6)'va2io 1 za a=-1/2, onda bi taénost sheme na Zablonu od
pet taCaka "kosi krst" (jer toj shemi odgovara vrednost a==1/2) bila reda
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O(hz) za |z]=0{1), $to je za red velifine bolje od tafnosti O(h) koja odgo-
vara svim ostalim shemama definisanim familijom (1.2). Stoga analizirajmo
pomenutu shemu. |

U gornjoj poluravni definiSimo kvadratnu mreZu sa korakom h>0
ﬁh=ﬁ{(x,y)[x=mh, y=nh, m=0,+1,+2,..., n=0,1,2,...},
i oznacimo
ﬂh={(x:y)‘(X:Y)Eﬁh:;M?O}! |
f';={(xsy)!(xsy)55h: xzos y=0}:
Fo=oNQ, To=DPAT,
h ="’ "h” 'hh
Meioviti zadatak aproksimirajmo diferencijskim zadatkom

e ot kPl
“u”(x'Y)'”ix'“yy ah “xxyy"o’ (x,y)enh.

u{x,y)=0, (x.y)nﬁa,

(7)

| A u{x,y)zu L u- -ahzu- =0, (X,y)el,
a Iy T T Y XXy ° Y€ty
lim 4= 0.
Y-3c0 r

Za o=-1/2 zadatak (7) oznaéimo sa (7°). Poznato je da se sistem linearnih

jednaCina na koji se svodi zadatak (7°) raspada na dva medjusobno nepovezana
sistema -~ jedan koji sadrZi nepoznate u(m,n) samo za {m#n|=2k (s1.2a), i

drugi koji sadrZi nepoznate u{m,n) samo za |m+n|=2k+1 (s1.2b), gde je
k=0,1,2,...

Prvi od tih sistema moZemo zapisati.u obliku
u(m+1,n+1)+u{m-1,yn+1)+u(m+t y,n-1)+u(m-1,n-1)-4u(m,n)=0, |{m+n|=2k,
(8)  u(m+1,1)+u{m-1,1)-2u{m,0)=0, m=-2{k+1),

u(m,0)=0, m=2k, k=0,1,2,...
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Izrazimo odavde u{m,n) sa neparnim indeksima m i n {kvadrati na sl.2a) pomo-
¢u u(mxt, nxl), tJ.

(9) u(2p+1,2q+1)==é{u(2p+2,2q+2)+u(2p.2q+2)+u(2P+2,ZQ)+U(ZD;ZQ)]s 2:8

i zamenimo dobijene izraze u jo3 ne koriscene jednaline sistema (8). Na mreZi
sa korakom H=2h (krstié¢i na sl1.2a), dobijamo zadatak (7) za a=-1/4. Stoga je,
obzirom na (3),

(10) u(x y)=AIm(/E3+1 —4;2J-+0(~h53720==AIm(/E¥+1 —4}2Q-+0(—~b§720 A=const
B.z lz| zrz

| 2|

Uvrstimo razvej (10) u izraz (9), pa neposredno sledi da razvoj (10) vazi i
za &vorove sa neparnim indeksima m i n,

(a) | (b)

Analizirajmo drugi od sistema koji se dobijaju za zadatak (7°). Kao i
ranije, na mreZi sa korakom H=2h i &vorovima sa parnim n i neparnim m (kru-
3i¢i na s1.2b) dobijamo zadatak (7) za a=-1/4. Koordinatni poCetak nije u
évoru mreZe, veé¢ je mreZa pomerena za h=eH, e=1/2. Stoga, na osnovu formule .
(5) za €=1/2 i a=-1/4 (6=1) imamo da je
(11) u(x y)=BIm(/'z'-1 _W'ZH )+0(——37'ZH2 )=BIm(n/f---1 —-17-2h )+0(—-——-37-2—h2 ) B=ﬁ6nst
8 Z lz] Eﬁz

| 2|
Kao i ranije, dokazujemo da asimptotski razvoj (11) vazi 1 za Cvorove sa par-
nim m i neparnim n (trouglovi na si.2b),
Iz (10) i (11) sledi da je tacnost sheme na 3ablonu "kosi krst”

o(h/1z]"/?), tj. ista kao i za ostale sheme familije (7).
Ako oznalimo sa
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_‘U*(m,n)==%{U(m=n+1)+U(m,n-1)+u(m+1,n)+u(m-1,n)1,

iz (10) i (11) sledi da je za A=B

2
u**(m, n) ?.[u* myn)+u(m,n)] = AITH/_‘*‘O(I——'BTZ'):

“tj. u**(x,y) aproksimira ta¢no reSenje van neke okoline talke smene tipa gra-
ni¢nog uslova sa gre3kom reda O(hz)

U radu |8|, pored osta1og, analiziran je Dirichletov zadatak za jedna-
- Cinu Laplacea u poluravni y>X sa granicénim uslovom u(X,x}=signx. Taj zadatak
%Je aproksimiran klasi€nom shemom na 3ablonu od pet cvorova na kvadratnoj mre-
7i, obrazovanoj presecima pravinh paralelnih koordinatnim osama., 0¢igledno je
da je navedeni mreini zadatak ekvivalentan zadatku

A_1/2u(x,y)=0, v>0, u{x,0)=signx

na mreZi sa korakom H=h/vZ, Prethodno opisanim postupkom, ovaj zadatak se mo-
Joo syeatd na zadatak definisan operatorom A_1/4 na mrezi ﬁZH sa korakom
21 W7, Stoga za njega vazi ([8]) asimptotski razvo]

yax | X: h* (1
u(x,y) = ~{arctg E——2{51n2£-sin£cos3£)-f—Hfgg sindg +
r r

6
-+%-51n£0055£-é%-sin21(5c0561-4cos4£+4c052£-2)]}-+0(DBQ
| r
gde su (r,2) polarne koordinate u odnosu na koordinatni sistem rotiran za

w/4 u odnosu na po]azni. Ovom formulom je data ispravka formule (3.15) iz

(18]).

2.4, OCENA KONVERGENCIJE U PRAVOUGAONIKU

No sada smo analizirali tacnost diferencijskih shema u reSavanju meso-
vitog zadatka za jednacCinu Laplacea u beskonainoj oblasti. AnaliziraJmo tac-
nost aproksimacije tim shemama jstog zadatka u pravougaoniku

(12) R={(x,y)]|x]<a, O<y<b}.
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Uvedimo sledece oznake

Y1={(XIY)l]x|{as yzo}! | ?1={(X:Y)|!x|fa; y:O}’
Yo={(x,y)Ix=a, O<y<bl, Y,={(x,y)x=a, 0cycb},
y3={(x,y)l|x|ca’ y=bl, ;3={(KIY)I lX‘fa, yzb}i
v,={(x,y)[x=-a, O<y<b}, Y,=1{x,y)|x=-a, O<y<b},
4 _ 4 ) N
y= U vis y= U vy, R=RUy.
i=1 j=1

Lema 2.1. (videti, napr., 1351) Redenje zadatka

&V(X,y)=0, (X:Y)ER!
(13)

V(X,y)=f(l), (X.y)EY3, v(x,y)=0, (X!Y)E;\T3!

za f(x)eCl-a,a], Jje

km
o sh
(14) v(x,y)=2 pksinﬂ%ﬂ)— Ei ’
k=1 Sh—zg'
(15) pk==%- I f(x)sin k"§§+a) dx, k=1,2,...
. -a

Dokaz: Metodom razdvajanja promenljivih odredjujemo opsSte reienje
‘jedna&ine Laplacea, iz koga, zbog. zadatog homogenog granicnog uslova na‘§\y3,

dobiiamo

(16}  v(x,y) = Zi ¢, sin kﬂé§+a) sh %E%-.
K=

Kako je

f(x)=v(x,b) = kE1 C, sh %‘1 sin ___z__)_ku(x;a ’
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" to uporedjujuéi ovaj izraz sa razvojem funkcije f(x) po funkcijama
5N k"g§+a), k=1,2,..., odredjujemo konstante Cy

i |
ck=pk/(sh-%ﬁr), k=1,2,...,

gde je p, odredjeno izrazom (15).Zamenimo dobijeni izraz za ¢, u (16) i do-
bijemo (14).

Posle diea 1, ReSenje zadatka

bv(x;Qi;b; (X,¥) =R,

vix,y)=f(y}s (X:¥)evy, v(x,¥)=0,  (X:¥)evwrps
za feC[0,b], je
kw( a+X
iy h AW
Ly win KNY > b
v(xX,y) .Pk1 pk{”l-fﬂ:ﬁmgaKE .,
“ D

2 . kmy _
pkHEIf(y)S1any’ k"152!---
0

Poasglediea 2. Resenje zadatka

av{x,y)=0, (x,y)eR,
v(x,y)=f(y)  (%:¥)evg, v(%,9)20,  (X.y)evvyy
je
kn{a-x)
o h
. kmy °

V(X,y)== Z pk51n gy - Zakg" >

k=1 sh —-—B—-—'

Radi formulisanja diferencijskog zadatka, defini§imo prvo pravougaony
mreZu na pravougaonoj oblasti (12) i njenu granicu:
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S _ _ b A s ‘ _ _a . _b .
QRn{(x,y)[x—mh, y=nh", m=0,%1,...,*M, n=0,1,... ,N h=g, h” =g, h™=0h},

i=1,2,3.,4,
U, T.* qp=Q, T,
§=1 1 1 R ™R
Familija diferencijskih operatora odredjena je izrazom (1.2).

Lema 2.2. (videti |7]) Re$enje zadatka

A u(x,y)=0, (x,y)el,,
(17) o R
u(xl.Y)=f(x) (X,y)EF3, U(X:Y)=0: (x:}’)ef\r:;:
za feC[-a,a], Jje
k -1 +b
0 sh{x, y) 2M-1 | sh(k, y)
_ . kw{x+a) k ) . km(x+a) k
(18) u{x,y) k§1 q, sin = Eh(mkb)'+( 1) k£k1 q,sin ~—— SHT<, b
gde je
M-1 km{x.+a)

(19) qk=;{.EMf(xJ)$in Ay k=1,2,...,2M-1,
J:—

K je konstanta odredjena uslovima

sin® X7t ={ ch(x, 0h), 20(1+6%)sin® X+ 150,
+ 1

.
-ch(k, oh), 2a( 1+6%)sin® X + 10,

Za 20@(1+32)sin2 kth .1 =0

k +1
(21) k1={ 0 LB
K, za  2a(1+0%)sin® K41 <0,

a kO je prva vrednost indeksa k=1,2,...,2M-1 za koju nije

1+2a( 1+62)sin2 54?;> 0.
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Dok az: I uovom slucaju reSenje trazimo u obliku
u{x,y)=X{x)Y{y)

Posle zamene u prvoj od jednadina (17), dobijamo diferencijske jednaCine za
funkcije X(x)} 1 Y(y)

e x _ 1
(82) S =TT wT
h Xix h™A

‘ Y o 140% 1
(23) g r—Za—7 77
y Y;y h™ A

Karakteristicna jednaﬁinﬁ za diferencijsku jednalinu (22) je

2 2
q?-2(1 - )q+1 = 0.

Uvedimo smenu 1-h2k2/2=cosah, i imamo da Je

q2n2(c056h)q+1==0.

.Redenja su q1/2=0056hi/C0526h-1==C056hi151n6h, tj. q1=e16h, q,- 180 Stoga

je opite redenje diferencijske jednaline (22) u talki x=mh

X(x)=t1e1ahm%+%2e'16hm==C1cossx-FCzsinﬁx, C1,Cz=const.

Iz graniénih uslova je:
X{-a)=0 poviadi .C1C°5534-Czsinaa==0, ;

X{a)=0 povladi Cycossa tC,ysinsa=0.

Da bi postojalo netrivijalno reSenje mora biti 8=kw/(2a). Zamenimo dobijeno
§ u izraz kojim je uveden taj parametar, tj.

2.2

1—h hk=cos krh
7 Za °’

i dobijamo da su karakteristiéne vrednosti i karakteristicna reSenja
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2. . 2 kmh oo kw{x+a)
k S

2 4
(24) A ——l-]*z' sin -—43', 'l.lk"' n 23.

Ima ih 2M-1 razlicitih, pa je k=1,2,...,2M-1 (trivijalno refenje koje odgova-

ra vrednosti za k=0 Je jskljuceno). Stoga je

kn{x+a) ¢

(25) Xk(x)==cksin_ PR =const., k=1,25...s2M=1.

k

Dalje re§avamo_diferencijsku jednaéinu (23), koju mozemo napisati u

- obliku
02heAs ]
(26) Yk(y+eh)-2 1+ 7 —- Yk(y)+Yk(y-eh)=0,. k=1,25..092M-1,
2 ntagey | '

N.jona karakteristiéna jednacina je

:
9 nzhzxﬁ -
:;-?1+~mmmW7mw*m“~q+1=(L

?{ “;w h?' ?«ﬁ*i-”'

!

~a koeficijentom uz q

2 2 | ya
(27) (a-l%?ﬂ h2k§'+1'+22{h21§)/(a-1%§—-hzli'+1).

7a brojilac izraza (27), poSto je a>-1/2, vazi ocena

2 2 2 2
o 11-29—- hz?x§+1 +§2— hZJ\E > - Ji'q?m h21E+§2_ h21i+1 =
2.2

he)
- 14 (0%1) = > min{1,6%} > 0.

Stoga je znak izraza (27) odredjen znakom imenioca, koji moZe biti i negati-
van za neko «<0 i neko k. Osim toga, ako je imenilac jzraza (27) pozitivan,
onda je, otigledno, taj izraz vedi od 13 ako je negativan, ovaj izraz je ma-

nji od -1, Jjer je za -1/250<0

2 .2 2 2
a —1—?—— hzhlz(ﬂ +E4— hzkﬁﬂ + (- l“:;—+%—)h21i-1 -5in2 krh > 0
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pa Je
2 Va
1+0° , 2.2 0 2.2 a
@ =g N+ o= W/ , (<0)
1+0 h2z2+1
7 k
uzhzxi ezhzzi
2 <- ol v ) tj- 1+ - Vi <-1.
1+6- , 2.2 146° 2.2
2(o —5— 2 +1) 2{a —— h Ak+1)
/naéi da je koeficijent (27) veci od 1 za u(1+92)h21E/2+1>0 i manji od -1 za
u(1+82)h21E/2+1¢0, te moZzemo uvesti u jednadini (26) smenu |
146° 2.2
2 2 2 Ch(iCkOh), O'.Th )'Lk""'T :’0,
0 h™~ A
k
(28) 1+ 1 i > = )
+0
2 h™ g +1 1+~ , 2.2
(e == PR X e ony, o B %41 <o

Razmotrimo svaku moguénost posebno.

(a) Za a(1+82)h2l§/2+1>0 karakteristi¢na jednaéina jednacCine (26) je

q°-2ch(x 6h)q+1 = 0.

| * K eh - ICi( gh
Njeni koreni su qq=e i q,=e , pa je u tadki y=nh~

;. Bhn -k, 6hn

| <y
Yk_(y)=6'1e K +Ce k™o g k

Kky -
1€ -+6be :=C1ch(mky)-+025h(rky),

Iz grani¢nog uslova na osi Ox sledi da je C1=0, pa Je

(29) Yk(y)=Dsh(xky), D=const.
(b) Za of1+6°)h°AC/2+1 0 karakteristina jednaline jednaZine (26) je
q2+2ch( x:keh)q+1 =0,

de'. -Kkeh
Njeni koreni su qq=-e i q,=-€ » pa je u tacki y=nh-
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' ~K Qh J
() =8 (e KO (e ) ()T, cheyy) oG, shix )]

Iz granicnog uslova na osi Ox sledi da je €,=0, pa je

Y
(30) Yk(y)=(-1)eﬁ'Dsh(nky). D=const.

Objedinjujuéi rezultate (29) i (30), imamo da je

L DSh(Kky) l - k=1 '2 geae ,k0-1
(31) Y (y) = y
) { oF )
- (-1) Dsh(xky), k—k1....,2M~1.
: . .2 s .- 2.,2.2
(Obzirom da je X  rastuca funkcija po k, to €e za neko a<0 izraz «(1+8° )h™A /2+1
postati negat1van pocev od neke vrednosti k.) k je prva vrednost indeksa k Za
koju nije u(1P0 )h A /2+1>0 a

kM za a(140%)RSE/241 =0
"1 " {
K, Za u(1+82)h212/2+1

Na osnovu (25) i (30) imamo da je

o | km(x+a) 'gﬁ M- kr{x+a
u(x,y)==kz1 C sin ===+~ sh(e y)+(-1) %; ¢, sin === sh(x,y) .

™M

L |

Konstante ¢, odredjujemo iz poslednjeg, jo$ ne korisenog, graninog uslova

k-1 b

M-
f(x) =u{x,b) = 21 ¢, sin kﬁ%§+a) :-:.h(p::kb)+(--1)-éﬁ ) cksin k“§§+a) sh(xkb)_
k=1 ~ k=k
Sa druge strane je
2M-1 o M- 1 kn(x.+a)
f)= 1 aysin X12) | qem L flxp)sin —pb— , k=1,2,...,20-1,
K= Jj=-M

Uporedjujuci dobijene razvoje za funkciju f(x), imamo da je
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qk/Sh(Kkb): k:1,?, ,k0—1
¢ =
b/Oh
(-1) qk/sh(ﬂkb), k=ky, ,2M-1
odnosno
k -1 +b
(K, ¥) oM sh(x,y)
ki{x+a) " k k7 (x+a) k
’ = . . ‘I R
u(x,y) k§1 q sin ~——r Sh(xkb)'+( ) k=§1 g, sin éa SR, b7
Poslediceca 3. ReSenje zadatka
Auu(x:Y)=0: (st)EQR:
u(x,y)=f(y), (X,y)els, u(x,y)=0, (x,y)eT~Ts,
za fecl[o,b], je
I(O"‘I KTy sh[mk(a+x)] X N- shka(a+x)]

3 _ | h

.gde je

o N 1 kﬂy

Q) = 20 fly;)sin —p, k=1.2,...0N-1,
A E

Poslediceca 4. ReSenje zadatka

AQU(X:Yi=Or | (X:Y)EQR:
U(X,Y)=f(Y), (x,y)EP4, U(X,Y)=U, (an)EF\rq
za feC[0,b], Je
ShrKk(a X)] X+ﬁ, N-1 gh[ (a'X)]'
.k “K
Hbey) - Z qk“"‘ﬁl zeaT (N k=E1 U B Sz

:
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gde jer

L ] k L]
2205ty ysin mad ke, e
G Wo2g 4 b

Sada moZemo da formuliSemo i dokaZzemo glavni rezuitat ovog odeTjkaf

Teorema 2.2. Greika aproksimacije meSovitog zadatka

ﬁV(Xg‘Y)=0: - (}(,y)ER,
» - . BV X, - v i
“r39)  v{X,y)=0, (x,y)evq 1 x20, ——%y"XJ"‘O’ (X,¥)evy 1 x<0,

V(X,Y)=1D(X,y), -(st)E'-Y.‘&‘l
diferencijskim zadatkom
A“u(x,y)ﬁo, (x,y)sQR,
Cia) u{x,y)=0, (x,y)e?1 i x>0, lau(x,y)=0, (x.y)s?1 i x<0,

u{X,y)=v{Xsy), (X,y)e'f"\f',t .
gde je

_ éh .. _ _
Aau(x,y)zuy-kjr Uz ah "TZ"'uxxy'

je reda 0(h) za svako o>-1/2.

Dok az: Redenje zadatka (32) predstavimo u obliku
4
{34) V(XsY)==_E1 Vi(X,Y)‘+N0(X,Y)-
o 1=

vy je redenje meSovitog zadatka

Av1(x,y)=0, {x,¥)eR,

..3V1(X;Y) |
Y -

(35) vi(x,¥)=0,  (x,¥)eyy 1 x20, 0, (x.y)evy i x<0,

V1(le)=¢1(x:y)l (st)E§\§1.

o el T M

e s . W

—— . Rt
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Funkcija w1(x,y) je odredjena tako da bude trag funkcije r1/25in(ﬂ/2), (r,2)
- polarne koordinate, na §\§1, pa je (prema |13!) redenje zadatka (35)

/2

(364) v1(r,£)=1m/iﬁr1l iﬂ.

N

Stoga je funkcija v-v, na ?1 jidentiZki jednaka nuli, a na ?~51 jednaka y=y,.
Izdvojmo iz nje bilinearnu funkciju '

(37) No(x,y)sc00-+c1ox-+c01y-+c11xy,

koja Jje jednaka ¢-¢1 u temenima pravougaonika R. Poslednjim uslovom su odre-

djene konstante Cij:

c00=c10=0,

c01=[w(a,b)-w1(a,b)+¢(-a,b)—¢1(-a,b)]/(Zb),

cqq=[w(a,b)-ys(a,b)-y(-a,b)+y,(-a,b)]/(Zab).

Funkcija No(x,y) je oc¢igledno harmonijska funkcija u R.
Sada je funkcija v-v1-w0 u temenima pravougaonika R, kao i na granici
;1, jednaka nuli, a na granici y.yy je jednaka funkciji

= -0, - W -,
by Ny

Preostale tri funkcije u (34) Vs i=2,3,4, definidimo kao redenja

Dirichletovih zadataka

5Vi(xiy)=0l (XJY)éR:
(38) i=2,3,4,

Vi(x:y)=¢i(x;Y)| (XIY)E;l
gde je
a(x!Y)l (st)EYi:

(39) y;(x5y) = { i=2,3,4.
0! (x:y)E;\Yi
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Na osnovu leme 2.1 i posledica 1. i 2. je

o 2) sh km(a+x) b
L oy . kmy — b (2) _ ¢ .k
(dbg) vz(x,Y)-kE1 pk SN — o YOV » P CE J wz(a,y)s1n ~Ex-dy,
b 0
k=1,2,...
2 (3) . kn( sh 5% 3y 1 |
_ . T x+a a _ . km{x+a
(363) v3(x,y) = k?-:—-1 Py sm.—z-a—-)— " “E® Pk @ I wB(x,b)sm 5 dx,
- Za -a
k=1,2,
- . <h km{a-x) b
. 4) 2 i
(38, vuy) = L p(M) sin KX b, gl ):’E'J by(-a,y)sin SgL gy,
- sh —p— 0
k=1,2,

Redenje zadatka (33) predstavimo sumom

4

(40) u(xy) = 1 u (X,y) + W (X,y) +W(x,y) .
1=

Uy je redenje medovitog zadatka
hdu1(xl.Y)=Ol (x:y)EQRI
(41) U {x,y)=0, (x,y)ef1 i x0 lau1(x,y)=0, (x,y)ef1, x<0

U (X,¥)=0p(%a¥)s  (Xsy)el™Tqs

gde Je wz(x,y) trag na F~f1 funkcije F(z) date izrazom (2) za A=/ﬁh(1-z?3/2.
Prema dokazanom u odeljku 1. ove glave, funkcija F(z) je reSenje zadatka (41)

i njen asimptotski razvoj je -

(42,) u,(x,y)=1m/21+0(h/|z|‘/2).

Funkcija NO je odredjena jzrazom (37), a funkcije us, i=2,3,4, su re-

fenja diferencijskih zadataka
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Aaui(x,y)=0, (X:¥)eps

(43) i=2,3,4,

U_i(x,Y)=lb.i(xs.Y)i (X,}’)sf,

gde su funkcijelh(x,y) definisane relacijama (39). Na osnovu leme 2.2 1 po-
sledica 3. i 4. je

k-1 x+a
0 shlik, (a+x)] [k, (3+x}]
- (2) o5 kny 7 K (2) k
Uy(X,Y) = k§1 9% L?T?__b Sh{Z¢ ) ~n) T EL U 5‘“'1§£ sh(?kka) ,
- (42,)
2y 2 N kT
qk =N’ E wz(a,yj)S'ln 5 ? k=1 y o ,N-1
J= |
k -1
) (x )“ Dy ](3)c;-|n__‘_(_+(x_'_l__§_ S (Kky) LFEH ~1 (3)5.“1 (X+a) Sh(ICkY)
B\ Ry gk 7a éh(r'ﬁj k_k1 sh{x, b) ’
(1:.,)
) _ M- kr(Xs+a)
3) 1 . .
qf( ) H'M j:i_M 1!—'3(){3 ;b)S']n —'2'; ’ k=1 TR ,2M'1
k0'1 (4) K Sh[k:k(a')()] 5?1;3; N-1 (4) Kny sh[gk(a )()]
Ugxy)= b 9T ST T TSRz E) DT L %S SRz
1
(42 ,)
(4) 2 N kry
qk ='N' E lpa(“a,yj)S'ln —B—‘, k=1,. ,N-1

I na kraju, funkcija W(x,y) je reSenje Dirichietovog zadatka
AQW(x,y)=O. (st)EﬂRs
(44) W(x,¥)=0,  (X,¥)elys W(%s¥)=pq (¥ )=pp(Xsy)s  (XsY)eTNTy.

Greika aproksimacije zadatka (32) zadatkom (33) je

e(X,¥)2V(X,y)-u(xsy),
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tj., obzirom na (34) i (40), je

4
(45)  €(%,¥) 5'21 E. (x,y)-H(%,¥)
1+

gde je
(26) Ei(x,y)Evi(x,y)—ui(x,y), i=1,2,3,4.

Procenimo prvo funkciju W(x,y). Na 51 ona je 0, a na f~f1 je (prema
(364) i (429))

(b-vp)/ _  =(vq=uq)/_ _ =0(h) za | [ =0(1).
F\F1 F\F‘l
Ako za operator A_ vazi princip maksimuma, onda resenje zadatka (44) ekstre-
mum dosti?e na granici, pa je 7 2 5+_
(17) W] 2 max Wl < Mh . 3] 0 1+_
;
- 8 4 5
i ¢ T
Odredimo jod pod kojim uslovima zZa $1.3
operator A vazi princip maksimuma.
Operator A u cvoru U, (s1.3) ima
oblik
2 2
- 146 1+0
2 2
- (—2 +crli%~)(u2+u4)-+tzli%r (u5+u6+u +u8)}
Prema (27|, za A, va%i princip maksimuma ako je
1, 2(1+d)(1+82)/92>0, 3. 1/az+a(1+az)/ez>0,
2. 140(1462)/6%50, 4. -a(146%)/(20%)50,
2 2 2 2
146 1 + 146
5, 2(1+a) (1+a - (_? -1—92-) a5 0
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1z uslova 4. sledi da mora biti a<0. Uslov 1. vazi za svako a i 0 , jer Je
po pretpostavci a>-1/2. 12 uslova 2. 1 3. sledi da treba da je za o<0
-a/(1+a)<02<-(1+u)/a. I, konacno, uslov 5. je zadovoljen za svako -1/2<a<0.

Za o=0 operator Je

AUy =+ ﬁ%{z(:%'k1)uo”(u1+u3)"é%(U2+U4)]:

pa za njega vaZi princip maksimuma Za svako 6.
Stoga ocena (47) vazi za

J - T-c:_u < @ < V.J-EE s -1/2<C£fo.

U nastavku ocenjujemo funkcije Ei(x,y), i=1,2,3,4, odredjene relacijama
(46). Obzirom na (36,) i (421) je

(28) Eq06Gy) 2vq(%:y)-up(x,y) =0(h).

Dalje, smenom (363) 1(423) u (46) za i=3, imamo da je

- kny
Eqa{x,¥) 2 v3(Xsy)-uz(x.y) = k§1 p,(<3) sin k“%f” - E;;
- L0
k -1 +b -
ZM-1 sh{k,y)
) (3) .. kn(x+a) SNFRY) 5 (3) . ka(x+a) SM*k
_k1=1 Qg "8 éa lsh(r:kb)+( " X 1qk SI—7a " Sh(%D)

Stavimo da Je

(49) E3=54452%53%34.

gde je
w0 sh
(501) s‘l(x,y)= z p£3) SN kTI'(X'*‘a) __k_z_;rl:
k=k
0 iy
k -1 (3 Sh —2'1' Sh(kf y)
_ _ ) (x+a k
(50, SZ(X,Y) E P’ sin —-ﬂza n kwb ~ Sh{x, b)
...2._.

k -1
3 (0(3) _q(3ygin krfuea) PRV

(505) S3(%¥) = k§1 (P -9 )sIM == SR BT
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“v+b
R A (5) ) S

(50,,) Sa(x:y) = (-1) ) si0 53— SH(¥, D)
&, sati®

i 2.2., prva vrednost

Ocenimo prvo k0 u funkciji od . k0 je, prema lem

indeksa k za koju nije

2
a.l%?_ 2 2 + 1>0,

..:gde Su xE karakteristicne vrednosti zadatka (43) za i=3 (prema 24))

2 4 . 2 kmh
Nz ST A
Stona je
(k -1)7h 5 Kq mh

(i 1) Fh41in?)nln? .- 4{Hﬂd+1 =0, ?m(1+0 )51n "7T*_+1 <0 .

Druga od ove dve nejednakosti je moguca samo Za vrednosti a<0, i pri tome je

2a(1+6%)sin® Kb +1 = 1-21al (1+6%)sin® K> 1 - 21a] (1+6%) >0

za \alf1ﬂ2(1+82)) i za svako k. Odavde se zakljuCuje da je za a>-1/(2(1+67))

jzraz

2
148 2 2

d nule za svako k, pa se moze uzeti da Jje k0=2M.
Ostaje da se analizira slucaj za

veéi O

1
2(1+6°)

__z.{u.{_

Iz prve nejednakosti (51) Jje

Y (k -13}wh

~20( 148 sin? <1/ (-24(1462)] (>0 2a a<0)
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(k_-1)wh | (k_-1)wh
2 0 1 t). Gda <arcsin 1

sin < - .
‘a 20 (1+0%)

/21l (1+02)

jer je arcsinx monotono rastuca funkcija. Odavde je

4a : (S
k =-1<-— arcsin = .
0 wh V2|u|(1+ﬂ2)

Kako je arcsinx < %x za x-(0,1) i a=Mh, to je

k {1+ s ?M 21-'".
0 /2a](1+6%)
Iz druge nejednakosti (51} je
sinzfﬁgtw>- 1 5= L. E%;E->artsin 1 > L— ,
2a{1+67) | A?ﬁﬂ(1+92) A;Lﬂ(1+82)

$to sledi iz asimptotskog razvoja za funkciju arcsinx za x>0,
Objedinjujuéi dobijene ocene imamo da je

aM “:ko‘: 1+ M Za "%'(CI.{"_‘I'Z—.

“/§|ﬂ|(1+92) ) /é|a|(1+82) 2(1+e")

Procenjujemo prvo funkciju S1(x,y). Uvedimo oznaku

(53)

sh(vy)

{54) 'T(viY):=S b ) v>0 .
Kako je
v{b~-y) 1_e'2VY
T(‘J,y) =€ 1 -=2vb 9
-e

" a za y<b, tj. vy<vb je e-Zvy:,e-va, tj. 1—e‘2uy~<1-e'2”b, imamo da je

(55) T{v,y) ce by}

Dalje je, obzirom na (36,), za C= max [¥4(x,b) |

XE(’aia)
3 ;
1 |
(s6) |pi3] <1 J lp3(xb)|sin X1{X48)y geae,  k=t,2,...

-a
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stavijajuéi dobijene ocene u (50, ), imamo da je

kw
® b -Y) —2—{b-y)
151(3‘!3’)1 <2c } e -2—5 =2ce | 1;‘
k=k0 1 ‘gg(b"Y)
. -

7a svaki ceo broj £>0 1 t>0 je

2 2 f
g -t _ .2 t t -1 t
t7e =t(1+t+_2'+“"+'iT+“') £?=M'
. . it
t.
(57) e-t < El-, 2>0, ©>0.
- tp"

Korigtedi majorantu {57) za t=kOW(b—y)/(Za). dobijamo da je za svaki priro-
dan broj 2, obzirom na ocenu (53),

5 |,:H_('_f:5'l 1 e
1! - _Z__(b_y) kOTI(B"y) -
1-e Za
m .—1. -8 , =
b-y) | ‘5 2
a
o 7 gy [ | o] (14 )
1201.1 e —73 | T

Kako je jo3 M=a/h, to je

(58) 51(x,y)=0(h"), ¥ 250,

Ocenimo sada sumu Sz(x,y). Predstavimo funkciju T{v,y), definisanu re-
lacijom (54), u tacki V=K Taylorovim redom napisanim u odnosu na tacku

_km,
VR

K ajT(Usy k™, 3
. (589) T( k"y) T(. y)"' 21 3T B\Jj ) (Kk' )J.
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Odredimo koeficijente Taylorovog razvoja (59).

ang’y) =T(v,y)[y cth{vy)-b cth(vb))

Uvedimo oznaku

(60) c¢(v)=y cth(vy)=b cth (vb)

pa je

Diferenciranjem posiednjeg izraza po parametru v vide puta, dobijamo

2

3 T _2aT dc _ .2 dc _ 2 dc, _ dc
-"Z'B.U _—\T C+T HG—TC +7 HG-T(C +H—"J)“TP2(C’ a;),
3 2 2
5T _ 3 . dc,d%c - dc d’c
Sv dv dv

..........

J J
(61) L]J-~=T(u,y)-P.(c, o 8, =12,

2 2
de 5 b or 1 1 2 1 n
® o (oy)  shZ(ub) (eb) [ez"b-1 +(e255-1)2] (2} [ez"yq 7“3’-1)2]

Kako je

dl 1 ] K
(62) = «2xXk — +

to je

2 3 g,
d ¢ 3 1,2 3 G§,2
= (-2b)° ) 2y = =2y % L
2 2Ub_1)1 ) i=1 (é?uy_1)1

v i=1 (e

gde je 01'2=1, 02,2=3. 03’2=2.
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Ako Je
'32%;%=="2b)k 121 (e;JEf;;i (29" 1E (:;5;:1)f
onda je,‘Prema (62)
%”‘Zb)k :21 %, k-1! 2b")L( zx::)_1")*T+‘(;’2%11)1+r] -
'('zy)k 151 gi,k—1('2yi){(EEv;_1)f"+(92uy11)1+T}==
- (-2b)*! :E: (e;iﬁﬁ1)f"('2Y)k+1 ::: (e;1§ﬁ1)1 *

(el jo ”1,kﬂi”i.k-1+(i'1)”1-1,k-1' 121,240 05K, °k+1,k-1=0' Stoga se argumen-

L1 polinoma l",i u {61) racunaju po formuli

: _ il 0 . , . j+1 T. =
e J+ J 147 j+1 14J .
L (-2b) ) i = =2y )" e—, J=1,2,
d\}‘] 'i=1 (e U}_al)-l 1=1 (ez‘dy_1)'l _
(65) 01,1=Ué!1=1
o =1

'i,j U'i,j'1+(i-1)gi“1:j'1, 1515.]"!‘1, Gj+1,j—1=0’ ‘]=2’3,_.'

Za odredjivanje razvoja (59) potrebno je jo3 odrediti velilinu mk-kw/(Za).

U sumi 52 ( form, (502)) je k=1,2....,k0-1,,pa je Ky odredjeno prvom nejedna-
koséu (28), tj. |

20%gins K
ch(k, 6h) =1 + fa 72 2a{1+0%)sin® KM 415 0,
k - 2 2 kwh a
2'&1(14"9 )S‘in —‘J_ra—‘l“l
Odavde je
| 2 . 2 krh 2 . 2 krwh
| 2067sin 20%sin® Sp ,

e oh = 2n{ +— A, / LI 1)
| Za(1+62)sin2 %ﬁ?~+1 2a(1+82)5in2-%EF4-1
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- 2
(64) zkeh:=£n{1 - > a— }oe
1+0 1
1- 1+2{]———2——
0 2 . 2 krh
G s1n _4_81—

Odredimo asimptotski razvoj izraza (64)

(sm2 %—T-h—) =2(1-cos 55%‘-) [1-E (1) W(k"h) ]

= 4(;25)°(1 +2 g ;l BNLUUTL I

-4(;2.,%,)2[1 +T2(k1rh)2 +m(kwh)4+ ke o 8y
/f_ 140", 1462 kih\2 oy B.q.1/2
1420 ——+ { $+2a -7—+—2-( d) [1 +T2(-2—) +0(h")]}'/° =
0 0%sin’ %ﬁ?
_2 2ap,, 88, 14" kthy2 o 411172
"g'm[ "‘(T"'G—z— '1'2')( )~ +0( )1
2 2a0y 108, 1x? 4 kehi2 g8
=5 ohl talg te = ) ()" +0(RT)]
1+0° | 1 kanfe keh_, 1,65 1+6° 1. knh2 . 411
2[1 = 1420 54— ] '57{2‘2—4 Z{T*WT ) (g 0(n )] 7'
- 8251n2 %E?

kTh 2 2

o+ (X0 ?1@(6&__?_-3+-?)(k“ho) +0(h*)]

[knh
8
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2 ) -

1-Y1+2a —-—2-—1+82 —2———-2—-k——1
8 81N
da

gn(1 -

2 e

k-neh 1[( +'6') 1+8 (kweh) +O(h ).

- Zamenimo poslednj1 dob13en1 jzraz u(64), pa imamo da je

(65) - §m= Ha+R (167 (5D 0 +o(n).

7a a=-1/6 se dobija

1190 5
(iit)) vy = e - l'fm-—( )° b +0(h%).

voristedi izraze (61), (63) 1 (65), tj. (651), dobijamo iz (59) da je

T(kysy) = T(Fmsy) =
(66)

=T(§53y)[bcth(§%b)-ycth )]a{a'+ 1+e ) '+0(h3),

i, posebno, za a=-1/6

T(Kk:.Y) = T(.lz(.'ll!y) =
(66, )

1411961 kn 5 4

o ”T( Y)[thh(g'b 'thh g“*)]-agg——{g“J '+0(h ).

Funkcija'F(u,y)=yctH(vy) je rastuéa'funkcija po y jer je

'2' Sh(zv\Y)"\Jy

2 F(v,y) = cth(vy) -~
v sh”(vy) n“(w)

o oo 2i+1
1
sho(vy) "% i%0 (2i+1)!
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i stoga sledi da je bcth(vb)-ycth(vy)<Zbcth{vb).
Funkcija F(v,y) je opadajuca funkcija po v jer je

2

3 )
5o F(vs,y) =- _,Y_z__.:o’
sh vy

pa Jje bcth(%%b)gbcth(ﬁ%b) za svako k=1,2,...
Odatle sledi da je

bcth(%%b)-ycth(;%y)becth(é%b), k=1,2,. ..

Koristeci i nejednakost (55), iz (66) i (66,) dobijamo da je

km
- XMip-
C,(55)° e Y2 03y, a1/
|T(Kk!Y)“T(g:Y)|‘ kT
5 Tz 0Y) 4, 0

C,(55)°
Ova oceha i ocena (56) daju nam da je za o#-1/6 (na osnovu(soz))

k -1 kw
b~
2_{ y)]h +0(h } <

132 | <2C- C1L E (

. _ (b~ |
52C-C1(£%)3[k§1k3(e 2 )k]h2-+0(h3),

Na osnovu form. 5.2.2.6 iz 126} je

2 -
3 x(1+4x+x7) h2-+0(h3) 73 y=a a
(1-x)l |

|52!‘2C -C (2—0

Analogno zakljucujemo da je za a=-1/6

S,1<C3h* +0(°) .
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o(h%)  za of-1/6.
(67) " Sy(X,¥) ={ |
¢ O(hq) za o=-1/6.
Da bi ocenili sumu Sq(x,y) odredjenu izrazom (504), ocenimo funkciju
T(nk,y) za kgko. Na osnovu (20) Je ¥, tada odredjeno relacijom

2, .2 kmh 2_ .2 kmh
2a(1+87)sin -H+1+29 sin” =

' lza(1+82)sin2 %+ 0

ch(Kth)=

L . 2. .. 2 Kkmh | :
pri Zemu je 2a(1+8 }sin 'EE”+1 <Q, Odatle je

2,.:.2 kuh oal .2 k7h
- L ng 2a(1+6%)sin” 41420 510 T35
"k 2 2 k Th
|2a(1467)sin +1\
./12"(1*'"”2)51"2 LYY +202s1n2 T3 2 }
T 2 IO g Ta 1 )=
?m(1i0 }sin 5£§ + 1
bsin '*/éﬂ(1+9 )51ﬂ2 KTh -+1-+9251 2 kih
- -ﬂfﬂ LEY Ta
8h - T y
. kah 2, ... 2 kmh 2 .2K
osin o= - Y2a(1+87)sin Sa 1 +6%sin” o

pa je mkgo jer je sin(knh/(4a))>0 za k=k1,...,2M-1. PokaZzimo da Jje “ strogo
vece od nule. Bilo bi uk=0 kada bi bilo

2c¢(1+6~2)s1n2 Ea-b-ﬂ + ezs*mz %= 0,

tj. za

2, -2 kmh 2 kwh _
(1+2u)(1_+9 )sin gzt €Os Ta—._-ﬁo ,

a to nije moguée ni za jedno k jer je a>-1/2. Stoga jJe

(68) K1 ?e%—ﬂ- za e¢>0.,
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Kako Je shxkyfchmky, to je

T(eoy) < Gleoy) 272 Gvy) =S

G(v,y) je opadajuéa funkcija po v, jer je za y<b, shvy<chvy i shvh<chvb, pa
Je |

_ yshvyshvb - %chugchvb <0 .
{shvb)

9
11N G(U,y)

Obzirom na (68) je onda

€ w3y - ey
T(kay) € Glxpay) < 6 pgay) = g =
. e 23 . e—ezab
kK
_ e- Eg(b'y) 1+e-_E:é_y
_zekgb
1-e
X szz

Za x>0 je 1+e"xf2,i za o>0 1 x>0 Jje e’ =1+ax-+_2T_~+..., pa Je

& > 140X,

-0 X

1y oX
€ < 1+cx""1 Tiox?

-J X oX '
- >
b-e " 2 Tiox
:1'1 <1'1""""'1"""01
-gX - qx

-2

Koristeéi prethodne majoracije, imamo da Jje

kar
- e p=(b-y)
T(eoy)2(1 +lele 22

Uvrstimo poslednju ocenu u (504);
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2M-1 oM-1 sho(k,y) 2M-1 o
502< 1 1alN% ] 2T 13N T [T ) s

k=k k=k, sh°(k,b) ~ k=k, k=k,

kr
2M-1 ~e —(b-y)
< 1 lqi?N]%.a Z (1 +———pﬂ e ° <
" k=k, ky
2M-~1 | @ -e'k?“(b-)f)

(3
k)‘k |qk)| 4(1""'—51;—) kik €

tJ.
k o
-e (b= - -——-b-y)
3 e 5(b y)] e~
5,02 <1 10312 41+ g L - ;
k=k,
Na osnova (57), za svaki cco broj 20 jJe
5 M- _ ) 2
5l 2 Y a8 e by )k 1T (1 )
A T a 1 en
k=k1 -E-é,_(b-y) 1

s obzirom na (21) i (53) je

Z2M-1 |
(59) 15,12 < i (32 Al mby) e (14 2 /2]a Jl(1+e \ 2
S aloy) w/2]a] (1462)
T L I . .
Procenimo jod sumu ) Iq [©. 1z (42,) imamo da e
k"k1 -
- M=1 [2ZM-1 kﬂ(x +a) |5
22T Togtx o) 2n=n 3 |8 qfPsin —mpd 2 -
j=-M J j=-M' k=1
Mzl [2M=1 x +a ZM-1 2M=1 ,
-h E }'Pt )lzsm )+2N% r»% (3) (3)51n (;J+a)
| 73 1 omki] |
kr(X.+a)
gr(xita) M-1 2M-1 1-cos — ~
» sin 2; ] h y {} (3) 2_ - d +
j=-M k=1
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P (D I, )
2M-1 Wt 1-cos d )
_h k; (q I(<3))2 J_Z_M CUS._Z s .
+Q;2:h§+11 ql((a)qj(l )[J.}_M o (f’-k;:(xfa) ] jM=E-1M o (Mk);ixiw)]
Kako je mﬂ(;g+a)==mﬁé;:+Mh)==m(%ﬁM) v, t0 Je prema |26!; form. 4.4.1.27
ugl = ! 11 (q‘”)2 M= 3 2:2'11 (ay3)? .

Stoga je za svaki ceo broj 220
(70) 34(x.y)=0(h£).

Ostaje jo3 da se oceni suma S,{(x,y) data formulom (504). Kako je funk-
cija wa(x,y) trag tainog resenja (363) na granici Ty to je prema (423) Za
k=1,2,...,2M-1 |

| M-1  im{x,+a) kn{x.+a)
q|(<3)=%32 [12 p(3)51n J ]sin' J

M 1 £ Za
| % M- in(x,+a) kn(x.+a)
-] (3) - J - J
ﬂ»1§1 P [j=-M $in ——p— sin —p> ].

Prema formuli 4.4.4.1 iz |26] je

- M, i=k (mod 4M)
£3)__ Z p$3)-< -M, i=~k (mod 4M)

L 0, u ostalim sluajevima,
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Stoga Je

[ (3) (3)

3} (3
(71) q£ ) Pamiek = PaMz-k] -

3 =1

nr~18

Izvr3imo dva puta parcijalnu integrac¢iju u izrazu

Lr{x+a)
53 dx .

. |
pt3) =1 I b4(x,b)sin
a

 Vode¢i raluna da je w3(-a;65=w3(a,b)=o, dobi jamo

3
3 4 . n . x
D(m ) e -2 [ by sin “é;a) dx .
(e7)" 3

Nko jo C=Za max Iwg(x,b)l, onda je |p£3)|f4a6/(ﬂw)2 jz ¢ega sledi ocena

xe{-a,a)
NOBRCID ; LMt M . 8aC Y1 “
L 0z Bl R 2kt (e - WP
L . . < (y-b) K
Jo$ je, obzirom da je x >0, T(k,yke = i za k<k, Jje «, -2~{1+0(h ).

Uvrstimo dobijene ocene u (503), pa je

_ kn(b-y)
1 e T = O(h2

C
(72) |S4] < -z

it ~18

)
K

Zamenjujucéi ocene za Si(x.y), i=1,2,3,4, date izrazima (58), (67), (72)
i (70) u (49), dobijamo da je

' 2
(73,) [E5] < M3 h

Red greSke u sumi S, se moZe smanjiti izborom odgovarajuée sheme (re-
cimo sheme sa parametrom a=-1/6)}, a red greske u sumi 53 zavisi od karakte-
ristika granicne funkcije.

Analognom analizom se zakljuCuje da je i
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2
(73,) B, < My, b,

2
(73,) 1E4] = My h .

Konacno, uvrstimo dobijene ocene (47), (48), (732) , (733) ] (?34) u
(45) 1 dobijemo da je ukupna grefka aproksimacije meSovitog zadatka (32) di-

ferencijskim zadatom (33)

e(x,y)=v(x,y)-u{x,y) = 0{h).

Mala taénost je posledica lo%e aproksimacije diferencijskim shemama
neglatkog dela re3enja, 3to se odraZava u ocenama za funkcije W(x,y) i
E1(x,y). Ove gre3ke se mogu smanjiti koriScenjem diferencijskih shema koje
su modifikovane u nekim &vorovima iz okoline tacke smene tipa graniCnog us-
Jova (o ¢emu je bilo reci u odeljku 2.2.).

L 14 140 R S A R A #AIYH{THIr PARA
A MATEMATIY, SRR A ACTROHOMIY
G wioaw Jbad o S w
Bpoji - ——

DaTya ——




3, MODIFIKACIJE KLASICNE DIFERENCIJSKE SHEME ZA
MESOVITI ZADATAK ZA JEDNACINU LAPLACEA U
POLURAVNI

3 1. DEFINISANJE MODIFIKACIJA

U odeljku 2.2. pomenute su neke modifikacije standardnih diferencijskih
shoma kojima se povedava tacnost aproksimacije. Do tih modifikacija se doSio
minimizact lom qgrefke po uvedenim parametrima u asimptotskom razvoju pribliz-
no«g relenja,

U radovima |11], |12 predlazu se modifikacije klasicne diferencijske
shome definisane ophratorom (1.2) za «=0, do kojih se dolazi aproksimiranjem
reonja u okolini taCke smene tipa granicnog usiova {singularne taclke) parci-
jalnom sumom reda. Naime, poznato je (napr. [13]), da se reSenje meSovitog
zadatka za jednaCinu Laplacea u poluravni u okolini tacCke smene tipa homoge-
nog granicnog uslova mozZze predstaviti u obliku

1
1) () = 5 ocor Zosin(i ),

gde su {(r,%) - poiarne koordinate, a C konstante. U oblasti u kojoj se traiZi
redenje definidimo kvadratnu mrezu 9, U évoru (X,y) iz okolire singularne
taCke, resenje aproksimirajmo parcijainom sumom reda (1)

e
N J + -
2 .o.a 1
(2) uN(r,¢) = jzo Cj r 51n(3-+20¢.

Diferenciranjem izraza (2)Id§a puta PO, X tj. dva puta po y, dobijamo aproksi-

maciju parcijalnog jzvoda 3—%-, tj. ﬁ-%—, u évoru {X,y). U tim izrazima gigu*

riSu jo5 uvek neodredjene kaﬁstante Cay Konstante C u interpolantu za -§~?

se odredjuju kao reSenja sistema 11nearn1h Jednaé1na koji dobijamo kada X
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redenje aproksimiramo izrazima oblika (2) u N+1 Cvoru (xn,y) iz okoline ¢vora
e I

(X,¥), medju kojima je i taj ¢vor. Tako je aproksimacija izvoda ﬂ—%— odre-
3X
djena Tinearnom kombinacijom pribliZinih vrednosti reSenja u N+1 &voru iz oko-

2 .
1ine &vora (X,y). S1i¢no, izvod 3~; aproksimiramo linearnom kombinacijom

pr1b11zn1h vrednosti resenja u N+1 u ¢évoru (x,y }. Suma ovih aproksimacija je
modifikacija sheme u &voru (X,¥). U slucaju da je (x,y) granicni &vor ili
¢yor blizak granici, Cvorovi (i,yn), tj. (xn,§), pomo¢u kojih se odredjuju
o aproksimacije drugih izvoda reSe-
nja, nisu simetriéni u odnosu na
évor (X,y) (s1.4 za N=2). Broj

_{ f2: | cvorova u kojima se shema modifi-
] e kuje i broj sabiraka N u aproksi-
maciji (2) zavise od taCnosti she-
| me primenjene u ostalom delu ob-
1 lasti,
i i.-i-- N ERE U radu [12| je odredjena
. T | | Jjedna modifikacija ovog tipa i nu-

merickim primerom dokazana njena
51.4. opravdanost. U nastavku ¢e za tu i
- jo3 tri modifikacije istog tipa,
koje Ce biti definisane na pomerencj mrezi, biti odredjen asimptotski razvoj
reSenja i time egzaktno ocenjena njihova tadnost.

ModeIni zadatak ~ odrediti neprekidnu funkciju v(x,y) koja zadovoljava
usjove |

av=0, y>0, v(x,0)=0, x>0, §§v(x,0)=0, x<0,

v(-1,0)=1, Tim V(x’ Joo (r=ley?)

owm

(3)

aproksimira se klasiénim diferencijskim zadatkom

Au(x,y)zu xx+”§y"0’ (X,y)eq

(4} u(x,y)=0, (x,y)ero, Au(x,y)zuy-+2-u§x==0, (XsY)€F1s

u(+h,0)=A, .% 0

Tim
o0
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na mrezi definisanoj u odeljku 2.2 za e=0 i 6=1.

Prema formuli (2.6) (za d=0), asimptotski razvoj re3enja zadatka (4)
je |
2 2

1 h +0 h =Tm(¥Z +0, 176777 )+( ).
4/2'/5) (|z|3/2) m( vz I 13?2

(5)  u{x,y)=Im(vZ +

Modifikacija iz |12], nazovimo je MOD1, sastoji se u zameni jednalina
(3) u ¢vorovima P, - P, (s1.4) jednaCinama dobijenim na ranije opisani nacin.
Zapi§imo modifikovani zadatak u obliku-

‘ kﬁ(P)=0, PeQ
(6) | |
P)=0, Per,, XU(P)=0, Per,,

gde je za MODT

\ { A
§:0

(4,0 RU(P)AU(P)+hs (P-P, MU(P, ),

M3(91)zo.2886753(-3,0)+2.304839ﬁ(-1,1)-0.3205483(-1,2)-
-0.5u(-2,0)-1.7232310(~1,0),

Mi(P,,) =-0.0014060(-2,1)+0.0476941(-1,2)-0.022393](0, 1)+
+0.1571014(-1,0)-0.2181020(-1,1),

(9.,) Mu(P4)=0.032038U(-1,1)-1i(0,2)+0.288675%(0,3)-
-0.007003U(1,1)+1.2573594(0,1),

MU(P,)=-0.0348641(0,1)+0.3142081( 1,2)-0.076404%(1,3)-
-0.033140u(2,1)-0.3251960(1,1).

| g, P;EPT
§(P-P.) = { '
i 1 _
_2" 9 P_P_l
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je mrezni analog defta - funkcije u ravni,
Zadatak (4) definisan na mreZi iz odeljka 2. 2 za €=1/2 i 8=1 oznaCimo

a (47). Asimptotski razvoj njegovog reSenja je, prema (2.5) za a=0, 6=1 i
e=1/2,

“ ‘ ) 2 2
(5,0 S(xy)=In[/Z - (1 _‘/2 J_]+o |_z[377) Im(,/" 0.073223 T/h_i)w('—lw)
" 7a taj zadatak odredimo dve modifikacije.
U prvoj modifikaciji, nazovimo je MOD2, 3] P4§
;’modifikujmo shemu (4°) u Evorovima PysPos > >
P, 1 P, (s1.5). Pretpostavimo da je ap- 1, 24
‘roksimacija reSenja u Cvoru iz okoline |
singularne tacke (iz (2) za N=2) | S1.5.

1 3 . 5

(10) ﬁ(m.n)=coﬁz sih-§A+C1¥2-sihl%§wFC252 sin-%? '

grde su {r,d) polarne koordinate ¢vora (m,n). Diferenciranjem izraza (10) dva
pla po ¥ dobhijamo da Je

, 3 1 |

(11) f}zzmm,n)%%f* ? sin - 13r ?S_"“%**’f-‘ Cpr” sin §

i diferenciranjem (10) dva puta po y

: 3 1
2 . -
(12) B—ifzifl’(m,.n)= '-%Cor‘ 125;11'12’241 -5”_— sin%-lf— Czr'? sin%.
| .- . | BZU(P1)
Da bismo odredili konstante Ci’ i=0,1,2, u izrazu (11) za v, napisimo
axX

aprik§imaciju (10) u &vorovima (-3,0), (~2,0) i (~1,0)
ﬁ(-3,0)=ﬁb(5h/2)1/2-c1(5h/2) 32 +Cz(5h/2)5/2
H(-2,00=C,(30/2)/2-c, (3n/2)¥ 2ac,(30/2)/2,
| ﬁ(-1s6)=ﬁb(h/2)1/2-c1(h/2)3 +Cz(h/2)5/2

Resavanjem ovog sistema po C;, dobijamo da je
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13 o5 ___n;.
C“""fﬁ[ %(-3,0) - m ¥(-2, 0“4/? 51 O)J

(13) Cy=—b [ 2_(-3,0) - /& ¥(-2,0) +— ”ﬁ(-1,0)],
hv/h L /10 VZ

c2'=”7'I [ il -ﬁ(;s;O)'-'-g- Y(=2,0) ¥ ﬁ( 1,0)]

hVR L/TO /6 /Z
pa je
On, o 3 1 1
AR 43 T a3 3 :
et Bx—z =71' CO('Z‘h) Sin —2""'4' C1('2'h) SN '2‘+T Cz(z'h) S'ln'z'
(14)
1-[ 4 o 19 ~, 2 n
=—p | — U(=3,0) =~ u(-2,0) +—- u(-1,0)].
ne L /75 v
Ny
u(Py) .
1 bismo odredili konstante Ci u jzrazu (12) za — » Napisimo aproksi-
| . oy
maciju (10) u Cvorovima (-2,2), (-2,1) i (-2,0)
o3 5
U(-2,2)=C V2 h - 1—1-}2 (:2—‘-9---h"Z
/2 2V2
1 3 5
i(-2,1=c, 2 nZac, "3+m (/T3-6)02 +C, L2 (23-6/T)n
| 3 5

(-2,0)=C_(3n)° - C. (gh) Zic,(3n)° .

Ovaj sistem resimo po Ci i, zamenjujuéi dobijene vrednosti u (12), imamo da

L )

2 3
S 3Tu(P,) -

LT 11 3/1’5 m( 2 2) |

- U 2.1 7/T3¥20Hﬁ 2.0
(7-2/73)h [ 2V/3 /_J3+ 13 (-2,1) +=5 (-2,0) ]

Suma izraza (14) i (15) predstavija modifikaciju sheme u ¢voru P1=(-2,0)
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XU(P,)=[1.032796 1(=3,0)+1.154700 t(-1,0)-4.868517ii(-2,0)+

(16) - - |
+3.009791%(=2,1)-0.250719u(-2,2)] /h®.
..Bgu(Pz) _ i
S1iéno, 7 odredjujemo kao Tinearnu kombinaciju vrednosti u(-3,0),
Bx

u(-2,0) 1 u(-1,0) (C; su date izrazima (13), ali se (11} piSe u Cvoru P,),

_32u(P2)

a ~— kao Tinearnu kombinaciju vrednosti U(-1,2), u(-1,1) i u(-1,0).
3y

Suma dobijenih izraza predstav]aa modifikaciju sheme u Evoru Py =(-1,0)

Rﬁ(pz)z[1.1547003(-2,0)-6.5168443(-1,o)+4.210454ﬁ(-1,1)-

-0.524184%(~1,2)]/n°.
2
BU(P3) o . . . N ",
7 se predstavija Tinearnom kombinacijom vrednosti u(-2,1), u{-1,1) i

X |
N ) U(P ) ‘
u(0,1), a umw-?—n- linearnom kombinacijom vrednosti U{-1 v2) s u( -1,1) i

3y

W(=1,0). Suma dabijenih reprezentacija je modifikacija sheme u &voru
Iy (-1,1)

Ki(P4)=[0.9973710(-2,1)+1.2715241(~1,0)+0.9715304(0, 1)+

+1,0875611(-1,2)-4.393403H(-1,1)]/h".

I konacno 11nearnom kombinacijom vrednost1 ﬁ( 1,1), H(O 1) 4 ﬁ(1 1) predstav-

s2(P,)
1jamo — g . 4 @ linearnom kombinacijom vrednosti ﬁ(O,B), U(0,2) i ﬁ=(0,1)
OBX

(ﬁ( ) 0 pa se ne moze koristiti za odredjivanje konstanti C, ) predstavlja-

9 U(Pq)
mo . Modifikacija sheme u ¢voru P4=(0,1), odredjena sumom dobijenih
3y

reprezentacija, je

kﬁ(P4)5[1.0321893(-1,1)+0.993488$(1,1)+0.0549263(0,3)+

(19) . C
+0.8395261i(0,2)-3.8113161(0,1)]/h".

U drugoj modifikaciji, nazovimo je MOD3, modifikujmo shemu (4°) u tri
cvora - u Cvoru P, zamenimo je izrazom (17), u &voru P3 iZrazom (18) i ¢voru
P4 izrazom (19).
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Ope dobijene modifikacije mogu da se zapidu izrazima (6), pri Cemu @
predstavija unutraSnjost pomenute pomerene za pola koraka kvadratne mreiZe,
a ro i Iy njene granice na osi Ox. Pri tome je

(7,0 Ki(P)=aU(P) + } 5(P-P MUi(P.) za MOD2 i MOD3,
i=3
PN 2 N
(8,) i{P)=au{P) +h ) §(P-P )Mu(P..) za MODZ,
i=1 _ -
(8, YU(P)=2U(P) +hs(P-P, )Mi(P,) za MOD3,

Mﬁ(p1)50.5327963(—3,0)+o.5547ooﬁ(-1,0)-2.8685173(-2,0)+
+2.009791%(-2,1)-0.250719U(-2,2) ,

Mﬁ(n?)~n.ﬁﬁ47ooﬁ(~2.0)-4.5168443(-1,0)+3.21046¢B(-1,1)-

) 2B =1 P
(o) " ( )

Mi(P ,)=-0.0026291(-2,1)+0.271524%(~1,0)-0.028470U(0, 1)+
+0.0875614(-1,2)-0.393403u(-1,1),

Mii(P , 0. 032180%( =1,1)~0.0065128(1,1)+0.0549261(0, 3)-
-0.160474%(0,2)+0.1886830(0,1).

Time smo za modelni zadatak (3) definisali tri modifikacije sheme (4),
tj. (4°): MOD1 opisanu formulama (6), (71), (81) i (91) na kvadratnoj mrezi
¢iji je jedan Cvor u singularnoj tacki; MODZ opisanu formulama (6), (72),
(82) i (92) na kvadratnoj mrezi izabranoj tako da je singularna tacka na

sredini izmedju dva &vora; i na istoj mrezi MOD3 opisanu formuiama (6), (72),
(85) 1 (9,).
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3,2, RESENJA MODIFIKOVANIH DIFERENCIJSKIH ZADATAKA

Da bismo ocenili tacnost modifikacija odredjenih u prethodnom odeljku,

nadjimo njihova resenja.

Teorema 3.1. Refenje modifikovane sheme (6), (71), (81), (91)

je

GYP)=u(P)+A[b.242507G{P,P1)-0.049165G(P,pé)+

(20,) ,
N +0.3430426(P,P3)-0.021283G(P,Py) .

Regenje modifikovane sheme (6), (72), (82), (92) je

) 0(P)=u(P)+A0.026019G(P,P,)-0.121231G(P,P,)-
(0,
’ -0.1022386G(P,P)40.064676G(P,P4) |.

Redonde modifikovane sheme (6}, (72), (83), (92) je

U(P) u(PY+A[-0.118671G(P,P,)=0.1018516(P,P4)+
(Haq)
‘ +0.064107G(P,P,) |.

Pri tome je A=const., u(P) je reSenje zadatka (4), tj. (47), a G(P,Pi) sU
funkcije tackastih izvora definisane u Cvorovima u kojima se sheme modifikuju,
tj. ograniena na beskonacnosti reSenja zadatka

AG(P,P,)=-5(P-P.), Peq,
(21) i !

1 ' J= T . JE=- - . ‘ .
G(P,P,)=0, PeT , AG(P,P.)=-h§(P-P.), PeT,

Dokaaz Kao uradu |5], predstavimo reSenje modifikovanih zadataka
u obliku linearnih kombinacija re3enja u(P) zadatka (4), tj. (4°), i funkci-
ja G(P,Pi) definisanih zadatkom (21)

| 4
(22,) U(P)=u(P) + § giG(P,Pi) za MOD1 i MODZ,
i=1
N 4
(22,) y(P)=u(P) + ) -UiG(P,Pi) za MOD3
i=2

(za MOD1 i MOD2 Evorovi P. se razlikuju). Stavimo (22,) i (22,) u (6) i dobi-

jemo za odredjivanje nepoznatih parametara oF sledeée sisteme jednacina
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’
1O

e

(25,) 9; @ MB(P;,P4)=Mu(P;), i=1,2,3,4, za MOD1 1 MODZ,

.

i
et

(o
("

(23,) 9; o ;MG(P;,P;)=Mu(P,), i=2,3,4, za MOD3.

Operator M je odredjen formulama (91) za MOD1 i,(92) za MOD2 i MOD3. Izracuna-
vanjem integrala (2.2) nalazimo vrednosti u(m,n)=Aﬁ(m,n),

(2¢) A= /ﬂ(1-z1)h/2, z1=3—2/? za a=0,l

pomocu kojih se raCunaju desne strane u sistemima (231) i (232):

B(-3,0)=3(7-4v2)/2, 8(2,1)=(3-/7)/4,
0(-2,0)=3-/2, 8(-2,2)=3(/Z+1)/4,
G(-1,0)=1, G(-1,2)=(2/2+3)/4,
B(-2,1)=(4/Z+1)/4, | 8(0,2)=(3/2-2)/2,
B(-1,1)=(/7+1)/2, 0(1,2)=(5-/7)/4,
0(0,1)=v2/2, 0(0,3)1/2-24)/4,
8(1,1)=1/2 * 0(1,3)=(19-10/2)/4.
Tabela 1

(Integral (2.2) ne zavisi od poloZaja mreZze U odnosu na koord1natn1 pocCetak,
~veC samo od poloZaja u mreZi Cvora u kome se racuna reSenje, a koji je od-
-redJen indeksima m i n. Zato su relenja u &vorovima obe mreZe sa istim indek-
simajednaka).

Za odredjivanje koeficijenata MG(Pi,Pj) sistema (23,) 1 (23,), potrebno
je izraCunati funkciju G(Pi,Pj) u veclem broiu ¢vorova iz okoline singularne
~ tacke. Iz |6| imamo da je

\ 1+z
-7 +
1 c(c —2—) -
BE ‘
m, M3 '2_" L
/(1-2) (1 Z1C)
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EERN 7-~A+Bc+cc?" ir

z-iér; /?1-c)(1-z1c)

n=1,2,...,

=1
(c-—z2

2
[ A+BT+CE __C]dc, (=0
) “Y(1-2)(1-242)

Lmn
B [ — DA o dr, n=1,2,...
; 121=1 ~a(5-2,)(%-2, ") /(1-c)(1-z1c)
(25) G(m,n;0,1).=‘--2';lr—{
S 1]
- G : _ [ D+E}; - -1]dC! n=0
Do -a(n-z,)(z-zy ) W(1-2) (1-242)
| 2]=1
N -1
oo F+GT+L
e S ( : dz, n=1,2,...
! =a(rn-z, -2z, ) Y(1-5){1-2,C
1=t A 1
o
G{m,n;1,1) =
Zni m -1 *
[ S [F' F+GE+E «-1-}dc, =0
e ~a(z-2,)(z-2,') (12} (12;) °
C =

gde je q(z) odredjeno formulom (1.8) za real®

z2=(1+2a-/T$EE)/(2¢) i

ald v

» Zy odredjeno formuiom (1.7),

A=-(1-Z1j | ?.-:.._ 3
2 /guﬂx+/2

ey e v )y ke 1
8 = Z Z 7 Z
—-(1-21 e - R —— 0y

2 -12+c¢ + V7

L S

Cz;(1..z1)(.-2.+a,),_ D=(1-z1) ~ 3 E='(1-21) ' .

/Z _ /7
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, G=

F=-(1-2,)

2 %+ﬁhﬂ'

(1-2

1)

(2-/Z) 0

2 -;—+ f1+/?-

Izragunavanjem ovih integrala, odredjujemo nama potrebne vrednosti G(Pi’Pj)-

(i ovde, kao i u sludaju tabele 1, veliCine koje se ralunaju zavise samo od
poloZaja u mreZzi €vora u kome se raCunajuj:

W (2,00 | (-1,0) (-1,1) (0.1) (1,

1 |
(-3,0)] 91/2-128 | 5(5/2-7) 3(3Z-8)/2  |(105-74/Z)/2| 27(17-12/Z)/8
(-2,0)| 2(11/2-15) | 2(3/2-4) /71 (23-16/7)/2 10-7/2
(-1,0)] 2(3/2-4) 2(/2-1) /71 3-2/7 (3-2/2)/2
(-2, (18-9/2)/2 (5-3/2)/2 (6-3/7)/4  |(14/2-19)/4 |(108/7-151)/16
(-1, /2~ /Z-1 3(/2-1)/2 1/4 (3/7-4)/2
(0,1) | (23-16/2)/2 3-2/7 174 /Z-1 (4/2-5)/4
(1,1) | 10-7/7 (3-2/7)/2 (3vZ-8)/2 | (4vZ-5)/4 (5-3v7)/2
(2,1) | (10-vZy2 | (92/2-129) /161 (8/Z-11)/4 | (2-/Z)/4
(~2,2)|(397-280v2) /2| (2-/2)/2 (17-11/Z)/4 3/16
(-1,2) (21/2-29)72 [11/2-15)/2 (23/7-31)78 | §(3-2/2)/4 | (19-12/2)/16
(0,2) | 37-26VZ  {23-16/7)/2 (9-6V7)/2 3/7-4 (8/2-11}/2
(1,2) | (3v/7-8)/2 (4/Z-3)/16 | (4/2-5)/4 (39-27/2)/4
(0,3) |1269-896v2)/8 (105-74/7)/2 | (411-288/ZY/16] (25/2-35)/2] (360/2-507)/16
(1,3) (116/2L163)/8 (21/2-29)/4 | (8/7-9)/16] (183-129/Z)/4

B Tabela 2 - T

Tako su koeficijenti o5 \ formuli (221) za MOD1 odredjeni sistemom

1.70210731

-0,

49385532~0.16891583-0.06956384=0.380589

-0.04869981+1.05844882+0.02689933+0.01076334=-0.054850

-0.09236531-0.14291032+0.66367733-0.08904934=0.214191

0.00744131+0.01162932+0.02989333+1.08042634=-0.011508,

e — — —_——
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gde je ’U‘i=Agi, pa je

(26,) 8,=0.262507, §,=-0.049165, $,=0.343042, §&;=-0.021283,

Koeficijenti o, \ formuli (221) za MOD2 su odredjeni sistemom

2.3542088, -0.0272903 -0.06941733~0;0251g83 =0.070032

4
-0.03719334=-0.367048

2

0.3167065,+3.2401595.~0. 1948780

[ 3

0.0075835,-0.0804625

Vi

+1.1068085.,+0. 0453034

2
-0.02481182-0;0378008

4=-0.100276

=0.067314

3

~0.0236475 +0.9440489

1 3 4

i njegova relenja su

(76,) ,=0,026019, §,=-0.121231, 6,=-0.102238, 6,=0.064676.

1 3

I konacno, koeficijenti o, U izrazu (222) za MOD3 su odredjeni sistemom

3., 2801591,,-0, 1948785 .,-0, 0371935 ,=-0, 367048

7

~0.0804620..+1. 1068087 .+0.045303% . =~0. 100276

2
-0.02481182-0.0378003

3 4

+0,9440480

4=0.067314 ,

3
1 oni su

E}__ O__ o
(263) PSS 0.118671, 0 4= G,101851, 04-0.064107.

Zamenom (261) i (262) u (221) i (263) u (222), dobijamo reSenja (201), (202)
i (204).

3.3, ASIMPTOTSKI RAZVOJI RESENJA MODIFIKOVANIH ZADATAKA

Izrazi (201), (202) i (203) nisu pogodni za ocenu tacnosti modifikova-
nih shema. Stoga Cemo odrediti njihove asimptotske razvoje po stepenima ras-
tojanja od singularne tacke,
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Teoroema S.2. Asimptotski razvoj redenja (201) je
"u - h h’
(27.) u(P)=Im(v¥Z+0.004843 — ) + Of ).
! /Z |z|3/2

Asimptotski razvoj reSenja (202) je

2
(37,) §(P)=In( /2-0.007922 L) +0(--"pr).
% |2 ]

Asimptotski razvoj relenja (203) je

Vd
(27.) B(P)=Im( Vz+0.008081 1) + o(——mfh ).
/Z |z
Dok az: Asimptotski razvo] redenja nemodifikovane sheme odredﬁen
je u opdtem slu€aju u drugoj glavi, i za zadatak (4), tj. (47), dat je for-
mulom (5), tJ. (51). Asimptotski razvoji funkcija G(P,Pi) mogu se iz integral-
nih izraza (25) dobiti postupkom opisanim u odeljku 1.5. Tako se dobija da

 je, na mreZi konstruisanoj tako da je singularna tacka u Zvoru mreZe, ova)
asimptotski razvoj (form. (26) iz |5])

./1-21
(28) G(m,n;m",n")=-v —

Na pomerenoj mreZi takodje vaZzi, ako zadrZimo samo prbi ¢lan razvoja, formu-
"1a (28). Stoga je na osnovu formula (5), (201). (24) i (28) za zadatak MOD1

3/2
0 - - m h »

u{m”,n")Im — + Of ), z=h(m+in).
%3 |z|3;2

5P )=Im{vz +—— P (v/2-1)[0.2425070(-1,0)-0.049165u(-1,1)+
Av/7 vz '

2
| 0 0 h h
+0.343042u(0 1)-0.021283u(1,1)]——l-+( )!
’ Z 1237

Uvrstimo'odgovaraque vrednosti za ﬁ(m,n) iz tabele 1, i izracunajmo koefi-

cijente uz 'Jl-, pa se dobija razvoja (27,). S1i¢no, na osnovu formula (54)s

(202), (24) /z i (28), za zadatak MODZ imamo da je

ﬁ P)=1 J_-1 1;¥J—;lL-./2-I 0.0260190(-2,0)-0.1212314(-1,0)-
(P)-n/Z -1 - ) (-2,0) (-1,0)

. 2
-0.1022383(-1,1)+0.0646768(0,1)] -3 +0(—L 7).

/z |z
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[zraCunavanjem koef1c13enata uz S ‘pomoéu yrednosti 1z tabele 1, dobijamo
izraz (27,). I na kraju, na osnovﬁm formuia {54), (205), (24) i (28) za za-

datak MOD3 je

UW(P)=Im{Vz - (1-«-—~—-(/?-1) 0. 118671u( 1,0)-0. 101851u( 1,1)+
(P) T Q)r [-

- 2
+0. 06410?u(0 1)1--}+0(——~§720,

z |z]

~ odakle se, kao i ranije, dobija izraz (27,),

| Uporedjujuéi re3enja nemodifikovanog i modifikovananih zadataka { (5)
sa (271), 3 (51) sa (272) i (273) ), uoCavamo da je red greSke reSenja ostao
isti - i dalje je za |z]=0(1) gre3ka reda O(h). No greska je ipak manja, jer
je koeficijent u glavnom ¢lanu asimptotskog razvoja za gresku smanjen, i to
kod zadatka na mreZi sa singularitetom u Cvoru za oko 30 puta, a kod zadata-
kav na pomerenoj mrezi za oko 10 puta.

P4

51, NOVA MODIFIKACIJA NA POMERENOJ MREZI

Koeficijenti u glavnim ¢lanovima simptotskih razvoja za gredke modifi-
kovanih shema MOD2 i MOD3 su istog reda velic¢ine, a suprotnog znaka (form,
(272) i (273)). Stoga modifikovana shema, ¢ije je reSenje aritmeticka sredi-
na resenja (202) i (203) aproksimira reSenje zadatka (3) sa znatno vecom
tacnoscéu, jer je koeficijent u glavnom &lanu asimptotskog razvoja za greSku
cko 1000 puta manji od istog koeficijenta klasilne sheme (4°)

| .
(27 ,) U(P)=Im(/Z+0. 000079.;;)~»0(—H—37?)

2]

Modifikovana shema, €¢iji je asimptotski razvo] reSenja dat izrazom (274) -
nazovimo je MOD4, se razlikuje od modifikovane sheme MODZ2 samo u jednom ko-
eficijentu operatora M (form. (92)), tj. ovde je

MU(P)=0.532796t(~3,0)+0.654700%(-1,0)~2.8685174(-2,0)+
+2.009791%(-2,1)=0,268170%(~2,2).
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3. 5. NUMERICKI REZULTATI

Da bi se u numerickom primeru 3to tacnije simulirali analizirani zada-
ci u beskonacnoj oblasti, zadatak (3) je re$avan modifikovanom shemom MOD1 u
pravougaoniku R1:{|x|f32 O<y<321, a modifikovanim shemama MODZ, MOD3 i MOD4
u pravougaoniku Rz"{ -31.5<x-32.5, 0<y-32}. U svim sluCajevima je uzeto je da
je korak h=1. Na granici pravougaonika su zadati granicni uslovi pomocu
asimptotskih razvoja reSenja modifikovanih zadataka, pri ¢emu su ovi racCunati
sa taCnos$cu O(h /|z|7/2 . Na taj nacin je omogucena dosta taCna analiza ap-
roksimacija shemama zadatka (3) u okolini singularne tacke, obzirom da nam
asimptotski razvoji reenja o tome ne govore mnogo. Rezultati izraCunavanja
dati su tabelama 3 - 7.

U tabelama 3, 4 i 5 su date u tatkama (-32,n), (32,n}, n=0,5,32, i
(m,32), m=-25,-20,...25, razlike taZnog redenja i pribliZnih re3enja dobijenih
pomocu svih analiziranih shema. PribliZna reSenja su izraCunata pomocu 0dgo-
varajucih asimptotskih razvoja sa ta€nodcu O(h /[z|7/2 . U tabelama su, da
bi se mogla oceniti i relativna gredka, date i tacne vrednosti resenja u tim
Evoroyima. Prva kolona tih tabela sadrzi tacne vrednosti re3enja u ¢vorovima
nepomerene mreZe. Druga kolona sadrZi razlike ta¢nog i redenja dobijenog kla-
si¢nom shemom (4), a treca razlike tacnog i redenja dobijenog shemom MOD1.
Ostale Cetiri kolone sadrZe odgovarajuée vrednosti u Cvorovima pomerene mreze.
U 2etyrtoj keloni su tacna refenja u tim Cvorovima, u petoj razlike talnog 1
refenja odredjenog shemom MOD2, u Zestoj razlike talnog i reSenja odredjenog
shemom MOD3, i u sedmoj razlike taénog i redenja odredjenog shemom MOD4.

Tabele 6 i 7 pukazuju'taénost analiziranih shema u okolini singularne
tatke. U tabeli 6 u &vorovima (m,n), -5<m<5, O<n<5, date su vrednosti taénog
refenja, razlika taénog i red3enja dobijenog klasiZnom shemom i razlika tacnog
i redenja dobijenog modifikovanom shemom MOD1 na mrezi za singularitetom u
gvoru. U tabeli 7, u &vorovima sa istim indeksima m i n ali pomerene mreze,
date su vrednosti ta&nog refenja i razlike tafnog redenja i resenja dobije-
nih svakom od modifikovanih shema MOD2, MOD3 i MOD4.

Na osnovu rezultata iz tabela 6 i 7 se moZze zaklju€iti da sve modifi-
kovane sheme daju vecu talnost pribliZnog re3enja i u neposrednoj okolini
singularne tacke.
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