|
PRIRODNO-MATEMATIﬁKI'FAKULTET
M

Univerzitet u Beogradu

DO AFD

Ratomir PaZanin

INVARIJANTNOST SPEXKTRALNOG TIPA
SLUGCAJIJNOG PROCESA U ODNOSU NA
TRANSFORMACIJU VREMENA

-,

Doktorska disertaclja

BT ARIATIIANT 1Y VATV 2444
IX MATOHATIOY, RIXARY soTroasadly
sSupJgunourTena

Yok 3],

ey

Bpoij: —
29 9 A384.

Aatywm:

Beograd, 1980,




SADRZ AJ

UVOD .'.lll'l.i.I.i..ll.l........-.....

Glava 1

CRAMEROVA REPREZENTACIJA I SPEKTRALNT
TIP SLUCAJNOG PROCESA

§1.1. Osnovni pojmovi i definicije <csecee

§1.2. Inovacijski proces cececocccccccccas
§1.3. Spektralni tip sludajnog procesa ..

§1.4. Kanonska i ¢isto kanonska repre-
zentacija sludajnog procesa cesscess

G lLava II

INVARI JANTNOST SPEKTRALNOG TIPA SLUCAJINOG
PROCESA U ODNOSU NA NEKE TRANSFORMACIJE

§ II.l. Izomﬁtriane familidﬁ ee s s sccvosene
§ II.2. Ekvivalentnost L=S mjera cececcese
§ II.3. Invarijsntnost spektralnog tipa

sludajnog procesa u odnosu na
transformaciju VIremMONa cecsccesoss

Lit eratura " R E NN B N N I N N N A N NN

strana

16

28

56

58

86




Uvod

U korelacijsko]j teoriji sludajnih procesa drugog reda,

koje Je uveo Hindin 1937, sva svojstva procesa {x(t); teaI}

definirana su i odredjena u izrazima njegove korelacijske fun-
kcije

(1) r(s,t) = E(x(8)ex(t)) , 8,8 I = tot

Veza izmedju dva sluéajna procesa {x(t); t EI}, y(t); te I}
definirana je medjukorelacijskom funkcijom

K(s,t) = E(x(8)ey(t)) , 8,t€I .

Izudavajuéi stacionarne nizove Kolmogorov je 1944, u ko-
relacijsku teoriju sludajnih procesa uveo metode Hilbertovog
prostora. Pored toga, primjenom Stonove reprezentacije grupe
unitarnih operatora Kolmogorov dobiva eksplicitni oblik koefi-

cijenata s néeZ u Woldovo] reprezentaciji

ol
xn ‘kz Cn_k zk $ neEz = {---‘-2,"1’0,1‘2'-11}
==00

stacionarnog niza {xn, ne€ Z} s gdje Je {zn; n € Z} niz uzajauwno

ortogonalnih sludajnih varijabli takvih da je
'B‘ﬂn(x) =% (z) za svako nez .

Iz ove jednakosti proizlazi da se niz {xn; neE Z} noze
zomi jeniti nizom medjusobno ortogonalnih sluéajnih varijabli
{:n; ne Z} , 8toga su informacije o stacionarnom nizu {xn; n € Z}

uobuhvadene nizowm {zn; n € Z} .

Krein Hanner i Kahrhunen 1950, primjenili su rezultate
Kolmagorova na neprekidni stacionarni proces {x(t); t EI} i do-

bili da je N

x(t) = § g(t-u)dz(u); tE€T
t,
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wWoldova reprezentacija tog procesa, gdje Je {z(t); teaI} pro-

ces s ortogonalnim prirastima i takav da je
Elaz(t)]2 = at, t€I, 1% (x) =R (z) za svako tEI .

Uvodjenjen aparata kojim se proucavaju linerani operato-
ri u Hilbertovom prostoru, odnosno primjenom tog aparata u ko-
relacijskoj teoriji sludajnih procesa, dobiva se moguénost za
spektralnu analizu 1 ostalih sluéajnih procesa drugog reda., Ta-
ko je npr. Hida 1960. dobio jednu specijalnu reprezentaciju Ga-
uaaovog'procesa i nazvao Je kananskom.

7Za proizvoljni neprekidni slijeva sluéajni proces{;(t);tEEI

1661, Cramer je dao Woldovu reprezentaciju
M

x(t) = 2, J' g,(tyu)dz (u) , tEI ,

n=4 ¢4

gdje ;je{zn(t); tE I}, n=1,M niz uza;]amnb ortogonalnih sluéaj-

nih procesa s ortogonalnim prirastiﬁa i
M

e, (x) =2, @¥.(2,) 3za svako tEeL

Nnd

Gornja reprezentacija nije jednoznaéna. Medjutim, primje-
nom teorema potpunoz sistema unitarne invarijantnosti samolor ju--
¢iranih operatora u separabilnom Hilbertovom prostoru pokazao
je da medju njima postoji jedna za koju je M = N minimalno,
1€ N<oo, i da mjere uvedene preko funkcija distribucija
T Fn(t) = Elzn(t)|2 , t€I , nnﬁ mogu biti uredjene s obzi-

rom na apsolutnu neprekidnost Mp>MNp>eee > On o Klase ekviva—
L T2 N

lesici ja fl,fé, «eey §y mjera, koje su generirane funkcijuua
El,Fz,...,FN, jednoznaéno su odredjene korglacidskom funkcijow (1
fiiz

(2) ?1>?2>--->?N

naziva se spektralni tip a N .multiplicitet procesa,
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Svakako najznalajniji rezultat Cramera datira od 19¢&4.
i glasi:za svaki niz oblika (2) postoji neprekidni slijeva slu-

gajni proces &iji je spektralni tip upravo taj niz.

Kaliianpur i Mandrekar_1965. primjeniii su Cramerovu te-
oriju na n-dimenzionalne slucajne procese i Jo8 opéenitije na
procese {x(t,W); t EI,‘F€¢}, gdje Je ¢ Hausdorffov prostor 8 pre-
brojivom bazom. Jo8 neke generalizacije i ﬁeke specijalne klase
procesa izudavali su Rozanov ([26]), Ivkovié i Rozanov ([17]),

Hitsuda([13]), siraja ([28},[29]) i Bulatovié ([3]).

Probelm izometridnosti familija potprostora, odnosno prob-
lem invarijantnosti spektralnog tipa aluéajnog procesa u odnosu
na linearnu transformaciju prvi su razmatrali Rozanov i1 Ivkovié.
Za sludajni proces {x(t), ttaI} koji ima diskretan ppektralni
tip Rozanov Jje 1974, dokazao da su familije {'Elﬁ (x)i t EI} i

{Q-Et(y) = Aﬁﬂb(x); te I} jzometridne ako je A :X(x)=¥(y) reguli-
rani operator. Na temelju ovog rezultata i nekih primjera posta-
vio je hipotezu da Jje spektralni tip proizvoljnog sluéajnog pro-

cega invarijantan v odnosu na regularnu transformaciju.

U ovom radu izudava se invarijantnost spektralnog tipa u
odnosu na transformaciju vremena, #to se svodi na ovo pitanje:
Kakva svojstva mora da ima neprekidna neopadajuéa funkcija
‘$: I-I da bi sludajni procesi {x(t); tEEI} i {y(t) e x(P(t));
LE.I} imali isti spektralni tip? U teoremima 3.l. i 3.2. sadr-

an je cjelovit odgovor na ovo pitanje.

Medjutim, prije nego &to smo pristupili traZenju tog odgo-

vora, s ciljem da se lakSe dodje do njega, u §II.2 razmatra se
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elkvivalentnost I-5 mjera my i mp e ™ je najprije uveden

pojam N funkecija, a zatim su dani potrebni i doveljni uvjeti
F _
,a ekvivalentnost mjera my i mp (T.2.2). U teoreminma Ceday

2.4y,2.5. 1 2.6, dani su nesto odredjeniji uvjeti koje funkcija

¥ mora zadovoljavati da bi mp~mp o .

Jasno je da obiénu definiciju usporedljivosti mjera
(§ I.3) nije moguée koristiti ako se prostori definiranosti mje-
ra ne poklapaju, a to ée npr. biti kada funkcija  preslikava
interval Il - [tl,W> na I - [to,oo> ’ 1:1% to' Zbog toga Je i
uveden pojam L -podredjenosti, odnosno L ~ekvivalentnosti mjera
me 1 mp (def.2.2). Ako je I, = I, onda je ekvivalentnost i
{ —ekvivalentncst jedno te isto. Takodjer je uveden pojau £ -jed-

nakosti spektralnih tipova (def. 3.1) kakolbi se mogli uspore-
djivati spektralni tipovi sludajnih procesa {x(t); te I} i

{y(t) = x(P(£)); tEL} .

Rad Jje poddélden na dvije glave. U prvoj su sadriani veé
poznati rezultati o Cramerovoj reprezentaciji i spektralnom ti-
pu aluéajnog.procesg. U drugoj, pored gore navedenog raziut -
nja, formuliran je problem jzmetriénosti familija potprostora,
odnosno problem invarijantnosti spektralnog tipa sluéajnog pro-
cesa u odnosu na linearnu transformaciju.

. Dokazi poznatih rezultata uglavnom nisu navedeni, ali je

wivedeno gdje se mogu naéi u literaturi. No, rezultati ¢éiji su

dul azi navedeni, originalni su u cijelosti ili u jednom dijelu.




GLAVA I

CRAMEROVA REPREZENTACIJA I SPEKTRALNI TIP

SLUCAJNOG PROCESA

§l.ie OBNnOVIRDiLI pojmovi i

definicigje

Ovdje éemo promatrati kompleksno vrijednosne slucajne
varijable X, ¥, e+, definirane nad istim vjerojatnosnim pro-
storom (2,%, P), koje zadovoljavaju uvjete

E(x) = 0, E(|x|%)<oo,
s tim S5to nedemo razlikovat-i varijable x 1 y ako je

p{we 2 x(@) = 3@} = 0.
Skup svih ovakvih sludajnih varijabli tvorit &e Hilbertov pro-
ator Jf ako se skalarni produkt (x,y), norma |x| 1 rastoja-

nje d(x,y) izmedju elemenata x,y ¢ ¥ definiraju na ovaj nacin:

(1.1) (x,y) = E(xF), x| = VE(I:':I2 , d(x,7) = hx=yI «
Pod konvergencijom niza sludajnih varijabli =X;,Xzseeey u 3L
podrazumjevat éemo uvijek konvergenciju po hormi:
kad n —~-ocoznaci da | xn-xll—-o kad n-+=o°.
U terminologiji teorije vjerojatnosti ovo] konvergenciji odgo-

vara konvergencija u srednjem kvadratnom:
5 .
E(} x,~x]|“) — 0 kad n-eoco.
U ovom radu, nadalje, promatrat &emo samo sludajne pro-

cese {x(t) ; teI} I = [_to, + 00> , drugog reda, tj. tak-

Ve procese u koa:.h Je
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-5 =
(1.2) E(x(t)) =0 i B x(t)] 2) < + 00 za svako t €I,

- 7a sludajne procese {x(t); t EI} i {y(t); t EI} kazat cemo

da su uzajamno ortogonalni ako je

E(x(t) R?D - (x(t), y(s8)) = O za 8ve t,s€ I,

sa ¥ (x) oznacavat femo najmanji potprostor prostora 'dt, ko-
ji je gemeriran sludajnim varijablama X (u) za t < u < t,

gdje je t proizvoljno fiksiran realan broj iz I = [1: , + O0%,
te 'EEt(x) je zatvorenje, u odnosu na normu definiranu sa (1.1l),
gkupa svih linearnih kombinacija Z coe X(tnx)s BdJe su koefi-
cijenti ¢, kompleksni brojevi, & t<t i neEN. Pakle,

R (x) = f{x(u); ue[t,, t]} .
Btoga je 'Bet(x) Hilbertov prostor za svako %t ¢ l.

Uvedimo sada ove oznake:

Ry, (x) = tQ (), BR(x) = RGO, R ppolx) = no g+h (%)
W imo(X) -f{ x(u); ue[to, 1:>}.

7a svako fiksno t €I, x(t) je odigledno sludajna vari-
jabla koja pripada prostoru 3 . Stoga se sludajni proces
{x(t); te I_} mo%e interpretirati kao krivulja K u prostoru
L .
Najmanji potprostor prostora ¥ u kojem je sadrzana cijela kri-
vulja E je prostor #(x), a ¥ (x) je najmanji potprostor od
% u kojem je onmaj luk krivulje K koji je generiran sluajn-

im varijablama x(u) kada je ¢ <u t.

Interpretacijom parametra ¥ kao vremena moZemo recCi da
®.(x) predstavlja "pro3lost i sadainjost" odgovarajuéeg pro-
cesa {x(t), t e I} g gledista trenutka t, & za ‘Bﬁto(x) moZemo

re¢i da predstavija "krajnju proslost” odgovarajuéeg procesa.
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Jasno je da potprostor 'E}Et(x) nikada ne opada kada pa-

rametar t raste i da je

'}Bto(x) < ‘}Etl(X) g%t2(X)g%('}C)c'&E ; . tO < t,' < tzf-:OQ.
Ako je za neko tE€I

(1.3) 'Eet_h(x) # ‘&Et_h(x)._ za svako h>0,
onda, s obzirom na danu interpretaciju prostora Bﬂt(x), mnoZemo
reéi da sludajni proces {x(t); te I} dobija nove impulse 1ili
inovacije u svakom vremenskom intervalu <t=-h,t-hp, h>0. Skup
svih todaka te€1I za koje je zadovoljena relacija (1.3), tJe
skup
{tG.I: 'B'Et_h(x) o ?€t+h(x) za svako h>0},
neziva se inovacijski spektar slucajnog procesa{x(t); téii}.
Ako su sve informacije o razvoju sluéajnog procesa
{ x(%); téI} sadrfane u njegovoj "krajnjoj proslosti", onda
Jo '
(1.4) 'Rto(x) -‘aft(x) za svako té€I.
Takav proces nema inovacijskog spektra i naziva se detéminis-
ti&ki proces. Ako jednakost (l.4) ne vrijedi bar za jedno té€l,
onda se proces naziva nedeterministicki. |
FPosebno ako Je ?ﬁto(x) = O, dakle ako "krajnja prosSlost slucaj-
nog, procesa'{x(t); tEI}ne sadrzi nikakvu informaciju o njego-
vom razvoJju, takav proces se naziva potpuno nedeterministidki

pProces.

Buduéi da naslovdje zanima problem evolucije prostora
d€.(x) s porastom parametra t €I, odnosno iznalaZenje inova-
cijskog spektra procesa {x(t); tEI} , nisu nam uopée inte-
resantni deterministidki procesi. Osim toga, poBto se svaki
sluéajni proces {x(t); te I}dmgog reda moZie prikazati kao

zbroj dva uzajamno ortogonalna procesa
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x(t) = xl(t) + xz(t) za svako tE€ I,
pri cemu je-{xl(t); tEEI}-potpuno nedeterministidki a
~{x2(t), tEEI}'determlnlstlckl proces ([7]1), pri izulavanju go-
re formuliranog problema mogu se promatratl samo nedeterminis-

tidki procesi. Stoga je opravdan ovaj uvjet.

(A) Sludajni proces {x(t); t €I} je potpuno nedeterministic-
ki.

Pored ovog uvjeta, u daljnjem radu uzimat éemo da Je
(B) sluéajni proces {x(t); t EI} neprekidan slijeva, tj. da

Je
lim x(t-f) = x(t-O) = x(t) za svako ¢€I.

E+O
Iz uvieta (B) slijedi da je odgovarajuéi prostor 3€ (x) separa-

bpilan i da je familija potprostora {'B‘Et(x); t € I} neprekidna
slijeva, tj. da Je ¥, _ (x) = € (x) za svako t €1,

Na kraju ovog paragrafa navodimo jos neke pojmove.
Neprekidni slijeva slucdajni proces {z(t); t e I} je proces 8
ortogonalnim (nekoreliranim) prirastima ako je

B(Lz(t,) - 2(¥3)] - [2(%p) - 2(t,)]) = O

za s8ve toc 1:1"-' 1:2< taur: t4¢:m R

Polazeéi od ovog procesa definirajmo nesluéajnu funkciju F:I—~R
preko formule:

F(t) = EC(Iz(t) - z(to)le) - E(lz(t)la), jer je z(t )=0.
MoZe se pokazati da je funkcija F nenegativna, neopadajuéa i
neprekidna slijeva 1 da Je

F(t+At) - F(t) - EC|z(t+ At) - 2(£)]|2)
([7]1). Posljednju jednakost kratko éemo zapisati ovako:

aF(t) = ECldz(t)]%)
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Oveko definirana funkcija F : I—R je strukturnma funkcija pro-
cesa {z(t); tEI} 8 ortogonalnim prirastima.
Wiepexyov proces {W(t); O.-'é‘-_t..cf-_l} je specijalni oblik procesa 8

ortogonalnim prirastima Jjer je

dF(t) = E(|aw(t)|®) = dt.

Stohasticdki integral

o0

jﬂs(t)dzcw.

gdje Je {z(t); tGEI} proces s ortogonalnim prirastima, a g
nesludajna kompleksno-vrijednosna funkcija takva da je

{Is(t)l dF(t) <o,
bit ée razmatran u smislu Dooba ([8], gl. IX).

$l.2e Inovaci jski proces

Prije nego 8to pristupimo rjesavanju evolucije'potpros-
tora ¥, (x) s porastom parametara t€I, tj. problemu iznala-
zenja inovacijskog procesa za ma koji slucajni proces drugog
reda, korisno je razmotriti ovaj problem za slucajne procese 8
ortogonalnim prirastima.

Dakle, neka je {z(t); tel} sludajni proces s ortogonalnim pr-
irastima. Odgovarajuéi Hilbertov prostor d€(z) sastoji se od
svih sludajnih varijabli W koje se mogu predstaviti u obliku

stohastidkog integrala:

w-{uwuwx

pri demu kompleksno vrijednosna neslucajna funkcija g : I—+C

zadovoljava uvjet
2.1) | le(®)]car(s)<eo.
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Neka je Z,(dPF; I) Hilbertov prostor svih kompleksno vr-
ijednosnih nesluajnih funkcija g : I —-C, koJe zadovoljavaju

uviet (2.1), sa skalarnim produktom

(8y» 82) = | 8 (t) Ba(8) AR(E) 4 &, €L ,(aF; 1),
to

Nadalje, neka Je ;ﬁe(dF; t) potprostor prostora er(dF; I) ko-
ji se sastoji od svih funkcija geza(dﬁ.‘; I) koje su Jjednake

nuli izvan intervala [to, t>, tj. neka Je

Qfg(dF; t) = {g(u)exz(dF; I) : g(u)=0 za u 2 t}Ciz(dF; T)

Buduéi da se potprostor Q}Et(z) prostora 4t (z) sastoji od svih

sludajnih varijabli W oblika:
"

(2.2) W= Ig(u) dz(u), t < t<oo,
to '
t

pri ¢emu je LI E(u)|2 dF(u)<oei g(u)=0 za uzt, neposredno
slijedi da je . (z) unitarno izomorfan 8 potprostorom

Lo(dF; t). Ovo praktidno znali da je familija potprostora
{'E}Et(z); t € I} organizirana na isti nadin kao 1 familija potpro-~
stora {xz(dF; t) ; tEI}.

Sada na temelju opée poznate &injenice da je evolucija
pqtprostora iz(dF; t) s porastom parametara t&Il = [tO,OO)u
potpunosti okarakterizirana funkeijom u~F(u), uneIlI, slije-

di odgovor na gore postavljeno pitanje:

Evolucija potprostora ¥, (z) s porastom parametara t €T
u potpunosti je okarakterizirana strukturnom funkeijom

t=1(t) = E(Iz(t)lz), t € I, sluéajnog procesa {z(t); teI}.

7adaéa o evoluciji potprostora 'H-Et(x) 8 porastom parame-

tara t €I za proizvoljni sludajni proces {x(t); t € 1} oéigle-
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dno bi bila rijeSena kada bi uspijeli konstruirati takve medju-

sobne ortogonalne procese {z (t); tEI} = l,M y M&o0, 5 Or-
togonalnim prirastima da se potprostor 3 (Z) =Zl® ®.(z),

MNin
M - dimenzionalnog slulajnog procesa {Z(t) = (Zn(t))u=l,M st € I}
podudara s promatranim potprostorom F.(x), tj. da je

'&Et(Z) ='&Et(x) za svako té€1I,

Doista, iz uzajamne ortogonalnosti procesa {zn(t); t € I} i
{z (t); t€I},n#k, n,k= LN slijedila bi medjusobna ortogo-
nalnost odgovarajuéih potprostora E}ft(zn)_l_?{ft(zk), pa bi se
¥, (x) mogao predstaviti u obliku ortogonalnog zbroja potpros-
tora 3 (2 ),n-ll"l.

aty (x) -Z@'&T (z,).

Nadalje, poSto Je svaki od potprostora %Et(zn‘), n = i:ﬁ u pot-
punosti opisan odgovarajuéom strukturnom funkecijom th+Fn(t) =
= E (Iz(t)]e), n = 1,M, procesa {zn(t); t € I} g ortogonalnim

prirastima, to bi potprostor 'Jﬁt(x) bio u potpunosti okarakte-
kal,M

-I,N.

Definicida 2.1 ([26]). Sludajni M-dimenzionalni proces {Z(t) =

(z (t)) -l il t EI}, ¢ije su komponente uzajamno ortogonalni

procesi s ortogonalnim prirastima, naziva se inovacijski proc-

riziran funkcijom t—=F(t) = E(2(t)Z*(t)) = ( k(t))

es slucajnog procesa {x(t); t EI} ako Je
M

P £ (x) = 1:(Z) =5 @‘E}{it(zn) za svako t€1I.

n=t

Matriéna funkcija definirana izrazom:

/_Fl(t) O « 0
P(t) = ECZ(t) 2%(t)) =| O Falt) < e« 0} e

\ ;)- .o. :F;(;)

zove ge strukturna furkcija inovacljskog procesa {Z(t); t € I}.
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INa temelju ove definicije i prethodnog razmatranja slijedi da
je za rjeSenje zadaée o evoluciji potprostora ?ﬁt(x), tel,
potrebno odreditl inovacijski proces sludajnog procesa

! {x(t); tiEI}.Da postoji inovacijski proces za gvaki slucaj-

|
‘ni proces drugog reda, koji zadovoljava uvjete (A) i (B), bit

|
éte pokazano konstrukcijom tog procesa.
No, prije nego 3to pristupimo to] konstrukeciji, korisno

| je razmotriti operator P, ortogonalnog projiciranja 8 prosto-

ra ¥ (x) na proizvoljni potprostorws C ¥ (x). Ako jerru = IH (x)

*»

| taj operator éemo oznalavati sa P,.. Dakle,

P :?E(x)—-'aet(x) , telIl,

= P
t %€, (x)
Iz definicije i ranije navedenih svojstava familijeﬂkt(x); tE I}

.neposredno proizlazi da je:

(a) Py P =P

. min{s,t} za sve T, 8¢€ I3

} (b) P = P, za svako t6<t°, + 03>}

(¢) Pto = 0 (O je ml operator);

(d) Py, = P?ﬁ(x) = I (I je operator identiteta).

ovacijski spektar slucajnog procesa.{x(t); tE:I} skup onih vri-
jednosti t€1I za koje je Pt+h- Pt_h';' 0, za svako h> 0., Takodj-
er je ofigledno da je P = {P,_ : t €I} spektralna familija, od-

|
Izravno iz ovih svojstava operatora Pt glijedi da Je in-
nosno, u terminologiji spektralne teorije linearnih operatora,

|

E je dekompozicija jedinice prostora d(x), ([1]).

Za proizvoljni element z€d(x) definirajmo slulajni pro-
ces {z(t); t€ I} pomoéu jednakosti




Na osnovi svojstava operatora P neposredno se moZe zakljudi-
ti da Je:
z(t,) = O, 72(c0) m Pz = %R(x)? - Zy - E(z(t)) = 0,
E(|z (t)lz)am za svako t€I ,
Takod jer, slijedi da Je {z(t);' tGI} proces 8 ortogonalnim
prirastima i da je

F(t) = E(12(e)) = ll2(t)° , teT,

strukturna funkcija tog procesa.

Sada mozZemo predi na konstrukciju inovacijskog procesa za pro-
izvoljni slucajni proces {x(t); t € I}.

Prvo odaberimo proizvoljni nenula element Zy W prostoru H(x),
a zatim formirajmo proces s ortogonalnim prirastima {zl(t) =

= P 295 b€ I} i potprostor Qf(zl) -;_f{zl(t); t € I} c E(x).
Ako je H (2q) £ (x), onda izaberimo drugi nenula element

z, € F(x) koji je ortogonalan na potprostor Eﬁ(zl). Dakle,

z2,€ a€ (x) @‘c}ﬁ(zl). Pomoéu njega konstruirajmo proces s orto-
gonalnim prirastima {22(1:) - Ptzz; t € I} i potprostor

'}E(zé) - zz(t); te I}. Buduéi da Z4 i, 526'3'?.():) i da Je
zg_LalE’, (z,), to se na temelju invarijantrosti potprostora

% (z,) i ¥ (x)O%R(z,), u odnosu na familiju operatora P =
.{Pt; t EI}(I), dokazuje da su procesi {zl(t); téI}, i
{za(t); t EI} uzajamno ortogonalni (vidi npr. [30] VII, §2).
Jasno-da je R (z,) @R(z,)=%(x).

Ako je '}E(zl) @G{(zg)%'af(x), onda se nastavlja konstrukcija
po shemi: ako je H(zy) ® W (z,) @ «ee @ W (2, 1)+ (%),

n o= 2,3, ..., treba odabrati takav nenula element z €X(x) da

Je Zn.l.?aﬁ(zk) 28 svako k = 1,n-1 i konstruirati proces s orto-

(x)

Potprostor ™.c ¥ je invarijantan u odnosu na linearni ope-

rator A: ®-+-%® ako je Avmc wm , 8to znadi da za svako xem
pro1zlazi da 4 Ax € v .




n(t)_l_z (s8) za sve

121021 da je (= )_L'Jf(zk) za svako X = 1,n-l.

- 1% =

onalnim priras’clma {z (t) = Ptzn
'}9 (Z ) -Jﬁ{ (t); ¢ €I} 7atim treba pokazati da Je

L

t € I} , odnosno potprostor

t,s8€l i k=1 1,N-1, a-iz toga izravno pro-

asno da se postupsk odabiranja novih elemenata iz ¥ (x) preki-

I. onog momenta kada dobijamo da ;jeZ@H‘E(z ) = & (x). Posto

ie prostor W(x) separabilan, to je MN= +00.

n=1

pisanim postupkom, na taj nadin, konstruirali smo niz slucaj-

nih procesa 8 ortogonalnim prirastima {Z(t) - (2 (t))n 1, 1M} te I}

z (t).].zk(s) za sve t,8€ I, kal,n-1, n = 2,M,

M
L (2 ).L'R(zk)- za svako k = 1,n-1, n=2,M, .nz.i ® ®(z,) - K (x) .

i niz potprostora?ﬁ(zn), n = 1,M i pokazali da Je:

posito je za fiksno t €I P, .2, +%n .L'R (x) za sveko h>0 1
jabli Pz ec—.[t t] n=1,M, odnosno P,z = Pyz,, h>0 i

In«1,M, to Je takodjer u potprostoru ‘&E (x) potpun sustav vari-

|
!
} «1,M i posito je potpun u prostom?ﬁ(x) sustav glu¢ajnih vari-
|
|
|
|

|Jabli Pz,
|

ijadnakoééu:
' [7, (£) 0 eee

(2.4) P(t) =

0 F2(t) eee O

8 e[t t] n=1, 1,M. Stoga Je
1(2.3) ‘3-31;(2) - Z @get(z ) = zet(x) za svako +t€I.

Prema tome, {Z(t), t € I} je inovacijski proces slulajnog proce-
| sa {x(t), . I}. strukturna funkeija tog procesa odredjena je

"Zl(t)|l2

O

\; 0 0 wee Fy(t) 0

0

0

ves O \\

j2(E)%ees O

eI,

Buduéi da se svaki potprostor ’&e(z )C ‘EE(x) sastoji od
{ e;n(u)d.z (u), pri demu nes-

| luéajna funkcija g zadovoljava uvjet { /sn(u)lzdF (u)<oo 1 po-

|
\
\
!
\
| Bludajnih varijabli oblika w
|
|
|
|
|
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M
tto je H(x) = E;%E(zn), proizlazi da se prostor 3f(x) sasto-
n=

3i od onih sludajnih varijabli W koJe se mogu prikazati u ob-

l1iku integrala,

M o
(2.5) W =2, [ g(u) dzy(u)
gdje nesludajne funkcije g1, 8oy «+oy gy 2adovoljavaju uvjet
(2.6) % rlg(u)‘2dﬁ;1(u)<oo.
n=4 1o
ladalje kako diq .
P W = z; L g,(v) dz (u) za svako t€I,

5to neposredno slijedi iz Jjednakosti (2.2) (2.3) i (2.5), pro-
izlazi da se potprostor GEt(x) = Ptge (x) sastoji od slulajnih
varijabli oblika

Mot
=2 Lsn(u)dzn(u)
a8 tim da Je

ipe—

M ¢t |
> f |Sn(u)12an(u)<ooi 8 ,(w)=0 za u> t€I.1 svako n=1,M .
t

Neq Tp

Neka jeéfa(dF; I) Hilbertov prostor svih kompleksno vri-
| T

jednosnih jednoretdanih matriénih funkcija g(t) = (gn(t))r1 .

t €I, koje zadovoljavaju uvjet (2.6), u kojem je skalarni pro-

dukt definiran jednakosScu:

e, ¢(2) -i [ &%) ) sntaj(u) an(uj.

g (w) = &V Ife £ ar 5 1),
gD () = (g, @PH*1oMe L tar; 1),

d? je mjera definirana strukturnom funkeijom (2.4).
Nadalje, neka je L, (dF ; t), te€l, potprostor tog pr-

ostora koji je definiran na ovaj nadin:
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oA ,(dF; t) = {s(u) - (gn(u))mm ¢ty (aF; I):g(u)=0 za uatu}.

‘, su prostori 'J’Et'(x) ixe(djﬂ‘; t) za svako t€I unitarno izo-
orfni, a to, grubo govoreli, znaci da su ramili.je{ﬁet(x);te I}
|

| {5{’2(&‘; t); t€ I} istog tipa. Prema tome evolucija potprost-

bra 'Bft(x) s porastom parametra t€I u potpunosti je odredje-

ha strukturnom funkei jom (2.4).

M
(2.7) o ox(8) = 2

=

|

|

Sludajni proces {x(t); t EI} moZe se prikazati u obli-
‘ t

‘ {J;sn(t,u) dzy(u) , €T,

bri emu Jo {Z(t) o (zn(t))n_]:ﬁ-; teI} inovacijski proces
|
bog procesa sa strukturnom funkcijom (2.4), a

(Sn(ttu) )n'iﬁ € xg(dFi t),
Lto neposredno slijedi iz (2.7).

|

|

|

Napomena: Ako bi reprezentacija (2.7) bila kanonska (vidi § 1.4,
Ler-u.l) mogla bi se rijesiti jedna od najvainijih zadaéa ko-
relacijske teorije sludajnih procesa, a to je problem linearne
rognoze odnosno linearne filtracije, koji se sastoji u prona-

‘l aZenju takve sluéajne varijable i(s,t),se[to,t>da je
\ E(| x(t) ~ #(s,£)|°) minimalno.

Posljednji uvjet bit ée zadovoljen, kao Sto je poznato, ako Je

A
2(s,t) = P_x(t), s€[t ,tD
gdde je Po:R(x)K(x) operator ortogonalnog projekciranja.

tijegovo opisivanje upravo omogulava kanonska reprezentacija

Bluda jnog procesa {x(t); L G.I} buduéi da Je po definiciji te

Ireprezentacije

M S§

Pax(t) -; L gn(t,u) dzn(u) za svako ae[to, t>, t€ETI,
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pri toj prognozl udinjena grefka dana Jje izrazom:
Mt

(| x(t)-%(s,t)1°) ->. i g, (b, wF dF (u).

Stoga, 8 tolke gledisSta primjene, najvaznije bi bilo
rijed3iti pitanje efektivnih metoda konstrukcija linearnih
transformacija koje bi povezivale sluajne procese {x(t); tEEI}
i {Z(t); te I}, a narodito efektivne metode konstrukcije kano-
nske reprezentacije sludajnog procesa, Medjutim, na teoretskom
planu veéi interes predstavlja pitanje o tome kako odrediti tip
inovacijskog procesa {Z(t)n(zn(t))n_ijﬁ : tEEI}'ili kako ga
usporediti s nekim zadanim tipom, znajuéi korelacijsku funkci-

ju sludajnog procesa {x(t); t€ I}. Ovu problematiku razmatrat

éemo u slijedela dva paragrafa.

§ I.3. Spektralni tip sluédajnog

procesa

Da bismo odgovorili na pitanje: Sto Jje to spektrﬁlni
tip sluéajnog procesa {x(t); t EI} i kako se on moZe odrcdi-
ti, korisno je prethodno navesti neke poznate €injenice iz
teorije "spektralnih tipova" i prilagoditi ih nasim potrebama.

Kao Sto je reewo u § 1.2, familija P operatora P,
HE(x)—-Bﬁt(x) predstavlja dekompoziciju Jedinice u Hilberto-
vou prostoru € (x).

Neka je AP =P__ ,.~P., a Bfamilija Borelovih skupova
na I,

78 proizvoljni element 2z € d€(x) funkeijom oblika

0,02 = || aral? , 3e®

definirana je mjera na I. NadalJje, neka Je
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u‘lfl={?z(-) : ze%ﬂ(x)} .

U skupuaM,uvedimo uredjenje pomoéu relacije podredjenc-

l+i na ovaj nacin:

| .

2 mjeru ©, () iz M kazat éemo da je podredjena mjeri ¢, ()
! 1 :

|, M axo je mjerﬁ_l$z (.) apsolutno neprekidna u odnosu na mj-
| 1l

$al SD (o)y tde ako jednakost ? (E) = O vrijedi za svakil

| 22 z:I.

iorelov siup E€¢Bza koji Je ?z (E) = O.
| 2

Lodredjenost mjere ?z (.) mjeri ?z (.) obiljeZavat éemo na
| 1 2

bvaj nadin ¢, ()< @, (.) ili ovako P, () >=f, (.).

‘ 1 2 2 l

a mjere Qzl
(?zi_)m ?zg.)) ako Je istodobno ?zl(.)c’(?zz(-) 1

P, ()X Py ()

gigledno da je "~" relacija ekvivalencije u skupu M . Prema

(.) i ¢, (.) reéi éemo da su ekvivalentne
2 )

tome postoji skup J/l/rvklasa ekvivalentnih mjera.

Spektralni tip Je Jedna Xlasa ekvivalentnih mjera, tj.
element skupa JVL/N. Sa ? ” oznadavat &emo spektralni tip koji

|
je determiniran mjerom ?z(.), a za svaku mjeru koja geuncrlid

gnektralni tip ?z reéi éemo da pripada tom tipu. Relacija po-

ldred jenosti mjera ¢ (.) 19 (.) prenosi se i na odgovara-

| 2y 2o

| juée spektralne tipove i oznaka ?z'<l?z ima prirodno znale-
1 2

njie.

Ako je E skup mjere nula v odnosu na mjeru Qz(.) koja

| pripada gpektralnom tipu QZ, tada je E skup mjere nula 1 u

odnosu na bilo koju drugu mjeru koja pripada spektralnom tipu

Q.- Irema tome, familijatﬁ%;skupova mjere nula u odnosu na
=

mjeru QZ(.) jednoznacno je odredjena odgovarajuéim spektral-

nim tipom ?z.vrijedi i obrat, naime, spektralni tip €, Jjed-
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noznadno je odredjen familijom ‘N’?z’ pofto razliditim spektra-

1nim tipovima odgovaraju razlidite familije skupova mjere nula,

ya temelju ovih zakljudaka lako je pokazati ([15]):

a) Zbrojem mjera ?z (Y1 9, (), koje pripadaju razlilitim
1

2
spektralnim tipovima ©, 1 ?22 iz J/L/"-’a jednoznaéno je odre-

1
djen najmanji spektralni tip ¢, 1z JA/N, kojem su podredjeni i

P"'*l i ?""'2. Dakle, ako je QZ(-) - gazl(.) + ?ze(.), tada je

Pz = BUP {?zl’ ?52}’ tJ. ?zl< Pz 3 ?z; 0z 1 8ko Je P, ne-
i spektralni tip za koji Je ?zl-c?zs i ?32‘: ®, , tada Je

Pz <P

b) Proizvolini najvisSe prebrojiv skup {?zl’ 922, ...} spektral-

nih tipova iz cM./Nima supremum, 38to znadi da postoji u J/l/wele-—

nenat ?Z takav da je PZ = SUP {?zl, ?52 ’ ---} .

PoSto je po pretpostavci prostor ‘9€(x) separabilan, to na osno-
vu posljednjeg tvrdjenja zakljulujemo da u skupu J/(/N'po'sto;ji
maksimalni element. U skupu Jﬂprostoji takodjer najmanji ele-

ment, a to Je spektralni tip koji Je identic¢no Jednak nuli ua I.

¢) Maksimalni spektralni tip ?z’ koji Jepodredjen svakom ele-
mentu skupa {?z y §p ...} spektralnih tipova iz J/T./Moc“iigled-
1 2

no postoji. Takav tip oznalavati éemo sa
- inf { 9 9 ---} -

) Za dva spektralna tipa ?z i ?z iz J/[/wkazati é¢emo da su
1 2

vrboronalna (pezavisna) onda 1 samo onda ako Jje
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int {?zl, 952} = C.

Vradéajuéi se sada naSem osnovnom zadatku, odaberimo pr-
oizvolini element 2z€(x) i formirajmo sludajni proces s or-

itogonalnim prirastima pomoéu jednakosti:
z(t) = Pz, tE€L

| strukturna funkcija Fz(t) =“z(t)ll2 - E(lPtz\a), t eI, pro-

cesa {z(t); te I}inducira mjeru d?,(.) na I. Spektralni tip

kojem pripada ta mjera oznadavat Cemo sa dF, 1 reéi da je gene-

riran elementom z€3I(x).

Neka je 4€(z) zatvoreni linearni omotaé svih sludajnih
varijabli Pz, t€l:
| 2 (z) -i{Ptz; t&'I}.
| Potprostor ¥ (z)C 3 (x) sastoji se od svih sludajnih varijabli
W koje imaju oblik

W= [ glwdz(u),
to

| pri Cemu Jje
o0

[ |g(u)|aF, (w)<oo »
to
stoga proizvoljni nenula element ved (z) moZemo prikazati u ob-

!

1iku stohastilkog integrala

‘ c0

i y = Lso(u)dZ(u) , g,(wEX,(aF, | I).
!

Fored toga Je X

y(t) = Py = | g (w)dz(u), za te€L.
to
{J(t) = Py 3 tE&I} je proces s ortogonalnim prirastima.

Stpukturna funkeija tog procesa ima oblik:
Y
- 2
P (%) =Ny ()< = {lso(u)l2sz(u) , t€I.
Q

Nadalje, buduéi da Je y€d(x), potprostor
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€ (¥) =£{y(t) =Py 3 t € I}

sastoji se od slucajnih varijabli Wl oblika

00

P (t)ey(t) = L@(t)go(t)dz(t)

8

W

b S,

l=

0
pri &emu je

o0 00
(19 (1)) 2ar_(t) =] [P ()gy(1)]%aF, ()< 00,
to J to

Ako sa B oznadimo nosaC mjere dFy(.), tada Je

[P ()ay(e) - [¢()ay(t) = |9 (g (1)az(t).

B B

Posto Je dFy(t) = lgo(t)|2sz(t), to je na skupu B go(t) # O

gotovo svuda u odnosu na mjeru dF,(.).

Neka je g(t) =P(t)g,(t) za svako t€B. Tada je

uy = [ B(e)az(e) 1 | | ()] 2aF, (t)<oo.
B B
Iz prethodnog razmatranja proizlazi da su mJere sz(_)

i dFy(.) ekvivalentne onda i samo onda ako Je nosaC mjere y
dFy(.) istodobno i nosad mjere dF (.). U suprotnom slucaju je
dFy(.)G( dFZ(.), pa je spektralni tip dFy koji je geneviian
elementom yEI(z) podredjen spektralnom tipu d¥ koji je we-
neriran elementom 2Z§ ®(x).

Buduéi da je y proizvoljni element prostorad(z) i da Jje

90 (z) separabilan prostor, iz gornjeg zakl juéka proizlazi da

je alf, maksimalni spektralni tip prostora ot (z).
llelka JjeTrt nell potprostor prostora Eﬁ(x) koji je ilnvar-

ijantan u odnosu na familiju operatora Pt:BECx}*GBt(x), te I,

Element zogrnnazivat demo maksimalnim elementom potprostora

wie 0 (x) ako je za svaki drugi element ye€Timjera inducirana
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gstrukturnom funkcijom tl—-Fy(t) - | Ptyﬂz s, tE€I, apsolutno

neprekidna u odnosu na mjeru induciranu strukturnom funkeil-

jom tl-—-on(t) = “Ptzoug , t€I, tj. ako Je dFy(e)xdyZO(.)

([e6],81.2).

3ada éemo iskazati dvije tvrdnje u kojima se tvrdi da egzis-

tira maksimalni element i u prostoru H(z) i u BE(x).

Lema 3.1. ( [15]1§TI.1). Ako je {z(t) ; t€ I} sludajni pro-

ces s ortogonalnim prirastima, tada u prostoru J(z) postoji

maksimalni element zo.

Lema 3.2. ([26]). U Hilbertovom prostoru  (x) konstruiranim
nad slucajnim procesom {x(t) s t€ I}postoji maksgsimalni ele-

ment Z, 8& spektralnim tipom.sz .
o

Ovdje neéemo dokazivati ove tvrdnje posto su iste doka-

zane u citiranim radovima,

Frimjedba:Neka je proizvoljna ogranidena mJjera AF(.) podredjé-

na mjeri koja pripada maksimalnom spektralnom tipu sz bt
o
storu J¢(x). Onda u tom prostoru postoji takav element y da je

njegov spektralni tip odredjen mjerom dF(.). Doista, ako Jje npr.

{ [ ar( ; P?
J = J' [dr s ui dz,(u)
to ZO +
vdje Je z,(u) = Piz,, w€l, tada je E(|Pty]2)= f dF(u) za sv-
. *'0

a0 t €I. To znadli da spektralnom tipu, koji Je generiran elo-

mentom ¥y, pripada mjera dF(.).
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U 8§ 1.2. pokazano je da se za svaki slucajni proces
4{x(t); tEEI} mo%e konstruirati inovacijski proces {Z(t) =
= (z. . (8Y). 7% 3 tEI} aa strukturnom funkeijom t—F(t),
n n=1,M
t € I, oblika (2.4). Oligledno da tako dobiveni spektralni ti-

l' sza,..., szM’ koji su generirani elementima

2.2,...,ZI_IE:'E}E(X), u opéem sludaju ne moraju biti medjusob-

i dF
povi 4dF,

Zy s
no usporedivi i da kardinalni broj skupa{szl, sza,...,szH}-
zavisi od metoda odabiranja elemenata Z19Z0yeeeyZpye

7bog toga je opravdano upitati se: je li moguée za proizvolj-
ni proces {x(t); tEEI} konstruirati inovacijski proces takav
da strulkturne funkcije njegovih komponenata induciraju mjere
koje pripadaju medjusodbno usporedivim spektralnim tipovima¥

Odgovor je pozitivan, 8to slijedi iz ove tvrdnje:

Teorem 5.1 ([26]). Za svaki sludajni proces {x(t); t EI} kojji
zadovoljava uvjete (A) i (B) postoji takav inovacijski proces
{Z(t) = (2,(£)), T3 tE I} da su spektralni tipovi koji su ge- |
nerirani elementima 31,32,...,;NE?£Cx) med jusobno usporedivi

. ovom smislu:

(3.1) dF : dF. > dF_ > ... > dF_,
X Zq Zo Zy’

a to praktidno znali da je svaka mjera koja pripada spektralnom
tipu dF, ,n=2 N, apsolutno neprekidna u odnosu na mjere koje

n
ni-ipadaju spektralnim tipovima daF, dF

l 22’.--’ d-F .

zn--—l

olin. bpzistencija inovaci jskog procesa s navedenim svojstvi-

mwie slijedi iz konstrukeije takvop procesa, koju Je mopude 1luz-
vr5iti na gotovo isti nacin kao sto je to uéinjeno u § l.2.ka~
z1ika je u tome §to se ne uzima bilo koji element z, iz

0 (%) © :Z':(Dge(zk), veé maksimalni element tog potprostora.
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ueratko izloZimo tu konstrukeciju.

Neka je z4 pmaksimalni element prostora J€(x) i neka je

t;r--le(t) , t€I, strukturna funkei ja procesa {'zl(t) = litz‘li

2 (%) @‘aﬁ(zl) itrs=F, (t), t€ I, strukturna funkecija procesa

t

o 2 ot

.,( Zz(t) = l’tze; t&Ir. I opéenito neka jJe Z n=2 N maksimal-

e n-4

| i element potprostora e (x) @kZ@ '&E(zk) i tr=F, (t), te I,
ai n

at;rukturna funkcija procesa {zn(‘c) = Ptzn; tE I}. Buduéi da
maksimalni element prostoroagf(x) i da Je zzew(x) @Ef(zl),
| to je mjera dF, (.), koja je inducirana funkeijom t+=F (t),

2 2

t € I, podredjena mjeri dF (.) induciranoj funkcijom t+=I' (%),
1 1

t € I; stoga Je sz - sz . Iz potpuno istih razloga proizlazi
1 2

da je dF_ ()oK dF (.) pa je dF, >dF_  za svako n=2,N.
! %n Zn-1 Zn-1 %n ’

!
|
|
|
!
\
|
!
t:E _T,}. Dalje, neka je 2z, maksimalni element potprostora
|
\
\
|
|
|
|
|
|
|
\

Dakle, strukturne funkcije T—=F, (t), F, (t)"”"Fz (t), t€I,
1 2 N

komponenata inovacijskog procesa {Z(t) - (zn(t))nn-]:ﬁ : t € I} in-
¥

duciraju mjere koje pripadaju spektralnim tipovima dFZ],dFz .

| ooy al, med jusobno usporedivim u smislu relacije (3.1).

|
|
| N

‘ Qe.L.D,
|

|

|

|

| befinicija 3.1. (T15]) . Reprezentacija

-
(4.2) x(t) = ;2,: J gn(t,u) dzn(u) s TEI

| i demu (gn(t,u))n=m chg(dfx; t)naziva se Cramerova rep-
enentacija sluéajnog procesa {x(t); t € I} ako strukturne fu-

wicije tHF. (), F, (£), «..y F (%), t €I, komponenata pro-

|
|
|
i
|
: cecy {Z(t) = (zn(t))nﬂ_:ﬁ ; € I} induciraju mjere koje prip-
|
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ndaju spektralnim tipovima dF, , ..., dF, , uredjenim u suis-
1 N

1u (3.1), i ako Je
Jy (x) =38y (2) “Z ® R,(z,) za svako tE€TI .

viz (3.1) naziva se spektralni tip slucajnog procesa-{x(t);

tE.I}, a N multiplicitet procesa,

Tz leme 3.1 i ove definicije proizlazi da svaki sluéajni
proces {z(t); tiil} 8 ortogonalnim prirastima ima multiplici-

tet N=l, da Jje njegov spektralni +tip sz generiran maksimal-
o

nim elementom prostora d€(z). Posebno istaknimo da Wienerov pro-
ce5~{W(t); tiE[O,lj}, kao specijalni oblik procesa s ortogonal-
nim prirastima, ima spektralni tip dF,, kojem pripadaju mjere
ekvivalentne oblidnoj I (Lebesqueovo]j) mjeri na [0,1] , tj.

de a dt,

Ved smo ranije istakli da niz spektralnih tipova dFy R
g _ ]

dF  yeee dAF i ako Jje generiran redom onim elementima Y1 Yoo

Jo M "
eses Yy 22 koje Je Sﬁt(x) = % @'Eft(yn) za svako t € I, u opéem
sludaju ne mora da bude i spektralni tip sluéajnog procesa
L_.~.L(L),, tEEI}, po3to njegovi ¢lanovi ne moraju biti medjusotaw
nwiaporedivi u smislu relacije (3.l). Medjutim, iz tog niza mozZe

se dobiti spektralni tip dF, : dFl> dF2> '">dFN ako gse stavi

da Je:

dF, = sup {(dF ) } Sj aF_
ke’ %=1,M ket Tk

k=l M=, £=k+l M| ket Lsket Y% Yy

M4 M
1, = ﬁllblll’lf {d L d.‘i‘y}) e M}"Z Z daF_ .dFf ,

! Y= BUD inf {dl?‘ , A a4s _ ] =
- Y‘c Vg Yil/kal V=2, L= k+1,M-1,Jal+1,M
M-Z M- EZ
= E: EEL « dF o ¢dF .
k=t  Laled j=11"! ’-{ y.j yﬁ
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Neposredno iz definicija supremuma'i infimuma spelitra-
| 1nih tipova proizlazi da je dF,>dF,> dF3>... i da je <l

\co je inf {dFy Ty s e dFyN} 4 0, onda je N=M i pri
1 ‘

!tome je
' M

e a® F = dF .
» Py » ¢ 31«1} A Ty

dFy= inf {(My N

1

| koda je inf {dFyl, de’z"" dFyM} = 0, onda je N<Il

|
| Posebno, ako su spektralni tipovi dF_ , dF soonydF U paTro-
| yi°  J2 M

vima okomiti, tj. ako je inf {dF , &F } = 0 za sve

| Ve 3'2

|

|

| k=1 ,M-1 i,ﬂ=k+l,ﬂ onda Jje N=l,

Iz dosadasnjeg razmetranja proizlazi da niz elemenata
| Z13Zpseees Zy 12 W (x), kojim je generiran spektralni tip sl-
| udajnog procesa {x(t); tfil]'nije jednoznaéno odredjen. lio,
spektralni tip tog procesa u potpunosti je odredjen familijom
potprostora {Het(x); tE.I}, pofito su svi spektralni tipovi ob-

lika (%.1) koji odgovaraju toj familiji medjusobno  jedna-

i, 8to slijedi iz ove tvrdnje:

yeorem 3.2. ([%0], VII). Ako su:

dF_ 1 @F_2dF_>reee>dF
X z2{ %5 Zy

d®  : 4dF >arn ess >dF
X vy 3’2> Z IM

cvn rarzlidita sveltralna tipa sludajno rocesa {x(t); t €L
! p ) Ik
Gula gu oni medjusobno jednaki, tj. onda Je

o= M idf =dF_  za svako k=1,N .
T %y |
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Da se za proizvoljni niz spektralnih tipova oblika
(%e3) . d_Fx : dFl>dF2>...>d_FN, 1= N=oo,

uvijek moZe odrediti neprekidan slijeva u srednjem kvadratnom
notpuno nedeterministicki sluéajni proces-{x(t); tGEI}-drugOg
reda takav da je dF, njegov spektralni tip proizlazi iz sli-

tedeéeg vrlo jakog teorema koji Je dokazao Cramer.

Leorem J.5. (l#]7.3). Za proizvoljni niz spektralnih tipova

oblika (3.3) postoji harmonijski slulajni proces
; (R 419
x(t) = [ ™" az(u), t,< t<oo,
to
$iji je spektralni tip (3.3).

Na kraju ovog paragrafa ukratko izloZimo odnos izmedju
spektralnog tipa slulajnog procesa {x(t); tE:I}'i njegove ko-

relacijske funkecije koja je definirana jednako&éu:

(3.4) r(s,t)=E(x(t)x(s))=Cx(t),x(s)) , t, s€Il.

Peorem 3.de ([15]). Spektralni tip (3.l) sludajnog procesu

{x(t); tEEI} jedinstveno Jje odredjen njegovom korelacijskom

funkci jom.

Obrat ovom tvrdjenju u opéem sluéaju ne vrijedi, naime,
dva slulajna procesa {xl(t); t € I} i {xe(t); t€ I} koja imaju
1i3te gpektralne tipove ne moraju imati istu korelacijsku funk-
L:j.Lju,. tj. moZe da bude rxl(t,s)#:rxe(t,s).l. Pakvi su, na prin-
Jur, procesi {xl(t); tE I} i {xg(t) = f(t)xl(t); t € I}, gd je
je trf(t), t€I, neslucajna funkecija takva da Je

0<m€|f(t)‘ & M<oozg gvako t€1I.
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Da bismo mogli navesti uvjete pod kojima ée dva slucu-
jpa procesa s jednakim spektralnim tipovima imati Jednake ko-

relacijske funkeije, potrebno je definirati pojam kompletne

familije funkcije.

pefinicija 3.2. ([15]). Za familiju funkeija

{s(t,u)=(8n(t,u))n=l‘N; uE[to,t], parametra t € I}

kazat ¢éemo da Je kompletna u prostorusfz(dF; I) ako za proiz-

voljno fiksno t€ I 1z jednakosti

ﬁé 2, (8,0} £ (u) dF (u) = 0,
n-1 ko

za svako B¢ [to,t] , proizlazi da je nal:to,t]
fl(u) = rg(u) | gae = fN(u) = O

gotovo sv(ida u odnosu na mjeru dF(.), tj. da Je
Nt |
> [ e, ()|2ar, (u) = 0. f
N=4 tb
S obzirom na ranija razmatranja sada moZemo zakljuciti

da je u reprezentaciji

t
d )
x(t) =S | g (t,u)dz (u) , t€I,

n=1 t,

sludajnog procesa {x(t) 3 tEEI}, familija funkcija
{g(t,u) = (gn(t,U))n=l’N; uE[to,t] , parametra tEiI}

kompletna (potpuna) u prostoru éfe(de; I) samo onda kada st-

rukturne funkcije tY=F_  (t), F_ (£), «esy F_ (t), t€ I, kompo-
“1 2 Zy

nenata . njegovog inovacijskog procesa.{Z(t)nzn(t)n_i-ﬁj tGEI}
" )

induciraju mjere koje pripadaju spektralnom tipu
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daF . d.F >dF S eawe >d—F .
X Zl 22 ZM

prema tome, familija funkeil ja koja figurira u Cramerovoj rep-
rezentaciji (3.2) slucajnog procesa <{x(t); tEEI} je kompletna
u prostoru 382(de : I). |

reorem 3.4, ([15] T.3. 1 ). Sludajni proces {x(t) : tGiI} g

xorelaci jskom funkeijom (3.4) ima spektralni tip de oblika

(3.1) onda i samo onda ako je

m'ln{-s,{}
r(s,t) =2, f g, (s,u) g,(t,u) dF (u),

=4 'I:a.

pri demu je familija funkcija.{g(t,u) - (gn(t,u))n'l'M; ue[to,t],

parame tra ¢ EI} kompletna u prostoru Ia(de; I).

Na osnovi ove tvrdnje slijedi zakljudak: reprezentacija
korelacijske funkcije gsludajnog procesa -{x(t); tE:I} gsa spek-
tralnim tipom dF, jedinstvena Je do na familiju funkcija potp-

unih u prostoru Jf'(dF s I

§I.4. Kanonska i ¢isto kanonska
reprezentacia sluéajnog

procesa

Neka Bu {zl(t); teI} . {ze(t); tEI} ,...,{zm(t); tEI}
[1< 00, uzajamno ortogonalnl alucajni procesi & ortogonalnim pr-

irustima i strukturnim funkcijama redom tH=F¥, (t),FZ (C)yeousy
%)

(t), t€ I, i neka Je reprezentacija sludajnog procesa {x(t),

41|
tiiI}-drugog reda koji zadovoljava uvjete (A) ; (B) zadana Jjed-

nakosdéu
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=
a
‘._.l
LS
4
o™
ct
“
[
Mz

GER

]

t
!hn(t,u) az (u) , t€I,
o

i cemu je

Mt
z [ \hn( ’u)‘ 2 dFZ (u)‘mj za 8svako tel,
Tind tO n

nefinicija 4.1 ([3]).a. Reprezentacija (4.1) predstavljat ce

lkanonsku reprezentaciju slucajnog procesa '{x(t); tE;I} ako je

ortogonalna projekcija slucajne varijable x(t) na potprostor
EIEB(x) za svako se[to,t], t €I, odredjena izrazom:

M &
Pax(t) =z fgn(t,u) dZn(qu)

n=4

) Reprezentacija (4.1) bit e &isto kanonska reprezentacija

b
|procesa {x(t); t € I} ako je

M
= P i ’ ko t €1,
o€ (x) Z-Za «(2,) za svako

odmah primjetimo ovo: ako je {2(t) = (z (t)53 mit€ 1}
]

| inovacijskli proces slucajnog procesa {x(t); tEEI} , onda je

| (4+.1) éisto kanonska reprezentacija tog procesa, 8to slijudl
éizravno iz definicije inovacijskog procésa.

Sada razmotrimo odnos izmedju ovih dviju reprezentacija.
| G8igledno da Je svaka %¥isto kanonska reprezentacija ujedno i
%kunonska reprezentacija sludajnog procesa. Da gvaka kanonalcu

| reprezentacija sludajnog procesa ne mora da bude i cisto -

| nonsla reprezentaclja, pokazuje ova]

| {rimjer 4.1. Neka su {Ul(t); te[o,l]} 1 {w2(t) ; te[o,l]}

| dva uzajamna ortogonalna Wienerova procesa i neka Je slucajni

| proces {x(t); tE[p,l] definiran jednakoSlu:
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¢ t
(4.2) x(t) = wl(t)-i-f(t)wg(t) = j dwl(u)+f(t) dea(u) , tET,

gdje Je f: [o,l]-—R neslucajna funkeija.

a) Neka je £(t) = C#+0 za svako te[o,l], i neka PS:}C(x)—-EES(x).

Ruduéi da Jje za svako se[o,t]

P_x(t) -ofl dul(u)wjdwz(u) -« x(8),

to (4#.2) odredjuje kanonsku reprezentaciju procesa{x(t);te[o,l]}.

Da ona nije i &isto kanonska reprezentacija, sasvim je ocigledno.

b) Ako za gvako Be[o,1> postoji takvo t>s da Je f£(t)+#r(s)
i ako je t—+f(t), te[o,1], apsolutno neprekidna funkcija tak-
va da derivacija f£' pripada prostoru éfz(dt;t) za svako telo,1>,

onda (4.2) ne odredjuje cak ni kanonsku reprezentaciju slucaj-

nog procesa {x(t); te[o,l]}.

Zaista, ako bi(4.2) bila kanonska repezentacija za

{x(t); tE[o,l]}, onda bismo za svako s<t imali da Je

P x(t)-x(s) = [ £(t)=£(8)] o Wy(a)€ T _(x).
Medjutim, posto je £(t)# £(s) za svako s<t to bi u navede-
nom sludaju wg(s)eﬁﬂs(x), pa bi i wl(s-)E'aes(x). Stoga bi
HES(‘JI) +'3€8(l42)g8€s(x). PosSto je uvijek Bes(x)g'éﬂs(wl) @‘333(\-!2),
Lo bi pod navedenom pretpostavkom bilo Bes(x) =B€S(ul)(:ﬁwﬁ(u2),

sa gvako 6€[0,1] . To znali da bi proces {x(t); tE[o,l]} imao
multiplicitet N=2. Medjutim, ovo nije todno Jjer tako definiran

proces pri navedenim uvjetima ima multiplicitet N=l, sSto Jje po-

kazano u [15].
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?c) Najzad, ako je tref(t) funkcija neogranicene varijacije
?svuda na<o,1>1ili ak%o je £ apsolutno neprekidna funkcija
ii to takva da njena derivacija f*' ne pripada prostoru
iz(dt;<oﬁg 3>) ni za jedan interval <«, 3> < [0,1], onda

;(4.2) pretstavlja &isto kanonsku reprezentaciju sludajnog pro-

%cesa.-{x(t); tE[Q,l]}, (vidi [13]).

Daljnjom analizom navedenog primjera dolazimo do spoz-

| naje da reprezentacija .

I (4-3) - xn(t) = J hn(tiu) dzn(U.)

to

| slu¢ajnih procesa {Xn(t)i t € I} , za svako n=1,M, moZe da bu-

| de dak i &isto kanonéka, a da pri tom reprezentacija (4.1) sl-
: M

2. xn(t); tG_I} ne bude nl kanonska.

n=A
é Zbog toga ima potpunog smisla pitanje: pod kojim uvjetima rep-

iuéajnog procesa.*{x(t) -

| rezentacija (4.1) predstavlja kanonsku, a pod kojim cisto ka-
| nonsku reprezentaciju slucajnog procesa {x(t); t!EI} ?

| Cdgovor na to pitanje sadrzan je u ovim tvrdnjama:

| ‘lcorem 4.1 ([29], T.l). Reprezentacija (4.1) je kanonska rcpoo-

M
zentacija sludajnog procesa {x(t) = an(t); t € I} onda i sa-
. nad :

| mo onda ako je reprezentacija (4.3) procesa '{xn(t); t(EI} za

| svako n=1,M kanonska i ako Jje

M
gPsxn(t)E'.}ﬁs(x) za svako ae[to,t‘] .

| 'lcorem 4.2.T£[29], r,2). leprezentacija (4.1) Je &isto kunon-
M

2, x ()3 teI}

Azd

j slca reprezentaclja sluca jnog procesa {x(t) =
é onda i samo onda ako je revrezentacija (4.3) procesa {xn(t);

| tEEI} 2a svako n=l,M <Jisto kanonska i ako je
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———

(4o 4) xn(t) E'Bet(x) za svako n=1,M i svako t €1,

Sada razmotrimo problem transformiranja kanonske repre-

sentacije slulajnog procesa u njegovu disto kanonsku reprezen-

tacijue.

reorem 4.3. ([12]. T.1.2). Ako Je

t

x(t) = { h(t,u) dz(uv) , t€I,
to

kanonska reprezentacija slucajnog procesa ~{x(t); ttil} kratno-
sti jedan, tada postoji izmjerljiv skup BCI takav da je ¢i-

sto kanonska reprezentacija tog procesa odredjena jednakoscu

t
x(t) = | n(t,u) dz_(u) , t€I,
to
gdie Je En(u) = I IB(u)dzn(u), t€I, I, indikator slkupa B.

to

Neka sada kanonska feprezentacija (4.1) sludajnog proce-
sa {x(t) =:z;xn(t) s L€ I} ima kratnost M>1l. Odmah je jasno
da se u opéem slulaju Cisto kanonska reprezentacija sluca jnoy
procesa -{x(t); tGEI}'ne moze dobiti iz kanonske rePrezenLuuim
je (#4.1) jednostavnim transformiranjem kanonske reprezentaclje
(4.,3) svakog komponentnog procesa {xn(t); ttEI} R n=I:ﬁ, u ¢i-
sto kanonsku reprezentaciju primjenom teorema 4.3, po3to ne mo-
ra doéi do zadovoljenja uvjeta (4.4).

g priwnjer, ako Je f(t)=C, tE[o,I], u primjeru 4.1, onda Je

t t
x(t) = L auy (u) + ¢ [ awy(u) , tefo,1],

kanons-a reprezentaclja procesa {x(t); t&‘[o,l]} « Ako bismo sBa-
da primjenili teorem 4.3. na pojedinacno svaku njegovu kompone-

ntu, dohili hismo predstavljanje oblika
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£ ¢
x(t) = | dily(u) + ¢ | dWy(w) , tefo,1],

0

| - £
| pri Eemu Je W, (t) = L IBk(u) aw, (u) , k=1,2, t€fo,1] a Iy

?indikator izmjerljivog skupa Bkc:[o,l] y K=1,2. A ovo nije ,

;oéigledno, gisto kanonska reprezentacija procesa {x(t);te[o,liﬁ

Zbog toga problemu transformirangja u sluc¢aju M>1 moramo
| pristupiti na drugi naéin.
| Nleka sluc¢ajni proces {x(t); tEEI} ima kanonsku reprezentaciju

| (#.1) i &isto kanonsku reprezentaciju oblika:

| N ¢
| (4.5) x(t) -Zlffn(t,u) aF,(u) , t€TI |

:pri demu Je

N tl 5
ZL Sn(t.u)l dFyn(u)-cunza svako t € 1.

n=1
é Posto su obje reprezentacije (4.1) i (4.5) slulajnog procesa

{x(t); t € I} kanonske, to je

v

[(1.6) 3 [m(tamaz,@) = 3 [ gyt )dn

nz4 k=t S

| za sve s,VE[to,t] i s<v.

Usim toga, slulajni procesi {zn(t); t ‘51}; nel,M ,{yk(t);t € I}

——

| k=1,N 8 ortogonalnim prirastima imaju uzajamno ortogonalne pr-

; iraste, Jer Jje za proizvoljno n-ijﬁ, kel N, i

| t1atortyaty €T, B <ty € t5< t,

| (2,502, (85, 7 (85207, (81)) = (Py 2Py 2y, P

Yi-Fe ¥y} =
t5 n? “t, k "ty k)

i
: i (l’t Zn, ‘Pt yk}'(Pt Zns Pt yk)-(Pt Zn’ Pt yk)+
| m 2 3 2 4 1

(Pt3zn’Pt17k) - (Ptzzn'yk)_(Ptezn'yk)"(Ptlzn'yk)"‘(Ptl?h"?k)=0-
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Stoga 8e mo¥e definirati uzajamna strukturna funkeija tk-FKAE)
procesa {zn(t); t e I} 1 {yk(t); tEEI} za svako n=1,M i svako

k=i:ﬁ, i to npr. preko jednakosti:

Fkn([t’t+ at)ﬂ[tl,t1+ A t;|_>)-

E[(yk(t+ At)-yk(t).(zn(tl+zstl)-zn(tl)].

Ako sada skalarno pomnofimo jednakost (4.6) sa dzn(u),nnfﬁﬁ,

dobit Cemo jednakost:

v

M M
ihn(t,u)szn(u) - kz.{ Lgk(t,u)dFkn(u) za svako n=1,M,

No, kako je mjera dF,_(.), koja je inducirana strukturnom fun-
keijom tF-Fkn(t), t € I, apsolutno neprekidna u odnosu na mje-

ru df, (u), koja je inducirana funkcijom t=F (%)= ﬂzn(t)ue,
n n

te€I, to je za svako n=l,M

N a¥,  (u)
(4.7) hn(t,u) - RZH Ek(tau) ' EF;:(T{)

gotovo svuda u odnosu na mjeru dF, (+).8tavljajuéi ovu jednak-
n

ost u (4.6) dobit éemo da Je:

Moof dr, () —
(4.8) yk(t)-yk(s) - E; [ HF——rﬁj-dzn(u) za svako k=1,N,
N= 5 Zn

Dakle, ako je (4.1l) kanonska a (4.5) éisto kanonska re-
prezentacija sluéajnog procesa ~{x(t); téiih onda iz (4.7) sl-
i jedi da su Jezgra hl(t,u), h2(t;u),...,hM(t,u) , U kanoushoj
creprezentaciji (4.1) linearne kombinacije jezgra gl(t,u), gg(t,u)
ceey gm(t,u) iz &isto kanonske reprezentacije (4.5). Nadalje,
komponente inovacijskog procesa {Y(t)- (7, (£)_ 358 tEEI} pro-

k Y’ ‘kal N

ceaa{x(t); t € I} odredjene su jednakoSéu (4.8).
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f
Posebno, ako je za sluiajni proces {x(t’); t € I} N=l,
;nda su Jjezgra hl(t,u), h2(t,u),..., hM(t,u) kanonske repre-

;entacije (4.1) tog procesa odredjena jednako3éu

aF,  (u) _
hn(tiu) = a-rzm' gl(t,u) za svako nal,M
| n L
woja vrijedi gotovo svuda u odnosu na mjeru dF (+), n=s1l,M .
n
Njegov inovacijski proces {Y(t) - yl(t); t € I} dan je formulom:
Mm t dF._(u)
. in
1(1:)-71(3) ;i T @ dz,(u) za sve t, 8€ I, t>s.
n

Na kraju recimo da se ¢isto kanonska reprezentacija
2(4.5) mo¥e dobiti direktno iz kanonske reprezentacije (4.1)
fprimjenom teorema (4.3) jedino u onim slulajevima kada Je

M=N>1 1 Fkn(t)EO za svako k#£n, k,n-i_,_ﬁ, t eI, pri cemu

Je ann(u)
| Bn -{uEI: HFZ_'(T)' :=-0} za svako n=1l,N,
n

{zmjerljiv skup.




GLAVA II

INVARTJANTNOST SPEKTRAINOG TIPA SLUCAJNOG FROCESA
U ODNOSU NA NEKE TRANSFORMACIJE

§.1I.1. I zometricédne familigje

(1)
Neka su {Eet ; © € I} 1 {%1(:2); te I}, Ia[to,+oo>,
dvije familije potprostora redom u Hilbertovim prostorima

?Ecl) i Bf(e) sludajnih varijabli, takve da Je

'3'31(:53 = ?egk) za svako t€I, ksl,2.

Kazat &éemo da su {Gﬁgl); t € I} i {951(:2); t€ I} izomet-
ridne familije ako postoji izometric¢ni operator V 1z pros-

tora gﬁ(l) u prostor 38(2), takav da Je
(1.1) '381(:2-) = V'Ehfi(:l) za svako t€ I,

Da ne bismo uvodili nove oznake, ubuduée éemo racunati

da Jje prostor gﬁ(k), k=1,2 zatvorena unija svih potprostora

zegk), tj. da je

Hﬁ(k) 1E?E§k)s za k=1,2.

U tom sludaju V ¢&e biti unitarni operator koji preslikava

prostor <L) na prostor 3e(2)
(k)

Neka je P, k=1,2, operator ortogonalnog projicira-
nja prostora ge(k) na potprostor 3€§k), t € I, 1 neka je
V"l:'}ﬁ(g)""'a‘e(l) inverzni operator operatora V: '33(1)—"'%(2)

Uz uviet (1L.1), tada je
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(1.2) 'Pf:"’)n ngl)V'l, za svako t €I,
Zaista, |
VP,E]')V-]' me (2) VPt(l) e (1) vgﬁél) _g{ga)_ ng)%(g).

Nu?ni i dovoljni uvjeti za izometridnost dviju famili-

ja potprostora sadrzani su u ovoj tvrdnji.

peorem 1.1. ([26]). {'ae(l), tEI} {'32(2), t € I} su izometri-

i ine familije potprostora iz Hilbertovog prostora 33(1), odno-

sSno ?ﬁ( ), onda i samo onda ako njima odgovarajuéi inovacij-

ski procesi imaju isti spektralni tip.

Dokaz: Neka su {?ﬂﬁl); t € I}' i-{?ﬁ§2); t € I} izometriéne
familije potprostora, onda Jje sz) = VP%l)V'l, za svako t€ IL.
lNadalje, prema § 1.2, u prostoru ?ﬁ(l) postoji takav niz nenu-

la elemenata Z,,Znye.ey2Zy da jo: ]

P(l)z 1 P(l)zn, za sve t,s€I 1 k¢én, k,n-m;

gf(zk)_LBE(z ), za sve kén, k,n=1 N, 1

'&E(l) = i @‘E‘E(zn),
=
gdje Je Bf(zn) = Ei%ﬁi)zn; t € I} za s8svako n-i?ﬁ.

Prema tome, niz elemenata zl,zz,...,;NEQE(l) generira inova-
| cijski proceS*{Z(t) = ( (tj ——ﬁ; t € I}- familije

(5o (1)
{g{t

t € I}, pri Cemu je z (t) = Ptzn’ t € I, za svako n=1,N,

itela je tr=l, (t) = “z (t)" ., t € I, n=1,N, strukturna funkci-
ja njepgovog komnonentnog procesa { (t); t € I} n=1,N 8 orto-

gonalnim prirastina,.
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Sada, ako je yn=Vzn, za svako n=ijﬁ, tada iz Jjednakos-
gi (1.2) slijedi da je By 'y, = VP(l)zn. Nadalje, lsko je po-
xazatli da je:

P(e)yki_Pég)y

N za sve t,s€1l 1 k#n, k,n=1,N,

n
#(y,) L¥(y,) za sve k#n, k,n=1,N, gdje Je
?ﬁ(yn) =2{Ptyn s T EI} za svako n=f;_1‘i.

lajzad, posto Je

J N N Ny o
nél ® H(y,) =§1®V‘a’f(zn) = VE@?’B(Zn) - vall), a2 )'

to je {Y(t) - (yn(t))nﬂm; t € I} inovacijski proces familije

{'R 1(;2); t € I} , ako je yn(t) = Pge)yn, t €I, za svako n=1,N.

Strukturna funkei ja tP-Ff (t) = "y'n(t)"2 , t € I, n=1,H,
n

njegovog komponentnog procesa {yn(t); t € I},.nal,N, s ortogo-

nalnim prirastima, zadovoljava jednakosti:
Fyn(t) = ﬂyg(t)ne =HP§2)yn”2=”VPgl)znneaﬂPgl)anL"znﬁt)WL Fzéﬁ)
za svako t€I i n=1,N, Stoga strukturne funkcije thrFy(t) .

n

te=F, (¢), t € I, induciraju jednake mjere. To znaci da su 1

n
spektralni tipovi sz . dI-‘y jednaki i to vrijedi za svako n=l,l.
n n

I'rema tome, izometriéne familije imaju jednaké spektralne tipo-
ve, 3to je i trebalo pokazati.

Pokazimo sada da vrijedi i obratna tvrdnja.
tleka Je ZysZoyeeerZy niz nenula elemenata iz prostora ?E(l),

koji generira spektralni tip dF(l): sz >-sz >-...:rsz

1 2 I
. . l
inovacijskog procesa familije ﬁRé ); t € I},a 31132""‘yﬂ
niz nenula elemenata iz 3€(2), koji generira spektralni tip

dF(a) : dFy >5dFy:7..;>dFy inovacijskog procesa familije
1 2 N
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’5’3(2)' tEI}, i neka je pri tome

L
Lt
(1-5) aF, = dJ‘."‘y za svako n=1,N, tJ. dF(l)—-:dF(z)

n n

|

Ako Je
| % (z) .;C{ JEIPF tEI} i R(y,) =L 2y ; te I}

%za svako n=l,N, tada Je

D S @nt) 1 2P -TO®G.

n=4 n=4
| Na osnovi razmatranja u §I.2., definicije vektorskog
prostora Sfe(dF;I) odnosno njegovog potprostora xa(dF;t)

t €I , 1 relacije (1.3) izravno zakljudujemo da su prostori

| 93(1) i 33(2) unitarno izomorfni prostoru sz(dF'I), odnosno

da su potprostori 'Jﬂ(l) i 3{’.(2) unitarno izomorfni potprosto-

™ $£ (iF;t) za svako t€ I. Stoga su 1 familije potprostora
ﬁﬁ(l), te I} 1 {Eﬁ 1(;2); tE€ I} med jusobno izometrilne.

QelieDe

| Pretpostavimo sada da su zadane dvije familije

ge(l), t EI} i {'2}21(:2,); tEI} s koje su medjusobno povezane

jednakoscéu
(1.4) %£2) = A '&'Egl) za svako t €I,

rdje je A proizvoljni linearni operator iz Hilbertovog pros-

tora '3*3(1) u Hilbertov prostor 33(2)_ Cak moZemo pretpostavi-

ti da su jednakoZéu (l.#) povezani lineali, tj. da je

de (2) . A'&néél) za svako t€1I,

pri cemu Jje

'j’,gk) = ﬁﬁék) za svako t€I i k=l,2,
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Sada se moZe postaviti ovakvo pitanje: Kakva svojstva

mora da ima linearni operator A:'&'E(_l)-—-'3f<2) da bi {'&ﬁ gl);te I}

i {'361(:2)' tEI} bile izometriéne familije potprostora?

Da bismo ovo, za teoriju inovacijskih procesa, vrlo va-
sno pitanje pobliZe objasnili razmotrit éemo jedan primjer.

Neka je {x(t); t eI} ma kakav sluajni proces &iji je
spektralni tip dF_ poznat ili je pak definiran operator pro-

jiciranja na potprostor Bﬂéx), tel.

Neka je {y(t); t €I} neki drugi sluajni proces &iji
spektralni tip Zelimo uporedjivati sa spektralnim tipom pro-
cesa {x(t); tEI} s tim da postoji linearni operator A ta-

kav da Jje
v(t) = A x(t) za svako te€ I,

ProSirimo operator A po linearnosti na 1ine§rni omotad
O o
38 (x) =$f{x(t); tE.I}. Ako stavimo da Je Eﬁt(x) =3€{x(u); u-.-s:_t},

tel , onda Je .
A.'Eit’t(x) =8€t(y) za svako t €I |

| - o SN
Ry (x) =L (x) ,H () = R (T) | ger,

Gore postavljeno pitanje o odnosima operatora A i fa-
milija {3 (x); t eI} i {® (3); t € I} moZemo sada ovako form-
ulirati: koja svojstva treba da ima linearni operator A da
bi spektralni tip slucajnog procesa {y(t);,tEEI} bio
jednak spektrainom tipu de procesa {x(t); tEiI}, i to u smi-

slu ove definicije?

pefinicija l.l. Neka je

aF, dI";_c > dF§>...>dFI’§

gpektralni tip sluéajnog procesa {x(t); t EI}, a
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dF : dF5l’>dB52’>...>dF§’I

spektralni tip procesa {y(t); te I}.

imaju jednake spektralne tipove (t3. de- dFy) ako je

N=M 1 dFi = ng za svako n=1,N,

Tra’enje odgovara na postavljeno pitanje je zadatak ko-

ljim éemo se baviti u ovom dijelu rada.

Frvo navedimo dva primjera kojim pokazujemo da se spek-

étralni tip nekog slufajnog procesa moZe sasvim promjeniti pri

étransformaciji njemu odgovarajuce familije potprostora

'&Egl); t € I} u neku drugu familiju {?181(:2); tE I} pomocu ogran-
2%(2),

éiéenog linearnog operatora A: ?B(ll-

jpp}mjer 1.1l. ([26]). Neka je {W(t); tfé[o,l]} Wienerov proces,
lkoji ima, kao 5to je poznato, multiplicitet Nal i spektralni
étip deudt. Osim toga, poznato je da se ta] proces moze prika-

| zati na ovaj nacin:

W(t) = éLPk(t)zk za svako t© F.[o.,l] .

épri Semu je, za svako k=1l,00, t&-ﬁ&(t) = sin(k+%)ﬁtgte:[o,1],
| karakteristiéna funkcija integralnog operatora 8 Jezgrom
rw(s,t) = min {s,t} R s,teip,l], i 21,22,33,... uzajamno orto-

| ponalne slulajne varijable izy= I‘Pk(t)KJ(t)dteHC(L-J) za k=1,00 .
a o
Sludajni proces {y(t); tE;Lo,l] definirajmo JjednakoscCu

y(£) = 3 P ()2

ka0
zaa konadéno n€li. Buduéi da je prostor ‘®(y) generiran elementi-

éma S IERTTRL ] i da je ¥ (y)c ¥ (W), postoji operator orto-
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gonalnog projiciranja s. prostora ¥ (W) na H(y) takav da je
y(t) = P e y W(t) za svako té€ [o,1].

Za proizvoljno t = 0 u segmentu [o,t] postoje vrijednosti

. k=0,n-1 : :
to'tl""’tn-l takve da matrica G&(tj)) j=5fE:I nije sigu-

larna. Stoga linearni sistem

-1
EZO ‘\Pk(t;j)zk = YCt‘j) J=o0,n~1

ima jedinstveno rjesSenje:
: n-1
Z, = JZ:O de y(td) , k=o,n-l

1 2,412)9ee09%p 4 € 'Eet(y) , za proizvoljno t€<o0,1>,

Oligledno da je
X (7) =XG).

Proces {Z(t) 1..-.»(21'{(1:))1{”1"n ; t6<10,1>}komponentama z2(t)=1z, _,,

k=1,n bit ée inovacijski proces za {y(t) i te [o,l]}.;
Prema tome sludajni proces {y(t); te [o,l]} ima multip-
licitent N=n, a spektralni tip Jje generiran mjerom koja Jje u

cijelosti usredsredjena u todku t=0,

Primjer 1.2. Neka je I,= f0,1] i neka je sludajni proces
{x(t); te Il} zadan jednakoscéu:
+
(1.5) x(t) = L§ (u) du+l(t) , tEIl,
gdie Jje {g (u); ue Il} takav sludajni proces da Je {xl(t)}-

.t
- Lg (u)duj; tE€ Il} proces multipliciteta N,>1 (kasnije ¢ée
ovakav proces biti konstruiran) a { W(t); ¢ EIl} Wienerov pro-

ces za koji je W(t+h)-W(t)L'&% (x) za svako te€I, 1 h>0.
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f vaj uvjet, u stvari, kaze da Je
(U(t+h)-Y(t), x(8)) = O za svako se€fo,t], t€I, i h>0.
Definirajmo sada sludajni proces {y(t); tell}preko

|jednakosti: N

| t
(1.6) (&) = x(%)- z[ P, £ (u)au = LB (w)-E,, § (u) ]dusu(t)
gdje je P1L1 s UE Il, operator ortogonalnog projiciranja pros-

tora W (x) na potprostor 'Eceu(x).

Pokazimo da Je {y(t); t € Il} proces 8 ortogonalnim

prirastima.

Buduéi da je § (u)-Pug(u).Lgfs(x) za svako s<u, to
je za svako st i h>0

| (y(t+h)-y(t), x(8)) =

t+h | + i

-(l [§(w)-p, £ (u) ]dusW(t+h)- i E (u)-Pu§ (u)] du-u(t), x(s)) -
| trh

- I(E (u)-PuE (), x(ajdu+(l-!(t+h)-W(t), x(s8)) = 0O

t

e?) y(t+h)-y(t)_|_’3€t(x) za svako t €I, i h>0.

;Hedjutim, posto Je

(1.8) Eﬁt(y)gzﬂt(x) za svako te€lI,,

ééto proizlazi izravno iz definiecije sluca jnog procesa'
{y(t); te Il}, tj. iz jednakosti (1.6), to Je

(y(t+h)—y(t), y(s)) = O za svako ae[o,t], t€I,, h>0.

|..topa Jje

(y(t,)-3Ctg), 7(E)-3(ty)) = (37(t,)-(t5), ¥(tp) -
~(7(t,)-3(t5)5 ¥(ty) = 0

za proizvoljne vrijednosti 0<tl'~f tz,q ta-: 1;44 1.
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Prema tome {y(t); t € Il} je sludajni proces 8 ortogo-
nalnim prirastima i multiplicitetom M=l.

03igledno je da postoji ogranieni linearni operator

A takav da Je

t
(1.9) y(t) = A x(t) = x(t)~ qug (u)du 2za svako t€I,.

Prema tome, i ako sluéajni proces {x(t); tEIl} ima
multiplicitet N> 1, transformacijom tog procesa pomoéu ograni-
denog linearnog operatora A, koji Je zadan jednakoséu (1.9),
dobio se slucajni proces {y(t); te Il} s ortogonalnim prirast-
ima, tj. s multiplicitetom N=1. Dakle, spektralni tip glucéaj-
nog procesa {x(t); t € I} nije invarijantan u odnosu na zadanu

linearnu transformaciju A.

Nije teSko pokazati da je sluajni proces {y(t); t € Il}
potpuno potéinjen procesu {x(t); t € Il} u smislu ove defini-

Cije.

Definicija l.2. Za slucajnl proces {y(t); tEI} kaZzemo da Je

potpuno potéinjen sludajnom procesu {x(t); t EI} ako je zua sva-

ko te€l

(1.10) ¥, (y)6 XL (x) i R(F)OK (TS X () ©%,(x).

Zaista, veé je pokazano da je ¥, (y)<s 'Bft(x) za svako
t€;I1 (vidi (1.8)),a relacija

®(7)O Eft(y) c (x)egt’t(x) za svako tE€ I,
neposredno slijedi iz (1.7) i iz éinjenice da je potprostor

L (y)® Bft(y) generiran svim sludajnim prirastima (varijab-

lama) oblika y(t+h)-y(t) za hé<o,1l-t].,
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Sada konstruirajmo slucajnli proces {itl(t) o [§ (u)du;
? . 0
t€ Il} multipliciteta Ny>1.
Neka je 4., Ae,... Ay niz medjusobno disjunktnih i
1

1rmaer131v1h skupova na segmentu I =[o 1] takvih da Je

l:_'J1 A,=ly i da Jje m(AI!;l<s,t>):>O za svako n=1,N, 1 bilo

.- interval <s,t>gIl, gdje je m obiéna Lebesquoeva mjera

s I. Osim toga, neka je lg(u)--kf’(u)zﬂ(u) za w€A, n=l,N,, s
'm da su J]:zl(u); u € Il},...,{le(u); uEIl} uzajamno ortogo-
hilni sludajni procesi s ortogonalnim prirastima, a

.T.-= R takva neslulajna pozitivna funkcija da Je slucajni

!

{roces {g (u); u€ Il} integrabilan.Tada je jednakoséu

; N, ( |

1) x (%) - [ £ (e = S0 [y (Wzy(w)dn, e sETy,

B, -
| n—_
qd je Jje B, = Anﬂ [0,t] za svako n=1,N,, odredjen sluéajni pro-

es {xl(t); tG.Il} multipliciteta N,, ¢iji je .inovacijski pro-

fes {2(8) = (s(0)p i 5 BT

7aista, iz jednakosti (l.11) proizlazi s jedne strane
H4

la Je }Et(xl)g'&ﬁt(Z) = > @‘E}Et(zn) za svako t€1I,, a 8 druge

Y |

trane da je x]’_(t)=‘f(t)zn(t) za svako teAn,n..m_l_ Buduéi

. je xi(t)eg{’.s(x) za svako t € [o,s] i posSto Je skup A za

=1,N,

-.-*L iy s neprekidan slijeva, to ,33 pA (t) e & (x) za svako
.1

E[u 5]. Odavde proizlazi da je > @ (zy) C';]Et(xl) za svako

n=‘|

E L. Ltoua Jege (%q) = Z ® R(zy) , Sto Je 1 trebalo poka-

] it Li.

gvuda gust u intervalu<o,l>, a proces {zn(t); t € Il},

Ovdje istaknimo da Jje za slucajne procese {x(t); tE I}

L {y(6)s ¢ ¢ 1}, koji imaju jednake spektralne tipove
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vrlo znadajna zadala iznalaZenja odgovarajuéeg izometricnog

operatora V:'&f(x)*'}f(y) za koji Je
gﬁt(y) = Vﬁet(x), za svako te€ I,

To je znadajno zbog toga 5to se operator projiciranja
P{ s prostora % (y) na potprostor gﬁt(y), t€ I, u tom sluéa~
ju moZe odrediti pomocu jednakosti P{ a VP%V'I, za svako

t € I, naravno uz pretpostaviku da je poznat operator

P¥ : %(x)"'aet(x)i te l.

Vratimo se sada na problem izometrilnosti familija pot-
prostora {'}E 1(;1); t € I} i {E}Eg) = A Beél); tEI}.

Kad jé A regulirani oPerator(I) pitanje izometricnos-
ti familija {'&egl); tel} i{'Bﬁ,EQ)u A zﬂgl); tEI} Je rijedeno
ako Je familija{?ﬁgl); t € I}-_diskretan lanac potprostora, tj.

ako Je

(1.11) ‘381(;1) -tZt@)A'aeﬁll{) za svako +t€ I,
k‘

gdje je tl,ta,...,tk,... konadan ili prebrojiv niz tolaka iz

I = [t,,+00> 1
k | k k

Maime,u radu ( [26]) dokazan Je

Peorem l.2. leka je familija {gﬁél); t € I} diskretan lanac

potprostora u Hilbertovom prostoru 33(1) gludajnih varijabli

{“}uuha 5U ?ﬁ(l) 1 gﬂ(g) Hilbertovi prostori. Za linearni ojpe-—
rator A 33(1)'—'5E(2) kaZemo da ge reguliran ako postoji
inverzni operator At 38(2)—-33(1

Ai AT

operatora A i ako su
ograniceni operatori.
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ineka ;je{?rﬁ(g); t € I} familija potprostora prostara 3‘8(2),

I mlll,je {'31‘3( )., t € I} {'33(2), t € I} su izometridne ako
psto;]l regularni operator A: '3‘[’.( 3e(2) takav da Je 'aﬂ(g)

=EA?€§1) za gvako t € I.

Ovdje je korisno primijetiti:

a) familija {33(2) = A ?ﬁ(l); t € I} Je takodjer diskretan
lsnac potprostora sa skokovima u istim tockama t,,%5,... kao

ij familija {'Hf(l), t € I} i pri tome Je

d¢im ('3{31&2) @3845:2)) m dim( ’E:I];-zo @331(:1)) z8 8Vako K=)l,2,cee

b ako je familija {Qf(l)(x), tEI} oblika (1 11), onda struk-
t rna funkecija t+=F (t), t € I, svake kompdnente njoj odgova-
= juéeg inovacijskog procesa ima oblik funkcije skoka sa skoko-
ma u toCkama ty,tsyees

:3 oge promatrana familija ima diskretan spektralni tip. Osin
tga, generirajuéi elementi Zy1ZoyeecrZyy N< oo , mogu Se na

ojaj nadin odabrati:
Z, =%: ¢\ 21y » D=1,N,

;-je Je Zy1y Zppreced ZyN ortonormirana baza potprostora

[0 (1) _ rip (1) G—)ze(l) - :
1 s tk—o £, dimenzije Nk, Xal, 2,000

"
C

20 za n>MN, 1 % | ckle-r:oo. Pri tome je

N = sup {Nl‘NB’“"Nk"”}'

U opflem sludaju, tj. kada familija {Gﬁ(%); t € I} nije
di skretan lanac potprostora prostora H‘E(l), postoji samo hip-

-: eza 0 njenoj izometriénosti s familijom {'3?. (2) =A '3 (l) tEI}
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sotprostora prostora '*3{(2)1 ako je A '26(1)—-'3_3(2)

repulirani operator.

'ije tesko pdkazati da Jje hipoteza toténa kada Je proces

"y(t) = A x(t); tE€ I} potpuno potéinjen gludajnom procesu
{:c(t); t € I}.

Zaista, buducéi da je A: w(x)—~%¥(y) regulirani operator 1 da

je Hﬁt(y)cgft(x) za svako t€I, to Je
2 (y) = AR(x) =H(x).

Stoga neposredno iz relaclje (1.10) proizlazi da Je
R (x) = &, (y) za svako t€ I,
a to znadi da procesil {x(t); t € I} i {y(t) ; © EI}' ima ju

jednake spektralne tipove.

§.II.2. Exvivalentnost 1I-S mJjera

Radi jednostavnijeg 1 jasnijeg pristupa rjeSavanju zada-
ée o invarijantnosti spektralnog tipa sludajnog procesa.u od-
nosu na transformaciju vremena, potrebno je detaljno razmotri-
ti medjusoban odnos L-S mjera my, imppy 8 to Je zapravo wu-

datak ovog paragrafa.

Neka Jje F:I-=R, I=[t0,+m£>, monotono neopadajuéa i nepr-
ekidna slijeva funkcija 1 neka Je PI(5—prsten elementarnih sk-
upova intervala L. Postoji Jjedinstvena mjera m, : PIﬂrR
Lulova da je

mb.(;zi)=0 s Mg (<, A>) = F (B) - F(X+0),
1, (<0C , B] )= F(R+0) - (oc+0) ymp ([0t B>)= F(B) - F(x) 1
na( (o, A1) = F(B+o) - F(X),

za ma koje vrijednosti o,Q€T oK<,
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| Mjera myp zove se Lebesque-Stieltjesova (ili kratko
u) mjera S8 obzirom na funkciju F, a F generirajuéa funkec-

1 |a te mjere. AkKOo Jje F(t)=t, t € I, onda je I-S mjera MNp=m

o-lcna Lebesqueova (L) mjera.

Ako Je generirajuca funkcija F I1-S mjere my apsol-
ufno neprekidna, onda je By apsolutno neprekidna mjera \u

ognosu na L mjeru i pri tome Je

ny(B)=(1) [ St at = () B[ F(t)at,

zi gvaki u L smislu mjerljiv skup BCYX.

j Dal je, ako je generirajuéa funkcija F L1-5 mjere my
singularna, tj. ako je F strogo rastuéa i neprekidna funkci-
j} za koju Je _EL_) = 0 gotovo svuda u odnosu na L mjeru,

{:da je mp singularna mjera u odnosu na L mjeru, a to znaci

Najzad, ako je F funkcija skoka, onda Jje njoj odgova-

{ajuéa I-S mjera mp diskretna.

o
Kao 8to je poznato, svaku funkeiju moguée Je prikuza-
fi ovako:
' F(t) = Fd(t)+Fa(t)+FB(t)._ za svaku t€1I,
dje je F4 funkcija skoka, F, apsolutno neprekidna, a Fg sin-

f larnafunkcija. Stoga i mjeru mgy mo¥emo predstaviti u obliku
!bLOJ& triju mjera mp = mFd+ mFa+ mF , gdje Je mFd diskretua
g—g mjera, By apsolutno neprekidna L-S mjera i mF singular-
?u -4 mjera, objeu odnosu na L mjeru. Odavde pr0121321 tvrd-
ja:

: Ako je*F = P, strukturna funkecija sludajnog procesa

x(t); tE 1}, tada se spektralni tip d¥_ moZe na Jjedinstven
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naéin predstaviti kao zbroj tri spektralna tipa

d a 2]
de = de + de + de

g tim da tipu dFi pripada diskretna mjera,'tipu dI; apsolut-
no neprekidna mjera u odnosu na L mjeru, a tipu dFi singular-
na mjera u odnosu na L mjeru, ([15]).

Pakodjer se moZe pokazati da se proizvoljni sluc¢ajni
proces {x(t); tEEI} moZe na jedinstven nacdin prikazati u ob-

liku zbroja tri uzajamno ortogonalna sluiajna procesa

x(t) = xl(t) + xz(t) + xa(t) za svako te€7I,

pri &emu sludajni proces {xl(t); tEEI} ima diskretne inovaci-
je, tj. njegov maksimalni spektralnil tip inducira diskretnu
mjeru, proces {xz(t); t QI} ima apsolutno neprekidan maksimal-
ni spektralni tip, a {xa(t); t € I} ima neprekidan i singularan

maksimalni spektralni tip u odnosu na L njeru ((15]).

Promatrajmo sada kompoziciju
H(t) = (Fo'P) (t) = F(P(t)) , za tETI,

gdje je$: I —I strogo rastuta i neprekidna funkcija takva
da Je P() =0 i %iﬂgp(t) = +00, tj. P(I) = I.

O3igledno da je H:I-R monotono neopadajuda i nepreki-
dna slijeva funkcija. Osim toga, akéd je F funkcija skoka ili
singularna funkcija onda je i H isto takva funkcija bez obzi-
ra kakva Jje funkcija ¥, &to neposredno slijedi iz definicije
kompozicije funkcija. '

Medjutiw, ako je F apsolutno neprekidna funkeija,on-
da je H takodjer apsolutno neprekidna samo u onom sludéa ju

kada Je i ¥ apsolutno neprekidna funkcija([22],IX).
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. Ako je‘P singularna funkcija, a ¥ apaolutno neprekidna,
t;daije H singularna funkcija.

Ziista, kao &to je poznato, kompozicija neprekidnih i deriva-
b |1nih funkcija je neprekidna 1 derivabilna funkcija i pri to-
o jo HY(E) = B'((P(t))»P'(t) za svako t€I. Buduél da Jje

F singularna funkcija, to je P'(t) = O gotovo svuda u odno-
sl na I mjeru. Stoga je na I i H'(t) = O gotovo svuda u od-
n;su na L mjeru. Prema tome H je singularna funkcija.

; Neka Je Mp 1-S mjera s obzirom na funkeciju ¥, a my 1-S
mFera 8 obzirom na funkciju H=Fo‘f. Tada iz prethodnog razmat-
r;nja izravno proizlazi ova] zakljucak:
m;era m ostaje u istom odnosu prema L mjeri kao i mjera my u
shim sludajevima osim u onom kada Je generlrajuca funkcija mj-
éie My apsolutno neprekidna a q’singularna funkcija - U OVOL
=)uéaju mjera m; Jje singularna,

i Buduéi da je
p.1) m, ( B) -IdH(u) -JdF(‘P(u)) = m,(#(B)) za svako BEﬂI,
--je je By famlllaa Borelovih skupova na I, to se vrlo jedno-

qtavno dokazuje

Heorem 2.l. MNeka su na prostoru (I,ZBI) zadane I-S5 mjere

Fl, 1115.2,,....,1::15,N (2€N<oo) i L-S mjere mHi, mHa,..., mHN,

fdje Jje Hk - Fk&P , k=1,N. Ako Je

M, e, Seoee >0
¥y FS Py’

fuda je 1
| m, >0 coo >
Hy H,~ "H, '

dez obzira na gsvojstva strogo rastuée i neprekidne funkcije

:' I-—+~1.
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Dokaz. Teorem ée biti u cijelosti dokazan ako se pokaze da za

proizvoljno nel,N-1 vrijedi relacija

n, olm,=>m, oK. .
FFn-'»l Fn Hn+l n

Kao sto Je poznato, iz uvjeta my °-l<mF proizlazi relacija
n+ n

(E) o=‘;>an+ (E) =0

IIIF 7

n

4:1 svaki Ny zanenmarljiv skup Eeﬁl.

n

Buduéi da je mHn(B) = Mo (P(B)) za svaki Borelov skup

| n |
Bc I, to je za proizvoljni my zanemarljiv skup ElEJ”;iI
m (E ) = O=>n (('P(E )= 0=>mn (“P(E )] = O=>n (B.) = O
iyl Byl Faer L ) =« Hpa '
a to znadi da'je my <m .

n+l “n
QlEID.

Sada se postavlja pitanje: kakva svojstva mora da ima
funkeija P:I =1 da bi L-S mjere my i my , HaFo'f, bile me-
djusobno ekvivalentne? Na osnovi dosadadnjeg razmatranja dade
se zakljuditi da ovo pitanje ima smisla. Naime, pokazali suwo
npr. da ako je my apsolutno neprekidnﬁ mjera u odnosu na L mj-
eru, a ¥ strogo rastuca, neprekidna i singularna funkei ja, on-
da je u my singularna mjera u odnosu na L mjeru; u tom slucaju

dakle, mjere my i m, nisu usporedljive,

Cada éemo navesti primjer dviju neekvivalentnih mjera, koje i-

waju isti odnos s obzirom na L mjeru.

primjer 2.1. Neka je generirajuéa funkcija F: [o,+oo>--[o,1>

L-5 mjere np zadana formulom




(242)

i eka je P: [o >-=[0, + o>funkeija zadana . jednako#éu

P(t) = <

2 e [0y+ 00>
?

|

. P (t) =t
Tada je |
(2 o
Ht)=F('~P(t)) -={: 3
1
1w
e

<

Hit)

o Pt

E

" 2

Ofigledno da su obje mjere mp 1 my apaolutno neprekid-
nel u odnosu na L mjeru. Medjutim, poSto je za E1=< T -9-]

m. El) = 0 a8 mH(El)aEO1Ir odnosno za E_2=<%, % . mF(E2) + 0
a | mH(Ez) a 0, zakljudujemo da mjere my i mH.med:_lusobno nisu

us poredljive.
Ako je F funkcija zadana formulom (2.2), nije tesko po-
kelzati da je mp=<my za "P(t) - % 2, tE[o,-+m>, odnosno da

H
je mHP-émF za P(t) = 4 t , telo,+0>. .
Mjere mp i my, gdje Jje H=Fo'Pa F zadana izrazom (2.2)

od exvivalentne ako neprekidna funkcija ¥: [o,+o>~+{0,00x inma

8] laedeca gvojstva:

(4 ) ¢’ () > 0 gotovo svuda nafo,+oodu odnosu na I mjeru i

( >LP(<E, e <% 3.

Na primjer, ova funkcija zadovoljava uvjete (a) i (b)

‘q'tg Octgzr
(3.3) P(e) ={tPrp ey petsy
;%t | t >'%m
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Da bismo mogli odgovoriti na postavl;jeno pitan,je Moramo

definirati Nv funkcije, gdje Jje V proizvol;jna m;jera na I=

Definicija 2.1, Kazat éemo da Je P:I-=T Nd‘ funkcija ili da

ima svojstvo N, ako ona svaki V zanemarljiv skup E<I presli-
kava u V zanemarljiv skup, tj. ako

V(E) = 0=V(P®) =0
za svaki V zanemarljiv skup ECI;.

Nap_omena- Ako je V Lebesqueo¥a: m;jera na I t;j. ako ;)e Vs m,
. onda se Ny funkecija P naziva N funkcn.,ja([aé] 518)

Svaka apsolutno neprekidna funkeija ima N svo;jstvo. No, svaka
N funkc1;]a m.;jb apsolutno neprek:.dna buduc:. da i funkc:.;le ne-

ograniéene varl;jaci;je mogu imati N svo;jstvo. Hed;jut:.m, svaka

N funkcija ogranidene varijacije je apsolutno neprekidna ([32],
§ 18.) : vai i obrat. |

Qeorem 2.2. Da bi L-8 mjere mp . mH 8 obzirom ne funkcije ¥ i
I = Fo'$ bile medjusobno elw:l.valentne, potre‘bno Je i dovoljno
da funkcija ¥ i njena inverzna funkcija ¢ 1, 1ma;ju -Nm 5V0J]js-

tvo.

Dokaz. Neka su P "P".l N B ~ funkei je. Doké_iimo da Je tada .

- my oy tj. c_la. ;je ) 1 mFr(m'.
~ Ako je .ECI pro:.zvol;jnl M zanemarl;jiv skup, onda iz

pretpoatavke d;a je ‘PNm funlr.claa i .jednakosti {(2.1) proizla-
F

z¢ relacije:s o

1n,,(1) =0 =>ng (cP(I:))=0=> mH(L) -0, |

a to znaéi dg je mye{mp,
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! | No, ako Jje ECI proizvoljnli my zanemarl;]iv skup, onda

| :i.-z ;jednakosti (2.1) 1 pretpostavke da je ‘-P N, Dy funkcija im-~

mH(E)=0 %EF (‘P(E)) s =>mF {LP-J(‘P(E))}-()#EF(E) = 0,

stoga Je i mpe<my.

amp da

, . Obrnuto, neka je mpr Hpe PokaZimo da -Bu Py “P"l NmF

F.

.i f :l Cije- 1
| Buduéi da Jje mF(E) = 0©mH(E) = 0 2a proizvql;]ni skup

E I, to iz jednakosti (2.1) imamo relacije:

nJ(E)=0 =>m(E)=0 => . mF(“P(E)=0):*da je PN _ n, fumkcids;

m (E)':O#’m]i'(‘P(LP_l(E))) =0 =un(¢H(®) = O%mF(‘P'lcﬂ))j-o =>da

| e ‘-P'"':L Ny funkcija.
F . |

" Q.E.D.

: o Analizirajuéi uvjete prethodnog teorema dolazi se do pi-

' thnja: ako je (PNm funkcija, zar i "'P"l nije N funkci ja?
F | F |

; Odgovor je uw opéem sludaju negativan, buduéi da ae npre

_z. =0 (m je Lebesqueova mjera) moZe konstruirati strogo ras-
-t éa i apsolutno neprekidna funkei ja S 2K [o 1]--[0,1] (Pje i N
. nkci;]a) takva da njena inverzna funkeija ¢ l,[o,l]—-[o 1] ni-
:- apsolutnon neprekidna, Eto-zgaéi da nije ni N funkcija posto
' ‘P-l funkcija ogranicene varijacije. PokaZimo to.
. No, prije toga navedimo nuZne i ddvoljne uvjete za apso-
| tnu neprekidnost funkcija ¢ i $-1,
a Strogo. rastuéa 1 neprekidna funkci;ja (P |'_a. b]--R Je ap-
ualurno neprekldna onda i samo onda ako Je sllka skupa
{xe[a bl : "P(x) =+m}skup L maere nula, t;i. ako je m[‘P(L )] =0,
ljena inverzna funll:cn.;]a.(fJ Je apsolutino neprekidna onda

| samo onda ako je skup B, {xE[a 'b] : P'(x) = O}L njere nula,

f r

t
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tj. ako je m(E)) = O, ([22] 5 1X).
Stoga neprekidna i strogo rastuéa funkcija (P [a b]-=R nele i-

mati apaolutno neprekidnu :anerznu funkei ju J.p —4 ako Jje

Primi jetimo, funkcija ¢ nije hflapsolutno neprekidna ako

je m(E,) = b-a, veé je singularna.

Prema tome, da biaho rijesili postavljeni zadatak potr-
ebno je da konstruiramo takvu strogo rastuéu i apsolutno nepr-

ekidnu funkeiju P: [o l] [o,l] da Je . 0<m(E )<l.
Neka Je E € [0,1] nigdje gust na [0,1] i zatvoren skup

L mjere 1-& ' n(Ee) = 1-& , za proizvoljno ali flksa.rano £ >0,
! Da takav skup pOS'l'JO,jl za bilo koje o< E<1 pokazano je u [53]

 PoBto je Eg zatvoren skup, to je on m;jerl;]:.v’u Lebesqueovom

.smislu. Neka je §B karakterlstléna funkcijh skupa Buhg

[_o,ll_]\ Eg. e Buduéi da Je EB sumabilna funkci,ja'u odnosu na L

integral, ima smisla definirati funkci;jli P na ovaj nadin:

(2.4) "P(x) = (L) IKP(t) EB(t)dt , za svako xe[o 1],
edje je Y takva L integrabllna pozitivna funlcc:l.aa da Je
(¥ (t)at=1.

B

Oédigledno da P [0,1]—-[0,1] i da ;je ona strogo rastuéa
funkcija, podto je jednaka. L integralu'nenegativne funkcije.
Stoga ona ima inverznu funkciju (P-l:[o 1]-4-5['_.0 1] . Nadaije, o
¢ je apsolutno neprekidna funkcija jer je deflnlrana pomoéu

|
‘ nnudredjenob I, integrala. Najzad, posto je na [0 1]

Lpa(x) “W(x) . EB(x) gotovo svuda u odnosu na L mjeru, to je

i Lf”'(:x:) a O iskljuéivo za :x:EEO.




=7
| i\,: o . - )
| Da.kle, funkcida ‘P [_o 1]—'[0 1] odred;jena ;]ednakoécu
(2 l-l-) ;je strogo rastuéa,' apsolutno neprekidna i ima inverznu
keiju 7 -1 [o 1]—-[0 1] koja mnije apsolutno neprekidna,

LTI et  Las Al
ey ol 1 TR R

P e T T
B S R

o RTeen

g™ .y} T, v
b3 EART A e

| jet Je . | ) | |
B e m(Eg) = m({xe[o,l] 3 Prx) = -0})- 1-&,8>0.

% " Ll ] s ¥
i -'f\'ﬁ.l J.r-_-'-'h'; - _ -

"Lt e i e TR S el R A i T
LS LT .o A .

L
»n

Hed;j{:ltim', funkcija q:-l nije ni singularna na cijelom
segmentu [o, 1] jer Jje ('-P'l(x)) = 0 gotovo svuda u odnosu na

et el g o D X
o R G o] B
- el

- - e T - . ..

——— T N - [

] L ;jeru onda i samo onda ako je ‘P’(x) = 0 gotovo avuda u od-
nobu na 1 mjeru. Zbog toga Je ¢P- 1 guma apaolutno neprekidne
i; i':ihéularne funkcije. ?
';'_:_  sada éemo dati neSto odredjenije uv;]eta ko;je runkci;]a |
- _-mora. zadovol;javati da bi L-5 mje;‘e mp :i, H? H-Fo‘-P bile |
me ;jusobno ekv:.valentne. 3*.

Tedorem 2.%., Neka je generira;juca funkcija EE‘.I--R, Is [to +w>
S mjere mp & apsolutno neprekidna Tada Jje I-5 m,jera mH,H-FaLP,

%: ek 1valentna njeri my ako je neprekidna fu.nkci;la ‘P I-'-I takva N

- adde I

(d) P*(x) >6: gotovo svuda u odnosu na L m;]efu’,

! (% ) LP(E)&Jf:'.c.a\]u:r.» i samo ako EE.J'P gd:]e Jeo J’famili;ja onih sk~
ugova EEZB Z8 ko;je je mF(E) = 0 a m(E)# O. o
IPri;]'e .nego pristupimo dokazu teorema‘priqutimo da iz

s:ojstva apsolutna neprekidnosti funkeije 4 ﬁfoizlazi da Jje

L 63 m.jera il::. ekvivalen’cna ili podredjena L mjeri. |

| A o Je ml?"“‘ m onda Je familija J(’prazna, pa neprekidna funk-

l c .]a ¥ treba da zadovoljava gamo uvjet (a) da bi L-S mjere

, mf, i mH . H=Fu“P bile ekvivalentne. | |

N, akd Je mFe-( n  onda familija J°nije prazna, jer posto;li i

T e e T L TEFLNERE S n - - cmL .-

- =1 e ey
i ] - . —

P R ceomenm e e e o, L L o e
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bar jedan skup EefBI takav da Je

E.F(E) =0 . a M(E)#: Qe
.\; ' ) r

Dokaz teorema 2.5, 1z uvjeta (a) proizlazi da je funkeija ..
H=F-o"P: I R apsolutno neprekidna. Zbog toga je i L-S mjera
Oy apsolutnb neprekidna u odnosu na L m;jeI;u, t;j; H°< m,
.Nadalje, takodjer iz uvjeta (a) slijedi da su "P:L ‘P"l N
funkeije, tj.

n(E,) = 0=>m (#(E) = 0 i m(E) = 0=>m (¢™1(E) = O
za proizvoljni L zanemarl;]:.v skup EOC Le
No buduéi da je skup E_# ny zanemarljiv onda i samo

- onda ako je- m zanemarljiv, to

oo | (mg(,) = 0<>n(E,) = 0>m (P(E)) = 0> my (P(x) = 0

F(E ) = 0>m(E,) = 0=>n (P~ (g )) 0=>mF( "'1(E ) =0

za pr01zvoljn1 mo zanemarljiv skup E ¢JP

Nadalje, lako Je pokazati da Jje za svaki s]rup Eeﬁ’ i
II‘P"']‘(E)GJP . Zaista, neka ¢-1(x) dF za EEN , tada iz uv-
Jeta (b) slijedi da 1 ‘-P('*P']‘(E))ﬁ.f(’, a to znadi da. i Eg’f

Sto je suprotno danoj pretpostavci. Frema tome, imamo da

(2,6) mp(E) = 0 =>my, (P(£)) = 01 my(E) = O=>m, (=2(E) = o,
za proa.zvoljm skup E el.

Sada iz (2.5) i (2.6) proizlazi da su LPi LP']' m fun-
Iil

kcije, na éijelom skupu I, a to je prema teoremu (2.2) nuZan i
~dovoljan uvjet za medjusobnu ekvivalentnost L~S mjera Wy i m .
Q-E.D-

i

F

Sada se nije tedko uvjeriti da smo na stramni 53 toc-

no odredili uvjete koje funkcija ? mora zadovoljavati za ekvi-

valentnost mjera mF i my, H=Fo'f , gdje je F oblika (2.2).
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ifeorem 2.4, Neka je generirajuéa funkcija*F:I—1-R+ I-B5 mjere
[, singularna funkeija na I i meka Je g={t €I: F'(t) = O}.
IPada je L—S'mjera'mH, H=Fo‘fyekvivalentna mjeri m, ako strogo

irastuéa i neprekidna funkcija P zadovoljava ove uvjete:

la) (%) postoji za svako tE€E, a za t€INE P (t)>01li
cP’(t) ne postoji,

b) P(t) € E. ofida i samo onda ako té€ E.i
Dokaz. Buduéi da iz singularmosti funkecije ¥ glijedi singular-
noatrm;jera np U odnosu na I mjeru, to Je
mF(E) = 0 i m(I\E) = 0.
Iz uvjeta (a) i (b) proizlazi da je

(H'(t) -« P (P () P(t) = O za Bva.ko tETE, jor Jje ‘P(t)E E,
(2.7)*

H’(t)#o ili H*(t) ne postoji na skupu I\E.

Btoga ;je H’(t) = O gotovo svuda u odnosu na L mjeri. No, kako
je H atrogo rastuca i neprekidna, to je ona singularna funkci-

ja. Prema tome, my je singularna mjera u-odnosu na L mjeru i

| pri tome je
mH(E) = 0 1 n(INE) = O,

l Ogim toga, iz (2,7) slijedi da je i mjera ny kao i mjera my

| usredsredjena na skup INE. Stoga su mjere My img med Jjusobno

ekvivalentne.

Q.E.De

Sada Gemo pokazati da postoji funkeija T(t) # t koja

zadovoljava uvjete teorema (2.4).

Prinjer 2.2, Neka Je Il = [o,1], 0-81{—2-1-1-, k=042 }i neka

je opéi ¢lam F ™1 niza funkcija F o FyyFoyeecy odredjen

jednakoséu:
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1 n-r. , 1_ 3]
Fn(t)-——gz 1+4 (‘?tk).

Eﬁ'é"*té'];'ﬁ“s k=0,2 "1i ns0,00 ,

gdje Je r broj jedinica u binarnoj reprezentaciji bro ja

- k=0,2n-1 (tako npYre 1‘0-0, r1=r2=r4-1‘2n-1, 5“2,-- .1‘11=3.b--)
Tada postoji funkceija F:Iiﬂ-Il, takva da je

F(t) = lim F (t), tETI,

N-+00
F je strogo rastuéa i neprekidna funkecija i F'(t) = 0 gotovo .
syuda u odnosu na I mjeru, preciznije P'(t) = O za svako

tEI \ Eo, (vidi, [24]).

Prema tome F je singularna funkci,ja, pa ;je L-8 mdera |

My singularna u odnosu na L mjeru i usredaredjena je na skup Eo'

Neka Je
| (

P(t) = {

%— & 0<t< 1/2

1(3-1) %<t < 1.
_ \ ' .
Funkci:ja.‘P:Il—-Il je strogo rastuéa i neprekidna. Ona

zadovol java uvjete prethodnog teorema, sto Jje oéigledno.
Stoga Je my, HeFo'f : I,~ I,, singularna L-8 mjera u odnosu

na L mjeru i mp~Ine

Primjer 2.3. Neka su
k k Lk 1 T -1
II]. -<t11' tn + -;E>' n-l,oo . kl1,2n .
intervali koJi se odstranjuju pri konstrukeiji Cantoravog (tri-

jedskog) skupa K, gdje Je

1 1 = . +8 _ >
tn'gﬁ'n'lim’ t -;%,ne

S
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tzﬂln N t‘];-?-]% ’ n-3,oo 1
5 >
5 6 _ 61 7 8 _ e
tn'ggi’ the S t7 -';-% .t %% . no=E,004
L] . ® - o . . ] e ] ] ] ® .

Cantorova funkcija F: [0,1]-[0,1] definirana Je ov.ako:

i
F(t) - 2;1 za t€LF ,n =T, , k= 1,281

F(t) - sup P([0,6]\E) za t€K i F(0) = O.

Kao 8to je poznato ,F je neprekidna i neopadajuéa funkcija i
F(t) = O za svako t¢ K. Buduéi da je m(K) = Oyto je F= O go-
tovo svuda U odnosu na L mjermi. Btoga je L - 8 mjera 'mF singu-
larna u odnosu na L mjeru. _. . |
Ako Je sada A

Pty = 3 (6-t5)2 + t5 za teIE |, n = T, kel 22

'~F('t:) = sup"P([O t]\K) za t €K, i“P(O) = 0
tada je mp gvmp, Jer funkcija Ps [0,1]—+ [O 1] zadovoljava sve
uvjete teorema 2.4, sto nije tesko pokazati.

Zaista,odigledno da je P neprekidna i strogo rastuéa [ui-

‘| keija i da ‘P(t) postoji za svako tGIﬁ s & z8 L€ K da ne posto-
i Nadal;]e, posto je P(t5) = £5 4 P(tr+ ;%) the - 1to Je
3
LP(I]‘:) za svaki interval Ii , N =10, %k = 1‘211- , & to

| znadi da ;je i P(t) € K onda i samo onda ako je tE€K.

: Teorem 2.5. Neka je generirajua funkcija F: T~B L-8 mjere

0 funkcija skoka na I i neka Je
- {tE I : F(t+0)=l=}?(t)}

| Ako je neprekidna funkcija ¢: I-»T takva da Je .

| (2.8) P (B,) = B, i P(INE)) = INE,

’
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onda je I-8 mjera m,, H = Fo'f : I-+R, ekvivalentna mjeri m,.

Dokaz. Izravmo iz jednakosti H(t) = F(#(t)) , €I, proizlazi
da je i H funkeija skoka, & iz uvjeta (2.8) slijedi da je za
svako tEEo"H(t-n-O):r’-H(t) i obratno, tj. ako je za neko teI
H(t+0)#H(t) onda je t€E,. |
To znadi da Je

E, = {ter - H(t-l-O)q':H(t)} -E.

Prema tome L-S5 mjera m, Jje diskretna kao i IL-8 mjera mp

i mHN IIIF-

| | Q-E-D-
Primjer 2.4, Neka Je generirajuéa funkeija b :[0,1]-R diskret-
ne I~-8 m;jere'mF funkcija skoka sa skokovima' u racionalnim tod-

kema seguenta [0,1] , 3to znadi da Je ¥

o ={tefo1] s F(t+o)+1r(t)} - QEO i

I-S mjera mg, \Pbit ée ekvivalentna m;jerl n ako ;je npre
funkei ja ‘P:r_o 1]--{0,1] oblika

@ (t) = =1, t€[0,1] .

Zaista, ¥ je neprekidna i strogo rastuéa funkeija. Osim
toga P(t) € Q[o’ll onda i samo onda ako je t € Q-EO'LJJ; to znadi
da Je LP(Q[O,l]) = Q‘[Os]]' No, posto je Pstrogo rastuéa funkcija ,
to  je i‘P([o,l]\Q[o']]) -I'_O,l]\Q[O’]:l. Dakle, funkeija'fzadovo-

1java uvjete teorema 2.5 pa je My~ Iy e .

]

Ako sada odbacimo pretpostavku da je ba cijelom interva-
lu I zadana L-8 mjera istog tipa , imamo ovu tvrdnju:

Peorem 2.6, Neka Je na I zadana L-8S mjera B s'obzirom na fun-

kCiju F:I-+-R. |
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I~-5 mjera mH' H = Fof: IR, bit 66 ekvivalentna mjeril

mg ako neprekidna funkci;ja P I--I zadovol;java ova dva uvjola:

(a) P'(£)>0 za svako L€ I; .
(b) “P(E)ejponda.i gamo onda ako Jje E e JP,

lgdje Jje | i familija mp zanemarljivih skupova pozitivme L mjere
i (dakle, mF(E) = 0 a n(E)F0 za svako Ee/P).

Dokaz. Kao #to smo rekli na podetku ovog paragrafa, svaku L-8

Imjeru moguée je napisati u obliku

Stoga, buduéi da su uvjeti teorema 2. 3, 2.4 4 2 5 u cijelosti

sadrzani u uv;jetima teorema 2. 6,proizlazi da Jeo mF~ mH

]|
~ mﬂ '.'i. mFdN mH y gdje Je Ha - Fab"P, HB - F.au"P

| 1 Hd. = do‘P , & to znadi da je 1 mp~vmL.

Q.E.D,

Sada smo u moguénosti da damo uvjete koje funkcija

“P: I-»I mora zadovoljavati da bi _anm mH' y H = Fno‘P .

o sne oM o
L PN

| Peorem 2.7. Neka su na prostoru (1, BI) zadane takve I-S5 mje-
| re mFl, InE.2 y see 3 Mp s obzirom na funkcije Fyy Fp yeeey

N

| F,: I—R d&;je

N.
mF >'mF2>'°-l' >ﬂm N y N<DO .

| Ako neprekickna funkcija®: I-~I i njena inverzna funkcija

‘{’"ls I-»1 .ima;ju svojstva N, M s o e e g By LB

O

| mjere mﬂl‘ .mH2 y oy mHN’ (Hn = Fnu“P y D = l,N) ekvivalentne

. redom mjerama mFl ) mF2 yeooy mFN, tde mp NV m,  za svako




n = 1,8 i pri tome je P PP aee D o
A Je Ty Ty g:"
6va;j teorem ne 'dokazujemb jer je on direktna pos-

ljedica teofema-E.l 1 220

Korisno je ovdje primijetitis:

1) Funkecija Pi ‘P"l mogu imati NmF svojstvo,recimo, za |
k
ke{kl, k2. coey kn}C{1,2,..., N} s n<N, a da bar jedna od

?
njih nema Nka' svojstvo za k € 1,2, ewey N}\{kl, k2"”_’kn} .
- Ilustrirajmo ovo primjerima kad je N = 2,

Primjer 2.9. Neka jem = n L mjera na intervalu [0,+>, &
1 _

np L-8 m,jéra s obzirom na funkciju ]?2:.[0,+ oc>-[0,l] oblika

2 .
- t za 0Kt
,Fa(t) -

)

1 za t>1

i neka je P(t) = .35 t, te[0,00>.,
0éigledno da je m>-mF2 i da su P j;‘P"l;[o,mHo’oo> |

N funkcije. Stoga Je ﬁlmmF " Mo
1

3 druge strane, posto Je

m_Fa ([1,m>)=0 , & sz(CP'-[l,DO>) . 1!,1_3;.2 ([%-.ob)- % ’ |

to ¥ nije N, ~funkeija. No, P! jo N, funkeijs jer Je
i 2 - _

sz(‘P_l [1,00>) » mF2 ([2,00>) = Qo Zbog toéa Je
mp X Bpop 1 METTRP

Primjer 2.6. Neka su mFl i sz diskretne I-S mjere 8 obziron
“na funkecije Fl i F2= [0,00)—-[0,1] oblika
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r‘ |
0 z8e t =0
: % za O<t<X1l (o - za t=0"
g (t)-ﬁ - e 1
1 - | <2
%. %8, l<t~<__2 Fa(t) ﬁ-;- z8 0<t‘--.
| | >2
1 za t>2, | \1 za % ’
N |

. neka je P (t) u%ta y te [0,00> .

Buduéi da Je El = [0,00>\{0,1,2} myi zgnemarl;jiv skup

- [o oo)\{o 2} mF zanemarljiv skup i E]_CEZ, to Je

'F > g P, Nadalje, podto je (0) «P-t0) =0 19(2) =PT (2)=2
L

.to jo P (B)SE, i‘lt""'l(E)t.‘.‘E2 za svaki mFa: mjerljiv skup
ECE,. Zbog toga |
mp (E) ¢ 0>y (P(E) =0 i ny, (tP"l(E)) - 0) .

Mo znadi da su P4 ‘P"fl Hm funkecije i da Je m'.F ~J mFaﬂ‘P .

. Fa
Medjutim,‘f i ¥9=L nigu NmF fu.nkci;je, jer Jje npr.
1 |
mrl([g, 2>) =0 = mF](_&P(\:@ ' 2>)) " mFl([z ' 2>) - % '

(320 o m(e(33]) - mn (B 2])-3

| 2) Za N =00 ne mora uvijek postojati funkeija P(t)# t koja bi

imala i N, i N g eee 1 N svojstvb, kao 8to to poka-
| My Op _ F
; L 2 N
' zuje ovaj primjer. :

: lf].luier 2 ?- Nek& S1 mF 3 m gresy III,F ’ N m DO » diskretnﬁ ] IJ .

1 fa
l wjere s obzirom na funkei je Fl, 2,..., [0 1]—-3, pri éemu
. Jﬁ {te [0,1] e Fl(t-l-O):lLFl(t)} o~ {-lé-ﬁ- ’ k-, 0'2]1_1} - 'A‘l
{t e [0,1] 1 B,(t+0)F Fg(t)} = A\ {—]%;l , k = 0,23}

® ® o Y - - ® ® - ® "
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-

i _ i
_{t e f0,1] : F (1:+0)%]? (t)} = Al\ﬂ“1 {313‘-'-% s k= 0’221-1}

i={

{te[._o 15! v Fy(t+0) 7 F (’0)} 0' 5 5 % 2 g % %}

Sasvim Je jasno da je mp > mF2>- coe > Mp:

| 1 N
Da bi funkeije: ¥: [0,1]~[0y1] imala N_ 4 N 4 eecy
PN, FN-l '
N s eee BVOjstvo mora biti neprekidna i zadovoljavati re-

mF ”
dom ove uvjete:

I ——

___12 =~ 2k~ k-1  2k~1
LP( kl)- ];1 ’ k-l’ze ;(P(—T) ---ET" k-1’23' .f.'

2 2
2k-1) _ 2k- T o2+
LP(;;‘I) 33—%, X w 1,27, i<oo,

A to znadi da funkcida ® mora biti takva da je

‘P(Eﬁ-)-% za gvako n = 3,00 1 k = ?— .._. 
2 2 | -
OEigled.no da jedina neprekid.na funkeija ¥:[0,1] —~[0,1]

ko;ja zadovol java navedem. uvjet jeste identiéna funkcija, tj.

funkeija oblika ¥(t) = t , telo0,1] .

Da za N moo uvijek ne mora biti Y (t) = t, t €I, posve
je jasno. Naime, ako postoji bar jedan skup A =&, 38> C I takav
da je mFN(A)>O, onda je odigledno da se moZe naéi funkcija
P(t)+t, t€I, koja bi imala N 5 N yeosy N svojstvo.

| F F F
1 2 N

Ipak pri razmatranju invarijantnosti spektralnog tipa
sluédajnog procesa u odnosu ha transformaciju vremena, da ne b1silU
dos1i u situaciju da ta transformacija mofé biti identicna,

pretpostavlijat éemo da je N<oo, &ime neéemo umanjiti opéeni-

tost rezultata.
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¥
.o |

U dosadasnjem razmatranju prostor definiranosti i L-u

pjere mpi I-S mjere My, H = F, ¢ , blo ,je'. (I 3B );]er je
{: 11, I =[t,, +od>. Medjutim, ako LF’: I,~1I, I;= [ty+e0>

) defln:.ra.noati mjere
1l .

b. ne poklapa s prostorom (I,ZBI) definiranosti mjere my.

ako Je 1:17# yonda se prostor ( 1 ‘BI

bog toga se L-5 ni;jere Wny F:I—R, & By g H u PP I1—-R, ne
ogu usporedjivati u smislu definicilje usporedljivos{:i mje-

ra iz §l.2, tje u u "obiénom" smislu. Stoga' Je potrebno prosi-
l‘b‘i ovu definiciju kako ‘bismo mogli uspored;jivat:. mjere o i

n, i onda kad se prostori def:l.m_ranosti tih mjera ne poklapaju.

Buduéi da uvijek postoji linearna runkci;ja£koja presli-
cava interval I =[t,,> na I [tl,oo>(npr. L(t) =
€I, kad .je: ty,t,>0) , da funkeija
h o= Hol = (FoP)ol : I-=R

sadrZzava sva svojstva, znacajna sa stajalidta I-8 mjere, gene-

O

rirajuée funkcije H:I,~>R 1-8 mjere m, i da se prostori de--

finiranosti mjera n, i np poklapaju,onda ima smisla ova de-

[ finicijas

I Dofinicija 2.2. Neka su my i my L-8 mjere s obzirom na fun-
keije F:I—=R 1 H:I;—~R 1 neka je L linearna funkeija koja

preslikava interval Il na I, a my -5 m;jei'a 8 obzirom na fun-

i
T

keiju h = Holi:I—+Re:
Kazat &emo da je mjera Ry B-podredjéna mjeri 1y uko

jo mjera mF‘ podredjena u obiénom smislu mjeri m, s 8 Z@ ije-

ru my reél temo da je f-podredjena mjeri my ako Je my pod-

redjena u obidnom smislu mjeri mpe
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Za mjere m, 1 my kazati éemo da su:,ﬂ-ekvivalentne
ako Je mjera m, £ -podredjena mjeri m; i; ako je my L —pod-

red.jena mjeri Dpe

Ako je I, = I, tada Je L(t) = t, te€I, pa ;ja h(t)ﬁ]&i(t) |

1
za svako tE€TI 1 m = Dy Stoga su mjere my, i Op definirane
na istom prostoru (I,B;), pa je I -podredjenost (L-ekvivalen-
tnost) u-ﬂtvari, obidna podredjenost (ekvivalentnost) mjera

me 1 mp. To praktiéno znadi da Je difinicijom (2.2) izvrseno pro-

Sirenje ranije navedene definicije usporedljivosti mjera (I, 331).

Iz prethodnog razmatranja i defihicije L -usporedl jivos-
ti mjera proizlazi da svi rezultati dobiveni u ovom paragrafu
pod pretpostavkom da funkeija P preslikava interval I na I
~vrijede 1 ulqluéaju ako funkcija¢preslikav§;neki drugli interval
I
kéiji.

1 ha Py Jedino su terminolofki iskazi tih rezultata nesto dru-

§ I1,3. Invarijantnost spektral-

|  nog tipa s8luéd&ajnog pro-
cesa u cdnosu na tranasg -
formaciju Vvremen.a

Neka Jje {x(t); te I} sluéajni proces sa spektralnin

tipom | .
- . b ¢ :
. E - de.dFi: > dF2 . ee e > d-F;; ’

1 Ineké Jje {?y(t); te I} takav slucajni proégs da Jje
f(t) = (xoP)(t) = x(P(t)) za svako tET,

gdje je P ne'prekidna i rastuéa nesludajna funkcija koja presli-
kava interval I na I, Il = \'_to,oo>,
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Pastavljeno pitanje u & IX.1le O Jednakoati spektralnih

ipova, Bada se mo¥e ovako formulirati:
Xoja svojstva mora da ima neprekidna i rastuéa funkcija
FP I 1 da bi spektralnl tip
' . ap. ¥ y y
dFy : d.Fl >dF2 S ece >dFH
sludajnog procesa {y(t); tEEI} bio Jjednak ‘spektralnom tipu

dF]; procesa {x(t); te I} u smislu definicije 1.17

Odgovor je: sludajni procesi {x(t); teI} i {y(t); tEI}
(y(t) = x(“P(t))) imat ée isti spektralni tip ako rastuéa i ne-
prekidna funkci;ja ¢: I~I 1i njena imrerzna funkecija ¥~ -1 :I+I

imaju svojstvo NypX , Nip ?:?C , sesy Nd'.Fx' 'I:;j. ako su slike
- 1 N
1 i(P"l de zanemarljivih skupova opet skupovi d.F zane-—

marljivi, zd svako n = 1,N. Istinitost odkovora dokazat éemo

u ovom paragrafu.

Prvo razmotrimo slulaj kada Je {x(t); t eI} proéea 8
ortogonalnim prirastima, tj. kada Jje {x(t); t € I} - {z(t);te I}.

Neka Je ti—'-Fz(t) ~ ||z(t)“2, t ¢ I, strukturna funkeija
| sluajnog procesa {z(t); te I} , koja inducira mjeru koju pii-
| pada njegovom maksimalnom spektralnom tipu dF, maltiplicite-

ta N = 1. Promatrajmo sada sludajni proces {y(t); te I} za KO-

31 de (b)) = (2eP)(t) = 2 (P(t)) za svako €I

cdje Je ¢ nesludajna rastuéa i neprekidna -_funkq.ija koja presli-
 Lava 1nterv£1 I na I. | |

E ladadéi da Je za pro:szolJne vrelijednosti t1< t‘._._,\.*'\: t3< 1:4 iz L

| (y(tg) = y(3)s y(tg) - y(ty )) =

; =(z (‘P(t4)) - 2(P(t5)), z(@(g)) - 2(P(ty))) = ©

| jer Je cP(tl)*ﬂP(tE) S‘P(t3)-=‘“f’(t4) (€I), to je i

{y(t); t eI} proces 8 ortogonalnim prirastima.




- 70 =

Prema tome, strukturna funkeija sludajnog procesa

{y(t); tEI} ima oblik
(3.1) | Fy(t) = | F(t)nz . “z(‘P(t))na - B‘x(‘P(t)) za €1,
Iz ove jednakosti proizlazi da Je
(3.2) (B) = [dF_(t) = [aF_(P(t)) = mp (P(B))
| mFF’ £ J B'!’ x x

28 svaki Borelov skup BcI, a to je u stvari jednakost (2.1)
iz 81I.2. Sada na osnovi rezultata prethodnog paragrafa, tol-
nije na osnovi teorema 2.2, dolazimo do ovoga zakljudka: struk-
- turne funkcije tl--Fz(t) i tt-—Fy(t), t € I, generirat e ekvi-
valentne mjere onda i samo onda ako rastuée 1 neprekidne fun-

kcije @3-l ; T+1 imaju svojstvo NmF' , t3. sko

Z N |
ny (8) = 0=>(np (P(2)) =0 i my (¢H(E)) = 0) ,
/] | 2 7

za svaki ne zanemarljiv skup E.
| z

Prema tome, sludajni procesi {z(t); t EI} i
{y(t) o z(P(t))s tE.I} , 8 ortogonalnim prirastima, imat &e
isti spektralni tip onda i samo onda aka su 3 "P"l s I—+T1 ras-

tude i neprekidne Nm funkcije.
Fz |
8lijedeéi primjer ilustrira promjenu spektralnog tipa
sludajnog procesa pri transformaciji vremena, jer funkcija ¢

ne zadovoljava jedan od uwjeta gore navedenih,

Primjer 3.1. Neka je {W(t); te [0,1]} Wienerov proces i neka

jo ¢ strogo rastuéa i apsolutno neprekidna funkcija, koja pres-
likava segmént [0,1] na [0,1:\, i takva da Je (Pl(t) = 0 na
gvuda gustom skupu BC[O,l] njere O<m(B)<1l .
Ako je {Z(t)i te\'_o,l]} sluéajni proces takav da Je

2(t) = (WoP)(t) =za svako t€[0,1],




-7 -

L
ht

opda spektralni tip dF, nije Jednak spektralnom tipu 4k,

o & je njemu podredjen, td. sz < de *

Poito je ‘¥ apsolutno neprekidna, strukturna funkeija
{ =% (t) = | z(t)]° = Lw@e)2=P(t) 4 za t€[0,1]
dluéajnog procesa {z(t), tE [0 l]} s ortogonalnim pm.rastima,
tenerira mjeru koja je podredjena 11i ekvivalentna L mjeri
|a [0,1] . Pretpostavimo da je me~ m, b da je
Bp(E) = 0<>m(E) = O za svaki myp, 0dnosno m zanemarljiv skup.

luduéli da je my(B) = m(P(B)) za svaki skup 3653{0 1 to
s proizvoljni m zanemarljiv skup EC[O 1] imamo da

(E) = 0=>n(@@1(E)) = 0=>myglf ™ (E)) = o=pn @~1(E)) = O,
kj. n(E) = 0=>mn(f l(E)) = 0. To znadi da je¥™ -1 ¥ funkci-
a, odnosno da Jje apsolutno neprekidna, ¥to nije taéno Jjer Je
LF"(t) = 0 na skupu pozitivne mjere. Dakle, myg<m. No, posto
su mjere koje pripadaju spektralnom tipu dR, ekvivalentne L

Imjeri na [0,1], to s obzirom na prethodno razmatranje proizla—-

zi da Je sz< dF,,.

Promatrs_l;jmo éada proizvoljni sluéajni proces {x(t); (R 1—;'

pultipliciteta N=1 1 doka¥imo slijedeéu tvrdnju.

TPeorem J.l. Neka je

1(3.3) x(t) -fg(t.u)dz(u) , eI =[t 00>,

3isto kanonska reprezentacl,ja sluc¢ajnog procesa {x(t), te I}

65k spelctralnim tipom dF kojem pripada mjera np induciyrana
Z

Llukturnom funkcijom tr—--F () =| z(t)“ s TEL

Fored toga, neka je ‘¢ pesludajna neprekidna i rastuéa funla.t.i‘]a

koja preslikava interval I na I 1 neka su Py~ ; 1-1 N
F
v
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funkcije. Tada, ako Jje {y(t); t e I} takav slulajni proces du j«

(3.4) y(t) = (xoP)(t). za svako tETI |,
onda Je dEy - de i njegova ¢isto kanonska reprezentacija Je
oblika |
t 1)
(3.5) 3w = [ ePwmane , sex
0

gdje Je g, W) = g@(6)P(V)) 8 22(v) = 2(P(V)), b < V<t <oo.

Dokaz. lzravno iz Jednakosti (3.3) i (3.4)_:l.mamo da Je

y(t) = x(@(£)) = f:t;(‘{’(t).u)d"a(u) , tEI
odnosno da je o1t} |
Iy ()11 - [ ‘s(“P(t),u)lngz(u) ., teI.
Posto l;je (P; Nm: funkcija, moZemo izvrsiti supstituciju
s 2 | |
u =P (v) u posljednjemn integralu ([32)5 820). Tada jJe

1

7)1 [ |80 2 Pam, 0P, weT S
Neka Je Fz(“P(v)) - Fl(v), za svako veEI, onda Je
(3.6) mFl(B) - m, (P(B)) za svaki Borelov skup Bcl,
Z

Kko jJe z(P(t)) = z°(t) za svako t€1I, onda Je t"’F]_(t)= tE
strukturna funkcija sludajnog procesa {z‘(t); t€ I} 8 ortogonul-

nim prirastima, buduéi da Je

P, (£) = B (P(£)) = [2P(EN]Z = | 22 ()% = F,,(8) , te L.

tinda,podto su PiP™l ¢ I-I N funkeije, iz (3.6) proizla-

F
»i da Je z i

(3«7) | o ~o .
Fo o o
Ako sada dokaZemo da Je za proizvoljnmo s € I jednakost

Lg(lksl'v) 'far_—j sz‘,_(v) = O za svako s8.€ [to,a] ’
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mogud a samo u sludaju kada Jje na [13013] 2(v) = 0 gotovo svu-
Ha u odnosu na mjeru mF . pokazat cemo da Je 8 jednakosisu

(3.5) dana Sisto kanonska reprezentacija sluéa;jnog procesa
[{7(t); teL}. |

Posto jetP"l N, funkci;]a to je ona i N, - funkci-
F F
A

Ja, éto sliJedl iz relac:..je (3.7). Zbog toga u posl:jedn.jem

i ntegralu moZemo mvrsitl supstituciju v L)
‘P(s

) |
{g(l)(s ‘P"l(u)) ‘f(‘P"l(u))sz,(\P:Jfﬁ;)) =0  za svako
P (s, e[ty PC8)] «
Sada, 8 obzirom da postoje vrijednosti %, i tGI takve da:
Je €y -‘F(Bl) 1 t =Y(s), pI‘l Eemu Jo t,€ [t .‘!:]i dau je
e (o, 097 W) = gl@(a), P @HW)) = gt 4

F ﬂ"l(u)) - Fz(u) , gornja jednakost popr:.ma obl:i.k:

Jg(tl,u) .f(LP-l(u))d-F (U.) s Q 2zZa BVEkO 'blE. [tO't] ‘®

Buduéi da je familija funkcija {g(tl,u), ue[to,t] pe-
| rametra tEI} kompletna u prostoruéfg(d.ﬁ‘z,t), to Je na
[1: ,t] A 1(u) = 0 gotovo svuda u odnosu na mjeru mF . & 1.

relacije (3.7) i jednakosti v -1 (u) proizlazi da je na
[to-,s] f(v) = O gotovo svuda u odnosu na mjeru sz‘ , Bto

je i trebalo pokazati.

Poéfo je (3.5) &isto kanonska reprezentacija slucajuog

| procesa y(t), te I}, to strukturna funkcija t+—=F (t) ‘
tel ,

inducira m;]bru My koja pripada mak31malnom spektraluom bi-
| .5
1 pu tog procesa. A B obzirom na to da i m;lera mEI prlpada mulfai-

| malnom sPektralnom tipu procesa {x(t), t € I} i da vrl.jedn rela-
 cija (5,7), proizlazi da Jje dFy = dF

Q.E.D.
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rlm,jer 3.2 Reprezentaclja |
a:- x(t) = j (2t-u) dw(u) ,, t€[0,1]
‘Je &isto kanonska reprezentacija sluéadnog“procesa

{x(t); t€[0,1]} sa spéktralnin tipom dF = 4R, = at ([12)).

Nekﬁ je P . '[0 1]-'[0 1] neprekidna funkci.:la takva da: Je
(3,8) ‘P(t)>0 gotovo svuda u odnosu na L mjeru. |
Ako jJe y(t) = (xe¥)(t) za svako tE€ [0,1] , onda sludajni pro-
cesi '{x(t); telo, 1]} i {y(t); tELO,l]} imaju Jednako spektralne

- tipove (tj. d4F, = dF ) i Jjednakost

(3.9 y(o) = j (29(t) =P (v)) (@) , tel0,1]

(v
predstavlja ‘Cisto kanonsku reprezentaciju aluéa.:lnog procesa

| {y(t); t€ I}

Buduéi da Je )

P N -
o y(6) = x(@(t)) = [ (29(¢) = wau(w) ,tef0,1]
o je . ON . | SR
T lyw)? - [ @e)-w® e, sef0,1] .

Ako supstituiramou =9(v) wu posljednjem integralu, 'éto je mo-

gude jer ;je ¢ apsolutno neprekldna funkeija, dobivemo da je
| y(t)"2=_£(2cp(t)-‘?(v)) df(v) = I (2‘P(t)-‘f’(v))2‘?(v)dv B E [0 1].
Hoka jo W(P(t)) = z(t) , za sveko t€[0,1] . Tada je

P, (6) = [2(e)]® =Ju@eN]® «9Ce) , s€f0,1] ,
strukturna funkeija sluajnog procesa {z(’c); té[O,l]} 8 ortogo-

i
.

nalnim prirastiua.

Kako'iz uvjeta (3.8) i neprekidnosti funkcije ¢ slijedi
da su ¢ i‘P""l N funkcijle, to su mjere Mg i m medjusobno
ekvivalentne (T.2.2).
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Dokaiimo sada da jednakost (3.9) predatavlja gisto ka--

gonsku reprezentaci;]u procesa {y(t), teI«}

Neka je h = [5 £(v) aw(?P({v)), se[o,l]proizvolani element

o

otprostora Eﬁs(y), ali i takav da je
S
y(8y),h) = '-Ji (298, )= F (v))2(v) dP(v) = 0 za svako 8,€[0,s]

Po8to su (PigP"l strogo rastuée 1 apsolutno neprekidne funkci-

u=90 |
¥ - ('P dV =
5(2 (s;) 06 )) £(v) ' Yav {du -‘P](v)d.vL,

e, to Je

P(s,)
- [ @9ay)-uy 2P @)an = 0 za svako P(sy)e [0,F ()],
Q

»dnosno za t -‘F(sl) it Il(-P(B) je
j(at ) f (@ (uliu = 0 za svako ¢ e[o t] .

Iz ove Jed.nakosti i &isto kanonske reprezentacije procesa

x(t); t€[0,1]} slijedi da je ma [0,%] (F “Ll(u))= 0 gotovo

lsvuda u odnosu na mjeru m. No, kako je mg'm, to je na [0,8]

£(v) = 0 gotovo svuda u odnosu na mjeru m¢, pa je h nula
element. Stoga je (3.9) &isto kanonska reprezentacija ProCcCesa

{y(t); te[o,l]} . Prema tome, strukturna funkcija t--Fz(t),

t6[0,1], inducira mjeru koja pripada njegovonm maksimalnom spek-

tralnom tip’tl: dF, = d¢. No, buduéi da je mgvm, to Je dFy = dF_.

Sada formulirajmo potrebne uvjete za invarijantnost spek-

| tralnog tipa sludajnog procesa konacnog multiplici teta u odno-

| . . 4
su na transformaciju vVIemensa.

| ileka Jje

N

| t
[ (5.10)  x(t) = nZ; L g, (tyu)dz (u) ., tE€I, 1KN<o,

Cramerova_ reprezentacija slulajnog procesa {x(t); te I}

| spektralnim tipom
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dP_ ¢ dF, > dF, >... >dF, , 1SN<0o ,
%, Zo ZN

pri éemu su {_ (t); tEI} {Zz(t), tEI},.q., {zN(t), tEI}
za;]amno ortogonalni sludajni procesi s ortogonalnim prirasti-

ma i strukturnim funkcijama oblika
_. . .
tp_-an('l';) a | zn(t)“ ,a= 1,N,
a {(gn(t,u)) h_m; ue[t o,t]} kompletna familija funkci,ja pgra—-
metra t u prostoru X, (dF_;t). '

' Osim toga, neka Jje {y(t); te I} drugi sludajni proces i

to takav da Je | | |
y(t) = (xo“P)(t) ~ za svako tTEI ,

gdje Je ¢ nesluéajna neprekidna i rastuéa fu.nkci;ja koja preall—

kava interval I na 1.

Teorem 3.2. Sludajni procesi {x(t), tE I} {y(t); t EI} imat
¢e Jednake spektralne tipove (dF, = _dFy) ako

(3.11) ny (E) = 0=>my, (P(E)) =my PI(E)) = 0
| 'z ' z z | |
'za svako n = I,N 4 za svaki m, zanemarljiv skup E€3B ,
z .
n

~ Yored toga, Cramerova reprezentacija sluéajnog pi:'ocesa

{:Y(t), te I} ima oblik

(3.12)  y(t) = I gl (t,u) asl(u) | tEI | jgn<oo,

| pri demu Je ifamili,ja funkcija {( (1)(1:,11)) n:-'f:f -

( (‘P(t) ‘Pl(u))) -3 N’ ue[t t:l , pParametra| tEI} kompletna u
prostoru é€ (d].*y t), a { l(t) 1(_“P(t)), t € I},...

:.c.'N(t;) = zN(LP(t)); t € I} uzajamno ortOgonaini sludajni p‘ra-cesi
5 ortogonalnim prirastima,

Strukturne funkcije
s FLORY LIO LA OR EXOLS
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igduciraju m;jera koje pripadaju spektralnim tipovima niza

('-13) dF? . szi:’szb:’i-i :'szh ?G;N(:OO

Dokaz, PO§t0 Je y P(t) | |
y(t) = x(9(t)) = Zﬁ Lsn(‘f’(t),ul))dzn(u) , tLEL

ty Je N

Plt) _.
Hy(t)ll‘? lsn(‘i’(t),u)lz (u) , LEI .

Ako sada supa_tit:uiramo u =9P(v), 8to Je moguée Jer je ¢ N

T
“n

' hkci:ja n=1,N, tj. zadovoljava relaciju (%.11) za svako

nkl N, dobit cemo da Jje
N

y(IF = % j\sn(‘P(t) )| ? ar, (‘P(v)) , teI .

=4
bica je P, kcp(t)) = F (1:), za svako tEIHnul N, onda je
ﬂl
(B.14) mF (B) = mF (P(B)), za svaki Borelov skup - BCI i n=1,N.

%n
3 druge strane, ako Je zn((P(t)) - 5;1(15) za svako tE€T .i

$=1,N, onda su t+=F, (£)y Folt)yeeey Py(t), t€ I, strukturne

un ci;]e sluéajnih procesa { (t); tEe€ I} ’ {z’g(t); te I},...,

zN(t), te I} s ortogonalnim prlrastima, po&to Je

#,(6) = By (8(8)) = ||z @EN]Z = |2 (6% = Fyy (£)45 € T,0:1,
n

Ha osnovi uvjeta (3.11), teorema 2.l. i jednakosti (3.14) sada

Jobivamo dalje

1.15) ﬁF ~ mF R mmeF gevey mF ~ M . i
| F
TR T PN %N
%.16) mp >0 Mp > .03 Dy .
R 2 2y |

Jsim toga, evidentno je da su procesi {z‘l(ﬁ); t e];}_ .
12,,(t); TE I} 1---,{Z’N(t)¥ t EI} uzajamno ior'bogonaln.i.

Ako dokaZemo sada da Jje za proizvoljno s €I Jednakost
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N S (1) — . | J |
(3.17) . L g, (sl,v) fn(v) sz;l(v) = 0 za sgvako Sle[“u* }

'h=_1

4

!
moguéa samo u onom sludaju kada Jje na [td;s] fl(v) = fa(v') “ ..

= fulv) = 0 gotovo svuda u odnosu na mjéru my
1y
| %

pokazat éemo da Jje (3.12) Cramerova reprezentacija sludajnog

procesa {j’(t); tEI} .

i l )
je tluqkal) i t =P(s8), pri demu Je tlg[ﬁo,t] i da je

Fz;n(‘P"l(u)) - an(u) i g,ﬂl)cslti"lcu» - ;sn@(al) ?“P(‘P"l(u))

Podto Je za svako n-i:ﬁ"P'l Nm funkcija to Jje ona
. ' Yz,
i Nm funkecija, 8to proizlazi iz relacija (3.15), Zbog to-
My _
: z‘
ga u (3 l?) moZzemo supstituirati v-‘?'l(u).
N ‘9(31]
Z;; j (1)(31§P-1(u) )fn(‘P-l(U-)) d-ann(‘P—l(Tl) = 0 za svako
<P(sl>e[to,<g(s>] L
8 obzirom na to da postoje vrijednosti t) 4 t€I takve da

gn(tl,u), za svako n=l,N to gornja Jednakost poprima oblik
N H

S [ g, (6, u) £,071(u))aP, (u) = O za svako € [t ,t]

nz=4 to n
No, poSto je familija funkcija {(gn(tlm)) nal N ue[to,t] , pa-
| B
rametra tWEI}-kompletna u prostoru 582 (de;t), to je gornja

jednakost moguéa samo u onom aluéaju kade Jje na [to,t]

.tl(('P_l(U)? = fa((P“l(u)) B aae = IN(LP-l(U.)) = 0 EOtOVO sviula
u odnosu na mjeru Mn . Stoga iz relaclja (3.15) 1 jednakosti
| A \
t 1
v P~L(u) slijedi da Je i f£,(v) = £,(v) i connf(v) = 0 go-

tovo svuda u odnosu na mjeru my , 8to je i trebalo pokazatl.
Z’
1
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Sada iz upravo dokazane tvrdnje da Je (3.12) Crameruva
sprezentacija i iz relacije (3.16) proizlazi da su spektralui

Hpovi AF., 4 dF,, seeey QF,y kojima pripadaju redom mjere
' , ¢lanovi niza (3.13) 1 da taj niz predsta-

A z Z
1 2 N
1ja spektralni tip slulajnog procesa {y(t); t EI} « No, budu-

i da i mJere m, o W yeoe I, pripadaju redom ¢lanovima

2
2
JF  , AF  ,esey dF_  spektralnog tipa dF_. slulajnog procesa

Zq 25" Zy X
lk(t)s t€I} 4 da vrijede ekvivalencije u (3.15), zakljudujemo
da Je d4F, = QEy . |

\ | | Q.E.D.

rim er 3.3, Neka su A C[_O 1], \, = \:0 1]\61 takvi skupovi
ia je m (A n«,/s>)>o, n=l,2, za ma ko.ji interval@ﬁ>c[0 1] ,
jeka Je EA karskteristidna funkeija skupa ‘An’ n=1,2, Nadalje,
jeka su { 1(1:), tE[O 1]} i {2.2(1:), tEf_O 1]} uzajamno ortogonalni

s1udajni procesi s ortogonalnim prirastima, i neks strukturne

unkeije tr—¥, (t) = | 2, (£)]%, OB 2,(t)| 2, t€[0,1],

feneriraju apsolutno neprekidne mjere, u odnosu na L uijoia,

oje zadovoljavaju uvjete:

4 o
sz:‘ szz i J;t dl?z-l(t)<w R
o je (t) - I g (t,u) dz (u) » tGEO,I], n=1,2,
d J f
Je Je gnl("b,u) - f(t-v) ggﬁv) dv , 0<usts1],
. uko Je _- 2 ¥
5.18)  x(t) = x(t) + x5(%) = 2. fs (tyu)dz (u)

fis1 O

a pvako tE[_O 1] , tada sludajni proces {x(t), te[O l]} A

spektralni tip dF 3 dF l> dF, i (3.18) predstavlja Cramerovu

eprezentaciju tog procesa, ([_27])




- 80 =

Ako 'nesludajna neprekidna funkciJaFP, koJa preslikavu

segment [0;1] na [0,1],zadovoljava ove uvjete:
|
(a)‘f5>0 gotovo svuda u odnosu na L mjeru,

(b) "Pi‘?']‘ slike svakog Mp zanemarlijivog skupa Eeﬁ[osl] po-

“n

~zitivne L mjere je my zenemarljiv skup pozitivmne L mjere,
- 7 |
i za n=l1l 1 2, i ako Je
v(t) = (xof)(t) =za svako t&[0,1]

onda Je spektralni tip dFy 3 sz,:>szI2 sluéajnog procesa
3l : .

{y( t)s t € [0 ’ 1]} jednak spektralnom tipu de.

Cramerove reprezentacija toga procesa h[-

' ) | ~

(3.19) . y(8) ;..i L g]gl)(t,u) azy (), , te[0,1]

gdje Je Pt} '
(3.20)  glM(t,u) = g (P(£),9(n)) -*{)(‘P(:t)-v)Ean(V)dv,O‘&u%‘l;

%a n=1,2, a {z"l(t) = zl(‘P(t)),tEEO,l] i 2’2‘(1:)-52(‘?('&)); td_(),l]}
su uzajamno ortogonalni sluéajni procesi s ortogonalnim priras-

tima.
Kao dokaz ispravnosti ovog tvrdjenja potrebno je pcliiiu-
ti da fﬁnkcije LPi‘?'l : [O,I}*{p,l] zadovoljavaju.uvjete pret-

hodnog teorema, tj. da su (Pi(P-l neprekidne, rastuce N 1
g

| Zq
N funkcije. '
5, - |
252 ' ! . _1 .! i -
Da su neprekidne funkcije cPiLP strogo rastuée i apao-
lulno nepreﬁidne slijedi iz uvjeta (a), a to znadi da su i o
funkcije. No, buduéi da iz uvjeta (b) izravno slijedi da ua

svakl mp  zanemarljiv skup Eeiﬁp 1] pozitivne L mjere vri--
Z 3

n
jedi relacija
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1 ,
n, (E) = 0O=>m, (#(E)) =mp (P7H(E)) = 0, za n-li .,
Z 3 z y/
n | n n R | |
proizlazi da funkeije q’i‘P"l zadovoljavaju uvjet (3.1l) zu

obl,2. Dakle, PiP~t su N = i N funkcije.
a F F
| Z %2
Sada jednostavnom primjenom prethodﬁog teorema dolazi
sp do svih gore formuliranih zakljudéaka.

Buduéi da se moZe nesto Jednostavnije; nego u teorcuu
2, dokazati da (3.19) predstavlja Cramerovu reprezentaciju
procesa {y(t); te[O,l]}, ovdije éemo dokazati taj zakljucak,
Neka za proizvoljno fe[o,l] vrijedi‘dédnakost
(

2 12 .
ZI gfll)(s,v) £,(v) szL(?) = 0 . za svako 8¢€[0,t] .

hed O

ko u ovu jednakost stavimo (3.20) a zatim izmijenimo redosli-

T b

ed integracije, dobit éemo da Je

(s) 9 v -
' (QP(B)-V){Egasv)l £, (u) sz,n(t;)} dv= 0 za svako s8¢lO,t] .

=4

Jdavde slijedi da je za svako se[0,t]
S :

é gan(?(s))jfn(u) szL(u) = 0

Q

dgotovo svuda u odndsu na L mjeru. XKako de‘?strogo rastuca
unkeija, iz konstrukcije skupova A, iA,C [0,1]) proizlazi
a je za neko 8 iligal(‘-P(s)) = 0 iliEAE(‘P(s)) = 0O .

| 5bog toga gqgnja jednakost poprima oblik

| |
ifn(u) sz:,n(u)ﬂ O , za nu1,2_g .

Odavde zakljuéujeuwo da je na [O,f]fi(a) = fé(s) = () fo-
.ovo svuda u odnosu na mjeru generiranu strukturnom funkeijow

~r-Ez,(t), te[o,l]. Prema tome familija funkeija
1

(ggl)(t,v))n_lia, v&t , parametra tﬁ[Q,l]} je kompletna u




prostoru éﬁ (dFy t), 8to znali da (3. 19) predstavl,ja Cruasid
vu reprezentac:.ju procesa {y(t), telo, 1]}

Slijedeéi primjer ilustrira promjenu spektralnog tlpd

sludajnog procesa u odnosu na transi‘omacl;ju vremena,

Primjer 3.4, Neka je )

x(t) = 21 j g (tyu) dz (u) , €I,
=1 %
Cramerova reprezentacija sluéa?Jnog procesa {x(t); tE I}

8 apsolutno neprekidnim spektralnim tipom de : sz>d .
1

Ako Je sluéajni proces {y(t); tE.I} takav da je

y(t) = (xoP)(t) za svako- teI
gdje je ‘P nesluiajna neprekidna funkeija koja preslikava int_e{u»_-

val 1T na;; I i koja zadovoljava uvjete:
(a) @P(t)>0 gotovo svuda u odnosu na L. mjeru,

(v) PE)E N onda i samo onda ako EEN ’
7 ' et -
- 1 1
(¢) PE®E JPm za svaki skup Eeme .
an ) an:

(d) postoji skup Elﬁ_f("mF takav da LI:"'""':L(IE::L)¢_!PmF '
- Z2

(ij , k=l1,2, je familija mg zanemarljivih E:kupova poziti-

T2y 2%

vne L mjere), onda sluéajni procesi {x(t), t € I}i{y(t), tEIJ—

nemaju isti spektralni tip.
i

Kao i'u ranijem razmatranju i ovdje ke Jednostavino dul.-

«] do ove Ije_prezentaci.je sluéajnog procesa {y(t); tEI}

| , ¢ _
y(®) =2 L g (6,v) dz (v), teT

gd,je sU {z (t) = 2z (P(t)); t€ I} , n=l,2, uzajamno ortogo-
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| i

alni proc;si s ortogonalnim prirastima, iStrukturne funkoel jo

T

"1
".

tih procesé zadovoljavaju jednakostz
(3.21) B, (£) = [2,(D)]% = | zn(<P(t=))||%ant‘f’(t)).ml.e -
ha}

Poéto Je neprekidna funkcija ¢ strogo rastuéa (uvijet (a)),

iz ;]ed.nakosti(a 21) i teorema 2.1l proizlazn. da Je mF ad IR
1. ]_ 3é

> dF, 4 jexr Je dF >dF .

21 2 Zy | %2

Nadal;]e, iz uvjeta (a) slijedi da su LP 3t apsolutno

odnosno da ;]e dF

neprekidne funkcije, znadi i N fu.nkc:l.;je. No, pofto ¥ zadovo-

ljava i uvjet (b), Yi "P_l su Hm funkecije. Dakle, na osno-
| le o |
vi teorema 2.2 i jednakosti (3.21) proizla‘}zi da Je

Iﬂ \mF 9 tj- da de sz - sz] .

Pored toga, 1z uvjeta (a) 1 (c) imamo da Je ?Pi Nm
. . bl

f Z
funkecija. Med;}utim,'*P"l nije N my funkcija, ;jer uvjet 2

2
2
(d) kaZe da .postoji mpy zanemarljiv slmp E,c I takav da Jje
m, () =0 a mg (?fl(El)) > 0 .
z | Zo
Na temelju ovih konstatacija zakljudéujemo da Je

ml!‘ o< Mg s tj. da Je sz,< sz .
Z 2 2
A 2 2
Zbog toga sluéajni procesi {x(t), te I} {y(t), t EI}

- |
nemaju isti gpektralni tip. Jé

g
|

Na kraju ovog paragrafa prokomentirat éemo dvije pret-

puutavke koje smo udinili u toku prethodnog razmatranja.




- 84 =

1. Pretpostavili smo da funkcija ¥ preslikava interval 1 .
I. Zbog ové pretpostavke imali smo da se ﬁrastor definiraad.. -
ti mjera koje pripadaju_spektralnom tipu dFy- poklapao & pro-
storom def{niranosti mjera koje pripadaju spektralnom tipu
dF . Stoga smo pri usporedjivanju spektralnih tipova mogli ko-
rlstlti noBidnu" definiciju podredjenosti; odnosno ekvivalen-
tnosti spektralnih tipova sludajnih procesa. Ako sada pretlpos-
tavimo da funkcija ¢ preslikava interval I, = [tl,ibn& inter-
val I = [tofﬂm . t1#=t°, onda je oCigledno da se prostori
definiranosti mjera koje pripadaju spektralnim tipovima dF
dFy ne poklapaju. \

Ako Zelimo usporedjivati Bpektralne;tipove aF_ i dFy
onda se u ovom aludaju ne moZe koristiti gora spomenuta defi-
nicija. Zbog toga moramo dati novu deflnicidu usporedljivosti

spektralnih tipova.

Definicija §. . Neka sBu
dF, aFy > dF)>... > aFy , l<M<oo,

. | X
dF, dF’f > dF5 >eee >dF§ , lsN<o,

spektra-lni’i.tipovi sludajnih procesa {y(t); te Il} ,{x(t);t € 1}'

i neka su mFy ) mFy yoooy mFﬂ img x y WpX yeee MpX njere ko-
2 N -

je pripadajy redom gpektralnim tipovima dF{ , dpg,_,., dlﬁ
1. df!l R
loja interval I preslikava na I, o

ng goueoy dFﬁ . Dalje, neka Jje ﬂ_linearna funkel ja

(v) Za sgpektralni tip dFi kxazat éemo da Je; L -podredjeun, odnos-

o L -jednak spektralnom tipu dF?ec ako Je mjera Moy L ~pod- |
| | n

redjena odnosno I -ekvivalentna njeri BX U smislu defini-

Gije 2ela
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[b) Za sludajne procese {x(t), t € I} {y(t), t€I} kazat &o
o da 1maju.;3—dednake gpektralne tipove ako Je M= N i ako

je za svako n=1,N spektralni tip de ,E jednak spektralnou
ipu dFi .

g
Ako Je I, = I ranija definicija podredjenosti odnosno
kvivalentnosti spektralnih tipova sluéajnih procesa ekviva-
entna je s gore navedenom definicijom, 8to izravno proizlazi

z definicije 2.2 i komentara na strani 68.

Dalje, poSto se [ podredjenost ( L -jednakost) spekira-
inih tipova' definira preko I podredjenosti (IE -ekvivalentnos-
i) odgovarajuéih mjera, onda, 8 obzirom da se I podredjenost
L -ekv1valentnost) mjera definira preko "rob:;.éne" definicije
ovih po;]mov"a uvodjenjem funkcilje LPl =‘Po£iv: I--I, koja zadrZa-
a sva svo;jstva funkecije “: Il—-I vazna gza m;jeri;\ivost pre-
ko nje transformiranih skupova (Jer Je L afino preslikavanje
intervala I na Il’ koje ne mijenja atrﬁkt:mn skupova u od;lo-

lsu na mjeru), moZemo zakljuditi da ulinjena pretpostavka nije
w¢ko bitno ogranidenje.

Stoga, rezultati do kojih smo do8li u ovom paragrafu
vrijede, uz odredjenu terminolosku izmjenu, i u sludaju kada
funkeija £'preslikava interval Il na . Tako npr. tvrdnja

teorena 4.2 sada bi se mogla iskazati:

Slu‘éajni procesi {ic(t); te I} i {y(t) = x(P(t)); t¢ 11}
fiat éé f —-jednake spektralne tipove ako je neslucajna nepiG-
hidoa i rastuéa funkeija ¥: I,—~I takva da su ¥; =l i

| IR e My Wp v owees Ny oo funkele.
| 2 % Zy
2. Pretpostavka M<oouéinjena je iz razloga kojeg smo naveli:

| o bhednean v eaor T st i e na stranl 66.
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