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Uvod

U trenutku kada je drevni qovek usmerio pogled ka nebu i opazio pravilnost u

kretaǌu nebeskih tela, nastala je jedna od najstarijih nauka - astronomija. Vre-

menom stasava (i opstaje) ideja o kosmosu, ǌegovoj beskonaqnosti, a sa ǌom i

verovaǌe da je svet savrxeno ure�en. Ovakvu predstavu svemira potvr�uje i pozna-

ta antiqka slika po kojoj zvezde i planete leжe na kristalnim sferama, a svako

ǌihovo pomeraǌe proizvodi nequjnu muziku koja upotpuǌuje harmoniju vasione.

Me�utim, astronomska posmatraǌa naruxavala su ovu idiliqnu sliku jasno

ukazuju�i na sistematska odstupaǌa od savrxeno kruжnih orbita. Poqetkom XV II

veka nemaqki astronom Johan Kepler ovo ’neobiqno ponaxaǌe’ formulixe u tri

jednostavna zakona, po kojima su putaǌe planeta eliptiqne, a ne cikliqne ili epi-

cikliqne kako se ranije verovalo. Analitiqku i fiziqku interpretaciju ovakvih

putaǌa dao je Isak ǋutn nekoliko decenija kasnije u svom proslavǉenom delu

Philosophiæ Naturalis Principia Mathematica. ǋutn je pokazao da planete, kao i ostala

nebeska tela ne ’drжe’ nikakve kristalne sfere, ve� univerzalni zakoni gravitacije

iz kojih se lako izvode eliptiqne putaǌe planeta. Ipak, putaǌa Meseca, koji je

izloжen gravitacionom uticaju i Sunca i Zemǉe bila je primetno drugaqija od

Keplerove, a ǋutnove jednaqine su za ovu vrstu kretaǌa imale priliqno zamrxen

oblik koji nije vodio do rexeǌa. Ovaj problem, poznatiji kao problem tri tela

predstavǉa u stvari uprox�en model Sunqevog sistema, te o ǌegovom znaqaju za

astronomiju nije potrebno mnogo govoriti. Rexavaǌem problema tri tela bavili

su se mnogi matematiqari, me�u kojima �e se na�i i Ojler, Lagranж, Laplas, Gaus,

Poenkare... Ali ǌihova su rexeǌa bila ili pribliжna ili su se odnosila samo
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na neke specijalne sluqajeve. Qak i danas, kada su zbog numeriqkih i softverskih

alata raqunske mogu�nosti daleko ve�e, kompletno rexeǌe problema tri tela jox

uvek ne postoji. Ali bez obzira na tu qiǌenicu, s punim pravom moжemo re�i

da je ova potraga od tri i po veka ucrtala razvojni put jedne nove matematiqke

discipline - teorije poreme�aja.

Osnovni pojam teorije poreme�aja su takozvani kvazi-integrabilni hamiltoni-

janski sistemi, to jest sistemi koji se neznatno razlikuju od integrabilnih. Iako

su odstupaǌa od integrabilnih aproksimacija mala, ǌihova dinamika je izuzetno

sloжena. U novije vreme znaqajan doprinos rexavaǌu kvazi-integrabilnih sistema

dale su dve teoreme: KAM teorema i teorema Nehoroxeva. Svaka na svoj naqin,

uz odre�ene uslove, daje ocenu stabilnosti sistema kojeg posmatramo. Primenom

ovih dvaju teorema na Sunqev sistem, pribliжili bismo se odgovoru na staro

pitaǌe o ǌegovoj stabilnosti. Me�utim, ve� na prvom koraku, koji podrazumeva

proveru uslova teoreme u jednom sloжenom dinamiqkom sistemu kao xto je Sunqev,

nailazimo na problem. Stoga, kao neku vrstu prelaznog rexeǌa koristimo razne

modele prostora na kojima se uslovi teoreme lako proveravaju, i koji zbog svoje

relativno jednostavne forme dozvoǉavaju xirok opseg numeriqkih eksperimenata.

Jedan od takvih modela, koji figurixe u vidu qetvorodimenzione simplektiqke

mape, ispitan je i u ovom radu.

Koncept teze je slede�i: U prvoj glavi dat je pregled osnovnih pojmova i

definicija hamiltonijanskog sistema, pri qemu su integrabilni sistemi najde-

taǉnije opisani i ilustrovani sa dva primera realnog kretaǌa. Kvazi-integra-

bilni sistemi, problemi u ǌihovom rexavaǌu i dve osnovne teoreme hamiltoni-

janske dinamike, KAM teorema (poglavǉe 2.1) i teorema Nehoroxeva (poglavǉe

2.2), opisani su u drugoj glavi. Za primenu Nehoroxevǉeve teoreme potrebno je

da integrabilna aproksimacija sistema bude nedegenerisana funkcija. Nehoroxev

je pokazao da ovaj uslov zadovoǉavaju takozvane strme funkcije qija je definicija

data u poglavǉu 2.2.1. Pokazao je tako�e da konveksne, kvazi-konveksne i 3-struja

funkcije, znatno jednostavnije u formulaciji, zadovoǉavaju uslov strmosti. Pored

opisa dinamike koju predvi�aju ove dve teoreme date u poglavǉu 2.2.2, posebna pa-

жǌa posve�ena je fenomenu takozvane Arnoldove difuzije koju opisujemo u poglavǉu
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2.3. Strukturu prostora i Arnoldovu mreжu numeriqki detektujemo pomo�u tako-

zvanog brzog indikatora ǈapunova koji je definisan u poglavǉu 2.4. Prve dve

glave, dakle daju opis terminologije, dinamike koju oqekujemo u skladu sa teori-

jom i numeriqkih metoda koje se u disertaciji koriste. U tre�oj glavi definisan

je model qetvorodimenzione simplektiqke mape koju ispitujemo i analitiqkim i

numeriqkim metodama sa ciǉem da se potvrde Nehoroxevǉeva oqekivaǌa o uti-

caju strmosti na stabilizaciju sistema. Intenzitet strmosti se na ovom modelu

lako podexava varijacijom odre�enog parametra (m). Za pet razliqitih vredno-

sti parametra strmosti m merena je promena koeficijenata difuzije (u poglavǉu

3.5) u odnosu na parametar poreme�aja ε. Rezultati ovog eksperimenta dati su u

poglavǉu 3.6. U drugom eksperimentu, na sistem promenǉivih je primeǌena odre-

�ena kanonska transformacija (qiji je smisao opisan u poglavǉu 3.7.2) a zatim

je za fiksiranu vrednost poreme�aja ε merena difuzija kao funkcija parametra

strmosti m. Rezultati ovog eksperimenta izloжeni su u poglavǉu 3.7. Zakǉuqci

izvedeni iz dobijenih rezultata opisani su u posledǌem poglavǉu.

Iz perspektive danaxǌe nauke, ideju o stabilnom i savrxeno ure�enom kosmo-

su zamenila je slika jednog haotiqnog sveta, u kojem se skoro nixta ne kre�e po

savrxenom krugu, savrxenoj elipsi, niti je bilo koja putaǌa savrxeno periodiqna.

Ipak, moжda bi nas uspexna primena Nehoroxevǉeve teoreme na Sunqev sistem bar

malo pribliжila onoj staroj slici o harmoniji sveta, ili taqnije, ǌegovoj kvazi-

harmoniji.

Nataxa Todorovi�

Beograd, 2012.
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1

Hamiltonijanski sistemi

1.1 Pojam i osnovne definicije

Hamiltonijanski sistem se definixe sistemom diferencijalnih jednaqina prvog

reda

ṗi = −∂H
∂qi

, q̇i =
∂H

∂pi
(1.1)

gde je H(p, q) hamiltonijanska funkcija definisana na otvorenom skupu D ⊆ R2n,

i = 1, ..., n, za neki prirodan broj n ∈ N. Za jednaqine (1.1) kaжemo da su hamil-

tonijanske jednaqine. Promenǉive q(q1, ..., qn) ⊆ R
n su generalizovane koordinate, a

p(p1, ..., pn) ⊆ Rn odgovaraju�i momenti. Za odgovaraju�e parove promenǉivih pi i

qi kaжemo da su uzajamno konjugovane . Prostor u kojem su jednaqine definisane je

dimenzije 2n i naziva se fazni prostor, a prirodan broj n je broj stepeni slobode.

Svaki skup x = (p, q) koji zadovoǉava jednaqine (1.1) je kanoniqki.

Ako sa XH oznaqimo hamiltonijansko vektorsko poǉe hamiltonijana H: XH =

(−∂H
∂qi
, ∂H
∂pi

), tada jednaqine (1.1) mogu da se zapixu i u skra�enom obliku:

ẋ = XH(x). (1.2)

Lako se provereva da je veza izme�u Hamiltonijana H i vektorskog poǉa XH(x)

oblika:

ΩXH =
∂H

∂x
(1.3)
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gde je Ω blok-matrica dimenzije 2n× 2n definisana sa:

Ω =





0 −In
In 0





i za koju vaжi Ω−1 = ΩT = −Ω, dok je In n-dimenziona matrica identiqkog preslika-

vaǌa. Matrica Ω naziva se matrica simplektiqkog identiteta.transformacija

U jednom izolovanom mehaniqkom sistemu Hamiltonijan obiqno predstavǉa ukup-

nu energiju sistema, to jest zbir kinetiqke i potencijalne energije. Ukoliko

hamiltonijanska funkcija ne zavisi od vremena ∂H/∂t = 0, hamiltonijanski sistem

je autonoman. U suprotnom, tj. ako je H = H(p, q, t), sistem je neautonoman.

Hamiltonijanski tok Φt
H definixemo kao vremensku evoluciju koordinata i mo-

menata. Hamiltonijanski tok transformixe poqetne koordinate i momente (p0, q0)

nekog hamiltonijanskog sistema H za vreme t u koordinate (pt, qt) tj. Φt
H(p0, q0) =

(pt, qt), dok Hamiltonijan sam po sebi ostaje nepromeǌen: H(Φt
H(p0, q0)) = Hconst.

Drugim reqima, Hamiltonijan u poqetnom trenutku jednak je Hamiltonijanu u bilo

kom drugom trenutku H(p0, q0) = H(pt, qt), i ova relacija se odnosi na sve poqetne

uslove (p0, q0) iz domena D i svaki vremenski interval t takav da (pt, qt) ∈ D. S

obzirom da Hamiltonijan odgovara ukupnoj energiji sistema, konstantnost Hamil-

tonijana je zapravo posledica zakona o oquvaǌu energije.

Hamiltonijanski tok quva zapreminu. Svaki inicijalni potprostor dimenzije

m gde je m ≤ n ne moжe da kolabira u prostor qija je dimenzija maǌa od m, niti

da se proxiri u bilo koji drugi potprostor qija je dimenzija ve�a od m (Li-

uvilova teorema). Tako�e, vaжna karakteristika hamiltonijanskog toka jeste da

quva simplektiqku strukturu koordinata; za svaki trenutak t vaжi da su odgo-

varaju�e koordinate (pt, qt) uzajamno kanonski konjugovane tj. vaжi relacija (1.1).

rezime Hamiltonijanski tok quva ukupnu energiju sistema, zapreminu i sim-

plektiqku strukturu koordinata.

1.1.1 Kanonske transformacije

Primetimo da je definicija (1.1) vezana za odre�en sistem koordinata, iako hamil-

tonijanska forma u izvesnom smislu ima opxtiji karakter. Stoga se uvodi klasa
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transformacija, takva da koordinate zadrжavaju svoju kanonsku formu nezavisno

od sistema u kojem su definisane. Za takve transformacije kaжemo da su kanonske.

Definicija. Transformacija koordinata ω : (p, q) → (p′, q′) je kanonska ako su

transformisane koordinate (p′, q′) kanonski konjugovane u odnosu na transformisani

Hamiltonijan H ′. Matematiqki, ako je ω(p, q) = (p′, q′) neka kanonska transforma-

cija, tada je

ṗ′ = −∂H
′

∂q′
, q̇′ =

∂H ′

∂p′

gde je

H ′ = ω(H).

Ako sa Ji,j oznaqimo Jakobijan kanonskog preslikavaǌa ω tj. Ji,j = ∂ωi

∂xj
, tada

vaжi jednakost

JTΩJ = Ω. (1.4)

Matrice J su simplektiqke matrice koje zajedno formiraju grupu, tzv. sim-

plektiqku grupu. Svaki hamiltonijanski sistem prirodno ima simplektiqku struk-

turu, te stoga za kanoniqke koordinate (p, q) jox kaжemo i da su simplektiqke.

Detaǉniji opis simplektiqke prirode hamiltonijanskog sistema dat je u [26], [25]

ili [3].

Kriterijumi za ocenu kanoniqnosti transformacija

Da bismo primenili neku transformaciju na dati sistem promenǉivih, potrebno je

da najpre utvrdimo da li je ona kanonska. Relacija (1.4) na primer, ujedno sluжi i

kao kriterijum za utvr�ivaǌe kanoniqnosti preslikavaǌa. Najqex�i kriterijum

za utvr�ivaǌe kanoniqnosti neke transformacije su Poasonove zagrade.

Definicija: Ako su f, g : D ⊆ R2n → Rn dve diferencijabilne funkcije, Poasonova

zagrada {f, g} se definixe kao:

{f, g} =

n
∑

i=1

[

∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi

]

. (1.5)
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Transformacija ω : (p1, ..., pn, q1, ..., qn) → (p′1, ..., p
′
n, q

′
1, ..., q

′
n) je kanonska ako i samo

ako se Poasonove zagrade quvaju transformacijom ω, tj. ako vaжi:

{p′i, p′j} = 0, {q′i, q′j} = 0, {p′i, q′j} = δi,j , i, j = 1, ..., n (1.6)

gde je δi,j = 1 kada je i = j, a za i 6= j δi,j = 0. Kao ocena kanoniqnosti neke trans-

formacije tako�e se koriste Lijeve i opxte generativne funkcije u qije detaǉe

ne�emo ulaziti u ovom radu (pogledati [50], [3] ili poglavǉe 2.5 u [32]).

Potrebno je naglasiti da kanonske transformacije ne uvode novu dinamiku u

sistem, ve� samo reformulixu postoje�u i ǌihov osnovni smisao je pojednostavl-

jeǌe analitiqkih izraza koji vode do rexeǌa sistema.

1.2 Integrabilni sistemi

Ukoliko jednaqine sistema (1.1) imaju analitiqka rexeǌa, tj. ako je kretaǌe poz-

nato u svakom trenutku u vremenu, za sistem kaжemo da je integrabilan. Intu-

itivno se name�e zakǉuqak da do rexeǌa ovih jednaqina dolazimo integraǉeǌem

jednaqina kretaǌa nekom od poznatih metoda, tzv. kvadraturama. Ispostavilo se

me�utim, da ovaj naqin nije uvek uspexan, jer postoji mali broj sistema koji su

rexivi ovim putem, te je vrlo texko oceniti da li je neki sistem integrabilan

ili nije. Ako na primer za dati sistem nema analitiqkog rexeǌa, postavǉa se

pitaǌe da li ono zaista ne postoji ili samo ne raspolaжemo tehnikama da do tog

rexeǌa do�emo. Iako je ovo pitaǌe jox uvek otvoreno, dilemu donekle razrexava

Arnold-Liuvilova teorema, po kojoj integrabilni sistemi imaju odre�ena svo-

jstva na osnovu kojih se znatno razlikuju od neintegrabilnih. Uvex�emo najpre

slede�e definicije:

Definicija Za dve funkcije f i g kaжemo da su u me�usobnoj involuciji ako vaжi

da je Poasonova zagrada {f, g} identiqki jednaka nuli: {f, g} = 0.

Definicija Funkcija f je prvi integral hamiltonijanskog sistema H ako i samo

ako je Poasonova zagrada {H, f} identiqki jednaka nuli: {H, f} = 0. Za prvi integral

jox kaжemo i da je konstanta kretaǌa ili integral kretaǌa.
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1.2.1 Arnold-Liuvilova teorema. Dejstvo-ugao promenǉive

Liuvil je dokazao da integrabilni sistemi sa n stepeni slobode imaju n nezavis-

nih konstanti kretaǌa, odnosno n integrala u me�usobnoj involuciji. Kasnije je

Arnold uveo posebnu klasu simplektiqkih koordinata koje su prilago�ene ovakvom

pristupu integrabilnim sistemima. Terminologija i oznake vezane za slede�u

definiciju preuzete su iz [5].

Arnold-Liuvilova teorema: Neka je D otvoren podskup skupa Rn, pretpostavimo

da postoji n funkcija F1, ..., Fn : D → R takvih da je {Fi, Fj} = 0, ∀i, j = 1, ..., n pri

qemu je F1 = H kao i da su F1, ..., Fn linearno nezavisne, to jest da je

det

(

∂Fi

∂pk

)

6= 0

na skupu

Nc = {(p, q) ∈ D : Fi(p, q) = ci}, c = (c1, ..., cn) ∈ R
n, (1.7)

gde su Nc kompaktne i povezane n-dimenzione mnogostrukosti skupa D. Tada:

i) je mnogostrukost Nc difeomorfna n-dimenzionom torusu Tn = Rn/Zn;

ii) postoji kanonska transformacija ω(p, q) → (I, ϕ) definisana u okolini mnogo-

strukosti Nc takva da su promenǉive I konstantne na torusu Tn i da je trans-

formisani Hamiltonijan nezavisan od uglovnih promenǉivih ϕ

H ′(I, ϕ) = h(I).

Simplektiqke koordinate (I, ϕ) konstruisane za klasu integrabilnih sistema po

Arnold-Liuvilovoj teoremi nazivaju se dejstvo-ugao ili akcija-ugao promenǉive.

Po ovoj teoremi, kretaǌe u integrabilnom sistemu (posle primene jedne ili vixe

kanonskih transformacija) odvija se na povrxini n-dimenzionog torusa konstant-

nom uglovnom brzinom, pri qemu dejstva ostaju konstantna, xto se lako pokazuje iz

jednaqina kretaǌa. Ako uzmemo u obzir qiǌenicu da transformisani Hamiltoni-

jan h(I) zavisi samo od dejstava, ima�emo da je:

İ = − ∂h

∂ϕ
= 0, ϕ̇ =

∂h

∂I
= ω(I). (1.8)
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Slika 1.1: Ilustracija lisnate strukture faznog prostora u sistemu sa dva stepena slo-

bode. Svaki poqetni uslov (skup dejstava) generixe jedan torus. Torusi su me�usobno

upisani jedan u drugi; ne seku se, niti se preklapaju.

Iz prve jednaqine jasno sledi da su dejstva konstantna, a iz druge da su frekven-

cije ω konstantne veliqine (jer zavise samo od dejstava). Svaki skup poqetnih

uslova (I, ϕ) definixe jedan torus. Fazni prostor je ispuǌen torusima koji su

upisani jedan u drugi i koji se me�usobno ne seku niti se preklapaju. Za ovakav

sistem kaжemo da je raslojen na invarijantne toruse. Ilustracija ovakvog pros-

tora sa dva stepena slobode (n = 2) prikazana je na slici 1.1. Preqnici malog i

velikog kruga koji definixu svaki torus zapravo su dva konstantna dejstva. Kre-

taǌe koje se odvija na povrxini torusa naziva se translacija. Trajektorija je

helikoidna kriva koja se namotava na torus po otvorenoj ili zatvorenoj krivoj u

zavisnosti od rexeǌa jednaqine

k1ω1 + ...+ knωn = 0, k ≡ (k1, ..., kn) ∈ Z
n. (1.9)

Ukoliko jednaqina (1.9) ima jedinstveno nula rexeǌe k = (0, ..., 0) tj. sve frekven-

cije su me�usobno linerano nezavisne, kretaǌe je nerezonantno. Trajektorija je

otvorena kriva koja gusto prekriva celu povrxinu torusa, xto bi znaqilo da za

svaku taqku torusa vaжi da �e trajektorija pre ili kasnije pro�i kroz neku ǌenu

okolinu. Ovakvo kretaǌe se jox naziva i kvazi-periodiqno kretaǌe. Tako�e, u

sluqaju nerezonantnog kretaǌa, trajektorija nikad ne prolazi dva puta kroz istu

taqku, jer bi u tom sluqaju kretaǌe bilo periodiqno. Ilustarcija nerezonantnog

kretaǌa prikazana je na slici 1.2.
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Slika 1.2: Ilustracija nerezonantnog kre-

taǌa na torusu. Kretaǌe je kvazi-periodiqno

i trajektorija gusto pokriva torus. Rezo-

nantna jednaqina k ·ω = 0 ima jedinstveno nula

rexeǌe.

Slika 1.3: Prikaz rezonantnog kretaǌa na

torusu, gde jednaqina k ·ω = 0 ima n−1 nenula

celobrojno rexeǌe.

U sluqaju kada postoji n− 1 nenula celobrojno rexeǌe jednaqine (1.9) oblika

k1, ..., kn−1 gde je ki = (k1, ..., kn) ∈ Zn, kriva je zatvorena i kretaǌe na torusu je

potpuno rezonantno i periodiqno. Ilustracija ovog kretaǌa prikazana je na slici

1.3.

Postoje i me�usluqajevi kada na primer jednaqina (1.9) ima m razliqitih

nenula rexeǌa k1, ..., km pri qemu je m < n − 1. Tada projekcija kretaǌa na odgo-

varaju�i potprostor dimenzije n−m ima svojstva nerezonantnog kretaǌa, dok pro-

jekcija na preostali potprostor dimenzije m ima svojstva rezonantnog kretaǌa.

Broj celobrojnih nenula rexeǌa jednaqine (1.9) naziva se vixestrukost rezonance,

a veliqina min1≤j≤m |kj | pri qemu je |kj | ≡ |kj1|+ ...+ |kjn|, definixe se kao red rezo-

nance.
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1.2.2 Primeri integrabilnih sistema

Klasa integrabilnih sistema je uprkos svojoj jednostavnoj definiciji, veoma re-

striktivna. Najjednostavniji primeri integrabilnih sistema su autonomni sis-

temi koji imaju jedan stepen slobode. Takav sistem ima�e jednu konstantu kretaǌa

– ukupnu energiju, koja odgovara Hamiltonijanu sistema, te je na osnovu Arnold-

Liuvilove teoreme ovakav sistem integrabilan. Pored ovog primera, navex�emo

primer klatna koji predstavǉa osnovni model integrabilnog kretaǌa, kao i svo-

jevrsnu paradigmu rezonantnog integrabilnog kretaǌa. Zatim �emo navesti pri-

mer Keplerovog kretaǌa qiji znaqaj u astronomiji ne treba posebno objaxǌavati.

Ono xto je zanimǉivo je da keplerovsko kretaǌe predstavǉa jedini primer kretaǌa

u astronomiji qije su jednaqine u potpunosti rexene, dok za svaki drugi primer

kretaǌa u dinamiqkoj astronomiji postoje samo pribliжna rexeǌa ili rexeǌa

koja vaжe samo u specijalnim sluqajevima, kao xto su na primer Lagranжeve taqke

problema tri tela.

Klatno

Hamiltonijanska funkcija klatna je

H(p, q) =
p2

2
− ω2 cos q.

Fazni portret klatna prikazan je na slici 1.4. U centru slike u taqki (π, 0)

nalazi se stabilna eliptiqna taqka. Na ivicama, u taqkama (0, 0) i (0, 2π) su dve

nestabilne hiperboliqke taqke. Ako izuzmemo ove tri taqke sistem je podeǉen sepa-

ratrisom na tri dinamiqki razliqite oblasti. Separatrisa je na slici oznaqena

podebǉanom linijom u obliku oka. Iznad i ispod separatise klatno ima zatvoreno

kruжno kretaǌe takvo da se ugao q meǌa na intervalu [0, 2π]. Kruжne oblasti ispod

i iznad ivice separatise se razlikuju samo u smeru kretaǌa klatna tj. q̇ > 0 iznad,

a q̇ < 0 ispod separatrise. Izme�u dve grane separatrise nalazi se oscilatorna

ili libraciona oblast gde klatno osciluje oko stabilne eliptiqne taqke.

Amplituda oscilacije najmaǌa je u stabilnoj taqki tj. jednaka je nuli, a na-

jve�a je na samoj sepratatrisi gde je period oscilacije beskonaqan, te stoga separa-
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Slika 1.4: Fazni portret modela klatna. Separatrisa (oznaqena podebǉanom linijom) deli

prostor na tri dinamiqki razliqite oblasti: izvan separatrise klatno ima kruжo kretaǌe,

dok unutar separatrise osciluje. Smer kretaǌa klatna iznad prave p = 0 suprotan je smeru

ispod ove prave.

trisa predstavǉa svojevrsni singularitet. S obzirom da se dinamiqki razlikuju,

za svaku oblast uvodi se lokalna kanonska transformacija ω : (p, q) → (I, ϕ) takva

da je

I(p, q) =
1

2π
A(p, q), ϕ(p, q) =

2πt

T (p, q)
.

Vrednost T predstavǉa period pune oscilacije, dok veliqina t odgovara vre-

menu. U oscilatornoj oblasti A(p, q) je povrxina elipse (ili povrxi koja je

topoloxki ekvivalentna krugu) koju zahvata odgovaraju�a fazna kriva (slika 1.5

levo), dok u cirkularnoj oblasti A predstavǉa povrxinu ispod fazne krive koja

odgovara datom kretaǌu (slika 1.5 desno). Povrxina A dobija se rexavaǌem in-

tegrala po faznoj krivoj (taqne vrednosti ovih integrala date su npr. u [32]).

Transformisani hamiltonijan H ′(I, ϕ) = h(I) zavisi samo od dejstava, pri qemu su
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Slika 1.5: Geometrijska interpretacija integrala dejstva u sluqaju oscilovaǌa klatna

(levo) i u sluqaju kruжnog kretaǌa (desno).

dejstva i frekvencije konstantne:

I(t) = I(0), ϕ = ϕ(0) + ω(I)t, ω =
∂h

∂I
.

Problem dva tela. Keplerovo kretaǌe

Jox jedan primer integrabilnog sistema koji ima veliki znaqaj u astronomiji je

problem dva tela. Posmatramo kretaǌe tela mase m u centralnom gravitacionom

poǉu tela mase M gde su oba tela sferno simetriqna. Hamiltonijanska funkcija

ovog sistema u polarnim koordinatama (r, θ), to jest odgovaraju�em faznom pros-

toru (pr, pθ, r, θ), je:

H =
1

2m

(

p2r +
p2θ
r2

)

− GMm

r
(1.10)

gde je G gravitaciona konstanta. Sistem ima dva stepena slobode i dve nezav-

isne konstante kretaǌa, Hamiltonijan koji odgovara ukupnoj energiji tj. zbiru

kinetiqke i potencijalne energije (E = T + U) i uglovni (obrtni) moment pθ. Da

bi kretaǌe bilo ograniqeno, potrebno je da ukupna energija E bude negativna i

da obrtni moment pθ 6= 0. S obzirom da je obrtni moment konstantan, iz hamil-

tonijanskih jednaqina (θ̇ = ω = ∂H/∂pθ = const) sledi da se ugao θ ravnomerno
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meǌa. Interval promene ugla θ je [0, 2π]. Radijus vektor r se meǌa na intervalu

r ∈ [rmin, rmax] gde je rmin rastojaǌe do pericentra, a rmax rastojaǌe do apocentra.

Ugao izme�u dva sukcesivna pericentra i apocentra oznaqi�emo sa Θ. U sluqaju

kada ugao Θ nije samerǉiv sa 2π tj. ne postoje m,n ∈ Z takvi da je Θ = 2π(m/n),

trajektorija je otvorena kriva i kretaǌe je svuda gusto (ovaj tip kretaǌa prikazan

je na slici 1.2). U suprotnom, tj. ako postoje celobrojne vrednosti m i n takve

da je Θ = 2π(m/n), trajektorija opisuje zatvorenu krivu. Specijalan sluqaj ovog

kretaǌa kada su uglovne brzine me�usobno jednake ωθ = ωr je Keplerovo kretaǌe koje

opisuje dobro poznatu eliptiqnu putaǌu.

Potrebno je dakle konstruisati odgovaraju�i sistem dejstvo-ugao promenǉivih,

takvih da transformisani Hamiltonijan H ′ zavisi samo od dejstava tj. da je

H ′(Iθ, Ir, θ, r) = h(Iθ, Ir). Imaju�i u vidu da je obrtni moment pθ nepromenǉiv, prvo

konstantno dejstvo Iθ bi�e sam obrtni moment: Iθ = pθ. Dejstvo Ir ima oblik

Ir =
1

2π
A(pr, pθ, r)

gde je A povrxina unutar zatvorene fazne krive u ravni (r, pr) za neku konstantnu

vrednost Hamiltonijana Hpθ
= const. Odgovaraju�i uglovi se lako definixu uz

uslov da je preslikavaǌe kanoniqko (matrica preslikavaǌa jednaka je jedinici).

U ovom sluqaju, dva konjugovana ugla ϕθ i ϕr nazivaju se respektivno, sredǌa anoma-

lija i argument perihela. Taqni izrazi za A kao i za uglove ϕθ i ϕr mogu se prona�i

na primer u [32] poglavǉe 1.3c.

Uobiqajen sistem dejstvo-ugao promenǉivih, koji se koristi u astronomiji su

takozvane Delonejeve (Delaunay) promenǉive: (L,G, l, g), gde dejstvo L = Ir + Iθ pred-

stavǉa orbitalnu energiju sistema, a dejstvo G = Iθ odgovara obrtnom momentu.

Hamiltonijanska funkcija H∗ u Delonejevom sistemu promenǉivih zavisi�e samo

od dejstava i bi�e:

H∗ = − (GMm)2m

2L2
= h.

napomena. Problem koji posmatramo je dvodimenzioni ravanski. U trodimen-

zionom prostornom sluqaju uvodi se jox jedna koordinata Delonejevog sistema -

dejstvo H, koje odgovara z komponenti obrtnog momenta Iθ, kao i ǌoj konjugovana

uglovna veliqina.
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2

Kvazi-integrabilni

hamiltonijanski sistemi

U prethodnoj glavi dat je pregled osnovnih karakteristika integrabilog sistema,

kojeg smo ilustrovali primerom klatna i problemom dva tela. Me�utim, realno

kretaǌe, ako izuzmemo nekoliko idealizovanih sluqajeva, skoro nikad nije inte-

grabilno. Neintegrabilnost sistema qesto se dovodi u vezu sa haotiqnim kre-

taǌem. Iako haos nema svoju egzaktnu matematiqku formulaciju, moжemo re�i da

neintegrabilan sistem generixe haotiqno kretaǌe. Ispostavilo se da se za male

vrednosti poreme�aja, kretaǌe neznatno razlikuje od integrabilnog; struktura

integrabilnih sistema opisana u poglavǉu 1.2.1 u nekom smislu opstaje, ali u

deformisanom obliku. Ovakvi, takozvani kvazi-integrabilni sistemi predstavl-

jaju centralni problem cele jedne matematiqke discipline - teorije poreme�aja, a

prema Poenkareu, centralni problem dinamike uopxte. Navex�emo ovde osnovne

definicije i osobine kvazi-integrabilnih sistema, a zatim dati kra�i opis dve

najznaqajnije teoreme hamiltonijanske dinamike, qiji se znaqaj u nebeskoj mehanici

ogleda prvenstveno u oceni stabilnosti Sunqevog sistema.

definicija Hamiltonijanski sistem je kvazi-integrabilan ako u odgovaraju�em

sistemu dejstvo-ugao promenǉivih (I, ϕ) ∈ G×Tn, gde je G ⊆ Rn otvoren skup, hamil-

tonijanska funkcija ima oblik:

H(I, ϕ) = H0(I) + εH1(I, ϕ). (2.1)
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H0(I) je integrabilna aproksimacija kretaǌa, a H1(I, ϕ) poreme�ajna funkcija.

Neintegrabilna funkcija H1(I, ϕ) generisana je nekom malom vrednox�u parametra

ε, koji se jox naziva i parametar poreme�aja.

U poglavǉu 1.2.1 je pokazano da su dejstva integrabilnog kretaǌa H0 konstantne

veliqine. Uvo�eǌem malog poreme�aja u sistem, dejstva �e ostati u nekoj okolini

svojih integrabilnih aproksimacija, odstupaju�i od svojih poqetnih veliqina za

neku malu vrednost u nekom vremenu t. Kolika su ta odstupaǌa, u kom vremenu su

validna i da li se ona razlikuju u zavisnosti od toga koji deo faznog prostora se

razmatra? Najgrubǉi odgovor dat je takozvanom a priori ocenom stabilnosti koja

se izvodi neposredno iz hamiltonijanskih jednaqina sistema (2.1):

İ = ε
∂H1

∂ϕ
(I, ϕ), ϕ̇ = ω(I) + ε

∂H1

∂I
(I, ϕ) (2.2)

odakle sledi da je:

‖I(t)− I(0)‖ ≪ const .εt (2.3)

to jest

‖I(t)− I(0)‖ ≪ 1, za vreme |t| < 1

ε
(2.4)

odakle zakǉuqujemo da (poznato) rexeǌe sistema (2.1) odstupa od realne tra-

jektorije za vrednost parametra ε u nekom jediniqnom vremenskom intervalu, tj.

odstupa od neporeme�enog kretaǌa za neku jediniqnu vrednost u vremenskom in-

tervalu koji je reda veliqine 1/ε. Da li je mogu�e dati boǉu ocenu stabilnosti

dejstava nego xto je ocena (2.4) i xta se dexava sa dejstvima posle vremena 1/ε?

Ispostavilo se da odgovor na ovo pitaǌe nije trivijalan i da ukǉuquje vrlo

sloжen matematiqki aparat. Prvi znaqajan rezultat na ovu temu dao je Andrej

Nikolajeviq Kolmogorov 1954. godine [27] pokazavxi da za dovoǉno male vred-

nosti ε, velika ve�ina torusa koja odgovara integrabilnoj aproksimaciji kre-

taǌa preжivǉava poreme�aj. Takvi, tzv. invarijantni torusi bi�e stabilni u

beskonaqnom vremenu. Kasnije Arnold [1] i Mozer ([37], [38]) iznose nexto dru-

gaqiji dokaz i proxiruju teoremu na problematiku Sunqevog sistema, te po ǌima

ova proslavǉena teorema nosi naziv - KAM teorema. Nedostatak KAM teoreme je

u tome xto ona ne daje nikakvu informaciju o rezonantnim oblastima i ǌihovim

okolinama, te je u tom smislu KAM teorema nepotpuna. Detaǉniji opis KAM

22



teoreme dat je u poglavǉu 2.1. Slede�i znaqajan rezultat o stabilnosti kvazi-

integrabilnih sistema, formulisan je u teoremi Nehoroxeva ([39], [40]), koja je

u izvesnom smislu komplementarna KAM teoremi, jer tretira ceo fazni prostor.

Restrikcije na domenu nema, ali je zato stabilnost dejstava konaqna; vreme stabil-

nosti eksponencijalno raste u odnosu na vrednost koja je obrnuto proporcionalna

vrednosti poreme�aja tj. T ∼ exp(1/ε). Pre nego xto damo pregled ovih dveju teo-

rema, navex�emo neke opxte karakteristike kvazi-integrabilnih sistema, kao i

probleme u ǌihovom rexavaǌu.

Da li postoji kanonska transformacija (I, ϕ) → (I ′, ϕ′) kojom bi se kvazi-integra-

bilni sistem H(I, ϕ) transformisao u sistem koji bi zavisio samo od dejstava

H(I ′) tj. sistem koji bi eliminacijom uglova iz hamiltonijanske funkcije bio u

potpunosti integrabilan? Odgovor na ovo pitaǌe je negativan, i obrazloжio ga

je Anri Poenkare 1892. godine u svojoj teoremi o opxtoj neintegrabilnosti [42]

pokazavxi da je, zbog velike gustine rezonantnih orbita, globalna elimininacija

uglova u sistemu nemogu�a. Ilustrova�emo ovu situaciju na kontra-primeru, na

sistemu nespregnutih harmonijskih oscilatora gde ovakva transformacija postoji.

Posmatrajmo Hamiltonijan qiji je integrabilni deo H0(I) =
∑

l=1,n ωlpl, a pore-

me�ajna funkcija zavisi samo od uglova i ima oblik

H1 =
∑

k∈Zn

cke
ik·q

gde su ck konstante i (k1, ..., kn) ∈ Zn. Lako se pokazuje da je transformacija

pl = p′l −
∑

k∈Zn

ckkl
k · ω , ql = q′l (2.5)

kanonska (da quva Poasonove zagrade) i da primeǌena na navedeni sistem daje

hamiltonijansku funkciju

H ′(p′) =
∑

l=1,n

ωlp
′
l (2.6)

koja je integrabilna. Da bi transformacija (2.5) imala smisao, potrebno je pre

svega, da red
∑

k∈Zn
ckkl

k·ω apsolutno konvergira. Prvi uslov ove konvergencije je da

za svako k ∈ Zn, k · ω 6= 0. Odnosno, frekvencije ω ne smeju da budu rezonantne.

Xtavixe, potrebno je da budu ’dovoǉno daleko’ od rezonantnih vrednosti to jest
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da ispuǌavaju tzv. diofantovski uslov:

|k · ω| > γ|k|−τ ∀k ∈ Z
n (2.7)

gde su γ i τ neke pozitivne realne vrednosti. Drugi uslov: frekvencije moraju

biti diofantovske na celom domenu faznog prostora. U navedenom primeru, gde je

integrabilni deo Hamiltonijana linearan po dejstvima, oba uslova su ispuǌena

jer su frekvencije konstantne na torusu: q̇l = ∂H/∂pl = ωl. Me�utim, u opxtem

sluqaju vrednosti ω zavise od dejstava, te drugi uslov ne�e biti ispuǌen. Za

sisteme koji ne ispuǌavaju dva navedena uslova kaжemo da su nedegenerisani i za

ǌih vaжi slede�a nejednakost:

det

(

∂ω

∂p

)

6= 0

tj.

det

(

∂2H0

∂pi∂pj

)

6= 0. (2.8)

Zbog gustine racionalnih brojeva u poǉu realnih brojeva R, uslov da frekven-

cije ne budu rezonantne, ne moжe biti zadovoǉen. Qak i ako pretpostavimo da su

frekvencije diofantovske, postoja�e neka dovoǉno mala okolina koja �e sadrжati

neku taqku p̊ takvu da je |ω(p̊) · k| = 0 za neku celobrojnu kombinaciju k. Red (2.5) u

tom sluqaju divergira i sistem (2.1) ne�e imati rexeǌe. U literaturi, ovaj prob-

lem poznat je kao problem malih imenilaca i leжi u osnovi Poenkareovog dokaza o

opxtoj neintegrabilnosti. Rad je objavǉen 1892. godine pod nazivom Les Méthodes

Nouvelles de la Mécanique Céleste.

2.1 KAM teorema

teorema Posmatrajmo kvazi-integrabilni hamiltonijanski sistem oblika:

H(I, ϕ) = H0(I) + εH1(I, ϕ). (2.9)

Pretpostavimo da je integrabilna aproksimacija H0 nedegenerativna funkcija, to

jest da vaжi det
(

∂2H0

∂Ij∂Ik

)

6= 0 i da je dejstvo I∗ ∈ Rn takvo da frekvencija ω ispuǌava
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Slika 2.1: Na levoj strani slike prikazan je fazni portret integrabilnog sistema. U

poreme�enom sistemu H0(I)+εH1(I, ϕ) torusi sa diofantovskim frekvencijama preжivǉavaju

poreme�aj, ali su pri tome deformisani i translirani za neku vrednost u odnosu na svoj

neporeme�eni original (desno). Za frekvencije koje nisu diofantovske (takve frekvencije

odgovaraju rezonantnom kretaǌu) KAM teorema ne daje ocenu stablnosti.

diofantovski uslov:

(k, ω) ≥ γ|k|−τ ∀k 6= 0, k ∈ Z
n

gde su γ ≥ 0 i τ ≥ n − 1 odgovaraju�e konstante. Tada, za dovoǉno malu vrednost

ε, Hamiltonijan (2.9) dozvoǉava postojaǌe invarijantnih torusa na kojima je kre-

taǌe kvazi-periodiqno i ima frekvencije ω. Invarijantni torus bi�e u ε okolini

odgovaraju�eg neporeme�enog torusa {(I, ϕ) : I = I∗, ϕ ∈ T
n}

Dakle, i za neki blago poreme�eni sistem koji zadovoǉava uslove teoreme, pos-

toje oblasti u faznom prostoru (invarijantni torusi) gde su dejstva stabilna u

beskonaqnom vremenu. Iako neintegrabilne u osnovi, hamiltonijanske jednaqine

ograniqene na ove toruse, ima�e rexeǌe. Torusi, nosioci invarijantnog kretaǌa,

po ovoj teoremi nazivaju se jox i KAM torusi.

Osnovna ideja dokaza KAM teoreme jeste da se za neki neporeme�eni nerezo-

nantni torus definisan dejstvima I∗ hamiltonijanska funkcija (2.9) razvije u ste-

peni red po promenǉivoj I:

25



H(I, ϕ) = 〈ω, I〉+ εA(ϕ) + ε〈B(ϕ), I〉+ 1

2
〈CI, I〉+O(I2) (2.10)

gde su A(ϕ) i 〈B(ϕ), I〉 qlanovi nezavisni i linearni po I respektivno, C je si-

metriqna matrica oblika C = [∂2H0/∂Ij∂Ik], a ostatak reda O(I2) je linearan po

ε. Napomiǌemo da je pre razvoja funkcije u red, zbog jednostavnosti, poqetak

koordinatnog sistema prostom translacijom premexten u taqku I∗. Slede�i ko-

rak, najznaqajniji i najteжi, jeste nalaжeǌe kanonske transformacije kojom bi se

Hamiltonijan (2.10) preveo u takozvanu Kolmogorovǉevu normalnu formu:

H ′(I ′, ϕ′) = 〈ω, I ′〉+O(I ′2) (2.11)

koja je integrabilna samo na invarijantnom torusu I ′ = 0. Ceo ovaj postupak po-

drazumeva kompoziciju beskonaqnog niza kanonskih transformacija, pri qemu je

neophodno dokazati da taj niz konvergira (detaǉi dokaza mogu se prona�i npr. u

[13] ili [14]).

Slika 2.1 ilustruje fazni prostor u sluqaju neporeme�enog i kvazi-integrabilnog

kretaǌa. Na levoj strani slike prikazan je integrabilan sistem qija je dinamika

opisana u prethodnoj glavi: ε = 0, dejstva I su konstantna, a uglovi ϕ su linearne

funkcije vremena. Uvo�eǌem malog poreme�aja u sistem (slika 2.1 desno), torusi

sa diofantovskim frekvencijama preжivǉavaju poreme�aj i opstaju za sve one vred-

nosti ε koje su maǌe od neke kritiqne. Za svaki pojedinaqni neporeme�eni torus

postoji odgovaraju�a kanonska transformacija kojom se hamiltonijanska funkcija

na torusu prevodi u oblik (2.11). S obzirom da je svaka od ovih transformacija

periodiqna po uglovima, nova dejstva �e biti kvazi-periodiqne funkcije uglova1.

Primetimo da su dejstva poreme�enog kretaǌa na desnoj strani slike translirane

duж prave ϕ = 0 za neku vrednost u odnosu na odgovaraju�e vrednosti na levoj

strani i da usredǌena vrednost transformisanih dejstava na datom KAM torusu

nije jednaka odgovaraju�im neporeme�enim dejstvima pre transformacije.

Intuitivno se name�e zakǉuqak da �e se pove�aǌem vrednosti poreme�aja, broj

’preжivelih’ torusa smaǌivati. Prirodu ove zavisnosti dao je Najxtad (Neishtadt)

1Akcije poreme�enog sistema nisu periodiqne funkcije uglova, jer bi to znaqilo da je kre-

taǌe rezonantno. Uslov za primenu KAM teoreme jeste upravo suprotno, nerezonantno kretaǌe

tj. diofantovske frekvencije.
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1982. godine pokazavxi da je Lebegova mera skupa KAM torusa jednaka 1 − √
ε,

tj. da teжi 1 kada ε → 0. Ova relacija se najlakxe interpretira sa aspekta

verovatno�e: verovatno�a da nasumice izaberemo taqku faznog prostora koja pri-

pada nekom KAM torusu raste i teжi 1 kad ε → 0. Ovo je naroqito znaqajno kod

fenomena difuzije, jer u sistemima sa dva stepena slobode KAM torusi pred-

stavǉaju svojevrsnu prepreku difuzionom kretaǌu. Takav sistem ima�e qetiri

dimenzije. Zbog zakona o oquvaǌu energije (Hamiltonijan je konstantan) kretaǌe

se odvija u trodimenzionom prostoru, u kojem su invarijantni torusi dvodimen-

zione mnogostrukosti. U ovom sluqaju je broj dimenzija koji je na raspolagaǌu

difuzionom kretaǌu jednak jedan. S obzirom da ’prolazak’ trajektorije kroz KAM

torus nije izvodǉiv, trajektorija �e ostati ’zarobǉena’ u me�uprostoru susednih

KAM torusa. Ovo me�utim nije sluqaj kada je broj stepeni slobode ve�i ili jed-

nak tri. Dimenzija faznog prostora u sistemu sa n stepeni slobode je 2n; zbog

konstantnosti Hamiltonijana kretaǌe se odvija u (2n − 1)-dimenzionom prostoru,

gde su smexteni torusi kao n-dimenzione mnogostrukosti. Dakle, dimenzija onog

dela faznog prostora koji nije zahva�en torusima je (2n − 1) − n = n − 1. Trajek-

torija van KAM torusa sada ima na raspolagaǌu prostor dimenzije n− 1, te KAM

torusi u ovom sluqaju ne predstavǉaju prepreku difuzionom kretaǌu.

Primer kojim ilustrujemo situaciju preuzet je iz [35]. Ako uzmemo u obzir

qiǌenicu da se invarijantni torus jednoznaqno parametrizuje frekvencijama na

torusu, tada sistem sa dva stepena slobode moжe da se predstavi pravom x = ω1/ω2.

Svaki KAM torus bi�e definisan taqkom na ovoj pravoj (leva strana slike 2.2). U

sistemu sa tri stepena slobode, KAM torus definisan je sa tri frekvencije. In-

varijantni torusi u ovom sluqaju (desna strana slike 2.2) definisani su taqkama

u ravni (ω1/ω2, ω2/ω3). U prvom sluqaju orbita je ’blokirana’ torusima, a u dru-

gom je oqigledno da KAM torusi ne predstavǉaju prirodnu prepreku difuznom

kretaǌu. Me�utim, i ova slika prikazuje idealizovanu situaciju, jer je za male

poreme�aje, skup KAM torusa do te mere gust, da je diskutabilno koliko je ovakava

difuzija zapravo realna. Vide�emo nexto kasnije da su uverǉiviji kandidati za

difuziono kretaǌe one oblasti faznog prostora koje nisu pokrivene KAM teore-

mom. Ovaj skup, komplementaran skupu KAM torusa, u literaturi figurixe pod
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Slika 2.2: Levo: U sistemu sa dva stepena slobode KAM torusi predstavǉaju svojevrsne

barikade difuzionom kretaǌu i trajektorija je ’blokirana’ torusima. Desno: U sistemu sa

tri stepena slobode, KAM torusi nisu prepreka difuzionom kretaǌu kroz prostor. Svaki

torus jednoznaqno je parametrizovan odgovaraju�om kombinacijom frekvencija, ω1/ω2 na

levoj slici, a (ω1/ω2, ω2/ω3) na desnoj i obeleжen je znakom ×.

nazivom Arnoldova mreжa, a fenomen spore haotiqne difuzije na ovom skupu po is-

tom autoru naziva se Arnoldova difuzija. Arnoldova difuzija je u izvesnom smislu,

jedna od centralnih tema ovog rada, koju detaǉnije opisujemo u poglavǉu 2.3.

2.1.1 Ilustracija KAM teoreme na primeru standardne mape

Kao xto klatno (opisano u poglavǉu 1.2.2) predstavǉa svojevrsnu paradigmu re-

zonantnog integrabilnog kretaǌa, tako i standardna mapa predstavǉa paradigmu

haotiqne dinamike jednog neintegrabilnog sistema.

Posmatrajmo hamiltonijanski sistem sa dva stepena slobode

H(p1, q1, p2, q2),

gde su (pi, qi), i = 1, 2 parovi uzajamno konjugovanih dejstvo-ugao promenǉivih. Sis-

tem je konzervativan i hamiltonijanska funkcija ima konstantnu vrednost H(p1, q1, p2,-

q2) = C. Umesto cele trajektorije, posmatramo samo ǌen presek sa nekom unapred

definisanom povrxi. Ovakve povrxi, qiji preseci sa posmatranim trajektorijama
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daju prikaz dinamiqkih karakteristika sistema, nazivaju se Poenkareove povrxi

i Poenkareovi preseci. U naxem sluqaju povrx je definisana sa q2 = 0. Tako �e

za svaki par promenǉivih (p1, q1), dejstvo p2 biti odre�eno implicitno kao jedina

nepoznata u sistemu

H(p1, q1, p2, 0) = C.

Na taj naqin, bez umaǌeǌa opxtosti, dinamika u ravni (p1, q1) odslikava dinamiku

celog prostora.

Konkretan primer, nezaobilazan kada govorimo o ovoj temi, dat je standardnom

mapom koju definixemo u ravni (p1, q1) slede�im parom jednaqina:

q′1 = q1 + p1 (2.12)

p′1 = p1 + ε sin(q′1)

Sa ciǉem da numeriqki vizuelizujemo prostor, posmatramo 20 taqaka, poqetnih

uslova, koje su ravnomerno raspore�ene duж prave q1 = 0 u intervalu p1 ∈ [−π, π].
Iteracijom mape za 1000 koraka, u staǌu smo da pratimo kretaǌe svih 20 tra-

jektorija. Jedan korak iteracije, predstavǉa vreme jednog perioda ugla q2, a is-

tovremeno i vreme izme�u dva sukcesivna prolaska trajektorije kroz ravan slike

(tj. ravan q2 = 0). Ukoliko je trajektorija na KAM torusu, sukcesivni prolasci

orbite kroz ravan (p1, q1), formira�e neprekidnu liniju. U suprotnom, tj. ako je

orbita haotiqna, uzastopni prolasci trajektorije kroz ovu ravan imaju nepravilan

oblik i vidimo ih kao sloj rasutih taqaka. Na gorǌoj levoj slici 2.3 prikazana

je situacija kada je vrednost poreme�aja mala ε = 0.3. Skoro svi poqetni uslovi

leжe na KAM torusu. Praznina u sredini slike predstavǉa rezonancu p1 = 0. Ova

praznina je donekle u saglasnosti sa teorijom, jer znamo da KAM teorema ne daje

nikakvu informaciju o rezonantnim orbitama. Tako�e, u nekim delovima umesto

na otvorenoj liniji, vidǉiv je niz maǌih eliptiqnih krivih, koje odgovaraju re-

zonancama vixeg reda. Pove�aǌem vrednosti ε, prvi KAM torus se raspada, a kao

posledica pojavǉuje se tanki haotiqni sloj u ǌegovoj okolini. Slike gore desno

i dole levo odgovaraju situaciji kada je ε = 0.7 i ε = 0.9 respektivno. Broj KAM

torusa se na ove dve slike znaqajno smaǌio. Istovremeno, haotiqna oblast zauz-

ima sve ve�i deo prostora. Svaki torus ima svoju kritiqnu vrednost ε za koju se
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Slika 2.3: Fazni portret standardne mape za razliqite verdnosti ε. U gorǌem redu domini-

raju regularne orbite na KAM torusima, jer je vrednost poreme�aja mala ε = 0.3 i ε = 0.7.

U doǌem redu ne levoj slici gde je ε = 0.9, broj KAM torusa je maǌi, a haotiqna oblast

ve�a. Na doǌoj desnoj slici, gde je vrednost poreme�aja ε = 1.2 nema nijednog preжivelog

torusa. Svih 20 trajektorija ima haotiqno ketaǌe.
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raspada. Na doǌoj desnoj slici, s obzirom da je poreme�aj veliki, ε = 1.2, nijedan

od 20 torusa nije preжiveo poreme�aj, vidǉiv je samo haos.

2.2 Nehoroxevǉeva teorema

Jedan od najznaqajnijih rezultata savremene hamiltonijanske dinamike svakako je

Nehoroxevǉeva teorema. ǋen znaqaj u astronomiji odnosi se pre svega na ocenu

stabilnosti Sunqevog sistema. Pored ovog glavnog rezultata, ispostavilo se da

postoji i tzv. geometrijski aspekt teoreme koji na vrlo ilustrativan naqin daje

opis dinamike na celom domenu faznog prostora, nezavisno od toga da li se radi

o rezonantnoj ili nerezonantnoj oblasti. U delu koji sledi, data je preciznija

formulacija teoreme, kao i kra�i opis dinamike sistema koji zadovoǉava uslove

teoreme Nehoroxeva.

Nehoroxevǉeva teorema Pretpostavimo da funkcija H0 zadovoǉava uslov str-

mosti. Tada postoje pozitivne konstante ε0, a i b sa slede�im svojstvima. Ako

je 0 < ε < ε0, tada za svako rexeǌe I(t), ϕ(t) sistema qiji je Hamiltonijan H =

H0(I) + εH1(I, ϕ) vaжi

|I(t)− I(0)| < εa ≡ ∆ (2.13)

za svaki trenutak vremena t ∈ [0, T ] gde je

T =
1

ε
exp

(ε0
ε

)b

. (2.14)

Vrednost parametara a i b zavisi�e od svojstava funkcije H0. Eksponencijalna

ocena (2.14) validna je samo ukoliko je funkcija H1 analitiqna (C∞ tj. dozvoǉava

razvoj u konvergentan red). Ako je H1 glatka funkcija (C1 ima samo izvode prvog

reda); umesto eksponencijalne, imali bismo stepenu zavisnost u izrazu (2.14), pri

qemu bi ve�i broj izvoda funkcije H1 znaqio vixi stepen ove zavisnosti. De-

jstva I(t) dakle, ne napuxtaju ∆ okolinu svojih poqetnih vrednosti, pri qemu je

otvorena mogu�nost da se one unutar ovog domena mogu kretati haotiqno. Eventu-

alno napuxtaǌe okoline ∆ mogu�e je tek po isteku vremena T . S obzirom da svaki

realan sistem ima neki svoj vek trajaǌa, a vreme stabilnosti se eksponencijalno

31



produжava smaǌeǌem parameta ε, to �e za dovoǉno male ε teorema obezbediti sta-

bilnost koja prelazi vek sistema. Upravo ovaj deo Nehoroxevǉeve teoreme je u na-

jve�oj meri doprineo ǌenoj popularnosti, jer bi ǌena primena na realno kretaǌe

mogla dati vrlo efikasnu ocenu stabilnosti u Sunqevom sistemu. Ovo je takoz-

vana praktiqna ili efektivna stabilnost. Naжalost, hamiltonijanska funkcija

sistemâ u astronomiji je izrazito degenerisana, dok teorema sa svojom ocenom sta-

bilnosti zahteva nedegenerisane sisteme. Ovaj problem je delimiqno prevazi�en

samo u okolini Lagranжevih taqaka L4, L5 i u pojedinim oblastima asteroidnog

prstena ([34], [18], [15], [17]). Nedegenerativnost sistema formulisana je u polaznoj

pretpostavci teoreme, po kojoj integrabilni deo hamiltonijanske funkcije H0 zado-

voǉava takozvani uslov strmosti. Jedan od najprostijih primera strmih funkcija

qine konveksne funkcije. Iako jednostavne u formulaciji, konveksne funkcije ipak

spadaju u najrestriktivniju klasu strmih funkcija i ovaj uslov bi vrlo texko

bio zadovoǉen u nekom realnom sistemu u astronomiji ([44], [45]). Uloga konvek-

snosti na kretaǌe sistema opisana je u poglavǉu 2.2.2. Nexto blaжu klasu str-

mih funkcija qine kvazi-konveksne funkcije. I konaqno, najopxtiji primer koji

zadovoǉava uslov strmosti su takozvane 3-struja funkcije. Da�emo ovde ǌihovu

definiciju koja je preuzeta iz [39].

2.2.1 Definicija strmih funkcija

Realna analitiqna funkcija h:

h : G → R
n

I → h(I)

gde je G ⊆ Rn otvoren i povezan skup, a u ∈ Rn

♦ je konveksna u taqki I ∈ G ako jednaqina:

∑

i=1,n

∂2h

∂Ii∂Ij
(I)uiuj = 0 (2.15)

nema drugog realnog rexeǌa osim trivijalnog u = 0.
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♦ je kvazi-konveksna u taqki I ∈ G ako sistem jednaqina

∑

i=1,n
∂h
∂Ii

(I)ui = 0

∑

i,j=1,n
∂2h

∂Ii∂Ij
(I)uiuj = 0

(2.16)

nema drugih realnih rexeǌa osim trivijalnog u = 0.

♦ zadovoǉava 3−struja uslov u taqki I ∈ G ako sistem jedaqina:

∑

i=1,n
∂h
∂Ii

(I)ui = 0

∑

i,j=1,n
∂2h

∂Ii∂Ij
(I)uiuj = 0

∑

i,j,k=1,n
∂3h

∂Ii∂Ij∂Ik
(I)uiujuk = 0

(2.17)

nema drugih realnih rexeǌa osim trivijalnog u = 0.

Napomiǌemo da su konveksne, kvazi-konveksne i 3−struja funkcije samo primeri

strmih funkcija. Prava definicija strmosti implicitna je i u izvesnom smislu

predstavǉa uopxteǌe uslova |∂H0

∂I
| ≥ g > 0 koji obezbe�uje stabilnost tipa (2.14)

u sistemima sa jednim stepenom slobode.

Neka je H0 proizvoǉna funkcija definisana na nekoj oblasti G (gde je G otvorena

mnogostrukost) euklidskog prostora Es. Afini potprostori prostora Es su ravni

proizvoǉne dimenzije. Neka je I neka taqka u G, a λ ravan koja sadrжi taqku I,

dimλ 6= 0. Oznaqimo gradijent restrikcije H0 na ravan λ sa grad(H0|λ). Mini-

malnu vrednost tog gradijenta na sferi sa centrom u taqki I radijusa η oznaqimo

sa mI,λ(η):

mI,λ(η) = min
{I′∈λ:|I′−I|=η}

|grad(H0|λ)|I′ |.

definicija Za funkciju H0 kaжemo da je strma u taqki I u ravni λ, ako postoje

konstante C > 0, δ > 0 i α ≥ 0 takve da je:

max
0≤η≤ξ

mI,λ(η) > Cξα, ∀ξ ∈ (0, δ]. (2.18)

Za konstante C i δ kaжemo da su koeficijenti, a za veliqine α da su indeksi str-

mosti.
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Oznaqimo sa Λr(I) skup svih r-dimenzionih ravni u Es koje sadrжe taqku I ∈ Es.

definicija Funkcija H0 koja ima s promenǉivih gde je s ≥ 1 je strma u taqki I,

ukoliko su zadovoǉeni slede�i uslovi.

1.) Ako je |gradH0 |I | ≥ g gde je g > 0.

2.) Kada je s ≥ 2 za svako r = 1, ..., s − 1 postoje veliqine Cr > 0, δr > 0 i αr ≥ 1

takve da je funkcija H0 strma u taqki I u svakoj ravni λ ∈ Λr(I) koja je normalna na

gradH0|I , sa koeficijentima Cr i δr i indeksima αr. Veliqine g, C1, ..., Cs−1, δ1, ..., δs−1

su koeficijenti, a α1, ..., αs−1 indeksi strmosti funkcije H0 u taqki I.

definicija Funkcija H0 koja ima s promenǉivih je strma u oblasti G sa koefi-

cijentima g, C1, ..., Cs−1, δ1, ..., δs−1 i indeksima α1, ..., αs−1 ako je ta funkcija strma u

svakoj taqki I ∈ G sa ovim koeficijentima i indeksima.

Ova posledǌa definicija obezbe�uje eksponencijalnu ocenu vremena stabil-

nosti svih rexeǌa I(t), ϕ(t) na domenu G× T s.

napomena. Poqetni uslovi (I(0), ϕ(0)) treba da budu dovoǉno daleko od granice

sistema; eksponencijalna ocena vremena T se stoga ne odnosi na neku proizvoǉno

malu graniqnu oblast domena G.

Ve� je napomenuto da parametri a i b u oceni (2.13) i (2.14) zavise od analitiqkih

svojstava funkcije H0. Taqnije, zavisi�e od indeksa strmosti αi i ǌenih koefi-

cijenata Ci i δi koje smo definisali u prethodne tri definicije. Maǌi indeksi

strmosti impliciraju ve�e vrednosti vremena T , a time i ve�u stabilnost sis-

tema. U kvazi-konveksnoj oblasti, indeksi strmosti su najmaǌi α1 = ... = αn = 1, te

su kvazi-konveksne oblasti i najstabilnije. Vrednost parametara a i b za kvazi-

konveksnu oblast u oceni (2.14) je a = b = 1/2n (Löchak [33] i Pöchel [43]).

Opxtiju ocenu parametra b za klasu strmih funkcija dao je Niderman [41] gde

je parametar b = 1/[(2n− 1)α1...αn + 1]. Xto je sistem maǌe konveksan, to su ve�i

indeksi strmosti αk. Ova zavisnost u Nehoroxevǉevom radu nije dokazana, nego je

izneta kao pretpostavka, pri qemu je sugerisano da se uticaj indeksâ i koeficije-

nata strmosti na stabilnost dejstava numeriqki ispita.

U narednoj glavi upozna�emo se sa modelom prostora 4-dimenzione mape, u kojem

se intenzitet strmosti lako podexava pomo�u parametra (m), pri qemu ovaj param-

etar direktno zavisi od koeficijenata strmosti Ck. Slede�i Nehoroxevǉevu sug-
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estiju, varijacijom ovog parametra, ispitujemo zapravo uticaj koeficijenata str-

mosti Ck na stabilnost sistema. Pre nego xto pre�emo na rezultate numeriqkih

eksperimenata, vaжno je da opixemo i takozvanu Nehoroxevǉevu strukturu pros-

tora.

2.2.2 Nehoroxevǉeva struktura

Pored eksponencijalne ocene stabilnosti koja figurixe kao ’glavni rezultat’ Ne-

horoxevǉeve teoreme, postoji i ǌen drugi, takozvani geometrijski aspekt. Is-

postavilo se da teorema na vrlo slikovit naqin opisuje dinamiqku prirodu sis-

tema. Za razliku od KAM teoreme koja tretira samo nerezonantne oblasti, Ne-

horoxevǉeva teorema daje pregled dinamike celog prostora.

Ve� je napomenuto da je polazna pretpostavka Nehoroxevǉeve teoreme da in-

tegrabilna aproksimacija H0 bude strma funkcija. Razmatramo najjednostavniji

sluqaj- da H0 bude konveksna. U razvoju kvazi-integrabilnog hamiltonijana H(I, ϕ) =

H0(I) + εH1(I, ϕ) u red, eliminacija harmonijskog qlana εH1k(I)e
ik·ϕ nekom kanon-

skom transformacijom koja je bliska identiqkom preslikavaǌu, mogu�a je samo

van neke male okoline rezonantne oblasti definisane sa k · ω(I) = 0. Tako�e, u

nedegenerativnim sistemima (a konveksni Hamiltonijani to jesu) rezonantni skup

kojeg generixu celobrojni vektori k ∈ Zn\0 je gust u poǉu Rn, zbog qega �e elim-

inacija svih rezonantnih harmonika biti nemogu�a ([42]). Nehoroxevǉeva ideja

podrazumevala je slede�e: u razmatraǌe se uzimaju samo one rezonance qiji je

red maǌi od neke kritiqne vrednosti K. Tako �e broj rezonantnih qlanova biti

konaqan. Na osnovu analitiqnosti funkcije H1 zanemareni deo RK (tj. onaj koji

sadrжi rezonance reda ve�eg od K) ne prelazi vrednost exp(−Kσ) za neko σ > 0.

Pokazano je da je gorǌa granica za K ∼ ε−
1

b . Dakle, ostatak reda bi�e eksponenci-

jalno mali u odnosu na 1/εb . Oqekuje se da su nestabilnosti sistema generisane

upravo ostatkom reda RK xto �e biti i kǉuqni argument za izvo�eǌe ocene (2.14).

Posmatramo dakle samo one harmonike qiji je red |k| < K (ima ih konaqno

mnogo). Struktura takvog prostora sa tri stepena slobode prikazana je na slici

2.4. Ravan slike definisana sa ω1/ω2 i ω2/ω3 istovremeno odslikava i prostor

dejstava, gde imamo tri dinamiqki razliqite oblasti:

35



• Nerezonantni domen je skup onih taqaka koje su dovoǉno daleko od svih re-

zonanci reda maǌeg od K. Taqnije, to je skup onih frekvencija ω takvih da

je k · ω >
√
ε, ∀|k| < K. Na slici 2.4 ovaj domen prikazan je u plaviqas-

toj boji. U nerezonantnoj oblasti mogu�e je eliminisati sve harmonijske

qlanove funkcije εH1 qiji je red maǌi od K. Transformisani Hamiltoni-

jan zavisi�e samo od dejstava i od eksponencijalno malog ostatka Rk koji

sadrжi sve qlanove reda |k| > K. Stoga �e promena dejstava u nerezonantnom

domenu biti vo�ena eksponencijalno malim qlanovima Rk koji su u principu

zanemarǉivi, te zakǉuqujemo da dejstva u nerezonantnom domenu ostaju ne-

promeǌena. U ovom domenu Nehoroxevǉeva ocena stabilnosti ima takozvani

supereksponencijalni karakter u odnosu na 1/ε (pogledati [14] i [36]).

• Domen jedne rezonance sadrжi samo jedan rezonantni qlan reda maǌeg od K

i na slici 2.4 prikazan je u beloj boji. Taqnije, isprekidana plava linija

predstavǉa rezonancu, a belom bojom oznaqena je ǌena mala okolina. Trans-

formisani Hamiltonijan �e se sastojati od jednog rezonantnog qlana reda

maǌeg od K i eksponencijalno malog ostatka Rk. Ako zanemarimo ostatak

reda Rk, Hamiltonijan je integrabilan, jer sadrжi samo jedan rezonantni

qlan, ali dejstva, a samim tim i frekvencije, ne�e vixe biti fiksirane.

ǋihova promena mogu�a je samo u jednom pravcu, takozvanom pravcu brzog

pomeraǌa koji je na slici 2.4 oznaqen strelicom. Konveksnost funkcije H0

obezbe�uje da pravac brzog pomeraǌa bude normalan na pravac rezonance.

Kretaǌe u domenu jedne rezonance vo�eno pravcem brzog pomeraǌa u nekom

trenutku stiжe u nerezonantni (plavi) domen. Me�utim, to je nemogu�e jer

su u nerezonantnom domenu dejstva nepromenǉiva. Eventualno pomeraǌe duж

same rezonance generisano je malom vrednox�u ostatka Rk, dakle eksponenci-

jalno je sporo i predstavǉa ve� pomenuti fenomen Arnoldove difuzije, kojeg

�emo detaǉnije opisati u slede�em poglavǉu.

• Domen dve rezonance je ona oblast gde Hamiltonijan ima dva rezonantna qlana

k1 i k2 reda maǌeg od K. Ova oblast nalazi se delu gde se rezonance ukrx-
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Slika 2.4: Prikaz Nehoroxevǉeve strukture u sistemu sa tri stepena slobode. Slike pred-

stavǉaju dvodimenzioni prikaz trodimenzionog prostora frekvencija. Belom bojom oznaqena

je oblast jedne rezonance, gde su pomeraǌa mogu�a samo u pravcu koji je oznaqen strelicom

(na doǌoj slici). Konveksnost odgovaraju�eg Hamiltonijana obezbe�uje da ovaj pravac bude

normalan na pravac rezonance. Dvostruke rezonance, nalaze se u ǌihovom preseku (roze),

dok plaviqasta pozadina predstavǉa nerezonantni domen. U preseku rezonanci difuzija je

haotiqna i mogu�a je i svim pravcima, a odsustvo rezonanci podrazumeva i odsustvo difuz-

ije, te �e plava oblast biti i najstabilnija.
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taju (predstavǉa rezonancu mnogostrukosti dva) i na slici 2.4 prikazana je u

roze boji. S obzirom da sada ima dva rezonantna qlana, Hamiltonijan �e biti

neintegrabilan i kretaǌe je haotiqno. Ipak, orbita ne napuxta ovaj domen.

Prelaz u nerezonantnu oblast je, kao xto je ve� objaxǌeno - nemogu�, a even-

tualni prelazak u domen jedne rezonance imao bi za posledicu samo kretaǌe

u pravcu brzog pomeraǌa. Konveksnost funkcije H0 u svakom od navedenih

sluqajeva obezbe�uje povezano kretaǌe.

Sliqan rezon primeǌuje se i na sisteme sa vixe stepeni slobode. Dakle, ako

zanemarimo mali ostatak reda Rk, svaki rezonantni domen predstavǉa zasebnu

oblast kretaǌa. Najznaqajnija pomeraǌa oqekuju se u oblasti dvostruke rezonance

(ili rezonance mnogostrukosti n− 1 u sistemima sa n stepeni slobode). Promene

dejstava u ovom domenu bi�e proporcionalne veliqini εa gde je 0 < a < 1. Vred-

nost parametra a opada sa pove�aǌem broja stepeni slobode. Tako�e, potrebno je

da vrednost K ne bude prevelika, jer u tom sluqaju ne bi ostalo mesta za nerezo-

nantnu oblast. U sluqaju konveksnih funkcija optimalna vrednost za K oceǌena

je na ε∗/εb, gde je ε∗ neka kritiqna Nehoroxevǉeva vrednost i ocena (2.14) ima

neznatno drugaqiji oblik: T ≤ t0 exp (ε
∗/ε)b za neko pozitivno t0. Situacija je dru-

gaqija ako uzmemo u obzir i mali ostatak reda Rk. Rezultat teoreme vaжi�e samo

u eksponencijalno dugim vremenskim intervalima.

Naglaxavamo opet da konveksnost funkcije H0 u ovoj konstrukciji igra kǉuqnu

ulogu, jer u oblasti jedne rezonance obezbe�uje da pravac brzog pomeraǌa bude nor-

malan na pravac rezonance. U sluqaju kada na primer H0 nije konveksna, pravac

brzog pomeraǌa bi eventualno mogao da se poklopi sa pravcem rezonance, xto

bi otvorilo mogu�nost za novi tip kretaǌa: takozvanu brzu difuziju. Rezonance

duж koje se ovakav mehanizam difuzije odvija, Nehoroxev naziva kanalima super-

provodǉivosti.

rezime: Duж rezonantne linije razlikujemo dva tipa difuzije, izrazito sporu

Arnoldovu difuziju vo�enu malim ostatkom reda Rk i fenomen brze difuzije u

sluqaju kada se rezonanca i linija brzog pomeraǌa poklope po pravcu (ovaj sluqaj

se odnosi samo na nekonveksne funkcije).

Ne smemo da izostavimo ni fenomen brze haotiqne difuzije Qirikovǉevog tipa,
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svojstven sistemima gde je vrednost poreme�aja velika u odnosu na Nehoroxevl-

jevu kritiqnu vrednost. Struktura prikazana na slici 2.4 i opisana dinamika

podrazumeva male vrednosti poreme�aja ε. U sluqaju kada je ε > ε∗, haotiqna

oblast gde se rezonance preklapaju (roze na slici 2.4 dole) sada prekriva skoro ceo

domen. Ova situacija proizvodi brzo i haotiqno kretaǌe mogu�e u svim pravcima.

S druge strane, uz paжǉiv izbor vrednosti K i poreme�aja ε nerezonantni domen

(plava oblast na slici 2.4) savrxen je kandidat za primenu KAM teoreme gde se

oqekuje stabilnost u beskonaqnom vremenu i odsustvo svake vrste difuzije.

Ukoliko je qitalac zainteresovan za jox matematiqkih detaǉa dokaza Nehoro-

xevǉeve teoreme, moжe konsultovati slede�u literaturu: [39], [33], [43], [6].

2.3 Arnoldova difuzija

Mehanizam sporog pomeraǌa dejstava duж rezonantne linije ilustrovao je Vladimir

Igoreviq Arnold 1964. godine [2] na modelu Hamiltonijana:

H(I1, I2, ϕ1, ϕ2, t) =
1

2
(I21 + I22 ) + ε(cosϕ1 − 1)[1 + µ(sinϕ2 + cos t)]. (2.19)

Ovaj sistem ima pet promenǉivih veliqina (I1, I2) ∈ R2, (ϕ1, ϕ2, t) ∈ T3 i dva

parametra ε, µ ∈ R. Primetimo da funkcija (2.19) zavisi od vremena (vreme je

cikliqna promenǉiva) te Hamiltonijan ne�e biti konzervativan.

U sluqaju kada su oba parametra jednaka nuli ε = µ = 0, sistem je integrabilan.

Sistem je integrabilan i u sluqaju kada je ε > 0, a µ = 0. Iz hamiltonijanskih

jednaqina ovog modela sledi da je İ2 = 0, ϕ̇2 = I2 = const. Uglovne promenǉive ϕ2

i t ne participiraju u dinamici takvog sistema (imaju kruжno kretaǌe nezavisno

od ostalih promenǉivih). Prostor definisan preostalim koordinatama (I1, I2, ϕ)

ima�e strukturu prikazanu na slici 2.5. Za svaku vrednost I2 = const, prepozna-

jemo dinamiqki portet klatna, qija se nestabilna hiperboliqka taqka nalazi na

pravoj I2 (druga nestabilna taqka definisana je sa I2 = const, I1 = 0 i ϕ1 = 2π).

U petodimenzionom prostoru mnogostrukost definisana sa I1 = ϕ1 = 0 i I2 = const.

ṫ = 1 predstavǉa 2-dimenzioni hiperboliqki torus koji �e imati dve jednodimen-

zione mnogostrukosti: stabilnu i nestabilnu. Na slici 2.5 ove dve mnogostrukosti
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I1

I2

φ1

Slika 2.5: Fazni prostor integrabilne aproksimacije Arnoldovog modela kada je µ = 0.

U ravnima koje su paralelne ravni (I1, ϕ1) prepoznajemo dinamiqki profil klatna. Svaka

od ovih paralelnih struktura u petodimenzionom prostoru predstavǉa jedan hiperboliqki

vlaknasti torus. Vlakna sa razliqitih torusa se me�usobno ne seku, te nema ni mogu�nosti

difuzije. Spora Arnoldova difuzija odvija se duж pravca I2 i mogu�a je tek kada je µ 6= 0.

odgovaraju gorǌoj i doǌoj grani separatrise. S obzirom da su jednodimenzione,

ove mnogostrukosti u izvesnom smislu imaju strukturu niti, vlakna. Shodno tome,

torus koji se proteжe po promenǉivoj t (promenǉiva t nije vidǉiva na slici 2.5) i

satkan je od ovakvih vlakana nazva�emo vlaknasti torus. Taqke na pravoj I2 defin-

ixu familiju vlaknastih torusa. Vaжno je ista�i da se u integrabilnom sluqaju,

vlakna (stabilne i nestabilne mnogostrukosti) sa razliqitih torusa me�usobno

ne seku, te nema ni mogu�nosti difuzije kada je µ = 0.

U sluqaju kada je µ 6= 0 sistem gubi integrabilnost. Za male vrednosti µ vlak-

nasti torusi preжivǉavaju poreme�aj. Deformacija ovih torusa dexava se najpre

u okolini hiperboliqke nestabilne taqke. Na slikama 2.6 i 2.7 gore prikazana je

stabilna mnogostrukost (obojena u жuto) u okolini hiperboliqke taqke I2 = 0 i

ϕ2 = 0 u ravni (I1, ϕ1) za ε = 0.1. Zbog boǉe preglednosti slike, nestabilne mno-

gostrukosti nisu prikazane. Ove slike dobijene su pomo�u FLI, na naqin koji je

objaxǌen u poglavǉu 2.4. Na gorǌoj slici 2.6, vrednost parametra µ = 0, sistem
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Slika 2.6: Stabilna mnogostrukost u okolini hiperboliqke nestabilne taqke (0, 0) za µ = 0

na gorǌoj slici kada je sistem integrabilan, i za dve male vrednosti µ : µ = 5 · 10−6 i

µ = 3 · 10−5 na sredǌoj i doǌoj slici. U okolini taqke (0, 0) pojavǉuju se hiperboliqke

strukture neobiqnog oblika koje su odgovorne za proces difuzije.
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je integrabilan i stabilna mnogostrukost poklapa se sa strukturom na slici 2.5

kada je I2 = const. Parametar µ je nexto ve�i na sredǌoj slici µ = 5 · 10−6, gde je

vidǉiva deformacija vlakana u okolini hiperboliqke taqke (0, 0). Amplituda ove

deformacije jox je ve�a na doǌoj slici gde je µ = 3 · 10−5. Za µ = 3 · 10−4 (slika

2.7) nepravilni oblik hiperboliqkih strukura jox je naglaxeniji, a na gorǌoj

slici 2.7 prikazana je samo stabilna mnogostrukost. Na slici 2.7 dole pored sta-

bilne, prikazana je i i ǌoj simetriqna nestabilna mnogostrukost, koja zajedno sa

stabilnom qini takozvanu homokliniqku zbrku. Ostali parametri i promenǉive

isti su kao na slici 2.6. Taqka u kojoj stabilna mnogostrukost jednog torusa seqe

nestabilnu mnogostrukost susednog torusa naziva se homokliniqka taqka.2 Delovi

stabilne (nestabilne) mnogostrukosti koji se nalaze izme�u dve uzastopne homok-

liniqke taqke nazivaju se homokliniqkim petǉama i imaju formu xkoǉke.

U sluqaju kada je µ 6= 0 vlaknaste strukture vixe nisu me�usobno paralelne,

nego se proteжu duж prave I2. Tako se vlakna sa razliqitih torusa ’mrse’, xto

otvara mogu�nost prelaza sa jednog torusa na drugi, a time i mogu�nost spore

difuzije duж prave I2. S obzirom da vlaknasti torusi sada omogu�uju prelaz sa

jednog torusa na drugi, nazva�emo ih tranzicionim torusima, a ǌihov niz koji

sadrжi homokliniqke strukture odgovorne za proces difuzije naziva se tranzi-

cioni lanac. Ilustrovani mehanizam sporog pomeraǌa dejstava duж rezonance, po

Arnoldu, naziva se Arnoldova difuzija.

Hiperboliqke strukture vidǉive na slikama 2.6 i 2.7 leжe u osnovi haotiqne

difuzije. Vreme pomeraǌa duж prave I2 ekstremno je sporo. U Arnoldovom modelu

(2.19) ono je reda veliqine exp(1/
√
µ) xto je u saglasnosti sa teorijskim rezultatom

Nehoroxevǉeve teoreme. Pored one iz originalnog Arnoldovog rada [2], zanimǉiva

ilustracija mehanizma Arnoldove difuzije moжe se prona�i u [12] ili [30].

2Ovde obe mnogostrukosti leжe na istoj rezonanci. Ukoliko stabilne i nestabilne mno-

gostrukosti pripadaju razliqitim rezonancama, ǌihove preseke nazivamo heterokliniqkim

taqkama.
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Slika 2.7: Na gorǌoj slici prikazana je stabilna mnogostrukost Arnoldovog modela u ravni

(I1, ϕ1) u okolini hiperboliqka taqke (0, 0) za vrednost µ = 3 · 10−4 i ε = 0.1. Vrednost µ je

nexto ve�a od one na slikama 2.6, pa su shodno tome i homokliniqke petǉe koje prate liniju

separatrise duжe. Pored stabilne, na doǌoj slici za isti skup parametara, dat je prikaz i

nestabilne mnogostrukosti, koja zajedno sa stabilnom, qini takozvanu homokliniqku zbrku,

odgovornu za haotiqno pomeraǌe datog sistema.
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2.3.1 Numeriqka detekcija Arnoldove difuzije

Nepunu deceniju po objavǉivaǌu Arnoldovog modela i difuzije, usledili su i prvi

pokuxaji da se ona numeriqki detektuje. Jedan od pionira u tom smislu je i Klod

Frexle koji je ranih sedamdesetih kreirao model qetvorodimenzione mape [7] koji

je kasnije, uz modifikacije, korixten i za detekciju i mereǌe procesa difuzije.

Iako Arnoldova difuzija, na originalnom modelu (2.19) nije numeriqki detek-

tovana, razvijene su numeriqke metode pomo�u kojih je detektovan i meren vrlo

sliqan mehanizam pomeraǌa dejstava duж rezonance na drugim modelima prostora

([29], [21], [22], [24], [47], [46], [48]).

Generalizacija Arnoldove difuzije ipak zahteva neku vrstu standardizacije

pojmova: Arnoldovu difuziju posmatramo kao proces eksponencijalno sporog pomeraǌa

dejstava u sistemu koji zadovoǉava hipoteze KAM teoreme i teoreme Nehoroxeva.

Preciznije, Arnoldova difuzija podrazumeva da:

i) Tretiramo iskǉuqivo kvazi-integrabilne hamiltonijanske sisteme; tj. sis-

teme qija hamiltonijanska funkcija ima oblik

H(I, ϕ) = h(I) + εf(I, ϕ) (2.20)

ili simplektiqke mape:

I = I ′ +
∂S

∂ϕ
(I ′, ϕ)

ϕ′ = ϕ+
∂S

∂I
(I ′, ϕ)

gde je funkcija S

S(I ′, ϕ) = h(I ′) + εf(I ′, ϕ)

data u sistemu dejstvo-ugao promenǉivih (I, ϕ) na nekom otvorenom i povezanom

skupu G× Tn ⊆ Rn × Tn.

ii) Funkcije f i h su takve da hamiltonijanski sistem (2.20) i simplektiqka mapa

zadovoǉavaju uslove KAM teoreme i teoreme Nehoroxeva za dovoǉno malo ε.
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Dovoǉan uslov je da f bude analitiqna funkcija (tj. da dozvoǉava razvoj u

konvergentan red) i da h zadovoǉava takozvani uslov strmosti.

iii) Posmatramo sistem samo za male vrednosti poreme�aja ε; dovoǉno male da bi

obe pomenute teoreme mogle biti primeǌene. Iz ove pretpostavke sledi da je

fazni prostor skoro u potpunosti ispuǌen skupom invarijantnih torusa K.

Svaki poqetni poloжaj u skupu K stabilan je u beskonaqnom vremenu, kao xto

je ilustrovano u poglavǉu 2.1. Nestabilnosti se oqekuju samo na skupu koji je

komplementaran skupu invarijantnih torusa K tj. na Arnoldovoj mreжi. Na

osnovu Nehoroxevǉeve teoreme znamo da ove nestabilnosti zahtevaju izuzetno

duga vremena i da se eksponencijalno produжavaju u odnosu na neki pozitivan

stepen vrednosti 1/ε.

iv) Smatramo da je kretaǌe (I(t), ϕ(t)) nestabilno, ako postoji vreme t takvo da je

‖I(t)− I(0)‖ ≥ diamG

2
. (2.21)

Ovako definisana nestabilnost ima makroskopski karakter jer tretira ceo

domen G; Teorema dozvoǉava brze lokalne oscilacije u maloj okolini poqet-

nih uslova I(0). Me�utim, u procesu difuzije koji nas zanima izlazimo iz

domena lokalnih oscilacija. Ovaj proces nije trivijalan i zahteva ekstremno

duga vremena.

v) Kaжemo da N orbita (I(t)j , ϕ(t)j), j = 1, ..., N difunduje u prostoru ukoliko

promena sredǌe kvadratne razlike dejstava u odnosu na odgovaraju�e poqetne

vrednosti u vremenu t definisana sa

S(t) =
1

N

∑

j=1,N

[I(t)j − I(0)j ]2 (2.22)

raste linearno u vremenu t. Odnosno, postoji konstanta D takva da je

S(t) ∼ Dt

za svako t. Konstantu D definixemo kao koeficijent difuzije.
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vi) Svako pomeraǌe dejstava koje zadovoǉava uslove i) , ii) i iii) nazivamo Arnoldovom

difuzijom.

2.4 Brzi indikatori ǈapunova

Brzi indikatori ǈapunova (FLI) i Nehoroxevǉeva teorema zanimǉiv su duet.

Nehoroxevǉeva teorema daje analitiqki pregled dinamike celokupnog prostora.

Istovremeno, FLI je osetǉiv na svaku promenu dinamike, omogu�uju�i tako vizueli-

zaciju Nehoroxevǉeve dinamike. Arnoldova difuzija, kao jedan od najoqekivanijih

fenomena Nehoroxevǉeve teoreme, odvija se iskǉuqivo na Arnoldovoj mreжi. Gde

i kako se Arnoldova mreжa rasprostire kroz fazni prostor, definixe rezonantni

modul k · ω = 0, k ∈ Zn u qijoj se maloj okolini nalazi tanki haotiqni sloj (samo

za malu vrednost poreme�aja haotiqni sloj je tanak). Strukturu rezonantnog mod-

ula, a istovremeno i strukturu Arnoldove mreжe, numeriqki je mogu�e detektovati

pomo�u takozvanog brzog indikatora ǈapunova.3 Iako je na poqetku primeǌivan na

kretaǌe asteroida i korixten za detekciju slabog haosa ([10], [11]), pokazalo se da

FLI vrlo precizno odslikava i strukturu Arnoldove mreжe [8]. Definicija Brzog

indikatora ǈapunova (preuzeta iz [28]) za sluqaj mape je:

Definicija: Neka je M mapa M : Rn → Rn. Tada za neki poqetni poloжaj

x(0) ∈ Rn i odgovaraju�i poqetni vektor v(0) ∈ Rn brzi indikator ǈapunova FLI

definixemo kao funkciju

FLI(x(0), v(0), t) = log ‖v(t)‖ (2.23)

gde je t ∈ Z+.

Za mapu M tangentni vektor v(t) definisan je sa:







x(t+ 1) = Mx(t),

v(t+ 1) = ∂M
∂x

(x(t))v(t).

3U daǉem tekstu koristi�emo skra�eni naziv za brzi indikator ǈapunova koji je izveden iz

engleskog jezika FLI-Fast Lyapunov Indicator .
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U sluqaju neprekidnog hamiltonijanskog toka, dinamika je odre�ena sistemom

diferencijalnih jednaqina:

dx

dt
= F (x), x = (x1, ..., xn) (2.24)

gde je F : Rn → Rn odgovaraju�a glatka funkcija. Evolucija tangentnog vektora v(t)

koji definixe FLI, za neki poqetni tangentni vektor v(0) dobija se integracijom

varijacionih jednaqina:
dv

dt
=

(

∂F

∂x

)

v. (2.25)

Podsetimo se da je ǈapunovǉev eksponent tangentnog vektora v(t) odre�en vred-

nox�u ln ‖v(t)‖/t kada t → ∞. ǈapunovǉevi eksponenti imaju pozitivnu vrednost

u sluqaju haotiqnog kretaǌa, a teжe nuli u sluqaju regularnog kretaǌa. Me�utim,

nisu u staǌu da razluqe razliqite tipove regularnog kretaǌa tj. da li je tra-

jektorija rezonantna ili leжi na KAM torusu. Drugi ’nedostatak’ bi bio taj xto

zbog svoje asimptotske prirode, karakteristiqni eksponenti ǈapunova zahtevaju

veliko raqunarsko vreme, te je texko izvesti ǌihov raqun za veliki broj poqet-

nih uslova, npr. kada mapiramo ceo prostor sa ciǉem da detektujemo strukturu

Arnoldove mreжe. Naprotiv, FLI je osetǉiviji indikator jer za navedena dva

sluqaja regularnog kretaǌa daje razliqite vrednosti.

Za svaki poqetni poloжaj (I(0), ϕ(0)) i svaki poqetni tangentni vektor (vI(0), vϕ(0))

brzi indikator ǈapunova FLI sistema H(I, ϕ) = H0(I) + εH1(I, ϕ) definixemo kao

normu tangentnog vektora v u trenutku t:

FLIt = ‖((vI(t), vϕ(t))‖. (2.26)

Postoje i modifikacije gde definixemo FLI kao supremum

FLIt = sup ‖((vI(t), vϕ(t))‖

ili sredǌu vrednost

FLIt =
1

2n

t+N−1
∑

t=t−N

‖((vI(t), vϕ(t))‖

ove norme na odgovaraju�im vremenskim podintervalima. Ove modifikacije nemaju

ve�i analitiqki znaqaj, ǌihov smisao je u eliminaciji lokalnih oscilacija, xto

je znaqajna olakxica u glomaznim numeriqkim algoritmima.
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Za hamiltonijansku funkciju H(I, ϕ) = h(I) + εf(I, ϕ), varijacione jednaqine

bi�e:
dvI
dt

= −ε ∂
2f

∂ϕ∂I
vI − ε

∂2f

∂ϕ∂I
vϕ (2.27)

dvϕ
dt

=
∂2h

∂I2
vI + ε

∂2f

∂I2
vI + ε

∂2f

∂I∂ϕ
vϕ. (2.28)

U sluqaju kada je Hamiltonijan H(I, ϕ) = h(I) + εf(I, ϕ) integrabilan (ε = 0)

vektori v bi�e:

vI(t) = vI(0), vϕ(t) = vϕ(0) +
∂2h

∂I2
(I(0))vI(0)t. (2.29)

U neintegrabilnom sluqaju, za male vrednosti ε evolucija tangentnog vektora v

oceǌuje se metodama hamiltonijanske teorije poreme�aja. Po rezultatima iz [19]

sledi da je:

1. norma tangentnog vektora v qiji su poqetni uslovi na KAM torusu:

‖vε(t)‖ = ‖∂
2h

∂I2
(I(0))vI(0)‖t+O(εαt) +O(1) (2.30)

za neko α > 0. Odavde sledi da �e svi poqetni uslovi na KAM torusu imati

pribliжno iste vrednosti FLI, oznaqimo ih sa FLIKAM .

2. norma tangentnog vektora za regularne rezonantne orbite je:

‖vε(t)‖ = ‖CΛΠ
ort
Λ vI(0)‖t+O(εβt) + tO(ρ2) +O(

√
εt) +O(

1√
ε
) (2.31)

za neko β > 0. Λort je linearni prostor ortogonalan na celobrojni skup Λ ⊆
Zn koji definixe rezonantnu mreжu (1.9) kada k ∈ Λ, dok je ΠΛ euklidska

projekcija na linearni prostor Λ. CΛ je linearni operator koji zavisi od

rezonantne mreжe Λ i poqetnih dejstava I(0). Oznaqi�emo sa FLIres vrednosti

FLI za rezonantne regularne orbite poreme�enog sistema.

Izvo�eǌa, dokazi i preciznije definicije prethodnih izraza mogu se prona�i u

[19]. Primetimo da se FLIres razlikuje od FLI za integrabilno kretaǌe i da je ta

razlika reda veliqine O(1). Taqnije, linearni operator CΛΠ
ort
Λ u izrazu (2.31) i

Hesijan ∂2h
∂I2 iz (2.30) se razlikuju za O(1) tj. CΛΠ

ort
Λ ne teжi ∂2h

∂I2 kada ε → 0. Ova
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razlika zapravo i omogu�uje da pomo�u FLI detektujemo rezonancu, jer se FLIres i

FLIKAM oqigledno sistematski razlikuju. I konaqno, FLI za haotiqne orbite ima

najve�u vrednost, jer orbita u tom sluqaju eksponencijalno divergira u odnosu na

poqetni poloжaj.

Na gorǌoj slici 2.8 prikazan je segment standardne mape (definicija ovog mod-

ela data je u poglavǉu 2.1.1). Podsetimo se da rezonantne krive na standardnoj

mapi imaju oblik elipse, otvorene linije koje se proteжu od doǌe do gorǌe ivice

slike predstavǉaju KAM toruse, a nepravilno rasute taqke u okolini rezonanci

i okolini hiperboliqke nestabilne taqke (0, 0) odgovaraju haotiqnim orbitama.

Iz svake oblasti biramo neku poqetnu vrednost za koju raqunamo FLI: (0.01, 0.0)

za haotiqnu oblast, (2.256,−0.04) na KAM torusu, i taqku ∼ (0.64, 0.0) za rezantno

kretaǌe.

Na doǌoj slici prikazana je promena vrednosti FLI za ove tri taqke za T =

1000. Poqetni tangentni vektor (vp(0), vq(0)) = (1, 0) za sve tri orbite. FLI za

haotiqnu orbitu oqigledno najbrжe raste i ima najvixu vrednost. Trajektorija

sa KAM torusa i rezonantna trajektorija imaju niжe vrednosti FLI. U skladu

sa teorijom, FLI daje razliqite vrednosti za ova dva sluqaja. Ve� posle 100-nak

koraka iteracije, jasno je da je FLIKAM > FLIres.

Qiǌenica da informaciju o prirodi orbite FLI daje ve� posle malog broja it-

eracija, znaqajna je prednost u numeriqkom smislu, jer omogu�uje da izraqunamo

vrednost FLI za veliki broj poqetnih uslova. Ako izaberemo ravnomerno ras-

pore�ene poqetne uslove na nekom dvodimenzionom intervalu ili na gridu, raqu-

naǌem FLI za svaku taqku grida otkrivamo dinamiqku strukturu faznog prostora,

ukǉuquju�i i Arnoldovu mreжu.

Noviji rezultati ukazuju na to da je FLI osetǉiv i na razliqite vrste haotiq-

nih orbita i da je mogu�e razotkriti finiju strukturu prostora unutar haotiqne

oblasti ([49], [31], [16], [23]) kao xto su na primer stabilne i nestabilne mno-

gostrukosti u rezonancama koje su prikazane na slikama 2.6 i 2.7.
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Slika 2.8: Na gorǌoj slici prikazan je segment standardne mape za ε = 0.6. Na doǌoj slici

prikazana je promena FLI za tri dinamiqki razliqite orbite na standardnoj mapi posle

1000 iteracija. Haotiqna orbita, qiji je poqentni poloжaj na mapi (0.01, 0.0), ima najbrжu

promenu. Orbita na KAM torusu (2.256,−0.04) ima ve�u rednost FLI od rezonantne qija

je poqetna vrednost ∼ (0.64, 0.0). Ve� posle nepunih 100 koraka iteracije, jasno se uoqava

razlika u ponaxaǌu FLI za ove tri orbite.

50



3

Model mape i numeriqki rezultati

ǌene dinamike

3.1 Definicija modela

Poenkareov metod preseka sa povrxima (1892) jedan je od najplodonosnijih metoda

kojim vizuelizujemo sistem sa dva stepena slobode; ne tretiramo celu trajek-

toriju, nego samo ǌene sukcesivne preseke sa datom povrxju, qime se problem re-

dukuje na dvodimenzionu mapu. Na istom principu, problem sa tri stepena slobode

(n = 3) moжe se redukovati na problem qetvorodimenzione mape. Sa ciǉem da nu-

meriqki rekonstruixemo i ilustrujemo dinamiku Nehoroxevǉeve teoreme posma-

tramo qetvorodimenzionu simplektiqku mapu φ:

φ : R2 × T
2 → R

2 × T
2,

(I1, I2, ϕ1, ϕ2) → (I ′1, I
′
2, ϕ

′
1, ϕ

′
2)

gde su (I1, I2, ϕ1, ϕ2) dejstvo-ugao promenǉive takve da je:
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ϕ′
1 = ϕ1 + I1 (3.1)

ϕ′
2 = ϕ2 − I2 +mI22

I ′1 = I1 − ε
sinϕ′

1

(cosϕ′
1 + cosϕ′

2 + c)2

I ′2 = I2 − ε
sinϕ′

2

(cosϕ′
1 + cosϕ2 + c)2

.

Integrabilna aproksimacija h odgovaraju�e hamiltonijanske funkcijeH(I, ϕ) =

h(I) + εf(I, ϕ) definisana je sa:

h(I1, I2, I3) =
I21
2

− I22
2

+m
I32
3

+ 2πI3, (3.2)

a poreme�ajna funkcija f je oblika:

f =
1

cosϕ1 + cosϕ2 + c
. (3.3)

Razvoj funkcije f u Furijeov red ima�e harmonijske qlanove svih redova qime

je obezbe�ena analitiqnost funkcije f . Promenǉiva ϕ3 konjugovana promenǉivoj I3

odgovara vremenu. Jedan korak iteracije je pun ugao promene ugla ϕ3. Parametar

ε odre�uje intenzitet poreme�aja, a parametar m odgovara intezitetu strmosti

funkcije h. Nehoroxevǉeva teorema adaptirana je na dinamiku simplektiqkih

mapa u [20].

3.1.1 Provera uslova strmosti funkcije h

Validnost triju uslova strmosti funkcije (3.2) proveravamo na osnovu odgovaraju�ih

definicija iz poglavǉa 2.2.1.

i) Konveksnost: uvrxtavaǌem funkcije h u izraz (2.15) dobijamo jednaqinu:

u21 − (1− 2mI2)u
2
2 = 0. (3.4)

koja �e imati trivijalna rexeǌa samo u oblasti gde je

1− 2mI2 < 0 ⇔ I2 >
1

2m
(3.5)
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odakle sledi da je u oblasti I2 > 1/(2m) funkcija h konveksna. U oblasti gde

je I2 < 1/(2m) uslov konveksnosti ne�e biti zadovoǉen.

ii) kvazi-konveksnost funkcije h proveravamo uvrxtavaǌem ove funckije u sistem

(2.16). Odgovaraju�e jednaqine bi�e oblika:

u21 − (1− 2mI2)u
2
2 = 0 (3.6)

I1u1 + I2(mI2 − 1)u2 + 2πu3 = 0.

Lako se pokazuje da sistem ima trivijalna rexeǌa u oblasti gde je I2 > 1/2m.

Dakle, i uslov kvazi-konveksnosti je zadovoǉen u oblasti gde je I2 > 1/2m.

iii) I konaqno, jednaqine kojima odre�ujemo 3-struja uslov funkcije (3.2) bi�e:

u21 − (1− 2mI2)u
2
2 = 0 (3.7)

I1u1 + I2(mI2 − 1)u2 + 2πu3 = 0

2mu32 = 0.

U sluqaju kada je m 6= 0, sistem ima samo trivijalna rexeǌa u = 0 i funkcija

h zadovoǉava 3-struja uslov na celom domenu G. U suprotnom, tj. kada je m =

0 sistem ne zadovoǉava nijedan od navedenih uslova strmosti (konveksnost,

kvazi-konveksnost, niti 3-struja uslov) i dinamika ovakvog sistema (m = 0)

izlazi iz koloseka spore Arnoldove difuzije (opisana je u [22]).

Iz posledǌe taqke zakǉuqujemo da parametar m ’uvodi’ strmost u sistem; ve�e

vrednosti m povlaqe ve�u strmost. Taqnije, parametar m uvodi 3-struja uslov,

ali ne i konveksnost. Na taj naqin konstruisan je model u kojem se podexava

intenzitet strmosti prostom varijacijom parametra m.

Provera konveksnosti, kvazi-konveksnosti i 3-struja uslova hamiltonijanskih

funkcija koje bi odgovarale nekom realnom sistemu, ume da bude krajǌe netriv-

ijalan zadatak. Takvo ispitivaǌe obavǉeno je u [44] i [45], gde su ispitana ova

tri uslova u oblastima faznog prostora za dve familije asteroida. Iako je ko-

rix�en uprox�en model hamiltonijanske funkcije, izrazi (2.15), (2.16) i (2.17)

ovog sistema imaju krajǌe zamrxen oblik i proteжu se na nekoliko strana.
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3.1.2 Ocena indeksa strmosti funkcije h

Po Nehoroxevu [39], indeksi strmosti (definicija indeksa strmosti data je u

poglavǉu 2.2.1) kvazi-konveksnih funkcija jednaki su jedan, a indeksi strmosti

konveksnih i strmih (3−struja) funkcija strogo su ve�i od jedan. Za funkciju h

iz koje je izvedena mapa (3.1), indekse strmosti dao je Guzzo u [24]. Bez ulaжeǌa u

analitiku dokaza, pozva�emo se na lemu iz ovog rada na osnovu koje se oni odre�uju.

lema Neka je h glatka funkcija koja zadovoǉava 3−struja uslov u taqki I. Tada se

indeksi strmosti αk odre�uju na slede�i naqin: ako je restrikcija kvadratne forme

h
′′

(I) na neki linearni prostor λ, gde je dimλ = k ortogonalna na ∇h(I) nedegener-

isana, tada je αk = 1. U suprotnom, αk = 2.

Videli smo da h zadovoǉava 3−struja uslov nedegenerativnosti u svakoj taqki

I. Tako�e, h je kvazi-konveksna u domenu gde je I2 > 1/(2m). Stoga �e za svako I2

u oblasti I2 > 1/(2m) indeksi strmosti biti α1 = α2 = 1. Za I2 ≤ 1/(2m) indekse

strmosti odre�ujemo na osnovu leme. U vektorskom obliku ∇h(I) zapisa�emo kao

(I1,−I2 + mI22 , 2π). Prostor koji je ortogonalan na ∇h(I) definisan je vektorima

(u1, u2, u3) koji zadovoǉavaju jednaqinu

(u1, u2, u3) · (I1,−I2 +mI22 , 2π) = 0 (3.8)

ili

I1u1 + (−I2 +mI22 )u2 + 2πu3 = 0. (3.9)

Restrikcija kvadratne forme h
′′

(I) na linearni prostor (3.9) ima dve sopstvene

vrednosti: 1 i −1 + 2mI2. Kada su obe ove vrednosti razliqite od nule tj. kada

je −1 +mI2 6= 0, sistem je nedegenerisan. Ako je −1 + 2mI2 = 0, odnosno I2 = 1/(2m)

sistem je degenerisan. Na osnovu leme sledi da je α2 = 2 na pravoj I2 = 1/(2m),

a α2 = 1 za I2 < 1/(2m). Tako�e, postoja�e pravci λ, takvi da su restrikcije

kvadratne forme h
′′

(I) na λ degenerisane funkcije za svako I2 ≤ 1/(2m). Stoga

�e na osnovu leme u oblasti I2 ≤ 1/(2m) indeks strmosti α1 biti α1 = 2. Na

osnovu prethodnog rezonovaǌa oznaka za strmu kvazi-konveksnu oblast u kojoj su

oba indeksa strmosti α1 = α2 = 1 je:

D11 = {(I1, I2) : I2 >
1

2m
}, m 6= 0. (3.10)
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Strmu nekonveksnu oblast gde je α1 = 2 i α2 = 1 oznaqi�emo sa:

D21 = {(I1, I2) : I2 <
1

2m
}, m 6= 0, (3.11)

a pravu I2 = 1

2m
na kojoj je sistem degenerisan, a oba indeksa strmosti α1 = α2 = 2,

oznaqi�emo sa:

D22 = {(I1, I2) : I2 =
1

2m
}, m 6= 0. (3.12)

Primetimo da su u svakoj od navedenih oblasti D11, D21 i D22 indeksi strmosti

konstantni, tj. ne zavise od parametra m, pri qemu su dinamiqka svojstva razli-

qita. Ve� je pomenuto da je sistem najstabilniji u kvazi-konveksnoj oblasti D11,

xto je numeriqki potvr�eno u [24].

3.1.3 Koeficijenti strmosti Ck i parametar m

Za razliku od indeksa strmosti, kojima je posve�eno dosta paжǌe u literaturi, ko-

eficijenti strmosti Ck (pogledati definiciju u poglavǉu 2.2.1) tj. ǌihov uticaj

na stabilnost nisu znaqajnije istraжeni. Nehoroxev se koeficijentima strmosti

bavi u radu iz 1979. godine [40], gde je pokazao da se ǌihov uticaj na stabilnost

provlaqi preko parametra ε0. Taqnije, graniqna vrednost poreme�aja ε0 za koju se

primeǌuje Nehoroxevǉeva teorema, zavisi�e od koeficijenata C1, ...Cn−1 na vrlo

zamrxen naqin preko qak 16 + 2(n− 1) razliqitih parametara. Uzmemo li u obzir

qiǌenicu da celokupna teorija poreme�aja, ukǉuquju�i prate�e mehanizme kao

xto je na primer fenomen spore Arnoldove difuzije, zapravo vaжi za male vred-

nosti poreme�aja ε, ispitivaǌe uticaja koeficijenata strmosti na ε0 svakako nije

beznaqajan istraжivaqki zadatak. Zainteresovani smo da sa numeriqkog aspekta

ispitamo uticaj koeficijenata strmosti na dugoroqnu stabilnost sistema.

U naxem modelu (3.1), parametar m zavisi od koeficijenta strmosti, C1. Ilus-

trova�emo ovu vezu u narednom delu. Posmatramo integrabilnu hamiltonijansku

funkciju (3.2) i promenǉive (I1, I2, I3) u strmom nekonveksnom domenu I2 < 1/(2m).

U prethodnom poglavǉu pokazano je da je u ovom domenu indeks strmosti α1 = 2.

Potrebno je dati ocenu odgovaraju�eg koeficijenta strmosti C1. Me�u linearnim
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prostorima λ qija je dimenzija dimλ = 1 i ortogonalni su na ∇h(I) posmatramo

onaj koji je generisan jediniqnim vektorom u takvim da je u21 − u22(1 − 2mI2) = 0 te

za svako η vaжi:

|Πλ∇h(I + ηu)| ≥ mη2|u2|3 =

= mη2

(

2π
√

8π2(1−mI2) + (I1
√
1− 2mI2 − I2(1−mI2))2

)3

odakle sledi da je:

0 < C1 ≤ m
( 2π
√

8π2(1 −mI2) + (I1
√
1− 2mI2 − I2(1−mI2))2

)3

.

Primetimo da smo u prethodnoj oceni razmatrali samo promenu malih imeni-

laca na degenerisanom pravcu kvadratne forme

h′′(I)u · u = u21 − u22(1− 2mI2) = 0.

Doǌa granica za C1 dobija se iz pravca |h′′(I)u ·u| koji nije degenerisan i ima malu

vrednost u odnosu na m|u2|3.

3.2 Arnoldova mreжa modela

Arnoldova mreжa se projektuje na prostor frekvencija u rezonantnu mreжu defin-

isanu sa:
∑

kiωi = 0, i = 1, ..., n. (3.13)

Primeǌena na Hamiltonijan h =
I2

1

2
− I2

2

2
+m

I3

2

3
+ 2πI3 jednaqina (3.13) da�e opxti

oblik rezonanci u sistemu (3.1):

k1I1 + k2(mI
2
2 − I2) + 2k3π = 0 (3.14)

koji predstavǉa familiju parabola kada k1, k2, k3 ∈ Zn. Primetimo da za m = 0

parabole u izrazu (3.14) gube kvadratni qlan i da su tada rezonance definisane

familijom pravih
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k1I1 − k2I2 + 2k3π = 0. (3.15)

Sliqno Poenkareovim povrxima i standardnoj mapi, dinamiku sistema posma-

tramo samo u ravni S

S = {(I1, I2, ϕ1, ϕ2), (ϕ1, ϕ2) = (0, 0)}

korix�eǌem svojstava brzog indikatora ǈapunova.

Za regularne trajektorije vaжi da su ili rezonantne ili su na KAM torusu.

1.) Ukoliko je neka taqka x ∈ S na rezonantnoj trajektoriji, kretaǌe je peri-

odiqno, te se svaki ponovni prolaz trajektorije kroz ravan S dexava taqno u taqki

x.

2.) Ukoliko je taqka x ∈ S na KAM torusu, kretaǌe nije periodiqno, i trajek-

torija praktiqno vixe ne prolazi i kroz taqku x.

Sledi zakǉuqak da svaka taqka ravni S na jedinstven naqin odre�uje trajek-

toriju: jedna taqka -jedna trajektorija. Ovo pravilo se me�utim ne odnosi na

haotiqne orbite. Vixe puta je pomenuto da se nestabilnosti neintegrabilnih sis-

tema za malo ε, oqekuju na skupu koji je komplementaran skupu regularnih orbita

tj. na Arnoldovoj mreжi, unutar koje postoje hiperboliqke strukture, stabilne i

nestabilne (koje smo opisali u poglavǉu 2.3), kojima se ove nestabilnosti gener-

ixu. Dakle, trajektorija sa poqetnim uslovima na Arnoldovoj mreжi u svakom

slede�em prolasku kroz ravan S moжe da se pomeri za neku malu vrednost.

S obzirom da FLI daje razliqite vrednosti za KAM/rezonantno/haotiqno kre-

taǌe, mo�i �emo da detektujemo strukturu prostora raqunaǌem FLI za svaku taqku

x na gridu poqetnih uslova iz datog segmenta ravni S.

Na taj naqin dobijene su slike 3.1 na kojima je dat prikaz rezonantne stukture

posmatranog modela, a istovremeno i struktura Arnoldove mreжe. Svaka od slika

dobijena je raqunaǌem vrednosti FLI za 500×500 taqaka ravnomerno raspore�enih

na segmentu (I1, I2) = [0, π]×[0, π]. Vreme iteracije je T = 1000, parametar c fiksiran

je na c = 3, a poqetni tangentni vektori su:

(vI1(0), vI2(0), vϕ1
(0), vϕ2

(0)) = (1, 1, 0.5(
√
5− 1), 1).
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- Taqke na hiperboliqkim strukturama rezonanci (stabilnim i nestabilnim)

imaju najve�u vrednost FLI. Na slici 3.1 ove taqke obojene su u жuto.

- Orbite na KAM torusima imaju nexto maǌu vrednost FLI. Na slikama 3.1

oznaqene su crvenom bojom.

- Rezonantne orbite imaju najniжu vrednost FLI i na slikama 3.1 bojimo ih u

tamno plavo.

Svaka od xest slika prikazuje deo ravni S za razliqite vrednosti m ili ε.

Skala boje sa vrednostima FLI data je ispod svake slike. Na svim slikama u

levoj koloni, parametar poreme�aja ima malu vrednost ε = 0.03, sistem je stabi-

lan, dominiraju regularne KAM orbite (crvena pozadina), a rezonance i ǌihova

haotiqna okolina (жuti deo) zauzimaju relativno mali deo prostora. Za ovakav

sistem kaжemo da je u Nehoroxevǉevom reжimu, gde su rezonance jasno razdvojene

(kao na slici 2.4). Na slikama u desnoj koloni parametar poreme�aja ima ve�u

vrednost ε = 0.1. Prime�ujemo ve�u dominaciju haotiqnih (жutih) orbita, kao i

da se broj KAM torusa (crveni deo) znaqajno smaǌio. Rezonance nisu jasno razd-

vojene kao na slikama u levoj koloni, nego se preklapaju i stvaraju ve�u haotiqnu

oblast. Za ovakav sistem kaжemo da je u Qirikovǉevom dinamiqkom reжimu. U

gorǌem redu parametar strmosti je m = 0. Sistem nije konveksan, taqnije ne zado-

voǉava nijedan od tri navedena uslova strmosti. Ovde se oqekuje brza difuzija

na odre�enom skupu rezonanci koje formiraju takozvanu brzu mreжu. Sluqaj kada

je m = 0 i fenomen brze difuzije numeriqki je istraжen u [22]. Primetimo da su u

ovom sluqaju rezonance prave linije definisane jednaqinama (3.15). Dve slike u

sredǌem redu imaju nexo ve�i parametar strmosti m = 0.1, xto se manifestuje na

oblik rezonanci- postaju zakrivǉene. Oblast prikazana na ove dve slike je strma

i nekonveksna, tj. pripada domenu D21. Najstrmiji sluqaj prikazan je na doǌe dve

slike gde je parametar m = 0.3 i gde je evidentno da su rezonance paraboliqkog

oblika. Tako�e, pored strmog nekonveksnog domena D21 (ispod ispekidane linije),

na slici je vidǉiv i deo strmog kvazi-konveksnog domena D11 (iznad ispekidane

linije). Granica izme�u ove dve oblasti oznaqena je жutom isprekidanom linijom

I2 = 1/2m na kojoj je, kao xto je pomenuto, sistem degenerisan. Na obe slike u don-
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Slika 3.1: Model (3.1) dobijen pomo�u FLI za 500 × 500 taqaka ravnomerno raspore�enih

na segmentu (I1, I2) = [0, π] × [0, π]. Vreme iteracije je 1000. Crvena oblast predstavǉa

stabilne orbite na KAM torusima, dok жute oblasti predstavǉaju rezonantni skup koji

istovremeno reflektuje strukturu Arnoldove mreжe. Na levim slikama vrednost poreme�aja

je mala ε = 0.03 te dominiraju regularne KAM orbite. Desne slike imaju ve�u vrednost

poreme�aja ε = 0.1 xto doprinosi ve�em broju haotiqnih orbita. Parametar strmosti na

gorǌim slikama je m = 0, u sredǌem redu m = 0.1 i m = 0.3 za doǌe dve slike xto se

reflektuje na oblik rezonanci, one postaju paraboliqne.
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jem redu, jasno razlikujemo da je kvazi-konveksni deo D11 iznad isprekidane linije

stabilniji tj. ima vixe stabilnih crvenih KAM torusa od nekonveksnog strmog

dela D21, ispod isprekidane linije. Ova razlika je nexto oqiglednija na desnoj

slici, gde je sistem haotiqniji. Doǌi par slika time potvr�uje Nehoroxevǉevu

pretpostavku o ve�oj stabilnosti kvazi-konveksnih funkcija. Pore�eǌe dinamike

u oblastima D11 i D21, za isti model objavǉeno je u [24].

3.3 Dinamika 1-1 rezonance

Rezonanca qiju dinamiku posmatramo u strmom 3−struja nekonveksnom domenu D21

odre�ena je kombinacijom k1 = 1, k2 = 1, k3 = 0 u izrazu (3.14) i ima oblik:

mI22 − I2 + I1 = 0. (3.16)

Skra�ena oznaka ove rezonance je 1−1. Promena dejstava na rezonanci odvija se po

takozvanom pravcu brzog pomeraǌa definisanog sa (k1, k2) tj. (1, 1) u naxem sluqaju.

Poloжaj prave (k1, k2) u odnosu na rezonancu zavisi�e od svojstava hamiltonijanske

funkcije h. Konveksnost funkcije h obezbe�uje da pravac brzog pomeraǌa i pravac

rezonance budu me�usobno ortogonalni. Kod nekonveksnih funkcija, postoji skup

rezonanci qiji se pravac poklapa sa pravcem brzog pomeraǌa, xto proizvodi brze

procese difuzije. U naxem sluqaju sistem je nekonveksan za m = 0, i rezonanca

(3.16) leжi na pravcu (1, 1), xto kao rezulat daje ekstremno brze procese difuzije

duж ove rezonance. Napomiǌemo da u sluqaju kada je m = 0 samo rezonanca 1− 1 i

ǌene 2π replike podrжavaju brzu difuziju formiraju�i tzv. brzu mreжu.1 Ostale

rezonance imaju spore mehanizme difuzije Arnoldovog tipa [22]. Slika 3.2 levo, na

kojoj je prikazan deo ravni (I1, I2), ilustruje ovaj sluqaj kada je m = 0. Жuta linija

koja se proteжe sredinom slike predstavǉa rezonancu 1 − 1, a pravac brzog pome-

raǌa oznaqen je strelicom. S obzirom da je kolinearna sa pravcem brzog pomeraǌa,

oqekujemo rapidnu difuziju duж ove rezonance. Nehoroxev ovakve rezonance naziva

kanalima superprovǉivosti (o kojima je bilo reqi u poglavǉu 2.2.2). Kada m raste

1Znaqaj brzih rezonanci ogleda se i u tome xto bi ǌihovo eventualno pronalaжeǌe u okolini

Zemǉe i u Sunqevom sistemu dovelo do znaqajnih uxteda energije prilikom lansiraǌa i trans-

porta svemirskih letelica.
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Slika 3.2: Za nekonveksan sistem m = 0 (levo) pravac brzog pomeraǌa oznaqen strelicom

proteжe se duж rezonance xto izaziva brzu difuziju. Za m = 0.3 rezonanca i pravac brze

difuzije gube me�usobnu kolinearnost xto se odraжava na usporeǌe procesa difuzije.

(slika 3.2 desno), rezonanca se zakrivǉuje, a pravac brze difuzije (1, 1) se ne meǌa.

Rezonanca 1 − 1 i pravac I1 = I2 tako gube kolinearnost i difuzija duж rezonance

1− 1 se usporava. Ne slici 3.2 desno parametar m = 0.3.

3.4 Algoritam za raqunaǌe koeficijenata difuzije

Analitiqki model Arnoldove difuzije za opxti sluqaj ne postoji. Stoga �emo

fenomen pomeraǌa dejstava na rezonanci posmatrati statistiqki. Taqnije, kre-

taǌe na Arnoldovoj mreжi ima�e karakter braunovskog kretaǌa. Oslaǌaju�i se

na metode preuzete iz [29], [21], [9], raqunamo koeficijente difuzije na osnovu

slede�eg algoritma.

- Na rezonanci koju posmatramo (u naxem sluqaju rezonanci 1 − 1), biramo N

haotiqnih orbita.

- Orbita je haotiqna, ako je brzi indikator ǈapunova za tu obitu ve�i od

FLI > 1.5t za neko vreme t.
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- Poqetni poloжaji trajektorija leжe u ravni

S = {(I1, I2, ϕ1, ϕ2), (ϕ1, ϕ2) = (0, 0)}

- Vrximo iteraciju mape (3.1) odre�en broj puta.

- Posmatramo vrednost sredǌeg kvadratnog odstojaǌa dejstava Ii1(t), I
i
2(t) u odno-

su na poqetne vrednosti Ii1(0), I
i
2(0), gde i = 1, ...N .

S1(t) =
1

N

∑

i=1,N

(Ii2(t)− Ii2(0))
2 + (Ii1(t)− Ii1(0))

2 (3.17)

- Linearni trend veliqine S1(t) u vremenu t definixemo kao koeficijent di-

fuzije D.

Postoji i drugi naqin za raqunaǌe D, prikladniji za duжe iteracije. Bez uman-

jeǌa opxtosti, umesto celih trajektorija, posmatramo samo restrikciju kretaǌa

na ravan S. Koeficijent difuzije D tada raqunamo kao linearni trend veliqine

S2 gde je

S2(n∆t) =
1

Mn

∑

i:|ϕi
1
+ϕi

2
|<σ

(I2(t)− I2(0))
2 + (I1(t)− I1(0))

2. (3.18)

Vreme iteracije podeǉeno je na odre�en broj podintervala ∆t. Broj orbita koji

u toku n−tog intervala pro�e kroz ravan S oznaqili smo sa Mn. Prolasci tra-

jektorija kroz ravan S odgovaraju uslovu da uglovi odgovaraju�ih trajektorija

zadovoǉavaju nejednakost |ϕi
1 + ϕi

2| < σ. Presek trajektorije i ravni S zapravo

odgovara uslovu (ϕ1, ϕ2) = (0, 0), ali s obzirom da prolaske detektujemo numeriqki,

bi�e dovoǉno da trajektorija pro�e kroz neku σ okolinu ravni S, za neko dovoǉno

malo σ.

Veliqine S1 i S2 su odraz istog fenomena i oqekuje se da daju pribliжne

vrednosti koeficijenata difuzije. Ukoliko ove dve veliqine poqnu da se ’razi-

laze’ (obiqno u sluqaju jako spore difuzije kada smo na granici taqnosti), imamo

nagovextaj da rezulat moжemo odbaciti kao nepouzdan. Stoga, ve�e razlike ovih

dvaju naqina u raqunaǌu D ujedno koristimo i kao kriterujum ocene taqnosti

koeficijenata difuzije.
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Osnovni kriterijum za ocenu taqnosti koeficijenata difuzije ipak je kvalitet

linearnog trenda promenǉivih S1 i S2 koji se dobija raqunaǌem odgovaraju�ih

koeficijenata koralcije. Xto su vrednosti koeficijenata korelacije bliжi 1, to

�e i kvalitet izraqunatih koeficijenata difuzije D biti boǉi.

3.5 Raqun koeficijenata difuzije D(ε) za fiksiranu

vrednost parametra strmosti m

Ve� smo se upoznali sa modelom prostora i qiǌenicom da parametar m direktno

regulixe intenzitet strmosti u sistemu, kao i da ve�a strmost podrazumeva brжu

stabilizaciju sistema. Tako�e, reqeno je i da se uticaj parametra m na stabi-

lizaciju odvija preko vrednosti ε0 koja je svakako jedna od kǉuqnih odrednica u

Nehoroxevǉevoj oceni vremena stabilnosti (2.14).

Varijacijom parametra m oqekujemo da se vrednost eksponencijalne funkcije

u Nehoroxevǉevoj oceni meǌa. Jedan od osnovnih zadataka teze je da tu promenu

numeriqki potvrdimo. Eksperimente izvodimo u strmoj nekonveksnoj oblasti koju

smo oznaqili sa D21. Najpre merimo difuziju za razliqite vrednosti poreme�aja

ε kada je vrednost m fiksirana. Ponavǉamo ovaj postupak za pet razliqitih vred-

nosti parametra m, oqekuju�i da se pove�aǌem parametra strmosti difuzija na

rezonanci brжe usporava.

Rezultati prvog bloka eksperimenata za pojedinaqne vrednosti m prikazani su

na slikama 3.3-3.13, a objediǌen rezultat svih koeficijenata D dat je na slici

3.14. Za svako m, interval u ε za koje raqunamo D se razlikuje. Gorǌa granica u

ε je odre�ena brzinom orbita. U takvim sluqajevima orbite vrlo brzo izlaze iz

rezonance 1 − 1 i zapoqiǌu globalnu difuziju, te je potrebno zaustaviti raqun u

trenutku kad difuzija izgubi lokalni karakter, xto je qesto nedovoǉno dug inter-

val za pouzdanu ocenu koeficijenata D. Doǌa granica za ε odre�ena je sporox�u

difuzije. Za male vrednosti ε difuzija se do te mere usporava, da je za ǌenu

detekciju potrebno jako dugo raqunsko vreme, koje je reda veliqine 109 − 1010 ko-

raka iteracije. U takvim sluqajevima je za svaki od koeficijenata D potrebno
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od nekoliko dana do nekoliko nedeǉa CPU vremena. Tako�e, za male vrednosti

ε, eventualno nagomilavaǌe grexaka zaokrugǉivaǌa moжe proizvesti pogrexan

rezultat, iako sve promenǉive figurixu u duploj taqnosti. Stoga �e koefici-

jent korelacije svakako biti presudan parametar za ocenu kvaliteta linearnog

trenda sredǌe kvadratne promene akcija tj. koeficijenta D.

Relevantni numeriqki parametri u raqunu D za svako m dati su u tabelama

3.1-3.5. U prvoj koloni data je vrednost parametra ε za koju raqunamo D. Broj

orbita N i ukupno vreme iteracije T , dati su u drugoj i tre�oj koloni respek-

tivno. Za kra�e vreme iteracije u prilici smo da izaberemo veliki uzorak, jer

veliki broj poqetnih uslova svakako daje boǉi kvalitet linearnog trenda. Me-

�utim, usporavaǌe difuzije produжava i vreme potrebno za ǌenu detekciju, te bi

veliki broj poqetnih orbita jox vixe doprineo sporom dobijaǌu rezultata. Tako

za maǌe ε biramo maǌi uzorak koji �e biti reda veliqine 100. Za svaku orbitu

koja uqestvuje u raqunaǌu D raqunamo i FLI. Minimalna i maksimalna vrednost

FLI za skup poqetnih dejstava prikazana je u naredne dve kolone, a vreme t za

koje raqunamo FLI u slede�oj koloni. Ponavǉamo, da bi orbita bila dovoǉno

haotiqna za pouzdan raqun D, potrebno je da odgovaraju�a vrednost FLI bude ve�a

od 1.5t. Iz svake od pet tabela, jasno vidimo da difuziju raqunamo samo iz orbita

koje ispuǌavaju ovaj uslov. Koeficijenti korelacije, osnovni kriterijum taqnosti

rezulata D, dati su u sedmoj koloni. Jox jedan od efekata strmosti je izmextaǌe

hiperboliqke strukture sa rezonantne parabole. Za one vrednosti m i ε za koje

je ova razlika prisutna, data je i ǌena vrednost u koloni 8. Vixe reqi o ovom

fenomenu bi�e u poglavǉu 3.7.1.

Na slikama 3.3-3.12 prikazane su promene veliqina S1 i S2 koje smo definisali u

poglavǉu 3.4 u odgovaraju�im vremenima iteracije. Linearni trend promenǉive

S1 kojeg smo oznaqili sa DEI upisan je pored odgovaraju�ih vrednosti. Pored

promenǉive S2 koja tretira restrikciju kretaǌa na ravan dejstava, tako�e je up-

isana dobijena vrednost linearnog trenda, koju smo oznaqili sa DIP . Vrednost

parametra ε data je iznad svake pojedinaqne slike, a vrednost parametra m koja je

u ovom bloku eksperimenata fiksirana, iznad odgovaraju�e grupe slika.
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Rezultat raquna koeficijenata difuzije za m = 0.001

Koeficijente difuzije kada je m = 0.001 raqunamo za 16 razliqitih ε u intervalu

ε = [9 · 10−6, 5 · 10−4]. Odgovaraju�i numeriqki parametri dati su u tabeli 3.1, a

promenǉive S1(t) i S2(t) i dobijeni koeficijenti difuzije prikazani su na slikama

3.3 i 3.4.

Posledǌe dve vrednosti D, kada je ε = 10−5 i ε = 9 · 10−6 na slici 3.4 leжe na

granici taqnosti. Ovde smo zbog boǉe preglednosti veliqine S1 i S2 prikazali

na razliqitim slikama. Na slici 3.4 zapaжamo da za ε = 10−5 difuzija poqiǌe

tek posle 4 · 108 koraka, a za ε = 9 · 10−6 posle 109 koraka iteracije. Ovaj efekat

vidǉiv je samo na doǌim slikama za ε = 10−5 i ε = 9 · 10−6 tj. iz promenǉive

S2(t), dok iz promenǉive S1(t) (sredǌe dve slike) lokalne oscilacije priguxuju

ovaj efekat, te nije bax najjasnije u kom trenutku poqiǌe difuzija. Sve vrednosti

D koje odgovaraju ε maǌem od ovih, odbaqene su.

Rezultat raquna koeficijenata difuzije za m = 0.01

U drugom bloku raqunaǌa D vrednost parametra strmosti je fiksirana na m =

0.01, a interval ε ∈ [6 · 10−5, 0.005] gde je izraqunato 19 koeficijenata difuzije.

Odgovaraju�i parametri dati su u tabeli 3.2, a promenǉive S1 i S2 na osnovu

kojih smo dobili D, na slikama 3.5 i 3.6. Za vrednosti ε koje su maǌe od 0.0005,

efekat ’beжaǌa’ hiperboliqke strukture sa rezonance postaje evidentan, te za ove

vrednosti ε razlike ∆I2 upisujemo u osmu kolonu tabele 3.2. Na prvoj slici gde

je ε = 0.005, linearni trend promenǉivih S1 i S2 odsutan je za t < 106 tj. za

t < 106 imamo samo lokalne oscilacije koje ne moжemo poistovetiti sa difuzijom.

Difuzija poqiǌe tek posle 106 iteracija, ali za t ∼ 3 · 106 neke orbite prelaze na

druge rezonance, difuzija postaje globalna, te je raqun zaustavǉen posle t = 3 · 106

iteracija.

Na slici 3.6 prikazana je promena veliqina S1, S2 i odgovaraju�i linearni

trend za ε = {0.0001, 0.00009, 0.00008, 0.00007, 0.00006}. I ovde smo zbog boǉe pre-

glednosti, S1 i S2 razdvojili na razliqite slike. Vremena iteracije su izrazito

duga, kre�u se u intervalima 109 − 1010 koraka. Tako�e, za ε = 0.00006 difuzija
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poqiǌe tek posle 2 · 108 koraka, ali u ovom sluqaju se ne radi o poqetnoj stabi-

lizaciji orbita, nego o qiǌenici da je za t < 2 · 108 difuzija sporija od one koju

smo u staǌu da merimo.

Rezultat raquna koeficijenata difuzije za m = 0.03

Za m = 0.03 izraqunata je 21 vrednost D u intervalu ε ∈ [0.0002, 0.015]. Numeriqki

parametri i rezultati dati su u tabeli 3.3 i na slikama 3.7 i 3.8. Ovde je izmex-

taǌe hiperboliqke taqke i ǌene haotiqne okoline sa rezonantne parabole ve�

izraжenije (posledǌa kolona tabele 3.3) i prisutno je za sve vrednosti ε. Svi

koeficijenti difuzije za m = 0.03 daju vrlo visok koeficijent korelacije oko 0.9,

te ovaj blok rezulata moжemo smatrati vrlo pouzdanim.

Rezultat raquna koeficijenata difuzije za m = 0.1

U tabeli 3.4 i na slikama 3.9 i 3.10 prikazani su rezulatati za m = 0.1 gde je

izraqunato 18 koeficijenata difuzije (koje moжemo smatrati pouzdanim) u inter-

valu ε ∈ [0.0006, 0.05]. Ovde su prikazane i dve ’loxe’ vrednosti koeficijenata

difuzije za ε = 0.0007 i ε = 0.0008 koje smo u tabeli oznaqili crvenom bojom. Ko-

eficijenti korelacije za ove dve vrednosti ε su 0.23292 i 0.35726, xto navodi na

zakǉuqak da linearni trend sredǌe kvadratne razlike dejstava praktiqno i nije

prisutan. Stoga ova dva rezultata odbacujemo kao nepouzdane. Odgovaraju�e slike

navode na isti zakǉuqak. Za ε = 0.0006 vremena iteracije su reda veliqine 1010.

Ovde je korelacija nexto ve�a 0.54872 pa je rezultat, iako na ivici taqnosti,

uzet u obzir. Difuzija je merena i za maǌe vrednosti ε, ali uprkos jako dugim

vremenima iteracije nije dobijen kvalitetan koeficijent D. Za m = 0.1 sadrжaj

posledǌe kolone u tabeli 3.4 ukazuje na to da je fenomen razilaжeǌa hiperboliqke

strukture i rezonance prisutan za svako ε za koje raqunamo D. Tako�e, ∆I2 se sman-

juje za maǌe ε, ali ovo smaǌeǌe je posledica suжavaǌa rezonance kada ε opada, a

ne ǌenog odstupaǌa sa ravni S za koje je odgovoran parametar m.
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Rezultat raquna koeficijenata difuzije za m = 0.3

Tabela 3.5 i slike 3.11 i 3.12 prikazuju numeriqke parametre i veliqine S1 i S2 za

m = 0.3. Mereno je D za 19 vrednosti ε u intervalu ε = [0.004, 0.1]. Zbog boǉe pre-

glednosti, na slikama 3.11 i 3.12 promenǉive S1 i S2 zasebno su prikazane. Tako�e,

za ε = 0.005 i ε = 0.004, ove dve veliqine daju (do jednog reda veliqine) razliqite

koeficijente difuzije. U konaqan rezultat uvrxten je onaj koji ima ve�i stepen

korelacije. Posledǌa tri reda u tabeli 3.5 kada je ε = {0.003, 0.002, 0.001} oznaqena

crvenom bojom daju prikaz rezulata, koji su uprkos dugom vremenu iteracije (reda

veliqine 1010), odbaqeni. Koeficijenti korelacije imaju male vrednosti: 0.19,

0.16, i 0.45 xto ukazuje na odsustvo linearnog trenda, a time i merǉive difuzije

za ovaj skup parametara. Promene S1 i S2 kada je ε = {0.003, 0.002, 0.001} date su na

slikama 3.13. Na doǌe tri slike jasno se razaznaje da linearni trend ovde nije

prisutan.
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Tabela 3.1: m = 0.001

ε N br. iter. FLImin FLImax TFLI correl.

0.0005 1000 3e6 20.26 27.90 1e5 0.96249

0.0004 1000 2e7 17.56 25.63 1e5 0.99357

0.0003 1000 2e7 15.51 22.17 1e5 0.99486

0.0002 1000 3.5e7 13.51 18.80 1e5 0.99642

0.00013 500 3e7 9.72 15.63 1e5 0.99076

0.00010 500 2.2e7 10.68 14.38 1e5 0.99112

0.00009 500 3e7 72.58 136.58 1e6 0.99218

0.00008 300 3e7 71.21 119.86 1e6 0.99404

0.00007 300 4.5e7 64.31 92.05 1e6 0.99648

0.00006 500 4e7 57.62 88.24 1e6 0.99705

0.00005 500 7e7 53.87 78.21 1e6 0.99201

0.00004 500 2e8 46.03 69.56 1e6 0.99782

0.00003 500 4e8 37.79 59.39 1e6 0.99624

0.00002 300 2e9 27.79 40.17 1e6 0.76370

0.00001 300 1.4e9 11.19 16.61 1e6 0.75454

0.000009 300 2.2e9 10.04 15.11 1e6 0.24023
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Tabela 3.2: m = 0.01

ε N br. iter. FLImin FLImax TFLI correl. ∆I2

0.005 1000 3e6 5.88 12.50 1e4 0.97355

0.004 500 7e6 54.96 81.08 1e5 0.99441

0.003 500 8e6 51.38 71.17 1e5 0.99441

0.002 500 1e7 42.34 61.37 1e5 0.99606

0.0015 500 2e7 40.29 54.40 1e5 0.98374

0.001 500 2e7 32.07 44.93 1e5 0.99742

0.0009 300 5e7 31.43 42.52 1e5 0.99546

0.0008 300 6e7 27.74 40.85 1e5 0.99108

0.0007 500 8e7 26.51 37.98 1e5 0.98246

0.0006 700 9e7 23.71 35.24 1e5 0.99150

0.0005 500 1e8 22.35 31.52 1e5 0.99313

0.0004 500 1e8 20.07 32.80 1e5 0.98385 -0.00005

0.0003 700 2e8 17.97 32.31 1e5 0.99489 -0.00005

0.0002 500 5e8 14.45 27.47 1e5 0.92104 -0.00005

0.0001 500 1.5e9 18.82 44.32 1e6 0.96098 -0.00005

0.00009 300 4e9 72.27 95.09 1e6 0.98234 -0.0001

0.00008 300 5e9 44.40 75.60 1e6 0.88142 -0.0001

0.00007 300 4.5e9 46.71 86.47 1e6 0.94902 -0.00005

0.00006 300 7.5e9 44.82 72.83 1e6 0.76317 -0.00005
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Tabela 3.3: m = 0.03

ε N br. iter. FLImin FLImax TFLI correl. ∆I2

0.015 1000 1.4e6 53.66 137.16 1e5 0.96583 -0.001

0.013 1000 4e6 66.92 110.35 1e5 0.99743 -0.001

0.01 1000 4e6 63.31 137.62 1e5 0.99750 -0.001

0.009 1000 5e6 48.61 154.31 1e5 0.99709 -0.001

0.008 1000 5e6 63.69 161.75 1e5 0.99673 -0.001

0.007 1000 5e6 63.28 151.25 1e5 0.99799 -0.001

0.006 400 5e6 66.98 150.65 1e5 0.99616 -0.001

0.005 400 7e6 61.61 140.26 1e5 0.99724 -0.001

0.004 700 8e6 66.45 128.81 1e5 0.99731 -0.001

0.003 700 1e7 59.58 108.10 1e5 0.99442 -0.001

0.002 500 2e7 53.63 92.53 1e5 0.98732 -0.001

0.0013 500 3.5e7 47.87 73.02 1e5 0.99162 -0.001

0.001 500 2.5e7 37.93 64.87 1e5 0.94147 -0.001

0.0009 500 4e7 22.43 51.35 1e5 0.90730 -0.001

0.0008 500 8e7 29.73 57.70 1e5 0.98734 -0.0005

0.0007 400 1.5e8 29.90 55.89 1e5 0.98960 -0.0003

0.0006 400 2e8 27.29 49.07 1e5 0.97332 -0.0003

0.0005 500 5e8 21.77 44.68 1e5 0.91265 -0.0003

0.0004 300 6e8 20.81 37.74 1e5 0.86412 -0.0003

0.0003 1000 8e8 16.04 31.12 1e5 0.99603 -0.0002

0.0002 200 1.2e9 12.07 25.51 1e5 0.95622 -0.0001
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Tabela 3.4: m = 0.1

ε N br. iter. FLImin FLImax TFLI correl. ∆I2

0.06 1000 1.6e5 19.42 53.61 1e4 0.99242 -0.02

0.05 1000 1.6e5 19.42 53.61 1e4 0.99242 -0.02

0.04 1000 1.2e6 21.50 46.80 1e4 0.99570 -0.02

0.03 1000 3e6 10.68 37.08 1e4 0.99652 -0.01

0.02 1000 5e6 14.48 33.89 1e4 0.99712 -0.01

0.01 1000 5e6 10.03 25.99 1e4 0.99600 -0.005

0.009 400 8e6 11.16 26.68 1e4 0.99625 -0.004

0.008 300 1e7 10.65 23.21 1e4 0.99337 -0.004

0.007 400 1.2e7 7.32 22.07 1e4 0.99329 -0.004

0.006 300 1e7 8.53 20.33 1e4 0.98680 -0.004

0.005 500 3e7 32.26 123.10 1e5 0.99369 -0.004

0.004 500 7e7 30.49 120.77 1e5 0.99443 -0.003

0.003 300 3.5e8 37.42 102.32 1e5 0.98769 -0.001

0.002 300 5e8 35.52 90.48 1e5 0.85824 -0.001

0.0013 300 1e9 31.21 72.02 1e5 0.94880 -0.001

0.001 300 1e9 30.30 66.38 1e5 0.97622 -0.0005

0.0009 300 3e9 28.54 55.74 1e5 0.77282 -0.0005

0.0008 200 4.5e9 24.32 51.70 1e5 0.23292 -0.0005

0.0007 150 2e9 23.06 46.16 1e5 0.35726 -0.0004

0.0006 300 1.6e10 17.25 35.49 1e5 0.54872 -0.00035
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Tabela 3.5: m = 0.3

ε N br. iter. FLImin FLImax TFLI correl. ∆I2

0.1 700 6e6 14.86 63.60 1e4 0.99295 -0.07

0.09 500 1e7 12.94 58.23 1e4 0.99744 -0.05

0.08 500 2e7 12.03 56.48 1e4 0.99674 -0.05

0.07 500 2e7 9.80 55.66 1e4 0.99748 -0.04

0.06 500 2e7 9.67 44.65 1e4 0.99743 -0.04

0.05 500 4e7 5.93 25.96 1e4 0.98672 -0.017

0.04 500 5e7 4.93 27.85 1e4 0.99519 -0.017

0.03 500 7e7 5.22 13.12 1e4 0.98675 -0.012

0.025 400 8e7 10.87 37.58 1e4 0.98635 -0.014

0.02 500 8e7 8.71 32.18 1e4 0.97545 -0.012

0.015 500 9e7 6.62 33.93 1e4 0.93585 -0.014

0.012 400 1.5e8 6.76 22.36 1e4 0.71118 -0.014

0.01 500 3e8 8.17 28.36 1e4 0.83688 -0.007

0.009 500 5e8 20.53 167.76 1e5 0.87752 -0.005

0.008 500 5e8 36.28 165.70 1e5 0.80572 -0.005

0.007 500 9e8 38.51 141.98 1e5 0.63629 -0.005

0.006 700 2e9 25.56 150.00 1e5 0.53119 -0.005

0.005 400 2e9 23.35 133.05 1e5 0.88855 -0.004

0.004 300 4.5e9 26.18 109.67 1e5 0.43263 -0.003

0.003 100 1.5з0 32.00 97.78 1e5 0.19323 -0.002

0.002 200 1.2з0 26.07 85.07 1e5 0.16701 -0.0012

0.001 200 1.2з0 14.20 28.65 1e5 0.45029 -0.0006
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DIP= 8.13E-011

Slika 3.9: m = 0.1
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Slika 3.10: m = 0.1
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Slika 3.11: m = 0.3
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Slika 3.12: m = 0.3
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Slika 3.13: m = 0.3
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3.6 Ocena eksponencijalnog i stepenog zakona D(ε)

Rezultate dobijene u prethodnom poglavǉu, objedini�emo u jedan. Zavisnost D od ε

je eksponencijalna, xto znamo iz Nehoroxevǉeve teoreme i xto je ve� potvr�eno u

nizu sliqnih modela ([29], [21], [22], [47]). Me�utim, nax ciǉ nije da potvrdimo ek-

sponencijalnu zavisnost koeficijenata difuzije od ε, ve� da detektujemo promenu

te zavisnosti kada m raste.2 U numeriqkom smislu, potrebno je da detektujemo

pove�aǌe parametara eksponencijalnih funkcija koje fitujemo kroz vrednosti D(ε)

za ve�e m. Ali u naxem sluqaju, gde vrednosti ε za svaki blok raqunaǌa D pokri-

vaju najvixe dva reda veliqine, moжemo sa velikom izvesnox�u pretpostaviti da

ocene ovih parametara ne mogu biti dovoǉno pouzdane za ozbiǉan rezultat (slika

3.14 gore).

Zato, umesto eksponencijalne, kroz ε−D fitujemo dve ili vixe stepenih funkcija

oblika D(ε) = A′(1/ε)B. Na logaritamskoj skali (log ε, logD), ova funkcija �e imati

oblik prave logD = A + B log ε. Dve ili vixe ovih pravih, odgovarale bi takoz-

vanom prelomǉenom stepenom zakonu. Smaǌeǌe ε, kao xto znamo usporava difuziju,

xto se na log ε− logD skali manifestuje pove�aǌem stepena B kada idemo ka niжim

vrednostima ε. S obzirom da i strmost doprinosi usporavaǌu difuzije, oqekuje

se da B raste i sa pove�aǌem m. Ciǉ nam je da numeriqkim eksperimentima ovo

oqekivaǌe i potvrdimo.

Dobijeni koeficijenti difuzije, kao i vrednosti odgovaraju�ih stepenih funk-

cija fitovanih kroz podatke prikazani su na doǌoj slici 3.14. Idu�i s leva na

desno, prvi skup podataka odgovara situaciji kada je m = 0.001. Kroz 16 dobijenih

vrednosti D na intervalu ε = [9 ·10−6, 5 ·10−4] fitovane su dve stepene funkcije kod

kojih je B0.001
1 = 2.12 i B0.001

2 = 4.51. Za m = 0.01 i 19 koeficijenata difuzije na

ε ∈ [6 · 10−5, 0.005] fitovane su tri funkcije sa stepenima B0.01
1 = 2.19 i B0.01

2 = 3.10

i B0.01
3 = 4.89. Tre�i skup podataka odgovara vrednosti m = 0.03 gde imamo 21

koeficijent difuzije na inervalu ε ∈ [0.0002, 0.015]. Koeficijenti odgovaraju�ih

stepenih funkcija su B0.03
1 = 2.01 i B0.03

2 = 4.01. Za m = 0.1 izraqunato je 18

vrednosti D u intervalu ε ∈ [6 · 10−4, 0.05]. Vrednosti B ovde su B0.1
1 = 2.55, B0.1

2 =

2Koeficijent difuzije D poistove�ujemo sa Nehoroxevǉevim vremenom stabilnosti.
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3.72 i B0.1
3 = 6.28.

Primetimo da kod funkcije qiji je stepen 6.28 podaci vidno osciluju oko fi-

tovane linije. Ove oscilacije nexto su oqiglednije na gorǌoj slici (za m = 0.1)

gde se vidi oqekivana eksponencijalna funkcija. U [24] gde je upore�ivana sta-

bilnost u oblastima D21 i D11 ovakve oscilacije su potvr�ene, ali samo u strmoj

nekonveksnoj oblasti, dok u kvazi konveksnom domenu D11, koeficijenti D prak-

tiqno leжe na fitovanoj eksponencijalnoj funkciji bez ve�ih odstupaǌa. Tako�e,

za pojedine vrednosti ε u oblasti D21 odgovaraju�i koeficijenti difuzije su maǌi

od koeficijenata D za istu vrednost ε u oblasti D11, dok za neke ε vaжi obrnuto.

Ovakav rezultat jox nema teorijsku interpretaciju, ali nas navodi na zakǉuqak

da je Nehoroxevǉeva ocena vremena stabilnosti ubedǉivija u kvazi-konveksnom

domenu D11.

I konaqno za m = 0.3, merena je difuzija za 19 vrednosti ε u intervalu ε =

[0.004, 0.1] gde su fitovane dve stepene funkcije B0.3
1 = 2.68 i B0.3

2 = 5.18. Primetimo

da je i u ovom sluqaju prisutna oscilacija koeficijenata D oko fitovane funkcije

u onom delu gde je stepen 5.18, odnosno u doǌem delu krive za m = 0.3 na gorǌoj

slici. U [24] pokazano je da je amplituda ovih oscilacija ve�a xto su vrednosti

ε maǌe.

Iz rezultata prikazanih na slici 3.14, zakǉuqujemo da su za svako m dobijene

vrlo bliske vrednosti stepenih funkcija, koje se kre�u u intrvalu od 2 do 4 ili od

2 do 6, xto daje utisak da za svako m vaжe isti ili vrlo sliqni stepeni zakoni,

suprotno oqekivaǌima. Me�utim, treba uzeti u obzir da koeficijenti difuzije

za svako m pokrivaju razliqite intervale u ε koji se pomeraju ka ve�im vrednos-

tima za ve�e m, te rezultati za razliqite vrednosti m zapravo nisu direktno

uporedǉivi3.

Delimiqno preklapaǌe u vrednostima ε imaju B0.1
1 = 2.55 i B0.3

1 = 2.68 odakle

je primetan blaжi porast veliqine B. Tako�e, delimiqno preklapaǌe u ε imaju i

stepeni B0.03
1 = 2.01, B0.1

2 = 3.72 i B0.3
2 = 5.18 gde je porast vrednosti B kada m raste

jox ubedǉiviji. Ako bismo na primer bili u prilici da proxirimo interval ε

3Razlog xto smo ograniqeni u ε intervalima je iskǉuqivo numeriqke prirode, kao xto smo

videli u prethodnom poglavǉu.
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Slika 3.14: Prikaz dobijenih koeficijenata difuzije u obliku log
10

ε − log
10

D za pet ra-

zliqitih vrednosti parametra m = {0.001, 0.01, 0.03, 0.1, 0.3}. Koeficijenti difuzije su za

svako m oznaqeni drugim simbolom. Na gorǌoj slici, kroz svaki skup podataka (za svako

fiskirano m), fitovane su eksponencijalne funkcije. Na doǌoj slici, kroz iste podatke fi-

tovali smo dve ili tri stepene funkcije oblika log10D = A+B log
10

ε, a pored svake stepene

funkcije, upisana je i odgovaraju�a vrednost stepena B.
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idu�i ka maǌim vrednostima kada je m = 0.1 ili m = 0.3 a time i nastavimo trend

uve�aǌa stepena B idu�i ka maǌim vrednostima ε, bili bismo u prilici i da ih

uporedimo na ve�im intervalima. S obzirom da bi na intervalima koji pokrivaju

male vrednosti ε reda veliqine 10−6 − 10−5 stepeni B za m = 0.1 i m = 0.3 svakako

bili ve�i od B0.1
2 ili B0.3

2 koji vaжe za ε ∼ 10−2 ali i od B0.001
1 , B0.001

2 , B0.01
2 koji se

odnose na maǌe vrednosti ε reda veliqine 10−6−10−5, zakǉuqujemo da je uve�aǌe B

za ve�e m prisutnije nego xto je vidǉivo na slici 3.14, qime je oqekivani rezulat

o efektu stabilizacije strmosti (uve�aǌe B za ve�e m) potvr�en.

3.7 Raqun koeficijenata difuzije D(m) za fiksirane

vrednosti ε

U drugom delu ovog istraжivaǌa merimo direktno uticaj parametra strmosti m

na stabilnost dejstava na rezonanci, tako xto za fiksiranu vrednost parametra

ε posmatramo funkciju D(m), pri qemu je vrednost poreme�aja ε fiksirana. Pon-

avǉamo ovaj eksperiment za dve vrednosti parametra ε: 0.001, i 0.01. Oqekuje se da

i parametar strmosti m ima neku kritiqnu vrednost mc, takvu da za m > mc uti-

caj strmosti na dinamiku postaje osetan. Opisa�emo najpre naqin na koji biramo

poqetne vrednosti, zatim prikazati modifikaciju mape i na kraju, u poglavǉu 3.7.3

dajemo konaqan rezultat raquna D(m).

3.7.1 Izbor poqetnih uslova

Da bismo imali pouzdanu procenu difuzije na rezonanci 1 − 1, potrebno je da

najpre paжǉivo izaberemo poqetne uslove. Poqetna dejstva I1 biramo tako da budu

izrazito iracionalna.4 Taqnije, biramo ih u okolini taqke:

ω1 = I1 =
π

3
√
3
∼ 0.604...

4Racionalna vrednost dejstava predstavǉa presek sa nekom drugom rezonancom. S obzirom da

se difuzija koju posmatramo odvija iskǉuqivo na rezonanci 1− 1, presek sa drugom rezonancom

otvorio bi mogu�nost ’skretaǌa’ orbita, xto bi dalo pogrexnu vrednost D.
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Slika 3.15: Odstupaǌe hiperboliqke nestabilne taqke i ǌene haotiqne okoline (жuta struk-

tura) od rezonantne parabole ∆I2 za vrednosti m u intervalu m ∈ [0, 0.4]. Poreme�ajni

parametar je ε = 0.01. U maloj okolini tanke linije koja se proteжe kroz sredinu жute

strukture izabrani su poqetni uslovi za raqun koeficijenata difuzije.

Iz jednaqine rezonance (3.16) sledi da je I2:

I2res =
1−√

1− 4mω1

2m
(3.19)

odakle sledi da je vrednost parametra m ograniqena sa:

m <
1

4ω1

∼ 0.413... (3.20)

Kako se m pribliжava graniqnoj vrednosti (3.20), to se dejstva pribliжavaju

dvostrukoj rezonanci, tj. temenu parabole I2 = 1−
√
1−4mω1

2m
, gde nemamo pravu sliku

o difuziji.

Na slici 3.15 prikazan je jox jedan od efekata strmosti. Na gridu od 1000×1000

taqaka ravnomerno raspore�enih na x i y koordinati slike, raqunate su vrednosti

FLI za 10 000 iteracija, za ε = 0.01. Ostale promenǉive su I1 = π/(3
√
3), ϕ1,2 =

0, a parametar c = 3. Za svako m жuta struktura predstavǉa haotiqnu okolinu

hiperboliqke nestabilne taqke (I1H , I2H ) koja odgovara rezonanci 1−1. Koordinata
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Slika 3.16: Koordinate imaju isto znaqeǌe kao na slici 3.15. U sluqaju kada je ε = 0.001

interval za m je nexto maǌi m ∈ [0.003, 0.1], te razilaжeǌe rezonance i parabole ne dolazi

do izraжaja. Svi poqetni uslovi za koje raqunamo D leжe na pravoj I2 = I2res − 0.0005.

y na slici predstavǉa razliku ∆I2 = I2res − I2H . Kada je ∆I2 = 0, hiperboliqka

taqka (I1H , I2H ) zajedno sa svojom okolinom leжi na paraboli mI22 − I2 + I1 = 0. Na

slici vidimo da se za m < 0.07 жuta haotiqna struktura nalazi u okolini ∆I2 = 0,

ali i da se ovo odstupaǌe pove�ava kada m raste i dostiжe vrednosti ∆I2 = 0.01

kada je m = 0.4. Stoga poqetne uslove biramo ispod rezonantne parabole na liniji

I2 =
1−√

1− 4mω1

2m
−∆.

Tanka linija koja se na slici 3.15 proteжe duж жute oblasti oznaqava, za svako

m za koje raqunamo D odgovaraju�u vrednost ∆.

U drugom bloku raqunaǌa D(m), vrednost ε je fiksirana na ε = 0.001. Slika

3.16 potpuno je analogna slici 3.15, s tom razlikom xto je ε = 0.001. Interval u

kojem raqunamo D sada je znatno maǌi m ∈ [0, 0.1], te efekat ’odmicaǌa’ rezonance

od parabole nema ve�i uticaj na izbor poqetnih dejstava. Sva poqetna dejstva I2

leжe na pravoj

I2 =
1−√

1− 4mω1

2m
− 0.0005
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koja je na slici 3.16 oznaqena tankom linijom na жutoj strukturi.

3.7.2 Transformacija koordinata

Pre nego xto pre�emo na novi blok raqunaǌa koeficijenata difuzije, primeni�emo

kanonsku transformaciju oblika (I1, I2, ϕ1, ε2) → (J1, J2, ψ1, ψ2) qiji je smisao pre-

mextaǌe nove koordinate J1 na pravac brzog pomeraǌa I1 = I2. S obzirom da nas

zanima spora difuzija Arnoldovog tipa, brze oscilacije sada su paralelne koor-

dinati J1, a time i prikrivene u naqinu na koji raqunamo D. Ovaj oblik transfor-

macije prvi put je primeǌen u [4], a kasnije i u [24]. Transformacija koordinata

�e biti oblika:

J1 = I2

J2 = I2 − I1

ψ1 = ϕ1 + ϕ2 (3.21)

ψ2 = −ϕ1

i mapa (3.1) prelazi u oblik

ψ′
1 = ψ1 − J2 +mJ2

1

ψ′
2 = ψ2 + J2 − J1

J ′
1 = J1 − ε

sin(ψ′
1 + ψ′

2)

(cos(ψ′
1 + ψ′

2) + cos(ψ′
2) + c)2

(3.22)

J ′
2 = J2 − ε

sin(ψ′
1 + ψ′

2) + sinψ′
2

(cos(ψ′
1 + ψ′

2) + cos(ψ′
2) + c)2

.

Difuziju posmatramo i merimo na rezonanci

J2 = mJ2
1

s tim xto je izraz za raqun koeficijenata DJ nexto drugaqiji. Difuziju oceǌujemo

kao sredǌe kvadratno odstupaǌe dejstva J2 u odnosu na poqetne vrednosti, odnosno

kao linearni trend veliqine definisane sa

∑N
j=1 |Jj

2 (t)− Jj
2 (0)|2

N
∝ DJ t. (3.23)
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Brze lokalne oscilacije na pravcu brze difuzije, koje qesto umeju da priguxe pro-

ces spore difuzije Arnoldovog tipa, sada nisu prisutne, jer su paralelne dejstvu

J1, a difuziju merimo samo iz J2. Ostatak algoritma za raqunaǌe D potpuno je

analogan onom koji je opisan u poglavǉu 3.4.

3.7.3 Koeficijenti D(m)

Ovaj eksperiment je pokazao na koji naqin vremena stabilnosti, odnosno koefici-

jenti D zavise od parametra strmosti m. Ponavǉamo da je ova veza razmatrana u

Nehoroxevǉevom radu iz 1979. gde je pokazano da kritiqna vrednost ε za koju vaжe

rezultati Nehoroxevǉeve teoreme zapravo zavisi od koeficijenata strmosti Ck.

Tako�e, pokazano je [46] da u modelu (3.1) ovi koeficijenti zavise od parametra

strmosti Ck ∼ m. Dakle, kao xto ε ima neku kritiqnu vrednost ε0 takvu da se

Nehoroxevǉeva ocena o vremenu stabilnosti odnosi samo za one vrednosti ε koje

su maǌe od ove kritiqne, oqekuje se da �e je imati i nax parametar m. Izvedena

su dva numeriqka eksperimenta, gde smo posmatrali direktnu zavisnost D(m) pri

qemu je parametar ε fiksiran. Ovaj raqun ponovǉen je za dve vrednosti ε = 0.01 i

ε = 0.001.

Rezultat za ε = 0.01

Za 89 razliqitih vrednosti parametra m u intervalu m ∈ [0.015, 0.4] raqunamo ko-

eficijente difuzije u sistemu koordinata (J1, J2, ϕ1, ϕ2), na naqin koji je opisan u

prethodnom poglavǉu. Vrednost ε je fiksirana na 0.01. Gorǌa granica ovog in-

tervala 0.4, odre�ena je prisustvom dvostruke rezonance, kao xto je objaxǌeno u

poglavǉu 3.7.1, gde je opisan i naqin na koji su izabrani poqetni uslovi. Koefi-

cijente D raqunamo za skupove od 300 do 105 orbita, a ǌihovu difuziju posmatramo

u vremenima koja se kre�u od 104 do 109 koraka iteracije. Dobijeni koeficijenti

difuzije prikazani su na gorǌoj slici 3.17. Primetimo da se za m < 0.1 (vredno-

sti ve�e od 1 na x koodinati) koeficijenti D skoro ne meǌaju. ǋihove vrednosti

kre�u se oko 10−10, odnosno parametar m u ovom intervalu praktiqno i ne utiqe

na brzinu difuzije.
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Slika 3.17: Koeficijenti D kao funkcija parametra m za fiksirano ε = 0.01 na gorǌoj

slici i za ε = 0.001 na doǌoj slici. Prime�ujemo ubedǉiv pad vrednosti D za m > 0.1 kada

je ε = 0.01 i za m > 0.03 kada je ε = 0.001. Obe slike date su u logaritamskim skalama, a

odgovaraju�i numeriqki parametri kao xto su vremena iteracije i broj poqetnih dejstava

za koje raqunamo D prikazani su u gorǌem desnom uglu slike.
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Jasan prelaz u novi reжim dexava se kada je m > 0.1 (vrednosti maǌe od 1 na

x koodinati). Primetimo da se vrednosti D meǌaju za skoro pet redova veliqine,

dok se promenǉiva m promenila maǌe od jednog reda veliqine, te zakǉuqujemo da

promena D(m) za m > 0.1 postaje ubedǉivo eksponencijalna. Vrednost eksponenta

ove funkcije nije oceǌena zbog qinenice da je interval u m nedovoǉno veliki za

ǌegovu pouzdanu ocenu.

Rezultat za ε = 0.001

Za 170 razliqitih vrednosti parametra m u intervalu m ∈ [0.003, 0.1] izraqunati

su koeficijenti D. Vrednosti parametra poreme�aja fiksirane su na ε = 0.001.

Ovde smo ograniqeni u m, ne zbog blizine dvostruke rezonance, nego zbog sporosti

difuzije koja je za m > 0.1 skoro na granici merǉivosti. Broj poqetnih uslova

kre�e se od 100 do 105, a vremena iteracije od 105−109 koraka. Rezultat ovog raquna

prikazan je na doǌoj slici 3.17. I ovde prime�ujemo vrlo sliqno ponaxaǌe D kao

na gorǌoj slici kada je ε = 0.01. Kada je m maǌe od 0.03 koeficijenti D su kvazi-

konstantni, kre�u se izme�u 10−12 − 10−13. Jasnu promenu u vrednostima D vidimo

za m > 0.03, odnosno vrednostima maǌim od 1.5 na x koordinati doǌe slike 3.17.

Podudarnost stepenih zakona D(ε)

Preklopimo li odgovaraju�om translacijom dve dobijene krive D(m) za ε = 0.01

(tj. krivu na slici 3.17 gore) i D(m) za ε = 0.001 (kriva na slici 3.17 dole), dobi-

jamo skoro potpunu podudarnost ovih dveju funkcija (slika 3.18). Zelena linija

provuqena je kroz podatke D0.01(m), a crna kroz D0.001(m), pri qemu je zelena linija

translatorno pomerena za 0.59 po x koordinati i za 2.15 duж y koordinate. U [46]

raqun koeficijenata difuzije ponovǉen je i za tre�u fiksiranu vrednost parame-

tra poreme�aja, za ε = 0.0001. Ispostavilo se, da se i tre�a kriva, provuqena kroz

D0.0001(m), skoro u potpunosti preklapa sa dvema krivama na slici 3.18.

Dakle, zavisnost brzine difuzije od intenziteta strmosti je u izvesnom smislu

nezavisna od vrednosti poreme�ajnog parametra, xto nas navodi na zakǉuqak da

strmost ne utiqe znaqajno na stabilizaciju u intervalima gde je ǌen intenzitet
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Slika 3.18: Odgovaraju�om translacijom preklopili smo dve krive provuqene kroz D za ε =

0.01 i D za ε = 0.001. Dobijena slika ukazuje na to da promena koeficijenta difuzije u odnosu

na parametar m, D(m) ima isti karakter za obe vrednsoti ε, te zakǉuqujemo da je uticaj

parametra strmosti na stabilnost akcija nezavisan od parametra ε, i da u izvesnom smislu

ima opxti karakter. Analitiqko objaxǌeǌe ovakvog rezultata nije trivijalan zadatak i

zahteva novi pristup dokazu Nehoroxevǉeve teoreme.

maǌi. Me�utim, posle neke kritiqne vrednosti (mc), uticaj strmosti na stabi-

lizaciju dejstava ima praktiqno eksponencijalan karakter. Podudarnost krivih

koju vidimo na slici 3.18 nije bila oqekivana. ǋeno teorijsko objaxǌeǌe ne pos-

toji, ali svakako otvara mogu�nost nekom budu�em istraжivaqkom zadatku, qiji �e

rezulat baciti novo svetlo na znaqaj Nehoroxevǉeve teoreme i ǌene eventualne

primene na dinamiku realnih sistema.
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Zakǉuqak

Ispitan je model prostora dat u obliku qetvorodimenzione strme simplektiqke

mape sa ciǉem da se potvrde stabilizacioni efekti strmosti u skladu sa Nehoro-

xevǉevom teoremom.

Analitiqkim putem ispitan je domen celog prostora dejstava i odre�ene su

one oblasti u kojima je sistem konveksan, kvazi-konveksan ili zadovoǉava 3-struja

uslov. Ceo prostor je mapiran pomo�u brzog indikatora ǈapunova, qime je de-

tektovana struktura Arnoldove mreжe. Upore�uju�i strmu nekonveksnu i strmu

kvazi-konveksnu oblast, zakǉuqili smo da je sistem stabilniji u strmoj kvazi-

konveksnoj oblasti, qime je potvr�ena Nehoroxevǉeva pretostavka o ve�oj stabil-

nosti kvazi-konveksnih funkcija. Na rezonanci 1-1 merena je promena stabilnosti

dejstava za razliqite uslove poreme�aja i razliqite intenzitete strmosti. Oteжa-

vaju�a okolnost u ovom istraжivaǌu bila je izrazita sporost Arnoldove difuzije,

koja zahteva jako duga raqunska vremena, zbog koje je qesto rezultat bio na ivici

taqnosti. Iz tog razloga, taqna ocena vrednosti eksponencijalnog zakona D(ε) u

prvih pet eksperimenata nije data. Rezultat ipak navodi na zakǉuqak o prirodi

promene sistema tj. o ǌegovom usporeǌu prouzrokovanim pove�aǌem strmosti.

Ovde je me�utim otkriveno da funkcija D(ε) na izvestan naqin osciluje oko pred-

vi�enih vrednosti, xto je nov i neoqekivan rezultat koji jox uvek nema teorijsko

objaxǌeǌe. U drugom delu numeriqkoh eksperimenta o difuziji, merena je zav-

isnost D(m) za fiksirane vrednosti poreme�aja ε. Pokazano je da se Arnoldova

mreжa drugaqije ’ponaxa’ sa pove�aǌem intenziteta strmosti. U izboru poqetnih

vrednosti, detektovano je blago odmicaǌe rezonance sa rezonantne parabole za

ve�e intenzitete strmosti. Rezultati raquna D(m) pokazali su dvojako ponaxaǌe.

Za maǌe vrednosti m, brzina difuzije ne zavisi od m, dok u jednom trenutku, posle

neke kritiqne vrednosti mc, ta zavisnost postaje eksponencijalna. Ista priroda

ove funkcije detektovana je u dva razliqita eksperimenta za dve fiksirane vred-

nosti ε. Xtavixe, ispostavilo se da u oba sluqaja promena D(m) ima identiqno

ponaxaǌe, xto navodi na zakǉuqak da uticaj parametra strmosti na stabilnost

dejstava u izvesnom smislu ima opxti karakter, nezavisan od ostalih parametara
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u sistemu. Detaǉnije analitiqko objaxǌeǌe ovog posledǌeg rezultata svakako je

jedan od budu�ih zadataka u interpretaciji Nehoroxevǉeve teoreme.

96



Bibliografija

[1] Arnold V.I., Proof of a theorem by A.N. Kolmogorov on the invariance of quasi-periodic

motions under small perturbations of the Hamiltonian. Russ. Math. Surv., 18, 9, 1963.

[2] Arnold V.I., Instability of dynamical systems with several degrees of freedom. Sov. Math.

Doklady, 5, 342355, 1964.

[3] Arnold V. I., Mathematical Methods of Classical Mechanics, Springer-Verlag New York,

1978.

[4] Benettin, G. and Gallavotti, G., Stability of motions near resonances in quasi-integrable

Hamiltonian systems, Journal of Statistical Physics Volume 44, Numbers 3-4, 293-338,

1985.

[5] Benettin, G. The elements of Hamiltonian perturbation theory, Hamiltonian Systems

and Fourier Analysis: New Prospects For Gravitational Dynamics, Cambridge Scientific

Publishers Ltd, 2004.

[6] Benetin, G., Galgani, L. and Giorgilli, A., A proof of Nekhoroshev’s theorem for the

stability times in nearly integrable Hamiltonian systems Celestial Mechanics, 37, 1-25,

1985.

[7] Froeschlé, C., Numerical Study of a Four-Dimensional Mapping, Astronomy and Astro-

physics, Vol. 16, p. 172, 1972.
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[29] Lega E., Guzzo M. and Froeschlé, C., Detection of Arnold diffusion in Hamiltonian sys-

tems, Physica D, vol. 182, p. 179-187, 2003.

99
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