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C., UVOD

0.0, Ovai rad sastojli se iz slededih delovar

¢, Uvod

l., Osnovnl pojmovi

2. Neke osobine Booleovih funkcija koje duvaju konstante
nad konadnim Booleovim algebrama

Se Heke osobime monotonih Booleovih funkeija nad konadnim
Booleovim aigebrama | .

4., Primena monotonih Booleovih funkcija u istraZnoj teo-
rijl |

5. Neki nerefeni problemi i mogude generalizacije

6. Bibliografija

O.1ls U prvom poglavlju date su definicije osnovnih pojmova

iz oblasti Booleove algebre i te0rije Booleovih funkecija., Za-
tim su navedeni bez dokaza, ?ezultati kaji‘pradstavljaju 08NG=
vyni fond znanja iz tih ablaéti i1 sa kojiima se daljé operise u
Gvam.ra&u,

U delu koji se ﬁdnﬁai na Booleove funkeiia date su defi~
niclaa Bonl&avih funkeija, prostih Booleovih funkcija i logilm
kih funkamja. Definicije votilu ad.Rudeanua ([ﬁé}}, koji je,
ustvari, prvi naéea da pravi razliku izmedu nnjmcva Booleave
funkeciije i ypreste Booleove funk@ije u IBT] Posgebrnio Jje istaknu-
ta uloga funkeiija nad dve-elementnom Booleovonr algebrom, koje
su ovde definisane kao logicke funkeije,‘taka&e prema Rudeanuu

(truth functions). U ovom radu to je bilo i nuZno, s obzirom



s se u 2. 1 3, poglaviju koristi vektaxaﬁi model konadlnil
Booleovin aléebri t3 komvonentna renrezentacijs Dooleovih Punic
cija, naine, Booleove funkeije nad konalnom Booleovom Alrebro
koja ima q atoma predstavijaju se kao uredene n-torke logickilr

funkeija. -

0.2, U drugom noglavliu se, kori&cenijem komuponentne renrezéen-

tacije, dokaszuju neke osobine Booleovih funkcija koje Suvaiu
xongstante nad konadnim Booleovim algedbrama, Pokazuje se da sam
ma Sinjenica da su f(O;C,.q.,O) i F(1,1,00091) unoredivi u od=
nosu na relaciju == povlali interesantne posledice za Booleovu
funkeliju f(xl,xg,.f.,#n); ¥a osnovu &akazamih teorema, dobiia
se niz nosledica, koje se o&noaé na hroj Rooleovil funkelja
roje &uvaju sve elemente intervala, ma broj prostih Booleovih

funkeija i na niithovu klasifikaciju

Owde U trecem asoglavlju ﬁakazuwu se neke osobine monotonih

Bacleﬁvih funkecija, Data su ugnmtpnﬂa.neaih teorema, ¥ole gu
za slulaj jedne ﬁromenljlve, dokagall Soacnaﬂlglma i Andreoli.
Pokazanﬂ ie, takode, da se kariﬁnﬁniem xomponentne reprezenta-
cije, mogu olaksati dakazi nekih veé poznatih teorema,

Posebno su, za logicke monotone funkeije, definisani nel¥l
novi péjﬁﬁvi: profil, nivo, hocogenost, odgovarajuda mateies
itd, Dokazane su neke osobine tih funkeija a dohidfene su i no-

atedice kcie se odnose na hroj howogenih monatonih loolfkih

“

0.4, 1 Betvrion nozlavliu nokamane je da su monotone toridhke

funknije osrivodno sredstvo za trefiranje nekih problema isire

*ne teorije, jedne relativio nove abhlasti teoride informacije.
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Y¥adondtiil wroblenm toga tiva svedli se na problan identi{dlos-
cide horogene wonotone lomidke funkeije dator proiila, nrove-
vavajudi vrednost te funkeiie za pojedine kosbinacije vredno-
ati §remenijiviﬁ. Hadana 3&_0§timélﬁa 31i skoro optimalna ra-
Senja za noke profile, Pokasano je, takode, da su monotone lo-

zi&re funkcije privodno sredatvo za uopstavanje tih problema.

Q;Q;'U peton pngiavlju navedeni su neki nerefeni problemi 1
mogude zeneralizmacije. Ukazuje se na moguda dal3da koriddenja
monotonih a moZda i_neﬁih*drugih klaaa.Béaleavih funkel ja,

a takode 1 Booleovih matrica u formuliaanju‘i resSavaniu problew

ma 1gtraine teorije.

0.6, Bibvliosrafija koja je data u Bestom poglaviju obubvata
Titeraturu koja je korisdena, u vedoj ili manjod meri, nri

izradi ovosz rada,

* - #

Sa posebnim zadovoljstvem %elim da izrazim svoju zahval-
nost profesoru Dr Iuri Eurepl »od &ijim Je rukovoedstvon race-
na ova teza, xoji mi je vnruZio rodstrek u radu i1 pomogao svo-

im oeromnim znanjem i dskustvom.

L3



1, CSHOVNLI CJMOVI
1.0, U ovom delu definidu se ukratko osnovni vojuovi 1 izlaiu
cezulteti Foii predstavijiaju osnovni fond znanja sa Yoiim ope~
ridemo u ovom radu,

1;1: Rooleove a1l sebre

Pod Booleovom alzebrom podrazumevamo sistem <B,\/,‘ ,",O,'.L> ’

gde je B skup, V: BY¥BeprB 1 « 3 BXE -3 su dve binarne opera-

cije na skupa B koje nazivamo redom disjunkcija i konjunkeills,

* : D3 je unarna operacija ra slum B koju nazivamo nesacijis
i1i Xomplement, dok su 0 i 1 dva medusobno rozlidita elementn
skupa B, pri femu su zadovoljeni slededi uslovi, za proigvoljne

elemente x, ¥, 2 iz skupa B (u d=zljem izlaganju pidewo nzidetle

vy umesto X+y)¢

(1.1} xYVy = yV¥x

(1.17")y 2y = ¥yX |

(1.27) (x¥NVz=xV(yVa)
(1.277) ' (xy)2 = x(y2) '
(1.3 =Yxy = x

(1,377 =(=zVy) =x |
(1.47) = xYyz = (¥ (xVz) |
(1.4 =(yVe) = xy Vxz- |

(lnﬁﬁ) }iVl = 1
(1.577). =0 = 0
(1.67) tYx’= 1



s

2 gu xomutativae ({1.17) 2

33?1@? digjunkeija 1 konjunkel
(l.l’*)),dasﬁcijativne'f(l 27y i {1, "}j i zadm?nﬁ‘ﬁvaju 7,517 %)
ne aESOr*ﬂoije ({(1.37) i (1.377)); drugin redims, <B, -> je
nrea, Ta mre¥s je distributivna ((1.4 ) (1;4"}}, iwa ouln

1.jedinicu ({(1.57%) 1 (1.57)) i kgmwlemantirﬂﬁa je {({(1.67) i

(1.677)). § obzirom nz to Booleova alrebrs mofe se definisati
1 kao k¢m§1emeﬁtiraﬁé distributivns mraad.'ﬁ dul jem izlﬁ*mnwn,
'yreaizirama Beoleovu alg&bru sa kojom r:dimo na tzj nacdin Sto
rreci zirano gskun B, |

Wajnraﬂtija Booleova algebra, poznatr ko dvo=-elerentna

gmoleava alsebra, dobljs se na slededl maéin: uzima se skup

B = By = *{0,;} , 2de su 0 1 1 %Gnvwncloﬁ vine szake za dva rooge
licita elementa nrﬁizvoljne vrirode a operacije V 1 ° defi-

nitu se pomodu slededibh f$ablieca 1.1 - 1,3:

Vip 1 xlo 1
oT0 %7 11
141 1

Table. 1ol, Table 1.2, Teble 1.3,

Osobine (1.17), (1. 1"),.*., (1.6°) lako ée dokazuju di-
rektnom verifikacijonm powodu. garnjih tablica,

Dvnnelﬁmemtna.ﬁﬂalaqva slgebra ima v-Inu ulogu kako u
opStoj teoriji Booleovih algebri tako i u priménama na praktiine
prqblema.'Uﬁtvari, mnoel teoretski rezultsti yﬁslednjihﬁgmdina
insyirisani gu primensme dvo-elementne Booleove ~lzebre u tegm

riji ﬁlwktrianih kola. O primen&mﬁ na rozne druge prahlam& mole

se videti u [19] i [59]

Proizvolgna Booleova algvbre BaVye, 7,0, i) ina jo& i sle-

deée osobine, za proizvoljne x ia* iz skupe B



A "D A .
e w K

ako i samo 2ko je X = ¥ = O
g
(:».V**') = %

(x7) *= x V:\“'

2
:ra- — E

1 &JO i samo ako Ja (= ¥y =1

wV¥z'y = 2 Vy

x(xVy)

fienti teti (L.1lo”) L (L.107%) su "“Je Vorganovi zakoni,

(1.11) je zakon dvoine negaciie, (1.1a Y i

L

(1.2 ”) mogli bi

nazveti zeltonisa Booleove ansorneiie.

U oroizvelinoj Booleove] algebri B uvedi se binarma re-

Ty

lacija {"manje 111 je&n*xko*‘} nz glededi nalin: =ze %,y T,

y&y voii sko 1 semo =zko Je xv = 7, Relaeijs 2 (Yvede 311

<

ar
iy
} ey -

ﬁiifl‘ﬁaf’t}‘l) Tinide ne *g_wc}mmr:u gy vesl ako i

azrio nko de y&L£X,

it ;:.”'i'»,?w.;"i:i je csobine relasi je

L

1 : " ”

{-ﬁh'jﬁ} Ahﬁ»}h

(1.14) gy i y€x poviali ¥ =y
yo @ S i - v - e -
(1,15 x®Ky i y&£z rovl-Ii x &
(L.167) & xVY i oy &xVy

(1,16°°) zy £x 1 vy
(1,177} x &z i ry &£z woviall zVy €53



i_;:}

(1,187%) bd a"«".;fﬁ- i Y &7 awo i sano éz}*;gz e VY €7
{lglﬁ”}‘ t L2 3 tKy ako il Samo AR je % :...&;—-:z
(1.197) vy poviadi vVz &Y Vﬁ.

(1.,197%) % Ly vpovialtl Xz ,...‘..';‘ym

(1.20°) 0 € x

(1.20°%) - 21

1.21%) x &y sako i samo zko :je vVy =¥

(1,21°%) z <%y ake 1L samo =ko je Xy = X

(1.22’} x =y 838x0 1 ‘sano ako Je -;q,'vz;” - 1

(1.2277) 1LY ale:’é i sanc alko je '-.':c:;r;.* = G

1,237 woe Y ako i samo ako je (x°Viy){=Vy9 =1
(1.2377} v =y 2¥o 1 samo ake je xy'VxTy =0

o fleksiTnost (1,1)), an wimetxii‘ﬁm}m (1.14) 1 Zranpsi-

W T

tivmost (1.15} iﬁf}i‘a‘f’a’fﬁ??j&' finjenicu 4da je < reluciisg deli-
i fnog uredenia, Os thp (1 16" {(1.177) ({1_1”;)) (1,177

kazuju da je x Yy najn: e ogranibenie

osranidenie} od X i Y. Oaﬁbim (1 20%) i (1 20”} inrafavaiu

MM

?'injmzir*u da je O prv 1;;} najm&n 11 a1 anledﬂ**i t3 naivedi

WM'*

ﬁle-ment stuna B,

Sl adeda meta taowma, mzﬂaw kao E:riucig ﬁua“l iteta takod

vaii za nraimvalanu.Baalaavu algebrus Heka je neko svegatvn
Booleove algebre izra.wnﬁ mmnmz oneraci 3& V,n,", krongthonti

£ 1 i relacija £ 1 2. Tala "dualno® svojstve dodijeno

y

<

iz ovoga mamenom VY sa s, C 221, 1 X sa 2, takode vail u
isto} ”Qaleﬁvaj algebrl,
Bledede osohine V&’e gamo 1 avoeelementuno] Booleovo]

alsebris



(L.24%) xVy = ~ko i1 samo ako Jje xm 1 ili y=1
(1.24°%) xy = O a.lro i samo a.lm j@ m -0 11i y =0

7o elemente ¥ i ¥y Booleove algebre, relacija x&£Yy varii
ako 1 samo ako jeT X£¥ i X £ ¥y. Relacija XV va%i ako 1 auuo

ako je y& X. & ("manje 0d") Je relacije strikinos delimiénor -
uredenia. t1 za proisvoljne elemente X, ¥ i @ Beoleove algehre
_ » & P VOLJ ! ’ . | |

vazis

(1.25) X

(1.26) . X £y 'pcwlaéi ;y..‘f::z:

(1.27) x££y iy<Lz poviadi x Lz

Princiyp dualiteta nowe se dgpuniti.t&kp da ukliufuje i
dualne relacije < 1 7?; '

Uobidajeni algebarskl po juovi podalgebre, hﬁﬁﬁhﬂrfl?m& 14
magu gse posmatrati i u teoriji Booleovih algebri,

Reka je <’B, sy 30y 1> " Bc}caleo*f:ra al#ébra i Bo paeﬂskup ol
B, ako je ,<? sy aCs %> takode ﬁemleﬁva algebra, kaZemo
ond= da Je B ggdalg&hra alﬂebre R. T0 2znaci da 3 35 ima slededs

osobines szdrii elemente 0 1 1, i sa svakim v 1y sadrii 1 xV¥ 7.

xy 1 X%, |
Tleka su .<B,V,-’r’o,,1> <B,U, p, ,0,..,,.> dve Booleove
algebre, 'Za'prealika?anje.' h: B->3 ‘kaZemo da je homomorfizar

ake je hi0} = 0*, n(l} = 1. i za proizvoljne x 17 iz B:

BxVY) = MO URY), Hxey) = B(@on(y), n(x) = (BEI)T

Ako je joE 1 B = B*; onda je h enﬁcmcrfiam. Ako je h bijektivno

presiikavanje, kaZemo 4&a jé«, to immarfizam,,algebre B 1B =u
| R A

izomorfne algebre ., Ako je i u tom sludajun B = B, onda h nazi-



vamoe automorfizmom,

U proizvoljnoj RBooleovo] algebril <B';.V,,.., ’,{_},1) skup {ig'ii |
Gini podalszebru (preciznijes <{O,1},V, ° ’,O,1> ' je podalgedbrz),

Heka Je <B,V,*,f,0,l> Booleova algebra i a 1 b elementi

WM

(1.28) Eﬁ.,ﬂ m{ : LEB, a%X ﬁb}

iz B takvi da jé 2 L&D In*i:a’zmal ili segment je skup

Ako za prczimmljnw X iz [&,b} defini Semo

(1.29} x* = aVbx*

tada Je <[a,h],,v,~,f,a,b> Booleova algebra:

l1deal Booleove qlgebre B je ﬁeprazan podskup 1 skupa B

takav da za‘prbizvdljne elemente X 1 ¥y iz B vaZit:
(1e30) x€l i yel poviadi xVYyel
(1.31) v&T i y<£x povliali ye&l

Dualan vojam idealu je filtar,

Element p 7L G Booleove "alge'bre B nazivfa. se¢ atom ako ne

matu;}‘*i element x te algedbre takav da je 0LxLp.

U gvakoj Booleovoj algebri B slededi iskazi su ekvivaler v,

za proizvoljno p iz B:
(1) p je atom

(ii)  2a svako x iz B, x<£p povladli x =0 ili X = P

Py 8ko je pLx

O,_aka jé qux.

Ako su p i g razliditi atomi Booleove algebre B, onda

(iii} 2a svako x iz B, p:}c = {

je pg = 0.
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Za Booleovu élgebru B kaZemo da Je atomarna, ako za svako
% iz B, razlidito od 0, postojli atom pﬁgﬁgx |

‘Poznato je da je svaka knnaéﬁa.ﬁacleeva algebra atomarna
a-?aat@je i beskonadne atomarne Baﬁlemve algebre (videti u [E%j}¢

Neka jeis p@dﬁk&?{EGﬂlﬁGv@ algebre Be Wajmanijin gornjim
ogranidenjem skupa 3 nazivamo element z iz'B, takay da Je:

(i) X &%y za gvako X iz 8
(33) za yEB, ako je XLy za svako X iz S, onda je z2£Y.

mﬁlno, najvede donje ogranicdenfje skupa S je element t iz B
takav da je: o

(3i°) t&£x, za svako x iz §
i) ga y€&B, ako je j's:x:': 23 smk;o X iz S, onda jé y&t.?

 Ukol8§ko najmanje gornje ogranifenje (na.jveée donje og’ra-
nidenje) skupa S poato;ji, am&ﬁavaéemm ga sa

Vees o Aees * .
&S (sa = °:3:.€:S }e
Pcznata je da Je najmanja gornje egraniéenjae (najvede do~

| nja ogrmiéenje), ukoliko peataji, jedina‘bvena. Za konaéan

skwp S m{ 1,x2,..,,xm} s t:i elementi uvek vostoje i oni su,
respektivno: |

R 1 S )
(1032 ) Viﬂ xi - xlv Xz .80 VK;
. /\n -
(1'32'.} iml xi

Primetimo, da je:

il

x1552 ° ¢ *Xm



!

1330 Vieg AV
(1.3377) /\xé¢ * v;x.éB x

. Feka Je A skup atoma Booleove algebre <B,V,*, ’,G,l)

1.

i
il

(1.34) ‘QCK) m{pt redA i p.ﬁ.:f-:} '

tada je

(1.35)  x = \/Pé.{(t(x) .

U gvako] atomarno] Booleovo] algebri je:

Z2a svaki atam P atam&rne Booleove algehre vazis

_ (1.37) \/qéﬁ\ {P} q_ .

Za konacne Booleove algebre vazi teerema'reggezentécije,
pmeeiznije' heka 3efﬁ skup svih atona konadne Bcaleave algebre
B. Preslikavanje .ﬂ,.IB*%*P{&), koje svakom elementu x iz B
pridruZuje skup % fhkx) datfﬁa f1334) je izomorfizam izmedu B
i P(AY. - |

Poaledlce koje se odnose na ‘broj eleménata konadnih Ecolaﬂ
ovih algabri su slededes

(i) konalna Bgoleava_aigebfa ima 2% elemenata, gde je n
broj ﬁjenih aﬁomé; ' - |

(ii) =za svaki priradﬁn'brﬁﬁ n; sve Booleove algebre sa
27 elemenata su medusobno izamarfn§,

Poglednja osobina opravdava upotrebu oznake B,.n 2a Boole~
. . Lo

ove algebre ga 2% elemenata,
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1.2, Booleove funkciie

Booleova funkeija je funkclga sa arﬂumentima i vrednog-
tima u Baﬂlegvoa algebri B, takva da moze da se izrazi pomoéu
prmm&nlaivih i konstanti 12 B uz upﬁtrabu osnovnih operacija

\/ s « 1 ° Booleove algabré‘ﬂ. Radi'preciznasti dajemo slede~
ée definicijes: |

Definicija 1,1 (Rudeanu [59])' Beoleove funkeije od n promen-
1jivih (BFn) nad Baolemmm algebrom <BsV¢ ,"40, 1> Gﬂ.red*ene
sU alﬁdecim pravilima: |

(0) Za svako a‘ B, funkeijs konstanta £ : B%->B definisana sa
(1.38) fa(xl,xz-;“.,‘ym)- = a _fivx_]_:xgkr“”uxné-}?')
je BEn, |

(1) Z'a 3?&1{@ i &= 1,2’1'##’]1". EEQ;?E}:Q:{.E& '&i : Hﬁ "'}B &Efiniaan

‘na sa S - | | | *
(1239 eylmyxppeneriy) =2 (Van,.in,xem)
je BFn,. |

- (2) Ako su f,5:. B -3 B BFn, onda su funkeije tVg, tg, £
ﬂérB definisane sa’ |

(1#4‘{}). (.f vg)(*lr“gi**#’x ) = f(“l’xg:#ii:“ }v (xl’xg,u-nyx }
( %Fi.'xz,...,.xﬁem
(114'3;.) ‘- (fg) (,,;.1’ "",x‘i) = w(lcll-ww?jﬂnt,m )*ﬁ(’al’xg’uiﬁ": )

(‘V ,Kg,-.uuxneﬁ)

}ie



1E

(1.42) £79(xy i“;):”u“-rl) = {£{x, :ij;:“w:{.ﬂ}}’
{i{:: b 3 iﬁﬁ)
1, 2"!}":,1

haxode Brn,

(3) BFn wom se dobiti samo powodu komadnog broja nrimena pra-

vila (0),{1) i (2) ove definieclje.

Pravilué (2} definisane su tri operacije izmecn Rooleovikh
funkelias ;aﬁi-jednostavnﬂati one s ozn&ﬁeﬁe igtimxsimbmlim%
kao disjunkeila, konjunkeija i-nﬁgacijﬁ u'Baalea%ﬁj’#lgehri'B¢
Ciuravdanje za ﬁvo'je 319&#&& §03nata»0thina,Eaaleavih Tunkel ias

Keka je ;<%,VQ°,’,$,%>r Booleova algebra, Skup svih Boole~
ovih funkecija T3 1«3 je Booleova algebra u odnosu na opera-
cije (l.40), {(1.41) i (1.42); nula i jJedinica te algebre su

funkecije konstante 0 i1 1 respekiiwmo,

Dafiniciia 1,? (ilndeanu [53]) Progte Booleove funkaije o n

promenl jivih (IBFn‘ nad Bmlmvw algebron <B,V' *y 750, 1>

odredene su slededlnm nravilima:
CI') ca avako 1 = 1 z,uun,ﬁ, ﬁrﬁjakﬂij@ (1&39) "‘@ PRI,

(2°) Ako su £,6 Bh->3 T8Fn, onda su funkedje (1.40), (1.47)
i (1.42) takode FBFn. |

(3°) IBPn mogu se dobiti samo pﬁmocu ¥onadnog broja primens

pravila (17) i (27) ove definicije

Prime‘c*? no da za SVako m 3n, wa,ka Booleova fumcclja i)
od n promenljivih moZe da, se posmatra kam regstrikeija na Bl
qulecve fankeije od m,pramenljlv;h~kmga mo%e bilti napisana

- istom obliku kao funkeija T,
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Neki autori daju pojm "Sooleova funkeija® znacenje iz
dafinicije 1.2, Medutim, proste Booleove funkeije imaju nelke
030bin&§2bﬂg ¥0jih je korisno praviti razlilku izmedu Do jmova
Rooleove funkecije i proste Booleove funkcije, Tu razliku je prvi
istakao Rudeam u [57]3 gde je za proste Beooleove funkeije upo-
trebljen termin “Bﬁoleové.funkcije u uZem smislu®,

Za svaku Booleovu algebru B f?ﬁ? pogtoje Tunkcije f:‘B”wawﬁ
koje nisu.Baaieavé; Rooleove funkcije su okarakterisane osobinom
da se mozu napisati u tzv kanonsko] ﬁisﬁunktivnéj formi a takode
i u kanonske] koxnjunkitivnod formi, Da bi to mbjasnili; notredbno

je uvegti neke hﬁve pajmovég Preusvega precigiramo notaciju koju
¢emo koristiti,

Mala slova latinske 1li grcke azbuke oznadavaju elemente .
Booleove alzebre, Mala latingka slova sa. kraja azbuke: X, ¥, %y«
eventualno $a=indakaia$, mogu takode, da oznadavaju promenljive,
Mala grdka slova sa poletka aﬁbuke,.aventualne sS4 inaeks;ma,
uvek oznadlavaju elemente 0 11li 1. Vektori Tije su kowponente

| konstamte.ili'premenljiva Booleove aigabre oﬁnaﬁavaju ge odgovim-

rajuéiv velikin sloviwa, Tako npr:

kL

K o< (Etl’xg?i:t#fxu)’l X (Kl!ygf"*’yn) '

(1.43)

. ﬁa. - {¥l’dﬁ"”’%) . B o= (él’é?."'.’ﬁﬁ)
Dalje, za x&B stavlijano

(1.44) = x° = x5 £ =yl

i prodirujemo tu naﬁa{ziju na vektorer za Xe¢ Bn, Aé{o,l}n&‘ﬁr}*,

stavljano



(1.46°) . \/‘& aﬁf‘"

i

(1.46°°) /\A {’aﬁv"’uf“) .

oznalavaju da je diajunkci;ja odnosnoe konjunkeija uzeta ge:ékf)
svih 2% elementarnih vektora ti vektora Cije su sve komponente
¢ 111 1,

Osnowvna pravila ralunanja data su sledecinm relacijama

koje vazZe za iéBn Aé{&,l}md B4 4 h#ié B:
(1.47) Vﬂ ¢ -
(1.48) 3B =20 za 4,8€§0,18" , 2 £

A
il

(1.49) (\/‘{,L aAﬂ WV b, ) \/ (2, Vb,
(1.50) a ( \/A X@ }( \/; by x4 \/A 2, XA
(2.51) V& a.Ax-“ )* = V:L agxh

RS oy TR

1 opstije
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(1 55) ' AE’. {1 ako je A =3

| | | za A,B € {0,1}“
O =2ko je A #£B

Sada mo¥emo cibvirati glededu teoremm kajmm'au okarakteri-

sane Booleove funkcije (Rudeanu [}9]);

feorema 1,1, Punkecija £: BB je Booleova ako i samo ako
moZe da se napi%e u kanonskoj &iajuﬁktivnej formi

(1.547) f(I) v f(A)XA

11i, ekvivalentno, ako i samo ako mo¥e da ge napise u kanonsko}
konjunktivnoj formi

(1.54°7) £(x) = /\ a (E@V A~ xh

Iz gornje teoreme sledi da je Booleova funkeija odredena
8V0ojim vrednostima na elementarnin vektorima a takode i éinjeni~

ca da'vreanasfi Booleove funkeije f: Dl n zaﬁovoljavaju uslov:
(1.55) | /\A £{4) < f(x) < VA :{f‘(ﬁ) .

Ustvari,. va%i da Jje oblast vre&nﬁati Booleove funkcxje il

interval [A‘l f(a), v f(A)]

Za karakterizaciju prostih Booleovih funkei ja 81uzi “1?*
deda tenrem& (Rndaanu [ﬁaﬂ) | n

ﬁearema 1 2 Neka je B,Vﬁ',*;O%} 'ﬁaalemva algedbra, n prirow

dan braj i f: - -aAB. Tada su slpdeel iskavi ekvivalentnis

(i) o je progta Booleova fuankeija
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6 1 g mostaora nketsa 5 S0E fo,1]s sm ke 4 fo
(£31) 111 je £(X) = 0 za svako X iz B" 111 f mo¥e da se ma-
Piéé u obliku | | |

. (1-55;) f(X) .I# \/f(A}mlﬁxA

gie \/;(a} =1 oznafava da se aisjunkaija azima po ﬁwim A iz

~{B,l§ za-kﬂje-je £{L) =
(iv) 411 Je £(X) =1 za svako X iz BT 114 f‘meée da se mapide
u obliku S

(1.5677) f£(X) = A:u,)z{) NxA

gde /A\f(AW)mo oznadava ﬁa se'knnjuﬁkcijé uzima po svim A
iz {0,1}“  za koje j'é f(ﬁ.’) = 0,
12 pradhﬁéne teoreme sledi da,je kmnﬁtamfna fuﬂkaija
f#; B 2e B pmoatafBoalaovﬁ funkeijalakn i 5210 ako Je a = 0
i1i a =1, o | .
Faﬁasnﬁvu teorema 1.1 i 1.2 mﬂgn ge 1z#uﬁi zakljucci o

| 'bra,ju Bin 1 I{B‘E‘n Iza.d anleavam alge'orﬁm '<B,V, 2 “40, 1>

Naime, ako je /8/ broj elemenata Booleove algebre,_ondm ima

n . a1l
/3/2 Booleovih funkeija £: B - B, medu kojima 2° prostih

Beoleovih funkeija,
Teoreme 1.1 i 1 2 mogu ge profiriti na 1edeﬁi nading
Teorema 1.3. Neka je =<é, %5 ,O %> Hﬁnlenva ﬂlyphra i
n pmirﬁéan broj. Funielja f*-“nmarﬁ je nOOl&GV& ako 1 samo al

moze da se. naniwe u diﬂjunktivnmj Torni tj

(1.57’) P e f V?S‘l f? . wn V’l.,nfmvf Elv‘*'v n !

M



cle 81 8y,85500093 konstante iz B (CEnLyp), a fyafpsevey

su raglidite. funkcije od kojih se svaka moZe napisati u obli-
ceije T3 n ooblilm
._«31 {3, ey

(1,5823) £, ==x, — % Cewe X
| J a2 “11'(3)

nii Genu 51 . 31'32""’“3(3) raﬁliﬁitl indeksi iz skupa
{1 2,...,1'1} G{'jl’ 12,”.,0( (j} m'e;émaxiﬁi iz {ﬁ,l}.

lbjam:ﬁinunkﬁivné forme P@ji ”iﬂufiﬁe u vorvjﬁj teore:nd
39 non¥tenie ¥lasifnog poima ﬂiqganktivnp fowme koja ne doyusta
@jaﬁijivamje kcnatanatac

Tecrema Leds ﬁak% je (fB,V; ’ ,0 %)* ﬁoaléova algebra i n
;mirndan.broj, Punkeija f3 B -3 je proﬁtaxBeoleova fun el da
ako 1 samo ako mofZe da se naplife u diﬁgungtivncj formi slobod~

nej od kmna%anaté_ t]
(1:59’}.  r=nVe V. Ve

gie ‘su fi:fg:r-;,f 'razliéite funkeije od kojih se svaka mo-

P
Ye napisati u obliku elem&ntarne kﬁﬂjﬁﬁkﬁi]& (1.58¢3).
| Koneept d*ajunktivnﬂ forme slohodne od hﬁnﬁtmn&td kojl

figurife n gorniod tearami, ustvari je ¥lasiini ¥ancept dis-
junktivne forme, |

Sledede ﬁvé teéreme _ﬁu duaﬁﬁe teoremanra i 3 i'm;é.

Teorema 1,37 Neka-ja' - By¥y®, ,G,£> Booleova algebra 1
n prirodan dbroj, 'Funkci;a:f'lyﬂ%?i; je Booleova ako 1 samo asg

mo¥e da se naplde u konjunktivnoj formi +j



2
td

(1¢57.r ’) T = (&1 v fl} #ea (a_'m Vfrr) fm*l'l' 'ﬂ f:? B

sde su By geenyBy kaﬁ'staﬁte iz B _(O,ﬁimﬁp), a fl““’fp su
raglidéite funkeije od kojih se svaka molZe napisati u obliku
elementarne disjunkcije tj u obliku

Ha(jl O(jg I . darcg)

(1.58785)  £i=x. Ly, (5= 1yenn
. v 32 V Jr(l) ’ ’

S ]

pri demu su jl,n..,jr(ﬁ] razliditi indéksi iz skuga

{1 2,.“,11} ’ ao<jl a(ja”“, o<;] (3} su elementi iz

fo,1}.
| Teorema 1*4"}11’"@}:& jef (E, »%s ,0 l> Bc}olmva algebra i

n prirodan braj. Funkciﬂa.f* B> B je ﬁresta‘Bmoleovﬂ funkei j

ako i samo ako moZe da se napife u kwngunktlvnaj formi 8lobod~

noj od konstanata tj o ¢

(1,597 £ = SEZIRLE »

1
mo¥e naplsati u obliku elementarne disjuakaije (1., 58’.31.

wae auvf fz’attjfp razlléitp funkcije ed kojih ce svaka

Lapomanima da se iﬁraﬁ

(l 6o ’) _,.fl%l Zﬁttxndm XA

naziva natggga elem&ntarna‘kanjumkcija ili kanatituenta je& -

nice ili minterm, a njemu dualan izraz

| O‘/IV:};: X

(L.60""} Vo Vx: = fvxﬂ

potruna elementarna disjunkeija 111 kenstituenta nule ili

m&kat@rm.
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U svakom od tih izraza, svakafprﬂmgnljiﬁa yﬁjavljuje se
tadino jedamput 8a zZnakom negaci je ili’bez njega,

Veé smo istakli poseban xnaéaj &vnﬂelementna Booleove
algehre u teoriji automata i teoriji kentaktnﬁurelajnih mreZa
(ﬁwitahing theory), Cudno je, kako primeéuje Rudeamu u [597].
da mnogi ad tTih tecrﬁtiéara pod Booleovom algehxom nodrazumﬂm |
vajuuupmavo &vo-elementnn.Bﬁaleovu algebru, iako je t0 samo
jedna adlBooleavih algebri i 4o najprostija, Slid%na zabuna
nagtajp i kad su u pitanju.Bcaleove funkcija, Zbog toga je
korisno vosebno éeflniaati funkclge nad dvmﬂelementnam‘ﬁoalem
ovom algebram‘kaa apeclgalan sludaj Booleovih funkei ja,

Definicija 33. Neka je Ez _e{p,lg dvmnalewentna Boolgw=
ova algebra, Za avakl prirodan broj n, svakﬁ funkeil ju
f: 5% B nazivamo logickom f&nkcijﬁm od n prcmenljiviha

Poznato je da Jje svaka 1agiﬁk§ funkceija istovremeno i
pxoéta'ﬁumleava fumkcija. Cgtvari, vaZi slededa temremé_:~

sle&eca trl Lskaza su ekvlvalﬁntna*

(1) | B, Y, ', ',0 1> Je ﬁvom&lemen‘ﬁma Booleova algebra

(ii) : Za svaki prlrudan'bra3 n, %?aka fﬁnkmlja £ B i 13
je prosta Booleova funkaiaa, |

(iii) Za svaki prlradan braj1n,-ﬁ?aka funkeija f3 Bﬁ%a-ﬁ

Jje Booleova funkaija,

O primeni logidkih funkeida u strukturno +taoriii suto-
| © _ J

mata, teoriji kantaktnewrglejnih mreZa itd postoii obimma 1i-

teratura (videts [1], [i6], [17], [32], [50], [59], [e¢] , [70] - 1%a).



1.%, Vektorski model konadnih Booleovih algedbri

WMMWMM

Cesto jé p@goané ispitivati;ﬁaébine Booleovih algebri
u modelima, Za konactne Booleove algebre narolito pogodan mo=-
del je tzv B-modul definisan*u{}é](ﬁﬂtelka}; To je razlog Sic
éemo dalja razmatranjafuglavnom.?réiti'ﬂ izomorfnoj reprezeﬁw
taciji Booleove aléebre « Bemodulu,

néfinibiga 1;&; Svaki element Descartesovog proizvoda

=ﬂ{0,i}ﬁ‘ nagzivamo q~dim&uzian&lnim.Bﬂvaktarom (binarnim
véktarcm, kratko mvvaktarom) nadeo‘i aznaéavama ga simbolom

= (a y 2 ,,;.,aq), gae je a éﬁEZ, za i=1 2,,..,q . Elemente

al (iml,z,,.g,q) nazivamo kaerﬁinatama ili komponentama Beveke
tﬁra &g Skup:B mw{o,i}q- gvih q~ﬁimanzinnalnihTBwvektara na-

zivano g-dim&nzicnalnim;Bnmcﬂulom naa Bre Ea%ema da je Bevektor

a = {al,a%,,..,a%) jednak B-vektoru b = (b', b°

yenoyb3} 2ko i
samo ako je at = b+, za avaki 1 =1,2,.0.,4. Pod disjunkei~
jam'vektmra aidb,u eznaei -a\/b, pedrazumevamﬁ vektar |

¢ = (c ,c ,...,cq}, gda je et = a V'bi (mblica 1,1}, za svako

i = 1,2,f.,,q¢ Pod X aﬁjgnkciammtvaktara_ a i b, u oznacl ab,.
| podrazumevamo vektor 4 = (dl dz,nﬂ,,ﬁq),-gde je a4t = alpl
(t&blic& 1.2}, 2za avako i = 1,7 ,...,q,, | eg&ﬂij& 1i1i komnlement

) ' [ ' d F 4
vektora a = (ﬁl,az’nmi’al) Je ngtﬂr a’ =~ al :az }“'\*!a‘q )

(tablica 1.3},
Poznato je (videti [46]} d2. je svaka Boolesova algedbra
- K; | " “ : . ' | I
Xeja ima 2%  elemenata izamorfna g-dimenzionalnom Bemodulu sa

omeracijama ¥ao Sto su gore definisane, Ulosu jedinice u Beio-



dain ima vektor 1 = (1,1,40.,1) a ulogu: nule veltor

0 = {0Cr00090) I}’patmbili gmo iste oznake 7a Jedinicu 1 nulwn
B-modula: 1 i O Ito nede dovesti do zabune Jer de se iy KOxL
tekata videti o kﬁjim elementixm Jje reé, R-o43 jednostawnosti,
u‘fmrmce modul B% nazivamo prosto Booleovon Ia.‘* cebhrorm,

Dafiﬂicija 1,5, Ope?*acija ﬁmemnga Vem:ora aéE% 28,
elwwntcrﬁ d iz :B2 data je pravilom |

~ a ‘O 78 =
(1;61) *:3 = g ::::{ ‘
| ﬂ(h - la o = 1.

Gsnbrﬂ@ 0ovog ;tfmcu:enja ismitivaa je Metelks e [&6]

‘Sada je mamé@ tweati n R% PO janm 1ine:a.rne kambmmcijm

Ileflnieija lgﬁg ""’.Fek'tax" ¢ B% Je iinéamé. komtﬁina.c_ija
?_ektgra.- ajg B§ ’ j':ﬁ' 1p2y00e99, aklo 1 samo ako Iio-fstoja .

0(3‘532* 3= 1,2, 00048, takvi da je

e =0, %deﬁagv... Vo( 0By VJ*-*:L O{ﬁ

Vektori A k = { 5.,_1, 5;{2, soey é;q)‘ éine haru B-—zrrmdulﬁ,

Bg- » Prema [4—6] to je i Jedm’l& 'ba,za u B

‘Za konadnu Booleovu a.lgehm 1-32 _BZ,IV, :,_ ’,O,3> vekior?
k = (5;:1!51:2:'*-35‘) Cl‘: = 1ydyeceyq) Su ﬁj@l’ll atoni,

Froizvoljan element te algebre moZe se predstaviti u obliku
(1.62) 8 = \/k::l Akak
gde Je

| - 1 =ako je
{1.63) a_k { d /d

0 ako je a}Ak



xxxxxxx

AW
"1

Lako se pokazuje da vafe gsledecde relacijes

(1.64) aVb \/}r...,,..A (a2 Vt:s)

l & 65} a:b — 1}{_#1 A k( ak‘bk)
{(1.66) a’ = ¥y A-k('a" ) B

Dalje, vazZi za a,béE—% s
(lQGT} adh aka i samo ako je ak bk'ma gvako k= 1_,2,.“,%

U daljem is}.ag&njﬁ po smatramo -i‘ﬂkljuéive 'Bc}ole;ove Tuanke

c:i.jé nad konadnom Booleovom algebrom B% g2 2% elemenata te

unesto B%* .piféema pm::stﬂ Be
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2, NEBKE OS0BINE BOOLEOVIH FUNKCIJA X0J% CUVAJU KONSTANTE
NAD KOFACKIN BOOLEGVIM ALGEDRAMA |

2.1, Komponentno predstavijanje Booleovih funkeija

é’avom adeijku-pwﬂmatramﬁ konadnu Beoleovu algebru sa
29 elemenata td sa q atoma, Ustvari, koristimo izqmarfnu
reprezentaciju takve Booleove algebre - B-modul, opisan u

1. poglavliju, H‘&aljam-ia%aganju,-umasta B%“ pisemo prosto B,

Lema 2.1, Za svaku Baalea?ﬁ funkelju e Bné?-g' vaii:s
(2 tl} f(X} = vkml A e fk(xk)‘

gde je fk:.BgmaﬁEz logidka funkeija takve da'je za syako X

iz B® |
1, ako 5e £0X) > A -

(2,2) £50x%) ={ ! k

' | 0, ako je :E(X)}A

Dokaz,., Prema (1,62), tvrdenje vafi =ma kqnﬂt&nté i projek~
cijen S obzirom na (1.64), (1.65) 1 (1.66) i tad¥ke (2) i (3}

ﬁeflniaiae 1.1, tvrdenje ?H&i z2 svaku Bin,

U skladu sa (2,1), avakn Booleova funkeiju nad Bnml&avmw

‘algebrom B no Zemo predataviti u otliku uredene g~torke lagién
kih funkcija

| (3..3)‘ 1 = (flrfzr#*ufq)

1 taj niz nazivamo komponentnom reprezentacijom funkcije f,



i fg, “owp £4 ﬂgeﬁe konmnonente,

dok su 10viéka funkcije £
Sleaeca lema sluai Ba, kar&kterlzaclau kampanemtnlh reple-

zentacija progtih Booleovih funkeija:

Lema 2,2, Booleova funkcija T3 anﬁwB je présta ako i
samo ako su sve njene kampﬂnénte medusobno jednake 1bgi§ke
funkeije tj ako i samo ako je f£' = f% = ... = £%, 1 u tom
slucaju je analitilki izraz te praéte Booleove fﬁnkeije“iden-

- tidan analitidckom izragu.bila k@j& njéne kompcﬂente;

Dokaz, Frimetimo prva, da su kﬁﬁponante praizvoljnag ele-

mﬂntarnog vektora A Eacl&mve algebre B medusobno Jjednake tj

1 2 X

-ﬁu ﬂ-& mgq.aqmﬁi

Predpostavimo da je £ prosta Boaleeva funkaija algebre RB.
Tada je, pmema.teurami 142 | |

| f@}é {{3,1} *’ Za, m’é.k;}'i i_ﬁ; -{Or,l}n
t3 | ' -

N

Viml AL‘: fk(ﬁ'k) VR**l A fk(ﬁ. } =

Ff{&)‘

(fl(ﬁ Js eve rfk£§¥})

il

te, u zaviannﬁti od tega da 11 Je f{&) 0 ili £(4) =
bide ili | |

flfﬂ*) = ..; qu‘(&)mﬂ
ili

fl{ﬁ*) " e gp W f@( ) mtl o

T za svako 4 iz Bg :
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| _ *
fl(ﬂ*) = fz(ii*') oees = fg(ﬁk } »
Obrmuta; neka je i fz m';.; = PR
Tada ja, Za pmﬂlzvolann R*;iz BZ

20s) = (¢ *u%y, f‘fﬁ*".;-*,f‘ci*))

83411 £(8) = (0,0,000)0) = 0, 411 £(1) = (1,3,000,2) = 1,
te prema teoremi l.2, sledi da Jje f prosta Booleova funkeija,

2alo Boclecve*funkcija koje Euvaju-kﬁnstante
Definicija 2,1, Za Booleovu funkciju f::EQQnﬁB kazenmo
da Suva konstantu a (aéEE) ako i s2mo ako je f{asaysee9a) = a,

U dveelementnﬁj Baoleevaj algebri tj u algebr1 logike,
kaaa je intereaantna Z taeriju.autcmata, funkcije koje duvaju

konstante su od poaebnog znaéaja CPOSpelav [5q] Yavilmv'i

Pcrtnoj [%é] Gln%kcv [iﬁ] [ii] Jahlanﬁkij [?%1 Y. Tamo se,
naime, posmatraju dve Klase funkcija: -

2, = 320200 5) t £0,000,0)
.

- | . |
Svaka od tih klasa ssdrzi 24 = 1 funkeija i obe klase

B

N

. Tl = {f(xil*"?xn): fqlt*'#!l)

au zatvarena u tom smislu da se supstitucijans funkgija'iz k1o
se T, (1 = 1), magu dobiti samo funkci;e koje nrlpadagu

t03 istaj klasi, Dal je, oha klaae su skoro komplatni SKupovi
fuﬁkaija, t) skup T, (1 = G,l), ni je funkciaski kompletan

ali dodajudi tome skupu preizvoljnu.lagiéku funkeiju izvan T,
dabiga se funkeijski kennletan skup tj skuyp funkclja iz koglh
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€ aﬁpsfitu&ijama mogu generisati gve 1mwi§ke funkeije,

Léua 24354 Beeleeva funkci3a f' “ﬂaarﬁ cuva konstantu a,
(3453): ako i samo ako za svako le,?,.,;,q, lcgi%kafunkcija
£¥ B‘ga-sa-}i;é Enﬁa'kanstanm-ak (aké {0,1}),

Dokaz, Neksa ﬁa f(é;a,..g,a).m a, za neko a iz B. Tada is
kmlﬂ 'fk(a PE: ! ,”.,&q }rmlA a¥

tj,"s_ﬂhziromina &efiniaiiu'jadnakasti.u'meﬂdulu:

fk(a-k’ ak’ .e e ’ak) . ak 9 22-*:5!. 8"‘?@}?0 }[ = 11’ 2, sy q:!

Ohrnut¢¥ nEka je, za svako X = l?zl;;#’q*

»

fkf& ,a greagid )Im &k,_
Tada je

-.f(a,a,”’.,a) = L’::l A fk(a 3 k_) -

Lema 2, 3 cmoguéava da se osuhinﬁ Bnolaovih funket ja nad

kanacaim Boaleavim algebrama kaj& cuvaju konstante ‘dokazuiu

koristeci njihova kempﬂnentnu reprezentaclﬁu t3

kﬂriﬁteéi osp*
bine logi¥ih funkeija koje éuvaju konstante, |

Teorema 2 1. ekea Bﬁaleava funkcij&-vf: E%een

TJdma.uslav

(2.4) £0,...,00<(1,...,1) .



Tada je f(cy.e.,c) = ¢ ako i samo ako je
(2.5) f(u,,..,O}éﬂﬁf{l,,,_,“‘} .

ﬁi}ké‘lﬁq'ﬁe?& ie =8 f(O,'..,G)<’P(m"“,1) e 'h tJ 4a

:4:
&
25
o
7
i

_132,.*¢,‘2}_* kébkn Neks J&# d&jjﬁ’ 3"::{3(13’ tj .?'.:ta.- |
HVaEITD ko= 1,’2,_.,..,’;': 'ﬁkﬁ ckﬁb}r ©0anosno

1{‘ " | .
(2,55 fk(o,.ﬂo,O}ﬁéckg;f(l,...,l) .

Helaciia (Z.Sk)kiskljuﬁuje“maguénoat: fk(O,..ﬁ,G) = 1 i
K61, 000,1) = o istovremeno, za bilo koje k = 1,2,

Preostaju tri mogudénosti:

(2)  £5(0y...,C) =0 (a”)
fﬁ(;,,..,l) = (2”7”3
"y - peod * k 3 |
U ovem glufaju je ¢ =0, te 3 ohzivom na (#7) 2

fkfck: ceesC) = ¢’ .

() £5C,...,0) =1 (67
(1, 000,1) =1 (2
1 G?am.sluﬁéjﬁfje ck‘m 1, te g eﬁﬁirom na, (b"}:
fkkak,a..,ck) = c? .
(a) ' fk(O,¢;.,O} = 0 PR (é’}
(1, 00,1) = 1 (o)

Vvide nostoje Ave rogudnostis
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o = G, 1 ¥Yom gludaju je, ¢ ohz iram nn {0

F i
§-..h
A

Kp ¥ W ¥
f(@ ,iil’C} me

e

(ii) ﬂk-m 1, v kom gludaju je, s obzirvem na {c*’}, takode »
e ¥k k k
(e peengl) = &
. L }r . ' o {
ﬁ&kmﬁ, u svakom gludaju je § (c],...,ckj 5z c],_za

b

SVako kK = 1,2,,40,.%, t€ ma osanova lene 2.5, sledi:
f(C,.”,G}';ﬁ = T

Obrmuto, neka je f£{c,...,2) = ¢, za neko ¢ iz B, Tadz

5 , k
J€y 22 BVaAko ¥k = 1 a’iii,q ‘FJ{\-- ’tiﬂjc}r)

f'}f‘:? th fk(G’nuﬁQO)dfk(l’utﬂj])j v‘aﬁi'

{3
oy

s bte g chaiyon

| - . .
t*lﬁk) -.fk{{},49,’6}5{31{;&;?'(13;&&;1}
za 8vako k = 1,2,...,q, odakle je, na osnovu (1.67):
(2.5) f({-’s#**:0}’-$Q$f€1r*~ﬂ;m)

1 «vim je dokaz teoreme zavrien,

Teorema 2,2, Da hi Booleova funkeija f: Blromel  Zuvee

1a harem jednu konstartu potrebno Je 1 ddvdljno da je

'(’2-5) fCG, ..'*,O)ﬁf(l,;.;.,l} .

imlﬁ

Dohaz,‘Da Je uslov ﬂavoljam sledi na asnevu teﬁreme 2
Pﬁk&EaQ&Lﬂ swﬁa da je uslav i pmtreb&n¢ |

Predpostavime da za neko'c iz B v ii: T{Cypeongl) =

dada je, na osnovi leme 2,3, %8 svako km 13250004



K k, k X k
(2‘{;’(‘} f (C ’aup,'c ) = C o
Sala postoje dve moguénostis

(1) &5 = 0, odakle s obzirom na (2,65, sledi: £ (0,..¢,0)

pa ez obzira na vrednost fh(l,a,.,i), abi s
(2.5 fk(a,...,ﬂ)a:e ﬂifk Tyeeosl)

(11} ¥ = 1, odakle soohzirom na (E.Sk),-sledi: fkfl,...,l)
ra bez obzira na vrednost £5(0,...,0), va¥i (2.5%),
. Fako (2.5%) vaii za svako k = 1,2,...,q, ve¥i i:

CQ,S) , f{O’ﬁna,G}écs‘ij.'i'q’l)

odakle sledi (2.4), &ime je dokaz zavr¥en,

Hto se tide medusobnog odnosa elemenata £(0,,..,0) i
f(15000,1), postoje jo¥ dve moguénosti: oni su neuporedivi

113 je f(@,ug.,ﬁ)ﬁ“f(l,..w,l) U ovom drugﬁm Sluéagu vazri

aladeda temrem&*

Teorema 2,3, Za Booleovu fﬁnkciju'f¢ E“ﬁwﬁﬁ glededa

dva iskaza su ekvivalentnas:

(2,6)  £(0,0..,0)Z1(1,...,1).
J 7} f(ﬁ, oo ’{}) P f(l;a * 0 ’1) v C"’f(o’ s ,Q}’ ﬁxﬁ | Smkﬂ
¢ iz B, |

i

1

}
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Odavde gledi relacija

(2,75 fy(c L S {1,.n.,1}\ick f*(o,;.ﬂ,o)

Jer ge, za e = O, ona svodi na
(2.75)  £5(0500050) = £°(% 000, 1) V(0 000,0),

k

S5to je taénn; g obzirom na (EfSE}, aza ¢ =1, na jdentitet

(2.71{) | f]tfl,_iil”l? - *j-f'k(li#'_*il)

Kako (2.75) va#i za svako k = 152540059, to Je talno
1 (2.7). | |
Obrnntc, nexa je tatno (2.7}, za svako o 15'3..Spaaijalnaw

za ¢ = O, doblje se

(2.70) f(O,;n-’g) - f(l,tﬂ:i’l)vf(o’liﬂxto)
§to je ekvivalentno sa (2,6), .
Favodimo neke posledice predhodne tri teoreme :

: .Posladica; 1. Booleova funkci:ja :ﬁ'* Bn-—?B Eu*m ave konm
'atante {(t3 vaii r(a,...,a) = 8, 2a gvako a iz B) ako i samo akg
fuve konﬂtante 0 i 1 (t3 akn i samo ako je f(o,...,e} = 0 i
f(l,...,l) =1).

 Posledica 2, Ebtrahan i dﬁvoljan*ﬁ&lev da Bﬂﬁlaava_funkgija.

", !

f: 3D Zuva talno jednu konatantu a jaﬂte da vaZis
. ffogﬁnfto) = (lrnul) = ?

P@aledica 3, Potreban i devoljau'uaIOV'da Baolaava.funkcija
£ Bn-b-E na fuva ni jedrm konatantu jea‘he da Je :C'(O,.:.,G)#
f(ltﬁ**sl) |
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Foaieﬁica 4, D=a 51 aa EpQ1e0vu funkgiju 2 BHom3 i
zalﬂvaka a iz B bila‘+f(a,,;.,a)'m a':péfrebno.ja i dovoljno
da je F{0,ee0s0} =1 i f(l,;.;;l) = O, |

W;- Heka._. Jje  '<st,2‘ ,",0,1> ¥ona#na Booleova |

algebra sa 2% elemenata, Tada nad ovom algebrom postoji tadno:
q : Q(zn - 2) : | ' | o ) . | . _ . )
3%e2> " 7/ Booleovih funkeija od n promenljivih koje fuvaju

| | " |
haremn j&dnu kanatantn (jer pestaji Se 22 -2 logicdkih funke
el ja kod koiih. je f(G,...,O} ffl,.n,l)), | |

n
2‘-1(2 - 2)(22*’1 '3%)  Booleovih funkeija od n promenl3iivih

koje ne éuvagu ni jeﬂnu kanstaﬁtu*“‘

ZQ(EH - 2) Booleavih funkcija od n nramanljivih ko je éuvaju
ave knnstante aatag intervala i samo. njih (ovde je interesantno
da taj hroj ne zavieil od velidine inter?&la, npr isti je hroj
funkecije koje 6uvaju j&@ﬁd‘ﬁdre&enu konstantu i gamo nju i
farnkei ja kajé Eﬁvajﬁ gve kdnﬂtante Booleove algebre wao i1 funk-
cija koje fuvaju sve kongtante nekog datag 1nt9rva1a ga 27

elemenata (0% m"‘-q) i samo njih),

n " |
S L —— #zq(2 - 1} = B Booleovih funkcija od n. promen-
mb (g =~ m}t - o |

1jivih koje Juvaju ta¥no 20 kﬁnstaﬁata (0€n<gq).

Ako broj r nije ymtencija broja 2y anda ne pcsto;i
Booleova funkeija koja éuva ta.éno T kanstanata

}aaledica 6. Svaka pwaata Baeleov& funkeija f: B e
pripada jednﬁa 1 samo jadnoa od gledede Eeﬁlri klase:
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K@ﬁ - klasa fankaija ko je 6u?aju Baméfkunstantu 0 Potrw~

ban i davoljan uslov da prﬁataiﬂonlaava funkcija pwipada 6vo
klaai. j¢$t$. | f(ﬁ,iii,o) fquatngl) = 0,

X o1 ™ klasa fankeije koje 5avaju ave konstante, ?btrab&m

i ﬁavoljan.u31GV*da prosta Baelaova fhnkeija priyaaa ovo K1z
Si je* f(O,ﬁ.;’G) -l 0’ i f(l,#i#,l} - 1.

Kﬁﬂjn klasa fuﬁkcija kﬂje ne Euvaju ni . jeﬁnu konstantu,

Potreban i davnljan'nalﬁv da proata;Bﬁglaa?a.funkcija,pripaaa
3?01 klaﬂi ;]e: : f(G,“;,-@} 1"-"_-.1 i fc:l,tttj ) = 0#

- By
ban 1 dnvolj&n&ualﬁv ﬁa pmaataﬁB@olenva funkcija pripada ovoj

klaﬁi je" ff{),.-.,(}) = f(l'lli’l) . 1‘ ,

- klasa.funkaija koje éuvajuxaamo kanatantu 1. Potre-

N | . o |
- Svaka od- ﬁetiri gor& navaaenﬂ klaaa sadrzi po 22 -2

funkcija¢
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5+ VELD CSCEINA LONOUCHIN BOOLBCVLII FUNECIJA FAU Lona(lT:

SUCLBCVIN ALGULRALA

3.1, Monotone Booleove funkeiie

mﬂﬂ

3ef1nieiﬁa 5 lﬁ #a Bmcleavu *unkciwu f* -ﬂﬁakﬁ kalemo.

oLt
Iy

[ Y
€]

!-uh
.
-

-
3
&

# """\

matitanajfu Odnﬁ$n na promenliiva X, alko

ry
e

x:\mt“wxi_lﬁhltx .;,..L:-*-:x }.‘Ef(:{l,..,,xi 3:‘31#'{ 1:”#:? )
(f(ﬁii*"*ximiihiaxi+1*‘:??xﬁ)a”fxxl*t**'xi~1??i*xi+1*'*"xﬁ)5*

22 funkeiju koja je bilo izotona hilo antitona u odnosu na
.pmamenljivu R kaﬂema da 33 maﬁﬁtﬂna u_odnosu na tu promen-

ljil “uﬂkmlﬂzknja j#iﬁotonh (anfitonﬂ, monotona) .u ﬁdnosu

na sve sVo je pramenTJiva nazinMQ imatanom (antitannm, MONLO ™~

tonom) . | S

U dvonplementnaj Beeleovoj algebri 't u algehri logsike,
| monctnne funkecije su od ﬂeaennng znanaja.'xlaﬂa monotonih 1o~,
gidkih funkaiga M zatvoreﬁa je 3 Bupatitucijama monotonih
logi¢kih funkaija mogu se dobiti onet samoe monotone 1o gicke
funkcije. Dalje, M je funkﬂijski skoreo kompletan tj on nije
funkel jski Yompletan al;“&néaQuéi m&'pﬁoiﬁvbijnu nemonotonu
logifku funkeiju doblja %a Tunkei jeki kampietaﬁ aﬁup‘tj~t&kav-
sﬁup’fuﬁkﬁija iz kojih sg'suystitucijamﬁtﬁagu generisati

sve logidke funkeije, %

Slededa lema omogucava d= se osobine monotonih Beoleovih

fapkeija nad ﬁraiﬁvﬁljﬁﬂm?kﬂﬁaéﬁﬁmﬂBbﬁlﬁﬁﬁom algebrom ispituju
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pomaéu manatonmh logidkih funkcija.'*

Lama 3 Lo Beoleav& funkclja T ﬂnﬁivB je mnnotana akn

1 samo ako su asve njena kamponente fk Bz-arﬁz manotone
logitke funkecije (k = 1,2,...,t1). |

Dakaz,;ﬁagemo dekaz %E 1zatane Boalecve funkcije. Dok&z
%8 antitcn& fuﬂkcxje jer motpunﬁ analogan (%to je sluﬁaj sa

svim %enremama vag pﬁglavlja)

(1) Uslov je patrebanﬁ edpost&vime da je fmnkcija £
izatom tj da xz.r (x Y € 37} povladi PXY LX),

Mw je aada. Xkéfk, za svako 'k = 1,2,...,q, onda jJe
XLY (zbog (1 67)) t;; f(X)Sf(I) Cna osnovu predpastavke},
§t0 povladi, oret na 08riovy (1 67), fk(xk)*ifk(rk), za avako
E = 1,2'uat;QJ | .

. (11) Uslov je ﬁavaljan‘ Predpoatavimﬁ da, za gvaka

- - X ook fk k fk ¥
k = 1,2,“.,q, €I poviali (X )< (X7} Tada X<Y
povlaéi {na ésnovu (1. 67})'Ik¢5”k za svaka k = 1;&1,,,,q, £3
fk(xk)dikaIk} p6 predpoatavci, aﬁakle, apet na 0Snovu *ﬁ 57)

. sladi f(x) aﬁf(’i’)

Na asnavu 1eme 2.1, maﬁa se dﬁhlti preﬁena 0 broju MONO =
tonih BacleQVih funkeija nad kﬁnaénomiﬂeeleavom algebrom aa'_

24 e:lemana.ta°

Posle&iea l. Braj izotenih.Eoolaovih funkciaa od Jedne

_pmcmanljive Jednak je 3q

Haime, nz toliko naéina mnﬂu ‘8ea. o& tri izatana logilke

funkclga 0d jedne pramenljkve { o x, 1} fﬁrmirati ramliéite

.....

7renrezantacige Booleovih funkcija od jedne pramenljive nad aln

- gabrﬁm B%‘a
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Bro} izatanih Booleovih. funkaija o@gﬁva promen“jive jed-
nak je 6% . : ; | |
Posledioa 2, Broj izotonih Booleovih funkeija od m pro-
nenljivih NW(n) : zadovol java uslov:
B @
n r .
Bl (&J) ;
<3 7

(3.1) 2% . & ®(n)

Sledi na osnovu leme 3,1 1 ocena Gilbar‘ha [15] i Honse-
la [Zrﬂ za monctam logiéka funkeije.,

f Sledeéa-taarama ja'uapétenje jadne teoreme koju je doka-
Z2.0 Sccgnamiglio (1960, [;i]) ali samo ga Booleove funkcije
- 08 jeﬁne pwamanlj£Wé. | | |

Teamm 2.1 Domen mdnoat:l imtona Bcoleove funkci;;e-
f : B a3 Jje interval [f(O,.”,O) f(l,...,l}] i. pekla.pa,
se sa skupom svih ondh alemenata a iz B za ko;ja je |
f(a,...,a}.ma . |

Dokaz, Kako je funkoija £ izotona, to jJe, za svako
X = (xl;..;..,:;n) iz ; | |

(3&2) : f((}';&;;Q)'éﬁf‘cxl’tu:.,xrl) <f(l’ l'&:l’]-:)i

8 druge strfmé, prema teoremi 2,1 Je (= ,.H,a} = a
‘za svako a. 1? intemla [f({),u.,()) I{l,.,,,l] éime je teo~

rema, dokazana. o S

KNavodimo sada Jedm pgiznatu teoremu o monotonim Boole-

ovim funkc:i Jama

| Teorem& 3.2+ Booleova funkcija 2 anﬁl-B je izotona
ako 3, ‘samo ak:::s 8e- mm,e jednmrhém napiaati u ahli}m |
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m

1, e}l . ‘ |
| (313) f(xljitiixn) &= b mel viil*'#fi il**#i ilanix

N Jlgeeesn ‘ | |
gde V i’ ' i oznatava da se disjunkelija uzima preko
1; sesy . | g

svih (m)w podgkupova { il'”lf' ,im}’ od m mzliﬁi#ih indeksa

izr ﬁ}ﬂllﬂ 1’ ™ .;x'n} i gﬁﬁ je b 5 kai:

1&::1 | jliiﬁj

god je {ilrntngi §(§31'0tn33} {1,’::;;%' Ilaii’!IG,
='£(0,400,0) 1 by ceady = i‘(o( m-.a( )» gle e

o(ilﬂ.;, % “,o(kw . k,étcil,...,1§ .

Dakaa ove teoreme: zachulaove funkcija nad preizvoljnom
Booleovon alﬁebrcm moéﬁ sSe naéi npw'u [52] Maduﬁim, dokaz
gornje teoreme za logldke fnnkcije je skoro trivijalan a onﬁa,
na osnovu leuwe 3,1, koriataéi kohponantnu reprezenxaciju, lako

se vidi da je tvrdenja taéno za Booleove runkcije nad ﬂvakom

kanaénom;ﬁealaavom algﬁbrom.

 Pre nega éta fﬁrmuliﬁemn Bledecu teorem, daj&ma jaﬁﬁu
definlciju, ko ja potiée od Lyngholma 1‘I0urgraua ({ﬁi})

efinicija 3, « Svako}] Buoleevoj tunkciji f* B B, za
svako 1 = 132y 6 00pTy priﬁ;uﬁujem@ sledede funkeije:

63:4} .f%(xi*;f"xn) P f{ﬁigiui}xn) ,
[E2 S S OTRI S IEE PP Y (CAPRRINS) PR

Za p 1,290,000
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Andreoli je dokazzo u [2] da je za avaku Boolero*iru funkei v
f : B->B, funkeija f£(£(x)) izotona Booleova furkeija, U sle-
decoj teoremi dajemo Jedno uopﬁteﬁje togs njegovos rezultatz

na funkcije od n promenljivih,

Teorema 3,3, Z2 svaku Booleovu funkeiju - f3 B>, funk-

¢ija
C0 B N (¢ e - LN L

je izotona Dooleova funkei ja,

Dokag, Dokazadeno, ustvari, da je za gvako m = 1,2,...,7,

funkel ja
- Yy V2242 2
(3.7} (ens {1(*’51#*”:"-511))1)2 ."“)m

izotona n odnosu na prowenljive X, ,Xsy.eee% .

Za. m = 1, nogmatramo furkeiju

(3:3)  G{xgaeeerny) = (2(E e nx))]

| __ f(f{}:l’n-;’xn)’xg’ n"’xn).
Primenjujudi na (3.8} roznati identitet
(ﬁu?) ‘ f{xl)*ﬁf'lx ’ = Kl:ﬁflf“?"inajxn) V‘&:{f{‘;t;»tziﬁgq’xn:‘

n-l

Fagn g

oy ' H | |
100 0%50 ve0r%y) = (a0 s ) 2120, 0 00s%,) V

vr ff(ﬁl' » J,Iit ;%}fro,ﬁg, “*'xn}
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i ?&EVijajuéi d&lje ) f(xl,..;,xn) i f'(}c‘]";ni’xx‘})." na ognog-
vu.(ﬁ;Q): ' o |

(xlsxgs LK rxn) =

xlf(l,xz,”uxn)\/xlf((},xa, .;,..,x ))f(l,xz, .;.,xn) v
Y (xlf’ﬁl.xz, . ..,xn)v,x{f’(cuxz, ”ﬂxnnf_("*"z* . ..,xn):
', = aftl,xz, . .xn} V{f(o,xg;n . .;,:x,;)fﬂ,xz, vos ,#n} v
Vxlf"(l,xg,...,xn)fw :x:z,...,xn)v o
Vxlf'(o,xg,”..xn}fﬁc,xz,”.,xn)
= xl(ffl,xz, ‘s .,::mﬁ);v f’(l,ga; vees X} £(0, %50 000, %)) V
Vxl’(f((}h,.xz,,.-,xﬁ)i;'(l,xz,.n,'xn)v : '
V*""(G xg,....xn)fto.xz,...,xn)}
= xl(fCO,xz, ....xn) Vfcl.xg....,xn)}\(

| V x.lf@:} 3'.2, coe ,xn}f(l,xa, .o .,xn)

Imajuéi u vidu da je*avek
‘ f(o xz,.n,xn)fﬂ,xz,.“,xn}é.ffo,xz, .‘..,xn} Vftl,xz,“.,}" Y,
| to :ja na e;ﬁnaw teamm& 3 2, fﬁkeij& I
| x{:(f(a*,xz,;..,#n)'f(;,ng...,xn))V“:"-

Vxl(ffc’sz: oo ﬁxn) Vf(}-s?fﬁzr xy rx—n)f} =
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- gl(x‘l’xz"'ﬁ""xn){‘ = (f(il,xz,". . -’xn))i :

ize*&ona u odnosu na Pl‘-ﬂmenljim % 0
| Pre&poatavimo gade da ja ﬁmkc:l.ja.

(3g10} gr{xlgxagttrth} = (rao((fcxlyxﬁ,tua’xn)}laiu)rﬂl)

izotona u odnosu ma maﬁenl;}iva ’1’:2;”‘ $Xpy 1 posmatrajmo
funkedgu | | - |

(3;11} . gr*lcxltxzitnttxh) =

| = (#*t((f(xltxgrO'*#;n))lti*)r)
R ORI, | L U
= 3::(:1*“"1:'3::(:1*“"3:1) *Im’ )

Da je fwﬂmija (3.11) izotona PO promanl;]ivaj xm-l .
sledi pa osnova teoreme 3.2, 8 obgzirom da 35

sr...ltxl,...,xr,xmpxﬂg,...,xn) -

= "ngr(xl"”’zr’o’xr*z*””xn)gr(zl"”'xr'l'xrw““'xn)v

‘VIrﬂ(s,(xl,”.,xr,n,xna,....xn)Vs,{xl,..,,xr,l,xNz,...,xn)}
i aa.b je mek, |

g (xl,...,x ’O,I 2,;1#’:: )g (xl,',‘,xl"l’x _2?tii’xn) 5 *

é gr(ﬁj “e ';‘ ’xr’g,.xr*Z, »s "xn} V gr(xflf’l S :,Ir,l,xr.‘_a, ;.i L '5) » |
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Izotﬂnoat funkeije (3.11) u odnosu na promanljive-
Xys Hgperey Xy sledi na osnovu Einjaniee da je ta funkeija
dnbijena 3npstitanijama iz runkcija koje su, takcde, izotone
u odnosu na te iste pwamanljiva (naime, funkei ja g, je, po
pTEdeEt&VOl indukeije, izetona'u odnasu na promenl jive
Zis Xogeoey xr , & svaka pramenljiva (prajekmiaa) je izotoe-
na funkclja.

Ovim je dokag teoreme za#%éan.

Taorema Seds Booleova. funkcija £3: Bl»B . Je iﬁoton& |

akoki éamc ako Je
(5.12) £ 2y = , 43242 2
(34'12) , :(xll”'rxfn) &= (t*#((f(xl# .o {lxn)}l)zf#*)n

RKomentar, annatfja 3pecijalanualuéaj ove. teoreme za
Booleove funkcije od jedne pfomanlj;ve; ﬁmastﬁ '(3.12) tada
figurise I “ -

(3.15) '_'fcx) - 2(£(x))

1 ovu rel&cijn su,'u vezi sa izatanijemﬂﬁaolecvih funkciga
od ja&na pmemﬁnljiva, iapitivali B. SQhrader [Bq] i G.
Andreoli [? -

) Eggag.iﬁa je uslov potreban, aladi na panova zaurema 3¢30
:Dokazaéamo sada ﬂa.je*ualﬁv i davnljan* S ahziram.na relacije
(1.62) - {(1.66) 1 1amﬂ 2 1 1 3, &avoljna je dati dakaz %a
rtogicke fuﬂkcije, | “
- Naga.ja 10g16ka funk¢1ja*-fk:"B§Agp32 'izataﬁa, Poamatramo
minimelnu disjunktivnu kanonsku formm (MDKF) te funkeije, Iz
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teorije logidkih funkeija poznato Je da._-'ae,u MDKF izotone
logidke funkcije nijedna prom&nljim‘ ne 'po Jjavljuje faa. zZnakomn
negacije, To zna¥i da se , za svako i = 1,2 »seesDy MDKF
funkeije fk(xl,xé,ﬁ..,xn) moZe napisati u oblika

(3 14} I’ilvxif’ig V* oo inijiv Qﬂ_V Qiz V eosV Qj.:s:*i

gle su P, P:I.E"”‘ ’ mi’ Qil’ Qj_z#“'i Qiri elementarne

kanaunkci;}e 04 knjih ni 3mina ne sadrii faktar Xy (nije s X1

kljudeno da je nekl oﬂ ﬂkupova {il’PiZ’”" mj} O

| {Qil,’ Qizg IR ’Qiri} L. pl’am)‘ Q

Izdvajajuél promenljiva x,, MDKF funkoije £ moZe se
transformisati u oblik |

(3.15} fflfz(hxlunrxn}” x]_( g=1 13)v( t'“l Qlt)

[
. ¢

Supatituirajuéi umaata pramanljive xi | ceo izrag kaji
odreduje MDEF funked Je fk imamos

(fkc‘xl;..'.,xn)i ﬂ‘cf“cﬁ.m,x )ignenmy) =

-V o) (v %)v
(Vm w) -



45

V (Vtml E;111:)
= X (V s=1 Plﬂ )V (V t=1 Qlt) ’

t4 funkeija (fk}:% ima analitidki israsz i&antiéan sa VDKF
funkeije £, dakle, te dve funkeije 1maju istu MDKF, ¥to zna-
i da su medusobno jednake,
Tterirajuéi gornji postupak, dbbijamﬁf

(3:16) fk = (fk)l“' ((fk)l)zﬁ_,.,_ (tnt((fk)l)zi*?}z 3

za gvako k='1,2,¢e09% Dakle, vail (3.12), ¥ime je dokaz

zavysen,

3;2; Monotone 1§gi§ka fuﬁkeije-

hi B okviru.cvog paragrafa poamatracema iskljuéiva dvo=-
elementnu Boal&ovu alg&bru i monatcna Bealeove funkcija nad .
_tem.algébram, dakle, monotone logidke funkcija.iﬁezultati de
biti kariﬂceni i u.ﬂledecem poglavlju. Elemente &kupa B t3

ure&ane nﬂtcrka rinla 1 je&inica n&zivacamﬂ nwdimanzianalnim

binarnim.vektorima ili kratkn vektarima L

Definicija 333. 7a nudimenzlanalni hinarni vektoxr
(0{;,5(&,...,CXF) i minterm xilriz ,..xi kaﬁeme da su

Qﬁgomm;uci jedan drugom ako je 0(11 o<i2 2 4ee ..o<
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- A6

i d = J 23 8Svako jé{il’iz’."’iﬂ‘} t

U skum ’.82 nai’s ge mmatmti relacija C- defimmna

na aledeéi n.a.f*in*

(3.17} Wl, oou ,0( )C(ﬂl, ‘cue A ) s.a.kcr 1 samo ako Je -

¥i£ﬁi* 23 sva.ko L = 1' ’,.,'n,

Iako je viftefi da je' to relacija delinﬁ;&nag ura&en'ja. u
* s};um n-ﬁ_imenﬁianalnih bina.:mih vektora.

Lema %2 j.ko sa P i Q mintarmi odmmajuci redam

vektorima .(dl', ves ,d } i (/51, sos ,ﬁn), onda
({1' RS ’d}cwly ree 3P ﬁ) pO?lam P}Qa |
I)Qlﬁa»ﬁ. K‘eka jed = eew -ﬁd =31 ¥ d e 0 Zﬁ-

J ; {11“”:'1 g Tada je P = xilnuixi

l&. O 8NOVL (3:17) j&ﬁi = eee m/sxm ﬁi © eee mﬂi =
r

ml ‘
(I‘) 0) » ﬁ&klﬁ, Q o x‘i . a ixi Xi . " ix \ - PR 9 .Et._
| “ 1 ml ~ 1r )

gde je B = -"-m»lu'x"»"r (za.r=0§ R = l}: te 3?"3 PR‘ ?r

£

alecli da ja Q-lP.

Matricu &i ji 8y mri elementi nle 1 jedinica tj alemen i

. iz Bz naaiva.ma binarnom 113 Baoleavom mtricam.

efinici;]a. 3,1 Za Bomlawu ma.trimz ka.?zamn da 33 I-i--watm

~rica ako i samo ako madu vaktor-vratama te matrice nema medu-

L

sobno uporedivih vektnra @ odnosu na. relaciju (3.17}.

,,,,,

fmﬂgcija £ tj duginn I@KE' te funkeije,
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Definiciia 35, %a Booleovu matricu F reda Deen I mo-
notonu logifku funkeciju f}‘ngavBZ kafemo da odgovaraju jed-
na drugoj odnosne da su'meduaabva=odgovarajuée ako i éame aXC
su vrete matrice P n-dimenzionalni binarni vekteri koji odgo-

varaju 1aﬁcm~mintarmima MHKF fUchije £

Teorema 3, _5. Gagamrajuca, matrica gvake manetoﬁa 10g;téka
funkcije jJe neka Mematrica i obrnuto, svaka Booleova M-matrica

je odgovarajuéa matrica neke monotone Mgié}i‘e funkei je,

Dokaz, Neka je £3 'E%-}_BZ' monotona logidka funkcija.
Ukoliko bi za neke dve vrste njoj] m‘igomajuéa'matrice bilo

(dj_# tee0 :d )c(ﬂlﬁ L 11} to bi znadilo da’ njima odgo-

varajucéi mintermi P i Q, na osnovi lema 3 2 zadovnljavafﬁ
uslov ;P?,’Q s druge atra.ne 'mintermi P i Qg Bu uklguceni

u MDKF funkecije £ a to Je kontradikeija. Hai_m, ni;]ed.na ais-
junktivna k&nanska forma kcj& ﬁkljuﬁuje‘minteime P 1 @ tau-
ve da 3& P2ZQ ne mo¥e biti minimalna Jer se mmée dalje miﬂw~
miﬁira.ti koriécanjem jednakoati PVQ = P ‘koja Je ekvimlmzﬁ"

sag P)Q. Dakle, c;clgwarajuéa mt:rica funlcci;je £ ne sadrii
ni jec'ian r uporeé.ivih vrsta, Eto maﬁi da je 'l:o M=matrica,

Obmuto ’ neka je’ F Booleova M—matriaa Teda r*n. Formira-

Mo G&gama juci ninterm avakeg vakﬁora—-vrs‘te. Ta&a je disaun}w

r::z.;]a svih tih minterma M)KE’ neke logicke funlcfzija jer zhag

neupamdivos‘hi odgavarajucih vektam, nauporedivi B mamwobzm
1 sgvi mintermi te ﬁiajunktim& kanenaka forme, Bto maé‘i da
se ona ne mo%e dalje akraéivati primenom zakona. apsorypeliie.

Kako ta MDKF ne szdr$i negirane promenljive, ona je MDKF neke

monotone logifke funkcije.

Owim je dokaz teoreme zavrsien,
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| Definicija 3.5 Za binami n-dimenzionalni "mk{wr kaZemo
da ima nivo k 11i da ;je k-tog nivoa. a.ke )} samc ako meda n;}egou
vim komponentama ima tadno k jedinica.

Definicida 3}6. ZFod Eafilam monotana lc,giélce funkecije
f Bg -PBZ podrammmc niz od I;f nenegativnih celih broje=~
va uredenih po veliéini, . ozna.ci le,zz,...,ﬂLf[, gde su

Zay Zps eee g 21 4 ;‘adom ni‘mi velctom uﬁgoma;jueih minte:r:—-

mima MUKF fun.kcije b A8 Broj&vi 31’ 2, ene g. zI,f su komnonen*ta
profila.;

Primeri: FProfil monotone legiﬁke funkc:l;je (%, y%5, 3,3::4)::
= x?_x3 x2x4 Vx1 je 31,2, 2[ Iatng pro:tila m i manotone
qlugiéke funkci;]e g(xl,xz,x;,H_} = 2113‘/::3::49':2 y |
h(xl,x”x},:x:“xs) = xZVx114Vx5x4 1‘&6.. ?roj&kcije i samo one

' ima ju }_xrofil ]1 [ Prirodno - je umt:l da konatanta; 0 Ama prc}fil
duﬁine mz.la a pro:fil konatanta p ja TGI o ;

Akn dve Bao‘.tawa mtrim Bmatmo okvimﬁntnim ukoliko

133 je&na iz ﬁruge mogu ﬂcbiti na’kqm +permtaai;]am vrata, onda , 17
_osnovu teoreme 3¢5y sledi da se i.zmcm skupa Wih monatanih |
logi8kih funkeija £ Bn-’sz 1 akupa svih’ neakvimlentnih
Booleovih Nﬂmatrica ma%a uapnataviti obostrano ;jednoznaéna |
:karespondencija y L3 ta. dva" skupa ou :!.eta kardinalnosti, Tak:x
se, umaato v pmﬂlu manatuna mxﬂccije, moﬁa govomti o pro:fim

1u ngﬁj odgovara;iuae I-'i- mtrica.

| efinici;}a 2,1 Ako su sve ‘kamwnezxte profila. mcnctane '-
logidke ﬁnﬂmije £3 B%*Bz jednake i stom bm;ju X, kaﬁem

da ;je £ - homogena monotona funkeija k-‘tog nivoa..
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K20 poai_e&j.ce 'tbc;mme 3.'";5 y ,domjaju: se glededa tvrdenja
o breju“hmno:ganih 1oéi§kih funkel jas #
Posledica 1, Broj hﬂmgenih 1ogic"5k1h mnkcija T 32.3.32
k=tog nivoa jednaﬂr je 2 | o
Wainme ’ ima (k) mmliéiﬁh n—ﬁimnzi onalzxih vektora k=tog
nivna i medu njima nens umre&iﬂh %] bilo kejih k razlicitih

binarnih v*e}d:am k-tag nivoa, 151: 5@) umti kao vrste Bco‘la-»
ove matrice ahram;’rn Mﬂim. | |

Poaleﬁica 2.4 nkupma. m‘oj homgenih manatunih 1ogiékih
runkei;}a od n. promnlaivih Jeﬁn&k je E,a

'ﬁaj hrﬁj je wéi 06. miﬁamte 28 m‘oj momtanih 1cg1i$k5.u

fzmkcija - g&]) kajn 30 dao Ha::wal u [20]



4, TRIMSHA MONOTONIH BOCILBOVIE FUNKCIJA U ISTRAZROJ TEORIJT

4o1, 1straﬁna teorija

IstraZna taorija (search thaory, teori ja poiaka, théorla
des qnestionnairea} je ralativno nova grana teorije informaci-
je. Kol je danas poavuéena prili¥no obimna litaratura* pcsebno
treba pomenti mnnogratijn [19] Pioarda ) 4 ekapomitarni Elanak

Parhomenka [48] L
| Tipiﬁan pmnblﬁm iatraﬁnn tuorije je aladeéiz

- (P) Iéentifikavati nepoznati alamnnt (ili viﬁa njih} iz
kona¥nog skupa X u{xl,xz,...,xn} temrajuéi naka podskupo-
ve skupa X t3 1apitniuéi 4a 14 oni sadrie napnﬁnati al&mant
111 ne, Pritom, poatupﬁk idantitikucija mara.biti opttmalan
) nbairomuna.naki'uttnduni kritarijum, '

* Prablam se moZe posmatrati i sa glediﬁta detdkaije naian
Imamnnati oﬂnnano dijaannaticirunjnﬂnﬁkag azatama tj otkriva-
nja n&iapravnih.d&luva'taga siatama. | | f o
R Pbatoji mnﬁgﬂ pmnktiénih.pmvblamaptaga tipﬁ. Prﬁi od njih'
koji je najviﬁe nbradivan 1 najﬁeéée citirun.u 1itaratuxi {ako .
qatarimn_po 3tran1 mnagpbrnjnn gadatke sahatnng]karaktara %ao
-one nlneia;wa#niﬁ;nﬁvﬁiéiﬁd.itd'koji ap&ﬂajuuuamaieﬁatigki
fblkldr) je aledeéi CDorfman [ig] 1943, i Starrett [FT] 1957.0 -

‘Haaaermanﬁv taat*vnlikog'uzofkaﬁljudiz X.aa skup 11&&1.
Test se aastaji 32 dva. &ala* |

| (i} Uzorak krvi uzima sé od svakog éuvaka,

(1i) Uzmorei krvi pn&mrgatajn ge 1abo;a?orijakaj aﬁalizi
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koja nkazuje na prigm«aw@ c&ﬂasno odsustve odredencg antigmw-;
Prisustvo aﬁﬁigena je nouzdan iﬁdikaier infekciwe, Tmesto da
na&vrgavama analizi gvrakl uzorak krvi nﬁaebnc; moZe se ara i e

zi ﬁa&vrem me Savina vibe uzoraka i na a3 naclin netanoviti
de 11 se w odredenon pﬁﬁgkuym.nalgzi varem jedan inficiran
Sovek ili ne. | ' '

fraﬁ aliﬁnim.pwﬁblamnm.nalazi se 1akar kad treba da 1z

konalénog skupa dba%anja iﬁentifikuje cne od koga pati njegov
paciﬁent; ??ﬂmﬁhaniéar 8131 1& zadatalk da testirajudl pnjeﬂ*v@
blﬁke#e'naispravnag aparata granaue kvar t31 neispravan. ﬁaﬁ,
kriminalistiéki ingpektor kojl 17 konadnog ﬂkﬁ;ﬁ_sumn31Vih
llica.treba, raznin ‘metodama, da uﬁkrija jaﬂine (;medpﬁstaviw

mo da Je samo jedan) Xriveas hemifar koji iz xonadnog skupa
raznih hamikaliaa treba da’ iz&voji onn kvja*u Smﬁﬁi ga, odre-
denom h&mﬁkalijnm proizve&i Q&re&anu reakei ju.

Obi &no 8e o© traﬁenom.tj n@pﬁznaﬁem elementu vavnri kao
t

n&isgzgvnﬂm (&efectiva) a o sv&kam pﬂﬁskupu gkupa X koji se-
drzi baxem 3edaﬁkneispmawan elemant kaa o neiﬁgravnom.akugg
| Svaki ﬁ@dﬂkupu& skupa I,mm%ema amatraﬁi te&tam, nodrass-
| mﬁvajuci gmitam da. rasnelaﬁame'naéincm (paatupkem) da Za SVi-
ki poskuprﬁ utvrﬁima &a 11 je neispmavan §11 ne.

Jasno je, onda, da 3@ gve neiapravna elemente skupa X
meguce identifikavati na %a; naéin.éto ¢emo teatirati peje
na cno ﬁ?aki element skupa X, Hﬁ&utim, ta sﬁrategija “alemept
po element"” nije.u 0ﬁ§tem sludaju aptimalna s obzirom na ug~

vo jeni kriterijum.ﬂptimalﬁﬁstiﬂ o
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Ewﬁblemi istrafne teorije, pored zajednilkih érta,'magu
da se razlikuju u mndgim gtvarima, Hajva%nije gt s

| (A) Bxdj neispmaﬁnih‘elem@nﬁta. Tu postoje ove moguénos=—
tis | | o

| (a) Unapred Je poznat brajineispra?nih algmﬁnata ilil
granice u kojima se taj broj k%reée.' .

| (b}‘Svaki element moZe da'bnde naiaprav&n pri Cemm

s varovatnece naiapmavnaati 28, pnjeaine elemente u ﬁpﬁtem
~8ludaju raaliéite. SR | ; .

U sludaju (Aa), zbog nedoatatka. bilo kakve &ﬁpunake infor-
macije o mogudem rezultatu taatiranja, moﬁe se smatrati da su.
svi waguéi 1ahodi je&naka verava*ni | ta varava%naéa je unap-
red poznata, _ | |

Primers Ako ;je u skum X w{ 1#1‘2*-“*‘“‘ z taénﬂ k neig-
pravnih 9lemenat&, onda Je za &vaki padskup.& akupa.x. z& kaaﬁ

je /) = Xk, verovatnoda da ja on skup svih neiapmavnih ‘eleme ~
nata iz X, jednaka o

(&)
CB) Skup kaji se teatira moZe da--‘ f

(a} zavigi od r&zultata pwedhmdnih te&tﬁva,. {

(b} ne zaviei od $¢zult§ta_preﬁh0dnih-teatovau |
Drﬁﬂi gluda j obi3no nastupa kad iatraﬁi?aé {osoba odnosng
‘maSina kaj& vrSi testiranje) paaa&uje &avoljna veliku memori ju,
Mi Gemo se baviti upravoe ovim ﬁluéajem. | : -

(C) Kriteri jum thimalnasti Nad cilj moZe da bude:
(a} minimizaaija prasaﬁnag broja testava,

{b) minimizacija maksimalnog broja testava.
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Prvi slulaj (problemi tipa (Ca}) je vise statistiékmﬂ
karaktera i on je do sﬂda preteaﬁm izulavan, Najvide su se
ovim problemima bavili Sobel ( [63} [64-] [6’5] [66] ) ’ Groll
¢ [66]), Kumar ( [33], [34])s wevenzamd ([47]), Dorfman ( R,
Katona ([27] [28]}, Picard ( E}ﬂ]), lRe:ayi ([‘53} [54] [55] [‘56]) s
Cesari ([9]), wu ([22]), Koutn ( [31]), Tucker ([22]) 4 drugt.

- Svi ti radovi odnose se, uglavnom, na probleme tipa (Ca)
tj ispituju se straﬁegije za idetifikauiju naiapravnih elemaﬂ
nata sa Sto manjim praaaénim brojem testova, Medutim, samo u
vrlo specijalnim.ﬂluéajevimavpostignuti gu zadﬁvoljavajuéi rem.
zultati t3j nadene pnocadura 82, zaiata najmanjim.maguéim proged-
qnim brojem testova,. | | | o

4] avom,ra&n_bawimﬂ se ymnbieﬁima fipa'(&b)~kdji 5u_viée
kombinatornog karaktefa. Jedan 0p§tiji @rgblem:moﬁe.ée'farmuliw
sati na slededi nadin: '

(P) U 31{111311 £ = { l,xz;..,,xn} ima taxénd 'm‘ neiﬁpi'a:vnih
elem&nata Nadi eptimalnn strategiau za identifikaci;u svih ne~

lspravnih elemenata

Preciziraéemc prvo pajam stx&tegije,
Neka je -Al prvi te&t Cﬁ je neki pﬁdﬁkup Hkupa X iz (P
Ajf& ’32’!.‘;’&3 1)’ (1<3£k; 1,62,&&;,.3,3 lé {0 1})’ 3@ 3""1’?3

test pad*uslavom da au.razultati predhodnih teateva redom al

2,...,33 -1 (a = 1 znaﬁi* skup A (el,..a,e 1} je neisprau
van; e, = 0 znadis skup L (31*""er~1} ja iapravan)
_ &kp * k+l(el’*'°’ek} nmje ﬂefinisan,'all .&k(al,‘,,,@k“ﬁ-

jeste, onda rezultati '61,82,.;3}Ek1, za jedno aa.pndﬁkupavima



(4’:1) Al, Az(:*al} ¥ &3(&1, 82)’ . t,. A’k(&li &2, .oy ,ekﬂl}

aa&nﬂanacnm odreduju skup svih néispravmih elemenata iz X,

,_...-{ I

Definicija 4.1, Famlllgu ﬁOﬁ%kﬂpOVa (4,1) nazivamo gtru

tegiiom,
| 7

-

Rezultat teﬂtxranJa je jedan od ( ) m=Glanih nﬁd%kupgvﬂ

skupa,X, Obeleﬁlme te podskupove 82 B, (i =1 2""’(m) Ye
Ako fiksiramo gedan'Bi, tada je niz e Ci}, 62(1),.;4;

(i) rezultata p@ge&inaénlh testova jﬁdncznaena odreden
i
(Aki+l(el(i},..,,ek (1)) nije definisan) Brag n&aphodnih
testova za identifikaciju By, ukoliko Je to skup svih neis-

pravnih elemenaty Je ki'
Prema. krmteriaumu (Cb), potrebno je'miﬂlmizirati izraz:

)

(4&2} - max ki S _
e R | + 3

$

nad 3?im moguéin 3trategijama {4,1), tj ako sa S abeleﬁimo

Jv-r

Skup-ﬂYih strategija (4.1), anda trebs naéi:

I (4,3} L = min g:l'k
' mT g j=1

Primetimo,'&a na ovaj nacin mi priﬂru%ujémo svakom'maﬁ

guden ishodu testirenja Bi jedan niz nula i jeﬁiniaa*

el(i},...,e i(i) To pridruzivanja ﬁe kod na jeziku tearije

infmrmaolae,rSam niz Je kadna rec. 0vaj niz ima prostu osokint:

ne paaﬁo3e rﬂﬁliéiti i i j takvi da 3@ k. :wk i istovremenc

&1(13 = 1»3): rves 3 ﬁk (1) = ek (3) e
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Drugim redina, nijedna koﬂﬂa rec¢ nije pméeﬁaklnaka 9 R
KaZemo da jJe %o pmefikani kod, S druge strane rgdi 8& .0 Linm.
| ném kodn, S obgirom na to i na uspostavljeno presiikavanje,
velidina (4,2) mora da zadovoljava uslov:

B .
m]

o - n
c4‘u4’) . ?i%} ki?’* 10%2 (m)

odakle sledi i

LR Lm_Q? 1952 (2) |

£ -Optimalna stratagija (thimalna‘u smislu. (Cb}} za problem
(Pf) mora da sadrzi barem [iagz( (m) -»li] + 1 testav&, ze,
'n>1,m(n, ‘

Jasno je, da. se svaka gtrategija moze predgtaviti u 0Bl
ku b;narncg drvets {o drvetima videti Kurepa [?8],[?9] },; icie
je celuaarncét jedn&k&.brcjﬁ*ﬁagﬁéih 1ahuaa'tegtiﬁanja,'u ko
kretnom 31&5&3&, 22, problem (P‘), celnlarneat drveta je (g) g,

. *

'anﬁiaelularnoat'je i ‘o
*1

Svakam maksimalnom lancu priﬂrua

zen Jje aedan maguci ishod odnosno ngeﬁova kodna ?#é 'Hazivacem
mo 0 drvo istraﬁnim drvatema J |

Sad se nrohl&m.nalaﬁeﬁwa optimalne gtrateglje svodi na ﬁﬁ'
da ge Lzmedu avih 1%uravnih drvata za dati ﬁroblem ﬁdﬁeﬁi ono

‘koje iwma najmanju antimelularnﬁat,
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4o2s Primena monotonih Booleovih funkeija u istraZnoj teoriji

Neispravnost, kaja je razmafrana u ﬁradhaanﬁj:taéki, ima
ove'aﬁigle&nn ali bitno ﬁvejatvo*'
Ako nekl skup sadrii barem jedan neispravan e1em&nt, anﬁa
i avaki njegov: nadskup sadrZi baram jedan neispravan element
tj svaki nadskup naispravnag skupa ﬁe n&isyravan sku pe
Tavedeno svojstvo nam i ﬂmagucava da u.tretiranju proble-
ma  istraZne teurije kariatima monotone Booleove funkeije,;
| Neka je PeX) par*si*’civni Bkup skupa - X ....{ 1,:3:: ,,...,:x:}
Booleova algebra <P(I}, U n ", ’ X>, gde su U n i
Ty redam operaeige uni je, praﬂeka i kamplemeﬁta % adnaau na
skup X, immurfna Je Baoleﬁvoj alge'bri <EE’ V, ’ ,0 1> 12“
tadke 1.3 (sa n umesto q), gde smo sa O i 1 mmnacili kratio
binarne vektore - {0 0,..*,0) i (1, 1,..;,1} iz Bz . RalaciJi
4ﬁ u algebri EE ’ ﬂdgnvara u tom izemarfimmu relacija gadr fe-
vanja slupova < u algabri P(X}. Jadnoélanim p&dakunavima
skupa X kao atumima algebre P(X} adgnvaraju u tom izomorfizm:
atmmi Ai (i =1,2,...,n}.81gebre. By tj binarni vektiri mec
_ﬁijim'kampenentama Jje ta&ﬁé“jeﬁﬁa jedinica,
akup swih nﬁispravnih poéskupﬁva skupa X mafe se Do smi
rati kaa unarna relacija skupa P{X} Gbelezima ti relaci o

Ona_ima ﬁled@cu_eaobinu~
(4.6) 4, €D 3 A"iﬁe = 4, €0 .

Neka su ffi i *ﬁé blnaxni vektori kﬁji u posmatranorn

dzomorfizmu oégavaraju.skupuvima_;Al_-i AZ_ i f izomorfne



>

slika unarne relacije D, Tada je £ unarnalrelaeija skupa

Bg ; %8, kaju vazis
(47) B,ef 1 Fp 28, = T, et
) 1 q "2 , 2=

Piaaéemo f('B) 1 ako ;]a B éf adnoana f(—') 0 . ako
“_’L f . Unarna ralacija T skupa B2 mo e ae sada pusmatrati
kao pmeﬂlikavanje f'iﬁznyrBz ’ tj;kaa 1ogiéka funkaija od' n

promenl jivih, kaja na osnowu (4¢7}, madavoljava uslﬁv*- |

| (‘4‘ 8) f(xlszgiaw’x ) 1 1 (xlixzynou;x ) (YllYZt***’y }

% f(yllyzjttu’y }

cakle, tarfunkcija je monotona,
‘Sada se prﬂblem (F") meze prevesti na jezik monntcnih 10~

g1 &kdh fankcija, tako da glaai*

¥

(P"} Naéi antimalnu 3trategiju 74 tdentifikaci ju monoto=
ne lcgiéke funkcige 1. nivaa ako je poznat njen yrafil

?aznavanje profila fmnkeije f* 32*’"52 y O¥de se svodi oo
vaznavanje duine profila, tj ﬁa poznavanje braja Lf s DOBTO
U ﬂve“kampanente profila jedinice, Identifikacija funkcija”
£ BzwerBZ y ekvivalpntna je iﬂentifik&eiji njo] odgovarajuso
M-matrice, | | | |

Pod teﬁtaﬁima ovde pairaﬁﬁﬁa?ama nmdiménzinnalna biﬁarﬁa
vektore 43 elemente skupap'Bg s Dpri éému’ae predpostavlja da
za svaki binarni vektor (xl,xz,'..,x ) iz B2 snamo odrediti

vrednost f(xl,xz,,..,x Y, t3 ragpalaﬁamﬂ nostnpkam {mehanisnme
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28 izracunavanje vrednosti funkelje ff*-Bzﬂahﬂe y %3 proiz-
volgdm kmmblnaeigu vrednoati njenih promenl jivih,

Definicija é,l moZe se prefﬁrmulisati 74 aledeéi

Definicija 4. Strategmja ie familija matrica

na&im:

1B
B, (eq)

| o : !
{4,9) 53531192) - :

. LA I B R R S R

Byleyrepseeeyey ;)
zde je B, = (bl,...,bl}_ prvi test,
Bj(el,...?ej_l)m{hg,...,bg}(elf,;,,ej_l),
(ld' j&k; 3‘1’*Q“u-,$ “1é €0,1§‘ )' | j& j“ti E&-ﬂt pﬁ)d 118- |
lovom da su raﬁultati praﬂhadnih testova e

1r*¥*rej_l y ij
pod nslavam da. je* N

f(bl’.“’bz;)# 31 ¥
2 . 2 :
f(bl"*"bn} = 82

£{®» 3"1, crsyb Hl) = &3‘_1 ’

da By,q nije definisan i &a teatevi Bl’ Ez(el), 3(a1?32),
coey Bk(el,ez,...,ek 1), ﬁvcjim rezultatina €11 €p5000y €y,
jednoznadno aér&duju nepoznatu monotonmu logidku funkeiju

£ 32—3-32 y 0dnosno njoj edgavarajuau M-matriﬁn.
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%a najjednostavniji profil homogene wmonotone funkcije
1. nivoa tj za yrﬁfil:ll[,'ﬂéhija gsa gpecijalan sludaj pro-

blema (P77} :

(1) ¥aéi optimalnu strategiju za identifikaciju newo-

znate Pfﬂéak(}ije :;ﬁ(xlft .o gxn} e x{ .

Naimﬁ,'jedine monatone'lﬁgiéke fuﬁkﬁija SI) profilémj]l[:
su projekeije., . i

0vaj.sluéaj je jednostavan i poznat 1 u drugim interpret&n
cijana, Gvde_g& re Savano fa&i pctyunasti jer se on ﬁnjavljﬁje
kao pemoéni rezultat u drugim, sloZenijim 3luﬁajeviﬁa. ReSenje

problema (Pl)_aajegsleaeéa teorema:

Teorema 4.1, Optimalna étrategija za'ideﬁtifikaeiju DL o=

jekei je f(xl,...,xn) = X; Je matrica sa
{(4.10) [ﬁangnuli]+‘1 ~

vrata, za n32.

- 23535; Gornjen tvrdenju je;;a&igieﬂﬁa,rekvivalentna glem~
dedes ; - |

~ Neka jJe, ﬁa k2l 2%=1 . nﬁZku _'I’ada“pﬁa‘taji strategija
sa k ?rsﬁa.(tj strategija éijé matrica ima k vrata) 22
idantifikae;ju pmomenlji#a~(prﬁjekcije) f(xl,@;,,xn)'m X, dok
atrafegija sa manje od k vrsita za takvu identifikaaiju ne
postoji. | :

Pre svegsa, primetimd_da zbog monotonostl praj&keijﬁ

varis



&o

(4f11) f(,hlrﬂ'rbn). =e i bi £E :%l.f-.(xl',,'...,xgn) £ Xy

Dakle, svakim teatem eliminise se lzvestan brmj ﬁrejakcija,
‘nakon &aga ae traéena funkci3a.maﬁe poamatrati kao restrikei-
ja na manji hraj promenl jivih, tj kao funkeija f Bzﬂangz

| Crz:n)

Za k ='1l, Jjedino za n =2 Je zadovoljen uslov:
-2°‘$n.‘21. Treba, dakla, 1a&nim teatam.idantifikavati nap@znaﬂ'
tu projekeiju f(xl,xzj = X, .

Teatiramﬂ vektor {1,0). Ako Je f(l 0) =1, nnda Je na
osnova (4.11): f(xl,xz) = xl, akﬁ je f(l 0) =0, anda Je, taw
kc&a, na osnovu {4.11): £(x4,%,} = X, Dakle, ovde se strate-
gija sastoji iz saméijednag testa r(l,d}, 11i v obliku istrai-
nog drveta: | | |

- (1,0)
NG
X ox

Gbaléﬁimcvgornjd strategiju sa S% .'x

Préﬁpaatavimc da tvrdenje tearamehvaii 23 % = 1y 25000y
Pdsxﬁa*tr&jma él'uéaj: Zmd nézmj',, t] treba nadi strategiju za
identifikaéiju napoznate'prujekpije f(xl,.,,,xn) = Xy o |

Za prvi test uzimamo %ektor (1,;,.;150,.#;,0),.kad koga,
sa prvih 2" komponenata jédin;ge a precgtale“kﬂmpéﬁeﬁ{e su
nule, Neka takvih ima p, jasno je da ja*' \p.{,?;?}. Ako je
£(l,60e3130,44450) =1, Qﬁda je traZena ?rajek&ija jedna od
Xyy gde Je i vjadan od brojeva: 1, 2,..., zm, Bto gledi na

osnovu {(4.,11). Po prednostavei indukeije, postoji strategija
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S;m , Cija wmatrica ima m vrata, za identifikaciju.ﬂ&puznata

_p?ojekcije g(xl,.gﬁ,xzm) - f(xl,...,XQm,G,...,o) = X; o Ako
je, medutin, f(l,.,,,l,O,ﬁﬂa,O} = 0, onda je, na aanovﬁ (4. 11},
indeks nepoznate projekeilje X;y Jedan od brmjeva* 2m+1, 2m+2

cosy 2m+pmn » Po predpostavei indukcige, postoji strategija

', Sl 8a najvise m vrsta {zbog p.ﬁzm} s 28 iﬁe-ntifikaciju nepoz~

nate prajakaije h(x yeeesX ) = f(D,Q;.,O,K.m greepX )
' oMy 2% 27%1 2% p

Xy o Eakla,'u svakom - ﬁlnéaju, nepuznata projekeija, posmatra-
na kao funkcija od n promenljivih ( 2m<:nﬁh2m*1},_maﬁe se idewn=
- tifikovati sa mel tegtova, tj_bdgavarajuéé strategl ja Si
ima mw+l vrsta,

Garnji dokaz jJe kmnstr&ktivan, naime on ﬂmogucava da, se 1

efektivno konstruise udgu?araanaa strategija. Za k=1 (nMB}ﬁ

1

predstavili asmo aﬂgovaragucu strategiju 82 u obliku istraznog

drveta, Predpastavimo da su u 0bliku istraznng drveta prada

1

1jene Strategije Sn y Za ﬂvaka <2B, Tada 36, za svako n

koje mdﬂvo] Jjava usglove 2m~<:n*‘-'-2m+1, tj Za S"G"&ki‘} n oblika

n o= 28 4 E (paazm), adgovaraguca strategija S1 mo¥e pred-
| om
staviti u obliku istraZnog dr?eta, pe sledecej shemi ¢

(1#'*'?110$f*'f0)

S;‘m (l,...,i’m) [m] . .. S;.(’Emfl,.“,Zm-i-p) [-5 ’*ﬁ}

- gde smo u okruglim zagradama iza oznake strategije, naveli

indekse projekcija medu kojima se tra%i nepoznata a u srednis:



L

-zagradama makaimalan brﬁj testova koji zahteva ta strategijs
odnoesno antiaalularnnst njoj odgovarajudeg iatrazmﬂg drveta,

Dakle, konstruisali smo strategiju S

koda ima k vesto,
ako je zk"lgnﬁzk* Njoj odgovarajude istraino drvo je binaxric
drvo, Eijé je celularnéa% n a anticelularnost I,

Da je ta_étrategija optimalna, sledi na - ginjenice
Lda ﬁinarnm drvo éija Je anticelularnost k-1 ne moZe imati
celularnost vedu od Ek"l, &akla;,ﬁa postaji atratagijé Ba

manje od k  vrsta za identifikaciju népcznate_yrnjekeije X
kel "

i

i
f(:x:l,...,:x: ), za ndH2

Ovim ja dokaz tecrama 4“1~zavrﬁen.

Sam proces tr&ﬁenja funkcije f(xl,...,x )} = Ki’ mo%ﬁ ge
preastaviti u matriénom obliku na slededi nalin:
| Znajuéi da je za 2k 1/_‘1162}:, pa'tm“bna najvide k teg=
tova, formiramo pravaugaﬁﬂu ‘tablicu reda (k+1)en. Prvih Xk
vrafa odreduju matricun reda -k*n; u d@ﬂatnaj, k+ls ?raﬁi gpim
sujemo nulu na r-tom mestu kad uaténovimﬂ~daﬂje_n&poznata_fuﬁkw
clja. raéliéita od xr»(aﬁatramehﬂa je.avakaj-koloni matriéel
pridrafena jedna prajakcija - fet0] koloni pridruﬁana Jje prou |
jekeija xi) U 3edno) kalonx, sa desne strane matrice, pored
avaka vrate iqpisugemn vrednast nepaznate funkcije na tom
vwktarumvrati, kao rﬁﬁultat t#atim&nj& toga vektora,

Kao prvi test tj kao pwvu vratu matrice, uﬁisu3ema binarm .
‘ni vektor (1,q,¢,1,0,¢.-;ﬂ), kKod koga su’ prvih 2k -1 kemnaneu
nata 3adiniﬁe a ostale su nule. Radi jednostavnosti upisujemo
redamfaama"knmpenﬁnt&, ﬁea zagrada 1 zareza; Ako je vrednost

funkecije na tom véktgrﬁ jednaka’ e, onda uzimamo da je u svim
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niﬁim‘vrstama matrice “bj = 0'(Jm 3,.¢‘,k), kaﬂ god ja

bl #e;u tom gludaju, takode, unisujemn miiu na iwtnm.maﬁtu
dodatne, k+l, vrste, Pregstala prazna maata_qbrazuju,rtakﬁda,
pravougaonu tablicu reda ke(n=25"1), na koju primeniujemo 1sti
postupak kao éa predhodnom 1 taj pggfqpak iteriramo sve dok uf
poslednjoj, dodatno J vrati sva mﬁgta=iﬁuza?'jednag*ne Budu ismh
pun jena nulama, Ka preostalo prazno mesto apiaujama‘jediniau i
ako Je ta Jedinica na intammmastu, onda je traZena funkeija
(Xyyeeepxy) = |

Primarz ¢
Prvi test:

i

Ty k = 3

Xy X5 X5 Xy Xg Xg X
1 1 1 1 0 ©o0. 0

Rezultat prvog testa i drugl tests

X X Xy X, Xg Xg Xy

Rezultat drugog testa i tredi test:’



ELW XZ“,xé xg XEH Xg Ko

1. 1 ] 1 0 O G O
¢ o 0 ©o 1 1 0 1
» O 0 Q 1 0 8 ¢

Dakle, kao trazena funkcija identifikmvana je prajekeija
:f(xl’"*’x'?) = }{6 & S

Jasno je, da je za nekelmoguée 1ﬁh0de, ukoliko je n::?k,
dmvaljna i manje cd. ¥ testova. U predhadhdm primeru, ake Jje.
1 rezultat dru@ag tegta - 0, onda Je neneznata funkcija identi-
fikovana ved paale drqgag_taata_ﬂ o je funkaija f(xlg.ﬁ.,xv)m
= Xq o | o | |
Videli smo da gvaka strategija. indukuje nekil prefikani
kod, U naZem sluﬁajtha je bijakcija izmedu skupa homagenlh
monotonih. 1ogi§k1h funkei ja datcg profila i nakag yo&akupa skt
pa, kanaﬁnih.niaava nula i jedinica, dakle, u u pitanju Je binarni
“kod, - I | | | | |
| Garﬂjivpns%up&k namsﬁﬁéguéava'ﬁa jednostavno odredimo %o
preslikavanje. Npr. stirateglje $% iz navedenog primera indu-

kuje slededéi kod:

X, e» 111 | X, w110

X5 101 © X, %100
X, «»011  Xg<»010
‘171 -3 00 |

Kao &to se § iz primera maéa.videti to - Je prefikani kod
jer nijedna kodna reﬁfnije potetak neke druge,
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. oo | ¥ Fc
Slededi, dosta sloZeniji slucaj predstavl ja prafilijlgléJ

Taj profil im&ju sve monotone logitke funkaije £ B§f§WBQ s
Gﬁi}lik& f(xl}*"’.xnj P XiV‘Xj (i,j - 1’2’&1-#,11; i £ j)a {}d?g‘::”'

varajuéi problem, kao ﬁp&cijalan sludaj probleme {P°7), glass,

(PZ) Kadi ap%imalnuﬁstrategiju.za jdentifikaciju nepcraat
mogotone 1agiéké funkeije I3 BS-%#BE, ako je pggnata'da je njut
profil Jl 1 [ |

Prﬁblem tipa (Ca), analegan gcrnjem, razmatrao je Sobel u
[%5] gde je data aptimalna gtrategija u smislu mlnlmizacije

progetnog braaa testova, za beaknnaéno mnﬁga vrednosti od n.

Na¥ problem je tipa (Cb) tJ nad cilj je da minimiziramo maksive -

lan broj testova, Slededa teorema odnosi se na taj problem.
Teorema 4.2, Heka je

['f] ok

(4.12) tk_:F[ ] + (1 * ( 1)k+1)ﬁ2 mzw (k m'zij,.*ﬁi
| o v L ~ -

gde Jje Fj j=ti Clan Fiﬁanacaij&vng niza

(413) By =3, Fy =15 Fy=Fy 5 +F5, (3 = 3s4y...).

Tada je aptlmalna atrategija 23, identifikaciju nepoznate monc-

I

tone logilke funkeije £ B, wauﬂz ’ grefllaali 1[ ona kmja |
dopusta najvisde k testav&htj-nﬁyoxnata funkci ja se uvek mo e
identifikovati sa najviée k' testova dok ldentifikacija B2 ma~

nje gd'fk testova nije uvek koguda,
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Dokaz, Hiz (4.12) mo Ze se.naﬁisati u obliku

(4414) ' | (B = Ly2yens)

Da je strateglija sa X testova, ukaiika paétﬁji,‘ﬁptiw

malna, sledi na osnovi relacije

(4‘;15} (;k) >' 2}{“1 | | : (k e 2.?3’41;{)
koja se lako provemavé;

Haim&f ;gms*t;aji (:k) noguéih ishoda ﬁest;ranja, jeg DO B
toji tolike razlifitih monotonih logitkih funkeija f£3 By -mB,
84 profilam[]l,l[; Taj-ﬁroj je istévremﬁna jednak 1 celular-
nosti odgovarajudeg istrainog arvefa, a ﬁakﬂxje*to binainﬂ drvo,
njﬁga?a anticelularnost, s‘abziram.nab(4,15),mana‘biti vaéa
od _2k“1; I | I

- Pokazacemo gada, d& 3tfategija sa. néjviéei x tesgtova,
2a identifikaciju fumkeije - Tt ‘B;k-a—Bé, profila [3,1[, uvek
paataji.' | o | . o

Predhodno, navodimo neke rélacije, koje se lako provera=-

vajus

(4.16) L. 5 cat o (m = 52‘,,3,;;.')«*_-
(4.17)L 2% ﬁ?’th fm o= 1y2y00e)
{4-;185 | -trgmw,s,zm“l ' (;z} = 4,'5,.4..)

(4.19) ty o = 2" =1,  (m o= 23350ee)
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| Ml o
(4.20)  %ppq = ¥pp *+ 2 : (m

f

1’2,“..:&)

Za prva tri ¢lana niza (4. 12) Ty = ﬁ,- 5 = 4, t4 = 5, .

optimalne strategije date su gledeéim matricama*

H
i

(4.,22) s; =85 = ,[i ° o
| % e 1 o)

(4.23) sf =83 = o 1 o o
4 © 0 1 0
1 0 0 0 o0
(e.28) 82 =82 = |0 o 0 20
* t, =%  Jo 0o 1 0o o
lo o o 1 o

¢

Kao éta se vidi, u avim strategljama su testovi mﬂdusabna

nezavisni, tj nijedan teat ne zaviai od rezultata preahednih

testova, Sak Je i re&aalad ﬁeatova prexzvaljan.

Primar- Neka su rezultati. tegtava po osnovu atrategiga

S5 ’ dats ﬁledecnm.tablicam*

1 ¥z %3 X s

1 0 0 o0 0 0
0 1 0 ¢ -0 1
6. 0 1 © © -0
o 0 0 1 o© 1

To znaéi, da je £(0,1,0,0,0) =1 i £(0,0,0,1,0) = 1, na og=-
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2
identifikuie kao funhﬂxia f(xl,x?,xﬁ,x¢,35} z= xz\/x4 . Niz

novu éaga. se namﬁna.ta funkciga fs 185-»9-32 y prcxf:..la]‘l 1{

rezultata testova 0101 koji vodi identifikaciji te funkciJE'
je kodna reld te funkecije na osnovu koda indiukovanog strategi-

% 3 funkeiji ‘f(xl,xz,xa,x4,x5) = xz\/xs npr. ﬁdgmjara

jomn 3
u tom kodu kodna red 0100 itd.
Iwﬁdpaatavimb sada, da je tvrdenje teoreme talno za sve

prirodne brojeve k vede 0d 2 a manje.od nekog neparnog dbroja
2

2m+l, tj da su nadene optimalne stratesije Si (2% £2n} .
* ~ x
Tada se ontimalne strategije . S% i 'S% | mogu dobhiti
. 2m+ 2(m+1) -
prema slededim shemama:
(Si (If*"! fo!*“tc)
2m+1
///// 2m“1 \\\\\\\\
(0 0,1 1,0 o) 52 (am“1+1 P - Y {2m
Feewy ,ifi’ "hﬁil"i tgm " ’fnw:p, 2m+1 g

2111

2 1(1,..., ‘“"1)[ ...:;]

st (zm“l*l,.;*,zm“l*zm)[']
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S% (13 * e **tzmﬂz) [Em] S

i Y ‘ | - m.-l ¥

| . 2 m
Sim(t2m*2+1’"}’tzmﬁz*znhzﬁi} * (OJ.,t,Q,l,iii,l,éTTfT?O)
0O

1 ; ' o
Sg, (Leeesstopay) [¢n]
gt (t,. ,+27%1 | b . +2m+2m“1j [m-j,] -

oM=L " 2me2 100 2w " 7T VL - F.

PN

: (Otifhgg}l,u;ajl)

T 1 ome2) [2n-2]

1 o " » ' _
SF_(tomaa=Tn*Le e oo s bany o) [¢n-2]



To

Prema shemi za qtrategiju S% | ; prvi teét ja binar-
2m+]
ni vektor (100032505 004,0) ‘kod koga su prvih 2™ m=1 kompo =

nenata jedinice a oatale Su nule, Ako je na tom vektoru vred-

nost teatirane funkcije jednaka o, onda je za tu fnnkciju, ko=~

ja im& leik f(x ,iﬂt’x

chm.’.1) = X ij, uvek: 1,3 £1, 2,...
=l
soroy

te preastaje da ge 1ndekai 1,3 traae me du preesﬂ

talih tz brejava' plr=l, +1lyasey t2m+]; z2 0 vo nredpoatavci ixi:

'nnstoji strategi ja 8%2 Ba. najviéa 2m testova. Ukoliko je
m

rezultat PTVo L. test& - 1, onda testirame redom wektore

(0’111,0 1,#!#’1’0,ll#’0), (G,#IC,O 1,;;;,1), sve dok na Ilﬁ"'

g/
2"t om Py

kom od njih ne dobijemo pozitivan rezultat (vrednost - 1), u

kom sluZaju se dalje traZenje svodi na uzastopnu primermu dve

1 1 f . 1 - 1
i 8 o&nnanﬁ S i SF
aaviano od toga kaii od mreéhmdna dva taata da je. pczitivan

nezavisne strategije: §

rezultat, Ao €, medutlim, na oba ta. vnktara vrednost funkcije
gednaka nuli, andm to znadi da oha. indek&a {i i j) tr&ha tram
Z2iti meﬁu brojevima: 1, 2y .ﬁ.,E‘"l; 22 to po pmednastavci in-

dukeije neatajl atrateyija Szm -1 58 najvise 2@#2 te&ﬁova,

2
NA O/ROVR (4 17).

Baklé, u svakom sludaju, dovoljno ie  Z2ms+l testova za

1dentifikac13u neneznate fﬂhﬁﬁiﬁ& £( coogX X
xl,g ’ th*1 1}(
&nalnmno, s sheme ga ?trmtﬂﬁiju Sg vidi ge da ona
Zme+2
omoguéava da se nevoznata fuﬁkcija f(xl,...,xt } = xiN’xj,
2nved

identifikuae primennm najvise 2m+2 test@?&,

Ovim je, matemaﬁiéknm indukcijom, teorema 4.2 dokagzana,
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Dmkaa tegreme 4, 2 Je kanatruktlv%n i omogudave i efektivw

2

o nalaﬂeﬂje aptimalne strateglje Sn* za svako n- koje-se TeR

“e napisati u obliku (4. 1?)* Naime, -sirategije za prva tri
&lana niza (4 12) su date sa (4.22), 4, 23) 1 (4. 24) a koris-

tedli sheme (S 7 1 (S } naizmeaidno dabijaju se relkur-
b5 tawz ’

2ms])
~ zivno strategije za svaki ¥lan niza (4.12) ., Prema tearemi 4.2,

8ve gu one uptimalne*

‘. 3 e 4.

Nave&ima pastupak idanxifikacija funkei je f(xl,...,x 4)m

52
i\ij, primenom strategije Sq4%

Ry
>
N
o
i -
ﬁrl
I o®
U}
»
o3
ﬁf

*g Ke xzo x11 X132 X3 xi
13 3 1 0 0 0 0.0 0 0 0 ©0 0 O
6 0 ¢ 0o 1 .1 1 0 0 0 0 0 0 O 1
¢ 0 6 ¢ 0 0 0 11 I 1 0 0 6 o0
6 ¢ 0 0 0 0 ¢ 0 0. 0 0 1 1 O 1
00 0 0 1.1 0 0 ¢ 0°0 0 0 o 1
6 0 0 © 1 0 0 0 0 0 0 0 0 o0 o
6.6 6 6 0 0 0 0 Cc.0 0 1 0 0o 1
¢ ¢ o0 o ¢ ¥ 0.0 O ¢ 06 6 o0 o
6 0 ¢ ¢ 0o 0 00 © 0 0 1 0 o

.
x
»
s
L]
>
n
T,
. -
-
-
-
r
.
&
L]

| U dve dodatne vrste ﬁablﬁca, doﬁijeﬁe su Jedinice 2 kolo=
nama koje odgovara ju nromenljivim x6 i x12 resnektivna. Day v
kle, kodna red 0101101, kaﬁ niz rezultata teﬂtova, vadi idenm
ti:fikaciji funkei je f(xl, .o ..,x14) = x6 \/1:12 .

. U sledecoj tablici n&vadimo prvih nekoliko #lanova niza
'(4r12)3
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k t, X b, k t,
2 3 11 53 20 1079
3 4 12 7z 21 1591
4 5 13 lod4 22 2137
5 7 14 141 23 3161
6 lo | 15 - 205 24 4240
T 14 | 16 277 25 6288
8 19 | 17 405 26 8425
9 27 18 546 | 27 12521
o 37 19 802 28 16761

. I . .

Za prirodne brojeve koji nisu él&navi_niza.(4.12), mogu
se izvuéi slededi =zakljudel:

Ako broj n zadovoljava uslov

(4.25)  t _,&nlty ,

onda paaﬁﬁji strategiija Si' sa najvise k ftestovﬁ;'ta'je
neznatno madifikqvana gtrategija Sik (zbbg'aesne ne jednako=
sti (4,25)), S druge atranﬁ,‘na osnovu 1avbg delé ne jednakosti
(4.25), maksimalan dbroj testova bﬁfimalne strategija za iden-
tifikaciju funkeije f{xl,...,x ) m‘xi\/xj , ne moZe biti manii
od k=-l, Dakle, ukoliko strategija Sﬁ nije aptimalna, onda
jé maksimalan broj testova te gtrategije samo za 1 veci od
maksimalnog broja testova optimalne strategije Za, iati-pwoblem1
Prema tome, kao posledicu teoreme 4.2, mofemo farmulisati 8lew-

dede tvrdenje:

Pogledica, Strategija Sn ’ konstrulaana prema dokazu teo-
reme 4.2, je ili antimalna 111 skoro optimalna t3j dopudta naj-

vise jedan test vife od optimalne strategiije.



73

Slededél korak u pravou uopéta:mn;)a, ble bl problem iden:
tifikacije homogene logilke funkcija J. nivoa f: Bz-a-B,, ;
&1 ja. ﬁuﬁina p:mfila nija veéa od- mkag datog h:m:]a m, tj

(%™ Fadl optimalnu strategiju za 1dent1fikaciju nepc ;-
nate monotone 1::3161:& funlwija 1. nivoa f: Bl-grB‘! )ako je
paznatc da je Icfém "

Sladeca dve teoram odnoge se na taj prc:blem.

Teorema 4.3, ptima.lna atratagija za. problem (Pém) ,v SVo-
di se na ‘gtrategija ‘*alement po element®, ukoliko je m2 7]
tj u tom sludaju ne- peataji ‘na}.;]i postﬁpak od siatematskog
taatir&nja svih atam 3 bina:mih vektara. Ak ‘(k = 1 2,...,::1)

Daka.z, Za n = 3, 'tvraenje 86 lako ?erifikujm -
Za n »3, broj moguéih ishoda (celularmst istmw

nog drveta). je

(4.26) C:) + G) **(:)

jar je 1::3 broj monotanih 1031611:111 mnkci;]a kﬁje zaﬁavoljaw 3

$

uslove iz (I"m) | |

| Ta} bre;j je ‘méi od I g ?’, *za m% [2] s & Z3& PATNO 1
in aluéaju m = [qz] 8to mat“ii aa ne paataji adgevarajum
_atrategi;}a sa manje od n testova.,

%6 1n neparno, vaii

(4.2?) l.n (1 "'([nl) 2:1-1

Da, ni u ovom 31&5&3&1 ne poatoji 3trateg:l.ja sa- nel testava,
iz‘lazi na osnovua slededeg razmatranjm

Da bi takva strategija pastajala potrébnn jé da je bro}
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mguéih ishoda za sluta) nagativnog ramltata prvog testa jai-

I.nax broju moguéih ishoda za aluéua pczitivnag rezultata i taj
~broj bi moraa bitl 1?’.3""'""2

Med*utim, u - sluﬁaju negatimag Tezultata testa
(1 ,.,.,1 0,...,0), broj mogaéih 1ahoda nakan toga ja

(4. 28) ") (n'k) $oaee b (’["3)

a 'l*.:a.;] broj- je vedi od 2“"2, za k([-z.‘-i- .1z & manji ‘od 2°7%
zZa k)[«z] + 1 .o | o |

Cvim jJe dokaz tearqm 4;3*uvr§en.
ReSenje problema (Pé 2) daje slededa ﬁqmmz

‘Teorema 4.4. Neka o .’tk apﬁﬂ %lan niza (4.ié) 1

.{tk“ltm k"'z’ 3 4, 5, 6, 7: 33':'I

(4'2?) v 28 Kk p R

i

1 neka je fs szm Bz napaznata mnnotana logiﬁka funkci-%a

1. nivoa Eiji prafil ne:na ‘du¥inn *méu od 2.

e wm-wulv A b

‘Tada.je optimalna e atratugija za :I.dmtitikaciju te funkeiio
‘ona, koja dopusta na;;viﬁe k testova tj mpozna.ta runkaija ge
uvek moZe identifikuvati sa najvide Xk testcwa y dok identifi-
kacija. 82 man;ja. ad. k ‘teatqn nijl mk moguéa

| deaz. Predpoatavime da smo tvrdtn:}a dokaza.li za k.= 2 3y
4, 5,.”, 11, 12, O‘baleﬁim sa S:kz ::ptimalnu gtrategiju za

identifikaci 311 funkcije 1t sz-a-Bg, 82 gore na.vedenim osobiname.
Za k 7‘9, 8 obzirom na. (4.29), upatrabljaméemo eznalm Sé”

B

Imamo da Je t’ = tle' tll = %149 *12 tlz i-aadg pe ahema 28,
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2 ¥
t2m$1

. Kakﬂ ge .na taj

€2 za w26, moZe &oblitl iz sheme za S kad se u

S ’
Sl , <5
ovo] poslednjoj svuda umesto S, stavi ST

<
nacin dobija 1L 8132, to su isyunjemi uslovi za primenu petpune

&2
Some |
s kad se u ovo] poaleénjaj-avuda

indukelje na kcnatrgkciju shema S s z&a mZ6, t}-ta shema

se dobija 4z sheme 2za Si :
~ 2m+2

Lzvrsi mamena 'si sa S £2

.Pféastaje jos da se daju'&ak&zi za XK = 2, 3, ceoy 12.
Za t5 = 2; tg = 3 t, = 4, dokaz 31&&1 na osnovu. teoreme 4. 3
i'u ovim slucajevima su optimalne strategij& "el&ment po glement®,
28, ale&eéih osam ¢lanova niza, dokaz dajema_ﬁake 5to efektivngo

kmnatiuiéemo odgovarajude strategiije., One su date slededim she-

mama g
| | . - _
(sé,z""“é.2 =552 (15140,040,0) wms sézz s, © [4]
6 ',
o .
s% [1]..............3;..._.._.. (0,0,1,1,1,1) — 2 Stézm S, 2 [27
5y [2] |
_ (3%25352 y (111000000)___9__3t§2w352 [57
. 1] )
S%PJM (0,0,0,1,1,1,1,0 .0)
sy [2] | - 0'
4 | |
| | " (0,0,0,0,0,0,0,1,1) ———rem s% [2]
R R
of s5; (1
2
s5 -~ [3]
. . f ! . d - .
(stggm 313 ) (1,1,1,1 0,..,,o)ﬁ___mm2m_“sté2w sﬁaz [6]
1
, ' " . A
sy [2) 1 _(0,0,0,0,1,...,1,0) 5. - [5]
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‘ &“
(sf;.zm 5% (1,1,3,1,2,1,0,...,0) ——O 552 [7]
1
SJé [3]# 1 *(G\,0,0,G,Q,O',l,.;ha,l,G,G,G,O}
sz 3] o 0 o |
C (0y44040,1,1,1,1) L st 5]
_ o ¢
&2 B
& & mi-"" | o pa .
(st‘*ézm S367)  (1770291404000y0) ——n O smz [6]
- |
| : <
s [3] ____________,(o, .es0, 1,,..,1 0, O)“""”“’?‘“T‘““‘?"l;z [7]
_315_ L‘q - & | 16
(stlzm 3372) (l, - - ﬁilpG,"ag .,O) mm...gm,,_ 3262 [9]
- 11 1 “
(G,fatyO, you ¢’1’0’n*430)
1 D’] / L”/J i
516 [4.7 I
0
. : | | o , 'd
(0y+50515..,1,0,0) ——2e 552 [7]
27 | -8
1
1
577 [4]

st o]
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16
< fhﬁw”\ O
(’Sﬁz ..."'.'.’“.. shg ) {1,:-.,,:,0’###,0)*%““;) (:'LQ]
% . 5% | !
11 l
1
(O’lii’-g, ’tni’l O’iiﬂ,O)
16 3
332 27 o o
sql2 {é]
o & o | ” - | £
(S£:§ = S05°) (1yeeesls0peney0) e Scx- [11]
19 53

1 .
i (O PR, 0,1 e we 1,0 e 0)
1 peerr iy Ii -2V ’
Sye B 19 32 21
77 | .
535 [5] _ - o
-' 0

“. S (0 veesDslpenaslyOyenn 0)
1 ' #ﬂjLw”””fﬂﬂ ' ,, f , ’ ’
N Sl R SR
16 [5) D1 R |

* 3242 [bj

Kao i u sludaju teoreme 4.2, 1 ovde ﬁaéema 3aklauﬁiti,“
da se za gvaki prirocaan. bra; Ny mnﬁe naci cptimalna 111" skoro ov-
timalna stratagi ia za prohlgm (P Y. |
’ Sl@deéi kérak u tma#cukuﬁpétaﬁanja biabbilda‘ée posmatra ju

‘Thomogene monotone icgiéké funkaije'fiéag n;vwaq'ﬁajjadnoatavniji
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_____ siundsy homogene funkelje videp nivoa, mrafla:] [‘ ﬁgmvara vl
iﬂtﬁraaantnam'prohlﬁmu, ojl se iz p@abl@ma (? } dobije kad se
nostave ogranifenja na izbor testova, Kaime, jasnd Je da testi-
ranie je&inﬁénih Vektmra_(atama)'ne,pruﬁa igtraZivadu nikakvu
1ﬁfmrmaciju, jér je unapred jasno da je vrednost funkeije
i{vl,,*.,x Y o= X yj" na tom vaktoru:jednaka 0. Drugim redima,
ima smisla testirati samo one vektore koji medu ﬂvegim kowmponen-
tama imaju barem ﬁva jedinmce, Ova} ualnv ima vrlo prirodna ERA e}
znacenje, naima, mﬁguce je &a au ﬂitangu neisPravnesti kole se akm
akumiliraju 1 kaje ge mogu ragistrovati.aama onda kad u testiranon
skupu postoje barem dva.neispravna:elementa,=tj kad meisprawnim
smatramo skup koji sadril harem dva elementa, Ako se jod predpo-
stavi da indeksi 1 i J uszimaju vrednoati i?_dva diajﬁﬁktné
podskupa skupa {1,2,,;.,:1.} , Onda se dobija slededa mbdifika#
cija problema (Pz):' |

(P* )} Nadil optimalmu strategiju za identifikaciju nepoznate
| . i ‘ ; .
logl ke funkcije |

(4.30}‘ ‘ f(xl,.,.,xm*P} = xixj“

koja'zadqveljava uslove

f‘.{lxl’ 4 @ ,xm? 1, Py fle-t ’-l) m .'I{i
(4.31) . ' |

© -

f(}’."’1'}::&*1"""'3(13‘%?) = xj "

U vezi s8a ovim gesleagjim_prpbleﬁcm,*pqﬂtéwljama éledeéu
hipotezus ' h

(Hl) Optimalna atrategi;a Z3, idantifikaaiju funkei je (4.30),
ko ja zadavnljava usglove (4.31), ja ona koja u 3‘?&1{0111 aluéaju

omegucava i&entiflkaciju uz najvide k testava, gde Je k naj-
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manji broj za koji vafi:

(4,32) mp & Eku

MoZe se pokaszati da j& hipateza (Hl) lagiéka peslediea
sledede hinoteze*

(HQ} 73, svaku kanaé?ﬁ Baelaawu1matricu,'ma¢u 5ijim~&1ementima
ima taéﬁaf n jédiniea, postoji barem jedna njena pa&m&triaa
'me&u éijim elem&nﬁima ima ne manjezcd q 'i,ne-viée ed~ Ekfl.

jedinica, gde je

(4.34)¥. k = [iangn~1i7 +1 3 q = n - zk-l .

.. remm 4.5. () -—_-3;-{111) .
Dokaz, Bala?i f4.34) znade, uatvaxi. da 3&: n.HLZk 1 + q
(1 £ q € 2%y, , ’ -
Neka je,taéno,(ﬂz) i ﬁeka‘nancznata funkdija (4.30) zado-
voljava uslove (4,%1), Pﬁstnji mp razliditih funkcija §a tom .
osobinom, Svaka od njih moze se akaraktariaati jadpam.Baaleavaw
matricam formata wmép, kaja medu avajim alem&ntima.ima tadno
jednu jedinicu, 'ta}m da je funkeiji XX (1 € 8 < m,
1€ p p) pridruZena abastrana jednaznaénﬁ matrica koija ima
3ed1n19u n nre%eﬁu ﬁﬂte vrsta i r-te kalone. Hepazn&t& funkei ja
je identiﬁikav&na ako Je identifikavana njaj pridrufena matrica,
| Kao Sto smo napnmenullt imaju amisla samo oni testovi koji
medu svojim konponentama imaju barem &vé jéﬂinng, i tq.barem
jednu medu prvih m kompomenata i barem jﬁdnﬁ m&dﬁrpredﬂfalim
Eempcnantama¢ | - |
- Svakom testu (0(1,;”, /;m+1""’ﬂm+p) pridruifena
je obostrano jednoznano Jedna podmatrica Booleave matrice M

formata wmep, i to tako da je i~ta kolona matrice M ukl julena
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n ot padmatrﬁﬁu ako I samo ako jeiO(i = 1, 1 j-ta kolana ako

| i samo ako je A g = 1o |
Ako je regzultat nekog testa yezitivan,'onda su svi elementi
watrice pridruZene nepoznatoj funkeiji, koji nisu uk!judeni u
vodmatricu pridruZenu tama‘testu, jednaki mali, Ako je razultaf te -
5ta negativan, Qnﬁa éu jadhaki nu1i ﬂ%1 oni elementi koji su uk-
liudeni u.godmatricu pridruﬁeﬁu testu, |
| Sada se pvostupak identifikacije nevoznate funkgijei(4u3é),
%o ja z&dcvoljava'uslm?a (4.31) 1 (4.32),‘aastﬁji u slededem:
Polazime od Booleove mafrica Hy, formata m+p, &iji su svi
elementi jédinice Neka je mp = n = k=1, q,(iﬁ_q-2k"1).

Uoéima neku podmatricu matrice H, koja ima najmanje 4 a naje

vise Zk =1 elemenata (svi su oni iediniea) Ta poamatrica postojl

na osnovu hipoteze (H,). Za prvi test uzimamo test pridruZen

tod podmatrici. Ako je rezultat toga testa negativan, onda . -sve
-elemente njenu pridruﬁene vodmatrice izjednaéavama 8a nulam, UKo~
“1liko je razultat teqta nezitivan, to radimo sa e1ementima matrice
B koji nisu ukljudeni u no denu wo&matricu. Na taj naéin se mat-

rina H transfarmiée u matricu Hl istag furmata, ali knja ima

najvise o k=1 jedinica, ustvari bro)) jadinica matrice H jeduak
Kq =l

je n, = 2 1 + ql, (159,1"-2 1 ), gde je k (k dakle:
nlézk'"l." |

Na 08novu hiﬁotezp (Fa), sada se moze naci teat naknn koje- .

ga se matrica H1 tranafarmiée . matricu H

n, & 2572, | |

Spri fermu Je: N, &

Gvim outem, dobija se niﬁ,matrica.

(4#35) H’ Hlf Hz, LA I |

formata . m*p, sa Dy Ty Doy wee Jedinica respektivno, pri femu
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je nifzk“i, t3 za neko ték, dobice se matrica H‘b’ z& koju
je n, = 1, Ta matrica bide karagteriﬁtiéna matrica ﬁepnzn&ie

Tunkei jﬁ .

Ovim je dokaz teoreme 4.5 ﬁavréen*

Maguéhast efektivnégﬂnala%enja;pgﬁﬁatrica iz hivoteze (Hz)
yavlaéi'mnguénQSt nélaﬁénja optimalne strategije ﬁa identifikaw
ciju fﬁnkcije (4;3a)ﬁ Narafno, ukoliko takva matrica postoji,
ona se moZe i naéi, u krajnjem sludaju.sistematskin ispitiva~

njem svih vpodmatrica,
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5, NEKI NERESENI PROBIEMI I MOGUCE GENERALIZACIJE

Na kraju, ukaz&éemq na neke nereSene probleme i moguée,
genaraliz%eije;

Kaa_pmvc; nameée se.pitanje'iSFitivanja i'nékih druéih
Xlasa Booleovih funkeija,. koriééaﬁjem.kamponantne reprezenta~
cije {(npr, simetri®nih i Sheffernvih funkaija), Rudeann'u [5?]

ukazuje i na mﬁgucnoat da se sa tog aapekta pride % problemu
reéavanjarﬁaclaovih.jedna&ina.

Interesantno Je 1 pitanje ?iaja kako ﬁvihﬂmnnﬁtnnih Boole=
ovih funkeija od ﬁ pwamﬁnljivih, tako ilﬁoja&inih klésa MOTLO =
tonih funkéijé. Ta j pmablaﬁ.je veé odavno predmet ispitivanga
mnogih autmra ali.jé§~uvék,03taje ﬁareéen;‘v évnm.radu'je isko=-
ri3éen pojam profila za odredivanje broja hamagenih mnnétanih
funkecija, Interesantno bi bilo adreﬁiti kardinalnﬁat ﬁkup@va
monotonih funkei ja pojedinih profila,

Mnostvo problema javlja se u vezi sa p#iménam monotonih
 Booleovih funkeija u istrainoj teoriji. '
| U dokazu teoreme 4.2, dat je postupak za nalaﬁaﬁje opti-

walne 1ili skoro optimalne'ﬁtr&tegije Si

’ za gvaki priradan R

broj n veéi od 2. Prirodno se namede pitanj& o moguénosti

nalafenja optimalne strategije, za avakifpriradﬁn brdj.veéi”

od 2, | e L e B ~
Obelefimo sa sk_.naj%eéi prirodan broj =n, za koji pos-

taji'b@timalﬁa Stfategija Sg ’ sa.maksimélnim bro jen ﬁeatava

" k. Ukoliko bi znali, u principu, naél optimalnu strategiju
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82 , Za proizvoeljan Clan toga niza, onda bi, u principu,

5
snali da nadenmo i1 optimalnu strategiiu Sn s 2a svaki priro-

dan broi n.

Ostaje otvorenoc ﬁiﬁ&?}? i samog naladenja formule za op&tl

Slan miza s?_. Jasno je, da vaiis

(5.1) b, & 8
za svaki prirﬁdan broj k. 04 interesa bi bilo i nalafenje svakog

niza rk, koji bi Sto bdlje'aprgkaimiraﬂ niz By t] takvog,

da je, za svako k, I, £8,, a da je pritom raglika .
(5 *2). Bk - ,rk
gto manja. | |
Predpostavl jamo, ﬂﬁ jé; pbéev dd nekog . k, ak*yptk, iako
to nije bilo mogude dokazati u ovom radu, Dataljnﬁm analizom,
- moglo se utvrditi da je ak Bes do X = 9, ﬁakljuﬁnc.-Za

k >»9, - itanje ogtaje otvoreno jer nalazenje avakog ﬁaljeg

§lana niza ﬂk zahteva kampliknvane prura&una.'

"
el a1 - B L. Hwipkhwe- b - ry | rapm bl g

Analagna nitanja mogu se naﬁtqviti i veai sa nrcblemom |

P
(P“‘?}. Ako sa s E Gbeleiima nai?eci priredan braj n ze koji

poatoji optimalna 3trat9gija S““E

y Onda se pcstavlja problem
nalazenja opSteg Clana toga_niza ili barem éta'viée njegbvih
-podetnih &lanova, | q ' | | P_
Nigovi t& 1 % (iz tBﬂrema-4,2 eﬂﬁoéno Z¢4;Ifokiépaﬁu
se pofev od ¥ = 19. Jaénm je da je sﬂ@é;sk; gitanje_da 11 S
nizovi . 8 i &, vpoklapajm, podev od nekog Xk, medutim; osta- -

“je otvoreno.
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U vezi sa teoremom 4,3, pnﬁtavlja;se problem da se-éargdi,
za dato n, n&jmanja m, 2za koje tvraénje teoreme jo¥ uvek os-
‘taje na snazi. : | | |

I Pfebleﬁ (?Zf) moZe se madificirati tak0 da se izostave
uslovi (4;31). I dalje ostaju nﬁ $n§zi§izveana ﬁgrani§enjaln£rizbor
testova, t3 svaki test mora medu a#njim'kompunantama da ima |
barem dve jedinice. _ |

Daljaxuapétavanja,saafajala bi aé'u-paaéatranju.funkéija
ragznih nivea i duZine profila a zatim i nehomogenih monotonih
funkel ja. N ' o |

| Svaki profil monotone 1og;§ﬁa Pankcl je obuhvata kao spe=- .
aijalnaxaluéﬁjéva mnodtvo prohiema iatrlﬁneitea&ije. Dakle,
monotone iagiéke_funkc;je ﬁraﬁataﬁljaju priradﬁa sreéstva 2
uwopStavanje problema istraﬁne-tearije. | |

Bilo bi kmr*ana ismitati i nogidnost vrimene nekih drugih
,klaﬂa.Bealecvih funxcijanu reﬁavaniu prahﬂema istraine teurija¢
Primensa mgnmtanih funkciia.ng yamage npr,.ulaluéaj; n&ispr&v;qgti
koje se mogu ﬁatifati, tj*koa kaiih'neismraVﬁﬁat nakng ﬁkﬁpﬁr
ne ﬁavlaﬁi abaveznﬁ ﬁﬁisnravnast gvakag nﬁegavag nadskuna
| (nmr, dva nelspravna nmeﬂnpta, jedan lakﬁa a drugl te?i ne Sine
uve¥ neisnravan skup, u smislu ukupne tezine). |
| Jaéub je, da pmilaz ﬁrablemima igtrafne %toorije sa 5tano-
vidta Baalecvih funkcija, ne mora uvek Biti najbmlji, medutin,
po naﬁﬂm mié]ieﬂﬁﬂ on ima.izveane r“ﬁdnaqti sa glediéta upotre-
be raéunara, Da bi donekle ilustreﬁali ovu tvrdnau, pamenuéema
jod jedan priﬁtup istraznoj teoriji, karakteriatié&n za Pilcarda
ﬂ-a] , Jaglcma [2 5] 1 Parhomenka [48]



a5

Niz teé@ava koji omogucdava iﬁentifikaciju objekta kojl
nas interesuje, moie ae-ahvatitirkaa:néitnik (éuaatioﬁnaire,
voprésnik), ﬁvéki test je Eitanja,a'rezﬁltat testa odgovor.
Zadatak se énﬁa,'aaatﬁji*uuﬁame da .56 nade takva prﬁce&ura
”pastavljénja ﬁitanja? koja omoguéava da do pot?ehne infore
manije dodemo uz najkradi m&guéi niz pitanja.
| Po nadem miéljenju, taj proces se mo¥e posmatrati kao
____g____g dva mbjakta A 1 B (to mugu biti 1judi ili ma#ine),
pri Eemu A postavlija pitanaa a B daje odgovore (preéutno amo
predpoatavljali da B uvek daje tadne adgcvoreg mada je, u prine
cipa, mogude posmatrati 1 aluﬁaj kada naoba koja daije odgovare
ne govorli uvek iatiuu, odnosno maﬁina, op&t usled svoje aapst»
vene neiapravneati, ne daje uvek tadne edgovar&), Naravno da A
pri postavljaniu pitanja uzima 1 obzir adaovnr& na predhodna
pltanja (za to je potrebno da A nnsa&uje davaljna veliku Merno -
riju), inade ne bi bie u pitanju dijalag i ceo apiaak pitanja
mogaa bi biti dat odjednom., |

Prema nadem prilazu, svaka pitanje je neki niz nula i jedi-
| niea, 5to se moZe, DO nﬁtrebi, intarpretirati i kao bro) napi-
San u binarnom aiatamu, a svakim adgevornn ae daja vredncst '
jedne logidke funkelje na binarnom v@ktoru kﬂji odgovara tome
broju. Kako su mollerni radunari, po avajoj 3truktur1, na Jvi e
prilagodeni upravo binarnom hrojnam -glgtemu i logiﬁkim oPeran
.cijama, nije iakljudeno da bi ovaj.pristup mngan*vnditi,
buduénosti, dabl joj farmal;zaciji istraZne teorije i samim
tim &iroj upo%rebinraéuﬁara u refavanju problema iz te obla~
sti, Smatramo da je u ovom radu.napravlien izvestan korak u

tom prawecu.
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