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Uvod. Razmatra se nelinearni diferencijalni sisten

poremedenih kretanja

(0.1) X,= A +4ognx+crgmra X,=d venmxy + foguy,

gde su @, 4 o> ,;E neprekidne diferencijabilne funkeije

od )(1, Xg s i pri X1-——--r 0, Xz_-——-fr(}.,
(0.2) Q =O.G+C(*)’4+q2k’i+0(k’3+xf), coe ‘7( =£+£X4+}g)cz+0()’f+ ),

& (1., ...,'%{_- (L = 0, 1, 2) - konstante.

A,
Sistem koji se dobija pri ( =, s *ee o {1 = fé , na-

1)

ziva ge sistemom nultog™/ priblizZenja, tj.

¥

(0.3) X =@, +G,4mx, +C,59MXg, X, = o, + €290+ fgmy, -

Sistemi takvog vida razmatrani, naprimer, u [14].
U [12, 13] za sistem (0.3) dobijeni su sledeci neop-

hodni i dovoljni uslovi asimptotske stabilnosti:

(0.8) 1 0>1a) + &1, 1€l >1d! + | f], €E50

52 .. 2 p2 2
(0.5) ‘fo({§9+cj-a§3<éé:(€c+é"da)v

ili, ako uslovi (0.4) nisu ispunjeni,

0.6) £ <|1a) - 161 < e ] - 19,1,
0.7 0,04 Dys 10,1 < D5,

gde

1) Umesto terminz "nulto", upobtrebljavatemc "nula” (0o
nafen misljenju, bolje odgovara).
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Kriticki sluéaji su ti sludéaji, kada pri proizvoljno
malim promenama koeficijenata nule - resenja sistema (0.3)
moze biti kako asimptotski stabilne, tako i nestabilne.

Na taj nadin, u kriticnim slucdajevima koeficijenti {QO,
" eee ,'ﬁ, nalaze se na granicl oblasti asimptotske stabil-
nosti, odredeni néjednakostima (Cc.4), (0.7), t3. u kritid-
kim slulajevima jedna ili nekoliko iz tih nejednakosti za-
menjuju se jednaikostima.

Rriticki slucaji k-og reda (k =1, 2, 3, ... ) su oni
kriticki sludaji, koJji se odreduju relﬁcijama tipa Jjedna-
kosti, sadrZavajudi koeficijente Q s seoe f; .

Dokazuje se, da ¢e pri odredenim uslovima nametnutim
¢lanovima koJji su beskonadno male prvog reda, nultog reSe-
nja posmatranog sistema biti asimptotski stabilna.

Disertacija se sastoji iz uvoda, dve glave i spiskz
.koriééene literature.

Prva glava se sastoji iz tri paragrafa, a druga iz
Cetiri, numeracija koja je snabdevena dvema ciframa: prva
od njih ukazuje paragraf, druga - formulu, definiciju, le-
mu, teoremu i tome sliéno.

Prva glava posgvecena Je izucavanju asimptotskih re-
Senja sistemu dvema linijama prekida u tri osnovna kritid-
ka slucdaja "prvog reda”, kada samo jedna od nejednakosti
Z8 cﬂﬂ, ¢oe ,lﬁ, u uslovina stabilnosti zamene se jednzko-
stima. U §1 razmatra se stabilnost poloZaja ravnotele sis—

tema (0.1), kada za sistem (0.3), tadka (0,0) je singular-
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na tadka tiva centr. U §2 - slulaj, kada za(C.37) sianzular-
na tadaka (0,0) Je néizolovana, i poloZaj ravnoteZe ispuni
jednu od polucsa. U §3 - slulaj, kada u jednoj od kvadra-
nat za (0.3) vektor brzine (i1,22) usmeren paralelno jed-
noj od osa koordinata. Pokazano je, da u ovim slucajevima
su iscrpljeni svi kritidki sludaji prvog reda, i dati su
dovoljni uslovi asimptotske stabilnosti tadei (0,0) za
(0.1), izrazeni pomoclu koeficijente Q, , s+« :ﬁ, ’ cfZ, » &,
.e. , a takode dovoljni uslovi nestabilnosti (u tim slu-
Eajevima, kada postojanje stabilnosti 1ili nestabilnosti
ne zavisi od bskonadlno mali &lanova drugog reda u razla-
ganju (0.2)).

U drugoj glavi metod opisan predhodnoj glavi, osim
§ 6, primenjuje se 2za ispitivanje stabilnostli razmotrenog
sistema u kritidkim sludajevima "drugog reda", kada u us-
lovima stabilnosti dve iz nejednakosti (0.86), (0.7) se za-
menjuju jednskostima. U §4 razmatra se veéi broj slucaje-
va, kada u dva i viSe kvadranata vektor brzine sistema
(0.3) je paralelan osi ( ovde su razmotreni takode neki
kritidki sludaji tréeg reda). U ovim sludajevima u (0.5)
nejednakisti zamenjuju se jednakostima. U §5 razmatra se
sludaj, kada u jednom od kvadranata vektor brzine za (0.3)
je paralelan osi, i na jednoj iz poluosa ima poloia]j rav-
notefe. Ovde se jedno od (0.6) i jedno od (2.7) zamenjuju
jednakostima. U §6 izlaze se slﬁéaj kada poloZaj ravnoteze
sistema (0.3) ispuni jedan koordinatni kvadrant. Tada u
tome kvadrantu glavni 3lanovi u razlaganju vektora brzine
se javljaju linearnim, i rasprostiranje trajektorija u to-

me kvadrantu ispituje se dobrim poznatim metodama, Dobijeni
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su dovoljni uslovi acsimototske stabilnosti ( & takode us-~

lovi nestabilnosti), izraZeni pomodu konstantnih i linear-—
nih élanova razlaganja oblika (0.2) koeficijenata @, «..

.se ,vﬂ . U§7 razmatra se slucaj, kada su dve koordinat-

ne poluose ispunjene poloZajima ravnoteZe sistama (N.3).

Osim dovoljnih uslova asimptotske stabilnosti i ne-
stabllnosti, izvedeno ispitivanje daje takode opdtu sliku
rasprostiranja trajektorija sistema {0.1) u okolini koor-
dinatnog pbéetka u raznim sludajevima. Koriste se Jjedno-
stavne metode kvalitativne teorije diferencijalnih jedna-
dina, teorije stabilnosti i metode sukcesivnih aproksima-
cija za dobijanje jedne - dve aproksimacije ka reéenju i
ocene reda ostatka.

Prema tome, izvedeno ispitivanje stabilnosti u k:l“i-_-
tidkim sluéajevima za sisteme dvema linijama prekida, jav-
lja se prilogomateoriji prekidnih sistema -~ jednoj od te-
orija koje se intenzivno razvijaju u sadaSnje vreme, i
cije koriséenje Jje neophodno u mehanici i tehnici, poseb~
no, u teoriji automatskog upravljanja.

Osnovni rezultati disertacije u toku 1978 ~ 1979 g0-
dine saopsteni su na naulnom seminaru iz teorije prekidnib
sistema u MGU (HoSkva), na Beogradskom mateambtidkom insti-
tutu i na PHFku Beogradu, i predati za Stampu u.éaSOpi—
sima "VJESINIK MGUY  »PUBLICATIONS DE IO INSTITUT MATHEMA-
TIQUE BELGRADE" .

Pristina, decembar 1979 «. Mr Radit I. Alidema




GLAVA I

TSPITIVANJE STABILNOSTI SISTEMA U KRITICKIMN SLUCAJEVIMA
PRVOG REDA

U ovoj glavi razmatraju se tri osnovna kriticka slu-

daja u zavisnosti resenja od podetnih vrednosti i koefi -

¢ijenata.

e stabilnosti u prvom kritidnom gludajn

spitiva
Definicija 1.1, Nazvademo prvim kritidkim slucajem
za sistem (0.1) sluéaj,\kada za sistem (0.3) tadka (0,0) ;

je singularna tadka tipa centr, tJ. (0.4) je ispunjena 1
u (0.5) - jednakost.
Ispitademo pitanje o stabilnosti ove tacke za siétem
(0.1), uzimajuéi beskonacdno male Elanbve prvog reda u (0.2).
Uvedimo sada u fazoj ravni sistema (0.3) 1inearﬁu '

transformaciju koordinata, zato, da bi pridodali njému

najprostiji oblik:

(1.1) X.{= —']Jm,_ )(1 ’ )22:/)'3&1,)(4-

Neka trajektorija sistema (0.3), izlazeci iz tacke
rX.
(1,0) (sl.1.1), seée ose koordinat u o4

tadkama (0,4£), ( m,0), (0, m) i

vraéa se u podetnoj tadci (1,0).

(0sL)

(g

znajuéi, da brzina kretanja u | (c, M)

4 ~ om kvadrantu jednaka je

(1.2) X= W X,= V; o - ’si.1.1
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[ —

dobi jamo
Vi Uy Vi Uty Vs V;uz\%-
= o= =, W, - - = . - e —
¢ M V2 ¢ A n up T Ty V, U

PoSto se trajektorija zatvara u tadci (0,1), %o

L U
___,‘!_%=1, £3. %.a_‘-!u._—-_
Y y Vo U3V,
Da bi dobili traektorije, nagnute . ka koordinatnim -
os&ma pod uglom 4503(31;1.2)¢ izvrsimo . zamenn promenljivih

%-, pri X, > Oy

(1.%3) /rz/ = y

-;,-i—, PI‘i XZ< O,

i
X
—a'—y‘z';, Pri X{( O,
(1.4) f
Xy » Pri X, >0, '81.1.2

Tada dobijamo:

.a/ { -l, ul - omi3 -~ em kvadrantu,
" . |

dn |

} l +l, u 2 - om i & . om kvadrantu,

2
Koristeéi (1.3), (1.4), tj. X } X {a,z , nala-

zimo vrednosti } u,, ”Z é’V.. - {

Neka kretanje u fazovoj ravni sistema (0.3) proizla-

11li podrobnije, u prvom kvadrantu imamo X = L{ ' = 1{ .

zl u pozitivnom smeru. Tada L{{(O. Izvrsiv3i zamenu vre-

mena - T/{,idt=c£f', dobijamo f(f): -1, ')Zlf)= 1.
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Tovrdivii takve transformacije u sve xvadrante, dobi-

jamo sistem

—— s ] =
/J? v, df 4?.%},
t3. (1.1).
Ove iste transformacije privode sistem (0.1) u obli-

ku ( umesto } , Y, piSemo X-f’ XZ.)=

| ).(4 = &f;(4+qzxz+ (é! X4+ {rzxz)dgfu{ +(=1+C X, +¢,x, )ﬁmxz_+0().’f +,YJ‘.Z )
(1.5)¢ -,
XZ -..:dfxi+d2)(2+(l+€’{x4+ e, X,g)‘ij’"l)fﬁ(ﬁ Xi‘*fz?‘z) -‘j"ixf_ +0(Xf+X;)

Teorema l,l. Ako su za sistem (1.5) ispunjeni uslovi
0.,, +d2 < O, to resenje Xﬂf)g O,lef}g 0 je asimptotski sta-
bilno, a pri uslovu 4, + d,_) O - nestabilno.

Dokaz. Razmatralemo trajektoriju ovog sistema, pocev -
3i u tadci (5-,07 (‘5>0 je mali broj) (sl.1l.2). Kako je
)'(2‘,) O pri X‘[>O i malim X1, X.Z. , to iz tacke (5,0) tra~
jektorija ide u goranju poluravni.

Integraledi sistem u granicama od nula do t sa polet-

nim uslovima X4(0)= 5 ] lec)= 0, dobijamo

X, (t)= 5-t + 0(t2+t5),

(1.6)
XM=t « ot +0),

gde Je O étéf,f, f{=0(5)-
Postavimo (1.5) u desnoj strani sistema. Integrale-

é¢i, nalazimo )(f(t} Xllf} sa tadnoséu 0(85), pri tome )(4(6) S,_
X, o = 0,
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. _ ;
(= S+ (L8 =D+ AL+ o &),
(1.7)

5
X4t) = t(yo + 1) +7th+ o( &™),

gde {ﬁ‘,/g , ¥~ ,GZ -~ konstante, koje se izrazZavaju pomo-
éu a::]‘, C Y ,fj' (d, =O} 11 2)‘

Nadimo tacdku presecanja trajektorije (1.7) sa oson

‘)(4 = 0’X2_> 0. Iz prve jednadine (1.7), imamo
| | B )
8 +t(oktg - 1) +/,‘)tz+ O((S Y = 0.

Odavde izvodimof
a) Prvo pribliZenje

; &

8-!- (O -~ 1) = 0,

b) Drugo pribliZenje

¥+ o8 = o.

h | 5
S+ t(ol0 - 1) 375z

Odavde Je
2 3
f=S+(oL+[5)8 ro(0) =L,

Iz druge od jednadina (1.7), nalazimo X&&Jtakode
¢
pribliZno do O 5 )

2. 3 |
(1.8) Xz(fd:' 5+A4§+ ot ), A= K+/3 +§+7 .

Razmatrajuli produZetak toj trajektoriji u drugom,
treéem i Cetvrtom kvadrantu, slidno dobijamo, da trajek-

torija preseca poluose u tackama (v.sl.l.3):
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X%ﬁﬁ = -C +#,0 + 00,
o 3

XM= =2 + A0 + o0 ),

i ponovo »reseca noluosu X, = C,

X4> 0 u tadei

, | 1 A
(1.9) X’Yﬂ"l = Xﬂ-‘/*‘ 144 X/’n‘L + o(xs]n) ’

gde Je ’49 = 2(Q4+dz) = const.

Iz ove ocene sledi da u sludaju q, +dy < O pri dovolj~-
no malom X, imamo xfo}+4>xt4l+1> Xmﬂb * v« —>0, tako da
resenje za svaki obrtaj se pribliZava koordinatnom podet-
.ku. Znaci, resenje Xﬂi)E 0, Xﬁﬁ)é O je asimpbotski sta-’
bilno.

Ako Jje Aq = const >0, to resenje Xdif)= O, thf)= O
je nestabilno.

Ako Je pak-ﬁﬁ = 0, to pitanjé 0 stabilnosti moze se
re3iti, ako se uzimaju u obzir dalji dlanovi razlaganja,
tj. ovo e zavisiti od &lanova viSeg reda , i mi ovde Z 8-

sada necemo ispitati. Teorema je dokazana.

Qe Jeuitivanie stabilnosti u drugpm kritidkom sludaju

Definicija 2.1. Hazvacemo dfugim'kritiékim slucajem
za sistem (0.1) sludaj, kada za sistem (0.3) na jednoj iz
poluosa imamo poloZaj ravnoteie; tjs (0.4) je neispunjeno,
(0.6) je ispunjeno i u jednoj iz formula (0.7) imamo jed—
nakost. |
Odredimo vrednosti )'(4 ’ iﬁ, N pri_}’(;f = 0 ili ,\a’z = O.

1) Ako je vektor brzine usmeren sa jedne strane ose,
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a 3 druge - od ose, tada trajektorije prelaze s Jedne
strane na drugu (sl.2.1).

Uzmimo X;= 0, X47 0. U ovom
slucaju Je dgm}’fﬁf)jm\f , td. /
\2’1=d+e+£,\§+=d+€—£. e - >

Odavde Jje potrebno 1 dovoljno: /V("*‘e,,‘{,)"
Ii | <] Ci + € |. Analogno na granici
2 - og i 3 - eg kvadranta |3€|<'d ~
- & | (pri X, = 0, X,<0).

2) U tim sludajevima, kada reSenje, padajuéi na osu

5l.2.1

koordinata, ne mozZe sa nJje silaziti, brzina kretanja po

toj osi odreduje se saglasno [12, 13]. U sludaju predstav-

& - o - ) %
. 1jenom na glici 2.2, resenje ostaje Xy [“*IW'%B
na poluosu Xz= o, )(47-0. Tada imamo - ///
/
- - ﬂ
%)0,\&(0,1:3.(:{4-@,_19)0, _ L Vg

d+€+£<0,i ¥<-|OL+€‘, 0/\\}/)(4
apri X, =0, X,<0, f<-|d -¢e]- ‘
Svaka tacka , koja pripada odsecdku BC Sl.2.2

(81.2.2), ima oblik (o + & +AC , d + @ + NE), gde e
|>\| £ 1. U tacci preseka odsecka BC sa osom OX; druga

koordinata se izjednacuje sa nulom, tj. O + ﬁ— +)\C, = }2‘1,

d + +)\<ﬁ = 0. Znai’:ii, u sluéaju"ﬁ L - ld + €, ‘ (;ﬁ(-
- ' d - O, |) imacdemo reéenjg, iduc¢i po poluosi X'2= 0,

x,, > 0O (x2= 0, X{( 0) sa b:c‘zinom_
v 4 otacey by 4
X4-?-(’d/1g ef_’,)=z—(D‘1+D)s
y A
(X4=T(91"D))'

+
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U sludaju jednakosti, brzina bile paralelna osi OX,.
Mose da bude slulaj narusavanja Jedinstvenosti:
V;, < 0, V; 7 0. Taga > |d £ €| (pri¥z0, X, %)
(51.2.3). :

Sumirajuéi na osu Xzz 0,};’1?‘. O, imamno

(2.1). )'{"1 =-%-(th D), ako Je l:ﬁi >{d €.

Analogno, za resSenja po poluosi X"-: 0, }(2:32_ 0, imamo

5<_,’= 0, ;(2=d+e +X£ y £J.

(2.2) X, = 4=(D, £ D), ako e Il xla«cl

Pokazademo, da u drugom kritickom

slucaju imamo 5»04 0, il1 ﬁ( 0. Ako je /
1
|

na poluosu X;> 0, X, = O poloZaj rav- >

B
noteZe za (0.3), to na ovu poluosu Je \\\\\\3\ I
ispunjeno (2.1), tJj. '

o S1.2.3
o [f) % 1de 0.
’ 4

Za ova reSenja saglasno (2.1) X1=

""""""'(D +D)1
. b o ©
)(

2 = O. U polozaju ravnoteze, )‘(1= O, )'(Zz O, znadi, Do =
=:—-[%4. Kako je (0.6) ispunjeno po definiciju 2.1, to

) £

Iz (2.3) i (2.4) sledi % < O.

Analogno, ako na poluosu X;= O, )(2_}0 (i1 X, < o),

ldo| B Ieol!'

imamo poloZaj ravnotele, to { < O.
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Teorema 2.1. Ako za sistem (0.3) sve tadke na Jjedno]
iz poluosa javljaju se u poloZaju ravnoteZe,to nula-reSenje
sistema (0.1) je stabilno, ako je:

a) Na poluosu Xq = 0O, Xz'.?( 0, Aﬂ') O (nestabilno, ako
je At1< 0);

b) Na poluosu X,= O, X, > O, &+1>0 (nestabilno, ako

z !
je A¢1< 0), gde su

ayyin

a,+b, ¢,
d*&;f

b, a %,
@d*ﬁ

D_ng_z. Neka na poluosu )(4= 0, X27 0 za sistem (0.3)
imamo X,= X, = O. Tada, saglasno (2.2), Doz-l-Da = 0. Tako da
za sistem (0.l) na poluosuwxaz 0,'kE:>O sa (0.2), imamo

£Cy |

d*f

+4 ld

y A £%217D513¥2£1u 2
2. = = —— _ — S .
22 Ky =D = X 002) A2

Odavde lako se odreduje kriterijum stabilnosti ili
nestabilnosti datog sistema. Kako je [ 4D,= O, X > 0,
@ £ 0, to pri dovoljno malom X > 0 imamo g. &2)(-1-

+ 0(x2)<o. Iz (2.5) sledi: pri Aﬁ?o ( 4,,< 0) imamo
X, =0 X)<0 (X, =C(X;)>0), i reSenje X,z X,= 0 Je
asimptotski stabilno(nestabilno).

Analogno razmatraju se 1 ostala tri slucaja. Teorenma

je dokazana.

2. Ispitivanie stabilnosti 1 tredem kritidnom sludaiju
Definicija 3,1l. Nazvademo tredéim kritidnim sludajem

za sistem (0.1) sludaj, kada za sistem (0.3) u jednoj iz
formula (0.6) imamo jednakost, (0.4) je neispunjeno, (0.7)

Je ispunjeno i samo u jednom kvadrantu vektor brzine
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(X,, X;) Jje paralelan osi.

J lemi %.3 biée dokazano, da u ovom slucaju ova] vek-
tor Jje usmeren od druge oOse.

Lepa 3.l. Ako je bar u jednom od kvadranata G za

gsistem

(5-1) 1 %=RJ(X,‘1 Xz)eca(‘j’:lj ?-)!

imamo
(3.2)  X;Xj> O (4 =1 2),

to nula resSenje } = 0 sigtema (3.1) Je fiestabilno.
Dokaz. Neka su uslovi leme ispunjeni u prvom kvadran-

 tu {,. Razmotrimo funkciju VYV = X4)(zu zatvorenoj oblasti

@4 = {0 <t £o00, ||X] = 1/2){1" < h<H]
i h je dovoljno malo. Sglasno (3.2) u &1 izvod ig- je

pozitivan.

U oblasti ﬁi razmotrimo podoblast

P = { “ x ” < h, X,.‘}O: X2>Os X_,lXZ* (k)O},

cela ledudi u (¢, . Na osnovu (3.1), (3.2) imamo C,
4 1%

)(Z'P\Z)O. DokaZzimo da Jje

\

V=R X XXy +Ri (X5 X)X, 2 /3> 0

Kako Jje zatvorena podablast'ﬁ - kompaktan skup 1

funkcijaf\fje neprekidna i pozitivna na P, 0 na osnovu
teoreme Vajerditrasa donja granica ove: funkcije dosticice

u nekoj tadeci ( * X#) &P i, znaci, u P
47 72
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oy ' X%
inf V'( X, Xp) =V (X, X)) =8>0.

Tada su ispunjeni svi uslovi teoreme Cetajeva o nestabilw

‘nosti kretanja (vd.[ 15]). Stoga, nula - resenje razma-

tranog sistema Je nestabllno.
Sludaj, kada su uslovi leme ispunjeni u bilo kom
drugom kvadrantu, svodi se u razmatranon obrtanjem koor-

dinatnog sistema. Lema Je dokazana.

Lema 3.,2. Ako bar u jednom od kvadranata za sistem
(0.3) imamo

(3.3)  X,49mX,> 0, xzdjfnxgo,

to nula -~ redenje je nestabilno i ovaj sluéaj se ne

Javlja kritickim.

Dokaz. Zaista, u kritickim slucdajevima koeficijenti
sistema (0.3) leZe na granici oblasti asimptotske stabil-
nosti, tj. moZe se izmeniti proizvoljno malom tako da
sistema bude asimptotski stabilan. U sludaju (3.3) pri
dovoljno malim Promenéma koeficijenata, nejednakosti (3.3)

ofuvaju ée se, znali, u razmatranom kvadrantu j X} 11X,

rastu i asimptotske stabilnosti ne moze biti. Takim obra-
zom, sludaj (3.3) ne moZe biti kritilkim, Sto je i trba-
lo dokazati.

Sada moZemo formulisati sledecu vaznu lenmu.

Lema 3,%. Neka je (0.4) neispunjeno, (0.7) Jje ispu-
njeno i u jednoj od formula (0.6) imamo Jednakost, a u

drugo] znak < . Tada u jednom od kvadranata vektor
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brzine za sistem (0.3) Jje paralslan jednoj osl 1 usmeren
cd druge ose.

Dokaz. leka Je

(3.48) 4 = |1agh - 1611

Pokazalemo, da je tada u jednon od kvadranata iﬁ = 0.

1) Ako je (1,C,<0, to.}1a,] = 1¢i} = 1a,+ Cols
znaci f,-o= ! Q,+ C, | . Tada ili a+c, > Q, é} = Q.+ € s 1
u drugom kvadrantu je 5(4:: Qo-— @O-t- Co = O, ili (,+ Co& 0,
'{:’o = - (Qc"' Cc-)' i u prvom kvadrantu je )..(4 = 0.

2) Ako je (,C,>0, to b= 11ad - 1Cl] = 1a,-c.l-
Tada ili @~ C, 2 O, 50 = (- Co CLO-ng— C,=01u tre-
¢em kvadrantu je ,i;’.—. 0, i1i a,-C, < 0, & = ;- Qs Ay*
+& - Co= O i u tretem kvadrantu 1imamo ,\"’f: O.

%) Ako je jedan od skalara @, 1 C, jednako nuli, to
é—o = |IQOI - ICDI' = | aot Co“ i u dva kvadranta jef{rzo.

4) Axo je (U= C,= 0, to { = 0. Tada je Dﬂ=D04=[)Oz=
- O - kpitidki sludaj treéesz reda, i1 (0.7) je neispunje-
no.

Analogno, ako u drugoj formulil (0.6) imamo jedna-
kost, to u jednom od kvadranata Je ,Zzz:O. Zamenom Ppro-

menljivih moZe se odrediti, d2 bi se u prvom kvadrantu

X, = 0. Teda
(3.5 g+l Gp= O

Iz (3.4) 1 (3.5) sledi Ebz - ((h3+ c,) = ‘;aa| -
- 1G1| = 0, askle ¢ % O, Q + Cq = O-

v o - : : : .
U slucaju ‘Gb’( 0, (3.4) je neispunjenoc, a2 pri ()bz 0,
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G, # | C. 1, takode je neilspurijenc. AX

ostaju slucaji C— >0 1 {; = C
J J o n =

laol = ICOI. U poslednjenm slucaju / v

u dva kvadranta imamo )(4= 0 i ovo ~4 T >

s X4
je ne kriticki slucdaj 1 - og reda. \ \

Cstaje €E,>O- Znaci moguci gludaji
suds £,+ Co= 0, o +C +F, <0 i

$1.3.1
Cla+€5_+c0=0,do+eo+'€)>0. kX,
Razmotrimo, kako vektor
(X" ) Xz) nozZe biti usmeren u / J
radrantima. e—— - L a—a

O \
M

Ao u bilo koji kvadrant \ /
. imamo x4 X4> 0, XZX? 0, to po

lemi 3.2, ovaj slucaj Jje nestabi-

| o ] S1.3.2
lan i ne kritidki sludaj (sl1.3.1-3.4),
. kv
$Xy v
#///' v | V//r l
- —de J....._’.._‘).... - ' L.__}_‘..
///;’C}‘//ﬁ Y \\\f //;r k
S1.%.3% S15 .4

Ako na poluosi )( = 0, X > 0 (ili X £ O imamo
X4X >0, a u blizini nje )( )((O t0O f< O i saglasno
|
(2.1) X, = —?—\ 04: D,). Tada D, <= D (111 D, >D,0 1

(0.7) je neispunjeno.

Slucaji, kada u prvom i drusom kvadrantu vektori

brzine usmereni ka osi O0X, ili paralelno njoj, a u tre-

cem i Cetvrtom kvadrantu - od ove ose, su nemoguéi, zato
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R P

i

sti iz M-Cl +f +C, < 0, 2 :CLQ- ‘fb*'cué 0, sledi

£, £ 0, a iz Uy=a, - {,-—c c, u,?_-: a,c.;-{;-g—ca";»o
i L
sledi > 0. | o
Prema tome, Pri uslovima \
\
leme 3.3, u prvom kvadrantu Jje \
’ . N \l[_d_;o:‘ >
X4= 0, x2> 0, tj. od ose c X
(s1.3.5)., Lema Jje dokazana.
-X
Lema %.4. Ako su ispunjeni <
uslovi Sl.%.5

(3.6) G + b+ Co= 0, Ol e+ =/, O

3.7 o, =ap b+, <O

to u prvom kvadrantu trajektorija sistena (0.1), izla-

zeCl iz tacke X4=5> 0, X2,= 0, gde Je O<X4<(5;,,(),,

doveljno malo, pada na osu X2> 0, X": 0 u tadci

(3.8) X, ..1/ 2‘%0 £ O(C).

Ako su ispunjeni (3.5) i{X?>-O, to nula -~ resenje

je nestabilno.
Dokaz. Iz sistema (0.1) u sludajevima (3.6),

(%.7) imémo

%‘L =d,1>( +012X2+ O(X xz)s

(3.9)

dXz =+ 3)( +/3X +O()( +X )

gde su oki ~ konstante, koje se izrazavaju sa

ad }”(J_012)
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Integraleéi (3.9) cd nula do t pri datim pocetnim
uslovina )(4l01= (S > 0, ){2(0]= 0, dobijamo resenja nuld -

pribliZenja za (0.1):

X, (1) = S + O(“ﬁz-i-icgj,
(3.10)
X, (= pt + o £ +t8),

-

gde je O £ L = t& .

Postavimo (3.10) na desnoj strani (3.9); integra-
leéi takode od O do T , nalazimo prvo pribliZenje Xd(t),
Xltﬂ sa tadnodéu o( 53), pri tome )(4{0)= § X,0l= 0,

X4U.L)= § +0l,]§t + d~‘f':xl + 0(-{;,3 +?f82),
(3.11)

Xt £y 44,8 +pte o £ 48,

gde su

(3.12) ol=Aor2, A =f5,(%/2.

1)

Drﬁgd pribliZenje dobiéemo, postavljajudéi (3.11)

u (3.9) i integrirujuéi,

2
[ X)= 5+t +[d, § +x,( 3, +/§,8)]§- ol £ +£89,
(3.13) 4

2
Xyftl= Ay p0) +[ﬁaﬁi+ﬂ45(d‘+ﬂ2)]-§— coct 4185,

1) Jednadine prvog priblifenja mogu da daju potpuno ne
tacdan zakljucak o stabilnosti kretanja (vd., napriner,

(8, str. 20-22]).
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Tzvedena analiza pokazuje, da sa tacnoscu 4o
(N:f?ﬁrtéz) desne strane jednacina (3.1%) poklapaju se
sa (3.11). Stoga, o stabilnosti 11l nestabilnosti kreta-
nja moZemo suditi po jednalinama (3.11).

Potrasimo uslov da bi regenje (3.11l) izaslo na
osu X4= 0, X,>0.

Iz prve jednadine (3.1l1l) imamo:
y

2 3
§+d, Sttt + 06 = o

Iz ove jednacline proizilaze:
a) prvo pribliZenje

5-]- (:L.?f.;: O, t2= -— -—g:-—;

b) drugo pribliZenje

§ + 0(451/;5: +dtz+ ol \,/"&éf ) = 0,

odavde Jje:

2 (5' ol - : 3
_ Oy - Y )
1 <« ) o O(V "l ),
3.
‘2

ili sa tadno3léu (O 7),

3
2

1§1= ~ ﬁg—-+ 0(5 ),

ili, posle korencovanja,

(5-14) ,=ft\“-£:'+ 0(62)=+\——g—+0(5):t4.

Kako pri uslovima: 1.9 d4> 0, Q[(O; 200{1 = 0, o £ O3

-0 :
2 d4 < 0, d\{ O3 40d4<o, (h.= 0, funkcija X»f(ﬂ opada,
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to tada iz druse jednadine (3.11) moZe se nacl talka pre-

seka sa ordinatnom oson Xz;> 0, X1 = 0.

U slucaju 40, 6 +d15f +0(1’:3 ) = 0, - = - _‘%T

nije malo, i iza O( t3) naéi £ u sledeéem pribliZenju je

, v S . : ya
nemoguée. Na ponalanje redenja uticu clanovi sa X1 .
)(g i td.

U sludajevina 1°, 20, 20 unoseéi izraz (3.1%) za
'f; u drugoj Jjednadini (3.11) i uzimajuéi u odbzir (3.12),
pri o{2<0, dobijamo (3.8), gde Je Xz(ﬁ)- reda 6%.

" Na taj nadin, trajektorija poremeéenog sistema

(3.9) pada na ordinatmu osu X,> O, XJ, = 0 u tadci (O,Xcz)

(51.3.5). 1%
Prvi deo leme Jje dokazan. /?r")l
Prelazimo na dokaz drugog dela /ﬂ
leme. Ako je pak ispunjeno (3.6) i ) of X:
&27 0, to saglasno (3.9), u bli-
zini tadke (0,0) na osi OX?.( x2>0) ~
8l.%.6

imamo %‘?O, a na osi O?(,'( X4>O)
dXy > 0. Znadi, redenja ostaju u prvom kvadrantu (sl.3.6).

dr

Poito je tamo 5(2'—;: const >0, pri [X | + Ixi[ < £y £ -

dovoljno malo, to reSenja izlaze iz okoline tadke (0,0),

i nula - resenje Jje nestabilno. A¥Xg
/ A

| Lema 3.5. Akc su u sistemu . —

(0.3) ispunjeni uslovi (3.6), (3.7) i HHH““ﬁL _ f&OJ#;
| ~ P

1

(3.15) a-{ + ¢, >0,

nula - resenje je nestabilno , £0 |

(0.7) Jje neispunjeno i ovaj sludaj S1.3.7

je nekritidki (8l.3.7).
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Dokaz. Iz (3.8) i (3.15) je-é5410; na Oxi(szﬁ?ﬁ)

5{2= (D02+ D:; )/g?} = C{D-i- fa:":-u-t- 'ﬁa > 0, znaci DC;;-,+ DCJ £ 0, 1
(0.7) je neispunjeno, tj. ove je nekriticki slu3aj .
Lema Jje doxazana.

Poito mi raznatramo sludajeve, kada samo u jednom
kvadrantu vektor-(;if,{kz) za (0.3) je paralelan csi,
to staje da se razmotri samo slucaj, kada su u drugon

kvadrantu

(3.16) X, = - b+ ¢, =U<0, X=d-€,+ F =Y, <o,

1 2 .
Ax,
(s1.%.8). ;
lema 3.6. &) Neka je za sistem ,g///
: | |
(0.3) ispunjeno (3.16). Tada trajek- 0 e

torija sistema (0.1), izlazeci 1z

4{ - dovoljno malo, i prelazeci u drugom kfadrantu, dos~

tiZe osu OX, u tacci
" ‘ _ Ua 2
(3-17) X"‘Q'{ - “ﬁﬂxﬂz-i- O( on)-

Analogna tvrdenja vaze za druge kvadrante.

b) Ako jJe

(3.18) aa—-@ﬂ-—cw=uj>0, dﬂ-eo-—fa:%‘-io,

to trajektorija izlazeci iz tacke (Xnﬂ,O) dodi ¢e u tacd-

ku (O’XQL , gde Je

(3.29) X = - -\é;—x * (X5

B L
-
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¢) Ako je
(5.200 U, =0a+b-¢>0, V =d+€rf >0,

to trajektorija izlazeli iz tacke ordinate (O,}{m?, pa-

da na osu abseis X 7> 0, Xi,: 0 u talku

U
(3.21) XO{ = - -i-)_-ii-x_ﬁz + O(X-OZ)'

Dokaz. Pokazalemo samo tvrdenje a).'Iz uslova leme

sledi, da za sistem (0.1) u drugom kvadrantu u blizini
tadke (0,0) imamo |
(3.22) X = Upr 01X 1+1X,1D, Xo= Vv 01X 1+] X, 1)< 0

Integraleéi sistem (3.22) sa pocetnim uslovima
X{(Q): 0, Xz(f4}= Xaz> O (na taj isti nadin, kao u sistem
(3.9)) pri T = fg+’f y T > 0, dobijamo

o~ _ i ,—-Z 7

(5.25) x”(-t,! + { ) = UZL + 0( L +LXOZ)’
Xp (T, + T =X #VTe (T2 TX).

Kako su WU,<0, V,< 0, to Xy i X, opadaju (vd,sl.3.15);
kao pri dokazu leme 3.4 dJdobijamo, da redenje (3.23) do-

stiZe osu 0}(4()(,’4 0) pri

- X 2 ~
L = - \é’z + 0(Xp,) =1, ,
u tadku |
(3.24) X (T +’E)-—-}-(-2-’-—X o<X2>—X
- A A y:_a‘ 6z * 02’ ~/-oq}

$to Jje-trazeniji oblik.
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remin- LR

Lema 3.7. Hexa su ispunjeni uslovi (3.15), (0.7) 1

(3.2 a,-f,-¢>0 d,-€-£>o0

tada na osu XZ= O, X‘!{ 0 imamo }‘(4 > const >
Dokaz. Iz (3.16), (3.25)

Jje ﬁodf. Q. Tada pri X2= O,

0.
AX2

-8 < X4< o, (S:r - dovoljno

2 o X,
malo, dobijamo
X, = (D,- D, )/ £,+X XD >oonst >0, »
3.
X2

(s1.3.9). Lema je dokazana.

posto Je D>, na osnovu (0.7) / [

Ako sistem (0.3) zadovo- ° Y

ljeva uslove (3.16),
S S——

(3.26) U, =ao-@9_coéo,v;=do—eo-£éo,

| $1.3.10
tada ] £ 0 i (0. je neil - 1
ae}i i (0.7) je neispu Axi
njeno. Ovo nije treéi kriticki
sludaj (s1.3.10). 1 —
S1ludaj u?’( 0, \%(O ne jav- ﬂ 0 X
13a se kritidkim po lemil Bel }////
(sl.%.11). ’
S1.%.11
U treéem kvadrantu ostaje 1
X
da se razmotri sludaj (3.25) 2
i sludaj (3.18) (sl.%.9 1 Z.12).
T >
O X4

Pri uslovima (3.6), (3.16) '
i ao- &’-—Co?: O iu Cetvrtom \

kvadrantu sluca) ao-i; &D- CO £ 0

je nemogué (sl.3.13), Zaista, d41.3.12
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iz (3.6) i (3.16) sledi >0, A

i u trecem kvadrantu CLU- @c— r::ﬁ_i = 0,

a u detvrtom kvadrantu uvek d/f,x’fjfo
imamo aa"' @a-—- C,£ 0, odatle —

proizilazi.éjé 0. Protivrecnost.

Sludaj Q + 4, ¢, >0, S1.3.13
| ) . A
do*‘ eo- ?1-; £ 0, nejavlja se X,
kritickim po lemi 3.2, ostaje
sludaj (3.20) (s8l.3.14). . — -
| 0 X,
Teorema 3.1l. Pri uslovima |
| I
D < D S1.3.14

(3.27) Qy+dC,<0, 0<-05Cy= @<a I f lcexd-£,

polozaj ravnoteZe sistema (0.1) Jje stabilan.

Dokaz. Kako je iz (3.27) TrP < 0 to pri malonm }((0
imamo '7£<0 D < D . Na osnovu formule (2.1) na osu OX4
(X«f £ 0, X4- nalo) imamo X4>const >0. Iz (3.27) sledi,

da u okolini koordinatnog pofetka u drugom kvadrantu,

X <o, X,< 0, u tretem i Setwrton )'(4‘>o, X,>0. Pre-

ma tome, u okolini.koordinatnog | tfz A
podetka sva redenja iz treleg \

: \
kvadranta padaju ili na osu 0Xy ) I

0 X
(X4< 0), ili na osu OXZ.(X2<U)’ | / 1
zatim 11i ulaze u tacku O po

toj osi, ili prelaze u cetvrti

Sle5.15
kvadrant, zatim u prvi, odavde

u drugi po lemi 3.4, zatim na osu OX4( ”)(44 0) i ulaze u




o5 Rasit L. Alidema

u tacku O.

Dakle, sva refenja 1z c§ - oxoline tadke O ulaze u
tadku O, ne izlazeéi, pri tome, iz { - okoline talke O
(i ¢ —>»0, kada § —»0). Na taj nadin, redenje )(45 C,
X,Z 0 je asimpbotski stabilno (sl.3.15).

Teorema 3.2. Neka su ispunjeni uslovi
0L~ ao- C, = £o< O‘o_ Co’ CL2+ £Z+ CZ, £ 0,
~e<ds f<l, e >|dy+ 1

tada polojaj ravnoteze (0,0) sistema (0.1) je nestabilan.

(3.28)

X
Dokaz. Na osnovu lema 3.4, 3.6 mi"f (0 Xez)

i analognih ocena za treci i Cetvr-

ti kvadrant trajektorija, izlazeéi
iz tacke (d‘,o) (s1.%.16), preseca
koordinatne poluose u tacdkama

g , 8% (0, X oz)
(0, Xp2)s (X,p0)s (05X_.0s (X, ,0), g e

gde su (kraée piSemo) S1.3.16
L 1
(X - o¢§7y, X =000,
(3.29) { -, Y
X, 7085, X, =067+ a0y,

Tada pri dovoljno malom 5‘:
>2d
)<04 ’
i resenje se udaljava od koordinatnog poletka, tj. re~-

senje sistema je nestabilno.

Teorema Je dokazana.
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ISPITIVANJE STABILNOSTI SISTEMA U XRITICKIM SLUCAJEVIMA
DRUGOG REDA

4, Sluéa.j, kada u dva kvadranta vektor brzine je

paralelan osi

Lema 4.1. Sludaji, kada jedno iz nejednakosti (0.6)

zamene se Jjednako3éu, (0.7) Jje ispunjeno, i u dva kva-
dranta vektor brzine je paralelan JednoJ istoj osi, ne-

javljau se kritickim slucdajevima drugog reda.

Dokaz. Neka je ispunjeno (3.4).

a) Akxo je ac;é 0, Co;é 0, gé;é 0, A $ X2
to |aﬂ[ ¥ | ¢l i tada samo u jednom -
kvadrantu vektor je paralelan osi  / |
- >
OXz. Ovaj slucaj Jje razmotren u 0 4 X,‘
§3. ‘ °
| S ¢
b) AkO je 'gﬂ= O, ao# O, CG# O,
t = ' .
o | Ql _[ C,1 # 0. Tada u dva S1.4.1
susedna kvadranta vektor je para- | X,
1
lelan osi ( u prvom i drugom, ako -
je A= -C, ili u tredem i Zetvrtom,. v | |
- e
ako je Ll =C,). Kako je | O }<4

o
? .
€, dct To Sl.4.1a

to Duf Da= 0 ili boz" D,= 0, 8to je suprotno (0.7).
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c) Ako je Q= 0, C,# O, to A Ax
’65 = lCGl:>O (sl.4.1, 4.2). Ako jJe | ’///%
u prvom i drugom kvadrantu )22410,* Oa 2;
to ) +D <0 D, < Dozi (0.7)
je neispunjeno (sl.4.lz). U sluca-
Jju )f(z> O u prvom i trelem kvadran- Sl.;r.lb*
tu (s8l.4.1b) nestabilnost sledi iz Ny
teoreme Cetajeva [15] sko se uzme
V(X4,X2') )( , sde, na osnovuf _4 G X
sistema, —E-t— >const>O kada )(2> Q. 4 - :

Znadi, i pri malim promenama koe-

ficienata ostaje %‘7 O, tj. ne-
stabilno, odnosno ovaj slucaj je ne-
kriticki.

Mi vidimo sada, da kada je ispunjeno (0.7) ostaje

samo sludaj na slici-4:i3, Ovo je nekriticki slucaj, po-

P X
$to pri malim promenama koeficijenata 2
| 7 I\
uvek ostaje nestabilno (ako posle / ‘\
\
promene koeficijenata u drugom / \
s re— : ot

kvadrantu bude X

1

<0 111 u fetvr-

/
tom X4 > 0, tada u ovonm kvadran- /
/
tu ima se'reéenje,fudaljavajuée f/
iz okoline tadke (0,0) u beskonad- Sl 4,3

nost); ako je pak u drugom kvadrantu X >0, u detvrtom
}(*ﬁ O, onda bile ispunjeno (O. 4), a (0, 5) je neispunje-
no - zato tadka (f,0) biée nestabilanim fokusom.

d) Ako je (=0, Q# O, tada je @ laf >0
(sl.4.4a,4.40), Kako je
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f. C X
D-\“"- Do: aoidﬁh ° ) A 1 :
Q d_ai eO 'ﬁﬂ
r >
to D¢,+ D, = 0 ili Dot = Do = O. |
Ovo je suprotne (0.7). — U% _ ;
{
e) Ako su dva od brojeva
A, g‘o’co jednaki nuli, to na
osnovu (.4) tréei Jje tkaode Jed-
nek nuli, t3. A = f,=C,= O Sl";;‘a
: {*2 &
Tada su Do =D 1= D= 'O, i ova] -
je kritidki sludaj vise drugog
reda. e I-———-i-
. 0 1 X
lema 4,2. Neka se u (0.6) <
obe nejednakosti zamene Jjedna- v
kostima i (0.7) je ispunjeno. ot
Sl.4.4b

Tada su uslovi O # O, &3# O,
Co# 0, d,# 0,8 # 0, % # 0 potrebni i dovoljni, da bi
za sistem’ (0.3) vektor brzine bio samo u dva kvadranta
paralelan osi. Pri tome u jednom kvadrantu on Jje para-
lelan O)q, a u drugom paralelan 0X,.

Dokaz. Pri (3.4) u nekom kvadrantu vekbtor (k;,i;)

je paralelan OX,(vd. odeljke 1) i 2) dokaza leme 2e3),
iz i@ = lldol - leail - analogne, negde.vektor Jje pa-
ralelan osi O)q. Znadi, potrebno je, da bi samo.u. jed-
nom kvadrantu vektor bio paralelan Oh&, i u drugom pa-
ralelan 0>Q1. Iz dockaza leme 3.3 vidi se, da za to po=-
trebno je O £ 0, ¢, # O, lao\ # | C| (znaiii,lgb # 0 na

osnovu (?.4) i analogno za QL, eb,.f;).

Potrebno je, da bi vektor {24,j2) bio narzlelan qu
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—

1 0X, ne u jednom istom kvadrantu. (Ako Je u Jjednom
kvadrantu 5(4 = O, )(fl-_—. 0, tada je u ovom kvadrantu polo-
¥aj ravnotefe. Ovo ée se razmotriti u §6).

NapiSimo ovo razmatranje u obliku uslova na a4, @-ﬂ,
coe o 3f ; a) svi su oni razlid¢iti od nula , b) ako Je

0
a+£+c_0 to Je d-re+,f;eo i td. analogno -

za druge kvadrante. Medutim, ako je C( + 5- + Ch= 0O,

o+€0+%= 0, to Je

. 6-(1+C‘=
Do 02~ Qdﬁ O

3t0 je protivuredna (0.7). Lema je dokazana.

Napomena 4.l. U nekim slucajevima jednakosti (0.6)

i (0.7) postaju zavisne. Naprimer, ako je ao + ﬂa + C,=
o, + €0+;f = 0, ACL0, a+c < 0, deco, d+€ £ 0,
to {y = lla|-|c|| = il =161l D, = ID,l
DU = |D62| . Ovo je kriticki sludaj drugog reda, posto su
nezavisne Jjednakosti samo dve.

Razmotrimo jod sludajeve,kada je udva: kvadranta

vektor brzine paralelan Jjednoj istoj osi, pri tome u

(0.7) dopusSta se Jednakost. A xl)(z 3
1) Ako je }(4 O u prvom i dru-
gom kvadrantu , to Je Q + 6 + (,= 0 v ¥
- =
i, znacdi, fé::, = 0, QO-I- CCJ = 0. Stoga, v (0 x4

a, i c, su razliditih znakova. Neka
je Q:‘»O d—-—ﬁ(O Tada Jje u

trectem i detvritom kvadrantu X"!_

= 0 7 b -c,=2Q>0 (s1.4.5).

Sl.4.5




Stabilnost relenia sistema nelinearnilb ... 21

Pri tome su moguéi takvi smerovi vekbora brzina u

kvadrantima: (sl.4.6a2 ~ 4.6e).

[:{2 by, I 2 (ke

| l b B
. ' Y i j +
TR LN T
|
j c

d e

Slelka6

Slucaji 4.6a,b,c - ;u nestabilni, a 4.6d,e - treba
ispitivati.

Sludaj, kada je u trelem i Cetvrtom kvadrantu‘*4=o
svodi se u razmatranom, zamenom X, na —Xz.

2) Akxo je u prvom i detvrtom kvadrantu }'(1 = 0 (ako
je u drugdm i tretem - to je analogno), | | *rf
to Je aa+£ﬂ ¥ C = 0, znadi, ( = 0,
a0+ 8-0= O. Ako Je 3070, to
(vd.sl.4.7) pri X4<0 imamo ' : -

: O X4
X =a,- 5;,= - 2@040. Funkeija
Cetajeva je \ = - r %}'{- =
= 2,@0:.—. const >0, Sto daje ne- -l
- SLle&.7

stabilnost. Ovo je nekriticki

gslucaj. Ako je-gb<20, onda su

moguci takvi smerovi vektora

brzina u kvadrantima kako je

prikazano na slici 4.8, >
Ako Jje pri ovome u prvonm

kvadrantu ﬂ%}>0, To po lemi 3.5 S1.4.8
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ovaj sludaj je nestabilan i - sz

nejavlja se kritickim.

/:

Isto tako bide u slucaju, \
2

—

| Y
kada je u detvrtom kvadrantu T" N ;‘:‘
Q.
X &
Ostaje sludaj, kada je u |
prvom kvadrantu X’1 = 0, X,40, S1.4.9

a u cetvrton X4 = 0, X2.> 0 (sl.4.9). Ovo bilo je razmo-

treno u § 2.

Lema 4.3, Za sistem (0.3) sledeéi sludaji su nesta-
bilni i nejavljaju se kritidkims 1) ako u jednom od po-
luravni X i X; imaju jedan isti znak, tj. u poluravni
X, >0 ( ili X<0) je X,X>0, ili u poluravni X,> 0
(i1i X < 0) Je X X >0 (sl.4.6a), 2) u Jed.nom od kvadra-
nata Je X4X>O XZX2>0 (sl.4.6b), 3) u'prvom kvadrantu
je X 40 a u ¢etvrtom )('>0 X'za.o.(sl.lb.ﬁsc) ili
&nalogno uslovlma u dva druga susedna kvadranta. Drugim
rec¢ima, sludajevi prikazani na slikama 4.6,2,b,c-su ne-
stabilni i nejavljaju se kritickim.

Dokaz. U sludaju 1) uzmimo V.—.X u oblasti X > 0,

u sludauju 2) V = —X}( u Cetvrtom kvadrantu. Tada je

olvh

> const >0 i po teoremi Cetajeva [15] nula - redenje

Je nestabilno. Nejednakos?t %——;-const) O 1 nestabilnost
se oduva i pri malim promenama koeficijenata sistema.
Znaci, ovaj slucaj je nekritidki,

Sludaj 3) razmatra se analogno lemi 3.5. U prvon
kvadrantn XZ, o{ + €. +# < 0, u Cetvriom }{ c;{ + 8 -
—i 0. Znaci, fﬁ < 0 1 kretanje postoji po ij’ sa brzi-
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2

ol

¥

nom X,,=(Do1+ DO)/fj . Iz 3) uslova sleduje da je )24)- 0.

zato Je ) + Dy< 0, t3. Dy< =D, D < D

‘ i uslov (0.7)

je neispunjen. Zbog stroge nejednakosti 'D < i) ‘l ovaj

sludaj ne leZi na granici stabilnosti i nejavija se kri-

tickim. Iema Jje dokazana,
Prebrojimo kriticke sluéaje,
kada je u jednom kvadrantu X

Axi 1

a u drugom X, = O.

Neka Jei%O 4) neispunjeno,
(0.7) je ispunjeno. Tada je u
(0.6) jednakost (u jednoj ili

0 Xy

Sl.4.10
1 dve formule).

Ako je u jednoj formuli (0.5)
Jednakost (ako bi znak & , to je

stabilno) -~ ovo je razmatrano u §3 ™ ] >

11i nejavlja se kritickim sludajem

po lemi 4,1, Ako Jje u dve fornmule

(0.6) jednakost i pri tome 6 #0, ¥ 20, S1.4.11
to Jje ovo u lemi 4.2, Iz (0.6), 8— = !

=|1g,1-t¢,1] >0, £=|1d,1- :e||>o. 7
Neka Jje u prvom kvadrantu,X =0 Y

o] X
(81.4.10), Kako Jeg ||a| |C||>O 1
u a + 6‘3-1- Co”o’ To odavde sledi
- ' t > Sloq‘tlg
L(Z_aa- 6&+ C, < 0 (s1.4.11), tj. .
dobija se nestabilnost. Xé

a)Kakoje'ﬁ)O —d e+- ' J
+f OVd e + f(@(slqiﬂ),;
tOJeVde ﬁ(O:LV'd(Z 0 X2

.ﬁ <;0 (81.4.13). Ovaj slucag se |
svodi u lemi 4.3, 1) sludaja zame - e v

nom ')(2 na "Xﬁ, S1lel4.13
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L

Dakle, u oblasti }\'iéO imano V‘:.. _X?_' Cro. je funk-
cija Cetajeva [15] 1 Eﬁ%; = _‘Xza const »0, <to Je nest-
bilnost 1 nekritidki sluca].

b) 8 druge strane, lako je viditi, da su moguli jos

takvi smerovi vektora brzina u kvadrantima: (sl.4.lb4a -

*‘ ?XZ +X2
AL
NN < N
d e f
Sl.4.l4

Zaista, sludaji 4.l4%4a,b,c su nestabilni, 4.14d" je
nemogué (féé<;0 1 433*0), 4,1l%e treba igpitivati 1 4.14f
—analogno predhodnom sludaju.

Osim sludaja, razmatranog u lemi 4.2, mogul Jje JoS§
sludaj, kada je u. jednom kvadrantu vekior brzine paraie-
lan jednoj osi, a u drugom - drugoj osi. Ako su pri tome
ispunjeni (0.6) i (0.7) (a (0.4) Jje neispunjeno), to Je
saglasno [13] talka (0,0) asimptotska étabilna. Posto se
asimptotska stabilnost oluva se pri malim promenama koe-
ficijenata, to je ova]j sludaj nekritidki.

Razmotrimo sludaj, kada (0.7) je ispunjeno, i jedno
1z nejednakosti (0.6) zamenjuje se na jednakost. Heka je
ispunjeno (5.4). Iz odeljka b) dokaza teme 4.1 sledi,
da u ovom sludaju kada je ispunjeno (0.7) imamo é;# O i,
znadi, {§b>-0. 1z jednakosti (3.4) sledi , da je u jed-

nom kvadrantu XA= O. Neka je u prvom kvadrantuwi'z-o, ti.




a + Z, + Cy= A,

ViZe je bic razmotren sludéaj ﬁ?O P "
Ako Je }3: 0, to ne moZe da bude Xz.. 0 ‘ v
samo u jednom kvadrantu (tada je U dru- 0 X,
gom i treéem kvadrantu )‘(2= dak- eo y U
prvom i Cetvritom kvadrantu ;(Z'z da-I- Q/o).

Ostaje da se razhmatra sludaj f; ¢ 0. Sle4.15

1) Neka je faé. 0. Znadi, u tredem X5
kvadrantu Je ').(270 (51.4.15). Primenju- / i
juéi analogna rasudivanja kao za dokaz Yy
leme 3.5, dobijamo da nula-resSenje za- O x4
dovoljava sve uslove nestabilnosti. <

Ako je u drugom 1 treéem kvadran- !

81.4.16

tu 32'4<O to Je acfv , (8l.4.156), i

u oblasti X' £ 0, V—- - X . Zato, na osnovu teoreue Ceta~

jeva [15], ovaj slucaj je nestabilan i nekriticki.

Ako je u drugom kvadrantu )(440,
a u tre¢em X >0, to je C,<0. Tada je

1

u detvrtom kvadrantu X4= a ot ~6’0 - Cy= -
= =- 2C0>0 (Sl.q-.l?)-

Ako pri ovim uslovima, Q PIVOR
kvadrantu imamo X = 0, )(24 0O, a u
Cetvrton )()-O tada imamo ’f O, a

kretanje po OX/,( X4> 0), saglasno for-

muli (2.1), )"<4= (24"[)0 )/£,>0 i,

-“—ﬂ'

znadi, reSenje je nestabillno.

2) Bilo je: fr, > O, f <o
(vd.sl.4.11), tada je u Cetvrtom
kvadrantu )(2>O (51.4.18).

S1.4.18
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I,

Odavde dobijamo sledete slucajeve: (s1l.4.1%a-4.15d).

| Tﬁz | fXQ sz %Ki
) / / /| I
NV AN S
] ;
a I ‘ ‘.
a b c - d

Sl.4.19
Sludaj 4.19a je nestabilan i nekriticki - analogno
‘o lemi 3.5, 4.19b je nestabilan (vd.sl.#.15), u 4.1%c
vektor je 5(2> O samo u treéem kvadrantu (sl.4.194), é>0,
tj. ostaje da se ispita samo sludaj na slici 4.19d.
Dakle, oligledno, u §#4 ostaju da se ispitaju samo
takvi kribiiki sludajevi drugog reda predstavljeni na

slikama 4.20:

Sl.4.20
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S fuinitltnr

Tema 4.4. Neka su ispunjeni uslovi (2.7),

1) 4 =0, a,+C=0, €,>]d+¥E ]

0

(4.2) Clz-f%,_+ C, > 0,

to trajektorija iz prvog 1 drugog kvadranta pada na osu
0Xy( X, > 0).

Ako je ispunjeno nejednakost
(#.3) £ (d,+ %) - 6,(Qy+ €;)<0,

to nula;reéenje sigtema (0.1) bice nestabilno.

Ako jelleva strana (4.3%) pozitivna, tadafna osu OXE
(0 < X, <) imamo )'{ = 0, X,< 0.

Dokaz. Po uslov:.ma leme, na X = O, X > 0 imamo

a+ & 4= a+€+C+(C?z+5 +CZ)}(Z_ +0(X2')<0

O -bee=a,-b + Cov (G-b,4 ) Xy + 0(X;) >0,

odnosno é: é+ézxz+ O(Xi); kako Jje 4;-.-. 0, a iz (3.7) 1
(4.2) 6—2< O, to pri dovoljnc malom )(2>O,

(.8 4 = ﬁzx2+ o(xj)<o.

U naSim pretpostavkama, saglasno (2.2), imamo

_@-ﬂ+€:2)(z+ O(Xi) d, + Co+ (A, + CZ)Xz +O(X§)‘

D+Dy,

g

ot X 00Xp) o+ £ + (dyr F)Xp +0CXD)

[, ) -eaprep] 00 .

Razmotrimo dva sludéaja:
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1) Ako Je C?z.(da'* F. )-Qﬂ(al+c2)>o,
to je saglasno (4.4) X;2>O ~ pri do-
voljno malom XZ’ Sto znaci da je
nula-redenje nestabilno (sl.4.21).

2) Ako je (}z(da+ j{;) -

- eo( a2+ Cg):) 0, to, pri X'z-

dovoljno malom, imamo ;(2 L 0.,

S1.4.21

Lema 4.5. Neka su ispunjeni uslovi
(#.5) @y G+ €y = 0, G = d- €+ <OR =0y f + €440

Tada trajektorija sistema (0.1), izlazeéi iz tacke (0,X40 »

gde Je 0L Xaz‘i qz R “Z - dovoljno malo, pada na poluosu
X’!< 0, X.Z. = 0 u tadcil

(4.6) X»,(t +T) = - ég—‘—)(ai+ O(Xoi) =X__M,

gde Je t = t’-i-rf' T > 0.
Dokaz. Iskoristimo uslove (4.1). Tada sistem (0.1)

moZe se napisati u sledecem obliku:

X, =fX +BX, + o(xX+ XD,
(4.7) R b
X2 =2+ 9% v 52 OCXg + X
gde su P y sev o 22' - konstante,\k’oje se lzrazavaju po-

.o ,‘f‘f (J:O, 1, 2)-
Dobijamo analogno (3.9):

- 2 3
X{{tfﬂ‘): BX T 97 ) + 0(X,,),
Xt T= X+ 9T + 22(X92r+3 )+ 00Xg)),s

Z
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{
— , , Q2
gde jeO£T£|,1,"[;=O(Xaz) :OL6 ) . S Xn
| 4
Keko su f) <0, 9 <0, 9 <0, /" 671 (0, X52)
o 2 /
to X, i X, opadaju i trajektorija / /
4 P Vs
. & 10
sistema pada na osu Xz:-. 0, X, < 0. - -+ ~>
L (o0 |0 X,
Nadimo tacku preseka trajekto-

rije (4.8) sa osom OX4 . Iz druge

jednadine (4.8) imamo analogno (3.11): S1.4.22
X 39, w2 3
(4’.9) T e —--?-2-'— — 2 X + O(X ) — T .
2 02 03 A
2, 14

Zatim, postavljajuéi (4.9) u prvoj jednalini (4.8),
dobijamo (4.6) (vd.sl.4.22). Otud tvrdenje leme.

Lema 4,6. Ako su u sistemu (0.3) ispunjeni uslovi

(3.16) i
(#.10) a,-& -¢co0, d - e,-f >

to je nula-reSenje sistema (0.1) nestabilno.

Dokaz. U razmatranom slucaju, iz (3.16), (#.10) je
‘f‘O(C(O),tOpr:L-(S‘(X{.O,X_Og-—dovola-
no malo, imamo 'f 'f + O(Xd) i anzlogno rasudivanjem

kao u dokazu leme 3.7, dobijamo

D, - D = ‘C""@' S| = 1.0, - tp-(ds- e)c, +0(Xp;

o -e %

kako je C,<0, do_‘eoa ﬁa, to

a ‘{:( qa—‘@é+ C.) + 0(X4)>Oa

i na osu OX (x <0) na osnovu (2.1) dobiéemo
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X _-_-_{Dq-D)/.]Z(const{O, TXa

1 2
sto Je uslov nestabilnosti /:
&
li4|275 » ' ‘l
s ) *;.éitj - —— -~
To je i trebalo /f p N C Xi
/ \
VAL
!
Sledhe25

Lema 4.7. Neka su za sistem (0.3) ispunjeni uslovi

(3.16) i

(4.11) A -&-C=%k>0, o-E-F =0

Tada u slucaju d"—- 94- )5: 344 O resenja po osi XZ = O,

X4< O ulaze u koordinatni podetak, a pri

2 -, - f =
(A}.l_) c[,l C, 1‘31 3> ©
prelaze iz drugog u treéi kvadrant, a zatim na poluosu

X'{ = 0, XZ< 0 (sl. &4.24).

Dokaz. U treiem kvadran- 2
tu pri X‘,2 = O imamo | ///-f
P-
>ﬂ( =g X +O(Xz)- j 9% 1o X
1 // ‘ﬁ_.ﬂ*"’_"fzn’w
U slucaju 5;( 0, neka ,ﬁf ~ \\3;0
refenja iz treceg kvad- Vé N
3o |
ranta saglasno lemi 4.2
S1.4.24

padaju na osu Xzz O, )(‘1(0
i produZavaju kretanja po njoj u pravcu tacke (0,0), po-
sto Je )'(1= (D,f - D )/’f: cee + O(X}))O, a u sludaju

g > 0, tada u trelem kvadrantu je
1
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>'(L= (dy - €~ )X, + 00X - 9%, + o(X¥) <0,

8to znadi da redenja prelaze iz drugog kvadranta u treéi
kvédrant 1 analogno leme 4.5 padaju na poluosu X4 = 0,
X2'< O. Lema Jje dokaozana.

Lema 4.8. Heka su ispunjeni uslovi é& O, CLG - CG}. O,
HE | <- (do— €,) . Tada pri az“ g'z- C2= -é( 0, resenja
prelaze 1z drugog kvadranta u trec¢i kvadrant i padaju na

osu 0X, ( X2<O) u tadei

(4.13) X—-of - 1/- %ﬁ_g" + (X ),
2

sde je { =d,-¢,-% <o.
Ako Jje psk é)

>O, to je trivi-

e
Jalno refenje sistema uvek nestabil-
na (81.4,25). {
Dokaze se analogno lemi 3.4, Sled,25

Sada moZemo formulisati rezultate analogno rezultati-

8 izvedenim u lemama 3.4 i 4.5,

Lema 4.9. lNeka su ispunjeni

Ay

. . Xz
uslovi (4.11), (4.12). Tada trajek-
torija sistema (0.1), polazedéi od ( o,d)
tacke (X_M,O), pada na osu X4= o . |9 Xj

.
X,< 0 u tadei s 00X )
S o(s)

o2t X-O?- 27‘—)( + O(X -64 3

(=1, 4.26). S1l.4.26
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Tema 4.10. Neka su ispunjeni uslovi

aa‘i'_' 6'0# C'C—_-LLL{}O, CZG+ eo-\‘fa = Vi;: O, C{d+ e,{"‘ \ﬁ = ,Z:“>O‘

Tada trajektorija sistema (0.1), polazeli ol tacke

(0,X,,)» Pada na osu abscis Xé: 0, X,> 0 u tadei

RS —ur #X.Z.
(4.15) X = 1/ <Xozly + 00X, o)

<4 24
‘t — (xa-lja)
' 0] 7X,
(s1l.4.27). /
_ //
U zakljuéku .izvedimo teoremu, (O,}(_o) A

koja znatno uopstava uslove egzis -

tencije dati u teoremi 3.2. Sletha27

Teorema 4.1. Neka su ispunjeni jedan od uslova 1)-3):
1) 0<=Qy- Cp= 4 <y Cyr Ape 4 €, < 0,
-eoéc{o- ﬁ <€,,E > ldo+£) [
( u sva tri sludaja je d“+€,, f> 0, pri €, =?9 d R
2) o<-aﬂ-c0_—.€a=ao-co, A,y < - ]fz+ Cy |
6,cd-f<Cy, > d s
) A,=-C> 0 b =0,a,+¢,<- 4],
-e,=dy- £<€00 €,> [dy+ .
Tada je poloZaj ravnoteZe (0,0) sistema (0.1) nestabilan.

1) Pri ovim uslovima sludaji 1)-3) su odredeni trima

jednakostima, pa je kritidki sludaj tredleg reds.
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-

Dokaz. Fo uslovima teoreme, saglasno: 1) teoreme 3.2

i leme 4.10, 2) lema 3.4, 3.6a, 4.8 i 4,10, 3) lema 3.4,
4,5, 3,6b i 4.10, postoji trajektorija, izlazeci iz taEf

ke (  ,0), i preseca koordinatne poluose u tackama (na-

1 AX
vedimo ukratko): Ny z
\\
: ¢
1) (o, xﬂi)’ (X#opo)s ) G{Ei) ‘5 | C{j:i’
C
(0,X.o)» (X,,10), gde su .
i ) i ___..—-""
PV « RS 08"} —>
X, = 0(51), X7 900, % _
1
X o= 08, X, = ¢+ 0(0%). 51.4.28

Odavde pri dovoljno malom & : XMJ» 25, i reSenje se uda-
ljava od koordinatnog pocetka, tj. reSenje sistema je

nestabilno (sl.4.28).

2) 4 4
2 2
X =008, X,=00&), | ’
4 . i = L
_ 4 sy Z  os®
X7 0(8), X, =c8%+ o(d, |
tie XCJ-'{= 28 . Znaci, resenja X/, = O, 31.2.29
Xk = 0 su uvek nestabilna (s1.4.29). %AXQ
f 607
3) [ / ,;“\‘ 4
2 . \
X,= 06D, X, = od), JUN
i y 4 L 4 ot ST
X =0oY, X =c8 4 o83, T I L’%
-02 * Noy ’ | ,#_/’ 1
to Je ,\/Mz 28, tj. trajektorija po- _0(5 >

novo pada na poluosu X.z.: 0, X1> G ]

(81.4,30). Ha osnovu X01> 24 , to Je S1.4.30
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refenje sistema i u ovom slucaju uvek nestabilno.

Teorema Jje potpuno dokzzana.

Teorema 4.2. Neka su ispunjeni uslovi

0¢- A~ Co= 1y <0 - Cpr - €o<dy- =6,
QO>IC_{,O+‘£°|, az+82+cz<;u, d4-94-.ﬁ]>o.

Razmotrimo izrasz

U, 34, Ua & o
( V.. )' d b J
\E o Z Z

(oznadavanja vd. formule (3.6), (3.7), (3.16), (3.20),

M= -~

(4.11), (4.12)); M je uvek pozitivno.
To tade nula-refenje sistema (0.1) Je stabilno, ako
je M <1, a nestabilno ako je M>1l.

Dokaz. Ponavljajuli dokaze le-

ma 3.4, 3.6 i 4.9, ustanoviciemo, da

trajektorija, na osnovu uslovina

teoreme, podevsi od tacke (8,0),

posle obhoda koordinatnog poletka,

| ™~
kroz tadke (O, Xdz), CX_M‘;O)Q (0, X_az), ) |
ponovo pada na pozitivni deo ose I
abscise,ili u tadci ( Xa.po)'-' ild S1.4.31

(X% ,0) (s1.4.31).

Koristeéi Jedmakosti (3.8), (3.17), (3.21), (4.14),

posle zamene (4.14) u (3.21), nalazimo

! ¥ 9 2 3
. 16 it —-—-———q » —-—---4 + -

zatim, postavljajuéi (3.17) u (4.16), dobiéemo




U, Ao 5
(4.18) XM = — "V::, .ZE—(—-V:-) <, 8 + 0(8) Mo +0(¢ ).

Isto tako kao i na kraju dokaza teoreme l.l, u pro-

izvoljnod maloj okolini 5 , pri M<¢l (M>1) vazi nejed-
.. » .
nakost 0 < X-‘-‘M< (S (odgovarajule, X' 1) S )Y, pa je nula-re-
0
Senje stabilno (nestabilno). Teoreme Jje dokazana.

Sledeéa teorema moZe se razmotriti kao analogno te-

oremi 4,2,

Teorema 4.%. Neka su ispunjeni uslovi

= 0, CIz+C2 {- |g

Cl,=-C >‘os‘g' 2,"

-0, < dy-f< €, E,>|d,+ % |-

Raznotrimo izraz

(oznalavanja vd. formule (3.5), (3.7), (3.18), (3.20),
(#.5)); N je uvek pozitivno.

To tada nula-reSenje sistema (0.1l) pri N<l Je sta-

bilno, & pri N>1 je nestabilno.

Dokaz. Ova teorema dokazuje se analogno predasnjoj

teoremi. Zaista, dovoljan uslov sledi od lema 3.4, 50,

4.5, tJ. na osnovu formula (3.8), (3.19), (3.21), (4.6),

dobijamo

3
| U, Uy B 7 - :
4,19 = a3l rﬁ%&. — 2
(429) X, = i &25+o<5>_1¢5+oc5).
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Kao 5to se vidi iz ove for- c}'*xi.
: . } OU"’)TK\
mule, analogno (4.18), pri L1, / JIEN
. \
trivijalno resenje sistema je //‘# // \
/
asimptotski stabilno, a pri b z 6
OPIANR X,
H>1 je asimptotski nestabilno 3%
0%
(81.4,32), 8to Jje i trebalo |
| o |
dokazati. | Sl.4.32

Teorema 4.4, Pri uslovima

0L - ao" C'D= g&}( a’o" 0" I d"0+ #O l< e(}= d()- 'eﬂ’
Clz*'{gf'quic% (14"'e§"'f;<:0’

to poloZaj ravnoteZe (0,0) sistema (0.1) uvek je stabilan.

Dokaz. Po uslovima teoreme imamo £<0, a na C3X4

pri malom )(;'< 0, Xz.-: Q, ;é}<0 i
Dy =D =t a-G-co) +x[fa,-6-cp) +
+ ‘F:('O.G- -f‘;_f,) —ﬁo( d1 - C’f )] + O(Xj)<0,

zato sto prvi Clan Jje negativan, a pri malom X}, on je
veéi od svih ostalih. Prema tome,
po (2.1), )'(4>0, i kretanje po

OX4(X4 £ 0) usmereno je ka stra-

ni tacke nula (sl.4.33). Dalja .
obrazlozenja privode se kao u do- d;" /’_g | X1
kazu teoremi 3.1l. h“'é’ P |

Teorema Jje dokazana. T g
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Teorema 4.5. Heka su ispunieni uslovi

O0=-Q,-C= gﬁ‘/‘ao" Cor gt (y<- \@.ﬂ,
|d0+ ‘ﬁi \<€O£CLG--£‘J’ d" *€4-')f440.

Tada je nula-refenje sistema (C.1) uvek stadbilno.

X2
Dokaz. Izvodenjem tih istih , i};\\
obrazlofenja, 5to i pri dokazu / / \\
/
teoreme 4.4, dobijamo po uslo- &~ 2

vima teoreme, sSto pri malom x;;o,

>§L= C imamo f%;to 1

V4
/"
~

Dq- D= - Cd(dg"eo+ #D) + Sl.4.34%

+x4[f;(a4 -fr,,) -ﬁ.,(d,f- €4+fl ) -c{(d,o.. ea)]q.o()(:‘)(o,

i, znaci, )'(4,‘,»0, tj. resenje je stabilno (sl.4.%4), Sto
i dokazuje nraglasenu teoremu.
MoZe se razmotriti neki kriticki slucajevi treceg

reda sa ovom istom metodom.

Teorema 4.5. Pri uslovima

»@:O,az-co>'o, “€U<d0'£=eaa

eo>, dO-L :fg " CLy+ Cp &- "@z

to nula-redenje sistema (0.1) Jje stabilno.

’ a{-g4-51> O,

Dokaz. Dovoljan dokaz sledi iz lema 3.4, 3.5¢c),

45 1 4.9. Na osnovu ovih lema, analogno teoremi 4.1,
dobijamo tacku preseka trajektorije sa poluosama (pifemo
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by

takode kratko):

*" §
X, 08, X = 008),

L

L)

2 2,
X7 08, x,,= o0

to pri malo] 5., vazi nejedna-

A
k t — »
0S Xa{< 7 S |
Dakle, redenje X"E 0, XzE 0

je stabilno (sl.4.35). 314,35

Teorema 4.7. Neka su ispunjenl aslovi (3.7), (&.1),

(4.2) i A, - é’b"' Co 7”0, da+ eb— fo » 0. Tada pri ispunje-
nju uslova (4.3), nula=relenje je nestabilno. Ako Jje leva

strana (4.3) pozitivna, to nula-reSenje je stabilno.

Dokaz. Pri uslovima (4.3) nula-resSenje je mestabil-

no. po. lemi 4.4,

lleka je leva strana (4.3) pozitivna. Pri uslovu
A, - 6’6 - (>0, resenja 1z treteg kvadranta ili padaju na
osu OX,,(X,’ < 0) i idu po njoj wu pravcu (0,0) analogno
lemi 4.7, ili na OXz( X‘.Lé 0) i prelaze u Cetvrti kvad-
rant, padajuéi po lemi 3.6 na osu O)%(ng> 0). Dalje po
lemi 3.4 padaju na osu 0)(2_( )(2 > 0), Na osnovu leme &.4,
pri pozitivnoj levoj strani (4.3)
za reienja po osi Oxz(X2>O) ima-

mo Xlé. O. Znadi, sva resenja

ulaze u tadku (0,0). Analognim .

obrazlozZzenjem dokaza teore -

me 3.1, dobijamo da Jje nula-re-

Senja sistemz stabilno (sl.4.36).

Teorema Je dokazana.
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42,

——

Teorema 4.8. Neka su ispunjeni svi uslovi teore -

me 4.7, osim d§+-€¢-%:r0 koja se zamenjuje Jednakoscu,

X2
Tada je nula-reSenje stabilno ‘ Fm\ 4
\ h
ilil nestabilno, u zavisnosti \ I \
\ \
od znaka leve strane (4.3), % 1 :
0 / 4
kao u teoremi 4,7. _
-

Dokaz. Dokazuje se analogno
teoremi 4,7, samo umesto leme 3.6

koristi se lema 4.10 (8l.4.%37). S1.4.37

5. Siucaj, kada u jednom kvadrantu vektor Jje para-

lelan osi i na iedno oluosi je polozaj ravnoteze.

Prebrojavsi kritiéke slucajeve, kada Je u jedndm
kvadrantu vekxtor paralelan osi i na jedno) poluosi je
polozaj ravnoteze, takode kao u §§3, &4, mi vidirno da
nekil slucajevi isto tako svode se ka drugim obrtajem ko-
ordinata. Pri ovome ostaju samo kriticki siuéaji drugoz
reda, predstavljeni na sikama 5.1, 5.2.

Teorema 5.1. Pri uslovima

'da+ ﬁo' < ea< do- f(! 3 A0=QI4_DO< 0 (AD:)O)s

polozaj ravnoteZe sistema (0.1) je stabilan (nestabilan).,
Ako je pak Au_-: C, to pri A,’>o, X-rE 0, Xz":' 0 su

stabilna, a pri A1<o'- nestabilna, gde Je

A = Cia"'@;; Cy

Y-ty c,
1 1d, -6 ¥ -

dr‘ € ﬁ

+
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Dokaz. Iz drugog i treleg kvad- AX,
ranta redenje pada na 0X;(sl.5.1). ~ ¢
Pri 504 O ispunjeni su uslovi te- \\\
oreme 3.l. Znali, resenje Jje sta- - { I

0 X,
bilno. / /

U sludaju A >0 na osi 0Xj
(X'l £ 0, X’I - malo), na . osnovu Sl.5.1
(2.1), imamo X4= -const < O. Znali, postoje regenja, 1z-
lazeéi iz tadke 0 i iduéi po negativnoj osi 0)(4, ti, tac-
ka O je asimptotski nestabilna.

Ostaje da se dokaZe, da pri Auz 0, A,!?'(? (L'.\‘1 < 0)
sistema je stabilna (nestabilna). Za ovo na osi O)(‘,i pri
malom X,< 0, X,= 0, sastavimo po uslovima teoreme formu-

lu, saglasno (2.1),

. 4 1a,+ (Q, —-6—1 )Xy + O(X}) C,+ C,'X4+ O(Xf)
1 F |d+ (dy €)X, + o(xp) £+ X+ 0(XD)

b

ili, zadovoljavajuéi to nuznim svojstvom,

. 4 dy- & o |a, -8 ]}, oy
X,= 5, D0)+—’;51~( My, ! =6 S}y oo,

d, -¢ 1,
ili koristeli oznadavanja A,, Ap

-

(5.1) )%4: -_%-Aa + —’;”— A, + _O(X;').

Iz uslova teoreme imano '}% <0, a pri malom X1<O
1manmo ﬁc Q; zatim, kako Jje Aa= U, to pri A4> Cu (5.1)

3
X"}O, tj. kretanje po 0X (X,< 0) usmereno je ka stra-

ni tacke nula. Stabilnost se dokazuje Xao u teoremi 5.l.

-
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Ali kada je A,< 0, tada Je X4< 0, tj. reSenje
udaljava se od koordinatnog pocetka, pa je (O0,0) ne-

stabilna. Teorema Jje dokazana.

Teorema 5.2. Resenje X4 = 0, XzE 0 sostema (0.1),

pri uslovima

a,- ¢y < @z<— | @, + ¢, ],

biée stabilno (nestabilno), ako je determinanta

Xy,
A N
A= % b ?{;’ 1IN
/] ‘
S/ -
« g . ‘ /a*‘ A X/
pozitivna (negativna). M A
\
Dokzz. Na osnovu uslova | %
teoreme i (0.2), pri;&z= 0, k;‘<,0,
saglasno (2.1), kao u teoremi 5.1, $1.5.2

. _ 4 _ - '
dobijamo D-D =x A+ o( X)), A =f(a - &) -¢ld,-e)
i f = £+£X4+ 0(_X42')<O; to tada na osi OX4( X4<'.O),

Xy - malo, pri 4>0, - D<o i 5'<4>o, a pri A<O,

D1 ~-D> 01 ):f4<0. Iz ovih ocena i sledi trazZeni rezul-~
~tat (s81.5.2).

6. Slucaj, kada se u jednom kvadrantu za sisten

{0.3) sve tadke javljaju polofajem ravnote¥e

——

Razmotrimo kriticki sludaj, kada samo u jednom kvad-
rantu imamo polozaj ravnoteZe, tj. Xf=,¥1= Q.
PokazZimo, da u ovom sludaju u dvema nejednakosima

(0.7) biée jednakost.
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Tema 6.1. Ako je szmo u Jjednom kvadrantu ‘X#=,<&=
tada jer D, 1 = ID,| = 1D, 1 %),

Dokaz. Pomoéu obrtanja osa moZemo uciniti, da u prvom

kvadrantu bude‘X j{ 0. Neka Je samo u prvom xvad-
rantu )"g’= a, +{’l+¢;_o X =l +e+ 1, = 0. Tada e biti
DM-*- Dﬂ = O, Dﬂz Da._ C 1, dakle, ID”‘ = 'Dozl = |D,)s Sto Je

i trebalo dokazatl.

Tvrdenje obratno lemi 6.1 bilo bl ne tadno. U § 7
bide razmotreni drugi sludajevi, moguéi pri ispunjenju

jednakosti (¥*).

aznobtrimo sve slulajeve, kada u ostalim kvadrantima
nema polo¥aja ravnoteZe. Kako u prvom kvadrantu (f,, PO
lemi 6.1, imamo )"(4.—: U= 0, X V;= 0, gde su U=q,+ ¢ +
+ Cy s \Z": do"' Co -fo , to u (¢, biramo ne nula prlbllzen;}a,

veé prvo pribliZenje, tj. linearni sistem sa konstantnim

- koeficijentinma,

dx d.x
6.) T cax e Ay G =KX 0

a u ostalim kvadrantima - nula pribliZenja (0.3). Sistem

(5.1) napiZimo u vektorskoj formi

‘ 2
(6.1') X = AX , XE&R,

- ra .2' 1 - +
pri éemu A: R —> R - linearnl operator, s matricom(;g).

Sistenm (5.1) moZemo razmatrati u svojstvu prvog pri-

bliZenja zz2 sistemu

X = dxyr B, ocx X%,
(6.2) A4 /‘)’:’ t 7

Xz' = X'X‘f+ 8,\;2"*' O( X'f + Xzz)s
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saglasno [9, §50] u slucaju )\4;& C, \z,é O, u okolini koor-
dinatnog pocdetka rasprostiranje trajektorije sistema

(6.2) je jednaka, tj. ako u jednom od ovih sistema imali

bi trajektorije ulazeéi u (0,0) po smeru ugaonog kofici-
jenta & , onda Jje 1 za drugi takode (3 tim istim fe D
Drugim recima, pri dopunjavanju O( Xi"-}- Xi) u gsistemu
(6.1) ne menja se tip rasprostiranjia trajektorija u Cfd'

Sludaj kada (6.1) ima redenje iduéi po osi Oxy 1li
0X,, iako j§_kritiéki.sluéaj visSe od drugog reda, miéemo
ga-razmatrati u ovom peragrafu.

Ragzmotrimo skup trajektorija sistema.

'Stoga, u(i‘imamo prvo pribliZenje (6.1) i (6.2), a
u ostalim kvadrantima (0.3), tj. u drugom kvadrantu - &, ,
5(4 =U, , )'(2'=\.£ s 1 tretem - Gy s X, = Uy, )'(z= Vi 1 u et~
vrtom ~ [ y X, = V; . Neophodno je : U +Y; = LU, +

E: Cia'- Go-i-

6.1. Rasprostiranje trajektorija u G, ds, G

U sledecim lemama 6.2-5.8 pokazademo razlidite mo-
guénosti smerova vektora (i,,ih) za jednadinu (0.3) u &Q,

@3y, &,y u bom vremenu kada Je

U.C?‘, i}‘: O, :YZ': O (511611)- ‘ 1‘:.
Sludajis: 1) X4= u, <0, Xzz N — >
:\,{;}Ou&z, 2)_x4=u3< o,,%z= 4
:\.2'34011(173, 15))2:?4’)'0,

XZ.= V‘" <0u (,, odigledno su ne-

stabilne, pa se u lemama 5.2-~65,8 Sl.6.1
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ne razmnatraju.

Lema 6.2. AkKO su vt

(6'5) -CIG- CU='€E< a’ﬂ“ CG’ \ v
4 / \’9
(6.4) Al laa' Col=

(6-5) -do—ea-"--fj{do'i'eos
(6.6) {-,4' ,do- e, 514642

to 1) u w*f’ ;(4 = 0, *2 T 0, u&’zs X,.,) O, X‘e‘(Os u G.aa X;?Os
Xz>0 iu Gq’ 5(440, X2> O; 2) na I:oluos:. OX“(J(:’ <Q)
imamo }'(4 S 0, a na O‘Xz()(z<0) imamo X, > 0.

Dokaz. 1) Ako vaze relacije (6.3)-(5.6), tada Je

odevidno na osnovu (6.3), (6.5) u ('g’”’imamo }{4: a,+ b + C,=

0
o= 0, X':zz dd+ ed+£) = O; ¥ ffz, Xﬁ’f =Qa—f@n¢+cu>01 X/‘ez
=da-€a+£9 > 0, na osnovu (6.3), (6.6); u(_:ZJ, Xﬁfﬁl;

52;_-"-"- dg “Ea:_a;a)

- g'o - C, > O,na csnovu (6.4), (6.6) i u G(]q', saglasno

3

(6.4), (6.5), imamo )'(4= a,+ @-&- Co >0y X, = clo+ ec—{; > 03
2) PokaZimo sada, da je,na osnovu sistema (C.3), kretanje
po poluosana OX,'( )(4< 0), OXz( X, £ 0) usmereno ka koordi-
natnom poletku (0,0), tj. odredimo X . ;\'(2'. Primenom for-
mule (2.1), dobijamo, da na poluosi OXA‘( Xy < 0), )‘(’4:

= (Do(' -Do)/fo:aa_'éa*' 6C,>0, gde je |8 | £ 1, a na

poluosi Oxz( X, < 0), na osnovu (2.2), *2 - ('Doz" D, )/@_ﬂ:

Samim tim tvrdenje Je dokazano.

Slededéi rezultati, leme 6.3-56.8, dokazuju se analog-

nom metodon.
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Lema 6.3. Ako su ispunjeni uslovi (5.3), (5.5),

L

6.6 1
(6.6) fx,

tr“r
.‘;l;.\'f‘

(6.7)  C4= Gp< @U <l = Las \ SRR N
ll . “' .

ta&ajel)u&’“ &4:’0, RZ":O: A0 X“
u in X,’)Oa )'<2<O’ u G.}l G?Q ’ / /

)‘(1 > 0, X,>0; 2) na poluosi OX,

(X,<0) imamo >"<'1>o (s1.6.3). S1.6.%

Lema 6.4. Neka su ispunjeni uslovi (5.3), (5.5),
(6.7) i | Xz,
(6:8) d,-e,<t<e,-d,, N RN

R — -Pre
tou @,, X, =0, X, =0, ud © X,
42 M -‘ y N2 ’ 2°? \ |
i@, x1>o, X,<0, u (;?# .
R >01 .X':a>0 (51'6'4)* Slt6t4
Y

Lema 6.5. Pri uslovima (6.3%3), (6.5), (6.7) i
AX,

(6.9) ea— dﬂ £ ﬁ( Clo - eo . / :t: ;,t:ﬂ

k ] . 4

- 1 3 ' -
L] :.ri - . Lf‘;'. ‘
%

imamo u (_Q{,)d(:o,)(=0, u

(X ’Q?,’qu’ X4>Os)€a>o / /
(sl.6.5) |

Sl.6.5
Lema 6.5. Ako pri ispunjenju uslova (6.3), (6.5),

(6¢6), imamo
(5.10) A= Co<ty< Cy - A,

%

tada je 1) u @, X, = 0, X,= 0, u &‘2,)2'4>o, X,<0, u @,

E':. LQI*, )‘(1<0, 5(2 > 03 .‘?) na poluosi 02{4(}(1<0)* imamo 5(1 > 0,

ako je D <D, , 1 5(1<0, ako Je D{,,‘:"Da .




Dokaz. 1) Dokazuje se analogno A{%}::}1‘
tvrdenju 1) leme .23 2) Brzina kre- \\\\& 535?;?;{
tanja po poluosi OXJ?(}('dd 0) Jjednaka {0 -f;
Je )2’4= (D, - Dy )/£>0, ako je D, - \
-D, <0, a }'(4(0, ako Jje Dv4~De>O, “
posto je'4%<io na osnovu (6.6) 51.56.6
(s1.66).

Analogno leme 5.5, dokazuje se sledesa lema.

Lema 6.7. 1) Ako su ispunjeni uslovi (6.5), (6.6),

| ] Ay
(6.7) i : XZ
(6:11) o a;j“ Cﬂ = 6:&3 > ao + CO ) 4_/ ':'E‘;';;:‘E;a;;:i‘f
¢ . > >
touQ,X4=XZ=O,uQ,X4<O, /O, X
Xz<0,u(Q31(,?q,X1>O,X2>O; | | |
2) vazi tvrdenje odeljka 2) leme 6.6 l
(81.6.7). | Sl.6.7
P
Lema 5.8. Heka su ispunjeni e,
uglovi (5.5), (6.7), (6.8), (6.11). l}/////J??Eff%?
Tadajeu(i‘4,f1=)'(=o,u | N ) r .

(0 X, <05 X,40, u @y, X, >0, \

(s1.6.8). $1.6.8

Moguéi su takode sludaji, simebricni sludajevina,
razmotrenim u lemama 6.5, 6.4, 6.5-6.,8, Oni se dobijaju

iz ovih lema zamenon X1 na J(z, a X,na X .

6.2. Ispitivanje trajektorija u (s

Da bi objasnili, imali u,&;reéenja ulaznih u koor-
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J——

dinatni poletak ili izlaznih iz njegz, redimo pitanje o
tome, imali sopstvenih vektora u.&%, tj. s ugaonin koefi-
cijentom O< f<oo, i koliko ih bide i kakvog tipa dobija-

- Ju se pri ovome singularne tacke.

Za ispitivanje sopstvenih vektora u Ga, neophodno je

F = - > L] X X’ é & » W L)
nac¢i ugaone koeficijente —% = L2 - iskljudenih sme-

rova sigstema (6.1) iz jednadine
Z
(6.12) /{»{é £ (-0 )k -¥ =o.

4a ispitivanje poloZaja ravnoteZe sistema (6.1) ne-

ophodno je sastaviti karakteristidnu jednadinu

(6.13)  det]a -\E| = o,

}

i na¢i njene korene X: —%—-COL+ 5 + VA ), gde su
A=Cal+8) ~a(df-py = (- EF 4 upy,

(6:13) A A= ol 8,0\, =dS - py-.

Napomena 6.1. U sludaju old = Ay imamo M= 0, 3.
ima se nula koren. Ovaj Jje kritidki sludaj vide drugog

reda 1 ne ispituje se.

0.2.1. U Gyili na granici & je jedan sopstveni vektor

Ako u (6.12) imamo Ay > 0, tada je 'fé{‘é‘Z(O; neka je
‘&4 ~ veli koren, tada Je '#Q<(D<Vﬁq y T 0 ﬁ;je jedan -
sopstveni vektor.

Kako je Ay >0, to A>0 1 ‘)\,1 ,}&2 su razliciti i re-

alni. Cdredimo kakvog je znaka )\ kada je O 4’&, < o0. Zna-

i

ci:

1) Za svako ;3 >0 imano
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2) Ako je o + S > 0, tada je )\,\>O, ~ nestabilnost;
b) Ako su /’;X‘}&S , oL+ 6 £ 0, tada su )\lt)O,)\z(O;
¢) Ako su 0L+6 < 0, /%“( -ﬁoLCS‘ , tada su >\1<O, )\2<O;

2) Pri /5«0 imamo

&1=7<5-d VA D,
M=ol+ b= dtol v 6 - /A

a) Ako. je o + 5 Z 0, tada je )\440;

b) Ako su 0(4-5 2 0 /’X"* , tada su )\14(0, )\2 >

c) Ako su KX+ IS > 0, _/33/‘4({8, tada su >\1>0, )\2)» 0,
- nestabilnost:

3) Ako je A <0, ¥ = 0, tada je jedan sopstveni vek-
Q, A\ =l < 0. Drugi vektor
1 1
nece biti u (;(4, ako Je ’F{Z< O. Znaci, 'ﬁ'1+ é}'{O, (el -

- 853 > o.

4) Ako jeﬂ) = O, (E*’< O, tada Jje jedan sonstveni vek-

tor usmeren po osi OX,‘, 'ﬁ’ =

tor usmeren po 0si OXZ, '&4: O, )\4 = 5 & 0. Drugi vektor

nece biti u(_?/f, ako Jje ’f€l<0. To znadli da Je 'f{"’.+ ffz< C,
(A - 0)HY < o.

Dakle, u sledeéim sludajevima za sopstvenog vektora

)\ 4011&1, imamo
a) Ako su O *‘-’ﬂX‘{oLB 0L+5 £ 0, tada su >\,1{O
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>\z< ¢ , - stabllni Svorovi (s1.5.9 , 6.10);

b
Ay
<9 4 / /

=
¢ X< X‘f

¢ ys¢

-
A iy

51.6.9 51.6.10 Sl.6.11

b) Al{osu/ﬁﬁo,X:ﬂ.O,ﬁX}.dS,to je sedlo
(s1.6.11);

¢)d <0, ¥ =0, (oL -8 )3> 0

Q)4 =0, <0, (o -8y 0.

4>O

U sledeéim slucajevima za sopstvenog vektora )\

u 4 imamo

a) U slucaju /3 >0, ¥ > 0, ﬁbh>dcg , Lo Jje sedlo -
(81l.6.12);

b) Ako su O éﬂ)ﬁ"‘(dcs‘, QL+(§> 0, tada su >\,1f>0,
>\2,> O, - nestabilni ¢vorovi (sl.5.13, 6.14).

Dl.6.12 5l.6.1% Sl.6.14
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o

Cdredimo sada uslove na koeficijentima sistema (5.1),
kxada trajektorije iz ﬁ"" prelaze u ostale kvadrante i 0D-

ratno. Wa osi OX,, pri Xd = 0, xzr.-o, iz (5.1) dobijamo

(6.14) 43%}'{,: Agms .-

Iz (6.14) sledi, da pri ﬁ <O ’crajektofije sistana
(6.2) kroz poluosu 0X,(X, > 0) izlaze iz @ a ulaze U &,
a pri A>0 - iz (Qzu Q4 .

Analogno na 0)(4, pri X2'= 0, X{';::-'O','iz (6.1) dobijamo

(6.15) A‘jm;‘g: A9y

Jasno, 3to pri Yy « O trajektorije sistema (6.2) kroz
poluosu O)("(Xd)O) izlaze iz @ a ulaze u Qw a ako je

Y >0, to - iz (J u .

6.2.2., Dva sopstvena vektora u (i, i1i na granici 0y

Ako u (6.12) imamo A >0, AY £ 0, /3 (§ - d) 2 o0,
V(& -al) £0, onda je © <k <00, 0£k;% o0, tj. oba
sopstvena vektora su u (J,ili na njenoj granici, takvi, d=

1) Ako je ¥ = 0, A( S - &) >0, tada je k,= 0,%,>0;

2) Ako jeﬂ) = 0, x*-( &~ ol ) €0, tada je ﬁ1‘>0, %l.—.: o0 3

3) Ako jeﬁ, = 0, Af' - O, tada Je ‘f€4= Q, 'kz._—. 00 ,

U slucdaju ')\4:-.)\2: —%—-—( X+ 5 ) *Xz

2
0&(ot-6 Y /4 ==Y, d+d>0,-dva

sopstvena vektora se poklapaju u (.2,1 .

4, Ako u (6.1%3') imamo -—
0> ¥A>chd 5 A(E - ol)>0, tada

Je )\1)\50 i resenje sistema Je ne-

stabilna (sedlo, vd. sl. 6.,15); S1.6.15
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r
5} Ako Je Aao,ﬂ,gém,/;(o -X ) > G,
Y“(Lg —C‘L) < O, tada jeO£'f€£m, Oﬁk’zé o0, a ako
je /%X¢GL5 N+ 5) O, to )\>O, k > 0, = nestabilni
- ? 1 2
évorovi (s5l1.6.16-6.20).

S1.6.16 S1.6.17 31.5.18 - 81.6.19 31.5.20

6) Ako je pY £ 0, (0 - ) 20, ¥ (0 -k) £0,
tada Je 0.-5*/(’45 oo, O £4€2£ o0, a ako je (d\-g )2'/4?::
aﬁy<dﬁj &+5<mxtoh{<o“&<o,-EWMMﬁ
dvorovi (81.6.21-6.25).

S1.6.21  S1.6.22 51.6.23% S1.6.24 51.6.25

6.2+3+ U [ nema sopstvenih vé}:’coraL tj. u ) nema

trajektorija ulazeéi u (0,0)

Do ovoeg slulaja dolazimo, ako su koreni Jjednaline
(6.13) ili kompleksni \ = M +£4) , V # 0, ili realni,

ali u @, nema sopstvenih vektora.
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@)
N

1) Neka je 4 < 0, tada su kZoreni )\I’jki ompleksni;

2) Ako je A = O, tada su.:\q, Aa - realnl.

Pri uslovima u (56.12) /3) <0, /A (ol - ¢ ) >0, imamo
’fl.f < 0, ’ﬁzé 0 i u &, nema sopstvenih vektora.

Uslove 1) i 2) moZemo objediniti

. HKQ,
u Jjedno: f%ia
~
A< 0, (G =) dgmp < 2)/-4) .
| | Xg_
e
3) U sludajevima 1) 1 2) kreta- 0 >0
nje u G@ proizilazi od osi 0X, ka osi f
0X;(sl.6.26), ako je /4 <0, Y} O, i Sl.6426
od OX, ka 0X,(sl.6.27), ako je /3> 0, A1
2 ! | /23>0
hfwd 0. Ovo sledi iz (6.14) i (5.15).
. Xa,
OCbjedinjavajuci rezultate >
| ¢, Y<o
odeljka 6.2.1-6.2.% dobijamoc dve
lene. Sl.6.27

Lema 6.9. Neka je ispunjen jedan od uslova: 1) /3Y¢
cod ,d+6<0;2) B<0,y<o, A 2dd; 3 <o,
Y- =0, (ok-6)B>0;4)3 =0, § <0, (=08 )¥<0;
5)/3¥<0, (0 - k) 4gMBL2 Y- By . Tada u Gy 1 na

njenoj granici nemsa sopstvenih vektora operatora A za ko-

jih je )\ 2 0. U ovim slucdajevima trajektorije sistema
(6.1) 1 (5.2) u.Girasprostranjeni tako, kao na slikama

6 . 9“"'6 . 11, 61 21-6' 2‘7 .

Lema 6.10., Neka je ispunjen jedan od uslova: 1)532>0,

——

~

Xk;- O, ﬁ¥>45; 2) XL+ 0 >0, 0 5/53"<d£;
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5) 0>ya>adb , A6 -)>05 ) Ao,
(8 =) AYNnS> 2Y-Ar, L+ C > 0. Tada je u

sopstveni vektor operatora A, za kojeg )\)O. Pri ovim

uslovima ima trajektorije, izlazeéi iz talke (0,0) u Cid'
Pri svakom rsprostiranju trajektorija u ostale kvadrante
polo¥aj ravnoteie (0,0) je nestabilno (vd. s1.6.12-5.15,

6116-6|20) .

6.3+, Ispitivanje stabilnosti

Rezultati odeljka 6.2 dozvoljavaju ispitivanje sta-
bilnosti sistema (0.1) pri-uslovu U= O,]& = 0. U sluca-
ju kada matrica A ima sopstvene vektore po osi OX| i 0X,
u zavisnosti od dlanova beskonadéno malo viseg reda (6.%)
moguéei su slulajevi, kada resfenja iz &, u okolini tacke
(0,0) mnogo puta padaju na osu OXy ili OX, i silaze s nje
(s1.6.28, 6.29). Da bi razmatrili ove
sludajeve nezavisno od ovih cinjenica,

konstruisemo funkciju A. M. Ljapunova.

Razmotrimo u pocdetku sluca],

kada Je sopstveni wvektor usmeren

po os1 OXy S1.6.28

Uporedo sa sistemon (6.2)

X
5] oblasti(ff, raznotrino U svojd- ,:BK:?
> #///

stvu prvog pribliZenja sisten

X,= by 01X 1+ D), ¢ X

%
XZ

(6.16) *

K= Vs ol Xl + 1D
81.6.29
u (JZL', gde su v;>0, Uq ~ konstante. '
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J—

1) Ako je Y = O, tada ima se sopstveni vektor po osi
OX, sa sopstvenon vrednoséu O . Pretpostavimo da Jje o <0
(moZe se ispitivati samo u sludaju kada je o <O, Jer
kada je o > O nele biti stabilno). Kako na osi OXA(X}3-O,
X2.= + G, tj. u (‘2.4) /J-é?m)?z zavisi od znaka ostatka clana
u jednadini (6.2), konstruisemo funkciju Ljapunova, da bi

dobili uslove stabilnosti nezavisno od znaka Xz.

ILema 6.11. ReSenje sistema (6.2), (6.16), gle su
od < O, X': o, v;’, >0, padajuéi u L';i"' i &'q u okolini tacke

nula ulazi u ovu tadku (ako reSenje ne pada na osu 0X;).

Dokaz. Konstruigemo za sisteme (6.2), (6.16) funkci-

ju Ljapunova u obliku linearne forme

(6.17) YV =X+ 5%,

gde Je Ea:>0, u okolini pozitivnoj poluosi abscise

(6.18) | X, | 51’()(1 . (fe > 0).

Odaberimo $,1 K takve, da bi V>0 u oblasti (6.18).

Pogtavimo (6.18) u (6.17) dobijamo

(S + lszl'ﬁ)x,, > Y2 (G, - Iszlfz )Xy
Da bi \"2 0, dovoljno je da §, - |S,| &k = 0, tJ.

(6.19) I £ =2 £ 1

Birajuéi sada izvod funkcije V) , na osnovu sistema

(6.2), (6.16), imamo
, | . .
1° V7= A8 X+ X,(85 +8,8) + o(X; L X5,

u oblasti 0 <& XZ‘Cf(X ;
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2° Vo= § L+ G+ 0UX T+ 11D,
u oblasta —1%)(44)(24 C.
U 1° uslovi (6.19) i

S Xy + Xy(Sy 3+ 5,80 < X, [cx k(130 .--:——3} < 0,

£3.

5,0 |

15,8
S“l

(6.20) o<1?~:<—d/(l/5l + )

daju znaknegativnosti V u G u okolini tacke (0,0), Zatim
odaberimo .S‘,,i S, , pri kojim V<ou 2%, Dobijano

Sa __

2

6.21
( ) v

Sistemi nejednakosti (6.19), (6.21) imaju reSenja u

odnosu na Sz ako pri L{qé C uzima se bilo koje ’fz > 0,

Sy ?
a pri L(H>O uzima se 0 < ﬁ( -\E{L U rezultatu pri
4
Vs _

0<% < min -—ﬁ{'—-, OL]SQ;; .

2 |
151 + S

1

postoje S,'> 0 is,, zadovoljavajuéi (6.19), (6.20) ,
(6.21). To znadi, postoji funkcija Ljapunova u oblasti

(6.18) pri X1+ 1X0< ¢ -

Za reSenja po osi OX,(0 < X, < £ ) imamo sazlasno
(2.1) )2'4: (D, + D )/f - Izrazavajuéi D, p, i 1 po (0.2)
i koristeléi tome, 5to uf6, a naime na osnovu (6.2) ,

(24 + @f + C,! =X , 5{4-:- e, +‘f1 = }f‘: 0, dobijamo )'(4-_- dX4+
N 0()(})4 0. A ovo i zna%i, da izvod V', u (6.17) je ne-

gativnog znaka. Sa ovim lema Jje doxazana.
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——

2) Analogno, aio je 4 = (, tada Jjs sopstveni vektor
matrice A po osi Ox sa negabivnom sopstvenom vrednoslu
5 (i ovde, mogule je samo u sluZaju v2 0, jer u protiv-
nom nede biti stabilno). U ovom sluéaju razmatra se¢ sis-

tem (6.2) u (§,1 sistema

(6.22) X, =lUp+ Ol X} + 11D, X, =V + oCIX 1+ 1X,1),

u “L;Qz , gde su U,> 0,\)2" - konstante.
Lema 6.12. Regenje sistema (6.2), (6.22), gde su

B =0, §20, Uy>0, padajuéi ul i@, u okolini talke
nula, ulazi u ovu talku (ako resenje ne pada na OXQ).
Dokaz se izvodi analogno dokazu leme 6.11 (vd. sl.

6.29).

Sistem (6.22), u sluéaju L,< 0, V;_< 0 oznadimo
(6.22').

Lema 6.13. Ako u lemi 6.12, uslove l{,> O zamene sa

uslovima U, < O, 'Uéé 0, to redenje, padajuti u L':?,‘i[i?_u
okolini koordinatnog podetka, ulazi u tacku (0,0) ili

izlazi iz oblasti (3, U(x, na osu OX.

Dokaz. Funkcija Ljapunova Y = X,> O u oblasti
|k X,} < Xy< ¢ + Nejednakost V"< 0 u oblasti f, sledi iz
(6, 22'), a u oblasti 0 &£ 7&<X44\Z, na osnovu (6.2) \]’( 0,

ako se odabere o> 14t l‘Y' > 0, (- 6‘7 C). Iz nejednalkosti
\T;y O,'vﬁ<;0 sledi tvruenje leme.

Teorema 6.1. Neka koeficijenti a{),{b s s ,)g sis~
tema (0.3) zadovoljavaju uslove bpilo iz kojih lema 6.2 -
~ 6.8. Osim toga: &) u sludajevima lema 6.5, 6.7 treba da
bi DM- Da<o (D, LDy vd. u (2.1)); b) u sludaju &Gﬁa O

neka Jje ilspunjena nejednakost
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b, 6-2.p3
Lo £ 0
G

S

(6.23)

¢) u slucaju Y’f- > 0 neka je

(6.24) _f"dic"y— Z 0,
*

Neka of » 3 s y-, & zadovoljavaju jedan od uslova
1)-5) leme 6.9. Ako pri ovome oni zadovoljavaju uslove
5), & a, EB g s ,é - uslove leme 5.8, onda treba, da
bi B3>0, y <O, Tada je nula-resSenje sistema (0.1) asim-
ptotski stabilno.

Ao je pak neispunjen bar jedan od uslova a), b),
¢) (umesto nejednakosti L O va%i ne jednakost >0), 1li
ako &K , /5 Y o S zadovoljavaju uslove leme 6.10 1li je
ispunjen bar jedan od uslova 1), 2), 3)§6.1, tada Je

nula-resSenje nestabilno.

Dokaz. Pri ispunjenju uslova teoreme svaka trajek-

torija u okolini koordinatnog podetka na kraju-krajeva
ostaje u Jjednom i tonm istom kvadrantu ili na Jednoj iz
poluosa. |

Ako ona ostaje u (&,, @3ili (, , to saglasno lema
6.2-6.7 ona ulazi u tadku (0,0). Ako ona ostaje na polu-
osi OX, (X, < 0), to pri uslovu a) ona ulazi u tacku (0,0)
na osnovu lema 6.6 i 6.7. Ako ona ogstaje na poluosi OX,
(X..?, > 0) ili OX.‘( X, > 0), to smer kretanja po tim poluo-
sama odreduje sz analogno (2.1), (2.2). Kako je u §6
a,+ 4+ ¢

G

= O, do-i- L.+ "f; = 0, u slucaju -@;ﬂ>0 imanmo
a,- /@G+ C, £ O. Tada imamo kretanje po osi OXZ( Xz‘> 0) sa
brzinom (vd.(2.2)) 5(2': (D + D‘2 )/[; . Izrazavajuéi D , DZ,
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~j—

1 {ii» saglagno (0.2) i oristeci time,5to u & &
+C" = , Q1+ @?f Ci:./},, C.'.Lf-i- (5’4+'j‘f1 =3‘, d‘*'ez,*" _
= 5 R dobijamo
', ('6;:_,@ - G@tﬁ?)) Y o Xz)
X =~ - Ay TN
&

Pri uslovu (£.2%) imawmo X

54 0,-pri malom X, £j. kretanje

po OX, je usmereno ka strani tadke (0,0).
Potpuno analogno na osi Xé: 0, X4> 0 dobijanmo

(va. (2.1))

' oL~ G
Xl _ ( :}é ’E*a\ )X.1 N O(X;?')&
| %

i pri uslovu (5.24) imamo i;<;0,—pri malom;X;, tj. kreta-

nje Jje stabllno.

U sluéaju.ﬁ3=_0 ili X’: O vaze tvrdenja lema .11 -
- 64,13,

Pri ispunjenju uslova leme 6.8 po lemi 3.6 trajek-
torija sistema (0.1) izlazeéi iz tacke poluose 0X,(X,> 0)
pada na poluose OX,I(X,‘CO), OXE(X2< 0), OX,,(X,I} 0). Sag-
lasno (6.14), (6.15) ili po lemi 6.11 pri § = O trajeX-
torije ulaze u.é&, a pri 420 iz ,takode u {1 one ula-
ze U ﬁa&ku (0,0) u smerove sopstvenih vektora po lemi 6.9
ili 6.12, 6.13. Pri /A 2 0,y £ O trajektorija ili pada na
osu OBQ(X4>-O) i na osnovu (6.24) ulazi u {(C,0), ili os-
taje utz{i saglasno leme 6.9 ulazi u (0,0) (vd., napr.,
bilo od kojih kombinacija slika prikazani u lemi 6.9 sa
slikama 6.2-6.8, osim sluceja 6.26 sa 6.8, kojl se raz-
matra u teoreni 6.2).

%o neispunjen bar jedan od uslova 2), b), ¢) - to,

napr., u slucaju a), redSenje po poluosi OX%(XAZ.Q) je
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-~ fqln-tr'

nestabilno, jer Jje Dm) Do “f; & Gy T )2:440. ako X .
1 s X«,IS zadovoljavaju uslove leme 5.10, TO u(% DOStTO~
Ee refenja po smerovima sopstvenln vektora od talke (0,0)
(vd., napr., sl. 6.12-6.20), tj. reienje Jje nestabilno.
Teorema Jje dokazana.

U sledeéo] teoremi razmatra se sludaj kada se tra-

jektorija obrée oko koordinatnog pocetkas

Peorema 6.2. Neka su ispunjeni uslovi leme 5.8 1

uslovi 1) ili 2) u § 6.2.3 1 osim toga B3 £0, Y>> 0. T:e'_.-
da je nula-reSenje sistema (0.1)‘X4= 0, Xﬁ = 0 stabilno,
ako Je (J"..Q-( 1, a nestabilno, ako je ;L2 > 1, gde su
i - - 1(2,\)31(4 ,

Vi Uz Y,
(]&L,\E,(L = 2, 3, 4) - odreduju se iz (3.16), (3.18),
(3.20)),

(6.25)

1
SR IS WPHR V) PYRR S
- ,/_5: — X y D1 A > 0O,
Plehy- o)™
. oL+ b
(6.26) ——Q = 4 C%z_'ﬂh elé‘. - o ’ u.sj-uéaju A = 0,
2w -y
| /);’V e Y .3inY¥ ,ako Jje A <L 0,

\

y) : , |
’)f_=-((/’n-ot)—1?2'<0} w=[A-(M-)Q‘ )

Y
cos Y = OE{{;JH—, sinY = -—%{;—}O, 0 < kP’(EE.

Dokaz. Neka je za odredivanje (O,)QQ)—pOEetna tadlka
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trajektoriji sistema (0.1), sde je 0 <X, < ¢ , £ -dovolj-
no malo. Raznmobtrimo re3enje, izlazeéi iz talke (0, d,).

Po lemi 3.6 redenje pada: na poluosu OX CX'é.O) u tadku
(3.17), na poluosu OX, (x £ 0) u tadku (3.19), zatim na
poluosu OX,, ()(_1')-0) u tacku (3.21), tj. taiku (XQJ!,O),_
gde Jje

U, Vi U,
V, UV

(6.27) Xo.r'"' ~ X + O('in)-

Dalje trajektorije prelaze u

@, » podto je ¥ >0 (s1.6.30). (X g0 X
| ¥ 0
Po uslovima teoreme, u ({, TeSe- _ (X,,9)

nja zadovoljavaju sistemu (6.2).

Razmotrimo u poletku slucaj, ‘(G’X:M)
kada sopstvene vrednosti )\4 s .f\g_ S51.6.30
operatora A su realne i razlilite. ReSenje sistema (6.2)
pri podetnih uslova )(1('0) =Xy s XZ.(O) = 0, 1 kada Je

< T f-‘.tf = C( XM)’ moZe se napisati u obliku

( X o4 F \t >\ A
/%4: )\4—>\;-(A4—&-)e + ()\z—d)c il+o(xa4)9
(6.28)‘ "
Xl Ay = oL ) Ay = 0L) AT &’E ~—
{2 2ot M 2 e -6y ¢ o XY

\ L /5(‘;‘;_>\2)

Ovde je )\4: -%—( X+ O + \/ZT)>-%-('0L+ & )’)\z”'
= Aot - 6 YA (s 8. stoga 30 M N,
Kako je A)Y'<0 i u sludaju 2) 5 6.2.3 o< §, to A=
- (k-0 P+ wB8< (- 8% YR <6-0L; )\40
)\ZLOL. To znadi, oLz.,\zz. >\,{¢5.

Vrednost momenta T susreta trajektorije sa osom
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OX‘,‘( X, > 0), javlja se korenom jednacine

Moo Mt hmol AL 2
‘ er C
X, ( o, )\4_7\16 )+ O( X)) =

odakle jJe

o Aot
L=y o

(6.29)

+ O( Xa‘i) = t! .

Postavimo (6.29) u drugoj Jjednadini (6.28) dobijamo

Xz(t)—_QX + O(XM)’

i, uzimajuéi u obzir relaciju (6.27), imamo
1= 62Xy, + OCXo)
xz( 1}= 02 T 82 /)

gde su OJ'> O, {2 >0 - definisani u formulaciji teorenme,
u (6.25), (6.26).

Kao na kraju dokaza teoreme 1l.l1l, dobijamo, da pri
G412 < 1 tadka (0,0) je stabilna, a pri 6<2>1 - nesta-
bilna.

lleka se sada sistem (6.2) promeni tako, da )1,pri—
bliiava ka }% . Tada.éytpribliiava se ka éyti kada Je
JAZ:;Xd, ravan se degenerise u pravu. Ovaj sluéaj moZemo
dobiti iz upravo razmotrenog sludaja granicénim prelazon
xg-——i)w. Pri ovome iz (6.28) u sludaju ZS:>O, dobija-
mo(6.26) u sludaju A = 0, uzimajuéi. u obzir, da je sada
>\4 = )\2_:: --%-—( ™+ § Y. (U slucaju f\,’z)\z_: O, vd. napome-
nu 6.1).

Razmotrimo slucdaj, kada su sopstvene vrednosti.k1,

XP_ konjugovane kompleksne X“L:: Mo LY, gde su [NER,
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V> 0. U oven sludaju iz (6.28) dobijamo

o = g
¢

y Mt , o R
JX1(L') = XMQ (cosVl + sinVt ) + O Xd*),

(6+30)

- Xeq ) e e
Xz(t) = H{fg*. D € ginVt + O(XM),
gde jeéﬂ - konstanta odgovarajucej (6.256).

Analogno (6.29), nalazimo

gt oL =M 2

XME (cosVt + - YA sinVf) + D(XM

)=Os

11i prigodnom obliku

(6.31) Wsin (Jf + ¥ ) + OCXEJ).=,0,

gde su W, cos¥Y, sinvY, Y - dati u (6.26). Kako je po-

trebno naéi najmanje ¢ > 0, zadovoljavajuci (6.31), to

(«c -V *
(6.32) f= == 4 olX, =L

1

Postavljajuéi (6.32) u drugoj iz jednadina (6.30),

dobijamo
X&) Xy + o X*),

cde sada (2 oznadava (6.26) kada je I\ < 0, 0davde saglasg-

no (6.27), u rezultatu dobijamo

— 2
th-t:}: {}/--fl .Xc,-z + O(XL'}Z) y

i1, dakle, teorema Jje dokazana.
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7. Na dvema osama poloZaj ravnoteze

1) Neka na suprotnim peluosama X, < O, X, > O imamo
polozaj ravnoteie (na X,< 0, XE?'O, razmatra se analogno).
Tada, iz formule (2.1) na osi O X s ):(4 = (chﬁ: D, )/‘Eg,
pa Je D04+ P, = Oy Dy~ Dy = Oy odnosno D = O, DM= 0.

a) Razmotrimo sludaj, kada je D, # 0, 3.

b G| o % S| o, |5 Pl o
€, #; | CL; 4; < ‘ib

Odavde sledi,

(B {5 ): (Do) () { L)

¢
5to je moguée tada i samo tada, kada Je (#a ) = 0. Medu-
3 . (>

tim, na OX,, nema poloZaj ravnoteie. Pretpostavimo suprot-
no. Neka se (XQ,O)rjavlja u polo?aju ravnoteZe, tj. U
ovo] btacki

X, =, A3y = 0 Xy =dgr € gmXy= O
U prvom sluéaju, neka Jje X4> C. Tada Je ac-:. -é-’, doz'eoi
i ILZ: 0. Ovo i daje trafenu protivrednost. To znaci,
sluca] ]%2#.0 je nemoguc.

b) Razmotrimo kada Je I%z=‘0‘

Lena 7.1. Ako je [), = D04=Doz= 0 (D,s ;s Dpp-vd.formule

(2.1), (2.2)), tada su svi vektori brzina paralelni jed-
noj pravoj.

Dokaz. Iz uslova leme sledi, da jJe
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to znali, vrste su proporcionalne: daz fq QL, 6{_: &é’é’

) , \a@ .
}fa = ECO. 7amenom ove vrednostiY(0.3) dobijamo 'J;?] 2
Stoga, trajekiorije su paralelne pravana sa ugaonim koe-
ficijentom R ili su tadke. Sludaj, kada su u jednom od
ivadranata trajektorije - tadke, razmotren u § 6. Ovim

je dokaz zavrsen.

Teorema 7.1l. Neka su ispunjeni uslovi (6.6), (6.10),

(7.1)  t<-ldorel s
(7.2) =@~ <G L Uy Cos

» — - . - > — :é M ' _
i Do C, DCM 0 Tada pri AH) 0, ":5..4 0, nula-resSenje sis
tema (0.1) je stabilno, a prizxﬁd 0, ili &_140 - nesta-

bilno. Ovde A-]-t,A‘l’ iste su, Sto i u teoremi 2.1,

Dokaz (vd. § 2.} . Iz uslova teoreme izlazi, da lna

kretanje PO O,‘(4 sa brzinom X, = (‘D‘1 £ D )/:ﬁ . Izrazavajuci

4
D ‘D.{ iZIE saglasno (0.2), po redosledu dobiljano: a) pri
er'": Q, X,f> Q,
‘ X, A,

= ﬁ.}.ﬁxdi‘ O(Xf')

kako Jje *é.d O, X'i - dovoljno maleo, to pri AM>O imano

L

| X,‘( 0, a priAJ‘A{O,X

1>O; b) pri X, = O, x140,
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T Hi e 1 *s ;- - - - ! a ..--:r P Ll
R . - i 1 - -—— H L i L4 - -
a) U slucaju o+ {+ o= Ly Lt .+ =0 0w
e - - 1. L}.
& *
I ! _ . 4a .
L4
LT
, ©F

V = - r = O
d.ﬂ-i- €G+ Tjt'o

tada iz (7.5) sledi da je ( 10) kol. veg.‘V'F 0, 1 ( ¢ )

w 6::. ] C o4
je takode kol. vek. \)'ﬁ 0. To znaci, ( ec) je kol. ( ;%)

fs
ul Da = IE“ io = 0. Tada iz {(7.3) sledi, da Jje 1 DM_.
¢

De

Fo

i

C. Cvaj sludaj Jje razmobtren u lemi 7.l. [a taj

nacin, lema Je dokazana.

Teorena 7.2. Heke su ismunjeni uslovi (6.7), (6.9),

(7.1) 1 6}3<-— !aa+ ¢, « Tada pri A >0, N >0 nula-

4 k2,
~refenje sistema (0.1) je stabilne, 2 pri O LC ili
+ 4
A ;’\'O negtabilno; ‘L\“H’ Z'_\.;,?_m*d. u teoreni 2.l.
Dokazuje se analogno
.txz
teoreni 7.1 (sl.7.2). ﬁ
. //f?
Siudaji kada polozZa j//’ |
i

ravnoteZe imaju na bilo koje

. iy }'%".
0 X
dve druge poluose (surroine

ili susedne), svodl se ka

razmobtrenom slucaju zamenon

promenljivih. 31.7.2
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