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PREDGOVOR

Riemann je definiZuéi pojam n~dimenzione mnogo-

._strukdsti i reSavanjem problema metrizacije mnOgbstrukOSti omo=

© guéio intenzivan razvoj ne-euklidske geometrije u pravcu dife-

'”? ren¢ijalne'geometrije. Koristeéi rezultate Riemanna i Helmholt-

~za F. Klein i S. Lie su utvrdili da su kretanja data grupom
'transformaclja. Kasnije su se podele razmatrati i razne druge
grupe transformacxja na mnogostrukostima. |

S druge strane kada su se na mnogostrukostima po-
Cele proudavati razne G-strukture, to je omoguéilo da se na

-mnogostrukostlma 8 nekom strukturom razmatraju razne klasne kri-

- Vlh i odgovarajuée grupe transformaclja.

U ovom radu se proudavaju neke grupe transfbrma-
cija na mnogostrukostlma sa normalnom skoro kontaktnom struktu-
rom. Rad se sastoji od detiri glave i to:

I Uvod 4 |
CII C-holomorfno projektivne transformacije
III Grupe C-holomorfno projektivnih transformacija

IV Veza izmedju holomorfno ravinih i C-holomorfno ravnih krivih.

Glava I ima tri odeljka i sadrZi poznate rezulta-

te k031 se koriste u ovom radu. U odeljku {1 daje se istorijat
problema, gde se posebno istidu matematidari i njihovi rezulta-
ti koji su bitnije uticali na razvoj diferencijalne geometrije
qu#teg a zatim i na ondj deo diferencijalne geometrije koji

se odnosi na grupe transformacija i G-struktura koji se i u ovom




radu razmatraju na nekim klasama mnogostrukosti. U odeljku '52
daju se definicije osnovnih pojmova iz diferencijalne geometri-
je kao 3to su: mnogostrukost, tangentni prostor, tenzorska po-
1lja, koneksija , torzija, krivina, kovarijantni i Liov izvod i
dr. u onom obliku koji su u ovom radu. Navode se takodje i neke
osnovhe poznate teoreme. Definicije G-struktura koje se ovde
prouavaju kao 3to su metridka, skoro kompleksna, skoro kontak-
tna struktura, neke specijalne vrste tih struktura, njihova me-
djusobna zavisnost i neke njihove osobine daju se u cdeljku §3.
U ovom odeljku definifu se i simetri&ne (¢, § ,n )=koneksije u
odnosu na koje je skoro kontaktna struktura kovarijantno kons-

tantna. U mojim razmatranjima uglavnom se i bavim takvim konek-
sijama. |

Glave II, III i IV sadrZe originalne rezultate.

Osnovna definicija C-holomorfno ravne krive (kra-
ée CH ravne krive) na skoro kontaktnom prostoru data je u (II.
§1). U tom odeljku se dokazuje i osnovna teorema u kojoj se na-
laze uslovi za simetridne (? ,& ,m )-koneksije kada su CH ravne
krive iste u odnosu na te koneksije. Tim uslovima se definise
i C~holomorfno projektivna transformacija (krade CHP transfor-
macija). U odeljku {2 odredjuje se C-holomorfno projektivni
tenzor krivine (kraée CHP tenzor krivine) koji je invarijantan
pri CHP transformacijama. Potrebni i dovoljni uslovi da normal-
na skoro kontaktna mnogostrukost dimenzije =7 bude CHP ravna
daju se u odeljku § 3. CHP ravan prostor defini%e se kao norma-
Ini skoro kontaktni prostor sa simetridnom (¢ , & , 7 )-koneksgi-
jom koji se CHP transformacijom preslikava u ravan prostor. U
odeljku § 4 razmatraju se normalni skoro kontaktni metridki
prostori i dokazuje se da je za te prostore § -sekciona krivina
jednaka nuli, a C-holomorfna sekciona krivina je konstantna.
'Odeljak 8 5 Jje posveéen CH ravnim krivim u (2n+1)-dimenzionom




euklidskom prostoru. Medju primerima CH ravnih krivih koje se do-'

bijaju u ovom odeljku je i kruZna zavojnica.

U glavi III razmatraju se grupe CHP transformacija.
Odeljak § 1 ove glave posveéen je esencijalno afinim grupama
CHPﬁtransformacija. Prvo se definiSe esencijalno afina grupa
EﬂPItqansformaciigl_a zatim se nalaze uslovi kada je grupa CHP
transformacija esencijalno afina. U odeljku § 2 razmatraju se

infinitezimalne CHP transformacije i specijalno nalazi algebra
matrica kojoj je izomorfna izotropna Liova algebra vektora koji
generalidu infinitezimalne CHP transformacije.

| Glava IV ima samo jedan odeljak u kome se ispitu-
je veza izmedju CH ravnih krivih na normalnom skoro kontaktnom
prostoru i H ravnih krivih na hiperpovrii sa skoro kompleksnom
strukturom i veza izmedju H ravnih krivih na skoro kompleksnom
prostoru i CH ravnih krivih na hiperpovr3i sa skoro kontaktnom
strukturom. Veza izmedju pomenutih krivih se izraZava pomoéu
drugog fundamentalnog tenzora.

Literatura koja je navedena na kraju rada sadrZi
samo-one.knjige-i radove na koje se u ovom radu pozivam. Medju
tim radovima i knjigama ima i onih koji sadrie potpuniji preg-
- led literature koja se odnosi na rezultate dobijene do sada u
oblasti grupa transformacija na mnogostrukostima sa G-struktu-

rama. Na odgovarajuéim mestima u ovom radu to je posebno istak-
nuto.

P Pozivanje na formulé; définicije i teoreme je uo-
bidajeno: (II, 2.5) oznadava formulu (5) odeljka.§2 glave II,
(2.5) oznadava formulu (5) odeljka § 2 iste glave i (5) oznala-
va formulu (5) istog odeljka. Pri pozivanju na literaturu od-
govarajuéi broj stavlja se u uglaste zagrade.

| Ovom prilikom Zelim da se zahvalim pre svega prof.
dr. Milevi Privanovié, koja mi je predloZila da razmatram ove




probleme, a kasnije u toku rada dala niz korisnih sugestija.
Zahvaljujem se i docentu dr. Dragomiru Lopandiéu koji mi je po-
red ostalog ukazao na najnoviju literaturu iz ove oblasti, a i
na neke dinjenice koje se odnose na istorijski deo ovog proble~

ma, kao i asistentu dr. Ljubomiru Protiéu koji mi jJe pomogao u
pripremanju odeljka §5 glave II.

Zahvaljujem se i svim drugim kolegama koji su mi
pru$ili podr3ku u radu, a naro&ito prof. dr. Zagorki 3najder.

Beograd, 4. juna 19789. Neda Bokan
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GLAVA I

UVoOoD
§1. ISTORIJAT PROBLEMA

Prema proceni mnogih istoricara matematike, kao
npr. R. Bonola ﬂ@ , H. Reichardt 74 , Bernhard Riemann (1826~
~1866] je definiZuéi pojam n-dimenzione mnogostrukosti 185k,
'godine u svom habilitacionom predavanju na Filozofskom fakulte-
tu u GStingen-u (objavljeno tek 1876, godine u sabranim delima

[72) ) omoguéioc veoma intenzivan razvoj ne-euklidske geometrije
u pravcu diferencijalne geometrije.

U istom predavanju Riemann Je dao i refenje pro-
blema metrizacije mnogostrukosti uopitavajuéi pojam metridke
forme i definisao je pojam krivine. Helmholtz @821-189@ se
takodje bavio problemima osnova geometrije -(37] , 38 , 39 . On
je razradio ideju zasnivanja geometrije pomolu kretanja 1 s tim
u vezi kretanje je dao sa Zest aksioma. Dalje je razradio Keli-

jevu ideju iz 1864. da invarijante trans formacija razmatra po-
moéu brojeva. |

Problem Riemann-Helmholtz-a pa%ljivo je ispitivao
S. Lie @8u2-189ﬂ . On je poZao od osnovne ideje, koju je uodio
Klein [ﬁﬂ u Helmholcovom radu, da podudarnost dve figure znadi
da se one mogu transformisati jedna u drugu s obzirom na heku
transformaciju tadaka u prostoru i da osobine, na osnovu'kajih
podudarnost ima logi¢ki smisao jednakosti, zavise od &injenice
da su kretanja data grupom transformacija.

Na taj na&in S. Lie je problem Riemann-Helmholtz-a




redukovao na sledeéi oblik: Odrediti sve neprekidne grupe u pro-

- storu koje u ogranidenoj oblasti imaju osobinu kretanja.

Kada se ove osobine, koje zavise od Slobodnog kre=-
tanja linija i elemenata povr$i kroz tadku, izraze u pogodnom
obliku, dobijaju se tri tipa grupa koje karakterisu tri geomet-
rije: Euklidovu, Lobadevski~Bolyaievu i Rimanovu [53] , [64] .

Kasnije su se polele razmatrati i razne druge grupe
transformacija koje zadovoljavaju uslov da je neki geometrijski
objekt, k031 karakterige diferencijalnu geometriju, invarijan-
tan u odnosu na tu grupu transformacija. Medju tim grupama veo=-
ma mnogo su prouéavane grupe izometrija Rimanovog prostora[}ﬂ >
Rd , B3, B, b9, 0d, 07,063, B4, s, bS], B7], b ,

112 , 1y itd., grupe afinih transformacija u afino poveza-
nom prostoru {19 , [21 , 23 , 28] , [26] , 27 , 5§ , 57 , 60 , (61 ,
[01] , [os] , [99) , [113] itd., grupe projektivnih transformacija u

afino povezanom prostoru [(20] , (23] , [24] , [u4] , [u6] , 104 itd.,
grupe konformnih transformacija [ug] , [77) i dr.

Pojam subprojektivnih transfdrmacija i subprojek-
tivnih kolineacija definisao je K. Yano [111] na sledeéi na&in.

Neka jewt n-dimenziona povezana mnogostrukost sa simetrinom
h h_h
afinom koneksijom [; i (hyjsi, «s. = 152,35 «4s ,n) 1 x (t)

h
kriva na wt koja nije geodezijska kriva. Tada vektori %%—‘i
52Xh . '

5 odredjuju dvodimenzioni vektorski prostor tkz. oskulato-
dt |

rnu ravan. leerencljalne jednadine krive Xz h(t), &ija oskula-

torna ravan sadrz1 dato vektorsko polje v u svako] tadki, mogu
da se napiZu u obliku |

h
5 3 1dt dt dt




e
Ove krive K.Yano je nazvao subgeodeziiske krive prostora wt s
obzirom na vektorsko polje v . Za takav geometrijski objékat
on je dokazao da vaZi sledeéa :
b

TEOREMA A. Dve simetridne afine koneksije [ghi
i r?hi imaju iste sve subgeodezijske linije ako i samo ako
relacija |

=h _ h h h h
.[; ; rg s Qj 5i + o0, ﬁj + fjiv |

vazi za neku 1-formu ¢ i simetriénu kovarijantno tenzorsko po-
lije £,

Prethodnom relacijom je definisana subprojektivna
transformacija. Dalje je Yano razmatrao infinitezimalnu trans-
formaciju %Nz x4+ gl koja transformi%e neku subgeodezijsku
1iniju u subgeodezijsku liniju s obzirom na isto vektorsko'polie
v. Takva infinitezimalna transformacija se naziva subprojektiv-

na kolineacija. Za takvu kolineaciju Yano je dokazao da vaZi

TEOREMA B. Infinitezimalna transformacija
~h h h
X

= x' + g£v"' je subprojektivna kolineacija ako i samo ako re-
lacija | X

h | h h h

v 317 @305 * @ ‘5;', * 53,;1" |

vaZli za neku formu ¢ i simetri&no kovarijantno tenzorsko polje

£, gde @, oznatava operator Liovog izvoda s obzirom na v.

S druge strane, 50-tih godina ovog veka podele su
se intenzivno proudavati G~strukture na mnogostrukostima 4 ,
5] , 06 , (7, (3 , [au] , [28 , [32) , [52] , itd. Medju jugoslovenskim
matematidarima G-strukture su razmatrali M. Prvanovié [66] , [67] ,
[Eﬂ ,[Eﬂ i V. Petrovié [Eﬂ . To je omoguéilq da se na mnogo-




strukostima's nekom strukturom kao npr. skoro kompleksnom, skoro
produkt, skoro kontaktnom strukturom i dr. razmatraju razne klu-
sne krivih i odgovarajuée grupe transformacija. Tako su T. Otgaki
i Y. Tashiro [62] definisali holomorfno ravne krive x=2xP () na
K&hler-ovom prostoru sa skoro kompleksnom stprukturom F kao
krive koje zadovoljavaju sistem diferencijdlnih jednalina

1

h dx-
i dt

2,h j h -
d®x h dx d _ ax

1 ispitivalil holomorfne projektivne transformacije za koje su
ove krive invarijantne. Y. Tashiro [88] je definisao holomorino
ravne krive na skoro kompleksnoj mnogostrukésti sa simetrid&nom
F-koneksijom, tj. simetriZnom afinom koneksijom u odnosu na ko-
ju je skoro kompleksna struktura F kovarijantno konstantna
kao i holomorfno projektivnu korespodenciju, Dalje je dobio ho-
lomorfno projektivni tenzor krivine P koji je invarijantan
pri holomorfno projektivnim koresPGndenCLjama i okarakterlsao
je Kdhlerov prostor konstantne holomorfne sekc1one krivine od- -
govarajuélm oblikom za tenzor P. S. Ishlhara[ui] je razmatrao
holomorfno projektivne transformacije na préstorima sa polu-si-
metri&nom F-koneksijom i infinitezimalne holomorfno projektivne
transformacije kao i grupe tih transformacija. Trans formacije
takvog tlpa razmatrali su i S. Tachibana i S. Ishihara [B?] na
Kidhler-ovim prostorima i dobili vi3e interensantnih rezultata. .

Holomorfno projektivne transformacije u lokalnim
produkt prostorima razmatrala je M. Prvanovié 66 . Ona je pro-
uavala te fransforﬁacije i u nekim sPeciiaihim'lokalnim pro-
dukt prostorima: lokalni dekompozabilni Rimanovi prostori i hi-
perbolidki Kelerovi prostori. Neke rezultate u ovoj oblasti do-
bio je i B. B. Sinha (82].

G. G. Markov i.A. P. Norden [55] ispitivali su
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istovremeno holomorfno projektivne transformacije za prostore
eliptidkog, parabolidkog i hiperbolidkog tipa.

Pomenimo zatim da su u ovoj oblasti dalje istra-
2ivali M. P. Singh Rathore i R. S. Mishra ([81] , S. S. Singh[?d],

(79] , [80] .

Holomorfno subravne krive u raznim klasama skoro
kompleksnih mnogostrukosti definisali su i ispitivali T. Adati
[1] 8. Yamaguchi i T. Adati [108 , [106] ,[107] , S. Yamaguchi i
W. N. Yu [110] S. Yamaguchi [103] , [lo4] , S. Yamaguchi i S.Sato
[108] , [109) , 5. sato [75]. |

Koristeéi klasi&nu definiciju tenzora i koneksije
u radu [9] definisali smo C-holomorfno ravne krive i C-holomor-
fno projektivne transformacije na hormalnim skoro kontaktnim
mnogostrukostima sa simetriénom (¢ ,& ,n )-koneksijom, gde de
(P ,8,7n ) skoro kohtaktna struk*ura toga prostora. Dalije smo
nasli C-holomorfno projektivni tensor koji je invarijantan pri
C~holomorfno projektivnim transformacijama i utvrdili kada se
normalni skoro kontaktni prostor pri CHP transformacijama presli-

- kava u ravan prostor. Ispitivali smo i normalni skoro kontaktni
metridki prostor.

U ovom radu se ti rezultati i niz drugih rezulta-
ta dobija koristedéi koneksiju Koszul-a i pojam tenzora kao poli-
lienarnog preslikavanja.

§ 2. DIFERENCIJABILNE MNOGOSTRUKOSTI

Osnovni pojmovi iz diferencijalne geometrije kao
5to su mnogostrukost, tangentni prostor, tenzor, koneksija i dr.
mogu na razne nadine da se definisu [11],[16] , [17] , [34] , [u0] ,

 [sd) , (1] , (su] , (s8] , (7] , [77] , [83] , (64 , Bs) , (100] , (102) . Zbog
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toga u ovom odeljku dajemo definicije pojmova u onom obliku ko-
ji koristimo u nas3im razmatranjima. Navodimo takodje neke osno-
vne teoreme koje koristimo.

Topolofku n-dimenzionu mnogostrukost Ut definise-
mo kao Hausdorfov topolodki prostor sa prebrojivom bazom otvore-

nih skupova tako da za svaku tadku pe wt postoji okolina U ko-
ja je homeomorfna nekom otvdfenom skupu u n~dimenzionom afinom
prostoru A, Ako sa ¥ oznadimo pomenuti homeomorfizam, tada
par (U, ) nazivamo koordinatna okolina. Dve koordinatne okoline
(U,?P) i (V,"¥) su C™ povezane ako za UnV £ 0 funkcije |
P97l i w1l gy difeomorfizmi otvorenih skupova P(UNV) i
Y(UNV) iz A. Diferencijabilna (ili C= ili glatka) struktura
na topolofkoj mnogostrukosti wt je familija U= {Uz , $u} koo-
rdinatnih okolina takvih da -

(1) skupovi Ux pokrivaju ut ,

(2) svake dve koordinatne okoline (U« ,‘Pd) i (Ug .
¥:) su C™ -~ povezane,

(3) ma koja koordinatna okolina (V,¥) koja je

C* =« povezana sa svakom koordinatnom okolinom iz 1 , pripa-
da W ,

Diferencijabilna (ili €% .ili glatka) mnogostru-
kost je topolosSka mnogostrukost zajedno sa diferenpijabilnom'
strukturom.

Ozna&imo sa f funkciju definisanu na otvorenom
skupu Wf glatke mnogostrukosti wt (moZe i na celomwt), &ija
je oblast vrednosti polja realnih brojeva R 1ili kraéde
f: Wf—ﬁ-R. KaZemo da je funkcija. f: We—R C*™ funkcija
ako svaka tatka pe W. leZi u neko] koordinatnoj okolini (U,?P)
tako da je funkeija £
T(Wff\U).

A "1 C™ funkeija na skupu




Pretpostavimo, dalje, da suwt i vt dve glatke mno-
gostrukosti, W Cux neki otvoren podskup i F : W—Ut neko pre-

slikavanje. Preslikavanje F : W— ut je C™ preslikavanje pod-

1

skupa W u Vvt ako za svaku tadku pe W postoje koordinatne oko-

line (U, %) od p i (V,V¥) od F(p) tako da je F(UICV i
“V.F-‘-P"l : P (U) —="P(V) je CT preslika?anje,

C™ preslikavanje P :wt--ut glatkih mnogostrukos-
ti je difeomorfizam ako je to homemorfizam i pl je €= pre-

slikavanje. U ovom sludaju mnogostrukostiut i vt su difeomorf-
ne,

Koristeéi ove, do sada, definisane pojmove mozZemo
uvesti i pojam tangentnog vektora prostoba'u nekoj talki mnogo-
strukosti. Oznadimo sa C™ (U) kolekeiju svih C* funkecija na
otvorenom podskupu U (ukljudujuéi specijalan sludaj U =ur),
Ako se definidu, na uobidajeni na&in, operacije "sabiranja" i
“mndienja" funkcija lako se dokazuje da je CT (U) komutativna
algebra nad poljem realnih brojeva R. Kao i u drugim sludajevi-
ma, R mo%e da se identifikuje, na prirodan nadin, sa konstantnim
funkecijama i konstanta 1 sa jedinicom, Za datu tadku pe€ ut de-
fini%emo C™ (p) kao algebru C*= funkecija &iji domen definisa-
nosti ukljuuje neku otvorenu okolinu tadke p, pri &emu funkeciie
identifikujemo ako su njihove vrednosti iste na nekoﬁ okolini |
ta’ke p. Objekte tako dobijene zovemo "jezgrima" C“"funkcija.'
Birajuéi proizvoljnu koordinatnu okolinu (U,¥ ) tacke p lako |
se dokazuje da je P*: C° (P (p))—C™ (p) dato sa PU(L)=f-7
izomorfizam algebre "jezgara" C~ funkecija u P(p)E€ A" na alge-
bru C* (p).

Defini¥imo tangentni prostor T_(uit) mnogostrukos-

> .
ti u tadki p kao skup svih preslikavanja Xp : ¢ (p)— R,

takvih da za svake & , 3-€ R i f,g€ C™ (p) vaZe sledeéi uslovi
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o) (i)° _Xp(df + Bg)s= ol(xpf) + .{B(ng)

(ii) Xp(fg) (pr)g(p) + f(p)(XPg)

L

Operacije "sabiranja" i "mnoZenja skalarom" u Tp(ux) defini&u
i
sa relacijama '

(Xp + Yp)f-= pr + YPF

(2)
(ot Xp)f = o (XPf).

TP(UR) je sa ovako definisanim operacijama vektorski prostor
nad poljem realnih brojeva R. Tangentni vektor na ut u tadki
P Je XPE*TP(1”°). Prostor Tp(ﬂm) je i afini prostor. Talke
toga prostora su prema (18] vektori iz Tp(ﬂﬂ), a svakom paru

| - CoLe ),
vektora_ XP,Y Xﬁan( )

b koje smatramo tadkama odgovara vektor Y

P

Za tangentne prostore vaZi:

Teorema 1. Neka je F :ux—vt C” preslikavanje
mnogostrukosti. Tada je za peut preslikavanje F*: C° (F(p))—~C”
(p), definisano relacijom F*(f) = f.F, homomorfizam algebri i in-
dukuje homomorfizam tangentnih prostora Fy: Tp(vﬂ)¥*-TF(P)vts

 definisan sa E*(Xp)f = XP(F*f),azbOg dega se E&XP) predstavlja

kao preslikavanje algebre C™ (F(p)) u R. Kada je F :wt— uvtiden-
tidko preslikavanje tada su F* i F, identi&ni izomorfizmi. Ako
je H = G-F kompozicija C* pveélikavanja tada je H*= F% G* i
He = By, Ik,

- Da bismo mogli lak3e objasniti strukturﬁ'prostopa
TP(UR) navodimo i slede&i korolar.
| - Korolar 2. Ako je F :wt-utdifeomorfizam mnogostvuan)
kosti wt na otvoren skup UCUti peur, tada je E :Tp(wQ+TF(p)

-

izomorfizam 1 na "na".
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£

Kako je svaki otvoreni podskup mnogostrukosti

opet (pod)-mnogostrukost iste dimenzije tada za koordinatnu. oko-
linu U, ¥ mnogostrukosti1ﬂt koordinatno preslikavanije ¢ induku-
je izomorfizam @, : T (un)-*-Tq (p )(A ) tangentnog prostora u
svakoj tadki pe€ U na T (a™, a = P(p). Preslikavanje ‘Pﬁl, u

drugu ruku, indukuje 1zomorf1zam tangentnog prostora T (A ) na

(ux) Slike Eip =@, ( g <), 121, ... ,n prirodne baze
X
s

- -1
Pp = ¢ “(a)eut bazu Eip’ vee Enp tangentnog prostora Tp(ﬂn).

Ovu bazu zovemo koordinatni sistem.
J X e ey

u svakoj tadki ae ® (V) e A" odredjuju u taZki

Imajuéi u vidu prethodno istaknute &injenice moZe
se dokazati da vazi: |

Korolar 3. U svakoj koordinatnoj okolini U,¥ na
~ mnogostrukosti wt postoji odgovarajuéa prirodna baza Elp"" np
- tangentnog prostora T (W) za svaku tadku p€ U, pa je zbog to-
ga dim TP(un) = dlmlUt . Neka je £ €= funkcija definisana
u okolini tadke p 1 £ = 'f'-r“:l"-1 njen oblik u lokalnim koor-
dinatama u odnosu na U, ?. Tada je E; f = Erﬂ—dqxpj. SPECl—

jalno, ako je x (q) i-ta koordinatna funkclja, tada je prl i-ta
komponenta vektora XP u odnosu na ovu bazu, tj.

n
i
X = E._ .
P %;; (Xpx"Esp
Koristeéi definieciju u teoremi " 1. imamo Eip =
s ch-i(Fa-i—)‘ |
B ¢
e 1D D e.o1y
Eipf -. ( P ("a—x-i))f = é—-i-(f ? ) x =2 P (p)

X

Ako je f i-ta koordinatna funkcija, f(q)=x(q)




sti T(ue)

i X = :}Ejp, tada je

p
1o JE, ;.:’"L)=zfaz1'(“-')M i
d JP i

Razmotrimo sada pojam C° krive na mnogostrukosti
wt. Oznadimo sa wt= (a,b) otvoreni 1nterval realne prave
A(=A1). Tada je C™ kriva preslikavanje F :W—~0t . Za dato

t, € W, a<t < by, d4d/dt u tadki t, je baza prostora T, (we ).
| | | O
Pretpostavimo da je p = F(to) i fe C”(p), tada je Fy(d/dt) odre-

djen svojim vrednostima na svim funkeijama f:

|

(3) ‘F(a-—)f"(d(ff‘)).

o
Ovaj vektor zovemo tangentni vektor krive u tadki p.

. -
Kako u svakoj tadki p glatke mnogostrukosti wi

postoji tangentni prostor TP(uﬂ).moiema definisati novu funkeci-

Ju = vektorsko polje X klase C” na wt &ija je oblast vredno-

Upewe TP(WO). Dakle, vektorsko bolje X klase C~

na- mnogostrukostitm je .funkecija koja svaky tadku D € Wt pres-
likava u neki vektor APE TP(UR) &ije su komponente u sistemu
lokalnih koordinata U, ® funkcije klase C™ na domenu U koor-

A
dinata,

1}

MoZe se dokazati da je T(Wt) glatka mnogostrukost,

ako jeu® glatka mnogostrukost. U tom sludaju X je C™ presli-
i .

kavanje X @ ut—- T(ux) jedne glatke mnogostrukosti u drugu.

Oznagimo sa X (W) skup svih C™ vektorskih
polja koja su definisana na glatkoj mnogostrukosti UX X (UX) Jje
vektorski prostor nad poljem realnih brojeva R, jer akoX,Ye X (W)
tada i X + PBYE X(W) zad ,PER. U stvar'l svaka linearna
kombinacija vektorskih polia sa koeflcljentlma kojl su C* fun-
kcije na Wt je opet C™ vektorsko polje, Ej. ako X Y*EEE(HR)
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i £f,geC™ (Wt) tada i 2 = £X + g¥, Z € X (W) pri Cemu se defini-

Se Z_ = f(p)X +g(p)Y za svako p€ Wt. Prema tome X (Wi) je vek-

D
torski prostor nad R.l modul nad C™ (uWt).

1
r

Za vektorska polja X,YEiE(Uﬁi'definiée se Eomutatob

tih vektorskih polja X,Y relacijom

o

(4) (X,¥] = XY - X

|

pri &demu je

(5) ! (XY - ¥X) £ = X (¥g) = Y (Xf), £€CT (p).

MoZe se dokt,a"z ati da [X,Y]e x(un).
. _ L

Oznadimo sa T;(Uﬁ) dualan prcétor tangentnog pro-

stora Tp(ux). Elementi prostora T;(uﬂ) su’ C* linearna pres-
likavanija ‘()p : (uﬂ)-*-R i njihove vrednosti na vektoru
XPG TP(Uﬂ) se oznaéavaju na jedan od sledeéih nadina 6P(XP),

X (f) ) <6 X > ili <XP, f) > « Za datu bazu Elp’ cen 3
E np prostora T (W ), postoii dualna baza UJP1 v 3 U_Jpn

koja zadovoljava, prema definiciji, uslov (Ejp = 83

~ Elemente prostora T;(Uﬂ), koji ima strukturu vektorskog pro-
' I
stora, nazivamo 1-forme ili kovektori. Kao i u sludaju vektor-

skih polja i ovde razmatramo polja 1-formi koje oznatavamo sa

6 ,A,p1p, ... a njihove vrednosti u tadki p sa ﬁp, ap, Py
..+ « Ako 3je 6 polje 1-formi i X vektorsko polje na otvore-
nom podskupu Ueut, tada ©6(X) definife funkeciju na U pri

kojoj se svaka tadka peU preslikava u broj 6(X)(p)= GP(XP)-

Prostor T;tun) naziva se i kotangentni prostor.

Kovarijantni tenzori reda »r ili r-forme su

C*” polilinearna preslikavanja Gp : P(UR)xTP(wa -...xT CLUf)'—'"R.

S1i&no, kao u prethodnim sluajevima dobija se péije r-forml.

Dalje mo2emo da definiSemo tenzore Epvarijanﬁnog
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"t

& a
reda r i kontravarijantnog reda k- To su C™ polilinearna
A —— e e i

preslikavanija

(6) P :\EP(UK)X.. xT QMJ X T GMDX...X T* GNJ—*R

r puta k puta

Na uobilajen nadin se defini%u operacije sabiranija

i mnoienja skalarom tako da tenzori obrazuju vektorski prostor

(T ) dimenzije n®*, Tenzori su i c” pollllnearna presli-

kavanja 8ija je oblast vrednosti neki vektorski prostor izgra-

djen od tangentnog prostora T (Wt). Pomenimo da je jedan od

takvih tenzora i tenzor kr1v1ne o kome &e kasnljetbltl redi.
Y. .

" MoZemo definisati slabu direktnu sumu (TPIZ vek-

- torskih prostora (Tp)rk relacijom

(7) (T H)* = 2 (T)),
P r,k=0 P
k 1 . P . s
Ak P < P . a.
:. PE (Tp)r ) Qp (Tp)S i P® QP d3f:1n1§lm0 na sledegl
nacin ;

p 19 v0e 0 Xpag)

Y
"":cur’xi"'f! Xk)QP«ur+1""!UJr B,x

(8) (P_ ® Qp)(wi, cee , wTYS | x

- 1 |
* Pylw K+1’

k+1,...,-}(

tada se moZe dokazati da je (TP): algebra. Ako uvedemo oznaku

(9) T (ut) = U (Tp):
H pEwt

s1i&no, kao u prethodnim sludajevima definiZu se tenzorska po-

~lja kao preslikavanja &iji je domen Ut , a oblast vrednosti

Ty (ut),

Kako vektorska polja, odnosno polja 1-formi i najop-
Stije tenzorska polja obrazuju vektorske prostore mogu se defini-

sati i1 razni endomorfizmi tih vektorskih prosﬁora. Jedan od
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endomorfizama je 1 derivacija.

Dajemo prvo definiciju derivacije vektorskog pro=-
stora X (U). Endomorfizam |

(10) D E(UR) — X(UR)

je derivacija ako je zadovoljen i uslov

(11) D (XY) = @Y + XOY)

za svako X, Yex (un). Odavde, specijalho ia fe ¢* (WE) imamo

(12) DEX) = DX + £D(X)

Zbog ove &injenice, definiciju moZemo da proéiri-'
mo i na'_ prostor polja i-formi, koji oznadavamo i sa X*(wrt). |
Derivacija & prostora (X (W), x*(ux), C* (we) ) je prethodno
- definisani endomorfizam koji sem-relacija (11) i (12) zadovo=~
1java sledeée relacije

(_13)_' - D(fw) = D(fHw + £ DHw)

(14) CDCWLX> = <D,WX> +<w, DX > _,
i uslov da je &: F(Wt) A W) endomorfizam pri Zemu je
Xe X(we), wex(ux), f£e C™(we),

__ Mo%e se dokazati da se derivacija J) vektorskog
prostora X*(U®) mofe na jedinstven na&in pro¥iriti tako da to
‘bude. derivacija prostora (X (Wt), x*(ur), C= (uWr)). Sem toga,
'~ dokazuje se da se derivacija £ na jedinstven nadin moZe proSi=-
‘riti na ceo prostor tenzorskih polja T; (Wt), tako da za
'Pe'-T:(_wt) imamo

KIQ 17 RN 90 SRS 6 D ETC:) Y LI LS SN AP T

. ) T
(15) +3° PN, 0y DT, 000 X 00X )+
- p=1-
k 4 Y
+ZP(U] ’l!ti’m 9 x

,...,JDXI‘,.-¢,xk)
B=1

1
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Ako su 02)1, .,‘02 dve derivacije tada je :i.[.E) ] 332] ’
komutator ta dva operatora, takodje derivacija. |

Jedan od veoma vafnih pojmova u diferencijalnoj
geometriji je koneksija. Ona moZe na razne nacine da se definise,
Ovde dajemo definiciju koneksije Koszula koju koristimo u nasem
radu.

O . C” koneksija ¥ na mnogostrukosti & je preslikava-"
nje ¥V ¢ ¥ (wo)x % (we) ~—— X (we), (u oznaci : V 1 (X,Y)—= V,X)
-_takvo da za svako fe C™ (W), X,Y,Z¢€ x(uxX) vaZe sledeée jedna-
‘kosti

a) VY +2) = VY 4 V2

X X

| Z )
o b)) VX+Y = VyZ + VI
(i16) | .

.c.) o foY = £V, Y
. .d) | Vx(fY) = (X£)Y+f VxY
' Ako definiSemo preslikavanje

Vy 3 X (W) — X (w), X € % (We) tako

da je |

za svako YEX(WN), koristeéi (16) lako se dokazuje da je V,
linearno preslikavanje vektorskog prostora % (Wwt) na isti pros-
| tob_i da vafe relacije (11), (12). Prema tome pfeslikavanje‘?x
je derivacija. Zbog izuzetnog geometrijskog znalaja operatora

Vy nazivamo ga i kovarijantni izvod u pravcu X (s obzirom na
‘datu koneksiju). |

Ako je P ma'koje tenzorsko polje kovarijantni iZVOd VP defi-
nifemo relacijom |
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(17) P, 0K X, )=, P, 0T X

1

Imajuéi u vidu prethodna razmatranja jasno je kako se kovarijan- '
tni izvod u pravecu X prosiruje na T: (we).

o Xy 1a)e

1?° k+1 27°°° 7 k+1

1

Oznadimo sa Wt ™~ hiperpovrs glatke mnogostruko-

sti W™ i sa i sme3tanje hiperpovrii tﬁﬁfn-i u wen

MoZemo da identifikujemo i(ﬁin-i) sa 'ﬁin-1

il = @t
i sa B da oznadimo diferencijal preslikavanja i
di = B

Ako je q = i(p), peﬁin_l, qe Wt tada tangentni

prostor T&mn moZemo predstaviti na sledeéi nadin

udonormala. MoZe se dokazati da va?i Gausova formula

L .
(19) VoyBY = B(V,Y) + h(X,Y)N

gde je ¥ koneksija na W n-1 indﬁkdv_ana koneksijom YV ,

X,Ye X( ﬂﬁn#'i) h(X,Y) je druga fundameptalna'forma.

Kako koneksija odredjuje mnoge geometrijske oso-
bine mnogoStrukosti i kako koneksija definisana na mnogostruko-
sti " indukuje koneksiju na hiperpovrsi @ "1 to znadi da i
neke geometrijske osobine hiperpovrii zavise od ¢sobina mnogo-
strukosti. Ta medjusobna zavisnost je proudavana u mnogim rado=

vima, pomenimo samo neke od njih (8] , (41] ,([42] itd.
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Torzija koneksije V je preslikavanje
T o x(We)x X (Wt)— X(Uux) definisano relacijom

__('2'0.) T(X,Y) = VXY - VYX - l'}(,Y].
gde X,YEX(UL),

Ako je T(X,Y) = 0 za svako X,Ye xX(WwE) kaZemo da

je koneksija V bez torzije ili da je koneksija V simetriéna.

o Oznadimo sa &L(e(we), x(we)) realni vektorski
-prostor'endomorfizama prostora % (Wt) na X (W), Tada se kri-
~ yina koneksije V na mnogostrukosti Wt definife kao preslika-

vanje

R E (WX % (WD) ——LlE(W), X (WD)
tako da je |
“(21_)  RXYZ = P (D2) - V(%2) - Yix,y] 2

.R(X,Y)Z je'pclje tenzora kovarijantnog reda 3 i kontravarijan-

tnog reda 1 i naziva se polje tenzora krivine.

RiZtijeva transformacija u tadki pewts obzirom

‘na par vektora YP,ZPE TP(UR) je linearna transformacija

R s T (W) — we)
v,z ¢ Tp(W) T 000

| d&finisana formulom

R

X ) = R(X_,
('p) (XY )2,

Y ,2
P’'p
~ Rigéijev tenzor ﬁ(Yp,Zp) mnogostrukosti Wt u

tadki P ﬁe bilinearno preslikavanje

Tp(wt) X TP('UJt_)—- R

N datb relacijbm




- (28) @VPIX,Y)-(OVPI(YX) =

22

(22) R(Y ,Z ) = tr R
| P P Yp’zp

gde smo sa tr oznadili trag linearnog preslikavanja.

Ako je P ma koje tenzorsko polje i ¥V koneksija,
tada (WP)(X) i (YVP)(X,Y) oznadava da su X odnosno X,Y prvi
'koﬁtr'éwari.jantni argumenti redom u VP i VVP. Znadi (VP)(X)
.'i-(VWZPi(X,Y) su tenzorska polja istog tipa kao i polje P. Za
:'fenzbfskb polije P vate sledeée identidnosti |

2B VTP - Vy VP - VP = Deex,y P
R(x,VF = Vrx,poF

aLakofﬂe-koneksija V bez torzije relacija (24) ima jednostavni-
ji oblik |

P,

._-(2.5_)‘, BEEAZ2LeSY Sl cvvp)cy,x)l = Dp(x,Y

-Napomenimo ovde da jJe

Dex,1) ® Ve Vy T VIk,y

-derivacija na mefovito] tenzorskoj algebri T:(UR) indukovana

- derivacijom °DR(X,Y) na X (W). Relaciju (25) zovemo i Ri&ijev
identitet, |

| Za krivinu R i torziju T vaZe sledeée identid-
nosti o

T)(Y,Z)

O BR(X,1IZ = OTU(X,Y),2) + 6(V,
| 0

CB(V,RI(X,Y) + BR(T(X,Y),2) =
_gde'fi._OZna&ava cikli&nu sumu. Ako je koneksija ¥V bez torzije,
poslednje dve identi&nosti glase

'(25) © R(X,Y)Z + R(Z,X)Y + R(Y,Z)X = 0 N
('2_7) C(T,RI(X,Y) + (VyRI(Z,X) + (W RI(Y,2) = O
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Relaeiju (27) zovemo i Bjankijev identitet‘(Bianchi).

| | Da bi smo uveli pojam Liovog izvoda dajemo dve
teoreme i neke definicije.

Teorema 4. Neka je X€X(wW) i pe wt, Tada posto- |
ji otvoren skup V koji sadrii tadku p i € >0 tako da postoji
'kbiekeija difeomorfizama 6, : V— B8 (V)< za tl <€ sa sle-
deé&im osobinama: |

(1) 8 : (-£,E) x V—wt , definisano relacijom
:B(t,p) = 8, (p) je C* preslikavanje

- (2) ako je Isl, It , Is+d<E i q, 6,(q)€V tada
Jo €,,4(a) = 6,26, (@) -

- (3) ako qe€V, tada je xq 'tangentﬁi vektor krive
| t4ﬂh.6t(q) ut = 0, |

Semtdga, gsvaka kolekcija difeomorfizama 'Wt'koja.zadovoljava
~ uslov (3) mora da se poklapa sa kolekcijom 6

| (1 zato vaie
B 1 uslovi (1) 1 (2).

t

U opStem sludaju nije definisan difeomorfizam 6
S za Bvako t € R. Sledefa teorema daje uslove za to.

Teorema 5. Ako X ima kompaktan nosadé (specijal-

———

no; ako je Wt kompaktna mnogostrukost), tada postoje difeomor-
fizmi et=un—-'-wt za svako teR sa osobinama (1),(2) 1 (3).

| Nosad vektorskog polja- X Jje adherencija skupa
{pew_t:_xp#o}

Jedinstvena kolekcija {Gt} data teoremom 5., ili
pﬁetiznije preslikavanje 't~*-6t iz R u grupu svih difeomorfi<

zama mnogostrukosti W! naziva se 1-parametarska grupa difeomorfi-
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zama i kafe se da da je generisana poljem X. U lokalnom slua-

ju teorema 4. dobija se lokalna l-parametarska grupa lokalnih

difeomorfizama.Vektorsko polje X se zove i infinitezimalni ge-

——

f neretor kolekcije {Bt} ili infinitezimalna transformacija.

| Uslov (3) u teoremi 4. imajuéi u vidu ranlja raz-
. matran]a, analitidki se izraZava na sledeéi nadin

£00,,(Q)) - f(q)

111!1——-}1—- fEC"('U!)
h—~0 .

(X£)(q) = Xq(f)

7Znadi Xf se moZe potpuno definisati u terminima difeomorfizama

'  Gh. Uvedimo novu oznaku cfkf za Xf. ¢$xf ‘nazivamo Liov izvod

~ funkcije f

s obzirom na vektorsko polje X. Vrednost ove fun-
keije u tadki p oznaava se na razne nadine: |

(LD (p) = LLE(P) = (XEI(P) = X (£)

Ako X,YeX (W), tada se definiZe Liov izvod vek-
'~ torskog polja Y s obzirom na vektorsko polje X relacijom

P U SR '
(&"XY)(p) = lim F [YP (?h* Y)p] ‘.

h o
 MoZe ge dokazati da je
--_'(29) o £x = XY ,  X,Ye X(ur).
:Kakqijé
'_"'('29.) & wf = Xf , fecC™ (ur)

Koristeéi (28) i (29) moZe se dokazati da je operator &£y endo=

morflzam vektorskog prostora X (ut) za koji vaZi re1a013a (11).

~ Prema tome Liov izvod £, Je derlvacija, pa se ona, imajuéi
" u vidu prethodna razmatranja, na jedinstven nadin moZe proZiriti
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na polja 1-formi, odnosno tenzorska polja, tako da je‘prema'
(14) i (15)

X<W,Y> = < £, W,¥> W, (X,Y]>

tj.

(0 @@ = Xy - wix,9), e X(ux)
1 | | gx(P(wi,iil,wr,xi,lil ’xk))=($xP)(w1"‘mr’x1"'xk)+
B s @l W, T X X))
K 1 r ' L |
+ Z P(UJ ,...,(IJ ,xi’lii,[x’xp-]ytii’xk)l
B=1 " |

*Za Liov izvod va%e slede¢e formule

_--:.__..(_32)- - ...'e\'fx(A®B) . (;exA)aa; A® (¥,B)

(33) £x+YA z ;XA + LA

SRR LA 3x“‘*m = Exh sz..

o Ty * Ex Ay - Eyt gt [£45 #y)
Ge) &g = By o+ [, 2,7

§ 3. STRUCTURE NA MNOGOSTRUKOSTIMA

| Pojam G-strukture javlja se u radovima E. Karta=
na u oblasti beskona¥nih Liovih grupa, ali je taj pojam ekspli-
citno definisao Chern Shiing-shen [13) 1952.lgodine, a zatim
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proudavao u radovima [1%) i [15]. Medjutim, problem ispitivanja
tih struktura postavio je jod ranije EHRESMANN [28] ,[32) , a me-
- dju prvima, rezultate iz te oblasti dobili su Libermann P. [52] ,

Bernard D. [u], (5], [6], (7] . Mnoge G-strukture mogu se defini-

sati pomoéu tenzora [7] . Medju takvim G-strukturama su Rimano-
va.stﬁuktura, skoro kompleksna struktura, skoro kontaktna struk-
- tura, kojima éemo se i dalje baviti, pa zbog toga u ovom odeljku
dajemo njihove definicije i osnovne osobine.

-  Mnogostrukost Wt na kojoj je dato polje simetrid-
o nih_pozitivno definitnih 2-formi g Jje Rimanova mnogostrukost
S iog Eimanova metrika . Ako je X neko vektorsko polje, tj.

| XG'I_(W),' tada l1-formu g(X) definiZemo sledeéom relacijom

| (1y (g¢x)] (Y) = g(X,¥)

. za svako vektorsko polje YEX(W). KaZemo da'je tenzor g hnhe-

| degéﬁerativan, ako je preslikavanje

g : % (W) —— X*(wt)

| bz.]ekt:.vno Inverzno preslikavanje pr-esllkavanja g x(wo--x*(ux)

"7*fza nedegeneratlvnl tenzor g oznaéavamo sa g %, tako da je

o1 W) —~X (W),

- Inverznim preslikavanjem g"1 definisan je kontravarijantni
tenzor reda 2

_ <2)_ | g w,w) =p [g"cw))
. zaw,pe x*(un)

-1

*-Tenzor g nazivamo 1 kontravarljantnl metricki tenzor.

Skoro kompleksna struktura né glatkoj mnogostru-




27

kosti we 20 je polje F endomorfizama tangentnih prostora
tako da je

(3) FZ s - 7

gde I oznadava identi&ni endomorfizam. Mnogostrukost we?n

sa skoro kompleksnom strukturom F naziva se skoro kompleksna

mnogostrukost. Ovu strukturu je prvi definisao Ehresmann C.

(29] , [30] ,{31] ,[32) . Mnogi matematidari su se zatim bavili sko-
ro kompleksnom strukturom. Potpuniji pregled rezultata dobijenih
do 1967. godine mogu se naéi u [2] , [35],[50] , (86] , [117].

Newlander i Nirenberg [§9] su dokazali da skoro
kbmpléksna struktura. F klase C2n+d , ¢ija je Nijenhuis-ova
- torzija jednaka nuli, je integrabilna tj. ona je pridruZena sko-
ro kompleksna struktura kompleksne strukture. Nijenhuisova tor-
zija [K,K] tenzorkog polja X ‘tipa (1,1) je tenzorsko polje
~tipa (1,2) dato relacijom | -

() KK,k ¢x,¥) = k% [x,¥] + [kx,k¥) - K[KX,¥]-K[X,K¥] .

2n

Mnogostrukost UM ima skoro kompleksnu struktufu

" F ako i samo ako se strukturna grupa tangentnog raslojenog pro-
stora T"(Wt) redukuje na unitarnu grupu U(n).

Ako je na skoro kompléksnpm prostoru we2h zadata
metrika g takva da je
(5 g(FX,FY) = g(X,Y) , X,Yex(ue),

tada je prostor *umzn

skoro Hermite=ov Erostor;-ﬂko je Riman-
-Kristofelova koneksija obrazovana u odnosu na metridki tenzor
g tako da je

prostor unzn nazivamo Kdhler-ov prostor.
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Razmotrimo sada mnogostrukost un2“+1 neparne
dimenzije 2n+l. Diferencijabilna mnogostrukost we’™l ima
skoro kontaktnu strukturu ako se strukturna grupa njenog tan-
gentnog raslojenog prostora redukuje na grupu U(n) x1 (Gray
(36] ). KaZ?e se da diferencijabilna mnogostrukost we?t*l iga
(P ,E ,M)-strukturu ako postoji polje ¥ endomorfizama tangen-

tnih prostora, vektorsko polje § 1 polje l-formi T} tako da
vaze sledeéi uslovi |

2 - Ien ®E&

(7) - MCE) =1
P(CE) = 0

n+® =0

gde je I 1identid¢ni endomorfizam (Sasaki [7{]). MoZe se doka~
zati da su samo prva dva uslova nezavisna. Sasaki [}3] je db-
kazao da su pojmovi skoro kontaktne strukture i (P,E ,7 )-stru-
kture ekvivalentni, pami i (¥ ,E ,7 )-strukturu nazivamo sko-
ro kontaktna struktura i u nasim daljim razmatranjima u ovom ob-
liku je koristimo. Potpuniji pregled do sada dobijenih rezultata
za mnOgostrukbsti sa skoro kontaktnom strukturom dali su Sasaki
[74) , Blair [3), 8irokov [86) , Poljakov [65] i dr.

Ako mnogostrukost un2n+1 sa (P ,E& » 1} )=-struktu-
rom ima Rimanovu metriku g tako da je |

(8) g(PX,PY)

g(X,Y) - N{X) 7 (Y)
za ma koja vektorska polja X,Y € ¥(UW) tada kaZemo da mnogo-
strukost un2“*1 ima (P ,8§ ,7, g)-strukturu ili skoro kontak-

tnu metrilku strukturu i metridki tenzor g se naziva kompa-

tibilni metridki tenzor. Ako u poslednjoj relaciji stavimo
Y

§ , tada je s obzirom na (7)

(9) | | N(x) = gC§,X)




29

tj. T} je kovarijantna forma vektora §

More se dokazati da na mnogostrukosti sa (¢ ,§ ,

T} )-strukturom uvek postoji metrika g koja'zadovoljava pret-
'hodpb pomenuta svojstva.

Za skoro kontaktnu strukturu (¢ ,§ ,7 ) mogu se de-

finisati fenzori Ncl) ; N(Z) R N(a) . N(“) sledeéim relacija-
ma

N$LDex,Y) ={@, ) (X,Y) + 2d T} (X,Y)E

NEDVK,Y) = () (X)) = (£y TIHX)
(10)

NG (X)X
NG = (Eemeo

gde je[ﬁ’,‘ﬂ Nijenhuisova torzija, data relacijom (4). Ako su
ova detiri tenzora jednaka nuli katemo da je struktura (¢ ,& ,
1) normalna skoro kontaktna struktura. MoZe se dokazati ako
je N(i)(X,Y) = 0 tada su 1 ostala tri tenzora N(Z),N(a),m(”)
jednaka nuli pa se uslov normalnosti skoro kontaktne strukture
(P,E ,N) predstavlja na slede¢i nadin

(11) - (e, ¢] + 2aneg = 0.

Tenzor Ncl) naziva se 1 Nijenhuisov tenzor.

K. Yano i S.Ishihara [116] su dokazali da kada je
Nijenhuisova torzija PP,‘ﬁ]tenzorskog polja P jednaka nuli
onda postoje lokalne koordinate tako da s€ skoro kontaktna stru-

ktura moZe predstaviti u odnosu na koordinatnu bazu redom matri-
cama
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0 -I 0 0)
(12) e | 00 ga]c , M= (0, cve ,1)
0 00 o

gde je I jediniéna matrica tipa (n,n’} , a € , N1 matrice ti-
pa redom (1,2n+1) i (2n+1,1).

S. Sasaki i Y. Hatekeyama [75] su dokazali da
ako je l-forma gradijent tada na normalnom skoro kontaktnom
prostoru 20+l postoji simetridna koneksija V takva da su

tenzorska polja P ,§ , 7 kovarijantno konstantna u odnosu na
tu koneksiju, tj.

(13) (U, PXNY) =0, (VyMNY) =0, VyE =0

za ma koja vektorska polja X,Y € X (Wt). Ova koneksija se na-

ziva simetriéna afina (¥ ,E ,7 )-koneksija.

Tashiro Y. [89] (vidi i (3] ) je dokazao da na ma
kojoj glatkoj orijentisanoj hiperpovrsi skoro kompleksnog pros-
tora postoji skoro kontaktna struktura.

Razmotrimo sada glatku orijentisanu hiperpovrs
ux 2n=1 skoro kompleksne mnogostrukosti Uﬁ2n~i smedtanje 1
chn-'-l {"U’t2n

hiperpovrii u

i . wtzn"i__ u“ngn

Mofemo i(wt?P™1) i wt 2P=1 43 identifikujemo

i(th?n-‘l) - wZn-l .

T | . . 2n=1 + 5.2n
Koristedi lokalne koordinatne sisteme na W i A, u

mo%e se predstaviti na sledeéi nadin

ya= yd (xl) E d=1, . e ,21'1',’ i - 1’ . o8 ,2!1'1 »
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Oznadimo sa B diferencijal ix= di preslikavanija 1

B = di = i«

sa Ty( uﬁftzn) tangentni prostor mnogostrukosti Wt u nekoj

tatki y sa koordinatama (yl, ceuy yzn) 1 sa Tx(1ﬂtzn-1) tan-~

gentni prostor hiperpovrsi ut 271y tadki x  sa koordinétama

(xi, ooy xZn-i) .U tom siuaju imamo

(14 ) Ty({fftzn) = B(watzn'l)t% AN

e

gde N pripada prostoru Ty(iﬁizn)

ali ne pripada prostoru

B(Tx1D62n-1) i A€ R. KaZemo da je N pseudonormala. Vektor-

~y D

ska polja 1z E£(‘ﬁi2n) oznadavamo sa X, Y, ... @ vektorska
polja iz ¥ ( wt?"~1) oznadavamo sa Xo¥, eae o

Na hiperpovrsi 201 mnogostrukosti Uﬁzn skoro

kontaktna stfuktura (P,E,N ) se indukuje skoro kompleksnom
strukturom F okolnog prostora:{utzn na sledeéi nadin |

(15) A= BPe(noN) , I = -BE .

Tashiro je razmatrao i obrnuti problem smeStanja
skoro kontaktne mnogostrukosti w201y mnogostrukost {r 2"

tako da skoro kontaktna struktura (¥ ,& ,0) prostopa unzn"i

indukuje skoro kompleksnu strukturu F na prostoru ﬁﬁzn.

Neka je

direktni proizvod skoro kontaktne mnogostrukosti wg 201 g
prave linije P parametrizovane sa tT€ (- 09,409). .Tﬁ:ﬂzn je

mnogostrukost sa lokalnim koordinatnim sistemom (x™,t) ako

je (x') 1lokalni koordinatni sistem na Uﬁzn"?. Dalje, ozna-
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gimo & sa N, tj.

D
at N

L)

Tada na T"( @dtzn) definiemo polje endomorfizama T na sle-
de¢l nadin

FB = BP®(1] ® N)
(16)

!
Z2
i

- B§ .

Koristedéi &injenicu da je (¥ ,§ ,1 ) skoro kontaktna struktura
na 1ﬂ£2n'1, lako se dokazuje da je F skoro kompleksna struktu--

ra na B(Txiﬂtzn-l) i TP , dakle i na T*(ﬁizn).
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GLAVA LI

¢ - HOLOMORFNO PROJEKTIVNE TRANSFORMACIJE

§1. C - HOLOMORENO PROJEKTIVNE TRANSFORMACIJE

Oznadimo sa T tangentni vektor krive ©=0 (t)
na mnogostrukostima wg 2N+l koji zadovoljava uslov

(1) | Vpl = (t) T + 0A(t) PT

gde su o (t) i B (t) neke funkcije parametra *. Sa ozbirom

na (I. 19) vektor T moZemo jednoznalno predstaviti na slede~
¢1 nadin

T = AE+ V.
Tada ¥ = presek [3] odredjen vektorom V . pri paralelenom po-

meranju duf te krive ostaje ¥ - presek tj: zadovoljava osobinu
holomorfnosti. Zato takvu krivu 0 =0 (t) nazivamo C - holo-

morfna ravna kriva. Primetimo, ako Jje vektor V jednak nuli ili

funkeija B (t) Jjednaka nuli tada je ova kriva geodezijska li~
nija. Sem toga, kako su C - holomorfno ravne krive definisane
jednadinom (1), moZemo reéi da su C - holomorfno ravne krive
one krive &ija oskulatorna ravan I reda sadrZi i vektor ¥T.
U ovom paragrafu nalazimo sve simetridne (% ,§ ,Nn ) koneksije

za koje su C - holomorfno ravne krive iste.
Preslikajmo (1) sa ¢

(2) P(Vp T) = o (£)PT + B(t)P T

a zatim (2) pomnoZimo tenzorski sa T

T® P(Vy T) = T® ol (t) P(T) ## T O B ()P T
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i (1) sa P (T)
Vo T®P(T) = @ (t) T @ P(T) + B(t) P (T) @ P(T)
1z posledhje dve jednadin oduzimanjem dobijamo
CT®P(Vy T) - Vg TOP(T) =TRB(L)PE T - B(t) P(TI®P(T)

a odavde preslikavanjem sa ~peratorom cP@‘P-‘Pz ® (Pz_ imamo

P(1eP2(V, T) - P(Tp TI®FUT) - PUTISP vy T) +
() ., |
+PEVp Ty® P3eny - (TI® B(t) PIT) - ALIPI(TIOPI(T) -

_e2imyenp () PH(T) + B(t) PIHTIOPI(T)

Sa obzirom na osobine (I 3.7) skoro kontaktne struk-

ture iz relacije (3) imamo

(T)® cpzch T) - P(V,T)® ©2(T) + PL(T)I® PV, T) -

-2 2w, TI®P(T) = - P(TI® B(E) P(T) = B() P2(TIOP(T) +

s PUTIOA(L) PUT) + B(L) P(TIOPT)

PTISPVy T) - P(Vp TI®PZ(T) + PUTIO PV T) -
(4)

H

- P37, TI®P(T) = O

Neka je D druga koneksija za koju vazi prethodna jednakost

P(T)®P2(Dy T) ~ V(D T)® ?2(T) + PUTY®P(D, T) -

(5) )
- P°(Dy T) ® P(T) = 0
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Stavimo
(6) A(X,Y) = Vo Y =Dy Y , X,Y € X (Wt)

tada oduzimanjem prethodnih dveju jedna¢ina dobijamo

| P(T)® P2 A(T,T) - PA(T,T) ® P2(T) +
(7)

+ 92(T) ®PA(T,T) - P2 A(T,T) ® P(T) = O

Prema definiciji za kovarijantno diferenciranje (I.2.17) i
(I.2.15) imamo

Vy PUX) = (Vy ©)(X) + P(Vy X)

Dy P(X) =(Dy PI(X) + P(Dy X)

a kako su Vi D (¥,&,1n ) koneksije, s obzirom na (6) odu-
zimanjem prethodnih dveju jednakosti dobijamo

(8) ACY, P (X)) = PACY,X)

Iz simetrije koneksija V i D sleduje i simet-

rijé bilinearnog preslilakavanja A definisanog formulom (6)
-tj!

S (9) | ACX,Y) = A(Y,X)

Iz (7) prema [72] "simetrizacijom" se dobija
P(X) @P2A(Y,2) + P(Z)® PIA(X,Y) + P(Y)® ?A(Z,X) -

- PACX,Y)I®PL(Z)- PACZ.XI® PE(Y) - PA(Y,Z)® P2(X) +

(10) 2 ; ? .
+ PEUX)@PACY,Z2)+ P7(2) @PA(X,Y) + PT(Y)®PA(Z,X) -

- PIACX,Y)®P(Z)- PAA(Z,X)®P(Y) = PA(Y,Z)@P(X) = 0

t
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gde su X, Y, 2 ma koja vektorska polja.

DefiniZimo sada transformaciju tangentnog prosto-

ra T,M u nekoj tadki pe€M s obzirom na vektore Y228 T M
kao linearno preslikavanje |

Ay . XA
p’zp XP YP,ZP(XP)

gde je
£y 00 = POOPIAY,E) + P(I@PTAY) + @ (1@P’AZ,X):
?

- PA(X,Y)® PA(Z) - ¢ A(Z ,X)® P(Y) - P ALY ,2)0P% (X)-
+ P2(XQ PACY,Z) + P2(ZI®PA(X,Y) + P LCYIBPACZ ,X) -
~ P2A(X,Y)® P(Z) - PPA(Z,X)® P(Y) - P2ACY,2)® P(X).

Imajuéi u vidu (6) moZemo definisatli sledefu line-
arnu transformaciju tangentnog prostora TpM u nekoj tadki peM
s obzirom na vektor YP€T M

P
(11) A(YP) : XP-——f A(Yp) (Xp)
gde je
(12) A(Yp)(XP) = A(YP,XP)

Zbog (10), (9), (11) i (12) trag linearnog preslikavanja #&
je

eIAGY,2) + (trP?ACY)IP(Z) + (tr P2A(2)) P(Y) -

onct, 922) - PAZ, ©2) - (trP2) PA(Y,Z) +

f PACY,Z) + (tr PACY)) P2 (2) + (trPA(Z)) PA(Y) -
~P2A(P2,Y) - PIACZ,PY) ~(trP) POA(Y,Z) = O

(13)

gde smo sa tr oznad¢ili trag odgovarajuéeg linearnog preslika-

vanja. S obzirom na (I. 3.12) imamo
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(14) tr P = 0

(15) tr P2 = ~2n

a zbog (I1.3.7) imamo

: - |
PV, Y= -V, Y+ NV, NE
¢2D, Y = - Dy Y + T (D, ¥)&

3.

(16) ©2A(Z,Y) = - ACZ,Y) + TN A(Z,Y)E

Iz definiecije kovarijantnog diferenciranja (I.2.17)
i (I.2.,15) imamo da je

Uy (XD = (VMK = M (VyX)

Dy (X) = (DyNI(X) = T (Dy X

Kako su V , D (¥®,& ,NN )-koneksije, odavde, s obzirom na oso-

bine kovarijantnih izvoda (I.2.17)i (I.2.15) i (8) oduzimanjem

dobijamo
(17) A(Y,X) = O

a zbog toga iz (16) imamo

(18) P2A(Z,Y) = - A(Z,Y)
Koristedi (16), (1u), (15), (18) i (I.3.7) iz (13) dobijamo

- PACY,Z) - (tr A(Y)) F(Z) = (tr A(Z)) P(¥) + PALY,Z) +
+ PA(Z,Y) + 2n PA(Y,Z) - PA(Y,Z2) + (tr‘PA(Y))‘Pz(Z) +

s (tpPALZ)) P2(Y) + PACZ,Y) + PA(Z,Y) = O
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2(n + 1) PA(Y,Z) = (tr ACY)) P(Z) - (tr A(Z)) P(Y) +

¢ (tpPACY)) P22 + (trPA(Z)) P2(Y) = 0

a pri pbeslikavanju ¢ , zbog (18) i (I.3.7) odavde je
- |

~2(n + 1) A(Y.Z) - (tr ACY)) P2(Z) = (tr A(Z)) P2(Y) -
-~ (tp PA(Y)) P(Z) - (trPA(Z)) P(Y) = O

Definifimo l-forme P 1 Q na sledeéi nadin

(20) P(Y) = ACYSE) tr A(Y)
_ 1
(21) QY = eyt PAN)

Smenom €20) i (21) u (19) dobijamo

- PeY) P2(Z) - P(Z) P2(Y) - Q(Z) P(Y) -
- QCY) ¥ (2)

(22) A(Y,Z)

- ili zbog (6) i (I1.3.7)

DyZ + P(Y)Z - P(Y)N(Z)E + P(2) Y -
- P(ZIN(YYE - QUY)P(Z) - Q(Z) P(Y)

Vo Z
(23) t

Da bismo nasli vezu izmedju l-formi P i Q smenimo (22) u

(8). Tada se dobija

- PLY) P3(2Z) - PP (Z) PoY) - QP(Z)P(Y) - QUYIP2(2)=
= - P(Y) P3(z) - P(Z)®3(Y) - Q(Z)CPZ(Y) - Q(Y) P2(2)
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P (Z)P2(Y) + QP(Z)P(Y) = - P(Z)P(Y) + Q(2) P2(Y)

odnosno

(PP (z) -~ Q(2)] ?Z(Y) = - QP(z) + PCz) P(Y)

a kako je Y ma koje vektorsko polje, to su i preslikavanja

ista

(24) [Pp(z) - Q(2)) ®2 = = [QP(Z) + P(Z) P

kao 1 njihovi tragovi

- 2n[PP(z) - Qz)] =0 :(nm

jt.
QCZ) = PP (2)

ili )
(25) Q = P¥,
Kako je -

V& = 0 i Dy§ =0
to je - -

A(X,5) =0

a odavde, koristedi (22) imamo

- P(Y) P2(EY - P(E )PA(Y) = QUE YPLY) - Q(Y) P(E) = O
.

(26) P(E) =0
Iz (24) sleduie

Peezy - qzd] ¢ = ~fafe(z) + P(2)) P2
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odnosno

Pe) -] ¢ = [QP) + P(2)) ®2

a trag ovog preslikavanja je

0 =-2n[Q¥(z) + P(2))

a odavde imamo

P(Z) = = Q°(Z)
ili -

P=-Qe

3

S obzirom na (25) iz (23) sleduje

Vyd = DyZ + P(Y)Z - P(Y)N) (Z)E + P(Z)Y -
(27) d '

| - P(Z)N((Y)E - PPY)P(Z) - . PP(Z) P(Y)

Ova korespodencija se zove C w.holomorfno projek-~
tivna (CHP) korespondencija ili transformacija. |

Dakle, ako je kriva 6=0(t) € - holomorfno ra-
vna u odnosu na koneksije ¥V i D, tada koneksije Vv i D zado-
voljavaju relaciju (27). |

Vazi, takodje, i obrnuto, ako koneksije ¥ i D na
nn2“+1 zadovoljavaju uslov (27) i ako je kriva |
6= O (t) C - holomorfna u odnosu na jednu od te dve koneksije,

prostoru

tada je ona Ci - holomorfno ravna i u odnosu na drugu koneksiju,

Dokaz neposredno sleduje iz (4) 1 (5) koristedi
(27) 1 (I.3.7). Na taj nadin dokazali smo da vaii

Teorema 1. Dve koneksije ¥V i D su u CHP ko-
respondenciji ako i samo ako vaZi uslov (27) gde je P neka
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1 - forma fékva da vaZi (286).

!

§2. C - HOLOMORFNO PROJEXTIVNE TENZOR KRIVINE

Oznadimo sa R(X,Y)Z polie tenzora krivine s obzi-
rom na koneksiju V

gde je &QY] komutator vektorskih polja ¥X,Y, a X(X,Y)Z polje
tenzora krivine s obzirom na koneksiju D |

K(X,Y = - - S Z.
- K(X,Y)Z DyDy2 DYD_XZ D[X,Y]Z
Kako su koneksije W i D simetridne odgovarajuéi tenzori
torzije su jednaki nuli, tj.
X,¥] = VY- Uy X
[X,¥] =Dy ¥ - Dy X .-:

a zbog toga i (I.2.16) pféthodne dve relacije moZemo da piZemo
u obliku |
,Z

(1) R(X,Y)Z =2 Vy Vo2 = Vy V2 =

= > 2 +
b I ¢ XY | VYx
(2) K(X,Y)Z = DXDYZ - DYDXZ - DDXY Z + DDYX 2

Smenom (1.27) u (1) uz odgovarajuéu promenu oznaka i koristgdi |
(2), (1.26), (I.2.16) i (I.3.,7) nalazimo

R(X,Y)Z = K(X,Y)Z + P(D,Z)X = P(X)N (DyZ)E - P(DyZ) M (X)E

- P‘P(ﬁYZ)‘-'PX + XP(Y)Z - X(P(Y)T (Z))%-i; XP(Z)Y + I

+ P(Z)P(Y)X = P(ZIP(Y)TN (X)& ~ X(P(Z)N(Y))E - XPP(YVIPZ -

- PP(YIP(Z)PX = XPP(Z)PY - P (Z)P P(Y)X +-PT(Z)P?(Y)ﬂfX)$-
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- PP (2)P(Y)PX = P(DZ)Y + P(YM(DyZ)E + P(DZIT (V)5 +
+ PP(D,Z)FPY - YP(X)Z + Y(P(X)N(Z))E -~ YP(Z)X -

- P(Z)P(X)Y + P(Z)PCXIN (YD E + Y(P(Z)7 (X))§ + YP P (X)PZ +
+ PP(X)P P(Z)Y + P P(XIP(Z) PY + YPP(Z)PX -

- PP(ZPP(XIN(DE - P(D,Y)Z + P(DyY)M (2)E +

YP(Z) T (DY) § + PP(DYIPL + PCXOPA(ZIPY + P(DyX)Z =
~P(D,X)T) (Z)§ = P(Z)N (DyX)& =~ PP (Dy)PZ

Koristeéi uslov da je 1 = forma T) kovarijantno konstantna

1

a po definiciji kovarijantnog izvoda (I.2.17) i (I.2.15) to je
ekvivalentno uslovu

XN Yy - T’I(Dx Y) = 0

{

MDDy ¥) = X M(Y)

i osobine vektora (I.2.1) prethodna relacija mo%e da se transfor-
mife tako da je

R(X,Y)Z = K(X,¥)Z + P(DyZ)X = P(DyZ) T (X) & =

- PP(D,Z2) PX + XP(Y)Z = XP(Y)N(Z)YE + XP(2)Y +P(Z)P(¥)X ~
- P(BIPCYI N (X) & = XP(ZIN (YD) E - XPPCYIPZ =P P(YIP(Z) X~
- XPP(Z)PY ~ PP(ZIPP(YIX + PP(ZIPP(YIMN(XIE - |

S PPZIP (1IPX - PIDZIY + PDZIT (V)E + PP(DZIPY -

- YP(X) + YP(X)N (Z)E - YB(Z)E =~ P(Z)P (XY + .

+ P(ZIPCXIN(Y)E + YP(ZIN(X)IE + YPF(X)FPZ + P‘P(X)P‘P_(Z)Y{
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f . , |
+ PPIX)P(ZYPY + YPP(Z)PX - P?(Z)P?(ﬁ)T](Y)E - P(DXY)Z +

+ P(DyY)T (Z)E + POADYY)IPZ + P(XIPP(Z)PY + P(D,X)Z -
- P(D,X)T (2)§~ P P(DyX) ¥ 2

odnosno

R(X,Y)Z = K(X,Y)Z - [YP(Z) = P(D,Z) - P(Y)P(Z) +
+ PAYIPP(2)] (X.- M(X)E) + [XP(Z) - P(D,Z) - P(XIP(Z) +
+ PPCXOP P(Z)] (Y -N(YIE) - [YP(X) - P(DyX) =~ XP(Y) +
+ P(D,Y)] (2 =N (Z)E) = [XPP(Y) =~ P(Dy®PY) = YPP(X) +
+ P(Dy, PX)PZ - XPP(Z) - P(DyPZ) ~ P(X)PP(Z) -

= PP(XP(Z)) P Y + [YPP(Z) - P(D,P2) - P(YIPP(Z) -
- PP(Y)P (Z)]¥X

}

Ako uvedemo oznaku
_(3) P(X,Y_) = (DyP)(Y) - P(XIP(Y) + P“P(X)-;"‘P(Y)
gde 5& |
(DyP)(Y) = DP(X,Y)
ili s obzirom.na pravilo za kovarijantno diferenciranje‘l-fofme
PIx,Y) = XpCY) - P(DyY) = P(X)P(Y) + PP (XIP ¥ (Y)
tada zbog (1.20) i (I.3.7) prethodna formula glasi

R(X,Y)Z = K(X,Y)Z + P(Y,2) P2X - P(X,2) P%Y +

() +[5°({",X) - PX,¥)] P22 + [P(Y,PX) - P(x,@:)} PZ +

+ [PCY, P2) PX - P(X,P2)PY]

Kako je polje tenzora krivine prostora Uﬁ2n+1'

dato formulom (4), imajué¢i u vidu (I.2,22) i (I.3.12) polje




Ri¢ijevog tenzora je

A (Y,2) = %(Y,2) - 2n P(Y,2) + P(Y - N(Y) §,2) -
SP(Y,Z - N(Z)E) + P -M(2) PY) - PP, PY) +

+ PCY, @22) - P(PY, PZ)

odnosno
CRUY,2) = K(Y,2) = mP(Y,2) - [PFZ, PY) + PeeY, P 2))]
(8) - 2P(¥,2 -n(2)&) + [PY - (N E,2) + P2 - N(DEY)

Relacija (5) vazi za svaka dva vektorska polja .
Y, Z iz € ( we2n+1) prema tome i 24 .vektorska polja cl“"f i
¢Z. Dakle, imajuéi u vidu (I.3.7) za vektorska polja $Y 1

Pz relacija (5) glasi

A(PY,P2) = K(PY,P2) - (2n+1)IP(PY,F2) + PPL, PY) -
(6)  _@(z - M(IE,Y ~ MIYIE) = PCY - nm& 7 - 1(2)8)

Ako vektorska polja Y i Z wu (5) i (8) smenimo
sa vektorskim poljima <PY, P2 pa tako dobijene jednaline sa-

beremo imamo

ACPY 92) + ALY = NYIE,Z - T(2)E) : W(PY PT) +

(7) FK0Y - N(Y)E,Z - N(Z)E) ~ 2(n + 1)P(Y - (Y)E, 2~ (2)E) -
- 2(n + 1)PYY,PZ)

Ako pomnoZimo sa (n+1) Jednadinu dobijenu iz
(6) "simetrizacijom", pa je zatim oduzmemo od jednadine dobijene

iz €7) "simetrizacijom" imamo

PPy ,92) + P(PZ,PY) = "-’g S[RPY ,92) + R(PZ PY) -
2{n“=1)

- K(PY PL) = K(PL,PY)] + (Y -n(Y)ﬁ; 7 -M(ZIE) +
2(n2-1) )

(8)
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+ A2 =N (ZIE,Y = N(YIE) - K(Y - N(Y)E,Z ~ N(Z)E) -
- X(Z - N(Z)E,Y - N(Y)E)] -

Ako u jednaZini (8) vektorska polja Y i Z sume-
nimo vektorskim poljima PY i P2, pa u tako dobijenoj jedna-
&ini tenzorsko polie HA(Y, Z) smenimo odgovarajuéim izrazom

iz (6) nalazimo
"

PCPY,PZ) = (2n+1)P(PZLPY) + [R(PZPY) - K(PZ Y +

1 | -
(9) T %1y [R(PY,P2) + PPz PY) - K(PY,92) - K(PZ Y] -
f'———ﬂ;—— (R(y - N(YIE,Z - T(Z)E) + R(Z - N(Z)&,Y - N(V)E)-
2(n2-1) . |

~H(Y -N(Y)E, 2 - N(Z)E) ~ H(Z =N(2)E, Y - T(Y)E)

Kako jednaina (9) va3i i ako vektorska polja Y
1 Z zamene mesta, tako dobijeni izraz za .f(Z, Y) iz (9) mo-
Yemo smeniti u (8), odakle dobijamo '

PPy 92) = —2— [A(PY,%2) - R(PY $2)] +

: 2(n+1) | .
10) )
b [ReP%Y,922) 4 R0P22 ,P2Y)-KCPPY ,922) - 2 (P22, 92Y)) +
b(n“~-1)
e [R(PY,PZ) +R(PZ,PY) - H(PY PZ) - H(PZ RY)] .
4(nZ-1) | .

Stavimo u fqpmﬁli (5) umesto vektorskog polja Y vektorsko po-
lje ‘PZY. Tada je s ozbirom na (I.3.7)
AP2Y,2) =X (PYY,2) ~ 2nP(P%Y,2) + [PPZ,PY)+ P(PY,P2)] +
+ 2 PPy, 0%2) + P(P2y,2) - P(9%z,92%y)
Koristeéi (8), (9) 1 relacijeiﬁoje.se iz (9) dobi-

jaju zamenom vektorskih polja Y i Z sa ‘?Y; ®Z odnosno ¢Y,
PZ sa Pz 1 PY, iz prethodne jednadine sleduje
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(2n'- 1) P @2Y,2) = - [Awp2y,2) - H(P2Y,2)] -
- L aelr,etz) - x(e?y,e?%z)] +

| 1 2. w2vy 20 o2 3
(11)  + —prry (P7Z2,9°Y) - H(972,0°0)] -

- 3“2" %-[R(LPY,@Z) v R(PZ,PY) - K(PY,PZ) - H(PZ,PY)] +
| h{n“-1 u

R _____121 [Ree2y,922) + Ree?z ,92y) - RUP2y,922)-H(P%2 P2y
4 (n“-1) - . -

| Stavimo u formuli (5) umesto vektorskog polja 2
- vektorsko pﬁlje @22. Tada je s obzirom na (I.3.7)

Ry, P22) = H(Y,972) - 2ne1IP(Y,PP2) + [P PY) 4
+P(PY P2)] - PeelY,9%2) + P(P22,Y)

| Odavde, koristeéi (8) formulu  koja se iz (8) do-
~ bija zamenom vektorskih polja Y i Z vektorskim poljima ¥Y 1
®Z i (11) nalazimo |

2(n+1)PY,?%2) = [Rey,9?2) - H(Y,9%2)) - Q-E?j_-{—[‘fﬂ(qﬂzz,.‘f) -

X(922,Y) - rpryemmery PO22,P0) - (PP, P0) 4

+ ey PP - xey,e) -

- .f_(..ril___l_).[@(cpy,cm + A(PZ,PY) - H(PY,P2Z) - H(PZ PY)] +

(12)

oy e [RCPEY ,P2) + RU(PT,PY) - K(PTY,PZ) -
2(n -1)(2n-1)[ ol T
!

- % (P22 ,9°Y)]

Smenom (8), (11) i (12) (uz prethodne odgovarajuce promene oz-
naka) u (5) i sredjivanjem odgovarajule jeqnabine nalazimo

B
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_ 1
2n{2n-

'JC(EFY:Z)] = zn%n+ﬁ[ﬂ(Y,ﬂP22)'}:- Oﬁ(Y,‘PQZﬂ +

PY,2) = = = [RY,2) ~%(Y,2)] + l)EJ%<CP2Y,:f.) -

1 2
f SETD ST P2, Y) - J(9?z,Y)] 4

n_j.‘.. chz 2 _' 2 2
+un(n+1m[< Z,P°Y) - H(P°Z LYY +

3n+l
4n{n+1)°(2n-1)

s ey ,9%2) -‘_.J(.((PzY,‘P2Z):] ‘

1
h{n"=1)

+ (R(PY,F2) + RPZ,PY) = K(PY,PZ)= H(PZ,PY)] -

, | | |
. anmndl  (Re9?y,9%2) + R(e?z,9%y) -

4n{n —Ij(Zn—l)(nfi)

- K(P2Y,P%2) - 3H(P%Z,9%Y))

Kako je
in + 1 - 1 . —
VY PN ' -
4n(n+1)2(2n-1) n(n+13(2n=-1)

n -1
un(n+1) (2n=-1)

prethodni izraz moZemo da pifemo i u ovom obliku

CP(Y,2) = - e [RAY,2) - B(Y,2)) 4 ey 3 [R(%%Y,2) -
) :}c(qﬂy,z)] " '2‘,3'(111—4.1')' y,9%2) - (Y,‘Pzz)] +

¢ TRy OIeTy K200 - R(ePz,y)

-

(13) + meper Sy [R(P2Y ,9%2) - K(P Y,‘P.Z)] +
B A 1 - [R(PY,97) + AUPZ PY) - K(PY L) -KEFZ,PY)] -
n -

J— (Ree?y,922) + A9z ,9%Y) - H(e2Y,9%2) -
4 (n=1)(2n-1) |

- %0922 ,9%Y)]
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Smenjujuéi (13) u (4), uz odgovarajuée promene oznaka, dobijamo

ROX,Y)Z + o {[A€Y,2) 9200 = R(X,2) P5(Y)] +
+[RCY, %) - AKX, Y] % (2D} +

b oy {[RCY P2 PX)-RUX,PTIPCYI] ROX,PYI-RAY ,EX)] €(Z) +

* Ty {[RCY,?Zzw%m - Ax,922)9% (v)] -
- [A(x,9%Y) - ‘H(Y,wzm]vpz(z)} .
¥ m%'n—-'i')'{ﬂ(“’zvaNP?(Y) - A(e?y,z)9? (x>} +

¢ [ACPX,Y) = RIPY,X)] P(Z) +[R(PX,9%Y)- APY,92X)] P(Z) +
+ [R092,) @ (0 - R@2Z,0%()) P2 92O PIX, P12IPCY)] ] +

1 2 2 2 2 -
bt {[ROP2X, 97209200y - ARPY,@220pR(x)) 4
+ [Re92x,1) - RCP2Y,30 ¢ (@2x,9%0)- APy, e2x)) 92 (D)} +

- - | : -
+ oo {[M‘PX,‘PZHR(‘PZ,‘PXTP (Y)= [R(PY ,$2) +R(PZ ,PY)] P5(X) +

v [RCPX, 9720+ RPPZ PX)] RCY)- [UPY,922) ¢ R(PZZ ST PCXO} +

¢ ——2  {[Reo?y,9%2) + R(P%2,9%1)) @2 (X) -
- 4(n“-1){(2n-1) S

- [RCPPX,922) +R(P2Z, 92 X)) 2 (¥) - [AP2Y,92) + A(PZ, P2V P(X)  +
v [AC92X,92) + R(PZ, 92X P ()} =
= KOG+ i { [0, 20P200-200K, 2092 (Y] #[KCY,0-0¢X,¥)] P2(2) |

: ﬁ{[ﬂ(y,ﬁ%ﬁ(x% ROX,P2)(Y)] -[RX PYI- ALY, PX)] 9(2)}+

| 2 _
¢ e { oy, 22209200 T0x, 92292 - [ex 92y -
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-k, @ 0e2 )} v gk {[mee?x, 2392 (n-xee?Y e x) ) +

1 2 200y - o2 2
Ve P29 = H(PTZ,Y)IPE00) +

¢ [HOPX,Y) - RCPY,X)) 92) +[o0(Px,9%¥)- H(PY P2X)] P(2) +

v [UPZ,Y) (X - FPZ, 0P (V)] - [P PTIP(X)- (P2x2)P(Y)] } +
1 2 02002y 24 027y 02 |

b sy P 2X, 22 2)P2 ) - PPy, P02) @R+

(30092, ¥)- 2@y, X0+ 32X, 92Y) - Y, %2xJ92 (D) | +

+ [P, 9%2) + (P22 PX) P(Y)- [K(PY,P2) + K(P°Z DY) PCXI} +

1
4(n%-1)(2n-1)

[P %, 922 )+ K2z , 92 X)) P2V~ [30CPPY P2 ) + TP, PEY)] PX)+
¢ [3CP2X,P2) + 2(PZ,PAP(Y )} '

' {ee?y ,9%2) + xee?z,9700] 9200 -

Odavde sleduje da je tenzor
HOX,¥) = RCX,Y)Z + {80y, 2297 (%) - ROX, 2097 (Y)] ¢
SR, - RO, 92(2) | .
+ T(H%‘D' [!R,(Y,‘FZ)‘P(X)-ﬂ(X,‘PZ)QP(Y)]I-[ﬁl(x,cPY)-ﬁ(Y,WX)] ?(z)} +
¢ mrrry RO 922092 (0 -R0x,972)97 (1) - [Rex,90Y) -

-R0Y,92%0) P22+ ey [RC92X, 2097 (1)-Re9?Y, 2] 92 (0) ¢

| 1

* TETHEED {[R(PX,Y) - RPY,X)]9(2) +

{922, P2 (1) -R9?Z )97 ()] HRPPY ,P2IPCX)-R(PAX 92IP(YY -
*[R(CPX,CPzY)-R(‘PY,‘szﬂﬂ?z(ZH[ﬂ((ez,YW(X)- R(PZ,X) Y (Y)]} +

1 2 2 2 2 2 2 |
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+[RCX,) - ROPK,0 + AOZX9PY) - APPY 900 P ()] 4

L (A% ,92) + R(PZ ‘PX)]‘P (Y)- [i-ww PZY+ (PLPYY) PR+

* 2

Y¥(n°-1)

+ [REPX,9%2)+ AP Z,‘PX)]‘P(Y)-[R((PY,‘P Z)+ AP z,cpy>]<9()<)}+

b2 [RcP?r,9%2) + A(9%2,92¢)) 92 (x) -
Y(n"-1)(2n-1) .

- [Ace?x, 922y + AP?2,9% X)) 92 (V)= [R(P2Y 92)+ A@Z, 92V O(X) +
¢ [R@Ix92) + RP2,920) )

invarijantan pri CHP transformacijama. Tenzor H(X,Y)Z naziva-

mo C - holomorfno ) projektivni tenzor krivine ili CHP tenaop

kr1v1ne. Dakle vazi ;

__Eeorema 1. Ako su dve koneksije u CHP koreSpoﬁﬂ
denciji tada su CHP tenzori krivine u odnosti na te dve koneksi-~
je jednaki.

§3. C-HOLOMORFNO PROJEKTIVNO RAYNI PROSTORI

Za normalni skoro kontaktni Prostor sa 51metrlénom

(? »%,7) koneksijom kaZemo da je CHP - ravan Erostor, ako se
preslikava CHP - transformacijom (1.27) u ravan prostor.

- Tenzorsko polje krivine ravnog prostora je jednako
nuli: g

. R(X,Y)Z = O

a odatle sleduje da Je i Ri¢ijevo tenzorsko polje jednako nuli.

R(X,Y) = 0

Zbog toga iz (2.14) sleduje da je CHP - tenzor krivine ravnog -

- prostora jednak nuli

H(X,Y) = 0O
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Kako je CHP - tenzor krivine invarijantan s obzirom na CHP -~
- transformacije, neposredno sleduje

Teorema 1. CHP - tenzor krivine CHP - ravnog
prostora jednak je nuli.

DokaZimo da vaZi i obrnuta teorema tj.

Teorema 2. Normalni skoro kontaktni prostor

W™ (n>2) 8i3i je CHP - tenzor krivine H(X,Y)Z jednak nuli
je CHP- ravan prostor. | |

Stavimo

PUX,Y) = gie HX,Y) = ooy HAREXLY) 4 s WX, F2Y) -

1 2 - 1 2 vy o
n+1){2n-1 HLPTEL X 2n(n+17(2n-1) HETX,PY)

- —2— [H(PX,PY) + HK(PY X)) +

B{n“-1)

ppe——( {1 KNS LS9
4(n"=-1)(2n-1) |

Kada je H(X,Y)Z = 0 iz (2.14) dobijamo izraz za
tenzor krivine K(X,Y¥)Z koji je istog oblika kao u (2.4) kada
je tenzor krivine R(X,Y)Z jednak nuli. Kako je tenzor krivine
R(X,Y)Z jednak nuli; znaci i Ridijev tenzor R(X,Y) je takodje
jednak nuli pa iz (2.13) i_prethodne relacije sleduje

PUX,Y) = P(X,Y)

Zato, da bismo dokazali da je prostor sa CHP-tenzorom krivine

jednakim nuli CHP-ravan prostor, dovoljno je dokazati da posto-
ji polje 1l-formi P koje zadovoljava uslov

(DxP)(Y) = P(X,Y) # P(X)P(Y) = P(PX)P(¥Y)
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ili

(1) (DPX(X,Y) PX,Y) + P(X)P(Y) = P(PXIP(PY)

u prdstoru 3iji je tenzor krivine K(X,Y)Z oblika

KX, D)2 = - P(Y,2)92%+ P(X,2)9%Y - [R(Y,X) - P(X,Y)]¥9%z -
(2)
- [PCY, 90 - PPV 92 - [P(Y,P2) PX - PIX,P2) PY] .

Uslovi integrabilnosti diferencijalnih jednadina (1) se izraZa-
vaju Ridijevim identitetom (I.2.25)

(3) (DDP)(Z,X,Y) = (DDP)(X,2,Y) = DyDy = DyD, = Dsz+DDxZ PIY)
gde je

(4) d = DZDX - DXDZ - DDZX + Dsz

derivacija na algebri tenzora indukovana derivacijom na vektor-
skom prostoru T (U%). Prema (I.2.15) imamo da je

(5) (dP)(Y) = dP(Y) - P(dY)

P(Y) je vrednost polja l-formi P na vektorskom polju Y, dak-
le to je sklar, a zbog toga je

dP(Y)

W

D,DyP(Y) - DXDZP(Y} = Dy yP(Y) + Dp ,P(Y)

Dg X X

ZX(P(Y)) = XZ(P(Y)) - D,X (P(Y)) + DyZ(P(Y)) ,

a odavde, imaju¢i u vidu definiciju komutatora vektorskog polja
i simetriju koneksije D, sleduje

dp(Y) = (2,X PCY) - [2,X] P(Y)
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(6) dP(Y) 0

]|

Kako je

dY = DZDXY - DXDZY - DDZXY + DDXZY

s obzirom na (2.2) dobijamo
(7) d¥ = X(Z,X)Y .

Prema tome koristeéi (4), (5), (6), (7), Ridijev identitet (3)
za polje l-formi P moZemo da piSemo u obliku

(8) (DDP)(Z,X,Y) - (DDP){(X,2,Y) = =~ P(K(Z2,X)Y)

Koristeéi pravila za kovarijantno diferenciranje i uslov da je
koneksija D (P,€,1) - koneksija moZemo izraz na levoj strani
relacije (8) da transformiSemo na sledeéi nadin

(DDP)(Z;X,¥) - (DDP)(X,Z,Y) =
= (D,DP)(X,Y) - (DyDP)(Z,Y)
= D,((DP)(X,Y) - (DP)(D;X,¥) = (DP)(X,D ¥) -
- Dy((DP)(Z,Y) + (DP)(DyZ,Y) + (DP)(Z,Dy¥)

D, ( P (X,¥) + PCXIPLY) = PPLXIP (PY))-(DyX,¥)-
- P(D'ZX)P(Y)' + P(PD,X)P(PY) - P(X,D,Y) -

- P(X)P(D,Y) + P(PXIP(PD,Y) = D(P(Z,Y) +

+ P(ZIP(Y) = P(PZIP(¥Y) + P(D,Z,Y) + P(DyZ)P(Y)~-
- P(PD,Z)P(PY) + P(Z,DyY) + P(Z)P(DyY) -

= P(PZIP(PD,Y)
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(DDP)(Z,X,Y) - (DDP)(X,Z,¥) = (D,P)(X,Y) + P(Y) P(Z,X) +
+ P(X) P(Z,Y) = PRAYIP(Z,9X) - POUX)P(Z,9Y) - (DyPI(Z,Y)-
- P(Y)P(X,Z) ~ P(ZIP(X,Y)+P(PY)P(X,PZ) + P(PZ) F(X,?Y)

Desnu stranu relacije (8) moZemo da transformifemo koristedi
(1.26) i (2) tako da je

- P(K(Z,X)Y) =2 '= P(X,YIP(Z) + P(Z,YIP(X) = $(X,2)P(Y) +
(10) + P(Z,X)P(Y) + PXL,PZIP(PY) = PX,PZ)PF(Y) +
4 PUX,PYIP(PZ) - P(Z,PY)IP(PX).

Dakle, s obzirom na (9) dobijamo da su uslovi integrabilnosti
(8) diferencijalnih jednadina (3) ekvivalentni sa

(D, PI(X,Y) - (DyPI(Z,¥) = O

Uvedimo oznaku

Q(Z,X,Y)

(D, PI(X,¥) - (DyPI(Z,Y)

DokaZimo da je zaista

Q(Z,X,Y) = O

gde su %,X,Y proizvoljna vektorska polja iz- X (UH). Derivaci-
du d iz (4) moZemo da oznadimo i sa K(Z,X) tj.

K(Z,X) = DZDX - DXDZ - Dsz + Dsz

zbog &ega Bianchi-ev identitet (I.2.27) moZemo da pi%emo u obliku

(12) (DZK)(X,Y) + (DYK)(Z,X) + (DXK)(Y,Z) =0
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gde je
(13) (D,KI(X,Y) = [Dy K(X,¥)] = K(DyX,¥) - K(X,D;¥) .

Primetimo da [DZ,K(X,Yﬂ nije Liov proizvod vektorskih polja
nego komutator operatora na vektorskim poljima.

7Za ma koji vektor U iz (12) i (13) nalazimo

DZK(X,Y)U - K(X,Y)(DZU) - K(DZX,Y)U - K(X,DZY)U +

(14)
+ DyK(Z,X)U = K(Z,X)(DyU) = K(DyZ,X) - K(Z,DyX)U +

+ DyK(Y,2)U = K(Y,2)(DyU) = K(DyY,2)U - K(Y,DyZ)U = O.

Ako smenimo (2) u (14) uz odgovarajufe promene oznaka i koris-
teéli pravila za kovarijantno diferenciranje dobijamo

(D, ©)CY,UIP?X - (D,P) (X, 0IP2Y+(D,P)(X,X)92U= (DD (X,Y)P7U+
+(D, ) (Y,PX)PU = (D;P)(X,PYIPU+(DD (¥, PUIPX-(D;P) (X, PUIPY +
(15)+(DY?)(X,U)@22-(DY?)(Z,U)?zx +(DY?)(X,ZYP2U-(DY?)(Z,XYPZU +
+(Dy P) (X, 92 )PU- (D, P) (Z LXIPU+(DyP) (X PU) Z-(Dy®)(Z,PUIPX +
HD,P)(Z,0I9°Y - (DP)(Y,UIP°Z+(D,P)(2,Y)IP?U-(D,P)(Y,2) % U+
+(DyP) (2 ,PYIPU-(D,P) (Y PZIPUS(D,PILZ PUIPY~(DyP) (Y PUIPZ=0

Definidimo sada transformaciju tangentnog prostora T_AWlu nekoj

P

tadki p €U® s obzirom na vektore X,Y,ZEETPM kao linearno pre-

slikavanje

21 % %x? Yo Zp R

gde je
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_ 2y _ 2 2v1o
By y,z(WI=(Dy ) (Y, P X=(D, P (X, 1)PY4(D,F) (Y, J0FU

-(D,P)(X,1IP%U + (D,P) (Y, PHIPU=-(D,P) (X, PYIPU+(D;P) (¥ PUIPX~

- (DD (KPUPY + (DyP) (X, 19 Z-(DyP)(Z,0)PX+(D,P) (X, 2P U-

- (D) (2, X2 U+(DyP) (X,9Z)PU-(Dy P) (Z PXIPUH(DyPI (X, P UIPU~

= (D,P)(Z, PUIPX + (Dx?)('z.,U)‘PZY-(DX_?)(Y,U)‘P22+(DX‘P)(Z,Y)‘PZU-
- (D,PI(Y,2)P°U + (DyPI(Z, PYIPU = (D,P)(Y,PZ)PU+ (D,P)(Z,PUNFY
- (D, P) (Y ,PU)PZ

(16)

Zbog (15) trag prethodno definisanog linearnog preslikavanja
jednak je nuli, odnosno

2 [(nzmcy,cpzm-cnzmcx,tpzm-nwz@)(Y,x>+ncnzs>>(x,y> +

(17) +(D ?)(X,WZZ)-<D ?)(z,?2X)-n(D PICX,Z)+n(D,PI(Z,X) +
Y ' Y Y

+<Dx?>(z,cpzn-cnx@)cy,t92z>-ncnx°?)cz,y>+ncnx?)cy,z)= 0

uzimajuéi u obzir (1.14) i (1.15). DokaZimo da je

(18) (D, P)(Y, P2 X) = = (D,®)(Y,X) + M(X)(D,P(Y,E).

Zaista, koristeéi redom pravila za kovarijantno diferenciranje,
(I.3.7), uslov da je P(Y,X) kovarijantno tenzorsko polje reda

(2) 1 da je D(P,E,n)-koneksija imamo
(D;P)(Y,#*X) = D,P(Y,9*X) - P(D,¥,97X) - P(Y,D,9°X)
= DZP(Y,—xfn<X)e) - £(D,Y,-X+ N(X)E) - F (Y Dy (-X+T(X)§)
=-D,P(Y,X) + D,P(Y,N(X)IE)+ P(D,Y,X)- P(DY, N(XIE) +
==(D,PI(¥,X)+D, (NXINY,E) - N(XIPD,Y,E)-(Y ,N(D,X)E)
=-(D, P(Y,X) + (DyN(X)) P(Y,8) + N(X)D, P(Y,E) -
- 1(X) £(D, 1,8 - N(D,X) P(Y,§) '
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-(D,P)(Y,X)+ N(X) [D,P(Y,§)-R(D,Y,8) - $(Y,D %)
- (DZ?)(Y,X) + n(XJ(Dz?)(Y,E).

1)

Dakle, koristeéi (17) 1 ranije uvedenu oznaku (11) moZemo (16)
pisati u jednostavnijem obliku

(n+1)Q(Y,Z2,X) + Q(Z,X,Y) + Q(X,Y,Z) + |
(19) +(X)Q(Z,Y,E) + n(Y)Q(X,Z&E) + N(Z)Q(Y,X,E) = O

Definisimo, dalje, transformaciju tangentnog prostora T_UX u

nekoj tadki p €UX sa obzirom na vektore XP,XP,UPETP kao
linearno preslikavanije

gde je

C (Z) = 3

v >¥ U x,y,z U

Tenzorsko polje .Bx v.z(U) je definisano relacijom (16).
’3+ 1
Trag linearnog preslikavanja C Jje

(D , PICY,U)=(D_, PICX,UI+(D , PICY,X) =(D_, PI(X,Y) +
PeX Py YU U

+ (Dgyy ) (Y ,9X) = ( Dy ) (X, PY )4 { Doy P (¥ ,QU) = ( Dy P (X, 9U) -
-2n(DYP)(X,U)—(DYEP)(CPQX,UH(DY‘?)(X,‘PZU)-(DYP)(‘PZ)U,X) ’
+@Q P (X,92U) = (D, PI(PU,PX) = (DyP)(PX,PU) +

+(Dx?)(ﬂP2Y,U)+2h(DX‘P)(Y,U)'+(DXE’P)(“PZU,Y)-(DX?)(Y,CPZU) .

o .

+(D, ) (FU,PY) = (D,PI(Y,9°U) + (D, P) (Y, ©U)

Slié¢no kao u sludaju formule (18) dokazujemo da vazi

(20) (DX‘:F)(CPQY,Z)

(21) (D, P)(Y,2)
PeX

= (DyP)(Y,2) + N(Y)(D,PI(E,2)
= (DPI(Y,2) + N(XI(Dg FI(Y,2)
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Koristeéi (18), (20), (21) 1 oznaku (il), trag linearnog pre-

slikavanja C moZemo trans formisati i predstaviti u obliku

2n0CX,Y,U)+QCU, X, ¥)+Q(Y,U,X)+ NCXIQE,Y,Ud+ NCYIQ(X,E,U) +
(22)  + N(U) [2QCY,X,8)+Q(E,Y,X)+Q(X,E,Y)] + Q(PU,Y,¥X) +
+QPX,Y ,PU) + QUX,QU,PY) + QX QY PU) = O

Neposredno se proverava, § obzirom na (11) da Je tenzorsko po-
l1je Q(X,Y,U) antisimetridéno po prva dva argumenta

(23) Q(X,Y,U) = - Q(Y¥,X,U)

Stavimo u (22) U =& . Tada, zbog (23) i (I.3.7), odatle se do-
bija

(24) (2n=-1)Q(X,Y,E) = N(X)Q(Y,E,&) - T (Y)Q(X,E,E)

Smenom (24) u (19), koristeéi (23), nalazimo
(25) Q(Y,Z2,X) + Q(Z,X,Y) ¢+ Q(X,Y,Z2) = 0

Koristeéi (25) moZemo (19) i (22) pa pi3emo u ovom obliku
(26) (X)Q€Z,Y, )+ ((Y)Q(X,Z, ) + (Z)Q(Y,X, ) =0

(2n-1)0(X,Y,Z)+ (X)QC ,Y,2)+ (Y)Q(X, ,Z)+ (Z2)Q(Y,X, )+

#QC Z,Y, X)+Q( X, Y, Z)+Q(X, Z, Y)+Q(X, Y, Z)

Stavimo u (26) umesto vektorskih polja Y,Z vektorska polja
0wy i 9Z. Tada, zbog (25), (23) i (I.3.7), odatle dobijamo

(28) Qe ,PZ,PY) = Q(e Y F2).

Ako je X =& , imajuéi u vidu (23) (I.3.7) i (28) iz (27) na-
lazimo |
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(29)  2nQ(s,Y,Z)+ N(Z)Q(Y,5,E) + 2Q(&,PY PZ) = O.

Kada u ovoj formuli vektorska polja Y,Z zamenimo vektorskim
poljima ¥Y i 92 imamo

nQ(E Y, 92) + Q(E,P%Y,9%2) = o0,

odnosno

Q(E,PY,P2) = = (N(Z)Q(E,Y,8) - Q(E,Y,2)) ,

pri &emu smo koristili (I.3.7), (11), (18), (20), (21) i (23).

Smenom poslednjeg izraza u (29) i zamenom vektorskih polja Y i
7 redom vektorskim poljima YY, $Z nalazimo

i zato iz (29) s obzirom na (23) sleduje
(31) 2nQ(g,Y,2) = N(2)Q(E,Y,E).

Ako tenzorsko polje  1(Z)Q(Y,X,E) izrazimo iz (26) i smenimo
u (27) dobijamo

(2n-1)Q(X,Y,2)+ N(X)QCE,Y,Z)+ M(YIQ(X,E,Z)~ NCXIQ(Z,Y,E) -
~TCYIQCK,Z 58D +QUPZ Y ,PX) +Q(PX,Y P2 ) +Q (X, P Z,PY ) +Q(X,PY $Z) =0

Smenimo tenzorska polja Q(Z,Y,§), Q(X,Z,8) odgovaﬁajuéim izra-

zima iz (25) u prethodno dobijenu formulu. Tada imamo
(2n-1)Q(X,Y,Z)+ﬂ(X)Q(E;Z,Y)+ﬂ(Y)Q(Z,E,X)+QC?Z,Y,ﬂ’X) +
+Q(PX,Y,PZ) + Q(X,P2,PY) + Q(X,PY®Z) = O

a odavde zbog (31) i (23) dobijamo

3y (2n=10QX,Y,2) = [QCY,92,¥%) + QLY ,9XP2) +
+(QX,92,9¥) + QUXPY,¥2)] = 0. '
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Ako je 7 = € iz (32), s obzirom na (I.3.7) sleduje .

(33) Q(X,Y,5) = 0 ,

a ako je X=& iz (32), s obzirom na (I.3.7) i (30) sleduje
(34) . Q(§,Y,Z2) = 0

Nadjimo simetriéan.deo relacije (32) s obzirom na vektorska

polja Y, 2

(2n-1) [QUX,Y,Z)+0(X,2,¥)] +2[Q(X,PZ ,$Y) ) +Q(X,PY ,92))] ~
(35) L [Qey,?z,9%)+QCY ,X,92)] - [Q(Z LY, 9X) (+Q(Z ,#X,P¥)] = 0.

Smenimo u relaciji (35) vektorska polja Y i Z r edom vektor-

skim poljima Y, PZ. Koristeéi (33), (3u4), (20), (21), (11)
uz pogodnu promenu oznaka dobijamo

(2n-1) [Q(X,PY,9Z)+Q(X 92 ,9Y)] +2[Q(X,2,Y)+Q(X,Y,Z)] +
(36) |
*[Q(‘PYsZ,‘PX)'fQ(‘PY,‘PX,Z)] + [Q(¥2,Y ,9X) +Q(PZ PX,Y)] = O.

Sabiranjem jednadina (35) i (36) nalazimo

(2n+1) [QUX,PY ,92)+Q(X,9Z ,9¥)] + (2n+1) [Q(X,2,Y)+Q(X,Y,2)] +
(37C 4 [QePZ,Y ,@X)+Q(PZ,9X,Y)-Q(Y 927 9X)-Q(Y ,#X,P2)] +
+ [QUPY ,Z PX) +QUPY PX,2)-Q(Z PY PX)-Q(Z,9X,PY) = O

a oduzimanjem jednadine (36) od (35) nalazimo

(2n-3) [Q(X,Y,2)+Q(X,Z,Y)] - (2n-3) [Q(X,PY 92)+Q(X,PZ ,PY)] -
(28) {00y 97 ,9%) +Q(Y ,PX,PZ) +Q(PZ,Y ,#X) +Q(PZ,9X,Y)] - |
- [Q(Z @Y, $X) +Q(Z PX,PY) +Q(PY, ZPX)+Q(PY ¥X, Z)] = 0.
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Ako (35) pomnoZimo sa (2n-1), a (38) sa 2, pa tako dobijellé

jednadine oduzmemoc dobijamo |
(2n-3)(2n+1) [QUX,¥,2)+Q(X,Z,¥)] - (2n-1)(Q(Y,92,9X) +

(39) 4Q(Y,9X,92))42(Q(PZ, Y, PX)+Q(PZ,PX,¥)] - [(2n=1)(Q(Z ,9Y,#X)+
+Q(Z,PX YY) +2¢QPY, Z,9X)+Q(PY,9X,2))] = 0. | |

Smenimo vektorska polja X,Y,2 u relaciji (39) redom vektorskim
poljima Y,Z2,X, odnosno 2Z,X,Y, a zatim saberimo tako dobijene
jednadine, koristeéi (23) i (25) dobijamo
- (2n-1) [Q(Y,9Z ,9X)+Q(Y ,PX,®Z)] ~2(2n-1) [Q(X,PY,PZ) +
+Q(X,PZ ,9Y)] ~2¢2n-1) [Q(Z X, PY)+Q(Z LY, PX)] -4 [Q(PZ,Y ,PX) +
+Q(PX,Y,9Z)] -4 [Q(PX,2 PY)+QPY,Z,PX)] =4 [QEPY,X,¥2) +
+Q(PZ,X,2Y) = 0

a odavde, koristeéi jo§ jednom (23) dobijamo

Q(Y 92 ,PX) + QY,PX,P2)] +[Q(X,PY 9Z) + Q(X,9Z ,cpY)] +
+[Q(Z,9%,9Y) + QZ,9Y,9X)] = O.

Relaciju (35), s obzirom na dobijeni rezultat, moZemo da piSemo
u obliku

(40) (2n-1) [QCX,Y,2)+Q(X,Z,Y)] +3 [Q(X,9Z ,9Y)+Q(X,¥Y,92)] = O.

Ako u ovoj jednadini vektorska polja Y i Z zamenimo redom

vektorskim poljima Y i ¥Z i iskoristimo (11), (18), (20) i
(21) nalazimo |

(41) 3 [Q(X,Y,Z)+Q(X,Z,Y)] +(2n=-1) [Q(X,‘PZ ,(PY)-l-Q(X,‘PY,‘PZ)] = 0 |

Iz poslednje dve jednaine za n>2 imamo .
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Q(X,Y,Z) + Q(X,2,Y) = O
Q(X,PZ,9Y) + Q(X, Y, ®Z) = 0

zbog &ega iz (32) sleduje
Q(X,Y¥,Z2) = 0O

§to je 1 trebalo dokazati.

§ 4. NORMALNI SKORO KONTAKTNI METRICKI
PROSTORI

Razmotrimo, specijalno, na normalnom skoro kontakts
nom prostoru Riman - Kristofelovu koneksiju W . Tada je za tu
koneksiju Ri&ijevo tenzorsko polje simetriéno

A(X,Y) = R(Y,X)

Doka%imo prvo da za (¥9,g,1N ) - Riman - Kristofelovu koneksiju
vaZe sledeée osobine

RLPX,Y) = = R (X, PY) R(,E)
REPX,9PY) = ACX,Y) R(LO P, X)

0
(1)

R(W ,9X)

gde je R(W ,X) bivarijantnb Ri¢ijevo tenzorsko polje koje se
definide slededéom relacijom

(2) RCW,X) = R{g™ (W) ,X)
Kako se u dokazima ovih r elacija koriste vrlo ¢esto operacije
"podizanja" i "spu3tanja indeksa", to &emo dokaze ovih relacija

izvesti koristeéi koordinate tih tenzora, kao $to je i inace
uobidajeno u takvom sludaju.

Dakle, s obzirom na pretpostavke o koneksiji iz




63

Ri¢lijevog identiteta

c . ool
Vi Vj Pt Vi Vi P

sleduie

Kontrakcija sa gjt daje

ti.

(3) 1 1 _ 1, jh _ o h, 1
3 Risn " Rypy ) P = Ry Ay
. . jh _ ji,, h :

jer je tenzor ¥ = g ‘Pi kao 1 tenzor
tisimetridan. Dalje iz relacija

Rijhl * Rhij1 + thi1 = 0
i
Rijh1 = Rjih1
imamo
Rijh-1 - Rihji = - thii

heo 1. .15 1 ¢ 3h
Ry© ¥y TRins” F

t3

(4) R.Pe@ = -1 . ¢oih

{]
=
R
-
-
i




6y

odnosno :
R, 1R, ., N

i "hl ¥ 7 “4hli

Analogno se dobija

h 1 3h
(5) Ry" Pri ® 3Rapsn ¥

Sabiranjem relacija (4) i (5) nalazimo
h h N
Ry" Pni * Ry ¥y = 0.

Ovu relaciju moZemo i dalje da transformilemo koristeéil (I.3.7),
(I.3.8) |

R)" PpEs * Ry Py = O
thqphagaigit * Rihcphagalgit = 0
R,Pe t - R =0

thtpht _ Rbtgbhgpl agah = 0
RMe,F - RE9.P = 0.

Tako smo dokazali jednu od relacija (1).

» - + » tS. .
PomnoZimo sada poslednju relaclju sa g 3 uzlma-
juéi u obzir antisimetriju tenzora (Pjt nalazimo

he t £ b
Ry " ¥Pn8es = Ry Py

h
1 {Phs

= 0

- R Ets

R

h
“Rhs(pl 0

h
‘Pl 0

h -
- Ry ?sh Rhs

-~ R.. @ h _

mfs = Fups®

n
Q

1
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h _ h
Rin®s =~ Rug?yq

a to je drugi izraz u (1).

Iz Ridijevog identiteta

1 el 1.8
vjvie vivj'e. = R, 5

u nasem sludaju dobijamo

1_s _
Rjis. § =0
t3.
S .
Ryi1s% = O
a odavde kontrakeija sa gll daje
S .

To je treda relacija iz (1). Koristeéi ovu dokazanu relaciju,

mnoZedi prvu relaciju iz (1) sa ?st dobijamo poslednju re-
laciju 1z (1).

Koristeéi dokazane relacije (1) i simetriju Rigi-
jevog tenzorskog polja iz (2.14) posle sredjivanja dobijamo

HOX,Y)Z2R(X, 1T + ety {ROY,2IP2(0 = RAX,2)92 (X) +

(6) 4 R(Y,PZ)P(X) - R(X,PZ) P(Y) - 2R(X,PY) P(2) ] .
Stavimo
(7) H(X,Y)Z= O

Tada iz (6) dobijamo koordinate R, 1

sit tenzora krivine u obliku
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1. 1 1 . o4 ) 1 _ o o1y,
Ryse ° oy L @' 1EhRg, - 51 - nyehr
1g U _ 1, u _ 1 u |
¢ @0 UR - PR IR - 290 3uj} :

a kontrakcijom sa glt iz ove relacije dobijamo

1 _ 1,81 _ . .1
ty.
_ 1 i
Rs1 = 7w (G351 = N3N IR

gde smo sa R ozna&ili skalarnu krivinu

- 1j

Dakle, poéto smo dobili koordinate Ri&ijevog tenzora, nalazimo
i Ridijevo tenzorsko polje R(Y,Z)

(8) R(Y,2) = i R(g(¥,2) - N(Y) T (Z)).

Koristedi (8) u slufaju (7) iz (6) dobijamo

R(X,Y)Z = gy [(2(X,2) = N CONZ)IPP(Y)-(g(Y,2)-

= TKY) MEZIY2X + BY,2)PX = G(X,Z)PY = 2 H(X,Y)P 7]

RCU,2,X,Y) = gy (€8CY,2)-NCYINCZ))(g(X,U) =
-NCONW) - (gtx,Z)-'ﬂ(X)n(Z))(g(Y,U) - n(Y) nN<u)) +

+ ®(Y,Z) &(X,U)- ®(X,Z) d(Y,U)=2 O (X,Y) D (Z,U)]

Poznato je [3] da se & ~presek definise kao ravan
kOJa je odredjena karakteristi&nim vektorom g i vektorom X ko=

~ji je ortogonalan na vektoru § . Dalje, sekciona krivina  k
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odrédjena nekim vektorima X i Y se defini3e formulom

R(X,YXY)
g(X,X)g(Y,Y) -~ gé(X,¥) °

(10) k = =

Sekciona krivina odredjena vektorskim poljima §
i U naziva se & -sekciona krivina, a sekciona krivina odre-
djena vektorskim poljima %X, *wzx naziva se C = holomorfna
sekciona kpivina. DokaZimo da vaZi:

Teorema 1. Ako je normalni skoro kontaktni metri-

umZn+1

ki prostor (n 1) CHP ravan tada je to prostor &ija

je & -sekciona krivina jednaka nuli, a C - holomorina gsekcio-
na krivina je konstantna. |

Zbog ortogonalnosti vektorskih polja & i X ima-
mo

g(X,§) = O
pa se lako dokazuje, imajuéi u vidu (9), da je
R(;,X,§,X) = 0
tj.
| k =0
Dokazimo dalje da C - holomorfna sekciona krivina

ne zavisi od C - holomorfnog presekh (?X;¢2X). Imamo prvo,
(1.3.7) i (I.3.8)

g(PX, LX) = g(X,X) = N(X) N(X)

(11) g(cpzx’(pz_}() = g('-PX,CPX) = g(X,X) - T](X)T](X) .

Formula (10) za presek G?X,?ZX) glasi
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oo _Reex, @t x e,

g(‘PX,‘PK)g(‘Pi}( ,‘PEX)

Smenom (9) u ovu formulu, koristeéi (11), posle izvesnog racu-

nanja dobijamo

R

k = nin+

tj. k ne zavisi od preseka f@X,¢2X) gde je X ma koﬂe vek=-
torsko polje. U tom sludaju krivina ima oblik

ROK,DIZ = K[(g(X,2)-N00N(E)IPRY=(g(¥, 20 T(Y) 1] (2))F s
(12)

+FOCY,Z)PX - $(X,2)9Y - 28(X,Y) PZ]

R(U,Z,X,Y) = & [g(¥,2)g(X,U) - g(X,2)g(Y,U-g(X,UImYIM(Z)~
(13) (v, 2NN +g (Y, UMCXINAZ) + g(X,ZIN(YINCUY +
+O(Y,2)P(X,U) ~9(X,2)0(Y,U) - 2§(X,Y)$(Z,U)]

DokaZimo da je k konstantno. Iz (12) dobijamo Ridijevo tenzor-

sko polje

k 1
(14) AcY,z) = XM (oev,2) - NCY) N (2)
a odavde je skalarna krivina
(15) R = n(n+1)k

Koristedi (I.3.1), (I.3.2), (2) i (12) nalazimo bivarijantno
Ridijevo tenzorsko polje

R(w,2)= (g~ (w,2) = XD roo"lw) ,2) - neg @) 1 (2)]

k(1) [og™ L (@) (z) - g™ (n,w) N (2))]

ESE,}ZLZ (W) - (g
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t5.

k—('rl';}'l(]: _n®§)l

(16) R

Prema 17 imamo da Je
X(R) = 2 tr [(VR)X],

a smenom (15) i (16) u ovu formulu nalazimo

n(n+dX(k) = 2 tr (v (8L (1 - neg )X

(17) A(n+1IX(K) = (n+1) tr [V(K(I -N@§)IX]
nX(k) = ka -NX)VEK
(n-1)X(k) = - N (X)VEK
Stavimo X = u poslednju relaciju. Tada s obzirom na (I.3.7)
imamo
ng(x) = 0
-tj.
§(k) = 0,

a zbog toga iz (17) sleduje
(n-1)X(k) = 0
paza n # 1 imamo
X(k) = O

odnosno k = const 3&to je i trebalo dokazati.

§ 5, C - HOLOMORFNO RAVNE KRIVE U EUKLIDSKOM
PROSTORU

Razmotrimo sada (2n+1) - dimenzioni euklidski pro-
stor E2n+1 i C - holomorfno ravne krive u tom prostoru uz od-
govarajufe pretpostavke o funkecijama a(t) i Q(t). Kao sto
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2n+l

je poznato prema (3) prostor E je normalni skoro kon-

taktni metrié¢ki prostor. Oznatimo sa (X') Dekartov pravougli

Z2n+l

koordinatni sistem u prostoru E . Koordinate metridkog ten-

zora g u odnosu ha taj koordinatni sistem su

0 9 i * j

B.s = 9 | i,j = 11"'32n+1.'
L 1 ’ i1 = j

pa su svi koefieijenti Riman - Kristofelove koneksije 7 jedna-
ki nuli. Skoro kontaktna struktura (¥,§,Nn) u odnosu na taj koo-

- rdinatni sistem moZe biti data redom matricama njihovih koordi-
nata

0 -1 I
U U 9 0 [ (0. t--.U 1)’
0 0 0 1

gde je I jedinilna matrica tipa nxn, a preostale dve matrice
su tipa 1x(2n+l1) i (2n+1)x 1. Lako se proverava da je l-forma
N gradijent i da je Riman -~ Kristofelova koneksija i (?,gE,M )-
koneksija tj.

Prema tome, ima smisla razmatrati C - holomorfno

2n+1

ravne krive u prostoru E sa prethodno datom skoro kontakt-

nom strukturom i Riman - Kristofelovom koneksijom. U tom sluda-
ju su C = holemorfno ravne krive s ozbirom na (1.1) date sis-
temom od (2n+l1) diferencijalnih jednadina

2 i i n+i
d " x dx dx
. dt at
(1) 2 n+i n+i i |
d X = at) dx + B (t) 9X_ - (i21,2,.44 4n)

dt dt at
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22 2n+1 2n+1i
'9'—5-2——— = k(t) dx
dt dt
Za neko fiksirano 1 smena
(2) dx* dx™*E

i = y(t) ’ i = z(t)

8 obzirom na prethodni sistem (1) daje

d e —
H% = ad(t)y p(t)z
- (3)
dz _
- at - a(t)z + B(t)y
1 sluéaj' Neka su

aft) =« , B(t) =B , o,3= const (B# 0)

Pri tome pretpostavljamo da je f # O jer u slu~
¢aju B = 0 C-holomorfno ravne krive svode se na geodezijske

linije. Tada iz prve jednaline sistema (3) koristeéi drugu jed-
nadinu imamo |

Y§2 =otyl - Bz’ =dy! -B(dzeBylzdy? - rs"’y-_-ae.u

‘voralyl - qy)

=aAye = B
pa je definitivno
- | " ] 2 2 ;
() Yoo = 2dyl +(d° + pS)y =0
t i |
Karakteristi&na jeédnadina diferencijalne jednadine (4) je

A - 2an + a2+ p? 2o

a njeni koreni
.7(1’2 = d+ Bi

pa je opdte reSenje diferencijalne jedna&ine (u) kao 3to je
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poznato

(5) y(t) = et [Alccs t + Bisinﬂt].

Odavde je
y2(t)= aeat [A cos A t+B 51n[3t]+ﬂe t [ A Slnﬁt+B cos Bt]

Smenom tako dobijenih vrednosti za y(t) i y?(t) u prvu jedna-
dinu sistema (3) dobijamo

(6) z{t) = edt[Aisin Bt _ Bicos I’bt]

(5) 1 (8) predstavljaju op3te redenje sistema (3), pa je dalje,
imajuéi u vidu polazne smene (2)

xHe) = [ yeorae + ¢

Ie“t(AlcOSISt-+ Blsinfﬁt)dt + Cct .

Dvostrukom paracijalnom integracijom svakog od sabiraka odavde
imamo

(7) x(t)=At M“&%__W_gﬂls_@i et ,pi asinBt- fcos Bt _at C
tj.
' 1( (It [ J
t)= —2———2- (A A+ B @ )sin rb'l:+(A a =B ra)cosl?:t + C
a4+ B

Sli¢no dobijamo

n+i(t) =tfz(t)dt.+ Di

At
(8) _ MHie) = -—T—-—-——L(Aa -p1 13)sinnt-(ALRB d)cosbt] + Dt
Smenom
Z2n+1
dx -
Tt = u(t)

iz poslednje jednaline sistema (1) nalazimo

du

at = 4
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Opite refenje ove diferencijalne jednaline je

pa je s obzirom na prethodno uvedenu smenu

de-n+1 . e ot
dt - 3

a op3te re3enje ove diferencijalne jednadine

(9) x2n+1 = % e‘xt'+ B za A £ 0
i
(10) X2+l o oav 4 B zadz 0,

Prema tome za o # 0 formule (7), (8) i(9) pred-

stavljaju parametarske jedna&ine familije C-holomorfno ravnih

krivih u prostoru gn+l

. Ako je o = 0, tada su s obzirom na
(5.7), (5.8) i (10) parametarske jednadine familije C-holomor-

fno ravnih krivih

[ ] : i L i -
xl(t) - A'sinft 13‘13 cos Bt . Cl

i

. ) i . i
Ptieey = - A’sinBt + B cosBt . ,

Odavde, u sludaju trodimenzionalnog'euklidskog pro-'

stora tj. 4i=1, ns1 za o= 0, B =1, al = 1, 8L = 0, ct = 0,

Dl = 0 dobijamo

x© = sint
x2 = = ¢cost
x3=At+B

a to su, kao %to je dobro poznato, parametarske jednadine
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( .
zavojnice., Dakle, zavojnica je jedna od C-holomorfno ravnih kei-

vih u trodimenzionom euklidskom prostoru.

Il sludaj. Neka su d(t) 1 fA(t) za sada ma kakve funkcije.
Tada je iz sistema (3)

' - ! ’ ! 9
y;z = oty +a(t)y] - B(t_)_z - B(t)z}
Zamenom funkcije =z i z; iz (5.3) u ovu jednadinu dobijamo
Y9 = a Vo meey OBy a(t)y-y; -
Y. (t)yﬂi(t)yt (t) — BT ﬁ(t)[ﬁl(t) 50D _+(5(t)yJ
odakle je
. 3e)], @) 2, 2,*J
. (11) ?tz -_[2 Cf(t)"' m}yt +&1(t) -ﬁ—(ft—)-a(t) Q (t) 3~ (t) Y

Diferencijalna jednadina (11) je ekvivalentna sistemu diferenci-
jalnih jedna&ina (3). |

IIa sludaj. Neka je sada R(t) =B = const 1 O =0Qa(t) za sada

ma kakva diferencijabilna funkcidia, a malo_kasnije'éemo ie odre-
diti tako da se diferencijalna jednaZina (11) mogla resiti. Ta-
da diferencijalna jednadina (11) dobija neSto jednostavniii
oblik

(12) y'y = 2a(t)yl + [&(t) - a’(t) - 62]:!
| t

jer je s obzirom na uvedene pretpostavke o funkeiji N (t)
B'(t) = 0 ,

Dalje odredimo Q(t) tako da bude

act) = a’(t) - @62 =0
4.

do(t) 2

Y. ~
T = " (t) + B
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odnosno
_Qdot (t; = 4t
Q (t)+

odakle posle integraclje

i a(t
Earctg %)=.t+l(,

K const

a(t) = RBtg P(t+K).

Prema tome, ako se izaberu funkecije a(t) i np(t)
takve da je

o(t) = Btg B(t+K), BWI)=B= const , K = const

tada jednadina (11), odnosno (12) postaje

(13) "
t

koja se lako re3ava. Zaista, iz (13) imamo

9 = 2 3tg @ (t+K)y¢

y"
t2 sin B (t+K)

—_— = 203 n

yt CoOS B ('t'i'Kj

Odavde dalje dobijamo

1n Y.E = = 9 d(cos®(t+K))

coS P(Lt+K)
tj. + _
In y% = -~ 2 1n cos B{t+K) + 1In Lt
In yJ cos A (t+K) = ln__Ll
pa je ,
1
- L
(14) y’ = - —
t oszlﬁ(t+K)

jo% jednom integracijom dobijamo

i .
y(t) =‘[ Ldt .M
cos A (t+K)
(t+K)) i
_ s + M
y(t) = _Jcos A (t+K)




716

a odavde konadno imamo
L* i
(15) yv(t) =-Ertgm(t+K) + M

Zamenimo (14) i (15) u prvu jednaéinu sistema (3). Tako dobija-
mo i funkciju z(t)

———

. s 1
(16) z(t) = l[thgzﬂ(t+}<)+Mll3tg13(t+1() - L .}
. cos” B (t+K)

(15) i (16) predstavljaju opite reienje diferenci-
jalne jedna&ine (13), odnosno diferencijalne jednadine (11)_za
slededi izbor funkecija a(t) i p(t)

o

a(t) = Ptg p(t+K), A(t) = B = const, K = const.

Dalje je, imajuéi u vidu polaznu smenu (2)

xi(t)

_vry(.t)dt =J[itg (t+K) + Mi] dat

a odavde je

. . S 1 .
(17) xI(t) = Mt - Zzln cos B (t+K) + N
N ’ L ’ M* = const (i = 1,2,04..,0).
Sliéno imamo
| . | . i
xn+i(t)=jz(t)dt= lﬂL"tgzﬁ(t+1<)+r~11[3tg(5(t+1<) - —T-l"———]'clt
P cos® B (t+X)
d[ﬁ(t+K) ol
te2a(£+K)A(BlE+K)) + - fatg (e+)at- j § P
_2-‘]. . "f ¢ -—T coS El(t+1<)
2 1 | i
=~ sz‘l 8in 2 Lau+ r—LII‘I:g{b(1:~l-l<)d(12n(t+1~()) - L—-tg{b(t+K) + P
3 1-sin‘u & B2 | |

Ll Li Mi i
== =5 [3(1:+1<)+ —~tg B(t+K)- —B—lncos B (LK) = —-é-tg {5(1:4-1() + P
N ﬁ
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pa je prema tome
n+i Lt M i i s |
(18) x "T(t)s~ =t- —=—lncos B (t+K)+P~ 3 P =const (i=1,2,..n)

& &

Nadjimo jod funkciju x2n+l(t) za

A(t) = B tg B(t+K)

Za tako izabrano O (t) poslednja jednadina sistema (13)glasi

2 2n+1 2n+l
d X = b tgB (k)
dt
Smenom on+1
dx .
at =M

prethodna jedna&ina moZe da se transformiZe, tako da imamo |

'%% = Ptg p(t ; K)u

a odavde se integracijom dobija

_Msin B (t + K) :
In u -jcosﬁ(t X3¢ (Bt + K)) 4 1n N

ln u - In cos P{(t +# K) + In N

u = N :
cos  (t+K)

S obzirom na prethodno uvedenu smenu odavde dalje.

imamo |
dx2n+1 N

T dt =~ cos p(t+K) °

Integracijom poslednje jednadine nalazimo

2n+l _ I N dt
X | -

cosp(t+ky * F

ty.

(19)  x2™*1 2 Ninltg E£E§51 +yl+ P, PN = const
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Dakle, za
a(t) = ptgp (t+K), p(r) = H = const , K = const

formule (17), (18) i (19) predstavljaju opsSte reSenje sistema
diferencijalnih jedna&ina (1), a to su istovremeno i parametar-

ske jednadine jedne familije C-holomorfono ravnih krivih u
2n+i

-

prostoru E

II b sludaj.- Ako se posmatra diferencijalna jed-
na®ina (11), pa se izabere (= B (t) tako da bude |

oa(t) - SEB (1) - al(t) - p(t) = ©
biée dalje
3(t) = [ZEB - cx(t)} 3(t) - -c[lﬁ‘)' a3 (t)

Ova Bernulijeva jednalina po B (t) moZe se refiti smenom

n{t) = —%
Re(t)
Odavde je
pF(t) _ _ n’(t)
Bot) Z2n(t)

pa se dobilja

n’(t) _ | alt) _ a(t)} 1 1
n(ty) | ea(t) @ty nlt)

1 .
n*(t) + 2 E%} - cr(t)} n(t) - '?%?)' = 0.

Opite reienje ove diferencijalne jednadine je

-2J[“(t’ - Cl'(t)] dt . 2][0““ —o(t) d%
n{(t) = e a(t) I? tf e x(t)

o(t)

1

Imajuéi u vidu smenu n(t) = _67?;; nalazimo

dt
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Dakle, ako su a(t) i p(t) takve funkcije da vaZzi jednakost
(20) tada diferencijalna jedna&ina (11) postaje
V2 (L)
- t
yi T ¢ (L) + =)

a redenje ove jednadine dobija se dvema integracijama

: J‘za(t) + B“:)]c-:lt :
yg = C edt pt) , ¢ = const
L 12 wce) + G%tth . .
y(t) =‘{CleJ1L plt) dt + DT ’ pl = const.

Dalje je

F‘ l Blt) [ Bt)
_ o olt) Cl'!;[ B(t)] d't-I-Dl-J -Cle‘r" Bttj]
z(-t) - - i (.t).

a odavde se kao u préthodnim sludajevima dobija

(21) x1(t) = [y(t)at . (i21,24...,0)

(22) x"Te) = fz(t)at (21,2400 ,0)
Integracijom poslednje jednadine iz sistema (1) dobijamo
(23) x21*1 ey =,fB e HVItyr 44 , A,B = const.

(21}, (22) i (23) su parametarske jednad&ine C - holomorfno rav-
nih krivih u prostoru gD+l 3ada funkcije O(t) i PB(T)
zadovoljavaju uslov (20).

2n+l

Primetimo ovde da je prostor LK realni euklid-

ski prostor, tj. prostor nad poljem realnih brojeva. Zbog toga
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funkeciju o« (t) treba birati tako da jednakost (20) ima smisla,
tj. o (t) biramo tako da je

3%(t) = 0

Navedimo jedan primer kada jednakost (20) nema

smisla nad poljem realnih brojeva. Neka je o(t) izabrano tako

da je
ol(t) _ )
=162 A
t3.

a(t)

L)

= 1

odakle se dobija

1 -
=163 B
Ako se izabere CO = 0 biée o(t) = - % . Dakle,
za o(t) = - % i C= 0 iz (20) sleduje
2 _ 1 - 1
N MV 53
a(t)
odnosno
p2(t) = - —=—
t

a ova jednakost o%igledno ne vazi nad poljem realnih brojeva.

Potpuna analiza uslova kada jednakost (20) 1ima
smisla prevazilazi okvire ovog rada i na tome se ovde neéemo

dalje zadrZavati.
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GLAVA IIT

GRUPE C-HOLOMORFNO PROJEKTIVNIH TRANSFORMACIJA

1. ESENCIJALNO ATINE GRUPE C-HOLOMOREFNO PROJEKTIVNIH
TRANSFORMACIJA

U (I1.3 1) razmatrali smo na ﬁrostoru wt 2n+l

(P ,& ,71(-koneksije V trans formacije u kojima se C-holomorfno
ravne krive preslikavaju u krive iste vrste. Takve transforma-

cije smo nazvali C-holomorfno projektivne ili CHP trans formaci-

je s obzirom na koneksiju v . S obzirom na raniije dobijene -

rezultate koneksija tV dobijena iz koneksije VvV CHP trans-

formacijom t predstavlja se formulom

VY + P(X)Y + P(Y)X - P(X)TN(Y)E -

(1) t VXY

- PYIN(X)E - PL(XIP (YY) - PY(Y) (X

ede je P polje 1-formi koje odgovaraju transformaciji t.Ove
‘1-forme se oznalavaju i sa P(t) kad treba da se istakne da odgo-

varaju transformaciji t.

Razmotrimo sada Liovu grupu CHP transformacija na

prostoru UX 2n+l - axo postoji na mnogostrukosti tﬂfzn+1 sime-
triZna (¥,§,7M)~koneksija V¥V koja je invarijantna u odnosu na

grupu CHP transformacija tada kaZemo da je grupa esencijalno

afina s obzirom na koneksiju V .

Doka%imo da vaZzi

Teorema 1. Ako je Liova grupa CHP transformacija

(¢,%,7)-koneksije kompkatna, tada je ona esencijalno afina.

Dokaz ove teoreme je slidan dokazu Teoreme 1. u
[4u6] . Ozna&imo sa G Liovu grupu CHP transformacija (¢,€,N)-ko-

neksije i sa A njenu totalnu meru. Kako je po pretpostavel




82

grupa G kompaktna,mera A 3je konaZna. Neka je Q polje l-for-

ml definisano na sledeél nacin

lJ‘P(sﬂ

p proizvoljna tacka prostora 1Dt2n+1, P(A) polje

pri &emu Je
z & 1 in-

1-formi dato sa (1) koje odgovara transformaciji &~ 1

tegral je nad celom grupom 6 . Napisimo, radi jednostavnostl,pre-

thodni izraz u ovom obliku

(2) Q = & [P(rIs

Defini%imo sada novu afinu koneksiju V¥V formulom

(3) T, = VY + QXY + QUYIX - Q(X) N(Y)E -

- QUYIN(X)E - QPXIP(Y) - Q P(Y) P(X)

Koneksija V ije takodje (P,E,N)-koneksija.

7a neki element A € & oznalimo sa A7 afinu ko-

neksiju koja se dobija iz V tpansformacijom & . Kako je

sleduie

(4) A VY = VY + S(X)Y + S(Y)X - S(XyN(Y)§ -

- S(Y)T(X)E - SP(X)P(Y) - S P(Y) P (X)

S polje l-formi. Ako sada xoneksiju ¥ u (4) smenimo
, a zatim u tako dobijenoj formuli
dobijamo

gde Je
odgovarajuéim izrazom 1z (3)
koneksiju ¥ smenimo odgovarajuéim izrazom iz (1)

ARY = tVyY - POX)Y - P(YIX + P(X)N(Y)§ +P(Y) N (XOF +
+ POOOPY) + PEOYIP(X) + QUOY + QYIX = (XIMN(YIE -

(5) L QUEIMNE - QR(YIP(X) = QPCXIP(Y) + S(X) + SCYIX -
L S(ONNE - SMHTENOE - SPOOPY) = SPNIPIX)
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Primedba 1.

Ako je A transformacija prostora ux2n+1, tada

diferencijal te transformacije oznacavamo sa db i vazi

s T — T
d P p’

Z2n+l

gde su T_ i TP’ tangentni prostori mnogostrukosti UL re-

P
dom u tadkama p 1 p’ = »4(p). Kako je 4 homeomorfizam sledu-

je da je ds izomorfizam. Dualno preslikavanje (da) preslikava-
nja db je takodje izomorfizam, pa postoji i inverzno preslika-
vanje A preslikavanja (d»)"* . Prema tome, ako je P 1l-forma

u tadki peM, A . P je l-forma u taZki A{p).

S obzirom na ovu primedbu imamo

AOY =t V(Y 4 £ QUXY + t QUYIX - T QX)) M (Y)§-
(6) -1 QU NKXIE - £ QPIPY) = QPP (X)L

Iz (5) i (6) neposredno sleduje
S = t Q + P(t) - Q

gde je P = P(t), kao ito smo ranije istakli. Smenimo (2) u
prethodno dobijeni izraz. Tada je

a1 17,
S = ¢t EfP(zb)db + P(t) ng(b)dro

Kako smo sa A oznadili totalnu meru grupe &6 , to
je A =Jidb , pri ¢emu se ovde integral racduna nad celom gru-
pom 6 . Uzimajuéi to u obzir kao 1 dinjenicu da su 41 t dve

nezavisne tpansformacije, prethodnu formulu moZemo da pisemo u
obliku

13 1 4
S = Ejt P(Ab)de  + E_]"P(t)db EIP(/b)db

1 1
S = Eft P(sn) + P(t) dt EIP(b)db,
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‘a odavde, s obzirom na primedbu 1. i (1), nalazimo

3 1
S = = | P(at)dt - = | P(h)d
<[ reet) % J Pee)
pa je zbog invarijantnosti Harove mere nad kompaktnom grupom
S = 0
a to znadi, da je koneksija V¥V definisana relacijom (3), uzima-

juéi u obzir (4), zaista invarijantna u odnosu na grupu 6 ,5to
je 1 trebalo dokazati.

DokaZimo dalje da vaZi
Teorema 2. Tranzitivna grupa CHP transformacija

simetri&ne (¥,%,0)-koneksije je esencijalno afina, ako je njena
izotropna grupa kompaktna. ’

Ozna&imo sa H izotropnu grupu grupe & u tadki O.
Kako smo pretpostavili da je grupa H kompaktna, to znadi (s ob-
zirom na prethodno dokazanu teoremu 1) da postoji (¥,§,7n)-konek-
sija ¥V koja je invarijantna u odnosu na grupu H. Zbog toga je
polje 1l-formi P = P6t) definisano relacijom (1) za t€ H jednako

nuli. Dalje, ako je tot~L =h, HeH, 58 obzirom na primedbu 1.

i formulu (1),
P(t?) = P(At) = P(t) + t Pa), .
a kako je P(b) = 0, odavde dobijamo

P(t) = P(t?)

Za neku tadku pé€ Wstavimo

(7) '[Q]p = [P(t)] 5

gde je transformacija t€6 takva da je t(0) = p. Transformaci-
"ja t sigurno postoji jer je grupa 6 po pretpostavei tranzit-
ivna. Desna strana izraza (7) ne zavisi od izbora transformacije
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t takve da je t(0) = p, jer smo dokazalli da je P(t) = P(t?)

za t, t? takve da Je t*t” e H. Ako stavimo

VY = VyY + QXY + QIYIX = QUXIMAY)IE - QUY) N (X)E -
= QYIX) PCY) =~ QL(Y) P(X)

gde je polje l-formi Q definisano relacijom (7), tada moZemo
pridruziti nekom elementu <t€G polje l-formi S, definisano re-
lacijom (#4), gde Je

S =1t Q + P(t) - Q.
DokaZimo da je S = O.

Neka je q proizvoljna tatka iz Wl i transforma-
cija G takva da je A(0) = q. Iz (7) imamo

[Q].q = [po)]
i zato je
[t QJi(qy =% o) (q)

za ma koje te @ . Odavde sleduje

[PCt) + %_Q]t(q) =[P(t) + t P(5)] (q)

a sa obzirom na (1) i primedbu l. dalje nalazimo

[PCt) + £ Q) (g, =[P(tA)] 1 (q) =[PCes)] L hc0y) =W tcqy

pa jé zbog toga

[S] t(q) - [P(t) + %'Q]t(q) "[Q] t(q) =0 .

Kako je q proizvoljna tadka iz Wf , to zna&i da
je polje S identi¢ki jednako nuli, pa je koneksija V zaista
invarijantna.
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2. INFINITEZIMALNE C-HOLOMORENO
PROJEKTIVNE TRANSFORMACIJE

2l 4

fini%emo kontravarijantno skoro analitidko vektorsko polje V

A o Na normalnom skoro kontaktnom prostoru Ui

kao polje za koje su ispunjeni uslovi.

(1) - £y @ =0, ae,,sw . £y M= 0

gde ¥V oznadava Liov izvod u odnosu na V. Kako u ovom radu

razmatramo prostor we 2Pt g3 simetridnom (¥,&,N)-koneksijom,

ispitajmo kako mogu drugalije da se predstave jednakosti (1).

S obzirom na pravila (I.2.31) za odredjivanje Li-

ovog izvoda tenzora imamo da je

RPN = (@RI & PEX)

a odavde, zbog (1) i formule (I.2.28) za Liov izvod vektora,

1mamo

(v, (x) =@ [v,x] .

Koristedi uslov da je data (¥,E,M)-koneksija i simetrigna, tj.
tenzor torzije jednak nuli iz prethodne relacije sleduje

- (2) VchV = (PVXV .

| S1i%no, koristeéi pravila za kovarijantno diferen-
ciranje vektora i l-forme, odnosno Liov izvod l-forme i vektora

iz (1) nalazimo

(3) MYV =0, VeV = 0

Lako se dokazuje da vaZi

Lema 1. Vektorsko polje E je kontravarijantﬁo
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skoro analitidko vektorsko polje u prostoru wt 271 gimetridne
(?,&,M)~koneksije.

| Drugadije redeno, kontravarijantno skoro analitié-
ko vektorsko polje je takvo vektorsko polje da infinitezimalna
transformacija s obzirom na to polje ne menja skoro kontaktnu
strukturu, tj. Liov izvod u odnosu na taj vektor skoro kontakt-
ne strukture je jednak nuli. Takvu infinitezimalnu transformaciju

nazivamo i infinitezimalna (¥,§,0)-transformacija.

KaZemo da ﬁe infinitezimalna (¥,§,N)-transforma-

cija infinifezimalna_p-holqmoqgno projektivna transformacija
koneksije V (ili infinitezimalna CHP transformacija koneksije
V) ako je

(4) (EPVV)XY = P(X)Y + P(Y)X - P(X)N(Y) &~
- PCY) M(X)E = PHX)PY - PP(Y) X

4

f

gde je P polje l-formi, takvo da je

1

(5) L P(g) = O ~

1li

£,V= POI + I8P - P@M@E - MOP®E-
(6)

-~ PPQ®Y =~ POPY

gde je I identi&na transformacija; tj. jedini&na matrica tipa
(2n+1, 2n+1).

DokaZimo da vaZi

Lema 2. Skup vektorskih polja, ¥ojim su definisa-
ne infinitezimalne CHP transformacije (?,&,M)-koneksije obrazu-
ju Liovu algebru.

Neka su V,U dva vektorska polja kojim su defini-
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sane infinitezimalne CHP transformacije (%,§ ,M)-koneksije V.Ta-
da je prema (6)

gy V = POL + IQP - POMN®E-MN® PRF~

- PP®Y -9P®PY
£,V = Qel + IsQ - QOM®E -1 8Q®E -
- QPP - POQY
pri &emu su P, Q polja l-formi takva da je
P(g) = O i Q(§) = O
Oznadimo sa W komutator vektorskih polja U,V, tj.
(7) ws=[u,v .

Tada je s obzirom na [115] i (I.2.35

LV = £ (EV) - £y(2 W),

f;u

a zbog pretpostavki o vektorskim poljima U,V odavde imamo

Fp V= gu(P®I-.+I®P - PEN®E~ OP®E ~ PP®P~ POPY) -
£y(Q8I + I®Q - QOM®E-NBQeVE - QYRP -~ PBQP )

ili koristeéi pravila za Liov izvod (I.2.32) i(I.2.34%) i (1)

(8) $,7 = MSI + I6M - MON@s- N@Mes ~ MPa® - PBM? ,
gde je M polje l-formi definisano na sledeéi nadin

Da bi vektorsko polje W definisalo infinitezimal- -
nu CHP transformaciju potrebno je da vaZe i relacije (1) i

M(E) = O.

DokaZimo prvu jednakost u (1). S obzirom na pravila
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za-Liov izvod (I.2.35) i (7) imamo
JWLP'-':"F[_U,V]LF:‘ e‘nf’u(::’V‘F) - $V(£ U‘f’) = QO

jer su po pretpostavei U,V kontravarijantna skoro analitidka
vektorska polja, pa za njih vazi (1)

S1i&no se dokazuju i preostale dve jednakosti u

(1).
Dalje, koristeéi (9) i pravila za Liov izvod ima-
mo | |
M(§) = (£,P)(%) - (£,Q)(8) = .
= UP(§) - P(E;§) - VQ(§) + QL&)
£ . |

M(E) = O
jer su polja l-formi P 1 Q po pretpostavei takva da vaZi

P(§) = 01 Q(§) = 0, a za U,V vaZi (1).

Na taj nadin je lema 2 u potpunosti dokazana.

Polje li-formi P wu (6) nazivamo pridruZno polje
1-formi vektorskom polju V. |

Defini$imo sada linearnu transformaciju tangentnog
prostora Tpﬂﬁ2n+1 |

. n+l wln+l e
: prrz T L X @ Vg Y

E
TV L,Y P b

‘tada je s obzirom na (6)

vy = POY + P(YIT - N(Y)POF - P(Y)NEF -
- PY®YY - PP(Y)¥

E
(10) |

odnosno :
| EV,Y(X) = P(X)Y + P(Y)X - M(Y)P(X)e - P(Y)N(X)E =~

- PP(X)P(Y) = PP(YIP(X)

2
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tj. zbog (4)
EV,Y(X) = (£ ¢V .

Kopristeéi (I.3.7), (I.3.12) i (5) nalazimo trag linearnog pres-

likavanja Ey ¢ definisanog relacijom (10)
2

(12) tr EV,Y = 2(n+1)P(Y) .

s druge strane je, prema [11{]

(£ V)Y = Vg Vy V = RIV,YIX
ti.

(13) Ey o(X) = Vi VgV - R(V,YIX .

V,Y
Kako je
tr R(V,Y) = O

%to se neposredno proverava koristeéi koordinate tenzora
R(V,Y)X, iz (13) sleduje

tr EV,Y =Y7Y(divV)

1

tj. imajuéi u vidu (12)

‘UY(diVV) = 2{(n+1)P(Y)
Napomenimo da smo sa divV oznacili trag linearnog preslikavanja
X-—*V&V

divV predstavlja divergenciju vektorskog polja V i to je ska-
larna funkcija koju moZemo oznaditi i sa f. Dakle, prema pret-

hodno dobijenim rezultatima imamo
(14) Y £ = 2(n+1)P(Y)

Doka¥imo, koristeéi ovu jednakost da Je

(15) (V&P)(X) = (V,P)(Y) .
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Zaista, s obzirom na pravila za kovarijantno diferenciranje

(1.2.17) i(I.2.14) ova jednakost je ekvivalentna sa jednakosti
YP(X) - P(§7YX) = XP(Y) - P(ﬁ?XY)

a odavde, zbog (14) imamo
YXf-(VYX)f=x'ff-(va)'f

5. ,
(YX - XY¥) £ = (BX) £ - (KY)

Kako je koneksija T simetri&na, zbog (I.2.20) dalje dobijamo

(YX - XY) £ =[Y,X £

a ovo je upravo definicija (I.2.4) komutatora vektorskih polja

Y, X, pa je Jednakost (15) zaista tacdna.

Prema tome vazi

Lema 3. PridruZno polje l-formi P Je gradijent.

Razmotrimo sada usiove integrabilnosti jednaéine

(4). Imajuéi u vidu [ﬁlS] uslovi integrabilnosti mogu se pred-
staviti u obliku

t3.
- T NL - Vi

jer je koneksija Vv simetridna, pra je'tenzor torzije T Jjednak
nuli. Smenom (6) u prethodnu relaciju dobijamo

(:va)(X,Y)Z = ‘U’X(POI + JOP - PONRE- TMOPRE&E-

- PPOP- WOP ¥)(Y,2) -  (POI + I®P - PO ®&-

-Mepes - PFE® - POPPI(X,Z) .

Koristeéi pravila za kovarijantno diferenciranje (I.2.17),

(I.2.15) i uslove (I.3.13) koje ispunjava (¢,E,m)-koneksija
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iz prethodne relacije sleduje

(.‘;"VR)(X,Y) = (VyPOIL + I®VXP - pr@)q@g_
-T]@\_/XP®$- (VPP P - ‘P@(pr)fp):(y,y) -

- (VP I®+ I®@WP - V,PEOMOE -

- NOVyP@F - «(WPIPEP ~ PO(VyPIPI(X,2)

odnosno |
(&VR)(X,Y)Z = CVXP)(Y)Z + (V&P)(Z)Y - n(Z)CVkP)(Y)E-

(186) - ")(Y)(VXP)(Z)$ - (PYP(YYF®AZ) - (VXP)?(Z)‘P(Y)-

- (TPYXIZ = (FP)ZIX + N(XIVyPHDIE +
¢ UZITPIXIE + (TyP) @ (X) PUZ) + (P) P2 P (X).

Defini&imo sada linearnu transformaciju tangentnog

prostora Tpﬂﬂzn+1

2n+l 2n+1
J : T Wi — T : X — RY(X_,Y)Z

V,Y,2 P P P (&yRI(Xp Y
gde su V,Y,Z neka fiksirana vektorska polja tj].

J (X) = (¥yR)(X,Y)Z

VEY!Z
Kako prema [B#] operatori kontrakcije tr 1 Liovog

izvoda éfv komutiraju trag linearnog preslikavanja Jy

=3
2152

obzirom na (I.2.22) je

tr J = (& R(Y,2)

V,Y,Z
odnosno, koristeéi (16) i (I.3.12) nalazimo
(gvﬁJ(Y,Z) = (VEP)(Y) - M(Z)(VEP)I(Y) = TM(YI(VEP)I(Z) -
'(‘V?ZP)(?Y) - (VeyP)(PZ) - 2n(VyP)(Z) +
¢ NIV + (VyP) 7T

a odavde, smenom (I.3.7) dob1iiamn




(@ RY(Y,2) = (F,P)(Y) = (2ne1)(WyPI(7) = MUZI(TgPICE) -

(17)
L (Y)Y (TEPI(7) = (VouPX(RY) = (VouP) (P Z)

jer je
(18) (9 ,P)(§) = VyP(F) - P(Vy §) =0

s obzirom na pravila za kovarijantno diferenciranije (I1.2.17),
uslov (I.3.13) za (¥,§,M)-koneksiju i (5). Kako su Y,Z ma koja

vektorska polja, relacija (17) je tadna i kada Y,Z zamene mesta,

pa je zbog toga
(£,R)(Z,Y) = (WPX(Z) - (2n+1)(V7PI(Y) - NCYI(VePI(Z) -

(13) | q(2)(TePIY) - (GpyP)(P2) = (%zPI(PY)

Ako od jednadine (17) oduzmemo jednalinu (19), a

-atim tako dobijenu jednadinu podelimo sa 2(n+l) dobijamo
_ 1 )
(T,P)(Y) = (FPIZ) = yraery (2, R(Y,2) (2,R)(Z,Y)]
t].
- 1
(20)  (V,P)(Y) = (AP)(Z) + m[&vmcy,m—(xvﬁ)cz,yﬂ.

Smenimo (VEP)(Y) 2 (20) u (17). Tada je s obzirom na (18)

Y - - 1 _
(@ M (Y,2) = - 2n(TyP)(Z) + 7R3y [z, )1(Y,2)

(21)
- @ M(Z,0)]) - prrrry D2 RE,6) = (5,10 +

+ n(Y)((&VﬂD(Z,&)-(ivfw(E,Z)]*.(V@ZP)(QPY) - (V@YP)(?Z).
nSimetrizacijom" jednacine (21) imamo

(£ RI(Y,2) +(£ RI(2,¥)=-2n [(VyPI(Z) + (V,P)(2Z)] -

(22) -
1
- 2 @@ Rr,E) - EyRIEYD) + M) (EGR(Z,8) -

- 2 R(8,20)] - 2 [(VgPIPY) + (TpyP (@ 2)] .




gy

P ey T ) ) - - -
a.mim-hﬁmﬂfﬁiﬂmbh&rzﬂﬁ AL T

Ako u jednadini (22) vektorska polja Y,Z sSmenimo
redom sa PY, ¥Z, a zatim iskoristimo (I.2.16), (I.3.7) i (18)

dobijamo
(£, R) (PY,P2)+(E T (P2,%Y) = - 2n [(VpyP)(FZ) + (Vipy P (PY)] -
(23) 5 [(7, Py () +(%P) (2)] +2 [N TEPI () + MO (FPIDI] -

prringr—ry

Koriste&i (20) i (18) i relaciju (23) moZemo da-

1je da transformidemo tako da Je

(2, R (Y ,92) +( ) (PZ,PY)= -2n [(Vpy P (2) +(V P)(‘PY):I -
- 2[(VZP)(Y)+(VYP)(Z)J [11(2.)((5.*’ RY(Y,E)- (£ RICE, YD) + |

+ OO UELRIZ,E) - (éevm(s,zn].

Kada iz ove jednaline izrazimo (‘@WP)(?Z)+(V%ZP)(@Y)

i smenimo u (21) nalazimo

- 1 7

(2, R)(Y,2)=-2n(VyP)(2) + ey L€y (¥,2)- (2, 80(2,Y)] -
- L) (@ B (1, 8)- @ RE, 1)+ N ERIT,8) -

- (R R(E,2)]) + g [(E W OYR2) + &R+

¢ 2 [ovPaY) 4 (P2,

a ako u ovu jednadinu smenimo (V,P)(Y) odgovarajuéim izrazom

(20) posle sredjivanja imamo

1-2n 1
(Vo P)= (£, RI(Y,Z) - (2. RY(Z,Y) +
v u(né_-l) v u(ni-ni v
(24) 1
. N _T— [(F (R (PY L) +(L R (P2 Y)Y - > (M2 (EGRI(Y ,E)-
4{n°-1) 4{n“=-1) -

— (@R (6,1)) + DL GRZE) - (ER(E,2)
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Iz (11) i (13) sleduje

VYVXV=R(V,Y)X+P(X)¥+P(Y)x - MXIP(Y)E - (Y)HP(XI§ -

- PP(X)P(Y) = PP(Y) ®(X) .

(25)

Prema tome, V.P 1 WV  V obrazuju sistem re3enja
diferencijalnih jedna&ina (24) i (25) i zbog toga vaii

Lema 2.4. Neka je V vektorsko polje kojim je

odredjena infinitezimalna CHP transformacija koneksije V na
normalnom skoro kontaktnom (2n+1)-dimenzionom prostoru {n>1)
i P pridruZeno polje l-formi. Ako su V,P 1 ‘VXV jednaki nuli
u jednoj tadki prostora tada je V jednako null na celom pro-

storu.

U normalnom skoro kontaktnom prostoru Sa simetri-
gnom (¥,&,m)- koneksijom V , neka je 6 Liova algebra svih sko-
ro analitidkih CH-projektivnih vektora i éo podalgebra al-
gebre ¢ koja se sastojl od svih elemenata iz 0 koji su Jjednar-
ki nuli u tagki p_. KaZemo da je 6, izotropna algebra alge-
bre 0 u p,. Neka je T, tangentnl prostor u tatki p,. Tada
u T postoji koordinatni 51stem (y ) (i=1,2,...4,2n+1) u kome
struktura (¢,€,M) ima oblik (I.3.12). Neka je ve 0 i neka su
vl koordinate toga vektora u odnosu na (y*) koordinatni sis-

tem. To znali da Je

I | d
= Vv Y . Y e .
1 2
& * oo 0yd
S obzirom na (I.2.16) tada Je
.V =, (v Y ) = (iiv + I'
Yi Y- ay t

gde smo koristili oznaku

_rt
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Oznadimo
. j .
v t
(26) Vivj - —g-;-i' +r%iv

{ sa ( vivj)o

(V&vj) su elementi jedne matrice oblika

A B x

. -
(V;v )o_" C D vy
Z 't u

gde su matrice A,B,C,D tipa nxn, x, y tipa i*n, 2,t tipa
nxi1 i u tipa 1x1. Nadjimo najop3tiji oblik matrice

((vivh)O). Koristeéi (T.3.12) i (2) imamo

O I O /A B x\ /A B x\ /0 I O
-I 0 0 C D yi=|C D vy -I 0 0.
O O 0 z t u z t u 0 0 O

MnoZenjem ovih matrica dobijamo
C D y\ ~B A O
-A «B =x -D C O .
0O 0 0 -t 2 O
Odavde sleduje |
(27) c=-8 , D=A ', y=0 , x=20, t=0

z =01 u proizvoljno.

Dakle, imamo

vrednost izraza Viv] u tadki Po* Kako V€ ﬁo
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k k
1 2i+n 0
((Vjvh)°)= -ai]:n El}{ 0 i’k = 1,2,1.!,“.
0 0 %2n+1
Odredimo sada vrednost elemenata agzii u ovoj matrici. Koris-

teéi (I.3.12) i (3) i poslednji izraz, nalazimo

V2n+1vh - 0 ; h = 1,2,...,21‘11‘1
| VHV2H+1 = 0 3 J = 1,2,50460492n+1
pa je zbog toga

Zn+l _
donet 0

tako da prethodno razmatrana matrica ima jof jednostavniji oblik

A B 0

h -,
((Vjv ), )= -8 A o Joh = 1,2,..0, 2041
0 "0 O

gde su A,B matrice tipa n xn.

| Svakom vektoru V € O, pridru%imo zatim odgovara-
juéu matricu o(V):
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0 E F
(28) o(vV) ==/ O A B .
O -B A

Matrica o(V) dje tipa (2n+1, 2n+1), E je l-for-
ma odredjena s prvih n koordinata l1-forme P, pridruZene vek-
toru V, u odnosu na koordinatni sistem (yj) u tadki PgysF
je 1-forma odredjena s drugih n koordinata l-forme P, a zbog

P(g) = O
imamo da je

Poner = O
tj.

P=E + F

Matrice A i1 B su tipa (n,) i kao ranije defi-
nisane su na sledeéi nacin

A =((V&vk)o) , B =((V&+nvk)), 1,k = Lyese,n

DokaZimo da matrice oV) obrazuju Liovu algebru
& nad poljem realnih brojeva.

Zaista, matricu ©(V) moZemo, s obzirom na pret-
~ hodne primedbe, napisati i u ovom obliku

0 Pi Pi+n

| k k
(29) a(V) = - | 0 (Vv (Vv

0 -($&+nvk)o (Vﬁvk)o

Sli&no vektoru U € Oo pridruiujemo matricu
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0 Qi Qi+n
(30) (V) = = | O () (9,9, | B
20 '(vi+nuk5§ (v&uk)o
Neposrednom provefom, koristedéi (27) tj.
(31) v&uk = v&+nuk+n , vgpk*? =-V&+nuk.
Vore1 u2n-l-1 =0

za Ue 60, dokazuje se da komutator matrica (V) i a(U)
[o(v)y, a(u) = (V) a(u) - o(U) A(V)

takodje pripada algebri £ . Lako se proverava da za L vaZe 1
ostale aksiome kojim je definisana Liova algebra.

DokaZimo, dalje, da je preslikavaﬁje
o Go-*nﬂ
~definisano sa (28) odnosno (29), homomorfizam.

Relacija

afaV + bU) = a al(V) + o(u)

se neposredno dokazuje. DokaZimo da je 1

a([U’V]) = [d(U),.d(v)]' =

| Komutatoru W vektorskih polja U,V odgovara pri-~
druZeno polje l-formi M koje je definisano relacijom (9). Ko-
risteéi pravilo (I1.2.30) za Liov izvod iz (9) sleduje

M(X) = UP(X) = PCU,X]) = VQ(X) + Q((V,X]) ,
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a kako je V¥V simetridna koneksija zbég (I.2.20) odavde imamo
M(X) = UP(X) - P(VUX) + P(VXU) - VQ(X)-!-Q(VVX) - Q(VXV)_ .

Kako U,VEEQO prethodna relacija dobija jednostavniji oblik u
tacki Pq

M(X) = P(V&U) - QCVkV) R
a koordinate M. 1-forme M u odnosu na koordinatni sistem

. 3
(yd) su |

' h h : |
(32) Mj - Ph Vju - QthV ‘9 Jg.h= 1,--.,2:“.

gde smo koristili oznaku (26).

U prostoru simetri&ne koneksije, prema (I.2.20)

komutator W vektorskih polja U,V moZemo predstaviti na slede-
éi nagin

| Kovarijantnim diferericiranjem u pravcu vektorskog
polja X odavde dobijamo

N U

a u tadki Pg> kako u,vV € E%, iz prethodne relacije sleduje

Vo Yy L Vg U
(V) = (VU = (VoY)

tj. koristeéi oznaku (26) i (I.2.16)

h [ h .
_(33) ijh = Vjua Vav -~ Vjva Vau s Jsh = 1,...,2n+l.

Ako vektoru W pridruZimo matricu
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0 Mi | M en
- o k k
(W) = 0 (Viw )o (vi+n W )o
- k _ k
0 (V&+nw )o ‘VE“')O

zbog (33), (32), (31), (29), (30) imamo

alWw) = [y, swvy]

pa je o zaista homomorfizam. Na taj nadin smo dokazali da va-
31 |

mlr

Lema 5. Izotropna Liova algebra O_ je izomorf-
na podalgebri algebre matrica &£ oblika (29), tj. homomorfizam
O je izomorfizam, ako je mnogostrukost dimenzije 2n+l (n >1),
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G LAVA IV

VEZA IZMEDJU HOLOMORENQ RAVNIH I
C-HOLOMORENO _RAVNIH KRIVIH

§ 1. VEZA IZMEDJU HOLOMORFNO RAVNIH I
C-HOLOMORFNO RAVNIH KRIVIH-

Veé smo istakli u (I.82.) da se na hiperpovrii

N mnogostrukosti wPtl mo%e dobiti koneksija indukovana ko-
neksijom na Wi n+l poznato je (I.% 3.) da skoro kompleksna
struktura prostora iﬁlzn indukuje na orijentisano] hiperpovrii

X Zn-1 <yxoro kontaktnu strukturu. Isto tako hiperpovrs ﬁizn

>

koja je "pseudoortogonalna“ na vektoru € skoro kontaktnog pro-
stora UR2n+1, ima skoro kompleksnu strukturu.

Imajuéi u vidu ove &injenice mo¥emo postaviti pi-
tanje kakva Je veza izmedju H-ravnih krivih koje je razmatrao
Y. Tashiro i CH-ravnih krivih koje smo prazmatrali u prethodnim

odeljcima. Odgovor na ovo pitanje dajemo u sledeéim dvema teore-
mama.

~> 2N

Teorema 1.1. Ako je hiperpovrd i koja Je

"PSeudoortogonalna" na vektoru & , geodezijska hiperpovrs mnogo-

strukostil um2“*1 tada CH-ravne krive indukuje H-ravne krive.

Primedba 1. Neka je

) 2n tnb2n+1
] . . oy 2n ~, 2n+l . _
sme&tanje hiperpovrsli W <" u prostor UM 1 6= 6D

neka kriva na hiperpovrii 2", Tada se kriva 6= 6 (t) pri
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preslikava u krivu i(0). KaZemo da je kriva 6

smeStanju 1
1¢6) ili kriva i(®) indukuje krivu 6 .

indukovana krivom

Neka je (yl) (i=1, «.. ,2n+1) lokalni koordinatni

sistem u nekoj tadki P prostora UR2n+1 4 odnosu na koji skoro
kontaktna struktura ima oblik (I.3.12). Oznadimo sa (x™) (©@= 1,

2n) lokalni koordinatni sistem na hiperpovrii Qﬁzn. Tada
" na vektoru & , koristeéi lo-
obliku

- se hiperpovrs, "pseudoortogonalna
kalne koordinatne sisteme (yl) i (x¥) moZe predstaviti u

y* = x% y2i*l = 0 ©= 1,..¢ 52n)

a diferencijal di, ovog smedtanja i

s ﬁj*{?n wt2n+1
damo u skladu sa

predstavlja identidnu transformaciju, koju
ﬁﬁzn u ovom

(I.§2) i dalje oznatavati sa B. Na hiperpovrii

sludaju endpmorfizam ¢ u ovom sludaju predstavlja skoro kom=

peksnu strufturu f. ‘
L
Oznadimo sa V koneksiju na W ntl § 54 & kone- |

2" jndukovanu koneksijom ¥ . Ako su T i T tan-

ksiju na
u odnosu na koordinatne siste-

gentni vektori krive 6 = O(t)
me (yr) i (x¥) tada je

T= BT

a2 da bi kriva © =06(t) bila CH-ravna prema (II.1.1) treba da

va%i relacija

VT = a(t)T + B(E)PT

odnosno |
Vg BT = o (t)BT + p(t)¥BT
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a odavde, koristeéi (I1.2.19) i prethodno istaknute &injenice

BYVAT + n(T,T)% = o(t)BT + pCeIBR(T)
. . Zn . s | .
Kako je hiperpovrS {0t geodezijska, drugl fun-

 damentalni tenzor h Jje jednak nuli, pa zbog toga iz prethodne
relacije sleduje

Vel = o2(OT + p(t-)f-‘('f)

a ovom jednadinom se i definife H-ravna kriva, 5to je i trebalo
dokazati.

Teorema 2. Na diferencijabilnoj 1 oriientisanoj'
uﬂ2n---1

hiperpovrii skoro kompleksnog prostora ®?2D H-ravna

_kfiva indukuje CH-ravnu krivu ako je
h(T,T) = N(T)

Neka je Y koneksija na skoro kompleksnoj mnogo-

strukosti MmN i v koneksija na hiperpovrsii we 201

indukova-
na koneksijom ¥ . Oznadimo sa T i T tangentne vektore H-rav-

ne krive 6 = 6(t) u odnosu na lokalne koordinatne sisteme (y%)

i (X') redom na prostorima @ n g g dn-l pri demu je un 2n-1
predstavljen kao u (I. § 2) na sledeéi na&in |

yo = Yq(xl) ’ A= 1. cee 42N% i =1, +e042n=-1

Tada je s obzirom na (88]

Vet = «OT +  p(oFf
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¥ ...BT

AT o (t)BT + p(t)FBT

H

Koristeéi (I.2.19) i (I.3.15) iz poslednije jednaéiné nalazimo

B(V,T) + h(T,TON = O(£)BT + B(t)BPT + T(TN

a odavde s obzirom na pretpostavke u teoremi imamo

VT = O(t)T + P(t)¥PT

T

tj., kriva © = O(t) je CH-ravna kriva s obzirom na (I1.2.1).

Na taj nadin smo dokazali i drugu teoremu.
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