UNIVERZITET U BEOGRADU
PRTRODNO-MATEMATICKI FAKULTET

Nebojsa LaZetié

0 KONVERGENCIJI SPEKTRALNIH RAZLAGANJA
'KOJA ODGOVARAJU OBICNIM DIFERENCIJALNIM OPERATORIMA

. DRUGOG REDA

< Doktorska disertaéija

-u n ke | , “
poicatA oPTAHRZATHIA -t ‘ﬂ}tn.!j_;!‘ ?ﬂn
3y MATCHATHRY, MEXARERY H AElrEhEJMHJ?
BHBJIHOTEIEA

Pors . A8 .

b p'ﬂ j: S 1 )
LaTyM - AG Lr’ /(3‘?‘(‘ -

BEOGRAD 1980



T TVOD

Prilikom refavanja linearnih parcijalnih diferencijalnih
jednadina Furijeovom metodom razdvajanja promenljivih, uvek se dola-
zi do sledeceg zadatka: zadatu funkciju_razloiiti u red po sopstve-
nim funkeijama nekog linearnog, obidénog ili parcijalnog, diferenci-
jalnog operatora i ustanoviti konvergenciju (ravnomernu, skoro svu-
dé, po normi, itd.) tog reda. To je bio i ostao Jedan od najvazni-
Jih zadataka teorije diferencijalnih opératora od njenog_ﬁastanka,
ﬁa své do danasnjih dana.

| Veliki bro;j poznatih mﬁtematiéara posveéivao je tom zadat-
ku izuzetnu pazZnju. U proslom velku to sﬁ bili Puason, Kb%i.i Liuvil,
a u ovom veku Steklov tﬁB] , Tamarkin [&4] s Birkof [6]-%'[8] s |
Bohner [9] , TiSmars [45] , MinakSisundarem [37] , Garding [10] ,
Hermander [46] y Karleson [&7] , Krejn [28] - [29] s Levitan‘[Bdl i
drugl. Oni su razvili nékoliko-opﬁtih metoda za resavanje pomenutog
zadatka. Sve té metode imaju nesto zajednicko: bitno se oslanjaju
na_konkretan tip graniénih uslova kojima se definise posmatrani di-
ferencijalni operétor.

Istaknuto mesto pripada sovjetskom matematilaru V.A. Tljinu,
kako po metodi, tako-i po rezultatima ¢iji je on autor. Iljinova
metoda se zasniva na takozvanim formulama srednje vrednosti za re-
Senja diferencijalnih jednacina kojima se definisu sopstvene i pri-
druzene funkcije odgovarajuéeg difereﬁcijalnog opératora. Ova Cinje
nica omdguéava da dobijeni rezultati, u izvesnom smislu, ne zavise

od granicnih uslova. Osim toga, ova metoda daje taéne, konaéne re-




zultate. Jos Jedno dobro svojstvo ima Iljinova metoda: pomoéu nje
se mogu dok331vat1 i rezultatl negatiwog tipa. |

_h“fd Ilaln se baV1 llnearnlm diferencijalninm operatorlma sa glat
kim koeficijentima. U seriji radova [i] s [13] - [16] on i njegov
udenik S.A. Alimov dali su konadne rezultate koji se odnose na ra-
vnomernu konvergenciju i lokalizaciju spektralnih razlaganja i nji-
ho#ih Risovih sredinﬁ za funkcije iz klﬁsa_Sobbljeva,-ﬂikoljskog,
Liuvila, Besova i Zigmnnda-ﬂeldera, koja su generisana proizvolj-
nim nenegativnim samokonjugovanim produ%enjima eliptic¢kih operato-
ra drugog reda, definisanim u proizvbljnoj N-dimenzionoj oblasti.

U Iljinovim radovima [17] - [20]“ prikazani su konadéni rezultati
kojl se odnose na konvergénciju'po normi (problem bazisnosti) i na
ravnomernu konvergenciju biortogonalnog reda _funkci;‘ie iz klase L2(G
koji je generisan proizvoljnim potpunim i minimalnim podsistemom
sopstvenih i pridruienih funkcija KeldiSevog pramena nesamokonjugo-
vanih obicnih diferencijalnih operatora n-tog reda, defini;anih na
proizvoljnom intervalu G realne ose. Pri tome oblik.graniénih
uslova igra ulogu samo u tom smislu da treba da obezbedi'unapred
odredjenu, ali i veoma prirodnu asimptotiku sopstvenih brojeva. Do-
bijeni rezultati su obuhvatili sve do tada poznate rezultate iz te

oblasti.

U ovom radu se izucCavaju spektralna razlaganja funkecije iz
nekih od pomenutih klésa funkcija, koja su generisana obilnim dife-
rencijalnim operatorima drugog reda Eturm-Liuvilovog tipa, sa pre~
- kidnim koeficijentima. Ovom problematikom se, pored ostalih, bave
I. Jo iz BudimpeSte i I. Lomov iz Moskve, pa su neki od rezﬁltata
prikazanih u ovom radu u tesnoj vezi sa nekim njihovim rezultatima.

. Rad je podeljen na Cetiri glave. Svaka glava je podeljena

na paragrafe. Na kraju svake glave, u posebnon paragrafu, komenta-




risani.su dobijeni rezultati, ukazano je na njihovu vezu sa veé po-
znatinm rezultatlma, kaoc i na novine koje oni sobom nose.

U prvoj glavi se izuCavaju resenja dlferenclaalnlh gednacl-
na koJjima se definisu sopstvene ; pridruzene funkeije Sredlngerovog

operatora

L{u) = -’u”(y) + a(yu(y) ,

0131 potencijal q(y) Jeste kompleksna funkclaa iz klase LAOC(G) :

G je proizvoljan interval. Dobijene su ocene 0dozgo sopstvenih
(teorema 1) i pridruZenih funkecija (teorema 3), kao i takozvane an-
tiapriorne ocene, tj. ocene 0dozgo sopstvenih preko pridruZenih

funkeija (teorema 2). U izvesnom obliku i pod odredjenim uslovima

. za potencijal q(y) i interval G , ove ocene su veé poznate

- (I. Jo [25] I. Lomov [36] ). Pod istim, veoma slabim, uslov1ma za

potencljal q(y) doblaene su ovde i ocene odozgo prvih 1zvoda ovih

:‘.funkclja (teoreme 4 i 5) Pokazano je kako se, povedavajuiéi glat-

- -kost potenclaala, mogu dob1t1 ocene odozgo izvodld viseg reda sop—
- stvenih i prldruzenlh funkclja (teorema 6), Najzad, dokazane su i
ocene odozgo integrald tih funkcija (teorema 7).
Svi ovi rezultati su sami za sebe od interesa. Osim toga,
oni predstavljaju'onu Siroku osnovu na kojoJj se zasnivaju i pomocCu
kKoje su dobijeni svi rezultati u preostalim glavama,

U drugoj glavi se razmatra Sturm-Liuvilov operator

L(u) = - (pMu’ ()’ + a@u)

sa kompleksnim potencijalom q(y) iz klase I%oc (G) 1< p<ooy,

1 sa koeficijentom p(y) wuz glavni deo operatora, koji je deo po

deo dva puta neprekidno diferencijabilan na konacnom intervalu ¢

Ustvari, da bi se izlaganje pojednostavilo, pretpostavljeno je da

Sy gy =




taj koeficijent i njegovi izvodi imaju samo jednu tacku prekida na
posmafranom intervalu. Dati su potrebni i dovolJjni uslovi (uslovi.
bazisnosti Iljina) za konvergenciju po normi prostora L2(K) bi-
ortogonalnog reda funkcije iz klase L2(G) (svojstvo bazisnosti),
- koJi Jje generisan proizvoijnim potpunim i minimalnim sistemom sop-
stvenih i pridruZenih funkcija tog operatora (teorema 1).'Uz pret-
postavku da su ovi uslovi zadovoljeni, nadjeni su potrebni i dovol,
ni uslovi za ravnomernu konvergenciju tog reda na kompaktima K
intervala G .(teorema 4). U slucaju §redingerovog operatora us¥:
novlijena je ekvivalentnost uslo#ﬁ bazisnosti, svojstva pazisnosti :
ravnomerne ravnokonvergencije na kompaktima biortogonalnog reda i
trigonometrijskog Furijeovog reda date funkcije (teorema 5), Time
je u tom specijalnom, ali i veoma vaZnom za praksu slucaju dobijen
potpuna analogija sa Iljinovim rezultatima. |
Treta glava je:posveéena problemu diferenciranja biortbgo—
nalnog reds apsolutno neprekidne funkcije, generisanog potpunim i
minimalnim sistemom sopstvenih i pridruZenih funkcija Sredingero-
vog operatora sa kompleksnim potencijalom a(y) éLP(G) ,' l< pe o,
Ovde je G takodje konacan interval. Ovaj problem se Javlja
prilikom zasnivanja Furijeove metode za resavanje odgovarajucih gr
niénih zadataka. éa spektralna razlaganja apcsolutno neprekidne fun
cije, koja odgovaraju.proizvoijnim nenegativnim samokonjugovanim
produzenjima tog éredingerovag operatora, zadatak diferenciranja
razmatrali smo I. Jo i ja u radovima [24] i [26] . U ovoj glavi ja
sam ta istrazivanja prosSirio i na opstiji sluaj biortogonalnog re
da. Dobijena je ocena prvog izvoda parcijalne sume tog reda pod
veoma opsStim pretpostavkama (teorema 2). fod pretpostavkama koje
ukljucéuju sve samokonjugovane i Siroku klasu nesamokonjugovanih sl

cageva, dokazana je teorema o ravnomernoj ravnokonvergenciji prodi




)

ferenciranog biortogonalnog reda 1 prodiferenciranog trigonometri;j-
skog Furijeovog reda apsolutno neprekidne funkcije sa kompaktnim
nosaden (teorema 3). Najzad, ovde su prikazani i neki rezultati ko-
ji se odnose na drugi jzvod spekbtralnog razlaganja, generisanog |
samokonjugovanim produiénjem Sredingerovog operatora, a koje smo
dobili I. Jo i ja u radu [27] )

U poslednjoj glavi razmatraju se spektralna razlaganja funk
cijf sa kompaktnim nosacdem iz klase Nikoljskog H°< (G) o 0<X£2,
1<p =2 , koja odgovaraju nenegativnim samckongugovanlm produze~
njima Sredingerovog operatora sa potencljalom iz klase LP(G) , gde
je G konalan interval. Dati su dovoljni uslovi za ravnomernu
konvergehciju3tog spektralnog razlaganja na celom intervalu G

t:f(tédrema 2). U preostalim slucajevima dokazana je teorema o ravnoéf
mernoj ravnokonvergenclal tog razlaganaa i trigonometrijskog Furi -~

Jeovog reda (teorema 5)

Zahvaljujem sé-V1ad1m1ru Aleksandrovidéu Iljinu, profesoru
Moskovskog drzavnog unlver21teta‘“M.V; Lomonosov" na pomoéi i po-
.drscl u radu za sve vreme LOE boravka u Moskvi 1977-1979., kao i
Istvanu Jo, predavacu na Univerzitetu u BudimpeSti, na veoma uspes-
noj i korisnoj saradnji. Zahvaljujem se dr Branislavu Mirkovicu,
-docenfu Prirodno-matematickog fakulteta u Beogradu, na stalnom in-

teresovanju i brojnim razgovorima u toku kojih je ovaj rad dobio

svo] kona¢ni oblik.

U Beogradu, maja 1980,




GLAVA I

NEKA SVOJSTVA SOPSTVENIE I PRIDRUZENIH FUNKCIJA
SREDINGEROVOG OPERATORA

U ovo] glé.vi bice re€i o ocenama odozgo relenjé nekih obid:
nih diferencijalnih jednadina drugog reda Sturm-Iiuvilovog tipa.

Posmatrademo diferencijalnu operaciju

L) = - v (@) + a@u@) , N €]

koju éemo nazivatilformalnim diferencijalnim Sredingerovim opera-
torom ili, .kraée, éreding_erovim.o;;eratorom. U 81 se definisu
sopstvene i pridruiene funkcije operatora (1) i dokazuju se ocene
odego maximum norme sopstvenih funkeija. U Q2 se dokazuju. anti
apriorne ocene, tj.'ocene odego normi sopstvenih £unkcija preko
normi pridrufenih funkcija. Koristedi ove ocene, u istom paragrafu
dobijamo ocene odozgo normi pridruzZenih funkcija. U §$ 3-4 se
raématraju prvi izvodi sdpstvenih 1 pridruzenih funkcija operatora
(1) i dokazuju ocigovarajuée ocene za njih. U §5 sé ta razmatra-
nja prenose na izvode viseg reda tih funkecija., U $6 su dbbi;jene
ocene odozgo integrall sopstvenih i pridrufenih funkeija operatora
). -

| Rezultati izlozZeni u ovoj glavi se Siroko primenjuju u sle
decim glavama. Cak 3ta vige, postojanje pomenutih ocena Jje bitno
omoguéilo da se meﬁoda.V.A. 1lljina primeni u izuéavaﬁju problema

koji se razmatraju u ovom radu.




§ 1.~ OCENE ODOZGO SOPSIVENIE FUNKCIJA

Neka je G = (a,b) konaan ili beskonacan interval realne
ose i q(y) kompleksna funkeija koja pripada klasi Lloc(G). Sop-
stvene i prldruzene funkeije diferencijalnog operatora (1), defini
sanog n& intervalu G ; ¢iji potencijal q(y) ima navedeno sVOJ~

stvo,'uvodimo sledeéim definicijama,

DEFINICIJA l. Kompleksna funkecija u(y), u(y) # 0, de
flnlsana na. segmentu G 'y naziva se sopstvenom funkeijom operatoxr
(1), koaa odgovara sopstvenom broju A (A - kompleksan broj),
ako:’ . |
1)' ﬁ(y) i (y) jesu apsolutno neprekidne funkclje na svako

f-knnaénom segmentu 1nterva1a G 3

2) funkclja u(y) jeste reSenje dlferenclaalne aedna01ne

L L s a@Re) = A @

" skoro svuda u intervalu G .

D EFINICIJA 2. KOmﬁléksna funkei ja ﬁ(y), ﬁ(y) # 0, de
finisana na segmentu G , naziva se pridruZenom funkcijom operato
ra (1), koja odgovara sopstvenoj funkeciji ﬁ(y) i sopstvenom broé
ju A y 8ko: .

4 . A4, ' . .
1) u(y) i u (y) Jesu apsolutno neprekidne funkcije na svakc

kona¢nom segmentu intervala G ;

A
2) funkcija u(y) Jeste reSenje diferencijalne jednadine

-2 (y) + a@AG) = A aly) + uly) (3)

skoro svuda u intervalu G

.....




u L
NAPOMENA 1. Egzistencija ovako definisanih funkeija u(y) i

ﬁ(y) dokazana je, na primer, u knjizi [59] (teorema 2, §165 gl.V).

U slededoj lemi, bez dokaza, formulisane su takozvane for-

mule srednje vrednosti za sopstvene i pridruzZene funkecije operato-

ra (1).

LEMA 1. Neka je ﬁ(y) sopstvena funkcija operatora (1), ko,

odgovara sopstvenom broju A . Tada vaZe sledede formule:

o, 0 | |
1) E(x_fE)_%l(ﬂl = ﬁ(x)~cosﬁt -
- ot 3 | )
o -z JIPE@siaiR(E-g ] 6)ay . A £ O
T py B(xt) yuGEE) | Sy _
- S .. '-'-1 Sq(z)u(;)(lx-z "t)di y A =0
o x-£ -

Neka ae u(y) prldruzena funkclaa operatora (1), koja od-

govara sopstveno] funkciji u(y) i sopstvenom broju A o Tada

vaze sledede formule:

d p
1) ulx+t) + ulx=%) _ J(x)cosiit - u(x)zl—tsinﬁit -

| Yo
xt )
| 4
- 'Zlﬁ Sq(i)u(;)sinﬁ(]x-zl -t)d3 - (6)
| wt Tt 4
- 1 Sq(g)u(;)[g31n|/—'(f7 -t)San—(lX—y 1z)d‘7]d% .A;‘O
cg-t -3

2) u(x+t) + ulx~t

0 2
= Wx) - U - -




a4t ot £
- %Suz)i'x(pclx—u-t)da - %Sq(;)ﬁ(;)[gca,-w( fe-g]-may]a3
a4 X+t o3 A=0.

Ovde je x proizvoljni element intervala G i t - pozi-

tivan broj takav da x-t,x+t&€G .

NAPOMENA 2. Formule (4)-(5) pripadaju E.C.Tidmariu [45] . Formu-
le srednje vrednosti za sopstvene i pridruzene funkecije obiénbg di-
ferencijalnog operatora n~tog reda sa glatkim-kaeficijentima dao
je E.I. Mojsejev [38] . Formﬁle (6)=(7) su istog oblika kao odgo-_

varajuée formule Mojsejeva._

U daljem tekstu sa 1§(A,B) oznalavademo rastojanje izme-
dju skupova A i B, & sa DG skup graniénih tadaka intervala G.
Akd je KCG i R -~ broj takav da je OLKR S 9(K, 9G), onda uvodi-
mo oznaku |
ky = {xece: §(x,K)< R} .

Formuli$imo sada i dokaZimo glavni rezultat ovog paragrafa,

TEOREMA 1. Ako je q(y)eL}m(G), onda za svaki kompaktni
podskup K intervala G Ykonstante O<R< €(X,2G) i C(K,q,Imn¥

takve da vazli ocena

xn;aélﬁ(x)lé c(K,q,ImmuﬁuLe(KR) : _ (e

Ako Je q(y)é?Ll(G) i, u sludaju beskonaénog intervala G,
P
u(y)éELe(G), onda postoji konstanta C(G,q,ImV}) takva da vaZi

ocena

0 v |
sup Ju(y)| C(G,q,Imﬁ)ﬂullL G) ° (9)
HEG 2 ~ |
D O KA 7. Ne umanjujuéi opdtost, moZemo pretpostaviti da je

K = [c,d] - proizvoljni segment intervala G.

LS
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1. Neka Je q(y)éL:l“’c(G)-

Navedimo prvo ocene nekih funkcija kompleksne promenljive
i njihovih integrala koje ée nam biti neophodne u daljem radu. Ako
je dat kompleksan brﬁ;j A = P eie s 20, = W/2<¢ £ 3IT/2, onde
¢emo pod VI podrazumevati broj Vf-eile‘ /2 . Realni i imaginarni
deo broja A | oznadavademo sa ReA i Im)\ respektivno,

Neka Je 0<« < 51{;—0 . Tada vaZe ocene

1) max|s:1.n\rtl-4 \lrl + shg( mr) def n(K,Im{r) 3 . (10)
0£-£4-o(

2) max|cosVit| £ m(K,ImVx) . | (11)
Pt | | | .

Uvedimo velicdinu

M(E,InfX) = mex {1, m(K,imﬁ)} . (12)

Funkcija f£(z) = s:l.nzl na skupu {tY- : 04 t< dzc do-
stiZe svoj meksimum S(K,ImVX). Zbog toga va¥i ocena

sinV)t
VX

za svaki t €[0,d] . Iz nejednakosti |(cosz|> |cos(Rez)| sledi ne-
jednakost |

£ t-5(K,InVX) L (13)

ol ° o{ -
g‘cos{j{t] it > S]cos(Reﬁt)l dt .
Koristeéi ocenu g 0
Slcos(Reﬁt)l at > X .
| JU
dokazanu u radu [22] » 12z prethodne nejednakosti dobi:jamo ocenu
glcosﬁ.t[dt > % ] | - (1s)
) JC

Primetimo da ova ocena vaZi i za svaki pozitivan broj o i svaki




1l

kompleksni broj A .
Predalmo na dokaz ocene (8), pretpostavljajuéi da je A # C

'Odredlmo broj & tako da ‘budu zadovoljeni sledeéi uslovi:
a) 04549-5_—0-;

b) K, = [c-%, d+5] < G 3 _ - as

Ke
¢) M(X,InVx)S(E,Im{)Jal I‘l(KE)-E £ % )

c 1 formulu'srednje vrednosti (4), i sma-

Stavljajuéi x

trajuéi da O<£t<£E&E , iz te formule dobijamo nejednakost

ltg.(c-t)l_-{—' |1§.(c+t)| + 2]ﬁ(c)llcosﬁt[ +

Slqcpnu(;)l 1210 3—'11’ ay - ae
<t | S
<+t

* S!q(;)llu(g)l[——u——)-smr 2= ’di ‘

Kako ¢, c+t&€K za svaki t€[0,8] , to iz (12) sledi oce-
na | |

[uCe+t)] + 2 fiCe)lcosiRt| 2 3M(K,InVR)- max [a(x)| . (17)

xeK
Sa druge strane, s obzirom na (13), vaZe ocene

S‘q(.zr)”u(z )IlSlnr(P;i—-tl'dgé "Q]IL (K )S(K ImV_) & ¢ max lu(x)\ ’ (18)

o=t ace.[.c-z.,.c]
£§?q( N u( )llsmr( ~e=t) 43 2 Jla| S(K,InV%)-E max u(x).., (19)
| Koristeli nejednakosti

SEImd k)8 £ 3 2 L uk, k) (20)

iz (16)-(19) dobijamo nejednakost

Sty g
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max|u(x)| £ 3M(K,Im\X)- maXIu(X)I + gmaXItg(X)l +

Xele-g, 2] xe K o xe[e-g, €]
o+ -5 M(K ImyR)- maxlu(x)l .
T xe K
odnosno ﬂ
mex|hG) < & H(E, Imm max u(x)) . (21)
Iele-g, €] | xe K ‘

Potpuno analogno se dobija i ocena

maxlz’:.(x)l < 4 M(X,ITmV3) mlﬁcxn . (22)
m[‘dld""é]_ xek
Iz (21) i (22) sledi ocena

max[u(x)] £ 5 M(K,In\R)- max|a(x)| . (23)

IG-KE xe kK : '

Vratimo se ponovo formuli srednje vrednosti (4). Smatrajuéi

da Jje x proizvoljna tacka segmenta K , & - broj definisan uslc

vima (15) i ¢ ~ broj takav da je O<t<E , iz te formule dobijamc

nejednakosti
1:::1-1':

+ - + | %= )
ju (x)llcosrtl £ S(Julxst)] + [AG=t)) + 3 Sq(;)u(g)sm y,(xx HED

(24)
£ 3G+t +18x-8)1 ) + & S(K,Imﬁ)'HQULl(Ks)';leu(x)l g
| | 5 |
Prointegralimo nejednakosti (24) po t wu granicama od O

- £ Vg-fu] . + & S(K, Imr)]qll max u(x) .
Ly(kg) * 7+ lally, (& & xery
Odatle i iz ocene (23) sledi ocena

max[ﬁ (x)|< Lay |
e X =l uly o(K.) +-—-€S(K ImVA)M(K, ImVX )][ql]L (K Q) gclzaélu(x)[

odnosno, imajuéi u vidu (15), ocena
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: X ; + _J_Z:-max 'G.(x) .
xi?lu(x)l <l g I
1% oﬁé nejednakosti lako se dobija ocena
o) R L : (25)
irén;xlu(x)l o | ' Lok .

Keko je &= §(X,q,Imlh), to (25) i predstavlja ocenu (8
koju Jje trebalo dokazati. |
Potpuno analognd se dokazuje ocena (8) u slucaju kada je

A= 0 ; pri tome se umesto formule (4) koristi formula (5).

2. Neka je q{(y)€& Ll(G).

Razmotrimo prvo sludaj kada je G = (a,b) konalan interval

Neka su brojevi M(G,ImVi) i S(G,Imﬁ ) defiﬁisani pomodu
jednakosti (12) i nejednskosti (13) u kojima umesto %3S stoji

biﬁ o Odredimo broj E tako da bude 0< &< Tb‘a i

M(Gilmﬁ)é(Gilmm'“anl(G)‘E- = % «

DefiniSimo segment KCG tako da je K = [a+E&,b-E] .
Za tako odredjene & i K ponovimo, uz olevidne modifika-
cije, prvi deo dokaza prvog dela teoreme. Na taj nadin dolazimo do

sledeéeg analogona ocene (23):

suplu(y)| € 5 M(G,InfX)-mex[8(x)| .  (26)
3€G xek

Primetimo prvo da iz ove ocene sledi da u(y)eELe(G), ako

Je G konadan interval.

Primenimo ocenu (8) na desnu stranu nejednakosti (26). Za

neki broj O<R<E vaZide nejednakost |

BuPIE(Y)l < 5 M(G,Imﬁ)C(Kianmm'ﬂﬁﬂL (K..) '
ze@? 2R

oy =

odnosno ocena




14

suplu(y)[ C(G,q,ImVK)-MﬁIlL (Kp) (27)
3&&? -

S obzirom na prethodnu primedbu, odavde neposredno sledi

ocena (9),

Pretpostavimo sada da je G = G-w,%ao) i da Je ﬁ(y)é LQ(G:

Neka tvrdjenje drugog dela teoreme 1 nije taéno! To znadi da za sve

ki broj r>0 postoji tacka xI;EG takva da je
o |
Neka Je s8» 0 proizvoljan broj. Odredimo brojeve' M(s,Im{D>\) i

£l

S(s,In{X) pomoéu uslovd (10)-(13) u kojima umesto L stogi
‘Odredimo zatim broj O0<E< £ takav da bude ispunjeno

M(s, TS (s, IR Nall, ()& < F -

Prema nasoj pretpost&?ci,'za dati broj =

43C

A S ————— PO-
. ©  Ve(4-T)
stoji tacka xe takva da je

9(x,) -l : O (29)

i) > V_(4 ) L,(G) -
Ozna¢imo sa K proizvoljan segment realne ose, dufine s,

koJji sadrzi tacku Xy o Za kompakt K i broj & 2zadovoljeni su

uslovi (15), pa na osnovu ocene (25) dobijamo nejednakosti

o2 AT . 4T
xzix [U(X)l VE_(4-][) llu"Ilz(Kg) Vg_ (4-31.) "u"LE(G) ’

sto je u suprotnosti sa nejednakosSéu (29),.

Ukoliko je interval G oblika (eo,a) ili (b,+%), onda
se postupa na sledeli nacdin. Odredjenosti radi, neka je G = (b,*«
Na nekom fiksiranom segmentu K, = [c,d] € G, koji se bira tako da
Je c¢c-b «( gﬁg-, ocena (9) vaZi, mna osnovu ocene (8). Zatim se, ko-

risteéi ocenu (21), dokaZe da ocena (9) va’i i na polusegmentu (b,¢

oy -
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Da ocena (9) va?i i na poluintervalu {d,+e.) dokazuje se isto kao
u prethodnom sludaju, birajuéi broj s tako da bude 12-4 d-b .

Dokaz teoreme 1 je zavrsSen.

' NAPOMENA 3., Neka je 6'(f) proizvoljan podskup skupa svih sop-
stvénih brojeva operatora (l). Pretpostevimo da skup S(l) ima
gsledele svojstvo: postoji konstanta A> O s koja ne zavisi od bro-

jeva A€ 6 (L), takva da vaii ocena
lmxl < 4, Ae6 () .

Pada konstante C(K,q,ImVX) i C(G,q,Im¥X) ne zavise od
“brojeva J\& 5’_(,?,).

- § 2.~ OCENE 0DOZGO PRIDRUZENIH FUNKCIJA

-Da blsmo dob111 ocene pridruZenih funkeija operatora (1),

: blce nam potrebne antlaprlorne ocene koje su formulisane sledecom

teoremom.-

TEOREMA 2, Ako je q(y)éiL%oc(G), onda za svaki kompakt
KcG postoje konstante B(K,q,Im{R) i B(K,q) i broj 0<A<§(K,?

takvi da vaze ocene

max [u(x)| < B(K,q,InVR)-|VX]- maxlfl(X)l s A ¥ 0, (30)
i xe K ,xeKh.

mex|u(x)] £ B(K,q) mex|u(x)] , X\ =0 . 6D

xeK I&K‘J |

Akﬂ Je Q(Y)GEL (G) i, u sludaju beskonalnog intervala G,
i@ 4
u(y),u(y)éELe(G), onda postoje konstante B(G,q,ImYX) i B(G,q) ta-

kve da vaZe ocene
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sup|8(3) ¢ B(G,a, X)X} sup[a)| , A £ O, (32)
; ¢ ' y |

sup[&(y)| € B(G,a)-suplam)| » A =0 . | (33)

geG o gee - L

DO KA Z. Ne umanjujuéi op3tost, moZemo pretpostaviti da je
K =.[c,d] - proizvoljan segment intervala G, |
1. Neka je q(y)€I;°%(6G). |
Neka je A # 0O i neka su brojevi M(K In¥x) i S(K ImV¥x) de

finisani relacijama (10)-~(13). Odredimo zatim broj 0L, < min{-—-é-,
(K, G)} tako da vaze sledeéi uslovi, analogni uslovima (15):

&) 34%2 5

-B) K’SCG';_ _ - o o (34)

c) M(K,Imr)S(K ImV—) "qu S <&,
| L (KJ) 5

' Smatraauc::. da xéK 041:*‘-'-;5' iz formule srednje vrednosti

"‘(6) dobljamo Jednakost |

| _' | 4 4 .
| u(x)tsinﬁ't = 2r[u(x)cos V‘t E(xi"_:) 5_‘1152‘12 -

o+t |
- ’élﬁ Sq(;){;(z)sinl&(lx-zl -1;) di-k - | (35)
ot &t L
1 0
- -b:— gq(yb)u(z) [SSlHV_("} -t)sahn}’-(lx-;[ -4) d7]d2, .
z-t (%31

Za posmatrani broj JAe & (L) uvek se mo¥e odrediti broj
t(\) < (O,E) takav da je [s:.n\C\'t().)l # 0 o Uvrstivii tako odred,ge
ni broj t(A) u jednakost (35), doblaamo nejednakost

|1°1(x)|£ lm)'%!-gl’fxtm-[]g(x)cosﬁt(d)[ + 'M‘A"M—M’ +

e W
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-+t

_;_ % Slq(z).g(g)”ﬂnﬁ(l’."&] .‘ﬁﬁ.&nldd*+ (36)

qrta)  a-t0) o)

s:.nlf-g'_lg-tﬁdl) sinlA(fx=3] =% 44 ) 45 .
* "C\TSIQ('*.) u(i)qg sinfXt () 7 k.
| x-Tex) o=, !
S obzirom na ocenu (13), vazi ocena
to)
S ]MW%[ ay < B(K, Imr)Slq-t(A)l a7 , (37
SV loc-3 |
- za svaki 'fué [x—t()\),x+t(c)t)] Osim toga, funkcija
10 :
£(y = Slﬂ;- t(A)] ay
. . |
jeste pozitivna i neprek:dya na. segmentu [x—t(.)-),x+t(.l)] i vazi
L .
 max £(3) = EN (38)
telx-toy, xeto)] |
Sada iz (10) (13) i (36) (38) sledi nejednakost
o maxlu(x)lé 2”[- [M(K ImYX) max [u(x)l+ max[u(x) +
el '. _(_)s:r.nv"“ﬂ_)'l xRy xeky l
" o EA) 5k, Imr)nquL (k) 2 Bl ]+ (39)
xXeKg SR
+ k s(K, Imf“)ﬂqﬂ max ﬁ(x) .
_é_l L (KA') IF-K;]' l

Tma juéi u vidu uslove (34), na poslednji sabirak na desnoj

strani nejednakosti (39) moZemo primeniti ocenu (23):

max]u(x)[éh[{l max[u(x)l —CD—-——(—)-@M(K TmVX )+']*S(K,Immuml -
ore K x&K'E‘ [ s::.nf‘t A 72 L]_(-

) + 3 mal;clu(x)l (K, VDS (€, InV) laly, (x> 50 .
Ky

Primeniv3i na izraz u srednjim zagradama ocenu (20), a na

drugi sabirak na desnoj strani prethodne nejednakosti ocenu (34),

&), dobijamo ocenu
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maxlu(x)[A[rmaxlu(x)l %%l + Emaxlu(x)l ’

xe K
odakle sledi ocena

maxlu(x)l ﬁ—%%%lrlm&xlu(x)\ . - (40)

xe K e K 5

Uvodeéi oznaku

28 M(K,ImVh | |
B(K,Q,Imﬁ) = m%_;:%?%xy‘ ’ ' (41) .
iz (40) dobijamo ocenu (30). |

Ako je A = 0 , onda se ocena (31) dobija analognim postup-

kom, uz koriscéenje formulé srednje vrednosti (7);

2. Neka je q(y)éLl(G).

Razmotrimo prvo slucaj kada Jje G ='(a,b) konac¢an interval

Neka je A # O i neka su bréjevi M(G,ImVX) i S(G,ImyX)
definisani pbmoéu uslova (10)-(13) u kojima umesto QEE- stoji

'2}? « Odredimo broj 0<£&KL B'[:E tako da bude zadovoljensa nejedna-

kost
M(G,ImVI)s(G,Imﬁ)llquLl(G).s_.~.§ % .

DefiniZimo segment K< G tako da je K = [a+& ,b-&]
Za tako o'dredjene' K i & wvazi ocena (26):

supl;(y)lf-- 5 M(G,InVX)- max|u(x)| .
%eEi e K

Odredimo zatim broj 0<A < mln{g ,E—} tako da za uocCe-
ni kompakt K vaZi uslov 4&),(34). Tada su zadovoljeni i uslovi
B) i &), pa prema prvom delu ove teoreme, vaZi ocena (30). Primeni-
mo tu ocenu na desnu stranu prethodne nejednakosti:

0 0
sup[u(y)| £ 5M(G,Im\X) max Ju(x)| <
?ee xe K
& 5 M(G,InVX)B(K,q,Inf%) Vi V|- maxlu(x)! ‘
JIEF;E
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Stavljajuéi

B(G,q,ImV') = 5 M(G, ImV_)B(K,q,ImV‘) ) (42)

Y
.'*‘-
'1-

odatle dobljamo ocenu (52), ukoliko postoji sup[u(y)[ Egzistehci-

EC
ju ovog supremuma dckazademo u sledecoa teoremi, Cvde éemo izdvoji-

ti prethodni rezultat

sup l‘-z(y)l < B(GtQ1lmﬁ)‘lﬁl‘ max h:(x)l . (43)
«dee xeKjé-

U sluCaju kada je G beskonadan interval proizvoljnog obli-

ka, dokaz se izvodi analogno dokazu odgovarajuéih slucajeva teoré—h‘
me 1. Pri tome se koristi &injenica da posto]ji sup]ﬁ(y)l » Koja ée
biti dokazana u sledeéoj teoremi. Lo | |

Ocena (33) se dokazuje analogno, uz koriZéenje ocene (31).5'

Dokaz teoreme 2 je zavrsen.

NAPOMENA 1. Vratimo se sada skupu € ({) uvedenom u napomehi 5

prethodnog paragrafa. Pretpostavimo da taj skup ima sledeéa svoj-
gtva:

1) Postoji broj A> O koji me zavisi od brojeva Ae© (L), ta-—
kav da Je |

[IaVa] 2 &4 , aes ) . (44)

2) Postoji brej A,> 0 takav da je

[ReMX {2 ), , O #Aes() . (45)

Tada konstante B(K,q,ImVA) i B(G,q,Imyx)

iz ocena (30)'1
(32) ne zavise od brojeva M€ & (L).

Zaista, prema napomeni 3, §1, od M\ nede zavisiti sve kon-
stante iz teoreme 1 koje udestvuju u dokazu teoreme 2. Dalje, broj

AY'dﬂfinisan uslovima (34) zaviside samo od kompakta K 1 potenci-

bl L TR )
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-

jala q(y) . | . |
Razmotrimo konstantu B(X,q,ImVX) (videti jednakost (41)).

Ne umanjujuéi opStost, moZemo pretpostaviti da je O0<Ay<l, Kori-
steCi nejednakost lsinz[;Jsin(Rez)[ i uslov (45), nije tefko vi-

deti da vaZi sledeée tvrdjenje:

Za svaki A€6 (L) postoji broj t@k)é['z&;- 43'] takav da Je |
lsinXt ()| > sin(rd), gde je r = min {g,)\o} , & time i

[t@)- sinl5t)] 2 $8sin=d) = P (5 ) (46)

Smatrajuéi da je broj t(A) koji se pominje u dokazu prvog
dela teoreme 2 izabran kao u prethodnom tvrdjenju, moZemo u oceni

(40) umesto konstante B(K,q,ImVA) staviti komstantu

B(%,) - %ﬂﬁﬁl :

Imajucl u vidu ove éinjenice i analizirajuéi dokaz drugog
dela'teoreme 2 (vldetl jednakost (42)), dolazimo do zaklaucka da i
rﬁ‘konstanta B(G,q,ImKI) zavisi samo od intervala G i potencijala

"q(y)

Formullsimo sada i dokazimo ocene odozgo za pridrufenn funl

ciju u(y) operatora (1).

TEOREMA 3. Ako Je q(y)€Li°°(G), onda za svaki kompaks
K<G postoje brojevi O<R L €(K,9G) i C(K,q,ImVR) takvi da

vazi ocena
max |u(x)| < C(K,q,InV&)- Uul[L k) - ' (7)
ae K

Ako Jje q(y)éELl(G) i, u slucaju beskonaénog intervala G,

aly), u(y)éELa(G), onda postoji konstanta C(G,q,ImVX) takva da va-
Zzi ocena
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?:gpl{;(y)l £ 0(Gyq, i) el 5y - - (8)

D O KA 7. Razmotrimo prvo sludaj kada je 4 # 0 .

1. Neka je q(y)eLloc(G)

Ne umanjujuéi op3tost, moZemo pretpostaviti da je posmatra
ni kompakt oblika K = [c,d] .
Odredimo prvo broj O 4'/3‘/; m:r.n{ 53 § (K, ?G)} takav da

budu zadovoljeni uslovi

l) A< d-c .;
(49)

2) n(K,InV0)S (K, I laly, (xyd < 2 .

- Uvedimo segment K . = [c+,5' yd=4 ] . Tada su za kompakt K

i broj O zadovoljeni uslovi (15), pa vaZi ocena (23):

max[ﬁ(x)[ £ 5 M(X 2 ,ImV") maxltuz(x)[é 5SM(K,ImVA) méx[&(ac)[
XeR xeK_g xeK_§

jer je (K_ )d"
Sa druge strane, za kompakt K;E i broJ o ispunjeni su

=K-

uslovi (34), pa vaZi ocena (30):

ma:x:h:(x)[ <. B(K 5 ,q,Imlﬂ)-I‘ﬁl* maxft:(x)l o
xek 5 - xe K

Iz ove i prethodne nejednakosti dobijamo veoma vazan oblik

antiapriorne ocene

nax [0(x)| < 5M(K,InVX)B(K _,q,InVK)] X max|uGx)| . (50)
xeK‘ | ~d xe K |

Odredimo sada broj & takav da budu zadovoljeni sledeéi

uslovi:

l) O0<KE L mln{T » S(K, ?G)} |
. 1
2) M(K,Imﬁ)s(K,Imﬁ)ﬂanl(KG) & =< O (51)
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_EEI_ MZ’(K,Imﬁ)B(K ,q,InlR)-& < % .
2(4 -7) . - |
U formuli srednje vrednosti (6), koju ¢emo ovde upotre‘biti
u obliku S —_—
4 , | o+t
_(_)_2_(_2‘1 xrvjruix-t) . a(x)cos V't - é——Sq(z,)u(z,)ss.nr(lx—;l -t) 43 +
xwt o (52)
+ -2——\(_ Su(;)sn.nv-(\x-zl-t) d;y .

x—t
smatrademo da x€EK i 0£t< 3%, Tada iz (52) dobijamo nejednakos

Ié(x)cos 0t] £ -]é- ( ]&(x-&t)[ +lﬁ(x-‘b)l ) . +

ok ot |
nVA( [x- ;[ -tZI 1 FIRNTO -
- xgqq)‘“})”m = i E—JSE(ZN'SJ-HMC“Z' )
- X

- odakle integriranjem po t od O do z-; s 2bog (10)-(13) i (14),
sledi neaednakost | o

& lu(x){d‘ uun L paxla(x) dqj S(K,InVX)-8° +
3 '7[- . = L (K) 'Ex"K'a ’ %)

L pax [u(x)l M(K Imm 5

o - vl .z ’
411 _“&N -

‘. 4 | | o
max|u(x)| ¢ L] ( |- n S(K,InlX)-&
o

5 - maxu(x)| M(K,ImiT) -5 .
Sa druge strane, stavljajuéi x = ¢ u formulu (52) i sma-

tra,juéi da 0£t-5_-'<.=, . dobij"amo nejednakost

lu(c-t)l-d- maxlu(x)l + 2 M(K,In¥X) max]u(x)l +

’ xe K xXeikl

+ max |1 (x)] g S(K,I V‘) ¥ I . 8(K,InVX)-

g [ ., (Ke) myA)- ;en[lilgl(:r.)l alf g, L (K) (K, ImRx)-& +
o+ 1 max lu(x)[ ME,InV)-2% .

WAl ze
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Odatle, zbog uslova (51), 2), sledi nejednakost

__e‘g;‘ax[:a(x)lﬁé__ﬁ 3M(K,Im\f,b maxl:;(x)[ + % M(K,In¥x) max[{{(x)[ +

xXe[e-g,0] - xeR xe K
+ & max|u(o)| + 2= mex |Gl MK, i) 25
xEJe-zZ,0) Wv\—i x€e RE. |
ili | |
maxl'g.(x)l.é 4M(K,InVX) maxl':;(x)l b o—_ maxlll{(x)l M(K,Imm)-%z. (54)

Potpuno analogno se dobija i ocena
4 4 ] 0 -
max Ju(x)| € 4M(E,InVX) max|u(x)| + —=— max[u(x)| M(K,Inyi)- g&.- (55)
Xeldd+g] Lek WX xe Ke
Iz (54) i (55) sledi ocena

maxl:z(x)[.é SM(K,ImV)) maxl&(x)] + =2~ max lﬁ(x)l M(K,Imﬂ)-gs_. (56)
:IEKE xeK VX xe Ky -

Vratimo se sada nejednakosti (53). Zamenom (56) u (53) do-'

bijamo, imajuéi u vidu uslov (51), 2), sledeée nejednakosti:

xlza‘zclﬁ(x)lé %"3"1.2(35) + 5 = o‘é‘f’éf"“‘ MK, InR)E  +

+ igxnéaéclﬁ(x)l M(K,ImVR) g(K,Imv:t)-nquLl(Ks).g‘ +
2L i'\_lG-T :fl?f(x)l M(K,InVR) S(K,Imﬁ)-]]q"Ll(KE)_Gﬂ <
é%ﬂﬁ‘lz,l(xa) + %rif;lﬁ(x)l + 25 -N:-Lj[-g:é;lﬁ(x)l MK, InVR)-&

ili, posle sredjivanja,

y A S, J 1 0
;‘:;lu(x)lé [ “u“L‘g(KP;) + 2—(2_—:}[_)- W ;:ai;u(x)l M(K,InVX)-& .

Primenimo na drugi sabirak na desno] strani ove nejednako-

sti ocenu (23):

4 nir A
;ﬁlu(x)lém "IlﬂLg(Kg) + 2 jr‘ i.\é__l;;aé;ll;(x)l ME(K,ImVI)-E. *
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a zatim u ovoj nejednakosti ocenu (50). Dobijamo nejednakost

A 2 A
:élea}?,g(lt)lé TLTL'%V_E—;'”u"LQ(Kg) + ‘23('1;%5.::;}11(3)[%3(1(,11‘10)'
B(K(Y 1Q1Imr) -& ?

31i, imajuéi u vidu uslov (51), 3), ocenu
4 87 1 | o +
max|u(x)|<& =7 Jull . (57)

Kako je & = &(K,q,ImV}) , to (57) predstavlja ustvari
ocenu (47) koju je trebalo dokazati. |

2. Neka je q(y)éLl(G). |
Razmotrimo prvo slucaj kada je G = (a,b) konadan interva

Postuplcemo kao u dokazu odgovarajuceg dela teoreme l. Odr

o '-d_-Lmo prvo, kao i tamo, brojeve M(G,ImVX) i §(6,ImWX) . Odredimo

zat:r.m broj - 048.-!. l’fra- takav da vazi uslov

LICRETVEICRETIETIESE I I

. 1Defin131mo segment K<G tako da je K = [a+€.'b-EJ . 22
tako odredjene K _i.Ei'pondvimo, uz oevidne modifikacije, deo do

kaza prvog dela ove teoreme, £to nas dovodi do sledeleg analogona
ocene (56):

sup[ﬁ(y)l £ 5 M(G,ImV}X) max[{{(x)[ +
4e G xe K (58)

I_VITI s:glu(y)l % M(G, ImV‘) & .
¢

Primenimo na drugi sabirak na desnoj strani ove nejednakos

ocenu (26). Dobijamo ocenu

S Pl;( )‘ 5M(GJ£ ) ] ( )l _““'maxlu(x) e
u ¥ £ ,Im max ju(x)| + EEM
HE : ‘ . l (G' ImMI) E . (59

Sada za dati kompakt K odredimo broj 0<,5‘ < min{%: ’ E-}

takav da vazZe uslovi (49). Tada va?i ocena (50) koju moZemo prime~




25

niti:na poslednji sabirak na desnog strani:(59). Dobijamo ocenu

suplu(y)IQ, 5 M(G Immi) max]u(x)[ +

S MEG xelX
. -‘%i M= (G, ImVX) M(KJ ,In¥X) B(K ;. ,q,In\k) ;lal]é'u(x)l &y
3. - N ) o
| sup ju(y)] € C(G,q,InVX) max|u(x)| (60)
gde Jje 'BeG ' ek

C(G,q,InV}) = %Mz(G,ImV')M(KA- ,ImVX)B(K a.,q,ImUT\).ﬁ SM(G,ImVxX) .

Ocena (60) je analogon ocene (26)., Primetimo odmah da iz
nje sledi da ﬁ(y)e;Lz(G), ako je G Xkonadan interval.

S obzirom na ocenu (47), iz (60) sledi ocena

y 4 .
suplu(y)| £ C(G,q,ImWX)-Nully g y - (e1n).
G | | 2R o o

4 o . -

gde je O<R <L ©O(K,23G), a odatle, imajuéi u vidu prethodnu pri-

medbu, i ocena (48).

Pre nego sto pristupimo zavrinom delu dokaza teoreme 3, pri
metimo sledele: U dokazu drugog dela teoreme 2 mi smo pretpostavili
da postoji suplu(y)l Kako smo ovde (videti nejednakoéti'(56) i
(58)9) dokaz;il egzlstenciju tog supremuma ne koristeéi pomenutl deo

teoreme 2, to js upotrebljeni postupak korektan.

Dokaz teoreme 3 u sluCajevima kada je G beskonadan inter-
val jeste potpuno analogan dokazu odgovarajudih slucajeva u teore-

mi ). Ovde takodje stoji odgovarajuéa primedba koja se odnosi na

egzistenciju sup]u(y)l 1 upotrbu ove ¢injenice u dokazu odgovara—
€G

Juéih sludajeva teoreme 2.

Slucaj A = O se dokazuje primenom formule srednje vredno-

sti oblika
p a8

4 -
HEpet) . lw -3 (G daegl -0 o -

O

=
b
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o+t
SRR ORCE ORI
Prethodno prak;;gna tehnlka se, uz odgovarajuce modifikacije, upo-
treblaava i u ovom slucaau. Pri tome se koriste i odgovarajuéi re-

zultati iz teorema 1 ; 2.

Dokaz teoreme 3 je zavrsen.

NAPOMENA 2, Ako pretpostavimo da skup 6~ () ima svojstva (44)
i (45) iz nepomene 1, onda analiza dokaza teoreme 3 pokazuje da
konstante C(K,q,ImVX) i C(G,q,ImiX) iz ocend (47) i (48) ne zavise
od brojeva A€ & ). | |

'§3.- OCENE PRVOG IZVODA SOPSTVENIH FUNKCIJA

lzvedimo prvo formulu srednje vrednosti za prvi izvod SOp- ;
] |
stvene funkeije u(y) operatora (1), koja odgovara sopstvenom bro-
Ju A . Naime, ako je x€G i t>0 broj takav da x-t,x+t € G ,

onda vaZi jednekost

ot
u (x+t)-u (x=t) = - 2 V“u(x)sd.nf'b + Sq(z)u(;)cosr'(]x-;l—t)d; (62
x—t
Zaista, podjimo od integrala
o+t |
Stg”(;)-coslﬁ(; -x~1) dz, .
od
Primenivsi dva puta uzastopno parcijalnu integraciju, dobijamo jed-
nakost |
“&to '
Su”(})cosm‘(}_x-t)d} = u’(x+t) -13'(::::)-003!&1: +
o€ | u o+t
+ VA u(x).-sinVdt - )\ Su(})cos (3-:::-1:) dz/ .
s &

Odatle i iz jednadine (2) sledi jednakost

u’ (x+%t) = -Viﬁ(x)sinﬂt + 3'(:}:)005%}?1: + | (63)

-
(o]
L
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x+t |
+ Sﬁ(;)q(}‘)cosvl'(z,-x-t) % ..

X

Potpuno analogno, razmatrajuéi integral
Sufr(z) GOSV:X(K“ ? ""'t) dg ’
x-t |

-dolazimo do jednakosti

ﬁ'(x-’c) = ﬁﬂ(x)sin\ﬁ:t + t?t'(x)cosﬁt - |
g - - (64)
- Sﬁ(;)q(z)cosﬁ(x- 3 -t) dz .
-t |
Jed.'t:;alcc‘:31:9c (62) neposredno sledi iz _jednako_sti (63) i (e4),

TEQOREMA 4, Neka je q(y)€I;°°(G). Tada za svaki kompakt
K<G postoje brojevi O<R < €@(K,2G), ,AQCK,Im\D:):’l i
Gl(K,q,Imﬂ) takvi da vaZe ocene: .

a) maxla'(x)] £ Gl(K,q,ImVI)HﬂﬂszKR) , za 0&|[ReVA[£A,(K,ImV}) ;

aekK (65)
b) xm;a;[ﬁ' (x)| £ Cl(K,q,Imﬁ)-[VI[ﬂﬁﬂLQ(KR), z8 ]Reﬁl}Ag(K,Imﬁ)f

Akxo je q(y)é& Ll(G).,i, u sluc¢aju beskonalnog intervala G,
b
u(y)éLz(G), onda postoje brojevi  Ae(G,ImVa)=1 i Cl(G,q,Imﬁ)

takvi da vaZe ocene:

a) SUup f't’ ('.Y)I < Cl(G,anmﬁ)ll:llle(G) y 23 O.é-IReViI_-;.A,(G,ImUJ) 3
366 o | (66"
b);%ph'l'(y)lé C;(Gyq,ImX) lﬁlﬂﬁlle(G) , 28 |Re¥X|> M(G,ImVX) .

DOKA Z. 1. Neka je q(3)€L3°°(c).
Ne umanjujuéi opStost, moZemo pretpostaviti da je K = Je.

Neka je A # O i neka je [u proizvoljan pozitivan broj. Podjimc

-y ey, =
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od funkecije

cosﬂ]x-—y} | , zZa lx—y](R 3

o’u(xsy;[w) = | . (87
| 0 s 28 [x-3|2R ;

‘gde je O«LR < ©(XK,36).

Fiksirajmo tacku x&€K 31 transformifimo integral

A& - - =R
5(::) = Sm(x,y;{&)ﬁ(y)dy = Sﬁ(y)cosr(y-x)dy +
Py x | o (68)
+ Sﬁ(y)cos[k(x-y)dy . |
x- R

Primenivsi smenu promenljivih h = y-x u prvom, i h = x=

u drugom integralu na desnoj strani jednakosti (68), a potom i for

mulu srednje vrednosti (4), dobijamo Jednakost

R
&j(X) = t‘;(x) e 'jcos h cos¥ih dh - -
0 af (69)

ScasIuh [gq(;)u(%)sn.n (lx-y’[ -h)dz‘,] .

Iz (68) sledi da na segmentu K wvazi jednakost
x+R

%5{. aj (x) {u_Su(y)s:_n/L (y=x)dy + (a(x+R)-u(x—R))005/uR . (70)
x-R
Osim toga, ako uvedemo oznaku

a+h |
F(x Iu,) = - gcosF [Sq(%)u(g)sn.n ]X-?‘l -h)d's-] .

onda na segmentu K wazi i aednakost

R %
%&"F(x’f‘) = Scosrh.[ gq(%)ﬁ(-{)cosﬁ(x—z -h)dz -
0 o f, Tk (71)

- gq.(g)ﬁ(g)m:’s\'i(*3s —x-h)dg] dh ,

x
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Iz jednakosti (69)-(71) neposredno se dobija jednakost

R | . ;:. - a+R |
%—iﬁ(x) 2fgco's ‘u.hcos ﬁhdh = f.lg ﬁ(y)sin IU- (y-x)dy + (72)
0 | _h Rac—-R g | ‘ |
+ BeeR)-i(x-R)cosp T Scosluh {Sq(g)u(z')cosﬂ(x-zl ~n)dy
| sl

- S-qcl)ﬁ(z Jcos VI('Q( -x—h)d%] dh
oy |

pri ¢emu x€K .

S obzirom da Jje

.. 8inz
=

postoji broj A,> 0 takav da vaZi

sinz | , 1
lZIdf‘a:‘ =? I 2 .
Fiksirajmo broj R na sledeéi nac¢in
0<R< min {g(K, 36), --’-é_"—-——-a (731
1+ | ImVx ] |

Tada se mo¥e dokazati sledeée tvrdjenje.

Ako broj R 2zadovoljava uslov (?3), onda postoje'brojevi

[uo(K ,Im)>1 i p= P(ImVR)> 0 takvi da za svaki broj M=
> rlﬁ(K yIm¥x) koji zadovoljava uslov |ReVX -[ulél vazi ocena
4
2 lbcos{uh cosyAh d.hl > {5 . (74)

Dokaz ovog tvrdjenja je elementaran, pa ga neéemo ovde na-
voditi. Doka¥imo sada ocenu (65), b). Definifimo broj A,(K,ImV})
pomoéu Jednakosti |

S—
—

i

B 2
\Au(KaImﬁ) = { llmﬁ‘ + #o(KgImﬁ) 9 (75)

i pretpostavimo da je I|ReVX|> A (X,InVX). Stavimo 'u, = |ReVn]| . Za
tako odabrane brojeve ‘U- 1 R vaZe Jjednakost (72) i ocena (74).

LR S
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Zato iz (72) sledi nejednakost

e’ )| ¢ Walmax]u(x)] ( 28 + £ + 22 llQIlLl(KR)' 1+sh®(R-Im{X) ) ,

xeKp (5 (b P

za svakil x€X .

Primenjujuéi ovde ocenu (8), dobijamo ocenu

max | (x)| < Cl(KsQaImﬁ)l lllullL( Kz)
xeK

gde je

Cl(K,q,Imﬁ) = C(K ,q,Imﬁ) ( EB “quI'l(KR) J——-l-sh (R- Im\f-) + -—{; +§

a broj R Je tako odabran da je KRC KﬁCG « A ta ocena je upravo
ocena (65), b).

DokaZimo sada ocenu (65), a). Pretpostavimo da je O < |Rel:]
£ AO(K,Imﬁ). Ovoga puta podjimo od funkcije

1 » za [x-yl< 8,

| S |
N, (xgy) = : | (?6)
| © , za |[x-y|zs, |
gde je 0<8 < g’(K, 2G).
Fiksirajuéi talku x €K, transformilimo slededi integral:
Ar | I+ S
° ) v . |
6e) = (o im o - 3 oo . G
. | %S
Koristeéi smene promenljivih kao u prethodnon slucaju i formulu

toh

srednje vrednosti (4), predstavimo funkciju ﬂ.:(x) u obliku
| s -

0 B 5
Oix) = ulx) 5 Scosﬁh dh -
S D::w-l | (78)
- E']ﬁ . S[Sq(;)ﬁ(@)sin'ﬁ(lx- zl -h)dz.]dh .
0 xd,

Pomolu jednakosti (77) i (78), po analogiji sa prethodnim

sluCajem, dokazuae se da na segmentu K vazi ;Jednakost

Eu(x) & Scosf-h dh = -s--( u(X+S) - u(x-s)"") +
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s | oo+ b, |
. %S‘ [Sq(%)ﬁ(;)casﬁ(x- 3 -h)di‘ -~ Sq(%)&(‘z‘)cosﬁ( 7 —x-—h)dﬂd.h.
I o *

Neka je zéz broj odredjen u prethodnom sluc¢aju. Fiksiraj-
mo broj S tako da bude |

0<S < min {g(K,aa), VR — S ~ (80)
(ImVR]? + No(K, Iny3) ™ |
Za tako odabranoc S wvazZi ocena
s .
| l-g— Scosﬁh d.b.l > 1 . (81)
0

Predjimo na dokaZ-OCene.(65), a). Koristeéi ocenu (81), iz
jednakosti (79) dobijamo ocenu

0 2, 2. A\ 2 '
lu’ (x)]< (& + 2 laly, (gyV 1 + sh™(8-ImiF) ) max|u(x)|

xeKg
za svaki x€K , odakle, zbog ocene (8), sledi ocena

0, ' 0
al;:eaﬁlu )} £ ¢4 (X,q,IniX) el (k)

gde Jje | _
0y (K,q,InVX) = C(Kgyq,InVX) ( § + a-uquLl(Ks)-\h + sh®(s-Im(X) ) ,

& broj R Je odabran tako da dude KSCKRCG .

Sluéaj X = O dokazuje se, uz ofevidne modifikacije, ana-
logno prethodnom slucaju: u prelazu od Jednakosti (77) ka jednako-
sti (78) koristi se formula srednje vrednosti (5).

2. Neka je q(y)é Ll(G).
Pretpostavimo prvo da je G = (a,b) konadan interval. Ozna
. a+b b+a .
¢imo sa K segment [14— ’ ﬁT] » Stavimo WA, (G,ImVX) der

= Ao (K, ImVX), gde je M (K,ImVX) broj iz ocene (65), odredjen za
tako izabrani kompakt K .

S =
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Dokazimo ocenu (66), b). Stavimo u formulu srednje vredno-
: a+b . :
sti (62) X=X, = iﬁ— 1 pretpostavimo da té.[o, —I Js Tada
brojevi X, = t pripadaju poluintervalu (a, 532:3] y 8 brojevi
X+t pripadaju kompaktu K . Iz formule (62) dobijamo, koristeédi

ocene (8), (27) i (e5), b), sledeée nejednakosti:

|u (x -t)l-(. Ju’ (x +t)| + 2[V_”u(x D) [slnrtl +
L+t

j:qcpuucpucosrc 2= 21 )] 4 <

écl(KSQSImﬁ)lr“lu"L (K 1) + 2' lC(K,q,IHIVI) HI(G Im\r) “u“L (KRe) )
,a,s Gy I
+ C(G,q,InV3) - m(G,In\X)- halz, o) ﬂuﬂLa(K 3)

| ili stavl:jajuc:. R max{ 19 R2, _3} s+ OCenu

sup]u (y)] l(G;_q-,ImVR)lﬁlllullL (k)  * (82)
qe(q,an*b] . 2
Potpuno analogno, stav:.vsn. u formulu srednae vrednosti (62)
"xEle = 228 smatraauc:l. da _t.e [0, Eli—) s dobi jamo ocenu
sup lu (7)) £ c (G,q,Im VX IVRIIGY . . (G3)
el ! P2 (R |

Sada iz ocene (65), b), prlmenaene na kompakt K sa nekom

*okolinom Kﬁ:) K, i iz ocena (82)-(83) sledi da va¥i ocena

suplu ()| £ C (G,q, Im\G)W"quuL (K ) . (84)
356 -

gde je R = max{R ,R}

Iz ocene (84) neposredno sledi ocena (66), b).

g

Sludaj 0« [ReﬁléAD(G,Im VX) razmatra se potpuno analogno.
Koristi se takodje formula (62); sludaj A= O treba posmatrati
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odvojeno.

-
e

- .- Neka ae G = (-ao,-r-aca i neka Je u(y)é LE(G) Stav:.mo
'.AD(G Imﬁ) =1 i pretpostav:.mo da je |ReV—[> 1l . Ako ocena (€6),
b), ne bi bila taéna, onda bi za svaki broj r>0 postojala tacka

X, € G takva da Je
[u’ (x,)] > rlﬁlllalll,e(g) .

Podjimo od &injenice da, kada q(y)€L,(G), konstante |
Ao (KyImYR) i Cl(K,q,ImVI) iz ocenf (65) ne zavise od prirode kom
'pakta K , veé samo od njegove mere! Zato za dati proizvoljni brdj
8 odredimo brojeve Wo(s,Im¥X) i C,(s,q,In{X) . Prema -naSoj pre
postavei, postoji tacka xBEG takva da Je | | |

]u'(xs), > Cl(s,q,ImVIl)Wﬂ"lgﬂLe(G) . o R (85)‘

. Neka je X(s) proizvoljan segment duZine s , koji sadrﬁ:';
tadku x, o Kako Je [ReVX| > 1, to je, prema oceni (65), a) giﬁo je
|ReV¥X] £ .Ao(s,lmﬁ), odnosno prema oceni (65), b) ako je |RelX] >
>A(8,InVX) , zadovoljena nejednakost '

max[éf(x)l £ 01(51Q~:Imv:7\—)‘lﬁl'“3“1, G) °
xe K@) | e

8to je u suprotnosti sa ocenom (85)!
Potpuno analogno se dokazuje ocena (66), a), s tim Sto se

sludaj A = O razmatra odvojeno.

Razmotrimo najzad sluCaj G = (by+00); slié¢no se razmatra

slucaj G = (o0 ,a) . Neka je K = [c,d] CG segment takav da jJe

¢c=b L %';—c . Prvo se pomocu jednakosti (64) i teoreme 1, kao i pomo

éu prvog dela teoreme 4, doka¥e da postoji supl& (7! i da za'nje-

e (f,c]
ga vaze ocene tipa (66). Zatim se, kao u pretho&nom slucaau, poka-

Ye da postoji sup[u ()] i da za njega vaZe ocene (66). Na samom
xe(d+e0)




A4,

kompaktu K vaZe ocene (65). Odatle sledi da na celom intervalu G

vafe ocene (66).

Dokaz teoreme 4 Jje zavrsen,

NAPOMENA, Pretpostavimo da skup © () ima svojstvo (44). Tada
 sve konstante koje se pojavlijuju u-formulaciji teoreme 4 zavise sa-
mo od kompakta K , odnosno od intervala G i potencijala q(y) .

Dakle, te konstante biée - "ravnomerne” u odnosu na brojeve J\E,E(ﬂ)

§ 4.~ OCENE PRVOG IZVODA PRIDRUZENIH FUNXCIJA

Navedimo prvo formulu srednje vrednosti za prvi izvod pri-
druzZene funkeije ﬁ(y) operatora (1), koja odgovara sopstveno]
--'funkci,ji ﬁ(y) i sopstvenom broju A . Na:.me, ako Jje xeG i >

jeste broJ takav da x-t,x+t € G, onda vaii Jednakost

ﬁ"(x#:) +;‘1' (_x-'t) '=.- - 2-\0.‘-11(:{} sinit  +
at . | et (86)
Sqq)u(g)cosr(lx— 7l -t)dﬁ S 3(;)COSVI(I::-;I ~t)d 3 .
-t

Ova jednakost se dokazuje isto kao jednakost (62), samo Sto

se umesto jednacine (2) koristi jednadina (3).

Glavni rezultati ovog paragrafa formulisani su slededon

teoremom,

TEOREMA 5, Ako je q(y)€ L1°°(G), onda za svaki kompakt
K< G postoje konstante O<R < §(K,ImVx), C C,(K,q,Im\) i
Jk (K, InYA) > 1 takve da vase ocene

a)xn;a’;clu (! £ ¢, (K,q,InR)- ||uuL2(KR) y, za 0£ |Refx|< AU(K;Im;[If
- 87
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b) maxlu (x)[ £ Cl(K,q,Imr)lrl ||u||L (KR) , 28 lReV.').'b.)\D(K,ImVI)

xe K

a4

Neka je aq(y)e€ Li(G) i, u slucaju beskonatnog intervala G,
&(y),ﬁ(y)éLgl(G). Tada postoje konstante C;(G,q,InVX) i Ao (GyIm VX

> 1 takve da vaZe ocene

a) sup]::x'(y)l G, (G,q,ImVX) HuI[L NOL za 04]R9r14) (G,ImVA);
€ .(88)

b) supli'x'(y)l.-gcl(e,q,:cmv.x)wxlu‘&uLz(G), za  |RelXl>A (G, InK) .
we

DOKA 7. Neka je q(y)€&I3°°(G).

Ne umanjujuéi opstost, moZemo pretpbstaviti da Jje kompakt
K oblika K = [c,d] . Neka je {H>0 proizvoljan broj i R> 0 =~
broj manji od rastojanja segmenta K od granice intervala ‘G .

Kao u dokazu teoreme 4 poédi éemo od funkeije (67). Smatra- '

Juéi da je tatka x €K fiksirana, transformifimo funkecigju

A xR
4:4(x) = Sa)(x,y;/a )3(3)@ = Sﬁ(y)cos[b(y-x)dy +
a m:x, | | (89)
+ 53(3)005/%(::-7)@ .
T-R |

Uvodeéi smene promenljivih h = y-x , odnosno h = X=y

i koristeéi formulu srednje vrednosti (52), dobijamo jednakost

R
63(1{) = a(x)-2-5005/uh cosiih dh -
g ! a+d,
1
- _ﬁ_gcos [Su(;)q( ?‘)s:m A(x- [ -h)dﬂdh (90)
; %
L Scosth[Su(%)sa.n NG l _h)dﬂ e
x-4

Sli¢nim razmatranjima kao u dokazu teoreme 4, koristedi

- Jednakosti (89) i (90), dolazimo do zakljuckae da na segmentu K
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vazi jednakost

R | | LJ&E;
%x—ﬁ(x)-& cos/uhcosVIhdh = /u-g;;(y)sin(y-x)dy +
+ :1(X+R) -Efx—R) )‘ costR + | (91)
R % o A ) |
" Scos[u. [Sq(z)u(z)cos\[‘(x-; -h)dz, - Sq(; )u(z)cosﬁ(z-x-h)di)ldh
hx e '
R §cosrgh[Su(;)coslfj(x—%—h)dz - Jﬁ(pcosm;-x-h)dﬂdh

x-f,

Sada se u potpunosti ponavljaju razmatranja iz dokaia teo-
reme 4, koja se Odnose?na'integralf(74). Naime, broj R se defini-
e relacijama (73), egzistencija broja [.(.,(K,Imm je ustanovljena
tvrdjenjem koje sledi iza nejedndkosti (73), a broj JA,(K,Im/i) =se
definise jednakoiéu (75). Pretpostavimo da je [ReV"l>J§(K InVx) .
Stavimo F;= IReWI| . Za tako odabrane brojeve R 1 rp vaze oce-

na (74) i jednakost (91). Zato iz te jednakosti dobijamo, koristedi
ocenu (50), sledeéu nejednakost:

y y
ax[u’ (x)] < W3] mexlu(x) ( 28 + 2 4 G,I
xn;: v ””:ﬁ'iu BRI "- Iz, (kg)  m(GI01R) D +
+ V&l maxlu(x)l (4OR Taj m(G Tmr)M( yImVX)B(K, ,q,Imi)
xe Ky, P L (Kp) ,3’ R 5

Primenivsi ovde ocenu (47) sa nekim "okolinskim" kompaktom

Kp €K €G , dobijamo ocenu (87), b).

Ocena (87), a), dokazuje se po shemi dokaza ocene (65), a),

uz korlscenae Jednakosti (52), kao i ocena (47) i (50)

Pretpostavimo prvo da je G = (a,b) konadan interval. Ozna.

¢imo sa K segment [ﬁ?, ﬁ2;3]1... Stavimo Jl (G Im\}) = .)t o (K, ImVx




té[O, Tb"d") . Tada iz te jednakosti dobijamo, koristeéi ocene (43),
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Neka je |ReVX|>Jo(G,InVX). DokaZimo ocenu (88), b).

Stavimo x= X, = éﬂ% u jednakost (86) i pretpostavimo da

(60), (47) i (87), b), slededu nejednakost:

|:1'(xo-t)[ éCl(K,q,Imﬁ)[ﬁluaﬂL (K y *+ 20(K,q,1mv;)|q§l“f1nL (K. )
2 Rl 2\°R,

-m{G,Imn\}) + C(G,q,ImVJ)C(K,qsIm l “luﬂL (Kp ) -n(@, Imﬁ)ﬂﬁﬂ +

Ly(s) |

A .

ili, stavljajuéi R = max{Rl,Rz,RB} y Ocenu

4 ~ 4 | ..
gE?;l?sLEb(Y)l £ Cl(GaQ1ImV:J\-)IV-I, "u"LE(KE) . . (92)

Potpuno analogno, stavljajuéi =x=x bta jednakost

(86) i smatrajuéi da t €0, P—F) , dobijamo ocenu

sup[u (7| £ El(G,q,ImVi)[ﬂlllaﬂL ) | (93)
ye3ka, ) e |
Sada. iz ocene (87), b), primenjene na kompakt K sa nekom

okolinom K.‘ﬁ <G, i iz ocena (92)-(93), sledi da vaZi ocena
S‘I.Ipl 11 (7)‘ < Cl(G',q,IIﬂr)l “IuﬂL (K y o (94)
geé?
~ 72 R

gde je R = max{R,R,R} .

Iz ocene (94) neposredno sledi ocena (88), b).

Ocena (88), a), dokazuje se analogno, koriSéenjem jednako-
sti (86). Slu€aj A = O treba posmatrati odvojeno.

Dokaz oceni (88) u slucaju kada je G beskonadan interval

ved je naznalen u dokazima teorema 1 i 4, pa ga ovde neéemo detaljno

LR
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prikazivati. | | o .

Dokaz teoreme 5 je zavrsSen.

NAPOMENA, Pretpostavimo da podskup & (l) skupa 30pst§enih vre:
dnosti operatora (1) ima svojstva (44) i (45). TPada konstante
Qp(K, ImVR), Mp(G,ImVX), C, (Kyq,Im¥X) 1 Cy(G,q,ImVX) iz ocend (87)
i (88) ne zavise od brojeva A€ s'(L). |

'§5.~ OCENE IZVODA VISEG REDA SOPSTVENIH I PRIDRUZENIH FUNKCIJA |
| |

U ovom paragrafu cemo prgtpbstavljati da Jje potencijal q(y)é
formalnog diferencijalnog operatora (1) neprekidna funkeija na in-
Tervalu G ., ' |

U tom sludaju iz Jedmakosti (72), odnosno iz njoj analoghe
Jednakosti'za sludaj A =0 y Sledi da na intervalu G postoji
neprekidan drugi izvod ﬁ"(y) sopstvene fuﬁkcije 5(3) koja od-
govara sopstvenom broju A o Isto tako, iz Jjednakosti (91),*odno-
s8N0 12z njoJj analogne jednakosti za slﬁEaj A=.0, sledi da na inte;
valu G postoji neprekidan drugi izvod u.'(y) pridruZene funkci-
je u(s) koja odgovara sopstvenoj funkclal u(y) i sopstvenom bro-
ju A . '

Biée nam potrebna slededa lerma.

LEMA 2. Neka je q(y) € C(G). Tada sopstvena funkeija ﬁ(y)
koja odgovara sopstvenom broju A Jjeste reSenje jednadine (2) svu-
_ - A
da u intervalu G . Isto tako, funkeija u(y), pridru¥ena funkeciji

u(y) i sopstvenom broju A , jeste resenje jednadine (3) svuda u

intervalu G .
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| 4
DO KA Z., Dokaz éemo izvesti samo za pridruZenu funkeiju u(y);
Odatle na odevidan nadin proistide shema dokaza za sopstvenu funkci

0
Ju u(y).
Neka je A £ O. Fiksirajmo u jednakosti (86) tadku =x€G i

pretpostavimo da t € [0, 9('3:, ?G)). Diferencirajuéi po t obe

strane te jednakosti, dobijamo sledelu jednakost:

:i"(x+t)+£"(x-t) = -2 COSYI'I:-:I(::) + q(x+t){'1(x+t) + |

~t |
+ q(x-t){{(x-t) + VXSQ(%)g(g)sinﬁ( [x-3[ -t)d3 - "‘
ox-t

ot 1
- tg(:x:-s-'l:) - 101(::-1:) - ﬁ.jﬁ(g)sinﬁ'( )x-%] "t)d?( . '
Xt

Stavljajuéi u ovu Jjednakost t = O , dobijamo da za svaki
¥x€G vazi jednakost
1, , A 4 N
-u ' (x) + gx)ux) = A ulx) + iulx)

8to je trebalo dokazati.
Sluéej A = O dokazuje se na isti nadin, koriéééﬁjem for-
mule koja se u tom slucaju dobija iz jednakosti (86); Dokaz leme jJe

zavrsen.

TEOREMA 6. Neka je q(y)éc(j"e)((}), d=243%40e¢ o« Tada sor

0
stvena funkecija u(y) koja odgovara sopstvenom broju A  ima na

intervalu G neprekidne izvode do reda J =zakljudno, i za svaki

kompakt KC G postoje konstante A, (XK,ImVR) i Cj(K,q,Imﬁ) tak

ve da vaze ocene

a);:éclﬁ(:])(x)\ < C5(yq,Im\) 10l (g y» 22 O<ReVRl<hy(K, In )3
(95)




I
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4?
b) max[u(a)(r:)[é- C, (K,q,ImVX) A HlulIL A (Kp)* za |ReVX \>J\9(K ImVR) .
xe K |

Fri tome je O<R< P(K,3G).

Ako q(y) Jeste neprekidna funkcija iz klase Ll(G), ima
ogranicene izvode do reda Jj-2 zakljudno, j=2,3,e.., i, u sluésju :
beskonacnog intervala G, ﬁ(y)éiLe(G), onda postoje konstante

.An(G,ImEi) i Gj(G,q,Imﬂi)- takve da vaze ocene

a) suplutd(y)\ < c. (G,q,xmv‘) jull; L(6) » 2 0<IReX|€A (6, TuVs )
'363 ,} (96)
b) suplu(a)(y)| < C. (G,q,ImV‘)IA l”uﬂL (g) » 28 IReV-kn}(G ImVa )1
_BGGF 5

D.O K A Z. Teorema se dokazuje metodom matematidke indukeije.
-jOvﬁé:éemo dati samo skicu tog dokaza, .
' Premd'leﬁi 2, jednakost (2) je zadovoljena za svako y € G,

pa se ocene (95) i (96) za drugi. izvod u"(y) dobijaju direktno

3 iz pomenute jednakostl. PTl tome se koriste ocene (8) i (9). Posto-

"jaqae neprekldnlh izvoda vlseg reda funkecije u(y) dokazuje se
”dpet pomoédu jednakosti (2). Odgovarajuée ocene (95) i (96) dobi jaju
se takodje iz (2) koriSéenjem prﬁo ocena (65)-(66) za sludaj j=3 ,

8 zatim prethodno dobijenih ocena za sludaj izvoda viSeg reda.

NAPOMENA 1. Analogna teorema va¥i i za prldruzenu funk-
ciju u(y) - S obzirom da nam ovi rezultati neée biti potrebni u

daljem izlaganju, ovde neéemo navoditi formulaciju te teoreme,

NAPOMENA 2. Ako skup & (L) ima svojstvo (44), onda kon-
stante iz teoreme 6 ne zavise od brojeva A& & (L). Ako tome dodamo

i svojstvo (45), onda i konstante ig odgovarajude teoreme za funk-

ciju uly) neée zavisiti od brojeva A& 6 Ly .
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§6.- OCIENE INTEGRALA SOPSTVENIH T PRIQBUEENIH FUNKCIJA |

U ovom paragrafu cemo pretpostavlijati da Jje interval G=(aH

konacan.

TEOREMA 7. Neka jJe q(y)éLl(G). Tada postoje konstante
Jo(G,ImVx) i D(G,q,ImVX), kao i kompakt K< G takvi da vaZe ocene

4o _
a) | §4Gay| ¢ pee,q,ImvR) - Hull, J(p)e 28 0% [ReVR|< Mo(G, T0NR) 5
L . EECHN

b) lju(y)dylé D(G,q,TaVK) -
L

Ove ocene su ravnomerne u odnosu na brojeve M E koji zadovolja~

v [“u“I’a(KR)' 78, lReVIl:-.J\o_(G,ImYE)
VA |

vaju uslov a<fy,<y,<¢b . Pri tome je O<R < Q(K, 2G).

DOKAZ. Neka je A #¥ O . Podjimo od integrala
2t
Sz‘i”(;).sinvx(;-x-t) a7z
x
gde x&€G,x+t€G . Primenom parcijalne integracije, imajuéi u vidu

jednacinu (2), dobijamo jednakost

wt -
_ sinit 2. 1 o
u(x+1:) u(x)cos\(_t + o (x) T Sq(;)u(;)sm. (Z’ x-t)d
%,

Neka su yl' i J, brojevi takvi da je ag 14 J,4b . U
prethodnu jednakost stavimo x = y, i smatrajmo da ¢ 6[0,7-2-711

- Posle toga prointegralimo tu jednakost po t u ukazanim granicama:

gl—z-t ‘ | -{:=31-!‘{1 : -f:___g‘g- 4
0 " deg A g
13.1 34+t

- § (50 i stnik(y y-o0ay] as
L . .
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M.
b) [S &(Y)dyl £ D(Gyq,In{r)-
1 |

Ove ocene su ravnomerne u odnosu na brojeve ¥4 i Io koji zadovo-

, ReWX | > Ap(G,ImVA) .
lJllllIL(K) Zale ,D

1javaju uslov agy;< yo4b . Pri tome je O<R < §(K, 2G).

DOKA Z. I u ovom slucaju éemo poéi od integrala

awt |
Sﬁ"" (%) sinV.T(? -x—t)d;i .
o«

A#¥ O . Kao u prethodnoj teoremi, dobijamo Jjednakos?t

| ﬁ(x+t) = ﬁ(x)cdsmit + slnfht n’ u (x) -
, Voo
| xt
-._. -fl—_ S q(g)u(z)s:m\f_( '%r -I—t)d'; +
I - _
. 3
4 'i"ll: Sucz)si_nvxg 2 -x-_t)dz,
x |
Dalae se postupa 1sto kao u slucaju sopstvene funkcije u(y:

Ocena. analogna oceni (98) glasi:

&% | | |
|S{‘1(y)dy[£ M(G,ImVA) suplfl(s')l , 2M(G,TmVr) supl'fl'(y)l +
G VX1 we | Al wes
M(G,ImVA
+ N ?ztéplu(y)\ lallz, oy (0-a) +
¢ 2UCEIOVA) o S ()-(o-a)
[\ YEG

Primenimo sada ocene (43), (47), (60) i (94). Ako je
|ReVIl> .)io(G,ImVR), gde Je AO(G,ImVX) -~ konstanta iz ocene (88),

onda iz prethodne nejednakosti dobijamo sledede nejednakosti:

,S u(?)dyi“: W_l ﬂuﬂLe(K 1) C(GaQaIm )C(KQQQIH}Y})M(G IHIVJ—\) +




Uvedimo smenu promenjljivih Yy = yl+t na levoj strani preil

| hodne - Jjednakosti, a zatim ocenimo tako dobijeni integral:

T - | - S
|{8ar| < sup |8(y)| TCIBW)  , gup g (y)| RGN _
Yy 4e6 IR e 6 |A  (98)
+ Suplu(y)l M llQHL (@) (b=a) . |
ye 6 WA 1\

Primenjujuéi ocene (27) i (84) na desnoj strani prethodne -

nejednakosti, moZemo zakljuditi da vaZe nejednakosti

N_l "u"I:a(K ) C(G,q,Im\U\)M(G Im\ﬁ) +

,r..[ "u"L (K ) cl(G1Q1ImV-) 2M(G' Im ) +

IV'I ﬂunL (K5 ) c(G,q,Im\DT) ﬂqﬂL (6) M(G ImV}) (b-a) <

‘__.___ D(G,q,ImV.Tx) -Ii- “““Lz(KR)

‘ako je [Re¥X|> )\B(G,Im ) , gde je M(G,ImVX ) Xonstanta iz ocene

oV -~

(66). Pri tome jJe KR = KR V KR2 o
Ako je O« |ReVAl<A(G,ImVX), ovde ukljuSujemo i sludaj
A= O, onda koristeédi ocenu (27), neposredno dobijamo ocenu (97),a)

Dokaz teoreme 7 Jje zavrsSen.

TEOREMA 8. Neka je q(y)éLl(G). Té.da postoje kompakt
KCG i konstante Ae(G,ImVX) i D(G,qImVR) takve da vaZe ocene

- O - -
a)l%u(y)dyk D(G,q,ImV). llullL2(K ) za 0 £ |RelXl€ Ao (G, ImVR);
4 (99)

by oy -




1 4 P ) L
;af-"u"Le(KR )~01(G,q,ImVE) 2M(G,InV2) +

Vi ,

MG, ImVA) w4/ &~ . G X :
+ JﬁxTMflulng(le) 669, TmVR)O(K, 0, Tuv®) llaly, (g (b-a) +

. 24(6,IuVR)

A ~ & |
Il ul P> -B(G,q,ImV.T\)C(K,q,Im\G)-(b-a) =
vxl 0 Lolkg) - _

3

. o ~
gde Je KR = KRlv K

Ako je O£ IReWR|<A(G,InVA), ukljudujudi i sludaj N

B
o

onda, primenjujuéi oceme (47) i (60), dobijamo ocenu
e |

.‘Sﬁ(y)dyl < {;uglfl(y)l-(b-a) =
< G(G,q,InVR) C(K,q,InVX) (b-a) | fl"I'E(KR) = D(Gya,IoWD) I ity g

gde je Kp - potyﬁnb odfedjgni-kompakt intervala G .

‘Dokaz teoreme 8 je zavrSen.

NAPOMENA 1, Ako skup s (1) ima svojstvo (44), onda
konstante iz teoreme 7 ne zavise od brojeva A€ 6 (L). Ako tome do-

damo i svojstvo (45), onda konstante iz teoreme 8 ne zavise od bro-

jeva A€ & (L).

NAPOM E‘N A 2. Sve ocene formulisane teoremama 1-8 ove gla-

ve su tacne po poretku u odnosu na parametar \

Zaista, posmatrajmo sledeéi primer. Neka je operator

L) = - w’(3)

definisan na intervalu G = (0,1) , Od sopstvenih i pridruZenih
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funkecija ovog operatora zahtevajmo da zadovoljavaju granicCne uslove

oblika

_°iu(05 =f6;, u’(0) = u’(1) .

Tada vate sledede dinjenice (videti [19] )

1) Skup svih sopstvenih brojeva tog opearatora je skup

S = -[Jbﬁ (20TD)° - n=0,1,2,...} .

| 0 v _
2) Sopstvene funkeije su oblika uo(y) = ¥, un(y) = sinenqMy,

n=1’2‘.ll-., &
- | 0 é
3) PridruZfena funkecija koja odgovara sopstvenod funkeiji uo(y)

. . 4 . -] :
ne postoji, a ostale su oblika un(y) = =y(4nq) “cos2nNy, n€N.

Jasno je da se u ovom slucaju ne moZe poboljsati poredak

velifine Jn u pomenubtim ocenama,

Ravnomerne ocene sopstvenih funkeija koJje odgovaraju proiz-
voljnim samokonjugovanim produZenjima Sredingerovog operatora (1),
¢iji potencijal q(y,) pripada klasi L%DC(G), dobijene su prvi put
u radu [221 . Na nesamokonjugovani sluéaj one su prenete u radovi-
ma [25] i [36] , kao i u ovom radu. I.Lomov [56] je dobio, kori-
stedi asimptotske metode, ocene sopstvenih i pridruZenih funkecija
operatora (1), kao i antiapriornu ocenu u specificnom obliku, ali
gsamo na konacdnom intervalu. Koristeci tehniku zasnovanu, kao i u
ovom radu, na formulama srednje vrednosti, Il.Jo [25] Jje pomenﬁte

ocene dobio u nedto drugac¢ijem kontekstu. U sva tri rada su pretpo-

stavke za potencijal qfy) operatora (1) iste,.
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Antiapriorne ocene je prvi dobio V.,A.Iljin i one su odigra-
le vaznu ulogu u njegovim istraZivanjima vezanim za nesamokonjugo-
vane obicne diferencijalne operatore proizvoljnog reda, sa glatkim

koeficijentima. Kao Zto je pomenuto u Uvodu, rezultati ovih istra-

zivanja objavljeni su, bez dokaza, u radovima [17] - [20] . Sasvim
nedavno pojavio se rad [48] u kome su dokazani rezultati iz radova
[17] 1 [29] .
Ravnomerne ocene prvog izvoda sopstvenih funkeija samokonjt
govanog 6peratora (1), i to samo na kompaktu, dobijene su u radu
[26] . Pomodéu formule srednje vrednosti (86), ja sam u radovima
[30] i [52] te ocene preneo na slucaj proizvoljnog intervala, a %
kodje dobio ocene izvoda viSeg reda. U §§5-—5 ovog rada sve te oce
ne su prenesene na daleko opstiji sluaj operatora sa kompleksnim

potencijalomn.

Ravnomerne ocene integrald sopstvenih funkcija pomenutog s:
mokonjugovanog Sturm-Liuvilovog operatora sa potencijalom q(y) i:
klase LP(G), L<p<coo, dobijene su u radu [25] .U &6 ovog rada
te ocene su prenesene i na pridrufene funkcije operatora sa komple

ksnim potencijalom, pri demu su dati kraéi dokazi.
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GLAVA II

O SVOJSTVU BAZISNOSTI POTPUNCG I MINIMALNOG
SISTEMA SOPSTVENIH I PRIDRUZENIH FUNKCIJA NESAMOKONJUGOVANOG
- STURM-LIUVILOVOG OPERATORA SA PREKIDNIM KOEFICIJENTIMA

U ovoj glavi bhiée reci o konvergenciji po normi i o ravno-
mernoj konvergenciji biortogonalnog reda funkcije iz klase LE(G),
generisanog proizvoljnim potpunim i minimalnim sistemom sopstvenih

i pridruZenih funkcija nesamokonjugovanog Sturm-Liuvilovog operato-

- ra s8a prekidnim koeficijentima. U‘;§§1-5 biée dokazan jedan krite-

rijum pomolu koga se mozZe "prepoznati" onaj sistem sopstvenih i pri~

druzenih funkcija koji ima svojstvo bazisnosti, tj. svojstvo da nji-

g _mé'génerisanirbiortogonalni red konvergira po normi prostora L2(K),

-gde je K proiﬁvoljﬁi kompakt intervala G . u §6 su navedeni

potrebni i dovoljni uslovi za ravnomernu konvergenciju navedenog

reda na kompaktima intervala G ., U §7 se razmatra specijalan,

ali i veoma vaZan sludaj Sredingerovog operatora .

§l.- OSNOVNE DEFINICIJE. FORMULACIJA OSNOVNE TEOREME

Neka je G = (a,b) konadan interval realne ose i X, .pro-
jzvoljna tacka intervala G . Osnovni objekt naSeg interesovanja

biée slede¢i formalni diferencijalni operator Hf(u) , definisan na

intervalu G :

£y(@) = = (py (P ()" + ;GG , za aly<lx, , (1)




4.8

Ly(w) = = (W (@)’ + RGN , 28 x<y<bd . (@)

Néﬁa'kbefioijéﬁti oﬁératora (1)-(2) zadovoljavaju sledeée

uslove:
1) pec®@,x] , pecPx ,b) ; BNC)
2) P1(7)> >0 , y&e(ax ] 5 ps(7)2el,>0 , ye[x,,b) 5 (&)

3) (ML (a,x], 93 €L°°lxy,b) , 1< peoo. (5)

Pretpostavlja se da su funkeije ql(y) i qg(y) kompléksne.

DEFINICIJA 1. Kompleksna funkcija u(y)€L,(G), u(y)#O,
naziva se sopstvenom funkeijom operatora (1)-(2) koja odgovara.sop—'

stvenom broju A (M - kompleksan broj), ako:

1) u(y) i 9’ (y) jesu apsolutno neprekidne funkcije na svakom .

polusegmentu [c,xO)CI(a,xO), kao i na svakom segmentu [xo,d]c[;o,b);
2) funkcija ﬁ(y) jeste resenje jednacine
=G @UENT + GG = NG - (8)
skoro svuda u intervalu (a,xo) sy 1 jednacine ' .

- (pg(y)ﬁ’{y))' + qz(y)ﬁ(y)

¢ -
A-uly) (7)
skoro svuda u intervalu (xo,b) :
3) funkeija ﬁ(y) zadovoljava sledele uslove spregnutosti u
tacki X,
1/4 9 0
) (DY ux~0) = o NV ux) (8)

b) (p, (x )3/ S’Cxo-O) +4p](x ~0)(p (x )™L/* 3(x o) =

(9)
= (p(x))?* 8 (xy40) + £p3(x,+0) (py(x )M Six,)

=
£
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... A 4
"DEFINICIJA 2. Kompleksna funkecija u(y)e;Lg(G), u{y)#C
naziva se pridrufenom funkcijom operatora (1)-(2) koja odgovara

gopstvenoj funkeiji S(y) i sopstvenom broju A , ako:

4 |
1) u(y) i 'ﬁ'(y) jesu apsolutno neprekidne funkcije na svakom

polusegmentu [c,x ) C(a,x ), kao i na svakom segmentu [xo,d]C[xo,
2). funkeija a(y) jeste refenje jednadine
- MV N + 4 @HEE) = AaE) + a@) Qo
skoro svuda u intervalu (a,xo) » kao i jednaline

- MW+ R@RE) = Au@E) +uE QD

- skoro svuda ‘u intervalu (xo,b) :

) |
3) funkecija u(y) zadovoljava sledeée uslove spregnutosti u

acki 3
tacki xo

a) (oG NM* A -0) = (G N Acx) (12)

b)  (py (x,))* & (x,=0) +2£p] (x,=0)(py (x )" G(x_-0) =

4
(13)

= (pg(xo))5_/ o (%, +0) +i-p§(xo+0)(p2(xo))'l/ * A(x

y; o)

L %
Neka je {un(FQ}ﬂ=‘ proizvoljan potpuni i minimalni sistern
-£=fo v
(definiciju ovakvog sistema videti, na primer, u knjizi [4] ) sop-

stvenih i pridruZenih funkeija operatora (1)-(2), i neka Je {Jht}‘b

M=
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odgovarajuéi sistem sopstvenih brojeva., Zbog minimalnosti sistema
funkecija -{u.(yj}wﬂ‘postoal u prostoru L2(G) Jjednoznacno odredjen
gistem funkcija {v (y)}%zlkoal Je biortogonalno spregnut sa pret-

L=0,1
‘hodnim 51stemom, tj. takav da Je

Sliin(y)-{;?;) iy = O, -= { 1, n=m, (14)
a . O, n#m, |
(videti [4] ).
Neka je £(y) proizvoljna funkeija iz klase L,(G) . Sma-
trajuéi da brojevi VX, nemaju konadnih tadaka nagomilavanja, moZem

definisati parcijalnu sumu’poretka.ft>0 biortogonalnog reda:

6/;_(3'11') = 0‘%-5/4- (f’én)Lz(G)- Gn(ZY) . | (15)

=04
Pri tome su brojev1_/uﬁ, definisani jednakoséu

fa = [ReVAL[, nen e

a brojevi A, su indeksirani po poretku neopadanja brojeva./m“ .

. Co
DEFINTCIIA 3([19]). Sisten funkeija {un(y)},n__,, ima

G-ﬂ;‘f

s8Vojstvo bazisnosti u prostoru L,(G) ako za svaku funkciju f£(y)e€
€L,(G) i za svaki kompakt K<€ G va¥i d2dnakost

lim 6 (y,£) - f(y)”LE,(K) = 0 . (1)

Osnovni problem koji éemo reSavati u ovoJ glavi glasi: pod

kojim uslovima potpuni i minimalni sistem -{un(yihwﬁ‘ sopstvenih i
¢,‘=ﬂ;4

prostoru L2(G) ?

Odgovor se daje sledeéom teoremom.
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TEORFEMA 1. Neka sopstveni brojevi W\, , n€N, operatora

(1)-(2) ¢iji koeficijenti imaju svojstva (3)-(5), zadovoljavaju slg

dec¢e uslove:

1) [ImVA,|<4A , neN ; H (18)
2) Z 1l £ B, 2za svaki broj /u:vo ; (19)
’f‘ﬂ'f‘[““‘ |

pri cemu konstanta A ne zavisi od JA, , a konstanta B ne zavisi

od M, i . | i
/t a . ¢ fo ;
Tada potpuni i minimalni sistem .{u (y),mﬂ.tog operatora

- =04 |
ima svoJstvo bazisnosti u prostoru LE(G) ako 1 samo ako za svaki

“kompakt KcCG postoji konstanta C(K)> 0 takva da vaZe ocene
“u "Le(K) "vn":[, (G.) C(K) y neN, i=0,1 , (20) |

Pri tome konstanta C(K) ne zavisi od ne&N ,

_ Neophodnost uslova teoreme 1 je topoloske prirode i ne za-
visi od operatora koji Je generlsao posmatrani potpuni i mlnlmalnl
sistem funkcija. Dokaz ove dinjenice naveléemo u &5 . Dovoljnost
uslova teoreme 1 dokazademo na slededi na¢in. Uvodedi pogodnu zame-
nu funkecije i nezavisno promenljive, u §2 éemo pokazati da Je taj
problem ekvivalentan odgovarajuéem problemu za operator §redingero-
vog tipa. Njegove sopstvene i pridrufene funkcije imade sve
osobine navedene u definicijama 1 i 2 glave I, Zatim éemo u §§ 3-4
reSiti taj problem za éredingerov_operator.

Napomenimo jo3 da smo za funkeije ﬁn(y) i an(y) uveli uslc
ve spregnutosti tipa (8)-(9), odnosno (12)-(13) upravo zato da bismc

mogli primeniti pomenuti postupak.
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§2.~ SVODJENJE NA SLUCAJ SREDINGEROVOG OPERATORA

Koristiéemo, kao V,A.Iljin u radu [21] , funkeije HOR

. §-(t) definisane pomoéu jednfkosti

o Xo+.5,(£) |
S(pl(r))'l/e dT =t , S(pz("r:))-l/z dt =t . (21)
Ao~ Q€] '
Ove funmeije su definisane, neprekidné 1 strogo monotono

rastuce na segmentu 0% tét s Bde Je to dovoljno mali pozitivan

broj. Zbog toga postoje njihove inverzne funkcije t = gl(h) i

b o= 32(}1) ‘koje éemo mi koristiti u obliku

Ao .
Fite=) = §oy @2 ar | F0ex,) - jcpgcfc)) /2 g,

‘Uvedimo. sledeéu transformaciju funkcije i nezavisno promen-

X .‘il.;']'ivé_,.i .-ako je .t‘(:y')éL2(G), onda definisimo funkeiju f(t)eLg(G),
- gde - Je _G = ( s’l(x -a), gg(b-x )) s .pomodu jednakosti

£[x- 91 (=t (0y[xp= 91 (-t )", 28 - F (x ~a)<t<o,
' (22)
£lx + g2ft)] (0, [x + 95(8)] yL/4 » 28 0<%t < §2(b-xo) .

£(t)

| L
Tako polazedi od sistemi funkei ja {u (y)} {v (y)}
definisanih u §l s Golazimo do sistemi funkeija {un(t)} i
{v (t)} u prostoru L2(G), koji imaju sledeéa svojstva:

iV Yall's

. 4 .
u, () i u, (t) jesu apsolutno neprekidne na svakom

gegmentu intervala G .

1) Punkcije

ol""ul
2) TPunkecija un(t) jeste redenje jednaline
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- B ()7 + A (E) = NS (b) (23)

n

v g
o~

skoro svuda u intervalu G . Pri tome je funkcija Qq(t) definisana

na slededéi nacin:

(p][x - g, (~t)] )?
16:p; [x - § 4 (~%)]

5 01 [Xo= $1(-%)] - + q[x- 8, (-4)]

z8 - §1(x°-a) <t < 0,‘
q(t) = | (24)
(05 [x,*+ 85(8)])°

1 _..r .
Pl lx + S,(t)] _ + x + ©,(%)
3" [xo+ ()] 60 [x Q (%] 4%+ 92(8)]

za 0<£t < §,(b-x_).

Primetimo odmah da funkcija q(t) pripada klasi 1°°(G) 4 Bde je
p broj iz uslova (5).

4("""
3) Funkecija u,(t) Jeste refenje jednadine

)

- (G (6))7 + TN (B) = Aol (£) + u (t) (25)

skoro svuda u intervalu G . Pri tome Je funkeija E(t) definisana

Jednakoséu (24),

ll-) Sistem funkc.tja {u (t)} Jeste potpuni i minimalni sistem
u prostoru LQ(G) Leon

: TR &, £ (L
5) Sistemi funkeija {un(t)} 1 {vn(t)} su biortogonalno
spregnutli sistemi funkecija u prostoru LE(E).

6) Za svaku funkeiju f(y)EL (G) i njoj odgovarajuéu funkeiju
f(t)éLa(G) vazi jednakost |

"f(y)"LE(G) = ﬂf(t)ﬂLg(E) .
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Specijalno, za svaki kompakt K = [c,d] <G vaZi jednakost

el ) = Bl &

gde Jje E = [- §l(xo-c), §2(d-xo)] - E . Odatle sledi da za svaku
funkeiju f£(y)é€ L2(G) i za svaki kompakt K<G vazi jednakost

9.0 = 1@ [ 1y = 186D - 10 5 &)

gde je | | |
o o~ er ‘ L~
g(tif) = Z (fi"? )L (E)u (t) .
r' DS, < 2
/;:'Or(:

Iz 1)-3) sledi da funkcija gn(t) jeste sopstvena funkcijs
(u smislu definicije )Y iz glave I) formalnog diferencijalnog opera-

tora

.f(ﬁ) = =0’ (t) + q(E)R(%) (26)

koja odgovara sopstvenom broju mAm_, a funkeija a;ft) Jeste pri-
druzena funkcija (u pomenutom smislu) tog operatora, koja odgovara
sopstvenoj funkeiji gnh('t) i sopstvenon broju Jtm' . Sa druge strane
moZe se proveriti da svaka sopstvena, odnosno pridrufena funkeija
operatora (26), &iji je potencijal q(t) definisan jednakoséu (24)
Jeste sopstvena, odnosno pridruZena funkecija operatora (1)-(2).

 0Odatle, s obzirom na 4) i 5), sledi da je {énrft)} jedan
potpuni i minimalni sistem sopstvenih i pridruZenih funkecija opera-
toFa (260,*LA%}v Jjeste odgovarajuéi sistem sopstvenih ?rojeva, a
'{éé?t)} jeste jednoznaCno odredjeni, sa sistemom -{ég?%)} bi«~-
ortogonalno spregnuti sistem funkeija u prostoru Lz(a).

Imajuéi u vidu 6).i prethodno izlaganje, dolazimo do zakljv

ka da ée dovoljnost uslova teoreme 1 biti dokazana, ako se dokaZe

slededa teorema,
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Loy % : : e e
TEOREMA 2, Neka je {u (t)},n _, proizvoljan potpuni i mini

=014
malni sistem sopstvenih i pridruZenih fﬁnkclaa operatora (26) ¢iji

potencijal q(t) pripada klasi L;OC(G), 1< p< ¢, neka je

{ (t)}m-—: sa tim sistemom biortogonalno spregnuti sistem funkeija
=01 ot
u I:.rv::rs‘a::rrl:.':Ir L2(G) 1 neka Je {J%}ﬂ ‘odgovaraauc1 sistem sopstvenih

brojeva.
Pretpostavimo da brojevi W, zadovoljavaju uslove (18)-(19)
. ™ [ rd -
i da svaki kompakt KCG postoji konstanta C(K)> O takva da vaze

ocene
T ) ~
"un" L2(E)'"vn" L2(E) < C(K) , néN, i=0,1, (27)
pri demu _C(E) ne zavisi od n .
_Tada za svaku i‘unkciju F(t)eL2(E) vazi Jednakost
i [t f) - f(t)l! ~ = 0, - (28)
Y cns r LK)
. ERadi jednostavnijeg oznalavanja, prilikom dokazivanja teo-
_reme 2 neéemo koristiti oznaku o Naime, u $§3-4 koristiéemo

[ ) - LW - ” L
oznake iz §1 ; na primer, umesto w (t) pisaéemo u, (7).

~ $3.~ OCENA SPEKTRALNE FUNKCIJE SREDINGEROVOG OPERATORA

Formulisimo prvo u obliku posebne leme jednu veoma vaZnu

posledicu teoremd 1 i 2 iz prethodne glave, primenjenih na sistenm

sopstvenih i pridruZenih funkcn.aa {1.111(;3;3')},,l =4+ operatora (26).

4#0:4

LEMA 1. Neka su ispunjeni uslovi teoreme 2. Tada za svaki

kompakt K<G postoje konstanta A(K,q) i broj O<R < Q(K, 2G)

takvi da vaze ocene
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max [u_ (x)] < A(KsQ>‘VZ’65nNL2(KR) v AF O (29)

xe kK

mex U ()] € ACK, Q) Ay lly

) \/\”= O . (30)
xe K 2 'R

Pri tome konstanta A(K,q) ne zavisi od J,

Ocene (29) i (30) direktno slede iz ocend (30) i (47), odno.
sno iz ocend (31) i (47) prethodne glave. Primetimo da, zbog uslovi

(18) i (19), konstante iz pomenutih ocena ne zavise od Ay (videti

napomene 1 i 2, §2, gl.II), pa su i konstante iz ocena (29) i (30)

ravnomerne u odnosu na brojeve J,,

Dalje, neka je /ur proizvoljan pozitivan broj. Funkeiju

o _'9'(3{1:?,{“') = OZ un(x) 2.3, xyee, (31)
S ==t

<x0,1
nazivaéémo 8P ekt ralnom funkcijonm
@. L
N Ako Je R 2 0 pr01zvoljan broa,-¥(R) ~ funkecija definisana
na segmentu [Ro,2R 1, onda se slika’ preslikavanjem SR :f —>S 0(i‘)
definisanim jednako3Zéu - - S
2R,
5 (1) = Sf(R)dR - | (32)

0
naziva usrednjengjen funkeije £(R).

operatora

Neka je K proizvoljni kompakt intervala G i

Ro >0 broj
takav da je 2R, < §(K, 2G), Uvedimo funkeiju
-5]"‘_ 510 [X—y] » 28 |x-y|<R,
[x-¥]
o za |x-y[> R

gde je x€K, yeg, RE€[R ,2R ]
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'Centralnu ulogu u dokazu teoreme 2 igra sledeéi rezultat.

TEOREMA 3. Ako je q(y)éL%oc(G), 1< p< %o, onda va¥i ocen

__ _2 _ . .
Sl'g'(xaya{“‘) - SRO(QR(X"‘Y’[‘L))' dy ."' o(1) , ["""""“ o, (34)
ravnomerna u odnosu na x na kompaktu K .

DOKA Z, Ne umanjujuéi opstost, moZemo pretpostaviti da je K

oblika [¢,d] . Fiksirajuéi tadku x€K , podjimo od funkeije

y3
a?n.(:C,(w)

Swﬂ(x’y’f") (:Y) dy =
(35)

= SEEW[U.D(X+ h) + u (x-h)] .

| Ako je ) # o («\ =0), onda koristeéi formulu srednje vred:
 lnost1 (4) ((5)), 81, gl I, iz (55) doblaamo jednakost

M 0 2 in uh
wn(xs{"") = un(x)":-;?' ogsgl‘“- cosVx,h dh -
R x+ 4, (36)
1 sinmh
e §—ﬂ—#—[js(puncpsmvx,,clx-;l-—h)dg] o
a-

Odgovarajuéu jednakost za slucaj )Wp= O neéemo ovde pisati, éli ta,
slucaj se razmatra paralelno. |
Slicno, koristeéi formulu srednje vrednosti (6) (odnosno

(7)), §1, gl.I, dobijamo jednakost X’

x) Prethodno se izracuna unutrasnji integral koji figurife u trede
sabirku na desnoj strani jednakosti (6) ((7)).
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R
CU (x, fb) = 5 (x,?gf"-ﬁ)a (¥)dy =j[]‘_SSin,Mh[ﬂ (x+h)+{i (x-hjdh =
D

R
% | un(x) 2‘S§lﬁ#igcosxi;hdh - u (x) 1 Sélnfbh Si;}T;Edh -
x+d -
oy §£1,§_#_ gqq)u (3) -@i—niﬁi’f—v D) g - i (37)
R .x--k_,x L

_ J!'i:. gw[ j(lx_u_h) q(%)u (;) COos ng&]z'?'l"h) d?}]dh +

N

x+L

+ X in Vau( |x-—
7 § SIEL_ [Si(ir)“n(i) Sm""‘; ; .L;E%J = gla
“—-

_-——‘

PomnoZimo jednakost (36) sa v (y), i jednakost (37) sa
(y) Doblce se jednakosti

a?h(x,f'v) v (¥) = ﬁn(x) 311(3')'3%: 'Ssj%f'h cosVih dh -
. . §e ol ° - (38)
- 13 (yy.\sioph q(z)u_(z) SinWa(lx=2]-h) .. 7.
; T oh[m:(ﬁ”.m es
. R
(o f ) Ty () = 600, 2 (SRED Goavmn o -
D
R
- o(x)g(y)-];-sn.n h;s_in@hdh -
RASAMEALS § Y
; R oct-d.
~ J%- v, () S—lﬁf‘h [ Sq(i,)un(g) 510 0n(Jx=3]-h) d;’]dh - (39)
g’ a4, Viw
+d,
R sin i VAL [x-~
L. vn<y>§ aph [jclx—gl-h)qq)u G) —"«ﬂ—zl——lsm x a] an
R x»{
+ J%vn(y)-STyLSln [SQ(?)%(%) s:n.nVTﬁ];c:grL_l- dg]d.h o
0 x4 2

Uvedimo oznake
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R v

2 ' h .
- 115&(3) G § SRt cosVin dh (40)
e ot B (21)

pri demu je F"’= ReVa. F"'= InVx,, , n€N .
Pre svega, iz (40)-(41) dobijamo jednakost

o _
IfigR) - _‘_%’E_.S@l_n%ﬁfu chfixh db -

W :
D .

. 2 {sinphsinf,h ==

0

Odatle, s obzirom na reprezentacije funkeija ch th i

sthh u obliku stepenih redova, sledi Jjednakost

R
2 sinphcosu, h
b = 2 2B gn o
Vo, g ) I h 1
| o _ 2K R ‘
2 " 2k-=1
+ 5 g 3y [Sh s::.n(u hcos/uwh dh] - (4?)
= 0
. .o _ow-4 _K
- iE s ) fin [ghzk"g sinwhsin f, h d.hl
‘K':.-4 0
Koristeci sledede transformacije
R + 0o +&o
2 ( sinmhecosipyh,, 2 Ss:.n,u. hCOS M 2 \ singhcosfi, h
JL‘S F'hl da = ( h | dhf'lh"{i"“"d-b?
0 0
. S | R
2 S s:.n;u.hcos Nn_l,},
= = dh
'SVI» I ’
R
gde Je
rl + S 1, ._Hr"‘/u' ’
o 2gs:1.np.hcosm.n_ o 1L o _
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kao i adicione formule za funkcije sint i cost , iz (42) dobijamo

Jednakost
| +% +0o
o® -df - L (einCu=fh g L (sinCarmn
I (R) -,A“Jw ) = dh 7 ) dh +
o . 2K R 3 (&)
1 w kw1 . _ S 2k-1 _
+ = éT%ﬂT [§h s:m(/& /un)hd.h + Dh s.ln({u +/l,,,)hdh]
- _ak-{ R R
- 2 7 o [ (s enn o man - { ne2 nas]
7 .“Z_.:‘ ST [ ) cos(/u. W) ) COS(/“+/“n)

Primenom parcijalne integracije dva puta uzastopno na posle.

dnja Cetiri integrala na desnoj strani jednakosti (44), dobija se
sledeéi izraz za velilinu Ir‘;(R):
f‘; Y-
f“ 1 g'sing'ci—ﬁfu)h 1 Ssin + M) h
dh = ——. -
VIH. (;J Jf._- o ¢ v/ dh
e ek | (45)
1 Z gt_ 2k—l[cos§{u /uu_)_ , cos(m+4, RJ
Jr | k _ _/"H» /" 'f'/‘(u.
T ey = RK0-{ ‘ |
R S 2k=2 | sin -#.)R - sin +/M. )R
-2 ot E [ = “""(””"L]*“

i
ally
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ne broaeve Fb i nelN svaki od redova na desnoj strani Jjednakosti
45) jeste ravnomerno konvergentan u odnosu na promenjljivu RE&

é[Ro,2R0] . Zbog toga, primenjujuéi operaciju usrednjenja S, na

obe strane te jednakosti, moZemo prointegraliti po R ‘&lan po ¢lan
gvaki od tih redova. Pri tome svaki od tako dobijenih redova ima

poredak 0(———-—2) fpr—>+ 00, za. l/“-Fu,]:"!.
Sto Q; ide velidine

+ Qs &Rp + o
SR ( S sin - h S S sin ) o
° R

primenjujuéi parcijalnu integraciju dva puta uzastopno nsa unutrasnj

integral, nije te3ko proveriti da vaZi ocena

+ 8o

SRO( lés:‘m - tn ) h Y = O .(_4___2) . /lc—-a--f-da,

za | (“"'Fu,[?'f. Ista ocena vazi i za integral

+0o _

gin( &+ fn)h

5z C y .
)
R

Sa druge strane, svaki od sabiraka na desnoj strani jedna-
kosti (45) ima poredak 0(1),/'1-»“0, za svaki Fn i (U- . Odatle sle
di da i njihova usrednjenja imaju taj isti poredak.

Oznalimo sa Jf:(R) veli¢inu jednaku zbiru svih sabiraka

W

na desnoj strani jednakosti (45), osim prvog. Tako iz (45) sledi
jednakost

> _ o o '
SRO(I \A‘ER)) "’E\K& + SRO(JVLER)) , (46)

pri c¢emu, prema prethodno redenom, vaZe ocene
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Cl(RO,A) , .28 svaki /u.« i m;
Sp (:r"° (R)) & - (47)
Vo CE(RO,A) f [ /
Vo5 » 28 ~Mn |2
I/‘“"/“n’ /“ /“
Primenimo sada operaciju usrednjenja SR na Jjednakosti
o
(38) i (39). Uvedimo oznaku
A
“ Ro : < .
wn (x';/“') = SSRO(QR(XsY\)#)) un(Y) dy , n€N, ;’-"'0!1'
O

Kako Je
. L R, _
SRo(wn(x,(u.)) = Cun (x,{u.) s DEN, i=0,1,
to posle primene operacije usrednjenja iz (38), odnosno (39) dobije

mo sledeCe jednakosti, imajuéi u vidu (46):

o R | ¢ 0 0 0 0
WG @) = @@L ¢ @505 GE@) -
, R x4, . (48)
-1 3 )5y ( (2ing ch> OF VMG STES I R
g n RO § n' ["x“L % un?‘ VI‘ 3]
odnosno
1R

H.r

DpS ) @) = a G-, @AL e G070 sy GE®) -

1 o -:I___ Vi
i w, (x). v, (7) 8¢ ( S-s:m[uh mn)mh ) -
. R .I-FL , (49)
- == T, 8y (j-—h—#—sm h[Sq(;)un(zl) smmux"wdil]dh) -
Ro A g‘a_{. An |
I xt
- ztasp ((FRER] {Gamglma (i, sos Ellxeglh)qyTan) 4
0 x~€ |

T L oen
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| R P
+ g V() SRO(SSiEf“h-[Sq(g) un(;) Smng—ﬂ-—l"" d{_[dh )
0. o | ’

ﬁéﬁbéfimb" je&ﬁakosti (48) i(49) i prosumirajmo po svim
néN leve i desne strane te nove jednakosti. S obzirom na uslove

(18) i (19), postoji broj {1{0>O takav da
fr7fo =D fhu=f - (50)

(videti jednakosti (16) i (4l1)). Ne umanjujuéi opstost, u daljenm
izlaganju moZemo smatrati da Je {"0 1 i {“?ﬂo .

I tako,imajuéi u vidu jednakosti (31), (43) i (50), pomenu
tim sumiranjem dobijamo slededu za sada formalnu Jjednakost

po normi prostora LE(G) (u odnosu na promenljivu y ):

o <R

fvn"(x,f&) én y) = '9(::,5',/%) + Z 1ngl(nr) v (3‘) +
?l-='l /(u.:f'-
¢=m1 |
15 LG - Zu (v, (785 GLm) )
[‘H.F"f" Hned p - . *
e 2 A 285 ([ (®) - -1-Zu (%, (78, ((ainpn SRRy
n=4 0 0 Aw
[N :.'»H-f. ‘/_
¥ 2. ¥a By ( Sﬂ{ﬁ*—l& [ (epinG) snthallelh) glan ) -
M= ") l"b
X Co - | . frc+£. (] )
iy sin sin Uhie (] x _
x;v y) SR ( ST'E’[S:(Z)“ (3) == V'.I;,u d;]dh )
oo R a+,
-Zfrn(y)sR (Ssm’“h 5( Ix-7] -h)c.:l.(g)un(gr)ml——-l dq‘]dh) +
. h=d © -1
1 x4+l - |
+ Si ﬁth sinVAw([x-21-h -
+Jr«.=4 n(y) SRO (S; [Sq(z)un(;) 471‘-)-:/}1__1 d%]dh )
x-4

Treba imati u vidu da oblik ¢lanova redova na desnoj stra-

P
L




ni jednakosti (51), koji odgovaraju onim n za koje je J, = O,
proistice iz jednakosti, analognih jednakostima (48) i (49), a koje
mi ovde nismo posebno pisali,

Da biémo dokazali da je (51) i faktidéki Jednakost po normi
prostora L2(G), dovoljno je dokazati da svaki od redova na desnoj
strani (51) konvergira po normi u prostoru LE(G). Napomenimo odmah
da éemo istovremeno dokazati da su sume tih redova po normi ograni-
cene odozgo konstantama koje ne zavise od x€K i od brojeva {u':.' 1.

S obzirom da je f¢ fiksiran broj i da vaZi uslov (19), prv
trl sume na desnoj strani jednakosti (51) su konadne, pa definisu

potpuno odredjene elemente prostora L2(G). Osim toga, vaZe nejed-

nakosti
| Z u x)v (5’)"1, RO Z max[%(X)IHV I, (G) (52)
e et %

£ C(K,q)- 2 |u HL ) [[Vn"L (g) & C(Kg ) B C(K,q)

2
fxwurb 1

Ovde smo upotrebili ocenu (8) iz glave I, kao i ocene (19) i (27).
Ista ocena vaZi i za normu trede sume na desnoj strani (51)

Da bismo dokazali konvergenciju po normi prostora L2(G)

reda oo

Z Sn(XJ-\?n(y)*SRO(Ji‘ER)) .

n=4

dovoljno je dokazati konvergenciju numeridkog reda

Z [y Golllsg,_@Lm)] Il @ (53)

7t =4

Predstavimo taj red u obliku

ba iy GO I, (35 (D)) I uL (@) =

n =4
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= S o+ Sog+ T+ Z 0
OSfngd gcfiugpa Il fon > it

Primenjujuéi ocenu (8) iz glave I, kao i ocene (19), (27) :

(47), gornje sume moZemo oceniti na sledeéi nadin :

1y R (X)”SR (Jf“ (R))lu L2(G) £ C1(R,A) > mex|u_(x)| v [l ¢

0% a4 Mﬂnqxe}c
z.cl(RO,A)CCK,q)ZnunnL (K )ﬂv s (c) % CL(RosA)CCE, 0)OCKy r, )B
D‘fl.‘--l
2) Z )= S+ >() &
LYY “Fﬂ*% B <fst

LS WYy SC3S ) s

Kt ﬁ«:luuéfo-ﬂ [ﬂ] 40 =4 {u-l('.-{ ﬂ“‘.{u-ﬂ

402(RO,A)C(K,Q)C(K )[ Z( Z ""I‘ ) + Z( Z .j )]

Ry s “‘f‘u‘”‘” {" oy f‘—ﬁ!.{iF WK [/un_/u'z.

£ 2C,(R_,4)C(K,q)C(K, )B 27 .
K=

Ovde Je iskorisSéena i sledeéa Cinjenica: 1 </4“ < -F‘ =

1
IFA;"{U'l - Fu.
3) = () £ 03 (Ry,A)0(K,)C(Kp )B
. i1 &4
125
S s S0 Z )=
{q,,,ylu-;wf =y f-"'-«‘t‘-ﬁflu frt K4
Cy (B 14)C(K, 9)0(Kp, ) Z( 2. __" ) &

W=q (PHOL Mot ot K14 {"n."/“’l

O
402(R0,A)C(K,q)C(K B Z—:?g .
=4
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I tako, iz 1)-4) sledi konvergencija numerilkog reda (53)
a time i konvergencija po normi Setvrtog funkcionalnog reda na de=-
snoj strani jednakosti (51). No tada je norma sume tog reda manja
od sume reda (53), Iz 1)-4) sledihtakodje da se suma reda (5%)
moze ograniditi odozgo konstantom koja ne zavisi od x&€K i broje-
va (4> 1.

Analogno se dokazuje da te ¢injenice wvaZe i za red

Oo 1
> Ia,Gllsy GEED] Il gy -

" e={
Da bismo dokazali konvergenciju po normi petog reda na de-
snoj strani jednakosti (51), dovoljno je da dokaZemo da konvergira

'sledeéi numeriéki red :

Z lun(x)lls ( S s:.n{u.h Slnv—“'h'd-h)l "vnﬂLe(G) . (54)

" 11.-.-..4 0
.Imajuéi u vidu ocenu (18) i jednakost (41), moZe se pokaza-

- ti da vaZe sledede ocene :

sinVawxh
Viw

R
1) lSRO( tS)siz{(uh dn )| £05(Ry,A) , za svaki u i Vi

| R
2) ISRO( Ssin(u hsinV, hdh )\_{._CLI_(RO,A) , za svakiVa, i lu : (55)
.0
R

3) IS (Ss:.nf-\hsn.n\ﬁ-hdh )|_._—ig y 22 IF," -/u])l .

Pri tome konstante Ci(RO,A), 1=3,4,5, zavise samo od velidina A
i R0 .
Prilikom dokazivanja konvergencije reda (54) koriste se

sledece majoracije :
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Pri tome je a proizvoljan broj ié intervsala (0,1), a konstante
1(RO,A) 1 Dg(RoaA) :Zavise samo od ukazanih velicé¢ina. Dokaz ovih
ocena je elementaran, ali i opsiran, pa ga ovde nedemo navodltl. U
slucaju kada su brojevi A realni, ocene analogne ocenama (58) i

(59) date su u radu [21] .
Vratimo se integralu (57). Ovde éemo razmotriti samo prvi
integral na desnoj strani (57) ; razmatranja za drugi integral su

analogna. S obzirom na ocene (58)=(59), vaziée ocene

] Sq(g)u ( )[Ssm fB in\m ;-x—h)dh] d;[ £

3-)(
J+R l
1 (R,,A) - ma (x)|- aki Vo i
D ' éiéi:ﬁI}c, S I; JJA' za SV rb
2 (60)
DL(R_,A) o%tR
2 0! lg! Z !l a—
—:____‘Ffi-m&"{ I'lln(}C) S ~ e i 9 zZa ‘ "'[lh‘7l_ .
l{“n H xeR e J 13~x| | [‘L |
Odredimo broj r>1 takav da je =+2 =1 (p je bro

P r
koji figurise u iskazu teoreme 3). Broj A iz ocenA (60) odredimo

sada tako da je Ar<l . Tada va¥i ocena

:C§R 4 [(ERO)J‘"J:I' 1/r
lg"xri' "q"LP(KERO) l-gfr o

Iz jednakosti (57), iz dcenﬁ-(60) i iz prethodne ocene sle-

de ocene

R x#b.
| gmﬁrh[gqq)&n(;) sinVi( |x-1/ -h)d;]d_b_ [ <
v)

0
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0
D (R ,A,q) -max|u_(x)] , 3za svaki ra i Vo s
o © xelk 20 Il | |

< R (61)
< ;

D;(R,,4,q) ma-ffc' 0 ' .
—r — . [ (X), ’ Zza [ n - [>1 "
[l P xerg,” o

Napomenimo jos da vaZi ocena

R x+L
h S (3)8in\Vn([x-3(-h) ,
o, {222 [ {acpt, L= Lan )] 4
0 2L, (62)
< D (R _,A,q) -max|u_(x) _—
= T3\ oA ;iii;?zjc]

za one indekse n&N za koje je O .-é(‘lué:l. Osim toga, konstante
Di(RO,A,q) » 1=1,2,3, zavise samo od ukazanih veliSina, tako da i
za usrednjenje integrala (57) vaZe ocene (61),

Raspolazuéi ocenama (61)-(62), moZemo pristupiti dokazivé-

nju konvergencije reda (56). Predstavimo taj red u obliku

Q.

SO = Zr T T S .

Nn=4 0% &t 1< fin & £ B < i <1 |t €4

o2 s >,

et s ¥

i ocenimo posebno‘svaku od dobijenih Sest sfima.

1) Iz ocene (8), gl.I, i iz oceni (19), (27) i (82) sledi
2 ()« D5 (Ryr4,0)0 (Ko 10)C(KR JB

2) Koristg—:—éi cinjenicu da 1</Uu£-]%=,k, I/f?n—/-t[‘:»/ln, ocenu (8),
gl.l, kao i ocene (19), (27) i (61), dobijamo majoracije
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1 14
()& Dy(Ros4,0)C(Kop 4a)CKy ) - 2 o <
T<pues £ L 'f</“n"# VRl I[uu-/‘l ?

4D2(R0aAaQ)C(K2R »ya@)C(K 1) Z Z ] #{2 <
K=A x«:/a..snﬁ /‘kl .

Dy(Rys419)0(Kyp 2)C(Kp )B Z W .
=4

3) S obzirom da 1«<|Fl:-rl<: -{5-:} F{;ﬂﬁi-ﬂ[, na osnovu prethodno

pomenutih ocena sledi

4

2 () & Dy(R,44,2)0(Kpp 52)0(K ) > -
e [5] W g ol
< Dy(R;14,)0(Kop 5)0g ) > (2 }'{‘“_N?-:-é'/a) <

=4 “K— L fn L =K
= R tefope

-{.D2(R A,q)C(K2R +q)C(K ]_)B «,Z:; ;m .

‘ur(rf.

Potpuno analogno se dokazuje i ocena

> () & Dp(Rys4,0)C(Kyp 5a)C(Kg B Z k1+’d-7§ _,
u/:u..%g | K=
4) Koristeéi ocenu (8), gl.I, kao i oéene (19), (27) i (61)
dobijamo nejednakosti

Z( ) £ Dl(RO,A,q)C(K2R sa)C(X 1) Z A <«
[{uh-ﬂ!é“ : 'ﬁh—r‘lé{
Dl(Ro’A’Q)C(KQR 1‘5.1.)C(KR1)B .
0

5) Da bismo ocenili poslednju sumu, upotrebiéemo sledeéu cinje-

nicu: {Ju?—# =‘;;I{b_M L= 2 . Tada, s obzirom na prethodno pomenute oce-

ne, vaze majora01ae
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Z( ) £ 2(R AaQ)C(KgR ,Q)C(K ) Z

1 lV‘ ll ~u| 972 =
fhﬁ"f‘ /‘ :’2#' An {ll (u
4
£30D JA,q)C ya)C(K pa §p | =
3 2(RO Q) (KZR ‘-1) ( 1) % ( ﬁ{ﬂnﬁﬂ*-{ '/U I‘H‘ 2 )

<3 D2(Ro’A‘Q)C(KeRO’Q)c(KRl)B - Z W .
: K=4

I tako, iz 1)=5) sledi da red (56) konvergira i da je
njegova suma ogranidena odozgo konstantom koja ne zavisi o0d x€K

1 od parametra ['47 1,

Na isti naCin se dokazuje da to svojstvo ima i red

o
Z 5 (Ssmnh Sq(g)ﬁn(-{)%é_lx"ll'hldﬂdh)l A @ -
=4 4. Aw 2
Razmotrimo sada red
A,
Z[SR (Ssm"h SGX-gl—h)q(})u (g)cc’sr&—ﬂ——ldzldh)lﬂv Iz, (6) . (63
n=d x-b
Podjimo od integrala
R %4 |
Ssm h S(]x-il -h)q(ﬂ)un('pcos\ﬁ'k(lx-s"[-h)dﬂ -
0
R ©oad |
- (sinpn Slx-uq(;)u (7 )cos\k (|x-.;[-h)dﬂdh - (e4)
" ::-.8. el
- Ssinluh[ch,a)én(pcosm(lx-g{-hmﬂdh :
0 a-{

MoZe se pokazati da za oba integrala na desnoj strani jed-
nakosti (64) vaZe ocene tipa (61) i (62). Odatle sledi da ée i za

usrednjenje integrala na levoj strani jednakosti (64) vaZiti ocene
tipa (61).
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Prilikom ocenjivanja velicina oblika
maXIH (X)l v ol ,
xeKyp L(@)

koriste se antiapriorne ocene (29), odnosno (30):

maxlu (X)u? HL (G) A(K2R sQ)nun"L (K )"v “L (G)lrﬂ\‘:

-“él WI“M(KERO’Q)C(KR:L) .

S obzirom na ove napomene, konvergencija reda (63) se doka-
zirje po istoj shemi koja Jje upotrebljena u sludaju reda (56), Pri
tome treba imati u vidu da &lanovi reda (63) koji odgovaraju onim

indeksima n&€N za koje je An= 0, imaju oblik

R xide , .
sinfuh o .
SRO(§) 3 éilx e, g an 1l

Najzad, preostalo nam Je jos da razmotrimo poslednji funk-—
cionalni red na desnoj strani Jjednakosti (51), odnosno njégoﬁ ma—

Jorantni numericki red

2ol
lS c&m"‘hlgq(; (1) Sm"f(_)f Bl il oy -

rn-«f

Konvergencija ovog reda dokazuje se primenom ocenid (19),
(61)~(62) i (65), kao i veé primenjivanog postupka. Tom prilikom se
kao u svim prethodnim slucajevima, dokazuje da se suma tog reda
moze ograniditi odozgo konstantom-koja ne zavisi od x€X kao i
od parametra {d > 1. |

Time bi dokaz Jednakostl (51) bio zavrsen.

Primetimo da za svako fiksirano xeK i svaki bro] f-(?l

funkeci ja SR:( aJR(x,y,FL)) pripada klasi LE(G)' To se vidi iz
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njenog eksplicitnog oblika

s vl
poaplerl | pegies, --
. : 2R = |x~y] | |
ey Oorrtr gy L Sinmlx=y[ o _
SRb(QR(x;g,ﬂ))_ T R R v 2 R&[xy|< 2R, , (66)

Pokazimo da vaZi sledeéa jednakost po normi prostora L2(G):

| & .p —

S Y, = w_°(x, : . 6

R (WRGX7, ) Z} NC DR Ned (67)
{=0,4

Zaista; neka je
Co

— i R, P
_ s(x,y,(v«) = Z w . Geape ) v
{=0i1

gde je g(x,y,ﬁ;)é&Lg(G) s+ sa QTEZy,FL) smo oznacili kompleksno

spegnutu funkciju funkeije g(x,y, &) . Zbog biortogonalne spregnu-
. L . (4 .
tosti sistem8 funkeija {un(y)} i {vh(y)} iz prethodne jedna-

kosti dobijamo

( s(x,y,r-) - SRO(wR(x,y,rb)), tlim(:v) )Lg(G) = 0 ,

z8 svaki mé€N, i;O,l » Odatle, zbog potpunosti sistema iéh(y)}
u prostoru L2(G) » 8ledi Jjednakost

Lg(G)

g(x,y, r“') SRO(G) R(Xiys[u')) .

Tako najzad, dolazimo do zakljucka, imajuéi u vidu jednako-
sti (51) i (67), da za svaki x€K i svaki broj {U > 1 vaZi sle-
deca Jednakost po normi prostora L2(G) : |

S W ' 9 = rJ 9y =
Ro( RO, )) - O (x,y [




4

) % Zﬁn(x) ;n(:?) + Zu (x) v A7)+

fn=pe
LBe .
+S 8oV, ()8, (Jf‘cnn + 2 2, ()7 (7)5p_ (IR -
n=4 'H.=€
Co —
—j!'f— Z a n IV, (:Y)S ( Ss:m!uh Slnv:“h dh ) (68)
. =R . oL, . -~ |
- 2 Vasy (SRl farpl,q) SRl glan ) -
N=4 0 a-f " |
g R ard.
- > T (VEpER (el ) S2@aaln) grfan ) -
n=y © ° oL
a ( SSln h[IS‘-L l h) ( ) ( )COSV_‘GX i_[__l dsl an )
- S T g oo gt e
w—: ‘ |2 | w-i Ve
+ > v Q2] ai, @) W alan )
Red 0 o O A

Osim toga, postoji konstanta C(K,q,A,B,RO), koja ne zavisi

od x&€K i brojeva r.(p» 1, takva da vazi ocena
Isg_(&gCxsyp)) - 0(x,y,r~)]lL2(G) £ C(K,q,4,B,R ) ,  (69)

za svaki x€K i ('U-l "

Dokaz ovceme (34) Jje zavrsen.

LEMA 2. VaZi ocena

"SRO(QR(X\):Yif")) - &)R(XJ,{“ )”L2(G) = 0 (1)1r1"5+a°!

ravnomerna u odnosu na x€K i RE&[R ,2R] .

Ova ocena se lako dobija, s obzirom na jednakosti (33) i
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(66). A sledeéi rezultat je neposredna posledica ocene (69) i oc

ne formulisane lenom 2.

L EMA 3. Neka su ispunjeni uslovi teoreme 2. Tada postoji !

stanta C(K,q,Ro) takva da vaZi ocena

I[G(Xsyaﬂ') = C"R(X’y’{“)"LE(G) % C(st-hRO) ’ (7‘

ravnomerna u cdnosu na x€K i odnosu na velicine [u:. 1 1

Re[R 2R .

§ 4.~ ZAVRSETAK DOKAZA TEOREME 2

| Neka je f(y) proizvoljna funkecija iz klase L2(G) i n
'SPﬁx,f) oznacava parc1aalnu sumu poretka f4>_0 trigonometrijs!
Fu:ijeqvog reda funkeije £(y) u tadki =x€G. Sa tadno$éu do sal
o ké*kbjihha ‘posmatranom kompaktu' K teZi nuli kada rd-sfaa ta p:

- ¢ijalna suma aednaka je

s!u(x,f) = 1 SSJ‘?{f_;fl'f(y)dy
" e yier

gde x€K , a R je pozitivan broj, manji od rastojanja kompakt:

K do granice intervala G (videti prvi tom knjige [11] ).

| Funkeiju Srﬁx,f) uporedifemo na kompaktu K sa funkei.
Gﬁu(x,f), definisanom jednakoZéu (15). Primenon nejednakosti Kos:
Bunjakovskog i ocene (70), dobijamo nejednakosti

lﬁ}"(mf)' - S{‘(X,f)lé Hﬁ‘(xay’r") - GJR(xa;Yi[“" )HLB(G)‘"f”L2(G) =

(72

éC(K’q’Ro)'Hf"Le(G) ’
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za svaki x€K i /-‘2-" 1.
Neka ;je' £ proigzvoljan pozitivan broj. S obzirom da Jje

sistem funcija {&n(y)} potpun u prostoru Lg(G), mogu se odredit

nOGN i konstante 51,32,...,311 takve da za funkeiju
0
'Hﬁ . i.
(¥ = 2 ¢ u (3
0 B A
| | L 0,1
vazi nejednakost
[£(y) - Pno(3'>1’L2(e) 45 . . (72)

Lako se vidi da za {-l;; n vaZzi jednakost @'r(y,Pn ) = P, (4
) o

Primenimo ocenu (71) na funkeiju f(y) - P, (v) pri f‘(?’no'
- 0
- Imajuéi u vidu ocenu (72), dobijamo ocenu

l?r(x,f) - Sr(x,f)] ¢ C(K,q,R)E + [S‘“(x,Pno) - Pno(x)l, (7%)

' ravnomernu u odnosu na x€XK i u odnosu na ‘u Z n,

S obzirom da funkeija P, (x) ima neprekidan prvi izvod

na kompaktu K, za dati broj B postoji broj (ﬂ(s)::-o takav da

> {1(5) = ,‘SF‘(X’PHO) - I‘HO(X)\ L& , (74)

ravnomerno u odnosu na x<€K.

Iz (74) i (73) dobijamo da je

t‘ii’i,[%(x,ﬂ - SunD] = 0, (73)

ravoomerno u odnosu na X na kompaktu K .

Odatle neposredno sledi da je

e I
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Takodje vazi Jednakost

_-;lim' ”S.(x;f) - f(x)” = 0 ,
P-(--l'!-ao f" " LQ(K)
1z poslednje dve jednakosti sledi jednakost (28).

Dokaz teoreme 2 Jje zavrsSen.

Kao sto je ved reCenc u &2 , time bi bila dokazana i dovo-

ljnost uslova teoreme 1.

§54- DOKAZ NEOPHODNOSTI USLOVA TEOREME 1

Ovaj dokaz pripada V.A. Iljinu i sasvim nedavno je objavlje
u radu [48] . Potpunosti radi, mi &emo ga ovde prikazati.

Kao 3to ¢e se iz daljeg izlaganja videti, neophodnost uslof
va teoreme 1 je &injenica koja ne zavisi od prirode operatora koji
generise posmatrani sistem funkecija. Zbog toga demo u ovom paragra-

fu izostavljati oznake O,1 za sopstvenu, odnosno za pridruZenu

funkeiju. Uvedimo oznalku

LK) = Jeer,@: 2o, L3100

Tada vazZe sledede leme.

L EMA 4, Ako potpuni i minimalni sistem funkeija {un(yQ};b
a_ = . iy
ima svojstvo bazisnosti u prostoru L,(G) , onda za svaki kompakt

©
K&€G i za svake dve funkeije i‘(y)GLz(K) i g(y)eLe(G) vazi
jednakost

lim (

‘n’ .
n~> b0 g(f’uk)Lz(G) & T T8I () =0- (76)
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DOKAZ., OCevidna Je jednakost

" .
ﬂz (g’vk)uk - S)L (G) = (% (f 'le)V - £, S)L (G) .

Iz svojstva bazisnosti (17) sledi da niz :Z;(gs k)u -g
K
slabo konvergira ka nuli u prostoru L,(K) , pa koristedi prethodnt
jednakost, dobijamo jednakosti

lim (£, ; ) = lim (£, ; - =
wji( Z‘(g Vi Wy —g L, (K) w-—ii( %(g Vi) Ve g)L2(6)

1 £, - £,
ﬂ—:i(ﬂz_,( )V 8 ),(6) *

L EMA 5, Ako potpuni i minimalni sistem funkecija {u (yi}

n=4
ima svojstvo bazisnosti u prostoru L2(G) s, 1 ako je ti1;rn(;9')j}'m__=_4 sa

njim biotrogonalno spregnuti sistem funkcija, onda za svaki kompakd

K<G postoji konstanta C(K)> O takva da vaZe nejednakosti (27).

D OKA 2., Pretpostavimo da (27) ne vazi., To znadi da postoji

.
kompakt KCG takav da Je

1im \u | v_| = -+bn .
e O ] LQ(K) “ lLQ(G) (77)
Ne ogranicavajuéu opStost, moZemo smatrati da je v [l (G

= 1l , n€N, pa jednakost (?77) postaje

1im flu il (fE) = +0o | (78)

H—r O

o~

Posmatrajmo restrikciju funkcije un(y) na kompakt K
kao neprekidan linearni funkcional na Hilbertovom prostoru Lé(Eﬁi

Tada iz (78) i poznatog principa rezonancije sledi da postoji kome

o~ L o~
pleksna funkecija f(y)éELE(K) takva da je
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llIIl l(f u )L (G)l = + 0O . (?9)

Jednakost (76) znadi da za svaki kompakt KC G i za svaku
o -
funkeiju f(y)c:Lg(K) niz jz_(f uk)v slabo konvergira u pro-
storu L2(G) Odatle sledi da su elementi tog niza ogranideni po

normi prostora LQ(G), tj. da postoJi konstanta C(f) takva da je

l(Z(f Wy )V I[L () £ ©(£) , new.
=1

Cdatle pomoéu nejednakosti trougla dobijamo ocenu

ﬂ(f,un)vnl[Le(G) £ 2C(£) , n€N. . (80)
- Sa druge strane, imamo jednakosti
.ﬁll(f,un)jfnll; I,(G) = 1w v, 1,(6) = [(£,u)]
Pa iz(80)s1ed§ocena, -
| | l(f'un)Leﬁ(G){ £ 2¢C(f) , n€N. (81)

Ova ocena vaZi za svaki kompakt K<€G i za svaku funkeciju f(y)e<
éﬁLE(K). Medjutim, relacija (79) i ocena (8l) su u olevidnoj suprot

nosti, pa dobijena protivrednost dokazuje lemu.

Iz leme 5 neposredno sledi da je uslov (27) neophodan uslow

teoreme 1. Dokaz teoreme 1 je zavrsen.

§$6.- O RAVNOMERNOJ KONVERGENCIJI BIORTOGONALNOG REDA XOJT ODGOVARA
STURM—LIUVILOVOJ OPERATORU SA PREKIDNIM KOEFTICIJENTIMA

U ovom paragrafu éemo razmotriti problem ravnomerne konver-
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gencije biortogonalnog reda (15) koji odgovara operatoru (1)-(2),
iji koeficijenti zadovoljavaju uslove (3)-(5).

Napomenimo da se ponovo vracamo na oznake iz §§1-2 .

PTEOREMA 4. Neka su za Sturm-Liuvilov operator (1)-(2),
8iji koeficijenti imaju svojstva (3)-(5), zadovoljeni uslovi (18)-
-(20). Neka je f£(3y) proizvoljna funkecija iz klase L2(G) i KCG

- proizvoljni kompakt. Tada su sledeéa tvrdjenja ekvivalentna:

a) GT*(x,f) konvergira ravnomernc po X na kompaktu K , kada
F—++¢b.

P

Fa'd
b) . .Srﬁt,f) konvergira ravnomerno po +t na kompaktu K , kada

| rhe+ah_

- -
-

DO KA Z. Naravno, od najveleg Jje interesa sludaj kada xoeaK .

hﬂeka.jeu~-

. {‘-];ifaagr;‘(xif) = gf(}é:) ’ (82)

ravoomerno po X na kompaktu K , pri demu je gf(y)éaLa(G). Poka.-
Zimo da je
. i o ‘ .
lim s _(t,f) = gf(t) . | (83)
fo+to (€
Vs
ravnomerno po +t na kompaktu K .

Zaista, bide
|s ‘u(t,?) - g8l £ lsr,(t,'f) - 8B + lé;(t,'f) - ()] -

- lsr*(t,'f) - i(t,?)l + (p(X))lﬂ*\Bﬁ(x,f) - g.(x)| (84)

i~ L'
gde je funkcija G{:Ct,f) data jednakoséu koja prethodi jednakosti




8l

(26), funkecija p(x) Je definisana jednako3éu

pl(x) s Za CLXLX

p(x) =

po(x) , za x <£x<£d4d,

a promenljive x i t su vezane na sledeéi nacin

XO -~ gl(-t) sy 28 = §1(X0-C)£t<o ’

x, + §(8) , za 0Lt £ 8,(d—=x) .

Pretpostavlja se da je kompakt K oblika [c,d]J<G .
Neka je % ©proizvoljan pozitivan broj. S obzirom na jed-

nakost (75), postoji broj ful(g)>0 takav da

K> @ = (5,60 - E@DleF (85)

o
ravnomerno po T © na kompaktu X ,

Sa druge strane, kake Jje funkcija (p(x))l/4 ogranicena na
kompaktu K , postoji broj fle(ﬁ) takav da

Al RGO LACK RN O] R (@)

ravnomerno po X na gompaktu K . Ovo sledi iz jednakosti (82).

Iz (84)-(86) sledi relacija

> max 1F1®), @} = 56 - B0 2 &

o
ravoomernc po t na kompaktu K . Time je jednakost (83) dokazana.

Pretpostavimo sada da je

rli S = n6) | (87)
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ravnomerno po + na kompaktu K , pri cemu je hf(t) funkecija iz

o .
klase Lg(q)..PokaEimo:da je -

PE.E%G'F(x,f) - eE M (gex)) - (88)

ravoomerno po X na kompaktu K = Jc,d] . Pri tome je

O
‘S(Pl(‘t‘:))"]'/2 dT , 28 c£xLX, .,
x

§(x1xo) = { o |
S (Pg('t))'-l/2 aT , za x <x<d .
Xo ' |

Funkei ja (p(x))"lﬂL h.(9(x,x)) pripada klasi L2(G) .
Podjimo od

EACRIENCIONAS M JCE NI
= @D ()t 6.06s2) = By § (xyx )] = (89)
- <p(t>)'1/“|§’-r<t,"f> - b (] £ N, D) - 5ces )|+

IO ENCRIES W) I

gde Je

"’;'-_Pl[xo" €. (-t )] s 28 - f"l(xo-—c)_{, t<£L0
p(t) = {
Polxt §2(8)] 4 22 0Lt <G, (d=x)) .

Imajuéi u vidu (#), (75), (87) i (89), nije tefko zakljuli-

ti da vazi jednakost (88), ravnomerno po =x na kompaktu K

Dokaz teoreme 4 je zavrSen.
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(ravnomérna ekvikonvergencija biortogonalnog reda i trigonometrij-

skog Turijeovog reda funkcije f£(y) ).

Dokaz ove teoreme Jje sadrzan u dokazima prethodnih teorema.
Naime, teoremom 1 je dokazsna ekvivalentnost tvrdjenja a) i b)

Implikacije a)=»c)=3b) su dokazane u toku dokazivanja teoreme :
(videti 8&4).

NAPOMENA, Oznadimo sa D skup funkcija u(y) iz prosto-
ra LQ(G), gde je G = (a,b) -~ proizvoljan interval realne ose, ko,

imaju sledela svojstva:

1)  Funkcije u(y) i u’(y) Jesu apsolutno neprekidne na svak
 kona&nom segmentu intervala (a,xo), i na svakom konadnom segmentu

poluintervala [x ,b).

- 2) Funk013af ,ﬂ(u(y)), gde je A(u) formalni diferencijalni
'operator deflnlsan Jednakostlma (1)-(2), pripada klasi L2(G)

Skup D Jje vektorski potprostor u L2(G). Definiéimo opers
tor I na prostoru L2(G) na sledeéi nacin: oblast definisanosti

operatora L Jje potprostor D i ako u(y)€D, onda je
L(uw) = £().

Skup D Je maksimalni vektorski potprostor ‘' u ”LQCG), na
kome se moZe na taj nadin definisati operator. Dodajuci uslovima
1) i 2) odredjene grani¢ne uslove na krajevima intervals G, u sku-
pu D dobijamo odredjeni vektorski potprostor i na tom potprostom
definisani odredjeni operétor - restrikciju operatora I . U zavis-
nosti od granicénih uslova taj operator mode da ima skup soPStvenih

brojeva koji zadovoljavaju uslove (18)-(19), moZe da ima potpuni
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sistem sopstvenih i pridrufenih funkcija, moZe da ima i razna druga
gsvojstva.

Kada smo u ovo]j glavi govorili o operatoru (1)-(2) i o nje~
govim sopstvenim i pridruZenim funkeijama, o odgovarajuéim sopstve-
nin brojevima itd., mi smo imali u vidu upravo operator L injegove
restrikcije, definisane na prethodni nalin, pomoéu granicénih uslo-
va, ili drugadije. Za razliku od toga, u prvoj glavi je bilo reci
samo o formalnim diferencijalnim operatorima,tj. o diferencijalnim
izrazima,

U problemima koje smo mi razmatrali u ovoj glavi, granidni
uslovi, pomocu kojih je definisan posmatrani konkretan operator,
igraju ulogu samo u tom smislu Sto se zahteva da sopstveni brojevi
~ tog operatora zadovoljavaju uslove (18) i (19)..5ak 3ta viSe, nije
-potrebné, g§~:azliku-éd kiasiénih definicija, zahtevati da sopstve-
ne (i_pridruﬁene funkeije) =zadovoljavaju pomenute graniéne uslove
. Ofuda iutakve definicije-tih funkcija, koje smo dali u prvo]j glavi
- za Sredingerov bperator (96) i u ovoJ glavi za Sturm-Liuvilov opers
tor (1)-(2). | |

 Sve prethodne napomene vaZe, naravno i za specijalni sl&éaj
- Sredingerov operator (90), samo ¥to se u definiciji skupa D

svojstvo 1) zamenjuje slededim:

17) Funkeije u(y) i u'(y) Jesu apsolutno neprekidne na sva-

kom konacnom segmentu intervala G ,

Ovo treba imati u vidu, s obzirom da ée sledeéa glava biti

posvedena iskljudivo Sredingerovom operatoru.




86

§8.~ KOMENTART

Uﬁradﬁ [17] ?;A.Iljin je ispitivao ravnomernu konvergenci;
spektralnog razlaganja, tj. biortogonalnog reda funkeije iz klase
L, (G), koja ima kompaktni nosa u nekom proizvoljnom otvorenom pOC
skupu D intervala G . Taj biortogdnalni red je generisan proiz:
ljnim potpunim i minimalnim podsistemon sopstvenih i pridruZenih
funkecija obilnog nesamokonjugovanog diferencijalnog operatora nate¢
reda sa koeficijentima kogji su'glatki na skupu D , a van skupa I
njihovo ponaSanje ne igra nikakvu ulogu. Uz pretpostavku da sopsty
ni brojevi tog operatora zadovoljavaju odgovarajuée uslove tipa
(18)~(19), Iljin je dokazao da Je svojstvo ravnomerne ravnokonver-
genclije biortogonalnog reda i trigonometrijskog Furijeovog reda na
kompaktima slkupa D ekvivalentno sa tzv, slabim svﬁjstvom bazisnc
sTi posmatranog podsistema sopstvenih i pridruZenih funkecija., Slab
svojstvo baziSnoéti se definigse tako Sto se u definicigji } pmesto
konvergencije po normi prostora LE(K), KD, stavi slaba konverge
cija u prostoru LE(K). Pomenuta ekvivalentnost va®i tim pre i za
(jako) svojstvo bazisnosti (u smislu definicije 3),.

U radu [18] ovi rezultati su preneseni na KeldiSov pramen

poretka m obicnih nssamokonjugovanih diferencijalnih operatora

n~tog reda

L(u,A ) = u(n)(3)+p1(y,3t)u(n"1)(y)+-.-+pn_1(y,.k)u’(y) +
+ pp(7+ A u)

gde je 1p,(y,\) polinom po stepena manjeg od km/n . Ovoga pu

Su razmatrane funkeije iz klase Lg(G).

Prethodni rezultati ukazuju na izuzetnu vadnost onog potpu-
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nog i minimalnog sistema sopstvenih i pridruzenih funkcija diferen-
cijalnog operatora ili pramena diferencijalnih operatora, koJji ima
svojstvo bazisnosti. Trazeéi lako proverlJjiv konstruktivni uslov
pomoéu koga bi se mogao "prepoznati' sistem sa svojstvom bazisnosti
Tljin je u radu [19] doSao do sledeleg rezultata: potpuni i minimal
ni sistem sopstvenih i pridruZenih funkcija pomenutog Keldisevog
pramena ima svojstvo bazisnosti ako i samo ako su zadovoljeni uslo-
vi (20). U radu [20] ovaj rezultat je produbljen i dopunjen drugim,
veoma zanimljivim i vazZnim rezultatima, |

Kao sledeci korak, Iljin Jje postavio problem: Sta od pret-
hodnih rezultata moZe da se prenese na operatore ¢iji koeficijenti
nisu glatki ? U ovo]j glavi Jja sam resavao ta]j zadatak u sluéaju
obic¢nih diferencijalnih operatora drugog reda. |

Za sludaj Sredingerovog operatora (90) potpuni odgovor je
dat teoremom 5, Za opstiji slucsaj §turm—Liuvilovog'operatora ¢iji
koeficijent uz glavni deo operatora ima kona¢no mnogo taégka preki-
da, a potencijal je iz klase L%OC(G), 1< ploo, odgovori su dati
teoremama 1 i 4., U ovom slucaju nisam mogao da dobijem potpunu ekvi
valentnost svojstava bazisnosti, ravnomerne ravnokovergencije i
uslova bazisnosti (20).

Cini se dé u resavanju ovih problema veoma vazZnu ulogu igre
Ju uslovi sprezanja u tackama prekida koeficijenata operatora. Uko-

liko bismo umesto uslova oblika (8)~(9) uzeli uslove oblika
u(x_-0) = u(x_+0), Pp (x)u”(x -0) = py(x,)u’ (x +0)

(v kKlasidénoj matematidkoj fizieci tako se ustvari i pg%upa), onda s

prethodna pitanja ostaju bez odgovora.
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GLAVA IIT

O KONVERGENCIJI IZVODA SPEKTRALNCG RAZLAGANJA
APSOLUINO NEPREKIDNE PUNKCIJE, KOJE ODGOVARA NESAMOKONJU~
GOVANOM SREDINGEROVOM OPERATORU

U ovoj glavi razmatrademo izvode spektralnog razlaganja, t3
blortogonalnog reda apsolutno neprekidne funkeije, generisanog pot-

punim i minimalnim sistemom sopstvenih i pridruZenih funkeija Sre-

dingerovog diferencijalnog operatora

._ | ':«ﬁ(ﬁ) = - u ' (y) + a(m)uly) , (1)

definiSanbg na konadnom iﬁtervalu G , ¢iji potencijal q(y) jeste

| ‘kompleksna funkeija iz klasge .LP(G) » 1< pLoo.

IIF§1 su date osnévne pretpostavke i neki rezultati iz gla-
ve I, koje éemo ovde koristiti. U §2 Jje dobijena ocena prvog iz~
voda spektralne funkcije operatora (1), a u §_75 ocena prvog izvnda
samog spektralnog iazlaganja proizvoljne apsolutno neprekidne funk-

cije. U &4 je dokazana teorema o ravnomernoj ekvikonvergenciji

ovog reda te funkcije. U poslednjem paragrafu ukratko su razmotreni
igvodi viSeg reda spektralnog razlaganja koje je generisanoc samoko-

njugovanim produfenjima operatora (1).
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§1.- OSNOVNE PRETPOSTAVKE

Ngka’je G =m(a,b) konadan interval realne ose i q(y)
| v . ~ ‘
kompleksna funkcija iz klase Ll(G). OznaCimo sa {un(y)} e PTOLZVO-

{=0:1
1jni potpuni i minimalni sistem sopstvenih i pridruzenih fﬂhk01aa
(u smislu definicija 1 i 2 glave I) operatora (1), i sa 1{A“}ﬂ_ﬂ
odgovarajuéi sistem sopstvenih brojeva, Pri tome pretpostavljamo de

skup brojeva {V.')._n: ne N} nema konacnih tacdaka nagomilavanja, pa
‘ga mozemo numerisati po poretku neopadanja brojeva /uw (videti Jjed-
nakost (16), gl.II).

Osim toga, pretpostavljacemo da brojevi *Aﬁ_ zadovoljavaju

uslove (18) i (19) iz prethodne glave, tj. da je

1)  |ImVX.]¢A , néN; (2)
2) Z 1 B , za svaki ﬁroj {l-l >0 . , - (5)
]ﬂu—f‘lé" '

Pri tome konstanta A ne zavisi od M, , &N, a konstanta . B ne

zavisi od brojeva (uu, i P

S obzirom da je sistem funkcija {un(y)} minimalan, posto-

ji Jedinstven,sa njim biortogonalno spregnut u prostoru LQ(G) si.

stem funkeija {v (y)};l‘. Pretpostavljacemo da je v (y) sopstve.

=01
na funkeija formalnog dlferenclgalnog operatora

“ )
Lv) = ~v ' (y) + aGwGE) (4)

formalno spregnutog sa operatorom (1), koja odgovara sopstvenom br

e

4 v .
ju Am ., 2 da je vn(y) pridruZena funkcija operatora (4), koja

o 8
odgovara sopstvenoj funkciji Vn(y) i sopstvenom broju An

7 F %
Neka sistemi {un(y)} i {vh(y)} zadovoljavaju uslove

bazisnosti V.A.Iljina : za svaki kompakt K intervala G postoji
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konstanta C(K) +akva da je
L ¢ _
"unHLE(K)'“vn“LE(G) < C(K) , nelN, i=0,1, (5)

pri ¢emu konstanta C(K) ne zavisi od ne€N i i=0,1.
Napomenimo sada da, zbog uslova (2) i (3), konstante u svim
ocenama iz glave I, koje éemo ovde koristiti, ne zavise od brojeva
Aw « Osinm toga, ocene (97) i (99) iz te glave vase i kada se ume-—
i .
sto funkeija un(y) stave njima kompleksno spregnute funkeije
3
u (7).
Zbog specificnosti problemd koje tamo razmatramo, u §4

L
cemo pretpostavljati da su funkeije vn(y) normirane tako da je

ué'n“Lz(G) - 1 , néN, i-0,1,  (6)

U tom paragrafu cemo koristiti ocene funkeija un(y) i

njthV1h 1zvoda u obllku kOJl pr01stlce iz prethodne pretpostavke,

- Formullslmo 'ih stoga u sledeéim lemama,

LEMA 1. Neka je q(y)eaLl(G). Tada postoji konstanta C(G,q)
takva da wvaZe' - ocene

| sup]u (y)[ < C(G,q) ,'néN, i=0,1 . - (7)
lJE.G

L E M A 2., Neka je q(y) ELloc(G) Tada za svaki kompakt K <G
postoji konstanta C (K,q) takva da vaZe ocene

a) xn:éaéclu ()] ¢ Gl(K,q) ) za O.-E’-/-(a.él :

| . | (8)
b) maXIt?;l(:c)l £ Cy(K,a)Va.| 5 za pn>1

xe K

. L. L
S obzirom da su funkecije vn(y) sopstvene i pridruZene
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funkcije operatora (4), za njih vaZe ocene (97) i (99) iz glave I.
Ove ocene bice nam potrebne u §2 s P& ¢emo i njih ovde formulisa-

ti u obliku posebne leme.

L EMA 3, Neka je q(y)eaLl(G). Tada postoji konstanta D(G,q)

takva da vaze ocene

‘iz . :
a) || %, a7) < D@ Il gy » o 04fmsl

;44 | | (9
2 . . |
b) lS v, () dy]| £ D(G.q)~l—&;l-llvnﬂL2(G) y za M >1,

34
ravoomerne u odnosu na brojeve J1+Yo koji zadovoljavaju uslov

aéylé ygéb. |

§ 2.- OCENA PRVOG IZVODA SPEKTRALNE FUNKCIJE SREDINGEROVCG OFERATOR!

Napomenimo da smo u & 3, gl.II, spektralnom funkcijom ope=

ratora (1) nazvali funkeiju

T ——

'ﬁ(x,:?,{u) = > Ii'n(x} Wi'rn(y) y  X,TE€G, (10)
- Dﬁ{lnﬁr"

gde Jje (UP-O proizveljan broj. U ovom paragrafu dokazadéemo slede-~

éu ocenu prvog izvoda te funkcije.

TEOREMA 1. Neka je q(y)eLp(G), l<pLoo. Tada za svaki
kompakt K intervala G postoji konstanta B(K,q) takva da vaZi

ocena
Y. | |
I S %[‘9(}:,3’,(&) - SRO((&).R(X,y,{tL )).l d,y{ < B(K,q) . (11)

2 _ :
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Pri tome konstanta B(K,q) ne zavisi od x €K, od para-

metra lu::- i, y 1 od brojeva ¥4.75 koji zadovoljavaju uslov

'aéylAyzéb.

Ovde Jje sa a)R(x,y,/u,) oznadena funkcija definisana jed-

nakodéu (33), gl.II, sa Sp ( W R(x,y, )) usrednjenje te funkeije
o

(videti jednakost (66), gl.IIl), a sa -'E_i—SRO( W R(x,y,(w)) sledeéa
funkecija:

g;(_( J[' Sni;fu!-zl{ﬂ[)i za ]x—yléRo R
_ ~a:z, s (wR(x,y,(u)) 7’ (Sllzfy’f“ﬂ 2 “'x“”‘) R <fx-y\¢ 2R, (12)

o , za |x-y[>2R, .

 Pri tome je .Ro broj 'I:aka"v_ da je O<2R < (K, 2 G).
DOKAZ. Ne umanjujuéi opgtost, moZemo pretpostaviti da Je
kompakt K - segment [c,d]. Fiksirajmo tatku x&€K i broj m> 1.

U §3, gl.II, dokazana je slededa jednakost po normi prostors 1.,(G
(videti jednakost (68)):

S $J 1 - 6' *J 9 =
Ro(wR(x:’f ) (%, [w)

- = Z LEV,@  + A T e -
. fin=
+ > cx>vn(y>sR0<J£.£R>> + Z“ )V, (785 GRE) -
N4 - L 1;:4!
- -3-1'_- Z ﬁn(x)v (¥)- —v,-_- Sp ( Ssin/uh sinVpyh dh ) = (13)
N4 An




R xil
S /) -
- S s SSlﬁ!“h[gq(;>un(g)ﬂn"5‘7\}_yf bl lan ) -
H=d 0 T-h
Co R _ L2 4
PR e AL mr‘ff’}l“ Blaglan ) -
N =4 0 -‘.
o R _ wl % e
- S Sy (HRERT Gyl et 2o il gla)
N=d4 " 0 Ra—{ ol | V—
+ o Z v (3)8qg (S Sm”h[gq(g)u (3) £in ““(-Eﬁl"—hldg]dh
O
=4 0 W

Neka su Y1 i Yo brojevi takvi da je a< F1<€ Jo<£b. 1z
konvergencije po normi prostora L2(G) redova na desnoj strani Jed-
- nekosti (13) sledi njihova konvergencija po normi prostora Le(yl,yz)
Keko Jje interval (yl,ye) konac¢an, to iz prethodnog sledi da se ovi
redovi mogu integraliti &lan po ¢&lan. Tako za fiksirano IU:rl dobi-

Jamo sledeéu jednakost dveju funkeija promenljive x , x€K :

U2
S(SRO(QR(X-;?!{J— )) - '9 (I‘Caysr"' )] dy
Y2

1S LT« 3 ZLo{tor -
f"“""f“ ¥ foft

Co

7 Oo 14
+ Z(jvn@)dy)u (=) £ (R) + 2 <§v <y>dy>£'zn<x>sRoch; (R))

bo 0% d

hy A VAwh |
E Z‘ * <§vncy>@> (x)Sq cgsm{uh BESE @) - (1)
- .

=g f'*h[gq(g)u (3) M—zdﬂdh) -

I

§z

0 "
§2 X4
0

a&L

SiEFh[Sq(;)én(z) Sinv_—m;}‘ = dz]dh) -

a4 |
"Z(§ ¥ (7)d7)Sy (Ssmph[g @“ZI-h)Q(g)%(;)c"Sr‘@‘ ﬂ-h)d;] dh)+
Mod Y, . oy T A
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o Yo R ' xd
v Z (s, (] (agpt,) sl 2l a
.h.-..-vl ha,l D .' :(-'&-

Daiae-cemo dokazivati sledeéde 01naen1ce svaka od devet
funk01aa . (x,yl,yg,rp) na desnoj strani Jjednakosti (14) ima iz-
vod po X na kompaktu K i taj izvod je odozgo ogranicen ravnomer
no p¢ x K, kao i u odnosu na velidine {HG(l,aa) 1 71975 o

Zbog uslova (3) sume gl(x,yl,ye;rh) i gz(x,yl,yg;(¢) sa
drze konac¢no mnogo sabiraka od kojih je svaki diferencijabilna funk
cija na kompaktu K, pa su i te funkcije diferencijabilne na K .

Osim toga, za izvod prve od njih, na primer, vaZi ocena

"
|81 (%53, +3, 3 (w)] Z maXIu el S%n(y)dy[ <
T e Yy
C (KQQ) D(G,q)- Z [lu "LQ(K ) "V "L (G)

fi=p
5 0,(K,q)-D(6,0) -C(K) ‘B .

Ovde je upotrebljena ocena (65), gl.I, kao i ocene (3),(5)

i 9.
Ista ocena vazZi i za izvod funkeije 32(x’31’32’f*)
Razmotrimo funkeiju
o Yo
B5(X:77705 ) = Z(S A () u (x)- 8 (J“‘(R)) . (15)
n=d oy, |

Korlste01 ocene (47), gl.II, kao i ocene (3),(5) i (9), a
isto tako i ocenu (8), gl.I, mo¥e se pokazati da red (15) konvergl-

Ta ravnomerno po x na kompaktu KX, za fiksirane r1> 1l i T1:%5

Ova Cinjenica vaZi i za sve ostale funkcionalne redove g4(x,yl,yé;f
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- gg(x,yl,yg;f»). Zbog toga su sve te funkcije, pre svega, definisa
ne i neprekidne na kompaktu K . Da bismo dokazali i njihovu dife-
rencijabilnost, dovoljno Jje dokazati da redovi dobijeni diferenci-
ranjem Clan po ¢lan redova na desnoj strani jednakosti (14) konver-
giraju ravnomerno po X na kompaktu K . Zbog obimnosti tih dokasza
ovde Cemo dati samo kratka objasnjenjsa. .
Imajuéi u vidu ocene (65), gl.I, (47), gl.II, kao i ocene

(3),(5) i (9), ravnomernu konvergenciju po xé&K prodiferenciranog
reda (15) i ravnomernu ogranilenost njegove sume u odnosu na veli-
cine (u; i Y1+¥5 » dokazujemo na potpuno isti naé¢in kao sto je to

uc¢injeno u sluéaju reda (53), gl.II . Isto vaZi i za red

Yo

, rl. .
Z ( ; vn(y)d:s') un(X) S o(JVIE.R))

Tehnlka upotrebljena za doka21vanae konvergen01ae reda (54)

-gl II moze se prlmenltl u slucaju reda

R

: 4 ) . /. .S : h anv‘—nh .
g(g v, (7)dy) - uy (x) Ro( §sm[u o dh )

Pri tome treba koristiti ocenu koja sledi iza jednakosti (75) u

glavi I, zatim ocene (29)-(30) i (55) iz glave II, kao i ocene (3),
(5) i (9).

Razmotrimo red

N R - x=d
> (@R (SS—lﬂ{“—h[Sqq)u (3peintialeey] b ] o
n==4d Y
Kako je
X+

]

4 s, (SS:LHFEh[ch%) un(.%) s:mrhgl -3~ ;3;]

.'.I-
= RO(SS:LntU-h [Sq({)u (3) cos VL (x~ _h)dﬂ -

0 x-4,




6

R .
- S s:.n#«h Sq(z)u (%) cos “(z —:,,-h)dﬂdh ),
0

tdféé_prethodni red moﬁe pretstaviti u obliku

Z°° (Sv (7)dy)- Sq (gSJ.nNh [gg(g)un(-;)COur (x-i_h)da{ -

N=4 I+£ (16)

- .Sq(g)ﬁn(g)cos\fﬂ(g -x-h)dﬂdh ) B

Primetimo prvo da za integrale

M gqcpunc;)cos cx-g-hm;] ,

0

R a%&
S sin @

0

=51 [Sq(;)un(g)cos u(g—x-—h)dg]dh

X

i za njihova usrednjenja vaZe ocene tipa (61l), gl.II . Imajuéi to u
vidu, kao i ocene (8), gl.I, (3),(5) i (9), nije tedko proveriti da
se za dokaz ravnomerne konvergencije po x€K i ravnomerne oérani—
¢enosti po {» i ¥4.95, Tredova (16) moZe upotrebiti ista shema
kao u dokazu konvergencije reda (56), gl.II .

Ista napomena wvazi i za red

g 3 "
Z(Sv (y)dy)- ESR (SEJE‘P—[ ogcq(z‘)un(;r)mn\/‘uux%] ~h) §]

2=1 Yy .'I--L

Sto se tide reda

O 'ﬂ*:- R ,?;+'£.

> g:a)dy) S=So (Ssmﬁh S(fc-zl-h)q(;)u ( )Mﬁ‘—l—ld;] dh),

n=t g, o g
imajuéi u vidu da je
R LA
%‘E SRO(gSiEFh g(g-x—h)q(g)ﬁn(z)cosﬁn(; ~x-h)dg  +
0

X
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b

S("" -n>q<g>u (;)cosmcx— -h)dg]dh) -

(SSlnfkh SQ(g)u (;')cosm(x-z -h)dz -

? el

Sq(g)u CALLEIINE —x—h)d;ldh )+

¥ . _
Vs, (| sinpn [gc B a( oy () sin\in(g -x-n)ay -
0

O

- gcx-;-h)q(g)uncpsinm(x-g-h)d;]dh )
x-4 _

taj red mozZemo predstaviti u obliku

f (Sv (y)dy) SR (S.S%l.[”'_.h[gq(%)u (3) 1:30::':\/_,,L x“zr-ﬁld

=4 0
n Ya 24 )

- (i, ctlmxBlyTan ) o (17)
2. Ad |
o R Xt - 0
h An( 1 =X
+ 7 Sv (78785 _ (S siap S( ~x-h)q(3 ), ()52 V_’a Xlay -
n=d oy n 0 _
- g(x-z(—h)q(;)un(g smm@:‘r——)ﬂq
o-4

Primetimo opet da za usrednjenjé na desnoj strani (17) vaze
ocene tipa (61)~-(62), gl.II.. Koristeéi ocene (29)-(30), gl.II, ka
i ocene (3),(5) i (9), konvergenciju redova (17) i ravnomernu ogra.
nic¢enost hjihovih'suma dokazujemo na isti nacin na koJji smo dokaza.

1i konvergenciju reda (63), gl.II .

Ista napomena vazi i za red

7 (e & sy (e[ (ol ) Syl g,
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Rezimirajuéi prethodno izlaganje, moZemo rec¢i sledele. Ako

aa g(x,yl,yz;Fk) oznacimo gpnkciju na desnoj strani jednakosti

(14), tJ. S(xiylsyg;r‘) = % gi(xgylﬁ'g;(‘*) , onda na segmentu
AL == :

K postoji izvod po x te funkecije 1 vaZi ocena

\—-—— g(x,ylﬁg;(w)l < B(K,q) (18)

pri Semu konstanta B(K,q) zavisi samo od kompakta K i potencija
la q(y) .

Odatle sledi da, ako sa f(x,yl,yg;rb) oznacimo funkciju
na levoj strani jednakosti (14), postoji izvod po x te funkcije
na segmentu X i da za taj izvod vazi ocena (18).

Sa. druge strane, moZe se proveriti da vaZi jednakost

| 2 '
- | | | ,
-__"330 f(xafl‘a?aﬁ{*) = Sl—,ax [SRO(C"R(XJ’{“) - ‘9'(33’3'1{" )] dy .
| | i |

Iz ove jednakosti_i ocene (18) sledi ocena (11).

Dokaz teoreme 1 Jje zavrsen.

. . .
NAPOMENA, Neka je @(x,y, ) spektralna funkecija koja

-

odgovara potpunom i mlnlmalnom sistemu .{u (y)} , Sopstvenih 1 px:
druzenih funkecija operatora Lro”
A
L) = - w @ +a@uE) , (19)
N

gde je q(y)éL (G), 1<Lp< OO . Oznacimo sa {v (5’)} biortogonal.
no spregnuti sa sistemom {_un(y)} sistem funkeija u prostoru
Lg(G), ¢iji su elementi soPﬁﬁvene i pridruzene funkcije formalnog
diferencijalnog operatora..if%vﬁ, formalno spregnutog sa operatoro:
(19). Ako pretpostavimo da sopstveni brojevi {SLM} operatora (19)

zad0voljavaju uslove (2) i (3), a pomenuti sistemi funkcija uslove
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(b), onda iz ocene (11) sledi ocena

"
3
ky
3

l
=
by
N

I

Sl
&
I

0(1), {U.—-ﬂ--i- 4o, (20)

u odnosu na brojeve yl,ygé[a,b] y T1L T o

§ 3.~ QCENA PRVOG IZVODA SPEKTRALNOG RAZLAGANJA APSOLUTNO
| NEPREKIDNE FUNKCIJE

Neka je f£(y) proizvoljna kompleksna apsolutno neprekidna
funkcija definisana na segmentu [a,b] i neka Jje r4> O proizvo-
1Jan broj. Podsetimo da spektralnim razlagangem poretka fL funk~.

clae £(y) , koje odgovara sistemu {un(y)},m_‘I sopstvenih i pridru-

A=0r4
Yenih funkcija operatora (1), nazivamo funkeciju

ST = S n)L,(G)" L@, veo. - (21
‘u od-'-f:n.;f-o

4e=0r
Neka je K proizvoljan kompakt intervala G 1 R >0 bro

takav da je 2R < P(K,2G) . Iz (12) sledi da za svako fiksirano
x€XK i 1 funkeija 28 x £ ieste integrabiln
X € 1 ﬂ? ‘ J =% RO(QR( 15’1/"‘-)) (y) 3 g .

po y na segmentu [a,b] . Uvedimo oznaku

A-
4 R O(x,£) = S-'—?’—-S (wp(x,y,m ))E(y)Ey (22)
ax "" ,a,% R," 7R ? ’f" ?
gde x€K ,

U ovom paragrafu dokazacdemo sledelu teoremu.

TEOREMA 2, Neka je q(y)€ Lp(G), 1< p<Loo , Tada za svaki
kompakt KCG postoji konstanta E(K,q) takva da vazZi ocena
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6‘{1«(/: £) - ——-sff(x,ﬂl B(,0) Ielyligy (23)

P:c-n. +tome konstanta E(K,q) ne zavisi od x€XK i {‘4>1 .

DO KA Z, Napomenimo prvo da je

I£0ylceqy = Nl + e :
w3(6) L, (G) L, (6)
DefinisSimo na segmentu [a,b] apsolutno neprekidne funkei

je g(y) i h(y) na sledeéi nalin:

g@) = L8 (z-a) , b)) = £(G) - &) . (24)
Razmotrimo funkeiju
B A
%-x- G'F(x,f) - &g rf’ x,f) = S--% [‘9’(:{,3,{'») - SRO(GJR(XJ,[IL))_

ax

4 oo -g(y)dy + (25)
+ S —= %(x.y ‘u) - Sp (wR(x,yrx))]h(y)dy .
s

S obzirom da oba parcijalna izvoda pod znakom integrald
na desnoj strani jednakosti (25) za svako fiksirano xc¢ K predsta
vljaju neprekidne funkcije po y¢& [a,b] s 05im u tackama x=* Ro i
xtt2RO, jednakoat_(25) mozemo napisati u obliku

%EGP(x,f) - &5 {u(x £) = (26)
4+ &
= SK% S-;%E(SRO(&)R(X,?, ,(u))- {?r(x,; ,‘“)) dz]g(y)dy +
4ty
- (2o, «;[S (#Gery ) = 85 (@ g,y o)) gl oy
pa v

Primenjujuci parcijalnu integraciju i imajuéi u vidu da su

zbog (24), obe dvostruke zamene jednake nuli, iz (26) dobijamo jed
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nakost

R
%—}EG"P(X £) - gx P(X ) =

4 & | .
gig%( '9’(:{1 f~) - 8q (WR(X!Z, /‘k)) )de]g (y)dy + (27)

4
4
0 ,
(1] 320 8r,(Walay o) = By daln iy
A~
Primenimo sada ocenu (11). Iz -(27) sledi nejednakost
& o) - & ch D& B Ue 6y + 180z, ) )

- ravnomernc po xX€XK i (u::rl.

MoZe se pokazati da se velidine |[g° i L(6) illn” I NG mo

- gu oceniti odozgo pomoéu velidine "fllwl(G) . Na taj nacln, iz
5 1

é prethodne nejednakosti sledi ocena (23).

Dokaz teoreme 2 je zavrsien.

A

NAPOMENA 1. Neka je B’r‘(y,i‘) spektralno razlaganje

posmatrane funkcije £(y) , koje odgovara operatoru (19), opisanom

u napomeni u prethodnom paragrafu. Tada, imajuéi u vidu da funkeij

R . -
| %E-Sff(x,f) ne zavisi od operatora, iz ocene (23) dobijamo sledeé

~ocenu, glavni cilj naSih razmatranja u ovom paragrafu:

|
| Pri tome konstanta E(K,q,q) ne zavisi od x¢€KkK i {u > 1

d 5 ‘K.q.3
| 5= 6‘;,.(::,1') - %Gr(x,f)‘é E(K,q,q)*ﬂfllwi(g) . (28)

NAPOMENA 2. Ocena (28) je tadna po poretku u tom smislu

sto se konstanta E(K,q,d) ne mo¥e zameniti velidinon 0(1),/“—-,}4..
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Odatle sledi tadnost u ukazanom smislu i ocene (23).
Taénost ocene (28) éemo dokazati pomodu slededeg primera
koji pripada V.,A.Iljinu.
I Razmotrimo na intervalu G = (0,9) operator L(u) =
= - 1" °(y), definisan grani¢nim uslovima u(0) = u{@C) = 0 , kao i
operatoxr 'i(u) = = u"'(y) , definisan grani¢nim uslovima u’ (0) =
= u”" () = 0 . Posmatrajmo spektralna razlaganja poretka (uf= 2n-1,

n€N, funkcije f£(y) =1 , koja odgovaraju pomenutim operatorima.

Tako dobijamo Jjednakost

N

d d _ 2 sinZnx
iz i,..,(x’f) - ?Ei;_‘(x’f) = o sinx . (29)

Neka je K proizvoljan kompakt, smesten strogo unutar in-

tervala G 1 takav da %—ﬁ{ . Tada je za svaki x€X ispunjena
nejednakost

W (&6 o - £6 o] o
ma 00 X g0 ' dx e

§ 4.~ TEOREMA O EKVIKONVERGEWNCIJI PRVIH TZVODA SPEKTRAINIH
RAZLAGANJA APSOLUTNO NEPREKIDNE FUNKCIJE SA KOMPAKTNIM NOSACE

U ovom paragrafu razmatralemo apsolutno neprekidne funkeije

sa kompaktnim nosalem, definisane na konadnom segmentu G = [a,b] .

DEFINICIJIA 1 (J17]). Sistem funkeija [w (3)} * iz prc
h=4
stora L2(G) obrazuje na intervalu G trag Beselove bagze ako za

svaki kompakt K <G postoji konstanta C(K) takva da za svaku
-
funkeciju f(y)eL2(K) vaZzi nejednakost

oo 2 9 |
Zl(fawn)chG)\ £ C(X) ‘“f“Lch) ¢ (30)
=4
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Pretpostavimo da sistem funkecija {wh(yj};:‘obrazuje trag
Beselove baze na intervalu G i da je ravnomerno ogranicen, tj. de
pdgfaji konstanta M takva da je

sup|w (y)|€M , neEN, | (31)
“dEG
pri Cemu konstanta M ne zavisi od n . Tada se identicno kao u
kmjizi [11] , str.l154, moze dokazati slede¢i analogon poznate Riso-
ve teoreme o Furijeovim koeficijentima funkecije iz klase I_(G) u

P
odnosu na ravnomerno ograniceni ortogonalni sistem funkeija.

L EMA 4, Neka je 1<p£2 i 1 broj takav da je %--!— % = 1,
Ako Je f(y)ELP(G) funkeija sa kompaktnim nosadem K.< G, onda
njeni Furijeovi koeficijenti

A
£, = (£@-@ & , new,
o

zadoveoljavaju nejednakost

o |
{ Zlfnlr} VE e WP e N Ll gy s (32)
p

Ne4

gde Je C(Kf) xonstanta iz ocene (30), a M Xkonstanta iz ocene (31

TEOREMA 3, Neka je £(y) apsolutno neprekidna funkcija

sa kompaktnim nosaem, definisana na segmentu [a,b] . Ako

a) potencijali q(y) i a(y) pripadaju klasi LP(G), 1< ploo
7™

i sistemi funkcija {éﬁ(y)} i {én(y)} predstavljaju tragove Be-

selove baze na intervalu G ,

ili
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b) potencijali q(y) i Q(y) jesu apsolutno neprekidne funk-
cije na segmentu [a,b] »

oﬁdé“za izvode spektralnih razlaganja koja odgovaraju operatorima

(1) i (19) vaZi ocena

4 ACOR 4 %r‘(x’f) - o), pses (33)

ravnomerno po X na svakom kompaktu K intervala G .

D O KA Z. DokaZimo teoremu prvo u slucaju pretpostavke a) .,

Neka je K proizvoljni segment intervala G i B >0 -
proizvoljan broj. Za datu funkeciju f£(y) postoji beskonacno dife-

rencijabilna na [a,b] funkecija g(y) sa kompaktnim nosaiem, tak-

va da vazi ocena

|
I= - el £ mg 3)
gde je E(K,q,q) konstanta iz ocene (28) (videti [42] )
DokaZimo da ~%§-§F(X,g) ravaomerno na kompaktu K konvez

gira ka %E g(x), kada FL“*+45. Tmajuéi u vidu da funkeija 3n(y)

jeste sopstvena funkeija opefatora (&), koja odgovara sopstvenom

L]

broju M. , moZe se pokazati da se Furijeov koeficijent

. A4
A

funkcije g(y), koji odgovara onim indeksima n za koje je\An# 0,

moze predstaviti u obliku

4] 1 0
Bn = T)\;-_ ’ (35)

o
gde Jje sa hIl oznacen odgovarajuéi Furijeov koeficijent funkeije
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h(y) = - g (@) + ayelF) , (36)

koja pripada klasi LP(G) i ifa kompaktan nosacé K, CG .

Isto tako, funkcija Vﬁ(y) jeste pridruZena funkcija ope
ratora (&), kojé odgovara sopstvenoj funkciji 3n(y) i sopstvenon
broju e o Imajuéi to u vidu, nije tefko pokazati da se Furijeov

koeficijent
1 4 A
g, = S g(y)v,(¥)dy

. funkeije g(y), koji odgovara onim indeksima n za koje je Am # C
- moze predstaviti u obliku

&, = = h, = -.-_Lé )
R Y An B
~ ili, s obzirom na jednakost (35), u obliku
A 0
gn = _j'l: h, - (_jl;iz'hn . | (37.
Koristedéi (35) i (37), pokaZimo prvo da Eﬁ@(x,g) Tavno-
merno na kompaktu K konvergira ka funkciji g(x), kada {lL—++0° .

Zaista, pre svega vaZi ocena

A :
ing(y)T?n(Y)dF\[én(X)l £ Zlgg(y)v J’)d:;?“u (x)l .

N=4 AL - nf- wst 4

=01 | . . 0rd , (38:
1 L L
Z Dt 7 3l ol
(o fin>1

. . . . . £ . v
Primetimo zatim, da za funkecije Vﬁ(y) , n&N, i=o0,1, vaze
ocene (7) u kojima éemo konstante oznadavati sa C*(G,q) . Korist:

¢i ocene (3) i (7), moZemo oceniti sume na desnoj strani (38) na

slededi nadin:

| A : :
D > [(e@v@asli ol £ 2:06,0)-¢%(6,0)-B-lel, 5y -
D& My, <4 A .
iL=01




106

. . Co
o BT 1< 2 ¢(G,q)C™(G,q)Bll ' L
) ; |J\w\lhn| \un(x) q q Ll(G) g -5
ciad | oo
) 25 Lo In Gl £ ©(6,0)6%(G,)Blnl, L. (6) g _;F :
f‘a > | | -

Iz (38) i 1)=3%) sledi da E?L(x,g) ravnomerno na kompak-
tu K konvergira ka nekoj neprekidnoj funkeiji, kada (u-—*+0°. Da
je ta funkcija upravo g(x) (sa g(x) oznalavamo restrikciju funk-
cije g(y) na kompakt KX ), sledi iz &injenice da sistem funkeija
{v*(xj}u_{geste potpuni sistem funkclga u prostoru L2(K) . Ova

L '.'.':o,‘l |
poslednja cinjenica lako se dobija iz tvrdjenja b) teoreme 5, gl.I]

Preostalo nam Jje jos da pokaZemo da %;; F(x;g) konvergi-

ra ravnomerno na kompaktu X , kada rl—ﬂ+4a Koristedi (35) i (37),

'dobijamo prvu majoraciju

N RS — i i
Z |8alley )] - < > |l Gl + _Z IJ\nllhn”un(x)l .

n=4 .
fp;:‘f . - - qéﬁg,f‘f L, . Hﬂ-ﬂrf (59)

> sElmlgel .

PokaZimo da redovi na desnoj strani (39) konvergiraju ravnc

merno po x na kompaktu K .

1) S obzirom na ocene (3),(7) i (8), vaZi ocena

J Gl 6ol & 2076020, (%, B lely, gy -

0£ My<1
FA-Y ]

2) Koristeéi iste ocene, dobijamo ne jednakost

Do
= 1
Zmzl ol ol < ¢*(6,a)0 108l (g > 2

3) Imajuéi u vidu ocene (3), (8) i (32), dobijamo ocenu




107

Zla llh ool < °1<qu3(2331/ P(c*(6,a))%/ Pt (0 (k)T

L'!'-'Otf

LR Z DRI

Prilikom dobijanja ocena 1)~3) koristili smo sledeCi po-
stupak: opsti clan funkecionalnog reda majorirali smo op3tim &lanc
nekog numerilkog reda koji konvergira i &ija se suma moZe ocenit]
odozgo pomoéu velidina koje stoje na desnim stranama oceni 1)-3,
Na osnovu Vajerdtrasovog kriterijuma odatle sledi ravnomerna kon-
vergencija pomenutih funkcionalnih redova na kompaktu X . Prime
timo jos$ da smo taj kriterijum cesto koristili u prethodnoj glavil
a koristiéemo ga i u sledeCoj, ne pozivajuéi se direktno na njeg:

Tz prethodnog izlaganja sledi da za dati %> O postoji |
rl(G)>-O takav da vazi

("7[4('(;) = [%fx-- ’61;(:{,3) ~ %3 g(x)| £ %— , (4

z8 xeK;

Analogno se dokazuje ta Cinjenica za biortogonalni siste
funkciaa..{uh(y), n(y)}. , generisan Qperatorom (19): postoji b
FA(';;')>- O takav da vazi | .

> fice) N I%J—{'%A(x,g) - EwleE &

za x€K . |
. A :
Neka Jje {u(z-) = max{ri(a.—), (u(s)} . Tada, imajuéi u vidu
ocene (28), (34), (40) i (41), dobijamo

> fE = A ACKIEE AR = 5,0, D) I-elyl (g
e - Fel + [H 8w - &<z,
z& X€K .,
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Pime bi dokaz ocene (33) u sludaju pretpostavke a) bic za

vrsen.

U sludaju pretpostavke b) dokaz ravnomerne konvergencije

reda %—5{-6’[;,.@,%) daleko Jje Jjednostavniji. Naime, tada funkcija

h(y) = -_g"(y) + q(y)ely)

jeste apsolutno neprekidna ma G i ima kompaktan nosac. Njeni Fu-

rijeovi koeficijenti se mogu predstaviti u obliku .

+ 4

G - HFofee + Zx (@R
LYy by
odnosno

%
& %gh'(w%(y)dy + = Sh(y)q(y)v (¥)dy -
' ® o ,{,— LA ¥

AL A ANy

:x‘w ' YO .

oy -

Iz ovih jednakosti, koristeéi ocene (7) i (8) (ove posled-

- nje u obliku u kome umesto K stoji G ), dobijamo ocene

) i 1
' A

Pomoéu ovih ocena lako se dobija ocena

L

& : ¢ o
= ISS(F)$H(F)dy’lu£(x)I & Const(G,q,h,B) - > s |
n=¢ o . X

£=D;"
ocdakle sledi ravnomerna po X na kompakitu K konvergencija reda
%5-:_ Sﬁ(x,g) , kada rx—»+m,

U svim ostalim detaljima dekaz Jje isti kao u sludaju pretp

stavke a) . Dokaz teoreme 3 je zavrien.
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§5.- O TZVODIHA VISEG REDA

O;he'éemo navééti bez dokaza neke ¢injenice koje se odnose
na drugi izvod spektralnog razlaganja apsolutno neprekidne funkeije¢
koje Je generisano proizvoljnim nenegativnim samokonjugovanim pro-
duienjem operatora (1), definisanog na konaénom intervalu G .

Neka su 'Gh(y,f) i §F(y,f) spektralna razlaganja funk-
cije f£(y) koja na segmentu [a,b] ima apsolutno neprekidan prvi
izvod, koja su generisana proizvoljnim nenegativnim samokonjugova-

nim produZenjima dva operafora
ry N
L) = - u (yra@ul) , L) = - uw’F)auly) , “2)
¢iji potencijali zadovoljavaju uslove
a(y) €0(A)N L, () , 1<p<oo, G(F)EC(AINLHG), Lo, (43)

Tada vade sledeéa tvrdjenja.

TEOREMA 4, Ako potencijali q(y) i a(y) zadovoljavaju

uslove (43), onda vaZi ocensa

2 | 2

"'(!":'" [i;z GFL(Xsf) - ':? éiﬁ(xif)] = 0(1)1 r-l.'—-'-f-&? ’ (&4)

ravnomerno po X na svakom kompaktu K intervala G . Pri tome

ocena O-~ ¢lanova na desnoj strani (44) zavisi samo od kompakta K

funkcije f£(y) i od potencijaléd q(y), a(3)

I EOREMA 5. Ako se, pored uslova teoreme 4, jo3 zahteva d:
funkecija f£(y) dima na intervalu G kompektan nosad i da je

Q"(F)eLl(G), q”(y)éLl(G), onda vadi ocena
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2 P2 A \
__]-_[:x FF(X,f) - %d-x—é G’{u(:{,i‘)] = o(l) , {u-——»@—}-ﬁo . (45

n

ravnomerno po X na svakom kompaktu K intervala G .

Kao sto to pokazuje primer koji smo razmotrili u &3 , oce
na (44) se efektivno realizuje. To znadi da je ta ocena tacna po
poretku u tom smisiu sto se umesto veliline 0(1) nelmoﬁe pisati

o(l), kada {ﬂ—-a-r-aa. Medjutim, ocene (44) i (45) nisu tadne po pore
ku u odnosu na parametar (u, .
Zaista, razmotrimo nenegativna samokonjugovana produfenja

operatord (42), koja su definisana graniénim uslovima oblika
uw'(a) = u(b) = 0,
pri_éemu potencijali .Q(y) i qy) zadovoljavaju uslove

a(y) e ™ (eyn I(6) , 0<«<1, 1<pcan ,
L B (46)
A e @nye , 0<L<n, 1chemm .

Primetimo da fuﬁkcija h(y) pripada Helderovoj klasi
CG*)(G) ako njen moduo neprekidnosti a)(;?;h) ima poredak O(.
Neka su, kao i u prethodnom opStem slucaju, Gﬁu(y,f) i

A |
Eﬁu(y,f) odgovarajuéa spektralna razlaganja funkcije £(y) koja
na segmentu [a,b] ima apsolutno neprekidan prvi izvod. Tada se

mogu dokazati sledeéa tvrdjenja.

LIEORFEMA 6. Ravnomerno po x na svakom kompaktu K dinterx

vala G wvaZi ocena

a°
Ez f-k(xsf) -

2 [

g}l(xif) = O(l): (L(--#-{-ﬁo . (47)
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TEOREMA 9. Ako funkcija f£(y) 4ima na intervalu G 1 kor

épaktan nosa¢, a potencijali, osim uslovd (46), zadovoljavaju i uslc

Q" (7),a”" (¥) €1,(6)

onda vaZi ocena

2 2 A
i? S"P(x;fj ~ i—xg B‘F(x,f) = o(1), e+ 0o (48)

Tavnomerno po X na svakom kompaktu K intervala G .

Napomenimo da se svi rezultati izloZeni u ovom paragrafu mogu
preneti i na slucaj operatora sa kompleksnim potencijalom. Za t6 pc
trebna tehnika je razvijena u prethodnim paragrafima ove gléve, kac
iu §§ 3-6 glave I , Sa druge strane, istraZivanja se mogu prodi-
riti i na izvode trééeg i viseg reda. Iz izloZenih rezultata se da
;zakljuﬁiti kakvog su oblika opste zakonitosti. Pri tome su od vedeg

prakticnog znadaja ocene tipa (33) i (48) (s obzirom na poredak pa-

rametra rL e

§6~-KOMENTART

U radu [23] V.A.Iljin i I.Jo su razmatrali spektralno razl:
ganje apsolutno neprekidne funkcije, koje odgovara proizvoljnom nerx
gativnom samokonjugovanom produzenju operatora (1), definisanog na
konacnom intervalu G i ¢iji potencijal pripada klasi LP(G) .

1< p< % , Oni su dobili sledele rezultate:

Ravnomerno po x na svakom kompaktu K intervala G vaz:

.ocena

6ux,2) - 6o, (x,£) = 0( =2-) |, 0o,

J [
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a ako funkecija f(y) ima kompaktan nosac¢, onda vaZi ocena

_ ' A . 1 |

G‘#(x,f) - Gl" (x,£) = of -F-) » [L ko

Postavilo se pitanje: Sta se moze redi o izvodima ﬁosmatra—

nih spektralnih razlaganja 7 OCdgovor na ovo pitanje dali smo I.Jo i
ja u radovima [26] - [27] . U radu [26] Iljinov metod Jje modifi-
kovan i dobiljena modifikacija Jje primenjena u ispitivanjime prvog
izvoda tih razlaganja. Dobijeni rezultati su analogni teoremama
1-3 ove glave (napomenimo da jé kod teoreme 3 u posmatranom sluda-
ju pretpostavka a) automatski ispunjena, pa za pretpostavkom b)
nema potrebe).

U radu [27] pomenuta istrazivanja su pro3irena na drugi

izvod spektralnih razlaganja. Dobijeni rezultati su prikazani u $ E

ove glave,

U §§EL4- ove glave Jje pokazano kako se prethodni rezultati
prenose na opstiji sludaj nesamokonjugovanog Sredingerovog operato-
ra (1). Uop&teno govoredéi, tehnika iz rada [26] , na odgdvarajuéi
nacin modifikovana, uspesno se primenjuje i u ovom sludaju. Pri to-
me su.glavni problemi proisticali iz C¢injenice da se ovde radi sa
neortogonalnim sistemima funkecija, za razliku od prethodnog sludajs
Specijalno, nije mi poznato da 1li za potpuni i minimalni sistem sor
stvenih i pridruZenih funkcija operatora (1) vazi Beselova ne jedna-
kost, pa se zbog toga u teoremi 3 pojavio pojam traga Beselove basze
Te teskole su u dokazu teoreme 1 prebrodjene, dok su kod teoreme 3
dovele do pomenutih restriktivnih pretpostavki.

Razlicitim aspektima teorije diferenciranja spektralnih raz
laganja, generisanih obilnim diferencijalnim operatorima, bavio.se
niz matemati¢ara. Pomenimo ovde samo knjigu [35] u kojoj su izlo?

ni rezultati o izvodima spektralnih razlaganja, koja odgovaraju ne-




| —— ]

tim posebnim samokonjugovanim produfenjima Sturm-ILiuvilovog opera-—

Iora. Za razliku od metod8 primenjenih u ovoj glavi, metode prikaze
e u toj knjizi su zasnovane na graniénim uslovima koji definisu

izucavana spektralna razlaganja.
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GCLAVA IV

O KONVERGENCIJI SPEKTRAINOG RAZIAGANJA
FUNKCIJE IZ KLASE H;’, KOJE ODGOVARA NENEGATIVNOM
SAMOKONJUGOVANOM PRODUZENJU SREDINGEROVOG OPERATORA

b
I
b
|
|
E
|
|
I

U ovoj glavi razmatracemo spektralna razlaganja funkeije i@

I

klase Nikoljskog H;(G), C<X<?2, 1<p<£2, koja odgovaraju proizvo-
1jnim nenegativnim samokonjugovanim produfenjima Sredingerovog ope-

'
i
p

ratora

L) = - u(F) + a@uly) , (1)23

definisanog na konalnom intervalu G . Pretpostavljajuci da funkci@
ja f£(y) ima na intervalu G kompakbtan nosaé i da je q(y)gﬁLp(G)
u §2 dokazaéemo teoremu o poretku Furijeovih koeficijenata te
funkcije. Ova teorema ée nam omoguéiti da u §3 ustanovimo uslove
pod kojima razmatrana spektralna razlaganja konvergiraju apsolutno
i ravnomerno na celom intervalu G .

U §4 <¢Eemo dokazati teoremu o ravnomernoj na svakom kom-
paktu K<CG ekvikonvergenciji dva spektralna razlaganja funkeije
£(y) : prvo odgovara proizvoljnom nenegativnom samokonjugovanom prc
duZenju operatora (1), a drugo proizvoljnom produZenju istog tipa

drugog operatora

L = -u' @ + d@uly) (2)

gde je q(y)eL ().
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§1.- OSNOVNI POJMOVI I DEFINICIJE

Ako je G proizvoljni interval realne ose i h> 0O proiz-

la G cije Je rastéjanje do granice tog intervala veée od h .,

| Lntervalu G . UopSteni izvod reda k funkeije £(y) (oznalavaclemc

a sa aﬂf(y)) definide se na sledeli nadin.

DEFINICIJA 1 ([42]). Neka su funkeije £(y) i X(¥)

lokalno integrabilne na intervalu G 1 neka je za svaku k puta

S%cw-wwdy = (-1) -Sr@)-g—yg V(y)dy .
G- - G

Tada se funkeija )L(y) naziva uopStenim izvodom reda k funkeije

7"f(j) na intervalu. G .

Definidimo sada klasu S.M. Nikoljskog H';'(G), 1 p<oo o> (
Predstavimo broj o« u obliku

o = k +3 ,

Bde je k‘ﬂ 0,1,2,--., 043&51 &

DEFINICIJA 2 (J13]). Punkeija £(y), £(y)€L,(G), pri-

pada klasi H;(G) ako za svaki realni broj h vazi nejednakost

19%e¢ h _2 X 3 £ (y~h < 2t
y+h) (y) + £(y-w) Tp (G ) clnl™

gde Je C Lkonstanta.

-1 e - e — -

voljni broj, onda cCemo sa Gh oznatavati skup svilh talaka interva-

Neka je k prirocdan broj i f(y) funkcija, definisana na?

E

i

:

peprekidno diferencijabilnu funkeciju Y(y) zadovoljena jednakost



1i6

Ako se uvede oznaka

AZE(y) = £(y+h) - 2£(y) + £(y-h) ,

onda se norma prostora E;(G) definide velidinom
Iyt ey = MR + suplh| ™ a2 Fe)] . (3
Ice) ORI las N

Primetimo da se umesto druge razlike moZe uzeti Setvrita ra-

zlika i tako dobiti norma ekvivalentna normi (3)

_ . -, 4 K,
"f"H;(G) - ”fHLP(G_) SEPIII[ ”Ah o f(y)"I’op(G2]h|) . (4)

Pbdsetimo da smo u napomeni na kraju §7 s 8l.IX, definisal:
~diferencijalni operator L na prostoru L2(G) pomoéu diferencijal-
'ne operécijg (;)-na_sledeéi nacin., Oblast definisanosti - D opera-

tora L  Jje skﬁp svih funkecija g(y) iz prostora LE(G) koje imaju

8ledela svojstva: -

1) Funkeije 'u(y) i u'(y) Jesu apsolutno neprekidne na svakom

‘konac¢nom segmentu intervala & .
2) Funkeija AL(u(y)) pripada klasi L,(G) .

Ako je u({y)€D , onda je L(u) = vﬁ(u) .

Kaeo S8to je veé reCeno, u ovoj glavi demo pretpostavljati da
je interval G konafan i da potencijal q(y) operatora (1) pripa-
da klasi LP(G), L<p<oo. U tom sluCaju moZe se definisati restrik-
cija L0 operatora L na slede¢i nac¢in. Oblast definisanosti Do
operatora LO sastoji se od svih funkeija u(y) iz skupa D koje

zadovoljavaju sledeée granidéne uslove:

u(@a) = u(d) =0, u'(a) =u(p) = 0.
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n

(9), 81.I, koje se, s obzirom da e u ovom slucaju Jlu Il

117

Tada je L zatvoren simetridan.operator sa indeksom de-

fekta (2,2) i operator I jeste njegov konjugovani operator. Osim

oga, sva samokonjugovana produZenja operatora L, 'imaju disto di-
kretan spektar, tj. njihov spektar se sastoji od prebrojivog skupa
opstvenih brojeva konadne viéestrukosti, koji nema kénaénih_taéaka
agomilavanja. Sve ove ¢injenice su dokazane u kjizi [59]', gl.V

Kada smo u §5 prethodne glave i u uvodu ove glave govorili
samokonjugovanim produZenjima éredingerovog operatora (1), imali |
mo u vidu upravo samokonjugovana produzenja operators L, « Ovo va--j
i i za izlaganja koja slede.

Oznadimo sa {un(y)}:; potpuni ortonormirani sistem sopstve-
ih funkecija proizvoljnog nenegativnog samokonjugovanog produZenja

peratora (1), i sa {Jgékmgodgovarajuéi sistem sopstvenih brojeva,
| M4

numerisanih po poretku neopadanja. Ne umanjujuéi opstost, moZemo

P

retpostaviti da je A >1, nen .

SledeCi rezultat V,A,Iljina i I.Jo bide nam potreban u da-

jem radu,
LEMA 1 (Ja2]). Ako je G Xkonadan interval i q(y)éin(G),
< p< 2o , onda vaZi ocena
Z. 1 £B, zasvaki broj rel o, (5)
'ﬁn""/“""“f-‘" |

Pyl Cemu konstanta B ne zavisi od N, i /u. .

Osim toga, bide nam potrebne i ocene sopstvenih funkei ja

o(@) = 1,
EN, mogu formulisati u obliku leme 1, 81l.IIT (videti tamo ocene

(?)) .




118

§2.— O PORETKU FURIJEOVIH KOEFICTIJENATA IPUNKCIJE IZ KLASE H;le

U ovom paragrafu dokazademo teoremu o poretku Furijeovih
. ol . .
koeficijenata funkeije f£(y) iz klase HP(G), koja ima kompaktan
nosa¢ na intervalu G . U sludaju Furijeovih koeficijenata funkcije

LY
iz klase H;(G) i tzv, fundamentalnog sistema funkecija Laplasovog

operatora
2 52 2
&u = }% + a_% T ees T -CL%
Xy X5 X

u proizvoljnoj n-dimenzionoj oblasti G , odgovarajuéa teorema je
dokazana u radu {13] . Bez obzira &to u na3em sludaju operator (1),
osim glavnog dela, sadrZi i deo sa potencijalom, tehnika razvijena
u tom radu prenosi se uspeSno i na njega.

Neka je supp f kompaktan nosal funkeije £(y) , definisa-
ne na konacnom intervalu G = (a,b) . Oznalimo sa R rastojanje
tog kompakta do granice intervala G , i sa rn Furijeov koefici-
Jent funkecije £(y), koji odgovara sopstvenon broju.;Km,. Svuda u

ovoj glavi bide sa r oznaden broj takav da je —%— +-—%— = 1 .

TEOREMA 1. Neka je f£(y) funkeija sa kompaktnim nosacen,
koja pripada klasi H;'(G), 0K« €2, 1<p<£2. ko je oL&-5 i
q(y)éLp(G), onda za svaki broj A>0 vazi nejednakost

Z 15,7 < CpelifliEegy ' ()
A<y, £ 4 P

Pri tome konstanta Cp ne zavisi od Ay i A

DOKAZ. Neka je h proizvoljan broj iz intervala (o,-l-;—-) .

Razmotrimo funkeiju




'I.__l

Dva funkecija je jednaka nuli van intervala G
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£
Byib,8) = - 26w (7)
R

Lako se vidi da Je funkcija ZE(y,h,f) jednaka nuli van intervala

G2h . Koristeéi formulu srednje vrednosti (4), gl.I, odredimo Furi-

Jeove koeficijente En(h) funkei je E(y,h,f) u odnosu na sisten

gopstvenih funkecija {un(y)}:a . Bice
| .&-zl £
E (h) = SE(F,h,f)un(y)dy =:Z—]I',:-S [Sf(wu)uﬂ(y)du:[dy =
G-Z‘L ’g__‘{’ .R' rﬂ-fi‘ ~&
1
oy Sf(x)[g( un(x+§) + un(x-?,) )dg]dx = (8)
o+l 0 2
| X3
P, - e [ [ Fuome SR oo
' G, S

sada za svaki broj h iz intervala (O,R/6) definifimo na

1ntervalu G funkeiju

P(7,0,8) = B(y,h,£) - 4E(y,h,) + 32(y) . | (9)

4p 3 1z (8) sledi da
uri jeov koeflclaent T (h) funkecije (9) jeste oblika

F_(h) = [Sigﬁk&ﬁ"' - 4 Slﬁl‘:}_\r‘i + 5].fn -
24 a+3, ‘ v_.
- fﬁ-gf(x)[ S( 5q('t)u (r)SInVh{ [x-T[- 7 )d'r)dﬂdx + (10)
0 x- VAw
| G.Z{, 1 e {1
+ %-jf(x)[j( { e, @ sinVh( Jx-T|- g-)-d'(.')d;]dx :
G, 0 %

Iz (10) dobijamo slededu nejednakost

i n2hViiy hVi,. -
T o SR A P SN LS LI
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2k X+3 Vol 1,

+ 33“1'I%*5f(x)[ ( 5 q(t)u,_ ()20 *""&J_"f“ﬂ“’rldr )dﬂdx]r +

Get -RO X3 | " (11)
o+, ,

¢+ T E S S §a@my ) ST 0 o o]

G&' 0 9("? "
Uvedimo oznaku
zlﬁf(y) = £(y+2u) 4L (y+u)+6L(y) 4L (y-u)+£(y-2u)

gde je u proizvoljan realan broj (i takav da izrazi na desnoj
strani budu definisani). Tada se, s obzirom na (7), funkcija (9)

moze predstaviti u obliku

L
Poom0) = gp-{afrman (12)
-2 |
i, osim toga, vaZi nejednakost
4 oL - |
AL E(T) | £ lul [ £ g , 0Ll g2, | (13)
(4, "Lp(G41u|) i IHP(G)

(videti [15]); ovde se jos podrazumeva da je [ujgh .

Frimenjujuéi HYlderovu nejednakost, reprezentaciju (12) i

ocenu (13), moZemo oceniti Lp - normu funkcije F(y,h,f) :
!'F(Y1haf)!l£p(g) £ C(R,p,d )'"fllﬁg(G)-h“ R (14)

pri cemu konstanta C(R,p,dL) szavisi samo od ukazanih velidina,
Dalje, ocenimo drugi sabirak na desnoj strani nejednakosti

(11). Primenjujuéi parcijalnu integraciju, dobijamo prvo jednakost

A+3 . X

H ] ', 3 — -
SQ(T)HH(’C) =E2 ng X )d't'.‘ + Sq(t‘)un('r:) —S—ln“’u(i:‘ F )dr =
7 Y (15)

2 T L
= -S ( S Q.(t)uh(’c)dt)cosm(‘f—x—;)d'r + 5 ¢ SQ(t)un(t)dt)cosm:c-T-;)d‘i
€ X <y T
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Koristeli vise puta Hlderovu nejednakost i transformaciju

. ¥ i, ¥

15), dobiéemo nejednakosti

1o £24 +3
IE'-'— Sf(x) 5(53 a(t)u, (T) MIX"T’-—Z—ldT )dﬂ ,
Gat, 0 =%, Ly x
é. 22:-—-1(2}1)1‘/13-1[!1‘" p(G) S[Slé(gdt)u (t)dt)cosv_(’c—x-—g)drlr dy +
2L x (16)
+ §]§¢ A(8)uy (£)a6)cosi(x~T = p)ar | ag] ax <

o x-3 T

| ¥
x Xt T
w1 S‘?P(§ q
P Glf« 0 X

)
[S (t)u, (t)dt Tar +S lSq(t)un(t)dtl d'l")dzJ,
X x-3 T -dx,

Potpuno analogno se dobija odgovarajuda ocena za tredi sa-

N

birak na desnoj strani nejednakosti (11).

Moze se pokazati da postoje konstante 3> 0 i d=>0 takve

da vazi nejednakost

lSlgﬁl‘}y_:“ 4 Slil\}l—“’ 5,3‘1?’; sy ako je dthfn£2d . | | (17)

Sada iz (11), (16) i (17) sledi da za svaki broj h iz in-

fYervala (O,R/6) vaZe majoracije

r 24V.1. 7 s:.thV"; h\[,\:
dl#l%é2d'fn, ')\m = CI)I V__ l 2]3\/—“, - 4 Sliv_ 5[?]_-{'11!3:' <
-l 24
& 2 (&2 P F_ ()| *
5 F d<h\£a‘,,e2dl a(®) . (18)

2t o Y -
(2d), ~r-1 =
T 12" "f”H (G) 2a1(+4 {Sﬂg( Zé&l ISQCt)un(t)dt]r )dT  +
0 W x

d<hVJ,
6 . .
T
+ S(dc%,$2d I§q(t)un(t)dtl )d't‘:(d;}d_'}{-l-

-
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agd i-xzﬂﬁi ~—
2d)or-1,7 L hy
+ ’-%_—l_)r gr”fnlg;m) k2 G{{gf é(dz-lf“xg N [Sq(t)uh(t)dt{ Yar +
s
| " a;(dc%ézd lgq(t)vh(t)dt[ )dt] ;}dx ’

pri ¢emu ol zadovoljava uslov 0< & <2 ,

S obzirom da funkeije q(y) i F(y,h,f) pripadaju klasi
LP(G), 1<p£2, i da vaZe ocene (7), gl.III, na njih se moZe prime-
niti Risova nejednakost (32), gl.III, sa EZK) =1, M= C(G,q)
(talnije, ovde koristimo originalnu Risovu teoremy u kojoj.nije bi-
tno da 1i posmatrane funkcije imaju kompaktan nosad ili g8 nemaju)

Tada iz (18) dobijemo ocenu

2
_ , G-L)r
_ d{%{é Tl B 201 (085,00 (0(6,00) P 15 oy £ [F G, oIy,
. | .o (—g—l)r | . .(Lﬁ 114
o F 7 (0@ P helE oy {Sz;[ Slq(t)\pdt)r/p i+
= . . - P~/ h
. . - | Gy ° M X
S(Slq(t)lpdt)r/l’d]d;}dx + (19)
-y T .
(2 T | |
+ 03(<4,9,7,d)(C(G)) P "fﬂ,i;(G) WS{S;P[ ((1a(6) Pag)™? ar +
0o A X
&,
S 5 la(t Pat)T/P d'r]d‘é}dx .
-3 T

Upotrebimo sada ocenu (14). Ako je of £ = » onda iz (19)

o)

slede nejednakosti

Z. L e
£ 15N, 20, (2 8. 7.d.C q)»h"“(r"g)-ﬂf'l[r,c +
d{hm—;’@d nl 1. 1 t A Bl Bk Balh HP(G_)

+ Eg(dsE’sr:dsqu}hrﬂgdf"fuﬁol((}) + (20)
| &




L4

1

B

1273

+_._.__ Ea(o{,g,r,d,G,q)-hrﬁgd-”f"ﬁ;((}) = CR,,fl[IIi;(G) 9

ri cemu konstanta Cp ne zavisi od h i g o

Neka Je A broj koji zadovoljava uslov A :>-(6d./R)2 . Tada

hroj h = V%r pripada intervalu (O,R/6) , pa zamenjujuéi ga u ne~-

jednakosti (20), dobijamo ocenu (6).

A ako je O<\ £ (64/R)Z , onda je

ol,
- P L P 2. 12150 (21)
1<h, 440 B 1<V, <124/R

Uvedimo oznaku

.)\0:= max{ Ay ° 44\[.5“.4126./1:2} .

Kako vaZi ocena

lfn[ < (b“a)l/r '"f"Lp(G) ’

o Je

Z.

o A M |

bvde je sa [124/R] oznaden celi deo broja 12d/R .
Iz (21) i (22) sledi ocena (6) i u ovom slucaju.

Dokaz t=oreme 1 je zavrsSen.

§3.~ TEORLMA O RAVNOMERNOJ KONVERGENCIJI SPEKTRALNOG RAZLAGANJA
FUNKCLJE IZ KLASE __H;'(gl

U daljem izlaganju biée nam potrebna sledela lema koja jJe,

za sluCaj p = 2, data u obliku napomene u radu [15] .

0o
L EMA 2, Ako niz brojeva .{an} za svako A > O zadovoljava
=14

uslov




124

Z ]an[r 2 AT ., gde je A>O0 , (23)
J\-ﬂ-}\)‘é#\)\

onda za svaki broj & > O vazi ocena

> la ITX, £ () AT, (24)
An >4

pri demu konsatanta C(§) zavisi samo od &

D O XK A 2., Odredimo prvo broj k(E)&N takav da

4
k>k(E), k€N = (1+ '8 <4

Zbog toga Je

O

2 1oyl 2 = pa r,~%),
‘)‘nzﬂla n ./\ _ Z-,; Ckm“‘%la l ) + _k(a)+1( e %[an[ A )
Z‘s Z =
< ¥ L 2. r
- k=l (de\“ 41{'&“-‘ ). " k=k(&)+1 kl+£'( s PINPTRELS & la l™ )=
| | ]

- (&) AT

Pl Ar*Z 1+ AI‘-Z
k=1 k=1

1
Pri tome Je stavljeno s =[(k(5)+1)1+ E] +1 ([x]=EX)). Kori-

4
stili smo uslov (23), stavljajuéi A =%k i X= k" ¥ . Dokaz leme 2

je zavrsen.

TEOREHMA 2. Neka funkecija f£(y)

ima na intervalu &G kom—

v . . . o .
paktan nosal i neka pripada klasi HP(G), O<d{£2, 1<p=<£2, Ako Je

gira apsolutno i ravnomernce na celom intervalu G

i q(y)éELp(G), onda Furijeov red funkcije f£(y) konver-

<&

DOKA Z, Niz brojeva a_ = fn-.)\

¥

zadovoljava uslov (23)., Ovo




ﬁ
1

T R P .

.

uislov Je el:vivalenuan uslovu o > IS e

lu G ako je
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gledi iz ocene (6), kada se stavi A (C )1/r Hfﬂﬂﬁkc) . Zbog toga
prema prethodnoj lemi, za taj niz vazi ocena (24) koaa sada ima
eblik

Z £ lrd\ T2 o® o el (25)

n n = R Hd(G) ’
4 - P

u‘?

pri Cemu je & pr01zvoljan pozitivan broj.
Koristeéi ocenu (7),gl.III, kao i ocene (5) i (25) dobijamo
e jednakosti
Co

Z e dw G = 3 Iyl Ol

“n=1 d\h;.,.,'

)| P
< (5 gt = Dl e o

dn>1 Yo >4 ‘*""T
£ C(G,q)-(C(H)Cy /T, ﬂfUH*(G) (Z A ““P)l/p .
Vou >4

Odatle se vidi da Turijeov red

Co
7 ()

H=dA

cije f£(y) epsolutno i ravnomerno konvergira na celom inter—

.OC =& P ::v§ » Zbog proizvoljnosti broja & ovaj

-1

Dokaz teoreme 2 je zavrSen.

&4 - THEOREMA O IXVIKCHNVERGENCIJI SPEYTRAINIH RAZLAGANJA

FUNKCIJE 17 KIASE H;(_Z

Videli smo u prethodnom paragrafu da spektralno razlaganje

. » c‘{ “ ~
ankclae f(y)éEHp(G) sa kompaktnim nosaCem ravnomerno konvergira




- ravanomerno po ¥ na celom intervalu G . Pri tome konstanta C
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c¢ak na celom intervalu G ako Je T-Co{-‘-? L . A kako se ponasa
spektralno razlaganje funkcije £(y) ako je 0<o«L<£ -?-5-3'- ? Delimi-
can odgovor na ovo pitanje dacéemo u ovom paragrafu,

Neka su R i {LL proizvoljni pozitivni brojevi. Uvedimo

oznaku 4 Go
KFL(R) - _2_ .S Sinlﬂ-l thOS\[;‘Q dh . (26)
An, " R

Tada vazi, sledeée tvrdjenje.

L EMA 3%, Neka je G konacan interval i neka su R,> 0 1

{‘47 2 Pproizvoljini broaev:l.. Ako je q(y)eL (G), 1<« p=<2, onda za
svaku funkciju f(y)éH (G)._. 0 <KX£]1, koja na intervalu G ima kom

paktan nosac¢, vazi ocena

= 0l
léfnun(y) SRO(K&ER))l < C. ] £l O{(G) {u-"—" : (27)

f

. ne zavisi od {w

DO KA 72, Da bismo dokazali ocenu (27), dovoljno je dokazati da

za svako ol € (0,1], ravnomerno po y na G va¥i ocena

o 24
> [2au, () :sR KP(R)) [40 A (w o (28)
Ny |
gde su a i A brojevi koji zadovoljavaju uslov (23). Zaista,
o

prema teoremi 1, brojevi a = fn-.l,f’ i A = "f"H"E(G) zadovoljava—-
ju uslov (23), pa njihovom zamenom u (28) dobijamo ocenu (27).

Za svaki broj s>0 ravnomerno po y€G wva¥i ocena

7w 3P < (ce, )P B (29)

S<LVN £S5 +4
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Ova. ocena direktno sledi iz ocene (7), gl.III i ocene (5).
4

Dokazimo sada da za svaki broj & > ¥ - E vazli ocena

pa lun(y)l%f P | - (30)

ravnomerno po y G : ovde je C konstanta. Zaista, koristeéi oce

nu (29), dobijamo majoracije

o
£ _ = o, (3)|p .
Dy" % < ( Z- Lo ) 2
oo
= (C(G'sQ))P B _— kzg-"'% < C

jer je uslov 2% + p/2> 1 ekvivalentan uslovu & > %— - E .

Koristedi ocene (24) i (30), moZemo dobiti ocenu

.._i. -
> lau (Dlh, <CA ' (31)

Jan 21
ravnomernu po y€G . Pri tome Jje C = C(E-)l/r Cl/P . Ova‘ océna VE
Z1i za svako E?%—E '
Navedimo jo$ ocene za usrednjenje velicine KJ;£R), koje ¢

nam biti potrebne u daljem izlaganju :

1) za svaki [U. i VAw vaZi nejednakost

[SRO(K[: @) 6 RY) (32]
2) ako je[\fj“-rl[;»l , onda je

C (R )}
[ (Kf;(R))] o, (33,
o ™ a:{"l
Konstante Cl(Ro) i___,_ OQCRO) ne zavise od YA i f'v . Nacin dobi-

janja ovih ocena naznaden jeu &3, gl.II .
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Predjimo sada na dokaz ocene (28),
78 one indekse n za koje je 14\/;?.,1‘4;% iz ocene (%3) dob:

jamo ocenu

Koristedi ovu ocenu, kao i ocenu (31) za E;='% , dobijamo sledecc

nejednakosti :

%)L 2R RS
. [t v 20 Z
1{%{g[anun(y) sp_ (K@M | < o FELlanun(y)lJ«u <

. 4
(B T S eliteomy on g
An>4 /u,m

éto_se tice sume po indeksima n za koje Jje V:;:vigﬁ '

pri njenom ocenjivanju koristiéemo ocenu
3C, (R, )
Vo

‘koja se dobija iz ocene (33), ako se ima u vidu da je za ukazane i

'.[SRO(KJ;“('R))Ié

- ) - 1 - . LT - -
dekse n ispunjeno: 47—5—-. Primenivsi, osim toga, 1 ocenu
(31) za & = i » dobijamo nejednakosti
. r X A

7 lagu () 85 Kz (B |2 3¢,(R) -2 lau MDA © <

3 /o 2
VI“‘?"% AN '3,

E(R ) IJ\"% 1
9o’ . > lau (MDII* £C(R)-C-A- 7 .

{.(, T AnvA (t(

Preostali deo sume (28) predstavimo u obliku

C € . :
PO > O+ > e+ 2 )
lﬁn-f*lé& A e [YAw—p 14 fH<VR, = 3

1 ocenimo svaku od dobijenih podsuma posebno .

\i

Koristeéi ocenu (%2), dobijamo
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E‘I?~

> logu ) sy (K [ (R) e "*[uc(e,q)c (R)- == In
ﬂﬁ‘h {“lé"‘ . | _3_:'5 Irn"ﬂ!‘-'f
S £ A-O(G,‘,q)-cl(RO)'B-(-—g-- ™

&

S obzirom na ocenu (33%),vazicée nejednakosti

oL
TR

| o
fl E .)\w
Z Sp (K (R))A £AC(G,q)C,(R.)- ———g
%éru<f‘"l ,anun(f)f) ( , q 20 %Eﬁu*‘-f"”l IVJT“._F',

| 2:d/r
£fA'C(GsQ)'Cg(RO)'B'(—g—) '-é?%-ig .

f/.

Potpuno analogno, koristeéi opet ocenu (33), dokazuje se da
i za trefu sumu vazi prethodna ocena.

Dokaz ocene (28), a time i ocene (27), je zavr3en.

NAPOMENA 1, Ova lem2 takodje ima odgovarajuci analogon u radu

[15] (lema %,.2, §1, £l.3). Neke od ideja, primenjenih tamoc, korisce

ne su u gornjem dokazu,

Formulisimo sada glavni rezultat ovog paragrafa.

L " b'ﬂ L L) ] L3
Oznadimo sa 1{un(yi} potpuni ortonormirani sistem sopstve
A=A

ih funkcija pruizvoljnog nenegativnog samokonjugovanog produzenja

Fat
peratora (2), i sa {v\“l s Au>l, -~ odgovarajuéi sistem sopstve

m—‘d
A A
ih brojeva, numerisanih tako da je Auw £Inue K&o i u prethodnim
-,
lavama, oznadime sa G'r*(y,f) spektralno razlaganje poretka {u.a-(

6o
funkcije f£(y)€&€L,(G), generisano sistemom funkeija {ﬁn(y)}“_ﬂ

TEOREMA 3, Neka funkecija £(y) ima na intervalu G kom-

-

v . . : =4
paktan nosal¢ i neka pripada klasi HP(G), O0<X£]l, 1< p£2. Ako po-

tencijali q(y) i Qq(y) pripadaju klasi Lp(G), onda wvazi ocena
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- 2¢/7r

[C-J‘F(}:,f) - g“‘[A(X,fﬂ £ Gf'"f"H;(G) [b&. ) /" > 2, (34)

réﬁﬁomerné pd. X na'éﬁakom kompaktu K intervala G ., Pri tone

konstanta Cf ne zavisi od (u .

WAPOMENA 2, Pod uslovima teoreme 3 iz ocene (34) sledi ocena

ef,l(xif) “é{u(xsf) = .0( F%;F) ’ {u--a-{-ﬂo, (55)

ravanomerno pc X na svakom kompaktu X intervala G .

DOKAZ, Neka je R, pozitivan broj takav da je 2R < (K,2G

gde je K proizvoljni kompakt intervala G .

Kao u glavi II, podjimo od funkecije

{ o2yl s xyier,

wR(xsya(u ) = | (36)
o za. [x-—y‘?R y |

gde je x€K, yegG, Ré[RO,QRO] .
Fiksirajmo tacku x&X i bro] (U > 2 . Koristeéi formulu

srednje vrednos:ti (4), gl.I, kaou §3, gl.II, dobijamo da Furi~
Jjeov koeficijent aji(X,fL) funkcije (36) ima oblik

R “
GnCea) = uy (S - u, OEE® -
R [ 284 /- (37)
1 inph in Vo 1x=7 | —
- - § e [ el e, |
0 o-h

gde Jje

G : (38)
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B veliCina Kc;(R) je definisana jednakoicu (26).
147
Primenimo operacliju usrednjenja SR na obe strane Jjedna-~

o
kosti (37). Kako Jje

R O
S (% ) = W_"(x,fa neN
Ro( Il( 1[""> n s[) ' y
RO .
sde Je &Jn (x,rb) Furijeov koeficijent funkcije Sy (CDR(x,y,fu_
0
to iz (37) dobijamo jednakost

R | |
IRICHRE uncxw/“ - ()-8 (KE®) -

| oord, (39)
- J% (S znph Sq('g)u (3)”“‘3\&( = Z-thdﬂdh ) .
x-L

PomnozZimo tu Jjednakost Furijeovim koeficijentom £, funk-

cije f£(y) . Dobiéemo jednakost

R
£y 0, 2Cr ) = nunu),S““ - 19,68 (KE®) -
R sc+£ (#0)

- ,7% n g SSiﬁf‘ = [ Sq(;)un('g)f"—inm%x“ﬂ“hld;]dh )
0 | v

-4

Primetimo sada da funkeija Sp (&)R(x,y,{u)) pripada klas:
o
L2(G) (u odnosu na promenljivu y); videti jednakost (66), gl.II .

Zato na funkcije f(y) i Sp (GJR(X’F'fb)) mozemo primeniti Par-
0 |

sevalovu jednakost. Iz (38) i (40) sledi jednakost
p

Sr(wsRocchx,y,{u))dy GO B ANCR

A

Z f u (x)SR (K#(R)) - (-41)

n=
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Lo 4 3(+£-
n=1 0 oA,

Ova jednakost vazi za svako x€X 1 za svaki broj {u > 2.

U daljem izlaganju bice nam potrebne ocene za integral

R od, | |
In(X’R‘{“') ~ J..t_];g sirﬁlﬂt-h Sq(g)un(z)sinlﬁ;_( Ix-z[-h)dz]clh , n€N,
0 x4,

Vaze sledeéa tvrdjenja:

1) za svaki Vaw i [u, je ispunjena nejednakost

[T, G,y 0] & Dy (RQ) 5 neN, o (s2)

(videti ocenu (61), gl.II);:
2) ako je 1<Va£-5~ , onda je
[T (xaRe )£ D,(R,0) Y | e, (43)

(videti ocenu (37) u radu [25])-

Konstante Di(Ro,q) , i=1,2, zavise samo od ukazanih velici.
na, pa navedene ocene vaZe i za usrednjenje pomenutog integrala.

Sada moZemo da ocenimo na kompaktu K svaku od poslednje
tri sume na desnoj strani jednakosti (41).

Iz ocene (6) dobijamo ocenu

|£,1 5,(CR)1/r41fHH;(G)‘ mkld. ,

w v

pa koristeéi nju, kao i ocene (7),gl.III, i (5), occenjujemo drugu

sumu na desnoj strani (41) pomodéu majoraciji

| 7 0| & 0(00)- Y Tulitly oy - 2~ = (424)
V.;n"’"("' 2 P V:fn'-'((" v\w

< cfpe v
< Cql "H;(G){u .
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7a tredu sumu na desnoj strani (41) vaZi ocena (27).

Predstavimo b_ro;j P, L ps2, 0 obliku

P = L+3 , 0<30<1

3

i izaberimo broj & >0 tako da bdude

E L —— . (45)

Cetvrtu sumu na desnogj strani (41) oceniéemo pomoéu ocene

(25) u kojoj je B  dizabrano tako da zadovoljava uslov (45)

b
| Z o S (TpERe ) | <

(d ud‘-E-P
£ (C(®)C, )l/r llfﬂH @) (ZISR (T, (x,R (u,))[Pv\ ) yL/1

Vau>4

Oznadimo sa S(x,fb) sumu na desnoj strani prethodne ne-

Jednakosti, predstavimo Je u obliku

S(x,(u.) = Zc) + ZC*) + Z ¢) -+ ZC) P (47

lﬁa—f*lﬁ-‘i 4{Vi‘n:5f€- l%"vuﬁ_hfﬂ-‘ VI“';.((HA
i ocenimo svaku od dobijenih suma posebno,

S obzirom na ocene (5) i (42), bicle

~(4+L2)p PET)

7 Isp (o, ,u))[l‘u ¢ (0 (R5,0))P- (—F—) Z. 1 =
. ’V_n" [<4
-4 2t ke

gcpm T,
g;jer Je 1 -~ gﬁi > 0, zbog uslova (45),
Korlste01 ocene (5) i (43), dobijamo nejednakosti
(2]
Z S (I (x R (w))lp.)x 2R < (49)
4<Kxﬁﬁﬁ%
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= '__;B(DQ(RO ,q) )P_ 2

. 20(.

:f;gg, ~ kl

Jer Jje uslov p(1- -‘25'-):-1 ekvivalentan uslovu (45).

Koristeéi ocene (5) i (42), dobijamo nejednakosti

~(+ oi-a)
Z|s (I (xR{u.))IP)\ i P..-e
#-dv_a-"f"“ . | oot | (50)
< B(D; (R _,q))P- (———-) LA < G- T
f’ .k-l kp(l—25/r)

Vin ?Iﬁh"f"[
Najzad, imajuéi u vidu daﬁn:-ruxl:,"o , 1 koristeéi ocene

(5) i (42), ‘dobijamo majoracije
-(F+ )b
2 'SRO(In(X*R*(‘* -, < _
ﬁh?ﬂ*"‘ ‘ 5 Oo . : (51)

o 5ot
-S> y o = Sp
£ B(Dl(Rosq.))p . {u' T — B (}-(OL T

jer je p(l~ g—f’?—);l , zbog uslova (45),

Sada iz (47)-(51) sledi ocena

xR -~g§Lp |
]S(x,f«)l-_é C-pm ., (52)

QR

ravnomerno po x na kompaktu K , pri demu konstanta

si od Fb

Zato iz (46) i (52) dobijamo ocenu

ne zavi-

[Z R NS {u))[ cg.uqu;mp T (53)

Na=A4
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Najzad, iz (41), (#4), (27) i (53) proistide ocena

Y ' 2ot
lﬁflcxaf) - Sf(y)SRocch}:ay,f* )>d3] £ B:F”f”H;‘(G) /u’ | * )
A

H

pviaomerno po x na kompaktu X i u odnosuy na brojeve fi:b 2 e

Q

latle se neposredno dobija ocena (34).

Dokaz teoreme % je zavrien.

Preostalo nam je jos da dokaZemo ocenu (35). Neka je CE?G)

skup beskonadno diferencijabilnih funkeija koje na intervalu ¢
i$aju kompaktan nosaé. Ako je f£(y) funkeija iz klase H;(G), koja
ifpa kompaktan nosad, i E% O - proizvoljan broj, onda postoji funk-

Qo
cil ja ,g(y)éCO(G) takva da vaZi nejednakost

ﬂi‘ - gﬂH;)L(G) < & - - (54)

i . Dalje, u radu [25]'je dokazana ocena

Gi‘(xag) - g(x) = | 0(""‘]"'")(5{1‘(%) -s {u--,;-f-t!!o ’ - (55)

[

Tqvoomerna po x na svakom kompaktu X intervala G . Pri tome

{5[«(8)-—9 0, kada {EJ-—:r-f-‘b.

| ) |
g Analogno, za spektralno razlagangje (ﬁh(x,g) postoji bes-
A

konadno mala funkcija ﬂ)ch) takva da vaZi analogon ocene (55).

|

Sada za dati broj € mozZemo odrediti broj r-(o::- 0 takav da

e = [l 2 & [ROTEL I (56)

| Osim toga, bide

r-l.
E IG‘P(X,@) - g(x)] « lé};(x,g) - g(x)]

is’rcc,f) ACIOIER O - 6 (rot-p) |+
(57)




Imajuéi u vidu ocene (34), (54) ~ (56), iz (57) dobijamo

.«‘—.’_9.‘_..
(> fo = IG(;(K,-‘E) - é}:,‘(x,f)l € Cp oMt £ +20 0 & £
o

fl.

odakle sledi ocena (35), jer konstanta C ne zavisi od g(y) i &

a konstanta Cf-g

visi od g(y) i & .

se moze majorirati konstantom koja takodje ne za

BNAPCMENA 3, Rezultati ove glave mogu se preneti i na proizvoljni

potpuni i minimalni sistem .{u (y)}“_‘sopstvenlh i pridruZenih funk
cija operatora (1), &iji je potenciggf. qa(y) kompleksna funkcija
iz klase L (G) 1<p«<2. Naime, ako se pretpostavi da taj sistem
funkecija i odgovaraguc:. sistem sopstvenih brojeva {Ju} zadovol ja-

vaju uslove (18) (20) iz glave II, i da biortogonalno spregnutl Si-
Co

steml~{V'(yQ}ml‘ y ¢iji su elementi sopstvene i pridrufene funkcije
A=0r4 |
spregnutog onerétora, obrazuje trag Beselove baze u prostoru LZ(G)

onda se teoreme 1-3 ove glave mogu preneti i na ovu opstiju situaci

Jju.

§55 ~KOMERNTART

Kao inspiracija za bavljenje problematikom prikazanom u ovo

glavi, posluZio mi je prvi iz serije radova [4] , [13] - [16] vV.a.
Iljina i 8.A. Alimova, u kojima su refeni problemi ravnomerne kon—
vergencije 1 lokalizacije spektralnih razlaganja funkcije iz klase

°d

2(G—), koja odgovaraju samokonjugovanim produzenjima eliptilkog

operatora drugog reda, definisanog u proizvoljnoj oblasti G CRB
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clave, kao i neki standardni tvehnick. ngtupci, omeguéiliu,
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